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Ушбу дарслик биринчи марта 1986 ( 1 - 1̂ исм) ва 1989 
(2 - цисм) йилларда у^Ув цулланма сифатида нашр этилган 
эди. Шундан буён утган давр мобайнида муаллифлар шу к;ул- 
ланмага асосланиб, математик анализ курсини уцишни давом  
эттирдилар.^ М уаллифлар уз таж рибаларига таяниб, хамкасб- 
ларининг куплаб масла^атларини эътиборга олиб, ^улланмани 
бирмунча ^айта ишлаб чицдилар. Аввало шуни таъкидлаш ло- 
зимки, дарсликни иккинчи нашрга тайёрлаш да таърифлар, тео- 
ремалар, тасди^ларнинг киска, аниц ва равон баёнига ало^ида 
эътибор берилди. Уцувчи китоб уциш давомида жуда К)ш са^и- 
фаларда шу маънода киритилган узгариш ларга дуч келади. 
Иккинчидан, мантиций ^атъиятга риоя ^илиш ва методик ну^- 
таи назардан мукаммалро^ булиши учун у ёки бу тушунчага 
тескари тушунча з^ам ани^ таърифланди. М асалан, тупламнинг 
ю^оридан чегараланмаганлиги, функциянинг текис узлуксиз 
эмаслиги, функционал кетма-кетликларнинг нотекис якинла- 
шувчилиги ва шу кабилар. Бу борада муаллифларни изчил бу- 
лишга ундаган яна бир сабаб купгина теоремаларнинг одатда 
тасди^нинг тескарисини фараз ^илиш усули билан исботлани- 
шидир.

Китобни цайта ишлаш давомида бир цатор янги м авзулар 
киритилди, баъзилари чи^арилди, баъзи мавзуларнинг ж ойла- 
шиш тартиби узгартирилди.

М уаллифлар бу тадбирлар китобнинг асосий й^налишини 
5’згартирмай, балки уни такомиллаштиришга хизмат 1\илди, деб  
з^исоблайдилар.

Пировардида, муаллифлар расмий тацризчиларга, проф.
Н. Сатимовга, проф. Ш. Аюповга китобнинг биринчи ва иккин
чи нашри ^улёзмаси юзасидан билдирилган тан^идий ф икрла- 
ри ва цимматли маслаз^атлари учун миннатдорчилик изз^ор эта- 
дилар.



Математик анализ олий математиканинг дастлабки ва 
айни ва^тда, асосий булими булиб, барча олий ук;ув юртлари- 
да тегишли дастурга цараб у ёки бу ^ажмда уцитилади. Илга- 
рилари «Чексиз кичик мицдорлар ^исоби», «Дифференциал ва 
интеграл ^исоб» номлари билан аталиб келинган бу курс 
кейинги пайтларда деярли ^амма ерда математик анализ деб 
юритила бошланди. Курснинг бундай аталиши унинг мазмуни 
ва ма^садини ^а^и^атан  ^ам тула акс эттиради ва унинг вазифа- 
си функцияларни анализ — та^лил ^илиш эканлигини англата- 
ди. Бунда анализга кириш — ^аци^ий сонлар назарияси, ли- 
митлар назарияси, узлуксизлик; бир аргументли ва куп 
аргументли функцияларнинг дифференциал ва интеграл ^исоби, 
цаторлар назарияси, Фурье ^аторлари назарияси кузда тугила- 
ди. Шуни ало^ида таъкидлаш  лозимки, анализ курси баён этиш 
тартибининг ^атъийлиги билан характерлиди|р. Ундаги мавзулар 
деярли ^амма ва^т муайян кетма-кетликда булиши керак. Ана 
шундагина курснинг мантилий изчиллиги ва яхлитлиги курина- 
ди. Аммо, бу кетма-кетликни са^лаган холда математик анализ 
курсини турлича цуриш ^ам мумкин. Бундай цуришлар авва- 
ло 1̂ абул ^илинган математик цатъиятлик даражаси билан, 
баённинг тулалик мивдори билан фар^ланади. Турли олий 
уцув юртлари (техник, педагогик, университетларнинг хар 
хил факультетлари) учун ёзилган дарсликларда ва ^уллан- 
маларда бу вазиятни яц^ол  кузатиш мумкин.

Табиийки, бевосита математика мутахассислиги буйича 
таълим оладиган талабаларга мулжалланган анализ курси 
узининг ю^ори д араж ад а  математик ^атъияти ва изчиллиги 
билан фар^ ь̂ илмори керак.

Ушбу китобни ёзишда муаллифлар ана шу мураккаб ва- 
зифани баж ариш га интилдилар. Китоб, асосан университет- 
лар ва педагогика институтлари математика, амалий матема
тика ва физика-математика факультетлари математик ана
лиз курси дастурларига мувофиц ёзилган. Тошкент Д авлат 
университетида куп йиллар мобайнида мазкур курс буйича 
укиган м аърузаларимиз китобни ёзиш ж а р а ё т  да катта ёр- 
дам берди. Шу билан бирга, китоб к;улёзмаси тайёр б^лгач, 
у маърузаларимизда «синов»дан утказилди.

Китоб ёзилиши жараёнида биз математик цатъият ва из- 
чилликни таъминлаш га интилиш билан бирга яна ^уйидаги- 
ларга амал ^илдик.



Биринчидан. Маълумки, талабалар ю^ори курсларда ма
тематик анализнинг узвий давоми сифатида функционал ана
лиз курси билан танишадилар. Ундаги асосий тушунчалар 
(функционал, оператор, метрик фазо ва к.) абстракция 
даражаси нуцтаи назаридан анализнинг тушунчаларидан «бир 
погона» юцори ^исобланади, шунинг учун уларни анализ кур
си давомида талабалар онгига сингдира бориш, уларни «бир 
^адам» илгарини куришга ургата бориш, фикримизча, иккала 
фанни эгаллаш учун ^ам фойда келтиради. Айни пайтда, та 
лабалар математиканинг мо^иятлари билан танишиш имко- 
ниятига эга буладилар. Бу эса булажак мутахассиснинг мате
матик жи.\атдан шаклланишида маълум методологик а^ами- 
ятга эга. .

Иккинчидан. М атематик анализнинг турли со^аларга тат- 
биц доираси ни^оятда кенг. Аммо ш улардан энг му^ими, 
фикримизча, унинг ^ар хил математик объектларни (иррацио- 
нал сонларни, функцияларни, хос ва хосмас интегралларни) 
тацрибий ^исоблашга ^улланишидадир. Сирасини айтганда, 
анализнинг барпо булишидаги асосий м анбалардан бири хам 
шудир. Бундай масалалар ^озирга цадар ^ам анализнинг та- 
равдиёти учун хизмат 1̂ илиб келяпти. Шу муло^азага таянган 
холда анализнинг тацрибий ^исоблаш ларга ^улланишига 
асосий эътйбор берилган. Бу уринда муаллифлар уз илмий 
изланишларидан )\ам фойдаланганлар.

Учинчидан. Асосий тушунчаларни киритиш, асосий факт- 
ларни шар^лашда мумкин цадар соддаро^, тушунарлиро^ 
фикр юритишга ва муайян тасаввур ^осил ^илингандан ке- 
йингина уларни математик ^атъият ва изчиллик билан баён 
этишга ^аракат ^илинди. Бу ^амма дарслик ва цулланмалар 
учун з&м фойдадан ^оли булмаган узига хос методик ёнда- 
шиш булиб, китобдан техник олий у^ув юртларининг талаба- 
лари ва уцитувчилари фойдалана олишлари учун имкон яра- 
тади. •

Китоб' к;улёзмасининг дастлабки вариантини синчиклаб 
уциб чициб, уни илмий ва методик ж и^атдан яхшиланишига 
уз ^иссаларини цушганлари учун доцентлар Э. X. Якубов ва 
Б. Наимжоновларга муаллифлар ташаккур из^ор ^иладилар. 
Фикр-муло^азалари билан китобнинг янада яхшиланишига 
муносиб ^иссаларини цушганликлари учун профессорлар 
Л. И. Волковский, А. С. Саъдуллаев, X. Р . Латипов, доцент
лар А. Борисов, Р. Ранихужаевларга ^амда махсус мух.аррир- 
лик вазифасини масъулият билан баж арганлиги учун Тош- 
кент Давлат университета профессори Р. Н. Насритдиновга 
муаллифлар самимий миннатдорчилик билдирадилар. К,ул- 
ланмадаги камчиликларни бартараф этишга ва унинг сифа- 
тини яхшйлашга царатилган фикр ва муло.^азаларини бил- 
дирган урто^ларга муаллифлар аввалдан уз миннатдорчи- 
ликларини билдирадилар.



1 - Б О Б  

ДАСТЛАБКИ ГУШУНЧАЛАР

Ушбу бобда математика фанининг барча тармокларида цуллани- 
ладиган энг мулим тушунчалар хасида баъзи маълумотлар берилади. 
Бундай тушунчалардан туплам ва акслантириш тушунчаларини кел- 
тириш мумкин. Улар дан математик анализ курси давомида муттасил 
фойдаланиб бориладн.

1-§» Туплам, Тупламлар устида амаллар

1. Т у п л а м  т у ш у н ч а с и .  ]^ар бир фанни урганиш а в Е а л о  
унинг асосий тушунчалари билан танишишдан бошланади. Туплам 
тушунчаси математиканинг бошлангич тушунчаларидан бири булиб, 
у мисоллар ёрдамида тушунтирилади. Масалан, шкафдаги китоблар, 
барча турри касрлар, К уёт системасидаги сайёралар, берилган нук- 
тадан утувчи турри чизицлар туплами хасида гапириш мумкин.

Тупламни ташкил этган нарсалар (предметлар) унинг элементла- 
ри деб аталади.

Одатда, тупламлар лотин ёки юнон алфавитининг бош харфлари 
билан, унинг элемент лари эса кичик ^арфлари билан белгиланади. 
Масалан, А, В, ^  . лар билан тупламни, а, Ь, с, . . .
лар билан тупламнинг элементини белгилаймиз.

Агар А  тупламнинг элемента а булса, а £ А ёки А ^ а  каби ёзи- 
лади ва «а элемент А тупламга тегишли» деб укилади. Акс холда 
а£ А  ёки а £ А  деб ёзилади ва «а элемент А тупламга тегишли эмас» 
деб укилади. Масалан, А =  {2, 4, 6 , 8 , 10} булса, у хголда 6 £ А,
7 £ А булади.

Чекли сондаги элементлардан ташкил топган туплам чекли туп
лам деб аталади. Масалан, ю^орида келтирилган тупламлардан шкаф
даги китоблар чекли тупламни ташкил этади.

Математикада купинча чекли булмаган тупламларни — чексиз 
тупламларни ^арашга турри келади. Масалан, барча турри касрлар, 
барча натурал сонлар, берилган ну^тадан утувчи барча турри чизи^- 
лар туплами чексиз тупламларга мисол була олади.

Барча натурал сонлардан иборат туплам N  харфи билан белгила
нади ва

N — {1, 2, 3, . . . , п, . . .} ёки N — {п: « = 1 , 2 , 3 ,  . . .}



каби ёзилади. Яна бир мисол сифатида В  =  {х: х2 — 5 х  +  6 =  0} 
тупламни келтирайлик. Бу туплам х2 — 5.v +  6 =  0 тенглама илдиз- 
ларидан ташкил топган.

Юкорида биз туплам унинг барча элементлари учун характерли 
булган хусусиятни, к,оидани келтириш билан берилишини, шунинг- 
дек, унинг барча элементларини бевосита курсатиш билан берилишини 
курдик. Айрим вактларда туплам к;андай характерли хусусиятга эга 
булган элементлардан ташкил топганлиги маълум булса хам, бундай 
хусусиятли элементлар мавжуд- булмаслиги мумкин. Масалан, А туп
лам т-\- х — п тенгламанинг (п £ N, m £ N ,  п е т )  натурал сонлар 
тупламидаги илдизларидан ташкил топган дейилса, бу тупламнинг 
битта .хам элемента йуклиги маълум булади. Бунга сабаб, берилган 
тенгламанинг натурал сонлар тупламида илдизга эга эмаслигидир. 
Бундан куринадики, элементга эга булмаган тупламларни хам куриш- 
га тугри келади.

Битта хам элементга эга булмаган туплам буш туплам дейила- 
ди ва 0  каби белгиланади.

Шуни таъкидлаш лозимки, тупламни аниклашда у ни ташкил эт- 
ган элементлар орасида айнан бир-бирига тенг булган элементлар 
тупламнинг элемента сифатида факат бир мартагина олинади. Маса
лан, В туплам х3 — 3 х +  2 =  0 тенгламанинг илдизларидан иборат 
булсин. Бу тенгламанинг илдизлари х г =  1, х2 =  1, х3 =  — 2 булиб, 
улардан тузилган В  туплам деганда биз 1 ва — 2 элементлардан 
тузилган В =  {1, — 2} тупламни тушунамиз.

Купинча тупламлар, улар чекли ёки чексиз булишидан }\атъи 
назар, символик равишда текисликда бирор шакл, масалан, доирача- 
лар билан тасвирланади. Бу эса тупламлар устида бажарилган амал- 
ларни тасаввур килишда, улар орасидаги муносабатларни урганишда 
анча кулайлик турдиради ( 1 - чизма).

Агар В тупламнинг хар бир элемента А тупламнинг хам элемен
та булса, В туплам А  тупламнинг цисми ёки цисмий туплами 
(туплам ости) деб аталади ва В с Л  каби белгиланади (2- чизма). 
Масалан, В =  {2, 4, 6 , 8}, Л =  {1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 8} булсин. 
Бунда В а  А эканлигини куриш кийин эмас.

Буш туплам 0  хар кандай А тупламнинг кисми (цисмий тупла
ми) деб ^исобланади.

Бирор А туплам берилган булсин. Бу тупламнинг барча кисмий 
тупламларидан иборат тупламни §  (Л) каби белгилаймиз. Равшанки,

1- чизма. 2- чизма.

I



0  G ¿F (Л), Л £ '¡f (Л). , f  (Л) туплам элементларининг узи тупламдир ■ 
Масалан, Л =  {1, 2}, В =  {1, 2, 3} тупламлар учун

Г (Л ) =  {{ 1}, {2}, {1, 2}, 0 },
Г (В ) =  {{1 }, {2}, {3}, {1 , 2 }, { 1 , 3}, {2 , 3}, {!, 2 , 3}, 0 }

булади. Умуман, элементлари сони п та булган тупламнинг барча 
цисмий тупламларидан тузилган туплаупшнг элементлари сони 2п га 
тенг.

Агар туплам чексиз булса, унинг ^исмий тупламларидан тузилган 
тупламнинг элементлари сони бециёс куп булади.

1 - т а ъ р и ф .  Агар Л туплам В  тупламнинг цисми, В туплам Л 
тупламнинг ^исми булса, у холда Л ва В  тупламлар тенг туплам
лар деб аталади.

Л ва В тупламлар тенг эканлиги А — В  каби ёзилади.
Масалан, Л туплам k n  куринишдаги сонлардан иборат булсин, 

бунда к =  О, ±  1, ± 2 ,  , яъни Л =  {а : а =  к л, к =  0, ±  1, 
±  2 , . . .}.

В  туплам эса sin х  =  0 тенгламанинг ечимларидан иборат булсин, 
яъни В — {х: sin х =  0}. Агар sin х  — 0 тенгламанинг барча ечимлари 
х  =  k n , к =  0, ± 1 ,  ± 2 , ± 3 ,  . . .  формула билан ёзилишини хи- 
собга олсак, Л =  В  булишини курамиз.

2- та  ъ р и ф. Агар шундай а £ А  топилсаки, а £ В булса ёки шун- 
дай Ь £В  топилсаки, Ь £А  булса, у ^олда Л ва В тупламлар тенг 
эмас дейилади.

Бу хол А Ф В  каби ёзилади.
Масалан, ушбу Л =  {2, 4, 6 , 8}, В =  { 1, 2, 3, 4} тупламлар 

тенг эмас.
2. Т у п л а м л а р  у с т и д а  а м а л л а р .  Биз куйида тупламлар ус- 

тида бажариладиган амалларни келтирамиз.
3 - т а ъ р и ф .  Л ва В  тупламларнинг бар- 

ча злементларидан ташкил топган С туп
лам Л ва В тупламларнинг йигиндиси деб 
аталади.

Л ва В тупламларнинг йигиндиби С — 
=  A U В каби белгиланади (3- чизма). Ма
салан, Л =  {2, 4, 6, 8}, В =  {1, 2, 3, 4}, 
£  =  {2, 4, б, 8, . . .}, D =  { 1, 3, 5, 7, . . .} 
булса, унда уларнинг йириндилари куйида- 
ги тупламлардан иборат булади: Л (J В =

3 - чизма. = { 1 ,  2, 3,  4, 6, 8}, £ U Z )  =  { 1 ,  2, 3, 4,
. . ,} =  N, Л и в  =  {2, 4, 6 , 8 . . . .}.

Юфрида келтирилган 3-таърифдан:

Л (Jл  =  Л, л и в  =  в и л
келиб чи^ади, шунингдек, агар Л с В  булса, унда Д\] В — В була
ди.

4- т а ъ р и ф. Л ва В тупламларнинг барча умумий злементларидан



А^В

4- чизма.

ташкил топган И туплам А  ва В  туплам- 
ларнинг купайтмаси дейилади.

Д ва В тупламларнинг купайтмаси £) =
=  А П В каби белгиланади (4- чизма). Ма- 
салан, А =  {2, 4, 6 , 8}, В =  { 1, 2, 3, 4} 
булса, уларнинг купайтмаси А Г) В — {2, 4} 
туплам булади. Тупламлар купайтмасининг
4-таърифидан бевосита

А( ] А =  А, А ( ] В - = В [ \ А
келиб чикади, шунингдек, агар А а В  бул
са, унда А П В =  А булади.

Икки туплам купайтмаси буш туплам, яъни А ( ] В = 0  булса, 
у холда А ва В тупламлар кесшимайдиган тупламлар дейилади'. 
Масалан, Е  =  {2, 4, 6 , . . .}, Т7 =  {1, 3, 5, 7, . . .} тупламлар кесиш- 
майдиган тупламлар булади, чунки Е  Л Е =  0 .

Биз^тупламларнинг й и ри н д и с и  хамда купайтмаси таърифларини 
икки тупламга нисбатан келтирдик. Агар А 1, Л2, . . . , Ап тупламлар 
берилган булса, уларнинг й и ри н д и с и

л и л г и .  . . и Ап
хамда купайтмаси

1П П ■ • • П Ап
ю^оридагига ухшаш таърифланади.

5 - та ъриф.  А тупламнинг В  тупламга тегишли булмаган барча 
элементларидан тузилган Е  туплам А тупламдан В  тупламнинг айир- 
маси деб аталади.

А дан В нинг айирмаси Е  =  Л \В  каби белгиланади (5- чизма) 
Масалан, Л =  {1 , 2, 3, 4, 5}, В =  {3, 6 , 9, 12} булса, Л \В  =  {1, 2. 
4, 5} ва Б \Л  =  {6, 9, 12} булади.

Агар А туплам 5  тупламнинг кисми (яъни А с 5 )  булса, ушбу 
5 \ Л  айирма А тупламни 5  тупламга тулдирувчи туплам деб ата
лади ва С\.Л каби ёзилади:

С 3А  =  5 \Л .

6- т а ъ р и ф.  Л тупламнинг В  тупламга тегишли булмаган барча 
элементларидан ва В тупламнинг А тупламга тегишли булмаган бар-

5- чизма.



ча элементларидан тузилган туплам А ва В тупламларнинг симмет
рии айирмаси деб аталади. Симметрик айирма А А В  каби белги- 
ланади (6- чизма). Таърифга кура

Л ДВ =  (Л \В )и (В \Л ).
Масалан, агар А — {1, 2, 3, 4, 5, 6}, В =  {4, 5, 6 , 7, 8, 9} булса,. 
у >;олда бу тупламларнинг симметрик айирмаси

А А В  =  {\, 2, 3, 7, 8 , 9}
булади.

Икки А ва В туплам берилган булсин. Биринчи элементи А туп- 
ламга, иккинчи элементи В тупламга тегишли булган тартибланган 
(а, Ь) жуфтликларни карай лик:

а £ А ,  Ь£В.
7 - т а ъ р и ф .  Барча (а, Ь) куринишдаги жуфтликлардан тузилган 

туплам Л ва В тупламларнинг Декарт, купайтмаси деб аталади.
Тупламларнинг Декарт купайтмаси А х  В каби белгиланади. 

Одатда А X А туплам А2 деб белгиланади, яъни
А Х  А =  Л2.

Масалан, Л =  {1, 2, 3}, В =  {2, 4} булсин. Бу тупламларнинг Де
карт купайтмаси куйидаги

ЛХВ = { ( 1 ,  2), (1, 4), (2, 2), (2, 4), (3, 2), (3, 4)}
туплам булади. Умуман айтганда, А х В ф В х А.

Юк,орида тупламларни ва улар устида бажарилган амалларни тас- 
вирлаш учун ишлатилган шакллар Эйлер — Виен диаграммалари деб 
аталади (1 — 6- чизмалар).

3. У н и в е р с а л  т у п л а м .  Юкорида киритилган амаллар ихти- 
ёрий тупламлар учун, тупламларнинг табиатига .\еч к^андай шарт 
куймасдан таърифланди. Аммо бундай «умумийлик» баъзан конкрет 
холларда маънонинг йу^олишига олиб келиши хам мумкин. Масалан, Л 
туплам сифатидя 2, 4, 6 , 8 , 10 сонлар тупламини: Л =  {2, 4, 6 , 8 , 10}, 
В туплам сифатида К,уёш системасидаги сайёралар тупламини олсак, 
уларнинг йириндиси ва купайтмаси формаль айтила олинса хам, 
муайян гайритабиийликка олиб келиши равшан. Бундай маъносизлик 
холларини истисно килиш учун, одатда барча амаллар бирор у н и 
в е р с а л  т у п л а м  деб аталувчи тупламнинг кисмий тупламлари ус
тида бажарилади деб хисобланади. Бу универсал туплам U ёки Q 
билан белгиланади. Масалан, юкорида келтирилган сонли мисолларда 
универсал туплам сифатида натурал сонлар туплами U =  N =  {1, 2_
3, . . . } олиниши мумкин. Эйлер — Виен диаграммалари учун эса U 
сифатида текисликнинг нукталари туплами олиниши мумкин.

Математик анализ курси давомида, асосан, универсал туплам си
фатида хакик,ий сонлар туплами R  (каранг 2-боб, 4-§) карзлади.

4. Т у п  л а м  ни б у л а к л а ш .  Бирор Л туплам берилган булиб* 
Лъ Л2, . . . , Ап тупламлар унинг кисмий тупламлари булсин: A k cz 
сг Л (k =  1 , 2, 3, . . . , п).



Агар {А А г, . . .  , Ап} к^исмий тупламлар системаси учун

1°. А 1[]А2и • ■ -У Ап =  А,
2°. Ак П — 0  (Л ф г, к, I =  1 , 2 , 3, . . . , п)

шартлар бажарилса, {Л^ Л2, . . . , Ап} система А  да булаклаш. ба- 
жарган ёки Л туплам Ах, А 2, . . .  , Лг тупламларга булакланган 
дейилади.

Биринчи шарт Ль Л2, . . . , Ап тупламлар йипшдиси Л туплам 
булишини, иккинчи шарт эса бу тупламларнинг хеч бир иккитаси 
узаро кесишмаслигини билдиради. Иккала шарт биргаликда Л даги 
хар бир элемент булаклашнинг битта ва факат битта элементига те- 
гишли булишини таъминляйди.

Баъзан {Аи Аг, . . .  , А п} ни Л даги булаклаш , Л,- ларини эса
булаклашнинг элементлари дейилади.

Табиийки, битта Л тупламда турли булаклашлар бажарилган 
булиши мумкин ва хар кандай {Л1( Л2, . . . , Лп} булаклаш ¿Г (Л)
нинг ^исмидир.

М и с о л л а р .  1 . Л =  {1, 2, 3, 4, 5, 6} туплам берилган булиб, 
=  {1, 2}, Л2 =  {3, 4}, Л3 =  {5, 6} булсин, Равшанки, Л ^ Л ,  

ЛасгЛ, Л3сгЛ булиб,
1) Л ^ Л . и  Л3 =  {1, 2, 3, 4, 5, 6} = Л ,
2) Л 1 ПЛ2 =  0 , А2ПАэ = 0 ,  Л 1 ПЛ3 =  0

булади. Демак, берилган Л туплам Лр Л2, Л3 тупламларга булак- 
лангандир, ((Л1( Л2, А3) система Л тупламдаги булаклашдир.)

2 . Л =  {1, 2, 3, 4, 5, 6} булиб, Л, =  {1}, Л2 =  {2}, Л3 =  {3}, 
А^ =  {4}, Л5 =  {5}, Л6 =  {6} булсин. Бу хрлда х,ам {Л^ Л2, Л3, 
Л4, Л5, Л„} система учун юцоридаги Г  — 2°- шартлар бажарилади 
ва, демак, у Л даги булаклаш булади.

2- §. Акслантиришлар

1. А к с л а н т и р и ш т у ш у н ч а с и .  Акслантириш тушунчаси ма- 
тематиканинг асосии тушунчаларидан бири. Акслантиришлар назария- 
сида бир тупламнинг элементларини иккинчи тупламнинг элементла- 
рига мос келтириш конуниятлари урганилади.

Икки Е ва /•" туплам берилган булсин.
8- т а ъ р и ф.  Агар Е тупламдан олинган хар бир х элементга 

(х £ Е) бирор крида ёки конунга кура Т7 тупламда битта у  элемент 
(у £Е)  мос куйилган булса, у холда Е тупламни Е  тупламга акс
лантириш берилган деб аталади.

Акслантиришлар купинча { харфи оркали белгиланиб, цуйидагича 
ёзилади:

( : Е - + Е  ёки х—~*у.
Е  туплам / акслантиришнинг аникланиш со\аси деб аталади. 

М и с о л л а р .  1. N={1, 2, . . .  , п, . . .}, Л"' =   ̂1



тупламлар берилган булсин. Агар .^ар бир натурал сон

п га — сонни мос куйсак: биз акслантиришга
п  п

эга буламиз. Баъзан бу муносабат /(« ) =  — каби хам ёзилади.

2. N  ва N ' тупламлар берилган булиб, хар бир п£Ы  сонга —
п 2

сонни мос цуйсак, яъни я -» --—, унда ушбу g-.iV -+ N ', яьни g{n) —
п*

=  —  акслантириш хрсил булади. 
п г
3 . >^ар бир л£Аг сонга Аг' тупламнинг 1 сонини мос цуйиб (яъни

П -2 - . 1)
Ф :М-»-ЛГ, яъни ф (я) =  1 

акслантиришга келамиз.

7- чизма.

4. Тугри бурчакли АВС учбурчак берилган булсин, Е  туплам 
АС катетнинг нукталаридан, Р туплам эса гипотенузанинг нуцтала- 
ридан иборат булсин. Е  тупламнинг хар бир к элементига У7 туп
ламнинг у  элементини 7-а  чизмада курсатилганидек мос куйиб, 
¡:Е -* -Р  акслантиришга, бу тупламларнинг элементлари орасида 7- б 
чизмада курсатилганидек мослик урнатиб, бошка, g:E-*■F  акслан- 
тиришгз эга буламиз.

Келтирилган мисоллардан бир туплам элементларини иккинчи 
туплам элементларига акслантиришлар (Е -> /•) турлича булиши мум- 
кин эканлигинй курамиз.

Е  ва ^  тупламларнинг эле- 
ментларини нуцталар деб тасаввур 
килиб, / :  Е  Т7 акслантиришни 
8- чизмада курсатилганидек гео
метрик ифодалаш мумкин. Маса- 
лан, юкорида келтирилган 3-ми- 
солдаги ф(л) = = 1  акслантириш

8- чизма. 9- чизмадагидек тасвирланади.



9- чизма.

Ушбу f .Е —*■ F акслантириш берилган булсин. /  акслантириш ёр- 
дамида Е  тупламнинг х  элементига мос келган F  тупламнинг у  эле
мента х элементнинг акси (образы) деб аталади ва у  =  }(х) каби 
белгиланади. Энди F тупламда ихтиёрий у  элемент олайлик. Е  туп
ламнинг шундай х  элементларини ^арайликки, уларнинг акслари 
^аралаётган у  га тенг булсин. Бундай х £ Е  элементлар у  нинг асли
(прообразы) деб аталади ва /  1 (у) каби белгиланади, яъни / - |  (и) — 
=  {х: х £ Е ,  f (x) = у ) .
к  булса, туплам элементларининг аксларидан иборат
{/ Iх)' А} туплам А тупламнинг F даги акси деб аталади ва у f (A)  
каби белгиланади. Агар BczF  булса, В туплам элементларининг асл- 
ларидан^ иборат {х. f (x)QB}  туплам В  тупламнинг аслы деб аталади 
ра у f~  (В) каби белгиланади.

Ми со л. N  =  {U 2, 3, . . . , п, . . .}, М  — {— 1 , + 1 } , туплам- 
£аР f  (п) =  ( 1) акслантириш берилган булсин. Бунда, масалан, 
5 £ А'_нинг акси / (5) =  — 1 булиб, М  тупламда олинган 1 нинг асли 
эса f  (1) =  {2, 4, 6 , 8, . . .} жуфт сонлар тупламидан иборатдир. 
( /  ’1,Упламнинг ^исми булган А =  {3, 4} (AczN) тупламнинг акси 
/ \А) — { 1, -Ь 1} =  М  булади. М  тупламнинг ^исми булган В =  
=  {— 1} {Вс.М } тупламнинг асли эса /~ | (5) =  { 1 1 з, Ь, 7, .}  
булади.

1- теорема .  F нынг цисмлари булган А ва В тупламлар ку- 
пайтмасининг асли бу тупламлар аслларининг купайтмасига тенг\

Г 1(А()В) =  Г 1( А ) П Г ' ( В ) .  ( 1 . 1)
Ис б от .  (1.1) тенгликнинг тугрилигини курсатиш учун ушбу

Г 1 (A n B)cz Г 1 (А) п Г 1 (В) ва (A) f| / ~ ‘ (5 )с= /-‘ (А Л В) 
муносабатларни исботлаш етарлидир.

Фараз килайлик, х  элемент f  х (А В) тупламнинг ихтиёрий эле
мента булсин: х £ Г \ А [ \ В ) .  Бундан f (x)£Af}B келиб чи^ади. Де
мак, f ( x )£A  ва f ( x ) £B  булади. Энди f ( x ) £ A  дан x £ f ~ l {А), шу- 
нингдек, f ( x ) £B  дан x £ f ~ l (B) га эгамиз. Шундай ^илиб, x £ f ~ l (Л), 
x £ f  (В), демак, x £ f  (A) f| f  1 (В). Биз f 1 (Л f |В) тупламдан олин-



ган хар бир х элемент / 1 (.4) П /  1 (В) тупламнинг хам элемента 
эканлигини курсатдик. Демак,

Г 1(ЛГ\В)с=Г1(Л)П Г 1(В). (1.2)

Энди х  элемент /~ ' (Л) П /~ 1 (В) тупламнинг ихтиёрий элемента 
булсин: (Л) Г)/- 1  (В). У >^олда х& ~1 (А) ва х £ 1 ~ 1(В) булади.
Бундан эса, ${х)£А,  /(.*)€ В га эга буламиз. Демак, } ( х)$А{)В  
булиб, натижада х  € (Л П В) эканлигини аниклаймиз. Шундай ^и- 
либ, /~* (А) П /  (В) тупламнинг ихтиёрий х  элемента /_1 (Л []В) туп
ламнинг хам элемента булади. Бу эса

Г ’ (Л) П Г 1 (^ ) <= Г '  (Л П 5 )  (1.3)
эканини англатади. (1.2) ва (1.3) муносабатлардан (1.1) тенглик ке- 
либ чицади. Теорема исбот булди.

1\уйидаги теоремалар худай шунга ухшаш исбот килинади.
2- т е о р е м а .  Р нинг кисмлари булган А ва В тупламлар йитн- 

дисанинг асли бу тупламлар аслларининг йигиндисига тенг:

г ’ (^ и 5) =  г 1 т г \ в ) .  (1.4)
3- т е о р е м а .  Е нинг цисмлари булган А еа В тупламлар йигин- 

дисининг акси бу тупламлар акслари йигиндисига тенг:

/ ( ЛиВ)  =  /(Л )и /(В ). (1.5)
2. А к с л а н т и р и ш н и н г  т у р  лари.  Ушбу

акслантириш берилган булиб, /(£ )  эса Е  тупламнинг акси булсин:
/(£ )  =  {/(*): х £Е} .

Равшанки, ^ар кандай акслантириш учун ¡ ( Е ) с . Р  муносабат 
уринли.

9 - т а ъ р и ф .  Агар / : £ - > / "  акслантиришда ¡(Е)¥=Р булса, бун- 
дай акслантириш Е  тупламни £  нинг ичига акслантириш деб ата- 
лади.

М  и с о л. N  =  {1, 2, 3, . . .}, АТ =  [ 1, - ,  тупламлар
I 2 3  ̂ ]

берилган булиб, / :  М-*- N ' акслантириш эса п -»---- (ёки / (п) =  —
3 п  \  3 п

куринишда берилган булсин. Бу акслантиришда N  тупламнинг акси 
/  (М) =  [ ~ - ; п  =  1 , 2 , . . тупламдан иборат бу

либ, /  (А') ¥= А" булади. Демак, } акслантириш ичига акслантиришдир.
1-бандда келтирилган 2, 3 -мисоллардаги ва 7-6 чизмадаги акслан- 
тиришлар хам ичига акслантиришлар булади.

Ичига акслантиришни 10-чизмадаги каби геометрик тасвирлаш 
мумкин.

1 0 - т а ъ р иф.  Агар / : £ - > £  акслантиришда /(£ )  =  £  булса, бун-



дай акелантириш Е  тупламни 
F  нинг устига акелантириш 
деб аталади.

Устига акслантиришни баъ- 
зан аоръектив акелантириш 
дейилади.

Ми со л. Е туплам текис- 
ликдаги (а, Ь), а =  О, ±  1 ; 
b =  О, ± 1  ну^талардан ибо
рат: Е = {{а, Ь): а =  0, ±  1 ;
6 =  Р. ±1}-  F Tÿn.iaM эса 0, 1, 2 сонлардан иборат: F =  {0, 1, 2}. 
Е  тупламнинг „чар бир (а, Ь) элементини ушбу

(а, b)--+ a2 +  b2

коидага Kÿpa F тупламнинг элементларига акс эттирувчи /  акслан
тиришни карайлик. Бу акелантириш сюръектив акелантириш булади. 
Чунки /(£)== {0, 1, 2} — F. Шунингдек, азвалги бандда келтирилган
1-мисолдаги ва 7-а чизмадаги акслантиришлар устига акслантириш- 
га мисол булади.

11-т а ър иф.  Агар f : E ^ F  акелантириш Е  тупламнинг турли 
элементларини F тупламнинг турли элементларига акс эттирса, f 
инъектив акелантириш деб аталади.

Юкорида 1-бандда келтирилган 1 ва 2-мисолларда к,аралган
/  (п) — — ва g (п) =  —- акслантиришлар инъектив акелантириш бу-

либ, 2 -§ даги 3-мисолда ф (ti) =  1 акелантириш эса инъектив бул- 
майди.

12-т а ъ р и ф.  ^Агар f :E->-F  акелантириш устига акелантириш 
булса ва ихтиёрий y £ F  элемент Е тупламдаги ягона элементнинг 
акси булса, /  акелантириш узаро бир кийматли моелик деб атала
ди.

Узаро бир ^ийматли мослик баъзан биектив акелантириш дейи
лади.

Мисол.  Радиуслари г1 ва г2(г1< г 2) б\лган концентрик айлана- 
лар берилган. Е  туплам г , радиусли айлана нук;таларидан, F туплам 
эса г2 радиусли айлана нукталаридан иборат булсин. Марказдан чи^- 
^ан хар бир нур г 1 радиусли айланани л: нуцтада, г2 радиусли айла- 
нани у  нуктада^ кесиб утади. Дар бир х  Ç Е  га у  £ F ни мос р^уямиз. 
Натижада Е  тупламнинг элементларини F T ÿ n -  
ламнинг элементларига акс эгтирувчи f  акслан- F
тиришни хреил ^иламиз. Бу акелантириш, рав- 
шанки, биектив акелантириш булади ( 1 1 - чизма).

1- банддаги 1- мисолда берилган f (n) = — ,
г \Т пn ^ N  акелантириш ^ам биектив акслантиришдир.

3. Т е с к а р и  а к с ' л а н т и р и ш .  Биз юкорида 
/ : E -+ F  акелантириш ва унинг турларини караб 
утдик. Маълумки, f  \Е F акслантиришда Е



тупламнинг хар бир х  элементига бирор кридага кура F туплам- 
нинг битта у  элемента мос куйилар эди. Энди f :E-*~F акслан- 
тириш берилган холда F тупламнинг л,ар бир элементани Е  туп
ламнинг битта элементига акс эттирувчи акслантиришни ^араймиз. 
f : E- * - F  акслантириш биектив, яъни узаро бир кийматли мослик 
булсин.

13- т а ъ р и ф. F тупламнинг хар бир у  элементига Е тупламнинг 
битта х  элементини мос куядиган Ва

g( y)  =  g ( f ( x ) ) = x
муносабат билан аниьушнадиган g : F  Е  акслантириш f : E —>~F акс 
лантиришга нисбатан тескари акслантириш деб аталади. /  аксланти- 
ришга нисбатан тескари акслантириш каби белгиланади ( 12 - а, б 
чизма).

Ми со л. N  =  {1, 2, 3, . . . , я, . . .}, JVj =  {1, — 2, 3, — 4, . . . , 
(— 1)'1~г 1 я, . . .} тупламлар берилган булиб, f : N h \  аксланти
риш я —у (— 1)п+, я куринишда булсин. Бу акслантириш биектив 
акслантиришдир. Унга тескари булган :N1- y N  акслантириш ушбу 
(— 1)п+|я -* -я  куринишда булади. Шунингдек, 1-банднинг 1-мисоли- 
даги акслантириш тескари акслантиришга эга булиб, у -----*-п кури

нишда булади. Шундай килиб, f : E - * - F  акслантиришга нисбатан тес
кари акслантириш мавжуд булиши учун:

1) f - . E - ^ F  акслантириш сюръектив акслантириш булиши;
2) F тупламдан олинган хар бир у  элементнинг Е тупламдаги 

асли /- 1  (у) =  /_1  (/ (х)) =  х ягона булиши керак.

3- §. Тупламларни тацкоглаш

Одатда, купинча турли тупламларни тащослашга, яъни гуларни 
элементларининг мицдори буйича солиштиришга тугри келади.

Агар А ва В  лар чекли тупламлар булса, у холда уларнинг эле- 
ментларини бевосита санаш билан элементлар сони бир- бирига тенг- 
лигини ёки А  тупламнинг элементлари сони В  тупламнинг элемент- 
лари сонидан куп ёки кам эканини аниклаш мумкин.

Агар А ва В  тупламлар чексиз тупламлар булса, унда бу туп- 
ламларнинг элементларини, равшанки, санаш йули билан тащослаб 
булмайди. Аммо бу тупламларни уларнинг элементларини бир-бири
га мос й и ш  йули билан та^крслаш мумкин.



14-таъриф.  Агар А ва В туплам 
элементлари орасида узаро бир кий- 
матли мослик урнатиш мумкин булса, 
улар бир-бирига эквивалент туплам- 
лар деб аталади.

Эквивалент Л ва В тупламлар
А ~ В

каби белгиланади.
Масалан, тугри бурчакли АВС уч- 

бурчак (д  АВС) берилган булсин 13-чизма.
(13-чизма). Бу учбурчакнинг гипотену-
заси АВ нин г ну^таларидан иборат тупламни £  деб, АС катетни 
ташкил этган нук,талар тупламини эса Е  деб олайлик. Бу Е  ва £  
тупламларнинг элементлари орасида узаро бир цийматли мослик ур
натиш мумкин. Е тупламда олинган ^ар бир |3 нуцтага шу ну^тадан 
АС га туширилган перпендикулярнинг асоси а  ни мос цуямиз ва 
аксинча. Бу эса Е  ва Е туплам элементлари орасида узаро бир ^ий- 
матли мослик мавжуд эканлигини курсатади. Демак, таърифга би- 
ноан, Е  ~  Е экан.

Шунингдек,
Л ={1, 2, 3, 4, 5, 6}, В = {2, 4, 6, 8, 10, 12}, Л/ =  {1, 2, 3, . . ., п, . . .},
М' =  |1, р , . . ., —, . . тупламлар берилган булса, унда А ~ В
ва N ~  N ' эканини курамиз.

Эквивалентлик тушунчаси тупламларни синфларга 'ажратиш им- 
конини беради.

Масалан, бизга ^уйидаги тупламлар берилган булсин:
Л =  {2, 4, 6 , 8, 10, 12}, В =  {\, 2}, С={10, 11}, £>={1, 3 ,5 , 7, 9,  11}, 
£  =  {1}. Бу тупламлар орасида Л ва £> тупламлар, В ва С туплям- 
лар эквивалент: А ~  О, В ~  С. Бунда А  ва £> тупламлар битта 6 
элементли тупламлар синфига кирса, В ва С тупламлар эса бошка 
2 элементли тупламлар синфига киради. Аммо Е  туплам Л, В, С, И  
тупламларнинг биронтасига хам эквивалент эмас. У бир элементли 
тупламни ташкил этади.

Натурал сонлар туплами N  берилган булсин. Бу тупламга экви
валент булган тупламларга мисоллар келтирайлик:

№  =  1 , 1 1  1  
2 ’ 3 ’ ' ' п ’

ЛГ =  {2, 4, 6, 8 , . . ., 2п, . . .}, п 
ЛГ =  { 1, 3, 5, 7, . . 2п— 1, . . . } ,  п

2л;
- 2л — 1

ва х. к.
15- таъриф.  Натурал сонлар туплами N  га эквивалент булган 

хар кандай туплам саноцли туплам деб аталади.
Натурал сонлар туплами N  га эквивалент булган барча туплам

лар сано^ли тупламлар синфини ташкил этади.



Куиидаги икки N — {1, 2, 3, . . п, . . .}, N" — {2, 4, 6, . . 2п,
. . .} туплам берилган булсин. Бунда N "czN эканлиги равшан. Аммо 
ю^орида N  ~  N" эканлигини таъкидлаган эдик. Демак, N" а  М, 
N" ~  N.

Тупламнинг ьутсми узига эквивалент булиши фа^ат чексиз туп- 
ламлпргагина хосднр.

Биз юкорнда мисол тарицасида келтирган тупламларимиз асосан 
чекли тупламлар ёки еанокли тупламлар эди. Табиийки, чексиз, аммо 
санокли булмяган тупламлар борми? — деган савол турилади. Бундай 
тупламлар мавжуд. Улар билан кейинрок танишгмиз (3- боб, 8- § нинг
3-бандига к;аранг).

Эквивалент тупламлар синфининг микдорий характер![стикаси си- 
фатида тупламнинг цувзати тушунчаси кнритилади. Чекли туплам
лар учун кувва! туплам элементларинннг сонидаи иборатдир.

4-§. Математик белгилар

Туплам тушунчаси билан танишншда биз баъзи бир математик 
белгиларни ишлатдик. Масалан, «Л тупламнинг элемента а» ёки «а 
элемент А тупламга тегишли» дейилганда а £ А  деб тегишлилик бел- 
гиси «£» ни ишлатдик. Шунингдек, «с:» ёки «;э» белги бир туплам 

.иккинчи тупламнинг кисми булганида кулланилган эди.
Математикада баъзи холларда ёзувни кис^артириш макрадида тез- 

тез учрайдиган суз ва суз бирикмалари урнига махсус белгилар иш- 
латилади.

«Агар . . . булса, у холда . . . булади» ибораси «=>» — имплика
ция белгиси ор^али ёзнлади.

Масалан, А, В  т  С тупламлар берилган булсин. «Агар А а  В, 
В а  С булса, у холда А а  С булади» иборасини куйидагчча ифода- 
лаш мумкин:

А а  В, В а С  => А с: В.
Икки эквивалент тасднклар эквивалентлик белгиси ««» ор^али 

ёзилади. Масалан,
(А \В )  U (В \Л ) =  0  о  (Л U В )\(А  П В) =  0 .

«Дар камдай», «ихтиёрий», «барчаси учун» сузлари урнига «V» 
умумийлик кванторы белгисидан фойдаланилади.

«Мавжудки», «юпиладики» сузлари урнига «3» мавжудлик кван
тора белгиси ишлатилади. Масалан:

1) «Ихтиёрий ti хамда т натура л сонлар йипшдиси яна натурал 
сон булади» иборани

Y  n Z N ,  Y m£N=>(n +  m)£N'
каби ёзиш мумкин.

2) «Икки Л ва В тупламлар купайтмаси буш эмас» деган ибо
рани

А [ ) В ф  0  ёки а £В



каби ифодалаш мумкин.
Шундай цилиб, 6 , сг, =^, <=>, У , 3  математик белгиларни 

куриб утдик. Биз улардан кулай келганда, фойдаланиб борамиз.
Математик белгиларнинг ишлатилиш мазмунини цулайлик учун 

куйидаги жадвэлда ифодалаймиз:

№
Математик
белгилар

Математик белгиларнинг ишлатилиш 
мазмуни

1 6 т е г и ш л и л и к  б е л г и с и, а элемент А  тупламнинг 
элемента булса, а £ А  каби ёзилади.

2 ё т е г и ш л и  э м а с л и к б е л г и с и . Ь элемент В  т у п 
ламнинг элемента булмаса. Ь £  В  каби ифолаланади.

3 с: ц и с м  б е л г и с и .  А  туплям В  тупламнинг 1\и см и бул 
са, у Л <= В каби ёзилади.

4 V у м у м н й л и к к в а н т о р и б е л г и с и .  «Хар ^андай», 
«ихтиёрий», «бчрчаси учун» сузлари ва суз бирикмалари 
урнида ишлатилади.

5
3

м а в ж у д л и к  к в а н т о р  и б е л г и с и .  «Мавжудки», 
«топиладики'> урнида ишлатилади.

6 и м п л и к а ц и я  б е л г и с и .  «Агар . . . булса, у >;ол- 
да . . . булади» ибораси урнида ишлатилади.

7 э к в и в а л е н т л и к  б е л г и с и .



2-БОБ

ХДКИКИЙ СОНЛАР

Сон тушунчаси узо^ утмишдян мзълум. Одамлар санаш тацозоси 
билан дастлаб 1, 2, 3, . . . — натурал сонларни ^улланганлар. Сунг- 
ра манфий сон, рационал сон ва, нихоят, хаки^ий сон тушунчалари 
киритилган ва урганилган. Албатта, бу тушунчалар китобхонга урта 
мактаб математика курсидан маълум. Шунинг учун хам ^уйида (шу 
бобнинг 1 - , 2 - § ларида) натурал сонлар, бутун сонлар, рационал сон- 
лар тупламларининг энг мухим хоссалари к,искагина баён этилган. 
^акиций сон тушунчасига келганда шуни айтиш керакки, унинг ки- 
ритилиши математик анализ учун ^аноатланарли даражада эмас. Шу 
сабабга кура к;уйида (шу бобнинг 3—5- § ларида) ^ак^ий сон тушун- 
часини Дедекинд буйичт киритамиз ва хаки кий сонлар тупламининг 
хоссаларини батафсил урганамиз.

1-§. Натурал сэнлар. Бутун сонлар

1. Н а т у р а л  с о н л а р .  Маълумки, N =  {1, 2, 3, . . .} — барча 
натурал сонлар тупламини ифодалайди. Бу тупламдан олинган ихти- 
ёрий натурал п, т  ва р  сонлар учун ^уйидаги икки тасдикнинг урин- 
ли экани равшан:

1) п =  т, п > т ,  п < т  муносабатлардан биттаси ва фак;ат бит- 
таси уринли,

2) п <  т, т с  р тенгсизликлардан п <  р тенгсизликнинг уринли 
экани келиб чикади.

Агар бирор Е  тупламнинг элементлари учун юкорида келтирил- 
ган 1) ва 2) муносабатлар (тасдик;лар) уринли булса, Е  туплам тар- 
тибланган. туплам дейилади. Натурал сонлар туплами тартибланган 
туплам га дастлабки мигол була олади.

Агар Е  тартибланган туплам булиб, унда шундай хд элемент 
мавжуд булсаки, V  х  £ Е  учун х — х0 ёки х  >  х0 (х <  х0) булса, х0 
Е нинг энг кичик (энг катта) элемента дейилади. Тартибланган туп- 
ламда энг кичик (энг катта) элемент мавжуд булиши хам, булмас- 
лиги хам мумкин.
¿■1 Натурал сонлар туплами элементларини узаро таедослаб, бу туп
лам элементлари орасида энг кичик элемент мавжудлигини ва у 1 
сони эканлигини топамиз. Аммо N  туплам элементлари орасида энг 
катта элемент йук. Х^ки^атан, хар бир п £  N  учун яна N  га 
тегишли п 1 сон топилади.

Маълумки, натурал сонлар туплами N  да иккита амал к;ушиш 
(п +  т) ва купайтириш (п ■ т) амаллари киритилади ва улар цуйида- 
ги хоссаларга эга булади.

1°. К о м м у т а т и в л и к :  п +  т  =  т +  п, п - т — т-п.
2°. А с с о ц и а т и в л и к: (п +  т) -г р — п +  (т +  р), (п-т)р =  

=  п (т-р).
3°. Д и с т р и б у т и в л и к :  (п +  т)-р — п-р  +  т-р.



4°. N тупламда шундай ^ элемент борки, к-п  =  п к  =  п булади. 
Бу элемент й =  1 дир.

Купгина масалаларни натурал сонлар тупламида хал килиб бул- 
майди. Масалан, куйидаги содда

х  -г 2 =  1 (2 . 1)
тенглама натурал сонлар тупламида ечимга эга эмас, яъни шу тенг- 
ламани ^аноатлантирадиган натурал сон мавжуд эмас. Бу хол нату
рал сонлар тупламини кенгайтиришни такозо этади.

2. Б у т у н  с о н л а р .  Барча манфий натурал сонлар, ноль сони 
ва барча натурал сонлардан иборат туплам бутун сонлар тупламини 
ташкил этади ва у одатда I  харфи билан белгиланади:

г  =  {. . ., — п, . . . ,  — з, — 2, — 1, О, 1, 2, 3, . . . .  я, . . . }.
Равшанки, N а  2.
Бутун сонлар туплами натурал сонлар туплами каби тартиблан- 

ган туплам булади. Бутун сонлар тупламида энг кичик элемент хам, 
энг катта элемент хам мавжуд булмайди. Бутун сонлар тупламида 
кушиш, купайтириш амаллари билан бир цаторда айириш амали 
(р — ц) хам киритилади ва бу амалларга нисбатан 1-банддаги Г , 2°, 
3°, 4°- хоссалар билан бирга яна к,уйидаги хоссалар хам уринлидир:

5°. у  элемент учун 1  тупламда шундай элемент— ц мав- 
жудки, <7 +  (— <?) =  О булади.

6°. V <? € 1  элемент учун <7 +  0 =  0 +  ^ =  <? булади.
7°. V ^ € 2  элемент учун <7 -0 =  0 -дг =  0 булади.
1  хуплам элементлари учун киритилган к,ушиш еэ купайтириш 

амаллари N туплам элементлари учун киритилган шу амалларнинг
1 га тарцатилишидир.

Ю^оридаги (2.1) тенглама бутун сонлар тупламида ечимга эга. 
Натурал сонлар туплами N бутун сонлар туплами I  гача кенгайти- 
рилса-да, бу 1  тупламда хам купгина масалалар ечилавермайди. Ма
салан, ушбу содда

2х +  5 =  0 (2.2)
тенглама бутун сонлар тупламида ечимга эга эмас. Бу >;ол, юцори- 
дагидек, бугун сонлар тупламини хам кенгайтириш зарурлигини кур- 
сатади.

2-§. Рационал сонлар туплами ва 
унинг хоссалари

1. Р а ц и о н а л  с о н л а р .  Ушбу кис^армайдиган г =  —, p £ Z ,
п

п £ М  каср куринишида тасвирланадиган >;ар бир сон рационал сон 
дейилади. Барча рационал сонлар тупламини ф деб белгилаймиз.

Юк.оридаги р ва п сонларнинг 1 дан бошка умумий булувчилар» 
йуцлигини (р, п) =  1 белги билан ифодалаймиз. Шундай к^илиб,

<3 =  | г: г =  (р, п) =  1, р  £ г ,  п £ N  .



Рационал сонларнинг юкррида келтирилган таърифи ^уйидаги таъ- 
рифга эквивалент: чексиз даврий унли каср куринишида тасвирлана- 
диган хар бир сон рационал сон дейилади.

Равшанки,
N cz ZczQ.

Шуни таъкидлаш лозимки, тупламдаги бир хил элементлар унинг 
битта элементи сифатида олинганидек, Q тупламда хам бир-бирига 
тенг булган рационал сонлар битта элемент деб каралади. Масалан, 
2 4 8 16 2
—. —, — , —  рационал сонлар битта — га тенг булган рационал
сон деб олинади.

Рационал сонлар туплами Q хам бутун сонлар туплами каби тар- 
тибланган. Рационал сонлар тупламнда энг кичик элемент хам, энг 
катта элемент хам мавжуд булмайди.

Рационал сонлар тупламида ^ушиш, купайтириш, айириш амал- 
лари билан бир каторда булиш амгли (нолга тенг булмаган сонга)
|  — j -\ам киритилади ва бу амалларга нисбатан ушбу хоссалар урин-

лидир (бу хоссаларда г, t ва s лар ихтиёрий рационал сонлар):
1°. К о м м  у та  т ив  л и к: г -\-t = t +  r, rt =  tr.
2°. А с с о ц и а т  и в л и к :  (г + 1) +  s =  г -f-(t +  s), (r t) s =  r(t-s).  
3°. Д и с т р и б у т и в  лик:  (r - f  0 s — r - s + t s .
4°. Н о л ь  с о н и н  и н г  х у с у с и я т и: г 4- 0 =  г, г • 0 =  0.
5°. Бир  с о н и  ни нг  х у с у с и я т и :  г • 1 =  г.
6°. К а Рама-к;арши э л е м е н т н и н г  м а в ж у д л и г и :  Y r €Q 

учун шундай — г £ Q сон мавжудки. г +  (— г) =  0 булади.
7°. Те с  к а р и  э л е м е н т н и н г  м а в ж у д л и г и :  Y r £Q (г¥=0) 

учун шундай г- 1  сон мавжудки, г г ” 1 =  1 булади.
8°. Y r£Q,  Y  t £Q,  Y  сонлар учун r > t  булганда г -f 

-f- s >  t -f- s.
9°. Y т(EQ, Y  t £ Q, Y  s £Q  (s >  0) сонлар учун г >  t булганда 

r -sz> t -s булади.
10°. Ихтиёрий икки мусбат г ва t рационал сонлар учун шун

дай натурал сон п мавжудки, n - r > t  булади. Бу хосса одатда Ар
химед аксиомаси деб .\ам юритилади.

2. Р а ц и о н а л  с о н л а р  т у п л а м и н и н г  з и ч л и г и .  Бу банд- 
да рационал сонлар туплами Q нинг тартибланганлик хоссаси билан 
боглик булган яна бир хоссасини караймиз.

Г tФараз килайлик, r £Q,  t £Q  ва г <  t булсин. У холдя —— £ Q 

ва г <  <  t. Бу эса ихтиёрий г ва t рационал сонлар орасида 

рационал сон бор эканлигини курсатади. сонни s билан

белгилаб, г ва s сонлар орасида жойлашган - хамда s ва t ора-
s -f- „сида жойлашган —-— рационал сонлар борлигини курамиз:



Бу жараённи исталганча давом эттириш йули билан ихтиёрий г ва I 
рационал сонлар орасида чексиз куп рационал сонлар борлиги аник,- 
ланади. Мана шу хосса рационал сонлар туплами 0  нинг зичлик хос- 
саси дейилади.

3. Р а ц и о н а л  с о н  л и ч е г а р а л а н г а и  ва ч е г а р а л а н м а -  
г а н  т у п л а м л а р .  А рационал сонлар дан тузилган бирор туплам 
булсин.

1- т а ъриф.  Агар шундай рационал г сон (5 сон) мавжуд бул- 
саки, V а £ А учун а <  г (а >  $) булса, А туплам юцоридан (куйи- 
дан) чегараланган деб ашлади, г рационал сон (я рационал сон) эса 
А тупламнинг юкрри (куйи) чегараси дейилади.

«  ■■ Л I 1 1 1 I "Масалан, А =  .[ туплам юцоридан чегараланган,
[2  4 6 )

чунки бу тупламнинг хар бир элементи 1 дан кичик. N  =  {\, 2, 3,.
. . .} туплам цуйидан чегараланган, чунки бу тупламнинг хар бир 
элементи 0 дан катта.

2 - т а ъ р иф.  Агар А туплам х,ам юцоридан, хам куйидан чегара
ланган булса, у чегараланган деб аталади.

Масалан, А — | у ,  1 ,  . . , |  туплам чегараланган, чунки бу

тупламнинг 'хар бир элементи 0 дан катта, 1 дан кичик.
Айтайлик, А туплам (Л с  (?) юцоридан (куйидан) чегараланган 

булсин. У ^олда, равшанки, бу тупламнинг юкори (цуйи) чегаралари 
чексиз куп булади.

М и с о л л а р .  1 . Ушбу
Л =  {/*: г £ Q; г <  1}

тупламни царайлик. Бу тупламнинг юцоридан чегараланганлиги рав- 
шан. У нинг юцори чегараларидан иборат туплам

В = {г: г£<2; г >  1}
булади. В туплам элементлари орасида энг кичиги мавжуд ва у 1 га 
тенг.

2. Барча манфий рационал сонлар, ноль сони ва квадратн 2 дан 
кичик булган мусбат рационал сонлардан иборат тупламни Л дейлик:

Л =  {г: г г <  0} и {г', г £ <2, г >  0, г2 <  2}.
Бу туплам юцоридан чегараланган. Квадрати 2 дан катта булган хар 
бир мусбат рационал сон А тупламнинг юкори чегараси булади. Д е
мак, А нинг юкори чегараларидан иборат туплам

В = {г: г £(}, г >  0, г2 >  2} 
булади*. Бу В туплам элементлари орасида энг кичик сон мавжуд

* Квадрати 2 га тенг булган рационал сон мавжуд эмас. 28- бетдаги
1- теоремага царанг.



булмайди. Шуни исботлаймиз. В  тупламдан гй сонни (г0£В, г0>  1) 
олиб, унинг ёрдамида ушбу

Гп- 2  / .  г20~  2
Г1 =  Г0- - ^ ----  0 <  —------< 1

° 2г0 I 2 г0
рационал сонни хосил циламиз. Бу г1 рационал соннинг квадрати
2 дан катта булади. Хакикатан,

> г о — (го — 2) =  2.
Демак, гг £В.

Шундай цилиб В тупламда г0 сондан кичик булган г1 рационал 
соннинг мавжуд булиши курсатилди. Бу эса В тупламнинг элемент- 
лари орасида энг кичиги мавжуд эмаслигини билдиради.

3. Ушбу
А =  {г: г£0;, г >  1}

тупламни карайлих. Бу туплам куйидан чегаралан гандир. Унинг 
цуйи чегараларидан иборат туплам

В =  { г  г£<}-, г <  1}
булади. В  туплам элементлари орасида энг каттаси мавжуд ва у 1 га 
тенг.

4. Квадрата 2 дан катта булган барча мусбат рационал сонлар- 
дан иборат тупламни А дейлик:

А — {г: г £ ф. г >  0, г2 >  2}.
Бу туплам куйидан чегараланган. А нинг куйи чегараларидан ибо
рат туплам

В =  {л: г £ <2, г <  0} и {г: г £ (¿, г >  0, г2 <  2}
булади. Бу В туплам элементлари орасида энг катта сон мавжуд 
булмайди. Шуни курсатамиз. В  тупламдан у  г0 сонни (г0£В, г0>  1) 
олиб унинг ёрдамида ушбу

2 ~ г п / 2 —
0 ‘ 2 г„

0 _ „‘ О \

( о <  — 0 <  1 )1 V 2 г0+  1 )
рационал сонни з^осил киламиз. Бу гг рационал соннинг квадрати
2 дан кичик булади. ’\акик1атан,

2 - * У - * + 2 г ^  +
°2г04-1 + и . +  »/

2

<  г2а +  2г0 2— -  +  -— -  =  г20 ч- (2 — 0  =  2.
0 0 2г04- 1 2г0+  1 а 0

Демак, г1£В.
Шундай килиб, В тупламда г0 сондан катта булган г 1 рационал



соннинг мавжуд булиши курсатилди. Бу эса В тупламнинг элемент- 
лари орасида энг каттаси мавжуд эмаслигини билдиради. Юцорида 
келтирилган мисоллардан куринадики, рационал сонлар туплами юцо- 
ридан (цуйидан) чегараланган булса, бу тупламнинг юцори (цуйи) 
чегаралари орасида энг кичиги мавжуд (энг каттаси мавжуд) булиши 
хам мумкин ( 1 , 3- мисоллар), мавжуд булмасдан цолиши хам мумкин 
(2, 4 -мисоллар).

3- т а ъ р и ф. Юкоридан чегараланган А туплам (A cz Q) юцори 
чегараларининг энг кичиги (агар у мавжуд булса) унинг анщ  юко- 
ри чегараси деб аталади.

У sup А каби белгиланади.
Бу лотинча supremum — «энг юцори» деган маънони англатувчи 

суздан олингандир.
4 - т а ъ р и ф .  ^уйидан чегараланган А туплам ( Лс г ф)  цуйи чега

раларининг энг каттаси (агар у мавжуд булса) унинг а н щ  цуйи че
гараси деб аталади.

У inf/4 каби белгиланади.
Бу лотинча infimum «энг цуйи» деган маънони англатувчи суз

дан олингандир.
М и с о л л а р .  1. Юкорнда келтирилган

А = {г: r£Q\  г <  1}
тупламнинг аниц юкори чегараси мавжуд ва у 1 га тенг: sup /4 =  1 .

2 . Ушбу
A =  {r: r£Q; г >  1} 

тупламнинг аниц куйи чегараси мавжуд ва у 1 га тенг:
inf Л =  1.

4. Т у р р и  ч и з и ц н и н г  х о с с а л а р и .  С о н л а р  уци.  Биз ушбу 
бандда турри чизикнинг хоссаларини келтирамиз. I — турри чизиц, 
М  эса шу турри чизицдаги нуцта булсин.

Г. Т а р т и б л а н г а н л и к  х о с с а с и .  Икки турли М  ва Р ( М0 ,  
Р£1)  нукталардан бири иккинчисига нисбатан чапда жойлашган.

2°. Ч е г а р а с и з л и к  х о с с а с и .  }^ар кандай М £ 1  нуцта учун
I турри чизицда шундай Я ва 5  нукталар топиладики, булардан би
ри М  нуктадан чапда, иккинчиси эса М  нуктадан унгда жойлашган 
булади.

3°. З и ч л и к  х о с с а с и .  )^эр цандай икки турли М  ва Р ( М0 ,  
Р£1)  нукталар учун камида шундай битта 5  нуцта (5 £ I) топила- 
дики, бу нуцта М  ва Р нуцталар орасида жойлашган булади.

TyFpii чизикдаги ихтиёрий икки М  ва Р нукталарни олайлик. М  
нуцта Р нуцтадан чапда ётсин. Турри чизикнинг М  ва Р  ^амда 
улар орасидаги барча нуцталаридан иборат туплам кесма деб ата
лади ва М Р  каби белгиланлди. Бунда М  нукта М Р  кесманинг чап 
учи, Р нукта эса шу кесманинг унг учи дейилади.

Турри чизицда икки МР ва М  Р' кесма берилган булсин. Агар М Р  
кесмани турри чизик, буйлаб суриш натижасида М  нуцта М ’ нуцта 
устига, Р нукта Р' нукта устига тушса (бунда М  билан Р  ораси-



14- чизма.

даги нукталарУЛГ билан Р' орасидаги нукталар уст ига тушади), у 
холда М Р  кесма М 'Р' кесмага тенг дейилади.

I тутри чизик; ва бу турри чизщда ихтиёрий нуцта олайлик (14- а 
чизма). Бу ну^тани О харфи билан белгилаймиз. О ну^та (бош- 
ланрич ну^та) турри чизицни икки к,исмга — икни иурга ажратади. 
Бу нурлардан бирининг йуналишини мусбат, иккинчисиникини эса 
манфий деб келишиб оламиз. Одатда О ну^тадан унг томондаги нур- 
ни мусбат йуналишда, чап томондаги нурни эса манфий йуналишда 
олинади. Шунингдек, масштаб кесмаси ОЕ ни (бу кесманинг узун- 
лиги I га тенг) тайинлаймиз. Бундай тутри чизик; сонлар уки деб 
аталади.

Равшанки, сонлар укидаги хар бир М  нукта шу ук;да ОМ (ёки 
МО) кесма ни хосил килади.

5. Р а ц и о н а л  с о н л а р н и  г е о м е т р и к  т а с в и р л а ш .  а) Бу- 
тун сонларни геометрик тасвирлаш. Сонлар укини олайлик. Бу ук;- 
нинг бошланрич О муктасини ноль сонининг геометрик тасвири деб 
атаймиз.

Масштаб кесмаси (масштаб бирлиги) ОЕ ни О нук,тадан бошлаб 
унг ва чап томонларга куямиз. Бу бирлик кесманинг бир учи О нуц- 
тада булиб, иккинчи учи эса унг томондаги нурда M lt чап томон
даги нурда эса нукталарни белгилайди. Illy усулда масштаб 
бирлигини кетма-кет О нуктанинг унг ва чап томонида жойлашган 
нурларга цуйиб, М2, М 3, М 4, . . . ва М__2, M _ s, М _ 4, . . . нуцта- 
ларни топамиз. Бунда 1 , — 1 бутун сонларга M v М _ г нуцталарни,
2, — 2 сонларга М 2, М _ 2 ну^таларни ва х.к. мос ^уйиб, натижада,
1, 2, 3, . . . сонларга тутри чизи^да М 1г М 2, М 3, . . . нукталар, — 1,
— 2, — 3, . . .  сонларга эса М _ 2, М _3, . . . нукталар мос ке- 
лишини курамиз. I тутри чизикдаги М х, М 2, М 3, . . . ва M _ lt М _ 2, 
А С 3, . . . нукталар 1 , 2, 3, . . .  ^амда — 1, — 2, — 3, . . .  бутун 
сонларнинг геометрик тасвири булади (14-6 чизма).

б) Ихтиёрий рационал сонларни геометрик тасвирлаш. Ихтиёрий 
рационал сонни гео м етр и к  тасЕ ирлаш дан аввал бирлик кесма (масш
таб бирлиги) нинг — (п £ N)  кисмини топишни айтиб утамиз.

п
Бир катети бирлик кес

ма ОЕ, иккинчи катети бир
лик кесмани п марта к,у- 
йишдан хосил булган OF 
кесмадан иборат QFE турри 
бурчакли учбурчакни карай- 
лик (15-чизма). Бу д  OFE

о Г, Г2 Г нинг OF томонидаги 1, 2, 
3 , . . ., п — 1 сонларни тас- 
вирловчи нукталар Fx, F2,15- чизма.



• ■ F n-i булсин. Натижада О F катетда бир-бирига тенг булган п 
та 0F t, F . . ., Fn_ {F кесмалар хрсил булади.

Энди 0F  катетдаги Fx, F2, . . ., Fn_ { нукталардан FE гипоте- 
нузага параллел TÿFpn чизиклар утказамиз. Бу тутри чизикларнинг 
ОЕ катет билан кесишган ну^талари Е1, Ег, Еп_ { булсин. Рав- 
шанки, бу ну^талар ОЕ да 0 E lt ЕгЕг, . . ., Еп_ {Е  кесмаларни х;о- 
сил ^илади. Демак, ОЕ бирлик кесма п та 0 £ х, £ j£ 2, . . Еп_ хЕ 
кесмаларга ажралди. Фалес теоремасига Kÿpa бу кесмалар бир-бирига
тенг булади. Демак, ОЕ1 кесма ОЕ кесманинг — кисмига тенг.

п

Масштаб кесмаси ОЕ нинг — цисми булган O Et кесмани О Hyrç-

тадан бошлаб ÿ H r ва чап томонларга куямиз. Бу кесманинг бир учи
О нуктада булиб, иккинчи учи эса у-нг томондаги нурда М  {, чап

П

томондаги нурда эса Ai { ну^таларни белгилайди. Энди — ва — —
----  п п

п
сонларга М { ва М  ( нукталарни мос куямиз. ОЕх кесмани О Hyrç-

п ~П
тадан унинг унг ва чап томонларидаги нурга кетмз-кет т  марта 
^уйиш натижасида — хам да — — рационал сонларни геометрик тас-п п
вирловчи М т ва М т нукталарни топамиз. Шу йу'л билан I турри

~п  ~ п
m _

чизиеда г — — t  у  сонни геометрик тасвирловчи нукта топилади. Ma
ts

салан, ушбу — ÇQ сонни тасвирловчи ну^тани топиш учун аввал

м а с ш т а б  б и р л и ги н и  О н у ^ т а д а н  у н г  т о м о н г а  б и р  м а р т а  ж о й л а ш т и -  

р и б , /И , н у ^ т а  т о п и л а д и . C ÿ H rp a  б у  М г н у к т а д а н  б о ш л а б  м а с ш т а б  

б и р л и г и н и н г  — к и с м и н и  к у й и б , ~  с о н н и  г е о м е т р и к  и ф о д а л о в ч и  A i 5

Г
ну^тани топамиз.

Шундай килиб, рационал сонлар тупламидан олинган ихтиёрий 

r  =  “  (m £Z< n(zN)  сонга турри чизикда битта М г ну^та мос ке-

лади. Бунда ^  сонга М т ну^та, - 1  ( m ^ Z ,  n ^ N )  сонга М
п п 1 —

п1
нук;та мос келиб, — <  —! булса, М т нукта М т нуцтадан унгда

fi tlj _L _
«i nетади.

Бундан кейин кулайлик учун rÇQ сонга турри чизикда мос ке- 
ладиган ну^тани М г_,каби белгиламасдан г нукта деб олаверамиз.
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16- чизма.

Рационал сонга мос келадиган турри 
чизицдаги нуцта рационал нукта хам 
деб аталади.

6 . Р а ц и о н а л  с о н л а р  т у п л а -  
м и н и  к е н г а й т и р и ш  з а р у р и я т и .  
Биз аввалги бандда цар бир рационал 
сонга турри чизикда битта нуцта (ра
ционал нуцта) мос цуйилишини куриб 
утдик. Аммо турри чизицда шундай 
нуцталар борки, улар бирорта дам 
рационал сонга мос цуйилган булмай- 
ди. Шуни курсатайлик.

Томони бир бирликка тенг булган ОАВС квадратни карайлик 
(16-чизма). Бу к Е а д р а т н и н г  диагонали ОВ нинг узунлиги V 2 га 
тенг. Диркулнинг учини О нукта га цуйиб, радиуси ОВ га тенг бул
ган айлана чизайлик. Бу айлана О А томон жойлашган турри чизик- 
ни D нуцтада кесади. ОА <  ОВ булгани учун D нуцта А нуцтадан 
унгда жойлашган булади. Равшанки, ОВ =  OD =  V 2 , демак, D нуц- 
тага V 2 сон мос келади. У 2 эса рационал сон эмас. Бу куйидаги 
теоремада исботланади.

1 - т е о р е м а .  Рационал сонлар туплами Q да квадрати 2 га 
тенг булган рационал сон мавжуд эмас.

И с бот .  Тескарисини фараз килайлик, яъни Q тупламда шундай
цисцармайдиган — (р £Z, ti £ N ) каср куринишда ёзиладиган рацио-

П
нал сон борки, бу сон учун

Л 2 =  2 (2.3)

тенглик уринли булсин. (2.3) тенгликни
р2 =  2пг (2.4)

каби ёгиб оламиз. Бундан р жуфт сон эканлиги куринади. Демак, 
р =  2т \ т £ 1 ) ,  р  нинг цийматини (2.4) га цуйиб я2 =  2т1 тенглик
ни цосил циламиз. Бу эса п соннинг хам жуфт сон эканлигини кур- 
сатади. Демак, юцоридаги фараздан р ва п сонлар жуфт сонлиги 
келиб чицади. Бинобарин, улар учун 2 умумий купайтувчи. Бу эса
— соннинг цискармайдиган каср эканига зид. Теорема исботланди. 
п

Шундай цилиб, турри чизицда олинган хар бир нуктага СЦ туп
ламда унга мос келадиган рационал сон мавжуд булавермас экан.

Агар турри чизикни чизиб, унда рационал сонларга мос нуцта- 
ларни бирор рангга (масалан, цизил рангга) буясак, шу тугри_чизиц- 
да буялмай цолган нукталарни (жумладан V 2 сонга мос нуцтани) 
хам курамиз.

Равшанки, рационал сонлар тупламида (2.1), (2.2) тенгламалар 
доим ечиМга эга, аммо х2 — а =  0 , а£(1 тенглама <2 тупламда доим 
ечимга эга булавермайди.
28



Масалан, а — 4 булганда х2 — 4 =  0 тенглама х 1 =  2, х2 =  — 2 
ечимларга эга, а =  2 булганда эса 1 - теоремага кура хг — 2 = .0  тенг
лама <? тупламда ечимга эга эмас. Бундан рационал сонлар тупла- 
мини кенгайтириш зарурияти келиб чиь;ади. Демак, рационал сонлар 
тупламига янги типдаги сонларни цушиб, уни шундай кенгайтириш 
керакки, бир томондан, сонларнинг бу кенгайтирилган тупламида 
х 2 — 2 =  0 тенгламани ечиш ва шу каби купгина масалаларни ^ал 
цилиш мумкин булсин, иккинчи томондан эса, рационал сонлар туп- 
ламининг барча хоссалари сонларнинг кенгайтирилган тупламида ^ам 
уринли булсин.

Рационал сонлар тупламини кенгайтиришда бир-бирига эквива
лент булган бир нечта усуллар мавжуд (Коши усули, Кантор усу
ли, Вейерштрасс усули хамда Дедекинд усули). Биз ^уйида Деде- 
кинд усулини келтирамиз.

3-§. Рационал сонлар тупламида кесим

1. Ке с им.  И р р а ц и о н а л  сон т а ъ р и ф и .  <2 — барча рацио
нал сонлар туплами булсин. Бу тупламда бажарилган кесим тушун- 
часи билан танишайлик.

5-т а ъ р и ф.  Рационал сонлар туплами <2 шундай А ва А' туп- 
ламларга ажратилсаки, бунда

1) А ф 0 ,  А ' ф  0 ,
2) Л и А ' =  <3,
3) У а £ Л ,  у  а' £Л '=^а  <  а’

шартлар каноатлантирилса, Л ва Л' тупламлар Q тупламда кесим 
бажаради деб айтилади.

Кесим таърифидаги би])инчн шар! Л ва Л ' тупламларининг буш 
эмаслигини, иккинчи шарт хар бир рационал сон ёки Л тупламга 
ёки Л' тупламга тегишли булишини ва учинчи шарт эса Л туплам
га тегишли булган хар бир рационал а сон Л' тупламга тегишли 
булган хар к;андай а' рационал сондан кичик эканлигини англатади.

Юцоридаги кесим таърифидан, унинг булаклашнинг хусусий холи 
эканлиги куринади ( 1-боб, 1 -§ га каранг).

Одатда, кесим (Л, Л') каби белгиланиб, Л туплам кесимнинг 
к;уйи с инфи,  Л' туплам эса кесимнинг ю ^ о р и  с и н ф и  деб ата- 
лади.

Кесим таърифидан бевосита ^уйидаги хулосалар келиб чик;ади:
Г. (Л, Л') кесим <2 тупламда бажарилган кесим булиб, а £ А  бул- 

са, ах < а тенгсизликни ^аноатлантирувчи ихтиёрий а1 рационал сон 
хам кесимнинг цуйи синфи Л га тегишли булади.

2°. (Л, А ') кесим С} тупламда бажарилган кесим булиб, а' £ А '  
булса, а[ >  а' тенгсизликни ^аноатлантирувчи ихтиёрий а[ рационал 
сон з̂ ам кесимнинг юк;ори синфи Л' га тегишли булади.

Энди тупламда бажарилган кесимларга ми:оллар кэлгирайлик.
М и с о л л а р .  1. 5 ва ундан кичик булган барча рациэнчл сон 

лардан иборат туплам Л, 5 дан катта булган барча рациэнал сон-



лар туплами А ' булсин: А =  {г: г £С}, г <  5}, А' — {г. г £<2, г >  5}. 
Бу А ва А ' тупламлар учун 5-таърифдаги у чала шартнинг бажари- 
лишини куриш кийин эмас. Демак, бундай тузилган А ва А' туп
ламлар <2 да кесим бажаради.

2. А туплам деб 1 ва 2 рационал сонлар орасидаги барча раци- 
онал сонлардан иборат булган А =  {г: г £(2, 1 <  г <2} тупламни, А ’ 
туплам деб 1 ва ундан кичик булган барча рационал сонлар хамда
2 ва ундан катта булган барча рационал сонлардан иборат

А ' = { г : г£С1, 1}и{/-: г£(},  г >  2}
тупламни олайлик. Равшанки, А ф 0 ,  А ' Ф 0  ламда А \}А ' =  С1. 
Аммо А  тупламдан олинган хар бир рационал сон А' тупламдан 
олинган исталган рационал сондан хар доим кичик булмаганлиги са- 
бабли бундай тузилган А ва А' тупламлар <2 тупламда кесим ба- 
жармайди (кесим таърифидаги учинчи шарт бажарилмайдн).

3. Ушбу А  =  {г: г б <2, г <  1}, А' =  {г. г £ <2, 1 <  г <  5} туплам- 
ларни олайлик. Бунда А Ф 0 ,  А ' Ф 0  булиб, А тупламнинг хар 
бир элемент и А' тупламнинг исталган элементидан кичикдир. Аммо 
А и А ' ф ( 1  булгани учун бу А ва А ' тупламлар (} да кесим ба- 
жармайди (кесим таърифидаги ииккинчи шарт бажарилмайдн).

4. Бирор г0£ (2 сонни олайлик. г0 ва ундан кичик барча рацио
нал сонлардан иборат булган А  =  {г: г £ <2, г <  г0} ва г0 сондан кат
та барча рационал сонлардан иборат А' — {г. г £ <2, г >  г0} туплам- 
ларни курайлик. Бу тупламлар £2 да кесим бажаришини курсатамиз. 
Олинган г06 <2 сон А  тупламга тегишли эди. Демзк, А ф  0 .  Энди

г0€С>, '■0 т 1 £<3 ва г0+  1 > г 0
булишидан г0 -г 1 € А ' эканлиги келиб чи^ади. Демак, А' ф 0 . Рав
шанки, Л и Л' ={г: г £<2, г < г 0} и {г: г £ (2, г >  г0} =  {г: г б 0} =  <2. Бу 
кесим таърифининг иккинчи шарти бажарилишини курсатади. Агар 

Л, у  а' £ А ' булса, ундан а <  г0, а' >  г0, яъни а гр <  а' 
экани келиб чицади. Демак, а с а '  ва [кесим таърифининг 3 -шарти 
хам бажарилади. Шундай к,илиб, Л ва Л' тупламлар <2 да кесим ба
жаради. Одатда бу кесимни

г0 =  {А, А')
каби хам белгиланади. Бу кесимнинг куйи синфи Л тупламда (унинг 
элементлари орасида) энг катта элемент мавжуд булиб, у г0 экан
лиги равшандир. Аммо кесимнинг юкори синфи Л' тупламда эса 
(унинг элементлари орасида) энг кичик элемент мавжуд эмас. Бу 
з^олни исботлаш учун тескарисини, яъни ю^оридаги г0 =  (Л, Л') ке
симнинг говори синфи Л' элементлари орасида энг кичиги мавжуд 
булсин деб фараз ^иламиз. Уни г* деб белгилайлик: г* £ А'.  Кесим 
таърифига кура г0 <  г* булади. Рационал сонлар туплами зич туп
лам булгани учун шундай ( рационал сон мавжудки, rйc í c r *  
булади. Л' пинг тузилишига биноан топилган / учун t £ A '  булиши 
керак. Демак, А'  да г* дан кичик булган / сон мавжуд. Вахоланки, 
биз г* ни Л' нинг энг кичик элемента деб олган эдик. Бу зиддият 
А'  туплам элементлари орасида энг кичиги мавжуд эмаслигини ис-



'ботлайди. Бундай кесимларни 
и цуйи синфи ёпщ, юкори син-

фи очщ  кесимлар ва г0 сонни 
эса А тупламни ёпувчи эле
мент  деб аталади (17- а чиз- 
ма).

А

а

А

5. г0 рационал сондан ки-
чик барча рационал сонлар- ,
дан иборат А =  {г. г£С1, г <  -------------------- ------------ -------------
< г 0} ва г0 хамда ундан кат- «
та барча рационал сонлардан
и б о р а т  А' =  {г: г £ С}, г ^  г0} 17- чизма.
т у п л а м л а р н и  к у р а й л и к .

Юцорида келтирилган 4- мисолдагидек курсатиш мумкинки, <2 да 
бу А ва А' тупламлар (Л, Л ') кесим бажаради. Бу холда (Л, Л') 
кесимнинг цуйи синфи Л тупламда (унинг элементлари орасида) энг 
катта элемент мавжуд эмас, кесимнинг юцори синфи Л ' тупламнинг 
элементлари орасида энг кичик элемент мавжуд. Куйи синф Л очиц, 
юцори синф Л' эса ёпик, булиб, г0 рационал сон эсг. тупламни ёпув
чи элемент булади (17-6 чизма).

6 . Куби 2 дан кичик булган барча рационал сонлардан иборат 
туплам А' булсин*:

Бу Л ва А' тупламларнинг тузилишидан 5-таърифнинг барча шарт- 
ларининг бажарилишини куриш 'цийин эмас. Демак, Л ва Л' туп
ламлар Q да (Л, Л') кесим бажаради. Энди шу кесимнинг цуйи син
фи Л тупламнинг элементлари орасида энг катта элемент, шунинг- 
дек юк,ори синфи Л' тупламнинг элементлари орасида энг кичик эле
мент мавжуд эмаслигини курсатайлик. Л тупламдан г0 сонни (г0£А,  
г0 >  Г) олиб, унинг ёрдамида ушбу

рационал сонни \осш  циламиз. Бу гг рационал соннинг куби 2 дан 
кичик булади: г\ <  2 . ^акицатан хам,

* Куби 2 га тенг булган раЧ-ионал сон мавжуд эмаслиги 28- бетдаги 1- теоре- 
мадагидек исбот этилади.

Л =  {г: ге<2, г3 <  2}, Л ' = { г :  г ^ ,  г3 >  2 }.



Демак, г0 < г 1£ Д  яъни гп^ А  сондан катта булган г1 рационал сон 
хам А  тупламга тегишли булади.

Шундай цилиб, ихтиёрий г0 £ А  рационал сон берилганда хам, ка- 
мида битта шундай г1 рационал сон топилар эканки, у г1 >  г0 ва 

А. Бу эса А  тупламнинг элементлари орасида энг каттаси мав- 
жуд эмаслигини курсатади.

Энди {А, А ') кесимнинг ю.^ори синфи А' тупламнинг элементлари 
орасида энг кичиги мавжуд эмаслигини исботлаймиз. г ’0£А ' ( / >  1)
булсин. Демак, г'£ >  2.

рационал сонни царайлик. Бу г' рационал соннинг куби 2 дан катта

Демак, г ’0 > г \£ А ',  яъни г' £ А' сондан кичик булган т\ рацио
нал сон ^ам А ' тупламга тегишли булади.

Шундай цилиб, ихтиёрий г'0£ А '  рационал сон берилганда хам, 
камида битта, шундай г\ рационал сон топилар эканки, у т\ <  г'0 
ва г \£ А ’. Бу эса А' тупламнинг элементлари орасида энг кичиги 
мавжуд эмаслигини англатади.

Шундай цилиб, курилаётган мисолда (Л, Л') кесим учун ^уйи 
синф Л х,ам, ю^ори синф Л' хам очрщ булиб, Л ва Л' тупламлар- 
нинг ёпувчи элементлари мавжуд эмас (17-е чизма).

Рационал сонлар туплами Q да хам цуйи синф — Л тупламнинг 
элементлари орасида энг каттаси, хам юцори синф — Л' тупламининг 
элементлари орасида энг кичиги мавжуд булган (Л, Л') кесим мав
жуд эмас. Бу тасдикни исботлаймиз.

Фараз цилайлик, <2 тупламда шундай (Л, Л') кесим мавжуд бул- 
синки, а0 сони Л тупламнинг энг катта элемента, а'0 эса Л' туплам
нинг энг кичик элемента булсин. У холда кесим таърифига кура 
а0 <  а'0 тенгсизлик уринли булади.

Равшанки,

_ а0 Ц- Дл . „ /
Бунда — — рационал сон Л тупламга тегишли эмас, чунки а0 сон

Ушбу

'3булади: г, > 2 . Дакикатан хам,

о



А' тупламнинг энг катта элемента ва а0<  —+  °° . Шунингдек,

ао+ ао . „

2 рационал сон А тупламига хам тегишли эмас, чунки а'0 сон

А ' тупламнинг энг кичик элемента ва —  °° <  а '0. Демак, а°+ а°

рационал сон А тупламга хам, А ’ тупламга хам тегишли булмайди 
Бу эса кесим таърифига зиддир. Шундай килиб, бир вактда куйи 
синфида энг катта элемент, юцори синфида эса энг кичик элемент 
мавжуд булган кесим мавжуд эмас.

Рационал сонлар туплами (¡) да бажарилган кесим таърифи ва 
кесим га келтирилган мисоллардан цуйидаги хулосани келтипиб чика- 
риш мумкин. <3 тупламда бажарилган (А, А') кесим факат уч турли 
булиши мумкиь:

1) Кесимнинг куйи синфи А  да энг катта элемент (га рационал 
сон) мавжуд, кесимнинг говори синфи А' да эса энг кичик элемент 
мавжуд эмас. Бунда г0 рационал сон куйи синф А  нинг ёпувчи эле
мента булади.

2) Кесимнинг цуйи синфи А  да энг катта элемент мавжуд эмас 
кесимнинг юцори синфи А ' да эса кичик элемент (г^ рационал сон) 
мавжуд. Бунда г'0 рационал сон говори синф А ' нинг ёпувчи элемен
та булади.

3) Кесимнинг цуии синфи А  да энг катта элемент мавжуд эмас 
кесимнинг ю^ори синфи А ' да энг кичик элемент мавжуд эмас. Бун
да цуйи синф А да, юцори синф А ' да ёпувчи элементлар мавжуд

Биринчи ва иккинчи тур кесимларда уларнинг цуйи ёки юкори 
синфлари епиц булиб, ёпувчи элементларни бир синфдан иккинчи 
синфга утказиб, хар доим бир турдаги кесимга — куйи синфи очик 
Ю1\ори синфи эса ёпи^ булган кесимга келтириш мумкин. Биз бун- 
дан буён биринчи ва иккинчи тур кесимлар урнига бир тур кесимни 
^уии синфда энг катта элемент мавжуд булмаган (очик синф), юкори 
синфда эса энг кичик элемент мавжуд булган (ёпиь; синф) кесимни 
караимиз. Бундай кесимларни р а ц и о н а л  к е с и м  деб атаймиз,

Ихтиёрий г £<2 рационал сон учун <3 тупламда хар доим (А, А ’) 
кесим бажарилиши мумкинки, бу кесим рационал кесим булади, бун
да А туплам очик синф, А' туплам ёпик синф, ёпувчи элемент г 
соннинг узи булади. Демак, <2 тупламда олинган хар бир рационал 
сонга С} да бажарилган рационал кесим мос келади.

Аксинча, тупламда (А, А ') кесим бажарилган булиб, кесимнинг 
КУии синфи А очик, юкори синфи А ' ёпик хам да ёпувчи элемент г 
булса, бу кесим г рационал сонни ифодалайди.

Демак, 0_ да бажарилган хар бир рационал кесим битта рационал 
сонни аниклайди.

Шундай цилиб, <2 туплам элементлари билан <2 тупламда бажа
рилган рационал кесимлар тупламининг элементлари узаро бир кий- 
матли мосликда булади.
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Рационал сонлар туплами Q да бажарилган учинчи тур кесим— 
цуйи синф ^ам, ю^ори синф 5̂ ам очик; булган кесим иррационал ке
сим дейилади.

6- т а ъ р и ф. Рационал сонлар туплами Q да бажарилган иррацио- 
нал кесим иррационал сонни ани^лайди дейилади.

И р р а ц и о н а л  с о н л а р  т у п л а м и н и  U  х а р ф и  б и л а н  б е л г и л а й л и к .

4- §. Ха^и^ий сонлар. Даци^ий сонлар тупламининг хоссалари

Рационал сонлар туплами Q да бажарилган кесим фа^ат икки 
тур — рационал ёки иррационал бÿлиб, рационал кесим рационал сон
ни, иррационал кесим эса иррационал сонни ани^лашини биз ю^ори- 
да курдик.

7-т а  ъ риф.  Рационал хамда иррационал сонлар у мумий ном би
лан %щщий сонлар деб аталади.

Барча ^аци^ий сонлар туплами R  харфи билан белгиланади. Таъ- 
рифига Kÿpa, R — Q [}U.

Шундай ^илиб, рационал сонлар туплами Q ни хациций сонлар 
туплами R  гача кенгайтирилди. )^аци^ий сонлар туплами R нинг 
хоссаларини ^араймиз.

1 . Х , а ^ и ц и й  с о н л а р  т у п л а м и н и н г  т а р т и б л а н г а н л и 
ги. Аввал ^ациций сонлар TÿmiaMüaa тенглик, катта ва кичик тушун- 
чаларини киритамиз. Айтайлик, х  ва у  хак;и^ий сонлар берилган бул- 
син: x £ R ,  y ÇR.  Маълумки, ^ар бир ха^и^ий сон рационал сонлар 
тутшами Q да бажарилган кесим билан ани^ланади. Бинобарин, х ва 
у  ларни аник,ловчи (Л, Л') ва (В, В') кесимлар берилган:

X =  (Л, А ’), y  =  ( ß , B ’).
Бу кесимларнинг к;уйи синфлари А, В  лар учун ёки Л =  В  (бу ^ол- 
да, албатта, А ' = В' булади), ёки А ф  В (бу ^олда Л' Ф В') муно- 
сабатлардан бири уринли бÿлaди.

Агар А = В  бÿлca, (Л, А') ва {В, В') кесимлар бир-бирига тенг 
дейилади: (А, А')  =  (В, В'). Бу холда улар ани^лаган х  ва у  jçarç«- 
кий сонлар хам бир- бирига тенг дейилади: х  =  у.

Энди А ф В  бЗ'лсин. Таърифга Kÿpa, шундай гг £ А  борки, r 1g ß  
бÿлaди, ёки шундай r2£ ß  борки, г2€ Л бу'лади. Биринчи холда 
rxÇ Л f lß ' эканлиги келиб чи^ади. Кесимнинг таърифига кура, бу 
холда В а А  булади. Иккинчи холда эса r2 Ç/5 Л Л' эканлигидан А а В  
келиб чик;ади.

Шундай к или б, А ф В  булганда ё А а В , ёки BczA  булар экан.
Агар А а В  булса, (Л, Л') кесим (ß, В') кесимдан кичик дейила

ди. Бу ^олда ха^и^ий сон х  ^а^и^ий сон у  дан кичик деб аталади: 
X  <  у.

Агар Аа>В булса, (А, А') кесим (В, В') кесимдан катта дейила
ди. Бу ^олда X  .^а^и^ий сон у  хаци^ий сондан катта дейилади: х  >  у.

Шундай ь^илиб, ихтиёрий икки х  ва у  ^ацик;ий сон берилган бул
са, унда

х  =  у,  х < у ,  х >  у



муносабатлардан биттаси ва фацат биттаси уринли булади.
Энди xÇR,  y £ R ,  z £ R  сонлар учун ушбу х <  у,  у < г  тенгсиз- 

ликлардан x c z  тенгсизлик келиб чи^ишини исботлаймиз. x£R,  
y(-R,  z ÇR  сонларни аницловчи кесимлар

X =  (А, А'), у  =  (В, В'), z =  (С, С')
булсин.

Айтайлик, X <  у  ва у  < г  бÿлcин. Таърифга асосан 
х <  у=> AczB, у  <  z=>BczC

булади. Равшанки,
AczB, BcrC=>AczC.

Бу эса X <  z эканлигини билдиради. Демак, ха^иций сонлар тупла- 
ми R тартибланган тÿплaм.

Икки x £ R ,  y £ R  хакикий сон орасидаги тенг, катта ва кичик 
тушунчалари, хусусан, бу сонлар рационал бÿлгaн холда, рационал 
сонлар орасида, тенг, катта ва кичик тушунчалари билан бир хил 
булади. Масалан, х, у £Q сонлар Q да бажарилган рационал кесим 
сифатида х =  (А, А) ,  у  =  (В, В') каби ани^ланган бÿлиб, улар ора
сидаги X <  у  муносабат юкоридагидек кесимлар орасидаги муносабат 
ердамида таърифланган бÿлcин, яъни x < y ^ A c z B .  Демак, шундай 
рационал сон г мавжудки, r ç A , r £ B .  У ^олда г £ А ' .  Шунинг учун 
Ж  г бÿлaди. Шунингдек, г £ В ,  у  =  (В, В') бÿлгaнидaн эса r e y  
эканлиги келиб чицади. Демак, х ^ г  ва т < у  тенгсизликлар Уринли 
булса, X <  у  тенгсизлик ^ам уринли булади.

2. Д а ц и ц и й  с о н л а р  т у п л а м и н и н г  з и ч л и г и .  Фараз ки- 
лаилик, x£R,  y £ R  ва х с у  булсин. У холда шундай г  рационал 
сон мавжудки, шу сон учун ушбу х с г с у  тенгсизликлар уринли 
булади. Шуни исботлайлик. Q тупламда бажарилган (А, А ’), (В, В') 
кесимлар л; ва у  сонларни аникласин: х — (А, А'), у  — (В,’ В’). 
У ^олда х с у  дан AczB келиб чи^ади. Демак, В тупламда шундай 
рационал сон г0£В  мавжудки, г0£ Л булади: г0£В. Унда r0£A ’ бу
лади ва демак, х <  г0 тенгсизлик Уринли булади. Иккинчи томондан, 
У — (В, В ), г0£В ва В тупламнинг элементлари орасида энг каттаси 
мавжуд эмаслиги сабабли, шундай рационал сон г £ В  мавжудки, 
г0< г  ва r e y  булади. Натижада х ^ г 0с г с у  тенгсизликларга 
эга буламиз. Бундан эса х с  г с  у  эканлигини кУрамиз. Шу усул 
билан x£R,  y £ R  ва х > у  булганда >;ам х > г > у  муносабатларни 
цаноатлантирувчи рационал сон г маЕжуд эканлиги курсатилади. 
Шундай цилиб, ихтиёрий иккита бир-бирига тенг булмаган ^акикий 
сонлар орасида камида битта ха^иций сон мавжуд. Бундан эсз улар 
орасида чексиз Kÿn вдиций сон мавжудлиги келиб чикади Демак 
R — зич туплам. ’

5- §. ^акикий сонлар тупламининг тули^лиги.
Дедекинд теоремаси

Агар ^аки^ий сонлар туплами R да бажарилган кесим тушунчаси 
киритилса,  ̂рационал сонлар туплами Q да содир булганидек, R ни 
з̂ ам кенгайтириш зарурияти содир буладими ёки йу^ми деган табиий



савол турилади. К,уйида биз бундай холат булмаслигини, яъни Я да 
бажарилган хар кандай кесим фа^ат биринчи тур кесим булишини 
курсатамиз. Одатда бу хосса хаки кий сонлар туплами Я нинг ту- 
лщ лик  хоссаси дейилади. Даставвал, Я да бажарилган кесим тушун- 
часи билан танишайлик.

8- т а ъ р и ф .  Да^и^ий сонлар туплами Я шундай £  ва £ '  туп- 
ламларга ажратилсаки, унда

1) Е Ф 0 ,  Е ' ф 25,
2) Е [ ) Е ' = Я ,
3) у -х £ Е ,  у х ' £ Е ' = > х < х '

шартлар бажарилса, Е  ва Е' тупламлар Я тупламда кесим бажара- 
ди дейилади ва (Е , £ ')  каби белгиланади (5-таърифга каранг).

Аввалгидек, £  туплам кесимнинг цуйи синфи, £ ' туплам эса ке- 
симнинг юкрри синфи дейилади.

М и с о л л а р .  1. Бирор х0£ Я  сонни олиб, х0 сон ва ундан кичик 
булган барча хащкр'А сонлар тупламини Е :Е =  {г. х£  Я, х  <  хп}, х, 
сондан катта булган барча хающий сонлар тупламини £ ':  Е' —{х: х£Я0 
х > х 0} деб олайлик. Натижада Я туплами Е  ва Е ’ тупламларга 
ажралади. Е  ва Е' тупламларнинг тузилишидан улар учун 8-таъ- 
риф шартларининг бажарилишини куриш к,ийин эмас. Демак, Е  ва Е' 
тупламлар Я  тупламда кесим бажаради. Бу (£, £ ')  кесимда унинг 
1\уйи синфи — £  туплам элементлари орасида энг катта элемент мав- 
жуд булиб, у х0 га тенгдир. Аммо бу л°лДа кесимнинг юк;ори син
фи Е ' элементлари орасида энг кичик элемент мавжуд эмас. (Бу 
тасди^ни 3-§ нинг 4-мисолидаги каби исботлаш мумкин.) Одатда, 
бундай кесимда Е  туплам ёпи^ синф, ундаги энг катта элемент ёпув- 
чи элемент, Е ' туплам эса очик; синф дейилади.

2 . Ушбу х0£ Я  сондан кичик булган барча хакиций сонлар туп- 
лами Е: Е  =  {х: х £  Я, х  <  х0}, х0 сон ва ундан катта булган барча 
Лакикий сонлар туплами £ ' : £ '  =  {х: х £Я,  х  >  х0} булсин. Бу £  ва 
£ ' тупламлар Я да (£, Е') кесим бажариши равшандир. £  ва £ ' 
тупламларнинг тузилишидан цуйи синф £  элементлари орасида энг 
катта элемент мавжуд эмас, юкори синф £ ' элементлари орасида эса 
энг кичик элемент мавжуд (у х0 га тенг) булиши куринади. Бу хол- 
да £  туплам очи^ синф, £ ' туплам эса ёгшк; синф, ундаги энг ки
чик элемент ёпувчи элемент дейилади.

3. ^ацнцин сонлар туплами Я да ^уйи синф — £  тупламнинг 
элементлари орасида энг катта, юк;ори синф — £ ' тупламнинг эле- 
ментларн орасида энг кичик элемент бор булган (£, £ ')  кесим мав
жуд эмас. Буни исботлайлик.

(£ , Е ')  кесим Я да бажарилган кесим булиб, унда £  нинг энг 
катта элемента х0 ва £ ' нинг энг кичик элемента уй булсин. Кесим 
таърифига кура, х0 <  у„ булади. Я тупламнинг зичлик хоссаси га би- 
ноан шундай и £ Я сон мавжудки, х0< и <  у0 булади. Кейинги тенг- 
визликлардан куринадики, и сон £  га тегишли эмас, чунки х0 сон 
£  да энг катта элемент ва х0 <  и. Шунингдек, и < .у 0 ва у0 сон £ ' 
тупламнинг энг кичик элементи эканидан и соннинг £ ' га тегишли 
змаслиги келиб чи^ади. Шундай ^илиб, и £ Я  сон £  ва £ ' туплам-



> ларнинг бирортасига хам тегишли булмайди. Бундан Е  ва Е' туп- 
ламлар Я да кесим бажармаслиги келиб чикади. Бу эса юкоридаги 
фаразга зид. Тасдик исботланди.

Демак, К  тупламда бир вактда ^уйи хамда юкори синфлари ёпик 
булган кесим мавжуд эмас.

2 - т е о р е м а  ( Д е д е к и н д  т е о р е м  ас и). %акщий сонлар туп- 
ламп Я да бажарилган \ар  цандай (Е, Е ') кесим учун фацат 
цуйидаги икки холдан бири булиши мумкин:

а) кесимнинг куйи синфи — Е да энг катта элемент мавжуд, 
юцори синф — Е' да эса энг киник элемент мавжуд эмас;

б) кесимнинг цуйи синфи — Е  да энг катта элемент мавжуд 
эмас, юкрри синфи — Е' да эса энг кичик элемент мавжуд.

Ис б о т .  Фараз килайлик, Я  да бирор (Е, Е') кесим бажарилган 
булсин. Демак, Е  ва Е' тупламлар учун 8-таърифнинг шартлари 
бажарилади.

Е  тупламнинг барча рационал сонлари тупламини А туплам, Е' 
тупламнинг барча рационал сонлари тупламини А ' туплам дейлик. 
Равшанки, А а Е , А 'а Е '.  Бу тузилгаи А ва А' тупламлар рационал 
сонлар туплами да {А, А') кесим бажаришини курсатамиз. Аввало 
А ва А' тупламларнинг буш эмаслигини исботлайлик. Е  Ф 0 булга- 
ни учун З-^о6 Я, х0£Е.  Агар х0 рационал сон булса, х0£А  булиб, 
А Ф 0  булади. Агар х0 иррационал сон булса, таърифига кура у <3 
тупламдаги иккинчи тур кесим билан аникланади. Демак, х0=(Л в, В0). 
Бунда Ао ф 0 булгани сабабли, 3  го £ г0£ А 0 булади. Аммо 
г0< х 0 ва х0£ Е  булганидан эса, г0£А  экани келиб чикади. Демак, 
А ф 0 .  Худди шунингдек, А' ф  0  экани хам курсатилади. Я =  Е [ } Е ’ 
дан ва А, А ' тупламларнинг тузилишига кура А 'С А ' = ( )  булади.

(Е, Е') кесим Я  да бажарилган кесимлигидан ва А сгЕ , А'<=Е' 
дан мос равишда А ва А' тупламларга тегишли а ва а' элементлар 
учун а с а '  тенгсизлик уринли. Шундай ^илиб, 0  тупламда (А, А') 
кесим бажарилганлиги курсатилди. Бу кесим бирор хакикий а  сонни 
(рационал ёки иррационал сонни) аниклайди: а  =  (А, А'). Демак, 

Кесимнинг 2) шартига кура а  сон ёки Е  тупламга, ёки Е' 
тупламга тегишли булади. а £ Е  булсин. Энди а  сон Е  туплам эле- 
ментлари орасида энг каттаси эканини исботлаймиз. Тескарисини фа
раз килайлик, яъни а  сон Е  туплам элементлари орасида энг кат
таси булмасин. Унда ~^х£Е,  а с  х  булади. Хркикин сонлар тупла
ми зичлигига кура шундай г рационал сон мавжудки, а с  г с  х 
тенгсизликлар уринли булади. Ушбу х £ Е  ва г с  х  'муносабатлардан 
г £ Е  ва демак, г£ А  келиб чикади. Аммо а  =  (А, А ') кесимнинг 
куйи синфи — А тупламдаги г сон бу (А, А') кесим аниклаган сон- 
дан катта булиши мумкин эмас. Бу зиддиятлик. Демак, а  сон Е  туп
лам элементлари орасида энг каттаси булади.

Шунга ухшаш мулохаза билан а £ Е ’ булганда а  сон Е ' туплам 
элементлари орасида энг кичиги экани курсатилади. Теорема исбот 
булди.

Дедекинд теоремасига кура хакикий сонлар туплами Я  да бажа
рилган хар кандай (Е, Е') кесим учун икки х;ол булади. Бунда Е



ёки Е' синфларнинг ёпувчи элементларини биридан иккинчиеига ут- 
казиш йули билан битта ^олга, кесимни бир тур кесимга келтириш 
мумкин. Биз К да бажарилган ^ар кандай кесим (£, Е') да кесим- 
нинг к,уйи синфи Е  да энг катта элемент йук;, юк;ори синф Е' да 
эса энг кичик элемент бор булган кесим деб караймиз. Бу эса Де- 
декинд теоремасини ^уйидагича хам ифодалащ мумкинлигини курса- 
тади.

3 - т е о р е м а .  Я да бажарилган щ р  кандай (Е , Е ') кесим яго- 
на %ащ кий сонни аниклайди.

V сс € /? сон ёрдамида з̂ ар доим У? да а  =  (Е, Е') кесим бажариш 
мумкинки, бунда хаци^ий сон а  кесимнинг ю^ори синфи Е' га те- 
гишли булиб, унинг энг кичик элемента булади. Аксинча, К  да (Е, 
Е') кесим бажарилган булсин. 2- теоремага ва ю^оридаги келишуви- 
мизга кура бу кесимнинг юкрри синфи Е' да энг кичик элемент 
мавжуд булиб, кесим шу сонни ифодалайди.

Демак, ^ак.и^ий сонлар туплами шу тупламда бажарилган ке- 
симлар туплами билан узаро бир ^ийматли мосликда булади.

6- §. Сонли тупламларнинг чегаралари
1. С о н л и  т у п л а м л а р .  Биз аввалги параграфларда ха^икий 

сонлар туплами к  ни ва унинг хоссаларини ургандик. Одатда эле- 
ментлари ^акик.ий сонлардан иборат булган туплам сонли ту план 
дейилади ва у купинча Е  =  {л:} каби белгиланади. Математик анализ 
курсида асосан сонли тупламлар к;аралади. Сонли тупламларга юко- 
рида бир ^анча мисоллар келтирган эдик. Яна бир ^анча мисоллар 
келтирамиз:

2 . /г2 =  {д:: х3 — х == 0},
3. £ 3 =  {х: х £ Я ,  1 < х < 2 }
4. £ 4 =  {х: х£Я,  0 < х <  1}[}{х : хаИ,  х > 3 } .

Курс давомида хар доим учраб турадиган сонли тупламларни кел
тирамиз.

Икки а £ Я ,  сон берилган булиб, а < Ь  булсин. Ушбу 
{ х : х  £ а <  х  <  Ь} 

туплам сегмент деб аталади ва у [а, Ь] каби белгиланади:

[а, Ь \ — {х\  х£ /?, а < х < 6}.
Бунда а  ва & сонлар [а, Ь] сегментнинг чегаравий ну "¿талари ёки 
чегаралари дейилади.

Ушбу
{ х : х  £ Я, а <  х <  Ь} 

туплам интервал дейилади ва у (а, Ь) каби белгиланади:
(а, Ь) =  {х: х £ К ,  а < х < Ь } .

Куйидаги



{х: х £Я,  а < * < & } ,  {х: х £Я,  а < х ^ Ь }
тупламлар ярим сегмент дейилади ва улар мос равишда [а, Ь) ва 
(а, Ь] каби белгиланади:

[а, Ь) =  {х: х£Я,  а ^ х < Ь } ,  (а, Ь] =  {х: х £ Я ,  а < х ^ Ь } .

Кейинги мулохазаларда асосан сонли тупламлар билан иш кури- 
лади. Шунинг учун бундан кейин «сонли туплам» дейиш урнига 
кис^ача «туплам» сузини ишлатамиз.

2. Т у п л а м н и н г  а н и ц ю ц о р и ва а н и ^ ^ у й и ч е г а р а л а 
ри. Бирор Е туплам берилган булсин.

9-таъриф.  Агар шундай М сон мавжуд булсаки, V  х £ Е  учун 
х <  М тенгсизлик бажарилса, Е  туплам юкрридан чегараланган дейи
лади, М сон эса Е нинг кщори чегараси дейилади.

10-т аъриф.  Агар ихтиёрий М  сони олинганда хам шундай 
х0(:Е топилсаки, х0 >  М булса, Е  туплам юцоридан чегараланмаган 
деб аталади.

11-таъриф.  Агар шундай т сон мавжуд булсаки, у - х £ Е  учун 
х >  т тенгсизлик бажарилса, Е  туплам цуйидан чегараланган дейи
лади, т сон эса Е нинг чуйи чегараси дейилади.

12-г аъриф.  Агар ихтиёрий т сони олинганда ^ам шундай 
хв £ Е  топилсаки, х0 <  т булса, Е туплам цуйидан чегараланмаган 
дейилади.

13-таъриф. Агар Е туплам ^ам цуйидан, хам юцоридан чега- 
ланган булса, Е туплам чегараланган дейилади.

М и с о л л а р .  1. Е — : л =  1, 2, 3, . . .  |  туплам юцоридан

чегараланган, чунки бу тупламнинг ^ар бир элемента 1 дан катта 
эмас.

2. N — { п : п =  1, 2, 3, . . .} туплам юцоридан чегараланмаган, 
аммо у цуйидан 1 билан чегараланган: V  n £ N  учун п >  1.

Е1 — барча турри касрлар ва 2, 4, 6 сонлардан иборат туп
лам булсин. Бу туплам юцоридан чегараланган, чунки унинг лаР 
бир элемента 6 дан катта эмас.

4. Еа =  {х: х < 0 }  туплам к,уйидан чегараланмаган.
5. Ушбу Е3 — {х: 2 <  х <  4} туплам чегараланган туплам- 

дир.
Юкорида келтирилган таъриф ва мисоллардан куринадики, агар Е 

туплам юцоридан чегараланган булса, унинг ю^ори чегараси чексиз 
куп булади. Бу тасдиц М сондан катта булган хар цандай . а̂ци̂ ий 
сон Е тупламнинг ю^ори чегараси була олишидан келиб чи^ади.

^Шунингдек, агар Е туплам цуйидан чегараланган булса, унинг 
К>'йи чегараси ^ам чексиз куп булади. Бу эса т сондан кичик бул
ган ^ар ^андай ^ацикий сон Е  тупламнинг цуйи чегараси була оли
шидан келиб чик,ади.

Юцоридан чегараланган туплам учун унинг юцори чегаралари 
орасида'энг кичигини, шунингдек, цуйидан чегараланган туплам учун 
унинг цуйи чегаралари орасида энг каттасини топиш му^имдир.



4 - т е о р е м а .  Х,ар кандай юкрридан. чегараланган туплам учун 
унинг юьрри чегаралари орасида энг кичиги мавжуд.

И с бот.  Е  туплам юк;оридан чегараланган булсин, яъни щундай 
^ацик;ий М  сон мавжудки, Y  х  6 £  учун х  <  М  тенгсизлик уринли.

£  нинг элементл?.ри орасида энг каттаси мавжуд булсин. У ни х0 
деб олайлик. Демак, Y х £ Е  учун .г < х0 булиб, бу эса х0 сон £  
нинг юкори чегаралари ^аторида булишини ‘курсатади. Аммо £  гуп- 
ламнинг юкори чегараси булмиш ^ар цандай М  сон х0 сондан кичик 
булмайди, яъни х0 <  AÍ, чунки х0£Е.  Бу эса х0 сон Е  нинг юкори 
чегаралари орасида энг кичиги эканлигини билдиради. Бу холда тео
рема исбот булди.

Энди Е  туплам элементлари орасида энг каттаси мавжуд булма- 
ган ^олни цараймиз. Е  нинг кщори чегараларидан иборат туплам F' 
булсин. Бу F' тупламга тегишли булмаган барча хакицин сонлардан 
иборат тупламни F дейлик. Равшанки, EczF. F ва F' гупламлар R 
да (F, F’) кесим бажаради: Е cz F ва £  — ю^оридан чегараланганли- 
гидан F Ф 0 , F' Ф 0  экани келиб чи^ади, шунингдек, F ва F' лар- 
нинг тузилишидан эса F[}F'  =  R  ва Y  x £ F ,  Y x ' £ F ' = ^ x < x '  бу- 
лади. Дедекинд теоремасига кура бу (F, F') кесим бирор а  ^акикий 
сонни аницлайди: а  =  (F, F'). Бу а  сон табиийки, F тупламнинг ва 
демак, E czF  булганидан Е  тупламнинг ^ам юкрри чегарасидир, яъни 
a £ F ' .  Шу билан бирга у F' тупламнинг элементлари орасида энг 
кичиги. Теорема тулик исбот булди.

1 4 - т а ъриф.  Юкрридан чегараланган Е тупламнинг юк;ори чега- 
ралгрининг энг кичиги Е  нинг аник юк^ори чегараси деб аталади. 
У sup Е  каби белгиланади.

5-те  о р е м  а. Хар кандай цуйидан чегараланган туплам учун 
унинг >\уйи чегаралари орасида энг каттаси мавжуд.

Бу теорема юкрридаги 4-теорема каби исботланади. Унинг исбо- 
тини у^увчига хавола циламиз.

15 - т а ъриф.  Куйидан чегараланган Е  тупламнинг ^уйи чегара- 
ларининг энг каттаси Е  нинг анщ  щ йи чегараси деб аталади. 
У inf Е  каби белгиланади.

Н а т и ж а .  Х̂ ар ^андай чегараланган Е  тупламнинг аник; юкрри 
ва аник; цуйи чегаралари мавжуд ва

i n f £ < s u p £ .
М и с о л л а р .  Ю^орида келтирилган мисолларда ифодаланган туп- 

ламларнинг ани^ юкори з^амда ани^ цуйи чегараларини ани^лаймиз.
1. sup Е  =  1, inf Е — О,
2 . inf N  =  1,
3. sup£ 1 =  6 , inf £■ О,
4. su p £ a =  О,
5. sup £ 3  =  4 , inf £ 3 = 2 .
Ю^оридаги тупламлар учун sup N , inf £ 2 ларни кейинрок; келти- 

рамиз.
Келтирилган мисоллардан тупламнинг анш\ юкрри хамда ани^ 

^уйи чегаралари тупламга тегишли булиши хам, тегишли булмасли- 
ги хам мумкин эканлиги куринади.



3. Т у п л а м н и н г  а н и ^  ю ^ о р и  ва аниь;  ^ у й и  ч е г а р а л а -  
р и н и н г  х о с с а л а р и .  Г. Агар £  туплам ю^оридан чегараланган 
булиб, E tczE  булса, унда sup Е у <  sup Е  булади.

Ис б о т .  4 - теоремага кура Е  нинг аник юкоои чегараси мавжуд: 
sup£  =  a. £ 1ez£  булишидан Е г тупламнинг хам юкрридан чегара- 
ланганлиги^келиб чикади. sup£ 1 =  ot1 булсин. Энди а х <  а  булиши- 
ни исботлаймиз. Тескарисини фараз килайлик, яъни a x >  а  булсин. 
У ^олда шундай рационал а сонни топиш мумкинки, а х >  а >  а  бу
лади. а у =  sup £  булгани учун аник ю^ори чегаранинг таърифига 
кура шундай a j мавжудки, а* >  а  булади (акс холда sup £ х а 
булар эди). Демак, а* >  а. Аммо, иккинчи томондан, E tczE  ва 
a  =  sup£ булгани учун а\ <  а  тенгсизлик хам уринли. Натижада 
зиддиятга келамиз. Шундчй ^илиб а,1 ^  а , яъни

sup Е 1 <  sup £
булади.

2°. Агар £  туплам куйидан чегараланган булиб, Е ^ Е  булса,
inf £ j  >  inf £

булади. Бу хосса 1°-хосса каби исботланади.
3 . Агар £  туплам чегараланган булиб, £ гсг£  булса, у з^олда

inf £  <  inf E 1 <  sup £ j  <  sup £
булади.

Ис б о т .  Г3-ва 2°- хоссаларга асосан s up£x< s u p £  ва ¡ n f £ x >  
> i n f £  булиб, inf £ j  ^  sup£x булгани учун изланган

inf £  <  inf £ j  <  sup £ t <  sup £  
тенгсизлик уринли булади.

4 . Агар у  х £ Е  учун х  тенгсизлик бажарилса, у ^олда 
sup £  <  а  тенгсизлик уринли булади.

Ис б о т .  £  тупламнинг барча элементлари ва а  сондан Е* туп- 
ламни 1узамиз: £* =  £(J{a}.

Бундан £сг£*  ва демак, 1°- хоссага кура sup £  ^  sup Е* тенгсиз
лик уринли. Ъ ндан sup Е* —- а  булганидан sup £  ^  а  тенгсизлик ке- 
либ чикади.

5°. Агар Y х £ Е  учун х  >  р тенгсизлик бажарилса, у ^олда 
inf £  >  р тенгсизлик уринли булади.

Бу хосса юкрридаги 4°- хосса каби исботланади.
6°. Агар £  туплам юцоридан чега|)аланган ва a =  sup £  булса, 

у )\олда Y е >  0 учун шундай х ' £ Е  мавжудки, х'  >  а — е булади.
Ис б о т .  Тескарисини фараз к;илайлик. Яъни шундай е > 0  мав

жуд булсинки, Y  х £ Е  учун , v < a  — е булсин. У ^олда 4°-хоссага 
биноан

sup£ <  а — е,
яъни а <  а — е булиши келиб чикади. Бу зиддият айтилган тасдик- 
ни исботлайди.



7°. Агар E  туплам ^уйидан чегараланган ва b — ml Е  булса, 
у хрлда Y e > 0  учун шундай х' £ Е  мавжудки, х' <  Ь -f  е булади.

Бу хосса 6°- хосса каби исботланади.
Ха^и^ий сонлар туплами R  таркибига — со ва +  оо символлар- 

ни Y  X Ç R  учун х >  — оо ва х <  4- оо хусусият билан к$шиб, 
R  тупламни ^осил к,иламиз:

R =  R  U { + o o } U { - o o } .

Бу символларнинг киритилиши чегараланмаган тупламларнинг 
аник; ю^ори ва ани^ цуйи чегараларини киритиш имконинн беради.

Агар Е ю^оридан чегараланмаган бÿлca, sup Е =  -г  оо, ^уйидан 
чегараланмаган булса, ini Е =  — оо деб олинади. Демак, шу кели- 
шувимизга кура N  ва Ег тÿплaмлap учун аник; чегаралар sup N — 
=  +  оо, ini Ê 2 =  —  оо б)^лади.

7-§. сонлар устида арифметик амаллар ва 
уларнинг хоссалари

1. Д а ц и ц и й  с о н л а р  й и р и н д и с и . Икки а  ва ß сон
лар берилган бÿлcин. Бу сонлар рационал сонлар туплами Q да ба- 
жарилган ушбу а  =  (Л, А'), ß =  (В, В ’) кесимлар билан ани^лан- 
син. Кесимлзрнинг к,уйи синфлари А ва В т)/пламлардан мос равиш- 
да a ва b сонларни олиб, уларнинг йириндиси  с =  a +  Ь ни тузамиз. 
Бундай йириндилардан иборат тупламни С билан: С —{с: c=a- \ -b>  
a £ A ,  b£B) ,  c ÿ H r Q \C  ту’пламни эса С' билан (C '= Q \C ) белгилай- 
миз. Тузилишига Kÿpa Q =  С U С'.

Энди С ва С' тÿплaмлap Q да (С, С') кесим бажаришини кур- 
сатамиз. а =  (А, А'), ß =  (В, В') лар Q да бажарилган кесимлар 
бÿлгaни учун

А Ф 0 ,  А ’ Ф 0 ,  A[ ] A '  =  Q; а£А,  а' £ А '= > а < а ’, 
шунингдек,

В Ф 0 ,  В ’ Ф 0 ,  В \)В '  = Q; Ь£В,  b ' £ B ’ ^ r b < b '

булиб, ундан аввало С Ф 0  экани келиб чи^ади. Сунгра хар доим 
а +  b <  а +  Ь1 булгани учун С туплам юкрридан чегараланган бу-, 
либ, sup С — у мавжуддир. Аммо А ва В  туплам элементлари ораси- 
да энг каттаси мавжуд булмагани учун a +  b < y  (а£А,  Ь£В)  була- 
ди. Унда а ' + Ь ' >  V (а' £ А' ,  Ь' £В') булиб, a ' + b ' ç C .  Бундан 
а' +  b' £ Q \C  =  С'. Демак, С' Ф 0 .  Шунингдек, с — а +  Ь£С  ва 
с <  с' =  a' + b ' £ Q \C  эканига ишонч хосил киламиз.

Шундай цилиб, С ва С' тупламлар Q да (С, С') кесим бажара-
ди.

16- т а ъриф.  (С, С') кесим билан ани^ланадиган у  ^акиций сон 
а  ва ß ^акикий сонларнинг üufuhôucu деб аталади. Йигинди а  +  ß 
каби белгиланади.

Энди лаки^ий сонларни кушиш амалининг хоссаларини келтира-



миз. Фараз цилайлик, а. ££?, Р £ булсин. К,уйидаги тенглик-

1°- а  +  Р =  Р +  а;
2°- (к +  Р) +  б =  а  +  (Р +  б);
3°. Ноль сони учун

а +  0 =  0 +  а  =  а.
Бу хоссалар осон исботланади. Биз улардан бирининг, масалан, 3°- 
нинг исботини келтирамиз.

Маълумки, 0 сони О) тупламда ((?_, (} ) кесим билан аниклана-
д и :

=  (г'■ Г€Я> г< 0 } ,  <3+ ={г: г£С}, г > 0},

0  =  <?+ ).

к™а а 1 п Н / г  п  2')* кесим билан аншутансин. Таърифга кура а  +  и =  (С, С ) булиб, бунда

С = { а + г : а£ А ,  г£(}_}.

Аммо а£А,  г£С}_ булганда а - \ - г < а  муносабат уринли. Шу- 
нинг учун С с Л  булади. Бундан

а  4- 0 <  а  (2 .5)
экани келиб чицади.

А тупламдан ихтиёрий а сонни оламиз, А да энг катта элемент 
мавжуд булмагани учун а < а у тенгсизликни каноатлантирадиган 
1 6 сон мавжуд. Унда а — а1 4- (а — ах) тенгликдан г — а — а, <  0 

булишини -\исобга олиб, А тупламнинг хар бир элементини а +  г(а£А, 
куринишда езиш мумкинлигини аниругаймиз. Бу эса

Ас :{ а+ г : а £ А ,  г £(}_} =  С,
яъни А с.С  эканини курсатади. Демак,

а  <  а  +  0. (2.6)
83 мУносабатлардан а  4- 0 =  а  тенгликка эга була- 

миз, 6 - хосса исбот булди.
Йдаиндинингкейинги хоссасини келтиришдан аввал а £ Я  сонга 

царама- ^арши булган сонни аниклаймит.
л'\ ^  С0НИ ^  тУпламда (А, А ') кесим билан аниклансин: а =  (А, 
А ). Национал сонларнинг куйидаги

А =  { а ' : а ' £ А ' } ,  — Л =  {— а: а £ А }

™!1ЛГ ? арТ *  ^аРа/ шиз- Равшанки —  А’ ва — А тугтламлар <3 тупламда (— А , — А) кесим бажаради.
17" т а ъ р ?Ф- (~А'< ~ А ) кесим билан аншутнадиган хакикий

^лгиланади^пп трама'* аРши сон Деб аталади ва у — а  каби

—  а =  (—  А ' ,  — А).



4*. ‘У'ссбR учун « +  (— а) =  0 тенглик уринли.
И с б о т .  а  =  (Л, А )  булсин. Унда — а сон (— А', — А) кесим 

билан аникланади. Йигинди таърифига кура а  +  (— а) =  (С, С'), 
бунда

С =  {с — а -г (— а ' ) : а £ А ,  — а'£ — А'}, С’ = Q \C .

Аммо а с а '  тенгсизлик уринли булгани сабабли с =  а +  (— а )  =
— а — а' с  0 булиб, С тупламни ташкил этган рационал сонлар 
манфий рационал сонлардан иборат эканини аниклаймиз. Демак, 
CczQ_. Бундан эса

а  +  (— « ) <  0 (2.7)
тенгсизлик келиб чикади.

Энди с £ Q_ сонни олайлик. Унда, равшанки, — с >  О булади. 
Биз уни г билан белги лай лик: г =  — с.

(Л, Л ') кесимнинг куйи ва юкори синфларидан олинган а£А-  
а' £ А'  сонлар учун а — а =  г, яънн

с =  а +  (— а') (2 .8)
тенглик уринли булишини курсатамиз. а0 £ Л, а'0£А'  учун а0 — а0 >  О 
булади. Архимед аксиомасига кура шундай натурал n £ N  сон мав- 
жудки, бу сон учун п - г > а 0 — а0 тенгсизлик уринли булади. Аммо 
a0 -Jr n - r > a ' 0 тенгсизликка кура ай -- п -r^A'  эканини топамиз. Мо- 
домики, ай£ А, а0 п ■ г £ А'  экан, унда натурал сон п ни шундай 
олиш мумкинки,

а„ +  ( п— \) г £ А ,  а0 +  п - г £ А ’
булади. Агар

а = а 0 + ( п  — ])-г, а ' = а 0 +  п г

деб олсак, унда а ' — а — г, яъни с =  а +  (— а') экани келиб чита
ли.

Демак, Q_ тупламнинг хар бир элементи (2 .8) куринишда ифо- 
даланади. Бу эса Q_czC эканини англатади. Бундан

О <  а  -г (— а) (2.9)
экани келиб чикади. Нихоят (2.7) ва (2.9) муносабатлардан а  +  
+  (— а) =  0 тенгликнинг уринли эканига ишонч хосил киламиз. 
4°- хосса исбот булди.

5°. Агар a £ R ,  f i £R  булиб, а >  ft тенгсизлик уринли булса, 
унда а  +  6 >  |3 +  6 тенгсизлик хам уринли булади.

Бу хоссанинг исботини укувчига хавола киламиз.
Берилган хакикий соига карама-карши соннинг аникланиши икки 

^акикий сон айирмаси тушунчасини киритиш имконини беради.
1 8 - т а ъ р и ф .  а  хакикий сондан ¡J хакикий соннинг айирмаси 

деб а  4 - (— (J) сонга айтилади. Айирма а — (3 каби белгиланади:

а  — р =  a  -f  (— р).



Энди ха^икии соннинг абсолют киймати тушунчасини келтирамиз.
Бирор сонни ( а #  0) олайлик. Бунда сс, — а  сонлардан би- 

ри албатта мусбат булади. Бу мусбат сон а  соннинг а б с о л ю т  
ц и и м а т и деб аталади ва у | а  | каби белгиланади. Ноль сонининг 
абсолют ^иимати деб 0 сонининг узи олинади. Демак,

I а  |_  ( а . агар а >  0 булса,
1 — а, агар а < 0  булса,

2 . ^ а ^ и ^ и й  сон л ар к у п а й т м а с и .  Икки а > 0  Р >  0 хя- 
к.и^и сон тупламда бажарилган (А, А') ва (В, В ’) кесимла^ ёрд'а- 
мида аникланган булсин: а  -  (А, А'), р =  (В, В'). А ва В  тупламлар- 
нинг манфни булмаган а £ А ,  а >  0; Ь £ В , Ь >  0 элементларидан

{а-Ь: а£А, а >  0, Ь £В, Ь >  0} 
туплакни тузамиз. Сунгра рационал сонларнинг ^уйидаги

С =  <3_и { а - Ь : а £ А ,  а >  0, Ь£В,  6 > 0 ) ,
с  =  < з \ с

тупламларини к;араймиз. Бу С ва С' тупламлар С) да (С, С’) кесим 
бажаришини аввалги бандларда курсатилгандек исботлаш’мумкин.

1У-таъриф.  (С, С)  кесим билан аникланган сон а  ва 6 хаки- 
Щи сонларкупайтмаси дейилади. Купайтма а -р  каби белгиланада: а р — (С, С ).

Ихтиёрий а  ва р ^акикий сонлар учун бу сонлар купайтмаси 
цуиидагича таърифланади:

a .p = i ( I “ !' IPi)- агаР а  ва р турли ишорали булса,
I Ia  I' 1РI. агар а  ва р бир хил ишорали булса.

Энди хакикий сонларни купайтириш амалининг хоссаларини келти
рамиз. Фараз ^илаилик, а ( , Яу р£./^, булсин.

1°. a -Р =  Р-а;
2°. (а-р).б =  а (р.б);

3° а  ■ 1 =  а .

Бу хоссаларнинг исботи кийин эмас. Биз уларнинг бирортасини ма- 
салан, 3-хоссани исботлаймиз. 0 < a £ R  сон Q тупламда бажа
рилган а — (А, А ) кесим, 1 сон эса (В, В') кесим билан аникланган 
булсин. Таърифга асосан а ■ 1 =  (С, С') булиб, бунда С =  { с : с =
— a b , a £ A ,  Ь£В}. A mmo b <  1 булгани учун а-Ь<а  булиб, ундан 
с =  а-Ь£А  эканини топамиз. Демак, у с £ С = > с £ А  Бу эса С cz А  
эканини курасатади. Демак,

a - l < a .  (2 . 10)
Энди а |Л  булсин. А тупламда энг катта элемент мавжуд булма- 
гани сабабли унда а < а 1 тенгсизликни каноатлантирадиган aL эл е



мент мавжуд. Агар а — ах • —  деб к;арасак, а1£А,  — £ В (чунки
а г ах

—  <  1) эканини топамиз. Демак, Л сС . Бундан

(2.11)
тенгсизликнинг уринли экани келиб чи^ади. (2 . 10) ва (2 . 1 1 ) муноса- 
батлардан а  • 1 =  а  тенгликнинг уринли эканига ишонч х.осил ь̂ ила- 
миз.

^а^и^ий сонлар купайтмасининг кейинги хоссасини келтиришдан 
аввал а  £ сонга тескари булган сонни аншугаймиз.

О <  о с с о н  0_ тупламда бажарилган (А, А ' )  кесим билан ани^- 
ланган булсин. Рационал сонларнинг и,уйидаги

тупламларини ца рай лик. Бу С ва С'  тупламлар ф да (С, С') кесим 
бажаради. (Буни исботлаш у^увчига тавсия цилинади.)

20- т а ъ р и ф .  (С, С’) кесим билан ашщланган сон 0 <  а  =  (А, А')

4°. Нолдан фар^ли V а  6 сон учун унга тескари сон мавжуд

булиб, бундан с £ В  экани келиб чицади. Демак, СсгВ, бинобарин,

тенгсизлик уринли булади.
Энди В тупламдан мусбат Ь сонни олайлик: Ь£В,  Ь>  0. Агар

С =  С?_и {0}и { у :  а 'б Л '] .  

С' =  <г\с

х,ак,и^ий сонга нисбатан тескари сон деб аталади. У

= (С , С')') каби белгиланади.

Агар а  с  0 булса, у ^олда бу сонга тескари булган —  сон цуйи- 

дагича таърифланади:

ва а • — =  1 тенглик уринли.
а

0 < а  сон {А, А'), а  • сон (С, С') хамда 1 сон (В, В') [кесим 

билан аншуганган булсин:

(2 .12)



1 1
8 ~  ~ь 1 Деб «¡араиднган булсак, ундан 0 <  Ь <  1 тенгсизликка 
кура е >  О эканини топамиз.

А Ф 0  А 'Ф 0 булгани учун ушбу а ^ Л ,  а’0£ А ' сонлар мав- 
жуддир. Бунда а0< а 0. Энди ^уйидаги а0, аа{ 1 +  е), а0( 1 + е ) г...........
а 0(1 + е )  , а0(1 +  е)п, . . . геометрик прогрессияни курамиз Унда 
шундай иккита а =  а0( 1 + е )п, а '= а 0( 1 + е ) ^ 1 хади тониладики, а =  
=  аа( \ + г ) п£А,  а' = а й(\ + г )п+1 £А '  булади. У ^олда —  =  1+е=,

1 , а 1 а
— ь , яъни о — ^  — а •—  булади. Демак, Ь£С.  Шундай ^илиб, 
В а С .  Бундан

(2.13)

тенгсизлик келиб чикади. (2.12) ва (2.13) муносабатлардан изланган 
а  • —  =  1 тенгликка эга буламиз.

ос <  0 булган холда ^ам ю^оридагидек

булиши курсатилади.
6- т е о р е м а .  Агар икки а  £ /?, Р£/ ?  ха^иций сон берилган бй- 

‘ либ, а  Ф О булса, у  хрлда

о с * = р  (2.14)

тенгламани цаноатлантирувни ягона цщ щ ий сон х  мавжуд.
1 Ис б о т .  а Ф О  булгани учун хар доим унга тескари булган

—  ха^и^ий сон мавжуд булади. Бу иа р сонларнинг купайтма- 

сидан тузилган Р ■ ~  сонни ^араймиз. Унда

а - ( р

алмаштиришларга кура р ■ —  сон (2.14) тенгламани ^аноатлантири- 

шига ишонч хосил циламиз. Демак, х =  р — . Энди (2.14) тенглама-
а

ни ^аноатлантирувчи^бундай соннинг ягоналигини курсатамиз. Тес- 
карисини фараз к,илайлик, яъни (2.14) тенгламани ^аноатлантиради- 
ган сон иккита: .V ва у  булсин: а -х  =  р, а-г/ =  р. У холда а -х  —  

а -у  — 0 ёки а ( х — у) =  0 булиб, а Ф О  булгани учун х  — ц = 0  
булади. Демак, х  =  у. Теорема исбот булди.

^21- т а ъ р и ф .  Берилган а  ва р %ацщий сонлар нисбати деб,
Р сонга айтилади. У —  каби белгилзнади. ос а



5°. а  6 Р € Я, V € Я сонлар учун хар доим 
(а +  р)-у =  а - т  +  р-'у |

тенглик уринли
6°. Агар а£Я,  Р€Я,  у(~Я сонлар бернлган булиб, 7 > 0  ва а > р  

тенгсизлик уринли булса, унда а - у  > р-у тенгсизлик хам уринли бу- 
лади.

3. ) { а ц и ц и й  с о н н и н г  д а р а ж а с и .  Аввало [^уйидаги иккита 
леммани келтирамиз.

1- л е м м а .  (А, А') £) тупламда ихтиёрий кесим булсин. у е > 0  ра- 
ционал сон берилганда хам, шундай а£А,  а' £ А'  рационал сонлар 
мавжудки, бу сонлар ушбу а'  — а с е  тенгсизликни ^аноатланти- 
ради.

И с бот .  А  ва А'  тупламлар <2 да (Л, А') кесим бажарсин. Де
мак, А Ф 0 . А  тупламда бирор а0 рационал сонни олиб, сунгра 
куйидаги

а0, а0 +  е, а0 +  2е, . . . , а0 +  пе, . . . , п £ Ы,

грифметик прогрессияни караймиз. Архимед аксиомасига биноан 
шундай топиладики, а0 +  пе £ Л, а0 +  (п +  \ ) е£А'  булади.
Агар А  тупламнинг а0 +  пг дан катга булган эламентини а ва а0+
4- (п +  1)е =  а' деб олсак.

а' — а с  а0 ~г (п +  1)е — (а0 +  ле) =  6
булишини топамиз. Демак, а' — а с  г, а£А ,  а ' £А' .

Лемма исбот булди.
2 - л е м м а .  Иккита а£}?, р £ Я  хакикий сон берилган булсин.

V  е >  О рационал сон берилганда хам шундай а £ £?, а' £(}, а с а '  
сонлар топилсаки, улар учун ушбу

а <  а  <  а',
а ^ Р ^ а ' ,  (2.15)
а' — а с е

тенгсизликлар уринли булса, у холда а  == р булади.
И с б о т .  Тескарисини фараз килайлик, яъни (2.15) тенгсизликлар

V  £ >  0 рационал сон учун уринли булса хам а ф  р булсин. Маса- 
лан, а  >  р дейлик. У холда шундай г03, т'£0. сонлар мавжуд бу- 
ладики, улар учун а  >  г' >  г >  р тенгсизликлар уринли булади. На- 
тижада куйидаги а' >  г' >  г >  а тенгсизликларга келамиз. Бундан 
а' — а >  г' — г >  0 тенгсизлик келиб чикади. Бу эса а' — а с е  тенг- 
сизликнинг г' — г дан кичик булган г лар учун бажарилмаслигини 
курсатади. Агар а  р булса хам шунга ухшаш мулохазалар ёрда- 
мида зиддиятликка келинади. Лемма исбот булди.

а) ^  а и к и й со н  ни н  г б у т у н  д а р а ж а с и .  Бизаввалги банд- 
да икки а  ва р ^ацикий сон купайтмасининг таърифини келтирдик. 
п та а и а 2, а3, . . . , ап хакикий сонлар купайтмаси ах-аг . . . ап 
хам худди уша йул билан таърифланади. Агар а у — аг =  . . . =



=  ап =  а  булса, у холда а - а - а  . . . а  сон а соннинг п- даражаси
п та

деб аталадй ва ос'1 каби белгиланади:

а-а-а.  . . . а  =  ос"

Бу келтирилган таърифдан хамда хакикий сонлар устида амалллр- 
нинг хоссаларидан куйидагилар келнб чикади. a  £ R,  ß Çi? бÿлиб, п 
ва т лар натурал сон бÿлcин.

1) Куйидаги тенгликлар у'ринли:

а п-ат =  а п+т.

ап ■ ß'1 =  (а ■ ß)", 
(а )т  =  а.пт,

=  а п~ т (п >  т) \

2) п >  т ва а  >  1 булганда а  >  а т булиб, 0 <  а <  1 булганда 
эса а  <  а т бу'лади;

3) а г а р  а  >  ß >  0  б у л с а , у  ч о л д а  а "  >  ß" б у л а д и .
Маълумки, Y  a £ R  (а ф  0) учун хар (доим унга тескари бÿлraн

—  ха^иций сон мавжуд. Ушбу —  . —  . . .  —  сон а  соннинг - п -
а  .ос et et

даражаси деб аталадй ва у а ~ п каби белгиланади:

1 \па
а

^ар кап дай а Ф 0 хакикий соннинг нолинчи даражаси 1 га тенг 
деб олинади: ос0 =  1.

б ) ) ^ а ц и ц и й с о н д а н  о л и н г а н  ил д из .  Бизга 0 <  a Ç i? на 
тайинланган ti£N сонлар берилган бÿлcин.

22- т а ъ р и ф. Ушбу
I a =  а  (2.16)

тенгликни цаноатлантирадиган мусбат t  сон а  сондан олинган п-да-
П ■'-----

ражали илдиз деб аталадй ва у у  а  каби белгиланади.
Келтирилган таърифпинг равон мазмунли (коррект) эканлигини, 

яъни (2.16) тенгликни к;аноатлантирадиган I сон мавжудлигини х>ам- 
да ягоналигини курсатамиз.

Бунинг учун Q тупламни ^уйидаги

Л „=  Q_ U {0} U {г: /"ÇQ, г > 0 , тп<  а},

A'n =  {г': г' ÇQ, г' >  0, г’п >  а} 

тупламлар ёрдамида (Q =  U А'п) ёзамиз. Бундай тузилган А п ва



А'п тупламлар Q да (An, A ’n) кесим бажариши равшандир. Бу кесим 
ани^лаган сонни i  деб олайлик: Н =  (Ап, А ’п).

Ю^оридаги 1-леммага асосан у е > 0  рационал сон учун шун- 
дай г Ç Ап, г' ÇА'п сонлар мавжудки, г '— г < е  булади. Бу сонлар- 
нинг олинишидан, равшанки,

О < г < 1 <  г'
Bá, демак,

п <  g« < г ,п

тенгсизликлар уринли булади.
А'п ту'пламда г' дан катта булган тайин г0 сонни (бундай сон хар 

доим топилади) олсак (0 <  г <  г' <  ru )

г'п— гп =  (г' -  г) (г'"“ 1 +  г • г'п~2 +  . . . +

+  ГП~2-т' +  ГП~ 1) <  (г' — Г)-ПГ0~~[ <  Е-П-Го~1

булади. Бундан куринадики, Y e >  0 рационал сон учун [ е' =  —
V <

га Kÿpa j шундай г Ç Ап, г' £ А п лар мавжудки,

гп < т < г " 1
ва

г ,п- г п< г
тенгсизликлар Уринли булади.

Иккинчи томондан, (Ап, А'п) кесимнинг тузилишига биноан

г" <  а  <  г'п
булади. Шундай килиб, 2- леммадаги барча шартлар бажарилишини 
курсатдик. Шу лемма тасдик,ига биноан

tn£ == Oí
та эга буламиз.

Шундай крлиб, (Ап, А'п) кесим билан аншутнган |  сон (2.16) 
тенгликни ^аноатлантирлди. (2.16) тенгликни каноатлантирувчи |  сон 
ягона булади. ^аки^атан хам, агар ва ?2 сонлар (2.16) тенгликни 
^аноатлантирса, яъни

I f  == а, Щ — а 

тенгликлар Уринли булса, унда ушбу

g» — g»=(g1— ?»)(1Г1 -t-S a-S r2 +  • • • + 5 r 2- 5 i + ^ - ‘) = 0
муносабатдан — £2 =  0, яъни =  ç2 экани келиб чик;ади.

в) } ^ а ^ и ^ и й  с о н н и н г  р а ц и о н а л  д а р а ж а с и .  Биз аввалда- 
ги бандларда а  £ R соннинг бутун даражаси, шунингдек, а  >  0 сондан 
олинган п- даражали илдиз таърифларини келтирдик. Энди а  >  О



соннинг рапионал даражаси тушунчасини келтирамиз. Маълумки, ^ар
> кандай рационал сон кискармайдиган г =  —  ^m£Z,  п £ Лг) каср ку-

п
ринишида ифодаланади. а  £ хакикий соннинг г- даражаси а г цу- 
йидагича ани^ланади:

т

Фараз цилайлик, а £ Я+,  Р£/?+, г^С }, гг £С1 булсин. К,уйидаги сод- 
да хоссалар уринлидир:

]) и* - а ’ =  а г,+г';

2) (ап У’ =  а ' г,\

3, ^ J  =  f  ( ,« > ;

4) а*: а*  =  а г,—г';
5) (а -р г  =  а '-р ';

6) а  >  1 булганда тх <  л2 => о!' <  а ' \

7) 0 <  а  <  1 булганда тх <  г2=> а '  >  а г’.
Юцорида айтилганлардан куринадики, а  =  1 сонининг ихтиёрий 

рационал даражаси 1 га тенг булади: Г  =  1.
Муайян узвийликни сакляш маъносида, а  =  ] сонининг ихтиёрий 

^аки^ий даражаси хам 1 га тенг деб олинади:

г) Х,ак;иций с о н н и н г  ^ а ^ и ^ и й  д а р а ж а с и .  Бирдан катта 
(а >  1), а  сонни олайлик. Р £ сон эса С} тупламда бажарил- 
ган (В, В)’ кесим билан ани^ланган мусбат сон булсин:

р =  (В, В’)’, р >  0.

Барча манфий хаци^ий сонлар, ноль хамда а (Ь £ В) куринишдаги 
мусбат .^ацик.ий сонлардан иборат тупламни £  билан, / ? \ £  туплам- 
ни Е ' (£ ' =  / ? \£ )  билан белгилайлик. Натижада Я  туплам Я =  
=  £  и Е ' куринишда ёзилиши мумкин.

Юцорида киритилган Е ва Е ' тупламлар К тупламда (£, £ ')  ке
сим бажаришини курсатиш ^ийин эмас. £  тупламнинг тузилишидан 
унинг буш змаслиги куринади: £  Ф  0 . Сунгра хар дсим а ь <  а ь ' 
ф £ В ,  Ь'£В' )  булгани £  тупламнинг юк,оридан чегараланганлигини 
билдиради. Демак, Бир Е =  у  мавжуд. В  туплам элементлари ораси- 
да энг каттаси мавжуд булмаганлиги учун а ь <  у  булади. У ^ол- 
да у  <  а*' вг а 6' ? £  булади. Бундан а  * ' £ £ ' .  Демак, Е ' ф 0 .  Е в а  
£ ' тупламларнинг тузилишидан £  нинг хар бир элемента £ '  нинг 
исталган элементидан кичик булиши равшандир. Шундай ^илиб, £  
ва £ '  тупламлар Я да (£, £ ')  кесим бажаради. К,уйидаги таърифда 
£  ва £ ' тупламлар ю^оридагича тузилган деб ^аралади.



2 3 - т а ъ р и ф .  (Е, Е') кесим билаи аникланадйган сон а  соннинг 
J3- даражаси деб аталади ва а р каби бэлгиланади:

а р =  (Е, £')■

Агар р манфий сон булса, унда а 15 =  — г- деб караймиз ва у юко-

ридагидек таърифланади.
Агар 0 <  а  <  1 булса, унда а р =  (~~j & деб олиниши натижаси-

да яна биз юьрридаги холга келамиз. Мусбат хацикий соннинг ха- 
ки^ий даражаси тушунчасидан фойдаланиб куйидаги теоремани кел- 
тирамиз.

7- т е о р е м а. Кар кандай а  Ф 1 ва у мусбат хающий сонлар 
учун

тенгламани каноатлантирадиган ягона Р хакищй сон мавжуд.
Бу теореманинг исбош (2.16) тенглама ечимининг мавжудлиги 

^амда ягоналигини исботлашга ухшаш.
24- т а ъ р и ф .  Бгрилган а  Ф 1 ва у мусбат хакикий сонлар учун 

ушбу

а р =  у
тенгламани канозтлангирувчи р соя у соннинг п. асосга кура (а асос- 
ли) логарифма дг5 аталдди ва у logx у каби бглгиланади:

Р =  log« Y-

8- §. ^аки^ий соннинг абсолют киймати ва унинг хэссалари

Юкорида ха^икии соннинг абсолют киймати тушунчаси билан та- 
нишган эдик. Маълумки, x £ R  соннинг абсолют киймати цуйидагича 
аникланади:

. , ( .V, агар х >  О булса,
\х \ = \  ‘ (*)I — х, агар х <  0 булса.

Энди хакик,ий соннинг абсолют киймати хоссаларини келтирамиз.
Г . x £ R  сон учун

| X I >  0 ,  | -V | =  [ — - -V I, X <  I X  |, — X <  I X  I

муносабатлар уринли. Бу муносабатлар соннинг абсолют киймати 
таърифидан келиб чицади.

2°. Агар x £ R  сонлар t
| х | < : а  ( а > 0 )  (2.17)

тенгсизликни к;аноатлантирса, буидай х сонлар
— а < х < а  (2.18)



тенгсизликлар ни хам каноатлантиради Еа аксинча. Бсшкача килиб 
айтганда (2.17) ва (2.18) тенгсизликлар эквивалент тенгсизликлардир:

1 х | <  — а < х  < ’а.
И с б о т .  (2.17) тенгсизлик уринли булсин: х £ Я ,  \ x \ c a .  1°-хос- 

сага кура —| х | < х  <  \х\  булишидан хамда — а с  — | х | тенгсиз- 
ликдан топамиз: — а <  — |х  | <; х <  | х |<  а. Бундан эса — а <  х  < я  
экани келиб чикади.

Энди (2.18) тенгсизликлар уринли булсин: х £ Я ,  —а <  х  с  а.
Агар х >  О булса, | х | =  х булиб, \ х \ < а  булади. А гархсО б ул - 

са, |х| = — х  булиб, — х < а булганидан эса \х\  < а  эканини топа
миз. Демак, — а с х < а  булганда хар доим \ х \ <  а булади.

Бу хосса ^уйидаги { х: х£Я,  | х  | <  а) ва {х: х £  Я, — а <  х  <  а} 
хдкикий сонлар тупламларининг бир-бирига тенглигини ифодалайди.

3° Агар х £ Я  сонлар \х \ <  а {а >  0) тенгсизликни каноатлантирса, 
бундай х  сонлар — а <  а тенгсизликларни хам каноатлантиради 
ва аксинча, яъни

\х\ <  а <==> — а <  х  <  а.
Бу хосса 2°- хосса каби исботланади.

4°. Икки х£Я ва у£Я хакикий сон йигиндисининг абсолют ^ийма- 
ти бу сонлар абсолют кийматларининг йигиндисидан капа эмас, яъни

\ х +  г/1< \х\  +  \у\.
И с б о т .  Агар х  4- у >  0 булса, ' х  +  у  =  | х  -]- у\ [булиб, х ^  | х  |, 

у  ^  | у  | тенгсизликларни хисобга олган холда
| X +  у\ =  х  +  у  <  I х I +  I у  I 

булишини топамиз. Агар х +  у  <  0 булса, унда | х +  у  \ =  —(х + у )=  
=  — х +  (— г/)< |х |  +  | у\ булади.

Бу муносабат кушилувчилар сони иккитадан катта булган х^олда 
хам уринли булади:

| X] +  Х2 +  . . . +  Хп ! ^  \х11 +  I х21 +  . . . +  |хя|.

5°. х£Я, у£Я сонлар учун
\х — у \ > \ х \ — \ у \

тенгсизлик уринли.
Ис б о т .  Равшанки, х =  (х — у) +  у. Унда 4°-хоссага биноан 

|х| =  | (х — у) 4- у ) <  | х — у  | +  | у ) булиб, бу тенгсизликдан |х—у I >  
> \ х \  — \у\  булиши келиб чикади.

6°. х£Я, у£Я сонлар учун

\*'У\ =  И  • IУ |
тгнглик уринли.

Бу тенглик соннинг абсолют киймати таърифидан келиб чикади.
7°. х£Я, у£Я, у ф 0 сонлар учун

* _  1*1
У I У\



тенглик уринли.
И с б о т .  —  =  z деб олайлик. Бундан х  =  z - y  булишини топа- 

умиз. Аммо 6°-хоссага кура \x\  = \ z-y\  =  \z\-\y\  ва бундан \г\ —
1*1 ^— J—г тенглик келиб чикади.
\ У '
Барча манфий булмаган хакикий сонлар тупламини R+ билан 

белгилайлик. Равшанки, R~. cz R. Энди R  тупламдан олинган хар 
бир х хаки^ий сонга унинг абсолют киймати |х | ни мос куяйлик. 
Натижада биз

f : R - +R+.  ёки f:x->- \х\
акслантиришга эга буламиз.

Демак, хацикий соннинг абсолют кийматшш R  тупламни R+ 
тупламга (*) коида буйича акслантириш деб i^apaui мумкин.

9- §. Иррационал сонни такрибий ^исоблаш. Иррационал сонни 
чексиз даврий булмаган унли каср орцали ифодалаш

1. И р р а ц и о н а л  с о н н и  т а ц р и б и й  ^ и с о б л а ш .  Бирор а  
иррчционал сон берилган булиб, у Q тупламда бажарилган (А, А') 
кесим билан аншуганган булсин: а= (А , А'). Бутун сонлар туплами Z 
рационал сонлар тупламининг кисми (яъни Z a Q )  булганлигидан 
кетма-кет келган а0 ва а0+ 1  бутун сонлар топиладики, ушбу а0< а<  
<  а0 +  1 тенгсизликлар уринли булади. Бу холда г0 — а0 сон а  ир
рационал сонни «ками» билан, г ' =  а0 1 эса «ортиги» билан так
рибий ифодалайди.

Энди
1 2 , 9

ао> ао +  ао +  — . • • • . ао +  ао +  1

сонларни оламиз. \аа <  а <  а0 +  1 булгани учун бу сонлар орасида 
кетма-кет келган шундай иккита

I я, ai -К1«О +  —  , «о 1" —----0 10 10
сон топиладики, ушбу

I 1̂ | 1аа - -----— <  а  <  а0 -+- — +  —
0 10 0 Ю ^  10

тенгсизликлар уринли булади, бунда [ах [сон 0, 1, 2, . . . .  9 сонлар- 
дан биридир. К^уйидаги

Гх =  а0 +  =  а„, ах;

, а ,  , 1 . 1г 1 =  cin -Ь —  -4- —  == йп. di~x" —
1 0  10 ~  10 1 10

сонлар а  сонни мос равишда «ками» хамда «ортиги» билан =0 , 1

ани^ликда такрибий ифодалайди. Сунгра



10 ~  102’ “ ° ‘ 10 ~г  10 

сонларни оламиз. Агар ушбу
i о, , а . , 1а0 4— 1 <  а  <  а 04---------------

0 10 0 10 ^  10

тенгсизликлар уринли эканини эътиборга олсак, у холда ю^оридага 
сонлар орасида шундай кетма-кет келган иккита

а0 -{- —  4- — , а о + ^ 1 + °-1±1 
0 Ю ' юг 0 Ю 1 102

сон топиладики, улар учун ушбу

ап H-----Н— * <~ а  <  а0 Н— -  ч- —-------0 ю Ю2 Ю 102
тенгсизликлар уринли бÿлaди, бунда а2 сон 0, 1, 2, . . . , 9 сонлар- 
дан биридир. К,уйидаги

i 1̂ i 2̂ г2 =  aQ Н— — +  —  =  а{), а, а2;
2 0 10 102 0 1 2

I а1 . а 2 , 1 1г, =  а„ 4— - 4 -  —  +  —  =  ай, а,а„ +  —2 0 10 Т  102 ^  102 0. 1 2 - Г  ]02

сонлар а  сонни мос равишда «ками» хамда «ортири» билан ^  =  0 ,01:

аницликда такрибий ифодалайди.
Бу жараённи давом эттира бориб п та кадамдан кейин шундай 

иккита

а0, aLa2 . . .  ап=а0 +  —  _u —  _f . . .  4 . ад_.
0 1 2  п 0 ю ~  102 10" ’

1 ûj Ü2 CLji “ 1
Ü n , Ct\ C¡2 V . ÛL “ f "  ------7Г ~  ü ñ  “ b  ------ -4 - ----7 . . . Н------------“ —0 1 2  л 10" 10 10 10

он  т о п и л а д и к и , у л а р  у ч у н  у ш б у

Оо +  —  +  —  +  —  < а < а „ + - í  +  —  +  . . . +
10 Ю2 10« u 10 ^  102

а„ +  1
4-   (2.19)

10п

тенгсизликлар уринли б;улади, бунда а1, й2, . . . , ап сонларнинг х,ар 
бири 0, 1, 2, . . . , 9 сонлардан бирига тенгдир.

Куйидаги



п  „ „ ,  - ,  . . . - п  ,

сонларнинг хар бири а иррационал сонни аникликда такрибий 

ифодалайди.
Шундай килиб, (2.19) муносабатдан куринадики, п ни етарлича 

катта килиб олиш хисобига а  сонни исталганча аникликда гп ва г'п 
рационал сонлар (унли касрлар) ёрдамида такрибий хисоблаш мум- 
кин: а  »  гп, а  »  г'п. Юкоридаги г п ва г' рационал сонларни мос ра- 
вишда «ками» хамда «ортиги» билан а  соннинг унли ящнлашувчи- 
лари деб аталади.

2. И р р а ц и о н а л  с о н н и  ч е к с и з  д а в р и й  6 ÿ л м а г а н  к а с р  
о р к а л и и ф о д а л а ш .  Маълумки, хар кандай рационал сон чекли 
Унли каср ёки чексиз даврий унли каср куринишида ифодаланади ва 
аксинча, юкорида айтилган касрлар рационал сонни ифодалайди. Шу 
сабабли иррационал сон а  учун сс Фа, ,  я, а2 . . .  ап муносабат урин- 
ли ва бу иррационал сон чексиз, даврий бУлмаган унли каср кури- 
нишида ифодаланади. Албатта, бу айтилган тасдик математик жи- 
хатдан жиддий асосланиши лозим. Биз куйида тегишли тасдикнинг 
асосланиши билан шугулланамиз.

а  — иррационал сон булсин. Бу сон юкоридаги 1 -бандда курса- 
тилганидек «ками» билан а0, а, а , . . .  ап куринишдаги унли каср,

«ортиги» билан а0, ata2 . . .  ап+  куринишдаги унли каср орка-

ли ифодаланади. Бу унли касрлар айирмаси п усганда камаяди.
Иррационал сон а  ни такрибий ифэдаланиш жараёнини чексиз 

давом эттириш натижасида ушбу
а0, . . . ап . . . (2.20)

чексиз унли касрни хрсил ^иламиз. Бу (2.20) сонни иррационал сон 
а. нинг унли каср кУринишидаги ифодаси деб караймиз. Унда (2.19) 
тенгсизликлардан а0, aLa2 . . . ап, . . .  чексиз унли каср даврий ун- 
ли каср эмаслиги келиб чикади. Хакикатан хам, агар (2.20) чексиз 
даврий унли каср, яъни рационал г сон булса, унда у -nÇN учун

а0 -j- - 1- -4- ^  +  . . . +  —  < r <  а +  f î .  +  i l  -f- . . .
10 102 10/l 10 102

, а« ^  1 
f ю4

тенгсизлик уринли булио, бу ва (2.19) ченгсизликлардан

1а ~ г | <  -¿Г  ( V n t W  (2-21)

тенгсизлик келиб чикади. У холда 2- л ем via га кура а =  г булиб, 
бу а  иррационал сон деб олинишига зид.

Демак, иррационал сон ос ни ифэдалозчи (2.20) сон чексиз, дав
рий булмаган унли касрдан иборат.



Энди бирор чексиз, даврий булмаган у или каср а„, aLa2 . . . ап 
берилган булсин. Х,ар бир натурал сон п учун ушбу

чекли унлп касрларни — рационал сонларни олиб, сунгра цуйидаги 
A =  {r: r £Q,  V  п учун г <  qn),

Л' =  { г : r£Q, у п  учун рп < г}

тупламларни тузамиз. А ва А' тупламлар Q да (А, А ') кесим 
бажаради. Бу кесим эса бирор а  хакикий сонни ани^лайди. Келти- 
рилган (Л, А') кесимнинг тузилишидан ва а„, aLa2 . . .  ап . .  . чек- 
сиз )'нли каср даврий эмаслигидан ихтиёрий натурал п сон учун

тенгсизликлар ;уринли эканлиги келиб чикади. (2.22) тенгсизликлар- 
дан ^амда (2.21) тенгсизликни келтириб чикаришдаги муло^азани 
кайтаришдан а0, aLa2 . . . ап . . . чексиз, даврий булмаган унли каср 
а  сонни ифодалаши ва иррационал сон эканлиги келиб чикади.

Демак, хар ^андай иррационал сон а  га чексиз, даврий булмаган 
ÿнли ч^аср а0, ata2 . . . ап . . . ва аксинча хар кандай чексиз даврий 
булма1 \гнли касрга иррационал сон мос келиши курсатилди.

Энди чексиз даврий булмаган касрлар т;упламида касрлар-
нинг тенглик тушунчасини киритиб, юкоридаги мосликнинг узаро 
бир цийматли эканлигини курсатамиз.

Икки

унли каср берилган булсин.
Агар ад — Ь0 ва барча натурал п сонлар учун ап =  Ьп булса, у 

з$олда бу касрлар тенг дейилади ва

Р п — a Qi

Рп <  а  <  я а (2.22)

а0, а, а2 . . . ап . . . =  Ьа, 6, Ь2 . . . Ьп . . .

каби белгиланади.
Фараз килайлик, а  ва ß — иррационал сонлар учун

(2.23)

мослик уринли бÿлиб, а Ф^  булсин. У холда
а0, . . . ап . . . ф  Ь0, Ьф2 . . . btí . . . 

булади. Хакикатан хам, агар
а0, aLa, . . . ап . . . =  Ь0, Ьф2 . . . Ьа . . .Æq, О, f l2 .

-О» u iu 2 •

i, •. : i ; : ■. ■ »



бупса, a0 =  b0 ta Y  n £ N  учун an — bn булиб, Y  n ^ N  учун ушбу
, l

Qy 0,-fl2 . . . ün <C Qb £Z0, Ü̂Ü2 . . . Дл “Г 

û0> • • • ßn <~ ß <~ fl0> fllö2 ■ • ■ an~Sr
тенгсизликлар хосил бÿлaди. Натижада Y  n £ N  лар учун

[la —ß| < —и f ' 1 10л

тенгсизликка келамиз. Бундан 2- леммага кура a =  ß келиб чщади. 
Б у эса а  Ф ß га зид. Шундай ^илиб, (2.23) мосликлардан ва a Ф ß 
булишидан

а0, а1и2 . . .  йп . . .  Ф b¡¡, bj)2 . . . bn . . .

экани келиб чикади.
Шунингдек, агар a сонга иккита a0, a¡a2 . . . а п . . . хамда, 

b0, Ъф2 . . . bn . . . чексиз даврий бÿлмаган унли касрлар мос цуйилса, 
у  холда

ûe, üxci2 . . .  чп . . .  — b0, b-¿>2 ■ • ■ bn . . .

тенглик уринли бу’ЛИШИНИ КурСЗТЗМИЗ.
Тескарисини фараз килайлик, яъни (2.23) мослик уринли булиб, 

а0, аха2 . . .  ап . . .  Ф Ь0, Ьф2 . . .  Ьп . . . б>'лсин. У ^олда шундай 
п ( t i£N)  топиладики, а0 =  Ь0, ал = b¡, . . ., ап_ х = Ьп_ х бÿлиб, ап Ф 
ф Ь п булади. Айтайлик, ап <  Ьп булсин. Унда

ао> а,а2 . . . ап_ хап <  а0, аха2 . . . ап_ х Ьп (2.24)

бÿлaди. Аммо (2.23) муносабатга кура
, 1а0, аха2 . . . ап_ хЬп < а <  а0, ахаг . . . ап +  —,

, 1  и , 1а0, аха2 . . . ап_ х ап +  — < а  < а0, аха2 . . . ап__х Ьп +  —

булиб, ундан а  сон, бир томондан, а0, аха2 . . . ап_ х Ьп дан катта,

иккинчи томондан, а0, аха2 . . . ап_ х ап +  ^  дан кичик бÿлишини то-

памиз. Бу эса (2.24) муносабатга зид.
Шундай килиб, (2.23) мосликдан о0, аха2 . . . ап . . . =  Ь0, ЬхЬг . . . 

Ъп . . . тенглик келиб чикади. Демак,

а->а0, аха2 . . . ап . . . 

мослик уззро бир кийматли мослик булади. Бу эса 

а  =  а0, ах а2 . . . ап . . . 

деб олинишини асослайди.



10-§. ^ацик.ий сонларни геометрик тасвирлаш

Биз 2-§ да хар бир рационал сонга сонлар у^ида битта ну^та 
(рационал ну^тт) мос келишини курсатган эдик. Шу билан бирга 
сонлар у^ида рационал булмаган ну^талар хам (масалан V 2 сонга 
мос келадиган ну^та) борлиги ани^ланди.

Энди хар бир ха^и^ий сонга хам сонлар укида битта ну^та мос 
келишини курсатамиз. Бунинг учун хар бир иррационал сонга сон
лар у!\ида битта нукта мос келишини курсатиш етарлидир.

Мазкур бобнинг 5- § ида хацикий сонлар туплами к  туликлик 
(узлуксизлик) хоссасига эга эканлиги курсатилган эди. Бинобарин, 
турри чизи^ нуцталаридан иборат туплам хам туликлик хоссасига 
эга булади. Уни келтиришдан аввал турри чизик нукталари тупла- 
мида бажарилган кесимни таърифлаймиз.

25-т а ъ р и ф .  Турри чизикнинг барча нукталари туплами I ни 
шундай иккита <М ва &Р тупламларга ажратилсаки, унда

1) ой ф  0 ,  еР ф 0 ,
2) М  и 8х =  /,
3) V  М  € М,  V' Р£«Р булса, М  нукта Р нуктадан чапда жой- 

лашган шартлар & :щмлса, у холда Л  ва тупламлар I тупламда 
кесим бажаради дейилади ва (<М, £Р) каби белгиланади.

Т у р р и  ч и з и к н и н г  у з л у к с и з л и к  х о с с а с и .  Турри чизи^ 
нукталари туплами I да бажарилган хар ^андай (М , £Р) кесим ягона 
М  нуцтани ани^лаб, бу ну^та ёки <М тупламнинг энг унг ну^таси 
ёки еР тупламнинг энг чап нуктаси булади.

1. И р р а ц и о н а л  с о н л а р н и  г е о м е т р и к  т а с в и р л а ш .  Би- 
рор иррационал сон а  берилган булиб, бу сон 0. тупламда бажарил
ган (Л, А') кесим билан ани^ланган булсин: а  — (А, А'). Бунда А 
тупламда энг катта, А ' тупламда эса энг кичик элемент йуц. / тур
ри чизик; ва бу турри чизик да ги Л ва Л ' тупламларни ташкил эт- 
ган рационал нукталарни олайлик. Бу рационал нукталардан тузил- 
ган тупламларни мос равишда Л ва Л' каби белгилайлик.

Равшанки, бу холда А тупламнинг нукталари орасида энг унг 
ну^га йуь;. Шунингдек Л' тупламнкнг нукталари орасида энг чап 
нукта йук. I турри чизикнинг шундай Р  нукталарини ^араймизки, 
бу нук;талардан унгда Л тупламнинг камида битта нуктаси булсин. 
Бундай Р  нукталардан иборат тупламни С билан белгилайлик. Тур
ри чизикнинг С тупламга тегишли булмаган нукталари тупламини 
С' билан белгилаймиз. Демак, С' — 1 \С . Бу С ва С ' ну^талар туп- 
ламлари I да кесим бажаришини курсатамиз.

Аввало Л Ф 0  булгани учун а £ Л рационал сон бор. Бу соннинг 
геометрик тасвири булган Ра нукта Л тупламга тегишли булади. Д е
мак, Ра £С.  Бу эса С Ф 0  эканини билдиради. Худди шунга ухшаш 
С' ф 0  экани курсатилади.

С ва С' тупламларнинг тузилишидан С(]С'  =  I ва С тупламдаги 
хар бир ну^та С' тупламдаги исталган нуктадан чапда жойлашган- 
лиги келиб чикади. Демак, С ва С' тупламлар I да (С, С') кесим



бажаради. Тугри чизикшшг хоссасига кура (С, С') кесим ягона нук- 
тани аниклайди. Бу нуктани Ра каби белгилаймиз. А тупламда энг 
унг нукт-1 булмагани учун Ра $ А, шунингдек, А ’ тупламда энг чап 
нуцта булмагани учун Ра $ Л ' булади. Демак, Р а £ А и Л' булиб, бу 
ну^та рациопал нукта булмайди. Иррационал сон а  га худди шу 
Р а нуктани мос куямиз.

2. Х, а ^ и ц и й  сон л ар т у п л а м и  Р  б п л а н  т у г р и  ч и з и ц  
н у ^ т а л а р и  т у п л а м и  о р а с и д а  у з а р о  бир  к и й м я т л и  
м о с  л и к. Биз ю^орида хар бир а £ Р  сонга I тугри чизикда битта 
ну^та Ра нинг мос куйилишини курган эдик. Энди аксинча, I л угри 
чизикдаги хар бир нуктага битта хакикий сон мос келишини курса- 
т^миз.

Сонлар укида бирор Р ну^та олайлик. Бу нук,та, айтайлик, О 
нуц*адан унгда ётсин. Равшанки, Р  нукта сонлар укида ОР кесма- 
ни хосил килади. Масштаб кесмаси ОЕ ни ОР кесма буйлаб жой- 
лаштирамиз. Бунда куйидаги икки хол юз беради:

11) ОР кесмада ОЕ кесма бутун сон а0 марта тулик жойлашади. 
Бу хрлда ОР кесманинг унг учини ифодаловчи Р нуктага худди шу 
а0 сон мос цуйилади. а0 сон Р  нук^анинг координатаси (абсциссаси) 
деб хам аталади. Демак, бу холда Р нуктага а0 бутун сон мос ке- 
лади.

2^  ОР кесмада ОЕ кесма бутун сон а0 марта жойлашиб, ОР 
кесмадан 5 Р  кесма ортиб крлиши ёки ОР кесмада ОЕ кесма а0 +  1 
марта жойлашганда ОР кесмага РО кесма етмасдан крлиши мумкин. 
Бу холда ОР кесманинг унг учини ифодаловчи Р  нуктага а0 сонни 
«ками» билан а0 +  1 сонни эса «ортиги» билан мос куйиш мумкин. 
Бу хрлда Р  нуктага мос келадиган хакикий сонни топиш максадида
масштаб кесмаси ОЕ нинг - к^исмини олиб, уни БР кесма буйлаб 

жойлаштирамиз. Бунда яна куйидаги икки хол юз беради:
12) БР  кесмада ОЕ кесманинг ~  кисми бутун сон а1 марта ту- 

лик жойлашади. Бунда ах сон 0, 1, 2, . . 9 сонларнинг биридир. 
Бу хрлда Р  нуктага а0 4- -у*- сон мос куйилади.

22) 5 Р  кесмада ОЕ кесманинг кисми бутун сон а1 марта жой

лашиб, $ Р  кесмадан кесма ортиб крлиши ёки РА кесмада ОЕ 
кесманинг кисми а х 4- 1 марта жойлашганда РА кесмага А0.х 

кесма етмасдан крлиши мумкин. Бу холда Р нуктага а0, ах =  а0 -т
4- —  сонни «ками» билан, си, а, 4- —  —  Ч----- сонни эса

ю 0 1 ю 0 ю Ю
«ортиги» билан мос куйиш мумкин.

22) холда Р  нуктага мос келадиган хакикий сонни топиш жара- 
ёни давом эттирилади. Бу жараённи п- марта такрорлаганда яна икки 
^ол юз беради:



1П) ОР кесмада масштаб кесмаси ОЕ бутун сон а0 марта, масш

таб кесманинг у -  кисми а1 марта, масштаб кесмасининг ^  ^исми

а , марта ва х.к., масштаб кесмасининг кисми эса ап марта тулик; 

жойлашади. Бу х;олда Р нуктага

а0, а,а2 . . . а =  а0 -\— --------- К . . .  +  —о» 1 2 п о 10 • ю.2 10Я

сон мос куйилади.
2„) Р нуктага мос келадиган сонни топнш жараёни якунланмай- 

ди. Бу холда Р нуктага

а0, ауаг . . .  а =  а0 +  — +  —  +  • • • +  ^  (*)о> 1 2 п о ю 102 К)”

сонни ками билан,

я0, . . . ап +  -1. = ао+  +  . . .  + ^ ± 1  Г )

сонни «ортиги» билан мос 1̂уйиш мумкин.
Жараён чексиз давом этсин. Бу холда Р нуктага мос [келадиган 

з^щ ий сонни топиш учун ю^оридаги (*) ва (**) сонла[дан ушбу 
( у п £ \ г учун)

с  = { г г е « ,  г < а„ +  Д  +  . . . + ^ 1 }.

с  =  +  +  +

тупламларни тузамиз. Бу С ва С' тупламлар <2 да (С, С') кесим ба- 
жаради ва у бирор а  ^аки^ий (иррационал) сонни ани^лайди. Р  ну^- 
тага худди шу а  сонни мос ^уямиз. Юкоридагидек турри чизи^да Р  
ну^та О нуь;тадан чапда жойлашганда хам унга мос келадиган сон 
топилади. Бу сон манфий булади.

Шундай ^илиб, турри чизикда олинган ,̂ ар бир нуктага битта 
хаци^ий сон мос к;уйилиши курсатилди.

Демак, тутри чизиада олинган хар бир нуктага битта хаци^ий 
сон, аксинча, хар бир хающий сонга турри чизикда битта ну^та мос 
келади, яъни Ра -*~а, а Р а (а £ /?, Ра € I).

Энди турли хакикий сонларга турри чизиада турли ну^талар мос 
келишини, яъни

булиб, а  ф р булганда Ра ва нуцталар хам турлича булишини 
курсатамиз. Фараз ^и лай лик, а  £ /?, р 6 Р  булиб, а  Ф р булсин. Ани^- 
лик учун а  < р деб олайлик. Учта хол булиши мумкин:

а) а  ва р — рационал сонлар,
б) а  ва р — сонларнинг бири рационал, иккинчиси иррационал,
в) а  ва р — иррационал сонлар.



а) холни царайлик, яъни а£ф,  булсин. Унда а  =  (А, А ')г 
Р =  (В, В ’) булиб, а  сон А тупламнинг энг катта, р сон эса В туп- 
ламнинг энг катта элемента булади.

а < Р  булганидан а£ В  булади.
Рр ну^та В тупламнинг барча нуцталаридан унгда, демак, Ра 

ну^тадан ^ам унгда жойлашган. Бу эса Ра ва ну^таларнинг тур- 
ли эканлигини билдиради.

б) ^ол хам юкоридаги а) ^ол каби исботланади.
Энди в) холни ^арайлик: а  £Я\(}, $£Я\<2 булсин. Унда а —(А, А ’), 

р =  (В, В ') булиб, а <  р булгани учун А а  В булади. Демак, шун- 
дай рационал сон г топиладики, г £В, г 6 А  Унда г£ А ’ булади. Бу 
рационал сонга Рг рационал ну^та мос келади.

Ра ну^та А' тупламнинг барча нуцталаридан чапда, жумладан, 
Рг нуцтадан хам чапда жойлашган.

Рр нукта В тупламнинг барча ну^таларидан унгда жойлашганли- 
гидан бу нуцта Рт нуцтадан ^ам унгда булади. Демак, ну^та Ра 
нуцтадан унгда жойлашган.

Шундай цилиб, ^ацик,ий сонлар туплами Я билан тугри чизи  ̂
нук,талари туплами / орасида узаро бир кийматли мослик урнатилди.

3. 1  у г р и  ч и з и ^ д а  м а с о ф а  т у ш у  нчаси.  Масофа тушун- 
часи математикада мухим тушунчалардандир. Уни киритишдан аввал 
орали^нинг узунлигини киритайлик. Х̂ ар бир [а, Ь], [а, Ь), (а, Ъ) ку- 
ринишдаги оралицнинг узунлиги деб Ь— а мицдорга айтилади. Энди 
масофа тушунчасини киритамиз. х£Я, у£Я  булсин.

26 - т а ъриф.  Ушбу \х— у | мивдор х ва у  ну^талар орасидаги 
масофа дейилади ва р (х, у) каби белгиланади: р (х, у) =  \ х — у  |.

Масофа цуйидаги хоссаларга эга:
1°. р (х, у) >  0 булиб, р (х, у) =  0 тенглик фак,ат ва фак,ат х = у  

булганда уринли булади. Бу хосса масофа таърифидан бевосита ке- 
либ чи^ади.

2°. р (х , у) =  р (у, х) (масофанинг симметриклиги).
Да^ик,атан ^ам,

Р (х, у) =  \х — у\ =  |(— 1) (у — х)| = \у — х\ =  р (у, х).
3°. Ихтиёрий х£Я, у  £ Я, г£ Я  ну^талар учун р (х, у) < р (х, г)+  

+  Р (г, у) (учбурчак тенгсизлиги) тенгсизлик уринли.
Да^икатан хам,
Р (х, у) =  |д: — у\ =  \ (х — г) +  (г — у)\ <  \х — г\ +  \г — у\ =

=  р (х, г) +  р (г, у).



3 - Б О Б
СОНЛАР КЕТМА-КЕТЛИГИ УЧУН ЛИМИТЛАР НАЗАРИЯСИ

Математик анализ курсида урганиладиган дастлабки тушунча ли
мит тушунчасидир. Айни пайтда у кейинроц киршиладиган асосий 
тушунчалар учун замин булиб хизмат цилади. Бу тушунча, ^уйида 
курамизки, узининг киритилиши ва мазмуни буйича хаци^ий сонлар 
устидаги биз ^озиргача курган амаллардан тубдан фар^ к,илади. Ушбу 
бобда лимитлар назариясини содда ^ол — сонлар кетма- кетлиги учун 
^урамиз.

1-§. Узгарувчи ва узгармас микдОрлар

Биз табиатни кузатиш ва урганиш жараёнида узунлик, юз, >;ажм, 
ва^т, температура, масса каби ми^дорларга дуч келамиз. Конкрет 
шароитда бу мивдорлар баъзан турли ^ийматларни цабул ^илса, баъ- 
зан бир хил ^ийматга тенг булади. Масалан, агар аудиториядаги 
талабаларга айлана чизиш таклиф этилса, унда талаба турли катта- 
ликдаги радиус билан айлана чизганини курамиз. Бунда айлана ра- 
диуси турли ^ийматларни цабул килгани учун узгарувчи мщдор 
булади.

Маълумки, ^ар цандай айлана узунлиги я нинг унинг диаметри 
2 г га нисбати —  узгармас сон я  =  3,14 . . .  га тенгдир.

Шундай цилиб, икки хил — узгарувчи ^амда узгармас мик;дорлар 
булади. Одатда узгарувчи ва узгармас миадорлар х, у, г, а, Ь, с ва

к. ^арфлар ор^али белгиланади. Узгарувчи ми^дор турли ^ий- 
матлар цабул цилиши мумкин. Масалан, айлана радиусининг узга
рувчи миедор сифатида ^абул циладиган цийматларидан иборат туплам

А — {г : г £ Я, 0 < г <  оо}
булади.

Агар узгарувчининг кабул ^иладиган н;ийматларидан тузилган 
.туплам маълум булса, узгарувчи берилган деб ^исобланади. Узгар
мас микдорни хам узгарувчи деб ^араш мумкин. Бунда узгарувчи
нинг цабул ^иладиган цийматларидан ташкил топган туплам битта- 
гина элементдан иборат булади.

Математикада бир неча узгарувчи ми^дорлар ^амда бу узгарувчи 
микдорлар орасидаги богланишлар урганилади. Айлана радиуси г ^ам, 
айлана узунлиги 5 ^ам узгарувчи ми^дор булиб, я =  2 я  г муносабат 
бу узгарувчилар орасидаги богланишни ифодалайди. Буерда г  — эрк- 
ли (г£А) равишда узгарадиган узгарувчи булиб, э эса унга борлик, 
эрксиз узгарувчидир. Айлана радиуси А =  {г £ И : 0 <  г < оо} туп- 
ламдаги ^ийматларни цабул к;илса, айлана узунлиги в нинг ^иймат- 
лари г га богли^ булган х<олда Ц-г =  {з £ оо} тупламни
ташкил этади.

Шундай цилиб икки хил: эркли ^амда эрксиз узгарувчилар бу- 
лар экан.



2 -§ . Сонлар кетма-кетлигининг лимити

1. С о н л а р  к е т м а - к е т л и г и .  N ва R тупламлар берилган 
булиб, ./ — х,ар бир натурал n(n£N ) сонга бирор ^акикий хп (хп £ R) 
сонни мос к,уювчи акслантириш бÿлcин:

f:N -*-R  ёки f :r i-+ x n.

Бу холда у  хп — f  (я) каби .хам ёзилади.
/ акслантиришни куйидагича тасвирлаш хам мумкин:

1 2 3 . . .  п . .  .
I l l  I
* 1  х 2 х 3 х п • • •

1- т а ъ р и ф.  / (я) узгарувчининг кийматларидан тузилган
xit x%t Xg, . . ., хп> . . . (3.1)

туплам сонлар кетма-кетлиги деб аталади.
Бу кетма-кетликни ташкил этган хп (п =  1/2, 3 . . .) сонлар унинг 

>;адлари (элементлари) деб аталади. Одатда (3.1) сонлар кетма-кет
лиги унинг умумий хади орцали {хп} каби белгиланади. Сонлар кет- 
ма-кетлигига мисоллар келтирайлик.

] ) х  = 1 .  I 1  1  1  -
" п ’ ’ 2 ’ 3

2). хп — (— I)" : - 1, 1, - 1, 1, . .  ., ( - 1)", . .
3) х„ =  я ! :  1!, 2!, 3!, . . ., я !, . . .;

4) хп — sin п° : sin Г , sin 2°, sin 3o, . . sin n°, . .

5) xn =  п(~1)П : 1, 2, 4, A , . . .,O O
6) xn =  1 : 1, 1, 1, . . 1, . .
7) 0,3; 0,33; 0,333; . . . 0,33 . . . 3 . . .;

п та

8) 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21____;
9) 3, 1, 4_____

Юкорида келтирилган мисоллардан куринадики, баъзи кетма-кет лик- 
ларнинг умумий хадлари формулалар ор^али ифодаланиб, уларнинг 
барча ^адларини шу формулалар ёрдамида топилса, баъзи кетма- 
кетликлар ^адларини маълум ^оидалар ёрдамида топит мумкин 6ÿ- 
лар экан. Масалан, 8-мисолда келтирилган кетма- кетликнинг хад
лари ушбу

х, =  1, х2 =  1, хп =  хп_2 +  хп_\, п >  3 (3.2)

коида билан топилади.



Кетма- кетликнинг дастлабки хадлари берилган холда кейинги 
^адларини олдинги хадлари оркали топишни ифодалайдиган коида

/оДочб аталади- (3-2) формулалар шундай ^оидани 
ифодалаиди. Бу (3.2) цоида билан топилган 1, 1, 2 3 5 8 13 
21, . . .  сонлар Фибоначчи сонлари дейилади. ' '

9-мисолда келтирилган кетма-кетлик ^адлари л сонининг, мое 
равишда, биринчи, иккинчи, . . . ра^амларидир. Маълумки, л ирра- 
дионал сон булиб, у чексиз, даврий булмаган унли касрдан иборат 
булади, бинобарин, ра^амларнинг келишида бирор муайян конуният 
мавжуд булмайди.  ̂ J

Шуни тдъкидлаш лозимки, { x j  сонлар кетма- кетлигининг (п =  
=  I, 2, 3, . . .} хадлари сони чексиз булган ^олда бу кетма-кетлик
нинг барча ^адларидан тузилган туплам чексиз ёки чекли туплам
булиши мумкин. Масалан, 1, 1 ,  ±  . . 1 ,  . . . кетма-кетлик *ад- 

ларидан тузилган | l, 1 , 1 , . . .j туплам чексиз, 1, — 1( 1 — 1, .  . .

кетма-кетликнинг хадларидан тузилган { - 1, 1} туплам эса чекли 
тупламдир. J

Энди сонлар кетма-кетлигининг чегараланганлиги тушунчалаои 
билан танишамиз. J J F

Бирор {л̂ } кетма-кетлик берилган булсин.
2- таъриф.  Агар шундай узгармас М сон мавжуд булсаки, У-nfN  

учун хп < М тенгсизлик уринли булса, кетма- кетлик юцоридан че
гараланган деб аталади.

Масалан,

sin Io, sin 2o, sin 3o, . . ., sin n°, . . .,
0, - 1 ,  - 2 ,  - 3 ____ - n ,  . . .

кетма- кетликлар ю^оридан чегараланган, чунки биринчи кетма-кет
ликнинг .̂ ар бир ^ади 1 дан, иккинчи кетма- кетликнинг хар бир хади 
эса 0 дан катта эмас. F ‘

3- таъриф.  Агар ихтиёрий мусбат М  сон олинганда хам шун- 
даи натурал п0 сон юпилсаки, хп >  М. булса, {хп} кетма-кетлик 
юцоридан чегараланмаган деб аталади.

Масалан,

1» 2, 3, . . .

кетма-кетлик юк.оридан чегараланмаган кетма-кетлик булади.
4- таъриф.  Агар шундай узгармас т  сон мавжуд булсаки 

V/ie/v учун хп ^ т  тенгсизлик уринли булса, бу кетма-кетлик 
цуйидан чегараланган деб аталади.

Масалан,



кетма- кетликлар куйидан чегараланган, чунки кетма-кет

ликнинг хар бир хади 0 дан, {«!} кетма-кетликнинг хар бир ^ади 
эса 1 дан кичик эмас.

5- таъриф.  Агар ихтиёрий мусбат т  сон олинганда х;ам шун- 
дай натурал ■па сон топилсаки, хп> < — т  булса, {хп} кетма- кетлик 
куйидан чегараланмаган деб аталади.

Масалан,
— 1, - 2, - 3 ,  . . .

кетма-кетлик куйидан чегараланмаган кетма-кетлик булади.
6- т аъриф.  Агар {хп} кетма-кетлик хам куйидан, ^ам ю^ори- 

дан чегараланган булса, у чегараланган деб аталади.
Масалан,

sin Io, sin 2°, . . ., sin п°, . . .,
! 1  I

’ 2 ’ 4 ’ ’ ‘ ■’ 2 п~ 1 ’ ' ' '

кетма- кетликлар чегараланган кетма- кетликлардир.
{хп} кетма- кетликнинг чегараланганлигини куйидагича таърифлаш 

^ам мумкин:
7- таъриф.  Агар шундай мусбат р сон мавжуд булсаки, yn£N  

учун I хп I <  р тенгсизлик уринли булса, кетма- кетлик чегараланган 
деб аталади.

Келтирилган 4, 5, 6, 7- таърифлар 2-бобдаги мос таърифларнинг 
кетма-кетликка нисбатан айтилишидир.

{.vn} кетма-кетлик хадларидан тузилган тупламнинг аниц юкрри 
чегараси {хп} кетма-кетликнинг анщ юцори чегараси деб аталади 
ва у sup {хп} каби белгиланади.

Шунингдек, {х„} кетма-кетлик хадларидан тузилган тупламнинг 
аник, rçyflH чегараси {хп} кетма-кетликнинг анщ цуйи чегараси деб 
аталади ва у inf {хп} каби белгиланади.

Масалан, ушбу

|3— -} , {2п +  2} 

кетма-кетликларнинг аник; юкрри ва цуйи чегараларини ёзамиз:

sup | з -----=  3, inf |з--------- -| =  2,

sup {2/1 +  2} =  +  оо, inf {2п +  2} =  4.

2. Н у ^ т а н и н г  а т р о фи  т у ш у н ч а с и .  Бизга a ÇR сон з^амда 
ихтиёрий мусбат г сон берилган булсин.

8- т а ъриф.  Куйидаги
Ua (а) — {х\ x£R, а — е <  х <  а +  е}



туплам а нуктанинг атрофи (г-атрофи) деб аталади, е сон эса ат- 
рофнипг радиуси дейилади.

Таърифга кура а нуктанинг е- атрофи а нуцтани уз ичига слган 
(а — г, а  +  е) интервалдан иборат (18- а чизма). Демак, нуктанинг 
атрофи маълум нукталар тупламидир. Нуктанинг атрофи куйидаги 
асосий хоссаларга эга:

1°. Агар а нуцтанинг U0 (а) ва U6 (а) атрофлари берилган булса, 
бу атрофларнинг хар бирига кием булган Ue (а) атроф хам мавжуд 
булади.

Исбот .  U0 (а) ва U6 (а) тупламлар а нуктанинг атрофлари бул- 
син:

Uс (а) =  {х: x£R, а — а < х <  a -f- о ) ,

( ° )=  {*: * £ К  а — 6 <  х <  а +  б).

о -е  Ь- t  b ь*& »*£

18- чизма.

Агар а  ва б мусбат сонлардан кичик булган е сонни олиб, a hvk- 
тавинг ушбу ’

Ur (а) =  {х: x£R, а — в <  х <  а +  е}
атрофини царасак, унда

и , (°) <= и„ (fl). и е (а) <= и А (о)
муносабатлар бажарилишини курамиз.

2°. Агар a£R, b£R ва а ф Ь  булса, а ва Ь нукталарнинг шун- 
дай £/е (a), UE (b) атрофлари мавжудки, улар умумий нуктага эга 
булмайди, яъни Ue (а) Г) Иъ (Ь) =  0  (18-б  чизма).

3°. Агар b нуь т̂а а нуктанинг Ue (а) атрофига тегишли булса 
(яъни Ь£1/е (а)), у холда b нинг шундай б- атрофи U6 (Ь) мавжудки, 

(b)cz Ue (а) булади (18-е чизма).
2°-ва 3°-хоссалар ]°-хоссага ухшаш исботланади.
Маълумки, хакикий сонлар туплами R таркибига +  оо ва —  оо 

символларни кушиб, кенгайтирилган сонлар туплами R хосил нилин-



ган эди. R да -Ь оо ва — оо «нукта» ларнинг атрофи тушунчаси 
цуйидагича киритилади:

U (+  оо) =  {х: x£R, c£R, с <  х <  +  °°),
U (— оо) =  {я: x£R, Cy£R, — оо < х <  Су}.

3. Сон л ар  к е т м а - к е т л и г и н и н г  л и м и т  и. Бирор ■ хи хг, 
х3, . . хп, . . . кетма-кетлик ^амда бирор а сон берилган булсин.

■9-т а ъриф.  Агар у е > 0  олинганида хам шундай натурал' сон 
n0£N мавжуд булсаки, п>  п0 тенгсизликни цаноатлантирувчи барча 
натурал сонлар учун . :

\хп — а | < е  (3.3)

тенгсизлик бажарилса, а сон {хп} кетма-кетликнинг лимиты деб 
аталади. Лимит учун

lim хп =  а, ёки lim хп =  а, ёки хп->~а
П—*оо

белгилашлардан фойдаланилади.
Бу таърифни к;уйидагича ифодалаш мумкин:

Y  е >  0 3  по =  по (е) £ N: У  п >  пй=> \хп — а\ < е.
Маълумки, | хп — а |< е тенгсизлик а — е <  хп <  а +  е тенгсиз- 

ликларга эквивалентдир. Агар (а — е, а -г е) интервал а ну^аниНг 
е- атрофи, яъни U (а) тупламдан иборат эканлигини эътиборга олсак, 
унда {лг(!} кетма- кетликнинг лимитига ю^орида келтирилган таъриф- 
га эквивалент булган цуйидагича таъриф бериш ^ам мумкин.

10- таъриф.  Агар а  нуцтанинг ихтиёрий UE (а)- атрофи олинга
нида хам {хп} кетма-кетликнинг бирор ^адидан кейинги барча ^ад- 
лари шу атрофга тегишли булса, а сон {хп} кетма-кетликнинг ли. 
мити  деб аталади. . ,

Шуни таъкидлаш лозимки, кетма-кетлик лимити таърифйдаги е 
ихтиёрий мусбат сон булиб, натурал сон п0 эса шу г га ва цара- 
лаётган кетма- кетликка бор лик; равишда топилади.

11-т а ъриф.  Чекли лимитга эга булган кетма-кетлик я^инла- 
шуечи кетма-кетлик деб аталади.

Бирор {хп} сонлар кетма-кетлиги берилган булсин.
12-т а ъриф.  Агар ихтиёрий а сон ва ихтиёрий натурал я0 сон 

олинганда ^ам шундай мусбат е0 сони ва шундай натурал п >  п9 
сон топилсаки,

\хп — а\ >  е0
булса, {хп} кетма-кетлик лимитга зга эмас деб аталади. Бу таъриф
ни ^ис^ача ^уйидагича ифодалаш мумкин:

Y n 0 £N, З е 0, 3 n £ N : п > п 0=>\хп — а\ >  е0.
13-т а ъ р и ф .  Агар кетма-кетлик лимитга эга булмаса, у узоц- 

лашувчи кетма-кетлик  дейилади.



М и с о л л а р .  1. хп ------: 1, - i ,  i - ,  . . ., — t . . .  кетма-кетликнинг
ti z о тх

лимита 0 га тенг булишини курсатинг.
Ихтиёрйй мусбат е сонни олайлик. Шу е га кура п0 =  j  - f  l 

ни • тоНамИЗ. У ^олда барча гг >  п0 сонлар учун

\х« ~  0.1 = 1-  — оI п
1
п

+ 1

муносабат уринли. Демак, таърифга кура lim — =  0. Бу мисолда

6 —гiQ,Q1 .деб олайлик. Унда п0 =  J -f- 1 = 101 экани куринади.

АгаР е =  0.001 бУлса> »о=Ю01,  шунингдек, е = 0,015 булса, па =
— о 7 эканига ишонч хосил килиш мумкин. 5 ,

2. Ушбу xn =  V а (а > 1):

а, V а  , |/ а , . . ., V  а , . . . 
кетма- кетликнинг лимита 1 га тенг булишини курсатинг.

Ихтиёрий мусбат е сонни оламиз. Олинган е сонга кура натурзл 
л0 сонни

+  1

булсин деб царайлик. Бу ^олда \п >  п0 тенгсизликни каноатланти- 
рувчи; 6fip4a натурал «  сонлар учун

1 lg (l+E)
Ign ,

--- 1 =  ß.
муносабатлар уринли булади. Бу эса берилган кетма- кетликнинг ли
мита 1 га тенг булишини курсатади.

3. Ушбу хп =  ( 1) : — 1, I, — 1 , 1 , . . . ,  (— 1)", . . . кетма-кет- 
ликнинг лимита мавжуд эмаслигини курсатинг. Тескарисини фараз 
цилайлик, яъни берилган кетма- кетлик лимитга эга ва унинг лимита 
а га тенг булсин. Унда таърифга кура ихтиёрий мусбат г сон учун 
шундай натурал сон п0 мавжудки, п > п0 тенгсизликни цаноатлай- 
тирувчи барча натурал сонлар учун |(— I)'1— а | <е тенгсизлик урин
ли булади. Бунда п жуфт булганда 11 — а | < е, п то^ булганда 
эса |(— 1) а | < е  ёки | l - f a | < e  тенгсизликка эга буламиз Шу 
тенгсизликларга кура

2  =  | (1 — а) +  (1 +  а) 1 <  | 1 —  а | +  | 1 +  а | <  2е,

яъни 2 <i 2 е тенгсизлик келиб чи^ади. Аммо бу тенгсизлик е >  1 
булгандагина уринли. Бу натижа е >  0 соннинг ихтиёрийлигига зид. 
Демак, берилган кетма-кетлик лимитга эга эмас.



4. Ушбу
х. — п

• Г» л Ч- I
кетма- кетлик учун а =  0 сон лимит эмаслигинн курсатинг.

Ихтиёрий натурал п0 сонни олайлик. Унда е0 =  — ва натурал 

п~~- п9 сон учун

I х„ — а I =  — О п 1
----- , >  — — Еоя+  1 2 0

булади. Демак, а =  0 сон берилган кеша-кетликнинг лимити эмас. 
Худди шундай усул билан а — 2, а  = 3, а — — 1, а  =  —2 ларнинг 
берилган кетма-кетликнинг лимити эмаслиги курсатилади.

5. Ушбу 0,3; 0,33; 0,333; . . 0,33 . . . 3, . . . кетма- кетликнинг

лимити — га тенг булишини курсатинг.
3

V е  >  О сон олиб 0,33. . 3 ------
3 ни ^араймиз. Равшанки,

п та 
п та п та

—  1
3.10"

33 . . .  3 I 99 . . .  9 — 10я
100 . . .0 3 3-10л

п та
0,33 3 — - 3

!
3- 10" ‘

п та
Энди « > 0  га кура шундай n0£N сон топиш керакки, натижада

я  >  п0 лар учун —-— < е тенгсизлик уринли булсин. Кейингн тенг-
3 • 10я

сизлик п >  — lg 3 е булганда уринли булиши равшан. Демак, биз 
п0 сифатида [— lg 3 е] сонни олишимиз етарли. Бу эса царалаётган
кетма- кетлик лимитининг га тенг булишини курсатади.

4. Ч е к с и з  к и ч и к  м и ^ д о р л а р .
14 - т а ъриф.  Агар {хп} кетма- кетликнинг лимити нолга тенг бул- 

са, хп узгарувчи чексиз кичик мщдор деб аталади, тегишли {хп} эса 
чексиз кичик кетма-кетлик дейилади.

Кетма- кетлик лимити таърифида а =  0 деб олинадиган булса, 
унда барча натурал п > п 0 сонлар учун (3.3) тенгсизлик \хп — а | = 
=  | X'J  <  е тенгсизликка келади. Демак, чексиз кичик ми^дор узга
рувчи мицдор булиб, у узгариш жараёнида абсолют киймати буйича 
аввалдан берилган ^ар ь^андай кичик мусбат е сондан кичик булади.

М и с о л л а р .  1. хп — — узгарувчи чексиз кичик мицдордир, чун-
П

ки iim x  =  lim — =  0.



2. Ушбу хп =  qn (| q | < 1) узгарувчи хам чексиз кичик ми и, дор.
Буни курсатиш учун l i mq =  0 (q Ф 0, )^| < jl)  лимитнинг урин- 

ли булишини курсатамиз.
Аввал, | q | < 1 тенгсизликдап

1<?1
тенгеизлик келиб чицади.

Уни — =  1 -г а  ( а > 0 )  деб ва демак, — = (1 +  а ) п£ N деб ка- 
191 , 1?Г

раш мумкин. К,уйидаги

(1 + а ) " >  1 +  л а ,  у  n£N
Бернулли тенгсизлигидан* фойдаланиб, а  > 0 булган холда топа- 
миз:

i ? r <  'И-я а
Энди лхтиёрий мусбат е соннн олиб, унга богли^ п0 натурал сон

1

пп =
-1

+

булсин деб карайлик. У холда п > п0 тенгсизликни цаноатланти- 
рувчи барча натурал п сонлар учун

\q\n — 0 |= |?|"<  ——  <  —1 1 1 1+ n « 1 + rt0a

< = = е ,

1 + е
L а  J

—  1
+1 1 а 1+

яъни | q \п <  е тенгеизлик уринли. Демак, lim q =  0 (q Ф 0, | q | <  1) 
лимит уринли. Бу эса хп =  qn узгарувчи чексиз кичик микдор эка- 
нини англатади.

Агар хп — qn узгарувчи учун q — О булса, у  ti£N  да хп =  О 
булади. Бу эса, яна хп =  0 узгарувчининг чексиз кичик микдор эка- 
нини курсатади.

* Ихтиёрий п£1\! а̂мда <х > — 1 (a£R, афО) сонлар учун ушбу
(1 -г а)п 1 + л а  (*)

тенгеизлик уринли. Буни математик индукция усули билан осон исботлаш мум- 
кин. .^ащатан, п —2 да (1 -}- а)2 = I -j- 2 а  -|- а ! >  1 2 а  булиб, (*) бажарм- 
лади. У ^олда (*) п (я > 2) учун тутри, яъни (1 + а)'1 > 1 — я «  деб, п -f 1 учун 
тугрилигини курсатамиз:

(1 -f- = (1 -j- *х)п ( а) > (1 -j- п а) (1 -{- сс) = 1 —j— л сс —]— ot —j— л сс2
> 1 +  (п -г  1) *.

Одатда (*) Бернулли тенгсизлиги дейилади.



5. Ч е к с и з  к и ч и к  м и ^ д о р л а р  б и л а н  к е т м а - к е т л и к  
л и м и т и  о р а с и д а г и  б о г л а н и ш .  Бирор {хп} кетма-кетлик берил- 
ган булиб, унинг лимити а булсин: lim хп=а. Лимит таърифига кура, 
V . e > 0  учун шундай n0£N топиш мумкинки, п > п 0 тенгсизликни 
^аноатлантирадигаи барча натурал сонлар учун | хп — а | <  е тенгсиз- 
лик бажарилади. Агар хп — а =  а п деб олинса, | а п | < е  булиб, бу 
а п узгарувчининг чексиз кичик микдор эканлигини билдиради. Шун
дай ^илиб, lim хп — а булса, а п =  хп — а узгарувчи чексиз кичик 
миадор булади.

Энди {хп} кетма-кетлик, а сон берилган булиб, ап =  хп.— а уз
гарувчи чексиз кичик микдор булсин. Унда |хп — a| =  | a j< e  бу
либ, lim  хп — а булади. Натижада ^уйидаги содда теоремага кела- 
миз.

1- т е о р е м а .  {хп} кетма-кетлик чекли а лимитга эга булиши 
учун ап =  хп — а узгарувчи чексиз кичик мицдор булиши зарур ва 
етарли.

Ю^оридаги (4- мисол) х =  — — кетма- кетликни
п+ 1

х . — \

куринишда ёзиб олсак ва а п =  —j-j- нинг чексиз кичик мицдор 

эканлигини эътиборга олсак, 1- теоремадан

lim л: =  lim —— =  1 
п п+  1

эканлигини топамиз.
Умуман, кетма-кетлик берилган булса, бирор а сони унинг ли

митами ёки йу^ми деган саволга таърифга асосланиб жавоб бериш 
мумкин. Аммо бу йул билан кетма-кетликнинг лимитини топиш 
мушкул ишдир, чунки текширилиши керак булган а сонлар чексиз 
куп булади. Берилган кетма- кетликнинг яцинлашувчилигини аншугаш 
ва унинг лимитини топиш ишларини осонлаштириш учун, одатда, 
бундай кетма-кетлйкларнинг турли-туман хоссалари, баъзй хусусий 
синфлари урганилади.

3 - § .  Якинлашувчи кетма-кетликларнинг хоссалари ,

Якинлашувчи кетма- кетликлар ^атор хоссаларга эга.
•' Г . Агар {хп} кетма-кетлик якинлашувчи ва lim хп — а булиб,

а.>  р ( а с  q) булса, у %олда кетма- кетликнинг бирор уадидан 
кейинги барча %адлари %ам р сондан к а тта  (q сондан кичик) бу
лади.

Ис б о т .  хп-*-а  булиб, а > р  булсин, е > 0  сонни, уйинг ихти- 
ёрийлигидан фойдаланиб, е < а — р тенгсизликни цаноатлантирадиган 
^илиб олайлик. • •



'■ Кетма- кетликнинг чекли а лимитга эга эканлигидан у е  :> О сон 
учун,  жумладан 0 <  е < а — р учун,  шундай п0£ЛГ сон топиш мум- 
кинки, п >  п0 =*- \хп — а\ < е о  — £ < х п — а < е булади. Натижада 
п >  п0 тенгсизликни цаноатлантирувчи барча натурал сонлар учун
— е < — а ва е <  а — р тенгсизликлардан хп > р булиши келиб
чи^ади. (а с   ̂ хол учун ^ам хосса худди юцоридагидек исбот эти- 
лади.)

Бу хоссадан к,уйидаги натижа келиб чицади.
1 - н а т и ж а .  Агар {хп} кетма-кетлик я^инлашувчи ва П тхп =  а 

булиб, а >  О ( а с  0) булса, у ^олда кетма-кетликнинг бирор з а̂ди- 
дан кейинги барча ^адлари мусбат (манфий) булади.

2°. Агар {хп} кетма-кетлик яцинлашувчи булса, у чегараланган 
булади.

Исбот .  И тхп = а булсин. Таърифга кура у е  >  0 берилганда 
хам шундай па£ N сон топиладики, п > п 0 тенгсизликни цаноатлан- 
тирувчи барча натурал сонлар учун \хп — а| < е булади, яъни {лгл} 
кетма- кетликнинг (п0 4- 1)- ^адидан кейинги барча хадлари учун 
я  — е < < а 4- 6 тенгсизликлар бажарилади. Демак, {хп} кетма-кет
ликнинг ошиб борса х1у х2, . . .  , хП' ^адлари а — г с  хпс ,а  +  е тенг- 
сизликларни ^аноатлантирмаслиги мумкин. Агар

|а —е|, |а+ е|, |дсх|, |дг2|, . . . , \хп>\
сонларнинг энг каттасини М деб олсак, у ^олда берилган кетма- 
кетликнинг барча хадлари

|*„)<М, п =  1, 2 , 3, . . . 

тенгсизликни каноатлантиради. Бу эса {хп} кетма-кетликнинг че- 
гараланганлигини билдиради.

1 - э с л а т м а .  Сонлар кетма- кетлигининг чегараланган лигидан 
унинг яцинлашувчи булиши хар доим келиб чи^авермайди. Маса- 
лан, хп — (— 1)"; — 1, 1, — I, 1, . . . , (— 1)", . . . кетма-кетлик че
гараланган. Айни вак,тда унинг лимити мавжуд эмаслиги ю^орида 
курсатилган эди.

3°. Агар {хп} кетма- кетлик яцинлашувчи булса, унинг лимити  
ягонадир.

Исбот .  Тескарисини фараз ^илайлик, {хп} кетма-кетликнинг ли
мити камида иккита булсин. Уларни а ва Ь дейлик, яъни 

Пт хп =  а, П т хп =  Ь, аф Ь .

Модомики, а Ф Ь экан, унда а ва Ь ну^таларнинг мос равишда шун
дай

Уя(а) =  {х‘- х£Я, а — е <  х с  а +  е},
^ьФ) =  {*: х£Я, Ь — е с х с Ь  +  е.} 

агрофлари мавжудки, улар умумий нуцтага эга булмайди-
и ,(а )П и ,(Ь )^ 0 .



Энди liт х п ~ а  эканлнгндан, V е > О берилганда хам (жумладан 
юкоридаги е учун) шундай n0£N сон топиладики, п > п0 тенгсиз- 
ликни каноатлантирувчи барча натурал сонлар учун \хп — а\ <  е ёки 
а — е <  хп<  а +  е тенгсизликлар уринли бÿлaди. Худди шунингдек, 
l i m*n =  b  бÿлгaнлиrидaн, Y e  >  0 берилганида хам (жумладан, îorço- 
ридаги е учун) шундай n'0 £N сон топиладики, п >  л ' тенгсизликни 
цэноатлаширувчи барча натурал сонлар учун \хп — Ь\ <  е ёки b —е <
<  хп <  b  +  е тенгсизликлар уринли бÿлaди. Энди п0 ва п’0 натурал 
сонлардан каттасини л0 деб олсак: па =  sup {л0, л'}, п > п0 бул- 
ганда бир вак;тда

\хп — а| <  е ва \хп — Ь\ < в 

тенгсизликлар бажарилади. Натижада {а'п} кетма- кетликнинг хп,
п > п 0, ^адлари бир вактда (а — е, а +  е) ва (b  — е, b  +  е) интер- 
валларга 1егишли булади. Бундай хол Ue (a) f] Ut (b) — 0  муносабат- 
га зиддир. Хосса исбот булди.

4- § . Яцинлашувчи кетма- кетликлар устида арифметик амаллар

J. С о н л а р  к е т м а - к е т л и к л а р и  у с т и д а  а м а л л а р .  {хп} : 
xlt х2, ^амда {уп} : у ь у3, . . . , уп, . . . кетма- кетлик
лар берилган булсин. К,уйидаги

Xi+Уи хг -\-уг............хп +  уп, ;
Ху Уу, х% у%, . . • , хп уп, . . . ,

X i - У и  Х 2  у г ............ хп - у п ,  . . . ;

- ,  — ____ (ук Ф О, 1, 2, . . .)
У1 Уг Уп

кетма- кетликлар мос равишда {хл} ва {уп} кетма- кетликларнинг 
йитндиси, айирмаси, купайтмаси ва нисбати деб аталади ва улар

{*п +  Уп}> К  — Уп)’ {хп'Уп}> j y - j  каби белгиланади:

W  ± Ш  =  {хп ± «/„}.

1М  = f i i )  _
{ У п  } 1 Уп J 

Масалан, хп — —, i/„ =  -— 1 бÿлca,



L «  > | ft } I n 2 ) (_/».) \ П j  1«  — I .

булади. Агар нкки кетма-кетлик купайтмаси таърифида у  —С =
=  const булса, С {хп} =  {Схп} экани келиб чикади.

Сонлар кетма-кетликлари ус гида бажарилган арифметик амаллар- 
га нисбатан ушбу хоссалар уринли булади:

Io. Коммутативлик:

I Хп+Уп\ =  \У„ +  Ха]' \хп-Уп\ = \УпХпУ'
2а. Ассоциативлик:
К  + Уп' +  !*„! =  !*„! 4- \уа 4- г\, \хп-уп\ ■ (г„) =  \хп\■ \уп-гп\. 
3°. Дистрибутивлик:

К  +  У*\Лгп 1 =  \хп-гп\ 4- [уа-гп\.

2. Ч е к с и з  к ич ик  м и ^ д о р л а р  х а с и д а  л е м м а л а р .  Чек
сиз кичик ми^дорлар хацидаги цуйидаси икки леммадаи биз келгу- 
си баёнимнзда фойдаланиб борамиз.

1- ле мма .  Чекли сондагн чексиз кичик мицдорлар йигиндиси 
чексиз кичик ми^дор булади.

Исбот .  ап ва Рп чексиз кичик микдорлар булсин:
lim a,, =  0, IimPR = 0. Лимит таърифига биноан V е >  0 берилган-

да ?,ам — сонга кура шундай n0£N сон топиладики, барча п >  п0 

лар учун \ап\ < |  булади. Шунингдек, сонга кура шундай п'а£Ы 

сон топиладики, барча п > п 0 лар учун |Pn| < j  булади. Энди п0 

ва п'0 натурал сонлардан каттасини гГ0 деб олсак: n~a =  sup \n0, n¿],
унда барча п >  п0 лар учун бир вацтда ¡a j  <  —, |PJ <  — тенг-

2 2
сизликлар уринли булади. Шунинг учун n > ñ ¡  булганда \ап+ $ п\ <

<  Ia ,J 4‘  |Р„1 < j  4- j  = е булиб, ундан lim(a„ 4- Р„) =  О келиб чи-
к;ади. Энди an, Ра ва уп лар чексиз кичик ми^дорлар булсин. Юк;о- 
рида исбот этилганига кура а п 4 - Р„ чексиз кичик ми^дор булади. 
Худди шунингдек, (ап 4- PJ 4- уп >̂ ам чексиз кичик ми^дорлар йигин- 
диси сифатида яна чексиз кичик миедор булади. Демак, а п 4- Р„ 4- 

Уп чексиз кичик миадор. Мана шу усул билан чекли сондаги 
чексиз кичик ми^дорлар йигиндиси чексиз кичик ми^дор булиши 
курсатилади. 1- лемма исбот булди.

2 - л е м м а .  Чегараланган кетма- кетлик билан чексиз кичик мик- 
дор купайтмаси чексиз кичик микдор булади.

Исбот .  \хп\— чегараланган кетма-кетлик булсин. Шунга кура 
шундай узгармас сон М >  0 мавжудки, y n £ N  лар учун |хд| <  М



булади. Энди а п — чексиз кичик мицдор булсин. Таърифга асосан

у е  >  0 олинганда ^ам —  га кура шундай n0£N сонтопиладики, бар-
AI

ча п >  п0 лар учун |aj <  булади. Натижада барча п >  пп лар 
учун

i v a J  =  k l - k l < M  , ^ - = е

тенгсизлик уринли булиши келиб чикади. Бу эса \хп-ап\ узгарувчи- 
нинг чексиз кичик мивдор эканлигини курсатади. 2- лемма исбот 
булди.

2- н а т и ж а .  Икки чексиз кичик микдор купайтмаси яна чексиз 
кичик микдор булади.

3. Я н и н л а ш Увчи к е т м а - к е т л и к л а р  у с т и д а  а р и фм е 
т и к  а м а л л а р .

2 - т е о р е м а .  Агар \хп] ва \уп) кетма-кетликлар ящнлашувчи 
бдлса,' [хп ±  уп\ кетма- кетлик %ам ящнлашувчи ва

Мт{хп ± у 1)  =  \\тхп ± \\туп -

формула уринли булади.
Ис б о т .  l im хп =  а, l i m уп =  Ъ булсин. 1-теоремага мувофи^ 

хп =  а -Ь а п, уп =  b +  ß„ булади, бунда ап, ßn лар чексиз кичик 
микдор лар. У холда хп ± уп учун куйидаги

х п  ± Уп =  (а ± Ь) +  К  ± Ю =  а ± Ь +  Уп 
тенгликка келамиз, бунда уп =  а п ±  ßn — чексиз кичик микдор. Бун- 
дан эса, яна уша 1 - теоремага мувофи^

l im (хп ± уп) =  а ± b = l im хп ± l im уп
булиши келиб чикади. Теорема исбот булди.

Бу теорема икки я^инлашувчи кетма-кетлик й и р и н д и син ин г ли
мита бу кетма-кетликлар лимитларининг йдаиндисига тенг деган 
^оидани ифодалайди.

Исбот этилган теорема цушилувчиларнинг сони иккитадан ортик; 
(чекли) булган ^олда ^ам уринли булишини курсатиш мумкин.

3 - т е о р е м а .  Агар {хп\ ва \уп\ кетма-кетликлар щинлаш увт 
булса, {хп • уп} кетма- кетлик \ам ящнлашувчи ва

\\т{хп-у1)  =  \\тхпЛ\туп

формула (¡ринли булади.
И с б о т. l im хп =  а, l im yn =  b булсин. У ^олда хп =  а +  ап, 

уп — b +  ßn, ctn ва ßn лар чексиз кичик микдор лар. Унда

*п'Уп =  (а +  ап)Ф +  Ю =  а ’Ь +  («ßn +  ban +  а А ) -  
Чексиз кичик ми^дорлар ^акидаги 1-ва 2-леммаларга асосан Ьп =



— а Рл +  ь ап +  а лРп кетма- кетлик чексиз кичик миадор булади» Де
мак,

х пУп =  а - Ь  +  8п

булиб, бундан

l im (хп-Уп) =  а ■ Ь — Игл хп • lim уп

экани келиб чицади. Теорема исбот булди.
Бу теорема иккита я^инлашувчи кетма- кетлик купайтмасининг 

лимита бу кетма- кетликлар лимитларининг купайтмасига тенг були- 
шини ифодалайди.

Хусусан, агар {хп} кетма- кетлик яцинлашувчи булса, унда 
lim х2п =  (lim хп)2 булади.

Агар {хп\ кетма-кетлик яцинлашувчи булса, унда С =  const учун 
{Схп} кетма-кетлик *ам ящнлашувчи ва lim (Cxn) =  Cl i mx формула 
уринли булади. ”

4 - т е о р е м а .  Агар {хп} ва {уп} кетма-кетликлар ящнлашувчи

булиб, Y  n£N учун уп Ф 0 ва l im уп Ф О булса, |— | кетма-кет
лик хам ящнлашувчи %амда "

U m i L - ' i i L
Уп lim  Уп  - v

формула дринли булади.
Исбот .  lim хп — а, lim Уп =Ъ, b ф  0 булсин. У ^олда,л:п.=±д+  

“К#п> Уп =  Ь +  бунда ап, Рп — чексиз кичик миадорлар. -Шуни 
эътиборга олиб топамиз: ....

, . *п а _  <*+•«„ а и   ̂ ;
У п ~ Т ~  ~  Т  =  ~ьц>+ р „ ) . '

Чексиз кичик микдорлар ха^идаги 1- ва 2 - леммаларга асосан Ь а п =  

а К  чексиз кичик миадор булиб, ^ р у  эса чегараланган

(чунки b чекли, Р„->0) миадор булгани учун уп=  1 . ■ (Ь-а —
о , п ь (° + Рп) v . *

— а 'Рп) чексиз кичик миадор булади. Демак,

. f l  =  - I 4-
Уп Ь +  Г " '

Бундан

,• хп а  П т  х„lim — = — ---------1
Уп b l im  Уп

муносабатлар уринли экани келиб чицади.



Шундай килиб, якинлашувчи кетма- кетликлар нисбатишшг лими- 
ти уларнинг лимитлари нисбатига тенг (бунда махраж нолдан фарц- 
ли булиши лозим).

2- э с л а т м а .  Икки ва \ уп \ кетма-кетликнинг йнриндиси 
айирмаси, купайтмаси ва нисбатидап иборат булган кетма- кетлик
нинг якинлашувчи булишидан бу \хп\ ва \упI кетма- кетликларнинг 
хар бири якинлашувчи булиши хар доим келиб чикавермайди. Маса- 
лан, {\ п +  1 — У  п — 1} кетма- кетлик якинлашувчи, чунки
I'm {V п  +  1— У  п — l)  =  lim ■ -------2— =  0, аммо {У п +  1 )I П ■ 1 - ; I >1— 1
ва \у п — Н кетма- кетликларнинг якинлашувчи эмаслиги равшан.

Равшанки, I — - я !  кетма-кетлик якинлашувчи Кунинг лимита 1 га
I п

тенг). Лекин | —

эса якинлашувчи эмас.
4. Я к и н л а ш у в ч и  к е т м а - к е т л н к л а р  фазоси.  Барча яцин- 

лашувчи кетма-кетликлардан тузилган тупламни царайлик. Бу туплам- 
ни с билан белгилайди.

Юцоридаги мулохазалардан \хп\ 6 с, \уп \ £ с булганда {хп ± уп} £

€ с> К  ■¿',.1 £ с' \— } ^ с ('V п £ N Учуй уп Ф 0 ва l imуп Ф 0 булган- 
I Уп )

да) муносабатларнинг уринли булиши келиб чикади. Демак, с туп- 
ламда . а̂м хаи;икий сонлар туплами R даги каби к у шиш, айириш, 
купайтириш хамда булиш амалларнни бажариш мумкин.

Маълумки (2 -бобнинг 10-§ ига каранг), R тупламда унинг ис
та л ган икки х ва у элемента орасидаги масофа р(х, у) = \х — у\ каби 
аникланиб, унинг бир канча хоссалари келгирилган эди. с тупламда 
хам унинг исталган икки элементи орасида «масофа» тушунчасиии 
киритиш мумкин.

Фараз ки лай лик, {хп} £ с, ( уп}£с булсин. Бу элементлар ораси
даги «масофа» деб куйидаги

р(Ю >  Ю )  =  sup \хп— y J  =  SUP{|^i— i/il.
П

lx2 Уг\> • • • > 1 xn yn\i ■ • •}

микдорга айтамиз.
Энди киритилган «масофа» хоссаларини урганайлик.
Аввало р ({ x j, { y j )  >  0 булиши равшандир. Агар р ({x j, { y j)  =  

=  sup|x„ — y nl =  О булса, ундан y-n£N  учун хп =  уп келиб чицади.
П

Аксинча, агар Y n£N  учун хп =  уп булса, ундан р ({*„}, {'/„}) =  

=  sup \х — уп| = 0  экани келиб чикади. Демак,

Р (К } - {Уп»  = 0 о  Y n£N  учун хп = уп.
Иккинчидан, р ({*„}, {г/,,}) =  p({i/n), {*„})> чунки 
78
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Р ({*„}. {уп}) = sup к  -  УпI = sup Iуп - x j  =  p ({ уп)I, {хп}).
п П

Энди {хп} € с, {уп}£с  ва {zn}£ c  бужин. Абсолют к,иймат хосса- 
сига кура ушбу

K ~ zn\ < K — yn\ +  \yn— zn\ 

тенгсизлик уринли булиши равшан. Бундан эса

t a  -  Ч  <  SUP К — Уа\ +  SUP \Уп— zn\
П п

эканлиги келиб чикади. Ани^ ю^ори чегара хоссасига кура

SUP К  — гп\ <  SUP К  — Уп\ +  SUP \уа — гп\.
П п  п

Демак,

Р (К Ь  { г„ »< Р (К } . {Уп)) +  9({Уп}, К » .

Одатда бу с туплам с фэзо ёки яцинлашувчи кетма-кетликлар фа- 
зоси деб аталади.

5. Т е н г л и к  >*амда т е н г с и з л и к л а р д а  л и м и т г а  ÿTHiu.  
Кетма-кетликлар лимитининг мавжудлигини K ÿ p c a r a u i ва лимитлар- 
ни топиш каби ^масалаларни хал цилишда тенглик хамда тенгсизлик
ларда лимитга ÿraui цоидалари тез- тез ^лланиб туради. Биз уларни 
келтирамиз.

Г . {хп} ва {г/п} кетма-кетликлар як;инлашувчи бÿлиб, lim хп — а, 
lim Уп =  Ь бÿлcин. Агар y n £ N  учун хп =  уп булса, у ^олда а==Ь 
булади.

Бу коида якинлашувчи кетма- кетлик лимитининг яг налигидан 
келиб чикади.

2°. {хп\ ва {уп} кетма-кетликлар якинлашувчи бÿлиб, lim хп =  а, 
lim yn =  b бÿлcин. Агар y n £ N  учун хп <  уп (хп >  уп) бÿлcaI у  хол- 
да а <6  (а > 6) булади.

Исбот .  Тескарисини фараз килайлик, яъни келтирилган шартлар 
бажзрилса хам а >  b бÿлcин. Маълумки, а >  с >  b тенгсизликларни 
каноатлантирувчи ха^икий с сон мавжуд. Демак, И тхп =  а ва а >  с. 
Якинлашувчи кетма-кетликларнинг Г-хоссасига (шу бобнинг 3 -§  
ига царанг) Kÿpa шундай п0 Ç /V мавжудки, барча п >  п0 лар учун 
хп> с  булади. Шунингдек, lim yn =  b, Ь с с .  Яна ÿiua хоссага му- 
вофщ шундай n ’0 £N мавжудки, барча п >  п ' лар учун уп<  с бу
лади. Агар пп =  sup {п0, п'а] дейилса, унда барча п >  п0 лар учун 
бир вактда хп >  с хамда о  уп тенгсизликлар ÿpинли булиб, ундаи 
хп >  Уп булиши келиб чикади. Бу эса хп <  уп, п =  1, 2, 3, . . .  тенг- 
сизликка зиддир. Демак, а  <6  булади.

Худди шунга ÿxuiaui, lim хп =  а, lim уп =  b хамда YnÇ N  учун 
хп 5* Уп бÿлишидaн а  >  b тенгсизлик келиб чикиши кÿpcaтилaди.



3 - э с л а т м а .  {хп} ва {í/n} кетма-кетликлар яцинлашувчи булиб,
1 im хп — а, Ит у п — Ь булсин.

Барча п =  1, 2, 3, . . . лар учун хп <  уп тенгсизликнинг бажари- 
лишидан а < b тенгсизлик хамма вакт келиб чикавермайди.

Масалан, |-------1 , j  кетма- кетликлзр я^инлашувчи. Бу кет

ма- кетликларда Y n£N  у ч у н ------ <  — булса ^ам lim (-----М  —
п п \ п 1

=  iim -  - =  0 булади. 
п

3 - н а т и ж а .  Агар {хп} кетма-кетлик я^инлашувчи булиб, Y n£N 
учуй хп > с (хп <  с) булса, у холда \\тхп >  c(limxn < с) булади 
(бунда с — узгармас сон).

Бу натижанинг исботи ю^оридаги 2°-хоссада уп— с, « = 1 , 2 , . . .  
деб олинишидан келиб чицади

3°. {хп} ва {zn} кетма-кетликлар я^инлашувчи булиб, limx^ =  
=  П т г п = а булсин. Агар Y n£N учун < Уп ^ гп булса, у хол
да {уп} кетма-кетлик -\ам якинлашувчи ва lim уп — а булади.

Исбот .  Кетма-кетликнинг лимита таърифига асосан Y e > О 
берилганда хам шундай n0£N топиладики, барча п >  п0 лар учун 
\хп — а\ <.' е ёки а — г е  хп<  а +  е тенгсизликлар уринли булади. 
Шунингдек, уша е > 0 олинганида хам шундай n'0£N топиладики, 
барча п>  п'0 лар учун \гп — а\ <  е ёки а — е < гп<  а +  е тенгсизлик
лар уринли булади. Энди п0 — sup {«„, п’0} дейлик. Ун да п > п0 бул- 
ганда бир ва^тда а — 8 <  хп< а +  е, а — г < zn < а -\-г тенгсизлик
лар уринли булади. Аммо шартга кура Y n£N  учун уп < гп 
тенгсизликлар уринли. Шунинг учун п > п 0 булганда а — г < х п ^
<  уп <,гп <  а +  е, яъни а — г <  уп< а -1- 6 булиши келиб чи^ади. 
Бу эса {уп} кетма-кетликнинг я^инлашувчилигини ва lim Уп= а  экан- 
лигини курсатади.

М и с о л. Ушбу {хп} — У  п }: 1, У  2 , т^З , . . . , У  п, . . . кет
ма-кетликнинг лимитини топинг.

Равшанки, барча я  :> 2 да

2f n > l
булади.

Энди 0Ln ~ y r п — 1 деб олиб, сунг Бернулли тенгсизлигидан фой- 
даланиб топамиз:

У п  =(1 + а п)">  1 + п - а „ >  п-ап,
1 п/--- Л 1 2бундан ап <  у — ва ti >  2 булганда 1 <  у  п <  |̂1 +  1енг"

сизликлар келиб чи^ади. Агар



V п /
эканини хисобга олсак, у холда кейинги тенгсизликларда лимит га 
утиб (3 - цоидага асосланган ^олда), изланган лимитни топамиз:

lim у' п = 1.
.  И з о Ч- Ю^орида биз тенглик хамда тенгсизликларда лимитга 
утиш цоидаларини курдик. Бу ^оидалар {хп}, {уп} ва { z j  кетма-кет- 
ликларнинг ^адлари орасидаги муносабатлар бирор тайин т-хаддан 
бошлаб уришш булганда ^ам тугри булади.

§• Чексиз катта мицдорлар. Чексиз кичик з^амда чексиз 
катта мивдорлар орасида бом анит

Математик анализ курсида чексиз кичик миедорлар билан бир 
цаторда чексиз катта ми^дорлар ^ам царалади.

Бирор {хп} кетма-кетлик берилган булсин.
15-^таъриф. Агар хар цандай мусбат М сон берилганда ^ам 

шундаи n0£N сон топилсаки, барча п > п0 лар учун

К\ >  М

тенгсизлик уринли булса, хп узгарувчи чексиз к а т т а  мщдор деб 
аталади, тегишли {хп} эса чексиз к а т т а  кетма-кетлик  дейилади.

Демак, чексиз катта миедор узгарувчи ми^дор булиб, у узгариш 
жараенида абсолют циймати буйича аввалдан берилган хар кандай 
мусбат сондан катта булади.

Равшанки, чексиз катта мицдорлар чекли лимитга эга эмас. 
К,улайлик ну^таи назаридан чексиз катта мивдорларнинг лимита 

чексиз ёки чексиз катта микдорлар чексизга интилади деб олинади
В3

limjen = oo ёки хп-у- оо

каби ёзилади.
Агар ^  М >  0 сон олинганда хам шундай n0£N сон топилсаки 

барча п >  п0 лар учун хп >  М (хп <  — М) булса, {хп} кетма- кетлик 
нинг лимита + о о  (—  оо) деб олинади ва И тхп=  + о о  ( l im л: =  — о о ) 
каби ёзилади. п

Агар кетма- кетликнинг лимита чексиз булса, уни узоклашувчи 
кетма-кетлик деб ^араймиз.

Ми с о л л а р .  1. Ушбу {(— \)п ■ п}: — 1, 2, — 3, 4,
( 1) -л, • кетма-кетлик чексиз катта булади. Да^и^атан, |(— 1)" х  
х  п\ =  п булиб, ^ар ^андлй мусбат М сон олинганда ^ам n£N  

сонни шундай танлаб олиш мумкинки, |(— \)п-п\ =  п >  М булади.
2. Ушбу { п}, {п} кетма-кетликларнинг чексиз катта булиши 

равшан. Уларнинг лимита мос равишда — оо ва - f  оо булади.
4 - э с л а т м а .  ХаР ^андай чексиз катта кетма-кетлик чегаралан-



маган кетма- кетликдир. Аммо хар кандай чегараланмаган кетма- кет- 
лик чексиз катта булиши шарт эмас. Масалан,

1, I2, 1, 22, 1, З2, . . . 1, п\ 1, . . .
кетма- кетлик чегараланмаган булиб, у чексиз катта эмас.

Энди чексиз катта ^амда чексиз кичик ми^дорлар орасидаги бог- 
ланишни ифодалайдиган содда теоремаларни келтирамиз.

5 - т е о р е м а .  Агар N учун хп Ф 0 бдлиб, {хп} кетма-кет

лик чексиз к а т т а  булса, j j ~ j  кетма-кетлик чексиз кичик була- 
ди.

Ис б о т .  Ихтиёрий е > 0  сонни олайлик. {хп} кетма-кетлик чек

сиз катта булгани учун М =  —  деб олинганда хам шундай n0£N
е

сон мавжудки, барча п > п 0 лар учун \хп\ ..> М булади. Демак, бар- 

ча п >  п0 лар учун \х̂  >  у -  булиб, ундан 1 1 е булиши 
п IГ '

келиб чи^ади. Бу эса -  j  кетма-кетликнинг чексиз кичик экани-
ни билдиради. Теорема исбот булди.

Худди шунга ухшаш ^уйидаги теорема хам исботланади.
6- т е о р е м а .  Агар y n £ N  учун хп Ф 0 булиб, {хп} кетма-кет

лик чексиз кичик брлса, f — 1 кетма- кетлик чексиз к а т т а  булади.

6- §. Ани^мас ифодалар

{хп} ва {уп} кетма- кетликлар берилган булсин. Бу кетма- кетлик- 

лар я^инлашувчи булган холда {хп ± у п}, {хп-уп}, ( —  I , (уп Ф О,
Уп

п — 1, 2, . . .  , lim уп ф  0) кетма-кетликларнинг якинлашувчи були- 
шини шу бобнинг 4-§ ида батафсил ь̂ араб утдик. Бунда {хп} ва 
{г/п} кетма- кетликларнинг лимитларига нисбатан ^уйидаги икки шарт 
бажарилган деб каралган эди:

1) {хп} ва {г/п} кетма-кетликларнинг лимитлари чекли;

2) [ —  | (уп Ф 0, п =  1, 2, . . .) кетма-кетликнинг лимитига оид 
'. Уп J

муло^азада lim уп Ф  0.

Энди бу шартлар бажарилмаган холда 1— 1, {хп-Уп}, {хп ± у п}
{ Уп )

кетма-кетликларнинг характерини урганамиз.
Г . - у  к у р и н и ш д а г и  а н и ^ м а с л и к .  lim xn =  0, l imya =  0

( X \ х
—  • нинг лимитига, яъни l i m —  
Уп J У*

лимитга 4- теоремани татбик килиб булмайди.



{*„} в3 {i/„} кетма-кетликлардан тузилган /— ) кегма-кетлик-
, » ' Уп > нинг характер» {хп} ва {уп} кетма- кетликлардан хар бирининг нолга

кандай интилишига караб турлича булиши мумкин. Буни куйидагн 
мисолларда курайлик.

') ixn) =  j ва {Уп} = j —j  кетма-кетликларнинг лимитлари 

нолга тенг экани равшан. Эиди 1— 1 кетма- кетликни тузайлик:
Уп I

—  ! = {п}. Демак, lim —  =  +  оо.
Уп )  Уп

2) {хп} =  | I ва {уп} =  j-^-j кетма- кетликларнинг хар би

рининг лнмити нолга тенг. Бу кетма- кетликлардан тузилган [Ц р - ]  
кетма-кетлик лимитга эга эмас.

3) = |~г) ва ~ [~пг \ кетма" кетликлардан хар бирининг

лимита нолга тенг булиб, бу кетма-кетликлардан тузилган /—

( Ч  хп 1 ' УП= {— кетма-кетлик учун lim — = — булади.
1 ) Уп ^
Ю^орида келтирилган мисоллардан куринадики, хп- у 0, уп-+ О

булишинигина билган ,\олда, бу кетма- кетликлардан тузилган {—  ]
1 Уп \

кетма- кетликнинг лимита тугрисида тяйин хулосага келиб булмайди.

Шунинг учун хп-+0, уп~+ 0 булганда, { — ) кетма-кетлик — ку-
I Уп ) о

ринишдаги анщмас ифода ёки анщмаслик дейилади.

*„->-0 ва уп- * 0  да кетма-кетликнинг характерини ани^-

лаш анщмасликни очиш дейилади. Биз ю^орида курган мисолларда 
аслида тегишли аникмасликларни очиб бердик.

2 • — к у р и н и ш д а г и а н и ц м а с л и к .  {хп} ва {ул} кетма-кет
ликлардан хар бирининг лимитлари чексиз булсин: l i mхп =  оо, 

l i mуп — оо. Бу холда хам | кетма-кетликнинг характери кандай
Уп )

булилшни юкоридагидек олдиндан айтиб булмайди. Мисоллар царай- 
лик.

')  ixr} =  {/г‘}- (У,,) М  кетма-кетликлардан ,-̂ ар бирининг ли
мита чексиз булади:

lim л2 =  + оо, lim л = +  о о .



Бу кетма- кетликлардан тузилган {—  \ =  {п\ кетма- кетликнинг ли-
\ У п )

х„
мити хам чексиздир: игл—  = +  оо.

Уп -!1 ’ V •
2) {хп} =  {«2 +  «  +  1} ва {уп} =  {п2 +  1} кетма-кетликлардан хар

(X
бирининг лимита чексиз. Бу кетма-кетликлардан тузилган | —

\Уп
кетма-кет лик лимита

!+  - +  '
Ига —  =  П тХп .. п п*

Уп 1 +  ±
п2

3) {хп} — {(— 1 )п • п} ва {г/п} =  {я} кетма- кетликлардан хар бири

нинг лимити чексиз булиб, бу кетма-кетликлардан тузилган 1 —  1 =
{ Уп )

= {(— 1)"} кетма- кет лик лимитга эга эмас.
Бу мисоллардан куринядики, {хп} ва {уп} кетма-кетликлардан 

хар бирининг лимита чексиз булган ^олда, бу кетма- кетликлар нис-

батидан тузилган I — | кетма-кетликнинг лимити тугрисида тайин

{ хп 
—  
Уп

со
кетма- кеглик — куринишдаги анщмас ифода ёки анщмаслик. дейи-

лади. Бу ^олда хам хп-+<х>, уп-+<х> да | |  нинг характерней аниь;-

лаш а н и ц м а с л и к н и  очиш дейилади. Курилган мисолларда те- 
гишли ани^масликлар очиб берилди.

3°. О-оо к у р и н и ш д а г и  а н и к , м а с л и к .  {хп} ва {уп} кетма- 
кетликлар берилган булиб, И тхп — 0, Нтг/п =  оо булсин. Бу ^ол- 
да хам {хп-уп} кетма-кетликнинг лимитини характерлайдиган мисол- 
лар курайлик.

1) {хп} =  |— |, {уп} — {п2} кетма- кетликларнинг лимита мос ра-
вишда 0 д а  оо дир. Бу кетма- кетликлар купайтмасидан тузилган 
{хп-уп} — {п} кетма-кетликнинг лимити оо булади.

2) {хп} =  | ~ |  . {уи} =  {п2 +  п +  1} кетма-кетликларнинг лимита

мос равишда 0 ва оо булгани з^олда, {хп ■ уп} =  |1 +  кет

ма-кетликнинг лимити 1 га тенг.
3) {хп} =  ^ |, {г/п} = {«} булсин. Уларнинг лимити мос ра-



вишда 0 ва оо. Бу кетма- кетликлар купайтмасидан тузилган {хп ■ уп} =
= {(— 1)"} кетма-кетлик лимитга эга эмас.

Демак, хп->~0, уп->- оо бу-лган холда {хп■ уп} кетма-кетликнинг 
характеры турлича бÿлaди. Шунинг учун хп-+ 0, уп-+ °° булиши- 
нигина билган холда {хп-уп} нинг лимити ^ак,ида аниц хулосага ке- 
либ бÿлмaйди. Шу сабабдан хп-> 0, уп-=>~ со да {хп уп} кетма-кетлик 
О- оо^куринишдаги анщмас ифода ёки анщмаслик дейилади.

4°. оо — оо ^ р и н и ш д а г и а н и ц м а с л и к .  {хп} ва {¿/п} кетма- 
кетликлар берилган бÿлиб, улар турли ишорали чексизга интилсин, 
масал^н, iim xn =  +  оо, \\туп = — оо дейлик. Бу кетма-кетликлар 
йигиндисидан тузилган {хп 4- уп} кетма- кетликнинг характери ^ам 
турлича булиши мумкин. Мисоллар курайлик.

1) {•*„} =  {2л}, {уп} =  {— п} кетма-кетликлар учун л:п-> -|-оо> 
Уп~*~ — 00 бÿлиб, хп +  уп =  п ->  -’г  оо булади.

2) {*„} = I« +  — |, {*/„} = {— п} бÿлcин. Уларнинг лимити

lim лгл =  +  оо, lim уп =  — оо

булган -\олда, {хп +  уп} кетма- кетликнинг лимити нолга тенг була- 
ЛИ ( х .  +  у п  =  ° )  т

3) Un) — in +  i— 1)"+'} ва Уп =  {— п} кетма-кетликлар учун 
+  00 63 Уп~*—  00 булиб, бу кетма-кетликлар йигиндисидан

тузилган {хп +  #„} =  {(— 1)п+1} кетма-кетлик лимитга эга эмас. 
Юцоридаги каби, бу ^олда хам хп-+ +  оо, уп-*—  оо да {хп +  у п} 
кетма- кетлик ани^масликни ифодалайди. Бу ани^маслик оо — оо ку- 
ринишдаги анщмас ифода ёки анщмаслик дейилади. Шундай ^и-

«  0 оо .

Л 0"’ ' :оГ’ ва 00 — 00 куринишдаги аникмасликларни к\'риб

Утдик. Дайд ^илиб ÿT3MH3KH, 0°, оо°; 1°° кÿpинишдaги ани^маслик- 
лар ^ам мавжуд.

Юцорида биз ани^маслик вазиятини намойиш р̂ илиш учун них;о- 
ятда содда мисоллар келтириш билан чегараландик. Аслида, купин- 
ча, атщмасликларнинг берилиши мураккаб бÿлиб, уларнинг турини 
ани^лаш, cÿHrpa уларни очиш, умуман айтганда, енгил масала бул- 
масдан, берилган {хп} ва {г/п} кетма- кетликларнинг ^анчалик содда
ёки мураккаблигига боглиц ва уцувчидан маълум куникма ва майо
рат талаб цилади.

Ми с о л л а р .  1. Ушбу {хп} =  {п — У  ti3 — я 2} кетма-кетликнинг 
лимитини топинг.

Биз оо — оо ^ринишдаги аницмасликка эгамиз.
Берилган кетма- кетликнинг умумий ^ади хп ни цуйидагича ёзиб 

оламиз:



х =  П — у̂ ПЯ_п2 =  (п п3 ~ пг) (п2+ п 3̂ п3- п -  + У  (п3 —пЩ  _
П2 -¡- п  УI I3 — /I2 -¡- (п 3 — л2) 3

1

'^ ''- М Ч Ч Г
Бундам эса

П т х  =  П т (п — г п3 — п-) =  П т
1

з Г  1 з /*, ц а 3

'-V Ч  + 1-' Н
келиэ чикади.

2. 1\уйидаги
И т  1 + 3 + 5 +  . . . +  ( 2 я - 1 )

1 + 2 + 3 + . . . + п
лимит ни хисобланг.

Бунда — куринишдаги ани^масликка эгамиз.
00

Арифметик прогрессия ^адлари йигиндиси формуласидан фойда- 
ланиб юпамиз:

1 +  3 +  5 +  . . . +  {2п — \) =  п\ 1+ 2  +  34 - . .  . +  п = я <"±-!>.

у х;олда

П т  ^
1 +  2  —- 3 +  . . . +  п п (п +  1)

,. 1 +  3 +  5 +  . . . +  (2п — 1) .. п2 0 П т ——— :--------^ --------  ̂=  Н т -------------- - =  2.

7 -§ . Монотон кетма- кетликлар ва уларнинг лимитлари

Биз я^инлашувчи кетма-кетликларнинг ка тор хоссаларини куриб 
утдик. Бу хоссалар кетма- кетликнинг чекли лимитга эга булиши би- 
лан богликдир. Кетма-кетликнинг ь̂ ачон чекли лимитга эга булиши 
хакидаги масала лимитлар назариясининг мухим масалаларидан бири. 
Аслида- ку, берилган кетма- кетликнинг лимита мавжудлигини лимит 
таърифи буйича курсатиш лозим. Аммо бу ^амма вакт .\ам осон бу- 
лавермайди. Шунинг учун лимити мавжудлигини аншуюшимиз енгил 
булган кетма-кетликлар синфларини ажратиш, умуман лимит мав
жудлигини курсатадиган бошка шартларни топиш муаммолари пайдо 
булади. Ь^уйида биз монотон кетмл-кетликлар синфини киритамиз ва 
бундай кетма-кетликлар учун лимит мавжудлиги ва уни ^исоблаш 
масалалари билан шутулланамиз.

1. М о н о т о н  к е т м а - к е т л и к л а р .  Бирор {хп} кетма-кетлик
берилган булсин.

16-т а ъ риф. Агар {хя} кетма-кетликда V  п£Аг сон учун хп <



< хп+х тенгсизлик уринли булса, {хп} усувчи кетма- кетлик деб ата- 
лади.

Агар V л 6 Л'' сон учун хп <  хп+1 тенгсизлик уринли булса, {хп} 
цатъий усувчи кетма- кетлик деб аталади.

Масалан, 1, 2, 2, 3, 3, 3, . . . ,  п, п, . . . .  п, . . . кетма-кетлик
п  та

усувчи, 2, 22, 23, . . 2" , . . . кетма-кетлик эса ^атъий усувчи кет
ма- кетликдир.

Агар {хп} кетма-кетлик усувчи булса, у  к;уйидан чегараланган 
булади. ^а^и^атан, бу холда {хп} кетма-кетликнинг исталган .хади 
учун х1 ^ х п тенгсизлик уринли. Бу эса {хп} кетма- кетликнинг куйи- 
дан хх сон билан чегараланганлигини билдиради.

17-таъриф.  Агар {хп} кетма-кетликда у  п£Ы сон учун хп >  
> х п+] тенгсизлик уринли булса, {хп} камаювчи кетма-кетлик деб 
аталади.

Агар V п £ N сон учун хп >  хп+1 тенгсизлик уринли булса, {хп}
кетма-кетлик цатъий камаювчи кетма-кетлик  дейилади.

. 1 1 1 1 1  1 1  1 Масалан, ], —, —, —, - .........—, . . .  кетма-кет-
¿ ¿ О О О  ТХ ТХ тх

лик камаювчи. Ушбу
п та

1 1 1  » + 1 
Г  2 ’ 3 ’ ‘ п

кетма- кетлик эса катъий камаювчи кетма- кетлик. Да^и^атан, у  п  Э 
£Л? учун

п +  2 п - г  1 — 1 п *„+1 — Х„ =  ----------------!— = ------ --  <  О
п  (п-'г 1)

булиб, ундан хп >  лгп_, булиши келиб чикади.
Агар {хп} кетма-кетлик камаювчи булса, у  юкоридан чегаралан

ган булади. ^аки^атан, бу холда у  п £ N учун х1 >  хп тенгсизлик
уринли. Бу эса кетма- кетликнинг юкоридан чегараланганлигини кур- 
сатади.

Усувчи ва камаювчи кетма-кетликлар умумий ном билан моно
тон кетма-кетликлар деб аталади.

Монотон кетма-кетликнинг чегараланганлигини аницлаш учун, 
агар у усувчи кетма- кетлик булса, унинг юцоридан, камаювчи бул
са, унинг куйидан чегараланганлигини ани^лаш етарли булади.

2. Мо н о т о н  к е т м а - к е т л и к н и н г  л и м и т и  ^ а ц и д а  т е о 
р е м а  л а р.

7 - т е оре ма .  Агар {хп} кетма-кетлик усувчи булиб, юцоридан 
чегараланган булса, у чекли лимитга эга; агар {хп} кетма-кетлик  
юцоридан чегараланмаган булса, у %олда {хп} кетма- кетликнинг ли
мити  +  00 булади.



Исбот .  Аввало, {хп} кетма-кетлик усувчи ва ю^оридан чегара- 
ланган холни ^араймиз. Кетма- кетлик юцоридан чегараланганлиги 
учун шундай узгармас М сон мавжудки, у  n£N  сон учун хп <  М 
тенгсизлик уринли булади. Бу эса кетма- кетликнинг барча .\адлари- 
дан тузилган {хп} тупламнинг юкрридан чегараланганлигини ифода- 
лайди. Унда тупламнинг ани^ ю^ори чегараси вдидаги 3-теоре- 
мага асосан бу туплам учун sup {хп} мавжуд булади. Биз уни а би- 
лан белгилайлик: sup {хп} =  а. Энди а сон {хп} кетма- кетликнинг 
лимити булишини курсатамиз.

Аник; ю^ори чегаранинг таърифига кура, биринчидан, ( x j  туп
ламнинг хар бир элементи учун хп <  а тенгсизлик уринли булса, 
иккинчидан, Y  е >  О олинганда хам катма- кетликнинг шундай хп 
хади топиладики, бу хад учун хп> > а — е тенгсизлик уринли бу
лади. Демак,

, , ( а — хп >  О, Y  n£N,
sup{xn} =  a =>\а _ х < е

I п ,

1\аралаётган {хп} кетма- кетлик усувчи булгани учун п >  п0 тенгсиз- 
ликни каноатлантирадиган барча натурал сонлар учун хп >  хп тенг
сизлик уринли. Шу сабабли п > п й булганда 0 < a  — —
— хПа< е  тенгсизлик бажарилади. Шундай цилиб, Y  е > 0 олинган
да ?\ам шундай п0£М сон топиладики, п >  п0 булганда | а — хп | < 
<■ е тенгсизлик бажарилади. Бу эса а сон {хп} кетма-кетликнинг 
лимити эканини курсатади: lim хп —а.

Энди {хп} кетма-кетлик усувчи булиб, ю^оридан чегараланмаган 
булсин. Унда ^ар ^андай катта мусбат А сон олинганда ^ам {хп} 
кетма-кетликнинг шундай хп> хади топиладики, бу хад хп- А бу

лади. Аммо барча п >  п'0 лар учун хп >  хп- тенгсизлик уринли бул

гани сабабли хп >  А тенгсизлик хам бажарилади. Бу эса Ншхл == 
= -Ь оо булишини билдиради. Теорема исбот булди.

К,уйидаги теорема хам худди ю^оридаги теоремага ухшаш исбот- 
ланади

8- т . е о р е м а .  Агар {хп} кетма-кетлик камаювчи булиб, цуйи- 
дан чегараланган булса, у чекли лимитга эга; агар {хп} кетма- 
кетлик цуйидан чегараланмаган булса, у  хрлда {хп} кетма-кетлик
нинг лимити — с» булади. .

Исбот этилган теоремалардан цуйидаги натижалар келиб чицади.
4 - н а т и ж а .  Усувчи кетма-кетлик якинлашувчи булиши учун 

унинг ю^оридан чегараланган булиши зарур ва етарли.
Х|а^и^атан, агар усувчи кетма-кетлик якинлашувчи булса, я^ии- 

лашувчи кетма- кетликларнинг чегараланган булишидан, у.нинг ю^о- 
ридан чегараланганлиги келиб чи^ади. Агар усувчи кетма- кетлик



юцоридан чегараланган булса, у исбот этилган 7-теоремага асосан 
я^инлашувчи бÿлaди.

5- н а т и ж  а. Камаювчи кетма- кетлик яцинлашувчи булиши учун 
унинг цуйидан чегараланган булиши зарур ва етарли.

Аввало, бу кетма- кетлик лимитининг мавжудлигини курсатамиз. 
Равшанки,

Бундан барча ti >  1 лар учун хп+[ < хп тенгсизликнинг уринли экани 
келиб чи^ади. Бу эса берилган кетма-кетлик камаювчи эканини K ÿp- 
сатади. Кетма- кетликнинг ^ар бир хади мусбат, хп >  0, п =  1, 2, . . .
Демак, у цуйидан чегараланган. Шундай цилиб, { x j =  |-^| кетма-

кетлик камаювчи ва цуйидан чегараланган. 8- теоремага кура бу кет
ма-кетлик чекли лимитга эга. Биз уни а билан белгилайлик:

Равшанки, а ^ О . Ушбу (1 +  а )”^1 -f- а  п (а  >  — 1). Бернулли тенг- 
сизлигидан фойдаланиб топамиз:

булиб, натижада цуйидаги хп >  2хп+1 тенгсизликка келамиз. Бу тенг- 
сиздикда лимитга \'тамиз: \imxn >  2\\тхп+1. Ундан 2а ва 0 ни 
^исобга олсак, а =  0 экани келиб чицади. Демак,

кетма- кетликнинг лимитини
топинг.

lim —  = а.
п п

Бундан эса (п +  1)” >  2 -пп келиб чи^ади. У ^олда

lim —  = 0. 
пп

2. Куйидаги

У  а , Y a  +  Va , ~\f а - f  V а +  V a  , .

п  та илдиз

( а > 0) кетма-кетликнинг лимитини топинг.



Бу кетма-кетлик ю^оридан чегараланган булади:

хп <  V а  +  1 (n = 1, 2, . . .) (*)

Шуни курсат амиз. Равшанки,

хх = У  а <v а +  1.
(*) мунссабат n =  k учун уринли булсин:

хк <  у а +  1
деб я  =  А +  1 учун уринли булишини курсатамиз:

xt+1 =  У  а -Ь хк <  V  а -!- V  а +  1 <  V а +  2 ТАа + 1 =

— V a  + 1.
Демак, математик индукиия усулига биноан, Y  n£N учун

xn <  V  а +  1
булади.

Равшанки,

хх =  Va <  V"а -г V а  — х2.
Энди к номер учун < д:А тенгсизлик бажарилсин дейилса, хк <
<  булади. Х,акикатан хам,

** =  Y ä + b Z  <  У а  +  xk =  xk+i •
Демак, Y  n£N  учун хп < хпЛ булади. Бу эса берилган кетма-кет* 
ликнинг усувчи эканлигини билдиради. Монотон к е т м а -кетликнинг 
лимита хакидаги 7 -теоремага кура берилган кетма-кетлик чекли ли- 
митга эга. Биз уни у  билан белгилайлик: lim хп =  у. Сунгра х\ =
— а +  хп_, тенгликда хадлаб лимитга утиш амалини бажариб топа- 
миз: UmX" =  Пт а +  lim х,г_, ёки у2 =  а +  у. Натижада у  ни топиш 
учун ушбу у2 — у  — а —- 0 квадрат тенгламага келамиз. Бу квадрат 
тенгламанинг илдизларини ёзамиз:

1 + У П м й  1 — V Г+ lä
У х  _  ,  У г  _

тл * 1 “t“ V l~t~4aКетма-кетликнинг хадлари мусбат булгани учун ух = ------ -------

сон кетма-кетликнинг лимити булади. Демак,

]imxn =  lim  ( l  а -4- \ а +  . . . +  V а ) =-= —   ̂  ̂ —а-
п  та илдиз

Хусусан, ушбу 
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Уз , V 3 -Г  *’з , У з  4 - \г з + Уз ......
у 3 +  У з  +  . . . 4-  Г з  , . .

кетма-кетлик якинлащувчи ва унинг лимити - + 1 13 ~ 2,29 га тенг.

8 -§ . Монотон кетма-кетлнкнинг лимити эодидаги 
теоремаларнинг татби^лари

Ушбу параграфда биз монотон кетма-кетликнннг лнмити ^а^и- 
дэги теоремаларнинг математик анализ курсида караладиган баъзи 
масалаларга татбик этилишини ^араб утамиз.

1. г сони.
а) в с о н и н и н г  таърифи.

К,уйидаги {хп} =  /( 1 — -

( 1 + т ) ’ ( 1 + у ) ..........( 1 +  ~ ) ’ ■ • • (3 -7)
кетма-кетлик берилган булсин. Бу кетма-кетлик лимнтининг мав- 
жудлигнни курсатамиз. Берилган (3.7) кетма- кетлик билан бирга 
ушбу

Ш = {1, ' , У Ж '

кетма- кетликни хам караймиз. Бу кетма-кетлик камаюзчн. ^а^и^а- 
тан,

1 \П+1
Уп 

У/1 + \

1,  1 \п  

( 1+ 7)

1 + _ Ц п+2
л 4- 1 /

~(п4- Н Ч гс-нг п 
п (/1+2)] п  4 - 1

1 +
1

п ( п - 1- 2)

а+2
П-Н »'

Бернулли тенгсизлигига асосан

1 + I и-̂ 2
>  1 +  (/г +  2)

п (п 4 -  2 ) .

булилмни з^исобга олсак, натижада
Уп - /'. . 1

— !—  =  1 + 1  
п (п 4- 2) п

Уп+1

тенгсизлик келиб чикади. Бу {уп} кетма-кетликнинг камаювчи эка- 
нини англатади. Иккинчи томондан, {уп} =  1 4- - 1.|п+1| кетма-кет

ликнинг хар бир хади мусбат булгани учун у куйидан чегаралан- 
гандир. Шундай ^илиб {г/п} = |̂ 1 +  —) + | кетма-кетлик камаювчи



ва ^уйидан чегаралангандир. 8- теоремага кура бу {г/л} кетма- кетлик- 
лимитга эга.

Агар

 ̂= (1+̂ )n+,=v(1 + 7
тенгликдан х„ =  у „ ------  тенгликнинг келиб чи^ишини ва lim —— '=

и4  1 _ п+  1
=  1 эканини эътиборга олсак, унда lim хп =  lim уп га эга буламиз. 
Бу эса (3.7) кетма-кетлик лимитининг мавжудлигини курсатади.

18- таъриф.  Берилган {хп} =  ||l Н-----J*j кетма-кетликнинг ли

мити е сони деб аталади:

l i m ( l + 7 ) " = e '
Бунда е лотинча exponentis — «курсатиш, курсатгич, намойиш к,и- 

лиш» сузининг дастлабки ^арфини ифодалайди.
б ) е с о н и н и  т а ^ р и б и й  ^ и с о б л а ш.  е сонини та^рибий ^и-

соблаш ма^садида 1 +  — ифодани Ньютон биноми формуласидан

фойдаланиб цуйидагича ёзиб оламиз:
/ 1 4 , 1 \ п =  1 +  JL _L 4- 1 = 1  1  +  ( » - ! )  (я -.2 )', _1 , , . /.
\ п ) 1 п 1 -2 п 1-2-3 и* ' V,.. v

. {п — 1) (п — 2 ) . . .  (л — k  4  1) 1 . _1_ __
1 -2- . . .  -k nft- i  tin

-•” i+ т* (,H;)+rb(lHi)(l-£)+• • •+ " Z ‘

Агар

s - = 2 + ^ ( 1 - 7 ) + i r ( 1- 7 ) ( ' - f ) + -- -  + 

+ ̂ ('-7)(1-v)"-(1-iTi )’ '<*<*•

деб олсак:



К,} = |( 1 + -у] | кетма- кетлик учун хх — 2. Крлаверса, 7 1 .+  -  У*
1 1

нинг еиилмасидан, — < —-— , тенгсизликка кура, х <  2 +
я/ 2 * “ 1 л

+  • ■ • +  -~п_ х — 3 — 2П_ Х' < 3 .  Шунга асосан е сони 2 < е< 3
тенгсизликни каноатлантиради. Бу сонни янада аницро^ ^исоблаш 
учун цуйидаги муло^азаларни юритамиз.

Юкоридаги 5 2 йириндини цуйидагича ёзиб оламиз:
_1_
к! 1 —

+
1

(И -1) (*+2)
— ли,

п ! \

к — 1 
п

£4- 1

1

1

.64  1 

+  . . . +

п — 1 Д]

+

(А +  1) ( Л + 2 ) . . . п  \ п } \  п  1 \
Бу тенгликнинг унг томонида турган йириндининг ^ар бир щади

ла ^атнашган (1 — — ), г = £, к +  1, . . п — 1 куринишдаги купай-

билан

тувчиларни ундан катта булган 1 билан ва

1 • -------- — --------------, / =  1, 2, 3, . . ., п — к
(¿41) (*42) . . .  (И-/)

куринишдаги купайтувчиларни эса ундан катта булган
алмаштириб, 5 2 йигинди учун ушбу

5 а < - +  ■6! \_k-\- 1 ' (А4- 1 ) а ............. (¿4-1)«-*
тенгсизликка келамиз. Чексиз камайиб борувчи геометрик прогрес
сия барча хадлари йириндиси формуласидан фойдаланиб ¿(бунда би-
ринчи хад ------- , махражи ^ам --------

¿4- 1 к-\- 1 булади) топамиз:

5 , < - 6!
(*+:о 1

Шундай цилиб,
к+ 1

Ш

1 \Л 1
Н---- ) =  +  5 ,  <  2 +

п

. . .  +  ■■■ 

ва ундан

0<( 1  +

2 !
1 — — п 31

1 — -  
п

1— -  
п + к\ к

[ 2 +  2т ( ' - 7 ) +  1 | ( ' “ 7 ) ( 1 - 7 ) +



тенгсизликларга эга 6ÿÆa\iH3, п -*- »  да бу тенгсизликларда лимитга 
утиб топамиз:

Бу муносабат е сонини такрнбий хисоблаш имконинн беради. Демак,

булади. е сонининг янада ани^ро^ кийматн: е =  2,7182818459045 . . .
в) е с о н и н и н г  и р р а ц и о н а л л и г и .
9 - т е о р е м  а. е иррационал сондир.
И с бот.  Тескарисини фараз килайлик: е сони рационал сон бул- 

син, яъни у кискармайдиган

каср куринишида ёзилсин дейлик.
Юцорида исбот этилган (3.8) тенгсизликларда k =  q деб олайлик. 

Натижада

сон ,\ам бутун мусбат. Шуни .хисобга олсак, (3.9) тенгсизликнинг 
чап томонидаги ифода бутун мусбат сон булишини топамиз. Аммо 
бу сон q >  1 тенгсизликка кура 1 дан катта булади. Зиддиятлик ^о- 
сил бÿлди. Демак, е сони иррационалдир. Теорема исбот булди.

2. Ичма - ич  ж о й л а ш г а н  с е г м е н т  л ар пр инцип  и.
10-т е  оре м а. Иккита {хл} ва {уп} кетма-кетлик берилган бул- 

син. Агар

(3.8)

булиб, бу тацрибий формуланинг хатоси------ дан ошмайди. Маса-k\ k
лан, k =  10 да

булиб, хатолик эса

10! 10
—  <  0,000 000 1

e =  - ,  p£N , q£N, q > 1
Q

еки



1) {хг} усувчи, {yn} камаювчи кетма- кетлик,
2) Y n£N лар учун хп с  уп,
3) lim (уп— хп) =  0 булса, {хп} ва {уп} кетма-кетликлар якин- 

лашувчи ва \\тхп =  lim уп тенглик уринли булади.
Исбот .  {хп} кетма-кетлик усувчи, {г/п} кетма-кетлик эса кама

ювчи хамда )̂ ар бир n£N учун хп < уп тенгсизлик уринли булгани- 
дан, Y  n£N учун хп <  у и уп >  х1 тенгсизликлар бажарилади. Бу 
эса {хп} кетма-кетлик юкоридан, {уп} кетма-кетлик эса цуйидан че- 
гараланганлигини билдиради. Монотон кетма-кетликнинг лимити >;а- 
кидаги теоремаларга асосан {хп} ва {уп} кетма- кетликлар яцинла- 
шувчи булади. Демак, \\тхп ва lim уп лар мавжуд. Щунинг учун

lim (уп — хп) =  lim уп— lim ха 

булиб, теореманинг учинчи шартидан эса

Umyn — \\тхп =  0, \\туп =  \\тхп

булиши келиб чик,ади. Теорема исбот булди.
Исбот этилган теоремадан му.^им натижа келиб чикади. Бу на- 

тижани келтиришдан аввал ичма-ич жойлашган сегментлар кетма- 
кетлиги тушунчаси билан танишамиз.

Маълумки, {х: x£R, а < х <  Ь) туплам [а, Ь\ сегмент деб ата- 
лар эди. Агар [а^ b j с : [а, Ь] булса, [av, сегмент [а, Ь] сегмент- 
нинг ичига жойлашган дейилади.

Агар [öjt, Ьг], [а2, Ь2], . . ., [ап, Ьп], . . . сегментлар кетма-кетлиги 
¡^уйидаги

[flj, ЬД => [аг, Ьг] ■=> [а3, b3]zD [ап, Ьп]=> . . .

муносабатда булса, бу сегментлар ичма- ич жойлашган сегментлар 
кетма- кетлиги дейилади.

6- н а т и ж а .  Агар ичма-ич жойлашган

[öj, 6J ,  [аг, Ь2], [а3, Ь3], . . ., [ап, Ьп], . . .
сегментлар кетма-кетлиги учун l im (bn — ап) = 0 булса, ? у з^олда 
{iа } ва {Ьп} кетма- кетликлар битта лимитга эга хамда бу лимит бар- 
ча сегментларга тегишли булган ягона нукта булади.

Исбот .  [ах, 6J ,  [а2, Ьг], . . ., [ап, Ьп] . . . ичма-ич жойлашган 
сегментлар кетма-кетлиги булиб,

1 ™  Ф п  —  а г )  ~  О

булсин. Бунда {ап} кетма-кетлик усувчи, {Ьп} эса камаювчи кетма- 
кетликлардир ва барча n£N лар учун ап <  Ьп булади. Демак, {ап} 
ва {Ьп} кетма-кетликлар 10-теореманинг барча шартларини цаноат- 
лантиради, бу теоремага кура {а;1} ва {Ьп} кетма-кетликлар якинла- 
шувчи ва



lim an =  lim bn
булади.

Энди. l im a n= lim  bn =  с деб белгилаб, с ну^та барча [ап, Ьп], 
п =  1, 2, . . .  сегментларга тегишли булган ягона ну^та эканини 
курсатамиз. {ап} кетма-кетлик усувчи ва lim ап — с булганидан
<  с, (п =  1, 2, . . . ) ,  шунингдек, {Ьп} кетма- кетлик камаювчи ва 
lim bn =  c булганидан эса Ьп >  с ( « = 1, 2, . . . )  булиши келиб чи- 
к,ади. Демак, <  с <  Ьп, п — 1 , 2 , . . .  булиб, с ну^та барча сег
ментларга тегишли: с£[ап, Ьп], п = ] ,  2, . . .  . Агар шу с ну^тадан 
фарцли ва сегментларнинг барчасига тегишли с', с' £ [ап, Ьп] (п =  
=  1, 2, . . .) ну^та хам мавжуд деб цараладиган булса, унда

ь„ — ап >  \с ~ С'1 > 0
булиб, бу муносабат lim (Ьп — ап) — 0 шартга зид булади. Демак, 
с =  с'.

Келтирилган натижа ичма-ич жойлашган сегментлар принципы 
деб юритилади.

5 - э с л а т м а .  Ю^оридаги сингари ичма-ич жойлашган интервал- 
лар (ёки ярим интерваллар) кетма- кетлиги тушунчасини киритишимиз 
мумкин. Аммо уларга нисбатан 6- натижа тасди^и, умуман айтганда, 
уринли булмайди. Масалан, ушбу

<0 ’ « •  ( °-  ? )■  ("■ т ) ........... (°- 7
ичма- ич жойлашган интерваллар кетма- кетлигини карай лик. п оо 
да бу интерваллар узунлиги но л га интилса хам барча интерваллар 
учун умумий булган ягона ну^та мавжуд эмас (бундай ягона уму- 
мий ну^та 0 булиши мумкин эди, аммо 0 ну^та бу интервалларга 
тегишли эмас).

3. С а н о ц л и  б у л м а г а н  ч е к с и з  т у п л а м н и н г  м а в ж у д -  
лиг и .  Маълумки, натурал сонлар тупламига эквивалент булган хар 
цандай туплам санокли туплам деб аталар эди. Равшанки, саноцли 
тупламлар чексиз тупламлардир. Энди санокли булмаган чексиз туп- 
ламларнинг мавжудлигини курсатамиз. Бунинг учун аввало санокли 
тупламлар билан кетма-кетликлар орасида богланиш борлигини кур- 
сатамиз.

Агар бирор Е (Ecz R) тупламнинг барча элементларини
. ‘ •> • ■ •

кетма-кетлик куринишида ифодалаш мумкин булса, Е санокли туп
лам булади. Даь;и^атан, бунда ^ар бир хп га унинг индекси п ни 
мос ^уйиб (хп->п), Е тупламнинг элементлари билан N тупламнинг 
элементлари орасида узаро бир ^ийматли мослик урнатищ мумкин.

Аксинча, агар Е (Е с ;  R) саноцли туплам булса, унда п (п £ N) 
номерга мос келадиган Е тупламнинг элементини хп билан белгилаб, 
Е нинг элементлари



X l , X.,y Xg, . . Xn , . . .

1 кетма-кетлик куринишида булишини аницлаймиз.
.) Шундай килиб, £  (Е cz R) туплам санок ли туплам булиши учун 
уни ташкил этган элементлар

Х1’ Х2’ Х3’ ■ ■ Хп , . . .

кетма-кетлик хосил килишн зарур ва етарли эканини кайд килиб 
утамиз.
 ̂ 11-т е о р е м а .  Ьпибу £  = {х: x£R, 0 <  х <  1} туп лам  санокли 

оулмаган чексиз тупламдир.
Исбот .  Бу Е туплам санокли туплам булсин деб фараз килай- 

лик. Уида Е нннг элемеитлари юкоридаги мулохазага кура

xi> лг, xs, . . ., хп, . . .
кетма- кетлик ташкил этади. Демак, Е тупламнинг хар бир элемен
та {*„} кетма-кетлнкнинг тегишли хадидан иборат.

Энди Е — [0, 1] сегментни нукталар ёрдамида учта
‘ 1 2
3 ’ 3 ’ 4. '1

3 3 О,
1

з сегментчага ажратамиз. хх£Е =  [0, 1] ни олайлик.
Бу xt юцоридаги учта сегментчанинг хеч булмаганда биттасига те
гишли булмайди. Бу  ̂ сегментчани Ех оркали белгилайлик (бу Ег

ёкитуплами е 

ди-ю х х

О , -3
О, -3

е 1з 
2. 1
з ’ з 1

булиши мумкин). Агар бор-

сегментчалардаи иккитасига тегиш
ли булмаса (унда х1 албатта учинчисига тегишли булади), унда £, 
деб улардан бирини, масалан чап томонда турганини оламиз. Рав-
шанки, £ , с  Е ва Ех сегментнинг узунлиги га тенг булади.

 ̂ Энди £, ни хам учта тенг сегментчага ажратамиз ва юцоридаги 
ухшаш х2 £ Е элемент тегишли булмаган сегментчани £ 2 билан бел-
гилаймиз. Бунда Е2 cz £1 ва £2 сегментнинг узунлиги га тенг бу

лади. Сунг £2 сегментчани хам учта тенг сегментчага ажратиб, улар 
ичида хя £ Е элемент тегишли булмаганинн £3 оркали белгиланмиз. 
Бу жараённи давом эттириб натижада ушбу

£j, £ 2, £3, . . ., Еп, . . .
сегментлар кетма- кетлигини хосил киламиз. Бунда барча п лар учун
хп  ̂Еп булиб, Еп сегментнинг узунлиги га тенг булади. Бу сег-зл
ментлар кетма- кетлиги учун

Ех zd £2 гэ £3 =э . . . => Еп =э . . .

муносабатлар уринли булиб, ушбу lim = 0  лимитга эгамиз. У
i n



.^олда ичма-ич жойлашган сегментлар принципига acocan барча сег- 
ментларга тегишли булган ягона а нукта мавжуд: а £ Еп, «  =  1,2,
3, . . . . Аммо хп 6 Еп булгани сабабли а Фхп. Бу хрл а нинг Е =  
==[0, 1] сегмент га тегишли була туриб, {х„} кетма-кетликнинг би- 
рорта хадига тенг булмаслигини курсатади. Бунга сабаб, Е нинг 
санснули деб олинишидир. Демак, É =  [0, 1] санокли туплам була 
олмайди. Теорема исбот булди.

19- таъриф.  Ушбу
Е — {х : x£R, 0 ^  х <  I} = [0, 1 ]

тупламга эквивалент булган хар кандай туплам континуум щ/вват- 
ли туплам  деб аталади.

Куйидаги
А — {х : x£R, а <  х <  6} = [а, Ь] (а <  6)

туплам континуум кувватли тупламдир.
Дархакиь;ат, ушбу

у — а-\ (Ь — а)х  (х£Е, у £ А)
муносабат Е ва А тупламлар орасида узаро бир ^ийматли мослик 
урнатади. Демак, бу тупламлар эквивалент тупламлар булиб, А — 
континуум кувватли тупламдир.

9- §. Кисмий кетма- кетликлар. Больцано — Вейерштрасс леммаси

Бирор {хп} : л'|, х2, х3, . . . , хп, . . . кетма- кетлик берилган бул- 
син. Бу кетма- кетликнинг бирор nL номерли xn¡ >;адини оламиз. Сунг- 
ра номери п1 дан катта булган «2 номерли хп хадини оламиз. Шу 
усул билан хп, хп ва хрказо ^адларни олиш мумкин. Натижада 
номерлари п1 <  nz <  . . .  <  nk <  . . .  тенгсизликларни каноатланти- 
радиган хадлар танланган булади. Бу дадлар ушбу

V  хпг< ■ ■ ■ ’ x„k< ■ ■ • (rti < П 2 < ■ ■ - < пк <  . . .) (3.10)

кетма- кетликни ташки л этади.
Одатда (3.10) кетма-кетлик {хп} кетма-кетликнинг кисмий кет

ма- кетлиги деб аталади ва {хщ} каби белгиланади. Баъзида {хп} 
кетма-кетликдан {х } кетма-кетлик ажратилган дейилади.

Кисмий кетма-кетликнинг тузилишидан равшанки, k-*-co да nk 
хам чексизликка интилади: lim nk =  +  <».

М и с о л л а р .  1. К^уйидаги
1, 3, 5, 7, . . . , 2п  — 1, . . .
2, 4, 6, 8, . . . , 2п, . . .
1, 4, 9, 16, . . . , л2, . . .

кетма-кетликлар натура л сонлар кетма-кетлиги 1, 2 ,3  
нинг кисмий кетма- кетликлари булади.



2. Ушбу

1 —  —
’ 10 ’ 102 ’ ' ' ' ’ ю"! ’ ' ' ’

кетма- кетлик

1 -1 - 1  ±
2 ’ 3 ’ ‘ ’ п, ’ ‘ ’

кетма-кетликнинг ^исмий кетма-кетлигидир.
3. Куйидаги

1 , - 1 ,  1, - 1 , . . . ,  ( - 1 Г + 1,
кетма-кетликдан, масалан, ушбу

1, 1, 1 , . . . ,  1 , . . .  
- 1 ,  - 1 ,  - 1 ,  . .  . , - 1 ,  . . .

цисмий кетма-кетликларни ажратиш мумкин.
Келтирилган тушунча ва мисоллардан равшанки, битта кетма- кет

ликдан турли цисмий кетма-кетликлар ажратиш мумкин. )^ар бир 
кисмий кетма-кетлик узи, умуман айтганда, мустакил, янги кетма- 
кетлик булиб, унинг учун хам якинлашувчилик ёки узоклашувчи- 
лик масаласи урганилиши мумкин.

Кетма-кет лик лимита билан унинг ь^исмий кетма-кет ликлари ли
мита орасидаги муносабатни цуйидаги теорема ифодалайди.

12-т е о р е м а .  Агар {хп} кетма-кетлик лимитга (чекли, ёки
+  °°, ёки — оо) эга булса, унинг %ар цандай цисмий кетма-кетли- 
ги щ м шу лимитга эга булади.

И с бот. Пт хп — а булсин, {хп} кетма-кетликнинг бирор

{хп,) ■ хщ' хп,' хп,' • • • , хпк’ ■ ■ ■
^исмий кетма-кетлигини олайлик.

Лимит таърифига кура у-г > 0 олинганида хам, шундай п0£N 
сон мавжудки, барча п >  п0 лар учун \хп — а| <  е булади. к-+оо 
да пк~+ оо булишидан шундай сон топиладики, пт >  п0 тенг-
сизлик уринли булади. Демак, барча к >  т  лар учун \хПк— а|<е тенг- 
сизлик бажарилади. Бу эса Пт хпк—а лимитнинг уринли эканини ифо
далайди. Худди шунингдек, Ь т хп =  -¡- 00 (— <») булганида хам {л:п} 
кетма-кетликнинг хар цандай кисмий кетма-кетлиги +  00 (—°°) "га 
интилиши курсатилади. Теорема исбот булди.

6- э с л а т м а .  Кетма-кетлик кисмий кетма-кетликларининг лими
та мавжуд булишидан берилган кетма- кетликнинг лимита мавжуд 
булиши ч;ар доим хам келиб чицавермайди. Масалан;

1, - 1 ,  ],  — 1............( - 1 У + 1, . . .
кетма-кетликнинг ушбу



кисмий кетма- кетликлари лимитга эга (улар мос равишда 1 в а .»— 1 
ларга тенг). Аммо берилган {(— 1)"+1} кетма-кетлик лимитга эга 
эмас.

Демак, берилган кетма-кетлик лимитга эга булмаса хам унинг 
к;исмий кетма- кетликлари лимитга эга булиши мумкин экан.

20- т а ъриф.  {хп} кетма-кетликиинг кисмий кетма-кетлиги лими
та берилган кетма-кетликиинг кисмий лимиты деб аталади.

3- л е м м  а ( Б о л ь ц а н о  — В е й е р ш т р а с с  л е м м  ас  и). Агар 
{хп} чегараланган булса, бу кетма-кетликдан шундай кисмий кетма- 
кетлик ажратиш мумкинки, у як,инлашувчи булади.

И с бот.  {хп} кетма-кетлик чегараланган булсин. Демак, кетма-

[а, 6] сегментни тенг икки кисмга ажратиб, а г Ь' ь .а, — ва —J— , ъ2 2
сегментларни хосил киламиз. Берилган кетма-кетликиинг барча хад
лари [а, Ь\ да булгани сабабли, унинг чексиз куп сондаги хадлари

а-\- Ьа Ь '
а, ---------2 ва Ь сегментларнинг камида оигтасига тегишли

булади. Энди {а* } кетма-кетликиинг чексиз куп сондаги хадлари

булган сегментни, яъни а, еки , Ь ни (агар иккала-

сида хам кетма- кетликиинг чексиз куп сондаги хадлари булса, улар- 
дан ихтиёрий бирини) [ах, Ьх\ деб белгилаймиз. Равшанки, [а^ &,]
нинг узунлиги -------  булади. Ю^оридагига ухшаш, [а,, Ьх] сегмент

ни тенг иккн кисмга ажратиб • [ “*•
ва ■ Ь1

. Ь1 сег-
2 _| | 2

ментларни хосил киламиз ва бу сегментлардан {хп} кетма- кетликиинг 
чексиз сондагн хадлари булганини [аъ Ь2] деб оламиз. Равшанки, 
[а2, 62] сегментнинг узунлиги Ь--~ - булади. Бу жараёпни давом 

эттириш натижасида ушбу
[а1; ЬД, [а2, Ьг], . . . , 1ак, Ьк], . . .

сегментлар кетма-кетлиги хосил булади. ТузилишИга кура хар бир 
[ак, Ьк], /г - - -  1 , 2 ,  3 ,  . . . сегмент да { а ;,}  кетма-кетликиинг чексиз 
куп сондаги хадлари булади.

Равшанки,
{аи Ьх] => [а2, 62]=) . . . =) [ад., Ьк] п  . . .

[ак, Ьк\ сегментнинг узунлиги Ьк — ак = булиб, оо да

нолга интилади. Ичма-ич жойлашган сегментлар иринципига кура 
{дА,} ва {Ьк} кетма- кетликлар умумий (битта) чекли лимитга эга:

И так == Пш Ьк =  с.
Энди {хп} кетма-кетликиинг [аи Ьг\ ■ даги бирорта хадини олай-



лик. У и, -хад бÿлcин: xn¡£[au &,]. Сунгра, {хп} нинг [а2, Ь2] даги 
бирорта худи и и олайлик. У п2- хад булсин: хп̂ [ а 2, /;2]. Каралаётган 
сегментларнинг хар бирида кетма- кетликнинг чексиз nÿn хадлари 
б\/лганлиги учун, равшанки, п2 >  пх килиб олишимиз мумкин.

ХуДди шунингдек, {хп} нинг [а3, Ь3] даги xn¡, х хадларидан 
кейин келадиган бирорта х хадини (п1 <  п2 < п3) оламиз. Бу жа- 
раённи давом эттириб, k- кадамда, [ак, Ьк] сегментдаги {хп} кетма- 
кетликнинг xn¡, xn¡, . . . , х лардан кейин келадиган хадларидан 
бири х ни оламиз ва х. к. Натижада {х,} кетма-кет лик ^адлари- 
дан ташкил топган ушбу

V  хпк, . . .  (п, с  п2 <  . . .  <  хПк <  . . .)

кисмий кетма- кетлик хосил булади. Кисмий {хп̂  кетма- кетликнинг 
хадлари учун

1 k = \ , 2 , . . .

тенгсизликлар уринли булиб, ундан k-*-oo да
lim х„ =  сII- пк

булиши келиб чикади. Лемма исбот булди-
7 - э с л а т м а .  Келтирилган леммада кетма-кетликнинг чегаралан- 

ган булиши мухим шартдир. Шу шарт бажарилмаса, лемманинг ху- 
лосаси ;уринли бÿлмacдaн колиши мумкин. Масалан, чегараланмаган 
ушбу

1, 2, 3, . . . , л, . . .
натурал сонлар кетма-кетлигининг хар кандай кисмий кетма-кетли- 
ги хам -| ■ оо га интилади.

10- § . Коши теоремаси (якинлашиш мезони)

Кетма- кетликнинг качон чекли лимитга эга булиши хакидаги 
масала, юкррида таъкидлагаиимиздек (7- § га каран г) лимитлар наза- 
риясининг мухим масалаларидан биридир. Бу масала 7- § да монотон 
кетма-кетликлар учун хал килинган. Табиийки, ихтиёрий кетма-кет
лик кандай шартда якинлашувчи бу'лади деган савол тугилади. Бу 
саволга жавоб беришдан авьал фундамента л кетма- кетлик тушунча- 
си билан танишамиз.

Бирор {хп} кетма- кетлик берилган булсин.
21- таъриф.  Агар Y e > 0  олинганда хам шундай n0 Ç_N сон 

мавжуд булсаки, барча л > п0 ва барча т >  л0 лар учун

\Хп ~ Х,п\ <  е (3-11)
тенгсизлик бажарилса, {.гп} фундаментал кетма- кетлик деб ата- 
лади. 1



Демак, фундаментал кетма- кеглик шундай кетма- кетликки, унинг 
биро|> п0 =  п1)(е) зуадидан бошлаб ^ар ^андай иккита хади орасидаги 
масофа аввалдан берилган ихтиёрий е >0  дан кичик булади.

Биз ушбу параграфда кетма-кегликнинг фундаментал булиши 
билан унинг якимлашувчи булиши эквивалент эканлигини курсата- 
миз. Аввало фундаментал булган хамда булмаган кетма- кетликларга 
мисоллар келтирайлик.

М и с о л л а р .  1. {л;п} =  | ” 1} ' ^  кетма-кетлик учун (3.11) 
шар-шин г бажарилишини курсатамиз. Хаь^и^атан,

К  — Хт\ =
^  п +  т _  I I 

пт п гп] « +  1 т +  1 

Агар V  е > 0 сонга кура натурал п„ сонни

По==[т] + 1
деб олсак, у долда барча п >  п0 ва барча т  > п0 лар учун

I 1 , 1
К  —  Хт \ < ~  +  —  < £"о »̂0

булишини топамиз. Демак, берилган кетма-кётлик фундаменталдир.
2 . {л: } =  [ 1 +  —— (— -— . . .  +  — } .п 1 22 за п3)
Бу >̂ олда (п > т  да)

 ̂ 11 (т 4 - 1)а (/п-(- 2 )2 п2

булиб, бу тенгликнинг унг томонидаги >̂ар бир к^ушилувчига ушбу
1 _ 1 ________ |_

р — 1 р

тенгсизликни ^улланиб топамиз:

_  _1_____1 ^  _1_
т п т

Агар У е > 0  сонга кура п0 =  — + 1  деб олинса, унда « > о т >
I 8 ]

>  п0 булганда

\Хп - Хт\< е
булади. Бу берилган кетма-кетликникг фундаментал эканини билдиради.

3. Энди фундаментал булмаган кетма- кетликка мисол келтира- 
миз. 1\уйидаги

' 1 , 1 ! I 1



2 ’ ‘ ' 2 3 ’
кетма-кетликни карайлик. Бу кетма-кетлик учун хар кандай т > \  
олганимизда хам

\х2т хт\ — т +  , +  т _|. 2 ^ ‘ ‘ r 2m > m  2 m 2
булиши келиб чикади. Бу хол берилган кетма-кетликнинг фунда- 
ментал эмаслигини курсатади.

13-те оре м а (Коши т е о р е м а с и ) .  Кетма-кетлик яцинлахиув- 
чи булиши учун у фундаментал булиши зарур ва етарли.

Исбот .  З а р у р л и г и .  { x j  кетма-кетлик якинлашувчи б\̂ либ, 
\\тхп =  а бу’лсии. Лимит таърифига мувофик>, V e > 0  берилганда
^ам у  га кура шундай nt)£N сон топиладики, барча п >  п0 сонлар

учун \хп — а| < у  тенгсизлик уринли бÿлaди. Демак, ихтиёрий 

п >  п0 ва т  > п0 сонлар учун

. ■: \хп -  Хт\ =  К  а  - Ь а - * т \  <  К  -  « I  +  IХт ~  4  <

Бу эса {х„} фундаментал кетма-кетлик эканини курсатади. -  ■ 
Е т а р л и  лиги.  {хп} — фундаментал кетма-кетлик бÿлcин. Де

мак, Ve > 0 учун шундай п0 £А' сон топиладики, п >  пп, т > п 0 
лар учун \хп — хт \ < е тенгсизлик уринли. Бу тенгсизликда п сон 
(п0 дан катта) ихтиёрий булишини колдириб, т  натурал соннинг п0 
дан катта бирор тайин кийматини олиб, юкоридаги тенгсизликни 
Куйидаги

куринишда ёзиб оламиз. Демак, п >  п0 да {хп} кетма- кетликнинг хп 
хадлари (хт  — е, хт  -Ь к) интервалга тегишли булиб, ундан кетма- 
кетликнинг чегараланганлиги келиб чикади. Больцано — Вейерштрасс 
леммасйга кура {хп} кетма-кетликдан чекли сонга интилувчи {xnj)
кисмий кетма-кетлик ажратиш мумкин. Бу цисмий кетма-кетлик ли- 
митини а билан белгилайлик: Игл хп =  а. Энди а сон {хп} кетма-кет-

/г -+0О
ликнинг лимита эканини курсатамиз. Дархакикат, бир томондан
х„ ->~а булгани учун у е  > 0 га кура шундай k0£N сон топилади- nk
ки, k >  k0 лар учун \xnk — aj < е тенгсизлик бажарилади.

Иккинчи томондан, т  =  пк бÿлгaндa \хп — х | < е  тенгсизлик 
хам бажарилади. Юкоридаги тенгсизликларга кура

Iхп -  а 1 =  К  ~ xnk + x nk —  a К  К  - хпк\ +  \хПк —  а \ < 2 £

булиши келиб чикади. Бу эса lim jcn = a эканини курсатади. Теоре
ма исбот булди.



Исбот этилган теорема Коши теоремаеи ёки я к; и н л а ш и ш ме
зон  и (критерийси) деб юритилади. Бу теорема мухим назарий аха- 
миятга эга.

11-§.  Кетма-кетликнинг юцори ва к,уйи лимит лари

Бизга {хп} кетма-кетлик берилган булиб, {а^} зса унинг бирор
^исмий кетма-кетлиги булсин.

Маълумки, кетма-кетлик лимитга эга булмаган холда ^ам у кис- 
мий лимитларга эга булиши мумкин. Бу кисмий лимитларнинг энг 
каттаси хамда энг кичигининг мавжудлиги масаласини ^араймиз.

22- т а ъ р и ф.  {хп} кетма-кетлик ^исмий лимитларининг энг кат
таси (энг кичиги) берилган кетма-кетликнинг ю^ори (куйи) лимиты 
деб аталади ва

Ншл:п(итд :п)

каби белгиланади.
Хар кандай кетма- кетлик юкорк ва цуйи лимитларга эга були- 

шини исботлаймиз.
Аввало юкоридан чегараланмаган >̂ амда ю^оридан чегараланган 

кетма- кетликлар учун х̂ ар доим юкори лимитнинг мавжуд булиши- 
ни курсатайлик.

1. {хп} к е т м а - к е т л и к  ю к о р и д а н  ч е г а р а л а н м а г а н .  
Усувчи хамда — оо га интилувчи

0.уу ^2» °3’ • ' • 1 ^к1 ' ' *
кетма-кетликни олайлик (а  ̂<  аг <  . . . < ак <  . . . , ак-*~ +  оо). 
Модомики, {хп} юкоридан чегараланмаган экан, унда кетма-кет лик- 
нинг шундай х хади топиладики, х > а, тенгсизлик уринли була- 
ди.

Худди шунга ухшаш кетма-кетликнинг х хадидан кейин кела- 
диган хп хади (п1 <  /г2) топиладики, хп̂ > а., тенгсизлик хам уринли 
булади. Бу жараённи давом эттириб, к- ка дам да {хг}  кетма- кетлик
нинг х„ , х„ , . . . , х„, , хадларидан кейин келадиган шундай гп 1 пг пк-~ 1
хадини топамизки, бу хад учун

хпк >  ак («1 <  пг <  • • • < < пк)

тенгсизлик уринли булади ва х. к.
Натижада {хг!} кетма- кегликдан ушбу

хп!’ хпг’ • • • > хпк' ■ ■ ■
^исмий кетма-кетлик ажратилиб, бунда барча к£М лар учун х >  ак 
тенгсизлик уринли булади. Шартга кура \\так =  +  ° ° . Бундан юДо
рида ги тенгсизликка кура Нтл;  = +  оо га эга буламиз. Шундай



килиб, кетма-кетлик ю^оридан чегараланмаган булеа, унинг юкори
лимити мавжуд ва -¡ - оо га тенг бÿлaди: Пгпап =  -f-oo.

2. {хп} к е т м а - к е т л и к  ю к о р и д а н ч е г а р а л а н г а п. Бу хол-
да шундай узгармас М сон мавжуд бу'ладики, барча nÇN  лар \ч\н 
хп <  М булади.

{хп} нинг хадлари ёрдамида ^уйидаги кетма- кетликларни тузамиз:

Х3 ' , хп, . .  .

{Хп}ъ • Х3’ Х4 ..................Хп < ■ ■ ■

{Xn}k:Xk̂ \i Xki-y ■ ■ ■
Бунда {л:,,}̂ , k =  1, 2, 3, . . . лар {xt¡} кетма-кетликнинг ^исмий 

кетма- кетликларидир. Агар {л-(1}й белгининг узи билан {х^к кетма- 
кетлик хадларидан тузилган тупламни белгиласак, унда бир томон- 
дан, {а'г.}i, {xn}2, . . . тупламлариинг юкоридан чегараланганлиги, 
иккинчи томондан эса, бу туп лам лар орасида

k b  => к ) *  =>. . . => = ) . . .

муносабатлар борлигини курамиз. Бу тупламлариинг аник юцори че- 
гаралари мавжуд. Биз уларни мос равишда Mlt М2, , Мк, 
орцали белгилаймиз:

sup К ,}, -  sup {г } =  Mlt 
sup {xj., ='sup {xn} =  M2,

n > 2

sup K ,b  =  suP k }  =  4 -n:-k
Аник ю^ори чегаранинг хоссасига асосан

Мк+1< М к, k =  l , 2 ,  3, . . .  

булади. Демак, {Мк} — камаювчи кетма-кетлик. У холда

lim Мк =  lim sup {хп}
n>k

лимит мавжуд ва у чекли ёки — оо булади.
Фараз килайлик, l i mM4 =  — оо булсин. У ,\олда х.ар цандай 

мусбат А сон олинганда хам шундай п()£ N топиладики, Мп <  — А 
бÿлaди. Аммо п >  п0 лар учун 0

V  ,  x« < m «. =  sup K 0+i. ^ 0+2- •• •}
булиб, ундан эса

Хп < ~ А

тенгсизлик келио чи1\ади. Бу эса 1 im хп = — оо эканини курсатади.
{Мк} кетма-кетлик чекли лимитга эга булсин. Биз уни М0 билан
белгилайлик: lim Мк =  М0.



Нолга интилувчи (—] кетма- кетликни оламиз. Модомики, 
И  J .

Мк =  sup {хп}, k = 1, 2, 3, . . .
n>k

экан, унда аник юкори чегаранинг хоссасига кура, {хп} кетма-кет- 
ликнинг шундай х , k =  \, 2, 3, . .  . хадлари мавжудки,

тенгсизликлар уринли булади. Кейинги тенгсизликларда к-*- оо да 
лимитга утиб,

lim х = М0
k—»да

булишини топамиз. Демак, М0 берилган {хп} кетма-кетлнкнинг к(ис- 
мий лимита. Энди Мп ни {хп} кетма-кетлик кисмий лимитларининг 
энг каттаси эканини курсатамиз. ^акикатан, лимит таърифига асосан 
Y e >  0 олинганда хам шундай n0 £N сон топиладики, барча k > n 0 
(k £ N) лар учун М0 —е <  Mk <  Ai0 +  е тенгсизликлар уринли була
ди. ,Янз Мк =  sup { x j  ни. эътиборга олиб, барча п >  п0 лар ^чун

хп <  М 0 +  е эканини топамиз. Бундан эса {jcJ кетма- кетликнинг 
хар ка н дай к и см и й лимита М0 г дан катта була олмаслиги кури- 
нади. Олинган е соннинг ихтиёрийлигидан эса {хп} кетма- кетлик
нинг кисмий лимит /VIп дан катта була олмаслиги келит чика- 
ди. Демак, М0 сон {хп} кетма-кетлик кисмий лимитларининг энг 
каттасидир, яъни

Худди шунга ухшаш куйидан чегараланмаган хам да куйидан 
чегараланган кетма-кетликлар учун хар доим уларнинг куйи лимит- 
лари мавжуд булиши курсатилади. Кетма-кетлик куйидан чегаралан
ган холда, унинг куйи лимита

булиб, бунда т к — inf {х }.
п,-к

Шундай килиб куйидаги теоремага келамиз.
14-т е о р е м а .  \ар кандай кетма-кетликнинг цуйи хамда юф- 

ри лимитлари мавжуд.
7 - н а т и ж а .  Агар кетма-кетлик чегараланган булса, унинг куйи 

хамда ю^ори лимитлари чекли булади.
Ми со  л. Ушбу

lim хп = М

imxn - - lim mk

кетма-кетликнинг куйи мам да юкори лимитларини топинг. 
Бу кетма-кетлик учун



м а  =  м ] 2k +  3 2k -f 2 
2 k \- I2*+I 2 6 -j_ 2 ’ ~  m'¿k ~~

булади. У холда
lim Мк =  1, \\ттк =  — 1

Демак,

l im |(— 1)"

Энди ю^ори ва куйи лимитларнинг хоссаларини келтирамиз. Би- 
рор {х,.} кетма-кетлик учун

булсии. У холда V e > 0 сон олинганда хам:
Io. Шундан пи Ç /V сон топиладики, барча п >  п0 лар учун

Юк;ори лимитнинг бу хоссалари ^уйидаги маънони англатади: 
V 0 сон тайин олинганда, биринчи хосса {хл} кетма-кетликнинг 
фак,атгина чекли сондаги хадларигина

тенгсизликни ^аноатлантиришини, иккинчи хосса эса бу кетма- кет
ликнинг

тенгсизликни каноатлантирадиган х;адлари сони чексиз K ÿn булишини 
ифодалайди.

^а^икатан, агар {хп} нинг чексиз куп сондаги хадлари a -f е дан 
катта булса, у холда a -j- е сондан кичик булмаган b (b >  a -f- е) га 
интилувчи {ап} кетма- кетликнинг ^исмий кетма- кетлиги мавжуд, бу
a — Y\mxn га зид булади. Демак, а +  е дан унгда кетма-кетликнинг 
купи билан чекли сондаги хадлари ётади. Бу Г- хоссани исботлайди: 

Модомики, lim хп = а  экан, унда {хп} нинг ^исмий лимитларидан 
бири а га тенг: Ит х п —а. Лимит таърифидан эса бу {х } кетма-

ft -»И

хпс а  +  г,

хп >  а +  е



кетликнинг, демак {хп} нинг хам, чексиз куп сондаги хадлари а — е 
дан катта булади. Демак, 2°- хосса хам исбот булди. Аксинча, бирор 
а сон юкоридаги икки шартни каноатлантирса, у {хп} кетма-кетлик
нинг юцори лимити булади.

Равшанки, 1°- ва 2°-шартларни каноатлантирувчи а сон учун
а =  lim sup{x }

k~>0D
булиб, бундай ифодаланган а {хп} кетма-кетликнинг юкори лимити 
булади. Демак, а =  \\тхп.

Фараз килайлйк, бирор {хп} кетма-кетлик учун

b =  lv,nxn
булсин. У холда у  fä > 0 олинганда ,\ам:

Г . Шундай n0£N сон топиладики, барча п > п 0 лар учун
хп> Ь  — е,

2°. Y n t £yV сон учун е ва п, ларга боглиц натурал сон п’ > ni 
топиладики,

хп,< Ь  +  е

булади.
Кетма- кетлик куйи лимитинииг бу хоссалари юкрридагидек ис- 

ботланади.
15-т е о р е м а .  {хп} кетма-кетлик с лимитга эга булиши учун 

\ипхп = Ш х п =  с (3.12)

тенгликларнинг уринли булиши зарур ва етарли.
Ис б о т .  З а р . у р л и г и .  l imхп ^  с булсин. Кетма-кетлик лимитга 

эга булган холда у нинг хар кандай кисмий кетма- кетлиги хам шу 
лимитга эга булишидан (3.12) тенгликларнинг уринли булиши келиб 
чикади.

Е т а р л и  лиг и .  {хп} кетма-кетлиги учун (3.12) тенгликлар урин
ли булсин. К '̂йи лимит хоссасига кура, Y e > 0  сон олинганда хам 
шундай n0 £N сон топиладики, п > пп лар учун хп >  с — е булади. 
Шунингдек, юкори лимит хоссасига асосан, уша у  е > О сон олин
ганда хам шундай /г, £ N сон топиладики, барча п > п 1 лар учун 
хп <  с +  е булади.

Энди п0 ва /г, сонларнинг каттасини п деб олсак, унда п > п  
лар учун

с — е < хп<  с +  е

тенгсизликлар уринли булади. Бу эса lim хп — с эканини билдиради. 
Теорема исбот булди.



4- Б О Б
ФУНКЦИЯ ВА УНИНГ ЛИЛ1ИТИ

f

1-§ . Функция тушунчаси

Биз 1 - бобда ихтиёрий Е ва Г тупламлар берилган холда Е нинг 
элементларини г  тупламнинг элементларига утказувчи

f :E -+ F
i- акслантиришларни караб утган эдик.

Хусусан, Е = N, F =  R булганда натурал сонлап туплами N 

™казувчецеНТЛаРИНИ ХаК-ИК'ИЙ ШНЛаР тУплами R нинг элементларига
f : N ^ R  ( f : n - + x j

акслантиришлар сонлар кетма- кетлиги тушунчасига олиб келди ва 
улар d-ообда батафсил урганилди.

Энди Е = R, F — R булганда x(x£R) узгарувчи билан u(uGR) 
узгарувчи орасидаги богланишни, яъни

f :R -+ R  (/: х->у)
акслантиришни урганамиз. Бу бизни функция тушунчасига олиб ке- 
ла ди.

1. Ф у н к ц и я  та  ъ риф и. X ва Y дар хаки^ий сонларнинг би- 
рор тупламлари (X сz R, Y a  R) булиб, х ва у  узгарувчилар мое 
равишда шу тупламларда узгарсин: х£Х, у£ У .

1-таъриф.  Агар X  тупламдаги хар бир х сонга бирор f коида- 
га кура Y тупламдан битта у  сон мос ^уйилган булса, X  тупламда 
функция берилган деб аталади.

Баъзан функция X  тупламда берилган дейиш урнига функция X  
тупламда аникланган деб хам юритилади. Функция

/: х-+-у ёки У — f (х)
каби белгиланади.

Бунда А: функциянинг аникланиш тцплами (соуаси) ' Y эса 
функциянинг i/згариш туплами (сохаси) деб аталади. х эркли йз- 
гарувчи ёки функциянинг аргументи,1 у эрксиз узгарувчи ёки х уз- 
гарувчининг функцияси дейилади

М и с о л л а р  1. X = (— оо, + оо), Y =  (О, +  оо) булсин, / ^ои- 
да сифатида ■ ' '

f :  х -+ у  =  х2 +  1
ни олайлик. Бу холда, равшаики, хар бир х£ЛГ учун битта х2 J - 1 
топилади ва х2 +  1 € У булади. Демак, X  да у  =  х2 +  1 функция 
аникланган.

^  ^ ^ ва f ' бир ха^икий х сонга унинг бутун 
[\исми [х] ни мос куювчи коида булсин. Демак,

/: х [х] ёки у  =  [х] 
функцияга эга буламиз.



3. Дар бир национал сонга 1 ни, >$ар бир иррационал сонга 0 ни 
мос куйиш натижасида функция берилган булади. Бу функция Ди
рихле фунщияси дейилади ва О (х) каби белгиланади:

0 ( х) =  {1, агаР х рационал сон булса,
[О, агар х  иррационал сон булса.

Юкорида келтирилган таърифда х узгарувчининг хар бир кийма- 
тига у  узгарувчининг битта кийматини мос куядиган муайяи цоида 
ёки цонуннинг берилиши мухимдир. Купинча, амалиётда функция- 
нинг аникланиш сохаси X х,ам шу коидага кура, яъни функционал 
богланишнинг характерига кура топилади.

Масалан, ушбу
Х +  1 у  = -----------!--------

х*— 5*-!-6
функциянинг аникланиш сохаси, табиийки, х =  2, х =  3 ну^таларни 
уз ичига олмаслиги керак.

Таърифда функциянинг узгариш сохаси У берилган булиши та- 
Козо этилади, аммо шу У тупламнинг хар бир элемента бирор я£ Х  
га, функционал богланишни ани^ловчи крида га кура, мос куйилган 
булиши шарт эмас. Ушбу

{/(*): х£Х}
туплам функциянинг цийматлари туплами дейилади ва У̂  каби 
белгиланади:

К, =  {/(*): х£Х}.
Равшанки,

Yf c iY .
Келтирилган 1-мисолда К̂  =  [1, +  оо], 2-мисолда Y  ̂— Z, 3-ми- 
солда эса УD — {0, 1} булади.

Бирор X  тупламда y =  f(x) функция аниьутнган булсин. х0£Х 
га мос келувчи у0 микдор у  =  f{x) функциянинг х = х 0 ну^тадаги 
хусусий циймати деб аталади ва у / (а'0) = у0 каби белгиланади.

Текисликда Декарт координаталар системасини оламиз. Текислик- 
нинг (х, f(x)) нукталаридан иборат ушбу

{(*, /(*))} =  {(*, fix)) - х£Х, f(x)£Y}

туплам у — f(x) функциянинг графиги 
деб аталади. Равшанки, {(х, f(x))}<=XxY 
булади. Масалан, у — х3 функцияни 
X  =  [— 1, 1] тупламда ^арайлик. Бу 
функциянинг графиги 19-чизмада ифода- 
ланган. Бунда X  X У туплам пггрихлар 
билан курсатилган квадратни билдиради.

2. Ф у н к ц и я н и н г  б е р и л и ш ус ул -  
ла ри .  Функция таърифидаги каР бир х 
га битта у  ни мос куядиган к р и Д а  ёки



крнун турли усулда берилиши мумкин. Биз уларни к,искача ^араб 
утамиз.

Купинча х ва у узгаиувчилар орасидаги богланиш формулалар 
ёрдамида ифодаланади. Бунда аргумент х нинг хар бир кийматига 
мос келадиган у  функциянинг кийматини х устида аналитик амал- 
лар—ь,ушиш, айириш, купайтириш, булиш, даражага кутариш, илдиз 
чи^ариш, логарифмлаш ва х. к. амалларни бажариш натижасида то- 
пилади. Одатда бундай усул функциянинг аналитик усулда бери
лиши дейилади.

Ми с о л л а р :  1. х ва у узгарувчилар ушбу
у == у  1 —х2

формула ёрдамида богланган булсин. Бу функциянинг ани^ланиш 
со^асй X =  {х : x£R, — 1< х < 1} = [— 1, 1] тупламдан иборат. 
Бунда \ар бир х га мос келадиган у  нинг киймати аввало х ни 
квадратга кутариш, сунгра уни 1 дан айириш ва бу айирмадан ква
драт илдиз чикариш каби амалларни бажариш натижасида топилади.

2. х ва у узгарувчилар орасидаги богланиш ^уйидаги формула
лар ёрдамида берилган булсин:

Бу функциянинг аницланиш сох,аси X — Y" ■
= R\{0} булиб, унинг к,ийматларн сохаси ________
Y = {— 1, 1} тупламдан иборат. Одатда *
бу функция

У =  s i gnx _________
каби белгиланади. Бунда sign — лотинча 0 Х
signum сузидан олинган булиб, «бел-
ги», «ишора» деган маънони англатади. -------— »-/

Бу у =  sign х функциянинг х =  О 
ну^тадаги киймати нолга тенг деб к,абул 
^илсак, у R тупламда аникланган була- 20- чизма.
ди (20- чизма).

Баъзи лолларда х(х£Х) вз y(y£ Y) узгарувчилар орасидаги бог
ланиш формулалар ёрдамида берилмасдан жадвал орк,али берилган 
булиши мумкин. Масалан, кун давомида хаво хароратини кузатгани- 
мизда, tx вактда хаво харорати Тъ (2 ва^тда хаво харорати Тг ва 
з̂ . к. булсин. Натижада ^уйидаги жадвалга келамиз:

ва^т, i к ¿2 ¿3 *к

з^арорат, Т Тг Т 2 Т3 Тк

Бу жадвал t вакт билан хаво харорати Т орасидаги функционал 
борланишни ифодалайди, бунда i — аргумент, Т эса функция булади. 
Богланишнинг бундай берилиши, функциянинг жадвал усулида бе
рилиши деб аталади.



XOY текислигида шундай L чизи  ̂
берилган булсинки, ОХ укида жойлаш- 
ган ну^талардан шу укДа утказилган 
перпендикуляр бу L чизик,ни факат бит- 
та нуцтада кесиб утсин.

ОХ укидаги бундай нукталардан ибо- 
рат тупламни X  оркали белгилайлик. X 
тупламдан пхтиёрий х ни олиб, бу нуц- 
тадан ОХ укига перпендикуляр утказа- 
миз. Бу перпендикулярнинг L чизи  ̂ би- 
лан кесишган нуцтасининг ординатасини

2 1 - чизма.  у  билан белгилаймиз ва олинган х га бу
у  ни мос куямиз. Натижада X туплам

дан олинган хар бир х га юкорида курсатилган коидага кура битта 
у  мос куйилиб, функция хосил булади. Бунда х ва у узгарувчилар 
орасидаги богланиш L чизик ёрдамида берилган булади (21- чизма). 
Одатда f  нинг бундай берилиши унинг график усулда берилиши 
деб аталади.

Шундай килиб, биз функциянинг аналитик, жадвал, график усул- 
ларда берилишини куриб утдик. х ва у узгарувчилар орасидаги функ
ционал богланиш юкоридаги учта усул билангина берилиб крлмас- 
дан, бошкача, факатгина иборалар билан .\ам берилиши мумкин. 
Масалан, хар бир натурал п сонга унинг булувчилари сонини мос 
цуяйлик. Бу мосликни ф оркали белгилаймиз. Хусусан,

ф(1) = 1, ф(2) = 2 , ф(3)=2, ф(4) =  3, ф(5) =2, . . . , ф(12) = 6,

Одатда бу функция Эйлер функцияси дейилади.
Эйлер функцияси учун аналитик формула мавжуд эмас, уни жад

вал усулида ^гш, график усулда .̂ ам бериб булмайди. Маълумки, 
ихтиёрий туб р сони учун ф (р) =  2 булади. Етарли катта туб сон- 
лар мавжудлигидаи бу функциянинг табиати мураккаблиги курина- 
ди.

Математик анализ курсида асосан аналитик усулда берилган 
функциялар урганилади.

X тупламда у  =  f  {x) функция аникланган булсин. Агар бу функ
ция кийматларидан тузилган

Yf =  {f(x): х£Х }

туплам юкоридан (цуйидан) чегараланган булса, f(x) функция X 
тупламда юкоридан (цуйидан) чегараланган деб аталади, акс чолда 
эса функция юкоридан (щуйидан) чегараланмаган дейилади. Агар 
f(x) функция X тупламда хам юкоридан, хам куйидан чегараланган 
булса, функция шу тупламда чегараланган дейилади.

Масалан, ушбу
1

У =  —х



функция X = (0, 1) тупламда куйидан чегараланган, аммо юкоридан 
чегараланмаган.

X  тупламда аниклаиган икки f(x) хам да ф(х) функцияларни 
карайлик. Агар у х £ Х  да f(x) =  ф(х) булса, бу функциялар X  туп 
ламда бир-бирига тенг функциялар дейилади.

X  тупламда аниклаиган F(x) =  f(x) +  ф(х) функция f(x) ва ц(х) 
функцияларнииг йигиндисидан иборат. Икки функция айирмаси, ку- 
пайтмаси ва нисбати хам тунга ухшаш таърифланади.

3. Жу фт  ва  т о ^  ф у н к ц и я л а р .  Жуфт .\амда тоь; функция
лар билан танишишдан аввал, О нуктага нисбатан симметрик бул- 
ган сонлар тупламини таърифлаймиз.

Агар у х £ Х  учун— х£Х  булса, X  туплам О нуктага нисбатан 
симметрик туплам  дейилади.

Энди О нуктага нисбатан симметрик булган А' тупламда у =  }(х) 
функция аниклаиган булсин. Агар у * £ А  учун

/( — ■*) =  f(x)
булса, f(x) — ж уф т функция деб аталади. Агар у *  £ Л' учун

/( — х) =  — /(*) 
булса, } (х) — ток, функция деб аталади. ¡ Масалан,

у — cos .г, г/ =  |х|
функциялар учун

cos( — х) =  COS X, If— X I = I x I
булгани сабабли улар жуфт функциялардир.

Ушбу
у =  sin х, у =  х3

функциялар учун
sin(—x)J= — sin х, ( — х)3 =  — х3

булгани сабабли улар ток функциялардир. Икки жуфт (ток) функ
ция йдаиндиси, айирмаси, яна жуфт (ток) функциялар булиши рав- 
шандир.

Шуни таъкидлаш лозимки, функция хар доим жуфт ёки то^ 
функция булавермайди. Бундай функцияларга f(x) = x2— х, ф ( х )  =  
= sin х — cosx лар мисол була олади. Бу функциялар жуфт хам, 
ток хам эмас. Бирок; куйидаги теорема уринлидир.

1- т е о р е м  а. О нуктага нисбатан симметрик булган X т у п 
ламда анщланган хар кандай f{x) функция жуфт ва то;\ функ
циялар йшиндиси куринишида ифодаланади.

Исбот .  Берилган /(х) функция ёрдамида куйидаги

ф М » е ± 1< ^ ,

функцияларни тузамиз. Бу функциялар учун



булиб, ундан ф(х) жуфт, i|:(x) эса то^ функция эканлиги куринади. 
Шу билан бирга ушбу

тенглик хам уринли экани равшан. Бу эса теоремани исботлайди.
Жуфт функциянинг графиги ордината укига ни:батан симметрик 

жойлашгандир. Х,а^ик,атан, бундай функциялар учун (х, f(x)) нукта 
функция графигида ётган булса, ( —лг, f{x)) ну^та хам шу график- 
да жойлашган булади (22- чизма).

Toi  ̂ функциянинг графиги координата бошига нисбатан симметрик 
жойлашади. Хаки^атан, бу функция графигида (х; /(х)) ну^та билан 
бирга >;ар доим (—х, — j{x)) нукта ётади (23-чизма).

4. Д а в р и й  ва  д а в р и й м а с  ф у н к ц и я л а р .
2- та  ъриф.  f{x) функция X тупламда (А' cz R) берилган булсин. 

Агар шундай узгармас Т(Т »*= 0) сони мавжуд булсаки, Y x£ X  учун
I) х — Т ва х Т сонлар функциянинг берилиш сохаси X  га 

тегишли булса ва

булса, х) функция даврий функция деб аталади.
Агар 1(х) даврий функция булмаса, у давриймас функция дейи- 

лади.
Бу таърифдаги Т сони (Т Ф 0) \{х) функциянинг даври дейи- 

лади.
Айтайлик, X тупламда берилган ¡(х) функция даврий функция 

булсин. Таърифга кура, шундай Т (Т ¥=0) сон топиладики, у . у £Х 
учун х — Т £ X, х-\~Т£Х  булади ва (4.1) тенглик бажарилади. Бу 
холда, равшанки, кТ(к — ±  1, ± 2 , . . . ) куринишдаги сонларнинг 
хар бири учун ва у х £ Х  учун х-\кТ £ Х  ва ¡(х+кТ )~Ц х) бу
лади.

Шундай 1̂илиб, агар бирор Т ф  0 ва у х £ Х  учун (4.1) муноса-

Ф )  +  $(х) =  f(x)

1“ ( i f l x )

2 2 - чизма. 23- чизма.

2) f(x +  T)-=f{x) (4.1)



бат уринли булса, бу ’муносабат ихтиёрий kT(k =  ±  1, ± 2 , . . . ) 
учун х,ам уринли булар экан.

' Демак, ± Т, =ь 2Г, . . . лар ^ам /(х) функциянинг даврлари бу- 
лади. f(x) функциянинг мусбат даврлари тупламини М деб белгилай- 
лик. Агар

7у=  inf М
хам /(х) функциянинг даври булса, яъни Т0£ М булса, у энг кичик 
мусбат давр (асосий давр) дейилади. Энг кичик мусбат дайр мав- 
жуд булиши ^ам мумкин, мавжуд булмаслиги .\ам мумкин.

Ми с о л л а р .  1. f(x) =  sinx функция даврий функция. Унинг 
даврлари ту'плами { 2&л : А — ± 1, ± 2, . . . }  булиб, энг кичик мус
бат даври Т0 =  2л булади.

2. /(х) = {х } функцияни ^арайлик, бунда {х}— х сонининг каср 
цисми. Бу даврий функциядир. Унинг даврлари туплами { т :  т  =  
= ± 1, ± 2, . . . } бÿлиб, энг кичик мусбат даври Т0 — 1 булади.

3. f(x) =  С булсин, бунда С =  const. Бу даврий функииядир. 
Ихтиёрий Т(Т Ф 0) сон берилган функциянинг даври, яъни унинг 
даврлари туплами £?\{ 0} дан иборат. Бу холда энг кичик мусбат 
давр мавжуд эмас.

4. Дирихле функцияси
f ], агар х — рациона л сон булса,

W  — | о, агар х — иррационал сон бÿлca
ни карай лик. Айтайлик, Т — бирор рационал сон (Т ф 0) бÿлcин. 
У ^олда

_  | рационал сон, агар х — рационал сон булса, 
х "г" 1 =  { иррационал сон, агар х —иррационал сон булса
булади. Демак,

| 1, агар х —рационал сон булса, 
и(х +  J ) — | о, агар х — ирраиионал сон бÿлca.

Шундай цилиб, у-х учун Г —рационал сон булганда
D(x +  T) =  D(x) (4.2)

бÿлaди. Демак, Дирихле функцияси даврий функция, ихтиёрий Тф  О 
рационал сон бу функциянинг даври экан.

Энди бирор Т иррационал сонни олайлик. Унда \fx учун (4.2) 
муносабат ÿpmwn бÿлмaйди, чунки х рационал сон булганда х +  Т  
иррационал сон бÿлиб, D (х) = 1, D (х -f  Т) =  0, яъни Г) (х +  Т) Ф 
Ф D(x) булади. Шундай килиб, иррационал сонлар Дирихле функ
цияси учун давр эмас.

Бинобарин, Дирихле функциясининг даврлари туплами Q \{0}  
дан иборат. Энг кичик мусбат давр эса мавжуд эмас — барча м ус
бат рационал сонлар тупламининг инфимуми ноль булиб, у  Q \{0 } 
га тегишли эмас.

5. Ушбу
/(х) = In sin х

функцияни карайлик. Бу функция {х: х  Ç(2nk, (2k +  1)л), k =  О,



± 1 , ± 2 , . . .} тупламда берилггн. У даврий функиия,' даврлари 
туплами эса {2/гя: k-=  ± 1, ± 2 , . . . } булади. Энг кичик мусбат 
даври 2л га тенг (24- чизма)

6. f(x) =  х2 нинг давриймас функция эканлиги равшандир. Чун- 
ки Y x  ва бирор Т(Т 0) сони учун (4.1) муносабат урин л и бул- 
майди. Чунки Y x  учун (х -\- Т)2 = х3 тенглик фак,ат 7  = 0 булган- 
дагина турри булади, яъни блрор Т (Т ф 0) учун >̂ ам юкрридаги 
тенглик у-х  учун бажарилмайди.

7. К,уйидаги

Ux)'r V W ^ l  h(x)^e-*%  ,
If 2(х).=  2х — cos х, ¡¿х) =  2х cos(x-)

функциялар^ давриймас функциялар булади. Уларнинг давриймас 
функциялар булишини кейинроц курсатамиз. '

Д а в р и й  ф у н к ц и я л а р н и н г х о с с а л а р и .  Даврий функция 
таърифидан бевосита цуйидаги хоссалар келиб чикади.
SW Г . Агар X  тупламда берилган f(x) ва g(x) функцияларнинг хар 
бири даврий функциялар булиб, Т ф 0 уларнинг даври булса, у хол-
да f(x )± g (x ), f(x)-g(x) ва (g (х) =?*= 0) функциялар хам даврий
функциялар булади ва Т уларнинг хам даври булади.

2°. X  тупламда берилган f(x) функция даврий функция, Т Ф 0 
унинг даври булсин. g  эса f(x) нинг к,ийматлари туплами {f(*): х£Х} 
да берилган ихтиёрий функция булсин. У холда g(f(x)) мураккаб 
функция хам даврий функция булади ва Т унинг хам даври булади.

Юцорида келтирилган хоссалардан фойдаланиб, бизга маълум 
булггн содда даврий функциялар воситасида исталганча мураккаб- 
ликка эга булган даврий функцияларни тузиш мумкин.

Мисол.  Ушбу
Фд(х) =  sin32x, ф2(х) = arc sin(cosx),

Фз (*) =  In У  4 +  tg2J х +  - у )



функциялар даврий функциялар булади. Уларнинг даврийлиги sin х, 
cosx, tgx функцияларнинг даврийлигидан хамда Io -ва 2°-хоссалар- 
дан келиб чикади.

1̂ уйкдаги хоссалар даврий функциялар синфини характерловчи 
хоссалар булиб, бирор функциянинг даврийлигини ва, айиикса, 
давриймаслигини текишришда кулланилади.

fix) функция X  тупламда берилган булсин.
3 .. fix) даврий функция, Т Ф О сони унинг даври булсин. Агар 

*о нукта б у функциянинг берилиш сохасига тегишли, яъни х0 £Х  
булса, у >;олда барча x0 +  kT куринишдаги (k — 0, ± ] , ± 2, . . . )  
нукталар хам т у  еохага тегишли булади:

х0 +  kT£X(k =  0, ± 1, ± 2, . . .).
Агар х0 нукта f(x) функциянинг берилиш сохасига тегишли бул- 

маса (хп £Х), у холда барча хп -f кТ куринишдаги (к =  0, ±  1, 
± 2 , • • • )ц нукталар хам шу сохага тегишли булмайди (x0-l-kT £ X).

Шундай килиб, бу хосса даврий функцнянинг берилиш сохаси 
маълум структурага эга булиши кераклигини курсатади.

Бу хбссадан куйидаги натижа келиб чикади.'
^1-на ' тижа .  Даврий функциянинг берилиш сохасида абсолют 

киймат‘и буйича исталганча катта булган мусбаг ва манфий сонлар 
булади. ''1

Мисол.  Ушбу
f(x) =  In sin х

функцияни 1\арайлик. Бу функция
А =  {х: х£(2kn, (2k + 1)л), k =  0, ± 1, ± 2, . . . }

тупламда берилган. К^ралаётган функциянинг даврийлиги юкорида- 
ги 2°-хоссадаи хам келиб чикади.

V*,, € А нук/гани олайлик. А тупламнинг тузилишига кура барча 
х0 +  2kn (k =  0, ± 1 , ± 2 , . . . )  куринишдаги нукталар шу А туп- 
ламга тегишли булишини пайкаш кийин эмас. Агар х, булса, у 
холда барча +  2кл (6 = 0, ± 1, ± 2, . . . )  куринишдаги нукта
лар хам А тупламга тегишли булмайди.

Куйидаги

f(x) = У х(  1 ~ х )
функция давриймас функциядир, чунки унинг берилиш сохаси X  — 
= [0, 1] сегментдангина иборат.

4°. Агар fix) даврий функция булса, бу функция узининг хар 
бир кийматини х аргументнинг чексиз куп к.ийматларида (бу кий- 
матлар орасида абсолют киймати буйича хар к(аича катта булганлари 
хам бор) кабул килади.

Бу хоссадан куйидаги натижа келиб чикади.
2- н а т и ж а .  Агар fix) даврий функция булса, у берилиш соха

сида монотон функция булмайди.
Мисол .  fix) =  sin а: даврий функция. Унинг Х =  ( — оо, +  оо) 

да монотон эмас лиги равшан.



Куйидаги
f2 (х) =  2х — cos х, /3 (х) =  е~х'

функциялар давриймас функциялар булади, чунки f2(x) ~  2х — cosх 
функция ( ~ о о ,  +  оо) да усувчи, (f'2(x) = 2 i  s in х > 0), /3(х) =

_ yt
=  e функция эса 1 к^ийматни х аргументнинг фа^ат битта х = 0 
^ийматидагина ^абул ^илади.

Юкорида келтирилган 4°-хоссани ^уйидагича айтса хам булади.
3 - н а т и ж а .  Агар f(x) даврий функция булса, у холда у a£R  

учун f(x) =  а тенглама ёки ечимга эга булмайди, ёки чексиз куп 
ечимга эга булади.

М и с о л. f(x) =  х- — 5х +  6 давриймас функция булади. Чунки 
у-а  £ R учун жумладан а — 0 да f(x) = х2 — 5х 4- 6 = 0 тенглама 
иккитагина ечимга эга.

5°. /(х) даврий функция булсин. Агарда
/ (х +  Т) — f (х) (4.1)

Т га нисбатан тенглама сифатида каралса (х ни эса параметр дейил- 
са), у холда (4.1) тенглама х параметрнинг барча ^ийматлари учун 
умумий булган нолдан фар к, л и камида битта Т — Тх ечимга эга бу
лади.

Бу хоссага кура f(x) функциянинг давриймаслигини-, куреатиш 
учун х нинг иккита х =  х0, х = х, 1\ийматларида Т га нисбатан 
ушбу

/(х0 +  Т) - - f(x 0), /(хх +  Т) =  [(X,)
тенгламаларнинг нолдан фарк;ли умумий ечимга эга эмаслигини 
куреатиш етарлидир.

Мис ол .  Ушбу (— оо, +  оо) да берилган

f(x) =  {х} -}- sin х
функцияни ^арайлик, бунда {х} — х сонининг каср ^исми.

Фараз ^илайлик, бу даврий функция булсин. Т ф 0 сони унинг 
даври булсин, У холда у х  £ R учун

{х -)- Т} +  sin(x + Т) =  {х} 4- sin х
булади. Хусусан,

Í х =  0 булганда {Т} +  sin Т =  0,
( х =  — Т булганда { — Т } +  sin( — Т) = 0 ‘

булади. Бу тенгликлардан
{7} + = о

булиши келиб чик,ади. Агар хар ^андай х (х £ R) сонининг каср кис- 
ми {х} манфий булмаслигини эътиборга олсак, унда кейинги тенг- 
лик фа^ат {7} = { — Т) =  0 булганда, яъни Т бутун булгандагина 
уринли булишини топамиз.

Иккинчи томондан, агар {Г} = 0 булса, (4.3) тенгликдан s i nT= 
=  0, яъни Т =  kn(k =  0, ±  1, ± 2, . . . ) булиши келиб чи^ади. 
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Т =  kл куринишдаги сонлар орасида фа^ат 0 сонигина бутун була- 
,ди. Демак,

{Г} +  sin Т = 0, { — Т} — sin Т =  О

тенгламалар ягона Т =  О умумий ечимга эга. Бундан эса, юк;ори- 
даги 5° - хоссага кура берилган функциянинг давриймас эканлиги 
келиб чи^ади.

6°. /(.*) даврий функция булиб, Т Ф О унинг даври булсин. Агар 
узунлиги Т га тенг булган бирор [а , а  -f- Т) ораликда

| Цх) | < М (х £ [а , а  Т\)
булса, аргумент х нинг ихтиёрий кийматида хам шу тенгсизлик 
уринли булади.

МисЬл.  Ушбу
/4 (л:) =  2х cos (х2)

функцияни карай лик. Фараз ^илайлик, бу даврий функция булиб, 
Тф О  сон  унинг даври булсин. Равшанки, у -л'£[0> УЧУН

¡2xcos(.v2)| <  2 Ы <  2Т

булади. [6°-хоссага кура бу тенгсизлик tyx&R  уч-ун хам уринли
булиши керак. Бирок, х =  У~2кл булганда (k > — ) бу тенгсизлик

\ 2 л  /
бажарилмайди. Демак, f4(x) = 2хсо$(хг) давриймас функция.

Юк,сридаги хоссалар, албатта, функциянинг даври сифатида 
унинг энг кичик мусбат даври (агар у мавжуд булса) олинганда 
хам уринлидир. Келгусида биз ушбу китобда энг кичик мусбат 
даври мавжуд функцияларнигина караймиз р.а функция даври деган- 
да шу энг кичик мусбат даврни тушунамиз.

4. Мо н о т о н  фу нк ция .  Т е с к а р и  ф у н к ц и я .  М у р а к к а б  
фу н к ц и я .  Математик анализ курсида урганиладиган функциялар 
орасида монотон функциялар ди^катга сазовордчр. Биз бундай функ
циялар билан танишамиз.

/(.г) функция X тупламда берилган булсин.
3-таъриф.  Агар аргумент х нинг X  тупламдан олинган ихтиё

рий хх ва х2 кийматлари учун хх <  х2 булишидан [ (х,) <  f  (х2) 
(/(л',) С  [ (х2)) тенгсизлик келиб чицса, f(x) функция X  тупламда 
усувчи (катъий усувчи) деб аталади.

4- т а ъриф.  Агар аргумент х нинг X  тупламдаги ихтиёрий хх 
ва х2 кийматлари учун .г, <С ,*2 булишидан f(x,) >  ¡(x2) (f(x,) >  / (x2)) 
тенгсизлик келиб чикса, f(x) функция X  тупламда камаювчи (катъий  
камаювчи) деб аталади.

Усувчи хамда камаювчи функциялар монотон функциялар деб 
аталади.

Мис ол .  f(x) — х3 функция X  =  R да катъий усувчи. Дарха^и- 
кат, Y ^ i £ 'Vх 2 £ R ну^талар олиб, хх <  х2 булсин деб ка рай лик. 
У холда



f(x2) — f(x{) =  x:J — x] =  (x2 — x,) (xl +  x2 xl +x\) =

(X2 —ATj) [ ( 1 \2 3 9 
L  ̂'v2 1 2~ Xl ) +  T * i > 0.

Демак, xx < x2 тенгсизлик бажарилганда f(x,) <  ¡(x2) тенгсизлик хам 
бажарилади.

1-бобда акслантириш ва унга тескари булган акслантириш билан 
танишган эдик. Функция хам акслантириш эканлигини билсак-да, 
курс давомида укувчи бевосига функциялар билан шугулланишини 
эътиборга олган холда, биз бу ерда тескари функция тушунчасини 
келтиришни лозим топцик.

X тупламда y ~ f(x ) функция аншуганган булиб, Y f эса функция 
Кийматларидан иборат туплам булсин, яъни У  ̂= {/(х): х£Х}. Энди 
Y  ̂ тупламдан олинган хар бир у га X  тупламда фацат битта 
(/(х) =  у  булган) х ни мос куйиш мумкин булсин.

Бу холда Y! тупламдан олинган хар бир у  га X тупламда бит
та х  мос куйилишини ифодалайдиган функцияга келамиз. Одатда, бу 
функция y =  f(x) га ни:батан тескари функция дейилади ва у х — 

каби белгиланади. Демак, х == f~l (у) шундай функцияки, 
Г 1 (У) =  Г 1 (f(x)) =  х булади.

Агар х =  / 1 (у) функция y = f(x )  га нисбатан тескари функиия 
булса, y — f(x) функция х =  f~(y) га нисбатан тескари булади. Шу- 
нинг учун хам y ~ f{x ) , х — f~ 1(y) функциялар узаро тескари функ
циялар дейилади.

Равшанки, куйидаги
f ( r 1 (y) =  y, f~4f(x)) =  x

хоссалар уринли.
Ми с о л .  у =  f (х) =  2х 4- 1 функцияни [0, 1] оралик,да царай- 

лик. Бу функциянинг кийматлари [1, 3] оралик,ни ташкил этади.
{1,3] ораликда аникланган х  =  f^1 (у) = у — функция берилган у =

=  2х +  1 функцияга нисбатан тескари функция булади.
Энди мураккаб функция тушунчаси билан танишамиз.
г/=/(х) функция X  сохада аникланган булиб, Y  ̂ эса функция 

цийматларидан иборат туплам булсин, яъни Yf =  {f (х): х£Х}.  Сунг- 
ра Yf тупламда уз навбатида бирор z =  ср (у) функция берилган 
булсин. Натижада X тупламдан олинган х,ар бир х га У тупламда 
битта у  (/: х-*-у) сон ва Y тупламдан олинган бундай у  сонга бит
та z (ф: у —г z) сон мос куй и лад и:

f Ф x-lyyZ-z.
Демак, X тупламдан олинган хар бир х га битта z сон мос куйи
лади.

Одатда, бундай л;олда f ва ф функцияларнинг мураккаб функ- 
цияси берилган дейилади ва у г = ф(/(х)) каби белгиланади. _

Масалан, г — У х  +  1 функцияни карайлик. Бу функция г = У  у,



У  =  х- i - l  функциялар ёрдамида хосил булган. у  —  х -\- 1 функция 
, R =  (— оо, +  оо) да ани^ланган булиб, z =  У  у функция эса г/>0 , 

яъни х +  I > 0  да мавжуд булади. Д ем ак, z =  У х  4 -  1 мураккаб 
функция ушбу (X = {x:x£ R , х > — 1})'тупламда аникланган.

Маълумки, урта мактаб математика курсида элементар функция
лар ва улариинг баъзи бир хоссалари урганилади.

Функция ■— математик анализ курсида урганиладиган асосий объ
ект булгани учуй биз ушбу параграфда элементар функцияларга 
тухталамиз.

Элементар функциялар синфи асосан эркли узгарувчи х(х£ Я) 
х;амда узгармас сонлар уетида кушиш, айириш, купайтириш, булиш, 
даражага кутариш хамда логарифмлаш амалларини бажариш н а т -  
жасида хосил булади. Бу хосил булган ифодаларнинг мавжудлиги
2- бобда батафсил караб утилган хаки^ий сонларнинг йигиндиси, 
айирмаси, кугтайтмаси, нисбати, шунингдек, ^аки^ий соннинг хаки- 
к,ий даражаси, хаки^ий сон логарифмининг мавжудлигидан келиб 
чи^ади.

1°. Б у т у н  в а  к а с р  р а ц и о н а л  ф у н к ц и я л а р .  Ушбу

куринишдаги функция (бунда п£Ы ва а 0, аи . . . , ап_ х, ап — узгар 
мас сонлар) бутун рационал функция деб аталади. Бутун рационал 
функция куп^ад деб хам юритилади. Бутун рационал функция /? =  
=  (—°°, 4 оо) да аникланган. Хусусан, у  = 'ах -¡- Ь — чизи^ли функ
ция ва у  =  ах2 +  Ьх +  с — квадрат учхадлар бутун рационал функ- 
циялардир. Маълумки, чизшуш функциянинг графиги текисликда 
тугри чизикни, квадрат учхаднинг графиги эса параболани ифодалай- 
ди. Квадрат учхад графигининг холати а коэффициент ^амда дис
криминант (I =  Ь2 — 4ас нинг ишораларига боглик булади. 25- чизмада 
параболанинг текисликда турлича жойланиш холатлари курсатилган.

2- §. Элементар функциялар

у  =  а„ х 1 +  ахх 1 4- . . .  +  ап_ х х +  ап

Г)lj а>0

О ОУ

о



а0хп + а1хп~1 + . ■ . + an_ix+an 
М  “ -г b1x"‘~~1 + i>m_ i*-rЬт

функция каср рационал функция деб аталади. Каср рационал функ
ция

X  =  R\{x: x£R, b0xm +  4 - • • ■ +bm_ x x +  bm=  0}

тупламда, яъни махражни иол га айлантирувчи ну^талардан фаркли 
булган барча хакикий сонлардан иборат тупламда аникланган.

л. 1 ах +  bХусусан, у — — ва у — -------1—  лар
* сх + d

каср рационал функциялар булади.
Маълумки, у =  —  функция графиги

X
тенг ёнли гиперболадан иборат (26- чизма).
Бу графикни билган холда у =  ■ ах-- ~

сх + d ■
функция графигини ясаш-мумкии.

• 2°. Д а р а ж а л и  ф.у:н кЦ и я . Ушбу ’
26- чизма. и

У =  х
куринишдаги функция даражали функция деб аталади, бунда и их- 
тиёрий узгармас хакикий сон. Даражали функниянинг аникланиш сс- 
^аси р га боглик. и бутун сон булганда рационал функцияга эга бу-
ламиз. Агар р рационал, масалан р =  —  > 0  булса, т  жуфт булганда

т

x u —х'п функциянннг аникланиш сохасн х =  [0, +  оо), т  то^ булган
да эса функциянинг аникланиш сохаси R =  (— о о , +  оо) ораликдан 
иборат булади. р иррационал булганда . х >  0 деб олинади. Дара
жали функциянинг графиги р >  0 булганда хар доим текисликнинг 
(0 ,0 ) хам да (1,1) пукталаридан утади (2 7 -чизма)



Даражали функция у =  х 11 ушбу (0, оо) ораливда ц >  0 булгэн- 
да усувчи, (д. <  0 булганда эса камаювчи булади.

3°. К у р с а т к и ч л и  ф у н к ц и я .  Ушбу

куринишдаги функция курсаткичли функция деб аталади, бунда а 
хак;и^ий сон, а >  0 ва аФ 1. Курсаткичли функциянинг ани^ланиш 
со^аси Р. тупламдан иборат булиб, функция кийматлари эса х;ар доим 
мусбат булади. Бу функциянинг графиги ОХ увидан юцорида 
жойлашган ва доим текисликнинг (0, 1) нуцтасидан утади (2 8 -чизма). 

4°. Л о г а р и ф м и к  ф у н к ц и я .  Ушбу

У =  1обвдс
куринишдаги функция логарифмик функция деб аталади, бунда а > О 
ва аФ 1. Логарифмик функция X  =  (0, (- оо) интервалда ани^ланган. 
Бу функциянинг графиги ОК укнинг унг томонида жойлашган ва 
доим текисликнинг (1,0) нуктасидан утади (2 9 -чизма).

29- чизма. 30- чизма.

5°. Т р и г о н о м е т р и к  ф у и к ц и я л а р .  Юу текисликда, марка- 
зи координаталар бошида, радиуси 1 га тенг булган t2 4- уъ =  1 
айланани олайлик (30 -чизма). Б у айлананинг С (1,0) нуцтасидан ун- 
га СР уринма утказамиз. Координата бошидан чикдан ва Ot уц би- 
лан х бурчак ташкил эгган 01 нур айланани А ну^тада, СР урин- 
мани В ну^тада кесади. Бу Л ва В нукталарнинг координаталари 
мос равишда (/, у,), (1, у2) булсин. Равшанки, Л ва В нукталарнинг 
урни х бурчакка богли^. Демак, .^ар бир x£R сон учуй Ot ук, би- 
лан х бурчак ташкил этадиган 01 нур утказилса, бу нурнинг айла- 
на ва уринмалар билан кесишган нукталарининг координаталари t, 
yíy уг лар х га боглик булиб, хар бир х га шу координаталарни 
мос ^уяйлик

f  :x -* -t, 
ц> :х-*~ ylt 
i|: : х - + у г.



Одатда cp : х -> ух га sin л:, /: x—>t га cosx, i|: :х->- у 2 га tg x  функ
ция деб аталади:

г/х =  sin л:, í/2 =  t gx, t =  cosa.

Бунда у у =  sin .г, t =  cos х функциялар /\ да аникланган 2л даврли 
функциялар булиб, улар учун V  да

' — l < s i n x < l ,  — 1 <C0 S X< 1
тенгсизликлар уринли булади.

y i—\gx функция X = R \ {x : x£R; х — (2k-\-\)~\ k= 0, ± 1 , . . . }

тупламда аникланган.



c tg  л:, sec a , cosec л: ф ункциялар s in  л:, cos л; ва t g x  ф ункциялар 
орцали куйидагича аникланади: i

, 1  1 1 ctg А' =  ■— , s e c A = ----- , cosec л; = ----- .
l g  X  COS X  s i n  X  '■

Ушбу sin х, cosa , tgA ва ctgx  функцияларнинг графиклари ; 31 - а, 
б, в, г чизмаларда тасвирланган.

6°. Г и п е р б о л и к  ф у н к ц и я л а р .  Ушбу у =  е курсаткичли 
функция ёрдамида тузилган ^уйндаги

с  — с  е  -\- с

функциялар гиперболик (мос равишда гиперболик синус, гиперболик 
косинус, гиперболик тангенс, гиперболик котангенс) функциялар 
деб аталади ва' улар sh а , с И а , Ш а , cthA' каби белгиланади/ .

е * - е - х , ех ->-е~х ,, ех -  е~ х \ sh х =  ----------- , ch х ---------------- , th х = -----------------, — • •2 2 г* j_ р—х i .

ех -J- е~х
cth х — —-—-—-—

sh x, ch x, th А' функциялар R да, cth а  ‘функция эса a  =  R\{0} туп- 
ламда ани^ланган.

Гиперболик функциялар орасида хам тригонометрик функциялар 
орасидаги богланишга ухшаш муносабатлар мавжуд. Масалан,

thA =  - ^ ~ ,  c tg A =  cJ ü _ > sh2A — 2shA -chx. 
ch л: sh  л:

7°. Т е с к а р и  т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р .  Маълумки, 
г/ =  sin а  функция R да аникланган булиб, унинг цийматлари {y£R\
— 1 <  У <  1} тупламни ташкил этади. Агар биз аргумент х нинг
х £ X =  — - у ,  сегментдаги кийматларини карасак, у  =  sin х

функциянинг кийматлари хам Y =  [— 1, - f l ]  сегментда узгариб,
бунда X =  ^ ~  тупламнинг элементлари Y =  [— 1, + 1]

тупламнинг элементлари билан узаро бир цийматли мосликда була- 
дн. Бу хол у  — sin а  функцияга нисбатан тескари функцияни караш 
имконини беради. у =  sin а  функцияга тескари функция у  =  arc sin  а  
каби белгиланади. Демак, у  =  arc sin а  функция X =  [— 1, + 1 ] туп-
ламда аникланган булиб, узгариш сохаси Y = я  я  

2 ’  2
туплам-

ни ташкил этади.
Худди шунга ухшаш, у  =  cos a , f/ =  tgx , у -= ctg а  функцияларга 

нисбатан тескари булган функциялар хам тескари тригонометрик 
функциялар дейилиб, улар мос равишда у — arc cos а , у =  arc tg х, 
у =  arc ctg а  каби белгиланади.

у =  arc cos а  функция Х =  [— 1, +  1] да аникланган булиб,



унинг кийматлари Y =  [0, л] тупламдан иборат. у  =  arc tgx , у —
— arc ctg X  функциялар R да аншутанган. Бу функцияларнинг ;узга-
риш со^алари мсю равишда ^ j  ва (0, л) тупламлардан ибо

рат.
32- чизмаларда тескари тригонометрия функцияларнинг графикла- 

ри тасвирланган.



3 -§ . Функция лимити

Биз 3- бобда натурал аргументли функция — сонлар кетма-кет- 
лиги ва унинг лимитини ургандик. Энди аргумента ха^и^ий сон 
булган функция лимитини цараймиз. Аввало сонлар тупламининг 
лимит нуцтаси тушунчаси билан танишамиз.

1. Т у п л а м н и н г  л и м и т  н у ^ т а с и .  Маълумки,

U г (а) — {х: х £ R, а — е < х < .а  +  г}

туплам а нуцтанинг атрофи (е- атрофи) деб аталар эди. Шунга ух- 
шаш, ушбу

и?(а) =  {х: х £R, а < х < а  +  е} (4.4)

туплам а нуь;танинг унг атрофи,

U~(a) =  {х: x £R, а — е <  х <  а) (4.5)

туплам а нуцтанинг чап атрофи,
Ue(oo) = {x: x£R, \х\>с), (4.6)

Uc(-r  оо) =  {х: x£R, х >  с}, (4.7)

Uc(— оо) =  {х: х £ R, х < — с} (4.8)

тупламлар эса мос равишда оо, 4- оо ва —оо «ну^та» ларнинг а т 
рофи деб аталади. (4.4) — (4.8) ларда е ва с лар ихтиёрий мусбат 
^ациций сонлар.

X — бирор х^ци^ий сонлар туплами, а — бирор нук;та булсин.
5- т а ъ р и ф. Агар а нуцтанинг хар бир атрофида X  тупламнинг 

а дан фаркли камида битта нук/гаси булса, а нукта X  тупламнинг 
лимит нуцтаси деб аталади.

Демак, а нук,та X  тупламнинг лимит нуктаси булса, Y e  >  О сон 
учун

{Ue(a)\{a}} П Х Ф 0

муносабат уринли булади.
М и с о л л а р .  1. Ушбу [0, 1 ] =  {x:x£R, 0 <  х <  1} тупламнинг 

хар бир нуктаси шу тупламнинг лимит нуктаси булади.
2 . Ушбу JV =  { 1, 2, 3, . . .  } туплам лимит ну^тага эга эмас.
3 . Ушбу (0,1) =  {х: x £ R ,  0 с  х <  1} тупламнинг х;ар бир ну^та- 

си шу тупламнинг лимит нуктаси булади ва яна х =  0, х =  1 
ну^талар хам (0, 1) учун лимит ну^талардир.

4 . F — [0, 1] сегмент хамда 2 сонидан иборат туплам булсин, 
яъни F =  [0, 1] U {2}. Бу туплам учун х =  2 ну^та лимит ну^та 
эмас.

Юк,орида келтирилган таъриф ва мисоллардан к^уйидаги натижа- 
лар чик,ади:

1°. X  тупламнинг лимит нуктаси шу тупламга тегишли булиши 
хам, тегишли булмаслиги хам мумкин.



2°. Агар а ну^та X  тупламнинг лимит нуктаси булса, а нукта- 
нинг хар бир атрофида X  тупламнинг чексиз куп нукталари була- 
ди. Буни исботлайлик. Тескарисини фараз киламиз. а нуктанинг би- 
рор и а{а) атрофига X  тупламнинг чекли сондаги а 1г а 2, . . .  
нукталари тегишли булсин. У ^олда |а — оьг ], \а — а2 \, . . . , |а—ак\ 
ва о сонларнинг энг кичигини 6 деб олинса, а нуктанинг и 6(а) ат
рофида X  тупламнинг а дан фаркли битта хам нуцтасн булмайди. 
Бу эса а нукта X  тупламнинг лимит нуктаси эканига зиддир.

3°. Агар а нукта X  тупламнинг лимит ну^таси булса, X туп- 
лам нукталаридан а га интилувчи {хп}, (хп£Х, хп Ф а, п = 1, 2,
3, . . • ) кетма-кетлик тузиш мумкин. Шуни курсатайлик.

Нолга интилувчи мусбат сонлар кетма-кет лиги {6п} ни олиб, а 
нуктанинг

и бп (а ) =  { А' а — 6п< х < а  +  б;;} ( « = 1, 2, . . .  )

атрофларини карай лик. а нукта X  тупламнинг лимит нуктаси эка- 
нидан хар бир иъп(а)(п = 1, 2 , . . . ) атрофда X  тупламнинг а дан 
фаркли хп нуктаси топилади: хп^ и б (а) (п— 1., 2, 3, . . . ).

Юцоридаги 2°- хоссага биноан, бу хп нуцтани х1У х2, . . . , 
лардан фаркли килиб олишимиз мумкин. Шундай килиб, хар бир 
л =  1, 2 , 3, . . .  учун \хп — а 1<б„ булади. я ->  оо да 8„->-0 экан- 
лигидан V е > 0  сон учун шундай n()£N топиладики, у -п > п 0 да 
6 п < е  булади. Демак, у  е >  0 олинганда хам шундай п0£И топи
ладики, у -п > п {) учун |хп — а | < е  тенгсизлик уринли булади. Бу 
эса У\тхп — а демакдир.

Бу келтирилган мулохазаллрдан куринадики, бунда кетма-кет- 
ликларни куплаб тузиш мумкин.

6- т а ъ р и ф .  Агар а нуктанинг хар бир унг (чап) атрофида X 
тупламнинг а дан фаркли камида битта нуктаси булса, а нукта X 
нинг унг (чап) лимит нуктаси деб аталади.

7 - т а ъ р и ф .  Агар хар бир и с  (оо ) атрофда X тупламнинг ками
да битта нуктаси булса, оо «нукта» X  тупламнинг лимит нуктаси 
дейилади.

+  о о , — оо «нукта» ларнинг лимит нукта булиши хам ю^орида- 
ги сингяри таърифланади.

Масалан, +  оо «нукта» N =  {\, 2, 3, . . .  } тупламнинг лимит 
нуктаси булади.

2 . Ф у н к ц и я  л и м и т и н и н г т а ъ р и ф л а р и. X — {х} ха^иций 
сонлар туплами берилган булиб, а нукта унинг лимит нуктаси булсин. 
Бу ту п лам да/(*) функция аникланган дейлик. Модомики, а нукта X  
нинг лимит нуктаси экан, X  тупламнинг нукталаридан а га инги- 
лувчи турли {хп} (хп Ф а, п =  1, 2, 3, . . . )  кетма-кетликлар тузиш 
мумкин: Ит х п =  а. Равшанки, хп£Х (п =  1, 2, 3 . . . ). Шунинг 
учун бу нукталарда хам ¡(х) функция аникланган. Натижада {хп) 
кетма-кетлик билан бирга {/ {хп)}:



f(xl). f(x2), . . . , f  (xn) , . . . 
сонлар кетма-кетлигига хам эга буламиз.

8- т а ъ р и ф .  Агар X  тупламнинг нукталаридан тузилган а гя 
интилув™ w  цандай W , л . Р Д, кетш  S k
ганимизда хам мос {/ (хп)} кетма-кетлик хамма ваи,г ягона b (чекли 
еки чексиз) лимитга интилса, шу b га f(x) функциянинг а никта- 
аги лимити деб аталади. Функция лимити lim  f(x) =  b каби бел

гиланади. х~*а
л а т .У т т Я  ЛИМИТИга бу таъриф Гейне таърифь деб ата-

Баъзан Ь ни / (х) нинг х->а даги лимити дейилади ва 
х-+а да f(x)-+b

каби белгиланади.
Келтирилган таърифнинг уш бу му.хим томонига укувчининг эъти- 

борини жалб килаилик: а га интилувчи хар ^андай {хп}, (х Фа, п=
=  1, 2, . . . )  кетма-кетлик учун хп-^ а  да {f(xn)} кетш-кетликнинг 
лимити олинган {x j  кетма-кетликка боглик булмаслиги керак. 

М и с о л л а р .  1. Ушбу
1

'г, агар х Ф 0 булса,
/  (х ) :=  I 1 +  х2

I 0, агар х  =  0 булса
функциянинг х->  О даги лимити 1 га тенг эканини курсатинг
ё т Л  Н0ЛДЗН ф̂ л и , бУ - н ва нолга интилувчи ихти-ерии {хп} кетма-кетлик олаилик: lim  х ~  0 (х ф  0, п =  1 2 3 )
У холда ушбу " п ’

i f  (О )  =

кетма-кетликни ^осил киламиз. Равшанки, хп —у 0 да 

l im /(*„)=  lim  - Ц - =  1.
1+хп

Демак, таърифга кура

П т/(л :)=  lim  — —  =  1.
*-»0 *_*.() I —f- дс3

2. К,уйидаги

/ (де) =  sin —  (х ф  0)
X

функциянинг х -+ 0  даги лимити мавжуд эмас. ^ а ^ а т а и ,  нолга ин
тилувчи иккита турли {х'п} =  |----- 2 |( |___ 2_

кетликни олайлик. Бунда

9—2651

(4я_ 1  )л/> ' V f - кетма-



f  (x'J = sin  я  =  — 1, / (x"n) =  sin n  =  1 
*• z

булиб,

I im / « )  =  —  1. lim/(jc') =  1.

Бу эса sin —  функциянинг х->-0 да лимити мавжуд эмасли-
X

гини курсатади.
Энди функция лимити таърифидаги X  тупламнинг ну^таларидан 

тузилган, а  га интилувчи {хп} кетма-кетликларнинг хар бир ^ади 
хп(п =  1, 2 , . . . ) ни а га тенг булмасин, деб айтилган шартга 
изох берамиз. Агар таърифдаги бу шарт олиб ташланса, у  холда 
лимитга эга булган функциялар синфи бирмунча «тораяди». Хусу- 
сан, биз юкорида келтирган 1- мисолдаги функция хам лимитга эга 
булмай колади. Х^и^атан, нолга интилувчи кетма-кетлик сифатида

{х’п} : 0, 0 , 0.............О, . . .

кетма-кетлик олинса, f(x) нинг цийматларидан ташкил топган мос 
{/ (x¡)} кетма-кетликнинг лимши нолга тенг булиб, натижада

хп~*-° (хп^°> n = U 2 ,  . . . ) да f(xn)-* -1, 
х ^ О ,  «  =  0, n =  1, 2, . . . ) да f(x'n)-+ О

муносабатларга эга буламиз. Б у эса х->-0 да / (х) функция лимитга 
эга эмаслигини билдиради.

Функция лимитини бош^ача хам таърифлаш мумкин.
9 - т а ъ р и ф .  Агар V е >  0 сон учун шундай 6 >  0 сон (топилса- 

ки, аргумент х нинг 0 <  | х — а\ <  б тенгсизликни цаноаглантирувчи 
барча к^ийматларида | f(x) — b¡ <  е тенгсйзлик бажарилса, Ь сон /(х) 
функциянинг а  нуцтадаги лимити  деб аталади.

1 0 - т а ъ р и ф.  Агар V е >  0 сон учун шундай б > 0  сон топил- 
саки, аргумент х нинг 0 <  I х — а | <  б тенгсизликни ^аноатланти- 
рувчи барча ^ийматларида | / (х) | >  е (/ (х) > е, /(х) < — е) булса, 
/(х) функциянинг а  нуктадаги лимити оо (+  оо; — оо) дейилади.

Функция лимитига берилган бу таъриф К о ш и  т а ъ р и ф и  деб 
аталади.

х — 5М и с о л л а р .  1. Ушбу f (х) =  —— —  функциянинг х -*■ 5 даги 

лимити —  булишини исбот этинг.
Юв

Y  е >  0 сон олайлик. Бу е га  кура б ни 6 -----------  деб олсак,
1 + в

у  холда 0 <  | х — 5 1 < 6 булганда

х — 5 1
I X*—2 5  10

1 I х — 5 |х— 51 б

10 | х  +  5

тенгсизлик бажарилади. Бундан таърифга кура 
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lim / (дг) =  lim  —— L  =  _L 
*->5 л—>5 x2 — 25 10

келиб чщади.

2. Ушбу / ( * ) = = _ _  функция учун х->  1 да /(х)->оо були- 
шини курсатинг.

Y e >  0 сон учун б =  ~ деб олинса, у, х;олда 0 <  \х— 1| <  б 
тенгсизликнинг бажарилишидан

I/WI =  1

тенгсизлик келиб чикади. Д емак.......... _

Функция лимити таърифидаги 0 <  |лг — а| <  6 тенгсизлик а — б < 
< х <  а +  6-, х ф  а тенгсизликларга эквивалент булиб, функция ар- 
гументининг бу тенгсизликларни цаноатлантириши уларнинг а ну^- 
танинг 0 .  (а) атрофига тегишли булишини ифодалайди. Бунда

Vf>(a) =  {x- x£R\ а — б <  х <  а  +  б; х Ф а } .

Шунга ухшаш |/ (х) — Ь\ с  е тенгсизликнинг бажарилиши х £ i/6 (а) да 
f(x) функциянинг кийматлари b нуктанинг Ut {b) атрофида булиши
ни билдиради.

Шундай цилиб, функция лимитининг икки хи л— Гейне хамда 
Коши таърифлари келтирилди. Энди бу таърифларнинг эквивалент- 
лигини курсатамиз.

а) f(x) функция х =  а  ну^тада Коши таърифига кура лимитга 
эга булсин, яъни Y e  >  0 сон учун шундай б >  0 сон топиладики,

<  \х а. I <■- о тенгсизлик бажарилганда I fix) — Ь\ <  е тенгсизлик 
хам уринли булади.

X  тупламнинг нуцталаридан тузилган, хар бир хади а дан фарк- 
ли булган ва а га интилувчи ихтиёрий {хп} кетма-кетлик олайлик:

П тхп =  а (хпФ а, л =  1, 2, 3, . . .).

Сонлар кетма- кетлиги лимитининг таърифига кура, ю^оридаги б >  О 
учун Шундай п0 £ N сон топиладики, барча п >  п0 лар учун \хп — 

а\ <  б .тенгсизлик уринли булади. Натижада хп Ф а, п =  1, 2, 
муносабатга кура 0 <  \хп — а\ <  б тенгсизликлар келиб чикади. Бу 
тенгсизликнинг уринли булишидан

| f(xn) — bj<e,

тенгсизликнинг бажарилиши келиб чикади. Демак, хп -+ а  да f(x  )->  b 
булади. п п

б) f(x )  функция х==а нуктада Гейне таърифига кура лимитга 
эга булсин, яъни X  тупламнинг ну^талаоидан тузилган, а га ин
тилувчи ^ р  кандай {хп} (хпФ а, п =  ]', 2, 3, . . .) кетма-кетлик



олганимизда хам мос {f(xn)} кетма-кетлик ^амма ва^т ягона b ли- 
митга интилсин.

Биз b сон f(x) функциянинг х —а нук;тада Коши таърифига кура 
хам лимити булишини курсатишимиз керак.

Тескарисини фараз ^илайлик, яъни f(x) функция х — а нуцтада 
Гейне таърифига кура b лимитга эга булса хам функция шу ну ̂ га
да Коши таърифига асосан b лимитга эга булмасин. Унда бирор 
е0 >  0 сон учун ихтиёрий кичик мусбат б сон олинганида хам аргу
мент х нинг 0 <  \х — а\ <  б тенгсизликларни каноатлантирувчи би
рор х' кийматида

\f(x') — b\ > г 0
булади.

Нолга интилувчи мусбат сонлар кетма-кетлиги {8п} ни олайлик. 
У холда ю^оридагига кура ^ар бир 6п>  О (n =  1, 2, 3, . . .) учун 
аргумент х  нинг 0 <|л: — а\ <  б тенгсизликларни каноатлантирувчи 
шундай х =  хп ( « = 1 , 2 , 3 , . . . )  ^иймати топиладики, 0 <  \хп —
— а\ <  Ьп ва \f(xn) — b\ >  е0 булади. Аммо бп->-0 дан хп ->- а. Бу 
холда Гейне таърифига асосан / (хп) Ь булиши лозим. Ю^оридаги 
муносабат эса бунга зиддир. Демак, f(x) функция х =  а нуцтада 
Гейне таърифига кура b лимитга эга булишидан унинг шу нуцтада 
Коши таърифига кура хам Ь лимитга эга булиши келиб чик;ади.

3. Ф у н к ц и я н и н г  бир  т о м о н л и  л и м и т л а р и .  X  бирор 
хаци^ий сонлар туплами булиб, а унинг унг (чан) лимит нуцтаси 
булсин. Бу тупламда y =  f(x) функция ани^ланган дейлик.

1 1 - т а ъ р и ф.  ( Гейне ) .  Агар X  тупламнинг нуцталаридан тузил- 
ган ва хар бир хади а дан катта (кичик) булиб, а га интилувчи хар 
цандай (хп} кетма-кетлик олганимизда дам мос {/(*„)} кетма-кетлик 
хамма вак;т ягона Ь га интилса, шу b ни f(x) функциянинг а нуц- 
тадаги унг (чап) лимити  деб аталади.

1 2 - т а ъ р и ф (К ош и). Агар у е  >  О сон учун шундай б > 0  сон 
топилсаки, аргумент л: нинг а < х < а  +  Ь(а — б < х < а )  тенгсиз
ликларни цаноатлантирувчи барча кийматларида |/(х) — Ь\ <  е тенг- 
сизлик бажарилса, b сон f(x) функциянинг а нуцтадаги унг (чап) 
лимити  деб аталади.

Функциянинг унг (чап) лимити ^уйидагича белгиланади:
lim  f(x) — b ёки f(a  +  0) =  ¿(lim  }{x) — b ёки /(a — 0) =  6).

x-*a+ 0 х-ю —0
Агар a  =  0 булса, х 0 +  0 (x-> 0 — 0) урнига x -*■ +  0 (x — 0) 
деб ёзилади.

Функциянинг унг ва чап лимитлари, унинг б и р  т о м о н л и  ли
м и т л а р и  дейилади.

М и с о л .  Ушбу

№> =  ^  < **°>

функцияни ^арайлик.
^ар  бири нолга интилувчи иккита



Ю  : х п - +  О ( К  >  о ,  п =  1, 2, 3, . . .),

Ю  : х п - + °  « <  О, « =  1 , 2 ,  3 ,  . . .)  

кетма- кетликни олайлик. Бу кетма-кетликлар учун

' =  =  1- И ,  /(х;) =  - Д г  =  — 1 - > _ 1
х п  — х п

булади. Демак,

lim  f(x) =  lim  77 =  1, lim f(x) =  lim  —  =  — 1.
■*-♦+0 ¡x\ *->—0 *->—0 |x|

u Функциянинг бирор нуктада бир томонли лимитлари мавжуд 
булишидан унинг шу нуктада лимитга эга булиши ^ар доим келиб 
чикавермайди.

Бирок Куйидаги содда теорема уринлидир. а  нукта бир вактнинг 
узида X  туплам учун унг ва чап лимит нук/га булиб, бу тупламда 
y =  f(x) функция аникланган булсин.

2- т е о р е м  a. f(x) функция а нуктада b лимитга эга булиши 
учун унинг шу нуцтада унг ва чап лимитлари мавжуд булиб,

f(a  +  0) =  f(a — 0) =  b 
тенгликлар уринли булиши зарур ва етарли.

Бу теореманинг исботи юкорида келтирилган таърифлардан осон- 
гина келиб чи^ади.

Энди х -*■ оо да функция лимита тушунчасини келтирамиз.
X туплам берилган булиб, оо ( +  о о ; —  о о ) унинг лимит «нукта» 

си булсин. Бу тупламда y — f(x) функция аникланган дейлик.
1 3 - т а ъриф ( Г е й  не). Агар X  тупламнинг нукталаридан тузил- 

ган ^ар кандай чексиз катта (мусбат чексиз катта; манфий чексиз 
катта) {хп} кетма- кетлик олганимизда хам мос {f (хп)} кетма- кетлик 
хамма вацт ягона Ь га интилса, шу b ни /(х) функциянинг оо 
(х-*- +  оо , х —>—  оо) даги лимити деб аталади.

14 - таъриф (К ош и). Агар Y e  >  0 сон учун шундай 6 > 0  сон 
топилсаки, аргумент х нинг \х\ >  б (х >  б; х  <  — б) тенгсизликни 
Каноатлантирувчи барча кийматларида | / (х) — Ь\ <  е тенгсизлик ба- 
жарилса, b сон f(x) функциянинг х - >  оо' ( х - >  +  о о ; х — оо) даги 
лимити деб аталади. Функция лимити

lim  }{х) =  Ь (lim /(х) =  b\ lim  f(x) =  b)
*-+со л -» -«

каби белгиланади.
Ушбу параграфнинг охирида функция лимитининг у м у м и й  таъ- 

рифини келтирамиз.
X бирор туплам булиб, а (чекли ёки чексиз) унинг лимит нук- 

таси булсин. Бу тупламда y =  f(x) функция аникланган.
15-таъ ри ф . Агар b (чекли ёки чексиз) нинг хар кандай U (Ь) 

атрофи олинганда хам а нинг шундай U (а) атрофи мавжуд булсаки,
Y x£U(a) учун f(x)£U(b) булса, b ни f(x ) функциянинг х->-а даги 
лимити  деб аталади.



М и с о л л а р .  1. Ушбу

Um “ £L£ .= i (4.9)
х-»0 х

тенгликни исботланг.
я

~2
JTАввало 0 <  х <  — интервалдан олинган барча х лар учун

sin х <  х < tg х

тенгсизликлар уринли. Бу мактаб математикасидан маълум. s in x  >  О 
булганй учун бу тенгсизликларни

1 <  —
sin X  COS X

куринишда ёзилиши мумкин. Ундан

0 <  1 — —  < 1 — cosa; (4.10)
X

тенгсизликлар келиб чикади.
Биз (4.10) тенгсизликларни ихтиёрий х £ |о, у )  учун исбот л-

sin Xдик. ------ (х ф 0) ва cos х функцияларнинг жуфтлигидан бу тенг-
X ''

сизликларнинг барча х£ -̂-----, у - j  \{0} учун тугрилигини топамиз.

Шу билан бирга 0 <  \х\ <  - у  да I — cos х  =  2 sin2 <  2 -у- =  |дс|

тенгсизликнинг уринли булишини эътиборга олсак, ю^оридаги (4.10) 
тенгсизликлар цуйидаги

, sin X I | . 1----------<  1*10 <

куринишга келишини топамиз.
Агар Y e  >  0 сон берилганда хам б >  0 деб е ва — сонларнинг

кичиги олинса, аргумент х нинг 0 <  |х| <  б тенгсизликларни цаноат- 
лантирувчи барча цийматларида

1 sin  X

тенгсизлик уринли булади. Бу эса функция лимитининг Коши таъ- 
рифига кура (4.9) лимитнинг тугрилигини англатади.

2. К*уйидаги

lim  ( l  +  —)*=  е (4.11)
Х-,+со \ х )

тенгликни исботланг (бунда е =  2,71 . . .).
Бунинг учун +  оо га интилувчи ихтиёрий {х к е т м а -  кетликни 

олайлик. Бу холда барча k =  1, 2, 3, . . . лар учун xk>  1 деб ка-



+  -  = е .п ,

раш мумкин. )^ар бир хк нинг бутун цисмини пк оркали белгилаб, 
ушбу [лгл] = « А (¿=  1, 2, 3, . .  . )+ о о  га интилувчи пи п2, . . . , пк, .. . 
натурал сонлар кетма-кетлигини хосил киламиз.

Маълумки,
Нгп
П—>оо

Бу муносабатдан
|;т  /1 + _1 \п* = е  
п к ->-$"=© \ п к }

экани келиб чикади.
Энди ушбу

[■**1 =  "*=►«* < * * < « *  +  <

< 1
1 +

1
<  1

1 <с 1
пк

муносабатлар уринли булишини эътиборга олиб, топамиз:
1 Ук

< 1 — У* <  ( 1 4~ —  +1

Бирок;

=  Пт
Пк

П т
п А» Н̂~оо 

1 +  1

1 +  1

(4.12)

п к  +  1 

" А  + 1
1 + Г1]-*

=  е

пк + V V пк + Х)

Пш /14- -^-Тк +' =  Нш [ 14- — /" 1 4- —  
пк -*+» \ к I п/г -*+«, 1Л пк / \ пк

лимитлар уринли булгани учун (4.12) тенгсизликларда (бунда хк-+ 
4- оо) лимитга утсак, изланган (4.11) лимит хосил булади.
Энди — оо га интилувчи ихтиёрий {хп} кетма-кетликни олайлик. 

Бунда хк <  — 1 (к =  1, 2, . .  .) деб цараш мумкин. Агар ук =  — хк

деб белгиласак, унда ук-> 4- оо ва ук >  1 (£ =  1, 2, . . .) булади. 
Равшанки,

(,+± М 1-кП *Ч-£тМ 1+̂ )
Ун дан

=  е.П т [ 1 +  — И = Н т  [ ( 1Н----- 1 Г1 Н----------------- -—
00 \ х к I Ук ->+<о !А У к )  I У к

Шундай цилиб, — оо га интилувчи хар цандай {хк} кетма- кет- 

лик олинганда хам ¡(х) =  (\ 4- — У  функция ^ийматларидан тузилган



< / < * » - { ( ■ + ¿ ) ' * j

кет vía- кетлик хамма ва^т е лимитга эга экани исботланди. Функция 
лимитининг Гейне таърифига кура

lim  í 1 + — Y =  е
X—>оо \ X J

лимит ^ам уринли булади.

4- §. Чекли лимитга эга булган функцияларнинг хоссалари

Чекли лимитга эга булган функциялар ^ам я^инлашувчи кетма- 
кетликлар сингари к;атор хоссаларга эга. Уларнинг аксариятининг 
исботлари хам я^инлашувчи кетма-кетликларнинг мос хоссалари ис- 
ботлари кабидир. Чунки, юцорида курдикки, функция лимити ту- 
шунчаси сонлар кетма-кетлигининг лимити тушунчасига таянган 
холда таърифланди (Гейне таърифи). Шуни эътиборга олиб, куйида 
келтириладиган хоссаларнинг баъзиларинигина исботлаймиз, долган 
хоссаларни исботлаш у^увчига тавсия этилади.

1. Т е н г с и з л и к  б е л г и с и  б и л а н и ф о д а л а н а д и г а н  х о с- 
с а л а p. X  туплам берилган булиб, а эса унинг лимит ну^таси бул- 
син. Бу тупламда f(x) функция ани^ланган.

Io. Агар ушбу lim  f(x) — b лимит мавжуд булиб, b > p  (b < q)
х~+а

булса, а нинг етарли кичик атрофидан олинган х(х Ф а) нинг ь;ий- 
матларида f ( x ) > p  (f{x )< q ) булади.

Агар ушбу lim f(x) — b лимит мавжуд булиб, b >  О (Ь <  0) бул-
х -*а

са, а нинг етарли кичик атрофидан олинган х(х ф а )  нинг ь^иймат- 
ларида f ( x ) >  0 (/ (х) <  0) булади.

2°. Агар ушбу lim  f (х) лимит мавжуд булса, а нинг етарли ки-
х--*а

чик атрофидан олинган х (хф  а) нинг ^ийматларида / (х) функция 
чегараланган булади.

И с б о т .  lim f(x) =  b булсин. Функция лимити таърифига кура
х—*-а

Y e >  0 сон учун шундай б >  0 сон топиладики, 

x£Ú&(а) учун f(x)£Ue(b)

булади. Д ем ак, аргумент л: нинг барча х£ U6(a) ^ийматларида функ- 
циянинг мос ^ийматлари (b — е, b +  е) оралиада булади. Бу эса f(x) 
функциянинг а ну^танинг U& (а) атрофида чегараланганлигини кур- 
сатади.

1 - э с л а т м а .  Функция чегараланганлигидан унинг чекли лимит
га эга булиши хар доим хам келиб чи^авермайди. Масалан, / (л;) =
=  s i n — функция чегараланган, аммо х-*- 0 да бу функция лимит-X
га эга эмас.



X  тупламда [г(х) ва f2(x) функциялар аникланган булиб, а эса 
\ X  нинг лимит ну^таси булсин.

3 . Агар аргумент х нинг а ну^танинг бирор 0 6 (а) атрофидан 
олинган барча ^ийматларида

h  (х) <  /2 М
тенгсизлик уринли булиб, lim lim /2(х) лимитлар мавжуд бул-

х->а х-*а
са, у ^олда

lim Д (х) lim f2 (х)
х-*а  х -*а

тенгсизлик уринли булади.
4°. Агар аргумент л: нинг а ну^танинг бирор 0 & (а) атрофидан 

олинган барча киймат ларида

fi(x) <  f (х) <  f2(x) (4.13)
тенгсизлик уринли булса ва lim Д (.t), lim  /2(х) лимитлар мавжуд

х -* а  х -* а
булиб,

lim  Д(лг) == lim  f2(x) =  b
Х-Ю x-+a

булса, у  холда
lim f(x) =  b (4.13')
x -*a

булади.
4 н и н г  и с б о т и .  Шартга кура lim fl (x) =  b лимит мавжуд. Де-

х~*а

мак, Y e > 0 сон учун а нуктанинг шундай i/öi(a) атрофи мавжуд-

ки, х нинг барча x£Ú6í(a) ^ийматларида f l (х) £ Uг (Ь) булади. Шун- 
га ухшаш, J im  f2(x) =  b лимит мавжуд булгани учун уша Y e> 0

сон учун а нуктанинг шундай U6̂  (а) атрофи мавжудки, х нинг бар-

ча x£Ü&í(a) цийматларида /2(х) £ £>е (Ь) булади.
. Агар öj > 0, 62 >  0 сонларнинг кичигини б деб, а нуктанинг 

£У6(а) атрофи олинса, унда

Vñ(a)czÜ6i(a), Ú6(a )a l)üj (а)

муносабатлар уринли булади. Натижада хар бир x£ Ü ñ(a) учун бир 
ва^тда

fi(x)£Ue(b), f2(x)£Ue(b)
булиб, (4.13) муносабатга биноан / (х) £ Ue (b) хам келиб чицадн.

Демак, хар бир x£Ú6(a) учун f(x)£Ue(b) уринли. Бу эса х -+ а  
да /(х) функция лимитга эга ва Hm f(x) =  b булишини курсатади.

Шундай килиб, (4.13') исботланди.



М и со  л. У  шоу

l i mx • cos — [х Ф 0)
х -*0  X

лимитни топинг.
Равшанки, бир томондан x -c o s— функция учун — cos —<

X X
s£ \х\ тенгсизликлар бажарилади, иккинчи томондан, 

lim (— рс|) =  lim  Jjc] =  0.
*->0 х-+0

Демак, юкоридаги 4°-хоссага кура lim  х -cos — =  0.
*-->о х

2. Ч е к  л и л и м и т г а  э г а  б у л г а н  ф у н к ц и я л а р  у с т и д а  
а р и ф м е т и к  а м а л л а р .  X туплам берилган булиб, а унинг лимит 
нуцтаси булсин. Бу тупламда / (х) ва g (х) функциялар ани^ланган.

1°. Агар х-*~а да / (х) ва g(x) функциялар лимитга эга булса, 
f ( x ) ± g  (х) функция хам лимитга эга ва

lim  [f(x) ± §(*)] =  lim f(x) ±  lim  g(x)
x~>a x -* a  x -*a

тенглик уринли.
2°. Агар x~*~a да /(x) ва g(x) функциялар лимитга эга булса, 

f(x)-g(x) функция >;ам лимитга эга ва

lim [/(*)•£(*)] =  lim /(*)•lim  g(x)
x -* a  x -+a x -и з

тенглик уринли.
1 - н а т и ж а .  Агар х -+ а  да f(x) функция лимитга эга булса, унда 

k-f{x) (k =  const) функция хам лимитга эга ва

lim  [k-f(x)] =  k-\\mf(х)
х-+а х~*а

тенглик уринли.
3°. Агар х —̂ а да f(x) ва g(x) функциялар лимитга эга булиб, 

f (*)lim  g(x) Ф 0 булса, функция ^ам лимитга эга ва
х->а g  (х)

lim
l im  f ( x )  

f  (X) _  x->a

g ( x )  l i m g ( x )  
x~*a

тенглик уринли.
2- э с л а т  м а. 1) Ю^орида келтирилган 1 ва 2°- хоссалар цу- 

шилувчилар, купайтувчилар сони ихтиёрий чекли булган ^олда хам 
уринли.

2) х-*-а да f (х) ва g(x) функцияларнинг йигиндиси, купайтмаси ва 
нисбатидан иборат булган функцияларнинг лимитга эга булишидан бу 
‘функцияларнинг .\ар бирининг лимитга эга булиши доим келиб чи^а-
вермайди. Масалан, / ( * ) = ! — s i n — , g (х) =  s i n— функциялар 
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йириндиси fix) +  g(x) =  1 булиб, x -+ 0  да f(x) +  g(x)-+  1 булади.
A m m o  x->-и да j(x) ва g (x) функцияларнинг хар бири лимитга эга 
эмас.

М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  л и м и т  и. Купчилик холларда 
мураккаб функциянинг лимитини хисоблашга тугри келади. Шунинг 
учун биз куйида мураккаб функция лимитини хисоблаш имконини 
берадиган теоремани келтирамиз.

Фараз килайлик, бирор X тупламда t — ц>(х) функция аниклан- 
ган ва бу функция цийматларидан иборат Т тупламда у  — f(t) функ
ция аникланган булиб, улар ёрдамида мураккаб функция у  =  / (ф (¡Л) 
*осил цилинган булсин. Бу мураккаб функция X  тупламда аниклан
ган. Шу билан бирга а сон X  тупламнинг лимит ну^таси булсин.

о- т е  о рем  а. Агар 1) П т  ф(х) =  с лимит уринли булиб, а нук-

танинг шундай U6(a) атрофи мавжуд бдлсаки, барча x'£U6(a) лар
учун ф (а-) ф  с  булса, 2) с н укта  Т тупламнинг лимит нуктаси 
булиб, lim /(/) =  & лимит мавжуд булса, у  холда х -+ а  да мурак-
каб функция г/ =  / (ф (х)) хая лимитга эга ва

lim /(ф (х)) =  b
булади. *~*а

И с бот .  Шартга кура lim /(/) =  b мавжуд. Лимит таърифига

кура, Y e >  0 сон учун шундай а  >  0 сон топиладики, барча t f ( J  (с) 
лар учун f(t)£Us(b) булади. а

Энди шартга кура Hm ф (х) =  с лимит уринли, шу билан бирга а

нуктанинг шундай 0 6(а) атрофи мавжудки, барча x£ Ü 6 (а) лар учун 
Ф ( х ) ф с  тенгсизлик уринли. У  холда яна лимит таърифига кура, 
ю^оридаги о >  О сон учун шундай б >  0 сон топиладики, барча 
х£Ой(а) лар учун ф(*) ££/„(<?) булади. Шундай цилиб, у е  >  0 сон 
учун шундай 6 >  0 сон топиладики

X е о 6 (а) => t =  ф (х) g 0 а {с) =► / (/) g u t (b) 
муносабатлар уринли булади. Б у эса

lim f(t) =Нш/( ф( х ) ) = 6
t—*c х—*а

булишинн ифодалайди. Теорема исбот булди.

„ З' э с л а т м а .  Теоремадаги а  нуктанинг 0 й(а) атрофида <р(х)фс 
булсин деган шартни /(/) функция t =  с ну^тада аникланган ва

Jim f(t) =  f  (с) =  b
¿-+С

тенгликлар уринли булсин деган шарт билан алмаштириш мумкин.
Дарх^ицат, агар x£Üü(a) лар учун ц>(х)Ф с булса, теореманинг 
исботи равшан: агар ф(х) =  с булса, у  холда /(ф(х)) =  f  (с) =  Ь бу-



либ, |/(<р(*)) — Ь| =  О булади. Шундай цилиб, барча х£1)6(а) лар 
учун /(ф (х ))$и ьф) булади.

Х удди шунга ухшаш, а , с хамда Ь ларнинг бири чекли, иккин- 
чиси чексиз ёки барчаси чексиз булганда хам теореманинг уринли 
булиши исботланади.

М и с о л .  Ушбу

келиб чи^ади.
4. А н и к  м а с и ф о д а л а р .  Биз юцорида чекли лимитга эга бул- 

ган функциялар устида арифметик амалларни куриб утдик. Агар 
х->~а да }(х) па §(х) функиияларнинг ^ар бирининг лимити чексиз 
ёки / (*)/£ (х) функция лимити ^аралганда ^ (х) -> 0 булиб колса, бу 
^олда 3- бобнинг 6- § ида батафсил урганилган ани^масликлар каби 
турли ани^мас ифодаларга келамиз.

X  туплам берилган булиб, а унинг лимит ну^таси булсин. Бу 
тупламда [ (х) ва #(х) функциялар аницланган. Агар х -> о  да

1) / (х) 0, £ (я) —>- О булса, уларнинг нисбати — кури-
ё (х) О

нишдаги ани^масликни ифодалайди;

нишдаги аникмаслик булади:
3) / {х) -> 0, §  (х) -> оо булса, уларнинг / (х) ■ g  (х) купайтмаси

О-с» куринишдаги ани^масликни ифодалайди;
4) / (х) -+■ Н- оо (— оо), д(х)->- — оо (+  оо) булса, яъни / (х) ^ам- 

да ё{х) функциялар турли ишорали чексизга интилса, f(x) +  g(x) 
ифода оо — оо куринишдаги аникмаслик булади.

Бу х.олларда х -+ а  да }(х) ва £ (х) функцияларнинг уз лимитла-

лимитни хисобланг. 
Бу хрлда

Шунинг учун

П т  <р(х) =  Н т 1ях =  1 ва Н т 1 /
1+ 8/а 3

лимитлардан теорема га асосан

2) /(*)->- оо, g (х) -> оо булса, уларнинг нисбати —  кури-
8(х)



+  (4 -^олда) ифодаларнинг характерини аниклаш 
анщмасликни очиш деб юритилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

Пш 5‘п (*,5‘п 2*)
Х-,0 X2

лимитни хисобланг. Равшанки, бу ифода ~  куринишдаги ани^мас- 

ликдир. х — 0 да х з т 2 х -> 0  ни хисобга олиб топамиз:
Пш 51П(*'5‘п 2 *) _  ¡¡щ эт (л>$т2х).зт2л:-2 _ _

*~*'0 * г *-+о лг-эт 2 х-2 х

== 2 -Нгп ^ ■ ■ 5|п2 )̂ . 1 !т =  2 
х-*о х - э т 2 х  2 х

2. К,уйидаги

П т  х +  * 2 +  • • • +  х'г — п 
д:->1 х — 1

лимитни хисобланг.
Бу холда X 1 да * +  *2 +  • • • +  хп — п 0

ифода 0 куринишдаги 
аницмасликдир. Содда алмаштиришлар ёрдамида топамиз:

Н т  £ ± ^ + - - -  + а :п ~ п  =  И ( д с - 1) +  ( ^ - 1) +  . . . + ^ _  ()
х —*\ г —  1 .  -----------------------------------т-“---------- - — -___________ : =

Ь  • • + * ) - 1)1= П т ~  *) [1 +  (х + I) + (*2+-с +  1) +  . . .  +  (хп~1 4- хп~2 
х~*1 х — 1

=  1 + 2  +  3 +  . . .  +  я  =  И1И±И
2Демак,

Н т  *  +  +  • ■ ■ +  — п _  Л ( п +  1) 
*-*•1 х — 1 • о

5- §. Монотон функциянинг ЛИМИТИ

ганлик ЭГЗ б^ЛГЭН ФункциялаРнинг хоссаларини ур-гандик. Энди функция лимитининг мавжудлиги масаласи билян 
шурулланамиз. Дастлаб бу масалани хусусий х о л л а -  „оното„ фу„к- 
цияларга нисбатан хал киламиз. Фу

X  туплам берилган булиб, а (чекли ёки +  оо) эса шу туплам- 
нинг лимит нуктаси ва барча * £ *  лар учун х < а  булсин X ?уп- 
ламда /(*) функция аникланган. У >п

4 - т е о р е м а .  /(х) функция X  тупламда усувни бйлсин Функ
ция юцоридан чегараланган булса, а нуцтада чекли лимитга эга 

и  чег?Раланмаган бдлса, унинг лимити +  оо булади 
Ис б о т .  /(х) функция X  тупламда усувчи ва ю^оридан чегара-

“ Г ™ '  БУ * “ *■ т } ~ т - - х е Х )  тупламнинг чек™ 
аник юкори чегараси мавжуд булади. Биз буни Ь билан белгилай



лик: sup{/(*)} =  b. Ани^ ю^ори чегаранинг хоссасига кура 
учун / (*)< ; 6 булиб, Y e  >  0 сон олинганда хам шундай x'QX  то- 
пиладики, f ( x ' ) > b —е булади. К,аралаётган функция усувчи булга- 
нидан х  >  х' тенгсизлик бажарилганда / (х) >  / (х') тенгсизлик хам 
уринли булади. Демак, барча х :>.х' (х£Х) лар учун f{x )> b  — в. 
Натижада уш бу b — г <  f (х) ^  b <Ь +  е тенгсизликларга келамиз. 
Бу эса Ь сон f{x) функциянинг лимити эканини ифодалайди. Юцо- 
ридаги исбот жараёнида а чекли булганда х' =  а — б (6 =  а — х'), 
а чексиз булганда эса х! >  Р  >  0 деб олиниши лозим.

Энди f(x) функция X да усувчи булиб, юкоридан чегараланма- 
ган булсин. Демак, хар ^андай Р  >  0 сон олинганда .^ам шундай 
х’ £Х сон топиладики, } (х ')> Р  булади. Энди х£Х  ва х > х '  тенг- 
сизлик бажарилганда f(x) >  /(х') тенгсизлик уринли булганидан бар
ча х >  х' (х £ X) лар учун f ( x ) > P  булиши келиб чи^ади. Бу эса 
х-+ а да f(x) ->• +  оо эканини билдиради. Теорема тули^ исбот бул- 
ди.

X  туплам берилган булиб, а (чекли ёки — оо) эса шу туплам- 
нинг лимит ну^таси ва барча х£ Х  лар учун х >  а булсин. X туп- 
ламда f(x) функция аншуганган.

5- т е о р е м а .  Агар } (х) функция X тупламда камаювчи булиб, 
у цуйидан чегараланган бужа, f (х) функция а нуцтада чекли ли- 
митга эга, цуйидан чегараланмаган булса, унинг лимити — оо 
бдлади.

Бу теорема юк,оридаги теорема каби исботланади.

6- §. Коши теоремаси

Энди функция лимитининг мавжудлиги хакидаги умумий теоре- 
мани келтирамиз.

X  туплам берилган булиб, а унинг лимит нуктаси булсин. Бу 
тупламда f{x) функция берилган.

1 6 - т а ъ р и ф.  Агар Y e >  О сон учун шундай 6 > 0  сон топил- 
саки, аргумент х нинг 0 <  \х' — а\ <  б, 0 <  \х" — а\ <  б тенгсизлик- 
ларни ^аноатлангирувчи ихтиёрий х' ва (х 6 X, х" £ X) цийматла- 
рида

\f{x")-f(x ')  |< в
тенгсизлик уринли булса, f(x) функция учун а нуктада Коши шар- 
ти  бажарилади дейилади.

М и с о л .  Ушбу f(x) =  x s i n — функция учун х =  0 нуктада 

Коши шартининг бажарилишини курсатинг. у^акикатан, Y e >  0 сон 
олиб, б ни б =  у  деб к,аралса, у  холда х нинг

О <  \х' — 0| =  \х'\ <  у  , 0 <  \х” — 0| =  \х”\ <  у  

тенгсизликларни ^аноатлантирувчи ихтиёрий х', х" цийматлари учун



цуйидагига эга буламиз: [f(x'')-f(x')\ =  \x"-sm—------лг'-sin —
1 х" х'

П • 1X -sin ---- + , 1 X -sin —
х’

< \х"\ +  \х'\ <  8.

Бу берилган функция учун х  =  0 ну^тада Коши шарти бажарили- 
шини курсатади.

f(x) функция учун а нуктада Коши шартининг бажарилмаслиги 
^уйидагини англатади:

Y  б >  О сон олганимизда хам шундай е >  0 ва О <  ¡х — а\ <  б,
О <  I*" —- а| <  6 тенгсизликларни каноатлантирувчи х ', х"(х' £ х ’ 
х'£Х) ^ийматлар топиладики,

> 8
булади.

Ми с о л .  {^уйидаги

/ (х) =  cos —
X

функция учун х =  0 нуктада Коши шарги бажарилмайди. Хаки- 
^атан, Y  б > 0 олганимизда хам е =  1 ва

2 k n  ’ ( 2 k +  1) тс

нук.талар учун (k >  булганда \х'\ <  б, \х"\ <  б булиши раз-
шан,

\f(x’) — f(x")\ =  \cós(2k+ l ) n  — cos2 én| =  2 --  1
булади.

6- т е о р е м  а (Кош и). f(x) функция а нуктада чекли лимитга 
эга булиши учун бу функция учун а нуктада Коши шартининг 
бажарилиши зарур ва етарли.

Ис б о т .  З а р у р  л иг и .  х-*-а  да f(x) функция чекли лимитга 
эга булиб, J im  f(x) — b булсин. Функция лимити таърифига кура

Y e >  0 сон олинганда ^ам у -  га асосан шундай б >  О сон топила

дики, аргумент х нинг 0 <  \х <  а\ <  б тенгсизликларни ^аноатлан- 
тирувчи ^ийматларида

\f{x)— b\<-~  

тенгсизлик уринли булади. Хусусан, ушбу

О <  \х' — a¡ <  8=> \f(x') — b\ <  у ,

0 < | * " - я | < б = Н / ( х " ) - й | < у  
муносабатлар уринли. Бундан



|/ (* ') — / (*")| <  I/ (* ') — b\+]f (х")-Ъ  |<е
тенгсизликнинг уринли булиши келиб чикади. Бу эса f(x) функция 
учун а нуктада Коши шарти бажарилишини курсатади.

Е т а р л и л и г и .  f  (х) функция учун а нуктада Коши шарти бажа- 
рилсин, яъни Y e > 0  сон олинганда хам шундай б >  0 сон топилади- 
ки, х нинг 0 <  \х' — а| <  6, 0 <  \х" — а| <  б тенгсизликларни каноат- 
лантирувчи ихтиёрий х , х" кийматларида \f(x' ) — / (х")\ <  е тенгсиз- 
лик уринли. Бу ^олда / (х) функция х -+ а  да чекли лимитга эга 
булишини курсатамиз.

а нукта X  тупламнинг лимит нуцтаси. Шунинг учун X туплам- 
нинг нукталаридан {хп} (хп ф  0, л =  1, 2, . . . )  кетма- кетлик тузиш 
мумкинки, \\тхп =  а булади. Кетма-кетлик лимита таърифига кура, 
ю^орида олинган б > 0 сон учун шундай п,, £ N сон топиладики, 
барча п > п 0 лар учун 0 <  \хп — а] <  б ва 0 <  \хп+т — а\ <  б (т  =  1,
2, . . .) тенгсизликлар уринли булади. Бу тенгсизликларнинг бажа- 
рилишидан эса, шартга кура

I f(xn+m) — f(xn)\<z
булади. Д емак, {/(*„)}— фундаментал кетма-кетлик. У якинлашув- 
чи. Биз {/(*„)} кетма-кетлик лимитини b билан белгилайлик, яъни 
lim  /(хп) =  Ь. Энди X  тупламнинг нукталаридан тузилган ва а га

интилувчи ихтиёрий {х'п} кетма-кетлик х'п -*■ а, хп Ф  а (п — 1, 2, . . .), 
олинганда х;ам / (лг) функция кийматларидан тузилган мос {/ (х'г)} 
кетма-кетлик .хам уша b га интилишини курсатамиз.

Фараз ки лай лик, х ’п-* а  (х’п Ф  а, п =  1, 2, 3, . . . )  да f  (х'п) -+Ь' 
булсин. {хп} ва {х }̂ кетма-кетликлар хадларидан ушбу

Х\, Хх, Х%, х2, ■ ■ ■ , Хп, хп, . . .

кетма-кетликни тузайлик. Равшанки, бу кетма-кетлик а га интила- 
ди. У ^олда

f(xi), f(x[), f(x2), f(x2), . . . , f{xn), f(x'n), . . . (4.14)

кетма-кетлик фундаментал булиб, чекли лимитга эга. Бу лимитни 
Ь* билан белгилайлик. Агар {f {хп)} ва {/ (х'п)} кетма-кетликларнинг 
хар бири (4.14) кетма-кетликнинг кисмий кетма-кетликлари эканини 
зътиборга олсак, у_холда / (x") ->b*, f(x'n)-+b* булишини топамиз. 
Демак,

Ь* =  6 =  Ь'.
Шундай цилиб, f(x) функция учун а нуктада Коши шарти ба- 

жарилишидан X  туплам нукталаридан тузилган ва а га интилувчи 
хар кандай {хп} (хп ф а, п— 1, 2 , 3, . . . )  кетма-кетлик олинганда хам 
мос {/(*„)} кетма-кетлик битта сонга интилишини топдик. Бу эса 
функция лимитининг Гейне таърифига кура f(x) функция а нуктада 
чекли лимитга эга булишини билдиради. Теорема исбот булди.



4 - э с л а т м а .  Коши шарти ва Коши теоремаси х а +  0, х-+
- > а — 0; д :-*о о , х -»- +  оо, х-+---- оо булган ^олларда ^ам ю^ори-
дагига ухшаш ифодаланади ва исбот этилади.

7- §. Чексиз катта ва чексиз кичик функциялар

Бизга X  туплам берилган булиб, а унинг лимит ну^таси булсин. 
Бу тупламда а  (л:), ß (х) функциялар аникланган.

17-т а ъ риф.  Агар х-*-а  да а(х) функциянинг лимита нолга 
тенг булса, а(х) функция а да чексиз кичик функция деб ата- 
лади.

Ми с о л .  f (х) =  sin л: функция * - * 0  ч е к с и з  к и ч и к  ф у н к 
ция ,  чунки lim sin л; =  0 .

Агар X  тупламда аникланган / (х) функция х -+ а  да чекли b ли- 
митга эга булса (яъни lim / (х) =  Ь), у  холда а  (х) =  / (х) — Ь функ-

д:->а
ция х -^ а  да чексиз кичик функция булади. /̂ а к и катан, 

l i ma  (х) =  lim  [f (х) — b] =  lim  f (х) — b =  0 .
х - ю  *->а х -*а

Демак, бу з^олда / (х) функцияни х-*-а  да чексиз кичик функ
ция булган а  (х) ёрдамида куйидаги

/ (х) =  Ь +  а (х)
куринишда ифодалаш мумкин.

18- таъриф.  Агар х->- а да ß (х) функциянинг лимита оо бул
са, ß (х) функция х -+ а  да чексиз к а тта  функция деб аталади.

Ми с о л .  / {х) =  — функция х -> 0 да чексиз катта функция бу
лади.

Чексиз кичик ^амда чексиз катта функциялар хам 3-бобда урга- 
нилган чексиз кичик ва чексиз катта кетма- кетликларнинг хоссала- 
рига ухшаш хоссаларга эга. Куйида биз шу хоссаларни келтирамиз.

Io. Чекли сондаги чексиз кичик функциялар йитндиси чексиз ки
чик функция булади.

2°. Чегараланган функциянинг чексиз кичик функция билан ку- 
пайтмаси чексиз кичик функция булади.

3°. Агар а  (х) (а  (х) Ф 0) чексиз кичик функция булса, ——
а  (х)

чексиз к а тта  функция булади.
4°. Агар ß (х) чексиз к а т т а  функция булса,  ̂ чексиз кичик

функция булади.
Бу хоссаларнинг исботи бевосита 3- бобнинг 4- ва 5- § ларидаги 

хоссалардан ^амда функция лимитининг таърифларидан келиб чи^ади.



8- § . Функцияларни таодослаш

X  ту^пламда f  (х) ва g (х) функциялар анщланган булсин. Бирор 
а  ну^танинг Ub (a) cz X  атрофида / (х) ва g (х) функцияларни тац- 
^ослаш масаласини цараймиз.

1. «О», «о», «~ »  б е л г и л а р .
1 9 - т а ъ р и ф.  Агар f  (х) ва g (х) функциялар учун шундай ÿ3- 

гармас ô >  0 ва С >  0 сонлар топилсаки, барча x£U6 (а) лар учун

\f (x)\<C-\g(x)\  (4.15)
тенгсизлик бажарилса, у  холда х->-а да f (х) функция g (х) функ- 
цияга нисбатан чегараланган дейилади ва f (х) =  0  (g (х)) каби бел- 
гиланади.

Шуни таъкидлаш лозимки, бу таърифдаги х->  а белги ^арала- 
ётган (4.15) муносабатнинг а нук;танинг бирор атрофида ÿpинли 6ÿ- 
лишини ифодалаб, f (х) ва g (х) функцияларнинг х —<-а даги лими- 
тининг м авж уд булиши ёки булмаслигига богли^ эмас.

Масалан, х 0 да х2 =  О (х) бÿлaди. Х^ицатан, ихтиёрий x£Ul (0) 
лар учун, яъни х £ ( — 1, 4 -1 ) лар учун, |х2|<|х| тенгсизлик ба- 
жарилади.

Агар / (х) функция а ну^танинг бирор атрофида чегараланган
j_

булса, у  х->- а да f  (х) =  0  ( 1) каби ёзилади. Масалан, / (х) =  (1 -j-x) *

X
функция X =  0 ну^та атрофида чегараланган (чунки lim (1 -¡-х) =е).

*->о

Шунинг учун (1 +  х )х =  О (1) деб ёзиш мумкин.
20-т а  ъ риф.  Агар х —»-а да f  (х) ва g  (х) функциялар учун f (х) =  

=  0  (g (X)) ва g (х) =  О (/ (х)) муносабатлар уринли булса, у  ^олда 
X  -> а да f  (х) ва g (х) функциялар бир хил тартибли функциялар 
деб аталади.

Масалан, f (х) — х, g (х) =  2х +  xsinx булсин. Равшанки, х->- 0
да

\х I <  | 2х +  x -s inx i <  3 |х|
тенгсизликлар уринли. Бу эса

X =  О ((2х +  x sinx)), 2х +  x-sinx =  О (х)
булишини билдиради. Демак, х ->  0 да /(х) =  х, g (х) =  2х +  xsinx 
функциялар бир хил тартибли функциялар булади.

Юкорида келтирилган таърифлардан, х-*-а  да
/i (х) =  О (/2 (х)), f2 (х) =  О (/з (х)) => (х) =  О (/з (х)),

fi (х) =  О (f2 (х)), /3 (х) =  О (f4 (х)) => /* (х) • /з (х) =  О (fj (х) • f4 (х)),
h  (X) =  О (/ (X)), f3 (X) =  0  (/ ( x ) W t (х) +  f2 (х) =  О (f (х))

каби муносабатларнинг ÿpинли бÿлишини курсатиш ^ийин эмас.



7 - т е о р е м а .  Агар / (х) ва g (х) (х ф а  гда f  (х) Ф 0, g  (х) Ф 0) 
функциялар учун ушбу

lim
ё ( х )

лимит мавжуд ва 0 <  | с | <  оо булса, х -+ а  да f (х) ва g (х) бир 
хил тартибли функциялар булади.

Ис б о т .  Ушбу

./(*)lim ■
х~+а g (х)

лимит мавжуд ва 0 <  | х | <  с» булсин. У холда

Щ = с  +  Ь (х). ¿ Ä = ±  +  V tW
8 W / М с

булиб, бунда 7Х (х) ва у2 (х) функциялар чексиз кичик функциялар- 
ни ифодалайди. lim Vi (х ) =  0, lim  у 2 (х) =  0, демак, а ну^танинг

х -* а  х -* а
етарли кичик атрофи U6 (а) да Vi (х) ва у2 (х) функциялар чегара- 
ланган булади. У холда барча х £ U6 (а) лар учун

| Yi (х) | <  k, \y2 {x)\ ck  (k =  const) 

тенгсизликлар уринли булиб, — ва у у у  функциялар учун

Пх) 1 <  |с| +  k, g (х)
f (X)

<  —  + k  
\С\

I g (x) I <  (-

g (X)

тенгсизликларга келамиз. Демак,
I/ (* )K (k | + A )-| g (x )| ,

Бу эса
/ (x) — О (g (x)), g(x) =  0  (f (x))

эканини билдиради. Теорема исбот булди.
21 - т аъриф.  Агар д а  / (л) ва g  (х) функциялар (х ф а  да

g (х) ф 0) учун
lim / (*) _  t

g (х)

булса, у ^олда х - у а  / (х) ва g (х) лар эквивалент функциялар деб 
аталади. Эквивалент функциялар

f ( x ) ~ g  (х)
каби белгиланади.

Масалан, <->-0 да / (х) =  х, g (х) =  sinx функциялар эквивалент 
функциялар: х ~  sinx.

Агар х -^ а  да / (x )~ g  (х), g (х)~  s (х) булса, у  холда х - у а  
да / (х) ~  s (х) булади. Д а р р к и^ат, х - у а  да f(x) ~  g (х), бундан



ITm =  1, x-*-a  да g (x) ~  s (x), бундан lim — 1 келиб чи-
х -* а  g  (лг> х -*а  S (х )
^ади, улардан

1 • f (х) 1 • f  (х) 1 • g (х) 1 lim  L±-L =  lim  -l im ■£-L-i  =  1
x ->a  S [х ) x~*a g  (x) x -* a  s ( x )

лимитга эга буламиз. Демак, f (х) ~ s  (л:).
22- т а ъ р и ф. Агар / (х) ва g  (л) чексиз кичик функциялар учун

/( * )  =  «  (*)•# М
тенглик уринли булиб, бунда l i m a ( x )  =  0 булса, у  хрлда х а

х-+а
да f  (л:) функция g (л:) га нисбатан юцори тартибли чексиз кичик 
функция деб аталади. У

f  (х) =  о (g (х))
каби белгиланади.

Агар / (х) функция а нуктанинг бирор атрофида чексиз кичик 
функция (яъни х -* -а  да / (х) —>■ 0) булса, у / (х) =  о ( 1) каби ёзи- 
лади.

Равшанки, агар х -*■ а да / (х) ва g  (л:) функциялар учун f (х) — 
=  0 (ё (х)) тенглик уринли булса, у  холда бу функциялар учун f (х) =
— О (g (х)) тенглик хам уринли булади.

Ю^орида келтирилган таърифлардан фойдаланиб «катта О» ва «ки
чик о» орасидаги борланишларни ифодалайдиган цуйидаги муносабат- 
ларни келтириб чикарнш мумкин.

fi (х) =  О (/2 (х)), /2 (х) =  о (j3 (x ))^ fl (х) =  о (/3 (х)),
fi (х) =  о (ft (х)), /а (х) =  0 (/з (х))=>Ь (х) =  о (/, (х)),

/l (*) =  о  (/ (х)), /2 (х) =  о (g  (x ) )^ fL (х)-/2 (х) =  о (/ ( x ) g  (X)).
«Катта О» ва «кичик о» иштирок этган тенгликларнинг оддий маъно- 
даги тенгликлар эмаслигини таъкидлаймиз.

Масалан, х -> а  да h (х) =  о (g  (х)), /2 (х) =  о (g (х)) муносабат- 
лардан /j (х) =  /2 (х) деб хулоса чи^ариш хато булади.

Энди «кичик о» ва эквивалентлик ~  белгилари билан богланган 
функциялар орасидаги муносабатларни ифодалайдиган теоремани кел- 
тирамиз.

8- т е  о р е  м а . х-*-а да f (х) ва g  (х) функциялар (х Ф а да 
f  (х) Ф 0; g  (х) ф 0) эквивалент (/ (х) ~  g (х)) булиши учун

g(x) f (х) — о (g (х))
ёки

g(x) — f (х) =  о (/ (х))

тенгликнинг уринли булиши зарур ва етарли.
И с б о т. 3  а р у  р л и г и. х -*■ а да / (х) ва g (х) функциялар экви-

/ ijt)
валент булсин: f (х)~  g (х). У  холда таърифга кура lim  —— =  1

х - ю  g  (X)
булиб, ундан 
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х->а \ g ( x ) j  х->а g  (х )

келиб чицади. Демак, g (х)— / (х) — о (g (х)).
Е т а р л и л и г и .  х -+ а  да g (х) — / (%) =  о (g (х)) булсин. У хол- 

да х -+ а  да
1 _  f  ^  - g  (x) — i  (*) _  0 (g  (*)) 

g (x) § (x) g (x)
булиб, ундан

lim  ( l  — - Ш )  =  lim £ j£ i£ L  =  о
x -* a  \ g  (x ) j  x -* a  g  (x ) 

f  (x)келиб чи^ади. Бу эса lim  — 1, яъни f  (x) — g (x) эканини кур-
x -* a  g  (x)

сатади. Теорема исбот булди.
2- н а т и ж а .  Агар, х -+ а  да f  (х) ва g (х) функциялар учун

lim  =  с фО, с =  const
х -к а  / (х)

булса, у  ^олда ушбу
g (x ) ~ c - f  (х)

ва
g (х) — c-f (х) +  о (/ (х))

муносабатлар уринли булади.
Ис б о т .  Шартга кура

lim  JL ii)  =  с ф 0, с — const,
х->а / (х)

бундан
lim X W  =  1
х- >а С-I  (х)

келиб чи^ади. Демак, g (х) ~  c-f (х).
Ю^орида исбот этилган 8-теоремага асосан c-f (х) — g (х) =  

=  о (c-f (х)) — о (f (х)) куринишда ёзиш мумкин, ундан
g (х) — c -f (х) +  о (f (х))

экани келиб чикади.
Энди функцияларнинг эквивалентлигига асосланган хамда функ- 

цияларнинг лимитини ^исоблашда тез-тез фойдаланиб туриладиган 
теоремани келтирамиз.

9- т е  о р е м  а. Агар х-*~а да f (х) ~/,  (х) ва g (х) ~  gt (х) булиб, 
ушбу

х~>а g l  (* )

лимит мавжуд булса, у %олда l im лимит .\ам мавжуд ва
х->а g  (х)



тенглик уринли булади.
И с б о т .  Шартга кура х -+ а  да f  (х) ~  ft (х), g (х) ~  gt (х). У 

^олда ушбу

/ О) =  h (х) +  о (fi (х)),
8  (х) =  g, (х) +  о (g , (*)) 

тенгликлар уринли булади. Натижада
о (h W)

I • Í (х) 1 • í l  (х) +  О (f 1 (х)) , .  lim  =  lim  w  — =  iim
*-ю i r  (x ) Jf-a  g i  (X) +  O ( ? ! (x)) *-*a

/ l (X) 1 +
f l  (x)

I

gl (x)

O (fi (*))

, , o  ( g l  (*)) 

g l  (*)

=  l i m i l _ W . l ¡ m ----------í i i £ L _ = i i m Í L W
g l  (x) x-M o (g l  (x)) x-*a g l  (x)

g l  (*)
булиши келиб чи^ади. Теорема исбот булди.

Функцияларни уларга эквивалент функциялар билан алмаштириш 
натижасида купгина функцияларнинг лимитлари содда хисобланади. 

М и со  л. Ушбу
, .  cosx — cos2x lim  ---------------
Х-+0 X2

лимитни ^исобланг. Равшанки,
Зх х 

2- s i n  — sin —
, .  cosx — cos2x , .  2 2l im ---------------  =  lim
x-»o x2 *->o xa

Энди x -> 0  да
3x 3x . ,  , . x x , ,  .sin --- = ------- Г  o (x), sin — =  — b O (x)
2 2 w  2 2

муносабатларни эътиборга олиб топамиз:
Зх х  /3 \ / 1

2sm  —  -sin — l y  x +  o (x) I — x +  o  (x)
l i m --------------------=  21im ----------------- !- ± -
x-->o x2 x-*o x2

Y  X 2 - Г  O (X 2 )
л i • 4 3=  2 lim

Демак,
x-*o x2 2

cosx — cos2x 3lim
*-»0 x2 2

5 - э с л а т м а .  Биз 1-бандда «О», «о» ва «~ »  белгилар билан 6 o f - 
ланган функцияларни ургандик. Бунда а чекли деб царалди. а =  °° 
булган >^олда хам ю^оридагидек тушунча ва теоремалар таърифла- 
нади ва урганилади.



5 - Б О Б
ФУНКЦИЯНИНГ УЗЛУКСИЗЛИГИ

Функциянинг узлуксизлиги математик анализ куреининг му^им 
тушунчаларидан булиб, у  функция лимити тушунчаси билан бевоси- 
та борланган.

X c z R  тупламда / (х) функция аникланган, а£ Х  эса X  туплам- 
нинг лимит ну^таси булсин. х -> а  да } (х) функциянинг лимити тур- 
рисида куйидагилардан бирини айтиш мумкин:

Г . х -+ а  да / (х) функциянинг лимита мавжуд, чекли ва
lim f  (х) =  / (а);
х -ка

2°. х - к г  да f (х) функциянинг лимити мавжуд, чекли ва 
lim f  (х) =b ф f (а)\
х~*а

3°. х -+ а  да / (Ь) функциянинг лимити мавжуд ва 
lim / (х) =  оо (-{- оо, — оо);
х->а

4°. х -+ а  да f (х) функциянинг лимита мавжуд эмас.
Агар бирор / (х) функция учун Io- ^ол уринли булса, бу функ

ция мухим функциялардан хисобланади ва ^атор хоссаларга эга бу
лади. К,уйида бундай функциялар узлуксиз функция деб аталган.

Биз ушбу бобда асосан узлуксиз функциялар ва уларнинг хосса- 
ларини урганамиз.

1-§ . Функция узлуксизлиги таърифлари

1. Ф у н к ц и я н и н г  н у ^ т а д а  у з л у к с и з л и г и .  X c z R  туп 
ламда } (х) ани^ланган булиб, а£ Х  эса X  тупламнинг лимит нук- 
таси булсин.

1 - т  а ъ р и ф. Агар х -> а да / (х) функция лимити мавж уд ва 
lim  f(x ) =  f(a )
х -* а  ( ö * l )

булса, / (х) функция а нуцтада узлуксиз деб аталади.
М и с о л л а р .  1. f(x) =  x2 +  x + ]  функция у  a£ R  ну^тада уз

луксиз, чунки х-*-а  да
lim f  (х) =  lim (х2 +  х  +  1) =  а2 +  а +  1 =  / (а).
х -* а  х~*а

2- / (х) =  (sign х)2 функцияни ^арайлик. Равшанки, бу функция
( 1, агар х Ф О,

/ « - < * » * - U  4 , - 0
куринишда булиб, Y  a£R  учун

lim / (х) =  1
х->а

булади. Ammo f (0) =  0 булгани учун



lim  f (х) ф !  (0).
*->0

Демак, f  (х) =  (sing*)2 функция а — 0 ну^гада узлуксиз эмас, бош^а 
хамма а ф  0 нуцталарда эса узлуксиздир.

Биз 4- бобда функция лимитининг бир- бирига эквивалент булган 
Гейне ва Коши таърифларини келтирган эдик. Бу таърифлардан фой- 
даланиб, функциянинг а ну^тада узлуксизлигини ^уйидагича хам 
таърифлаш мумкин.

2 - т а ъ р и ф  ( Гейне) .  Агар X  =  {х} тупламнинг элементларидан 
тузилган ва а га интилувчи х;ар ^андай {хп} кетма- кетлик олинганда 
з а̂м функция ^ийматларидан тузилган мос {/ (хп)} кетма- кетлик хам
ма вак;т f (а) га интилса, f (х) функция а ну^тада узлуксиз деб ата- 
лади.

3- т а ъ р и ф  (Коши) .  Агар Y  е >  0 сон учун шундай б >  0 сон 
топилсаки, функция аргумента х нинг | х — а | <  б тенгсизликни ^а- 
ноатлантирувчи барча ^ийматларида

| f  (х) — f  (а) | <  е
тенгсизлик бажарилса, f (х) функция а [нуктада ’узлуксиз деб ата- 
лади. _____

М и с о л. Ушбу / (х) =  V х  +  4 функциянинг х — 5 нуктада уз
луксиз булишини курсатинг.

Y  е >  0 сон олиб, бу е сонга кура б >  0 сонни б =  3 е деб ка
ра лса, у  холда \х — 5 1 <  б бу л ганда

I/ (х) - /  (5) | =  | V 7 + Ä - 3 | =  <■
у  дг+4 + 3

булади. Бу эса ю^оридаги таърифга кура, f (х) =  у'х +  4 функция
нинг х =  5 нуктада узлуксиз булишини билдиради.

Коши таърифидаги | х — а | <  б ва Ц (х) — / (а) I <  е тенгсизлик- 
лар мос равишда

х ^ и б (а) ва f (х)£ие (/ (а))

куринишда ^ам ёзилиши мумкин 
эканлигини ^исобга олсак, атроф ту- 
шунчаси ёрдамида функциянинг уз
луксизлигини цуйидагича хам таъриф
лаш мумкин.

4- т а ъ р и ф. Агар у  е >  0 сон 
учун шундай б >  0 сон топилсаки,
аргумент х нинг барча х£ и . (а) ций- 

33- чизма. , >,матларида функциянинг мос циимат-
лари учун { (х) £ С/е (/ (а)) булса, / (х) функция а нуцтада узлуксиз
деб аталади (33-чизма).

М и с о л .  Ушбу
( х, агар х — рационал сон булса,
1 — х, агар х — иррационал сон булсаf ix )



функция х =  0 нуцтада узлуксиз. ^аци^атан, V  е > 0  сон уч у н 6>0 
сонни Ь =  г деб олинса, у  холда У  x£U& (0) лар учун / (x)£Ue (0) 
келиб чик,ади.

Равшанки, (5.1) уринли булса, ушбу lim  [/ (х )— / (а)] =  0 ли-
х —а-*0

мит .хам уринли булади. Одатда х — а айирма аргумент орттир- 
маси, / (x) — f (а) айирма эса а нуцтадаги функциянинг орттир- 
маси дейилади. Улар мос равишда А х ва А у  (ёки А/) каби белги- 
ланади:

А х =  х — а, А у =  A f =  f (x) — f (а).

Бу тенгликлардан фойдаланиб ёзамиз:

х =  а +  Ах, A y  =  A f  =  f ( a  +  Ax) — f(a).

Натижада (5.1) муносабат
lim ’ Дг/ =  0
Дх->0

куринишга эга булади. Демак, / (а:) функциянинг а ну^тада узлук- 
сизлиги, бу ну^тада аргументнинг чексиз кичик орттирмасига функ
циянинг хам чексиз кичик орттирмаси мос келиши сифатида х.ам таъ- 
рифланиши мумкин.

Ми со  л. у =  s i nx ва у  =  cosx функцияларнинг y -a £ R  ну^тада 
узлуксиз булишини курсатамиз. у  a£R  нуцта олиб, унга А х орт- 
тирма берайлик. Натижада у  =  s in x  функция ^ам ушбу

А у =  sin (а +  А х) — sin а 

орттирмага эга булиб, — л <  А х < я  булганда

| А у  | =  | sin (а +  А х) — sin а | = п . А х I . д х2 s in -----cos а  Н--------
2 V 2

^  2 • !А £ ] =  I А х I
2 1 1

тенгсизликка эга буламиз. Бундан lim А у  =  0 булиши келиб чи-
к де—*0

к4ади. Демак, у =  s i nx функция a£R  ну^тада узлуксиз. Худди шун- 
га ухшаш у =  сosx функциянинг 5уам a£R  да узлуксиз булиши 
курсатилади.

2. Ф у н к ц и я н и н г  бир т о м о н л и  у з л у к с и з л и г и .  Энди 
функциянинг а нуклада бир томондан (унгдан ёки чапдан) узлуксиз 
булиши таърифларини келтирамиз.

X с- R  тупламда / (х) функция аник,ланган булиб, а£ Х  эса X  
тупламнинг унг (чап) лимит нуцтаси булсин.

5 - т а ъриф.  Агар х->-а +  0 (х -»-а  — 0) да f  (х) функциянинг 
унг (чап) лимити мавжуд ва

lim f (х) =  f (ä) (l im / (х) =  / (а)) (5.2)
х-*а+0 г.-га—0



булса, f (х) функция а нуктада унгдан (чапдан) узлуксиз дейилади. 
Ми со  л. Ушбу

Í— 1-ттг, агар х Ф О,
/ (Х) =  1+2  ̂ F

( 0, агар х = О 

функцияни карайлик. Бу функция учун

булганлиги сабабли, берилган функция х =  О нуктада унгдан уз
луксиз булиб, чапдан эса узлуксиз эмас. Функциянинг унг (чап) ли
мит ларинин г Гейне ва Коши таърифларидан (4-боб, 3-§) фойдала- 
ниб, унинг а нуктада унгдан (чапдан) узлуксизлигининг Гейне ва 
Коши таърифларини келтириш кийин эмас. Биз укувчига, машк та- 
рикасида, бундай таърифларни баён этишни тавсия этамиз.

Юкорида келтирилган таърифлардан куринадики, агар / (х) функ
ция а нуктада кам унгдан, хам чапдан бир вактда узлуксиз булса, 
функция шу нуктада узлуксиз булади.

6- т а ъ р и ф. Агар / (х) функция X cz R тупламнинг кар бир нук- 
тасида узлуксиз булса, функция X тупламда узлуксиз деб аталади.

Масалан, f (х) функция (а , Ь) интервалнинг хар бир нуктасида 
узлуксиз булса, функция шу интервалда узлуксиз деб аталади.
' f (х) функция [а, Ь] сегментда берилган булсин. Агар бу функ

ция (а, Ь) да узлуксиз булса хамда а нуктада унгдан, Ь нуктада 
чапдан узлуксиз булса, функция [а, Ь] сегментда узлуксиз деб ата
лади. 3 _

М и с о л .  Ушбу f(x) — Vrx функциянинг R тупламда узлуксиз 
булишини курсатинг.

Аввал у  а£ R \{0} нуктада берилган функциянинг узлуксизлигини
3 з —

курсатамиз. Y  е >  0 сон олиб, бу сонга кура б > 0 сонни б = — V a s,
4

деб карайлик. Натижада |% — а  | < б булганда

|/ (x) — f (a)f =  f V x — Va\ =  —3— =
| у/ x2 +  ^ а х  +  а г  |

'3/ T  1 3/— \s  3 3 ,- 5  3 3 , -
V х + - V a ) + T y  a T  /a*2 / v 4 4

тенгсизлик келиб чикади. Демак, функция Y  a£R (а Ф 0) нуктада 
узлуксиз.

Энди а — О булган к°лда, Y  8 >  0 сонга кура б >  0 сонни б =  
=  е3 деб олиб, \х — а \ =  | х | <  б булганда

|/ W  — / (0 )I = \у х | <  у  б~= е



тенгсизликка эга буламиз. Бу эса берилган функциянинг а =  О ну^_ 
тада узлуксиз булишини ифодалайди. Демак, берилган функция R 
тупламда узлуксиз.

2-§ . Функциянинг узилиши. Узилишнинг турлари

Мазкур бобнинг бошида х —*-а да / (х) функциянинг лимита учун
4 >;ол юз беришини таъкидлаб, 1-§ да 1°-^олни ургандик. Бунда 
биз узлуксиз функцияларга эга булдик. Энди 2° — 4°- холларни >̂ ам 
урганамиз.

/ (х) функция X с- R  тупламда ани^ланган булиб, а £ X  ну^та X  
тупламнинг лимит нуктаси булсин.

7- т а ъ р и ф. Агар х а да / (х) функциянинг лимити мавжуд, 
чекли булиб, lim f (х) =  b ф f  (а) ёки lim f (х) =  оо (-{ - о о , —  оо)

х -* а  х~*а
булса ёки функциянинг лимити мавжуд булмаса, унда f  (х) функ
ция а нуцтада узилшига эга дейилади.

Функциянинг а ну^тада узилишга эга буладиган вдлларини ало- 
^ида караб утамиз.

1°. х а да f (х) функциянинг лимити мавжуд, чекли булиб, у 
/ (а) га тенг булмасин:

lim  f (х) =  b Ф f (а) (Ь — чекли сон).
х■ -*а

Бу ^олда, равшанки, X  да аншуганган ушбу

16, х =  а 
функция а нуктада узлуксиз булади:

lim /* (х) =  lim  f (х) =  b =  f* (а).

/ «  =

Шундай килиб, берилган функциямизнинг битта а ну^тадаги ь̂ ий- 
матини узгартириб (/ (о) урнига Ъ олиб) а нуктада узлуксиз функ- 
цияга эга буламиз. Шунинг учун, бу холда f  (х) функция барта - 
раф килиш мумкин булган узилишга эга дейилади.

Масалан, ушбу
х2, агар х Ф 0 булса,

1, агар х =  0 булса 
функция учун lim / (х) =  О Ф f (0)' му-

я-*0

носабат уринли. Демак, бу функция 
х =  О нуктада бартараф цилиш мумкин 
булган узилишга эга (34-чизма).

Ушбу
х • cos —, агар х Ф О булса,

агар х =  0 булса



функция учун lim х cos — =  0. Агар бу функциянинг д: =  0 нук,та-
*-►0 X

даги киймати / (0) =  0 деб олинса, функция бу ну^тада узлуксиз 
булиб цолади.

2°. Энди х -+ а  да / (х) функциянинг лимити мавжуд эмас дей- 
лик.

Бу холат, аввало, х -+ а  да / (х) функциянинг унг ва чап лимит- 
лари м авж уд  ва чекли булиб, / (а — 0) Ф / {а +  0) булганда руй бе- 
ради. Ш у холда функция а нуцтада биринчи т у р  узилишга эга 
дейилади ва / (a - f  0) — / (а ■— 0) айирма унинг а нуктадаги сакра- 
ши дейилади.

х -> а  да f  (х) нинг лимити мавжуд булмайдиган боида хамма 
холларда функция а нуктада иккинчи тур  узилишга эга дейилади.

Масалан, 1) ушбу

- 1 1 , агар х Ф 0 булса,

/ (х) =
1 +  2 '

функция учун
lim f (х)
ДГ-++0

Yl
1

2

0 X

0, агар х =  0 булса

О, lim / (х) =  1.
д:-+—О

Г

_1_I_L-

35- чизма. 36- чизма.

Д емак, берилган функция х =  О нуктада биринчи тур узилишга эга. 
Унинг 0 нуктадаги сакраши— 1 га тенг (35- чизма).

2) К,уйидаги
f (х) =  [х]

функция х =  р (р — бутун сон) нуклада биринчи тур узилишга эга, 
чунки (36 -чизма):

l i m f ( x )  =  ]im [х ]= р — 1,
x - iP —O x - t p — О

lim  f (х) — lim  [х] =  р.
х-> Р+ О х->Р+0

3) Ушбу



— х, агар х <  О

функция х =  0 нуктада иккинчи тур узилишга эга, чунки х-*- +  0 
да / (х) =  sin — функциянинг лимити мавжуд эмас.

4) Дирихле функцияси
I, агар х — ирра.ионал сон булса,

1  (х) = О, агар х — рационал булса

R тупламнинг хар бир а ну^тасида иккинчи тур узилишга эга, чун
ки хУ+а да х (*) функциянинг унг лимити хам, чап лимити хам 
мавжуд эмас.

5) Ушбу

( —, агар х > 0  булса,
/ (х) =  *

| х, агар х <  0 булса 

функция учун
lim  / ( а-)  =  +  оо, lim  f  (х) =  О

х  —► -J-0 х—►—О

булиб, бу функция х — 0 нуктада иккинчи 
тур узилишга эга булади (37-чизма).

6) Ушбу f(x) =  igx  функциянинг х =  
я
— ну^тадаги унг ва чап лимитлари

lim
Я

37- чизма.

lim tg x  =  — i
■ —-fo 

2
-----0
2

булади. Демак, f(x) =  tgx  функция x =  ~  нуктада иккинчи тур
узилишга эга.

3°. Энди х-*~а да
lim  / (х) = оо ( + о о ,  — оо)
х~*а

булсин. Унда функциянинг унг ва чап лимитлари хам оо ( +  о о ,
— оо) булади. Бу ^олда ^ам f  (х) функция а нуктада иккити т у р  
узилишга эга дейилади.

Масалан, ушбу

f М  =  -7 (X ф 0), / (0) =  Охг
функциянинг х - * 0  даги лимити +  оо дир (бу ^олда

lim — =  +  оо, lim  — =  +  оо
X,- * - » —о хг



Демак, берилган функция х =  0 нуктада иккинчи тур узилишга эга. 
Шундай килиб, / (х) функция а£Х  нуктада

1) узлуксиз булади ёки
2) бартараф килиш мумкин булган узилишга эга булади, ёки
3) биринчи тур узилишга эга булади, ёки
4) иккинчи тур узилишга эга булади.
1- э с л а т м а .  Агар а£ Х  ну^та X тупламнинг бир томонли (яъни 

унг ёки чап) лимит ну^таси булса, юедшдагидек функциянинг бу 
нуцтада узилиши (унгдан ёки чапдан узилиши) таърифи келтирилади.

2- э с л а т  м а. / (х) функция X тупламда ани^ланган, узлуксиз 
булиб, а €  X  нук/га X тупламнинг лимиг нуктаси булсин. Бу холда 
функциянинг а ну^тадаги ^иймати аникланмаган булса .^ам х -^ а  
да f (х) нинг лимита мавжуд ва чекли, яъни lim  f (x) =  b (Ь — чек-

х~*а
ли сон) булиши мумкин. Бу лимит муносабатдан фойдаланиб X U {а} 
тупламда узлуксиз булган функция тузиш мумкин. Дакикатан, агар

n  _  ( f W» агаР Х ^ х  бУлса’
1 Ь, агар х  =  а булса

деб олинса,; натижада X U {а} тупламда узлуксиз /'* (х) функция ло
си л булади.

Масалан, у =  функция (~ о о , 0) U (0, J - оо) да ани^ланган
X

ва узлуксиз. Маълумки,
sinx . l im ------  - 1.

je—»0 X

Бу муносабатдан фойдаланиб тузилган ушбу

( — , агар х ф О,
/*(*) =  *

[ 1, агар х — 0 

функция R да узлуксиз булади.

3 -§ . Монотон функциянинг узлуксизлиги 
ва узилиши

Биз юкорида X тупламда берилган ихтиёрий / (х) функциянинг 
а£ Х  ну^тадаги лимита учун 4 та ^олдан бири булиши мумкинли- 
гини курдик. К,уйидаги теорема монотон функциялар учун бу лол' 
ларнинг фацат иккитаси булиши мумкиплигини курсатади.

/ (х) функция X  ораливда аншумнгап булсин.
1-т е о р е м  а. Агар } (х) функция X  оралщда монотон функ

ция булса, у  шу оралщнинг исталган нщтасида ё узлуксиз бу
лади, ёки фацат биринчи т у р  узилишга эга булади.

И с бот .  / (х) функция X оралиеда усувчи булсин. X нинг шун
дай а  ну^тасини олайликки, бирор б >  0 учун (а — б, а +  б) с :  X 
булсин. Шартга кура у  х£(а — б, а) учун / (х) >  / (а) ва У * £ ( а ,



а +  б) учун / (х) >  / (а) б)?лади. Демак, / (х) функция (а — б, а) да 
юкрридан, (а, а +  б) да ^уйидан чегаралангандир. Монотон функ
ция лимити хакидаги теоремага асосан

lim f (х) =  f  (а — 0 )<  f (а), (5.3)
х -* а —О

lim / (х) =  f (а +  0) >  / (а) (5.4)
д;-»а+0

булади. Агар f (а — 0) =  / (а) =  / (а +  0) булса, функция а иуктада 
узлуксиз булади. Агар / [а — 0) <  f (а +  0) булса, шу нуктада функ
ция биринчи тур узилишга эга булади.

Агар а нукта X  орали^нинг четки нуцтаси булса, юкоридаги ке- 
лишувимизга кура, бу нуктадаги бир томонли лимитнинг мавжуд- 
лигини курсатиш кифоя.

Равшанки, f (х) функция X ораливда камаювчи булган холда хам 
мулохазаларимиз худди юк;оридагидек булади. Теорема исботланди.

Энди монотон функциянинг узлуксиз булиши хакидаги теоремани 
келтирамиз.

2- т е о р е м а .  Агар f (х) функция X ораликда монотон булиб, 
унинг цийматлари туплами Yf  =  {f (х): х £ X} бирор ораликдан 
иборат булса, у \олда бу функция X да узлуксиз булади.

Ис б о т .  Аншугик учун f (х) функция X да усувчи булсин. Фараз 
^илайлик, f (х) функция теореманинг шартларини каноатлангирса 
хам, у  бирор aÇ X  нуктада узлуксиз булмасин. У холда 1-теоре
мага Kÿpa у биринчи тур узилишга эга бу-лади. Яъни

f (а — 0) <  f (а +  0)
бÿлaди (агар а нукта X ораликнинг четки ну^таси бÿлca, (5.3) ёки 
(5.4) тенгсизлик ÿpинли булади). Натижада

х < а булса, f  (х )<  / (а — 0)
х >  а булса, f  (х) >  / (а +  0)

булиб, / (х) функция (f (а — 0), / (а 0)) интервалдаги f (а) дан 
бошка к,ийматларни хеч бир xÇ X  да цабул к*ила олмайди. Бу эса 
/ (х) нинг цийматлари туплами Yf  бирор ораликдан иборат эканли- 
гига зиддир. Демак, функция а нуктада биринчи тур узилишга эга 
бÿлa олмайди. Теорема исбот бутцщ.

4-§ . Узлуксиз функциялар устида 
арифметик амаллар

Энди узлуксиз функцияларнинг йиг-индиси, айирмаси, купайтмаси 
ва нисбатини узлуксизликка текширамиз.

3- т е о р е м а. Агар f (х) ва g  (х) функциялар X с  R тупламда  
анщланган бдлиб, уларнинг хар бири aÇ X  ну/çmada узлуксиз бул
са,

f (x )± g  (х), f (x) g (х), (g (x) Ф 0, Y  x£  X)



функциялар \ам шу нуцтада узлуксиз булади.
И с бот .  Бу теореманинг исботи лимитга эга булган функциялар 

устида арифметик амаллар ^а^идаги теоремалардан бевосита келиб 
чи^ади. Масалан, иккита узлуксиз функция купайтмаси яна узлук
сиз функция булишини курсатайлик. / (х) ва g (х) функциялар а ну^- 
тада узлуксиз булсин:

lim f(x ) =  f  (a), lim  g(x) =  g (а).
х -+ а х  ->а

У ^олда

lim  \f (x)-g (х)\ =  lim  f  (x)-Um g{x) =  f (a) g (a)
x—>a x-*a x~>a

булиб, ундан / (x)-g (x) функциянинг а ну^тада узлуксиз булиши 
келиб чщади.

3 - э с л а т м а .  Иккита функция йигиндиси, айирмаси, купайтмаси 
ва нисбати узлуксиз булишидан бу функцияларнинг хар бирининг уз
луксиз булиши келиб чи^авермайди.

М и с о л .  Куйидаги f  (х) =  х ва

I cos — , агар х Ф 0 булса,
*

О, агар х =  0 булса 

функциялар купайтмасидан тузилган ср(х) =  х ■ cos —  функция R да
X

узлуксиз булган холда g(x) функция х =  0 ну^тада узлуксиз эмас.
Юцорида келтирилган теорема кушилувчилар хамда купайтувчи- 

лар сони ихтиёрий чекли булган холда хам уринли булишини кур- 
сатиш ^ийин эмас.

Энди теореманинг ^улланилишига мисоллар келтирайлик. 
М и с о л л а р .  1. у =  ax', а =  const, ti£N функция R да у з 

луксиз.
Равшанки, f(x) — х функцяи R да узлуксиз. Агар берилган 

функцияни

у — а-хп — а-х-х  . . .  х 
п  та

куринишда ифодалаш мумкинлигини эътиборга олсак, 3-теоремага 
кура у  =  ахп функциянинг R да узлуксизлиги келиб чи^ади.

Келтирилган мисол ва 3-теоремадан бутун ва каср рационал 
функциялар

Р(х) =  а0хп +  a, xn~l -f  . . . +  ап_ хх +  ап, 

п , ч ао хП +  а1 хП~ ' +  • • • + on_ix + ап
Q(x) — -----=--------- -=г~\----------------------------

Ь0 х  +  Ьх х  +  . . . +  Ьт _\Х-\-Ьт



(а0, а,, . . .  , ап; Ь0, Ьи . . . , Ьт  — узгармас сонлар, n£N , m£N) уз 
аницланиш тупламларида узлуксиз булиши келиб чикади.

2- У — tgx , у  =  clg х, у =  sec х, у =  cosec х  функциялар уз аниц- 
ланиш сохаларида узлуксиз. Хацикатан, бу функциялар уапуксиз 
функцияларнинг нисбати оркали ифодаланади.

5 -§ . Мураккаб функциянинг узлуксизлигн
t I •

U =  f(x) функция X тупламда, г =  ц{у) функция эса V туплам- 
да ашщланган булиб, улар ёрдамида г =  ф м у р а к к а б  функция 
тузилган булсин (4-бобнинг 1-§ ига карам г).

4- т е о р е м а  Агар у =  f(x) функция а£ Х  нуктада, г =  ф(;/) 
функция эса а нуктага мос келган y u =  f(a) нуктада узлуксиз 
булса, г =  ф (/ (х)) мураккаб функция а нуктада узлуксиз бфгада.

И с бо т . у =  f (х) функция а £ Х  нуктада, г =  ф (//) функция эса 
мос уа =  /(а) нуктада узлуксиз булсин. Функция узлуксизлигн таъ- 
рифига кура Y e  > 0 сон учуй шундай а >  0 сон топиладики,
I У — уа I <  о тенгсизлик бажарилса, |ф(у) — Ф(//„) | <  е тенгсизлик 
хам бажарилади. Шунингдек, олинган о >  0 сон учун шундай 
б >  О сон топиладики, | х — а | <  6 тенгсизлик бажарилганда \)(х) —
— /(«)I <  о тенгсизлик хам бажарилади. Демак, V  е >  О сон учун 
шундай б >  0 сон топиладики, | х  — а | <  б тенгсизлик бажарилганда

|ф(/М) — ф(/(а))|< в

тенгсизлик хам бажарилади. Бу эса z =  ф(/(х)) функциянинг а ну^- 
тада узлуксиз булишини билдиради. Теорема исбот булди.

М и со  л л ар. 1.. у —ах (а >  1) R тупламда усувчи функция. 
Хар бир у  >  0 да х — log „у нинг мавжуд булишидан бернлган 
функциянинг кийматлари у =  {ах: х £ R} =  (0, +оо) оралшуш таш- 
кил эгиши келиб чикади. Демак, у  — ах функция R да узлуксиз.

2. г/=  log„x (а >  1). Бу функция X — (б, +оо) ораликда усув
чи. Унинг кийматлари Y =  {1о^„х: х  £ (0, +  оо )} =  R ни тулдиради, 
чунки х;ар бир y£R  учун х — ау мавжуд. Демак, у  =  log'ax  (а >  1) 
функция, (0, -boo) да узлуксиз.

Ю|\орида келтирилган курсаткичли ва логарифмик функциялар
нинг 0 <  о <  1 булганда узлуксиз эканлиги хам 2- теоремадан ке
либ чикади.

3. у  — х'1 ( х > 0 )  даражали функцияни карайлик. Бу функцияни
м м 1о̂ л X

у — х =  а (а >  0, а Ф 1)

куринишда ифодалаш мумкин. Агар u logax функция ( 0 , 4 - оо ) да, 
ах функция эса R да узлуксиз эканини эътиборга олсак, у  холда 
мураккаб функциянинг узлуксизлигн хакидаги теоремага асосланиб
у  =  х* функциянинг (0, -foo) ораликда узлуксиз булишини топа- 
миз.



6 -§ .  Лимитларни ^исоблашда функциянинг узлуксизлигидан
фойдаланиш

Маълумки, функцияларнинг лимитларини хисоблаш мухим, шу 
билан бирга анчагина машакдатли ишдир.

Функцияларнинг узлуксиз булиши эса, улариинг лимитини то- 
пишда ^ул келади.

У — f(x) функция X  ст R тупламда аншушнган булиб, а  нук;та 
X  нинг лимит нуктаси булсин. г =  ф(у) функция эса У cz R туп
ламда аникланган. Бу функциялар ёрдамида z =  ср ([ (х)) мураккаб 
функция тузилган булсин.

Агар lim  f(x) =  ya мавжуд булиб, i  =  cp(у) функция уа нуцтада
х-+а

узлуксиз булса, у  холда lim  ф (/(*)) мавжуд ва
х -* а  •. • •

Hm ф (/>)) =  Ф (У а)
х -* а

тенглик уринли булади.
Х,а^и^атан, х - » - а  да f(x)-*-ya ва ф(_г/) функция уа нуцтада уз

луксиз, яъни у -* У а да ф( у ) ф ( ( / а). У \олда мураккаб функция- 
нинг лимита ха^идаги теоремага асосан х->- а да ф (f(x)) функция 
лимит га ’ эга ва

lim ф (f(x)) =  lim ф (у) =* ф (уа)
х—>а У~*Уа

тенгликлар уринли. Бу тенгликлардан узлуксиз функциялар учун 
функция ишораси остида лимитга утиш кридаси келиб чикади:

lim  ф (f (х)) — ф(Пш f (х)).
х -* а  х~*а

Хусусан, f(x) — х булса,
lim  ф (х) — ф ( l im х) =  ф (а).
х -н г  х -*а

М и с о л л а р .  1. К,уйидаги

lim  (1 -}- ¡хх)* ,
jc—►О

1_ _1_ 

лимитни хисоблаиг. Биз буни Нш(1 +  цх)* =  П т [(1 +  цх)'1*]11 кури-
х->0 x-t-0

нишда ёзиб оламиз. Равшанки, х —<- О да у  =  ¡.и —»- О булади. Бун- 
дан куйидагини топамиз:

_i_ !_ 
üm [(1 +  }*х)мУ  =  [ l im( l  +у)"]* =  е'1.
х -уО У-*  о

/ д .  \
Шу мисолдан фойдаланиб lim  ̂1 ----- j лимитни хам хисоблаш

X х
мумкин. Унда О Ф х £ R. Равшанки, —  £ R да ва п-»- оо да —= у -* 0 .

Шунинг учун



1 1
Jim (1 - f  =  lim  [1 +  y)y Y =  [ l im (I +  y f  ]x =  / . 
n-»«\ n / ¡/-»0 ¡/-->0

2. К,уйидаги лимитларни хисобланг.

а) l im -^ 5̂ 1 1 ^  =  logue (биринчи мухим лимит, а >  О, а  =?И);
*-»0 'V

а* _ 1
б) l im ------- = 1па(иккинчи мухим лимит, а >  0 , а  =  1);

*-♦0 »V
/ ] _L v)a __1

в) l im ------:--------  =  а  (учинчн .мухим лимит).
v_v п X  *л-+0

Бу муносабатларни исботлашда логарифмик, курсаткичли ва дара- 
жали фуикциялариинг узлуксизлигидан фойдалаиамиз. Дархацикат,

а) холда '
1 L

lim - logfl(1 ~"х) =  lim log (1 -i x)x =  loga [ lim (1 +  * )* ] =  log e; '
x->0 X  .v-*0 *->0

б) холда эса ax — 1 =  / деб, .v —*■ 0 да t — 0 булишини эътибор- 
га олиб топамиз:

. •  й г —  1 t  1 1 .l im ------- =  lim -------------------- --------------------t-jt = -------=  Ina;
x t->о l og e ( l + / )  l o g a [ l i m  (1 — t) ' \ l o g a e

f-»o

Нихоят, в) холда (1 +  x)a — 1 =  t деб, сунгра a =  *П'1 ^  ^ ва x-+0
l n ( l + j c )

да / — 0 булишини хисобга олсак,

t 1 n( 1Ч - 1) l n( l ' - f -  x)(1 4- x)“ — 1 ,. / ,. l i m —U----------=  l i m—  =l i m ------ ------------- :—:— ;—-  =  a
х - » 0  X  x -* 0  X x -+ 0

келиб чикади.
3. Иккита ](x) ва g(x) функция X c z R  тупламда аникланган. 

а иу^та X  тупламнинг лимит нуктаеи булсин.
Агар

lim f(x) — b (b >  0), lim g(x) =  с
x-+a x-+a

лимитлар уринли булса, ушбу

‘ lim  [/(x)]fiW =  bf
x —>a

лимит уринли булади.^
Дакикатан, [/(.v)]g('r> функцияни

. ; . ,  . [/(x)]£w =  egw,a/w
куринийэда-ифодалаб, сунгра курсаткичли хамда логарифмик функ- 
цияларнинг узлуксизлигидан фойдаланиб, куйидагини топамиз:



lim  [/(x)] gU ) ■■ l i me1
Jt-*a

lim  [gW -In  f ( x) ]  
,g(x)lnf(x) __ e x -*a =  e

lim  g(A-)-in [lim  f (*)J 
x-»a a —*u

с  In b J n b c  , с— e =  e = o

Одатда [/(jc)] s(jc) функция даражали-курсаткичли функция деб ата- 
лади.

Даражали-курсаткичли [f(x)\six) функция куйидагк ‘
1) l im /(лг) =  1, lim g(x) =  oo; :

х~+а х -*а

2) lim  f(x) — О, lim g(x) =  0 ;
х-+ а х-+а

3) lim  f(x) =  +  оо, lim g (x ) = 0
х—*а х -* а

холларда аввал караб утганимизга ухшаш, аницмасликларнй ифода- 
лайдц. х -* -а  да {/(x)]gix) функция 1) ^олда 1" ,  2) холда 0°, 3)
хрлда куринишдаги аникмасликлар деиилади.

М и с о л .  Ушбу

l i m f ^
х-*0 \ 2

(а >  0 , b >  0)

лимитни х^исобланг.
1

ифода х —*- 0 да 100куринишдаги ани^масликдан иборат.
2 'Уни очиш учун лимит ишораси остидаги функцияни кулай кури- 

нишда ёзиб олиб, кейин лимитга утамиз:

' в* +  ft* =  1 im Г ( а * -  !) + ( » * -  1) ‘
jt—fo L 2

_____________  ах -  1+У* -  (
!)+(&*-

lim  (-  
jc-*+0 V

+ 1

— lim
х->+0

lim
x—

• +
(cix 1)1 (а*  -  l)+ (d* - I )

г ,  , ( а *  —  1 ) 4 - (ft* —  1 ) '
а х _  !+ (,* _  1

2

Чх

Ига g« —1+6» —I
x-*-fO 2x

- ( l n a + ln b )  ------
=  e = V a b .

Демак, д;->-0 да берилган функциянинг лимита Yob  га тенг.
7 -§ . Узлуксиз функцияларнинг хоссалари

Биз уш бу параграфда нуктада хамда ораликда узлуксиз булган 
функцияларнинг хоссаларини урганамиз.

1. Н у к т а д а  у з л у к с и з  б у л г а н  ф у н к ц и я н и н г  х о с с а 
л а р и  ( л о к а л  х о с с а л а р ) .  f(x ) функция X тупламда аницланган 
булсин. X  дан бирор хй ну^та олиб, бу ну^танингшу тупламга те- 
гишли булган етарли кичик атрофини ^арайлик.



Фараз килайлик, / (х) функция каралаётган х„ нуктада узлуксиз 
булсин. Бу холда таърифга кура lim /'(х) =  f(x0) уринли, яънн j (х)

x~̂ xt
функция х0 нуктада чекли лимитга эга булади. Чекли лимитга эга 
булган функцияларнинг хоссаларндан (3-бобнинг 4- ига каралеин) 
фойдаланиб, х0 нуктада узлуксцз булган функцияларнинг хам куйи- 
даги хоссаларини айта о лам из.

1°. Агар f(x) функция х0 нуктада узлуксиз булса, у  ^олда хв 
нуктанинг етарли кичик атрофида функция чегараланган булади.

2° Агар f(x) функция х0 нуктада узлуксиз ва / (х) ф 0 булса, у 
холда х0 нуктанинг етарли кичик атрофидан олинган барча х нуцта- 
ларда функция кийматларининг ишораси /(х0)нинг ишораси каби булади.

1- н а т и ж а .  Агар /(х) функция х0 нуктада узлуксиз булнб, бу 
нуктанинг етарли кичик атрофидан олинган х нукталарда унинг 
цийматлари мусбат хам манфий ишорали булаверса, функциянинг хй 
нуктадаги киймати нолга тенг булади.

3°.: Агар f (х) функция х0 нуктада узлуксиз булса, у  холда 
у-в >; 0 учун х0 нуктанинг шундай етарли кичик атрофи топилади- 
ки, бу атрофдан олинган ихтиёрий х ', х" нуцталар учун |/(х') —
— /(х") | <  е булади.

Х,ак,икатан, }(х) функция х„ нуктада узлуксиз булганлигидан
У е  >  О сон олинганда хам, га кура шундай б > 0  сон топила-- 

дики, | х — х„ | <  б тенгсизликни цаноатлантирадиган барча х лар 
УЧУН I Нх) — Нхо) I <  ~  тенгсизлик бажарилади. хв нуктанинг етар
ли кичик атрофидан олинган х\ х" нукталар учун хам

| < - р  1/(х")~/(*о)|< у

тенгсизликлар уринли булиб, ундан | / (х') — / (х") | <  е тенгсизлик 
келиб чи1\ади.

Функциянинг нукта атрофидаги хоссалари унинг локал хоссала
ри дейилади.

1. С е г м е н т д а  у з л у к с и з  б у л г а н  ф у н к ц и я л а р н и н г  
х о с с а л а р и  ( г л о б а л  х о с с а л а р ) .  Энди X  туплам сифатида 
[а, Ь] сегментни, яънн
X  =  {х: х  £ R, а <  х <  Ь} —

=  [о, Ь)
тупламни олиб, бу тупламда 
аницланган ва узлуксиз бул
ган функцияларнинг хоссала
рини урганамиз.

5 - т е  о р е м а .  ( Б о л ь ц а 
н о — К о ш и н и н г  б и р и н ч и  
т е о р е м а с и). Агар f(х) функ
ция \а, Ь) сегментда анщлан-
ган ва узлуксиз булиб сег- з§. чнзма



ментнинг четки нукталарида %ар хил ишорали кийматларга эга 
булса, у %олда шундай с (а < с  < 6) ну^пш топиладики, у  нуцта- 
да функция нолга айланади: /(с) =  0.

Бу теорема геометрик нук;таи назардан, узлуксиз эгри чизик; ОХ 
ук,ининг бир томонидан иккинчи томонига утишда уни албатта ке- 
зиб \-тишини ифодалайди (38 -чизма).

Й с б о т .  f(x) функция ёпи^ [а, Ь] орали^да узлуксиз булиб, 
f(a) <  0 , f(b) >  0 бÿлcин, (¡{а) >  0 , f(b) <  0 булган хол хам шунга
ухшаш каралиши мумкин.). [а,Ь] сегментнинга ^ b нуктасини олиб, 

бу нуцтада f(x) функциянинг ^ийматини караймиз. Агар / = 0

■ булса, с =  деб олиниб, унда f(c) =  0 вз демак, теорема. и;бот

-1—, Ь\ сег-этилган бÿлaди. Агар / (~Y~j ^  ® булса, |а, f- ь
2

ментлардан четки нукталарида [(х) функция турли ишорали циймат- 
га эга буладиганини олиб, уни [av fej ор^али белгилаймиз. ' 'Демак, 
/(aj) <  0 , /(¿х) >  0 булиб, [aу, сегментнинг узунлигй эса b%—av —
=. булади. Сунг [ар сегментнинг , нуктасини. .  олиб, 

бу нуклада f(x) нинг ^ийматини ^араймиз. Агар f^ a 1 — G бул

са, с =  а* bl деб олиниб, унда f(c) =  0 ва бу холда теорема исбот

сегмент-& » А С / 1̂ "4" 1̂ \ С\ ¿Г v Га1"Ь̂ 1 L.булади. Агар f  ( - j  Ф 0 булса, ах, А

лардан четки нукталарида f (х) функция турли ишорали ^ийматга 
эга буладиганини олиб, уни [а2, &2] деймиз. Бу ^олда/(а2)< 0 ; f(bg)> 0
ва.,[а2, Ь2] сегментнинг узунлиги Ь2 — а2 =  булади. Бу жараён-

ни давом эттираверамиз. Натижада ё чекли сондаги к а д а м д а и  кейин 
сегМентларнинг урталарини ифэдаловчи йукта сифатида шуядай с 
нуктага келамизки, у  ну^тада функция нолга айланади,- демай'тео- 
рема исбот булади, ёки жараён чексиз дайом этиб, ичмаАич кой- 
лайган ’ ; '• ’ ■

[а,, 6,], [а.„ Ь2], . . . , [ап,Ь п|, . . .  t

сегментлар кетма-кетлиги хосил булади. Бу кетма- кегликнинг уму- 
мий хади [ап, Ьп\ да f{an) < 0, f(bn) >  0 булиб, [ап, Ьп] нинг узун-

лигу Ьп— а п =  Ь—~  0 (п->  оода) булади. ••
2 я . ь

Ичма-ич жойлашган сегментлар принцип ига асосан шундай с 
ну^та мавжудки (З-боб, 8-§).

lim an =  lim ftrt =  c (с£(а, b)).
f(x) функциянинг [а, Ь] да узлуксиз булишидан фойдаланиб, то- 

памиз: •



an -v  с =► }(ап) -*■}(с) ва f(a j <0=> f(c) <  О,

bn-*c= > f (bn) -> /(с) на /(¿л) >  О =*- /(с) >  О.

Кейинги тенгсизликлардан эса ¡(с) = 0 булиши келиб чикади. Теорема 
исбот бÿлди.

Исбот этилган теорема купгина татбикларга эга, жумладан у 
айрнм тенгламалар ечимининг мавжудлигини курсатиш ва уларнн 
такрибий ечиш имконини беради. Масалан,

sin х —- х -)- 1 = 0  (5.5)
тенгламани царайлик. Равшанки, /(x) =  sin%— х +  1 R да узлуксиз. 
Жумладан, бу функция [0, л] сегментда хам узлуксиз булиб, сег
мент ни'нг'четки нуцталарида: f(0) =  1 >  0, /(л) =  — зх I <

5- теоремага асосан j(x) функция [0, л] ' оралш\нинг хеч бумма- 
ганда битта нук;тасида нолга айланадн, яъни берилган (5.5) тенгла-
манинк [0, л] оралиеда ечими мавжуд. [О, я] сегментни О,—’ о ва

нинг четки нук,таларлдасегментларга ажратиб,

О

ораликда ётади. Б у жараённи давом

f(~£") = 2 — ~~ > 0 , / (л )< 0  булишини топамиз. Демак, (5.5)

тенгламанинг ечими я 
~2~ ’

эттиравериш натижасида sin jc — х -j- 1 =  0 тенгламанинг такрибий 
ечими керакли аникликда топилиши мумкин.

6- т е р р е м а  ( Б о л ь ц а н о  — К о ш и н и н  г и к к и н ч и  т е о р е : 
маси) .  Агар f(x) функция [а, Ь] сегментда аникланган ва узлуксиз 
булиб, унинг четки нуцталарида f(a) =  A, f  (b) -- --- В кийматларга 
эга ей А ф  В булса, А ва В opacuda \ap щндай С сон олинганда 
х1ам а .билрн Ь орасида шундай с нуцта топиладики,

Г/(с) =  С
булади'.'

Ис б о т .  Аниь^лик учун А < В  булсин, ихтиёрйй С£( Л,  В) олай- 
лик. Ёрдамчи ф (х) =  / (х) — С функция тузамиз. Равшанки, бу функ
ция сегментда узлуксиз Бабу сегментнинг четки нукталарида ф(а) =  
=  А — С <  0, ц(Ь) =  В — С >  О кийматларни кабул цилади. У 
холда Больцано — Кошининг биринчи теоремасига кура а билан Ь 
орасида шундай с нукта топиладики, <р(с) =  0, яъни f{c) =  С була
ди. Бу эса теоремани исботлайди.

2 - н а т и ж а .  Агар f(x) функция бирор X оралиада (ёпик ёки 
очи^, чекли ёки чексиз) аникланган ва узлуксиз булса, у  холда 
функциянинг барча ^ийматлари туплами бирор Y ораликдан иборат 
булади.

Ис б о т .  Y — {f(x): х£ Х }  тупламнинг ани^ куйи чегараси т ,  
аник, ю^ори чегараси М булсин:

m — \niY, Af =  supK.
x tX  .VÉA'



Бунда т  ва М  лар чекли сон ёкн <» булиши мумкин. Аниц чегара- 
ларнинг таърифига биноан, \fx£X  учун « < / ( х ) < М  булади. Эн
ди /(х) функция цийматлари туплами (т , М) интервални ташкил 
этишини курсатамиз. Бу интервалда ихтиёрий С сонни олайлик: 
т < С  <  М. У  холда шундай Л ва В сонлар топиладики,

/п <  Л <  С <  В <  /И
булади. Бу Л ва В  сонларни Л =  f  (а), В =  f(b) деб караш мумкин 
(а £ X, Ь£Х). Исботланган теоремага асосан а билан b орасида 
шундай с сон мавжудки, f(c) =  С булади. Оликган С сон (т , М) 
интервалдаги ихтиёрий сон булганидан, бу интервалдаги барча ций- 
матларни f(x) функция цабул цилиши келиб чи^ади.

7 - т е о р е м  а.  ( В е й е р ш т р а с с н и н г  б и р и н ч и  т е о р е м а с и ) .  
Агар f(x) функция [а, b] сегментда анщланган ва узлуксиз булса, 
функция шу сегментда чегараланган бдлади.

И с б о т .  Тескарисини фараз лай лик, яъни [а, Ь] да узлуксиз 
булган f(x) функция унда чегараланмаганбулсин. У холда [а, Ь] да 
шундай хп нуцта топиладики, шу нуцта учун | f(xn) \ >  п(п =  1, 2,
3, . . . )  тенгсизлик уринли булади. {хп} кетма- кетликдан Больца
но— Вейерштрасс леммасига асосан яцинлашувчи кисмий {хПк} кет- 
ма-кетлик ажратиш мумкин: х -*-xQ-, х0 £ [а, Ь]. Энди f(x) функция 
[а, £>] да узлуксиз булганидан f(xn̂ -*- f(x0) булади. Бу эса \f(xn)\>
>  п, яъни f(xn) -*■ оо деб цилган фаразимизга зиддир. Демак, функ
ция [ti, b] да чегараланган. Теорема исбот булди.

4 - э с л а т м а .  Келтирилгин теорема шартидаги оралицнйнг сег
мент булиши мухимдир. Бу шарт бажарилмаса, теорема уринли
булмасдан ^олиши мумкин. Масалан, f(x) =  —  функция (О, I) ора-

лиеда ани^ланган ва узлуксиз булса хам, у  шу оралицда чегара- 
лакмаган.

5 - э с л а т м а .  Функциянинг бирор оралицда чегараланган булиши- 
дак, унинг ш у орали^да узлуксиз булиши <\ар доим хам келиб 
чиказермайди. Масалан, Дирихле фунцияси у{х) чегараланган булса 
х;ам у узлуксиз эмас.

8- т е о р е м а  ( В е й е р ш т р а с с н и н г  и к к и н ч и  т е о р е м а с и ) .  
Агар f(x) функция [а, Ь\ сегментда анщланган ва узлуксиз булса, 
функция шу сегментда узининг анш$ юцори ,\амда анщ к;уйи че- 
гараларига эришади, яъни [а, Ь\ да шундай хх ва х2 нукталар 
топиладики,

f(xt)=  sup { f  (л-)}, f(x2) =  inf {/ (x )}
x t ia .  b\ x e \a .b \

тенгликлар уринли булади.
И с б о т .  Вейерштрасснинг биринчи теоремасига кура f(x) функция 

[а,Ь\ да чегараланган. Модомнки, { f(x): х£ [а, Ь\} туплам чегара- 
ла;;гак экан, унда бу тупламнинг аниц говори хамда аник; цуйн 
чегаралари м авж уд . Биз уларни



sup { / (*) } =  Af, inf {/ (*)} =  in
b\ x<z[a, b]

ор^али белгилайлик.
Энди [a, b] сегментда f (л-) функция M ва т  кийматларни цабул 

^иладиган нукталар мавжудлигини курсатамиз. Тескарисини фараз 
^илайлик, яъни f(x) функция fa, Ь\ сегментда узининг ашщ юкори 
чегараси М га эришмасин. У холда у-х£ [а, ¿>] лар учун f(x )< M  
тенгснзлик уринли булади. К,уйидаги

функкняни карайлик. Равшанки, бу функция [а, Ь\ сегментда аиик- 
ланган за узлуксиз. Вейерштрасснинг биринчи георемасига кура ср(х) 
функция [а, Ь\ да чегараланган. Демак, Д/'Л’ £ [a, ¿>] лар учун ушбу

^  =  'ал * f/ > (а  =  const, a  >  0)M — f(x)
тенгснзлик уринли. Бундан

/(*) <  М — -а
булииш келиб чикади. Бу эса М =  sup {/(*)} эканига зид. Де- 
мак, / (х) функция [а, Ь\ сегментда узининг ани^ юкори чегарасига 
эришади, яъни [а, 6] да шундай xt нуцта мавжудки,

f(xt) =  sup {f(x)}
jre[a, 6]

■булади. Худди шуига ухшаш f (х) функция [а, Ь\ сегментда узининг 
аник, ^уйи чегарасига эришиши курсатилади. Теорема исбот булди.

б - э с л а т м а .  Агар f(x) функция очи^ (а, Ь) орали^да (интервал- ~ 
да) аникланган ва узлуксиз булса, функция шу оралиеда узининг 
аник: чегараларига эришмаслиги мумкин. Масалан, [ (х) =  х'г функция 
<0, I) интервалда узлуксиз. Бу функция учун sup х2 == 1, inf х2 — 0 
булади. Аммо функция узининг sup ва inf цийматларига (0, 1) ин- 
терзалда эришмайди.

Одатда функцияиинг бирор орали^даги хоссалари унинг глодал 
хоссалари деб аталади.

9 - т е о р е м а  ( т е с к а р и  ф у н к ц и я н и н г  м а в ж у д л и г и ) .  
Агар f(x) функция X оралщда аникланган, узлуксиз ва катъий 
усувчи (кртъий камаювчи) булса, бу функция щйматларидан  
иборат У =  {¡'(х): х£ Х } оралифа тескари /- 1(у) функция мае- 
жуд булиб, у узлуксиз ва катъий дсувчи (нртъий камаювчи) 
булади,

Ис б о т .  f(x) функция X  оралиеда узлуксиз булгани учун унинг 
^ийматлари Y ораликни туташ тулдиради. Демак, хар бир y0£Y 
учун X да шундай х0 топиладики, /(х0) =  у0 булади. Бундай y 0£Y 
га мое келадиган х0 ну^та X  да ягона булади. Х ^ щ атан  хам, агар 
X  оралиеда х0 дан катта ёки кичик булган х' нуцта олинадиган 
булса, f(x) функция усувчи булгани учун f(x') =  у' хам у0 дан кат
та ёки кичик булади. Шундай к;илиб Y оралиедан олинган ^ар бир



у  га X  да унга мос келадиган ягона шундай х топиладики 
/(х) =  у  булади. Демак, Y орали к, да тескари х =  f~\y) функция 
мавжуд. Энди x ~ f ~ 1 (y) функциянинг Y да к;атъий усувчи були- 
шини, яъни ух 6 Y, y£ Y , ух<-уъ булганда хх <  х2 тенгсизлик урин- 
ли (хг =  / 1(í/i), х2 — Г'ЧУг)) булишини курсатамиз. Тескарисини 
фараз килайлик; ух <  у2 булганда х1 > х 2 булсин. У .холда y. =  f{x) 
функция X  да к,атъий усувчилигидан f{xх) >  f(x2), яъни ух > .у2 бу
лади. Бу эса ух <  í/2 деб олинишига зиддир. Демак, x= f~ 1 (у) функ
ция Y да катъий усувчи.

Нихрят, монотон функциянинг узлуксизлиги ха к и да ги теоремага 
кура, х =  /“* (у) функция Y ораликда узлуксиз булади.

У =  f (х) функция X да камаювчи булганда хам теорема юкрри- 
дагидек исботланади. Теорема исбот булди.

8 -§ .  Функциянинг текис узлуксизлиги. Кантор теоремаси

У - f i x ) функция X  тупламда аник,ланган булиб, х0 £ X нуктада 
узлуксиз булсин. Функция узлуксизлиги таърифига кура, V e > 0  сон 
учун шундай 60 >  0 сон топиладики, | х — х01 < б0 тенгсизлик урин- 
ли булишдан I f(x) — f (х0) | <  е тенгсизликнинг хам у'ринли булиши 
келиб чицади. Бу таърифдаги 60 >  0 сон аввал таъкидлаб утганимиз- 
дек г га бор лик;: б0 =  б0(е). Энди /(х) функция X  нинг х} (хг =¿= х0) 
нуктасида хам узлуксиз булсин. Яна таърифга кура, Y E >  О С0Н 
учун шундай бг >  0 сон топиладики, |х— - M < 6i Дан 1 /(*) —
— ÍM i I <  е келиб чик;ади.

f(x) функциянинг х =  х0, х =  Xj ну^таларда узлуксизлиги таъри- 
фидаги е >  О сон бир хил булган холда хам унга мос келадиган 
60 ва Ьх сонлар, умуман, турлича булади, яъни функция бир нечта 
нукталарда узлуксиз булганда, узлуксизлик таърифидаги б >  0 сон 
фацат е >  0 гагина богли^ булмасдан, каралаётган нук,тага хам 
борли^- булади. Шуни хам айтиш керакки, агар 6 =  mi n( 60, 6j) деб 
олинса, бу б >  0 сон х0 ва хх нукталарга баравар ярайверади, чунки 
¡X  — х0\ <  б дан \х — х0| < 60 ва |х— X j| <6  дан |х— хх \ <  öj 
келиб чикади. Мисоллар к,арайлик:

1) f(x) =  х2 функция [0, 1] сегментда узлуксиз, жумладан 
а £ [О, I] н уцтада узлуксиздир. Таърифга кура, Y e  >  0 сон учун 
б = У а2 +  г — а деб олинса, | х — а | <  б [булганда

I /(х) — / (а) I =  I х2 — а21 =  I х — а 11 х — а +  2а ¡ <  6 (6 +  2а) =
=  [УсР+г  — а)2 +  {V а 2 +  е — а ) - 2а =  е

булади. Д емак, ö =  )^ a 2- f e — а булиб, е >  0 билан бирга j^apa- 
лаётган а £ [0, 1] нук,тага хам боглик экан. Бирок,,

б =  min б =  min ( У  а 2+ е — а) — min . —  =  ------- .Л= -=
о€[о, 1] об[о> 1] af [o ,l] l/ a 2 - h e - f  а  1 I - г  е

деб олинса, |х — а | < б  дан |х — а | < б  келиб чикади. Шу сабабли 
бу б >  0 сон [0, 1] сегментнинг барча нуь;таларига турри келади,,



Шундай, килиб, (х) =  х- функция [О, 1] сегментнинг нуцталари- 
да узлуксиз булиши таърифидаги 6 >  О сон е >  О сон билан 
бирга царалаётган нуцталарга безлик булса хам, шундай б >  0 то- 
пиладики, у  [0 , 1] сегментнинг барча ну^таларига ярайди, бошцача 
к;илиб айтганда, шу б >  0 сон факат е гагина борлик булиб, кара- 
лаётган ну^таларга борлик эмас.

2) / (дс) =  — функция (О, 1] оралиада узлуксиз, жумладан

а £ ( 0 ,  1] нуцтада узлуксиздир. Таърифга куоа, V  е >  0 сон учун
ч еа2 «—  деб

I + се

/ (* )— /(а) | =

$ 7-7—  деб олинса, | д: — а I <  6 бул ганда 1 + се

а  1 +  а е  еа -
1 — ае

булади. Демак, б нинг танланиши е > 0  билан бирга а 6 (0, 1] ну^- 
тага борлик. Бирок, бу холда 6 нинг а £ (0, 1] буйича минимуми

б =  min б =  min — - 2 == 0 . ,
а  £  (О, I] а £ ( 0 , I] 1 4 -  о г

1?у эса / (х) =  — функция (0, 1] ораликнинг нуцталарида узлуксиз

булиши таърифидаги б >  0 сон е >  0 сон билан бирга каралаётган 
нук;таларга боглик ва (0, 1] ораликнинг барча ну^таларига ярай- 
диган б >  0 сон мавжуд эмаслигини курсатади.

8- т а ъ риф.  Агар у е > 0  сон учун шундай 6 > 0  сон топилса- 
*й{:. \  тУплам,,ииг \х'— х" j <  б тенгсизликни ^аноатлантирувчи их- 
тиёрий х' ва х" (х £Х , х" £ X) нукталарида

|f(xr) — f(x")I < е
текг^излик бажарилса, f  (,v) функция X тупламда текис изликсиз 
деб аталади,

■‘¡(х) функциянинг текис узлуксизлик таърифидаги б > 0  сон 
8 > 0  сонгагина боглик; булиб, ^аралаётган ну^таларга борли^ эмас.

f{x) функция X  тупламда текис узлуксиз булса, у  шу туплам
да, узлуксиз булишини иеботлаш ^ийин эмас.

, М и с о л л а р .  1. Ушбу

'7 (х) =  У х
функциянинг X =  [ l ,  2] сегментда текис узлуксизлигини курсатинг.
Y  е > 0  учун 6 > 0  сонни б^=3е деб олсак, у  ^олда V  х' £ [ 1, 2],
Y  х £ [ 1, 2] лар учук | х " — х \ <  6 тенгсизлик бажарилганда

, _  f a  1 =  _ <  | * W |  в =  
уГх"г - т у  х"х'.+ у'х'* 3 ^ 3

булади. Демак, у  =  у г х функция [ 1, 2] ораликда текис узлуксиз.
2. К,уйидаги



/ (%) =  sin —X
функция X — (О, 1) интервалда текис узлуксиз эмас. Х^кикатан ^ам, 
е >  0 сонни, масалан, е == — деб олиб, х' х" £ (0, 1) нукталар сифа- 

тида
* ' =  — , х" — ■ (n£N) лар

п п  (2 п  +  1) я

каралса, у  холда \х"— х' | айирма учун
, „  , ,  1

пп (2я -f-1)
ни топамиз. Энди б ни (п ни катта килиб олиш хисобига) хар к;ан- 
ча кичик килиб олиш мумкин булса хам

\f(x") — / (х') | =  | sin <2п +  я — Sjn пп | _  ] >  е _  L

булади. Д емак, берилган функция (0, 1) да текис узлуксиз эмас.
Бу мисолдан функциянинг бшюр ораликда узлуксиз булишидан 

унинг шу ораликда текис узлуксиз булиши келиб чи^авермаслиги 
куринади. Аммо цуйидаги теорема уринли.

10-т е о р е м а  ( К а н т о р  т е  о ре  глас и). Aeapf(x) функция [д, Ъ] 
сегментда анщланган ва узлуксиз булса, функция uiy сегментда 
текис узлуксиз булади.

И с бот .  f(x) функция [а, Ь] сегментда узлуксиз булсин. Фараа 
^и лай лик, функция шу сегментда текис узлуксиз булмасин. Демак, 
бу х°лда бирор е >• 0 сон ва ихтиёрий кичик б >  0 сон учун [а, Ь) 
сегментда шундай х' ва х" нукталар топиладики, | х " — х' | <  6 
тенгсизлик бажарилса ^ам

\ f ( x " ) - f ( X')\>E
тенгсизлик уринли булади.

Нолга интилувчи мусбат сонлар кетма-кетлигини {6J :  S,, б2,
. . . , 6Л, . . .  олайлик (бп 0,  бл >  0, п =  1, 2, 3, . . .) . Фарази- 
мизга кура, юцоридаги е >  0 сон ва ихтиёрий Ьп >  0 (п — 1, 2, . . .) 
сон учун 1а, Ь] сегментда шундай хп ва х'п (п — 1, 2, 3, . . .) ну^та- 
лар топиладики,| улар учун цуйидаги муносабатлар уринли булади: 

¡x ]— x ¡\ < 8 l =^\f(x¡) — f(x ¡)\> z,
\x¡ — x2\ < 8 2=>\f(x¡) — f(x'2)\ > z,

\x'n — x'n\< bn=>\f(x"n) — f(xn)\>&,

|x"¡ кетма-кетлик чегараланган. Бу кетма-кетликдан Больцано— 
Вейерштрасс леммасига кура (3-бобдаги 3-леммага царанг) чекли 
сонга интилувчи цисмий [х"Пк} кетма-кетлик ажратиш мумкин:



У  холда
1ХЯ ~  z/il<®n> ^ “^0

булганидан [xn̂  кетма-кетлик ^ам х0 га интилади: х ’Пк-*~х0< f(x) 
функциянинг [а, Ь\ да узлуксиз булишидан:

f ( x nk) - + f ( x  о), 

f(xnk) - + f( xo)-
Улардая эса

f(xnk) - f « k) ^  О

келиб чи^ади. Бу эса у  я G #  учун | / « )  — / « ) | > в  дейилган 
юкоридаги тасдиеда зид. Бу зиддият теоремани исботлайди. 

f(x) функция X  тупламда ани^ланган булсин.
9 - т а ъ р и ф.  ^уйидаги

sup — inf {/(*)}х£Х х£Х
айирма f(x) функциянинг X  тупламдаги тебраниши деб айтилади 
ва си орцали белгиланади:

со =  ш(/: X) =  sup {/(*)} — inf {/(*)}.
х £ Х  х £ Х

f  (х) функциянинг X  тупламдаги тебраниши ^уйидаги 
ю =  sup \\f(x") — f(x')\}

х ' .х "  £  X

куринишда хам таърифланиши мумкин.
Кантор теоремасидан му^им натижа келиб чи^ади.
3 - н а т и ж а .  Агар f(x) функция [а, Ь] сегментда ани^ланган ва 

узлуксиз булса, у  холда V е > 0  сон учун шундай б > 0  сон то- 
пиладики, [а, Ь] сегментни узунликлари б дан кичик булакларга 
ажратилганда, хар бир булакдаги функциянинг тебраниши е дан ки
чик булади.

Ис б о т .  f(x) функция [а, b] сегментда узлуксиз булсин. Кантор 
теоремасига кура бу функция [а, b] да текис узлуксиз булади.

Текис узлуксизлик таърифига кура V  в 0 учун шундай б 0 
топиладики, | х' — х" | <[ б шартни каноатлантирувчи ихтиёрий 
х 6 [а, Ь], х ' £ [а, b] лар учун  \f(x')— f(x") \ < е  булади. Энди 
шу б ни олиб, [а, Ь\ сегментни диаметри б булган ихтиёрай Р =  
=  i xо> xi> • • • . хп) булаклашни оламиз. У ^олда, равшанки,
V  х' € [xk, V  х" £ [.xk, * л+1] ну^талар учун \х" — х' 1 <  б ва,
демак, | / {х ') / (л:') | <  е булади. Бундан, рхтиёрий булакча 
lxk, xk+l] учун

co= sup l f ( x ' ) - f ( x " ) \ ^ eX , X £ [Xk ,
булади. Натижа исботланди.



9 -§ . Функциянинг узлуксимик модули

Виз уш бу параграфда функциянинг текис узлуксизлиги билан 
боглиц булган, шунингдек, функцияларни синфлаш имконини бера- 
дигаи туш унча— функциянинг узлуксизлик модули тушунчаси би
лан танишамиз.

/(х) функция X тупламда аникланган ва узлуксиз булсин. Y 6 >
>  0 сон олиб. X тупламнинг (х" — х | <  б тенгсизликни каноаллан- 
тирувчи х' ва х" нукталарида ушбу

| / (х " ) -/ (х ')|  (56 )
айирмани карайлик.

10-т а ъ р и ф .  (5.6) айирманинг аник юкори чегараси
sup { | /(х") — /(х')|}, (бунда х 'б Х , х" £ X, \х" — х'| <  б)

функциянинг X тупламдаги узлуксизлик модули деб аталади ва 
со (б) ёки co(f; б) каби белгиланади:

(о (б) =  to (f; 6) =  sup { | / (х") -  / (*') |}, x ' £ X, x" £ X.
I x"—x' I <o

By таърифдан функциянинг со (6) узлуксизлик модули 6 (б >  0) пинг 
манфий булмаган функцияси экани куринади. 1 :

Энди узлуксизлик модулининг баъзн бир хоссаларини келтира- 
миз.

Г . Функциянинг узлуксизлик модули о)(б) узгарувчи б кинг 
усувчи функцияси булади.

" Хакикатап хам, бх >  0, б2 >  0 ва 6, >  ё2 булсин. У ^олда уШбу
А х =  {х' € Х , х” € X  : 1х" - х '  | <  6J ,
Аг =  {х 6 Х, х " £ Х :\ х "  — х '| < 62}

тупламлар учун булиб, ундан sup {I f  (х") — /(х') |}<
<  sup { I / (х " ) — f (х') |} булади, демак, А>

А%

(0 (62X 0 (6^.

Шундай килиб, bL >  б2 тенгсизлик бажарилганда со (б,) >  ы (бР) 
тенгсизлик хам бажарилади. Д емак, со (б) усувчи функция.

2°. Функциянинг узлуксизлик модули учун ушбу
со(Хб)<(1 +Х)со(б) (5.7)

муносабат уринли, бунда % — мусбат сон.
а) X =  п, п £ N булсин. Бу .\олда (5.7) тенгсизлик ушбу

со (пЬ) <  па (6) (5.8)

куринишга эга булишини курсатамиз.
Фараз килайлик, бирор [х, у] сегмент берилган булиб, | х — у | <

< я 6 булсин. Бу сегментни а. = х  +  — (у — x)(i =  0, 1, 2, . . . , п)

ну^талар ёрдамида п та тенг кисмга ажратамиз. У холда бу |х, у\ 
сегментда аникланган f(x) функция учун



f (У) - / ( * ) “  [/ (®i) -  / («„)] +  [jf (а 8) -  f  ( a j ]  +
-b • • • +[/(**„) — / К _ [) ]  («о =  x, a„  =  y)

булади.
Иккинчи томондан, |a£+, — a f l <  6 (i =  0, 1, 2, . . . , л) булиб,

I/(«,+ ,) — /(a,)| *£e>(6)
ва

l/(i/) — / (x )| < « o (6) 
булади. Демак, sup j f (г/) — / (*) | <  пц> (б) булиб, ундан

a>(n-6) </i co(6)
булиши келиб чицади.

б) Я, — ихтиёрий мусбат сон булсин. Бу ^олда (5.6) тенгсизлик- 
ни исботлаймиз.

‘к соннинг бутун ^исмини п орцали белгиласак, X учун п <  к<. 
< п  ~r 1 тенгсизлик уринли булади.

Ь злуксизлик модули ©(6) усувчи функция булганидан ^амда 
а) ^олни эътиборга олиб, к;уйидаги ' ’

(о(А,6) < ш [ ( я  +  1) • б] < ( я +  1)со(б)< (1 -Ь А.) со (б) 
тенгсизликларни ёзишимиз мумкин.

М и с о л л а р .  1. Ушбу /(х) =  ах +  b (а, b — const) функциянинг 
X  =  [а, р] сегментдаги узлуксизлик модулини топинг.

Узлуксизлик модули таърифига кура х' £ X, х" £Х  ва \х'—
— х" | <  б бул ганда топамиз:

ю(6) =  sup Пах' + Ь )— (a tr  +  6)| =  sup \а(х' — х")= \а\  -б..
■ |*'—*"|<6 1
Демак, f(x) =  ax +  b функциянинг X  =  [a , Р] сегментдаги узлук

сизлик модули а)(6) =  |а| -6 булади.
2. f(x) =  x2 +  1 функциянинг X =  [0, 1] сегментдаги узлуксиз

лик МОДуЛИНИ ТОПИНГ. I 
X  =  [0, 1] тупламда ихтиёрий х ну^та олиб, хп ну^тани эса ! 

х" = х '  — б деб карайлик (0 <  б <  1). У ^олда 26,— б2 >  0 экани- i 
ни эътиборга олиб ёзамиз:

!/ (* ')  — f(x")\ =  \{х'2 +  1) — (х"2 +  1)| =  | 2х' б — б21 < 2 6  — б2. 
Шунинг учун ’

(0(6) =  sup J f(x ')  — f(x")l < 2 6  — б2
1дг'—

булади.
Ammo х ' =  1, х "  =  1 — 6 ну^талар учун | х' — х "  | == 6 ва 
| / (* ') -  / (х") | == | (х'2 +  1) -  (х" 2 +  1) | =  126 -  621 =  26 -  62 

булгани сабабли ш(6) =  2 6 — б2 булади.
Энди f(x) функциянинг текис узлуксизлиги билан унинг узл ук 

сизлик модули орасидаги богланишни ифодалайдиган теоремани кел- 
тирамиз.



11- т е  о р е м  a. f(x) функция X тупламда текис узлуксиз бу- 
лиши учун l im о>(6) =  0 лимит уринли бцлиши зарур ва етарли.

И с б о т. 3  а р у  р л и г и. f(x) функция X  тупламда текис узлук
сиз булсин. Таърифга кура ÿ  е >  0 олинганда хам у  сон учун 

шундай 6t >  0 сон топиладики, Y  х’ £ Л", Y  х" £ X  ну^таларда

\х' —  х " \ < 6 е дан |/ ( * ') _ / ( * ' ')  | < I

келиб чикади. У  холда 0 < 6 <  Ôt. тенгсизликларни каноатланти- 
рувчл ихтиррий б учун

sup A \ f( x ’) — f(x")\}<  sup { |/(* ') — f(x" ) \ } < < e
\x'-xr\< 0 | * '-* "K 6e ^

булиб, ундан îo (ô )< 8, яъни lim to (ô) --  0 келиб чикади.

Е т а р л и л и г и .  Ушбу lim to(ô) = 0 лимит уринли булсин. Де-
Ô_»+0 '  *

мак, б -*■ 0 да
со(б)= sup {|/(*•') —|.ï'-x"|<0

У холда Y  х £ X, Y  х" £ X лар учун
| х ' I  <  б <  ôt дан \ f(x') — f(x")\<£

келиб чикади. Бу эса f(x) функция X тупламда текис узлуксиз бу- 
лишини билдиради. Теорема исбот булди

Функцияларнинг узлуксизлик модулларига к.араб уларни синф- 
ларга ажратиш мумкин.

1) Узлуксизлик модули ушбу

(о(0) < М 0а
(бунда М =  const, 0 <  а  <  1) муносабатларни каноатлэнтирувчи 
функциялар тÿплaми а  тартибли Липшиц синфи деб аталади ва 
LipAIa  каби белгиланади.

2) Узлуксизлик модули цуйидаги

lim û>(ô) • ln — =  О 
ô-»+o ô

муносабатни ^аноатлантирувчи узлуксиз функциялар туплами Ды
н и — Липшиц синфи деб аталади.

Агар f{x) £ L ipv;a  булса, у  холда бу функция Дини — Липшиц 
синфига х.ам тегишли бÿлади. Хакикатан хам, f(x)£  LipA, a  дан

to (б) <  М • 6“, (0 <  а  <  1) келиб чикади ва lim Мб“ ■ In — =  0 ли-
о~>+о о

мит уринли булганидан, ушбу lim  м(б) -In — = 0  тенгликнинг урин-
ô-*-f-0 о

ли булиши келиб чикади.



10-§. Компакт тупламда узлуксиз булган функцияларнинг 
хоссалари

Виз мазкур бобминг 7- § ида [а, Ь] сегментда узлуксиз булган 
функцияларнинг хоссаларини, жумладан, функциянинг чегараланган 
булиши (Вейерштрасспинг биринчи теоремаси), функциянинг аник 
чегараларга эришиши (Вейерштрасснинг иккинчи теоремаси) ва функ
циянинг текис узлуксиз булиши (Кантор теоремаси) каби хоссаларни 
караб утдик. Бу хоссаларни урганишда функция узлуксиз булган 
оралиК [а, Ь] сегментдан иборат булиши мухим эканлигини курдик 
ва хоссаларни исботлаш жараёнида эса Больцано — Вейерштрасс 
леммасидан бевосита фойдалана бордик.

Энди сегмент тушунчасидан умумийрок булган компакт туплам 
тушунчаси ва унда узлуксиз булган функцияларнинг хоссаларини 
урганамиз.

1. О чи к в а ё п и к  т у п л а м  л а р. туплам берилган бу-
либ, а £ X булсин.

11- таъриф.  Агар а £Х  нуктанинг шундай

^6 (а) — {'г: *  € Я , а — 6 <  х < а -Ь (6 >  0)
атрофи мавжуд булсаки, Ь’ь (о) с= X  булса, а нукта X тупламнинг 
ички нуктаси дейилади.

Масалан, х ~ ~  нукта X  =  [0, ]] тупламнинг ички нуктаси, х =
=  0 , х —-1 нукталар X  =  [0, 1] тупламнинг ички нукталари эмас.

12- таъриф.  Агар X  тупламнинг хар бир нуктаси унинг ички 
нуктаси булса, X  туплам очик туплам  деб аталади.

Масалан, 1) X  =  (0, 1) интервал очик; туплам.
2) X  — (0, 1) и (2, 4) и (6, 8) туплам хам очиь  ̂ тупламдир.
13- таъриф.  Агар X  тупламнинг барча лимит нукталари узига 

тегишли булса, X туплам ёпщ туплам  деб аталади.
Масалан, X = [0, 1] сегмент ёпик туплам булади.
7 - э с л а т м а .  Лимит нуктага эга булмаган туплам ёпик туплам 

деб ^аралади.
Масалан, чекли туплам ёпик туплам деб олинади.
2. К о м п а к т  т у п л а м .  X  — хакикий сонларнинг бирор тупла- 

ми булсин.
14- таъриф.  Агар X  тупламнинг нукталаридан тузилган хар 

кандай {хп} (хп £Х, п =  1, 2, . . . )  кетма-кетликдан шу тупламнинг 
нуктасига якинлашувчи {ХП)}  кисмий кетма-кетлик ажратиш мумкин 
булса, X  туплам компакт туплам  деб аталади.

М и с о л л а р .  ]. X  =  [а, Ь] сегментнинг компакт туплам були
ши Больцано — Вейерштрасс леммасидан келиб чмкади.

2. Х =  [а,, £,] и [а2, Ь2] и • • • 11 Iап, Ьп] туплам компакт туп
лам булади.

3. X =  (0, 1) интервал компакт туплам булмайди, чунки хп =

— ~7 € (0, 1) (п == 1, 2 , 3, . . . )  кегма-кетликнинг лимита 0 га п+  1



тенг, яъни lim  х =  lim  —— =  0. Аммо 0 сон (0, 1) тупламга те-
п  +  1

гишли эмас.
Энди тупламнинг компакт булиши шартини ифодаловчи теорема- 

ни келтирамиз.
12- т е о р е м а .  X  компакт туплам булиши учун унинг чегара- 

ланган ва ёпщ  туплам булиши зарур ва етарли.
И с б о т .  З а р у р л и г и .  X  — компакт туплам булсин. Аввало бу 

тупламнинг чегараланганлигини курсатамиз. Тескарисини фараз к;и- 
лайлик, яъни X  — компакт туплам булса хам у  чегара,ланмаган 
булсин. У  холда шундай х1 £ Х  ну^та мавжудки, \х1 1 >  1,.щундай 
х2 £ X  ну^та мавжудки, |х21 >  2 ва к. Натижада {хп} .кетма- 
кетлик хосил булиб, \хп \ >  п {хп £ X, п — 1 , 2 , . . . )  булади: Бу 
{хп\ кетма- кетликдан я^инлашувчи ^исмий кетма- кетлик ажратиб 
булмайди. Бу эса X  нинг компакт тупламлигига зид. Демак, X  — 
чегараланган туплам.

Энди X  нинг ёпик, туплам булишини курсатамиз. Фараз ^илай- 
лик, а ну^та X  тупламнинг лимит ну^таси булсин. У холда X  да 
а га интилувчи {хп} кетма- кетлик топилади. Равшанки, бу {хп} кет
ма- кетликнинг хар цандай {xnJ  к,исмий кетма-кетлиги учун 
lim xnk =  а лимит уринли булади. X  компакт туплам булгани са-
бабли а £ X  булади. Демак, X  тупламнинг лимит ну^таси узига те- 
гишли булади. Бу эса X нинг ёпик, туплам эканини билдиради.

Е т а р л и л и г и .  X — чегараланган ва ёпи^ туплам булсин. Бу 
холда Больцано — Вейерштрасс леммасига кура ^ар ^андай { x j  
хп £Х, п =  1, 2, . . . )  кегма-кетликдан а га я^инлашувчи {xnJ  
кисмий кетма-кетлик ажратиш мумкин: xnk —>-а. Равшанки, бу а
нукта X тупламнинг лимит ну^таси булади. X ёпи^ туплам булга
ни учун а £ X  булади. Демак, X  компакт туплам. Теорема исбот 
булди.

Энди компакт тупламнинг мухим хоссасини келтирамиз.
X  er R — бирор туплам булсин. Х,ар бир элемента интервалдан 

иборат S  =  {ст} интерваллар системасини олайлик.
15-т а  ъриф.  Агар X тупламнинг х,ар бир а ну^таси учун S =  

=  {ст} системада шу нуцтани уз ичига оладиган о интервал топил- 
са, S  =  {ст} система X тупламни коплайди дейилади.

Масалан, X  =  (0, 1) булсин. К,уйидаги

1  3_\ П _3\ ( J _  _3,
2 ’ 2 / \ 4 ’ 4 \ 2 "  ’ 2п

интерваллар системасини олайлик. Равшанки, X =  (0, 1) тупламнинг 
з̂ ар бир нуктаси бу интерваллар системасининг камида битта интер-
валида жойлашган булади. Демак, S  =  n =  1, 2,

система X  =  (0, 1) тупламни цоплайди (3 9 -чизма).



и  -  — 3 1 J
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39- чнзма.

Шуни .хам айтиш керакки, агар бу S  =  ), п =  1, 2, . . Д
2"

3
сипемадан бнрорта | — , —^интервал чикариб ташланса, колган 
интерваллардан иборат

система X — (0, 1) тупламни коплай олмайди.
^уйида Гейне—■ Борель леммасини исботсиз келтирамиз.
Г е й н е  — Бо р е  л ь  л е м м а с и .  Агар чегараланган ёпи^ X  туп-  

лам чексиз интерваллар системаси {ст} билан копланган булса^ у 
холда {о} системадан X  тупламни цоплончи чеклн {а,, ст2, . . . , а  } 
система ажратиш мумкин.

Энди компакт тупламда узлуксиз булган функцияларнинг баъзи 
бир хоссаларини келтирамиз.

1°. Агар f(x) функция X компакт тупламда узлуксиз булса, 
у чегараланган булади.

2°. Агар f(x) функция X компакт тупламда узлуксиз булса, 
функция шу тупламда узининг аник; чегараларига эришади, яъни 
шундай х0 £ X, Ху £ X нуцталар мавжудки,

f(x0) =  sup {/(*)}, /(*,) =  inf {f(x)}
x  £  X x  £  X

буладц.
3°. Агар f(x) функция X компакт тупламда узлуксиз булса, 

функция X да текис узлуксиз булади.
4°. Агар / (х) функция X компакт тупламда узлуксиз булса, 

шу X тупламнинг акси (образи) {/ (х)} компакт туплам булади.
Биз бу хоссаларнинг бирини, масалан 1°-хоссани исботлаймиз.
1° - х о с с а н и н г  и с б о т и .  X—компакт туплам булиб, бу туплам- 

да fix) функция узлуксиз булсин. Нуцтада узлуксиз булган функ- 
циянинг хоссасига кура (7- §) у  х £ X  нинг шундай етарли кичик 
атрофи (У (а:) мавжудки, бу атрофда f(x) функция чегараланган бу
лади. Бундай нукта атрофлари U (х) интерваллардан (х £ X) S  систе
ма тузамиз: S  =  {U (х): х £ X}. Равшанки, S  система X  тупламни 
^оплайди. X  компакт туплам булгани сабабли, Гейне — Борель лем- 
масига асосан бу системадан X  тупламни цопловчи чекли S* =  
=  {U], U2, . . . , Uп} системани ажратиш мумкин. Дар бир Uk(k =  
=  1, 2, . . . , п) атрофда f(x) функция чегараланган, яъни шундай 
mk> (mk’ — const, k =  1, 2, . . . , n) сонлар топиладики,



Y  x£ U k лар учун mk <  f(x) <  Mk (k =  I, 2, . . . , n). Агар mv 
m2, . . . , mn — сонларнинг энг кичигини m деб М2, . . . , Мп 
сонларнйнг энг каттасини М деб олсак, у  холда Y  х Ç X лар учун 
m < f( x ) < M  булади. Бу эса f(x) функциянинг X  ту'пламда чега- 
раланганлигини билдиради. Io- хосса исбог булди.

11 -§ . Узлуксиз функциялар фазоси

16 - т а ъриф.  X  тупламда узлуксиз булган функциялардан ибо- 
рат туплам узлуксиз функциялар фазоси деб аталади ва у  С (X) 
ор^али белгиланади.

Биз X тупламда узлуксиз булган f(x) ва g(x) функциялар ühfhh- 
диси, айирмаси, купайтмаси ва нисбати яна узлуксиз функция, яъни 
f(x)Ç. С (X), g(x) £ С (X) дан

/(*) ±  g(x) е  С (X),
f w - g w e c ( x ) ,

fM  Ç с  (X) (бунда g ( x ) * 0, X)
Six)

келиб чи^ишини куриб утдик.
Демак, С (Х ) тÿплaмдa ^а^и^ий сонлар туплами R, я^инлашув- 

чи кетма-кетликлар туплами с даги сингари rçÿumui, айириш, Kÿ- 
пайтириш ва булиш амалларини бажариш мумкин.

X cz R  компакт туплам булиб, С (X) эса шу тупламда узлуксиз 
функциялар фазоси булсин. С(Х) фазода унинг исталган икки эле
мента орасидаги «масофа» тушунчасини киритиш мумкин.

Фараз цилайлик, Цх)£С  (X), g(x)Ç C (X )  булсин. Бу элемент- 
лар (функциялар) орасидаги «масофа» деб ^уйидаги

Р (/ (х), g(x)) =  р (/, g) =  sup \f(x) — g(x)\
X Ç. X

сонга айтамиз.
13-т е  о р е м  a. Y  fix)£ C (X ), Y  g (х) £ С (X) функциялар учун 

шундай х„ £ X  нуцта топиладики,
Р (/. g) =  \f(xj — g(xj\

булади.
Ис б о т .  Модомики, fix) ва gix) функциялар X да узлуксиз 

экан, унда f(x) — g(x) функция хам X тупламда узлуксиз булади. 
Мураккаб функциянинг узлуксизлиги ха^идаги теоремага кура ф(х)= 
=  | fix) — g(x) I функция ^ам X тупламнинг хар бир ну^тасида 
узлуксиз бу'лади. Узлуксиз функциянинг хоссасига асосан (7- §) 
шундай х0 £ Х  ну^та топиладики, ф (х0) =  sup ф {х) булади. Демак,

XÇ. X

Р(Д g) =  \f{Xo) — g(Xa)\- 
Энди pif, g) нинг хоссаларини келтирамиз.

1°. ¥  fix) Ç С (X), Y  gix)£ CiX) учун р(/, g) >  0 ва р if, g ) — 
=  0 дан f(x) з  g(x) келиб чи^ади ва аксинча.



И с б о т . р(/, g) нинг таърифидан бевосита унинг манфий эмас- 
лиги (р(/, g) >  0) куринади. р(/, g) =  0 б уж а , 'бундам Цх) =  g(x) 
б\’лиши келиб чикади. Хакикатан хам, агар бирор х1 £Х  нуктада 

б;улса, унда J/fo) — g ‘(Xi) I >  0 б\'либ,
sup I / (x) — g(x)| >  l/ fo ) — g(Xj)| >  0, яъни p (/, g) >  0

б>тлади. Демак, p (/, g) =  0 дан f ( x ) ^ g ( x )  келиб чик.ади.
Рдшианки, агар fix) =  g(x) булса, унда р (/, g) =  0 булади.
2°. Y  fix) € С W ,  Y  g(x)£ С (X) учун

Р(/, áT) == Р (ST, /)
бÿлaди. Х,акикатан хам, Y  f{x)£ C (X ), Y g ( x ) Ç C ( X )  функциялар 
учун

Р (/- g) =  sup I/(х) — g(x)| =  sup I g (x ) — /(x)| =  p (g , f) 
x G X * p

булади.
3o. Y  fix) £ С (X), Y  g (x) Ç С (X) ва Y  h (x) Ç С (X) функциялар 

учун

P (/. g) < P (/, Л) +  P (Л, g ) (5 .9 )
тенгсизлик уринли бÿлaди.

И с бот .  Ушбу
f(x) — g (x) =  [/ (x) — Л (x)] +  [h (x) — g  (*)]

тенгликдан
\fix) — g ix )\ <  I / (x) h (x) I +  |Л(х)— g(x)| 

тенгсизликнинг уринли эканини, унга кура ушбу
sup|f(x) — g (x )| <  sup { I/(x) — h(x)¡ +  \h(x) — g (x )| } <

X £ X  x Ç.X

<  sup I / (x) — h(x)\ -t- sup I h (x) g (x) I
A ^ A x ^ X

тенгсизликнинг уринли эканини топамиз. Д емак, (5.9) тенгсизлик 
исбот этилди.

Бу (5.7) тенгсизлик одатда учбурчак тенгсизлиги деб юритила-
ди.



6- B O B
ФУНКЦИЯНИНГ КОСИЛА ВА ДИФФЕРЕНЦИАЛИ

Функциянинг хосиласи ва дифференциали тушунчалари матема
тик анализ курсининг фундаментал тушунчаларидандир.

Биз ушбу бобда функция хосиласи ва дифференциали тушунча
лари билан танишамиз, функцияларнинг хосиласи ва дифференциали - 
ни хиеоблашни, шунингдек, дифференциал хисобнинг асосий теорема- 
ларнни урганамиз.

!-§■  Функциянинг ^осиласи

1. Ф у н к ц и я  х о с и л а с и н и н г  т а ъ р и ф л а р и .  / (х) функция 
(а, Ь) интервалда ани^ланган булсин. Бу интервалда хп нукта олиб, 
унга шундай А х(А х^  0) орттирма берайликки, х0 +  А>:£ (а, Ь) бул
син. Натижада f (х) функция хам хд ну кта да

Д у  =  А / (,г0) =  / (х0 +  Ах) — f  (х0)
орттирмага эга булади.

УшЗу
А у _  / (*о +  A*) — f  (х0) q .

Ах А х

нисбатни караймиз. Равшанки, бу нисбат Ах нинг функцияси булиб, 
у  A.v нинг нолдан фарцли цийматларида, жумладан ноль нудтанинг 
етарли кичик

С/6 (0) =  {Ах6 R ■ —S <  А х  <  6, А х ф 0}

(6 >  0) атрофида ани^ланган. Ах = 0 нукта i/$(0) тупламнйнг лимит
нуктаси. Энди Ах 0 да нисбатнинг лимитини караймиз, бу

д х •
лимит функциянинг х°силаси тушунчасига олиб келади.

Ь т а ъ р и ф .  Агар Дя->-0 да нисбатнинг лимити
Д*

• : И т А у  ^  ljm f d a  +  W - K x J
Д*-»0 А х  д*~о Ах

мавжуд ва чекли булса, бу лимит f(x) функциянинг х0 нуцтадаги 
хрсиласи деб аталади. Функциянинг х0 ну^тадаги хосиласи, одатда,

¿УГ (х0), ёки У'Х=Х0 , ёки ^
Х = Х е

белгилар ёрдамида ёзилади.
Демак,

Г (*„) =  lirn = lim /(*° +  д *>- ( ,(*»>. (6-1)
Д*-*0 Ах Ах-*0 Ах

Бунда x0 -f Ах =  х деб олайлик. Унда А х  = х  — хй ва Дх->-0 да 
х —+х0 булиб, натижада



Игл ^  =  Игл [Суо + Дл' ) - /(дго) =  П т  М - / . & 9
Лх-*о А х  дх-»0 Д д: х - > х 0 х  —  х0

булади. Демак, /(х) функциянинг х0 нуцтадаги] хосиласи .г - * х 0 да
! ( х) — / (*о)

л: — х0
нисбатнинг лимити сифатида .хам таърифланиши мумкин:

Г М = 1м  '<*>-№•> (6 . 1-)
х—*хц х  ~ Х()

Агар /(х) функция (а, Ь) "интервалнинг хар бир х нуктасида хоси- 
лага эга булса, бу хосила х узгарувчининг функцияси булади.

М и с о л л а р .  1. / (х) =  С = сош1 булсин. Равшанки, бу функ- 
цияницг у  х £ к  ну^тадаги орттирмаси

& У =  /(* +  Ах) — /(*) =  С — С =  О 
булиб, ундан у , =  И т ¿У_ =  о

дх-,.0 Ах

келиб чицади. Демак, узгармас соннинг хосиласи нолга тенг.
2. у  — ¡(х) =  х  булсин. Бу функция учун

А у  _  (х +  Ах) — х _ J 

Ах Ах

булиб, ундан /(х )=  х функциянинг' ихтиёрий х нуктадаги хосиласи 
у' —■ 1 булишини топамиз.

3. ¡(х )= \ х\  булсин. Бу функциянинг д:= 0 нуктадаги орттирмаси
Ау =  | Ах| булади, аммо Ах ->-0 да нинг лимити мавжуд булмайди, 

чунки П т —  =  1, Пш —  = — 1. Д емак, ¡(х) =  \х \ функция х =
Д X Ах—>—О Д х

— О нуктада хосилага эга эмас.
4. / (х) =  ех функциянинг х =  1 нуктадаги хосиласини топинг. 

Функция хосиласининг (6 . Г ) таърифидан фойдаланиб, топамиз:
/I ] .  ех — е .. ■— е е* — 1 у  =  Н т ——  = 11гп ------- -------- =  е ■ 1ип ------- =

*-►1 X — 1 *-»0 / /-*0 /

=  е • 1п е =  е.
Демак, (ех )'1х=1 =  е.
5. /(х) =  1пх(х>  0) функциянинг ихтиёрий х > 0  нуктадаги хо- 

силасини ^исобланг. Берилган функциянинг х > 0  нуктадаги орттир
маси

Д х \А у  — 1п (х +  Ах) — 1п л' =  1п / 1

булиб,
Л'

А £  =  _ ! _ 1П/1_}-А£Л=  _2_ 1п 1+  — ) Ллг 
Д х  А х  \ х  )  X \ X )



булади. Агар ушбу

lim ln í l +  A£\4j: =  i
Д * - 0  v X  /

маълум лимитни (каранг 134- бет) эътиборга олсак, унда lim =  —
Да:—О А х  X

лимит уринли булади. Демак, (1п х)' =  — х >  0.
X

6 . /(a')—cos л: функциянинг ихтиёрий x£ R  нуцтадаги хосиласини 
хнсобланг. Бу функция учун

Ау  =  cos (.V +  Да') — cosх =  — 2sin jx 4 - ~ -  'j sin ~ -

булиб,
д*sin---

lim =  — lim  sin ix  +  - l i m ----------- =  — sin *
даг-.о  A  x  д * - * о  \ 2  / д х -» о  Л  х

'Т
булади. Демак, (cos х ) ' = — sin х, Y  xQ R.

7. f (х) =  х (х >  0) функциянинг Y * 6 (0 ; +  oo) ну^тадаги хо
силасини топинг. Бу функциянинг хосиласи х узгарувчининг ушбу

, I  .í- f -Д х  — V  х  , .  I 1 у — lim  ------------------------=  l im —= = = ------- -  = ~
Д * - Э  Д *  Д * - 0  I Г Х Л - Д *  _|_ ) л- 2 Г  X

чфуккцияси булади.
2- т а ъ р и ф. Агар Да- - f  0 (Ах-»- — 0) да нисбатнинг лимити

Д х

П т  ±dL =  Um / ( * ,+  Д * ) - / Ы  
д*-*+о Д х  Д *

( lim  A i L =  lim f ( * * + & x ) - f M \
Ах^.—0 Д -V Д* ^ —0 Ax 1

■мавжуд ва чекли булса, бу лимит /(х) функциянинг хд нуктадаги 
унг (чап) хрсиласа деб аталади. Функциянинг х0 нуктадаги унг (чап) 
хосиласи /' (х0 +  0) (/' (х0 — 0)) каби белгиланади.

Одатда функциянинг унг ва чап хосилалари бир томонли хоси- 
лалар деб аталади.

Ми со  л. / (х) =  I х  I ни карай лик. Бу функцияни мазкур банд-
кикг 3- мисолида курганмиз. Маълумки, lim  —— = 1, lim =

д*-»+0 Д х д*-»-о А х
=  — 1. Демак, / (х) =  I х  I функциянинг х =  0 нуктадаги унг хоси
ласи 1 га, чап хосиласи — 1 га тенг.

Функция хосиласи хакидаги 1- ва 2- таърифлардан хамда функ
ция лимити хакидаги (4- боб, 3- § га каранг) теоремалардан цуйида- 
гилар келиб чикади:



а) агар /(х) функция хп ну^тада Г(х0) хосилага эга булса, ф унк
ция шу нуцтада бир томонли }’ (х0 +  0), 1 ' (х0 — 0) хосилаларга ^ам 
эга булиб,

Г(хо +  0) =  /' (х0 — 0) =  /' (х0) 
тенгликлар уринли булади.

б) агар бирор и б(х0) атрофда узлуксиз /(х) функция х0 нуктада 
бир томонли /' (х0 -г 0) ва /' (х„ — 0) хосилаларга эга булиб,

/' +  0) =  /' (х0 — 0) 
тенглик уринли булса, функция [шу нуктада ¡'(х 0) хосилага э га  ва 

/' (*о) =  /' (-̂ о +  0) =  /' (х0 — 0)
булади.

1 - з с л а т м а .  Агар Дх- ■0 да нисбатнинг лимита аник ишо- 
Д х

рали чексиз булса, уни хам /(х) функциянинг х0 нуцтадаги ^осила- 
си деб юритилади. Бундай холда /(х) функциянинг х0 нуцтадаги ^о- 
сияаси — оо (ёки —  оо) га тенг дейилади.

2. Х о с и л а н и н г  г е о м е т р и к  в а  м е х а н и к  м а ъ н о л а р и .
а) Х,осиланинг геометрик маъноси. /(х) функция (а, Ь) интервал- 

да акикланган ва узлуксиз булиб, х0 £ (а, Ь) нуктада (х„) хосилага 
эга булсин. Х,осила таърифига кура (х0 + Д х £ ( а ,  Ь)),

Р (х0) =  Нш Цх° +  *х) ~  ^
4д:-+0 А *

булади. /(х) функциянинг гра- 
фиги бирор Г чизикни ифода- 
ласик дейлик (40- чизма).

Экди Г  чизицка унинг 
(ч- /(*о)) ну^тасида урин- 

ма утказиш масаласини карай- 
лик.

Г  чизикда М0 ну^тадан 
фарк;ли М (х„ +  Дх, / (х0 +
4 - Дг)) нуцтани олиб, бу нук- 
талар оркали I кесувчи ут- 
казамиз. I кесувчи Ох у^и би- 
лан ташкил этган бурчакни ф 
билан белгилайлик. Равшанки, <р бурчак Дх га боглик булади: 
Ф =  ф (Дх).

Агар I кесувчининг М ну^та Г  чизи^ буйлаб Мп га интилган- 
даги (яъни Дх ->• 0 даги) лимит холати мавжуд булса, кесувчининг 
бу лимит холати Г  чизикка М0 нуктада утказилган уринма деб ата- 
лади. ринма — турри чизи^дан иборат.

Маълумки, М 0 нуктадан утувчи турри чизик М п ну^танинг ко - 
ординаталари хамда бу турри чизикнинг бурчак коэффициента ор^а- 
ли ту лик. аниклзнади.

40- чизма.



f (x) функция графигига Л10 нуктада утказилган уринманинг мав- 
ж у д  булиши учун

lim ф (Дх) — а
Лх-+0

лимитнинг мавжудлигини курсатиш етарли, бунда а  — уринманинг. 
Ох уц билан ташкил этган бурчаги.

¿\Л1.\10Р  дан:

12 ф (Ajc) =  =  А у =  ![* °± Ä x ) - ! W t
М 0Р А х Ах

ундан эса
/ л \ * I / (*о +  & х )  ~  / ( х о )Ф (A.r) =  arc tg ---------— ■л - к

Ах

булишини топамиз. и =  a r c t g i  функциянинг узлуксизлигидан фон
да лансак,

f ( x 0~ . A x )  — f (x0) _  • '
lim  Ф'(Ах) =  lim  arctg 

Д*->0 д*-+о Ах
f  (дг0 + ' Ах) — f (дг0)arc tg Um

Д*—0 А х

=  arctg f'(x3)

булишй келиб чикади. Демак, limcp (Ах) мавжуд ва
д*-*о

а  =  lim  ф (Ах) =  arc tg f  (х0).
Ах—>0

Кейинги тенгликдан
/Ч^о) = tg OS

булишини топамиз. Шундай килиб, / (х) функция х0 £ (а, Ь) нуктада 
/ '(*«) хосилага эга булса, бу функция графигига М„ (хп, / (хп)) нук,- 
тада .утказилган уринма мавжуд. Функииянинг л:0 ну^тадаги хоси,- 
ласи /' (х0) эса бу уринманинг бурчак коэффициентини ифодалайди. 
Уринманинг тенгламаси эса ушбу

y  =  f(x 0) +  l'(x  0)(х — х0)
куринишида булади.

Масалан, / (х) =  х2 параболага х — 1 нуктада утказилган уринма 
(У'х=1 = 2) У=  1 +  2 (* — О, яъни

у  =  2х — 1
тенглама билан ифодаланади.

Агар / (х) функция х0 £ (а, b) нуктада бир-бирига тенг булмаган 
/' (х0 +  0), /' (хп — 0) бир томонли ^осилаларга эга булса, шу }(х) 
функция графигига М 0 (х0 , f(x0)) н'уктада бир томонли уринмалар 
утказиш мумкин ва бу уринмалар устма-уст тушмайди. Бу хрлда 
j  (х) функция графиги (х0, f (x j)  нуктада «синади» дейиш мумкин.

Масалан, маълумки, f{x) =  \х\ функциянинг х =  0 нуцтадаги бир 
томонли ^осилалари / ' ( + 0 ) =  1, /' (— 0) =  — 1 булади. Бу функ



ция графигига (0, 0) нуктада утказилган 
бир томонли уринмалар у =  х  ва у  = — х 
булиб, функция графиги х — О нуктада 
«сикади» (41- чизма).

Фараз килайлик, f(x) функциянинг х0 
ну^тадаги хосиласи +  оо, яъни f'(x j  = 
=  +  оо булсин. Энди

Ф =  arc tg
Д х

JL
2

Г ( +  0) — -i - ОО,

экакини эътиоорга олио, топамиз:

Н т ф  =  l im  a r c t g - ^ -  =  a r c t g ( / ' (л:0)) =  a r c ’t g ( - b  о о )
Дх-*0 Д*-.0 Д X

Бу эса f(x) функция графигига (*„, f (х„)) нуктада утказилган УРИН'
ма Ох уци билан ~~ га тенг бурчак ташкил этишини курсатади.

Демак, f' (х0) =  — оо булганда f(x) функция графигига (*„', f ( xo)) 
нуктада утказилган уриима Ох у^ига перпендикуляр булад^,, .

Худди шунингдек, f  (х0) =  — оо булганда / (х) функция графиги
га (л:0, /(*„)) нуктада утказилган уринма хам Ох укига перпендику
ляр булади.

Масалан, / (х) =  ]/|х [ функциянинг =  0 нуктада г и ун г '^о си - 
ласи ■ 1

l i i nК  1:.-L= lim  J _х_ =  lim —1
X ~~ 0 х—>-}-0 -.V JC— ^

ШукГа ухшаш, х =  0 ну^тадаги чап косила 
учун /' (— 0) =  —оо га эгамиз. Демак, бе- 
рилган функция графигига (0 ,0) нуктада 
утказилган бир томонли уринмалар Оу уки- 
дцн ; иборатдир (42- чизма).

б) хосиланинг механик маъноси. Мод- 
дий ну^танинг харакати s = / (t) цоида би
лак ифодаланган булсин, бунда i — ва^т, 
s — шу вак,т ичида утилган йул (масофа).
Б у . цонун буйича .\аракат цилаётган ну^та- 
ндаг t 0 моментдаги оний тезлигини топищ
масаласини ^арайлик. t ва^тнинг t0 ь;иймати билан бирга /0 +  дУ(А/> 
> i0> цийматини ^ам олиб, бу нуцталарда s =  f(t) нинг цийматла- 
рини топамиз. Моддий ну^та Аt ва^т ичида

A s-= f(t0 +  At) — f (t0)
масофани утади ва унинг [tü, tb +  А/] сегментдаги уртача тезлиги

Д 5 _

A t At i :
Д sбулади. At 

ментдаги оний тезлиги v ни ифодалайди:

0 да —  нисбатнинг лимити моддий нуктанййг мо-



ü =  l im  Ü  =  l im  f V ' + M - J M  .
д<->0 4 /  д /-» о  At

}^осила таърифига кура

lim  М -Ь  Д Ц - М .  =  у  ( д .  
д/-»о At

Д ем ак, s =  f(t) функциянинг t0 ну^тадаги хосиласи механнк нук,- 
таи назардан s — / (t) цонун билан харакат килаётган моддий нуцта- 
нинг t0 моментдаги оний тезлигини билдиради.

3. Ф у н к ц и я н и н г  у з л у к с и з  б у л и ш и  б и л а н  у н и н г  
х о с и л а г а  э г а  б у л и ш и  о р а с и д а г и  б о г л а н и ш .  f(x) функ
ция (а, Ь) интервалда ани^ланган булиб, х0 £ (а, Ь) нуктада чекли 
/' (х„) ^осилага эга булсин. Хрсила таърифига кура,

Г (х0) =  lim ±У- =  lim  / <-Vo  ̂ A.v)- /(x0) 5 
д *-»0 А х  Дх->0 Ах

Д j»
яъни Дх -> О да —-  -*■ У (х0).

А л-
Энди

а  =  ~ ~  — f'(xo) (6 .2)А х

деб белгилаймиз. Равшанки, а  узгарувчи микдор булиб, у  Ах га 
бог лиц ва Дх-> 0 да нолга интилади.

(6 .2) тенгликдан топамиз: ^
А ¿/ — Г  (Хо) • Ах +  а  • Ах. (6.3)

Одатда (6.3) формула ф у н к ц и я  о р т т и р м а с и н и н г  ф о р м у л а -  
с и  деб аталади. Шу формулага кура

lim Ay =  lim  [/' (х0) Ах +  а  -Ах] =  О
Ах->0 Ax-tü

келиб чицади. Бу f(x) функциянинг х0 нуктада узлуксиз экашши 
билдиради.

Ш ундай цилиб, куйидаги теоремага келамиз:
1 - т е о р е м а .  Агар f(x) функция х0£(а, Ь) нуктада чекли f ' ( x j  

%осилага эга булса, функция шу нуктада узлуксиз булади.
2 - э с л а т м а .  Функциянинг бирор нуктада узлуксизлигидан унинг 

шу нуктада чекли косила га э га  булиши хар доим келиб чикавер- 
майди.

Масалан, у  =  |х| функция х  = 0 нуктада узлуксиз, аммо у  шу 
нуктада хосилага эга эмас.

2- § . Тескарн функциянинг ^осиласи. Мураккаб функциянинг
^осиласи

1. Т е с к а р н  ф у н к ц и я н и н г  ^ о с и л а с и .  /(х) функция (а, Ь) 
интервалда аницланган булиб, бу функция тескари функциянинг мав- 
ж удлиги ^акидаги 5-бобдаги 9- теореманинг барча шартларини цано- 
атлантирсин.



2- т е о р е м а ,  f  (х) функция (a,b) да аникланган, узлуксиз ва 
цатъий усувчи (катъий камаювчи) булсин.' Агар  / (х) функция 
х0£(а, Ь) н щ тада f  (х0) ф О уосилага эга булса, бу функцияга/пес
кари х =  / \у) функция х0 нуктага мос булган у 0 (у0 =  f(xa) )  нущ- 
т а д а  хосилага эга ва

г ‘ м и . = 7 4

тенглик gринли.
Ис б о т .  f(x) функция х„£ (а, Ь) иу^тада /' (х0) Ф 0 хосилага эга 

булсин. (6.3) форму ладан фойдаланиб топамиз:
f( t)- i(X o ) =  f , (xi) ( i  — x0) +  a (t  — x0), t £ (а, b), (6.4)

бунда t-+ x о да а  =  a  (t) ->■ 0. Энди f(x) функциянинг t нуцтадаги 
^ийматини f(t) — z деб белгилаймиз. Унда t =  f~ v (г), шунингдек, 
Xq — 1 (i/о) булади. Натижада (6.4) тенглик ушбу

2 -  i/, = /' (Х0) 1 Г 1 (2) -  Г 1 (У0)] +  а  ( Г 1 (г)) [ Щ г )  -  ГЧУо) 1 =
=  ( Г 1 (г) -  Г 1 (i/о)](Г (*0) +  * ( Г 1 (г))1

куринишга келади. Кейинги тенгликдан эса
1 (г) г О/о) _ 1________

2 — i/o /' Ы  +  “  (/_ 1  (г))
келиб чикади. г-*- уй да лимитга утиб цуйидагини топамиз:

ПШ J .- M W - 4 , , )  =  ||т _______ !_______ __
г  — уа г->уй Г  (*„) - f  а  /—i  (г))

1 • 1
/'(лг0) + П т а ( / - 1(г)) / ' (*о) ‘ 

г-*В.
Демак,

Н т . Г ' М - Г - М  =  _ ] _
 ̂ Уо / (*о)

Досила таърифига кура

И т Г Ч * > -Г Ч у .) =  0 - 1(0 ] '
г (/о

булиб, бундан

0 V )] „=».= 7 7 ^

тенгликнинг уринли экани келиб чикади. Теорема исбот булди.
2. М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  ^ о с и л а с и .  ы =  /(а:) функ

ция (а, Ь) интервалда, у  =  ^  (и) функция эса (с, ф  интервалда аник,- 
ланган булиб, бу функциялар ёрдамида у  =  (х)) =  Ф (х) мураккаб 
функция тузилган булсин (бунда, албатта, х £ (а, Ь) да и — ¡(х)£(с,й) 
булиши талаб ^илинади).

3- т е о р е м а. Агар и =  ¡(х) функция х0 £ (а, Ь) н уц тада  /' (*0) хр- 
силага эга булиб, у =  ^ (и) функция эса х0 н уктага мос и0(ы0 =



== /<*.)) нуктада F'(u0) хосилага эга булса, у .\олда мураккаб функ
ция Ф (х) — F  (/ (х)) хам х0 нуктада \осилага эга ва

Ф' (*о) =  IF (/(*))]',=,„ =  F' («„) ■/' (.rtl) (6.5)
формула уринли.

И с б о т . и =  /(х) функция х0 £(а, Ь) нуктада, у — F (и) функция 
эса мос и0 (и0 =  f(x 0)) нуктада хосилага эга бу'леин. (6.3) форму л а дан 
фойдаланиб топамиз:

/ (О —  / (* о )  =  / '  ( * о )  • V —  * о )  - f  а  ( 0  ■ (í —  Xo). ( 6  .6 )

F (s)— F (u0) =  F ' ( « J  • (s — u0) - f  P (s) • (s — u0). (6 ,7)
бунда

lim a(/ ) =  0, lim P(s) =  0.
s-»u0

Мураккаб функция Ф (x) — F (f(x)) нинг x() нуктадаш орттирмасн 
Ф(/) — Ф (х0) ни юкоридаги (6 .6) ва (6.7) муносабатлардан фоидала- 
ниб куйидагича ёзиш мумкин:

Ф (i) -  Ф (д-о) =  F (f (t)) -  F (f (*„)) =  F' (u„) ■ [ f  (a'q) • (/ -  x0) -
+  a  ( t H t -  x0)] +  p (/(/)) ■ [/ (0  -  / (*„)] =  f '  (u0) • /'(%> ■ (t -  a-0) +

+  F ’ (u0) a  (t) (t -  x0) +  p (/ (/)) • [f (t) -  / (x0)] .
Энди бу тенгликнинг хар икки томонини t — х0 га булиб, сунгра 
t ->■ .v0 да лимитга \'тамнз:

]im  [Ф(О - Ф К )  =  г  {щ) .у  (Хо) +  F > (Uo). i ¡m „  (/)
t —+X g t  X q t-*Xf¡

+  lim p (/(0 ) • Iim l- ~
t~+x6 t--*X0 t  Xq

Бундан t-*-x„  да a  (t) —>■ 0, P (/ (t)) — 0 эканини эътиборга олсак,
(6.5) формула келиб чикади. Теорема исбот булди.

3- §. косила хисоблашнинг содда ^оидалари. Элементар 
функцияларнинг ^осилалари

Биз ушбу параграфда икки функция йириндиси, айирмаси, Kÿ- 
пайтмаси ва нисбатининг хосилаларини топиш цоидаларини келтира- 
миз. Сунгра элементар функцияларнинг хосилаларини хисоблаймиз.

f  (х) ва g  (х) функциялар (а, Ь) интервалда ани^ланггн б;ул- 
сии.

1. И к к и  ф у н к ц и я  й и г и н д и с и  ^ а м д а  а й и р м а с и н и н г  
, \ о с и л а с и .  Агар f(x) ва g(x) функцияларнинг хар бири х£{а,Ь) 
нуктада ¡'(х) ва g (x) хосилаларга эга булса, у .\олда f ( x )± g (x )  
функция .хам х  нуктада .^осилага эга ва

[/(x) ±  g  (аг)]г =  ¡'(x) ±  g' (х) (6 .8)
формула уринли.

Д ак^ атан  хам, / (х) ва, g (х) функциялар x Ç (а, b) нуктада f'(x) 
ва g'(x) хосилаларга эга бу-лсин. Таърифга K ÿpa (t£(a,b), t Ф x):



f ' ( x ) = l i m  Il£>
t - * X  t  -- X

Энди F (x) =  f(x) ± g (x) деб белгилаб, куйидагики топамиз:

F (Q — F (х) _  f  (t) f  (x) ' g(t) — g (  x) 
t — x t — x t — x

Бу тенгликда t->-x да лимит утсак, ^уйидагига эга буламиз:

Г  (х) =  lim  f  ( 4  =  И т W  ~  f (*>..±b;m gj<> ~  *(*> =
t - * x  t — x  <-.* • ' * — X  t - > X  t  —  X ’ ! ) ■■

=  f'(x) ± g'(x). Бу эса (6.8) формулами исботлайди.
2. И к к и  ф у н к ц и я  к ^ п а й т м а с и н и н г  х о с и л й с и .  Агар 

f(x) ва g(x) функцияларнинг хар бири х£ (а, Ь) ну^тада f'(x) ва g'(x) 
^осилаларга эга булса, у  холда f(x)-g(x) функция ^ам х нуцтада 
хосилага эга ва

■ [ fix) ■ g (*)]' =  f'(x ) 'g (х) .+ f{x) g'{x) .. (6 .9)
формула уринли. '•'*

Ф(х) =  f(x)-g(x) деб белгилаб, нисбатни куйидаги
( — X “

Ф ( 0 - Ф ( х )  =  f ( t ) - f ( x )  '* +  Tg ( 0 - g ( r )  f , t )  

t — x  t — x  ‘ t — x  ■

куринишда ёзиб оламиз. Бу тенгликда t - * -д: да лимитга утиб, к; у - 
йидагини топамиз:

*  {х) *  «  Um Г '?> -'< *>  .g(X) I
t-*x t — x t->X L , t —  X

+  -f(t) = g (x )  lim  f( t)~ f<x) +  . '
t — x J t->x t — x

+  l i m f  (0 • lim g ( 0 ~ — -  =  g(x)-f'(x) +  f{x) g'(x).
t-*x t~*x t — X

Бу эса (6.9) формулани исботлайди.
3. И к к и  ф у н к ц и я  н и с б а т и н и н г  х о с и л а с и .  Агар f(x) ва 

g(x) функцияларнинг хар бири х£(а,Ь) ну^тада f  (х) ва g'{x) хоси-
лаларга эга булиб, g(x) Ф 0 булса, у  ^олда функция хам х
ну^тада хосилага эга ва

Г/ (* ) 1' _  f '  (x)-g(x) —  I (х) g ' (х)

£ (* ) ]  g 2 (x)
формула уринли.

(6.10) формулани исботлашдан аввал функция хосиласи таърифи-
дан фойдаланиб ------- (g (х) Ф 0) функциянинг гх£(а,Ь) ну^тадаги

g w
^осиласини хисоблаймиз:



Демак,
(6 .11)

Энди (6.9) ва (6.11) формулалардан фойдаланиб, топамиз:

/ ' ( * )  __ f ( x ) - g '  (х)

г W ё1 (х)
Г ( x ) - g ( x ) - f ( x ) - g ’ (X)

g3(x)
Бу (6.10) формуланинг уринли эканини исботлайди.
1 - н а т и ж а .  1) Юцорида келтирилган (6 .8) ва (6.9) формулалар 

ёрдамида цушилувчилар хамда купаювчилар сони ^ихтиёрий чекли 
булган холда ^ам тегишли формулаларни исботлаш’ мумкин.

2) (6.9) формуладан g  (х) =  с, с =  const бул ганда

формула келиб чн^ади. Бундан узгармас сонни хосила ишорасидан 
ташцарига чицариш мумкинлиги келиб чикади.

3- э с л а т м а .  Икки функция йигиндиси, айирмаси, купайтмасива 
нисбатидан иборат булган функциянинг хосилага эга булишидан бу 
функциялардан хар бирининг ^осилага эга булиши доим келиб ч>ща- 
вермайди. Бунга мисоллар топишни уцувчига хавола киламиз.

4. Э л е м е н т а р  ф у и к ц и я л а р н и н г  х о с и л а  л а ри .  Функция 
^осиласи таърифидан фойдаланиб, элементар фуикцияларнинг л.осила- 
ларини топамиз.

1°. у  = д:и (х  >  0) д а  р а ж а  л и ф у н к ц и я н и н г  х о с н л а с и .  
Бу функция учун куйидагига эгамиз:

[c f(x)]’ = c -f'(x )

Ay — (х - f  Ах)1* — V* = х

ва

Ах
х

5- боб, 6- § да келтирилган лимитдан фойдаланиб, топамиз:



Демак, (хц) — n -xv Умуман, бу формула у  =  ха функшюнинг 
б^лгандаШ со:Х‘асидаги ихтиФий х учун уринлидир. Хусусан ц = __1

— х ф О.X г2

2°' tJi T al  (а > 0 > а ф  ^  к у р с а т к и ч л и  ф у н к ц и я н и н г  х о  
силаси. b y  функция учун куйидагига эгамиз:

Ау =  а х+йх— а* =  а* (а * — 1)
ва

ДI  _  ах (аЛх-  1)
Ах а  х

5- бобнинг 6- § да келтирилган лимитдан фойдаланиб топамиз:

У' =  lim  4 ^  =  üm a* — ДДГ~ ' =  ах • lim  - qA*~ ' =  ах In а
д*-+о Ах  Дл^о Ах Ах

Демак,

(ах) ' =  ах Ап а.
Хусусан, (е*)' =  ех-

3°. у  =  loga х (а >  0, а  # 1 , * > 0 )  л о г а р и ф м и к  ф у н к ц и я 
н и н г  ^ о с и л а с и .  Бу функция учун куйидагига эгамиз:

А У =  logfl (х +  Ах) — logfl лс =  Iogo f  1 - f  —  j

ва

^ = 1 7 ' |08" ( , + ^ ) “ Т ' ,04 ( | + ^ г ) ;  .

5- бобнинг 6- § да келтирилган лимитдан фойдаланиб топамиз:
X

. Ax'.
# '=  l i m - ^  = = l i m l o g  [ i l -}-A i . ]  1___ - - l o s e

л х ^ о А х  лх-*о х S fl|A х )  \ ~  х ёа

Демак,

0ogax ) '=  ~ - 1о g 0e.
Хусусан,

( lnx) '  =  - L .
X

4°. Т р и г о н о м е т р и и  ф у н к ц и я л а р н и н г  ^ о с и л а л а р и  
Ушбу y  =  sm x  функция учун куйидагига эгамиз:

Ьу

1 3 -2 6 5 1

=  sin (х +  Ах) — sinх =  2 -sin • cos +



Охирги тенгликда А х —>-0 да лимитга утиб топамиз:
Д X 

s in ----
г/ =  lim  —  =  lím eos [х+  —  Vl i m — ~ —  —cos>x. 

д *-*о  А  *  дл-->о V 2 /  д*~>о л х
2

Демак,
(sin х)г — COSX.

Шунга ухшаш (6- бобнинг 1-§ га каранг) (c o sx ) '= — sin дс формула 
хам исботланади.

Эндн с/ =  tg х функциянинг хосиласини tg x =  -1п- нисбатнинг
cos X

^осиласи формуласидан фойдаланиб топамиз:

, / s in x  У  (sin xY *cos х — sin  лМсо* x ) '
У = ( tg x )  ' ' ------------------------

COS X  J  cos- X

COS2 X  +  sin2 X  I

COS2 X  COS2 X

Демак,

( tg  x)f =  — l— .
cos2 X

Худди шунга ухшаш ^уйидаги формулалар >;ам исботланади:

(с>ехУ “  -  ¿ 7 ’ (5есд:)' “  S b <сохсхГ -  — S i r -
5°. Т е с к а р и  т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р н и н г  к о с и 

л а  лари.  Тескари функциянинг хосиласини топиш к;оидасидан фой
даланиб, тескари тригонометрик функцияларнинг хосилаларини хи- 
соблаймиз. Ушбу у  =  arc sin х функцияни олайлик. Бу функция х=
=  sin у  функцияга тескари булиб, уни^— | интервалда ка- 

расак,
,  .  .  i i i 1у  =  (aresm х) = ------- , = ------- =  у  -  =  -у —

( s i n j )  cos у  У 1 — sin 2 г/ I — х2

келиб чицади. Д емак,

(arc sin х)' =  -jr-X  (— 1 < х <  1). 
v ' V\~x*  v

Худди шунга ухшаш цуйидаги формулалар хам исботланади:



(агсссе х ) '= -  -7= =  (— 1 <  л: <  1), 
У 1 — х%

(агс л)' =  1

(агс <^х)' =
1 +  А*

6°. Г и п е р б о л и к  ф у н к ц и я л а р н и н г  х оси ла  л а ри .  Энди 
гиперболик функцияларнинг ^осилаларини хисоблаймиз. Бунда коси
ла хисоблашдаги содда цоидалардан ва курсаткичли функция ^оси- 
ласи формуласидан фойдаланамиз. Содда ^исоблашлар ёрдамида у  =  
=  бНх учун топамиз:

у  =  (бЬ х)' =

=  у -  (е* +  е х) =  сЬ х.

Шунга ухшаш куйидаги формулалар хам [исботланади:
(сИ х)' =  бЬ х ,

1(йх)' =

(сШл)' = -------^ — (хФ  0).

4. Х о с и л а л а р  ж а д в а л и .  Биз ушбу бандда элементар функ- 
циялар хосилалари учун топил ган формулаларни жамлаб, уларни 
жадвал сифатида келтирамиз:

1°. (х * ) '=  ц -х“-1 ( х > 0);

2°. (а*)' =  а* -\п а ( о > 0, аФ\)\

3°. (1<Ж0х )'=  • 1оёле (х >  0, а >  0, а ф 1).

Хусусан, (1п х)' =  —  (х > 0);
Л'

4°. (вш х)'=  соэх;
5°. (сое х)' = — б ш х ;

6 ° - ( х фт  +  *л; к ^ 0 ’ ± 1 >• • ■);

7°. (<^х)' --------- - (х Ф кп; к =  0, ±  1, . . . ) ;

8°. (а гс э т х ) ' =  у = = =  (— 1 < х <  1);

9°. (агссоэх)' =  — — ■ (— 1 <  х <  1);
г 1 X*



10°. ( а п ^ х ) '  =

II0 (а гсс^ х )' =  1 +  х2

12°. (эИл:)'=  сЬх;
13° (сЬх)' =  эИх;

14°. (Щ *)' =  _ ! - ;
сЬ2 х

15°. (сШх)' ----------- —  ( х # 0 ) .
вЬ2 л:

5. М и с о л л а р .  К,уйидаги функцияларнинг хосилаларинитопинг.
1) г/=  1п э т  х, х £ (0 ,я )  булсин. Бу функцияни у  =  1п и, и =  бшх 

деб ^араш мумкин. (6.5) формуладан фойдаланиб топамиз:

у' =  (1п .вш х)' =  — -(этх) '  =  •с°5— =  с1дх .
Б тя втдс

2) У =  [и(х)\ ю{х) {и (х) >  0) булиб, и(х) ва р(х) функцяялар и (х) 
вау ' (х) хосилаларга эга булсин. Бу ифодани логарифмлаб топамиз:

1п у  =  V (к) ■ 1п и (х).
Энди мураккаб функциянинг ^осиласи [((6.5) формулага царанг) ва 
купайтманинг ^осиласи ((6.9) формулага царанг) учун тегишли фор- 
мулалардан фойдаланиб топамиз:

Бундан 

У' =  У

— -у’ =  V’ (х )-1пи(х) +■ V (х) ■ - 1 — -и'(х). 
у и (х)

и'(х) • 1гш(х) - г  — • и'(х) =  [и (х)и (х) ■ [и'(х) ■ 1пя (х) +
и (х)

- 0 (х) и' (X)
и (х)

келиб чикади. Демак,

(1и (х )?(х) ' =  [и (х )Г х) V' (х) • 1п и (х) +  • и' (а:)].
и (х) ]

4- §. Функциянинг дифференциали

1. Ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и  б у л и ш и  
т у ш у н ч а с и .  / (х) функция (а, Ь) интервалда ани^ланган булсин. 
х£(а, Ь) ну^тани олиб, унга шундай Д х  (Д х 3§~0) орттирма берай- 
ликки, (х0 +  Д х) £ (<з, Ь) булсин. У холда / (х) функция хам х0нук;- 
тада Дг/ =  / (х0 + Д х )  — / (х0) орттирмага эга булади. Равшанки, Д у  
орттирма Д х  га богли^ булиб, купчилик холларда Д х билан Д у 
орасидаги борланиш мураккаб булади. Табиийки, бунда А х га кура 
Д у  ни ани^ ёки та^рибий ^исоблаш цийинлашади. Натижада орттир-



маси А х орттирма билан соддаро^ богланишда булган функцияларни 
урганиш масаласи юзага келади.

3 - т а ър и ф.  Агар / (х) функциянинг х0£(а, Ь) нуктада ги орт- 
тирмаси А у  ни

А у  - А - А х  +  а - А х  (6 .12)
куринишида ифодалаш мумкин булса, / (х) функция х0 нуктада диф- 
ференциалланувчи деб аталади, бунда А  — А х  бог лик; булмаган уз- 
гармас, а  эса А х  га богли^ ва Ал;->-0 да а  =  а  (А х)-»-0 .

Агар

а - А х — а (А х )-А х  =  о (Ал) 
эканини эътиборга .олсак, у холда юкоридаги (6 . 12) ифода ушбу

А у  =  А -А х  +  о (Ах) (6.13)
куринишни олади. Функция орттирмаси учун (6.12) формулада А ■ А х  
ифода орттирманинг бош киеми деб юритилади.

Функциянинг бирор нуктада дифференциалланувчи булиши билан 
унинг шу нуктада чекли хреилага эга булиши орасидаги богланишни 
куйидаги теорема курсатади.

4 - т е  о р е м  а. / (х) функциянинг х£ (а, Ь) нуктада дифференци
алланувчи булиши учун унинг шу н ук тада  чекли цосилага эга бу
лиши зарур ва етарли.

И с бо т . З а  р у р  л иг и .  / (х) функция х  £ (а, Ь) нуктада диффе
ренциалланувчи булсин. Таърифга кура, / (х) функциянинг х£ (а, Ь) 
нуктадаги орттирмасини (6.13) куринишда ёзиш мумкин. Шу (6 .13)

^ 1 ^ А  +  0 (А х) I
А х А х  !

тенгликни ёзиш мумкин. Ундан эса !

Ига —  =  Пт 
л*-»о Ах л *-»о

о (Д х)
=  А,

А х
яъни х£(а, Ъ) нуктада хосиланинг мавжудлиги ва

/' (х) =  А
булиши келиб чикади.

Е т а р л и  л и г и .  / (х) функция х£ (а, Ь) нуктада чекли /' (х) хо 
силага эга булсин. Хрсила таърифига кура

/' (Х) =  цт  А 1  =  И т Н *  + А * ) -/ ( * )
А дг-*0 А х  А х~+0 А X

булади. Агар 

деб олсак, ундан

^ - Г ( х ) = а  
А х

А у  =  /' (х) ■ А х  +  а  • А х



эканини топамиз. Бу тенгликдаги а  миадор Л л; га боглиц ва А х->-0 
да а  —- 0. Демак, / (х) функция х£(а, Ь) нуцтада дифференциалла- 
нувчи булиб, А  =  /' (х) булади. Теорема исбот булди.

Исбот этилган теорема / (х) функциянинг х £ (а, Ь) нук;тада чекли 
f'(x) ^осилага эга булиши билан унинг шу нуктада дифференциал- 
ланувчи булиши эквивалент эканини курсатади. 
зд  2. Ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и а л и  в а  у н и н г  г е о м е т р и к  
м а ъ н о с и .  f (х) функция (а, Ь) интервалда аницланган булиб, х£(а, b) 
нуктада дифференциалланувчи булсин. Демак, функциянинг х нук- 
тадаги орттирмаси

Д у  =  А • А х  +  о (Ах)
куринишда ёзилишм мумкин, бунда .4 — /' (х) булади. Бу тенгликда' 
функция орттирмаси Д у  икки цушилугнчи: аргумент орттирмаси Д х 
га нисбатан чизикли А -А х  хамда А х га нисбатан ю^ори тартибли 
(А х -+ 0  да) чексиз кичик миедор о (А х) лар йириндисидан иборат 
экани куринади.

4 - т а ъриф.  / (х) функция орттирмаси А у  нинг Ах га нисбатан 
чизикли бош ь;исми A A x  — f  (х) • А х берилган / (х) функциянинг х 
нуцтадаги дифференциали деб аталади. Функциянинг дифференциа
ли dy ёки df (х) каби белгиланади:

dy — df (х) =  А ■ А х =  f  (х) ■ А х.
Таърифга кура f  (х) функ

циянинг х ну^тадаги диффе
ренциалы А х нинг чизикли 
функцияси булиб, у  функция 
орттирмаси Д у  дан о (Д х) 
га фарк ^илади.

Энди х 6 (а, Ь) нуцтада диф
ференциалланувчи булган / (х) 
функциянинг графиги 43-чиз- 
мада курсатилган чизи^ни ифо- 
даласин дейлик. Бу чизи^нинг 
(х, f (х)), (х + А х ,  f  (х f  Ах)) 
ну^таларини мос равишда F 

ва В билан белгилайлик. Унда FC =  Ах, ВС =  А у  булади. / (х) 
функция х 6 (а, Ь) нуктада дифференциалланувчи булгани учун у 
х  нуктада чекли f  (х) ^осилага эга. Демак, f  (х) функция графи- 
гига унинг F (х, f (х)) нуцтасида утказилган FL уринма мавжуд 
ва бу уринманинг бурчак коэффициента tg a  =  /' (х). Шу FL урин- 
манинг ВС билан кесишган нуцтасини D билан белгилайлик. Рав-

DC гшанки, &FDC д а н ----- =  t g a  ва ундан DC =  t g a  • FC =  f  (x) • Д x
FC

экани келиб чи^ади.
Демак, / (х) функциянинг х ну^тадаги диффергнциали dy—f  (х) Дх 

функция графигига F (х, f  (х)) нуктада утказилган уринма орттир
маси DC ни (DC =  dy) ифодалайди. Хусусан, f(x) = х  булганда бу 
функциянинг дифференциали



¿У = i' (x) • A x  =  A x
булиб,

dy =  dx — A x
булади. Бу ^ол эркли узгарувчи х нинг эркли орттирмаси А х  ни 
унинг дифферен лиали dx билан алмаштирилиши мумкинлигини кур- 
сатади. Бу / (х) функциянннг х  нуцтадаги дифференциалини куйида- 
ги

dy =  /' (х) • dx =  y'dx (6.14)
куринишда ифодалаш мумкин эканини англатади.

4- э с л а т м а. Биз / (х) функциянннг х нуктадаги хосиласини —
dx

символ тарикасида белгилаган эдик. (6.14) муносабатдан эса —  нис-
dx

бат функция дифференциали dy нинг аргумент дифференциал» dx га 
нисбатидан и борат экани куринади. Шуни таъкидлаш лозимки, диф- 
ференциалланувчи функциялар учун dy билан dx лар пропорцнонал 
узгариб, /' (х) пропорционаллик коэффициентини ифодалайди.

Энди функция дифференциалининг (6.14) ифодасидан фойдала- 
ниб, элементар функцияларнинг дифференциаллари жадвалини келти- 
рамиз:

Г . d (хц) =  цх^~1 dx (х > 0);

2°. d (ах) =  ax -\na-dx ( а > 0, а =?= 1);

3°. d (logfl х) =  -  ]oga e-dx (х >  0, а >  0, а ф  1); d (lnx) =  — ;
х х

4°. d (sinx) =  cosx-dx;
5°. d (cosx) = — sinx-rfx;

6°. d (tgx )=  -- • dx (х Ф - f b ;  k =  0, ±  ], . .
cos2 x \ 2  )

7°. d (ctgx) ------- —  dx (x Ф k я ;  k =  0, ±  1, . . .);
sin2*

8°. d (a rc s in x )= — - 1 ■ dx (—'1 < x <  1);
v i — X»

9°. d (arc cosx) = -------- - ------ dx (— 1 <  x <  1);
|/ 1 — *2

10°. d (arctgx) = —-— dx;
i +  x*

1Г . d (arcctgx) = ------- !— dx\
l + Л2

12°. d (shx) =  chx-dx;
13°. d (chx) =  shx-dx;



14°. d (thx) =  ——̂ dx\
ch2 x

15°. d (cth x) = -------l— dx (хФ  0).
sh2 x

3. ' Д и ф ф е р е н ц и а л л а ш н и н г  с о д д а  ^ о и д а л а р и .  М у 
р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л  и. / (х) e a g ( x )  функ
циялар (а, Ь) интервалда ани^ланган булиб, х£(а, Ь) ну^тада улар- 
нинг дифференциаллари df{x), dg(x) мавжуд булсин. У холда

/ (х)f  (х) ±  g  (х), f (x)-g (х) ва - (g (х) ф 0) функцияларнинг ^ам шу
g  (х)

х£ (а, Ь) нуктада дифференциаллари мавжуд ва улар учун цуйидаги 
d [f (х) ± g  (х)] = df{x) ±  dg(x), 

d If (х)-g (х)] =  f  (x)-dg (х) +  g  (x)-df (x), (6.15)
f ( x ) -

,g(x)l g2 W
формулалар урин ли.

^а.^и^атан хам, функция дифференциалининг (6.14) куринишда 
ифодаланишидан ва функциянинг хосилаларини топиш ^оидаларидан 
фойдаланиб топамиз:

d [[ (х) ± g  (х)\ =  (/ (х) ±  g  (х))' ■ dx =  f  (х) dx ±  g' (х) dx =
=  df (х) ± dg (х), 

d tf (x)-g (*)] =  (f (x) g  (x))' dx =  g  (x) • f  (x) dx - f  
+  / W  • g' (x) dx =  g  (x) ■ df (x) +  /(*)■ dg (x),

f ( x ) ' i  f  (x) \ , ^  _  g  (x)-f (x) dx — f (x) g' (a:) dx

. g  W \ g  (X ) !  g 2 (X)

—  g  (x)-df (x) — f (x)-dg (x)

S3 (x)
Хусусан, d (c-f (x)) =  c -d f  (x) (c =  const).
2 - н а т и ж а .  Ю^орида келтирилган формулалар дан фойдаланиб, 

^ушилувчилар ^амда купайтувчилар сони ихтиёрий чекли булган хол
да ^ам тегишли формулалар уринли булишини курсатиш мумкин.

Энди мураккаб функциянинг дифференциалини топамиз.
Фараз к;илайлик, и =  f  (х) функция (а, Ь) интервалда, у  =  F (и) 

функциялар эса (с, d) интервалда аникланган булиб, бу функциялар 
ёрдамида ,y  =  F ( f  (х)) =  Ф (х) мураккаб функция тузилган булсин 
(бунда, албатта, х£(а, Ь) да и = / (х) £ (с, d) булищи талаб кили- 
нади).

Мураккаб функциянинг хосиласи учун топилган (6.5) формула- 
дан фойдаланиб, шу мураккаб функциянинг дифференциалини топа
миз:
d<t> (х) — d [ F ( f  (х))] =  [F (f (х))]' dx =  F' (и) -f' (х) dx =  F' (и) du.

Шуни таъкидлаш лозимки, бу ^олда du миедор аргумент и нинг 
эркли орттирмаси эмас, у  х  узгарувчининг функциясидир.



4. Ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и а л и  в а  т а к р и б и й  ф о р м у л а -  
л а р. Назарий ва айникса амалий масалаларни ечишда тегишли функ- 
цияларнинг нуктадаги кийматларини хисоблаш зарурияти турилади. 
Купинча, бундай функциялар мураккаб булиб, уларнинг нуктадаги 
^ийматларини топиш анча кийин булади. Бу хол функциянинг ну^- 
тадаги кийматини такрибий хисоблаш (уларни хисоблаш учун такри- 
бий формулалар топиш) масаласини юзага келтиради. Функциянинг 
дифференциали эса такрибий формулаларни топиш имконини беради.

/ (х) функция (а, Ь) интервалда аникланган булиб, х0 £ (а, Ь) нуц- 
тада чекли /' (х0) Ф 0 хосилага эга булсин. Бу холда функция орт- 
тирмасининг формуласини ((6.3) ва (6.13) формулаларга каранг)

&У =  /' (*о)' А х о (Ах) 
куринишда ёзиш мумкин. Бу формулани хамда функция дифферен
циали учун йу =  (' (х0) А х  формулани эътиборга олиб топамиз:

о (Д х)| _  Jlim  ^ -  =  lim / ' (ао) -Да^ о (Дл) = ) i m
/' (х0) Д XД х-*0 dy Ах-+0 f ' ( x 0) - A x  Д*->о

Шундай килиб, А у  ~  dy. Натижада куйидаги
Д у tu dy,

яъии
f (л'о +  Д х) да / (х0) +  Г (х0) • Д X (6.16)

такрибий тенгликка келамиз. Равшанки, A y  — dy =  o (Ах). Шунинг 
учун Да-—-О да (6.16) такрибий тенгликнинг нисбий хатоси нолга
интилади, яъни Д у ~ dy ->-0 .

Д х
(6.16) формула х0£(а, Ь) нуктада дифференциалланувчи f  (х) функ

циянинг х0 нуктадаги ортгирмаси А у  ни унинг шу нуктадаги диф
ференциали dy билан алмаштириш мумкинлигини курсатади. Бу ал- 
маштиришнинг кулайлиги, функция орттирмаси Д у  аргумент орт- 
тирмаси Д х  нинг, умуман айтганда, мураккаб функцияси булган 
Холда, функция дифференциали dy эса А х  нинг чизи^ли функцияси 
булишидадир. Агар А х — х — х0 эканини эътиборга олсак, унда х0 4- 
+  Д х  =  А' булиб, (6.16) формула куйидаги

f ( x ) ~ f  (х0) +  /' (х0) ■ (а- —  А'0)  (6.17)
куринишга келади. Бунда х0£(а, Ь) ну кта х £ (а, Ь) нуцтадан катта 
ФаР  ̂ ^илмайдиган, аммо f (х0) кулайрок хисобланадиган нуктадир.

Масалан, / (х) — sin х булиб, sin 29° ни хисоблаш талаб этилган 
булсин. Бу холда х0 =  30° дейиш кулай. (6.17) формулага кура

sin 29° «  sin 30° +  eos 30° • (29° — 30°) • —  =  0 5  —
360°

« 0 ,4 8 4 8 .
2 360

Бунда Io нинг радиан улчовини ёзиш зарур, чунки бошца .^адлар 
радианларда оерилган. Демак, sin 29° =  0,4848 ( Í0—4 аншушкда). 

Ю^оридаги (6.17) формула х0 =  0 булганда ушбу



/ ( * ) « /  (0 )4 -/ ' (О)-* (6.18)
куринишни олади.

Маълумки, х0£(а, Ь) нуктада дифференциалланувчи / (х) функ
ция графигига (х0, / (х0)) нуктада утказилган уринманинг тенгламаси 
куйидаги

У =  / (-«о) +  /' (*0М * -  *о)
куринишда ёзилади. Бундан куринадики, (6.17) такрибий формула 
геометрик нуктаи назардан, / (х) функция ифодалаган эгри чизикни 
х0 нуктанинг етарли кичик атрсфида шу функция графигига (х0, / (х0)) 
нуктада утказилган уринма билан алмаштирилишини билднради.

М и с о л  л а р. / (х) функция сифатида (1 +  х):а, > 1 +  х, ех, 
1п (1 + х )|  5т х ,  л: функцияларни олиб, уларга (6.18) форму лани 
кулланиш натижасида куйидаги такрибий формулаларни топамиз:

(1 -4- .г)1* «  1 -г  ц х,

Т 1 +  X «  1 +  X,

ех ?а 1 4- х,
1п (1 -4- х)та х,

51ПХ Та X,
tg x  та х.

5 -§ .  Юкори тартибли ^осила ва дифференциаллар

1. Ф у н к ц и я н и н г  к>1\ори т а р т и б л н  х ос и л а  л ар и. / (х) 
функция (а, Ь) интервалда аникланган булиб, унинг хар бир х ну^- 
тасида /' (х) хосилага эга булсин. Равшанки, [' (х) хосила х узга- 
рувчининг функциясл булади. Б у /' (х) хосила хам уз навбатида би- 
рор х0(Е(а, Ь) да хосилага эга булиши мумкин.

5 - т а ъ р и ф .  Агар / (х) функция (а, Ь) интервалнинг хар бир 
х  € (а, Ь) нуцтасида /' (х) хосилага эга булиб, бу /' (х) функция 
х0 £ (а, Ь) нуктада хосилага эга булса, у $ (х) функциянинг х0 нуц- 
тадаги  иккинчи тар ти бли  хосиласи деб аталади. Функциянинг ик-
кинчи тартибли хосиласи у"х==Яа, /" (л'0), белгиларнинг бири

\ с1х̂  / Х—Х()
оркали ёзилади.

/ (х) функциянинг учинчи, тургиичи ва х.к. тартибдаги хосила- 
лари худди шунга ухшаш таърифланади. Умуман, / (х) функция 
(а, Ъ) интервалнинг хар бир х£(а, Ь) нуктасида (п— 1)-тартибли 

(х) хосилага эга булсин. Бу ¡{п~1> (х) функциянинг х0 £ (а, Ь) 
нуцтадаги хосиласи (агар у  мавжуд булса) / (х) функциянинг х0 нук-
тадаги п- тар ти бли  хосиласи деб аталади ва у у^1г , /(,1)(х0), I —

* 0 \йхп]х=х0
ларнинг бири оркали белгиланади. Одатда / (х) функциянинг /" (х), 
/''' (х), . . .  хосилалари унинг юцори тартибли хрсилалари дейилади.



Шундай килиб, /(х) функциянинг х£(а, Ь) да п- тартибли хоси- 
ласининг мавжудлиги бу функциянинг шу ну^та атрофида 1- ,  2- ,  
. . . , (п 1) - тартибли хосилалари мавжудлигини такозо этади. Аммо 
бу хосилаларнинг мавжудлигидан п- тартибли хосила мавжудлиги,
умуман айтганда, келиб чикавермайди. Масалан, у  =  * Iх 'функция

нинг ^осиласи у  =  | х | булиб, бу функция х =  0 да хосилага эга 
эмас, яъни берилган функциянинг х =  0 да биринчи тартибли хоси- 
ласи мавжуд, иккинчи тартибли .^осиласи эса м авж уд эмас.

Мазкур бобнинг 1- параграфида бир томонли х.осила тушунчаси 
киригилган эди. Бу ерда хам мос равишда юкори тартибли унг ва 
чап косила тушунчаларини киритиш мумкин.

Функциянинг юкори тартибли, масалан, п- тартибли (п >  2) хоси- 
лаларини топиш учун, умуман айтганда, унинг хамма олдинги тар
тибли ^осилаларини хисоблаш керак. Айрим функцияларнинг юцори 
тартибли >;осилаларини бир йула топиш мумкин. Мисол тари^асида 
баъзи бир элементар функцияларнинг п- тартибли хосилаларини то- 
памиз.

1) У булсин (х >  0 ва и £/?). Бу функциянинг хосилаларини 
кетма- кет хисоблаймиз:

у' =  ц х ц~',

У" =  {у'У =  (и х » - 1у  =  ц (ц -  1) - х ^ -2,

У'" =  (У'У =  [н (,а-  1) х“- - ] '  =  ц (м.— 1) (и - 2 )  я“" 3. 
Берилган функциянинг п- тартибли х.осиласи учун ушбу

(х-)(п) =  р, (ц — 1) (ц — 2) . . . (и — /г — 1) х^~п (6.19)

формуланинг уринли булишини математик индукция усулй ёрдамида 
курсатиш кийин эмас. Маълумки, п — 1 да

У' = 1-1 х^ 1
булади. Энди (6.19) формула п =  & да уринли, яъни]

у(к) =  р (,1- 1) . . . ( ц - М -  1) х*~*
булсин деб, унинг п =  к-\~\ да уринли булишини курсатамиз. Таъ- 
рифга кура г/ ' > =  (у(к)'. Шунинг учун

У<к"1)=  (у (к)У =  (ц • (¡.I — 1) (,и — 2) . . . (ц — к -Ь 1) - х ^ 'У  =

=  (х (¡.I 1) . . . (^ , —  £ 4 -  1) • ((.1 —  -х !Х~ к~ 1

булиши келиб чикади. Бу эса (6.19) формуланинг п =  й +  1 да хам 
уринли булишини билдиради. Демак, (6.19) формула ихтиёрий п 9М  
учун уринли. I г

(6.19) да .а — ихтиёрий хакикий сон. Хусусан, ц =  — 1 булсин. 
Унда У =  — функциянинг л-тартибли хосиласи



( 7 Т  =  2) . . • /I) л--1- "  =  {—^  (6.20)

булади.
2) у  =  1п х (х >  0) функциянинг п- тартибли хосиласини топамиз. 

Бу функциянинг биринчи хосиласи у' — — булишидан хамда (6.20)
л:

формуладан фойдалансак,
y(n) =  ( =  / J_y—') =  ( -  I) " - 1 (га 1)!

I х } хп

формула келиб чикади. Демак,

( ln х)(п)=  У*.— (я-— 1í) ! , .V >  0. (6.21)
х п

3) у  =  ах ( а >  0, а  #  1) булсин. Бу функциянинг хосилаларини 
кетма- кет хисоблаймиз:

у' =  a v -ln о,
#" =  (0* -Ina)' =  ax \rra, 
у'" — (ах ■ \п2аУ =  ах -1пЗа.

Бу муносабатларга караб у  =  ах функциянинг п- тартибли хосиласи 
учун ушбу

(п ) X 1 пу  =  a ¡ln а
формулани ёзамиз. Унинг тугрилиги яна математик индукция усули 
ёрдамида осонгина исботланади. Демак,

(ах) {п)=  ах\ппа.

Хусусан, (exf n)= e x.
4) y  — s\nx булсин. Маълумки, бу функция учун t/ =  cosx. Биз 

уни куйидаги

у' — (sinл')' =  cosx =  sin ( x - f y )

куринишда ёзиб оламиз. Сунгра у  =  sin х функциянинг кейингл тар
тибли хосилаларини хисоблаймиз:

у" =  (cosx)' =  — s i nx =  sin (х +  2 ■ y j ,

у'" =  (—sinx)' =  —eos X =  sin |x - f  3-

í/(I^  =  (— cosx)' =  sinX =  sin (x +  4 • Y  

Бу ифодалардан эса у =  sinx функциянинг п- тартибли хосиласи учун

у(п) =  sin | х +  ti ■ Jl



формула келиб чикади. Унинг туррилиги яна математик индукция 
усули билан исботланади. Демак,

(s in x fn) =  sin (л- 4 - n - j ' j -  (6 .22)

Худди шунга ухшаш

(cosх){п) =  cos +  (6 .23)

2. С о д д а ц о и д а л а р. Л е й б н и ц  ф о р м у  л а с и. f  (х) ва g (х) 
функциялар (а, Ь) интервалда ани^ланган булиб, улар х£(а, Ь) ну^- 
тада п- тартибли f n) (х), gin> (х) хосилаларга эга булсин. Буни куйи- 
дагича тушуниш лозим: / (х) ва g  (х) функциялар х  нуктани уз ичи- 
га олган (а ,р ) с г  (а, Ъ) интервалда /", • • /'"“ ‘'хамда g ’, g " , . . . ,
g n хосилаларга эга булиб, х нуктада эса f n) (л;), g(n) (л:) хосила
ларга эга. Ь холда

1) [с-/ (х)]('!)=  c - f n) (х), с =  const; (6.24)

2) [/ (х) ±  g  (*)]<"> =  Г  (х) ±  ¿ п) (х); (6.25)

3) [/ (X) ■ g (Х )Г =  ? п) (х) ■ g (х) +  Сп рп~Х) (х) ■ g' (х) +

+  (?п f n~2) (x)-g" ( х ) + . . .  +  С* рп- к> (X) gm (.X) +  . . +

+  / (х) g(n> (х), (6.26)
бунда

г  k _  » (»  — 1) • • • (я — k 1) 
п k\ '

Ю^орида келтирилган (6.24), (6.25) формулалар содда исботлана
ди. Биз (6.26) формуланинг уринли эканини исботлаймиз.

Маълумки, ((6.9) формулага ^аранг):

[/ (х) ■ g  (х)] ' = /' (х) g ( x ) ~ f  (х) ■ g' (х).
Бу эса п =  1 булганда (6.26) формуланинг туррилигини курсатади. 

Энди (6.26) формула п = k учун турри, яъни

[/ М  • ё  Ш к) =  f k) (х) -g(x) +  C j f ~ l) (х) • g' (х) +

+  C l f k- 2)(x)-g"(x)~ . . . ~ f ( x ) - g lk)(x)

формула уринли деб, унинг п — k +  1 учун туррилигини курсата- 
миз. ^а^икатан хам, таърифга кура

булиб, ундан

[f (х) ^ (х)]{к+1) =  [fk) (x)-g(x) ~  (х) ■g ' (х) +

+  Cl f k~2) (x) . * " ( * ) + . . . +  Cl е ~ 1) (x) /> ( * ) + . . . +



+  c l  f ih- ]) (x) • g" (x) +  . . . +  C[ /(fc- ¿+1) (X) ■ g (i) (x) +

+  c [  /(i- í} (x) / +,) (x) +  /'(X) • g(k) (x) +  / (x) g(k+X) {x) =

=  /(*+,) (X) -g(x) +  (C° -г C ¿ ) Г  (X) • g' (x) +  . . . +  (C[ +

+  Cl- ' ) - f - iJ¡-l)(x)-g(i)(x) +  . . . + / ( x ) - / +1) (x)

булиши келиб чикади (С* =  1).
„ i , ^¿_| k { k - l) . .  . ( f t -  i +  1) , f t ( f t - i ) . . .  (ft—i-f2) 

Агар Ck +  Ck = -------------------------------+ ---------- ----------------------

k{k— 1) . . . (k— z +  2) ( f t -/  + i)+ft(ft — 1) . . . (*—i + 2) i  =
— i !

k (ft — 1) . . .  (ft — i +  2) [(ft — i +  1) — I ] _(fe+1) k(k—1) . . .  (ft — i +  2 ___  _ _ _ ^

—  C1

тенгликни эътиборга олсак, у  хрлда ушбу

[f(x ) ‘g ( x ) f +l) =  /<i+1)W -£ (x) +  С\+/ к)(х)-ё '(х) +

+  • ■ • + C ik+f - i+') (x)-g<i> (xn . . .+  / ( х ) - / +1, (х)

формулага эга буламиз. Бу эса (6.26) формула п =  k +  1 булганда 
турри эканини курсатади.

Шундай цилиб, (6.26) формула барча п лар учун турридир. Ис* 
бот этилган (6.26) формула Л е й б н и ц  форм у  л а с  и деб аталади.

Ми с о л. у  =  ех sin х фушшиянинг 100-тартибли хосиласини ^и- 
собланг.

Лейбниц формуласидан фойдаланамиз:

у {Ш) =  (ех s in х)(100) =  ех sinx +  Схт ех -sin (х +  у ) -г

+  ^loo6* S i n ( x +  2 - y j  +  . .  . +  Cío“ е* sin (х +  100 • у ]  =

=  е* js in x  +  CjppSin ^х +  4- C*00sin (x +  2 • - | j  +  . . . +

+  c !oos i n +  100 ' t ) J  =  e% s in *  1 +  Cl°o+  C*oo +  • • • +

+  e* cos x [C j00 +  Cf00 +  C®00 +  . . . +  C)00] — e sin x [CJ00 +

+  Cioo +  • • • +  c m0l — e* co sx [C j00 +  C[00 +  . . . +  C,Q0] =

=  e sin x [ 1 C100 +  C|00 — C100 +  Cm  . . .  C10o +

+  C ]  +  ¿* c o sx [C ¡00- C ? 00 + C^00- C Í 00+  . . .  + C -

+
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3. M y р а к  к а  б ф у н к ц и я н и н г  ю ц о р и  т а р т и б л и  х о с и -  
л а л а р и. и =  f(x) функция (а, Ь) интервалда, у  =  F (и) функция 
эса (с, d) интервалда аникланган булиб, улар ёрдамида y  — F (f(x ))  
мураккаб функция тузилган булсин (бунда, албатта, х£(а, Ь) да 
u =  f  (х) £ (с, d) булиши талаб ^илинади). а  =  /(х) функция х£ (а, Ь) 
нуктада иккинчи тартибли f"(x), у  =  F (и) функция эса мос и(и  =  
=  f(x)) нуктада иккинчи тартибли F" (и) ^осилага эга булсин. И к
кинчи тартибли хосила таърифнга кура

y"=[F{f{x))\" =[(F{f(x)))']'
булади. Мураккаб функциянинг хосиласини ^исоблаш фэрмуласи
(6.5) дан хамда купайтманинг хосиласини хисэблаш формуласи (6 .9 ) 
дан фойдаланиб, топамиз:

l(F (f (х)))']' =  [F  (I (х)) ■ Г (*)]' =  IF  (f  (х))]' • Г (х) +
+  F' (/ (х)) (Г (х)У =  F" (/ (х)) Г (х) ■ Г(х) +  F' (/ (.к)) ■ Г  (х) =

=  F " (x ) r (x )  +  F '( f(x )) -r(x )
Демак,

У" =  IF (/ (*))]" =  F" (/ (х)) ■ f  (х) +  F' (/ (X)) ■ Г  (х).
Худди шунга ухшаш u =  f(x) функция х£ (а, Ь) нуктада f " (х) ва 
У ~  F (и) функция эса мос и (и =  f (х)) нуктада F'" (и) ^осилага э га  
булса, мураккаб у  =  F (/■ (х)) функция ^ам х £ (а, Ь) нуктада 3- тар
тибли хосилага эга булади. Бу хосила куйидагича хисобланади:

У'" =  IF if (*))]"' =  l(F if М Л ' =  IF" {f (x)) • f  (x) - f  
т  F' (f(x))-f"(x)Y =  F"'([(x))-f'3(x) +

+  F" (/ (x» • 2 • Г (x) ■ Г  (x) +  F" (/ (x)) • f' (x) • f" (x) - f  F' (/ (x)). f" (x) =
=  F’" (f (x)) • f'\x) +  3 F'r (/ (x)) ■ f  (x) • f" (x) -  F' (I (x)) ■ f'" (x).

Шу йул билан мураккаб функция у  = F (f (х)) нинг исталган тар
тибли хосилалари хам хисобланиши мумкин.

4. Ф у н к ц и я н и н г  ю р; о р и т а р т и б л и  д и ф ф е р е н ц и а л  л а 
ри.  f(x) функция х£(а, Ь) нуктада чекли f  (х) косилага эга булса, 
функциянинг дифференциали ушбу, dy =  /' (x)dx =  y'dx формула би
лан ^исобланишини курдик ((6.14) га каранг). Демак, функциянинг 
дифференциали х ва dx ларга боглиедир.

Шуни таъкидлаймизки, dx мицдор / (х) функция аргументи х нинг 
ихтиёрии орттирмасн Д х ни ифодалаб, dy микдорни х узгарувчи 
буйича дифференциаллаш жараёнида уни узгармас куиайтувчи сифа- 
тида каралади.

Фараз цилайлик, юкррида ^аралаётган f  (х) функция х£(а, Ь) нук;- 
тада иккинчи тартибли f"(x) ^осилага эга булсин.

6- т а ъ р и ф.  f(x) функция дифференциали dy нинг х£(а, Ь) ну^-



тадаги дифференциали функциянинг иккинчи тар ти бли  дифферен
циалы деб аталади. Функциянинг иккинчи тартибли дифференциали 
d2f(x) ёки d2y  каби белгиланади, яъни

d-y =  d (dy) ёки d2f (х) =  d (d f (л:)).
Энди дифференциаллаш коидасидан фойдаланиб топамиз:

d2y  =  d (dy) =  d (y'dx) =  dx-d (yr) — dx (y')'dx =  y" (dx)“.
Шундай к,илиб, функциянинг иккинчи тартибли дифференциали унинг 
иккинчи тартибли хосиласи оркали куйидагича ёзилади:

d2y =  y"-dx\ (6.27)
бунда ушбу

dx2 =  dx'dx =  (dx)2
белгилашни келишиб оламиз.

f(x) функция х£ (а, Ь) ну^тада 3 -тартибли /"' (х) ^осилага эга 
булсин.

Худди ю^оридагига ухшаш, х £ (а, Ь) ну^тада функциянинг 3- тар
тибли дифференциали таърифланади: d3y =  d(d2y). Шунга кура f(x) 
функциянинг 3 -тартибли дифференцияли учун ушбу

d3y  =  d (d2y) — d(y"dx2) =  dx2d (y")' —dx2(y")' -dx =  i f ■ dx3
формула келиб чикади, бунда dx3 — (dx)3.

Шу йул билан функциянинг юкори тартибли дифференциаллари 
таърифланади. Умумий ,\олни ^арайлик. f(x) функция х£(а, Ь) нуц- 
тада п- тартибли f n) (х) хосилага эга булсин. Функциянинг (п — 1)- 
тартибли дифференциали d{n~]> у  дан олинган дифференциал /(*) 
функциянинг х£(а, Ь) нуктадаги п-тарти бли  дифференциали деб 
аталади ва у  dny  ёки dn f(x) каби белгиланади, яъни

dny  =  d (dn~ ly) ёки dn f(x) =  d (dn~l f  (x)).

Бу .%олда хам функциянинг п- тартибли дифференциали унинг п- тар
тибли хосиласи оркали куйидаги

dny = y in)-dxn (6.28)
куринишда ифодаланади. Унинг тугрилигини математик индукция 
усули ёрдамида исботлаш мумкин. Дакяцатан ^ам, п — 1 ва п =  2 
булганда (6.28) формуланинг тугрилиги ю^орида курсатилди. Бу 
(6.28) формула п =  k да уринли, яъни d.ky  — y{k)dxk булсин деб, 
унинг п =  k +  1 да тугрилигини исботлаймиз. Функциянинг п- тар
тибли дифференциали таърифига кура а(к+>) у  =  d (dky) булиб, ундан

dk+iy  =  a (dkу) =  d (у<к) ■ dxk) = dxk -d (у(к*) =  y<k+l) -dxk+l 
экани келиб чикади, яъни ушбу

dk+1y  =  y{k+])-dxh+i



формула уринли. Демак, (6.28) формула ихтиёрий n£ N  учун TÿppH. 
Маълумки, л-тартибли .косила (5 -§  нинг 1-6 га каранг) уш бу

у{п) =  — —̂ куринишда белгиланган эди. (6.28) эса функциянинг 
с!хп

п- тартибли хосиласини Í J L  деg белгиланган символни каср сифа-

тида 1\араш мумкинлигини билдиради.
f(x) ва g(x) функциялар (а, Ь) интервалда аникланган булибг 

улар х £ (а, Ь) нуктада п- тартибли дифференциалга эга б;улсин. 
У холда ушбу

1 ) dn [с • /(л:)] =  с-dn f  (х), с =  const;
2) dn [/ (х)\ ± g (x) =  dnf  (х) ± d n g  (x);
3) dn If (x) • g  (x)] =  dn f(x) g  (x) -f- C\ dn~l f  (x) • dg (x) +  . . . +

+  Ckn dn- kf(x)-dkg ( x ) ~  . . .  + f ( x ) d n g(x)

формулалар уринли булади. Юкори тартибли дифференциалларнинг 
бу коидалари (6.24) — (6.26) формулалар билан ифодаланган содда 
коидалар ^амда (6.28) формуладан бевосита келиб чикади.

Энди мураккаб функциянинг юкори тартибли дифференциаллари- 
ни караймиз.

и — f(x) функция (а, Ь) интервалда, y  =  F(u ) функция эса (с, d) 
интервалда аникланган бÿлиб, улар ёрдамида y  — F(f(x)) мураккаб 
функция тузилган бÿлcин (бунда, албатта х£(а, Ь) да и =  / (x) £ (с, d)  
булиши талаб килинади). Сунгра и — f  (х) функция х£(а, Ь) ну^та- 
да /' (x), F  (и) функция эса мос и(и =  f  (х)) нуктада F' (и) хосила- 
ларга эга деб, y  — F(f(x)) функциянинг дифференциалини хисоблай- 
миз.

Маълумки, ушбу у  — F (f (x)) =  Ф (х) мураккаб функциянинг диф- 
ференциали ((6.15) га каранг) цуйидаги

dy =  Ф' (x) dx =  IF (f (x))]’ dx
на

[F(/(x))]' =  F ' (/(*))•/'(*)
формулаларни эътиборга олинса,

dy =  d [ f  (*))] =  F' (f (x)) ■ f  (x) dx =  F ’ (f (x)) ■ df (x) (6 .29)
куринишга эга бÿлaди.

Демак, функция мураккаб бÿлгaн ^олда хам функция дифферен- 
циали функция ^осиласи F’ (f(x)) билан (бу ^олда аргумент f(x )  
булади) аргумент f(x) нинг дифференциали df(x) к>-пайтмасидан ибо- 
рат эканлигини курамиз.

Шундай килиб, ^аралаётган функциялар f  (х) (х — эркли узгарув- 
чи) куринишда f ÿ  л ганда хам, мураккаб у — F (f (x)) куринишда бул- 
ганда хам, бу функцияларнинг дифференциаллари бир хил формата 
эга булади (яъни дифференциал формаси сакланади). Одатда бу хос- 
сани дифференциал формасининг инеариантлиги дейилади. Бунда



(6.14) фэрмуладаги йх аргумент л: нинг ихтиёрий орттирмаси А х  ни 
(с1х =  Ах) билдиради, (6.29) фэрмуладаги ¿¡(х) эса х узгарувчига 
борли^ булади.

Энди г/ =  /7(/(х)) мураккаб функциянинг иккинчи т артибли диф- 
ференциалини хисоблаймиз. Таърифга кура

^  (*))] (/(*)))] 
булади. Дифференциаллаш коидасидан фойдаланиб топамиз:

сРу =  й2 [Р([ (х))] = < Ц Г Ц  (х)) ¿/(*)] =  Л [Г  (? (.г))] -с1!(х) +
-Г Г  (/ (X)) • (1 [с1[ (X)] =  Р" (/ (х)) ■ й ?  (X) ~  Р’ (/ (X)) • ¿ 4  (X),

бунда с1(2 (х) — (х) ■ а[(х) =  (с1[ (х))2.
Демак,

.  # у = &  &  а  (х))] -  р" (/ (х)) ■ 11? (х) +  р' а  (х)) • (х). (б.зо)
Бу (6.30) формула билан (6.27) формулани таккослаб, иккинчи 

тартибли дифференциаллар дифференциал формасининг инвариантлиги 
хоссасига эга эмаслигини курамиз.

У =  РЦ{Х)) функциянинг учинчи ва хоказо тартибли дифферен- 
циаллари ю^оридагидек бирин- кетин хисобланади.

6 -§ . Дифференциал ^исобнинг асосий теоремалари

Ушбу параграфда дифференциал хисобнинг асосий теоремаларини 
келтирамиз. Бу теоремалар келгусида, айникса функцияларни тек- 
ширишда, мухим роль уйнайди.

5 - т е о р е м а  ( Ф е р м а  т е о р е м а  с и). / (х) функция бирор X  
ораликда анщланган ва бу оралщнинг ички с нуктасида узининг 
энг к а т т а  (энг кичик) кийматига эршисин. Агар бу нуцтада 
функция чекли [' (с) хосила-за эга булса, у холда

Г(с) =  0
булади.

И с б о т .  Шартга кура ¡(х) функция с нуктада энг катта циймат- 
га эга, яъни у х £ Х  да / (х) <  / (с) тенгсизлик уринли, шу билан 
бирга бу с нуктада чекли р (с) хосила мар.жуд. Равшанки,

р  (с) =  П т - -(х) ~  ^(с- =  П т  и ^ т  =  Пт  М и Ж .
X —*С X  С Х->С-(-0 X  С х —*с—0 х  С

Аммо х >  с булганда

х — с х->с+о х — с

ва х  <  с булганда

п ^ = т > 0 = > пш Их)^ Ис)- > о
X  —  С Х-+С— 0 X  —  с

булишидан
Р (0  =  0



экани келиб чикади.
Шунга ухшаш, функция с ну^тада энг 

кичик кийматга эга ва бу нуктада чекли 
f'(c) хосилага эга булганда хам /' (с) =  О 
булиши курсатилади. Теорема исбот булди.

Ферма теоремаси содда геометрик маъно-
га эга. У /(х) функция графигига (с, /(с)) ~~о 
нуктада утказилган уринманинг Ох у к,и га 
параллел булишини ифэдалайди (44- чизма). 44- чизма.

X

5 - э с л а т м а .  f(x ) функция [а, Ь] сег-
ментда ашнутнган булиб, бу сегментнинг четки (х — а  ёки х =  Ь) 
нук.тасида узининг энг катта ёки энг кичик кийматига эришсин 
дейлик. Бу нуцтада функция косила га (равшанки, бу холда бир 
томонлама /' (а +  0), /' (Ь — 0) хосилалар тушунилади) эга булса, 
функциянинг хосиласи нолга тенг булмасдан цолиши мумкин. Ма- 
салан, f  (х) =  х  функция [0, 1] сегментнинг х =  0 , х = 1  ну^тала- 
рида узининг энг кичик ^амда энг катта ^ийматларига эришса хам 
унинг бу нукталардаги хосиласи 1 га тенг.

6- т е о р е м а  ( Р о л л ь  т е о р е м а с и ) .  /(х) функция [а, Ь] сег- 
ментда анщланган, узлуксиз ва / (а) =  f(b) булсин. Агар бу функ
ция {а, Ь) интервалда чекли f  (х) хосилага эга булса, у  %олда шун- 
дай с ( а < с  <Ь) нукта топиладики,

Ис б о т .  /(х) функция [а, Ъ] сегментда узлуксиз. Д ем ак, Вей- 
ерштрасснинг биринчи теоремасига (5- боб, 7- §) кура бу оралиеда 
функция узининг энг катта киймати М  ва энг кичик киймати т  га 
эришади.

1) т  =  М  булсин. Бунда / (х) =  const, х£[а, Ь) булади. Равшан
ки, бу ^олда у с  6 (а, Ь) учун /' (с) =  0 булади.

2) т ф М  булсин. Бу ^олда f(a) =  f(b) булгани учун  /(х) функ
ция узининг энг катта циймати М , энг кичик киймати т  ларнинг 
камида биттасига [а, Ь] сегментнинг ички с (а <  с <  Ь) нуцтасида 
эришади. Ферма теоремасига асосан бу нуктада

булади. Теорема исбот булди.
/(х) функция Ролль теоремасининг барча шартларини ^аноатлан- 

тирсин. У ^олда бу функция тасвирлаган эгри чизи^да шундай 
(с, f(c)) нуцта топиладики, эгри чизивда унинг бу ну^тасида утка
зилган уринма Ох уцига параллел булади (45-чизма).

6- э с л а т м а .  Ролль теоремасининг барча шартлари му^им. Агар 
келтирилган шартларнинг бирортаси бажарилмаса, теореманинг хуло- 
саси урин ли булмасдан ^олиши мумкин. Масалан, 1) / (х) =  1 — |х] 
функция [— 1, + 1] сегментда узлуксиз булиб, бу функция учун 
/(— 1) —/ ( + 1) =  0 булади. Аммо бу функциянинг ^осиласи (— 1, 
+  1) интервалнинг бирорта ну^тасида хам нолга айланмайди. Бунга 
сабаб ^аралаётган функциянинг (— 1, + 1) интервалнинг хамма ну^-

Г(с) =  0
булади.

Г (с) =  0



таларида хам хоеилага эга эмаслигидир. Аникроги, / (х) =  1 — \х\ 
функция х  =  0 нуктада хоеилага эга эмас (46-чизма).

2) / (х) — х функция [0, 1] сегментда узлуксиз булиб, (0 , 1) Интер- 
валда чекли хреилага эга ва (0 , 1) интервалнинг барча нукталарида 

(х) =  1. Бу функция учун Ролль теоремаеи хулосасининг уринли 
булмаслиги/(х) =  х функция учун /(а) — ¡ф ) шартнинг бажарилмас- 
лигидандир.

7 - т е о р е м а  ( Л а г р а н ж  т е о р е м а е и ) .  / (х) функциЛ [а, Ь] сег
м ентда анщланган ва узлуксиз буЛсин. Агар бу функция (а, Ь) 
интервалда чекли /' (х) хоеилага эга булса, у хрлда шундай с (а <  
<  с < Ь ) нуцта топиладики, бу нуктада

/' (с) =  .пь)~ па) (6.31)
Ь — а

булади.
И с бот .  Шартга кура /(х) функция [а, Ь] сегментда узлуксиз 

булиб, унинг ички нукталарида чекли / '(х) хреилага эга. Бу функ
ция ёрдамида куйидаги

^  (х) =   ̂(.V) — / (д) — К » ? - Ж  ( х - а )
Ь — а

функцияни тузайлик. Равшанки, бу Т7 (х) функция [а, Ь] сегментда 
аницланган ва узлуксиз булиб, (а, Ь) интервалда эса

Р  (х) =  /' (X) — /(6)~ МД)
Ь — а

хоеилага эга. Е (х) функция- 
нинг х — а ва х =  Ь нуцта- 
лардаги кийматлариии хисоб- 
лаймиз: У7 (а) =  Е ф) =  0. Де
мак, Е (х) функция Ролль тео- 
рамасининг барча шартларини 
каноатлантиради. У  хрлда а 
ва Ь орасида шундай с (а <
<  с <  Ь) нуцта топиладики, 
Е' (с) =  0 булади. Шундай ки- 
либ,



о =  F' (с) = /' (с) —
b — а

ва бундан (6.31) формула келиб чикади. Теорема исбот булди.
Энди Лагранж теоремасининг геометрик маъносига тухталамиз. 

f(x) функция Лагранж теоремасининг шартларини каноатлантирсин 
дейлик (47-чизма). Функция графигининг A (a, f(a)), B(b, f(b)) нуц- 
таларини тугри чизик билан бирлаштирамиз. Унда А В кесувчининг 
бурчак коэффициенти

to  R — -Ё£- - -  f ( b ) — 1(g) 
ё  АС Ь — а

булади.
Маълумки, / '(* ) — бу ¡(х) функция графигига унинг (х, f(x)} 

ну^тасида утказилган уринманинг бурчак коэффициенти: t g a  =  f (х). 
Шундай килиб, Лагранж теоремаси (а, Ь) интервалда шундай с ( а <
<  с <Ь) нукта мавжудлигини курсатадики (бундай ну^талар бир 
нечта булиши ^ам мумкин), / (х) функция графигига (с, f  (с)) нукта- 
да утказилган уринма АВ  т\три чизикка параллел булади.

Юкорида келтирилган (6.31) формулани бошкача хам ёзиш мум
кин. Бунинг учун а < с < Ь  тенгсизликларни эътиборга олиб,

0 (0 <  0 <  I)
b — а

деб белгиласак, унда
с =  а +  (р — о)0  (0 <  0 <  1 )

б\лади. Натижада (6.31) формула ушбу
f(b) — f (а) =  /' [а +  (b — а) 0] • (Ь — а) (6.32)

куринишга келади. Кейинги формулада Д х > 0  да а =  х, b =  х -{• 
+  Д х, Д х <  0 да эса а =  х  - f  Д х, b — х деб, топамиз:

f(x  +  Д x) — f(x) =  /' (х +  0- Ах)- Д х. (6.33)
Бу (6.33) формула чекли орттирмалар формуласи деб аталади.

Агар (6.31) формулада f(a) =  f(b) деб олинса, у  ^олда /' (с) =  О 
(iа < с < Ь ) булиб, Л агранж  теоремасидан Ролль теоремасининг ке
либ чикишини курамиз.

8- т е  о р е м  а ( К о ш и  т е о р е м а с и ) .  ¡(х) еа g(x) функциялар 
[а, Ь\ сегментда анщ ланган еа узлуксиз булсин. Агар бу функция
лар (а, Ь) интервалда чекли /' (х) еа g ’ (х) хосилаларга эга булиб,. 
V *  € (а, Ь) учун g' (х) ф  0 булса, у  хрлда шундай с ( а <  с <  Ь) нуц- 
т а  топиладики,

f  (Ь) - / (а) __ ’f' (с) (6.34)
g(b) — g  (a) g' (с) 

тенглик уринли булади.
Ис б о т .  (6.34) тенглик маънога эга булиши учун g(b)¥= g(a} 

булиши керак. Бу эса теоремадаги g ’ (х) ф 0 (х £ (а, Ь)) шартдан ке
либ чикади. Хакикатан хам, агар g(b) =  g (а) булиб цоладиган бул
са, у  холда g(x) функция Ролль теоремасининг барча шартларини



каноатлаптириб, бирор с £ (а, Ь) ну^тада (бундай ну^та Ролль тео- 
ремасига кура топилади) g' (с) =  0 булиб колади. Бу эса Y * £ ( a ,  Ь) 
да g' (х) =f= 0 шартга зиддир. Демак, g(b) ф g  (а).

Энди f{x) ва g (х) функииялар ёрдамида куйидаги

F(x) =  f (х) — f (а ) — ^77 ' [£ ( * ) - £ ( « ) ]  g (Ь) — g (а)
функцияни тузайлнк. Бу функция [а, Ь\ сегментда аникланган ва 
узлуксиз булиб, (а, Ь) интервалда

Г  (х) =  Г (х) -  f W - f(- ± . g '(x) 
g(b) — g(a)

хосилага эга. Сунгра F (х) функциянинг х =  а, х =  b нукталардаги 
кийматларини хисоблаймиз: F (а) — F (Ь) =  0. Демак, F (х) функция 
[а, Ь\ сегментда Ролль теоремасининг барча шартларини каноатлан- 
тиради. Шунинг учун а ва b лар орасида шундай с ( а < с < Ь )  то- 
пиладики, F' (с) — 0 булади. Шундай килиб,

0 =  F'(c) =  f ’ ( c ) -  - ё ’ (с)g(b)— g (a)
ва ундац (6.34) тенгликнинг уринли экани келиб чикади. Теорема 
исбот булди.

Хусусан, g(x) =  x булганда Коши теоремасидан Лагранж теоре- 
маси келиб чикади.

7- §. Тейлор формуласи

1. Ф у н к ц и я н и  я ц и н л а ш т и р и ш х а и д а. Маълумки, функ
ция математик анализ курсида урганиладиган асосий тушунча. Куп- 
гина масалалар эса функцияни хисоблаш (бернлган ну^тада 1\ийма- 
тини топиш) билан богли^. Функциянинг мураккаб булиши бундай 
хисоблашларда катта кийинчиликлар тугдиради. Натижада нокулай 
ва мураккаб функцияни узига Караганда содда ва хисоблашга цулай 
булган функция билан якинлаштнриш — такрибий нфодалаш масала- 
си юзага келади.

Берилган f  (х) функцияни бирор g (х) функция билан якинлашти- 
ришда цуйидаги икки момент мухимдир:

1) f(x) функцияга якинлашадиган g(x) функциянинг танлаб оли- 
ниши ва унинг тузилиши (соддалиги ва ^исоблаш учун ь^улайлиги).

2) f(x) функцияга g(x) функциянинг я^инлашишидаги хатоликни 
аниклаш ва уни бахолаш.

Одатда якинлашадиган функция сифатида бутун рационал функ
ция — купхаб олинади:

8  (х) =  р п М  =  °о 4- а, {х — л0) -+- а2 (х — х0)- +

-  . . .  -г ап (х — х0)'!> (6.35)

бунда а0, a L, а.,, . . . , ап ва х0 лар узгармас .\акиь;ий сонлар, п
Равшанки, купхад содда ва хисоблаш учун ^улай функция.



1885 йилда машхур немис математнги К- Вейерштрасс томони- 
дан [о, Ь] сегментда узлуксиз булган f (х) функциями Рп (х) купхад 
билан якинлаштириш мумкинлиги, бошкача айтганда V е >  0 олин- 
ганда хам шундай Рп (х) купхад маЕ жудки, унда у х  6 [«, Ь] лар 
учун

1/М — Р,г Ml <  6
тенгсизлик уринли булиши курсатилди. Виз Вейерштрасс теоремаеи 
хацида математик анализ курсининг «Функционал кетма-кетлик ва 
ка тор лар» бобнда батафеил гапирамиз.

Гарчи Вейерштрасс теоремаеи f (х) функцияни Р (х) купхад билан 
якинлаштириш мумкинлигини ифодаласа хам якинлашиш хатолигини, 
яъни ушбу

Rn(f) =  f ( x ) ~ P n(x)
айирмани бахолаш имконини ва унинг нолга интилиш тартибини 
аниклаб бермайди. Кейинги урганишлар Rn (f) нинг нолга интилиш 
тартиби якннлаштириладиган /(х) функциянинг хосилаларга эга бу- 
лишига боглик эканлигини курсатади. Одатда хреилага эга булган 
функция силлщ функция деб аталади.

Модомики, силл1щ функцияларни купхад билан кулай якинлаш
тириш мумкин экан, бирор х0 ну^танинг атрофида / (х) функциянинг 
катор юкори тартибли хосилалари мавжуд булган хрлда бу хосила- 
лардан фюйдаланиб, аввало Рп (х) купхадни тузиш ва / (х) функция
ни бу купхад билан якинлаштириш масаласипи караш мумкин. Бу 
масалани хал килишда Тейлор формуласидан фойдаланилади.

Шуни айтиш керакки, хусусий хрлда бундай масала билан функ
ция орттирмаеи А у  ни унинг дифференциали dy билан тацрибин 
ифодалаш (Д у  л : dy) жараёнида танишган эдик ((6.17) га каранг). 
Маълумки, /(х) функция х0 £(а, Ь) да дифференциалланувчи булса, 
уни куйидаги

/ (х) / W  “I- / (-'о) ' (■*• Х0) -' о (х х0)
куринишда ёзиш мумкин. Бу эеа х0 нуктанииг етарли кичик атро- 
фидаги х нукталарда f (х) функция ушбу

Pi (х) =  / (х0) -f /' (а'о) (х — х0)
чизикли функция (биринчи даражгли купхад) билан такрибий ифо- 
даланишини курсатади.

2. К у п х а д  у ч у н  Т е й л о р  фо р м  у  л а с и .  Ушбу

р п М  =  ао +  а1 (х — х0) +  а2(х — х0)2 +  ■ • • -Г

- a n( x - x f  (6 .35)

(бунда а0, аи а2, . . . ,  ап ва х0 узгармас хакикий сонлар, ti £ N) купхад
ни к,арайлик. Бу купхадни кетма-кет п марта дифференциаллаб то- 
памиз:



Р'п (х) =  а1 +  2 • а2 (х—х0) +  3 а3 (х — х0)2 -\- . . .  +  пап (х — х9)п~\ 

Р"п(х) =  2 -а 2 +  3 -2 -a 3(.v — х0) +  . . .  +  п (п — \) ап(х — х0)п~2, 

Р'п'(х) =  3 -2 - а 3 +  . . .  + n ( n ~ l ) ( n  — 2)an(x — xX ~ 3,

Р ^  (х) =  п ■ (п — 1) • (я— 2) . . . 2 -an. (6.36)

Ъу (6.35) ва (6.36) тенгликларда .v =  х0 деб олинса, унда берилган 
Рп(х) купхад ва унинг хосилалари Р ^  (х) (k — \, 2, . . . , п) нинг 
х0 нуктадаги кийматлари топилади:

РП(Ч) =  ап,
Р'п(х0) =  И а и 
Р'пЫ  =  2! а2,

/5|Г>(л'о) = ,1! а а-
Улардан

«о =  р„ (*о), 

(*о)а, =
И

<*0> Q7\аг --= — — - (6.37)
2!

f f M

келиб чикади.
Шундай к;илиб, Рп(х) куп^аднинг коэффициентлари купхад ва 

унинг хосилаларининг лг0 нуктадаги кийматлари ор^али ифодалан- 
ди. Коэффициентларнинг бу ^ийматларини (6.35) га к,уйсак, унда

П / \ п / \ I \ | t / \п /С OQ4Рп (X) =  Рп (Хо) Ч------ —  (*  — Хи) -г  . . .  -!------ --—  (х — хп) (6.38)

булади. Бу куп хад  (6.35) купхаддан коэффициентларининг ёзилиши 
билангина фарк килади.

(6.38) формула ку/цад учун Тейлор формуласи деб аталади.
3. И х т и ё р и й  ф у н к ц и я  у ч у н  Т е й л о р  ф о р м у л а с и .  f (х) 

функция (а, Ь) интервалда аниклаиган булиб, у л'0 £ (а, Ь) нуктада 
. . . .  f n) хосилаларга эга булсин. Функциянинг нуцтадаги 

^осилаларидан фойдаланиб, ^уйидаги

З Д  *) =  Рп(х) =  /(*„) -Г- ^  ( * - * „ )  +  • . . 4 - - ^ о1 (^ -А -0Г

купхадни тузайлик.



Агар каралаётган fix) функция п- даражали купхад булса, унда 
ю^орида (2-бандда) айтилганга кура

f ( x ) - P n<f\ х),
яъни

fix) =  /(*„) +  f ^ x - x d  +  . . .  +  i - ^ L { x - x f

булади.
Агар f(x) функция купхад булмаса, равшанки,

f ( x ) ^ P n if\ х)
булиб, улар орасида фарк юза га келади. Биз у  ни Rn(x) орк;али бел- 
гилайлик:

К(х) =  f(x) — р п (/: х)- (6 .39)
Натижада ушбу

¡ { Х ) = Р Л  x ) + R n (x),
яъни

f(x) =  f (х0) +  Ш ( х  - х 0) ~  . . .  +  - ^ к х — +  Ra(x) (6 .40)

формулага келамиз. Бу (6.40) формула f(x) функция учун Тейлор 
формуласи деб аталади. R n (х) эса Тейлор формуласининг цолдиц 
%ади дейилади.

Колдик хад Rn(x) нинг (6.39) формула оркали ифодаланишини би- 
лиш Рп(х) нинг f(x) га якинлашиши хасида [хулоса чик;аришга им- 
кон бермайди. Агар Rn{x) ни п ва х  ларнинг цийматлари буйича 
бахолай олсак ва унинг нолга интилишини курсата олсак, у  холда 
f{x) фуккцияни Рп (f ; х) купхад билан алмаштириш мумкин эканлиги- 
ни асослаган буламиз. Демак, масала Rn(x) ни бахолащдан иборат. 
Бу масалани хал килищ учун f(x) функцияга «огирроь;» шарт цуйиш- 
га турри келади.

f(x) функция (а, Ь) интервалда ани^ланган булиб, у  шу интер- 
валда узлуксиз f'(x), f"(x), . . . , f n)(x) хосилаларга эга булсин. Ун- 
дан ташкари, (а, Ь) интервалда бу функциянинг (п +  1)-тартибли 
f n+h(x) хосиласи хам мазжуд булсин. (а, Ь) интервалда аргумент 

х нинг ихтиёрий крйматинм тайинлаб, ^уйидаги

m = f { x ) Y - m - ^ { x ~ t ) -  . . .  (6 .4 i)

ёрдамчи функцияни тузамиз ва у  ни [х0, x]cz(a, b) (ёки [х, х0]с г(а , Ь)) 
сегментда караймиз. F(t) функциянинг (6.41) ифодасидан унинг [x0, х] 
сегментда узлуксиз булишини куриш кийин эмас. Бу функция 
(х0, х) интервалда хосилага хам эга. Хакикатан хам,

Т7ЧЛ _ t ' U \  f " ( t )  I . .  i\ 1



Демак,

(6.42)

Энди [*(,, х] сегментда узлуксиз ва (хь, х) интервалда чекли .хосила- 
га (нолга тенг булмаган) эга булган бирор Ф(() функцияни олай- 
лик. /•'(О ва Ф(0 функиияларга [л'0, х] сегментда Коши теоремасини 
цулланиб топамиз:

(с =  х0 +  О (х — х0)) формула келиб чикади.
Шундай килиб, Тейлор формуласининг колдш\ хади учун (6.44) 

формула топилади. Бу холда / (х) функциянинг Тейлор формуласи 
куйидаги

куринишда ёзилади.
Тейлор формуласидан кенгрок фойдаланнш ма^садида, унинг 

^олди^ .^адининг турли куринишлири:-ш келтирамиз.
1°. К о ш и  к у р и н и ш и д а г и  1<; олди^ . \ а д л и  Т е й л о р  фор

м у л а с и .  Юкорида каралган Ф{1) функция сифатида Ф{1) — х — Ь 
функцияни олайлик. Равшанки, бу функция [л'0, х\ а  (а, Ь) сегмент
да узлуксиз, (х0, х) интервалда эса чекли Ф'(() =  — 1 .\осилага эга. 
Бу функция учун Ф(х) =  0, Ф(х0) =  х — л'0 булади. Натижада (6.44) 
формула куйидаги

р(х) - р(х„) _  /г' (с)
(6.43)

булишини эътиборга олсак, унда (6.43) тенгликдан

(6.44)

(х ~ с 0)п (6.45)

( с  А'о +  П(а- —  д-0) ,  0  <  0  <  1)



а д  -  =  ^ и - ^ - в к -

- * > № - * . )  =  л -„ )" '+ ,Ч 1  - в Г

(О <  0 <  1)
куринишни олади. Колдик хаднинг бу ифодасини (6.45) га ^уйиб, 
топамиз:

{ ( * )  =  !  (*-о) +  -  * 0)  +  (X  -  Х0У- +  . . . +

• ^П)(Хп) (х у \п ! /(П+' Ч ,  *-^+' л  т *  /Г >.«4 п\ (* -V 1 ~ 1 (х — х0) * О — 9) • (6 .46)
\

Бу (6.46) ^формула [ (х) функциянинг Коши куринишидаги цолдиц 
щдли Тейлор фор му лас и деб аталади.

2°. Л а г р а н ж  к у р и н и ш и д а г и  ц о л д и ц  з^адли Т е й л о р  
ф о р м у  л а с  и. Энди <£>(/) = (х  — /)"+* функцияни олайлик. Бу функ
ция хам [х0, х] сг (а, Ь) сегментда узлуксиз, (х0, х) интервалда эса 
чекли Ф (/) - - — (га-Ь 1] ■ (х— ()п хосилага эга. Бу функция учун

Щх) =  0, Ф(Х0) =  (х - А - 0)'1+1,

Ф'(с) =  — (п +  \ ){ х -с )п{с =  х0 +  {)(х — А-0); 0 < е <  1) 
булади. ^ холда ю^оридагя (6.44) формула ушбу

к  « - = £Ищх
«•’ -(п -'г 1)(х—с)п ( « + 1 ) Г  0/

куринишни олади. Колдик. хаднинг бу Гифэдасини (6.45) га куйиб, 
топамиз:

/М =  / (Х 0) +  1Ш (х  -  х0) +  (X -  а +  . . .  +

+  ± - р И ( х _  +  ^ ¡ ^ ( х  -  х0)ч+1. (6 .47)

Бу формула ¡(х) функциянинг Лагранж куринишидаги колдик 
^аали Тейлор формуласи деб аталади.

Ф°РМУЛаСИ цолди^ хадинииг бу куриниши содда булиб, 
у  (Ь.47) формуладаги навбатда келадиган хадни эслатади. Факат бунда 
функциянинг (п 1)-тартибли хосиласининг хп нуктадаги к;иймати ур- 
нига бу хосиланинг с(с =  хо4-0(х— х0)) нуктадаги ^иймати олинади.

о .  П е а н о  к у р и н и ш и д а г и  ^ о л д и ^  х а д л и  Т е й л о р  
форм у л а с и .  ¡(х) функция Тейлор формуласининг Пеано куриниши
даги колди^ ^адини чикаришда /(х) функцияга нисбатан цуйилган 
шаргни «енгиллаштириш» мумкин.

/(*) функция х0 £ (а, Ь) нуктанинг бирор 67б(х0) с  (а, Ь) атрофида
/ (х), / (а'), . . , ¡ {п) (х) хосилаларга эга булиб, /<п) (х) ^осила эса 
х0 нуктада^узлуксиз булсин. Бу функция учун х££/в(х0) да уш бу



/ М ■= 1 Ы  +  ^  <* - * . )  +  - * • ) ’ +  - ■ • +

+  +  (6.48)

(бунда с сон х0 билан х орасида) формула уринли.
Хак,и1<атан хам, юкоридаги (6.47) формулада п ни п — 1 га ал- 

маштирсак, у  холда (6.47) формуладан (6.48) келиб чик,адн.
Равшанки, х -+ х 0 да с — х0 булади. ( п) (х) эса х0 нуктада уз- 

луксиз. Демак,

П ш Г (с )  =  П ш Г(с) =  Г ^ о )-
Х + Х о  С~*Х о

У  холда

тенглик уринли булиб, П ш а(х )= о  булади.
Х->Хъ

Агар х -*■ х0 да а(х) ■ (х — х0)п = о ((л: —х0 /’) булишини эътибор- 
га олсак, натижада (6.48) формуланинг колдик хади учун ушбу

(х — х0)п =  - ^ ~ - ( х — х0)п + о ((х — х0)п) (6.49) 

формулани топамиз. Энди (6.48) ва (6.49) формулалардан 

/<*) =  1(х0) + а ^ ( х - х 0) +  ^ ( х - х 0у  +

+  . . .  +  (х ~  +  °((х — х0 )п) (6.50)

формулага келиб чикади. Бу формула ¡(х) функциянинг Пеано ку- 
ринишидаги колдик; хадли Тейлор формуласи деб аталади.

Демак, х - ^ х п да (6.50) формуланинг колди^ хади нолга инти- 
либ, у  (6.50) формулада узидан олдин келадиган хар бир хадга Ка
раганда юкрри тартибли чексиз кичик микдор булади.

Шундай килиб, биз юкорида \(х) функция Тейлор формуласи 
колдик хадининг турли куринишларини келтирдик. Ечилаётган ма- 
саланинг талабига караб у  ёки бу куринишдаги крлди^ хадли Тей
лор формуласидан фойдаланилади. Масалан, бирор х0 нукта атрофи- 
даги х(хф  х0) нукталарда }(х) функциянинг кийматларини такрибий 
хособлаш керак булса, Коши ёки Лагранж куринишидаги колди^ 
хадли Тейлор формулаларидан фойдаланган маъ^ул, х -> л-0 да кол- 
дик хади нолга интилиш тартибинигина билиш лозим булса ёки х0 
нукта атрсфида функциянинг бош цисмини ажратиш керак булса, у 
холда Пеано куринишидаги колдик хадли Тейлор формуласидан 
фойдаланиш ма^садга мувсфик булади.

Одатда Коши ёки Лагранж куринишидаги Тейлор формулалари 
купро^ амалий ахамиятга, Пеано куринишидаги Тейлор формуласи 
эса купрок назарий ахамиятга эга булади.

его



4°. Т е й л о р  ф о р м у л а с и н и н г  б о ш к а ч а  ё з и л и ш л а р и .  
¡(х) функциянинг Тейлор формуласини орттирмалар -\амда диффэнциал- 
лар формасида х;ам ёзиш мумкин. 3°-бапдда келтирилган (6 .46 ), 
(6.47) ва (6.50) Тейлор формулаларида х  — х0 =  Ах деб (бу холда 
/(х) — /(х0) =  ¡(х 0 -  Ах) — /(х0) =  Дf (х0) булади), /(л:) функция 
Тейлор формулаларини орттирмалар формасидаги куринишларини 
топамиз:

А/(х0) =  /'(х0)-А х4- О ^ А х 2 -Ь . . .  + - ^ - А х п +  ^ (х ) . (6 .51) 

Бунда ьрлди^ хад Яп{х) к;уйидаги

а) Коши куринишида: Яп(х) =  - —^ -^ Д х " +1(1 — 0)" ,

(с) пл̂ [ ;
б) Лагранж куринишида: Яп(х) =  х ,

в) Пеано куринишида: Нп(х) — о (Ахп)
(0 <  0 <  1, с — х0 +  0 • Д х) ёзилиши мумкин.

(6.51). формулада крлдик хадни Лагранж куринишида олиб, сунг- 
ра п =  0 дейилса, у  ^олда

А[(х0) --=Г(с)-Ах
формулага эга буламиз. Бу эса чекли орттирмалар формуласидир. 
((6.33) га каранг). Маълумки,

/' (х0) ■ А х =  /' (х0) с1х =  (х0),
?' (х0) ■ (Ах)2 =  (х0) йх- =  ¿ 4  (х0),

Г  W  • (Ах)п =  f n\x0)dxn =  dn f  (х0).
Буларни эътиборга олсак, f(x) функциянинг (6.46), (6.47), (6.50) 
Тейлор формулаларини ^уйидагича дифференциаллар фэрмасида ^ам 
ифодалаш мумкин булади:

Af(xо) =  df(x0) +  -~ d2f(x0) +  • ■ ■ +  ~^dn f(x0) +  Я„(х). (6.52)

Бунда колди^ хад Rn(x) эса ^уйидаги

а) Коши куринишида: Rn(x) ■--= -^-dn+]f  (с) - ( 1— 0)" ,

1 П 1 1б) Лагранж куринишида: Rn(x) =  -  d ‘ [(с),

в) Пеано куринишида: Rn(x) — о (dxn)
(0 <  0 <  1, с =  х0 +  0Д х) ёзилиши мумкин.

5. М а к  л о р е н  ф о р м у л а с и .  f(x) функциянинг (6.40) Тейлор 
формуласида х0 =  0 деб олинса, уш бу

/(х)=/(0)+ ф х  +  f- jp x 2 +  . . . +  ^ х п +  гп{х) (6.53) 

формула хосил булади. Бу ^олда крлди^ хад гп(х) куйидагича:



а) Коши куринишида: гп(х) — х +--1|- 0) /(п+1> (0х),

б) Лагранж куринишида: гп(х)= ■ * . /(п+1) (9л:),
хп +1

(> н ¥
в) Пеано куринишида: гп(х) =  о (хп)

(О <  0 <  1) ёзилиши мумкин.
Ю^оридаги (6.53) формула }(х) функциянинг Маклорен форму- 

ласи деб аталади.
Ушбу

/(,> = /(0) + » * + ' ! ’,■ +  . . .  +  ^ ж ^ " +' ( 6 Л )

( О < 0 <  1) Лагранж куринишидаги колдик хадли Маклорен форму- 
ласини ^арайлик. Бу формуланинг колдик хадини бахолаймиз.

Фараз килайлик, шундай узгармас М сон мавжуд булсинки, ар
гумент х нинг х0 =  0 нукта атрофидаги кийматларида хамда п £ N 
нинг барча кийматларида

|/(п)(л:)|<М (6.55)
тенгсизлик бажарилсин. У  ^олда ушбу

\ Ф )1
ф х)-хп+'  <  Л1 . 1 л 1"+ 1

( я + 1)! (П + 1)!
тенгсизликка эга буламиз. х  нинг хар бир тайин кийматида

и т | £ е ; = ооо (п+1)!

лимит уринли булишини эътиборга олсак, у  холда п нинг етарли 
катта кийматларида гп(х) етарли кичик булишини курамиз. Демак, 
х0 =  0  нукта атрофида }(х) функцияни

, ( 0) + ® ,  +  ® , * +  . . .  

купхад билан алмаштириш мумкин. Натижада ушбу

/ ( * ) « /  (0) +  +  . . .  +  хп (6.56)

такрибий формула келиб чикади.
6 . Э л е м е н т а р ф у н к д и я л а р  учун М а к л о р е н  форму -  

л а с и .  1°. ¡(х) =  ех булсин. Бу функция учун }{п)(х)=е* ва 1(0) =  
=  1, /(п) (0) =  1 (я =  1, 2, . . .) . У ^олда

^ = 1 + т г  +  -| г+  • • •  + 4 + " »
булиб, унинг к°лдик хади эса Лагранж куринишида куйидагича 
ёзилади:

ХП+1 6х



Х,ар бир х£[ — а, а] (а >  0) да Iе0*| <  еа булишини эътиборга 
олсак, унда

I rnM  I <  (^T ljí е

тенгсизлик келиб чикади ва п~^оо да ифода ва демак,

гп(х) хам нолга интилади. Натижада f(x) — ех функция [учун к,уйи- 
даги

х ^  . , X X- J'.
I i ---------_i_ —  а .  4 -  _

1 ! 2 ! ' ’ ‘ ' л!

таЕфибий формулага эга буламиз. Бу формуладан, хусусан, х — 1 
булганда, е сонини такрибий хисоблаш имконини берадиган ушбу

еда 1 +  —  +  —  +  -г  —
1 ! 2 ! п\

3формула хосил булади. Бу ^олда |г (1)| <
о • -2 . ¡ (X )  — sin х б у л с и н. Маълумки, бу функциянинг я-тартибли 

^осиласи учун f n\x) =  (sin х){п) =  sin (х -f п ■ ~ j  формула уринли 

((6.22) га каранг). Равшанки, /(0) =  0 ва
Í 0 , агар п — жуфт булса,

n 0) =  s i n ^ =  ^
[ ( — 1) , агар п — ток булса.

/ (*) =  sin х функциянинг Маклорен формуласи п — ток; сон бул
ганда.

л - 1
X3 У 5 у7  Vя

amx =  x - - + - - - +  . . .  + ( - ! )  ± - + г я(х)

куринишда ёзилади. Бу формуланинг колдик хади Лагранж кури- 
нишида ^уйидагича ёзилади:

хп+2 i _ \ 
rn(x) =  (^X 2yjS in (0A ;+ rt~ -f п J (0 <  0 <  1).

Разшанки, V x £ [  — а, а] ( а >  0) да

I Гп(Х) I <  (raj_2)!
ап-г2

булнб, п-+оо да _ _ _  ифода ва демак, гп(х) хам нолга интилади. 
Шундай килиб, п — то^ сон булганда ушбу

п— 1
уЗ Хь у7 2
5, . + - ^ - ^ +  . . .  + ( _ ] )  . £ .

такрибий хисоблаш формуласига эгамиз.



3°. }(x) =  cosx б у л с и н .  Бу функциянинг п-тартибли >;осиласи
учун f n) (х) =  (cosx)<">=  cos l x̂ +  п- - y j  формулага эгамиз, ((6.23)

га каранг). Равшанки, / (0 )=  1 ва
I 0, агар п — ток сон булса,

f n)(0) =  cos =  I -
(— 1) , агар п—жуфт сон булса

f(x) =  cos я  функциянинг Маклорен формуласи куйидагича ёзилади:
П

. X3 , X4 х в . , , ,\2 хп . , ч
COS X =  1-----2 f  + -| ----- - g y  +  . . .  +  ( — 1) ■ —  + Г п (х)

(бунда п — жуфт сон), унинг колдик хади Лагранж куринишида 
куйидагича ёзилади:

ф )  =  ¿ 5 ) !  cos (  Qx +  п ■ у  +  я )  (0<  е <  1).
Демак,

c o s * «  1 _  +  < - ') 5 " £ •

4°. f(x) =  1п(] +  .г) б у л с и н .  Маълумки, бу функциянинг «-тар
тибли хосиласи учун ушбу ((6 .21) га каранг)

Г (х )  =  [1п(1 + х )](п) = ( - 1Г 1 .
(1 +  X)

формула уринли. Равшанки, /(0) =  0 , f  (п) (0) =  ( — 1)(л_1) - ( я— 1)! 
Шуни эътиборга олиб, берилган функциянинг Маклорен формуласи- 
ни ёзамиз:

1п(1 + * )  ==х - 4 +  • • •  + ( - 1)П“ ' - у + ф ) . ( 6 . 5 7 )

Б у формуланинг колдик хади гп (х) ни бахолашда унинг Лаг
ранж хамда Коши куринишларидан фойдаланамиз.

а) 0  <  .v <  1 булсин. Бу ^олда (6.57) формуланинг Лагргнж ку- 
ринишидаги

( _ 1)" .Хп+х

колдик ^адини олиб, унинг учун куйидаги

Ы * )  1 =
(—l)'1 ■хп+‘ 

1л + 1) (1+ 0*)п+1
батога эга буламиз.

б) — а < х < 0 ( 0 < а <  1) булсин. Бу холда (6.57) формуланинг 
Коши куринишидаги

' „ «  =  ( -  D’ -V +1 • ¡ f ^ +Г (0 <  в . <  1) (6.58)



колди^ хадини оламиз. (6.58) тенгликни куйидагича ёзамиз:

гп(х) =  { - \ ) п 1 - 9 !  \ п _ хп+ 1 
1+ 0!* ) ' 1+ 01*'

Узгарувчи х нинг — (0 <  а <  1) цийматларида
1 —Ох 
1+в!*

<  1

тенгсизлик уринли булишини хисобга олиб, топамиз:

1 1  I I ' + « , * , )  1+ в ,»
<

и -н
1+ 0!*

< ап+'
1 — а

. . .  + ( _ 1У’- 1

Демак, 1п (1 +  х) функция учун ^уйидаги

1п (1+ * ) * * — * + - £ _ *

такрибий хисоблаш формуласи хосил булади.
5°. /(х) — {\-\-х)а б у л с и н ,  бунда а£ 1?. Бу функциянинг л-тар- 

тибли хосиласи учун ? п) (х) =  [(1 +  х)а ] (п) =  а (а  — 1) . . (а —п +  
+  1)(1 +  х)а " формулага эгамиз. Равшанки, / 0) =  1, /<п) (0) =  
=  а  ( а — 1) . . .  (а  — п +  1). /(%) =  ( 1+ х)а функциянинг Маклорен 
формуласи цуйидагича ёзилади:

( 1 + х ) “= 1+ ^  +
а(а ■

2!
'-X2 + +

а ( а — 1) . . .  ( а  — п +  1) 

п\
цолдиц хад гп(х) эса ушбу

а ( а — 1) . . .  ( а  — « )
гп(х) п1

(1 +  0х)а-п—1 ( 1—0)п х

Коши куринишида ёзилади. Энди \х\< \ булганда

I г„(х) |

X

а *

1—0

1- ^
1 •(1 +  0л:)“-1  X

1 +  0*
\х\п+] < | а . 1 — —

( Н - е * ) ““ 1)* !

■ Т ) х
п + 1

X

булиб, п -> оо да нолга интилади.
Хусусан, а  =  п булса, у  холда гп(х) =  0 булиб, ушбу

(1 +  *)" =  ! +  ^  +  2 ( 1 ^ 4 .^ +  . . .  +  * »

Ньютон биноми формуласига келамиз.
Шундай цилиб, бу холда ушбу

15—2651



(1+х)^ 1 +  ^ + ^ Л х 2 +  . . .  +  С # * - 1 ) . . . ( « - П + 1 ) ха 
I ! 2 ! п\

такрибий формулага эгамиз.
Биз ю^орида элементар функцияларнинг Маклорен формулалари- 

ни келтирдик. Бу формулаларнинг колдик; хадларини асосан Л аг
ранж куринишида ёзиб, сунгра уларни бахоладик. Элементар функ
цияларнинг Маклорен формулаларида уларнинг ь^олдиц хадларини 
бошка куринишларда ^ам ёзиш мумкин. Масалан, элементар функ
цияларнинг Пеано куринишидаги цолдиц х,адли Маклорен формула- 
лари куйидагича ёзилади.

1) е =  1 Ч- - ¡у  +  21 4- . . . +  +  0 (х  ),
п—1

ДС3 , Ж5 X1 , , ,  , \ 2 . Хп . . п  ч2)51пл: =  х — +  у р - г  . . .  + ( — 1) +  о (х  ) 

(бунда п — то^ сон),
П

3) с о з х = 1 - ^ + ^ - - | - +  . .  . + ( - 1  )2 ~  +  о ( А  

(бунда п — жуфт сон),

4) 1 п ( 1 + * ) = * - 4 + 4 - Т +  ••• + ( - 1 ) П_1-—  + о (х" ),2 3 4 п

5) (1 + х ) а =  1 + у х + с̂ ^ х 2 +  . . .  +

п!



7 -Б О Б
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ^ИСОБНИНГ БАЪЗИ БИР ТАТБИКЛАРИ

Ушбу бобда функциянинг хосилалари ёрдамида унинг узгариш 
характери (орал ик да узгармас кийматни саклаши, усувчи ёки кама- 
ювчи булиши, максимум ва минимум кийматлари), шунингдек функ
ция графигини текшириш (функция графигининг кавари^ ёки боти^- 
лиги, бурилиш ну^таларини аниклаш) каби масалалар урганилади.

1-§ . функциянинг узгариб бориши

1. Ф у н к ц и я н и н  г у з г а р м а с  к и й м а т н и  с а ц л а ш и . f(x) 
функция (а, Ь) интервалда аникланган булсин.

1- т е  о р е м  а. /(х) функция (а, Ь) интервалда чекли /' (х) %оси- 
лага эга булсин. Бу функция (а, Ь) интервалда фгармас бцлиши 
учун шу интервалда

/'(*) =  О
булиши зарур ва етарли.

И с б о т. З а р у р л и г и .  Шартга кура f(x) функция (а, Ь) интер
валда узгармас, яъни f  (х) =  С, С — const. Равшанки, бу холда (а Ь) 
интервалда /' (х) =  0 булади.

Е т а р л и л и г и .  Шартга кура f (х) функция (а, Ь) интервалда 
чекли / (х) хосилага эга ва f  (х) — 0. Энди (ау Ь) интервалда истал- 
ган х ва тайинланган х0 ну^таларни олиб, [х0, х] ёки [х, дг0] сег- 
ментни карайлик. Бу сегментлар (а, Ь) интервалда бутунлай жой- 
лашган, яъни [дг0, х] с  (а , Ь), [х, х0] с : (а, Ь). Д ем ак, f  (х) функция 
1х0, х] сегментда узлуксиз (функциянинг узлуксиз булиши, ’ унинг 
(а, Ъ) да чекли f  (х) хосилага эга булишидан келиб чикади) хамда 
чекли / (х) хосилага эга. Лагранж теоремасига (6- бобдаги 7- теоре- 
мага царанг) кура х0 билан х нукталар орасида шундай с (с £ (хп х)) 
нукта мавжудки,

f(x) — f  (хп) =  f' (с) (х — х0) (7. 1)
тенглик уринли булади. (а, Ь) да /' (х) =  0 булганидан /' (с) =  0 бу- 
либ, (7.1) тенгликдан эса f(x) — f(x0) тенглик келиб чикади. Агар с 
ну^та (х, л:0) интервалдан олинган булса хам /' (с) =  0 дан / (х) =
— f (хо) келиб чикади. Энди C — f(x 0) десак, (а, Ь) интервалда f (х) 
функция учун f(x) =  C, С — const муносабатга эгамиз. Бу / (х) 
функциянинг (а, Ь) интервалда узгармас эканини англатади. Теоре
ма исбот булди.

1 - н а т и ж а .  Агар f (х) ва g(x) функциялар (а, Ь) интервалда 
чекли / (х) ва g ‘ (х) хосилаларга эга булиб, шу интервалда

/' (х) =  g' (х)
тенглик уринли булса, у  холда f  (х) билан g(x) функциялар (а, Ь) 
интервалда бир-биридан узгармас сонга фар^ цилади:

f(x) =  g  {х) -г С, С — const.



З ^и^атан  хам,
F(x) =  f (х) — g (х) (7.2)

деб, (а, Ь) да
F  (*) =  / '( * ) - £ '( * )  =  О

булишини топамиз. Исбот этилган теоремага кура F(x) =  C, С =  
=  const булади. (7.2) муносабатдан f(x) =  g (х) +  С экани келиб чи- 
цади.

2. Ф у н к ц и я н и н г  м о н о т о н  б у л и ш и .  Биз 4-бобда функ- 
циянинг монотонлиги, яъни усувчи (^атъий усУвчи)» камаювчи 
(^атъий камаювчи) булиши таърифларини келтирган эдик. Энди 
функция хосиласи ёрдамида функциянинг монотонлигини аникдаш 
мумкинлигини курсатамиз.

f(x) функция (а, Ь) интервалда ани^ланган булсин.
2- т е о р е м а ,  f (х) функция (а, Ь) интервалда чекли / ' (х) %оси- 

лага эга булсин. Бу функция шу интервалда усувчи (камаювчи) 
булиши учун (а, Ь) интервалда

Г (х )>  О (f'(x )<  0)
тенгсизлик уринли булиши зарур ва етарли.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  Шартга кура f(x) функция (а, Ь) да 
чекли f  (х) ^осилага эга булиб, у  (а, Ь) интервалда усувчи (ка
маювчи). V  х  € (а, Ь) нуцтани олиб, у  билан бирга х - f  Ах £ (а, Ь) 
ну^тани з^ам ^араймиз. У ^олда

Дх >  0 да f(x) < f ( x  +  Ах) (f(x) > f { x  +  Ах)),
Длг< 0 да эса f ( x ) ^ f ( x  +  Ax) (f (х )<  f  (х +  Ах)) 

муносабатлар уринли булади ва бу муносабатлардан ^ар доим

f ( x  + Ах) — f  (х) >  Q п  (х +  Ах) — f  (х) ^  0  

Ах \ А*

тенгсизлик келиб чи^ади. f{x) функция (а, Ь) да чекли f' (х) з̂ оси- 
лага эга булгани учун ушбу

l im / (* + As) — f (*)
д*->.о Ах

лимит м авж уд ва чекли булиб,

П т l i£ + A x>~ М  =  f  (Х) (7.4)
д*->о Ах

уринли. (7.3) ва (7.4) муносабатлардан (4-бобнинг 4 -§  ига к^ранг) 
(а, Ь) интервалнинг барча ну^таларида

f ' ( x ) >  0 (/' (х) <  0)
тенгсизлик уринли булишини топамиз.

Е т а р л и л и г и .  Шартга кура f(x) функция (а, Ь) интервалда 
чекли /' (х) ^осилага эга булиб, шу интервалда f' (х) >  0 (/' (х) <  0) 
тенгсизлик уринли.

(7.3)



Энди (а, Ь) интервалда ихтиёрий х(х £ (а, Ь)) ва х 4- Ах {{х +  
+  Ах) £ {а, Ь)\ Ах >  0) ^нукталарни олайлик. Равшанки, бу *олда 
[х, х +  Дх]с~(а, Ь) булиб, [х, х +  Лх] сегментда / (х) функция 
Лагранж теоремасининг барча шартларини цаноатлантиради. Лагранж 
теоремасига (6-бобдаги 7-теоремага каранг) мувофиь; х ва х  +  Ах 
ну^талар орасида шундай с(х <  с <  х +  Ах) нуцта мавжудки, ушбу

/(х +  Ах) — /(х) =  / '(с )-Д х  (7.5)
тенглик уринли булади. (7.5) тенгликдан Ах >  0 ва V  х £ (а, Ь) па 
Г (х) >  0 (/' (х) <  0 ) булгани учун

/(х +  Ах) — /(х) > 0  (/(х +  Ах) — /(х) <  0)
булиши келиб чщади. Демак, х  <  х +  Ах булганда / (х) <  / (х +  
+  Ах) (х <  х +  Ах / (х) >  / (х +  Ах)) тенгсизлик хам уринли. Б у 
/(х) функциянинг (а, Ь) интервалда усувчи (камаювчи) булишини 
ифодалайди. Теорема исбот булди.

2 - н а т и ж а .  Агар /(х) функция (а, Ь) интервалда чекли /' (х) 
х.осилага эга булиб, шу интервалда Г (х) >  0 (/' (х) <  0) тенгсизлик 
уринли булса, / (х) функция (а , Ь) интервалда ^атъий усувчи (катъий 
камаювчи) булади.

^аущатан >,ам, (7.5) тенгликдан Ах >  0 ва V  х £ (а, Ь) да /' (х)>  
-> 0 (/ (х) <  0) булишини эътиборга олиб, цуйидагини топамиз:

/(х + А х )  — /(х) > 0  (/ (х + А х )— / (х )< 0).

Демак, бу холда х  <  х +  Ах булганда / (х) <  / (х +  Ах) (х <  х +  
+  Ах =>} (х) >  / (х +  А х)) тенгсизлик ^ам уринли. Бу / (х) функция
нинг (а, Ь) интервалда катъий усувчи (катъий камаювчи) эканини 
курсатади.

1- э с л а т м а .  /(х) функция {а, Ь) интервалда чекли /'(*) хосила- 
га эга булиб, бу функциянинг (а, Ь) да катъий усувчи (катъий ка
маювчи) булишидан, /' (х) нинг V  х £ (а, Ь) да мусбат (манфий) бу
лиши ^ар доим келиб чи^авермайди. Масалан, / (х )= х 3 функцияни 
Карайлик. Бу функциянинг Я да катъий усувчи булиши 4-бобнинг
1-§ да курсатилган эди. Бу функция учун / '(х ) =  Зх3 булиб, х = 0  
нуктада /' (0) =  0 .

М и с о л. / (х) =  х3 — Зх +  2 булсин. Бу функция учун /' (х) =  
=  Зх2 3 =  3 (х 2— 1) булади. Равшанки, Iх| <  1 булганда / '(х )<  
< 0, | х | >  1 булганда /' (х) >  0 .

Демак, берилган /(х) функция (— оо, — 1) интервалда цатъий 
усувчи, (— 1; + 1) интервалда катъий камаювчи ва нихоят, ( 1, +  оо) 
интервалда катъий усувчи булади.

Шундай цилиб, (а, Ь) интервалда чекли /' (х) ^ о с и л а г а  э г а  бул- 
ган /(х) функциянинг (а, Ь) интервалда монотон булиши билан шу 
интервалда функция ^осиласи /' (х) нинг ишораси орасида куйида- 
гича богланиш мавжуд: (а, Ь) интервалда

/' (х) >  0 =► / (х) функция усувчи =>• /' (х) О,
Г (х) <  0 =»- /(х) функция камаювчи =>- /' (х) <  0 ,
/' (х) >  0 => / (х) функция катъий усувчи => /' (х) >  0,
/' (х) <  0 =► / (х) функция катъий камаювчи =Ф- /' (х) <  0.



2 -§ . Функцнянинг экстремум ^ийматлари

f(x) функция (а, Ь) интервалда аникланга к булиб, ха £ (а, Ь) 
булсин.

1- т а ъ р и ф .  Агар х0 £(а, Ь) ну^танинг шундай атрофи 
U ß  (Xq) { х :  х  £  R ,  x Q —  б  <  х  <  х 0 +  6; б  >  0} с :  ( а , Ь )

мавжуд булсаки, Y  х£  U8 (x0) учун

/ (* )< / (* о) ( f ( x ) > f( x ¿ )  
тенгсизлик уринли булса, у  холда f (х) функция а'„ нук,тада макси- 
мумга (минимумга) эга дейилади, f  (х0) циймат }{х) функциянинг 
U M  даги максимумы. (минимумы) дейилади.

2- т а ъ р и ф .  Агар х0 £ (а, Ь) нук,танинг шундай атрофи Ug (х0) а  
а  (а, Ь) м авж уд булсаки, у  х £ (Jö (х0)\{х0} =  í/§ (х0) учун

f(x) < f ( x ü) (f(x) >  f(x 0))
тенгсизлик уринли булса, у  ^олда f(x) функция х0 ну упада цатъий 
максимумга (цатъий минимумга) эга дейилади, / (х0) киймат / (х) 
функциянинг ¿/ß (л;0) даги катъий максиму ми (минимуми) дейилади.

Ю^оридаги таърифлардаги х0 нуцта f(x) функцияга мос равиш* 
да максимум (минимум), цатъий максимум (^атъий минимум) ций- 
мат берадиган нук;та деб аталади.

Функциянинг Ü § (х0) даги максимум (минимум) цийматлари

/(*) =  max {f (х)} (f (Xq) — min {f(x)}) 
x £ a6 (*o ) * € u 8 lxo >

каби белгиланади. Бунда max (min) лотинча maximum (minimum) 
сузидан олинган булиб, энг катта (энг кичик) деган маънони анг- 
латади.

Функциянинг максимум ва минимуми умумий ном билан унинг 
экстремуми деб аталади.

М и с о л .  f(x ) =  y r 1 — Xг булсин. Бу функция х — 0 нуцтада 
максимумга эришади. ^а^и^атан хйм, х £ U§ (0) си ([ I, Ц(б >
>  0) учун f ( x ) < f  (0), яъни

/(*) =  у Т = ] ? < / (  0) =  1
булади.

2 - э с л а т м а .  Ю^оридаги таърифларда f(x) функциянинг х0 £ (а, Ь) 
даги f(x 0) циймати унинг шу ну^та í/g (х0) атрофидан олинган нуц- 
талардаги кийматларя билангина та^осланди. Шунинг учун функ
циянинг экстремумини (максимум ёки минимумини) локал экстремум 
(локал максимум ёки локал минимум) деб юритилади.

3 - э с л а т м а .  f{x) функция (а, Ь) интервалда бир цанча макси
мум ва минимумларга эга булиши мумкин.

Масалан, / (л:) =  sin л: функцияни (0,4 л) интервалда к;арайлик.
Бу функция х  =  — нуктада максимум, х =  — нуцтада минимум, -  л;

2 2 ¿



ну^тада максимум, — л  ну^тада минимумга эга эканини ани^лаш

кийин эмас. Демак, бу функция (0,4 л) интервалда иккита макси
мум, иккита минимумга эга булиб, максимум ва минимумлар нав- 
батма- навбат келади.

Функция хосилалари ёрдамида унинг экстремумлари хамда функ- 
цияга экстремум циймат берадиган нукталар топилади.

1. Э к с т р е м у м н и н  г з а р у р и й  ша р т и .  /(х) функция (а, Ь) 
интервалда аницланган бÿлиб, х0 Ç (а, Ь) ну^тада максимум (мини
мум) га эришсин. Демак, таърифга кура х0 нуктанинг шундай 

W c  (а > ь) атрофи топиладики, ^ x £ U  ь (х0) да /(х0) > f( x )  (/(х0)<
<  / (х)) тенгсизлик уринли булади.

Функциянинг х0 нуцтадаги ^осиласи хасида, умуман антганда, 
Куйидаги уч хол булиши мумкин:

1) /' (х0) мавжуд ва чекли,
2) f' (х0) мавжуд ва чексиз.
3) хосила мавжуд эмас.
Биринчи холда Ферма теоремасига Kÿpa f' (х0) =  0 булади. Нати- 

жада цуйидаги му^им теоремага келамиз.
3- т е  о р е м  а. Агар f(x) функция х0 £ (а, Ь) н уц тада чекли f  (х0) 

хосилага эга булиб, бу нуцтада  /(х) функция экстремумга эриш- 
са, у  хрлда

/ ' ( * „ ) =  о
булади.

Биро^ / М  функция учун бирор х* £ (а, Ь) нуктада чекли хоси
ла мавжуд ва f  (х*) =  0 бу'лишидан унинг х* нуктада экстремумга 
эга бÿлиши хар доим келиб ч и к ,авер м ай ди . Масалан, /(х) =  х3 функ
ция учун /' (х) =  Зх2 ва х =  0 нуктада /' (0) =  0 бÿлca хам у  х == 0 
нуктада экстремумга эга эмас (бу функция катъий ÿcyB4H эканлиги 
бизга маълум).

Демак, юкоридаги теорема функция экстремумга эришишининг 
зарурий шартини ифодалайди.

Одатда функция хосиласини нолга айлантирадиган нукталар 
функциянинг стационар (туррун, критик) нукталари  деб хам ата- 
лади.

Иккинчи холнинг эса булиши мумкин эмаслигини курсатайлик. 
Агарда / '(х„) =  +  °° ( —  оо) бÿлca, f(x) функция х0 нуктанинг атро- 
фида усувчи (камаювчи) бÿлaди. ^ак,икатан хам, уш бу

lim f W - n *  °) =  +  00
х—►дгр—{-О X Xq

муносабатдан у- ъ > 0  учун шундай Ô >  0 топиладики, 0 <  х —
— х0< 6 булган х  лар учун >  1 , яъни f ( x ) > f ( x j

X — Xq е
тенгсизлик келиб чикади. Худди шунингдек,

]im I M z L Î ii» )  =  _
х-> х0—О X —  ЛГ0



муносабатдан — б <  х — х0 <  О булган х лар учун f ( x ) < f  (х0) 
тенгсизлик келиб чи^ади.

Шундай ^илиб, бу холда f  (х) функция х0 нуцтада экстремумга 
эришиши мумкин эмас экан.

Энди учинчи хол хаки да.
Биз f(x) =  \x\ функциянинг *  =  0 ну^тада (6- боб, 1-§) хосила- 

си мавжуд эмаслигини курган эдик. Бу функция х =  0 нуцтада ми- 
нимумга эга булиши равшандир (41-чизмага ^аранг). Демак, функ
ция хрсилага эга булмаган ну^таларда хам экстремумга эришиши 
мумкин.

Шундай к>илиб, f(x) функцияга экстремум циймат берадиган 
нуцталарни:

функциянинг стационар нуцталари;
функциянинг хосиласи мавжуд булмаган ну ̂ талари орасидан 

излаш керак экан. Одатда бундай ну^та функция экстремумга си- 
наладиган н уц та  деб аталади.

2. Э к с т р е м у м н и н г  е т а р л и  ш а р т л а р и .  Энди функция
нинг экстремумга эга булишининг етарли шартларини цараймиз. 
Аввалдагидек цуйидаги белгилашларни киритамиз.

^ 6 (хо> =  (х: х £ R, х0 — д < х < х 0} (б >  0),

(х0) =  {ж: х £ R, х0 <  х <  х0 4- 6} (б >  0).

f(x) функция х0 ну^тада узлуксиз булиб, унинг

(х0) =  {х: х £ R, х0 — б <  х <  х0 +  б х ф х 0)

атрофида чекли f' (х) хосилага эга булсин.
а) Агар

V  х £ Üs (х0) учун f' (х) >  0,

Y  х £ Ü $  (х0) учун ?  {х) < 0

тенгсизликлар уринли булса, яъни f' (х) хосила х0 ну^тадан утишда 
уз ишорасини « + »  дан «—» га у згаРтиРса> у холда f (х) функция 
х0 ну^тада максимумга эга булади.

Х ^и^атан хам, Y  х £  (х0) учун / '(х )>  0 булишидан }{х)

функциянинг i/g" (х0) да цатъий усувчилиги келиб чи^ади. Сунгра 
/(х) функциянинг х0 ну^тада узлуксиз булишидан lim  f (х) =  f (х0)

х~*х0—0

тенглик келиб чи^ади. Демак, V  х £ U§ (х0) учун

f ( x ) < f ( x 0) (7.6)

тенгсизлик уринли булади. V  х £ (xQ) учун f  (х) <  0 бу-
• I

лишидан f  (х) функциянинг t/g (х0) да цатъий камаювчилиги келиб



чи^ади. f(x) функциянинг xQ нуктада узлуксизлигидан lim  /(*) =
— f ( xo) тенглик келиб чицади. *-*о+о

Демак, Y  х 6 Ü& (х0) учун яна (7.6) тенгсизлик бажарилади.

Бундан V  х £ 0§  (х0) учун f ( x ) < f  (xQ) булиб, у  / (х) функция х0 
нуктада максимумга эга булишини билдиради.

б) Агар

Y  x £ Ü §  (х0) учун /' (х) <  О,

V  *  € Ü£ (х0) учун f' (х) >  О

тенгсизликлар уринли булса, яъни f  (х) косила х0 ну^тани утишда 
уз ишорасини «—» дан « + »  га узгартирса, у  ^олда fix ) функция хп 
нуктада минимумга эга булади.

^авдатан , у  х £ Ojj- (х0) учун f  (х) <  0 булишидан f(x) функ

циянинг i/g (х0) да катъий камаювчилиги, у  x£ Ü £  (х0) учун /' (х) >

>  О булишидан эса f(x) функциянинг 0 $  (х0) да катъий усувчилиги
келиб чи^ади. Сунгра f  (х) функциянинг х0 нуктада узлуксиз экан-
лигини эътиборга олиб, у  х  £ (х) учун f (х )>  f  (х0) тенгсизликка
эга буламиз. Бу эса f (х) функция х0 нуктада минимумга эга були
шини билдиради.

в) Агар

Y  x£Üj~ (х0) учун /' (х) >  О,

V- *  £ й £  (х0) учун Р (х) >  О
(ёки

Y  х 6 Ü J (х0) учун f' (х) <  О,

Y  х € ¿ 4  (х0) учун f  (х) <  О)

тенгсизликлар ̂ уринли булса, яъни f' (х) хосила х0 ну^тани утишда 
уз ишорасини узгартирмаса, у  холда / (х) функция х0 нуктада экстре
мумга эга булмайди, f  (х) функция х0 ну^танинг Оь (х0) атрофида 
цатъий усувчи (ёки ^атъий камаювчи) булади.

Шундай цилиб экстремумга синалаётган нуцтани утишида функ
ция хосиласи ишорасининг узгариши унинг экстремумга эришиши- 
нинг етарли шартидир.

4- э с л а т м а. Ю^оридаги мулохазаларда f (х) функциянинг хв 
нуктада узлуксиз булиши му хим. Масалан, ушбу

f(r\ =  / *2’ агаР х ^ °  булса,
‘ 11, агар х =  0 булса

функцияни карай лик. Бу функция учун /' (х) =  2х  булиб, косила 
х нуктанн утишда уз ишорасини «—» дан « -|-» га  узгартирса



хам, берилган функция х = 0  нуктада минимумга эга эмас. Бунга 
сабаб, функциянинг х — 0 нуктада узлуксиз эмаслигидир.з ----------

М и с о л .  Д х) =  (х +  3)2у  (х— I)2 булсин. Бу функциянинг экст- 
ремумини топинг.

Берилган функциянинг хосиласини топамиз:

РаЕшанки, .хосила х =  0, х — — 3 нукталарда нолга айланади, х — 
=  1 нуктада эса чекли хосила маЕжуд эмас. Демак, функцияга 
экстремум берадиган нукталарни х =  О, х — — 3, х =  1 нукталар 
орасидан излаш керак.

булишини топамиз. Демак, /' (х) хрсила х =  0 нуктани утишда уз 
ишорасини « + »  дан «—» га узгартиради. Равшанки, берилган функ
ция х == 0 нуктада узлуксиз. Демак, берилган функция х =  0 нук- 
тада максимумга эга ва унинг максимум киймати ! (0) =  9.

булишини топамиз. Демак, /' (х) хосила х =  — 3 нуктани утишида 
уз ишорасини «—» дан «+ »  га узгартиради. Берилган функция х=  
=  — 3 нуктада узлуксиз, демак, у  х  =  — 3 нуктада минимумга 
эга ва унинг минимум киймати / (— 3) =  0. Нихрят, х  =  1 нуктада 
берилган функция минимумга эга булиши юкоридагидек курсатила- 
ди.

3. Ф у н к ц и я  э к с т р е м у м и н и  т о п и ш д а  у н и н г  ю^ о р и  
т а р т и б л н  ^ о с и л а л а р и д а н  ф о й д а л а н и ш .  Юкорида келти- 
рилган экстремумнинг етарли шарти синалаётган нуктанинг унг ва 
чап томонидаги нукталарда функция хосиласи /' (х) нинг ишорасини 
аниклаш билан ифодаланади. Купинча, х0 нуктанинг атрофида /'(х) 
нинг ишорасини аншугаш кийин булади. 1\аралаётган /(х) функция 
х0 нуктада ю^ори тартибли ^осилаларга эга булса, хосилаларнинг 
х0 нуктадаги кийматларининг ишорасига караб функциянинг экстре
мумини текшириш мумкин.

(7.7)

Аввал х =  0 нуктани олайлик. Бу нуктанинг атрофи-

ни олиб, хрсила учун (7.7) ифодани эътиборга олсак,

Энди х =  — 3 нуктани карайлик. Бу нуктанинг 

атрофини олиб, (7.7) дан фойдалансак,

V  6* учун / '(* )>  о



f  (х) функция х0 £(а, Ь) нуктада f" , . . . , хосилаларга 
эга булиб, бирор п >  2 сон учун

/' W  =  Г ' (х0) =  . . .  =  ? п~{) (х„) =  О, /<п) (*0) ^  О (7.8)
булсин.

а) Агар п — жуфт сон, яъни n =  2 m( m£N)  булиб,

/(n)W  =  f m)(x0) <  0 
тенгсизлик уринли булса, f(x) функция х0 нуктада максимумга,

Г « - Г м > о
тенгсюлнк уринли булса, /(*) функция ли нуктада минимумга эга
булади.

Хакикатан .^ам, f(x) функция учун ушбу

/ (4  =  ; м + ш (1- * 0) +  +

+  — ■l^ , +  ° w  ( t  V "

Тейлор формуласидан кжоридаги (7.8) шзртларни эътиборга олиб 
топамиз:

f(*) =  f  (х0) +  + (х __ * о)„ f

бунда х —*■ Xq да a(.v)->-0 . Кейинги тенгликни цуйидагича ёзиб ола- 
миз:

И 4 - 1 Ы  -  . *“” М  +  « М  . 1(7.9,

Энди f'n) (ха) ^  0 ва х->-х0 да а  (х) 0 булгани сабабли д: нинг х0
га етарли я^ин ^ийматларида (*££/§ (x0) лар учун) f n) (xQ) -f- а  (х)
нинг ишораси f  ' (л;0) нинг ишораси каби булади.

Равшанки, п =  2 т  булганда (х — х0)п =  (х — х0)2т >  0 булиб,
х £ 0 6 (х0) да f ( x )— f(x 0) айирманинг ишораси f (n) (xQ) нинг ишораси 
билан бнр хил булади. Демак, /(г1) (ха) <  0 булганда Y  x £ U & (х0) 
учун f(x) f (xQ) <  0 , яъни f ( x ) < f ( x a) булиб, / (х) функция х„ 
нуктада максимумга эга булади. f n)(x0) > 0 булганда эса V  л; £ i/5 (*„)
учун f(x) / (х0) >  0, яъни / (х) >  f (л:0) булиб, f (х) функция ха 
нуцтада минимум га эга булади.

б) Агар п — ток сон, яъни п =  2 т  -f- 1 (m 6 М) булса, /(х) 
функция л'0 нуктада экстремумга эга булмайди. ^а^и^атан,

V  x £ U £(xq) учун (х — х0)п >  О,

Y  х £ (х0) учун (х — х0)п <  О



тенгсизликлар уринли булиб, х0 ну^танинг U^(x0) атрофида (х—х0)п
нинг ишораси са^ланмайди. Бу ^олда (7.9) дан куринадики, f n\x0) 
нинг ишораси ^ар ^андай булганда хам / (х) — / (х0) айирманинг 
ишораси узгаради. Бу эса х0 нуцтада экстремум йуклигини англа- 
тади.

М и с о л. f (х) =  ех +  е~х +  2 cos х функцияни экстремумга тек- 
ширинг.

Бу функция учун /' (х) =  ех — е~х — 2 sin х булиб, у х =  0 нук,- 
тада нолга айланади. Демак, х =  0 стационар нук,та. Берилган функ- 
циянинг ю^ори гартибли ^осилаларини топиб, уларнинг х =  О нуц- 
тадаги ^ийматларини хисоблаймиз:

Г  ( х ) = е х +  е~х — 2 cos х, /" (0) =  0,
/"' (Х) =  ех — е~х +  2 sin х, (0) =  0 ,

/<1V> (Х) =  ех+  е~х - i -  2 cos х, /(IV) (0) =  4.
Жуфт тартибли хосила х  =  0 нуктада нолдан фаркли булиб, 

у  мусбат булгани учун берилган функция х =  0 нуктада минимумга 
эга булади. Шу нуктада функция цийматини ^исоблаймиз: f (0) =  4.

Юкорида келтирилган ^оидадан, хусусан, п =  2 булганда куйи- 
даги натижа келиб чикади.

3 - н а т и ж а .  Агар х0 ну^та f (х) функциянинг стационар ну^таси 
булиб, f (х) функция х0 нуктада чекли /" (х0) Ф 0 хосилага эга бул- 
са, /" (х0) <  0 булганда / (х) функция х0 нуктада максимумга, /" (х0) >
>  0 булганда / (х) функция х0 нук,тада минимумга эга булади.

4. Ф у н к ц и я н и н г  э н г  к а т т а  в а  э н г  к и ч и к  ^ и й м а т -  
л а ри .  Биз аввалги бандларда функциянинг экстремумларини урган- 
дик ва функция бирор ораликда бир нечта максимум ва минимум- 
ларга эга булиши мумкинлигини айтиб утдик.

Энди функциянинг энг катта ва энг кичик цийматларини топиш 
масаласини ^араймиз.

/ (х) функция [а, Ь\ сегментда аникланган ва узлуксиз булсин. 
Вейерштрасснинг иккинчи теоремасига кура (5- бобдаги 8- теоремага 
царанг) функциянинг [а, Ь] да энг катта х(амда энг кичик ^иймат- 
лари мавжуд булади ва бу кийматларга [а, Ь] сегментнинг ну^та- 
ларида эришилади. Функциянинг энг катта киймати куйидагича то- 
пилади:

1) / (х) функциянинг (а, Ь) интервалдаги максимум кийматлари 
топилади. Функциянинг хамма максимум ^ийматларидан иборат туп- 
лам {шах / (х)} булсин.

2) Функциянинг [а, Ь] сегментнинг чегараларидаги, яъни х =  а, 
х =  b ну^талардаги / (а) ва / ф) кийматлари хисобланади. Сунгра 
{шах / (х)} тупламнинг барча элементлари билан / (а) ва f ф) лар 
таедосланади. Бу ^ийматлар ичида энг каттаси f (х) функциянинг 
[а, b] сегментдаги энг катта ^иймати булади.

Шунга ухшаш функциянинг энг кичик циймати топилади:
Г) / (х) функциянинг (а, Ь) интервалдаги барча минимум циймат- 

лари топилиб, улардан {min / (х)} туплам тузилади.



2 ) [a, b] сегментнинг чегаралари х =  а, х — b ну^таларда / (х) 
функциянинг / (á), f  (b) цийматлари \исобланади.

{min / (х)} тупламнинг барча элементлари хамда f (a), f (b) кий- 
матлари ичида энг кичиги / (х) функциянинг [а, Ь\ сегментдаги энг 
кичик киймати булади.

Ми с о л .  Ушбу f  (х) =  sin (х2) функциянинг — у я , — уг5 я ]

сегментда энг катта ва энг кичик ^ийматларини топинг.
Функция хосиласини нолга тенглаб, яъни

Т (х) =  2х cos (х2) == О

тенгламани цараб, ундан х = 0, х  =  — ~  лар ста

ционар ну^та эканини топамиз. Энди берилган функциянинг иккинчи 
тартибли хосиласини ёзамиз:

Г  (х) =  2 cos (х2) — 4х2 sin (х2).

Бу хосиланинг стационар ну^талардаги кийматларини топамиз:

Г  (0) =  2 >  0, Г  ( | /  f  ) = - 2 я < 0,

Бундан / (х) =  sin (х2) функция х =  0 нук;тада минимумга, х=Т /  —

г  -  ^
ва х =  — у  — ну^таларда эса максимумга эришиши келиб чи^ади. 

Функциянинг стационар нуцталардаги к;ийматлари

, ( 0,  =  0. , ( _  - / I )  =  ,  (  y j )  _  ,

булиб, унинг|— / л  , V 5 л j  сегментнинг че rapa лари даги циймат-
лари

f  ( - / л )  =  0, / ( i  =

булади. Бу ^ийматларни тавдослаб, f  (х) =  sin (х2) функциянинг 

[ V Л ’ ~2 Л | сегментДаги энг катта ь^иймати 1 га, энг кичик
/ 2

^иимати э с а ------ -— га тенг булишини топамиз.



3 -§ . Функциянинг ьдварикдигн ва ботицлиги

I (л:) функция (а, Ь) интервалда ани^ланган булиб, бу интервал- 
дан олинган х, £(а, Ь), х2 £ (а, Ь) нук,талар учун х1 < х2 булсин. Рав- 
шанки, (х,, х2) а ( а ,  Ь).

Энди } (х) функция графигида А (х,, / (х,)), В (х2, / (х2)) нукта- 
ларни олайлик. Маълумки, бу А (хь  / (х,)), В (х2, (/ (х2)) нукталар- 
дан утувчи турри чизи^ тенгламаси цуйидаги

У — / =  х —  х 1

/ Ш  — I (Ч) х г~XI
куринишга эта булади. У  ни

0 =  ^ ^ / ( * , )  +  — * / (* ,)

каби ёзиб олиб, кулайлик учун бу тенгламанинг унг томонини I (х) 
оркали белгилайлик:

I (X) =  / (хО -ь / (хг). (7 .10)
Х4—А*1 Х$ •*!

Шу белгилашга кура у =  I (х) тенглама А (хи / (хл)) ва В (х2, / (х2)) 
нукталардан утувчи турри чизицни ифодалайди. (7.10) муносабатдан
I (х,) =  / (х )̂, I (х2) =  / (х2) тенгликлар келиб чицади.

2- т а ъ р и ф .  Агар хар цандай (х1; х2) с : (а,Ь)  олинганда 4дам
V  х£(хь х^ учун

/ (х) <  / (х) (/ (х) <  / (х)) (7.11)
тенгсизлик уринли булса, / (х) функция (а, Ь) интервалда б о тщ  
(катъий ботик) функция деб аталади.

Ботиц функция графиги (48-а  чизма) Л ва В нукталардан утув
чи I (х) ватардан паст да жойлашган булади.

3- т а ъ р и ф .  Агар хар цандай (х1( х2) а  (а, Ь) олинганда /\ам
V  х £ (хъ х2) учун

/ (х) >  I (х) (/ (х) >  / (х)) (7.12)
тенгсизлик уринли булса, !  (х) функция (а, Ь) интервалда каварик 
(цатъий навари^) функция деб аталади.

К,авариц функция графиги (48- б чизма) А ва В нукталардан утув
чи I (х) ватардан ю^орида жойлашган булади.



деб белгиласак, унда
а х +  а г =  1,

+  а 2х2 =  х
тенгликлар уринли бÿлиб, (7.10) тенглик ^уйидагича ифодаланади:

/ (х) = a t f  ( x j  +  «*■/ (х2).
Натижада (7.11) ва (7.12) муносабатлар уш бу

f (aLx, +  а 2х2) <  / (х,) +  а 2 / (х2) (f ( а ^  4- а 2хг) <
<  «1 î  (Xi) +  а 2 / (х2)), (7.13)

f  ( а ^  +  а гхг) / ( x j  4- а 2 / (х2) (f ( а гхх +  a %x j  >
>  / (Xi) +  а 2 f  (х2)) (7.14)

куринишга келади.
t Шундай цилиб, (а, Ь) да бэтщ  функция ¡учун V  xL£ (а, Ь),

Y  х2 £ (а, Ь) лар учун $&£
/.(«iX , -г  а 2х2) <  а х f (Xj) +  oca f (х2)

тенгсизлик бажарилади; бу ерда а х >  0, а 2 >  0 ва а х 4- ct2 =  1.
Бу хосса ^ам функция ботшушги таърифи сифатида олиниши мум- 

кин. Демак, функциянинг боти^лиги (^атъий ботицлиги) (7.13) тенг
сизлик билан ^амда ^авари^лиги (^атъий ^аварик;лиги) эса (7.14) 
тенгсизлик билан таърифланиши мумкин.

Функциянинг ^осиласи ёрдамида унинг боти^лиги ^амда цавари^- 
лигини текшириш мумкин.

f (х) функция (а, Ь) интервалда ани^ланган булиб, бу интервалда 
чекли f' (х) ^осилага эга булсин.

4- т е  о р е м  а. / (х) функция (а, Ь) интервалда ботиц (цатъий 
ботщ ) булиши учун унинг f' (х) цосиласининг (а, Ь) да усувчи 
(цатъий усувчи) булиши зарур ва етарли.

Ис бот .  З а р у р л и г и .  f (х) функция (а, Ь) да боти^булсин. Д е
мак, Y  Xi£{a, b), Y  х2Ç(a, b), xt < x 2 булганда Y  x(E fo , x2) лар 
учун

/ (x) <  ——  f  (x^ 4- / (x2)X2~Xi хг—xL
булади. Бундан

(x2 — x) f (Xj) 4- (xx— x2) / (x) 4- (x — x t) f  (x2) >  0
бÿлиши келиб чи^ади. Кейинги тенгсизликда х2 — хх =  (х2 — х) 4- 
+  (х — х^ деб к;уйидагини топамиз:



Шу (7.15) тенгсизликда аввал х —>х1 да, сунг х -+ х 2 да лимитга ут- 
сак, у  холда

г  (х )  =  И т Г М - г м  <  И т Г Ы - Н х )  =  / ( 5 Ш ) ,
Х - + Х ,  Х — Х х  Х ^ Х ,  х 2 —  X  Х 2 —  * х

у  {ч) =  Н т . / (* )-/ (* ») >  Ит Н * ) - т )  =  /
Х - * Х ,  *  —  * 2  Х —*Х 2 X  —  ^ 2  —  * 1

булиб, натижада ^уйидаги

/' (х,) <  1 <  /' (Х )■
*2 — хх

тенгсизликлар келиб чи^ади. Демак, /' (хх) <  /' (х2). Шундай ^илиб, 
дг! <  х2 булганда /'(*1) <  ¡'(х2) булади. Бу эса (а, 6) интервалда 
/'(х) нинг усувчи эканини билдиради. Энди / (х) функция (а, Ь) ин
тервалда ^атъий боти^ булсин. Бу холда (7.15) тенгсизлик ушбу

/ (х)— f (*1) <  / (х2) — / (х) ^  ^
X  —  Х х  х 2 —  X

куринишда булади.
Лагранж теоремасига (6-бобдаги 7-теэремага к^аранг) кура

/ <«> -  ' » . „ п ! , ) . * .  < £ , < * ,
хл— Х1

;  (Хг) ~ / (х)- =  /' (У , х <  12 <  х„
х2 — X

булади. Сунгра
Хх <  £1 булганда /' (хх) <  /' (У ,
Е2 <  х2 булганда /' (?2) <  /' (х2)

тенгсизлик уринли булишини хамда (7.16) тенгсизликни эътиборга 
олиб, топамиз:

/' (*2) >  /' (У  >  Г ( У  >  Г (^х)- 
Демак, /'(х,) <  /'(х2). Шундай ^илиб, х х <  х2 булганда /' (Хх)<Г (*2) 
булади. Бу / (х) функциянинг катъий усувчилигини англатади.

Е т а р л и л и г и .  /(х)функция (а, 6) интервалда чекли /' (х) хоси- 
лага эга б ул и б ,у  усувчи (хатъий усувчи) булсин. Демак, V  хх б (а, Ь), 
Ч  х2£(а, 6) учун Хх <  х2 булганда /' (хх) <  /'(*?) (/'(х,) <  Г (*2)) 
тенгсизлик уринли. Яна Лагранж теоремасидан фойдаланиб топамиз:

1 (Х)~ 1  (Х1) =  Г  & ) (*1 <  £1 <  X), (7.17)д: — хг

! М ~ Их)- =  Г (У  (х <  ?2 <  Х2), (7.18)
Х 2 —  X

бунда
хх <  £х <  х <  £2 <  х2. (7.19)

Демак, £г <  с2 булганда /' (У  <  /' (с2) (/' (У  >  /' (У ) тенгсизлик 
уринли булади. У  холда (7.17) ва (7.18) муносабатлардан



Л — Х2 — * Х2 — *
булиши келиб чи^ади. Шундай ^илиб, V  хг£(а, Ь), \ х 2 £{а, Ь) ва 
х1 < х 2 булганда (бу ^олда (7.19) га кура ^  <  £2 булади)

тенгсизликлар уринли булади. Натижада (7.10), (7.11) ва (7.15) му- 
носабатларни эътиборга олиб, / (х) функциянинг (а, Ь) интервалда 
боти!̂  (^атъий боти^) эканига ишонч ^осил ^иламиз.

Теорема исбот булди.
Худди шунга ухшаш куйидаги теорема хам исботланади.
5 -те  орем  а. / (х) функция (а, Ь) интервалда цаварщ (щ тъий  

цавариц) булиши учун унинг ¡'(х) уосиласининг (а, Ь) да камаюв- 
чи (цатъий камаювчи) булиши зарур ва етарли.

Функциянинг ботиклиги ^амда ^авари^лигини унинг иккинчи тар
тибли хосиласидан (агар у мавжуд булса) фойдаланиб текшириш 
мумкин.

/ (х) функция (а, Ь) интервалда ани^ланган булиб, шу интервал
да у иккинчи тартибли /" (х) хосилага эга булсин. Бундан ташцари, 
(а, Ь) интервалнинг ^ар цандай (а, (5) ((а, р) с  (а, Ь), а  ф р) цисмида 
/" (х) айнан нолга тенг булмасин.

6 -т е о р е м а . / (х) функция (а, Ь) интервалда ботщ  (цаварщ) 
булиши учун шу интервалда

тенгсизлик уринли булиши зарур ва етарли.
Исбот.^ З а р у р л и г и .  / (х) функция (а, Ь) интервалда ботик, 

(^авариц) булсин. У ^олда ю^орида келтирилган теоремаларга кура, 
функциянинг /' (х) ^осиласи (а, Ь) интервалда усувчи (камаювчи) бу
лади. Функциянинг монотон булиши ^а^идаги 2- теоремага кура 
/" (х) >  0 (/" (х) <  0) булишини топамиз:

Е т а р л и л и г и .  Энди (а, Ь) интервалда функциянинг иккинчи 
тартибли хосиласи учун ушбу /" (х) >  0 (/" (х) <  0) тенгсизлик урин
ли булсин. У ^олда яна функциянинг монотонлиги ^акидаги 2 -тео
ремага кура /' (х) косила (а, Ь) интервалда усувчи (камаювчи) бу
лади. Бундан 4- теоремага (5- теоремага) асосан / (х) функциянинг 
(а, Ь) интервалда ботиц (к;авари^) булиши келиб ч и кади. Теорема ис
бот булди.

Ми со л. / (х) =  1пх (х > 0) булсин. Бу функция учун /" (х) =  
== — — булиб, /" (х) < 0 булади. Демак, / (х) =  1п х функция (0,
+  оо) интервалда цатъий ^авари^дир. Шунга ухшаш, / (х) =  — \пх, 
х >  0 функция (0, +  оо) интервалда боти^ булади. Ушбу / (х) =  
=  1п х функциянинг ^авари^лигидан битта тенгсизликни келтириб

/ (х) — !  (хх) <  / (х2) — / (х)
(хх <  х <  х2),X — Хх х2 — х



чщарамиз. Функциянинг ботик;лиги таърифидан xL £ (О, +  оо), х2£(0, 
+  оо) лар учун а х >  О, а 2 >  О, а х +  а 2 =  1 булганда ^уйидаги

а х In хг +  а 2 In х3 < In (а ! хг +  а 2 х2) 
тенгсизлик уринли булади. Кейинги тенгсизликни цуйидаги

х?'-х?> ^ а 1 х1 +  а гх2

куринишда ёзиш мумкин. Хусусий з^олда, а х =  а 2 =  i -  булса, бун- 

дан бизга маълум булган

1 2 2

тенгсизлик келиб чик^ади.
2. Ф у н к ц и я н и н г  э г и л и ш  н у к ; т а л а р и .  Функция ^осиласи 

ёрдамида унинг эгилиш ну^таларини топиш мумкин. / (х) функция 
х0 нуктанинг £/л (х0) атрофида ани^ланган булсин.

4- т а ъ р и ф. Агар / (х) функция U J  (х0) ораливда ботик; (кавари^) 
булиб, U+ (х0) оралик;да эса ^авари^ (ботшО булса, у  холда х0 нуц- 
та функциянинг (функция графигининг) эгилиш нущтаси деб ата- 
лади.

/ (х) функция Ub (х0) да иккинчи тартибли /" (х) ^осилага эга 
булсин. Агар

Y  x£U~ (Xq) учун Г  (х) >  0 ([" (х) <  0),

Y x £ U f  (х0) учун Г  (х)< 0 (f" (х) >  0)

тенгсизлик уринли булса, у ^олда U~ (л;0) да /' (х) усувчи (кама- 
ювчи), (х0) да f'(x) камаювчи (усувчи) булиб, /' (х) функция х0 ну^- 
тада экстремумга эришади. У холда х0 ну^тада /" (х0) =  О булади.

Демак, / (х) функциянинг эгилиш ну^тасида иккинчи тартибли 
хосила f" (х) нолга тенг булади.

Мис ол .  / {х) =  е~* булсин. Бу функциянинг иккинчи тартибли 
хосиласи

f" (х) =  2е~х‘ (2х2 — 1) 

булиб, у  фацат х =  ± нукталарда нолга айланади:

( - 1-L )  =  0, г ( - )  =  0.2 / V 2 )
Равшанки, бу функциянинг иккинчи тартибли з$осиласи_(— оо,

ва +  оо I интервалда /" (х) >  0; £- / 2  у  2 
2 ’  2

сег-

ментда эса f  (х) <  0. Демак, f  (х) =  е х' функция ( — оо, — — 
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интервалда цаварик, у ' 2 y r '2 I / ./ 2
J сегментда боти^ ва Р ~ - оо 

1
интервалда яна ^авариь; булади. Функция графигининг А (— i i l

_i
2

2

В ( 2 ’ е / нУк-талаРи Унинг эгилиш ну^таларидир.
3. Ф у н к ц и я  г р а ф и г и н и н г  а с и м п т о т  а л а р  и. / (х) функ

ция a£R  нуктанинг бирор атрофида ани^ланган булсин.
5- т а ъ р и ф. Агар ушбу

lim / (х), lim  f  (x)
x - t a —0

лимитлардан бири ёки иккаласи чексиз булса, у  ^олда х =  а турри
чизик / (х) функция графигининг вертикал асимптотаси деб ата- 
лади.

Масалан, у  =  — функция графиги учун х — 0 т\три чизи^ верти
кал асимптота бхлади.

Энди у — f  (х) функция (а, оо) ( (— оо,  а)) ораликда аникланган 
булсин.

6 - таъриф.  Агар шундай узгармас k ва b сонлар мавжуд бул- 
саки, х -f* с» да / (х) функция ушбу

/ (х) = kx -f- b -j- а. (x)
куринишда ифодаланса (бунда lim  а. (х) =  0), у холда y =  kx +  b

турри Чизик f  (х) функция графигининг огма асимптотаси деб ата- 
лади.

Масалан,
( ,  \ х2 —  Зх —  2
I (х) =  ------- —----

х - г  1

булсин. Бу функцияни
/(*) =  * — 4 4-----—

х-~  1

куринишда ёзиш мумкин. Демак, х - + +  <х> да а  (х) =  — ___► о бу-

либ, берилган функция f ( x) =  x — 4 +  сс (х) куринишда* йфодалана- 
ди. Ьундан эса у = х  4 турри чизи^ функция графигининг огма 
асимптотаси экани келиб чикади.

7 - т е оре ма .  / (х) функция графиги у  = kx Ъ огма асимпто- 
тага эга бi)лиши учун

l im Ш _ = kt um у  (Х) __ ttx\ =  Ь
X  >-*-оо X  х ~ »о о

лимитларнинг уринли булиши зарур ва етарли.
И с бот.  З а р у р  лиги.  / (х) функция графиги у =  kx -f- b огма 

асимптотага эга булсин. Огма асимптота таърифига кура



булиб, бунда лг- 
га эгамиз:

f (а:) =  кх +  b +  а  (х)
+  оо да а  (х)->-0 булади. У холда ^уйидагилар-

=  lim k +
■ л

lim -:- ^  = iim
X —► -{'•OO X  X  -» ■ { ‘oo

lim [/ (x) — kx] — lim [b +  а  (x)] =  b.
X-*-\~ Ос X —►-}- 00

Е т а р л и л и г и .  Ушбу

lim =  k, lim [f (x) — kx] =  b
*-►+00 % *-̂ +ao

лимитлар уринли булсин. У ^олда,
lim [/ (х) — kx] =  b дан f (х) — kx — b =  ос (x)-*■ О
J C -*-f-o o

келиб чицади. Демак, x - v  +  00 да
/ (х) =  fex 4- b +  а  (х) 

булиб, lim а  (х) =  0 булади. Бу эса y =  kx +  b турри чизи  ̂ / (х)
Х-*-\-ац

функция графигининг£орма асимптотаси эканини билдиради. Теорема 
исбот булди.М 3̂

М и с о л. Ушбу / (х) =  — — функция берилган булсин. Бу функ-

ция учун

k == lim / W = lim  -
X X-*~\-QO (

b - lim lf(x) — kx] =  lim
X ►-{ ое Х--*-{-00

Y, .

j

а

0 ' ь'*■ X

*2 =  1, демак, k — 1;

=  2, демак, 6 = 2.

Шундай цилиб, берилган функ
ция графигининг OFMa асимпто
таси у  =  х +  2 турри чизиедан 
иборат.

Фараз килайлик, / (х) функ
ция графиги 49-чизмада тасвир- 
ланган эгри чизиц булиб, М (х, 
f  (х)) эгри чизиедаги бирор ну^- 
та булсин.

Бу нуктанинг Ох у^ига про- 
екциясини М 0 билан белгилай- 
лик. у  — kx +  b эса / (х) функ

ция графигининг орма асимптотаси булиб, бу асимптота Ох у^и
билан ташкил этган бурчак булсин. М Р — М ну^тадан
асимптотага туширилган перпендикуляр кесмаси, Q — ММ0 турри чи- 
зик, кесмасининг асимптота билан кесишган ну^таси. Равшанки,

ММ0 = / (х),

49- чизма.



О.Мй =  кх +  Ь,
MQ =  f  (х) — (kx +  b),

MP =  MQ cos 0.
Ушбу у =  kx +  b чизи  ̂ функция графигининг OFMa асимптотаси бул- 
гани учун х->  +  оо да MQ =  f  (л;) — (kx +  b) =  а  (х) функция нол- 
га интилади. У холда х —> -J- оо да МР хам нолга интилади.

Демак, функция графигидан у  =  kx +  b тутри чизиккача булган 
МР масофа М (х, f (х)) нуцта график буйича «чексиз интилганда» 
(х-*-+  оо да) нолгача камаяди. (Буни функция графигининг асимп
тотаси таърифи сифатида .\ам олиш мумкин.)

4 -§ . Функцияларни текшириш. Графикларни ясаш

Биз ушбу бобнинг утган параграфларида функцияларнинг узга- 
риш характерини хосилалар ёрдамида ургандик. Бу >̂ ол функциялар
ни яедол тасаввур этишда, шунингдек, функция графигини аницроц 
ясашда ^ул келади.

Функцияларни текшириш ва уларнинг графикларини ясашни ^у- 
йидаги схема буйича олиб бориш ма^садга мувофикдир:

1°. Функциянинг аницланиш сохасини топиш;
2°. Функцияни узлуксизликка текшириш ва узилиш нуцталарини 

топиш;
3°. Функциянинг жуфт, toî  хамда дазрийлигини ани^лаш;
4°. Функцияни монотонликка текшириш;
5°. Функцияни экстремумга текшириш;
6°. Функция графигининг ^авари^ хамда боти^лигини а никла ш, 

эгилиш нукталарини топиш;
7°. Функция графигининг асимптоталарини топиш;
8°. Функциянинг .^акиклй илдизларини (агар улар мавжуд бул- 

са), шунингдек аргумент х нинг бир нечта характер ли кийматларида 
функциянинг ^ийматларини ясаш.

Мис ол .  Ушбу

/ (х) =  i
X2 + 1

функцияни текширинг ва графигини ясанг.
Берилган функция R = (— оо, -f- «>) интервалда аншутнган ва 

узлуксиз. Бу функция учун / (— х) =  / (х) тенглик уринли. Демак, 
f (х) жуфт функция (унинг графиги Оу укига нисбатан симметрик 
булади), уни [0, +  оо) оралин;да текшириш етарли.

Функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли ^осилаларини топа- 
миз:

(JC2+  1)2 W  {Х2 +  1)3

Функциянинг биринчи тартибли .^осиласи [0, +  оо) орали^да мавжуд 
ва х =  0 нуцтада нолга айланади. Шу х =  0 нуцтада иккинчи тар
тибли ^осилани хисоблаймиз. f" (0) =  4 > 0. Бундан берилган f  (х)



функция х = 0  да минимумга эга ва [0, +  оо) да шт / ( х )  = — 1 
булади. Энди х >  О да /' (л:) >  О булганидан берилган функциянинг 
[О, +  оо) ораликда усувчилигини топамиз. Сунгра ушбу

/(х) X*— 1к =  \\ ш ^  =  Н т ------ - • -  =  <),
Д?-»-Гоо % «2+ 1 X

Ь — Нт [/ (х) —■ кх] =  Пт
ДГ2 — 1

=  1
*->+00 X2 + 1

лимитларга кура у — 1 горизонтал турри чизи  ̂ / (х) функция графи- 
гининг асимптотаси эканига ва

~ 2 < 0
X2 + 1

тенгсизликка кура функция гра- 
фиги асимптотадан пастда жой- 
лашган булишига ишонч хосил 
киламиз.

Функциянинг иккинчи тар- 
тибли хосиласи 10. +  °°) ора-
ли^нинг х = — 13 ну^тасида нол- 

/3
Равшанки, 0 < 

=  да ?' (х) >  О, - Л г  <
га аиланади.
<  х < _

/ 3  /3
<  X < + оо да Г  (х) <  0. Де
мак, / {х) функция [ 0, —-

V 3
-  +  оо ] имтервалда ^аварии; булади. х —

50- чизма.

интервалда ботик,,

_  , I
~  ~  ну^та функция графигининг эгилиш ну^тасидан иборат.

V з
Берилган функциянинг графиги 50- чизмада тасвирланган.

5-§ . Аницмасликларни очиш. Лопиталь цоидалари

Биз функцияларнинг лимитини урганиш жараёнида 00 
00 1

оо — оо, 0 , оо , 105 куринишдаги аницмасликларни очиш билан шу- 
рулланган эдик. Тегишли функцияларнинг ^осилалари мавжуд бул- 
ганда, берилган ани^масликларни очиш масаласи енгиллашади. Одат- 
да ^осилалардан фойдаланиб ани^масликларни очиш Лопиталь кои- 
далари деб аталади. Биз ь^уйида Лопиталь коидаларининг муфассал 
баёни билан шурулланамиз.

1°- — к у р и н и ' ш д а г и  а н и ^ м а с л и к .  Маълумки, х->~а да

/ (х) 0, (х) 0 булса, нисбат — куринишдаги аницмаслик-
8  М О



w o  f  (ни ифодалайди. Купинча x-+ a  д а ------  нисбатнинг лимитини то-
ir (*)

пишга Караганда нисбатнинг лимитини топиш осон булади.
g (х)

Бу нисбатлар лимитларининг тенглигини цуйидаги теорема курсата-
ДИ.

8-т е о р е м  а. (а, Ь) интервалда анщланган, узлуксиз f  (х) ва 
g  (.х) функциялар учун ушбу ш артлар бажарилган булсин:

1) l im / (х) - О, lim g (х) — 0;
х-*а х~>а

2) (а, Ь) да чекли f{x) ва g'(x) хрсилалар мавжуд ва ¿ (х )ф 0 \
3) lim = k (k — чекли ёки чексиз).

х->а g  (*)
У  холда

Hm I M  =  Hm =  k
x^a g (X) g ' (x)

тенглик уринли булади.
И с б о т. f  (х) з^амда g (х) функцияларнинг \х =  а нуцтада к.ий- 

матлари нолга тенг, яъни
/ (а) =  0, g (а) =  0 (7.20)

деб олсак, натижада
lim / (х) = 0 = / (а), lim g (х) = 0 =  g (а)

х->а

тенгликлар уринли булиб, / (х) ва g (х) функциялар 1а, Ь) оралиада 
узлуксиз булади. V  х£(а, Ь) нук,та олиб, [а, х) сегментда / (л:) ва 
g (х) функцияларни цараймиз. Бу сегментда / (х) ва g (х) функция
лар Коши теоремасининг (8-теоремага каранг) шартларини каноат- 
лантиради. У холда Коши теоремасига кура а билан х  орасида шун- 
дай с (а<.с < х)  ну^та топиладики, ушбу

/ ( х )  —  / (а )  _  f  (с) 

g ( x ) ~ g  (a) g  (с) 

тенглик уринли булади. Бу тенгликдан эса (7.20) га кура
/ (*) _  /' (с) 

ё (х) g ' (с)

булиши келиб чикади. Равшанки, х -+ а  да с-*-а. Демак,

Мис ол .  Ушбу

лимитни хисобланг. 
Бу холда

lim 1 ^ -  == lim - k.
х-+а g  (л) с~*и g '  (с)

lim е2Х~ ]п (* + е) 
лг—+о arcsin х

f (х) = е‘х — In (х - f  е), g (х) =  arc sin х



булиб, улар учун 8- теореманинг барча шартлари бажарилади. Х,а- 
ки^атан хам,

1) lim  f (х) = lim (ß2x — ln (x+e)) = 0, lim g(x) =
*-<•0 x - ,0  *->0

=  lim arcsin x = 0;
X--+Q

2) f' (x) =  2e2x— — , g' (x) = r r = = ,  I x\ <  1;* + e У 1 — *a

2e2*
3) lim Ü iíL = lim ----------= 2 — —

g '  (x) x->o _____ L___  e
Y  l — *2

булади. У холда 8 - теоремага кура
lim £ J*L  = \-im e*x ~ ы (х+ e) =  2 - - U  
x~>o g ’ (x) x-+o a resi пл.- e

Шу 8 - теоремадан, яъни Лопиталь цоидасидан фойдаланиб, 134- 
бетдаги мухим (4.1) лимитни осонлик билан исботлаш мумкин. 
Х,аки^атан,

sin  х cos х , l i m ------ =  l im ------- = 1.
* -* 0  X  x -» 0  1

5- э с л а т м а. Юадэида келтирилган 8- теореманинг 3- шарти ба- 
жарилмаганда, яъни х-*-а  да f (х) ва g(x) [функцияларнинг хосила-
лари мавжуд булиб, х а да - - --- - нисбатнинг лимити мавжуд бул-

g '(*)
маганда хам

lim Ш -
х -* а  g(x)

м а в ж у д  бу  лиши мумкин. Масалан, f(x) = x2 cos — , g(x) =  In (1 +
X

+  x) булсин. Бу функциялар учун /'(x) = 2xcos-----Ь sin — , g’(x)=
X  х

= ------  булиб, х 0 да
1 4 - х

1 1 
2 *  cos —  +  sin  —

I (х) X X
е (х) __!__

нисбат лимитга эга эмас. Бирок;
1------------------- 1 

Xa CO S-----  AT-COS  

lim - ^ - = l i m ---------- -— = lim ----------= 0
*->o g (x) x-*o 1 n ( 1 —(— jt) *->o ln  ( 1  +  x)

булади.
9- T e о p e M а. (с, +  о о) интервалда анщланган f(x) ва g(x) функ

ция учун ушбу шартлар бажарилган булсин:



1) l imf(x)  = 0, l im g(x) =  0;
*-»+<*• *->.+ 00

2) (с, +  oo) да чекли f  (x) ea g' (x) %осилалар мавжуд ва 
g' (x) Ф 0;

Г W3) lim
X—> + o o  £* ( X )

=  k (k — чекли ёки чексиз). У  хрлда

l im f(x) =  Н т ^ Д  =  А
* -» + с о  g {  X) X-++X g'{x)

тенглик С/ринли булади.
Исбот .  Умумийликни саьугаган холда, теоремадаги с сонни

мусбат деб олиш мумкин. х узгарувчини ушбу х =  —  формула ёр-

дамида t узгарувчига алмаштирамиз. У холда х-*- +  оо да t ->- + 0.
Натижада f(x) ва g(x) функциялар t узгарувчининг f ( —  ) ва g f l )

I l \ Wфункциялари булиб, улар 10, — I интервалда ани^ланган.

Теореманинг 1) шарги ^уйидаги

1 N = 0lim f (х) =  l i m/ — = 0 .  Hm g(x) =  ¡¡m g
* —>+00 t— ̂ + 0  \  t / X—*+oc t—* +  0 \ t

куринишни олади.
io, — j интервалда f -M , ^ i ~ )  функциялар хосилаларга эга.

Ха^и^атан ^ам, 6- бобдаги мураккаб функция хосиласи ха^идаги 
3- теоремага кура ((6.5) формулага царанг) топамиз:

S ' T ■xt = — I

Бу муносабатлардан /' (̂ — j, g't (~  j  ^осилаларнинг мавжудлиги ке- 
либ чицади. Сунгра

l i m
¿-* + 0
Мт = lim = lim JA x) - k
8 t ( t )  ' ‘ : +i  ( t ) ■ т  " +“ е « и

булишидан эса lim
ft

‘- +0 ¿ 1  —
нинг мавжудлиги ва lim

f t

<-»+0 Bt
= k

эканини топамиз.
Шундай к;илиб, |о, —j  интервалда аник;ланган f  g f—



1) =  l i m g ( - L ) = 0 ;
/ - > 4 - 0  \  i  1  < ^ + 0  \ t  }

2)^0, — j  интервалда g't хосилалар мавжуд ва

¿ { т )  +  ь  

'■ ' ( г )

У холда юцорида исбот этилган 8 - теоремага кура

Пш - i i i l  -  к 
—  .  ( i )  

булади. Кейинги тенгликдан эса

1 • f  W  1 ■ Г  (х) и lirn =  lim = k 
* - > + 0 0  g(x) *-*+ « g  (x)

булиши келиб чицади. Теорема исбот булди.
Ми с о л .  Ушбу,

e x’ — l l i m ---------------
x->+*> 2 arc tg  x2—л

лимитни хисобланг.

Бу ерда f(x) — ex’ —1, g(x ) =  2 arctgx2— л булиб, улар учун
9- теореманинг барча шартлари бажарилади, жумладан

2 4*
Г(х) =  — у г  е , g' (х) =  — 74

булиб,

f  (х) / 2 \ /)Х. 1-Г*4 1 - 1 +* 4 1l im —  =  l im — — е • —— =  — lim —1—  —
Х-.+СО g ’ (х) Х-++^ \ х 3 ]  Ах 2дс4 2

булади. 9- теоремага кура

, .  f  (х) , .  е* г __1 1lim  = lim __ -____I__ = —— .
g(x) jc-*+oo 2 arc tg x 2—я  2

2°. —  к у р и н и ш д а г и  а н и ^ м а с л и к .  Маълумки, х -+ а  да



f(x)-*- oo, g(x)-*~ oo булса, нисбат —  куринишдаги аникмас-
g(x) oo ‘

ликни ифодалайди. Бундай аникмасликни очишда хам f  (х) ва g(x) 
функцияларнинг хосилаларидан фойдаланиш мумкин.

10-т е о р е м а .  (а,Ь) интервалда f(x) ва g(x) функциялар учун 
ушбу шартлар бажарилган булсин:

1) l im / ( x )  =  oo, l i m g ( x )  =  оо;
х--*а х -*а

2) (а, Ь) интервалда чекли /' (jc), g'(x) уосилалар мавжуд ва 
g' (*) ф 0;

(х\3) lim — -  =  k (k — чекли ёки чексиз). У  \олда
х-+а g ' ( x )

lim Ш .  =  и т П й = к
х -+а g ( x )  х->а g  (ж)

тенглик дринли бдлади.
И с бот.  k нинг чекли ,умда чексиз булган холларини алох.ида- 

алохида караб утамиз.

а) lim = k
х->а g  (х)

булиб, k — чекли булсин. Лимит таърифига кура, у е  >  0 олинганда 
хам га кура шундай б > 0  сон топиладики, а < х < ’а-)-0 тенг-

сизликлар бажарилганда
Г М е (7.21)
S' (х) 2

тенгсизлик хам бажарилади. Ушбу а< х'< хп< а 4- 6 тенгсизликлар- 
ни каноатлантирувчи ихтиёрий х ва тайинланган х0 ну^таларни олиб, 
[х, х0] сегментда f(x) ва g(x) функцияларга Коши теоремасини 
(8- теоремага каранг) ь^улланамиз. У холда

if (х) — f  (Xf,) __f  (с) 2 2 )

f ^ W - e W  g'(c) 
тенглик уринли булиб, бунда х < с < х 0 булади. Равшанки, бу с ну^- 
та х га боглиедир.

Теореманинг lim/(x) =  oo, lim g (x ) =  оо булиши шартига асос- 
х -* а  х -* а

f  (Х )ланиб f (х) Ф 0 g(x) Ф 0 , Ф 1 деб олсак булади.
Ж

Энди (7.22) тенгликнинг чап томонида турган
f(* )  — f  (*о) 
ё (.х) g (Х0)

нисбатни куйидагича ёзиб оламиз:
f  (х„)] , f  (Х0)



У холда (7.22) муносабат ушбу

и * . .. у ,  д т ,  яъни в Ш , — Щ  (7.23)
# ( * )  5__ё_(£о)_ (С) й (д г) г  (с ) 1—  / (*о )

Я(ж) / М
(х < с <  х0 куринишга келади.

/¿Л
(7.23) тенгликнинг унг томонидаги-í7|y нисбат с -+ а  (а < х <

<  с<  х0 <  а +  б) да /г га интилади:

Нш = А. (7.24)
с-»а (с)

Энди

а  =  17^ - ~ к  (7.25)
г'

деб белгилайлик. Равшанки, а  микдор с га ва у ор^али х ва х0 
ну^таларга богли^ булиб, а< х < х 0< с< а +  6 булганда (7.21) му- 
носабатга кура

|а|< - у  (7-26)

тенгсизликни каноатлантиради.
(7.23) тенгликдаги

1_. А /(*<>)'
£(Х)}'\ Их).

нисбат, х0 нукта тайинланган ^олда, х->а да 1 га интилади, яъни
, г (х0)

П т
Х -¥ 0

8 ( х )

Энди

Цх0) 
/ (*)

Я (*о )

( 7 ' 2 ? )

деб белгиласак, у холда
Их) 

Н т ( 5  =  О

булади. Демак, уша V 8 >  0 олинганда х ам -----------  га кура шун-2 (|/е| -+ е)
дай >  О сон топиладики, а < х < а -т -61 булганда



тенгсизлик уринли булади. Энди (7.23), (7.25), (7.27) муносабатлар- 
дан топамиз:

- ^ -  =  (6 +  а ) (1  +  ß) =  * +  [«  +  (* + а ) -ffl.
£(*)

Агар б > 0 ва бх > 0 сонларнинг кичигини б* деб олсак, унда а <
< х <  а +  б* учун (7.26) ва (7.28) тенгсизликлар бир ва^тда урин
ли булиб,

] а  +  (к +  а) ß| < М +  ( 'Ц +  | а  |) • | ß | < - j-  - f  k | + . (2 =

__ e_ 8
"  2  2  ~ e

тенгсизлик бажарилади.
Демак, V e > О олинганда хам шундай ß* >  0 сон топиладики, 

а< х< а  +  б* булганда
f ix ) — k 
8(х)

<  6

lim =  lim ——  = k

булади. Бу эса

li... ......
*а g(x) g'(x)

булишини билдиради.
fr (х)б) lim - ;—- =  оо булсин. Функция лимита таърифига кура

х~*а g  (х)
V‘A4 > 0 олинганда хам шундай 6 > 0  сон топиладики, а< л :< а+ б  
булганда

Г  (х)

g'(x)
> Ai (7.29)

булади.
Юцоридаги а) ^олидагидек а < х < х 0< а  +  б тенгсизликларни ^а- 

ноатлантирувчи ихтиёрий х ва тайин х0 ну^таларни олиб, [х, х0] сег- 
ментда (7.22) тенгликка эга буламиз. Бунда а <  х < с < х 0< а  +  б ва 
демак, а< с < а  +  б тенгсизликларга кура (7.22) тенгликдан

Г (с) >  М (7.30)
ё'(с)

тенгсизлик келиб чи^ади. Иккинчи томондан,

j _  8(хр)

П т -------0 2 -  _  1
х—*а 1 / (*о)1-

/М

пиладики, а <  х <  а +  бх булганда
булганидан V е > 0. жумладан, е =  ~  учун шундай бх >  0 сон то-



1 —

1-

g ( *  о)

g(x) 
f Uo) 
f ix)

булади. Кейинги тенгсизликдан эса
gjx о) 

g{*)

<

1—

/ w

> (7.31)

булиши келиб чикади.
(7.22) тенгликдан топамиз:

} (х)
g(x)

1—

g (X  о)

gW
/(*о)

/(*)

0 1 .
g'(c)

Энди S'* =  min {б, б,} деб олсак, у лолда а < х < а +  6* бул- 
ганда (7.30) ва (7.31) тенгсизликлар бараварига уринли булади. На- 
тижада а <  .v <  а +  б* булганда

fix) I
, g (х0) 

g(x) f’ic)
g(x) 1 J fix  о) 

fix)
g’(c)

> —  М 
2

булади. Бу эса

lim
л-+0

/(«)
5  (х)

булишини билдиради. Теорема исбот булди.
11-т е о р е м а ,  ( с , +<») интервалда f(x) ва g(x) функциялар 

учун ушбу шартлар бажарилган булсин:
1) l im f(x ) =  оо, l im g (x )~  оо;

X-t-j-oo  * - * - ¡ - 0 0

2) (с, +  оо) интервалда чекли f  (х), g' (х) ,\осилалар мавжуд ва 
g '( x ) *  0;

3) l im -Q&-
х-*+<х g '  (*)

У х(олда

= k (k — чекли ёки чексиз).

i im f i x ) =  lim fix)  
g ix)

= k.
*->+■*> g{x) 

булади. : '
Бу теорема юкорида келтирилган теоремага ухшаш исботланади. 
3°. Б о ищ а к у р и н и ш д а г и  а н и ^ м а с л и к л а р .  Маълумки,



lim f (X) = 0, lim g (x) — <» булганда f ( x ) g  (x) ифода 0 • oo куриниш-
x-+a x  >a
даги аникмаслик булиб, уни куйидаги

8(х) f  (x)
„ 0 - сокаби езиш оркали —  еки — куринишдаги ани^масликка келтириш

0 оо
мумкин.

Шунингдак, Hm f (x) — -f oo, lim  g(x)= +  00 булганда f(x) — g(x)
x--*a x -* a

ифода o o — oo куринишдаги аникмаслик булиб, уни ^ам ^уйидаги
1 1

№ ) - е ( * ) =
f  (x) g  (x)

¿ „ окаби узгартириш натижасида —  куринишдаги аникмасликка келти

риш мумкин.
Шундай цилиб, функция хосилалари ёрдамида 0 • с» ^амда оо —

„ 0  .. оо— оо куринишдаги ани^масликларни очишда, уларни —  еки —
О оо

куринишдаги аникмасликка келтирилиб, cÿHr юкрридаги теоремалар 
^лланилади.

Маълумки, х -^ а  да f(x) функция 1, 0 ва оо га, g(x) функция 
эса мос равишда оо, 0 ва 0 га интилганда

[f(x)]e(x)
даражали-курсаткичли ифода 1°°, 0°, оо° куринишдаги аник;маслик- 
лар эди. Бу куринишдаги ани^масликларни очиш учун аввал у  —
— (/ (х)\&(х) логарифмланади: 1п у  =  g(x) • ln / (x) ■ x a да g (x) ln f  (x) 
ифода O-oo куринишдаги аникмасликни ифодалайди.

Фараз цилайлик, х-> а  да g(x) ln f (х) аницмас ифодани ÿ3rap- 
тириб, юкоридаги теоремалардан бирини (Лопиталь цоидасини) кул- 
ланиб,

l im[g(x) - ln f(x)] =  b
х -*а

(b — чекли ёки чексиз) булишини топдик, дейлик. Унда 
lim у  =  lim [/:(x)]g(JC> =  lim é ix) ln (̂x) =  e
x -ю x->a x--*a

булади.
6- э с л а т  ма.  Агар f(x) ва g(x) функцияларнинг f  (х) ва g' (x) 

хосилалари хам /(x) ва g (x) лар сингари ю^орида келтирилган теоре- 
маларнинг барча шартларини ^аноатлантирса, у  холда

lim = lim =  lim
g(x) g'(x) g"(x)



тенгликлар уринли бÿлaди, яъни бу холда Лопигаль коидасини так- 
рор к^лланиш мумкин бу'лади.

Ми с о л .  Ушбу

lim
л->0

Sin X

лимитни хисобланг. Равшанки, х-+ 0  да у —
X2

ифода Io0 ку-
ринишдаги ании,маслик. Содда ^исоблашлар ёрдамида топамиз:

In —

lim  ln у — lim ------- -
х->0 х - уО X2

Sin Xln
=  lim 4 * 

*-»o

X XCOS X—Sin X 
s in  X X2

И '
1 XC O S X —  s i n x  1 __—  lim ------------------- =  — um
2 *->o X3 2 *-»o

1 X s in  X=  — — lim ------ =
2 3.Ï2

= lim
*->0 2x
(x-cos X — s in  x)'

ÜT

Демак,

lim
x-*0

sin  X x‘  “ 6
= e



8- Б О Б  

АНЩМАС ИНТЕГРАЛ

Маълумки, ^аракатдаги нуцтанинг тезлигини топиш, шунинглек 
эгри чизиада уринма утказиш каби масалалар (6- бобнинг 1- « ига 
каранг) функцияни дифференциаллаш тушунчасига олиб келган эли 

Ну^танинг х:ар бир ва^т моментидаги тезлиги маълум булганла 
унинг харакат цонунини топиш, эгри чизикни унинг хар бир нукта- 
ларидаги уринмаларига кура аницлаш каби масалалар хам куп уч- 
раиди. Бундаи масалалар юкорида эслатиб утилган масалаларга тес- 
лади ’ уЛар ФУНКЦИЯНИ интеграллаш тушунчасига олиб ке-

, 1 -§ . Аницмас интеграл тушунчаси
1. А; ницма с  и н т е г р а л  т а ърифи.  f(x) функция бирор (a Ь) 

(чекли .еки чексиз) интервалда аникланган булсин.
1- таъриф.  Агар (а, Ь) да f  (х) функция шу интервалда лигЬ- 

ференциалланувчи F (х) функциянинг хосиласига тенг, яъни
F'(x) = f(x) (х£(а, Ь))

булса, j  холда F(x) функция (а, Ь) интервалда ¡(х) функциянинг 
бошлангич функцияси дейилади. ^

Бу таърифни функция дифференциали оркали ^ам айтиш мумкин
2- таъриф.  Агар (а, Ь) да f(x)dx  ифода шу интервалда д Х  

ференциалланувчи F(x) функциянинг дифференциалига тенг, яъш
dF(x) =  f(x)dx

булса, у ^олда F (х) функция (а, Ь) интервалда /(х) функциянинг 
бошлангич фунщияси деб аталади. функциянинг

Энди / (х) функция [а, Ь) сегментда берилган булсин.
3- т а ъ р и ф. Агар (а, tí) да / (х) функция шу ораликца дисЬ- 

ференциалланувчи F(x) функциянинг хосиласига тенг, яъни
F '( x ) - f ( x )  (x£(a,b)) 

булиб, а ва Ь ну^таларда эса *:
F’ (а +  0) = f (a), F' ф — 0) =  / ф)

тенгликлар уринли булса, у холда F (х) функция [а, Ь] сегментда 
f(x) функциянинг бошлангич фунщияси деб аталади.

М и с о л л а р  \. f ( x ) = - , y = ^  булсин. Бу функциянинг

( 1, 1) интервалда бошлангич функцияси F (х) — У  \_г2 fív-пя пичунки (—1, 1) да иуаади,

2. f(x) ^ x 2 функциянинг (— оо, +  оо) интервалда бошлангич 
функцияси F(x) =  —  булиши равшан.



Шуни таъкидлаб утамизки, (а, Ь) интервалда узлуксиз булган 
хар кандай функция шу интервалда бошланрич функцияга эга бу- 
лади. Бунинг исботи 9- бобда келтирилади.

F (х) на Ф(х) функцияларнинг хар бири (а, Ь) интервалда битта 
f(x) функция учун бошланрич функция булса, бу F (х) ва Ф(х) 
функциялар (а, Ь) интервалда бир-биридан узгармас сонга фарк; кила- 
ди. ^акикатан хам, бошланрич функция таърифига кура (а, Ь) да

F'(x) =  f(x), <P'(x) =  f(x) 
булади. Демак, F ’ (х) =  Ф'(х). Бундан 7- бобдаги 1- натижага кура 

F (х) =  Ф (х) +  С (С =  const)
тенглик келиб чи^ади.

Модомики, (а, Ь) интервалда берилган f(x) функциянинг барча 
бошланрич функциялари бир-биридан узгармас сонга фарк; цилар экан, 
бу функциянинг шу интервалда бирор бошланрич функцияси F (х) 
■ёрдамида унинг исталган бошланрич функцияси ушбу куринишда 
.ифодаланади.

F (х) +  С (С — const).
I- э с л а т м а .  Функциянинг аншуланиш со^аси орали^ булиши му- 

зрим. Агар функциянинг аницланиш со^аси оралиц булмаса, унинг 
бошланрич функциялари фар^и узгармас булмасдан 1\0лиши мумкин. 
Масалан, ¡{х) =  х функцияни Е = (—оо, — 1) (J (1, 4- °°) тупламда 
^арайлик. Бу функция учун

р {х)= ^ -{х£ Е )

ва

Ф(х) =
- у - ,  агар *6(1, 4- °°),

X2—  +  I, агар х£(— —I)

функцияларнинг хар бири бошланрич функция булиши равшан. Уш
бу Ф[х) — F (х) айирма учун цуйидагига эгамиз:

Ф м - ^ = ! ' аг ч ’ * / / 1, + ” i;{ 1, агарл :€(— оо, — 1).
Шундай ^илиб, бу айирма Е тупламда константа эмас.
4- т а ъриф.  (а, Ъ) интервалда берилган f(x) функция бошланрич 

функцияларининг умумий ифодаси F (х) +  С, С =  const, шу / (х) 
функциянинг анщмас интеграли деб аталади ва

jjf(x)dx

каби б(.лгиланади. Бунда [ — интеграл белгиси, f(x) интеграл ости- 
даги функция, f{x)dx эса интеграл остидаги ифода дейилади. Демак,

f }(х) dx =  F(x) 4- С (С =  const). (8.1)



Мис ол .  Ушбу

| 2 *  dx
анщмас интеграл (цисцача, интеграл) ни топинг. Таърифга кура 
j / ах интеграл шундаи функцияки, унинг хосиласи 2х (дифферен-
П И Я  П М  0 х  г о  'T 'i iT j г* V , _____циали 2Л dx) га тенг. К,уйидаги

(х )  =

In 2
функция учун 

булади. Демак,

f 2х dx =  —  +  С.
J  1п2

2 - э с л а т м а .  F (x) функция f(x) нинг бошлангич функцияси 6v- 
ладиган орали^ курсатилмаган ^олда бундай оралиц сифатида /(*) 
функциянинг ани^ланиш оралиш тушунилади.

2. А н и ц м а с  и н т е г р а л н и н г  с о д д а  х о с с а л а р и .  Аникмас 
интегралнинг таърифидан бевосита унинг ^уйидаги содда хоссалари 
келиб чи^ади. г

1 . /(х) функция аникмас интеграли J  f(x) dx нинг дифференциали 
f{x)dx га тенг, яъни

t §f(x)dx] =  f(x)dx. (8 .2)

Ха^щатан ^ам, F(x) функция ff(x) нинг бошлангич функцияси бул- 
син: t  (х) =  f(x). У холда 3

J 7 (х) dx =  F(x) +  C
булади. Кейинги тенгликдан топамиз:

d [$f(x)dx} d \F(x) +  С] := d F(x) =  F' (x)dx =  f  (x)dx.

Бу хосса аввал дифференциал белгиси d, сунгра интеграл белгиси 
тади™ енма’^н тУРганДа узаро бир-бирини йукотишини курса-

2 . Функция дифференциалининг аникмас интеграли шу функция 
билан узгармас сон йигиндисига тенг, яъни

J  d F (х) =  F (х) +  С (С =  const). g j

* ' А (Х)№ К™Я нинг биР°Р бошлангич функцияси булсин: Г (х) =  /(*). У холда J

j7(x) dx =  F(x) +  С

тенглик уринли булади. Иккинчи томондан,



dx =  ^F' (x)dx ~  *\ d F  (x).

Охирги икки тенглик 2°- хоссани исбот этади.
Шундай дилиб, (8.2) ва (8.3) формулалар, дифференциаллаш 

амали ани^мас интегрални топиш амалига нисбатан узгармас цуши- 
лувчи ани^лигида узаро тескари эканлигини курсатади.

3. И н т е г р а л л а ш н и н г  с о д д а  к ; о и д а л а р и .  Г . Агар f(x) 
ва g(x) функциялар бошланрич функцияларга эга булса, у ^олда 
f(x) +  g(x) хам бошланрич функцияга эга ва

jf/W  +  g(x)]dx =  ^f(x)dx+ \g{x)dx (8.4)

формула уринли.
Исбот .  f  (х) функциянинг бошланрич функцияси F (х), g(x) функ- 

циянинг бошланрич функцияси Ф(х) булсин. У ^олда таърифга 
кура

F'(x) =  f(x), Ф'(х) =  ё (х)
булиб,

| f  (х) dx — F (х) +  Сч (Сх =  const), 

j g  (x)dx =  Ф (х) +  С2 (С2 =  const) 

булади ва демак,

j  f  (х) dx - f  J  g (x) dx =  F(x) +  Ф(х) +  CV+ Сг. (8.5)

Агар W(x) =  F (x) +  Ф (x) деб олсак, унда
V  (x) =  F' (x) +  Ф'(х) =  f(x) +  g (x)

булади. Бу эса, Щх) функция f(x)+ g(x) функциянинг бошланрич 
функцияси эканлигини билдиради. Демак,

j  [/(*)+ g(x)]dx =  V(x) +  C =  F(x) +  Ф(х)+С. (8.6)

Энди (8.5) ва (8.6) муносабатлардан j  f(x)dx +  J  g(x) dx интеграл 
F (x) +  Ф(х) +  Cl +  C2 куринишда, j f  f (x) +  g ( x) ] dx интеграл эса 
F (x) +  Ф (x) +  С куринишда ёзилиши мумкин эканини курамиз. Бу 
муносабатлардаги С, С1 ва Сг узгармас сонларнинг ихтиёрийлигидан 
эса F(x) +  Ф(х) +  С з^амда F(x) +  Ф(х) +  С1 +  С2 ифодаларнинг бир- 
бирига тенг булиши келиб чи^ади. Шундай ^илиб, (8.4) формула 
исботланди. Одатда, интегралнинг бу (8.4) формула билан ифодалан- 
ган хоссаси унинг аддитивлик хоссаси деб аталади.

2°. Агар fix) функция бошланрич функцияга эга булса, у  ^олда 
k-f(x){k — узгармас сон) ^ам бошланрич функцияга эга ва к ф  0 да

^k-f{x)dx = k J  f(x)dx  (8.7)

формула уринли булади.
Ис бот .  f{x) функциянинг бошланрич функцияси F(x)булсин. У 

^олда F\x) =  f(x) ва | f{x) dx =  F(x) +  С булиб,



k j/(x) dx =  k[F(x) +  C] =  kF(x) +  k-C (8.8)

булади, бунда С — ихтиёрий узгармас сон. Ушбу
[к ■ F (х)]' =  kF' (х) =  kf (х)

тенглик уринли булишидан kf{x) функциянинг бошланрич функция- 
си kF(x) эканини топамиз. Демак,

^ k-f(x)dx= -k-F(x) +  Cu (8.9)

бунда‘C j— ихтиёрий узгармас сон. Энди (8.8) ва (8.9) муносабат- 
лардан С ва C¡ узгармас сонларнинг ихтиёрийлиги хамда k Ф 0 бу
лишидан (8:7) формуланинг уринли экани келиб чи^ади.

3 - э с л а т м а .  Юцорида келтирилган (8.4) ва (8.7) тенгликларни 
хамда келгусида учрайдиган шунга ухшаш тенгликларни унг ва чап 
томонларидаги ифодалар орасидаги айирма узгармас сонга баробар- 
лиги маъносида (узгармас сон аниклигида) тенгликлар деб каралади.

4. Э л е м е н т а р  ф у н к ц и я л а р н и н г  а н и ^ м а с  и н т е г р а л -  
лари.  Бошланрич функция таърифидан хамДа элементар функция- 
лар хосилалари жадвалидан (6- бобнинг 3- § ига царанг) фойдаланиб 
элементар функциялар аникмас интеграллари жадвалини келтирамиз 
(Хар бир формула интеграл остидаги функциянинг ани^ланиш соха- 
сида царалади):

Г . j  0 dx =  C, С =  const;

2°. J  1 dx = j d x  =  x +  C;
Г ли+1

3o. ¡ -  +  C ( ц ^ - 1 ) ;

4o. ■■j-~dx =  j - y -  = l n [ x | + C  (х ф О);

5°- J r l ^ i - агс‘ 8 х  +  С;

6°‘ ¡ ñ h ,lx ~ ¡ v ^  = a,cs'm x + a

7o. [ a ‘ d x =  ^ -  +  C;
J  l n a

8o. js in  xdx =  — eos x +  C;

9°. Jcos xdx =  sin x -f C;

10°. Г-7—  dx =  Г-Г7-- = — ctgx +  C;J  sin 2x J  s in 2 x

11°. Г—i— dx =  (*■■ dx — tg x  -f  C;
J  cos2x J  eos2*



12°. Jsh  д; rfjc =  ch дс +  С;

13°. ^chxdx  =  shx  +  C;

14°. cthx +  C;J  sha x
15°. = t h x  +  C.J  ch® x
Бу 1° — 15°-интеграллар кис^ача жадвал интеграллари деб 

^ам айтилади.
Ю^оридаги 4°- формуланинг тугрилигини текширишда х >  0 ва 

х <  0 булган ^олларни ало.\ида-ало>;ида куриш лозим. х > 0 бул-
ганда In | х | =  In х  булиб, (In х)' =  —  булади. х <  0 булганда 1п|л:| =

=  In (— х) булиб, (In (— х))'= -I- (—1) =  —  булади. 4°- формула эса

бу икки зрлни бирлаштиради.
Келтирилган жадвал ва (8.4), (8.7) формулалар билан ифодалан- 

ган ^оидалар турли функцияларни интеграллаш имконнни беради. 
Мис ол .  Ушбу f ( l  -г  У х  )2¿х  интегрални ^исобланг.
Бу интегрални .\исоблаш учун аввал (8.4), (8.7) формулаларни, 

сунгра жадвални цулланамиз:

j ( l  -hV x)~ dx  =  f(l +  +  x)dx== J l  dx +

_L —

-1-2 f *  d x +  \xdx =  x + —  x +  —  -+-C. 
j  J  3 2

Ингегралларни х;исоблаш учун (8.4) 'ва (8.7) формулалар билан 
ифодаланган коидаларнинг узи етарли [эмас. Биз келгусида баъзи 
интеграллаш усуллари билан танишамиз.

2 -§ . Интеграллаш усуллари

Ушбу параграфда узгарувчиларни алмаштириб интеграллаш ва 
булаклаб интеграллаш усуллари билан танишамиз.

1. У з г а р у в ч и л а р н и  а л м а ш т и р и б  и н т е г р а л л а ш  у с у -  
ли.  Функцияларнинг интегралларини хисоблашда узгарувчиларни 
алмаштириб интеграллаш усули кенг ^улланилади.

Ушбу \f(x)dx аникмас интегрални хисоблаш талаб этилган бул- 
син. Бунда f{x) функция бирор X  =  (а, Ь) интервалда аншуган- 
ган ва

f(x)^=4>(g(x))g'(x) (8.10)
куринишда ёзилиши мумкин дейлик.

Агар ф (t) функция Т =  (/,, /2) интервалда бошлангич функция 
Ф(() га эга булиб, g(х) функция Х  — (а, Ь) интервалда (бунд» 
g(x)czT) дифференциалланувчи булса, у  холда



J  / (x) dx = J<p (g(x)) g' (x) dx =  <P(g (x)) +  C (8 .11)

, формула уринли.
Бу тасдикни исботлаш учун Ф(м(х)) функция ф (g(x)) g ’ (х) функ

ция учун бошлаинич эканини курсатиш етарли Да кика тан, <P(g(x))' —
— Ф' (g(x))g‘(x) =  <p(g (х)) g' (х). Тасд1щ исбот булди. Бу тасдивдан 
куринадики, J  / (х) dx ни хисоблаш t =  g (х) алмаштириш ёрдамида 
|’ ф (í)dt ни хисоблашга келтирилади.

Одатда интегрални бундай усул билан хисоблаш узгарувчини 
алмаштириш усули билан интеграллаш деб аталади.

Узгарувчиларни алмаштириш усулининг му^им томони узгарув- 
чиларни жуда куп усул билан алмаштириш имконияти булган хол- 
да улар ичидан интегрални содда ва ^исоблаш учун кулай холга 
келтирадиганини танлаб олишдан иборат.

Í xcíx—— (а — const) ни хисобланг. Берилган ин- 
дг2-~й2

тегралда узгарувчи х ни х2 -f a- =  t каби алмаштирамиз. Бунда 2xdx— 
~  dt булиб, ((8.10) ва (8.11 ларга каран г)

=  T Í f = T lnl/l +  c = T ln(x2-i- а^ +  С бУладн-
2. j  ecosx - sin xdx ни хисобланг. Бу интегралда cosa: -— t алмаш

тириш бажарамиз. Натижада — sin xdx =  dt булиб,

j  ecos * • sin xdx =  — f e' dt =  — ё  +  С =  — ecos x +  C булади.

2. Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  у с у л и .  Икни и = и (х ) ва v =
— v(x) функция (а, Ь) интервалда ,узлуксиз и'(х) ва v'(x) хосила- 
ларга эга булсин. Маълумки, (6- бобнинг 4- § га каран г)

d [и (х) ■ V (х) ] = и (х)d v(х) +  v(x) du (х).
Бу тенгликдан

и (х) dv (х) — d [и (х) • V (*)] — V (х) ■ du (х). (8 .12)
Энди (8.12) тенгликни интеграллаб топамиз:

[ Ф ) dv (х)= j  [d (и (х) ■ V (х)) — V (х) ■ du (*)] =  и (х) ■ v (х) —

—| V (х) du (х).
Шундай килиб, куйидаги

j  и (х) dv =  и(х) v\(x) — \v (x)du (8 .13)

формулага келамиз. Бу (8.13) формула булаклаб интеграллаш фор
му ласи дейилади. У u(x)dv ни интеграллашни v(x)du ни интеграл- 
лашга олиб келади.

Булаклаб интеграллаш формуласидан фойдаланиш учун интеграл 
остидаги ифодани и(х) хамда dv лар купайтмаси куринишида ёзиб 
олинади, бунда албатта dv хамда v(x)du ифодаларнинг интегралла- 
рини осон хисобла на олиниши лозимлигини эътиборда тутиш керак.



М и с о л л а р .  1. J хех dx ни ^исобланг.
Бу интегралда и — х, d v  — exdx деб оламиз. У холда du = dx, 

v =  \ех dx = ex булиб, (8.13) формулага мувофи^

J  хе dx =  хех — j  e*dx.

Дем ак,

j  хек dx — хех— J  ехdx — хех— ех + С = е х (х — 1) +  С.

2. íjlnxdx ни хисобланг.
Интеграл остидаги In хdx ифодани и= \пх ,  dv  — dx лар купайт- 

маси деб оламиз. У ^овда du =  — dx, v — x булади. Булаклаб ин-
X

теграллаш формуласидан фойдаланиб топамиз:

| In xdx = х In х —  ̂х • —  dx = х In х — х +  С =  х In - —ЬС.

3. Ушбу
/ =  j* еах cos bx dx

интегрални ^арайлик, бунда а, Ъ лар узгармас сонлар ва а2 +  Ь2фО. 
Бу интегралда и =  еах, d v  =  eos bxdx деб олсак, унда

du  —а е ах dx, v  =  j" cos bx dx =  —^  

булади ва булаклаб интеграллаиг формуласидан фойдалансак,

I  — —  еах sin bx— —  í  еш sin bxdx (8.14)
b b j

экани келиб чи^ади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални
яна булаклаб интеграллаймиз: и = е ах, dv  =  sin bxdx деб олсак, у
холда du — аеах dx, v  = ----- — cos bx булади. (8.13) форму ладан фой-

ь
даланиб топамиз:

f eaxs i n bxdx=  — — eaxcos b x + — Г е ах cos  bxdx. (8.15) 
J Ь b J

(8.14) ва (8.15) тенгликлардан

/ =  —  е  0JCsin bx +  —  • — е lx cos bx — — í e axcos bxdx 
b b b b* j

булиши келиб чицади.
Шундай цилиб, берилган / = j  еах cos bx dx ни топиш учун цуйи- 

даги

/ =  —  е ах sin bx-\- — еах cos bx— — I + С' b b* b2
тенгламага келамиз. Бу тенгламадан эса



булади. Демак,
Г t. j а cos 6д.‘+ ft sin ft* ах , ^\ е cos охах = ----------- 1------------ е +  С.
J а2 + 62

í/x
~  +  а̂п ( « =  1, 2, . . .  , а =  const) ни хисобланг. 

Бу интегралда и =  ■ * , du = dx деб олсак, унда
(ДГ *7- О )

, 2 nxdxаи = --------------- — —, и — х
( Х 2 +  0 2 ) " + 1

булади. (8.13) формуладан фойдаланиб топамиз:

/п =  (xi+ai)n + 2 п \ (x2+ a2)"+i dx- (8 1 6 )

Бу тенгликнинг унг томонидаги \ --------—— п— dx ни
j  (х2 4- а2)

Г ______ í ! ______ _  l' __________dx 2 г* dx
J  (*2+ а 2)п+1 J  (**+ а*)"  й  J  (*2 + a 2)n+ '

куринишда ёзсак, унда (8.16) муносабат ушбу

+  2п-1„ — 2 na2 1П — (*2 + а1)П п "+1
куринишни олади. Кейинги тенгликдан эса ^уйидаги

/  ̂ . ____£____  I 2п 1 1 . /о 17\
"+ ‘ 2  na2 (х* +  а2)п +  2  п ' а 2 п  ̂ *

рекуррент формула келиб чикади.
Равшанки, п =  1 булганда

d ( ±
i  (  dx 1 [ [ а  1 , х  , „
h =  \ , . =  —  I ------------------  —  a rc tg ------ h С

J  x2-¡- a 2 a  J  i  ̂ j 2 й a

булади.
n >  2 булганда мос In интеграллар (8.17) рекуррент формула 

ёрдамида топилади. Масалан:

_  Г dx___________ 1_ * , я  _
.J (х* +  а2)* ~  2 а 2 л;2 + а 2 ^  2 а 2 1 _

- ■ ¿ ■ • íi b + - ¿ _ a r c t g f + c '



Ушбу параграфда рационал функцияларни интеграллаш билан 
шугулланамиз. Бунинг учун аввал алгебра курсидан биз учун зарур 
булган маълумотларни келтирамиз.

1. К у п х а д в а у  н н н г и л д и з л а р и х а к и д а. Бирэр

Р (х) — а0 - f  atx +  а2х2 +  . . . +  ап хп (8.18)
кущ ад берилган булсин, бунда ад, а,, а2, . . . , ап — узгармас ха- 
ци^ий сонлар, ап ф  0, ti£N эса купхаднинг даражаси.

Маълумки, бирор a£R сон учун Р(а) =  0 булса, а  сон Р(х) куп
хаднинг илдизи деб аталади. У холда Безу теоремасига кура Р{х) 
купхад х — а  га колдиксиз булиниб, у куйидаги

Р(х) =  (х — а) Q(x)
куринишда ифодаланади, бунда Q (х)— (п — 1)-даражали купхад.

Агар (8.18) купхад (л: — а )к (к£М) га колдиксиз булинса, а  сон 
(8.18) купхаднинг к каррали илдизи булади. Бу холда Р(х) куп- 
хадни ушбу

Р (х) =  (х — а)к R (х) 
куринишда ифодалаш мумкин, бунда R (x)— (п — к)- даражали куп- 
W .

Агар /i =  cc +  i'ß комплекс сон Р(х) купхаднинг илдизи булса, 
у  холда h =  а  — iß комплекс сон хам бу купхаднинг илдизи бу- 
лади^ Шунингдак, h =-- а  +  tß сон Р(х) нинг k каррали илдизи бул
са, h =  a  — tß сон хам бу купхаднинг к каррали илдизи булади.

Демак, Р(х) купхад h =  а  +  tß комплекс илдизга _эга булганда 
унинг ифодасида (х — h) купайтувчи билан бирга х —h купайтув- 
чи хам катнашади. Бундай холда Р(х) купхаднинг ифодасида 
куйидаги

(л; — h){x — h ) =  [х — (а -j- iß)] [л: — (а — /ß)]=
= х2 — 2а х +  а 2 +  ß2 = х2 +  рх +  q (р == — 2а, q =  а 2 -j- ß2)

квадрат учхад купайтувчи булиб колади.
Фараз килайлик,

Р (х) — а0 -f- — апх- ап хп
купхад берилган булиб, а 3, а2, , a k лар унинг мос равишда 
Я2, . . . , Kk каррали хакикий илдизлари, ht, h„, . . ., hs (h- =  +  it ., 
/=  1, 2, . . . , s) лар эса купхаднинг мос равишда Vn уг, . . .  ,ys 
каррали комплекс илдизлари булсин. Бу купхадни унинг илдизла- 
рига кура купайтувчиларга ажратиш хакидаги ушбу теоремани ис- 
ботсиз келтирамиз.

1- т е о р е м а .  Хар кандай п- даражали
Р  (х) =  а0 +  аух +  а2х2 +  . . . +  ап хп



ку/цад (а0, а1г аг, . . . , ап— узгармас \акикий сонлар, ап =£0), ушбу

Р(х)= (х — а^Ч х — а 2)%> . . . (х — ак ) ** (х2 +  р ^ +

-г Я1)У'(х2 +  ftX-l-<7«)V, ■ ■ ■ {х2 +  р$X +  д5 ) 75

куринишда ифодаланади, бунда
К +  К  +  • • ■ + К  +  2 (у! -г  Уз +  • • • +  у 5) = п

булиб, х2 +  р(х +  ^  =  0 (/ = 1, 2, . . . , $) тенгламалар хакикий 
илдизга эга эмас.

2. С о д д а  к а с р л а р .  Т у г р и  к а с р л а р н и  с о д д а  к а с р л а р  
о р ц а л и  и фо д а л а ш.  Ушбу

А Й* С
------------------------------------ , т = 1 , 2 ,  . . .  (8.19)

(л: — а)т  (х'г +  рх - г

куринишдаги касрлар содда касрлар деб аталади, бунда А, В, С 
хамда а, р, ц лар узгаРмас сонлар, -V2 4- рх +   ̂ квадрат учхад эса 
хакикий илдизга эга эмас.

Маълумки, куйидаги

Р (х) =  а0 -+- ахх +  агхг апхп
ва

<2 (х) = Ь0 4- Ь̂ х +  Ь2х2 4~
купхадларнинг (а0, аи . . .  , ап, Ьп, Ьи . . . , Ьу — узгармас сонлар, 
п£Ы, нисбати

Р(х) ао-г  а х х +  а2х =+ • • - + а п хп

<2 (х) Ьа-\- ЬгХг Ьч хч

каср рационал функция дейилади, п < V булганда эса у тугри каср 
деб аталади.

Хар кандай тугри каср (8.19) содда касрлар ор^али ифодалана
ди. Буни исботлашдан аввал иккита лемманн келтирамиз.

Р (х)1-л е м м а .  Агар тугри каср махражидаги С) (х) купхад
ушбу

(2 (х) = (х — а)'" (х) ( т  $ /V)
куринишда булиб, (}1(х) купхад эса х — а  га булинмаса, у холда 
берилган тугри каср куйидаги

Р ( х )  _  А ш +  Лт - 1  +  А1 р ^ х )  _

(¿(х) (х — а)т  (X— <х)т ~ 1 1 ’ х — а  Q1. (лг)

куринишда ифодаланиши мумкин, бунда А и Аг, , Ат  — узгар
мас хакикий сонлар, Р1 (х) — купхад.

Р  (X)И с бот.  — тугри касрни куйидаги куринишда ёзиб оламиз.
Ч (,*)



Р(х) Р(х) Ат  Р  (х) — Am . Q 1 (х)
_____ is : ------------  -------  —: —„_______ J -  __________________ t /О ОЛ\
Q (*) (x — a )m Q1 (x) (x — a)m ' (x — a)m • Qx(x)

Равшанки, (8.20) муносабатдаги R(x) — Ain • (x) айирма Am сонга 
богдик. Бу сонни шундай танлаб оламизки, натижада Р(х) — 
—Ат ■ Qi(x) купхад х — а  га булинсин. Бунинг учун

Р (а ) ~
тенглик урин ли булиши керак. Демак,

т Qi («)
деб олинса, у ^олда Р (х) — Ат  ■ Qx (х) купхад х — а  га булинади. 
Шундай ^илиб,

р (х)— Am-Qi(x) =  (x — а)-Рт (х) (8-21)
булади, бунда Рт  (х)— купхад.

Натижада (8.20) муносабат цуйидаги
Р ( х )  =  А т  , Рт (х)

Q (*) (х — а)т  (х — а ) т ~ 1 • Qj (х) 

куринишга келади, бунда Ат  сон ю^оридагидек ани^ланган.
Энди

Р т (* )  Ат - 1 +  Р т  W —  Am -\ - Q i ( x )

(8.22}

{х — a )m—1 Qi (х) (х — а)т 1 (х — а)т  1 • Qx(x)

тенгликнинг унг томонидаги Лт _, сонни шундай танлаб оламизки, 
Рт (х) — Лm_j -Qi(x) купхад л: — а  га булинсин. Бунинг учун

Pm ( * ) -A m- f Q  i ( « ) - 0
тенглик уринли булиши керак. Демак,

Л = (а)
т “ 1 ОГЙ

деб олинса, у  з^олда Рт  (х) — Ат _ х QL (х) купхад х — а  га булинади. 
Шундай килиб,

Рт  (*) -  Ат - 1  ■ Qi (*) « ( * - « )  Рт _, {X) (8.23)
булади, бунда Р т _ , (х) — купхад.

(8.22) ва (8.23) муносабатлардан топамиз:

Í¥ L  =  - А*____j______^= 1_____ j______________. (8 24ч
Q M  (х — « ) т  (ж— a)m_1 (х — a )”1-2 Q1 (х)

Ху л л и шунга ухшаш з̂ ар гал касрни ифодаловчи тенгликнинг



А-унг томонидаги охирги хадидан, ю^оридагидек ----- -—г цисмини
(дс— <х)‘

ажратиб топамиз:

Рот~ ' ^  Ат -2  | Рт - 2 (X)

(*  ~  “Г -2  <31 м  (* -  а)т~2 (X -  а )т~ 3 <3! (*) , ( 8 ' 2 5 )
ва х. к.

— =  _ А _  . /о о«ч
(д: — ех) б?! (дг) (л: — а )  С?х (лг)

(8.24), (8.25), (8.26) тенгликлардан

р  М  _  А п - 1  4  /4‘  ^

< 2М  (дг —  а р  (* — а)т - 1  *  —  а  СМ *)

булиши келиб чи^ади. 1-лемма исбот булди.
Р (х)2 - л е м  ма.  Агар ——  тутри каср махражидаги (¿(х) купхад
V (Я)

<3 (х) = (х2 +  рх q)n • (х)
куринишга эга булиб (л:2 +  рх +  д квадрат уч^ад ха^икий илдизга 
эга эмас), (2г (х) купхад х2 ■+ рх 4-  ̂ га булинмаса, у ^олда берил- 
ган тугри каср цуйидаги куринишда ифодаланиши мумкин:

__ В п  х  +  Сп  Д п- 1* +  С п - 1 ____  .

С  М  (^2 +  рд; +  9)" (Хг 4 . р х  +

+  ^  . 1 .  р1 (*) 
д:2 + рх +   ̂ (*)

бунда А1, В2, . . . , Вп, С,, С2, . . . , Сп — узгармас сонлар, (х) — 
купхад.

Р (я)
И с бот.  турри касрни куйидагича ёзиб оламиз:

Р(*> . .  Дя ^ + С я , Р ( х ) - ( В ^ + С „ ) - ( ? 1 (х)
С (*) (** рх 4 . ,)« {х) {Х2 + рх + 7)п "г  (д.„ + рх + ч)„ ' ̂  (х)
Бу тенгликдаги

р  (*) ~  (в пх +  с п)' (х) (8.27)
купхад Вп ва Сп сонларга боглиц. Энди Вп ва Сп сонларни шундай 
танлаб олиш мумкинлигини курсатамизки, натижада (8 27) купхад 
хг +  р х лг д га булинсин.

Аввало Р(х) ва купхадларнинг хар бирини х2 +  рх +  а
квадрат учхадга булиб оламиз:

Р(х) — ^  (х) -Ь °1Х +
хг +  рх +  <7 х2 +  рх -\- 9

-------------------- ---- ^  +  _ а 2х + Ь 2___
хг + р х + д  хг + р х + д

(8 .28)



бунда R(x) ва S (x )—- купхадлар.
У холда

P ( x ) ~ ( B n x + C n )Q 1 (X )  Р(х) (Б Х +  С )  Q(x) __
ха -f- рх - г  q X2 - f  рх - г  q п ‘ п x2Jr  рх-\- q

сu x - r b , — (В„ х~\- С„ ) (а2х +  é¡¡)
= R (X ) -  (Впх  +  Сп) S  (X ) +  -i------ ._ у  Г  в

=  R (х) — (Впх +  Сп) S  (х) +  Вп ■ а2 +
(û i +  Вп ра2-\- Сп а2— Вп b2) х +  Вп <7 *a2+ 6 i  — С„ Ь2

X2 +  рх +  q

булади. Бу тенгликдан куринадики, Р(х) — (Впх +  Cn)-Q1 (x) д  
X +  рх +  q га булиниши учун х нинг барча кийматларида

(flj +  Впр ■ а2 — Cna2 — Bnb¿ X Bn-q-a2 Jr bí — Cnb2 = 0,

яъни
jB „ .(«v - b j - Ç A  +  « , =  ° .  ( 8 . 2 9 )

(ß„'<№ — С Д + » ,  = <>
булиши керак.

Вп ва Сп ларга нисбатан (8.29) системанинг детерминанти

D . ü2p b2 cl2 
a2q —  b2

булади. Буни исботлаймцз. Тескарисини фараз килайлик, яъни
D = — b2 (a2p — b2) +  a22-q =  0 (8.30)

булсин. Агар а2 == 0 булса, унда Ъ2 =  0 булиб, натижада (8.28) дан 
Qi (х) куп^ад X2 +  рх +  q га булиниши келиб чицади. Бу эса (х) 
купхад X2 +  рх +  q га булинмайди деб олинишига зиддир. Демак. 
а2 Ф 0. Бу холда (8.30) тенглама ушбу

—У +  Р • ( -  — ) +  <7 =  0а-г} \ а2 !

куринишга эга булиб, — — ха^икий сон х2 +  рх +  q — 0 } тенгла-
°2

манинг илдизи булишини курамиз. Бу эса х2 +  рх +  q квадрат уч- 
Хад ха^и^ий илдизга эга булмасин деб олинишига зиддир. Демак, 
(8.29) системанинг детерминанти нолдан фарцли.

Модомики, (8.29) системанинг детерминанти нолдан фархли экан, 
у  холда бу системадан ягона Вп ва Сп сонлар топилади. Бу сон- 
ларни (8.27) га к;уйсак, натижада P(x) — (Bnx +  Cn)Ql (x) куп-

Р  (х )
Хад X2 +  рх +  q га б\^линиб, ------ каср эса ушбу

Р ( Х ) ____________ Р(х) Пп х + С п

Q W  (*• - f  р х +  q f  Ql (X) (х3 +  px-h q f



, Рп (*)
(х 2 -Ь рх +  Ч)п~ 1 • с?г (х) 

куринишга келади, бунда Рп (х) — купхад.
Худди шу йул билан

Рп(х) ВП—1Х~̂~ Сп—1

(8.31)

(*2 -и рх _1_ ,)«-». (21{Х) (Х2 +  рх фП- 1

, Рп- !<*) '
(х2 4- рх Л- о)п~'2 . (¿1 (Х)

Рп—1 (х) ^п—2х Н" С„_

■ +

(х* +  рх +  д )" -2- <?1 (X) (X* -  рх +  9 ) " ~ 2 +  

^„-2 (*)
(х2+рх+^)'г- 3.(?1 (X)

ва х. к.

(8.32)

(8.33)

(8.34)
РАх)  =  Вхх  +  С1 Р 1 (х)

(X2 рх +  (?) <?1(х) Л-2 4 - рх  — <7 (?! (х) 

булиши топилади.
(8.31), (8.32), (8.33), (8.34) тенгликлардан эса

Р{х) Вп х-\- Сп | В я_ , х + С „ _ , [

С (*) (х2  -{- рх -!- 9 )П (х 2 +  р х  +  ¡г) " “ 1

-¡- -¡- ^1Х (~’1 -I- >̂1
х 2 +  р х  +  ?  ' (х)

булиши келиб чикади. 2- лемма исбот булди.
2-т е о р е м а .  Хар цандай тугри каср содда каср.гар йигиндиси 

ор^али ифодаланади.
Р  (х)

Исбот .  ■ турри каср булсин. С1 (х) эса п-даражали купхад 
булиб,

<3 (х) =  (л; — ос,У'1 • (х — а 2)п' . . .  (д; — ос*)"* • (х2 -г /^х +

+  ^ Г '  (*2 +  Рг* +  Ц$Пг . . . (х- +  р х̂ +  <7(.)т£
булсин, бунда

п1 +  л2 ~г • • • + « ¿  +  2 ( т х +  т 2 +  . . . т т , - ) = п
булиб, Х' +  рр +  д. (/= 1, 2, . . .  , I) квадрат учхадлар ха^и^ий 
илдизга эга эмас.

Р(х) „ Р(х)——— турри касрни куиидаги —- -  =
<2 М  (}(х)

Р ( х )

( х -  «!)"*.(* —а2)п« . . . (х -а *  )"* -(х2+ Р1Х + 91)Ш‘ . . . (**+ ргх+ <7£) т <



куринишда ёзиб, бу тенгликнинг унг томонига 1-леммани бир неча 
марта (пх +  п2 +  . . .  +, nk марта) кулланиб топамиз:

PW Ар  Л<!> , Л 1»------- -----------------пХ | —1 1 J  1 I
Q M  (х — oCjJ"1 (х — cci)n,—1 Г x — a x

Ai2> 4 2>_, Af>
+  - ------b • • ■ ~h — + . . . - ( -

(x — a 2f ‘ (x —  a 2)" s 1
A(k) A(k)

, nk , k—1 , ,

+  +  - ( , - - , 7 ^  +  • ■ • +

AV P A *)

+  t ^ г г  +  Ш ’ (8-35)
бунда

Qx (x) = (x3 +  ptx +  ^1)m‘ (x2 -f ■ ДО +  <7*Г’ • • • (x2 +  PiX +  q p  .

Бу муносабатдаги узгармас Л(11) . . . сонлар 1-леммани ис-
ботлаш жараёнида унда ^атнашган узгармасларни хисоблаганимиз- 
дек топилади.

Р (х)Энди -1- - касрга 2- леммани бир неча марта кулланиб топамиз: 
Qi М

Р г ( х ) _________________________ Pi(x)_____________________________________

Qi (*) (*2 + PiX +  <7i)m‘ (х2 + р2х + q2)n‘2 ■ • . (х2 -f- Pi x -j- qi )mt
+£#;_, г'/^ + с'/)

— +  г г — — . - \m.~ г  +  • • • +  :-------- 1-(x2 +  PiX +  qi)m‘ (x2 +  ptx  +  ql )m' 1 ' x 2 +  plX +  9 l

jff>* + cg> Bg-,x+C<g_,
(ж +  p 2x  "Ь <?г)т ’  (* 2+  P2*  +  <7г)m 1

ßf>*+C<2> ß,(‘ »x + C^.__j_ 1 1 _j_ _ _l_ ml ml _l_
x2 +  p2x +  <72 (*2 +  p (- x  -}~ У

+ , . , +  4 W .  (8, 6)
(** +  Pi x +  q i)mi x2 - f  p ;  x  +  qt

Бу тенгликдаги узгармас ß<11), C<11), . . . , B(l̂ . , C1̂ . сонлар
2- леммани исботлаш жараёнида узгармасларни ^исоблаганимиздек то
пилади.

(8.35) ва (8.36) муносабатлардан теореманинг исботи келиб чща-
ди.

Ю^орида исботланган теоремадаги узгармас сонларни бош^ача — 
номаълум коэффициентлар усули деб аталган усул билан хам то-

р  (х\пиш мумкин. Бунда турри каср номаълум коэффициентлари
Q (ж)



булган содда касрларга ёйилиб, сунг тенгликнинг унг томонидаги 
содда касрлар йигандиси у мумий махражга келтирилади.

Натижада
Р(х)  _  1Щ _
<2 (*) <1 (X)

тенглик хосил булади ва ундан барча х лар учун уринли булган
Р(х) =  Я(х)

тенглик келиб чикади. Бу тенгликнинг ^ар икки томонидаги л: нинг 
бир хил даражалари олдида турган коэффициентларни тенглашти- 
риб, номаълум коэффициентларни топиш учун тенгламалар системаси 
Хосил ^илинади.

2 х_1
Мисол.  “2_ 5 ^ 6 тугри касрни содда касрларга ажратинг.
Бу касрнинг махражи х2 — 5 л:-)- 6 =  (л; — 3) (х — 2) булгани учун 

теорема га кура
>2 х — 1 А В

х 2 — 5 * + 6  х — 3 х  — 2

булади. Уни
2 * ~  1 . А В =  А (х — 2) +  В (х — 3)

хг — 5 х +  6  х — 3 х — 2 (х — 3) (х — 2)

куринишда ёзиб, ушбу
2 х — I = А (х  — 2) +  В (х — 3) ёки 2 х — 1 =  (А +  В)х — (2А +  3 5 )
тенгликка кедамиз. Икки купхаднинг тенглигидан фойдаланиб, А ва 
В ларга нисбатан ушбу

1А +  В =  2 о7\
|2 Л +  ЗВ =  1

системага келамиз. (8.37) дан А =  5, В =  — 3 булади. Шундай ци- 
либ, берилган турри каср содда касрлар ор^али ^уйидагича ифода- 
ланади:

2 х — 1 5 — 3
х2 — 5 д: +  6  х — 3 х  — 2

3. С о д д а  к а с р л а р н и  и н т е г р а л л а ш .  Содда касрларнинг 
ани^мас интегралларини хисоблаймиз.

1 • х_ а содда касрнинг ани^мас интеграли:

\ - * - Лх =  А № £ ^ _ = л 1 п | * _ а | + С ;
J  х  — а J  л: — а  1 1

2°• (х_ а т̂ (т  >  0  содда касрнинг ани^мас интеграли ^ам тез 
хисобланади:

I ^  ^  |  -  л  1  ^  ^ - а> =



1 — т  (х — а)
37Г +  С.т - 1

3°. — Вх + С— содда касрнинг интеграли / = Г -  
х2 +  рх +  а ,! х

Вх +  С ■ Ах
> +  рх +  д "  ' 1 ‘ ,) х1 + р х  +  д

ни хисоблаш учун аввал касрнинг махражида турган х2 +  рх +  д 
квадрат учхадни ушбу

я 2 4- рх 4- д — [х -г -2-) +  д- р

куринишда ёзиб оламиз. У холда

- У

Вх +  С 
х 2 +  рх +  д

Ах ■
Вх +  С

2 !) + •
■йх

' 0  ̂ Vбулади, бунда а2 =  д ---- . Бу интегралда х +  — =  ̂алмаштириш

бажарамиз:
г.

‘ = в ) 12 +  а2 ^ 2 \ С- + а2
В Гй((2 + а 2)— Г л У'

~  2 Г- +

+  [С

. Вр\  1 ь в
+  (С — г )  - Т агс^ 7  +  С* =  Т 1п

. 2 С — Вр

I2 4- а2 4 -

: а п ^ .

х- + р х  +  д

4 -  С*

4 -

Демак,

ь

■ у , - *  | ,

Вх +  С
2 +  рх +  д

(2 С — Вр) 

V  4 ? - р *  =

Ах =  — 1п 
2

х 2 4 -  рх 4 -  Я

. .  , Р
агс tg

К « - - ?

4 -

С*,

бунда С* — ихтиёрий узгармас.
4°. В х + С — ( т  >  1) содда касрнинг интеграли / = 

(д:24-рд:4-?)г*
__ г* —( В х +  ?)__?  ни ^исоблаш учун 3°- холдагидек узгарувчини ал- 

J  ( х * + р х +  д)т

маштирамиз: — Натижада ^уйидагига эга буламиз:



Бу муносабатдаги Г—.А1 интеграл ушбу бобнинг 2-§ида келти-
^ ц-  +  о2)

рилган интеграл булиб, у  рекуррент формула оркали хисобланади.
4. Р а ц и о н а л  ф у н к ц и я л а р н и и н т е г р а л л а ш .  /(х) рацио- 

нал функция булиб, унинг интегралини хисоблаш талаб этилсин.
Маълумкн, рационал функция иккита Р (х) ва (х) — бутун ра

ционал функциялар нисбатидан иборат, яъни

<2<х)

Агар нотугри каср (суратидаги купхаднинг даражаси мах-
V К*)

раждаги куп^аднинг даражасидан катта) булса, унинг бутун к;ис- 
мини ажратиб, бутун рационал функция хамда тугри каср йигинди- 
си куринишида цуйидагича ифодалаб олинади:

<?(*) СМ
У холда

11 Шх=̂ “х=̂ (х)“х+^тй‘1х : ( 8 ' 3 8 )

булади.
(8.38) муносабатдаги [ (х) йх интеграл бутун рационал функ

ция (кугцад) нинг интеграли булиб, у  осон хисобланади.
Демак, нотугри касрни интеграллаш тугри касрни интеграллаш- 

га келади. Тугри касрни интеграллаш учун аввал бу касрни говори
ла исбот этилган теоремадан фойдаланиб содда касрлар оркали ифо
далаб олинади, сунгра уларни 3-бандда курсатилганидек интеграл- 
ланади.

Мисол .  Г ——— ни хисобланг.
Д дс*— 1

Интеграл остидаги —— - касрни содда касрларга ажратамиз:

1 _ 1 __ Л | В Сх 1) 
х4 — 1 ~~ ( х —  1 ) ( х +  1) (х »  +  1 ) “  X — 1 (х +  1) * 2 + 1  

Бу тенгликни к;уйидагича ёзиб оламиз:



*4- 1  (лс-1) (*+1)(х*+1)
У холда

1 = А ( х +  1) • ( * * + 1) + В ( х — \)(х2 +  1) +  (Сх +  0)(х2 — I), 
яъни

1 =  (А +  В +  С) х3 +  (А — В +  О) х2 +  (А +  В — С) х +
-+- {А —В — О) 

булади. Натижада А, В, С, О ларни топиш учун

А +  В +  С -= О,
Л — В +  £> =  О,
А + В  — С =  0,
А —В — И — 1

системага келамиз. Бу системани ечиб,

Л =  — , В *=------  , С = О, В =  — —
4 4 2

булишини топамиз. Демак,
1 1 1  1 1  1 1

булиб,
* 4 — 1 4 X — 1 4 х +  1 2 * * + 1

Г* йх _  Г а* ____1_ Г й х ____I  Г Лх
3 х4  — I ~  4 )  ' х — I 4 ,) *  +  1 2 )

=  — 1п '*
1*+1

х * +  1

агс tg х +  С.

4 -§ . Баъзи иррационал функцияларни интеграллаш

Ушбу параграфда баъзи бир иррационал функцияларни интеграл
лаш билан шугулланамиз. Аввало икки узгарувчининг рационал 
функцияси тушунчаси билан танишамиз.

Икки и ва V узгарувчи берилган булиб, бу узгарувчилар ёрда- 
мида

и V1 (г ■--= 0,  1, 2 , . . . , /  =  О, 1 , 2 , . . . )  
купайтмаларни тузамиз. Бу купайтмалардан тузилган ушбу 

Р{и, V) =  а00 +  а10и +  а01 V +  а20и2 +  а1Лио+  ам1>2 +

+  . . . +  ап0ип +  а(п_ ц хи ~ 1 • ! ) + . . .  +  а, (п_ 1)иип~1 +  а0/
функция и Еа V узгарувчиларнинг кущади деб аталади, бунда а00, 
а10, а01, . . . , ап0, . . . , а0п — узгармас ^аци^ий сонлар (коэффи
циент лар).

Р (и, V) хамда 0, (и, V) лар и ва V узгарувчиларнинг купх^длари



булсин. Ушбу (Q (и, v) ф  0) нисбат и ва v узгарувчиларнинг

рационал функцияси деб аталади ва у R (и, v) ор^али белгиланади:

R(u, v) =  -f  ^ , Q(u,  ü)=^0.
Q (u, v)

Энди и ва и узгарувчиларнинг хар бири уз навбатида битта х  у з 
гарувчининг

и = ф(х), 
и = т|з (х)

функциялари булсин. У х°дда (и, и) функция ср (х) ва г|;(х) функ- 
цияларнинг рационал функцияси булади. Масалан, ушбу

г ,  . x - 2 -fx* —  1+ 1
/ м  = — —

Vx + —

функция u =  y rx , v =  I x2 — 1 ларнинг рационал функциясидир, 
чунки,

п , > «2 — 2 и + 1R(u, v) = ----------.
U+ и

Хусусан, ф(х) ва ф (х) ларнинг хар бири х узгарувчининг рационал 
функциялари булса, у холда ушбу

R (и, v) = R (ф (х), ф (л:)) =  R (х)
функция шу х узгарувчининг рационал функцияси булади. у^а^и- 
катан, х узгарувчининг рационал функцияларидан иборат ф (х) ва 
ф(х) лар устида кушиш, айириш, купайтириш хамда булиш амал- 
лари бажарйлса, натижада х нинг яна рационал функцияси хосил 
булади.

1. R(x, у(х)) к у р и н и ш д а г и  ф у н к ц и я л а р н и  и н т е г р а  л- 
лаш.  Ушбу

ijR(x, y(x))dx (8.39)
интегрални карай лик, бунда R (х, у(х)) функция х ва у(х) ларнинг 
рационал функциясидир.

Агар у(х) функция х нинг рационал функцияси булса, у холда 
R(x, у (х)) хам л: узгарувчининг рационал функцияси булади вауш бу

|Д(*. У(х))йх
интеграл рационал функциянинг интегра ли булади. Бундай интеграл- 
лар 3-§ да батафсил урганилди.

Агар у(х) функция х узгарувчининг рационал функцияси бул- 
маса, у холда равшанки, R(x, у (х)) хам х узгарувчининг рационал 
функцияси булмайди. Бу холда х узгарувчини алмаштириш ёрдами- 
да R(x, у(х)) ни рационал функцияга келтириш масаласи келиб чи- 
кади. Агар биз шундай x =  q>(t) алмаштириш топсакки, натижада 
х =  Ф (0. У М  — У (ф (0) лаР t нинг рационал функциялари булса, 
(бунда х' — ф' (0 хам рационал функция булади), у холда



|#(л;, у(х ))й х= ^ Щ ф(0, У (Ф (0)-Ф '(0Л  

булиб, | /? (х, у  (х)) (¿х интегрални хисоблаш ушбу

У /?(ф  (/), у ( < р(/))ф '(0 Л

рационал функциянинг интегралини хисоблашга келтирилади.
Энди г/(х) функциянинг баъзи бир конкрет куринкшга эга бул- 

ган холларини караймиз:
1°. (8.39) интегралда

у(х) =  / аЛ + 1
V сх-\- а

булсин, бунда а, Ь, с, <1 — узгармас сонлар, я £ ¿V. Бу х;олда (8.39) 
интеграл куйидаги

.И‘•уЩК (8-40>
куринишни олади. Энди а, Ь, с, й сонлардан тузилган детерминант 
нолдан фарьуш, яъни

Д =  |“ ¿\Ф °
деб караймиз. Агар

А =  |а 5 ! с а

булса, а ва Ь сонлар, с, й сонларга пропорционал булиб,

нисбат х га боглик булмайди ва Я  ̂х, ах^  ^| функция х уз-

гарувчининг рационал функцияси булиб цоладн. Бу холда (8.40) 
интеграл 3-§ да урганилган интегралга келади. Шундай килиб, 
кейинги муло.^азаларда А ¥= 0 деймиз.

(8.40) интегралда

1 =  V*/ « + *
|/ сх-\- <1

алмаштцриш бажарамиз. Натижада
у  г а х +  Ь сип — Ь „  /А 
¿ = , X — --------- — =  ф(/),

сх - й а _  с1п

йх =  ч '(1)М ~ Ы - Ьс)-п-1П~1 <11 
(а — с1п ) 2



=  | я  I 1 т
а — Ып ! ( (а  — с/ " ) 2

куринишни олади. 
Демак, царалаётган

*(,*■ УТгН)“*
интегрални хисоблаш \-шбу Я. ( А1- ~ Ь , /') . ^ ~ ^  —  рацио-

\ а  — с/п / (а — й п ) 2 

нал функциянинг интегралини хисоблашга келади.
Ми с о л. Ушбу

Г { !  Т + Т  . л*
.] У 1 - х  1 - Х  

интегрални царайлик. Бу интегрални хисоблаш учун

•-УШ
деб оламиз. У холда

/2—1 , ММ х = ------ , ах ■
¿2 + 1 (¿2 + I)2

булиб,
йх _ Г /у/

■-г 1
булади. Натижада берилган интеграл учун топамиз:

¡У Ш  'Т^=2|Й7л = 2'-2агс,̂ + с =
=  2 1 / | И - 2 а г с 1 6 1 Д р Е 1  +  С.

» I — X У 1 — X
4 - э с л а т м а .  и1г иг............ип узгарувчилар берилган булсин-

Юкоридагига ухшаш бу узгарувчиларнинг рационал функцияси (и1 
иг, . . . , ип) тушунчаси киритилади. Фараз килайлик,

п  / I а х Ь  \'1 I ах '- Ь у*
К  х,

СХ  - р  й  I  \  СХ  - г  Л  /  \  СХ  - г  й

функция
' ах — Ь \ п / ах -!- Ь у «  / ах +  Ь УпX, г)\ С^г...(-. / \, сх-\- (I ' \ IСХ + с1 / \ СХ + й ' \ СХ + с1 I

ларнинг рационал функцияси булсин, бунда г1г г2, . . .  , гп рацио- 
нал сонлар булиб, а, Ь, с, й — узгармас сонлар ва ай — сЬ ¥= 0. 
Куйидаги

Ж 58Л  Ш * ...Ш *Ь  (8'4|)
27&



интегрални царайлик. Агар гъ г2, . . .  , гп — рационал сонларни 
умумий т  махражга келтириб, (8.41) интегралда

* _  т Г ах +  Ь 
у  сх +  с1

алмаштириш бажарилса, натижада (8.41) интегрални ^исоблаш ра
ционал функцияни интеграллашга келади.

Ми со л. Ушбу
с!х

У х ' + У 7

интегрални хисобланг. Бу интегралда / = у  х алмаштириш бажа- 
рамиз. Натижада

х =  /6, йх =  6  РсИ 
булиб, берилган интеграл учун топамиз:

Г Лх _  к Г 141 __ а Г

+  1„| ( + н ) + с = б ( ^ _ £ ^  +

+  У  х  — 1п¡ У х  +  1|) +  С = 2|Лс — З ^ х  + 6 } / х  —

— 61п |^7  +11 + с .
2°. (8.39) интегралда у — у(х) =  У ах2 +  Ьх +  с булсин, бунда 

а, Ь, с — узгармас сонлар булиб, ах2 +  Ьх +  с квадрат учхад тенг 
илдизларга эга эмас. (8.39) интеграл ^уйидаги

| Я (х, У а х г+Ьх+с) йх (а Ф 0) (8.42)

куринишни олади.
К,уйида келтириладиган учта алмаштириш ёрдамида (8.42) ин

теграл рационал функция интегралига келтирилади.
а) а > 0  булсин. Бу холда (8.42) интегралда

/ =  У а х  +  У ах2 4- Ьх+с (8.43)

(ёки 1 =  — У  а х +  У  ах2+Ьх+с) 
алмаштириш бажарамиз. (8.43) тенгликни квадратга кутарсак, 

ах2 +  Ьх +  с =  ¿2 — 2 V а х1 +  ах2

булиб, ундан

2 V  а 1+Ь (2 Vа г + 6)2
булади. Агар

У а * + Ь х + с  =



эканини эътиборга олсак, у холда (8.42) интеграл ушбу 

J R (х, V ax2 bx+c) dx =

— Г ß  I ^  c V a №-\~bt+c K a  \ 2 ( Y  a ft  4 - b t+ c  У  g) ,,
J \2Vai+b' 2Vat+b ) (2 Vât+b)*

куринишни олади. Бу тенгликнинг ÿHr томонидаги интеграл ости- 
да турган функция t ÿ3rapyB4HHHHr рационал функцияси экани рав- 
шандир.

Шундай ^илиб, (8.42) интегрални хисоблаш а >  0 булганда 
(8.43) алмаштириш ёрдамида рационал функцияни интеграллашга 
келтирилади.

б) с > 0  булсин. Бу холда (8.42) интегралда

t =  -  
X I ах~ + Ь х+ с  — V  с (8.44)

ёки t =  —
X V ax2+ b x + c  +  Y  с

алмаштириш бажарамиз. (8.44) тенгликни квадратга кутариб, 

ах2 +  bx -f с — хЧ2 +  2xt У с  +  с,
ундан

х =. 2_ £ £ r_ i i Лх_ Ц У ^ - Ь ,  +  У7а
a —t* (а — /2)2

ни топамиз, шунингдек

У а*+ Ь х+ с =
а — /2

Натижада (8.42) интеграл ^уйидагича ёзилади:

f R (х, Vax*-гbx+c) dx=  Г R ( x
J  V a  — /*

x  V  С t*—bt +  a У  с \ _ 2 { V i t *  +  b t+  V F  a 
а - П  ) '  ( a - / 2)2

Равшанки,
^ / 2  Y  с t—b _ V F t^ — b t+ a  y r \ 2 ( V c ~/2 — bt+  V c  a )

a — t"1 a — /2  / (a — /2)2

функция t }^згарувчининг рационал функциясидир. Демак, бу ^олда 
хам

j  R(x, Y a x 2+ bx+ c)dx
интегрални хисоблаш (8.44) алмаштириш натижасида рационал функ
цияни интеграллашга келтирилади.



5 - э с л а т м а .  Юкорида каралган а) ва б) холлар х = — алмаш-
г

тириш билан бири иккинчисига келади. Хакикатан хам, а > 0, б>0
булганда (8.43) алмаштириш формуласида х =  — деб олсак, унда

г

Vа - -  +  Ь— +  с =  1— у га ■ —
г2 г г

булиб, кейинги тенгликдан (8.44) алмаштириш формуласи

у гсг1 +  Ьг+а — и  — У а
келиб чикади.

в) ах2 +  Ьх-т с квадрат учхад хар хил хх ва х2 хакикий илдиз- 
ларга эга булсин. Маълумки, х1 ва х2 илдизлар оркали ах2 +  Ьх +  
+  с квадрат учхадни

ах1 4- Ьх -+- с =  а (х — хл) (х — х2)
куринишда ифодалаш мумкнн. Бу холда (8.42) интегралда ушбу

/ =  —— V  ах'--\-Ьх+с (8.45)

алмаштириш бажарамиз. Натижада ]/ а(х — х,) (х — х2) —I (х—хх) ва 
уни квадратга ошириб, а(х  — х:) ( х — х2) = I2 ( х— булишини то- 
памиз. Демак,

_ - а * 2 + ^ 2 у а х Ч Ь х Т с = =  а ^ - х , )  и
/2—а I2— а

й х = 2а^ - х̂ -<И 
( / 2 — а ) 2

булади. У холда (8.42) интеграл ушбу

| Я{х, У  ах2 ̂ -Ьх-\-с) с1х=
х х12 а  ( * !  — х2) у 2а  (х 1 — х2) / 

(/* — а)2
Г о  I— ах2 - г  х хг‘  а  (* ! — х2) 4

' ¿ - а '  1

куринишга келади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интеграл ости- 
даги функция í узгарувчининг рационал функциясидир.

Шундай килиб, бу холда (8.45) алмаштириш натижасида
§ К(х, У  ах1 -\-Ьх+с) йх интегрални хиссблгш рационал функция- 
нинг интегралини хисоблашга келади.

Одатда (8.43), (8.44) ва (8.45) алмаштиришлар Эйлер алмашти- 
ришлари деб аталади.

Ми с о л .  Г -------- .. йх — интегрални хисобланг.
J  *4  У х2 +  х-г-1

Бу интеграл учун (а — 1) Зйлернинг биринчи алмаштнришини 
((8.43) га царанг) бажарамиз:

/ =  Х +  У х 2 +  х +  1.



У холда

1 -Т- 2# 4 -9 /  Л I 9 / «1+2* ’ “ (1 + 2*)а 
булиб, берилган интеграл учун

'+  !
<(1+20*

булади. Энди

Г **_ __ _ _ о Г ^
. )*+1'Х* + *+1 ]  /(! + -

2 /*.+ /+1 2 3 3
/(1 +  20г t 1+2* (1+2*)1 

булишини эътиборга олиб, топамиз:

1 г р ? т а - г|" | ' | - | ,п 11 + а , | + т - щ г + с -
=  2 1п | л- 4- У х 2 +  х +  1 | — ~  1п | 1 +  2х +  2 V х г +  х +  1 ( +

а - 1 _________ 1 , с
- 1 +2*+21'~*2 + л+1 •

2. Б и н о м и а л  д и ф ф е р е н ц и а л л а р н и  и н т е г р а л л а ш  
Ушбу

хт (а +  Ьхп )Р йх
дифференциал ифода биномиал дифференциал деб аталади, бунда 
а , Ь узгармас сонлар, т ,  п, р — рационал сонлар.

Биномиал дифференциалларнинг

| хт {а + Ь хп',ь йх] (8.46)
интегралини караймиз.

Равшанки, бу интегрални .\ис°блаш т ,  п, р — рационал сонлар- 
га боглик. Машхур рус математиги П. Л. Чебишев курсатганки, 
(8.46) интеграл ^уйидаги учта

1) р — бутун сон,
2) ~ ~  — бутун сон,

3) +  Р — бутун сои

холдагина рационал функцияларнинг интеграли ор^али ифодалана- 
ди.

1) р бутун сон булсин. Бу холда т  ва п рационал сонлар 
(яъни касрлар) махражининг энг кичик умумий булувчисини а орка- 
ли белгилаб, (8.46) интегралда х =  С3 алмаштириш бажарилса, ин
теграл остидаги функция рационал функцияга айланиб, (8.46) ин
теграл рационал функциянинг интегралига келтирилади.

2) —------- бутун сон булсин. Аввал (8.46) интегралда
1



алмаштириш бажарамиз. Натижада (8.46) интеграл цуйидаги
т+1 _ !

. •]* хт (а +  Ьхп )р йх =  — | (а +  Ы)р  ̂ п <И (8.47)

куринишни олади. К,искалик учун

д =  ^ ± ± -  1 
п

деб белгилаймиз. Бу ^олда р — каср соннинг махражини 5 билан 
белгилаб, (8.47) интегралда

_1_

г — (а +  Ы) 8 = (а +  Ьхп ) 5
алмаштирищ бажарилса, натижада интеграл остидаги ифода рацио- 
нал функцияга айланиб, яна (8.46) интеграл рационал функция 
интегралини хисоблашга келтирилади.

3) р +  <7 — бутун сон бС/лсин. Юкоридаги (8.47) интегрални 
куйидагича ёзиб оламиз:

| (а +  Ы)р Р сИ =  | {а- ~ )  • ? +я сИ.

Агар кейинги интегралда

а + 6/\ *г =
t

алмаштириш бажарилса, (8.46) интеграл рационал функциянинг 
интегралига келади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
УТ йх

0 + 1?х  )2
интегрални ка рай лик. Бу интегрални (8.46) интеграл билан тавдос-
лаб, р =  — 2 (бутун сон) эканлигини аниклаймиз. Юкорида карал-

6 ,--
ган 1) холга кура х =  /6 (/ = у  х) алмаштириш бажариб топамиз:

Г — V *.—  ¿х =  6 Г ш.
Л а + у Т ) *

Бу тенгликнинг унг томонидаги интеграл остидаги функцияни
f¡i 1 1 

=  /4 — 2Р +  3 — 4
(1+*2)2 /2+1 (*а+1)2 

куринишда ёзиш мумкин эканини эътиборга олсак, у холда

■Л =  -  — 2 -  + Я  — 4 аг<^ * +  1
( I +/2)2 5 3  л  (*3+ 1)2

булади. Охирги интеграл шу бобнинг 2-§ида келтирилган (8.17) 
рекуррент муносабат ёрдамида осонгина хисобланади:



J  (/J+ l)2 2 /*+1 2 
Натижада цуйидагига эга буламиз:

f — 1—  dt =  - t &— - t 3 +  Zt — -  arctg t +  -  • —  +C. 
J  (1+ / 2)2 5 3 2 6  2 /*+1

6 r— .

Демак, t =  У x эканини эътиборга олиб, узил-кесил ёзамиз:

dx — ^  у хь — 4 Vх  +  18 v л: — 21 arctg у х +

2 1

+зМ ;+с-
2. j* интегрални ^исобланг.

Бу интегрални j* =  j* *(1 -f  х3 ) 2 dx куринишда ёзиб,

m =  1, п =  р — ~  ~  булишини топамиз. Бу холда =3 бу- 
о 2 ' п

либ,
2_ 1_

f =  (1 +  JC3 )*"
алмаштириш бажарамиз. Унда

2 з_ 1
1 + /  = **. х =  (/*— 1)2 ва d x = ± (t*  — \ f  -2td t

булиб, берилган интеграл учун ушбу
1  _!_

f x ( l  +  х 3) 2 dx =  3 Г ( t * - \ ) 4 2 dt =  3 -  — 6 -  +
7 5

т /  -  
+  t3 +  C, f =  V 1 + x 3

ифода топилади.

5-§. Тригонометрик функцияларни интеграллаш

Ушбу параграфда тригонометрик функцияларни интеграллаш би- 
лан шугулланамиз.

Юк;оридагидек, R (sin х, cos л:) ор^али sin х ва cos* ларнинг 
рационал функциясини белгилайлик. Бундай ифоданинг

jR (s in x , cos х) dx (8.48)
интегралини царайлик.

Агар (8.48) интегралда



t — tg -  ̂ (— я  <  x <  л) (8.49)

алмаштириш бажарилса, у холда (8.48) интеграл остидаги R (sinх, 
cos х) dx ифода t узгарувчининг рационал функциясига айланиб, 
(8.48) интегрални хисоблаш рационал функция интегралини .^исоб- 
лашга келади.

Дар^а^ицат, куйидаги
X

2  tg  — 
ё  2  2tsmx =

cosx =
I—íg 2 ~

1 + / * ’

2 1 — t*
X i +/2 

l+ t g - y

x =  2 arctg t, dx =  2dtl+<2
муносабатларни эътиборга олсак, у  холда (8.48) интеграл куйидаги

Гг . / -  w  f п/ 2t ] —fl\ \2át\ R (sin x, eos x )a x — \R  -------, -------------------J '  > J [ 1 + /2 ’ ] _t_ /2 ) 1 + /2
куринишгаХкелади. Равшанки,

R (——— ,
\ i -j- /2 1+/*

функция t узгарувчининг рационал функцияси. Демак, (8.48) инте
грални ^исоблаш рационал функция интегралини хисоблашга кела
ди.

Ми со  л. Í — ——  интегрални лисобланг.
J  з  +  sin  х

Бу интегралда / =  tg у  алмаштириш бажарамиз. Натижада то- 

памиз:
с dx
)3  +  s in  х

dt
3/2 + 2^+ i з I ^  , _i_y , _8 з 1 ^  + 1J  | Î V ^ J

= ^  arctg 3 • - ^ Д  +  С.2 S 2 7^2



Демак,

Шуни таъкидлаш лозимки, | Я (сое х, э т  х) йх интегралда / =  —

.алмаштириш универсал алмаштириш булиб, у  (8.48) интегрални ^ар 
доим рационал функция интегралига келтирса- да, купинча бу 
алмаштириш мураккаб хисоблашларга олиб келади.

Айрим холларда тригонометрик функцияларни интеграллашда 
х, ¿ = з т  х, ( -С 0 5 Х  алмаштиришлар цулай булади.

М и с о л л а р .  1. \ интегрални карайлик. Агар бу инте-
X

гралда универсал алмаштириш бажарилса, у ^олда

булади. Биро  ̂ ^аралаётган интегралда I =  {% х  алмаштириш бажа
рилса, у холда

соэ4 х

булиб, ундан

булишини топамиз.
[ со$® х йх

2- 1 ——-----интегралда  ̂=  э т  х алмаштириш бажариб топа-



9 - Б О Б  

А Н Щ  ИНТЕГРАЛ

1-§. Масалалар

Ушбу параграфда анщ интеграл тушунчасига олиб келадиган 
масалалардан баъзи бирларини келтирамиз.

1. У т и л г а н  й у л  х а ^ и д а г и  м а с а л а .  Бирор моддий ну^та 
тугри чизик буйича [/0, Т] ва^т оралигида v =  v (t) тезлик билан 
(t £ [i0, Т]) харакат килаётган булса, унинг босиб утган йули 5  ни 
топиш талаб этилсин. Равшанки, агар ну^та тезлиги узгармас (те- 
кис харакат) булса, яъни v (t) =  v0 =  const, у холДа s =  i>0 (Г — 10) 
булади. Энди v (t) —-ихтиёрий функция булсин. Бу холда масалани 
хал этиш учун [/<,, Т] вацт оралигини

t0, ty, t2, . . . , tn =  T ( * „</, < . . .  <* „ _ , <  О
нукталар ёрдамида п та булакка буламиз ва хар бир [tk, tk+l\ бу- 
лакда (сегментда) ихтиёрий %k (|А £ \tk, fe =  0,1, . . . , п — 1)
нуцта оламиз (51 -чизма).

L t  гк ___________
h Т

51- чизма.

Агар хар бир [tk, /А+1] (k =  0, 1, . . .  , п — 1) сегментда нукта- 
нинг тезлиги и =  v(t) узгармас ва v ( lk) га тенг деб олинса, у хол
да ну^танинг [tk, tk+x\ ва^т оралигида босиб утган йули ушбу

v (~k) (4+i 4)
микдор билан, унинг [/0 Т\ ва^т оралигида босиб утган йули s эса 

s «  V (|0) ( ^  tQ) +  V (I,) ( / , — /,)  +  . . .  +  V (£fe) (tk+l — tk) +

. +  + »(?„_ !)(/ „— /„_,) (9.1)
микдор билан ани^ланади. Бунда tk+i — tk — Atk(k =  0,1, . . .  , n —
— 1) деб белгиласак, ю^оридаги (9.1) ифодани кис^ача, йигинди 
белгиси 2  (сигма) ёрдамида ^уйидагича ёзиш мумкин:

s ^ v ( l k)A tk. (9. Г)
k=0

Ну^танинг [t0, Т] да босиб утган йулини ифодаловчи (9.1') фор
мула такрибийдир. Даь;ицатан, биз нуцтанинг тезлиги v =  v(t) вакт- 
нинг функцияси булса хам, уни х.ар бир [tk, /А+1] вак;т оралигида 
узгармас v (£k) деб хисобладик.

Энди Р0, Т] орали^нинг булаклари сонини шундай орттира бо-



52- чизма.

райликки, бунда хар бир оралик узунлиги Atk нолга интила бор- 
син. У э;олда

к=О
микдор биз излаётган йул мик- 
дорини тобора аникрок ифодалай 
боради, деб хисоблаш табиийдир.

2. Э г р и  ч и з 1ц  л и т ра пе -  
ц и я н и н г  юзи.  f(x ) функция 
[а, Ь] сегментда аникланган, уз- 
луксиз хамда Y  х£ [а, Ь] да 
/(х)> 0 булсин.

Ю^оридан f(x) функция гра- 
фиги, ён томонлардан х — а, 
х =  Ь вертикал чизи^лар хамда 
пастдан Ох — абсцисса уци би- 
лан чегараланган шаклни карайлик (52-чизма).

Одатда, бундай шакл эгри чизикли трапеция деб аталади. аАВЬ— 
эгри чизикли трапециянинг юзини топиш талаб этилсин.

Агар f(x) функция [а, Ь] сегментда узгармас, яъни
f{x) =  C =  const

булса, у  холда аАВЬ шакл тугри туртбурчак булиб, унинг юзи
5 = С • (Ь — а)

формула билан ани^ланади.
Агар /(х) функция учун [а, Ь] сегментда } (х )ф С =  const бу

либ, у х нинг ихтиёрий узлуксиз функцияси булса, у- ^олда аАВЬ 
шаклнинг юзини топиш учун [а, b] сегментни

О Xq, xlt х2, . . ., хп_\> хп — b (х0 <  <  . . . <  хл)

ну^талар билан п та булакка буламиз ва ^ар бир [xk, лгА+1] (k — О,
1, . . п — 1) сегментда ихтиёрий l k (НА£[л:л, хА+1]) нукта оламиз. 
^ар бир [xk, хк+х\ (к =  0, 1, 2, . . п — 1) сегментда f  (х) функция- 
ни узгармас ва уни f  (lk) га тенг килиб олсак, у  холда xk Ak Bk xA+1 
эгри чизикли трапециянинг юзи

/ (У  (*/г+1 Хк) 
га тенг булиб, аАВЬ шаклнинг юзи эса

S t t f  £ о) (*i — х0) +  / (|х) (х2 — х}) +
+  / (У  (-**+1 xk) +  • • • +  / (?„-l) (Хп ' 

микдор билан ани^ланади. Демак,

>5 «  ^  / (У  А xk,
к= о

• • +

(9.2)



бунда &хк — хк+1 — хк. Куриниб турибдики, аАВЬ эгри чизшуш тра- 
пециянинг юзини ифодаловчи (9.2) формула таедибий формуладир. 
Энди [а, Ь\ сегментнинг булаклари сонини шундай орттира борай- 
ликки, бунда хаР бир сегмент узунлиги А хк нолга интила борсин.

П— 1
У ^олда V  { (с/;) Д йившдинииг мщдори хам узгара боради. 

*=о
Равшанки, бу ми^дорлар борган сари аАВЬ эгри чизи^ли трапеция- 
нинг юзини аншфок ифодалай боради.

Юкорида келтирилган икки масалани хал килишда ундаги V (/) 
хамда / (л:) функциялар устида бир хил тадбирлар амалга оширилди, 
яъни

а) функция аникланиш сохасини (тупламини) булакларга булиш;
б) хар бир булакда ихтиёрий %к нуктанн олиб, бу ну^тада функ- 

циянинг кийматини хисоблаш;
в) функциянинг \к ну^тадаги кийматини, мос ораликнинг узун- 

лигига купайтириб, улардан йиганди тузиш ишлари бажарилди.
Сунг ораликнинг булаклари сони шундай орттира борилдики, 

бунда хар бир оралик;ча узунлиги нолга интила борди.
Натижада тузилган йигиндиларнинг микдорлари мос равишда 

утилган йул ёки эгри чизи^ли трапеция юзини тобора ани^ро^ ифо
далай боришини пай^адик. Умуман, жуда куп масалаларнинг ечимн 
юкоридагига ухшаш йигиндиларнинг лимитини (йишндининг лимити 
кейинги параграфда аник таърифланади) топиш билан хлл цилинади. 
Бундай йигиндиларнинг лимити математик анализнинг асосий тушун- 
чаларидан бири — аниц интеграл тушунчасига олиб келади.

2-§ . Аник; интеграл таърифи]

Функциянинг анщ  интегралини таърифлашдан аввал баъзи бир 
тушунчалар, жумладан [а, Ь\ сегментни булаклаш, функциянинг 
интеграл йигиндиси тушунчалари билан танишамиз.

Ихтиёрий тупламни булаклаш тушунчаси мазкур курснинг 1 -боби- 
да келтирилган эди. Бу тушунчанинг ^аралаётган мавзумиз учун 
му^имлигини эътиборга олиб биз к,уйида уни сегмент учун яна бир 
бор баён этамиз.

1. [а, Ь] ни б у л а к л а ш .  Бирор [а, 6]с=£! сегмент берилган 
булсин. У НИН г ушбу

а — х0 <  хг <  х2 <  . . . <  хп_ { < х п — Ь

муносабатда булган чекли сондаги ихтиёрий х0, х,, хг, . . хп_ {, 
хп нукталари системасини олайлик. Агар А1 =  [х0, х^, А1 =  [л:£_|, 
хе-] £ =  2, 3, . . ., п деб белгиласак, у  хрлда равшанки,

1°. Л и Л и .  • . иЛ„  =  [а, Ь\,
2°. Ак(]А .=  0 , {к Ф !, к, /= 1, 2, . . ., п).
Мазкур курснинг 1 - бобидаги тупламни булаклаш тушунчаси таъ- 

рифига биноан {А1У А2, . . Ап) система [а, Ь] да булаклаш бажар-



ган булади. Ва аксинча, агар бизга [а, Ь] сегментнинг бирор чекли 
{"1* 2> • • •> ^ т } булаклаши берилган булса, у  ушбу

<* =  Уо<У1 < У 2 < - ■ - < У т - 1 < У т  =  Ь 
муносабатда булган чекли сондаги у 0, У], у2, . . у  „ н у„ . 
талар системасини зниклаиди. Бинобарин, биз тупламни булаклаш 
таърифига эквивалент булган ^уйидаги таърифни кирита оламиз.

1- таъриф.  [а, Ь] сегментнинг ушбу

а =  х0 <  х1 < х2 <  . . . <  хл_ , < х п =  Ь

муносабатда булган ихтиёрий чекли сондаги х0, хи х2, . . хп_ г, х
нуцталари системаси [а, Ь] сегментда булаклаш бажаради дейилади" 
У

Р  {•*■<)> -̂ 1 > • • • > хп}
каби белгиланади.

ХаР бир хк (к — 0, 1, . . п) нукта булаклашнинг булувчи ну^- 
таси, [хк, (6 =  0, 1, . . п — ]) сегмент эса Р  булаклашнинг 
оралиги дейилади.

Р  булаклаш ораликлари узунлиги Д хк =  хк+х — хк (6 =  0, п__1)
энг каттаси, яъни ушбу

Яр =  т а х  {Ахк} =  т а х  {Ах0, А х „  . . Ахк, . . Д*л_,} 
мицдор Р  булаклашнинг диаметри деб аталади.

Ми со  л. [а, ¿>] =  [0,1] булсин. Ну^таларнинг куйидаги

о — 1 -  А  Ж -  1- ’ ю ’ ю .. . . . . .  ю*  ю ’
0 —  — А  А  1

’ 1 0 ’ 1 0 ’ 1 0 ’ ю ’ ю  ’

’ 10 ’ 10 ’ 10

П —  —  19 20
’ 20  ’ 2 0 ’ “  2 0  ’ 20  

системалари [0, 1] сегментнинг

Р = [0 — А  А
1 1 ’ Ю ’ Ю ’ ' ‘ ю ’

Р  =/о — — А  А  Л.
2 1. ’ 10 ’ 10’ 10 ’ 10’ ) ’

М ° ' Т ? ' Т И ;

го ’ Зо...........ао ’ ' }
булаклашлари бупиб, уларнинг диаметрлари мое равишда



булади.
Юкорида келтирилган таъриф ва мисоллардан куринадики, [а, Щ 

сегмент берилган .холда турли усуллар билан бу сегментни исталган 
сондаги булаклашларни тузиш мумкин экан. Бу булаклашлардан 
иборат тупламни ff1 билан белгилаймиз: «Т =  {Р}.

2. И н т е г р а л  й и г и н д и .  [а, Ь] сегмент да / (х) функция ани^- 
ланган булсин, [а, b] сегментни

Р =  {х0, xL, х2, . . хк.......... хп}£ ^
булаклашни ва бу булаклашнинг з;ар бир [л ,̂ xk+l] (k =  0, 1, 2, . . 
гг — 1) оралиада ихтиёрий \к £ \хк, xk+l\) нукта оламиз. Берилган 
функциянинг е/г нуктадаги ^иймати / (ск) ни А х к =  хк+1 —xk га ку- 
пайтириб, куйидаги йириндини тузамиз:

о = Ш  A *„ +  / & )  А х , + . . .  +  f { l k) А хк + . . . +

+  / ( U A V l  = V / (y A x i .
h=Q

2- таъриф.  Ушбу

о =  V / (y  Длй (9.3)
к= о

йиринди / (х) ф ункциянинг интеграл йигиндиси деб аталади .
Масалан, ]) [ (х) =  х функциянинг [а, Ь] сегментдаги интеграл 

йириндиси

V / ( y  Ахк^ 1к Ахк 
к = 0  к= 0

булади, бунда
хк <  ък <  хк+1 (k = 0, 1, 2,  . . ., ГС — 1).

2) Дирихле функцияси
f 1, агар х £ [а, Ь] — рационал сон булса,

D (х) — | arap х  g — иррационал сон булса 

нинг интеграл йигиндиси куйидаги
lb  — а, агар барча 1к — рационал сон булса,

к. -О 0, агар барча 1к — иррационал сон булса

куринишга эга булади.
Разшанки, / (х) функциянинг интеграл йириндиси о f (х) функ- 

цияга, [а, 6] сегментни булаклаш усулларига хам да х,ар бир [£/;, 
сегментдан олинган l k ну^таларга борлиц булади.



3. Аник;  и н т е г р а л  таърифн.  / (х) функция [а, Ь] сегментда 
аницланган булсин. [а, Ь] сегментнинг шундай

Рц Р2» Р3, ■ ■ Рт , . . .  (9.4)
(Рт т  == 1, 2, . . .) булакларини караймизки, уларнинг мос диа- 
метрларидан ташкил топган

• • •> ■г 1 ■* 2 * К

кетма-кетлик нолга интилсин: -> 0.
“  т

Бундай Рт (т  =  1, 2, . . .) булаклашларга нисбатан / (х) функ
циянинг интеграл йигиндиларини тузамиз. Натижада [а, Ь] сегментни 
(9.4) булаклашларга мос / (л:) функциянинг интеграл йириндилари 
кийматларндан иборат куйидаги

а !, ст2, а3, . . от , . . . (9.5)
кетма-кетлик хосил булади. РаЕшанки, бу кетма-кетликнинг хар 
бир ^ади 1к нуцталарга борликдир.

3-таъриф.  Агар [а, Ь] сегментни ^ар кандай (9.4) булаклашлар 
кетма-кетлиги {Рт } олинганда ^ам унга мос интеграл йиринди ^ий- 
матларидан иборат {ат } кетма-кетлик 1к ну^таларнинг танлаб оли- 
нишига борлик булмаган холда хамма ва^т битта I сонга шли л са
бу I сон а йигиндининг 0 даги лимита  деб аталади. У

Нтст =  П т . V /  ( У  А хк =  1 (*)
я яр->0̂ 0

каби белгиланади.
Йигинди лимитини куйидагича хам таърифлаш мумкин. 
З ' - таъриф.  Агар -у- е > 0 сон олинганда хам шундай б>  0 сон 

топилсаки, 1а, Ь] сегментни диаметри Кр <  6 булган ^ар цандай Р  
булаклаш учун тузилган о йигинди ихтиёрий нукталарда

(а  — У | <  е
тенгсизликни каноатлаптирса, у холда / сон а  йигиндининг Яя -> О 
даги лимиты деб аталади. У юкоридагидек ((*) га каранг) белгила
нади. Йигинди лимитининг бу таърифлари эквивалент таърифлардир.

4- таъриф.  Агар Ар -*~0да / (х) функциянинг интеграл йигин- 
диси (9.3) чек ли лимитга эга булса, у  холда / (х) функция [а, Ь] 
сегментда интегралланувчи дейилади, о — йигиндининг чекли лими
та, 1 эса / (х) функциянинг [а, Ь] сегментдаги аник интеграла 
деб аталади. Функциянинг ани^ интеграли

[ / (х) с!х 
в

каби белгиланади.
Демак,



Бунда а сон интегралнинг ^уйи чегараси, b сон эса интегралнинг 
юцори чегараси, [а, Ь] сегмент интеграллаш оралиги деб аталади.

1-§ да келтирилган масалаларнинг биринчнсида s йул  a (t) тез- 
ликнинг [/„, Т] сегментдаги аник; интеграли:

г
s =  I* V (i) dt, 

it
иккинчисида эса аАВЬ эгри чизи^ли трапециянинг 5  юзи / (к) функ- 
циянинг [а, Ь\ сегментдаги ани^ интеграли

ь
S  — J  / (л:) dx

а

дан иборат.
Агар да йигиндининг лимита мавжуд булмаса ёки унинг

лимити чексиз булса, у  холда f  (х) функция [а, Ь] сегментда интег- 
ралланмайди дейилади.

М и с о л л а р .  1. / (х) =  С = const функциянинг [а, Ь\ сегмент
даги интегралини хисоблаймиз. [а, Ь\ сегментни ихтиёрий

Р  =  {х0, xlt . . хп} (а = х0 <  <  . . . <  хп =  Ь)

булаклашни олиб, f  (х) =  С функциянинг интеграл Й№индисини то- 
памиз:

п—I п—I
G = V C A x fe =  C 'V  &xk =  C [(xi — хй) +  (x2 — -f  . ,  . 4- 

fe=0 fe=0

+  (#« — *«-1» =  C (xn — *h) =  C (b ~  fl>-
Равшанки,

lim  a  =  lim С ф — а) =  С (b — а). 
t.p-*0 Ьр-+0

Демак,
ь
С C d x  =  C ф — а).
а

Хусусан, f  (х) =  1 булганда куйидагига эгамиз: 
ь ь
^ \ -d x = ^ d x  =  b ~ a .

а  а

2. Ушбу f  (х) — х функциянинг [а, Ь] сегментдаги интегралини 
з^исоблайлик.

Маълумки, [а, Ь\ сегментда / (х) — х функциянинг интеграл йи-
РИНДИСИ



о== А хь 
*=0

бÿлиб, бунда Axk =  xk+l— xk ва

Бу (9.6) тенгсизликни А хк >  0 га купайтириб топамиз:

xk-Axk< l k.Axk< x k+i-A xk (k =  0, 1____ л - 1 ) .
Кейинги тенгсизликлардан эса

*=0 *=0 *=0 
тенгсизликлар келиб чикади.

Л-1

Демак, V  • А х , <  а < V  Xfc+1 • А хк. (9.7)
*=0 А=0

л -1  л -1

Энди 2  хк ' А хк ва 2  хк+1 ■ A xk йдоиндиларни куйидагича узгар- 
*=0 *=0 

тириб ёзиб оламиз:

V xk-Axk =  V (Хк+]- x j  = _У V  (xl+x~ x D -
к=0 *=о  ̂ А=0

“ Т  2  ^ + 1 - ^ 2: =7 ^ - ^ ) - 7  2  Адс* =
« í¿ ¡  *=о

&2—а2 •
„ — !■ У  Ах*.
2 2 t í o  к

Агар xk_̂ i — xk -f- A xk эканини эътиборга олсак, у холда
л - 1  л -1

>  *Н-1-Л ** =  2  K  +  ^ t) ’^ ,  =  V , t .Axt +  y  
*=° *=1 Йо

~ °2 __L  ̂ V a 0— +  -  >  А * .
*=о

Демак,

£ = £ --------- 1 k V  Д Х 2 <  а  <  *± 2*1  +  ±  у д  2
2 , | g  * " 2 + 2  2 Л **-

Бу муносабатдан



Ь * -Ф  " п~ х

к=О

1 . " - 1
тенгсизлик келиб чш\ади. Су игра — А х2к учун

2 /Й)

*=0
(бунда ХР =  т а х  {Д хй}) булишидан лр 0 да

к

булишини топамиз. 
Демак,

Бу эса таърифга кура

Л-1

1  У  * 4 -2 * ¿6=0

, .  ¿»3—аз Иш ст = ------- ,

Ья -*0

.1
ь

, 62—0.3■шх =
2 

а
эканлигини билдиради.

3. [а, Ь) сегментда Дирихле функцияси учун аник; интеграл мав- 
ж уд эмаслигини курсатамиз.

Дирихле функцияси О {х) учун интеграл йиншди цуйидагича 
булишини курган эдик:

(Ь — а, агар барча Ек— рационал сон булса,
0== ( 0, агар барча %1 — иррационал сон булса.

Равшанки Кр 0 да а  йиринди лимитга эга булмайди, чунки [а, Ь] 
сегмент учун ихтиёрий булаклаш олинганда хам хаР бир [хк, хк+х\ 
сегментда %к нуктани рационал ^илиб олинса, интеграл йиринди Ь—а 
га, нуктани иррационал цилиб олинса, уша интеграл йиринди 
нолга тенг булади. Демак, Дирихле функцияси [а, Ь] сегментда ин- 
тегралланмайди.

Одатда, юкррида келтирилган ани^ интеграл Риман интеграли, о 
интеграл йигинди Риман йдаиндиси дейилади.

1 - э с л а т ма .  Агар { (х) функция [а, Ь] сегментда чегараланма- 
ган булса, у  шу сегментда интегралланмайди.

^аки^атан хам, / (х) функция [а, Ь] сегментда ю^оридан чегара- 
ланмаган булсин. У холда Р£еР булаклаш олинганда хам бу 
булаклашнинг бирорта, масалан, \хк, л̂ +1] сегментида / (х) функция



юк;оридан чегараланмаган булади. Демак, ^  М 0 сон [олинганда. 
^ам шундай lk£ [xk, хк+[] нукта мавжудки,

/ (?*) >  , яънн f  (lk) • Д xk >  М

тенгсизлик уринли булади.
Энди 1к нуцтани юкоридагидек олиб, ?0, clt . . g . . #>

?„_i ну^таларни эса мос равишда 1х0, * ,], [хъ х2], . . [xk_ t, xk), 
[**+!• xk+2 ’̂ • • •> xn] сегментларда тайинлаб, f  (x) функция-
нинг интеграл йигиндисини тузсак, бу интеграл й ири н ди н и н г  к и й  - 
мати .\ар канча катта булишини бнлищ кийин эмас. Равшанки, бу 
з^олда интеграл йигинди чекли лимитга эга булмайди. Демак, f  (х) 
функция [а, Ь] сегментда интегралланмайди.

Шундай килиб, [а, b] сегментда интегралланувчи функция шу 
оралиеда чегараланган булиши зарур.

Кейинги мулохазаларда {а, Ь\ сегментни [а, b] ёгшк оралик, кис- 
^ача [а, Ь] оралик деб хам атаймиз.

2“§* Дарбу йигиндилари. Аник интегралнинг 
бошкача таърифи

1. Д а р б у  й и г и н д и  лари,  f  (х) функция [а, Ь] ораливда ани^- 
ланган булиб, у шу орали^да чегараланган булсин. Демак, шундай 
узгармас т  ва М сонлар мавжудки, ^  х£[а, Ь] лар учун

m < / (х) < М (9.8)
тенгсизликлар уринли булади.

Энди [а, Ь] ораликни бирор

Р =  {Х0< х1> ■ ■ ч хп} £ ИР
(о =  х0 <  х, <  . . . <  хп =  Ь) булаклашни олайлик. Модомики, f  (х) 
функция [а, b] ораликда чегараланган экан, функция хар бир [хк, 
xk+1] (6 = 0, 1, . . ., п — 1) ораликда хам чегараланган булиб, бу 
функциянинг аниц чегаралари

т к =  inf {/ (х)}, х£{хк, хк+1],

Mk =  sup {/' (*)}, х 6 [хк, хй+1] (9.9)
мавжуд булади (2 -боб, 6-§).

Равшанки, ихтиёрий 1к£[хк, хк+1] учун

(9.10)
тенгсизликлар -\ам уринли булади. Энди т к ва Мк сонларни [хк, ] 
орали^нинг узунлиги Д хк =  — хк (6 =  0, 1, . . ., я — 1) га ку -  
пайтириб куйидаги



п—1
2  mk-\xk =  m0 A x0 +  ml Axl -f . . . +  mk A xk ~f . . . +  mn_, Ajc„_lt
ft= 0

n—1
V  Л1А-Дх/г =  Л40 Лл-0 +  /И1Дх1 -f . .  . + M k-Axk-̂ r ■ . . Л-Мп_ xAxn_ x 
k= о
йириндиларни тузамиз. .

5-т а ъриф.  Ушбу
п —1 п —\

s = 2 m* ' Ax*’ 5==2 iW* ' x* (9Л1)k=о k=0
йириндилар мос равишда Дарбунинг цуйи х;амда нщори йигиндила- 
ри деб аталади. Бу таърифдаги т к ва Мк сонлар учун т к <
<  Mk (k =  0, 1, . . .  , п — 1) тенгсизлик уринли булганидан

s < S  (9.12)
тенгсизлик хам уринли булиши келиб чикади.

Равшанки, (9.11) йириндилар }(х) функцияга борлик булиши би- 
лан бирга [а, Ь] ораликни Р булаклашга хам борлик булади, яъни

s =  sf (P), S — Sf (P).
Аммо, биз хамма ва^т муайян битта функциянинг интеграли ту- 

шунчасини урганамиз, шуни эътиборга олиб, соддалик учун, Дарбу 
йириндиларини s (Р) ва S(P) каби белгилаб борамиз. (9.10) тенгсиз- 
ликларни Axk га купайтириб топамиз:

mk-Axk ^ f( Z k)-Axk< M kAxk(k =  0, 1, . . .  , п — 1).

Кейинги тенгсизликлардан эса

V  mk ■ Axk <  V  f  (tk)A хк < П̂  Мк' Ахк
k=Q к—о fc=0

тенгсизликлар келиб чикади. fДемак,
s(P) < а <: S (Р). (9.13)

Шундай килиб, f (х) функциянинг интеграл йириндиси ^ар доим 
унинг Дарбу йириндилари орасида булар экан.

(9.10) муносабатдан яна битта хулоса чикариш мумкин: cfe пук- 
тани танлаб олиш хисобига f ( lk) ни т к, шунингдек, Мк киймат- 
ларга хар канча якин келтириш мумкин. Бундан эса Дарбунинг 
куйи хамда юцори йириндилари берилган булаклаш учун интеграл 
йириндининг мос равишда аниц куйи ^амда аник юкори чегаралари 
булиши келиб чикади:

s =  inf {о }, S =  sup {а }. (9 и )

Энди (9.8) ва (9.9) муносабатларга кура (функциянинг аник чега
ралари хоссаларидан фойталанамиз, 2-бобнинг 6-§га каранг):



т  <  mk, Mk <  M (k =  О, 1, . . . , n — 1) 
тенгсизликлар урин ли. Шунинг учун ушбу

п - \  I

s (p ) =  2  m k •А xk >  т  V  Axk =  m(6 — а), 
k=0 k=0

S(p) =  V - ^ - Д M \ A x k =  M (b — a) 

тенгсизликлар хам уринли. Равшанки,
п- l
У  Axfc = b — а.
k~Q

Демак, Y учун куйидаги

т  ■ (Ь — а) < s (Р) <  5  (Р) <  .И (ft — а) (9.15)
тенгсизликлар уринли булади. Бу эса Дарбу йигиндиларининг чега- 
раланганлигини билдиради.

2. А н и ^ и н т е г р а л н и н г  бошь ; ача  т а ъ р и фи .  f(x) функ
ция [а, Ь] ораликда аницланган булиб, у шу ораликда чегаралан- 
ган булсин. [я, Ь] ораликни булаклашлар туплами = { Р } Нинг 
хар бир P^ iP булаклашга нисбатан f(x) функциянинг Дарбу йдаин- 
дилари s(P), S(P) ни тузиб,

{s (/>)}. {£(/>)}

тупламларни караймиз. Бу тупламлар (9.15) га кура чегараланган 
булади.

6- таъриф.  {s(Р)} тупламнинг ани^ юкори чегараси f{x) функ
циянинг [a, ft] ораликдаги кцйи интеграли деб аталади. У

ь
I — f  (х) dx

а

каби белгиланади.
{ 5 (Я)} тупламнинг аник ^уйи чегараси f(x) функциянинг [а, Ь] 

оралицдаги юкори. интеграли деб аталади. У
ь_

7 =  3/ (х) dx
а

каби белгиланади. Демак,
О

L ~ [f(x )d x  == sup {s (Р) },

ь
1 =  J fix) dx =  inf { 5  (P) }.

a



Шуни таъкидлаш лозимки, [а, Ь] да чегараланган хар ^андай 
функциянинг цуйи ва юкори интеграллари мавжуд булади.

7 - т а ъ р и ф.  Агар /(х) функциянинг [а, Ь] ораликдаги куйи хам- 
да юкори интеграллари бир-бирига тенг булса, у холда f (х) функ
ция [а, b] ораликда интегралланувчи дейилади, уларнинг умумий 
киймати

ь 5
I =  { f{x)dx= J / (х) dx

а а

f(x) функциянинг [а, Ь\ ораликдаги аниц интеграла дейилади. Агар
ъ ь

J f(x)dx=£~j f  (х) dx
а  о

булса, у ^олда f(x) функция [а, Ь\ ораликда интегралланмайди дейи
лади.

Демак,
ь » *
| f(x)dx =  | f{x)dx =  j f  (x) dx.
a  a  a

M и с о л л а р. 1. f(x) — х функциями [а, Ь] ораликда ка рай лик. 
Бу [а, Ь) ораликни ихтиёрий

Р =  ( . . .  , хп }
булаклашни оламиз. >̂ ар бир [ xk, xk_ { ] [(6 = 0, 1, . . .  , я —-1) 
ораликда

mk =  inf {/(*)]) =  inf j'x j =  xk,

AJfc =  sup {/(*)} = sup {*} = **+,J 
Шу сабабли бу функциянинг Дарбу йипшдилари учун

s ( P ) =  V  = V i 4
*=0 “ *=0

k=0 “  k—0 

ифодаларни топамиз. Бундан эса куйидагига эгамиз:

г / п\ ч i — ° 2 1 а о I № — а2sup { s (Р) > =  sup J ---------- --  2  Ax-k J =
k=0

inf { S(P ) } = inf J ^  -r 4  V  Ax\ I = b2~'a22 _  
ft=о

Шундай килиб, 
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Демак, ¡(х) =  х функция [а, Ь] ораликда интегралланувчи ва

У хйх--= Ь °2
2

2. [а , Ь] ораликда Дирихле функцияси О(х) ни карайлик. [а, Ь] 
орали^ни ихтиёрий

Р — { Х0, Х}, . . .  , Хп }

булаклашни олиб, унга нисбатан Дарбу йигиндиларини ёзамиз:
л - 1

= 2  пьАхк —
*=о

п—1 п —1

^р{0) =  2  ' А** =  2  =  Ь — а.
к=0 к=О

Бундан

эир { 5̂  (О )} =  0, ш Г{5„(£>)} =  & — а 
экани келиб чикади. Демак,

ь ь
| 0 (х )с ?х = 0 , \0(х)й х =  Ь — а.
а  а

Дирихле функциясининг [а, Ь] ораликда куйи  хамда ю^ори ин- 
теграллари м авж уд булса-да.

ь ъ
1 0(х)йх ф  [  В (х) с!х
а а

булгани сабабли бу функция [а, Ь] ораликда интегралланмайди.

4 -§ . Аник интеграл таърифларининг эквивалентлиги

Биз 2 - ва 3- § да функциянинг [а, Ь\ ораликда ги аник интегра- 
лига икки хил таъриф бердик. Ушбу параграфда эса улар узаро 
эквивалент таърифлар эканлигини исботлаймиз. |Бунинг учун аввал 
[а, Ь] ораликни булаклашларнинг хамда Д арбу йигиндиларининг 
хоссаларини келтирамиз.

1. [а, Ь] о р а л и к н и  б у л а к л а ш л а р н и н г х о с с а л а р и .  ^  =



=  { Р } туплам  [а, Ь] ораликни барча булаклашлардан иборат туп- 
лам булиб, Р1 ^ ^ ’, Р2£еР булсин.

Агар Рг булаклаш нинг хар бир булувчи нуцтаси Рг булаклаш- 
нинг хам булувчи  нуктаси булса, Р2 булаклаш  Р1 ни эргаштиради 
деб аталади ва Рг осР2 каби белгиланади. Масалан, [а, Ь] =  [0, 1] 
булсин. У ш бу

булаклаш лар учун  Ргос Р2 булади.
Г .  А гар Рх £ 83, Р2 £ Я3 £ булаклашлар учун Рг ос Р 2> Р2ос 

ос Р3 булса, у  холда Ру ос Р3 булади.
Х акикатан хам , Р1 ос Р2 булишидан Р1 булаклашнинг булувчи 

нуцталари Р г нинг хам булувчи ну^талари, Р2 <х Р3 булишидан эса 
уш а булувчи ну^талар Р3 булаклашнинг хам булувчи ну ̂ талари 
эканлиги келиб чицади. Д ем ак, РхосР3.

2°. ^ Р у  € У~Р2€ $ > булаклашлар учун шундай Р £ ^  булак
лаш м авж удки , /\ ос Р, Р2 ос Р булади.

Х акикатан хам,

булсин.
Б у булаклаш ларнинг барча булувчи нуцталари туплам элемент- 

ларини усиш тартибида ёзайлик:
а  =  у 0< у г<  . . . <  — Ь\ (б >  т 1, в >  п, э <  т  +  п).

Равш анки, уш бу

булаклаш  уч ун  Рх<х Р, Р2 <х Р  булади.
2. Д а р б у  й и г и н д и л а р и н и н г  х о с с а л а р и .  /(х) функция 

[а, Ь] оралиада аницланган ва чегараланган булсин. Р^£Р, Р2 £#* 
булаклаш ларга нисбатан Д арбу йигиндиларини тузамиз. Улар мос 
равишда

Р\  — ( •'"о* х \' • • • > х п  } £ ^ '

ва
*(Р2), 5 (Р 2)

булсин. Д арбу йигиндилари ^уйидаги хоссаларга эга: 
1°. Агар Р х ос Р2 булса, у  цолда

5 ( Л ) < 5 ( Я г)
5 ( Р 1) > 5 ( Р г)

тенгсизликлар уринли булади. 
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И с б о т .  [а, b] ораликнинг Р 1 булаклаш и Р { =  {х0, x¡, . . - ,х к,
. . „ х п \ куринишда булиб, Р2 булаклаш  эса, Р , о с Р 2 булсин. Сод- 
далик учун, Р2 булаклашнинг б;улувчи нукталари Р{ нинг барча 
х0, хр . . .  хп булувчи нукталари ^амда ^у-шимча битта х*£[а, Ь] 
ну^тадан иборат булсин. Бу х* нук,та хк хам да хк+1 ну^талар ора- 
сида жойлашсин:

хк < х * < х к+1.

Демак,
Р ‘1 =  { Х0< Х1’ • • • > Хк' Х * 1  х к+ \ ’ ■ ■ ■ ' Хп  } •

P i ва Р2 булаклашларга нисбатан Дарбунинг юк,ори йириндилари 
цуйидагича ёзилади:

S  (Р\) — М 0Ах0 -f- М[ДХ| +  . . .  М кАхк -{- . . .  4"

+ М п_ 1Ахп_ 1, (9 .1 6 )

S ( P 2) =  М0Ах0 +  . . . +  (МкАхк +  М к Ахк) +  . . . +  Mn_ íAxn_ l ,

бунда
М'к =  sup j /(x), х£ [хк, x*}}

М'к =  sup{ f(x), x Ç[ x * ,  xk+x] }

ва
A x k =  x * -  x k’ A x ¡  =  x k+ 1 —  x *-

(9 .16) муносабатлардан куринадики, 5 (P ¡) ва S ( P 2) йнриндиларнинг 
бир-биридан фарки куйидагича: 5 ( P j  йигиндида Мк-Ахк куш илув- 
чи бу’лган холда 5  (Р2) йириндининг ун га  мос ь$шилувчисида 
Мк ■Ахк =  Мк А хк ифода булади.

Равшанки, [хк, х*] а  [хк, хА+1], [х*, xk+i] cz [хк, xÄ+1], А\\щ че- 
гаранинг хоссасига кура

К < м к> м " к < м к

булишини эътиборга олсак, у  холда

М'к Ахк +  М[ А хк =  Мк ( x* — хк) +  М"к ( xfe+1 — х*) <

<  М к [ ( x* хк ) +  ( хк+х x* ) j =  М к ■ Ахк

булиб, натижада 5  (/\) ва S  (Р2) йнриндиларнинг бир-биридан фар^ 
килувчи хади учун ушбу

М[ Ах'к +  М ’к Ахк <  М кАхк

тенгсизликка келамиз. Демак, 5’ (Р,) >  5  (Р 2). Х удди шунга ухщ ащ

5 ( Л ) < з ( Р г)



Ш ундай к;илиб, [а, Ь] оралиада булувчи пукталар сони ошириб 
борилганда уларга мос булган Дарбунинг юкори йигиндилари ош- 
майди, цуйи йириндилари эса камаймайди.

2°. V  Л  € <̂ , У Р 2 £ 3d булаклашларга нисбатан Дарбу йирин
дилари учун

5(Р2) < 5 ( Л )
тенгсизлик уринли булади.

И с б о т .  1 - бандда келтирилган булаклашнинг 2°-хоссасига кура 
шундай булаклаш  Р  Е мавжудки, Pj°c Р , Р.¿ос Р булади. Бу Р 
булаклаш га нисбатан Д арбу йириндилари s(P) ва 5  (Я) булсин. У  
холда Г -хо ссага  кур а

Л «  Я Дан s (P ,) <  s(P), 5 (Л )  >  S (P ) , 
Р 2ос Р  дан s (Р2) <  s(P ), 5  (Р2) >  S  (Р)

тенгсизликлар келиб чикади. Бу тенгсизликлардан хамда хар доим 
уринли буладиган s (Р) <  5  (Р) тенгсизликдан

s (P2)C s (P )  < 5 ( P ) < 5 ( P 1)
экани келиб чикади. Д емак, s (Р2) <  5  (P j).

Бу хосса [а, 6] ораликни булаклаш ларга нисбатан тузилган ^уйи 
йириндилар туплам и { s (Р )} нинг .\ар бир элемента юкори йиринди- 
лар туплами { 5  (Р )} нинг исталган элементидан катта эмаслигини 
билдиради.

Дарбу йигиндиларининг бу хоссаларидан фойдаланиб ¡(х) функ- 
циянинг цуйи хам да ю^ори

ь £
/ =  j / (х) dx, I — I / (х) dx

а  “

интеграллари хак,идаги иккита леммани исботлаймиз.
1- л е м м  а.  А гар  Цх) функция \а,Ь) орали^да ани^ланган ва че- 

гараланган булса, у  ^олда

/ < 7  (9.17)

тенгсизлик уринли булади.
И с б о т .  }{х) функция [а, Ь] ораликда чегараланган булсин. 

Равшанки, б у  холда

/ = su p { s (P )} , / — inf { 5 (Р )}

микдорлар м авж уд  булади.
Дарбу йигиндиларининг 2°-хоссаси хамда аник чегараларнинг 

хоссаларидан (2- боб, 6- §) фойдаланиб,
/ < S ( P ) ,

ундан эса
/ <  inf {5 ( Р ) }

булишини топамиз. Д емак,



булади. 1-лемма исбот булди.
2- л е м м  а. Агар f(x) функция [а,Ь] оралицда аникланган ва че- 

гараланган булса, у  холда V е >  0 олинганда хам шундай б >  О 
сон топиладики, диаметри лр <  б булган [а, Ь] орали^ни барча Р 
булаклашлар учун

£ ( / > ) <  7 + е ,  s ( Р ) > _ /  — е

тенгсизликлар уринли булади.
И с б о т .  f(x) функциянинг [а, Ь] ораливда f(x) >  0 ва ихтиёрий 

булган лолларни алохида .караймиз. / (х) >  0 булсин. Б у функция 
[а, Ь] ораливда чегараланганлиги сабабли

7 =  in f { S  (Р)}
м авж уд  булади. Аник ^уйи чегаранинг хоссасига кура [а, b] ора- 
ли^ни шундай ‘

я 0 =  К ° ,  4  . . .  , .v°] 

булаклаш  м авж уд буладики,

5 ( Р 0) = У . М “ Да-°</ +  4
*“ о

булади, бунда
УИ° =  sup {/ (* )} , х£[х°к, *°+|]

ва Ax°k =  x°k+l — х\. Энди Y 8 >  0 сонга кура б >  О сонни б =

——  деб олайлик, бунда ( т  £ N)
4тМ

М  =  sup{/(*)}, х£[а, Ь].
Сунгра [а , Ь] оралицни диаметри б дан кичик булган  булаклашлар 
тупламини олиб, уни !РЬ каби белгилайлик. Д ем ак , Ч Р ^ ^ Ь учун 
).р <  б булади.

Фараз цилайлик, Y р  £ ^ь булаклаш  ^уйидагича

Л = { * о . * i .  • ■ • . * « }
булсин. Бу Р  булаклаш узининг xk(k =  0, 1, . . .  , т . — 1) ну^та- 
лари билан [а, Ь] ораликни [xk, xft+l] булакларга аж ратади .

Энди ю^оридаги Р0 булаклашнинг х°к(к — 1, 2 ............... п — 1)
булувчи ну^таларини (ички булувчи нуцталар) у з  ичига олган уш бу

[х° — б, x°k +  б ]  {k =  1, 2, . . .  , л — 1)

оралицларни тузамиз. Бу оралицлар билан Р£еРб булаклашнинг 
[ xk, хк+х ] ораликлари орасида цуйидаги икки з^ол юз бериши мум- 
кин:



а) [ xk, xk+l j оралик бутунлай \ x°k — б, x\ - f  б ] ораликда жой- 
лашган;

б) [ хк, хк+1 ] оралиь; [ х°к — б, х\ +  б ] ораликда цисман жой- 
лашган ёки улар битта хам умумий нуктага эга эмас. .

У  холда Р  € ^  булаклаш га нигбатан f[x) функциянинг Дарбу
ЙИГИНДИСИ

т - 1
S(P) -  V  M ltAxk

/г—О
^ам мос равишда икки кисмга ажралади:

5  (Р) =  S'(P) S"(P) =  Axk +  V"Afft • Axk. (9.18)

Энди S '  (Р) йириндида j а'л, xft+1 ] с :  [ x°k — б, .v£-f-6 ] булганлиги 

сабабли
S'(P) =  <  М V A x k < М - 2 Ь т < 2 М . т -  ^  =  - j  (9 , 19)

булади. S"(P) йдаиндикинг хар бир кушилувчнсида

Мк <М °к , Axk <Ax°k

булганидан

S"(P) =  У "М кАхк <  У "  Ахк <
ГС—1 _

<  V  М°Дх° =  S (P 0)<  7 + -£ -  (9.20)
/г—0

экани келиб чицади. (9.18), (9 .19 ) ва (9.20) муносабатлардан

s ( P ) < T + - ~

булишини топамиз.
А гар [а , Ь] ораликда fix)  ихтиёрий булса, у  хрлда хар доим 

шундай узгармас мусбат А сон топиладики, / ( х ) - г Л >  0 булади. 
Б у ф ункцияга нисбатан юкоридаги исбот кайтариладиган булса, у  
^олда Д арбу й и р и н д и с и  ва ю^ори интегралларнинг хар бири Л ■ (Ь—
— а) сонга ортади ва fix) функция учун хам лемманинг тасдиги 
уринли булади. Худди шунга ухшаш

s(P ) >/_— е

булиши хам  исботланади. 2- лемма исбот булди.
Бу лемма f{x) функциянинг юкори хамда куйи интеграллари 

Хр — 0 д а  мос равишда Дарбунинг ю^ори хамда куйи йигиндилари- 
нинг лимита эканини курсатади:

ь
7 =  f f{x) d x =  lim  S  (P),

¿j Л p —+ 0



i  — J7  (*) dx =  lim  s(P).
Q X p —> 0

3. А н и ^  и н т е г р а л  т а ъ р и ф л а р и н и н г  э к в и в а л е н т л и -  
ги.  Аник; интеграл 4- ва 7 - таърифларининг эквивалентлигини кур- 
сатамиз.

а) [а, Ь] ораливда f(x) функциянинг а  интеграл йигиндиси 
да чекли лимитга эга булиб,

П т о =  lim  V  /(I*) Ахк =  Г / (*) d x ^ I
Л р -> 0 Ар —* О •'*=0 а

булсин. Таърифга кура, \/-г >  0 олинганда хам ш ундай 8 > 0  сон 
топиладики, [а , Ъ] ораликни диаметри Ар <  6 булган  хар цан- 
дай Р  булаклаш га нисбатан

|а — /1 <  е,
/ — £ 0 <! / "Ь £

тенгсизликлар уринли булади. У х.олдаХ(9.14) муносабатдан фойда- 
ланиб, Дарбу йигиндилари s(P) хамда S(P) учун

1 — [е <  s(P)|< S{P) K  I +  г 
тенгсизликларнинг уринли булишини топамиз. Иккинчи томондан,

/ =  inf { 5  (Р) } <  5  (Р), I =  sup { s (Р) } >  s (Р) 

ва 1 -леммага кура / <  / булгани учун

/ — £ < 7 < 7 <  / - f  е 

тенгсизликлар з^ам уринли булади, е >  0 соннинг ихтиёрийлигидан

/ =  / =  7

тенглик келиб чикади. Д ем ак, [а, Ь) ораливда f(x )  функциянинг 
юкори хамда ^уйи интеграллари бир-бирига тенг. Б у  7-таърифга 
кура f(x) функция [а, Ь] да интегралланувчи булишини курсатади.

б) [а , Ь] орали^да f(x) фунциянинг юкори хамда куй  и интеграл
лари тенг булиб,

 ̂ ь
(' / (х) dx =  J  i(x)dx =  t / (*) dx (I =  7  =  /)
ö a a

булсин. (9 .13) муносабатга кура]

s (Я) <  а  <  S  (Р) 
булади. Иккинчи томондан, 2- леммага асосан

_/ — е < с т <  7 +  е

булиб, _/= 1 — 1  тенгликка кура

/ — £ < с т < / + е



тенгсизлик келиб чщ ади. Д ем ак , |ог— / | < е . Бу эса 4-таърифга 
кура f(x )  функция [а, b] оралиада интегралланувчи эканлигини 
курсатади.

Д ем ак , аниц интегралнинг 4- ва 7-таърифлари узаро эквивалент.

5 -§ . Аниц интегралнинг мавжудлиги

Энди функция анщ  интеграли м авж уд булишининг зарур ва 
етарли шартини топиш масаласи билан шугулланамиз.

Аслида функциянинг интегралланувчи булиши ёки булмаслигини 
таъриф буйича текшириш мумкин. Бирок; купчилик чолларда интег
рал йигиндининг чекли лимитга эга булишини курсатиш, шунинг- 
дек , юкори хамда ^уйи интегралларни топиш ж уда  кийин булади.

Ш уни айтиш керакки, ани^ интегралнинг биринчи таърифидаги 
(4-таърифга каранг) лимит тушунчаси (интеграл йигиндининг лими
та  тушунчаси) янги тушунчадир. У  утган бобларда урганилган 
кетма-кетликнинг лимита, функциянинг лимита тушунчаларининг ай- 
нан узи булмай, балки узига хос мураккаб характерга эга  булган 
туш унча.

Ани^ интегралнинг иккинчи таърифи (7- таърифга ка ран г) интег
рал йигиндига цараганда бирмунча соддарок булган Дарбу й и р и н -  

диларига асосланади.
Д ем ак , интегралнинг мавж удлиги критерийсини иккинчи таъриф 

асосида келтириш максадга мувофик.
/ (а') функция [а, Ь] орали^да аникланган ва чегараланган бул- 

син.
1- т е о р е м а .  f{x) функция [а, Ь] оралщда интегралланувчи 

булиши учун V е > 0  олинганда хам шундай 6 > 0  сон топилиб, 
la, b] оралщ ни диаметри %р <1 6 булган хар кандай Р  булаклаш 
га нисбатан Дарбу йигиндилари

S(P) — s (P )< e  (9.21)
тенгсизликни каноатлантирииш зарур ва етарли.

И с б о т .  З а р у р  л и г и .  f(x) функция [а, Ь\ оралиада интеграл
ланувчи булсин. Таърифга к у р а  /==/ =  / булади, бунда

_/ =  sup {s (/>)}, 7  =  inf { S  (/>)},

Y e  >  0 олганда хам шундай б >  0 сон топиладики, [а, Ь] оралик- 
нинг диаметри 1 р <  б булган >̂ ар кандай Р  булаклаш га нисбатан

Д арбу йдаиндилари учун 2-леммага кура S(P) — 7 <  £ —s(Р) <

< -|-тен гси зли клар  уринли булиб, ундан S(P)—s(P) <  s тенгсизлик

келиб чикади.
Е т а р л и л и г и ,  ^ е^>0 олинганда хам шундай 8 > 0  сон 

топилиб, [а, Ь] ораликни диаметри Хр <  б булган хаР цавдай Р  
булаклаш га нисбатан Дарбу йигиндилари учун



S ( P ) - s ( P ) < e
тенгсизлик уринли булсин. f(x) функция [а, Ь] оралиеда чегаралан- 
ганлиги учун унинг куйи хамда юк,ори интеграллари

_/ =  sup { s (Р) }, Г =  inf { S  (Я) }

м авж уд  ва 1-леммага кура / <  / тенгсизлик урин ли 6ÿnaAH. Рав- 
шанкн,

s { P ) < _ [ < l  < S (P ) .

Бу муносабатдан

О < 7 — / < S ( P )  — s(P)

булишини топамиз. Демак, ]> 0 сон учун 0 <  7 — 1_<С г булиб, 
ундан 7 =  1 бÿлиши келиб чикади. Бу эса f  (х) функциянинг [а, Ь] 
ораликда интегралланувчи эканлигини билдиради. Теорема исбог 
бу-лди.

Агар аввалгидек f{x) функциянинг [хк, хк+{\ (k =  0, 1, , 
п — 1) ораликдаги тебранишини о)к оркали белгиласак, у  холда

гг— 1 л —1

S(P) -  s(P) = V ( M k -  т к)Ахк =  V  сокАхк 
к=0 *=0

булиб, ю^орида келтирилган теорема куйидагича ифодаланади.
2- т е  о р е м  a. f(x) функция [а , Ь] оралщда интегралланувчи бу- 

лиши учун V е >  0 сон олинганда \ам шундай Ô >  0 сон топилиб, 
[а , Ь] оралщни диаметри Кр <  ô булган xiap кандай Р  булаклашда

п— 1
2?a>k-Axk < e  (9.21')
fc=0

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.
Равшанки, (9.21 ') муносабатни цуйидаги

п—I
1 im "V 4>kAxk =  0 (9.21")

V ^  ¡£о
куринишда хам ёзиш мумкин. Купчилик холларда, теореманинг 
(9.21") куринишдаги шарти ишлатилади.

6- § .  Интегралланувчи функциялар синфи

Ушбу параграфда аник интегралнинг мавжудлиги хакидаги теоре- 
мадан фойдаланиб, баъзи функцияларнинг интегралланувчи бÿлиши- 
ни курсатамиз.

f(x) функция [а, b] ораликда гникланган булсин.
3 - т е о р е м  а.  Агар f(x) функция [а,  Ь] ораликда! узлу ксиз бул- 

са, у  шу ораликда интегралл анубчи булади.



И с б о т .  f(x)  функция [а, Ь\ оралиада узлуксиз булсин. Вейер- 
штрасснинг биринчи теоремасига (5- бобдаги 7- теоремага царанг) 
кура функция [а, Ь] да чегараланган. Иккинчи томондан, Кантор 
теоремасининг (5 -бобдаги 10 -теоремага карай г) 5 - бобдаги 3-нати- 
ж асига к у р а  V  в >  0 олинганда хам шундай б >  0 сон топилади- 
ки, [а, Ь] орали^ни узунликлари б дан кичик булган 
булакларга ажратилганда функциянинг хар бир булакдаги тебрани- 
ши учун cofe <  е тенгсизлик уринли булади. Демак, [а, 6] орал икни 
диаметри Хр <  б булган хар кандай Р  булаклашда

5  (Р) — s (Р) =  У  <ok A.vfe <  е V  Ьхк =  е (Ь — а) 
к—0 *=0

булиб, ундан
п - 1

lim  V  o)khx. --=0 
Х р  ->о k=0

келиб чикади. Демак, (9 .21” ) га кура f  (х) функция [а, Ь] да инте- 
гралланувчи. Теорема исбот булди.

4 - т е о р е м а .  Агар f(x) функция [а, Ь] оралщда чегараланган 
ва монотон бцлса, функция шу оралщда интегралланувчи булади.

И с б о т .  f(x) функция [а, Ь] да чегараланган ва  шу ораликда, 
айтайлик, усувчи булсин. у  е >  0 сонни олиб, унга кура б >  0 
сонни куйидагича танлайлик:

6 = ------------  > 0.
/ (6)—/ (а)

С унгра [а, Ь] ораликни диаметри <  б булган Р булаклаш га нис- 
батан Д арбу йигиндилари S (P )  ва s(P) ни тузамиз. У  холда

S  (Р) — s (Р) =  V  ©fc &xk=  V  [f{xll+l) — f  (xk)] Axk <
k—Q fe=0

n —\
<   ——  V  [/ ( x . , )  — / (x.)\ — ------ ------ fix.) — f  (Xa) +  f  (x,,) —

f ( b ) - f  (a) ¿ o U ‘ + 1'  ' kn f  ( b ) - f  (a) 1 V I K o  M  -

- / ( * , )  +  . . . +  f ( X n) - / ( * „ _ , ) ]  =  l f (Xn) - f ( x 0) ] =

lf(b )— f(a)] = 6.
t ( b ) - f ( a )

Д ем ак ,
S(P ) —  s (P )<  e.

Бу эса (9.21) га кура f(x) функциянинг [a, b\ ораликда интеграл
ланувчи эканлигини билдиради.

Чегараланган хамда камаювчи функциянинг интегралланувчи бу- 
лиши хам худди шунга ухшаш исботланади. Теорема исбот булди.



5 - т е о р е м а .  Агар f  {х) функция [а , Ь] ораликда чегараланган 
ва бу оралщнинг чекли сондаги нуцталарида узилишга эга булиб, 
долган барча нуцталарида узлуксиз булса, функция шу оралщда 
интегралланувчи булади.

И с бот .  f(x) функция [а, Ь] да чегараланган булиб, шу ора- 
ликкинг факат битта х* (х* £ (а, Ь)) нуктаеида узилишга эга, дол
ган барча нуцталарида узлуксиз булсин.

Y  е  >  0 сои олиб, х* нуктанинг

Ut (х*) — { х : х £ R, х* — е <  х <  х* +  е}

атрофини тузамиз. Бу атроф [а, Ь] ораликни

Ue(x*), [a, b]\UE(x*) =  [a, х* — е] (J [х* +  е, Ь]

кисмларга ажратади.
Шартга кура , / (х) функция [а, х* — е] ва [х* +  в, Ь) ораликлар- 

нинг хар бирида узлуксиз. Б у ораликларнинг хар бирига алохида 
Кантор теоремасининг натижаснни (5-бобдаги 3-натижани царанг) 
кулланамиз. У холда олинган Y  е >  О сон уч ун  шундай бх >  0 ва 
62 >  0 сонлар топиладики,

[а, х* — е] да Дх^ <  6, дан cofe <: е,

[х* +  е, Ь] да Axk <  62 дан о)/г <  е

тенгсизликлар уринли эканн келиб чикади. А гар  m in {6j, б2} =  6 
деб олсак, у  холда иккала оралик учун бир вактда

Ахк <  б дан а>к <  е (9 .22)

тенгсизликнинг уринли экани келиб чикади.
Энди юкоридаги Y  £ >  0 сонга кура б >  О сонни 6 <  г деб 

олайлик.
[а, Ь] ораликни диаметри Хр <  б булган булаклаш ларга нисбатан 

f  (х) функциянинг Д ар^у йигиндиларини тузиб, куйидаги
гг— 1

S { P ) - s ( P )  =  V  wk Axk (9 .23)
fc=0

айирмани караймиз. (9 .23) йигиндининг хар бир хадида [хк, хА+1] 
(k — 0, I, 2 , . . . , п — У ораликнинг узунлиги Ахк ^атнашади. Б у  
[xk, хк+,] ораликларнинг х* нуктанинг Ue (х*) атрофидан ташкарида 
жойлашганига, яъни [хк, хА+1] f] UE (х*) =  0  муносабат уринли бу- 
ладиганига мос келадиган (9.23) йигиндининг хадларидан тузилган 
й и р и н д и

к
булсин. (9.23) йигиндининг колган барча хадларидан ташкил топ
тан й и р и н д и



2 "k
булсин, бунда [*ft, jcfc4_,] с  i/e (x*) ёки [xk, xk+l] () {к* — г} ф 0 ,  
ёки [xk, xfe+1] П {x* +  e} ф  0  булади.

Н атижада (9 .23 ) йигинди икки ^исмга ажралади:

2  &хь =  2 ' АХк +  2 "  ®*AXft' (9-24)
fc=i /г ft

Энди бу йириндиларни бахолаймиз. Ю^оридаги (9.22) муноса- 
батдан фойдаланиб топамиз:

П—{
2 '  wk Ахк <: 2 '  еДл:/г^ 6 2  Ах* =  е ^  — а  ̂ (9.25)

к к k=0
Иккинчи йиринди учун

2 "  «>* д** <  2 ” QA** =  Q ■ 2 "  Ал*
/ e f t  ft

булишини топамиз, бунда Q — f{x) функциянинг [а, Ь] ораливдаги 
тебраниши.

Агар Ur (x*) атрофда бутунлай жойлашган [xk, xft+1] ораликлар 
узунликларининг йигиндиси 2 е дан кичиклигини хамда х* — е ва 
х* 4- е нуцталарни уз  ичига олган [xk, ,vfe+1] ораликлар иккита бу- 
либ, уларнинг узунликлари йигиндиси хам 2 е (чунки 6 <  е) дан 
кичик булишини эъгиборга олсак, у  холда

У ”  Ахк <  4 е (9.26)Кft
булади. Н атиж ада (9 .24 ), (9 .25) ва (9.26) муносабатлардан

П—\
У  cofc Axk <  е (b —■ а) +  4 е Q =  е [{Ь — а) +  4 Q] 
ft=0

экани келиб чикади. Д ем ак ,
П —1

lim  V  coft Axk =  0 . 
}-р-° l£>

Бу эса (9 .21” ) га  кура f(x) функциянинг [а, Ь] да интегралланувчи 
булишини билдиради.

/(х) функция [а, Ь\ орали^нянг чекли сондаги нук;таларида узи- 
лишга эга булиб, долган барча нукталарида узлуксиз булса, унинг 
[а, Ь] д а  интегралланувчи булиши ю^оридагидек исбот этилади. 
Теорема исбот булди.

М и с о л .  f(x) =  sin х функция (— оо, +  оо) интервалда у зл ук 
сиз. Д ем ак , ю^оридаги 3-теоремага кура бу функция ихтиёрий



[а, b\ да интегралланувчи булади. | sin xdx интегрални хисоблай-
а

ЛИК.
Модомики, f(x) =  sin х функция [а, Ь] ораликда интегралланув

чи экан, бу функциянинг [а, Ь] оралик буйича интегралини таъриф- 
га кура хисоблашда, [а, Ь] оралицни булаклаш да >;амда хар бир 
[xk, xk+[] булакда ну^таларни интеграл йигинди ва унинг лими- 
тини ^исоблашга ^улай килиб олиш имкониятига эга  буламиз. Шу- 
ни эътиборга олиб, [а, Ь] оралицни уш бу

а, а +  а п, а +  2 а п, а  +  k a n, . . .  , а  +  п -а п =  b

нукталар ёрдамида ^бунда ап=  -— - )  п та тенг б улакка булиб, дар

бир [а +  kan, а (k 4-  1)а„] (k =  0, 1, . . . , п — 1) булакда ну^- 
тани куйидагича танлаймиз:

t k =  a  +  { k +  1)ая (k =  0 , 1, . . . , л—1).
У холда функциянинг интеграл йигиндиси куйидаги

п -1  п -1
а  =  V  sin [а +  (k +  l ) a j  - а л =  а п У  sin [а +  (к +  1) а п]

fe=0 k = Ü

куринишда булади. Ушбу

sin [a -}- {к +  1) а п] = ------2 sin  ~  • sin [а  +  (k +  I) а п] =
2 sin ■

2 sin -«л i
eos a +  \ k + - )  а „ •eos a +  [k +  j )  a n

тенгликдан фойдаланиб, о учун
п-1

2 sin 2L k=o
eos a +  (k +  -  )cca — eos k -f-

г) “ *]}

=  — —  icos (a +  oc
“Л  l 2 "

■ eos b 4- — a„  
2 n

формулани топамиз. Натижада A.xk =  a n 0 да



булади. Д ем ак ,
ь
I sin xdx — cos a — cos b.

a

Х усусан
л Зл
2 2 
[  sin xdx — 1, f  sin xdx =  0.

о
2

2- э с л а т м а .  /(x) функция [a , b] ораликда интегралланувчи 
булсин. Биз

а Ъ

f f(x )d x  =  — ) f  (х) dx
b a

хамда
a

( / (x) dx =  0
a

тенгликлар уринли деб келншнб оламиз.

7- § . Аник интегралнинг хоссалари
[  Энди /(х) функция аник интегралининг хоссаларини урганамиз. 

Io. А гар  /(х) функция [а, Ь] ораликда интегралланувчи булса, 
у  исталган [a , Р] с г  [а, Ь) ораликда .хам интегралланувчи- булади.

И с б о т .  f{x) функция [а, Ь] да интегралланувчи булсин. У хол- 
да  1-теоремага кура Y  е >  0 олинганда хам шундай 6 >  0 сон то- 
пиладики, [а, Ь] ораликни диаметри кр <  ó булган хар кандай Р  =  
=  {х0, х , , . . . , хп} булаклаш  учун

S (P )  — s (Р) <  е (9.21)

тенгсизлик бажарилади.
Р  булаклаш нинг í улувчн нуцталари х0, х ,, . . . , хп цаторига a  

Хамда Р нуцталарни кушиб, [а , Ь] ораликни янги Рг булаклашни 
хосил киламиз. Равшанки, Рос P¡ булади. У  голда Дарбу йигин- 
диларининг хоссасига кура (уш бу бобнинг 4- §, 2- бандита каранг)

5 ( Р ) < з ( Л ) ,  S iP x X S iP )  (9.27)
тенгсизликлар уринли булади. (9.21) ва (9.27) муносабатлардан

S ( P l) ~ s ( P 1) <  е (9.28)
булиши келиб чикади.

[a , Р] ораликдаги Р г булаклаш нинг булувчи нуцталарини [a , (5] 
оралицнинг бирор Р2 булаклаш нинг булувчи нукталари сифатида 
караймиз. Б у  Р2 булаклаш га нисбатан / (х) функциянинг Дарбу 
йигиндилари s (Р2), S  (Р2) булсин, у  холда



s  (/>д) — s (/»,) =  v ;  (Af*
[a. b]

S (P 2) - s ( P 2) =  V  (Mk - m k)A xk
[a, ß]

йириндиларни таккослаб,
S i P J - s i P t X S i P J - s i P J

булиишни топамиз. Н атижада (9 .28 ) муносабатни эътиборга олсак,

5  (Р2) — s (Р3) <  е
келиб чикади. Бундан 1-теоремага кура f (х) функцнянинг [a ,  ß] 
ораликда интегралланувчи экани келиб чикади.

2°. Агар f{x) функция [а, с] хамда [с, Ь] орали^ларда интеграл- 
ланувчи булса, у  холда функция [а , Ь\ ораликда хам  интегралла
нувчи булади ва ушбу

b e b
\ f{x )d x =  § f  (х) dx +  J  f  (x) dx

а  а  с

формула уринли.
Н е б о  т. f(x) функция [а, с] хамда [с, Ь] ораликларда интеграл

ланувчи булсин (а <  с <  Ь).
У  холда Y  в >  0 олинганда хам  — сонга кура ш ундай 6t >  О

сон топиладики, [а , с] ораликни диаметри KPi <  б, бул ган  хар ^ан- 
дай P j булаклаш га нисбатан Д ар б у йигиндилари учун

S (P 1) - s ( P 1) <  у  (9.29)

тенгсизлнк уринли булади. Ш унингдек, уша ~  сонга кур а  шундай

б2 >  0 сон топиладики, [с, Ь] ораликни диаметри Хр, <  б2 булган 
хар ^андай Р 2 булаклаш га нисбатан Дарбу йириндилари учун

S ( P 2) - s ( P 2) < | -  (9 .30)

текгеизлик уринли булади. Энди б =  min {бх, б2} деб , [а , Ь] ора- 
ли^ни диаметри кр> <  б булган ихтиёрий Р3 булаклаш ни олайлик. 
Бу Рз булаклашнинг булувчи нукталари каторига с (а <С с <  Ь) 
ну^тани хам кушиб, [а, Ь] ораликни янги Р  булаклаш ни ^осил ки- 
ламиз. Бу булаклаш га нисбатан Д арбу йигиндилари S (P ) ,  s (P )  
булсин. [а, с] ораликдаги Р булаклаш нинг булувчи ну^таларини 
шу [а, с] ораликни бирор Р\ булаклаш нинг булувчи нукталари хам 
да [с, Ь] ораливдаги Р  булаклаш нинг булувчи ну^таларини [с, Ь] 
ораликни бирор Р 2 булаклашнинг булувчи нукталари сифатида ^а- 
раймиз. Бу булаклаш ларга нисбатан Д арбу йириндиларини тузам из:

s (p ;), s (p ;), s ( P ') ,  s (p ;) .



Р авш анки , бу йигиндилар учун  мое равишда юкоридаги (9.29), 
(9 .30 ) тенгсизликлар уринли бÿлaди:

s (p ; ) - s (p ;x | ,

S(P'2) - s ( P ' 2) < j .

Иккинчи томондан,
S(P ) =  S (P [) +  S(P '), 

s ( P ) ^ s ( P [ )  +  s(P ’2)

б\/либ, натижада

S  (Р) — s(P) =  [5  (Р[) -  s (Р [) ] +  fS  (/>') -  s {Р'2)\ < |  +  |  =  е

бÿлиши келиб чикади. Д ем ак , у  е >  0 олинганда хам шундай 0 >  
>  0 сон топиладики, [а , Ь] ораликни диаметри Хр <  б булган хар  
кандай Р  бÿлaклaш гa нисбатан Дарбу йириндилари учун

S ( P ) - s ( P ) <  е
бÿлaди. Б у  эса 1-теоремага Kÿpa f (х) функциянинг [а, Ь\ орали^- 
да интегралланувчи эканини курсатади.

Ю коридаги Р  б;улаклашга нисбатан / (х) функциянинг [а, Ь], 
[а , с], [с, Ь] ораликдаги интеграл йигиндиларини тузиб, уларни мос 
равишда куйидаги

V f  (h) Ьхк, ^ f ( h ) à x k
la ,  b]  [a ,  c j  [ с ,

куриниш да белгиласак, y  холда

2  "  2  /<ул**  +  2  / ( У Ч ,  (9-31)
[a, b] [o. c] [c, b]

бÿлaди. f(x)  функция [a, c], [c, b] хам да [a, b] ораликларда инте
гралланувчи бÿлгaни учун

Hm У  f (Êfc) Axk =  Г / (.v) dx,
XP  a

lim  V  /(£ ) Axk =  i' f{x) dx,
V  eJ

b
lim  V  f ( l  ) Ах =  f  f (x) dx

}-p -°[H] aJ
тенгликларга эгамиз, (9.31) тенгликдан %p 0 д а  изланган форму
ла келиб чикади. Ш ундай килиб, 2°-хосса исботланди.

Энди с нукта \а, Ь] ораликдан ташкарида ётсин, яъни с нукта 
с <  а  <  b ёки а <  b <  с тенгсизликни каноатлантирсин. Агар с <



< a < b  булса, у  холда [a, b] cz [с, Ь] булгани у ч у «  1°-хоссага 
кура fix) функция [а , Ь\ да интегралланувчи булиб, юцорида исбот 
этилганига асосан

Ь а  b

J  / ix) dx =  f  fix )  dx — j f  ix) dx
с  с  а

формула ÿpинли бÿлaди. Бундан эса, 2- эслатмадан фойдаланиб
Ь а  Ь с  Ь

j ' f ix )d x =  — J f{x)dx +  f f  ix) dx =  / f(x)d x  -f- J  fix ) dx
à С с а C

булишини топамиз.
Худди ш унга ухшаш, a<Zb <СС бу,лганда хзм  f  ix) функция 

[а, Ь] д а  интегралланувчи бу’лиши ва тегишли формуланинг уринли 
экани курсатилади.

3°. Агар fix) функция [а , Ь] ораликда интегралланувчи булса. 
у  холда с fix) (с =  const) хам ш у ораликда интегралланувчи була- 
ди ва уш бу

ь ь
f  с- fix) dx =  с ■ j  fix) dx 

à a
формула уринли.

И с б о т .  f(x) функция [а, Ь] ораликда интегралланувчи булсин.
Д ем ак ,

п - 1 ь

lim  а =  lim  2  f  ( У  Axk =  f  f М  ^ х■%Р ->0 Хр --»0 fc_o а
Энди с fix) функциянинг мое интеграл йипшдисини ёзамиз:

Ci =  V  c f  (£*) Axk.
*=о

У  холда

=  2  с Ахь = с 2  nlk) АХк= С  (Т- 
/¡=0 *=0

Бундан А,я -> 0  да цуйидаги
ь

lim  а х =  lim  с а =  с lim  а — с ■ j  f ix )d x
% р  —>0 % р  —>0 Х р —>0 а

тенглик келиб чи^ади. Бу изланган формуланинг \финли эканини 
англатади.

4° Агар fix) функция [а, Ь] д а  интегралланувчи ва / (* )>  а  >  О 
бÿлca, у  холда у | у  функция >̂ ам шу ораликда интегралланувчи

булади.



И с б о т .  f(x) функция [а , Ь] да интегралланувчи булсин. Демак,
V  е >  О олинганда хам е га  кура шундай б >  0 топиладики, 
[а, Ь] орали^ни диаметри Хр < 6  булган хар цандай Р  булаклаш 
учун  ]

S  (Р) — s ( P ) = V  (Mk -  m*) Ах, <  сГ- г
А = 0

булади. Бунда
Affc =  sup {/(*)}, х&х*, ^ +|] ;

/п* =  inf {/(*)}, [xfe) дг*+1].

f(x) >  d  >  О булганлигини эътиборга олиб, — функция учун
f (■*)

М\ =  sup *€!**, Jfjk+i],

l  "I
4 = inf ^ + il

м авж уд  булишини аниклаймиз. Равшанки, 

булади. Н атижада
mk

4=0 к=0

= А х‘ <  i  2 (М> -  о <  8. k=0 я й /г=0

булади. Б у эса —— функциянинг [а, Ъ] да интегралланувчи экан- 
f (х)

лигини билдиради.
5° А гар  /(х) ва g(x) функциялар [а, Ь] оралиада интегралланувчи 

булса, у  холда f(x) ±g{x) функция >̂ ам [шу ораликда интегралла
нувчи булади ва ушбу

b ь ъ
С [/(*) ± g (x )] dx = r (7  (х) dx±  j ' g  (x) dx

a a  a

формула урин ли булади.
И с б о т .  f{x) ва g(x) функциялар [а, Ь] оралиеда интегралланув

чи булсин. Д емак,



Энди fix) ±  g(x) функциянинг [а, b] ораликдагн мос интеграл 
йдаиндисини ёзамиз:

nV [ f ( t k) ± g ( t k)]A x k ~  
k=о

п —1 п—1

=  ' £ f ( t j b xk ±  ^ S ^ k ) ^ x k =  a L± o 2. 
fe=0 k—0 

Бундан Xp-^O да ^уйидагига эгамиз:
ь ь

lim  сг =  lim  cfj ±  lim  а 2 =  I f{ x )d x ±  Г g(x)dx.
Х р - i-O Х р - >  0  Я р -> 0  ■' Q7

Бу изланган формуланинг уринли эканини англатади.
1- н а т и ж а .  Агар h (x ),f2(x), . . . , / „ ( %)  функцияларнинг хар би- 

ри [а, Ь] ораливда интегралланувчи булса, у  холда уш бу

c J i  (х) +  c2f2 {х) +  . . . +  сп /„ (х) (с£ =  const, 1 =  1, 2, . . . .  п)

функция з а̂м шу ораликда интегралланувчи булади ва 
ь
f  h / i  (*) +  c2f2 {х) +  . . . -г сп fn(x)]dx =

а
Ь b Ь

=  I f L(x)dx+ c2 [  f 2(x)dx +  . . . + c nJ  fn(x)dx
a  a  cl

формула уринли булади.
Бу натижанинг исботи ю^оридаги 3°- ва 4°- хоссалардан келиб 

чикади.
6°. Агар f{x) ва g(x) функциялар [а, Ь] ораликда интегралланув

чи булса, у  холда fix) ■ g(x) функция хам ш у ораликда интегралла
нувчи булади.

И с б о т .  f(x) ва g(x) функциялар [а, Ъ] ораликда интегралланув
чи булсин. У  х;олда интегралнинг мавжудлиги ха^идаги теоремага 
кура

П — 1

lim  [Sf iP) — э7(Р )]=  lim  У  (Мк — mk) A xk =  0, (9.32) 
%р->0 ^^-*0̂ =0

п —1
lim  [SigP) -  sg(P*) == lim  V  iM'k -  mk)Axk =  0 . (9.33)
Xp->0 kP ^ °^ 0

Аввал барча x£ [a, b] лар учун fix) >  0, g {x )>  0 деб ^арайлик. 
У  ^олда Y  х£ [xk, xk+l] учун

0 <  mk <  fix) <  M k,



тенгсизликлар уринли булиб, ундан ^уйидаги
0 <  т к■m'k <  /(х)• g(x) < М к-М'к

тенгсизлик келиб чикади.
Равшанки, [хк, xk+{\ (k =  О, 1, , п — 1) ораликда f(x)g(x) 

функциянинг к;уйидаги ани^ чегаралари:

т°к =  inf {/(x)-g(x)},

M°k =  sup {f (x)-g(x)} 

м авж уд  булиб, улар  учун
mkmk <  ml <  M\ <  MkM ’k 

тенгсизликлар уринли булади. У холда к>уйидаги

М1 — К  <  M kM 'k — mkm 'k =  К  (Мк — т к) +  т к (М'к- т ’к),
М  =  sup{/(x)} >  М к, М' =  sup {g (х)} >  Мк

а<х<Ь а<.х<Ь
тенгсизликларни эътиборга олиб (/ (х) ва g  (х) функциялар [а, Ь] да 
чегараланганлиги учун М<1 оо, М'<С.°° булади), топамиз:

S } 4 p ) -  sf .t (Р) =  2 ( м ° ~  <

<  м  ' 2 (М * -  + м  2 (УИ* -  *=0 *=0
Энди (9 .32) ва  (9 .33) {муносабатлардан фойдалансак, у  хрлда цу- 
йидаги

П— I

тенглик келиб чикади. Д ем ак , f(x)-g{x) функция [а, Ь] ораливда 
интегралланувчи.

Энди /(х) ва g(x) функциялар ихтиёрий интегралланувчи функ
циялар булсин. Бир томондан V  *6 [я , Щ лар учун

f(x) — inf {f (х)} =  f(x) — т  >  О, 
g(x ) — inf {g (x)} =  g  (x) — m! >  0 

тенгсизликлар уринли. Иккинчи томондан,
f(x) ■ g(x) =  [ f{x) — m] [g(x) — m ']+  mg{x) +  m! fix) — mm' деб 

ёза оламиз. Юцорида исбот этилганига хам да 4°- хоссанинг на- 
тижасига ( 1-н ати ж ага  каранг) кура, / (х) g (х) функция [я , b] ора- 
лицда интегралланувчи булади.

4°- ва 5°- хоссалардан цуйидаги натижа келиб чикади.
2- н а т и ж а .  Агар /(х), g{x) функциялар [а, Ь] да интегралла-



' f  f  (x}
нувчн B a .^ (x ) >  d >  0 булса, у  холД а —— функция хам [а, b\ ора-

ё  (■*)
ликда интегралланувчи булади.

3 - н а т и ж а .  А гар f(x) функция \а,Ь\ ораликда интегралланувчи 
булса, Y n£N учун  [/ (х)]п функция ^ам ш у ораликда интегралла
нувчи булади.

7°. Агар f(x) функция [о, Ь] ораликда интегралланувчи булиб, 
¥  х£\а, Ь] лар учун / (х) >  0 булса, у  холда

ъ
| f(x )d x>  0 (а<£>)
а

булади,,,.,
И с б р т .  Таърифга кура ушбу

л -1
lim  с  =  lim  V  f  (М  Ахь 

лимит мавж уд: Модомики, у-х£ [а, Ь] лар учун  / (*) >  0 экан, ун д а

*=0
ва

} ^ т  д * * > о

булади. Демак,
ь
j f(x )d x ^ 0 .

а

4 - н а т и ж а .  Агар f(x) ва g (х) функциялар \а,Ь] ораликда ин
тегралланувчи булиб, Y  х£ |о» Ь] лар уч ун  {/(лг) <  g (x )  тенгсизлик 
урин ли булса, у  холда ушбу

ь ь
.. j  f(x) dx *£ j  g (x)d x

а а

тенгсизлик хам уринли булади.
Ха^ицатан хам , f(x) ва g(x) функциялар [а, Ь] да интегралланув

чи булганидан g ( x ) — / (* )>  0 функциянинг интегралланувчилиги 
4- хоссадан келиб чикади. 6- хоссага кура бу холда

ь
f  lg  [x) — f(x)]dx> О

а
тенгсизлик келиб чикади. Бундан изланган тенгсизликка эга  бу- 
ламиз.

5 - н а т и ж а .  ( К о ш  и—Б у н я к о в с к и й  т е н г с и з л и г и ) .  А гар  
f(x) ва g(x) функциялар [а,Ь] оралицда интегралланувчи бул-



са, у  ^олда (ю^оридаги хоссаларга кура) уш бу fix ) — ag(x) (а  — 
ихтиёрий узгармас) функция хам [а , Ь\ ораликда интегралланувчи 
булади ва ,

ь
J  \ f{x )-a g {x )\ * d x > Q
a  *

. )
тенгсизлик урин ли.

Демак, ихтиёрий узгармас а  сон учун
ъ ь ь

a 2 J" g2 (x) dx — 2а  [  f(x )g  (x) d x +  J  /2 (х) dx> О
а  а  а

тенгсизлик ÿpинлн. Б у тенгсизликникг чап томонидагк ифода а  га 
нисбатан квадрат уч хад  булиб, у  а  нннг барча х ак ^ и й  ^ййматла- 
рида манфий эмас. Д ем ак, бу квадрат уч^аднинг дискриминанта 
мусбат эмас, яъни

ъ ь ь
[  f  / М  g  М  d x j — j ' f2 (x) dx | g 2 (x) d x< 0 .
a à a

Натижада куйидаги
ь Г  ь Г  ь
f  / (x) g{x) dx <  y  f  f2 (x) d x - y  [“ g2 (x) dx (9 .34)

a a a

тенгсизликка келамиз. Бу тенгсизлик Коми—Буняковстй тенгсиз- 
лиги деб аталади.

8°. Агар f{x) функция [а, Ь] оралиеда интегралланувчи булса, у  
хрлда | / (х) ( функция хам шу оралиеда ^интегралланувчи булади ва

f  f(x)d x
а

тенгсизлик уринли булади.
И с б о т .  f(x )  функция [а, Ь] ораливда интегралланувчи булсин. 

У  >;олда V  е >  0 олинганда хам шундай 6 >  0 сон топиладики, 
[а, Ь] орали^ни диаметри Яр <  6 булган  хар цандай Р  =  
{х0, xL, . . . , хг}  булаклаш га нисбатан

П-— I
5 ( P ) - s ( P ) =  V<oftAxft< e 

k=0
булади, бунда сой— f ix )  функциянинг [xk, x fc+l] оралиедаги тебра- 
ниши.

Равшанки, У х '£  [а, 6], х"£[а,Ь\ лар учун  куйидаги

ИЯ*') 1 ~  I fix") II <  I / (* ') — f  (*")1
тенгсизлик уринли булиб, ундан

sup II fix') I — \f{x") || <  sup |/ ix') — f  (x") |



тенгсизлик келиб чицади. Д емак, а к<<х>к, бунда <ок— |/(х)| функ- 
циянинг [х*, хА+]1 даги тебраниши. Натижада

S|ц(р) — sff | (Р) = 2  wk Д хк «S 2  %  Axk <  s 
fc=0 fc=0

булади. Бундан |/ (х) | функциянинг [а, Ь] ораликда интегралланувчи 
булиши келиб чицади.

fix) ^амда |/(х)| функцияларнинг [а, Ь] ораливдаги интеграл йи- 
гиндиларини ёзамиз:

а = 2 / ( У Д ^ ,

к=О
У холда

*=0 *=0 
булади'ва Я р -> 0 да лимитга утиб изланган тенгсизликнинг уринли 
эканига ишонч хосил киламиз.

8- § , У рта циймат зодидаги теорема лар

}(х) функция [а, Ъ] ораликда аннкланган ва чегараланган бул- 
син. У ^Ьлда \а, b] оралиеда

г  т  =  m l{f (х)}, М  =  sup {/(.*)}
мавжуд Ba>Vx£[fl ,&J учун

/п < / (* )<  Ai (9.35)
тенгсизликлар уринли булади.

6 - т е о р е м а .  Агар ¡(х) функция [а, Ь] ораликда интегралла
нувчи булса, у %олда шундай узгармас р, (7л< ¡д <Л1) сон мавжуд- 
ки, ушбу

гI / (л:) dx =  ц (Ь — а)
а

тенглик уринли булади.
И с б о т .  (9.35) тенгсизликлардан 3 - натижага кура топамиз:

Ь Ь Ь
I*mdx <  J  fix) dx<  I* Mdx.

a a a



m {b■

Б у тенгсизликларни b 

Агар

■а) <  | f(x)dx <  М  (6 — а).
а

■ а >  О сонга буламиз: 
ь
j  f(x) dx

tn <  ah- - „ < M .

f  (a:) dx

|Л =

деб олсак, у  холда изланган тенглик келиб чикдци.
6- н а т и ж а .  Агар f{x) функция [а, Ь\ оралиеда узлуксиз булса, 

у  холда б у  ораликда шундай с(с£ [я, Ь\) нук;та топиладики,

(' f  (х) dx =  / (с) (6 — a) s (9.36)
а

тенглик уринли булади.
И с б о т .  /(х) функция [а,Ь] оралицда интегралланувчи. Д емак, 

ь
б -теорем а га  к ур а  | f(x)dx =  |х(Ь — а) тенглик уринли булади (бун-

а
д а  т  <  р- <  М ).

Больцано—Кошининг иккинчи теоремасига (5- бобдагн 6- теоре- 
м ага каранг) асосан [а, Ь] д а  шундай с нук,та топиладики,

f(c) =  n

булади. Бундан (9.36).. тенглик- 
нинг уринли экани келиб чицади. 
(9.36) тенглик [а, Ь] оралицда 
/ (х) >  0 булган холда содда гео
метрик маънога эга. Маълум-

ки, ушбу J  / (х) dx аник; интег-

рал эгри чизикли трапециянинг 
юзини ифодалайди (53- чизмадаги 

5 3 - чизма.  аАВЬ трапепияга каранг). Энди
f(x) >  0 булганда шу эгри чизик

ли трапециянинг юзи асоси b—а  га , баландлиги f(c) га тенг булган 
турри туртбурчакнинг юзига тенг (53- чизмада аА'В b тугри туртбур- 
чакка каранг).

7 - т е о р е м а .  Агар f(x) ea g(x) функциялар [a , b] оралщда ин
тегралланувчи булиб, g(x) функция шу оралщда уз ииюрасини г/з- 
гартирмаса, у  \олда шундай узгармас ¡л (m<|.i<.M) сон мавжудки, 

ь ь
f  / W  g  (*) dx =  (x jg  (x)dx (9.37)



тенглик уринли булади.
И с бот .  Аник интегралнинг 5 - хоссасига асосан /(х) о{х) функция 

[а, Ь] ораликда интегралланувчи булади. Энди £(х) функция [о, Ь\ 
ораликда манфий булмасин, яъни у х £  [а , Ь] лар уч ун  д(х) >  0 бул- 
син, дейлик. У холда т  <  / (х) <  М тенгсизликларни g(x) га  к у -  
пайтирнб, сунгра хоеил булган уш бу

m g (x )^ f(x )g (x )^ M g (x )
тенгсизлйкларни [а, 6] ораликда интеграллаб топамиз:

I , £> Ь ' I Ь
| и) т  | £(х)с!х< | fijlc)g(x)dx ) g(x)dx. (9 .38)

, • < ;И'1 * I У/ I а и Ч а

Икки ^олни карайлик:
ь • <

а) | g(x)dx — 0 булсин. У  холда
о . I I I. 1 "*4

ь
)  f(x)g^x)dx =  0

булиб, бунда ¡1 деб г£ М  тенгсизликларни каноатлантирувчи 
ихтиёрий Ьонни олиш мумкин,'. ,, i }J,

б) 1 'jg tx )d x  >  0 булсин! Б у 'холда (9.38) тенгсизликлардан
■г

.i . I. Ч I' С ! Т 11 41
" j :f ( x ) g ( x ) d x

т < А - 1 _____ <Л1»• tb • : ■ ■*.
. • д I g(x)dx

.. ,>)' ; .V. “ |
булиши келиб чикади. Агар

ь .
] { (x)g{x)dx

■ ‘ Ь
( е (х ) dx

деб олсак, унда

j  f  W  g(x)dx =  11 j  g  (x) dx

булади.
[d, b f  Ораликда g ( x ) < 0  булганда (9.37) формула худди  шунга 

ухшаш исбйтланади. Теорема исбот булди.
7 - н а т . и ж а .  Агар [а, Ь] ораликда / (х ) функция узлуксиз, g (x ) 

функция интегралланувчи булса, ^амда ш у ораликда g  (х) функция 
уз  ишорасини узгартирмаса, у  холда шундай с(с£ [а, b]) ну^та то- 
пиладики,



J  fix )g  (x)dx =  f(c )  J  g (x)dx > !
: . (

тенглик уринли булади.
Б у натижанинг исботи (9.37) тенгликка асосланади.

9- § . Чегаралари узгарувчи булган аник; интеграллар

f(x) функция [а, Ь] оралшуха ^интегралланувчи булсин. У  ^олда 
анн^ интегралнинг Io- хоссасига кура f(x) функция исталган [a, J t j c  
а [ а ,  b¡ (а <  х <  ö) оралицда .^ам интегралланувчи булади. Равшанки,

j 'f( t)d t
а ■ t ' (

интеграл х  га  борлик^ У  ни F (х) деб белгилаймиз.

F (x )~  j f W -
а

’ Энди f(x )  функцияга кура F(x) функциянинг хосса^а^ц’ни \ (уз- 
луксизлиги, дифференциалланувчи булишини) урганамиз. '

8- т е о р е м а .  Агар f(x) функция [а, Ь\ оралщда интегралланув
чи булса, F(x) функция шу оралщ да узлуксиз булади.

И1с б о т .  / (лг) функция интегралланувчи булгани учун sup |/г0с)(= 
=  A i < o o  булади. *tx£ [a,b\  ну^та олиб, унга шундай Д х > О 
орттирма берайликки, х  +  Ах£ [а, Ь\ булсин. У холда F (я) функция
нинг орттирмаси учун куйидагига эга буламиз:

JC+Д* X
Д F (x )= F  (х  - г  Ах)—F (л:) =  J  / (t) d t— J  f(t) d t=  f[t) dt.

a x

Ании; интегралнинг 7 ° -хоссасидан фойдаланиб топамиз:
х+Д* х+Дх

|AF(x)| =  j* f(t)d t <  J  \ f{ t)\ d t< M  fj dt =  MAjc.
I x  X  *x

Д ем ак ,
\AF(x)\ < M A x .  ’ '

Бундан эса
lim  ДF(x) ■■= 0

Дх->+0

лимит келиб чи^ади. Ах <  0 булганда з а̂м худди ю^орвдагига ух- 
шаш lim  AF (х) =  0 булиши курсатилади. Б у эса F (х) функциянинг

Д Х - * — О

х£[а,Ь] н у^тада узлуксизлигини билдиради. Теорема исбот б^лди.
9 - т е о р е м а .  Агар f(x) функция [а,Ь\ оралщда интегралланув

чи булиб, хс £ (а, Ь) нуктада узлуксиз булса, у холда F(x) функция 
л:0 н уц тада дифференциалланувчи булади ва



F'(x0) =  f(x0).
Н е б о  т. F(x) функииянинг х0 нуцтадаги орттирмаси:

. ,, I х.+Д*
А F  (х0) =  f  f(t)d t (Ах >  0)

* ¿0 
ни оМ б1, ^уйидаги

------ f(x0)
Ах

айи рм атг цараймиз. Аник; ннтегралнинг хоссаларидан фойдаланиб 
топамиз:

*е+Дх х в+Лг
А F (х„)

/ М  = ^ [  f  о) j “ dt
X0

= - f -  f lf(t)-f(X o )} dt.
A x J

A.*|j {■ J ДГд , Xq

f
Бу муносабатдан

*.+д*
с  ~  f  ¡/ (0 -/(*«>)

Д *  J |
Хо

AfU,,) - / ( * )Ах
d/ (9.39)

тенгсиздик келиб чицади.
Шартга кура f(x) функция х0 нуктада узлуксиз. Таърифга асосан,

Y  е > 0 олинганда хам шундай б > 0  сон топиладики, ] х — х„ [< б  
булгайАа |/(*) — /(*)о’| <  е булади. Агар Ах < 6  деб олсак, у  хелда 

*о +  Ах] учун
1 / ( 0 - / ( * о ) | < е

булади. Натижада (9.39) тенгсизлик куйидаги
Яо+Д*

№ ,)  - н < £  i  *Ах

куринты га1 келади. Демак,
I А F(xu)

-f(xо) < 8.
I Ах 

Бундан

l i m  & F -— ~ f ( x o ) ,
Ах->+0 АХ

яъ н и ' * •*
F' (х0 +  0) =  / (х„) 

тенглн^ келиб чикади. Юцоридагидек, А х < 0  булганда

] im  =  
д*-,_о А х



яъни

тенглик хам  уринли булиши курсатилади. Теорема исбот булди.
А гар / (я ) функция [а, Ь] ораливда интегралланувчи булнб, х  =  а 

ва  х  =  Ь нуцталарда узлуксиз (бунда функциянинг х  =  а  да унгдан, 
х  =  Ь д а  эса чапдан узлуксизлиги тушунилади) булса, у  долда

F  (а +  0) =  /(а +  0), F' ф - 0 )  =  f{b ~  0)

булиши ю^оридагига ухшаш курсатилади.
8- н а т и ж а .  /(х) функция [а , Ь] оралиада узлуксиз булса, у  холда

V  [а, Ь] учун
F'(x) =  f(x)

булади.
Д ем ак , F(x) функция f(x ) нинг [а,Ь\ даги бошлангич ф унк- 

цияси.
Энди цуйи чегараси узгарувчи булган аник интегрални царай- 

миз. f(x) функция [а, Ь] оралиада интеграллаиувчи булсин. У ,^ол- 
да  бу функция [х, Ь]а[а ,  Ь\ ( а ^ х < Ь )  оралиада ^ам интегралла- 
нувчи ва бу интеграл х  га богли^ булади. Уни

Ф(х) =  \ f{t)d t
X

деб белгилаймиз. Аник интеграл хоссасидан фойдаланиб топамиз:

ь х ь 'i i \ > 
f  / (t) d t=  f f  (t) dt +  j f(t) dt =  F(x) +  Ф(х) (a <  д  <  (f).

a  a  x

Бун дан  эса i ,

ыФ (х)=  ( f ( t ) d f - F ( x )  - '*■'

булиши келиб чш\ади. Бу тенглик, Ф(х) функциянинг хоссаларини 
/ (х) ^амда F (х) функцияларнинг хоссалари оркали урганиш мумкин- 
лигини курсатади. Ж умладан, агар /(х) функция [а , ¿)|.. оралиеда 
узлуксиз булса, у  х,олда

<p'(x) =  — f(x)
'О »1* I.

булади. Х а1\икатан хам, бу х°л да  j / (t)dt мавж уд ва у  чекли сон,
а

F{x) функция эса ю^орида келтирилган теоремага кура [а, Ь\ да F’{x) 
з^осилага э га  булиб,

Ф' (х) -  ( j  f(t) d tJ  = f j / ( 0  dt -  F (x )j' =  -  F '(x) =  -  f(x)
x a



Интеграл мавзусининг асосий масалаларидан бири функция ин- 
тегралининг мавжудлиги булса, иккинчиси— функция интегралини 
Хисоблашдир.

Биз /(*) функциянинг [а, Ь) ораликдаги аник интегралини интег
рал йигиндининг чекли лимита сифатида таърифлаган эдик. Юцори- 
да айтиб утгаиимиздек интеграл йигиндининг лимита тушунчаси 
мураккаб характерга эга булиб, уни .хисоблаш, хатто  содда лоллар
да (шу бобнинг 2- § да келтирилган мисолга каранг) хам анча ци- 
йин булади.

Тутри, /(х) функциянинг интегралланувчилиги маълум булса, 
унда интеграл йигиндининг лимити [а, Ь\ ораликни булаклаш  усу- 
лига хам, хар бир булакда олинган 1к нуцталарга хам безлик; бул-

ь
май, Хр 0 да ягона / (I  =  | [  (х) йх | сонга интилади. Бу ход

а
[а, Ь\ ораликни булаклашни хамда ск нуцталарни интеграл йигинди 
ва унинг лимитини хисоблашга кулай цилиб олиш имконини бера- 
ди. Натижада функция интегралини топиш учун  бирорта булаклаш- 
га ниебатан интеграл йигиндининг лимитини хисоблаш етарли б у 
лади.

ь
Масалан, | хйх интегрални хисоблайлик. Б унда Цх) = х  булиб,

а
у  [а, Ь\ ораликда узлуксиз. Д ем ак, бу функция [а, Ь] да  интеграл- 
ланувчи. [а, Ь] ораликни ушбу

Р =  {а, а +  а п, а +  2ап, кап, а па ■ Ь}

булаклашни олиб, хар бир \а +  кап, а +  (к +  1) а п] булакда =  

=  а +  кап деб караймиз, бунда а п=  - ~ а

а—I л—I

. У  х ° лДа

п -1
0 ^  / (£*) Ахк = 2 (а + к- ос„)<х,=ос п £ ( а + к - с с п) =

к= в к=0 к= 0

— ап К ,га_г а„(1 +  2 +  3+ - . . . +  (я  —  1))] =

: О.,
Ь — а  (п  — 1 )п

Бундан

Д емак,

па +

Нт о =  Нт
ап -.0 ап -+0

2
Ьг—а2 Ь — а

а .

Ь2—а 2 Ь — а
-------- — ------- - а -2 ■ 2 я

Ь* — сР

62 — сА



Умуман, куп  ^олларда функцияларнинг интегралини таърифга к у 
ра хисоблаш кийин булади. Шунинг учун интегралларни хисоблаш- 
нинг амалий ж ихатдан  кулай булган йулларини топиш зарурияти 
тугилади.

1. Н ь ю т о н —Л е й б н и ц  ф о р м у л а с и .  Ушбу бандда, функ
цияларнинг а т щ  интегралларини хисоблашда кенг кулланадиган 
формулани келтирамиз.

М аълумки, f(x) функция [а, Ь] ораликда узлуксиз булса, у  хрлда

F { x ) = \ f{ t ) d t
а  • .

функция ш у ораликда f{x) функциянинг бошлангнч функцияси бу
лади. Бу бир томондан.

Иккинчи томондан, fix) функциянинг ихтиёрий бош лантч функ
цияси Ф{х) берилган бошлангич функция F{x) дан ихтиёрий узгармас 
куш илувчига фарк> килади, яъни ''

Ф{х) =  F (х) +  С (С =  const)
булади. Д ем ак ,

ф (*) =  j/ (o d /  +  c .  : . ;
а , ; I

Бу тенгликдан, аввал х =  а деб,
Ф(а) =  С, (9.40)

сунгра х  =  b деб,

Ф ф )=  ^fit)dt-\-C  (9.41)
а

тенгликларни топамиз. (9.40) ва (9.41) тенгликлардан ихтиёрий бош
лангич функция Ф(х) учун ушбу

ь
ij f(x)dx=:Ф {b) — Фia) (9.42)

а
формула келиб чккади. Бу (9.42) формула Ньютон—Лейбниц фор- 

муласи  деб аталади .
О датда, (9 .42) тенгликнинг унг томонидаги Ф(Ь)— Ф(а) айирма 

Ф(х) к а б и  ёзилади:

Ф(Ь) — Ф( а )  =  Ф (х)
Д емак,



2. У з г а р у в ч и л а р н и  а л м а ш т и р и ш  у с у л и .  /(х) функция
[а, Ь\ ораливда аникланган ва узлуксиз булсин. Бу холда [ (х) ф унк-

ь
циянинг аник, интеграли | [ (х) ёх  м авж уд  булади. Купинча у згар ув -

а
чини алмаштириш натижасида берилган интеграл ундан соддарок; 
интегралга келтирилади.

Фараз цилайлик, аник интегралда узгарувчи х  ушбу х  =  ф (/) 
формула билан алмаштирилган булиб, бунда ^уйидаги шартлар ба- 
жарилган булсин:

а) ф(0 функция бирор [а , Р] оралнкда аникланган ва узлукси з, 
/ узгарувчи [а , Р) орали^да узгарганда ф (() функциянинг киймат- 
лари [а, Ь\ орали^дан чицмайди; ' :

б) ф (а) =  а, ф (Р) =  Ь;
в) ф (0  функция [а ,  р] ораликда узлуксиз ф'(0 хосилага э га . У  

^олда
ь р

(' / (л:) ¿х  =  ( 7 (Ф (0) • ф' (0  ^  (9 .43)
л а

тенглик уринлн булади.
Х^щикатан л;ам, /(х) функция [а, 6] ораликда узлуксиз б улган и  

учун шу ораликда бошланрич функция Ф (х ) га эга булиб, (9 .4 2 ) 
формула уринли.

[а, Р] ораликда Ф (ф (()) функцияни царайлик. Бу функция [ а ,  р ] 
ораликда узлуксиз булиб, унинг хосиласи (6 .5) формулага кура к у -  
йидагича ёзилади:

[Ф(ф(0) ] ' =  ф '(ф  (О)-ф'(О-
Кейинги тенгликдан Ф' (х) =  / (х) эканини эътиборга олиб топамиз:

(Ф(ф(О)Г =  Дф (О)-ф' (()■
Бу эса Ф (ф (0) функция [а , р] да  /(ф(О)-ф'(О функциянинг бош

ланрич функцияси булишини билдиради. Ньютон—Лейбниц формула- 
сига кура,

Р
| /(ф (0) • ф' (О Л = Ф  (ф (Р)) — Ф(ф (ос)).

(II . . й
Буни б) шартдан фойдаланиб ушбу

3
$ [ (ф О1)) ф' (0 <11 ■-= Ф (¿>) — Ф(а) (9 .44)
а

куринишда ёзиш мумкин. Шундай цилиб, (9.42) ва (9.44) муноса- 
батлардан (9.43) тенглик келиб чикади.

М и со  л. К,уйидаги



С V 1 —X- с1х
о

интегрални узгарувчини алмаштириш усули билан хисобланг. Бу ин- 
тегралда х  =  бш / алмаштириш бажарамиз. У холда (9.44) формула- 
г а  кура топамиз:

I П/2 Л/2
| V 1 —X2 йх=  | У  ] — БШ2/ -СОБ / (М =  j  СОБ2 =
О

я

Я т +тп *-

3

сИ ---- — /Н— — з т 2/ 
2 4

с' я

4
соэ 2 t

2
<> 0

• 3. Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  у с у л и .  и(х) ва (х) функщш- 
ларнинг хар бири [а, Ь] ораликда узлуксиз и'{х) ва ь'{х) хосилалар- 
га  эга булсин. У  холда

ъ ь ъ
| и (х) (IV (х) =  [м(х) • г(х)] |а — | и (х) йи (х) (9,,45)

а а

формула уринли.
Хакикатан хам (6 .9) формулага кура

\и{х)-ь{х)Х — и'{х)-д{х)-{-и{х)--о'{х).
Д ем ак, и (х) г  (х) функция 1а, Ь] ораликда lu '(x)v(x)-{-и(х)#' (х) 

функциянинг бошлангнч функцияси булиб, Ньютон — Лейбниц фор- 
муласига кура

ь * '
| \и (х) и( х )  +  «(х )и ' (х )]^ х=  [и(х) - у  (х)] |* ” ‘

е
булади. Аник интеграл хоссасидан фойдаланиб топамиз: 

ь ь
| V (х) • и' (х) йх +  ы(х) • и'(х) с1х =  [ и (х) ■ и (х).|

а -в
Б у тенгликдан эса (9 .45) формула келиб ч и кади.

ь ь
(9.45) формула | и (х) ¿V (х) интегрални хисоблашни ( у(х)(1и(х)

а а
интегрални хисоблашга олиб келадн. Бунда и(х) хам да с1и (х) ларни

ь
шундай танлаш лозимки, | v^x)du^x) интеграл имконият борича

а
еодда хисоблансин.

о

М и  с о  л л ар . 1. J l n x d x  интегрални ^исобланг.
1

Агар ы(х) =  1пх, dv(x) — dx деб олинса, у  ^олда



. 1 • й и = ---- С1х, v(x) = хX
булиб, (9.45) формулага кура топамиз.

1п хйх =  X 1п X \ * т с!х =  х  1п X | — х  
|1

Д- ^п~ ( ' й'п ХС̂Х интегралнн хисобланг, бунда /г =  0, .1, 2 , 
о ’ ’

Бу интеграл, хусусан п — О, п =  1 булганда осонгина хисобланади:
Я
2

-СОБХ; о А — **/.* =
'о О

я  >  2 булганда берилган интегрални

л/2 я /2

/ „=  (“ ътп хйх=  | э т "-1 хй (— соэ х)
О о

куринишда ёзиб, унга булаклаб интеграллаш формуласини кулл ай - 
миз. Н атижада и

л
2

( г ' П X ■ СОБ х) 0 +  (п — 1)' | 2 X ■ СОБ2 Х(1Х

О
я ■ ___ Я

= (п — 1)]*51П,!- 2 х{\ -  з т 2 X) йх =  (я  — 1) |  з т  п~1хёх~

я
2

■ (п — 1) | & тпхйх =  (п —  1)/п_ 2 — (п —  1) /п

булиб, ундан уш бу

/„= —  /л -2 (9 .4 6 )

К6ЛИб* 'ШКаДИ' Б у  Ф°РмУла ёрдамида берилган интегрални п — 2 , 6, . .  . булганда кетма-кет хисоблаш мумкин. Биз
куиида п жуф т ва тоц булганда берилган интегралнинг киймати- 
ни келтирамиз:

п — 2 т — жуф т сон булганда

2 т  — 1 2 т —3

ззз



_  (2 т  — l)!f  j t _  

=  (2m)ü 2 

n  =  2m +  I — toi\ сон булганда

2 m 2m — 2
2m — 1 

(2 w)ü 
(2m +  l)l!

2m-j-l ■ 2m +  ,

(9.48)

Б унда mil символ m дан катта  булмаган ва у  билан бирхилжуф т- 
ликка эга булган натурал сонларнинг купайтмасини билднради. 

Ш ундай килиб,
™ (2т— 1)!! я о л. я»- ---- - ----- , агар п — 2 т  жуф т булса,

J  sin" xdx =  
о

Хусусан,

(2т) И

(2т ) !!
(2 т  +  1)!! , агар п — 2 т  +  1 ток булса.

Я
Т

, f sisin2 xdx =

Г s in3 xdx =  JL  
я

4. В а л л и с  ф о р м  у  л а с  и. Юкорида келтирилган 2-мисолдан 
фойдаланиб, л  сонини ифодаловчи формулани келтирамиз. Равшанки,

О <  х <  у  булганда

sin2n+I х <  sin2" х <  sin2"-1 X (п — 1,2, . . .) 

тенгсизликлар уринли . Б у  тенгсизликларни [о , ^  

раллаб

орали^да интег-

Л

2

 ̂ s in2n+1 xdx <  I" s in2" xdx <  [  s in2" ' xdx, 
o ó o

сунгра (9.47), (9.48) формулалардан фойдаланиб топамиз:

Бундан
(2га+1)И

Г (2 га)! 1 I» 
[(2/1 — l)ü j

(2п)!! ,  (2п—1)1! я  (2 /1—2 )!!
(2га)!! ’ 2 М 2л—1)!!

— Í—  <  — <  2п + 1 2
(2га)!! г 1



тенгсизлнклар келиб чикади. Аммо бу тенгсизликларнинг чеккалари- 
да турган ифодалар айирмаси

12 1Г (2/1)!! 2 1 Г (2 я )!! 1
(2я — 1)1!. 2я (2 п — 1 )!! 2 п +  I

<

(2 я) 11г,Г ,1 1 я  1 

2 я  2 ’ 2я

булиб, п ■
(2я — 1)11] 2я +  1 

°о да нолга интилгани уч ун  уш бу
_(2я)
(2я

=  Нш
2 п~* с»

2я)!1 ~|з __1_
1— 1) ! ! ]  2я

формула уринли булади. Демак,

— — П т — — — — 
2 п - г г г  1 3  3  5

2/1 2я (9 .49 )2я — 1 2я +  I 
Б у (9.49) формула Валлис формуласи дейилади.

11- § .  Ани^ интегралларни такрибий хисоблаш

Биз кжорида интеграл остидаги функниянинг бошланкич ф унк- 
цияси маълум булса, аник интегрални Ньютон — Лейбниц формуласи 
ёрдамида хисоблаш мумкинлигини курдик. Аммо бошлангич ф унк
цияни топиш масаласи доим осонгина хал  булавермайди. А гар  ин
теграл остидаги функция мураккаб булса, тегишли аник; интегрални 
^исоблашнинг такрибий усулларини к,улланиш лозим. Бу у сул л ар  
интеграл остидаги / (х) функцияни уни такрибий ифодаловчи к у п х а д  
билан алмаштиришга (/ (х)«  Рп (х)) асосланади. / (л:) функция [а, Ь] 
ораликда аникланган ва узлуксиз булсин. 6-бобнинг 7 -§  ида эел а- 
тиб утилган функцияни купхад билан якинлаштириш ха^идаги В ей-

сонга
Ь — а

ерштрасс теоремасига асосан, V  е >  0 сон олинганда хам 

кура шундай Рп (х) купхад топиладики, V  х £ [а, Ь\ лар учун

1 № - Р . И К . — ,•  о  — а
ъ ь

тенгсизлик урин ли булади. Бундан ^ Рп (х) с1х интегра лнин г [  [ (х ) с1х
а а

интегралга якинлашиши келиб чикади. Х акикатан хам, аник ин тег- 
ралнинг хоссаларидан фойдаланиб топамиз: 

ь ь ь
!  (х) (1х—  )’ Рп (х) (¡X =  |' [/ (А-) — Рп (х)] йх

а а
Ь

<  Г I / (х) — Р (х) I с1х <  ——  (Ь — а) =  е.
Л Ь — а
а



/ (х) й х ж  (  Рп (х) йх (9.50)
а  а

такрибий формулага келамиз.
Масалан, [0, 1] ораликда аникланган ва узлуксиз булган функ-

циянинг | / (х) йх интегралини таодибий ифодаловчи формула топиш 
о

талаб этилсин.
Ушбу

" /*

купхадни царайлик. О датда, бу купхад Бернштейн кущади деб ата- 
лади. Ушбу курснинг «Функционал кетма-кетликлар ва каторлар» 
бобининг 10-§ ида п -*- оо да Бернштейн купхадининг [0, 1 ] ораликда 
f  (х) функцияга текис яцинлашиши, яъни у  е >  0 олинганда ^ам 
¥ * 6 [0, 1] учун

| / ( х ) - В л (х )| < е  

тенгсизлик уринли булиши исботланади. ^

(9.50) формуладан фойдаланиб топамиз: |  / (х) ах »  ^ Вп (х) йх=
и о

I

= ¡ [ 2 1  ( т ) ' ч * (1 - * " ] й )  ч  1
о *=° *=° о

— х)п~к йх.
]

Энди ¡и =  | х* (1 — х)п~к йх, А = 0 ,  1, 2, . . п интегралларни
о

хисоблайлик. Б улаклаб  интеграллаш усули (и =  х к , йи=(\—х)п~к йх) 
билан ушбу

] к ^  — ; 7*_1,  * = 1 , 2 ,  3 п* п —  к + 1 * 1

рекуррент муносабатларни хосил циламиз.
Бу муносабатлардан у  & учун

Г к / — я ~ • к I — С к- 1  1  __рк—2 / _
»  * “  к\ (п— к)! п - к - 1-1 "  к- 2

I
_ . . .  -  с; /, = с». /„ = ]'(1 -  х г  их =

о

келиб чик,ади. Буни эътиборга олсак, берилган ани^ интегрални тац- 
рибий ифодаловчи куйидаги



f  / (x) Ax «  — Ц  У  f  I — ) 
J  n 1 \ n /в fr=0

формула хосил булади.
ь

f / (x) dx интегрални такрибий хисоблаш йулларидан яна бири
а

ннтеграллаш оралига \а, Ь] ни п та тенг булакка булиш ва ^ар бир 
булакда / (х) функциями

1) С — const;
2) Ах +  В (А, В — узгармас);
3) Ах2 -\- Вх +  С (А, В, С — узгармас)

куринишдаги, яъни нолинчи, биринчи ва иккинчи даражали куп х ад - 
лардан бири билан алмаштиришга асосланган. Биз бу ^олларни ало-

лида цараб, | / (х) dx интегрални такрибий ифодаловчи тугри турт-
С

бурчаклар, трапеция ва параболалар (Симпсон) формулаларига кела- 
миз.

1. 1 у f ри  т у р т б у р ч а к л а р  ф о р м у л а с и .  / (х) ф ункция 
[а, Ъ\ ораликда аницланган ва узлуксиз булиб, унинг

интегралини тацрибий хисоблаш талаб этилсин. Аввало -у *6 [о , Ь] 
учун

/ М * / ( 2± -6) =  const

деб олиб, цуйидаги
ь

(9 .51 )

/Дм [ » j  I /  J \Л>

хг, ■ • х„_ ,, хл =  Ь нуцталар 
ёрдамида п та  тенг булакка 
булиб, хар бир [а'д,, xk+]] бу
лакда (9.51) формула цулла- 
нилади. У  холда

формулани ^осил циламиз. Бу
тацрибий формула (5 Л ------- 4
/ (х )> 0  булганда аА 
чизикли трапецияниш 
аА'В'Ь тугри тур 
юзи билан алмаштир) 
курсатади. (9 .51) форм 
анщлигини ошириш i 
да la, b] оралицни а 
х2, ■ • •, х ,, хп =  Ь нуцталар о* I) ~± - ь X

54- чизма.



булади, бунда
, Ь — а -  хк + хк+1 „  , /,  ! 1\ ь ~  'а Iхь =  а-+- к --------, х  = ------ -—  =  а  +  к - г -  ------ ,

к л  2 - . 2 1 п
•. г .

^ +1_ Х ,  =  ^  (Л =  0, 1, 2...........я  — 1).

Н атижада куйидагига эга  буламиз:
Ь л , х;  Ч--1-1

/ (х) йх =  / (х) ^х +  |  ̂ (х) ¿х -+- . • • +  | (*) йх 4- • • • 4-
а ¿о ¿1

4- Г I (х) <1хх / (х0) +  / (хх) -I- . . .  4- - — ? / {хк) +
J  л п п
*п- I

+  • • . +  —  / (*„_,) =  —  [/(х„) 4-/  (7 .) 4  . . .  4 ;
Л п

4-./
ь

Ш ундай цилиб, | / (х) ¿ х  интегрални такрибий хисоблаш учун 1\уйи-
а

даги
ь

/ (х) ¿ х  «  [/ (х0) 4- / (х,) +  . . . 4- / (х*) 4- • ■ • 4-
а

+  М й  =  — (9-52)
11 к=0

формулага келамиз.
(9.52) формула туери  туртбурчаклар формуласи деб аталади. 
Одатда, такрибий формула чикарилганда, албатта уни цулланил- 

ганда йул куйиладиган хатолнкни аник;лаш ёки ба.холаш такрзо эти- 
лади. Бунинг натижасида такрибий формулалар узаро тацкосланади.
(9.52) формуланинг хатолиги ушбу

* п—1 _
Я„ =  Г / (х) йх -  6- ^  V  / ( а . )  (9.53)

а " 6=0
айирма билан ифодаланади. Уни ба^олаймиз. Бунинг учун / (х) функ
ция [а , 6] оралнкда узлукси з (х) .хрсилага э г а  булсин деб ь;арай- 
миз.

Аниц интегралнинг хоссаларидан фойдаланиб ни цуйидаги



куринишда ёзиш мумкнн. Тейлор формуласи

/ М  -  / ®  =  Г' К )  (X -  7к) +  ~  /" (?,) (X -  ^ )2

дан фойдаланайлик, бунда сон х  ва хк сонлари орасида булади. 
Натижада

^  1к Г (х  ~  Хк) +  ~~ /" ( У  (х — **)2| ¿х  -=

-  ¿ * + '  -  1 * * + '
=  ¿ ¡ ' п * * )  ]  ( х ~ х к)<1х +  -'- г а к) ( х -

*'=Г() Хк '*к 
_ . п—1

-  - ¿ * ) 8< ы = Т 2 Г
*=0

•**
булади.

Урта }\иймат ха^идаги 6- теореманинг 5-натижасига кура
*М-1 _  *А+1

| П У  (X - *А)2 ¿X  =  Г  (©  ( ( X - х /  ¿X =

^^-1- 1 )8 Ы/ /£., __ ^  а13 Г/, г  . .
12 * 12 п3 ^ ^  л л+11)

булади. Ш ундай килиб, /?п учун куйидаги

7 ?  =  - 1- V  .(6 ~  а)8 (£♦) _  (Ь — а)* ^  ^
* »  2 ^  12 л» ^ 24 п* я*=0 *=0

ифодага келамиз. Равшанки, уш бу

~  Г  (£*)~~ /"(£)) +  • • • +/"(§„_])
п ¿ о  ' "

(?0 £ [я- Ь], £,* 6 [« , Ь], . . .  , |’ _ , € [ а ,  ъ\) миедор /" (х) нинг [а, Ь]
ораливдаги энг кичик т"  з^амда энг катта М" ^ийматлари орасида 
булади, яъни



m'r < i  2£=0

f"{x) функция [a, b] ораликда узлуксиз. Больцано— Кошининг 
иккинчи теоремасига кура (5-бобдаги 9 - теорем ага  каранг), (а, Ь) 
интервалда шундай £ н укта топила'дики,

булади. Натижада Rn уш бу

ТЭ — №
~2

куринишни оладй. Д ем ак ,

(£ € (« , ь))¿\ IIй

U { x ) d x  =  ± H ±  V  f i x j  +  < ± - £  / " ( g ) .  ( 9 . 5 4 )

а П k=0

Ш ундай килиб, [а, Ь] ораликда иккинчи тартибли узлуксиз ^осила-
ь

га  эга  булган f(x) функциянинг \f(x)dx интегралини (9.52) тугри
а

туртбурчаклар формуласи ёрдамида такрибий хисобланса, бу тацри- 
бий хисоблаш хатолиги цуйидаги

формула билан ифодаланади.
2. Т р а п е ц и я  л а р  ф о р м у л а с и .  f(x) функция [а, Ь\ оралицда 

аникланган ва узлуксиз булсин. \f-x£[a, b] учун !

f { x )  ~  J W — f.iEL х  +  b f ( a ) - a f ( b )  (9>55) 
b — а Ь — а

ь
деб олиб, j' f(x)dx  интегрални тацрибий ифодаловчи ушбу

а

f ( b)  — [ (а) х bf  (а ) — а/ (6) 1 ^  =  
b — a b — a J 

_  f ( a ) +[ ( b )  {b_ a)  (9 56)

и и

f  f {х) dx я» j*

2
формулани хосил киламиз. (9 .55) муносабатдаги

f (b) — f  (a) I bf (а) — af (b)------------------ х  ------------------
b — a b — а



I ифода (а, /(а)), (Ь, /(¿)) нукта- 
| лардан утуЁчн ' тугри чизик нук- 

тасининг ординатасини ифодалай- 
| ди. (9.56) такрибий формула
I / (-V) >  0 ( у * £ [ а ,  Ь]) булганда 
! (55 -чизма) аАВЬ эгри чизикли 

трапециянинг юзини аАВЬ тра
пеция юзи билан алмаштири- 
лшиини ифодалайди. Энди (9 .56) 
формуланинг аниклигини ошириш 
максадида [а, Ь] ораликни а  =  
=  *о> хЬп.,. ■ , хп_ х, Хп— Ь нук>- 
талар ёрдамида п та тенг бу-

55- чизма.

лакка булиб, хар бир [хк, *4+]] булакда / (х) функциянинг |' ¡(х)йх  
' _ * * к  

интегралига нисбатан (9.56) формулани кулланамиз. У  хо лда“

1(х)(1х&  — к. Уг^ {Хк+]) (хк+]- хк) (¿  =  0, 1.............. я — 1)
хк '' ‘ .

булиб, натижада ушбу

)' / (а-) ах  =  [ / (х) с1х-+ )' / (х) <1х +  . . . -Ь ('” / (х ) ах  да 
° *• 1 

~  М*о) +  / <х,) / V | { (Хг) 4 - I (Х2) .  •. I

~  2 ' 1 _  4-----------2------- Ъ~  ”  ‘ ' '
Ц х „ - \ ) - г 1 ( х п ) Ь — а Г / (х0) — / (ж )

4------------2---------  (Хп ~  Хп-\) =  “ 2--------------- 2---------- +

+  / (*1) +  / (*2) +  / (хп_,)] (
формулага келаммз. Демак,

Г/Ы - К » . )  + / ( - ) +

19.57)

|/«х) :

+  /(*а) +  • ■ • / (-*сл_|)] -
Бу (9 57) формула трапециялар форму ласи деб аталади.

Энди (9 .57 ) трапециялар формуласининг хатолигини, яъни уш бу

Ь — а 7 (х0) +  /(*„)

+  /(*2) +  • • • + / (*„ _ !)]
айирмани ба^олаймиз. Бунинг учун  ¡(х) функция [а , Ь] ораликда 
узлуксиз Г  (х) лосилага эга булсин деб караймиз.



А ввало [хк, xk -\-1\, 0 <  / <  - — -  оралик; учун юцорида келти-
ti

рилган таЕфибий формуланинг хатолнгини, яъни

rk( t ) = X\ f { x ) d x - H.Xk )+ ./.fo + t]t (9 .58 )

i.
айирмани ба^олаймиз. Бу функциянинг t буйича бнринчи ва иккин- 
чи тартибли хосилаларини ,\исоблаймиз:

x.k+t
rk (О =  ( )' f  (X) d x j  -  ■ t j  ~ f ( x k +  i)

*k

— j U  (**) +  f(xk + t )  i -  {  № + o = j  i/ (X*+ t ) ~ f  M  -

■ ' / '

r l  (0  =  7  г  (** +  o  — 7  Г  К  +  0  -  ~  Г  к  4- t) =

=  ~ r ( r k +  t).)

Равш анки, t — 0 да

М < » =  ° . / Л 0) =  0-
Энди

r¡(t) =  ~ ^ r ( x k +  t)

тенгликни [0, /] ораливда интеграллаймиз: 
t  t 

r ¡  (t) dt =  — j* t f  (xk + 1) dt. (9.59)
Ö 9

Бир томондан

j* r ¡ (0 d/ =  r ;(0  = r¿(/ ), . .
a u

,

иккинчи томондан эса урта ^иймат ха^идаги теоремадан фойдала- 
ниб,

t  t

J tf (хк + t)dt = г  (h) j'tdt -  j  r  (?ft) (ik e u*, + <i)
o ó

булишини топамиз.
Н атиж ада (9.59) тенглик куйидаги



и л* ■ • 
.< / и :• г (9 .60 )

куринишни олади. 
Ушбу

тенгликнн [0, /] ораликда интеграллаб

(9 .61 )

ни топамиз:

/
* т  (?*) д  =  г  а д  С ™  -= £  г  ю  а ;  е  и*, ** +  щ.

о о
Натнжада (9.61) тенглик ^уйндаги

курииишга келади. У холда, юкоридаги (9.58) муносабатда t ■ 
=  - — -  =  хл+) — х,. деб хисоблаб,

П ,

'{  Цх)(1х =  1 - ^
«А . [Л
* *Й

/ (*к ) +  {<**+!>

формулами хосил циламиз. Н атиж ада куйидагнга эга буламиз: 

\'](х) (1х --- |' / (х) (1х +  ]' / (.г) с1х +  . . . +  ( л / (х) йх =
*0 *1 1. хп - 1

,  [/ (* .) +  / М ]  -  Г  <?о) +  ~  [/ (*0  +  / М  ■2 п 2 п3 2 п

-  /" (II) +  ■ ■ ■ +  ^  [1 < * - , ) + 1 {х’ )1 -
Ъ ~ а  / (*о>-— / (*п )
------ 2 - +  / ( * )  +  / (Х2) +12 /г3 1 и " - 1;

+  • • • +  / (*„_]) 12

Аввал цараганимиздек

/"(0 +/" (Ц )+  ( О



миьдор f"(x) функциянинг [а , Ь\ ораликдаги энг кичик хамда энг 
катта  ^ийматлари орасида булиб, f"(x) функция [а, Ь] оралиеда уз- 
луксиз булганидан эса, ш ундай Ç Ç (а, Ь) нукта топиладики,

П£) =

булади. Д ем ак , 
ь

|  f(x )d x  = Ь — а f  (*о) •+- f  (*„ )

2

(Ь — а ) 3 
12 я*

/(*]) + +

п о  (е е ( а ,  ь)). (9 .62)

Ш ундай килиб, j'f(x )d x  интегрални таи;рибий ифодаловчи (9.57)
а

трапециялар формуласининг хатолиги уш бу

формула билан хисобланади.
3 . П а р а б о л а л а р  ( С и м п с о н )  ф о р м у л а с и .  Б у ^олда [а, Ь\

ь
орали^да аниклаиган ва узлукси з f(x) функциянинг [ f(x )d x  интег-

а
ралини так.рибий хисоблаш учун  f  (х) функцияни (a, f(a)),

f   ̂а ~̂—JJ  хамда (b, / (6)) ну^талардан утувчи у  =  Ах2 +  Вх +  С 

парабола нуктасинннг ординатаси билан алмаштирамиз. Берилган 
(a , f(a)), ( Ь- , f  ( а J ~ -  ) ) ва  (b, f  (b)) нукталар ор^ади парабола. 2  1 \ 2
утказиш  мумкин. Бундай парабола ягона булади. ^аци^атан хам, 
у  =  Ах'- +  Вх +  С парабола юкорида айтилган нукталар орцали ут- 
гани учун  ушбу

Аа2 + В а  +  С

А-
ь \2+  В

fia),
а +  Ь\ + с = / (9.63)2 / V 2 

A lr+ B b  4 -С  =  /(Ь)

тенгликлар уринли булади. Б у системанинг коэффициентларидан 
тузилган

а2 а
' а + 6 \ 2 а  + 6  , (а  — Ь)3

т



детерминант ^ар доим нолдан фар^ли (чунки а ф Ь ) .  Д ем ак, (9 .63 )

система ягона ечимга эга. Б у хол (а, / (а)), • / ,

^амда (Ь,,!(Ь)) ну^талардан ягона у  =  Ахг +  Вх +  С  парабола ути-
шини билдиради.

ь ь
Энди (Ах2 - г  Вх-\-С) йх интегрални берилган |’ / (х) йх интег-

а а
ралнинг такрибий киймати деб куйидаги

ь ь
)' / (х) с!х «  Г (Лх2 +  Вх +  С) йх

) )

({юрмулани хосил киламиз. Бу такрибий формуладаги |(Лх24 - в х  4-
а !

4  С) йх интегрални ^исоблаймиз:

ь
3 1а 2

|  (Лх2 + В х  +  С)аГх =  Л- — Г +  В х*
Ь . Ь3 — а» .= л —->— ь

+  в - — -  + С (Ь — а ) =  - — - ( 2  А(Ь* +  Ьа +  сг) +  3 В(Ь — а) +

+  6 С| =  ^ -^ Н А с г  Ва +  С) +  4

(АЬ- 4■ В6 +  С) = Ь — а

Л ( ^ ± А )2 +  в ( ^ - ) + с ] 4 -  

НЬ)],Па) 4 . 4 / ( £ ± * )  +

Ш ундай килиб, С / (х) йх интегрални такрибий хисоблаш учун уш бу
а

Ь
Ь — а Ца) - 4 / | А _ й.| л\ЧФ)] (9.64)

формулага келамиз.
Бу (9.64) формула /Чх) >

>  0  булганда 5 6 -чизмада 
курсатилган аА\ВЬ эгри чи- 
зик;ли трапеция юзини аАИВЬ 
эгри чизикли трапеция юзи 
билан алмаштирилишинн ифо- 
далайди.

(9.64) формуланинг аник;- 
лигини ошириш учун [а, Ь] 
орали^ни

«о =  Х0, Хц . . • , Х2к, Х2̂ [ ,  Х2Й_|_2> • • •

(х„ <  Ху <  х2 <  . . .  <  х,к <  х№+1 <  хк+2 <  '
Х2 п -2 '  Х2п—1* Х2п ~  ^

' Х2п—2 <̂ Х2 п -\  <  Х2г)

ну^талар ёрдамида 2 п  та тенг булакка булиб, .^ар бир [х„А,..х2Л+9],



(к =  О, 1, 2 , , . . , п — 1) оралщ  буйича олинган интегралга (9.64) 
формулани ^улланамиз. У  холда {х2к, х ,А+2] орали^ учун

рк+2 _

]  / (*) ¿х  «  - у ,  [/ (% ) +  4 / а д , )  +  / (% +2)] =

=  ^ 1 / ( * ■ » )  +  4 / (% +1) +  /(х2, +2)] (¿  =  0, 1............. п - 1 )  (9 .65)
о л

формулага эгамиз.
Н атиж ада аник, интегралнинг хоссасидан фойдаланиб, куйидаги 

ифодага эга  буламиз:
■ Ь: хг х4 х I
]  I (х) йх — ]' / (х) <1х +  \ { (х) йх -г  +  | / (х) йх «
°  '* •  * г  * 2 /2 - 2

»  Ь~ ^  IV (х0) “г  4 / (.г,) +  / (х2)) -+■ (/ (х2) +  4 / (х3) +  / (х4)) +
6 п

+  • • • + ( /  а д 2) +  4 / а д , )  +  / (х2л))] =  [/ (х„) +

+  / а д  4- 4 (/ (х ,) +  / (х3) + ■ • • + /  а д , ) )  +  2 (/ (х2) +

+  /(*<) +  • • • +  / (^гп-г))!-
Ш ундай килнб, /(х) функииянинг аник интегралини такрибнй ифо- 
далайдиган куйидаги 

! ь
I / (х) с?х да [(/ (х0) 4- / (х2 )) +  4 (/ (х ,) +  / (х3) - г  • ■ • -I-
,] 6 л
Л

+  / а д , ) )  +  2 (/ (Ха) + / ( * « ) + . .  • + / а д 2))] (9.66)

формулага келамиз. Б у формула параболалар (ёки Симпсон) форму- 
ласи деб аталади.

Параболалар формуласининг хатолигини топиш учун / (х) функ- 
цияга цушимча шарт куйилади.

Ф араз килайлик, /(х) функция [а, Ь] ораликда узлуксиз /<1У) (х) 
^осилага э га  булсин.

Адвало (9 .65 ) такрибий формуланинг хатолиги ушбу
! • *2)г+ 2

=  ]  / М  ах — и  (х2к) -г- 4 / (хй+ ,) +  / а д 2)] (9-67)
*2Ь "

айирма билан ифодаланади. Уни бахрлайлик.
^уй и даги

^ ( 0  =  ^ ( 0 — ^  г* (Л) (9.68)
Л°

ёрдамчи функпияни караймиз, бунда 
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*2*4-1 +< •

, ( / ) = !  / (*) йх - 1  / (х2й+1 — 0 4 - 4 /  (хй+1) 4  / ( * * +, -ь  01 
*2*4-1 -<

ва
Ь — а/I =

2 п

Бу (9 68) функцняни ке тм а -кетуч  марта дифференциаллаб, топамиз:
»

Р (0 —  /  (х2<1+1 + 0 4 - /  (*26+1 0 — [/ (*2*-|-1 — 0 +

+  */ (% + ,) 4- / (* * +, 4- (ха+1 4- 0  -

5/4 9
- /  (% + . — 01 — — гк(Ь) =  | -[/ (* 2А+| 4- о  4 -/ (* ЙН -  0  -  

- 2/ ( ^ + , ) ] - | [ Г ( % +1+ 0 - / ' ( ^ +1- 01-  ^  гк ((г); 

Р " (0  =  у [ / '( % + ,  4 - 0 - / ' ( * » + ,  - 0 1  - | Г ( ^  4 - 0  +

4 - Г ( % +, - 0 ] - 2- ^ г А(й);
/г8

Г "  (/, = _  |  г '(* „ + , + 1) — Г "  (**,+ , -  «1 - ~ Г  '• ,(* ) .

х 2 к + \  + ‘

бунда ( [ (х) йх интегралнинг t буйича хо-иласини хнсоблашда
*2*4-1

8-натижадан фойдаландик. Энди Л агран ж  теоремасига кур а  ( |

Г  (*2*+1 +  О — Г "  (* 2й+| - / )  =  /<1У> ( У  2/

(£* 6 (*2*-н ~  А х 2к+1 + 0  булишини эътиборга олсак, у  холда Р "  (() 
ниыг ифодаси цуйидаги

90
/="" ( 0 ------ ^ 2[/(1У,( ? * ) 4 - ^  гй(А)

куринишга эга  булади. , ,
Агар Г  (0) =  О, Р (к) =  0 булишини эътиборга олсак, у  холДа 

Ролль теоремасига кура шундай /1 (0  <  ^  <  /г) нукта топиладики, 
Р'((г) =  0 (0 <  <  /г) тенглик уринли булади. Р'(0) =  0 , /■’" (^ ) =  О 
тенгликларга кура яна Ролль теоремасига асосан ш ундай ¿2 (О <
<  4 <  нуцта топиладики, Р" (/.,) =  0 (0 <  / ,  <  тенглик, урин
ли булади. Ш унга ухшаш, уш бу Р"  (0) =  О, Т7” (¿.,) =  0 тен гл и к
ларга кура юцоридагидек шундай (3 (0 <  /3 <  (2) нукта топиладики,



/г' ”  (/я) =  0 ( 0 < ^ 3 < / 2) тенглик уринли булади. Н атижада (/) 
функция учун / =  /3 булганда куйидагига эга буламиз:

еки

'*(*)■ ~ 90
Г М ?* )-

Энди ('9.67) ва (9 .68) муносабатларни эътиборга олиб, юкорида- 
ги (9 .65 ) формулани куйидагича ёзамиз:

* 2 к + 2  '

|  / (х) йх =  [/ (х2А) 4- 4/ (хм+1) +  / (дся+ 2)] —
*2)!

г
(6  —  о )3 / < ^ (? )  (й = о ,  1, . . : ,  ( л - 1).
2880^

Б у тедгликдан фойдаланиб топамиз:
Ь ’ *2 *4

/>(*) йх =  |* / (.г) ¿ л  4- | / (•*) ¿-V
х2п

} (X) й х  =

*0
Ь — а 

6 п
К/ (*„) +  4/ (х ,) 4 - / (*,)) г  (/ (х2) +  4/ (дс3) 4  / (*4))

'■+' -  • • (/ (-^п-г) +  4/ (%,_]) 4- / (х>п))1 —
( ¿ —а)5 
2880 Л5 [/<1У,Г?о) +

+ /<1У>а,)+ ... 4-(?„_,)].
Д ем ак ,' ■ н - .

Ь — а  
6п [ (/ (*о) +  / (*2в)) +  4 (/' (*]) +  / (-Гз) +  • • • +  “  "

) '

бунда

+  / (х2П- 1)) +  2 (/ (х2) 4- / (лг4) 4- • ■ • 4- / (х2п_ 2))]
(Ь -а)5 /<1У)(б).

2880 п4
(9/69)

у, -

п
ь

Ш ундай килиб, | / (х) йх интегрални такрибий ифодаловчи (9.66)
а

Симпсон формуласининг хатолиги

- - И ^ " 4 ©  <Е



ифода билан аникланади. И'
' ь

Биз юкорида ] ¡(х) с1х интегрални тацрибий ^особлаш уч ун  
<*

турри туртбурчаклар, трапециялар >;амда Симпсон формулаларини 
келтирдик. Бу та^рибий формулаларнинг хатоликларинн т а ^ о с л а б , 
Симпсон формуласининг а ник лик даражаси тугри туртбурчаклар  
^амда трапециялар формулаларининг ани^лигига Караганда ю^ори 
эканлигини курамиз.

М и с о л .  Ушбу
I

\ е~хг йх
6|

интегрални тутри туртбурчаклар, трапециялар ва Симпсон формула- 
лари ёрдамида такрибий хисоблаймиз.

[0,1] орали^ии 5 та тенг б ул акка  буламиз. Булиниш ну^талари
х0 =  0, х 1 =  0,2, х , --= 0 ,4 , х3 =  0 ,6 , х4 =  0,8 , хь =  1,0

булиб, бу нукталарда / (х) =  е~х' функциянинг 1\ийматлари ^уйида- 
гича:

/ (х0) =  1,00000,
¡ ( Х1) =  0 ,96079 ,
Д х 2) = 0 ,8 5 2 1 4 ,
/ (х 3) =  0 ,69768 ,
Д х 4) =  0,52729,
/ (х5) =  0 ,36788.

.\ар бир булакнинг уртасини ифодаловчи нуктанинг координата- 
лари х , = 0 , 1 ,  х 3 = 0 , 3 ,  х 5 = 0 , 5 , х7 = 0 , 7 ,  хд = 0 , 9  булиб, бу

2 2 2 2 2 
нук;талардаги функциянинг ^ийматлари ^уйидагича:

/ (х 1/2) =  0 ,99005 ,
/(х3/2) =  0,91393,
/(х5/2) =  0 ,77680,
/(х7/2 ) =  0,61263,
/(*9/2 ) =  0,44486.

а) Турри туртбурчаклар формуласи ((9.52) ва (9 .54) ларга к;а-

ранг) буйича Г е~хг с1хж — (0,99005 +  0,91393 +  0 ,77680  +
6 5

+  0,61263 +  0 ,44 4 8 6 )=  -  3 ,7 4 02 7  «  0,74805,
5



б) Трапециялар формуласи ((9.57) Еа (9.62) ларга царанг) буйи- 

J  e-* ’dx&  у / и’00000̂ -?-’367^  +  0,96079 +  0,85214 +  0,69768 +
о W;

+  0 ,52729  )  =  -  (0 ,68394 +  3,03790) =  -  .3 ,72184 &  0,74437,
) 5 5

—  =  — « 0 ,0 0 6 .  
nl  6 -2 5  150

в) Симпсон формуласи ((9 .66 ) ва (9.69) ларга царанг) буйичз

Г е г *  dx »  -  [ (1,00000 +  0 ,36788) +  4 (0 ,99005 +  0,91393 +  
J  30

+  0 ,7 7 6 8 0  +  0,61263 +  0 ,44 4 8 6 ) + 2 (0 ,9 6 0 7 9  +  0,85214 +  0 ,6 9768+  
+  0 ,5 2 7 2 9 ) ] - -= (1 ,3 6 7 8 8  +  4 -3 ,7 4 0 2 7 +  2-3 ,03790) =  ~  (1 ,36788 +  

+  6 ,0 7 58 0  +  14,96108) «  0 ,7 46 8 2 .

\Rn\ < — —— =  0,7 • 10zb.
1 "I 2880-5«

I

Такрибий формулалар ёрдамида хнс°блаб топилган |' е~х> dx ин-
е

тегралнинг цийматини, унинг
1

f  e r *  dx =  0,74685 . . .
о

киймати билан таадослаб, Симпсон формуласи ёрдамида топилган 
интегралнинг та1фибий киймати аницрок эканлигини курамиз.

12- §. Функционал ^а^ида тушунча

Биз 1-бобда ихтиёрий Е  ва F  тупламлар берилган ^олда Е туп- 
ламнинг элементларини F  тупламнинг элементларига утказувчи / 
акслантиришни, яьни уш бу / :£ '-> /•' акслантиришни таърифлаган 
эдик. Х усусан , Е — N, F  =  R  булганда

f-N -* - R ( f :n -*-хп)

акслантириш сонлар кетма- кетлиги тушунчасига, Е =  R, F — R бул
ганда f : R - * R ( f :  х —>~у) акслантириш функция тушунчасига олиб 
келди  ва  улар 3- ва 4- бобларда батафсил урганилди. [а, Ь] оралик,- 
д а  аникланган функциялар тупламини М дейлик. Энди Е =  М, 
F — R  булганда <p:M->-R акслантиришни караймиз. Бу аксланти
риш функционал туш унчасига олиб келади.

8- т а ъ р и ф .  Агар М  туп лам даги  \ар бир f(x) функцияга бирор 
цоида ёки конунга кура битта хацик^ий сон у  мос ^уйилган булса, 
М  туп лам да функционал берилган (анщланган) дейилади ва у



(¿>:f(x)-+y  ёки у  =  Ф(1)
каби белгиланади. Бунда М  функционалнинг ани^ланиш туплами 
дейилади.

М и с о л л а р .  1. Ф — [а, Ь] ораликда узлуксиз булган  )^ар бир 
f(x) функцияга унннг шу оралиадаги максимум кийматини мос 
цуювчи ^оида булсин. Демак, бу холда уш бу

Ф :/(*)-►  max {f (х)} ёки у  =  Ф{[) =  m ax {/(*)}
a < x < b  a < x < b

функционалга эга буламиз. Бу функционалнинг ани^ланиш- тупла-
ми М  =  С [а, b] булади.

2. [а, Ь\ ораликда интегралланувчи хар бир / (х) ф ункцияга 
ь

унинг ани^ интеграли §f(x)dx  ни мос куйиш натижасида ^уйидаги
а

Ь b
Ф:Цх)->- | f(x)d x  ёки Ф (/ )=  f f  (х) dx

а  а

функционал хосил булади. Бу функционалнинг аникланищ туплам и 
[а , Ь] ораликда интегралланувчи барча функциялардан иборат туп - 
лам булади (одатда бундай туп  лам L каби белгиланади).

Энди М  — [а , Ь] ораливда ани^ланган функциялардан иборат 
туплам булиб, Y  / (*) € М, -у  Ф (х) € М  учун

tf.{x) +  I ф (х) £ М
муносабат уринли булсин (бунда к, I — узгармас сонлар).

Бу М тупламда Ф(/) функционал аницланган дейлик.
9 - т а ъ р и ф .  Агар V  / W  € М, у  Ф М  £ М лар учун функцио

нал ушбу
ф(к[ +  /Ф) =  к Ф(/) Н-/Ф(ф)

тенгликни р^аноатлантирса (бунда k ва / — ихтиёрий узгармас сон), 
у  холда Ф чизщли функционал деб аталади.

Юкорида келтирилган
ь

ФЦ) =  ( f{x )d x
а

функционал чизи^ли функционал булади. Даь^и^атан хам, буни кур - 
сатиш учун ани^ интегралнннг хозсаларидан фойдаланиш етарли:

ь ь
Ф(Щ +  /ф) =  [' [kf{х) +  /ф (х)] dx = k  f  f(x) dx +

a a
b

+  I I” Ф{x) dx =  k Ф (/) -ь  /Ф(ф).
a

Функционаллар ва уларнинг хоссалари математиканинг функционал 
анализ булимида урганилади.



1 0 - Б О Б
АНИК ИНТЕГРА Л НИНГ БАЪЗИ БИР ТАТБИ^ЛАРИ;

М атематика, физика, механика хамда фан ва техниканинг бош- 
к а  соэ^ларида учрайдиган купгина масалаларни ечиш маълум функ- 
цияларнинг интегралларини хисоблашга келтирилади.

У ш бу бобда эгри чизик, ёйининг узунлиги, эгри чизицли трапе- 
циянинг юзи, узгарувчи кучнинг бажарган иши ^амда массага эга 
бул ган  эгри чизи^нинг инерция момента ани^ интеграллар оркали 
хисобланиши курсатилади.

1-§. £й узунлиги ва унинг аник интеграл оркали ифодаланиши

/ (х) функция [а, b] ораликда аникланган булсин. Б у функцкя- 
нинг графиги куйидаги

{(х, / (х)) : х £ [а, b]}

ну^талар тÿплaмидaн иборат. Ш у графикдаги (а, ¡(а)) ва (b, /(b)) 
ну^талар орасидаги эгри чизнц ёйи узунлигининг аник интеграл 
оркали ифодаланишини курсатамиз.

М аълумки, агар / (х) функция [а, Ь] оралицда узгармас, яъни 
f(x ) — c, с =  const булса, б у  функциянинг графиги текисликда 
(а, с), (Ь, с) ну^таларни бирлаштирувчи тутри чизик кесмаси бÿлиб, 
ун и н г узунлиги

1Х =  Ь — а  (10. 1)
булади .

А гар  f(x) функция [а, Ь] ораликда чизицли функция, яъни 
f  (х) =  а х  +  Р (а , Р — узгарм ас сонлар) булса, у  ^олда бу функция
нинг графиги (a, / (a )), (b, f(b)) нуцталарни бирлаштирувчи TÿrpH 
чизиц кесмаси булиб, унинг узунлиги

/2 = V(b -  a f  +  [/ (b) -  / (а)]2 = (b -  a) VTT~a? (10.2)
булади.



Энди /(х) функция [а, Ь] ораликда аншуганган булиб, унинг 
графиги 57- чизмада курсатилган чизи^ни тасвирласин. Б у чизик — 
чекли сондаги (6 та) тугри чизиц кесмаларининг бирин-кетин бир- 
лаштирилишидан иборат. О датда бундай чизиь; синщ  чизщ  деб 
аталади.

Равшанки, бу з^олда сини^ чизи^ узунлиги (перимстри) уни таш- 
б^лади-ГаН T^FpH ЧИЗИ1̂  кесмалари узунликлари Й№индисига тенг

k = V  (*1 — af  +  [/(*,)- / (а ) ]2 +  У(хя—хЛ* +  [/(х2) — /(л:,)]3 +
+

5
+  V V - x J *  +  l f ( b ) - f ( x 5) f  =

=  2  V  (x*+' ~ x^  +  № + i )  - f W  (x0 =  a, Xe =  b).
Ь — nk=0

Умуман, [a, ft] орали^да аницланган f(x) функция графиги л та 
о К  f  (хо))> (x i> f  (х,)), . . . , Ап (хп, / (хп)) ну^тани (а =  х0 <

<  X, <  . . .  <^хп =  Ь) узаро тугри чизи^ кесмаси ёрдамида бирин- 
кетин бирлаштиришдан ^осил булган  синик; чизиадан иборат булса 
бу сини^ чизицнинг периметри уш бу

П—\

1* = 2  ^ W +i ~ ^ 2+ !/ > *+ ,)- /№  (Ю.З)
k=0

формула билан ^исобланади (х0 =  а, х п =  Ь).

58- чизма.

Энди /(х) функция [а , Ь] орал и еда ани^ланган ихтиёрий узл ук - 
сиз функция булсин. Бу функция графиги [а, b] ораликда 58-чиз-
мада^ курсатилган эгри чизиь; ёйини тасвирласин. Уни АВ  деб бел- 
гилаимиз. [а, Ь\ орали^ни ихтиёрий

р  =  {х0, * i .............хп} (а =  х0 <  х1 <  . . . <  хп =  Ъ)

булаклашни олиб, булувчи ^  (6 =  0, 1______п) ну^талар ор^али
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Оу уц и га параллел тугри чизицлар утказамиз. Бу TyFpn чизицлар- 
нинг АВ  ёй билан кееишган нуцталари Ак (хк, f  (хк)) [ к  =  О, 1, . . . п, 
А 0 =  А, Ап =  В) булади. АВ  ёйдаги бу нуцталарни бир-бири би
лан тугри чизиц кесмалари ёрдамида бирлаштириб L синиц чизицни
э^осил циламиз. L синиц чизиц АВ  ёйга чизилган синиц чизиц деб 
аталади . Б у  синиц чизиц периметрини L деб белгилайлик.

Равш анки, синиц чизиц периметри L царалаётган f{x) функция- 
га  боглиц булиши билан бирга [а, Ь\ оралицни булаклаш га ^ам 
боглиц булади , яъни L =  Lp ([).

А гар  Р х ва Р2 лар [а, Ь] оралицни иккита булаклаш  булиб,
Р г « Р2 булса, у  ^олда бу булаклаш ларга мос АВ ёйга чизилган 
синиц чизицлар периметрлари учун

Ч  if) <  t P, if)
тенгсизлик уринли булади.

Х^ацицатан ^ам, (а, Ь] оралицни Р г булаклаш цуйидаги

Р\ — {х0, x lt • • • > xk, Xk+\> • • • 1 хп} (а, --= xQ хк

< * * + ,<  ■ • • < * «  =  &) 
куринишда булиб, Р2 эса Р 1 булаклашнинг барча булувчи нуцтала- 
ри ^ам да цушимча битта х* 6 [а, Ь] нуцтани цушиш натижасида 
хосил булган  булаклаш  булсин. Бу х* нуцта хк .хамда хк+1 нуцта- 
лар орасида жойлашсин: хк <  л* <  хк+[. Демак,

P<Z~ {-̂ О’ * 1’ ■ • • * Xk' Х 1 Xk+-l< • • • > Xrt} i^ ~  Х0 ^  ' ■ ' <̂-
< x k < x * < x k+l < . . . < * „  =  6).

Равш анки, Р1 ос Рг.
АВ  ёйга чизилган Рх булаклаш га мос синиц чизиц LP (J) шу 

ёйга чизилган Р2 булаклаш га мос синиц чизиц L Pj (/) дан фацатги- 
на битта булаги билангина фарц цилади: LPi (/) да Ак Ак+Х булак 
булган  холда, Lp (/) да  эса иккита АкА* хамда А* Ак+[ булаклар 
бор (58-чизм ага царанг). Ammo Ak Ak+l тугри чизиц кесмасининг 
узун лиги  Ак А* хамда А* Ak+] кесмалар узунликларининг йигинди- 
сидан хар доим катта булмагани учун (учбурчак бир томонининг 
узунлиги  цолган икки томон узунликларининг йигиндисидан катта 
эмас) уш бу LPi (/) <  LPt (f) тенгсизлик уринли булади.

Д ем ак , Р  булаклаш нинг булувчи нуцталари сонини орттириб бо-
рилса, АВ  ёйга чизилган улар  га  мос синиц чизицлар периметрлари 
хам  ортиб боради.

Р  булаклаш нинг диаметри нолга интила борганда АВ ёйига 

чизилган бу булаклаш га мос синиц чизиц шу АВ ёйга борган сари 
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я^инлаша боради, синш^ чизик, периметри эса АВ ёйининг узун ли - 
гини борган сари аникро^ ифодалай боради, деб караш табиийдир.

1-т а ъ р и ф .  Агар АВ ёйига чизилган ([а, b] орали^ни .^ар ^ан- 
дай Р  булаклаш га мос) синик чизик периметри

Л — 1

l p if) =  V  V (x*+i ~ хк? +  [ / ( ^ , ) - / ( ^ ) 12
*=0

0 да чекли лимитга эга булса, у  ^олда АВ ёй узунликка зга 
деб аталади ва уш бу

lim Lp (/) =  L 
"kp —* о

лимит АВ ёйнинг узунлиги дейилади.

Хусусан , f (x )  — C, С — const каби булса, АВ ёй узунлиги

Lf  < / )= V  =  2  к й ; , - * * » *  -
*=0

П - I

*=0
L =  lim Lp (f) =  Ь — а 

\р —>0
булиб, (10.1) формулага келамиз. А гар  f  (х) =  ах +  ft каби б ул са , 
АВ ёй узунлиги

И — I
1 Р  ( / )  =  У ,  V ( h + \  —  x k f  +  “ 2 ( x k + \  —  x k f  =

k=0
п—I

=  2  ^  + « 2 (xk+l — xk) =  V \ +  a 2 • (6 — a)
*=o

ва

L - lim  Lp (/) =  j/ -1 +  a 2 • (b — a)
Xp —>0

булиб, натижада ( 10.2) фурмула ^осил булади.
Энди ёй узунлигининг аник интеграл ор^али кандай ифодалани- 

шини курсатамиз.
f(x) функция [а, Ь] ораликда аницланган, узлуксиз ^амда у з л у к -  

сиз / (л:) ^осилага эга булсин. Б у функциянинг [а, Ь] оралиедаги
графиги АВ ёйни тасвирласин, дейлик. [а, Ь\ орали^ни ихтиёрий Р:

р  =  {*о> xi .............хп) (а =  х0 <  х 1 <  . . . <  х п =  Ъ)

булаклашни олиб, АВ ёйига чизилган ун га  мос сини^ чизи^ни ^о- 
сил ^иламиз. Бу сини^ чизи^нинг периметрини ёзамиз:



ь р (/) =  2  У ( х к+1- х кУ +  [Цхк+1) - } { х к))\
<¡=0

Х а̂р бир [хк, хк+1] ораликда ¡(х) функцияга Л агранж  теоремасини 
цулланамиз. У  ^олда ш ундай хк (хк £ [л^, хк+1]) нуцта топиладики,

{ (Хк+\) { (Хк) =  !  (т к) ' (Хк+1 хд  (Хк ^  Хк ^  ^ 4-1) 
булади. Д емак,

1 Р (П =  2 1 / н = 7 ч д  • (**+, - ч )  =  2  ^ п т ч д
й=0 й=0

бунда Кейинги тенгликнинг ун г томонидаги йигинди
}/1  + [ '2(х) функциянинг интеграл йигиндисини эслатади. Унинг 
интеграл йигиндидан фарци ш уки, интеграл йдаиндида 1к б [хк, хк+1] 
нуцта ихтиёрий булган  ^олда, юцоридаги йигиндида эса т/; нуцта 
[хк, хк+х] ораликдаги тайин нуцтадир. Аммо ]/А1 + Г 2 М  функция 
интегралланувчи булганлиги (чунки, шартга кура, /' (х) узлуксиз) 
сабабли бунинг ахамияти йуц. Демак,

гг— 1 Ь
Нш Ьр (/) =  П т  V  V 1 + Р ( У  Дх, =  Г У \ + П (х )  йх 

кр -»о Хр - о  ^  ^

тенглик келиб чикади, Б у  эса АВ  ёйга чизилган синиц чизиц пе
риметра Кр -*■ 0 да  чекли лимитга эга булишини ва у  лимит

ь _______  ._,
| V 1 + /'2 (л:) йх интегралга тенг эканини билдиради. Демак АВ ёй

а
узун ликка эга ва бу ёй узунлиги цуйидаги

ь _______
[  V 1+ Р М  Лх (10.4)

а
формула ёрдамида ^исобланади.

М и с о л .  [— а, а ] ( а > 0) оралицда ушбу

Цх) =  ~ { е а + е а)

занжир чизиц ёйининг у зунлигини топинг. Аввал ¡(х) функциянинг 
хосиласини хисоблаб, У  \ + / '2 (х) ни топамиз:

Г  М  =  1^е ° — е ~а )>

1 +  р  (х) =  1 +  4  (<* -  е ~ Г  =  т  {< ?+  е~“ )\
4 4



х— _ х

V I + / '2 (X) =  ^-( е° +  е а ).

Энди (10.4) формулага кура занжнр чизик ёйинннг [ — а, а] оралн^- 
даги ей и узунлигини ^исоблаймиз:

—а 4 7

К,уйидаги
х — ф (/)
# - ♦ ( / )  (ю .5 )

(тенгламалар системаси оркали ифодаланган эгри чизи^ни караймиз 
(бу ^олда ■ эгри чизиц параметрик ^олда берилган дейилиб, ( 10.5 
система эгри чизи^нинг параметрик тенгламалари дейилади). Бунда 
Ф (0 . ^  (0 лар [а , Р) ораливда узлуксиз функциялар булиб, / узга- 
рувчи —- параметрнинг [а , р] ораликдаги ихтиёрий иккита турли tL 
ва к  (к Ф 12) кийматига мос келадиган (10.5) чизикдаги А 1 (хи у г), 
А2 (х2, у2) 1 нукталар (хх =  Ф (/,), Ул =  ф (/,); х2 =  ср (/2), у 2 =  у  ( д )  
^ам турлича булсин. Бундан ташцари, параметр I нинг ва ¿2 кий- 
матларига мос келадиган (10.5) чизикдаги А1 (хх, у,), А2 (х2, у2) нуц- 
таларни tl <  булганда, А2 н у^та Ах ну^тадан кейин келади деб 
^аралади. Ш у билан эгри чизиада йуналиш урнатилади.

Фараз цилайлик, / =  а ,  / =  р цийматларга (10.5) чизивда А ва В
нукталар мос келсин. Бу чизицнинг АВ ёйи узунлиги аник, интеграл 
оркали цандай ифодаланишини курсатамиз.

Аввал юк ори да г и дек АВ ёйнинг узунлигини ани^лаймиз. [а ,  р] 
ораликни ихтиёрий

р  =  Уо, к ............ О  ( «  =  * „ < * 1  < •  • • < / „  =  £)

б^лаклашни олиб, бу булаклашнинг булуьчи tk (/г == 0, 1, . . ., п) 

нуцталарига мос келган Х в  ёйдаги Ак =  Ак (хк, ук) (хк =  ф (4), у к =  
~  Н’ (^¡)) нуцталарни бир- бири билан тугри чизи^ кесмалари ёрда-

мида бирлаштириб, АВ ёйга чизилган сиющ чизи^ни топамиз. Бу 
сини^ чизи^нинг периметри цуйидаги

Л—I

1  =  2  М  -  ф М 2 +  Н5 & +1) -  ( д р  ( 10.6)
А=0

формула билан ифодаланади. Равш анки, Ь ф (/), \р (/) ф ункцияларга 
хамда [а , р] ораликни булаклаш га боглиц, яъни L  =  Ьр (ф, \|э). 
Юкоридагидек, Яя -> 0  да сини^ чизиц периметри Ьр (ф, 4-) чекли 
лимитга эга , яъни

П т (ф , -ф) =  I



булса, АВ  ёй узунликка эга дейилади, бу лимит / эса АВ ёйининг 
узунлиги дейилади.

Энди АВ  ёйининг узунликка э га  булиши ^амда ёй узунлигини 
ани^ интеграл орцали ифодаланишини курсатиш мацсадида 
Ф (0 ва ^  (0  функцияларни [а , р] оралиеда узлуксиз ф' (() ва г))' (¿) 
хосилаларга эга  деб ^араймиз. ^ а р  бир [¿к, (к+1](/г — 0, 1, . . ., п— 1) 
оралиеда ф (/) х,амда (/) функциялар Л агранж теоремасининг шарт- 
ларини ^аноатлантиради. У  ^олда Лагранж теоремасига кура Цку 
4 +1) интервалда шундай т/г иуцта топиладики, уш бу

Ф (4+1) — Ф (4) = Ф' (т*М4+1 ~  4) (Ю-7)
тенглик, ш унингдек, ш у (¿к, tk+l) интервалда шундай 0к ну^та то
пиладики,

(4+1) - (4 ) = ф' (0.)  (4 Г, - 4 ) (ю .8)

тенглик уринли булади.
Б у (10 .7 ), (10.8) муносабатлардан фойдаланиб, (10.6) сини^ чизик; 

периметрини цуйидагича ёзамиз:
п—1
2
й=0

(ф. 40 =  2  2 (т*) ('*+1 -  ^  +  ф' 2 <9 *) ('*+. -  и 1 =
й=0

= 2  / (р'2 (т*) +  ^ 2 (в*)д 4 (д 4=4+1 -  4).
6=0

бунда тл € (*л, 4 +1)- е* £ ( 4 > 4+0 • Сунгра 1 р (ф, ни уш бу

(ф. ф) =  2 1 /Л<р'2 (»*) +  ф'2 (Ь ) А 4  +
6 = 0

п-1
+  2 [ V ^  +  Ф'* <0*) - У * ’2 (У  +  * '2 ( У  ] А 4  (10.9)

6=0
4 +1̂ оралиедаги ихтиёрий ну^та) куринишда ёзяб, бу тенг- 

ликнинг ун г  томонидаги

2  [ К ф ^ - М ; ' 2 ( V  - К ф '2 (У  + Ч>'2 (У  ] А 4
*=0

йигиндини ба^олаймиз.
А ввал эслатиб утамизки, ихтиёрий а, Ь, с, й сонлар учун

| >' а г + Ь 2 — у  с2+ й 2\ <  \а — с \ +  | Ь — (11 (10.10) 
тенгсизлик уринли. Х.аци^атан хам,

(а2 О- ¿2) _  (с2 ¿ 2) I
| V а*+Ь" — У сг+ ср  | =

1/аЧ-ЬМ-



(flg — C2; - f  (63 — rf2)
V az+b* +  /  c2+f/2

< | a  — c\ ---------- -----------------------h
Va*+b* + l / C2+ d2

чунки

I V a 2+¿2 _¡_ |/ c2+¿2

fa + cl ^  ] _______IM-d| <  J
"V̂ Л2-{- № -f- ~VC2~t~ à'* I ft2- ; ¿2 _j_ y/”¿;2 1 2̂

A rap (10.10) тенгсизликдан фойдалансак, юцоридаги йигинди учун 
ушбу

П—1
12 1У Ф,3 (т*)+ 1|.'а (в*) -  К с ? 2 ( у + f 2 ( y i  м к i <  
ft=0 1 

л—1

<  2  | ^ № ' W - V ? w W )  I • a  /* <
fe=0

<  S 1 ф' (т*} -  i +  2  V  (fl*> -  V  1A/*fe=o *=0
тенгсизликка келамиз.

Ш артга Kÿpa ф' (t) ^амда г|з' (/) хосилалар [а , ß] ораликда узлук* 
сиз. Кантор теоремасшшнг натижасига мувофиц Y  е >  0 олинганда 

g

^аМ 2 ф  — а ) СОНГа к Ура шУндай 0 >  0  сон топиладики, [а, ß] ора- 
лицни диаметри кр <  б булган хар цандай бÿлaклaш дa

(ф' (**) — ф' ( У  I <

гк,

Ь Л ( 0* ) - ф '  ( У К '

'к ' '  2 ((J — а) 
тенгсизлик, шунингдек,

е
2 (Р — а)

тенгсизлик ^ам  уринли булади. У  лолда куйидагига эгамиз:
Л—I

\У, [ К ф 'а (**) +  f 2 (0Й) — V  ф'2 (?*) +  яК2 ( У  1 Atk I <
к= О

п—1 п— I

<  ä  2 ( ß - a) A t k +  i o  2 ( ß - a) Aík
ti—i



l im  У  [У  ф'* К )  +  ф'2 (0,)  -  W l ( lk) +  Ч>'2 ( У  ] Mk =  0 . ( 10. 11) 
^°*Го
(10 .9) тенгдикда А,р ->-0 д а  лимитга утамиз. (10.11) муносабатни 

эътиборга олиб топамиз:
П—\ _______________

l im  Lp (ф, i|))= lim  У  V V 2^*) +  ^ '2 (£*) A ife. (10. 12)
-*0 Яр -0 —J

ф' (/) з^амда t|/ (/) ^осилаларнинг [а , ß] оралиада узлуксизлигига 
кур а  ф'2 (0 + 1|>'2 (t) функция ^ам [а , ß] оралицда узл уксиз булади. 
Д ем ак , у  ш у оралицда интегралланувчи. У  холда ]А р '2 (0  +  'ф'2 (0 
функциянинг интеграл йигиндиси

fc=0
Хр -*■ 0 д а  чекли лимитга э га  ва бу лимит

ß _____________
J V V 2 W + f 2(0 Л
а

интегралга тенг булади. Д ем ак ,
л—1 _________________  р

lim V  К ф '2 ( l ft) +  я|>'2 ( У  Г V V 2(0 +  Ч>'2(0 d t  (10.13) 
*P~ °ft=0 i
Энди (10 .12) ва (10.13) тенгликлардан уш бу

lim Lp (ф, ijj) =  Г К ф '2(0 +  -ф'а (0  dt
%Р -»о •'г  а

формула келиб чицади. Б у эса АВ ёйнинг узунликка эга булиши- 
ни ва  унинг узунлиги учун

ß _____________
/ =  [ К ф '2 (/ )+  f 2(/) dt (10.14)

а

формула уринли эканини билдиради.
Х усусан , агар (10.5) система ушбу

Г лг==ф (/) =  /,

куринишда булса, бу система у  =  ф (х) (а <  х  <  Ь) куринишни ола-

ди. АВ ёйнинг узунлиги учун
ь ъ

/ =  [  ] / ф'2(/) -i-yp’* ( t)d t=  f  У \  +  1>'а (X) dx
а а

формулага эга буламиз. Б у (10.4) формуланннг узидир. 

360



М и сол . Ушбу

чизи^нинг узунлигини топинг.
[а , р] оралшущ х =  q> (t) =  г eos t, у =  ф (/) =  г • sin t {г >  0) 

функциялар узлуксиз ^осилаларга эга. (10.15) система маркази 
координата бошида, радиусн г га тенг булган айлана ёйини ифода- 
лайди. Унинг узунлигини (10. 14) формула ёрдамида топамиз:

Р ..__________________________ Р ___________________
 ̂=  | Iх (''•cos t)'1 +  (л-sin t)"1 dt =  j4 j r r~ (sin2 t +  cos2 t) dt =

a a
P

=  r f d t  =  r  (P — a).
a

Ю^оридаги (10.5) система билан ифодаланган А В ёйни [(¡арай- 
лик. Бу ёйда параметрнинг t (a  ^  t ^  Р) кийматига мос келадиган
нуцтани С дейлик. Равшанки, АС ёйнинг узунлиги t га богли^ бу- 
либ, у (10.19) формулага кура [a , t\ оралиада

t
S =  S{t) =  AC =  f  V  ф'2 (0 +  f 2 (0 dt 

á
куринишда ифодаланади. Бу ю^ори чегараси узгарувчи булган ани^ 
интегралдир. Унинг ^осиласи (9-бобнинг 9-§ ига ^аранг):

5 '  (0  =  К ф '2 (0  +  Ч/2 (0-
Кейинги тенгликни квадратга кутариб, сунгра хар икки томонини 
аР  га купайтирсак, натижада

S '2 (/) di2 =  ф'2 (t) dt2 +  г|/2 (,() dt2,
яъни

dS2 =  dx2 -Ь dy2 (10.16)
муносабат ^осил булади. Бу муносабат ёй дифференциалининг квад
ратики ифодалайди.

Энди текисликда кутб координаталарда берилган эгри чизи^ ёйи 
узунлигининг х.ам аник интеграл оркали ифодасини курсатамиз. 
даги а 3̂3 к“ила1̂ лик’ ЭГРИ ЧИЗИК ^Утб координата системасида цуйи-

r  =  р (0) ( а < 0 <р) (10.17)
функция билан берилган булсин, бунда р (0) функция [a , Р] ора
лиада узлуксиз р (0) косила га эга булсин дейлик. Биз (10.17) ку
ринишда берилган эгри чизи^ тенгламасини ^уйидаги

х =  Р (0) cos 0, 
у =  Р (0) sin 0 a  < 0 <  Р



параметрик куринишда ифодалаб, (10.14) формуладан фойдаланамиз:
Р _________________________________

/ = I У[р (0) cos 0]'2 + [р (в) • sin в]'2 d9 —
а

Р _________________________________________________________
=  I" У [р' (0) cos 0 —  р (0) sin 0]2 +  [р' (9) sin 0 +  р' (0) cos 0]2 d 0 =

ОС
Р _______________

= f  /р'2(0)4- р2(0) ¿0.

Демак,

/=  jVp'H Q ) р2 (0) dd. (10.18)

М и с о л . Ушбу
г = а -0 (а =  const, 0 < 0 < а)

эгри чизик (Архимед спирали) ёйининг узунлигини топамиз. Юкори- 
даги (10.18) формулага кура хисоблаймиз:

I =  J  у  (а-в)'2 +  (а-0)2 d 0  =  a j '' V 1 +  В2 d0 =
о о

= аГ-1/ТТо'2 +  -  In 10 + К Г Т 9 2 L 2 2

= [а У  \ +  а2 +  In (а + 1 + а2)].

2 -§ . Текис шаклнинг юзи ва унинг аник интеграл орцали 
ифодаланиши

Биз ушбу параграфда текис шаклнинг юзини топишда аник ин- 
тегралнинг кулланишини курсатамиз.

Маълумки, текисликда берилган ABC учбурчак юзга эга ва 
унинг юзи учбурчак асоси а билан баландлиги h купайтмасининг



ярмига тем г (59- чизма): 5 =
== — ah. Агар текис шакл

купбурчак, яъни ёпи^ снни  ̂
чизи^ билан чегараланган 
шакл булса, у холда бу куп
бурчак учбурчакларга ажра- 
тилиб, купбурчакнинг юзи уч- 
бурчаклар юзларипинг йигин- 
диси сифатида топилади (60- 
чизма).

Энди текисликда бирор 
чегараланган (Q) шаклни ка- 
райлик (61- чизма). Бу (Q) 
шаклнинг ичига (.4) купбурчак- 
лар, сунгра (Q) шаклни уз
ичига олган (В) купбурчакларни чизамиз. (Л) купбурчаклар- 
нинг юзини S A билан, (В) купбурчакларнинг юзини S  в билан бел- 
гнлайлик. Натижада (Q) шаклга ички чизилган купбурчак юзлари- 
дан иборат {5Л} туплам, (Q) шаклни уз ичига олгац купбурчак 
юзларидан иборат {5В} тупламлар ^осил булади.

тУплам юкоридан, {SB} туплам цуйидаги чегараланганли- 
ги сабабли {5Л} туплам аник; юцори чегарага, {5В} туплам эса 
аник куй и чегарага эга булади:

Равшанки,
sup {S4} = Q, inf {SB} =  Q.

Q < Q .

2 -таъри ф . Агар Q —Q, яъни sup{5^} =  in f{ S B} тенг- 
лик уринли булса, у >;олда (Q) шакл юзга эга дейилади ва Q =  
=  Q =  Q миадор (Q) шаклнинг юзи дейилади. Демак, Q =sup{S^}= 
= in f{ S B}. Энди (Q) шакл сифатида аАВЬ эгри чизицли 
трапецияни оламиз. Бу эгри чизикли трапециянинг юзга эга экани' 
ни ва юзнинг ани^ интеграл ор^али ифодаланишини курсатамиз. f(x) 
функция [а, b] ораливда аникланган, узлуксиз булиб, -\fx £ [а, Ь\ 
учун f(x) >  0 булсин.

Юкоридан [(х) функция 
графиги, ён томонлардан Y 
х =  а, х =  Ь вертикал чи- 
зи^лар хамда иастдан Ох 
абсцисса у^и билан чегара
ланган шаклни, яъни аАВЬ 
эгри чизикли трапецияни 
царайлик (62-чизма). —

Энди [а, Ь] ораликни °  
ихтиёРий ‘ 62- чизма.

Ь X



Р = { х 0, x ¡............хп } (а =  Х0 <  x¡ <  . . .  < x n r=b)
булаклашни оламиз. f{x) функция [а, Ь] оралицда узлуксиз булгани 
сабабли, бу функция Р  булаклашнинг >̂ ар бир [хк, хклА] (k =  0, 1, 
. . t i— 1) оралигада ^ам узлуксиз булиб, унда 

inf {f(x)} =  mk, sup{/(x)} = M¿ 
x/i+i], k — 0, 1, . . .  , п — 1).

Куйидаги
п—1 п- 1

2  mk^xk’ ~ У  MkAxk 
k=0 fc=0

йигиндиларни тузамиз. Бу йигиндиларнинг биринчиси аАВЬ эгри 
чизикли трапециянинг ичига чизилган купбурчакнинг юзини (62-чиз- 
мада бу юз штрихланган), иккинчиси эса аАВЬ эгри чизикли тра- 
пецияни уз ичига олган купбурчакнинг юзини ифодалайди.

Равшанки, бу купбурчаклар, демак, уларнинг юзлари хам f(x) 
функцияга ^амда [а, ft] оралицни булаклашга боглик, булади:

S A =  S PA (f), SB= S PB (f).

[a, ft] оралицни турли булаклашлар олинса, уларга нисбатан аАВЬ эг
ри чизикли трапециянинг ичига чизилган хамда бу эгри чизикли 
трапецияни уз ичига олган турли купбурчаклар ясалади. Натижада 
бу купбурчак юзларидан иборат куйидаги

{ ^ ю } .  j ^ m }

тупламлар ^осил булади. Бунда | SA (/) | туплам юцоридан, |S¿(/)|-
туплам эса цуйидан чегараланган булади. Демак, бу тупламлар- 
нинг

sup {S A (/) }, inf {SPB (/)}

аниц чегаралари мавжуд.
Шартга кура f{x) функция [а, Ь] ораликда узлуксиз. У ^олда 

Кантор теоремасининг натижасига асосан V е >  О сон олинганда
сонга кура шундай 6 >  0 сон топиладики, [a, ft] ораликние

Ь—а
диаметри Ър <  8 булган хар кандай Р булаклаш учун >̂ар бир 

хк ^ ] ораликда функциянинг тебраниши

буладн. Унда
inf { S PB (f)} — sup {S *  (Я } < S PB (f) -  S PA (/) =

= 2  M* Axk ~  2  mk' AXk= 2  xk <k=Q k=Q



Демак, [а, Ъ) орали^ни диаметри Кр <  б булган *ар цандай булак- 
лаш олинганда ^ам бу булаклашга мос аАВЬ эгри чизикли тоапе-
Циянинг ичига чизилган зрмда бу трапецияни уз ичига олган куп
бурчак юзлари учун *ар доим олган куп

О <  inf j (/) } sup { (/) j  < е  

тенсизлик уринли булади. Бундан эса

W { s J « } - s u p { S j f f ) }
тенглик келиб чикади.

6„ад„7 д“  аАВЬ ЭфИ Ч"ЗЩШ « « г а  эга 6J-

Энди юцорида урганилган S*  (/), S PB(f) йигандиларни Дарбу 
иигиндилари ^(9-бобдаги 5-таърифга ^аранг) билан таедослаб, S P(f) 
^амда Sg(D йигиндилар f(x) функциянинг [а, Ь) оралицда мос ра-

Ю1°РИ ЙИРИВДИЛари эканини топамиз. шунинг учун (9-бобдаги 6-таърифга асосан) ушбу

S”P { ^ (/ )} , inf { S p (/) j  

^ Z 3P f(X) ФУНКЦИЯНИНГ *УЙИ »  юкори интеграллари була-

SUP { S a (/)} =  [  f(x)dx, inf f S PB if) I =  f  / (X)dx. ( 10.20)
o' а

Юцорида исботланган (10.19) муносабатга кура
ь ь__
J f(x)dx =  f f(x)dx
а  а

тенглик уринли экани куринади. Демак, 
ь ь Ь_
I f(x)dx = J’j(x)dx  =  jf(x)dx. 
а  а  о-

га бИр томондан> аАВЬ эгри чизикли трапеция юз-
га эга экани, иккинчи томондан, унинг юзи f  (x) функциянинг Га ¿>1
Л в П ; Г  ЗНЩ ИНтегРалига ™  ^ани исбот этилди Д^мак аАВЬ эгри чизикли трапециянинг юзи учун ушбу

ь
Q = J/ M  dx ( 10.21)

формула уринли.



М и со л . }\уйидаги 

У =

чизиклар билан чегараланган шаклнинг юзини топинг (63-чизма). 
( 10.21) формуладан фойдаланиб топамиз:

<3 =   ̂ ■— хгйх ="
3 ^  ,
!=  6 “ Т

13 (кв. бирлик).

Агар текисликда (<2) шакл куйидаги
У =  Ш ’. У =  /*(*), х =  а, х =  Ь

чизиклар билан чегараланган шаклни ифодаласа (бунда /,(х) ва /2(х) 
функциялар [а, Ь\ ораликда узлуксиз булиб, бу ораликда /, (х) > 0, 
¡%(х) >  0, /,(х) >  /2 (х)), у холда бу шаклнинг юзи ,учун ушбу 

¿> ь ь
<2 =  ¡Ш )  с1х — I /2 (х) (1х =  ] [Д(*)—/«(*)] (10-22)

а  а  а

формула уринли булади (64-чизма).

? р  X

64- чизма. 65- чизма.

М и с о л . Ушбу Д (х )= ]/ 2  рх, М х)= — х2 (р >  0) чизиклар би-
2  р

лан чегараланган шаклнинг юзини топинг (65-чизма).
Изланган юз у =  У 2рх ва у  — — л:2, р >  0 параболалар билан

2 р

чегараланган. Шу параболалар (0, 0) ва (2р, 2р) нук;таларда кеси-
шади. Демак, изланган юз х -^0, х =  2р ва у =  У^2рх, у =
=  —  хг чизиклар билан чегараланган. Шунинг учун (10.22) фор- 

2 р
муладан фойдаланиб топамиз:



ч П г СлЛ а ™ а ' т ° рИДаГИ (Ю.21) формула [а, Ь] оралицда /(*)>  
> 0  булганда аАВЬ этщ чизикли трапециянинг юзини ифодалаши- 
ни курдик. Агар f(x) функция [а, Ь] оралиеда узлуксиз б?либ, ун- 
да ишора сацламаса, (10.21) формуладаги интеграл эгри чизикли 
трапециялар юзларининг й и р и н д и с и д э н  иборат булади. Бунда Ох 
уцининг юцорисидаги юз мусбат ишора билан, Ох укининг пасти- 
даги юз эса манфий ишора билан олинади.

Масалан, агар <2 <  а  <  р <  булиб, у х£[а,а] учуй f(x) >  О
%*ь\ ™ ít  j , y " f/ í:L'S () ' учуй / М > 0  б?леа, у  { о я т[а, Ь] оралиада f(x)̂  функция  ̂графиги билан чегараланган шаклнинг

юзи Q =  J  f{x)dx— \j(x)dx+ J  / (х) dx куринишда ёзилади (66- чизма).
Масалан, Ох уци^амда синусоида- 

нинг 0 <; х <  2я  оралицдаги цисми 
билан чегараланган шаклнинг юзини 
топайлик. 0 <  х <  л оралшуш sin
>  0, л <  х <  2л оралицда эса sin х  <  0 
эканини эътиборга олиб изланаётган 
шаклнинг юзини топамиз:

1 2Я ■- 2л
Q - J  s i n x d x  +  ^ — f s i n x d x J  =  (~ c o s x ) jo~ ( ~ c o s x )

= 4 (кв. бирлик).

12мумкинМа' ТеКИС шаклнинг юзини ^уйидагича ^ам таъриф-
Текисликда (Q) шакл берилган (61-чизмага царанг). ( А \ mv

шакл ичига чизилган купбурчаклар кетма-кетлиги, [В } эса (О)
шаклни уз ичига олган купбурчаклар кетма-кетлиги " булсии А
ХЯМГТЯ R  frv rr^ m rrn i^  ____________  ____ ^  _ J  п

D м * * 1  —.........Г » v . m u  u v i ^ i m n  и у л и и н .  Я
хамда Вп купбурчаклар юзлари мос равишда S A ва S B булиб”,
улардан тузилган кетма-кетликлар эса {S AJ  ^амда { S B } бул- 
син. Агар п->  оо да ( j ^амда { S fí  ̂ } кетма- кетликлар чекли 
лимитга эга булиб, =  l i in S ^  тенглик уринли булса, (Q)
шакл юзга эга дейилади хамда бу юз учун ушбу

Q = lim S ^  =  lim S R
п-+„ л - »  Вп

формула уринли булади. Бунда Q шаклнинг юзи деб аталади
Кутб координата системасида ушбу р =  р(0) (сс < 0 <  р) функция

1яТ Г ГаН АВ ёЙ Х'аМДа 0А ва Об-радиус-векторлар билан че- 
р лаиган шакл эгри чизицли секторни царайлик (67-чизма)

V »  1 Ф0УНГ Я й  °раЛИВДа УЗЛУКСИЗ ^амда у в £ [ 1 ,  pj учун р(0) >  0. Энди [а, Р] ораликни ихтёрий

р  =  í 9о’ 0i......... ел} (а = 9о < ei < • • • < е„ = р)



булаклашни оламиз. О ну^тадан >̂ар бир кутб бурчаги вк га мое 
OAk радиус-вектор утказамиз. Натижада ОАВ — эгри чизикли сек
тор OAkAk+i {k — 0, 1, . . .  , п — 1; Л0 = А, Ап — В) эгри чизшуш 
секторчаларга ажралади.

р =  р (0) функция [а, Р] оралнкда узлуксиз булгани учун бу 
орали^нинг х,ар бир [0k, dk+¡] (k =  Q, 1, . . .  , п — J) ^исмида

m k ~  ¡ n i  { Р (9 )  } {Qk < e < e k+1 ).

/Wft =  sup { р(0) ¡ ( 0fe< o < e ,+I)

мавжуд.
Энди OAkAk+x эгри чизикли сектор ичига ён томони т к га 

тенг булган тенг ёнли OAk+-lBk учбурчакнн, OAkAk+l ни уз ичига 
олган ён томони Mk га тенг булган OBk+iAk учбурчакни чизамиз. 
Бу учбурчакларнинг юзи мос равишда

- j - trik sin AQk, - j M ¡  -sinAO* (Д0* =  Qk+l — 0fc) 

формулалар билан ани^ланади. ^уйидаги

s = t  2  тl sinA9* 5 = т 2  Ml sinAQx (,0-23> 
fc=0 fe=0

йигиндилар эса, мос равишда ОАВ эгри чизикли сектор ичига чи- 
зилган купбурчак юзини хамда ОАВ ни уз ичига олган купбурчак 
юзини ифодалайди. Бу s ва S  лар р = р (0) функцияга ^амда [a, PJ 
ораликни булаклашларга богли^:

s =  sp(p), S — Sp (р).
Ю^оридаги (10.23) йигиндиларни цуйидагича ёзиб оламиз:



Л0*

7  ¿¿I "и Т  ^  \ де/г=0 А=0 ' *

Бу тенгликларнинг унг томонидаги биринчи кушилувчилар —  2р(0)

функциянинг [а, Р] ораликдаги Дарбу йигиндиларидир. 9- бсбдагн
2-лемага кура Хр 0 да бу йигиндилар куйи ^амда юцори интег- 
ралларга интилади:

1 "-1
*/•— - *-0 

П—1

11т „ т 2  ^ * до* = т { р 2̂ 0-* р -°  2 С а 2

(10.24) тенгликларнинг унг томонидаги иккинчи кушилувчилар учун 
» бш Д0,, . _Ая -> 0да —-------- 1— 0,

40*
яъни

БШ Д0/, |
<  еде*

тенгсизлик уринли булишини эътиборга олсак, у ^олда цуйидагига 
эга буламиз:

*=0 71 *=0
<  - у  е М2(Р — а) (М — эир р (0); а  <  0 <  (3).

Бундан

" ° ' 25)

булиши келиб чикади. Худди шунга ухшаш

й  Г  I  м ‘  А9‘  ( ^  - 1 ) “  0 <10-26>

булади.
Энди 1 р -> 0  да (10.24) тенгликларда лимитга утсак, у ^олда

(10.24) ва (10.25), (10.26) муносабатларга кура ушбу

= Т  | р2 (0)йв’ 5 “  у  ] р2(0̂ 6 (Ю.27)
оГ р а

24—2651 369



тенгликлар ^осил булади.
Р =  Р(9) функция [а, р] ораливда узлуксиз булгани учун ~р2(0)

функция х.ам шу ораливда узлуксиз, бинобарин [а, Р] оралиеда ин- 
тегралланувчи булади. Демак,

J  Р2 (6) dQ =  fp\(Q)d(9) = J р2 (0) dB.

Натижада (10.27) га кура

lim s =  lim S  =
-о кр-+о

Р

•jV (G ) dQ

булиши келиб чи^ади. Бу эса ОАВ секторнинг юзга эга экани ва 
унинг юзи учун ушбу

Q== T i p2(0)d9
а

формула уринли булишини билдиради.
М и со л . Ушбу

р =  р (0) — а (1 — cos0) (а]—const,0 < 0  < 2л).
функция графиги билан чегаралан- 
ган шаклнинг юзини топинг. Бу 
функция графиги кардиоидани ифо- 
далайди. Маълумки, кардиоида—ра- 
диуси а  га тенг булган айлананинг 
шу радиусли иккинчи ^узгалмас 
айлана буйлаб ^аракати (сирганмас- 
дан думалаши) натижасида биринчи 
айлана ихтиёрий ну^тасининг чиз- 
ган чизигидир (68-чизма). Кардиои
да цутб у^ига нисбатан симметрии 
булгани сабабли ю^ори ярим те- 
кисликдаги шаклнинг юзини топиб, 

68- чизма. сунгра уни 2  га купайтирсак, из-
ланаётган юз келиб чикади.

0 узгарувчи [0, л] оралиеда узгарганда р радиус-вектор кар- 
диоиданинг ю^ори ярим текисликдаги ^исмини чизади. Шунинг учун 

я л  п
Q =  2 - р2(0)<¿0 =  j* a2(1 — cos 0)2 d 0 = a2 j* 2cos0 -f-

0 0 0

+  — cos2 0 l d 0 =  a2 [ - — e — 2 s in 0  + 4 - - 4 - sin 2 0 1 ” =2 J L 2 2 2 Jo
Демак,

Q =  — ла2.
2



3 -§ . Айланма сиртнинг юзи ва  унинг анрщ интеграл оркали
ифодаланиши

Маълумки, I узунликка эга булган А В кесмани унга параллел 
у к атрофида айлантиришдан хосил булган сирт цилиндрик сирт 
деб аталади (69-чизма). Бу сиртнинг юзи (дилиндрнинг ён сирти) 
Б =  2лг1  формула билан хисобланади. Бунда г — цилиндр асоси- 
нинг радиуси.

У ада параллел булмаган АВ 
кесмани шу у^ атрофида айлан
тиришдан ^осил булган сирт ко
нус (кесик конус) сирт деб 
аталади (70-чизмада а) конус 
сирт, б) кесик конус сирт). Бу 
конус (кесик конус) сиртининг юзи 
(ён сирти)

5 = л r l I S — 2 л.'V Ч
69- чизма.

формула билан хисобланади. Бунда г — конус асосининг радиуси 
(ги г2 — кесик конус асосларининг радиуси).

f(x) функция [а, Ь] орали^да аникланган ва узлуксиз булиб, 
Y x£ [fl, b] учун f{x) 2* 0 бÿлcин. Шу функция графигининг (а, /(а))
ва (b, f(b)) нуцталар орасидаги бу'лагини АВ ёй деб юритамиз. Шу
АВ ёйни Ох уки атрофида айлантиришдан ^осил булган сирт ай
ланма сирт деб аталади (71-чизма). Бу сиртнинг юзини аниклаб, 
унинг ани^ интеграл оркали ифодаланишини курсатамиз. [а, Ь] ора- 
ликни ихтиёрий

Р =  \хп, X., Хп } (« =  *о<*1< • • • < Х п =  Ь )

булаклашни олайлик. Р булаклашнинг ^ар бир xk(k=0, 1, . . . , п) 
б$?лувчи ну^талари оркали Оу у ад га параллел тутри чизиклар ут-



казиб, уларнинг АВ ёйи билан кесишган нуцталарини Ak ( xk, f[xk)) 
билан белгилайлик. Бу Ak(xk, f(xk)) (k — 0, 1, . . .  , « ), A0 =  A, 
A n =  B нуцталарни узаро тугри чизик кесмалари билан бирлаштириб,

АВ ёйига L синиц чизик; чизамиз.
АВ ёйини Ох уци атрофида айлантириш билан бирга синиц чи- 

зицни ^ам шу уц атрофида айлантирамиз. Натижада кесик конус 
сиртларидан ташкил топган сирт цосил булади. Бу сиртнинг юзи 
ушбу

,  =  2  Y(  +  [ 1( *«+!>“  Д * » ) Г  -
k = 0

n—1
= 2л V  t(xk) + H*k+dy  (X fc + ixkf  +  [f(xk+l) — f{xk) f  (Ю.28) 

fc=o;

формула билан ифодаланади.
P  булаклашнинг диаметри 0 да АВ ёйига чизилган L си

ниц чизиц периметри L (шу бобнинг 1-§ да курса!илганига кура) 
АВ ёйи узунлигига [интилади. Буни эътиборга олиб, да L
синиц чизицни Ох уци атрофида айлантиришдан ^осил булган (ке
сик конус сиртларидан ташкил топган) сиртнинг юзи — q нинг ли- 
митини, биз излаётган айланма сиртнинг юзи деб цараш табиий. 
Энди айланма сирт юзини аниц интеграл орцали ифодалаш мацса- 
дида царалаётган /(х) функцияни [а, Ь] оралицда узлуксиз f'{x) ^о- 
силага эга булсин деб цараймиз. Аввал f(x) функция [а, 6] оралиц
да узлуксиз булгани учун [xk, xk+x\ оралицда хам узлуксиз булиб, 
унда шундай нуцта топиладики,



f(xk ) +  f(xk+i) _
2 A * t)  =*€[•**> x k+\]

тенглик уринли булади. Бу бир томондан. Иккинчи томондан, Лаг
ранж теоремасига кура [хк, х ,+1] оралицда шундай т , нукта топила- 
дики,

/(**+,) -  /(**) =  Г(\) (хк+1 -  хк), rk g [хк, хк+1] 
тенглик ^ам уринли булади. Натижада (10.28) муносабат ушбу

Ч =  2л V  /(£,) / ( * * + ,- * * ) ’  4 / '2(т,)(х ,+1- ^  =
0

=  2 я  2  /(?*) V 1 +  Г  (т*) Ах, (Ах, =  x/i+, -  X,) 
ft=0

куринишни олади. Кейинги тенгликни ушбу

?= 2я V  /К ) ] / 1 + Г 2 К )  Ах, +  2л 2  № -
А=0 *=0

- / К ) ]  1/ Н - Р К )  Ах, 

куринишда ёзиб оламиз ва унинг иккинчи хадини ба^олаймиз:

|2я 2 Ш - / ( т , ) ] у  1 + / '2(т,) A x J<
*=о

< 2я Ж 2 | / (У - / К )| А х , ,
fc=0

Ai =  шах j /-1 + / '2(x ) , а <  х <  fe.
Шартга кура /(х) [а, 6] ораликда узлуксиз. У ^олда Кантор

теоремасининг натижасига асосан, V Б > 0  олинганда хам — ------
2пМ(Ь—а)

сонга кура шундай б >  0 сон топиладики, диаметри кр <  6 булган 
хар кандай булаклаш учун ушбу

I"TJ - « W | < - S 3 ¿ r 5 -
тенгсизлик уринли булади. У ^олда юкоридаги тенгсизлик куйида- 
гича ёзилади:

I 2л 2  №  — /(Т*)] |/Т+/'2 (т,) Ах, I <
*=0

л —1

<  2лЛ1 " V ---------------  Ах, =  е.
2лМ(Ь -  а) к



Бундан

lim  2я V [ / ( y - f ( x k)] у Г Т Т Ч ^ А х ,  =  О 
хр ->° ¡й>

булиши келиб чикади.
Энди Яр—-О да (10.28) тенгликда лимитга утиб топами3;

lim q =  lim 2л  Y  f(rk) ] / l  +  /'2( r J  Axk.

Демак, айланма сиртнинг юзи учун ушбу
ь _______

Q = 2л j  / ( а-) У  \+Р(х) dx (10.29)
а

формула уринли.
М и со л . [О, а] ( д > 0) ораливда

y = J -{ e a + е~ “ ) (Ю.ЗО)

занжир чизикни Ох уки атрофида айлантиришдан црсал булган ай - 
ланма сиртнинг юзини топинг.

Аввало (10.30) функциянинг ^осиласини х;исоблаймиз:
X X

Г(х) =  ± { е ‘ - е ~ а ).

Сунгра, (10.29) формуладан фойдаланиб, изланаётган айланма сирт
нинг юзини топамиз:

4 -§ . Узгарувчи кучнинг бажарган иши ва унинг аник, интеграл 
орцали ифодаланиши £ -

Фараз килайлик, бирор жисм Ох уки буйлаб F куч таъсири ос- 
тида харакат килаётган булсин. Бунда F куч жисмнинг Ох у^ида- 
ги ^олатига боглик, яъни F — F (х) ва унинг йуналиши х.аракат йу- 
налиши билан устма-уст тушсин, дейлик. Бу куч таъсирида жисм- 
ни а нуктадан Ь нуктага утказиш учун бажарилган ишни топиш



масаласи юзага келади. Маълумки, F =  F (х) гкуч [a, ft] оралицда 
F (х) =  С, С =  const булса, жисмни а  нуцтадан b нуцтага утказиш 

учун бажарилган иш А = С (Ь — а) формула билан ифодаланади.
F ---= F (х) куч [а, Ь\ оралицда х узгарувчининг ихтиёрий узлук- 

сиз функцияси булсин. У ^олда [а, b] ораликни ихтиёрий
Р  =  {лг0, xlt ■ ■ ■ ,х п} (а =  х0 <  хг <  . . .  <  хп =  Ъ)

булаклашни олиб, бу булаклашнинг хар бир [xk, хк+х\ {к =  0, ], . . . , 
п — 1) оралирида ихтиёрий xfe+1], k =  0, 1, . . . , t i— 1)
нукта оламиз.

Агар ^ар бир [xk, xk+l] (& =  0,1, . . .  , п — 1) ораликда жисмга 
таъсир этаётган F (х) кучни узгармас ва F (£k) га тенг деб олсак, 
у холда [хк, хк+х] оралирида бажарилган иш тахминан F (1к) (х/г+1 —
— хк) формула билан, [а, 6] ораликда бажарилган иш эса, тахминан

А «  V  F ( у  (хк+1 -  хк) =  V  F ( у  Ахк (10.31)
ft=0 ft=0

формула билан ифодаланади.
F =  F (х) куч таъсирида жисмни а нуцтадан b нуцтага утказиш 

учун бажарилган ишни ифодаловчи (10.31) формула так.рибийдир.
п —1

Равшанки, V  F (Eft) Axk йигинди F =  F (х) функцияга бог лиц 
*=о

булиши билан бирга у [а, Ь\ ораликни булаклашга хамда хар бир 
[хк, хА+1] оралицда олинган нуцталарга боглиц.

Энди Р  булаклашнинг диаметри Хр нолга интила борсин. У 
з^олда юцоридаги йириндининг киймати биз излаётган иш микдори- 
ни тобора аницроц ифодалайди. Демак, Яр ->0 да юцоридаги йирин
дининг чекли лимитини бажарилган иш деб айтиш табиийдир.

Агар Хр ->-0 да (10.31) йдаинди [а, Ь] ораликни булаклаш усу- 
лига хамда ik нуцтани танлаб олишга бог лиц булмаган холда чек
ли А сонга интилса, бу А сон узгарувчи F (х) кучнинг [а, Ь] ора- 
лицдаги бажарган иши деб аталади. Демак,

А = Иш У  F(hk) Ахк.

Юцорндаги (10.31) йиринди F (х) функциянинг [а, Ь] оралицдаги 
интеграл йириндиси эканини пайцаш кийин эмас. К,аралаётган F (х) 
функция [а, Ь] ораликда узлуксиз булгани учун у  шу оралицда 
интегралланувчи булади. Демак,

lim V  F{Zk)A xk =  |' F{x)dx. 
xp - °  ¿To a

Шундай цилиб, узгаРУвчи F (x) кучнинг [a, b] оралицдаги ба
жарган иши



ь
А = ^ Р (х )й х  (10.32)

а
формула билан ифодаланади.

72- чизма.

М и с о л. Винтсимон пру- 
жинанинг бир учи муста^- 
камланган, иккинчи учига эса 
Р =  Р (х) куч таъсир этиб, 
пружина цисилган дейлик 
(72-чизма). Агар пружинанинг 
цисилиши унга таъсир этаёт-

ган Р (х) кучга пропорционал булса, пружинани а бирликка ^исиш 
учун Р (х) кучнинг бажарган ишини топинг.

Агар Р(х) куч таъсирида пружинанинг цисилиш миадорини х 
оркали белгиласак, у холда

булади, бунда &— пропорционаллик коэффициента (цисилиш коэф
фициента). Ю^оридаги формуладан фойдаланиб бажарилган ишни 
хисоблаймиз:

Механикада инерция момента тушунчаси мухим булиб, у маса- 
лалар ечишда куп кулланилади.

Текисликда т  массага эга булган А моддий ну^та берилган бу
либ, бу нуцтадап бирор / у^^ача (ёки О ну^тагача) булган масофа 
г  га тенг булсин.

Маълумки, ушбу I =  т г -  миедор А моддий ну^танинг I увда 
(О ну^тага) нисбатан инерция моменти деб аталади.

Масалан, текисликдаги т  массага эга булган А =  А (х, у) мод
дий ну^танинг координата у к лари га хамда координата бошига нис
батан инерция моментлари мос равишда

формулалар билан ифодаланади.
Энди текисликда ^ар бири мос равишда т й, т р . . . , т п_х мас

сага эга булган А0, А{, . . . , моддий ну^талар системаси бе
рилган булсин. Бу системанинг бирор / у ^ а  (О нуцтага) нисбатан 
инерция хар бир нуктанинг шу I увда (О ну^тага) нисбатан

ГС—1
инерция моментлари йдаиндиси: 1п — ^  т к г\ сифатида таърифла-

^—О
нади, бунда тк мивдор Ак ну^тадан / ук^ача (0 ну^тагача) булган 
масофа.

5 -§ . Инерция моменти

1Х =  тх-, 1у =  т у \  1в =  т  {х2 +  У2)



Масалан, текисликда ^ар бири мое равишда /п0, т , ,  . . . , т п_,
массага эга булган Аа (х0, у 0), Л, (*„ у х).............Лп_, (*„_„ уп_, )
моддий ну^талар системасининг координата у^ларига з^амда коорди
ната бошига нисбатан инерция моментлари мое равишда

п—1 п —1
М  =  ^  2 №  =  V  ОТ У2■'ж Л  т к к’ 1у 2а к У к'

6=0 к= 1

С = 2  т * + ^*=0
формулалар билан нфодаланади.

Бирор у =  [(х) эгри чизи^ ёйи буйича масса тар^атилган бул- 
син. Бу массали эгри чизиь; ёйининг координата у^лари ^амда коор
дината бошига нисбатан инерция моментини ани^лаймиз.

/ (х) функция [а, Ь] ораливда аншуганган, узлуксиз ,\амда узлук-
сиз /' (х) хосилага эга булсин. Бу функция графиги АВ ёйини тас-
вирласин, дейлик. АВ ёйи буйича зичлиги узгармас ва 1 га тенг 
булган масса тар^атилган. Равшанки, бу ^олда масса ёй узунлиги- 
га тенг ва (10.4) формулага кура

т

булади.
[а, Ь] оралшуш ихтиёрий

Р  =  К -  х\............ хп> (а =  х0 < х ,<  . . .  <  хп =  Ь)

булаклашни олайлик. Бу булаклаш АВ ёйни Ак (хк, / (хк)) (к =  0, 1,

. . . , п — 1, Л0 =  Л1, Лп_, — В) ну^талар билан п та АкАк+1 бу-

лакка ажратади. Бунда АкАк+1 булакнинг массаси (10.38) формула
га кура топилади:

хк+\ __________
т к =  I* ]/А1 +  р  (х) йх {к — 0, 1, . . . , п — 1).

'*к
Урта ^иймат ^а^идаги теоремага асосан шундай £, (^  £ [л:,, х ,+1]) 

нуцта топиладики, 
хк+1

Щ =  /  V I  +  Г  (х) <1х =  У  1 +  Р  (У  А** (Ю.34)

булади, бунда Ах, = хк+1— хк.
Юкоридаги муносабатларга мувофи^ (1к, / (I,)) (к =  0, 1, 

п — 1) моддий ну^танинг координата у^ларига ^амда координата 
бошига нисбатан инерция моментлари мос равишда



V I  +  Г < У

- г- (у я!»=г- (у VI + г <у ах4.
= «2 + /* <У) % = «I + /! (У) >АН-ГМУ Длг,

формулалар билэн, (?0, / !;„)], [=,, / (Е,))........... моддий
нукталар системасининг инерция моментлари эса мос равишда

к—О

С =  2  ^  ^ 1 + Г  ( У А**, (10.35)
* ¡= 0

С  = V  (II + Р  (I,) 1^1 + Г  (У Д.Г,
4=0

формулалар билан ифодаланади.
Энди булаклашнинг диаметри Хр нолга интила борсин. Унда

^ар бир ЛА^ +1 ёйнинг узунлиги хам нолга интила бориб, Ак Ак + , 
ёйи эса нуктага айлана боради. Бу х(ол табиий равишда ),р -*■ 0 да
(10.35) формулалар билан ифодаланган 11"\ 1^ , 1 {0п> йигиндиларнинг 
лимитини массага эга булган моддий эгри чизиц ёйининг координа
та уклари хам да координата бошига нисбатан инерция момент] I деб 
к ара ш га олиб келади.

лр 0 да 1("\ ¡ {у\ /|,п) йигиндиларнинг лимита моддий эгри чи- 
зиц ёйининг координата укларига хамда координата бсшига нисба
тан инерция момента деб аталади ва улар мос рашшда 1Х, 1у, /0 
каби белгиланади.

Демак,

=  Пт /<п) =  Нт V  Щ / Г г Т м У  Ахк,
% р  -> 0 Х р  -»О

п—1

(10.35) муносабатдаги йигиндиларни \а, Ъ] ораликда мос равишда 
цуйидаги

х * У \ + Г ( х ) ,  Р (х) V 1 +  Г  (х), [.г1 +  Р (а-)] }/\ + П ( х )
функцияларнинг интеграл йигиндилари эканлигини пайкаш кийин 
эмас.



Шартга кура / (х) функция [а, Ь] ораликда узлуксиз хам да уз- 
луксиз (х) хосилага эга. Шунинг учун юцоридаги функциялар 
[а, Ь] ораливда интегралланувчи булади. Демак,

Натижада ушбу

/, =  |? *2 У  Т + Г  (X) йх,
а

=  [Г (х) V I  + Г  (х) с1х,
а

ь -------------------
и  =  (' [*а +  /2 (*)1 V  1 + / 'а (х) <1х

а

формулаларга эга буламиз.



11-БОБ 
СОНЛИ КАТОРЛАР

Маълумки, прогрессиялар математикада алохида урин тутади. 
Айникса, прогрессия ^адларининг йигиндиси билан боглик масала- 
лар куп учрайди.

Одатда, ушбу

кетма- кетлик а Ф О, д Ф 0 булганда геометрик прогрессия деб ата- 
лади (а — прогрессиянинг биринчи хади, д — прогрессия махражи, 
ад*-1— прогрессиянинг умумий ^ади). (11.1) прогрессиянинг бирин
чи п та хадининг йигиндиси цуйидаги

формула билан ифодаланади. Бу йигиндига (11.1) прогрессиянинг 
л-^адидан кейинги хадларини бирин-кетин куша борсак, хосил бул- 
ган

йигиндилар берилган чексиз прогрессиянинг барча .\адларининг йигин- 
дисини тобора якин (аник) ифодалай боради дейиш табиийдир. Де
мак, л -> оо да 5П нинг лимитини чексиз прогрессиянинг барча ^ад- 
лари йигиндиси деб киритиш мумкин. Шундай килиб, ушбу

«чексиз йигинди» ни урганиш масаласи юзага келади. Бундай «чек
сиз йигинди» сонли катор тушунчасига олиб келади.

Биз мазкур бобда, сонли каторларни, аникроги, уларнинг якин- 
лашиши, узоклашиши, якинлашиш аломатлари хамда якинлашувчи 
^аторларнинг хоссаларини урганамиз.

(П .1)

I а  — т? , ,
5 Л =  а  +  ад +  ад2 +  . . .  4- сщп~1 =  \—д ’ агаР ^ '

па, агар д =  1

5 п+1 =  а +  ад +  ад2 +  . . .  +  адп~] +  адп ,
5 п+2 =  а +  ад -Ь ад1 +  . . .  +  адп~х -+- адп +  адп+1

а +  ад +  ад2 +  . . .  +  ад‘

( 11.2)

ОО

(11.3) катор цискача "У ап каби белгиланади:



Юкоридаги (11.2) кетма-кетликнинг а,, а2, . . . , ап, . . . элемент- 
лари каторнинг хадлари дейилади. ап эса цаторнинг умумий \а- 
ди дейилади. (11.3) цаторнинг хадларидан цуйидаги

Aj, =  a¡,
^2 =  Û1 +  ^2>

^3 =  а1 +  а2 +  û3,

=  o ¡  +  а 2 +  аз +  • • • +  а п>

йириндиларни тузамиз. Бу йигиндилар цаторнинг цисмий йигинди- 
лари дейилади.

Демак, (11.3) ^атор берилган холда хар доим бу цаторнинг пие
мий йириндиларидан иборат ушбу

{Ап} . Лр А2, А3, . . . , Ап, . . .
сонлар кетма-кетлигини ^осил ^илиш мумкин.

2- таъриф.  Агар п-^-оо да (11.3) цаторнинг ^исмий йигиндила- 
ридан иборат {Ап} кетма-кетлик чекли лимитга эга, яъни

lim Ап =  А
п —юо

булса, у  ^олда катор яцинлаихувчи дейилади.
Бу лимитнинг ^иймати А сон (11.3) цаторнинг йигиндиси дейи

лади ва куйидагича ёзилади:

А =  а.*1 i
п = 1

3- таъриф.  Агар п -*-°о да (11.3) каторнинг ^исмий йигиндила- 
ридан иборат {Ап} кетма-кетликнинг лимити чексиз булса ёки бу 
лимит мавжуд бÿлмaca, у холда (11.3) ^атор узоцлашувчи дейила
ди.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

1 “I--------Н----------—f— . . . —i-------------------j- . . .
1 - 2  2 - 3

катории ^арайлик. Бу цаторнинг цисмий йигиндисини ^исоблаб, 
унинг лимитини топамиз:

А ,=  1 +  — +  —  +  . . . Н -------------- =  1 4- ( 1 — -) +
1-2 2 -3  (л  — \)-п  i  2 )

+  (1 “ 1 ) +  • • • + ( „ - г т — í )  =  2 ~ v  i ™ - 4» “ 2-
Демак, берилган ^атор якинлащувчи ва унинг йигиндиси 2 га тенг:



2. К,уйидаги
1 +  2 +  3 +  . . . + п + . . .  

катор узоклашувчи, чунки бу цаторнинг цисмий йигиндиси

А  =  1 + 2  +  3 + . . . + П= - ! ^ + й -

булиб,
lim Ап =  оо.
/1—»оо

3. К,уйидаги
1 — 1 +  1 — 1 +  . . .  

цатор хам узоклашувчи, чунки бу цаторнинг кисмий йигиндиси

Л = 1 — 1 +  (— l)n+I =  \ агар п ~  ЖУФТ сон булса,п ‘ { 1, агар п — тоц сон булса
булиб, {Ап} кетма-кетлик лимитга эга эмас.

4. Геометрик прогрессия а, aq, . . .  , aqn~l, . . . хадларидан ту- 
зилган

а  +  aq +  aq2 +  . . . +  aqn~l +  . . .
цаторни карайлик. Одатда бу катор геометрик щ тор  дейилади. Бу 
каторнинг кисмий йигиндисини ёзамиз:

л , I •> . , п 1 a —a q nАп — а -г aq +  aq- -г . . . +  aqn~l = ---- — .
 ̂ Я

Агар \q\ <  1 булса,
lim Ап — ——
П—>оо 1 --((

булади. Демак, бу .^олда геометрик катор яцинлашувчи ва унинг 
аиигиндиси ------  сонга тенг.

1 — q
Агар q >  1 булса, lim Ап =  оо булиб, катор узоклашувчи була

ди.
Агар q =  1 булса, п -*-°° да Ап =  па-+-оо булиб, катор узоц- 

лашувчи, q <  — 1 булганда эса {Ап} кетма- кетлик лимитга зга 
эмас. Демак, бу холда хам цатор узоклашувчи булади.

Шундай цилиб, геометрик цатор | q | < 1 булганда яцинлашувчи, 
1<7| > 1 ва q =  ±  1 булганда узоклашувчи булади.

5. К,уйидаги

\ + ^ - + \  +  (11.4)
2 3 п

каторни олайлик. Бу катор гармоник щ тор  деб аталади. (Маълум- 
ки, агар О Ф а £ R ва О Ф b £ R сонлар учун



ь
тенглик уринли булса, с сон а ва Ъ сонларнинг у р та  гармоник 
циймати дейилади. Берилган (11.4) каторнинг иккинчи ^адидан 
бошлаб, хар бир ^ади узига бевосита цушни булган икки ^адининг 
урта гармоник цийматини ташкил этади. (11.4) цаторнинг гармоник 
деб аталиши хам шундан келиб чикдан.) (11.4) каторнинг биринчи 
2к та (к £ АО ^адидаи тузил ган
4 > , 1 , 1 , 1 , , 1 1 1 , , 1

цисмий йигиндисини олиб, уни цуйидагича ёзиб оламиз:

А,* = (1 + _1) +  (1  +  Г ) + ( 1 + 1  +  1  +  1 ) +  (1  +  ±  +
\ 2 / \ 3  4 /  1 5  6  7 8 / 1,9 Ю

+  +  Й +  ••• + (~¥=^Г1 +  +
Энди ушбу

1 , 1  1 . 1  1

3 4 >  4 4 2 ’

1  +  1  +  1 л_1 > 1  +  1  +  1 о Л ==4-1  = 1
5 6 7 ' 8 8 8 8 ' 8 , 8 2 ’

1 +  + 1  =  8 - 1  =  1 ,
9 16 16 16 16 2

2 й - 1 + 1  2 * - 1 + 2  ‘ ’  2 й  2к 2к

+  Н Г  =  2 *“ ‘ ' " V  =  —2к 2к 2
тенгсизликларни эътиборга олсак, унда

Л2к >  1 + к  ■ —2 2
тенгсизлик уринли булиши келиб чикади. Равшанки, {А2к } кетма- 
кетлик усувчи. Демак, Пт А0к =  °°. Шундай ь̂ илиб, гармоник ца-

/г—► оо
тор узоклашувчи.

6. Ушбу
1 - 1  +  1 —  1 + . . .  + (_ 1) п - .1 +  . . .  (11.5)

2 3 4 п

^аторни карайлик. Бу ^аторнинг ^исмий йириндисини ёзамиз:

^  =  1 - 7  +  ^ - 7 +  •• •  + ( - 1)"-1 -1 - 2 3 4 п

Шу йигандининг п со да лимитинк топиш учун (6.57) формула- 
ни келтирамиз (л: >  — 1 да):



ln (1 +  *) =  * _ : £  + î î - _ £ +  . . .  + ( _ i y . £ L  +  r W .
2 3 4 n

Бунда 1 учун

|r« w i < ¿ 7
тенгсизлик уринли (6- боб, 7-§ нинг 6-бандига каранг). Юкоридаги 
формулада х — 1 деб топамиз:

ln 2 =  Ап + г п(\).
Натижада ушбу

] A „ - ¡ n 2 ¡ = l r J l ) \ <
п~г I

тенгсизликка келамиз. Ундан
lim Ап — In 2
t\~* оо

тенглик келиб чицади. Демак, (11.5) катор якинлашувчи ва унинг 
йишндиси 1п2 га тенг.

Ушбу параграфнинг охирида каторнинг колдит тушунчасини 
келтирамиз. (11.3) каторнинг биринчи т  та хадини ташласак, унда

ат + 1 + ат+ 2+  '•  ■ = 2  (1К6)

цатор хосил булади. (11.6) цатор (11.3) каторнинг (ш-хадидан 
кейинги) крлдиги дейилади.

2-§. Якинлашувчи каторлар ^ацида теоремалар

Бирор
оо

2  a „ =  ß , + a 2 +  . . .  + а „  +  . . .  ( П - 3 )
п ~  1

цатор берилган булсин.
1 - т е о р е ма .  Агар (11.3) катор якинлашувчи булса, унинг ис- 

талган  (11.6) колдиги хам якинлашувчи булади ва аксинча. (11.6) 
цолдщ цатор якинлашувчи булса, берилган (11.3) катор хам якин
лашувчи булади.

И с бот.  (11.3) катор берилган булсин. Бирор m — натурал сон- 
ни тайинлаб, (11.6) каторнинг кисмий йигиндисини Ak билан белги- 
лайлик:

Л  =  ат+[ +  ат+2 +  . . .  +  am+k.

Равшанки,

А  =  А ^ ~ А т , (П-7)



булади, бунда Ат  берилган (11.3) каторнинг цисмий йириндиси. 
(11.3) катор якинлашувчи бу’лсин . Таърифга Kÿpa

Am+k =  А (А — чекли сон)ft—*00

булади. й-э-оо да (11.7) тенгликда лимитга утиб топамиз:

lim А  == А — А„.
*-» оо * т

Бу эса (11.6) каторнинг якинлашувчи эканини билдиради,
Энди (11.6) катор якинлашувчи булсин. У ^олда таърифга K ÿ p a

lim Ak =  А (А — чекли сон)
k—ю о  /

булади. (11.7') тенгликда п-*- оо да лимитга утсак, у  холда 

•> Hm Ап =  А +  Агт

б}/лиши келиб чикади. Бу эса (11.3) каторнинг якинлашувчи экани
ни билдиради. Теорема исботланди.

Шундай цилиб, каторнинг дастлабки чекли сондаги хадларини 
ташлаб юбориш ёки каторнинг бошига чекли сондаги янги .^адлар- 
ни кушиш унинг якинлашувчилиги характерига таъсир ^илмайди.

1 - н а т и жа .  Агар (11.3) катор якинлашувчи булса, унинг КОЛ-
ДИРИ

Гт  а т+1 “Ь ^m -i-2  ~Ь • • ■ Т  a m j_k “Ь  • • ■

m-voo да -нолга интилади.
^ а ^ а т а н  хам, (11.3) катор якинлашувчи булиб, унинг й и р н н -  

диси А булсин, бу холда

А  =  А т  " Г r m > T  А  — А т

булиб, .
И т  г т =  А — А — О

* т —>ао
булади.

2-т е о р е м  а. Агар (11.3) щ тор якинлашувчи булиб, унинг йи- 
гиндиси А га тенг булса, у холда

оо

2  с а п = са\ +  с а 2 +  • • . +  сап - г  . . . ( 11.8)
n=i

катор \ам ящнлаииувчи ¿а унинг йигиндиси с А га тенг булади 
{с Ф О— т а  бор лик булмаган дзгармас сон).

И с бот.  (11.8) каторнинг кисмий й и р и н д и с и н и  А ’п билан белги- 
ласак, у холда

К  = са\ +  са2 +  . . .  +  сап =  с (я, +  а2 +  . . .  - f  at)  =  с А п 
булиб, ундан



lim  A ’n = с А
П-voo

булиши келиб чикади. Бу эса (11.8) ^аторнинг яцинлаш увчи були- 
шини ва унинг йигиндиси с А га тенг эканини билдиради. Теорема 
исботланди.

Бу теорема якинлашувчи каторларда ушбу
с (а, +  а2-\- • • • ~'~07г "Ь • • • ) =  cai с а 2 +  • • • +  с а п +  . • •

муносабатнинг уринли булишини ифодалайди.
3 - т е о р е м а .  Агар

оо

2 аа =  а 1+ а2+  • • • +  ап +  • • •
п=1

v & n =  61 +  ö2 + .
п= 1

цаторлар якинлашувчи булиб, уларпинг йигиндиси мос равишда А 
ва В га тенг булса, у холда

2  а̂ « ^  ^  =  (a i +  î) +  (а2 +  ■ +  (ап +«£л) +  • • • (4-9)
Л=1
цатор хам якинлашувчи ва унинг йигиндиси А -f- В га тенг була- 
ди.

ОО оо

Ис б о т .  V  ап ва ^  Ьп цаторлар якинлашувчи. Демак, бу
П=\ П—1

каторларнинг цисмий йигиндилари (Ап ва Вп лар) учун lim Ап =  Л,
«  п-"°°

lim  Вп — В тенгликлар уринли булади. (11.9) каторнинг ^исмии
П—>со

йигиндисини Сп билан белгилаб топамиз:

С„ =  (ö[ +  b{) +  (а2 +  Ь2) 4- . . .  +  (ап +  Ьп) =  (а( +  а2 +  . .. +  ап) +  

+  (Ьi +  b2 +  . . .  i -b n) = A n +  Вп.

Бундан
lim Сп =  А + В .
п —> оо

Кейинги тенгликдан теореманинг иеботи келиб чикади.
со оо

2- н а т и ж а .  Агар ^  ап ва 2  ^аТ0РлаР якинлашувчи булса,
11=1 П=1

У З^олда

2 (са„+/Ьп)
П = 1

^атор хам якинлашувчи ва 
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тенглик уринли булади (бунда с, I — п га боглик булмаган узгап- 
мас сонлар). J

4 - т е о  ре ма .  Агар (11.3) катер якинлашувчи бужа, бу катор
нинг умумий xfidu ап п оо да нолга интилади.

Ис бот .  (11.3) цатор якинлашувчи булсин, яъни lim Ап = А  
(.А — чекли сон). Агар

a» = A , - V i
булишини эътиборга олсак, у  холда

lim ап =  lim (Ая — Аа_ 1) =  А — А =  О
П—юо п—>оо

булишини топамиз. Теорема исботланди.
Теоремадаги тасдикнинг акси, умуман айтганда, уринли эмас. 

Бошкача айтганда бирор каторнинг умумий хади оо*да нолга 
интилишидан унинг якинлашувчи булиши хар доим келиб чикавер-
маиди.

““ I
Масалан, (11.4) гармоник катор У —  нинг умумий хади а =п пП—1

=  — булиб, у п—+- оо да нолга интилади, аммо бу катор узоцла- 
шувчи.

Шундай цилиб, юкорида келтирилган 4- теорема катор якинла
шувчи булишининг зарурий шартини ифодалайди.

Каторлар тузилишига кура умуман Цуйидагича булади:
1) барча хадларининг ишоралари манфий булмаган каторлар;
2) бирор хадидан бошлаб, кейинги барча хадларининг ишоралари 

манфии булмаган каторлар;
3) барча хадларининг ишоралари манфий сон ёки бирор хадидан 

бошлаб кейинги барча хадларининг ишоралари манфий булган цатор-

4) чексиз куп манфий ишорали ва чексиз куп мусбат ишорали 
хадлари булган каторлар.

2) ва 3) холлардаги каторларнинг якинлашувчи ёки узоклашув
чилигини урганиш юкорида келтирилган 1 - теорема ва 2- теорема- 
ларга кура 1) ^олдаги каторларни урганишга келади.

3- §• Мусбат каторлар ва|уларнинг якинлашувчи булиши

Каторлар назариясининг мухим масалаларидан бири каторнинг 
якинлашувчи ёки узоклашувчилигини аниклашдан иборат.

Аслида берилган каторнинг якинлашувчи ёки узоклашувчилигини 
таърифга кура текшириш мумкин. Бироц купчилик ^олларда катор
нинг кисмий йигиндиси Ап нинг ифодаси мураккаб булиб, п ->■ оо да



унинг лимитга эга булишини (ёки булмаслигини) курсатиш ^ийин 
булади.

Шуни хам айтиш керакки, ^аторнинг я^инлашувчи ёки узо^ла- 
шувчи эканини аниклашда каторнинг цисмий йигиндисининг ^ийма- 
тини, ^атто каторнинг й и р и н д и с и н и  топиш зарурияти булмайди.

Натижада шундай усулларни (аломатларни) топиш масаласи юза- 
га келадики, бу усуллар ёрдамида, ^атор й и р и н д и с и н и  ^исобламай 
туриб, унинг якинлашувчилигини аннклаш мумкин булсин.

Аввало хадларининг ишоралари манфий булмаган каторларни 
^араймиз.

1. М у с б а т  к ; а т о р л а р н и н г  я ^ и н л а ш у в ч и  б у л и ши  
ша р т и .  Бирор (11.3) катор берилган булсин:

^ а п =  а, -г аг +  • • • +  ап +  . . . (11.3)
п=  1

Агар ап >  0 (я =  1, 2, 3, . . . )  булса, у холда (11.3) катор 
мусбат рад ли катор ёки кис^ача, мусбат катор деб аталади.

оо

5 - т е о р е м а .  Ушбу \  ап мусбат цатор яцинлашувчи булиши
п= I

учун. унинг кисмий йитндилари кетма-кетлиги юкоридан чегара
ланган булиши зарур ва етарли.

оо

И с б о т .  З а р у  рл иг и .  V  ап катор якинлашувчи булсин. Таъ-
П~\

рифга кура, каторнинг ^исмий йигиндиларидан тузилган {Ап} кетма- 
кетлик п-*-оо да А га интилади: Пт Ап =  А (А —чеклисон). У ^ол-

П—ЮО

да {.4П} кетма-кетлик якинлашувчи кетма-кетликларнинг хоссасига
кура чегараланган, жумладан, у  юкоридан чегараланган булади.

00
Е т а р л и л и г и. V  ап каторнинг цисмий йдаиндилари кетма-кет-

п—\
лиги {Ап} ю^орида чегараланган булсин.

Шу ^аторнинг ^ар бир >̂ ади манфий булмагани учун

А п+1 —  А п  +  ° п + 1 >  Ап

тенгсизлик уринли. Демак, {Ап} кетма-кетлик усувчи. Шунинг учун
3- бобдаги 7- теоремага кура {Ап\ кетма-кетлик чекли лимитга эга: 

00
И тА п — А. Бу эса V  ап каторнинг якинлашувчи эканини билди-

ради. Теорема исботланди.
М и с о л. Ушбу

у  Л _  =  1 +  +  . . .+  -1_  +  . . . , а > 0. (11. 10)
па  2“  ^  3“  па  'п~1



каторни царайлик. Одатда (11.10) катор умумлашган гармоник ца- 
тор  дейилади. Бу катор сс >  1 булганда якинлашувчи эканлигини 
курсатайлик. Унинг

Ап =  1 +  +  • • • +  -^ г

к.исмий йигиндиларидан тузилган [Ап] кетма-кетлик усувчи экани 
равшан. Демак, Ап <  Л2п+| (п =  1,2,  . . .). Шу билан бирга куйи- 
дагига эгамиз:

4 п+1= 1 + - ^ -  + ^ -  +  . . .  + (- £ ^ 7 - = 1  +

I . . ; 4 . / — !_  _1_ — !—  ̂ <  1 4-
\ 2“ ' 3“ ] \(2п)а (2/х Н- 1)а /

2 2 . 2  1 ! 1 /’ 1 I 1 1
+  - ^ Б Г +  ¿ а  < • ■ • +  {2п)а  -  +  2 <х-1 [ *  +  2 а  + 3 “  +

+  • • • +  ^ г )  = 1 +  ~£ =1А п- 

Охирги икки муносабатдан ушбу

Ап<  1 +  Лп 

тенгсизлик келиб чикадн. Бундан «  >  1 булганда

Л л < 1 ^ г 7 ( ' г==! - 2’ • • • ) (11-И)

тенгсизлик; .%осил булади. Бу эса {Ап} кетма-кетликнинг юкоридан 
чегараланганлигини билдиради. 5 - теоремага кура берилган цатор 
якинлашувчидир. Демак, умумлашган гармоник катор а >  1 бул
ганда якинлашувчи булади.

00 1Хусусан, V  —  катор якинлашувчидир. 
л=1 П

3- н а т и ж а .  Мусбат каторнинг кисмий йигиндиларидан иборат 
кетма-кетлик юкоридан чегараланмаган булса, катор узоклашувчи 
булади..

2. М у с б а т  ц а т о р л а р н и  т а ц ц о с л а ш  х а ц и д а  т е о р е м а -  
лар.  Мусбат каторнинг якинлашувчилиги ёки узоклашувчилигини 
билган >;олда, ^адлари бу цатор ^адлари билан маълум муносабат- 
да булган (таадосланган) иккинчи мусбат каторнинг яцинлашувчи- 
лиги ёки узоклашувчилигини аниклаш мумкнн. Улар куйидаги те- 
оремалар орцали ифодаланади.

оо со
Иккита мусбат ^  ап ва ^  Ъп катор берилган булсин.

п=1 п= 1
6- т е о р е м а ,  п нинг бирор п0 (п0 >  1) кийматидан бошлаб бар- 

ча п >  п0 лар учун



тенгсизлик уринли булсин. Агар а) У  Ьп катор якинлашувчи бул-
п= i

00 со

са, У  ап катор %ам якинлашувчи булади, б) У  ап цатор узок-
П— 1 П= 1

К>
лашувчи булса, V  Ьп катор %а.и узоклашувчи булади.

П=[
Исбот .  Ушбу бобнинг 2-§  ида айтиб утдикки, ^аторнинг як,ин- 

лашувчи (узоклашувчи) булишига унинг чекли сондаги дастлабки 
хддларининг таъсири булмайди. Шу сабабли (11.12) тенгсизлик п() =  
=  1 дан бошлаб уринли бÿлcин деб rçapaiu мумкин. Демак, ап <  
¿ íb n{n =  1,2,  . . . )  тенгсизлик ÿpmum. У .^олда берилган к;атор- 
ларнинг кнсмнй йигиндилари

A-n — a í +  ai Jr . . - - { -  ап, Вп — bi + b2 + • • • + Ьп
учун ушбу

Ап<В„  (п =  1, 2, . . . ) (11.13)
тенгсизлик хам }'ринли булади.

ао
Аввал У  Ьп катор якинлашувчи булсин. У холда 5- теоремага

п=1
кура, {Вп) кетма-кетлик юцоридан чегараланган булади, яъни би- 
рор М учун Вп <  М, (п =  1, 2, . . . ) .  Бундан (11.13) тенгсизликка 
асосан Лл <  М (д =  1, 2, . . . )  тенгсизлик хам уринли экани келиб 
чикадн. Демак, {Ап\ кетма-кетлик хам ю^оридан чегараланган. Яна

00

уша 5- теоремага кура У. ап каторнинг якинлашувчи булиши ке-
п= 1

либ чикади.
00

Энди У  ап катор узоклашувчи булсин. У холда {AJ кетма-
П— 1

кет лик ю^оридан чегараланмаган, (11.13) тенгсизликка асосан [Вп ¡ 
кетма-кетлик хам ю^оридан чегараланмаган булади. Бундан эса

со

У  Ьп каторнинг узоклашувчи булиши келиб чикади. Теорема ис-
п=1
ботланди.

Одатда, бирор мусбат цаторнинг якинлашувчи ёки узо^лашувчи- 
лигини ани^лашда, бу ^атор хадлари тенгсизликлар ёрдамида аввал- 
дан якинлашувчи ёки узок лашувчи лиги маълум каторнинг ^адлари 
билан богланади, cÿHrpa исбот этилган теоремадан фойдаланиб бе
рилган катор .\ак;ида хулоса чи^арилади.



• Л , • JT i • Л i i • л <sin ------h s in ----- Ь s in ------Н . . . +  s in ------h . . .12 22 32 П2

катер якинлгшувчилипши текширинг. Бу катор хадлари учун

О <  sin <  — (п =  1,2, . . .)
П2 П2

тенгсизлик уринли булишини курсатиш кийин эмас. Демак, берил-
«  |

ган каторнинг ^ар б ир хади якинлашувчи "V —  каторнинг мос ха-
л=1 П

дидан кичик. 6-теоремага асосан берилган катор якинлашувчи.
7- т е о р е м а .  Ушбу,

l im —— == k (0 <  £ sg оо)
П~>ОС Ьп

эв
лимит мавжуд булсин. Агар-, а) £< °о ва "V Ьп щ тор якинлашув-

; Л=*1
00

чи булса, у \олда V  ап цатор .\ам якинлашувчи булади; б) k >  О
Л= 1

ос ос

ва V  Ьп цатор узоклашувчи булса, у  %олда V  ап катор %ам
Л~1 Л-=1

узоклашувчи булади.
со

Ис б о т .  a) k <  00 булиб, V  ¿>л катор якинлашувчи булсин. Ли-
л=1

мит таърифига кура, V e >  0 сон олинганда хгм шундай n0£N сон 
топиладики, барча я > л 0 лар учун

К
<  е,

яъни

(k — e)ba < a n< (k  +  e)b„ (11.14)
тенгсизликлар уринли булади.

ОС со

Шартга кура V  Ьп катор якинлашувчи. Шунинг учун V  ^
л=1 л=1

+ е)6„ цатор ^ам якинлашувчи. У холда (11.14) тенгсизликдан ва 6-тео-
со

ремадан ап каторнинг якинлашунчи булиши келиб чикади.
Л=1

СО

б) k >  0 булиб, V  Ьп катор узоклашувчи булсин. Агар 0< ^ 1<
Л=1



ап<  k олсак, у  холда lim  -г— =  k лимит уринли эканидан ва
°п

ап
булишидан, шундай na£N сон топиладики, п >  п0 булганда----- >

Ьп
>  kv тенгсизлик уринли булади. Демак, n> n u булганда Ьп <  —- ап

оо
тенгсизлик бажарилади. Бундан 6- теорема га асосан V  ап ^аторнинг

И=1
узо^лашувчи булиши келиб чикади. Теорема исботланди.

Бу теоремадан цуйидаги натижа келиб чикадн.
4 - н а т и ж а .  Агар ушбу

lim
'*-» х Ьп

УЗ 00

лимит уринли булиб, 0 < £ <  оо булса, у холда V  а„ ва ^  к.а '
П=1 /1=1

торлар бир вактда якинлашувчи, ёки бир вактда узо^лашувчи бу
лади.

Мисол .  Ушбу
50 |1

~  l+i  
П

к;аторнинг я^инлашувчилигини текширинг. Бу каторни гармоник ^а- 

тор V  —  билан таккослаймиз. Бу икки к,атор умумий .\адлари нис-
л=1 п

батининг лимитини топамиз:
__i_
1+ -I.

lim ---- = lim —-—¡- = l im —г = г= 1.
п -* х  -----  П-* оо 1+ — п -и о  -щ/ п

п п п

Демак, 4- натижага кура берилган катор узо^лашувчи булади.
8- теорема ,  п £ IV нинг бирор п0 цийматидан бошлаб барча 

лар учун

- ^ < - ^ ± 1  (11.15)
ап Ьп

«■
тенгсизлик уринли булсин. У цолда, агар а) V  Ьп катор яцинла-

П—1



шувчи булса, 2  ап катор цам якинлашувчи булади; б) V  ап ка- 
л=1 П=150

тор узоклашувчи булса, V  Ьп катор ,\ам узоклашувчи булади.
п—\

Ис бот .  Аввал айтганимиздек (11.15) тенгсизлик я =  1 , 2 , . . .  
^ийматларда бажарилади деб хисоблаш мумкин. Шундай цилиб,

“я+1 п .— (я =  1, 2, . . . )
п п

тенгсизлик уринли деб караймиз. Ундан 1\уйидаги
а п ь 2 ь 3 Ьп

а1 °2 °п—1 *2 /̂1—1
тенгсизлик келиб чи^ади. Бундан ушбу

-¡7 Ьп (11.16)

тенгсизликка эга буламиз.

Агар 2  Ьп катор якинлашувчи булса, унда V  £1 Ьп ^атор ^ам 
П=1 ■« - П=| якинлашувчи булади. V нда (11.16) тенгсизлик ва 6- теорема га асо- 

сан 2  ап каторнинг якинлашувчи булиши келиб чицади.
п— 1

00

(11.15) тенгсизлик уринли булганда V  ап каторнинг узо^ла-
Я-—IОз

шувчи булишидан ^  Ьп каторнинг хам узоклашувчилиги келиб чи-
п = \

к;иши шунга ухшаш исботланади. Теорема исбот булди.
3. М у с б а т  к а т о р  л ар у ч у н  я ц и н л а ш у в ч и л и к  а л о м а т -  

лари.  Ьиз юцорида мусбат цаторларни так^ослаш теоремаларини 
келтирдик. Гарчи бу теоремалар ёрдамида текшириладиган ь;атор 
хадларини иккинчи катор хадлари билан такдослаб, каралаётган ка
торнинг якинлашувчилиги ёки узоцлашувчилиги масаласи >̂ ал бул
са ̂ хам, такцослаш теоремалари маълум нокулайликларга эга. Бун- 
даи нокулайликлардан бири берилган к̂ атор билан та^осланадиган 
^аторни танлаб олишнинг умумий коидаси йуклигидир.

Берилган цаторнн геометрик хамда умумлашган гармоник цатор- 
лар билан таккослаб, цаторнинг якинлашувчилиги ёки узомашувчи- 
лигини ифодалайдиган аломатларни келтирамиз:

09

а) Ко ши а л о м а т и. М усбат катор V  ап берилган булсин.

Агар п£М нинг бирор п0 (п0 >  1) кийматидан бошлаб барча п ^ п п 
цииматлари учун



тенгсизлик уринли булса, ^  ап катор якинлашувчи (усщлашув-
П  =  \

чи) булади.
сс __

И с б о т. Аввал ^  а„ катор учун п >  п0 булганда у/ ап <  (/< 1
п—1

тенгсизлик уринли булсин. Бу тенгсизлик ушбу ]п тенгсизлик- 
к а  эквивалентдир. Демак, берилган каторнинг хар бир ^ади (п >п0 
булганда) якинлашувчи геометрик каторнинг мос хадидан катта эмас.

00
6- теоремага кура V  ап катор якинлашувчи булади.

П=1 __
Агар барча /г>п0 лар учун у  > 1, яъни ап >  1 тенгсизлик

уринли булса, у холда берилган каторнинг хар бир хади узокла-
00

шувчи "V 1 =  1 +  1 4 - 1 +  . . .  каторнинг мос хадидан кичик эмас.
П—\

00

Яна уша 6- теоремага кура, ^  ап катор узоклашувчи булади.
п=1

Амалий масалаларни хал килишда купинча, Коши аломатининг 
куйидаги лимит куринишидан фойдаланилади.

Агар ушбу

ли м и т мавжуд булса, у  холда "V ап катор й <  1 булганда яцин-
П-]

лашувчи, 1 булганда эса узоклашувчи булади,
И с бот.  Аввал /г< 1 булсин. Шундай хакикий сон ц топилади- 

ки, 1 тенгсизлик уринли булади. У холда лимитларнинг те-
гишли хоссасига кура (3- бобнинг 3- § яга каранг) шундай п0 6 N 
топиладики, барча п >  п0 лар учун у  ап <  с/ тенгсизлик уринли

ОС

булади. Юкорида исбот этилган Коши аломатига кура V  ап катор
П=1

якинлашувчи.
Энди £>1 булсин. У холда шундай пп £ N топиладики, барча 

п > л 0 лар учун у'" ап >  1 булиб, ундан берилган каторнинг узоц-
лашувчи булиши келиб чикади.

Мис ол .  Куйидаги

1+(1Ит)’+ № - + Ш +-
каторни карайлик. Бу катор учун топамиз^



Демак, Коши аломатига кура берилган катор якинлашувчи.
X

1 - э с л а т м а .  Агар ^  ап катор учун
Л=1

И т  у  а п =  6 = 1

лимит уринли булса, цатор якинлашувчи хам узоклашувчн хам бу
лиши мумкин.

Масалан, — = +  к;атор учун
П=[ __

к =  1, яъни Игл л/ - ! - =  1 берилган ь̂ атор якинлашувчи.
П~*оо г Я

Агар ушбу

2 1  =  1 +  1 4 - 1 +  . . .

П — 1
цаторни карайдиган булсак, унинг учун хам &= I, яъни Ншу/^Т =
= 1 булишини курамиз. Аммо бу к;атор узоклашувчидир.

Шундай килиб, к=\ булганда Коши аломати каторнииг я^инла- 
шувчи ёки узоклашувчн булишини аниклаб бера олмайди.

б) Д а л а м б е р  а л о м а т и .  Агар нинг бирор п0 («0>  1)
цийматидан, бошлаб барча п >  п0 кийматлари учун

> 1 ) ( 11Л8)

ос

тенгсизлик дринли булса, V  ап катор якинлашувчи ( узоклашувчи)
п —1

булади.
ос

Ис бот .  Берилган 2  ап *\атор билан бирга якинлашувчи
П=1

оо2 <7П =  <7+</2 +  7 3 +  . . . +  <7П+  . . .  (О <<7 <  1)
П— 1

геометрик катор ли ь а̂райлик. Аввал -----—— о 1 тенгсизликни
ап

оламиз. Уни

°п4-1 Яп+Х
—  <<7 =

куринишда ёзиб, сунгра таь^ослащ >;акидаги 8- теэремани цуллана-



миз. Шу теоремага кура ^  каторнинг якинлашувчилигидан ^  ап
п=1 п=1

каторнинг якинлашувчилиги келиб чицади. flfl+' >  1 булганда
а п

со

2  ап каторнинг узоклашувчи булиши равшан, Даламбер аломати
П=1
нсбот булди.

Даламбер аломатини ^ам лимит куринишида ифодалаш мумкин. 
Лгар (/шбг/

lim Ü2±L=.d
П—*оо йп

лимит мавжуд булса, у .\олда d<C. 1 булганда катор якинлашувчи, 
d >  1 булганда эса катор узоклашувчи булади.

Бунинг исботи Коши аломатининг лимит куринишининг исботига 
ухшаш.

М и с о л .  Ушбу
. , 2! 3! п'
1_ Г * + 1 Г +  ••• ~

цатор якинлашувчилигини текширинг. Бу катор учун цуйидагиларга 
эгамиз:

„  _  п! °л4-1 (п+\)\ пП 1
пп оп («-М )я+' п\ /i+ ^ ' ) n

п
Лимитга утиб топамиз:

l im fn±L — _L.
П—>сс Gfi е

Даламбер аломатига кура берилган катор якинлашувчи.
ос

2- э с л а т м а .  Агар У  ап катор учун
П=1

lim -f2±L = d = l
«--»со а п

лимит уринли булса, у  холда катор якинлашувчи булиши хам, узоц- 
лашувчи булиши хам мумкин. Демак, бу холда Даламбер аломати 
каторнинг якинлашувчи ёки узоклашувчи булишини аниклаб бера 
олмайди.

Шундай килиб, берилган мусбат каторни геометрик катор билан 
такдослаб Коши ва Даламбер аломатларини келтириб чикардик. Ге
ометрик цатор «тез» якинлашувчи цаторлардан хисобланади. Агар 
текшириладиган катор геометрик катор дан «секинрок» якинлашувчи 
булеа, унда бу катор тутрисида Коши ва Даламбер аломатлари ор-



к.али бирор хулосага келиб булмайди. Бундай каторларни геометоик 
цаторлардан «секинрок» якинлашувчи каторлар билан таккослаш ло- 
зим булади. Шу муносабат билан мусбат каторни уму^лашган гап

^аТ0Р ги^шнг яна бихР-

в) Р а а б е а л о м а т и. Ушбу V  ап мусбат катор берилган бул-
0=1 син.

еош аб барна

Н > - ^ Н > )  (П Л 9)

тенгсизлик уринли булса, j ?  ап катор якинлашувчи (узоклашув

чи) булади. п~1

Ис б о т .  Аввал п>п0 лар учун п ( 1 - ^ ± ) ¡ > r > l  генгст, 

лик бажарилсин, дейлик. Бу тенгсизликни ^уйидаги

a/1+ J I Г
а п п 01 -20)

Му^им ̂ тимитлардан ^ирини*1 утнбу каноатлантиРаднган «

(-тГ-
lim --------_  _i — сс

«-*• сс _____L

П

куринишда ёзамиз (5-бобнииг 6- §  ига каранг). Танланишига купа 
* <  Сулгаш УЧУ'< шУ»дай сон тошиаджи. б а р ™ > / Л £учун

i — « ■
п

тенгсизлик уринли булади. Ундан ушбу

( 1 — L r > l - - C -
1 \« . . Г
П / ' „ ( 11-21)

тенгсизлик келиб чи^ади. Энди т а х  (п0, п'{ =  щ деб олсак, бар- 
ча п>/г0 лар учун (11.20) ва ( 11.21) тенгсизликлардан



тенгсизликка эга буламиз. Агар (11.22) тенгсизликни ушбу
1

ап+1 ^ "а

( я - 1 )“
СО |

куринишда ёзсак, унда берилган катор хадлари билан V  ——  умум-
(1—1 п

лашган гармоник катор хадлари орасида (11.15) куринишдаги муно- 
сабат борлигини пайкаймиз. Маълумки, а  >  1 да умумлашган гар
моник цатор яцинлашувчи. Демак, 8- теоремага кура берилган к,а- 
тор я^инлашувчи булади.

Энди барча п >  п0 лар учун

тенгсизлик уринли булсин. Ундан

ап+ 1 п 
-------Гап

тенгсизлик келиб чицади. Шунинг учун 8- теоремага асосан V  —
1 пп—\

гармоник каторнинг узоклашувчи булишидан берилган каторнинг 
узоклашувчи экани келиб чикади.

Раабе аломати исботланди.
Бу аломатни ?̂ ам ^уйидагича лимит куринишда ифодалаш мум- 

кин.
Агар ушбу

Нш п ( 1-------] =  р (р — сог^)
л—00 \ Й/1 /

лимит уринли булса, р>  1 булганда катор яцинлашувчи, р<  1 бул- 
ганда эса цатор узоклашувчи булади.

Ми со  л. 1̂ уйидаги
_1_ 1 _3_ _ _1_ _ _3_ _ _5_ _ _1_

2 2 ' 4 2 2 4 ' 6 3
1 3 5 7 1 ,  ^  (2п — 1)1! _ _1_

2 ' 4 ' 6 8 4  (2л)11

^атор якинлашувчилигини текширинг.
Бу катор учун куймдагиларга эгамиз:



=  п 2п- -f п 
2/1®-f 4/г-|-2

3/гз 2/г
2/J2-1- 4 п +  2 ’

1 ini n i l ----- —+1 L i - ч
п->оо \ а„ I 2

Демак, Раабе аломатига кура берилган катор якинлашувчи.
г) 1г1н т е г р а л  а л ома  т ( К о ши н и н г  и н т е г р а л  а л о ма т и ) .

УшбУ 2  ап мУсбат Катор берилган булсин. Фараз цилайлик,
П={

[ 1, + ~ ) ораликда аникланган, узлуксиз, усмайдиган хамда манфий 
булмаган f(x) функция учун f(n) =  an (л =  1,2,  . . . ) булсин У 
з^олда берилган катор куйидаги

ОС 00

п=1 /1—1
куринишни олади. Равшанки, л <  * <  п +  1, n£N [булганда

f  {я) ^  f(x) ^  f(n  +  1),
яъни ап ¡s* f  (х) ^  anJ_| тенгсизликлар уринли. Кейинги тенгсизликлар- 
ни \п, п -f- 1] оралик буйича интеграллаб топамиз:

п+1
ап+1 <  J* f(x )d x ^ a nm (11.23)

П

Энди берилган катор билан бирга ушбу
оо rz-f-l

2  j  dx (11.24)
n=I п

цаторни хам карай лик. Бу [каторнинг кисмий йигиндисини ёзамиз:
п »+1 п+1

2  J7 (* )d *=  f  f(x)dx. (11.25)
fe=l  'k  ‘ i

Фараз килайлик, f  (х) функция [ 1, + о о )  оралицда F (х) бошлан- 
гач функцияга эга булсин (F  {х) =  f{x))[ 1, +  со )  оралиада /(*)> О 
булгани учун F (х) функция шу ораликда усувчи булади.

Г (X) функцияни юцори чегараси узгарувчи булган аник интеграл 
куринишда езиш мумкин: 4 v

X
f ( x ) ^ j f ( i ) d t ,  F( 1 )= 0 . 

i



n fc-J-l

2  ^f(x)dx*=F(n  +  1)
ft=i k

куринишга келади. Демак, (11.24) каторнинг ^исмий йигиндиси 
F(n +  1) га тенг.

Агар п —>■ оо да F ( n +  1) чекли сонга интилса, яъни (11.24) ка
торнинг цисмий йигиндиси чекли лимитга эга булса, шу катор я^ин- 
лашувчи булади. Унда (11.23) тенгсизлик хамда 8- теоремага Kÿpa 
каралаётгаи катор хам якинлашувчи бу'лади.

п^-оо да F (п 1) ос булса, берилган катор узоклашувчи 6ÿ- 
лади.

Шундай килиб, куйидаги интеграл аломатга (Коши аломатига) 
келамиз:

Агар f(x) функция [ 1, +  оо) ораликда анщланган, узлуксиз ва 
усмайдиган булиб F{x) шу функция учун бошлангич функ-

оо
ция еа V  ап катор учун Цп) =  ап(п =  1, 2, . . . ) б(/лса, у уолда

п= 1
берилган катор lirn F (х) — А лимит чекли булганда яцинлашувчи,
чексиз булганда узоклашувчи булади.

°° 1iMиcoл.  1\уйидаги У  —— умумлашган гармоник каторни ка-
П= 1

райлик. f(x) = —— (а > 0 ) деболайлик. Равшанки, бу функция f 1,+ о о )д-а
да аникланган, узлуксиз, камаювчи хамда шу ораликда манфий 
эмас. Шу билан бирга х — п бу-лганда f(n) =  _^г- Энди а  ¥= 1 бул- 

ганда топамиз:
х х , a -f !

F (x )=  =
‘i i 

бундан куйидаги натижа келиб чицади:

lirn F (х) — lirn
AT— ► зе

1

1 — а ха-1

ха“ 1

-, агар а >1 булса,
а  — 1

оо, arap а  <  1 булса. 
Агар а  =  1 булса, х-+ °° да

* 1F (х)~  | —  dt =  In х - у оо 
'i 1

булади.
Демак, интеграл аломатга кура берилган к,атор а  >  1 булганда 

я^инлашувчи, сс ^  1 булганда. узоклашувчи булади.



3- э с л а т м а .  Х,ар бир мусбат цаторнинг якинлашувчнлигини тац- 
цослаш йд̂ ли билан >;ал килиш (текшириш) учун ярокли бÿлгaн 
универсал цатор мавжуд эмас.

4- §. Ихтиёрий ^адли каторлар ва уларнинг якинлашувчилиги

Биз аввалги параграфда мусбат каторлар ва уларнинг якннлашув- 
чилиги масаласи билан шурулландик. Хусусан, мусбат каторларни 
та к к ос л au I теоремаларини келтириб, бу теоремаларга асосланган хол- 
да якинлашиш аломатларини \тргандик. Бу аломатлар ёрдамида мус
бат каторларнинг якинлашувчилиги ёки узоклашувчилигини аниклаш 
купинча осонлик билан хал этилишини курдик. Энди ихтиёрий хад- 
ли каторлар (кискача ихтиёрий каторлар) ва уларнинг якинлашувчи
лигини ÿpraHaMH3.

1. И х т и ё р и й  ^ а т о р н и н г  я к и н л а ш у в ч и л и г и  ^ а ^ и д а
j y

т е о р е м а .  Бирор ихтиёрий V  ап цатор берилган булсин.
П=1

ОС

9- те оре м а. Ихтиёрий V  ап каторнинг якинлашувчи булиши

учун Y e > 0  сон олинганда хам шундай n0£N сон мавжуд булиб, 
барча « > л 0 ва т  =  1, 2, . . .  лар учун

К+1 +  а п+2 +  • • • -Ь а п+т\ <  8 0 1 -2 6 )
тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.

И с бот.  З а р у р  лиги.  Берилган катор якилашувчи бÿлcин. 
Таърифга кура бу каторнинг кисмий йигиндиларидан (яъни Л1 =  а1, 
А2 = а, +  а2, . . . ,  Ая =  аг +  а, +  . . . +  ап , . . . лардан) тузилган
{А ) кетма-кетлик чекли лимитга эга. Бу ^олда Коши теоремасига 
(зЛ'юбдаги 13- теоремага каранг) асосан, V е >  0 олинганда .^ам шун
дай ti0£N сон топиладики, барча п >  п0 ва т  =  1, 2, . . . лар учун

тенгсизлик уринли булади. Бу тенгсизликдан

\а п+\ +  а п +2 +  • • • +  а п+т\ <  е -
Е т а р л и  лиг и .  Берилган ^атор учун V e > 0  сон олинганда 

хам шундай п0 £N сон топиладики, барча п~̂ > п0 ва т  =  1, 2, . . .  
лар учун

"Ь а п +2 • • • “Ь а т + п! ^  6

тенгсизлик ÿpmwn. Ушбу
А п+ т  —  А п =  ап+1 +  а п +2 +  • • • +  а п+ т  

тенгликка кура



тенгсизлик хам уринли булади. Бу эса яна Коши теоремасига кура 
{А„\ кетма-катликнинг чекли лимитга эга булишини курсатади. Де
мак, катор якинлашувчи. Теорема исботланди.

Мис ол .  Ушбу
s in  1 sin  2 . sin  ti ,

+  +  ■ • •2 ' 2 a 2n

каторни карайлик. Бу катор учун (11. 21) шартнинг бажарилишини 
текширамиз. Аввало, равшанки,

sin  (га+ 1 )  sin  (га-f-2) sin  (и -J- m--------------- i -----------------  --------------
2n+l ' 2n̂ ~ ............... r>n+m

1
' 1 , 1  1 2n+l 1 

^  2n-t-l "I- 2n^2 ^  i = 2” '
l _  2

Энди V в >  О сонга кура, л0 = [— log2e] +  1 'деб олинса, у холда 
барча п > п 0 ва т  =  1, 2, . . . лар учун

sin  (га +  1) s in  (га +  2 )  sin  (га - f -  т )
2п+1 2П̂~~ “Ь • • • "Ь дл+т

тенгсизлик уринли булади.
Демак, 9- теоремага асосан берилган катор якинлашувчи.
2. К а т о р л а р н и н г  а б с о л ю т  ва  ш а р т л и  я к и н л а ш у в ч и -

сю
лиг и.  Ихтиёрий 2  ап катор берилган булсин. Бу катор хадлари-

П  =  \

нинг абсолют кийматларидан цуйидаги

2  la J  =  lf li l  +  Ia «! +  ■ ■ ■ -Ь к \  +  ■ ■ • О 1-27)
л=1

каторни тузамиз.
оо

10-т е о р е м а .  Агар V  \ап\ катор якинлашувчи булса, у ,\ол-
П—I

00

da 2  ап катор хам якинлашувчи булади.
п=1
Ушбу теоремадаги тасдик юкоридаги 9- теоремадан осонгина ке- 

либ чицади.

4 - т а ъриф.  Агар 2  la J  Кат0Р якинлашувчи булса, у ^олда 
/>=1

2  ап катор абсолют якинлашувчи дейилади.
Л=1



5 - т а ъриф.  Агар ^  а„ к.агор якинлашувчи булиб, "V \ап\ ^а-
п=1 п=1

оО

тор узоцлашувчи булса, у холда V  ап катор шартли якинлашувчи
п=  1

дейилади.
со оо

4- э с л а т м а .  ^  |ап) каторнинг узоклашувчи булишидан ^  ап
л= 1 л = 1

каторнинг узоклашувчи булиши хар доим келиб чикавермайди. 
М и с о л л а р .  1. Ушбу

1- А + > . 1_ +  . . . + ± = Г ± + . . .  (Ц .28)
2 6  4  п

каторни ^арайлик (1-§ даги (11.5) каторни царанг). Унинг якинла- 
шувчилиги маълум. Бу цатор хадларининг абсолют иийматларидан 
тузил ган

1 + Т + Т  + Т  + - "  + Т  + ---
катор гармоник ^атор булиб, у  узоклашувчи.

2. Ушбу

Ч- -1 _± - 4 -  Ц- (~ 1)П~' '12 *02 ~  *Э2 Л 2 I • • • *Т"22  1 32 4 2 п 2 ‘ • ' *

каторни карайлик. Бу катор хадларининг абсолют цийматларидан 
тузилган

_1  +  _!- +  Л  +  ±  +  . . .  Н— !— Ь • • •
12 ^  22 ^  З2 42 п2

катор якинлашувчи, чунки у умумлашган гармоник к,атор булиб, 
а =  2. Шунинг учун 10-теоремага кура берилган катор ^ам якин
лашувчи булади. Демак, берилган катор абсолют якинлашувчи.

Юкрридаги (11.28) катор эса шартли якинлашувчи каторларга 
мисолдир.

а»
Бирор ихтиёрий V  ап катор берилган булсин.

П~ 1
К,аралаётган катор хадларининг абсолют ^ийматларини олиб, улар-

00 ,
дан ^  1ал1 Наторни тузамиз.

л=!
оо

Шу V  \ап\ каторнинг мусбат каторлигини эътиборга олиб, ^ара-
л=1

лаётган каторнинг абсолют якинлашувчилигини ифодаловчи аломат- 
лардан бирини—Даламбер аломатини келтирамиз.



Д а л а м б е р  а л о м а т и .  Агар У  ап чатор учун
П— [

|а„
Нш ип -1-П I

лимит уринли бума, у  хрлда V  ап катор /< 1 булганда абсолют
П—\

яцинлашувчи булади.
Мис ол .  Ушбу

П =  1 1—хп
(х  Ф  ±  1)

цаторни карайлик. Бу катор учун куйидагишг топамиз:

I ■ Нт
П —> оо

хп+1 хп

1 - х п+ 1 \ - х п
= Нт

,.«+‘
„л-И

11 х|, агар \х\ <  1 булса,
I. 1, агар | х[ >  1 булса.

Демак, |л:|<1 да берилган цатор абсолют якинлашувчи булади. 
1*|> 1 булганда эса ^аторнинг характери туррисида Даламбер ало
мати бирор хулоса бермайди. Аммо |,%'|> 1 булган х;олда п-*-оо да 
каторнинг умумий хади нолга интилмаганлиги сабабли (унинг лими- 
ти 1 га тенг) ^атор узоклашувчидир.

3. Х а д л а р и н и н г  и ш о р а  л ар и н а в б а т б и л а н  у з г а р и б  
к е л а д и г а н  ь^аторлар.  Л е й б н и ц  т е о р е м а с и .  Биз -цуйида 
ихтиёрий каторларнинг битта мухим холини караймиз.

Ушбу
(11.29)2̂ 1 Съ

каторни карайлик, бунда с п >  0 (п = 1, 2, . . . ) .
Одатда бундай катор хадларининг ишоралари навбат билан уз

гариб келадиган катор деб аталади.
1\уйидаги

^ +  • • ■ +  ( -  п 13 4 п
1 — —  

2

1 3 ^ 2

■ . . .  + ( - ! ) ' +

1
+

п. 2п - г  1

каторлар хадларининг ишоралари' навбат билан узгариб келадиган 
каторлардир. (11.29) куринишдаги каторларнинг якинлашишини ифо- 
далайдиган ^уйидаги Лейбниц теоремасини келтирамиз.

11-т е о р е м а  ( Л е й б н и ц  т е оре ма с и) .  Агар (11.29) цаторда

Сп+ 1 < С п  (П =  1’2 ’ • • • )

тенгсизликлар уринли булиб.
(11.30)



булса, (11.29) цатор якинлашувчи булади.
И с б о т . Берилган (11.29) каторнинг 2 т  (m£N) та хадидан нборат 

ушбу
А 2т ~  1̂ ' Сп С g С4 -|- . . . ~Ь ^ 2 т —  1 ^2т

^исмий йнриндисини олайлик. Рнвшанки,

А 2(т~\) ^2ш ”1” (^2т-(-1 ^2т—2 )*
Теореманинг шартига кура c2m_f.2 < c 2mJ_l булиб, натижада

^2(m-fl) ^  2т
тенгсизликка келамиз. Бу эса {А.2т} кетм а-кетликнинг ÿcyB4H экан-
лигини бйлдиради.

Энди А 2 т  ни куйиднгича ёзамиз:

А 2т  =  Cj — (С2 С3) (С4 С6) • • • (С2т—2 С2 т —1 ) ° 2 т  •

Равшанки, (11.30) га кура
С2 С3 0, С4 С5 0, .  . . ,  С,т _ 2 С 2 т — \ ^

Шунинг учун Л2т <  Cj тенгсизлик уринли. Д емак, М 2 т} кетма-кет- 
лик юкоридан чегараланган. Ш ундай килиб, 1 Л2т ¡ кетма-кетлик 
ÿcyB4 n ва юкоридан чегараланган. Д емак, бу кетма-кетлик чекли 
лимитга эга:

lim .42m =  А (Л — чекли сон). (11.32)
Т П -*  ОС ”

Энди (11.29) каторнинг 2 т —-1 (m£N) та ток сондаги хадидан 
иборат уш бу

А 2 т - 1  =  С 1 ~ ~  С 2  +  С з  —  С 4  +  .  . . +  С 2 т _ ,

кисмий йигйндисини олайлик.
Равшанки,

А 2 т —1 =  А 2т ^  С2 т •

Бундан (11.31) еэ (11.32) ларга асосан топамиз:

l im -42m-! = 1Ím (А 2т +  С2 я ) = = А '
т ~ >  ос т — * ос

06
Шундай килиб, V  ап каторнинг ^исмий йнгиндиларидан иборат кет-

п—\
ма-кетлик чекли лимитга эга эканини курсатдик. Д ем ак , (11.29) ка
тер якинлашувчи. Теорема исботланди.

М и с о  л. Юкорида курилган уш бу
1 , 1  1 , , ¡ n n-1 1



каторни карайлик. Бу ^атор учун теорема барча шартларининг ба- 
жарилишини курсатиш кийин эмас. Лейбниц теоремасига кура бе- 
рилган ^атор якинлашувчи булади.

5- §. Якинлашувчи ^аторларнинг хоссалари

Биз ушбу параграфда якинлашувчи каторларда хадларни гуру.у 
лаш, абсолют якинлашувчи каторларда эса хадларнинг урнини ал- 
маштириш каби хоссаларга тухталамиз.

Оо
1. Г у р у х л а ш  х о с с а с и .  Бирор ^  ап катор берилган булсин.

л = 1

Бу катор хадларини гурухлаб ^уйидаги каторни тузамиз:
(ах - f  а2 — • • • 4-ап)  ( а ^ ,  +  ani+2 +  . . . -г ап)  +  • • ■ , (11.33)
бунда n lt пг, . . . (riL <  «2 <  . . . )  лар натурал сонлар кетма-кетли- 
гининг бирор [пк\ кисмий кетма-кетлиги булиб, k °° да пк—>~ оо.

ао

Агар ^  ап катор якинлашувчи булиб, унинг йигиндиси А сон-
п — 1

га тенг булса, у холда б у каторнинг хадларини гуруцлсчидан хо- 
сил булган (11.33) катор хам якинлашувчи ва унинг йигиндиси 
%ам А сонга тенг булади.

И с б о т .  Таърифга кура берилган каторнинг Ап кисмий йигинди; 
си учун UmAn =  A(A  — чекли сон) лимит уринли. Энди (11.33) ка-

оо

торнинг кисмий йигиндисини ёзамиз:
A„k =  (“ 1 +  й 2 +  • • • +  ап)  +  (аП[+1 +  аЛ|+2 -f- . . . +  a j  +  . . . +

+  (% _ 1+i + ank_ l+2 +  • • • + % ) •
Бу кисмий йигиндилардан тузилган

А„, А„, А „, . . . , А „ , . . .rii П 2 tly tlfo
кетма-кетликни ка рай лик. Равшанки, бу {Л кетма-кетлИкнинг кис
мий кетма-кетлигидир. У холда 3- бобдаги 12- теоремага кура, (Лл̂ ( 
кетма-кетлик якинлашувчи ва унинг лимити .\ам А га генг булади.

lim  Ап = А.
k~*oo Ь

Бу эса (11.33) каторнинг якинлашувчи булишини ва унинг йи- 
риндиси А га тенг эканини билдиради.

Демак, якинлашувчи каторларда катор хадларини гурухлаш на- 
тижасида унинг йигиндиси узгармайди ва якинлашувчилиги бузил- 
майди.

5- э с л а т м а. Бу хоссанинг акси хар доим уринли булавермайди, 
яъни ^адлари гурухланган каторнинг якинлашувчи булишидан даст- 
лабки каторнинг якинлашувчи булиши хар доим келиб чи^авермай- 
ди. Масалан, ушбу хадлари иккитадан гурухланган



( 1 - 1 ) - H l  - 1 ) 4 -  ( 1 - 1 ) +  - - • 
каторни карай лик. Равшанки, бу катор якинлашувчидир. Аммо

I -  1 +  1 — 1 +  . . .
катор узоклашувчидир.

оо

2. Ур ин  а л м а ш т и р и ш  х о с с а с и .  Ихтиёрий'V. ап катор бе-
П~ 1

рилган булсин. Бу катор хадларининг урннларини алмаштириб, ку- 
йидаги

2  а„ =  а\ +  а2 '!■ • • • т  ап +  ■ • ■ (11.34)
Л— I

каторни хосил киламиз. Бу (11.34) каторнинг хар бир а'п хади
Ос

V  ап кдгорнпнг тайин бир аПк хадининг айнан узидир.
П— 1

со

Агар V  ап катор абсолют якинлашувчи булиб, йигиндиси А
П̂= 1

сонга тенг булса, у холда бу катор хадларининг уринларини их
тиёрий равишда алмаштиришдан хосил булган (11.34) цатор якин- 
лашувчи булади ва унинг йигиндиси хам А сонга тенг булади.

ое

И с б о т. Бу хоссани V  ап катор мусбат хамда ихтиёрий хаДли
Н— i

булган холлар учун ало^ида исботлаймиз.
1) Берилган катор мусбат катор булиб, у якинлашувчи ва йигин

диси А сонга тенг булсин. Таърифга кура lim Ап — А. [Ап\ — усувчи

кетма-кетлик булганидан Ап <  Л! тенгсизлик уринли булади. Энди 
(11.34) каторнинг

А ’ =  а\ -\-.а2 +  . . . + a ’k
кисмий йигиндисини карайлик. Бунда а[ =  ani, а\ =  ап , . . . , ak =  
а Пк. Равшанки, \A'k\— усУвчн- Лгар п =  тг\\п 1, пг, . . . nk) деб ол- 
сак, у холда A ’k <  Ап тенгсизлик хам уринли булади. Шунинг учун 
Л^ <Л тенгсизлик уринли. Шундай килиб, \A’k\ кетма-кетлик усув
чи ва ю к ори дан чегараланган. Демак, у чекли лимитга эга:

lim A'k =  А' ва Л '<Л.
-с

с©

Агар] ^  ап каторни (11.34) катор хадларининг уринларини ал-
Т1— 1

маштиришдан хосил булган катор деб карайдиган булсак, унда 
ю^орида келтирилган мулохазага асосланиб, (11.34) каторнинг якин
лашувчи ва йигиндиси Л' сонга тенгбулишидан берилган каторнинг



хам якинлашувчилиги ва унинг й и р и н д и с и  А учун Л < Л ' тенгсизлик 
уринли булишини топамиз. Юкорида Л '< Л  экани курсатилган эди. 
Шу икки тенгсизликдан А =  А' булиши келиб чи^ади.

30
2) 2  ап ихтиёрий хадли цатор булиб, у  абсолют якинлашув- 

/1 = 1

чи ва йириндиси А сонга тенг булсин. Шу цатор хадларининг урин-
зо

ларини алмаштиришдан хоспл булган V  а'п ^аторни карайлик.
/1  =  1

ос 00

Модомики, У  ап катор абсолют якинлашувчи экан, у н д а У [ а п)
п =I п=  1

катор якинлаш увчи булади. Бу мусбат катор булганлиги сабабли
05

1) хрлда исботланганига кура У  \а'п \ катор хам якинлашувчи була-
Л = |

00

ди. Ш унинг учуй V  ап катор якинлашувчидир. 
п=  I

Ос

Энди У  а'п катор йигиндисининг хам А сонга тенг эканини кур-
П=1

сатамиз.
00

У  ап каторнинг мусбат ишорали ва нолга тенг булган аи , а. ,
п= I 5

ос

, . . . хадларидан У  хамда манфий ишорали а^, а5 ,. . . .  хад- 
к= 1

00_

ларининг абсолют ^ийматларидан V  \а; \̂ ^аторларни тузамиз. К,у-
т =1

лайлик учун  а/к =  Ьк, а3̂  =  с т  деб белгиласак, ушбу

V  Ьк =  ь1 +  Ьл +  . . . + Ь к +  . . . , (11.35)
*=1 - :

2  Ст ==С1 + Сг +  ■ ■ • +  Ст +  ■ ■ ■ . ,, (11 -36)
т —\

со
^аторлар хосил булади. Шартга кура У  \ап\ катор якинлашувчи.

п=I
Д емак, бу каторнинг

л ;  =  1Л [ +  \аг\ +  . . .  +  \ап\, / 1 = 1 , 2 ,  . . .

цисмий йириндиларидан тузилган (Л*) кетма-кетлик юцоридан чега- 
раланган, яъни V  п Да

Л * <  Л* (А* — узгармас сон) (11.37)



тенгсизлик уринли. Энди У  ап каторнинг к^исмий й и р и н д и с и н и  Ап
П=1

билан белгилаб топамиз:
п k т

■ ( п з 8 )
í=i i=i í=i 00

бунда п =  k ~г т  булиб, k — Ап кисмий йигиндида V  ап цаторнинг
П=1

мусбат ишорали, т  эса унинг манфий ишорали хадларининг сони. 
Биз энг мухим, п->~оо да /г->оова ш— холни к;араш билан чега- 
раланамиз.

Равшанки
Вк<А*п, Сп <: л ; .  (П .39)

оо оо

(11.37) ва (11.39) муносабатлардан V  2  °т  к.ат0РлаРнинг к-ис'
fc=l m=l

мий йириндилари Вк ва Ст  юкоридан чегараланганлиги келиб чи^а-
о о  о о

ди. 8- теоремага кура V  ьк, ^  ст  каторлар якинлашувчи була-
k=[ m=1

ди. Бу каторларнинг йириндиларини мос равишда В ва С билан 
белгилайлик: lim Bk =  В (В— чекли сон), lim Ст =  С (С—чекли сон).

к —>оо т —*оо

Энди (11.38) тенгликда лимитга утсак, куйидагига эга буламиз: 

lim Ап =  lim (Вк -  Ст ) = lim Вк — lim  Ст  =  В — С :‘
П - + 0 0  П - Ю О К —+00 т —►оо

00
Бу эса ^  ап каторнинг якинлашувчи ва унинг йириндиси А учун

п=1
А =  В — С формула уринли эканини англатади.

оо

Берилган катор хадларининг уринлари алмаштирилганда ^  Ьк ва
fc=i

со

V  ст  каторлар хадларининг хам уринлари алмашади ва 1) холга
т—1
асосан бу каторлар йигиндилари мос равишда В ва С га тенг булиб

00
кр лазе ради. Демак, А =  В — С тенгликка кура ^  ап ^аторнинг йи-

п= 1
р н н д и с и  хам А сонга тенг булади. Бу ^олда хам хосса исбот бул- 
ди (урин алмаштиришда хадлар уз ишоралари билан олинганлиги

оо со

учу н 2  bk нинг хамма хадлари яна га, V  ст  нинг хам ма
к=1 т —1

^адлари яна с га киради).



Бу хосеанинг уринли булишида каторнинг абсолют я^инлашувчи 
булиши мухимдир. Агар катор шартли якинлашувчи булса, юцори- 
даги хосса уринли булмай колиши мумкин. Масалан, куйидаги

1- — +  . . + ( - 1)"“ ' —  +  . . .
2 3 4 л

каторни карай лик. Бу каторнинг шартли якинлашувчилигини ва йи- 
гиндиси А =  1п 2 га тенг эканлигини (1 - § га каранг) курсатган 
эдик. Демак, каторнинг кисмий йигиндилари

^  ~  Т т Л  АпЛ-1 =  А‘!п +1 0 Ь __  1 9  Ь Г  2л+> 1п
*=|

чекли А лимитга эга:

, , 2 * — 1 2к Г  ^  2 п +  1/г== I

Н т А2п =  Н т Л2п+1 =  А.
Л —► со П ~ *  со

Энди берилган каторнинг битта мусбат ишорали хадидан кейин 
иккитадан манфий ишорали хадини олиш усулида ^адларини алмаш- 
тириб, ушбу

1--------------- I. +  +  . . . +
2 4 3 6 8

+  ——  —  — — ------— 4-  . . . (11.40)
2л  — 1 Ап —2 Ап

каторни хосил килайлик. Кейинги каторнинг биринчи 3п та хадидан 
иборат ^исмий йигиндисини ёзамиз:

4 - + ~ - 4 — +  ' 13 6 8 2 л — 1 Ап — 2

=  V
4л \2к— 1 Ак— 2 4&

Агар
1_  1 _1____ 1_ / 1 _1_\

2к — 1 Ак — 2 Ак 2 \2* — \ ~ ~ 2 k }  

булишини эътиборга олсак, уида А'Ъп кисмий йириндини цуйидаги- 
ча ёзиш мумкин:

л ;„ =  у  ±  1 - у  ■А**Зл ^  2 \2й— 1 2 к )  2 \ 2 к —  1 2к

Демак,

НтЛ1„ =  Нт — А „„ =  —  А.
о П  су ¿.П  о

Л->зО Л —*00 *  ^



Нш , ,  =  П т (А\п-\------ ,—-— V
3"+ 2 „ - , „ 1  Зп 2п +  1 4 л + 2 /

± А

булади
Шундай килиб, (11.40) цаторнинг кисмий йдаиндисининг лимити 

А сонга тенг. Демак, хадларининг уринларини алмаштиришдан

хосил булган (11.40) катор йириндиси —  А сонга тенг. Бу эса бе-
рилган катор хадларининг уринларини алмаштириш натижасида унинг 
йириндиси узгаришини курсатади.

Умуман, абсолют якинлашувчи булмаган каторлар ^адларининг 
уринларини алмаштиришдан ^оснл булган каторлар ^а^ида к;уйидаги 
теорема уринли. Биз бу теоремани исботсиз келтирамиз.

ос

12- т е о р е м а  ( Риман т е о р е м а с и ) .  Агар ^  ап ^апюр ш арт-
п=1

ли я^инлсииувчи булса, у холда щ р цандай А (чекли ёки чексиз) олин- 
ганда щм берилган щтор хадларининг уринларини шундай ал- 
маштирши мумкинки, цосил булган каторнинг йириндиси худди 
шу А га тенг булади.
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