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СУЗ БО Ш И

Ушбу китоб «Узбекистон» нашриётида чои этилган 
«Математик анализ курсидан мисол ва масалалар тупла- 
ми», I жилдининг давоми булиб, у уз ичига куп узгарувчи- 
ли функцияларпинг лими ги ва узлуксизлиги, дифференци
ал хисоб, функционал кетма-кетликлар ва каторлар, 
хосмас интеграллар, иараметрга боглик хос хамда хосмас 
интеграллар, каррали интеграллар, эгри чизикли ва сирт 
интеграллари, Фурье каторлари мавзуларини олади.

Мазкур китоб Тошкент Давлат университети матема
тика факультети укитувчиларининг бир гурухи томонидан 
ёзилган булиб, унга математика ихтисослиги буйича 
мутахассирлар тайёрлаш дастури хамда Т. Азларов 
ва X. Мансуров томонидан ёзилган икки жилдлик 
«Математик анализ» китоби асос килиб олинган.

Кулланмани ёзишда муаллифлар хар бир математик 
гушунча ва таърифни мос мисол ва масалаларни батафсил 
ечиш оркали тахлил килиб укувчиларга етказишга 
\аракат килдилар. К,улланмада 1300 га якин мисол ва 
масалалар келтирилган булиб, уларнинг 250 дан ортиги 
гулик. ечими билан берилган.

Китоб кулёзмасини укиб, унинг яхшиланишига уз хис- 
саларини кушган нрофессорлар Ш. Ёрмухамедов, Р. Ашу
ров, доцентлар Т. Туйчиев, М. Мамировларга муаллифлар 
ташаккур изх.ор киладилар.

Кулланманинг сифатини янада яхшилаш борасидаги 
фикр-мулохазалар учун муаллифлар аввалдан уз миннат- 
Дорчиликларини билдирадилар.



X I I  боб
К У П  У З ГА РУ В Ч  ИЛ И Ф У Н К Ц И Я Л А Р , У Л А РН И Н Г  ! 

Л И М И ТИ  ВА У З Л У К С И ЗЛ И ГИ

1-§. R" ФАЗО. /Г ФАЗОДА КЕТМА-КЕТЛИК ВА УНИНГ 
ЛИМИТИ

т  та х.акик,ий сонлар туплами R  нинг узаро Декарт 
купайтмасидан иборат ушбу

/Г  =  R х  R  X ... X  R =  { (* „  х2,..., хт у,х, £ R ,x2£ R ....*m£ R)

тупламни к.арайлик. Одатда бу тупламнинг элементини 
(нук,тасини) битта х.арф билан белгиланади: х=  
=(х\, Х2,..., хт ). Бунда х,, Х2,...Ухт  сонлар х нуктанинг мос 
равишда биринчи, иккинчи,/л-координаталари дейила- 
ди.

R"' туиламда ихтиёрий х =  (х\, x2,..., хт ), у —
— {уи i/2,.-, ут ) нукталарни олайлик. Ушбу

р (х ,у )=  ^ (x , - y lf + (x 2- y 2f  +  ... +  (xm- y mf  =

=  д / j  и*-*/*)2-

микдор х ва у нукдалар орасидаги масофа дойиЛади. 
У куйидаги хоссаларга эга:

1°. р(х, у)~^0 ва р'(х, у) =  0 <=> х — у,
2°. р (х ,у )= р (у ,х ),
3°. р(х, z )^ p {x ,y )+ p (y ,  z) (zg/T).
Rm туплам Rm фазо ( т  улчовли Евклид фазоси) деб 

аталаДи.
Хусусан, т  =  2 булганда (х\ =  х , Х2 =  у)

R2 =  R X R  =  {(x ,y ):x £ R ,y£ R }

фазога эга буламиз. Бунда V(*i, y^^R2, V (*2, yi)^KM 
нукталар орасидаги масофа

p((xb y l),(x2,y 2))=  V (^2 — x , f + (y 2— y , f  
булади. R 2 фазо текисликни ифодалайди.



Ушбу
f :N  Rm

а к с л а н т и р и ш н и н г  тасвирлари (образлари) дан тузилган

^ \ .... (V">=(x<t"Vд4я),...,Лл>), «ело

ту п л а м  /?т фазода кетма-кетлик дейилади ва у {(^ я)} ка- 
би белгиланади. Х.ар бир ^ п)= {^ л\ л£я}) (л =  1,2,

) ни кетма-кетлик х;адлари дейилади.

Rm фазода бирор {д̂ я>}:

S 2)....
кетма-кетлик ва а =  (аь аг,..., ат ) нукта берилган булсин.

1- т а ъ р и ф .  Агар V e > 0  олинганда х,ам шундай 
п0£М топилсаки, ихтиёрий n>rio учун

р{^п), а )< е
тенгсизлик бажарилса, а нук,та {У'0} кетма-кетликнинг
лимити дейилади ва

lim х̂ п)= а  ёки п —» оо да rtn)-*aп—► 00
каби белгиланади.

Агар кетма-кетлик лимитга эга булса, у як,инла- 
шувчи кетма-кетлик дейилади.

1 -м и с о л . Rm фазода ушбу

(*“ ) -  < А ....-4п п п
кетма-кетликнинг лимити а =  (0,0,...,0 ) эканини курсатинг. 

V e> 0  сонни олайлик. Ш у е га кура =  ни

топамиз. Унда V п>по  учун
а ) = р ( ( | , 1 ...,-1 ) , (0Л...,0 ) )  =

=  Д / (~ - 0 )2 +  ( ~ 0 f  +  . . .+ (^ - 0 f  =

- л  1_̂ _ _  У”» у/m _______У"» ..
V -2 п по ~  г_У”  j +1

булади. Демак,
5



булади.
2-м и со л . R2 фазода ушбу

{*<">}={( — 1 г+ !, ( — 1 уч-1} - Я
кетма-кетликнинг лимити мавжуд эмаслигини курсатинг.

Тескарисини фараз киламиз, яъни берилган кетма- 
кетлик лимитга эга ва у a = (a t,a 2) га тенг булсин. Унда , 
лимит таърифига кура V e> 0 , жумладане= 1  учун шун- - 
дай rtogW топ ил а дики Уп> по  да

р(( 1,1), (flu а г Х е ,  
р(( — 1, — 1),(аь а?)),<е Ж

булади. Бу муносабатлар ушбу

2 д/2 = р < (- 1, - 1) , ( 1,1) ) < К ( - 1. - 1) ,(а ,.а 2)) +
+  P((ai, а2). ( 1Л )<  e-f к =  2 е =  2 ( е = 1)

зиддиятга олиб келади. Бунга сабаб берилган кетма- 
кетликни лимитга эга деб карашдан иборатдир. Демак, 
берилган кетма-кетлик лимитга эга эмас.

1 -т е о р е м а . Rm фазода {х<я)}= {х (,а>, х(гя),..., х(*}} кет
ма-кетликнинг а =  ( а |, ат ) га интилиши:

lim х(п) =  а
Я-*- оо



lim x(n) =  a o

lim x("; =  a,
л —*■ oo

lim x ^  — Oi

lim x("} =  am

Rv теорема Rm фазода кетма-кетликнинг лимити сонли 
кётма-кетликнинг лимитига келишини ифодалайди.

3 -м и с о л . R2 фазода ушбу

кетма-кетликнинг лимитини топинг.
Бу кетма-кетлик координаталаридан ташкил тонган 

кетма-кетлик сонлар кетма-кетлиги булиб, улар куйидаги-
ча булади:

Равшанки, бу кетма-кетликлар учун

lim х}п)=  lim л( -̂ 5 — 1 )=  lim 5 ■ -1 =  1п5,
л -'*• оо л  оо Л-*- оо ____

П

lim л4п)=  lim ( =  lim ( l  + — — е2
л —*■ оо п-*- оо V п / П —► оо V ^ /

булади. 1-теоремадан фойдаланиб берилган кетма-кетлик
нинг лимити

lim / п)=  lim (д/5 — 1, ( —+2 )л)=(1п5, е2)
П -*  оо л-*- оо ^

булишини топамиз.

Мисол ва масалалар

фазода куйидаги кетма-кетликларнинг лимити
) эканини исботланг:

а  =  (0,0).



г. а =(0,0).

з. м - ^ 3! , . ^ ; ) } . / за = ( Т , -1).

4- а =(0,0).
5. а =  (0,0).

6- а =(0,0).

7- a=(0,0)L

8. W >}={V5. '°8s"}. a =  (l,0).

9. M  =  |V S , a =(1,0).

R2 фазода куйидаги кетма -кетликларнинг лимитини
томинг:

ю. {*<">}=( ( i z L ) 5,
\ п п — 15 /

, ,  у +гч-зя+э б - у - з-б"-1-1 \
\ 2Л + 3Л ’ 100-2л + 2-5л /

12. М  =  ( > ,  2V 0^ ).

.з. 4̂ }
14. W l| =  ( ( l  +  l l ' ) - « ,  о ” 7), о > 0. р > 0

15. М  =  V ” )-

16. — 2 , д/п3 +  3« ).

17. =  \
\  л b g ^ r+ D y

18. {*<л)}=

19. {х<я)} =

(  ( - 2)" 1 \
V я + 2)!’ (0,3)лл! /
/ л • Зл + • 4л + л2-2" — l\ 
^ я! +1 ’ „ Ч ( л !)2 /



20. { ^ ’} =  ( t V  +  ^ +  - + ^ T T ) ’ V 2 ^ . - л / 2).

2-8. К*П УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯ ВА ун и н г лим ити

1°. К у и у з г а р у в ч и л и ф у н к ц и я  т у ш у н ч а -  
с и. Rm фазода бирор М тупламни карайлик; M czR mt

2 -т а ъ  р и ф . Агар М  тупламдаги х,ар бир х=(х\, Хг,..., 
хт ) нук,тага бирор к,оида ёки к,онунга кура битта х,ак,ик,ий 
сон y (y£ R ) мос цуйилган. булса, М тупламда куп 
узгар увчи л и  ( т  та узгарувчили) функция берилган
дейилади ва уни

f : (x |, X2....  Х щ ) у  ёки y = f {x t, х2,..., хт )
каби белгиланади. Бунда М — функциянинг аникланиш 
туплами, jci, х2,..., хт —  функция аргументлари, у эса х\, 
х%...У хт узгарувчиларнинг функцияси дейилади.

Масалан, f — Rm —  фазодаги хар бир x =  (*i, х2,..., хт ) 
нуктага шу нукта координаталари квадратларининг 
йигиндисини мос куювчи коида, яъни

f :x  =  (x\, х2,..., xm)-+x2i +  Х2 +  ... +  х1
булсин. Бу холда y =  x?\ +  xi-\-... +  х*т функцияга эга 
буламиз. Бу функциянинг аниманиш туплами M =  Rm
булади.

/?т+| фазонинг нукталаридан иборат ушбу 
{ (* 1, *2,-.., хт, /(хи х2,..„ хт )}

туплам y =  f(x |, х2,..., хт ) функция графигн дейилади. 
Масалан, икки узгарувчили

z =  x-y, z =  x? +  y2
Функцияларнинг графиги R3 фазода гиперболик хамда 
айланма параболоидлар булади.

4 -м и с о л . Ушбу
2 =  arcsin(x +  i/)

Функциянинг аникланиш тупламини топинг.
гявшанки, х ва у аргументларнинг кийматларига кура 

нинг маънога эга булиши учун, х ва у лар ушбу

— 1 ^  ^  1
ки, ,Ла^атАа булиши лозим. Бу тенгсизликларни те-

• икнинг х-\-у-\-1 = о ва х-\-у— 1 = 0  тугри чизиклар
9



орасидаги нукталарнинг координаталари каноатланти- 
ради. Берилган функциянинг аникланиш туплами i f  
чизмада тасвирланган

/- чиэма.

5 -м и со л . Ушбу

z =  ^  — 1 — х2 — ̂ 2Xsin2jxjc -|- sin2jx//)
функциянинг аниманиш тупламини топинг. Бу функция 
х ва у ларнинг

sin2nx -(-• sin2n# =  О
буладиган кийматларидагина аникланган. Кейинги тенг- 
ликдан топам из:

sin2njt =  0 =>х =  р (р —  бутун сон), 
sin2ny =  0=t~y =  q ( q — бутун сон).

Шундай килиб, берилган функциянинг аникланиш тупла
ми

М — {(p,q)£R2:p£Z, q£Z}
булади.

Мисол ва масалалар

Куйидаги функцияларнинг аникланиш тупламларинИЛ 
топинг:

21. Щ
ю



22. /(*. У )— ^ Х +  У■
23. /(*. у )— V *  +  V5-
24. /(X, //)= V “ ^_+ V *

25. /(*. */)= V ^ - — ̂
x2 + 1/226. /(*,</) =  3rccos— g— -

27. f ( x , y ) = ^ ' ^

28. f (x ,y )=  V ^ -  V^'
29. /(*,*/)= ln(* +  0)-_
30. /(*,</) =  a r c tg - ^ ^ - .

31. / (* ,# )=  1 +  л Г - (х - У )2-

32. /(x,y) =  l n ( 4 — T _ 1 )-

33. / (JC .'/ )= 7ZT+ 7-

34. /(x, ln (l— jr — I/ )

35. /(*, y )=  V ? - 4 +  V 1 - ^-*■ V
37. ft*, y )=  ^/s in^  +  t/2).
38. /(лг, г/) =  1п(— x —_y).____  ______
39- f(x, y ) =  x y + ^ \ n - j~ ^  +  Л ^  +  У* — ̂ -

40. /(x, y) =  arcsin-^- +  arcsin( 1 — у).
<r ____  __

4t- /(jc, г/)= ^x2 +  y2— l)-(4 — дс2 — y2).

42. д / ^ + f

n 2° , к a p p а л и л и м и т .  /?m фазода бирор x° =  (xu 
2’—> *m) нуктани хамда e>*0 сонни олайлик. Ушбу

II



Щ * ° )  =  { ( * Ь  *2 ,..., * m ) € R m:f> ((* l.  * 2,..., Xm),
(xu X 2 ...... *m))<e}

туплам * ° нуктанинг атрофи дейилади.
Агар х° нуктанинг ихтиёрий атрофи Uf(x°) да (V e >

> 0 ) M(M<^Rm) тупламнинг х° нуктадан фаркли камида 
битта нуктаси булса, х° нукта М тупламнинг лимит 
нуктаси дейилади.

Фараз килайлик, Rm фазода М туплам берилган булиб, 
а =  (а ь а~2,..., ап) нукта (a £ R m) унинг лимит нуктаси 
булсин. Ш у тупламда y =  f(x\, Х2,..., xm) =  f (х) функция 
аникланган.

3 - т а ъ р и ф  ( Г е й н е  т а ъ р и ф и ) .  Агар М туплам
нинг ник,таларидан тузилган, а га интилувчи х,ар к,андай 
{Vя1} (зд^Фа, п =  1,2,...) кетма-кетлик олинганда х;ам мос 
{/(^л))} кетма-кетлик х,амма вак,т ягона b (чекли ёки 
чексиз) лимитга интилса, b сон f(x) функциянинг 
а нук,тадаги лимити деб аталади.

4-т а  ь риф.  ( К о ш и  т а ъ р и ф и .  Агар V e > 0  сон 
учун шундай б > 0  сон топилсаки, ушбу 0 < р(*, а ) < 6  
тенгсизликни к,аноатлантирувчи Vjc£Af нук^таларда

\f(x) — b\ < е
тенгсизлик бажарилса, Ь сон /(дг) функциянинг а ну\тада- 
ги лимити деб аталади.

Функция лимитини
Нш/(х) =  й ёки lim /(*,, х2,...у xm)= b

каби белгиланади.
Одатда функциянинг бу лимитини унинг каррали 

лимити деб хам юритилади.
Бир узгарувчили функцияларга ухшаш, бу холда хам 

3— ва 4 — таърифлар узаро эквивалентдир. 
б-м и сол  . Ушбу

ху , агар х?-\-у2> 0 булса.
f(x ,y)= ■ yJ^+iT

. 0, агар х̂  +  у2 =  0 булса

функциянинг (х, J/) —► (0,0 ) (яьни х->-0, у-^0) даги 
лимитининг нолга тенг эканини курсатинг.
12



Г е й н е  т а ъ р и ф и г а  к у р а :  (0,0) нуктага 
интилувчи ихтиёрий (хп, у„) кетма-кетликни оламиз.

(хп, уп)->(0,0) (яъни * „- * 0, Уп-^0) 
((*«» Уп)Ф(0,0), п=1,2...)

Ун да
/(■*«. 1/я)

д Й + г / я

булади. Агар

эканини эътиборга олсак, л:я—>-0, Уп~*~0 да 
lim /(*„, J/n) =  0 

булишини топамиз. Демак,

lim •*</Hill --7=-
X̂ °n V ?«-►О ’

- = о .
+  JT

б) К о ш и  т а ъ р и ф и г а  к у р a: Ve сонга кура 6 — 2? 
деб олинса. У холда 0 <р((дг, у), (0,0) ) < 6 тенгсизликни 
каноатлантирувчи барча ,(х, у) нуКтларда

|/(л:, //) — 0| =  +  =

=|р(<*,<у),(0,0 ) ) < ф  =  е.

= 0.

тенгсизлик уринли булади. By эса

lim /( jc, //) =  I i m
x~ °  \x? +  u*#-*o у _ о * •

эканини билдиради.

7 -м и с о л . Ушбу

с, (x + u s in —, агар х=£0 булса,Ц х ,у )=  j ^
[  0 ,  агар jc =  0  булса

13



функциянинг (х, #)->-(0,0 )даги лимити нолга тенг эканини 
курсатинг.

V e > 0  сонга кура 6 =  ^ деб олинса, унда 0<р((х, у\

(0,0 ) )< б  тенгсизликни каноатлантирувчи барча (х, у )  
нукталарда

!/(*, у) — 0 | =  \х +  у sin~| <  U I +  \у\ <  2 д/д^Н-у2 <  ,

<С 26 =  е
тенгсизлик уринли булади. Бу эса Коши таьрифига кура 
(х, у)->-(0, 0 ) да берилган функциянинг лимити 0 эканини 
билдиради:

lim f(x, у )=  lim (х-\-у sin-1 )  =  0.
х-«-0 х-у0 \  х /»—о о

8- м и с о л. Ушбу

/(*, y) =  (x +  y )s in js in y

функциянинг (х, */)->-(0, 0 ) даги лимити ноль булишини 
курсатинг.

Берилган функциянинг лимити ноль булишини Коши 
таърифидан фойдаланиб курсатамиз. Бунинг учун V e>  
> 0  сонни олиб, унга кура шундай 6 > 0  сон мавжудлигини 
топиш керакки,

0 <р((дг, у), (0, 0 ) )< 6  
тенгсизликни каноатлантирувчи барча (х, у) ларда

I/(*> У) — 01 =  |(jc +  .v)sin-  ̂ s>ny l  < е  

булсин. Равшанки,

р((*. у), (0, 0))= д/>+7 .
Энди

р((*, у), (0, 0 ) ) < 6
ва

1*1 + \у\< 2 ̂ х2 + у2 
тенгсизликларни эътиборга олиб.



<  2л/х2+ ^  =  2p((x, y), (0, 0 ))< 26 =  e 

яейилса, унда 6 =  y  булишини топамиз. Шундай килиб,

у к > 0  сон олинганда хам шундай б =  у  сон топилади-

ки. 0< р {(* . У), (0 .0 ))< б  тенгсизликни каноатланти-
ру'вчи барча (х, у) ларда

!/(*, у) — 0 | =  |(* +  j/)sin-Uir/ | < е

тенгсизлик уринли булди. Бу эса

lim f(x, t/) =  lim [(x  +  //)sin ' sin 1 1 =  0
Ж-.0  x - o  L x у  j
y-*-0 y-+Q

эканини билдиради.
5-т а ъ p и ф. Лгар V e > 0  сон учун шундай б >  

> 0  топилсаки, ушбу р((х, у), (0, 0 ) )> б  тенгсизликни 
к,аноатлантирувчи барча (х, у) нук,таларда

\f(x. у) — Ь \ < г
тенгсизлик бажарилса, Ь сон /(х, у) функциянинг х-+ оо, 
у-*- оо даги лимити дейилади ва

lim f(x ,y ) =  b
X оо 
у-*- оо

каби белгиланади.
9- м и с о л. Ушбу

**+У2
Функцияиинг х оо, (/-► оо даги лимитини топинг. 

Авнало берилган функцияни
*_+у+{*2+г?Я =2Н____* _  +  у

\ f ( x , y )  —  0\ =  | (* + jO s in  J .s in y |  <  U l  -f \ y \<

2 *2 + у2
каби ёзиб оламиз. С.унгра

х + У + 2х̂  + 2у2 п х у
S  + У2 ?  + !?  +  *4 /

15



тенгликнинг ^нг томонини бахолаймиз:

I У I __ \х+у\ ^  о У ^ + У 2 _  _ _  2,+  . . .1  jI
I s + f  *4 /

Демак,
•г+я+г^+гу2

*2+у2 V*2+.v
Равшанки,

(i(x,y), (0, 0))= + /  >6 (6> 0)|
тенгсизликни каноатлантирувчи барча (x, j/) нукталарда

булади. Демак, V k > 0  с о н  олинганда хам, унга кура 

б=-2- деб олинса, унда р((х, у), (0, 0 ) )> 6  тенгсизликни"’ 

каноатлантирувчи барча (х, у) нукталарда

х+ у + 2хг+ 2!?  0
* Ч *2 < У =£

булади. Юкорида кел гирилган 5- таърифга кура
у + 2дгЧ 
**+ /

lim *+ *± 2 ' ! ± ^ = 2
х-*- оо 
// - к оо

эканлиги келиб чикади.
10- м и с о л. Ушбу

г, ч х2!/2
/(х,у) =  -T J T 7 -- J

х*1Г + {*  — У) 'Ш

функциянинг (х, у)-*-(0, 0 ) да лимити мавжуд эмаслигини 
курсатинг.

(0, 0 ) нуктага интилувчи 2 та —<*.».)-(!■ j)-(0-0). I
If)



-кетлик оламиз. Унда функция кийматлариданкетма
иборат кетма-кетликлар

f(xn, у„) =

\_ J
2  ’  2 П П

/(•С Уя) =

_L .JL+(_L_±Y
п2 п2 Vя п )

I___ 1̂
„2 * 2 п п

=  1 ,

булиб,
lim /(*„, уп)=  1, 
lim f(x '„, у'„)=0

булади. Бу эса (х, iy)->-(0, 0) да берилган функциянинг 
лимити мавжуд эмаслигини билдиради.

11-м и с о л. Ушбу

f (x ,y )=
— '— агар хф О  булса,

от
3, агар х =  0 булса

функцияминг х-+0, у-+ 3 даги лимитини хисобланг.
Агар r - y  =  t дейилса, унда jc->- 0, у-^3  да Натижа-

да
|. ъпцх У )  .. s i n ( A )lim — -  =  lim — ■ у =
1-0 X х —О X ■■

sin tS ifl(x  у) «. 2>1И\л у) |. а ш  ( с\--- *--- 1.т  л и и . .у — 1, т  -  — «/ =  3
*/ f-*0 1 »-* 3 У+З у-3

булади.
1- э с л а т м а. Айрим холларда х =  а-(-г cos ф, у =  Ь -J-

т-гвтф  алмаштириш
lim /(*,*/)
х--а 
у -*■ ь

каррали лимитни топйшни енгиллаштиради. Бунда
/(х, y )  =  f ( a . |_л cos ф s jn —  ф)

булиб,

булади.
2—527

lim f(x ,y ) =  c lim F(r, ф) =  сх-*-а 
У -*■ Ь

БИ БЛ И О Т ЕКА  
Бух. ТИП и Л П 17



12- м и с о л-Ушбу

lim ( * 4 y W

О 1—со s(х̂  + у2)

лимитни хисобланг. 
Аввало

* * - t V
|.т  ' ]im A l + y p s /  |im
р о  —cos(x?+tf) р о  2sin2 j l± f Y  р о  sin* . ^ 4 V  Щ

* ± i_  - 2

lim
X
У

г  *¥- 1
О . х2+ у 2
о L  S ln  о-- J

эканини топамиз. Сунгра x =  r  cos ip, у — г sin ф алмаштн- 
ришни бажарамиз. Унда

lim -о— ,j
*-*о х2 +  у2
jr-*0

булади. Демак,

г-*-О

МП, ^ ± Й « £ -  =  о
* —О 1—COS (лг-)-(/ ) 
у - 0

13- м и с о л. Ушбу

11m (1  +  *//) *
Х-»0
к - 2

лимитни хисобланг.
Лимити хисобланадиган функцияни куйидагича ёзиб̂

оламиз:

2 Г 1 Т !*+ Х# Г I ~у ~11—
(1 + х у ) ‘2+‘> = L ( l+ - lci / ) " J I +Ч =  L( I + * '/ ) " ' J  ^
Сунгра t —  ху алмаштиришни бажарамиз. Р а в ш а н к  

х->-0, у-+ 2 да t — 0. Унда, бир томондан,
I J_

Um ~{4~+--ху)Х!1 — l im ( l- f/ ) ' =  е.
Jr.-*- Ц
У-Г.2

/-►О

18



иккинчи томондан,
lim -г— =  2
Х-.0
у - 2

булиш ини хисобга олиб, берилган лимит

lim (1 +  х у )“ +х" =  е
х-0
» - 2

га тенг булишини тоиамиз.
14-м и с о л. Ушбу

lim 2
x~*-Q XГ +  у2 
у-*- О

лимит мавжудми?
Айтайлик, (х, г/) нукта (0, 0) нуктага текисликдаги у =  

=kx тугри чизик буйича интилсин. У холда

lim j - ,  - Нш - j i d j j  =  - i _
*-0 Х+(/ *-0 1+*2
j/ —О 

( у - к х )

булади. Демак, (ж, */) нук/га турли тугри чизиклар буйича 
(О, 0 ) га интилганда лимитнинг киймати турлича булади. 
Бу х.ол каралаётган лимитнинг мавжуд эмаслигини 
билдиради.

15- м и с о л. Ушбу

lim — ■ х+2у .
* — оо дг— 2xy-(-2i/
У -*■ оо

лимитни хисобланг.
Ушбу

х =  г cos ф, у =  г siп ф 
лмаштиришни бажарамиз. Равшанки, х-*~ оо, w-v оо да° ° .  ПЯТи^о п.,

I'm ___ _ |jm r cos ф-)-2r sin '
00 • Натижада

------=  l i m ______ . Jl" ^______
~xy-\-2y r ► oo r2cos"<fi — 2/-2cos (fsin <ji-)-2/-2sin2<p

-2- - _с_°?_Ф_+2 sin ф_______ __ l . _  cos ф + 2sin ф_
«■„ ' ĉos 4>sin Ф + 2sin2<p) r— oo r (cos ф — sin «p)2-J-sin2»p
6>« » «  Arap |0, 2.,| да

19



cos cp +  2 s in  <p
2 2 (cos <p — sin qj) -(-sin <p

функциянинг чегараланганлигини эътиборга олсак, унда

lim — l i m i .  - ^ 2 ? + ^ ? * — _  =  о
дг — 2ху -\-2у г-**>г (cos <р — sin <p) +  s in  <р

булишини тоиамиз.
3°. Т а к р о р и й  л и м и т .  Куп узгарувчили функция- 

ларда каррали лимит тушунчаси билан бир каторд 
такрорий лимит тушунчасини хам киритиш мумкин. > 

Фараз килайлик, /(Х|, х% .... хт ) функция М  тунламд 
(Л1с=/?т ) берилган булиб, а = (а\ , а2, ат ) нукта ш
М  ТуПЛаМНИНГ ЛИМИТ НуКТаСИ буЛСИН. Х\, Х2, ..., X i- |, + I,. 
дст лар тайинланган булиб да берилган функцияни
лимити (агар у мавжуд булса) xt, Х2, ..., Jfi-i, х, + ь .....
узгарувчиларга боглик булади:

lim /(Xf, х2, х т ) =  ф/ДГ(, х2, | , xi+i, хт ). >

ф, функцияларда хам шундай мулохаза юритиб ушбу 
lim lim ... lim /(*,, х2..... хп)

zn,~a*. **-! " “ я - I

ни хосил киламиз. Одатда бу лимит f(x\, х2, 
функциянинг такрорий лимити дейилади. Д а

/(х\, х2, хт ) функция аргументлари Х\, х2, хт ла 
мос равишда а \, а2>-..., а,„ларга турли тартибда интилгаю1 
функциянинг турли такрорий лимитлари х,осил булад

16- м и с о л . Ушбу

/(*. У) =
ХУ агар х2-\-у2> 0 булса,

О, агар х2-{-у2 — 0 булса

функциянинг (0, 0) нуктадаги такрорий лимитлар> 
той ИНГ.

Равшанки,
lim f (x ,y ) =  \\m— . xy
х-+ О

и 7--
-О л[7 +

Бу тенгликдан
lim lim
У

ху
1 111-11 I -----------------------

О JC —о ^х2 + у2
== lim  0 =  0

О

булиши келиб чикади. 

20



Шунингдек,

lim f(x, y ) =  lim - ~ y- =  0 , 
y-0  #-0 д / ^ + 'Г

lim lim —r *y. — =  limO =  0.
x—о

Демак, берилган функциянинг такрорий лимитлари 
б и р -би р и га  тенг булиб, у нолга тенг:

lim lim —~  .^-= lim  lim *_— — 0 .
j,_o  x - o  y jx2+ y 2 ' - o ^ o  V ^ + V 2

Бу функциянинг(0, 0) нуктада каррали лимитининг 0 га 
тенг эканини 6- мисолда курган эдик.

17- м и с о л. Ушбу

Цх,у) =  ( ^ T V  агар * + 3^ 0 бУлса- 
( 0, агар x-f-3i/ =  0 булса

функциянинг (0, 0 ) нуктадапи такрорий лимитларини 
топинг. Бу функциянинг такрорий лимитлари куйидагича 
булади:

lim/(jc, y ) =  U m ^ ^ - =  ,
х 0 л-+0 x ~ rJy  о

lim lirn ^ ~ ^ -  =  lim (  — i-\ =  ^ ,У’-*-0 лг-*-0 Х~\~&У у-*-О V 3/ 3

lim f (x ,y )=  lim 4 S  =  2 ’ у-* О х ~Г'*у

lim lim f(x, у )=  lim 2 =  2 .
х - 0 у — 0 х — О

Демак, берилган функциянинг такрорий лимитларидан 
бирм ___ га  ̂ иккинчиси эса 2 га Тенг. Бунда равшанки,

lim lim ~ г ^ ~ Ф  lim lim - 7 ^ - . •
jf- 0  X^o х +  Ъу x - 0 , -0  x +  3y

Шуни a ”
нУКтата ИТИи1 кеРакки. каралаётган функциянинг (0,0)

^ КиГкИа?анРхамИ Г п ?  МаВЖУД ^н *ам- (U, 0 ) нуктага интилувчи

(х- 9-> - ( v  т Н *  °>-
21



К. У.) -  ( } . i ) - (0 , 0)
кетма-кетликлар учун мос равишда

f(x„, уп) =

/(4. Уп)-

2.1 _ 1  
п п

1 + з .Т
п п

2-—-- —
л л

5 4 
- +  3 —  

л л

_6_
17

_6
17

булади ва бу берилган функциянинг каррали лимитин 
мавжуд эмаслигини билдиради.

18- ivi и с о л. Ушбу
Л 2/(*. У)-- Л 2+(х-г/)2

функциянинг (0, 0) нуктадаги такрорий лимитларнн 
топинг.

li m А 2
* —  о х2у2+ (х - у У

l im  — - ^ — т
у— о х?у2 +  ( х - у ) 2

—— 0, lim lim xV8
#-~0 х - 0  J t V  +  (jC —  у )2 

Г» I • I • X2 !/2= 0, lim lim -r-r— 2--- .
лг-*0 у — 0 ДГ #  + ( *  —  У)

=о, 

=  0 .

Демак, Серилган функциянинг такрорий лимитлари бир 
бирига тенг булиб, улар нолга тенг:

l irn  11 m
2 2 хг у 1 • 1 • пhmlirn а 2 ' -, -=0-дг-*0 J/—О ДГ(/ + (* — у)

'

»■* О х-0 ^ + | х - !( )2 
Бу функциянинг (0, 0) нуктада каррали л и м и т и н и н г  
мавжуд эмаслиги 10-мисолда,курсатилган эди.

19- М{ и с о л. Ушбу

f(x,y) =
-дс-|-г/sin , агар х =^0 булса,

I  0, агар х =  0 булса

функция нинг (0, 0) нуктада такрорий лимитлари мавжу 
ми?

Равщланки,

lim lim f(x, г / )= П т  {x-\-y s i n l )  =  Jt
x-*-0 y-*-0 у-*-0 *

22



6"лаТ.Н Бирок х->-0 да sin— функциянинг лимити мавжуд

б?лмагзнлиги сабабли

lim lim (х-\-у sin —
у —► О х-*0 ' х /

мавжуд эмас.
Демак, берилган функциянинг битта такрории лимити 

мавжуд булиб, иккинчиси эса мавжуд эмас.
Бу функциянинг (0, 0) нуктада каррали лимитининг 

мавжудлиги (унинг нолга тенглиги) 7- мисолда курса- 
тилган.

20- ми с о л .  Ушбу

/(*, #) =  (*  + # ) s i n s i n  у

функциянинг (0, 0 ) нуктада такрорий лимитлари мавжуд- 
ми?

х-+0 да бу функциянинг лимити мавжуд эмас, чунки

* „  =  —  — 0 , <  =  <jL * .  - ь 0  пя (4я+1)я
кетма-кетликлар учун уларга мос равишда хосил булган 
кетма-кетликлар лимитлари

/(*„, У) =  / ( ~ .  ^) =  ( i + i / ) s i n  пл sin-i- =  0-+0 

К х '"' J

турлича булади. Бинобарин^

lim lim (x + v)sin  — s in —
у-*0 х ^ О  х у

лимит мавжуд эмас. Худди шунга ухшаш 

lim lim (jt-j-u)sin---sin—
х -^-0 у — о х у

РИлган фНГ мавжУд эмаслиги курсатилади. Демак, бе- 
эмас. Нкциянинг иккала такрорий лимити хам мавжуд

МавжудлигиЦИЯ,НИНГ нуктада каррали лимитининг
кУрга’н эдик’1И УИИНГ нолга тенглигини) 8- мисолда



Юкорида келтирилган мисоллардан куринадики, ф у 
циянинг каррали хамда такрорий лимитлари ораси 
муносабатлар турлича булар экан:

а) lim lim /(jc, у \ lim lim /(*, lim /(jc, y)
x-*-a,y-*-ej y-*a2x-*-al x-*>a,

лимитларнинг хар бири мавжуд ва
lim lim f(x, у )= \ \ т  lim /(jc, y ) =  lim /(jc, y),
x - ~ - a ,y - ~ a 2 у - ч ^ х - ^ о ,  x-*-e ,

б) lim lim f(x, j/),lim lim f{x, у ) лимитлар мавжуд
x-^a ŷ-^a  ̂ у-ю^х-ь-а|

lim lim f(x, у ) Ф  lim lim f(x, у )  булиб, lim /(лг, у) ли
x  —  ^ y - ^ a ,  у  — « у а ,  *  —  о ,

V —°5
мавжуд эмас,

в) lim lim /(х, у), lim lim /(jc, у ) лимитлар мавжу
x - * a , y - » a 2 y - ^ a jX  —  a ,

lim lim /(jc, y )=  lim lim /(jc, у ) булиб, lim /(дс, у ) лимит
x - ^ y - ^ - O j  y - ’-“ 2x - ^ a ,  x-*-a,

У— “i

ж уд,
г) lim lim /(jc, y), lim lim /(jc, у ) лимитларнинг

X —  0 |У-<-02 y- ^ O jJT - b O ,

мавжуд, иккинчиси мавжуд эмас, аммо lim f(x, у ) ли
х-+-а,

У- + * 2

мавжуд.
д )П т  lim /(дс, г/), lim lim /(jc, у ) лимитларнинг икк

x - ^ a ,  y - '- O j У - » л 2 х-*-а,

си хам мавжуд эмас, аммо
lim f (x ,y )

У - *  «2

лимит мавжуд.
2 - т е о р е м а ,  /(дс, у )  функция М = {(х ,  ! f ) J  

\х—дсо1 < fli, |у— Уо1 < « 2} тупламда берилган булси 
Агар: 1) (х, у )- + (х 0, уо) да /(дс, у )  функция 

каррали лимити мавжуд:
lim f (x ,y )= b ,
* - ~ х 0 

У—У0
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2) хар биР тайинланган х да (хар бир тайинланган у  да)
lim f(x , y)=<f>(x) O im f ( x , y )= V ( y ) )

лимит мавжуд булса, у холда
lim \ im f(x ,y ) ( lim lim f(x , у )  \
X-*-Xq у - - у о  \ g - * g o x - * - x o  /

т а к р о р и й  лимит хам мавжуд булиб,
lim lim f ( x , y ) — b /lim lim f (x ,y )= b \
x - ~  Xo 9 ~* 9o \  9 ~*-9o x  -► Xq /

булади.

Мисол ва масалалар

Куйидаги каррали лимитларни хисобланг:

43. lim -а—  ( а ф 0).
х~0 ХУ
ц- ~ 0

44. lim
х ~ з  *У 
у—-о

45. lim .
х - 0  ху
у-*0

46. lim 4 ± JL
х— оо *?-\-у2
У  - ► оо

47. Пm
( ' + 0 -

48. lim j k + A f - 1 
x -+-0 *? +  у29-> О y

49. lim sin<*VL 
I Z °0  i* 2 + y 2f

50. lim
9  — 0

51. lim
y Z °0  ** + У*'
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52. lim О + л тУ У - 1-»2.
x—0 у-*- 0

I
53. lim ( 1 4 +  .

x —0 y-0

54. lim j S d .
x-*o x2 +  y 2У-.0

55. lim (x2 +  i/2)sin 1
X —  oo ДГ +  */
y - *  oo

56. lim (x2 +  / ) ln ^ l+ s in  у
у —*■ OO

57. lim 4 ± 4 .
x -o o  * 4 - | V  у-*- oo

58. lim (л■ +  г/)e_(;t2+!̂ ,.
ДГ-*- oo y-*- OO

J  + y259. lim
oo U3| + I^|3‘

60. lim (x2 +  y2)M.
x-*- 0

61. lim (jf  +  t f / f .
x-+ 0 
y-*o

62. lim
У * Ч </2

Куйидаги каррали лимитларнинг мавжуд эмаслигив* 
исботланг:

63. lim - 4 - .

64. lim * —у

65. lim -=*-*.
х - 0  Х* +  у2 
у-~ 0
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х2—у2
*• ! И  V + 7 '

у - °
2x4 3/

б7‘ Й  / + /  ‘

у - 0

68. lim - 2--- — а-I — о х —ху + у
у - о

1м(х + ̂ )
69. lim — —

г - I У
у - о

Л70. lim - р - 2-.jr-*co JT + 1/ 
у —► оо

71. Ушбу

згар <*•»>*«>■<»
.0, агар (х ,у )= (0, 0 ) булса

функциянинг (0, 0 ) нуктада каррали лимитининг мавжуд 
эмаслигини курсатинг.

72. Ушбу

/(*. у) =г| ( 1 +  +". агаР х +  У Ф 0  булса,

1, агар х + у  =  0 булса
Функциянинг х~>- оо, г/-*- оо да каррали лимитининг мавжуд 
эмаслигини курсатинг.

Куйида берилган /(х, у) функцияларнинг такрорий 
lim lim f(x,y), lim lim f(x, y )
х-~хоУ-~У0 y — y0 x — x0

лимитларини х,исобла нг.
f x - y + J + f  

f(x ,y )=  j —^ --- . агар х ф  — г/ булса,

1 0, агар х = — у булса,
*о =  0, г/о =  0.

74- Нх. и)=- ^.+ХУ+У2. „  _ п п
-^--ty + y2’ ° ~ 0' у°  — °-

75- f(x ,u )~ J}? (x + y ). л
2дг -|- Зг/ ’ * ° —  У» —

?6- fix, « )— j^ if^ co sy ,
—  0, Уо —  0.
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77. f(x, у

78. f(x , у

79. /(x, у

80. /(*, у

81. /(*, у

82. /(*, «/

83. /(х, «/

84. /(х, у

_  sin|xl — sin|y|; Xo =  ()>i/o =  0

+ Г
_sm3x-lg2j/_. -
“  6л: + 3у ’ *0~ U’ % - U -

—  — • x0 =  oo, y 0=  oo.
s+ y* '

xy=  7— 7; *0=  00 =  0 .
1 -}-jr

ЛХ
=  S , n 2 * + 3 y ; * 0= ° ° .  * / o = ° °-  
_  s i n x + s i n y . 0  0
-  > *o-U. 00 — U-

*1/ x0 =  0, y0— 0 0 .
xy Ь  1 + Xy ’

=  logx(x +  «/); *0= 1- Уо =  0-
x sin -----b y

85. f (x ,y ) = — —; x0 =  0, (/o =  0.

86.
y , агар |дс| =̂= Iг/1 булса,

I 0, агар |x| =  |i/| булса.
*o =  0, t/o =  0.

3-§. КУП УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯНИНГ У З Л У К С И З Л И Г И

1°. Ф у н к ц и я  у з л у к с и з л и г и  т а ъ р и ф л а р и . /f 
фазодаги М тупламда f(x) — f(x 1, х% .... хт ) функии* 
берилган булиб, a =  (ai, аг, ..., ат ) нукта (а£М ) 
тупламнинг лимит нуктаси булсин.

6- т а ъ р и ф. Агар
х-+а да, яъни х\-*- а\

Хт ат
да f(x) =  f(x 1, ..., хт ) функциянинг лимити мавжуд 09Ш 

lim /(х) =  /(а),х-+а
lim /(х„ Х], ..., xm)= / (a „  а2, ..., am)

яъни
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функция а =  (а и .... ат ) нуктада узлуксиз деб 
бй*са'ди
аГЙ1 т а ъ р и ф ( Г е й н е  та ъ риф и). Агар М туплам- 

ницталаридан тузилган, а га (а £ М ) интилувчи хар 
кетма-кетлик олинганда х,ам мос {/ (гл|)} 

^ма-кетлик х;амма вак,т f{a ) га интилса, f(x) функция 
КеТн1/к,тада узлуксиз деб аталади.
й 'й.т а ъ р и ф ( К о ш и  т а ъ р и ф и ) .  Агар V e > 0  сон 

н шундай  6 >  0 топилсаки, р(х, а ) <  6 тенгсизликни 
каноатллнтирувчи барча х£М  нук^таларда

\f(x) — f(a)\ < е
тенгсизлик бажарилса, f(x) функция а нуктада узлуксиз 
деб аталади.

f(x )= f(x |, х-2, хт ) функция аргументларининг орт- 
тирмалари

Д*1, \х2, Ахт
га мос ушбу

f(x) — f(a) =  f(x |, х2, xm) — f(a2, а2, ат ) =
= /(й|-(-Ах|, а2-\-&х2, ат -\-Ахт )— /(fli, а2, ат )

айирма /(х) функциянинг а нук^тадаги тулик, орттирмаси 
дейилади ва Af(a) каби бёлгиланади:
A f(a)= f(a[ +  Axi, a2-fЛх2, am + Axm) — f(au а2.....  ат ).

Куйидаги
А*|/(а) =  /(а, +  ДХ|, «2, am)— f(a t, а2> .... ат ), 

\ / (а )  =  /(а,, а2+ Л х2, ая, . . ат ) — /(а„ а2„ . a j .

& *J(a ) =  f(au а2„ . а„ ,+ ДХ(П) — /(а„а2, . . .,ат ).

айирмалир f(x\,х2,...,хт) функциянинг а нуцтадаги хусуси.: 
Рттирмалари дейилади.

 ̂* т а ь р и ф . Агар
ПтД/(а) =  0
Лх,-*-0
Д*2-*0

f(x ) Функция а нук,тада узлуксиз дейилади.
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1 0 - т а ъ р и ф . Лгар /(*) функция М тупламнинг 
бир нуцтасида узлуксиз булса, функция игу тупи  
узлуксиз дейилади.

Шуни таъкидлаш лозимки, юкорида келтирилГав 
таърифлар куп узгарувчили функциянинг барча у3г, 
рувчилари буйича узлуксизлигини ифодалайди.

2 1 - м ис ол  . Ушбу

1(х,У) =
агар (х ,у )ф {0,0 ) булса, 

О, агар (х ,у )= (0,0 ) булса

функциянинг R2 да узлуксиз эканини курсатинг. 
функциянинг ихтиёрий (хо, уо) ((хо, </о)̂ =(0,0 )) нуктада 
узлуксиз булиши,

I • г /  ч I • *4 +  У* *0 +  *0lirn f(x ,y )=  lim -г—% =
х-х0 
У~*Уо

х2 + У2 *о + 0о

муносабатдан келиб чикади.
Энди каралаётган функциянинг (0, 0) нуктада узлуксш 

булишини курсатамиз. Лгар узгаруъчиларни x=rcos<p, 
г/ =  Г8Шф дейилса, у холда

lim f(x ,y) =  \\m f(rcosq>, rsin<p)=
I  —0 r-*-0e-o

=  lim r2(co sV  +  s in ^ ) =  0
r—о

булади. Демак,
lim f (x ,y )= f(0,0 ).
ж—о 
У- о

Бу эса f(x, у) функциянинг (0,0) нуктада узлу*» 
булишини билдиради.

22- м и с о л. Ушбу
/(*, у) =  х + у

функциянинг R2 да узлуксиз булишини к у р с а т и н г . - j
.

V e > 0  сонни оламиз. Унга кура 6 =  у  д е й и Л Д

холда р((х, у), (*0> Уо))= \jix-~ xf)j2 +  (у — у0)2 
сизликни каноатлантирувчи V(x, y)(=R~ нукталарЛЯ
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I f (x ,y ) — f{*o. Уо) I =  \x +  y — (x  о +  i/o) к
^ lx -x 0\ + \y-yo\< 2л/(х-х0)2 +  (у - у 0)2 <26 =  e

сизлик уринли булади. Бу эса Коши таърифига кура 
}(х У) ф ункциянинг V (x 0, г/о) нуктада узлуксиз булишини
билдиради-

23- м и с о л .  Ушбу
2* +  3

функциянинг нхтиёрий (Хо, y o )^ R 2 нуктада узлуксиз 
булишини курсатинг.

(хо,уо) нуктага Ах, Ду орттирмалар бериб, функция
нинг тулик орттирмасини топамиз:

у о) =  /(* 0 +  У о +  Ь у ) — /(х0, у о) =
__________ 2(дг0 +  Дх) +  3 _  2х0 +  3

(дс0-|-Ллг)2 +  {1/0 +  Ау)2+1 4  +  У о + [

_  ̂ I2(x0 + Ax) +  3H*g +  i/g+ 1)- (2 x 0 + 3)Kx0 +  Дx f + (y0 +  \ y f  +  1 ] 

|U0 +  Sxf +  (*„ + by)2 +  1 K^ +  t% +  I )

Бу тенгликдан
lim Af(x0, yu) =  0
kx-*-0&y-*-0

булиши келиб чикади. 9-таърифга кура берилган функция
о> У о) нуктада узлуксиз булади.

.... хт) функция M czR m тупламда берилган
^Улсин. Б\ функциянинг бирор хк(к= \,2 ,...,т ) аргумен-
MeHTrâ <\1JKa fiaP4a аргументларини тайинлаб, бу хк аргу- 

хк °рттирма берамиз. Унда функция ушбу
'*/=/(*,. хк_ ихк, +  \xk< xt+u xm) - f ( x .....хт )

(fr= l2
l i - T a хУсУсий орттирмага эга булади.

0рттирмаси \ ^ вар da функциянинг хусусий
1 х,ам нолга интилса, яъни

Д™оЛ'‘/ =  °  ( * = 1 >2....т )
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булса, f(x\,х2,...,хт ) функция (х\, Х2,..., хт) нуктада 
узгарувчиси буйича узлуксиз дейилади. Одатда функций 
нинг бундай узлуксизлигини унинг xtap бир узгарувчцс 
буйича хусусий узлуксизлиги дейилади.

3-т е о р е м  а. Агар f(x\, X2,..., хт ) функция (j 
х{2,..., хт ) ^ М  нуктада узлуксиз (барча узгарувчилар| 
буйича бир йула узлуксиз) булса, функция шу нуктада 
бир узгарувчиси буйича хусусий узлуксиз булади.

2- э с л а т м а .  /(Х\, ......  хт ) функциянинг б
нуктада х.ар бир узгарувчиси буйича хусусий узлуксиУ 
булишидан унинг шу нуктада узлуксиз (бир flyj 
узлуксиз) булиши х.ар доим келиб чикавермайди.

24- м и с о л. Ушбу

(  2 ху\ - :ху—г, агарх2 +  г/2^ 0  булса, 
=  1 **+У2f (x ,y )= \

{ 0, arapx2 +  f/2 =  0 булса

функциянинг хар бир узгарувчиси буйича узлуксиз, иккал^ 
узгарувчиси буйича бир йула узлуксиз эмаслигиш| 
курсатинг.

Равшанки,
у Ф  0 ва х-+хофО булса

г/ \ I- 2хУ 2х° уh m / ( * , « / ) =  l i m - у  — j = - j g £  J
Х  —  Х ц  X - + . X Q  х  - \ - У  Х %  +  ! Г

=  / (* » . */)•

булади.
Демак,

у =  0 ва х-+х0фО  булса, 
lim f(x ,0 )— lim 2jc—  =  0 =  f(x0,0 );
x^x „ x - x o/  +  0

у =  О ва x — 0 булса, 
lim /(jc,0) =  О =  /(О, О)

lim f{x,y) =  f(xa,y).

Бу берилган /(х, у) функциянинг дг узгарувчиси буйи« 
хусусий узлуксиз булишини курсатади. Худди шу^Н 
ухшаш каралаётган функциянинг у узгарувчиси буйи« 
хусусий узлуксиз булиши курсатилади.

Берилган функция (0,0) нуктада узлуксиз (иккаЛ!



^“ йича бир йула узлуксиз) булмайди. Чунки

- ижуд эмас- У,|И 14' мисолАа курсатилган эди. 
ма 2 ° Ф у н к ц и я н и м г у з и л и 111 и .

12- т а ъ р и ф. Агар

булса. ёки /(*1* 2,..., хт ) функциянинг лимити мавжуд  
булмаса, у х,олда f(x it хг,..„ хт )  функция (а и а2,..., ат)  
нуктада узилишга эга дейилади.

25- м и с о л .  Ушбу

f (x у )= [ ^  +  31 ар булса,
{ l ,  агар (х, г/) =  (0,0 ) булса

функциянинг (0,0 ) нуктада узилишга эга булишини
курсатинг.

Равшанки,
lim f (x ,y )=  lim (х^ +  у2) — 0.

lim /(дг„ х2,..„ xm) =  b Ф  f (a h а2....а „)

булса, еки
lim f(x „x 2,...,xm)=  оо

х-*0 x-vO 
у-> О

Бу холда
1'Щ Кх ,у ) =  0 ^ / (0 ,0 )= 1
х >0 
у-~ О

йУ-чади. Юкоридаги таърифга кура берилган функция 
*и,0 ) нуктада узилишга эга булади.

26- м и с о л .  Ушбу
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функциянинг (0,0 ) нуктада узилишга эга булищИн'ИН*
аникланг.

Равшанки, берилган функция R тупламда аниклангд  ̂
булиб,

lim /(*,*/) =  lim +  00x-̂ 0 x —0 S  + yy-̂ 0 y-*0

булади. Таърифга кура берилган функция (0,0) нуктадг 
узилишга эга.

27- м и с о л. Ушбу

/(*.</) =  — 1— Г - Г~Sin ЯХ +  81ГГЯ0

функциянинг узилиш нукталарини топинг.
Бу функция R2 фазонинг

( sin.ux =  0, 
\ sinny =  0

системани каноатлантирувчи (х, у) нукталарида узилипй| 
эга булади. Кейннги системанинг ечими

{ ( jc , у ):х  — п — бутун сон, у — т  — бутун сон}
тупламнинг нукталаридан иборат. Демак, берилган функ
циянинг узилиш нукталари чексиз куп булиб, улар

{(л, m ) :n s Z ,  m e Z }

тупламни ташкил этади.
28- м и с о л. Ушбу

/(лг){/) = —  ^ ± ^ ---
( J- y X x  + Sy)

функциянинг узилиш нукталарини топинг.
Бу функция R2 фазонинг

jc2 — у =  0, яъни у =  х1

хамда
jc-f-Зг/ =  0, яъни у = — yjc

тенгликларни каноатлантирувчи нукталарида узилиШ  
эга булади. Демак, берилган функциянинг У3
нукталари туплами у =  хг парабола хамда •'

тугри чизиклардан иборат.
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✓

3° ф у н к ц и я н и н г  т е к и с  у з л у к с и з л и г и .  
х-> хт) функция М тупламда ( М с Г )  берилганf(x |>

булсин.
1 3 - т  а ъ р и ф . Агар V r> 0  с о я  х/ч/уи шундай б > 0  сон 

тпилсаки, М тупламнинг
' ,  х;2 х'т), (х ХтО)< <> тенгсизликни к,аноатланти- 
рувчи ихтиёрий (х\, х x ' J e A f ,  ( х , / , ) е М
нццталарида

\/(х[, х2....xm)— f(x\, х2,..., хт')  | < е

тенгсизлик бажарилса, f(x t, x2,...,xm) функция М тупламда
текис узлуксиз дейилади.

29- м и с о л. Ушбу
/(х, у )= х 2 +  у2

функциянинг М={(х, y ) ^ R 2:^ + y 2^. 1} тупламда текис 
узлуксиз булишини курсатинг.

Ve> 0  сонни олиб, унга кура олинадиган 6 > 0  сонни

й <  у  булсин дейлик. У холда

р((х], у ]))= л1(х2- х 1)2 +  (у2- у 1.)2 < 6.

тенгсизликни каноатлантирувчи V(xi, г/|)еУИ, V(X2, 
й ) е М  нукталар учун

У\) — 1{хъ у.г)\ =  \х\ +  у\ — ( 4  +  yl)\ =
=  1(х, — х2)-(х, +  x2) +  (i/i — У2У.У1 +  0г)I ^

< 2 Д /(х2 — Х,)2 + ((/ г- 0 , )2 +
+  2 л /(х 2 —  X i f + ( i / 2— I/,)2 = 4 б < г

булади. 1 а ъ р и ф г а  к у р а  берилган функция М тупламда 
те к и с  у з л у к с и з  б у л а д и .  

м и с  о Л . У ш б у

/ (* ,* )=  ~

кис кциянингл ,=={(х,//) е/?2 ;0 < х24-j/2^  о  тупламда те-
Б̂ у3(Ь^К<ИЗ эмас11и' и"и курсатинг.

^  тУПламКЦИЯ ^  тУШ|амда узлуксиз. Бирок у каралаётган 
Да т е к и с  узлуксизлик таърифидаги шартни
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бажармайди. Бошкача айтганда У б > 0 учун  шундай « 
> 0  ва (хл, у\), (4 , y!i) нукталар топиладики,

булади. Демак, каралаётган функция М тупламда тек 
узлуксиз эмас.

4-т е о р е м а  ( К а н т о р  т е о р е м а с и ) .  Ага 
f(x „x 2,...,xm)  функция чегараланган ёпик М  тупламд
( M d R m)  берилган ва узлуксиз булса, функция 
тупламда текис узлуксиз булади.

Куйидаги функцияларни узлуксизликка текширинг 
узилиш нукталарини топинг:

Р((Х/, У/). (V . У2') )< Ь =  >  Шхх'У1' ) - К х 2', Уо)I > е
Хакикатан хам, V 6 > 0  учун е=1 деб

нукталарни олсак,

хамда

Мисол ва масалалар

89. /(*, у )= ( л/1 — х2 — у2, агар А̂  +  г/2^  I булса 

0, агар х2 +  г/2>  1 булса.
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v _ _ J L Z iL
93. f(x>y>~ ,3'
94. fix, у ^ ' Ф - ^ - у 2).

95. f(x ,y )=

96 J ( x , y ) = ^ ~ - -

97. / ( x , y ) = ^ -

98. f(x,y) =  sin x

99. f(x, У) sinjc-sin#'

100. f(x ,y)= cos ^  + ̂ - 9 '
101. Ушбу 

f(x
агар у ^ jc 4 ёки y ^  0 булса, 
агар 0 < y  < x 4 булса

функциянинг(0,0 ) нуктада узилишга эга эканини исбот-
ланг.
102. Ушбу

f(x ,y ) =
д/4- * 2 , агар у — 0 булса, 

л/4 — у2, агар х =  0 булса, 
О, агар хфО, уф О  булса

Функциянинг (0,0 ) нуктада узлуксиз булишини исбот-
ланг.

103. Ушбу

f(x,y) —
, агар х2-\-у2> 0  булса,

V*2+у2'
0, агар хг-\-у2 =  0 булса

Функциянинг (0,0 ) нуктада узлуксиз булишини исбот-
ланг.
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104. Ушбу
f arap х +  цфО  булса,

f (x ,y )= \  *+ у
[ 1, агар х-\-у =  0 булса

функциянинг (0,0 ) нуктада узлуксиз булишини исбот
ланг. ,,

105. Агар f(x, у) функция хар бир узгарувчиси буйича 
узлуксиз булиб, бирор узгарувчиси буйича монотон булса, 
у холда fix, у) функциянинг иккала узгарувчиси буйича 
бир йула узлуксиз булишини исботланг.

Куйидаги функцияларнинг М  тупламда текис узлук-’ 
сиз булишини исботланг:

106. f(x, у) =  х3 — у3; УИ =  {(х, 2,0 < у <  1}.
107. f(x, у )=  4 +“4 ;  М = {{х , y )£ R 2:0 < x 2 +  y2<25}. I

f + y
108. Цх, y) =  xysin~, M =  {{x, i/)6/?2:0 < x <  1 ,0 < у<  I).

109. f{x, y )=  ~\jx2-\-y2; M =  R2.
Куйидаги фуикцияларнинг Af тупламда текис узлук

сиз эмаслигини курсатинг:

110. fix, у )=  'М =  Цх, y )£ R 2:Q < x2 +  y2^  1}. \
X + Г

I I I  fix, z/) =  x s in l ;  M = {ix , y )£ R 2:0 < x , 0 < # < l} .  1

112. fix, * ) = 4 ± 4 ;  M = {(x , y )£ R 2: 0 < S  +  y2< \ }.  i
x + У

X I I I  боб
К У П  У З ГА РУ В Ч  И Л И Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  \О С И Л А  ! 

ВА Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Л А Р И

l-§. К^П УЗГАРУВЧ ИЛ И ФУНКЦИЯНИНГ ХУСУСИЙ 
ХОСИЛАЛАРИ ВА ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАРИ

Г .  Ф у н к ц и я н и н г  х у с у с и й  х о с и л а л а р и  ва 
д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч а н л и г и .

fix 1, xi,..., хт ) функция очик М тупламда ( М с Л  
берилган булиб, (х®, х°,..., Хт)£М  булсин. Бу функциянинг



_I 2 _ m) координатасига шундай A** (Л =  1,2,...,
л  j^-тйрма берайликки, (x?, х”,..., x* +  Ax*,..„ xm)£Af 
Йлсин. Унда ФУНКЦИЯ

дх*/ = /(хI, х§,..., х2 + Дх*,..., xm)—f(x°i, 4,..., Х°т)
хусусий орттирмага эга булади. ^

I Т а  ъ р И ф. /4гар Дх*->-0 да ушбу lim ~А— =
I I  Г Дх4-*-0

/(ж?...+ —/(*?....... 4 )  ... '11___*---------— ------- лимит мавжид ва чеклиlim — \xk *
А
бйлса, бг/ лмлит /(х,, х2,..., хт ) функциянинг (х?, х§,..., х!^ 
н ук ,тад аги  х к узгарувчиси буйича хусусий х;осиласи
дейилади ва

........Х т )  d f  С '  /  О О „ О  ч
•а_ > /х*\л 1> л 2>-"> л т^

белгиларнинг бири билан белгиланади. Демак,

J L = | im ^  (ft=  1,2,..., т ) .

Келтирилган таърифдан, f(x\, Хг,..., хт ) функция 
/£,, /i2..../^хусусий хосилалари бир узгарувчили функция
нинг хосиласи каби эканлиги куринади. Бинобарин, куп 
узгарувчили функциянинг хусусий хосилаларини хисоб- 
лашда бир узгарувчили функциянинг хосиласини хисоб- 
лашдаги маълум коида ва жадваллардан тулик фойдала- 
ниш мумкин.

1 -м и с о л . Ушбу
/(х, у )= е ху

функциянинг ( 1.1) нуктадаги f'x, f'4 хусусий хосилаларини
Хисобланг.

Таърифга кура
*/(1.1) _  |jm /(1+ Ддг,)>-/(!.1)

дх Дх_ 0 Л*

M = l i m « l,l+ f ;(1' l ) булиб, ду лу-.о
/(1 +  Ах,1) — /(1,1) .. e{+Sx- e11 m — - - —ir1— =  lim---г--- =

\x-*0 А* Дх

=  lim — ---- =  e
Ax — 0 Д*

га тенг. Худди шунга ухша ш



Лу->0 Лу->0
=  е

булади.
Демак,

2-мис ол .  Ушбу

f(x,y)= V **4Y
функциянинг (0,0 ) нуктада хусусий хосилалари мавжу 
эмаслигини курсатинг.

Равшанки, (х, i/)^=(0,0) да
2х

2л1^ + у2 л /7 + ? '
Г (Х U) = ____^ ^
Ц ’ У)  2 ^ J W

Х,осила таърифига кура

f t 0,0 ) - l im  « " W H B !

/„(0,0 )=  lim

Алг ► 0

(0.0 + А#)-/(0,0)
4 у - » 0 Ау

= lim
Дг .0 Ajr

= lim Ш -  
\у -► 0 У

булади. Бирок.
.. I Дх| . |Ау| lim —— , lim ——
Ах О Ay-►О

лимитлар мавжуд булганлиги сабабли, каралаётга 
функцияиииг (0,0 ) нуктада хусусий хосилалари мавж| 
булмайди.

3 -м и сол  . Ушбу

f(x ,y ) =  In tg*

функциянинг /i, fy хусусий хосилаларини хисобланг. j 
Бу функциянинг х узгарувчиси буйича хусуси; 

хосиласини хисоблашда у ни узгармас, у узгарувчи 
буйича хусусий хосиласини хисоблашда эса х ни у з г а р м »  
деб караймиз. Унда
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булади.
4 -мисол.  Ушбу

[ - р 9-т , агар (х,*/)=И=(0,0 ) булса,
/(* ,# )=  1 х +у

1.0, агар (х, г/)=(0,0 ) булса
ф ун к ц и ян и н г  хусусий хосилаларини топинг.

Икки холни карайлик:
1) (х, у ) Ф ( 0,0) булсин. Бу холда

dj_ =  J  / 2ху \ = _ 2 у (/  +  у2) -  2ху-2х =  
дх d x \ j + f )  ( х Ч у 2)2

2у(у2- А  ■ •
( * Ч / ) 2 ’

<•>/ =  д /  2ху  \  2 * (* 2 +  у2)- 2 * у - 2 у  

в» (/+</2)2
= 2х{х2- у г)

булади.
2) (х, г/)=(0,0) булсин. Бу холда, хосила таърифидан

фойдаланиб, топамиз:

^ ° = о ,
Дх—0 Д-* Дх—0 Л*

а/0.0» /(0,0 + Аг/) — /(0 .0 ) 2Ду-0 „'— = lim - /  —=lim — =0.
\у у о ^У \у —о Лг/‘

Ломак, берилган функция ихтиёрий (х, i/)£/?2 нуктада 
хУсусий хосилаларга эга.

5-мис ол .  Ушбу

К * ,У ) =
6 агар (х ,у )= £ (0,0) булса,

О, агар (х, у ) =  (0,0) булса 

Функциянинг (0,0) нуктада хусусий хосилаларини топинг.



Хусусий х.осилалар таьрифидан фойдаланиб топамиз 

fX0,0 )=  lim, W °+ ^ 0) - M -= iimoA = 0,
Ддг — О

Демак,
• f'A0,0)=0, f'y(0,0) =  0.

Берилган функция (0,0) нуктада хусусий хосилаларга эга 
булсада, у шу нуктада узлуксиз булмайди. Чунки 
(0,0 ) нуктага интилувчи<(̂ )> ((̂ .̂ )-(о.о)) Я
кетма-кетликда функция кийматларидан иборат

Я
кетма-кетлик учун

1 1

lim /( - ,- 5-)= ,im “ f — V - = 4-^t 0  =  ̂ 0,0^
n — oo n  П  n —*  00 J ____L  * .

- 6  ~  „ 6  n fl

булади. Демак,

Бу эса /(jc, у) функциянинг (0,0) нуктада узилишга эга 
эканини билдиради.

/(*,, Х2....  хт ) функция очик M<r/?m тупламда
б е р и л г а н  б у л и б ,  (jc ? , Д - ,  * m )6 M  б у л с и н .  М  т у п л а м д а  
( jC ? + A jC | ,  JC§ +  AJC2......  *m  +  A x m) Н у К Т Э Н И  О Л И б , ф у Н К Ц И Я -

нинг тула орттирмаси
А/(х?, х°2...  X°m)=f(x4 + bxi, Jf§-f-A......xl + Axm)— 1

— /(jc?, *2,..., *m)
ни караймиз. u

2 - т а ъ р и ф .  Агар /(jc,, jc2,..., xm) функциянинг (X\, 
x°2.... x°m) нук,тадаги A / ( jc? , jc§....  орттирмасини



дДх?, *?.-> +  '42Дx2-^...4-/4mДxm4-

_^alД*l + 0 2 '^ х2 + -" + am'&хп Kaf)U ифодалаш мумкин

булса, /(*ь *«) Функция « 4 .....х ° )  ну цт ад а
л.ференцичлланувчи дейилади (бунда А\, А 2,..., Ат лар

л Д й .... А*™ лаРга боглик булмаган узгармаслар, а,,
а  лар эса Ах,, Дх2,..., А * т  ларга боглик ва Ддг! — О, 

1+0  ДХш^-О, d a  a i -*-0, a2->-0,..., 0(Дх| =  Дх2 =  
^Г2. =  Дхт =  0 булганда ai = a 2 =  ...= a „I = 0  деб олина-

ЛИ) Лга^  Я * | ,  х2...  хт ;  функция М тупламнинг х,ар бир
н ук ,та си д а  дифференциалланувчи булса, функция М туп
ламда дифференциалланувчи дейилади.

Юкоридаги (I) муносабатни
д/(х?, 4,...,^)=у4,Дх1+/12Дх2 +  .- +  ̂ тДд:Я| +  0(р) (2) 

куринишда хам ёзиш мумкин. Бу ерда:

р= -\/Дх?4- Дх£ + ... +  д.»£.

6- м и с о л. Ушбу
/(X, у) =  Х? +  у*

функциянинг ихтиёрий (хо, yo)£R2 нуктада дифференци
алланувчи эканини курсатинг.

Берилган функциянинг (хо, уо) нуктадаги тула
орттирмасини топамиз:

Д/(*о. У а ) = Н х а +  Уо +  Ь у ) ~ /(*о. Уо) =

= (x0+Ax?+(y0 + \yf — (4  + у1) =
= 2х„Дх +  2г/0Д у 4- А* 2 +  A.V2-

Агар А |=2хо. Л2 =  2//о, а|=Дх, а2 =  Д у дейилса,
унда

Д/(хо, уъ) =  А \Ь .х - \ -  Д 2Д у4 -а | • Д х 4 - а 2Дг/

булади. Бу эса берилган функциянинг (хо, г/о) нуктада 
Дифференциалланувчи эканини билдиради.

7-мисол .  Агар /(х, у) функция (х0, yo)^R2 нуктада 
Дифференциалланувчи булса, у х.олда бу функциянинг шу 
"Уктада f'̂ xо, г/о). f'Axo, г/о) хусусий хосилалари мавжуд ва
(2 ) муносабатдагИ А| ва А2 лар учун

/Я*о‘. 0о)=/1|, /^Хо, г/о) = /4а 
булишини исбот.панг.
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Шартга кура /(х, у) функция (ха, у0) ну^т. 
дифференциалланувчи. Унда таърифга биноан

А/(*о, yo) =  -4iA*i +  ̂ 2Ax2 +  aiAx +  a2At/ 
булади. Агар бу тенгликда АхфО , Ai/ =  0 дейилса уНда’ 

А*/(дсо. уа )~ А  |Ax +  aiAx
булиб,

д*А*о- Уо)lim
Дх-»0

—  =  lim (A l + a l)= A lЬХ Дх — О
булади. Демак, берилган функциянинг (х0, уо) нуктада 
f'Axо, у0) хусусий хосиласи мавжуд ва

f'x(x0, г/о) =  Л 1.
(3) муносабатда Ал: =  0, А уф О  дейилса, унда

А у/(*о, г / о )= Л 2А г / + 02А у

булиб,

Аг//(х0, у0)
lim
Ду-»-0

— lim (Ао —|— )=== А 2
Ьу  Д у-0

булади. Демак, берилган функциянинг (х0, уо) нуктада 
f'^xо, уо) хусусий хосиласи мавжуд ва

f'y(xо, у0)=А2.
8- м и с о л. Ушбу

— — , агар (х, у )Ф (0 ,0 ) булса, 
f(x, у)— V**+P

О, агар (х, г/) =  (0,0 ) булса
ф у н к ц и я н и н г  (0,0 ) нуктада д и ф ф ер ен ц и аллан увчи
булмаслиги курсатилсин.

Берилган функциянинг (0,0) нуктадаги орттирмасини 
топамиз:

А/(0,0) =  /(0 +  Ах,0 +  А у )~  /(0,0 ) =  /(A*,Ai/) =
__ АлА у

Уд^ + д/
Тескарисини фараз килайлик, яъни берилган
(0,0 ) нуктада дифференциалланувчи булсин д ей ли к . УЩ

A / (0 ,0 ) =  / ;(0 ,0 )A x  +  / ; (0 ,0 )A i/ + a lA x + a 2A y



бу Ц|6, Ал
Агар

. О, Ау -*■0 Да “ I а 2 -*■ О.

fx{ 0 ,0 )=  limAjc-*-(

(0 ,0 )=  lim

/(A*,0)-/(0.0)
Дх

№ Ь ц )- Ш )
Д</

улишини эътиборга олсак,
A/(0,0) =  ai • Ajc-(-ct2-Дг/ 

келиб чикади. Натижада ушбу

— = а х ■ Д х+ 02-Д^
V a> + V

тенгликка келамиз. Кейинги тенгликдан Дх =  Дг/ булганда 

-^|г= Д х(а1+ а 2),
яъни

a,+ ct2 = V2

булиши келиб чикади. Бу эса Дх-»-0, Ау-*-0 да ai->-0, 
a2-*-0 булишига зиддир. Зиддиятнинг келиб чикишига 
берилган функциянинг (0 ,0 ) нуктада дифференциалла
нувчи булсин дейилишидир. Демак, каралаётган функция 
(0 ,0 ) нуктада дифференциалланувчи эмас.

1 -э с л а т м а . }(х ,, х2>..., хт ) функциянинг (jc?, jc®,.:., jc„) 
нуктада барча хусусий хосилаларга эга булишидан унинг 
шу нуктада дифференциалланувчи булиши хар доим келиб 
чикавермайди (каралснн, 8 -мисол).

9-м и со л . Ушбу

/(*, у)=*л/\ху\
Функциянинг (0,0) нуктада хусусий хосилаларга эга 
улишини ва шу нуктада уни дифференциалланувчи 

эмаслигини курсатинг.
(0  0 ^аъРиФАа11 фойдаланиб берилган функциянинг 

нукгадаги хусусий хосилаларини топамиз:

П 0,0)= lim Л °± А х .О)—/(0.0)
Ах —О А* = lim

Дх —О

/(Дх.О)
Ах

, .  VTa^ oT=  lim ----=
Дх-*-0 Ах О,
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Г Л 0 ,0 ) =  l i m - M J t m  =  lim
A»—0 ЛУ A»-0

л/ГО-Ayf=  lim —2—=
Лу-

0 .

Демак,
m o )= o ,  /i(o,o)= o.

Фараз килайлик функция (0,0) нуктада дифферент, 
алланувчи булсин. У х,олда

А/( 0 ,0) =  /(0 +  Д*,0  +  А 0 )- / (_ О , ° ) =  / (Ах, А*,) =
=  -\J\Ax- Ау\

булиб, бу орттирмани ушбу
А/( 0,0) =  /i( 0,0 )Ах +  fjA 0,0 )Ау +  0( р) '  ■

(р =  л/Ах2 +  Ау2)

куринишда ифодаланади.
Куйидаги

Д/(0,0) — (Л |А * +  /12Ду) \J\&x&y\

V a / + a  У2 л/д^  +  Аг/2 

муносабат ихтиёрий Ах-»-0, Ау —»-0 ларда нолга интилмас 

лигини куриш кийин эмас. Масалан, А х = --->-0,

А у =  ~-* п -0 булганда

Демак,

л /~ - ~|ДхДу| _  J
л/д**4

Т0ДЗ
Айтилганлардан, берилган функциянинг (0,0) НУ Я  
дифференциалланувчи эмаслиги келиб чикади. дган 

/(х!, х2,..„ хш) функция М с / Г  тупламда беР-Д 
булиб, XI, Х2,..., Хт узгарувчиларнинг х.ар_бири уз н 
да /1, /г,- • •, /* узгарувчиларнинг 7 с / ?  тупламда о г 
функцияси булсин:
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*1 — ф|( 1̂ • 2̂»--ч М»
•*2 =  Ф2(^1' 2̂ (4)

=== Фт(^1*-̂2»**ч )■

Бунда (Л, <2,-. ^ )€ 7" булганда унга мос (дс,, х2,..., хт )£М  
булсин. Натижада

//(р|, (/ 1, t2,..., tk ), ф2(̂ 1> t2,..., ^ *),...,'ф т(/|, t2,..., /* )) =  

- f t . .....'*>„у р а к к а б  функция хосил булади.
1 -теорема .  Агар (4) функцияларнинг хар бири 

if,,..., tnk) нуктада дифференциалланувчи булиб, f (x ,, х2,..., 
x j  функция эса мос (х°и х2,..„ х°т)  нуктада дифференци
ал лан увчи  булса, у холда мураккаб функция хам (/?, 4,—, 
fa) нуктада дифференциалланувчи булиб,

1L  =  И  . -'-Ц_ ? L . dX}  I ■ g/ gxm 
д/, 3jC| <Jjc2 <3<j ’

j/_ = д1 dxi + J L  д±* I I a/
d/2 (?X, df2 "Г  dx2 dt2 *т - т "  адгт  <J/2 ’ ' '

o[ ^ J L . dxi  . I  £f«
, dik dxx dtk dx2 dtk "• dxm' atk 

булади.
10- м и с о л. Ушбу

f(x, у) =  х2 — у2

Функциянинг хусусий хосилаларини топинг, бу ерда х =  
- f  =  /lCOSfc, i/ =  ^iSin<2.

ниб^брп>̂ ИДа келтиРилган (5) формулалардан фойдала- 
Ни тонамиГЭН м^Ракка® Функциянинг хусусий хосилалари-

- —— =  dL дх г df ди , , ,
а'| e*;iT^+-e7 -1 /, = ^ ~ У ‘V ( * i C0SM ,,+

^  У )# -(^ s in /2)( = = 2 x co s/2 —  2 y s in /2= 2 / , c o s / 2 X  

X  co s/2 — 2 /,s in /2s in /2 =  2 /,co s2 /2, - °L = - ? l .J ?*  +
1 2’ dl2 dx dt2 ~
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+  £ - £ — <*, - Л - « . со* « 1+  M

+  (x2 — y2)!l-(Usinti ),2=2x( — <,sin/2) — 2«/- /|Cos/2:

=  — 2/|Sin/2cos/2 — 2/'fsin/2cosf2=  — 2/fsin2/a. 

Демак,

= 2/,cos2/2,- | f  =  —  2/?sin2/2. at| o'*2

1 1 -мисол.  Ушбу
F= f(x*y, x»)

функциянинг хусусий хосилаларини топинг.
Берилган функцияни

F  =  f(u, v ), бу ерда и — ̂ у , v =  xy
деб караш мумкин. Унда (5) формуладан фойдаланиб 
топамиз:

_ dF ди ^ d F _ d v  2хи  I
~ д х ~

O F J u  OF dv dF . 2Ху  _(_ - f  .ух* 
ди дх ' dv дх du dv

dF _  dF ди . dF dv _  dF g  . dF 
dy du dy dv dy du dv A?

2°. Й у н а л и ш  б у й и ч а  н о с и л а .  f(x, у) функция 
омик М тупламда (MczR'2) берилган булсин. (хо, </о> 
тупламнинг ихтиёрий нуктаси булиб, / бу нуктадан утув|1 
бирор тугри чизик булсин. Бу тугри чизикда (хо, уо) 
нуктага нисбатан икки йуналишдан б и р и н и  манфив 
йуналиш деб кабул килайлик. / чизикнинг мусбат 
йуналиши билан, мос равишда, абсцисса хамда ординаэ 
укларининг мусбат йуналиши орасидаги б у р ч а к л а р а в а и

буЛСИН. А-лаб
3 -т а ъ р и ф . I чизицдаги (х, у) нуцта I чизик, одЯ*Ж

(хо, уо) нуктага интилганда ушбу
f(x,y)—f(x0, у0) 

р«*0’ Уо)- (*• У))
нисбатнинг лимити мавжуд булса, бу лимит f(x,y) ^ a(g 
циннинг ( хо, уо) нук,тадаги I йуналиш буйича х,ос 
дейилади ва

вНхр-Уд)
dl

каби белгиланади. Демак,
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1 (х ,у )- Ц х 0, y(l)

| р -  V/ ^  „ . Л м  ^ 0’ <*’ * »
„м а  Aiap Нх, у) функция (лв, у.) нуктада диффцющи-

2 'Т е б " л к  У ХЛ'да функция шу нуктада кар кандаи / иуналиши
^ Г х о с и л а г а
6У а/(-к0. г/о) _

з/ дх
3/<*о. Уо) „cosoH----- ---cosf$ду

булади-
1 2 -м нсол . Ушбу

/(■*. </)=arctg —

Аункциянинг (1,1) нуктадаги I йуналиш буйича хрсилаетни топинг, бу 
ерГмО.О) нуктадан (1,1) нуктага караб йуналган биссектрисадан
иборат.

Берилган функция (1,1) нуктада дифференшаяланувчи булганлиги- 
дан 2-теоремага кура

dfiU1) = W ) _ cosa+
91

булади. Равшанки,

ду

дх ду
COS0

дх s + y2 I ‘- 1 2 f—i

2

ва I — биссектриса булганлиги сабабли “ =^p 

Демак,
3/(1, i )  l л 1 л „— — „cos----—COS-—— 0.

dl 2 4 2 4

1 3 -м и с о л . Ушбу

/(*, у) — 1 п(дс -(- у)
ф̂Ункниянинг f ) нуктадаги / йуналиш буйича х,осиласини топинг, бу

ердз / Шу нуктадан угувчи абсцисса укининг мусбат йуналиши билан 
4 Г)>рчак ташкил этадиган тугри чизик.
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Ю корида келтирилган теоремага кура

ai дх
I 4 ’ 2 —•cosa +  — -cosp

булади. Равшанки,

9 9 ,
адт т >

ду

Демак,
9 9

« Т  2 1 4 л

____ 1

1
х + у

4
27’

_4_
27"

4 л . 4 л 0 4 л/2 4 т/2 Я
—  27 C° S 4 +  27 C0S 4 27'' “У  27Ш

1 4 -м и с о л . Ушбу
.

f(x, у )= х +  Iг/|
функциянинг (0,0 ) нуктадаги координата ук,лари буйнч: 
хосилаларини топинг.

Бу функциянинг (0,0) нуктада ОХ уки буйича 
хосиласи 1 га тенг, OY уки буйича хосиласи эса мавж>

1

2 - э с л а т м а .  Функциянинг д и ф ф ерен ц и аллан ув1' 
булмаган нуктада хам йуналиш буйича хосила мавЖ) 
булиши мумкин. 'J

15- м и с о л . Ушбу

Кх,у)= д1х* + у2
функциянинг (0,0 ) нуктада исталган йуналиш 
хосиласи мавжудлигини курсатинг. ц Hl1f

Йуналиш буйича хосила таърифидан фойдэ
топам из:

Их, у ) - К 0.0)_Mm J / — =  l im
(х, у)—(0.0)Р< (•*» У м  ОД))) (Х- у)-. (0,0)

VZ+Z
л[7+у2



Д ем ак ,
<5/(0,0) . 
'  dl

о а л а ё т г а н  функция (0,0 ) нуктада дифференциалла
нувчи3эмас, чунки _______

дд0 0)=/(Ах, Ду)-/(0,0)=/(Ддг,Д*)=  +  =Р-

булиб, равшанки, р-»-0 да р=̂ =0(р).
3» ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л  и.
/(*,, *2,-> хт ) функция очик M (^ R m тупламда 

берилган булиб, (х°\, хч,..., х°т )£М  нуктада дифференци
алланувчи булсин. Унда функциянинг шу нуктада орттир- 
маси учун

д/(х®, х°п) =  А , Ах, +  А 2Ддг2 + ...  +  А т • Ахт +  0(р) =

=  £ r AX> + -& AX*+  - +  T r  Ахт +  0(р)дх0 дх.

булади.

# 4-таъриф.  f(x\, Х2,..., хт) функция орттирмаси А/(*?, 
Л,—у хт)  нинг Ajci, Дхг,—, Ахт ларга нисбатан чизик,ли бош 
цисми

А , Ах, +  А2Ах? + ...+ A mAxm =  Д*, -f ~ А х ^  + ... +  

Щ Ш '  + ^Xm AXmm

дифЛем’’ Xm-> ФУнки>иянинг (*?, Д ..., х%) нуцтадаги 
А л а н а д и Ли двйиЛади ва df  ёки df(xUl..,x°m) каби 

Демак,

(6 )

{AX l= d Xl< Ax2 =  dx2.... Axm =  dxm).
1 6-мисол.  Ушбу

/(*. у) =  - \ Jx y + j  
*>«кчи»„внг д„фферевц1,ал11ни
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(6 ) формулага кура

df =  ~ ,d x +  % аУ

булади.
Энди функциянинг хусусий хосилаларини топацщ̂

дх 

ду

!У‘»+7
Демак,

2 ~yjxy +

1 х

у+ — Х ~ ~ 2  
df = ---  у-— dx-\--- . — dy =

2 \ xy+J  2Д Г +7

’ р̂цЬу+>+(х-7̂ ]
1 7 -м и со л  . Ушбу

f (x ,y )=  arccos-j^

функциянинг дифференциалини топинг. 
(6 ) формулага кура

df = i  fxdx+-^dy
ади.
Энди берилган функциянинг хусусий х о с и л а л а р в в

булади.
Энд

тонамиз:

в/ _ (a rc c o s — )х— — дх '  ху V 1 *v
\ху\_____
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1 v = _____5/L = (arcct)S-xy h 
9У

x f  V * Y  - 1

ДеМЗК’ . \xy\ rfy + ____ — 4y =
^ " Л л / Л 2- 1 W * V “ i

1 8 -м и сол . Ушбу
F  =  f (u ,v ),u  =  x y ,v = *-

м у р а к к а б  функциянинг дифференциалини топинг. 
^ Ф у н к ц и я  мураккаб булган холда хам унинг диффе- 
ренциали

куринишда булади. Бирок бу холда du ва dv лар ^эркли 
орттирмалар булмасдан, улар х ва у ларга боглик. булади. 
Шуни эътиборга олиб топамиз:

du =  d( xy) = (xy )'xdx +  (xy)'ydy =  ydx +  xdy, 

d v = d {± )= (± U x + ( j ) 'yd y = j d x - j [ dy.

Демак,

dF =  j !u<ydx +  xdy) +  j [ { - y dx -  j d y ) .

4°. Т а к р и б и й  ф о р м у л а .  Фараз килайлик, f(x i, 
f 2o"’ om) Функция очик, M czRm тупламда берилган булиб, 
v  ’ нуктада дифференциалланувчи булсин.
у \олда

*/(*?, x l. .„  x\ )==df(x0u x t . ,  JcS.) +  0(p) 

бУлади. р-ко да
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_А/(

df(

r° Jf° 
c l > х 2 ’ -.-О

_0 „О „О
t | .  Х тхт)

Натижада ушбу
Л/(*°, x0m)ttd f(x 0i, Д ..., jc“ ) 

такрибий формулага келамиз. Уни

&Нхь + ... + ~-—Ах 'дх. <3*
каби ёзиш х.ам мумкин.

I 9 -м и с о л . Ушбу
а =  1,02301 _______

микдорнинг такрибий кийматини топинг. Берилган мнк 
дорнинг такрибий кийматини топиш учун

К * , у ) = Ху
функцияни караймиз. Бу функция (1,3) нуктада ди 
ренциалланувчи. Демак,

Д/( 1.:Ч,= ^  ь «)(,,).
..  ■

дх 1 ду

Энди Дх =  0,02, Лг/ =  0,01 дейлик: Унда

Д / (1 ,3 )« - ^ 3) Д , - К ^ А ^<?</

Демак,

=►/(1 +0,02,3 +  0,01 ) - / ( 1 ,3 ) « у .^ - , -Дх +  ' ;

х и\пх.-Д«/1х = |-!/ = з,Лх=о.02.Л»=.0,01 =*" I

-/(1,02;3,01 )- / (1 ,3 )« 3 - 1-0,02+ 1 • Ini -0,01 ^-' 4 
=► 1,02301 -  1 «  0,06 =*> 1,02а01« 1,06. --.Щ

а =  1,02го1 «1,06.

Мисол ва масалалар '

Куйидаги функцияларнинг хусусий хосилалзриНр^ 
П И Н Г:

1. /(*, у)- Х - У  
Х +  У
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I  *+ '
2. / ( ^ )==/-Н

cosx
3. cosy '

4. / (* ,0 )==,П^  —  У j '

5. Цх,у ) = у Ф  + ф

6. / (^ )= ^ sin<JrH" ^ )

7. W ) - ^ V ' -

8. /(*,0 )=  arcsiny.

9. Д а д М п ( * + Y * *  +  ? ) .

10. /(Jt,y )= ^ex.

11. f(x,y)= Л^ху +  J .

12. f(x,y) =  e ' " \

13. f(x ,y)=  Intg—.
I H

l4- f(x,y)=  arctg—.

•5- f(x,y) =  xy \n(xy).
,6- /(Jc.'/) =  a r c t g '^ .

/(*.*/) = a resin—- *
I  V ^ + y2

18. A z ^ ) * ( i Y

*®- /(•c.y)=(sinjc)C0S».

20- /(дг,у )= Г‘ .

21- / (^ )= ln s in i± l
R  *

**■
у '

2з- /(jc^ ) =  /»tg(^ +  i/)
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24. / (* ,# )= arcsir*
V ? + ‘

25. f(x ,y)= (2xf»

Куйидаги функцияларнинг (Xo,yo) нуктада 
ренциалланувчи булишини исботланг:

26. f (x ,y )= x yy (x 0,y0)£ R 2.

27. f(x ,y)= \[xsiny, (х0,у0)= ( 0,0).
28. f (x ,y )= l» y (x 0,y0)^ R 2.
29.

f(x ,y)=
(x2 +  y2)sin- — T , агар (x,/y)^=(0,0) булса

JT+гг
0, агар (jr,i/) =  (0,0) булса,
(х0,Уо) =  (0,0).

30. f(x ,y)=
агар (х ,у )Ф (0,0) булса,

r+ y
0, агар (х,у) =  (0,0) булса,
(xo,i/o)=(0,0).

Куйидаги функцияларнинг (хо,уо) нуктада 
ренциалланувчи эмаслигини исботланг:

31. f(x,y) =  3-\Jxy ,(х0,У()) =  (0,0).

32. f(x ,y)=  ~\Jx?-\-у3, (х0,у0)=(0,0).

33. f(x,y) =
х\у\

~ Т Г==Т* агаР ( ^ ) ^ (0 ,0 )  булса,л/х2 + у2
[О, агар (х,у) =  (0,0) булса, 

(хи,уо=(0,0).

34. f(x,y) = агаР булса,
г + у
О, агар (дс.г/) =  (0,0) булса, 

(хо,г/о)=(0,0).
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З4.а
ада

Агар f(*  1Л . - Л )  Функция с / ? га
диф ф еренциалланувчи  булса, у шу нуктада

нУкта и, булишини исботланг 
у3; з4 б.Агар f(xt,x2,...,xm) функция Й 4 , . . . ,/ я ) § М с / ? '

та'ча дифференциалланувчи булса, у шу нуктада
ча хусусий хосилаларга эга булишини исботланг. 

баР35 дгар f(x„x^...,xm) функция ....х ")еЛ1с=/Г
танинг атрофида барча узгарувчилари буйича хусусий 

чкилаларга эга булиб, бу хусусий хосилалар шу нуктада 
узлуксиз булса, f(xhx2,...,xm) функция (х°и4,...,х°п) нукта-

дифференциалланувчи булишини исботланг.
Куйидаги мураккаб функцияларнинг хусусий хосила

ларини топинг:

36. f(x,y)=x2y3, дс =  /, y — f .
37. f(x ,y)=F, x =  u2 +  v2, у =  и • и.
38. f(x ,y )= F , х =  аи, y =  bv.
39. f(x ,y)=F, x =  u2-\-v2, y =  u2 — v2.
40. F=f(x,y), x =  Msinu, y =  u2.

41- f(x,y)=^~, x =  e‘, y — \nt.

42- f(x,y) =  xy, jc =  sinu, y =  cosu.

43. /(Jr, )̂ =  xsinj/ +  i/sinx, x = —, у =  U • V.

44. f(x,y)=  In sin x =  З/2, у = У / 2+1.

4s- /(*.*/) =  arctg^, * =  *, # =  /2.

46. / (z ,y )= ^ ln (z  +  (/), x =  t\ y = \ - P .
47. /U,.v), =  ̂  +  ̂ , x =  u2 +  w2, y =  u2- v 2.

"УКтад^ =  ** — xy +  2у2 функциянинг ( 1;2)
йуналиш л”” - °илан ЬО ли бурчак ташкил этадиган

буиича хосиласини топинг.

Тада Ох''" 1̂ х'У )~ \п л[х2-\-у2 функциянинг ( 1;1) нук- 
^УналИш билан 45° ли бурчак ташкил этадиган

ча хосиласини топинг.
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24- /(*,#) =  arcsin-Â f-~l£J-
V ? + / '

25. f (x ,y )= (2 x f.

Куйидаги функцияларнинг (x0,y0) нуктяп, 
ренциалланувчи булишини исботланг:

26. Н х ,У )= хуУ (х0,у0)£ К 2.

27. f(x,y)=-^csiny, (хо,у0)= ( 0,0).
28. f{x,y)= l*»y(X0,y0)ZR*.
29.

I (jr2 +  //2)sin> T />  агаР (м )^ (0 ,0 )  булса, 

10, агар (дг,̂ ) =  (0,0) булса,
(  (*о.*/о) =  (0,0).

30. f(x,y) =
Х*+У* < X **+^2’ агаР (х’У )Ф (0 ,0 ) булса

0, агар (x,i/) =  (0,0) булса, 
(З Д )= (0 ,0 ).

нуктада дн̂t j-uunnni «ЯП. £/П|
ренциалланувчи эмаслигини исботланг:

31. f(x,y)=\[xy ,(xo,yo) =  (0t0).

32. f (x ,y )~  ~\/хл у3, (x0,y0) =  (0,0).

{ xlyl , ч
3. /(дг,̂ ) =  | (^ )^ (О .О )  булса

1°.  агар ( ^ )  =  (0,0) булса, 
(хо,^о=(0,0).

33.

34. /(*,*) =
х2</

^г+- 2-, агар (х,г/)^=(0,0) булса,

0, агар (д-,г/) =  (0,0) булса, 
(хо,г/о)=(0,0).
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34,а.
Агар /(*.,*2.•••>*«) Функция (x°l,x°2,...,x0m)£ M czR m 
дифференциалланувчи булса, у шу нуктада 
булишини исботланг.

У3' з-4 б. Агар f(x„х2....хп) функция (х°их1-.-,х°т )ш М  czRm
та’да дифференциалланувчи булса, у шу нуктада 

"^ ча  хусусий хосилаларга эга булишини исботланг. 
баР35 Агар Цх„х2,...,хт ) функция (х°4,...,х ° )£ Afс= R m

ктанинг атрофида барча узгарувчилари буйича хусусий
силаларга эга булиб, бу хусусий хосилалар шу нуктада 

узлуксиз булса, f{xux2,...,xm) функция ( ....х°т ) нукта-
дифференциалланувчи булишини исботланг.
Куйидаги мураккаб функцияларнинг хусусий хосила

ларини топинг:

36. f(x,y)=x2y\ x = t, y =  t\
37. f(x ,y)=F, x = u 2 +  v2, у =  и• v.
38. f(x ,y )= F , x =  au, y =  bv.
39. f{x,y) =  F , x =  u2-\-v2, y =  u2— v2.
40. F=f(x,y), x =  usint>, y =  u2.

41. f (x ,y )= j,  x =  e\ y =  \nt.

42- f(x,y) =  xy, x =  sinu, y =  cosv.

43- f(x,y) =  xs\ny-\-ys\nx, X  = —, y =  U ' V .

44. / (^ )= ln s in  д: =  3/2, =  д//2+ 1.

45. /(*>#)=arctg^ , x =  <, y =  /2.

46. Ux,y)= e**\n(x +  y), x = f ,  у =  l - / 3.
47. =  ̂  +  x =  «2 +  y2, y =  u2- v 2.

«УКтада =  ^  ~  ХУ +  V  функциями» (1;2)
нуналип. оилан b0 ли бурчак ташкил этадиган

49 ‘а Х0СИ,,1аси"«  ™ "™ r .
ТаДа Ox ' " " ^ JC’̂ ^==*n А/^ +  У2 функциянинг {1; 1) нук-
йуналИЦ| кЛ11 билан 45° ли бурчак ташкил этадиган

Lia хосиласини топинг.



50. Ушбу f(x,y) = —  функциянинг 2i/2-(-Jt2 =
*

липснинг ихтиёрий нуктасидаги шу нукта н  ̂
йуналиши буйича хосиласининг ноль булишини исб2Й!^ 

Куйидаги функцияларнинг дифференциалини

51. f(x ,y )= xmyn.

52. f(x,y)=-^. _ v .|

53. [(х,у) =  у3ф .
54. J(x ,y )— л/х2 +  у2.

55. f(x,y) =  l \
56. f(x ,y )= lz*.
57. f(x,y)=\n^Jx2 +  y2.
58. f(x,y)=\n2(x — у).
59. f(x ,y)= (x2 +  y2)3.
60. f(x ,y )= eco*xl').
61. f(x,y) =  x\n(xy).

62. f (x ,y )= (± J.  Я

63. f(x ,y)=  arctg-^+arctgA

Куйидаги микдорларнинг такрибий кийматлари»"
хисобланг.

64. а  =  (0,97)105.
65. а = (  1,08)3,96.
66. а =  1,942-е012.
67. а =  2,68,in00S. ' -
68. а =  sinl,59*tg3,09.
69. a=sinl,49-arctg0,07.
70. a =  sin59°-tg46°.

71. a = ln ( \ j lM + \ j6 M — l).



УВЧ ИЛИ Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г Ю КОРИ ТАРТИБЛИ 
К*П х0СИЛА ВА Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л Л А РИ

ц н я н и и г ю к о р и т а р т и б л и х у с у с и й
* л а л а р и ■

х°  х ) функция очик М (M cz R m) тупламда бе-
а̂н 'б ули б , унинг (хих2,...,хт ) нуктасида/i,, /J2,..., 

рИ гусий хосилаларга эга булсин. Равшанки, бу ху- 
% *й  х о с и л а л а р  Х\. х 2,..., хтларга боглик булади.
°У  ̂ т а ъ р и ф- Пг f '*2 > f'xm ларнинг хк (к =  1,2,..., 

\ й з га р у в ч и си  буйича хусусий х,осилалари берилган 
ф ун к ц и ян и н г  иккинчи тартибли хусусий х,осилалари 
дейилади ва

' f " w  (*— 1,2,...,ш)

ёки

В р _  . d*f (£ =  12 т )
дххдхк ' дх2дхк ’ " '  дхт дхк V 

каби белгиланади. Демак,

_± 2f _ = f "  _  » (  Н  \
дх1дхk 1 xixk ( ? * Д  дх{ /

d*f г// _  3 (  df \ 
дх2дхк 1 дхк \  дх2/

_ дА  _ = р  a /  a f  \
dxmdxk I  V *  dxm )

ККИнчи тартибли хусусий хосилалар умумий холда
а2/

dxtdxk ( «  =  l , 2 , . . . , m ;  * = =  l , 2 , . . . , m )

Щда ёзилади. Хусусан, i =  k булганда; .... -

а2/ _  а2/
а*2
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ни каноатлантиришини курсатинг.

[(х,у) функциянинг иккинчи тартибли —L  <*г/ 

сий хосилаларини топамиз:

- J  =  -f In \1( 7 -  o f  +  (у -  b f  = - г

^ ___ 2(х — и) ___ _______х —а

2 '\[(x — a f -{ - (y  — b f  ( x - a f + ( y - b f

Худди шунга ухшаш
_^/ = _____ у—Ь , | г'
ду {x_ a f +( ! /_ b f

булади.
2̂ с 2̂ г

Энди — „, — ларни топамиз: 
дх ду

t L  =  J J I L \ = J L ( __  х~ а Л _
Дх2 <5х\<3х/ ^  V (JC — а)2 +  (У— У

_ _ ( х — и? + (У —b f —lх —аЩ х—о )_  (у —A)2—(x -| f  
[ (х - а ) 2 f ( y - f r ) 2P « x - e f + ^ - i f f

Худди шунга ухшаш
д2] _  (х—a f —(у—b f
d f  [([x- a f  +  ( y - b f f

эканлиги топилади.
<Э2/ , d2f (у — bf — (х — а)2 , (x-af- и Ы Я



2 3 -м исол. Ушбу

Г  (j^arctgJ - ^ ’arctK ^  apap (х ,у )Ф (0 ,0 ) булса,

,(Х'У)== 0, агар (дг,г/) =  (0,0) булса

танинг а р а л а ш  хосилаларини топинг. 
ф>” к );_t(00) хамда (х ,у )= (0,0) булган холлар^ 
я„VиЯа-алохида караймиз.

А ввало  (^)¥= (0,0) булсин. Бу холда

£ - - £ ( Л г с *в * - ^ arct* f ) e  2* агс< ~  7 7 7 -

_^ ._ JL _= 2 x arc tg f- - < / ,

- f  ( 2 * a r c t g ^ - y ) = - ^ - _  1 =  4 = 4 ,
dxdi/ <?Дд*/ <fy\ x J  J  + y1 x?+ if 

f = i ( ^ arcte f - ^ arcts  f ) =

= 7 ^ 7 _2i/arctg7 + - ^ 7 = x - 2^arctg7-

^  _  a ( df \ a {  <, . ж \
~  У* ) = ^ х ( х ~ 2У а TctS y ) =

- I  fv _ ^ - y 2
**+** X2 + / '

булади. Дсмак,

>uff_ - ^ - У 2
^  X2 + J,2’

rfydx x2-!-!/2 ^ ’- ^ ^ ^ О )).

Ф°йдалани’б TmiaMH r̂ 3 булсин. Х,осила таърифидан

- Ш у1 ^  Мт_/(0 + Дд;,у)-Д0,у) =
Ах-*0 Дх

*= lim ___ ga* “ i r W g -------о
‘«-о "  х— — —У_______Дх —
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=  «m [4 x a rct g J r _ s.arc,g^ . ^ _ ] = _ s t..

Демак,

дН °'у±  =  и
дх у '

Худди шунга ухшаш, (х,у)= (х,0) ва х Ф О  у чун

дЦх, 0)_ =  х
ду

булиши курсатилади. Булардан эса
т т = 0 , о

дх ’ ду
булиши келиб чикади.

Яна косила таърифидан фойдаланиб топамиз:

адо.ду ) дх -  d^ '^ L
" « ™ = | lm---  ----- *£
дхду Ay-* 0 by Ay—0 by

dj(Ax,0) _  df(0,0)

=  lim — )y—  ___ a£—  =  |im
дудх Ajr—0 A * 4 ™ 0 Ax

Демак,

=  1.

d2/(0,0) _ _ _  . <32/(0,0) _  
дхду ' дудх

Шундай килиб, берилган функция V(*>4/)€^’ 
аралаш хосилаларга эга булиб, улар (х,у)=^(0,0) да

<?2/(х,у) _  а2/(х,у)
<5хг>у <5г/(?х ’

(л',//) =  (0,0) да эса:

^/(0.0) а2Я0,0)
%3х ■

2 - э с л а т м а .  Юкорида келтирилган 21- хамда 2 $ ^  
соллардаги /(х,г/) функциянинг (0,0) н у к т а д а г и  аРа к 
хосилаларининг бир-бирига гснг э м а с л и г и н и  куРн£. 
Бунга сабаб каралаётган функция аралаш хосилз^ЯГ 
нинг (0,0) нуктада узлуксиз эмаслигидир. 21- мИС -
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S i(x: l )
дхдУ

/ ( * . < / )  1

КЦИЯ.1ЙНГ (x,0)^(O,O) нуктадаги арала ш

'aV^ * +i/ '  (*
; ; „ )да(0,0) нуктада эса
{ ,у  д * 1 (т ==_ 1 У л т  =  \

~ дхду ’

К яоалаш хосилаларнинг (0,0) нуктада узлуксиз 
ЭДИслиУгини курсатиш учуй (0,0) нуктага якинлашадиган

кетма-кетликни карайлик.

нинг jt= r2-> £/= 1 даги кийматларидан иборат
дхди 

кетма-кетлик

дхду
. .  ш

" ! ( '  +  8- Is ) “ T55 б»'1иб

(М).

, + 8  лшК!)!+( :л
дг1\

2 } 'Ш  дхду
(т-т) ■<00>

Ш  . _  , 
125

булади. Бу э с а - ^ 'у) нинг (0,0) нуктада узлуксиз эмас-
дхду

лигини билдиради.
Умумий холда куйидаги теорема уринли:
3-теорема .  f(x,y) функция очик М (M c z R )  туплам

да берилган булиб, шу тупламда хамда

<>21дудх аРалаш хосилаларга эга булсин. Агар аралаш
*осил*лар (* П) у0)  £ м  нуктада узлуксиз булса, у холда шу 
"УКтада

д Их о- Уо) 02f(x„,y о)

бУлади.
5—527

дхду дудх
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2°. Ф у н к ц и я н и н г  ю к о р и  т а р т и б л и  
р е н ц и а л л а р и .  f(x\, х2,..., хт ) функция очи*” ' 
тупламда берилган булиб, унинг барча «-тартибли ш 
хосилалари мавжуд булсин. Агар ( Д  Д  
нуктада бу хосилалар узлуксиз булса, /(*,’, V 
функция (Д  Д ... х°т ) нуктада п марта Дифференци» ^  
нувчи булади.

Маълумки, / (* „х2....хт ) функция (Д * “....”
да дифференциалланувчи булса, унинг шу Нукт^В 
дифференциали xi ’ Даг"

d l— I U x ,

булар эди.

Фараз килайлик, /(хьх2,...,хт ) функция (х„х2..
xm)£ R m нуктада икки марта дифференциалланувч* 
булсин.

6 - т а ъ р и ф .  f(xbx2,...,xm) функциянинг (х„х?,...,д:т)'н
ук,тадаги дифференциали df нинг дифференциали берилган 
f(xhx2,...,xm) функциянинг иккйнчи тартибли дифференци
али дейилади ва у d2f каби белгиланади:

d2f =  d(df)

Умуман, f(xx,x2,...,xm) функция (x l,x2,...,xm)e R n нуктада п
марта дифференциалланувчи булганда, шу нУКтаА^  
(п — 1)- тартибли дифференциали dn~ 'f  нинг дифф* 
ренциали берилган функциянинг я-тартибли дифФе' 
ренциали дейилади ва dnf каби белгиланади. Демак,

d*f= d (d *- 'f)., •

Функциянинг п- тартибли дифференциал унинг 
сий хосилалари оркали символик равишда к у й и д а г  , 
ёзилади:

dx, dx2 +... -+- ——  dxm\ f■
uxm /dx,
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2 булганда:
ХУ^СЗ -Sf ; , д21 .2  I i^ ^ Ld x 2 +

+ -а^ + " + *>"■ - + 

р  + 2 - 1  л а + ! ^ ‘" л + - +В т  1 л

+ 2-т5 ;; + + 2 й^ х А -+ - +

^  адст_,ахт

24 -м и с о л . Ушбу
/(*,«/) = sin**2 + г/2)

функциянинг учинчи тартибли дифференциалини топинг.
Ф ун кц и ян и н г  учинчи тартибли дифференциали куйида- 

гича булади:

=  i ! ‘ dx‘^ > dx‘dy+

Функциянинг хусусий хосилаларини топамиз:

Н :  £-й*<д-+Л-
=  cos(jt2 +  yz)-2x =  2xcos(jc2 +  i/2),-

I  -0 -= |-<2x-cos(x2 +  y2))=

=  2cos(x2 +  у2) — 4x2sin(x2 +  i/2) ,

=  !jx (2cos(x2 +  i/2) — 4x2sin(x2 +  y2)) =

=  I2xsin(jt2 +  y2) — 8jc3cos(jc2+ 0s) ,

~dJdy =  (7â 2cos(^2 +  y2)- 4 x 2sin(x2 +  y2)) =

•== — 4i/sin(jf2-|-'/2) — 8x2ycos(x2 +  i/2) , 
щУнингдек,



=  — 12(/s i п( х2 у'2) — tty\'.os( хг +  уг^А 

ddJ ~2 =  ~~ 4jcsin(jf2 +//2) — 8xy2cos(.^ y \  

Натижада
d3f =  [ — 12x • si n(x2 +  y2) — 8x3cos(r2 -f y2)\dx* _j_
— 3( — 4ys i n( jc2 -+ y2) — 8x2ycos.( x2 +  y2 )]dx2dy -f
— 3| — 4jcsin(jc2 +  //2) — 8xy2cos(x2 y2)\dxdy2 -±. ’

— [ — \ 2ysin(x2 +  y2) — 8y:icos(x2 +  y'2)]dy:i =
— — I2siri(jc2-f y2\xdx? ydx2dy xdxdy2 -\- 
+ ydy3\ — 8cos(-r' +  yi ix idxi +  Здг2ydx2dy +

+  3xtfdxdy* y*d if]=  — 12sin(x2-f(/2) X  
X [ dx\ xdx +  yd у ) -f dy2( xdx +  ydy)\ —

— 8cos (x2 +  y2)(xdx +  y d y f=  — 12sin(jr2 +  Sf2)X  
X (x d x  +  ydy \dx? +  dy2) — 8cos( x1 +  у2) -(xdx+ ydyf

булади. Демак,
d*f=  — 12sin (x2 +  y2)(xdx +  ydy)(dx2-\-dy2) -

— 8cus(r +  iftx d x  +  ydyf.

25- м и с о л .  Ушбу
F =  f(x,y\ x =  u2 — v2, у =  uv

функциянинг иккинчи тартибли дифференциалини топинг 
Маьлумки, функциянинг биринчи тартибли дифф« 

ренциали
d F = dl< tx + % d y ,  Я

иккинчи тартибли дифферснциали эса

‘PF=(i‘‘x+idy)’i+td‘‘+ *4- I
-  + 2in k dxda+ V  d* ‘ + i l; ‘t‘x +

булади.
Аввало dx. dy, d2x, d2y ларни тонамиз: 

dx — d(u2 — v2) — 2udu — 2vdv, dy =  d(u-v)^= vdu +
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. , (<(2 u clu- 2 vdv) =  2du2 — 2dv2, d2y=-
d( vdu -\-udv) — dudv +  dudv =  2 dudv.

НатижаД3- 2
d*F ^ L (2 u d u - 2 v d v ?  +  2lx l)--(2udu-

_  2 vdv rodu +  udv) +  j y  vdu +  u d v f+

К  • +  2°Jx<du2 - d v 2) + 2 dJ-dudv =

e  4- ^ 4«л/и2+ Л у 2  _:2uvdudv) ■+2 ^  x  
dJf2 2i 

X («и/и2- +  “ 2</ш<0 “ uvdv2) +  J f < 2dudv)2 +
+  fx2(du2- d v 2)+ jt {2 d u d v )=

= ( a d [-u1 +  4 f  1 -uv +  5 - v2 +  2-j~)du2 +
\ йх2 ^

+  2^ '% u v  — 2-°-jr u2 +  2 ^ - u 2 — 4— ■■fY uv+-^-\dudv +
\d</2 **0» дхду di?  dy J

, r  - g .  „ „ + 4 « > _ 2 f ' V » ’ .
V ax2 дхдУ <5y2 /

3°. К у и у з г а р у в ч и л и  ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  
фор му л  а ей. /(jcb jcs, .... *m) функция Rm фазонинг 
(jc?, ..., jc®,) нуктаси атрофида л+ 1 марта диффе
ренциалланувчи булсин. Ушбу формула

/(*„ х2, ..., xm) =  f(x0h х\,..., х°т )+ -^-{х1 — x°t) +

+ а ^ - 4 ' ) +  -  +-£~<хя - Ы  +
z т

Р'*'.'». ^  2 | (~дх^Х ' ~ Х” ) +  < 5^*2  —  * " )  +  — +

дх~{х  ~ * т ) ) /  +  + ^ Д Ч * 1 - * ? )  +

■2< ^ - 4 )+  ... + - ~ ( Хт — }С® ) J / +  /?„(/),

(я+f)! {дхГ^*1 ~ * ? )  +  д* (JC2 — *2) +

+-



куп узгарувчили /(xi, х% ..., хт ) функциянинг rw 
формулами, Rn{f)  эса Тейлор формуласининг цолдц. & 
дейилади. Бу ерда f(x i, х2, хт ) функциянинг^ 
биринчи, иккинчи ва хоказол- тартибли хусусий хосид -tr: 
ри (х?, 4 . х°т) нуктада, барча (« + 1 )- тартибли ХусуЛа 
хосилалари эса

(4  + 0(х,—4), 4  + 6(х2- 4 ) ,  ...,4  + в(-̂ и —<)) 'j
( о < о < 1) ■ ;". J g

нуктада хисобланган.
Хусусан, икки узгарувчили f(x, у) функциянинг 

формуласи куйидагича булади:
и \ и I ,  д1{х0'У0> . , . дЦх0,У ) |f{x, г/) =  /(хп, «/„) +  дх (х — х0)-|—  —  - X

Х (у  — у0) + it дх'2
<Х —  Х 0?  +  2

д / ( %  Уч)

w/ ч , d f(x 0,y0)
Х {у  — у0И --- г ?  (У

дхду 

1
ду‘ . ^ х .

Х (х  — х0)п +  С'п 

+  - + -

д"1(х0, у0) 

дхп~ 'ду
^ ! ( х 0 , у  0 )

{х — х0)" {у — у1)) +  ...+

дуп {у

R A f)— („+ |
дл+1Цх0 +  (Нх-х0,у0 +  в(у — у0))

дхп + '
х - х аГ '  +

+  ...4
ду1 (у-

26- м и с о л. Ушбу

0л + 'Кхо ]-<Кх-х0),уо + в(у-Уо)) е ^+|1 I '

X
f(x. у) =  е*

функциянинг п =  2 булган холда (хо, //о)=(0, 1) нукта 
атрофида Тейлор формуласини ёзинг.

п =  2 учун /(х, у) функциянинг Тейлор ф орм уласи

+
1 Г 9 /(Х0, у0) 
2|_ (x - x 0f  +  2 ~ ^ ( х - Х о ) Х

Х ( у - у 0) + д Цхр’Ур) 
ду2

булади: Равшанки^ /(О, 1) =  1. 
70
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и) ф у н к ц и я н и н г  хусусий хосилаларини на 
Энди А  ну Кта д а ги  кийматларини топамиз:

а Я О И И Н Г  0

■ S T "  а *  1

aJ-z=~т-е 
ду

д
ду

«7(0, I)

ду
Натижада

дх2 д Л у  ’  Г

dV _ _ * / Ле»)  =  —  ~е7 -  \е~>
Гхду д у \  У /  /  У

ди2 дУ\ У / S' У

а2/(о,1)
дхду и

0) I .

/(*, У) =  1 +  * +  -2 ** — Х(У — 1 )■+
булади. Бу берилган функциянинг п — 2 булган холда 
(О, 1) нуктадаги Тейлор формуласидир.

27- м и с о л. Ушбу
/(*, у )= х»

функциянинг п — 3 булганда (х0, z/o) =  ( l ,  1) нукта 
атрофидг Тейлор формуласини ёзииг.

Бу холда f(x, у) функциянинг Тейлор формуласи 
куйидагича булади:

fix, y )= f(x 0> Уо)-\-(^^(х— дс0)4- ^-( */— */«))/4-

+ 2! ~  *о) +  ̂  У — У о)) / + j ,  ( J^ ix  — х0) +

+ Y „< y - y 0))3f+ R A f )
Функциянинг (1; 1) даги киймати /(I, 1)=1.
ва V НДИ ^ Х' ^ ~ хУ Функциянинг хусусий хосилаларини 

уларнинг (1; 1) нуктадаги кийматларини тоиамиз:

df
—  Х?\\ЛХ,

дх
дП 1.1)

д»  ..... ’ ду

J ^ y ( y ~ \ ) x » ~ \

= 1. 
= 0,

а2/ a2/d.i)

а2; =  *#—i
дх2

=  0,

д х д у - ^ ' +  ух* Мпх,
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д2г =  х#1п2л\ =  0,
ду‘ д/

~5 = У (У - П У -  2 )^ - 2, J ’f j ~  =  0,
з6

дх дхл

-Л ± -= {2 у- I )** 2+  </(//- 1 )х * '2\пх, 1 M L
<9* <5*/ д х ду

^-- =  2ху-'\пх +  уху '(In*)2. - 3/(1,Ш , П ’’
дхду

* W ( l r u ) 3, d̂ V ] =0.
ду ду

Натижада
f(x ,y ) =  f(x0,y a) +  д1(Х̂ Уо) ( х - Х 0) +дх

. дНхо-Уо) , ч .
+  ду (0-0о ) +

+
1 Г д2Цх0,у0)
2 L дх»

<Э2/(*0, i/o)

(х — х0)2 +  2 <5 /(*«■ Уо>

+ Ч у -

дхду 

д*!(*<). У0)

<х-х0) (у - у 0)+

дхл
(х — х0)3 +

. о V  , А  ч . о ^Цхп-Уо) . V . v ,+  3- — ----- (X — Х0У(у — У а )  +  3 , ( л- — Л(|)Х
дхду*дх*ду

Х(г/ — f/o)2 Н"
/ (* р .  У р )  

ду3 \у—У»)

=  1 +  1 (х-1 ) +  0- (г/-1 )4-^ [0- (х- !)2 +

+  2 . 1 ( x - I X 0 - l )  +  O - ( 0 - l ) 2j +  | f O - ( x - l ) 4  | 

+  3- l- (^ - l ) 2( . V - l )  +  3 - 0 - (x - lX i/ - l )2+  .
+  0 ( у -  1 )3| +  /?3(/ )=  1 + ( jc-  1 ) +  ( * -  1 Х У -  1 > +

+  ^ и - 1 ) 2( 0 - 1 )  +  /?з(/)
булади. Бу берилган функциянинг Тейлор формуласиДИР

Мисол ва масалалар
Куйидаги функцияларнинг 2- тартибли хусусии  

лалари ва 2- тартибли дифференциалларини топи 4
72. f(x ,y ) =  x y - ± .
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76. /(*> y)=arctgxj/.
77. /(*- У )==УЛ1Х '____
78. Дх. # )— ~ФХУ +  У '
7Q f(Xs (ху)'
80. /(*. у) =  ( 1 + ХП 1 +УУ ■
81. /(x.f/) =  2cos2( i/ -  2-)-
82. f(x, у ) = е х\п y +  sin у-\п  х.
83. f(x, //)=arcctg(х-\-2у).
Куйидаги функцияларнинг курсатилган таргибдаги

хусусий хосилаларини топинг;
г

84. f(x ,y )=  у \п(ху), — ~J[-

85. f(x, «/).= arctg-j, 0 ,  дф .

дЪ{  ^3 г ^3 j
86. f(x,y)=xcos y +  ysin х, -  , — v- , —j .

дх дх"ду ду

87. f(x,y)= ± ± !L,
* - у  дх6ду*

88. f(x, у) =  (х2-\-у2)ех 1 *, —--
адгтс?лг"

®9- /(*■ </) =  ersin (/, —---—.
r L  .  дхт д,1п

Мйидаги функцияларнинг курсатилган таргибдаги 
ДИфференциалларини тоиинг:

90. /(х, у )= х 3 +  ̂  +  3jcy> d3f.
qj' г * ’ ^) =  cos(^  +  «/2),‘ <?f.92. /U, y )= e^ t d.0/ ‘
94- {  * ’ » ) = 1п(дс-у), d4/.
0с’ {  * ’ у = e "Y ,  с/10/.
J5- /(*, y ) ~ eaxcos by, d'°f.

хУсуснй * ■3Г-И м^Ракка(  ̂Функцияларнинг иккинчи тартибли 
Репина „ *'0силаларини хамда иккинчи тартибли диффе- 

аллаРнни топинг.
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99. F = f{x , у), x =  ue\ y — veu.
100. fix, y )= x \  x =  " , у =  U 'V .

101. Ушбу
fix, y )=  — x2 +  2xy +  3y2 — 6x — 2y — 4

функциянинг n =  3 булган холда ( —2; 1) нукта атрофила 
Тейлор формуласини ёзинг.

102. Ушбу ,-------
f (x ,y )=  V I  — X2 — у2

функциянинг п =  3 булган холда (0; 0) нукта атрофида 
Тейлор формуласини ёзинг.

103. Ушбу
fix, у) =  ехsin у

функциянинг п — 3 булган холда (0; 0) нукта атрофида 
Тейлор формуласини ёзинг.

104. Ушбу
fix, у )=  COS X • cos у

функциянинг п — 3 булган холда (0; 0) нукта атрофида 
Тейлор формуласини ёзинг.

105. Ушбу
fix, у) =  ух

функциянинг п — 2 булган холда (1; 1) нукта атрофида 
Тейлор формуласини ёзинг.

3-§. КУП УЗГАРУВЧ ИЛ И ФУНКЦИЯНИНГ 
ЭКСТРЕМУМ КИЙМАТЛАРИ

fix |, *2, ..., хт ) функция очик. M (M czRm) тупламда 
берилган булиб, (x°h х?2, х ° т )£М  булсин.

7-т а ъ р и ф. Агар (х”, х®, ..., х°т ) нуцтанинг мунд 
Ur, атрофи:

Ut =  {(x „ х 2, - ,x m)£ R m\р =

=  д / д ( х * - х “ )2 < б }с :А *  (8 > 0 )

мавжуд булсаки, V(xi, х2, ..., xm)^Uf, учун 
fix 1, * 2 ,  * m ) < / ( * ? ,  4 ,  . . . ,  X°m)
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д /(XI. Х2, *») ФУнки<ия ( ■ * ? . - 4 х° ) нуцтада 
б^ксимумга (минимумга) эга дейилади, /(х?, 4  ..., х ° ) 
М° К яга /(xi, Л , **) функциянинг максимум
Минимум) циймати дейилади. Уни

/(х?, х °,..., 4 , )= ^  х*.....х” )}

(/ (X ? ,  4 , ..., 4 ,)=  ™ П  М * „  Х 2, ..., хт >}
<х|...хя’ и̂ь

каби белгиланади. ' .у
Функциянинг максимум ва минимуми умумии ном 

билан унинг экстремума дейилади.
28- м и с о л. Ушбу

/(х, у) — Л/Т— х2— у2

функциянинг (0; 0) нуктада максимумга эр>ишишини 
курсатинг. Бу функция М = {(х , у )£ R 2:x2-\-y2^. 1} да 
аникланган (0; 0) нуктанинг

U6 =  {(x ,y )£ R 2:x? +  y2< 6} (0 < б < 1 )
атрофини олайлик. Равшанки, U (,d M  булади. 

v (*. y)£Ub учун

/(*, у )=  л/Г— х2 — у1 <  1=/(0,0)

булади. Демак, берилган функция (0; 0) нуктада 
максимумга эга ва унинг максимум киймати 1 га тенг.

4- т е о ре ма .  Агар f (x t, х2, хт)  функция (х°,
X 0 \
ь '">хт) нуктада экстремумга эришса ва шу нуктада

барча --L I f  dfдх,- дхг’ ~д̂ ~ хУеУСии хосилаларга эга булса,

У *олда , <, R.дх. — и» 1= 1, 2,..., т  булади.

29‘ м и с о л. Ушбу
/(х. у) =  х-у

Функция (О- п\
• ) нуктада экстремумга эришадими?



1

Равшанки, /(0, 0) =  0.
(О; 0) нуктанинг

Ub =  {(x, y )e R 2:x2+ y 2<f>} (О- : б < п

<?/
У • - а 7  =  х

атрофини олайлик.
Ьу агрофда f(x, y ) — f(0, 0) айирма уз ишорас 

самаймади. Масалан, координаталари бир хил ишоп 
булган нукталар учуй бу айирма мусбат, турли х 
ишорали нукгалар учуй манфийдир. Демак, берилг 
функция (0; 0) нуктада экстремумга эга эмас.

И з о х. 29- мисолда келтирилган функция
Л
дх

хусусий хосилаларга эга булиб, — -0—  ̂=0,
дх ду

булади. Демак, 4-теорема шартлари экстремум уч 
зарурий булиб, етарли эмаслигини курамиз.

3- э с л а т м а. Юкорида келтирилган 4- теорема 
узгарувчили функциянинг экстремумга эришишин 
зарурий шартини ифодалайди.

30- м и с о л .  Ушбу

f (x ,y )=  л/лг’ +  г/2

функция (0; 0) нуктада экстремумга эга буладими? 
Равшанки,

/(О, 0) =  0.
(0; 0) нуктанинг

U»={(x, y)£R '2~x2+ y 2< 6 }
атрофини олайлик. Унда V(x, y)£Un  учун

/(*. У )=  л /^ + у2 > 0  =  /(0, 0)
булади. Демак, берилган функция (0; 0) нуктад а  миии 
мумга эришади ва

min{/(x, г/)} =  0
булади. _____

Каралаётган /(х, у )=  ~\Jx2-\-у2 функция (0; 0) нукт* 
да хусусий хосилаларга эга эмас (каранг, 3-мисол

4 - э с л а т м а .  Куп узгарувчили f(xi, Хг, 
функция очик, MczR"' тупламнинг:
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, , хосилалари иолга айланадиган, яънибарча xytyi11,11)
д х |
W — 0. 4  - о......f - - о

„пяони каноатлантирадиган нукталарда.тенгламал<1рпг
Ж 21 хусусий хосилалар мавжуд булмаган нукталарда 

“ рмумг'а эришиши мумкин. 
зк Одатда Дхи х2, *».) функциянинг барча хусусий 

ги л ал ар и н и  нолга айлантирадиган нукгалар шу 
ф ункц и ян и нг стационар нуцталари дейилади.

5- т е о р е м а .  f (x u хь  хт)  функция (х6и х°2, 
x ' ) i R n н у к т а н и н г  бирор U b атрофида (б > 0 ) берил
ган ва ушбу шартларни бажарсин:

1) t(xu Хъ .... Хт) функция t/л да барча узгарувчилари 
буйича биринчи ва иккинчи тартибли узлуксиз хусусий 
хосилаларга эга;

2) (х'1, Х о ,х '1 )  нукта f(x\, хъ хт)  функциянинг 
стационар нуктаси;

3) коэффициентлари

d°-f(xl 4.... х°т )  
а* = —  («, к=1, 2 , т )

булган

Q( 1|. Ьь tem)=  2 aikbiik
i, к—I

квадратик форма мусбат (манфий) аникланган.
у холда f (x |, х-2, ..., хт)  функция (х?, х"г, х ° т ) 

нУКтада минимумга (максимумга) эришади.
(х° "Га  ̂ к0вадРатик форма ишора сакламаса, f функция

ь хъ -., хт ) нуктада экстрему мга эришмайди,
куйи rm l4-̂ 5j РУ8ЧИ;1Н Функциялар учун бу теорема

1(х, у ) функция (Хо, у0)  нуктанинг атрофи

Щ , Ub^ ^ x’ y ) ^ ^ y\f(x—x0) 2+ ( y —y0) 2 < 6}

ТаРтибли’ бери“1Ган ва бу атрофда барча биринчи, иккинчи 
(х0>у )  >3- Х СИ3 ХУСУСИ” хосилаларига эга булсин.

1а /(х, у ) функциянинг стационар нуктаси



ва

а ,,= —д2/(*0- ^ f(XO' *о)
ep  ’ а '2~  а*лу ’ ° и

згМ
ду2

булсин.
1°. Агар

fliiQot fi|2 О ва flt|j О

булса, /(jc, у )  функция (х0, Уо) нуктада минимумга 
эришади.

2°. Агар
а иа.п —а] 2> 0  ва а п < 0

булса, f(x , у )  функция (хо, уо) нуктада максимума 
эришади.

3°. Агар л л
а 1|°22 ®12 <'- ”

булса, f(x , у ) функция (хо, уо) нуктада экстремумга 
эришмайди.

4°. Агар
а [ 1**22 Д?2=: ®

булса, /(jc, у ) функция (*«, у0)  нуктада экстрем ум га 
эришиши хам, эришмаслиги хам мумкин. Бу «ш убхали » 
хол кушимча текшириш талаб килади.

31- м и с о л. Ушбу
/(*, у )= х *+ у л— Заху ( а ф 0)

функцияни экстремумга текширинг..
Аввало берилган функциянинг хусусий х о с и л а л а р  

топамиз:

М ы 1 = 3 х ? - Ъ а у ,
дх v

df{x,y)
ду

- Ъу2 — 3ajc.

Уларни нолга тенглаб,
Здг2 — 3ас =  0, 

3 у2 — 3 ах =  0
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L магам берилган функциянинг стационар нукталари
(Т о ) хам да (а, а) эканини топамиз.

равшанки,
=  бх. - Щ У1=ЬУ, =  - З а .

/а а) нуктада
■ _ a f e i l = 6 l!, „  ----З а ,- Щ !1 = ( , а

ах2

ЯцОя  -  «?, =  36а2 -  9а2 =  27а2 >  О
булади. П.

Демак, а > 0  да а ц > 0  булиб, каралаётган функция 
(а, а) нуктада минимумга, а < 0  да ац < 0  булиб, функция 
(а, а) нуктада максимумга эришади.

(0, 0) нуктада
апа22 — а22 =  36-0 — 9а2 =  — 9а2< 0

булиб, бу нуктада функция экстремумга эришмайди.
32- м и с о л. Ушбу

/(*. У )= (У ~ х )2+ (у  +  2)3
функциями экстремумга текширинг.

Равшанки,
df

ва
f  2 (х - у )= 0 ,
I % y - x )  +  3(y +  2 f  =  0 => Х 2’ у ~ ~ 2- 

Нуктаси ^~^ ~ ^  берилган функциянинг стационар

она5>'>НКЦИЯНИНГ иккинчи тартибли хосилаларининг стаци
онар нуктадаги кийматлари

а ,,— Й Ы » ,- 2 )==2
дх2

а12 =  - % | - 2 ) ==^ 2(
дхду

а
б^либ.

22 ■
д2/( —2, —2) „

а па 22 — af2 =  0
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булади. Демак, «шубхали» хол. Бу холда экстремумнин 
бор-йуклигини аниклаш учун куйидагича текш им и  
утказилиши керак. Стационар ( —2; —2) нуктадан утувчн: 
у =  х тугри чизик, нукталарини караймиз. Б у  тйртЯ 
чизикда берилган функция

f(x, y)\!l=x =  q>(!/) =  (y  — y)2 +  (y-\-2?= (y +  2Y
куринишга эга булиб, у С — 2 да cp(i/)<0, у > ~  2 да Эса 
ф(г/)>0 булади. Берилган функция ( —2; —2) нукта 
атрофида хам мусбат, хам манфий кийматларга эга 
булганлиги сабабли у шу нуктада экстремумга эриш- 
майди.

33- м и с о л. Ушбу
f(x, у) =  х? — у2-\- 2d2

функциянинг D =  {(x, y )£ R 2-.x2-\-y2-^.a‘2} тупламда энг 
катта ва энг кичик кийматларини топинг.

Берилган функциянинг стационар нукталарини топа
миз:

JH ± » L  =  2х, d,f y) =  - 2 y .  Iдх ду
Демак, (0; 0) нукта функциянинг стационар нуктаси 

экан. Бу нуктада берилган функциянинг киймати
/(О, 0 )= 2 а2

булади.
Энди f(x, у) =  х2 — у2-\-2а2 функцияни D нинг чегараси

{х2-\-у2 =  а2} айланада караймиз. Бунда
х2-\-у2 =  а2 =>- y = ±  \ja~ — х2

ва
/(*, y) =  fAx,±  Д[cf — x1 )= х 2 — (a2 — х2)+ 2 а2==2х?+<*1 

булади. Бу fx =  2x2-\-d2 функциянинг [ — а, а] даги энг 
катта хамда энг кичик кийматларини топамиз:..^

/' =  4дг, 4х =  0 =ф- х =  0. 
f ^ o =  2-0 +  a2 =  a2 

fx =  2x2 -\-а2 функциянинг [ — а, а\ сегментнинг чст$| 
нукталаридаги киймати 2-а2 +  а2 =  За2 булади.

Демйк, /(х, у) функция энг кичик киймати а", эн! к 
киймати эса За булади. Бошкача айтганда берилга.^'1ТИ 
у) функциянинг /) туплам чегарасидаги энг кичик кии < 
а , энг катта киймати эса За2 булади. Бу к и й м а т л а р и  ^  
у) функциянинг стационар нуктадаги киймати (ди’
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Г „  2 ) билан еолиштириб, берилган функциянинг 
тамдаги энг катта киймати За2, энг кичик киймати

fca^2 булишини топамиз.

Мисол ва масалалар

Куйидаги функнияларни экстремумга текширинг:
106. f(x, у )= х ?+ х у + у 2— 6х— 9у.
107. /(х, у) =  2 х у- 2 х - 4 у .

^ 1 0 8 . fix, у )= х 2+ ( % - I ) .
Q и У и\= г6 4- и -3ху.109. f(x, у )= х ?+ у '

ПО. f(x, у )= х и (\— х — у).
111. f(x, у) =  х3 +  ху + 3 ахи.
112. f(x, у) =  х4 +  у* +  2х2у  — 8х +  8у.

. 50 . 20 . 0 ).113. f(x, у)=ху-\- +  (Х> 0 , у

114. f(x,y)=  I -  -\Jx2 4- у2.
115. f(x ,y)= (x2-\-y)
116. f(x,y) =  exJ~!'(5 — 2х +  у).
117. /(х, у) =  ех-\х2- 2 у 2).
П8. f(x, у) =  ху 1п(х24- г/2).
119. f(x, y)=x4-i/ +  4sinx-sin</.
,20- f(x,y)=xey+x%Xny.

121. f(x, г/)= 1 — (jc — 2)5 — у \  
т - f(x, У )= е - Х*~!'\ах?+ Ьу2).

энг^яЙИАаГИ ФУНКЦИЯ^РНИНГ курсатилган D тупламда 
, rf na -lJHI кичик кийматларини топинг.
Ш . / ( Х у )  =  Х - 2 у - 3 .

125. f ix :х > 0’ У > Ь  х +  у <  1}.И х, у ) ^ х г +  3 у 2 _ х +  щ _ 4

126- fix, y ) i ~ / l ' / K R 2 :0 < X^  П.
■27. f(x , D ~ ^  y )^ R 2:x2 +  y2^  1}.

Л». й - х Ч *
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£> =  {(*, f/)€/?2: 4 + 4 = 1 - ° < 6<a}-a b

129. f(x, y ) =  (x — y2)'\j(x— 1 )2.
D =  {(x, j/)g/?2:j/2< x <  2}.

130. /(*, i/) =  V l — ^  —
D =  {(*. </)Gtf2:* 2 +  </2<  I}.

4- §. ОШКОРМАС ФУНКЦИЯЛАР
1°. x ва у узгарувчиларнинг F(x, у) функцияси учун 

ушбу
F(x, у) — О

тенгламага эга булайлик. Энди х узгарувчининг кийматла- 
ридан иборат шундай X тупламни карайликки, бу 
тупламдан олинган хар бир кийматда F(x , г/) =  0 тенглама 
(у га нисбатан тенглама) ягона ечимга эга булсин.

X тупламдан ихтиёрий х сонни олиб, бу сонга F(x, у)= 
=  0 тенгламанинг ягона ечими булган у сонни мос куямиз 
Натижада X тупламдан олинган харбир х га юкорида 
курсатилган коидага кура битта у мос куйилиб, функция 
хосил булади. Одатда бундай аникланган функция 
ошкормас куринишда берилган функция (ошкормас 
функция) дейилади. Уни

x-> y:F(x , у) =  0
каби белгиланади.

34- м и с о л. Ушбу

килиб
F (х, у) =  у ^ х 2— I — 2 =  0

тенглама у ни х нинг ошкормас функцияси 
аниклайдими? „ oUiaH

х узгарувчининг X =  R \ {x £ R :— 1}тупл
олинган хар бир кийматига у узгарувчининг

2
У =

У*2- !
киймати мос куйилса, унда, равшанки,

* _ ) _  - 2 - 0  
Ух2- !

F (x ,y ) =  F(x,
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булади Демак, каралаётган тенглама ошкормас функция
О

Х ~* У ~  V ib
ни аниклайди.

35- м и с ол .  Ушбу

F (x, y ) =  x — y +  js in y  =  0

тенглама ошкормас функцияни аниклайдими?
Берилган тенгламани

x = y—~siny

куринишда ёзиб оламиз. Агар

Ч>(У) =  У — ys in  У

дейилса, равшанки, бу функция ( — o o ,  -4-оо  ) n; i
аникланган, узлуксиз ва

<Р'(У)=\— ^-cosyX)

хосилага эга. Унда <р(у )  нинг монотонлигидан, х =  ч(//) 
функцияга нисбатан тескари у =  у  _|(* )  функция мавжуд 
булади. Энди х узгарувчининг ( — оо, +  оо ) дан олинган 
хар бир кийматига у =  <р“ '(я ) ни мос куимиз. Натижада, 
х = ф(у) ва 1/ =  ф_|(х) эканини эътиборга олиб, F(x, у ) =  
=  F(jc,v - '( x ) )  =  x - i/  +  y s in  i/ =  j c - ( j f - y S i n  у )  =

=•*—х =  0 булишини топамиз. Демак, берилган тенг-
лама у ни х нинг ошкормас функцияси сифагида аник,- лайди.

36 -м и с о л . Ушбу

F(x, у) =  х2 +  у2 — \пу=0 ( у > 0)
НГ̂ аМ  ̂ 01икоРмас функцияни аниклайдими? 

айирма хар доим мусбат булади:

щу с У2 — 1пу>0.
^йматид- И А узгаРУВЧИ11ИНГ ( — 00 • +  00 ) даги хеч бир



тенглик бажарилмайди. Бинобарин, берилган тенглам 
ошкормас фукнцияни аникламайди.

6 - т е о р е м а .  F (x , у ) функция (хо, у0)£ R 2 нуктанинг 
бирор Uh, к((хо, У о ) )= { (X, y)eR~:xo — h<xcxo~\-h, у,^
— k < y < y 0 +  k} (h > 0 , ft> 0 ) атрофида берилган „а 
у куйидаги шартларни бажарсин:

1) U*. к((хо, уо)) да узлуксиз;
2) х узгарувчининг (xo — h, Xo + h) ораликдан олинган 

хар бир тайин кийматида у узгарувчининг функцияси 
сифатида усувчи;

3) F(xo, Уо) =  0.
У холда (хо, уо) нуктанинг шундай

и У ((*<>» уо)) =  {(х, y )£ R ':x o  — 6 <  дс <  дс0 +  б, уо — е<  
< У < У о  +  к} 

атрофи (0 < 6 < Л , 0 < е < £ )  тониладики,
1) (хо — б, *о +  б) учун F(x , у )  =  0 тенглама ягона 

у ечимга (у  £ (уо — е, уп + в) эга, яъни F(x , у ) — 0 тенглама 
ёрдамида

х-у y :F (x , у ) — О
ошкормас куринишдаги функция аникланади.

2) х =  хо булганда унга мос келган у= уо  булади,
3) ошкормас куринишда аникланган

x-+ y:F(x , у ) — 0
функция (хо— б, Хо +  б) ораликда узлуксиз булади.

7- т е о р е м а. F (x , у )  функция (х(), yo )dR : нуктанинг 
бирор атрофи U(xo, */о)да аникланган булиб куйиДаги 
шартларни каноатлантирсин:

1°. F ( х, у ) U  да п марта узлуксиз д и ф ф е р е н ц и а л л а -  

нувчи (п =  1,2,... )
2°. F(xo, уо) =  0.
3 . Fy(Xo, у: )  ф  0.

У х,олда шундай lc^U(xo, (Jo) атроф ва бу атрофда JK*/ 
функция мавжуд булиб,

(7 =  /гХ/«; /, =  {* £ / ? :\х — х0\< « }, 
ly = {y£ R :\у — у0\<Р)> 

ихтиёрий (х, у )£ 1  ларда
I)  F(x , у ) =  0 <  =  >  y =  f(x )

х1 -\- у2 — \ny =  Q



2) f (x)  ФУНКЦИЯ Гх да п‘маРта узлуксиз диффе-
енциалланувчи ва 1-тартибли хосила учун

F '( x , f ( x ) )
f ( x ) = -  — -

F y(x , [ ( x ) )

тенглик уринли булади.
3 7 -м исол . Ушбу

F(x, у) =  еу +  у sin х — ̂  +  7 =  0
тенглама (2,0) нуктанинг атрофида у ни х нинг ошкормас 
функцияси сифатида аниклайдими?

Берилган

F(x , у) =  еу +  у sin х — х3 +  7
функцияни 7-теореманинг шартини бажаришини ёки 
бажармаслигини текширамиз.

Равшанки, F(x, у) функция R2 тупламда аникланган 
ва узлуксиз. Бинобарин, у (2,0) нуктанинг ихтиёрий 
атрофи Uh. *((2,0)) да узлуксиз. (Л > 0, /г> 0).

F(x, у) функциянинг хусусий хосилаларини топамиз:

sin *3 +  7)=.v cos х — 3jf2,

+  У sin х — -*3 +  7) =  et'-f sin

 ̂ Демак, F(x , у) функциянинг хусусий хосилалари 
д7’ Ъу лаР тупламда, жумладан Uh.k((2,0)) да 
Узлуксиз. Сунг

~ S ’- - = ^ + sin х\ =  1 +  sin 2 ^ 0 .
*-0

Ва нихоят,

F(2,0)=ey-\-y sin х — х?-\-7\ = 0
у» ОбУлади.

Шундай килиб,

4 f (* ,  */) =  еу +  г/sin *  — лг* +  7
Функция 7
э н и к n „ ' теореманинг барча шартларини бажаришини КлаДик. Ш у сабаб;,и 7.^еорем^ а кИура
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F(x , y) =  ey+  ysin x — x3 +  7 =  0
тенглама (2,0) нуктанинг атрофида у ни х нинг ошкорМас 
функцияси сифатида аниклайди:

х ► у : F(x, у ) = 0
Бу функция узлуксиз х,амда унинг х.осиласи

dF
, ______ J ) x _ _____ycosx—Зх2

У дГ̂  е* + sin х
ду

булади. • ■ ■ ;Л '
38- м и с о л .  Ушбу

F (х, у) =  уех — х In у — 1 ==0
тенглама (0,1) нуктанинг атрофида у ва х нинг ошкормас 
функцияси сифатида аниклайдими?

F(x, у ) функция D =  {(x, y )£ R 2: y > 0} тупламда 
аниманган ва узлуксиз. Жумладан (0,1) нуктанинг 
£/„.*((0,1)) атрофида (0 < Л < 1 , 0 < k )  узлуксиз. Унинг 
хусусий х.осилалари

Щх^у) д , х__х in у — \) =  уех — In у,
дхдх

J F ( x 1y±= ± , 4( f  —  X \n у  — 1) =  е1 — 
ду ду

и „Л {0,1)) да узлуксиз ва
_d F£ M = e * _ ± I _о = 1# 0  

°у У 1
булади.

Функциянинг (0,1) нуктадаги киймати 

F(0,\) =  ye, — x In у — 11 х-о = 0

булади. „.артлз
Демак, F(x, у) функция 7- теорсманинг барча ш у

рини бажаради. Шу теоремага кура
F(x, у )= у е х — х\пу— 1=0

тенглама (0,1) нуктанинг атрофида
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x-+y: F(x, у )=  о
о ш к о р м а с  функцияни аниклайди.

Бу функция узлуксиз ва унинг хосиласи

У —

дР
дх
dF
ду

уех — In у
х х

булади.
39- м и с о л. Агар F(x, у) функция узлуксиз иккинчи 

тартибли
У) 3F(x, у )  д*Р(х, yj_ 

дх2 ' ’ дхду ’ ду2 ~

хусусий хосилаларга эга булса,

F (х, у )=О  
тенглама ёрдамида аникланган

иккинчи тартибли 

F(x, у) =  0 ни дифференциаллаб

ах
булишини топамиз. Бу тенгликдан эса

( 1)

У ' =

df
дх'

булиши
ЮК0Г Иб чикаДи-

РенЧиаллаймиз:(1) Муносаба™ ”  яна бир марта диффе-

дР
Зу

*миз:

.t d F  * л
+ 1  р  - о .
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Равшанки,
д / dF( д1 Л = # £  + -d*F-y',
d x \ d x )  0jl2 ^ d x d y y ’

A lF- +  ^Ly*.
дудх ду2- Ц — ) -д х \ д у  )

Шуидай килиб, куйидаги теигликка келамиз:

и' +  Г ^ +  — у '1 у '+  % ' = о ^ $
дх2 +  дхдуУ  + [ ^ ,5дс ду2 \ У ду

* L  м/ , * F  2 9F_ .  о

Кейинги тенгликдан эса

^ Т +Ч г ё  у'+ ~ '2 у'2дх2 дхду ду1 
У ~~ d F

ду

булиши келиб чикади. Бу тенгликда у' нинг урнига унинг 
кийматини куйсак, унда

• d F  у  d2F  
. дх )  gy2

dF dF d2F / d F ' д'1Г
дх ду дхду \ ду ,)  дх>(dF\* 

ду )
булади.

2°. Икки
F t =  F\(x, у , и, v), F i — F^x, у, и, v) 

функциялар (Хо, //о, «о, vo)£R' нуктанинг бирор
«/, а, У )6 /?4: х о - Л , < х < х о  +  А|. 

<*/<«Л> +  *2, «о — fel<U<M 0 +  «|, I/O —
<  Уо-Ь £2}

атрофида (/гi 0, Лг>0, & i> 0, &г>0) берилган 
Ушбу

Г Fi =  F l(x ,y ,u ,v )  — 0,
\ F 2= F^x , y ,u ,v )= 0  (2)

тенгламалар системасини карайлик.



d f, dF±
ди dv
дР2 dF2
ди dv

я. т  е о р е м a. F\(x, у, и, v )  ва F 2( х, у, и, v )  функция- 
уй и д аги  шартларни бажарсин:

ЛаР1) t/*,*.*,*: (<Хо> Уь “ °» v° ) )  да Узлуксиз;
2) UhbkkX(Xo’ У°> U{)' v° ) )  да баРча хусусий хосила

ларга эга  ва узлуксиз;
3 ) х усуси и  хосилаларнинг (хо, уо, ио, Vo) нуктадаги 

к и й м атлар и д ан  т у з и л г а н  ушбу детерминанти нолдан
фаркли:

Ф0\

4) (хо, уо, «о, vo) нуктада
F\(x0, уоу ио, v0)= 0 ,
F 2( x0, уо, т ,  г»0) =  0.

У холда (Хо, Уо, Uo, Vo) нуктанинг шундай
U ^ d fX o ,  Уо. “ о. »о)) атрофи (0 < 6 ,< Л ,. 0 < 6 2< Л 2,
0<ei<£|, 0<Б| < й|, 0 < е 2< А 2) топил а дики, бу атроф- 
да

1) (2) тенгламалар системаси ошкормас куринишдаги
u =  f\(x, у, f2(x, у ) ) ,  v =  f2(x, у ) 

функцияларни аниклайди;
2) (хо, уо) нуктада, унга мос келадиган нукта

Uo — fi((xo, уо), /2( Хо, уо)), v0 =  /2(*о, у о)
булади;

3) ошкормас куринишда аникланган f, ва /2 функция-«яр

{(х, у ) (  R .хо б| -<дг<слго —f-6i, уо— б2< у  < уо +  б2} 

эга” бТл^ узлУкси;} ва барча узлуксиз хусусий хосилаларга
4()- мис о л .  Ушбу

| xy +  u v=  1,
\ xv — у и =  3

^стема ( ] • _ . .  , , о \
Ф у н к ц и я ' ' нУКтанинг атрофида

(ияларни аниклайдими?
холда

ошкормас

бУл1аДи.

F\(x, у , и, у) =  д:(/-|-ыи — 1, 
у , ц7 у )_ д ,у — уи — з

О



Равшанки, бу функциялар (1; — 1; 1; 2) нуктани 
атрофида узлуксиз хамда барча И:|;

3F, OF, Qj 1 V ^дх ~ У ' ду * ' du * ди fft

дР2 d F271 . _____ ||
dF2

дх = ду ди i/> dv

хусусий хосилалар хам узлуксиздир. 
(1; — 1; 1; 2) нуктада

dl± E l
du dv - I 2 1 1

d F2 dF2 - l i i l
du dv

хамда
F i ( \ , — 1,1,2) =  О,
F2( l , - l , l , 2 )  =  0 ;

булади. Демак, 8- теоремага кура
| ху +  uv =  1,
\ xv — уи =  3

система и ва v ларни х, у узгарувчиларнинг функцияси 
сифатида аниклайди. Берилган тенгламалар системасини 
и ва v ларга нисбатан ечиб топамиз:

v =

—3+ Уэ-Н*у - 4 *У
2 у

2 у (1 - х у )

-3+  л[9 +  4 х у - W

Мисол ва масалалар

Куйидаги тенгламалар курсатилган нукта атроф*^ 
ошкормас функцияни аниклайдими?

131. F(x, у) =  х*-\~ху +  у3 — 3 =  0, (1;I )-
132. F (x ,y )= (x - \ ) (x  +  y - \ )= 0 3, (1;0).
133.F(x, у) =  х* +  уа-  3аху =  0, (ay j4, а V 2 )•
134. F(x, у ) =  х{х2 +  у2) — а(х2— у2), (0,0).
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К у й и д а ги  тенгламалар системаси ошкормас функция 
л арни  аниклайдими?

( x + y  = u + v,
,35‘ \ x y + y v = \ .  

ixu +  yv =  4,
5‘ [ y u - v  =  0.

\x+y=u-\-v,
-х sin v =  0.

136.

137.
(x  +  y =  u- 
\ у sin и — j

Куйидаги ошкормас куринишда берилган функция
ларнинг биринчи ва иккинчи тартибли хосилаларини 
топинг:

138. F (x ,y ) =  x - y  +  lny=*0.
139. F(x, y ) =  xl — 2ху +  у2 +  х +  у — 2 =  0.
140. F ( x , y ) = l- y  +  yI  =  0.
141. F(x, y ) =  xe2* — у In x — 8 =  0.
142. F(x, y )= e * a x * e _  4 — 2bx=0.

143. F(x, у ) =  \п-^Щ~^-~ — arctg-^ =0.
144. F(x, y ) =  x2\n y — y2\n x =  0.
145. F(x, y )=  1 xy— \n(e*y +  e~*y)= 0.
146. F(x, «/)= In -\-y2 — a arctg—, (аФ О ).

X IV  боб
Ф У Н К Ц И О Н А Л  К Е Т М А - К Е Т Л И К Л А Р  В А  К А Т О Р Л А Р

1-§. ФУНКЦИОНАЛ КЕТМА-КЕТЛИК ВА К.АТОРЛАРНИНГ 
ЯКИНЛАШУВЧИЛИГИ

Фараз килайлик, хар бир натурал n£N  сонга 
тупламда аникланган/Дх) функция мос келсин. У холда

ке fix),..., Цх),...
^ Ма' кетлик хосил булиб, бу кетма-кетлик функционал 
Унинг /СеГЛиК-Лейи,пади Функционал кетма-кетлик {/Дх)}, 

Умумий хади эса /„(х) каби белгиланади.
*~мисол.  ф — х.ар бир 

Функцияни мос куювчи акслантириш булсин:

у*натурал п сонга sin-2—П

V*



Б у  акслантириш дан

■yjx . Jx  Wxsin , , sin .....sin—  ,1 n n

функционал кетма-кетлик косил булади. У [0, -|~оо)
\1х '̂берилган булиб, умумий хади /„(*) =  sin-^ булади

2-м и с о л .  ф — хар бир натурал п сонга n ^ ( l— х, 
функцияни мос куювчи акслангириш булсин:

ф: п -*■ пх"( 1 — х).
Бу холда

х( 1 — х),2х2( 1 — х),..., пх"( I — х),„.
функционал кетма-кетлик хосил булади. Кетма-кетлик = 
=  R  да берилган булиб, унинг умумий хади

[П(х) =  пхл(1 — х) 
булади. Л" тупламда {fn(x)}:

М*)> H xl  fix),..., f^x),... 
функционал кетма-кетлик берилган булиб, хо£Х булсин.

1 -т а ъ р и ф . Лгар {fj(xо)} сонлар кетма-кетлиги як,ин- 
лашувчи (узок,лашувчи) булса, {/„(*)} функционал кетма- 
кетлик л'о нуктада яцинлашувчи (узок,лашувчи) дейилади. 
Хо нук,та эса бу функционал кетма-кетликнинг як,инлашиш 
(узоцлашиш) нуктаси дейилади.

{/„(*)} функционал кетма-кетликиинг барча якинла 
шиш нукдаларидан иборат туплам кетма-кетликнин<  
як,инлашиш сох,аси дейилади. {/„(*)} функционал кетма- 
кетликнинг якинлашиш сохаси М да а н и к л а н г а н  ушбу

f:x-+ lim fn(x)
л-*- оо

функция, {/„(*)} кетма-кетликнинг лимит функцияси дей" 
лади. Демак,

lim f„(x )= f(x ) ^
п -*■ оо

3 -м и с о л . Ушбу

fn(x)=n sin-~-

функционал кетма-кетликнинг лимит функциясини 
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•* ! 
«I

ри
БУ

л ган
функционал кетма-кетлт 
Унинг лимит функцияси

;/и=  lim /„(*) =  lim п s in ^ - =  lim — — ■ ф  =  ^х
/ V  '  n ос П-*-ао '*  Я -f-OO _ У Х

П

булади. ..
4 -м исол . Куиидаги

fn(x)~x"
ф ун кц и о н а л  кетма-кетликиинг лимит функциясипи топинг.

Бу функционал кетма-кетлик Х — ( — оо, + ° ° )  да 
аникланган. Равшанки,

V *£ (l, + 00) да lim / Jx ) =  lim хя=  -)- оо,
Я-*- ОО П-+ оо

V.r£( — 1,1) да lim /„(*) =  lim х" =  0,
П-*-оо п -*■ со

х =  I да fim /л(1 )=  lira Г== 1
п оо л оо

булиб, Vg ( — 00, — 1] да frj(x) =  xn функционал кетма- 
кетликнинг лимити мавжуд эмас. Демак, f„(x )= xn 
функционал кетма-кетликнинг як,инлашиш сохаси М — 
=( — 1,1], лимит функцияси эса

| Ю  д х) =  | ° .  агар - 1 < к 1  б^лса,

*  =  [0, -f- 00 ) да бе-

булади.
5-м и сол . Ушбу

агар х = \  булса

\2(дгЧ п)

топинг
УНё&У

Функционал кетма-кетликнинг лимит функциясини шниш 
топилУа-Гие™ а‘КеТЛИКНИНГ -ЛИМИТ ФУнкч ияси куиидаги"

/ .(* )_  ,im (* + » )» ■ « > _  llm Л  +•+■
" - •»' ix / • Ч-»оЛ 2дс + я /

=  lirn (\ + М у " г - 1 ^ ^ * > =
я— оо \ 2х-\-п )

-- lim
Я *-* оо

| + —

•(-ад.
2- +  1

=  е -2х
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Демак, лимит функция
f (x )= e ~ 2x

булади.
б-м и сол  . Ушбу

/„(*) =  л2(У *  -"■* V * ) ,  ( * > ° )  i
функционал кетма-кетликнинг лимит функциясини топинг 

F (x )=  lim /„(*) =  lim n\\Jx — !' + \fx )=
n —+oo n-*- oo ; S y

1 1 1 « » Щ
=  lim n2(x" — x "+l )=  lim n2x "+'(x " *+1 — 1)=

П—> oo П -*> oo

1
— !—  у. я2+ л __ I

=  lim —̂ — • jt"+i • — r— - =  In x.
Л-*- oo П -}- П __________

л2 +  л

Демак, f(x) =  In x.

2-§. ФУНКЦИОНАЛ КЕТМ А-КЕТЛИ КН И НГ ТЕКИС 
ЯКИНЛАШУВЧИЛИГИ

Бирор {frlx)}:
ft(x), fax),..., /Л*)> •

функционал кетма-кетлик берилган булиб, М ЭО&Ш 
функционал кетма-кетликнинг якинлашиш сохаси ва Д 
лимит функцияси булсин:

lim /„(* )= /(* ) (лс€А*К
П оо

2- т а ъ р и ф . Лгар V e > 0  сон олинганда хам 
no£N топилсаки, ихтиёрий п > п и учун бир йула * 
х£М лар учун

I/Дх)— / (х )|< е
тенгсизлик бажарилса, {f^x)} ф у н к ц и о н а л  ке1М1' кет*- 
М тупламда f(x) га текис як,инлашади (функцион 
кетлик текис як,инлашувчи) дейилади. гЬаКаТ.*Г

Демак, бу х.олда таърифдаги т> натурал сон Ф щ  
боглик булиб, х ларга боглик булмайди.
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АгаР *аР биР t > 0  учУн * алла х лаР УЧУН У^Умий п0 
мумкин булмаса, яъни Vn£N  олинганда х,ам 

Хундай уо ва х„€М топилсаки,

\Цхо)—Кхо)\ < г

тенгсизлик. бажарилмаса, {/Л*)} функционал кетма-кетлик 
М тупламда f(x) га нотекис як;инлашади дейилади.

Бу холда по натурал сон е га боглик булиши билан 
бирга каралаётган х га хам боглик булади.,

{Цх)} функционал кетма-кетликнинг f(x) га текис
якинлашувчилиги

f^x)^S-f(x) (JcGAf)
каби белгиланади.

7 -м и с о л . Ушбу
е / у sin пх
I M  -  - V -

функционал кетма-кетликни М = (  — оо, -|-оо)да текис 
якинлашувчилигини курсатинг.

Бу кетма-кетликнинг лимит функцияси

f(x )=  lim
Я-*- оо ^

булиб, у М =  ( — оо-(-оо)да якинлашувчи булади.
Энди якинлашиш характерини аниклаймиз. V e > 0

сон олинганда хам лп =  ^  J  дейилса, унда барча
п >̂По ва учун

lU * )- H x )\  =  I sin̂ L _ 0| =  11*̂ 1 ^  i <  _ L _  < e 
П Я я Я0 + 1

 ̂ аДи. Юкоридаги таърифга биноан / „ ( * ) =—1 кет- 
М з к ^

Тлик лимит функция /(*) = 0  га текис якинлашади:

Щ -  ^/--rfcO ( х € ( - о о .  +оо) )
(К)

Рида айтилганлардан куринадики, по натурал сон
Кат е вагина боглик: «o =  [ f j ) .



8- м и с о л. Ушбу

Ш ) = (0«£ ]]

функционал кетма-кетликпи текис якинлашувчиликка 
текширинг.

Аввало бу кетма-кетликнинг лимит функциясини
ЮЧИО'топ а м

/(* )=  lim /„(*) =  lim Г ~гГ= = х.
Я - О О  Я »  ОС I + «  +  •*

Энди fj,x) кетма-кетликнинг лимит функция /(.г)~ 
=  х га якинлашиш характерини аниклаймиз. Vt->o 
сонни (к <  1) олиб, по натурал сон сифатида

«о =  [(1 + * о ) ( ?  -  О ]  1

ни олсак, унда Уп>по, хо(;[0,1] учун

1/я(*о)-/(*о)1 =  1

л0(1+*0)------ < 82 + л0+х0
булади. Юкорида «о ни олинишидан унинг е га ва л- 
нуктага богликлиги куринади. Бирок, «о деб

пи =  max nQ =  max (1 -\-х)(— — 1)1 =
0<*<i o<x<iL \ е  / J=Кт - о] Я

олинса, унда ва Vx£[0,l| учун
lM * )— f (x ) l< e

тенгсизлик бажарилади. Бу эса берилган кетма-кетликн^ 
Af =  [0,1] да лимит функцияга текис я к и н л а ш и  
билдиради.

9- м и с о л. Куиидаги J S f
f (x)=s ( 0 ^ * ^

функционал кетма-кетликни текис якинлашув^И 
текширинг.
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Б у  к е т м а - к е т л и к н и н г  лимит функцияси

/ (* )=  lim / „(* )=  I'm 7 ~ т т = °,v я—оо л-ш 1+Я ДГ

« « f t ,  берилган кетма-кетликнинг лимит функция 
. О га якинлашиш характерини аниклаймиз.Ук >  

сон олинганда хам п0 натурал сон сифатида

п°  =  U x ] (х ф 0 )

олинса, унда V «> «o  учун

\ Ш )- П х )\  =  \ - ^ - о \  =
I 1 + п X I

пх \ ^  _____ 1
~  1+nV . пх К + 1)* £

булади.
(Равшанки, * =  0 да учун /„(0)=/(0) =  0.) Бу

холда по нинг х га богликлиги эвазига, ихтиёрий натурал
п сон учун е0= ”  ва х — ^6(0, 1] килиб олсак,

1 Н--7Г'пп
булади. Бу эса берилган х) функционал кетма- 
кетликнинг лимит функция f(x) =  0 га нотекис якинлаши-
шини билдиради.

I т е о р е м а ,  {/„(*)} функционал кетма-кетликнинг
гуиламда лимит функция f (x )  га текис якинлашиши учун

Um su p |/ „(x )- / (x )| = 0
П -. ot> х (М

булиши зарур ва етарли.
м и с о л. Ушбу

/*(■*)= J х2 +  ( — о о < х <  +  оо)

Ма кетликни текис якинлашувчиликка текширинг. 
^ 2 7



Аввало бу кетма-кетликнинг лимит функциясини 
топамиз:

f{x )=  lim /л(х) =  lim д / * 2+ “ V  =  V** =  1*1.
П —► oo Я —► oo у  Л

сунгра I/Дх)— f(x)\ ни караймиз:

______  j д / jt2+ -

1/„(*)-Л*)1 =  I y x2+ - j  “ 1x11 = ■+UI

v 7+i - x
+ w

x2+-V— jc2
X

____________ i ___ ______

"!(V'2+riir+w)
Равшанки, x£( — oo, -foo) учун

1

Бундан эса
lim supl/Дх) — /(x) | =  lim — — 0
n-c° *€» n-o°"

булиши келиб чикади. Юкоридаги 1-теоремага_«УР^
берилган функционал кетма-кетлик( — оо, -f оо)да ^
якинлашувчи булади.

И- м и с ол. Ушбу
г , . '  nx + J  + n2 (0< х <  D

-  f  +

функционал кетма-кетликни текис якинлашувчили8*1
текширинг.

Бу кетма-кетликнинг лимит функцияси
. , . .. пх4-хг-}-п2_I

/(х)=  lim /л(х )=  lim - , 1
Я-*- оо я - * - о о  X  - f - f l  • ,«|

булади. Энди 
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г/ „ I пх +  х2 +  п2 . _  I nx I _  nx
| / „ ( * ) '/ ( * ) | -  ^  + „2 \ г  + пЛ > + *

hb)~

супремумини топамиз. Равшанки, |0, 1] да

sup \ f „ (x )- f (x ) \ = s u p ~ - = m a x ^ - 2

булади. Агар *€|0, 1] ва л> 1  да
п(х? + и2) — ялг-2* _  я3 —/ис2 _ п(я2 — „
~ ( Х 2 +  П2)2 “  ( /  +  Лг)2 “  ( х Ч * 2)2 

эканлигини эътиборга олсак, унда [0, 1] да 2- нинг
JE -f- П

усувчи булишини ва у [0, 1 ] да узинингэнг катта кийматини 
х=1 да кабул килишини аниклаймиз.

Демак,
пх пmax —— г  = ----- .

л fl 1+Л2
Шундай килиб, берилган кетма-кетлик учун 

sup !/„(•*)— f{*)\ —~Г~ Т
0 < х <  1 1 + Г

булиб, ундан
lim sup \fn{x) — f(x )\= 0
n-f ОО 1

булиши келиб чикади. Демак, берилган кетма-кетлик 
[0,1] да текис якинлашувчи.

12- м и с о л. Ушбу
fj,x )= nx"{l — jc)(0<!jc<: 1)

функционал кетма-кетликни текис якинлашувчиликка 
текширинг.

Равшанки, х =  \ да /„( 1) =  0 ва 0<Ijc<1 да эса 
lim /„(jc) =  lim пх"( I — jc) =  0
п —► oo n oo

булади. Демак, берилган функционал кетма-кетлик [0,1 ] да 
Кинлашувчи, унинг лимит функцияси /(jc) =  0 булади. Бу 
кинлашишнинг характерини аниклаймиз.

\fn(x)~f(x)\ =  \ пхп( 1 — jc) — 0| =пхЛ(\ - х \  

sup \fn(x)— f(x )\=  sup пх"( 1 — х)=

= max пх"( 1 — jc).0<дг<|
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Энди пхп(\ — х) функциянинг (0, 1| даги максимум 1 
кийматини топамиз. Равшанки,

(пхл( \ - x )) ' =  n2x" '( \ - х )- п х л =  п‘2хл~ '- п (п  +  1)хп
ва

n2x"~l — п(п-\-1)х?=0=>х,— 0, х2 = —~—. '3(
я + 1

пх"{ 1 — х) функция х =  ~  - да узининг максимум кийма- 
тига эришади. Бу максимум киймат j j
га тенг булади. Натижада

asufj u x ) - i w \  = K „ - ;T ) ' - + r

булиб,

lim sup 1/Л*)— /001 =  lim / Г 1 т ^ т 1п-̂ ооО<лг<1  «-►<» \ я + 1 /  я+ 1 е

булади. Демак, берилган кетма-кетлик [0, 1] да нотекис 
якинлашади.

Фараз килайлик, X  тупламда {Д х )} функционал кетма- 
кетлик берилган булсин.

3- т а ъ р и ф. Агар V e > 0  сон олинганда х,ам шундай 
n0£N сон топилсаки, п>по, tn>rio булганда Vx£X  учун 
бир йула

Ш х ) - Ш \ < г
тенгсизлик бажарилса, {f,ix)} функционал кетма-кет^Ш  
X да фундаментал кетма-кетлик дейилади. _

2-т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и). {/„(*)> ФУНК
онал кетма-кетлик X  тупламда лимит ф у н к ц и я ™ ^  
булиши ва унга текис якинлашиши учун у X  да ФУ  ̂
ментал булиши зарур ва етарли.

13- м и с о л. Ушбу

/л(х) =  хя — хл+| ( 0 < х < М
функционал кетма-кетликнинг текис якинлашувчи
Коши теоремасидан фойдаланиб курсатинг.
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Бу кетма-кетликнинг [О, 1 ] да фундаментал булишини
курсатамиз.

\ U x ) - U х)\ - \ ^ '- х п+'- ( х т ~ х т+1)\ <

+  (*'" — хт + ')^ . sup (х" — *я+,) +
0 < х < |

+  sup (х " — j r +,X - + — .
0<ж<1 n «

Агар V e > 0  сонга кура натурал no сонни

п°= Ш + 1
деб олинса, у холда барча л>л0 ва барча т > п 0 учун

1 , 1  1__|__1___2
п т  п0 пО 0̂

булади. Демак, V e > 0  сон олинганда хам шундай натурал 
сон мавжудки, л>л0, т > п 0 ва V*6[0, 1] учун

\f,(x)—U * )\  < е

тенгсизлик уринли булади. Бу эса берилган f^ x )= x " — 
функционал кетма-кетликнинг [0, 1] да фунда

ментал эканини билдиради. Коши теоремасига кура кетма- 
кетлик |0, 1] да текис якинлашувчи булади.

Мисол ва масалалар

А *У йидаги функционал кетма-кетликларнинг лимит
тУНКцияларини тонинг:

•• _  оо _)_ оо.

2. Ц х ) =  хп — х2п, 0< х < 1.

3‘ M x) =  nJs\n х~, _ o o < x < _|_oo.

4- / ^ )  =  cos"-*-, -  оо < * <  +  00.

5. j J x\~  » +
2 ^ *  ~ ° ° < х <  +  оо.

6' f^x) =  n2дг(1-^)я, 0 < * < 1 .



7. Ц х ) =  V sin х, 0 < х < л .
8. W x ) =  n V (  1 — *), — оо < х <  +  оо.

9. Ц х ) =  (\ +  J ) " .  -  00 < * <  +  00'

10. fAx) =  n(\lx — 1), 0 < * <  +  оо.

11. M * )  =  V > + ^  К * < 2 .
12. Ц х ) = е - " * ,  I < х <  +  оо.
13. / „(* )= (*  — l)arctgx", 0 < х <  +  оо.

14 f Jx )  = ---- —---5-. 0<дг< 1.
U  ) * 4 (1  -п х )2 '

15- U x )  =  ( £ j ) \  - о о < х <  +  оо.  J

16. /„(X) =  (- ^ 2±1) ,  0 < Х <  +  оо. j

17. ^ х )  =  /г[1п(х +  « )-1 п  я1-
х +  еях

19. U x ) = \ J \  +  *" +  (* - )" .  ° < * <  +  ° ° ‘
20. Агар /о(х) функция [0, 1] сегмснтда аникланган ва

узлуксиз булса, у холда

/„(* )=  $/„_ ,(0 ^  (Я - i  2, 3,...)
о

функционал кетма-кетликнинг лимит функцияси /(*)—
=  0 эканини исботланг. текис

Куиидаги функционал кетма-кетликларнинг 35
якинлашувчилигини исботланг:

21. /Дх)
=  У * 2 + л 2 '  “

оо <С X <С 4" 00 •

ях2
22. М * )= - ^ 7 -  К * <  +  °°-
23. fj(x) =  xe ~ях, 0 < х <  +  оо.
24. U x )= e - {t- n)\ - 1 < * <  1.

25. /Л*)=1п(** +  ‘ ), ! < * <  +
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26. / ^ ) = aircsin 1̂ 7> ° < x <  J • '
27. А гар  [0, 1] сегментда /о(*) =  0 булса, у холда

/„(*)=  (n =  1, 2, 3,...)

функционал кетма-кетликнинг[0, 1}да текис якинлашувчи-
лигини исботланг.

28. А гар  /(х) функция [0, 1 ] да аник.ланган ва узлуксиз 
булса,

f X x ) = i f ( k- ) c y ( \ - x y ^

функционал кетма-кетликнинг [0, 1] да f(x) га текис 
якинлашишини исботланг.

29. Агар f(x) функция [0, I] да аникланган ва 
узлуксиз булса, ушбу

функционал кетма-кетликнинг (0, 1) да f(x) га текис 
якинлашишини исботланг.

30. Агар f(x) функция ( — оо, +  оо) да аникланган 
узлуксиз хамда 2л даврли функция б^лса, у холда,

f ^ = T 2 n - T v r in  \
— л

функционал кетма-кетликнинг ( — оо, -)-оо) да f(x) га 
текис якинлашишини исботланг.

Куйидаги функционал кетма-кетликларни текис хамда 
нотекис якинлашишга текширинг:

31 •/-.(*) =  — Jr-, 0 <  х <  1.пх +  1

32. /„(*) =  y i- s in  х, О ^ д с^ я.

33. ; , м _  - » < , <  +  » .

34’ ' " М - — * .  — 2 < jc <  2.
1+ Х2"

*•  0 < х < 1 .
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36. /„(*)=***— **\ 0 < х <  1.
37. /л(х)=шге~',Л  0 < х <  1.

38. +
yjn + x

In л2дс
Л Г ’

40. /„(x) =  co s (|x "), 0 < x < y .

39. fn(x )— l < x <  +  oo.

3-§. ТЕКИ С  ЯКИ Н Л А Ш УВЧИ  ФУНКЦИОНАЛ 
КЕТМ А -КЕТЛИ КЛА РН И H Г ХОССАЛАРИ

М тупламда (М с / ? )  бирор {/Дх)} функционал 
кетма-кетлик берилган булиб, унинг лимит функцияси f(x) 
булсин:

lim /л(х) =  /(х) (
п -*■ оо

1°. Агар {/Дх)} функционал кетма-кетликнинг хар бир 
/Дх) (п =  1, 2, 3, ...) хади М тупламда узлуксиз булиб, бу 
функционал кетма-кетлик М да текис якинлашувчи булса, 
у холда f(x) лимит функция хам М тупламда узлуксиз 
булади.

2°. Агар х —>-хоДа {/Дх)} функционал ке тм а- к е тл и кн и н г  
хар бир /л(х) (л= 1 , 2, ...) хади чекли

lim /л(х) =  а„ (п =1,2,.-)
Д ( - Х 0 Ч

лимитга эга булиб, бу кетма-кетлик М да текис aKV|*J'V 
шувчи булса, у холда {а„} кетма-кетлик хам якинлашу •
унинг лимити а ( а — lim а„\ эса /(х) нинг х-*-*о Д<*|

V я -4- 00 / *
лимитига тенг:

lim /(х) =  а.

Бу ифодани
lim lirn /я(х )=  lim lim /Дх)
X —*■ Xq4  —► оо n-> oox— Xq

шаклда хам ёзиш мумкин.
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3°. Агар {Д х )} функционал кетма-кетликнинг хар бир 
f ( x) ( n=  I, 2, ...) хади [а, Ь] сегментда узлуксиз булиб, бу 
функционал кетма-кетлик [а, Ь\ да текис якинлашувчи
булса, у х.олда

ь ь ь
^ft(x)dx, \f2(x)dx, .... jjfn(x)dx, ...
a a a

b
кетма-кетлик якинлашувчи, унинг лимити эса (jf(x)dx

а

га тенг булади:
ь ь

lim \fn(*)dx=  \ f(x)dx.
П оо J  J

а а

Кейинги тенгликни
ь ь

I'm \fn(x)dx =  $Г lim fn(x )U x
° °  a a ■*

каби ёзиш хам мумкин.
, 4 . Агар {/„(*)} функционал кетма-кетликнинг хар бир 
Цх) (п=  1, 2, ...) хади fa, Ь] сегментда узлуксиз Д х ) (п —

I, 2, ...) х.осилага эга булиб бу хосилалардан тузилган
VAx), VAx), ..., Гп(х), ...

ФУпНКЦИ0НаЛ кетма"кетлик [й, Ь ] да текис якинлашувчи 
, пса' У х.олда лимит функция f(x) шу [а, Ь\ да /'(х) 

илага эга булиб, {f'„(x)} кетма-кетликнинг лимити f\x) 
тенг булади:

41- Ушбу
Мисол ва масалалар

/ „ (* )=  * плдг
d> ^

Цчонал кетма-кетлик учун дг =  0 да

В  Знини курсатинг.



42. Куйидаги

функционал кетма-кетлик [0, 1] да лимит функция
агар 0 < х <  1 булса, 

агар х= 1 булса

f„(x ) =  x"

Пх) -IV
га нотекис якинлашса хам

1 1
lim \fn(x)dx=  ( f  lim f„(x)]dx

булишини курсатинг.
43. Ушбу

/„(х) =  пх (1— х2) п ( 0 ^ х ^  1)
функционал кетма-кетликнинг лимит функцияси f(x) 
[0,1] да узлуксиз булса хам

I I
lim \Ux]dx=/=^f(x)dx

булишини курсатинг.
44. Агар f(x) функция [0, 1] да узлуксиз /'(*) хосилага

эга булса, у холда

*=0
функционал кетма-кетлик учун

4* +  /'(*)
булишини исботланг.

45. f(x) функция ( — оо, +  °о ) да узлуксиз, 2л да®Р 
функция булиб, у узлуксиз /'(х) хосилага эга булсин. Унд ; 
ушбу

/„(*) =
(2л)М

(2л-1)!! 2я

функционал кетма-кетлик учун

£-Ux)ztHx)

булишини исботланг.
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4-§. ФУНКЦ И О НАЛ К.АТОРЛАР ВА 
УЛ А РН И Н Г ЯКИ Н Л А Ш УВЧ И Л И ГИ

X туп лам д а  (X<^R)  бирор
ы,(х), и^х), и^х), ... 

ф ун кц и о н ал  кетма-кетлик берилган булсин. Ушбу 
И|(*) +  Ы2(*) +  ... +  ил(.>0 +  ...

оо

ифода функционал к,атор дейилади ва у 2 и^х) каби
белгиланади:

2 un(x )= u t(x )+ u^ x )+ ... +  u,Ax)+... (1)
п — 1

ОО

4- т а ъ р и ф. Агар 2  и^хо) (ховХ) сонли к,атор як,ин-
П= I

оо

лашувчи (узок,лашувчи)  булса, 2  u jx ) функционал
п ~  1

к;атор хо нуктада якинлашувчи (узок^лашувчи) дейилади, 
хо нук,та эса функционал цаторнинг я^инлашиш (узок,ла- 
uiuui) нуктаси дейилади.

оо

2 и^х) функционал каторнинг барча якинлашиш
п = I  , - О . г

нукталаридан иборат туплам бу функционал каторнинг 
якинлашиш со^аси дейилади.

(1) функционал каторнинг дастлабки хадларидан 
тузилган ушбу

S,(x ) =  u,(x),
S 2( X ) = U 1(X )  +  U2(X),

S^ x )— ui(*)-f- ыг( дс) +  uj^x)

деаИНЛИЛаР ФУнкчионал каторнинг к,исмий йигиндилари 
Р  "«**■  ( 0  Функционал каторнинг кисмий йигиндила- 
8{ху"  " J0PaT функционал кетма-кетликнинг лимити

lim S„ (x ) =  S(jc).
П оо

Фупкционал к,аторнинг йигиндиси дейилади. Агар ушбу
оо

^  1“ л(*о)1 (хо£Х)п= I
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сонли катор якинлашувчи булса, у холда 2  и^х) функ-
П= 1

ционал катор -to нуктада абсолют якинлашувчи дейилади. 
Функционал каторнинг барча абсолют якинлашадиган 
нукталаридан иборат туплам цаторнинг абсолют яцинла- 
шиш. сох а̂си дейилади.

14- м и с о л. Ушбу

, |(л— 1)дг+1Клд:+1) (О < JC<  4- о о )

каторнинг йигиндисини тонинг.
Аввало берилган функционал каторнинг кисмий 

йигиндисини топамиз:

+

(2x + 1X3 jc+ I )

= ( т ~ т | т )  + (т Т Г ~  2*Тг) +[(л-1)*+1Кл*+1)

тг) + -  + ((л—Дзгп- u f - 1___________' V 2х+ 1 3* + лдг+ 1) -
=  1 1

пх +  I '

энди я - * - о о  да лимитга утамиз:

lim S n(x )=  lim (1 — - ) =L
tl —► оо п оо \  • '

Демак, берилган функционал каторнинг йигин- 
диси S (x )= i  булади.

15- м и с о л. Ушбу

£  **- ' =  1 4 -
п— I

функционал каторнинг якинлашиш сохасини топинг. Бу 
каторнинг кисмий йигиндиси

( агар х ф \  б^лса,
S e( x ) = l + *  +  ..• +  *" =  { Ц

1 п, агар х =  1 булса

булади. Унда
Vx£( — 1, 1) учун lim S „(x )=  lim А ~ т '==Т —* i

ft —♦ OO tl —► oo

Vx£[ 1, +  oo ) учун lim S„(jf)=  o o ,
n OO
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\/x(z( — 00' — 11 УЧУН кетма-кетлик лимитга
эра эмяс.

Шундай килиб, берилган функционал каторнинг якин- 
лашиш сохаси М = ( — 1, 1) интервалдан иборат экан.

16- м и с о л .  Ушбу

„‘Z \ (2л — 1 )хгп~ 1 * З*3 5х® (2Л-1 )*2"

функционал каторнинг якинлашиш сохасини топинг. Бу 
каторга Даламбер аломатини куллаймиз (бунда х ни 
параметр деб хисоблаймиз). Равшанки,

(х) ГТ~2л Т"*̂ п + I( )  == ~ оя .Л(2л — I )дг т  {2л +  1)х̂

булиб,
К  + 1<*>1 _  I 2(л+ 1)дг2я+| I _  1 2л+1 
l“ «(JC)l l i i T - i ) / " ^ 1 ! jt2 " 2л— 1

булади. Демак,

lim lim J...2 ?± i-  =  _L
«„(*) у  , , ^ » * 2 2 л - 1 / •

Маълумки, - <  1 булганда, яъни |дг| >  1 булганда катор

якинлашувчи булади,— ->1, яъни U |< 1  булса, катор

узоклашувчи булади. Энди *= 1  ва х = - \  холларни 
караимиз. х =  — | булганда

00 — 1 2 —  —  
п= 12л— 1 ;

*=1 булганда
2  1

п=1 2 л - 1

уз°кл  а шу в ч и ди р Х0СИЛ бУлади- Равшанки, бу каторлар

у̂ ===( --оо̂  ^ "п и ’ ®ерилган каторнинг якинлашиш сохаси
17-м 'U( 1, +  00 ) эканлигини топамиз.ми с о л .  Ушбу

у  (- 1 У / 1-х\«
n^ I 2/7 — 1 V I + x j

109



функционал каторнинг якинлашиш хамда абсолют якин " 
лашиш сохаларини топинг.

Равшанки, х нинг
К + |М | . lim—- Т —-— <  I

п-*- ОО | “ л ( * ) |

муносабатни капоатлантирадиган кийматларида, Далам- 
бер аломатига кура, берилган катор абсолют якинла
шувчи булади. Шуни эътиборга олиб топамиз:

л^оо |“л(*)| л-ooL1 2л+1 \1 + */
2л —  1 | 1 —  jcim —

, 2 я+  1 I 1 + х

Демак,

1 — ж I * - 2л— 1 __М  — х
Т + х  I 2л -ГГ ~  I 1+ 7

1 —Х 1^-1 | . 1 —х .-Г-,—  <1  =► — 1 < Т Т —<1 1+ х I I +х
-> х> 0 , яъни М = (0, +о о )

тупламда берилган функционал катор абсолют якин
лашувчи булади.

х =  0 да берилган функционал катор

- 1 + Т - Т + (21
сонли каторга айланади. Бу катор Лейбниц теорем асига  
кура якинлашувчи булади. Бирок унинг хад лари ни н г 
абсолют кийматларидан тузилган

1 + ' з + Т + - + & Ь " + -“  jH
катор узоклашувчи булганлиги сабабли (2) катор шартл^ 
якинлашувчидир. ( — оо, 0) ораликда катор У3(ЖЛаШ^цад 
экани равшан. Шундай килиб, берилган ФУнкцннл8- 
каторнинг якинлашиш сохаси [0, -|- о о ), абсолют яки 
шиш сохаси эса (0, о о ) дан иборат.

5- §. ФУНКЦ И О НАЛ КАТО РН И Н Г ТЕКИ С  Я К И Н Л А Ш У В Ч И Л й Г

X тупламда ( X a R )  бирор якинлашувчи

£ ип(дс) =  ы,(х) +  «2(х) +  ... +  ия(дс) +  -
п =  1
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ф ун к ц и о н ал  катор берилган булиб, унинг йигиндиси S(x)
булсин:

lim S„(x) =  S(x).
Я - ► ОО

оо

5- т а ъ р и ф. Агар X тупламда 2  ип(х) функционал
П= I

к,аторнинг цисмий йигиндиларидан иборат функци
онал кетма-кетлик к,атор йигиндиси S(x) га текис 
яцинлашса, у х;олда бу функционал к,атор X да текис 
як,инлашивчи дейилади.

(Sn(jc)/ кетма-кетлик X да S(jc) га нотекис я\инлашса,
оо

унда 2  и„(х) функционал цатор X да нотекис як,инла-П= I
шувчи дейилади.

оо

3-т е о р е м  а. 2  и„(х) функционал к,атор X  да S (x )  га
Л=1

текис якинлашиши учун

lim sup|S„(X) — S (x )| =  lim sup| I  u„(x) |= 0
n~̂  00 x£X я —*■ oo x£X k=n-\-t

булиши зарур ва етарли.
оо

1 - э с л а т м  а. Агар 2  ип(х) функционал катор учун
П— ]

lim s u p |S „ (x ) -S (x )|= ^ 0  ( * £ * )
я —  оо х£Х  у /

б|тади^НДа ^еРилган ^атоР X  да нотекис якинлашувчи
18- м и с о л. Ушбу

00 I
2 ------ — ____ _

Я!=1(.г +  лХл: +  л + 1 )

Функционал каторнинг [0, -f- оо )да текис якинлашувчили- 
1ини курсатинг. Берилган каторнинг йигиндисини топамиз:

S„ (* ) = ----- !------1-------!------U
(дс+ 1Хх+2) г Т  ( *  +  2 Х *+ 3 ) ^

+  (* + Л X * + Л +7)' =  (х+1 ~х+2 )  (т+ Т  — 3 ).+

+ . . . + М _____________________________!___
\ *  +  Л x +  n + l  J  * + 1  Х + Л + 1 ’

lim S„(jt)= Mm / _ ! _______J ___ \  I
я oo V  1 X -f- П -f- 1 /  x -f- 1



а д = 7 + Г -
Натижада

S„(x )— S (x)= —+ l — x+n+i — х+1 =  ~  7+7+Т

булиб,
sup |S„(x )— S (* ) f—*6(0, оо) 1

булади. Кейинги тенгликдан эса
lim sup |S„(x) — S(x)| = 0
п —*■ oo jc£(0, -f- oo)

булиши келиб чикади. Юкоридаги 3- теоремага кура 
берилган функционал катор (0, +  оо) да текис якинла
шувчи булади.

19- м и с о л. Ушбу
оо

у ________ *________
„Г .О + ^ Х Ж л + О * )

функционал каторнинг (0, +  оо) да нотекис якинла- 
шувчилигини курсатинг.

Аввало бу каторнинг йигиндиеини топамиз:

S A X ) =='7 Г м х Т +  2 * Г “ *”  U+2jcX1+3j() +
+ _________Д_______ =  (-1_________! _ и
M l +л*Х1+(«+!)*) \1+* 1+2*/

(  1+ 2х 1 + 3 * )  +  ' Щ

+  "  +  ( l  +  „ *  1 -f I)*  )  1 +  х 1 + (л + 1 )*

hm (  , +х -  |+-(я+1)х) =  Т+ 7‘ ;1

Демак,

а д = т Ь -  .
Унда

sup |S„(x) — S ( jc)| =
*€(0. + оо)

- « л.,1тЬ Ь е т !  - литдаЦ 
112

Д ем ак,



. ,л *=---7- булганда б^лио, х~ „ + \

lim sup |S „ ( j : )  — S (jt)|  =  —  ф О
П-*- оох£(0, +  00) 2

б&чади- Демак, берилган катор (0, +  оо)да нотекис якинлашувчи.
В е й е р ш т р а с с  а л о м а т и .  Агар

оо

2  “ „(X) = “ , (* )  + и2(х ) +... + и „(х ) +...
п — 1

функционал каторнинг кар бир и„(х) ( п — \, 2, ...) *ади
X тупламда

!« „ (* )  (П = \ , 2, ...)
тенгсизликни каноатлантирса ва

оо

2  с„ = с,+с2 + ... + сл + ...

сонли катор якинлашувчи булса, у \олда 2  и„(х) функ-
П = 1

ционал катор X  да текис якинлашувчи булади.
20- м исол .  Ушбу

То 2 . .О о п
у  S in n *  sin Г *  sin 2 х , . sin п х ,

, Ь Г п ~ -----? - + - ^ - + - + - ^ - + ~

Функционал каторни Вейерштрасс аломатидан фойдала- 
ниб гекис якинлашувчилигини курсатинг.

Берилган каторнинг \ар бир
. / , sin п2х , , п “ „ ( * )  =  —  (п= 1 ,2 ,...)

*ади учун 

б л̂ади ва равшанки,

Л — 1 Л

Прилган'0 ь якинлашувчи. Вейерштрасс аломатига кура 
Як.ицЛа1 Функционал катор ( — оо, +  оо) да текис

Унчи булади.
527
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21-ми со л . Куйидаги

£  ( * 4 ~ - r
л=1 п

функционал каторнинг якинлашиш сохасинн топинг в 
текис якинлашишга текширинг.

х узгарувчини параметр хисоблаб, Коши аломатидяц 
фойдаланиб топамиз:

l i m  +  =  +  
л-*- оо у  п  л-*-оо п

Демак, берилган катор x2d ,  яъни ( — 1,1) да якинла
шувчи, |х|>1 да узоклашувчи. х = ± 1  да

£ (1 + - )л 
„=. п

сонли каторга эга буламиз. Бу каторнинг умумий хадн 
учун, /г->- оо да

(1 + ± ) "^ е ф 0  *

булганлиги сабабли у узоклашувчи булади. Демак, 
берилган функционал каторнинг якинлашиш сохасн 
( — 1,1) интервалдан иборат экан.

У ш б уО < а <  1 тенгсизликни каноатлантирувчи ихтиё
рий а сонини олиб, [ — а, а]сегментни караймиз. Равшанки. 
[ — а, а ] с (  — 1,1). Унда Vx£[ — а, а\ учун

(*2+ ± г < ( а2+ | ) я

булади. Натурал по сонни шундай танлаб олиш м у м к и н к и .  

а2 + — n '^ n 0(az<Cb<C 1)
П

булади. Натижада берилган функционал каторнинг *а 
бир (х2-!-— )п(п =  1,2,...) хади учун (**+  ~

П

оо а н И К -

булишини ва 2  Ь" каторнинг я к и н л а ш у в ч и л и г и н и  ^
П= 1

лаймиз. Вейерштрасс аломатидан ф о й д а л а н и б , оерича



ф у н к ц и о н а л  каторнинг [ а , а] да ( 0 < С а < С 1 )  текис 
я к и н л а ш у в ч и  булишини топамиз. Берилган каторни 
/ и)ораликда нотекис якинлашувчилигини курсатишпи 
якув’чига ха вола килам из.

22- м и со л . Ушбу

2  А г - “
п=  1

функционал каторнинг, Вейерштрасс аломатидан фойда- 
ланиб , [0, +  оо ) да текис якинлашувчилигини курсатинг. 

Бу каторнинг хадлари учун
х = 0 да и„ (0) =  0, (п =  1,2,...) 
х > 0  да и„ (* )> () ,  (п =  1,2,...) 

булади. Равшанки,

ип(х )= 2хе- -  х2п е—пх =  хе-пх( 2 — п х) =  пхе—ах(— — х)
П

булиб, х =  ̂  да U„(^) =  о,

0 < * <  ~ да ип(х )> О,

2—< х <  оо да « „ (* )< ()

булади. Демак, uj^x) функция х = — да максимумга эри
шади:

max ип(х) = и Л )= А ге  " ’ = -‘U ~ 2-О с х <  +

учунДемак, берилган функционал каторнинг хар бир хади

булади. Агар

2 —2 2 п=1 е п
!̂ агорнинг якинлашувчи эканини эътиборга олсак, унда 

еиерштрасс аломатига кура, берилган функционал
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21-ми со л . Куйидаги

£ ( ^ + | г  Щл = 1 П
функционал каторнинг якинлашиш сохасини топинг в 
текис якинлашишга текширинг. 1,1

jc узгарувчини параметр хисоблаб, Коши аломатидан 
фойдаланиб топамиз:

lim \ / (х 2 +  --)п =  \im (х?-\-—)=х?.
п  —► ОО Y  П  п ~* 00 П

Демак, берилган катор х2<  1, яъни (— 1,1) да якинла
шувчи, |х |> 1 да узоклашувчи. д :=±1 да

S o + j r  Я

сонли каторга эга буламиз. Бу каторнинг умумий хади 
учун, л->-оо да

( l+ J L y  +  e ^ O  »

булганлиги сабабли у узоклашувчи булади. Демак. 
берилган функционал каторнинг якинлашиш сохаси 
( — 1,1) интервалдан иборат экан.

У ш б уО < а <  1 тенгсизликни каноатлантирувчи ихтиё- 
рий а сонини олиб, [ — а, а] сегментни караймиз. Равш анки ,
[ — а, а]<=( — 1,1). Унда Vx£[ — а, а\ учун

(** + | ) " < ( а 2+ ^ Г

булади. Натурал по сонни шундай танлаб олиш м у м к и н к и . 

a2-\- — ̂ .b ,n '^ n 0(a2<Cb< 1)П
\эрбулади. Натижада берилган функционал к а т о р н и н г  | 

бир (jC2-)-i-)',(/i= 1,2,...) хади учун (л2 +

булишини ва 2 Ь" каторнинг я к и н л а ш у в ч и л и г и н и  я

лаймиз. Вейерштрасс аломатидан ф о й д а л а н и б ,  б е р  .4 
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кн и о н ал  каторнинг [ — a, а] да (0 < а < 1 )  текис 
и н л а ш у в ч и  булишини топамиз. Берилган каторни 

Я̂ 1 ]) ораликда нотекис якинлашувчилигини курсатишпи 
гк у вч и га  ха вол а килам из.
У 22- м и с о л . Ушбу

2  х2е пх
П= 1

ф ун кц и он ал  каторнинг, Вейерштрасс аломатидан фойда- 
ланиб , [0, -+- оо ) да текис якинлашувчилигини курсатинг. 

Бу каторнинг хадлари учун
х =  0 да и„ (0) =  0, (/1 =  1,2,...)
* > 0  да и„ (х )> 0 , (/г=1,2,...) 

булади. Равшанки,

ип(х)=2хе~ -х?пе пх =  хе лх(2 — пх) =  пхе~пх( ^ — х)

булиб, х =  ~  да «;(-?-) =  о,

0 < х <  2 да ип(х )> 0 .

—< * < о о  да и„(х )< 0

булади. Демак, и„(х) функция х=^-да максимумга эри
шади:

2

max un(x) =  un(^)=Are~"~"=~U~2-
0 < zz<  +

УчунДемак, берилган функционал каторнинг хар бир хади

о < «„< *)<  4 --L
е п

булади. Агар

К Я *г

^ейерш^. ЯК'инлашУвчи эканини эътиборга олсак, унда 
) асс аломатига кура, берилган функционал
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каторнинг [0, +  оо) да текис якинлашувчи булишинй 
топамиз.

4-т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м  а с и).

функционал каторнинг X  да текис якинлашувчи булИЩи 
учун унинг кисмий йигиндилари кетма-кетлигининг X  д. 
фундаментал булиши зарур ва етарли.

Мисол ва масалалар

Куйидаги функционал каторларнинг якинлашиш соха- 
ларини топинг:

46.
оо

2
л = 0

2"sin
3я

51.
оо

2
п — 1

1 /  X - I V

-\Jrt \  2 х -\-1 /

47.
оо

2
п— 1

( х - 2 ) п '
52.

оо 

2  
п — 1

х епх.

48.
оо

2
п =  1

1

(х +  2 Г *
53.

оо

2
я  =5=1

оо

\ппх  

* 2 *

49.
оо 

2  
п =  1

n '\ Js in nx . 54. 2  (5  — Д^Г-
п =  1

50.
оо

2
п — 1

A l - x " )
п

55.
оо

2
п — 1

COS/1JE
3 г—
v n

Куйидаги функционал каторларнинг абсолют якинлз 
шиш сохаларини топинг:

в ,. 156.
00 .v  1 • ял 

2 j  — s i n — . n nn — 1
61.

57.
00

2  — . 
n t

62.

58. у  ( - 1 Г

n t

63.

59. £

n =  1
64.

60. 2  ( - 1  r + ' - p ?
Л = 1  n

65.
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К у й и д а ги  функционал каторларнинг курсатилган ора-
ликларда текис якинлашувчилигини исботланг:

66.

67.

2  -тт-р Х =  ( - ° о ,  +  оо).
S +

2 * 1+/Г*
х = (1, +  оо).

х+  л/п

69. 1  Х = (  - О О . + О О ) .

Х = |0 , +  оо).

2я

(~1)Я' V  у _

а/я

, пV" +-Г2

*  =  [0,1].

, Х = (  — оо, +  оо).

72. f  ( 1 ) '‘ Х = (  —  1,1).

оо

7 3 '  Д  ( * + 2 л - 1 ) ( * - | - 2 л + 1 ) ’  *  =  | 0 .  + о о ) .

7 4 '  J l sln^ rctg7 T ? ’ +«>)•

7 5 - + ^ й ? )  *-<-•»• + “ >■
л и к ^ ” ИДаГИ ФУНК11ионал каторларнинг курсатилган ора- 

арда нотекис якинлашувчилигини исботланг:
76. Д (в~< — чЬ— е- А ^  jf^ iQ  j j

П= 1
i , S ln T ^ . ^ - ( 0 .  + о о ). 78. 2  - Л — (0.1).

79. V  х2
W + V f ' Х = ( - ° ° ’ + °°>-

80. V _  „2-2
„ : , е -s in ^ .  *= [о,1].
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83. 2 (a rctg * f ,  X = (  — oo, + 00).tl

84. 2  ,sin~» *  =  0 . +  °°)-

85. £  ‘ ln "  + \  X  =  ( l ,  + 00).
. vs *

Куиидаги функционал каторларнинг курсатилган ора 
ликларда текис якинлашувчилигини Вейерштрасс алома- 
тидан фойдаланиб исботланг:

86.
00
2

п= 1

1II

\
|Ч

87.
оо
2

п— 1
( “ 1Г , Х = (  — 2, +  оо).
х +  2"

88.
оо 
2  

п ~— |
е - Ф ,  Х = \ \ ,  +оо).

89.
00
2
я = 1

sin ПХ v / , ч Г  » X  = ( — ОО, +  оо).П Д//1

90.
00
2
п= 1 , ” «7* * = Ю ’ + ° ° )-

91.
оо
2

1
^ * = ( - о о , + оо

92.
оо
2
я — 1

и ~ 1)Ля> X  =1 —  1,3]. (3/1+1)3"

93.
оо 
2  

п = 1
sin2— V* X  =[0, + 0 0 ). 

1 -f-п X

94.
оо
2
п — 1( - £ ? ) •  х = ‘ °- + “ »

95.
оо
2

п 1п( 1 + лдт), х  =  {2< + о о )

ч 1 X

1 1 ft



Куйидаги функционал каторларнинг курсатилган ора-
ликлард3 текис ёки нотекис якинлашувчилигини аникланг:

96

97. 2  ( - I ) ' ’ - ; '? 1? * = ( - » ,  + оо).
Я = •

98. 2  т г А п  х = 1 ° ’ + ° ° У
П— 1 (1 + пх)

т  l l 0 S - X= lO ' + ° ° )- 

10°. 2  * = [ о ,  +  оо).
Л = 1

Xя
|0' - = " • + ” »•

102' ' " t 1 +  н - ? / ) ’ *  =  |0, + “ )-

103. £  в — « I*  ^ = ( 0 , - 1 ) .
Л — I 2

1М- * - ( — . + - )  л =  1

1 0 5 '  Ы - г , — ^ = i- 2 .2 i
,06 д 00

гаР Д в ,  катор якинлашувчи булса, У холда

2 -> П= 1 Л
Функ
^лишний ^ат°Р » инг I®* +  оо) Да текис якинлашувчишипи исботланг.

,и/- Агар

2 \ип(х) |
л =  |
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функционал катор |а, Ь\ да текис якинлашувчи 60
у холда 1£ илх)

п — I

функционал каторнинг хам шу |а, ft]да текис якинлашувчи 
булишини исботланг.

оо

108. Агар 2  ап катор якинлашувчи булса, у х.олда
П= 1 £ апе~пх 

/*=!
функционал каторнинг |0, +  оо) да текис якинлашувчи 
булишини исботланг.

6-§. ТЕКИ С  Я КИ Н Л А Ш УВЧИ  ФУНКЦИОНАЛ 
КА ТО РЛ А РН И Н Г ХОССАЛАРИ

ОО

X  тупламда (X c^ R ) якинлашувчи 2  и„(х) функци-
П— I

онал катор берилган булиб, унинг йигиндиси S(x) булсин: 

s(x) =  £ ип(х) (х£Х).
П= I

1° .Ф у н к ц и о н а л  к а т о р  й и г и н д и с и н и н г  уз-
оо

л у к с и з л и г и .  Агар h ип(х) функционал каторнинг
П= 1

хадлари X тупламда узлуксиз булиб, бу функционал катор 
X  да текис якинлашувчи булса, у холда каторнинг 
йигиндиси S(x ) хам X да узлуксиз булади.

2°. Ф у н к ц и о н а л  к а т о р л а р д а  х а д л а б  ли

м и т г а  у т и ш .  Агар х-+хо да 2  и„(х) функционал
П — 1

каторнинг хар бир и^х) (п =  1,2,...) хади чекли 
lim ип(х) =  сл {n =  1, 2,...)

лимитга эга булиб, бу катор X да текис якинлашУРШ 
булса, у холда

Л= I



I  top хам якинлашувчи, унинг йигиндиси С эса S(jc) нинг 
кЗТ L  чаги лимити

' lim S(x ) =  С
Х - ~ Х 0

га тенг булади: _
lim 2  u „(*)=  2  lim ип(х).
х~*~х0п= 1 п— 1 х-**о

3<> ф у н к ц и о н а л  к а т о р н и  х а д л а б  и нт е г -
оо

„ал л а ш.  Агар 2  ип(х) функционал каторнинг хар бир
Р л=1
U/X) ( rt=l,2,...) хади [а, Ь] сегментда узлуксиз булиб, бу 
катор шу сегментда текис якинлашувчи булса, у холда 
катор хадларининг интегралларидан тузилган

ь ь ь
 ̂u](x)dx +   ̂U^x)dx + ... +  5 “ X x)dx +...

а а а о
катор хам якинлашувчи, унинг йигиндиси эса

а

2 un(x)^dx=  2

lim S (x )= C

га тенг булади.
4°. Ф у н к ц и о н а л  к а т о р н и  х а д л а б  диффе -

оо

р е н ц и а л л а ш .  Агар 2  и„(х) функционал каторнинг
/1=1

биР и"(х) хади (л =  1,2,...) [а, Ь\ сегментда узлуксиз 
Ах) (/1= 1,2,...) хосилага эга булиб, бу хосилалардан

оо

тУзилган X ип(х) функционал катор [а, Ь] да текис
/1 - 1

Ка ran булса, у холда берилган функционал
рнинг йигиндиси S(x) шу [а, Ь] да s'(x) хосилага эга

га тенг булади:
ь

бУлади:

d
dx

S '(* )=  2 un(x)
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23- м и сол .  Юкоридаги хоссалардан фойдаланиб 

£  In (?+ЛХ” -гг1 (0 < х <  +  оо)
/1=1 л(п-(-1+х)

ф уы нкционал каторнинг йигиндисинн топинг. 
Маълумки (18- мисол).

1
(я + хХя+ 1 +•*■)

ф унтнкционал катор [0, +  оо ) да текис якинлашувчи, унинг 
йиг»гиндиси S(x ) =  — — га тенг:

1
\+х П = 1(л + хХл+ 1 + *)

(1 *8-  мисолга каранг). Иккинчи томондан, бу каторнинг 
x,af»p бир хади каралаётган ораликда узлуксиз. Демак, уни 
ха„1Длаб интеграллаш мумкин:

dl
(л + /Хл+1+0‘

Р а  авшанки,

dt
+ 0(л+1 + 0

X
1

+1 л+ 1 + / у,-
= 1п(/1+ / )| ;- 1п{/1+ 1+ 1)|{=

==1п(п4- )̂— In п — 1п(л-|- 1 4-х)+1п(я+ 1) =
(л+ 1Хл +  х)== In л(я+1+х)

Д е е м а к ,
£ In *+ '* '± 4- = Ы1+х).

л(л+1+ДС)
/1 =  1

_ - .  V I  Ъ Ш П Л  '________
2 4 -м и с о л . Ушбу 2л —----ф 1+ 1Хл+2)

л=1
(О О .+  оо) да текис якинлашувчилигидан, унинг ни 
сыи  s{х) нинг х-*-0 да лимити
12S22

катор

гинД14'



,к анлигини  топам из
25- м и с о л. У ш б у

2  £ ( - 1 < х < 1 )
я—Л

функционал каторнинг йигиндисини топинг.
Берилган функционал каторнинг хар бир хади диффе

рен ц и ал лан увчи  булиб,уларнинг хосилаларидан тузилган

- I

катор [ — а, а] (0 < а < 1 )  да текис якинлашувчи ва
00 I
2  х Г ~ '= ~ -

■ 1 ~ х/Г — I
Демак, берилган каторни хадлаб дифференциаллаш 
мумкин:

I  ( — ) =  2 L_.
rt — I \ л /  /1=1 1— X

Кейинги тенгликни интеграллаб топамиз:
оо

2  == 1 п( 1 х) ( — 1 < Х < 1 ).пп̂ \
26- м и с о л. Ушбу

/(*)=  2 —— 1----sin / -areteД /—

Bv 'd ° °   ̂ да Узлуксиз буладими?
УЗJ,Укcи^УHKIlИ0Ha',, к'а гоРнинг хар бир хади (0, +  оо) да 
+ оо ) ’,И1 и Рав|иан. Агар функционал каторнинг (0, +

1 а гекне якиплашувчилигини курсатсакк унда



f(x) функция (катор йигиндиси сифатида) шу (0, +о о )  
да рузлуксиз булади.

Энди х > 0  да

-\jп +  х? >  \[п , I sin д: | <  дс 0 <  arctg * < *  

эканлигини эътиборга олиб,

-— ---- sin-JL-arctgA / -1 <
Vпх V n l

____ L-. л / 1 = -1_
\[п V " *  V п nS/A

булишини топамиз. Равшанки, 2  катор якинла-
п— 1 П

шувчи. Вейерштрасс аломатига кура каралаётган ка
тор текис якинлашувчи булади. Демак, f(x) функция 
(О, + о о ) д а  узлуксиз.

Мисол ва масалалар

Куйидаги функционал каторлар йигиндисини узлук- 
сизликка текширинг:

109. 2
П= 1

110. 2  х*е ах, I.

in .  2
п =  1 • + « V

112. 2  [arctg пх — arctg(«— 1)х], 0 < х< : 1.

113.
1 + Х П— 1 [!+(».+1)*К1+«*)'

114. JC+ 2  (хя+г— хп), 0 < х <  1.
П= I

115.

124
1+х +  2

п— 1



Куиидаги функционал каторларии якинлашиш 
сохаларида хадлаб интеграллаш мумкинми?

не. 2  с̂ .  118. 2 — % —;
.- I " « = . о+ х2)"

117. 5  2х\п2е * * 119. £  (х2п- х 2п 2).
л =  I п — 1

Куиидаги функционал каторларии якинлашиш 
еохасида хадлаб дифференциаллаш мумкинми?

120. 2  — "Х. 122. £
п =  I ^  л —  1

,21 2  si ^ x 123. £ е-{1~л)\
'  з»
Куиидаги лимитларни топинг:

оо

124. lim 2  X я ,27_ i j m  2 (хл+1 — х ) .
— т "= ' х^ , _ о л=1

125. lim 2  — i r r  • 128. lim 2  -J-r. 
« - '- о .., ^  - + О ы 2 »

. ™  i. V  /Sinnx sin (л -|- 1 )jt \ ^  x2126. lim 2  { —7=----- 7==f )• 129. lim 2  —^V Vя Vn+ 1 / x-.oo . l+n2x -*■ — П =  1 Я =  I 
2

130. Ушбу

*2'

yi cos nx

Л —  I
/(*)=  2  3 n

функциянинг ( — oo, +  oo) да узлуксиз хосилага эга 
эканини исботланг.
131. Ушбу ^

2  -е ^
л=1 1+л . .

функционал ка гор йигиндиси [0, оо) да узлуксиз,
(0 -(-сю) да эса дифференциалланувчи эканини исбот
ланг.
132. Ушбу сс / j __ J__\

2 { х * г 1 - х ^ '  )
п =  1

Функционал каторни [0,1] да хадлаб, интеграллаш мум- 
кчнлигини курсатинг.
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Ушбу
оо

2 а„х" =  а„ +  а,х +  а^х2 + ... -f- апх" -(-...
л = О

ёки умумийрок.

7-§. ДАРАЖАЛИ КАТОРЛАР

2 ап(х — x0)" =  a0 +  a t(x — *0)-f а2(х — *0)2 +  ...+
л — О

+  ал(-*— *о)Л +  —

каторлар (бунда ао, а,, а2,..., а„,... ва лг0 — узгарм;  ̂
хакикий сонлар) даражали каторлар дейилади. Равшан 
ки, даражали каторлар функционал каторларнинг хусуш 
холи (и„(х) =  апхп ёки un(x) =  a„(x — xo f; я=1,2...).

5-т е о р е м а  ( А б е л ь  т е о р е м а с и ) .  Агар
оо

2  апх" даражали катор х нинг Х =  Х0 (х о ^ О ) кийматнд*
П= 1
якинлашувчи булса, х нинг

1*1 <  kol
тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларидг 
даражали катор абсолют якинлашувчи булади.

оо

6 - т е о р е м а .  Агар 2  а„х" даражали катор х вин
П= I

баъзи (х ф О ) кийматларида якинлашувчи, баъзи к,иимат 
ларида узоклашувчи булса, у холда шундай ягона т(г/

оо

> 0 )  сон топиладики, 2  апх" даражали катор X н*
П = I

|дс|<г тенгсизликни каноатлантирувчи к.ийматларн̂  
абсолют якинлашувчи, |х| >  г тенгсизликни каноатлан 
рувчи кийматларида эса узоклашувчи булади.

оо

6- т а ъ р и ф. 6-теоремадаги г сони 2  а„Xя
Л = 1

ли к^аторнинг якинлашиш радиуси, ( — г, г) интерес 
даражали \аторнинг якинлашиш интервали deuU* j^  

Берилган даражали катор хамма (jct^O) i
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ларда узоклашса, унда г =  О деб олинади, катор хамма 
х ларда якинлашса, унда г=  оо деб олинади.

оо

2- э с л а т м а. *  =  ± г  нукталарда 2  алх" даражали
Я=1

катор якинлашиши хам мумкин, узоклашиши хам мумкин.
7-т е о р е м а  ( К о ш и  — А д а м а р  т е о р е м а с и ) .

Берилган 2  а„хл даражали каторнинг якинлашиш радиу-
П— 1

СИ

г = ~ ^ А —  (3)
• lim y i S j

Л —*■ оо v

булади.

3- э с л а т м а. Агар lim V | a J  =  0 булса, г=  +  оо
П оо ' *

lim v r a  =  +  00 булса, г =  0 булади.
Л —► оо

оо

Даражали катор 2  а„хл нинг якинлашиш радиусини 

г =  lim
Л - .  оо I  Я л +  |

Й Е К  мумакинДа ХЭМ (ЗГар бУ ЛИМИТ МавЖУд бУлса)
'  1  *: ?; ОО

т м а. 2 ^ал(х х0)" д а р а ж а л и  каторнинг  

«кн »зд „ш  интервал* < *_> , л + г) булади. Бунда

* ! а"х каторнинг якинлашиш радиуси.
27‘ М И СОЛ. Ушбу

м 2 ^ .  2 +  2V5- + - + ^

ИнтеРвалини х°аРмдаНГЯкиИНЛаШИШ РадиУсини, яки нлаш и ш  
якинлашиш сохасини топинг.



Бу даражали каторнинг якинлашиш радиусинц 
(3) формулага кура топамиз:

у»
г = ---- !---- = -------^ = ,=  l im 2 *  =1.п ___  _~ п I [

lim л 1 \ а  \ lim ~\ /— =-
V 2 Vn

Демак, берилган даражали каторнинг якинлашиш радиу- 
си г =  1, якинлашиш интервали эса ( — 1,1) булади. х =  ±  
± г = ± 1  да даражали катор мос равишда

2 _ ^ |)л v 1
П= 1

сонли каторларга айланади. Бу каторларнинг якинла- 
шувчилиги равшан. Демак, берилган даражали каторнинг 
якинлашиш сохаси [ — 1,1] сегментдан иборат.

2 8 -м и с о л . Ушбу

даражали каторнинг якинлашиш радиусини, якинлашиш 
интервалини хамда якинлашиш сохасини топинг. Бу 
даражали каторнинг якинлашиш радиусини (* ) форму-’ 
лага биноан топамиз:

r =  lim
П  —*■ ОО

=  lim
ап+ 1 I (л + 1 )5 "  ' (л  +  2)5п+|

&

=  lim 5-1 —т- 1 =  5.
П-*- оо

Демак, берилган даражали каторнинг якинлашиш радиу- 
си г =  5, якинлашиш интервали ( — 5,5) булади. х =  — 5 да

1 - Т + У - - - + . ( - 1г , - т + ™  Щ
сонли катор хосил булади ва у якинлашувчи. 

х =  5 да эса

* + т + т + - - - + т + »  I
сонли катор хосил булиб, у узоклашувчи булади. *
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Демак, берилган даражали каторнинг якинлашиш 
сохаси | — 5,5) ярим интервалдан иборат.

2 9-ми сол . Ушбу
х2 З2 х4

23

я2 х2"
v2 «я * "*(л+1)2 2я

д араж али  каторнинг якинлашиш радиусини, якинлашиш 
интервалини хамда якинлашиш сохасини топинг. 

Даламбер аломатидан фойдаланиб топамиз:

lim ( (п + \ ?  х2я+2 \ /  „ 2 / - \ |  = 
Vn + 2)2 2я + | / \ (п + 1 )2 2я /Г

_  (я+ 1)4 _  **
2 V ( „  + 2)2 2-

2

Демак, 2 <  1, яъни дг2< 2  булганда катор якинла

шувчи ва г > 2  да катор узоклашувчи булади. Бундан 
берилган даражали каторнинг якинлашиш радиуси г 
=  д/2, якинлашиш интервали эса ( — -\/2 , д/2 ) булиши

2

келиб чикади. х= ± д/2 да
(Я+1 f

катор

хосил булиб, унйнг умумий хади учун 

lim п— —=  1 =j<tO
п оо (п  1 )

булганлиги сабабли, катор узоклашувчи булади. Дсмак, 
берилган даражали каторнинг якинлашиш сохаси хам 
( — д/2, д/2) интервалдан иборат экан.

Мисол ва масалалар
Куй и д аги  даражали каторларнинг якинлашиш радиу

си, якинлашиш интервали хамда якинлашиш сохаларини
топинг:

133. 2
п =  I

134. £ ( 2  Г • х2я. 
/1=1

135. 2 п\х\
п=  1

136. 2
п= 1

Зя + (-2)я
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137.
од л
у  (яО-л 
^  (2п)Г •л = 1

145.

138. у  ( - D V  
^  2л+1 'я = 1

146.

139. 2  ( " ф -  1]х".
п— 1

147.

140.
я-i

148.

141. £  з ‘
4-i' V«z+ i -

149.

142.
°° ir 4\2я- 1V i IV1 1 ' —

. V * 2п -~ \п = 1
. 150.

143. 151.

144. 152.

145. £  (* ' 3— •

и 2"+3я

; X
2я

У х“  я+1
h== I

/I In (л -f-1)
t - 1

151. 2  (1+  ‘ +  . . .+-^Х*-1Г
I n= 1

Л=1
152. 2  (  X )"■\ sin n ) <•' dfl— I

Куйидаги каторларнинг якинлашиш сохаларини то-
нинг:

153.
оо
2
л = I

1пл*
п

154.
оо
у 1 / 1 - * у
ЛшЛ

п— 1 2л + 1 \ 1+х/ •

155. 2  0 + 1 )
я=1

156. 2  2"cos"x.
Л =  I

157. 2  ——sin——.
— , *" 2я

8- §. ДАРАЖАЛИ КАТОРЛАРНИНГ ХОССАЛАРИ

Бирор

2  anx* =  а0-\- а {х-\-а2хг +  ... +  аядс* +  ...
л = I

(4)

берилган булсин. 
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|°. Агар (4) каторнинг якинлашиш радиуси г(л>  
~^0) булса, у холда бу катор [ — с, с] (0< с < г )  да те
кис якинлашувчи булади.

2°. Агар (4) каторнинг якинлашиш радиуси г булса, 
у холда бу каторнинг

S (x )=  2  a X
л = 0

йигиндиси ( — г, г) да узлуксиз функция булади.
3°. Агар (4) даражали каторнинг якинлашиш радиуси 

л булиб, бу катор х =  г (х =  — г) нукталарда якинлашувчи 
булса, у холда каторнинг йигиндиси S(x ) функция х =  г 
(.*= — г) нуктада чапдан (унгдан) узлуксиз булади.

4°. Агар (4) каторнинг якинлашиш радиуси г булса, бу 
каторни [а, Ь\ ([а, b]cz( — r, г)) ораликда хадлаб интег
раллаш мумкин.

5°. Агар (4) каторнинг якинлашиш радиуси г булса, бу 
каторни ( — г, г) да хадлаб дифференциаллаш мумкин.

3 0 -м и с о л . Ушбу о»
2 пх".П — 1

функционал каторнинг йигиндисини топинг.
Маълумки, £ ^

п— I

даражали катор ( — 1,1) да якинлашувчи ва унинг

л= I 1— х'
Бу каторни хадлаб диффсренциаллаб топамиз:

£  2  * W  £  п х = _ Ь £ = 4 - 1 )Л=, dx\l X )  л=1 ( , _

=*- £  ПХП- '= -- —--;
- Я=1 (1 - x f

"  и с о л. Ушбу

2 ( — 1 ) V  *"1
„ г г . — ■' "<!+*>л =  0 '

книнг тугрилигини исботланг.
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Равшанки, ( — 1,1) да

£ ( - . г 4 т Ь ;  ■
п ^ О  п = 0

Кейинги тонгликни [0, х\ оралик (0 < х < 1 )  буйича 
интеграллаб топамиз:

X х
\[ 2  ( - 1 ) Г | d t = \ - { -  dt=>
о л̂ ° о

£  (- iy \ rd t= \ n (\ + t )\ * 0=> 2  = 1п (1+ П( —1)V + I
п — О о я=0
32- м и с о л .  Ушбу

V  (- 1 Г  
^  2я+1

я - 0
х2л+

даражали каторнинг йигиндисини топинг ва ундан 
фойдаланиб

у  '( 77 1 у  . д
^  2л 4- 1 471 = 0

булишини курсатинг.
Равшанки, ( — 1,1) да

оо . оо ,

2 /  =  т --=^ 2 ( - Х 2)" = --- — 2=^
о 1~ х л̂ 0 1 - (- * )2

=► £  ( — 1 ух2" =
1+*2

Кейинги тенгликии |0, х] (0<jc-<1) оралик буйич?.. 
интеграллаб тоиамиз:



2  ( — 1Г
/ л+̂ _
2 л + I

д аражали  катор

' п = 0
(-1)" 
2л + I

сонли к а то р га  айланади. Бу катор (х.адларииинг ишорала- 
ри и а в б а т  б и л а н  узгариб келадиган катор) Лейбниц 
теорем аси га  к у р а  якинлашувчи булади. Унда х =  I да

2п 1 uu _

2 2 4 т г =агс^ 1=т»=0 л=0п =  0

булади.

Мисол ва масалалар
К у й и д а г и  даражали каторларнинг йигиндиларини

тонинг:

158.
00

2
п — 1

п

159.
оо

2
л  — 0

— -  — X2' 
2 л  + 1

160.
оо

2
л — 0 ( 2 л ) !  •

161.
оо
2 У

л(л + ] ) г

162. 2  (n + l)^ .
п — 0

163. 2  ( — 1 )п~\2п— 1 )х2п~2.
П — 1

164. 2  п{п+\)хГ~'.
П= 1

К \ й и д а ги  каторларнинг йигиндиларини топинг:

165. V *4" -3
.г г ^ - з -

1 66. £  _

л=1 (2л— | )3Л —1 ‘

167. V 2л-1
«= I 2*
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168. Ушбу

тенгламани каноатлантиришини курсатинг. 
169. Ушбу

функция
x f” (x) +  n x ) - f ( x )  =  О

тенгламани каноатлантиришини курсатинг.

9- §. ТЕЙЛОР КАТОРИ- ФУНКЦИЯЛАРНИ ДАРАЖАЛИ 
К.АТОРЛАРГА ЁЙИШ

f(x ) функция х^хо£R ) нуктанинг бирор (/6(*о) =  
=  {x £ R :x 0— 6 <  х < х 0 +  б; 6 > 0 } атрофида берилган 
булиб, шу атрофда исталган тартибдаги хосилага эга 
булсин. Ушбу

даражали катор f(x) функциянинг Тейлор цатори дейила
ди. Хусусан, хо =  0 да катор куйидагича булади:

(одатда бу каторни Маклорен к,атори хам дейилади).
8 - т е о р е м а .  f(x) функция бирор (  — г,г) ( г >  

> 0 )  ораликда исталган тартибдаги хосилага эга булиб, 
унинг х — 0 нуктадаги Тейлор катори
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булсин. Бу катор ( — г, г) да f(x )  га якинлашиши учун f (x )  
ф у н к ц и я  Тейлор формуласи

к х ) = т +  п * 'х +  ,^ 2+ .. .4 - ^ ))/ + r „ w

нинг к,олдик, хади барча х £ ( — г, г) да нолга интилиши
lim r„(jc)=0

ft —► оо

зарур ва етарли.
Маълумки, бу холда Тейлор формуласининг колдик

чади:
а) Лагранж куринишида

rn(x) =  L{п + 1» х"+ (C =  0JC. 0 < 0 < 1 );

б) Коши куринишида

Ф )  =  ^ +|(1 - 0 Г  (с = 0х, О<0< 1);

в) Пеано куринишида
г*х)= 0(Xя)

булади.
Агар

Цх)=цо) + + I f V  + ...+ « V  +...

муносабат уринли булса, /(*) функция Тейлор каторига 
ёйилган дейилади.

9 - т е о р е м а .  f (x )  функция бирор ( — г, г ) ораликда 
исталган тартибдаги хосилага эга булсин. Агар шундай 
узгармас М > 0  сони топилсаки, барча — г, г ) хамда 
барча л(я=1,2,...) учун

\f<"Hx)\ < М
тенгсизлик бажарилса, у холда ( — г, г) ораликда f (x )  
функция Тейлор каторига ёйилади, яъни

f (x )=  z J ^ l x ” =  f (  0 ) + ^ * ^ + . . .
я  — 0

булади.
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1. е‘ = \ + х + - £  +  ...+ ( _ 0 0 < j r <  +  oo) (5)

Куй и да ба ьзи содда функцияларнинг Тейлор кат
рини келтирамиз: 10Рла-

2. sin jc =  j c — ... -h( —  1 ) n - *  * * 00 <дс<(2я— I)!
<  +  °°)-  . (6j
3. c o s x = l - ^  +  . . .+ (- i y - 2̂ --|-... ( - oojc<  +  oo).

г  s  (7)4. in (1 4 * ) =  * — y  +  ••• +  ( — 1)" Ln~ +  --- ( — 1< jc< |).

(8)

(9)

5. (\ + х )т = \ + т х +  - '^ — -x2 + ... -f 

4  т±т- " ^ т -Л±11х* +  ... ( U | <  I). '

33- м и с о л. Ушбу

/(jc) =  ch jc
функцияни х нинг даражалари буйича каторга ёйинг.

Берилган функциянинг я-тартибли (/1=1,2,...) хоси
ласи куйидагича булади:

ch(,,,(x) ч
сИ(я)(0)-К

ch х, агар п жуфт сон булса, 
sh х, агар п ток сон буЛса.

Бундан:

агар п жуфт сон булса, 
агар п ток сон булса

булиши келиб чикади. Демак, берилган функциянинг 
Тейлор катори

1 4- **--{--* 4- -|— . 11111
^  2! ^  4! ^  "  ^  (2л)! Г

булади. Бу каторнинг якинлашиш интервалини топамиз 
Даламбер аломатига кура

Г х2/1+2 х?п 1 х2ImLl_ (2/Г+ 2)! ' (2«)! J =  I 72л + IX2« + 2)
=  0
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лулганлиги сабабли каралаётган каторнинг якинлашиш 
интервали ( — оо, +  оо) булишини анимаймиз. /(*) =  
= chx функция Тейлор формуласининг колдик хади 
(Лагранж куринишидаги колдик хад)

г „(*)■-

у + 1
(—  j-rj- ch Оде, агар п жуфт сон булса,

х " + 1
. —  — ch Qx, агар п ток сон булса(я + I )-

(О < 0 <  I)  булади. 
Агар

еах-е~ 0х

I ch 0х| = еах+е~0х UI

хамда

Ы я+|П т 7'4 ТТГ =  0
Л ~ < Х >  ( Л +  I  ) !

булишини эътиборга олсак, унда

lim /-„(*) =  О
П —*■ оо

экани келиб чикади. Демак, (10) каторнинг йигиндиси
ch х га тенг:

г2 И •>ch х =  1 4-Д-4- ^  _|— _ 4_ ~  2! ~  4! ' ~  (2я)! ~
•3 4 -м и с о л . Ушбу

Фуикадяни Маклорен каторига ёйинг.
Маьлумки, jc^( — 1>1] да

1п(1 + * ) = * — £ + - £ _ . . . + ( _ 1 > - . ■£ +  ... 

,Лади- ^унда х ни — х га алмаштириб, топамиз:
•п(1 — х) =  — X — — — -- 

’ 2 3 п
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1. ex= l+ x  +  ̂ - +  ...+-^-+... ( - o o < j c < 4- oo) (5)

2. Sin Х =  Х— £  +  ...+< _  1 r - > - 0 L + . L  ( - о о < х<

< + ° °  щ
3. e o s x = l— ^ +  ... +  ( - 1 ) " ^ -  + ... ( - о о * <  +  00)

*  X- (7)
4. I n ( l - f x )  —  х — -  +  ■••+( —  1 Г  ( — 1 < х < 1 ) .

5. (1+хГ=1+/лх+ ^|p i> x2 + ...+
т ( т - 1 ) . { т - п  + \)4 -----„7--------X +  ... ( Iх| <  1). (9)

33- м и с о л .  Ушбу
f(x) =  chx

функцияни х нинг даражалари буйича каторга ёйинг.
Берилган функциянинг « тартибли {п — 1,2,...) хоси- 

ласи куйидагича булади:

Куй и да ба ьзи содда функцияларнинг Тейлор к.ато
рини келтирамиз: ' "P-ia-

сЬ 'Чх)

Бундан:

ch х, агар п жуфт сон булса, 
sh х, агар п ток сон бул^а.

ch(«i(0) = {  lf агар п ЖУФТС0Н 6Улса-
}(), агар п ток сон булса

булиши келиб чикади. Демак, берилган ф у н к ц и я н и н г  

Тейлор катори

1 Н—  —  -К» (|,и' 2! ^  4! ~ ~  (2л)! Г  V
булади. Бу каторнинг якинлашиш интервалини тонами 
Даламбер аломатига кура

__  _____ =0
(2«+1К2я + 2)

Г *2л + 2 х2” 1
iim о̂ г- ,*<г =  1*тп » »L  (2/1 + 2)! (2л)! J



лйлганлиги сабабли каралаётган каторнинг якинлашиш 
интервали ( — оо, + о о )  булишини аниклаймиз. /(*) =  
^ c h х функция Тейлор формуласининг колдик хади 
(Л а г р а н ж  куринишидаги колдик хад)

г«(х) =

Xя +-—г-гтг ch 0jc, агар п жуфт сон б^лса,

х"+ 1;———  ch дх, агар п ток сон булса(Я-И)!

(0 < 0 <  I)  булади. 
Агар

Ish 0*1 =

I ch 0лг| = j

г— I

ee* + e-Ux ,|xl

хамда
I _ |Я +  I

П т - 14 т -  =  0
n -*■ <JO (л 1 )■

булишини эътиборга олсак, унда

lim rn(x) =  О
n -*■ со

экани келиб чикади. Демак, (10) каторнинг йигиндиси
ch х га тенг:

Л  г4 2л
ch х =  1 +-*—4- — 4- Ч—  — -4- ~  2! ~  4! ' ' (2я)! '

•3 4 -м и с о л . Ушбу

/ (* )= ,п - Щ

Функцияни Маклорен кагорига ёйинг.
Маьлумки, дг (̂ — 1,1 ] да

ln( 1 -f-х) =  х ~  j у - ' j L + _

*Лади- Бунда х ни — х га алмаштириб, топамиз:
Iп( I — JC) =  — X_— ____х>-_ __—2 3 п
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Натижада .. , .
Or2 Чу?п~1

1п(1+х)— 1п(1— x) =  2x-f- 2 I- " Ь '2„ _h 4

булади. Кейинги каторнинг ( — 1,1) да якинлашувчилиги
равшан. Демак,

I I + * о I 2.x2 . , 2.x2 ____.
hi =  2* +  -3- + .- +  2п—\ + -

35- м и с о л .  Ушбу
/(x) =  sin4x

функцияни х0 =  -̂  нукта атрофида Тейлор каторига ёйинг.

Аввало sin2x =  -̂  (1 — cos 2х), cos2x = y  (1 +  cos 2х) 

эканини эътиборга олиб.

- i [COS2X+ ‘ ± f s4'

=  ^cos 2x +  -gCos Ax

булишини топамиз. Сунгра x — t-\- 4 алмаштиришни ба- 

жарамиз:

Я * ) =  /(*+-4 ) =  I -  2Lc0s2<* +  "“  )+  ^ °S 4 ( t+  Ь =  J

=i+isin2'_ gcos4/
Энди sin x хамда cos x ларнинг ё й и л м а л а р "  i : i h  

фойдаланиб, ушбу
00 / i \П(л2п +■ 1 

- " 2<«  2  
п— О

А /  У  (  —  • ) я 4 2 п  ^ 2 яcos 4/=
п —О

теш ликларга эга буламиз. Натижада
г ,  . ____  3  1 у  ( —  1 ) Л2 2 ,1 + 1  / ____  Л ч 2 я  + 1__
/(*) И “t” •) ^  <9п4-М1 4



йигиндини хисобланг 
Равшанки

-1 o f ln in ! -  _  J t A H i l
( 2 л - 1) L 2л— 1 2л J

(
л(2л

Унда

3 ,  *  2«-1 . . .  "

булади. Агар (31, 32- мисолларга каранг)
2  i r - i i l " l = ln (H - l)  =  ln2,

Пп — 1

2 - t ^ T - = ar c tg l= ^

булишини эътиборга олсак, унда

^  л(2л — 1) 2 я=1
эканини топамиз.

37- м и со  л. Ушбу
а =  д/130

микдорни 0,0001 аникликда хисобланг. 
Буни куйидагича ёзиб оламиз:

I
1 ,3V l30 =УТ25 +  5 =  Д ^125(Ц —,^-) =  5(1 + 25)

Энди, бизга маълумки, ушбу
{ i + x r = l+ m x + ^ p ± s + . . . +

m(m — 1 )...(m — л +  1) » .
+ ----л! Г “*-~

( — 1 <Сх<; 1) тенгликда х =  ~  , т = ^  дейилса, унда

(1 1 + - Л г_ _ 1 _  +  ̂ - 4 ^ г  +  ...



хосил булади. Бу хадларинннг ишоралари навбат бИл ш 
узгариб келадиган катор булиб, Лейбниц теорем а.^
кура

8 . ( 1 + ^ . 5 . ( 1 + ^ - ^ )

нинг хатоси кейинги ^адидан, яъни 

булади. Агар

2;5

З3-4!56 Д а "  КИЧИк

2-5
З3.3!56 81-625

<0,0001

хамда

5 (*  +  3 .V “  3^2!5*~) =  5 +  ° ’06667 — 0,00089 =  5,06578 

булишини хисобга олсак, унда 

a =  V l30  «5,06578

эканини топамиз.
38- м и с о л. Ушбу

е r dx

интегрални такрибий хисобланг.
Маълумки, ( — оо, -(-оо)да

1+ T T + - S - + • + ^ г+ ~  Я

булади. Бунда х ни — х2 га алмаштириб, топамиз:

х2 , X4 jfi

Кейинги тенгликни (0,  ̂ | оралик буйича и н т е г р а л л а с а К .

унда
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“  1 ( 1 _  | Г +  2! -  | г +  - ) ^  =
0 '

V3 „ 5  7 \  | ±

~  3  + '2 Г 5 " ~ ^ 7  + - ) 1 о  =

— ~  -+ - L ______ 1 (_

4J -3 45-2!5 473! 7 " "

булади. Учта хадини олиб, топамиз:
4

[ e~^dx7ti\---- !---1--- !__ __
 ̂ 4 43-3 45-2!5

=  0,25 — 0,0052 +  0,00009 =  0,24489.
Демак,

Мисол ва масалалар

Куйидаги тенгликларнинг тугрилигини исботланг
-  »гЛг 

п\170. 2  '= > ( „ > 0 ,
П — 0

171. Shx=  2  ( - о о
. 0 <2«+1)!( 00

172.—tJ L — .— i . j. 2-^2/г— *)!!

оо).

VT-T^ =  ] ^  ( - 1  < * < ! ) .П= |

173. arc sin x =  jc4 - V  (2л —I)!! дг2л + 1
л 1  (2л)!! 2л-Н ( —

,74- 1п(*- f -\JX2+  1 ) =  д - у  ( — 1)'|-(2я— 1 )1! х^ + 1
» .  « *  ~ и г ,  

ю
КуйиДагиИфау1,!1к,1 ^ ~ ^ 9  ̂ мУн°сабатлардан фойдаланиб,
4аРажали катопгя -?РНИ *  НИ" Г 4аРаж алари буйича175 14,1 ropi а еиинг:

176. _ i . _
V  1 - 2 х ‘
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177. sin
О

178. е2х +  2е~х.
179. arccosx.
180. cos**.
181.x cos32jc.

182. 1п(12 — х ~ х 2).
183. In ^ / Ш .

184 •r+ lt|(1 —*J_ 
x2

185. - 3* ~ 5_  
j t - 4 x + 3

186.
9 +  x2

187. —- J---
(*2 + 2f

188 .  *--- .
1 +Л + ДГ2

189. 2x arctg x — ln(l -f x2).

Куйидаги функцияларни курсатилган нукта атрофида
Л0Р ка горларига ёйинг ва бу каторларнинг якинлашиш 

радиуслапини то п и т-радиусларини топинг:

190. f(x) =  cosAx, х0=  — у .

191. Нх)=1п(х2 +  2х +  2), х0=  — 1
1 9 2 . / ( * ) = - >  = 1 .

х 5х -f - 6

193. / ( * ) = * _ ,  , 0 =  2.
\ х2~ 4 х  +  8

194. f ( x ) = j ,  х0= - 2 .

195. /(*) =  cos х, лг0 =  1.

196. /(х )= е х, х0=  — 2.
197. f(x )=  ф ,  хо =  4.
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К,уиидаги функцияларни турли усуллардан фойдала- 
ниб, Маклорен каторларига ёйинг ва бу каторларнинг 
якинлашиш радиусларини топинг:

198. /(*) =  (1 +  * )е '• 203. /(x)==arcsin-^=^.

199. /(jt)=sin2*-cos2jc. 204. f(x) =  arccos( 1 — 2x*).

2 0 0 . / W - X X - H -  205- « ‘ Н г ' л -x — 5дг+6 о
X

201. / (*)= arctg -^ *-  206. /(jc)=  J sy 'd / .
0
x

202. /(x) =  arctg(x +  д/l +  **). 207. / (* )=  j  lr̂ M  dt.

208. Ушбу

/<,,= i
.-o 2"-«l

функция

f '(x )- x f (x )= 0

тенгламани каноатлантиришини курсатинг.
209. Ушбу

£  S  + 1 
/ (* )=  2  - лГ- 

л—0
Функция

x f'(x )= (x+ \ )- f(x )

Тенгламани каноатлантиришини курсатинг.
210. Ушбу

. Z S  ' (2л+1)! ,cos *  •" 1> <•>-»(2л)!!
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тенгликлар маълум булган холда
sinx-cosjc=ysin2jt, sin2x-f-cos2jr =  1

тенгликларни исботланг.
Куйидаги каторларнинг йигиндиларини топинг:

211. з Х - 'Л " " * .
„=0 2""'

212. 2  (2п+1)хп.
п — 0

213. 2  (3/1+1)Лл!я=О
И

214. 2  - Г  Гтт.л(я+ 1 )
/1 =  1

215. 2 «V .
/1= I

216. £
л!Я— I

Микдорларни курсатилган аникликда хисобланг:

217. а  =  У250, 0,001. 220. a= a rc tg  0,2, 0,0001.
218. <x=sin 18°, 0,001.
219. а =  In 3, 0,0001. 221. a = - j,  0,0001.

Интеграл остидаги функцияларни даражали каторлар- 
га ёйиб, интегралларни курсатилган аникликда хисоб-
ланг:

1 1
222. (j ~T~dx, 0,001. 225.  ̂ sin x?dx, 0,001.

О - о
Г 3

223. \ е  dx, 0,001. 226. \ г 'dx, 0,001.
0 о1

224.  ̂ cos x2dx, 0,001.
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X V  б о б  

ХО С М А С  И Н Т Е Г Р А Л Л А Р

I к ЧЕКСИ З О РА ЛИ К БУ Й И ЧА  ХОСМАС И Н Т ЕГРА Л Л А Р 
ВА УЛАРНИ НГ ЯКИ Н Л А Ш У ВЧ И Л И ГИ  ТУШ УНЧАЛАРИ

Пх) функция [а, +  ОО.) ораликда берилган булиб, бу 
ораликнинг исталган [а, /] ( а < / <  +  оо) кисмида 
интегралланувчи, яъни ихтиёрий t ( l> a )  учун ушбу

/
F (t )=  \f(x)dx

а

интеграл мавжуд булсин.
1-таъриф.  Агар f —>--|-оо да F (t) функциянинг 

лимити мавжуд булса, бу лимит f(x) функциянинг 
[а, + оо) оралик, буйича хосмас интеграли дейилади ва

 ̂ f(x)dx
а

каби белгиланади.
Демак,

f(x)dx. (1)

л 2' Т а ъ Риф.  Агар /-v +  oo да F ( l)  функциянинг 
hkuUTu мавжУд булиб, у чекли булса, ( ! )  хосмас интеграл 
интр*ашУвчи дейилади, }{х)эса чексиз[а, -}- оо ) ораликда 

Ралланувчи дейилади. 
бдЛс'иа~ ^ ^ ’ ^ 0°  да F (t) функциянинг лимити чексиз 
Узок» СКи Лимит мавжуд булмаса, ( I )  хосмас интеграл 

° ^ У в ч и  дейилади
'0-527
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f(x) функциянинг ( — oo, а] ва ( — oo, + 00) 0paj3  
лар буйича хосмас интеграллари, уларнинг якинлашул^ 
лиги, узомашувчилиги хам юкоридаги каби таъриф^^1'

а а

\ f(x)dx=  lim \f(x)dx,
J  / —  OO J

—  00 /

f  00 i

\ f(x)dx=  lim \f(x)dx.
J  /^  + 00 J. r-r -̂oo1

a -j- 00

1 - э с л а т м а .  Агар (j f(x)dx ва  ̂ f(x)dx интег-
+ oo

раллар мавжуд булса, jj f(x)dx интегрални куйидагн-

ча \ам таърифлзса булади:
+  оо а

 ̂ j(x )dx=   ̂ j{x )dx+  jj f(x)dx
+ 00

1- м и с о л .  Ушбу
*+ о°

/ =   ̂ хе X'dx

хосмас интсгралнинг якинлашувчилигини апикланг ва 
кийматини топинг.

Таьрифга кура
+ ОО t

 ̂ xe~xdx =  lim \xe~**dx
J t — + 00 J

булиб,

h '(l)= ^xe **dx =  ^e *2- *dx2 = — j e  x |o —

булганлигидан эса

булиши келиб чикади.
146



Демак, берилган хосмас интеграл якинлашувчи ва 

 ̂ хе ~ ‘ dx =
о

2-м и сол.  Ушбу

I =  \
+ *+ 1

хосмас интегралнинг якинлашувчилигини аникланг ва 
к.ийматини топинг.

Таърифга кура
+ °°

f  dx .. Г dxV —s----- — lim \-r------
J  J^  +  X + l  /---OO j  XT +  X + l— oo t-+- -f- oo *

булади. Агар

L L d\K )
ва

Иш_ F(t, <')=r| in ._ ^ {a r c tg ^ ± i- a r c tg - ^ )=Г
* - * + "  / - * + o o

2 / л _/___n \\ _  2n
~  V 3 \ 2  _ l  — Y j /  V5

булишини эъгиборга олсак, унда берилган хосмас инте- 
гралнинг якинлашувчи ва у

2л

Э1<анини топамиз. 
м и сол.  У шбу

7 ~  V3

+ оо 

а

|  °смас интегрални

J ~~  ( а > 0 ,а > 0 )
а

якинлашувчиликка текширинг.



Равшанки, [а, /] ораликда (а > 0 ) f(x) — Функция

Г dxI У
а

а ) а > 1  булсин. Бу х.олда
I

.. Г dx .. 1___ / А - а  „ 1 —а \ __  а “im \— =  lim —-{t — а )— —— -

узлуксиз, демак интеграл мавжуд.

булади. Демак, а >  1 булганда берилган интеграл якинпа- 
шувни ва

+ °° I n
[ =  а •
3 у. — а-1 ’
а

б) а <  1 ва а =  1 булганда, мос равишда

lim [ ~ Х=  lim ~  ~ (/|-“ - а ,-а)=  +  оо,
а

/
lim ( — =  lim ( I n / — In a )=  +  oo

/-*4-00 J x <-* + 00
a

булади. Демак, a <  1 булганда берилган интеграл 
узоклашувчи булади.

4- м и с о л. Ушбу
+  оо

 ̂ дс sin jc c/jc
о

хосмас интегрални узоклашувчи эканини курсатинг. , 
Таърифга кура

-f оо

 ̂ jcsinxdjc
о

интеграл /-►-(-оо да
t

F (t )=  sin х dx
о

функциянинг лимитидир. Равшанки,
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г ff(/ )=  \ x sin xdx=  — jccos x 4-} cos xdx =
о о »

=  — t cos / +  sin t

/-*-+  oo да б у  функциянинг лимити мавжуд эмас. 
д ем ак , берилган интеграл узоклашувчи.

Мисол ва масалалар

Куиидаги хосмас интегралларнинг якинлашувчи экани
ни а н и к л а н г  ва кииматини топинг:

+ <*>
1.

4.

5.
+ °°

dx в
+ «о 
f  arctg х

х + Х2
и *

3 1+ х2

dx 7.
+ оо

Г dx
** +  4 '

е ~3xdx. 8.
+ оо

С _____ d x

J  2Х1 — Ъх
—  ОО

dx
~  О *

0

9. [  xexdx.
X In X

—  оо

dx 10.
+ о °  ,  

[
x2 + 2x + s ' J  *4 +  1 

0

dx.

Куйидаги хосмас интегралларнинг \.шк,лашувчи эка-
иини исботланг:

- f  оо

11.

12.

dx 13.
+ °° 

Г dx
Ф ' 5I

+ оо

X-In X '

dx
п т *

14. 50
sin xdx
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15. J  f t * .
— оо

18.
4- оо
f xdx

I

16.
+ оо
[ / Х+Ъ -dx. 
J лг + Зх—103

19.
+ OO

 ̂ x-cosxdx. 
i

17. У  in̂ +x)dx. 
1

20.
+ oo
f dx

) V* + ? '

2-§. ЯКИНЛАШ УВЧИ  ХОСМАС И НТЕГРАЛЛАРНИ НГ ХОССАЛАРи 
АСОСИЙ ФО РМ УЛАЛАР

“Ь ОО -j- ОО
1°. Агар  ̂ f(x)dx ва jj g(x)dx хосмас интеграл-

а а

лар якинлашувчи булса, у холда
+ оо
5 \af(x)±fig(x)]dx
а

хосмас интеграл хам якинлашувчи булиб,
+  ОО +  ОО +  ОО

5 [a 7 (* )± fb g (* )]d x = a   ̂ f(x )dx±$   ̂ g{x)dx
а а а

булади, бунда a, fi — узгармас сонлар.
2°. Агар Vx£[a, +  оо) учун / (x )^ g (x ) булиб,

-f- ОО + ОО
 ̂ f(x)dx ва jj g(x)dx интеграллар я к и н л а ш у в ч и

а а

булса, у холда
4-оо +  оо

\ f(x)dx<  J g(x)dx
а а

булади.

3°. Н ь ю т о н - Л е й б н и ц  ф о р м у л а с и .  /(*) 
ция [а, +  оо) ораликда узлуксиз булиб, F(x) эса У*1̂ 1*,,^ 
ораликдаги бошлангич функцияси булсин (F '(x )—I*.
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УиДа

6̂ лади-

(j f(x)dx =  F(x)\ + °° =  F(-\-oo) — F (a) (2)

Бу ерда
F (+  О О ) : lim F(t).

/ -► + оо
(0датда (2) ни хам Ныотон-Лейбниц формуласи дейи-

ЛаЛ4° V  з  г а  р у в ч и н и а л м а ш т и р и ш  ф о р м у л а с и .  
fix) ф ун кц и я  [а, +  оо ) ораликда узлуксиз, ф (/ ) функция 
эса [а, Р) Да узлукси» дифференциалланувчи функция 
булиб,

а =  ф (а)< ф (/)<  lim ф(0 =  +  00 /—р-о

булса, у холда

булади.
5°. Б у л а к л а б и н т е г р а л  л а т  ф о р м у л а с и .  Агар 

и = и(х) ва v =  v(x) функциялар [а, + о о )  да узлуксиз 
дифференциалланувчи булиб, lim (u-v) мавжуд булса,

Х-+ +  оо

У холда
+  оо 4“ оо j  оо

булади. Бу ерда

x-*- oo

5- м и С О Л. Ушбу
4- оо $ dx 

х2+ х - 2

I  HTeiРэлни хисобланг. Равшанки

f(x)=-  ____
х2 \-x-2 Л х - l  Х + 2 )

L _ __________________________________
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15.
1 Й ' г -— оо

18.
+ оо 
Г Xdx
i

16. [ - ^ — --dx. 
)  x2-j-3x —10 
3

19.
+ оо

 ̂ х • cos jc  dx. 
i

17. X  '^ ± A d x 20.

+ oo 
[ -  dx) X йХ- 

1 1 V 4+JC2'

2- §. ЯКИНЛАШУВЧИ ХОСМАС ИНТЕГРАЛЛАРНИНГ ХОССАЛАРИ 
АСОСИЙ ФОРМУЛАЛАР

+ °° + оо
1°. Агар jj f(x)dx ва  ̂ g(x)dx хосмас интеграл-

а а

лар якинлашувчи булса, у холда
+  оо

5 [а/(х)±р£(д01</*

хосмас интеграл хам якинлашувчи булиб,
-f- W  -j- оо +  оо

 ̂ [<x-/(x)±p-g(*)Kt=a $ f(x)dx±?> \ g{x)dx
а а а

булади, бунда a, Р — узгармас сонлар.
2°. Агар V*£ [a, +  оо) учун f (x )K g {x )  булиб.

+  оо +  оо

 ̂ f{x)dx ва  ̂ g(x)dx интеграллар якинлашувчи
а а

булса, у холда
-j- ОО -f- 00
(j f(x)dx<   ̂ g(,x)dx

булади.

3°. Н ь ю т о н - Л е й б н и ц  ф о р м у л а с и .  
ция [а, +  ОО ) ораликда узлуксиз булиб, F{x) ?р*Л)==Нх)У 
ораликдаги бошлангич функцияси булсин (г  ( )
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л*лзди- Бу ерла -
W  F (+ o o )=  lim F(t).

t-+- + oo

О атда (2) ни хам Ньютон-Лейбниц формуласи дейи-

лаА4® У з г а р у в ч и н и  а л м а ш т и р и ш  ф о р м у л а с и .  
гЫ функция [а, +  ° ° )  ораликда узлуксиз, Ф(/) функция 
эса (о Р) да узлуксиз дифференциалланувчи функция
булиб,

а = ф(а)<ф(0< lim ф(0= + ° °I —*■ 0 — 0

булса, у холда

J f(x)dx=\f(v(t))<pV)dt
а а

булади.
5°. Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  ф о р м у л а с и .  Агар 

и = и(х) ва и =  и(х) функциялар [а, +  оо) да узлуксиз 
дифференциалланувчи булиб, lim (u-v) мавжуд булса,

Х - +  +  оо

У *олда
| оо 1 +  00  +  00

 ̂ =   ̂ vdu
a я

булади. Бу орда

u-u ) T ” =  lim (u-v) — u(a)v(a).
а X-*- +  оо

5- м и с о л. Ушбу
+  оо

[ -  dx~  - 
J  х 2 +  х - 2
2

• Нтегрални хисобланг. Равшанки



булиб.

функция унинг бошлангич функциясидир. Унда Нь 
Лейбниц формуласига кура топамиз: ! ,,,Г|

Г dx 1 . х— \ I +«> 2 ,
) - з 1” 2* 4 ;2 1

6- м И С О л. Ушбу
+„°° ,

/ =  4 ± ^ ,J дг + 1О
интегрални х,исобланг.

Аввало бу интегрални куйидагича ёзамиз:

+,°° о 4<.°° **(1 "I—
С X ± l dx=  \ ---- >-
о * +1 О * V +  / ~ 2 + 2>

+ 00t M )
= J H)!+ 2 _______\ * /

сунгра / =  jc — алмаштиришни бажарамиз. Натижада

f  oo

? + Т = ^ агс1ё T R — — *
Г 1 , / |+ ®  л

-  ) r ^ -  W a,cig

булиши келиб чикади.
7- м и с о л. Ушбу

+ 0°

интегрални хисобланг. Бу интегрални б у л а к л а б  и н ' и))Тс 
лаш формуласидан фойдаланиб топамиз. Берилг 
гралда



u =  arctg x, dv =  —rdx

иейилса, у х.олда

du=  ~  dx, v =  — l7 
*2+ l *

булиб, куйидагига эга буламиз:

Г 3rctgх dx _  _  arctgs |+« V °  r f , ___
}  X ' '  J  «**+ !>“

= T+  S ( т - ^ У “ -

= V + ( ' " * - > ( ^ + l ) ) | , +* =

=  -? + In  - *  I +” =  n- _ ln J _ = iL  ■ JIL2  
V ^ + l 11 4 Ф  4 2 '

8- м и с о л. Ушбу

/(*) =
I

X In3*
(<?<;*< 4- ° ° )

чизик. х.амда Ox уки билап чегараланган шаклнинг юзини 
топинг. Бундай шаклнинг юзи

4- оо +  ОО

S =  \ f(x)dx=  \ — — ■J  J JC In JC
e e

булади. Интегрални хисоблаймиз:

f dx Г ,  _3 ... . In -2* I + “  l
) ,ln3J =  ) ln ^ ( lnjC) = - 2  L  =  2
с e

Демак,
1

S = 2 ’
м и с о л. Ушбу

■f OO

0 <  \ Т ^ тJ х4+х+1
dx <0,1
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Равшанки, тенгсизликни исббтланг.



dx
27.

28.

' +

V е **+12-dx.

31.

32.

X  In X
(1 +ДС2)2

dx.

30. 1 + *2
dx.

Г _arctgjc_
J 0 + *2)3'2

4- oo

33. (j e_2xcos Sxdx. 
0

4-00

34.  ̂ e~2lsin 3xdx.

Куйидаги функция графиклари ва абсциссалар уки 
билан чегараланган шаклларнинг юзини топинг:

3 5 . =  — оо < х <  +  оо.

36. f(x)=
V 1+е

37. f(x )— v\  
(*+П2

, 0 < х <  +  оо.

, 1 < Х <  +  оо.

38. Дх) =  х*е \ 0 ^ х <  +  оо.

39. /(*) = , —  оо < х <  +  оо.

40. / ( * ) = ' , 0 < х <  -f- оо.1 -\-х
Куйидаги тенгсизликларни исботланг:

41. 0,25 <  \ ^ ± L d x <  0,35.
j  х "  4-1

42.
+  оо

cos 4х 
х2 +  4

dx

43. Q< £ j [ j - x? + 3f J y*3—л2+3 1
J  х Ч ^ +i JC< 10V5"
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44. О <  7 + Т о ^ < 0 ’01‘
2

+ оо

3-§. ХОСМАС И Н Т ЕГРА Л Л А РН И Н Г 
ЯК .И НЛАШ УВЧИ ЛИ ГИ  Х.АК.ИДА ТЕОРЕМ АЛАР. 

И Н Т ЕГРА Л Н И Н Г АБСОЛЮТ Я КИ Н Л А Ш УВЧИ Л  ИГИ

Нх) функция [а, +  оо) ораликда берилган булиб. 
ихтиёрий х£\а, +о о )  да /(х)<0.булсин.

1- т е о р е м а .  } (х ) функция хосмас интеграли

 ̂ f(x )dx  нинг якинлашувчи булиши учун, V f£ (a , -+<»)
а

да F ( t )= \ f ( x ) d x ^ C  (С  =  const) булиши зарур ва
а

етарли.
2 - т е о р е м а .  f (x )  ва g (x ) функциялар [а, +  с») да 

берилган булиб, Vx£[a, +  оо) да
0 < f ( x )^ g (x )

+  ОО

булсин. У холда  ̂ g(x)dx  якинлашувчи булса,
а

 ̂ f(x )dx  хам якинлашувчи булади; \| f(x )dx  узом*-

+  оо

шувчи булса, jj g(x )dx  хам узоклашувчи булади.
а

3 - т е о р е м а ,  /(дг) ва g (x ) функциялар |а, +  ° °й Г
f (x )^ 0 ,  g (x )^ *0  булиб,

lim " * \  =  k е(х)
(0 < k <

X--*- +  оо

бу
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лсии. Агар оо ва \ g (x )dx  интеграл
I



ШУвЧИ
булса, jj f(x )dx  интеграл хам якинлашувчи була-

+ 00
АгардИ

+ ос

kz>0 ва  ̂ g(*)dx интеграл узоклашувчи

б"лса  ̂ g (x) dx интеграл хам узоклашувчи булади.
а

Д ем ак, а га р  0 < & <  +  оо булса, юкоридаги интеграл- 
1Чр бир в 'актд а  яцинлаишди ёки узик,лашади.

4- т е о р с м а. Агар х нинг етарли катта кийматларида
(х>Хо>а)

н*>  =

булса, у холда V x > x 0 учун ф (х )< С <  +  о о  ва а >

-f оо
>/ булганда  ̂ f(x )dx  интеграл якинлашувчи, у (х )  ^

*
+

> С > 0  ва булганда  ̂ f(x )dx  интеграл узок.ла-
а

шувчи булади.

5 - т е о р е м а .  Агар Х -+ -f- оо да f (x )  функция 1  га 

+И»^атан ®(а > 0 ) тартибли чексиз кичик булса, у холда

5 i(x)dx  интеграл а >  1 булганда якинлашувчи,
а

^  }( ^ ЛГанда эса узоклашувчи булади.
* Функция [а, +  оо) ораликда берилган булсин.g

jj , е ° р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а  си.) Куйидаги
+  оо

S t(x)dx
а

Хосмас■̂ 0 с ИмтегРалнинг якинлашувчи булиши учун, V e >  
| , ? ^ нганДа хам, шундай to (to> a) сон топилиб,

V Х о  булган ихтиёрий Г, t "  лар учун



IF ( t " )  — F ( f ) \ =  \ i (x )d x - \ f (x )d x
a a

\*
\ f(x )dx  < e
r

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.
4  оо

7-т е о р е м а. Агар  ̂ \f(x)\dx интеграл як,инлашув.
а

-f оо
чи булса, у х.олда  ̂ f(x )dx  интеграл хам якинлашувчи

булади.

3- т а ъ р и ф. Агар  ̂ \f(x)\dx интеграл як,инлашув-
+ оо

+ 00
чи б$лса, у х,олда  ̂ f(x)dx абсолют якинлашувчи ин-

а

теграл дейилади, f(x) функция эса [а, +  оо) да абсолют 
интегралланувчи функция дейилади.

+  оо

4- т а ъ  р и ф. Агар  ̂ f(x)dx интеграл якинлашувчи
а

+ 00
булиб,  ̂ \f(x)\dx интеграл узок,лашувчи булса, у цолоа

а

 ̂ f(x)dx шартли якинлашувчи интеграл дейилади.

8-т е о р е м а  ( Д и р и х л е  а л о м а т  я) ^ хЬ ва ^ар 
функциялар [а, +  оо) ораликда берилган оулио, j  
куйидаги шартларни бажарсин:

1) f(x) функция [а, +о о )  да узлуксиз ва УниИцГияСи 
ораликдаги бошлангич F (x )(F/(x) — /(•*)) ФУ 
чегараланган, в3

2) g (x )  функция \а, +  оо)  да g '(x )  х о си л а га  э 
у узлуксиз функция,

3) g (x ) функция \а, +  оо) да камаювчи,
4) lim g (x ) =  0.

X-*- -f- оо
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у  холда

\ f (* )g (* )d x
а  .

интеграл якинлашувчи булади.
Ю- м и с о л .  Ушбу у -Win!,/*

2
х2 *

и н т е г р а л н и н г  якинлашувчилигини курсатинг. Бу интеграл 
учун

булиб, V +  ° ° )  Да

/•;(/)=cos ' <  i
iOJ
и.

И- м и с о л. Ушбу

булади. Унда 1-теоремага кура берилган интеграл
якинлашувчи булади.

+  оо

 ̂ е **dx
о

ин егрэлиинг якинлашувчилигини курсатинг. Равшанки,
1 учун

булади. Унда
+  оо
f dx

х2

би1>оан ИМЛаи1увчи бУлишини эътиборга олиб, 2- теоремага



+ “  1 V °  J
\ e- l2dx=^e~^dx-\-  ̂ e~x~dx.
О о 1

Демак, берилган хосмас интеграл якинлашувчи.
12- м и с о л. Ушбу *

+  ОО
dx

нинг хам як.инлашувчи эканини топамиз. Равшанки,

\ In х

интегрални якинлашувчиликка текширинг. Бу хосмас 
интеграл билан бирга

4  оо
С dx
) лГ*

интегрални караймиз. Кейинги интегралнинг узоклашувчи
экани равшан.

Энди

.. lim  _____lim___ —---
_ L  _  ж-.-t-oo V^ + Injc l MV4+In/-

булишини эътиборга олиб, 3-теоремадан Фоидала" Инбй 
берилган хосмас интегралнинг узоклашувчи ^
топамиз.

13- м и с о л. Ушбу
+  оо

f — — -

1 х^х? + х
Интегр3-1

интегралнинг якинлашувчилигини курсатинг.  ̂
остидаги функция учун



I б'лади тсорсмага кура берилган интеграл якинлашувчи 
|| булади
, ' 14- м и с о л. Ушбу
J 00

\ ^ < “  <«>о)
1 1
1 хосмас иитегралнинг якинлашувчилигини исботланг. 

Интеграл остидаги функцияни куйидагича ёзамиз:

s'"- = s in  x-^-=f(x)-g{x).
Xг лг

Бу ерда

/(х) =  sin х, Я (х )=  j .

I Бу f(x) ва g(x) функциялар 8- теореманинг (Дирихле
1 аломати) барча шартларини каноатлантиради:

1)/(jr)=sin х функция 11, +  оо ) ораликда узлуксиз ва
I бошлангич функция F (x )=  — cos х чегараланган,

2)-&(*)=  1- функция [1, +  оо) да g'(x) = ---j5L_
■' X

хосилага эга ва у узлуксиз,

3) g(x) =  (« > 0 ) функция |1, +  оо) ораликда ка- 
ювчи,

Г ^  *'m S (x )=  lim —  =  0.I  *-* + « хг» + оо Jf1
В Дсмзк Я

я н̂ВлашуВце°^ емага К^ а берилган хосмас интеграл 

•5- м и



хосмас интеграл нинг шартли якинлашувчилигини к*!? 
типг. By интегралнинг якинлашувчилиги юкори 1а 
рилган 14- мисолдан келиб чикади.

Энди
I «>

I j  Г !sin лс| .I dx =  \ — ~ dx-
| oo -}- oo
Г I sin x

интегрални караймиз. Равшанки,
i . I __ . 2  1 — cos 2xI sin x\ ^  sm x =  — —---£ »

Унда ихтиёрий t>  I учун

i i i 
Маълумки,

t -+- ОС I -f- OO
i; Г dx f dx .. Г cos 2x . f  cos 2x<, lim \— =  \ , lim \ —— —dx =  \ ---- dx.

/ -*■ -f Ot* j * J X I-T + OO J  * J X i ttt-
I I  I ' 2

т 30 4-00
. f dx ' Г a n s 2 x s \ $Агар \  ̂ нинг узоклашувчилигини, \ ал ник.

эса якинлашувчилигини эьтиборга олсак, унда (3) тенг
+ 00

ликда д г о о  да лимитга утиб,  ̂ j \dx хосмас
i . ■ 1 ■

интегралнинг узоклашувчилигини топайиз. 1 ч
Демак, каралаётган интеграл шартли якин лаш увчи
16- м и с о л. Ушбу

+  ОС

S sin х ,--- i;dx
l+JT

интегралнинг абсолют якинлашувчилигини курсат1̂  ^ 
Интеграл остидаги функция учун ихтиёрий xcl -„«Я

Да
I sin i  I . 1

1-f*2 I \ + J
булади. Равшанки,



i+*2'

якин лаш увчи  интегралдир. Унда 1-теоремага би н о ан
+ 00

\dx5 Ш1
„нтеграл хам якинлашувчи булади. 7-теоремадан эса

f  ОО

sin хГ sir 
J 14

2dx
. +*

нинг якинлашувчилиги келиб чикади. Демак, берилган 
интеграл абсолют якинлашувчи.

Мисол ва масалалар

Куйидаги интегралларни якинлашувчилигини исбот
ланг:

+  оо

46. Т —  dx 51. \ *
3 ^ х * + 1  ]о

+  оо ________  +  оо In X47. С __V i± i w*. 52. \ dx.
J 1 4- 2 л/jc 4- лг J

48.

J  1 + 2  V *  + x2 J  хл/х?— 1
+  oo +  OO

S 53. J ~ - f _ .
о * <! V*3 + *

+  OO +  OO

«• \ - ^ dx. 54. \ ^ - d x .
I  '+ *4 о

T  55. X ' » « '+ *+ *-£> dx.
I ^lnx I  yf?

Ни иебсп^а ” ингегРаллаРнинг шартли якинлашувчилиги-

50.

56-  ̂ sin * 2dx. 5 7  f A i n *
0 ' x34-

dx.
« *‘ +1
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58.

59.

60.

61.

+- ОО

S sin In

V*
dx.

0 
+  oo

0 
+  oo

tJ x  —f— i Г) JC 

■фс COS JC

dx.

0 
+ oo

JC +  100
dx.

62.

63.

64.

t ocs
2

+  OO

V*-f * sin.
In J

I s in  X

dx.

dx.S
sin !

0
oo

\ ~ ^ rSin( x + {)d x .

о
-f oo

COS -\fx

•\Jx 4-lnx

1
+  oo

dx. 65. J arctg—  dx

Куиидаги интегралларнинг абсолют якинлашувчилиги 
ни исботланг:

66.

67.

68.

У  si"*djc. 69. |n2( l+ l)s in jc d x .

+ оо

SI
+ оо

cos(l +  2х)
\Х  —  In .г) ’

dx.

I
+  оо

70. j
I

+ оо

sinjc3 dx.

cos(l +2х) . 
( т/jC — In jc)3

71. j - sin(jc +  j r ) J.c.
*  Xх

Куиидаги интегралларни абсолют ва шартли якинла 
шувчиликка текширинг.

+ оо
72.

73
+ оо

• \I
+ «

74. J

sin(In .— 1—  sin jc  dx.

cos x dx 
(2x— cos(ln x))a

75

76.

77.

о
+  OO

Xя

Ij jcasin x2dx.
0 

-+ oos sin x dx 

.  —  arctg-^arctg j-aretgy  j

н булиб-/(*) функция ( —  oo, +  oo ) ораликда б е р и л га н  ■ _ 
ораликнинг исталган [/', /] ( — оо < / '<C t<C -г 00 ‘бу

мида интегралланувчи булсин:
/

W 0 =  \/(x)dx.
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5- т а ь р и ф. Лгар t ' = — t булиб, t-+ -f оо да F(t', t )=  

И функциянинг лимити мавжуд ва чекли булса,
Г

-t 00
холда \ f(x)dx хосмас интеграл бош цийматУ *» Jоо

да якинлашувчи дейилиб,

lim (j j(x)dx

маъноси-

/-*■ -f- ОО

+  ОО

лимит эса  ̂ f(x)dx хосмас интегралнинг бош к,иймати
—  ОО

дейилади.
4- со

\  ̂ f(x)dx хосмас интегралнинг бош циймати
f 00

V.P.  ̂ f(x)dx
— 00

каби белгиланади. Демак,
+ ОО I

V.P .  ̂ f(x)dx=  lim \ f(x)dx
J Z-̂  + oo J-t

т 00
5 i(x)dx хосмас интеграл якинлашувчи булса, у бош

— оо

кий мат маъносида хам якинлашувчи булади. Бирок 

5 i(x)dx хосмас интегралнинг бош киймат маъносида— оо

доим ,аШУВЧИ ^улишидан унинг якинлашувчи булиши хар 
*ам келиб чикавермайди. Масалан, ушбу

f  00

 ̂ sin х dx
— 00

инг(чрал бош киймат маъносида якинлашувчи: 

Н |  > 0  учун  ̂ s in x d x « 0  ва, демак,
—  I
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lim \ sin x dx— 0.
+ oo

I

Бирок,  ̂ sin xdx интеграл якинлашувчи эмас.
+  OO

17-мисо л. Куйидаги
+  00

V.P • И
±х
+*2

dx

интегрални топинг. 
Таърифга кура

4- оо
V.P. \ l± jd x =  lim \ -±±^dx

J  l+ x 2 ( -  + oo J  I +  JC-4- OO ‘
t

булади. Энди J  - ] ^ J dx ни хисоблаймиз:

1 T + / dx= \ (y +v  TЬ У Х=  j,
dx

l+ x 2 +

1+/2

+ i  \ = arctg * “ arctg( ~  0 + 2 ln"i

Унда
i

lim ( 1±- V ^ =  lim (arctg f — arctg( — 0 )=я
/-*■-}- oo J  1-J-JT f -f- 00

булади. Демак,

к . , ,  ' j  f l

Куйидаги интегралларни топинг:

78. l/.P. Т 80. I/./3- J ^ctg
J — оо

—  оо

+  оо

79. V P .   ̂ cos xdx.

xdi-

+  00

81. V.P- J VrfX‘
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4- §. ЧЕГА РАЛА НМЛ ГАН Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г ХОСМАС 
И Н ТЕГРАЛ ЛЛРИ  ВА УЛ А РН И Н Г 

Я КИ Н Л А Ш УВЧ И Л И ГИ  ТУШ УНЧАЛАРИ

fix) фуикЦия |я, Ь ) ярим интсрвалда берилган булиб, 
шу ф у н к ц и я н и н г  махсус нуктаси булсин. Бу функция 

I Ь) ярим интервалнинг исталган [a, t\ ( a < t < b )  кис- 
мйда интегралланувчи, яъни ихтисрий t (a < t< ib )  учун

уШбУ F {t)= \ f{x )d x
а

интеграл мавжуд булсин.
Агар /->6-*-0 да F (t) функциянинг лимити

lim F (t)
о

мавжуд булса, бу лимит f(x) функциянинг \а, Ь) буйича 
хосмас интеграли дейилади ва

и
\f(x)dx

каби белгиланади:
ь ь
 ̂ f(x)dx =  iim F (t) =  lim \ j(x)dx (* )

X / —b-0 г—ь-о J
0 a

6- т а ъ р иф.  Агар t-+b — О да F (t) функциянинг 
лимити мавжуд булиб, у чекли булса, (2) хосмас интеграл 
якинлашувчи дейилади. f(x) эса [а, Ь) ва интегралланивчи
Функция дейилади.

Агар t->- Ь — 0 да F (t) функциянинг лимити чексиз бцлса
ulnr Лимит мавжуд булмаса, ( * )  хосмас интеграл 
УЩлашувчи дейилади.
нУКтаси ^“)К0*)ИЛаГИДеК’ а "У11111 Л-*) Функциянинг махсус 
а ва Ь ||v л̂ганда (а< 1̂ оралик буйича хосмас интеграл, 
(и, Ь) ' К1алаР.ФУнкциянинг махсус нукталари булганда 

ралик, буйича хосмас интеграл таърифланади:



хосмас интегралнинг як.инлашувчилигини аник,лацг
к.ииматини топинг 

Таърифга курэ
йа

булиб.

булишидан эса

I
т = \ ^ = 2 ( \  +  ф )

lim F (t )=  lim 2( 1 — /̂7 ) =  2
,_► + о t-*- +о

келиб чикади. Демак, берилган хосмас интеграл як.инла- 
шувчи ва

■
2.

19- м и сол .  Ушбу

\— dx 
J v 4 i~о

\х {1— х)

хосмас интегралнинг якинлашувчилигини аникланг ва 
кийматини топинг.

Таърифга кура
Г Ч

dx . . f dx\ lim
V*<1 — x) / " " о  5 Y*( 1 x)

о t,^i-o i
булади. Агар

\ ^ f e r = arcsln(2 ):- | ) l ' “  
t

=  arcsin(2u— 1) — arcsin(2/— 1)
ва

lim [arcsin(2y— 1) — arcsin(2/— 1 )]=  * 4- !г =  я  1
+o >■ 1 1 ‘Як—i -о
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б у л и ш и н и  эътиборга олсак, унда берилган хосмас интег- 
р а л и и н г  якинлашувчилигини хамда

С *
J лШ

dx л

эканини топамиз.
20- м и с о л .  Ушбу

' ■"1 /г1 т (“>0)а а

хосмас интегралларни якинлашувчиликка текширинг.
Хосмас интеграл таърифидан фойдаланиб куйидаги- 

ларни топамиз:

|im lim
J  (х — а) /-a + o J  (x — a f  /-̂ u + oL I — a  J

t

by лимит a <  I булганда чекли, демак h  хосмас интеграл 
як.иплашувчи, a >  1 булганда эса чексиз, /1 хосмас 
интеграл узоклашувчи булади. a =  1 булганда 

ь ь

( dx- =  lim ( dx—=  Mm f 1п(лг — a)] 14
J  x ~ a i . < . + o J  * - a  , ^ a + o '  П \,
a t

булиб /1 интеграл узоклашувчи булади.
Демак,

/г ( о > 0 )

хосмас интеграл a <  1 булганда якинлашувчи,
^ 1  булганда узоклашувчидир.

Худди шунга ухшаш курсатиш мумкинки, 
ь

/2=  [ (а>0)J (b -x f
а

хосмас интеграл а с  1 булганда якинлашувчи,
^ 1  булганда узоклашувчи булади.
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21- м и с ол. Ушбу

Г dx

хосмас интеграл якинлашувчи булишини исботланг ва 
кийматини топинг.

Равшанки, бу интеграл 20- мисолга кура ( а =

якинлашувчи. Энди унинг кийматини топамиз:

dx

- I  - i  V 5 - i f  1

f _  lim \ Hm ) l - , =
", У ^ - ' f

3 ,--- _3
=  3 lim ( V r - 1  - V - 2 )  =  3'V2 .

rfjc

(—1-0

■= lim
2

.5
dx

% Z T f  ' - l+0
lim (Зл/х— I ) l , =

=  3 lim ( д/2— 1 — л//— 1 )==3. 
».-* i +o

Демак,

dx : 3 ( V 2 + l ) .
I)2

Мисол ва масалалар

Куйидаги хосмас интегралларнинг якинлашувчилш ими 
курсатинг ва кийматини топинг:

■ |
82• s - t  -  S0

1

In xdx.

«• 1 v b -  w- Ь - v
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f  dx  ол f  arcsin x .86. \ , . 89. \
J x\n X J V l __ JC20 0 V ‘ xr

1/2 I

87.

88.

x dx

0 0
I 3

[ dx - 90 ( —
3 а - у щ щ ;  ■ ) y ^ - ~

\ r - X—  - 91. I dx—
0 л/э —JC2 2 V (4 - * ):

Куйидаги хосмас интегралларнинг узоклашувчи экани-
ни исботланг:

92.

93.

94.

95.

2
f dx

1
2

96. [ — -j
-1 J  x In X ’
2 0
Г dx 1

97. f — * x
J  ^ - S * 2я 0

Т e

jj ctg х dx. 98. - —  •0 J  e — 102
'( 7 d x  
\ e >- i

f xdx
J x2- ?  -2

99.

5-§. ЯКИ Н Л А Ш УВЧ И  ХОСМАС 
И Н Т ЕГРА Л Л А РН И Н Г ХОССАЛАРИ.

АСОСИЙ ФО РМ УЛАЛАР

/(х) ва g(x) функциялар [а, Ь) да берилган булиб,
Ь нукта шу функцияларнинг махсус нуктаси булсин. 

ь ь
1°. Агар ^f(x)dx ва ^g(x)dx хосмас интеграллар

а а

якинлашувчи булса, у холда 
ь
\\a-f(x)±fi-g(x)\dx
а

хосмас интеграл хам якинлашувчи булиб,



b b о

\\a-[(x)±fi-g(x)]dx=a\i f(x)dx±p\i g(x)dx
a a a

булади, бу ерда a, p — узгармас сонлар.
h

2°. Агар Vjt£la, b) учун f (x )^ g (x )  булиб, f̂{x)dx
a

b r ' 

ва \^g(x)dx интеграллар якинлашувчи булса, у \олда
а

Ь Ь
\^f(x)dx^ ^g(x)dx
а а

булади.
3°. Н ь ю т о н  — Л е й б н и ц  ф о р м у  л ас и. f(x) функ

ция [а, Ь) ораликда узлуксиз булиб, F(x) эса унинг шу 
ораликдаги бошлангич функцияси булсин (F '(x ) =  f(x)). 
Унда

ь
\f(x)dx =  F(x)\ba-0 =  F (b - Q )- F (a )
а

булади. (Одатда (4) Ньютон-Лейбниц формуласи дейила
ди). Бу ерда

F (b - 0 )=  lim /•(/)
1-*Ь-о

4°. У з г а р у в ч и н и  а л м а ш т и р и ш  ф о р м у л а с и .  
f(x) функция [а, Ь) да узлуксиз, <р(/) функция эса [a, {5) Да 
узлуксиз дифференциалланувчи функция булиб,

а =  ф (а)< ф (/)<  lim <р(/) =  й
1 — 6-0

булса, у \олда
ь р
\Hx)dx=\f(<?(t))4,V)dt

булади. д р
5°. Б  у л а к л а б и н т е г р а л л а ш  ф о р м у л а с и .  « м "  i 

и =  и(х) ва v =  v(x) функциялар [a, b) да Узлу*
дифференциалланувчи булиб, lim (u-v) мавжуд бу 9

I —Ь—о
у *олда 
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b b

a a

булади. Бу ерда
„ . „ I »u-v l®= lim u(t)v(t)— u(a)v(a).

l-*b-о
22- м и с о л. Ушбу

2

[—~ -  J  ж д/ТгГ ж

интегрални хисобланг. Равшанки,

функциянинг (1, 2] ораликдаги бошлангич функцияси 
F(x) =  2 - ф п х

булади. Ньютон — Лейбниц формуласидан фойдаланиб,
топамиз:

интегрални хисобланг. Бу интегралда узгарувчини алмаш- 
тирамиз: х =  2 sin/. Бунда *6(0, 2) булганда t^ O ,

булиб, dx =  2 cos tdt булади. Натижада берилган интеграл
куйидагича ёзилади:

23- м и с о л. Ушбу
2

2

Кейинги интегрални хисоблаймиз:
л

S 1 j о 2
sin:'td t=  \(1 — cos2/)d(cos O =  (cos t — ^cos3/)|» =  3-
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Демак,

Г xJ dx

'  л/4 — г2
16

V 4 — X2

24- м и с о л. Ушбу

интегрални хисобланг. Булаклаб интеграллаш формуласи- 
дан фойдаланиб топамиз. Берилган интегралда

и =  In х, dv — ;=dx д/х

дейилса, у х,олда

du= -dx, v =  2yj‘2

булиб, куйидагига эга буламиз:
151пу^/х =  2л/х In х|' — 2^-^-= 

д/х v 1+0 J V*

=  — 2 lim д/х In х — 4 ^/х|'+0=  — 4. 
t-* +0

Мисол ва масалалар
Куйидаги хосмас интегралларни хисобланг:

100. 'dx.
J у*

■°2. \ - р = .  
-2 Ч4~ Х

103 -dx.

174

104. dx.
JV (T - T ,2

105 Ч - 'У +ldx.
■ ,

- I
-0,25

_ _ Г ах
106. \ - w==f-J хфх+  1

-0,5
я
т

107. ^д/tgxdx.
о



108. [  —  ' " '- d x .  109.
I  v t - /

dx _  
t/(x — 0 ix  — b) (a, b £ R ,a < b ).

K-§. ХОСМАС И НТЕГРАЛ НИНГ ЯКИ НЛ АШУВЧ ИЛ И Г И Х.АКИДА 
ТЕОРЕМАЛАР. ИНТЕ1 РАЛНИНГ АБСОЛЮТ 

ЯКИНЛАШУВЧИЛИГИ

f(x) функция |а,Ь) да берилган булиб, b шу функцин- 
нииг махсус нуктаси булсин.

9 - т е о р е м а ,  [а,в) да манфий булмаган f (x ) функция-

булиши зарур ва етарли.
10-т е о р е м  a. f (x )  ва g (x ) функциялар [а,Ь)  да 

берилган булиб, Ь шу функцияларнинг махсус нуктаси 
пулсин. Агар Vx£|п.Ь) да

чилиги келиб чикади.
И - т е о р е м  a. f (x )  ва g (x )  функциялари [а,Ь) да 

аникланган, f (x ^ 0 ,  g (x )^ 0  булиб,

ь
нинг хосмас интегралнинг якинлашувчи булиши

а

учун Ь) да

F ( t )  — ̂ f(x )dx^ .C  (С  — const)

0 </'(*><£<*)
ь

I

интег-
а а

Ь

рал нинг узомашувчилигидан нинг узоклашув-

ь
булсин. Агар k < +  оо ва \^g(x)dx якинлашувчи булса,

\f(x )dx  хам якинлашувчи булади. Агар k > 0  ва



и и

\g(x )dx  узоклашувчи булса, \^f(x)dx хам узоклашувчи
а а

булади.
12-т е о р е м  а. Агар х нинг Ь га етарли «кин 

кийматларида
/ (* )  =  — ^ ( « > 0 )

( Ь - х ) а

булса, у холда ф ( х ) ^ С < + ° °  ва а <  I булганда
6
^f(x)dx  интеграл якинлашувчи, ц > (х )^ С > 0  ва
а ь
^ 1  булганда f(x )dx  интеграл узоклашувчи булади.

а
1 3- т е о ре ма .  Агар х-<-6 —  0 да f (x )  функция 

—J1 га нисбатан а ( а > 0 )  тартибли чексиз катта булса,
ь

у холда  ̂f(x )dx  интеграл а < 1  булганда якинлашувчи,
а

1 булганда эса узоклашувчи булади.
14-т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и ) .  Куйидаги

ь
\f(x )dx
и

хосмас интегралнинг (6 —  махсус нукта) якинлашувчи 
булиши учун, V e > 0  сон олинганда хам, шундай 6 >  
>0топилиб, 6 — < 6 , Ь — b < t "  < Ь  тенгсизликларни 
каноатлантирувчи ихтиёрий f  ва t" лар учун

I I
\ f ( x)d x — \j f(x )dx

\ f(x )dx
, f

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.
15-теопем а ( Д и р и х л е  а л о м а т и ) .  Н х)  ва 

g (x )  функциялар \а,Ь) да берилган булиб, улар куйидаги
шартларни ба* ар™ ^  ^  да узлукСиз ва унинг шу 
ораликдаги бошлангич F (x )  ( F ' ( x ) ^ f ( x ) )  функцияси 
чегараланган,
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2) g (x)  ФУНК«ИЯ \а>ь)  Да
у зл у к с и з  функция,

У 3) g (X ) функция |а,Ь) да камаювчи,
4) lim g (x )— 0.

'  .ь -о

(х )  хосилага эга ва

у х.олла
v

\ f(x ) g (x ) dx

интеграл якинлашувчи булади.
а

1 6-теоре м а . Агар ^.\f(x)\dx интеграл якинлашув-
ь

ь
чи булса, у *олда ^f(x)dx  интеграл *ам якинлашувчи

а
булади. ь

7- т а ъ р и ф. Агар  ̂\[(x)\dx интеграл якинлашувчи
л а

Ь
булса. у х1олда  ̂f(x)dx абсолют якинлашувчи интеграл

а

деб аталади, ' f(x) функция эса [а,Ь) да абсолют 
интегралланувчи функция дейилади.

25- м и с о л. Ушбу
I

Sx arc sin * ,- 7=  dx
V  l - * 2

интегралнинг якинлашувчилигини курсатинг. Агар 

% )  =  [ <&< ( *vcr^ * d x  =  U arc sin t ?
J V i- - 2 } 2

Ba v ^ |0 ,l)  да
2

/7(0  =  у ( arc sin 02<  g

5канлигини эътиборга олсак, 9-теоремага кура берилган
Интеграл якинлашувчи булишини топамиз.
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26- м и с о л. Ушбу
cos2* .

-r— — dx
s j\  —  X

интегралнинг якинлашувчилигини курсатинг. Равшанки 
V *6 [0 ,l) да

cos2*

булади. Ушбу

\ j\ - x  \[\ — х

I >
f dx f dx
У у г ^ х  V ( « - ^

хосмас интегралнинг якинлашувчилигини эътиборга олиб.
10-теоремадан фойдаланиб,

С Co&2x-dx 
I M tss

интегралнинг якинлашувчи эканини топамиз.
27- м и с о л. Ушбу

I
Г ‘е*

sin2.r
dx

хосмас интегралнинг узоклашувчилигини курсатинг. 

Маьлумкн, Vx6(0,11 да ех> \  булади. Демак,

>. 2 -2 sin X sin X
(*€(0,11)

Энди \ 1 dx интегрални караймиз. Таьрифга кур'
J  sin х

\ ~ d x =  lim U  =
J  sin x +0 J  sin X -0 t

=  lim ( — ctgJt)|J =  ctgl 4- lim ctg/ =  4- 00
1-40 /- +0

178



6р
г, f dXпи. Демак, \— г— хосмас интеграл узоклашувчи на 

J  sin дг

Ю-теоремага биноан

ь— r dxsin X

интеграл хам узоклашувчи булади.
28- м и с о л. Ушбу

интегрални якинлашувчиликка текширинг. Бу хосмас 
интеграл билан бирга

якинлашувчи интегрални караймиз. Равшанки,

lim .V'njr _  |jm 3-Jx .|njc =  о.
■—j-n * *—+0дг- +0

\Tx

11-теоремага кура

lnx dx

интеграл хам якинлашувчи булади.
29- м и сол .  Ушбу

1
Г dx
r v “

интегралнинг якинлашувчилигини курсатинг. Интеграл 
остидаги функция учун
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булади. 13- теоремага кура берилган интеграл якинла-

1
I =  In sinjc dx

интегралнинг якинлашувчилигини курсатинг, кийматини 
топинг.
Равшанки, 0 < а < 1  булганда

In =  lim —с— —г =  — lin /— ~  jc*c o s jc \ = (1

( 0 < a <  1)

якинлашувчи булгани учун 11-теоремага кура карала- 
ётган интеграл якинлашувчи булади. Энди бу интеграл
нинг кийматини топамиз:

2 2 

/=   ̂ In sinxdx=   ̂ ln^2sin* -cos-0djt =  
о о

я  Я -
Т 2 - 2

=   ̂1п2dx-j-  ̂ In sin*rf*4-  ̂ In cosjdx-   ̂ In2dx=  -л, 1п2,Я
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Д е м а к ,

« j=
Л1п2 +  2^1п sin/d/+  2 у n sintdt =

— • 1п2 +  2  ̂ In sin/d/ =  :̂ 1п2 +  2/.
О * •

Кейинги тенгликдан

/=  — 2 In 2

булиши келиб чикади.
31- м и с о л. Ушбу

X=rdX

интегралнинг абсолют якинлашувчилигини курсатинг.
Аввало

|с °8(- ^ —  1)- 

булишини аниклаймиз. Равшанки,

\ ^ ХО

хосмас интеграл якинлашувчи. Унда 10-теоремадан



хосмас интеграл якинлашувчилиги келиб чикади. Бу &Са 
берилган интегралнинг абсолют якинлашувчилигини бил. 
диради.

32- м и с о л .  Ушбу

интегрални абсолют ва шартли якинлашувчиликка текши- 
ринг. Я

Интеграл остидаги функцияни куйидагича ёзамиз:

Бу ерда

Я * ) - 51" г М = ' - ' -

Бу f(x) ва g(x) функциялар 15-теореманинг (Дирихле 
аломати) барча шартларини каноатлантиради.

1) UX) = ---sin-r-̂ —  функция [0,1) да узлуксиз
' (1—*) 1—*

ва унинг бошлангич функцияси F (x )=  — cos-— - чега- 

раланган,
2) g ( j t )= l— х функция 10,1) да g '(,*)=  — 1 хосилага 

эга ва у узлуксиз функция;
3) g(x) =  1 — х функция (0,1) да камаювчи,
4) lim g (x )— lim (1 — j c )  =  0.

х - П - 0  x — 1 - 0

Демак, 15-теоремага кура берилган хосмас интеграл

(5)

якинлашувчи.
Равшанки,

1 - х ■ sin-;--- ^1 — X I sin

Энди
I

St —  sin2-p̂ - dx-X 1 — X

интегралнинг узоклашувчи булишини курсатамиз. 
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И х ти ёр и й  6 > 0  сонни олайлик. Агар « = 4. t' ва t" 

рснфатидэ 1—б < / '<  1, I — 6< t " <  I тенгсизликларни
ка н о а тл а н ти р у вчи

/' =  1---—, t " = \ - 4 ~пп 2пл

лар о.пинса, у холда

IISin2 1 dx
\—х 1—х

I-— —  
2 ял

• 2 I dxsin 7---- г—1—X I —X

2лл 2ял
f sin̂ / j . _ 1 Г 2, ,, 1 f 1—О= \ - —  \ sin td t= --- \ ----J  I 2ял J  2лл J  2

cos2/

I ЛП ___ 1 ___

2лл ' 2 ~ Т ~ г

булади. Бу эса, Коши теоремасига мувофик,

S . - T sisin2----dx1 —X

интегралнинг узоклашувчилигини билдиради.
Юкоридаги (5) муносабатдан ва 10-теоремадан фойда-

ланиб.

( l-p- -sin--!—  \dx
J  I 1 —  X  1 —  X  I

читегралнинг узоклашувчи булишини топамиз.-
Демак,

dxГ 1 . I\----sin---J I —х I —;
о

*осмас интеграл шартли якинлашувчи экан.
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ланг:

ПО.

111.

112.

113.

114.

Куйидаги интегралларни якинлашувчилигини исг,1Г*

Мисол ва масалалар

с
о \ [ Г - ?

J  1. 1П

115.

116.

dx _  
arc cos х '

о Д/1 —х

$sin(

i v *
1 \ dx 

cosx /  ф '

Isо
2л

J  ^ г~-—  jj ysinx

117. [ ~ ^ d x .
J  ysm x

dx. 118. f  In sisin* J  -ax.

A l l T 7 d x - " 9-J  у  16- *  J eilnjr— |

Куйидаги интегралларнинг узоклашувчилигини ис 
ботланг:

120.

£

■ Sdx 
In * ' 123. dx 

ex — cos*

121
■ №

,22. J

2 )dx 
x" — 2X2 +  4

x2dx _

V a - * ¥

124.
x2

125. s:rIn sinx
\/sTnx

ZX.

Куйидаги х о с м а с  интегралларни я к .и н л а ш у в ч и л и к к ‘! 
текширинг:

126. ( - ~ ^ xdx. 129.
J •* V* J at— Vx

127. 130.
I!

—  I 
1

Vi

dx
Hi+7)-

dx

о л]х(ех — е ~ х)
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132. j-'

133. \

arc s inU2 +  .r3) ^  
Jt lt l2( l  +  JC)

y e2 + x»- ecu« 
X2

134
■ Ы

135■ s
Vх — 1 Ir- cos—-—7=— dx.

У  X yjx

dx
^x-(-arctgx ’

Куиидаги хосмас интегралларни абсолют якинла
шувчиликка текширинг:

136. \ - fr l sin-^Ax.J JT -f 1 Л
О
0.5

139. * sin—dx.
J  ex — 1 -f

137• Иcos3lrur ,I j---dx.x lnx 140.
0
o.s

f sinx® , 
h * dx-

138
. 1sin—

X[ (-r^- Vcos-\dx. 141. ( ------— dx.
J V l - x )  a2 J  ( ф - x fо о v

Фараз килайлик, /(x) функция (a, с — t ) i ]  ва [с +  т)2, Ь)
(t)i>0, г]2> 0 ) ораликларда интегралланувчи булиб,
с нукта функциянинг махсус нуктаси булсин:

Маълумки, r|i —>■ 0, т^-^О да ушбу
с —П| ь

Р (Ч |.Л2)=  \ f(x)dx+  J f(x)dx
а  с  +  Л г

функциянинг лимити f(x) функциянинг (а, Ь) даги хосмас 
интеграли дейилади ва куйидагича белгиланади:

ь
lim F(i\1,i\2)= [f (x )d x  (6)
4i-*° aJ
n2̂ °

Агар функциянинг лимити чекли булса,
(4) хосмас интеграл якинлашувчи, акс холда интеграл 
Узоклашувчи дейилади.

8- т а ъ р и ф. Лгар r)i =  ri2 =  r| ва rj — 0 да
с —  t j  b

Fо(т1>Л-)== \ f(x)dx+   ̂ f(x)dx
а с+ч

Функциянинг лимити мавжуд ва чекли булса, у холда 

\i(x)dx хосмас интеграл бош киймат маъносида якинла-
Q

ШУВЧИ дейилиб,
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lim F0(x],T\).
Л “*• o

b
лимит эса \j f(x)dx хосмас интегралнинг бош к,иймаТ1,

а

дейилади. У ни
ь

V.P.\f(x)dx
а

каби белгиланади:

Ь г е - ч  ь

V.P.J/(x)d jc= lim  J f(x)dx+  J f(x)dx \
а a с  +  rj J  #

b
^)(x)dx хосмас интеграл якинлашувчи булса, у бош
а

киймат маъносида хам якинлашувчи булади. Бирок
ь
\f(x)dx хосмас интегралнинг бош киймат маъносида
а

якинлашувчи булишидан унинг якинлашувчи булиши хар 
доим келиб чикавермайди. Масалан, ушбу

1 v  Я
хосмас интеграл бош киймат маъносида я к и н л а ш у в ч и .

V.P. J lim
ч +о\

— limflnUI | iy + lnUI | 1 1 = 0.
л— 0

I
Бирок  ̂ d* хосмас интеграл якинлашувчи эмас.
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V.P.  ̂xtgxdx.
о
я

V .P  f — — —
J  3 — Ssinx
0

X V I  боб
П А РА М ЕТРГА  B O F JlИК, И Н Т Е ГРА Л Л А Р

|-§. ПАРАМ ЕТРГА  BOFJl ИК И Н ТЕГРАЛ  ТУШ УНЧАСИ

f(x,y) функция R2 фазодаги бирор
D =  {(x ,y)£R2:a ^ L x ^ b , y£E< ^R}

тупламда берилган булсин. у узгарувчининг Е  тупламдан 
олинган хар бир тайинланган кийматида f(x,y) функция 
х узгарувчиси буйича [а,Ь) ораликда интегралланувчи, 
яъни

ь
\f(x,y)dx
а

интеграл мавжуд булсин. Равшанки, бу интеграл у узга
рувчининг Е  тупламдан олинган кийматига боглик булади:

H y)= \f(x ,y)dx . (1)
а

У у^Аатда интеграл параметрга боглик; интеграл, 
Ннте!,аР>'вчи эса параметр дейилади. Параметрга боглик 
(ли *3аллаРда Ну) функциянинг бир катор хоссалари 
тегп-И1И’ У3-;|Уксизлиги, дифференциалланувчилиги, ин- 
?ргаанЛланУвчилиги ва х.к.) урганилади. Бу хоссаларни 
НнТИ1ИШДа Функциянинг у буйича лимити ва унга

fix ц\ 1аРактеРи мухим роль уйнайди.
ЛаМнинг ФУНКЦИЯ D тупламда берилган, г/о эса Е  туп- 

. лимит нуктаси булсин.
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Куйидаги интегралларни топинг:
ь

■ V . P . J ^ - ( а < с < ь ). ,44-

гл f dX143. V.P. ] ,45.
0.5



1 - т а ъ р и ф .  Агар V e > 0  олинганда х,ам, (Vx£[a,fc| 
учун шундай) 6 =  6(е,х)>0 топилсаки, | у — г/о1<С̂  
тенгсизликни каноатлантирувчи У у £ Е  учун

\f(x,y) — ф(х)| < е , х£[а,Ь)

булса, у х;олда ср(л:) функция f(x,y) функциянинг у--уа 
даги лимит функцияси дейилади.

f(x,y) функция D тупламда берилган булиб, оо 
Е  тупламнинг лимит нуктаси булсин.

2-т а ъ р и ф. Агар Vt\>0 олинганда х,ам (x£\ajb\ 
учун) шундай Д =  Д (ед )> 0  топилсаки, |г/|>Л тенгсиз
ликни каноатлантирувчи У у £ Е  учун

\f(x,y) — ф(*)1 < *

булса, у х;олда ф(лт) фчнкция f(x,y) функциянинг у-+- оо , 
даги лимит функцияси дейилади.

1- м и с о л. Ушбу
f(x,y) =  x siny

функцияни /* = {(x ,y )£ R 2:0 ^ x ^ .  1, y£ R }  тупламда к.а- 
райлик. y - ^ Y  даги лимит функция х эканлигини кур

сатинг.

Агар V e > 0  га кура. 5 =  е деб олинса, унда 
\у — у0\ =  | у — ̂  | — б тенгсизликни каноатлантирувчи 
V//£/? ва Vx£[0,l] учун

I х,у) — ф(дг) | =  Usint/ — х\ =  u i  |sint/— 11 -

=  \х\ siny — sin-̂ - =  U|
л я

У— 2 У+  2 
2sin- — cos- 2 <С

<  \у — у |  < 8

булади. Демак, */-»-7г Да f(x,y) =  xs\ny'  функциянинг

лимит функцияси
ф(х) =  lim f(x,y) =  lim xsiny — x

булади.



функция D =  {(x ,y)£R2:0^Lx^. 1, у £/?} тупламда берил
ган булсин. у-у  оо даги лимит функцияни топинг. 

ф(лг) =  0 эканлигини курсатамиз.

Агар V e > 0  га кура А =  ̂  деб олинса, унда \у\ > Д  

тенгсизликни каноатлантирувчи Vi/£/? учун

\f(x,y)— <f{x)\ =  \ - J£ — — o \<  L < e
I I -f tfx I Ух

булади. Демак, 0 < *< : 1 учун y-+ oo да /(*, y) =  
=  — yx„ , функциянинг лимит функцияси ср(лс) == 0 булади.

1 + ITJT
х =  0 да ф(0) =  0 эканлиги равшандир.

Юкорида келтирилган мисолларнинг биринчисида, ли
мит функция таърифидаги 6 =  е булиб, у факат е гагина
боглик, иккинчисида эса А==^ булиб, у берилган е >

> 0  билан бирга каралаётган х нуктага хам боглик 
эканлигини курамиз.

Лимит функция таърифидаги 6 > 0  нинг факат е >  
> 0  гагина боглик килиб танланиши мумкин булган хол
мухимдир.

3- т а ъ р и ф. D тупламда берилган f(x,y) функция
нинг у-^уо даги лимит функцияси ф{х) булсин. V e >  
> 0  олинганда хам шундай 6 =  б(е) топилсаки,
Ч — уо\ <с < 6  тенгсизликни каноатлантирувчи У у £ Е  ва

Vvg[a,fe] учун
I/(*, у) — ф(*)| < 8

булса, f(x,y) функция уз лимит функцияси ф(дг) га 
1«.&] да текис яцинлашади дейилади.

4- т а ъ  р и ф. D тупламда берилган f(x,y) функциянинг 
У~+Уо даги лимит функцияси ф(х) булсин.

V 6 > 0  олинганда х;ам шундай ео>0, *о£[а,6] ва \у\ — 
"  Уо\< 6  тенгсизликни каноатлантирувчи utf E  топил- 
Саки, ушбу



— ф(*)1 > 8о

тенгсизлик уринли булса, у %олда fix,у) функция у(х) ga 
нотекис як,инлашади дейилади.

Юкорида келтирилган 1- мисолда f(x,y)=xs'iny фуНк.
ция у-+~2 да уз лимит функцияси х га текис якиилашищи 

равшандир. 2- мисолда эса f(x,y) =  j- Функция 

у оо да лимит функция ср(х) =  0 га нотекис якинлашади. 

Х.акикатан хам, V A > 0  сонни олайлик. Агар е0= | ,  у> 

сифатида \у\I >  А тенгсизликни каноатлантирувчи ихтиё- 
рий у\ ни ва х0 =  —  деб олсак, у холда

У\ 1 1
I/(хо*У 1) ф(X ) I = ----— Г  =  "2 > е ° = У

1+ И -ТУ\
с/ \ ХУбулиб, бу 4-таърифга кура у ^ о о да !(х ,у)=

функция уз лимит функциясига нотекис якинлашишини 
билдиради.

3- м и с о л. Ушбу

f(x,y) — -
1 +к у

функция D =  {(x,y)£R  :0 <  1, 0<£/< +  оо} ту 
каралаётган булсин. у —► +  ° °  да лимит функцияни 
ва якинлашиш характерини текширинг.

1 1
lim /(*,(/) =  lim

у-+ +“> Я-* + °° 1 -|-

эканини куриш кийин эмас.
(■+!)'

1
\Кх.у)—ч{х) \ = \ — 7  ,ч„

I '+ (,+-Л

1+е*

1
1+еж

1Ч'+7Лki+ex)

in



д г а р а =  е'па ва * > 0  ларда ln( 1-+*)<;х эканлигини
к т и б о р г а  олсак, у х.олда \/(х,у) — ц{х)\

Л,-Л) < Ж-А).
( l — е 2* )< е  тенгсизликни ечиб тоиамиз:

1
У >

2|п( 1-т )
Агар Д=  — 1— л—  десак, у холда V r > 0  га Kvpa

п ( . - т )21п|

д= ' 4>т ’ У > А

i + P* < «

21 п

тенгсизликни каноатлантирувчи V// лар учун ва 
v*£|0,l| учун

\hx,y) — фОг)|= - -  1

1+(1+ у)
тенгсизлик уринли булади. Бу эса 3- таърифга кура 
ерцлган j(x,y) функцияни у —► -f оо да лимит функция 

ЧК*) га текис якинлашишини билдиради.
’ ■мисол.  Ушбу

/(*,«/) =  sin*

р ^ гМа1я, Р ~ {(-Ч/)€/?2:x(zR, о< у <  +  оо} тупламда бе- 
hhti • М )У‘1|СНН- У~*~ +  оо да лимит функцияни топинг ва

• 1иши характерини текширинг.

^ийин

‘im f(x ,y)=  П т  s in - = 0
+  У -  + co у

эканини куриш

эмас: <р(лг) =  0

sin С <е=^ г/> |х|
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V e > 0  га кура & = —  десак, у холда |# |> д  Te[frI x I

снзликни каноатлантирувчи V*/ учун |sin^-|< £ булади
ЫБу ерда А =  —  факатгина е га боглик булмай * га хам"

богликдир. А ни х га боглиКмас килиб олиб булмаслигиии 
курсатишни укувчига хавола киламиз.

Демак, каралаётган функция уз лимит функцияеига
4-таърифга кура нотекис якинлашади.

Т е о р е м а .  f(x ,y ) функция у ^ у о  да лимит функция 
ф(х) га эга булиб, унга текис якинлашиши учун Ve> 
> 0  олинганда \ам, х(х£\а,Ь\) га боглик булмаган 
шундай б =  б (е )> 0  топилиб, \у— уо|< б, \у'— у0| <6 
тенгсизликларни каноатлантирувчи У у ,у '£ Е  хамда 
Vx£[a,61 учун

\ f (x ,y )- f (x ,y ')\ < e  
тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
2- §. ПАРАМЕТРГА БОГЛ ИК И НТЕГРАЛЛАРНИНГ ФУНКЦИОНАЛ

ХОССАЛАРИ
1 - т е о р е м а .  f(x ,y ) функция у нинг Е  тупламдан 

олинган хар.бир тайин кийматида х нинг функцияси 
сифатида [а, 6] ораликда узлуксиз булсин. Агар f(x,y) 
функция у0 да у (х )  лимит функцияга эга булса ва унга 
текис якинлашса, у холда

ь ь
lim [f(x,y)dx== [q (x )d x
* * * 'а и

булади.
2 - т е о р е м а .  Агар f(x ,y ) функция D  =  {(x,y)i-K •

:X £\a,b\, y(:\c,d\} тупламда узлуксиз булса, у холда

ь
Ц У )=  \f(x ,y)dx

а

функция !с, d] ораликда узлуксиз булади.
3- т е о р е м а. f(x, у ) функция D =  { ( х, у )£ Я  х S1. дРа- 

у£\с, </|} тупламда берилган ва у у з г а р у в ч и н и н г  |с, 1 нГ 
ликдан олинган \ар бир тайин кийматида х узгарув 
функцияси сифатида [а, Ь] ораликда узлуксиз булсин-



Uxy) ФУНКЦИЯ °  тупламда f4(x,y) хусусий хосилага 
й"либ, У D  Да  узлуксиз булса, у холда / (у ) функция 
[*//] ораликда / ' ( »  хосилага эга ва ушбу

h
V (y )= \ r , (x ,y )d x

га эга 
\ам

(3 )

„уносабат уринлидир.
4- т е о р е м а. Агар f(x ,y ) фун кция 2- теорема шартла-

рини

ва

каноатлантирса, у холда  ̂l ( y )d y  интеграл мавжуд

d Г~ Ь “ I b Г~ d -1
\ \f(x,y)dx \f(x ,y)dy \dx
с L u  J  a L r  J

(4 )

муносабат уринлидир.
f(x,y) функция D =  { (^ )G / ?2:xe[a,6], y£\c4\} туплам- 

да берилган, у узгарувчининг\c,d\ ораликдан олинган хар 
бир танин кийматида f(x,y) функция х Узгарувчининг 
функцияси сифатида [a,ft] ораликда интегралланунчи 
булсин.

*=«(//). х =  р(г/) функцияларнинг хар бири Ic,d\ да 
берилган на V//£[c,£/| учун

«<«< '/)<
булсин. У холда

«?)
Ну) =  \f(x,y)dx

(5 )

( I )
<Ау)

Равшан ' ЧаиЖудлИ1И ва У параметр у га боглимиги

« e i c d iW e n  6 М а ‘ ^ х'у ) Ф У |,КЦИЯ D =  { (x ,y )£ R 2:xe\a,b], 
Узлуксиз У" Л™ Да УЗЛУКСИЗ- а(у)> ¥>(у) функциялар\c,d\ да 

а (■“>) шартни каноатлантирсин. У холда

ФуН к ц и я
13-•527

Ш
f ( y )=  \ f(x,y)dx

* (У )

* ам ораликда узлуксиз булади.
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6-т е о р е м  a. f(x ,y ) функция D =  { (x ,y )£ R 2:x£[a,b\t
у£ ||с,d]} тупламда узлуксиз, f\ (x ,y ) хусусий хосилага эга
ва D да узлуксиз, а (у ), fi(y ) функциялар а '(у ) ,  $ '(у) 
хосилаларга эга ва улар (5 ) шартни каноатлантирсин. 
У холда 1(у) функция хам \c,d] ораликда хосилага эга ва

Н у)  =  \ fA*>y)dx + P (y ) f (P (y ) ,y )—a?(y )f (a (y ),y ){в)
«С»)

муносабат уринлидир.
5-теорема шартлари бажарилгаи холда 7(у) функ

циянинг \c,d\ ораликда интегралланувчи эканлиги ке- 
либ чикади.

5-м и с о л . Ушбу

lim \x*cosaxdx ни топинг. Интеграл остидаги f(x,a) =
а~*° о
=  Ловадг функция j c £ | 0 ,2 ]  a £ R  ларда узлуксиз экани 
равшандир. Жумладан, у D =  {(.*,J/)€/?2:Jc(;[0 ,2 ],aG |0,2 ]} 
тупламда узлуксиз.

I/(jc,ot) — х2! < е  булади. Бу эса а-*-0 да f(x, a ) =  x2cosax 
функциянинг лимит функция х2 га текис якинлашишини 
билдиради. 1-теоремадан фойдаланиб топамиз:

2

I i m /(х,а) =  I i m j^cosax =  x2.

|/ ( j c ,  a) —JC2! =  U2cosojc —JC2! = Ijĉ coscejc — 
_  51 =  x21cosajt — 11 = jc2| 1 — cosaxl =

r С  8a2 <  e.

0 0 00 0
I

6 - м и с о л .  Ушбу lim V-------- — ни топинг.ни топинг.
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Юкорида келтирилган 3- мисолга кура интеграл ости-
даги • • •

flx,n)— — гЧ„ функция п-*- оо да лимит функция

__L- га текис якинлашади. Демак, 1-теоремага кура
I +>*
интеграл остида лимитга утиш мумкин, яьни

■. ‘ . . а ■ ■ >: . '• г

lim 5 ~ " Г Т у ,  =  S П т / -----—  \</х =
п-*- оо

у —\ п =  \ lim / —--- -— V

' I I
_  f л* _ f g _  _  f d(e ' f l )  _

J  !+<■ J 1 + r1 ~  J е-х+ Г  ~
булади.

7-мисол .  Ушбу
1 _ Z

lim f -  e »*dxy-0 J (f

интегралда лимит белгисини интеграл остига киритиш
мумкинми?

Фараз килайлик, лимит белгисини интеграл остига 
киритиш мумкин булсин. Лопиталь коидасини к^ллаш

.....

мак.
билан lim-^-.g yi = 0  эканини куриш кийин эмас. Де- 

1
\ lim ^-е **dx= 0
i  у-« 1Г

Ута.чиз:

булади.
vth^ !ДИ интегРа>г,ни кийматини хисоблаб, сунгра лимитга



Демак, лимит белгисини интеграл остига киритищ Мум 
кин эмас экан.

Нега? Шархлаб беринг!
8- м и с о л. Ушбу

функциянинг у =  0 нуктадаги хосиласининг мавжудлиги- 
ни хамда (3) формула уринлилигини текширинг.

Фараз килайлик, 1(у) функциянинг уоФО  нуктада 
хосиласи мавжуд булиб, (3) формула уринли булсин.
У холда

булади. •.
Энди берилган интегрални булаклаб интеграллаш фор 

муласидан фойдаланиб, бевосита хисоблайлик.

/(«/)= \j U\^x2 +  y2 dx
о

l{y ) =  x\n^x2 +  y2\xxJ 0-  j
о

- In V T + y 2 - l+ y a r c t g y [ [ =0=  

=  In д/l-hy2 — 1+ yarctgy.

/(0)= — 1 булга ни учун

булади.



^нтегра-'i остидаги функциянинг у буйича хосиласи
У... булиб, у у — 0 нуктада нолга тенг.

Д е м а к ,  каралаётган интеграл учун (3) формула уринли 
с Ма ьлумки, (3) формула уринли булишининг асосий

ш артларидан  бири /,1Да .< / )= - ^ - ^ :  функциянинг узлук-

сизлигидир. Бу функциянинг (0,0) нуктада узлуксиз 
эмаслиги равшандир.

9- м и с о л. Ушбу

интеграции хисобланг.
Фараз килайлик, х ф а ^ е > 0 булсин. У холда

/<«>-
о

, агар х=£0,хф у  булса,

f(x,a)=  а, агар х =  0 булса, 

0, агар * =  у  булса

Функция хамда

/'„(х, а )=

бУлади.

197



Г>\ интсI ралда Ig A ' -  I алмлтириш ни б.чж;фИЦ| н 
жасида " и<г|"

4  ОО

Г (а )=  \ --- Т ~ ~ иJ  <i+/2K i+ eV

интегралга келамиз.
+ оо
С _____di_____= L  С J*L  . _ й■*: Т  d(ta)
J (1 4 /эк i ■) и2<: ) I I  ' u~ — i 3 I + /V  ~

l + o o  /i I 4-00
=  ■ jarctg/ -arctg(e/) =  --

I —a In a — I *
л

I -f-o'

Энди

/'(а) =  -л--- l- ифодани интегпаллаб, топамиз:2 1 +о
/(а) =  -л 1п(| 4-о)-(-С, бу ерда С —  ихтисрий узгармас

сон.
А -+• -|-0 да лимитга утиб, охирги муносабатдан куйида- 

гини оламиз:

lim 1(a) =  ^-О + С,
а— +0 * -

яъни:
С — lim J(a ).

а -* +0

Интеграл остидаги функция узлуксиз булгани учу
2-теоремадан фойдаланиб

я

1(0 )=  lim К а )=  (. lim —
о-+0 J«-4-il *8*

эканини, яъни С =  0 эканини топамиз.
Шундай килиб, а > 0  ларда

/(«) =  -* 1п (!+ а )

булади. _ ^
Худди юкоридагига ухщаш а С  0 булганда

198



/(a) =  y ln ( l  — a)

KVDcaTHui кийип эмас. Демак, каралаётганэканини у  г
интеграл Va да

/(а)=  '2 ln( 1 +  |о|)

га тенг.
10- м и с о л. Ушбу

/=   ̂ х— * dx (a > 0 , b > 0 )

интегрални хисобланг. 
Равшанки, х > 0  да

п
xydy = 1пдс

булади.
| а . I I -

Демак, 1=  ̂ dx =  ^dx^x-dy.

Интеграл остидаги f (x ,y )= ху — функция D =  {(x ,y)£R : 
:х6|0,11, y£\a'b)} тупламда узлуксизлигидан (4) форму- 
лани куллаш натижасида топамиз:

а 0

Шундай к.илиб, каралаётган интеграл
1

1 + 6Ь и X —XI dx =  In . .lrur 1+0

экан.
; Ч- м и с о л. Ушбу

интегр

F { a ) = b+\ ™ ? L dx
a - f a

ал учун F '(a ) ни топинг.
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Юкорида келтирилган 6- теорема шартларини текц, 
рамиз.

/(х,а)— SI'“ A- функция хф О  ларда узлуксиз,

f'(x,a) =  cosax эса R да узлуксиздир.
(а + а ) ' =  (Ь + а ) ' =  1.
(6) формулани куллаб, топамиз:

b -f*tx
Г . , s in a (6-ba) s in a (a + o )F ( a )  =  \ cosax dx +  T + a  —  i e T S =

a 4-a . « J
s in a (& i a ) __  sina(a-|-a) . sin<xjb |- a )__  sincc(a-f-g)

a  oc b-\-a a-\-a

Мисол ва масалалар

Куйидаги функцияларнинг берилган тупламда лимит 
функцияларини топинг:

1. f(x,y) =  х* cos

:,y)£R2'-0< x<  +  оо, 0 < (/ <  +  оо}, у0=-\-оо. 

=  (х — 1 )arctgx!/;
x,y)£R2:0 < * <  +  оо, 0 < у <  +  оо},у0г= +

"Г
3. [(х,у *  + V»/ ’

x,y)£R2:x£R , 0 < i/ <  + оо), г/0=  +  оо.

x,y)£R2:0 < х <  1, 0< г/<  0, =
=  jc'2sint/;
x,y)£R2:x£R , 0 < у < л } ,  У о ^ ‘

- V « + ^ .  ‘ ■ : *
x ,n )6 / ?2: 0 < x <  2, n £ /V}, o0= o o .

=  narctg«x2,
x,n)€7?2:0 < x <  +  oo, n£N}, n0= ° °-
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8. ,л ==я 'х̂ е
[) =  {(x,n)£R2: 0 < х <  +  оо, л£/У}, n u= o o .  

9. /(*.«) =  V « sin^
P  =  {(jc,/?) £ /?2: 0 <  x  <  +  o o , n £ iV }.

i / i i cos/tx \10. /(х,л)= |п (1 + - ^ = - J ;

D =  {(x,n)£R2: 0 < x <  +  oo, я£ Л / }, « 0= o o .

Куйидаги фуикцияларпинг берилган тупламда лимит 
функция,чарини топинг ва уни текис якинлашишини
исботланг:

11. f(x ,y)= e~

£ > = {(* ,< / )£  Я 2: 1 < * <  +  о о , 0 < г / <  +  о о }, г/0 =  +  о о .

12. f(x,y)=  \Jy sin—
У W

D  =  { ( x , y ) £ R 2: x £ R 2, 0 < у <  оо }, # 0=  +  оо.

13. f(x,n) =  x2n,
/> =  {(лг/г)е/?2:0 < д г < 6 ,  0 <  6 <  1, лЕ/У}, п0=  о о .

14 ./ (* ,„ )=  ™
1 + n V

0 =  {(*,rt)£/?2: l< ;C <  +  OO, ДГ}т „ 0 = = о о .

15. /<*,„)=_ A j  _ £
14- я jc4 V»

D  =  i (x ,n )£ R A: I -j- оо , n £ N } ,  па=  оо.

Ф\'нкпмИДаГИ ФУнхнняларнинг берилган тупламда лимит 
текширинг^ИПИ топинг ва У»и « к и с  якинлангишга

,6- /(*,A0=--lvi " L
V"H-2х’ . ■

* e i ° , +  о о ),  П £ Ы ,  л 0=  о о .

,7- /U,n)=J_n"*_

ЯРЛ/ п _ _^ ’ п0 ~  оо .
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18. f(x,n) =  n'2{\ — cos-^*), x6|0,+ oo)

n 6 N , rio =  o o .
jt я

19. f(x,rt)— n^ sin-,‘2- di,
a

jtg(0,2], 0 < a < l ,  n£N, n0= oo.

20. f(x,y)= - .co s  —, 0<дг< I,
x У

О < У <  +  OO, y a =  o o .

21. Ушбу.
I

f-'(y)= [~ f% d x ,f (x )£  qo.11, /U )> o .

функцияни узлуксизликка текширинг.
22. Куиидаги интегралларни хисобланг:

1 -fa
dx

I+ *2-fa2’
___

6) lim \ \Jx2 +  a2dx.
a--+0 J

Куиидаги функцияларнинг хосилаларини
X2

23. F(x) =  J e-^dy.
X

cosa ______
24. F (a )=  J e^ '-^dx.

siiKx

a

25. /7(a )=  j/(x-fa, at — a) dx.

26. F (a )=  ^ {l+ ax)dx.
X

0
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УГ

X

28. i '(x )— \j (x-\-y)j(y)dy, f(x )— дифференциалланувчи
О

ф ун кц и я Г>улса, F "(x )ни топинг.
Ь

29. F (x )= \ ) f (y )\ x —'y\dy> a < b , f(y )£C [a ,b ]*F- "(x )hh
а

топинг.
д:

30. F (x )— ^f(lXx — t)"~ tdt,Fia>(x) ни топинг.
о ' * V

Куйидаги интегралларни х.исобланг:

2 j  ,

31.  ̂ln(a2sin2x + 6 2co^2x)dx
О
л

32.  ̂ln( 1 — 2 a c o s x a 2)dx.
t 0я

33. S l n | t ^ . ^ ( |a (< 1 )
-  J  1 —  acosjc co sjc  '

34[ f  l rctg* dx_

' I  x ' V i - / '

’x f d4 *  i **=  муносабатдан фоида-

35‘ а) H ln0 ^  « > 0 , ь > 0

^УР Са т ма :

ланинг.

arctg* 
x

v-O fl
n *
In* dx, a > 0, fc>0.



3-§. ПАРАМЕТРГА ЬОГЛИК ХОСМАС ИНТЕГРАЛЛАР

/(*.#) функция /) =  {(* ,«/)£/?2:х6|а,4- оо ), y£EczR ) 
тупламда берилган булиб, у узгарувчининг £ тупламда 
олинган хар бир тайин кийматида х у зга р у в ч и н и н  
функцияси сифатида [а, +  оо ) ораликда интегралланувчн^ 
яъни

4- оо

[ j(x,y)dx, (у £ Е )

хосмас интеграл мавжуд ва чекли булсин. Бу интеграл 
у нинг кийматига боглик булиб,

+ °°
П у )=   ̂ f lx<y)dx

а

интеграл параметрга боглик (чегараси чексиз) хосмас 
интеграл деб аталади.

Ушбу
a f  оо

\ j(x,y)dx, J f(x,y)dx

параметрга боглик хосмас интеграллар хам юкоридагидск 
киритилади.

f(x,y) функция D =  {(x ,y )£R2:x£\a,b], y£EczR } 
тупламда берилган, b — махсус нукта булиб, Е  ту п л а м д а н  
олинган у нинг хар бир тайин кийматида \а,Ь) ораликда 
интегралланувчи, яъни

h
$f(x,y)dx (у £ Е )
а

хосмас интеграл мавжуд булсин. _ Я
Бу интеграл хам у нинг кийматига боглик б ул и б ,

-
Н у )=  \ f(x,y)dx

а

интеграл параметрга боглик, чегараланмаган функ^11* 
нинг хосмас ингеграли деб аталади. маН

а нукта махсус, а ва Ь нукталар м а х с у с , У м> 3 
параметрга боглик чегараланмаган, ч е г а р а с и  ч  - .4



L  -мае и н т е г р а л л а р  тушунчаси х.ам юкоридаги каби 
киритилади.

ДОасалан, ^

J (д: — a f
а
+ 00

f cosax . г п

J W ix ' a i *О

интегоаллар параметрга боглик хосмас ннтеграллардир Illy) Функция D =  {(x ,y)dR2:x t la ,+  oo), y ^ E c z R }  
тупламда берилган, у узгарувчининг Е  тупламдан олинган 
хар бир тайин кийматида х узгарувчининг функцияси 
сифатида [а,+  оо) ораликда интегралланувчи булсин. 
У цолда чегараси чексиз булган хосмас интеграл таърифи- 
га кура ихтиёрий [а, Л) да ( a < / l< - f  оо)

А
l(A ,y )= \f(x ,y )d x  (7)

интеграл мавжуд ва 
+ °°

% ) =  [ f(x,y)dx=  lim l(A,y). (8)
j  A -+• +  oo
a

Демак, l(y ) ва l(A ,y) функциялар (8) ва (7) интеграл
лар оркали аникланган булиб, 1(у) 1(А,у) функциянинг 
Л -*• + оо даги лимит функциясидир.

5 - т а ъ р и ф .  Агар А -f оо да 1(А,у) функция 
8з лимит функцияси Цу) га Е  тупламда текис яцинлашеа, 
У х,олда

+  ОО

1(у)= \ f(x,y)dx
U

интеграл Е  тупламда текис якинлашувчи деб аталади.
6- т а ъ  р и ф. Агар А -*■ +  оо да 1(А,у) функция 

У3 лимит функцияси J(y )  га Е  тупламда нотекис 
Чинлашса, у цолда

+  оо

Н у )=  $ НХ'У^х
а

Г егРал Е тупламда нотекис якинлашувчи деб аталади.



(8) интегралнинг Е  тупламда текис якинлащуВчи 
булиши куйидагидан иборатдир:

+  ОО

1) 5 К Х'У№Х хосмас интеграл у узгарувчининг
а

Е  тупламдан олинган кар бир тайин кийматида якинла
шувчи,

2) V k > 0  олинганда х,ам, шундай А =  Д (ь)> 0  топила- 
дики, V/1 > А па у £ Е  учун

+  оо

5 f(x<y)dx < е

булади.
+  оо

 ̂ f(x,y)dx интеграл Е  тупламда якинлашувчи, аммо

у шу тупламда нотекис якинлашувчилиги эса куиидагидан 
иборатдир:

+  °о

1)  ̂ f(x,y)dx интеграл у узгарувчининг Е  тупламдан
а

олинган хар бир тайин кийматида якинлашувчи.
2) V A > 0  олинганда хам шундай ео>0, уо^Е топил- 

саки,
4-00 ,-ул\

\ f(x,y)dx >80
XI, *

булади.
12- м и с о л .  Ушбу

\ оо

/(«/)=:  ̂ ye~Iydx, у £ (0 , +  о о )

°  • Ш И
интегралнинг якинлашиш характерини т е к ш и р и н г . 

Аввало
л

l(A ,y )=   ̂ye~xydx (0 <  А <  + °о )

интеграции караимиз. 
Ш А

l(A ,y )—  ̂ye Xydx =  — е
о

х= А

=  1 —  е -Ли
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Сунгра
lim /(А, у )— lim (1 — е Ау)= \

А —► -f оо А оо

йй  Т И Ш И Н  и топамиз.
Демак, каралаётган интеграл таърифга кура нкинла-

шувчи.
' Энди интегрални текис якинлашувчиликка текшира- 

миз.
I -*

=  е Ау эканини хисобга олинган холда

VA>0 деб олиб е0=-3, тенгсизликни каноатлан

тирувчи УДо учун Уо=-}~ деб олсак, у холда

+  ОО

J y0e X!,°dy — е

булади.
+ оо

Бу эса 1(у)=   ̂ ye~rydx интеграл (0, +  оо) ораликда
о

нотекис якинлашувчилигини билдиради.
Е  туплам сифатида (а, +  оо )ci(0 , +  оо) ораликни 

карайлик (бунда а — ихтиёрий мусбат сон), у холда 
барча j/£|a,-j- ° °  )ларда

4* оо

\ e~Iyd(xy) =  e-Ay =

булади 

Дем

< е

/(.V)  ̂ ye X«dx интеграл |а, -(- оо )сг(0,-+ о о )
и

текис якинлашувчи.°Раликда

ЖМ/'М

тенгсизлик уринли булади. Унда V e > 0  олинганда хам 
(0 < е <  | ) д =  -L|nL  дейилса, V/4>A ва V yg [a ,+  oo) 
Учун
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f(x,y) функция D =  {(,x,y)£R2:x£[a, -f oo), у£Е<^о\ 
тупламда берилган ва ~ '

+  оо

Пу )=  \ f(x,y)dx (g)
а

интеграл мавжуд булсин.
7 - т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и ) .  (8) интег

рал Е  тупламда текис якинлашувчи булиши учун Vt-> 
> 0  олинганда х.ам, шундай А =  А (е )> 0  топилсаки, А'^> 
> А , А "  >  А тенгсизликларни каноатлантирувчи А', А" 
ва V y d E  учун

■ лтщ
 ̂ f(x,y)dx |

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
Бу теоремадан мисол ва масалалар ечишда фойдала- 

ниш мураккаброк булгани сабабли текис якинлашишга 
текшириш учун кулайрок аломатларни келтирамиз.

В е й е р ш т р а с с  а л о м а т и :  f(x,y) функция 
D =  {(x ,y)£R2:xd\a, +  оо ), y £ E c z R ]  тупламда берилган.

4  оо

1(у)=  \ f(x,y)dx
а

интеграл мавжуд булсин.
Агар шундай cp(x) функция топилиб (х6[а, +оо)),
1) Vx£[a, +о о )  ва У у £ Е  учун |/(*,г/)<|ф(л:) булса,

4  оо

2)  ̂ ф{x)dx хосмас интеграл якинлашувчи булса,
а |

у холда
4  оо

интеграл Е  тупламда текис якинлашувчи булади.
13- м и с о л. Ушбу

интегрални текис якинла!иишга те к ш и р и н г .



Аг ар

1+* 20+лг2)

эканини

холда

хисобга олсак па ф (х ) =  Дейилса, уА I ~Т~Х )

Н ° °  ол Г dx _ п я __п
2 )  1+ ^ ~ 2 ' 2 ~  4

О

булгани учун Всйерштрасс аломатига кура берилган 
интеграл R да текис якинлашувчи булади.

14- м и с о л. Ушбу
+ 00

интегрални текис якинлашишга текширинг.
Агар

\f(x,y)\ =  \хе XsinxyI <;хе~х~
__  2

эканини эъгиборга олсак, ip(x)=xe х дейилса; у холда
+ «> -I оо

якинлашувчилигидан, Всйерштрасс аломатига кура, бе
рилган интегралнинг текис якинлашувчилигини топамиз. 

А б е л ь  а л о м а т и . f(x, у) ва g(x, у) функциялар О — 
y)£R-:x£\u, + оо), y 'e E a R }  тупламда берилган, 

У узгарувчининг Е  тупламдан олинган хар бир тайин 
Кийматида g(x, у) функция х нинг функцияси сифатида [а,
~t~ 00 ) да монотон функция булсин.

Агар

+ 00

ннтеграп / ” аУчун гуплам ui к-кнс якинлашувчи ва V(jc, y )£D

l«U . У )\< С  (С  =  const)
1А-S27
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+  ОО

5 /(*. У)е(х, y)dx
а

интеграл Е  да текис якинлашувчи булади.
14- м и с о л. Ушбу

X  « и - ч , .  » €|0. +оо )
О

интегрални текис якинлашишга текширинг.
Агар

/<*, »>= « й и с - 1.  У . 1|
деб олинса,

,v)i <  т * т + 7

тенгсизликдан фойдаланиб,

\ f(x ,y)dx=  Y
о о 1

интегралнинг Вейерштрасс аломатига кура текис якинла
шувчи эканини топамиз.

g(х, y ) =  e~xy ва у нинг [0, + 00) дан олинган хар бир 
тайин кийматида х нинг камаювчи функцияси були , 
Vjc6[0, +  оо ) ва V#£[0, +  00 ) ларда

|g(x, у)\ =  е 1 
булади. Демак, Абель аломатига кура, берилган HHTerpaJ 
[О, +  оо ) ораликда текис якинлашувчи.

Д и р и х л е  а л о м а т и . }(х, у) ва g(x, у) функция _ 
D тупламда берилган булиб, У Д ^ а  хамда у У с с У

А
| ^f(x, y)clx\ ^ .С  (C  =  const)

а ^
булса ва g(х, у) х буйича монотон, х 4- 00 да Л 
функцияси ф(у ) га текис якинлашса, у холда

булса, у холда



+ 00
\ f(x, У)ё(х> У)<1х
a

„ял E  Да текис якинлашувчи булади.
иН 15 м и с о л. Ушбу

J dx (а, ре [а, Ь\, 0 < а < Ь )
о

интеграл ни текис якинлашишга текширинг.
Агар

f(x, а, Р ) =  siпа* • siп fix =  ~ |cos(a — р )х — cos(a +  Р )х]

g(x,y )=  1 деб олинса, у холда 

а л
J/(x, a, f5)d.t =  g ^[cos(a— Р)х — cos(a+0)x]*/x =

I  в

_  1 Г siiKoe— p)x sinta-t-P)*! I л __ 1 Г sin(g— fl)A __ sin(a+ PV* 1
_ 2L a —-p a + P  J  ' 0 ^  L « - Р  ”  “ + P  J

булиб, V/1 > 0, Va, 6] лар учун

; | * £ :— Р И  sin(a-f Р)Л
Р a + P  I а2 — р2

булади. х-*- оо да g(x, у )=  1 функция [а, ft) ораликда

нолга текис якинлашади. Демак, Дирихле аломатига кура,
зралаётгзи интеграл [a, ft] ораликда текис якинлашувчи. 

!н<> .,.еггФ аланмаган функция хосмас интегралининг текис 
киритКиИлС)яаднлашУ»чи^ ги тушунчаси хам юкоридагидек

§- ПАРАМЕТРГА bOF^lHK ХОСМАС И Н Т ЕГРА Л Л А РН И Н Г
ФУНКЦИОНАЛ ХОССАЛАРИ

т5"-1амд?б£'НК1‘ия °  =  У К ^ х ф ,  + оо), y ^ E f tR }  
8 т ь ан 1/:'£ тупламнинг лимит нуктаси булсин.
! ) У Ьгап  Э' ^ Х’ У) ФУ,,К^ ЯРУвчининг Е  дан олинган хар бир тийин

211



кийматида л узгарувчининг функцияси сифатида 1а 
да узлуксиз, |а’ +оо)

2 )у  — у да V|«, Л \ (и < А  <  + оо) ораликда 
мит функцияга текис якинлашувчи булсин. 1

Агар

• +■ 00 • х г

1 (У )=  \ f (x ,y )d x
а

интеграл £  тупламда текис якинлашувчи булса, у х.олда 
у у о  да 1 (у) функция лимитга эга ва

+  оо -f оо ' • • М

lim I ( у )  =  lim ( f (x ,y )d x  =  (i 4>(x)dx
. -

муносабат уринли.
f(x, у) функция D =  {(х, y )e ff2:x€[a, +  оо), г/€|с, d\} 

тупламда берилган.
9 - т е о р е м а .  f(x, у ) функция D  тупламда узлуксиз ва

1(У) =  J f(*> y )dx
а

интеграл [с, d\ ораликда текис якинлашувчи булса, у холда 
1 (у) [с, d\ ораликда узлуксиз булади.

10- т е о р е м а. [(х , у )  функция D тупламда узлуксиз, 
/»(*» У) хусусий хосилага эга ва у хам D да узлуксиз булиб, 
у£[с, d\ да -Щ

-f- оо

1 (У )=  \ f (x ,y )d x
U \

интеграл якинлашувчи булсин.
+ оо

Агар  ̂ fy (x ,y )dx  интеграл [с, d\ да текис як**!Я

шувчи булса, у холда 1 (у ) функция хам |с, d\ орали 
/ ( у )  хосилага эга булади ва

+  оо

1 (У )=  \ fy(x ,y )d x

муносабат уринли.
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I ц . т е о р с м а .  f(x, у )  функция D  тупламда узлуксиз 

»а +«
Н у )  =  J f(x ,y )d x

а
гоал \с d | ораликда текис якинлашувчи булсин. 

Н у )  ФУ'^ЦИя Iе' а \ораликда интегралланувчи ва

\Н У )аУ = \ I J f (x ,y )d x ]d y=  \ \\j f(x,y)dy\dx
с а

муносабат уринли.
Цх, у) функция /) =  {(.*:, у)€ /?":*6[а, +  00 )• +

+ 00 )} тупламда берилган булсин.
12- т е о р с м a. f(x, у )  функция D тупламда узлуксиз

+ “  +г°° ̂ f(x,y)dx,  ̂ f (x ,y )d y  интеграллар мос равишда 
и с

IС, +оо), [с, + о о )  да текис якинлашувчи булсин.
Агар

-j-оо оо 4* 00 4" 00
• 5 I 5 f ( x’ y)dx]dy($KH  ̂ I  ̂ f(x ,y)dy\dx)

а с

интеграл якинлашувчи булса, у \олда
+  оо -j-co  - f  со  4* 00

5 I 5 f(x, y)dy\dx(tKH  ̂ I  ̂ f(x. y)dx\dy)
а с  с a

интеграллар якинлашувчи ва узаро тенг булади.
16- м и с о л. Ушбу

4- оо

 ̂ e “ “ sinx dx (O C o to^ a 'C  -f- сю )
О " . !' „ чг'* ■

едГРал»и текис якинлашишга текширинг.
a ) =  sinx, g(х, а ) =  е~ах дейилса, у холда 

+ оо) учун
* ' j ■ “ У \Л

1  ̂situ dx 1 =  |cqsjr|“ | =  11 — cos/l I ^  2
о ' •' ' '.

бУлади.



Равшанки, х-*- -f оо да
g(x, а)-»-0.

In-*
Домак, V k > 0  га кура Л =  - —  дейилса, \/д>д 'lap^f; 

IgU . <z)|.= l V-|<r. :

булади.
Шундай килиб, g(x. а) дг-̂  +  оо да $3 лн 

функцияси кол га текис якинлашади. Бу эса, Днрихл 
аломатига кура, берилган интегрални текис якинлашувчи 
лигини билдиради.

17- м и с о л. Ушбу
-4 ОО

[ *4х  (0 < р <  10) -J  X у[х

интегрални текис якинлашишга текширинг.
Агар 0 ^ / ? ^  10 тенгсизликни эътиборга олсак, у холда

> lnpx_„ In10*/(х, р )=  -  г~ < -  ~г~ ■X у X X д/Х

муносабат уринли булишини топамиз.
4- оо ^

 ̂ ~ x-dx интеграл эса якинлашувчи булади, чунки
I

+  во 4 во
Г 1п,иА- Г /,с
)  5 r d,<Co°  <'->"*>• •
I 0 е2

Демак, караластган интеграл, Вейерштрасс аломатига 
кура, текис якцнлашувчидир.

18- м и с о л. Ушбу

интегрални текис якинлашишга текширинг. иН
Ушбу х — е ‘(1 < 0) алмаштириш натижасид ^

оо
теграл  ̂ tq-c prdt куринишга келади. f :Щ
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-p‘I <r _  
Ра1

I / « . « - " К

г
г Iя

б^либ. J  /о '
dt интегралга якинлашувчи эканини куриш

кийин эмас. Демак, Вейерштрасс аломатига кура, бе
рилган интеграл текис якинлашувчи.

19- м и с о л. Агар /(*) функция (0, +  оо ) да интеграл-
ланувчи булса, ушбу

+  <*> +  оо

lim \ e-~f{x)dx=  \ f(x)dx И  J JО О
муносабатни исботланг.

Куйидаги айирмани караймнз:
+  ОО + 0 0  +  ОО

j e~^f(x )dx-  J  f(x)dx=  J (<?-“ - ! )f(x)dx\

4- 00
 ̂ f(x)dx якинлашувчи булгани учун V e > 0  га кура 

о
А"

ЗД>0 тонилиб, У Л '>  А, Л "  >  А лар учун | $ f(x)dx | <
е булади.

Равшанки, е “ — 1 функция х ^ О  ларда монотон ва 
чегараланган. Урта киймат х.акидаги теоремадан фойдала- 
ниб топамиз:

Л" А *

 ̂ (e ^ - \ ) f (x )d x  =  (e~aI° - \ ) \  j(x)dx,
А'

А” А”

\ (e~ ^-\ )f(x )dx \< \ \ f(x)dx
А’ А'•+ ОО

Демак,  ̂ (c’ ~Ir— 1 )f(x)dx интегр 

Ьундан,

< е.

ал текис якинлашувчи.

гаьрифга кура, етарлича катта А учун

ЭКанини топамиз.
\ {е ax— \)f(x)dx <
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Энди берилган е > 0  га кура, А нинг тайин J 
кийматида а ни шундай танлаймизки,

л
S (<?■“  - 1  )f(x)clx

булсин.
У холда

+ оо 4- оо

J е axf(x )d x -  J f(x)dx =  J (<?-“ - 1  )f(x)dx

4- 00
П f(x)dx+  ̂ (e ax~  I )f(x)dx

\(e “ — 1 )f(x)dx +  J (e-“ - l)f(x )d x
4- 00

<

_ e , t- 
< 2  + 2 = *

булади.
20- ми сол.  Агар f(x) функция [0, +оо )  ораликда

узлуксиз ва чегараланган булса, ушбу
4- «>

П т ^  \ - f X\ d x  =  m
у-*-0 л J дг + и

муносабатии исботланг.
Аввало х =  iy алмаштиришни бажарамиз (/>0, //> 

> 0 ), у холда
4- оо +  оо

Энди

о

Шу)
I + I2 l + f2

t- 00

J 1 + / ^

булгани учун, Вейерштрасс аломатига кура,
4- °о

л S J- ^ jd x  интеграл текис якинлашувчидир-
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равШанКИ’
1Sm т  _  шI i m о — | * ,2 «/-•о I + i 1+r

g> 0 га кура 6> 0, V |i/ |< 6  учун ва V/£(a, 6) ларда

1 П‘у) Л°) Il - l [_/(/</) —/(0) I1 ' _ 1—--
li +t2 i + i2 'h i Г  и-/2 1

< e

ТеИГ8 Итеоро м а да н фойдаланиб топа миз:

Щ  lim 2. Т  j ! L xL dx =  lim 2- \ -Щ < Н  =

К  =  2- T l i m  =
ГС 3 O l + r  я  J  * + <О и

1 “«°>ГГ 1f'̂ =/(0)'-'̂ ”/<0)'о
21-м и с о л. Ушбу

4  оо

/-•(a)=  ̂ cû xdx (a > 0 )
I

Функциями узлуксизликка текширинг. 
f(x ,a )= —> ' функцияни

D a =  { (x ,  a ) ^ R 2 : 1 < * <  +  оо, a > e > 0 }

тупламда узлуксиз экани равшан.
Энди интегрални текис якинлашишга текшнрамиз.

А I А
jjcos X dx =  sin д: =  sin A — sin 1 булиб,
II

А

I \cosArdx| ^ 2  булади. V e > 0  учун ЭД =  Д (е)>

К  ПИладики ^1*1, V a ^ e > 0  лар учун 'а < е була-



ди (Д(е) =  — к килиб олсак булади). Бу эса -L
е у» Функ.

цияни х *- 4- ОО да лимит функция 0 га текис явднлацг 
ни билдиради. Дирихле аломатига кура берилган интеИШИ 
текис якинлашувчи булиб, 9-теоремага асосан /̂ ct) (h^3-1 
цияни узлуксизлиги келиб чикади.

22- м и с о л. Агар /(*) [0, +  оо ) ораликда узлуксиз Вг

 ̂ — X)dx интеграл якинлашувчи булса, ушбу
+  оо

H ° * L J b x ) d x  =  f m n ±  ( а > 0

Ф р у л л а н и -  формуласини исботланг. 
Фараз килайлик,

ъ ) =  j !(х) dx

булсин, у холда Л > 0  учун

^ J “xld x =  J  M T d t= F (- \- o o )- F (a A )

ва
+  оо

S j(bx) dx =  F( -f- оо) — F(Ab)

булади. Демак,
+ 00$f(ax )— f(bx)

ЬА

d x - F (A b )  — F (A a )~
aA

Охирги интегралга урта киймат х.акидаги те0РеМ̂ Иа.
куллаб, функциянинг узлуксизлигидан ф о й д а л а н и б т
миз:

ЬА4* °о ЬА
\ JL °*±-KI>x)dx^  ^  =  / (с )$
А «А аА Ш

=  /(с)1п (А а ^ .с ^ А Ь )
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№ „ д а й к и л я б , 5 - Щ  ' “ ' ’ ^  =  / ( 0 ,1 , / .
О

23- мис о л .  Фруллани формуласидан фойдаланиб,

УшбУ ----

Y  =  ^ L T J ^ d x  ( а > 0, Ь > 0 )
0 . . . . . .

ннтегрални хисобланг.
Каралаёгган интегралда f(x) =  cos х булиб, /(0)=  I га 

тенг. Дсмак,
+ <*>
Г cos а х — cos 6х ^
J  х Х ~  а ‘
о

24-м и с о л. Ушбу
4" 00

\ ----х -sin т х  (а > 0 , Р > 0 )
о

ннтегрални кисобланг.
4* ° °S p — а х ___ рх

---- —--- sin т х  dx

и . . .  •

текщира Г3 иисбатан Ю-теорема шартлари бажарилишини

г.1(х, т ) — --- ----- sin тх ,

т ) ~ 0 десак, f(x, т )  функция D =  {(х, 
+ ° ° ,  m £R} тупламда узлуксиз булади.

m )= (e “ " - e ' |1')cos
°УЛИб, бу (•.
дир - 1 > "кциянинг D тупламда узлуксизлиги равшан-



г-»1 е— \• Г " - - ! - '
Р а ) ас р

булади. Бу эса Вейерштрасс аломатига кура

е p*)cos т х  dx

интегралнинг текис якинлашувчилигини билдиради. 
Демак,

Гт( т ) =  J (e~*z- e - » t)cosm xdx=  “  2 _ _
J  а -4- т  сс т

/(m) =  arctg^ — arctg"' -f С .

( С — ихтиёрий узгармас сон) экани келиб чикиб. О — 
=  /(0) =  С муносабатдан С =  0 дир. Демак,

е - а х _ в - Ц х  т ( Р - а )
-sin т х  dx =  arctg-----X <*0—Я»

25-м и с о л. Ушбу

/(а, р )=  J e - ^ ^ - d x  (а > 0 )

/(*, а ) =
е **sin^*, arap jc=t̂=0 булса.

р, агар jc =  0 булса
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i  f/ v a ) функция чекли a > 0  ва +  oo ларда
Дес8Кс 'з  булади. Худди 19-мисолдагидек, каралаётган 
y3J1̂ ma ининг текис якинлашувчнлиги курсатилади.НHTCI

Энди

/р=  ̂ e_arco.sf}jt dx
о

ннтегрални караймиз.
+  ОО

|<?_t“ cospAf| ^ .е~ах,  ̂ e~aIdx 
о

интеграл якинлашувчи булгани учун, Вейерштрасс алома-
+  оо

тига кура, /„=   ̂ е “ cosf}* dx интеграл текис якинла-
о

шувчи. У холда, 10-теоремадан фойдаланиб, топамиз: 

P )= - rh r*  Аа. P) =  arctg^ +  С(а).
а  + Р  “

/(а, 0) =  0 булгани учун С(а) =  0 булиб,о
/(а, (5) =  arctg  ̂ булади. Берилган интеграл текис якинла

шувчи, интеграл остидаги функция эса узлуксиз булгани 
учун 8-теоремадан

lirri /(a, Р )=  ( lim e-e*-s,n-'xdx— t dx-f-0 J  _|_() X J  Xо 0
тенгликни ва

lim arctg-~=ysgnp
o-+0 ® г

эканини х.исобга олсак,

Т Т * - } . « *
о

Га эга буламиз.
-f оо

Одатда  ̂ — Qxdx интеграл Дирихле интегралы дейи-
о

Лади.



26-м и с о л. Ушбу 
+ 00

интегрални хисобланг:

 ̂ --^— cospx dx—
0 ■ ,

= j |  J  J f l

муносабатдан ва Дирихле интегралининг кийматидан 
фойдаланиб топамиз:

+  00

f  s i  п а х  0  I\ —-— cos fix ах =

, агар р < а  булса.

-V.arap а = 8  булса, 
4

О, агар 0 > а  булса.

27- м и с о л .  Ушбу

+ ”  sino* ŝ d x  ( а > 0, р > 0)

интегрални хисобланг.
4  оо

/(а,Р) =  {  j  c° s ( a - ^ -cgs(atP^dx

0  я _________

интегралга булаклаб интеграллаш ф о р м у л а с и н и  к.у
лаб

топамиз

/(a, p)=-l{(cos(cc— р)дг — co sfa- j- P )Jc j(— ^ ) ! о  l |

4- 00
+  X (P-»)sin(a-lVLd x + . J. (а  +  Р )s in (a +  Р К  =

X
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-а)
4  оо

S-
+  оо

sin (a— Р)х , . (а +  Р) f sin(oc-f Р)хdx-\- J-dx =

р, агар р < а  булса, 

?-а, агар Р ^ а  булса.

Демак,

+ оо

S sino

о

sincuc sin p* dx —
* р, агар p < a  булса, 

^a, агар P ^ a  булса.

28- м и с о л. Ушбу
+  ОО e-ox_e-bx + x(a_ bje-bx

dx ( a > 0, b > 0)

интегрални хисобланг:
-t- «

!(а ,Ь )— ^
+  ОО

Е (- - 6 х
-dx-\-(a — b) \ dx.

4- оо

S  интегрални булаклаб интег-
о х

Рзллаймиз:

/i<a,6)= (e -ox_e_ 6j:)(_ ^ ) | + oo+  ь£
dx —

__ Г e - i x  'р  - а х

~  J 7~dx~ a \ ~ x-~dx+(b-a).
0 О

о о
■ ОО
f  е -<и +оо

J  p ^ * + ( 6 - a )  =  a J

+  оо

■a f ^ - Ь х _ е - а х
dx-\-(b — a).
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f 00
Г с  — е-их Ьх

dx Фруллани иитеграли булиб, у |г.а 
J х ' ь гао

тенг.
Демак,

l(a, h) =  (b — a) +  aln-f§

29- м и с о л. Ушбу

V е га 1 
/(“ ,= \ 1+хО

интегрални хисобланг.
а <  1 да .г =  0 махсус нукта булади.

/<<»= \ U j dx= i f + i * + \ f+ ?“ “  I
о о I

=  h (a )+ I ia ) .
I
^x* 'dx интеграл a > 0  да якинлашувчи, О да
о
узоклашувчи, 0<СХ<1 да

1 ха~' < х а_|2 < | + х < Х
тепгсизликлар уринли булиб,

'•<“ > =i г + т "'
о

интеграл а > 0  да якинлашувчи, 0 да узоклэшУ
булади.

х ^  1 да эса

тенгсизликлар уринли булиб.



I л а <1 да якинлашувчи, а ^ \  да узоклашувчи 
КНТ*ГР ; ' ,.емак> берилган интеграл 0 < а < 1  да якинла- 
бу.лаДи- ' 
шувчи-

Янди l(o-) интегрални хисоблаимиз. 
равшанки, 0 < * <  1 да

а —  1 оо

4 - —  =  s  ( - i ) V + *  1

■ +  *  4= 0

булиб, бу катор |flo, 6о] (0< ao< -t< 6 o<  1) да текис 
якинлашувчи булади.

Бу каторнинг хусусий йигиндиси

S„(x )=  2 ( - ЕО.
*-0 I+ *

булиб, Vn£/V ва V x £(0,1) лар учун

1+х
тенгсизлнк уринлидир.

0 < а < 1  ларда 'dx интеграл якинлашувчи
о

1
булгани учун, Вейерштрасс аломатига кура,

о
интеграл текис якинлашувчи б у л а д и . Д е м а к ,

| | i 
lim [$„(x)dx= \ lim  sn(x)dx=  \ ^v~dx
п ОО J  J  fl —*• oo J  * i Xо о 0

бУ-чиб, бу тенгликдан

/,(a)=  J i “ '_dx=  ,im J; Г  f ( _  , )V + , lrf 1 =
о I

=  2
*-0

ЭКа1«ини топамиз.
Ундай к.илиб,

15 -527

i ( - i ) V + * - 'd * ~ L  2  {-~ 'Р  
Lo J  *_o e+*
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«*>- 2 - Й З  •А —О

Агар

dx
I

интегралда х =  ~  алмаштиришни бажарсак, у холда

I I

S f — a Л ( | _ а)_ |

о о
булади. Худди юкоридагига ухшаш

а — kk = i
булишини топамиз. Демак,

f(a) = l ](a) +  U a )= 'u + I  ( -  1 - ~ М
а * — 1 \a-\-k а —к /

Энди f(x)-=cosax (0< а-< 1) функцияни Фур 
каторига ёямиз

л  я

ай =  - \ f(x)dx =  — \ cos ах dx — 2 sl̂ -^-a„ =  
л J  я  J  а яо о

2 Л л 
=  л ^/(^)cos ПХ dx =  ̂  5 cos ах-cos пх dx =

о J о
л

=  л \(^os( a +  n)x +  cos(a —  n)x)dx=( — 1)л-
о

2a sin ал , п
2 2 ' « ' я — и — п л

(cosax — жуфт функция булгани учун)

+  2аЫпаЯ' %  ±Z±t_c0S kx.
Л я2 — *2cos ах -- sin ап , 2asin ал 

ал
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со .
siri и л . 2а sin ал у  ( — I )

мКу тсн г-̂  НКЛс' х  О д( с а к,

булиГ>

ЯЪ1И1

еки

1 =

I =

. s a  sin а л у  ( — I )

л аг- £ 'k— I к
sinorc . 2asinan v  ( — 1 )* 
ил л *“ ■, а2- г

=  ~ f ±  +  2 a l  ■ I - ' * !
л L a * иг—А- ] 

—— — -+2a Isin ал а

К +.!,<-"‘(d̂ +-.-=г)
булади. Бундам эса

/(а) = sin ал

экани келиб чикади. 
Демак,

4- ОО

l(a)=  ( f , - ^ = - n r — ( ° < а < 1 )J  1 + *  sin а л  ’О
30- м и с о л .  Ушбу

+  ОО

A ,cosa,jc + /42cosa2jf + ... -f Atcosatx
dx

<«i. «2,..., a*> 0, Л |+ Д 2 +  ... +  /1* =  0) 
Интегрални хисобланг.
Натижмд- ^  lfc =  0 муносабатдан At ни топамиз.

" Г  ОО

 ̂ — Л, создал-f Ak_ lcosak_ ]Х — Ab_ lcosakx
dx
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интегралга Фруллани формуласини куллаб, топамиз:

+ °° Я 4S A.cosa.x — A.cosa.x а,
------------- ~dx =  — Л ,In— — — А 11иа, -j- А , 1гшь

х акО
Худди шунга ухшаш колган интегралларни хисоблаб, 

!=  — (/4,lnal +  /42lna;i +  ...-|-/4tlna*) 

га эга буламиз.
31 - м и с о л. Ушбу

4- «> - f  ОО

/ ,=   ̂ &in(x2)dx ва /2=   ̂ cos(x2)dx
о о

Ф р е н е л ь  интегралларини хисобланг.
x2 =  t алмаштириш натижасида бу интеграллар 

к.уйидаги куринишга келади:

'■ - т Т  V * Т т г *  I
+  ОО

‘r = -2 \ e-*dx
t Л j

тенгликни хисобга олиб, куйидаги интегралга келамиз.

5 S ‘-“d‘ S
о  v  о  0

=  - 2-̂   ̂ dx  ̂ e~l*+*2)<sintd l —
’Я г\

'~tx*dx =

2 Г d x _
~  J  l+(fe2 + ̂ )2'
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Охирги муносабатда &-*0да лимит.-
сол г а каранг).

-+ оо

,, „ „ „ г  киймати ч »  /. ™  теш- булади.
3‘2- м и с о л .  Ушбу

+ оо 2 

I)

И" Т Б Т Г те % ” л д а Т =  < алмаштириш бажариш „атижаси-

да у куйидаги ‘  ̂ ~ ~ dt кУР“ >""“ га келади' Бу
О

Дирихле интеграла б?либ. унинг киймати га тенг. Д.- 

мак,

о

33- м и с о л .  Ушбу

/=  ^  cos,!t-cosftxrfx (а > 0 , ft>0)

О
интегрални хисобланг.

Дирихле интеграл и дан фоидаланамиз.

Эн U1  ̂ sinjf?' dy =  ->sajr ~̂ ’0S-Jr- эканини хисобга олсак у
а

холда
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=  ? {b  — a) булади. (Иитеграллаш тартибиии узгарти- 

риш мумкинлигини асослашни укувчига хавола килам из),

Мисол ва масалалар

36. Параметрга боглик чегараланмаган функциянинг 
хосмас интеграли учун текис якинлашиш тушунчасини 
келтиринг.

37. Параметрга боглик чегараланмаган функциянинг 
хосмас интеграли учун:
а) Коши критерияси;
б) Интеграл белгиси остида лимигга утиш хакидаги 

теорема;
в) Интегралнинг параметр буйича узлуксизлиги хакидаги 

теорема;
г) Интегрални параметр буйича дифференциаллаш 

хакидаги теорема;
д) Интегрални параметр буйича интеграллаш хакидаги 

теоремаларни келтиринг.
Куйидаги интегралларни текис якинлашишга текши 

ринг:
+ оо

38.  ̂ -\ja е “д dx, 0 s j ч. <С +  00 •
0

+  оо

39.  ̂ х*е~“dx, ( а ^ а ^ Ь).
1

40. [ — ^ d x ,  a£R .
J  I + X 2

—  oo

+ oo

41.  ̂ e dx ( 0 O <  -f- oo, p> Q  тайинланган). .
T xP

+  oo

42. \ ---% --- (0 < a <  +  oo ).
J  <*-a)2+ l

- f  oo

43. J e-(x~a)?dx, a6/?.
— 00 
+00 ^

44.  ̂ ^sinx dy, x£R. 
о ]
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4 °° . о

4,  о ,
о

46. (Р > 0 , <7>-1;

47. L _ - C - d x ,  ( о < « <  +  оо).
-х2J V T

48.  ̂s in  1 ‘ ~/Г’ 0 < « < 2 .
О
2_ Г j^ ĵc ,, , 1 ч49. j -  ( Ы < т ).
0 У ( * - 1 Х * - 2 ) 2
1

50. ( | ^ = d x ,  (0 < а <  1).J л/U—аIО
+  ОО

51. lim \ си?' “ dx муносабатда л и м и т  белгисини интег- 

рал остига киритиш мумкинми?
52. /(х) функция (0, + о о ) да абсолют интегралланувчи
булса,

+ 00
lim \ /(x)sin«x dx =  0

эканини исботланг.
4  оо

dx
НИ топинг.53. lim i dx_

Л - С О  J
+ 00

54. F(a )=  (j e~{x~a)dx функциянинг узлуксизлигини
о

исботланг.
I . а ✓

55 f SIfl_• /(а)=  \ __5  фуНКЦИЯНИНГ 0 < а <  1 да узлукеизли-
о

ГИни исботланг.



С С EY  f sin(l— g )x .
5b. ) x ux функцияни узлуксизликка

о
текширинг ва графигини чизинг.

Куйидаги функцияларни узлуксизликка текширинг:
+  0 0

57

58.

59

• * ■ > -  $ - 3 '  ' ^ 2'-о
я

F(а ) = \ -  — X~dx , (0 < сс< 2 ).
J  / ( л - i f

+ W
F ( a )  =  [ - e— d x ,(0 < а < 1 ).

J  |sinx|a о
+ оо

60. Г (а )=   ̂ ae~ax'dx, a£R.
О
4 оо

61. F ( a )  =  (  — ^ s— функция —  o o < a < - f o o
3 i+(*-fa)2

да узлуксиз на дифференциалланупчилигини исботланг. 
Куйидаги интегралларни хисобланг:

4- оо

62. S sin ax — sin а m------- ---ах, (а> О , 0 >О).х
о 

4- оо63. J aJ xtgax^ar c t g ^ ) ( a > 0) b> Q)

64.

65.

J e— ~ ^ - d x .  (а> 0 , р> 0).
О

4- оо

ИО
4- оо

—а*_р — $х \2
)  <ix, (а> О , Р> 0 ).

66
• \-----— ---- co s  апх d x , (cx l> 0 , Р > 0 ) .
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67-

68 .

$
№ - £ £ l4 x t ( | a |<  1).
W \—x

t J j U = £ A ix ,  (i<xi <  i).
3

0 
+ 00

70 +-f ] dx.Г ln(« -f x

+ "
Г агс^ох-агс^Р* ,

7 I ' )  ~ x20

72 ĥ - M 1 + ^ ln(1 +& L d x .
0 X 

+  OO

73. J e-(ax4'2bx+c)dx, ( o > 0, a c - b 2> 0).
— oo

-I oo

74.  ̂ <?~‘,)[2ch bx dx, (a> 0 ).

I r  - (* 4 )75. ( * \ ' Л'dx, ( a >0).

4- oo
7fi Г e — С X̂76- J —  — r -  dx, (a > 0 , P> 0 ).

0
+  oo

77.  ̂ e“ ajr cos rfx, (a> 0 ).
о

+  oo

78-  ̂ xe-flr2sin ftxdx, (a > 0 ).
0

■f oo

79- \ xiae-xicos2bx dx, (n£N).
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J e- * x i i ! * * ^ ( * > 0 . a> 0 , p>0)

87. ( - ^ jd x .
J  1 -f -r

88. \ -x-s>nâ -dx.
J  1 -fxJ 0

+• “> О
S sin x ,—

! -t- Jf0 
CO

S cosax .

„ < 7 T ? r " '  ■
Ь OO

 ̂ s\n(ax2 +  2bx +  c)dx (аф О ).
— OO I
f  00

92.  ̂ siru2-cos2ax dx.
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93.
— оо 
+

4- оо

 ̂ cosx2-cos2-ах dx.

f cos ху .
94- \

о
-} ОО

S
jcsin хц ,

о

96. \ — dx (а > 0 , Ь> 0).
О

+ оо
97  ̂ eac0SXsin(asinx)d* .

о
Y “  e~ axcosbx — e “ '“eosb.x

98. \ -------- х----- ——dx. (a, a i> 0 ).
о

+ <ю 2
99.  ̂ e~x~cosa,, dx.

S r  о

>00. ij е r sin-a, dx.
0 *

+ °° , +оо 2
101. f J  ---«_ ( •___* L ( a ->n)

1 y ^ v “  vs J ^  (o > 0 )
тенгликни исботланг.

4* oo

,02 г »- ** +  oo

5 | ^dx  =   ̂ ——-dx (6>>0). тенгликни ис-
о л

ботланг.

а- Р. Т > 0  ва а, р, у лар ичида 7 катта булса,
агар а <  P +  y булса,+  оо

 ̂ smy^singjc^sj пух ^  
о х

Г Гадкни исботланг.

" ,  агар a=p-j-y булса, 

0, агар а > р  +  у булса

235



104. Лгар cti, а-i.... а„ лар мусбат булиб, <х> j

булса,
У °  si пои: sinV  , л
\ , --- 7

•“ I I

О
тенгликни исботланг. 

+ <*>
105.  ̂ (sin ах — sin bxf-^-= * \а — b\ 

о
эканини исботланг.

5- §. ЭЙЛЕР ИНТЕГРАЛЛАРИ

1. Б с т а ф у н к ц и я  ( I  т у р  Э й л е р  и н т е г р а  л и).
I

Ушбу В(а, Ь )=  л̂г“ “ Ч 1 — x)b~'dx (а > 0 , Ь > 0) интег-
0 h

рал бета функция ёки I тур Эйлер интеграли деб аталади.
Б е т а  ф у н к ц и я н и н г  х о с с а л а р и :

1. В(а, Ь )= В (Ь , а).
2. В ( а , Ь ) = - £ ^ т В (а ,Ь - \ ) ( Ь > \ ) .

2. В (а, л )= —т~—1 , • - 4 = V  •• 1 т в <а- ')• rl^ N-' ' а-\-п— I а + п —2 а +1

3. В(а, 1 — а )— ( 0 < а <  I ).'  sin ал

П. Г а м м а  ф у н к ц и я  ( I I  т у р  Э й л е р  и н тегр аф
I н ). Ушбу

+ о©
Г(а) =   ̂ хи 'е Xdx (а > 0 )

интеграл гамма функция ёки II тур Эйлер и н т е г р а л и  

аталади.
Г а м м а  ф у н к ц и я н и н г  х о с с а л а р и .

1. I a )— lim п—-- —:--...„-■*> «(а+»)...(а + я— 1)
2. Г (я  +  1) =  аГ(я).

де'•6



2'. Г (Н -  !)  =  «!■
3. Г<«)<0, +о о )  да узлуксиз ва барча тартибдаги
узлуксиз хосилаларга эга ва
*  +  ОС*

1Чл,(а) = $ х“ 'e~x{\nx)ndx (л = 1,2,...).
О

, ш ,4 riamb)4. В ( а ,Ь )  Г (с _|_й) •

5. Г (а )Г (1 — а) =  В(а,1— а )=  .81ГШЛ
Хусусан, и =  у  Да (0 < а < 1 ).

г ф = л Я
« . 1 VS6. Г (о )Г (я +  2 )=-^-/ г Г(2а ) (Лежандр формуласи).

34- м и с о л. Ушбу
+  ОС)

/ =   ̂ e xdx
о

интегрални хисобланг.
„ алмаштириш натижасида интеграл куйидаги

куринишга келади:
I ГХ — I + 00 I + “> I

,=  2 ) V /==2 5 \ t ° " e - ‘dt =
о о -

- 1 Г( 1 )2 2

^Чоридагн (5 ) муносабатдан фойдаланиб  ̂

ЭКамини топамиз. Демак,
+  оо

5 «-■‘л — & .

35- М И со л . Ушбу
я

~2
! — $ sin6jcetos4jrdjr 

р ТегРални хисобланг.



sinx — ^lt (/> 0 ) алмаштирнш натижасида интегрД 
куйидаги куринишга келади:

Л

г  1 1  5

\ (s in V ft I — sin2;c)2rfx= 1 ((1  — t y . i* d t  =
n  ̂ x *1

=  I S ( 1 - /)3 ' i r 'dt =  i f l ( '  ) = J2 J  2 2 2 2 Г (б ) ~

____  * 3  >—  1 5  r -  1 З л

2 ‘ 4 Vя  ‘ 8" • V n ’ j 2(T2 4 V -  8

36- м н с о л. Ушбу
+  ОО

120 512•

/=  S * in<i X(Ix (n^N )

интегралии хисобланг.
х =  yft (/> 0 ) алмаштирнш натижасида интеграл 

куйидаги куринишга келади:

\ х ^ е ~ ^ х = ±  J Г*е-'<//= .'-Г(я + 3 ) =  Щ

=  -1 . Vя _  _У*_ (2л- I)!
2 22'1 ~1 Цп) 22" " (я— 1)! ~  Я

J2 « — I )И 
оя + 1 \/я.

(B y  ерда Г ( я + | )  учун Лежандр формуласидан фойдз-
ландик).

37- м и с о л. Ушбу

, =  L ^ ' A L - * l - ' _ dx
)1ах + Ы\-х) + УГ + ч

(a, fJ^O, у, Р, q > 0)

интегрални Эйлер интеграллари оркали и ф о д алан г . 3
________ (< *  + тХ* ,  r  , r o a Л
ал-f р(I — хГ+ v~ =  злмаштириш натижасида интегщ
куйидаги куринишга келади:
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—  1 _ £ ^ - '( i  — ty - 'd t=
(a + y m  + y f  J

____ Д(р. я) _
(a + v^P-fv )"'

38 м и с о л .  Ушбу
а

/ ==  ̂sin“ 'at-cos"-1* dx (a > 0 , b>0).
0 %

интегрални Эйлер интеграллари оркали ифодаланг. 
sinx =  / алмаштириш натижасида интеграл куйидаги

куринишга келади:

/=  j/ fl- ' ( l - / 2)
- -I 
2 dt.

By интегралда эса t2 =  y алмаштиришни бажарамиз.
У холда

K V - W -  “л - Ч . * - '
Vy

• а

о

П 1 R la Ь 1 Г (2 ),<2)( 1 - у У  d y = - B (T ,- )= - -  — —
( 2 '

булади.
Хусусан, агар 6=1 булса,

я

1=  J sin"- '£//=»- i~  -
r( J )

булади.

Агар а =  1 -f-a) £ =  j _ а (  |сь| -С 1) булса, у х,олда

] — Г "* г
~~ J sin“ lx-cosft-lxd;e =   ̂sin“x-cos~eJt dx=   ̂i^xdx

бУлиб.
0 о о
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ал
cos~2

булади.
Демак,

\ t^ x d x  =  { -  - a
*' rnc

39- м и с о л. Ушбу
+  ОО

( Ж ^ - Л х
)  (1+х)1пх

интегрални хисобланг.

/(Р, <7)
г  хр- ^ _ ,  _  У °  *" 1

’ J  ( 1 -(-xjlrut *  J  (1+х)1п.х
djf.

+  ОО

О
+  ОО

хР~{- —  —  dx, (1 -f х)\пх

а — 1
* dx(1 +х)1тис

булсин, у \олда:
+р°

(I\p ,q ))'p=  \ T — d x = B (p ,\- P )-

Худди шунга ухшаш

булиб,
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=  л1п ----  + С  га эга буламиз.

pz^q учун 1(р, д) =  0 муносабатдан С =  0 экани келиб
чикади.

40- м и с о л. Ушбу
p4 =  sin3q>cosq>

эгри чизик билан чегараланган шаклиинг юзини х,исоб- 
ланг.

Маълумки, изланаётган юза

берилган чизик биринчи ва учинчи чоракларда иккита 
япрокни ифодалайди. Шунинг учун

Демак,

а

я

2 3

о
изланаётган юзани аниклайди. 

38- мисолдан фойдалансак.

3 (кв.бирлик) га эга буламиз. 

Демак,



Эйлер интегралларидан фойдалаииб куиидаги инт«г 
ралларни хисобланг:

106. ^ ~\]х — х2 dx.
о

107. ^x2^ a 2 — x2d x (a > 0 ).
о
+„°“ 2

108. [  — \ .
J  \+ х4

Мисол ва масалалар

109. ‘— . ( л >  1).
о \f\-x"

П О . Y  ^ d x .

I l l

x2

+ 00

112• s0 
+  OO

113. ^

1+*2
dx (0 < rc<  1).

dx

* 1
114. [ — X̂ dx ( l< k < 0 ,  n> 0 ). 

J ( 1 — Acosjf)"

115.

(1 — fccosx)1

xa- '- x ~ a
l —x dx, (0 < a <  1).

x°\n2x
1+*2

dx (a2<  1).не . ^
0

117. \ *a dx (a> 0 , p> 0).
J (jc + a f +p
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*  ''™ d.г.
-f- ОС

П 8  \ l+ x
О

-f оо

120.
i
J ln r (x W x

121. л -j- у" и (x> 0 , y^> 0, л > 0 ) эгри чизик бил an 
чегаралангал юзани хисобланг.

122. .V -j-у = а  (х^>0, у > 0 , г > 0 )  сирт билан 
чегараланган хажмпи хисобланг.

Куйидаги тенгликларни исботланг:
- f  оо - f  ОО

123. li e~**dx t x2e~*'dx=— ~
[ i I 8V2'

124. = -
J л/Т^х* J  V 1 —JC4* 4

4  oo

125. J 'cosaxdx=  L r ^ Jc o s 1̂ - ( 0 < p < \ ) .
0 a &

- f  oo

126. J y*~ 'sirm* d x = ± Г(р )s in ^  ( -  I < „ <  J ).

1 QOs+ «> p_ 
x г(p -

128

129

Г г - ------_  j/ * _________________
(j^ + ajr +  й)  ̂ ^a(a + 2yjb) Г(д)

(*> 0 , a-f 2д/б > 0 t

r ' 2
I. I - . dx_ f x"dx „

0 V i V " ' J  v r - >  =  2«
1

| Г __ [_ OO |

) J 1 ~ * t) J(Ix=  л/3 \ ( x '~  I f^ d x .'
1

' 30- ‘ & l ' * L  Г(Л0)



X V I I  боб
К А Р Р А Л И  И Н Т Е Г Р А Л Л А Р

1-§. ИККИ КАРРАЛИ ИНТЕГРАЛЛАР
I. И к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л  т а ъ р и ф л а р Л  

Бирор чегараланган (D )czR 2 соха берилган булсин. 
сохани булакларга ажратупчи чекли сондаги / чизиклап 
системаси {/:/cz(D)} ( D ) соханинг булиниши деб аталади 
ва у Р  =  {l:lcz (D )} каби белгиланади. (D ) со\анн 
булакларга ажратувчи хар бир / чизик, Р  булинишиинг 
булувчи чизиги, (D ) соханинг булаги эса Р  булинишиинг 
булаги дейилади. Р  булиниш булаклари диаметрининг эщ- 
каттаси унинг диаметры деб аталади ва у кабн 
белгиланади. (D ) соханинг булинишлар тупламини ={р) 
оркали белгилаймиз.

f(x, у ) функция (D )cz R 2 сохада берилган булсин. Бу 
соханинг P^SP  булиниши ва бу булинишларнинг хар бир
квадратланувчи (D k) ( k = l ,  2......  п) булагида ихтиёрий
(£к, т|*) нукта олиб,

йигиндини тузайлик, бунда f)k — (D k) соханинг юзи. '!
Одатда (1 ) /(х, у) функциянинг интеграл йигиндиси 

ёки Риман йигиндиси деб аталади.
1 - т а ъ р и ф .  V e > 0  олинганда х;ам, шундай 6> 

> 0  топилсаки, (О ) сох;анинг диаметри к,,С 6 булган х;а/> 
цандай булиниши \амда х,ар бир (Dk) булакдаги ихтиёрий 
(Ъ , tl*) нуцталар учун

тенгсизлик бажарилса, у х,олда функция и н т е г р а л л а н у в ч и  

ва / сонга f(x, у) функциянинг (D ) сох,а буйича икки кар- 
рали интеграла (Риман интеграла) дейилади ва у

П
<т= 2  /(£*, %)/)* ( I )

|(Т —  /| < е

(Ж
каби белгиланади. 

Демак,
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/(л.//) функция (D )c z R ’ сохада берилган ва чегара- 
■IанIян булсин. (D ) соха пинг бирор Р  булипишини
к а р а й л и к .

т к=  inf {/(*, у)}, Мк=  sup {f(x, у)}
l*-HKDk U,uK(nk)

лар ёрдамида

s=  2 m.D,, 2 MbD„'k
k~\

йигиндиларни тузамиз. Одатда бу йигиндилар мос 
равишда Дарбуиинг к,уйи хамда юк,ори йигиндилари деб 
аталади. (О) соха нинг хар бир булинишига нисбатан {s}, {5} 
тупламларнинг чегараланганлигини ва s ^ u j^ S  муноса- 
бат уринлилигини куриш кийин эмас.
2- т а ъ р и ф.

sup {s }= l. in[{S} =  7

мик,дорлар мос равиии)а /(*, у) функциянинг (D ) со^адаги 
к,уйи икки каррали \амда юк,ори икки каррали интеграли
деб аталади.

3-т а ъ р и ф. Агар /(*, у) функциянинг (D ) сохада 
к,уйи %амди юк,ори икки каррали интеграллари бир-бирига 
тенг булса. у х;олда }(х, у) функция (D ) сох;ада 
интегралланувчи, уларнинг умумий к,иймати

1 = 1 = 1
Цх, у) функциянинг (D ) сохадаги икки каррали интеграли 
(Римам интеграли) дейилади ва

§t(x, y)dD (§f(x, y)dxdy)
ч» (О)

каби белгиланади.
2 И

лиг и КИ к а Р Р а л и и н т е г р а л н и н г  м а в ж у д -  
и н г е г р а л л а н у в ч и  ф у н к ц и я л а р  синфи.

„ 1 1 Р е ч а. f (x ,y )  функция (D )  сохада интёгралла-
\ '( (Чи °Улиш и учун, V k > 0  олинганда хам, шундай 6 >  
Кац соханинг диаметри К < 6  булган хар

аи г,Улинишга нисбатан Дарбу йигиндилари

тенгсиз, S ( f ) s ( f ) < *
* икни каноатлантириши зарур ва етарли.



2 - т е о р е м а .  Агар f(x, у )  функция чегараланган епик 
( D )c z R 2 сохада берилган ва узлуксиз булса, у шу сохад 
интегралланувчи булади.

3 - т е о р е м а .  Агар f(x, у )  функция (D )  сохада 
чегараланган ва бу соханинг чекли сондаги ноль юзалн 
чизикларида узилишга эга булиб, к.олган барча нукта- 
ларда узлуксиз булса, функция (D )  сохада интегралла
нувчи булади.

Икки каррали интеграллар ёрдамида текис шаклнинг 
юзи, жисмнинг хажмларини топиш мумкин. Интеграл 
таьрифидан бевосита (D ) шаклнинг юзи

интегралии 1-таъриф ёрдамида хисобланг.
Равшанки, /(х, у) — ху функция (D ) да узлуксиз, 

демак, 2- теоремага кура, у (D ) да интегралланувчи

ёрдамида булакларга ажратамиз ва х,ар бир (£>,/) да

булиши келиб чикади.
1-м и с о л. Ушбу

булади. (D ) сохани х=  , у =  — (/, / =  1, п — 1) чизиклар

I n( п — I ) п(п —; 1)

булади. ,
Бундан эса п —► сю да X —*-0 булса, о —>-

Демак,

(О)
2- м и с о л. Ушбу
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интегрални 3-таъриф ёрдамида хисобланг, бунда 1) =
={(*, y)£R2'- 
0 < * < 2’ )
К # < 3 J

(Z?) сохани * = 1 + —, y — \-\-̂ j- (/=1, п — 1) чизик. - 
лар ёрдамида булакларга ажратамиз.

(Dv)- {(jc , y ) t R 2:

JL±. 2(/ni>. *+ 2/j

o „ - - L

M „=  sup (x y ) =  l t  +
U,y)C(0,() V я А  Л/

-7=  in/ (x - y )= ( l+  ‘- = iY i  +  M - l i y
Л /I

Э Д - 2  2(.НХ'+?Н-
- > i? 1( l + 7 ) 2 ( ,+ ? ) - ^ 2 ( . + i. ) | .+

■ 2_ .  я ( « + Ц 1 2(2n +  l )  у  /. . i  \
" 2 л2 + ? y “

=  2(2,1 + 1 ) ^  _ ( _  я ( я + 1) \ _  ( 2я + 1Х З л +  1) .

i .  , ? , ( ■ ■ + ^ >  

■ 2 ( i + Я Ь Й ) _ »  i  ( , + > - ± l„+

1)1?,
~г(2п — nr

__ (2/i— I КЗл— 1)

s u p {s (/ ) J  =  6,



^xydD =  6
(0)

муносабатга эга буламиз.
З И к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  х о с с а л а п

И к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л л а р н и  х и с о б л а щ  
1 °. /(х, у)^ функция (D ) сохада интегралланувщ- 

булсин. Бу функциянинг (D ) сохага тегишли булгап ноль 
юзали L  чизикдаги (L cz (D ))  кийматларинигина узгартн- 
ришдан х.осил булган F(x, у) функция хам (О ) сохадй 
интегралланувчи булиб,

булади.
2°. f(x, у) функция ( D ) сохада берилган бу.жб, 

( D ) соха ноль юзали L  чизик билан (D i) ва (02\ 
сохаларга ажралган булсин. Агар f(x, у) функция (D) со
хада интегралланувчи булса, у (D |) па (Ьг) сохаларда 
хам интегралланувчи булади ва

муносабат уринли. (Б у  хоссанинг тескариси хам уринли 
Дир).

3°. Агар /(х, у) функция (D ) сохада интегралланувчи 
булса, у холда с•/(*, у) (с — const) хам шу сохада 
интегралланувчи ва

формула уринли.
4°. Агар f(x , у) ва g(x, у) функциялар (D ) сохад 

интегралланувчи булса, у холда f(x, y )± g (x , у) функЦН 
хам шу сохада интегралланувчи ва

$ / (* , y )± g (x , y)]dD =  fy(x , y )dD ±  y)dD 
(b ) (O) (Щ

формула уринли.
5°. Агар f(x, у) функция (D ) сохада интеграллэ» 

булиб, V(jc, y )£ (D )  учун f(x, у ) ^ 0 булса, у холда

fy (x ,y )d D — § f(x yy )d D i+  § f(x ,y )d D 2

булади.
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6°. A ra p  f(x, у) функция (D ) сохада интегралланувчи 
булса, У холд а 1/(х ,у)1  функция хам шу сохада
и н те гр а л л а н ув чи  ва

тен гсизли к  у р и н л и .
7°. У р т а  к и й м а т  х а к н д а г и  т е о р е м а .  Агар 

f(x, у) функция (D )  сохада интегралланувчи булса, 
у холда шундай узгармас сон

ц |i< M , М =  sup {f(x, у)}, т =  inf {f(x, у})
и.у)НО) U.y)i(D)

мавжудки,

(О)
формула уринли, бу ерда D (D ) соханинг юзи.

Н а т и ж а .  Агар f(x, у )  функция ёпик. (D )  сохада 
узлуксиз булса, у холда шундай (a, b )£ (D )  топиладики,

\\f(x> y )d D  =  liD

I. д
Интегпяп ^

Одатда бу б0Г-ПИК бУЛади'

4 (d ) )= ^ (x ,y )d D
w



функция соханинг функцияси деб аталади. (D ) соха» 
бирор (дго, г/о) нуктани олайлик. (d ) эса шу нуктав 
уз ичига олган (</)<=(£)) соха булсин.

Агар Х-»-0 да— нисбатнинг лимити lim
d о d "

мавжуд ва чекли булса, бу лимит Ф((г/)) функциянинг(*. 
г/о) нуктадаги сох,а буйича л;осиласи деб аталади. (Б у  ерд' 
d — (d) соханинг юзи, Я эса унинг диаметри).

Агар f(x, у) функция (D ) сохада узлуксиз булса 
у холда Ф ((4 )) функциянинг (х{), у0) нуктадаги со^ 
буйича хосиласи }(хо, г/о) га тенг булади.

4 - т е о р е м а .  }(х , у )  функция D =  { ( х, у)Щ#  
а ^ .х ^ .Ь , c ^ y ^ d }  сохада берилган ва интегралланув
чи булсин.

Агар ж£[о, Ь\ узгарувчининг \ар бир тайин кийматида
i

l ( x )= \ f ( x , y )d y

интеграл мавжуд булса, у х,олда ушбу
Ь Г  dП
\ \ f (x ,y )d y\ d x  
a L с J

интеграл \ам мавжуд булади ва

f (  х, y )d D  =  J Г  J f(x, y )d y\d x
О») a L r  J

уринли.
5 - т е о р е м а .  f(x, у )  функция (D )  сохада бер и л ган  ва 

интегралланувчи булсин. Агар х£\а, Ь\ у з г а р у в ч и н и н г  хар

бир тайин кийматида  ̂f(x, y )dy  интеграл мавжуд булса
С

иГ \с, d] v иарувчининг хар бир тайин кийматИД3 
ь
\ f (x> y)dx  интеграл мавжуд булса, у холда
а

6 Г  d ~1 d г- Ь "1
\ \ f(x ,y )d y\d x , J \j f (x ,y )d x  \dy
« L  с J  t L a  J

интеграллар хам м авж уд  ва
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^f(x , y )d D =  J £ \ f(x , J y)dx^dy

формула уринли.
Энди ( P )  coxa ушбу

(P )  =  {(x, y )£ R 2:a$^xs^b, Ф ,(*Х*/< Ч> 2(*)}.
(фХ-*)€С[а, b], i = l ,  2)

куринишда булсин.
6- т с о р е м  a. f(x, у )  функция (D )  сохада берилган ва 

и нтегр аллан увчи  булсин. Агар дс£[а, Ь\ узгарувчининг хар 
бир тайин кийматида

Н х) =  \ f (x ,y )d y
<р,(*)

интеграл мавжуд булса, у холда ушбу
ь Г  ч>2(*)

I dx
ь г- »2(*)
\ \ f (x ,y )d y  с
а L  i>iW

интеграл хам мавжуд булади ва
ь гь Г  «PjW "I

§ f(x ,y )d D =  \ \ f(x, y )d y  \dx
(D) a L  <P|(*> J

уринли.
Куйидаги 3— 5 мисолларда f(x, у ) функция 6-теоре

ма шартларини каноатлантиради, деб каралади.
3- м и с о л. Ушбу

(Р) =  {(х, y)eR'z:S  +  y2^  9, r + ( i/  +  4)2> 25} 
кУРинишда булса,

§/(*, y)dxdy
т

Интегрални такрорий интегралга келтиринг ва интеграл-
Лаш тартибини узгартиринг.

6-теоремадан фойдаланиб, топамиз:
я >/Г>

fy(x, y)dxdy=  ̂ dx  ̂ f{x,y)dy-
~ 3  - 4

(/>)
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Интеграллаш тартибини узгаргириш учун (О) 
куйидаги куринишда ифодалаймиз:

(D ) =  (D i )U (D 2)U (D 3), (2- чизмага каранг) ^

2- чизма

(D {) =  {(x ,y )£ R 2\ 1 <  у <  3, — ^ 9  — у2 д/9 — у2).

(D 2) =  {(*,i/)e/?2:0 < i/ < l,

- V9” 8//11? } .  - Я
(D 3) =  {(дг, y)€ /?2:0<  .у <  1, ф - g y - g f  - A <: \v/'T—

6- теоремадан ва икни каррали интеграл хоссаларндг
фойдаланиб, топамиз:

з V»-/О \ - r - y

\{f(x ,y )dO = \dy \ f(x,y)dx +
<°> 1 -

„„тегралда интеграллаш тартибини узгартиринг. Карала- 
ётган сохаларни чегаралаб турган эгри чизиклар ы3=  
= укига нисбатан симметрик кубик парабола) ва 
(х - 2 ) 'Ч < « - О =  I (маркази (2, I)  нуктада оалиигн
1 га тенг

л/э-/ J HГ Г  ̂ ц)у ’̂

Чнзмадан куринадики, у U дан_1_гача узгарганда 
.t узгарувчи x =  i f r2 дан х ~ 2 - ф у - у 2 гача узгаради. 
Демак,

l= \ d y   ̂ f(x,y)dx.
о fn

5- м и с о л. Агар

(D ) — {(x, y)£R2:\x\ +  \y\< И
куринишда булса,

^J(x,y)dD  интегрални такрорий интегралга келти- Ф)
Ринг ва интеграллаш тартибини узгартиринг.

Интеграллаш сохасини координата укларига нисбатан 
симметрик эканлигини куриш кийин эмас (4- чизма).

( 0 М ( * .  y)£R2:-  1 < д г ^ 1 ,  - 1  +  U I < J <  1 — U l }  =

„  = Ux, f/)etf2: - l < t / < l ,  +  \-\y\ lД^мак



6- м и с о л Ушбу

t y f+ !? )* x d y
(й)

интегрални хжобланг. Бу ерда (О)томонлари «/ =  х,
— х -\-а, у — а, у =  3а (о > 0 ) булган параллелло!$Щ 

Чизмадан куринадики, интегрални такрорий иптегр 
га келтиришда, уни

и
\dy \f(x ,u )dx
с *,(■/)

куринишда ифодалаш максадга мувофикдир (5-чиэ
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Демак,
За ц

§ (x ’ +  y2)dxdy=  J dy J  (x -̂i-Уу х ^
(О)

-  И  г - з - + » ’ - Л - « )  ]  d y -  8} f  - l ° f  +

. <..и4 и4 "4 
3 ~ 1 2  3

27а а а '_ _  |68 <
12 14 а4

7- м и с о л. Ушбу

r= §xydxdy
(О)

интеграции хисобланг. Бу ерда (D ) ф  +  =  j пара.
бола ва координата уклари билан чегараланган соха 

Чизмадаи интегрални '
Ь Ч̂ х)
\dx \f{x ,y )dy
“ 4>,W

$ p " m™  (6- .жзм°аб)ЛаШ МакСад,а мУВ0Фик. эканлигини

Демак,

y d y - \ \ ^  ~ ф ) 'Л х = Л . .
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4. И к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л л а р д а  У з Га 
р у в ч и л а р н и  а л м а ш т и р и ш .

Оху хамда Ouv координаталар системасида М0(, 
равишда (D ) ва (А) сохаларни карайлик. Бу сохаларнин, 
чегаралари содда, булакли-силлик. чизиклардап ибор31 
булсин.

f{x , у) функция (D ) сохада берилган ва унинг чеклн 
каррали интеграли

(О)
мавжуд булсин. Бу интегралда узгарувчини куйидагнча 
алмаштирамиз:

(2) акслантириш куйидаги шартларни каноатлантнр- 
сии:

1°. (А ) ни ( D ) га узаро бир кийматли акслантиради, 
2°. ф(ы, у), v ) функциялар (А) сохада узлуксиз, 

барча хусусий хосилаларга эга ва бу хусусий хосилалар 
хам узлуксиз.

/(х, у) функция (D ) сохада берилган ва узлуксиз 
булиб, (2) акслантириш 1° — 2° шартларни каноатлантнр 
сии. У холда

^/(jc, y)dxdy =  ̂ /(ф(и, и), ф(ц, у))|/(и, v)\dudv

(2) системанинг Якобианидир.

(3) формула икки каррали интегралларда узгарувчиН' 
алмаштириш формуласи дейилади.

8- м и с о л. Ушбу

интегрални хисобланг.
Бунда (0 )  =  {(х, y )e R 2A <*«/<2, 0 < *< 2 г/<  

теграллаш сохасини чизмада ифодалаймиз (7-чи_

\\f(x, y)dxdy

(2)

дх дх
,  ,/ ч D(x, у) я и dv Оформула уринли, бу ерда 1(и, ■- -?-■-== ии ^

'  ’ ' Л и  Ли  Iду ду_ 
ди d v
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7-  чизма.

и — ху, У =  - г̂ x =  д/-“ , у =  ~\Juv

а.пмаштиришни бажарамиз. Натижада берилган соханинг
образи

булиб, Якобиан эса

мПи, v) =

|-а тенг булади. 
Демак, <■

i -д] :  § у ?  1
2о

/== Й(Х" +  y2)dxdy = 5 i( "  +  uu) '-dudv =
<0 ) -V (4 ) "

I 1/2 

м и с о л. Ушбу

/=  SS Н л/^ + У2 )dxdy
J+y2-̂ I



интегралда кутб координаталари систем а си га т̂иб, тд  
такрорий интегралга келтиринг. " Ii!

{ .X =  pcos ф, 
i/ =  psin ф

алмаштирнш натижасида топамиз:
I cos <f — р sin ф/(р, ф) sin f  р COS ф =  ('■

2л I I

/ =  dy  ̂р/( р )dp — 2 я  ̂р/( р )dp
0 0

10- м и с о л. Ушбу

/=  ^  sin-\Jx2 +  yi dxdy
л 2 < х 2 4  / * £ . 4 л 2

интегрални хисобланг.
9- мисолдан фойдаланган холда, интеграллаш сохаси 

калка эканини эыиборга олиб; топамиз:

Т  /  л 2л \/ =  2л  ̂ psin pdp =  2nl pcos р |^ +  \ cos pdp ) =  — 6л2

11- м и с о л. Ушбу

'- М Г - Ю К  Ш
интегрални хисобланг. Бу ерда

(£>) =  {(*, i/ )»/ ?2:x>0, //>(), ( ~ У  " +  ( у У< 1}-

Куйидаги

алмаштиришни л-окарамиз. Каралаётган соханинг образи 
куйидагича бу.

(А ) =  {(н, v )d R 2:u ^ 0, i '^ 0 ,  и +  1}.
булади. Якобиан эса:

булади.
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'=ЖЧГ-«)>- &>—(О) <л>

— v)u~l/3v~2/3dudv= 2а̂  ^u~[/3du  ̂ (1 — и —
о о

I •
- v ) v ~ 2/6dv =  J-ab J J (1 —’и)4/3ы " l/*du =

ab I 4 1г /  1
2 2 3 3 

12-мисол .  Ушбу

1=  ^  [cos (x +  y)]dxdy

-nab.

0 < х < л0<»<я
интегрални хисобланг.

Интеграл остидаги функциянинг хоссасидан фойдала- 
ниб, интегрални куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

/=  2 ^  \cos(x-\-y)\dxdy.

I

Бу интегралда каралаётган сохани х-\-у =  у  чизик, ёрда

мида икки булакка ажратамиз, уларнинг бирида cos(x +  
+ «/) мусбат, иккинчисида эса манфий булади (8- чизма).

8- чизма.
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/ л/2 ‘ г  Г Г/ =  21  ̂ dx  ̂ c o s ( j< +  y )d y— )dx  \ cos(x +  y)dy — 
\  0 0 °  ‘

я  л - х  \  л/2 Л/2

— \ d x ^  cos(x +  y)dy 1 =  2 } (1 — sin x)dx+   ̂ dx +
я О J <1 о

Я

4-  ̂ sin xdx =  2л.
л/2

13-ми сол.  Ушбу 1

\\ y j\y-x 2\dxdy

интеграл хисоблансин.
Интсграллаш сохаси Оху тскисликда у =  х2 парабола 

ва г/ =  4 тугри чизик билан чегаралангандир. 3- теоремага 
кура каралаётган интеграл мавжуд булиб,

f(x ,y ) =
0, агар (х, y ) £ D l = { ( x ,  у ) \ х 2 ^ у <  \ - j- x 2}  булса,
1, агар (х, i/)£D2 =  {(x, у):\ +  х2 ̂  у < 2  +  х2} булса,
л[2, агар (дг, y )£ D 3 =  {(x, г/):2 +  х2<1/<3 +  дг2} булса,
У З , агар (д:, (/)£04 =  {(дг, i/):3 +  x2< «/< 4} булса

булади (9- чизма). Соха Оу укига нисбатан симметрикдир. 
Демак,

/=  \\dxdy-f -у/2 ^ х ф /  +  д/3
(02) (Д3>

(D|) соханинг юзасига тенглигини хисобга
(О,)

олиб, топамиз:



yj2 4

S3 =  \\dxdy = 2 5 dx \ dy '
(«:.) 0 2+/0 2+/

8 л/2
5 a =  \[dxdy =  2  ̂ dx  ̂ dy — (S 3 +  S 4) — 4 д/3 — ^

- 0 . + X 2

Шундай килиб,

l  =  S 2 +  y j2 S3 +  V ^ 4  =  ̂ 4  +  4-\/3 — 3 д/2 ).

14- м и с о л. Ушбу

/=  U  sgn(x2 — y2-\-2)dxdy

интегрални хисобланг.
Интеграллаш сохаси координата укларига нисбатан 

симметрикдир. Иккинчи томондан, sgn(x2 — г/2 +  2) функ
цияси координата текислигининг хар бир чорагида 
жойлашган сохада тенг киймат кабул килади (10- чизма).
Демак,

1 =  4 J  sgn(x2 — у2 +  2 )dxdy.

i ^O.у>0

sgnfx2 — у2 +  2) =
1, агар х * - у 2 +  2 > 0  булса,
0, агар х2- у 2 +  2 =  0 булса, 
- 1 , агар х2- у 2 +  2 < 0  булса.
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2'. V*-*2
dy -f dx  ̂ dy —

/  j V**-»/=s4(idjr s\  о 0
i лА-*4 \  / 1 ___  ____\

— \dx  ̂ dy J =  4 M 2  \jx2 — 2 — д/4 — *2 )</*-+
0 V^+2 /  Vu *

2 _  ч ___
+   ̂ ^ 4 —• Jf2f/jc J =  4|(jc^/r?-)-2 +2ln(jr-f

+ V^+2 )11 o + (^“V4 — ̂  + 2arcsinJ )K =
Q i „  I +  -УЗ 4д

=  81"— ^  - f r 3- '

15- ми.со л. Ушбу

lim V  \\ f\x,y)dxdyp-u np , J J  ,
Г  +  У

лимитни топинг Бу ерда f(x, у) каралаётган D =  {(*< 
y )£ R 2.x2 +  y2i^.p2} сохада узлуксиз.
— 2 \\ f(x, y)dxdy интегралга урта киймат хакидаги
лр 2 $ а
теоремани куллаймиз. Натижада:
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‘ f(x,y)dxdyT  '-.;Kx,V) dxdy =
др , Ц  г • *•> 2.4 , t?

- - i/(Г. //)лр2 =  f(x,y), (х, у)(г.{0).
лр

р->- О да х->-0, у-*-О.
/(х, функция (D ) да узлуксиз булгани учун

lim V  f(x,y)dxdy =  \imf(x,~y)=f(0,0)
р- 0,ф 

экани келиб чикади.
16- м и с о л .  Ушбу

(Г+(Г-Ч*Г+(Г=<-
Т - Г  < *> «•»> < »

чизикдар билан чегзраланган юзани топинг.
х= орсов^ф — , y =  frpsin^p (()> 0 ) алмаштиришни

бажарамиз. Натижада

(С Ч Г- 1»
(тГ+ОгГ-4 “

V  = y  да =  8^-= J- да 4> =  arctg2 булиб, /(р, ф) =
=-3<|/;рсо52ф$1п2ф булади.

Шундай килиб, изланаётган юза куйидагига тенг:
# ardR 2

S^ yu ix d y^ Sab ^ p d p   ̂ cos29sin^*ftp=
(W ) I л/Ч

__ *89 ,/  sin 4ч \ J »««K2 189 / 1 0 \
-  *■)!; = _ i r ° K  е з '+  2 i)

(юз бир.).

(Юкприда sin 4ф =  — формуладан фойдала-
(1 + t g V

иилди).
жисм юкоридан z =  /(x, у) сирт, ён томондан 

°вчиларч Oz укига пграллел булг-’и цилиндрик сирт 
амда куйидан Оху текисликдаги (D ) соха билан



чегараланган булсин. (К )  жисмнинг хажми /(*, Jfl 
функциянинг (D ) соха буйича икки каррали интеграл^ 
оркали куйидагича топилади:

v =  §f(x,y)dxdy.
<«)

17- м и с о л. Ушбу

г=с5Кл(£+»0) (*<’+£<*+'• *€л,)1
ва 2 =  0сиртлар билан чегараланган жисмнинг хажмини 
тонинг.

V — Q\z(x, y)\dxdy интегрални хисоблаймиз. Бунда
(О)

(/)) =  {(*, y )£ R 2: Л < ^ + - ^ - < £  +  1} *=apcos(p, у =
а Ь

=  6psincp алмаштиришни бажарамиз.

г =  | с +  j функциянинг жуфтлигини,

караластган соханинг координата укларига нисбатан 
симметриклигипи хисобга олсак, у холда:

л/2 V,(! + 1

U =  4 dy  ̂ pa/>c|sin лр*|а{) =  4а6сХ
V*

V*) I
Х у   ̂ р|sin Kp2\dp=2nabc 

V*

( - 1)'
2.1

2ч I(c o s n r ) ]^  =

— abc( — l)*4 '(cos(fe-)- 1)л — cos &л) =
,  „ 2abc( — I )A+‘2cos kn =  2abcбулади.

18- м и со л . Ушбу х?-\-y2 =  Rx цилиндр билан л т  
-(- у'2 -f- z2 =  У?2 сферадан ажратилган жисм хажминя 
топинг.

Интеграллаш сохаси симметриклигипи хисобга олгЗ 
холда топамиз:

V — 4 ^ \ Jr 2— х2 — у2 dxdy, бу ерда (О ) Оху 
(О) 2 L

текислигининг биринчи чорагида жойлашган х =  0 ва
4-y2 =  Rx чизиклар билан чегараланган ярим доираД., 
(11- чизма).
264



II -  чизма.

V = \\d x  \ ^ R 2- x 2- y 2d y = ^ \ \ (R ‘z- x 2)-
0 0 0

- ■■ ■_ ^  n3

•arcsin^W - ^ 7  — x)^x^dx =  1-̂  ~~

19-мисол. Ушбу г? =  ху, ху= \, ху =  4, у2 =  X, у2=  
~3х, z =  0 сиртлар билан чегараланган жисмнинг 
хажмнни топинг.

Жисм куйидан 0jq/(z =  0) тскислик билан, юкоридан 
эса г — д[ху конус сирти билан копланган. Ён томондан
ясовчилари Oz укига параллел булган гиперполик (ху — 
=  С|), параболик (у2 =  С2х) цилиндрлар билан чегара-
лангандир.

^згарувчиларни ху =  и, y2 =  vx алмаштириш натижа
сида топамиз:

,{U’V )= { v • (Л ) =  {(«,и)6/?2:и€[1,41«6[1,3|}.

Демак,
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Д см ак,

V =  § yfxy  dxdy=  ЭД|/(и,»)| yjududv =  ̂  (  ^ i d u [ ~  =
•'*" i i

4 Л Д

(/)) (А)
=  ̂ 1пЗ.4

Виз аник интеграл ёрдамида баъзи бир лимитларни 
хисоблашни курган эдик. Каррали интеграллар ёрда
мида хам бу масалани хал этиш мумкин.

20- м и с о л. f(x,y) функция
(D )= {(x ,yT R 2: 0 ^ x ^  1}

сохада интегралланувчи булса, икки каррали интеграл 
таърифидан фойдаланиб, ушбу

j , { ' + ^ v ‘ ) +e ‘ H - +< ^ ) ] }  j
купайтманинг п-* оо даги лимитини топинг. Бу ерда
П

.S1{ 1+ - > l'( i- 7 )+ / (f4 )+ - + / (f^ )]}- n .
белгилашни киритамиз.

J  лар учун | ln( 1-fx) — х| <; jc2 тенгсизликдан

фойдалансак, 

булади.

эканини эътиборга олиб, топамиз:
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п-°° П *_| L

Mv носабатдан

lim lnfl„=  lim -~j ]T I  / ( ^  „ )л—oo Пг>®Я 1 I 4

r., эга будамиз. Бу тенгликнинг унг томонидаги ифода 
и х ф ун кц и я  учун (/)) сохада каралаётган бултГишга 
н и сб а та н  интеграл йигинди эканини куриш кииий’ эмас. 
\\i(x,y)dxdy интеграл мавжудлигидан
01 W x jM ?

lim Пя =  е‘
4  b i

булади.
Демак,

+ к ь т - *
Мисол ва масалалар

Куйидаги интегралларда интеграллаш тартибини
узгартиринг.

у— 10- мисолларда г ва ^ кутб координаталаридир.
*

2х
1. \dx^f(x,y)dy.

О х
2 2— х

2. \ dx \ f(x,y)dy.

1
5. \dx J  f(x,y)dy.

2 - х  
Inx

1 х2
3. ^dx  ̂}(x,y)dy.

о
I i -л2

4.  ̂ dx  ̂ f(x,y)dy.
- ' - УГ-7

6. \dx  ̂ f(x,y)dy.
I о
2л sinx

7. \dx \ f(x,y)dy.
О о
я/2 aros<p

8. \ dy \ f(y,r)dr (a > 0).
я/2
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л/2 a y/s 1п2ф а ф

9. jj dy ij f(y,r)dr (а> 0 ). Ю. jdep^f(y,r)dr.
о о  о о
Куиидаги интегралларни хисобланг:

(»)
(/)) =  {(*,#) £ # * :* >  О, (/>0, 4дс2 — Зу2<  4, 4у2 — 3*2<<V w +*W I
12' 1

1
(D ) со\а У — ~̂2 ’ У— ~^' У =  х — 1< У = х + \  чизиклар би

лан чегараланган.

13. Qx^dxdy, ( D ) соха у2 =  2рх
(О)

парабола ва * =  у  (р > 0 )  чизик. билан чегараланган.

14. §\xy\dxdy, {D) =  {(x,y)^R-:x2 +  y2^ a 2}. . J j

15‘ W ^ + ^ d x d y ,  (D ) =  {(x,y)\JRi :x2 +  y2^ a a).
(О)

' \\(x +  y)dxciy< (D ) со*а х2 +  у2 =  х +  у

(О)

16
(Л)

чизик билан чегараланган.

17. \\ {\x\ +  \y\)dxdy.
\*\ + \у\< I

18. W (x ?+ y2)dxdy.

,9‘ \\ \ ^ - ^ ~ y 2\dxdy.

20' Й 1* +  ̂ * ^ -0<х< 2 
0<у< 2

**• Ш + i j dxdy-(D) с°* а (1 + 5 )4= 4 +г/2
(О)
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изи к  ва координата уклари билан чегараланган (*> 0 , 

22.
(D) V*6+</6

(/}) coxa (x6 +  y6)2= (x  — y f  чизик билан чегараланган.

23. xsy'dxdy.
UI + !.»! < 1

24. §([x]+[y])dxdy, (D )— соха учлари 0(0,0), /4(0,2),
d>)

6(2,0), C(2,2) булган квадрат.
25. \\ \x2 +  y2]dxdy. 26. ln( 1 +  x2 +  y2)dxdy.

'  + ̂ 3- хЧ/< .4
д: dxdy

V

29.
(»)

(D )={(*,«/) €tf2: 1 — * < # < 3  — x, g <«/<2x}.

30.
<»>

(£>) =  {(jc,t/)G/?2:^2< t/<  3jc2- T ^  7*-

31. \\xydxdy.
(O)

(О) =  {(x,//) £ /?2; ax3 <  г/ <  ftx'\ px <  y2 <  <?*}.

3 2 .55л ; ‘.-,„л ,

Ẑ))={(j:,«/)e/?2:ai/<jc2< by, pje <  i/2 <  </x}.

**■ 1 И "  + \lydxdy, (D ) со\а -у/дс +  д/у == 1

цизик Ba К00РДината Уклари билан чегараланган.
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34. ^  cos(j^ +  y2)dxdy.
i *  4 M

35 .  
Цл/1*— ИГ dxdy, (D )= {(x ,y fR 2:\ y \ ^  1 ,0 < *< 2 }.

(O)

Куйидаги чизиклар билан чегараланган сохалар 
юзаларини хисобланг:
36. ( х ? у 2)2 — 2а2(х2— у2), х2 у2 =  а2.
37. (x3 +  y* f =  S  +  y2, х ^ О , у ^ 0.
38. (х2-\-у2)2 =  8а2ху, (x — af-\-(y — a)2^ a 2, а > 0. I
«•c+D-f- Я
«. Vr+V»_l- I
42. х +  у =  а, JC + // =  Ь, у — ах, у =  $х, (0 < а < Ь ,
0 < а <  Р).
43. у2 =  2рх, y2 =  2qx, хг =  2гу, x2 =  2sy 
(0Cp<Cq, 0 < r < s ) .

«• V« • v" * '• 9V« + V» -2- I
f = j -  4 '— f  «.><). »> o ). a

45. ( ^  +  ̂ = а ^ Ч < / 4).

- (*+0-** J«. y i+ s fi- f.' 1
JC =  0, у — 0 (x^tO, y^ O ).
л О X* x448. s =  ? . 1> , 

xy =  c2, xy— tf.
(jc> 0 . £/> 0, 0 < a < b ,  0<Lc<d).
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49. x2 +  y2 =  ay. x? +  yi = by, х =  ау, х =  $У- 
(О < а < 6 , 0 < а < Р ) .
50. (х +  2у— \)2 +  (2х +  у — 2)2 =  9.

Куиидаги сиртлар билан чегараланган жисмларнинг 
хажмларини топинг:
51. х +  у +  z =  ay x2 +  y2 =  R 2, х =  0, у =  0, 2 =  0 
(а >  R  -\/2 )•
52. г =  *2 +  г/2, .у =  х2, у= 1 , 2 =  0.
53. 2 =  s in f- , 2 =  0, у — х, у =  0, х =  л.

54. z =  xy, x-\-y-\-z=\, 2 =  0.
55. z2 =  xy, х2 +  у2 =  а2.
56. z =  x2 +  y2. дг2 +  г/2 =  х. х2 -f у2 =  2х, 2 =  0.
57. x2-f j/24-z2 =  a2, +  (a> 0 ).
58. 2 =  е-(*2+-‘'2>, 2 =  0, дт2 "f* у2 =r=z R2.

59. z =  ccos л +l/ , z =  0.2a
60. Z =  JC2+l/2, z =  x-\-y.

*2 . v2 , -2_ ,  ( S  , A 2- * 2 ^
6|- „ ’ +  6*'+ 7  • ~ j )  ~

Куиидаги жисмларнинг хажмларини топинг:
62. г2<  2рх, у< Сх^а, у> 0 .
63. г2^2рх, г2 2̂<уг/, 0 < г < а ,  х> 0 , г/>0.
64. х2-f г/2< a2, 0 < a z < a 2 — 2г/2.

jt2 и2 * 2 г2

7 + - ? « 1’ 7 + Г е  '•
66. 4 jr^ y2, 4 (/^х2, О ^ г ^ у .
67. дт-|-г/2<;а2<;/22.

. - ( И )68. 0 < z < c e  ‘ Л 4  +  /?2.
а b

69. О^ 2 ^ с-sin ^--sin-y-, |дг|^а,

70. 0 ^ 2 ^ ys in ^ .i^  * y^, n x ^ y 2^.mx. 

f iy^ x ^ ia y , (m > n > 0, 0 < p < a < l ) .
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f(x,y,z) функция R3 фазодаги чегараланган ( V) сохада 
берилган булсин. Бу функциянинг (У ) соха буйича уч 
каррали интеграли тушунчаси 1-§ да келтирилган икки 
каррали интегралга ухшаш киритилади. (К )  соханинг 
р булииишини карайлик. Бу булинишнинг хар бир (V k) 
(k =  1,2,...,л) булагида ихтиёрий (|*, т)*, £*) нукта олиб, 
куйидаги

а =  X  /(£*’ Л*- *=|
интеграл йигиндини тузамиз, бунда 1 — (К*)  нинг 
хажми.

4-т а ъ р и ф. V e > 0  олинганда х,ам, шундай 
> 0  топилсаки, (V )  соханинг диаметри Я. < 6  булган х,ар 
к,андай булинишда х,амда х;ар бир ( Vk) булакдаги 
ихтиёрий (It , п*> ьк) ну^талар учун

1<т— /| < е

тенгсизлик бажарилса, у д\олда I га f(x,y,z) функциянинг 
(У ) буйича уч каррали интеграли дейилади ва у

f(x,y,z)dV (jjj f(x,y,z)dxdydz) Щ

каби белгиланади.
Демак,

2-§. УЧ КАРРАЛИ ИНТЕГРАЛЛАР

91f(x,y,z)dxdydz =  lim £  /(L, л*. •
W) k_ l

Уч каррайи интегралларнинг мавжудлиги, ин тегралла- 
нувчи функциялар синфи ва интеграл хоссаларига оид 
теоремалар худди икки каррали интеграллардаги каби 
булади.

j(x,y,z) функция
(!/) =  {(*, у ,  z)6/?3:a</>, 

сохада берилган ва узлуксиз булсин. У холда

У- z)dxdydz =  J  J Л  f(x, у, z)dz\dy\dx
(V) о > с \  е / А

булади. •
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Энди (V ) сока — пастдан z =  -§\(x,y), юкоридан 
Z2= *1 -2(Х'У) сиртлар билан, ён томондан Oz укига 
„а р з л л е л  цилиндрик сирт билан чегараланган соха 
булсин. Б у  соханинг Оху текислигига проекцииси
(О) булсин.

Агар f(x,y,z) функция шундай (V )  сохада узлуксиз 
булиб, z =  \pi(x,y) (/=1,2) функциялар (D ) да узлуксиз
булса, у холда

\\\̂ x'y'ẑdxdydz=\\( \ f(x >̂z)dz\dxdy
(V)  (£> )\  Ч’ .Сдг)' /

булади.
Агар

(£>) =  {(*,г/)£/?2:а < х < & , ф|(х)<//<ф2(х)}

булиб, ф,<дг) (/ =  1,2) функциялар \а,Ь\ да узлуксиз булса,
у холда

\^f(x,y,z)dxdydz= U  W   ̂ j(x,y,z)dz\dy \dx
О |_Ч-,(ДГ) \f ,(*.?) / J

булади.
f(x,y,z) функция (V ) сохада берилган ва узлуксиз 

булиб, {V )  соха — силлик ёки булакли силлик сиртлар 
билан чегараланган булсин.

I f(x,y,z)dxdydz интегралда узгарувчиларни куйи-
F < o |

Дагича алмаштирамиз:
x  =  iq (u ,v ,w ). 

y =  ̂ u,v,w ),
z =  x(u,v.w), (u ,v ,w )£ A c R 3 (4)

(4) акслантириш l-§ 4-пунктда келтирилган 1°—

I
каби шартларни каноатлантирсин. У холда 

i(x,y,Z)dxdydz= = ^/(ф (н ,у ,ш ), i|>(u,t;,ay), х(и,у,йу))
(Д)

\!(u,v,w)\dudvdw (5)
булади, бунда
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дх дх дх
du dv dw

ду ду ду
ди dv dw
dz dz dz
ди dv dw

(5) формула уч каррали интегралларда узгаруВЧи- 
ларни алмаштирнш формуласидир. Купчилик х.олларда уч 
каррали интегралларни хисоблаш учун узгарувчиларни 
куйидагича алмаштирнш максадга мувофик булали- 

а) Куйидаги
X  =  ГСОвф, (/ =  /"Si Пф, 2 =  2 (0)

алмаштиришни карайлик (0 < r< - fo o ) ,  (0^ф < 2л )
( —  оо < 2 <  +  оо ).
Натижада (5) формула ушбу

f(x,y,z)dxdydz =  ̂ f(r,q>,z)rdrdq>dz
(Л )

куринишни олади.
Одатда (6) алмаштирнш цилиндрик алмаштиришлар 

(л,ф,г) эса нуктанинг цилиндрик координаталари де
йилади.

Ушбу
X  =  psiпОсОБф, # =  рЯЦ1вБтф, 2 =  pCOS0

алмаштиришни карайлик (0<;р-)- оо), (0 <  в < я ) ,  (0< 
^ ф <  2я). У х.олда (5) формула куйидаги куриниш ни 
олади:

/(x,y,z )dxdydz =  ̂  /(р,В,ф )p2sin2ed^ded<p.
(Д)

Одатда (7) алмаштирнш сферик алмаштиришлар, (р. 
ф) эса нуктанинг сферик координаталари д ейилад и .

21- м и с о л. Ушбу

Щ л ,  J M
(V)

интегрални таъриф буйича хисобланг. Бунда (У ) с0*а 
х2 +  //2 =  az, х2 +  у2 =  b2 иилиндрлар, у =  х tga, У ~ х
ярим текисликлар на икки га 2 — с ва z =  d т е к и с л и к л а р  

лан чегараланган (0< a < b , c< d , 0<a<CP)-
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Цилиндрик (/\ф,2) координаталар системасида ци- 
лиНДрлар г =  а, г — Ь, ярим текисликлар ф = а, ф =  р, 
е̂Кисликлар эса z =  c ва z =  d куринишга эга булади. 

Каралаётган интегралда функциянинг узлуксизлигини 
хисобга о л и б , яъни интегрални мавжудлигидан фойда- 
ланган холда интеграл йигинди тузамиз. (V ) сохани 
куиидаги булинишини караймиз:

1) г= г„ r;= fl +  b~ *-i ёки

г( =  а -Н'Дл, Д г= — —, 1= 1, я — I
П

2) ф=ф*. ф*=а+-^г*--* ёки

Ф*=а+£-Дф, А ф = Р — , k =  \ ,n— 1. ft
nv • d с •3) 2 = 2,, Zj =  c -j- —— / еки

2, =  2-f-/-A2, A2 = ^ ^ - ,

/= 1 ,л — 1, сохачанинг хажми

Кда=  ^Аф • А л - Аг • ( г, -(- 2,_, ) = Дф • Дл 

Аг(2а4-Ал(2г— I )| =  ̂ а-f Дг • — “^^Аф-Аг-Дг 

булади. —

Нх’У,?) =  х2 функция (г,ф,г) системада 
/(г,ф,г) = - г  ( j -{-С082ф) куринишни олади.

Энди интеграл йигиндини тузамиз:

Ч /j 't'l -

0=" . | ] Z  £ ( а +  Д г . ^ - ) х

^  '^ г \  Аг V ( j _|_ со52фА)Дф.
/“ • *=--1Бу

а*охеи}1,; 1" КНИ!,Г Унг томонидаги йигиндиларни алохида-
да ^исоблаймиз:
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or— £  (a - f  A r - ^ ~ ^ (o  +  Ar-i)2Ar =
i =  1

=  £  (a  +  Ar-^— —̂ •(а2 +  2шДг-|-/2Дг2)Дл =
i=l

=  £  [а 3 +  а2Дл(31 — у^4-аЛг2(Зг2 — г')4-уДг3-(2/3 — i2)] 
*=1

л f 3 I 2 6 —e Г 3n(n-f-1) IT  .Ar — jna 4-a —  j— J  +

, _ (b - a f  Го л (я+ 1 Х 2 л + 1 ) fl(n+l)1 .
+ а — г— [3-— -6---- ;--- 2 J ;i

(b — a f  f n 2( n + l ) 2 1 п(п+  1К2п+ 1) I )  b — a _
+  " 7 —  L “ ----- 2----- "e -

- ( * - a ) - j o 4 o ’( 6 - o ) [ ' 2 ( l + ^ ) - i ] +  I

+ “ lt>-ay\ J f ' + I X - ’ + D  -  J ^ '  +  O I  1 1+(6-4;-(, +j x2+i)| I
0(f =  £  (1 +соз2ф*)Дф =  Г/1+ X С05(2а +  £-2Дф) Аф = 

*=i I *=i J

[

sinrt- 
n. ^ + —

A<ficos( 2a +  П̂ -!--2Д(р)

sinAif •Дф] =

=[p - a+ ^ sin(p_a)cos[2a+( 1 + «)(p“ a)] 
n

az=  £  Az — d — c.

Энди n-*-0 да лимитга утиб, топамиз: 

lim  а ( п ) =  — a4)Ĵ (p — a ) — -^-(sin2a— sin2p)J(d — г)-

Демак,
^ ^  =  |<fe4- a 4)[(p - a )- 2 < sm 2 a - s in 2 p )](d - c ).

m
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22- м и с о л .  Ушбу

/ =  \— х — у — zfdxdydz
(v)

интегрални хисобланг. Бунда (К )  coxa x + y + z =  I, х — 0, 
у =  0, z =  0 текисликлар билан чегараланган, p,q ,r,s> 0. 

Каралаётган интегралда
x +  y-\-z =  u, y-\-z=uv, z =  uvw

алмаштиришни бажарамиз.
х,у ва z ларнинг энг кичик кийматлари 0 булгани учун 

x-\-y-\~z= 1, x-\-y-\-z =  u муносабатлардан, 1 экани- 
ни топамиз. Демак, и нинг тайинланган кийматида y-\-z 
нинг энг катта киймати и га тенг, бундан 1. Худди 
шунга ухшаш w <1 1 булади.

Шундай килиб,
(Л )= {(« ,и ,й у ):0 < у<  1, 0 < u <  1, 0<да<  1}. 

х — и( 1 — и), y =  u v ( l— w), z =  uvw
булиб, Якобиан эса

1— V — и 0
v — vw и — uw — uv
V W  U W  U V

00 =  u2v,

1 =  \\\ «Лир( 1 — vYuqv4( 1 — w)qu'vrwr-( 1 — u)“-u2v dudvdw =
Щ
г 1 1

=  I ur+q+'+2( 1 — ufdu \ vq+r+t •( 1 — vfdt) \ wr( 1 — w)qdw =
0 о 0
' I

= ]u>’+‘’+ '+ > .(\ - u y d u \ B (r+ l,q + \ )v ‘>+' +l(\ + v y d v  =
П J0

I
=  fi(r +  1, <7 +  1) J u'+<H-r+2( 1 -  +  r +  2 ,/> +  1 y u  =

0

^ S ( r + l i(7 + i ) S((7 +  r + 2,p +  l)B (p  +  <7 +  ̂  +  3 ,s + l)  =
^ П г+ 1 )Г (д + 1 )Г (ц  +  г +  2 )Г (р + 1 )Г (р  +  д +  г +  3 )1 Ь + 1 ) _  

Г (г  +  ч +  2)Г(<, +  г +  р +  3)Г(р +  ч +  г +  * +  4)
_  Г (з+ 1 )Г (г + 1 )Г (д  +  1 )Г (р + \ )  

r (P  +  q +  r +  s+ 4 )
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23- м ис о л .  Ушбу
l=^fe(x?-\-y9)dxdydz

(V)

интегрални хисобланг. Бунда (К )  coxa x~-\-u~az,
-|-у2) агъ сиртлар билан чегараланган.

(V ) ни чегаралаб турган сиртлар 07. уки атрофида 
айлантиришдан хосил булган айланма сиртлар булганн 
учун меридиан кесимнинг чизмасини караймиз (12-чиз-

+  ̂  =  ва (x2-\-y2)2 =  az3 сиртлар ушбу z =  a, х2+ 
-ии2 =  а2 айлана буйича кесишади.

(У ) соханинг OZ укига проекцияси (О, а) инте^валдан 
иборат, хОу текислигига проекцияси эса х2 +  у <<г дойра- 
дан иборатдир. z =  z0, (z0€(0. а)) тскислик (V ) ни ички
радиуси д/а4' ташки радиуси дjaz0 булган доиравий
халка буйлаб кесади

г 2 +  y2)dxdydz = J ( x 2 +  y*)dxdy \ zdz-

Демак,

0 0 = ^(x,y,z)eR':x? +  У

z

12- чтма
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Бу СР (D 0) =  {(x ,y)£R2:x2 +  y2< a 2}.
цилиндрик координаталарга утиб, топамиз:

а 2л

/ =   ̂hdh  ̂£/ф  ̂ г3 d r у
О О 4 ,------

л/̂ Г3

V?
1=  ^ d ff^ r3d r  ̂ hdh =  j- 2 n ^ h (a 2h2 —  ah3)dh =

О о ,2 о
а

=  * а*( \— ! \ =  ла6_.
2 \ 4 5 /  40

Демак,

24- м и с о л. Ушбу

/ = 40 '

x2 +  y2-\-z2 =  2az, х2-\-у* =  2?,х2 +  у2 =  -£2?

сиртлар билан чегараланган соха хажмини топинг. 
Маълумки, изланаётган хажм

V =  \\\ dxdydz
IV)

формула оркали тоиилиб, бунда (V ) юк.орида берилган 
сиртлар билан чегаралангандир.

Сферик координаталар системасидан фойдаланамиз:

J J J  dxdydz =  ̂ p 2sin0dp^£?0
(V ) (Л)

(Л)= {(р ,Ф ,е ):0 < ф < 2 я, 0 < Г <  2acos0j
2acosB

\d<f  ̂ sin0</0  ̂ p2dp= 16^- \ cos30sin0d0 =
0 я/6 о п/6

з :,',6
~   ̂ cos30c/(cos0) =  -^ па3 (куб.бир.)
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Мисол ва масалалар
Куйидаги уч каррали интегралларни х.исоблащ- 

71 I S  xy2zJdxdydz,

бунда {V ) z — xy, у =  х, х =  1, 2= 0  
сиртлар билан чегараланган.

72.

х? и2 г2 бунда (К )  —~-+ 2 I СИРТ билан
а Ь с

чегараланган.
73. ^  (х2+ y*)dxdydz,

т
бунда ( V ) x2 +  y2 =  2z, 2 =  2 сиртлар 
билан чегараланган.

74. \\\х//2 dxdydz,

X /./ч **+Йбунда (К )  2 =  — z — —  гп п
ху =  а2, ху =  ft2, у= ах , у =  $х 

сиртлар билан чегараланган (х> 0 , г/>0, z>0, 
0< a < ft ,  0 < а < р , 0<Zm<_n)

75. WJ xmynzpdxdydz,
Jt2 + ST + z2< I

m, n, p лар бутун, манфий булмаган сонлар

76. 1 (лг2 — 4лгг/ у2 )dxdydz.

” ■ SB лн/г dxdydz, 
m

7Й

zdxdydz,(и) =  ( ( jc,;/,2 )£ RJ : z2 ̂  ^ {x 2 +  y2),
I. R

0<»< 1 
0=Si*S I

79. Ш  z2dxdydz,( V) — {(x,y,z)^R3:x2 +  y2-{-z2̂ R 2
(V)

x2-by2 +  z2̂ . 2Rz}.
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H  ^ (x  +  y +  zfdxdydz, ( У) =  {(х, у, z)g/?3: 

x2 +  у1 С  2аг, х2 -(- у2 4- z2 ̂  За2} .

Куиидаги сиртлар билан чегараланган жисмларнинг
хзжмларини гопинг:

81. (^  +  ̂  +  2l t  =  alZ'82. (xi j r ‘! + z  ) =  а xyz.
83. (^  +  У2 +  гХ  =  axyzi  , 2ч

85. ( f + f  +  ̂ f  — а z ■
86. (*2 + y2 +  z2)3 =  a Y z 2.
87. \х2 + у2 +  г2)3= а 3(х3 +  у3).
88. \ х Ч у 2 +  г2)3= а М х 2- у 2).

S W
89. (х2 + у2 +  z2)2 =  asze х2+»2+*2.

90. (x2 + y2 +  z2)3 =  a6sin:

91. (х2 +  у ’ )2 -f z4 =  za3.
92. (x2 + 'y2f  +  z6 =  a3xyz.

93

94

( * + £  Y + ^ » £
\  u2 62 /  c4 * '

‘  U + ^ + - ? j  “ 7 “

95' ( V .+ V ’*’) + c7=i’ •*~0, -v==o’ z=o (z>°)-
9 f i  i• x-r У +  z =  a, x +  y-t- z =  2a, x-\-y =  z, x +  y =
97 7  2 ’ X = = y ' У  =  3 х -

0 < ? Л ^ п ’ Pz< xy ^ q z , a x ^ y ^ f ix ,  (0 < u < b ,  
9 8 . Г 5 Р < ? ’ ° < “ < P ) .
99 _ as|n<Hl +cos<p).

"  ГГ / ч^ П̂ -(а5*ПЧ  +  6С082ф).я+({-Г+С-Г-‘-Юо



Мисол ва масалалар
Куйидаги уч каррали интегралларни х.исобланг718S xifz'dxdydz,

бунда (У) z = xy, у = х, х— \, 2 = 0 
сиртлар билан чегараланган.

Л? и-
бунда (К ) 2 + V  + ̂ 2"=1 СИРТ билан1-+г* 

а~ с чегараланган.
73' \\\(x2 + y2)dxdydz,

(V)
бунда (К ) x2-\-y2 — 2z, z — 2 сиртлар 
билан чегараланган.

74. dxdydz,
* ,„ч  * 4 /бунда ( V) 2 = — ^  , 2= дУ~,

ху = а2, ху = Ь2, у = ах, г/ =  рх 
сиртлар билан чегараланган (х>0, £/>0, z>0.

О <  д <  6, 0< а< Р, 0</л<л)

75. ((( xmt/lzpdxdydz, 
x2+J+z‘< I

///, п, р лар бутун, манфий булмаган сонлар.
76. 1(х2 — \xy-\-y2)dxdydz.

0<*« II
77. dxdydz,

(V)
78.

<ю
zr/xd(/dz^u) = ju,#,z)£/?'*: “ Ч*2 + #2)’

( V )

* 2 +  </2 +  Z2<  2/?z }.
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80 \^(х + У + z f  dxdydz, (V ) =  {(x,y,z)£R3:

‘ :̂ + ^< 2az,jt2+ / + z 2<3a2}.

Куйидаги сиртлар билап чегараланган жисмларнит
х аж м л ар и н и  топ и нг:

81. (•г2 + ̂ 4 2!^ = аз2'82. (*?+0* + *4 =а xyz.
83. (x2 + «/2 + 22)2 = axi/z.
84- К ± < + 4 2= ^ 2+*2)-85. + Г  + 2‘ ) =а z4.
86. (х2 + .  ̂+ г2)" = а У г 2.
87. х2 + У, +  ̂ ) =  a%x f  У \88. (лс̂ -f- -j-zv= а zix2—у2).

*+г
89. (x2 + y2 + z2)2 =  a3ze S+S+S
90. (x2+ ^ + z 2)3= a6sin2̂ ^ _ ^ = ^ J .

91. (х2 + у2)2 -f z4 =  га3.
92. (х2+ у2)3 + z6 = a3xyz.

\ а 2 ^  b2 )  с4 _ * ‘

(,; г
(  V<T +  Д/ft) + f =1’ X~  °> У = 0- 2 =  0 (2>0).
^ + У + г = а, x + y + z = 2a, x + y =  z, x + y =

97 7  У =  3х-
' 0 < / Й 6п’ f z< xy < ^ ,  ccx^y^  fix, (0< «< 6 ,

98 rS^ q' ° < a < P ).99 as!'iq>-(l + cos(p).
I An /Д2ЛПф' (а;5'П211, + 6СОй2̂ )-
,o°- ( i r + ( i r + ( i f  .V

95.

96.



X V I I I  боб
ЭГРИ  ЧИ ЗН КЛ И  И Н ТЕГРАЛ ЛАР

|-§. БИ РИ Н ЧИ  ТУР ЭГРИ  ЧИЗИК.ЛИ И НТЕГРАЛЛАР

1. Инт е г ра л  таъри фи .  Текисликда бирор тугри-
ланувчи АВ (Л=(а,, а2)> В = (Ь,, Ь2)) эгри чизикни 
(ёйни) олайлик. Бу эгри чизикда икни йуналишдан бирини 
(масалан, А нуктадан В нуктага «.араб йуналишни) 
мусбат, иккинчисини манЛий йуналиш деб кабул килайлнк 
(13- чизма).

АВ эгри чизикни А дан В га караб Ао (Ао—А),
Ль А2, .... АДАп = В) нукталар ёрдамида 
(Ак*=(хк,ук)£АВ, к=0,п,(х0,Уо) =
= (а,,а2), (х„уя) = {ЬхМ )  п тз булакка буламиз. ЪЩ

0̂* 1̂» 2̂» п̂

нукталар системаси АВ ёйининг булиниши дейиЛЯЙН 
/■* = {у4у, Л1э 2̂» •"» 

каби белгиланади. i ёй узунликлари
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/£-=0,1, п) нинг энг каттаси Р  булинишнинг 
иаметри дейилади ва Хп билан белгиланади:

\ =тадг{Дх4}.*

ЛВ эгри чизикда f(x,y) функция аникланган булсин. 
Бу эгри чизикнинг

Р — {А0> 2̂> •••> Л„)
V. * • ■ Д  ̂ ? у/И • ■

булинишини ва унинг хар бир /4^*+, ёйида ихтиёрий 
(?*, Л*) нукта (& = 0,1,2, .... я — I) оламиз. Сунг куйида-
ги

п — i

о = I  /(it- Tb)As* ; (1)* = 0
йигиндини тузамиз. Одатда (1) интеграл йигинди дейила
ди.

АВ эгри чизикни шундай
Ри Pi, .... Рт. (2)

булинишлари кегма-кетлигини караймизки, уларнинг мос 
диаметрларидан ташкил тоиган {А.рт} кетма-кетлик учун

lirn = 0
m - с о  "

булсин. Бундай булинишларнинг хар бнрига нисбатан
U ) каби йигиндилар тузиб

Ol, 02......  От , ...
Ке™ а'Кетликни хосил киламиз.

гаР ^  эгри чизикнинг хар кандай (2) куринишдаги
йИ1иИ:,,И,иЛарИ кетма'кетлиги {Р т) олинганда хам.унга мос 
ларни г'' Ф.1НН ибоРат fo") кетма-кетлик (£*, t]*) нукта- 
ВаКтби П1Л/ 0J,HHHUJHra боглик булмаган холда хамма 
дейилади '' сонга интилса, бу сон о йигиндининг лимити



1-таъриф. Агар \р-+0 да <г йигинди чекли лимит
эга булса, у х;олда f(x,y) функция

лимит эс 
ли интегр
J f(x,y)ds

АВ
<?а

эгри чизик, бузина
интегралланувчи. бу лимит эса f(x,y) Функциннци* 
биринчи тур эгри изик,ли интеграли дейилади ва '

ла

каби белгиланади:

\ f(x,y)ds =  lim £ f(l„, г]k)\sk.
AB

2. И н т е г р а л н и н г  м а в ж у д л и г и .  Фараз килай 
лик, АВ эгри чизик. ушбу

JC = *(s)
y = y(s)

(0 < s< S ) (3)

система билан берилган булсин. Бунда s—/1Q ёйнннг
и и

узунлиги (Q = (x,//)£/! Д), S эса АВ нинг узунлиги.
V-»

1- т е о р е м а. Агар f(x ,y ) функция А В  эгри чизикда 
берилган ва узлуксиз булса, у \олда бу функциянинг

А В  буйича биринчи тур эгри чизик.ли интеграли м а в ж у д  ва

\ f (x ,y )d s = ^ f (x (s ) ,y (s ) )d s  1
 ̂ о

А В

булади.
Энди АЪ эгри чизик ушбу

* = ф(0 
y = W )

булсй:система билан (параметрик формада) б е р и л га н  оу 
Бунда ф(О, W )  Функциялар [o,pj да ф'(0, ♦(*) У J)ss 

а (ф(сфК<х)) = Л,х.осилаларга эга 
булсин.
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2- теорем а. Агар ](х,у) функция А & да берилган ва 
зл укси з  булса, у холда бу функциянинг АВ  буйича  

би р и н чи  тур эгри ЧИЗИК.ЛИ интеграли м авж уд  ва

С f(x,y)ds = \ f (v ( t )M O )  ■ л/ф,Z0 ) + Y Z0 ) dt (5)
At а

булади.
Бу теоремалар биринчи т у р  эгри чизикли интегралнинг 

мавжудлигини аниклаб бериши билан бирга унинг Риман 
интеграли оркали ифодаланишини хам курсатади.

3 . Интегра  л нин г х о с с а л а р и . Биринчи тур эгри 
чизикли интеграллар хам Риман интеграллари хоссалари 
каби хоссаларга эга.

и
АВ эгри чизик (3) ски (4) система билан аникланган

булиб, /(*,«/) ва g(x,y) шу эгри чизикда берилган на 
узлуксиз функциялар булсин.

vj w KS
1°. Агар А В  =  A C U C B  булса, у холда

J f(x,y)ds= J f(x,y)ds+ J f(x,y)ds
AB AC СВ

булади.
2°. Ушбу

 ̂ c 'f{x,y)ds = C  ̂ f(x,y)ds (С —const)
ЛВ АН

тенглик уринли.
3°. Куйидаги

5 U(x,y)±g(x,y)]ds=  ̂ f(x,y)ds± ij g(x,y)ds
Ав АВ АВ

тенглик уринли булади.

Aiap V(x, y)^Ag да (fх( y )^Q  булса, у холда 

\ f(x,y)ds^zO 

б5лади. АГ<

285



5°. \f(x,y)\ функция АВ да интегралланувчи ва 1 

I  ̂ f(x,y)ds\<  $ \f(x,y)\ds
W Ч-/ ЩЙЛЯ /18

булади. w '-3
6°. Шундай (с„ с2)^АВ нук,та топиладики, 

jj f(x,y)ds = f(cb c2)-S
ЛВ

булади, S бунда /4# нинг узунлиги.
4 . И н т е г р а лн и  хисо бл аш .  Эгри чизиади интег- 

раллар Риман интегралларига келтирилиб хисобланади 
Бунда купинча

$ f(x,y)ds= \f(<p(l)M t))^ '2(t) + 'l>'2V)dt (
чу а

АВ
формуладан хамда куйида келтириладиган формула 
лардан фойдаланилади.

Айтайлик, АВ эгри чизик ушбу
у = у(х) (а ^ х ^ Ь , у(а) = А , у(Ь)= В)

тенглама билан аникланган булиб, у(х) функция \a,b\w 
узлуксиз у'(х) хосилага эга булсин. Агар f(x,y) функцв«
шу Лв да берилган ва узлуксиз булса, у холда

ь __  _______  Г
J f(x,y)ds— \f(x,y(x))^J 1 -f y'\x)dx Щ

*» w “ булади. Авw V. ЯП
Энди ЛВ эгри чизик. ушбу

р = р(В) (во < Н < в .)
тенглама билан (кутб координата системасида) берв*Е 
булиб, р(в) функция |0о, В|| да узлуксиз р'(0) Х’0С̂ Я
эга булсин. Агар f(x,y) функция шу АВ да берилгЯ 
узлуксиз булса, у холда
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2  

' f(x,y)ds= S /(pcos0,psin6)Vp2+p'2 rfe (7)
Ati
булад

1- м и с о л. Ушбу

( 4 у *  — 3^y)ds
АВ

интегрални хисобланг, бунда АВ текисликнинг А =
=( — 1,0), Ь=(0,1) нукталарини бирлаштирувчи тугпи 
чизик кесмаси. r j у ^

Равшанки, А ва В нукталардан утувчи тугри чизик тенгламаси J г "■
У = х+  1 

булиб, берилган интеграл эса
У —  х-\-1, —  1 0

КеСунлб/ Г « Г , °ЛИН,аН интсгРа-'1 булади.■Унда (Ь) формулага кура

j (*У *-~3^fy)ds =

о
*  j, (4 Vjf -  3 V i +1) V T H x + T )'Tdx

0 б̂ ади Кейинги интегрални хисоблаймиз: 

! (4 - 3  I )ф й х  =

Дем Vак,

S 4̂ V *  ~Ъ'\[у )ds= —5 -̂2 .
ЛВ
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2- м и с о л Ушбу

И
ли

ds

интегрални хисобланг, А В бунда у =2х параболанинг 
(1, л/2) ва (2,2) нукталари орасидаги булаги. 

Юкоридаги (6) формулага кура ( у = ф х ) :

ло
булади.

Энди

V 1 +<V2* y2dx

интегрални хисоблаймиз. Агар
2x-f 1

| 21 

эканини эътиборга олсак, унда

булишини топамиз. Демак,

J ~y ds==^ 5^  -Зл/З)-

d.<:

лв
3- м и с о л. Ушбу

ля
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w J ?  и2интегрални хисобланг, бунда АВ— + *-=1 эллипс-
а Ь

нинг биринчи квадрантдаги кисми.
Аввало

Q2 Ь1
эллипснинг параметрик тецгдамасини ёзиб оламиз:

{ x = acos(,
. <0</< 2л) y — bsmt

Демак, берилган интеграл ушбу
fx = acos/ _

=  2

эгри чизик буйича олинади. ' >/
(5) формуладан фойдаланиб топамиз:

лТ
 ̂ xyds =   ̂acost • bsint -\/a*sii#-f-ft2cos2/ dt.

0
Ab

~ •* *
Энди аник интегрални хисоблаймиз:

л

2* -__________
/=  ̂acost • bsint "\Ju?siri2t + b2cos2t dl =

0 . Л
я / 2  -  — ----------------------------- i ______________ ;________ _____

= -2- \ sm 2 t-^a* .± = ^ i + i?.l± *°& _d t.

'■ ■ * 
Кейинги интегралда

cos2 t — u '
Деб оламиз. Унда

s\n‘2tdt = ~  ±du, « £ [ _ ! , !  J

18-527
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булиб.
т  i + - - * - иЛ“ =  I

,Ь 2 2 Г а4ь2__1^и\ =  
*  C ' f Z j '  з1 2 2

ab а^+аЬ + Ь2
3 ' а +  Ь

булади. Д с к . ab а2 + ob-f- Ь
а-\-Ь

АО

4- м и с л. Ушбу
J xyds
ЛВ

интегрални хисоб/анг, бунда АВ

|дг =  ас11/, (0 < /< *о )
\ y — asht

гипербола ждан иборат.
(5) фо^-.уладан фойдаланиб топамиз:

 ̂ xa ^ J -  ^acht-ashty[(ac\\t)'2+(asht)'- dl=*

л в
*0 __________ -=  a 2 ^ s h / * c h / ^ a 2( s h 2/ +  c h 20  dt.
0

Энди аник интегрални кисоблаймиз:

U h /• : v № +сЪ7 t)d t= ± \sh2 t y f iz t  < #

» 1=  " i  ^ V c h 2 7 d ( c h 2 0 = - 4  - - g ^ c h ^ / ) 2 J  |
0

=  -?(ch22/0- l ) .
ГЛ



Демак,

 ̂ xyds =  ^-(ch22/0— ]).
ли

5- м и с о л. Ушбу

АН

интегрални хисобланг, бунда АВ куиидаги (кутб ко- 
ординаталар системасида)

р = ад/соз2ф ( —

тенглама билан берилган эгри чизик, (лемниската ёйи). 
Юкорида келтирилган (7) формулага кура

л/4  ___________

 ̂ Iy\ds =   ̂ Ip s ir^ l V p 2 +  p'2 dq>
- я / 4

АВ

булади.
Агар

2 I /2 2 n , a2sin22<p azр + p= trcos2 (H ----7— =-——cos2<() cos2<p

эканини эътиборга олсак, унда

Iр-sintp| • "\/р2 + р/2 = а21 я!пф|
булиб,

Г Л'г  г~\ \y\ds=  ̂ а2Ыпф|с/ф =  2а2  ̂ s'mydy =  а2(2 — \]2 )
ав ~Я/А , 0

булади.
6- М И С о л. Ушбу

\ (x +  y)ds

Ав
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интегрални хисобланг, бунда АВ эгри чизик. учлари 
0(0,0), О,(1,0) ва 0г(0,1) нукталарда булган учбурчак 
контуридан иборат.

Интегралнинг хоссасига кура

\(x + y)ds = J (x + y)ds-\. \ (x + y)ds +
t о,о2 о2о

АВ

+ \ (x+y)ds \
00,

булади.
Равшанки,

0\0ч нинг тенгламаси у=  \—х (0 ^ х <  1),
ОгО нинг тенгламаси х = 0 (О ^ у ^  I),
ОО| нинг тенгламаси у =  0 (0<1х<: 1) 

булади. Шуни эътиборга олиб, топамиз:
1

 ̂ (x-\-y)ds= ^(х+ 1—х)л/2dx — л/2,
+ 0,02 о ■ {

\ (x + y)ds=\ydy =  j ,
о2о ъ о

I

V-'

\ (х + У )ds —  ̂xdx g •
о о ,  0

Демак,

7- м и с о л.

 ̂ (x + i/)ds =  l +  л/2.
ЛВ

/40

интегрални хисобланг, бунда АВ эгри чизик.
и~«, >92*-' я 

р = а, ф = 0, <p=y
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(кутб координаталар системасида) чизиклар била»,
(ТЛи^м аТ" КЭВаРИК ёПИК К0НТУ Р ^ н Р ибС Нт

топамиз:

14- чизма.

Интегралнинг хоссасидан фойдаланиб

\ 5 e t t ds+  f е 1ЙЧ?&  +
АВ MN NP

+ \ e^+^ds
PM

MP чизикда

Ф —0, 0 < p < fl
булганлиги сабабли

 ̂ e  + 4 ^ s  _ _  f e аАЛи2ф +  р25|„2ф̂  _

"» 0 
a

=  \e"df> =  ea— I

булади.
Np чизикда

0<Ф<-£-, p =  a
булганлиг„ сабабли



---- я/4

 ̂ d s=   ̂ с>9р(1ц — аеа~
N P  о

булади.
РМ  чизикда

0< р< «, ф =  ̂ -

булганлиги сабабли

 ̂ e ^ ^ ^ d s  — ^Лф =  е °— 1 . j
p m  о

булади.
Демак,

J е V̂ + f ds = еа -  1 + ае“ - -J-+ е“ -1 =  2{е“ -  1) +
u 1S4Я Л* * '
5. И н т е г р а л н и н г  б а ъ з и бир т а т б и к л а р и. 

Биринчи тур эгри чизикли интеграл ёрдамида ей 
узунлигини, жисмнинг массасини, огирлик марказларини, 
инерция моментларини \исоблаш мумкин.

1°. Текисликда тугриланувчи АВ эгри чизик, берил
ган булсин. Унинг узунлиги ушбу

 ̂ ds (8)

АВ '} -
формула билан топилади. ' ' L 'V х,.

2°. Текисликда тугриланувчи АВ эгри чизиги буйича
масса таркатилган булиб, унинг зичлиги р = р(дс, У) 
булсин. Бу эгри чизикнинг массаси

т =   ̂ p(x,y)ds.



ш »

АВ эгри чизикнинг ОХ ва 0Y координата укларига 
нисбатан статик моментлари

S x —  ̂ yds, S e—  ̂ xds  ̂| j j
ЛВ ЛН

формулалар билан, шу укларга нисбатан инерция мо
ментлари эса

' * =  S y2ds’ / ,=  S X>ds (12)
Л

формулалар оркали ифодаланади.
8- м и с о л. Ушбу 

MO—acos3/, 
y(t)=asin3t (О< /<  2л)

система билан берилган АВ эгрн чизик. (астроида) 
нинг узунлигини топинг.

Астроида координата укларига нисбатан симметрпк 
улишини эътиборга олиб, (8) формуладан топамиз:

л / 2 ______________

S =  J ds =  4 J ^ 7 \ t )+ y '\ t )d t  =
О

АВ

д/2 ________ ;_______ • • • - .

~   ̂ VT—3acos2/Sin/)2+(3asin2/cos/)2rf/=rо

Лг2 [Т~2 “ ~ я/2
~ 4 J ^7---sin22/rf/ = 6a  ̂sin2/d/ = 6a.

0 о

Демак,

S  — 6а.
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9-мисол.  Чизикли зичлиги р(х, y)=|i/| булган 

у2 = 2рх (0 < *<  р~) 

параболанинг массасини хамда огирлик марказнзд

(9) формуладан фойдаланиб, параболанинг массаси

лв

булишини аниклаймиз. Бу эгри чизикли интеграл
(6) формулага кура

$ \y\ds= jj \y\^\J\ +  dy
АВ

булади. Демак,

т =  J \у\Л^1 +  ~р4у.

Энди аник интегрални хисоблаймиз:

\ \ y \ '} J l+ y d y = 2 - j\ y T jp 2+ tfd y=

=  И  л1р2~+у2<1(р2+у2)=  ^ ( р Ч » 2)*'- f t
о

=  \р\ 2 V2 — 1 )-

Демак,
т =  ~p\2\j2 — 1).

Параболанинг огирлик марказининг к о о р д и н а т ^

(10) формулага кура

Х° = т  S Х‘
ч/
АН
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булади. Энди бу эгри чизикли интегралларни хисоблай-
миз:

А В  Л в

Р О
Кейинги интегрални булаклаб, интеграллаш форму- 

ласидан фойдаланиб хисоблаймиз. Агар

У2 =  “ , y ^ 2 +  y2dy =  dv
дейилса, унда

du =  2ydy, v =  ~ (р2 +  уу

булиб,
р

js’ V/'’ +7 Лу=\уЧр1+уг)К -У \ 2)1 р’ + jffdy=

-  - t - ■ Ч [  !^ + л 41=
булади Демак,

х0 = - 1 т . 12р1< =  15+3^' ̂
от-/72 15 35 '

Худди шунга ухшаш
1

лв
%  т  5 y\y\ds— —  -(Зл/2 +1п(1 +  д/2 ))

и.
Ушбу

бул” |“ и топилади.
м И с о Л. У



астроиданинг ОХ ва OY координата укларига нисбатан 
статик моментларини топинг.

Аввало берилган астроиданинг параметрик кури. 
нишдаги тенгламасики топамиз. У куйидагича

x — acost.
з, ( 0 < « у )y =  as\n t

булади. Сунгра ёй дифференциалини х.исоблаймиз:

d s =  •\Jx/2-\-y^dt —

= дj 3acos2t( — sin/)2 + (3asin2/-cos/)2£f/ =

= 3acos< -sin/d/.
(11) формуладан фойдаланиб топамиз:

я/2

Sr= (j y d s=   ̂ asin3/-3acos/*sin/d/ =
АВ

л/2

= 3a2  ̂ sin4/c/(sin/)=
о

л/2

Sy=  ̂ xds=  ̂ acos3/• 3acos^• sintdt =
/18 о

л/2

Демак, астроиданинг координата укларига нисбатз- 
статик моментлари

~ __ За2 „  _  За2 
5 ’ 5

булади.
11- м и с о л. Ушбу

АВ:х2 + у2 = а2 
айлаианинг диаметрига нисбатан инерция момеН
ТОПИНГ. *■’>ftNi* М<» !£
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Р а в ш а н к и ,  берилган айлананинг параметрик курини-
шидаги тенгламаси

х = а cos/, 2л)
y = asint ' ^

булади.
Айлана диаметрини ОХ укига жойлаштириб, сунг

(12) формуладан фойдаланиб топамиз:

2я ' ’ '
/,= S y2ds= \ uhinH- -\/(acosty2+ (asiniyr2dt =

■ '• ' in

=  ̂ sin2W/=jia3.

0
л в

Демак, берилган айлананинг диаметрига нисбатан 
инерция моменти

/х = л а3.
булади.

1-эслатма.  Айтайлик, АВ фазовий эгри чизик 
булиб, бу чизикда f(x, у, г) функция берилган булсин.
Юкоридагидек /(х, у, г) функциянинг АВ эгри чизик 
>Уиича биринчи тур эгри чизикли интеграли тушунчаси 
к,фитилади ва урганилади.
■ 12- м и с о л. Ушбу

 ̂ (х2 + У2 + ̂ d s  ' •
лв

Ралнц хисобланг, бунда ЛВ куйидаги
х ~ а  cost
y = as\nt (0< /<  2л)
z  =  b t  V, : ' h

СИстема гИлан берилган эгри чизик.
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(0,2) ва (2,0) нукталарини бирлаштирувчи ryrpt 
чизик кесмаси. Я

— -------(Is, бунда А В текисликнинг (0,0) в_  V ? + > + 4  Щя
(1,2) нукталарини бирлаштирувчи тугри чизик кесма

Я
3. [ —l-—ds, бунда А В ушбу у — х-\-2 тугри

зикиинг (2,4) ва (1,3) нукталари орасидаги кисми.
4.  ̂ yds, бунда АВ куйидаги у* =  2х параболаи*

(0,0) ва (1,-^2) нукталари орасидаги ёйи

Равшанки, бу х.олда
2я __

 ̂ (x2 + y2 + z2)ds = ^(a2cos?t +  a2sin2̂ + Ьt2)^ f ? + p (li
n

булади. Аник интегрални хисоблаймиз:
2я _____
 ̂(cPcosfi +  iPsinH + bPirfcP +  b? dt =

= л[а2 + Ь2 \(a2 +  b2t2)d t= ^- 2̂ - 2 (бла2 + 8л3П

Демак,

Мисол ва масалалар

Куйидаги биринчи тур эгри чизикли интегралларни 
хисобланг:

1.  ̂ (x +  y)ds, бунда АВ чизик текисликнинг



5. J xy ds, бунда АВ ушбу \х\ + \у\=а тенглама
АВ

билан берилган чизик.
- ^

6. } x2ds, бунда АВ эгри чизик ушбу х* + у2 = а2
• * . о * ' .

АВ

айлананинг юкори ярим текисликдаги кисми.

7.  ̂ ^ ds, бунда ЛВ эгри чизик. ушбу

f x = a(cos/-f /-sin/),
[ «/ = a(sin/ —/cos/) 2л)

система билан берилган эгри чизик.

8- $ (* + y)ds, бунда АВ ушбу
А В

p2 = a2cos2(p 
тенглама билан берилган чизик.

». \ yds, бунда АВ куиидаги y = ach* тенглама
АВ

билан берилган чизик.
10'■ J (х° + y 3)ds, бунда АВ ушбу 'Л

А В )

~  1 1 
? .г  дг3+ у 3= а 3

астроИдаДа„ иборат.

П* 5 + бунда АВ yuibyV + j^ e jc  айла-
/4в

НаДан иборат.
12 г v

J №Ids, бунда ЛВ куиидаги (** + у2)2^ V -
" if2) п ^  ™

емниската ёйидан‘ШЬ|5'ат/ i-'i ' ^



13. Айтайлик, фазовий АВ эгри чизик. ушбу

x = x(t)
у  —  y ( t )  ( а < 1 / ^ Р )  
z=z(t)

система билан берилган булиб, x(t), y(t) ва |  
функциялар |ос, р] да узлуксиз x'(t), y'(t) ва г' 
хосилаларга эга булсин. Агар /(дс, у, z) функция

А В да аниаданган ва узлуксиз булса, унда 

J f{x,y,z)ds = \f(x(t),y(i), z(t)X
КУ а

АВ

X  V ^ O  +  .y 'W + z 'Y O ) at
булишини исботланг.

14. Ушбу
Г ds

I  S+ y2+S
лв

интегрални хисобланг, бунда АВ эгри чизик куйидаги

x=acost, i/ = asin/, z =  bt
винт чизигидан иборат.

15. Ушбу

jj (x + z)ds
w

АВ

w
интегрални хисобланг, бунда А В куйидаги

х = 1, У = ~ ^  z = t3 (0</< I)
чизикдан иборат.

Куйидаги чизикларнинг ей узунликларини топ»
16. х = сos4/, г/ = sin4/ (0< /<  2л).



18. y =  ̂ ie“ + e “ )(0 < *< jc0)

1 9 . p=asin3y .

20. y = 1 —ln cOSX )■
21. Чизикли зичлиги p(x, //)=|jc| булган ушбу

= (0 < j/< 1)
п а р а б о л а н н н г  массасини хисобланг.

22. Чизикли зичлиги р(лг, у)=\у\ булган ушбу
x = acost, y = bsint (0<!/<: 2л)

эллипснинг массасини топинг.
23. Чизикли зичлиги р(х, у )—ху булган ушбу

эллинснинг биринчи квадратида жойлашган кисмининг 
массасини топинг.

занжир чизигининг массасини топинг.
Куйидаги эгри чизикларнинг огирлик марказ^ ко- 

ординаталарини топинг:

24. Чизикли зичлиги p(jt, у ) = ~  булган ушбу
У

X — X

У = \  (еа+е ° )

25. x = a(t — sin/), у = а( 1—cos/) (0 ^ /^ л ).
26. yfx -f д/у = -yja (0< x< a).
27. yl = aX3 —x4

/

28- y=  -|(e“ -\-e " ) ( — a ^ x ^ u ).
29* Ушбу

x — д/5 cos3/,
( 0 < / < J )

У~  д/5 sin3/ /
ерилган /4fi чизикнинг fOX ва OY 
статик моментларини торинг.
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30. Ушбу

х— \[2 cos/, 

у=  \j2 sin/

система билан берилган АВ чизикнинг ОХ ва Ок1 
у м  ар га нисбатан инерция моментларини топинг.

2-§. ИККИНЧИ ТУР ЭГРИ ЧИЗИКЛИ ИНТЕГРАЛЛАр ф

1. Инт е г ра л  т аър иф и .  Текисликда бирор тугри
ланувчи А В эгри чизик берилган булиб, бу чизикм} 
f(x, и) функция аникланган булсин. АВ эгри чизикнинг 
Р =  \Ао, At,..., А„} булинишини ва унинг хар бир
АцАк+1 (k = 0,1,..., п. 1) ёйида ихтиёрий (£*, ilt ) нукта 
олиб функциянинг шу нуктадаги киймати /(It, t]*) ни 

+1 нинг ОХ (OY) укидаги Адг*(Аук) проекциясига 
кунайтириб, куйидаги йигиндини тузам из:

(Т ' = i ' n t k, n k)bxk(o "  TJ*)A ук) (13)k=Q k=0
Энди AB эгри чизикнинг шундай

Ри />2...., Рт,... ( 14)
булинишлари кетма-кетлигини караймизки, улар н и нг 
диаметрларидан ташкил топган {^ га} кетма-кетлик 0 га
интилсин:

lim кРт= 0.
т-*- оо

Бундай булинишларга нисбатан (13) каби йигиндиларни 
тузиб, ушбу

о'„ ог,..., <тт,..., (<т,\ а2',..^ а',...)
кетма-кетликни косил киламиз.

Агар А В  эгри чизикнинг хар кандай (14) куР>| 
нишдаги булинишлар кетма-кетлиги {Р т} олинганда 
унга мос йигиндилардан иборат {а'т} к е т м а - к е т .

(£*Ч*) нукталарнинг ((!*, Т1*)6ЛИ*+,) танлаб олиниши-
,.а боглик булмаган холда хамма вакт битта
/, сонга (h  сонга) интилса, бу сон а' ( а " )  йигиндилар- иинг лимити дейилади ва

lirncr/ =  /I ( lime»"' =/„)
каби белгиланади.

2-таъри ф. Агар кр-^0 да o' йигинди (а"*йигинди) 
чек ли лимитга эга булса, у х,олда f(x, у) функция
АВ эгри чизик, буйича интегралланувчи дейилади. Бу
лимит f(x, у) функциянинг иккинчи тур эгри чизиклиинтеграли дейилади ва

, • Щ , . Г

каби белгиланади 
Демак,

[ 1и. у)Ля)
лв wЛв

С »-•
\ f(x, y)dx= lim 2 f(lk, r)k)Axk,J —0 * = 0Ab

( \ f(x, y)dy=  lim 2 /(£*, r\k)Ayk) .
J  X -*■ Ok = 0PЛ В

v_/

ЛВ эгри чизикда P(x, у) ва Q(x, у) функциялар берилган булиб,

\ P(x,y)dx, Q(x,y)dy
АН А В

икк«нчи тур эгри чизими интеграллари1 "*ин- ушбу

г -
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W , u ) ix + ]Q U y )d y
-

'«ди иккинчи тур эгри чизикли и н т е г р а л н и н г  умумии’Миши дейилади ва
>7
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 ̂ Р(х, y)dx +  Q(x, y)dy
vy 1ШШж

АВ

каби ёзилади:

P (x ,y )d x + Q {x ,y )d y=  $ Р(х, у )dx +  Q(x, у )dy4
ч_> o'
ил иа

Энди Лй тугриланувчи ёпик эгри чизик,, яъни А в8 
В  нукталар устма-уст тушеин. Уни К  билан белгилайлик 
Бу ёпик эгри чизикда шундай йуналишни мусбат деб 
кабул киламизки, кузатувчи ёпик чизик буйлаб 
харакат килганда, ёпик чизик билан чегараланган 
соха унга нисбатан хар доим чап томонда ётсин 
(15- чизма).

Р(х, у ) ва Q(x, у) функцияларнинг ёпик эгри чиз* 
К  буйича иккинчи т у р  эгри чизикли и н т е г р а л л а р и н и  

умумий куриниши куйидагича

P(x,y)dx +  Q (x ,y)dy+   ̂ Р(х, y)dx +  Q(x, у Щ

АаС СЬА /

аникланади ва / г Jlppf
Р(х, y)dx +  Q(x, y)dy ёки §Р(х, y)dx+!Q(x, у№

/  шкаби белгиланади.



2. Ин т е г ра лн ин г  м а в ж у д  лиги.  Фараз килай- 
лик. А В  эгри чизик ушбу

х — Ф (/),
y =  W )  («< /< Р ) (15)

система билан (параметрик куринишда) берилган 
булсин. Бунда <р(/) функция [а, 0] да узлуксиз <р'(/) хоси
лага эга. Чг(/) эса шу ораликда узлуксиз булиб, (ф(а)), 
ф(а)) = Л, (ф(Р), ф(Р)) = В булсин.

3-теорема.  Агар f(x, у )  функция АВ  да берилган
ва узлуксиз булса, у холда бу функциянинг иккинчи тур 
эгри чизикли интеграли мавжуд ва

к
\ /(*, y)dx= $/(ф(/), Mt)WU)dt
w a

AB
булади.

Энди А В эгри чизик (15) система билан берилган 
булиб, бунда ф(/) функция [a, р] да узлуксиз ф'(/) 
хосилага эга, ф(/) эса шу ораликда узлуксиз хамда 
(ф(а), ф(а)) = А, (ф(Р), г|>(Р)) =  # булсин.

4- т е о р е м а. Агар f(x, у) функция А В  да берилган
ва узлуксиз булса, у холда бу функциянинг иккинчи тур 
эгри чизикли интеграли

\ A*. y)dy
АВ

мавжуд ва
Р

\ i(x,y)dy=  $/(ф(/), ^(t))-yp'(l)dt
AR

бУ-''ади.
v-<

А В  :̂ри чизик (15) система билан берилган булиб, 
Хосил |(/) ФУнкциялаР К  Р1 Да узлуксиз ф'(/), ф(/) 

булсин3 ЭГа ХЯМДа (ф(а)’ 1|,(а))=Л’ (ф(Р)’ « Р ) )=



5-т еор ем  а. Агар Р(х, у) ва Q(x, у) функция^
АВ  да берилган ва узлуксиз булса, у холда бу функщ,* 
ларнинг иккинчи тур эгри чизикли интеграллари мавжу, 
ва

Р
 ̂ Р(х, y)dx+Q(x, y)dy =  ^|Р(ф(0. W W ( t )  +

+ <?(Ф(/), M tW U )]d t
булади.

3. И н т е г р а л н и н г  хо ссалар и .  Иккинчи туп 
эгри чизикли интеграллар катор хоссаларга эга 
К,уйида интегралнинг асосий хоссаларини келтирамиз.

1°. Иккинчи тур эгри чизими интеграллар интеграл 
лаш эгри чизигининг йуналишига боглик булади:

 ̂ f(x, y)dx= — $ f(x,y)dx\  ̂ f{x, y)dy= — \ f(x, y)dy.

2°. Агар АВ эгри чизик ОХ укига (OY укига) 
перпендикуляр булган тугри чизик кесмасидан иборат
булса, у холда

J f(x,y)dy = 0 ( (j f{x,y)dy = Q).

3°. Агар f(x, у) функция АВ да интегралланувч^  

б?либ, АВ = АС + СВ булса, ч

ij f(x,y)dx= jj f(x,y)dx+  ̂ f(x,y)dx
w V •  ̂ , I

булади.
4°. Агар f(x, у) ф у н к ц и я  АВ да и н т е г р а л л а р  

булса, у холда ,
 ̂ kf(x, t/)dx = k  ̂ f(x, y)dx Щ

булади, бунда k — con-S'T



5°. Arap fix, у) ва g(x, у) функциялар ЛВ да интег
ралланувчи булса, у холда

J \f(x,y)±g(x,y)\dx=  \f(x,y)dx± \g(x,y)dx
\у и

АН

булади. *
4 Интегра  л ларни хисоблаш.  ГОкорида 

к е л т и р и л г а н  теоремалардан куринадики, ЛВ чизик. 
(15) система билан берилганда иккинчи тур эгри 
чизикли интеграллар Рима»! интегралларига келтири- 
либ, куйидаги формулалар ёрдамида хисобланади:

э - с
J f{x ,y )dx=  M t))- vV )d t, (16)

АВ

J f(x,y)dx = $/(<p(/), M t)W (t)d t, 
в

АВ

Р
\ Р{х, y)dx+ Q{x, y)dy=  J|P((p(0, Ф(0)ф'(0 +

AB *

+<Кф(/), К0Н>Ч/)1Л. (17)

Хусусан, ЛВ эгри чизик

У =  У(х) ( а < х < й )
тенглама билан аникланган булиб, у(х) функция [а, Ь\ да 
У луксиз, у'(х) хосилага эга булса, у холда

ь
) f(x, y)dx= /̂(jt, у(х)) dx (17')

АВ

б̂ ади.

Агар А В  эгри чизик

тенг .  х= 4 у ) (c< y< d )
УзлУкси ( гчЛ\ " ани^ланган б^либ, х(у) функция [с, d\ да 

(У) хосилага эга булса, у холда
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u
\ /(*. y)dy— \f(x(y),y)dy,
w  С

АН

 ̂ P(x,y)dx + Q( х, г/ )dy =
V  ' • •Л в

а

(17")

булади.
13- м и с о л. Ушбу

 ̂ (2xy — y*)dx
лв

интегрални хисобланг, бунда ЛВ— маркази координа
та бошида, радиуси г булган айлананинг юкори яри» 
текисликдаги кисми; йуналиши 16- чизмада курсз- 
тилган.

Равшанки, айлананинг параметрик т е н г л а м а с и

х= rcost, 
y=rs\nt

булади. Бунда t параметр о дан п гача у з г а р г а й Ц' • ; * *\ \\j t '
у) нукта А дан В га караб АВ— ярим айланани 
ди. Унда (16) формулага кура
310



л

(2xy — y2)dx= — |j(2r2sin/-cos/ — r2s\n2t)r<,\ntdt
^  О

Энди аник интегрални хисоблаймиз:
Л

— r2sin2/)/-sin/ dt =  2rs ̂  sin2̂ d(sin/) —

булади
Л
^(2rsin/-cos/
О

_ r 3Jsin3/rf/ = [2r3- ^ ~ - г 3(
О

А _3/ „ „ „ 4  , cos — г ( — COS/+ —" <) Т = - 41 'Jo 3л3.

Демак,

J (2ху — y2)dx =  ̂ r\
АВ

14-мисол. Ушбу

\ (xy — y2)dx + xdy
АВ

интегрални хисобланг, бунда АВ эгри чизик у = 2х2 
параболанинг (0,0) ва (1,2) нукталари орасидаги 
кисми, иуналиши эса (0,0) нуктадан (1,2) нуктага
караб олинган.

Равшанки,J 3(x, у) = ху у2, Q(x, у) =  х функциялар
каралаетган АВ да узлуксиз. Юкоридаги (17') форму- 
лага кура

\ (xy — y2)dx-\-xdy= \{х-2х?—(px*f + x-(2x?Y\ix
АВ 0

| ^ади. Кейинги интеграл эса
I
\(2х?  — Аха + \ x2)d.\

ГЭ Тенг- Демак,

S (xy~y2)dx + xdy = ̂

■II
30

АВ
££* / >} £4’W
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15- м и с о л. Ушбу
\ y2dx + x2dy

АВ

интегрални хисобланг, бунда А В  эгри чизик
2 2

—- -|- —- =  1 эллипснинг юкори ярим текисликдаги ки<>
а2 Ь
мидан иборат.

Бу эллипснинг параметрик тенгламасини ёзамиз:
x=aco$>t, 
y = bs,\nt

А = (а , 0) нуктага параметрнинг / = 0 киймати 
= ( —а,0) нуктага эса / = л киймати мос кслиб, / пара
метр 0 дан л гача узгарганда (х, у) нукта Л дан В га ка- 
раб эллипснинг юкори ярим текисликдаги кисмини чи 
зади.

Р(х, У) = У2> <?(*. у) = х*
чу *

функциялар эса Л В да узлуксиз. Берилган интегрални 
(1 7 )  формуладан фойдаланиб хисоблаймиз:

 ̂ y2dx-\-x2dy=  |̂62sin2/-(— asiп/)+ «2cos2/• ftctfsf|<fl|

Я .

= ab^(ac.os3t — bsinit)dt =  — yaft2.
ЛЙ

16-мисол. Ушбу
$ 3*V*-|-(jr!4- l)d</
лв

интегрални хисобланг, бунда 'Ав эгри чизик (0,0) и)

тадан чикиб (0 ,0 ), (1 ,0 ), (1 ,1 )  н у к т а л а р н и  бирЛ-

булади. АС бунда (0,0) ва'(1,0) нукталарни. СВ эса
(1,0) ва (1,1) нукталарни бирлаштирувчи тугпизик кесмаларидан иборат. тугри чи-

АС да г/ = 0 ва АС кесма OY уки™ 
булганлнги сабабли Рпе,'Дикуляр

J  3x2ydx + ( S +I)dy==0
АС

булади.

СВ кесмада х= [ Ва « эгя п у  
куляр булганлиги сабабли Укига перпенди-

i 3̂ + < * 4 l № , =  j 2<(,, = 2сд о
булади. Демак.

j 3^ * r+ (x * + , w „
'|U

17- м и с о л. Ушбу

ф  2xydx — xXvk

интегрални хисобланг. k бунда О =  (0,0), А (2,1) 
нукталарни б и р л а ш т и р у в ч и  тугри чизик, кесмаси хам
да (/2=-^х парабола ёйидан ташкил топтан ёпик эгри чизик (17- чизма).

тирувчи синик чизик.

*Гг0

17- чизма.
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§2xydx +  x2dy =  2xydx + x2d y -)- (j 2xydx -f ̂  J

.1 r\ i

Интеграл хоссасига кура: ;;

OA кесмада x =  2у булиб, (17) формулага кура
I

J 2xydx +  Sd y=  \[2 -2уг-2 -АугЩ = \
ft

Интегралнинг хоссасидан фойдаланиб, топамиз:

Ф  т ш < л + < ,#) я  5 В Д ^ + ^ ) +
/48

+ S S m - t i r  ( ^ + ^ ) +

ОА

булади.
АО  ёйида эса х =  2у булиб, яна (17) формулага кур 

J 2xydx + x3dy= \[2-2y2-y4y — 4y^]dy= ~ ~  Ж

АО
булади. Демак, _

ф 2xydx — x?dy = -| у-= Ц-. ■ В

18- мисол .  Ушбу

Ф Щ
интегрални хисобланг, бунда k — учлари А =(1,0), В- 
=  (0,1), С =  ( — 1,0), D  =  (0, — 1) нукталарда булг
квадратнинг контуридан иборат (18-чизма).

вс CD

DA

Энди бу тенгликнинг унг томонидаги интегралларниалохида-алохида хисоблаймиз.

ИВ да х+у=1, 0 < х <  1 булиб, dx + dy =  0 булади.

Шунинг учун юкоридаги тенгликнинг унг томонидагибиринчи интеграл 0 га тенг:

I • S -\7r+M<dx+ dy )= b
А В  _■ .

и

6С да i/ — а: = 1, — 1^д :^0  булиб, dy = dx хамда
... • •' t ; Г {  ; |

|Л1= ~  ~ х' 1у1=*+1 булади. В дан С нуктага^а ВС 
буйича келишда х узгарувчи 0 дан — 1 гача узгаради.Шуни эътиборга олиб, топамиз:

С - 1 7 V 'n
J \х\+~\у\̂ х + аУ)= \ ~
вс « - J ---r -2dx= -2.х + х+1

U } Ч
CD да х + у=  — 1, — 1 < *<  0 булиб, dx +  dy-- -0 эканлигини эътиборга олсак,

1ад«.
со
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DA да y — x — — 1, 0<jc< 1 булиб, dy = dx
\x\=x, \y 1 =  1 — JC булади. О нуктадан А нуцтаГа 
буйича келишда jc 0 дан 1 гача узгаради. Шунинг уЧу(|

5 ТЯ^5г1|Л + < «»)- 1 т р { = г * * “ *

Бу юз» (18) фо,,«1ула,а Kjipa

д = 2  Ф xdy~ydxЭФ)

DA
булади. Демак,

ФUl-flyl (djc + dy) = 0

(20)
булади, бунда 6 (D )-  эгри 
иборат. 1 чизи К

Энди эгри чизикли интегпя 
фойдаланиб кисоблаймиз: Р И (,7> Формуладан

эллилсдан

4. И н т е г р а л н и н г  баъзи  бир татбиклар,. 
Иккинчи тур эгри чизикли интеграллардан теК;. 
шаклларнинг юзини х.исоблашда, куч таъсирида булг.) 
майдонда бажарилган ишни топишда фойдаланилади 

1°. Текис  ша к лн и нг  юзи. Текисликда биро; 
юзага эга булган шакл берилган булсин. Унинг чегарас. 
тугриланувчи ёпик 5(0) чизикдан иборат. Бу шаклнш 
юзи О иккинчи тур эгри чизикли интеграллар ёрдами; 
куйидаги формулалар билан топилади:

О
2t J“ ‘y ~ ydX= J

0= Ф xdy, о = — Ф ydx ,
<*0) Й(С)

0 = — ф xdy — ydx. (II

2°. Б а ж а р и л г а н  ишни топиш. Текислнк
тугриланувчи бирор АВ эгри чизик берилган булсин 
эгри чизикдаги моддий нуктани ушбу 

F(x,y) = P(x,yji+ Q (x,y)J

■bcos/-j-и

20- м и с ол. УШбу

" « «  (Декарт (й>0)
топинг <19- „ з Д  чегаралангав шаклш ИГ

узгарувчи куч таъсирида А нуктани 
утказишда бажарган иши

В нукт-

W=  ̂ Р(х, y)dx + Q(x,y)dy
АВ

булади.
19- м и с о л. Ушбу

(0< /<  2л) 

эллипс билан чегараланган шаклнинг юзини

х = acost, 
y — bs\nt

lp̂r,
ИГЛ<1Маси«и ёзаЧ̂ з КБ^1ГинЯ)аР ^ е т й к  куриниши.

учун
Илац, к ,У = /лг

миз- бунда /_
+ *3

Да : Зад:,
!ди

• На*и*

"араметр. у Нда
// ̂  лг3 +. /-V у. 3ajf2/ ̂  ̂  За/̂

аД<1 Ч,ИзиКнинг ушбу ' +/

I .
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•;Vf'
Ли/ 3 at2

x 11|_/ ’  ̂ 1 -f< +
парамегрик куринншдгпь .. ч?
Изланастган шаклнинг юзи (18) форму.!;, к.;-ра а,и|э.

0 = 1  ф xdy — ydx ,

булади. Бунда u(D)
За/

am)

За/21 _  »=  — х 1 4. / ’ • 1 + I
(0< /<  + ° ° )  

аниб, эгри чизикличизикдан иборат.
(17) формуладан фойдал

интегрални хисоблаймиз:

D = ^ x d y - y d x - j  J  .’I t K i ’t t )
ат\ О

_  За£^d ( J a t  \ =  9а2 V ° °  <(2<-/4) - / 2(1 - 2 / 3) . ■

i + A i + J  2 j (l+ rv

9а2 Г  <2 H i 3 2
= - 2 - i  т г + т ? " '- ^ -  ■

21- м и с о л. АВ эгри чизиги ушбу у =  хл парабаладг 
иборат. Унинг (0,0) хамда (1,1) нукталар орасидг 
к,исм и ни караймиз. Шу ораликда ■

F(x, y)=4x6i +  xyj
куч таьсирида бажарилган ишни топинг.

Равшанки,
Р(х, у) —Ах6, Q(x, у) — ху. 

ишни (19) формуладан фойдаланиб,:Изланаётган
миз:

W =  \ Р (х, y)dx +  Q (х, у )dy — \ 4xbdx +  xydy=
« !Й

=  ^ ( 4 х 6 +  х - х;3 - З х 2) 4 х --

318

2-эслатма .  АВ фазовий эгри чизик булиб, бу
? кда f(x, У' 2) Функция берилган булсин. Юкорида- 
яизи ^  ^  функциянинг иккинчи тур эгри чизикли 
интеграллари таърифланади ва улар

[f(x ,y ,z )d x ,  ̂ f(x, у, z)dy, \) f(x ,y,z)dz
АН Л В  АВ

кайи белгиланади. Умумий холда АВ эгри чизикда 
Р(х.у, z), Q(x, у, z), R(x, у, г) функциялар берилган булиб,

Sj P(x ,y ,z ),  ̂ Q (x,y,z)dy,  ̂ R(x, у, z)dz
Х_, чу V

АН АВ АВ

интеграллар мавжуд булсин. Ушбу

 ̂ P(x ,y ,z )dx+   ̂ Q (x ,y ,z )d y+   ̂ R(x ,y,z)dz
АВ АВ АВ

йигиндининг иккинчи тур эгри чизикли интегралнинг умумий куриниши дейилади ва

jj Р(х, у, z)dx +  Q{x, у , z)dy +  R(x, у , z)dz
В -  ■ ЧУг лв

каби ёзилади:

5 Р(х, у, z)dx+  jj Q(x,y,z)dy +   ̂ R(x ,y,z)dz =
ЧУ

*В АВ ЛВ

— 5 Р(х, у, z)dx +  Q(x, у, z)dy +  R(x, у, z)dz.
А В

Куйндаг
Мксол ва масалалар

у„„‘У иидаги иккинчи тур эгри чизикли интегралларниНС(>бланг:

31 • $ xydx,
•■jлвчИз

ЧУ
бунда АВ  эгри чизик // =  sinjc синусоида 

|кнсМиИННнг (0,0) хамда (я, 0) нукталар орасидаги

319
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S .  x Щ i
xdu, бунда AB  эгри чизик. — h —= i „*3

a b 1 T jjg

x = acost, 
y = asin/

AB

чизикнинг (a, 0) ва (0, b) нукталари орасидаги кисми;!
Г w •

33. {ху — I )dx + x2ydy, бунда AB эгри чизик 4*^

(0< /<  2л) 
айланадан иборат.

41.  ̂xydx +  y 2dx, бунда А В

А В
АВ

+ у2 =  4 параболанинг биринчи квадрантдаги кисми
S .  ‘ ̂ Я§1

(x2 +  y2)dx +  xydy. бунда А В  эгри чизик уа*е
’и
АВ

тенглама билан берилган чизикнинг (0,1) х,амда (1е 
нукталари орасидаги кисми.

35. ф (* 2 — y2)dx+(x2-\-y2)dy, бу нда А В эгри чизи»
АВ

2 2 I
~ч+-Уо — 1 эллинсдан иборат.

а Ьг

36. (£> 2xdx — (x-\-2y)dy, бунда А В  эгри чизик учла

эгри чизик.
42.  ̂ydx — xdy, бунда

АВ

УШбу

X==t*’ y==i 2)

О
Ав  куиидаги

астроида кисмидан иборат. 
43.  ̂ (2a — y)dx-\-xdy,

(0< ‘ 4 h

АВ
бунда А В  ушбу

АВ

ри ( — 1,0), (0,2), (2,0) нукталзрда булган учбурча 
контуридан иборат.

37. ф 1*+У)** - ( у У * У  г бунда / в  эгри чизик V-

x = a (t — sin/), у  — а(\ — cos/) (0 < /<  2я) 
циклоидадан иборат.

44. \ бунда А В  эгри чизик куиидагиI  V1+хЧу2
АВ

ЛВ 
„2___2-f у1— а1 айланадан иборат.
38. ф ycosxdx-\-s\nxdy, бунда АВ эгри чизик уч-1

АВ
ри ( — 1,0), (0,2), (2,0) нукталарда булган учбур 
контуридан иборат.

чи

X? и2
а2 Ь2

эллипснинг биринчи квадрантдаги кисми.V-/

45. А В  фазовий эгри чизик ушбу
x =  x (t),

У=У(1),
Z = z(t)39. \ 4xsin2ydx + ycos22xdy, бунда AB эгри чиц систеМа 6f)

. У^УксРизЛГ; (Н/)бу; ^ '  z(t) функция,
текисликнинг (0,0), (3,6) нукталаридан у т у в ч и  jp  "  xorun. „ „ _
чизикнинг шу нукталар орасидаги кисми.

40. ф бунда АВ  эгри чизик ушбу

АВ

320

'У/Г™  ' ‘РУнкчиялар( ' хосилаларига эга
(х(а), у(а), z(o)) =  j4, (х(Р). у(Р), z(P)) =  B. 

АгаР Р(х, у, 2), <?(*. « п/
> Ч 27  УЗЛукс«з булса

_  . .  /» ~\к//— °- 
Q(jc, 1/, Z), /?(х, у , г ) функциялар
I.
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 ̂ Р(х, у, z)dx + <?(X, у, z)dy + R(x, y,z)dz =
АВ

= \[P(x(t), y(t), Z(/)K(0+  QWO. y(t), z(t))y'(t)+
a

+ R(x(t),y(t),z(t))-zV)}dt
булишини исботланг.

46. Ушбу

Jj y2dx + (x* + z)dy + (x + y + 2?)dz
AB

интегрални хисобланг, бунда АВ эгри чизик фазодаги 
(1,0,2) хамда (3,1,4) нукталардан утувчи тугри 
чизикнинг шу нукталар орасидаги кисми.

47. Ушбу
jj (y2 + z?)dx — yzdy + xdz

АВ

интегрални хисобланг, бунда АВ куйидаги 

x = t,
y = 2cost, (0< /<  у )  

z = 2sint
винт чизигидан иборат.

48. Ушбу

 ̂ x*dx+(x + z)dy + xydz
АВ

интегрални хисобланг, бунда АВ куйидаги 

jc = sin/,
y = sin2t, (0 < / < у ) 

z = sin3/
система билан берилган эгри чизик.
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49 Ушбу л j jX, ydx-xdy
J  (x^ +  xy +  y2)2

AB

интеграл  учун, бунда AB эгри чизик Jк2+ у2= г2 айлана-
дан иборат,

|im<fe vb-rty  _ п
г—-О J (х2 + ху + у2)2

АВ

булишини исботланг.
Куйидаги эгри чизиклар билан чегараланган текис 

шаклнинг юзини топинг:
50. х?-\-у2 =  25 айлана билан чегараланган шакл 

(дойра).
51. x=acos t, y =  as\n t астроида билан чегараланган 

шакл.
52. x = a(2cos/ — cos2/), i/ =  a(2sin/ — sin2/) кардиоида 

билан чегараланган шакл.
53. (х? + у2)2 = (^(х2 — у2) лемниската билан чегара

ланган шакл.
55. (х-\-у)2 = ах(а>0) парабола хамда ОХ уки би

лан чегараланган шакл.

3-§. ГРИН ФОРМУЛАСИ
Юкоридан хамда пастдан [а, Ь\ да узлуксиз булган 

У — 4>i(jc). У = фо(-с) функция графиклари, ён томон- 
лардан эса х — а, х = Ь вертикал чизиклар билан че
гараланган (D) сохани— эгри чизикли трапецияни 
а̂райлик. Унинг чегарасини (контурини) dD билан 
елгилайлик. Маълумки, бу холда D = DUdD (20-чиз-М3 I.

г* __
узд 6 °  Р»е м а' У) функция D  сохада берилган ва 
др̂ хКу)ИЗ булсин. Агар бу функция D сохада узлуксиз

ду хУсусий хосилага эга булса, у холда

\ p (x, y)dx= - \ \ ^ < lxdy (21)
dD D

6Ьади.
Энди юкоридан y = d, пастдан у = с горизонтал чи- 

Клар билан, ён томонларидан [с, d) да узлуксиз булган
323



x=Wi(y), JT = Чг2(у) функция графиклари билан чегап 
ланган G сохани — эгри чизикли трапецияни к.ап а 
миз. Унинг контурини 6G билан белгилаймиз (21 ц 
ма).

21- чизма.

7-теорема.  Q(x, у) функция G сохада берилган  »*
узлуксиз булсин. Агар бу функция G  сохада узлу*
dQ(x,y) .a хусусии хосилага эга булса, у холда

J Q(x,y)dy = \ \ ^ y-^dy 
да о

булади.
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Энчи т е к и с л и к д а г и  F соха юкоридаги икки холда
- ц-зп соханинг хар биринииг хусуеиятига эга 

п ,,\ Ч;!мд ' Q(x, у) функциялар F да берилган
ва > > \: г!р бу функциялар F да узлуксиз
dftx.it} ' хусусий хосилаларга эга булса, у хол-
"  ду ' дх
да

5 Р( х, у )dx + Q(x, у )dy = \\(d9£ yJ — yJ )dxdy (23) 
at F

булади.
‘ Ода' 21), (2 2 )  на (23) формулалар Грин 

формула. u-милади. Купинча Грин формуласининг 
(23) кури! Iй : н фойдаланилади.

Айтай.п;:.. гекисликда чегараланган ёник бир 
богламли сохада Р(х, у) на Q(x, у) формулалар 
берилган h i уи>ксиз булсин. Бу функциялар F сохада 

дР(х.и) dQ(x.y)узлуксиз, ‘ ва (1х хусусии хосилаларга эга.
У холда куйидаги тасдиклар уринли:

1°. Агар F сохада
дР(х. у) _  dQ(x, у) 

ду дх

булса, у и да F сохага тегишли булган хар кандай 
А ёник 41 оуйича олинган интеграл

ф  Р{ х, у )dx + Q( х, у )dу = О
ИВтГ)улади.

_2°. Агар /' сохага тегишли булган хар кандай 
епик чизик. буйича олинган интеграл учун

ф  Р(х, y)dx-\-Q(x, y)dy =  О
к

бУлса, у холда
I

Р(х, y)dx + Q(x, y)dy (Л В ci F) ■
V-/ *• , •

А В

ИНТсгп ‘1 1
чизикк Л Ва В нукталарни бирлаштирувчи эгри 
боглut а, б°глик булмайди (ингеграллаш йулига

булмайди).

к
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3°. Агар ушбу
jj Р(х, y)dx+Q(x, y)dy (A B a F )

AB

интеграл А ва В нукталарни бирлаштирувчи эГ1)|. 
чизикка боглик булмаса (интеграллаш йулига боглик
булмаса), у холда

Р{х, y)dx + Q(x, y)dy
ифода F сохада берилган бирор функциянинг тулии, 
дифференциали булади.

4°. Агар
Р(х, y)dx + Q(x, y)dy

ифода F сохада берилган бирор функциянинг тулнк. 
дифференциали булса, у холда

дР{х,д) ^_ вО(х,у)
ду дх ,  5

булади.
Демак, юкорида келтирилган тасдиклар орасида

1 ° =► 2° =*- 3° =► 4° =>- 1°
муносабатлар уринли экан.

22- м исол. Грин формуласидан фойдаланиб, ушбу

ф x2dy —  jc2// dx
АВ

интегрални хисобланг, бунда АВ эгри чизик х~ + <Г=
— г2 айла^адаи иборат.

Равшанки,
j Р(х, у )= — х2у, Q(x, у) = ху2, ;

дР(х, у ) _  _  « dQ{ х̂  _  9 
ду ! ’ дх *

д(Цх, у) _  дР(х, у) _  о . 9 
дх ду У ‘ !

Грин формуласи (23)га кура

ф хy2dy — х2у Jx  = ̂ (x2 + у2 )dxdy Л
АВ

б у л а д и , б у н д а  F у ш б у  х2 +  у2̂ г 2 д о и р а д а н  иборЧ
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Шундай килиб, берилган эгри чизикли интегрални 
х и соб лаш  содда икки каррали интегрални хисоблашга
келади.

Икки каррали интегралда
Х = рС05ф, У = р51Пф 

алмаштиришни бажарамиз. Унда

23- м и с о л^Грин формулаеидан фойдаланиб, ушбу
ф V** +  У* dx +  у[ху +  in(jc -f }dy

= J
Л л.О о

булади. Демак,

Ав

•да ли  эгри чизик учлари 
нукталарда булган тугри 
н иборат (22- чизма). Бу

У

(Ъ4)

г
(з;г) (в;г)

О 3 6 X

22- чизма.
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Р(х,у)=  У *2 + Г .  Q(X, у) = у\ху+Щх+  V^2 + «/2)j ;

булиб, h
dPix̂ y) _  d( ) _  __ v___ .

V ?* * dy' ' ' V '?+ / ’; U l f l* * ‘ • » M «-.I- ?*.« 40i’ > ‘VTfiii
dQix.y) _  <̂ Mi</+>n(x+ V£2 + l/ )̂|y =  > H-1 \v vn# J

' V V*2+ / )  ■

булади. Грин формуласи (23) дан фойдаланиб топамиз

ф л[х* + у2 dx + у[ху + 1 п( д:+  ^ r  + if)]dy = ̂ dxdy.

дх

dQ(x^y) __ <5A>(jc, 
dx~ 5i/

Лв/1 L>

бунда АВ — юкорида — чизмада тасвирланган тугрн
туртбурчак контуридан иборат.

Бу тенгликнинг унг томонидаги интеграл куйидагича
хисобланади:

Демак,

ГГ 6 4 о .
'j'j y'dxdy =\dx\j y2dy = J dx =  56.
(F) 3 2 ** зН

a r\, - НЙ
Ф  ^x* +  tfdx + y\xy + \n(x+ -\fx2 + y2 )]dy = 56.

24- мисол.  Ушбу
*

\ (* +  (/)d* + (x—j/)*/#
(0 . 1)

эгри чизикли интегралнинг интеграллаш йулига богли 
эмаслигини курсатинг, сунг уни хисобланг. Бу интегр*
да Р(х, у) = х + у, Q(x, у) = х — у 
булади. Равшанки, бу функциялар узлуксиз 
узлуксиз

дР(х, У) _  , d Q ( x . y ) _ .
Я

хусусий хосилаларга эга. Иккинчи томондан,



дР(х, у) _ _  dQ(x. у) 
ду дх

йулига
интег-йоглик булмайди. Шу имкониятдан фоидаланиб,____

аллаш йулини шундай танлаймизки, берилган эгри 
ч и з и к л и  интегрални хисоблаш осон булсин. Интеграл
лаш  эгри чизиги сифатида 2 3 - чизмада курсатилган 
синик чизикни оламиз.

Интеграл хоссасига кура

й'тади. Демак, берилган интеграл инт. i рлллаш i

(О : <) (г.)

23- чизма.
(2.3) (2.1)
5 (* + y)dx-\-(x — y)dy =  ( (x +  y)dx +  (x — y)dy-\-

( o .n

12.3)

+  \ (x  +  y)dx +  (x — y)dy
(2. 1)

булади. Равшанки,
(2,!’ (2.1)
) (x +  y)dx +  (x — y )d y =  ( (x +  y)dx =

r\ i , J
(0. 1)(0,1)

A
—  ^(JT+ 1 )dx —  4,

0
r (2.3)
J (x +  y)dx +  (x — y)dy=  \ (x — y)dy ='h J

(2. 1)

3

= \(2-y)dy = 0.

(2.3)s
(2. 1)
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 ̂ (x + y)dx + (x — y)dy = 4 + 0 = 4. Ч
(0. 1)

25- м и с о л. Ушбу
ф (Зг2 + у)(1х + (х — 2y*)dy=0

'•'Я1*' • • • ■> к
тенгликнинг уринли булишини исботланг, бунда /( эгри 
чизик учлари (0,0), (1,0), (0,1) нукталарда булган 
учбурчак контуридан иборат.

Берилган интегралда
Р(х, у)=3х? + у, Q(x, у) =  х?-2у2

булади.
Бу функциялар текисликда узлуксиз хамда _

дР(х, у± _  . dQ(x, у) __  . 
ду дх

узлуксиз хусусий хосилаларга эга булиб,
дР{х, у) _  д(Цх, у) 

ду дх

булади. Унда юкоридаги 1°-тасдикка биноан P(x,y)dx-\- 
-f- Q(x, y)dy нинг ёпик контур буйича (берилган учбурчак 
контури буйича) интеграли нолга тенг булади:

ф (З*2 + у )dx 4- (дг -  2 у2 )dy = 0, 
к

26- м и с о л. Ушбу

(Зх*у — У х +( jc3 -  x f  )dy

ифоданинг бирор F(x, у) функциянинг З ?
ренциали булишини курсатинг, сунг шу ФУ ^  
топинг.

Бу ифодада

Р(х,у)=3х2у -  Q(x, у) = х3-ху2 ^

Демак,
(2,3)

булади. Уларнннг хусусий хосилалари .
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яан и борат. Демак, Р(х, у) ва Q(x, у) функциялар
узлуксиз хосилаларга эга ва

уНЛа каралаётган ифода 3°-тасдикка биноан бирор 
F(x, у) функциянинг тулик диффереициали булади:

деб оламиз. Бунда (хо, у о) текисликда тайинланган 
нукта, (х, у) эса узгарувчи нукта. Интеграл эса шу 
нукталарни бирлаштирувчи бирор эгри чизик буйича 
олинган.

Модомики, (24) интеграл интеграллаш йулига 
боглик эмас экан, унда (хо, уо) нукта сифатида (0,0) ва 
интеграллаш эгри чизиги сифатида 24-чизмада тасвир- 
ланган синик чизикни оламиз.

дР{х, у) 
ду

dQjx.y)

dF(x, </) = (ix?y — y.^dx + (xs — xy2)dy.

Энди F(x, у) функцияни топамиз. Уни

F(x,y) =  J P(x,y)dx+Q(x,y)dy (24)

У

(Х.У)

О (х.о) X

f

24- чизма. ‘ч .ti БI .*
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F(x, у)=  \ (ЗлЛ/— 3 )dx-\-(  ̂— xyl)dy~
(0.0)

=  ̂ (?>х2у — у*-У1х + (хя-  ху2)dy +
(0.0) . 9

-f j (3x2y — ŷ -)dx + (x* — xyl)dy =
(х.О)

(х.О) •> ( V *  . - 3
= j (Зх2// — 1 )dx+ \ (x3 — xy2)dy =  x3y —  p i

(0.0) <х-°>

Интеграл хоссаларидаи фойдаланиб топамиз:

Д емак. tv . ..ч Л.. ху'F(x,y) = x3y- 3 '
Мисол ва масалалар

Грин формуласидан фойдаланиб, куйидаги эгри чи
зикли интегралларни хисобланг:

56. ф  (x  + y f d x — ^  + y^dy, бунда К — учларн
к

( 1,1), (3,2), (2,5) нукталарда булган учбурчакнинг 
контури.

57. (Ь(1 — x;2)yd x  +  x ( \ + y z)dy  , бунда К ушбу

х2 + у2= =г2 айланадан иборат.
58. ф ( x y  +  x  + y)dx + (xy + x — y)dy, бунда К ушбу

к
.22 2

Т + Т2 = 1 эллипсдан иборат. 
а Ь

59. фе1(1 — cosy)dx — (у  — siny)dy\, бунда / С . | И

0 < *< л , 0<//<sinx соханинг контуридан иборатлв
60. ф  2( jc2 + y*)dx+(x + yfdy, бунда /С — учлар»

(1,1), (2,2), (1,3) нукталарда булган учбурча* |И  
контури. Ж

61. Ф  бУида Л — учлари (Г°)> '
к
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/ —1,0), (0, —I) нукталарда булган квадрат контури
дан иборат

Купил -и <гри чизиадя интегралларни интеграллаш 
йулига бог. I мк эмаслигини аиикланг, сунг уларни
хисобланг.
И ?  (2 .3 )

65. ', ! ! 'iy'-\-5y)dx + (5x — Ьху — Ay)dy.
(0.0 > - ■ ‘
(1.2)

t  66. \
(2.1)

67.  ̂ (  1 ~  C0S 'х V х + ( sin x ^cos^ )^-

Куйилаги ифодаларнинг бирор F(x, у) функциянинг 
тулик диффер^щиали булиши ёки булмаслигини аник- 
ланг. Агар > гу.шк дифференциал булса, Г(х, у) функци
е й  той и н г:

62. \ xdy + ydx.
(-1.2)(-1,2)

64.  ̂ 11 < у — 1 Ь г у  )dx+ (2х*—■ 5х3 + 7 )dy.
(ОД
0.1)

71. (ЗхУ  _  ул + 4X)dx+( 2хV  -  Злгу2 + 5 )dy.

74. ■ ~Л?У±$y2)dx+ ( ) ? — 2ху + y2)dy 
(х+Уf
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X IX  боб
СИРТ И НТЕГРАЛИ

Фазода ушбу
z = z{x, у) О)

тенглама билан аникланган (S) сирт берилган булсин 
Бунда Z(х, у) функция (D) сохада ((0)с=У?2) берилган 
функция булиб, у шу сохада узлуксиз Z'x(x, у), Z'/x, 
у) хосилаларга эга.

Маълумки, бундай сирт юзага эга булиб, у куйидаги

I. Ин т е г р а л  та ър и ф и .  Юкорида айтилган 
(S) сирт берилган булсин. Бу сиртнинг булиниши, 
булиниш булаклари ва диаметри тушунчалари аввал 
каралган [а, 6] сегментнинг булиниши, (D) соханинг 
булиниши каби киритилади ва ухшаш хбссаларга эга 
булади.

Айтайлик, f(x, у, z) функция (S) сиртда ((S )c  
сzR3) берилган булсин. Бу сиртнинг Р  булинишини ва 6> 
булинишиинг хар бир (S*) булагида (ft =1,2,...', п) ихтиё
рий (I*, г]*, £*) нуктанч олайлик Берилган функциянинг 
(Ь , Ць, W  нуктадаги киймати /(?t. гц., и) ни (S t )  сирт
нинг Sk юзига купайтириб, куйидаги йигиндини тузамиз.

S =  §ф+г'}Ц;х,у) + П X , У)dxdy
<«>

формула оркали хисобланади.

1-§. БИ РИ Н ЧИ  ТУР СИРТ И Н ТЕГРА Л Л А РИ

П

*=I
Одатда (2) интеграл йигинди дейилади.

(S) сиртнинг шундай
(3)

д и ам етр ^ '
Pi

булинишларини караймизки, уларнинг мос 
ридан ташкил топтан

/п -*■ оо
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булинишларга нисбатан f(x, у, z) функция- 
нг (2) куринишдаги йигиндиларини тузсак, ушбу

а и .... <Jm. J  (4 )
кетм а-кетли к  хосил булади. Агар (S) сиртнинг хар 
кандай  (3 )  булинишлари кетма-кетлиги олинганда 
уям унга мос (4) кетма-кетлик (I*. г|А, £*) нукталарниЛ ’ Л ллиии III ига (WllLJtf Мпи^оп ---  „„....ота н л а б  олинишига боглик булмаган холда, ха мма 
вакт битта / сонга интилса, бу / сон ст йиги1 
лимити дейилади.

йигиндииинг
ЯП1И «--  —
I - т а ъ р И ф. Лгар А^-кО да /(х, у, 2) функциянинг 

интеграл йигиндиси а че/сли лимитга эга булса, f(x, у . z) 
функция (S) сирт буйича интегралланувчи дейилади, Бу 
йигиндмнинг чекли лимити I  эса f(x, у, 2) функциянинг 
биринчи тур сирт интеграли дейилади ва у

каби белгиланади:

ft/U. У, Z)ds
(S)

S 0A=1

2. Ин те гра лн инг  м а в ж у д л и г и .  Фараз килай- 
лик, R' фазода (S) сирт z=z(x, у) тенглама бллан 
берилган булиб, z(x, у) функция чегараланган (D) сох.ада 
узлуксиз ва (О) да узлуксиз z^x, у), z’ix , у) хус\гсий 
хосилаларга эга булсин.

1-теорема. Агар f(x , у, г )  функция (S )  сир»тда 
ерилган ва узлуксиз булса, у холда бу функциянинг 

(of снрт буйича биринчи тур сирт интеграли

*звжуд ва
\\f(x, У, z )ds
(S)

У, z )d s= \\ f(x , у, z(x, у ) )  X
(S> ( D )

X  V1 +  * \ ( х> у) +  z 'l(x , у )  dxdy
Ул»Ди.

беРилгам л» Фаз°Да (S) сирт х=х(у, z) тенглама билан 
Узлуко улиб> Х(У< г) функция чегараланган (D) со ха-

Х<5снлаляпИг3 83 (D) Да УЗЛУКГИЗ ^ У . г), х^у, z) хусусий■"аРга эга булсин.



3"икланга 
ЭС£< AOS 
4 УЗлуксцзУуЧбУРч* кдаКамда ибоР а т Л И р

илаларга

2-теор ема .  Агар /(х, у, г ) функция ( S )  сиртДа 
берилган ва узлуксиз булса, у холда бу функциянинг 
( S )  сирт буйича биринчи тур сирт интеграли

) у ( х> У, z)ds
(S )

\\f(x, у, z)ds =  \\f(x(y, z), у, Z)yj\ + x 'l(y , z ) +  x 'i(y, z )d  d
is! i")
мавжуд ва
булади.

3. И н т е г р а л н и н г  хоссалари .  Биринчи тур сирт 
интеграллари икки каррали интеграл хоссалари каби
хоссаларга эга. Биз уларнинг айримларини келтирамиэ.

1°. Агар f(x, у, z ) функция (S )  сирт буйича интегралла- 
нувчи булиб, (S ) = (S|)U(S2> булса, у холда

ЭД/( х, у, z )d s= § f(x , у , z)ds-\r §f(x, у, z)ds
(S) (S,) ' (Sj)

булади.
2°. Агар f(x, у , z) функция (S) сирт буйича 

интегралланувчи булса, у холда c-f(x, у, г) хам 
(с — const) шу сирт буйича интегралланувчи булади ва

§c-f.(x,y,z)ds =  c-ЭД/(х. у, z)ds
(S ) (S )

тенглик уринли булади (с — const).
3°. Агар /(лг, у, z) ва g(x, у, z) функцияларнинг хар 

бири (5) сирт буйича интегралланувчи булса, у холда 
f(x, у, z)zkg(x, у, г) хам шу сирт буйича интеграллануа- 
чи булиб,

^ Ы 1+ У'2г(г,х)+//г2—  
' •мисол.  у шбу ■»' dzdx

сирт интеграли,{й
Я(бдг 4 У Ч~ 32 )ds

кУйидаги

| / (х ,  у , г )± « (* .  г/, Z)ld s= |/ (x , у , 2)d s± |g (* . У- ^ " ^ ^ ' “^ н т д а г и  КИсми

х+гу+зг

х+г</*к

ч“зма.

булади.
4. Ин т е г р а лн и  х и с о б л а ш . Юкорида ке̂  

рилган теоремалар функциянинг биринчи тур сирт 
гралларининг мавжудлигини тасдиклаш билан бир 
торда уларни икки каррали интеграллар оркали 
ланишини хам курсатади. Бинобарин, сирт интеграллУ 
икки каррали интегралга келтириб х и со б л а н а д и ..Д  
куйидаги формулалардан фойдаланилади:
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г

(S) сирт берилган
/(х, у, z) = 6x + 4y + 32 

функция эса шу сиртда узлуксиз. Унда (5) формула 
кура

ЭД(6х + Ay + 3z)ds =  ЭД(6х + Ау + 3 • ^ 6  -
(S) (D)

-х-2у))-  л / l + ( ~ ) Ч ( - у fd x d y  
v

булади.
Энди икки каррали интегрални хисоблаймиз:

§[6x + 4y + (6 - x - 2 y )]^ J\  + \dxdy =
(О) V г 1— П I  ̂ &
= - ^  ^(2x + 2i/ + 6)rfx£ty = \ - \ dy \ (5дс +

(D ) О О

+ 2# + 6)dx= 2-х2 + 2 ^  + 6*] | J . '"dy =
О

= 2-^14( j - —5«/2 + 21у)|* =  54уГ4.

Демак,
(̂6x-j- 4i/ +  3z)ds =  54 т/14.

(S )

2- м исол. Ушбу
,(x +  i/ +  z)ds

интегрални хисобланг, бунда (S) сирт х2̂ -»/2 
= г2 сферанинг z = 0 текисликнинг юкорисида ж°
лашган кисми.

Каралаётган (S ) сирт

К11*’
2= yjr2 — X* — у2

тенглама билан ифодаланади. Бунда Z = Z(x, у) ФУ”^-. 
(D) = {(x, y)£R2:x + yz<r*} да узлуксиз хамда узлу*.

■ '  v ' - ' '
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х у с у с и й  хосилаларга эга. Бу (D) соха 2= ^г2—х2 — у2
сиртнинг хо у текисликдаги проекциясидир.

(S) сиртда /(*, у, z)=x + у-\-г функция узлуксиз. 
Унда (5) формуладан фойдаланиб топамиз:

jjjj( x + y + z)ds =|jj< х + у + л/r2 — х* — у2 )Х  

X  V 1 + z'x(x, y ) +  z'Kдг,

Агар
V1 + i/) +  2,2(x, г/) =

f. ' V 1 +(тЙ17) +(~ j’ “■ ' 5 * \ ; ; I 
r

~  V X r^ r/
И ... • ‘ > • ‘ - f N .• .* »- <т
булишини эьтиборга олсак, у холда

g u + # + 2 * s . ^ _ ^ _ +1) ^

булади.
Эиди икки каррали интегрални хисоблаймиз. Бу

интегралда ушбу
x = pcos<p, у = psirKf 

алмаш!иришларини бажарамиз. Натижада

р е  v +1)х ̂  ! [1 ( +1
|  - Ю +(<W’**-

• •• , ■ 2- • ■; II.-. -V ; •
=  J (cosq> +  si Иф)£?ф \ 2л • -£ =  nr2 ' 1

1 , 0  П V^-P2 ^



булади. Демак,
§ ( x + y  +  z)ds=*nr\
(.<)

3- м и с о л. Ушбу

(Si

интегрални х,исобланг, бунда (S) сирт x=~\jb2~ y 2 Ш|. 
лиидрик сиртнинг z = 0, z = c (с>0)  текисликлар ораси
даги кисми. _____

(S) сирт x=^Jb'2 — y2 тенглама билан берилган. Бу
х = ^ Ь 2 — у2 функция [ — ft, Ь\ да узлуксиз булиб,
( — Ь, Ь) да узлуксиз.

V ^ - 7 ’ *‘ =0
хусусий хосилаларга эга. (S ) сиртнинг OyZ текисликлап 
проекцияси

(D )= {(y, z)£R2:x =  yjb2—у1, 2 = 0, z =  c} =  .
= {(z/, z)£R2:- b ^ y ^ b ,  0< 2< с}

булади.
f(x, у, z) = x(y + z) функция (S) сиртда узлукси 

(5) формуладан фойдаланиб топамиз:

ĵc(0 +  z)rfs =  ̂  л[ь2- у 2(у + г)- л / \  +Y2ZTJ- dydz^
(S) (О) V

= b§(y + z)dydz.
(«)

Бу тенгликнинг унг томонидаги икки карра' 
интегрални хисоблаймиз:

b[[(y + z)dydz = b  ̂ ( \j (y + z)dz)dy =
0

= Ь (yz+-2-) dy = b  ̂ (ci/ + -̂  W'/==
— Ь г—О —Ь
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§x(y + z)ds = b2c2.
(S )

4- м и с о л. Ушбу
Ц(3^ + 5г/2 + 322- 2 )^
(S)

Д ем ак ,

интегрални хисобланг, бунда (S) сирт у — ко
нус сиртнинг у = 0, у = b (Ь>0) текисликлар орасида
ги кисми (26- чизма).

(S) сирт у — ^х*-\-г? тенглама билан берилганини 
эьтиборга олиб, интегрални хисоблашда

|/(*. У. Z)ds =  §f(x, y(z, X), z) д/Г+ ?i+ 7 \ dzdx

Ф°Рмуладан фойдалаиамиз. Бу холда (D) coxa (S ) сирт- 
Инг хОг текисликдаги проекцияси булиб, у (P ) = {(*,z)€

^  •Jc2 + z2̂ 6 2} доирадан иборат булади. у = aJ x2 + z2
^ нкциянинг хусусий хосилалари эса

■ - Уг= v A ?
Г̂а тенг- Натижада



^(З*2 -\-Ъу2-\-2>z2 — 2 )ds— [̂Здг2 -(-̂ Кх2 -f-z2)̂ - З22 —2]>̂

xV lT( '^ F ( ^ ?  1 ш ‘= *

=  ^ § [3 ( S  + z2)-2)dzdx
(О)

булади.
Кейинги тенгликнинг унг томонидаги икки каррали 

интегралда узгарувчини куйидагича
х =  рсоэф, z = psir^ (0<ф <  2л, 0<р<6) 

алмаштириб хисоблаймиз:
2л ь

/2  ^ [ в ^  +  г2) — 2]dzdx =  д/2 5 * $(8Р3 — 2рУ*рУ*Ф =
(О 5 о

2я

= V2 ((2р4- р 2)1^Ф= V2 -2л-й2(2й2-1).
О

Демак,

^(Зх* + Ъу2 + Зг2 -  2)ds = 2 /2 л62(2й2 -  1).

5- м и с о л. Ушбу

ЭДУ^+у2^
(S )

интегрални хисобланг, бунда (S) сирт куиидаги

х*+И ^ = 0 (0< z< 6)

конуснинг ён сиртидан иборат. 
(S ) сирт

г =  ̂ -Ух2 + 1/2 (0< z< b)

аникланган булиб, унинг Оху ч** 
(D)={(jc,^/)e/?i :-c2 + ̂ 2<^2} булади

трКИ̂1тенглама билан *»■«* ««uuur лги <с
даги проекцияси
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ФУНКЦИЯ узлуксиз хамда узлуксиз хусусий

хосилалар
г.—- Ьх

Г» % и Ьу
ал/ J+ yа

га эга. Бу сиртда берилган f(x, у)=  + функция 
узлуксиз. Шуларни эътиборга олиб, (5) формуладан 
фойдаланиб, топамиз:

+ = й  Л ^  + У2 ■ V* + z'2z + ̂ ldxdy =
(5) (О)

= • ] [ '№ + * dxdy.

Энди икки каррали интеграл

¥x2 + y2dxdy

ни хисоблаймиз. Бу интегрални хисоблашда ушбу 
х = pcos<p, y = psin<p. 

алмаштиришларни бажарамиз. Натижада

W ^ + y 2 dxdy=  5(Sp2dp̂ /4>=s'?̂ L
(О) о о

булади. Демак,

6- м и с о л. Ушбу
j^U^zlrfs

И-ц7рални хисобланг, бунда (S) сирт куйидаги z = x2 + 
oDa„,а л̂анма параболоиднинг 2 = 0, 2= 1  текисликлар 

рДари кисми.
пр0Ркавшанки. бу (S) сиртнинг Оху текислигидагиК̂ЦИЯСИ
доип (°)= {(х,

адан иборат булади.
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(5) формуладан фойдаланиб топамиз:
^ U i / ^ + y 2)! д / и -г'1 + z 'l dxdy =

(S ) (О)

у2)\ху\ л[\ +4(х2 + у'*)dxdy .
(О )

Икки каррали интегрални хисоблашда юкоридагидек 
х =  рсовф, у = psintp (0^ р ^  1,0 2л)

алмаштиришни бажарамиз. Натижада

ЭД(*2 + 02)1*'/1 V 1 +M*2 + y2)dxdy =
( О)

Д /2 I ____________

=  4  ̂  ̂(рсоэф• рэшф• р2 у 1 -f Р2 )pdp)£hp =
о о

= 2 jps. V 1 + V  "dP = ~ ~42б~~ 1о
булади. Демак,

|U yzM 5 = - 25̂ >-~ -.

7- м и с о л. Ушбу

^ (^  + ̂  + zx)ds
(S )

интеграли^ хисобланг, бунда (S) сирт куйидаг* 
2= ух2 у2 конус сиртнинг x2-j-y2 = 2ax ц и л и н д р и к  сир»
билан кесишган кисми.

(S) сиртнинг Оху текислигидаги проекцияси
(0) = {(jc, y)£R2: (x - a f  + y2̂ a 2}

доирадан иборат булади.
(5) формуладан фойдаланиб, топамиз:

[[(xy + yz + zx )ds = ху + у ̂ J7+  У2
(S) (О)

+ x^x2 + y2)^ \+ z ,2I + z'ldxdy.

+
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2 =

и эыиборга олсак, унда юкоридаги икки каррали
интеграл ушбу ____

ф ^ х у + у л / х ^ + у 2 + * Л fx? +  у2 )dxdy
(D)

куринишга келади. Бу интегралда
Jt  =  rCOS<p, */ =  Г 5 Ш ф  

алмаштириш бажариб хисоблаймиз:

л/2 §(ху +  у f e  +  y2 +  х^х* +  у* dxdy =
( О )

2л 2acosq>

= 2т/2  ̂  ̂ (г2СО$ф-51Пф-(-Г25|Пф +  Г2СОЗф)/-̂ г)й?ф =
о о

л/2

=  8д/2а '  ̂ ( С05ф5Шф-|- в1Пф -J- С05ф)С0Я4ф^ф =
о

=  8 ■ -̂ /2 • a4 J (1 -  t2f d t = - 1f- a \

Демак,

5. И н т е г р а л н и н г  б а ъ з и  б и р  т а т б и к л а р и .  
Иринчи тур сирт интегралларидан сиртнинг юзини, 

^ассасини хисоблашда, огирлик марказининг координа- 
,ал„аРини, шунингдек инерция моментларини топишда
Ф°йдаланилади.

* ■ (5 ) сиртнинг юзи

S  =  \\ds

Р^ула билан топилади. 
масса' Агар (5) сирт буйича зичлиги р(х, у, z) булган 

ТаРкатилган булса, унда (S )  сиртнинг массаси

m =  ̂ p(x, у, z)ds
(S)



3°. (S )  сиртнинг огирлик марказининг координата!

У' Z)dS' 9о='т §УР(х. У• ?)ds,
IS) (S)

Zo = ~t\\Z(̂ X' У' Z)d*fS* • *»

булади.
4°. (S )  сиртнинг Ox, Oy, Oz координата уадариг» 

нисбатан инерция моментлари мос равишда ушбу ':Я

К  =  \\(22 +  У2)-Р(*> //. z)rfs, /,, =  Ц(л2 +  У2) ■ р(дг, у, z )d s ,
( S )  ( S )

! г =  -г2 - fr )-  р( х, у, z)ds
(S )

формулалар билан топилади. t-1̂ ^ B
(S )  сиртнинг Оху, Oxz, Oyz координата текисликлащ 

га нисбатан инерции моментлари мос равишда куйида- 
гича булади:

/,, =  ̂ -?"()(.V, у, z)ds, , хг=^Уг9(х, у, z)ds, 

>yz =  ̂ 2|j(^. у, z)ds.
(S )

8- м и с о л .  Ушбу z2 =  2xy тенглама билан берилган 
конуснинг биринчи октантдаги хамда х =  2, х=4  те- 
кисликлар орасида булган кисмининг юзини тонинг. 

Изланаётган сиртнинг юзи

Энди 
zc

'-S-
(St

ds

формула билан топилади. Бу сирт интеграли (5) форм) 
лага кура

5 = \ \ d s = S  W 1 + 2  ̂ + г > 2 у  d x d y

(SI (V I  :

булади, бунда (D ) coxa (S )  сиртнинг Оху т е к и ф и п Я
проекцияси:

(/J) =  {(jr, y)£R2:0 < х <  2,0< у <  4}. Л |

d х —

\ =  ( \ 2 х У  Ь  —  у/2 '  ~ \ j*  '  г *  (  ^ '2 х у  Ъ  v '2  " V у

I булишини эътиборга олиб,

К  s-\\ \ '+ ; - + $ * 4 - ^ K V ? +| Д

КйСлишини топамиз. Кейинги икки каррали интеграл
I I  ку'йилагича хисоб-,|анади;

■  ^(Vv+V^-5' (£»

I  =>iri(v?+v̂ >
о L  O '

В  = ^ | ( 2^  + з-Д/т)|
0 у —  0

' К  +
о

Демак, S =  16.
9-м исол .  Хар бир нуктасидаги зичлиги шу нукта- 

лардан координата бошигача булган масофа квадратига
пропорциона.I булган ушбу

9~ 2 2Г » z
ярим сферанннг массасини топинг.

Шартга кура

р(х, у, z) =  k-(x2 +  y2 +  z2)
булиб, бунда k пронорционаллик коэффициентидир.

Масса ни топиш формуласи (6) га кура

т  =  ̂ /г( х2 +  у2 +  z*)ds
б ,  <s > ______________

аДч Ьу ерда (S )  сирт х =  д/г2 — у2 — г2 ярим сфера- 
Дан иборат булиб, унинг Oyz текисликдаги проекцияси

До,„, (D) =  {(x,y)£R2:y2 +  zi^ r 2}Рада п иборат.
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(5) формуладан фойдаланиб, топамиз: 

т  =  \\к{ х  +  ц~ +  г2 )ds =  к г  -  у'2 -  г2 +  у2+ У  х  Щ

X  ЛJ\+ x *¥ +  x*dydz .

IS)

Равшанки,

1 + х ]  +  х ? = \ + ( л ! ? - у 2- z2 У1 +  

+ ( л[г1 — у2 — *2 )1= 1Г2-У2- г2’

Натижада

т  - krW ' — ^dydz

тенгликка келамиз. Бу икки каррали интеграл#* 
хнсоблаш учун • <

//= asiii(|. г  =  асоЯф
.•■лмлштиришни бажарамич. Бупд.-i '• J  i. О^сн-

й ~ n  ~V~~2dydz=  S (1 7?S:'V(F=̂ B(/)! VГ -У ~2  о \  О \ Г /
2л г

=  ~  \ (  ̂' { d i r 3- d 2))dif— .:̂
О О

• 2л =  2лг.

Демак,

т  =  т А \ -  ^ ~ = 2я К

10 ми со  л. Ушбу х2 -\- у2 +  г2 =  г 2 т е н г л а м а  
берилган бир жинсли сфераниш биринчи октада^ 
жойлашгап булагининг Ог укка нисбатан инвда 
моментини топинг. :
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I  Сфер* r'” P -кипели булганлиги сабабли таркатилган 
масса„ян| -зичлиги узгармас булади. У „ и I га тенг S I S
0ЛН1Ч мумкин. (>(.Y, I/, z )=  1.

Из.1 знаётган инерция момент и

l z= § (X 2-\-y2)ds
(S )

формула оилан топилади, бунда (S )  сирт

V ^  — (-0 0 , (/> 0, 0)

ж Р« ; г  л ; г ' али- ю ' орпда,'в с,,рг

В  /,=5(д-! +</!№ = 5 5 (^ + ^ ) .  ф - ^ р г + ^ м
(Ъ) (О ) ' и

булади, бунда (D ) coxa (S )  сиотнинг n v v
проекцняси: ' СИРТНИНГ ° л У  текислигидаги

Г  (£>)-К*. » ) б ^ + », < Л  , > о. »> о }.'
К  Р а в ш а и к и,

-  - *

Унда

«О » У г 2~ х г~ ,
dxdy



Мисол ва масалалар
I. Ушбу

\ (x+ y +  z)ds
<S)

интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт
{U.(/,z)Ptf! :0 < * <  1, 0 < ы <  1, 1} . .

кубнинг ташки кисмидан иборат.
2. Ушбу ^ds интегрални хисобланг, бунда ($ ) сир|

(S)

x-\-y +  z — a текисликнинг биринчи октантда жойлашгяЯ 
КИСМ и. J

3. Ушбу Qxds интегрални хисобланг, бунда (S )c h ||

куйидаги z=  д/l — х2 — у1 ярим сферадан иборат. |
4. Ушбу

Ц(ДС* +  ̂  +  32*)Л

интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт г — д/х^ШИ
тенглама билан берилган сиртнинг г==0, г=-К,|^И 
кисликлар орасидаги кисми.

5. Ушбу

^ (y  +  z-f \jal — xi)d s
<S)

интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт куйидаги 
х2 у1 =  а2 цилиндрнинг z =  О, г — 1 текисликлар 
орасидаги кисми.

6. Ушбу
§(z* +  x2 +  y*)ds

интеграл
ярим

5)
хисобланг 

сферадан иборат.
бунда (S )  сирт у- \ J r - M

7. Ушбу

5х2 +  Зу2 +  Зг2 +  4 )ds
(S)

интегрални хисобланг, бунда ( S )  сирт к.Уйш
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x^~\Jy2~^z~ тенглама билан берилган сиртнинг х — 0, х — 
текисликлар орасидаги кисми.

8. Ушбу
-V +  2у-г2-)- у ' -f- z')ds

<si
интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт х -f-у -(-z =  2 те- 
нисликнинг y- +  z*=  1 цилиндрдан ажратган кисмп

9. Ушбу
ЭДг/U +  zKs
(S)

интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт у =
тенглама билан берилган сиртнинг х =  а текисликлаи 
орасидаги кисми. н

10. Ушбу

V1 +*2 ~Ь у2 ds
№

интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт г = х у  (х > 0  //>

d + W - 8 £ " , I »  “ “ * *  '  с Г р,-/«Гг^  V /  цилиндрдан ажратган кисми11. Ушбу

V I +  9х2 -j- 9г2 ds
(5)

Я м Г г  * ИС()б2анг’ б-унда (5 ) сир: куйидаги у =  3хг 
иглача билап берилган сиртнинг (x2+ y2f  = Sxz ци- 

•'«ндрлан ажратган кисми. У ’ 1
12. Ушбу

^(l+ ^+ lz + z)2^

v>0 2> ()6ЬрНиГ’ 6унда (S) СИРТ x + y + z=  1 13 г ^г()) текисликдан иборат.

2*  +  2*/ +  г =  8а
„,КИ̂ 1ИКНИНГ X 2 -U п 1 __-»2

С*И«И1П юзини топинг ЦИЛИНДр ичида жойлашган
У|ЛОу

Чи,,и *2 +  < / W

1°ЗННи Тонин,-// +  г==0 ва г =  0 текисликлар орасидаги
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сферанинг x2 +  y2 =  2az параболоид ичида жойлащГан 
кисмининг юзини топинг.

16. Зичлиги [>(x,y,z) =  x2 +  у г +  г булган ушбу

2=  д/г2 — х2 — ̂
ярим сферанинг массасини топинг.

17. Зичлиги р(х,у,г)=х2+ у 2+ г  — 2 булган ушбу
22 =  9 — х2 — у2

п «гсиртнинг z =  0 текислик билан кесишган кисмининг 
массасини топинг.

18. Зичлиги р(x,y,z) =  x2 +  y2 +  z2+ l  булган ушбу

У +  дД2 +  22

сиртнинг у =  0 ва у =  1 текисликлар орасидаги кисми- 
нинг массасини топинг.

Зичлиги узгармас булган куйидаги сиртларнин! 
огирлик марказини топинг:
, 9 .  +  у 2 +  а 2 ^ Г 2 { х  >  0  у  >  0 )  2  ^  0 ) .

20. 2=  yjr2 — х2 — у2 (х ^ О , y^z0, х +  у ^ г ) .  .
21. fl222 =  ft2(jC2-l-«/2), 0 < 2<fc.

Зичлиги узгармас булган куйидаги сиртларнинг 01 
укига нисбатан инерция моментларини топинг:

22. х2 +  у2 =  а2г2 (0< 2<  1).
23. х2 +  у2 =  2az (0^ 2^ а).

2-§. И ККИ Н ЧИ  ТУР СИРТ И Н ТЕГРАЛЛАРИ
Фазода (S )  сирт z =  z(x,y) тенглама билан аник 

ланган. Бунда z(x,y) функция (D ) сохада ,((^)с 
с—R2) берилган, узлуксиз хамда узлуксиз хусуси1 
хосилалар z'i(x,y), z'4(x,y) га эга. (О ) соханинг чегарз1' 
эса булакли-силлик чизикдан иборат булсин,

(S )  сиртда унинг чегараси билан кесишмайди 
k ёпик чизикни олайлик. ( jc0, уо, zo) нукта СИРТ в3 
k ёпик чизик билан чегараланган кисмига тегишл 
К„ шу ёпик чизик k нинг хОу текисликдаги проеК 
булсин. 1Ик^

Сиртнинг (хо, i/oZo) нуктасидаги уринма текИ '̂гць.' 
шу нуктада перпендикуляр утказайлик. Бу нерпе 
ляр

15. Ушбу
х*+ у2 +  з? =  За
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нинг м у с б а г  йуналиши деб шундай йуналишни оламизки, 
унинг учидан каралганда иккала k ва kn ёпик 
ч и зи к л а р н и н г  йуналишлари мусбат булади." Унинг 
м а н ф и й  йуналиши эса шундай йуналишки, унинг учидан 
каралганда kn нинг мусбат йуналишига k нинг манфий 
й ун ал и ш и  мос келади. Перпендикулярнинг мусбат йуна
лиши буйича олинган бирлик кесма сиртнинг (*о, уо, 
zo) нуктадаги нормали дейилади. Нормалнинг Ох, Оу
ва Ог укларнинг мусбат йуналишлари билан ташкил
ки лган  бурчакларни мос равишда а, 0, у дейилса, унда

cosa=
V

cosp = - -j  - ; -  г  (9)
y i+ z '2 + 4

COSY =e-T=i===-- 
\ l + * ' x  +  z 'g

булади. Булар нормалнинг йуналтирувчи косинуслари 
дейилади. —

Сиртнинг устки томони деб унинг шундай томони 
олинадики, бу томондан каралганда иккала k ва kn ёпик 
чизикларнинг йуна^шлари мусбат булади.

Сиртнинг устки томони каралганда kn билан чегара
ланган текис шаклнинг юзи мусбат ишора билан, пастки 
томони (иккинчи тоуони) каралганда манфий ишора 
билан олинади.

1. И н т е г р а л  т а ъ р и ф  и. /(jc, у, z) функция (S )  
сиртда берилган булси^. Бу сиртнинг маълум бир томони- 
ни (ёки устки, ёки остки томонини) карайлик. Сирт
нинг Р  булинишини ва бу булинишнинг х.ар бир (S*) 
булагида (k = \ , 2, ..., п) ихтиёрий (£*, т]*, £*) нукта 
олайлик. Берилган функциянинг (£*, г|*, £*) нуктадаги 
Д?*;, г]*, £а) кийматини (Оху, Oyz, Огх) текисликдаги 
проекцияси (D k) ((D j,), (D "  *), (D "  *)) нинг юзига купай- 
™Рилиб, куйидаги интеграл йигиндини тузамиз:



(S )  сиртнинг шундай
Ри Ри  .... Рп, (1,

булинишларини караймизки, уларнинг мос Диаметрла, 
ридан ташкил топтан

К , ' К ?...... V . ’ -

кегма-кетлик нолга интилсин: lim >^ =  0.
I l l  - ► с »

Бундай Рт ( т =  1,2, ...) булинишларга нисбатан
f(x,y,z) функциянинг интеграл йигиндиларини туза

миз.
Натижада

0|, а2, .... <Тт, ...

кетма-кетлик хосил булади. Агар (S )  сиртнинг 
кандай ( 11) булииишлари кетма-кетлиги Ж 
олинганда хам, уига мос {от } кетма-кетлик, (§*, т|*, 
нукталарни танлаб олинншига боглик б^лмаган хо, 
хамма вакт битта I сонга интилса, бу / сои а йигин 
нинг лимити дейилади ва у

lim а =  lim £  /(!*, rj*. =  /
*‘p-rOk= I

каби белгиланади.
2-т а ъ р и ф. Агар А,р-*-0 да f(x,y,z) функция* 

интеграл йигиндиси а(о\ о ") чекли лимитга эга бу, 
f(x,y,z) функция (S )  сиртнинг танлангап томони буи 
интегралланувчи функция дейилади. Бу йигиндил» 
чекли лимити / эса (/', /"), f(x,y,z) функцияЦ 
(S )  сиртнинг танланган томони буйича иккинчи 
интеграли дейилади ва у

^  f(x,y,z) d x d y^ J(x ,y ,z ) dydz, § f(x ,y,z) dzdx'j Щ
(S)

каби белгиланади:



v'uvMufi xo.i.’ia (5 ) сиртда P(x,y,z), Q(x,y,z) ва R(x,y,z)
функция.iap берилган булиб,

{[p{x.y.z)dxdy, §Q{x,y,z) dydz,^R(x,y,z) dzdx
•У (.9) (S)

„нтеграл л * P бор булса, у холда

I  x j i .z ) dxdy +  ̂ Q(x,*/,z) dydz +  [[R(x,y,z) dzdx 
(S) <s> <S1

ЙИГИНДИ иккинчи тур сирт интеграли нинг умумий курини-
ц]И дейилади ва у

x.y,z) dxdy +  Q(x,y,z) dydz +  R(x,y,z) dzdx
s* <51

каби белгиланади:

 ̂ x.y.z) dxdy +  Q(x,y,z) dydz +  R(x,y,z) dzdx =
<S>
§P(x.u.i ) dxdy+ §Q(x,y,z) dydz +  [[R(x,y,z) dzdx.

f  (5> (S) (S>
Фазод.1 бирор ( l/) жисм берилган булсин. Бу жисмни 

У раб турган ёпик сирт силлик. сирт булиб, уни 
(S). дейлик. f(x,y,z) функция (V ) да берилган. Оху 
текисликка параллсл булган тскислик билан (V ) ни икки 
кисмга ажратамиз: ( У) =  ( K i) +  ( Кг). Натижада уни 
ураб турган (S ) сирт хам икки (S i)  ва (So) сиртларга 
ажраладп.

\)f(x,y,z) dxdy-}- §f(x,y,z) dxdy
'• is,» (S2)
интеграл f(x,y,z) функциянинг ёпик сирт буйича иккинчи

I JP сирт интеграли дейилади ва

\\f{x,y,z) dxdy

каби л <S>сИрт ’ 11 "ланади. Бунда биринчи интеграл (S i) 
Снр ,и,,г устки томони, иккинчи интеграл эса (S 2) 

’И|г пастки томони буйича олинган.
Удди шунга ухшаш

§f(x,y,z) dydz, [[f(x,y,z) dzdx
а.Чда , <S) <s>
* ’ У'Н мий холда,
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§P(x,y,z) dydz-\-Q(x,y,z) dydz +  R(x,y,z) dzdx
iS)

и
сирт
ёки

интеграллар _

пастки

нтеграллар таърифланади.
Э с л а т м з .  Иккинчи тур 

сиртнинг кайси ТОМОНИ (устки crvn и dv. 1к и ТОМОНИ-
ташки томони ёки ички гомони) буйича интеграллана- 
ётганлиги таъкидлаб бориладм.

2 . И н т е г р а л н и н г  м а в ж у д л и г и . Фазода 
(S )  сирт z — z(x, у) тенглама билан берилган. Бунда г = 
=  z(x, у) функция чегараланган (D ) сохада ((О)г; 
cr R2) узлуксиз ва (D ) да узлуксиз z'^x, у), г\(х, у) 
хусусий хосилаларга эга.

3-т е о р е м  а. Агар f(x,y,z) функция ( S )  сиртда 
берилган па узлуксиз булса, у холда бу функциянинг 
( S )  сирт буйича олинган иккинчи гур сирт интеграли

\^f(x,y,z) dxdy
(S)

мавжуд ва

\\f(x,y,z) dydz= Q f(x (y ,z ), y,z) dydz
( S ' )  (O ' )

булади.
Фазода (S ')  сирт x~x(tj,z ) тенглама билан берилган 

Бунда x =  x(y,z) функция чегараланган ёпик (D ') CQX8- 
да ((D ')cz R 2) узлуксиз хамда узлуксиз x 'y ( y ,z ) ,  x'Jjffl 
хусусий хосилаларга эга.

4-т е о р е м  а. Агар f(x,y,z) функция ( S ' )  сиртда 
берилган па узлуксиз булса, у холда бу функциянинг 
(S ' )  сирт буйича олинган иккинчи тур сирт интеграли

U f(x,y,z)  dydz

мавжуд ва

\\J(x,y,z) d yd z = ^ f(x ,y ,z ), y,z) dydz
( i - l  (O ' )

булади.
Фазода (S " )  сирт миЫН,р‘<

рилган. Бунда u =  y(z,x) функция чегараланган^^ 
сохада ((D ")c r/ ?‘ ) узлуксиз ва (D ) да узл укси з  
y'x(z,x) хусусий хосилаларга эга.

5- т е о р е м а. Агар f(x,y,z) функция (S

ЗГ)Г)
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к , man Ra узлуксиз булса, у холда бу функциянинг 
б*Р/' с|1рТ буйича олинган иккинчи тур сирт интеграли

^ f(x,y,z) dzdx
( S ’ )

мавжуД ва
\^f(x,y,z) dzdx= \^f(x,y(z,x),z) dzdx

( S ' )

булади.
3 . И н т е г р а л  н и н г  х о с с з л а р и .  Иккинчи тур 

сирт интеграллари икки каррали-ингегралларнинг хосса- 
лари каби хоссаларга эга.

Купила иккинчи тур сирг интегралларига хос иккита 
х о ссасн п и  келтириш билан кифояланамиз.

Г . Функциянинг (S )  сиртнинг бир томони буйича 
олинган иккинчи тур сирт интеграли, функциянинг шу 
сиртнинг иккинчи томони буйича олинган иккинчи тур 
сирт ннтегралидан факат ишораси билан фарк килади.

2°. /'(х,у,г) функциянинг ясовчиларн Oz укига па- 
рзллел булган цилиндрик (S )  сирт буйича иккинчи тур 
сирт интеграли

учун
Q/(x,y,z)dxdy
IS )

(x,y,z)dxdy =  О
( S )

булади.
fix.y.~) функциянинг ясовчиларн Ох укига параллел 

булган цнлнндрницг (S )  сирт буйича иккинчи тур сирт 
интеграли

Учун

бУлади.

§f(x,y,z)dydz
(S )

^f(x,y,z)dydz — 0

6 f{x,y.z) функциянинг ясовчиларн Оу укига параллел 
и'нте̂ и П:,ЛИНД РНИНГ (5 ) СИРТ буйича иккинчи тур сирт

§f(x,y,z)dxdz
(S)

§f(x,y,z)dxdz =  О
(•■я
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4. И н т е г р а л н и  х и с о б л а ш .  Иккинчи-^И
сир г интеграллари икки каррали hhtci ралларга KejJ B
риб хисоблапади:

§l'(x,y,z)dxdy =  §f(x,y,z(x,y))dxdy,
IS ) ID)

^/( x,y,z)dydz =  ̂ /( x(y,z),y,z )dydz,
IS ) '(£))

\^f(x,y,z)dzdx =  ^  /(x,y( z,x),z)dzdx.

(13)

(14).
fs> ff>) '

5. Б и р и н ч и  ва и к к и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г - 
р а л л а р н о р а с и д а г и о и г л а н и ш . (S ) сирт ва бу 
сиртда берилган P(x,y,z), Q(x,y,z) ва R(x,y,z) функциялар
1-пунктдаги шартларни каноатлантирсйн. Унда ушбу

^P(x,y,z)dydz-f Q{x,y,z)dzdx -)- R(x,y,z)dxdy =  q 
(S) ~-W$

=  ̂ [/?(x,j5f,z)cosa+ Q(x,y,z)cosf} +  R(x,y,z)cosyJds
IS )

формула уринли булади.
l l - м и с о л .  Ушбу

(15)

^(ax?-\-bi/-\-cz2) dxdz
IS)

интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт х2= ‘2ру $ >  
> 0) сиртнинг у =  2р. z — 0, z — ц текисликлар орасидаги 
кисмининг ички томони (27-чизма).

>7- чиз.ии-



(S ) сиртнинг Oxz текислигидаги проекцияси (D )=  
6 : — 2/; x <: 2p, 0 ^ z ^ .q }  булади.

(S) сиртнинг ихтиёрий нуктасига утказилган нор мал 
Оу уки билан уткир бурчак ташкил килганлиги сабабли 
сирт интеграли мусбат ишора билан олинади. Юкорида- 
ги (14) формуладан фойдаланиб, топамиз:

ах- +  by +  с?? ) dxdz =  +  b- ~  +  с г г ) dxdz.
( М  (О )

Энди икки каррали интегрални хисоблаймиз:

й (а*2 + V х* + сг*) dxdy =

-2р
|(а +  27) ^  +  ̂

= !  к о + 2 р У + - г ]^ = 3f̂ 4 « + i ) +
- 2 р  

Дома к,

ах2 +  by +  сг2 )dxdz =  + ^ , ) +  3 Ра /'
[ (S)
12- м и с о л. Ушбу

ш +( S t '  '

интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт
2 2 2

1
а2 62 с2

чл.пипсоиднинг г =  0 текисликдан пастда жойлашган 
Ц.исми булиб, интеграл шу сиртнинг иастки томони бу
йича олинган.

Равшанки, (S ) сиртнинг тенгламаси

ва ■— V - i - s
Унинг текисликдаги проекцияси

ЗГ>9



X?  2f(x,y,z)=  -2-+ j£ +  kz функция хам 5- теореманинг

шартларини каноатлантиради. У холда (12) формула 
дан фойдаланиб,

(S )  сирт ва бу сиртда берилган

5 ( ? f и ' kzr xdy~ I(S )  '  '

булишини топамиз. Интеграл (S )  сиртнинг пастки томон 
буйича олинганлиги сабабли сирт интеграли минус ишора 
билан олинади.

Энди

- Ц(-£+ -£- ‘ сУ ' ~ ^)dxdy= | 
V' ~ ^)dxiy Я

икки каррали интегрални хисоблаймиз. Бу интегралдз 
узгарувчиларии

x =  apcos<p, i/ =  6()sincp 

каби алмаштириб топамиз:

§' ( “ У ' " ? - *  - v - f y * -  I
=  j * Q  ( kc л/1 — P2 — p2)abpdp^d<$ =  I

=  ab j ^  Ц kcp л/1 — P2 — p3̂ dprfq> =

= 4 - f ^ 4 ] i : — (¥ - i>  1
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J3- м и с о л. Ушбу

\\^~dydz +  if2 dzdx -f 7?dxdy

интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт
х2+ У 2 +  г2= а 2 ( г > 0) 

ярим сферанинг ташки кисми
Равшанки, (5 ) сиртнинг тенгламаси

2=  ^]a2— xr~ y 2 

куринишга эга. Бу функциянинг хусусий хосилалари
z' ______ ____х

б̂ либ,

• v L .  я - * - *

" ла,' Р ф »йДа"™ иб'%аУр и ^ Г  И" т" рал" " «  (15) форму. 
елтирамиз: сирт интегралига

Ц  +  tfdzdx +  Z>dxdy =
(S ) э

=  A o s a  -f ̂ cosp +  ̂ casyjds.
Агар



булишини эътиборга олсак, у холда юк,оридаги тенглик- 
нинг унг томонидаги биринчи тур сирт интеграли

]а § (Х3 +  у ' +  2Л)с1х
(S')

куринишга келади. Демак,

• ^дrdydz +  ] f  dzdx +  z1 dxdy == —-^( -f yJ +  z3 )ds.
(S) (S )

Энди (5) формуладан фойдаланиб, биринчи тур Сирт 
интегралини хисоблаймиз:

{ \ \ ^  +  y:i +  ̂ )d s=  +  ̂  +  ( \lа~ — х2 — УгУ\х
11 (S )  ( « )

X  - dxdy — dxdy -f-
л Vu2- ^ - , 2 й л/я2- * 2- * 2 Щ

+  ̂ (а 2 — х2 — yl )dxdy, ( 16)

бунда D =  {(x, */)€Я2:*2 +  */2< “ 21- Б У тенгликнинг унг 
томонидаги биринчи турган икки каррали интегрални 
хисоблаш учун

x =  apcos(p, t/ =  apsin(p (0 ^ |> ^  I, 0^q> ^ 2л)
алмаштириш бажарамиз. Натижада

I /  2л

\d Р =( ( _ „ < + Z - d x d n - A l  \
g , j ? s - /  I V )  VT-p1 7

= (cosfyfcp-f (  Si[|3<fd<flY = <
о \  о о /  V 1—Р

2д 2л

(чунки  ̂ со53фй?ф= jj з т '!ф*/ф =  0 булади).
-

Энди (16) муносабатдаги ^ (а 2 — 1/2)5̂ Н

интегрални хисоблаймиз:



Ш у н д а й  килиб, берилган иккинчи тур сирт интегра- 
лиин ~ « ‘-л га тенг эканини топдик:

\^x2dydz -f у1 dzdx +  z2dxdy =  i- а'л.
(S)

14- м и с о л. Ушбу

^/( х )dydz -f g(y)dzdx +  h(z )dxdy
(S)

интегрални хисобланг, бунда (S )  сирг
{(x,z/,z)£/?3:0 < *< a , O ^ y^ b ,  0< z< c}

п а р а л л е л е н ипеднинг гашки сирти, /, g , h лар шу сиртда 
аникланган узлуксиз функциялардир.

Равшанки,

( S )= ( S , )4-(S2)+ (S 9)+ (S 0 +  (S s) +  (Se)
бунда (Si), (S 2), ( S 3 ), (S 4), (5s), (5б)лар параллелепипед- 
нинг гомонларидир:

{S ,) =  {(x,y,z)£R3: 0 ^ x ^ a ,  z =  0},
(5j) =  {(x,«/,2)£/?*:0< x < a ,  z =  c},
(.S\) = {U,//,z)E/?3:0 < * < a ,  ̂=  0, 0 ^ г < с },
(S4 ) = ((.*:,«/,г)£/?3:0<je<a, i/ = 6, 0< z< c},
(S.,) = {(x,y,z)£R3:x =  0, 0<«/</?, 0<z<c},
{S,,) =  {(x,y,z)^R3:x =  a, 0 <// < ft, 0 < z < t } .

Интеграл хоссасига кура

^ i(x)dydz +  g{y)dzdx -f h(z)dxdy =
S)

= ^  ^ f(x)dydz +  g(y)dzdx +  h(z)dxdy
"  =  l (S t )

>ади. Бу тенгликнйнг унг томонидаги сирт 
марни хисоблашда, (S i), (S 3), (S 5) сиртлар 
и нтегралл з р манфий ишора билан, (S?), ( 04)» 

ар буйича интеграллар эса мусбат ишора билан 
п|2И11: 1!МИ эътиборга оламиз. Шунингдек, интегралниш 

" Х(> идан фойдаланамиз. Натижада
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^  f(x)dydz-j-g(y)dzdx-j-h(z)dxdy — ^  h(z)dxdy =
<V (S|)

— ^ ([h (0 )d y SJ d x = — h(0)-ab,

/(x )dydz +  g{ у )dzdx + h(z )dxdy =  //(2 )dxdy =  \
IS , )  (-S2|

=   ̂f   ̂h(c)dy\dx — h(c)-ab
0 \o /

булади. Худди шунга ухшаш

Р  /(х )dydz +  g{ у )dzdx +  h(z )dxdy =  — g( 0 )ac,

^  f(x)dydz +  g{y)dzdx +  h(z)dydx — g(b)ac,
($4)1 'Я

^  f(x)dydz +  g(y)dzdx h(z)dydx — — /(O)frc,
(S . 1

^  f(x)dydz-\-g(y)dzdx-f li(z)dxdy — f(a)bc 
(i' ) ... 

булишини топамиз. Демак,

^/( X )dydz -f g( у )dzdx -f h( z )dxdy =  |

_ Г 2(о) —Л°) 1 I А»с)-«0П  ..fajB
a ■+* ft -I-- ,.

Мисол ва масалалар
‘24. Ушбу

^x^y2zdxdy
IS )

интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт
— z2 сферанинг г =  0 текисликдан пастда жойл 

КИСМИНИНГ устки томони.
25. Ушбу

/, =  \\x2dydz, /2 =  §y*dzdx
isi <s> I i

интегралларни хисобланг, бунда (S )  сирт (x — I г
— l )2 +  ( z — I )2=  I сферанинг ташки томони.

3fi4



„m -гг .-,.,лар„и Лсобланг,'бу„да ,5 ) «
. 2  о  1

26. Ушбу

4 + 4 + 4"  62 с2ддлит-оиднинг ташки томони
2/. Ушбу

й 2г/̂  +  У dxdz ~  Jzdydz
интегрални хисобланг б у т я  /с» . ,
липссоидиинг биринчи октантда ж о й л я ^ 4^ 4 эл‘ 
ташкп гомони. да ж °илашган кисминкнг

28. Ушбу

+  z~)dydz
(S i

рнтегрални хисобланг, бунда
- г 2 параболоиднинг О иг т ы  и } СИрг * =  а2- г г -  
ташки томони. екислик ажрагган кисмининг

29. Ушбу

+  ydxdz +  zdydz 

НЯтегря.щи хисобланг, бунда (5 ) сирт

- Г у 1 ,г , , Р™ . ' « «  *• • < ’ < 11 

Хг+ у2+ 3z1)dxdy
I (S)

I - M i хисобланг бунтя /чм t ~ ---лама й ' иУнД̂  (о) сирт z =  л >■*л_ ,;2
| Прилган сиртнинг г ==0 г - 2  те ~

31- шоу СМИНИНГ ТЗШКН ™мони.' •екисликлар

f i ( l6 '+ “9 ) d x d y
(S ) /к**!

L  :il хисобланг бунпя (С\ г2Т'-‘Нг;,;... . ’ (•>) сирт 2 =  4_ —__ if'

Г *  ажрат



32. Ушбу
y* +  zA)dydz

интегрални хисобланг, б '̂нда (S )  сирт x — yz ( у ^ О,
> 0) сиртнинг (y2 +  z*f =  2b2yz цилиндр ажратган! 
кисмининг ташки томони.

33. Ушбу я
дау2

интегрални хисобланг, бунда (S ) сирт y =  b~ — |JH|

сиртнинг у =  о текислик ажратган кисмининг ичк*; 
кисми.

34. Ушбу
^  yzdydz +  xzdzdx +  xydxdy 
is) Ш к

интегрални хисобланг, бунда (S )  сирт тетраэдр сИрз̂ Цр 
нинг лг =  0, у =  0, г =  0, х +  у-\-г =  а текисликлар била# 
чегараланган кисмининг ташки томони.

3-§. СТОКС ХАМДА О СТРОГРАДСКИЙ ФОРМУЛАЛАИН

1. С т о к с  ф о р м у л а с и .  Стокс формуласи сир* 
буйича олинган интеграл билан шу сиртнинг чегараси 
буйича олинган эгри чизикли интегрални богловчи
формуладир. -

Фазода икки томонли силлик (S )  сирт берилга. 
булиб, унинг чегараси (3(5) эса булакли — силлик эгри 
чизикдан иборат булсин. (S )  сиртда P(x,y,z), Q(x&Pj\ 
R(x,i/,z) функциялар аникланган. Бу функциялар {!>) А 
узлуксиз хамда барча аргументлари буйича узлуКСЩ 
хусусий хосилаларига эга. У холда ушбу

ф  P(x,y,z)dx -f Q(x,y,z)dy -f R(x,y,z)dz =
<HS) jfe

+ " ri
формула уринли булади. Одатда (17) Стокс фор*1) ®  
дейилади.
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Хусусан, (5 ) сирт сифатида Оху текисликдаги 
(D) соха олинса, унда г =  0 булиб, (17) формуладан

§P(x,y)dx +  Q(x,y)dy =  §  Г-g—  | ' l  dxdy,
ЛОI "»(О)

Грин формуласи келиб чикади.
Биринчи ва иккинчи тур сирт интегралларини узаро 

богловчи формуладан фойдаланиб, Стокс формуласини 
куйидагича хам ёзиш мумкин:

ф  Р( x,y,z )dx +  Q( x,y,z )dy -f R( x,y,z )dz =
S(S)

- H ( S - 3 H + ( - £ - £ H +IS)

+ ( d< f x - % y ° sy\ds- (18)

15-мисол.  Ушбу

ф  exdx +  z(x2 +  y'2yd y  +  yzidz
К

интегрални хисобланг, бунда К  эгри ЧИЗИК 2=  л/^ +  /
сиртнинг х =  0, х— 2, у =  0, у= 1  текисликлар билан 
кесишган чизикларидап ташкил топтан ёпик чизикдир. 
Ьу интегрални хисоблашда Стокс формуласидан фойда- 
ланамиз. Берилган интегралда

Р  =  ех, Q =  z(x2 +  y2)2, R =  yz3
булиб,

i * = o ,  ~ - = о ,ду дг

доАс" = 3x2 л/х2 +  у2, ^ 1 =  (х2 +  Уу  ™  =  о, 23. =  23
О ох ду

ЭКанини топамиз.
')  формулам. лура

ф ^ х  +  2(х2 +  (/2)2 dy +  yz'dz =



+

=  Ц(3xz-yfe +  y2 — 0)dx<fy +  (z3 — (д̂  +  у2)*) x
(S)

X  dydz +  (0 — 0)dzdx=^3xz^^-\-y2 dxdy -f 

[ ( ^  +  у 'У - (х >  +  у>У ]dydz =  3\\xz ̂  +  , 2 dxdy
(S)

булади, бунда (S )  сирт К  чизик билан чегараланган 
конус сирт (z

(S )  сиртнинг Оху тскисликдаги проекцияси
(D ) =  {(x,y)eR2: 2, 1}

булади.
Сирт интеграли (S )  сиртнинг пастки томони буйича 

олинганлиги сабабли

3^xz tJ x2-}- у2 dxdy =  — yjx2 -f- у2 д/*2 +  у2 dxdy
(S) <£>)

булади. Натижада

& e xdx +  z(x2 +  y2)2dy +  yz'dz =  — 3^x(x2 -f y2)dxdy~ 
к  < 0)

I 2
=  - з 5( 5(Г> +  х ^ х ^ = - 1 4 .

о 0
булади.

1 6 -м и со л  . Ушбу

(̂ >(y +  z)dx+ (z +  x)dy-\-(x +  y)dz 
k

интегрални хисобланг, бунда К  ёпик чизик
x =  asin2/, </ =  2asin/cosf, z =  acos2t ( 0 2л)

эллипсдан иборат.
Бу интегрални Стокс формуласидан фойдала

х.исоблаймиз.
Равшанки,

булиб.
P  =  y +  z, Q =  z +  x, R — x +  y

11= 1 1^ =  1 dQ =  1 dQ =  l dR =  1 =  1 
dy ’ dz ' dx dz ’ dx by
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булади- (18) формулага биноан

<$jfiy +  z)dx+(z+x)dy+(x+y)dz =

= ^[(1 — l)cosa +  ( l  — I)cos0 +  (1 — 1 )cosy\ds =  О

булади. .. ^
1 7 -м и с о л . Ушбу

ф ydx -+- zdy +  xdz

интегрални хисобланг, бунда К  ёпик чизик 
| х2 у2 -±z? =  a2,
\ x + y + z = О 

айланадан иборат булиб, йуналиши эса соат стрелкасига
каршидир.

Бу интегрални хисоблашда хам Стокс формуласи- 
дан фойдаланамиз. Бу холда

Р  =  у, Q =  z, R =  x
булиб,

дР
ду =  1 . эр_ — п — \ dR _  I dR _ n

дг дх* ' dz ’ дх ~~ ’ %

булади.
(18) формуладан фойдаланиб топамиз:

(|( ydx +  zcfi/ +  xdz) =   ̂ — —j-^cosa +

+ ( l i — f - )C0sP + ( l7 - 1 7 )C0SV]dS =
=  — ̂ (cosa'+ cosfi -f cosv)rfs.

(S)t?
айлерда (5 ) сирт x-\-([-\-z =  0 текисликнинг берилган 

J ана билан чегараланган кисми.
^олг'НАИ * + # + 2 = 0 текислик тенгламасини нормал

келтирнб,

ьЬ\

cosa=-y=-, c o s cosy =  1
V3

ИЦ|ини аниклаймиз."*Натижада
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фг/Лс +  zdy +  x d z ~  — ~ 
x  *  I S )

булиши келиб чикади. 
Равшанки,

\ \d s  =
<S>

па

Демак,

(§>ydx +  zdy +  xdz=  — ^=-ла2=  — д/3 - ла2.

2 . О с т р о г р а д с к и й  ф о р м у л а с и .  Фазода, паст
дан z — q>\(x,y) тенглама билан аникланган силлик 
( Si )  сирт билан, юкоридан 2 =  фг(л:,(/Хф1(х,г/)  ̂
^ Ф 2(х,у) тенглама ёрдамида аникланган силлик IS,) 
сирт билан, ён томонларидан эса ясовчилари Ог укига 
иараллел булган цилиндрик ( S 3 ) сирт билан чегарз- 
лаиган (У ) сохани (жиемни) карайлик. ( V ) да R(x,tj,z) 
функция аникланган ва узлуксиз булиб, (У ) да узлуксиз

dRjx.yjs)
dz

хусусий хосилага эга булсин. У холда

°- (-~-dxdydz — ^R(x,y,z)dxdy
т dz

(19)
(Si

(v)

81
=  ^ P(x,y,z)dxdz,

(S)

-dxdydz — ̂ Q(x,y,z)dxdz

и  I у ) да узлуксиз ва ( V )  да узлуксиз -£ , хусу.
■ сий хосилаларга эга булсин. У  холда

|  %  ( д£ + ' l i + ^ ) dxdydz=И-' т

P(x,y,z)dydz-\-Q(x,y,z)dzdx+R(x,y,z)dxdy (22)1 |М

булади Ьуни Остроградский формуласи дейилади.
Биринчи ва иккинчи тур сирт интегралларини узаро 

богловчи формуладан фойдаланиб, Остроградский формуласини куйидагича хам ёзиш мумкин-
)dxdydz =

(23)

булади, бунда (S )  сирт ( V ) жиемни у'раб турувчи сирт 
Худди шунга ухшаш (V ) жисм хамда Р{х,у,г), 

Q (x,y,z) функциялар тегишли шартларни каноатлан ти р  
ганда

d-9L*l'lldxdydz =

I  = ЭД[Р( x,//,2)cosa +  C?(x',/y,ar)cos(i R(x,y,z)cosy]dsИ  IS)

18-я и со л .  Ушбу

\^4x'sd yd z -f 4 y3dxdz— 62 4 dxdy
(S)

интеграции хисобланг, бунда (S )  сирт x 2-{-y i  =  a2 ци-
линдрниш 2 =  0, z  — h текисликлар орасидаги кисмининг тулик сиргидаи иборат (28- чизма).

Берилган интегрални хисоблашда Остроградский 1 формул;;. мдан фойдаланамиз. Бу интеграл учун 
I  Р  =  4х\ Q =  4//3, /?=  -
О'либ.

др
дх~=12х2, ±<LS

аУ

■ 6 г 4

(22! Т 1' Г0памиз. 
Формулага Кура

\2Ч\
д г  ~ -24 г3

формулалар уринли булади.
Айтайлик, (I/ ) жисм юкоридаги (19), (20)-

бУн да 
(V )..

^  4x 3d yd z  -+- 4y 3d zdx  •— 6z 4dxdy  =(S)

12̂  (* 2 +  У2 — 2z3)dxdydz 
(fa

...... > V-/ ... —  - v--/. nTI|g « Щ  ( v)_t,
формулаларни уринли булишида куйилган шар> ^  ■<■$ Цх<У,г)£/?3: л ,  2 2
жарган булиб, унда Р(х,y,z), Q(x,t/,z), R(x,y,z) <\>У»ка 4 тенГликЛяг У ~  а ’ 0

Д<1ГИ У1' каррали
интегрални *исобмай-



Равшанки,
\2[[\(x> +  i f - 2z'i)dxdydz =

28-чизма

iV)

=12 i f  — 2z*)dz J  dxdy =

=  12^ [ ( r  +  yl )h -  t ] ^ # ’ J
<r>)

бунда (D ) =  {(*,</) € /?2 :^2 +  </2 <  Л  .?)
Агар узгарувчилари и ..

* =  РС05ф, (/ =  psinqj ( 0 < p < B ,0 < f > < 5

деб алмаштирсак, унда

V2\\l(x> + {? )hA ] dxdy-  '
(«>

-12 |  Г \ у -
булишини топамиз. Демак, ^

^4 x'dydz +  4 tfdzdx -  bz'dxdy =  bna2h(a2
(S )
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J 9-м и с о л .  Уш бу

\\jdydz
(S )

+ U 2dzdx +  z*dxdy
У - »  (

внтегралпи хисобланг, бунда (S )  сирт

{(x,ij,z)£R3:0 f^ x ^ .a , 0 < # < а ,  0 < z < a }
убнинг ташки томони. Бу интегрални Остроградс 

формуласи билан таккослаб

Р  — jc2, Q — у'\ R  — z2
булишини гопамиз. _

Равшанки,

Ж  -~. — 2х — = 2и 23- — 2 z
дх ’ ду У% дг

Остроградский формуласига кура:

\^x2dydz +  ifdzdx -f- z*dxdy =  “
<s>

= 2̂ (  x + y  -f z)dxdydz.
I  ( V )

; Эпди (l/) = {(x,//,z)G/?3:0< x < a, 0<г/<а,
<a} эканини эьтиборга олиб, уч каррали интеграл»КЬб.паммиз:

» -  а а и
2̂ (  л -f у -j- z)dxdydz =  2 ̂ dx  ̂dy  ̂  (х +  У +  z)dz —К  V ' (V) О О О

~ 2  =
_ о О J

j ~ 2  \ [а2х + а- +  ^-]rfxj = 3a4.
I Демак,

^ x2dydz +  у2 dzdx -f z2dxdy =  3a4.
<S)

2n
и'Мисол .  Фазодаги (К )  жисмнинг хажмн 

V =  — xcosa +  ycosfJ +  zcosy )ds
( S )



булишини исботланг, бунда (S )  сирт (V ) жисм 
турган сирт, cosa, cos{5, cosy лар (S ) сирт тацщ,н 
нормалининг йуналтирувчи косинуслари. ^

Остроградский формуласининг (23) куринишидан 
фойдаланиб топамиз:

К  (jccosa +  г/cosp +  zcosy )ds =  Щ
(S )  ,V,) T

+ %+liY‘d̂ ='i\\y,,dyiz-
Маълумки,

W  ilxdydz — V
( V )

булади. Шуни эътиборга олиб, юкоридаги тенглик

V =  \ \ \ ( xcosa +  ycosfi +  zcosy)ds
(S)

булишин^ топамиз.

Мисол ва масалалар

Стокс формуласидан фойдаланиб, куйидф. ^  
чизикли интегралларни сирт интеграллам ^^^И  
ифодаланг:

35. <^ydx-\-zdy +  xdz.

36. ^ i f d x  +  dy+dz.
К

37. ф( i f  +  z1)dx +  (х1 +  z1 )dy +  ( 'r  +  У ^ 2 щ

Ж  <̂ >(x2 —  yz)dx +  (у 2 — zx)dy +  (z2 — xy)dz.

39. Ушбу Р  =  * У ,  <3=1. R =  * функциялар 
Стокс форшлаги (17) ннпг .уринли ^УлшиИЯ 
ринг, бунда К  эгри чизик х + у  + а  j  2* j u j 
иборат булиб, (S )  сирт эса х + у  +  ? — « • ^  
сферанинг устки томони.
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40. Ушбу Р=*У, Q — г, R =  x функциялар учун Стокс 
. муЛаси ( 17) нинг уринли булишини текширинг, 
бунда к эгри чизик

x = (2Cos2/, у =  а д/2 sin/cos/, z =  asin2/ ( 0 ^ / ^ л )
яйлана булиб, (S )  сирт эса шу айлана билан чегараланган
дойрадир

С токс формуласидан фоидаланиб, куйидаги эгри 
чизикли интегралларни х,исобланг:

41. ф (y  +  z ) d x + { z - j r x ) d y + ( x + y ) d z ,  бунда К  эгри

чизик ушбу х? +  y2 +  z2 =  a2, * +  y-fz  =  0 айланадан 
иборат.

42. ф(у — z)dx +  (z  — x)dy +  (x  — y)dz, бунда К  эгри
К

чизик X2 +  у2 =  а2, Ха +  г- =1 (а > 0 , с > 0 ) эллипсдан 
иборат.

43. фx d x + ( x  +  y )d y -\-(x  +  y +  z)dz, бунда К  ушбу * =
к

=asin/, y =  acos/, z =  a(sin/4-cos/) (0 < !/ ^  2л) эгри 
чизикдан иборат.

Остроградский формуласидаи фойдаланиб, куйида
ги сирт интегралларини уч каррали интеграл оркали 
кфодаланг (S  сирт (К )  жисмни ураб турувчи сирт).

4 , й  xydxdy-\- yzdydz -f- zxdzdx.
(S)

45. ^  д2dydz 4- y2dzdx 4- z2dxdy.

46 Jccosa-f ̂ cosP4-'2Cosy ^

r« ^СтР °гРадский формуласидан фойдаланиб, куйида- 
иРт интегралларни хисобланг:

47 55 xdlJ d z 4-y d z d x-f zdxdy, бунда (S )  сирт
(S)
£

~т~ j ■= I эллипсоиднинг ташки томони.и ^ + 4 - i

!Й х dydz -f y2d zdx 4- z*dxdy, бунда (S )  сирт



{(x,iу,г)£/?3:0< * < а ,  0< г/< а, 0< 2< а }  куб сиртининг
ички томони.

49. g x*dydz-\- y^dzdx +  z'dxdy, бунда (S )  сирт ущ^у
(5 )

х1 +  у2-f-г2 =  г2 сферанинг ташки томони.

50. ^ x 2d y d z-\-y 2dzdx +  zzdxdy, бунда (S )  сирт ушбу
(S)

22 2 2
—— -(- —----——= 0 (0 < z < 6 )  конус туда сиртининг ташки
а2 а2 Ь2
томони.

X X  боб 

ФУРЬЕ КАТОРЛАРИ

1-§. Ф У Р Ь Е  КАТОРИ ТУШ УНЧАСИ

f (x)  функция [ — л, я] да берилган ва шу ораликда 
интегралланувчи булсин. Равшанки,

f(x)-co sn x, /(x)-sirmjr ( п — 1,2, 3, ...) функциялар хам 
[ — я, л) да интегралланувчи булади. Куйидаги белги- 
лашларни киритамиз:

Л

ао = ~   ̂ f(x)dx>
— Л

л

а„ =  ~   ̂ f(x)cosnxdx, (п =  1,2,3,...),
— л

л , (

ьл= ~   ̂ f {x )-s in n x d x , ( « = 1,2,3,...).

1 -т а ъ р и ф . Уш бу  
а °°
-х°-+ 2  (ancos«x-l-fe„sin/iJc) (2 )

п =  1

функционал к,атор [ — я, я] да берилган f(x)  ф у н к ц и я ^  
Ф урье цатори дейилади. а0, а ,, b i, a2, fo, — » а"’ £ $ ?  
сонлар } ( х)  функциянинг Ф урье коэффициентлари
лади.
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( I )  катор f(x) функциянинг Фурье катопи л- куйидагича езилади: «.атори булиши
aQ «о.

п * )~ ~ 2 +  Д  K co s«x  +  6„s in ^ )

к„ 4 н Г ш 1 1 л а ^ Т ФУ" KU" ,, 6*лс“ - У « « * •  У-инг Ф урье

Un==̂ \ f (x)-cosnxdx, (« = 0,1,2 )
о 7

*« =  0 (/г =  1,2, 3, -...) 
булиб. Фурье ка гори эса

/ М ~ ? Ч  2  a, . c o s «
п --= 1

булади.

коэффициентлари ^ 'НКЦИЯ булса’ У *°лДа унинг Фурье

ап =  0 (/1 =  0,1, 2, ...)
^  Л

^ = л  J /(-фтя.гЛс (/7=1,2,...)
-0

бУлиб, фурЬе «атори эса

/ (* )-  I  6n-sin«Jt
Л=|

бУлади.

р»« S ? r,i 
 ̂ /

Un~  Т i  f(x)^osr~xdx (п== 0,1,2,...)
I

Ь" ~ т  $ К х& п ™ xdx (л=  1,2,3,...)
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2 - т а ъ р и ф .  Ушбу
г 00О , V  / л л  I / . лл \2 + 2 ,  (a ncos —x +  bnsm— x)

функционал цатор [ — /, /) да берилган f(x) функциянинг 
Фурье к,атори дейилади. ао, аи Ьи а2, Ь2, ... , ап, Ь 
сонлар Фурье коэффициентлари дейилади.

(2) катор f(x) функциянинг Фурье катори булищи 
куйидагича ёзилади:

(a nc o s ~ x  +  b„sin^x\.

I -мисол .  Ушбу
/(х) =  еах ( — л < :х ^ л , а =  0)

функциянинг Фурье каторини тузинг.
Юкорида келтирилган (1) формуладан фойдала

ниб, бу функциянинг Фурье коэффициентларини топамиз:

а0= — \ eaxd x = - A e a* - e - a--')= -sheen, 
и я  J  ал

— л
ал

I a-cosnx +  nsirmx ах |лI (• , 1  a-cosnx-t-rtsi
а „=  — \ e“ -cosnxdx =  - ---- j 2 , 2" я  J  31 or +  л

=  ( — !) "— -g-shan, (л =  1,2,3,...)
'  л(а + л )

Л

ba=  1  ̂ e0Js\nnxdx =

= ( — l r
2л

я(а2 +  л2)

1 asinnx — ncosnx . еа*|л =  
я  a2 + n'2

shout (л =  1,2,3,...)

Унда берилган функциянинг Фурье катори •
а  0 0

<?адг~-^- +  £  (a„cos«x +  ftnsinnj:) =
Л = 1

_  2si^“L 1 ±  У  .(acos,nx — ns\nnx)
я 2а ^  а2 +  л2Л =  I

булади.
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жуфт Функциянинг Фурье каторини ёзинг.
Юкоридаги (1) формулалардан фойдаланиб, бе- 

рилгап функциянинг Фурье коэффициентларини топамиз:

а =  — \ x2dx =  “-д2,а„ =  2 ( x?cosnxdx =  2-jc2-si—л- I —
л J  j  .1 J  Л Л 10

—  я О

— —  t jcsinnjcrfjc = -- — [Y — x --—— \\ +
ЯЛ J  ЯЛ L \  n / lo0

4-  ̂cosnxdxJ  = (  — 1f  ~  (n = \ ,2,3,...)

Демак, f (x)  =  x2 функциянинг Фурье катори

2 - м и с о л .  Ушбу

f(x) =  x2 ( — л< д с< л )

^ - +  2  ( — 1 )я - cosnx
- л=| Я

3 -м и с о л . Ушбу
булади.

/(х )= х
функциянинг Фурье каторини ёзинг.

( I ) формулалардан фойдаланиб, берилган функция
нинг Фурье коэффициентларини топамиз:

+
о

bn = l  \ *  sin nxdx=  —  2 х cos пхЛ J  ПЛО

+ 5 cos nxdx= --n cos пл. = (  1 у+ 'А  (л =  1, 2, ...)
о п

Демак, f(x) =  x функциянинг Фурье катори

2  ( — 1)',+|-2 sin лд:
„ .I п

бУлади.
4 - м и с о л. Ушбу

f(x )= e x ( — 1 1)
Учхциянинг Фурье каторини ёзинг.
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(3) формулалардан фойдаланиб, берилган функция
нинг Фурье коэффициентларини топамиз. Равшанки, бу 
^олда / =1.

а0=   ̂ exdx =  e — i — I

пя sin лддг-f-cos плх
1 + п Ч --- - еап —  ̂ e*cos nnxdx=

- I  ' ______

=--- l—— • (е • cos ял — e~ ‘cos ял) =  ( — 1)". —  —-L
1+ n V  ■ V I + „3Л2

(« =  1, 2, 3,...),
i л

, f r . , sirm.i*— ллсовлл* , o„=  \ e sin ялхах = ------- ' •—e*
1 + Л Г

----s-rl enncos nn 4- e 'лл cosm i)=
1+ n V

Я Я  COS ЛЛ , _  1 .-  -Ae — e) =
i + A 2

= ( - 1Г ' ’ Т Т & яI fl Jl ( r t = l ,2, 3,...)

Демак, /(x) =  ex функциянинг ( — 1 ^ х < ! 1 )  Фурье 
катори

x e  — e  * i / —e1 o o — f-(e — e ')• , cos nnx-\-

( — IV,*+!
2— nn sin rmx

1 + Л *Л

булади.
5- м и с о л. Ушбу

1—х, агар — л х 0 булса,

-̂ •х2, агар 0< х < л  булса.

функциянинг Фурье каторини ёзинг. . -0
Бу функциянинг Фурье каторини ёзиш учун, ав® gH 

унинг Фурье коэффициентларини (1) форм улалар
фойдаланиб топамиз:
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о0=  1  J f ( x)dx =  1  J (- * )< / * + !$  £ * * = } * .
-  Л — Л О

I л р  О

а„ =  — J / (^ o s  n x d x =  U   ̂ — x co s«x ^  +
“ Л L  - л

- I ) " - ]+   ̂“ cos яли/jf J =  —

л г  О
bn =   ̂ /(jc)sin rtxdjc=-U  ̂ — Jtsin rt.c^4- 

л L  -Л

+  j "  sin n xd x J  =•ж ^ - 1

Каралаётган функциянинг Фурье катори куйидагича
булади:

/(х)'
12

“  г
■ я+ 2р*=

n=iL
— •) —1 , 2(( — \)л— 1) .2---- COS П Х  4- -31 Д ---- "S in  «X
ЛЯ « V ]

6-м и с о л. [ — л, л] да берилган ва шу ораликда 
интегралланувчи /(х ) функция Фурье катори

Д * )~ “5°-+ 2 (a„cos пх +  Ьп sin пх)
П— 1

ИИНГ кисмий йигиндиси

d ^
Г„и\ х ) = Т п( х ) = ~ - - \ -  2  (а к cos k x -\-b k sin k x )

k—i
Учун

r.M = ± - j  / „ )
sin(2n-|- 1)-

sin-l — x

t —  X 

— dt

енглик уринли булишини курсатинг.
йиги еРилган функция Фурье каторининг кисмий

ИнДиси
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7'л(/;л:) =  -^ +  2  (a*cos kx-\-bksin kx)
к — I

ми олиб, ундаги a0, a*, ft* (*= 1 . 2, ...) ларнинг урнига 
уларнииг ифодалари

* - -i S «w- J
— Я

a * = -- \ /(/)cos ktdl, ( k =  1, 2, 3 , ...)
— Я

Ьк= — \ ftty&inktdt, (*= 1 ,2 ,3 ,...)
—  Я

ни куйиб топамиз:

uf'x)= t 5 f{t)di+  ̂ * s f(̂ coskt-coskx+
k = l  -я

я
-fsin Л/-sin kx\dl =  ^   ̂ f(t)dt +

—  Я

Я  31

+  ^  \ f(t)cosk(t — x )d t= ~  \

+  i  c o s k ( t - x )  \dt.
b = \  J

k — \ — Я

k = \

Равшанки,

i  COS k y =2 Sin | [ ]  +  J  COS fev]• „
ft— 1 *

=  — -1—- j^ s in |+  i j s i n ( k  +  -2^ y — sm (k— 2 ) ^
2  s in  2

1 -sin
2 s in |

(" +
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Кейинги генгликда y =  t — x дейилса, у холда ушбу 

„ sin(2n + 1)-— - -
- +  2  cos k(i — x ) = ------ — ±---

*=■ 2 s in --—
2

шуносабатга эга буламиз. Натижада исботланиши лозим
булган

* Sin^n+I)--^*-
т,(1;*)=± S «<>•--

тенгликка келамиз.
Одатда (4) тенгликнинг унг томонидаги интегра.л 

f(x) функциянинг Дирихле интеграли дейилади.

2-§. Ф У Р Ь Е  КАТО РИ Н И Н Г ЯК.И Н ЛАШ УВЧИ ЛИ ГИ

Фурье каторининг якинлашувчилигини ифодалай- 
диган теоремаларни келтиришдан аввал функциянинг 
булакли-дифференциалланувчи тушунчасини эслатиб
Утамиз.

[и, Ь] ораликни
[а, 6]= |а0, ai]U[ai. «2JU ...и[ая—1, я„]

(ао =  й, tXn —  b )
буладиган шундай

[ flo, а\ ],
I a i, а2 j,

[а„_ i, а„]
^лакларга ажратиш мумкин б^лсаки, хар бир (a*, a*+i) 
Да (6 = 0, 1, 2, ..., п — 1) /(х ) функция дифференциалла- 
УВЧи булса хамда х =  ак нукталарда чекли унг 

д а* + 0) (6 =  0, 1, 2, ..., п — 1) ва чал /'(а* — 0) (k =  1, 2, ..., 
J  Хосилаларга эга булса, у холда f(x) функция [а, b] да 

•1акли-дифференциалланувчи дейилади.
** б ” ' е 0 Р е м а- 2л даврли f (x )  функция | — л, л] оралик- 
фун у,,1акли-дифференциалланувчи булса, у холда бу 

кииянинг Фурье катори
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о
~2 т" 2  (a„cos пх -|- 6„ sin п х)

П— 1
[ — я, л) да якинлашувчи булиб, — л, л)

К хЛ ° ) ± Л х - ° )  — -> _|_ £  (а лсо.ч пдс+6, sin п х ) булади.
Я— 1

дс= ± л булганда / (* )  функция Фурье каториминг 
йигиндиси

| | / ( ' _ л  +  0) + / ( 'л - 0)1
га тенг булади.

2-т е о р е м а .  Агар 2л даврли f (x )  функция f — л, л|да 
у злукси з , булакли-диф ф еренциалланувчи  ва 
} (  — л ) =  / (л ) булса, бу функциянинг Фурье катори [ — л, 
л] да якинлашувчи булиб,

а 00
f (x )  = “  -f- 2  (а„ cos ллг +  6я sin пх)

я»1
булади.

Бу х,олда /(jc) функция Фурье каторига ёйилади 
дейилади.

7- м и с о л. I — л, л] да берилган ушбу

{ 1, агар — л ^ х < 0  булса,
— 1, агар 0^ х < л  булса

2л даврли функцияни Фурье каторига ёйинг.
Берилган функция юкорида келтирилган 1-теорема 

нинг шартларини каноатлантиради. Бинобарин, бу 
функция Фурье каторига ёйилади. Бу ёйилмани топиш 
учун j(x ) функциянинг Фурье каторини тузамиз:

л  0 л

а° = я 5 К Х№Х:= ~   ̂ dx+ \ (  — 1К*=о>
— я — л  О

л  О

ап=~~  ̂ f(x )cos n x d x ~ ~   ̂ cos nxdx-\-
—  л  — я

л

+  — cosnx)dx =  0 (я =  1, 2,3,...)

— Ь„ =  ~~ \ /(;t)sin nxdx= - 1 sin nxdx-\rЛ J  Л J
—  л  — я
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Демак,
ап =  0, п =  0, 1, 2, ... 
^  =  0, п =  1, 2, 3, .

^ _ 1 = ---------------_________________

(2/1- 1).л ’

Барча *£ ( л , л), дг^О нукталарда

/ ( j c ) = _ i  V  _sin(2n — I )х
■ч 2«— 1Л=1

булади.
х =  0 нуктада берилган функциянинг (bvnLo иигиндиси члгплцииниш Фурье катори

+/( + 0)̂  __ _l + (— j )
0

га тенг.

равишда нукталарда катор йигиндиси мос

lisz!} Ц °)+ Л ~ л  + 0)
2 — = (}.

/(л -О Н - Ял  +  0)
2 0

булади.
8- м и с о л. Ушбу

/(*)== cos ах /П _

Б » "* ""  ФурЬе кат“ Р "га «»»г.
ЛаймНЗ; У К,и,ЯН" " Г фУРье коэффициентларини хисоб-

Л
ао= - ( cos axdx =  2 ■ —  —

о ал
Я

” .= IS c o s  их• cos nxdx- l  j | c o s ( a + „ „ +

L •527

0
+  cos(a — n )x jd x = (_| ) n. 2a j

2 2 * a — JT я
sinan
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( л = 1, 2, 3, ...) 
ьп =  0 ( л = 1, 2, ...).

Демак, берилган функциянинг Фурье катори

cos а х ' sin ад , 2а sin ал V  1 ^ 1 ^ 0 5  ПХ

П = 1
2 2 а —п

булади. Каралаётган функция 2- теоремауинг шартлари- 
ни бажаради. Шунинг учун f (x)  =  c o s a x  функция Фурье 
каторига ёйилади:

пsin ал . 2а sin ал v  ( — •)
COS ах = ------ --------^  2— 2ал л а — яП— 1

cos пх

Агар кейинги тенгликда х =  0 дейилса, унда

1

булиб, ушбу

=  * 1“ Г - ' + 2а £  (-р^ 1  
л |_а J

_ j l _ = J L 2  ( - 1  )sin ал а \ а  +  л a — п /
я —  1

тенглик хосил булади,

Мисол ва масалалар
( — л, л ) да берилган куйидаги функцияларнинг 

Фурье каторларини тузинг:
1. /(х) =  2х +  3-. 4. f (x )= x + x ? .
2. /(x)  =  sin x +  sin 2х. 5. / (х )=  |cosх\.
3. / (х )=  |лг|.

( — 1, 1) ораликда берилган куйидаги функция
ларнинг Фурье каторларини ёзинг:

6. f (x )= x 2.
7. /(х)=|2лг|.

агар — 1< х < 0  булса, 
агар 0< х < 1 булса.

9. Ц х )= х 4
10. / (х) =  е2х.

8. f ( x )
J  - I ,  а 

1 1, а г
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П. / (* )= -- £ - . 0 < х < 2л.
12. f (х) =  л2 — х2, — л < х < л .
13. f(x )= s\n ax , — л < х < л ,  a iZ .
14. f (x) =  sh ах, — л < х < л .
15. / (х) =  х sin х, — л < х < л .
Куйидаги функцияларни Фурье каторларига ёйинг:
16. / (Ar) =  sgn(cos х)
17 =  агаР - я < ^ < 0  булса,

агар О ^ х С л  булса.

18 /( *)  =  ( * ’ аГЗр ~ Л!^ * < 0  булса,
\л, агар 0 < х ^ л  булса.

19. / (лг) =  J sin х

Куйидаги функцияларни курсатилган ораликларда
фурье каторларига ёйинг:

20. f (x )

21. f(x)=

_ГО, агар — 2 < х < 0  булса,
{2, агар

22. /(*) =

0< л :< 2  булса.
--х, агар — л< дс<  0 булса,

^{л  — х), агар 0< х ^ л  булса.

— 2( 1+ " ) ,  агар — л ^ х ^  0 булса,

2( 1— агаР О ^ д г^ л  булса.

Функцияларнинг Фурье каторларига ёйилмаларидан 
фойдаланиб, куйидаги тенгликларнинг уринли булиши-
чи курсатинг. ■> • • ". '

( - jy
„2

,n+i я 
12'

(К у р с а т м а ,  f (x)  =  x2 функцияни [ — л, л] да Фурье 
Торига ёйинг, сунг * =  0 деб олинг).





Ж А В О Б Л А Р

X II  б о б
Куп узгарувчили функциялар, 

уларнинг лимити ва узлуксизлиги

Ю. ( l ,  - у ) .  II- ^27, — 12. (1, I). 13. (3. 4). 14. (11.

1). 15. (1. 1). 16. (1, 1). 17. ^0, ^ 18. (О, 0). 19. (О, 0). 20. (1,

2). 21. К2\ {(х , у):х +  у =  0}. 22. у =  — х чизик нукталари па бу чизикдан 
юкорида жойлашган барча нукталар туплами. 23. Текисликнинг биринчи 
чоракдаги барча нукталари туплами. 24. Текисликнинг иккинчи 
чоракдаги нукталарн туплами. 25. {(лг, yY.x1-̂  у2^  1). 26. {(*, у):х2-\ у2<  
< 9}. 27. 2&л<лт<;(2/Н-1)я, агар у ^ О  булса (2к-\-1 )лг£:л:< ( 2£+ 
+2)д. агар //<0 булса (<г =  0, ± 1, ± 2,...). 28. * > 0, 0, дг> 
> V'/ 29. {(х, у):х-{ I/>0}. 30. Бутун тскислик (Оху). 31. у= х . 32.
X* if
у - j- =  1 гипербола тармоклари орасидаги текислик кисми. 33. /?\{(х,

У)'х — I . </ =  0). 35. {(х, у ) :-  1. -  I <//< 1}. 36. {(*, (/):.г< * 2 +
+ |/‘'<2х}. 37. {(ж, 1/):2*л<^ +  Г < л (2 А +  1)1, k£Z. 38. {(дг. i/):х +  
+ |/<0). 39. {(х, у):х2 -+-</2 =  9). 40. у* — х, у2 =  — дг, у =  2 чизиклар билан 
чегараланган эгри чизикли учбурчак. ( 0 (0, 0) нукта кирмайди). 41. {(*,
У)'\< ;г + //2<  2). 43. ~  . 44. 3. 45. 0. 46. 0. 47. е".2 а
48-0. 49.0 50. 1. 51.0. 52. 1. 53. е. 54.0.55. I. 56. 1. 57. 0. 58. 0. 59. 0. 60. 1.
6|- 1. 62. 1п 2. 73. 1, -1 . 74. 1, 1. 75. — , — . 76. — -  77. 1 -1

2 3 2 2

78- , - у .  79. О, 1. 80. j ,  I. 81. О, 1. 82. 1, 1. 83. О, I. 84. 1, оо.

||. I. 86. О, 0. 87. (1, 1) да узилади. 88. у =  2х да узилади.Wq
■узлуксиз. 90. у =  —х да узилади. 91. х2 + у2 =  4 да узилади. 92. у2 — — 

Г '*  Да узилади. 93. у =  х да узилади. 94. х? +  у1= 5  да узилади. 95. (О,
1 Да > <илади. 96. (О, 0) да узилади. 97. у =  — х да узилади. 98. лг =  0, у =
(1 к°чрдината укларида узилади 99. дг =  пл, n£Z, у =  тл , m£Z да 
"•'ади. ЮО. х2-f-i/2 = 9 да узилади.
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I 2y dz _  2x / у l \ Ш
' ex \ x + y f  d y -  (x + y f  5- dz- \ z \ r x ~ 7 i )d x J

+ ( VX ~ ^ ) dy- d2z=~Txŷ dx2 + j ( ^ ~  ^ J y ) dxf -
ч ди л? j 

--- ‘" ’ « 'с /  * - J _ h V 7  . ^  if
*УЧУ ' ' ди дг

6. — = sin (x + y) +  xcos(x +  y), -a-  =  xcos(x +  </). /.

ауЧ у dx
..2 Л ? _______— Х У _____  g

лЛ Т+ Л 3' ' ^
мп-“ М Й2 I 5I"7 u

_ __  ____ dz =____ —xy 0 o *_____ . ____, . .
“ Vu2+y2)5' %  № + f ? ' ' dx V ?+ / ' **f!

— - v —  ■ I * - ? - - V W .  f  = ' « ‘cos* 
V x 2+ ^ ( x + V > + * 2 ) ** *  ^  -

,3' d z = ~ s ~ f e y x 1 N ‘

*  = - ^ - .  .6. 1 = _ ^ + ^ C  ^ г = --------l J P<3# *2 ;/2 2 л/ iy  (1 +  xy) 4( 1 +  ху) -у/д-у
i  л» lul°У  x~ -\-y- - , „  .

xf _ 3/ i L + ч  А Л -  3г Г 1 ^ 1  «7- - = - ^ Ц т .  Ш  
1 х1/(1+ ху) l+xi/ J  dx х2+ у*

du xsgny d2tt_________ 2x\y\ д2и ( j?  — y2fsgny
аУ x2-fi,2 ’ dx2 (x? +  y2)2’ дхду ~  ( /  +  У1)20=^V'8-4(:H у v >-

У^у^-^Ц—У *dy2-20-rA''0,=0'/̂1,0)=1, W1,
0)= I ,  rf/(l. 0)=  —dy. 21. ^ = ~ c t g ^ ± pS- 22- +■* ('- SLH
<̂ z =  e^ftI +  xy)dx? +  2^-* +  x — dxdy + ̂ x2 — +  ̂ j j d y 2]•

jc л/2 I  off
24. du= --------- 7= ^  (ydx— xdy),

( S  +  f r ^ - y 2 Щ
= J2 [y,xЧ  2*3-  </’ )dxs + x<£* -2,/3- у1 )d x d y -2x2y2d y \

(х2 + у2)2(х2_ {,2)3/2

38. du =  aj\dx -)- bfidy, d‘2u =  a1){[die1 +  2abj{idxdy +  b2jn  dy1.

dz dz , dz n dz dz л'2
T i ~ b ? " " + a  j j - ^->1"'»+

I ‘-2-4U sino+ ^-tu1, coso+2- ^ - A * »  ++ <?xd</ s' T  a,,2 dudv dxdy

d2z d2z dz 2 2 <Jz dz e*(< In / — 1)j_ „  cos v, — j  =  — r «  cos u— --u sin v. 41. -тг==--- 7735 •' a /  5t»2 ajt2 3j; Mn<
42 — = (sin  л)С0!>х(сй5 xctgx  — sin In sin jc). 43. rfz=/-SLn ,K _ u s jn !i_|- 

dx \ v v
и \  ( u 2 . U U  I u  I■f- U COS UV -ftfCOS —  W m  +  I ---s,n__ T S,n UV-\---- cos uv 4 -
V J  \  V v y2 V 

+ UCOS ̂ )d v  44. ^ - - i - c t g ^ Y e ____XA  45. -— = _____1 _ ,
« /  ^  I f  2/ j  dx x2+ y 2

l z =—Ц - 46. dz = 0. 48. -  9- ^ , 49.dx i + x 2 2 2

51. du =  x" iy"~'(mydx-\-nxdy), d2u =  xm' 2y"~'*\m(m— l)y*dx*
udx — xdy-|- 2mnxydxdy +  n (n — 1 )**dy2], 52- = ---- 9 <

У
^  -  xdy). 54. du =  xdJ^+ydy^ ^  =  (ydx— jcdy)2_
У V S  +  y* ’ (x2 +  y2f / ^

56. du =  e,y(ydx-\-xdy), d7u =  e'^y^dx2-\-2(\ +  xy)dxdy x^dy2]. 59. dz =
= 6( х Ч Л ^ + ^ ) .  d2z =  6(^-|-^X(5x2+</2)d^ +  4^ d ^ i/ -(-(x*+

-bVtf/A  63. dz=0. 64. 0,97. 65. 1, 32. 67. 1,05. 70. + - ^ o< # - ° ,5).

72. dz =  ̂ y+  ^  ̂ djr +  ̂ д:— Л —-̂ </хг+ 2^1 +  ^  ̂ ixdy.

2
74. dz= dx—3cosydy, dPz=3 sin ytPy. 78. ----

(2xy y )
80. /"x(0,0) =  m (m - l). 87. — !i4i ± M .  88. ex +V 4 V  +  2<m* +

(  ̂“I- У)
+ m/)+m(m— 1 )+ л (я— 1)). 89. sin 96.d2z =  a2 /uu(u, у ^x2 +

>> '2abfuliu ,v)dxdy+  b2f vv(u, v)dyi . 97. du =  I'Adx + dy) + IHdx — dy).
<*«= j{[ {dx + d y f+ 2  /{!, (dx2- d y 2)+  № (d x - d y f .
W. d2z =  (у е Ч ’, +  e2» / " +  2уег+> /," +у>в*1/Л)л* +  2(e»/'u +  e‘ П +
+ « 2* / "  +  е‘ +»(Ц-ху)/Л +  ye** №)dxdy +  (хе>- /'. +  х2̂ / "  +
+ 2x^+7 " + ^ / " ^ .  100. dz =  ̂ V !'(J/ ln^dx +  x In^-dy).

\ У / У ^

^=( у  Г  [O'2'"2? + 7  К +2(ху 1п?  • •1п4  + ,п У ̂ +
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+  (*2ln2̂ - y ) d̂ ]  l02- 1— 2 - (^  + V -  ,03- У + ХУ +  '— з Г ^  Я  

_ Z ± i £ . +  105. I + (< /- !)+  4-(jc— 1 KV— J )-104. 1

106. /mjn =  — 21. 107. Экстремум йук. 108. zmjn =  0 (0, I )  да.
/ 1 1 \ / и. д/3 За \

'09- znlin =  — 1(1. 1) Да 1 Ю. ( у .  ¥ J  Да max. 111. -  — j J

^ -- 32“ )  ларда. 112. ( — 1, 1) да шах. 113. zinin =  30 (5, 2) да.

, | 5 z 117. г = Se~2 ( - 1. - 2) да; (0, 0) да экстремум' и' ГП1П g И'аХ

йук. 118. Zn,in= - 2'-. х =  у = * ~  ларда. 12.. zmax= l .  123.

z=  — 2, 2= — 5. 124. z=  17 (0. 1) ва (1. 1) да * = — '~  ( ^ - ° )  да-

127. шах ( J . y )  Да- ,28‘ г= |28  <4' 4) Ла' * = _ 4  (° '

е2у- ~  I
0) да. 133. Йук. 134. Йук.. 135. Аниклайди. 141. у'х= ’Г ~ ~ ^\п х - Ъ ц ?4'-

х+ и . у2 — 2х?\пу у. t i l - .  144. у' =  т,----о— —  “ •
х — у X2 — 2у*\п х х

у  lift - 1 =  £i£lL-145. ух=  - ■ dx ах —у '  dx2 (ах — у ?

142 и =-2— - а-  —  - 1 4 3 .  
'* e*-aSe-y

X IV  б о б
Функционал кетма-кетликлар ва каторлар

_  ?_
I. 1(х)=0. 2. /(*)=0. 3. Я * )= г 1. 4. !(х )= е  2 . 6. /(*)=0. 8. /(*)= 
=  0. 9. [(х) =  ех. 10. /(х)=1пдг. 13. /(*) =  ф .  14. f(x) =  0. 15. f(x) =

=  е2х. 16. /(*) =  у[х. 17. /(х )= х . 18. )(х )= х, агар * < 0  булса; /(*) = 

=  агар х =  0 булса; ftx )= l, агар дс> 0 булса. 19. f tx )= l, агар

0< х <  1 булса; Цх) =  2, агар \< х < 2  булса; / (* )= — , агар 
дг>2 булса. 31. Нотекис якинлашади. 32. Нотекис якинлашади- 
33. Нотекис якинлашади. 35. Текис якинлашади. 36. Нотекис я к и н л а ш а 
ди. 37. Нотекис якинлашади. 38. Текис якинлашади. 39. Текис я к и н л а ш з  

ди. 40. Текис якинлашади. 46. Х =  ( — оо, +  оо). 47. Х =  ( — оо, 1)1)(% 
+  оо). 48. X = ( — сю, — 3]U( — 1. +«>)• 49. Х = (  — оо, +  оо) (* ?* [
=  | + f c i ;  к =  0, ±1. ±2, ...}. 50. * = ( - ! .  1). 51. Х=[0, -Н00’ 
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52. X =  ( оо, 0). 53. * = Г у ,  е). 54. Х={дг£/?:2< U I <  л/6}. 55. Х =

=== ( оо, + оо)\{лг =  2*л, А =  0, ± 1, ± 2. ...]. 56. /  =  ( - 00, +оо).
57. x = (- o o ,  + оо)\{0}. 58. Х = ( — 3,3]. 59. JT= {*€/?:U I >  ^е]. 60.

Х = (е, +оо). 61. * = ( -  1-. L y  62. Х= {*€/?:2Лл<*<(2*-Н1)я,

*^=0, ±1. ±2, ...}. 63. А = (— 1,1). 64. Х = ( — оо. — 1 )U(1. +оо).
65. * = (  — 3, 3). 96. Нотекис якинлашади. 97. Текис якинлашади 
98. Текис якинлашади. 99. Текис якинлашади. 100. Нотекис якинлашади. 
101. Iекис якинлашади. 102. Текис якинлашади. 103. Нотекис якинла- 
шади. 104. Гекис якинлашади. 105. Текис якинлашади. 109. Узлуксиз. 
ПО. Узлуксиз. 111. Узлуксиз. 112. х =  0 да узилади. 113. х =  0 да 
узилади. 114. х = I да узилади. 115. Узлуксиз. 116. Мумкин. 
117. Мумкин эмас. 118. Мумкин эмас. 119. Мумкин. 120. Мумкин. 
121. Мумкин эмас. 122. Мумкин эмас. 123. Мумкин. 124. 2. 125.

|  126. 1. 127. - I .  128.1. 129. . 133. г=1. ( — 1. I). [ — 1, 1). 

г ~  ^гр ^ ---х ~ ®  нУКтадагина якинлашади.

,36- ' “ Т  ( “ т ~ т )  [ - М ) > 3 7 . г = 4 , ( - 4 , 4 ) .  138. г=1.

(-«• ' И - I .  1]. 139. г =  \, ( — ,, |40. г - А

141. г=1, ( - 1 ,  I), [ — I, 1]. |42. г =  4, (3, 5), (3, 5]. 143. г =  3, 
(- 2 , 4), [ — 2, 4). 144. г= е, ( — е, е). 145. г=  1, ( —4, — 2), [ —4. —2].
146. г=  1, ( - 1, 1). |47. г =  3, (- 3 ,  3). 148. r=  1, (- 1 ,  1), [ - 1, |]. 
149. г = | , (- 1 ,  1), ( - I ,  1]. iso. г=1, [ — 1. 1]. 151. !•=!. (О, 2). 
152. ,г = 0 нуктада! ина якинлашади. 153. Х = |0,|; 10]. 154. .* =  (0, +  оо). 
155. *  =  ( _ , .  + оо ). 156. * = . { « 6* .- £ + * « < * <  2«.+ Ля =

±1 •}. 157. * = ( - 00, -- i )  у ( у ,  + о о ). 158. S W ^ - l n d - x ) .

159‘ 6(Х )= |- |ПТ Й - -  1*1 <»• '«О- S (* ) =  ch х, U | <  +  oo.
1- х

,в1‘ Н -- 1п(1— х), |*| <1. (62. S (x )= ------L-  - |*| < |.
I - * 2 ( I - * )2 

1*1 < 1.163 S(x) =7 Г ~ J J 1 ,x l< L  ,64- s(*)-------0 + *2)2 ( 1 _ х)2

165 sw=K arctBX-T lni S )  Ul<l- 166- ”Пб̂ - 167- 3-

1?5~ ~ п\ ~  ° °  < ж <  +  ° ° ) -  « 7 6 . * * +  21 п! Л=1 л!



/ 1  1 \ 00 2(2я + 1) Я
Х ( - - < д г < - ) .  177. 2 < - |  JP-- JL------ - ( — «> < *<  + оо).

\  2  2  /  Я= 1  32л + | ( 2л  +  D !

178. 2 -^(2Л~ *+ ( — 1)" )- У ( — оо<дг< оо).
я =0 л! ; .Я Я

л 00 (2л — ЛИ х2л+|
' ,9' г —  Л ;  ( Э Д Г * + Г <

оо о2л —-1
180. 1+ 2 ( - 1Г - - ( - » < ■ * < +  00). ■ 7Яве | 2л! ■

00 _|\л.о2(л—•)
“ " Л Г  ( й  +

°о ( _ О—я
182. 1п12+ 2 1 - 1/ - 4 : ! » _

я= 1 Л
“  х 2 я + | оо / I -  I

& + г ( - , < х < ^  , 8 4 ' - п! г л + т  < - ' < " < • ) •  j

185. -  I  ( l +  | Л Л - К - г С П .
«=1\ зЛ+|/

ОО у2п+1
186. v ( _ , y . . _  (_3<Ж<3)

9Л+ |

rt= 1

Х Л ( - . < ,< ! , .  189. , 1 - l g l S ^ * .  ( - ! < « < »  I  

191. 2  --=L|_----U + l)2", r = l .  192. 2  (I —2~ (я + |)Хх—1Г,n — 0n = \  n

„ 3 .  • +  ^ ^ Е < , - 2 > * ,  ,= 2 .
2 я — i 23'"t l -n!

194. _  I  2 J id h * ^  r = 2.
2 я —о 2"

/  ( x _ * , p  ( x _ « y i  \

li5 - 2 V --- Tf------ 2Г - + - З Г — + - /  '  =

И 6 . г { , +  2-^±-2q ,  ,=  00.
L я=1 л! J

. 2Г 1+ 2 - ^ ^ г Ж (х _ 4)»1 r= 4
L  л = | я!  2' J

»7
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,9». . m  i -  I / i  + - W V .
- |V 2',+ l

, _ 2. Ш . v + J , ( - l l - « ^ l . r- i . aK. » +
rt"4 1 ) ’

( - 1) ( — i )V n+1+ S r= 2- 203. 2 ^---- , r =Ln^-i2(2n— [ )  n_ 0 2/2 -j-1

204. 2U | -Г 1 +  2 J ? " Z ± > ! r . - У "— ] r - i
I «= i (2 /I)!! 2/ i + l J '

205. 2 — L>? у  ( - l ) V + '  
л=-оп!(2л "I" I >  ̂ ’ ' i o ( 2 / . + l H 2 n ^ M )r r = 0 ° :

207* ' -«■ 2„ - * * > _ £ .  (x>0).

212. S ( x ) = - l̂ 2- ( _ i < J f < | ). 213. S (* )  =  ( i  -t-3r V :'-

2I4‘ 1 —  ln ( l— jcX — I < * < ! ) .  215, j f e + ’ H * * + 10x - f j )
( I - * )5

< - ! < * <  I). 216. S< ic) =  ec<ISJ:s i n( s i n дг). 217. a ~ 3 0 1 7  218

2 5 з°Й 7 2224.̂ 0k °£  О ^ Ж . 22'* a^ 0-6065'

XV боб.
Хосмас интеграллар

I.  2 -1п 2. 2. -5-. 3. —*з . 4. I .  5. л. 6. л28. 7. In (l +  д/2 ). 8. ?2- . 9. -  1 
•5е уЗ!

10 -л_  v i 2 * i „ i  о*) 5— 1п64 „ „  1
' л/2 ' 3" Ь У 1п3- 22‘ —  ̂—  23. Л 24. I. 25. -  ( о > 0).“  ос

Ж  3“  +  Т 1п3- 27- 2П _ | " 2) 28. -^Л 29. 10!. 30. 0. 31. а  32. ~  - 1.

:,Э’ l T  34‘ Т У  35- я - 36‘ 2ln(1 +  V 2 )■ 37. U  1  38. 24. 39. 4Л  .4 2
2л Зл/З'

40 3 # -  72' 0 < а <  1 да шартлнк якинлашувчи, а >1 да абсолют

«кинлан'увчи. 73. 0 < « <  1 да шартли якинлашувчи. e >  1 дя
абсолют якинлашувчи. 74. 0 < a <  1 да шартли якинлашувчи со» 1 да
<1 я,кинла‘яУвчи- 75- ‘ < ^ < 2  да шартли якинлашувчи 0<сс<

ч Г о < Г Т, ЯГ НЛаШУВЧИ 76’ - 3< “ < - '  Да абсолют якинла-
я кин л а шуми 1 ИКИНЛаШу[,ЧИ 77- а < - ‘ ла абсолютнлашувчи, — 1 < а < 0  да шартли якинлашувчи. 78. 0. 79. Мавжуд
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эмас. 80. 0. 81. 0. 82. 2. 83. 84. - I .  85. 21пЗ. 86. 87. у . 88.

89 -П- 90. 2А[Г25. 91. 6л/2. 100. 101. 4. 102. 2л. 103. —— 
4 ' " 8  3 л

,  _< £ п !Д  |06. 21гц ф - П  107. 108. Л . 109. л. <«,104. 1054
bCR а< Ь ). 126.- Якинлашувчи. 127. Узоклашувчи. 128. Якии- 
лашувчи. 129. Якинлашувчи. 130. Узоклашувчи. 131. ЯкиплАшувчи:
132. Узоклашувчи. 133. Якинлашувчи. 134. Узоклашувчи. 135. Якин
лашувчи. 136. а >  — 1 да абсолют якинлашувчи. 137. Абсолют якинла- 
шувчи эмас. 138. а> 1  да абсолют якинлашувчи. 139. а > 0  да абсолют 
якинлашувчи. 140. а > 0  да абсолют якинлашувчи. 141. ос<С I да

абсолют якинлашувчи. 142. In - - 143. 1п2. 144. я!п2.

1пЗ1 4 5 . - -

X V I б о б
Параметрга боглик интеграллар

(0, агар 0< х< : 1 булса,
я  . 3 Hxl— 1,1 ■

~2 х̂ ~  I ), агар х ^  I 6Jjica. '  ’ * •* J

.. л/З ( I . а га г> 0 <  v <  1 6v.ua .
4. Цх)=х^~  5. / (х )~ч " Щ

\ , агар д = 0 булса.

6 м  7 I
I  х, агар 1< х < 2  б^лса. *2

8- /(дг) =  0. 9. [(х) =  0. 10. /(х) =  0. 16. /(jc) = 0 га текис якинлашади. 
17. Цх) — 0 га текис якинлашади. 18. Цх) =  0 га текис якинлашади.
19. /(jr) =  0 га текис якинлашади. 20. Цх)=  - L  га нотекис

х

якинлашади. 21. у — 0 нуктада узилишга эга. 22. а) ; б) 1.
4

г2
23. F '(x )— 2xe~*J — е~*Я—  ̂ у2е~ *e2dy. 24. Р (а )=  — (ea|sinalsina+

cosa _______*  I ~  -

+ eak,,Mlcosa) +   ̂ V l — ea dx. 25. P (a )  =  /(a, —a) +
sina

? 2 2 
-f2 v)dx, (u =  x-f-a, v =  x — a). 26. P(a)== I-h® J* jr

о
a2-{ -a  a2

27. F l (a )= 2a  J sin (i/2-f-a4—c?)dy-\-2  ̂sin2x2«cos2ca£/jr — J J
n2 « 0a — a  \ ^
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* + а
'<*)•

Х Ь - Х °

Ill.V

J cos(x2 + y2 — a'! )dy.2H . F  "  (x ) =  3/( x) +  2xj'
о X  —  a

29. F  "  (x) =  2f(x), агар x£(a, h) булса, F " (x )  =  0, агар x£(a, b) булса.
30. Fil'\x)—(n — 1)! f(x). 31. л In |ul + lfcl . 32. 0. агар |a |<  1 булса;

nlna2, агар |a |> l булса. 33. я  arcsin a. 34. у  In (1 +  д/2 ).

b - a  „  1. ft2 +  26 +  235. a) arctg ■■■■•;■ 6) ir ln —— ----- - . Курсатма:
1+ (а  +  1К * + 1) 2 a + 2a +  2

Ь V .

: ^xydy ( a > 0. b > 0) муиосабатдап фойдаланинг ва х =  р ' 
a

алмаштирнш бажаринг. 38. Нотекис якинлашади. 39. Текис якинлз- 
шади. 40. Текис якинлашади. 41. Тскис якинлашади. 42. Нотекис 
якинлашади. 43. Нотекис якинлашади. 44. Нотеки-: якинлашади
45. Текис якинлашади. 46. Текис якинлашади. 47. Теки: якинлашади. 
48. Нотекис якинлашади. 49. Текис якинлашади. 50. Текис якинлаша- 
ди. 51. Мумкин эмас. 53.1. 56. а — ±  I. 57. Узлукси , ;>8. Узлуксиз. 
59. Узлуксиз. 60. а =  0 да узилишга эга.

62. о. 63. 64. ' i n —. 65. ^  1 e7
2 6  2 a (а + р^  + гр 2 я2 + т 2

-  * ,  _  V l  ̂ " 2 ). 68. nln-1 69. *  sgnac ( I +  |«| - д Д + cr' ,

70. J L  1п(к| +  |р |ХЭ^0). 71. l | n (“ ± ^ — , (a > 0 . к > 0 ).

72. 2л—  |ap(a + |

73. yt« ■

77. iVK
80. y k l .  81.

a“pp 
p3 ln p - (a 3 +  p3

i.2

1 V«* ■ ■14 V«*“' 7S- - t ‘ ^  ж  v-lVJ-v .
78. 40. 79. ( — I)"— Ул (e -/>'■

4a 2271 1 1 db2n 
л __Злla|. 81. ^ - | р | _ ^ а .  82. ^-sgna. 83. ^ a la l .  84.1 4 8 »

a-j-p . сь~ЬР ct— p a — 8 .. —  a r c t g - ^  arctg — J L  +85. | , n

4 *2 + (a+ P)2T- OO
87. e lal. К у р с а т м а :  — !—  

г l+x2

5 e + * ]dy муносабатдан фойдаланинг. 88. —  sgnae-
о 2

»■ - J ( l - e - 2). 9 в Л 1 ± М е-1.1 9 I. +



+  Y Sgna)  92- V^cos(a2 + 93. ф . sin(a2 + ~ ). 94. — sinay.

95. —--cosay. 96. ri(ctgna — ctg.ib). 97. ~ (e a— 1). 98. In ----La2 2 1 а Ч Й
V*-«vs;cosa^/2. 100. sina v/2. 106. -  . 107.

v 8 16

108. - V  '09- —  "»•  T  ^2-^ . я  2 ^3 3-6-...-(3n)/2 Sin —Tl
1 2»!- !|.2( n )

112. — — -  . ИЗ. 114. -  -  — — —2— -115. .icti-w
2sinn.T 2 l(n ) ( i _  k2)"n \\n)

лз l+ s in 2™

1,6 8 cos3- -  U1' A l + a f  Г<“ + Э )

J _____Г (« )Г(Р ) f |8 _  л созрл
sir|2/)r(

Л - )2 1 i — ; 3 I 'V * - ) -
119.--- -----. 120. In л/2я.121. ----- 122. — -------- г—-г

2vcos—  2"  Г( -) У  Г«3-)
2v n n

X V / I  б о б

Каррали интеграллар
2 .у < 2 0 2 \/П-у

1. Wy \ j(x,y )dx +  \dy 5 i(x, y)dx. 2. J dy \___ l(x, y)dx +
0 y-2 2 y-2 - 1 - 2  у Г + у

8 2-y 1 \S 0 V l- » 2
+  \dy \ _  f{x, y)dx. 3. \dy \ f(x, y)dx. A. j dy j_._

0 - 2  Vi+v о V* -ГГТ* -У ?- ,/2 г

1 VlTr? i н  V W  i <•
+  J__ l(x,tf)dx. 5. jtty J l(x, y)dx. 6. \dy\i(x,y)dx.

0 — ф  — у 0 2 -  у  0 р»

/< ¥.// )rfj£ -ь

,  .  п п . -  «ГС С О * -1 я — arcsiniy 0 2яН arcsiny а а
7. jdv 5 /(*, S dy J ' f(x,y)dx. 8. Jdr j /(?,/-)rf<P-

0 artsiny — I x — arcsiny 0 ____f .— arccos—

я I r------ arcsui—
2  2  „2 2 „ P5.11. 3. 12. — ln4. 13. 2,- .

14.

22 .

15. 2ла 16. 17.

2V632 23. 0. 24. 4. 25. 9-

18.

5я
V2-

19.
16‘

-я. 20. 6. 21.
5094Й
162

26. л((1+ < г)1п(1+ а2)-

3‘J8



q ---- — • **• yg-- 34. ,-isinu2 35. 4 + л.

j 6. , 7 д + J 2 M I  f  v 5 | . 38.

*  T (  4+4-Y «  —  m4 \ n 2 k2 J  1260 c«"  " - t  70

42’ 2<a+1X0 + 1 )-)43- # q P * s ~ r )- 44- 45. .-лa2.

46. | -ab{a2 + b2). 48. \ {c2- d 2)In 49. ^ (a J - 62)X

(a - gX.l -оф) 4_arctp_g^ig.1 sn KI я Й  2 n3 м  ад
105

Г ( g - p X l-еф ) . . _ g - P  1 л/?2а 2
[о +  *2XI + 02) | 50- Зл' 5 '- т  52‘

53. л. 54. J l- 2 ln 2 . 55. 56. « л. 57. ' * V

58. л(1 -  e - ^ 5 9 . 2а2̂  — 2)̂  ^  я  g| 2
л о 9

+ 20- 16 V2 ). 62. | a 2 V 2 ^  . 63. ±  . 64. « « f - + A  65. ^ b-  
5 20 pq V 4 / 3 ’

66. -|8, 67. 68. лабс. 69. -± ei,c. 70. ^ ^ | c o SJ,p4- c o s j« 4J.

71 • UST- 72- x-iaftc. 73. — Л-. 74. — V  364 5 3 32

75. 0, агар га, n, p ларнинг бирортаси ток бйлса.
____ 4л (га — 1)!!(л— 1 )!!(/>— 1)!!
т  f  п +  р + 3  ' (m +  n + T + T jil > агаР от- "• Р лаР «УФ*
булса.

7б- ~ 1  77• W  ж  Лг - 79--64л/?5 80- у  <18 V3-

- ?  м ,  f *  4 ^  *  Д л
87- 24-  ла3. 88. 89. 90. | fl3 д, J i V

92. “ л V5, п., « V 2 a2ftc 4 a*c2 „  I 49 ,
27 •«• T - — -  * 4  - Г * '  “ ■ ' , 8-  *  “ • W “

»'■ и , »- f ^  + «5„-_2a» + 5 f|



X V I I I  боб
Эгри чизикли интеграллар

I. 2 #  2. | n ± tp £ . 3. ~2 ~ 'п 2- 4- у (3 л / 3 - ')-  5. 0.

•3 2 , -
6. . 7. “ ■-[(I -Ия2)3*'2 — I]. 8. -у/2а2. 9. — 10. 4д3. 11. 2а1. 1 

12. ( —2yJ2)-2a2. 14- • |5- •)• i

,7. « 18. “- (Д -  ) 19. ■ I
■>/2 27 z ^

20. ln (l+ i/2). 21. *{2  V'J - I ) .  22. 26(6+ f  =-

23. 24. »  . 25. / * .  *  w  / «  « V
3(а +  6) а \ 3 3 / \5  5 /

27. o \  28. (0, — 29‘ •Sox==S„p = 3.
\ 8 / 4e(e — I )

30. I W „ « 2 « .  31. я. 32. 33. i l .  34. V + - ^ -  35. 0. 36. 3.

221 3 , „  2
37. — 2я. 38. 0. 39. 18. 40. 2я. 41. —  42. — 1(гла 43. — 2 яа . |

. V l + i 2-  V T b a 1 . 46. 55у. 4 7 .- <̂ + {Х  48. 1,9. 50.25л. ;
2 4

51. 30- а 2. 53. Сда2. 54. а2. 55. 56. -46— . 57. -ЛГ 58. 0.8 о о Z
59. _  L ( „ -  1). 60. — * . 61. - 4 . 62. 8. 63. А . 64. - 2 . 66. — Ш  1 г 3 я ^

44

5

67. л +  I. 68. F(x,y) =-^х3 +  Х2у —ху2— ^/2 + с - e9’ р (х*У) —^

- 5 « V  + C. 70. F(x,y) = 4jr3i/+-2 + c- 71- 1:(х,у) =  хлу2- у лх-{ 2x2+
У

+ 5//+C. 72. F(x,y)=- —  —  +  C- 73‘ r< ^)=  — /  + CH  *2

74 F(x ,^ )= ln(JC+J/)--- —  i-+C- 75. Функциянинг тулик дифф^
(* + */)

ренцнали б^лмайди.
X I X  б о б

Сирт иитеграллари

,. 9. 2. з. 0. 4. 2V2.,. 6. . , ( ^  + 4 )  7 •  +

400



«■ **= -” ,  9. »V . ,O.J« + - V  „  2(2 + 9л) ,2 _3 -уз +

+ (V3— l)ln2. 13. ЗлЛ  14. Ar2. 15. 2(3 — V2)na2. 16. 4̂ -л4 f -  t\  

l7‘ 75< 500^б-23 )Г|8 . 2у2л. 19. (  r • 1  ■ J- \  20 (  r ■ r
15 U ’ 2 ’ 2 / U ^ ' T y T

-^-(V2 + l ) ) .  21. (0,0, ~ ) .  22. ^ ^ 4 1 . 23. - + p / 3 a 2'.S, 

бунда S  сирт юзи. 24. — —  2S J. — l — 8лЛИП • • ' I — *2---—

65

26. J\ =  nab,
, Aabcn , . / 4  4 \ „ „ 4
Уа =  : Г  ■ J ' =  ™ bc- 27. ( у Я — T- j.  28. 29. - 3. 30. 32л.

31. 96л. 32. g-. 33. —— . 34. 0. 35. S \ d x d y  +  dydz+dzdx.

36. - 3  J J fd x d y .  37. 0. 38. - 2 W y d z + y d z d U  zdxdy. 41. 0.

42. - 2 na(a + c). 43. - л а 2 44.0. 45. 2 # * + * + z H * / * fa .
(t»>

1  “ ■ 3“ ‘ 49 “ ■ “ 2 “ •
A" ^ б о б  

Фурье каторлари

'. / W - З М !  (- .)• + «  - i* ™  2. J |Sin « . 3. Л*>~ J + - * .

- 2
»-• (2n — J )2

л />” • (2n +1)2
3 . cos2nnx 
2-2' +

V  + 4 I  3 я= l|_ /7
. ( — l ^ ^ ’s innx l 2 4 00 ( _n'I + I

6- "b + ' 2 £ *—T *  cos**-*- 7. 1---— V _£gs(2/i+ I )лх
•5 « ”=1 n2 я2 i l  (?- . ,,2

8. 1+ l r  _sjn(2/t l)tet 1 8  “  г  
л „ - |  2я — 1 ‘ ' 5 л2 „ £ , ( (1

(  6____  \ cos(2n— 1 г j ■»
V ( b - i & - ' ) — 2n-=lT J  10Н Т + Л1 <-1>Я

У 2cos«3Ut— ялбшллх "1 »  sin/zjr 2 „ 00 r _ i
' Ж .  - J  "  i , - . -  ,2- 3 “ ' + * i r - g  

l3 fcfnjM -  H ) ^ s i |w  |4 2sinna -  ( - J ) " + V  
я  Я=1 я2-)-a2 Я „± , n2 +  as

l5- 1—-^c°s^ +  2 cosfljr. 16. — -f У ( — |
л = I я2— 1 4 ' 9„_LI

2 6 -5 27

4я

X  
,|)« +  1

cosax.

п sin/!*

2/!-f I

401



«7 « + I  s„x+ ( - . ) - = ] ' e - i +  Ж
4  л =  I |_ ЛП

1 oo Г , _ ( _ ! ) «  л . 1 .0  2 ±  у cos2nx 20. 1 ++ -  I  --- L _ U o « w + - s m « *  И » .-  „  J Q4f|» _ ,•  S
Д  rt =  l n - I

4 „  sin(*4:^)^ 
+1T {2k+ ij~  
22 J .  ?  sirw*

Л n = 1 Л

21-
° °  r r f i i - l l i  я  sinj2/i— \)x

(2п-\У
л sin{2n — 1 )x T  

+ T  2л — 1 I



АДЛБИЁТ

1 Л з л а р о в  Т.  А.  М а н с у р о в  X.  Математик анализ, 2- кием, — 
Т. «Укитувчи», 1989.

2 . А . С . а ъ д у л л а е в ,  X .  М а н с у р о в ,  Г .  Х у д о й б е р г а н о в ,  
А.  Б о р и с о в ,  Р .  Ну  л о м о в .  Математик анализ курсидан 
мисол ва масалалар тупламн. 1, —Т. «!/збекистон», 1993.

3. Д е м и д о в и ч  Б.  П.  Сборник задач и упражнений по математи
ческому анализу.— М., Наука, 1977 ва бошка йнллардаги нашрлари.

4. К у д р я в ц е в  Л .  Д. ,  К у т а с о в  А.  Д. ,  Ч е х л о в  В .  И. ,  
L1I а б у н и н М. И. Сборник задач по математическому анализу. Ин
тегралы, Риды. Л. Д. Кудрявцев тахрири остида.— М. Наука, 1986.



М У Н Д А Р И Ж А

Суз боши ................................ .... ............................................. ...  3

X I I  боб. Куп узгарувчили функциялар, уларнинг лимити ва узлук-

1-§. R™ фазо. R "  фазода кетма-кетлик ва унинг лимити . . 4
2- §. Куп узгарувчили функция ва унинг лимити . . . .  9

3- §. K Jn  узгарувчи функциянинг узлуксизлиги .................. 28

X I I I  боб. КУп узгарувчили функциянинг косила ва дифференциал-
лари ..............................................................................38

1-§. К?п узгарувчили функциянинг хусусий хосилалари ва 
дифференциаллари ..............................................

2-§. К?п узгарувчили функциянинг юкори тартибли хосила 
ва дифференциаллари......................................... 4 ft

3- §. Куп Узгарувчили функциянинг экстремум киймат-
лари .......................................................................ЯЭ

4- §. Ошкормас функциялар .....................................J9

X IV  боб. Функционал кетма-кетликлар ва каторлар . . . .

1-§. Функционал кетма-кетликлар ва каторларнинг якинла 
шувчилиги ....................... ................................- >1*31

2-§. Функционал кетма-кетликнинг текис якинлашувчи- 
лиги ..................................................  •.

3-§. Текис якинлашувчи функционал кетма-кетлнкларнинг 
хоссалари ................................................................ j

4- §. Функционал каторлар ва уларнинг якинлашувчи-
лиги .....................................................................-Я

5-§. Функционал каторнинг текис якинлашувчилиги
6-§. .Текис якинлашувчи функционал каторларнинг хос

салари ................................................................ ....  ‘
7-§. Даражали каторлар ................................ ....  . . |
8-.§. Даражали каторларнинг х о с с а л а р и .......................-
9- §. Тейлор катори. Функцияларни даражали каторларга

ёйиш ......................................................................... д

404

38

59

74
82

91

91

94

104

107
110

120
126
130

13*



XV боб. Хосмас интеграллар . . .  .....................................145

1-§. Чексиз оралик буйича хосмас интеграллар ва уларнинг 
якинлашувчилиги тушунчалари ................................145

2-§. Якинлашувчи хосмас интегралларнинг хоссалари. Асосий 
формулалар ................................................................150

3-§. Хосмас интегралларнинг якинлашувчилиги хакида 
теоремалар. Интегралнинг абсолют якинлашувчи- 
лиги ............................................................................. 150

4-§. Чегараланмаган функциянинг хосмас интеграллари ва 
уларнинг якинлашувчилиги туш ун чал ар и .................. 167

5-§. Якинлашувчи хосмас интегралларнинг хоссалари. Асо- 
сий формулалар ........................................................... 171

6-§. Хосмас интегралнинг якинлашувчилиги хакида теоре- 
малар. Интегралнинг абсолют якинлашувчилиги . . . 175

XV I боб. Параметрга боглик интеграллар ................................187
1-§. Параметрга богли^ интеграл тушунчаси .................. 187

2-§. Параметрга боглик интегралларнинг функционал хос
салари ......................................................................... 192

3-§. Параметрга боглик хосмас и н тегр ал л ар .................. 204
4- §. Параметрга боглик хосмас интегралларнинг функцио

нал х о с с а л а р и ................................................................211
5- §. Эйлер интеграллари.......................................................236

X V II боб. Каррали интеграллар........................................................244

1-§. Икки каррали и н те гр а л л а р ......................................... 244
2-.§. Уч каррали и н те гр а л л а р ..............................................273

X V III боб. Эгри чизикли интеграллар . . . .  .......................283
1-§. Биринчи тур эгри чизикли интеграллар .................. 283
2-§. Иккинчи тур эгри чизикли интеграллар .................. 305
3-§. Грин формуласи ........................................................... 324

XIX.боб. Снрт интеграллари .......................................................335

1-§. Биринчи тур сирт интеграллари ........................... ....  353
2-.§. Иккинчи тур сирт интеграллари ................................ 353

3-§. Стокс хамда Остроградский формулалари . . . .360

XX боб. Фурье к ато р л ар и ....................................................... 37g
1-§. Фурье катори т у ш у н ч а с и ............................................. 370
2-§. Фурье каторининг якинлашувчилиги........................... 383

^ниоблар ..........................................................................................
Адабиёт .......................................................................................  404



Н а узбекском языке

Лзимбой Саъдуллаеь. Хожиикбар Мансуров, Гулжирза Худой 
Азизжон Ьорисои, Рустам Г  у ломов

С БО РН И К П РИ М ЕРО В И ЗАДАЧ ПО КУРСУ 
«М АТЕМ АТИЧЕСКОГО  АНАЛИЗА»

II
Учебное пособие для студентов университетов

Издательство «Узбекистан» — 1995,
700129, Ташкент, Навои, 30.



Мухаррир И. А^маОжонов 
Мукова рассоми Д. Собирова 

Вадннй мухаррир И. Кученкова 
Техник мухаррир А. Горшкона 

Мусаххнх М. Ии^имбскива

Терншга берилли 27.04.94. Босншга рухсат этилди 17.05.95. Бичими 84Х108‘/и «Таймс» 
эрнигура офсет бигча усулида боснлди Шартли бос. т. 21,42 Нашр т. 20.17. 50U0 нусхада 

чоп этилди. Буюртма №  527. Бахосн шартнома асосида.

•♦Узбекистон» нашриётн. 700129, Тошкент. Навоий кучаСи, 30.
Нашр №  284—93.

9ябекистон Республика™ Давлат матбуот кумитасн ижарадаги Тошкент матбаа комбинатнда 
боснлди. 700129, Тошкент, Навоий кучасн, 30.


