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— Но мир! Но жизнь! Ведь человек 
дорос, чтоб знать ответ на все
свои загадки.
— Что значит знать?
Вот, друг мой, в чем вопрос.

В. Гете



П РЕ Д И С Л О В И Е

Одним из методов овладения все возрастающим потоком по
лезной, а часто даже и необходимой, информации является ин
тенсификация процесса обучения, позволяющая не увеличивать 
срок обучения. Однако, решить эту задачу, не превысив при 
этом естественных возможностей обучающихся по качественному 
усвоению изучаемого предмета, совсем не просто. Предлагаемый 
учебник представляет собой удачную попытку решения этой за
дачи при изучении линейной алгебры и геометрии в объеме про
грамм, принятых в педагогических университетах и ряде других 
высших учебных заведений. Он написан на основе опыта его ав
тора, работавшего преподавателем в Рязанском педагогическом 
университете и Московском физико-техническом институте.

Манера подачи материала в учебнике несколько необычная 
и своеобразная. Автор не бесстрастно пересказывает определе
ния вводимых понятий, доказывает сформулированные леммы и 
теоремы, а с помощью оригинальных методических приемов 
стремится помочь читателю активно, а не формально овладеть 
изучаемым предметом и достигает в этом успеха.

Это удается автору осуществить прежде всего за счет много
уровневого изложения материала в учебнике. В зависимости от 
степени своей подготовки читатель может придерживаться при 
изучении предмета одного из трех уровней. Первый уровень со
держит максимально элементарное изложение минимально необ
ходимых для дальнейшего обучения сведений. Следующий уро
вень изложения обеспечивает твердое знание предмета и пред
назначается для читателя, обладающего уже достаточной мате
матической культурой. Наконец, третий уровень на основе более 
углубленного изучения предмета приводит к свободному владе
нию изучаемыми понятиями и к умению применять их для реше
ния задач. Изучив предмет на одном из первых двух уровней, чи



тателю будет легко и интересно вернуться к нему на более высо
ком уровне. Такое построение учебника и стиль изложения дает 
возможность расширить круг учебных заведений, в которых он 
может быть использован.

Важно отметить, что при изучении предмета студентом на 
любом уровне автор не дает возможности ему делать это пассив
но: умело ставящиеся в учебнике вопросы заставляют студента 
вникать в смысл вводимых понятий, осознавать цель, для кото
рой они вводятся, оценивать возможность и границы их исполь
зования и в заключение активно участвовать вместе с автором 
книги в процессе доказательств сформулированных утвержде
ний. Содержащиеся в таком методе обучения элементы игры 
также интенсифицируют процесс обучения, делают его увлека
тельным, повышают любознательность студента, усиливают его 
интерес к предмету.

Наличие в учебнике большого числа контрольных вопросов 
и задач позволяет самому студенту, или с помощью преподава
теля, правильно оценивать приобретенные им знания, дисципли
нирует его мышление, содействует повышению его математиче
ской культуры.

Успешное осуществление новых методических идей автора 
стало возможным благодаря хорошо продуманному порядку по
дачи материала в учебнике, обстоятельному, четкому, строгому 
и вместе с тем простому его изложению, тщательному продумы
ванию его деталей. В результате учебник доступен широкому 
кругу студентов, может быть с успехом использован ими для са
мостоятельного изучения предмета.

Салтыковка 
3 июля 1994 г.

JI. Д. Кудрявцев 
член-корреспондент 

Российской Академии Наук



Моим родителям, 
моим Учителям

ОТ АВТОРА
Идея создания синтетического курса высшей алгебры и выс

шей геометрии возникала не раз при изменениях педвузовских 
учебных программ. Административные попытки их объединения 
имеют некоторую историческую и методическую мотивацию, так 
на механико-математическом факультете МГУ, математических 
и физических факультетах некоторых других вузов традиционно 
читаются курсы линейной алгебры, которая объединяет начала 
этих ветвей математики. В технических и инженерных вузах во
просы аналитической геометрии и линейной алгебры обычно 
включаются в программы курсов высшей математики. Однако, 
очевидно, что несмотря на самостоятельность и специфику этих 
разделов математики, связь их много глубже и интереснее, чем 
тематика собственно линейной алгебры. Чтобы подтвердить это, 
достаточно упомянуть роль трех знаменитых геометрических за
дач древности (о квадратуре круга, удвоении куба и трисекции 
угла) в истории создания теории разрешимости в радикалах ал
гебраических уравнений, приложения теории групп в геометрии, 
а также Эрлангенскую программу Ф. Клейна, которая определи
ла на много лет направления геометрических исследований. (Со
гласно этой программе всякая геометрия есть геометрия инвари
антов некоторой алгебраической группы).

Поэтому курс, который содержал бы изложение общих основ 
высшей алгебры и высшей геометрии, мог бы быть интересен 
сам по себе, предоставляя возможность взглянуть на одни и те 
же проблемы с позиций этих уже обособившихся математиче
ских дисциплин. Такими идеями проникнута книга Ж . Дьедоне 
«Линейная алгебра и элементарная геометрия», переведенная и 
изданная у нас в 1972 году. Хотя с этого времени прошло более 
двадцати лет, ее идеи не устарели, но круг затронутых в ней во
просов ограничен ее названием, к тому же слишком формализо
ванный язык этой книги затрудняет ее чтение малоподготовлен
ному читателю.

В 1987 году в связи с введением во многих педвузах подготов
ки учителей по новым специальностям было предложено объеди
нить учебные курсы алгебры и геометрии, это и сделало акту
альным создание учебника по такому курсу. Прй этом синтезе 
стало просто необходимым предельно интенсифицировать обуче
ние, что, в свою очередь, поставило проблемы методического ха
рактера. Одно из их решений предлагается в настоящем учебни
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ке. Его идеи, как представляется автору, возможно, могут ока
заться интересными и другим специальностям и дисциплинам, 
где естественны общая логика построения курса и аксиоматиче
ский метод.

Настоящая книга задумывалась первоначально как учебник 
для педагогических вузов и физико-математических специально
стей университетов. Однако в процессе работы над ней сама ло
гика построения учебного материала, многоуровневая система 
его изложения и программа привели к тому, что, как надеется 
автор, учебник может быть использован и студентами техниче
ских и инженерных вузов различных специализаций, а также 
служить полезным пособием для самообразования студенту, ко
торый увлечётся математикой.

Эта книга представляет собой первую часть учебника по кур
су высшей алгебры и высшей геометрии, который должен обес
печивать семестр обучения (72 часа) и давать систематическое 
изложение его программы на современном уровне. Основное от
личие этого учебника прежде всего в том, что он базируется на 
проблемно-аксиоматическом методе и некоторых идеях так на
зываемых тетрадей с печатной основой. Это позволяет в корне 
изменить идеологию обучения: в центре его ставится проблема, 
новая информация служит скорее средством познания и обуче
ния, а не самоцелью этого процесса, что заставляет читателя 
(студента) активно работать с изучаемым материалом и вместе 
с тем позволяет изменить технологию обучения по существу: не 
проработав текст, не заполнив его «пробелы», он просто не смо
жет двинуться дальше. Система работы с учебным материалом, 
который предлагает и даже навязывает читателю эта книга, 
призвана существенно активизировать его познавательную дея
тельность, сделать его знания предмета более основательными 
и прочными. Целый ряд приемов, которые были придуманы, про
думаны и использованы автором (выделение основной части тек
ста, несколько уровней сложности задач, системы вопросов, ссы
лок и адресаций, расположение материала в книге, даже сама 
его графика и оформление), направлен на интенсификацию усво
ения и освоения учащимся учебного материала. Это, в частности, 
дает возможность студенту быстрее приобретать знания и навы
ки их применения в стандартных и нестандартных ситуациях. 
Книга, по мнению автора, должна учить и в какой-то мере нау
чить читателя самостоятельному отбору информации, необходи
мой для решения поставленной ему задачи.

Читателю на необходимость продумать и дать самостоятель
но ответ на какой-либо вопрос или обосновать заключение в тек->сте учебника, как правило, указывают специальные знаки: = , ? 
или ф. Последний из них означает, что требуется не просто 
ссылка на какое-либо утверждение курса, но более продуман
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ный и развернутый ответ. Обозначения, например, типа '=  или
л.ЗО?=s- подсказывают, что соответствующим логическим обоснова 
нием равенства или следствия является одна из лемм § 30, кото
рую читателю следует отыскать (конечно, если он ее не помнит). 
Когда требуется подтвердить или опровергнуть то или иное отно
шение (равенство, включение, сравнение и т. п.), соответствую
щий символ сопровождается тоже знаком вопроса, например
= , (1) и т. д. Знак ?не? указывает на необходимость сделать аль
тернативный выбор. Старания автора были направлены к тому, 
чтобы выделяя таким образом вполне посильные читателю мо
менты доказательств и рассуждений, привлечь его внимание к 
важным фактам курса,пробудить интерес к предмету. Ведь еще 
А. Франс писал: «Чтобы переваривать знания, надо поглощать 
их с аппетитом». Можно рекомендовать студенту не вести кон
спект в обычном «вузовском» смысле этого слова, но в отдельной 
рабочей тетради систематически записывать ответы на такие во
просы. Такая самостоятельная и тщательная проработка учеб
ного материала, к которой, можно сказать, вынуждает сама 
«геометрия текста» учебника, должна привести студента к более 
глубокому его пониманию. Для сокращения записей используют
ся основные логические символы: =»-, V, 3, V .  А  и т. д., объяс
нения этих обозначений даются при первом появлении их в тек
сте. Окончание доказательства обычно обозначается знаком ■, 
однако, в тех случаях, когда по каким-либо соображениям дока
зательство того или иного факта приводится не полно
стью или указывается только его идея или схема, на окончание 
рассуждений указывает знак □. Внимательный читатель может 
заметить и систему контроля и отслеживания возможных оши
бок при недостаточно аккуратной работе студента с учебным ма
териалом.

Для облегчения работы в основной теоретической части каж
дой лекции выделен (вертикальной линией на полях) информа
ционный минимум, который при использовании настоящей кни
ги в качестве аудиторного учебного материала может быть, 
как правило, освоен за лекционное время при любой подготов
ленности студенческой аудитории, он является основой для само
стоятельной работы студента и базой для следующей темы. Так 
как даже при дедуктивном изложении учебного курса не только 
невозможно, но и нецелесообразно приводить доказательство 
всех его фактов, то в такой «скелет лекции» выделены определе
ния, примеры, утверждения и доказательства, важные в архи
тектуре и логике курса. Им во многих случаях предшествуют за
дания эвристического характера, которые позволяют читателю 
выдвигать и обдумывать различные гипотезы и варианты дока
зательств даже глубоких фактов курса. Если это происходит на
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лекции, то построение курса и совместные обсуждения проблем 
в аудитории вполне естественно способствуют развитию мышле
ния студентов, а для будущих учителей еще и постановке пра
вильной профессиональной речи.

Задачи включены непосредственно в текст каждой лекции и 
имеют преимущественно теоретический характер, в них вынесе
ны доказательства (или фрагменты доказательств) многих, если 
не большинства утверждений курса. Выполняя их, читатель ста
новится как бы соавтором учебника, а используя его в учебной 
работе, преподаватель будет иметь возможность превращать и 
практические занятия в обсуждение содержательных проблем, 
отказавшись от натаскивания на тривиальностях. Задачи имеют 
три уровня сложности: распознавания или репродуктивный, на- 
выковый или продуктивный и последний — творческий, посиль
ный из которых каждый студент выбирает себе сам. Это позво
ляет индивидуализировать процесс освоения учебного материа
ла и по существу дает учебное пособие, написанное как бы на 
трех уровнях глубины и сложности, причем в отличие от многих 
учебников эти уровни не изолированы один от другого и позволя
ют читателю (и даже вынуждают его!) пробовать свои силы на 
более приемлемом для него. Причем, «расстояния» между уров
нями сложности нарастают постепенно с приобретением читате
лем опыта работы и освоением учебного материала. В учебнике 
использованы и ротационные идеи: чтобы выполнить задачи и 
задания, читателю приходится обращаться к предыдущему тек
сту не раз, если он не был достаточно внимателен при первом 
знакомстве с лекцией.

Много основных и важных понятий курса вводятся в его на
чальных разделах (например, такие как: матрицы, свободный 
вектор, преобразования, подстановки, классы вычетов, пучок 
прямых и пучок плоскостей — в первых трех лекциях «Множе
ства», «Бинарные отношения» и «Отображения», а понятие комп
лексного числа вводится в лекции 13, в то время как их основа
тельному изучению посвящается несколько лекций в других се
местрах), что позволяет изучать некоторые характеристики этих 
и других математических объектов и структур задолго до того, 
как сами они станут основным предметом глубокого изучения 
и исследования.

Все лекции делятся на параграфы, которые имеют сквозную 
нумерацию, все теоремы, утверждения, леммы, основные форму
лы, примеры и задания нумеруются в пределах параграфа, на
пример, ссылка на теорему 15.2 означает теорему 2 парагра
фа 15. Если на какую-либо формулу ссылка делается в пределах 
только одного параграфа, то ее нумерация может быть буквен
ной или символьной, например: (27.а) или (15.*), если же форму
ла важна для других разделов курса и потребует позднейших
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ссылок, ее нумерация числовая, например, (47.1) и т. п. Задачи 
учебника имеют тройную нумерацию, в которой последнее число 
(1, 2 или 3) указывает на номер ее уровня, так упоминание: «за
дачи 5.2.1» означает, что речь идет о задаче в § 5, второй в этом 
параграфе для первого уровня сложности освоения учебного ма
териала. Номер уровня более сложных задач (второй и третий) 
выделен цветом. Звездочкой (* ) отмечены более сложные темы 
(параграфы), которые могут быть опущены или изучены в ин
формационном, обзорном порядке без нарушения общей логики 
курса. Знаком ( ° )  отмечены темы, которые вполне могут быть 
освоены учащимся самостоятельно и иногда рекомендуются как 
подготовительные к лекции (в случае использования настоящего 
учебника в качестве аудиторного учебного материала). Так как 
книга планируется в первую очередь именно для такой рабо
ты, то штрихом ( ')  отмечены темы-параграфы, которые, как по
казала практика, удобнее обсуждать на практических занятиях. 
Информация об этих обозначениях предваряет те лекции, к кото
рым автор счел необходимым дать свои рекомендации. Впрочем, 
идеология и структура текста учебника оставляют его читателю, 
лектору или студенту достаточную свободу в выборе дока
зательств и апробировании своих идей, словом, в соавторстве по 
созданию своего индивидуального учебника.

Укажем еще, что каждой лекции помимо рекомендаций пред
шествует перечисление ее основных понятий и сведений из преды
дущих разделов курса, необходимых для ее понимания. Приво
дится также схема самой лекции (логическая связь ее тем-па
раграфов) и ее взаимосвязи с другими лекциями пособия. Это 
представляется полезным, поскольку дает читателю представле
ние об архитектуре курса в целом и помогает в нем ориентиро
ваться. В конце каждой лекции приводится список литературы 
по ее темам, основной и дополнительной, с постраничным указа
нием ссылок к каждому ее параграфу. Дополнительная литера
тура, как правило, предлагает любознательному читателю дру
гую точку зрения на исследуемый предмет, манеру изложения 
или принципиально иной подход к вопросу, а зачастую и более 
глубокие сведения и проблемы, чем предполагает учебный курс.

Еще одна особенность настоящего учебника в том, что автор 
счел полезным к каждой лекции дать историческую справку, где 
кратко сообщается история изучаемых понятий, обсуждается их 
место и значимость в науке. Это кажется важным и свое
временным, поскольку дает читателю представление о математи
ке, как области культуры человечества, знакомит с именами и 
историческими событиями, которые сопутствовали математиче
ским открытиям. Автор умышленно не приводт список литерату
ры, из которой взят материал «Исторических справок», ибо он 
очень велик. Пожалуй, их составление — один из самых трудных
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этапов в работе над книгой, так как хотелось сообщить читате
лю, начинающему серьезную работу в математике, не только до
стоверную информацию, но и передать ту романтику, а порой и 
драматизм, которые сопутствуют математическим поискам и от
крытиям. Впрочем, по этому поводу хочется повторить слова Фе
ликса Клейна, что в математике «...не может быть окончательно
го завершения, а вместе с тем и окончательно установленного 
первого начала...».

Каждой лекции предшествует рисунок автора, который чем- 
то отражает ее содержание или настроение. Внимательный и лю
бознательный читатель, возможно, заметит отдельные мотивы 
Дали, Эшера, Чюрлениса, Босха или иных художников, но, как 
писал М. К. Эшер, «Все мои рисунки — это игры. Серьезные ма
тематические игры».

♦ *
*

В заключение автор хочет поблагодарить руководителей на- 
учно-методического семинара «Передовые идеи в преподавании 
математики в России (ранее — СССР) и за рубежом» профессора
О. В. Мантурова (М П У ) и профессора Л. В. Сабинина (РУДН), 
поддержавших идеи настоящего учебника. Автор искренне при
знателен всем сотрудникам отдела теории функций Математиче
ского института им. В. А. Стеклова РАН за их теплое, благоже
лательное отношение и помощь в получении доступа к современ
ным техническим средствам в последние годы работы над кни
гой, что позволило своевременно отредактировать и подготовить 
ее рукопись к печати. Чувство глубокой благодарности автор вы
ражает члену-корреспонденту РАН, профессору Л. Д. Кудрявце
ву, чье внимательное чтение рукописи и добрые советы сущест
венно помогли в работе над этой книгой.

Работа над книгой была поддержана грантом Государствен
ной научной программы «Развитие образования в России».

Автор
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Лекция 1
МНОЖЕСТВА
ОТНОШЕНИЯ

НА МНОЖЕСТВАХ



МНОЖЕСТВА 
ОТНОШЕНИЯ НА МНОЖЕСТВАХ

§ 1. Множества. Операции над множествами.
§ 2. Свойства операций над множествами.
§ 3. Прямое (декартово) произведение множеств.
§ 4'. Некоторые важные примеры декартовых 

произведений множеств.
§ 5. Бинарные и п арные отношения.

Основные понятия: множество, подмножество, пересечение и 
объединение множеств, разность множеств, дополнение множест
ва, пустое множество, универсальное множество, декартово про
изведение множеств, направленный отрезок, аффинная система 
координат, л-арное отношение, равенство бинарных отношений, 
инверсия бинарного отношения.

Необходимые сведения: модуль числа, числовая ось, коорди
наты точки на оси и на плоскости, натуральные числа (N) ,  це
лые числа (Z) ,  рациональные чила (Q),  действительные числа 
(R ), параллельность прямых.
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С е м е с т р  I

Л е к ц и я 1— Множества и отношения на множествах. (§ 1—§ 5).
Л с к ц и я 2 — Операции на бинарных отношениях. Отображения.
JI е к ц и я S — Биективные отображения. Преобразования.
J1 е к ц и я 4 — Бинарные отношения на множестве. Фактор-множество.
Л е к ц и я 5— Матрицы. Основные операции и свойства.
Л е к ц и я 6 — Подстановки. Группы.
J1 е к ц и я 7 — Определители.
Л е к ц и я 8 — Векторные пространства.
Л е к Ци я ! — Линейно зависимые и линейно независимые системы векторов.
Л с к Ци я 10— Ранг матрицы. Системы линейных уравнений.
Л е к Ци я 11— Линейные отображения векторных пространств.
Л е к Ци я 12— Матричное представление гомоморфизмов.
Л е к ц и я 13 — Алгебра линейных операторов.
Л е к ц и я 14 — Собственные векторы линейных операторов.
Л е к U и я 15— Евклидовы векторные пространства.
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§ 1. М НО Ж ЕСТВА . 
О П ЕРА Ц И И  НАД М Н О Ж ЕСТВАМ И

1 Г1од множеством или совокупностью элементов ( точек) по
нимаем некоторый объект, который может быть задан указа
нием характеристических свойств его элементов.

Множества обычно обозначаются большими буквами ал
фавитов, а элементы множеств — малыми. Символическая 
запись а е Л  означает, что а есть элемент множества А, или а 
принадлежит множеству А. Отрицание этого обычно обознача
ется аф А . Применяется также и равносильное обозначение: 
А з а  или, соответственно, А ф а.

Когда множество задается перечислением его элементов, их 
обычно заключают в фигурные скобки и пишут: А =  {а, Ь, с).

П р и м е р  1.1. Множество С всех пар целых чисел {х, у), по 
модулю не превосходящих 9 и удовлетворяющих условию х? =  у, 
может быть задано перечислением его элементов:

С =  {(- 3 , 9), (- 2 ,  4), ( - 1 ,  1), (0, 0), (1, 1), (2, 4), (3, 9)}.

Однако, если мы будем рассматривать множество С' всех 
пар целых чисел (х, у), удовлетворяющих условию хг =  у, то пе
речислить все его элементы, очевидно, уже не удастся, так как 
их бесконечно много.

Сравните множества С и С' с множеством С" всех пар дей
ствительных чисел, удовлетворяющих тому же условию, с мно
жеством всех точек координатной плоскости, координаты кото
рых удовлетворяют этому уравнению: x* =  y (рис. 1).

Рис. 1
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При изображении множества точками координатной плоско

сти говорят о графическом способе его задания или его графике.
Одно и то же множество может быть задано несколькими 

способами. Так множество В =  { — 1, 4} задано перечислением 
его элементов, но его же можно определить указанием каких-ли
бо других характеристических свойств его элементов, например, 
как множество корней квадратного уравнения

х2 — Зх — 4 =  0 
или как множество действительных корней уравнения 

х* — 2 дс3 — бх2 — 7дг —4 = 0.

I Полезно знать и уметь определять, когда разные способы 
или условия задают одно и то же множество. В таком случае 
принято говорить о равенстве или совпадении множеств.

Установить равенство множеств А и В  можно показав, что 
всякий элемент множества А содержится в В  и наоборот: вся
кий элемент множества В  содержится в А.

Обозначение равенства множеств А и В: А =  В.
Это может быть символическим языком кратко записано так:

А = В o ( ( V x ^ A = > В)/\ (Ух^В=>х^А) ) .
Обозначения: -о-— тогда и только тогда,

V — любой, для любого,
Л  — и,
=*- — следует.

(Символ V — перевернутая буква А, начальная в английских 
словах Any — любой, всякий и АП — все).

( О п р е д е л е н и е  1.3. Множество В содержится в множе
стве А (или В есть подмножество А), если каждый элемент 
множества В является элементом множества А.

Обозначение. Вс : А или А=>В, (в литературе встречаются и такие, теперь 
редко употребляемые, обозначения: В = Л или А ^ В ). Если множество В не яв
ляется подмножеством А, то пишется В<£А или АЗ>В.

Определение удобно записать формулой:
f lc / 4 o (V x e f l= > x e / 4 ) 

и схематически изобразить чертежом (рис. 2):

В С  А
Рис. 2
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А )В

А и В
Рис. 3

Очевидно, AczA.
Условие равенства множеств в терминах включения мно

жеств (или подмножеств) может быть теперь записано так:
А =  В о ( А с В / \ В а А ) .  (1.1)

Его иногда называют принципом двойного включения.

I О п р е д е л е н и е  1.4. Объединением двух множеств (А и
В ) называется множество, состоящее из всех элементов, 
принадлежащих хотя бы одному из этих множеств. 
Обозначение объединения множеств А и В: А\]В.
Из определения следует, что

А а А [ ] В  и В с А Ц В .  (1.2)
А его символическая запись:

/ In f

A U В —  {х| х е  А V  В).
def

Обозначение = — по определению, (def — сокращение от латинского сло
ва «definition, которое означает определять, устанавливать, толковать),

V  — или (т. е. хотя бы одно из двух),
I — такой, что.

З а д а н и е  1.1. Укажите на чертежах объединения мно
жеств (рис. 3).

О п р е д е л е н и е  1.5. Пересечением двух множеств (А и
В ) называется множество, состоящее из всех элементов, при
надлежащих как одному, так и другому множеству. 

Обозначение пересечения множеств А и В: А[\В. 
Очевидно, что

А [\ В а А  и A f t B a B .  (1.3)
Символическая запись этого определения следующая:

Нр  f
А( ]В  =  {х\х^ А /\х^  В).
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А П В С  Г\ D
Нис. 4

З а д а н и е  1.2. Укажите пересечения множеств (рис. 4).
Для удобства и единства обозначений (например, того фак

та, что множества не имеют общих элементов или отсутствуют 
элементы, обладающие данным характеристическим свойством) 
вводится понятие пустого множества, которое обозначается 0 . 
Его свойства относительно операций объединения, пересечения 
и включения (для любого множества А) принимаются по опреде
лению:

(Говорят, что этими равенствами аксиоматизируется пустое мно
жество). Пустое множество можно представить себе как «мно
жество без элементов», так что для множеств Си/ )  предыдуще
го задания можно записать: C ( ] D = 0 .

З а д а ч а  1.1.1. Если число элементов множества А конечно, 
то оно обозначается п(А).

Определите, каковы наибольшие и наименьшие значения 
числа элементов n(y4|JB) и л(ЛПЯ) .  если п(А)=р,  a n (B )= q ,

I О п р е д е л е н и е  1.6. Для любого множества само это 
множество и пустое множество называются несобственными 
подмножествами. Все остальные подмножества носят назва
ния собственных.
З а д а ч а  1.1.2. Множество, состоящее из двух элементов, 

например, {а, Ь], имеет четыре подмножества: несобственные: 
{а, Ь] и 0 , и собственные: {а} и {&}. Сколько подмножеств имеет 
множество, состоящее из трех элементов? из четырех?

З а д а ч а  1.1.3. Определите число подмножеств множества, 
состоящего из п элементов.

Указание. Сколько подмножеств, состоящих из одного элемента, имеет такое 
множество? Из двух? трех? Сколько несобственных подмножеств имеет множе
ство?

0 с Л ,  А П 0  =  0 , А { ] 0 = А ,  и 
0 П 0  =  0 , 0 1 )0  =  0- (1.4)

1). max п (А [ ) В ) = ?
2). max л(/4ПЙ) =  ?

3). min л(/Ц_|5) =  ?
4). min л(/4ПЯ) =  ?
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П р и м е р  1.2. Для любых множеств А и В  эквивалентны со
отношения: 1. AczB. 2. A l JBczB.  3. AczA(\B.

Эквивалентность этих соотношений означает, что каждое из 
них имеет место тогда и только тогда, когда истинно любое дру
гое. Мы установим это, доказав, что 1. =*-2. =>3. => 1.,т. е. из пер
вого условия следует второе, из второго — третье, а из него — 
первое.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем, что 1.=>-2.

Пусть х^А\]В  ^£=si-(xe/4 \/х^В)=> х е в  °"Р i'i- A[}BczB. 
условие I: AczB 0IIP .L^ (У х е Л  = » ie f i)_____ |

Это читается так. Пусть х — произвольный элемент множе
ства А у В, это означает (по определению объединения 
множеств), что х принадлежит А или В  (хотя бы одному из них), 
но по условию 1 всякий элемент, принадлежащий А , 
является элементом множества В. Следовательно, в любом слу
чае х — элемент В, а в силу произвольности выбора х ^ А \ ]В  
это влечет (по определению подмножества) включение: 
А[)В<=В.

Схема доказательства того, что из условия 2 следует условие 3:> > >
Пусть х & А  => (дсеЛ/\х^В)=>-х^АГ\В=»-А(=АПВ. t____

условие 2: А Ц В с В  ° " Р» " ((УдгеЛЦВ)=».геД) ="Р ^
OIID. I.? ((Vjce/4 V  VjteS)=>xeS)=»-(Vxez4 =>• х е  В)

Схема доказательства того, что 3.=*-1.:> ?
Пусть х е Л  =>•

*__________________________________________________

условие 3. АсАГ\В=>(Чх*=А П В = '^ > L  (xt=A Д х е  В))

Тем самым утверждение доказано. ■
О п р е д е л е н и е  1.7. Разностью двух множеств (А и В )

называется множество, состоящее из всех элементов, при
надлежащих первому из них (А ), но не принадлежащих вто
рому (В ).

Обозначение разности множеств А и В: А\В. 
Символически это записывается так:

/4pf
А\В =  {х\х^А /\х&В}.

Очевидно, что /4\Л = 0  для любого множества А и Л\вс=/1. 
З а д а н и е  1.3. Укажите разности множеств (рис. 5).
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А\В C \D E \ F
Рис. 5

Схематическое изображение множеств в виде фигур на 
плоскости, например, кругов, эллипсов (которые мы уже ис
пользовали), прямоугольников и т. п., дает наглядное пред
ставление о простейших свойствах множеств. Такие схемы но
сят название диаграмм Эйлера — Венна.

О п р е д е л е н и е  1.8. Если А а  В, то разность множеств 
В\А называется дополнением множества А до множества В.

Обозначение дополнения множества А до множества В\ А 'в 
или СВА. (С — начальная буква от французского слова «comp
lement» — дополнение).

З а д а н и е  1.4. Укажите (заштрихуйте) дополнение А до
В (рис. 6).

Дополнением множества точек прямой, лежащей в плос
кости, до этой плоскости является объединение двух (откры
тых) полуплоскостей. Дополнение С =  {1, 2, 4} до множества

Объектами исследования могут быть и множества, элемен
тами которых являются некоторые множества. Например: мно
жество прямых плоскости, множества решений некоторого мно
жества уравнений (системы уравнений), множества подмно
жеств какого-либо множества и т. д.

I Иногда множество, подмножества которого рассматрива
ются в некоторой задаче, называют универсальным для нее.

Л={1, 2, 3, 4, 6} есть S  = {?, ?}.
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О
А!

Рис. 7

Дополнение до универсального множества U его подмно
жества называют просто дополнением и обозначают А' или СА.

А’ =  U\A. (1.5)
Универсальное множество удобно использовать при изуче

нии свойств дополнений множеств, на диаграммах Эйлера — 
Венна его принято изображать прямоугольником (рис. 7).

§ 2. СВОЙСТВА О П ЕРА Ц И Й  
НАД М Н О Ж ЕС ТВА М И

Приведем основные свойства операций включения, объеди
нения, пересечения, разности и дополнения множеств, и прове
дем доказательства некоторых из них. Эти свойства будут ис
пользованы в дальнейшем при изучении алгебраических и гео
метрических структур. Многие из них интуитивно очевидны.

2 1 /1 f*~ ^  ̂
2.2. AczB /\ В а  С => А с. С У/A, Vfl, VC.
2.3. AczB/\BczA=>A = B  >М, Vfl.
2.4. А с А Ц В Л В с А Ц В  VA, Vfl.
2.5. Af\Bc:A /\A[)BczB  V/l, Vfl.
2.6. АЦВ = В\)А V/4, V fl.) объединения

. .. „  > коммутативность2.7. A[\B = B[\A VA, Vfl.J пересечения
(Commutatius — по латыни означает меняющийся, переставля
ющий).

2.8. A [ jA = A  V/4.) объединения
д i идемпотентность2.9. A\]A=A ч А . ) пересечения

(От латинских слов: idem — тот же самый, и potens — спо
собный).

2.10. A U(fl U С) =  (/4 Ufl)L)C V4, Vfl, VC. )  объединения
2.11. /1П(АПС) = (/1ПВ)ПС У/A, Vfl, VC. 1 аСС°  пересечения 

(Assotiatio — позднелатинское — соединение).
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впс А П В

АП (В  П С ) {АП  В ) П С
Рис. 8

Докажем последнее равенство (установим равенство соот
ветствующих множеств).

Прежде всего рассмотрим диаграммы Эйлера — Венна его 
левой и правой частей. Схематическое изображение множеств 
на диаграммах Эйлера — Венна обычно подсказывает доказа
тельство утверждения, удобно для обнаружения контрпримеров 
или явно неверных теоретико-множественных предложений, од
нако, доказательством в строгом смысле этого слова не явля
ется.

Заштрихуем на диаграммах Эйлера — Венна множества 
В[\С и /4П(#ПС), затем А[\В и (ЛПА)ПС (рис. 8).

Сравните диаграммы. ф
При доказательстве свойства 2.11, вообще говоря, надо уста

новить равенство множеств Р  = /1П(АПС) и Q = (A Г|В)ПС, 
т. е. в соответствии с принципом двойного включения (1.1) надо 
показать, что PczQ  и QczP.

Д о к а з а т е л ь с т в о  свойства 2.11.
Пусть х<=ЛП(вГ)С) ^ Ы - 5(*«=/1Лдс<=ЯПС)

Л (дгеВЛлгеС ))= > -((дсеЛЛл:еВ)Л*еС )0̂ =>^
^ Ы ^ * « = Л П Я Л * е С )  ^ = ^ х 6 (Л П в )П С .

«Проходя стрелки» слева направо, получим, что

Л П (Я П С )с (У Щ Я )П С . (2. =ф- )

(в силу произвольности выбора П(ВЛ С)), а «проходя» их в 
противоположном направлении (также в силу произвольности 
х е (А  ПВ)Г)С), будем иметь:

( Л П Я )П С с Л Л ( в П С ) , (2.<=)
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ВГ\С Д У В  A U C

Аи(ВПС) (A U В) П {A U С)
Рис. 9

Включения (2. =>-) и (2.-<=) означают (в соответствии с прин
ципом двойного включения), что для любых множеств А, В, С 
выполняется:

ЛП(ЯПС)  = (ЛПЯ)ПС.  ■
Операции объединения и пересечения обладают свойствами 

дистрибутивности:
2.12. ЛШ Я ЛС )  =  (ЛиЯ)П(ЛиС)  У/А, У/В, VC. 1 д„Стрибу-
2.13. ЛП(В11С) =  (ЛПЯ)и(ЛПС)  у/А, У/в, VC. J тивность 

(2.12 — объединения относительно пересечения, 2.13 — пересече
ния относительно объединения).

Чтобы найти путь доказательства свойства 2.12, также нач
нем рассуждения с диаграммы Эйлера — Венна множеств каж
дой части равенства A U (Bf|C ) =  (/l |]Я)П(Л U O  (рис. 9).

Д о к а з а т е л ь с т в о  свойства 2.12.
1) Докажем, что (А ив)П (Л  UC)<=>4 U(BflC).

Пусть дсе(ЛиЯ)П(ЛиС)=>(х€=ЛивЛ*«=/1иС)=*
=>(х&А\/ дгеВ)Д(дге/4\/ * е С ) .

Посмотрим, какие вытекают отсюда возможности принадлеж
ности элемента х множествам:

I I I* I 1 
(лее Л \ у х ^ В )/ \ (х ^ А  V х е С )

!■------ 13 1«
1. (х ^ А  /\х^С )  (̂ Ц>?-дг€=Ли(ДПС).
2. (л е Л Д х е Л )^ = *^ - л :е Л и (5 П С ).
3. (д сеВД х еЛ )?2 £ =̂ 1 л.е Л и (в п С )
4. (хе=ВЛ хе=С) °=^Ы£-х(=ВПС |Н ЯП П .
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Отсюда видно, что в любом случае х еЛ Щ А Л С ) ,  и значит, 
Л и(#ПС)с=(ЛиА)П(Л (JC) в силу произвольности выбранного 
* е (Л и Я )П М и С ).

2) Включение А и(А|")С )с;(ЛUА)П(Л IJC) докажите самостоя
тельно. ф

Пусть х е Л и ( А П С )  \/^^вП С )= у
- опр. I.? f XG  Л U А опр. I.? / Л I I П\П/ Л I I1. х е Л  =*=s^{ = £ = ^ х е (Л и В )П (Л и С ).

[ х е Л  UC
2. x e A f ] C  'Ш ^ - ( х е б Д х е С )

опр. 1.? 4  ̂опр. 1.?
(х€=ЛиЯ)Л (*еЛ1)С)=>х<=(ЛиЯ)ПИиС).

Таким образом, в любом возможном случае элемент 
х е (Л и В )П (Л и С ), а в силу произвольности х е Л Щ А П С )  это 
и означает включение: Л и (АП С )с:(Л  UА)Л(Л UC).

3) По принципу двойного включения это влечет равенство 
Ли(А("|С) =  (ЛиЯ )П (ЛUC) для всех множеств Л, в  и С. ■

Следующие свойства операций на множествах будут в даль
нейшем основой некоторых задач и примеров, более сложных и 
содержательных конструкций.

С в о й с т в а  р а з н о с т и  м н о ж е с т в

2.14. Л \ А с Л  VЛ, VA.
2.15. A\B =  Af ]B '  VЛ, VA.
2.16. Л\(Л\А) =  Л Л А VЛ, VA.
2.17. Л и (В\Л ) =  Л и в  VЛ, VA.
2.18. Л П (В \ Л )= 0  УЛ, VA.
2.19. Л\(АиС) =  (Л\А)П(Л\С), УЛ, Vfl, VC.
2.20. Л\(ВПС) =  (Л\А)и(Л\С), VЛ, Vfl, VC.

С в о й с т в а  д о п о л н е н и й  м н о ж е с т в
2.21. Л и Л '=  U VA.
2.22. Л (JЛ'  =  0  VЛ.
2.23. (Л ')' =  Л VЛ .— закон инволюции.
2.24. (Л UА) '=  Л 'ПА ' VЛ, VA1. ^ ? — законы де Моргана.
2.25. (ЛПА) '  =  Л 'и Я ' V/4, V A J

С в о й с т в а  ( а к с и о м а т и к а )  п у с т о г о  м н о ж е с т в а
2.26. 0  с Л  V4.
2.27. Л П 0  =  0  V/*.
2.28. А Ц 0 = А  VЛ.
2.29. 0 П 0  = 0-
2.30. 0 U 0  =  0-



30 1. Множества

З а д а ч а  2.1.1. Докажите свойства 2.2 и 2.21.
2.2. А а В / \ В а С = * - А с С  УЛ, VB, VC.
Если произвольный дг G / 1 ,  а А с  В, то леев, так как по опре

делению подмножества (множества А) всякий его элемент содер
жится в данном множестве (В), тогда х е В ,  а В а С ,  то х е ? .  

Из произвольности дсе Л следует включение: AczC. я
2.21. A [ ) A '= U  УЛ.
Пусть х ^ А Ц А '  ( x e ? V * ^ ? ) ?)■<=►

o x ^ U o ( A \ j A ' c z U ) / \ ( U c : A [ ] A ' ) CB 2£ —A [ }A '=  U. Я
З а д а ч а  2.1.2. Докажите свойства 2.6 и 2.24.
2.6. А( ]В  =  В()А  УЛ. VS.

х ^ А [ ) В  5 = > - (x g ? ? \ Jх ^ ? ) о х ^  ? о
<=>-(Л Ufi<=SlM )VM (Jfi=>fllM ). что по принципу двойного вклю
чения влечет равенство этих множеств. ■

2.24. (ЛиЯ) '  =  Л 'П Я ' УЛ, Vfl.
(Л1)в)' =  / / \ ( Л и Я ) = ? (U\A)r\(U\B) А '[\В\ Я

З а д а ч а  2.1.3. Докажите свойство 2.25.
2.25. (АГ\В)' =  А'\1В' УЛ, VS.

(Л ПВ)' —  U\(A(]B)  (U \A )\ )(U \B )= A '[)B '. Я
З а д а ч а  2.2.1. Постройте диаграммы Эйлера — Венна сле

дующих множеств и установите, какие из равенств верны для 
любых множеств Л, в  и С (рис. 10 и 11):

В \ С  С П В '
Рис. 10

1) В\С = С[)В\  2) А\(В\С) = (А\В)\С.

1) f i \ c i c n s ' .

2) А \(В\С )Ф (А\В)\С .

З а д а ч а  2.2.2. Постройте диаграммы Эйлера — Венна сле
дующих множеств и установите, какие из равенств верны для 
любых множеств Л, В  и С (рис. 12 и 13).
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Л \ ( В \ С )  ( А \ В ) \ С
Рис. 11

В О  ( C l )  А ) ( В  Г \ С )и  ( В  Г) А)
Рис. 12

А\В (А\В)иВ

Рис. 13 Рис. 14

1) ВП (Си^ )= (ВП С )и (ВП -4 ). 2) (Л \ВШ А  = Л. 

1) Bn (CU> »)= (finC )U (fln»). 

2) (Л\А)1)А =  Л.

З а д а ч а  2.3.1. Постройте диаграммы Эйлера — Венна сле
дующих множеств и установите, верно ли утверждение: если 
всzA, то (А\В) [)В  =  А (рис. 14).
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Л U (В  ПС) (A  U В ) ПС
Рнс. 15

З а д а ч а  2.3.2. Определите, для каких множеств А, В, 
С имеет место утверждение: А\]В — В{\С.

З а д а ч а  2.2.3. Проверьте, истинно ли для любых множеств 
А, В, С утверждение: Ли (ЯПС)  =  (Л1|В)ПС (рис. 15).

л ш я п с ж л и я т с .

Если утверждение истинно не для всех множеств, то поста
райтесь найти все условия, при которых оно все же имеет место.

§ 3. П РЯМ О Е (декартово) П Р О И З В Е Д Е Н И Е  
М Н О Ж ЕС ТВ

Если рассматривается множество, состоящее из конечного 
числа элементов такое, что порядок элементов не существен, то 
их заключают в фигурные скобки, например, [а, Ь, с). Если же 
существенно, каков порядок элементов, то говорят об упорядо
ченном множестве элементов или кортеже, используя для 
обозначения скобки {  >, например, кортеж (длины 3) тех же 
элементов: (а, Ь, с).

(«Cortege» в переводе с французского означает торжествен
ное шествие, выезд, свита).

I О п р е д е л е н и е  3.1. Два кортежа называются равными, 
если они одинаковой длины и если равны их элементы на со
ответствующих местах.

Так равенство { х, </> =  (1, а ) имеет место тогда и только 
тогда, когда х=  1 и у =  а.

I О п р е д е л е н и е  3.2. Прямым или декартовым произве
дением множеств А и В называется множество всех упорядо
ченных пар элементов, из которых первый принадлежит пер
вому множеству А, а второй второму — В.

Обозначение декартова произведения множеств А и В. Ау,В.

А Х В = { {  х, у)\х(=А Д у е А } .
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Тем самым декартово произведение множеств задается опи

санием характеристических свойств его элементов. Можно ска
зать, что таким образом для всех множеств определена новая 
операция: двум множествам сопоставляется третье — их декар
тово произведение.

П р и м е р  3.1. Для множеств А =  {1, 2, 4} и В  =  {а, b} выпи
шем все элементы декартовых произведений.

Л Х А  =  {<1, в>, <?, ?>. <?, ?>. <?, ?>, <?, ?>. <?, ?>}, 
В х А = { ( а , 1>, <?, ?>, <?, ?>, <?, ?>, <?, ?>, <?, ?>}.

>
Несложно увидеть, что А X  В Ф  В Х А  для произвольных мно

жеств А и В. Это означает некоммутативность операции декар
това умножения (произведения) множеств.

З а д а н и е  3.1. Найдутся ли множества Л и в  такие, что 
А Х В = В Х А ?

( Естественно называть множество А х А  декартовым квад
ратом множества А и обозначать его А2.

л2=лхл.

I О п р е д е л е н и е  3.3. Диагональю декартова квадрата
множества А называется множество всех пар вида <х, х), 
где х е Л .

(Греческое «6iavii>mo£» означает идущий от угла к углу). 
Обозначение диагонали множества A: DA или dA, iA или idA.

=={<*, ж>| х еЛ }.

З а д а н и е  3.2. Для множества В = {а, р, у) выпишите все 
элементы декартова квадрата и подчеркните все диагональные 
элементы:
в 2 =  {<?. ?>. <?, ?>, <?, ?>. <?, ?>, <?, ?>, <?, ?>, <?, ?>. <?. ?>, <?, ?>}■ 

З а д а ч а  3.1.1. Определите, сколько элементов содержит 
множество А Х В ,  если п(А) =  р, а n (B )  =  q? Почему?

Следующие задачи отражают свойства декартова произве
дения.

З а д а ч а  3.2.1. Докажите утверждение: Для любых мно
жеств А, В ч С, если flczC, то A X B c z A X C .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  <х, у)  е Л  Х В  '^ * - (х е ?А у е ? )= > -

= М хе?Л уе= С ) ( х, у > е Л Х С .
| f l c z C = > ( V j / g f i = > i / g ? )

2 В. Т. Петрова
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В силу произвольности ( х , у ) ^ А х В  следует, что 
А Х В с ^ А Х С .  Я

З а д а ч а  3.1.2. Определите, верны ли для любых множеств 
А, В, С равенства: 1. A f|(fl X  С) =  (Л Г |в )Х (Л  П С). 2. А X  
Х ( Я П С )  = ( Л Х Я ) П М Х С ) ?

Указание. Рассмотрите сначала примеры для каких-либо множестн 
А = { }, В = { I и С = { }, если они подтвердят равенство,
постарайтесь доказать его для произвольных множеств А, В. С.

1. л п ( я х с ) = ^ ( л п в ) х м п с ) .
Вывод .  Пересечение множеств ? не ? обладает свойством 

дистрибутивности относительно декартова произведения мно
жеств.

2. Л Х ( В П С ) ^ М Х Я ) Г К Л Х С ) .
Вывод .  Декартово произведение множеств ? не ? обладает 

свойством дистрибутивности относительно пересечения мно
жеств.

З а д а ч а  3.3.1. Определите, верно ли для любых множеств 
А, В, С равенство: А Х (В \ С )= (А  X  Й)\(Л X  С)?

А Х ( В \ С ) ± ( А Х В ) \ (А Х С ) .
Вывод.  Декартово произведение множеств ? не ? обладает 

свойством дистрибутивности относительно разности множеств.
З а д а ч а  3.1.3. Истинно ли для любых множеств А, В  и 

С утверждение A U ( f iXC )  =  M  ХЯ)1)(Л  ХС) ?
Указание. Рассмотрите сначала примеры для каких-либо множеств 

.4={ }, fl = { } и С = { }, если они подтвердят равенство,
постарайтесь доказать его для произвольных множеств А, В, С.

А [ ) ( В Х С ) Ф ( А Х В М А Х С ) .

Вывод .  Объединение множеств ? не ? обладает свойством 
дистрибутивности относительно декартова произведения мно
жеств.

Определение декартова произведения двух множеств естест
венным образом обобщается на декартово произведение любого 
их числа:

I О п р е д е л е н и е  3.4. Прямым или декартовым произве
дением множеств A lt А2, ... АЛ называется множество всех 
кортежей длины п, из которых первый принадлежит первому 
множеству — А,, второй второму — А} и т. д. последний — Ая. 

Обозначение: /4, Х Л 2Х .... Х А Я,

Л,Х-42Х ...Х Л „ =  {< Д С |, х 2,  ... х„)|х,е/4,Л<в  1, 2, ... п ] .
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Отсюда при л=1 следует, что об элементах любого множе

ства можно говорить как о кортежах длины 1, и
H p f

Л" = {< *!. *2. -  лс,>и,е/4Д|=1, 2. ... л}.

Из определения декартова произведения множеств следует, 
конечно, что п — всегда число натуральное.

З а д а н и е  3.3. Приведите примеры элементов множеств:
R2e s ? R6=3? ( R2)3 э  ?

З а д а ч а  3.2.2. Если множество А состоит из конечного 
числа элементов, то их количество будем обозначать п(А).

Пусть п(А) =  р, n ( B ) — q, п(С) =  г. Определите, сколько 
элементов содержат декартовы произведения

1) п ( А Х ( В Х С ) )= ?
2) п ((Л  Х в ) Х  С )=  ?
3) П ( А Х В Х С ) = ?

Выше мы установили, что декартово произведение не облада
ет свойством коммутативности, оно и неассоциативно:

А Х ( В Х С ) Ф ( А Х В ) Х С Ф А Х В Х С .
Например, если <1, <а, а ) ) е Д Х ( Й Х С ) ,  то <1, <а, а ) ) ф  
& ( А Х В ) Х С ,  так как, хотя последнее множество и состоит из кор
тежей длины 2, но таких, что первый элемент упорядоченной па
ры сам является кортежем длины 2. В отличии, например, от 
первого элемента 1 кортежа <1, (а, а ) ) ,  который в лучшем слу
чае можно принять только за кортеж длины единица (см. опре
деление 3.1).

Однако, учитывая, что речь идет об упорядоченных множест
вах, часто бывает удобно отойти от формального закона и 
отождествлять элементы множеств А Х ( В Х  С )ф (А  X  В ) Х  С Ф  
Ф А Х В Х С  вида: <1, <а, а ) ) ,  <<1, а> а), и <1, а, а ). Это позво
ляет в дальнейшем, отождествляя в таком же смысле соответст
вующие элементы, не только отождествить множества 
ЛХ(/4Х<4), ( Л х Л ) Х Л  и А Х А Х Л ,  но по аналогии отождеств
лять без дополнительных разъяснений, если того потребует кон
текст, произвольные декартовы степени: Ат Х А п и А " Х А т с 
-4"+", где {т , n )cN .
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§ 4'. Н ЕКО Т О РЫ Е  П Р И М Е Р Ы  
Д Е К А Р Т О В Ы Х  П РО И ЗВ ЕД ЕН И Й  М Н О Ж ЕС Т В

В этом параграфе мы рассмотрим примеры декартовых про
изведений множеств и связанные с ними новые понятия, кото
рые будут использованы в дальнейшем. Они, хотя и не сложны, 
но являются базовыми для серьезных разделов курса, которые 
предстоит изучать.

П р и м е р  4.1. R — множество всех действительных чисел, 
элементами множества (R 4)3 являются кортежи длины 3, кото
рые состоят из кортежей длины 4, например:
(R 4)33  <<1,3, 2, 4>, <4, 5, 0, 5>, < — 3, 2, 1, 7>>, но такая запись 
кортежа кортежей весьма громоздка даже для элементов (R 4)3, 
не говоря уже о более высоких степенях. Удобнее записывать 
такие кортежи построчно:

< 1, 3, 2, 4> /  1 3 2 4\ II 1 3 2 4 II
< 4, 5, 0, 5) или ( 4 5 0 5 ) или 4 5 0 5 .  
<-3, 2. 1, 7> \  — 3 2 1 7/ | - 3  2 1 7 I

Аналогично построенные таблицы будем иметь и для других 
декартовых степеней множества действительных чисел R:

(R3)2=»<<1, 3, 2>, <4, - 3 , 1>> или ^  _ 33 ] ) ,

(R 2)3=»<<-1, 4), <5, 0>, <3, -2>> или ^ 5  0 ^ ,

(R ')33  <<!>, <0>, < — 3>> или ^ 0 ,

( R4)1 э  <<2, - 5 , 1, 7>> или (2 - 5  1 7).

I О п р е д е л е н и е  4.1. Матрицей называется любой эле
мент декартовой степени (R")”1 множества действительных чи
сел. В таком случае говорят о матрице порядка m на п.

Обозначение множества всех матриц порядка m на 
п: M(mxn, R) или М(тхп) .

Матрицу, принадлежащую М (тхп ,  R), можно представлять 
числовой таблицей из т  строк и п столбцов.

Так как матрица по своему определению есть кортеж кор
тежей, то естественно определять равенство матриц как ра
венство кортежей и считать матрицы равными, если они од
ного порядка и равны все их элементы на соответствующих ме
стах.
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П р и м е р  4.2. Пусть П — множество всех точек плоскости, 
П2={</4, £>|{Л, й } с П )  — все ее упорядоченные пары точек.

Упорядоченность пары точек на чертеже удобно показывать 
стрелкой от ее первого элемента ко второму (рис. 16):

Рис. 16

О п р е д е л е н и е  4.2. Элемент декартова квадрата мно
жества всех точек плоскости ( пространства), т. е. упорядо
ченную пару точек плоскости (пространства) принято назы
вать направленным отрезком.

Если две такие упорядоченные пары отличаются только 
порядком элементов (точек), то их называют противополож
но направленными отрезками, а если первый и второй эле
менты упорядоченной пары совпадают, то такие направлен
ные отрезки называют нулевыми.

Для точек прямой, плоскости или пространства принято
упорядоченную пару <А, В )  обозначать АВ.

П р и м е р  4.3. Если множество действительных чисел 
R изображать точками числовой прямой (оси), то элементы де
картова квадрата R2 = {< jc, у ) \ x e R A y e R )  естественно пред
ставлять точками координатной плоскости.

О п р е д е л е н и е  4.3. Говорят, что на плоскости задана 
аффинная или общая декартова система координат, если за
даны две непараллельных оси с общим началом. Если оси 
перпендикулярны и единицы измерений по разным координат
ным осям равны, то такую систему координат на плоскости 
называют прямоугольной декартовой.

Напоминание: осью называется прямая с фиксированной точкой — нача
лом, выбранным положительным направлением и единицей измерения.

Для произвольной точки плоскости М ее аффинные коорди
наты определяются как (х, у ), где x=(OX)(\mr  y= (OY)(]m 1, 
(прямые mt\\(OX) и m J(O J'), а точка M =  mj\mt). Точку с ко
ординатами ( х, у )  обозначаем М (х, у).

Напоминание: (АВ) обозначена прямая, проходящая через различные точки 
А и В

Выше мы отмечали, что можно представлять действитель
ные числа точками числовой оси и обратно. Следовательно, мо
жем считать, что (х, у> обознача'ет и упорядоченную пару чи-
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прямоугольная декартова 
система координат

Рис. 17

аффинная (общая) 
система координат

Рис. 18

I сел, соответствующую упорядоченной паре точек: х оси (ОХ) и у I оси (ОК).
З а д а н и е  4.1. Изобразите на плоскости множество DR,,

(диагональ множества R2), задав координатные оси. Сделайте 
чертеж. Подумайте, единствен ли ответ?

З а д а н и е  4.2. Подумайте, как можно представлять элемен
ты множеств R3 и R4, если действительные числа изображать 
точками числовой оси.

З а д а ч а  4.1.1. 1=[0, 1|сгЯ Представьте на плоскости мно
жества: IX I,  IXR.  R X I .  (Задав, если нужно, систему координат).
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З а д а ч а  4.1.2. Постарайтесь дать геометрическую интер

претацию декартовых произведений множеств: S ' X l ,  S ' X R  и 
[У Х  R, где обозначены: 1 =[0, 1]с= R, S 1 — окружность, R — пря
мая, a D1 — круг. Задайте, если потребуется, систему координат. 
Как изменится ответ, если изменить систему координат? Сделай
те рисунки.

З а д а ч а  4.1.3. Дайте геометрическую интерпретацию мно
жеств: S 'X S 1, S ' X D 2 и D2X S \  где через D2 обозначен круг, 
S ' — окружность. Попробуйте изобразить эти множества.

З а д а ч а  4.2.3. Придумайте какие-либо геометрические ин
терпретации множеств: 1 , I4, I3X R  и (S' )2X R

§ 5. Б И Н А Р Н Ы Е  И /1-АРНЫЕ О ТН О Ш ЕН И Я
Одно из базовых понятий в математике — бинарное отноше

ние, через него будут определены такие важнейшие понятия, 
как функция, отображение, преобразование множества.

( О п р е д е л е н и е  5.1. Бинарным (двойным) отношением 
на множествах А и В называется любое подмножество их де
картова произведения А Х В .

Бинарные отношения обычно обозначаются заглавными ла
тинскими буквами, например: R c z A X B ,  а для включения 
( х, «/>е/? может быть использована запись xRy, что читается 
так: «элемент х находится в отношении R к элементу у» или 
«элементы х н у  находятся в отношении R».

I Часто R называют бинарным отношением на множестве А, 
если R c A X A .
Иногда говорят просто о бинарном отношении, если его эле

менты-кортежи достаточно ясно описаны каким-либо характери
стическим свойством. Например, бинарным отношением можно 
назвать все кортежи ( А , В ) ,  где А и В  — такие множества, что 
А с  В. Но так как неопределяемо понятие множества всех мно
жеств (см. историческую справку), то нельзя и в приведенном 
примере говорить о таком бинарном отношении как о множест
ве, хотя его элементы-кортежи вполне точно описаны. В дальней
шем преимущественно будут рассматриваться бинарные отноше
ния на множествах или множестве (и сами являющиеся множе
ствами), как наиболее содержательные и достаточно общие.

З а д а н и е  5.1. А ={1, 2, 4}, В =  {а, 6}. Приведите примеры 
бинарных отношений на множествах А и В  и на множе
ствах В  и А :

Подумайте, сколько бинарных отношений можно задать на 
данных множествах /4 = {1, 2, 4} и В= {а ,Ь }?

В Х А  =  ? 
/?з =  ?
/ ? 4 = ?
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Какое «самое большое» бинарное отношение может быть за
дано на паре произвольных множеств А и В?

«Самое маленькое»?
Какие из следующих множеств можно назвать бинарными от

ношениями на Л и в ? Бинарными отношениями на Л?
/?4 = {<1, а ), <2, Ь>, <4, а)), /?5= 0 ,  /?6 = {< 1, а )},

/?7 = {<I, 1>, <6, Ь)}, /?,={<!, 1>, <2. 1>, <4, 1>},
/?9 = {<а, а)}, /?,0 =  {<1, 1>, <2, 1>, <4, 1>, <2, 4>}.

I О п р е д е л е н и е  5.2. Если бинарные отношения S и R та
ковы, что SczR, то S называют сужением R, a R — расшире
нием 5.
Так в предыдущем задании R6 — сужение бинарного отно

шения /?4, a R l0— расширение бинарных отношений R} и R,.
Прежде всего напомним, что бинарное отношение, как и вся

кое множество, может быть задано описанием свойств его эле
ментов (в частности, их перечислением или графически). 

П р и м е р  5.1. U =  [(x, I/) | студент х учится в группе у). 
Укажите несколько элементов этого отношения.

П р и м е р  5.2. F =  {(x, «/>|{дс, у ] с  R A y  =  sin *}, наглядное 
задание этого отношения дает график функции y = sin х на ко
ординатной плоскости (рис. 19).

G =  {Af (дг, у)|{х, y)czR/\y =  s\n х}.

Укажите несколько элементов этого отношения.
Понятно, что график любой числовой функции, как подмно

жество точек плоскости, отождествленной с множество R2 
(см. пример 4.3), определяет некоторое бинарное отношение на 
множестве действительных чисел R, в этом смысле и говорят о 
графическом задании бинарного отношения.

Бинарные отношения на множествах с конечным числом эле
ментов удобно изображать с помощью ориентированных 
графов. Мы не будем останавливаться на точном и полном



§ 5. Бинарные и л-арные отношения 41

к
Рис. 21

определении, но вполне достаточное представление об ориенти
рованных графах бинарных отношений дают иллюстрации сле
дующего примера:

П р и м е р  5.3. Бинарное отношение Q на множествах А и В 
состоит из кортежей: Q = {<1, а ), <2, р>, <2, у), <3, 6>} 
(рис. 20).
Бинарное отношение

К = {<а, а>, <а, р>, <а, Y>, <Р. Р>. <Р. У »
на множестве Х = {а, р, у} задается графом (рис. 21).

О п р е д е л е н и е  5.3. Множество всех первых элементов 
пар бинарного отношения называется областью определения 
бинарного отношения.

Ее обозначение для отношения R: Dom R.
Dom — сокращение от французского слова «domain», означа

ющего область, район.
H pf

Dom R =  {дс|(3<х, y)(=R)}. (5.1)
Обозначение. 3 — существует.
(Символ— 3 — перевернутая начальная буква английского 

слова “ Exist” , которое означает существовать, быть в наличии).
З а д а н и е  5.2. Укажите области определения бинарных от

ношений примеров 5.1—5.3.
Dom <? =  {1, 2, 3},
Dom К  =  ?
Dom (/ =  ?
Dom F =  /?' — все действительные числа.

I О п р е д е л е н и е  5.4. Множество всех вторых элементов 
пар бинарного отношения называется областью значений би
нарного отношения.

А В

Q
Рис. 20
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Ее обозначение для отношения R: Im R.
Im — сокращение французского слова “ image” — образ, 

представление.

З а д а н и е  5.3. Укажите области значений бинарных отно
шений примеров 5.3 и 5.1.

Im Q = {a, р, у. 6}.
Im К = ?
Im U = ?
В дальнейшем мы встретимся с сужениями отношений и от

ображений:
О п р е д е л е н и е  5.5. Бинарное отношение S называется 

сужением бинарного отношения R на множество X, если
SczR/\  Dom S =  X Д  Im S = {y ^  Im /?| (x, у ) e S ) .  

Сужение отношения R на множество X обозначается:

Q' =  {<1, а ), <2, Р), <2, v ) }  является сужением бинарного от
ношения Q примера 5.3 на множество Х =  {1, 2}czA ={1, 2, 3}. 

Q" =  {<1, а ), <2, р>} ? не ? является сужением Q на X.

| Так как бинарные отношения — множества, то естественно 
считать их равными, если они равны как множества. 
Доказательство их равенств основано на схеме:

Из равенства бинарных отношений, очевидно, следует ра
венство их областей определения и областей значений. 

З а д а н и е  5.4. Определите, равны ли бинарные отношения:
Л={<1, 2>, <2. 3 »  и В =  {(х, у)  IU  !/><={!, 2, 3, 5}Д х < у < х  + 2}?

Изменив порядок элементов в каждом из кортежей бинарно
го отношения R на множествах X и Y, очевидно, получим новое 
бинарное отношение — но на множествах Y и X.

I О п р е д е л е н и е  5.7. Бинарное отношение называется об
ратным к бинарному отношению R (или инверсией R), если 
оно состоит из всех таких пар (у, х), что <х, y ) & R .

Im /? == {«/1(3 <*. </>€=/?)}• (5.2)

R = S o ( R c z S / \ R z i S ) .
Подробнее:

Я =  S <*•(((V <*, >̂ €=/?)=*►(<*, y ) ^ S ) ) A  
Д ( ( У  <и, y>e=S)=M<u, u>etf))). (5.3)
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Обозначение инверсии: R 1 для бинарного отношения R.

я -1 ={<«/• *>l<*.

Инверсия — от латинского “ inversio” — перестановка. 
Очевидно, ix =  {(x, х> |лгеХ} =  «7'.
Из определения следует, что всякое бинарное отношение об

ратимо (т. е. V R 3 R ~ ' )  и с очевидностью имеют место утверж
дения. _

У т в е р ж д е н и е 5.1. (R ) =  R для любого бинарного от
ношения R.

У т в е р ж д е н и е  5.2. Для любого бинарного отношения R : 
Dom /? =  I m /?“ 1 и Im R =  Dom R ~ l.

З а д а ч а  5.1.1. Докажите утверждение 5.1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть

V x e  Dom # о ( Э у |  (х, у)  е / ? ) о  (у, х) е / ? _| о  х е  Im R~'.
-«-jcelm/? .
Это и означает, что любой элемент из Dom R принадлежит 
1 т/ ?"1 и наоборот, откуда Dom R =  Im R~'. ■

П р и м е р  5.4: Найдем инверсию отношения
F = [(x, у>|{х, y)czR l ЛУ = ̂ + Я

По определению, F~ ' =  {(y, х) | (х, y ) ^ F } ,  т. е.

F- '  =  {<y, х)\{х, y}cz R 1 Д(/ = дс2-|- 1}.
Возможна и такая форма записи:

F~' = {(x, z/>I{jc, y)czR' Л *  = У2+ И,
если использовать обозначение (х, у> для кортежа, входящего 
в бинарное отношение F~'.

З а д а н и е  5.5. Для бинарных отношений Q и К  примера 
5.3 найдите инверсии и постройте их графы (рис. 22 и 23):

<? =  {<!, а ), <2. р>, <2, v>, <3, 6)},
К  =  { ( а, а>, <а, 0>, <а, у>. <Р. Р>. <Р. Y>K

Вывод.  Если на множестве с конечным числом элементов 
задан граф бинарного отношения, то, чтобы получить граф его 
инверсии, следует обратить каждую его стрелку.

З а д а ч а  5.1.2. Найдите Dom №, Im W, для бинарного 
отношения № = {<*, уу |{дг, у]czZ/\x делит у).
(Напоминание: х делит у, если найдется такое целое к, что у — кх).
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К К -1
Рис. 23

Dom W = ?
Im W = ?
ir~' = ?
З а д а ч а  5.1.3. Найдите Dom V, Im V, V~l для бинарного 

отношения V = {(x, y)|{x, y)cz N Д  3x<2yj.
Dom V = ?
Im V =  ?
V~' =  ?
З а д а ч а  5.2.3. Укажите область определения и область зна

чений бинарного отношения

F =  [(R,  S>|#, S  — бинарные отношения Д R = S}.

Dom F =  ?
Im F = ?
Понятие бинарного отношения легко обобщается на случай 

п-арного отношения (при n e N ) ,  как подмножества декартова 
произведения п множеств: /?с= у4, Х Л 2Х  ••• Х А Я. Тогда его част
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ный случай — унарное отношение (т. е. 1-арное отношение): 
R c zA, есть ни что иное как подмножество А, следовательно, при 
необходимости всякое подмножество можно рассматривать как 
пример некоторого унарного отношения.

П р и м е р  5.5. Примерами тренарных отношений могут слу
жить сложение и умножение действительных чисел:

{<*, у, г)\{х, у, * } c rR A z  =  x + « / }c :R x R X R  = R\

{<*, у, г)\{х, у, 2}c= R A z = xi/}c: R X R X R  = R3.
Однако, подчеркивая роль первых двух элементов в таких 

кортежах, мы отдадим предпочтение обозначениям:
!+)={<<*, у)< 2)\{х, у, z } c R A 2 =  x + j/ }c R 2X R = R 3,

и
Н  = {<<*, у),  г)\{х, у, z}cr R. /\г =  xy}cz R2X  R = R3, 

так что Dom [ +  ]=  Dom [•]= R2 и lm[- f ]= Im[- ]=R .
В дальнейшем предметом нашего изучения будут большей 

частью бинарные отношения, поскольку именно на них основаны 
такие важные математические понятия, как отношения порядка 
и эквивалентности, отображение.
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И СТО РИ ЧЕС КАЯ  С П РА ВКА
«Ты когда-нибудь видела, как рисуют 

множество?» — «Множество чего?» — спроси 
ла Алиса.— «Ничего,— отвечала Соня,— про 
сто множество!»

J1. Кэррол. «Алиса в стране чудес»

Множество — одно из самых основных понятий современной 
математики, оно используется, как базовое, почти во всех ее об 
ластях, а без символики теории множеств сейчас немыслимо, по
жалуй, ни одно математическое исследование. Однако, теория 
множеств получила официальное признание не так давно: это 
произошло на Первом международном конгрессе математиков в 
Цюрихе в 1879 году, на котором Ж . Адамар и А. Гурвиц сообщи 
ли о многочисленных содержательных примерах ее применения 
в математическом анализе.

Появление теории множеств было вызвано, видимо, общей 
логикой развития науки, историческими процессами формализа 
ции языка математики (т. е. необходимостью выделения логиче
ских правил и допустимых приемов рассуждений), осознанием 
универсальности результатов и преимуществ метода, при кото
ром содержанием математического исследования становятся 
свойства какого-либо математического понятия, структуры, ко
торые определяются априори своими основными характеристи
ческими свойствами или аксиомами. Позднее, при полной кри
сталлизации идеи, такой метод будет назван аксиоматическим 
и его осознание позволит сделать громадный шаг в науке к но
вым, немыслимым до того областям. Но это произойдет только 
в X I X— XX веках.

Еще в IV в. до нашей эры в работах Аристотеля (А р к т т -  
Ят10, 384—322 до н. э.) подвергались исследованию особые отно
шения и логические рассуждения, которые он называл силлогиз
мами и которые на современном теоретико-множественном язы
ке могут быть проиллюстрированы предложениями: А с. В, 
А [\ В Ф  0 , или более сложными: (А<^В ДАс=С)=>-/4с=С. (Здесь 
через А, В, С обозначены множества). У Аристотеля это форму
лировалось примерно так: «Всякое А есть В». «Некоторое А есть 
в», и аналогичными предложениями, в которых, и это очень важ
но, было несущественно, какие именно предметы составляют 
А или В. Однако, еще им самим было замечено, что подобный 
язык и схемы оказывались недостаточными для описания всех 
рассуждений и доказательств результатов, известных в матема
тике к тому времени.

Идеи Аристотеля оказались плодотворными для немецкого 
математика Г. Лейбница (Leibniz Gotfried Wilhelm, 1646— 1716),
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который был не только великолепным и многосторонним иссле
дователем (область его интересов составляли вопросы логики, 
геометрии, математического анализа, физики, механики, даже 
палеонтологии и ботаники, он изобрел «счетную машину», что 
дает право называть его одним из провозвестников современной 
компьютерной математики), но и глубоким философом. Видимо, 
поэтому Лейбниц длительное время был увлечен идеей создания 
метода, который сводил бы все понятия в математике к прими
тивным и основным, составляющим как бы «азбуку человеческой 
мысли» и посредством «азбуки правил» затем формальным пу
тем давал бы все истинные математические утверждения и тео
ремы.

Ему же принадлежит идея символических обозначений, кото
рые, по его мнению, должны служить указателями мышлению. 
Лейбниц писал: «Истинный метод должен давать filum Ariadnes 
(нить Ариадны), т. е. некоторое осязаемое и грубое средство, ко
торое направляло бы разум подобно начертанным линиям в гео
метрии... Без этого наш разум не смог бы проделать длинный 
путь, не сбившись с дороги». Более того, в его работах просмат
ривается понимание идеи формализованного языка, как комби
нации знаков и их сцеплений, что позволило бы механически по
лучать новые истинные высказывания. Лейбниц несколько раз 
приступал к реализации этих своих идей, стараясь привести в 
систему основные правила силлогизмов Аристотеля, но всякий 
раз его подстерегала неудача, он сталкивался с большими 
трудностями, связанными с понятиями пустого множества и от
рицаниями высказываний (дополнениями множеств).

Таким образом, несмотря на плодотворность идей и множе- 
жество содержательных результатов, порожденных их развити
ем, попытки Лейбница формализовать логику Аристотеля закон
чились неудачей. Большая часть его результатов оставалась нео
публикованной до начала XX века и поэтому не оказала суще
ственного влияния на работы других математиков при формиро
вании математической логики и теории множеств. До середины 
XIX века, т. е. в течение еще почти двух веков, несмотря на инте
рес к этому кругу вопросов, никому из математиков не удалось 
продвинуться существенно дальше Лейбница.

Наиболее значительным продвижением в этой области следу
ет признать результаты английского математика Дж. Буля (Boo
le George, 1815— 1864), который считается создателем современ
ной символической логики. Он ввел обозначения символами опе
раций объединения и пересечения множеств и высказываний 
(дизъюнкции и конъюнкции), что придало гибкость его системе. 
В середине X IX  века шотландским математиком Де Морганом 
(De Morgan Augustus, 1806— 1871) система Буля была усовер
шенствована: он установил не только законы дистрибутивности,
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но и двойственности для логических высказываний, которые в 
теории множеств потом получили название законов Де Моргана. 
Позднее английским логиком Д. Венном (Venn John, 1834— 
1923) была разработана специальная наглядная графическая 
система, нашедшая применение в математической логике и тео
рии множеств под названием диаграмм Эйлера — Венна. Одна
ко, большинство знаков — символов, которыми теперь пользует
ся математика: U. П. сг, \, было введено итальянским мате
матиком Дж. Пеано (Peano Giuseppe, 1858— 1932).

Потребности анализа и углубленное изучение функций дей
ствительной переменной, которое интенсивно проводилось с сере
дины XVI I I  века, положили начало разделу математики, кото
рый позже был назван теорией множеств. Работы немецкого ма
тематика Г. Кантора (Cantor Georg, 1845— 1918) о тригономет
рических рядах привели его к необходимости классификации 
некоторых «исключительных множеств», а эта задача, в свою 
очередь — к созданию современной теории множеств. Так что 
Г. Кантор считается основоположником этого раздела математи
ки, хотя история вопроса, как мы видели, нисходит к философ
ским школам Древней Греции. Ему принадлежит такое опреде
ление: «Под множеством понимается объединение в одно общее 
объектов хорошо различимых нашей интуицией или мыслью». 
Оно почти не вызвало критики современников, но как только к 
понятию множества помимо основных теоретико-множественных 
операций (объединения, пересечения и т. п.) стали присоединять
ся вполне естественные понятия числа (элементов множества) и 
величины (множества), положение стало существенно сложнее. 
Так в течение трех лет с 1784-го года Кантор пытался доказать 
невозможность, как ему казалось, взаимно однозначного соот
ветствия между множествами R и R" при л> 1, пока к своему 
удивлению он не построил такое соответствие. «Я это вижу, но не 
верю в это,» — писал он Дедекинду. К концу X IX  века в теории 
множеств уже набралось несколько примеров парадоксальных 
множеств, нарушавших принцип: «элемент, который определяет
ся через совокупность элементов какого-либо множества, не мо
жет принадлежать этому же множеству». К таким парадоксаль
ным множествам следовало бы отнести и «множество всех мно
жеств», которое должно бы было содержать себя в качестве 
элемента. Принципиальные противоречия возникали и при срав
нении множеств, состоящих из бесконечного числа элементов. 
Эти противоречия по существу так или иначе сводились к слож
ным философским понятиям актуальной и потенциальной беско
нечности.

Попытки многих математиков конца X IX  — начала XX веков 
совершенствовать аксиоматику теории множеств (Рассел, Цер- 
мело, Френкель, фон Нейман, Гедель и т. д.) не увенчались суще-
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ственным успехом: преимущества в отдельных областях матема
тики вынуждали в других к ограничениям круга приемлемых 
для рассмотрения задач, будучи не в состоянии обеспечить опи
сание всех проблем другого раздела. В итоге математики 
осознали печальную истину невозможности создания универсаль
ной непротиворечивой теории множеств, как азбуки математики 
в целом. Однако, символика, язык, возможность кратко записать 
основную логическую идею доказательства, т. е. аппарат теории 
множеств и, главное, ее идеи, сохранили свою привлекательность 
и используются и поныне, несмотря на понимание ограниченно
сти ее возможностей. «Никто не может изгнать нас из рая, со
зданного для нас Кантором»,— писал Д. Гильберт.
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ОПЕРАЦИИ НА БИНАРНЫХ 
ОТНОШЕНИЯХ
ОТОБРАЖЕНИЯ

§ 6. Операции на бинарных отношениях.
§ 7? Отображения (функции).
§ 8. Операции на отображениях.

Основные понятия: композиция бинарных отношений, отобра
жение, форма, функционал, композиция отображений, обрати
мость отображения.

Необходимые сведения: множество, операции над множества
ми, бинарные и л-арные отношения, область определения и об
ласть значений бинарного отношения, инверсия бинарного отно
шения, натуральные числа (N) ,  целые числа (Z),  их свойства.

Рекомендации: если использовать книгу в лекционной работе, то рекоменду 
ется предварительное знакомство студента с содержанием (определениями) § 7°.
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С е м е с т р  1
Множества и отношения на множествах.

(S I -  S 5).
- Операции на бинарных отношениях. Отображения.

(§6 — § 8).
• Биективные отображения. Преобразования.
- Бинарные отношения на множестве. Фактор множество.
■ Матрицы. Основные операции и свойства.
Подстановки. Группы.

■ Определители.
• Векторные пространства.
Линейно зависимые и линейно независимые системы векторов.

- Ранг матрицы. Системы линейных уравнений.
- Линейные отображения векторных пространств.
• Матричное представление гомоморфизмов.
- Алгебра линейных операторов
■ Собственные векторы линейных операторов.
■ Евклидовы векторные пространства.



2. Операции на отношениях. Отображения

§ 6. О П ЕРА Ц И И  НА Б И Н А Р Н Ы Х  О ТН О Ш ЕН И ЯХ

С двумя операциями на бинарных отношениях мы уже зна 
комились: это равенство бинарных отношений (опр. 5.6) и ин 
версия, или обращение бинарного отношения (опр. 5.7). Еще од
на операция позволяет любым двум бинарным отношениям со
поставлять некоторое третье бинарное отношение:

О п р е д е л е н и е  6.1. Композицией бинарных отношений 
R c i X X Z  и S c z Z X Y  называется новое бинарное отношение, 
состоящее из всех пар (х, у ) таких, что для некоторого z кор
теж <х, 2>е/?, а кортеж (z, y ) e S .

Обозначение: S«/?. (Читается: композиция [# ] и S).

S°R = {< х , у>| 3z| (<х, г ) е Л Д  <г, y>eS)|.

Композиция — слово латинского происхождения: “composi 
tio” означает составление, для обозначения этой же операции 
иногда используется термин суперпозиция (от латинского “ su- 
perpositio” — наложение).

Очевидно, что ix«ix= ix =  {(x, дс)|УдгеХ}.
Если бинарные отношения состоят из конечного числа эле 

ментов, то можно перечислить элементы их композиции.
П р и м е р  6.1. Найдем композиции бинарных отношений S°R: 

/? = {< 1. 2>, <2, 4), <3, 7 )} и S  =  {< 1, 3>, <2, 5>, <2, 6>, <4. 9>}.
Для того, чтобы указать все элементы множества S °R , по 

ступим следующим образом: возьмем первый кортеж бинарного 
отношения R ( 1, 2), его второй элемент равен 2, в соответствии 
с определением композиции бинарных отношений будем искать 
среди кортежей бинарного отношения S такие, чтобы они начи 
нались с элемента 2. Таких пар две: <2, 5) и <2, 6), это означа 
ет, что So/?zj{(1, 5), <1, 6)}. Так же поступим с остальными 
кортежами отношения R: для <2, 4> найдется <?, ? ) g S ,  а для 
пары <3, 7) — в S  подходящего кортежа нет. Следовательно:

S °R  = {(\, 5>, <1, 6>, <2, 9>}.

Аналогично находится композиция R°S:
RoS =  ?

Вывод.  Сравнивая полученные композиции бинарных от-
ношений R °S  и S»R, видим, что R°S=£S°R, или, другими слова
ми, композиция бинарных отношений некоммутативна.
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| Если S °R  =  0 , т. е. в результате композиции двух бинар
ных отношений получается пустое множество, то говорят, что 
композиция данных бинарных отношений не определена. 
Так, можно сказать, что композиция S °S  предыдущего 

примера неопределена.
S 2 = S °S  =  ?. но R2 = RoRj={( l ,  4)} .

Можно заметить, что композиция бинарных отношений S °R
определена тогда и только тогда, когда Im /?c:Dom ?=  0 , и не
определена, если Im /?c£Dom ?. ф

П р и м е р  6.2. Найдем композиции бинарных отношений:
/ =  {<дс, y>|{x, y)czR/\y = х2)

и
g =  {(x, y)ttx, y } c R Л у  =  х+  1}.

Чтобы определить g°/, для удобства рассуждений изменим 
обозначения, не меняя сути зависимостей:

/ = {<*, z)\{x, z }c t f  Д г  =  х2}
и

g =  {<£, у) |{г, y ) c R /\у =  г +  1}.
Из определения 6.1 следует, что композиция отношений g°f 

состоит из всех кортежей (х, у )  таких, что найдется г, что 
<дг, г) е / , а (г, у)  e g .  В отношении g: y =  z-\-1, а для отноше
ния /: z =  х2. Откуда у =  г-\- \ = х2-\-1 и

gof =  { ( x, 0>|{х, y }czRА у  =  х*+ И-
Аналогично находится композиция бинарных отношений fog и 

декартовы степени отношений /2 =  /°/ и g‘= g°g .
Так для определения композиции f°g  удобно опять пере- 

обозначить элементы кортежей бинарных отношений, учитывая 
тот порядок, в котором они берутся: сначала — g, затем — /:

£ = {<*, z)\(x, z }czR/\г =  ?} и / =  {<2, y)\{z, y )cz R /\у =  ?}, 
тогда j/ =  z2 =  ?, и окончательно:

f°g  =  l(x, у)\{х, y } c R / \ y =  ? }•
Для fi =  f °f  поступим аналогично:

/ = {<*, £> |{х, z}czR A z  = ?} и / =  {<£, y)\{z, y)czR A y  =  ? l  
тогда t/ =  22 =  ?, и окончательно:

/*= {< * . У )  К * . y ) c z R A y =  ? }■
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З а д а н и е  6.1. Определите композиции бинарных отношений 
G °U  и U«G, если

U = {(x, у>|студент х учится в группе у),
a G = {<i/, z)|rpynna у есть учебная группа института г).

G °U  =  { ( х, г)\ студент х ? },
UoG =  ?
Композицию бинарных отношений, заданных на множест

вах, состоящих из конечного числа элементов, удобно находить, 
используя графы.

З а д а н и е  6.2. Рассмотрите на графах композиции бинар 
ных отношений (рис. 24, 25, 26):

Р  Q Q o P
Рис. 24

Соединяя одинаковые элементы Im Р  и Dom Q, получим но
вые стрелки и соответствующие кортежи отношения Q°P\

Q °P  = { (\ ,b ) ,  <1,6>, <2, 6>).

Одно из свойств композиции бинарных отношений мы отме
чали: некоммутативность, следующее — ассоциативность ком
позиции, к нему придется обращаться в том или ином ка
честве на протяжении всего курса.

Т е о р е м а  6.1. Для любых бинарных отношений R, S, 
Q имеет место: Q ° (S °R )  =  (Q°S)<>R. (Композиция бинарных от
ношений ассоциативна).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть отношения Q°(S °R )  и (Q»S)°R  
определены, их равенство означает совпадение множеств 
Q »(S°R ) и ( Q °S )°R , что доказывается по принципу двойного вклю
чения.
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Рис. 25

L o L  = L 2 =1
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Рис. 26

М  О м  = м 2 =?

Рассмотрим схему доказательства:
<х, у)  e ( Q ° S ) ° R  o (3 z | (  <х, z>€=/?A<z, у)  <= Q°S))-j=>

o(3z|(<jt, г) е/?Д(Зи|(<2, m )g S A (u , </><=<?))))<** 
<>((ЗгДЭм)|(<дг, г>е=ЯЛ<г, «> gSA< «. у>е=(?))о 
-«►((32ДЭи)|((<х, 2>e/?A<z, и )е 5 )Д  <ы, y ) e = Q ) ) o  
о ( З иДЭ2)|((<х, 2>е/?Д<2, u>eS)A<«, y ) ^ Q ) ^
<=М(Зи|<и, у>е<?)Л(Зг|<х, z>«=/?A<z, u )e S ))^ -
<M3u|<x, u> eS«>/?)A(<u, y ) e = Q ) o ( x ,  y )eQ»(SoR) .

Предыдущее означает, что <дс, у) ^ ( Q ° S ) ° R  тогда и только 
тогда, когда <jc, у ) ^ Q ° ( S °R ) ,  т. е. по определению равенства би



нарных отношений (5.3):
(Q»S)°R =  Q ° (S °R )  (6.1)

и доказана ассоциативность композиции бинарных отношений. □ 
З а д а ч а  6.1.2. Подумайте, как изменятся рассуждения (до 

казательство), если S»/ ?= 0 ? Сохранится ли истинность ра 
венства (6.1)? Если Q °S =  0 ?  Постарайтесь провести доказа 
тельство.

Так как композиция бинарных отношений обладает свойст 
вом ассоциативности, то естественно определить степень бинар 
ных отношений при n e N :

/?" М  RoRO'.cR и R~" =  /?“ 'о/?_1о...«/?■'.
л Ар(

Положив R —  i , получим Rm°R n — Rm+n V{m, п)crZ.
Dom R

Те о ре м а  6.2. Если композиция бинарных отношений S °R
определена, то ( S °R )~ l =  /?~ '°S~ l.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего заметим вытекающие 
из определений инверсии и композиции бинарных отношений 
условия для элементов бинарных отношений:

<х, у)  €=S°tfo(3z|(<jr, z>e=/?A<z, y)<=S))
|  по определению |  инверсии |

(у, x )^ (SoR )- '  <2, х) (у, z> e S _l
Они позволяют увидеть идею и путь доказательства. Пусть

<(/, х> f = ( S ° R ) ~ ' o  (х, у)  g5»/?
опр. 6.? _  опр. 5.?
-<=>-( 3z|(<х, z>e/?A<z, y ) (=S) )  -*=*>- 

-^<=*H3z|(<z, дс>е/?- ,А<У. z ) g S “ ' ) ) o  

o(3z|(<«/, z ) e S ' ' A < z ,  jc> eitf “ '))-»- 
(y, x) e R ~ ' ° S ~ ' .

Таким образом, из предыдущего следует, что 
V<y, x)e=(S°R)~'=>

=>((у, х) €=/?- ioS_1)A(V<i/, jc> <=R-loS-')=> (у, x ) ( = ( S ° R r ' ,

т. е. выполняются условия (5.3) равенства бинарных отношений, 
что и означает совпадение множеств: (S °/?)_l =  R~'oS~l. U

2. Операции на отношениях. Отображения
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З а д а ч а  6.1.1. Докажите, что для любых бинарных отноше- 
Н И Й  R и S  имеют место включения: Dom (S°/?)cz Dom R и 
Im (5°/?)c:Im  S.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
1. V *e D o m (S °/ ? )^ = ^ (3 j,|< * , у) <=SoR)

° " p »6 ?((Э y/\ Э z)|(<x, z> е / ?Д  <z, y)(=S))=>
=>(3z|<x, z)e/?)= i-xeDom  R.

В силу произвольности x e  Dom ( S °R )  из этого следует, что 
Dom (S»R )c i Dom R.

2. Im (S °R )  ^=4= Dom (So/?)-' =£H=J=2

= Dom (R ~ l»S~')cz Dom S _l yTB 5 Im S. ■

I О п р е д е л е н и е  6.2. Диагональ декартова квадрата мно
жества X называют тождественным бинарным отношением 
или тождеством на X.

В этом случае обычно используются обозначения: ех, 
или idx.

idx =  {(x, *>|Vx«=X}.
(I, id — начальные буквы латинского слова “ identicus” тожде

ственный, одинаковый).
З а д а н и е  6.3. Чтобы установить еще одно свойство бинар

ных отношений, найдем композиции отношений примера 6.1:
I. /? =  {<!, 2>, <2, 4), <3, 7>}, / Г '  =  {<2, 1>, <4, 2>, <7, 3>}.

=  ? /?»/?-' =  ?
S =  {<3, 1>, <2, 5>, <2, 6>, <4, 9>},

S - ' =  {< 1, 3>, <5, 2>, <6, 2>, <9, 4>}.
s-'»s=? s«s-'=?

Эти примеры позволяют высказать гипотезу, что имеет место 
следующее.

У т в е р ж д е н и е  6.1. R ~ ' °R z i i } и R °R ~ l Z2 i, для произволь
ного бинарного отношения R. 

гг def
Д о к а з а т е л ь с т в о .  /?“ ' =  { (у, х) | <дс, y ) ^ R } .
1. Рассмотрим

= y)\(3z\((x, z>e/?A<z, </>€е/Г'))Ь 
=>{<*, лс> |д:е Dom R} =  i

i  ^  Dom R

^■*eDom/? 3z|<jt, 2>е/?Д<г, x ) e R - I



Следовательно, R ~ l° R R для любого бинарного отноше
ния R.

2. Второе утверждение: 1 =э*'|т  ̂ можно доказать аналогично, но лопро- 
буйте придумать более короткое доказательство, используя полученный резуль
тат п. I. (см. утверждения 5.1, 5.2).

З а д а ч а  6.1.3. Найдите для бинарного отношения задачи 
5.1.3: V =  { (х, у)\{х, y}cz N Д  Зх<2у} композиции отношений:

V»V~ ' =  ? V~'<>V =  ? V̂  =  ?

0Q  2. Операции на отношениях. Отображения

§ 7°. О Т О БРА Ж ЕН И Я
В математике одно из важнейших понятий — отображение 

или функция. „Functio"— латинское слово, которое в переводе 
означает исполнение, осуществление.

О п р е д е л е н и е  7.1. Бинарное отношение / называется 
отображением или функцией, если для всякого xeDom  / су
ществует единственный j/e lm /  такой, что (х, y )^ f-  Если 
f czX X Y ,  то говорят об отображении из X в Y.

В этом случае отображение обозначается f:X>-*-Y.
Другими словами, чтобы отношение / было отображением из 
в К, требуется выполнение условий:
1. Dom fczX.

< * * » > • / I  / 7  и

<7И
2. V x e  Dom /
3. Im f a  Y.
Условие 2 может быть прочитано так: V x e  Dom/ кортеж 

<х, у ) е /  единствен.
Очевидно, что отношение f c z X X Y  не является отображени

ем, если нарушено второе из условий (7.1), т. е.

2'. Э х е  Dom / » / 1 А ?
. j  [Д у |= у 2-

О п р е д е л е н и е  7.2. Областью определения отображе
ния f из X в Y и множеством (областью) его значений назы 
ваются область определения и, соответственно, область значе
ний отношения / на множествах X и Y.

Обозначения этих областей: Dom / и соответственно 1т/ 
Наиболее содержательным и чаще употребляемым является 

не общее понятие отображения из множества в множество, а 
его частный случай: отображение множества в множество или 
функции на X с значениями в Y.

■ О п р е д е л е н и е  7.3. Если Dom / =  X, то отображение / из 
X в Y называется отображением X в Y.
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Обозначение: f:X-*~Y. Множество всех отображений X в 

у обычно обозначается Map (X, У). (От английского слова 
„тар ” , что означает отображение, карта).

Присоединяя это требование к (7.1), получим условие того, 
что бинарное отношение / является отображением X в Y.

1. Dom f =  X. |<дс, у , ) е /  |

2. VxeDom  f |<х, </2>е=/ J Ух Уг
3. Im f a  Y.

(7.3)

I О п р е д е л е н и е  7.4. Если Dom / е  R", то отображение ча
сто называют функцией п переменных, если же Im /czR1, то 
говорят о форме или функционале на множестве Dom /. 

Например,
/ =  {<<*, У), г>|<дс, |/)б/?2Д 2 =  х2-\-у2)

и
£ = {<*. У)\(х. У) e/?2A y  = sin х}

— функционалы, и в то же время — функции: двух переменных
и, соответственно, одной, а отображение, сопоставляющее любо
му треугольнику его периметр, функционал, но не числовая фун
кция, так как область его определения не является подмно
жеством R".

З а д а н и е  7.1. Определим, какие из следующих бинарных 
отношений на множествах X ={а, Ь, с} и К = {1, 2, 3. 4} являются 
отображениями? Отображениями X в К?

X  Y X  Y
Рис. 27 Рис. 28

Построим графы этих отношений и постараемся выделить 
особенности тех из них, которые являются отображениями 
(рис. 27, 28, 29).

F, ={<а, 1>, (а, 2>, <а, 3>, (с, 4>}.



Можно заметить, что ( (а ,  1 > e F ,  Д  (а, 2> e F , ) ,  но 1 Ф 2 ,  это 
означает, что F, ? не ? является отображением.

F 2 =  {<a, 2>, (Ь, 1>, (с, 3>}
отображение, так как нет неравных кортежей с одинаковыми 
первыми элементами, и

Dom F 2 =  {a, b, с} — Х, Im F 2 =  {1, 2, 3}<гУ,1 
следовательно, F 2:X-*-Y.

F 3 = { ( a ,  2), (6, 2), (c, 4)} F , = {(о , 2), (4, 1)}

0 2  2. Операции на отношениях. Отображения

• X . 1  
a • a •. 2 .2 

F3 : b • F4 : ь •
.3  .3

с • с •
• 4 .4

?_не_?является ? не ?является
отображением отображением

Рис. 29

В ы в о д .  Граф отношения на множествах X  и Y, состоящих из 
конечного числа элементов, есть граф отображения из X  в У, ес
ли ? ф 
и является графом отображения X в Y, если ? ♦

П р и м е р  7.1. Бинарные отношения примера 5.5:
[ +  ] =  {<<*. У>. *>|{х, У z }< = ^ z  =  x +  y}<=R2X R  =  R\

и
[•] =  {<<*. У)> 2)\{х, у, z}«= Р Д 2 =  *!/}<= R2X  R =  R3,

являются отображениями R2-*-R, так как в силу свойств дейст
вительных чисел их сумма и произведение определяются одно
значно и не существует кортежей

<<*о. 1/о>. *,>€=[ +  ] и <<дс0, У(Д 22><=[ +  ]
таких, чтобы 2\ Ф г 2. Аналогично для отношения [•].
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Ссылаясь на этот факт и свойства таких простых операций 

с действительными числами, мы будем через некоторое время 
утверждать, например, что сложение и умножение матриц — 
тоже отображения, а потом введем еще и более сложные ото
бражения.

Очевидно утверждение.
У т в е р ж д е н и е  7.1. Для любого множества X  тождествен

ное отношение ix =  [(x , *> |V jte X } есть отображение.

I О п р е д е л е н и е  7.5. Сужением отображения /: X-+Y на 
подмножество X 'cz X  называется такое сужение / \х- отноше
ния /, что Dom/|r  =  X'.

Ясно, что если / — отображение X  в Y, то условие (7.3.2) 
единственности кортежа (х, y ) ^ f  с произвольным фиксирован
ным х е Х  сохраняется для любых кортежей /|Л., a Dom/|r = X ', 
тем самым доказано следующее утверждение.

У т в е р ж д е н и е  7.2. Для любого отображения f:X-+Y его 
сужение f\x :X'-*-Y есть отображение.

Так в задании 7.1 отображение /г4 =  {<а, 2>, <Ь, 1)} есть су
жение отображения /72 =  {<а, 2>, <Ь, 1), (с, 3>} на множество

П р и м е р  7.2. В примере 4.3, по существу, вводилось и би
нарное отношение на множествах всех точек плоскости П и всех 
упорядоченных пар действительных чисел R2 сопоставлением 
точке ее координат относительно некоторой заданной системы 
координат:

(Для наглядности будем считать заданную на плоскости систему 
координат прямоугольной декартовой) (рис. 30).

Это отношение есть отображение р: n-*-R2. Докажем это, по
казав выполнимость всех условий определения 7.3.

1. Dom р =  П, так как для любой точки плоскости проводима 
конструкция примера 4.3 и определены ее координаты.

2. р — отображение.

* ' =  {?, ? } с *  =  {а, Ь, с).

Р  =  {(М , (х, y ) )\ x  =  my[\(OX), «/ =  /nl D(0>,) } c r n x R 2.

У

3. Очевидно, что Im p c rR 2.
.Таким образом, сопоставление 

Точке плоскости ее координат 
°Днозначно и является отображе- 
Нирм /7: П—► R2. Естественно, ана-

>

О Xт у
Рис. 30
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логичное утверждение имеет место для точек пространства, 
только областью значений соответствующего отображения явля 
ется R3. ■

З а д а ч а  7.1.2. Является ли бинарное отношение задачи 
5.1.2 W =  {(х , «/>|{х, у }c l / \ x  делит у) отображением? Почему?

Указание. Выпишите сначала несколько кортежей отношения W, например, 
с х=2, и проверьте выполнимость условия (7.1).

2 е  Dom W = Z
<2, ? ) e f  
<2, ?> еГ

Следовательно, отношение делимости W ? не ? является отобра 
жением.

З а д а н и е  7.2. Определим, является ли отношение Т, сопо
ставляющее каждому треугольнику вписанную в него окруж 
ность, отображением множества А всех треугольников (плоско
сти) в множество 0  всех окружностей (плоскости)? Почему?

1. Dom 7" =  ?
2. Второе условие, по существу, требует ответа на вопрос — 

единственна ли окружность, вписываемая в треугольник? ф
3. Im Т =  в. _____
Следовательно, Т — ? не ? является отображением Д->-0.
Является ли отношение 0, сопоставляющее каждой окружно

сти описанный вокруг нее треугольник, отображением множест
ва В  всех окружностей (плоскости) в множество А всех треуголь 
ников (плоскости)? Почему?

Прежде чем решать эту задачу, отметим, что О =  Т~\ т. е.би 
нарное отношение О является инверсией Т.

1. Dom 0 =  Im 7 =  0.
2. Условие требует ответа на вопрос — единствен ли тре

угольник, описанный около окружности? ф
3. Im 0  =  Dom Г =  Д._____
Следовательно, О — ? не ? является отображением 0-*-Д.

О п р е д е л е н и е  7.6. Для <х, у )  е /  отображения f:X-*-Y 
второй элемент у кортежа называют образом его первого 
элемента х, а первый элемент кортежа х — прообразом вто
рого элемента у.

Обозначения: y =  f (x )  и, соответственно, x — f~ '(y ),  или 
/:*-*>*,

Рассмотрев графы отображений F2, F a и F4 задания 7.1, 
можно сделать следующий вывод.

В ы в о д .  Прообразов у элемента может быть несколько, 
а образ всегда единствен в силу единственности в отображении 
кортежа с данным первым элементом.
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( Объединение всех прообразов элемента при данном ото
бражении иногда называют его полным прообразом.

Можно говорить об образе подмножества области определе
ния и прообразе (полном образе) подмножества области значе
ния отображения:

Apt
Образ D — / (D ) =  {/ (x )x e D c= D o m /}, 

прообраз С — /_| (С ) = { / -1 (i/)|j/eC<= Im /}.

Полезно знать некоторые соотношения для образов подмно
жеств области определения и прообразов подмножеств области 
значения отображений. Доказательства следующих утверждений 
не составляют большого труда.

Л е м м а  7.1. Если f:X-+Y, то для любых подмножеств 
[A, B }czX  имеет место: f (A [ ) B )  =  f (A )\ Jf (В ), но

/ М Л В )е / М )П / (В ) ,  f (A ) \ f ( B ) c f (A \ B ) .
Если к тому же А а В ,  то / (A )cz f (В).
Л е м м а  7.2. Если f:X-*~Y, то для любых подмножеств 

{С, D }c= Im / имеет место: /-| (C\JD ) =  f~ l (D ) [ } f~ l (С ) и 
Г ' ( С ) \ / - ‘ (£ )  =  / - '(C\D), но /- , (С П Я )с :/ - 1( С ) П Г 1(0).

Если к тому же C a D ,  то / (C)cz/ (D ).
З а д а ч а  7.1.1. Докажите равенство f (A [ } B )  =  f ( A ) [ j f (В )  

для любых подмножеств области определения отображения /.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть y e f  (A [ } B )o ( y = f  (jc)|jre(/4(JB))-<=>- 

o ( y  =  f(x)\(xe=? V  x c = ? ) )o (y  =  f (x)\xt=?)\/(y =  f (x )\ x t= ? )o
o (y < = f(A )\ / y < = f(B ) )X y t= f (A ) [ ) f (B ) .

З а д а ч а  7.1.3. Если равенство f (A [ ) B )  =  f ( A ) ( ) f (В )  (см. 
лемму 7.1.) верно не для всякого отображения /, постарайтесь 
определить условия, которые надо потребовать от /, чтобы ра
венство было истинно для любых подмножеств Dom/.

З а д а ч а  7.2.2. Найдите все отображения из 
множества Л = {1 , 2, 4} в множество В  — {а, Ь} и 
все отображения А в В. Сколько всего бинарных 1 • 
отношений и сколько из них отображений А в В ?  • в
Сравните с результатами задания 5.1. **

Указание. Так как всякое отображение / из А в В есть под- • Ь
множество А Х  В, причем множества Л и в  конечны, а значит, 3 • 
конечно и множество А У. В  (оно состоит из ? элементов), то, во- 
первых, можно просто сосчитать (выписать) все его подмноже
ства и таким образом определить число бинарных отношений 
на А и в, во-вторых, отобрать те из них, которые являются ото- Д  g
сражениями. Последнее удобно делать, используя графы (осо
бенности графов отображений). Используйте рис. 31. Рис. 31

3  В. Т. Петров*
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З а д а ч а  7.2.3. Сколько существует отображений ^ в 8,
если п (А )= р ,  a n (B )  =  q. (Например, /4 =  {а,. а2.......  ап)
В  =  [Ь „ Ь2...... ft,})?

§ 8. ОПЕРАЦИИ НА ОТОБРАЖЕНИЯХ
Так как всякое отображение есть отношение, то вполне есте

ственно рассматривать их равенства, композиции и инверсии, 
как равенства, композиции и инверсии отношений. Однако, 
как мы знаем, не всякое отношение есть отображение, и поэ
тому эти операции на отображениях имеют свои особенности, 
изучением их мы и займемся.

I Конечно, естественно считать отображения равными или 
совпадающими, если они равны как отношения.

Обозначение: f =  g.
По существу, при равенстве двух отображений, как и при 

равенстве отношений и множеств, речь идет о различных спосо 
бах задания одного и того же множества.

Например, если Д — множество всех треугольников некото
рой плоскости, а 8  — множество всех ее окружностей, то бинар 
ное отношение Т задания 7.2, сопоставляющее каждому тре
угольнику вписанную в него окружность, является отображени
ем. Отображением является и отношение, сопоставляющее вся 
кому треугольнику плоскости окружность с центром в точке 
пересечения биссектрис его внутренних углов и радиусом 
r =  S/p  (где S  — площадь треугольника, а р — его полупери- 
метр). В силу известной теоремы о радиусе вписанной окружно
сти равенство таких отображений очевидно.

Заметим, что и в общем случае из равенства отображений 
f =  g немедленно следует совпадение множеств:

Dom / =  Dom g и I m / =  I m g,
и более того: f (x )= g  (x) для любого JteD om  / =  Dom g. Оче
видно и обратное: если D om /= D om g и f ( x ) = g ( х) для всех 
х е е  Dom /, то f =  g.

Удобна символическая запись этого результата:
f =  g -«►((Dom /=  Dom g ) A ( V x e  Dom [= > f(x) =  g (*))). (8.1)

Полезно выделить признаки неравенства отображений — 
нарушение хотя бы одного из двух предыдущих условий, а
именно:

/ # g o ( (D o m  Dom g )V (3 jc |/ (*)=?«= #(*)))• (8.2)
Как мы уже отмечали, в математике существенно чаще при

ходится пользоваться отображениями множества в множество.
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поэтому предметом нашего изучения сейчас будут именно такие 
отображения.

Постараемся установить, является ли композиция двух ото
бражений отображением.

Рассмотрим композицию отображений f:X-*~Y и g:Y-*-Z 
(как композицию бинарных отношений) и выясним, является ли 
она отображением.

1. В задаче 6.1.1 мы определили, что

однако, в нашем случае Dom/ =  X и Im g crZ , следовательно, 
как отношение, композиция g °fc z X X Z .  Таким образом, выпол
нимость для g»f условия 3 определения отображения уста
новлена: \ m g °fc Z ,  a Domgo/czX.

2. Докажем, что Dom g °f  =  X, т. е. для g °f  выполняется 
условие 1. определения отображения .

По определению композиции бинарных отношений / и g:

gof =  {(x , г)1 (3 yeEY \ ((x , y )c= f/\ (y ,  2 > « = g )}c * X Z . 

Возьмем VjceAC =  Dom / = p 5 !gJ1H' ( З у ^  y| ( x, y )  s / ) ,  но 
_  j „
D om g = y, следовательно, и для указанного выше у найдется 
z e Z  такой, что (у, z )^ g .

В совокупности это означает, что

Это в силу произвольности элемента х ^ Х  влечет включение 
XcrDomg»/, а в конечном счете, учитывая установленное выше 
Domgo/crX — совпадение этих множеств.

3. Проверим выполнимость условия 7.1.2. для отноше- 
ния gof, т. е.

Dom g o fa  Dom /, a Im g ° f a  Im g.

( V x e X  3zeZ|< jc, 2 )G g »/ )= »x e D o m  g»/.

/ и g — отображения, это означает, что

(8.*)

и
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Возьмем <jc, 2 | > e g e /  и <лг, 22> e g « /  с произвольным j t e l  

V<jc, zt)e=gofJ>(3y if=Y\((x, у1) е / Д < « / |, z2> e g ))
(7.?):/ — отображение |?

V<*, z2)eg°/=>(3«/2e  У|(<х, y2> e / A < y 2. ^ ) e g ) )
Обозначим </, =  Уг =  У-

<1/.

Vx«=X3//<=y|<x, «/>е/Д =>z,=22.

(У<

Итак, с данным x кортеж <дс, z )^ g » f  единствен. Это озна 
чает, что g °f  — отображение, и g °f: Dom g°f-+Z. и

Тем самым доказана теорема.
Т е о р е м а  8.1. Композиция отображений /: X-*-Y, и 

g: Y-+Z есть отображение g°f:X-*-Z.
В этом случае говорят еще, что множество отображений 

замкнуто относительно операции композиции отношений, а тео
рема делает корректным определение композиции отобра
жений.

I О п р е д е л е н и е  8.2. Композицией отображений g»f на
зывается отображение, являющееся композицией отноше
ний g»f.

Напомним, что композиция отображений g»f, как отноше
ний, определена только в том случае, если Im f a  Dom g.

Композицию отображений удобно представлять схемой 
(рис. 32).

Таким образом, по определению, образ произвольного эле
мента при композиции отображений определяется как:

def (8.3) 

R

(g °f ) ( * )  =  (g ( f ( x ))).

З а д а н и е  8.1. Для отображений f u g  примера 6.2: / :R  
и g: R-»R, где
/ =  {<*. У)\{х, y ) a R / \ y  =  x?}, g =  {(x , У) l{*. y } a R A y  =  x +  1}, 
рассмотрите композиции отображений и постройте их графики:

1- g ° f M (x ,  у)\{х, y ] a R / \ y  =  x2+  1}.
2- f °g  =  [(x , у)\{х, y } a R A y  =  x? +  2x+\).
Они наглядно показывают, что композиция отображений, 

как и композиция бинарных отношений ? не ? коммутативна.
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| Еслн / и g числовые функции, в частности:
{Dom / X  Im/, Dom g X  Im g}c= R2,

то их композицию обычно называют сложной функцией.
Т е о р е м а  8.2. Композиция отображений обладает свойст

вом ассоциативности, т. е. для любых отображений /, g, h:
ho(g°f) =  (h °g )°f. (8.4)

Ее д о к а з а т е л ь с т в о  следует из свойства композиции 
бинарных отношений (теорема 6.?). ф

Таким образом, можно сделать вывод, что эти свойства ком
позиции отображений (теоремы 8.1 и 8.2) в точности повторяют 
свойства бинарных отношений.

Теперь вполне естествен вопрос — каковы свойства инверсии 
отображения (как отношения) и является ли она для произволь
ного отображения тоже отображением.

Заданием 7.2 выше установлено, что бинарное отношение, со
поставляющее треугольнику вписанную в него окружность, есть 
отображение (7':А-^в), тогда как его инверсия — 0 = Т ~ ' ото
бражением не является. Этот пример отвечает на предыдущий 
вопрос и показывает, что инверсия отображения, вообще говоря, 
может не быть отображением, или множество отображений не 
замкнуто относительно инверсии отношений. Это влечет необхо
димость следующего определения:

I О п р е д е л е н и е  8.3. Инверсия /_| отображения /: X-+-Y, 
как отношения, называется обратным отображением к /, если 
/~‘ есть отображение. В этом случае отображение / называют 
обратимым.
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F 2 :
.3 • з

с •

? не ?обратимо ? не ?обратимо
Рис. 33

не _?обратимо

З а д а н и е  8.2. Какие из отображений задания 7.1 F *  F 3. F t 
обратимы? Каковы особенности их графов? (рис. 33).

Укажите признак графа обратимого отображения мно
жества, состоящего из конечного числа элементов, в множество, 
также состоящее из конечного числа элементов. ф

Условие, что отношение /-| должно быть отображением су
щественно: если инверсия отношения определена всегда, то да 
леко не всякое отображение, как мы видели, обратимо, для его 
обратимости надо требовать, чтобы это обратное отношение 
удовлетворяло условиям (7.1), в частности:

V i/ e  Dom f - I (У<
<У. > е / ~ ‘

или

V y e  Im / <•*1. «/><=/ 
y ) ^ f

= > Хх=  Хо.

(8.5)

( 8 .6 )

Очевидно, что, если имеет место (8.6), то и истинно (8.5). Это 
означает, что установлено следующее.

У т в е р ж д е н и е  8.1. Отображение f обратимо тогда и 
только тогда, когда для любого </е1т/ существует только 
единственный кортеж (х, y ) ^ f  или всякий y e l m /  имеет 
единственный прообраз.

З а д а ч а  8.1.1. Определите, обратимы ли отображения (функ
ции) /, и /2.

1. / ,:R — R, где /, =  {<*, у>|{х, «/}«= R A y  =  x3}.
Для решения задачи, очевидно, следует проверить выполни

мость условия (8.6):
Пусть <*h I » - / . - ,  

<х2. «/>е=/. у = 4 }
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Рис. 34

Следовательно, отображение /, ? не ?обратимо.
2. /2: R-*-R. где /2 =  {<х, «/>|{х, y}cz R Д  у =  х2}.
Так же проверим выполнимость условия (8.6):
Пусть <х„ у ) ^ ! го у  =  х \ \ ^  ?

<-«2. y ) ^ f 2 ^ y  =  A )
Следовательно, отображение /2 ? не ?обратимо.
3. Сравните графики этих функций, укажите в чем проявля

ются на графиках их особенности, как обратимого и необратимо
го отображений (рис. 34).

Совершенно очевидны следствия.
Сле дс т в ие  8.1. Тождественное отображение /*={<*, * ) |д:еX} 

обратимо.
С л е д с т в и е  8.2. Если отображение f\X-+Y обратимо, то 

Im/ =  Dom /-1, Dom /=  Im / “ ', Im f-*-X.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По утверждению 5.2 Im /= D om /~ ' и 

D o m /= Im /_ l , следовательно, остается показать выполнимость 
условия 2 определения 7.3. Сделайте это самостоятельно. 4

Указание: см. утверждение 8.1.
З а д а ч а  8.2.1. Для обратимого отображения /, задачи

8.1.1 укажите обратное.

: R-»-R, где /, =  {<*, у)\{х, y } c r R A y  =  x3}.
/Г'= {(х, у)1{х, y}cz R Д у  =  ?}.

Его график на рис. 35.
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В ы в о д .  Графики обратимых функций R-+-R строго монотон
ны, причем графики / и /-| симметричны относительно биссект
рисы первого и третьего координатных углов.

Так как по утверждению 5.1 для любого бинарного отноше
ния (/~ ')-1 =  /, а условия (8.5) и (8.6), очевидно, выполнимы од
новременно, то имеет место следующее.

С л е д с т в и е  8.3. Если f:X-*-Y обратимо, то /_| тоже обра
тимо, а (/_| )_ | =/.

Укажем еще некоторые свойства композиции и обратимых 
отображений, которые важны в дальнейшем (особенно в таких 
вопросах курса, как преобразования множеств и теория групп): 

С л е д с т в и е  8.4. Если f:X-*-Y обратимо, то f~ 'of =  ix и
M ~ ' =  i ■11 Im I

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По утверждению 6.?. f~ l°f= )ix и 
f ° f ~ >ZDi так что достаточно доказать обратные к данным

Im /
включения, чтобы можно было воспользоваться принципом двой
ного включения.

1. Докажем, что f~ 'o fc :ix. Пусть

<х, 2>€=/-'о/=*(Э«/е=1т/|(<дг, е / Д  (у, г> €=/-')),

по утверждению 8.1 кортеж ( х, у )  е /  с данным у единствен, зна
чит, из того, что <у , г > е / _|, а <х, у ) е /  следует, что 2 =  ?, а 
отображение /~‘°/ содержит только кортежи вида { х, х ), где 
х е Dom f= X ,  т. е. /-|°/ = /* =  { (* ,  х )|л :е Х }.

2. Второе включение /«/“ ' с /  установите самостоятельно,
v Im /

подумайте, как это можно сделать, не повторяя предыдущих 
рассуждений. ф

Указание. См. утверждения 6.1 и 5.1. ■
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Т е о р е м а  8.3. Если отображения /: X-+Y и g : Y-*-Z 

обратимы, то обратима их композиция g«f, причем 
(go/)-': Im (g °/)-*-X и

=  Г ' ч Г ' -  (8.7)
З а д а ч а  8.1.3— 8.1.2. Докажите теорему 8.3. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .
Указание. См. задача 6.1.1, теорема 6.2, утверждение 8.1, следствие 8.2.

1. g — обратимо Д2=>_1( V z e  Im g 3t/e Y\(у, z ) e g )
/ — обратимо ^ > - L ( V i/ e  Im [  3 x e X |  <x, */>e/)

причем такие у и z единственны.
Из этого следует, что для всякого z e lm (g °/ )  единствен 

(х, z )^ g ° f ,  следовательно отображение g °f  — обратимо. ф

2. g °f  — обратимо (gof)~ l :Z-*~X.

3. ■
З а д а ч а  8.2.2—8.2.3. Докажите, что для любого обратимого 

отображения / и любых подмножеств {С, D ) c lm /  имеет место 
равенство: =  (C )f ]f~ '(D ).

Указание. См. лемма 7.2, задача 7.1.3.
Отметим еще, что для сужений отображения f : X-*~Y на 

подмножества X  имеет место
У т в е р ж д е н и е  8.2. Для любого отображения /: X-+Y и 

подмножеств X zdX 'zdX "  равны сужения

ИСТОРИЧЕСКАЯ СПРАВКА
Я тут недавно разработал очень 

любопытный удар лапой эн в направ
лении икс.

Е. Шварц. «Дракон»
Понятия бинарного отношения, его инверсии и композиции 

бинарных отношений по существу являются обобщениями анало
гичных операций с отображениями, а отображение в свою оче
редь обобщает понятие числовой функции — при отображении 
существен не только характер элементов множеств, но закон, 
правило, по которому каждому из них сопоставляется какой ли 
бо элемент того же самого или другого множества. Как и почти 
все основные понятия математики, понятие отображения претер
пело довольно длительную эволюцию и только к концу X IX  века 
приобрело современное содержание.
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Можно с уверенностью утверждать, что математики древнею 
мира, включая и его эллинистический период, не осознавали 
функциональной зависимости в тех закономерностях, которые 
они открывали, хотя еще в Древнем Египте были известны точ
ные формулы для вычислений площадей и объемов основных 
геометрических фигур (треугольников, параллелограммов, тра
пеций и, соответственно, пирамид, призм и т. д.), а идею зависи 
мости от значений слагаемых можно заметить даже при вычис
лениях простейших числовых сумм. Круг интересов математиков 
того времени был ограничен исключительно статичными задача
ми: числовыми величинами, пространственными формами и их 
численными характеристиками.

Однако необходимо было ввести в математику некоторые но
вые, можно сказать, кинематические идеи, чтобы осознать по
добные количественные зависимости между величинами, и сде
лать их предметом изучения. Это и происходит в начале XV I I  ве
ка, когда изменения в самом характере знания — эволюция от 
созерцательного к естественно-испытательному привели к появ
лению в науке таких исследователей, как Р. Декарт (Decarles 
Rene, 1596— 1656), П. Ферма (Fermat Pierre, 1601 — 1665), 
И. Ньютон (Newton Isaac, 1643— 1723), Г. Лейбниц, Я. Бернулли 
(Bernulli Jacob, 1654— 1705), Д. Бернулли (Bernulli Daniel, 
1700— 1782), Л. Эйлер (Euler Leonard, 1707— 1783), Ж . Б. Фурье 
(Fourier Jean Baptist Josepf, 1768— 1830) и П. Г. Дирихле (Dirich 
let Peter Gustav Lejene, 1805— 1859). Их работы в различных 
областях оптики, механики и физики не только принесли им за 
служенную славу, но и определили направления развития этих 
наук на долгие годы.

В исследовании французского математика П. Ферма «Введе
ние в изучение плоских и телесных мест» встречается: «Всякий 
раз, когда в заключительном уравнении имеются две неизвест
ные величины, налицо имеется место». Под «местом» Ферма по
нимал линию, и таким образом, в этой работе шла речь по суще
ству о графическом задании функциональной зависимости. Изу
чением линий по их уравнениям занимался и другой знаменитый 
французский математик Р. Декарт, в его «Геометрии», изданной 
в 1637 г., уже достаточно ясно указывалось на взаимную зависи 
мость переменных величин геометрического истолкования, за
данных аналитически. (Декарт заложил основы аналитической 
геометрии, введя систему координат и изучение линий по их 
уравнениям, ему же принадлежат многие из современных обо
значений: а, Ь, с — для коэффициентов уравнений, х, у — для 
переменных, х , jc3 — для степеней). По работам в области 
дифференциального и интегрального исчисления другого ма
тематика X V II в.— англичанина И. Барроу (Barrow Isaac, 
1630— 1677) можно заметить, что тот уже вполне осознавал функ-
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циональную зависимость между двумя переменными. Однако, 
как и великий И. Ньютон, он представлял подобные зависимости 
прежде всего геометрически или, скорее, в некоторой механисти
ческой интерпретации, т. е. экспериментально и интуитивно.

Собственно термин «функция» (от позднелатинского — func- 
tj0 — исполнение, осуществление) был введен Г. Лейбницем в 
работах по дифференциальному исчислению, хотя под функцией 
он понимал нечто отличное от общепринятого в настоящее время 
значения этого термина — различные отрезки, связанные с кри
вой, в частности, абсциссы и ординаты ее точек. Видимо, то по
нятие функции, от которого произошло ее современное определе
ние, было введено к концу X V I I I  века французскими математи
ками Н. Кондорсе (Condorset Marie Jean Antoin Nicolas de Cari- 
tal, 1743— 1794) и С. Лакруа (Lacroix Silvestr Francois, 1765— 
1843) независимо друг от друга. Историки математики до сих 
пор не имеют единого мнения, кому из них принадлежит это пер
венство. Интересно, что оба они, вообще говоря, полагали необя
зательным задание функции аналитически (формулой). Однако, 
большинство даже крупных математиков X V I I I  века не придава
ли этому значения и не осознавали различия между функцией 
и ее аналитическим заданием. Это послужило основанием для 
критики Л. Эйлером решения знаменитой задачи о колебании 
струны, которое предложил Д. Бернулли в 1753 году.

Эйлер считал, что функция — это произвольно начертанная 
кривая, а последователи Д ’Аламбера (D ’Alembert Jean Le Rond, 
1717— 1783), к которым относился и Д. Бернулли,— что суть 
функциональной зависимости в ее аналитическом выражении. 
Получив решение некоторого дифференциального уравнения в 
виде тригонометрического ряда, он предположил, что и любая 
функция (непрерывная) должна быть разложима в подобный 
ряд. Гипотеза о представлении любой непрерывной функции 
аналитическим выражением, развитая в работах французских 
математиков С. Лакруа и Ж . П. Фурье, была подтверждена в 
1885 году выдающимся немецким математиком К. Вейерштрас- 
сом (WeierstraB Karl Theodor Wilhelm, 1815— 1897). Более того, 
в 1940 г. русский математик Д. Е. Меньшов (1892— 1983) дока
зал, что для действительных функций действительного аргумен
та в разумном, но достаточно широком смысле (для измеримых и 
почти всюду конечных функций), такие два подхода к функции, 
как к геометрическому соответствию и как к аналитическому вы
ражению эквивалентны.

Дискуссия по сущности понятия функции привела к тому, что 
к началу X IX  века более употребляемым стало ее определение 
без требования аналитического задания, что позволило П. Ди
рихле в 1837 году сформулировать его знаменитое определение 
числовой функции, принимаемое до сих пор: «у есть функция пе
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ременного х, определенная на отрезке (а ^ х ^ .Ь ) ,  если всякому 
значению переменного х, содержащемуся в этом отрезке, соот 
ветствует вполне определенная величина переменного у, причем 
совершенно неважно, каким именно способом установлено это 
соответствие». А крупнейший русский математик Н. И. Лобачев 
ский (1792— 1856), знакомый с трудами Лакруа, еще в 1834 году 
пользовался понятием функции, весьма близким к определению 
Дирихле, ставшим столь широко известным позднее.

Долгое время понятие функции Дирихле считалось столь со
вершенным и точным, что недопустима была и мысль о возмож
ности ее критики. И только после довольно длительного изучения 
функций с различными специальными свойствами стала насущ 
ной необходимость большей ясности пункта определения функ
ции: «...причем совершенно неважно, каким именно способом 
установлено данное соответствие». Сначала шведский матема
тик Т. Броден (Broden Torsten, 1857— ?) указал в 1897 году при 
мер функции на отрезке, составленной из разнородных и незави 
симых между собой кривых, каждая из которых определена на 
одном из отрезков его бесконечного разбиения на отрезки мень
шей длины. Такое бесконечное множество кривых, по его мне 
нию, не только невозможно задать аналитически, но в силу своей 
природы не может быть изучено. В процессе развернувшейся дис
куссии, в которой основное участие приняли математики фран
цузской школы, Р. Бэром (Ba ir Rene Louis, 1874— 1932) была 
указана необходимость, по его мнению, описания закона соответ 
ствия всякому х числа у(х ). Ж . Адамар (Hadamard Jacques Sa 
lomon, 1865— 1963), полемизируя с Ф. Борелем (Borel Felix Edou
ard, 1871 — 1956), утверждал, что подобное ограничение, во-пер
вых, сильно напоминает требование аналитичности задаваемой 
функции, что необязательно, во-вторых, по существу сужает об 
ласть применения теории функции, например, в теории газов, 
где она уже показала свою эффективность. Работы Бэра, Лебега 
и Адамара по теории функций оказались очень плодотворными, 
но вместе с тем чрезвычайно запутали вопрос с самим понятием 
функции, в котором математическая «зависимость» или «незави 
симость» переменных в конечном счете оказалась связанной с 
обсуждением одного из положений теории множеств, известного 
в математике под названием принципа произвольного выбора 
или аксиомы Цермелло (немецкий математик, Zermello Ernst, 
1871 — 1953), который сформулировал ее в 1904 году: Пусть дано 
множество ©< состоящее из попарно непересекающихся мно
жеств М а, тогда существует множество М, каждый элемент 
которого принадлежит некоторому М л, причем М (]М л =  т а

Основные противоречия в понятии функции находятся в до
вольно специализированных разделах математики и ее приложе-
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нИй. Бэр писал: «Для нашего ума все приводится к конечному». 
Но в тех ее областях, где вполне непротиворечиво определение 
Дирихле, теория функций оказалась необычайно интересной и 
плодотворной, разрешив к тому же множество задач прикладной 
математики, физики, механики и т. д., породив целые разделы 
этих наук (дифференциальное и интегральное исчисление, диф
ференциальную геометрию, теорию функций комплексного пере
менного, теорию функциональных рядов, рядов Фурье и многие 
другие). А начиная с немецкого ученого В. Дедекинда (Dedecind 
Julius Wilhelm Richard, 1831 — 1916), наряду с дискуссией вокруг 
самого понятия функции в работах различных математиков кон
ца X IX  — начала XX  веков, происходит постепенное обобщение 
его на нечисловые множества (собственно указания на возмож
ность таких обобщений отмечены еще в работах С. Лакруа и 
В. Кондорсе), а с середины XX века закрепляется традиционная 
ныне терминология в этой области.
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Лекция 3

Б И Е К Т И В Н Ы Е
О Т О Б Р А Ж Е Н  ИЯ 

П Р Е О Б Р А З О В А Н  ИЯ



БИЕКТИВНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

§ 9. Инъективные и сюръективнме отображения.
§ 10. Биективные отображения.
§ II. Некоторые примеры биективных отображений.

Преобразования.
§ 12*.Конечные и счетные множества.

Основные понятия: инъективность, сюръективность и биектив- 
ность отношения и отображения, преобразование множества, 
подстановка, симметрическая группа, мощность множества, рав
номощные множества; виды множеств: конечные, бесконечные, 
счетные, счетнобесконечные, несчетные.

Необходимые сведения: множество, бинарные и парные от
ношения, область определения и область значений бинарного 
отображения, образ и прообраз элемента и множества, операции 
на отображениях, обратимое отображение, сужение отображе
ния, аффинная система координат на плоскости, аффинные ко
ординаты точки на плоскости, натуральные числа (N), целые 
числа (Z).

Рекомендации: при изучении темы материал § 12* (за исключением опреде
лений) можно опустить.
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§ 12 *

С е м е с т р  I
1 — Множества и отношения на множествах.

(§ 1 - 5  5).
2 — Операции на бинарных отношениях. Отображения.

(§ 6- * 8).
3 — Биективные отображения. Преобразования.

■  (« 9 - «  12).
Л е к ц и я  4 — Бинарные отношения на множестве. Фактор множество. 
Л е к ц и я  5 — Матрицы. Основные операции и свойства.
Л е к ц и я  6 — Подстановки. Группы.
Л е к ц и я  7 — Определители.
Л е к ц и я  8 — Векторные пространства.
С е к ц и я  9 — Линейно зависимые и линейно независимые системы векторов. 
Л е к ц и я  10 — Ранг матрицы. Системы линейных уравнений.
С е к ц и я  I I  — Линейные отображения векторных пространств.
Л е к ц и я  12 — Матричное представление гомоморфизмов.
Л е к ц и я  13 — Алгебра линейных операторов.
Л е к ц и я  14 — Собственные векторы линейных операторов.
Л е к ц и я  15 — Евклидовы векторные пространства.
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§ 9. СЮ РЪЕКТИВНЫЕ И ИНЪЕКТИВНЫЕ 
ОТОБРАЖЕНИЯ

Два специальных вида бинарных отношений представляют 
особый интерес, первое из них — сюръективное или сюръекция, 
это название происходит от французского слова surjection — 
наложение, «sur» означает «на».

I О п р е д е л е н и е  9.1. Бинарное отношение f a X X Y  назы 
вается сюръективным, если для любого y ^ Y  существует 
х ^ Х  такой, что ( х, у ) е / ,  т. е. Im f= Y .

Символическая запись этих условий:
I. Dom fczX, (9.1)

sur: 2. Im /=  Y.

1. a a

может быть сформулировано иначе 

Y 3 *е= Л  <х, </>€=/. (9.2)

Последнее условие 
(см. определение 5.4):

sur: 2'. Vi/
Очевидно, отношение не сюръективно, если Im f ^ Y  или 

2". 3 y(= Y  V jteEXI (jc, y ) & f .  (9.3)
Естественно назвать сюръективным и отображение, кото 

рое, как бинарное отношение, сюръективно и можно сказать, 
что отображение /: Х-*-У сюръективно, если всякий элемент 
множества Y имеет прообраз.

Обозначение такого отображения: / — sur, а множества всех 
сюръективных отображений X  в Y — SM ap (X , Y).

Совокупность всех условий, чтобы бинарное отношение / бы 
ло сюръективным отображением Л в У:

1. Dom f =  X.
sur: 2. Im / =  Y. (9.4)

3. V {«/„ y2} a  Y <*. У\)' 
<*. У г) '

f\ Уг-

Из определения следует, что, чтобы установить, что отобра 
жение f:X-*-Y сюръективно, надо показать, что всякий элемент 
множества Y имеет прообраз, а несюръективно — найти в Y хо
тя бы один элемент, не имеющий прообраза.

П р и м е р  9.1. Определим, какие из следующих отношении 
сюръективны и почему? Какие являются сюръективными ото
бражениями? (рис. 36— 41).

Первое отношение есть отображение где
Х =  {а, Ь, с, d}, а У =  {а, р, у, б}, так как всякому элементу из

: х 0

91
Рис. 36

92
Рис. 37

93
Рис. 38

X  соответствует единственный элемент из Y. Оно сюръективно, 
так как при этом каждый элемент из Y имеет прообраз.

Отношение g2c z X X  Y, где Х =  {а, Ь, с, d }, К =  {а, р, у) также 
является отображением, g2'.X-*-Y, оно не сюръективно, так как 
элемент ? не имеет прообраза.

Бинарное отношение g3a X X Y  не является отображением, 
так как оно содержит по крайней мере два кортежа <?, ? )  
и (?, ? )  с одинаковыми первыми элементами.

Как отношение, g3 сюръективно. ф
Предыдущие примеры позволяют сделать заключение.
В ы в о д .  Особенностью графа сюръективного отображения 

множества X, состоящего из конечного числа элементов, в мно
жество Y с конечным числом элементов является то, что в каж 
дом элементе множества X  начинается стрелка графа и каж 
дый элемент множества Y является концом некоторой стрелки 
графа.

А особенность графа не сюръективного отображения состоит 
в том, что найдется y0^ Y ,  который не является конечным эле
ментом стрелки с началом в элементе множества X. _____

Отображение /,: R-*-R, где /, ={<*, у )  I у =  — 0,5*+ 1}, ? не ? 
сюръективно, в чем не составляет труда убедиться, вычислив по 
х соответствующее значение у (рис. 39). ф

Сюръективно и отображение
/2:R — R. где /2 =  {<х, у )  I у =  х3}. ф

Его график на рис. 40.
Отображение

К  /3:R — R, где /3 =  {<*, у )  I {*, у ) а  R A y  =  sin х)

LHe ? сюръективно (рис. 41). ф
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Сюръективно ли и почему отображение: ♦
/4: R—К — 1, 1], где /4 =  {<х, у>| {х, у ) а  R A y  =  sin дс}?

З а м е ч а н и е  9.1. Сложение и умножение действительных 
чисел (см. примеры 5.5, 7.1):

[ +  ] =  {<<*. </>.*> =И {*. У, z )c R / \ z  =  x +  y ]czR2X R  =  R\
и

[•] =  {<<*. У ). 2)=>\ {дс, у, г} с  R Д  z =  дгу} с= R2 X  R =  R3,
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как отображения сюръективны: ♦

Vz«=R3<<?, ?>, *><=[.] Л Э « ? ,  ?>, г> е[-].

Т е о р е м а  9.1. Если отображения и g:Y-+Z
сюръективны, то g°f:X-*-Z сюръективно.

Эта теорема может быть сформулирована и иначе: компози
ция сюръективных отображений есть сюръективное отобра
жение.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, следует проверить выпол
нимость всех трех условий (9.4). Но g°f:X-+Z  (по теореме 8.?), 
что означает выполнение первого и последнего из этих условий: 
т. е., что g»f — отображение и Dom g °f  =  X, следователь
но, остается проверить только то, что Im g °f  =  Z или (9.2): 
(V z e Z  3 ? е ? |  <?, z><=g°/). ♦

Из сюръективности отображений f u g  следует

g - s u r= M V z « = Z  3 y ^ Y \ (y ,  z ) e g )  1 ? , v _ _ e/
/ — sur=MV yezY  3xe=X\(x, y ) ^ f )  j ’

Таким образом, для произвольного z e Z  указан элемент 
(х, z) е go/ =>.gof — sur. ■

С л е д с т в и е  9.1. Множество S M a p (X ,X )  сюръективных 
отображений X в X замкнуто относительно их композиции.

Это означает, что композиция сюръективных отображений 
множества в себя есть также сюръективное отображение его в 
себя. ф

З а д а ч а  9.1.1. Для обратимого отображения /e SA fap  (X , Y) 
сюръективно ли отображение /-|?

Указание. Приведите несколько примеров отображений сюръективных 
(определение 9.1) и обратимых (определение 8.3, утверждение 8.1, следствие 8.2), 
рассмотрите их графы или графики. ф

>
/ — обратимое отображение^/ 'е М а р (? , ?) 
Dom f~ ,±=Y 
Im /“ ' =L X

■r ' ( k s M a p ( Y , X).

Следующий вид бинарных отношений — инъективные, на
звание происходит от французского слова injection — вложе
ние, «in* означает «в».

( О п р е д е л е н и е  9.2. Бинарное отношение f c z X X Y  назы
вается инъективным, если разным элементам из Dom / сопо
ставляет разные элементы множества Im /.
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1. Dom /с= X.
2. 1т/с= Y.

in: 3. V {ж,, *2}c=X
<*i. 0 ) s f )

Очевидно, бинарное отношение на множествах X  и Y не инъ- 
ективно, если нарушено последнее условие и

3". 3 {дс,, x2}czX < 9 6 >:й<*2< У)
Если в условии инъективности (9.5) бинарного отношения / 

поменять местами элементы каждого из кортежей:
(У< *i>
(У . *2>

V {х „ x2}czX

то получим не что иное, как условие (7.1) единственности в отно
шении /~' кортежа с первым элементом у — произвольным из 
Dom f~  = 1 т / , что дает следующее.

У т в е р ж д е н и е  9.1. Если / — инъективное бинарное отно
шение, то f~ l является отображением.

I Естественно назвать инъективным отображение, которое, 
как бинарное отношение, инъективно, и можно сказать, что 
отображение f: X-+Y инъективно, если все разные (нерав
ные) элементы множества X имеют разные образы.

Обозначение такого отображения: / — in, а множества всех 
инъективных отображений X в Y — !М ар (Х , Y).

Совокупность всех условий того, что бинарное отношение / 
является инъективным отображением X  в Y:

1. Dom f — X.
2. Im f a  Y.

in: 3. V { x „  дс2} с х | ^  =►*,— **. (9-7)

4. V{ j , „  !!,)<=>'|£ ;  £ > « / } * . , , _ *

Условие инъективности отображения /: по существу,
означает, что разные элементы из X не могут иметь один и тот 
же образ, т. е. всякое значение f (х) принимает только один раз, 
или любой элемент из 1 т/  должен иметь только единственный 
прообраз, это позволяет переформулировать утверждение 8.1
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1.

9* ■

X
Рис. 42

У т в е р ж д е н и е  9.2. Отображение обратимо тогда и толь
ко тогда, когда оно инъективно.

Отсюда, в частности, следует такой важный факт, что вся
кое инъективное отображение обратимо.

П р и м е р  9.2. Инъективные отображения (рис. 42 и 43):

1. Im #4 =  {а, р, 6}<= Y и каждый из них имеет единственный 
прообраз.

2. Сюръективное отображение предыдущего примера 9.1 — 
/2: R-«-R, где /2 =  {<х, у )  | у =  х*) инъективно.

Доказывая в задаче 8.1.1 обратимость этого отображения, 
мы установили его монотонность (каждое значение дг3 принима
ет только один раз), что и означает инъективность /2, как ото
бражения. Это вполне наглядно на графике функции у =  х*:

Неинъективные отображения (рис. 44 и 45):
3. g5:{a, b, с}-*-{а, 0, у, 6}, так как найдутся два кортежа из 

?s <?, а) Ф  <?, а). ♦
4. Отображение, приведенное в задаче 8.1.1

/5: R -► R, где /5 =  {<х, у )\ у  =  х*\
Достаточно заметить, что <2, 4> е /в и < — 2, 4> е/5, но 

* Ф  — 2, т. е. выполняется условие (9.6).
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Y
4.

3.

с
•7

X Y О X
Рис. 44 Рис. 45

Предыдущие примеры позволяют сделать заключение.
В ы в о д .  Чтобы установить неинъективность отображения, 

достаточно найти таких два элемента, чтобы их образы сов
падали.

Особенностью графа инъективного отображения / множест
ва X, состоящего из конечного числа элементов, в множество
Y с конечным числом элементов является то, что каждый элемент 
множества 1 т/  является концом только одной стрелки графа.

А особенность графа не инъективного отображения состоит 
в том. что найдется у0е  Im /, в котором заканчиваются по край
ней мере две стрелки графа отображения /.

З а м е ч а н и е  9.2. Сложение действительных чисел (при
мер 5.5), как отображение [ +  ]: R2-* R ? не ? инъективно.

Например,

Аналогично устанавливается неинъективность отображения 
умножения [•]: R2-*-R. ф

Следующие теоремы дают представление о некоторых свой 
ствах инъективных отображений.

Т е о р е м а  9.2. Если отображения f :X - *- Y  и g : Y -*■ I  
инъективны, то g °f :  X -*■ Z инъективно.

Иначе говоря, композиция инъективных отображений есть 
инъективное отображение.

Для д о к а з а т е л ь с т в а  надо проверить выполнение 
отображением g °f  всех условий (9.7). По теореме 8.1 g °f :  X Z,



§ 9. Сюръективные и инъективные отображения

(отображение X  в Z), это означает, что остается убедиться в со
блюдении для него только условия 3. инъективности (9.7.):

in: V {*,, x2}czX
<дс„ 2 )e g o  
<х2, z )e g o (’! Х0.

В силу инъективности f и g имеем

g — in (УI’ lfc)<
( у „  z ) e g  
<У2, 2) e g }= *0 1 = 0 j). ( 9 g )

Теперь возьмем { jc,, х2}с :Х  и соответствующие кортежи

<дс„ z)eg °f= ±  ( З у 1е У , | (< х „  y {) e f  Д  ( y ]t z) e g ) )
(9 в)

<дс2, z)egof=> (Зу2е  К|(<дс2, y2) e f  Л  (у2, г ) e g ) )  

(Э у е У Ц (х „  y ) e f  Д  <у , z) e g ) )

=> X. =  Хо.

( З у е У Ц (х 2, у ) e f  Д  <у , г )  e g ) )

Что и требовалось доказать, так как это означает единствен
ность в отображении g °f  кортежа с произвольным вторым эле
ментом из Im gof. u

С л е д с т в и е  9.2. Множество !М а р (Х , X ) инъективных ото
бражений X  в X  замкнуто относительно их композиции.

З а д а ч а  9.1.3. Если f e !M a p (X ,  К), то / — обратимо (утв. 
9.2). Является ли отображение / инъективным?

Указание. См. утверждения 9.2, 5.1, следствия 8.2, 8.3. ф
Т е о р е м а  9.3. Если отображение f :X - *~ Y  инъективно, то 

/ '<>/ =  «/* и fof~l =  idimr
З а д а ч а  9.1.2. Докажите теорему 9.3.
Указание. См. следствие 8.4, утверждение 9.2. ^
Д о к а з а т е л ь с т в о .  / — инъективно^-/— обратимо и, зна- 

ЧИт (/"'•/ =  idx Л  /» /"1 =  idfm' ( почему? + ).
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§ 10. БИЕКТИВНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ

В математике среди основных проблем встречаются так на
зываемые задачи классификации, в которых требуется выде
лить объекты (математические структуры), обладающие в ка
ком-то смысле одинаковыми свойствами, в частности, одинако
вым количеством элементов. Когда элементов в множествах 
конечное число, это можно сделать просто, пересчитав их эле
менты и сравнив результаты. Однако, если элементов сравни
ваемых двух множеств бесконечно много (например, натураль
ных и целых чисел, или точек прямой и отрезка), то их пересчет 
уже невозможен и требуется иной способ сравнения. В  качестве 
такого способа сравнения множеств предлагается выяснить су
ществует или нет так называемое биективное отображение, или 
биекция, одного из множеств в другое. При этом будет очевид
но, что, если два множества с конечным числом элементов име
ют их одинаковое количество, то такое отображение существу
ет. Слово bijection можно перевести как «двойное наложение 
Наряду с термином биективное встречается термин взаимно
однозначное, что близко к переводу с латинского слова bijecion 
(bi — двойной, jacio — бросаю).

■ О п р е д е л е н и е  10.1. Отображение f: X Y называется 
биективным, если оно инъективно и сюръективно.

Обозначение: / — bi. Множество всех биективных отображе
ний X  в Y иногда обозначается ВМ ар (Х , К).

Объединяя условия сюръективности (9.3) и инъективности 
(9.6), получим символическую запись требований биективности 
отображения /: X-+Y.

Очевидно вытекающее из определений сюръективностн и 
инъективности отображения простое, но важное и у т в е р ж д е н и е .

У т в е р ж д е н и е  10.1. Отображение f:X - *~ Y  биективно 
тогда и только тогда, когда всякий элемент множества Y имеет 
единственный прообраз.

Оно позволяет довольно легко среди отображений примеров
9.1 и 9.2 указать биективные отображения:

1. Dom f =  X. 
sur: 2. Im /=  Y.

in: 3. V {*,, x2}c iX ( 10. 1)

Si — bi, /, — bi, /2— bi. ♦
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Сформулируйте отличительные характеристики графа биек

тивного отображения множества, состоящего из конечного числа 
элементов, в множество с конечным числом элементов, объеди
няя свойства графов сюръективного и инъективного отображе
ний таких множеств. ф

З а м е ч а н и е  10.1. Примером простейшего биективного ото
бражения является тождественное: =  {<дг, х) | х ^ Х }.

З а д а ч а  10.1.1. А =  {а,, а2, а3}, B  =  {bh b2}. Определите, суще
ствуют ли сюръективные отображения А -*■ В? Инъективные ото
бражения А В? Биективные? Почему? Постарайтесь под
считать число различных сюръективных, инъективных и биектив
ных отображений А В, если такие имеются.

Ответьте на те же вопросы для отображений В  А тех же са
мых множеств.

Указание. См. задачу 7.2.2. так как существует всего 8 отображений А -*■ В  и 
9 отображений в  -► А, то можно просто построить их графы и выбрать из них об
ладающие требуемыми свойствами (см. выводы в § 9).

Однако постарайтесь, не строя графы, ответить на вопрос о существовании 
биективных отображений А -+В  или В -*■ А (см. утверждение 10.1).

З а д а ч а  10.1.2. А =  {а,, а2, ... ат }, В =  {6,. Ь2, ... Ьп). При каких 
т и п  существуют сюръективные отображения А -*■ В ? Инъектив
ные отображения А -*■ В ?  Биективные? Почему?

Указание. См. утверждение 10.1, выводы в § 9, задачу 7.2.2.
Теоремы 9.1 и 9.2, характеризуя композиции сюръектив

ных и инъективных отображений, в совокупности дают следую
щие утверждения.

Т е о р е м а  10.1. Если отображения f:X-*-Y и g :Y-*Z  биек
тивны, то отображение g ° f : X Z тоже биективно.

С л е д с т в и е  10.1. Множество всех биективных отображе
ний множества в себя замкнуто относительно операции их ком
позиции.

Т е о р е м а  10.2. Если отображение f ’.X - *- Y  биективно, то
: Y X биективно.
З а д а ч а  10.2.2. Докажите теорему 10.2.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Надо установить выполнимость всех 

условий (10.1) биективного отображения для отношения /-|.
Указание. См. утверждение 9.1, 9.2, следствие 8.2. Выпишите свойства отобра

жения I  и «оберните» их, т. е. посмотрите, какие свойства они определяют у ото
бражения f ~ 1 и почему.

для отображения / для отношения /-|

1. Dom f — X =>- X =  \m f~' 2.
2. Im f = Y  =4- Y =  Dom /“ ' 1.

> ?
3. / — in =>/ — обратимо =>- / : ? - ► ?  4.

>
4. / — отображение =>~ f — in. 3.



92 3. Биективные отображения

1

Таким образом, для бинарного отношения /-| выполнены все 
условия (10.1), и f~ l — биективное отображение. ц

С л е д с т в и е  10.2. f~ lof =  ix и fof~l =  iY для биективного 
отображения f:X-*-Y. (по теоремам 9.?, 10.?). ^

§ II. НЕКОТОРЫЕ ПРИМЕРЫ БИЕКТИВНЫХ 
ОТОБРАЖЕНИЙ. 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
Ниже мы рассмотрим несколько важных примеров и приемов 

доказательств биективности отображений и связанные с этим 
понятия.

П р и м е р  11.1. Выше в примере 4.3 было введено отношение 
р с  11 X  R2, а в примере-7.2 мы показали, что р является отобра
жением р: П—►R , сопоставляющим точке плоскости ее аффинные 
координаты относительно некоторой фиксированной системы ко
ординат, т. е. р(М (х , у ) )= (х ,  у ).  Теперь покажем, что это ото
бражение биективно, т. е. выполнение условий сюръективности 
и инъективности (второго и третьего в (10.1)).

Для простоты изображения будем считать, что система коор
динат прямоугольная декартова, хотя это и не влияет на общ
ность рассуждений.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
1. Чтобы установить сюръективность отображения р, возь

мем произвольную упорядоченную пару чисел ( х, у )  е  R2, по
строим на координатных осях точки М х и Af„ так, чтобы 
|ОМх| =  |дг|, причем, М х̂ [О Х '),  если дг^О, и М х̂ [О Х " ) ,  если 
х< 0 , так же по у построим точку Af„ (рис. 46).

Напоминание. [ОХ') — луч с начальной точкой О в направлении точки X1. 
(О Х ')— прямая, проходящая через точки О и X’.

Проведем прямую Д  т,||(О Х)), аналогично —
прямую m JK O y), их точка пересечения — т г[ ) т у =  М. По по-
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строению такая точка определяется кортежем (х, у ) ,  и значит, 
нМеет координаты (х, у), что по определению бинарного отобра
жения р означает р (М )=  (х, у У  Т. е. для произвольной упорядо
ченной пары чисел <х, у ) е  R нашлась точка плоскости М та
кая, что (М , (х, у ) )  е р ,  что означает сюръективность отображе
ния р. или Im /7 =  R2.

2. Для доказательства инъективности отображения р отме
тим, что, если М 'ф М 2, то хотя бы одна пара прямых раз
лична: или т \ Ф т \  или т \ ф т 2 Пусть для определенности

> >
т \ ф т )* - х хф х ъ ^  <*„ у х) ф ( х 2, у2)  (рис. 47).

Случай т \ ф т \  аналогичен.
Таким образом, доказана биективность отображения, сопо

ставляющего точке плоскости ее координаты. □
Эти примеры важны тем, что отождествление биективным 

отображением точек плоскости и кортежей их координат явля
ется обоснованием геометрических интерпретаций различных 
уравнений и неравенств с двумя переменными.

Совершенно ясно, что аналогичная конструкция может быть 
проведена для точек пространства и кортежей трех координат.

Y

М 1 М 2
т х 

У *

О
ml

X
т 1

Рис. 47

П р и м е р  11.2. Биективно отображение / :R 2-*-R2 такое, что 
/(<*, «/>)=<*+!, у - 2>.

Д о к а ж е м ,  что:
1- / — сюръективно: Пусть кортеж (х', у ')  е  R2 произволен. 

Г*адо выяснить, найдется ли элемент <дс. _ « )g R 2 такой, что 
х, у ) )= (х " ,  у ') .  Если такой кортеж (х, у )  существует, то в 

силу определения /(<х, у ) )=  <х+ 1, у — 2)> а так как / — от
р а ж е н и е  и кортеж ( ( х , у ) ,  ( х у ' ) )  e ( R 2)2 должен быть един- 
Ственным, то обязательно (х ', у ’) =  <* +1, у — 2>.
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Из этого равенства следует:

х =  х '- 1  
У =  У' +  2 '

Действительно, / ( <jc— 1, у-\-2 ) )= ?
таким образом, для произвольной пары (х?, у ')  е  R2 указан кор
теж <дс, у )  =  (х '— 1, «/' +  2 ) g R 2 такой, что /(<х, у ) ) = ( х >, у ') 
значит, всякий элемент (х/, y ' ) e R " ’ имеет прообраз, и отображе
ние / сюръективно.

2. Отображение / инъективно. (Обратите внимание на прием доказа
тельства: инъективность часто доказывается «рассуждениями от противного»).

Предположим, что отображение не инъективно, и найдутся 
<*м У\) Ф  <*2. Ут) такие, что / ( <х„ «/,)) =  /( <*2, у2>). По определе
нию отображения /:

Отсюда следует отсутствие неравных кортежей, образы кото
рых при действии f совпадали бы, т. е. инъективность /. 

Следовательно, отображение / биективно. ■
Для биективных отображений множества в себя существует 

специальный термин:

I О п р е д е л е н и е  11.1. Биективное отображение множест
ва X в себя называется преобразованием множества X. Мно
жество всех преобразований некоторого множества называет
ся группой преобразований этого множества.

Обозначение &  (X).
Иногда группу преобразований множества называют его сим

метрической группой и используют обозначение S (X ) .
Таким образом, в предыдущем примере речь шла о преобра

зовании множества R2.
Если требуется установить, является ли какое-либо отноше

ние / преобразованием множества X, следует проверять выпол
нимость всех требований (10.1) при условии, что рассматривают-

/((*2» Уг) ) — <-*2+1. Уг — 2) 

*■+ 1 = *2+  1

у, — 2 =  уг — 2
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СЯ элементы одного множества X, т. е.:

sur:
1.
2 .

Dom f =  X. 
Im f =  X.

in: 3. V {* „  x2}czX

4. V {y it y2}<=X

=>■ Xi —  Xn

■У\=У2-

(11.1)
<*.. y)>
<*2. «/>'

<*. l/l> «
<•*. 02><

З а д а н и е  11.1. Докажите, что если на плоскости П задана 
некоторая аффинная система кооординат, то отображение 
g: П -► П такое, что g (M  (х, у )) =  М ' (х +  1, у — 2) есть преобра
зование множества точек П.

Указание. Сравните с примером 11.2. ф
Теоремы 10.2 и 10.1 (и следствие 10.1) в случае преобразова

ний множеств удобно объединить в одну теорему.
Т е о р е м а  11.1. Инверсия любого преобразования множест

ва X и композиция его преобразований есть преобразование X.
Можно сказать иначе: группа преобразований любого множе

ства замкнута относительно композиции и инверсии бинарных 
отношений, учитывая еще замечание 10.1, это можно записать 
«формулой»:

! ^ ( Х ) Л Г ‘<V{/, g}<=2> ( X ) ^ ( g ° f i ; ^ ( Х ) Л « , е ^ ( Х ) ) .  ( П 2 )

З а д а ч а  11.1.1. Докажите, что если на плоскости П за
дана некоторая прямоугольная декартова (или аффинная) си
стема, то бинарное отношение Лс=П , где

h =  { (M (x ,  у), М , (х/, у ') )\ (х /, у ')  =  (х  +  у — 1, х — у — 4 )}
есть преобразование этой плоскости.

Указание. См. примеры 11.1 и 11.2.
Д о к а з а т е л ь с т в о .
1. Dom Л=ь П.

. 2. Л —  SUT. Указание. См. пример 11.2. п. 1. ф
t 3. Л —  in. Указание. См. пример 11.2. п. 2. ф

4. Л — отображение, так как по всяким Xх, у ' однозначно на
ходится (х-\-у— 1, х — у — 4). ф  

Частным случаем преобразований являются подстановки, а 
именно:

О п р е д е л е н и е  11.2. Преобразование множества Р (п ), 
состоящего из конечного числа (п) элементов, называется под
становкой Множество всех подстановок такого множества 
называется симметрической группой п-ого порядка.

Она обозначается: S„.
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Подстановки используются, например, при вычислении 
определителей матриц, на их свойствах основан обширный и 
глубокий раздел физики — кристаллография, а в математи
к е — теория дискретных групп. Интересно, что симметрические 
группы имеют непосредственное отношение к построениям мо
заик на плоскости и известным головоломкам: «кубику Рубика» 
и «игре 15».

Теорема 11.1 для множества подстановок читается следую
щим образом.

Т е о р е м а  11.2. Симметрическая группа замкнута отно
сительно композиции и инверсии отношений.

Т. е. инверсия любой подстановки, композиция подстановок 
множества Р (п )  и его тождественное отображение есть подста
новки множества Р  (п).

Со свойством биективности отображения связано понятие 
равномощности множеств.

I О п р е д е л е н и е  11.3. Множество X называется равно- 
мощным множеству Y (или называют X и Y одинаковой мощ
ности), если существует биективное отображение множест
ва X в множество Y.

З а м е ч а н и е  11.1. Можно утверждать, что всякое множе
ство равномощно самому себе. (Замечание 10.?). ф

Если множество X равномощно множеству Y, то Y равно
мощно X  (теорема 10.?). ф

Если множество X  равномощно множеству Y, а множество
Y равномощно множеству Z, то X равномощно Z (теорема 10.?).ф

Тем самым, по существу, мы уже описали отдельные свой
ства некоторого бинарного отношения:

V = { ( X ,  Y) |3 f:X-*~Y Д /  — b i },
(где X и Y — произвольные множества).

Если множество состоит из конечного числа элементов, то 
сравнить их, т. е. установить, существует ли биективное отобра
жение одного в другое, не составляет большого труда (см. зада
чи 10.1.1 и 10.1.2), однако, для множеств, число элементов кото
рых бесконечно, задача отыскания такого отображения непро
ста, даже в очевидных случаях.

Рассмотрим примеры.
П р и м е р  11.3. Казалось бы ответ на вопрос, каких чисел 

больше: натуральных или четных положительных, очевиден: 
всякое четное положительное число — есть число натуральное, 
2Nc=N, т. е. четных натуральных чисел «меньше» чем на
туральных. Однако, эти множества N и 2N равномощны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
0. Прежде всего определим бинарное отношение на множе

ствах N и 2N: . . . */ =  { (п, т> | т  =  2л)сг NX2N.



§ 11. Примеры биективных отображений

Проверяем выполнимость условий (10.1) биективности ото
бражения:

1. D om /= N , так как V n e N  3(л, ? )^ / -  
sur: 2. Im / =  2N, так как V m e 2 N 3 (? ,  m )e f .

in: 3. V {п „ л2}с : N 

4. V {mt, m2)c 2 N

<«,, m) ef= > m  =
(n2, m) e j= > m

(n, m,> e/=>-m, =  
(n, m2)e=f=s

=  2Л|1 
=  2«2)  ^ П' n2.

■ m2.

Тем самым доказана равномощность, и в этом смысле «рав
ное количество» элементов множеств N и 2N.

З а д а ч а  11.1.2. Докажите, что множества всех целых Z и 
натуральных чисел N равномощны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Указание. Рассмотрите такое бинарное отношение на множествах Z и N: 

Я = {<2 , л>|((л =  2г при г > 0 )Д (я =  — 2 z + I при г < 0 »  (H .g )

и проверьте для него выполнимость условий (10.1).
Чтобы получить представление о свойствах этого отношения, 

полезно изучить его график и граф (рис. 48).
1. Dom g =  Z < = (V z e Z  3<z, ? ) e g ) .  ♦
2. g — sur: Im g =  N.

O ,  X  

график
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Если n e N  и четно, т. е. п =  2k, то найдется <?, 2k) ^ g .  Если 
a e N  и нечетно, т. е. п =  2k+ 1, то возьмем - * e Z ,  тогда

< - * , 2*+1> =  < - * , - ( - 2 Л )  +  l ) e g .  «
3. g — in: См. граф. ф
4. g — отображение ф
З а д а ч а  11.2.1. Докажите, что равномощны множества то

чек любых двух отрезков.
Напоминание. \АВ)— обозначение отрезка АВ, )А В [  — обозначение ин

тервала АВ  (отрезка без точек-концов).
I е. Если отрезки равной длины, то их равномощность очевид

на. Попробуйте построить (геометрически) простейшие биектив
ные отображения (они помогут увидеть построения в общем слу
чае), если (рис. 49— 51):

1) отрезки принадлежат параллельным прямым ф
2) отрезки принадлежат одной прямой ф
3) отрезки принадлежат непараллельным прямым. ф 
2°. Пусть отрезки разной длины (рис. 52, 53).
Указание. Сначала рассмотрите отрезки, принадлежащие разным прямым 

(непараллельным, параллельным), потом — одной.
1) Отрезки не принадлежат одной прямой, зададим отно

шение
р =  {(М ,  Af'>\M' =  (O M )(\ [C D '\ )cz [A B )X [C 'D '].

Проверьте для него сначала выполнимость условий (10.1.1) и (10.1.4):
1. (10.1.1): Domp =  [/4B], Для любой ли точки М отрезка 

[АВ] найдется М ' =  (ОМ )[\[С ’D '] и почему? ф
С ' D '

A M  В
Рис. 49

А М  В  С ' D'
Рис. 50

A M  В
Рис. 51
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Рис. 52 Рис. 53

2. (10.1.4) Является ли р — отображением? Т. е. однозначно 
ли точкой определяется кортеж <Af, A f ' ) e p ?  (Точка 
M 'e [C 'D ']? )  ♦

Выполнение этих условий означает, что р:[АВ]-+ [C 'D '\
Докажите, что отображение р сюръективно и инъективно. Для этого проверь

те выполнимость второго и третьего из условий (10.1):
3. р — sur (10.1.2): Почему V A f 'e [C 'D ']  найдется М ^ .[А В ]

такая, что (ОЛ*)П[С'0']¥= 0  и (OM )[\[C 'D '] =  M '?  (Л *^ (О Л Г)П  
П [А В ]Ф 0 ) .  ♦

4. р — in (10.1.3): Предположим, что точки A f,# A f2, но

{Af,, М2) с [А В ]
<М„ М ’)^ р ^ М '= (О М , ) [ \ [С  
<М2, М ')< = р= > М '= (О М 2Щ С 'D ') }

=> точки Af,, М 2, ЛГ, О принадлежат одной прямой =i-
Х м ,  =  м 2. ф

В совокупности п. п. 1—4 означают, что р — биективное ото
бражение, а значит, отрезки [АВ\ и [C 'D '] равномощны. □ 

Доказательство равномощности [АВ] и [C’D'] проведено на 
чертеже для непараллельных отрезков. Если [АВ]\\[С'D'], от
ображение р и построение, и доказательство аналогичны. Сде
лайте чертеж. ♦

2) Если отрезки [АВ] и [C’D '] принадлежат одной прямой, 
то можно свести решение задачи к комбинации предыдущих слу
чаев, точнее, композиции некоторых из предыдущих отображе- 
чий. Постарайтесь построить два таких отображения и укажите 
«X композицию (рис. 54). ф

Таким образом, может быть установлено, что любые два от
резка равномощны, что означает, как это ни кажется странным 
На первый взгляд, что отрезки [АВ] и [C 'D '] равномощны,
• е. «имеют одинаковое количество точек», и в случае, ког- 

Да M B]cz[C 'D ']. Попробуйте сделать соответствующие построе
н а  (рис. 55). ф
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С ' А  M B  £)'
Рис. 54 Рис. 55

Предложенное «геометрическое» доказательство равномощ. 
ности отрезков не единственно, но довольно наглядно. Попробуй 
те придумать другое (может быть алгебраическое?) доказатель
ство их равномощности.

Не составляет особого труда увидеть, что равномощны не 
только любые два отрезка, но и любые два интервала, так как 
отображение р\ ^  :] А В  [ -► ] C 'D ' [ также биективно. ф

З а д а ч а  11.2.2. Докажите, что равномощны множества то
чек полуокружности S ' и ее диаметра ] CD [ (общие, диаметраль
но противоположные точки выколоты).

Отображение задается сопоставлением точке
M e S '  ее ортогональной проекции на ]C D [, т. е. основания пер
пендикуляра, проведенного к \CD [ через точку М (рис. 56).

Докажите, что такое отображение сюръективно и инъективно.
1. q — sur (10.1.2): Im ^ =  ]C D [. ф
2. q —  in (10.1.3): ф

{Л*„ Af2}c=S' <УИ„ M ’)<=q - „
<Л*2, M')<=q

Это в совокупности означает биективность отображения q и 
равномощность множеств точек полуокружности S ' и ее диамет
ра ) CD[ .

З а д а ч а  11.1.3. Докажите, что равномощны множества то
чек прямой и касающейся ее полуокружности, задав отображе
ние s: l  -► S '|s :M  -► M ' =  (O M )n S ' и доказав его б и е к ти в н о с ть  
(рис. 57).

С  О М  D  
\ —Г ?  C O D

Рис. 56 Рис. 57
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1. s — sur (10.1.2): Im s= j-]CD [.
2. s — in ( Ю.1.З.):

♦
♦

=>- M | =  Мт

З а д а ч а  11.2.3. Докажите, что равномощны множества то
чек прямой и любого ее интервала.

Указание. Надо определить (придумать) некоторое отображение и доказать 
его биективность (10.1). Его определить, вообще говоря, можно многими способа
ми, но одно из них можно построить вполне наглядно, используя и результаты 
предыдущих задач 11.2.2 и 11.1.3 (см. еще теоремы 10.1, 9.1, 9.2).

§ 12*. КОНЕЧНЫЕ И СЧЕТНЫЕ МНОЖЕСТВА

Понятие равномощности множеств и его свойства (опр.
11.3, замечание 11.1) позволяют выделять классы равномощных 
множеств или множеств с равными кардинальными числами 
(это эквивалентный термин используется наряду с понятием 
равномощности).

Конечно, интересно знать, как много существует неравно
мощных множеств и иметь в некотором смысле «эталонные 
множества», чтобы сравнивая с ними другие, легче было уста
навливать равномощность множеств или ее отсутствие. В каче
стве таких эталонов естественно рассматривать, например, от
резки натурального ряда или множество всех натуральных чи
сел. Поэтому среди множеств прежде всего различают конеч
ные и бесконечные, счетные и несчетные.

О п р е д е л е н и е  12.1. Множество, равномощное с отрез
ком натурального ряда (т. е. подмножеством натуральных чи
сел, не превосходящих некоторое число п) называется конеч
ным Пустое множество также принято считать конечным.

В  противном случае говорят о бесконечном множестве.
Конечное множество, состоящее из п элементов, обычно 

обозначают Р («).
У т в е р ж д е н и е  12.1. Множества Р  ( т )  и Р  (п) не равно

мощны, если п ф т .
З а д а ч а  12.1.1. Докажите утверждение 12.1.
Указание. См. задачи 10.1.1 и 10.1.2, рассмотрите случаи: I). т > п ,  2). т < п  — 

Подумайте, в чем препятствие биективности отображения Р (т )- +  Р  (п) для та
ких т и п ?  ♦

Таким образом, конечных, но неравномощных множеств, оче
видно, бесконечно много, можно сказать, что их различных ви
дов, или, точнее, классов, столько же, сколько натуральных чи
сел. Каждому такому классу конечных множеств сопоставляется
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одинаковое для всех его представителей число элементов, 
т. е. кардинальное число. Для множеств Р  (п) это п, в таком слу
чае говорят о множестве мощности п. Это позволяет «пересчи
тать» все классы конечных, но неравномощных множеств, оче
видно, что их столько же, сколько натуральных чисел.

■ О п р е д е л е н и е  12.2. Множество, равномощное множест
ву всех натуральных чисел, называется счетно бесконечным 

Мощность множества всех натуральных чисел N (и, соответ
ственно, всех ему равномощных) имеет специальное обозначе
ние: — читается «алеф-ноль» ( X — буква алфавита иврит).

Известно, что число различных типов бесконечных множеств 
не только бесконечно, но даже несчетно.

( О п р е д е л е н и е  12.3. Конечные и счетно бесконечные 
множества объединяются названием счетные множества. Все 
остальные множества называются несчетными.

В силу задачи 11.1.2 и примера 11.3 множества всех целых 
чисел Z и всех четных натуральных чисел 2N счетные, точнее — 
счетно бесконечные.

П р и м е р  12.1. Несчетным является множество точек интер
вала. Так как все интервалы равномощны (см. задачу 11.2.1), то 
достаточно доказать несчетность одного интервала числовой 
прямой, например, ]0, 1 [.

Задача, которую мы будем решать, по своей сути доволь
но трудна: надо показать, что не существует биективного ото
бражения N -► ] 0, 1 [.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  0. Все действительные числа от 0 до 
1 будем записывать в виде бесконечных десятичных дробей, но 
некоторые из них имеют не одно такое представление (например, 
1 =0,99999... =  9/10-}-9/100-(-9/1000+ — )• всякую конечную де
сятичную дробь можно представить в виде бесконечной с пери
одом 9, поэтому, чтобы устранить неоднозначность, их будем 
рассматривать именно в такой записи.

1. Предположим, что множество точек интервала ] 0, 1 [ счет
но, т. е. всех их можно занумеровать: хх, х2 ... х„, ... . Каждое та
кое число — бесконечная десятичная дробь: хя =  0,а'яа2яа3я... .

2. Образуем десятичную дробь х, отличную от всех чисел это
го множества: x =  0,b'b2b ... , выбирая числа &‘ ( ie N ) ,  отличные 
от «диагональных» а|:

ж, =  0,а]а2а ?... , 
дс2 =  0 ,а^ а2 ... .

хя =  0,а\а2яа3я ... .

но так, чтобы Ъ 'Ф 0 и Ъ 'Ф 9 (т. е. х Ф 0 и х Ф 0,999... =  1). Ясно, 
что такой выбор возможен.
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3. Очевидно, что полученный таким образом x e J O ,  1 [.
4. Если наше предположение о счетности дробей промежутка 

]0, 1 [ верно, то 3 n t^ N \x = x m, это немедленно влечет равенство 
Ьт некоторому «диагональному элементу»: Ьт =  а"„|, что противоре
чит выбору числа х. Следовательно, десятичная дробь х, опреде
ленная выше, не входит в счетное множество { jt J/ ie N } ,  но 
* е |0 ,  1 [, а это и означает, что все числа интервала ] 0, 1 [ зану
меровать нельзя, т. е. не существует биективного отображения 
N в ] 0, 1 [, и множество точек такого интервала несчетно. ■

Выше мы привели знаменитое доказательство Г. Кантора, ко
торый сообщил его почти сто лет назад в 1891 году на съезде ес
тествоиспытателей в Галле.

Так как естественным образом отождествляются множество 
действительных чисел (числовая прямая) и множество точек пря
мой, множество точек интервала единичной длины и числовой 
промежуток ] 0, 1[, а задачей 11.2.3 указано, что множества точек 
прямой и ее любого интервала равномощны, (т. е. существует би
ективное отображение ]0, 1 [ —► R), это позволяет утверждать, 
что множества всех действительных чисел и всех точек прямой 
несчетны, как равномощные интервалу ]0, 1[ (см. замечание
11.1).

I Мощность множества действительных чисел (и всех ему 
равномощных) обозначается С и носит название мощности 
континуума.
(Continuum — латинское слово, оно означает непрерывность, 

неразрывное, сплошное).
Однако, как мы уже отмечали, этими тремя, хотя и важными 

примерами множеств: Р  (я), N, R, не исчерпываются конечные, 
счетные и несчетные множества. Следующие свойства помогут 
в определении равномощности множеств и построении других 
примеров равномощных или неравномощных множеств.

Т е о р е м а  12.1. Любое бесконечное множество содержит 
счетное ( счетно бесконечное) подмножество.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть М — некоторое бесконечное 
множество. Так как М ф 0 ,  то найдется элемент а ,е М .  Раз
ность множеств (см. определение 1.7)— множество Af\{a,}^=0 
и бесконечно, поскольку в противном случае М оказалось бы ко
нечным множеством. Выберем a2eA f\ {a ,}. Из соображений, ана
логичных предыдущим, множество

(Af\{a|})\{a2} =  Af\{aM a2}=^=0

и бесконечно, а указанный процесс повторяем сколь угодно. По
лученное таким образом множество по самому способу построе
ния, очевидно, счетно, непусто и Af' =  {a,, a2, a3, ...}czM. ■
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Т е о р е м а  12.2. Любое подмножество счетного множества 
счетно.

Т е о р е м а  12.3. Объединение всякого конечного и счетного 
множеств счетно.

З а д а ч а  12.1.2. Докажите теорему 12.3.
Указание. В качестве счетного множества можно брать множество N, затем 

рассмотрите P (2 )(JN , где Р {2 )= {а \  а2), постарайтесь на этом примере найти 
идею доказательства для произвольного Р(п ).

Т е о р е м а  12.4. Объединение счетного множества счетных 
множеств счетно.

З а д а ч а  12.1.3. Докажите теорему 12.4.
Указание. Докажите его сначала для случая объединения хотя бы двух счет 

ных (счетно бесконечных) множеств — как в этом случае можно «занумеровать» 
элементы объединения этих множеств? Постарайтесь на этом примере найти 
идею доказательства общего случая.

У т в е р ж д е н и е  12.2. Множество N2 счетно.
З а д а ч а  12.2.2. Докажите утверждение 12.2.
Указание. Биективное отображение N -► N2 можно построить явно, но иите 

реснее воспользоваться теоремой 12.4 — такое доказательство совсем просто
С л е д с т в и е  12.1. Множество Q всех рациональных чисел 

счетно.
Действительно, любое положительное рациональное число 

представимо в виде несократимой положительной дроби, следо
вательно, существует биективное отображение множества Q + 
всех положительных рациональных чисел в множество Р ' —  кор
тежей (р, q) всех натуральных взаимно простых чисел (не имею
щих общих делителей). P 'cz N 2, отсюда (по утверждению 12.2 
и теореме 12.?) следует счетность Р', а значит и равномощного 
ему множества всех положительных рациональных чисел Q+.

Множество Q _ всех отрицательных рациональных чисел так
же счетно. ф

Тогда по теореме 12.4 множество всех рациональных чисел 
Q =  Q _U (0 }UQ +  счетно, как объединение счетного (конечного) 
числа множеств. ■
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ИСТОРИЧЕСКАЯ СПРАВКА

Высшее назначение математики — 
находить скрытый порядок в мире ха
оса, который нас окружает.

Н. Винер. «Я — математик»

Знакомясь с историей основных понятий математики, хотя бы 
таких, как теория множеств и отображений, мы видим, что она 
совсем непроста и даже драматична, а метод дедуктивных рас- 
суждений— основа математических доказательств, приводит к 
следствиям из очевидных утверждений, которые иногда кажутся 
противоречащими интуиции и здравому смыслу. Из известной 
аксиомы Цермелло (Пусть дано множество о#, состоящее из 
попарно непересекающихся множеств Ма, тогда существует мно
жество М, каждый элемент т л которого принадлежит некото
рому М я, причем так, что М [\М л — т л.) вытекает удивительная 
возможность разбиения шара на конечное число частей, из 
которых движениями в пространстве (т. е. сохраняя расстояния) 
можно составить два таких же шара.

Иногда такие «противоречия» говорят о несовершенстве де
дуктивного метода или системы аксиом, но зачастую открывают 
совершенно неочевидные, но истинно глубинные и глобальные 
закономерности.

К  таким кажущимся противоречиям относится равномощ- 
ность множеств точек прямой и ее любого интервала. Посмотрим 
на эту проблему с другой стороны. Понятно, что точек, как пря
мой, так и плоскости бесконечно много, но где больше? После то
го, как мы установили биективность отображения прямой в ин
тервал, поспешного ответа, видимо, стоит остеречься. Прежде 
всего, очевидно, что способом, аналогичным доказательству рав- 
номощности прямой и интервала, можно показать равно- 
мощность множеств точек плоскости и квадрата без ограничива
ющих его отрезков. Это сведет задачу сравнения мощностей пря
мой и плоскости к сравнению равномощных им интервала и 
квадрата. Приведем рассуждения Кантора.

Множество точек квадрата естественным образом отождест- 
вимо с множеством кортежей (х, у )  с бесконечными десятичны
ми дробями вида 0,а,а2а3..., которые мы предполагаем записан
ными в бесконечном виде (см. пример 12.1, т. е. не принимается 
запись дробей с конечным числом значащих цифр). Идея Канто- 
Ра заключается в том, чтобы слить эти дроби в одну десятичную 
Дробь, по которой однозначно восстанавливались бы х и у (in), 
и которая принимала бы все положительные значения, не пре
восходящие 1 (sur), по одному разу (отображение), когда точка
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<дс, у )  пробегает по всему квадрату (Dom). Тем самым было бы 
получено биективное отображение квадрата на единичный от- 
резок.

Казалось бы, такое соответствие просто установить, положив 
/ ( 0,blb2b3...)) =  0,a\bia2b2a3b3... . (Отметим, что отно
шение

F  =  { (  (0,a|a2Q3..., 0,btb2b3...), 0,U\b\U>b-2O\b:i... .)}, 
очевидно есть отображение, так как кортежем 
( 0,a,a2a3..., 0,b,b2b3...> однозначно определяется число
0,а\Ь\а2Ь2а6Ьъ ...). И по дроби 0,albla2b2a3b3 ... , отделяя числа на 
четных и нечетных местах после запятой, можно восстановить 
х= 0 ,а1а2а3... и y =  0,blb2b3... однозначно, что и означает инъек- 
тивность отображения: кортеж <<х, у ), Q,a{bxa2b2a3b3....) е  F  с 
произвольным фиксированным Q,axb â2b2a3b3.... единствен.

Однако оказывается, что определенное так отображение не 
сюръективно, потому что образом элемента <х,у> хотя и являет
ся бесконечная десятичная дробь, не превосходящая 1, но 
существуют бесконечные десятичные дроби, (например, вида
0,с|с20с40с6...), которые получаются только из конечных дро
бей. Для однозначности представления чисел в десятичной 
записи такое представление мы исключили из рассмотрения (так 
при z =  0,c,c20c40c6... получим дг =  0,с,00...— с конечным числом 
ненулевых значащих цифр после запятой, а у =  0,с2с4с6...). Обой
ти это противоречие можно, взяв за a,, а2, а3..., b„  Ь2, Ь3... не от
дельные цифры, а, как назвал их Кантор, «молекулы де
сятичной дроби», соединяя в одно целое любую ненулевую зна
чащую цифру с предшествующим нулем. Например, если
2 =  0,3208007000302405... , то с, =  3, с2 =  2, с3 =  08, с4 =  007, 
с5 =  0003, с6 =  2, с7 =  4, cg =  05, ... . Несколько изменим правило: 
пусть теперь a h bu а2, Ь2, а3, Ь3 и т. д. обозначают не числа, стоя
щие, соответственно, на нечетных и четных местах после запятой, 
а такие «молекулы». Тогда любому (х, у )  однозначно соответст
вует бесконечная дробь г , которая, в свою очередь, однозначно 
определяет и х и у, распадаясь на две дроби с бесконечным чис
лом «молекул», т. е. бесконечные десятичные дроби. Такое ото
бражение инъективно, т. е. по х и у число г получается однознач
но, и всякое z e ]0 ,  1[ может возникнуть только однажды.

Это биективное отображение и устанавливает равномощность 
квадрата и интервала, что в конечном счете приводит к у т в е р ж 
дению, что плоскость и прямая имеют одинаковую м о щ н о сть  
континуум, или равномощность множеств R2 и R.

Обобщение этого доказательства на произвольную с теп ен ь  
R" вполне очевидно. Г. Кантор в течение трех лет с 1874 года 
пытался доказать невозможность биективного соответствия меж
ду множествами R и R" при л > 1 , пока он к своему удивлению 
не построил его. «Я это вижу, но не верю в это»,— писал он Деде* 
кинду../
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БИНАРНЫЕ ОТНОШЕНИЯ 
НА МНОЖЕСТВЕ 

ФАКТОРМНОЖЕСТВО
§ 13°. Виды бинарных отношений на множестве.
§ 14. Отношения порядка на множестве.
§ 15. Отношения эквивалентности на множестве.
§ 16. Классы эквивалентности. Фактор множество.

Основные понятия: рефлексивность, симметричность, транзи
тивность отношений, классы и отношения эквивалентности, упо
рядоченные множества, фактор множество, свободный вектор, 
сравнение целых чисел, равносоставленность и равновеликость 
фигур.

Необходимые сведения: множества, операции на множествах, 
бинарное отношение, композиция бинарных отношений, инверсия 
бинарного отношения, конечное множество, граф бинарного от
ношения на конечном множестве, направленный отрезок, сона- 
правленные лучи, декартов квадрат множества, диагональ декар
това квадрата множества, равномощные множества, подобные 
треугольники, равновеликие фигуры.

Рекомендации: если пособие используется в лекционной работе, то до лекции 
рекомендуется предварительное знакомство студента с содержанием § 13° (само
стоятельно или на практическом занятии).
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§ 13°. ВИДЫ БИНАРНЫХ ОТНОШЕНИЙ 
НА МНОЖЕСТВЕ

В § 5 было введено понятие бинарного отношения на двух 
множествах, объектом изучения в этой лекции будут бинарные 
отношения на множестве.

( О п р е д е л е н и е  13.0. Любое бинарное отношение F c A 2 
называют бинарным отношением на множестве.

В этом случае Dom Fcr/l, Im FczA , а

I множество Dom F (JIm  F  называют областью бинарного отно
шения F.

Обозначение области отношения: D (F )  или, если понятно о 
каком отношении идет речь — D.

Как правило, употребляется выражение: бинарное отноше
ние на множестве D, подразумевая, что D — D (F )c z A  и 
FczD 2(F), различие между множествами D (F )  и А, если оно су
щественно, обычно видно из контекста.

В математике часто используются специальные виды отно
шений: эквивалентности и порядка. Каждое из них определяет
ся через некоторые свойства, изучение их — наша ближайшая 
задача.

О п р е д е л е н и е  13.1. Бинарное отношение F  на мно
жестве D называется рефлексивным на D, если для любого 
J t e D =  Dom FU  Im F  кортеж (x, x) g F ,  в этом случае говорят, 
что каждый jcg D  находится к самому себе в данном от
ношении.

Символическая запись этого определения:

defF  — рефлексивно o (V jc e D = >  <х, jt > G f ) .  (13.1)
Несложно видеть, что из определения немедленно следует, 

что бинарное отношение F ~ 1 рефлексивно тогда и только тогда, 
когда рефлексивна его инверсия F ~ l. 4

Отношение S= {< 1, 1>, <1, 2>, <1, 3>, <2, 2>, <2, 3>, <3, 3>}, 
очевидно, рефлексивно, так как

D (S )  =  ?, и S=>{<1, 1>, <2, 2>, <3, 3>}.

Не рефлексивно бинарное отношение
L =  {(x , у )  |х, у — люди Д  «человек х выше человека у»}. ♦

З а д а н и е  13.1. По графам бинарных отношений на конеч
ных множествах определим, какие из них рефлексивны. (Выде
лите свойство). ф

Когда мы познакомимся с другими видами бинарных отно
шений на множестве, то будем учиться определять, каковы



§ 13. Виды бинарных отношений на множестве 113

рефлексивно
антирефлексивно

симметрично
антисимметрично

транэитивно
связанно

рефлексивно
антирефлексивно

симметрично
антисимметрично

транэитивно
связанно

рефлексивно
антирефлексивно

симметрично
антисимметрично

транэитивно
связанно

V I.

рефлексивно
антирефлексивно

симметрично
антисимметрично

транэитивно
связанно

рефлексивно
антирефлексивно

симметрично
антисимметрично

транэитивно
связанно

рефлексивно
антирефлексивно

симметрично
антисимметрично

транэитивно
связанно

Рис. 58
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рефлексивно
антирефлексивно

симметрично
антисимметрично

транэитивно
связанно

X. ь

d

рефлексивно 
анти рефлексивно 

симметрично 
антисимметрично 

транэитивно 
связанно

d

рефлексивно
антирефлексивно

симметрично
антисимметрично

транэитивно
связанно

рефлексивно
антирефлексивно

симметрично
антисимметрично

транэитивно
связанно

рефлексивно
антирефлексивно

симметрично
антисимметрично

транэитивно
связанно

X I I .  Q  

&  ■ ©  

Ф
рефлексивно

антирефлексивно
симметрично

антисимметрично
транэитивно

связанно
Рис. 59
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с 1

рефлексивно
антирефлексивно

симметрично
антисимметрично

транэитивно
связанно

рефлексивно
антирефлексивно

симметрично
антисимметрично

транэитивно
связанно

Рис. 60

рефлексивно
антирефлексивно

симметрично
антисимметрично

транэитивно
связанно

их признаки для конечных множеств, по этим же графам
(рис. 58—60).

Особенностью графа рефлексивного бинарного отношения на 
конечном множестве является то, что в каждой его точке имеется 
петля. ♦

Бинарное отношение не рефлексивно на конечном множестве, 
если в его графе хотя бы одна точка не имеет петли. ф

Рассмотрим более интересные примеры бинарных отношений 
на конечных и бесконечных множествах. При изучении других 
свойств отношений мы будем возвращаться к этим примерам, 
как и к примерам задания 13.1, выясняя дополнительно их новые 
свойства.

П р и м е р  13.1. Определим, обладают ли свойством рефлек
сивности отношения:

1) />, =  {<*, у )  |{дг, y }c z A = {l,  2 }/ \ х > 2 (у — \)}.
Все кортежи P t можно выписать Я, =  {<1, 1), <2, 1), <2, 2)}, 

0 (Р , )  =  {1, 2}. Следовательно отношение рефлексивно на 0 (Я ,).

{рефлексивно, антирефлексивно, 
симметрично, антисимметрично, 
транэитивно, связанно.

2) />,={<*. у)Ц х, y ) c Z A x > 2 ( y - \ ) } .
0 ( P 2)= Z . Это отношение нерефлексивно на Z. ♦

Указание. Сравните с бинарным отношением Р х, найдется ли такой x e Z ,  что
бы * < 2 (х - 1 )?
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3) Р 3 =  {(х , у)\{х, y }c z R / \ x ^ y ).
D (P 3)= R ,  отношение рефлексивно на R, так как для любо
го действительного числа х.

4) P t =  {(m , п )\ {т , n }c rN A  т  делит п ] .
« т  делит я» означает, что существует целое число k такое, что 
n =  km. Область этого бинарного отношения равна N, так как 
всякое натуральное число т — делитель какого-либо кратного 
ему натурального числа, например т ,  2 т  и т. д.

Это отношение рефлексивно, так как VmGN=>-m=lm.

5) Отношение равенства треугольников на множестве всех 
треугольников Л:

6) Отношение параллельности на множестве всех прямых 
(плоскости):

leKCHHHo,
Отношение «етрнчно'

Отношение <симметрично, антисимм 
I  трамзитивно, связанно.^транзитивно, связанно.

Р 6 =  {<а, Ь) |{а, Ь}сУ/\а\\Ь)

? не ? рефлексивно на SP.

7) Отношение перпендикулярности прямых: 

Р 7 =  {<а, Ь) |{а, М с ^ Д а Х М  

нерефлексивно на Sf. ♦
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8) Отношение включения на множестве подмножеств некото

рого множества U:
/>8 =  {<Л. Я>1М. S l c U A ^ l c f l } .

D (P 6) =  U, отношение ? не ? рефлексивно на U. ф

{рефлексивно, антирефлексивно, 
симметрично, антисимметрично, 
транэитивно, связанно.

9) Отношение равномощности на множестве подмножеств не
которого множества U:

Р 9 =  1(А, В )| {Л , f l J c U A ^  равномощно В}.

D (Pg )= \ J,  отношение рефлексивно на U, так как всякое мно
жество равномощно себе самому, (замечание 11.?) ф

{рефлексивно, антирефлексивно, 
симметрично, антисимметрично, 
транэитивно, связанно.

В школьном курсе геометрии встречались понятия сонаправ- 
ленности и противоположной направленности лучей. Они опреде
ляют два отношения на множестве лучей.

Напоминание. Луч (Лв) называется сонаправленным с лучом (СО), если 
(ЛВ)Ц(СО) и (ЛЯ) и (СО) лежат в одной полуплоскости относительно прямой 
(ЛС), проходящей через их начальные точки, при условии, что (А В )Ф (С О ), а в 
случае (A B )= {C D ) требуется, чтобы (/4fl)c[CD) или [C D )c [A B ). Если лучи па
раллельны, но не обладают этими свойствами, их называют противоположно на
правленными (рис. 61).

Обозначения. (/4B)tf|CD) для сонаправленных лучей и, соответственно, 
(Л в )||(С О ) — для противоположно направленных.

10) Отношение сонаправленности на множестве всех лучей: 
/>,„ =  {<[/4В), [СО )> |{ИВ). [CD)}<=<?'A[AB)\\[CD)),

очевидно, рефлексивно. ф

{рефлексивно, антирефлексивно, 
симметрично, антисимметрично, 
транэитивно, связанно.



118 4. Бинарные отношения на множестве

I I )  А отношение противоположной направленности 

P UM ( [A B ) ,  [CD)>|{[ЛА), [C D )}a !/ "  /\[А В ) \\[CD)},

нерефлексивно на <?'. %

{ антирефлексивно, 
симметрично, антисимметрично, 
транэитивно, связанно.

12) Важный пример рефлексивного отношения — отношение 
эквиполентности на множестве всех направленных отрезков. 
(См. определение 4.2).

О п р е д е л е н и е  13.2. Направленный отрезок А В  называ
ется эквиполентным направленному отрезку CD, если соот
ветствующие лучи ([А В ) и [CD)) сонаправлены, а длины этих 
отрезков равны.

Обозначается эквиполентность направленных отрезков зна
ком ш: ABwCD.

Укажите на чертежах эквиполентные направленные отрезки 
(рис. 62):

Рис. 62

Бинарное отношение на множестве всех направленных от
резков:

P i2 =  { (A B , CD>|{Afi, сЪ }ае/\А В и > сЬ )

рефлексивно.

{рефлексивно, антирефлексивно, 
симметрично, антисимметрично, 
транэитивно, связанно.

Признак рефлексивности бинарного отношения следующий.
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У т в е р ж д е н и е  13.1. Бинарное отношение F  рефлексивно 
на множестве D тогда и только тогда, когда d0czF. ( dD — диаго
наль множества D).

Действительно,

> олр. 3.3
F  рефлексивно на D -«-(VxeD = >  (х, х ) е / :) dDc F .

опр. I. 3
■

I О п р е д е л е н и е  13.3. Бинарное отношение F  на множе
стве D называется антирефлексивным на D, если (х, х) ф  F  
для каждого x g D .

Символическая запись этого определения:

defF  — антирефлексивно -o (VxeD = *- (х, x )& F ) .  (13.2)

Также очевидно, что бинарные отношения F  и F ~ l могут быть 
антирефлексивны только одновременно, так как <х, x ) ^ F  тогда 
и только тогда, когда (х, x ) ^ F ~ l. (См. определение 5.7). ♦ 

З а д а н и е  13.2. Определите, какие из графов задания 13.1 
задают антирефлексивные отношения?

Укажите, какие из бинарных отношений примера 13.1 анти
рефлексивны, умейте обосновывать свой выбор.

Особенностью графа антирефлексивного бинарного отноше
ния на конечном множестве является то, что ни в одной из его 
точек нет петель, так как это означало бы наличие в D (F )  эле
мента х такого, что (х, х ) е / : — что противоречит определению 
антирефлексивности.

Бинарное отношение на конечном множестве не антирефлек
сивно, если его граф имеет хотя бы одну петлю. 4  

Признак антирефлексивности произвольного бинарного отно
шения можно сформулировать следующим образом:

У т в е р ж д е н и е  13.2. Бинарное отношение F  антирефлек
сивно на множестве D тогда и только тогда, когда dof | F = 0 .  

З а д а ч а  13.1.2. Докажите утверждение 13.2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .

? ?F  антирефлексивно на D-o-(VxeD= »-(х, х) &  F )o - d Df)F  =  0 ,  
(где dD =  ?). ■

З а д а ч а  13.1.1. Установите, рефлексивно или антирефлек
сивно бинарное отношение:

F i= { (x ,  у)\{х, y ) c N A x -|-у =  2).

Объясните ответ.
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Указание. Можно ли утверждать, что х+ х  = 2 для любого натурального чис
ла х? Можно ли утверждать, что не существует натуральных чисел таких, чтобы 
* +  х =  2?

Следующее свойство бинарных отношений на множестве — 
симметричность.

I О п р е д е л е н и е  13.4. Бинарное отношение F  на множест
ве D называется симметричным на D, если для всех {х, y}czD  
из того, что <дг, y )^ F ,  следует, что <у , х> е / :.

Символическая запись:

F  — симметрично <>((V{jc, у}с0|<лс, y )^ F )= > ((y ,  x ) e F ) ) .
(13.3)

Как и в случае рефлексивности и антирефлексивности, 
свойство симметричности бинарного отношения F  наследует
ся отношением F~ '. ♦

Более того, очевидно утверждение.
У т в е р ж д е н и е  13.3. Бинарное отношение F  симметрично 

на множестве D тогда и только тогда, когда F  =  F ~ X.
С л е д с т в и е  13.1. Dom F =  lm F  для симметричного бинар

ного отношения F, так как Dom F  =  Im F -l =  Im F.
З а д а ч а  13.2.2. Верно ли обратное: если Dom/r= Im / 7, то 

бинарное отношение F  — симметрично?
Указание. Приведите примеры бинарных отношений хотя бы на конечных 

множествах.
З а д а н и е  13.3. Определите, какие из отношений задания

13.1 симметричны?
Укажите.какие из бинарных отношений примера 13.1 симмет

ричны, умейте обосновывать свой выбор. Запишите объяснения 
для одного (любого) из отношений.

Выполнение этого задания позволяет сделать вывод, что осо
бенностью графа симметричного бинарного отношения на конеч
ном множестве является то, что все его стрелки «двойные» (в 
этом случае говорят о неориентируемости всех ребер графа), ф

Бинарное отношение на конечном множестве не симметрично, 
если его граф имеет хотя бы одно ориентированное ребро.

I О п р е д е л е н и е  13.5. Бинарное отношение F  на множе
стве D называется антисимметричным на D, если для всех 
{х, y ) a D  таких, что ( х, y ) ^ F  и (у, х) e f  следует, что х =  у. 

Символическая запись определения:
def

г — антисимметрично о  
-*><(VU, y}<=D\((x, y )e = F / \ (y , х) e=F))=>(x =  y)). (13.4)

Наследуется ли инверсией антисимметричность бинарного 
отношения F?  ф
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З а д а н и е  13.4. Определите, какие из отношений задания
13.1 антисимметричны.

Укажите, какие из бинарных отношений примера 13.1 анти
симметричны, умейте обосновывать свой выбор.

Можно заметить, что особенностью графа антисимметричного 
отношения на конечном множестве является то, что все его реб
ра ориентированы (но граф может иметь петли). ф 

Бинарное отношение на конечном множестве не антисиммет
рично, если его граф имеет хотя бы одно неориентированное реб
ро (двойную стрелку). ф 

Признаком антисимметричности бинарного отношения явля
ется следующее утверждение.

У т в е р ж д е н и е  13.4. Бинарное отношение F  на множестве 
D антисимметрично тогда и только тогда, когда F ( ] F ~ 'a d D. 

З а д а ч а  13.3.2. Докажите утверждение 13.4. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим

W - U * .  У) 1<*. y > 6 f Д<х, j/ ) е Г ' ) =  
= {<*, У) К*. y ) e = F A ( y ,  x)f=F).

F — антисимметрично на х) e F ) ,  но последнее
множество по определению содержится в диагонали dD =  ?. ■ 

Можно заметить, что предыдущим признаком легко доказы
вается антисимметричность F ~ l:

? , ? , > г — антисимметрично -о- F ( ] F  czdDo F  1 f| FczdDo
> > .

o F ~  n (F  ) a d Do F  — антисимметрично.
Т. e. бинарное отношение F  антисимметрично тогда и только 

тогда, когда антисимметрично F ~ l.
З а д а ч а  13.2.1. Определите, обладает ли свойством сим

метричности или антисимметричности бинарное отношение зада
чи 13.1.1 F, ={<х, у)\х, y<=N/\x +  y =  2).

Указание. Можно ли утверждать, что если х-\-у — 2, то и у +  х =  2? Можно 
ли утверждать, что из того, что х + у  =  2 и 2, следует, что х =  у?

З а д а ч а  13.1.3. Найдите бинарное отношение, которое сим
метрично и антисимметрично.

Д о к а з а т е л ь с т в о .

„  (13.?)
/ > - = » ( (V {*. y)*= D \(х, y ) 6 F ) a»-(?1 ? ) б Г ' )

(13.?) •=►
F—  — M (V {x ,  y)<=D\((x, y )e = F / \ (y , x) eF ))= > x  =  y)

=>F =  ?. ■
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def-<=>-

О п р е д е л е н и е  13.6. Бинарное отношение F  на множест
ве D называется транзитивным на D, если для всех {*, у, z)cr D 
таких, что из <х, y ) & F  и (у, z) e F  следует, что (х, г > е /  

Соответствующая символическая запись определения:
с  defг — транзитивноо

(v{x, у , z )c z d \ <*’ }=><*, z> E f ) .  (13.5)

В определении транзитивности бинарного отношения есть 
некоторое сходство с операцией композиции отношений. Это не 
случайно: признак транзитивности бинарного отношения следу
ющий.

У т в е р ж д е н и е  13.5. Отношение F  на множестве D тран- 
зитивно тогда и только тогда, когда FoFczF. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Напомним, что

F °F  ° Пр 6 ‘ {<*, z)\3y\((x, y )< = F A (y , z)<=F)}.
В то время как

F o F c z F (х, z) е FoF)=> (х, z ) ^ F ) o

(13.5)
F  —  транзитивно. ■

Отсюда, в частности, транзитивно любое бинарное отношение
F a d 0, так как F °F  =  0  cr F. ♦

Из этого утверждения также следует, что отношение F ~ ' на 
множестве D транзитивно тогда и только тогда, когда F  транзи
тивно, так как если F °F c z F ,  то F~ 'oF~ ' =  (Fo F )~ ' cz F ~ ' и об
ратно. ♦

I З а д а н и е  13.5. Определите, какие из отношений задания
13.1 транзитивны?

Укажите,какие из бинарных отношений примера 13.1 транзи
тивны, умейте обосновывать свой выбор.

Особенностью графа транзитивного отношения на конечном 
множестве является то, что в нем либо отсутствуют «треуголь
ники», либо все они «замкнуты» (рис. 63). ♦ 

Бинарное отношение на конечном множестве не транзитин- 
но, если его граф имеет хотя бы один «незамкнутый треуголь
ник, так как это равносильно тому, что, например: ( a’, b ' ) e F  
и c ' ) ^ F ,  но (a ', c ' ) & F ,  что нарушает требование транзи
тивности (13.5).

J
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транэитивно нетранзитивно
Рис. 63

З а д а ч а  13.3.1. Определите, транзитивны ли бинарные отно
шения F2 и Р ь (пример 13.1):

2̂ =  {<■*. y> lU . У } с : и л Х П К = 0 } .

V{A, Y, Z}c= u K * ’ у п 7 = 0(У, Z )€= F2oY f)Z--
=  0  1 ? /у 

: = 0  } ^ <х' z ) & f 2.

Что означает ? не ? транзитивность F2.

Р Й =  { (Х ,  Y) \{Х, И с и Д Х с П

V{X , Y, Z } c U
(X , K ) e F r  
<К. Z ) e f 2-

Хс 
■ К< Z>e=/>8.

Что означает ? не ? транзитивность Р 8.
О п р е д е л е н и е  13.7. Бинарное отношение F  на множе

стве D называется связанным на D, если любых два различ
ных элемента из D находятся в данном отношении F. В  про
тивном случае говорят о несвязанном на D бинарном отно
шении.
Символическая запись этих определений:

def
_ defг — связанно о

((V{x, y}czD\x=£y)=>((x, y )e = F\ / (y ,  x ) e f ) ) .  (13.6)
def

def
F  — несвязанно 

(O U , y }czD \x^y)= > ((x , y )< £ F /\ (y , x)<£F)). (13.7)

В силу симметричности самих определений (они по существу 
не изменятся, если поменять местами х и у) достаточно очевидно, 
что бинарное отношение F  связанно или несвязанно тогда и 
только тогда, когда связанно или, соответственно, несвязан
но F ~ l.
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Признаком связанности бинарного отношения является сле
дующее утверждение.

У т в е р ж д е н и е  13.6. Бинарное отношение F  на множестве 
D связанно тогда и только тогда, когда ( D X D )\ d 0czF\JF  

З а д а н и е  13.6. Определите, какие из отношений задания
13.1 связанны.

Особенностью графа связанного бинарного отношения на ко
нечном множестве является то, что любые две его вершины сое
динены ребром, соответственно, несвязанность проявляется на 
графе в том, что найдутся хотя бы две его вершины, не соединен
ные ребром. ф 

Рассматривая свойства бинарных отношений, мы всякий раз, 
устанавливая их признаки, решали и такой вопрос: в каком слу
чае то или иное свойство сохраняется за инверсией отношения 
с данным свойством. Резюмируем результаты:

У т в е р ж д е н и е  13.7. Бинарное отношение F ~ l рефлексив
но, антирефлексивно, симметрично, антисимметрично, транзитив- 
но связанно или несвязанно тогда и только тогда, когда этим 
же свойством обладает отношение F.

§ 14. ОТНОШЕНИЯ ПОРЯДКА 
НА МНОЖЕСТВЕ

Различные способы упорядочения множеств встречаются до
статочно часто, и не только в математике: например, построе
ние по росту, лексикографический порядок словарей и т. д., та
кие способы можно разделить на определенные группы по их об
щим свойствам.

Вводя новые определения в этом параграфе, будем среди 
бинарных отношений задания 13.1 и примера 13.1 указывать 
отношения с соответствующими характеристиками.

О п р е д е л е н и е  14.1. Бинарное отношение F  на множе
стве D называется отношением порядка или порядком на 
D, если оно транэитивно и антисимметрично. В  таком случае 
множество с заданным на нем порядком называют упорядо 
ченным.

Его обозначение: <D , F ) .
Полезно запомнить формулу:
порядок =  антисимметричность +  транзитивность, (14.1) 

и совокупность этих требований (13.4, 13.5):
1. ((V {* , y ]a D \ (  (х, y )< = F/\(y , х) е  F))=> х =  у) —

— антисимметричность.

2.  ̂V{x, у, г )СГ О | ^  р | ^  г ) е  ̂  —транзитивность
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Рис. 64
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X I I .  ф  

0 - •©
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нестрогий
строгий

линейный
частичный

полный

Рис. 65

З а да н и е  14.1: Восемь бинарных отношений задания 13.1 — 
являются отношениями порядка, убедитесь в этом. Позднее мы 
укажем тип порядка каждого из них. Их графы на рисунках 64
и 65.

Принимая во внимание установленные признаки антисиммет
ричности и транзитивности отношений на конечных множествах, 
можем отметить, что особенностями графа отношения порядка 
на таком множестве являются ориентированность графа (отсут
ствие двойных стрелок) и замкнутость всех «треугольников», ес
ли они имеются.

Из утверждения 13.7 (о наследовании бинарным отношением 
F~ 1 свойств F) вытекает

У т в е р ж д е н и е  14.1. Бинарное отношение F~' есть отноше
ние порядка тогда и только тогда, когда F — тоже отношение 
порядка.

( Определение  14.2. Отношение порядка на множестве 
D называется отношением нестрогого порядка или нестрогим.

если оно рефлексивно.
Таким образом.

нестрогий порядок=
=  поря док +  рефлексивность =  (14.2')

=  антисимметричность -(- транзитивность +  рефлексивность,
1. ((VU, y}czD\((x, y)ezF/\(y, х) е= F))=> х= у) —

— антисимметричность.
(14.2)
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2.  ̂V{jt, у, z}cz D | ^  ^  р | => (х, z) е  —транзитивность,

3. ( V x e D = >  (х , x ) e F )  — рефлексивность.

I Он ределение 14.3. Отношение порядка на множестве 
X называется отношением строгого порядка или строгим, ес
ли оно антирефлексивно.

Из этого следует, что
строгий порядок =

= порядок + антирефлексивность = 14,3)
= антисимметричность + транзитивность + антирефлексивность,
а символическая запись этих требований (13.2, 13.4, 13.5):

1. ((V{x, y } c D |(<х, y)<=F/\(y, x)f=F))=>x = y) —
— антисимметричность,

2.  ̂V{x, у, z}c: D | ^  2 ) е  F  ̂— транзитивность,

3. ( V x e D = > ( x ,  дс) ф  F )  — антирефлексивность.

Утверждения 13.7 и 14.1 позволяют отметить, что бинарное 
отношение F~ l есть строгий или нестрогий порядок тогда и толь
ко тогда, когда соответствующим порядком обладает отношение 
F. Несложно доказать следующее.

У т в е р ж д е н и е  14.2. Если F — отношение порядка на не
котором множестве D, то любое его сужение F\[y на непустое 
подмножество есть также отношение порядка, причем F\,y так 
же строго или нестрого, как и бинарное отношение F.

Обратное, вообще говоря, неверно: если Flo- — порядок, то 
F может им не быть на множестве D u D '. ф

З а д а ч а  14.1.1. Укажите, какие из отношений порядка зада
ния 14.1 есть отношения нестрогого порядка. Найдите среди них 
отношения строгого порядка.

Особенностями графа бинарного отношения нестрогого по
рядка на конечном множестве являются его ориентированность, 
замкнутость всех его треугольников и наличие петли в каждой 
его вершине.

А особенности графа строгого бинарного отношения — его 
ориентированность, замкнутость всех его треугольников и отсут
ствие петель в его вершинах.

В курсе алгебры и геометрии мы довольно часто встречаемся 
с отношениями порядка, приведем некоторые из них, наиболее 
употребляемые.
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Основные примеры отношений порядка
З а да н и е  14.2. Объясните в каждом примере, какой поря

док (строгий или нестрогий) задает бинарное отношение. (Позд
нее мы определим другие характеристики этих порядков).

1) Отношения <  и >  на множествах действительных R и 
натуральных чисел N:

0, = {<х, у)\{х, y }c R A x < y ).
Порядок! строгий, по„ ный

к I  линейный, частичный, полныи

02 = {<*. У)\{х, (/}<rR Д *>(/}.
Порядок {  . строгии, полный

v линейным, частичный,

03 = {<*, у) К*. !/ )cN A x < jf}.
Порядок (  строгий,

I  линеиный, частичный,

0 4  =  { < * ,  У)  I f * .  < / } c r N A x > y } .

Порядок f  строгий, й
к I  линейный, частичный, полныи

Все эти порядки строгие, так как по свойствам действитель
ных чисел не найдется среди них такого х, чтобы х< х  или 
х> х  — эти отношения антирефлексивны.

2) Следующие порядки ^  и ^  на множествах R и N, как 
рефлексивные,— нестрогие.

Os = {<*. У) IU
П° РЯД0К Линейный.' частичный, полный

06 = {<*, У)\{х, y ]czR /\x ^ y ]= P3.
Порядок {нестрогий, полный

(линеиный, частичный,

07 = {<*. y)\U, </}<=N А х ^ у ) .
Порядок (  нестрогий. полный

к (линейный, частичный, П0ЛНЫИ

08 = {<х, у)\[х, y}<=N А х ^ у ).
Порядок {  нестрогий. .

(линейный, частичный,
3) Отношение включения на множестве всех подмножеств не

которого множества U — нестрогий порядок.
09 = {<Л, В)\{А, B )c U A A czB}.

П°Р ЯД0К {линейный^ частичный. П0ЛНЫЙ



З а да ч а  14.1.2. Является ли отношение делимости порядком 
на множестве натуральных чисел N? Строгим или нестрогим?

О]0 = { ( т ,  п)\{т, п }с  N Д (ЗЛ е  N |л = Лт)} = Я4.

1 , .  t o  S Z L .
Указание. См. задания 13.1, 13.4, 13.5: Р , — антисимметрично, транэитивно 

и рефлексивно.
Является ли отношение делимости порядком на множестве 

целых чисел Z?
Ом = { ( т ,  п )\ {т , n}c:ZA (3feeZ|n = itm)}.

t e c . * :  S E S *
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Среди отношений порядка выделяется еще так называемый 
линейный порядок, который также может быть строгим или не
строгим.

Определение  14.4. Отношение порядка на множестве 
D называется отношением линейного порядка или линейным 
порядком, если оно связанно на D, а множество D в этом слу
чае называется линейно упорядоченным множеством с по
рядком R.

В противном случае говорят о частичном порядке или ча
стично упорядоченном множестве.

Таким образом,
линейный порядок =

= порядок + связанность = (14.4)
= антисимметричность + транзитивность + связанность,

что означает совокупность условий:
1. ( (V U  y}cD \((x , y)e=F/\(y, х) «= F))=> х = у) —

— антисимметричность,

2. ( » ( , .  у . * ) = о | < *  » > * £ } - < *  г ) е р ) -

— транзитивность,
3. ((V{x, у}а0\хф у)= у((х , y ) e F \ J { y ,  x )e F ) )  —

— связанность,
а

частичный порядок =
= порядок + несвязанность = (14.4)

= антисимметричность + транзитивность -|- несвязанность,
5 В т. Петрова



или
1. ((V{x, y}czD\((x, y )€= FA (y , x}e=F))=>x=y) —

— антисимметричность

2. (V {* . у , z ) c D  | * > < ^ )“
— транзитивность,

3. ((3{jc, «/}<=DU#f/)=>«x, y)< £FA (y , X)<£F)) —
— несвязанность.

З а дан ие  14.3. Определите и выделите, какие из отношений 
порядка задания 14.1 есть отношения линейного порядка, а ка
кие — частичного?

Соответственно графическим признакам антисимметрично
сти, транзитивности и связанности или несвязанности бинарных 
отношений на конечных множествах могут быть сформулирова
ны признаки линейного и частичного порядков. Так для линей
ного порядка требуются ориентированность графа, замкнутость 
всех его «треугольников», если такие имеются, и связанность 
всех его вершин ребрами. ф

Опишите особенности графа отношения частичного порядка 
на конечном множестве. ♦

Аналогично утверждению 14.1, имеем
У т в е р ж де н и е  14.3. Бинарное отношение F~' есть отноше

ние порядка: строгого, нестрогого, линейного или частичного 
тогда и только тогда, когда отношение F — также порядок, со
ответственно: строгий, нестрогий, линейный или частичный.

Если множество упорядоченно каким-либо отношением, то 
можно говорить о наибольшем и наименьшем элементе относи
тельно этого порядка:

Определение  14.5. Если ( D, F ) — упорядоченное мно
жество, то элемент a ^ D  называется наименьшим (или наи
большим) в D, если { а, х) e f  (или ( х, a ) ^ F )  для любого 
элемента дсеО, отличного от а.

Из определения следует, что на упорядоченном множестве 
может быть не более одного наименьшего и не более одного наи
большего элемента.

Очевидно, 1 — наименьший элемент для отношения линейного 
порядка:

03 = {(х, у)\{х, у}с: N Ддс<у},
а отношение

П. = (  (  Y  /Л If Y  /у)<— Р  Л м)

J 2Q  4. Бинарные отношения на множестве

не имеет ни наименьшего, ни наибольшего элемента.
З а да н и е  14.4. Укажите наибольшие и наименьшие элемен

ты вполне упорядоченных множеств задания 14.2, если такие
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элементы существуют:

08 = {<х, У) IU  y }c N  /\х^у).
09 = {<Л, В)\{А,  В } с и Д Л с В } .

♦
♦

Определение  14.6. Если каждое непустое подмноже
ство линейно упорядоченного множества (D , F )  имеет наи
меньший элемент, то такое множество D называется вполне 
упорядоченным, а его порядок — полным.

Определение  14.7. Частично упорядоченное множество 
( D, F ) называется направленным вверх (вниз), если для вся
кой пары элементов {дг, y)czD  найдется хотя бы один элемент 
a e D  такой, что (х, a ) e F  и ( у , a ) e F  (соответственно, 
(a, x ) e F  и <а , y ) e . F ) .  В  этом случае порядок F  называется 
направленным.

Так множество натуральных чисел <N, 07) вполне упорядо
чено, а вещественная прямая с естественным порядком (R, О,) 
(или <R, 05>) и ее отрезок / = [0, 1] с естественным порядком
0,1, (или 051/), (а значит, и любой ее отрезок с таким порядком) не 
является вполне упорядоченным множеством, (например, в под
множестве Af = {1/л|ле N}c[0, 1] не существует наименьшего 
элемента).

Несложно установить, что не является полным и порядок:

Задание  14.5. Определите, имеются ли среди отношений 
задания 14.1 отношения полного порядка.

З а да ч а  14.2.2. Определите, найдутся ли среди отношений
О, — О,0 задания 14.1 и задачи 14.2.1 отношения полного порядка.

Можно показать, что любое подмножество вполне упорядо
ченного множества также вполне упорядочено (относительно су
жения отношения порядка на это подмножество).

Однако, интереснее следующее утверждение.
Теорема ( Цермелло )  \\.\. Всякое непустое подмноже

ство можно вполне упорядочить.
Т. е. на непустом множестве всегда можно установить отно

шение порядка, превращающее его во вполне упорядоченное 
множество.

З а д а ч а  14.1.3. Определите, сколькими способами можно 
вполне упорядочить множество, состоящее из двух элементов? 
тРех? четырех? из п элементов? (рис. 66).

♦

1 . 1. •  2 1 • • 2

3 3* 3
Рис. 66

4
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З а д а ч а  14.2.3 . Придумайте какой-либо линейный порядок 
на множестве N 2. Единствен ли такой линейный порядок? Поста- 
райтесь задать его так, чтобы множество N 2 стало вполне упоря- 
доченным.

Указание. Множество NJ <zRa может быть изображено на координатной 
плоскости узлами целочисленной решетки первой координатной четверти. Ириду, 
майте «способ ее прохода», обеспечивающий выполнение определения линейною 
порядка, полного порядка.

Важным видом бинарного отношения является отношение 
эквивалентности (позднелатинское «aequivalens», от aequus— 
равный и valeo — имею значение, цену, может быть переведено 
как равнозначный, равноценный). Отношения эквивалентности 
позволяют ввести на множествах элементов новые, более слож
ные математические структуры: классы эквивалентности и фак
тор-множества, при этом оказывается, что все они обладают 
многими общими свойствами и признаками, несмотря на суще
ственно разную природу составляющих их объектов.

Определение  15.1. Бинарное отношение F на множе
стве D называется отношением эквивалентности на D (или 
эквивалентностью на D), если оно рефлексивно, симметрично 
и транзитивно.

Обозначается эквивалентность так: ~ ,  или = , или £2.
Эти условия можно записать «формулой»:

2. ( ( V U ,  y}czD\ (х, y)<=F)=>(y, x)f=F) — симметричность,

З а м е ч а н и е  15.1. Dom F=  Im F для всякого отношения эк
вивалентности F, так как F симметрично. (См. следствие 13.1) 

Кроме того, оказывается, что традиционное определение от
ношения эквивалентности на множестве D переопределено: тре
бования симметричности и транзитивности бинарного о т н о ш е н и я  
обеспечивают его рефлексивность. И признаком того, что бинар- 
ное отношение является отношением эквивалентности, можно 
считать следующее утверждение.

§ 15. ОТНОШЕНИЕ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ 
НА МНОЖЕСТВЕ

эквивалентность =
= рефлексивность + симметричность + транзитивность,(15.1)

а совокупность всех условий (13.1, 13.3, 13.5): 
1. (V jc c :D = > < х, x ) ^ F ) —  рефлексивность.

— транзитивность
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Уне ?эквивалентность ? не ?эквивалентность ? не ?эквивалентность

X I I .
[ ф  

0 -  ■©

0
1 не ?эквивалентность ? не ?эквивалентность 7 не ?эквивалентность

? не ?эквивалентность
Рис. 67
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У т в е р ж д е н и е  15.1. Если F — симметричное и транзиту, 
ное бинарное отношение на множестве D, то F  — отношение ж - 
вивалентности.

До к а з а т е л ь с т в о .  Установим, что рефлексивность бинар. 
ного отношения следует из его одновременной симметричности 
и транзитивности. Возьмем произвольную пару из F, она либо 
вида <дс, х), либо <х, у), где хФу. Если хФу, то

<ж, y)<=F=>(y, j : ) e f .

что и означает рефлексивность F. щ
Следст в ие  15.1. F~' — отношение эквивалентности на не

котором множестве D тогда и только тогда, когда F является от
ношением эквивалентности на D.

З а д а ч а  15.1.2. Докажите следствие 15.1.
Указание. См. утверждения 13.7, 15.1.
Для построения примеров отношений эквивалентности полез

но знать
У т в е р ж д е н и е  15.2. Пересечение любой совокупности от

ношений эквивалентности есть отношение эквивалентности.
З а да н и е  15. 1. Исключив из бинарных отношений задания 

13.1 отношения, не обладающие свойством симметрии, (см. зада
ние 14.1) имеем семь графов, среди них найдем те, которые зада
ют отношения эквивалентности, (рис. 67).

Принимая во внимание установленные раньше признаки реф
лексивности, симметричности и транзитивности бинарных отно
шений на конечных множествах, можем отметить, что особенно
стями графа отношения эквивалентности на таком множестве 
являются: наличие в каждой его вершине петли, неориентиро- 
ванность всех его ребер, замкнутость всех имеющихся треуголь
ников.

З а д а ч а  15.2.2. Определите, сколько всего отношений экви
валентности можно задать на множестве, состоящем из четырех 
элементов, (рис. 68).

1»

3

Рис. 68
3



З а да ч а  15.1.1. Задайте все отношения эквивалентности на 
мНОжестве Х = {1, 2, 3} и нарисуйте их графы. Сколько их на 
множестве X? (рис. 68).

Полезно знать некоторые примеры.
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Основные примеры отношений эквивалентности
15.1. Отношение эквивалентности на множестве всех на

правленных отрезков (определение 13.2, пример 13.1):

/?,={<ЛВ, CD) \{АВ, сЬ}«=#дй«с5}-/»и
15.2. Отношение параллельности на множестве всех прямых 
(пример 13.1):

/?2 = {<а, Ь)\[а, Ь }а&/\а\Ь}=  Р6.
15.3. Отношение параллельности на множестве всех плоско

стей еР.
Яз = {<П.. Пр> |{П«, np} c ^ A n J n „ } .

15.4. Отношение сравнения по модулю т  на множестве це
лых чисел Z:

Ri{m) = {(x, </>|{х, y}cz l/\(y — x) делится на т}.
Это означает, что /?4(т )  состоит из всех кортежей ( х, у) таких, 
что найдется fceZ, что y — x=km, где т  — натуральное число. 

Для таких отношений приняты специальные термины:

( Определение  15.2. Г оворят, что число х сравнимо с у 
по модулю m или х является вычетом у по модулю т, если 
(х, y )^ R ,(m ).

Обозначение: х =  у (то А т ).
Теория сравнений, которая изучает их свойства, составляет 

°Дин из разделов современной алгебры.
Бинарное отношение RA(m) симметрично, так как, если 

У ~  х= km, то х — у — ( — к) т . Это означает, что не только 
<*, «/) е  /?4 (т ), но и <i/, jc> е=/?4 (со

отношение транэитивно, так как, если у — x=km (что озна
чает х== у (mod т ) )  и г — у = 1т (что означает у =  г (то д т )),
rj*e {Л, /} с: Z, то z — x = (k-\-l) т  и <х, z>e/?4(m).

По утверждению 15.1 /?4 ( т )  является отношением эквивалент
ности.
ж 15.5. Отношение равенства на множестве всех треугольников 
 ̂ (пример 13.1):

Rs = { (A A BC , аА 'В 'С ')\ {аА ВС , aA 'B 'C ')cz  
сД Л  А А ВС =  А А ’В 'С '}= Р ъ
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Г
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15.6. Отношение подобия на множестве всех треугольников —
/?6 = {<ДЛВС, а А 'В 'С ')\ {а АВС, а А 'В 'С '}с:А  А 

Д  а АВСю АА'В'С '}.
15.7. Отношение равномощности на некотором множестве 

(определение 11.3, замечание 11.1, пример 13.1):
/?7 =  {(Л, fl)|{/4, B)czU /\А равномощно В} = Р9.

15.8. Отношение равновеликости на множестве всех плоских 
фигур «ЗГ

■ Определение  15.3. Фигура F называется равновеликой 
фигуре G, если площадь F равна площади G.

Rg = {(F , G) К/7, G\cz2T/\F равновелика G}.
15.9. В элементарной геометрии встречается отношение рав

носоставленности многоугольников. Для определения его введем 
вспомогательное понятие разложения или разбиения фигуры (не 
обязательно многоугольника):

( Определение  15.4'. Г оворят, что фигура F разбита на 
фигуры F t и Fb если F = F t[jF2 и F t[\F2 = L, a L — ломаная.

Обозначается разложение фигуры F на фигуры F, и F2 так:
F =  F t + Ft (рис. 69).

I Определение  15.4. Многоугольник F называется равно- 
составленным с многоугольником G, если они разложены на 
одинаковое число равных многоугольников.

R9={<Ma, Мр)i { A f a, л д с м л м .  равногогтавлена с ,М р}.

Пример равносоставленных многоугольников на рисунке 70:
Очевидно, что если фигуры равносоставлены, то они равно

велики — доказательство этого у твер ж д ен и я , очевидно, не со
ставляет труд а. Однако, доказательство обратного утверждения, j
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ко то р о е  известно как теорема Бойяи — Гервина, довольно слож
но и требует привлечения достаточно серьезного математическо
го аппарата. Даже содержание этого утверждения совсем неоче
видно. Оно было доказано только в первой половине XIX в. вен
герским и немецким математиками Ф. Бойяи (Bolyai Farkas, 
1775— 1856) и П. Гервином (Gerwin P., XIX в.) независимо друг 
от друга.

У т в е р ж д е н и е  15.3. Если многоугольники равновелики, 
го они равносоставлены.

Определение  16.1. Классом эквивалентности элемен
та a ^ D  относительно отношения эквивалентности R на мно
жестве D называется множество всех элементов y^ D , таких, 
что (a, y )^ R ,  т. е. находящихся с а в данном отношении.

Любой элемент класса эквивалентности называется его 
представителем.

Обозначается класс эквивалентности элемента а по отноше
нию эквивалентности R: а/п.

Пример 16.1. В задании 15.1 мы определили, какие из от
ношений заданий § 13 являются отношениями эквивалентности. 
Теперь найдем классы эквивалентности некоторых из них.

§ 16. КЛАССЫ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ. 
ФАКТОРМНОЖЕСТВО

a/R =  {ye=D\(a, y )^ R } . (16.1)

/?v = {<a, a), <a, b), (а, с>, <b, b>, <b, a), 
<b, c>, <c, c>, <c, a), <c, b), <d, d)}

Рис. 71

Чтобы найти а/^ — класс эквивалентности элемента а, по 
определению, следует выбрать все кортежи с элементом а на
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первом месте, входящие в /?у. Тогда
a/R ={y<={a, Ь, с, d}\ (а, у>е/?у} = {а, Ь, с}.

Далее:
b/R^= {ye {a , b, с, d}\(b, 0>e/?v} = {?, ?, ?}.
c/R^= {ye [a , b, с, d}\(c, y)c=Rv} = {a, b, c}.
d/R = {ye {a , b, c, d}\(d, y ) e R w} = {d}.

Следовательно, бинарное отношение Rw имеет два различ
ных класса эквивалентности.

/?, = {<а, а), <а, Ь), (а, с), (a, d), <Ь, &>,
<*, а>, <*>, с ), <Ь, </>, <с, с ), <с, а), <с, Ь),

{с, d>, <rf. </>, <d, a), <rf, *>, (d, с)).

В этом случае, очевидно,
а/R ={y<=[a, Ь, с, d}\ (a, y)f=R,} =

— {о, Ь, с, d} = b/R ̂ = с/R — d IR .
Значит, отношение R , имеет всего один класс эквивалент

ности.
Яхп = {<a. а), <Ь, ft), <е, с), <d, d>}.

Ф
G> *©

0
Рис. 73
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В этом случае — четыре класса эквивалентности: 

а/п ={а}, Ь/ „  ={Ь), с/R ={с}, d/ „  ={d).
^  X II ' ' X l l  ^ X l l  f ' X I l

Пример 16.2. Найдем классы эквивалентности некоторых 
отношений на бесконечных множествах (примеры § 15).

1) Отношение сравнения по модулю 3:
/?4(3) = {<х, у)\{х, y }c :Z f\ (x —y) делится на 3}.

Класс эквивалентности 0 состоит из таких целых чисел у, что 
(у — 0), делится на 3, т. е. найдется A e Z  такой, что y = k 3:

°//?4(3)= { у ^ г \ у = щ = { . . .  -6 , -3 , 0, 3, 6, ...}.
Далее ,
1/д (3)= {yeZ |< l, y)ezRA(3)} = {ye=Z\(y — 1) делится на 3} =

L{y<=Z\y=\+3k}^{... -5 , -2 , 1, 4, 7,
2//?4( 3 ) = { ^ z l<2, y)e=Rt (3)} = {y<=Z\(y — 2) делится на 3} =

={</<= Z|«/ = 2 + 3*} = {... -4, -1, 2, 5, 8,
3/^(3)={«/^Z,<3, */><=/?4(3)} = {y<=Z|(i/ —3) делится на 3} =

= {i/€=Z|f/ = 3 + 3A} = 0/£^3j.
4/Л (3)={|f6Z|<4. j/> e/?4(3)} = {«/eZ|(t/ —4) делится на 3} = ?
Дальнейшие вычисления и сравнения классов эквивалентно

сти приводят к равенствам:
0//?4 (3) = 3/ /?4 (3) = 6//?4 (3) = *"==<ЗЛ)//?4 (3)*
1 /у?4 (3)= 4//?4 (3) = ?/R< (3) = ••• = ( 1 + 3*)/я 4 (3).
2//?4(3) = 5//?4(3) = 8//?4(3) = -  = (2 + ЗЛ)//?4(3)’

Таким образом, существуют всего три различных класса эк
вивалентности отношения /?4(3) сравнения по модулю 3.

Обобщение этого результата на сравнения по произвольному 
натуральному числу т  очевидно: всего т  различных классов эк
вивалентности имеет отношение сравнения по модулю т.

Для классов эквивалентности примеров 15.1 — 15.4 приняты 
специальные названия. Так для сравнений предыдущего при
мера:

Определение  16.2. Класс эквивалентности целого числа 
по отношению сравнения по модулю m называется классом 
вычетов по модулю т.

Обозначение: a (mod/л) = a / D ,Af4(m)

a (mod m) =  {«/eZ|y = a-(-mfe A feeZ}.
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Могут ли два класса вычетов по модулю т  иметь общие эле
менты?

Если это имеет место и a (mod m){)b (mod т ) Ф  0 , то найдет- 
ся i/Ea (mod m)()b (mod т )  и

у ^ а  (mod m)=*~u = a-\-km
* > 

i? =  fl +  s m = ^ i G f l ( m o d  т ) .
y e b (mod m)=>y = b-\-lm
Тогда произвольный jte i(m odm ) представим в виде:

x = b-\-pm ==(а-\-sm)-\-pm е a (mod т).
В силу произвольности х получим, что b (mod m)c:a(mod т). 

Аналогично, a (mod m)czb (mod т).
Откуда a (mod ш) = b (mod т )  — два различных класса выче

тов по модулю т  совпадают, если у них есть хотя бы один общий 
элемент.

Определение  16.3. Класс эквивалентности прямой по 
отношению параллельности на множестве всех прямых называ
ется пучком параллельных прямых, а класс эквивалентности 
плоскости по отношению параллельности на множестве всех 
плоскостей — пучком параллельных плоскостей.

Обозначения:
/jaf

% (/„) = / J Ri, и S^(/0) = {/<=r|/||/0}.
и, соответственно:

def“ По/д . и 110) = { 11е= |̂ II || П0}.
Для отношения 15.1 эквиполентности на множестве всех на

правленных отрезков:
Определение  16.4. Класс эквивалентности направлен

ного отрезка по отношению эквиполентности на множестве 
всех направленных отрезков & называется свободным век
тором.

Обозначения: A B = A B / D , и А В ^ А В , а также АВ

АВ ={сЪс=0\сЬыА~В}.
З а да н и е  16.1. Определим, в каком случае два свобод

ных вектора имеют общий направленный отрезок?
Пусть CD^.AB(\EF — есть ли у них еще общие элем енты 5



§ 16. Фактор-множество 141
Возьмем P Q e E F .

1. PQmEF

CDmEF  =ф- EFoiCD
PQwCD.

2. PQtoCD

АВ=эСЪ=> сЪшАВ
=>PQ(oAb J> IF c:~AB.

Аналогично A B c E F .  Это влечет совпадение: AB = EF.
Тем самым доказано свойство.
У т в е ржде н и е  16.1. Если два свободных вектора имеют 

общий направленный отрезок, то они совпадают (равны).
При изучении классов вычетов и свободных векторов можно 

было заметить их общие свойства: любые два класса эквива
лентности, имеющие хотя бы один общий элемент, совпадают, 
и всякий класс эквивалентности элемента содержит этот эле
мент.

Посмотрим, насколько общи эти результаты.

Свойства классов эквивалентности
Теорема 16.1. Класс эквивалентности элемента а содер

жит элемент а, т. е. а/^ эа .
До к а з а т е л ь с т в о :

а/п = {х\(а, *><=/?} ]
? к а / п Э а .

a e D  (R)=> <а, а> e f l j  ■
Ле мма  16.1. Если R — отношение эквивалентности на мно

жестве D, то D =  (J а/ п.
JM а<=0 К

З а да ч а  16.1.1. Докажите лемму 16.1.
Д о к а з а т е л ь с т в о  проводится методом двойного вклю

чения:
0 =  U а/ U о / р С О Д О с  U а/п).

и I )  а е О  а е О  * '

1. V x e  U а/D=> хеа/г, при некотором aeD=>xeO=>
> a e f l  К к



замечание 15.1 > _  ?2. y ^ D  = D {R ) вг y e  1т /?=>(3<а, y)^R)=>
■> ?

=>у^а/п при некотором aeD=>-Dcr У а/^.
3. Тогда D=  (J а/о- ■

i e D «
Ле мма  16.2. Для отношения эквивалентности R на произ

вольном множестве D классы а/р = ̂ /р тогда и только тогда, 
когда <а, b )^ R .

З а д а ч а  16.1.2. Докажите лемму 16.2.
Д о к а з а т е л ь с т в а  требуют два утверждения:
1. Если <а, b )^ R , то а/R = b/R, и 2. Если a/R = b/R, то

(а, &>£=/?. ,
1. <а, Ь) ^R=>a/R = b/R .
<а, b)^R=>(b, а)е/?1 ./ ? , . ,? . . [=►<<>, x>e/?=^xefc/p=>a/p<=Vr,х е а / R => (a, x>e/?J к к  к
Доказательство b/R cza/R аналогично, откуда по принципу 

двойного включения следует совпадение а/R = b/ R.
2. а/R = b/R => (a, b)(=R.

а/R = b/R ^b=> (a, b)<=R. Ш
Теорема 16.2. Если R — отношение эквивалентности на 

некотором множестве D, то любые два класса эквивалентности 
либо совпадают, либо не пересекаются.

Доказательство в общем виде будет повторять идеи дока
зательств подобных утверждений в задании 16.1 и примере 16.1.

До к а з а т е л ь с т в о .  Естественно полагать, что два класса 
эквивалентности, как множества, могут: 1. не пересекаться,
2. совпадать, 3. не совпадая, иметь общие элементы. Суть дока
зательства теоремы в том, чтобы показать, что последнее ис
ключается. Рассмотрим эти возможности.

Случаи 1. а/R C\b/R = 0  и 2. a/R = b/R удовлетворяют тео
реме.

3. Пусть а/R [)b/R ^  0 , но a/R =£b/R, это означает, что 
найдется y e a / R [)b/R. Тогда 

a/R =>(a, у) е  R 1 > лемма 16.2
1Й <о, b )^ R  Г-
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yt=b/R =>(b, y)e=R**>(y, b) 
л. 16.2
=►- a/R - b /R.

И установлено, что если два класса эквивалентности имеют 
хотя бы один общий элемент, то они совпадают. •
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Чтобы представить себе, каково множество классов эквива

лентности (или «сколько» таких классов), удобно выбрать по 
одному элементу из каждого такого множества:

Определение  16.5. Полной системой представителей 
классов эквива^гентности (по данному отношению эквивалент
ности) называется множество представителей всех таких 
классов, по одному из каждого класса.

Пример 16.3. Найдем полные системы представителей не
которых отношений эквивалентности на конечных и бесконеч
ных множествах.

1. Отношение /?у задания13.1 (см. пример 16.1 и рис. 74):
/?у = {<а, а), <а, Ь>, (а, с), <Ь, Ь>, <Ь, а>,

<Ь, с), (с, с), (с, а), (с, Ь), <d, d)}
с классами эквивалентности:

a//?v =  ft//?v =  C//?v =  {a ’ Ь С} И d/R ,  =  {d ]■

I 0
Рис. 74

Полную систему представителей классов эквивалентности 
по отношению Rw составляют элементы {a, d), но в ее качестве 
можно брать и другие множества, например: {ft, d} или {с, d}.

Понятно, что любая полная система представителей Rv со
стоит из двух элементов.

2. Отношение сравнения примера 15.1 (см. пример 16.2):
/?4 (3) = { <дг, </>|{дс, y}czZ /\(х—у) делится на 3} 

с классами эквивалентности:
°//?4(3)= (^е z l</=3*}. ,//?4(3)= ^ e Z | ^= 1 + 3*Ь

2//?4(З Г и,е г |,= 2 + з* }.
. Его полную систему представителей могут составлять: 
№. I, 2} или {3, 1, 2} или { — 3, 4, 5} и т. д. Но всякая полная си- 
стема представителей этого отношения состоит из трех эле
ментов.
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В общем случае полная система представителей классов вы- 
четов по модулю т  обозначается Zm, и обычно полагают

rlpf
Zm =  {0. 1, 2, ... m— I}.

3. Отношение эквиполентности примера 15.1 (см. определе
ния 13.2, 16.4):

/?,={<Afl, CD)\{AB, сЪ }с 0А А ВшСЪ} 
с классами эквивалентности — свободными векторами:

J f !  = {CDcz0\ABioCD}.
Его систему полных представителей удобно представлять 

как множество всех направленных отрезков, отложенных от од
ной точки:

{/4Х|точка А фиксированаДХ— любая точка плоскости}.
4. Для отношений параллельности на множестве всех пря

мых и плоскостей (примеры 15.2, 15.3 и определение 16.3):
/?2 = {<а, 6>|{а, b)cz£fAa\\b}

Яз = {<П„ П„> |{П.. П „}с :^А  П.! 11,}.
Полные системы представителей удобно интерпретировать как 
множества всех прямых, или, соответственно, плоскостей, прохо
дящих через одну точку, в этом случае говорят о пучке пересека
ющихся прямых или плоскостей:

Определение  16.6. Пучком пересекающихся прямых 
называется множество всех прямых, проходящих через одну 
точку — центр пучка пересекающихся прямых, а пучком пере
секающихся плоскостей называется множество всех плоско
стей, проходящих через одну точку — центр пучка пересекаю
щихся плоскостей.

Обозначение пучка пересекающихся прямых — Sy (0),

5^(0) =  {/ е ^ |/ э 0 },  

а пучка пересекающихся плоскостей — 5^(0),
HpfS^(0) =  { l l e ^ | l l3 0 } .

Можно заметить, что количество элементов полной системы 
представителей отношения эквивалентности равно числу его 
классов эквивалентности в случае конечных множеств, в обшеу 
случае (например, если множество бесконечно) множество-— 
система представителей и множество классов эквивалентности
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отнош ения равномощны. Таким образом, естественно заняться 
изучением  новых структур — множеств классов эквивалентно
сти или полных систем их представителей.

( Определение  16.7. Фактор-множеством множества 
D по отношению эквивалентности R называется множество 
всех его классов эквивалентности.

Фактор множество множества D по отношению R обознача
ется так: D/R.

D/R = [a / R \aeD).

Элементом фактор-множества, т. е. его точкой, является 
другое множество — класс эквивалентности.

Так элементами фактор множества множества всех направ
ленных отрезков ^по отношению эквивалентности /?, (см. вы
ше пример 16.3, п. 3) являются свободные векторы (определе
ние 16.4). Это фактор-множество имеет специальное на
звание — векторное пространство свободных векторов, и обо
значение — У.

Причем, если необходимо подчеркнуть, что рассматривают
ся только направленные отрезки, принадлежащие (параллель-

|ные) плоскости, то фактор множество по отношению /?, будет 
обозначаться еХ3 и называться векторной плоскостью свобод
ных векторов. Если же существенно, что отношение эквивалент
ности рассматривается на множестве всех направленных от
резков пространства, то для фактор множества будет исполь
зовано обозначение 2^’

Выделение в множестве <D, R> классов эквивалентности по 
отношению R разбивает его на непересекающиеся подмноже
ства. Более строго:

Определение  16.8. Разбиением множества X называ
ется некоторое множество его подмножеств

S = {X.|X.c=X Д ае«/ ) 
таких, что выполняются требования (аксиомы):

PI. и * . = *.
Р2. Xt f]Xf = 0 ,  если афр.
Иногда определение разбиения пополняется аксиомой 
РЗ. ХшФ 0 ,  Va<=c/ 

мы в этом случае будем говорить о разбиении X на непустые 
подмножества.

Здесь — некоторое множество индексов, которое может 
быть конечным, бесконечным и даже несчетным.

Теорема 16.3. Если R — отношение эквивалентности на 
множестве X (Х Ф 0 ) ,  то Х/п есть разбиение X.
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До к а з а т е л ь с т в о .  В качестве множества подмножеств 
возьмем фактор множество X/^ = {а/^\а&Х) и покажем вы
полнимость аксиом разбиения, основываясь на установленных 
выше свойствах классов эквивалентности.

PI. (J <*/d = X п0 лемме 16.?.ое< «
Р2. Если а/^фЬ/^, то по теореме 16.? а/^П*/п = 0-
РЗ. а / ^ Ф 0 ,  так как всякий а / ^ э а  по теореме 16.?. ■

Оказывается, что имеет место и обратное:
Теорема 16.4. Каково бы ни было разбиение множества, 

существует отношение эквивалентности такое, что его классами 
эквивалентности являются подмножества разбиения.

З а д а ч а  16.1.3. Докажите теорему 16.4.
Для д о к а з а т е л ь с т в а  введем на множестве X с задан 

ным разбиением S = {Xe|XBc :X Д а е в / } бинарное отношение 
следующим образом:

| #s = {<*. У)\{х, y }c z X M х, у )а Х ш для некоторого а е 4  
Будем говорить, что такое отношение Rs соответствует разбие
нию S множества X.
Покажем, что бинарное отношение Rs, соответствующее раз

биению S непустого множества X, является отношением эквива
лентности на X, причем X/D совпадает с разбиением S.Ks v

1. Rs — рефлексивно: <х, x )e R s. ф
2. Rs — симметрично: <дг, у) e/?s=>- (у, х>е/?5. ф
3. Rs — транзитивно:
(х, y)e=RsJ>{x, {/}сХ.=>А.Э{/| ? > ?
/ ч о I V  v  —v Г =  z } <=*„=>{у, z)e±Rso { y ,  z}<=Xt=>Xf=>y J

=► <x, z)f=Rs. ■ 
З а д а ч а  16.2.2— 16.2.3. Рассмотрим бинарное отношение: 

&X = {(R , S> |S — разбиение множества ХД  
R — соответствующее разбиению S отношение эквивалентности}.

Является ли это бинарное отношение сюръективным? инъек
тивным? отображением?

1. sur: по теореме 16.4 для любого разбиения S множест
ва X существует отношение эквивалентности, соответствующее S

2. in: R„ R2

3. отображение: S,, S2

<R„ S)<=#rx 
(R2, S )  6ESrx 

<R
. S2)t=0rx\

. , i^ S2. ♦(R, ■
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Указание. Подумайте, не может ли оказаться так, что отношению эквивалент

ности соответствуют два различных разбиения множества X. По какой причине 
это может быть?

Ответьте на те же вопросы (сюръективность? инъективность? 
отображение?) для бинарного отношения

=  S ) | S  —  разбиение на непустые подмножества Х Д
/? —  соответствующее разбиению отношение эквивалентности}.

Теорема 16.5. Каждому отношению эквивалентности на не
пустые множества X соответствует одно и только одно его раз
биение на непустые подмножества.

ИСТОРИЧЕСКАЯ СПРАВКА
Вселенная, насколько она нам извест

на, устроена так, что истинное в каком- 
либо одном случае истинно и во всех слу
чаях некоторого описания, трудность со
стоит лишь в том, чтобы найти такое опи
сание.

Джон С. Миль. «Система логики»

Понятие бинарного отношения (или соотношения, соответст
вия) сформировалось в математике к концу XIX — началу XX 
веков, когда длительная дискуссия по поводу определения число
вой функции, данного Дирихле, привела к попыткам его уточне
ния и обобщениям разного рода. В результате этого, как мы уже 
знаем, получили право на существование понятие отображения 
или функции с произвольными (не обязательно числовыми), об
ластями определений и значений. Несколько большей абстрак
ции потребовало понятие бинарного и, вообще, л-арного отноше
ния, которые можно представить себе, как следующий этап обоб
щения понятия функции (отображения) при отказе от требова
ния единственности кортежа с данным первым элементом.

Но суть этого шага в математике — не в беспредметном обоб- 
Щательстве. Удивительным оказалось то, что специальные виды 
различных бинарных отношений, обладающих довольно просты
ми свойствами (например: рефлексивность, симметричность и 
транзитивность) помогли увидеть общность фактов различных 
математических теорий. Это мы могли заметить уже на приме
рах простейших множеств (свободные векторы, равномощные 
множества), геометрических фигур (равновеликие, равносостав- 
ленные), теории чисел (вычеты) и т. д. Понятно, что этими приме
рами отношения эквивалентности далеко не исчерпываются.
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Более того, почти в каждой новой структуре наряду с поняти
ем изоморфизма (от греческого: юо£ — равный, цорфт) — вид) 
эквивалентность будет играть важнейшую роль, проверяя на 
сколько содержательна и богата та или иная математическая 
структура.

Собственно порядок и эквивалентность — столь естественные 
понятия, что, кажется, ими могли бы владеть еще математики 
эллинистического периода, однако, термин эквивалентность был 
введен только к концу XV III века, а в современном смысле им, 
видимо, впервые начал пользоваться Лагранж в работах по 
теории квадратичных форм и Гаусс в трактате «Teoria metus» 
(«Теория движения небесных тел») в самом начале X IX века.

Что касается отношения порядка, то его аксиоматику еще 
около 1690 г. рассматривал Лейбниц. Спустя почти столетие 
внимание Г. Кантора привлекли линейно упорядоченные множе
ства, и им в 1883 г. была доказана упоминавшаяся теорема о 
том, что любое непустое множество может быть вполне упорядо
чено. Термин «частичный порядок» ввел в 1914 г. известный не
мецкий математик Ф. Хаусдорф (Hausdorff Felix, 1868— 1942 в 
своем труде «Grundriige der Mengenlerhe» («Основы теории 
множеств»), а позднее в работах по функциональному анализу 
американский и английский математики Э. Мур (Moore Eliakim 
Hastings, 1862— 1932) и Г. Смит (Smith Henry, 1826— 1883) изу
чая вопросы сходимости, ввели так называемые направленные 
множества, которые могут не иметь наименьшего или наиболь 
шего элемента, но обладать нижней или верхней гранью. Исто
рики математики отмечают в этой области работы и русского 
математика С. О. Шатуновского (1859— 1929), занимавшегося в 
начале нашего века вопросами обоснования математики и раз
решимости алгебраических уравнений в радикалах.

Определение математики, как науки, дать весьма сложно и, 
наверняка, любое такое определение будет неполно. Крупней
ший русский математик нашего времени А. Н. Колмогоров 
(1903— 1987) писал, что математика «имеет дело с некоторыми 
множествами объектов, связанных между собой определенными 
отношениями. Все формальные свойства этих объектов и отноше
ний, необходимые для развития теории, фиксируются в виде ак
сиом, не затрагивающих конкретной природы объектов и отно
шений. Теория применима к любой системе объектов с отноше
ниями, удовлетворяющими положенной в ее основу системе ак
сиом».

Из его рассуждений вытекает, что математическая теория, 
применимая к какой-либо системе объектов, применима и к лю
бой аналогичной, т. е. «изоморфной» ей системе. И именно поня
тие и характеристики отношений эквивалентности мы будем ис
пользовать, отвечая на вопросы: как много существует систем
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объектов, к которым применима та или иная теория (в математи
ке в таких случаях говорят от моделях теории),— т. е. сколько 
классов эквивалентности по отношению изоморфизма на множе
стве всех моделей данной математической структуры, и какова 
его полная система представителей. А из этого естественно выте
кает задача отыскания эталонных в каком-либо смысле моделей 
тех или иных структур.

Все это в конечном счете позволяет выработать категорийный 
подход к математике и математическим теориям, понимание то
го, что ее законы носят глубокий характер, умение видеть в ча
стных примерах общие закономерности и свойства математиче
ских структур.
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Лекция 5
МАТРИЦЫ
ОСНОВНЫЕ 
ОПЕРАЦИИ 

И СВОЙСТВА



МАТРИЦЫ 
ОСНОВНЫЕ ОПЕРАЦИИ 

И СВОЙСТВА
§ 17°. Понятие матрицы. Основные виды матриц.
§ 18. Действия с матрицами. (Сложение, умножение на число).
§ 19. Действия с матрицами. (Умножение матриц).
§ 20. Перестановочные и обратимые матрицы.
§ 2Г. Вычисление обратной матрицы.
§ 22°. Матричная форма системы линейных уравнений.

Основные понятия: виды матриц: симметрическая, кососим
метрическая, транспонированная, диагональная, скалярная, еди
ничная, ступенчатая, треугольная; действия с матрицами: сложе
ние и умножение на число, умножение и обращение матриц; мат
рица, противоположная данной, перестановочные и обратимые 
матрицы; полная линейная алгебра и полная линейная группа; 
матрицы системы линейных уравнений: основная и расши
ренная.

Необходимые сведения: матрица, декартово произведение 
множеств, декартов квадрат множества, кортеж, равенство кор
тежей, отношение, отображение, виды отображений: инъектив
ные, сюръективные, биективные; действительные числа (R) и их 
свойства, система линейных уравнений, решение системы линей 
ных уравнений.

Рекомендации: если использовать пособие в лекционной работе, то целесооб 
разно предварительное знакомство студента с содержанием (определениями) 
§ 17*, для самостоятельного изучения рекомендуется § 22°, а примеры § 2Г — 
для обсуждения на практических занятиях.



§3, §4, §5, 5 7, §в, §10 

-------------------1

Л е к ц и я 1

Л е к ц и я 2

Л е к ц и я 3

Л е к ц и я 4

Л е к ц и я 5

Л е к ц и я 1
Л е к ц и я 7
Л е к ц и я 8
Л е к ц и я 9
Л е к ц и я К)
Л е к ц и я 11
Л е к ц и я 12
Л е к ц и я 13
Л е к ц и я 14
Л е к ц и я 15

Семестр 1
— Множества и отношения на множествах.

(§ 1 -  § 5).
— Операции на бинарных отношениях. Отображения.

<§ 6 — § 8).
— Биективные отображения. Преобразования.

(§ 9 — § 12).
— Бинарные отношения на множестве. Фактор-множество.

(§ 13 — § 16).
— Матрицы. Основные операции и свойства.

(§ 17 — § 22).
— Подстановки. Группы.
— Определители.

Матричное представление гомоморфизмов.
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§ 17°. ПОНЯТИЕ МАТРИЦЫ. 
ОСНОВНЫЕ ВИДЫ МАТРИЦ

Понятие матрицы было введено в § 4:

I Определение  4.1. Матрицей (вещественной) порядка 
m на п называется любой элемент декартовой степени множе
ства действительных чисел (RT-

Напоминание. Матрицу порядка m на п представляем как числовую 
таблицу из m строк и п столбцов, а множество всех таких матриц обозначается 
M (m x n ,  R) или М ( т х п ) .

Матрица А ^ М  ( т  х п, R) в общем виде записывается так:
а| а'2 а'3.. а\ \

А = 1 а1, а*2 а23.. а2„ \ =  | а* ||*=—'|1(>1У И, ВвеРхУ номеР СТР0КИ-
*   I  ' ' внизу — номер столбца.

а," а2 а”  .. а" /
где 1= 1, 2,... т , /' = 1, 2,... п.

Обозначение: запись 1=1, 2,... т  означает i принимает все целые значе
ния от I до т .

I ,Элементы а‘, матрицы А — II а) II называют диагональными 
( точнее — элементами главной диагонали). 
i-ую строку матрицы А будем обозначать А1, а ее j — ый 

столбец — Af.

А‘ = (в ‘,<4 - а‘„).

Для матрицы А со строками {А1} или столбцами {А^ иногда 
будем пользоваться обозначениями: А = ||/4‘|| = Ц/1,11.

Так как матрицы — суть элементы некоторой Декартовой 
степени множества действительных чисел, то естественно счи
тать матрицы равными, как кортежи, откуда другими сло
вами:

Idee матрицы равны тогда и только тогда, когда равны их эле
менты, стоящие на соответствующих местах.

HpfА = В о (( {Л , fl}eAf(m xn, R ))A (a ‘ = <>‘
V <i, />€={1. 2, З...т)х{1, 2, З...л})). (17.1)

Определим несколько операций и специальных видов мат
риц, которые используются наиболее часто:

Определение  17.2. Матрицу В = || fcjll е  М (пх m, R )н а - 
зывают транспонированной к матрице А = ||a'(|| е  М (mxn, R)- 
если элементы Ь‘=а[ для всех 1 ^ / < т  и 1 ^ /^ л . 

Обозначение: о = /4Т.
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Краткая запись этого определения:

Операция получения по заданной матрице ее транспониро
ванной называтся транспонированием матрицы. Транспониру
ем матрицу А:

т. е. столбцы матрицы А являются строками матрицы А'. 
Определение  17.3. Матрицу В =  116)11 e A f  (m  х п, R )  

называют противоположной матрице А = ||а) II е М  (m х п, R )  
(того же порядка), если элементы Ь\ = — а) для всех индексов 
(1 и 1 </ < л).

■ Определение  17.4. Матрицу называют нулевой, если 
все ее элементы равны 0.

Обозначение такой матрицы: О.

( Определение  17.5. Матрицу называют треуголь- 
ной(верхней треугольной), если а) = 0 при i> j,  т. е. все ее эле
менты ниже диагонали равны 0.

Естественно строку или столбец матрицы называть нуле
выми, если все их элементы — нули.

I Определение  17.6. Матрица называется ступенчатой, 
если во всех ее строках нижние индексы первых (слева) нену
левых элементов а) возрастают: /, <  /2< ... <  /,.
Из определения следует, что ступенчатая матрица треуголь

на, причем ее нулевые строки (если они есть) расположены ниже 
всех ее ненулевых строк.

Например:
/1 - 2  0 5\ /1 2  - 0  5\ /1 0 5\ /1 - 2  5\ 
(0  2 0 0  ), ( 0 0  1 - 3  ), ( 0 0 -1 ), (0  2 0 ), 
\0 0 0 0/ \0 0 0 0/ \0 0 0/ \0 0 - 7 /

I Определение  17.7. Матрицу называют квадратной по
рядка п, если число строк матрицы равно числу ее столбцов, 
т. е. матрицу вида М(пхп,  R).

Обычно множество всех вещественных квадратных матриц 
порядка л обозначается М(л, R) или М(п).

если

Обозначение: В = — А. 
. def ^  ,.

(17.3)

В = - А % > ( Ь ) = - а ‘ Ч </, />€={1, 2, 3... m} X  {1, 2, 3... л}).

А — треугольная -*=><а) = 0 V i>/). (17.4)
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Среди квадратных матриц выделим еще несколько специаль
ных видов:

( Определение  17.8. Квадратную матрицу порядка п
А = || а) || называют симметрической, если a) = af — для всех 
индексов 1 <  I, /' п.
Обозначение: I <1, /<л для всех i и / целых от I до л.
В этом случае говорят, что элементы матрицы симметричны 

относительно главной диагонали.
Обозначение множества всех симметрических матриц поряд

ка п: S(n, R) или S(n).
А — симметрическая -*ф-{a.) = а[ V {i, /}с{1, 2, 3 ... п}). (17.5)

I Определение  17.9. Квадратную матрицу порядка п 
А = ||о,|| называют кососимметрической, если a }= —а| для 
всех индексов 1 <  i, j  ̂  п.

defА — кососимметрическая -^=t̂ (a)= —а[ V {i, /}с={1, 2, 3 ... л}). (17.6)

Очевидно, диагональные элементы кососимметрической мат
рицы всегда нулевые.

Несложно доказать утверждение.
У т в е р ж д е н и е  17.1. Матрица А симметрична тогда и толь

ко тогда, когда А' = А, и кососимметрична тогда и только тогда, 
когда Ат= — А.

Определение  17.10. Матрицу, у которой все элементы, 
кроме, быть может, диагональных, нулевые, называют диаго
нальной матрицей. Если все диагональные элементы такой 
матрицы равны между собой, то ее называют скалярной мат
рицей, а если они к тому же равны 1, то матрица называется 
единичной.

Обозначение единичной матрицы: Е  = Ц |, где б) — так назы
ваемый символ Кронекера:

Скалярная матрица с использованием символов Кронекера 
может быть записана в виде ||Л,б‘||, а диагональная— |Я/б)II-

Матрицу, у которой один элемент равен 1, а все осталь
ные — нулевые, принято обозначать £}, если единица стоит в 
*-ой строке и / — ом столбце.

З а м е ч а н и е  17.1. Полезно знать некоторые соотношения 
для символов Кронекера, так

если » = / 
если (Ф /. (17.7)

если i Ф j  или 
если i= j  и s = t



З а д а ч а  17.1.1. Определите типы матриц:
/ 1 0 1\ / - 1  0 1\ / 0 1  2\

А = ( 0 2 0 ), В = { 0 - 2  0 ), С = [ -1 2 - 3  ), 
\ - 1  О 1/ \ 0 0 0/ \ — 2 3 О/

/ 0 1  2\ /1 0 0\ / 0 1  2\
D =  l — 1 0 - 3  ), £ = (  О 1 0 ) ,  F =  l 1 0 - 3 ) ,

\ —2 3 0/ \0 О 1/ \2 - 3  О/
/1 0 0\ /2 0 0\ /1 0 0\

G = ( 0 2 0 ), // = ( 0 2 0  ), / = (0  1 О),
\0 0 3/ \0 0 2/ \5 3 1/

/ 0 — 1 2\ / 0 — 1 2\ /1 0 0\
/С= I 1 0 —5 ), /- = ( — 1 2 3 ), Л1 = ( 0 2 3 ),

\ — 2 5 0/ \ 2 3 0/ \5 1 3/
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/О 0 1\ 
jV = ( 0 2 0 ),

\з о о/
/ 1  О О 0 \  / 2  0 \  / 1 0  0  0 \

/? = (0  2 О О), S — I 0 2 ), Т = ( 0 2 1 о ),
\0 0 3 0/ \0 0/ \0 0 0 1 /

 ̂= (2 5 1 4 з)’  ̂= Г = С ~ 2 >)•
§ 18. ДЕЙСТВИЯ С МАТРИЦАМИ 

(СЛОЖЕНИЕ И УМНОЖЕНИЕ НА ЧИСЛО)
На множестве всех матриц одного порядка довольно естест

венным образом вводятся операции сложения и умножения 
матрицы на число. Позднее мы увидим, что такая «естествен
ность» не только не случайна, но связана с подобными же дей
ствиями на специальных отображениях — линейных.

I Определение  18.1. Суммой двух матриц одного по
рядка у4 = ||а‘|| и В=  ||ft‘|| называется матрица того же по
рядка вида II а) + b'i ||.

Обозначение: А-\-В.

А + В=\\а) + Ь‘\\ (1 8 .1 )

или
(А + В Г ^ а '  + Ь). (18.1')

Т. е. при сложении двух матриц одного порядка складыва
ются их элементы, стоящие на соответствующих местах.



З а дан ие  18.1. Сложите матрицы:

g  5. Матрицы

Заметим, что для матриц: нулевой OeAf (m хл)и произволь
ной того же порядка А ^ М ( т х п )  выполняются равенства:

А О = А и 0 + А=А.

Сложение матриц определяет некоторое отношение, которое 
мы будем обозначать:

[ + ])*.») = {<<Л. В), A + B)}czM2(m xn )X M (m x  п), 
оно является отображением:

М ( т  х п ) Х М  ( т  х n)-+ М  ( т  х я),

так как по элементам матриц А — ||а‘ || и fl=||<»‘|| одного поряд
ка однозначно находятся числа + как суммы действитель
ных чисел (см. пр. 7.1), а значит, и матрица А + В =  Ца' + ̂ ll. 
Тем самым обеспечивается (см. опр. 7.1) единственность корте
жа <<у4. В) , С) с[-|-]<т, длины 2 с элементом {А, В)  на 
первом месте. Причем, так как суммой любых двух матриц од
ного порядка является матрица того же порядка, то 
Domf + |)n я) = М(ш х п) и Im[ + ], |CzAf(mxn). 

Сюръективно ли это отображение? (См. определение 9.1, за
мечание 9.1), т. е. можно ли утверждать, что для любого 
А е Л  ( т х п )  найдутся <?, ?> eA f ( т  х я )Х М 2 ( т  х п) такие, что 
? + ?=Л? ♦

Это означает сюръективность отображения [ + ](я, я).
I + ](/»,«) неинъективно (см. определение 9.2, замечание 9.2), 

так как можно указать {<?, ?>, (А, ?>}сгА1 ( т  х п) такие, что 
<?. ?>=*=</», ?>, но ? + ?=v4 и  А + ?=А.

Таким образом, можно считать доказанным следующее.
У т в е р ж д е н и е  18.1. Операция сложения матриц одного 

порядка есть отображение Ц-](т. п):М2 (m х п)-+М (m х п), 
сюръективное, но неинъективное.

Определение  18.2. Произведением скаляра (числа 
a e R )  на матрицу А = Ца',11 называется матрица того же по
рядка вида: HaajH, т. е. при умножении числа на матрицу на 
это число умножается ее любой элемент.

Обозначение: а>Л или а/1.

а-А ==Яаа}| ( 18.2)
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(a-AY, =  aa‘t. (18.2')
Очевидно, что для любого А е М  ( т  х п) выполняются равен

ства:
• >У4 ( — 1 )ч4 = — А, а 0-А = 0, и аналогично сложению мат
риц произведение числа (скаляра) на матрицу определяет от
ношение:

[•](„. «( = {<<“ . A), a-yt>}c:(RXAf ( т  х п ) )Х М {т  х л),
которое является отображением, и аналогично предыдущему до
казывается следующее утверждение. ф

У т в е ржде н и е  18.2. Операция умножения скаляра на мат
рицу есть отображение [*],«.*»: R X Af (m х п)-*-М( т  х п), сюръек- 
тивное, но неинъективное.

З а да ч а  18.1.1. 1. Докажите сюръективность отображения 
Ни.*» (см- определение 9.1, замечание 9.1).

Указание. Для произвольной матрицы А е М ( т  х п) укажите число и матри
цу так, чтобы это означает сюръективность отображения „)•

2. Приведите пример хотя бы двух кортежей <а, Л>#<р, В ) 
таких, что &А = фВ (см. определение 9.2). Это означает, что ото
бражение (- 1(т. „)— не инъективно.

Так как сложение матриц и умножение скаляра на матрицу 
определяется через сложение и умножение действительных чи
сел, то многие их свойства похожи.

Основные свойства операций над матрицами 
(сложения и умножения скаляра на матрицу)
18.1. А + В = В -j-A, V {Л, В)<гМ ( т  х п) — коммутативность 

сложения матриц.
18.2. (А + В) + С — А + (В - \ - С ) ,У [А ,В ,С }а М (т х п )— ассо

циативность сложения матриц.
18.3. А —О = О —}— /4 —A, >М е М  (ту.  п) — наличие нейтраль

ного элемента по сложению матриц.
18.4. А + ( —Л) = ( —А) + А = 0, V /4 eM (m xn )— наличие 

противоположной для произвольной матрицы.
18.5. a-(p-/4) = (aP)-/4, V <a, р, A) e R 2XM(m  хп) — ассоци

ативность умножения скаляров на матрицу.
18.6. (а + р)-Л =а-А + Р-/4, V <а, р, А) е  R2XAf ( т  х п) — 

Дистрибутивность сложения скаляров относительно умножения 
«а матрицу.

18.7. а-(А + В) = а-А + а-В, V <а. А, В)  e R X A f 2( т  х п) — 
Дистрибутивность сложения матриц относительно умножения 
°каляра на матрицу.

18.8. l-A=A,  V А е  М ( т  х п).
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18.9 0'А = 0, V ;4eM (m xn).
В качестве примера доказательства свойств приведем следу, 

ющее.
Д о к а з а т е л ь с т в о  свойства 18.7. Пусть матрица А = 

= IIа'|| еЛ1 ( т  х я) и В=  еЛ ! ( т  х я), требуется установить ра- 
венство матриц: а-(/1 + В) и а-Л + а-5. Так как, очевидно, они 
одного порядка, то остается доказать (см. (17.1)) равенство их 
соответствующих элементов.

1. Матрица а-(А + В) Ш Л ||а  (А + В Ц  ||а (а‘ + Ь))\\ I
= ||аа) + а6‘||.

Т. е. элемент, стоящий на пересечении i — ой строки и /-ого 
столбца матрицы а • (А -|- В), равен аа̂  + аЬ).

2. Запишем сумму матриц через общий вид элементов мат
риц-слагаемых

аМ  + а.А=||(а.ЛУ/| +  У(а-А)‘У Ш  | aa} || + | aft) || У Ш
Ш М \а а ) +  аЬ'\\.

Таким образом, элемент матрицы a-/4-fa-fl, стоящий на пе
ресечении i — ой строки и /-ого столбца, тоже равен aa' + аб/. что 
и означает равенство матриц а*(Л + В) и а-Л + а -fl. ■

I Сумму матриц А + ( — В) будем обозначать А — В и назы
вать разностью матриц А и В.

А - В = А + ( - В ) .  (18.3)
Можно сказать, что матрица Х = А — В является решением 

матричного уравнения: Х-\-В = А (и В + Х = А). Действительно,
заменяя X на А — В=А-\-( — В), получим:

Х + В = ( А - В ) + В = ( А + ( - В ) )  + В
—■-*- А + ( ( - В )  + В) А + ?  св 18? А. Я

Свойства транспонирования матриц
18.10. (А + В)' =  А '+ В '  V {Л, f i )cM (m xn) .
18.11. (а-Л)т = а-Л\ V <а, А) е  RXAf (m х л).
18.12. (/4т)’ = /4, > М е М (т х я ) .
18.13. ( — А) '= — А\ VAe=M(mxn).
18.14. £’ = £, Е — единичная матрица £еЛ1(яхя) . 

Списком свойств 18.1 — 18.14, конечно, не исчерпываются все
свойства матриц.

З а д а ч а  18.2.1. Определите, какие из следующих равенств 
верны для любых матриц А и В (одного порядка) и любых дей
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ствительных а? 1. (А + В)Т= В ' + /Г. 2. а-А Ф(а-А)\
, (А + В )'± В ' + А' V {А, В } а М ( т  х я).

(А + В)' ^L.1.8" ? ——— В1 -\- А1.
Значит (А + В ) '=  В*-\-АТ с любыми [A, B]czM ( т  х п).

2. а-Аф(а-А)1 V (а. А) е  RXA* ( т  х п).
Равенство матриц (а-Л)’ и а-Л, по определению, требует 

прежде всего равенства их порядков. Если А е М ( т х п ) ,  то
а- А е М { т  х п), а (а ‘Л)’ еЛ1(? х ?). Следовательно, равенство 
(а'А)' = а-А не имеет смысла, если т ф п .

Пусть А = 1ЦЦ еМ(п) .
а.Л = ||(а.ЛУ/|| =£== II аа) II.
( а ‘АУ =  В =  ||&{|| |6{ =  (а*Л)|*=?=>(а*/4)т=  ||?||. 
а-/4=(а-у4)' тогда и только тогда, когда аа) =  ?, откуда 

aj = ?. Это условие означает симметричность матрицы. Следова
тельно, а->4=(а*/1)т имеет место только при условии, что матри
ца А квадратная и симметрическая.

З а д а ч а  18.1.2. Определите, какие из следующих равенств 
верны для любых матриц А и В (одного порядка) и Любых дей
ствительных а и р? 1. (а-Л + р-В)т=р-Вт + а-Л\

2. ( А - В ) ' Ф А ' - В .
1. (а-Л + р-В)т^р-Вт + а-Л’ V<a, р. А, В)  е= R’ XAf2(тх я ).

(а • А + р • В )Т (а • А У + (р • В )т ?.
Значит, (a-/4-f-P-B)T = p-BT-f-a->4T при любых <а, р, А, В ).

2. (А — В У Ф А ' —В V {A, B)czM(m * п).
Если А е М ( т х  п), то Л 'е М  (? х ?). А' — В — ? ф
З а д а ч а  18.2.2. Докажите, что для любой квадратной мат

рицы А матрица А + А '  симметрическая.
До к а з а т е л ь с т в о .  Если Д ёМ (я ), то А 'еМ(п ) ,  их сумма

определена, причем А + А Те М (п )  и (А + Лт)’^Л1(л). Тогда 

А = ||a)|| е М (п )  0ПР I72 М (п)= *А 'ш = В= Щ Щ = Ч1[. 

Сравним элементы матриц:
/i + /l’ = C=||c,/|||c'/ = aj + ft; = a; + a;
M-|-4t)f = CT = D=  Hd'H i< = cf = a; + a; ■<2=d\-

А -\-АТ = (А Н-Л’) ’ П5=УЦ- А — симметрическая.
6 В. т. Пгтронл
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З а д а ч а  18.1.3. Докажите, что любую квадратную матрицу 
можно представить в виде суммы симметрической и кососиммет
рической матриц, причем такое представление единственно 

Указание. См. задачу 18.2.2. Является ли матрица А —А1 симметрической) 
кососимметрической?

§ 19. ДЕЙСТВИЯ С МАТРИЦАМИ 
(УМ НОЖЕНИЕ МАТРИЦ)

Казалось бы, по аналогии с суммой можно определить произ
ведение матриц, перемножая их соответствующие элементы, од
нако, оказывается, что такое умножение не имеет приложений 
в алгебре и геометрии, в то время как определение, которое 
будет дано ниже, имеет содержательное истолкование и прило
жение в далеких, на первый взгляд, разделах математики, ме
ханики и физики.

Прежде чем определить произведение матриц в общем виде, 
нам потребуется ввести, как принято перемножать матрицу- 
строку на матрицу-столбец.

Определение  19.1. Произведением матрицы-строки 
А' = ||а»II еЛ1 (1 х п) на матрицу-столбец В, = ||fcj|| eA f (л х 1) 
называется число, равное

а‘Ьj + а\Ъ) + а'ф)... + а #  = £ а\Ъ) =  a‘ f>* = 4  (19.1)
*-1

Произведение матрицы-строки на матрицу-столбец обозна
чается: A'-Bj.

— обозначение суммирования по k в так называемой 
тензорной символике.

Формулу (19.1) произведения строки на столбец можно и 
удобно представлять еще и так:

Я/ = (а{ а‘2 а‘3... а|,). • = £ a*ft/ — “ »*/• ( 19л )

О п р е д е л е н и е  19.2. Произведением матрицы 
А =  || а‘к || е  Af (m х л) на матрицу В =  II6* II е  М (л х р) н а зы в а 
ется матрица порядка т х р  вида М ‘В(||, где А‘ — строки 
матрицы А, В; — столбцы матрицы В.

Обозначается произведение матриц А и В: А-В или АВ

А - В ™ 1 А ‘'В,Ц. ( 19-2)
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Если для элемента матрицы А-В использовать обозначение 

(А-В)), то в соответствии с определением его можно задавать 
формулой:

Аналогично утверждениям 18.1 и 18.2 можно доказать сле
дующее.

У т в е р ж д е н и е  19.1. Отношение

Найдите произведения матриц:

Из этих примеров видно, что для того, чтобы были определе
ны произведения двух матриц, как в одном порядке (А-В) так 
и в другом (В-А), должны быть: Л е М ( т  х ?) и ВеЛ<(? х ?).

З а да н и е  19.1. Пусть <А, В)  е  М (m х п) X  М (п * т), 
т. е. их произведения А-В и В-А определены. Для всех ли 
таких матриц А-В^В-А?  ф

Если ответ отрицателен, постарайтесь найти примеры хотя 
бы двух матриц, для которых это условие выполняется. + 

Предыдущее показывает, что вопрос о равенстве произведе
ний двух матриц А-В = В-А имеет смысл только тогда, когда 
°ни одного порядка и квадратные. Однако, и в этом случае, во
обще говоря, А-ВфВ-А.  Отсюда явствует, что произведение 
Матриц некоммутативно, или не обладает свойством коммута
тивности.

(19.2')

[’], в )> А ■ B)}cz(M ( т  х п )ХМ  (п х р ) )ХМ ( т  х р),(01, я, р)
есть сюръективное, но не инъективное отображение:

М ( т  х п ) Х М ( т  х п)-*- М (т  х п),
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Свойства умножения матриц
Укажите, при каких условиях определены обе части формул-
19.1. а-(А-В)=(а-А)-В = А-(а-В),

V <а, А, В)  е  RXAf ( т  х п)ХМ  (? х р) — ассоциативность умноже
ния матриц относительно умножения скаляра на матрицу.

19.2. А-(В + С) = А-В + А-С
V <А, В, С> eA f (mxzj)XAf2 (?хр) — дистрибутивность сложения 
матриц относительно умножения матриц слева.

19.3. (Л + Я)-С=/1-С+Я-С
V <Л, fl, С> eA f2 ( тх п )Х М  (?хр) — дистрибутивность сложения 
матриц относительно умножения матриц справа.

19.4. А-(В-С)—(А-В)‘С
V (А, В, С) ^ M (m x n )X M (n x p )X M (p x q )  — ассоциативность 
умножения матриц.

19.5. А-Е = Е-А=А
V (А, Е )  ^М(пхп),  (Е  — единичная матрица)— наличие ней
трального элемента (по умножению матриц).

19.6. (А • В)1 = В ' • А' V {А, В )е=М (т  х п)ХМ(п  х ?). 
Д о к а з а т е л ь с т в о  свойства 19.2.

А-(В + С) = А-В + А-С
V </4 = IKH, В =  IIft*||, С= IIcf ||> e=Af (m х n)xAf’ (/i х р).
Как известно, матрицы равны, если равны их соответствую

щие элементы, следовательно надо установить равенства:
(А-(В + СЦ и (А-В + А-СУ/ 

при всех <1, />е{1, 2, 3 ... т }х {1 , 2, 3 ... р).
1. Рассмотрим левую часть равенства:

Л. (А + С)=||(>1.(В + С))‘| |^ у М |М '.(А  + С)/|| 

-M4*/+C,)| =̂ == II а‘„ (&* + с*) II == II + aWi II •
(всюду по к суммирование, см. опр. 19.1, 19.2).

2. Преобразования в его правой части в соответствии с ука
занными в ней действиями дают:
A-B + A-C=\\(A-B + A-Ci\\0J2 = M  ||(Л.В);|| + ||(/ЬС);||^==^

(18.1') (19.2)

= И '*В/1| + IIД'• С,|| IIа' Ь)|| + ||a\ckt || = § = =  IIа‘кЬ) + a tf II•(18-2 )
Сравнив результаты, убедимся в равенстве при всех 

<1, /> е {1 , 2,3 ... т }х {1 , 2,3... р) элементов {А '(В  + С))) и 
(A-B + A'Cyj матриц Л-(В + С) и А-В-\-А-С, а значит, и их ра
венстве, что и завершает доказательство свойства. ® 

З а д а ч а  19.1.1. Докажите свойство 19.1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о  свойства 19.1: а(/ЬВ)= (аЛ)-В = Л*(аВ)

V <а, А, В ) <=RxM(m х п)ХМ  (п х р).
Указание. Доказательство можно провести для матриц общего вида, но конк 

ретной размерности, например, М {2):

и :  A - ( ° bd) . B ^ g ik).

Ж  0 “ ?- л -( а в > ~ ( с  П У К  0 )- ?
Тем самым свойство 19.1 будет доказано для случая V (а. А, В )  e R x M  (2f. 
Постарайтесь доказать его по аналогии с доказательством свойства 19.2 для 

произвольных (а. А, В )  е  R X A I ( т  х п ) Х М ( п  * р).
З а д а ч а  19.1.3. Докажите свойство 19.6. 
Д о к а з а т е л ь с т в о  свойства 19.6. (А • В )'= В ' -А1 

У <>4 = laill, В = ||&*||> е М  ( т  х п)ХМ  (п х р).
Так как А - В е М ( т х р ) ,  то (А-В)ге М ( р  х т),  как и

В'-А'^М (р х т). Поэтому для доказательства свойства 19.6 оста
ется установить равенство элементов ((A -В)1)} и (В1‘А')) при всех 
</, />е{1, 2, 3 ... m}X {1, 2, 3 ... р).

1. Рассмотрим левую часть 19.6, произведение матриц А -В:
= IIa'AII е М | т х я ) |  

!= ||fc*|| е М (л  х р) j
о ■А-В=\\(А-ВУ1\\±1а‘кЬ,;\\.

Транспонируем матрицу А •В = С = ||с}| |c' = a*ft*, (см. опреде
ления 17.2, 19.1, 19.2, по k суммирование)

(А - В У ~ р = Ш Л = с \ = < Ь к1. (19.*)
2. Транспонируя матрицы Л и В и вводя для удобства проме

жуточные обозначения, получим:
А =  \\а'к\\<=М(тхп)ШМ A' = F=  ||/*|| |/* = а‘»,

В  =  || ft* || <= М (п х р) Ш Х  В т =  G =  || gi || | g' =
Откуда

B'.A'  = G-F=L=\\li\\\l^=g'kf4 = b lal^a‘kb4. (19.**)
3. Сравнив выражения (19.*) и (19.**), получим, что d[ = l[ 

гфи всех </, /> е{1 , 2, 3... т }х {1 , 2, 3... п}, что означает равен- 
Ство матриц D и Z., а в конечном счете (А-Ву = В'-А’ ■

Для множества всех квадратных матриц одного порядка 
М(п, R )  с операциями сложения, умножения на действитель
ные числа и умножения матриц принято специальное назва
ние — полная линейная алгебра или матричная алгебра.
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Ее обозначение: g l (л, R) или gl(n).
Из предыдущего следует, что для всех таких матриц опреде. 

лены сложение, умножение, умножение скаляра на матрицу

Основные свойства полной линейной алгебры
Для всех матриц [А, В , C]czgl(n, R), единичной матрицы 

£ е ?/ (л , R), нулевой матрицы Ое£/(л, R) и любых {о, pfcrR 
gl. 1. A + 0 = A. 
gl. 2. A + ( - A )  = 0. 
gl. 3. Л + (В  + С) = (Л + fi)+C. 
gl. 4. А-\-В = В-\-А. 
gl. 5. a-(fi'A) = (afi)-A. 
gl. 6. (а + P)-A =a-A -|- p-A. 
gl. 7. a-(/4 + fl) = a-/1 + a-B. 
gl. 8. \-A=A. 
gl. 9. 0-A=0. 
gl. 10. A-(B-C) = (A-B)-C. 
gl. II.  E- A = A ■ E = A. 
gl. 12. 0-A=A-0 = 0. 
gl. 13. a ‘(A • fl) = (a • A )• В = A *(a • B). 
gl. 14. A-(B + C)=A-B + A-C. 
gl. 15. (A + B)-C = A-C + B-C.
Оказывается, единичная матрица занимает в матричной ал

гебре совершенно уникальное место: никакая другая не может 
удовлетворять условию gl.ll.

У т в е р ж д е н и е  19.2. Если А-Х — А или Х-А=А для любой 
матрицы A^gl(n) ,  то X - E ^ g l ( n ) .

До к а з а т е л ь с т в о .  Докажем первое предложение:

(X\(VA^gl(n)/\A-X = A))=>X = E.
Для этого заметим, что по условию утверждения Е-Х = Е  (если
взять А=Е).  С другой стороны Е-Х — Х. Так как произведение 
матриц определено однозначно ([ * — отображение, по 
утверждению 19.1), Х = Е.

Второе предложение утверждения доказывается анало
гично. ■ 

Еще более очевидно свойство gl. 12: 0-А=А-0 = 0 для всех 
A^gl(n) .

З а д а ч а  19.2.1. Какие из матричных тождеств справедливы 
для всех квадратных матриц одного порядка?

1. (A + B f ^ A 2 + 2A-B + B2. 2. (А + В ) - ( А - В ) ^ А 2- В 2-
I. Преобразуем выражение: (A -\-Bf = (A +В)-(А + fi) = ’-
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Заменяя этим разложением левую часть выражения, придем 

к А-В = ?, это означает, что для всех [A, B}czgl(n) равенство 
1 неверно.

2. Аналогично для (А ВЫ-4 — В ) Ф А 2 — В2.
(А + В )- (А-В )= ? .
Следовательно, для всех матриц {A, B ) a g l (n )  такое 

равенство ? не ? верно:
З а д а ч а  19.1.2. Найдите А" с произвольным натуральным п,

Указание. Решение задачи проводится методом математической индукции. 
Чтобы высказать гипотезу, надо найти произведения:

1a  « - a  т) - ( а : )- » •
( i T)-(i T)-(i T)-(J ?)-»•
Это позволяет предположить, что = l )  для Bcex 

тогда * п°  предположению индукции ^  ? ^ 1  а^  =  ?

Это означает выполнение требований метода математической 
индукции.

Формула Ак = верна при любом feeN.
Определение  19.3. Коммутатором квадратных матриц 

одного порядка А и В называется матрица, равная 
А-В-В-А.

def
Обозначается коммутатор матриц А и В: [А, В] =  А -В —В-А.

I

З а д а ч а  19.2.3. Какие из свойств умножения матриц на
следуются коммутатором? (Т. е. будут иметь место, если в свой
ствах 19.1 — 19.6 операцию умножения заменить на коммутатор
V (а, А, В , C )e R X (g l ( n ) f .

1. а [А, В ]= М , В] = [А, аВ].
2. [А, (В + С)) = [А, В]+[А, С].

[М + В), С]±[А, С] + [В, С].
А, [В, С]]Ф[[А. В], С].

3.
4.
5.
6 .

А, £] = [£, А]ФА,  (Е — единичная матрица gl (п)).
А, ВУ = [В\ А'}.
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§ 20. ПЕРЕСТАНОВОЧНЫЕ И ОБРАТИМЫЕ 
МАТРИЦЫ

Выше мы установили, что произведения матриц А-В и В А 
определены одновременно, когда эти матрицы — квадратные и 
одного порядка: {A, B}czgl (л), но, как мы заметили в § 19, они, 
вообще говоря, не коммутируют: А-ВфВ-А.  Вместе с тем этот 
случай, хотя и довольно редкий, представляет интерес.

I Определение  20.1. Квадратные матрицы А и В одного 
порядка называются перестановочными или коммутирующи
ми, если А-В = В-А.

Очевидно, что если матрица А перестановочна с матрицей
В, то и В перестановочна с А, ((А-В = В-А) =>(В-А= А-В)), что 
означает симметричность на множестве всех перестановочных 
матриц отношения:

С(Я) = {<Л, В>|М, B)cgl (n )/\A-B = B-A)

Dom C{n)czgl (л). Изучая свойства этого отношения, естест
венно поставить вопрос Dom C(n)==gl (л)? Для всякой ли матри
цы найдется перестановочная с ней? (См. gl. 1— gl. 15). Из это
го будет следовать, что Dom CM=gl(n).

Можно заметить, что не только единичная, но и всякая ска
лярная матрица перестановочна с любой матрицей того же по
рядка, так как

(Х-£).Л£Ц= *•(£•/!) Й=Ц*.(?.?) IL L ? . (?.?).

В частности, перестановочны две любые скалярные матрицы, 
и доказано следующее.

У т в е р ж д е н и е  20.1. Всякая квадратная матрица имеет 
перестановочную с ней, а скалярные матрицы перестановочны со 
всеми матрицами того же порядка.

З а д а ч а  20.1.2. Определите, замкнуто ли относительно сло
жения и умножений множество всех матриц, перестановочных с 
матрицей А (т. е. перестановочны ли с данной матрицей произве
дение скаляра на матрицу, сумма и произведение матриц пере
становочных с А).

До к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим множество всех перестано 
вочных с матрицей A^g l (n )  матриц

C(A)={Xe=gl(n)\A-X = X-A) (20 .с)

Возьмем произвольные матрицы {В, С}с:С(Л).
1. >4 *(а В) = а(/1>В) = а(В-/4) = (а В)-А.
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Что означает перестановочность а В с матрицей А.
2. А " (В-|- С) £== ? == В-А С'А ^==?._____

Следовательно, матрица (fl-f-C) ? не ? перестановочна с А.
3. А-(В-С )*и= (А-В)-сШ=^(}-?)-сШ =?-(?-С)±(В-С)-А.

Значит, (В-С) и А ? не ? перестановочны и, таким обра
зом, множество матриц С (А) ? не ? замкнуто относительно основ
ных матричных операций.

Следующие вопросы: как много для данной матрицы пере
становочных с ней и можно ли их все отыскать? Рассмотрим ре
шение этой задачи на примере.

Пример  2 0 .1 .  Найдем матрицу, перестановочную с

f )e g l(2 ) ,  т. е. X<=gl(2) \А-Х = Х-А.

Пусть *  = (2  и ) -  искомая матрица, тогда условие пере
становочности влечет матричное уравнение:

[ (? ?)•(: 9 -е №  Ь
так как равенство двух матриц означает равенство их соответ
ствующих элементов, то будем иметь систему уравнений

3 jt  +  2 z  =  3 j c + 1  у,
Зу + 2и = 2х+ 1 у,
1 х + 1 г = Зг 4-1 и,
\y-\- 1н = 2г + \и,

решая ее, получим х=2г + и и у = 2г, что означает перестано
вочность с А всех матриц вида:

В  (Г *2/>
где г и и — произвольные действительные числа.

Придавая значения г и и, будем получать матрицы, переста
новочные с А, например:

<г, «> =  <1, 0 > :(2  J ) ,  <г, «> =  <0, 1 > :( ‘ ° ) ,

<г, и> = <1. 1>:(3 2  ̂ <2 1>:(?

и т. д. Т. е. перестановочны с данной матрицей не только ска
лярные.
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З а д а ч а  20.1.1. Является ли отношение C(n)czgl (n)Xgl (п) 
отображением?

Указание. См. определение 7.1, пример 20.1.

<А, S .)
(А, В2>.

( я )  >
fl, = fi;=»Ci.,-? не ? отображение.

З а д а ч а  20.1.3. Докажите, что если матрица диагональна, 
причем все ее диагональные элементы различны, то всякая пере
становочная с ней матрица тоже диагональна.

Указания. 1. Если А и В — диагональные (не обязательно скалярные), на
пример.

4,0 0 
0 Х,0 
0 0 К,

Jo 0 6

V,0 0
0 |Х20 
0 0 ц,

ч0 0 0

то А-В = В-А.
2. Пусть А — диагональна,А =  ИХ'в)!!, а В  имеет хотя бы один недиагональ

ный элемент, тогда, например:

А В -

А.,0 0 .. 0
0 XjO .. 0
0 0 V . 0

0 0 0 " к

ц,0 0 0
0 ц20 .. 0
0 0 ц3.. 0

0 0 0 ” и.

|1,0 ц 0
0 |ij0 0
0 0 ц,. 0

0 0 0 ' ц.

Л,0 0 . . 0
0 Х,0 . 0
0 0 V 0

о о о  ! к

В-А-

Какое условие на элементы матрицы В  влечет равенство А-В =  В-А? ♦

Мы видели, что даже в довольно простом случае матриц вто
рого порядка (пример 20.1) задача определения матрицы, пере
становочной с данной, свелась к решению системы линейных 
уравнений с четырьмя переменными. Поэтому закономерны за
дачи, как найти более простые способы определения матриц, 
перестановочных с данной или выделить такие матрицы, чтобы 
перестановочные с ними можно было бы найти менее сложны
ми вычислениями. Частично на последний вопрос ответ уж е  
дан: скалярная матрица перестановочна с любой матрицей того 
же порядка. Но пример 20.1 показывает, что скалярными могут 
не исчерпываться все матрицы, перестановочные с данной.

Усилим требование перестановочности.

Определение  20.2. Квадратная матрица А называется 
обратимой, если существует перестановочная с ней матрица 
В такая, что их произведения равны единичной матрице:

А- В = В-А = Е. (20.1)
В этом случае матрицу В называют обратной к А. 
Подмножество в gl (п) всех обратимых матриц называет

ся полной линейной группой.
Обозначение полной линейной группы: GL(n, R) или 

GL(n).
Очевидна
Ле мма  20.1. М ( п ) Ф 0  и GL(n )3E .
Так £•£ = £•£ = £. (См. gl.l-gl.15).
Определение 20.2 задает новое бинарное отношение:

[■ 'Jo - K * .  В >1^* B }a g l (n )A A - B  = B.A = E }^ C (n).

Исследуем его свойства (подобно свойствам отношения £<«))•
1. [ очевидно, тоже симметрично.

Это позволяет при выполнении условия (20.1) для двух матриц 
называть их взаимно обратными.

Симметричность [ _1] (Я) позволяет утверждать, что
2. Dom[ _ l]„ )= Im [ ~']{n) = G L(n )c :g l (п), т. е. бинарное от

ношение [ на множестве GL(n)  — сюръективно, (см. опре
деление 9.1).

3. Инъективно ли оно? (См. определение 9.2).
Допустим, что найдутся две матрицы А{ и At, перестановоч

ные с В:
< Л В > е [ - ' ] (.)Ш -Ai- В = В • А, =  £,

(20,1)(А2, В ) е [  ](.) — . 

Рассмотрим произведение:

А,-В = В • Ао = Е.
(20.*)

(20.**)

(Лг в м 2Ш = ( ? м 28к=? 
gl. ion
АГ ( В . А , ) Ш Л  л,.(?)И==?

—у” А1 — Ап.

Следовательно, бинарное отношение [ '] (л)— инъективно. 
4. Из инъективности бинарного отношения [ ~'] (я) в силу его 

симметичности следует, что оно является отображением 
(утв. 9.1): [ “ 'I,,,: GL(n)-+ GL(n). ■

Эти результаты объединим в теорему.
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Теорема 20.1. Бинарное отношение
Г ‘](ЯН < Л , В)\{А, B]czgl (п)/\А • В = В • А = Е]

симметрично и является биективным отображением 
[ ~ } {l,)-GL(n)-+ GL(n).

Сл едс т в ие  20.1. Любая обратимая матрица имеет един
ственную обратную к ней матрицу.

Матрица, обратная к А, обозначается А~'.
Следст в ие  20.2. Для обратимой матрицы А обратима 

матрица А~\
(Так как, если (А, А “ •> е=[ _|] ()1)=» (А~\  Д>е[

Другими словами: множество матриц GL(n)  замкнуто отно
сительно операции обращения матрицы.

Следствие  20.3. (Л-1)-1 = А для всякой обратимой матри
цы А.
(Так как второй элемент кортежа отображения определяется 
однозначно, а значит, А =(/1_|)_|).

З а м е ч а н и е  20.1. Понятие обратимой матрицы несколько 
переопределено: достаточно одного из требований: А-В = Е или 
В-А=Е,  а другое из него следует.

Например, пусть выполняется только одно условие: сущест
вует для A ^g l (n )  матрица В ^ g l (л) такая, что А-В = Е, тогда 
рассмотрим произведения:

(А-В)-А = Е-А *2=У=Л 
gl?«
А-(В-А) des В‘А~ Х А-Х

■ А-Х = АШ=*>--Х = Е.

Обозначение, ^ ^ обозн ачн м , от английского “ to designate’  —  обозначать

Заменяя по обозначению X на В -A, имеем В-А=Е.  Аналогично 
можно показать: В-А = Е=>А-В = Е.

Так что можно давать и такое определение обратимости мат
рицы:

■ Определение  20.2'. Матрица A ^g l (n )  называется об
ратимой, если существует матрица В такая, что

А 'В  — Е или В-А=Е.  (20.2)

Теперь попробуем решить вопрос — насколько содержа
тельно понятие GL (л), найдутся ли еще в gl (л) обратимые мат 
рицы кроме Е, затем всякая ли квадратная матрица обратима,
т. е. [E}=£GL(n)=£gl(n).

Постараемся ответ на первый вопрос извлечь из результата 
примера 20.1.
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Пример  20.2. Был найден общий вид матриц, перестано

вочных с матрицей Л = ̂  а именно: X = ^и)Ь2’
Определим, есть ли среди них обратные А, т. е. такие, что 
Х-А = Е  (по определению 20.2 достаточно проверки только это
го условия).

/2z + u 2z\ /3 2\_/1 0\ 
V 2 и;Л 1  1/ \0 \)' 
/8z + 3u 6г + 2и\ /I 0\
\3г+ и 2г+ и )~ \ 0 \)'

отсюда имеем систему уравнений 
8z + Зи = 1,
6z + 2u = 0, j  « = 3, 1 — 2\

' « - 0 Л Ь - - 4 .  “ V - 1 У
2z+ и= 1,

Следовательно, GL(n )^ {E } .
Чтобы ответить на вопрос, совпадают ли GL(n)  и gl(n ), вы

ясним, обратима ли, например, матрица

I £:=(i!!)=*'<2>?
Предположим, что Е\ обратима, т. е. существует такая мат

рица В, что Е\-В = Е.
Пусть # = (f*z тогда условие обратимости дает матричное 
уравнение:

( i э-е  id- ( j  ?>
а оно в свою очередь — систему уравнений:

которая, очевидно, не имеет решений, значит, матрица Е\ — не
обратима.

Отсюда следует, что и GL(n)<^.gl (п), т. е. не всякая квад
ратная матрица обратима.
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З а да н и е  20.1. Теперь естественно постараться узнать, об
ратимы ли для обратимой матрицы А

1. ей противоположная— ( —Л)?
2. ее транспонированная— А' ?

Для обратимых матриц А и В обратимы ли
3. их сумма или разность: А ± В ?
4. их произведение: А -В?

Выясним последнее: пусть А и В обратимы, т. е.
А-А~' = А~Х-А = Е, (20.а)

и
В-В-' = В - Х-В = Е. (20.в)

Удобнее воспользоваться определением 20.2, рассмотрим про
изведение:

(А-В) ' (В~1‘А~1) ( Д . •((?•?)• А-')^=
±А-(Е-А-1)±А-А~' = Е,

что и означает обратимость А-В. Более того, мы доказали, что 
обратной к А-В является матрица В~'-А~\ тогда в силу единст
венности обратной матрицы (сл. 20.1) можно считать доказан
ным следующее.

У т в е р ж де н и е  20.2. Если матрицы А и В обратимы, то их 
произведение обратимо и

(А В ) ~ '  =  В~1- А (20.3)
Это свойство может быть сформулировано иначе: множество 

матриц GL(n)  замкнуто относительно операции умножения 
матриц.

Постарайтесь ответить на остальные вопросы (1—3) задания
20.1, сначала проверив, если необходимо, свои предположения 
на примерах. ф

Например, М, в ) с : { ( ?  *), ( “ * = *), (J ') .  ( J j  ',)}

У т в е р ж д е н и е  20.3. Если матрица А обратима, то ее 
транспонированная и противоположная ей матрицы обратимы и

( - А Г 1= - А ~ \  (А ' Г '  = (А-'у. ( 20 . 4 )

З а д а ч а  20.2.3. Докажите утверждение 20.3. 
До к а з а т е л ь с т в о .
Пусть А е  GL (л)<>(3/4-1е С 1  (п)\А -А~' = Е).
1. (- 4 )- '= L - А ~ 1.

E ^ A - A - ' ^ d  1 ( A - A - ' ) = ( ( - l ) ( - \ ) ) ( A - A ~ l) ± ( -/!)•( -А ' ' )-  
Т. е. ( - Л ) . (- / !- ')  = £.
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В силу единственности обратной матрицы это означает, что 
( _ Л ) - ' =  -А~' .

2. (А')-'±(А~'у.
Транспонируем обе части равенства Е  = А~'-А:

Е' = (А-1-АУ=±А'(А-,)\

Откуда £=ь=Лт(Л~‘)т, а так как обратная матрица единственна, 
то М Т '- М - 'Г . ♦

Сл едс т в ие  20.4. Если матрица А — обратимая и симмет
рическая (кососимметрическая), то А~' — тоже симметрическая 
( кососимметрическая).

З а д а ч а  20.2.1. Докажите следствие 20.4.
До к а з а т е л ь с т в о .

A e G L  (л )о (3/1_| e G L  (п)\А - А =  Е).
< л утв. 17.1 .1. А — симметрическая -i=s=t— А =А.

. ^=А~' — симметрическая.
2. Случай кососимметрической матрицы А доказывается 

аналогично. ♦
В § 19 мы приводили основные свойства полной линейной 

алгебры, полезно выделить их для полной линейной группы.

Основные свойства полной линейной группы
Укажите утверждения, являющиеся обоснованием свойств: 

GL. 1. V M , B )a G L (n )  =>A-BeGL(n).
GL. 2. VA<=GL(n) XA~'f=GL(n). (\A-A~'=A~'-A=E\
GL. 3. Ef=GL(n) X (\A-E = E-A=A VAe=GL(n)).
GL. 4. V M . B ,  C}cGL(n)=>A-(B-C) = (A-B)-C.

Говорят, что полная линейная группа GL(n ) замкнута отно
сительно операций умножения и обращения элементов.

Свойства полной линейной группы являются фундаменталь
ными во всем курсе алгебры и геометрии. А именно: В аффин
ной и евклидовой геометрии при изучении преобразований 
плоскости и пространства, в теории кривых и поверхностей вто
рого порядка, квадратичных форм и квадрик; в дифференци
альной геометрии при изучении кривых и поверхностей в про
странстве; в геометрии проективного пространства и многомер
ной геометрии; в таких разделах алгебры, как теория групп, 
теория линейных операторов и теория многочленов. Современ
ная вычислительная математика, физика и кристаллография также 
не обходятся без использования полной линейной группы.



1

J у g  5. Матрицы

З а м е ч а н и е  20.2. Интересно, что если матрица А обрати
ма, то легко разрешимы относительно X матричные уравнения

А ■ X = В и Х 'А  = В. (20.5)

I Определение  20.3. Решением матричного уравнения
(вида А-Х = В или X • А — В) называется матрица, при подста
новке которой вместо X получается матричное тождество. 

Чтобы найти решение уравнения (20.5), домножим обе его 
части слева на матрицу А~

А-Х = В. 
А-'-(А-Х)^А~'-В,

(так как произведение матриц определено однозначно). Тогда 
А ~1 • В = А ~1 • (А • X ) ®У= (А -1 • А) • X &d= Е ■ X *У= X.

Т. е. Х = А~1-В.
Несложно убедиться в том, что такая матрица — решение 

матричного уравнения (20.5), так как
А-Х = А-(А->-В) = (А-А~')-В = Е-В = В.

Аналогично можно получить решение уравнения Х-А = В.
Таким образом, при решении подобных матричных уравне

ний важно знать, обратима ли матрица А, и в случае ее 
обратимости решением матричного уравнения А-Х = В яв
ляется

Х = А~1-В, (20.6)
а уравнения Х-А = В — соответственно, матрица

Х = В-А~1. (20.7)
В силу единственности обратной матрицы А~' (сл. 20.1) и 

того факта, что произведение матриц определено однозначно 
(утверждение 19.1), решения (20.6) и (20.7) уравнений А-Х = В
и, соответственно, Х-А — В единственны.

Пример  20.3. Решим уравнение = Q  ? ) ’

(3 2\I обратима (см. пример 20.2), тогда

- а  ?)•(? ? г = а  ?)• (- '. - in -
З а д а ч а  20.2.2. Найдите матрицу X, удовлетворяющую урав- 

ненкю: *• ( ' ] )  = ( _ !
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Указание. Подумайте, можно ли вычислять ответ по формуле X = В - А ~ 1, об

ратима ли матрица | ^ ?  Если нет, подумайте, как все же можно отыскать 
матрицу X, удовлетворяющую этому уравнению.

З а д а ч а  20.3.1. Докажите, что если матрица диагональна 
и все ее диагональные элементы ненулевые, то она обратима.

Указание. Пусть \ ,# 0  при /е{1 , 2... п) и

о ' м  ... 0
0 0 V-. о

ч0 0 0 ... Л. 
постарайтесь угадать матрицу В  такую, что

г X, о о ... о 
0 М  ... о 
О 0 Jlj... о

оо Г

§ 2Г. ВЫЧИСЛЕНИЕ ОБРАТНОЙ МАТРИЦЫ
В предыдущем параграфе мы поставили задачу: как нахо

дить все матрицы, перестановочные с данной, но она оказалась 
с довольно сложными вычислениями даже в случае матриц вто
рого порядка, поэтому мы ее несколько сузили, потребовав не 
просто перестановочности матриц, а выполнимости более силь
ного условия обратимости. Именно в этом случае может быть да
но не очень сложное правило нахождения обратной матрицы по 
данной обратимой. Но прежде чем говорить об общем правиле, 
рассмотрим пример.

Пример 21.1. Пусть дана некоторая квадратная матрица 
А и известно, что она обратима. Как найти обратную ей матрицу?

В силу замечания 20.1 достаточно найти матрицу X такую,
что А-Х = Е. _____

j  „•>

где х)— неизвестные действительные числа, {/, /}cz{ 1, 2} и 
имеем:

Для удобства записи соответствующей системы уравнений 
обозначим элементы матрицы X:

х\ = х, х'2 = у, х\ = г, х22 = и.
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Тогда перемножая матрицы

а н  а н
получим систему уравнений

x + 2z= l , 
у + 2и = 0,

Здс + 5 г = О,
Зу + 5и = 1,

откуда А ~'= ?.
Сделайте проверку:

?)•

* = ?, 
«/ = ?. 
2 = ?, 
U = ?.

^ " = G s M >  ? ) - ( i  ?)
Таким образом, задача определения обратной матрицы к 

данной, как и перестановочной с ней (см. § 20), сводится к реше
нию системы линейных уравнений (первой степени), а вопрос об 
ратимости матрицы — к проблеме существования решения та 
кой системы. Методы решения подобных систем и еще более 
сложных мы будем изучать и узнаем не только то, что система 
линейных уравнений может не иметь решений, может иметь их 
бесконечно много или иметь единственное решение, как в этом 
примере, но и критерии этих случаев.

Пока же будем пользоваться таким алгоритмом (правилом) 
для вычисления обратной к обратимой матрице любого поряд
ка: А = ||а'|| eG L (n ,  R).

1. Выпишем матрицу порядка пх2п вида:
1 0 0 
0 1 0 Справа от данной матрицы приписываем 

единичную матрицу того же порядка

ООО

2. Складываем и вычитаем строки такой матрицы, домножчя 
их при этом, если необходимо, на подходящее число так, чтобы 
привести матрицу к ступенчатому виду (сверху вниз):

* * * .... * \
\ • обозн* * * •••• * I

• * * .... * J

обозначены элементы, которые по-
й - )|1 Я 1 т « т о  п п о п Л п п ч п и а и М ЯV —

строк матрицы.

3. Аналогично, складывая, вычитая, домножив на подходи 
щий множитель строки матрицы, приводим ее левый квадрат к

диагональному виду (снизу вверх):

*  0 0 . . . .  0 
0 * 0 .... 0

0 0 0 *

• обозначены элементы, которые по
лучены в результате преобразования 
строк матрицы.

4. Делим каждую из строк матрицы на ее диагональный 
(обязательно ненулевой!) элемент, получим в левом квадрате 
единичную матрицу:

1 0 0 .... 0 
0 1 0 .... 0

0 0 0 .... V

• обозначены элементы, которые по
лучены в результате деления строк 
на диагональные элементы.

5. В правом квадрате — матрица, обратная данной, (за
писанной первоначально в левом квадрате).

Обоснование этому правилу мы дадим позднее при изучении 
решений и свойств систем линейных уравнений.

Найдем матрицу, обратную матрице примера 21.1, применяя 
описанный алгоритм.

/1 211 0\,2,-3,,)/1 21 1 0\(1)+2(J,/1 0 1 — 5 2\-<\3 51о 1 j ~ (0 - 1I- 3 1 J ~ Vo —11 —3 \) ~
-1(2)

/1 01 - 5  2\~Л0 1 I 3 - 1 /
Таким образом,

(з’ГЧ 'з  J )

J

<2>-3<1)
Обозначение. ~  — действия со строками: от второй отнять первую, ум

ноженную на 3.
З а да н и е  21.1. Попробуйте, применяя алгоритм, найти мат

рицу, обратную данной. Возможно ли это?
/2 4 I 1 0\ ,(l 210 lj~
Попробуйте найти матрицу, обратную А, исходя из определе

ния 20.2 матрицы, обратной данной. Какая получится система 
уравнений? Есть ли у нее решение?
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§ 22°. МАТРИЧНАЯ ФОРМА СИСТЕМЫ 
ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

Заметим, что система из т  линейных уравнений с п неиз
вестными:

а\х' + ajx2 + а̂дс3 +... + а\х" = Ь\ 
a2tx' 4- а\х? + а23 дс3 +... + а2лхГ = Ь2,

а?х' + а̂ ж2 + afx* +... + 0 "  = bm.

(22.1

может очевидным образом быть представлена (записана) в виде 
матричного равенства:

а\ а1, <4 ... а'п 
а2, а\ а\ ... а2 , или А'

где А = ||a' || еЛ1 ( т  х п) — называется основной матрицей сис
темы линейных уравнений (22.1), а матрица

a| а[ aj ... а\
2 2 2 2 а| а2 ... ап

а Г а? а" ••• <*.
имеет название расширенной матрицы системы линейных урав
нений (22.1).

Таким образом, система уравнений (22.1) имеет краткую и 
удобную матричную запись:

А-Х = В, ( 22 .2')

где А = Ца‘11 еЛ1 (m х п), X — ||д̂ || еЛ1 (п х 1), В — ||6‘|| eM (m  х 1) 
и B-столбец свободных членов.

■ Определение  22.1. Решением системы линейных урав
нений называется кортеж чисел (х'0, дс£, ... xj), подстановка ко-

л млгтл к л п л и л и и ы . /  v* И \ л нпллилина n i n T n  U h l

I превращает их в числовые тождества.
Так что всякое решение матричного уравнения (22.2) опреде

ляет числовой кортеж, являющийся решением линейной систе
мы уравнений (22.1) и наоборот.
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В том случае, когда т  = п, т. е. А — квадратная, и обратима, 

задача решения уравнения (22.2), а значит и системы уравне
ний (22.1), может быть сведена к вычислению матриц А~' и 

так как (см. замечание 20.2, (20.6))

Х = = А ~-В  = А-I (22.3)

Причем в случае обратимой матрицы А матрица X, а зна
чит, и решение системы уравнений (22.1) единственны.

З а м е ч а н и е  22.1. Можно заметить, что в § 21 п. 1. мат
рицей

а\ а12 aj .■ а\ 10 0. . .. 0 \
2 2 2 а, а\ а% • 0 1 0 . . . 0  \ (22.X)

а; aj апз •’ а;: 0 0 0. . • л )

компактно записана система из п уравнений, которая получится 
приравниванием соответствующих элементов матриц А-Х = Е:

'a\ aJ а'3 
а? а\ аз

Щ а3 ООО
т. е.

га\ а\ а'3
2 2 2 а, а\ а1з

а"2 а"3

соответствуют матрицы (основная(расширенная):

а[ Оз •• а; 1
а* а2 аз •: а".

0

а? aj «3 •• < 0
(22.Х,)
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затем
'а\ а.\ а13 
а? а\ а\

^  а2 а"3 ... а 

с соответствующими матрицами

'а\ а'2 а'з 
а2, а\ а23

.а, а", а".
и т. д. до последней:

а\ а2 а\ 
а2 а\ а\

,а а, а, ... а

(22.Х2)

с матрицами:

а\ а2 а'з ... а'п
2 2 2 2ai ai ai ... ai

а1 ап2 ая3 ... а"

Из этого видно, что система п2 уравнений с п2 неизвестными 
состоит из п систем уравнений, каждая из которых от п (своих, 
не встречающихся в остальных системах) переменных и имеет 
п уравнений. Причем все эти п систем имеют одинаковые основ
ные матрицы и различаются только столбцами свободных чле
нов. Это и позволяет компактно и удобно для преобразований 
объединить матрицы этих п систем в одну матрицу (22.X). Пре
образование ее строк (по алгоритму § 21) и есть преобразование 
коэффициентов п уравнений.

(22.ХЯ
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ИСТОРИЧЕСКАЯ СПРАВКА

Математика — это большой город, чьи 
предместья не перестают разрастаться, в то 
время как центр периодически перестраивает
ся, следуя каждый раз все более ясному пла
ну и стремясь к все более и более величест
венному расположению, в то время как ... ста
рые кварталы с их лабиринтом переулков сно
сятся для того, чтобы проложить к окраине 
улицы все более прямые, все более широкие и 
удобные.

Н. Бурбаки. «История математики»
Мы видели, как довольно естественно с системой линейных 

уравнений соотносится матричное уравнение и две матрицы: 
основная и расширенная. При решении такой системы ее урав
нения преобразуют, чтобы их упростить: умножают на подходя
щие числа, проводят замену уравнений системы на сумму или 
разность его с другими и т. д.— по существу все эти операции 
проделываются с соответствующими коэффициентами уравнений 
системы — элементами строк ее расширенной матрицы. Так что 
выделение таблицы коэффициентов системы линейных уравне
ний и замена действий с ее уравнениями на те же самые дейст
вия со строками ее расширенной матрицы оказалось удобным и 
привело еще в XV II веке к понятию матрицы. (Немецкое — Mat- 
rize — от латинского слова matrix, что означает — источник, на
чало).

Попытки ответить на вопросы, как по матрице системы ли
нейных уравнений узнать, когда система имеет решения, а когда 
они отсутствуют, и в первом случае — сколько их, привели к 
важному понятию в теории матриц определителя или детерми
нанта. Оно по своим идеям восходит к немецким математи
кам Г. Лейбницу, К. Ф. Гауссу (Gauss Carl Friedrich, 1777— 
1855) и Г. Крамеру (Cramer Gabriel, 1704— 1725). Другое важ
ное понятие — ранг матрицы, было введено немецким математи
ком Г. Фробениусом (Frobenius Ferdinand Georg, 1849— 1917), 
который внес вклад в эту теорию и разработал ее приложения 
в механике.

Хотя еще с середины XVII века матрицы использовались 
Лейбницем, только ко второй половине XIX века матрицы, неза
висимо от систем уравнений, стали объектом самостоятельных 
Исследований и, видимо, прежде всех — в работах ирландского 
математика У. Р. Гамильтона (Hamilton William Rowan, 1805— 
1865), затем — английских: А. Кэли (Cayley Artur, 1821 — 1895) и 
Дж. Сильвестра (Silvester James Josef, 1814— 1897).

Дело в том, что операции над матрицами (сложение, умноже-
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иие матриц и умножение скаляра на матрицу) возникли как тех
нический аппарат при решении задачи весьма далекой от проб
лем теории линейных уравнений — придании геометрического 
истолкования некоторым■ обобщениям чисел — кватернионам, 
которые были открыты Гамильтоном в 1843 году и составляли 
интерес для многих математиков середины XIX века.

Основные идеи матричной алгебры были сформулированы 
Кэли в 1858 году в работе “A Memoir on the Theory of Matrices" 
(«Мемуар по теории матриц»). Он развил некое исчисление, вво
дя числа специального вида, которые охватывали, как частный 
случай, известные к тому времени действительные и комплекс
ные числа и кватернионы. В основе его теории лежали именно 
такие действия с матрицами, что аналогами их были действия 
с уже изучавшимися в то время математиками и механиками ли
нейными отображениями векторных пространств. Так странное 
на первый взгляд правило умножения матриц соответствует 
композиции таких отображений. Интересно знать, что именно 
Кэли ввел одно из современных обозначений матрицы — две 
вертикальные черты: Ца',11.

Позднее глубокие результаты в теории матриц были получе
ны К. Вейерштрассом (Weierstrap Karl Theodor Wilhelm, 1815— 
1897), Г. Фробениусом — немецкими математиками, и францу
зом— Э. Жорданом (Jordan Marie Emanuel Camille, 1838— 
1922), они стали классическими в теории матриц и носят их 
имена.

Можно сказать, что в современной математике нет, пожалуй, 
почти ни одного серьезного раздела, в котором в той или иной 
степени не использовались бы достижения теории матриц. При 
этом именно в силу поразительной универсальности матричного 
аппарата, результаты отдельной задачи, исследования, зачастую 
принимают общий и более глубокий характер, связывающий 
между собой, казалось бы, довольно далекие проблемы. К при
мерам подобного можно отнести и такие вопросы настоящего 
курса, как закон инерции квадратичных форм и проблемы при
ведения линейного оператора к каноническому виду, законы из
менения координат точек при аффинных преобразованиях и дви
жениях плоскости и пространства, проективных преобразована 
ях проективных пространств и многое другое.

Без матричной техники немыслимы и многие разделы совре
менной физики, механики и оптики, квантовой механики, еще от
метим, что координатное (матричное) пространство будет основ
ным в моделировании систем аксиом различных геометрий, с ко
торыми предстоит знакомство в настоящем курсе — геометрий, 
кажущихся сначала фантастическими, но тем не менее реальны
ми и даже реализованными не только в умозрительной матема
тике, но и в ее приложениях в физике, теории относительности 
и т. д.
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ПОДСТАНОВКИ

ГРУППЫ



ПОДСТАНОВКИ 

ГРУППЫ

§ 23е. Подстановки. Операции на подстановках.
§ 24*. Группы. Основные свойства.
§ 25. Четность и знак подстановки.
§ 26. Определитель матрицы.

Основные понятия: подстановка, перестановка, операции на 
подстановках: произведение (композиция) подстановок, инверсия 
подстановки; тождественная подстановка; группа, подгруппа, 
нейтральный элемент, обратный (противоположный) элемент, 
мультипликативная группа, аддитивная группа, четность под
становки, знак подстановки, транспозиция; определитель мат
рицы.

Необходимые сведения: конечное множество Р  (п), бинарное 
отношение, граф бинарного отношения, отображение, образ и 
прообраз элемента, композиция и инверсия отображений, свой
ства композиции и инверсии отображений, тождественное ото
бражение, преобразование, симметрическая группа порядка «. 
факториал — п\, поворот плоскости, параллельный перенос плос
кости.

Рекомендации: если использовать пособие в лекционной работе, то п о лезн о  
предварительное самостоятельное знакомство студента с содержанием (опреде
лениями) § 23®, материал § 24* может быть опушен при чтении лекции или 
оставлен для самостоятельного ознакомления с основными понятиями, более глу
бокое изучение темы «группы» планируется позже.
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Лекция 12

~ г

С е м е с т р  I
•Множества и отношения на множествах.

(S 1 — § 5).
- Операции на бинарных отношениях. Отображения.

(§ 6 —§ 8).
- Биективные отображения. Преобразования.

(§ 9 - §  12).
Бинарные отношения на множестве. Фактор множество.

(§ 13 - §  16).
• Матрицы. Основные операции и свойства.

(S 17 — § 22).
■ Подстановки. Группы.

(« 23 — § 26).
■ Определители.
Векторные пространства.

• Линейно зависимые и линейно независимые системы векторов.
■ Ранг матрицы. Системы линейных уравнений.
Линейные отображения векторных пространств.

■ Матричное представление гомоморфизмов.
• Алгебра линейных операторов.
■ Собственные векторы линейных операторов.
■ Евклидовы векторные пространства.
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§ 23°. ПОДСТАНОВКИ. 
ОПЕРАЦИИ НА ПОДСТАНОВКАХ

Мы упоминали, что одной из важных характеристик квад
ратной матрицы является ее определитель, но прежде, чем вво
дить его для матриц произвольного порядка, потребуется зна
комство с отдельными результатами теории подстановок, кото
рая представляет собой самостоятельный раздел математики, 
а в нашем курсе на свойствах подстановок основаны некоторые 
понятия и доказательства свойств определителей матриц.

Напомним, что через Р  (п) обозначается конечное множе
ство, состоящее из п элементов (опр. 12.1), для удобства будем 
считать, что Р (п )  =  {1, 2, 3, Напомним также понятие.

О п р е д е л е н и е  11.2. Подстановкой или перестановкой
из п элементов называется любое преобразование множества

Множество всех подстановок из п элементов называется 
симметрической группой п-ого порядка и обозначается S„.

Напомним: преобразование множества это биективное отображение его на 
себя (см. определения 11.1, 10.1, 9.1, 9.2).

Подстановки будем обозначать греческими буквами, напри
мер: х:Р(п)-*- Р (п ).

Пример подстановки из пяти элементов: <p:/>(5)-*-/>(5):

Это отношение ф =  {< 1, 2 ), <2, 5 ), <3, 3>, <4, 1), <5, 4>} мож
но изобразить иначе, выписывая кортежи столбцами:

Р (п ) .

Ф =  {<1. 2>, <2, 5>, <3, 3>, <4, 1>, <5, 4)}. 
Графы этого отображения на рис. 75.

1 1 3

4

5

3

2

4

5

3

2

^(5) ----- > Р (5) Р (  5 )

Рис. 75
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ГТ 2 3 4 51 0,,уская знаки М 2 3 4 51

; Ф =  U  5 3 I  d j * пГпоТуГиГ Ф =  \2 5 3 1 4J ’
последнюю запись обычно называют подстановкой, если же 
указана только строка образов элементов Р  (п), например:

ф= <2, 5, 3, 1, 4) или <р =  (2, 5, 3, 1, 4),
то чаще говорят о перестановке из п (в нашем случае — пяти) 
элементов Оба термина и формы записи равнозначны и рав
ноправно употребимы, мы же, как правило, будем отдавать 
предпочтение первой из них из соображений ее большей на
глядности:

Г I 2 3 4 ... п \ 
х- \  т (1) т (2) т (3) т (4) ... т ( л)  / •

Часто пользуются обозначением подстановки в виде дву
строчной матрицы:

/ 1 2 3 4 ... п \ 
х =  {  т(1)  т (2) х (3) т (4) ... т (п) J

По теореме 11.2 симметрическая группа S„ замкнута относи
тельно операций композиции и инверсии, это означает, что ком
позиция подстановок, как композиция биективных отображе
ний (см. определения 8.2, 6.1), есть подстановка, и инверсия 
подстановки, как инверсия биективного (обратимого) отобра
жения (см. опр. 8.3, опр. 5.7, утв. 8.1), есть тоже подста
новка.

Полезно уметь находить по данным подстановкам их компо
зиции и инверсии. Рассмотрим примеры таких вычислений.

П р и м е р  23.1. Пусть <р =  | ‘ 2  ̂ * J }  .

Записав подстановку <р как бинарное отношение 
Ф =  {<1, 2 ), <2, 5>, <3, 3>, <4, 1>, <5, 4)}, 

несложно получить ее инверсию:
ф-'= {<2, 1>, <5, 2>, <3, 3>, <1, 4 ), <4, 5>}, 

записав ф_| в виде двустрочной матрицы, получим:
/2 5 3 Т 4\ I упоряд^им по I /Т 2 3 4 5\

%> * =  I I =  элементам первой = 1  _ _ _ I =
\ i  2 £  & 5/ | строки j \4 X 3 5 2/

/1 2 3 4 5\
\4 1 3 5 2)|и запишем в 

стандартном 
виде
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Это позволяет сформулировать простое правило:
Чтобы получить подстановку обратную данной, надо поме

нять местами ее строки, а затем упорядочить по элементам 
первой строки.

П р и м е р  23.2. Найдем композицию подстановок ф°ф, если 
/1 2 3 4 5\ „ / I 2 3 4 5\ 

ф - ( г  5 3 1 4 / ’ 3 *  (б  3 2 1 4 J '
^  =  2 3 4 5 W '  2 3 4 54 
^ v  \5 3 2 1 4/ \2 5 3 1 4/

Композиция подстановок (как отображений или бинарных от
ношений) наглядно представляется на графах (см. рис. 76):

1 2 3 4 5  1 2 3 4 5

Рис. 76

Откуда с очевидностью следует, что
1 2 3 4 5> 

2 5 Г
/1 2 3 4 5\ 

^0(f ( з  4 2 5 I )  '
Эту подстановку можно получить, выписывая вспомогатель

ную матрицу, где первые две строки — подстановка <р (первая из 
выполняемых), а последняя, третья строка заполняется образа
ми соответствующих элементов второй строки при действии ото
бражением ф:

defф(2)  =  ф(ф(1) )  =  3 = (ф о ф)(1),
Hpf

ф ( 5 )  =  ф ( ф ( 2 ) )  =  4 = ( ф ° ф ) ( 2 ) ,  
'М3) =  ?, * ( 4 )  =  ?, (5) =  ?.

12  3 4 5
2 5 3 14
3 4 ? ? ?

Откуда:

ф°Ф =  ̂ 1 2 3 4 5> 
5 3 2 1

5\ /1 2 3 4 5\ /1 2 3 4 5\ 
4/°\2 5 3 1 4/ \3 4 2 5 1/

12 3 4 5
2 5 3 14
3 4 ? ? ?
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Сформулируем удобное правило вычисления композиции под

становок.
Чтобы найти композицию дух подстановок ф°ф, надо выпи

сать вспомогательную матрицу, первые две строки которой есть 
подстановка <р, а последняя, третья строка составлена из обра
зов элементов второй строки при действии подстановкой ф.

Найдем композицию тех же подстановок, но в другом по
рядке:

/ I 2 3 4 5\ /1 2 3 4 5\ / I 2 3 4 5\ 
Ф°Ф — ^2 5 з 1 4Д 5 з  2 1 4/ — \4 3 ? ? ? )

2 3 4
,5 3 21  

1 2 3 4 5
5 3 ? ? 4 
4 3 ? ? ?

Из этих примеров легко увидеть следующее.
В ы в о д ,  ф°ф=^ф°ф, т. е. композиция подстановок ? не ? ком

мутативна.
Композиция п раз подстановки ф на себя естественно назы

вать ее п-ой степенью подстановки и обозначать ф".
З а д а ч а  23.1.1. Найдите степени и композиции подста

новок:
. t /1 2 3 4 5 V  /1 2 3 4 5\ф _ ф о ф _ ^ з  4 5 j 2J - ^ ? ? ? ? ? J-1 2  3 4 5' 

,3 4 5 1 2 ,  
-1 2 3 4 5 
3 4 5 1 2 
? ? > ? >

хоу= ( 1 2 3 V 1 2 3 4w *  2 3 4)\4 1 3 2/ \3 2 4 1/ V? ? ? } )
12 3 4
3 2 4 1
> > > >

а о р 2 3 V  2 3Wр \4 1 3 2/ \3 2 1/

Последний пример подчеркивает, что имеет смысл произведе
ние подстановок только одного и того же конечного множества.

З а м е ч а н и е  23.1. Естественно, тождественная подстановка 
имеет вид:

2 3 
, 2 3

В. Т. Петрова

/1 2 3 4 ... п\ 
VI 2 3 4 ... п) '



Ее инверсия е,_| =  е, и кроме того для любой подстановки 
x e S „  того же порядка т°е =  т и е<>т =  т.

Не составит большого труда убедиться в том, что для любой 
подстановки : e S , .

т- ,°т  =  е =  т °т-1.
В силу уже упомянутой замкнутости относительно компо

зиции и инверсии, можно сказать, что композиция и инверсия 
подстановок являются отображениями:

Р ( п ) Х Р ( п ) ^ Р ( п )  и Р (п )-+ Р (п ), 

которые будем обозначать [о] и, соответственно — [~ ‘], где 

[°]:<<р, ф>-*-ф°ф, a [_ |]:ф ф_|.

Отметим те свойства симметрической группы, которые уже 
были установлены при знакомстве со свойствами биективных 
отображений и бинарных отношений.

З а д а н и е  23.1. Укажите обоснования свойств:

194__________ L  Подстановки. Группы

Основные свойства симметрической группы

— по теореме 11.?.
Р.О: У{ф, 1(>}с:5л=>^офе5..
Р .1 :  У ф е 5 я = ^ ф - ' е 5 я.
Р.2: e e S „ . (е — тождественная подстановка)

Р.З: Уфе5„=>-фое =  еоф =  ф. — по замечанию 23.1.

Р.4: Уфе5„=>-ф°ф =ф оф =  е. — последствию 10.?.
Р.5: Уфе5„=>-(ф-|)-, =  ф. — по следствию 8.?.
Р.6: У{ф, >|>}с:5я=И\|>°ф)-1 =  ф_|°\(>_|. — по теореме 8.?.

>
Р.7: У{ф, ч|з, х }^ 5 я=>-х0('1’0Ч)) =  (Х0,1,)°Ф- — по теореме 8.?.
Р.8: У{ф, \|?}с5я=>фо\|?̂ :\|зоф. — по примеру ?.?.

П р и м е р  23.3. «В подстановках» можно решать уравнения. 
Сделаем это в общем виде: определим, как находятся подста
новки х и | такие, что

Х °а  = Р (23.*)
ао| =  р. (23.**)

Решить такое уравнение — значит найти подстановку х. удов
летворяющую (23.*) или, I  — соответственно, (23.**).

Всякая подстановка обратима (свойство Р.?), ее инверсия 
единственна и результат композиции однозначен, поэтому эти
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задачи решаются довольно просто, причем, решение как (23.*) 
так и (23.* *) единственны:

1. Для уравнения х°а =  р:

(Х°а)оа ' =  роа 1

Р.?

Р ?  Р.? 
х°(а°а_|) =  х°е =  х

(23.*')

2. Аналогично показывается, что решением уравнения (23.**) 
является подстановка

£ =  а - ‘ор- (23.**')

З а д а ч а  23.2.1. Решите относительно % уравнение в подста
новках ао|°р =  <р, если

_/1  2 3 4 5 6\ /1 2 3 4 5 6\ /1 2 3 4 5 6> 
а — \4 3 2 1 6  5 / ’ Р \3 1 2 6 4 5 / ’ ф \5 1 3 6 4 2>D

56W4 2/ ’

Указание. Уравнение а °| °Р  =  <р можно свести к предыдущим, если ввести обо
значение х =  !°Р. и решить сначала уравнение а°х==<Р относительно х:

/1 2 3 4 5 6\-1 / I 2 3 4 5 6> 
х =  а Ч>“ ^4 3 2 I 6 Ъ ) \5 I 3 6

а затем уравнение х =  ?°Р  решить относительно J  (при найденном х)- 
Сделайте проверку а°£<>р =  ф.
Как следствие примера 23.3 можно получить в общем виде 

решение уравнения в подстановках
а°£ °Р =  Ф

как
1 =  а 'офор

(23.***)

(23.***')
З а д а ч а  23.1.2. Найдите ф , если

ф = (
1 2 3 4 5 6 7  8 9 10> 
3 5 4 6 9 7 1  10 8 2,

Указание. Найдите сначала <р2 = <р«ф, затем ф3=ф2оф и т. д., постарайтесь 
установить закономерность, используйте свойства P .l — Р.8 симметрической 
группы S ,0.

З а д а ч а  23.1.3. Найдите ф100, если

Ф  =  (
1 2 3 4 5  6 7 8 9  10> 
3 5 4 1 7  10 2 6 9  8>

Указание. См. указание к задаче 23.1.2.
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Представляет интерес вопрос — сколько всего существует 

подстановок из элементов конечного множества. Рассмотрим 
сначала задачу для малых значений я.

З а д а н и е  23.2. Определим, сколько существует подстано
вок из двух элементов? из трех? Для этого постараемся выпи. 
сать их все:

CD- GO-
/1 2 3\ / 1 2  3\ /1 2 3\ / 1 2  3\ /1 2 3\ / 1 2  3\ 
VI 2 3/’ V2 3 1/  \3 1 2/ ’ Vi 3 2/’ V? ? ? / ’ V? ? ?)■

Сколько существует различных подстановок из 4-х элемен
тов? из 5-ти? из л элементов? ф

Предыдущие рассуждения и вычисления позволяют выска
зать предположение

Т е о р е м а  23.1. Существует ровно л! различных перестано
вок множества, состоящего из п элементов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Я ( л )  =  { 1, 2, 3..... л}, тогда про
извольная перестановка ф =  <А,. Л2...... A ,> e S„ получается за
полнением п мест

числами { 1, 2, 3...... п}, каждое из которых берется только один
раз, в силу того, что <р: Р  (п)-*-Р (п) и биективно. Очевидно, под
считав сколькими способами можно заполнить эту таблицу, мы 
найдем число всех перестановок (и подстановок!) из п элементов.

Первое — число k{ — любое из Р (п ), поэтому первую клетку 
можно заполнить п способами.

Для заполнения второго места можно использовать любое из 
оставшихся п — 1 чисел: Р  (n)\{k,}. Таким образом, заполнить две 
клетки таблицы, т. е. два места в перестановке,

можно п (п — 1) способами, так как каждое из выбранных 
п — 1 способом число k2 может сочетаться с любым выбранным 
ранее п способами числом А,.

Для заполнения третьего места будем использовать одно из 
оставшихся п — 2 чисел /, (л)\{А,, Л2}, а всего способов выбора 
трех чисел из Р  (п) — ?.
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Отсюда ясен общий принцип подсчета числа возможных пе

рестановок из п элементов. Из него следует, что на л — 1-м шаге 
неиспользованными остались числа: Я(л)\{А ,, Л2, k3, ..., k„_2} — 
их всего два, значит, кортеж

кц — 2

может быть получен п (л — 1 )(л  — 2)... 2 способами. На послед
нее место может быть поставлено только одно неиспользованное 
еще число. Таким образом, таких кортежей длины л, что каждое 
число из Я (л) употребляется в его записи только один раз, 
т. е. перестановок, всего л (л — 1 )(л  — 2) (л — 3)... 3-2* 1 =  л1 

А так как подстановки и перестановки — две формы записи 
одного и того же бинарного отношения, то число всех подстано
вок из п элементов (или элементов симметрической группы л-ого 
порядка) тоже равно л!. ■

Следующие понятия и утверждения будут полезны при опре
делении четности подстановок и доказательствах в последующем 
некоторых свойств определителей, часть из них приводится без 
доказательств:

Л е м м а  23.1. ( V r e S ^ T ^ c )  3 i e P (л )|т (<)<*'.
Т. е. если подстановка т не тождественна, то найдется элемент 
I такой, что х (*)<*.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что т ( i ) ^ i  для любого
i^ P (n ) ,  в частности, т ( л ) ^ л .  Но 1т т  =  Р (л ), значит, т ( л)  =  л. 
Аналогично получим, что т?(п— 1) =  ?, и т. д. Окончательно: т =  е, 
что противоречит условию леммы. ■

О п р е д е л е н и е  23.1. Транспозицией называется подста
новка вида:

/1 2 3 ... i-  1 Г7| <+ 1 ... /- 1 [71 /+ 1 - п\
\1 2 3 ... *-1  |_/J 1+  1 ... /— 1 1_*J /Ч- I - « J '

Обозначение транспозиции: т(/.
Транспозиция xtj отличается от тождественной подстановки 

элементами, стоящими на i-ом и /'-ом местах и несложно видеть, 
ЧТО Ту =  Тц.

З а м е ч а н и е  23.2. т1/от/<=т?/ =  е V{xtf, t } c S , .  ♦
З а м е ч а н и е  23.3. Если две подстановки т и х' отличаются 

только порядком двух элементов второй строки, то найдется 
транспозиция xtj такая, что т<>т(/ =  т'.

| Если т' =  тот(/, то иногда говорят, что подстановка х' получе
на из т транспозицией (элементов i и /).
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У т в е р ж д е н и е  23.1. Бинарное отношение:

[</]s .  =  {<t, т °т(/>|т€=S„A{i, / ) с Р (п ) )  —

есть биективное отображение S„ —► S„.
Другими словами: домножив все л! элементов симметриче

ской группы S„ на некоторую фиксированную транспозицию 
(впрочем, это верно и в отношении любой фиксированной подста
новки из S„), получим л! различных подстановок.

С л е д с т в и е  23.1. Если x e S ,  и, меняясь, принимает все воз
можные значения в S „  то т' =  ToxJ/e S „  также пройдет все эле
менты S„.

У т в е р ж д е н и е  23.2. [ - ,]s„ =  U T- т_1) 1т е $я} есть биектив
ное отображение S„ -*■ S„.

С л е д с т в и е  23.2. Если t g S . i i ,  меняясь, принимает все воз
можные значения из S „  то T- le S „  также пройдет все элемен
ты S n.

§ 24*. ГРУППЫ. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА
Термин «группа» мы уже использовали, но в сочетании с 

другими словами: симметрическая группа, группа подстановок, 
группа преобразований множества. Собственно понятие «груп
па» имеет в математике самостоятельное значение и место.

О п р е д е л е н и е  24.1. Непустое множество G с заданным 
отображением *:GXG-*-G называется группой, если

G.1: 3 e e G |* (< a , е ) )= а  V a e G .
G.2: V a e G  3 a 'e G |*  ( (a ,  a ' ) )  =  e.
G.3: V{a, b, c}c=G=> * (* (<a, b)), c> )= * (<a, * ((b , c>)>).

Обозначается группа: ( G , *>.
Р а з ъ я с н е н и е .  Запись *(<a, b>) или /(<a, b>) неудобна,

defобычно пишется a*b, т. e. a*b =  *(<a, b>) (по определению). 
Часто для обозначения отображения * (его называют группо
вой операцией) используются знаки • или + , или вообще знак 
опускается: ab, тогда аксиоматика группы проще в написании:

1 0 .Г : 3e(=G\ae =  a Va<=G.
G.2': V a e G  3 a 'e G |a a ' =  e.

G.3': V{a, b, c}czG =>(ab)c =  a(bc)'.
Аксиома G.l называется аксиомой нейтрального э л е м е н т а  

(правого, поскольку е — правый сомножитель), а элемент е, 
удовлетворяющий G.1 — нейтральным элементом (правым отно
сительно операции *).
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Аксиома G.2 называется аксиомой обратного элемента, а 

элемент а' — обратным к а (правым).
Если групповая операция обозначена », то обратный элемент, 

как правило, обозначают а ~ ‘, а нейтральный элемент называют 
единицей группы и говорят о мультипликативной группе, ( “ to 
multiplicate” по-английски означает умножать). Если же группо
вая операция обозначена + , то обратный элемент обычно обо
значают — а, нейтральный 0, называют нулем группы и гово
рят об аддитивной группе. (Соответственно, “ to add” — перево
дится с английского, как складывать, прибавлять).

Аксиому G.3 называют аксиомой ассоциативности групповой 
операции.

З а д а н и е  24.1. Среди следующих примеров (из лекций 
1—5) укажите группы, проверьте, почему то или иное множество 
относительно указанной операции является или не является груп
пой, выполняются ли аксиомы G . l '— G.3':

1. <R, +  > — группа.
2. <R, •) — не является группой. Не выполняется аксиома

G.2: 0 - ? Ф \ .  ф
3. <R\{0}, + )  — не является группой. Не выполняется акси

ома G.1: отсутствует элемент такой, чтобы а +  ? =  а. ф

4. <Rf , ’ ) — группа, [е — 1, а ' =  ‘/а}. ф
5. <Z, +> — группа. {е =  ?, а ' =  ?}. ф
6. <Z\{0), •) — не является группой. е= \ ,  но не выполняет

ся аксиома G.2: отсутствует элемент такой, чтобы а * ? =  1. ф
7. ( JP (X ) ,  о) — группа, {е =  ?, а' =  ?}. (лекция 3). ф
8. (S„, о) — группа. {е =  ?, а ' =  ?}. (лекции 3, 6). ф
9. (М  (т х п ) ,  +> — группа. {е =  0 , А '= — А). (лекция 5). ф
10. <G L (n ), + > — не является группой. Сумма двух об

ратимых матриц может быть необратима, например: 
(A, — A ) e G L -  (п), но А + ( — А )=  0 & G L 2 (п), т. е. [ -Н ] не явля
ется отображением G L2(п )-+GL2(п). (лекция 5). ф

11. ( G L (n ), •) — группа. {е =  ?, а ' =  ?}. (лекция 5). ф
12. (g l(n ), +  > — группа. {е =  ?, а ' =  ?}. (лекция 5). ф
13. <g l(n ), •) — ? не Ргруппа. (лекция 5). ф
14. <U, У )  — не группа. Не выполняется аксиома G.?'.

(лекция I). ф
15. (U , П ) — не группа. Не выполняется аксиома G.?'.

______ __________________________________ (лекция I). ф
16. (U , \ ) — ? не Ргруппа. (лекция I). ф
17. <Zm, +  > — группа. {е =  ?, а' =  ?}. (лекция 4). ф
18. <Zm, •) — ? не ? группа. (лекция 4). ф
Многие из этих примеров групп, например: о),

<S„, о), <GL («), •>, <gl(n), +  >, <Zm, +  > и другие, их свойства
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представляют самостоятельный интерес, они даже играли опре
деленную историческую роль в развитии математики, их изуче
ние будет составлять содержание некоторых разделов нашего 
курса.

■ О п р е д е л е н и е  24.3. Группа (G , • > называется коммута
тивной или абелевой, если (V {a , b}cG )= > (ab  — ba).

Часто обозначения аддитивной группы (+ ,  — а и 0) исполь
зуются именно для абелевых групп.

Так группы (R , +>, <R\{0}, •> и <gl(n), +> — абелевы, а 
( G L (n ), •) некоммутативна.

I О п р е д е л е н и е  24.4. Группа G называется конечной, 
если G конечное множество, в противном случае G — бесконеч
ная группа.

В предыдущем задании группа <Zm, +> конечная абелева, 
примером конечной группы является и симметрическая группа 
я-ого порядка (2ГЛ,

Группы образуют и некоторые из преобразований плоскости 
(см. определение 11.1, лекция 3) относительно их композиции (их 
последовательного выполнения, см. определения 8.2 и 6.1).

П р и м е р  24.1. Множество поворотов вокруг фиксирован
ной точки С плоскости П образует группу относительно опе
рации их композиции, она называется группой вращений плос
кости.

О п р е д е л е н и е  24.5. Поворотом плоскости вокруг ее точ
ки С на угол a e R  называется такое отображение плоскости 
в себя, при котором каждой ее точке М е  П сопоставляется 
точка М 'е П  такая, что

\СМ'\ =  \СМ\ и М СМ ' =  а.

Поворот плоскости вокруг ее точки С на угол а обозначается 
/?“ , а множество всех поворотов плоскости вокруг нее «£$;.

Для любой точки Л1е П по определению (рис. 77)

/?£(М) =  ЛГ | \СМ'\ =  \ СМ \ /\М СМ ' =  а.

Согласно определению композиции отображений

(/?»o/?J)(Af)=/?»(/?S(Af))=L/?&+e(Af)

для любой точки A f e l l ,  и любых a, p e R  значит, Rc°Rc =  Я?:+в 
и <&>с- (Р ис- 78)-

Очевидно, что R°c (M ) =  e, где е — тождественное отображе
ние плоскости на себя (см. определение 6.2, замечание 8.1). Так
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м '  = я $ ( м )
м "  = я £ ( м ' )  = ( я £ о я г ) ( м ' )

Рис. 78

как для произвольного a e R  и любой точки плоскости М

(R 'o e )(M ) =  Rmc (M ), и, значит, R'C°R 0C =  /?*,

то для множества /?с выполняется первая из аксиом группы: 
нейтральным элементом относительно операции о является тож
дественное преобразование плоскости, которое можно рассмат
ривать как поворот плоскости вокруг ее точки С на нулевой 
угол.

Помимо этого /?£°/?с =  /?с. что означает, что (R l)~ ' =  / ?c G ^ c 
для всякого a e R .  ♦

Причем операция композиции поворотов обладает свойством 
ассоциативности:

я м я £ °я с )= ( я тс °я£ )°я*  ♦
для всех a, р, v ^ R .

Таким образом, для множества всех поворотов плоскости во
круг ее точки С и операции композиции о выполняются все акси
омы G.1 — G.3, следовательно, <«^, о) — группа.

Несложно заметить, что композиция поворотов коммутатив
на, т. е. для любых действительных чисел а и р  имеет место
Rc°Rc =  Rc°Rc< так как /?£+, =  R^+p.

Таким образом, о ) — пример коммутативной группы.
П р и м е р  24.2. Множество 2Г параллельных переносов плос

кости П образует группу относительно операции их композиции 
(группу параллельных переносов плоскости).

Напомним определение параллельного переноса плоскости
на свободный вектор а.

О п р е д е л е н и е  24.6. Параллельным переносом плоско
сти на вектор называется такое ее отображение в себя, 
при котором каждой точке М е  П сопоставляется точка 
М ' е П  такая, что М М '& а .



202 6. Подстановки. Группы

М " = Т ;(М ') = (TfoTa) (M )
а

_______а

М  M ' = T i(M ) М  М ' = Та(М )
Рис. 79 Рис. 80

Параллельный перенос плоскости на свободный вектор а обо
значается Г; , а множество всех ее параллельных переносов — 2Г. 

Таким образом, по определению для любой точки М е П

Т ^ М ) =  М ' \ m Ve= a.

Согласно определению композиции отображений для любых 
векторов Ь и а имеет место:

для любой точки М плоскости П, значит, Tt <>Ti = T i ^i  и 
о-.гг х  гг^-гг.

Очевидно, что Ti <>t =  Ti  для всех свободных векторов a s  Т*  
и тождественное отображение плоскости в себя можно предста
вить, как е =  Г8е ^ ,  так что нейтральным элементом относитель
но операции композиции о в множестве 2Г параллельных перено
сов плоскости является ее параллельный перенос на нулевой 
свободный вектор.

Помимо этого 7';о7'5=  Т6= г, что означает, что (7 ; )-1 =
Можно показать, что операция композиции параллельных пере
носов ассоциативна:

T i ° ( T t o Гг)= (Г ;о  Тг)о Г-

для любых векторов а, Ь, с е У .
Значит, для множества 2Г параллельных переносов плоскости 

и операции композиции °  выполняются все аксиомы группы 
G . l — G.3, и следовательно, о ) — пример группы.

Композиция параллельных переносов также коммутативна: 
Тк о Ti = Ti о Ti для любых свободных векторов а, 6е  27й, и имеем 
еще один пример коммутативной группы— ST.
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Основные свойства группы

В дальнейшем а, b, а', е, х, у и т. д.— элементы группы G, 
т. е. на G задана операция, удовлетворяющая аксиомам G.1'— 
G.3'. При этом, естественно, хотелось бы знать ответы на во
просы: единствен ли нейтральный элемент группы, противо
положный к данному, можно ли сокращать коэффициенты 
в обеих частях равенств в группах, как это делается в числовых 
равенствах и т. д. Аксиомы группы G.1' непосредственно этого 
не утверждают.

Чтобы ответить на подобные вопросы, введем отношение:
['] =  { <а, a ')  \aa' =  e)czG i

и исследуем его свойства.
У т в е р ж д е н и е  24.1. Бинарное отношение ['] симметрично 

и является отображением.
(Сравните с утверждением 19.1).
Д о к а з а т е л ь с т в о .
1. Симметричность ['] означает (см. определение 13.4), что из 

(а, а ' ) е [ ' ]  следует <а', а> е ['].
Пусть {а, a ' } c G ,  такие, что аа' =  е. Рассмотрим

а'а =  (а 'а ) е =  Ье S  (а ' (а ') ')  М (Ь а ' )  (а ') ' =  ((а 'а )а ') (а ') ' =
Т des: a'a  =  b 4

=  (а ' (аа ')) (а ') ' =  (а 'е) (а ') ' =  а ' (а ') ' =  <?.
Таким образом для любого a e G  из аа' =  е следует а'а =  е, 

['] — симметрично.
2. [') — отображение (см. определение 7.1), если кортеж 

<а, а ')  с данным а в ['] единствен.
Допустим, что для некоторого o e G  найдутся (а, и

<а, а " ) е [ ' ] .  Рассмотрим

(а 'а ) а " =  е а " = (а "а ) а " =  а " (а а " )=  а” е =
G.?' ■ а= а".

а' (а а " )  =  а' е =  а'

Следовательно, V a e G  =► <а, а ' ) е [ ' ]  единствен. ■
Из этого утверждения сразу же следуют ответы на многие из 

поставленных выше вопросов.
С в о й с т в о  24.1. В  группе G для любого элемента существу

ет обратный.
Р а з ъ я с н е н и е .  Аксиома G.27 определяет существование для 

всякого a e G  правого обратного элемента, а свойством утвержда



ется, что всякий правый обратный в силу симметричности ['] есть 
и левый обратный элемент, тем самым его название — обрат
ный, становится обоснованным.

С в о й с т в о  24.2. Для любого элемента группы его противо
положный элемент единствен. (Сравните со следствием 20 1).

С в о й с т в о  24.3. В  группе G определен нейтральный эле
мент.

Р а з ъ я с н е н и е .  Аналогично предыдущему свойству утверж 
дается, что правый нейтральный элемент является и левым.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Надо показать, что из ае — а для любо
го d e G  следует еа =  а.

n  G .r. G.?' , , . св. 24.1 G.?'Рассмотрим еа = (а а  ) а =  а (а а) = =  ае =  а ■
С в о й с т в о  24.4. V a e G = > (a ') ' =  a.

(Сравните со следствием 20.2)
З а д а ч а  24.1.2. Докажите свойство 24.4.
Д о к а з а т е л ь с т в о .
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(а, а '> е [ ']  <а', а>«=[']
G.2'
=^<а', ( а 'П ^ П

=>a=(a'Y.

С в о й с т в о  24.5. (V {a, b]cz G\ab =  e)=>(b =  a' /\а =  Ь').
Т. е. если в группе ab =  e, то элементы а и b взаимно об- 

ратны. ♦
С в о й с т в о  24.6. В  группе G нейтральный элемент един

ствен.
Другими словами: если аё =  а или ёа =  а для {a, e}czG, 
ТО ё =  е. (Сравните с утверждением 19.2).

З а д а ч а  24.1.1. Докажите свойство 24.6. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, найдется элемент i e G  та

кой, что аё =  а для любого a ^ G .
Тогда

при а — ё
Гпо предположению

её
II ?

=>е = е.

С в о й с т в о  24.7. Для любых {a, 6) c G  существует единст
венный х такой, что ах =  Ь и единственный у такой, что уа =  Ь.

Это свойство означает, что в группах разрешимы, причем од
нозначно, уравнения ах = Ь  И уа =  Ь. (Сравните с замечанием § 20.2) 

З а д а ч а  24.1.3. Докажите свойство 24.7. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим случай уравнения ах = Ь.
0. Обе части этого уравнения домножим слева на а':
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а ' (ах) =  а 'Ь .

|G ? '

. , v св. 24.? св. 24.? (а 'а ) х —  г ex j

1. х =  а'Ь удовлетворяет уравнению ах =  Ь действительно,

, ч . О ?' . св 24.3 , а (а Ь )= (а а  ) Ь =  еЬ Ь.

2. Допустим, что найдется еще х|аж =  й, тогда

.  св. 24.? .  св. 24 ? , , , .  G.?' , ,  . ,  ? , ,  ? х ■■ ех - —  (а а) х =  а (ах) =  а ? =  х.

3. Аналогично доказывается, что у =  Ьа' является решением 
уравнения уа =  Ь, причем единственным. □

Если сравнить доказательство свойства 24.7 с задачами раз
решимости в матрицах уравнений вида А-Х =  В, Х-А =  В  (заме
чание 20.2) или в подстановках: x °a =  {J, ao| =  p (пример 23.3), то 
можно увидеть, что в том и другом случаях речь шла о решениях 
соответствующих уравнений в группах: полной линейной группе 
(обратимых матриц ( G L (n , R), •) с операцией умножения мат
риц) или в симметрической группе л-ого порядка (<«£'„, ° )  — с 
групповой операцией — композицией подстановок). Именно поэ
тому рассуждения и доказательства в этих случаях были так по
хожи.

С в о й с т в о  24.8. Для любых {a, b, c)czG  из ас =  Ьс следует 
а =  Ь, а из са =  cb следует а =  Ь.

Последнее свойство позволяет «производить сокращения» в 
уравнениях и равенствах в группах.

Может получиться так, что сужение групповой * операции 
группы G на ее подмножество Н Ф 0  удовлетворяет аксиомати
ке группы, тогда <//, * | „ )  — группа, причем ее структура в опре
деленном смысле наследуется от (G , * ) ,  в таком случае говорят
о подгруппе группы G.

О п р е д е л е н и е  24.7. Подгруппой группы (G , * ) называ
ется любое ее непустое подмножество Н такое, что

SG.1: V{a, Ь }с .Н  = > а*ЬеН .
SG.2: VaeE//=>a'e=//.

(где а' — противоположный к а элемент в группе G).
В этом случае говорят, что подмножество HczG  замкнуто от

носительно групповых операций G.
Обозначается подгруппа: //c=<G, *> или (G , *>=э//.



6. Подстановки. Группы

Р а з ъ я с н е н и е .  Аксиома SG.1 означает, что *\н:НХН-*-Н  
Аксиомы SG.1 и SG.2 обеспечивают выполнимость аксиомы 
группы G.2' для элементов из Н. Тогда а*а ' =  е£Н  и выполнима 
аксиома G.1 для Н. Аксиома группы G.3' выполнима, конечно, 
и для любых элементов из HczG. ф

Тем самым получено утверждение.
У т в е р ж д е н и е  24.2: Подгруппа Н группы (G , * )  есть груп

па <//, *|„>.
Очевидно следующее.
У т в е р ж д е н и е  24.2'. <G, * )  и <{е}, *|(,,>— подгруппы 

группы <G , *>.
О п р е д е л е н и е  24.5. Подгруппы (G , *> и <{е}, *|(#)>— 

группы (G , * )  называются несобственными подгруппам груп
пы (G , * ), остальные подгруппы (если они имеются) — собст
венные.

З а д а н и е  24.2. Найдите все подгруппы группы

У т в е р ж д е н и е  24.3. Бинарное отношение
& = { (G ,  Н )\Н  — подгруппа группы G}

рефлексивно и транзитивно на множестве всех групп.
Отсюда, в частности, следует, что всякая подгруппа подгруп

пы Н является подгруппой группы G.
С л е д с т в и е  24.1. Отношение есть отношение линейного 

порядка на множестве всех подгрупп группы (G , * ), причем, 
* lw >— наименьший элемент, (G , *> — наибольший.

§ 25. ЧЕТНОСТЬ И ЗНАК ПОДСТАНОВКИ
О п р е д е л е н и е  25.1. Пара неравных элементов

U, j )c z P (n )  относительно подстановки x e S ,  называется пра
вильной, если значение отношения: — — -— > 0, в противном

X (i)—Т (/)
случае говорят о неправильной паре элементов или их 
инверсии.

Подстановка называется четной, если число всех ее непра
вильных пар (инверсий) четно, в противном случае подстанов
ка называется нечетной.



Пара элементов {/, /'} рассматривается неупорядоченная. 
Конечно, тождественная подстановка всегда четна. 
П р и м е р  25.1. Найдем все правильные и неправильные па

ры элементов относительно подстановки 'I =  ̂  J 3 2 ) '  Множе-
ство Р ( 3) содержит только три пары неравных элементов: 
{{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}} из них:

I _2 1—2
1. {1, 2}: -------- =  -— т > 0, что означает правильностьт ( I )—т (2) 1-3

пары {1, 2} относительно подстановки т.
2. Аналогично, пара {1, 3} — правильная относительно х.
3. {2, 3}: < 0 , это означает, что {2, 3} — не

правильная пара (инверсия) относительно т.
т  * (  1 2 3\Таким образом, подстановка т =  ( ( 3 2 )  — нечетная, так

как у нее одна (нечетное число) неправильная пара.
З а д а ч а  25.1.1. Определите четность каждой из подстановок 

множества />(3) =  {1, 2, 3}, в какой из них число инверсий наи
большее? наименьшее? Сколько всего четных подстановок и 
сколько нечетных?

е _  / / 1 2 3 \ / 1 2 3 \ / 1 2 3 \ / 1 2 3 \ 
* 3~ \ \ \ 2  3 ) '  V * 3 2 / ’ V 3 2 1 / ’ \ 2 \ 3 j '

/ 1 2 3 \ / 1 2 3 \ 1 
\2  3 1 ) '  \3  1 2 )\ -

/ 1 2 3 \ / 1 2 3 \ ,\ I 2 3 ) =  е — четная, ( |  ̂  ̂ ) — нечетная (из предыдущего
примера).

§ 25. Четность и знак подстановки _________207

(
(
(
(:

1 2 3 
3 2 1
1 2 3
2 1 3
1 2 3
2 3 1

J  — ? не ?четная, число инверсий — ?

 ̂— ? не ?четная, число инверсий — ?

 ̂— ? не ?четная. число инверсий — ?

\ — четная, число инверсий — 2.12  3 
3 1 2 .

З а д а ч а  25.1.2. Укажите подстановку из трех элементов с 
точно одной инверсией.

Указание. Постарайтесь найти такую подстановку не «перебором», а опреде
лив прежде всего подстановку с наименьшим числом инверсий, затем попробуйте 
установить, как меняется число инверсий при перемене мест ее элементов.

Сколько в S 3 подстановок с одной инверсией?
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З а д а ч а  25.1.3. Придумайте подстановку из четырех эле
ментов точно с тремя инверсиями.

Указание. Можно выписать все 4! подстановок из четырех элементов и, опре
делив в каждой из них число неправильных пар, найти нужные.— Это верный, но 
слишком долгий путь решения. Подумайте, какова подстановка с наибольшим 
числом неправильных пар, затем — как их число можно уменьшать.

Сколько существует всего подстановок с тремя инверсия
ми в S 4?

У т в е р ж д е н и е  25.1. Любая транспозиция есть нечетная 
подстановка.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Определяя число инверсий в транспо
зиции

П 2 3 ... 1-1 [71 1+1 ... /- 1 [71 /+1 ... п\ s
"  \1 2 3 ... 1-1 Щ  i+1 ... / -  I [i_\ / + 1 -

I

заметим, что неправильными могут быть только пары, содержа
щие хотя бы один из элементов {», /'}. ф 

Без ограничения общности можем считать i< j .  Тогда
1. Определим, сколько неправильных пар вида {s, /}:

s - i _  s - i _  i- s  f > 0, если s < i < j  или s > j> i .  
тv (*)—x4/<*) *—/ /—* \ < 0, если i< s < / .  1

Следовательно, неправильных пар вида {s, i} столько же, 
сколько целых чисел между i и /', всего (/ — /— 1).

2. Определим, сколько неправильных пар вида {s, /'}: сравни
вая дроби — —̂— ---- =  -— т =  -.—- и (25.*), видим, что они взаи-

<*)-*„(/) *-< <-*
мообратны и неправильных пар вида Is, j )  столько же: (/— I — 1).

3. Пара {/, /}, очевидно, неправильная:

хц <*)—х«/ (/) 1~1
- 1.

4. Общее число неправильных пар, таким образом,
2 (/ — / — 1) +  1— нечетно и любая транспозиция — нечетная 
подстановка. ■

Подстановке в зависимости от ее четности приписывается 
определенное число

I О п р е д е л е н и е  25.2. Каждой подстановке сопоставляет
ся число: +  1, если подстановка четная, и — 1, если она нечет
на, это число называется знаком подстановки.

Знак подстановки т обозначается sign т. 
sign от латинского слова signum, которое означает знак и чита
ется «сигнум».
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Утверждение 25.1 теперь может быть переформулировано 

так: для любой транспозиции sign — I.
Так как число неправильных пар одной подстановки не 

может быть одновременно четным и нечетным, то имеем 
sign:S„-*-{ — 1, 1} с Dom sign =  S , и Im s ign= { — I, 1}.

I Для сравнения напомним известное о п р е д е л е н и е  25.3 
знака числа, его график и свойства: для любого х е  R 

(см. рис. 81)

sign х =
1, если х > О 
0, если х — 0 

-1, если х < О О

-1

Рис. 81

sign j  =  sign (afe) =  sign a sign b V{a, ft}czR'. (25.1)
Введем обозначение произведения всех заданных действи

тельных чисел а, при I, принимающем все целые значения
Л

от 1 до п: П  a, =  a ta2 ... a,.

Уметь определять знак подстановки и ее четность будет 
нужно при вычислениях определителей матриц, однако, непо
средственное вычисление числа инверсий (неправильных пар) 
хотя и несложно, но довольно громоздко даже для подстановок 
из трех элементов (для V t e S 4 надо перебрать уже 6 пар), по
этому желательно установить свойства знака подстановки, ко
торые позволили бы, по крайней мере, уменьшить объем таких 
вычислений.

| Свойства знака подстановки
Т е о р е м а  25.1. signx =  s ig n /  П  — — -— \ V t e S . .

I  *(/ )- !(/) /\«. 1)тР(я) /
(25.2)

Эта теорема позволяет, не подсчитывая числа инверсий под
становки, свести задачу определения ее четности к определению 
знака произведения дробей.
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Так для подстановки * =  (  J 3 2 )  пРимеРа 25.1
/ 1 —2 1 - 3  2 — 3\

S . g n T  =  S . g n  =

=  s ig n (- ^ i- 5 y - ^ p )  =  sign( — !)=■ — 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если подстановка т — четная, то по 
определению 25.2 знака подстановки: sign т =  1. С другой сто
роны, по тому же определению — число ее инверсий четно, что 
означает, что в правой части формулы (25.2) четное число отри 
цательных дробей, и в произведении имеем положительное чис
ло, по определению 25.3 его знак +1. Тем самым в случае чет
ной подстановки справедливость формулы (25.2) доказана.

Если же подстановка т — нечетная, то по определению, число 
sign т в  — 1, и число ее инверсий нечетно, что в произведении
(25.2) дает отрицательное число, а его знак — 1. Таким образом 
теорема доказана и в случае нечетной подстановки.

Значит, для любой подстановки ее знак совпадает со знаком 
указанного произведения. ■

С л е д с т в и е  25.1. sign е=  4-1 (т. е. тождественная под
становка всегда четна).

Следующая теорема позволит по характеру четности сомно
жителей определять знак (четность) их произведения (компози
ции), не подсчитывая непосредственно число его инверсий. 

Т е о р е м а  25.2. Для любых подстановок {<p, iplczS,:
sign (ifo«j)) =  sign ф • sign <p. (25.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть подстановки
_ _ /  1 2 3 ... n \

\  Ф  ( 1 )  Ф  ( 2 )  ф ( 3 )  ф ( я ) У '

. _ /  1 2 3 ... n \ _
\ Ч5 ( I ) 4> (2) ф (3) ф( л ) /

произвольные из & я. Тогда:
,hofr / 1 2 3 ... п \ / 1 2 3 ... п \ 

V Ф ( 1 )  Ф ( 2 )  ф ( 3 )  Ф ( л ) / ° \ ф ( 1 )  ф ( 2 )  ф ( 3 )  ф ( л ) /

_ /  1 2 3 ... п \
\  Ф ( ф ( И )  Ф ( ф ( 2 ) )  Ф ( ф ( 3 ) )  ф ( ф ( л ) ) / -

Найдем теперь знак ф°ф, используя результат теоремы 25.1 -
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=  s ig n п  ------Ы ----- ) =

< . - А т (о - » (д  ♦ (ч>(»))—♦ (*(/»/М (|. / |б )> (« | II

V сомножитель домножаем на 1

:sign п  -------b L _ ^ =„ Л_„, Л ♦(ф (*»—♦ (ч>(/)) ф(о—ф(/)/
цлисоседние множители

= s ig n /  п  (  »<*>-»<'> '- /  \ \ =
\(,. ,!«/-(„ '  * (<Р (<))“ * (<Р U))' '  Ф U )' J

(Так как в произведении сомножителей конечное число, их 
можно переставить, при этом значение произведения не изме- 
нится)

=sign/7 П ф(,)~ф(/) П ,~/ У\=

=sign / П — — —  ̂sign / П — — ■— \ =

теор. 26.! /  ф ( 0 - ф (/) \  . : _____
.............sign / 11 — — — — —  \-sign «р.

V, ♦<*<•»-♦<*</»/
Обозначим ф (|)= |/, ф (/)=/*'. {/', /'}cz Im ф= Dom ю =  Я (я ) в 

силу биективности ф, как отображения, поэтому {/', j ' ) c P ( n )  и 
«пробегают» все множество Я (л) при /, /, принимающих всевоз
можные значения в Р  (п). Это позволяет продолжить преобразо
вание предыдущего выражения следующим образом:

__/ I т Ф ( 0 — Ф (/) \  ____
S lg n ( “  . .  .... _  < » Г 81&П Ф =

/  П  г - Г  \  . теор. 25.1
=  Slgn/ 11 — — Vs i gn ф= ======Slgn \f.Slgn ф. ■

\(Л п*п»)
С л е д с т в и е  25.2. sign ( t -1) =  sign т V tczS ,.
З а д а ч а  25.2.1. Докажите следствие 25.2.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  тот = е  для любой подстанов

ки t e S „ .

sign т sign x- l=sign (T°T~') =  sign e=  1.

Отсюда s ig n (t ') =  (s ig n t ) 1 =  signt. 
Очевидно и следующее.



С л е д с т в и е  25.3. sign (х°х^)=  — sign т,
, ч теор. 25.2 . . • / . vтак как sign (т °т (/) = £ = s i g n  т-s ig n t(/ =  sign т ( — 1 ) =

=  — sign т. а
С л е д с т в и е  25.4. Число всех четных подстановок из п эле

ментов равно числу всех нечетных подстановок из п элементов 
и равно п\/2.

З а д а ч а  25.2.2. Докажите следствие 25.4.
Указание. Пусть всего k четных подстановок из л элементов, а нечетных — /, 

причем Ьф1,допустим k > l.  Подумайте, как использовать следствие 25.3, чтобы 
установить равенство к и I.

З а д а ч а  25.2.3. Можно ли для произвольных натуральных 
чисел к и п  указать перестановку множества Р (п )  точно с k ин 
версиями? Для каких к и п  это возможно?

З а д а ч а  25.3.2. Определите, каково наибольшее возможное 
число неправильных пар в подстановке из п элементов? Укажите 
такую подстановку.

Указание. Можно воспользоваться следствием 25.3. Как будет изменяться 
число неправильных пар, если тождественную подстановку последовательно-до 
множать на транспозиции? Как таким образом получить подстановку с наиболь
шим числом неправильных пар?

З а д а ч а  25.3.3. Докажите, что множество всех четных под
становок из п элементов S+ — собственная подгруппа симмет
рической группы S„.

Указание. Проверьте выполнимость всех аксиом S G . I— SG.2 определения 
24.4 подгруппы для элементов S„+.

Образует ли подгруппу в S„ множество всех нечетных под
становок S~ ?

§ 26. ОПРЕДЕЛИТЕЛЬ МАТРИЦЫ
Как мы уже упоминали, важной характеристикой квадрат

ной матрицы является ее определитель — это число, сопостав
ляемое матрице по определенному правилу.

О п р е д е л е н и е  26.1. Определителем матрицы
А =  Iа ) I е М  (п) называется число, равное

У  (sign т) а 1 а2 ... а"
Ч  МП М2) М<|>

Суммирование по всем подстановкам из л элементов.
Определитель матрицы А обозначается: det /4, |Л| или |а'1, 

иногда в записи определителя будем использовать обозначения 
строк и столбцов матрицы А : |>4*1 и 1/4̂ .

del А =  У  (sign т) а1 а2 ... а" (26.1)
%  MD М2) м*>

det — сокращение от латинского «determinant — о п р е д е л и т е л ь .

212____________  6. Подстановки. Группы
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Р а з ъ я с н е н и я .  1. Суммирование берется по всем подста

новкам из я элементов,— это означает, что, в соответствии тео
ремой 23.1, правая часть формулы (26.1) содержит я! 
слагаемых.

2. а 1 а2 ...а" , где t e S .  — это означает, что каждое из
т(1 ) т (2) и»)  "

слагаемых правой части (26.1) есть (с точностью до знака) про
изведение л элементов квадратной матрицы ||а)||, взятых по од
ному из каждой строки (<1, 2, 3, ... л ) — верхние индексы) и по 
одному из каждого столбца ( <т ( 1), т ( 2) ...т (я )> — нижние ин
дексы).

3. Каждое из произведений а1 а2 ... а" входит в сумму
г  т (1 ) ж (2) 1 («) 3 3

(26.1), как слагаемое, с таким знаком, каков знак соответствую
щей подстановки индексов:

/ 1  2 3 ... п \
\ т ( 1) т ( 2) т (3) т (я ) / ’

З а д а н и е  26.1. Определим, какие из следующих произве
дений могут входить, как слагаемые, в определитель матрицы 
||а‘ ||еЛ1(4) и с какими знаками.

I ? о ! 4 - х
Для решения задачи рассмотрим индексы сомножителей:

/1 2 3 44 
\\  2 3 4 / '

Это тождественная подстановка. signe =  ?, следовательно, в 
разложении определителя произведение a ja ^ a }  входит со зна
ком +.

2. ? a'2a33a la l 
Индексы сомножителей:

/ 1 3  2 4 \ _ /  12  3 4 1 
\ 2 3 2 4 J \ 2 2 3 4 /

подстановку не составляют, поэтому произведение a\a\a\a\ не 
входит в разложение какого бы то ни было определителя. 4

3. ? ajafa^i-
Индексы сомножителей:

/1 3 2 41 
\3  4 2 1 /

образуют подстановку, упорядочив их по верхней строке, 
получим:

/1 2 3 4 4 
\3  2 4 1 ) '
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Определим ее знак: s ig n t =  ?, следовательно, произведение 
а'3а1а]а*1 входит в разложение определителя со знаком ?.

Так как формулой (25.1) по матрице ее определитель на
ходится однозначно, то можно говорить об отображении 
det:Af R или форме на множестве квадратных матриц. Не
сложно показать, что это отображение не инъективно, но сюръ
ективно. ф 

П р и м е р  26.1. Вычислим определитель матрицы второго 
порядка:

(  а\ а'2 \ 
V а\)

Для этого
1. Выпишем все подстановки из двух элементов:

2. Определим знак каждой из них.
Так как т, =  е, а е — четная подстановка, то

sign t, =  sign е=  +  1.

Так как т2 =  т )2, а т,2, как транспозиция, нечетная, то 
sign x2 =  sign т12=  — 1.

3. Применим формулу (26.1):
det A =  sign x,*aja2 +  sign т2>а^а?= +  а|а2 — а^а2. 

Окончательно:

а\ а'2
2 2 а\ а\ =  a[a2 — a2aj. (26.2)

Аналогично получается формула для вычисления определите
ля матрицы третьего порядка:

a! а'2 aj 
а2, а\ а\ 
а? а* а?

=  a\alal +  +  a l3afal — a3a$a3i — ajafa? — a ja2a2. (26.3)

Для запоминания этой часто употребляемой формулы удобно 
так называемое правило Сарруса: в таблице элементов м а т р и ц ы  
выделяются две «звездочки треугольников» (см. рис. 82).

Часто для краткости говорят просто об определителях второ
го, третьего и т. д. порядка.



§ 26. Определитель матрицы 215

произведения со знаком произведения со знаком
плюс минус

Рис. 82

О п р е д е л е н и е  26.2. Матрицу называют невырожден
ной, если ее определитель отличен от 0, в противном случае 
матрица называется вырожденной.

З а д а н и е  26.2. Найдите среди матриц вырожденные:

o J о5 5 з У
\  0 - 4  - 5 /

II о I3 4 =  1.4 — 2-3= — 2. Значит, А невырождена.

det В =
5 0 1 
1 2 3 
3 - 4  - 5

, =  5-2-( — 5) +  0 - 3 - 3 + Ы - ( — 4) —

— 1-2*3 — 0-1 •( — 5) — 5-3*( — 4) =  0. Следовательно, В  вырож
дена

1 2det С =  К  4 = ? . det D =
5 0 1 
0 2 3 
0 - 4  - 5
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ИСТОРИЧЕСКАЯ СПРАВКА
Математики — вроде французов, когда го

воришь с ними, они переводят твои слова на 
свой язык и сразу получается что-то совсем 
другое.

В. Гете

В самом начале X V II века немецкий математик П. Роте (Rote 
Peter, 1580— 1611) сформулировал утверждение, которое на про
тяжении почти двух веков занимало умы, пожалуй, всех выдаю
щихся математиков, получив название «основной теоремы алгеб
ры»: любое алгебраическое уравнение степени п с действитель
ными коэффициентами имеет ровно п корней (среди них могут 
быть и совпадающие и комплексные). Честь закрытия этой проб
лемы принадлежит Гауссу.

Интересно, что попытки решить эту задачу и смежные с ней 
вопросы привели к рождению нового и очень мощного направле
ния в математике — теории групп, которая нашла совершенно 
непредсказуемые при ее рождении приложения не только во 
многих разделах математики, но и физики, механики, кристал
лографии, химии, даже в живописи и архитектуре.

Среди великих, интересовавшихся «основной теоремой алгеб
ры», был французский математик Ж- П. Лагранж. Математи
кам того времени казалось, что получение формул для вычисле
ния корней алгебраического уравнения произвольной степени, 
подобных тем, которые были известны еще арабскому математи
ку средневековья аль Бируни (Абу Рейхан Мухаммед ибн Ахмед, 
973— « 1 0 4 8 )(для квадратных уравнений) и были открыты для 
уравнений третьей степени, как считают, итальянцем Дж. Кар
дано (Cardano Girolamo, 1501 — 1576) — один из возможных пу
тей решения проблемы. Причем они пытались получить форму
лы, выражающие корни уравнения

аодсл +  а |хл_| +  а2хя_24-... +  ая_ 1дг +  ая =  0, (a ,e R ,  л ё  N f
через его коэффициенты посредством арифметических д е й с т в и й  
(сложение, вычитание, умножение, деление) и извлечения кор
ней— эта задача получила название «разрешимости в радика
лах» алгебраического уравнения.

Ситуация представлялась вполне разрешимой, тем более, что 
были найдены и формулы для уравнений четвертой степени об
щего вида. Однако, аналогичные формулы для корней у р а в н е 
ний пятой степени получить никак не удавалось.

Наконец, в 1770 году Лагранж опубликовал свой т р а к т а т  
«Reflexions sur 1а resolution algebrique des equations» («Раз
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мышления об алгебраическом решении уравнений»), в нём он из
ложил свои соображения, почему те методы, которые позволили 
решать уравнения степени не выше четвертой, нерезультативны 
для более высоких степеней: разрешимость в радикалах неожи
данным образом оказалась связанной со структурой подстано
вок из соответствующего степени числа букв — символов (двух, 
трех и т. д.). Причем некоторые свойства S„ при 4 и п > 4 су
щественно различны. Так впервые подстановки привлекли внима
ние математиков. Дальнейшее развитие идеи зависимости зада
чи разрешимости в радикалах алгебраического уравнения и 
свойств подстановок привели Лагранжа и другого известного 
французского математика А. Вандермонда (Vandermonde Ale
xander Theophill, 1735— 17%) к необходимости исследовать ра
циональные функции от корней алгебраических уравнений и их 
изменения при перестановках этих корней.

Позднее итальянский математик П. Руффини (Ruffini Paolo, 
1765— 1822), доказывая неразрешимость в радикалах уравнений 
пятой степени общего вида, использовал замкнутость множества 
подстановок из пяти элементов относительно умножения (компо
зиции) и описал все подгруппы S 5. В 1824 году молодой норве
жец Н. Абель (Abel Niels Henric, 1806— 1829), основываясь на 
глубоких связях корней алгебраических уравнений и симметри
ческих групп, доказал неразрешимость в радикалах алгебраиче
ских уравнений общего вида степени выше четвертой, а юный 
француз Э. Галуа (Galois Evarist, 1811 — 1832) установил крите
рий их разрешимости.

Его работы не просто опирались на свойства симметрической 
группы (собственно термин «группа» (le group) ввел в математи
ку Галуа, хотя строгого ее определения он не дал),— результаты, 
которые 21-летний математик изложил в письме к своему другу 
накануне его трагически закончившейся дуэли, содержали осно
вы теории групп. В сжатых заметках Галуа оказались гармонич
но связанными строгой логикой новой теории и исторические за
дачи вроде удвоения куба и трисекции угла и разрешимость в 
радикалах алгебраических уравнений третьей и, вообще, любой 
степени. Но потребовалось почти 14 лет, чтобы его работы были 
обнаружены Ж . Лиувиллем, поняты им и напечатаны. А значе
ние его работ во всей полноте было осознано математиками еще 
позже: благодаря изложению его методов и исследованиям его 
результатов другим французским математиком К. Жорданом 
(Jordan Marie Camile, 1838— 1922), опубликовавшим их в 
1870 году в «Тraite des substitutions et de equation algebriques» 
(«Трактат о подстановках и алгебраических уравнениях»), и поя
вившимся к тому времени в той же области математики, которая 
теперь называется теорией групп, работам члена Парижской 
Академии Наук О. Коши (Cauchy Augustin Louis, 1789— 1857).
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Он установил и доказал много интересных теорем о свойствах 
симметрической группы S„. Сейчас идеи Галуа признаны одними 
из самых выдающихся достижений математики X IX  века, он опе
редил свое время почти на полстолетия.

Позднее применение групповых методов в геометрии немец 
ким математиком А. Мебиусом (Mobius August Ferdinand, 
1790— 1868) и англичанином А. Кэли привели другого выдающе
гося немецкого математика Ф. Клейна (Klein Christian Felix, 
1849— 1925) к идее классификации геометрий на групповой осно
ве: каждая из геометрий определяется некоторой группой пре
образований и ее инвариантами. «Эрлангенская программа», 
сформулированная им на математическом конгрессе в 1872 году, 
определяет направления геометрических исследований до насто
ящего времени.

Покажем один простой, но изящный пример приложения тео
рии групп (точнее — теории подстановок) в геометрии. Так из
вестно, какими движениями (перемещениями) правильный тре
угольник отображается в себя: осевыми симметриями от
носительно биссектрис его внутренних углов и поворотами во
круг его центра на 0, 2я/3 и 4л/3. Несложно проверить, что эти 
шесть самосовмещений образуют конечную группу. Однако, они 
могут быть заданы иначе: если занумеровать вершины треуголь
ника цифрами I, 2, 3, то повороту на угол 2я/3 соответствует

/ 1 2 3 \ , / 1 2 3 \ „  
подстановка вершин j 2 ) • на — ( 2  3 1 / ’ на — тож'

/ 1 2 3 \ / 1 2 3 4  
дественая, аналогично подстановки ( j 3 2 ) ’ ( 3 2 1 ] и

( 2 ^ 3 )  соответствуют осевым симметриям. Таким образом.
можно сказать, что группой самосовмещений правильного тре
угольника является симметрическая группа третьего порядка 
S 3, или что правильный треугольник представляет собой инварн 
ант (не меняющийся объект, от английского — invariant — неиз
менный) группы S 3.
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ОПРЕДЕЛИТЕЛИ
§ 27. Свойства определителей.
§ 28'. Вычисление определителя приведением его матрицы к тре

угольному виду.
§ 29. Дополнительный минор и алгебраическое дополнение.
§ 30*.Теорема об определителе произведения матриц.
§ 31. Условия обратимости матрицы.
§ 32°. Правило Крамера решения систем линейных уравнений.

Основные понятия: основые свойства определителей, допол
нительный минор и алгебраическое дополнение элемента матри 
цы, теорема о разложении определителя по строке (столбцу), те
орема об определителе произведения матриц; теорема об обрат
ной матрице, правило Крамера решения систем линейных урав
нений.

Необходимые сведения: матрица, определитель, подстановка, 
перестановка, свойства подстановок, знак подстановки, транспо
зиция; матрица, виды квадратных матриц; треугольная, диаго
нальная, обратимая и обратная, вырожденная матрица, сумма 
и произведение матриц, транспонирование матрицы; факто
риал— л!, система линейных уравнений, решение системы ли
нейных уравнений, матричная форма системы линейных урав
нений.

Рекомендации: если пособие используется в учебной работе, то § 28' и § 32° 
рекомендуются для практических занятий или самостоятельной работы.
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§ 27. СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ
Очевидно, что нахождение определителей даже третьего по

рядка в соответствии с их определением требует довольно объ
емных вычислений, поэтому хотелось бы выделить случаи, ког
да они могут быть упрощены, и, если возможно,— установить 
правила, которые позволили бы свести вычисления сложных 
определителей к более простым, значения которых легко нахо
дятся.

З а д а н и е  27.1. Найдем определители:

1 1 0
2 О

— 5

5 4 2 5 0 2
0 0 0 =  ?• t 4 0 1
2 1 - 3 2 0 - 3

5 0 0 5
1 - 1 2  4 _ >
0 0 0 0
5 6 8 1

Если при вычислениях первых трех определителей можно 
воспользоваться формулами (26.2) и (26.3), то для последнего — 
приходится обращаться к общему определению 26.1. Однако ре
зультаты позволяют высказать предположение.

С в о й с т в о  27.1. Если матрица имеет нулевыми строку или 
столбец, то ее определитель равен 0.

Действительно, в каждом слагаемом формулы (26.1) в каче
стве сомножителя присутствует элемент из каждой строки 
(столбца) и, в частности, 0 из нулевой строки (столбца). ■

Мы уже видели, что
5 4 2 5 0 2 < 5 0
0 0 0 = 4 0 1 =  0, а | 4 0
2 1 - 3 2 0 - 3 <,2 0

Чтобы установить еще одно свойство определителей, вы
числим

det Нз 4 | = * “ deM'-de,(2 4) = !
С в о й с т в о  27.2. Для любого A ^ g l ( n )

det 4 T=^det А

1 31
2 4

—  ■>

(27.1)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Л =  ||а‘ ||, Я = Ш ||  такие, что 

опр. 17.2
А '= В  - * = * —  b\ =  a[ V {i, / } с {  1, 2 ... л}.

Вычислим

det А ' =  det || b) II Р У (signx )ft1 b2 ... Ьп =
'  %  М И  т (2) г ( я )1в5|»

заменим 6} на а[\

" т .  2 > * n T>«;‘V *  -  « г .  
ie S .

Упорядочим в каждом слагаемом сомножители по верхним 
индексам.

Сравните:

т ( 1 ) т ( 2 )  ... т ( л)
Г 1 2 ..■

Тогда

/ 1 2 ... л Ч 
\ т ( 1 ) т ( 2 )  ... х (я ) / 

л ) \  =  / 1 2 ... л \
п )  \  х-1 (1) т _ | (2) ... х ~ '(п ) )

т - ‘.

X (s ig n T )a ; ,,,a’ w ...

Z
/ . v , 2 я сл- 25.?.(s .g n T )a ;_1(1)fl*_1(J, ... a;_1(e) —

,eS.
=  У (sign т-1) a'-i... a2-i„. ... а"-ь ..

!- •  '  ь  7 t  '( I)  i  ‘(2) x '(я)t«s.

Введя замену <р =  т-1, на основании следствия 23.2 суммиро
вание по т можно заменить суммированием по ф =  т _ |, тогда 
предыдущее выражение примет вид:

У (sign ф) а 1 а2 ... a" ^ d e t А. Я
&  ^  Ф (I) f  (2) » ( я )*eS.

С л е д с т в и е  27.!. Всякое общее свойство, доказанное для 
строк определителя, истинно и для его столбцов, и наоборот. 
Так как транспонированием матрицы, которое сохраняет опре
делитель, одна из этих задач сводима к другой.

С в о й с т в о  27.3. Общий множитель всех элементов строки 
(столбца) матрицы можно вынести за знак определителя мат
рицы.

З а д а ч а  27.1.1. Докажите свойство 27.3.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть [A, B )czg l(n ).

8 В. Т. Петрова
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1. /4 =  ||/4‘|| и В  =  ||В‘|| отличаются одной строкой,

В , \ А> при
[АЛ* при i = k o b k,=  Ха* (27.*)

{i, к, s }c i { l ,  2 ... л}, причем к фиксировано. 
Тогда в разложении

det В У  (sign т) Ь' ... Ь]'  ь  t ( l )  т (* —1>
x e S .

ьк* (*) ь'1(*+|) Ь" =* <*)

заменим элементы матрицы В  на соответствующие элементы 
матрицы А:

(27-*) v r  . < —  £ ( s|gnT ) a, 
x « S . (!) ЧА -1 ) 

—  ?  £  ( s‘6n T) q I ••• ° r

a ... a =X(* + I) t(o)

x e S . Ml) =±=A. det A.

2. Если /4 =  11̂ 11 и В  =  ||В,|| отличаются одним столбцом: 

при i #  к -<=>-(&* =  <
в ;= Х/4* при i =  k o b

Ь> =  а’ \1 ф к )) 
|

(2 7 .* * )

{i, ft, s}c={l, 2 ... л}.
Тогда det В  св 27 ? det В Т̂ =А, det Л Т̂ =Л det А. Я
С л е д с т в и е  27.2. Для любого A e g l ( n )

det к А =  Г  det А (27.2)
С в о й с т в о  27.4. При перестановке двух строк (столбцов) 

определителя его знак меняется на противоположный при неиз
менной абсолютной величине.

З а д а ч а  27.1.3. Докажите свойство 27.4.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть [A, B )czg l(n ).
1. Л =  11/4*11 и В =  ||В‘|| отличаются перестановкой двух строк, 

т. е.

В* =
Ak при k(£ {i, /} -(bi =  ak, \ i^ j )
А1 при k — j  ) f В ‘ =  А* 1 о  b't =  a.\ 
А‘ при k =  i J ' ^ { b / =  /4‘ J о- К  =  а\

{j, /, k, s }c : { l ,  2, ... л}, причем, i и j  фиксированы, а k и s прини
мают все целые значения от 1 до л.
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Напомним, что

det А £  (sign T) fl] (1) ...
t e S .

а‘ а1t(i) и/> а" (27 ,# ) t («» ' '

с подстановками индексов в каждом сомножителе вида:

1 2 •• * - ' ..  -=s..: =  (  1 2 -  
\ т (  1 )т  (2) •••

1 ... / ... п \
т («■) ... Т(/) ... т ( п ) У

В разложении определителя матрицы В  

det В  ■■26,1 ̂  £  (sign т) Ь' (
i d )

ь‘*(<» ь1
ч / >

... Ья =
\ (я)

заменим все элементы матрицы В  на соответствующие элементы 
матрицы А:

=  I  (sign т) а| (О
> >a a*(0 ч/> ... а =т (л)

упорядочим сомножители во всех слагаемых по верхним 
индексам:

=  I  (sign т) а]
. e S . (I)

a‘ a't(/) *(») .. а"
t  (я )

В каждом слагаемом — произведения элементов матрицы А, 
индексы которых образуют подстановки вида:

i>=( 1 2 . . .  
V t ( 1 ) t ( 2 )  ...

1  (  1 2 •" 
V t ( l ) t ( 2 )  ...

i ... /
* (/ ) ... *(*)

( ... /
x(<) ... *</>

. . .  п \ ±  
... т ( « ) /

... т ( л ) У

Т. е.
det в  =  £  (s ig n t )a | (i) ... 

,e S .

*= У (sign т) a 1
.  i - ( i)t e S .

a'*</> ... a' t (0

■/’

... a" =
t  (я)

t'</> т ' ( я )
(2 7 .# # )

где т' =  T°Tj/ и т=^т'°(т1() 1 =̂= г'от0.
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Суммирование по т можем заменить суммированием по т', 
при этом по следствию 23.1 х' также будет пробегать все значе
ния S„, но при этом sign т =  — sign х'.

Т. е. каждое из слагаемых в разложении (2 7 .# # )  определи 
теля матрицы В

sign х а 1 ... а* ... а1 ... а"6 f  (I) т*(0 т-«/» х’ (я)
отличается только знаком от соответствующего слагаемого 

sign т а 1 ... а‘ ... а1 ... а"Б X (I) 1<0 t(/) 1<«)
в разложении (27 .# ) определителя матрицы А.

Это означает, что

det В =  £  ( — sign т)а| о» а' а1 ... а" =±= — det Л
1(0 1 (У) X (я)

2. Если А =  ||Л,|| и В =  ЦА.Н различаются перестановкой двух 
столбцов, т. е.

fl* =
Ак при k ф  {», /} 
Aj при k =  j  
At при k =  i

, {i, /, * }с :{1 , 2 ... л}.

то det В  det flT ̂  — det Ar =̂ — det A . Ш
С л е д с т в и е  27.3. Если матрица A ^ g l ( n )  имеет две стро

ки (столбца) равными, то d e M = 0 . ♦ 
С л е д с т в и е  27.4. Если матрица A e g l  (л) имеет две стро

ки (столбца) пропорциональными, то det /4=0. ♦ 
С в о й с т в о  27.5. Если матрицы {А , В, C }czg l (л)  отличают

ся только одной k-ой строкой (или столбцом), причем 
Ск =  Ак +  В к (или С„ =  Ак +  В к). то

det С =  det А +  det В. (27.3)
З а д а ч а  27.1.2. Докажите свойство 27.5.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть {А , В, C )czg t(n )
1. А =  Iу4‘||, fl= ||B '|l, С =  ||С*|| отличаются одной строкой, 

т. е.
' т ш ш ш ш  ш — ш ш м ш ш я

{ £ “ № ’" ,ф к 2 $ - № и ф п }-
{/, /, А}с=1, 2 ... л}, где k фиксировано.

Выпишем разложения определителей всех трех матриц 
А, В, С и заменим их элементы в соответствии с  у с л о в и е м  

#
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det А =  £  (sign т) а' ...
»«s,

... а"
(27. * * * )

I  (я )

=  £  (sign т) с1 ... И*) ^(я)’ (27.а)

det В  =  Y  (sign т) ft1 
,-s .

=  I  (sign т) с

ft*!<*) ft"
«(Я )

(2 7 .# * )

те5.
I
t(l) ft*

Ч * > ^(я)’ (27.*)

det С =  У (sign т ) с ‘
, .s .  ’ <'>

с*ч*> ... с*
т (я )

(27.***)

=  £ (s ig n T )c ‘ ...
t g S

(а* +  ft* ), (*) »(*»' ... с" =
t  (Я)

i e S
(с1 . . . а* ... с" +  с‘ ft*\ т(1) т<*> t (я) t(l) t<*> . . .  С* )=L« (Я̂ /

£  (sign т) с]
teS. ( I ) Ч * )

. . .  с" +
i  (я)

+  У  (s ig m )c j
t e S . (И ft*«<*> c" .

i  (я )

Вернемся к обозначениям элементов матриц /4=||а,|| и 
В — lift)II. тогда

det С =  У  (sign т)а'
t « S . о» т <*) ... а" +

t  (я )

+  У  (sign т) ft
teS. МП ft*Ч*> ... ft" 127 аД27b) det A -I- det B.

i  (я)

2. Если же матрицы отличаются столбцом: Л* =  В* +  С*, то 
I det C = det C' = det(4 +  fi)T=Ldet/lI +  det B 'l= d e lA  +  det fi. ■ 

С л е д с т в и е  27.5. Если матрица A ^ g l (n )  имеет строку 
' (столбец), равную сумме двух других его строк (столбцов) 
| (т. е. Ак =  А‘ +  А‘ или Ak =  Ai-\-Al при некоторых {i, /', k ) c P (n ) ,  

то ее определитель равен нулю.
К 8* В  Т Петром

JL
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Например, det А =  |aj| =  \А‘ \ =

=  det

a| aj aj ... a\
2 2 2 2 a] al a\ ... a‘

al aj ая3 ... aj

/ >t'\

CB. 27.5
det

/ ........ \

\a ‘ \ >....<

A‘

A1

w

j '

=  det

...... .

/И

:det

\ A' l
I  A'\A2

...... .

A‘ \

A‘+ A '

a;\

\  A" I

+  det

/.... X
A‘ \ >....<

A1

A1

сл. 27.3
0 + 0 = 0,

\ A )
как определители, имеющие по две равных строки.

Доказательство для случая столбцов аналогично. О
Последние свойства и их следствия можно обобщить, введя 

новое понятие:
О п р е д е л е н и е  27.1. Линейной комбинацией строк {А *} 

матрицы A e g l (n )  называется выражение вида ак А *= £  ак А , 
где a * e  R, и соответственно, а* Л* =  £  а* Ак —  линейная ком
бинация столбцов {/4*} матрицы А с коэффициентами a * e R , 
* е {1 , 2, ... л).
Если хотя бы одна строка (или столбец) матрицы являет

ся линейной комбинацией остальных ее строк (столбцов), го 
говорят, что строки (столбцы) матрицы линейно зависимы
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Тогда следствия 27.3— 27.5 объединяются в одно свойство.
С в о й с т в о  27.6. Если строки или столбцы матрицы линей

но зависимы, то она вырождена.
С л е д с т в и е  27.6. Определитель матрицы не изменится, 

если одну из его строк (столбцов) заменить на ее сумму с дру
гой строкой (столбцом).

З а д а ч а  27.2.1. Докажите следствие 27.6.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  А =  ||Д'Ц =  || у4, || е gl (п).
1. Пусть матрица А ' такова, что

т. е. ее некоторая (А-ая) строка равна сумме определенных 
строк матрицы А: Л-ой и /-ой.

det Л ' =  det

{ А 1
А2

А'

Ак+ А '

\ *  /

л 2

А1
=  det

Ак

\ А в /

св. 27.?

А2

i-

\А /

det

А'
А*

А1

А" \ Л

4-det

=  |у4‘| =det А.

А '\
А2

А 1

А1

\ АЯ

2. Случай столбцов рассматривается аналогично. □
С л е д с т в и е  27.7. Определитель матрицы не изменится, ес

ли одну из его строк (столбцов) заменить на ее сумму с другой 
строкой (столбцом), помноженной на некоторое число. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  А =  || Л' || =  II /4, || е gl (л).
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1. Пусть матрица А ' такова, что

т. е. ее А-ая строка равна сумме к-ой строки матрицы А с произ
ведением числа \ на ее /-ую строку.

det /4' =  det

=  det

2. В случае столбцов доказательство можно провести аналогич
но или свести к предыдущему транспонированием матрицы. □
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Очевидно и (см. следствия 27.6, 27.7)

, С л е д с т в и е  27.8. Определитель матрицы не изменится, ес
ли к какой-либо ее строке (столбцу) прибавить любую линейную 
комбинацию других ее строк (столбцов).

О п р е д е л е н и е  27.2. Говорят, что матрица В получена 
из матрицы А элементарными преобразованиями, если эти 
матрицы отличаются только одной строкой (или столбцом), 
причем эта строка В * (столбец B k) такова, что

Я* =  а* +  М ‘ или В „= А к +  к‘А „ i=£k

(по i суммирование от 1 до п, если {Л, gl (л)).
Так что следствие 27.8 можно переформулировать иначе. 
С л е д с т в и е  27.8'. Элементарные преобразования строк 

или столбцов матрицы не меняют ее определителя.
Чтобы установить еще один легко вычисляемый вид опреде

лителей, рассмотрим пример.
П р и м е р  27.1. Найдем определители:

1 46 — pi
5
0

46
2

11
- 7 =

0 9 0 0 - 5

5 46 11 64
0 2 - 7 0
0 0 - 5 1
0 0 0 4

=  5

Их вычисления позволяют высказать предположение: 
С в о й с т в о  27.7. Определитель треугольной матрицы равен 

произведению его диагональных элементов.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть А =  11*2)11 & g l(n )\ a )  =  0 

при |> / .

del А =
а| а\ а13
О а\ а2 ... al 

0 0 0 , 0  а;

=  У  (sign т) а 1 а2 Ч '  & *0) М2)>eS.

(26.1)

а —
X (л)

(27 .х)
-a\al . а" +  У  (sign т) а 1 а2"  т ^  ' 6  7 ж ( I )  т <2) 

(«S,, 1*е)
=  а! а2 ... а" +  0 =  а[ а2 ... аяя.

а" =X (*>

Поскольку по лемме 23.1 всякая нетождественная подста
новка t e S ,  имеет хотя бы один элемент i e P ( n )  такой, что
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т (/)</, то значит, слагаемые в разложении (27.т) с нетождест
венными подстановками индексов содержат хотя бы один со
множитель а' п =  0| как элемент треугольной матрицы, стоящий
ниже ее главной диагонали, и значит, равны 0. ■

С л е д с т в и е  27.9. Определитель диагональной матрицы 
равен произведению ее диагональных элементов, а единич
ной — единице.

Из свойств определителей вытекает тактика действий при 
вычислениях сложных определителей любого (достаточно высо
кого) порядка — приведение его матрицы к треугольному (сту
пенчатому) виду ее элементарными преобразованиями.

§ 28. ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛИТЕЛЯ 
ПРИВЕДЕНИЕМ  ЕГО МАТРИЦЫ 

К ТРЕУГОЛЬНОМУ ВИДУ

Продемонстрируем на примере, как применяя свойства 
определителей, вычислять их сведением к более простым: тре
угольным, с нулевой или пропорциональными строками (столб
цами). Привести матрицу определителя к треугольному виду 
означает, заменяя последовательно ее строки (или столбцы) на 
их линейные комбинации с другими строками (столбцами), 
т. е. не меняя ее определителя (следствия 27.6— 27.8), получить 
элементы, стоящие ниже диагонали, равными 0. Матрица к та
кому виду, конечно, приводится не единственным способом, од
нако, значение самого определителя не зависит от этого способа.

П р и м е р  28.1. Вычислим определитель:
5

: 5 25 0 5:
1 - 1 2 30 3
7 15 240 9
3 - 3 12 5

1 1 5
I

! 0 ! 1 | 1 5 0 1т 1 -1 2 1 30 ! 3 Т Л - 1 2  5 1
5 7 15 •: 240 : 9 =  5-6 7 151 40 9 --

3 - 3 ! 12 I 5 3 - 3  2 15
1____

вынесли за знак определителя общий множитель 
строки, столбца

св. 27.3

1 5 0 1 1 5 0 1 ~1
т л -1 2 5 3

=  30 о Л - 1 7 5 2
7 15 40 9 7 15 40 9 J
3 - 3 2 \ 5 3 - 3 2 | 5

из второй строки вычли первую строку

13Ь7Щ3о

сл. 27.7

1 5 0 1 _

13 1 — 17 5 2 Ш ^ Ж з о
0 — 20| 40 2
3 - 3  2 15

1 5 0 1 
Щ  — 17, 5 2 
0 ^201_40  2 
0 - 1 8  21 2

сложение строки определителя с его другой строкой, 
домноженной на некоторое число, определитель не меняет

сл. 27.7

Таким образом получили нулевыми элементы первого столб
ца, стоящие ниже диагонали.

Упростим определитель, заметив, что из его последних строк 
можно вынести за знак определителя по множителю:

5 0

=  30

1
-1 7
-2 0

0 1 — 18

1
5 2 

40 2 
...2.1.2

св. 27.3 2-2-30

м

1 5
- 17
- 1 0

- 9

0 1 
5 2 

20 1 
“ П  1

=  120

1 5 0 1
0 - 1 7 5 2 !
0 - 1 0 20 1;
0 - 9 ' "

Теперь можем преобразовать к треугольному виду матрицу 
К третьего порядка, (стоящую в правом нижнем углу), приводя 

элементы следующего (второго) столбца, стоящие ниже диагона
ли, к нулевым значениям. В этом случае удобнее преобразовы
вать столбцы:

120
1 5 0 1 1 14 0 1
0 - 1 7 5 2 Ш ±9Ж120 

св. 27.7
0 1 5 2

0 - 1 0 20 1 0 - 1 20 1
0 - 9 1| 1 0 0 1 1

J -
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Обозначения. - — запись преобразований строк определителя
[21 + 9 [4]

а - — преобразований столбцов определителя.
Остается преобразовывать матрицу второго порядка, стоя

щую в правом нижнем углу, получив последний элемент, стоя 
щий ниже диагонали, равным 0.

1 14 0 1
0 1 5 2
0 0 22 3
0 0 о | 1

З а м е ч а н и е  28.1. Очевидно, что поступая аналогично, мы 
матрицу любого определителя сможем привести к треугольному 
виду. Если она невырождена, то все ее диагональные элементы 
ненулевые, а если вырождена, то по крайней мере ее последний 
диагональный элемент равен 0.

При этом выделяются два вида преобразований строк и 
столбцов матрицы:

О п р е д е л е н и е  28.1. Если в матрице строка (столбец) 
заменяются на ее произведение на ненулевой скаляр к, то го
ворят об элементарном преобразовании матрицы первого ро
да, если же строка (столбец) заменяются на ее сумму с дру
гой ее строкой (столбцом), домноженной на некоторый ска
ляр, то говорят об элементарном преобразовании матрицы 
второго рода. Преобразование матрицы, полученное последо
вательным выполнением некоторого числа элементарных пре
образований первого и второго рода строк (столбцов) назы
вают элементарными.
По свойству 27.3 при элементарном преобразовании первого 

рода определитель домножается на скаляр к, а по следствию 
27.7 элементарное преобразование матрицы второго рода сохра
няет определитель.

Элементарным преобразованием матрицы является, в част
ности, и перемена местами двух ее строк (столбцов), при этом 
очевидно, что в силу свойства 27.4 определитель не изменится по 
абсолютной величине, но изменит знак на противоположный.
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З а д а н и е  28.1. Вычислите определитель:

5 25 0 5 
1 - 1 2  30 4 
7 15 240 19
4 3 30 7

§ 29. ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЙ МИНОР 
И АЛГЕБРАИЧЕСКОЕ ДОПОЛНЕНИЕ

Еще один удобный способ нахождения определителей состо
ит в понижении порядков определителей, которые непосредст
венно вычисляются. Например, вычисление определителя третье
го порядка сводится к вычислению нескольких определите
лей второго, а чтобы этим методом найти определитель четвер
того порядка, потребуется вычислять определители третьего 
и т. д. Иногда таким способом, его называют рекуррентным, 
вводится само понятие определителя («recurrentis* (лат.) — 
возвращающийся).

Чтобы изложить этот метод вычислений, введем понятия ми
нора и алгебраического дополнения.

О п р е д е л е н и е  29.1. Минором матрицы А =  
=  || а'II е М  m х п), порядка k (1 <  k ̂  min {m, л}) называется 
всякий определитель матрицы порядка к, полученной из мат
рицы А вычеркиванием произвольных m — k строк и n — k 
столбцов.

Обозначение такого минора: A ^ ) k, где <,, «2, ... i* — номера 
строк минора в матрице A, a /,, /2, ... /* — номера его столбцов.

I О п р е д е л е н и е  29.2. Главным минором к-го поряд
ка матрицы А называется его минор вида Л 1, * } ,  где 
1 ^ fc ^ m in  [m, п).

Такой минор состоит из первых k строк и k столбцов мат
рицы.

П р и м е р  29.1. Миноры второго порядка:
•••!••• 2- 3 - 4 ....5-

6 \ 8 9 10 , ^ “  =  1® -62 .
2 3 7 6 1 
1 2 3 4 5
6 7 8 Ъ 16 ) ,  Л !г  =  | б  7

,-2-3-  7 - 6 ....[•■/
=  — ? —  главный минор 

второго порядка
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7 8 
3 7 = 25.

Примеры миноров третьего порядка той же матрицы: 

12  3 4 5'
\ 2 3 4

=  15.А т  —

А 133 —л 235 —

2 3 4 
7 8 9
3 7 8

2 3 5 
7 8 10
3 7 1

О п р е д е л е н и е  29.3. Дополнительным минором эле
мента а) квадратной матрицы А =  ||а'|| e g l ( n )  называется 
минор порядка л — 1, полученный вычеркиванием »-ой строки 
и /-го столбца матрицы А.

Обозначается дополнительный минор к элементу а) так: AfJ.

aj ai ... 
a J а\ ... ‘ 1 ••• ai 

... ^

а*, а‘2 ... «/ саL»______
.1а" .» «7

С С

............

а\ aj ... j!••• ai2 2 • а\ а; ... j
! : : : a-

а", ая2 ...j Г  a;

— Aff.

а его дополни-Обратите внимание: элемент обозначен 

тельный минор

■ О п р е д е л е н и е  29.4. Алгебраическим дополнением 
элемента а) называется число ( — 1 У+'М{.

Обозначается алгебраическое дополнение элемента а) 
так: A [ = ( - \ i +,M[.

П р и м е р  29.2.1. Вычислим дополнительные миноры и ал
гебраические дополнения элементов матрицы:

М\ =  ?, 
AfJ =  ?,

п , — г, 
А\ =  ?,

5.
М\ 1,

Л? = 5,
■ 1.
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2. Вычислим выражения:

fl!/?! +  4 4 ?=  1-3 +  2.5=13, a 'X  +  alA l =  2-5 +  3-1 =  13,

1. Вычислите дополнительные миноры и алгебраические до
полнения элементов:

Предыдущие вычисления позволяют заметить удивительную 
особенность: в одних комбинациях элементов и алгебраических 
дополнений получали определитель матрицы, в других — 0. Эти 
закономерности в общем случае и составляют содержание тео
рем о разложении и ложном разложении.

Теореме о разложении определителя предпошлем лемму.
Л е м м а  29.1. Если все элементы последней строки (столб

ца) определителя матрицы А, кроме, быть может, последнего, 
равны 0, то det А =  а"М" =  аяяА*.

З а д а ч а  29.1.2. Докажите лемму 29.1.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть все элементы последней строки 

равны 0, кроме а".

fl*y4j +  <442 =  ?> 
а\А\ +  а*А' =  ?,

aj/lJ +  ai/^= l-2 + 2 - ( - l )  =  0, 
а?Л! +  4 4 ?=  — 5-3 +  3-5 =  0, 
a W  +  a ? ^ = b ?  +  ( - 5 ) - ?  =  ? 
< 44j+ 44j =  2-3 +  3-( — 2) =  0.

3. det/1 = 1 _ 5  з |= 1 - 3 - 2 - (- 5 )=  13.

2. Вычислите значения выражений:
aj>4{ +  =  ?,
а*А '2 +  а\А \ +  а\А 2 =  ?,
a|/lj +  a?/li +  a X = ? -

3. Вычислите определитель матрицы:
1 2 2 

| Д | =  - 5  3 3 = ?.
1 0 4

det Л =  det ||a '|| ° пр 26— £  (sign т) a j(l)a?(2, ...
t c s S .
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Разобьем слагаемые на две группы: в первую отнесем все те 
из них, которые имеют подстановки индексов вида:

/ 1  2 3 ... л — 1 л\
\т (1) т (2)  т (3) ... т ( л — 1) п )'

т. е. такие, что т (п) =  п, а во вторую — все остальные. Тогда

d e M =  £  (signT )a|.(l)a?<(2) ... +
,eS.-i

(здесь т ' — подстановка множества Р ( п — 1) =  {1, 2, ... л — 1}) 

=  / У  (sign т ') a 1 a2 ...a" \ аЦ =  A f X  =  ЛЦа,-
I  х' ( I )  т' (2) "  "  "  "  "

Для столбца доказательство аналогично. ■

С л е д с т в и е  29.1. Если все элементы какой-либо строки А‘ 
или столбца Aj матрицы А равны нулю, кроме, быть может, а‘ 
то del А =  а\А[ =  ( — 1 )*+/a‘Mj.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Рассмотрим «случай строки». Пусть 
А =  \А‘ \ e g l  (п) и строка А1 имеет только один ненулевой эле
мент а).

Чтобы можно было воспользоваться предыдущей леммой, на
до преобразовать det/4 =  |aj| к виду:

* *

0 0 ... 0 <
т. е. «передвинуть» строку А , и столбец At на последние места.

det А =  \А | =

а\
al

°2
а\ ...

Л) ... а\ 
... а2

а‘Г ‘а 'Г 1... аГ ‘
0 0 ..0 < 0.. 0

а{+,4 +|... а 'Г -

а? °2 - «/ ... а:

А 1 
А2

I/- I

Ai+l

Ая

Если переставить сразу строки А' и АЛ, то порядок строк по
сле этого будет существенно отличен от их порядка в миноре
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м*. Поэтому будем перестановки делать последовательно: А‘ с 
Ai+l, затем с Л‘+2 и т. д. По окончанию всех таких перестановок 
получим тот же порядок строк, что в миноре М ). Тогда

aj a i а'3 ... а\ Л 1
2 2 2 2 а\ а\ ai ... а2 Д2

...................... !
/4i- i

а\ a ‘2 a i  ... a'„ = /4'

^ i + i

A--i

ai a\ an3 ... ann / Г

= ( - 1 Г -<

= ( - 1 )

А'
А 2

А‘~ ‘

А‘+1

А "- 1
А"

=  <-1?

А'
А2

А‘~ 1 

Л '* 1 

А‘+2

ш

aj a i ... aL ... ai
a? aj ... ... a2

ai_ 'ai-'... « г 1 ... a - '

я '+|я' + | a, a2 ... °/+i -  a‘+'

a; a; ... «7 ... <
0 0 ..0 0.. 0

поступим аналогично 
со столбцами матрицы
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... а! а/
■Уa? al

а 'Г 1 4 - '.. . ... а 'Г '

а,,+ | а‘,+ ' ... ... а'+‘ а/+1

а] аяг ... ••• <
0 0 ... ... 0 «/

■  ( -  1 у— '>+«— /»а‘ M l L  а) ( -  1 У+>М[ =  а) А[.
(здесь Af" — дополнительный минор последнего элемента послед
ней строки, полученной в результате преобразований матрицы).

2. «Случай столбца» сводится к предыдущему транспониро
ванием матрицы. □ 

Теперь перейдем к доказательству основной теоремы лекции: 
Т е о р е м а  29.1 (о р а з л о ж е н и и ) .  Определитель мат

рицы равен сумме произведений всех элементов любой ее стро
ки (или столбца) на их алгебраические дополнения.

del А =  £  а,М ;=  £  а[Ак (29.1)
4 - 1  4 - 1

для любых (A, k ) e g l  (п )Х  Р  (п).
В тензорной символике условие (29.1) записывается короче:

det А =  а*А‘к =  а‘*Л*
Д о к а з а т е л ь с т в о  проведем для разложения по строке, 

для случая столбца оно аналогично.
1. Строку Ak матрицы A ^ g l (n )  представим суммой строк 

вида:
Ак=(аЧ а } ... акя) — (ак 0 ...0 )+ (0  а | ... 0 )+ ...+ (0  0..0 ак).
2. det А по свойству 27.? представим в виде суммы опреде

лителей:
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° !
a?

a2 • 
2 .

“ i- • al 
al

aj aj...
2 2 a? a\... i -  a , ..

a\
al

a\ 
a\

a\.
a l

■ai
.a j .

• a\ 
■al

•• .... . .. . • + ........... .. ..
+  . • + •• • •• •*

0 . . 0 ... 0 0 aj 0 0 0 0 . .0. . akn

a? ая2. . a; . •• a: a" an2.. a;.. .a : al °2 ••a" •
3. Каждое из слагаемых предыдущей сум мы — определи

тель, равный согласно следствию 29.1 произведению ненулевого 
элемента его соответствующей (выделенной) строки на его ал
гебраическое дополнение, следовательно:

det А =  aM i +  ак2А] +... +  a ^ I  
для любого А е {1 , 2,... л}.

4. При аналогичном разложении по столбцу получим:
det А =  а >кА к-\-а2кА к-\- ■■■ +  аякАкя. ■

З а д а н и е  29.1. Вычислите определитель, разлагая его по 
строке или столбцу, подумайте, какую строку или столбец для 
такого разложения удобнее взять?

3 1 - 1  2 
- 5  1 3 - 4

2 0 1 0  
1 - 5 3 3

З а м е ч а н и е  29.1*. Теорема 29.1— частный случай теоре
мы Лапласа о разложении определителя, для ее формулировки 
потребуется понятие дополнительного минора к минору матри
цы и его алгебраического дополнения:

О п р е д е л е н и е  29.5. Дополнительным минором минора
A 'l^ 't  порядка k квадратной матрицы А =  IIa )II e g l  (л) называ
ется минор порядка л — Л, полученный вычеркиванием из мат
рицы строк и столбцов минора А/ ^ к.

Обозначается дополнительный минор следующим образом: 
м  hlfU

Если дополнительный к минору A }Jt kt минор домножить на

( - 1) то будем иметь алгебраическое допол-
некие к минору A/Ĵ

Обозначается алгебраическое дополнение минора: Ai'^'j*. 
Таким образом,

д1,1, /, <jef j у,+/,+y^t+ +'»+/* M l,h i>
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Т е о р е м а  29.2 (Лапласа).

а « м = 1 4 | Й Д ! £ £ ,  (29.2)

где I 1< / |< / 2< ...< /'*< п , а суммирование
ведется по всем кортежам </,, /2, ... /*) длины k с фиксированным 
кортежем номеров столбцов: </,, /*,.../*>, или по всем 
кортежам /2, ... /*> с фиксированным кортежем номеров 
строк: <ih ia, ... i*>. Причем их элементы упорядочены по воз
растанию.

Доказательство этой теоремы довольно сложно и объемно, 
поэтому в настоящем курсе оно не приводится.

Так, раскладывая определитель четвертого порядка «по вер
тикали» по минорам второго порядка, мы должны фиксировать 
два столбца, например:

1 2  3 4
5 6 7 8 
°  6 1 6
3 4 5 6

составить все возможные миноры второго порядка:

затем, вычеркнув их:
I 3
5 7 
О 1
3 5

4  12_/Лпл - 1 *4— — 8 Л 13 — I5 7 I — 24— I

лаз I 5 71_с ■24__ I 5 7 |__.4 — I о 1 — 4— I 3 51— 24— О 1
3 5 =  - 3.

Затем надо составить все их дополнительные миноры, для 
этого вычеркиваем поочередно по две строки в вычеркнутых 
столбцах.

2 4
6 6
6 б
4 6

и вычисляем определители:

><24 I О О I п 1 #24

м й - 2 41 
4 6 =  - 4 , М\\ =

1 6
1 4

8
6

II II 6
0

8
0

о 
ю 41

о| =  0, Af* = 2
6

00

=  0,

=  - 8 .

Находим алгебраические дополнения, домножая на — 1 в со
ответствующей степени:
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н ___ 1 J2 +  4 +  I+ 2  |

Л**А |з = _  | у г + 4 + 1 + з |

Д и  =
_  J J2 +  4 + I+ 4  1

/423 =
_  |уг + 4 + 2 + з|

А \\  = _  1 J2 +  4 +  2 +  4 |

-4 34 =
_  | J2 +  4 + 3 + 4 |

о 01
4 6|

6 81 
4 б|

6 81 
0 0

4 6|

6 81 
О О

=  - 0  =  0,

б 8 
4 6 =  4,

=  - 0  =  0 .

12 41
------ И  6

=  4,

=  0,

12 41 
6 8 = 8,

Теперь согласно теореме Далласа можно записать:
det =
=  ( - 8 )  • 0+ 1-4+  ( — 4)-0 +  5-4 +  4-0 +  ( — 3)-8 =  0.

Несложно, вычислив этот определитель другим способом, на
пример, разложением по третьей строке или приведением его 
матрицы к треугольному виду, убедиться в его равенстве 0:

1 2  3 4
5 6 7 8
0 0 10
3 4 5 6

=  0 .

Вычисления определителей общего вида довольно сложны, 
такие разложения с применением формулы (29.2) (теоремы Лап
ласа) полезнее применять в тех случаях, когда определитель 
имеет много нулей, например, целый блок, и они удобно распо
ложены.

С л е д с т в и е  29.2. Если матрица С такова, что:

А * ■
О В

где A ^ g l(m ),  B ^ g l (n ) ,  С е Л 1 (т х л ),  
то det С =  det А • det В.

Т е о р е м а  29.3 (о ложном разложении).

0. £ > ;л * = о (29.3)
J - I 1-1

при любых {/', к ) с Р ( п )  для А =  ||а‘ || e g l  (л).
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Т. е. сумма произведений всех элементов строки (столбца) на 
алгебраические дополнения соответствующих элементов другой 
строки (столбца) равна 0.

Аналогично теореме 29.1 в тензорной символике ее условия 
выражаются так

a [A ‘k =  Q и а )А к =  0 (29.4)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Для матрицы А =  IIа' || e g l  (п) рас

смотрим выражение:
<*М» =  а\А'„ +  а'И* +  ... +  а'Ж-

Оно похоже на разложение определителя по к-ой строке, если 
предположить, что в нем к-ая строка А* заменена на А1, но по 
следствию 27.3 такой определитель нулевой, как имеющий две 
равные строки. Действительно:

0 =

“ 1
а 1

а\а \
aj ... 
аз ... i

А 1
А2

а{ aii а'з •• а'н А1

“ Га[
ak+l

я*-1?
“ Г :
а !+ | ..

ага'п
а*+'

Ак~ х
ш
А к+\

а; а2 аз •• а; А"

=  а{А[ =  а[А\ +  а'̂ А ] + ... +  a ^ J.
2. Случай разложения по столбцу:

а)Ак =  а)А\ +  а)А\ + ... +  а-Ак =  0
доказывается аналогично или транспонированием матрицы сво
дится к предыдущему. ■

§ 30*. ТЕОРЕМА ОБ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕ 
ПРОИЗВЕДЕНИЯ МАТРИЦ

Еще один способ вычисления определителей основан на на 
хождении определителя произведения матриц по определите 
лям сомножителей. Рассуждения будут опираться на факт, от 
меченный в § 28 (замечание 28.1), что любая матрица элемен 
тарными преобразованиями приводима к треугольному виду

Напомним, что через £} обозначается матрица со всеми нулевыми эл е м е н  
тами. кроме стоящего на пересечении 1-0# строки и /-ого столбца, равного I
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Полезно еще заметить, что Е)-Ек =  6кЕ ‘, (где 6* — символ Кро- 
некера, значение которого 1 при k =  j  и 0 при k=£j), т. е.

=7 — —£/•£■= Е 1,, но Е )-Ек =  0 при k=£j, в частности, 
Е к-Ек =  Е к, но £ ;.£ ' =  0 при /# / . (30.*)

О п р е д е л е н и е  30.1. Элементарными называют квадрат
ные матрицы вида Е  +  кЕ) с X e R .  При i =  j  элементарную 
матрицу называют элементарной матрицей первого рода, а 
при i Ф  / — второго.

первого рода 
к

! \  о...о о о...о oN 
о 1 ...о о о ...о  о

второго рода

0 0... 1 0 0. 
0 0...0 ц о 
0 0...0  0 1 .

о о 
.0 о 
о о

0 0...0  о о 
уо  о ... о о о

II

I о 
О 1

Л о
О 1

/

к.

о о о .. о о\ 
о о о .. о о

о о 
о о 
о о

1
о
0.

о н .

О 1 о

о о 
о о 
о о

о о 
\о  о

о..о о о 
о..о о о

I о 
О 1/

£ +  ( ц - 1 )£ * , ц # 0 ,  i ф /, Е  +  кЕ ),
Очевидно, что элементарные матрицы невырождены и 

<1е1(£ +  (ц - 1 )£ * )^ ц ,  ц * 0 ,
а

det (£-)-А£})^= 1, при i Ф /. (30.**)
Можно убедиться и в том, что такие матрицы обратимы и

(£  +  ( ц - 1 ) £ { Г ‘ =  £ +  (-±— l)£ *  при ц=*0,
( Е  +  кЕ))~ ' =  Е  — кЕ) при I Ф /.

З а д а ч а  30.1.1. Проверьте предыдущие равенства, исполь
зуя свойства операций в матричной алгебре gl (л) и свойства 
определителей.

(£ + (ц - 1 )£ * ) . (£  +  ( 1 - 1 )£ * )= ?  (£  +  X £ } ) . (£ - * £ j)= ?
det(£  +  ( fi - l ) £ { ) = ?  det (£-|-Х£*)= ?.

Для элементарных матриц и преобразований матриц имеют 
место леммы, отмечающие их связь:

Л е м м а  30.1. Элементарное преобразование матрицы пер
вого рода — умножение ее k-ой строки (столбца) на число к 
равносильно умножению на эту матрицу слева (справа) матри
цы вида £-|-(А.— !)£*•
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Причем, это утверждение верно, вообще говоря, не только 
для квадратных матриц: если А е М ( т х п ) ,  то ее преобразова
ния первого рода для строк обеспечиваются домножением слева 
на А квадратной матрицы £ +  (А,— 1) £ * е М  ( т ) ,  а столбцов — 
домножением справа на А квадратной матрицы того же вида, но 
порядка п.

В справедливости этой леммы можно убедиться непосредст
венным вычислением произведений матриц: (£-j-(X— 1)£*)*Л и
4 - ( £ + a - i ) £ i ) .

С л е д с т в и е  30.1. Для {(£  +  (>.— 1) £j), A ]czg l (л ) и >.=/=0
det((£  +  ( J i— 1) £ jM )= L ; id e M  =  det (Л .(£  +  (Л— !)£ !)).  ф 

Л е м м а  30.2. Элементарное преобразование матрицы вто
рого рода — сложение ее i-ой строки ( i-ого столбца) с j -ой 
строкой ( j -ым столбцом), умноженной на число X, равносиль
но умножению на эту матрицу слева (справа) элементарной 
матрицы второго рода: Е-\-\Е:г 

Это утверждение тоже верно не только для квадратных мат
риц: если А е М ( т х п ) ,  то ее преобразование второго рода 
обеспечивается домножением слева на А квадратной матрицы 
£ +  Ц е М  ( т )  при изменении строк, а столбцов — домножени
ем справа на А квадратной матрицы £ +  А,£‘ е М  (п).

З а д а ч а  30.1.2. Докажите лемму 30.2 для A e g l(n ) .  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть {(£  +  А,£)), A )a g l (n )  и i=£j

1. Произведение слева элементарной матрицы на данную:
(£ +  А,£})-Л = £-Л +  A,£j-/4 =

= л + х

/0 0 
0 0

0 0 
о о 
о о

/
о о 
о о

о "о 
о л 
о о

О 0̂
о о

0 0  
о о 
о о

о о..о..о о..о о 
о о .. о .. о о .. о о,

a i а\ -  а ; ... ая

а\ а>2. а { ... а'я

\°1 а2 ••• a l ... a y

1а\ a'j 
a? al

ai
a l

ai>
al

\a - V

о о 
о 0

0... o\ 
0...0

a[

0 0 0 ...0/
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2. А произведение справа элементарной матрицы на матрицу А:
А - (Е  +  кА {)= А - Е  +  А-ХЕ1=А +  А-кЕ1

можно свести к предыдущему, если заметить, что матрица 
(А - Щ )'*= Щ А . Ш

С л е д с т в и е  30.2. Для {(£  +  A£J), A }czg l(n ) при i ^ j

det ((£  + AiTjJ’/ l^ d e t  Л ^ d e t (A •(£ +  *£{)). ф
З а м е ч а н и е  30.1. Несложно показать, что элементарное 

преобразование матрицы — перестановка двух строк (столбцов) 
также представимо в виде нескольких последовательно выпол
ненных элементарных преобразований первого и второго рода. 
А именно: перестановку i-й и /-й строк матрицы А можно осу
ществить следующим образом: прибавим к /-й строке i-ю стро
ку (элементарное преобразование второго рода: домножение 
слева £ +  £} на матрицу /4), затем вычтем из i-й строки новой 
матрицы ее /'-ю строку (домножение слева матрицы E  — E ‘t на 
предыдущее произведение), в полученной матрице прибавим к 
/ й строке »-ю (домножение слева матрицы £ +  £}), сменим знак 
в i-ой строке последней матрицы (элементарное преобразование 
первого рода: домножение на матрицу £ — 2£').

Таким образом получено, что перестановка двух строк матри
цы (»-й и / й) равносильна домножению на нее слева произве
дения матриц:

(£ —2£‘) (£ + £))(£ — £')(£ + £') — Е  — Е\

/ i \
1 0. .0.0 .0 .0 0 0. ..0 о'
0 1. .0.0 .0 0 0 0. .0 0
0 о'. ! i . о о" 0 0 о! 'о 0
0 0. .оГо ‘о о' 1 0. .0 0
0 о.. . 0 j 0 1 0 0 0. .0 0
0 0.’.! о Го 0 i 0 о ’ .0 0
0 о.. .01 1 0 0 0 0. .0 0
0 о... о Го о' o’ o' 1. .0 0
0 о!; .’ 0. о" о" 0 0 о! ! i 0

о.. .0.0 0 0 0 о.. .0 V
Несложно убедиться, что эта матрица невырождена. ф 
Если полученную матрицу умножить справа на произволь

ную матрицу А, то поменяются местами ее i-й и /-й столб
цы.
9 В. Т. Петрова
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Основной теореме этого параграфа предпошлем еще два 
утверждения, которые приводятся без доказательств:

У т в е р ж д е н и е  30.1. Если строки (столбцы) квадратной 
матрицы не являются линейно зависимыми, то она представима 
в виде произведения элементарных матриц.

У т в е р ж д е н и е  30.2. Если строки (столбцы) квадратной 
матрицы линейно зависимы, то она элементарными преобразо
ваниями (домножением на элементарные матрицы) сводима к 
матрице с нулевой строкой (столбцом).

З а д а ч а  30.2.2. Представьте в виде произведения элемен
тарных матриц матрицу

Единственно ли такое разложение?
Указание: см. леммы 30.1 и 30.2.
Т е о р е м а  30.1. Определитель произведения двух матриц 

равен произведению их определителей.
det (А - В )=  det A-det В (30.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть {А , B)<=gl (п). Рассмотрим сна
чала несколько частных случаев, выбирая левый множитель 
(матрицу А) специального вида.

1. Пусть матрица А первого рода: A =  £-f(A.*— 1) E kk Хкф0, 
lift'll.

det А Ш = ± \кф 0,

в то же время

det (А -В ) % Ш к к det В 2* det A det В.

2. Пусть левый множитель — матрица второго рода: 
А = Е  +  кЕ), i¥=j, В  =  ||b)II. Тогда

det (А -В) сл 30 ? det В =  1 det B =  deiA  det В.

Таким образом, для левого сомножителя в виде элементар
ной матрицы любого рода теорема доказана и можем перейти 
к более сложным случаям.

3. Пусть строки матрицы А не являются линейно зависимы
ми, тогда по утверждению 30.1.

А = А | •А2'. . . 'А р,
где матрицы Ак — элементарные. Заменим матрицу А ее разло
жением в произведение элементарных:
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det (Л • В )=  det ( (Л ,.Л 2....-Л,)-В) Л' ~~ АуАу“Ш’А'
=  det ((/41-/4')*fi)=2=det (Л ,• (Л '- В ) )^ det Л, det (Л' -В)  =

des
Л' =  а2.а1:..-л, а^  л det((А ,- А у ..А р)- В )±

=̂= det Л , det Л2 det ((Л3*...-Л„)-В).

Повторяя этот процесс, «отщипывая» за каждый шаг по со
множителю, в конце концов (после р шагов) получим, что 
det (A -B) =  det Л, det А2... det Лр_ 2 det Л ,_ , det Ap det B.

Теперь воспользуемся доказанным в п. п. 1 и 2 утверждени
ем теоремы для случаев левых множителей — элементарных 
матриц, применяя ее к матрицам Ар_ х, Ар_ 2,...А 2, Л,.

det Л, det Л2... det Л ,_ 2 det Ap_ s det Ap det B  =

=  det A , det A2... det Ap_ 2(det Ap_ t det Ap) det B*=
^=det A, det A2... det Ap_ 2 det (Ap_ ^ A p) det В  =ь

^=det Л, det A2... (det Ap_ 2 det (Л „_, -Ap)) det В
=±=det Л, det A2... (det (AP_ 2‘AP_ X'A P)) det B.

Повторяя этот процесс, и теперь каждым шагом присоеди
няя по сомножителю, получим по окончанию, что

det (А • В )=  det (Л ,Л2... Ар_ ,Л„) det В det A det В.
Теперь теорема доказана и для случая произвольной матри

цы А, строки которой не являются линейно зависимыми.
4. Пусть строки матрицы Л e g / (л) линейно зависимы, по 

свойству 27.6 она вырождена, т. е. d e M = 0 , поэтому в этом 
случае доказательство соотношения (30.1)

det (Л • В ) =  det A det В
сведется к доказательству того, что det(/4-B) =  0. ♦

Согласно утверждению 30.2 найдутся элементарные матри
цы {Л,, А2, ... Ap}d g l ( n )  и матрица C ^ g l (n )  с нулевой строкой
(а значит, detC =  0) такие, что

А г А 2-...-Ар-А =  С. (30.:.)

Заметим, что, если обе части этого равенства домножить 
справа на матрицу В, то получим

(Л|-Л2*...*Л -Л)-В =  С-В,
II?

(Л,-Л2....-Л ,М Л -В) =  С-В.
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При этом det((/4,'/l2"...*/1„H/4-B))=det(C-fl) =  0. В свою 
очередь

det ( (А {-A y  ...• АР)-(А • fl)) =  det Л, det у42 ... det Ар det (А - В).

Следовательно,
det A t det А2... det Ар det (А - В ) = 0.

Откуда det(/4*fl) =  0 и теорема доказана и для случая левого 
множителя — матрицы А с линейно зависимыми строками.

5. Случаи матрицы А с линейно независимыми или зависи
мыми столбцами можно рассмотреть аналогично. Ниже мы до
кажем, что линейная независимость или зависимость строк вле
чет линейную независимость или, соответственно, зависимость 
столбцов и наоборот. Это позволяет утверждать, что по сущест
ву п.п. 1—4 составляют полное доказательство теоремы об опре
делителе произведения двух матриц. ■

§ 31. НЕОБХОДИМОЕ И ДОСТАТОЧНОЕ 
УСЛОВИЯ ОБРАТИМОСТИ МАТРИЦЫ

Первыми интересными приложениями теоремы об определи
теле произведения матриц являются признаки невырожденно
сти матриц.

У т в е р ж д е н и е  31.1. Если квадратная матрица обратима, 
то она невырождена.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть матрица А обратима, т. е. су
ществует матрица Л -1 такая, что А-А~1 =  Е,

det A det у4_|
det £ ,

u-----—  i
=*- det А Ф 0 ,

и значит, А — невырождена. ■
Отсюда очевидно
С л е д с т в и е  31.1. Если матрица A e g l ( n )  обратима, то

det /4_ l = (det Л )-1 (31.1)
Таким образом, основная теорема § 30 позволяет установить 

необходимое условие обратимости матрицы (утв. 31.1), но с ес 
же помощью устанавливается, что то же самое условие, т. е. не
вырожденность матрицы, является и достаточным. Наряду с 
этим теорема об определителе произведения матриц позволяет 
указать новый способ вычисления обратной матрицы.
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[ О п р е д е л е н и е  31.1. Присоединенной к невырожденной 
матрице А =  IIа'II e g /  (л) называется матрица, составленная 
из алгебраических дополнений ее элементов.

Обозначение присоединенной к А матрицы: Л*=||/1}|| 
(см. определение 29.4).

З а д а н и е  31.1. Вычислите матрицу, присоединенную к 
матрице А задания 29.1.

det/1 =  13, т. е. матрица А — невырождена. Напомним (см. 
пр. 29.2), что:

Тогда

/»■ =  3, Л* =  5, 
A ' j = - 2 ,  /11= 1.

- а  -?)
Сравнение матриц А и А* позволяет сформулировать про

стое правило: чтобы получить матрицу, присоединенную к дан
ной, каждый ее элемент следует заменить на его алгебраиче
ское дополнение, а затем матрицу транспонировать. (Так как, 
если А =  ||а)|| e g / (л), то алгебраическое дополнение элемента
а)”] обозначается /ifj, но А* =  м ; ] п  

Вычислим произведение:

■4"4*-(4з)<5 “ ? )-  t

Это позволяет высказать предположение, что А 1 = — !— А*
det А

Теперь рассмотрим общий случай:

‘ 1 Л* =  — !— (/!• Л *) =
det A det А

'а\ а'2 ej ... а 'Л  / А\ А\ Л1 
_!__ / а? а! а\ ... а 'Л  I  А] А\ А]

det А
.а" а; al

а]А\ аМ|
1 I  аМ ‘,

det А
М  a? A j
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(в каждом элементе матрицы по i суммирование от 1 до п)

=  Е.

det А 0 ... О 
> I / 0 det А ... О

del А

Значит,

О 0 ... det А,

Е,

т. е. матрица А обратима и тем самым доказано
У т в е р ж д е н и е  31.2. Если матрица А невырождена, то 

она обратима и

А _ |-  1 (31.2)
det А

Объединяя утверждения 31.1 и 31.2, имеем 
Т е о р е м у  31.1. Матрица обратима тогда и только тогда, 

когда она невырождена.
Таким образом, можно сказать, что мы доказали совпадение 

(равенство) множеств матриц: обратимых (с характеристиче
ским свойством — определением 20.2: для матрицы А найдется 
матрица В  такая, что А • В =  В-А =  Е )  и невырожденных (с ха
рактеристическим свойством — определением 26.2: det АфО).  

Из доказательства утверждения 31.2 следует

Правило вычисления обратной матрицы
1. Убедимся, что матрица обратима, для этого вычислим ее 

определитель (det А=£0).
2. Найдем алгебраические дополнения всех элементов мат

рицы А.
3. Составим присоединенную матрицу А * = \ А 1Л.| '
4. Выпишем А ~ ' = ----А*.

det А
З а д а н и е  31.1. Найдите матрицу, обратную к данной мат

рице, используя присоединенную матрицу:

Сделайте проверку.
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§ 32.° ПРАВИЛО КРАМЕРА РЕШ ЕНИЯ СИСТЕМ 

ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ
Мы уже отмечали в § 22, что систему т  линейных уравнений 

с п неизвестными можно записать в матричном виде, причем в 
случае равенства числа переменных числу уравнений системы 
и обратимости (теперь мы можем говорить — невырожденности) 
ее основной матрицы, такая система:

a j*4 < 4 *2+ aJjt3+ . . . + a y  =  ft\ 
а] дс1 +  а\х2 +  а\дс3 +... +  а\х? =  ft2,

a"*1 +  а"2 х2 +  ал3 дс3 +... +  алкхГ =  ft",

(32.1)

с матричной записью:
'а\ а\ а\ .. |  
а? а\ а\ ... а2 \ / jt2

а, а, а;
или А •

или А-Х =  В,
где через X и В  обозначены столбец переменных и, соответствен
но, столбец свободных членов системы уравнений (32.1), имеет 
в качестве решения кортеж <*', х2, ... х"> такой, что

=А -I

Выражение матрицы, обратной к матрице А, через присоеди
ненную к А позволяет указать еще один способ решения такой 
системы уравнений:



256 7. Определители

dede

Обозначив A (k) =  Akbl -\-A2b2-{-Akb3-\-... + Akbn =  Akb‘ (no 
суммирование) Л=1, 2, ... n, получим

Причем в силу однозначности матричных операций обраще
ния и умножения кортеж решений <дс\ дс2, ... дс") единствен.

З а м е ч а н и е  33.1. Можно заметить, что А ( к )  =  АкЬ‘ пред
ставим, как разложение согласно теореме 29.1 по к-ому столбцу 
определителя матрицы, полученной из матрицы А заменой ее 
Л-ого столбца на столбец В  свободных членов, например:

Таким образом, установлена и доказана 
Т е о р е м а  32.1. Если невырождена основная матрица систе

мы п линейных уравнений с п переменными:

Или
V  =  Л (1 )/det А, 
x3 = A(2)/de\A, (32.2)

хя =  А (n)/det А.

А (1) =  А}Ь‘ =  А\Ь' -(- А У  +  А'3Ь3 +... +  А >" =

а\х' +  а'2х3 +  а У  +  ... +  а У  =  Ь', 
а2х' +  а% х2 +  а23 х3 + ... +  а\хГ =  Ь2,

а"дс' +  ая2х3 +  aj*3 +... +  апХ  =  Ьп,

то она имеет единственное решение: <дс', х2, ... дс") с дс*= А ,
det А

где A (k ) =  Akb\ к =  1, 2...... п.
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Вытекающий отсюда способ решения систем линейных урав

нений носит название правила Крамера.
З а д а н и е  32.1. Решите систему линейных уравнений по 

правилу Крамера:

х‘ — 2х* +  2Х3 =  О,
— 5х‘ +  Здг2 +  Зле3 =  5,

*' +  4х3=1.

Решение системы линейных уравнений методом (по прави
лу ) Крамера заключается в выполнении следующего алгоритма:

/. Выпишем основную и расширенную матрицы системы:

В
/ 1 2  2 

= 1-5  3 3 
\  1 0 4

2. Проверим невырожденность основной матрицы системы 
(правило Крамера применимо только для систем с невырожден
ной основной матрицей):

det А =52 (см. задание 31.1).
3. Найдем /4(1), -4(2), /4(3), заменяя на столбец свободных 

членов сначала первый столбец основной матрицы, потом второй 
и третий:

>1(1) =

А (  2) =

} 2 2 

- 5  3 3 

i 0 4

1 Г г

- 5  3 3 

1 0 4

0 2 2 

5 3 3 

1 0 4

1 0 2 

- 5  5 3 

1 1 4

/4(3) =

1 2 2 

- 5  3 3 

1 0 4

1 2 0 

-5 3 5 

1 0 1

=  23.
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4. Найдем решение системы х“=  (l) , i e { l ,  2, 3}:
det А

’ х' =  А (1)/<\е[ А =  ?/52, 
х? =  А (2)/det А =  ?/52, 
х3 =  А (3)/det /I =  23/52.

Сделайте проверку.

ИСТОРИЧЕСКАЯ СПРАВКА
Число, место и комбинация — три взаим

но перекрещивающиеся, но отличные сферы 
мышления, к которым можно отнести все ма- 
тематические идеи.

Дж. Сильвестр

Термин «определитель» (перевод с латинского слова «deter
minant») в современном его значении ввел в 1815 г. О. Коши, хо
тя как математический инструмент исследования систем линей
ных уравнений определитель был открыт еще Г. Лейбницем, ко
торый в 1693 г. получил с его помощью формулы решения систем 
линейных уравнений с невырожденной основной матрицей. Спу
стя почти три четверти века его результаты повторил швейцар
ский математик Г. Крамер, и они вошли в историю под названи 
ем «правила Крамера» решения систем линейных уравнений. 
Универсальность этих идей Лейбница и Крамера подтверждает
ся тем, что спустя 20 лет после Крамера независимо от предше
ственников те же формулы получил Ж . Л. Лагранж. Примерно 
в то же самое время идея определителя возникла в работах 
французского математика Э. Безу (Bezout Etienne, 1730— 
1783) при решении чисто геометрической задачи (отыскание 
плоской кривой, проходящей через заданные точки). Но еще ин
тереснее то, что, как утверждают историки науки, задолго до Бе
зу, Крамера, Лагранжа, Гаусса и даже Лейбница, по крайней 
мере еще в 1683-м году в Японии определители использовал Се
ни Коба, математик, чьи труды до недавнего времени были со
вершенно неизвестны в Европе.

Первое систематическое и обширное изложение теории опре
делителей дал А. Вандермонд в 1772 г., ему же принадлежит ряд 
самостоятельных исследований и интересных результатов в этой 
области, а определитель вида |(агУ—11 вошел в историю матема
тики под названием «определитель Вандермонда». Следует от
метить, что фундаментальные работы 1812-го года еще двух 
французских математиков О. Коши и Ж . Бине (Binet Jacques
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philippe Marie, 1786— 1856) сыграли немаловажную роль в этой 
теории и привлекли к ней внимание многих европейских ученых 
X IX  века, в частности А. Кэли и немецкого математика 
К. Г. Якоби (Jacobi Carl Gustav, 1804— 1851). Собственно, толь
ко после работ Кэли определители, так же как и матрицы, стали 
самостоятельным объектом интереса математиков, ему же при
надлежит одно из современных обозначений определителей: |а)|. 
Якоби ввел так называемые функциональные определители (с 
элементами — переменными величинами (функциями)), указал 
на их связь с заменой переменных в кратных интегралах и с ре
шениями дифференциальных уравнений в частных производных. 
Его статьи «De formatione et proprieatibus determinantum» 
(«О построении и свойствах определителей») и «De determinan 
tabus functionalibus» («О функциональных определителях»), 
опубликованные в 1841 г., сделали теорию определителей общим 
достоянием математики. Английский ученый Дж. Сильвестр в 
его честь назвал якобианом дифференцируемой функции / функ

циональный определитель
дх1

Не менее знаменит и другой

функциональный определитель, составляемый из производных п 
функций — вронскиан: |(/,(х/,-|,1, изучением и приложениями 
которого впервые занялся польский математик Ю. Вронский 
(Wronski Jozef Maria, 1776— 1853).

Исторический обзор был бы неполон без упоминания работ в 
этой области французского ученого (математика, механика, фи
зика и астронома) П. С. Лапласа (Laplace Pierre Simon, 1749— 
1827), его знаменитая теорема о разложении определителя в 
сумму произведений элементов и их алгебраических дополнений 
дает возможность индуктивного (рекуррентного) построения 
определителей.

Укажем еще, что теория определителей сама послужила 
основой и дала жизнь новому и сложному разделу современной 
геометрии — теории инвариантов. Любопытны приложения 
определителей в аналитической геометрии даже в ее начальных 
разделах: во-первых, функциональными определителями второго 
и третьего порядков могут быть заданы прямая и плоскость от
носительно соответствующих аффинных систем координат. 
А числовые определители тех же порядков имеют изящную гео
метрическую интерпретацию: так, оказывается, модуль опреде- 

2
в прямоугольной декартовой системе координатлителя а а 

Ь' Ь2
равен площади параллелограмма построенного на представите
лях свободных векторов а (а \  а1) и Ь (Ь 2, Ь2), а модуль анало-
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гичного определителя третьего порядка может быть истолкован 
как объем параллелепипеда, построенного на трех векторах:
а (а \  а 1, а1), 6 (ft2, ft2, ft2), с (с3, с3, с3) в трехмерном евклидовом 
пространстве. А в многомерных евклидовых пространствах с 
определителем, составленным из скалярных произведений ба 
зисных векторов, связано понятие объема многомерного парал
лелепипеда. Он назван определителем Грама в честь датского 
математика И. Грама (Gram Jorgen Pedersen, 1850— 1916), зани 
мавшегося исследованиями таких пространств.

В терминах определителей выражаются векторное и смешан
ное произведения векторов, которые имеют много содержатель
ных приложений в механике и физике. И можно сказать, что тео
рия определителей, как и теория матриц, является удивительно 
универсальным аппаратом математики и ее приложений, связы 
вая их обшими идеями.
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ВЕКТОРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА
§ 33. Понятие векторного пространства.
§ 34. Примеры векторных пространств.
§ 35'. Пространство свободных векторов.
§ 36. Подпространства векторных пространств.

Основные понятия: векторное пространство, вектор, нулевой 
вектор; вектор, противоположный данному, матричное векторное 
пространство, координатное векторное пространство, векторное 
пространство свободных векторов, сумма свободных векторов, 
сонаправленные и противоположно направленные свободные век
торы, произведение скаляра на свободный вектор, подпростран
ство векторного пространства, линейная комбинация векторов, 
линейная оболочка системы векторов.

Необходимые сведения: декартово произведение множеств, 
декартов квадрат множества, отображение, матрицы, симметри
ческие и кососимметрические матрицы, свойства операций над 
матрицами, М ( т х п ) ,  GL(n),  g l(n ), многочлен, функция (одной 
или нескольких переменных), форма, функционал, система ли
нейных уравнений, решение системы линейных уравнений, от
ношение порядка на множестве, симметрическая группа, на
правленный отрезок, эквиполентность направленных отрезков, 
свободный вектор, виды свободных векторов: нулевой и противо
положный данному, сонаправленные и противоположно направ
ленные лучи, свойства бинарных отношений на множестве.

Рекомендации: если пособие использовать в учебной работе, то § 35' может 
быть предоставлен для самостоятельного изучения или обсуждений на практиче
ских занятиях.
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§33. ПОНЯТИЕ ВЕКТОРНОГО ПРОСТРАНСТВА
Понятие векторного пространства одно из основных в гео

метрии и алгебре, в частности — в линейной алгебре. Слово 
вектор латинского происхождения (vector) и означает «несу
щий».

О п р е д е л е н и е  33.1. Пусть заданы непустое множество
V, элементы которого обозначены: а, Ь, с, ... , множество дей
ствительных чисел R, которые обозначены: а, р, Y. ••• . и два 
отображения:

_  _  des _
[ +  ]: V X  V-+V, так что [ +  ](<а. £,>) =  a +  bi=V,

_  des _
[• ] :R X  У-*-У, так что [- ] (<ct, а,>) =  а -ee l/ ,

причем требуется выполнение аксиом:

V.1: а +  6 =  5 +  а V {а, Ъ }а  V.
V.2: (а +  6) +  с =  а + (6 +  с) V {а, 6, c )czV
V.3: В б е  V|a +  6 =  a, V a e V '.  
V.4: V a e  V 3 ( — а ) е  У|а +  ( — а) =  б.
V.5: 1 в =  в V e e V .
V.6: а-(ра) =  (ар)-а V <а, р, a ) ( = R 2X V .
V.7: (а +  р)-а =  а-а +  р-а V <а, р, a ) e R 2X V .
V.8: а-(а +  6) =  а-а +  а-6 V <а, а, 6 > e R X V '2.
В  этом случае говорят, что на множестве V задана струк

тура векторного или линейного пространства (над полем дей
ствительных чисел), множество V называют векторным или 
линейным пространством, или линеалом, а его элементы — 
векторами, отображения: [ +  ] — сложением векторов, [ • ] — 
умножением скаляра (числа) на вектор, условия V . l— V.4.— 
аксиомами сложения векторов, V.5— V.8. аксиомами умно
жения скаляра на вектор.
Векторное пространство называют векторным пространством 

над полем действительных чисел, если в его определении, как 
выше, {a, p,}crR. В  дальнейшем будут рассматриваться вектор
ные пространства и над другими числовыми полями, в частно
сти, над полем комплексных чисел.

Обозначение векторного пространства: ( V, + , •). Однако, 
если речь идет об одном векторном пространстве, то операции 
обычно не указываются и пишут и говорят: векторное простран
ство V. Иногда элементы векторного пространства обозначают 
чертой вверху: а, Ь, с, или полужирными буквами: а, Ь, с и т. Д-

2 0 0  8. Векторные пространства
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З а м е ч а н и е .  Если рассматривается несколько векторных 
пространств, то обычно для их операций используются различ
ные обозначения, например: <У\ •> и (U , ® ,© > .

Р а з ъ я с н е н и я .  Чтобы говорить о структуре векторного 
пространства на непустом множестве V, прежде всего должны 
быть заданы два отображения: [ -J- ]: V X  V-*-V и [•]: R X  V-*-V, 
так что

[ +  ](<<*. * ))= =  V, а [• ](<а, а ) ) = а - а е  V,

причем из последнего следует, что а - а е У  при любом a e R .
Тогда первая аксиома означает совпадение образов корте

жей (а, Ь ) и { Ь , а )  при отображении [ +  ], т. е.

[+ ]«< *. « » = [ + ] « ® .  * п
(что, кстати, влечет неинъективность отображения [ + ]).

Аналогичное истолкование имеют и остальные аксиомы. Тем 
самым [ +  ]: У Х  V -*■ V и [•]:RXV'-+-V' уже не произвольные 
отображения, поскольку V . l— V.8 накладывают специальные 
условия на образы элементов У Х У  и R X V .  Чтобы они имели 
не слишком громоздкую запись, вроде:

V-2: [ +  ](<[ +  ](<«, 6>. с » = [  +  ](<5, [ +  ](<*, с » » ,  
приняты специальные обозначения образов соответствующих
кортежей: а +  б е К  и а - а е У  при отображении [ +  ] и, соответ
ственно, [•].

Из аксиомы V.1 следует неинъективность отображения: 
[-+-]: К X  V'—► V7, а из аксиомы V.3 его сюръективность.

Аналогично и отображение: [•]: R X  V-+-V не инъективно (V.?), 
но сюръективно (V.?). ф

З а д а н и е  33.1. Определите, какие из изученных структур 
и операций удовлетворяют аксиомам V.l — V.8. Т. е. приведите 
примеры векторных пространств:
<R". + , •>, (М  ( т х  п), + .  •>, <*/(л), + ,  •>, <СЦп), + , •>.
(Здесь [•] — умножение действительного числа на матрицу.) ф 

Векторные пространства обладают многими интересными 
свойствами, вытекающими из аксиом V . l— V.8.
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Основные свойства векторного пространства

Для любых <а, р, а, Ь, c > e R 2XV®  имеют место: 

С в о й с т в о  33.1. а =  6 ===== с -f-а =  с-|-6.
Действительно, если а =  6, то V c e V  кортежи <с, а ) = 

=  (с , 6 ), а так как [ +  ] — отображение (см. определение 7.?), то

[ + ] « * .  5 » = [+ ] (< с .  8 »
des des

C +  fl С — 5

и значит, с +  а =  с +  Ь. Ш

С л е д с т в и е  ЗЗЛ. а =  6==|^-а +  с =  6 +  с.

Аналогично предыдущему свойству и следствию могут быть 
доказаны

С в о й с т в о  33.2. а =  р а -а =  р-а.

С в о й с т в о  33.3. V o e V  б + а =  а.

Последнее позволяет элемент 0, определяемый аксиомой 
V.3, называть нейтральным (по существу, аксиома V.3. опреде
ляет только правый нейтральный).

С в о й с т в о  33.4. В векторном пространстве нейтральный 
элемент единствен.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что найдется вектор О ' е У
такой, что О'ФО,  но V e e V  имеет место а +  0' =  а.

по предложению д,

6 +  0'
Ц =

св. 33.3

Откуда 0' =  0. Значит, предположение о существовании по 
крайней мере двух элементов, удовлетворяющих аксиоме V.3, не
верно и 0, удовлетворяющий этой аксиоме, единствен. ■



С л е д с т в и е  33.2. Если а-\-Ь =  а для некоторого а е К ,  то 
6 =  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть с е  V и произволен, тогда
j  des — , — ,, _ произволен и а = с  -\-aeV.  Заметим, что

(£ +  а) +  6 =  d+ b

-V ? l
с+ (а+ 6 ) = е +  а =  </

Отсюда d-\-b =  d уже для любого вектора </, т. е. Ь — нейтраль
ный элемент, по предыдущему свойству он единствен в вектор
ном пространстве, т. е. 6 =  0. ■ 

С л е д с т в и е  33.3 (правило сокращения). Если в векторном 
пространстве имеет место хотя бы одно из равенств

a-f-6 =  a-|-c или 6 +  а =  с +  а,

то 6 =  с.

Очевидно свойство.
С в о й с т в о  33.5: V f le V = > (- a )- |- f l =  6.
Оно позволяет элемент ( — а), определяемый аксиомой V.4,

называть противоположным а, в то время как аксиома 
V.4. определяет правый противоположный элемент.

С в о й с т в о  33.6. В  векторном пространстве противополож
ный элемент к любому его элементу единствен.

З а д а ч а  33.1.2. Докажите свойство 33.6. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что для a e  V найдется кро

ме вектора а, удовлетворяющего аксиоме V.4, вектор a ' e V  
такой, что а-\-а' =  0. Тогда

§ 33. Понятие векторного пространства 269

( ( — а ) +  а ) +  a' *= б +  а' =ь= а'
V.?.

( — a) +  (a +  a ')= L (— а) +  б=±= — а
( — а ) = а '

Следовательно, предположение о существовании по крайней 
мере двух элементов, удовлетворяющих аксиоме V.4 неверно, что 
и доказывает свойство, поскольку по аксиоме такой элемент су
ществует. ■



270 8. Векторные пространства

Для любых элементов а и Ь векторного пространства
V сумму Ь-\-( — а) принято называть разностью элементов Ь 
и а и обозначать:

по самому определению разность обладает всеми свойствами 
операции сложения векторов.

Несложно проверить, что имеет место
С в о й с т в о  33.7. V {а, 6}е  К решением уравнений а +  х =  Ь

и Jt-f а =  Ь является вектор Ь — а. ♦
З а м е ч а н и е  33.1. Внимательный читатель может заметить, 

что аксиомы сложения векторного пространства: 
определено отображение [-f*]: V X  V-+V такое, что
V.I: а +  Ъ =  Ь +  а V {a, b } c V .
V.2: (а +  6) +  с =  а +  (6 +  с) V {а, 6, c]cr V.
V.3: 30е=У|а +  б =  а V а«= V.
V.4: V в €  У 3 ( — а ) е  V Iа -h( — а) =  б. 

есть ни что иное, как аксиомы структуры коммутативной группы 
на множестве V. Поэтому формулировки (да и доказательства) 
предыдущих свойств по существу аналогичны свойствам, ука
занным в § 24*, посвященному группам. Однако, выше были 
приведены самостоятельные доказательства свойств векторного 
пространства на основе аксиоматики именно векторного про
странства, поскольку обстоятельное изучение групп еще пред
стоит, а материал § 24* был дан для любознательного чита
теля в информативном порядке.

С в о й с т в о  33.8. V  о е  ^=^0-а =  б.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что по аксиоме V.7

0-а +  0-а =  (0 +  0)-а =  0-а,

а по свойству 33.2 из этого следует, что 0-а — нейтральный, т. е. 
0-6 =  0.

С л е д с т в и е  33.4. V a e V = > - (- l )- f l= (- f l ) .
З а д а ч а  33.1.1. Докажите следствие 33.4. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .



Откуда и из единственности противоположного элемента сле
дует, что ( — 1)-а = ( — а). ■ 

Аналогично предыдущему свойству можно доказать свойство.
С в о й с т в о  33.9. V a e R = > a - 6  =  0.
С в о й с т в о  33.10. a-a =  6=>a =  0 V a =  0.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Если a-a = 0 и а =  0, то утверждение 

очевидно.
2. Пусть а^=0, домножим обе части равенства a-a =  0 на
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— I /  \ — I л  св .  j o .o  лa (a-a)  =  a - 0 ----  0
V.?. II a =  6.

(а 'а)*а=ь 1 *a =̂ = a 

С л е д с т в и е  33.5. ( V a e  У\аф0)^=й£-а-аф$-а.
Допустим, что a-a =  (i-a, тогда a-a — |J-a =  6 и, значит,

(a — P)-a =  6, это влечет (a — P) =  0 (по свойству 33.10, так как
а ф 0) или о =  р, что противоречит условию. ■

Этими свойствами будем пользоваться, решая задачи, изу
чая более сложные свойства векторов и векторного пространства.

§ 34. ПРИМ ЕРЫ ВЕКТОРНЫХ ПРОСТРАНСТВ
Поскольку векторное пространство определяется двумя мно

жествами V Ф  0  и R, двумя отображениями: [ +  ]: V X  V-*-V и 
[-]: R X  V—► и соответствующими аксиомами, то определяя его 
структуру на каком-либо непустом множестве, прежде всего сле
дует задавать отображения [ +  ] и [•], а затем выяснять выполни
мы или нет для таких отображений аксиомы V . l— V.8.

П р и м е р  34.1. На множестве действительных чисел R с 
обычными операциями сложения и умножения, очевидно, выпол
няются все аксиомы V . l— V.8. Тем самым (R , -(-, •) — вектор
ное пространство, оно представляет пример так называемого од
номерного векторного пространства.

П р и м е р  34.2. Несложно убедиться в том, что на множестве,
состоящем из одного элемента, например, {б}, можно определить 
структуру векторного пространства, задав отображения:

[ +  ] : { 6 } Х { 6 } ^ { 6 } |  [ + ](<б, б>)Мб«={б},
г . . def я
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или, что то же самое, задав операции:

6 +  0 =  6 и к б =  б V ^ e R .
Такое векторное пространство — пример нульмерного век

торного пространства.
З а д а ч а  34.1.3. Можно ли задать структуру векторного про

странства на множестве, состоящем из двух элементов? Из трех 
элементов?

Указание. Если V = {а, Ъ\афЪ) — векторное пространство, то по ак 
сиоме V.3 один из элементов должен быть нейтральным, пусть в = б, 
тогда ЬФО. См. следствие 33.5.

П р и м е р  34.3. Матричное векторное пространство с обыч
ными операциями сложения матриц и умножения скаляра на 
матрицу ( М ( т х п ) ,  + , •> и, в частности, (g l (л), + , •> 
(см. задание 33.1).

П р и м е р  34.4. Координатное векторное пространство.
О п р е д е л е н и е  34.1. Координатным (или арифметиче

ским) векторным пространством (п-мерным) называется век
торное пространство матриц — строк <Л!(1хл), + , •> или 
матриц — столбцов <М( лх 1), + , •>. Первое из них называ
ется векторным пространством столбцов.

Обозначение этих пространств: <Af (1 х л), + , •) или, соот
ветственно, <М( лх 1), + , •>. Иногда такие пространства обо
значают R" или К".

Напомним операции в координатных пространствах:
В (М  (1 х л), + , •> для любых

определены сумма и произведение скаляра на вектор:

(к, (а „  а2, ... а„), (ft„ Ь2, ... £„)>«= R X M 2 (1 х л)
определены:

(а „  а2, ... а„) +  (&,, Ь2, ... &„) =  (а, +  &...... ап +  Ь„),
k-(alt а2, ... ая) = ( к а „  ка2, ... каП).

В <Л*(лх1), + , •) для всевозможных

(а

а

. Я)



П р и м е р  34.5. Множество решений системы линейных одно-; 
родных уравнений (см. лекция 5, § 22).

а|дс‘ +  а̂ дг2 +  аз*3 +  ... + а 'Х  =  О, 
а?х' +  <фс2 +  4 г 3+  ... + а 2ях” =  О,

(34.а /

ая1х' +  ая2х2 +  а'3) ?+  ... + 0^  =  0,

также есть векторное пространство относительно операций:
| <х'о, ... х%) +  (у1 у*0, ... y”o) =  (x l0 +  y'0, 4+1/2, ... xZ +  y*0)  и 

4 , ... xS> =  <X4. *■*<>. ... *■*!!>•
В этом несложно убедиться, если воспользоваться замечания

ми § 22 о том, что всякому решению такой системы уравнений 
соответствует решение матричного уравнения:

I__________ § 34. Примеры векторных пространств 273

а! а', а!

а? а\ а\ ... а\

a, a, al

(З4.а')

(или А-Х =  0  с матрицей Л =  ||а)||) и наоборот: каждому реше
нию последнего — единственным образом сопоставимо решение 
системы линейных однородных уравнений с основной матрицей 
|о ‘ ||. ф

П р и м е р  34.6. Векторное пространство полиномов (много
членов) от п переменных с вещественными коэффициентами 
и обычными операциями сложения и умножения числа на мно
гочлен: А  ... 4 Ш , 0 > -

Рассмотрим более простой случай многочленов одной пере
менной: [х], Щ  Q ) ,  и введем некоторые вполне естествен-

I ные соглашения:
1. Будем считать, что все многочлены имеют стандартную за

пись по возрастанию степеней:
f =  a0-\-a,x +  a2x2 +  ... + а Пхя,

где / ie N  и  <а„, а „  а2, ... a , ) e R ' +l.
2. Будем полагать, что если рассматриваются два многочле

на в стандартной записи, то они имеют «одинаковую длину» — 
этого всегда можно добиться, дополняя один из них, если это не
обходимо, слагаемыми с нулевыми коэффициентами, например:

/ ( * ) = ! + 2 x - 4 jc2 +  6 jc3 и g ( х )  =  0 +  Зж  +  0дс2 +  0дг3.
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3. Два многочлена считаются равными тогда и только тогда, 
когда равны все их коэффициенты на соответствующих местах: 
Пусть

f =  a0 +  a ix +  a1x2 +  ... -fa,*", 
g =  b0+ b {x +  b2x?+  ... +  ЬяхГ,

с\ <<Оо, а „  а2, ... ая), (Ь0, Ь „ Ь2, ... 4 , ) ) e R " + lX R " +l.
По определению

f =  g ^ ( a 0, а „  а2, ... ая)  =  (Ь0, bt, fc2, ... Ья)  (34.1)

Сумма любых двух многочленов определяется, как новый 
многочлен /Г+ lg  следующим образом:

( / [Т ]£ )=

=  (а0 +  *>о) +  (а| +  &,)дг +  (а2 +  Ь2)дс2+  - + ( an +  *0 JC'’- (34-2)
а произведение числа на произвольный многочлен

/ задается многочленом Л, jj]]/e*^ [.ic ] так, что

(>>0/) =  ̂ о4->-а,х-(-Ал2дс2-1- ... + \ а яхГ. (34.3)

П р и м е р  34.7. Векторное пространство полиномов (много
членов) от одной переменной с вещественными коэффициентами 
вида:

f =  a0 +  a lx + a ix? +  ... -fa*дс\
(где <а0, а,, а2, ... a „ ) e R * +l) и обычными операциями сложе
ния и умножения числа на многочлен: (<У * [дс], [+], р~| )■

Такое пространство называется векторным пространством 
полиномов от одной переменной степени не выше к.

Аналогично определяется векторное пространство полино
мов от п переменных степени не выше к:
< « r v .  -  а  Е В Е ] ) -
З а д а ч а  34.1.1. Убедитесь в выполнимости аксиом вектор

ного пространства для

2 [х] =  {а0 +  а,дс+ajjc2}.

П р и м е р  34.8. Множество всех числовых функций одной
переменной &~[D] с общей областью определения D и опера
циями:

[ +  ]:</. g>-*7( +  ]g  =  {<*. / W + g (x ) ) V x G D }



[']:<«. />“**» [•]/ =  (<*, a / (x )> V x eD }

V <a, /, g > e R X « F 2[D].
Здесь используем для операций в ^ [ D ]  обозначения [-(-] 

и (•), чтобы отличить их от операций сложения и умножения 
действительных чисел.

Очевидно, что [ +  ] и [•] — отображения, что позволяет ука
зывать для произвольного j t e O

(/[ +  ] * > ( * )= / ( * )  +  *<*) и (а [• ]/ )(* ) =  а*/ (х ) (34.F)

§ 34. Примеры векторных пространств 275

Заметим, что при доказательстве выполнимости аксиом век
торного пространства для [ +  ],[•]> потребуется устанав
ливать равенство отображений (определение 8.1), а так как 
Dom/ =  Domg для всех {/, g } a & ' { D \  то будет подлежать про
верке только последнее из условий (8.1):

Dom / = Dom g 
f =  g — =st=s=— (V jtefl=>-/(x) =  g ( 4

Итак,
V.l: /[ +  ] g | * [  +  ]/ V {/, g}<=ST[D],

f (x )  +  g (x )  =  g ( x ) + f ( x )  V x e D ,  4
что означает выполнимость аксиомы V .l для <«^[0], [ +  ], 
[•]>•Днялпгнцнп

V.2: (/f + ]g)[ + ]/i = /[ + ](g [ + ]A) V{/,g,A}cJT[D]. 
V.3: В качестве нейтрального элемента естественно взять ну

левое отображение: +

0 =  {<х, 0>Vjk(=D}<=&-[D],
поскольку / (х ) +  0(х)  =  /(дс) +  О =  /(дг) для V ( x , / ) e D # [ D ] ,  а 
значит, /[-+-] 0 =  /.

V.4: Построенное по произвольному fe& ~ [D ]  отображение

( - / )  =  {<*. - / (* )>  V x e  0(*)}<=«Г[0],
очевидно, удовлетворяет условию: ♦

/[ +  ] ( — /) =  0
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и значит, является противоположным к /.
V.5: 1 [•]/ =  / 

t
( \ [ - ] f ) ( x ) = \ f ( x ) = f ( x )  VxgeD, 

что означает выполнимость аксиомы для <«£T[D], [ +  ], [•]).
V-8: a [- ] ( f l  +  ] g ) ± a [ . ] f [  +  ] a [ . ] g  V<a, /, j f ) « R X J r * [D ] .  

Выполнимость этой аксиомы будет следовать из соблюдения для 
любого jcgD , произвольных числовых функций / и g и чис
ла а равенства:

(a H ( / [  +  ] g ) ) ( * )= (a  [• ]/[ +  ] a [• ]£ )(* ).
Отметим, что

(«*[•]</[ +  ]*»<*> 5 ^ a ( ( / [  +  ]g )U ) )  =  a(/(Jc)) +  a (g (x ))f 

((а  [• ]/)[ +  ] ( “ [*] £ ) ) ( * ) “ (*  [ • ] / ) ( * )+ ( « [• ] * ) ( * ) " « / ( * )+ » * ( * )
которые равны по закону дистрибутивности действительных чи
сел: a ( f ( x )  +  g (x ) )  =  a f (x )  +  ag(x).

Таким образом, аксиома V.8 (дистрибутивность умножения 
скаляров относительно сложения числовых функций) также име
ет место.

Аналогично проверяется выполнимость остальных аксиом 
V.6 и V.7: ♦

V.6: а [ . ] (Р [ . ] / )  = (а Р )М /  *<а, р, /> с= R'XST[D ].
V.7: (а + Р)[-]/ =  а [ . ] / [  +  ]Р[-]/ V<a. p. /> е  R2X<T[D|.
Подобным естественным образом определяется структура 

векторного пространства для функций нескольких переменных и 
даже на множестве функционалов на непустом множестве.

О следующих примерах векторных пространств речь ниже 
пойдет особо, поскольку их структура достаточно богата и пред
ставляет самостоятельный интерес.

П р и м е р  34.9. Векторное пространство свободных век
торов.

П р и м е р  34.10. Пространство линейных отображений век
торного пространства.

П р и м е р  34.11. Двойственное пространство.
З а д а ч а  34.1.2. Определите, является ли векторным про

странством полная линейная группа G L (n )  относительно опера
ций сложения матриц и умножения скаляра на матрицу? относи
тельно операций умножения матриц и умножения скаляра на 
матрицу?



§ 35. Пространство свободных векторов

§ 35'. ПРОСТРАНСТВО СВОБОДНЫХ ВЕКТОРОВ
Векторное пространство свободных векторов — очень важ 

ный пример, во-первых, потому что исторически математика 
прежде всего имела дело именно со свободными векторами и, 
можно сказать, что обобщение их основных свойств в конце кон
цов легло в основу определения (аксиоматики) векторного про
странства. Во-вторых, пространство свободных векторов дает 
наглядное представление о многих свойствах векторных про
странств потому, что свободный вектор легко представить себе 
направленным отрезком. Эта модель векторного пространства 
удобна, чтобы развивая интуицию, учиться решать задачи в 
векторных пространствах, тем более, что школьные курсы мате
матики знакомят именно с такими примерами векторов. А про
странство свободных векторов, как пример, еще важно для ил
люстрации некоторых алгебраических и геометрических поня
тий. Эго мы увидим в дальнейшем, говоря о геометрическом 
смысле коллинеарности и компланарности векторов, а также 
произведений векторов: векторного, скалярного и смешанного.

Для множества всех свободных векторов будем использо
вать обозначение «ЗГ

Напоминание:
О п р е д е л е н и е  4.2. Элемент декартова квадрата мно

жества всех точек плоскости (пространства), т. е. упорядо
ченную пару точек плоскости (пространства) принято назы
вать направленным отрезком.

Если две такие упорядоченные пары отличаются только 
порядком элементов (точек), то их называют противополож
но направленными отрезками, а если первый и второй эле
менты упорядоченной пары совпадают, то такие направлен
ные отрезки называют нулевыми.

О п р е д е л е н и е  16.4. Класс эквивалентности направлен
ного отрезка по отношению эквиполентности на множестве 
всех направленных отрезков называется свободным век
тором

Класс эквивалентности нулевого направленного отрезка 
называется нулевым свободным вектором. Он обозначает
ся 0.

Прежде чем обсуждать операции сложения и умножения 
скаляра на вектор на множестве <ЗГ, укажем критерий, по ко
торому определяется принадлежность двух направленных от
резков одному классу эквивалентности — свободному вектору.

Л е м м а  35.1. ABwCD тогда и только тогда, когда середи
ны отрезков [AD] и [ВС] совпадают.

В частности, если известно, что ( А В ) Ф ( С Э ) ,  то признак мо-
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Рис. 83

.В

Рис. 84 Рис. 85

жет быть сформулирован даже проще: ( A B w C D ) o A B D C — 
параллелограмм (рис. 83, 84).

Л е м м а  35.2. ABwCD тогда и только тогда, когда АСшВО.

Л е м м а  (об откладывании) 35.3. Для любой точки А и 
свободного вектора а существует единственный направленный
отрезок А В е а  (рис. 85).

Если обозначить через & — множество точек пространства, 
то условия предыдущей леммы можно записать формулой:

(V</t, а> е « ^ Х « ^ ’ )=>(3 А В е а ,  причем единственный).
Доказательство этих лемм не составляет большог^ труда. 

Остановимся на последнем, так как, по существу, лемма об от
кладывании устанавливает биективное отображение множества 
свободных векторов аУ  в множество &  точек пространства. 
(См. лекция 4, пример 16.3(3)).

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  35.3.
0. Определим бинарное отношение на <ЯГХ«^.
1) Если C D e a  и фиксирована произвольная точка А е Р ,  то 

найдется прямая, обозначим ее а, такая, что а ^ А  и a||(CD)
2) Точка А разбивает прямую а на два луча: сонаправленный 

с [CD)  и противоположно направленный.
3) На сонаправленном с [CD)  луче отложим отрезок [АХ]  та

кой, чтобы | /4ДГ | =  | СО |.
4) АХыСЬ.  ♦
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Так построен А Х ^ а  и, таким образом, имеем бинарное отноше
ние, при котором каждому свободному вектору сопоставляется 
конец направленного отрезка — его представителя, откладывае
мого от данной точки А:

VP  =  { ( a , Х ) \ А Х e a j c J 1' Х*&“-
1. Dom V P  =  <&T, так как указанную выше конструкцию мож

но провести для любого свободного вектора а.
2. VP  — отображение.
Предположим, что найдутся {<а, X >, <а, Х ')}с=  VP  такие, что 

{А Х , А Х ' } а а ,  но (а, X )  Ф  (а, X ' ) .  Тогда

= > А А Ы Х Х 'Х Х Х '  —  нулевой о  Х =  Х\
А Х е а

Но это и означает совпадение направленных отрезков 
АХ' =  АХ. U

3. in: допустим, найдутся такие {<а, X ) ,  <а', Х )}с г1 /Я, что 
<а, X )  Ф  <а ', X ) .  Тогда по определению бинарного отношения VP

Са
а

> _  — 
=s*a =  a',АХ  

АХ
откуда следует (а, Х )  =  (а\  X ) .

4. sur: для любой точки Х ^ Р  возь
мем направленный отрезок АХ  и его 
класс эквивалентности а. По опреде
лению пространства свободных векто
ров А Е  о У . ■

В школьных курсах математики вводились «сложение векто
ров» и «умножение числа на вектор». Эти понятия мы будем об
суждать для свободных векторов, чтобы увидеть корректность 
этих определений и то, как на множестве V они определяют 
структуру векторного пространства.

О п р е д е л е н и е  35.1. Пусть {a, bjczeTr, А В & а ,  В С ^ Ь .
Суммой свободных векторов а и Ь по правилу треугольника

называется свободный вектор с представителем АС такой, что 
[АС] — сторона треугольника, построенного на отрезках [АВ]  
и [ВС]  (рис. 86).

Обозначение такой суммы: (а +  б)
т. А
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a t t  Ь : <
(3+Ь)г.лА ,

В

а П Ь
(а+ь)т,л с

Рис. 87

В

I О п р е д е л е н и е  35.2. Свободные векторы а и Ь называют
ся параллельными, если они имеют представителей, принадле
жащих параллельным прямым.

Обозначение параллельных свободных векторов: а\\Ь.
Сложение параллельных свободных векторов требует допол

нительных разъяснений, так как в этом случае треугольники 
представляются «сжатыми» до отрезков (рис. 87).

Это определение суммы свободных векторов зависит не толь
ко от способа (построение по правилу треугольника), но и от вы
бора начальной точки, поэтому естествен вопрос — каков ре
зультат построений при ее изменении? Т. е. при откладывании 
свободных векторов от различных точек получим ли эквиполент- 
ные направленные отрезки (представители одного и того же сво
бодного вектора)?— Только в этом случае сопоставление двум 
свободным векторам их суммы по правилу треугольника есть 
отображение .

П о с т а н о в к а  з а д а ч и .  Пусть {а, 6}с:«3^, А В е а ,  C D e b  
Построим по правилу треугольника представители сумм векто
ров в различных точках: A ' D ' e ( a  +  Ь) д и A " D " е(а-\-Ь)  
и сравним их (рис. 88).

Заметим, что

А 'В ' ш А "В "  =4- А'А" о) В 'В "  
tF h ' о» В "Ъ "  X  Я ГВ " о) суЪ "

X a 'A " о> D 'D " Л-

=>A'D" u > A "D " J> A 'D "e ( a  +  b) .
'  1 А*

По утверждению 16.1 из этого следует, что свободные векторы 
(а +  6) и (а-\-Ь)  ̂ ^  совпадают, как имеющие общий направ

ленный отрезок A 'D ". Я  
Тем самым доказано утверждение.
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D '

В
Рис. 88

У т в е р ж д е н и е  35.1 ( п е р в а я  т е о р е м а  к о р р е к т н о 
сти) .  Определение суммы свободных векторов по правилу тре
угольника не зависит от выбора точки.

Оно позволяет в обозначении суммы свободных векторов по
правилу треугольника опускать индекс — точку: ( а +  6), и утвер
ждать, что отношение

( +  К =  {<<**. Ь>, (а-\-b\)}cia3?'i X e F  
есть отображение (+  Х ’.& г Х е У поскольку (а, Ъ)  сопостав
ляется единственный вектор (а +  Ь)т.

Следующий способ сложения свободных векторов также из
вестен по школьному курсу, его обычно применяют в случаях 
непараллельности свободных векторов-слагаемых.

О п р е д е л е н и е  35.3. Пусть {а, 6} с: У, /4 f le a ,  A D ^ b .  
Суммой свободных векторов а и 6 
по правилу параллелограмма назы
вается свободный вектор с пред
ставителем АС таким, что [ЛС] — 
диагональ параллелограмма, по
строенного на отрезках [А В ] и [ЛО].

Обозначается сумма свободных
векторов а и Ь по правилу па
раллелограмма так: (а +  6) В слу
чае параллельности векторов-слага
емых при указанных геометрических 
построениях параллелограмм вырож- Рис 89

10 В. Т. Петрова



282 8. Векторные пространства

«ГГ  ь

а I I  Ь :

В  D

а ь ь
л-

В  Л ,? , м С  D(“ + Ь)п,Д
Рис. 90

дается и результат их сложения может быть изображен на 
рис. 90.

У т в е р ж д е н и е  35.2 ( в т о р а я  т е о р е м а  к о р р е к т н о 
сти) .  Сложения двух свободных векторов по правилу паралле
лограмма и по правилу треугольника дают один и тот же сво
бодный вектор.

Точнее: V {а, 6}а<3>г=>(а-\-Ь), =  (а-\-Ь)^  ̂=  (0 +  6)  ̂ д.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В случае непараллельных свобод
ных векторов очевидно: отложим от одной точки их представи
тели (рис. 91)

{а, Ь }с= а^ |(/4 Веа f\AD^b)\(AB)KAD).

По определению 35.3 АС^(а-\-Ь)^ а так

как B C m AD, т о  п о  определению 35.1
Л С е (а  +  &),• Следовательно, (а +  6)̂  д и
( а -fft), совпадают, как два класса эквива
лентности (свободных вектора) с общим 
представителем. □

Так как сумма свободных векторов по 
правилу треугольника не зависит от на
чальной точки, то и сумма свободных век
торов по правилу параллелограмма не за
висит от выбора начальной точки построе
ния. А равенство отношений

( +  )T =  {<<a, ft), ( i  +  ft),)} и ( +  )„ =  {<<о, 6>, (S  +  S ) . ) }
позволяет в дальнейшем пользоваться наиболее удобной Д-™я 
каждой задачи формой их сложения и говорить просто о сум
ме свободных векторов, которую будем обозначать: а-\-Ь, и 
если потребуется, об отображении ( +  .

Рис. 91
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Свойства суммы свободных векторов
По существу, эти свойства составляют доказательства вы

полнимости первых четырех аксиом векторного пространства 
для множества а Г  и отображения ( +  ).

С в о й с т в о  35.1. e +  6 =  6-fa  V {а, 6 }с е ? '\  
Д о к а з а т е л ь с т в о  очевидно для случая непараллельных 

свободных векторов, если заметить, что (рис. 92):

АСе(а-\- Ь) и АСе(Ь-\-а)

С в о й с т в о  35.2. (а +  6)+с==а +  (6 +  с) V {а, 6, с)а<3^. 
В д о к а з а т е л ь с т в е  удобнее использовать сложение 

свободных векторов по правилу треугольника (рис. 93),
так как один и тот же направленный отрезок A D е(а-\-Ь)-\- с
и в то же время ^De(a-)-6)-(-c =  e-(-(6-(-c). ■

Сложением свободных векторов по правилу треугольника до
казываются и следующие два свойства.

С в о й с т в о  35.3. a +  6 =  a V o e < ^  4
С в о й с т в о  35.4. V ae< ^ = > e- (- (- fl) =  6. +

Свойства 35.1— 35.4 означают, что сложением свободных век
торов по правилу параллелограмма на множестве задана 
структура коммутативной группы.

Обсуждению произведения скаляра на свободный вектор 
предпошлем несколько определений:

О п р е д е л е н и е  35.4. Свободные векторы а и Ь называ
ются сонаправленными, если сонаправлены лучи [А В ) и [CD)
их представителей А В е а  и C D e b ,  и противоположно на
правленными, если такие лучи направлены противоположно.
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А  ______  В  В '  _______ А'

C D  С'  D'
Рнс. 94

Их обозначение: а\\Ь и, соответственно, (рис. 94).

I Нулевой свободный вектор считается сонаправленным и 
противоположно направленным любому свободному вектору.

Отметим, что отношение сонаправленности на множестве 
всех лучей, а значит, и на множестве всех свободных векторов 
оУ  транзитивны, а противоположной направленности не обладает 
свойством транзитивности.

■ О п р е д е л е н и е  35.5. Модулем или длиной свободного
вектора называется длина его любого представителя.

Обозначается модуль свободного вектора а: |а|.
Это определение корректно, так как все представители одно

го свободного вектора имеют по определению равные длины, и 
позволяет сформулировать довольно очевидный признак:

Л е м м а  35.4. Два свободных вектора равны тогда и только 
тогда, когда они сонаправлены и их длины равны.

О п р е д е л е н и е  35.6. Произведением скаляра ( числа) а
на свободный вектор а называется свободный вектор Ь та
кой, что

|6| =  |а | |а |Л (а > 0 = * - 6 | |в )Л (а < 0 = > 6 # а )Л (а =  0=>& =  б)

Обозначается произведение скаляра а на свободный век
тор а: а а.

Прилагательное скалярный происходит от латинского слова 
scalaris — ступенчатый, оно обычно применяется к величине, 
каждое значение которой может быть выражено только одним 
числом (в отличие от вектора, матрицы и т. д.).

По самому определению произведение скаляра на свобод
ный вектор не зависит от точки (сравните с утверждениями
35.1 и 35.2) и им вводится отношение ( - ^ { ( { а ,  а ) ,  а а ) } с

которое является отображением (•):
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Свойства произведения скаляра на свободный вектор

Они подтверждают выполнимость аксиом V.5— V.8 векторно
го пространства.

С в о й с т в о  35.5. 1 а =  a V a e ЯГ.
С в о й с т в о  35.6. a(p<i) =  (ap )a  V <а, р, f l ) e R 2X«5J*. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку из определения следует, что

0а =  0 и в случае хотя бы одного нулевого множителя свойство 
выполняется тривиально, то рассмотрим случай ар^=0.

Чтобы было можно воспользоваться признаком равенства 
свободных векторов (л. 35.4), надо установить равенство модулей
и сонаправленность (а р )а  и а (Р а).

1. |а (Ра )| =L |а| |р«| =  |а| |р| |а| =  |(аР)| |а| =  |(аР )а |.
2. Сравнивая с 0 коэффициенты, выделим четыре случая:

1). а > 0 Д  Р> 0 , 2). а < О Д  р< О,

3). а <  О Д  Р >  0, 4). а >  О А  Р <  О,

и проведем доказательство для последнего из них:

Если а > 0 А Р < 0 .  то а р < 0  и (а р а )| | а .  ■

a > 0 4 a ( p a ) f t p f l l  ? -- -
> _  _  ?=>-(аР)а||а(Рв).Р<0=МРа)Иа J

Т. е. свободные векторы а(ра)  и ( ар) а  равны по модулю и со- 
направлены, что по признаку — лемме 35.4 означает их совпа
дение.

В каждом из оставшихся случаев 1).— 3). рассуждения анало
гичны. □ 

Следующие свойства приводим без доказательств, которые 
основаны на том же признаке равенства (лемме 35.4) свободных 
векторов.

С в о й с т в о  35.7. (a  +  p)a =  aa +  pa V (а ,  р, a ) e R 2X< ^. 
С в о й с т в о  35.8. а(а-|-6) =  аа +  а6 V ( a ,  а, 6) е  RX«^*2.
Таким образом, множество аУ  с операциями сложения сво

бодных векторов (опр. 35.1, или 35.2) и умножения скаляра на 
свободный вектор (опр. 35.4) имеет структуру векторного про
странства, или является моделью векторного пространства.
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В

b — а

Ь - а = А Ё  - А д  =
= с 1  + х д  = с гЗ

Рис. 95

В

Рис. 96 Рис. 97
З а м е ч а н и е  35.1. Для любых векторов а и 6 определяется

—• —• —* —• 
разность векторов (см. § 33): Ь — а =  6 +  ( — а). Построить пред
ставитель такой разности свободных векторов не составляет тру
да, если использовать «правило треугольника» (рис. 95).

П р и м е р  35.1. Легко видеть, что в произвольном треуголь
нике A B C  сумма векторов: АВ-\- ВС  +  СА =*=б. Если ввести обо
значения: а з А В ,  Ь з В С ,  с з С А ,  то последнее можно запи
сать в форме:

а +  Ь -+- с =  0. (ЪЪ.аЬс)
Также равна нулевому вектору и сумма векторов — <<ме'

диан»: АА ’ +  В В ' +  СС'ш=Ъ, где А’ — середина отрезка ВС, В - ~  
середина отрезка АС  и С' — середина отрезка А В  (рис. У®)- 

Чтобы убедиться в последнем, заметим, что

А А ' ± ( а  +  1гЬ), В В '± (6 + }г С ),  C C ± ( c  +  U ) ,
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в

Рис. 98

откуда

^  +  fl2J+ c c ? = - ( S + i 5 ) + ( i + i r ) + ( e + £ i ) i ( e + i + c ) +

+(15+1^+1Н)ШУ^!(5+б+о=б.
З а д а ч а  35.1.1. Докажите, что при произвольном положении 

точки О относительно треугольника Л ВС  имеет место равенство:

С М = ^ (О Л  +  ОА +  ОС)
(рис. 97).

Указание. ОМ =  ОА +  А М , ОМ =ОВ-\-ВС, ОМ = О С  + СМ. См. также 
пример 35.1 и задачу 35.1.1.

З а д а ч а  35.1.2. Докажите, что при произвольном положении 
треугольников A BC  и А 'В 'С ' имеет место равенство:

Щ у  =  1(АА'-\-'ВВ'-\-СС'),
«5

где М — точка пересечения медиан А Л В С ,  а М'  — точка пересе
чения медиан Д Л 'В 'С ' (рис. 98).

Указание. См. пример 35.1 и задачу 35.1.2.
З а д а ч а  35.1.3. Л BCD  — паралле

лограмм, выразите вектор, коллинеар- 
ный биссектрисе Z.BAD, через векторы
“  и S, где а э Л В ,  5 э Л О  (рис. 99).

Указание. Вспомните, в каком четырехуголь
нике диагональ является в то же время биссект
рисой одного из его внутренних углов.

L
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§ 36. ПОДПРОСТРАНСТВА ВЕКТОРНЫХ 
ПРОСТРАНСТВ

О п р е д е л е н и е  36.1. Подпространством векторного про
странства •> называется его непустое подмножество
V\ если V<a, a, 6 > e R X V " 2 выполняются условия:

S S . I :  f l +  k V ' .

S S . 2 :  а - о е Г
Подпространство V также называют векторным подпро

странством или линейным подпространством векторного про
странства. Условия SS.1 и SS.2 означают замкнутость V' от
носительно операций векторного пространства -f- и • .

Т е о р е м а  36.1. Всякое подпространство векторного про
странства есть векторное пространство.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В  векторном пространстве V опреде
лены отображения — операции:

[ +  ]: V'X V-+V и [•]: R X  V-+V.
Тогда сужения этих отображений:

[ +  ] l r x r ' V W + V  и H I Rxv-:RXV '-+V
согласно утверждению 7.2 есть отображения. Определение под
пространства, по существу, означает, что

Im +  \vxr У  и Im [-)|жхк. с: V', 
откуда следует, что

[ + } \ r xv . :V 'XV '-+V '
и

Все аксиомы векторного пространст
ва V . l— V.8 выполняются с очевид
ностью для

V (а, р, а, 6, с> е
е  R2X (  V ' f a  R2X  V3.

Когда говорят о п о д п р о с тр а н с тв е  век 
торного пространства, то  и з ко н текста  
обычно ясно, о сужении к а к и х  оп ераи и  
идет речь и, как правило, нет необходи 
мости в дополнительном у к а з а н и и  опер 
ций на V 'cz V. сс 2

Наглядно суть условий SS.1 и 
можно в ы р а з и т ь  схемой (р и с . 100).Рис. 100
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З а м е ч а н и е  36.1. Несложно показать, что два условия, 
характеризующих подпространство: SS.1 и SS.2, можно заме
нить одним, потребовав для любого кортежа <а, р, а, 6) е  R*X  У'2 
выполнимости условия:

SS: аа + р б е Г .  ф

Примеры подпространств векторных 
пространств

П р и м е р  36.1. VКэ0=>-{0} — подпространство V (см. при
мер 34.2) в этом случае говорят о нульмерном векторном под
пространстве V или его тривиальном подпространстве.

Тривиальный — от латинского слова trivialis, что означа
е т— лишенный оригинальности, избитый, заурядный.

Так же очевидно, что векторное пространство является сво
им подпространством, его и нульмерное векторное подпро
странство иногда называют несобственными подпространст
вами.

П р и м е р  36.2. {Xe|A ,eR } для любого ненулевого а е К  
есть подпространство V. Подпространства такого вида (при
различных a e V )  называют одномерными векторными под
пространствами V.

Из предыдущего следует, что любое векторное простран
ство, содержащее более одного элемента, обязательно имеет и 
одномерное подпространство. ф

З а д а н и е  36.1. Приведите примеры подпространств вектор
ного пространства М (т х п ) .

З а д а ч а  36.1.1. Определите, являются ли подпространством 
в (иЦп)< + . •) множества

1. скалярных матриц?
2. симметрических матриц?
3. кососимметрических матриц?
4. невырожденных матриц?

П р и м е р  36.3. В векторном пространстве числовых функций 
одной переменной <^[R] подпространство — множество всех мно
гочленов: «0*[4

П р и м е р  36.4. В векторном пространстве числовых функций 
(функционалов) & [ D ]  (на некотором множестве D)  образуют под
пространство множество всех функций, равных 0 в одних и тех

точках (для простоты можем рассматривать функции одной 
Переменной на отрезке или числовой прямой), так как это мно
жество замкнуто относительно операций на D ] (сумма двух 
числовых функций /[ +  )£  и произведение числа на функцию
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а (- ] / обращаются в 0 по крайней мере в тех же точках, в кото
рых равны 0 и / и g одновременно).

П р и м е р  36.5. В векторном пространстве функций & [D \  (мо
жем считать 0  =  [а, fe]eR)  множество всех функций, ограничен
ных некоторой константой, т. е.

{/е=«Г[О]|/(дг)<с0 V*€=0},

подпространство не образуют, так как, например, если f0(x) =  c0, 
и значит, /о ограничено константой с0, то 2/0 уже не будет удов
летворять этому условию.

Слово константа происходит от латинского «constans», что 
означает постоянный, неизменный.

П р и м е р  36.6. В векторном пространстве многочленов & [х ]  
подпространством является <£**[*]— пространство всех много
членов степени, не превышающей к, а множество тех из них, ко
эффициенты которых положительны (или неотрицательны), под
пространство не образуют. ф 

З а д а н и е  36.2. Приведите свой пример подпространства 
векторного пространства * [х \

П р и м е р  36.7. В векторном пространстве функций & [а ,  Ь], 
определенных на отрезке, образуют подпространства множество 
всех функций, непрерывных на [а, Ь\: ф°[а, fcj, множество непре
рывно дифференцируемых на [а, 6] функций: ф' [а, Ь], и. вообще, 
все функции дифференцируемые на [а, Ь]: 3  [а, Ь]. Причем,

& \а , b\zo3 [ а ,  Ь]^эф°[а ,  b\zD^'\a, ft],
как векторные подпространства.

П р и м е р  36.8. В векторном пространстве функций, опреде
ленных на всей вещественной прямой — Rj образуют подпро
странство множество тригонометрических полиномов — функ 
ций, представимых в виде:

a0 +  a, sin x-\-bt cos дг +
+  a2 sin 2x-f b2 cos 2x-f... -fa* sin kx: +  bk cos kx

(36. t)
при всех возможных t e N .  Такое подпространство обозначает
ся *^[R| или 2Г.

В 2Г в свою очередь векторное подпространство образуют три
гонометрические полиномы порядка п — все такие функции, для 
которых в представлении (36.t) число л, причем /i e N, фикси
ровано. Это подпространство обозначается 2 Гп. Очевидно, что

\R\<=zC° \R\<=& |R|c=«r|R|.
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Несложно показать, что бинарное отношение:
S S  =  {<X, К )|{Х , — подпространство Y } c z V X V  —
антисимметрично и транзитивно, т. е. имеет место утверждение 

У т в е р ж д е н и е  36.1. Бинарное отношение «быть подпро
странством» на множестве всех подпространств векторного 
пространства есть отношение порядка.

З а д а н и е  36.3. Определите, каким порядком на V: строгим 
или нестрогим является отношение S S ?  (См. лекция 4, § 14).

Имеет ли порядок (К ,  S S )  наибольший или наименьший 
элементы? ф

П р и м е р  36.9. — У т в е р ж д е н и е  36.2* Множество всех 
решений линейной однородной, системы уравнений с п перемен
ными S,, есть подпространство координатного пространства R".

Напоминание. Согласно § 22 (см. также пример 34.5), систему m линейных 
однородных уравнений с п переменными:

Д о к а з а т е л ь с т в о  заключается в проверке выполнимо
сти условий SS.1 и SS.2.

двух решений линейной однородной системы уравнений ее ре
шением? Или А '(X  -)- Y )=  О, если А-Х =  0  и A 'Y  — O. 

Очевидно, A-(X-\-Y)=A-X-\-A-Y =  0-\-0 =  0.
2) SS.2. V (a, ^ e R X S ^ a - X e S ^ ,  

т. е. является ли произведение скаляра на решение (34.а') ее 
решением? Или

Следовательно, сумма двух любых решений линейных одно
родных уравнений и произведение любого числа на такое ее ре
шение являются решениями этой системы уравнений. ■ 

Иначе говоря, множество S A замкнуто относительно сложе
ния кортежей и умножения скаляра на кортеж и, значит, явля

ajx1 +  ajX1 -f- aj*3 -f- ... + a i*" =  0, 

a2)xi +  alx‘ +  a\x3+  ... + a2,x’ =  0. (34.a)

а?х' + а;хг + а1х*+ ... + аГ*" = 0, 
можно записать в матричном виде: А-Х =  0, (34.а')

где А =  1Ц11 е М ( т  х л), X = е М ( п  х 1), О е М ( т  х 1).

1) S S .l. V {X, y}c=S/,=>-X+ Y ^ S a, т. е. является ли сумма

■>

А - (а Х )= 0 ,  если А ’ Х =  0. 
А - ( а Х )± а (А - Х )  =  а0  =  0.
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ется подпространством координатного пространства R". (Сран 
ните с примером 34.5).

Оказывается, имеет место и обратное:
У т в е р ж д е н и е  36.3. Любое подпространство координат

ного пространства может быть задано некоторой системой ли
нейных однородных уравнений.

З а д а ч а  36.1.2. Установите, является ли подпространством 
в R" множество решений системы m линейных неоднородных 
уравнений с п переменными:

Указание. Согласно § 22, эту систему можно записать в матричном виде: 
А-Х = В, где

Д о к а з а т е л ь с т в о  заключается в проверке выполнимости 
условий SS.1 и SS.2:

Следовательно, множество не является векторным под
пространством R".

П р и м е р  36.10. В координатном векторном пространстве 
подпространством является множество всех кортежей с фиксиро
ванными местами элементов, равных 0.

Например, подпространство в Л1(5х 1) множество

ajxl +  aJjc2 +  aJ.r3 +  ... + а[хя =  Ь\ 
а?дг| +  <фг2 +  <4*3+  ... 4-a2nx" =  b2.

аГх, +  а ^  +  а?х3+  ... +  a„"V =  fcm, 

где <&', Ь2, ... Ья )  Ф  <0, 0, ... 0>.

А =  IIа'II е М ( т  х я), Х =  е Л ( п »  I), 8 =  e M ( m x l ) .

1) S S .I: V {X ,  Y)c=SMB=>X+ Ye=SA]B, т. е. А - ( Х + У ) Ф В ,  
если А ■ X =  В  и A ' Y  =  B ?

A - ( X + Y )  =  A-X +  A-Y =  ?.
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З а д а ч а  36.2.1. 1. Докажите, что подмножество

V" = л? 11 (дс1, дс2, дс3, дс4, дс5)  е  R5 Д  х1 + дс2 + дс3 =  О (36.v")

координатного векторного пространства А1(5х 1) есть его под
пространство.

Д о к а з а т е л ь с т в о  заключается в проверке выполнимости 
условий SS.1 и SS.2.

1). S S .l: V а =

а Ь — V"?

(проверяется условие (36.v"), но уже для вектора а +  6).
(а ' +  &'Ж а2+ * 2) + ( а Ч * 3)^ 0 .

2). SS.2: V <а, а =

а аа 1
а2 \ з _  / а а*
а3 ) e R X r = > a  а =  I  аа>

V - ;
V"?

сГ /  \ а а
(проверяется условие (36.v"), для вектора а -а).

(аа1) -J- (аа2) +  (аа3) 0.
Следовательно, V " — подпространство векторного простран

ства М (5 х 1).
2. Определите, является ли множество V'f] V " a M  (5 х 1), где 

К 'сгЛ 1 (5х1 ) (см. пример. 36.9), его векторным подпростран
ством?

Указание. Прежде всего выделите все условия, которым должен удовлетво
рять вектор, принадлежащий V'ft V"czM  (5х 1), (см. пример 36.9, задача 36.2.1).



294 8. Векторные пространства

В общем случае имеет место:
У т в е р ж д е н и е  36.4. Пересечение любого множества под

пространств векторного пространства есть его подпространство.
З а д а ч а  36.1.3. Является ли объединение подпространств V  

(примера 36.9) и V" (задачи 36.2.1) векторного пространства 
Л1(5х 1) его подпространством?

Вообще говоря, несложно показать, что объединение двух 
произвольных подпространств векторного пространства не явля
ется его подпространством за исключением случаев их вложения 
( V ' с  V" => V'\J V" — V"), однако, по объединению даже произ
вольных подпространств векторного пространства можно по
строить минимальное подпространство этого векторного про
странства, содержащее их объединение. Для этого потребуется 
ввести дополнительно некоторые новые понятия.

О п р е д е л е н и е  36.2. Линейной комбинацией векторов
<а,. а2, ... а4) с: V с коэффициентами <а\ а2, ... a‘) e R l на
зывается вектор w =  a'a, +  а2в2+  ... ■fa‘a , e l ' .

В таком случае говорят, что вектор v линейно выражен
через (а,, а2, ... ak) c z V  с коэффициентами <а', а2, ... а*).

В частности, линейная комбинация векторов называется 
тривиальной, если все ее коэффициенты нулевые, в противном 
случае она называется нетривиальной линейной комбинацией.

О п р е д е л е н и е  36.3. Линейной оболочкой непустого 
подмножества V  векторного пространства V называется мно
жество всех возможных линейных комбинаций векторов из V'.

Обозначается линейная оболочка множества V": L (V ' ) .  
П р и м е р ы  36.11. линейных оболочек в векторном простран

стве М  (З х  1):
1) Я =  {е „ е2, е3}с М (З х 1 ) ,  где

L ( B )  =  { *'<?,+  дг2в2 +  дс3е3}=  j ^ 0 ^  +  х2 ^ ^ +  х3 ^  °  ^

В этом случае оказалось, что линейная оболочка L ( B )  совпа
дает с М  (3 х 1).
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2) А = { а и аъ а3}с :Л 1 (Зх  1), где

- ( IW iW i)-  
■(iM iM i)L ( А ) =  ( х'а, +  хга2 +  х3а3} =

Совпадают ли в этом случае L ( A )  и М ( 3 х  1)?

3) С =  {с „  с2}с :Л 1 (Зх  1), где с

L ( C ) = { x ' c i +  x*c2}

= ( о ) . Ц ? ) .

Заметим, что во всех предыдущих примерах линейная оболоч
ка подмножества векторного пространства есть линейное под
пространство М  (3 х 1). Это обобщается в теорему.

Т е о р е м а  36.2. Линейная оболочка всякого непустого мно
ж ества— L ( V ' )  есть подпространство векторного пространства
V zd V  Ф  0 , более того — это наименьшее подпространство век
торного пространства V, содержащее это множество V'.

З а д а ч а  36.1.3. Докажите теорему 36.2.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Проверим выполнимость условий

SS.1 и SS.2 для произвольных векторов {а, 6}с= V’ и любого 
R.

S S .I: V {H , b } c z L ( V ' ) ± a  +  b e L ( V ' ) .

SS.2: V <Х, a )< = R X L (V ' )= > k a (= L (V ' ) .
2. L ( V ' ) — наименьшее подпространство векторного простран

ства У, содержащее подмножество V .
Указание. Предположим, что найдется подпространство V" с  У такое, что 

V'cz V " a L  ( У'), но V"¥=L(V' ) ,  что означает наличие вектора ( е Ц Г ) ,  
т. е. с =  а а  +  р6 для некоторых векторов {а , 6 }с  У', причем с ф \?".

О п р е д е л е н и е  36.4. Суммой подпространств V' и V"
векторного пространства V называется линейная оболочка 
множества V'\JV".

defОбозначается сумма подпространств: V  +  V" —  L  ( V' U V" ).
Если У'П V" =  {0}, то сумму подпространств V' +  V" назы

вают прямой
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Ее обозначение V ' (BV " .
С л е д с т в и е  36.1. Согласно теореме 36.2 сумма подпрост

ранств векторного пространства есть подпространство этого 
векторного пространства.

( О п р е д е л е н и е  36.5. Если векторное пространство разло
жено в прямую сумму подпространств: V =  К 'ф  V", то V" назы
вают дополнительным подпространством или дополнением V'.

Это понятие, очевидно, симметрично: если V" — подпрост
ранство, дополнительное к V' в векторном пространстве V, то 
V' — дополнительно к V".

Можно доказать следующее утверждение:
У т в е р ж д е н и е  36.5. Для любого подпространства V' век

торного пространства V существует подпространство, дополни
тельное ему в V.

Однако, дополнительное подпространство подпространства 
V 'с: V определено, вообще говоря, неоднозначно.

П р и м е р  36.11. В примере 36.10 показано, что М ( 3 х  1) =

=  / ,(* „ е2, е3), где е, =  ^ 0 ^ ,  е2= ^ ^ ,  е3= ^ 0 ^ .

Очевидно, что М ( 3 х  1) =  L (e ,)© L  (е2, е3).

В то же время М (3 х 1 )=  L (a t, а2, аз). где а \

. . .  - ®  

fl2= (  0 )  ’ ° 3==(  ! )  ’ И Х “ з). ♦
У т в е р ж д е н и е  36.6. Векторное пространство V =  V' ф V",

тогда и только тогда, когда любой его вектор ж е  К однозначно
разлагается в сумму: х =  х'-\-х" так, что / е Г ,  а х " е  V ". 

Д о к а з а т е л ь с т в о .
1. Пусть V =  V ' ®  V", но найдется в V вектор, представляе

мый в виде сумм: х =  х'-\-х" и х =  у ’ -\-у" таких, что {х', у '}с :  V", 
{х", Г ) с Г ,  но <?, х " ) Ф ( у \  у " ) .

Тогда х' +  х" =  у' +  у ” , откуда

Х ' —  у'2=  — х "  +  у " .
(И (I)
V  V"

Но согласно определению, V ' ( ] V "  =  [0), значит

х' — у ' =  О И —  х" +  у"= 0.
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что влечет <х', х " ) =  {у ', у " ) .  Следовательно, предположение о 
неоднозначности подобного разложения какого-либо вектора не
верно.

2. Если же V ' Q V " # {б },  то найдется ненулевой вектор
a ^ V ' f ] V " .  Тогда любой вектор х из У, помимо разложения
х =  х' +  х" с х 'е  V' и х " е  V", можно представить в виде суммы:
х =  (х'-\-а)-\-(х" — а), с (х' +  а ) е  V' и (х " — а )е  V". Это противо
речит условию однозначности разложения произвольного векто
ра из V в сумму векторов, принадлежащих подпространствам V' 
и V". ш

Полезно обратить внимание на два частных случая линей
ных оболочек систем с одинаковым числом векторов.

У т в е р ж д е н и е  36.7. Если V — векторное пространство, а
множества векторов А = { а ь а2, ... a J c r V  и B  =  {bt, 62, ... 6„}c:V ' 
таковы, что

а.=
Ь, при i=£j
\b j при i= /  и ХфО

для некоторого / е {1 , 2, ... л}, то линейные оболочки А и В  сов
падают: L ( A ) =  L ( B ) .

У т в е р ж д е н и е  36.8. Если V — векторное пространство, а
множества векторов А =  {а,, а2, ... а „ } с  V и B  =  {bt, 62, ... b„}cz V 
таковы, что

а = [ Ь  _ ПР И ‘ * * 1  (36.,)
' \ 6* +  6, при i =  k )

для некоторого / е {1 , 2, ... п], то их линейные оболочки 
совпадают: L  (А)  =  L (В).

З а д а ч а  36.2.2. Докажите утверждение 36.8. 
Д о к а з а т е л ь с т в о  естественно проводить методом двойно

го включения.
I )  H A ) c z L ( B ) .
Возьмем произвольный x ^ L ( A ) ,  это означает, что х =  

= x'a, +  x2i 2 +  ... + х*- 'а*_,+  p i ]  -4-х*+|а*+1 + ... +х"ая ^

=  х'6,+ ... +х*_|6*_,+  х*(6*4-6,) +x*+16*+i +  ... + x "6 „e i. (B ) .

В  силу произвольности x g L ( / 1 )  следует L (A)cz L (В).
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2) Аналогично L ( B ) a L ( A ) .
По принципу двойного включения это обеспечивает

L ( A ) = L ( B ) .  Ш
Из предыдущих утверждений вытекает обобщение. 
С л е д с т в и е  36.2. Если V — векторное пространство, а мно

жества векторов Л = {а ,, а2, ... a „ } c V  и В  =  {Ь {, Ь2, ... ftjcz V 
таковы, что

- =  {  5, при i= tk  1
‘ {  6* +  Х 6, при i =  k j

для некоторого / е {  1, 2, ... л}, то их линейные оболочки совпада
ют: L  (A ) =  L ( B ).

ИСТОРИЧЕСКАЯ СПРАВКА
Господь Бог — искусный математик и фи

зик. Задача науки состоит в том, чтобы рас
крыть блистательный замысел творца.

М. Клайн. «Математика — 
утрата определенности»

Многие историки науки считают «родителями векторного 
пространства» ирландского ученого X IX  в. У. Гамильтона, о 
вкладе которого в математику мы уже упоминали, говоря об ис
тории открытия матричного исчисления, а также его немецких 
коллег и современников Г. Грассмана (Grassman Herman Gun
ter, 1809— 1887) и А. Мебиуса (Mobius August Ferdinand, 1790— 
1868). Даже сам термин «вектор» ввел также Гамильтон около 
1845 г. (по другим источникам — в 1864 г.).

Между тем историю векторного исчисления, как историю и 
корни всякой крупной математической теории, можно просле
дить задолго до его выделения в самостоятельный раздел мате
матики. Так еще у Архимеда (Арх^л^лС. «2 8 7 — 212 г. г. до 
н. э.) в его всем известном со школы законе присутствует величи
на, характеризующаяся не только численным значением, но и 
направлением. Более того: векторный характер сил, скоростей 
и перемещений в пространстве был знаком многим ученым Ан
тичного времени, а «правило параллелограмма» сложения век
торов было известно еще в IV  в. до P. X. математикам школы 
Аристотеля. По существу, в таком же эмпирическом смысле век
торами пользовались выдающиеся ученые X V I— X V II в. в. Г. Га 
лилей (Galilei Galileo, 1564— 1642), И. Ньютон и другие их совре
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менники. Вектор обычно изображался отрезком с указанным на 
нем направлением, т. е. направленным отрезком.

В середине X V I в. были открыты, и в конце концов все же за
служили признание мнимые числа благодаря работам итальян
ского математика Дж. Кардано (Cardano Girolomo, 1501 — 1576), 
а затем комплексные — его соотечественника Р. Бомбелли (Вот- 
belli Raffael, 1530— 1572). Оказалось удивительно удачным изоб
ражение их векторами (направленными отрезками), отложенны
ми от начала некоторой прямоугольной декартовой системы ко
ординат на плоскости, в том смысле, что таким же образом 
довольно естественно изображались результаты основных опера
ций с такими числами: их суммы (по «правилу параллелограм
ма») и произведения. Этим же геометрическим представлением 
суммы комплексных чисел пользовался Гаусс. Но такая их ин
терпретация окончательно утвердилась в математике со второй 
половины X V I I I  столетия только после исследований датского 
ученого К. Весселя (Wessel Caspar. 1745— 1818) и швейцарца 
Ж .  Аргана (Argand Jean Robert, 1765— 1822), в результате кото
рых многим стало ясно, что структура векторов и их приложений 
гораздо богаче и разнообразнее, чем предполагалось ранее. 
Прежняя механистическая концепция вектора перестала удов
летворять науку. А последовавшие работы Гаусса (1831 г.) по 
геометрии комплексных чисел позволили итальянскому матема
тику Дж. Беллавитису (Bellavitis Jinsto, 1803— 1880) в 1854 г., 
развив идеи эквиполентности, подготовить основание для того, 
чтобы математика смогла перейти от свободных (геометриче
ских) векторов к абстрактному векторному пространству.

Параллельно с исследованиями комплексных чисел в работах 
многих математиков X V I I— X V II I  в. в., занимавшихся геометри
ческими проблемами, можно увидеть нарастание потребности в 
неком геометрическом исчислении, подобном численному (исчис
лению действительных чисел), но связанному с пространственной 
системой координат. Его в какой-то мере пытался создать еще 
Лейбниц, продумывая свою «универсальную арифметику», но 
несмотря на гениальность и необычайную широту интересов, 
сделать это ему не удалось. Однако уже к концу X V I I I  в. отдель
ные идеи векторного исчисления, которое и стало тем исчислени
ем, что искали геометры, смог сформулировать французский 
ученый (математик и физик) Л. Карно (Carnot Lasar, 1753— 
1823). А в 30-х годах X IX  в. у Гамильтона и Грассмана в работах 
по теории комплексных чисел и кватернионов эти идеи были 
сформулированы уже совершенно прозрачно, хотя, по существу, 
что удивительно, они имели дело только с некоторыми примера
ми тех конечномерных векторных пространств, которые теперь 
бы мы назвали — координатными (арифметическими). Но после
дователи разыскали и рассмотрели в работах этих ученых то,



300 8. Векторные пространства

что каждый из них уже вполне четко понимал и представлял 
структуру абстрактного векторного пространства. Во всяком 
случае около 1846 г. и Кэли и Грассман уже достаточно непри
нужденно пользовались его свойствами, причем, как отмечает
Н. Бурбаки в «Elements d’histoir des mathematique* («Очерки по 
истории математики»): «не прибегая ни к какому метафизиче
скому понятию». А Грассман, опубликовав в 1844 г. свое «Die Li- 
neale Ausdehnungslehre* («Учение о линейном продолжении»), 
заложил основы не только многомерной евклидовой геометрии, 
но и тех мощных разделов математики, которые теперь носят на
звания векторного и тензорного исчислений. Однако, они получи
ли свое современное оформление только к рубежу X IX  и XX сто
летий благодаря усилиям американского математика Д. Гиббса 
(Gibbs Josiah Willard, 1838— 1903), английского — О. Хевисайда 
(Heaviside Oliver, 1850— 1925) и итальянца Дж. Пеано (Реапо 
Guiseppe, 1858— 1932). Последний, оценив открытие Грассмана, 
дал в статье, опубликованной в 1888 г. в Турине: «Calcolo geo- 
metrico secondo I’Ausdehnungslehre di Grassmann, preceduto dal
le operazione della logica deduitto» («Геометрическое исчисление 
«Учения о продолжении Грассмана», построенное логически де
дуктивно») аксиоматическое определение векторного простран
ства над полем действительных чисел.

Так называемые функциональные векторные пространства 
привлекли внимание математиков уже в начале нашего века по
сле инновационных результатов в этой области итальянца 
С. Пинкерля (Pinkerle Salvator, 1853— 1936) и немецкого мате
матика О. Теплица (Teoplitz Otto, 1881 — 1940), который известен 
своими работами по теории матриц и, в частности, тем, что при
думал удачную общую модель векторного пространства — коор
динатное векторное пространство. Полезно еще отметить, что 
именно Хевисайд ввел в 1891 г. одно из закрепившихся в науч
ной литературе обозначений вектора: а (полужирными латински
ми буквами), автором двух других общепринятых ныне обозначе
ний векторов: а и а был Ж . Арган, а А В  для обозначения сво
бодного вектора предложил А. Мебиус. Термин «скалярный» 
в современном смысле впервые употребил У. Гамильтон в 1843 г.

Любопытен тот факт, что один из «отцов векторного исчисле
ния» Г. Грассман более века назад предложил рассматривать 
цветовые ощущения (разложение любого цвета на красный, си
ний и желтый), как векторы некоторого трехмерного «цветового 
пространства», что и составляет основу современного учения о 
цвете.
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Д. С. Мережковский
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нений 180

Свободный вектор 140, 277
---- нулевой 277
Свободные векторы параллель 
ные 280
---- противоположно направлен
ные 283
---- сонаправленные 283
Симметрическая группа п-го по
рядка 95, 190
Сужение бинарного отношения 
40, 42
— отображения 63 
Сумма матриц 157
— подпространств 295 
  прямая 295
— свободных векторов 282 
  по правилу параллелог
рамма 281
---------треугольника 279

Теорема Лапласа 244
— о разложении определителя 242
— о ложном разложении 245 
Транспозиция 197

Унарное отношение 45

Фактор-множество 145 
Форма 61 
Функция 60
— п переменных 61

Эквивалентность 132 
Эквиполентные направленные от
резки 118
Элементарные преобразования мат 
рицы 233
------  второго рода 236
------  первого рода 236
Элемент нейтральный 199, 268
— обратный 199
— противоположный 269



ОТВЕТЫ К ЗАДАЧАМ

§ I
1.1: 1). т а х (Л и Я ) =  л (Л )+ л (б ), 2). max(-4f|S ) =  min {л (/4), п(В)}.

3). min(/HJfi) = fnax{n(-4), п(В)}, 4). min(j4f|6) = 0.
1.2: 23, 2\ 1.3: 2я.

§ 2
2.1: 1). В\СфС[\В'. 2). А\(В\С)ф(А\В)\С.
3.1: Да: если В а А ,  то *4\flUS =  >4.
2.2: 1). б П (С 1М ) =  <ЙПС)и(бПЛ). 2). (Л \В )и й  =  Л.
3.3: AcBczC.  2.3: Ли (ЯП С )эЧЛ1|Я )П С .

§ 3
1.1: n(AxB )  = n(A)-n(B)=p-q.
2.1: /4 U (SX C )# (»U S )X (/1 U C ).
3.1: Л Х (б \ С ) = (Л Х в )\ М Х С ).
1.2: 1). Л П (Я Х С )# М П Я )Х (/ 1ПС).

2). Л Х ( 6 ПС) =  (>4ХВ)П (ЛХС).
2.2: П (А Х (ВХС )) = П «А Х В )Х С )= П (А Х В Х С ) =

= n(A)-n(B)-n(C) = p-q-z.
1.3: Л U (S X  С)=(/4 X  SILK^ X  С).

§ 4
1.1: 1X1 — квадрат, / IX R . R X I — полосы (бесконечные).
1.2: S 'X R  — цилиндр (поверхность), D2X  R — цилиндр.
1.3: S 'X S 1— тор (поверхность), Z)2X S ',  S 'X D 2— тор.
2.3: I3— куб (параллелепипед), I4 — четырехмерный куб.
I3X R  — кубическая полоса в четырехмерном пространстве. (S ')2X R  — 
торический цилиндр в четырехмерном пространстве.

§ 5
1.2: Dom IP = Z\0, Im UP=Z. p-'= {< jt, у) |{jc, y )c  l/ \  x = ky).
1.3: Dom V =  N, Im V '= N \ {l}, V " '= {< x , y)\{x, y}cz N Д2х>3у}.
2.3: Dom F =\mF = J% .

§ 6
1.3: K2 = {<x, «/>IU, </}crNA9jr<4//}, V*V~l =(N\{1})2, |/-'oV=N2.
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§ 7
1.2: Нет. 2.2: 26 = 23 + 3-2s + 3-2, 6!, 23 =  8.
1.3: Если хфу, то Ц х)Ф [(у). 2.3: р".

§ 8
1.1: /1 — обратимо, /г — необратимо.
2.1: / Г1 = {<х, y>lU, y }c rR A jf = y3}.

§ 9
1.1: Да. 1.3: Да.

§ Ю
1.1: А-+В: да, нет, нет, 6, 0, 0; В-*-А: нет, да, нет, 0, 3, 0. 
1.2: т > л ,  т  <  л, т  = п.

§ 13
1.1: F | не рефлексивно, не антирефлексивно.
2.1: /̂ 2 симметрично, не антисимметрично.
3.1: Ft не транэитивно, Ръ транэитивно. 2.2: Нет.

§ И
1.1: строгий: VI, X; нестрогий: IV, IX, XI, X II, XIV.
1.2: О10— нестрогий порядок; О,, — не является порядком.
2.2: Qj, Qi, <?9, 0,о- 13: 2!2*. 3I23, 4!2\ л!2".

§ 15
1.1: 5=  1+3+1. 2.2: 15=1+4 + 3 + 6+1.

§ 16
2.2—2.3: Fx — не инъективно, F'x — инъективно.

§ 18
2.1: (Л + В )т = б т + Лт; 2. (лА^фаА-,
1.2: 1. (аЛ  + р б )т =  р В Т +  а Л т; 2. (А -  Й)Т=*МТ- В.

§ 19
1. {А + В?ф А* + 2АВ + Вг; 2. (Л +  Я )(Л -Я )= */12- й г.

- С  ? )
2.1 

1.2
2.3: 1. а[Л, 5] =  [>4, ай]; 2. [-4. (Я  + С)] =  [Л, fl] +  [/l. С];
3. [(А + В), С] = И , С] + [В, С]; 4. [А, [В, б], С);
5. [А, £] = [£, А]фА.  6. И , б]т = [ат,/Г].

§ 20
1.1: Нет. 1.2: W (А) замкнуто относительно сложения и умножений.



Ответы к задачам

§ 23
. .. i ^ 2  / ' 2 3 4 5\ / 1 2  3 4\

'» ♦  “ Cs 1 2 3 4>  2) * Т - ( з  I 2 4)-
3). а°0  — не определена.

2,: б’=( 1 2 6 !  з D  “  >* * - - *
§ 25

1.1: Наибольшее число инверсий — 3 в подстановке

.309

наименьшее — 0 в подстановке е, 3, 3.

( л - 1 )

(з I  <)■

1.2: Две подстановки: Q  1 з)’ ( !  3 2) 32  C j= -  

1.3: 3) ’ ®' Можно ПРИ * < я ( я — 1)/2.

§ 29
Afi-12, At? = — 23, M f— — 3, >1|= 12, X f -  23, Л ?= - 3 ,

1.1: 1). Afi= 8. M\ = 2, M\= —2, A\--- 8, A\= 2, A\= 2
Afl= 0, M\— 13, AfJ= 13. ^1= 0, Al=-13, Al=  1з!

2). а И ?  =  °М *  =  52. 3). deM =52.

§ 30

“ НЛ 1НЛ ?) (1,!) (i !)- 
-(-3 !) (i ,:) (0 !) (i!)

§ 34
2.2: <GL(n ), -f, •) и (GL(n), o, •) векторными пространствами не яв
ляются. 1.3: Нет.

§ 35

1.3: с  =  161 i + l i i l  5

§ 36
1.1: 1. Да. 2. Да. 3. Да. 4. Нет. 1.2: Нет.
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