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i Предисловие

необходимы. Им знакомиться с необходимым разделом науки по абстракт­
ным книгам и трудно, и не нужно, поскольку такие книги не создадут так 
необходимого мостика между потребностями практики и математической 
теорией. Впрочем, для этой категории читателей, быть может, нужны совсем 
особые книги, написанные в специальном методическом и психологическом 
ключе.

Когда книга уже написана, видишь, как много в ней недостатков, как 
много мест следовало бы в ней переделать. Однако приходится смириться 
и отложить переделки до возможного переиздания. В связи с этим я прошу 
читателя направлять мне критические замечения и пожелания, к которым 
я отнесусь со всем необходимым вниманием.

Я счастлив поблагодарить Ю.В. Прохорова, Б.А. Севастьянова и Д.М. Чи 
бисов а за большое число замечаний, которые они мне сделали в результате 
знакомства с рукописью. К сожалению, я не имел возможности в полной 
мере использовать все их пожелания, постараюсь это сделать впоследствии



ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ

Настоящее издание значительно отличается от первого. Я постарался 
возможно полнее учесть в нем замечания и пожелания, которые содержа­
лись в печатных рецензиях на первое издание книги, а также были сообще­
ны мне устно и письменно. Пожалуй, наиболее существенным изменением 
является добавление задач для упражнений в первых девяти главах.

Значительные добавления сделаны в главе 10: они касаются главным об­
разом расширения сведений по теории стационарных случайных процессов 
Большим изменениям подверглась последняя глава, посвященная матема­
тической статистике. В этой главе имеются некоторые новые параграфы, но в 
то же время исключен частично материал, содержавшийся в первом издании. 
Пользуюсь случаем сердечно поблагодарить товарищей, высказавших откро­
венное мнение о недостатках книги и способствовавших своей критикой«их 
исправлению. Особенно я благодарен Ю.В. Линнику за его постоянный 
интерес к настоящей книге, большое число замечаний к первому изданию 
и за дискуссию по рукописи второго издания.

ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ

Настоящий курс разбивается на две части -  элементарную (главы 1-6) 
и специальную (главы 7 -1 1 ). Последние пять глав могут служить базой 
Для спецкурсов — теории суммирования случайных величин, теории 
стохастических процессов, элементов математической статистики.

Теория вероятностей рассматривается в книге исключительно как 
математическая дисциплина, поэтому получение конкретных естественно­
научных или технических результатов в ней не является самоцелью. Все 
примеры в тексте книги имеют целью только разъяснение общих положе­
нии теории и указание на связь этих положений с задачами естествознания.

°нечно, одновременно эти примеры дают указания на возможные области 
приложения общетеоретических результатов, а также развивают умение 
применять эти результаты в конкретных задачах. Хорошо, если изучающий
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теорию вероятностей имеет перед глазами какие-нибудь явления мате­
риального мира для того, чтобы общая математическая схема наполнялась 
определенным смыслом. Такое направление изучения дает возможность 
читателю выработать своеобразную теоретико-вероятностную интуицию, 
которая позволяет предвидеть в общих чертах выводы раньше, чем приме 
нен аналитический аппарат. Заметим далее, что без систематического реше 
ни я задач изучать теорию вероятностей нельзя, в особенности на первых 
порах.

Первые четыре параграфа главы 1 являются незначительной переработ 
кой неопубликованных рукописей А Н. Колмогорова.

Я счастлив поблагодарить здесь моих дорогих учителей А.Н. Колмого­
рова и А.Я Хинчина, много помогавших мне своими советами и беседами, 
касавшимися узловых вопросов теории вероятностей.

/ \



ВВЕДЕНИЕ

Цель настоящей книги состоит в изложении основ теории вероятностей -  
м атематической науки, изучающей закономерности случайных явлений.

В озникновение теории вероятностей относится к середине XVII века и 
связано с именами Гюйгенса (1629-1695), Паскаля (1623-1662), Фер­
ма (1 6 0 1 -1 6 6 5 )  и Якоба Бернулли (1654 1705). В переписке Паскаля и 
Ферма, вызванной задачами, поставленными азартными игроками и не 
уклады ваю щ им ися ь рамки математики того времени, выкристаллизовы­
вались постепенно такие важные понятия, как вероятность и математичес­
кое ож идание. При этом, конечно, нужно отдавать себе ясный отчет, что 
выдаю щ иеся ученые, занимаясь задачами азартных игроков, предвидели и 
ф ундам ентальную  натурфилософскую роль науки, изучающей случайные 
явления. Они были убеждены в том. что на базе массовых случайных собы­
тий м огут возникать четкие закономерности. И только состояние есте­
ствознания привело к тому, что азартные игры еще долго продолжали 
оставаться тем почти единственным конкретным материалом, на базе кото­
рого создавались понятия и методы теории вероятностей. Это обстоятель­
ство накладывало отпечаток и на формально-математический аппарат, 
посредством  которого решались возникавшие в теории вероятностей за­
дачи: он сводился исключительно к элементарно арифметическим и комби­
наторным методам. Последующее развитие теории вероятностей, а также 
ш ирокое привлечение ее результатов и методов исследования в естество­
знание. и в первую очередь в физику, показали, что классические понятия 
и классические методы не потеряли своего интереса и в настоящее время. .

Серьезные требования со стороны естествознания и общественной прак- 
тики (теория ошибок наблюдений, задачи теории стрельбы, проблемы 
статистики, в первую очередь статистики народонаселения) привели к необ­
ходимости дальнейшего развития теории вероятностей и привлечения более 
развитого аналитического аппарата. Особенно значительную роль в разви­
тии аналитических методов теории вероятностей сыграли Муавр (1667— 
*?54). ЛалЛас (1749 1827). Гаусс (1777 1855), Пуассон (1781 1840).

формально-аналитической стороны к этому же направлению примыкает 
Работа творца неевклидовой геометрии Н И. Лобачевского (1792- 1856), 
посвященная теории ошибок при измерениях на сфере и выполненная

1
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с целью установления геометрической системы, господствующей во 
вселенной.

С половины XIX столетия и приблизительно до двадцатых годов нашего 
века развитие теории вероятностей связано в значительной мере с именами 
русских ученых — П.Л. Чебышева (1821 — 1894), А.А. Маркова (1856- 
1922), А.М. Ляпунова (1857-1918). Этот успех русской науки был под- 
готовлен деятельностью В.Я. Буняковского (1804-1889), широко культи­
вировавшего в России исследования по применению теории вероятностей 
к статистике, в особенности к страховому делу и демографии. Им был на­
писан первый в России курс теории вероятностей, оказавший большое 
влияние на развитие интереса к этой области науки. Основное непреходя­
щее значение работ Чебышева, Маркова и Ляпунова в области теории вероят­
ностей состоит в том, что ими было введено в качестве объекта системати­
ческого изучения и широко использовано понятие случайной величины 
С результатами Чебышева относител ю закона больших чисел, с ’’цепями 
Маркова" и с предельной теоремой Ляпунова мы познакомимся в соответ­
ствующих разделах настоящей книги.

Современное развитие теории вероятностей характеризуется всеобщим 
по; ьемом интереса к ней, а также расширением круга ее практических 
приложений. В этой напряженной научной работе советская школа теории 
вероятностей продолжает занимать вы; ающееся положение.Среди представи­
телей первого поколения советских у »еных прежде всего должны быть на­
званы имена С. Н. Бернштейна (188С-1968), А. Н. Колмогорова (1903- 
1987) и А.Я. Хинчина (1894-1959 В процессе изложения мы будем 
вынуждены самим существом дела ьлодить читателя в курс преобразовав­
ших лицо теории вероятностей идей и результатов. Так, уже в первой гла­
ве будем говорить о фундаментальны:; работах С.Н. Бернштейна, Р. Мизеса 
(1883-1953) и А.Н. Колмогорора по основаниям теории вероятностей 
В двадцатых годах нашего столетия А.Я. Хинчин, А.Н. Колмогоров. 
Е.Е. Слуцкий (1880 1948) и П. Леви (1886-1971) установили тесную 
связь между теорией вероятностей и метрической теорией функций. Эта 
связь оказалась весьма плодотворной. На этом пути удалось найти оконча­
тельное решение классических задач, поставленных еше П.Л. Чебышевым, 
а также значительно расширить содержание теории вероятностей. Полно­
стью к советскому периоду относится создание А.Н. Колмогоровым и 
А.Я.Хинчиным в тридцатых годах основ теории стохастических (вероятно­
стных, случайных) процессов,которая теперь стала основным направлением 
исследований в теории вероятностей. Указанная теория служит прекрасным 
образцом того органического синтеза математического и естествен­
нонаучного мышления, когда математик, овладев физическим существом 
узловой проблемы естествознания, находит для нее адекватный математи­
ческий язык. Нам важно заметить, что решение классических задач теории

'*  Введение
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вероятностей оказалось тесно связанным с теорией стохастических процес­
сов. Элементы этой важной главы теории вероятностей будут изложены 
нами в главе десятой

За последние десятилетия неизмеримо выросла роль, которую играет 
теория вероятностей в современном естествознании. После того как моле­
кулярные представления о строении вещества получили всеобщее призна­
ние, стало неизбежным широкое использование теории вероятностей и в 
физике и в химии. Заметим, что с точки зрения молекулярной физики 
каждое вещество состоит из огромного числа малых частиц, находящихся 
в непрерывном движении и в процессе этого движения воздействующих 
друг на друга. При этом о природе этих частиц, о существующем между 
ними взаимодействии, характере их движения и пр. известно мало. В основ­
ных чертах эти сведения исчерпываются тем, что частиц, из которых состоит 
вещество, очень много и что в однородном теле они близки по своим свой­
ствам. Естественно, что при таки .л условиях обычные для физических 
теорий методы математических исследований становились бессильными. 
Так, например, аппарат дифференциальных уравнений не мог привести в 
указанной обстановке к серьезным результатам. Действительно, ни строе­
ние, ни законы взаимодействия между частицами вещества в достаточной 
мере не изучены, и при таких условиях применение аппарата дифферен­
циальных уравнений должно носить элементы грубого произвола. Но 
даже если бы этой трудности не существовало, уже одно количество этих 
частиц представляет собой такую трудность в изучении их движения, кото­
рую преодолеть с помощью обычных уравнений механики нет возможности.

К тому же и методологически такой подход неудовлетворителен. Дей­
ствительно, задача, которая здесь возникает, состоит не в изучении инди­
видуальных движений частиц, а в изучении тех закономерностей, которые 
возникают в совокупностях большого числа движущихся и взаимодействую­
щих частиц. Закономерности же, возникающие вследствии участвующих 
в их возникновении ингредиентов, имеют свое собственное своеобразие и 
не сводятся к простому суммированию индивидуальных движений. Более 
того, эти закономерности в известных пределах оказываются не зависящи­
ми от индивидуальных особенностей участвующих в их порождении час­
тиц. Конечно, для изучения этих новых закономерностей должны быть 
найдены и соответствующие новые математические методы исследования. 
Какие же требования должны быть в первую очередь предъявлены к этим 
методам? Понятно, что в первую очередь они должны учитывать то, что 
изучаемое явление носит массовый характер; таким образом, для этих 
методов наличие большого числа взаимодействующих частиц должно пред­
ставлять не дополнительную трудность, а облегчать изучение возникающих 
закономерностей. Далее, недостаточность знаний о природе и строении 
частиц, а также о характере их взаимодействия также не должна ограни­
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чивать эффективности их применения. Этим требованиям лучше всего удов­
летворяют методы теории вероятностей.

Чтобы сказанное не было понято ошибочно, мы еще раз подчеркнем 
следующее обстоятельство. Говоря, что аппарат теории вероятностей луч 
ше приспособлен для изучения молекулярных явлений, мы ни в какой 
мере не хотим сказать, что философские предпосылки использования тео­
рии вероятностей в естествознании лежат в ’’недостаточности знаний” . 
Основной принцип состоит в том, что при изучении ' м а с с о в ы  х” явле­
ний возникают своеобразные новые закономерности. При изучении явле­
ний, обусловленных действием большого числа молекул, учет свойств 
каждой молекуды не нужен. Действительно, при изучении явлений природы 
необходимо отвлекаться от учета н е с у щ е с т в е н н ы х  подробностей. 
Рассмотрение же всех деталей, всех существующих связей, в том числе 
и несущественных для данного явления, приводит лишь к тому, что само 

явление затемняется и овладение им отодвигается ввиду такой искусствен­
ной усложненной обстановки.

Насколько удачно произведена схематизация явлений, насколько удачно 
выбран математический аппарат для его изучения, мы можем судить по 
согласию теории с опытом, с практикой. Развитие естествознания, в част­
ности физики, показывает, что аппарат теории вероятностей оказался 
весьма хорошо приспособленным к изучению многочисленных явлений 
природы.

Указанная связь теории вероятностей с потребностями современной физи­
ки лучше всего поясняет те причины, в силу которых в последние десятиле 
тия теория вероятностей превратилась в одну из наиболее быстро развиваю­
щихся областей математики. Новые теоретические результаты открываю! 
новые возможности для естественнонаучного использования метода теории 
вероятностей. Всестороннее изучение явлений природы толкает теорию ве­
роятностей на разыскание новых закономерностей, порождаемых случаем. 
Теория вероятностей не отмежевывается от запросов других наук, а идет 
в ногу с общим развитием естествознания. Понятно, что сказанное не оз­
начает, что теория вероятностей является лишь вспомогательным сред­
ством для решения тех или иных практических задач. Наоборот, следует 
подчеркнуть, что за последние три десятилетия теория вероятностей 
превратилась в стройную математическую дисциплину с собственными 
проблемами и методами доказательств. В то же время выяснилось, что 
наиболее существенные проблемы теории вероятностей служат делу реше­
ния различных задач естествознания.

Мы определили в самом начале теорию вероя1Ностей как науку, изучаю­
щую случайные явления. Отложив выяснение смысла понятия ’’случайное 
явление (событие)” до первой главы, мы сейчас ограничимся несколькими 
замечаниями. Если в обыденных представлениях, в житейской практике
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считается, что случайные события представляют собой нечто крайне редкое, 
идущее вразрез установившемуся порядку вещей, закономерному развитию 
событий, то в теории вероятностей мы откажемся от этих представлений. 
Случайные события, как они понимаются в теории вероятностей,обладают 
рядом характерных особенностей; в частности, все они происходят в мас­
совых явлениях. Под массовыми явлениями мы понимаем такие, которые 
имеют место в совокупностях большого числа равноправных или почти 
равноправных объектов и определяются именно этим массовым харак­
тером явлений и лишь в незначительной мере зависят от природы состав­
ляющ их объектов.

Теория вероятностей, подобно другим разделам математики, развилась 
из потребностей практики; в абстрактной форме она отражает закономер­
ности, присущие случайным событиям массового характера. Эти законо­
мерности играют исключительно важную роль в физике и других облас­
тях естествознания, военном деле, разнообразнейших технических дис­
циплинах. экономике и т.д. В последнее время в связи с широким разви­
тием предприятий, производящих массовую продукцию, результаты тео­
рии вероятностей используются не только для браковки уже изготовлен­
ной продукции, но, что важнее, для организации самого процесса произ­
водства (статистический контроль в производстве). Большое значение в 
этом круге идей имеет разработка статистических методов управления 
качеством продукции в процессе производства. Для всего инженерного 
дела серьезную роль приобрела теория надежности, широко использующая 
методы теории вероятностей. Здесь уместно заметить, что в свою очередь 
теория надежности выдвинула перед теорией вероятностей ряд новых 
теоретических вопросов. Связь теории вероятностей с практическими 
потребностями, как уже было отмечено, была основной причиной бурного 
развития ее в последние десятилетия. Многие ее разделы были развиты 
как раз в связи с ответами на запросы практиков. Здесь кстати вспомнить 
замечательные слова основателя нашей отечественной школы теории вероят­
ностей П.Л. Чебышева: "Сближение теории с практикой дает самые благо­
творные результаты, и не одна только практика от этого выигрывает: сами 
науки развиваются под влиянием ее: она открывает им новые предметы 
Для исследования или новые стороны в предметах давно известных. . .  
Если теория много выигрывает от новых приложений старой методы или 
от новых развитий ее, то она еще более приобретает открытием новых 
метод, и в этом случае наука находит себе верного руководителя в прак­
тике".
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СЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ И ИХ ВЕРОЯТНОСТИ

§ 1. Интуитивные представления о случайных событиях

На протяжении длительного времени человечество изучало и использо 
вало для своей деятельности лишь так называемые детерминистические 
закономерности. Подавляющая часть сведений, получаемых учащимися 
в школьных курсах физики, математики, химии, относится именно к 
этому кругу идей. Приведем примеры.

Если в основании пирамиды находится квадрат со стороной а и ее высо-
1 ,

та равна Л, то объем пирамиды равен - а И .

Если тело свободно падает на земную поверхность, то путь, пройденный

им за t секунд после начала падения, равен s =g l 2 / 2.
Если химически чистую воду при атмосферном давлении 760 мм рт. ст. 

нагреть до 100 °С, то вода начнет превращаться в пар.
При любых химических реакциях каких угодно веществ без обмена 

с окружающей средой общее количество вещества остается неизменным 
(закон сохранения вещества).

Число подобных примеров можно увеличивать неограниченно. Однако 
закономерности этого типа не в состоянии описать все разнообразие ситуа­
ций, с которыми приходится сталкиваться в научной и практической дея 
тельности. Для примера спросим себя: сколько дорожных происшествий 
произойдет завтра в М оскве?Сколько вызовов от больных поступит в пункт 
скорой медицинской помощи? Сколько лет проживет только что родивший 
ся младенец? Как много времени придется затратить на поиск неисправности 
в определенном сложном техническом устройстве? Все эти вопросы обла­
дают одной особенностью -  на них невозможно дать однозначного ответа, 
поскольку процессы, с которыми они связаны, по самому их существу 
лишены полной определенности. Действительно, дорожные происшествия 
зависят от огромного числа причин, которые невозможно предусмотреть: 
погода, состояние дорожного покрытия, освещенность, психологическое 
состояние водителей и пешеходов, взаимное расположение автомобилей на 
дороге и множество других. Аналогичные заключения мы можем выска­
зать и относительно остальных предложенных нами вопросов.
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go всех подобных случаях мы говорим, что интересующее нас событие 
является случайным.

Поскольку случайные события врываются в нашу жизнь помимо нашего 
желания и постоянно окружают нас и, более того, поскольку все явления 
природы, согласно современным воззрениям, являются случайными, необ­
ходимо научиться их изучать и разработать дня этой цели методы их изу­
чения.

Сейчас уместно подчеркнуть, что со случайными явлениями мы вынуж­
дены сталкиваться не время от времени, а постоянно и зачастую именно 
они определяют структуру того или иного интересующего нас процесса. 
Так, при организации работы телефонной станции необходимо учитывать, 
что моменты поступления вызовов от абонентов, так же как и длительнос­
ти разговоров между абонентами, случайны. В грузовой морской порт суда 
дальнего плавания поступают не точно по расписанию, а в моменты вре­
мени, нередко существенно отличные от запланированных. Точно так же 
длительность погрузо-разгрузочных работ (обработки судна) коренным 
образом зависит не только от погрузочных средств причала, но и от 
устройства трюма, характера и количества прибывших грузов, их упаковки 
и многих других обстоятельств. Таким образом, как при организации ра­
боты телефонной станции, так и при организации работы грузового порта, 
мы должны считаться с, так сказать, двойной случайностью — случайностью 
поступления требовании (вызовов абонентов, прибытия судов) на обслу­
живание и случайностью длительности их обслуживания. Мы видим, таким 
образом, что случайные события играют большую роль как в научных ис­
следованиях, так и в практической деятельности. Более того, нередко 
при проектировании ответственных сооружений (телефонных узлов, морс­
ких портов и т.д.) мы должны опираться на эти случайные явления. Это 
обстоятельство привело к тому, что за последние три столетия, и в особен­
ности за последние десятилетия, случайные явления были подвергнуты сис­
тематическому исследованию. Краткий исторический очерк этого процес­
са приложен в конце настоящей книги.

Прежде чем переходить к изложению основных результатов теории 
вероятностей, мы должны формализовать те понятия, с которыми она 
имеет дело. Пока же понятие "случайного” явления имеет лишь чисто 
описательный, интуитивный и весьма расплывчатый облик. Мы увидим, 
что теория вероятностей занимается изучением не любых событий, которые 
в житейской практике называются случайными, а только тех из них, кото­
рые обладают определенными свойствами.

Прежде всего, она ограничивается изучением лишь тех событий, которые 
в пРинципе могут быть осуществлены неограниченное число раз, притом в 
неизменных условиях. Приведем примеры. Игральная кость может быть 
подброшена в одних и тех же условиях столько раз. сколько заблагорас-
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судится нам. исследователям. Мы можем производить неограниченно боль­
шое число наблюдений за числом вызовов абонентов телефонной сети, 
поступающих за четверть часа дневного времени Выходные дни и ночные 
часы мы при этом исключим из рассмотрения, поскольку могут возник 
нуть опасения, что условия формирования потока вызовов в эти дни и 
часы будут отличны от будней.

Далее, теория вероятностей занимается лишь теми событиями, которые 
обладают так называемой статистической устойчивостью или. иначе, устой 
чивостью частот. Это требование к случайным событиям следует рассмот­
реть более подробно.

Представим себе, что производится последовательность испытании, 
в каждом из которых может появиться, а может и не появиться некото­
рое событие А. Эти испытания производятся в одинаковых условиях, и 
результаты одних испытаний не оказывают влияния на результаты других 
(как говорят, испытания независимы). Обозначим через ц число появле­
ний события А в каких-то п заранее назначенных номерах испытаний, 
например в п последовательных испытаниях: тогда частота, т.е. отноше­
ние ц /п  при больших п для статистически устойчивых событий А близка 
к постоянной и лишь слегка изменяется от одной серии в п испытаний к 
другой.

Проверка статистической устойчивости представляет собой довольно 
сложную задачу, и сейчас мы не станем ею заниматься. Позднее же к этому 
вопросу мы будем возвращаться неоднократно.

Теперь подчеркнем ту мысль, что теория вероятностей не занимается 
изучением уникальных событий, которые не допускают повторений. Так, 
не имеет смысла говорить о том. какова вероятность, что данный студент 
сдаст экзамен по теории вероятностей на ближайшей экзаменационной 
сессии, поскольку здесь речь идет о единичном событии, повторить которое 
в тех же самых условиях нет возможности. Мы можем об этом событии 
высказывать лишь некоторые субъективные суждения, основанные на нашем 
знакомстве со знаниями этого студента. Теория же вероятностей ставит 
перед собой задачу изучения объективных закономерностей, которые не 
зависят от субъективных суждений того или иного лица. И как бы ни 
были интересны вопросы, касающиеся единичных, неповторимых событий, 
теория вероятностей к ним не имеет отношения, если только относительно 
них нет возможности провести длительные независимые испытания в оди­
наковых условиях. Так, все следующие высказывания —

6 августа 1999 г. в Термезе произойдет землетрясение силой в 8 баллов 
к двухтысячному году будут найдены радикальные методы излеч ен и я 

всех форм рака:
в 1989 г. родится поэт, по таланту равный А.С. Пушкину -  носят харак­

тер уникальности, и ответ на них будет получен (положительный или отри-
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дательный) в свое время. Пока же эти события носят неопределенный 
характер . И хотя они относятся к категории "может произойти, а может и 
не п р о и зо й т и " , к ним понятия и методы теории вероятностей не имеют
отношения.

Теория вероятностей изучает лишь такие случайные события, в отноше­
нии которых имеет смысл не только утверждение об их случайности, но и 
возможна объективная оценка доли случаев их появления. Эта оценка 
может быть выражена предложением вида:

1. Вероятность того, что при осуществлении определенного комплекса 
условий в  произойдет событие А , равна р.*)

Закономерности такого рода называются стохастическими или вероят­
ностными. С ними приходится иметь дело в самых разнообразных ситуа­
циях, связанных с изучением как природных, так и общественных явлений, 
а также в самых разнообразных прикладных вопросах.

Для примера, пусть у нас имеется некоторое техническое устройство, 
скажем, электрическая лампочка. Нас интересует вопрос: проработает ли 
она безотказно 1500 часов? Заранее мы не можем ответить ни утвердитель­
но, ни отрицательно. Для этого у нас нет данных. Но мы можем и должны 
ответить иначе, что доля тех лампочек из большого числа находящихся в 
одинаковых условиях эксплуатации, которые проработают по меньшей 
мерс 1500 часов, равна р. Эта величина существенно зависит от того, на 
каком предприятии изготовлена лампочка и, безусловно, от того, в каких 
условиях ей приходится работать (исправность проводки и патрона, разме­
ры колебаний напряжения и силы тока и пр.).

Конечно, каждая электрическая лампочка индивидуальна по своим ка­
чествам, но этих лампочек изготовляется очень много и испытать можно 
большое их число, притом изготовленных в одних и тех же производствен­
ных условиях. Мы встречаемся, таким образом, с повторением испытаний 
двух различных типов:

а) повторение испытаний для одного и того же объекта изучения (пов­
торное извлечение шара из урны, содержащей несколько одинаковых ша- 
Р°в; извлечение наудачу карты из полной колоды и т .д .) ;

б) испытание многих сходных объектов. Именно по этому образцу на 
заводах производится испытание качества изготовленной продукции.

Формулировка детерминистических закономерностей, к которым все 
мы привыкли со школьных лет, звучит так:

2. При каждом осуществлении комплекса условий в  обязательно проис­
ходит событие А .

В следующем параграфе мы увидим, что вероятность случайного собы­
тия измеряется числом, заключенным между 0 и 1. Единице соответству­

** Мы пока не даем определения понятия вероятности и полагаемся на имеющие- 
с* У читателей интуитивные представления.
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ют те события, которые обязательно наступают при каждом осуществлении 
комплекса G. Такие события называются достоверными. Если же событие 
невозможно, то ему соответствует вероятность 0. Мы видим, что детерми­
нистические закономерности можно рассматривать как частный случай 
стохастических, для которых вероятность р  равна 0 или 1. Таким образом, 
стохастические закономерности являются более широкими, чем детерми­
нистические, и позволяют точные, количественные методы применять 
и в тех случаях, когда о классическом детерминизме не может быть и 
речи.

Каждый исследователь, имеющий дело с применениями теории вероятно­
стей к физике, биологии, инженерному делу, организации производства или 
любой другой конкретной области знания, исходит в своей работе из убежде­
ния, что вероятностные суждения выражают определенные объективные 
свойства реальных явлений. Поэтому утверждение, что при выполнении 
некоторого комплекса условий в  событие А  имеет вероятность р, имеет 
серьезное познавательное значение. Оно указывает на наличие определен­
ной, хотя и своеобразной, но от этого не менее объективной связи между 
комплексом условий 6  и событием А. Даже только утверждение, что 
вероятность события А при осуществлении комплекса условий в  существу­
ет (хотя и неизвестна), является содержательным утверждением, нуждаю­
щимся в объективном обосновании и последующей проверке, если оно 
принято в качестве гипотезы. Философская задача состоит в выяснении 
природы этой связи. Ее решению посвящено большое число исследований, 
но задача до сих пор еще остается не решенной. Трудность этой проблемы 
привела к тому парадоксальному результату, что даже среди ученых, стоя­
щих на материалистических философских позициях, встречается стремле­
ние не найти положительное ее решение,а снять ее,объявив вероятностные 
суждения имеющими отношение только к состоянию познающего субъекта 
(измеряющими степень его уверенности в наступлении события А и дающими 
основания для приписывания равных вероятностей исходов испытания при 
полном незнании). В последнее время такие субъективистские выводы 
нередко делаются по поводу событий, происходящих в условиях неопреде­
ленности, как теперь принято говорить.

§ 2. Поле событий. Классическое определение вероятности

Мы до сих пор не давали формализованного определения ни случайного 
события, ни его вероятности. Теперь приступим к этому, стремясь одно­
временно воспитать у читателей теоретико-вероятностную интуицию. Т акая 
цель заставляет нас вводить определение вероятности постепенно, как бы 
повторяя исторический путь. Такой подход позволяет избежать формаль­
ного восприятия, а отправляясь от простейших представлений, постепенно 
переходить к более сложным и общим.

I
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Начнем с так называемого классического определения вероятности. 
При этом мы увидим, что оно в действительности является не определе­
нием, а скорее методом вычисления вероятностей во вполне определенных 
и сильно ограниченных условиях. Классическое определение исходит из 
предположения равновозможности как объективного свойства изучаемых 
явлений , основанного на их реальной симметрии. Понятие равновозмож- 
ности (равновероятности) является первичным, не подпежащим формаль­
ному определению. Оно лишь поясняется рядом простых и доступных 
примеров.

При бросании на плоскость геометрически правильного куба, изготов­
ленного из однородного материала, любая из шести граней (при подбрасы­
вании наудачу) не имеет реальных преимуществ перед другими. Таким 
образом, если перенумеровать грани цифрами от 1 до 6, то при бросании 
куба могут произойти шесть равновероятных событий: выпадение гра­
ней 1, 2, 3, 4, 5, 6.

При подбрасывании однородного по плотности правильного двадцати­
гранника (икосаедра) выпадение каждой грани в силу симметрии одинако­
во возможно. Мы имеем случай, когда возможны двадцать равновероятных 
исходов. Представим себе теперь, что при каждом испытании единственно 
возможны п несовместимых и равновозможных исходов Е \ ,  £* , . . . ,  Е п .

Слово "несовместимый” было введено в науку английским ученым 
Байесом (1702-1761) и означает, что если наступил какой-нибудь исход 
£*i, то ни один из остальных п -  1 исходов в этом испытании наступить уже 
не мог. Так, если при бросании игральной кости выпала грань ”3” , то это 
означает, что при том же бросании не могла появиться грань ”5” . Каждый 
такой исход станем называть элементарным событием

Наряду с элементарными событиями рассматриваются также случайные 
события Часто представляет интерес наступление при испытании не како­
го-то элементарного события, а одного из нескольких определенных эле­
ментарных событий. Например, при бросании игральной кости нас может 
интересовать появление граней с числом очков, больших трех, т.е. появле­
ние какого-то из элементарных событий ”4” , ”5” , ” 6” . Мы станем говорить 
в этом случае, что нас интересует случайное событие -  выпадение числа 
очков, больших тре*. Вообще, если нас интересует появление какого-то 
из определенных элементарных событий, например, одного из событий 
£ / , ,  £ / а , . . . ,  Ej 9 то мы станем говорить, что нас интересует наступление
случайною события А, состоящего в выпадении какого-то из m  только что 
Указанных элементарных событий.

Вероятностью случайного события А  называется отношение числа несов­
местимых равновероятностных элементарных событий, составляющих А 
(т-е. числа т ) % к  числу всех возможных элементарных событий (т.е. к 
числу п ) . Вероятность случайного события А обозначается символом Р(/4).
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Согласно только что данному определению
т

РМ ) = — .
п

Например, при однократном бросании игральной кости полная группа 
попарно несовместимых и равновероятных событий состоит из событий

^ 1 * t- 2 * ^4* к- 5» ^ 6 *
которые состоят соответственно в выпадении 1, 2 , 3 , 4 ,  5, 6 очков. Событие 

С -  + 1 4 ♦ t 'b.
состоящее в выпадении четного числа очков, подразделяется на три част­
ных случая, входящих в состав несовместимых и равновероятных событий 
Поэтому вероятность события С равна

Р ( 0  = 3/6 = 1/2.

Очевидно также, что в силу принятого определения 

Р (£ ,)«  1/6, 1 < / < 6 ,

Р(Ег + Ь'2) = 2/6 = 1/3
И т.д.

Рассмотрим теперь бросание двух костей. Если кости правильны, то 
выпадение каждой из 36 возможных комбинаций числа очков на первой и 
второй кости можно считать равновероятными. Так, скажем, вероятность 
выпадения в сумме 12 очков равна 1/36. Выпадение в сумме 11 очков 
возможно двумя способами: на первой кости 5, а на другой 6, на первой 
кости 6, а на второй 5. Поэтому вероятность выпадения в сумме одиннад­
цати очков равна 2/36 = 1/18. Читатель легко проверит, что вероятности 
выпадения той или иной суммы очков даются следующей таблицей:

Т а б л и ц а  I

Число ОЧКОВ - 1 3 1 • 1 > | 6 7

Вероятность
F

1 2
1 1

3 4 5 6
36 36 36 36 36 36

Число очков 8 9 I 10 11 12

Вероятность
5
36

4
36

_3_
36

_2_
36

1
36
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П одсчитаем  теперь общее число возможных случайных событий, кото­
рое можно образовать из п элементарных. Очевидно, что можно образовать 
Qm соб ы ти й , каждое из которых будет содержать по т  каких то элемен­
тарных событий (1 < п ) .  При т = п  случайное событие всегда происхо­
дит, т.е. оно является достоверным. Всего, таким образом, образовано

£  С™ = 2" -  1 событий. Добавим теперь ко всем построенным событиям 
т -  1
еше одно, которому не соответствует ни одно элементарное событие, т.е. 
состоящ ее из пустого множества элементов. Очевидно, что оно никогда 
не м ож ет наступить (поскольку ему не соответствует ни одно элементарное 
соб ы ти е). Это случайное событие носит название невозможного события. 
Таким образом, всех случайных событий в рассмотренном нами случае 
будет 2".

Ближайшие рассмотрения олю сятся не только к классическому опреде­
лению вероятности, но и ко всем дальнейшим обобщениям. Будем считать 
фиксированным комплекс условий в  и станем рассматривать некоторую 
систему 5  событий А. В, С . . .  • ) ,  каждое из которых должно при каждом 
осуществлении комплекса £  п р о и з о й т и  или не п р о и з о й т и * * ) .  
Между событиями системы S могут существовать известные соотношения, 
с которыми мы постоянно будем иметь дело и которые поэтому прежде 
всего и зуч и м

1) Если при каждом осуществлении комплекса условий <?, при котором 
происходит событие А , происходит и событие В. то мы будем говорить, 
что А влечет за собой***) В , и обозначать это обстоятельство символом С:

А С В  
или символом 3 :

В Э А .
2) Если А влечет за собой В и в то же время В влечет за собой А,  т.е. 

если при каждой реализации комплекса условий в  события А и В оба 
наступают или оба не наступают, то мы будем говорить, что события >1 и В 
Равносильны и будем обозначать это обстоятельство символом = :

А *  В
3) Событие, состоящее в наступлении обоих событий А и В, будем на­

зывать произведением  событий А и В и обозначаться

* *С об ы 1ии в дальнейшем обозначаются латинскими пронисными буква*
А. В. с. D. £ , . . .

Вместо "произойти** говоря! мкже "появиться", "иметь место” или "на­
куп и ть”

• • • 'В м е с т о  "А влечет за собой В"  говорят также "А является чайны м  случаем В".
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4) Событие, состоящее в наступлении хотя бы одного из событий А и В, 
будем называть суммой событий >1 и ^ и  обозначать А  + В.

5) Событие, состоящее в том, что событие А  происходит, а событие В 
не происходит, будем называть разностью событий А и В  и обозначать А -В .

6) Событие, состоящее в том, что событие А  не происходит, называется 
противоположным для А и обозначается символом А.

Пусть, например, комплекс условий £  состоит в том, что внутри квадра­
та, изображенного на рис. 1, выбирается наудачу точка. Обозначим через А 
событие "выбранная точка лежит внутри левого круга” и через В  событие 
’’выбранная точка лежит внутри правого круга” . Тогда события А, А, В, В, 
А ♦ В, А В, А -  В, В -  А, А -  В  состоят в попадании выбранной точки внутрь 
областей, заштрихованных на соответствующих фигурах рис. 1.

Рассмотрим другой пример. Допустим, что комплекс условий 6  состоит 
в том, что на стол бросается (один раз) игральная кость. Обозначим через А

. 1
I

А -В В -  А 
Рис. 1

А -Я



выпадение на верхней грани кости *) шести очков, через В  -  выпадение 
трех очков, через С -  выпадение какого-либо четного числа очков, через 
р  _  выпадение какого-либо числа очков, кратного трем. Тогда события 
A B , C h D  связаны следующими соотношениями:

А С С  Л C D . B C D .

A + B * D ,  CD = A.

О пределение суммы и произведения двух событий обобщается на любое 
число с о б ы т и й :

A + B  + . . .  + N
обозначает событие, заключающееся в наступлении хотя бы одного из собы­
тий А, В , . . . ,  N ,  а

А В . . .  N
обозначает событие, заключающееся в наступлении всех событий 
А, В.........N.

7) Событие называется достоверным, если оно с необходимостью 
должно произойти (при каждой реализации комплекса условий в ) .  Напри­
мер, при бросании двух игральных костей достоверно, что сумма очков 
будет не меньше двух.

Событие называется невозможным , если оно заведомо не может 
произойти (ни при одной реализации комплекса условий 6 ) .  Например, 
при бросании двух игральных костей невозможно появление суммы очков, 
равной тринадцати.

Очевидно, что все достоверные события равносильны между собой. 
Поэтому законно обозначать все достоверные события одной буквой. 
Мы будем употреблять для этого букву SI. Все невозможные события 
тоже равносильны между собой. Мы будем обозначать любое невозможное 
событие знаком ф. _

8) Два события А и А  называются противоположными, если для них 
одновременно выполняются два соотношения:

• А А = ф .
Например, если при бросании одной игральной кости С обозначает выпаде­
ние четного числа очков, то

ft -  С = С
есть событие, состоящее в выпадении нечетного числа очков.

§ 2 Поле событий. Классическое определение 25

В Японии и эготвляю ! теперь кости не ю лько в виде кубов, но 1акж« в виде 
л°Декаедров и икосаэдров.



8) Два события А  и В  называются несовместимыми, если их совместное 
появление невозможно, т.е. если

А В  = ф.
Если

А = В Х + Вг ♦ . .  .♦
и события В{ попарно несовместимы, т.е.

BiBi = ф при /  =£/,

то говорят, что событие Л подразделяется на частные случаи В \ , »• • • *Вп. 
Например, при бросании игральной кости событие С, состоящее в выпаде­
нии четного числа очков, подразделяется на частные случаи Е2, Е а , Е ь, 
состоящие соответственно в выпадении 2, 4 и 6 очков.

События В х, В2, . . . ,  Вп образуют полную группу событий, если хотя 
бы одно из них непременно должно произойти (при каждом осуществле­
нии комплекса 0 ) ,  т.е. если

+ В 2 + . . .  ♦  В п = £2.

Особенно существенны для нас в дальнейшем будут полные группы попар- 
но несовместимых событий. Такова, например, при однократном бросании 
игральной кости система событий

/Г 1, Ь<2* ^3* -̂4* ^5» ^6»
состоящая, соответственно, в появлении 1, 2, 3, 4, 5 и 6 очков.

9) В каждой задаче теории вероятностей приходится иметь дело с 
каким-либо определенным комплексом условий в и с  какой-либо опре­
деленной системой S  событий, наступающих или не наступающих после 
каждой реализации комплекса условий 6  Относительно этой системы це­
лесообразно сделать следующие допущения:

а) если системе S  принадлежат события А и В, то ей принадлежат также 
события АВ. А + В. А  -  В:

б) система S  содержит достоверное и невозможное события.
Система событий, удовлетворяющая этим допущениям, называется по­

лем  событий.
Заметим еще в заключение, что во всех рассмотрениях теории вероят­

ностей равносильные между собой события могут заменять друг друга. 
Поэтому мы условимся в дальнейшем любые два равносильных события 
считать просто тождественными друг другу.

Рассмотрим какую-либо полную систему G попарно несовместимых рав 
невозможных событий (назовем их элементарными событиями):

E i. Е2 ......... Е ,|,
и рассмотрим систему событий 5 , состоящую из невозможного события ф.
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всех соб ы ти й  Ек системы С и всех событий Л, которые могут быть подраз­
делены на частные случаи, входящие в состав системы G.

Н ап ри м ер , если система С  состоит из трех элементарных событий Е \ . £ а , 
и £ 3, то в си стем у  S  входят события ф,Е\ ,  Ег, Еу, Е \ + £ 2. Ег Е \ + 
f l * F i  + ^  у •

Легко установить, что система S  есть поле событий. В самом деле, оче­
видно, что сумма, разность и произведение событий из S  входят в 5 ; 
невозможное событие £> входит в S  по определению, а достоверное событие 
ft входит в S  так как оно представляется в виде

ft = h \ + Е2 ♦ . . .  + Еп .
В соответствии с приведенным определением каждому событию А , 

принадлежащему к построенному сейчас полю событий S, приписывается 
вполне определенная вероятность

Р(/1) = т /пу
где т есть число тех событий /Г/ исходной группы G, которые являются 
частными случаями события А. Таким образом, вероятность Р(Л) можно 
рассматривать как функцию от события А, определенную на поле 
событий S.

Функция эта обладает следующими свойствами:
Х.Дпя каждого события А поля S

Р (Л )> 0 .
2. Дня достоверного события ft

3. Если событие А подразделяется на частные случаи В и С и все три со­
бытия А % В и С принадлежат полю S , то

с л о ж е н и я  в е р о я т н о с т е й .  
С войство 1 очевидно, так как дробь m/п не может быть отрицательной. 

Свойство 2 не менее очевидно, так как достоверному событию f t благо­
приятствуют все п возможных результатов испытания, и поэтому 

P(ft) = „ /„ =  1.

С ~-  л* событий Ei системы G. Так как события В и С по допущению несов*
Мс5 гимЧ  то события £ /, благоприятствующие одному из них, отличны от 

адтии Ei% благоприятствующих другому. Всего, таким образом, имеется
* m событий благоприятствующих появлению одного из событий В
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или С, т.е. благоприятствующих событию В + С = А. Следовательно,
т ♦ гпГ т т"

Р(/4) = ----------- * —  + —  = Р(В) ♦ Р(С),
п п п

что и требовалось доказать.
Мы ограничимся здесь указанием еще нескольких свойств вероятности.
4. Вероятность события А , противоположного событию А, равна

Р ( А ) = \ - Р ( А ) .
Действительно, так как

А + А = П
то, согласно уже доказанному свойству 2,

Р 0 4 + Л ) = 1 ,
а так как события А и А несовместимы, то по свойству 3

Р(А +/4) = Р04) + Р(Л).
Два п о сл е д н и х  равенства доказывают наше предложение.

5. Вероятность невозможного события равна нулю.
В самом деле, события 12 и ф несовместимы, поэтому

Р(*2) + Р(0) = Р(Я), 

откуда следует, что 

Р(0) = 0.
6. Если событие А влечет за собой событие В, то 
Р(А)<Р(В) .
Действительно, событие В  может быть представлено как сумма двух 

событий А  и АВ.  Отсюда в силу свойств 3 и 1 получаем:
Р(Д) = P(i4 ♦ АВ)  * Р(А)  + Р(АВ) >  Р(А).
7. Вероятность любого события заключена между нулем  и  единицей . 
Из того, что для любого события А  имеют место соотношения
ф С А  + 0  = /4 = А П С П ,

следует в силу предыдущего свойства, что имеют место неравенства
0 = Р(Ф) <  Р( А) <  Р(£2) = 1.
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§ 3. Примеры

Мы рассмотрим теперь несколько примеров вычисления вероятностей 
событий, пользуясь классическим определением вероятности. Приводи­
мые нами примеры носят исключительно иллюстративный характер и не 
претендуют на то, чтобы сообщить читателю все основные методы 
расчета вероятностей.

П р и м е р  1. Бросаются три игральные кости. Что вероятнее: получить 
в сумме выпавших очков 11 или 12?

Эта задача, как это видно из исторического дополнения, была одной из 
первичных, на которой формировались понятия и методы теории вероят­
ностей. Утверждают, что с ней связана и следующая легенда: однажны к 
Галилею (а кто говорит, что к Гюйгенсу) за консультацией обратился 
ландскнехт. Его интересовал именно предложенный нам вопрос. Ланд­
скнехт оказался мыслящим человеком, склонным к теоретическому и 
экспериментальному мышлению. Он заявил Галилею, что согласно логике 
обе эти суммы должны появляться одинаково часто, но опыт учит другому, 
а именно, что сумма 11 появляется чаще, чем 12. В чем здесь дело?

Обоснование ландскнехта на первый взгляд звучит убедительно: числа
11 и 12 оба могут быть разложены на сумму трех положительных слагае­
мых лишь шестью различными способами, а именно,

1 1 = 1 + 5 + 5 = 1 + 4 + 6 = 2 + 3 + 6 = 2 + 4 + 5 =
= 3 + 3 + 5 = 3 + 4 + 4;

1 2 = 1 + 5 + 6 = 2 + 4 + 6 = 2 + 5 + 5 = 3 + 4 + 5 =
= 3 + 3 + 6 = 4 + 4 + 4; 

отсюда по его мнению вытекает равновозможность обоих интересующих 
нас событий.

Однако Галилей возразил ему, сказав, что каждое из этих разложений 
следует снабдить еще определенным весом и пояснил свою мысль таким 
рассуждением. Назовем кости "первой” , ’’второй” и ’’третьей” : тогда 
разложение 1 + 5  + 5 на самом деле может произойти не одним, а т р е м я  
различными способами:

1 ♦ 5 + 5 = 5 + 1 + 5 = 5 + 5 + 1,
те - единица может выпасть на первой, второй или третьей кости. Точно 
также разложение 1 + 4  + 6 может произойти следующими ш е с т ь ю  раз­
личными способами:

1 + 4  + 6 =1 + 6 + 4 = 4 + 1  + 6 = 4 + 6 + 1  =
= 6 + 1  + 4  = 6 + 4 + 1 .

Таким образом, 11 в сумме может появиться не шестью, а 27 различ­
ии равновозможными способами. Сумма же 12, оказывается, разлагает­
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ся лишь 25 различными способами. Здесь все дело в том, что разложение 
4 + 4 + 4 осуществимо лишь одним способом.

Теперь заметим, что общее число всех возможных равновероятных 
выпадений трех игральных костей равно 63 =216.  Это было правильно 
подсчитано еще в XII веке.

Обозначим через Л и  В  случайные события, состоящие в выпадении соот- 
ветственно 11 и 12 очков в сумме. Тогда согласно данному нами класси­
ческому определению вероятности,

Р(Л) = 27/216 и Р(Д) = 25/126.
В математической статистике показывается, что для уверенного разделе­

ния двух вероятностей, отличающихся менее чем на одну сотую, нужно 
произвести много тысяч испытаний.

П р и м е р  2. Из колоды карт (36 карт) наудачу вынимаются три карты. 
Найти вероятность того, что среди них окажется точно один туз.

Р е ш е н и е .  Полная группа равновероятных и несовместимых событий 
в нашей задаче состоит из всевозможных комбинаций по три карты, их чис­
ло равно С 3 6 Число благоприятствующих событий можно подсчитать 
следующим способом. Один туз мы можем выбрать С \  различными спосо­
бами, а две другие карты (не тузы) можно выбрать С \ 2 различными 
способами. Так как для каждого определенного туза две остальные карты 
могут быть выбраны С \ 2 способами, то всего благоприятствующих случаев 
будет С{ С 32 Искомая вероятность, таким образом, равна

4 32- 31

С \  С \ г 1 1 • 2 3 1 - 1 6  496
р  = -------- :-----= --------------------= ---------------- = --------- *  0,2778,

С1ь  36 • 35 - 34 35 - 3*  17 1785

1 - 2 - 3

т.е. немного больше 0,25.
П р и м е р  3. Из колоды карт (36 карт) наудачу вынимаются три карты. 

Найти вероятность того, что среди них окажется хотя бы один туз.
Р е ш е н и е .  Обозначим интересующее нас событие буквой А :  оно 

может быть представлено в виде суммы трех следующих несовместимых 
событий: А {  -  появление одного туза, А 2 -  появления двух тузов, А  у "  
появления трех тузов.

Рассуждениями, аналогичными тем, которые мы привели при решении 
предыдущей задачи, легко установить, что число случаев, благоприят­
ствующих

событию А  | равно C i*  С за,

Л г  " C j - C i , .



Так как число всевозможных случаев равно С J6 , то
С \ С \ 2 16 31
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? ( А \ )
С \ ь 3 - 3 5 - 1 7

*  0.2778.

С \ С \ I  3 - 1 6
P H , ) »  ■■■■■ -----------------* 0 ,0 2 6 9 ,

C 3J6 3 3 5 - 17

С } С $ 2 1 РМз)в----;— --------- *о,оооб.
' 3 С ? 6 3 - 3 5 - 1 7  

В силу теоремы сложения
109

?(А) = Р(А | ) + Р(Аг ) + Р(А , )  = *  0,3053.

Этот пример можно решить и иным методом. Событие А , противополож­
ное А,  состоит в том, что среди вынутых карт не окажется ни одного туза. 
Очевидно, что три нетуза можно вынуть из колоды карт C ^ j различными 
способами и, следовательно,

С 3зг 3 2 - 3 1 - 3 0  3 1 - 8  
Р(Л) « — г - = ------------------= ------------- *  0,6947.

С 3,„  3 6 - 3 5 - 3 4  3 - 1 7 - 7

Искомая вероятность равна

Р(/4) = 1 -  РС4 ) *  0,3053.

П р и м е ч а н и е  В обоих примерах выражение "наудачу" означало, что 
всевозможные комбинации по три карты равновероятны.

П р  и м е р 4. Рассмотрим теперь пример, который широко используется 
при проверке качества принимаемой продукции. В математическом отно­
шении он близок к примеру 2.

В урне находится Л' одинаковых по размеру и внешнему виду шаров: 
сРеДИ них М  белых и N  -  М  черных. Наудачу вынимаются п шаров (без 
возвращения в урну). Чему равна вероятность того, что среди них окажется 
т белых?

Из условия задачи ясно, что мы предполагаем выполнение неравенств 
т ^  п и т а также п т  <  .V М.

Общее число всех равновероятных случаев, как легко понять, равно С ^ .  
ело благоприятствующих случаев подсчитаем следующим путем: различ-
* способов извлечь т белых шаров имеется С ^ ,  а п -  т  черных -  

t f-Af- Таким образом общее число благоприятных равновозможных
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Номер
испыта­
ний

Число
красных
карт

Число
благопр.
случаев

Частота
Номер
испыта­
ний

Число
красных
карт

Число
благопр.
случаев

Частота

1 8 0,00 51 9 13 0,25
2 9 1 0,50 52 8 13 0,25
3 11 1 0,33 53 7 13 0,25
4 9 2 0,50 54 9 14 0,26
5 11 2 0.40 55 7 14 0,26
6 8 2 0,33 56 9 15 0,27
7 11 2 0,29 57 9 16 0,28
8 9 3 0,37 58 11 16 0,28
9 8 3 0.33 59 8 16 0,27
10 7 3 0.30 60 8 16 0.27
11 12 3 0,27 61 8 16 0,26
12 10 3 0,25 62 10 16 0,26
13 9 4 0,31 63 12 16 0,25
14 13 4 0,29 64 9 17 0,27
15 12 4 0,27 65 II 17 0,26
16 8 4 0,25 66 12 17 0.26
17 11 4 0,23 67 II 17 0.26
18 10 4 0,22 68 8 17 0.25
19 8 4 0,21 69 10 17 0,25
20 11 4 0,20 70 8 17 0.25
21 12 4 0,19 71 7 17 0.24
22 10 4 0.18 72 9 18 0,25
23 10 4 0,17 73 10 18 0,25
24 9 5 0,21 74 8 18 0.24
25 9 6 0,24 75 1 1 18 0,24

случаев равно См  • CN _ м . Отсюда искомая вероятность
т г п - т  

С М ' С N - M

L S

П р и м е р 5. Колоду карт, состоящую из 36 карт, наудачу разделяют на 
две равные части. Чему равна вероятность, что в обеих частях окажется 
н о  р а в н о м у  ч и с л у  красных и черных карт.

Выражение ’’наудачу” означает, что всевозможные разделения колоды 
на две равные части равновероятны.

Р е ш е н и е .  Нам нужно найти вероятность того, что среди наудачу вы­
нутых из колоды 18 карт 9 будут красными и 9 -  черными. Согласно при*
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I

Номер
ИСПЫТ**'
ний

Число ! Число 
красны х благопр. 
карт случаев

Частота
Номер
испыта­
ний

Число
красных
карт

Число
благопр.
случаев

Частота

26 14 6 0,23 76 8 18 0,24
27 9 7 0,26 77 9 19 0,25
г* 10 7 0,25 78 9 20 0,26
29 10 7 0.24 79 5 20 0,26
30 7 7 0,23 80 8 20 0.25
31 10 7 0.22 81 7 20 0,25
32 7 7 0.22 82 10 20 0,24
33 8 7 0.21 83 9 21 0,25
34 10 7 0.21 84 6 21 0,24
35 9 8 0.23 85 10 21 0,25
36 9 9 0.25 86 10 21 0,24
37 10 9 0,24 87 9 22 0,25
38 10 9 0,24 88 7 22 0,25
39 8 9 0,23 89 7 22 0,25
40 7 9 0.22 90 10 22 0,24
41 9 10 0.24 91 8 22 0.24
42 10 10 0.24 92 8 22 0,24
43 10 10 0.23 93 10 22 0.24
44 9 11 0,25 94 8 22 0,23
45 8 11 0.24 95 И 22 0,23
46 7 11 0.24 96 9 23 0,24
47 12 11 0.23 97 9 24 0.25
48 9 12 0,25 98 10 24 0,25
44 6 12 0,25 99 7 24 0,24
50 7 12 0,24 100 7 24 0,24

меру 4 искомая вероятность равна, следовательно,
с 9 • г 9 

р  = ± 1 '  С | ».  =
Г \  8 ^36

(18! )4 

36!(9!)4 *
Чтобы составить себе представление о величине этой вероятности и при 
э том  не производить утомительных вычислений, мы воспользуемся форму­
лой Стирлинга, согласно которой имеет место следующее асимптотическое 
Равенство:

я! ^ у / 2 п п  п пс~п .
2 Б-В. Гнеденко
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Таким образом, имеем:
18! ~  18‘ V  • y / l w  18.
9! ~  9че -9у/20~9,

3 6 ! - 3 6 ’ 6 ■ е ' 36\^ 2 п  ■ 36, 
и значит.

(>/2тг -18 • 18*8 • е " 18 )4
Р ** —  "" ~— -------------- -------- ---------------- *

>/2гг • 36 Зб36 • е ’ 3б( \ /2 7 г9 - 99 е ’9 )4
После несложных преобразований находим, что

2 4
р  ^ ^  0,26. 

s/ Ш  15

Естественно возникает вопрос: какое отношение имеют найденные ве­
роятности к реальным явлениям? Чтобы наглядно это ощутить, на одной 
из лекций был проведен такой эксперимент: студенты принесли несколько 
колод карт по 36 карт каждая и затем сто раз было произведено разделе­
ние колод наудачу на две равные части. В таблице 2 приведены результаты 
этого эксперимента. В первом столбце указан номер испытания, во вто­
ром -  число появившихся в одной из полуколод красных карт, в третьем-  
число случаев деления красных и черных карт пополам среди уже произве­
денных испытаний и, наконец, в четвертом столбце даны значения частот.

Приводимый на рис. 2 график наглядно представляет изменение частоты 
ц/п в зависимости от числа испытаний. Вначале, когда число опытов невели­
ко, ломаная линия порой значительно уклоняется от прямой у  = р ** 0,26.

Рис. 2



Затем с увеличением числа опытов ломаная в обшем все ближе и ближе
подходит к этой прямой.

П р и м е р  6. Имеются п частиц, каждая из которых может находиться
1 . .  /  

с одной и той же вероятностью —  в каждой из N( N > п)  ячеек. Найти

вероятность того, что: 1) в определенных п ячейках окажется по одной 
частице. 2) в каких-то п ячейках окажется по одной частице.

Р е ш е н и е .  Эта задача играет важную роль в современной статисти­
ческой физике, и в зависимости от того, как образуется полная группа 
равновероятных событий, приходят к той или иной физической ста­
тистике: Больцмана, Бозе-Эйнштейна, Ферми-Дирака.

В статистике Больцмана равновероятными считаются любые мыслимые 
размещения, отличающиеся не только числом, но и индивидуальностью 
частиц: в каждой ячейке может помещаться любое число частиц от 0 до п.

Общее число возможных размещений мы подсчитаем следующим спо­
собом: каждая частица может находиться в каждой из N  ячеек, следователь­
но, п частиц можно разметить по ячейкам N"  различными способами.

В первом вопросе число благоприятствующих случаев будет, очевидно, 
л! и. значит, вероятность того, что в определенные п ячеек попадет по од­
ной частице, равна

§ у  Примеры

п \

Во втором вопросе число благоприятствующих случаев будет в с Ц  раз 
больше и, значит, вероятность того, что в какие-то п ячеек попадет по 
одной частице, равна

N n N * { N - n ) \
В статистике Бозе Эйнштнейна считаются тождественными случаи, ког­

да частицы меняются местами между ячейками (важно только, сколько 
частиц попало в ячейку, но не индивидуальность попавших частиц), и пол­
ная группа равновероятных событий состоит из всевозможных размещений 
п частиц no JV ячейкам, причем за одно размещение принимается целый 
класс больцмановских размещений, отличающихся не числами содержа- 
ишхея в определенных ячейках частиц, а только самими частицами. Для 
наглядного представлении о различии статистик Больцмана и Боэе-Эйн- 
Штеина рассмотрим частный пример: N -  4. п = 2. Всевозможные размеше- 
^ я в этом примере можно записать в виде следующей таблицы, в которой а 

наименования частиц В статистике Больцмана все 16 возможностей 
редставляют собой различные равновероятные события, в статистике же 

2*
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Бозе-Эйнштейна случаи 5 и 11,6 и 12,7 и 13,8 и 14,9 и 15, 10 и 16 попарно 
отождествляются и мы имеем группу из 10 равновероятных событий.

Т а б л и ц а  3

Случаи 1 2 3 4 5 6 7 8
—
9 10 11

Г -  т 
12

■ —  
13 14 1S ,Г

аЬ а а а Ь Ь ь

ab Ь а а а ь Ь

а b Ь Ъ а а а Ь

аЬ Ь Ь Ь а а а

Вычислим теперь общее число равновероятных случаев в статистике 
Бозе-Эйнштейна. С этой целью заметим, что всевозможные размещения 
частиц по ячейкам мы можем получить следующим путем: расположим 
ячейки на прямой вплотную друг к другу, расположим далее рядом одну 
возле другой на той же прямой наши частицы. Рассмотрим теперь всевоз­
можные перестановки частиц и перегородок между ячейками. Таким об­
разом, как легко сообразить, будут учтены всевозможные заполнения 
ячеек, отличающихся как порядком расположения частиц в ячейках, 
так и порядком расположения перегородок.

Число этих перестановок равно (N + п -  1)!. Среди этих перестановок 
имеются и тождественные: каждое распределение по ячейкам считается 
(N  -  1)! раз, так как мы различали, какие перегородки были между 
ячейками, а кроме того, каждое распределение по ячейкам мы снова счита­
ли по л! раз, так как мы учитывали не только число частиц в ячейке, но и 
то, какие это частицы и в каком порядке они расположены. Таким обра­
зом, каждое распределение по ячейкам мы считали я! (iV -  1)! раз, отсюда 
число различных в смысле Бозе-Эйнштейна размещений частиц по ячейкам 
равно

( я  ♦  jV — 1)! 

n\ (N  -  1) !

Таким образом, число равновероятных событий в полной системе событий 
нами найдено. Теперь мы легко можем ответить на вопросы нашей задачи. 
В статистике Бозе-Эйнштейна вероятности р , и р 2 равны

1 n\(N  — 1)!
Р]  ~ (и + д г -  1)! ~ (н +jV -  1)! ’

п \ ( \  — 1)!
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Cn  N \(N  -  1)!

P i = (,,  + j V -  1)! ( N - n ) ' . ( N + n  -  1)! 

n'.(N  -  1)!

р ассм отри м , наконец, статистику Ферми-Дирака. Согласно этой ста­
тистике в я ч ей к е  может находиться либо одна частица либо не находится 
ни о д н о й :  индивидуальность частиц уничтожается.

Обшее число различных размещений частиц по ячейкам в статистике 
Ф е р м и - Д и р а к а  подсчитать легко: первая частица может быть расположе­
на N  р азли ч н ы м и  способами, вторая -  только N  -  1, третья -  ( N -  2) и, 
наконец, л -я  -  (jV -  л  + 1) различными способами. Таким образом, л 
частиц по N  ячейкам могут быть расположены

jV!
д а г - 1 ) . ■ ^ Т ^ Г

различными равновероятными способами.
Легко сообразить, что в статистике Ферми-Дирака искомые вероят­

ности равны
( N -  л )!

Рг * 1.
Рассмотренный пример показывает, насколько важно точно определять, 

какие события считаются в задаче равновероятными.
П р и м е р  7. У театральной кассы стоят в очереди 2л человек. С реди них 

п человек имеют монеты только рублевого достоинства, а остальные -  
только монеты по 50 копеек. Билет стоит 50 копеек. Каждый покупатель 
приобретает по одному билету. В начальный момент в кассе нет денег. 
Чему равна вероятность того, что ни один покупатель не будет ждать 
сдачу?

Эта задача является переформулировкой вопроса, который возник при 
изучении проблем управления качеством продукции в процессе произ­
водства.

Всевозможные расстановки покупателей равновероятны. Таким образом 
имеется С2п всех возможных равновероятных случаев. Для разыскания 

ела благоприятствующих случаев прибегнем к следующему геометри 
ск°му приему. Рассмофим плоскость хО у  и допустим, что покупатели 

I ^РЯДКе очередности располагаются в точках оси абсцисс с координатами 
’ • • • • 2я. В начале координат расположена касса. Припишем каждому 

Ние^ ‘ имеющему рубли, значение +1, а имеющему полтинники -  значе-
— 1. Будем теперь суммировать последовательно эти значения слева
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направо и в каждой целочисленной точке отмечать в виде ординаты полу, 
ченную сумму (рис. 3 ). Припишем началу координат ординату, равную о 
Соединим концы ординат ломаной и назовем ее траекторией. Ясно, что она 
на концах отрезка (0, 2л) имеет ординаты, равные 0.

Каждой траектории поставлено в соответствие определенное располо- 
жение лиц с рублями и полтинниками. Интересу ющему нас событию благо, 
приятствуют те и только те траектории, которые не поднимаются над осью 
абсцисс.

Вычислим теперь общее число траекторий, достигающих или пересе­
кающих хотя бы раз прямую у  = 1. Эти и только эти траектории благо- 
приятствуют противоположному событию, когда хотя бы одному лицу

придется ожидать сдачу. Для этой цели построим новую, фиктивную траек­
торию. До первого достижения прямой у  = 1 она совпадает со старой, а от 
точки достижения этой прямой она является зеркальным отображением 
старой траектории относительно прямой у  = 1 (на рис. 3 — пунктирная 
ломаная). Каждая новая траектория начинается в точке (0 ,0 )  и заканчи­
вается в точке (2л, 2). Отсюда вытекает, что единичных подъемов она 
имеет больше, чем спусков (именно: п + 1 подъем и л — 1 спуск). Отсюда
следует, что всех новых траекторий будет С . Значит число событий
благоприятствующих событию нашей задачи, будет С 2„ -  С2” , и тем 
самым искомая вероятность равна

§ 4. Геометрические вероятности

\т с  в самом начале развития теории вероятностей была замечена не­
достаточность "классического” определения вероятности, основанного на 
рассмотрении конечной группы равновероятных событий. Уже тогда част­
ные примеры привели к некоторому видоизменению этого определения и 
построению понятия вероятности также для случаев, когда мыслимо беско*

»

Рис. 3

/I + 1 п + 1

/I



цное множество исходов. При этом по-прежнему основную роль играло 
Н нятие '’равновероятности" некоторых событий.
П°Обшая задача, которая ставилась и привела к распространению понятия 
ероятности, может быть сформулирована следующим способом.

В Пусть имеется, например, на плоскости некоторая область С и в  ней со­
держится другая область g с квадрируемой границей. В область G  наудачу 
бросается точка и спрашивается, чему равна вероятность того, что точка 
попадет в область g. При этом выражению ’’точка бросается наудачу в 
область С ” придается следующий смысл: брошенная точка может попасть 
в любую точку области G, вероятность попасть в какую-либо часть области 
G пропорциональна мере этой части (длине, площади и т.д.) и не зависит от 
ее расположения и формы.

Таким образом, по определению, вероятность попадания в область g 
при бросании наудачу точки в область G  равна 

m esg
Р * --------—  •mes 6
Рассмотрим несколько примеров.
П р и м е р  1. З а д а ч а  о в с т р е ч е .  Два лица А и В  условились 

встретиться в определенном месте между 12 часами и часом. Пришедший 
первым ждет другого в течение 20 минут, после чего уходит. Чему равна 
вероятность встречи лиц А  и В, если приход каждого из них в течение 
указанного часа может произойти наудачу и моменты прихода неза­
висимы *).

Р е ш е н и е .  Обозначим моменты прихода лица А через х  и лица В 
через у . Для того чтобы встреча произошла, необходимо и достаточно, 
чтобы 

1 Х - Ж 2 0 .
Станем изображать х н у  как декартовы координаты на плоскости: в ка­
честве единицы масштаба выберем минуту. Всевозможные исходы изобра­
зятся точками квадрата со сторонами 60; благоприятствующие встрече -  
расположатся в заштрихованной области (рис. 4 ).

Искомая вероятность равна**) отношению площади заштрихованной 
фигуры к площади всего квадрата:

602 -  402 5
---------- ------- = —  .

_____ ___ 60 9
*) То

Понята* ССТЬ МОМсиг приход» одного лица не влияет на момснг прихода другого.
В НСЗависимости событий будет подробно рассмотрено в § 9. 

роятно •  ̂ ^ МЫ увидим- 4X0 в силу независимости моментов прихода лиц А и В ве- 
того, что лицо А  придет в промежуток от х  до х  ♦ Л. а лицо В -  в промежу-

т°к  от у  до и * ,  ^ 1у  равна —  ■ . т.е пропорциональна плошали прямоугольника 
состоро„амн Л „ г  60

4 Геометрические вероятности
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Некоторые инженеры-исследователи применяли задачу о встрече к ре. 
шению следующей проблеме организации производства. Рабочий обслужи, 
вает несколько однотипных станков, каждый из которых в случайные 
моменты времени может потребовать внимания рабочего. Может случиться, 
что в то время, когда рабочий занят у одного станка, потребовалось его 
вмешательство у других станков. Требуется найти вероятность этого со бы- 
тия, т.е., иными словами, среднюю длительность ожидания станком рабо- 
чего (иначе говоря, простой станка). Заметим, однако, что схема задачи о

встрече мало пригодна для решения этого производственного вопроса, 
так как никакого условленного времени, в течение которого станки обяза­
тельно требуют к себе внимания рабочего, не существует, а длительности 
операции рабочего у станка не постоянны. Помимо этой основной причины, 
нужно указать на сложность вычислений в задаче о встрече для случая боль­
шого числа лиц (станков). А эту задачу нередко нужно решать для боль­
шого числа станков (в текстильном производстве, например, некоторые 
ткачихи брали на обслуживание по несколько десятков станков).

П р и м е р  2. Коэффициенты р  и q квадратного уравнения

дг2 + рх  + <7 = 0

выбираются наудачу в промежутке (0, 1). Спрашивается, чему равна ве­
роятность того, что корни будут действительными числами?

Чтобы корни квадратного уравнения были действительными числами, 
необходимо и достаточно выполнение неравенства р 2 >  4q. В прямоуголь­
ных декартовых координатах (рис. 5) множество всех возможных пар 
чисел (р, q) задается точками квадрата с вершинами (0, 0 ), (0, 1), (1, О» 
(1, 0 ) . Точки же, благоприятствующие нашему событию, лежат под пара* 

1болой q = -  р  . Таким образом, согласно определению, искома*
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вероятность равна

1 12 ’
Задачи, подобные только что рассмотренной, нашли интересные приме­

нения в теории чисел и в ряде научных и технических применений.
П р и м е р З .  П а р а д о к с  Б е р т р а н а .  Теория геометрических ве­

роятностей неоднократно подвергалась критике за произвольность опреде­
ления вероятности событий. При этом авторы приходили к убеждению, 
что для бесконечного числа исходов нельзя дать объективного, на завися­
щего от способа расчета, определения вероятности. В качестве особенно 
яркого выразителя этого скептицизма можно привести французского ма­
тематика прошлого века Жозефа Бертрана. В своем курсе теории веро­
ятностей он привел ряд задач на геометрические вероятности, в которых 
результат зависел от метода решения. В качестве примера приведем одну 
из заддч, рассмотренных Бертраном.

Наудачу берется хорда в круге. Чему равна вероятность того, что ее 
длина превосходит длину стороны вписанного равностороннего треу­
гольника?

Р е ш е н и е  1. По соображениям симметрии можно заранее задать 
направление хорды. Проведем диаметр, перпендикулярный к  этому нап­
равлению. Очевидно, что только хорды, пересекающие диаметр в про­
межутке от четверти до трех четвертей его длины, будут превосходить 
стороны правильного треугольника. Таким образом, искомая вероят­
ность равна 1/2.

Р е ш е н и е  2. По соображениям симметрии можно заранее закрепить 
один из концов хорды на окружности. Касательная к окружности в этой 
точке и две стороны правильного треугольника с вершиной в этой точке 
образуют три угла по 60°. Условию задачи благоприятствуют только хор- 
ДЬ1, попадающие в средний угол. Таким образом, при этом способе вычис­
ления искомая вероятность оказывается равной 1/3.

Р е ш е н и е  3. Чтобы определить положение хорды, достаточно задать 
ее середину. Чтобы хорда удовлетворяла условию задачи, необходимо 
чтобы ее середина находилась внутри круга, концентрического данному, 

половинного радиуса. Площадь этого круга равна одной четверти пло-
М*данного: таким образом, искомая вероятность равна 1/4.

Ь1 должны теперь выяснить, в чем причина неоднозначности решения 
ей задачи. Лежит ли причина в принципиальной невозможности опре- 

ИЛи ть ВеР°ятность для случаев бесконечного числа возможных исходов 
1ибг>ЖС пРичина лежит в том, что мы приняли в процессе решения какие-

недопустимые предпосылки.
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Дело, как легко усмотреть, заключается в том, что за решение одной 
и той же задачи, пользуясь тем, что в условии задачи не определено по. 
нятие проведения хорды наудачу, выдаются решения трех различных за- 
дач. В самом деле, в первом решении вдоль одного из диаметров застав­
ляют катиться круглый цилиндрический стержень (рис. Ьа) .  Множество 
всех возможных мест остановки этого стержня есть множество точек 
отрезка А В  длины, равной диаметру. Равновероятными считаются собы­
тия, состоящие в том, что остановка произойдет в интервале длины Л, 
где бы внутри диаметра ни был расположен этот отрезок. Во втором ре- 
шении стержень, закрепленный на шарнире, расположенном в одной из 
точек окружности, заставляют совершать колебания размером не более 
180° (рис. 66) .  При этом предполагается, что остановка стержня внутри 
дуги окружности длины И зависит только от длины дуги, но не от ее поло­
жения. Таким образом, равновероятными событиями считаются остановки 
стержня в любых дугах окружности одинаковой длины. Несогласован­
ность определений вероятности в первом и во втором решениях становится 
совершенно очевидной после такого простого расчета. Вероятность того, 
что стержень остановится в промежутке от А д о х , согласно первому реше­

нию равна —. Вероятность того, что проекция точки пересечения стержня 

с окружностью во втором решении попадает в тот же интервал, как

х

А В А х  J

а) б ) в )
Рис. 6

показывают элементарно геометрические подсчеты, равна

I 2х -  D
1 -  — a rc c o s---------- при х  > DI2

я D

и

— arccos 
я

D -  2х
---------- при х  <  D/2.

.



iaKOHeu. в третьем решении мы бросаем наудачу точку внутрь круга и 
■допиваем себя о вероятности попадания внутрь некоторого меньшего
ко н ц ен три ч еского  круга (рис. 6 в ) .

Различие постановок задач во всех трех случаях совершенно очевидно. 
П р и м е р  4. З а д а ч а  Б ю ф ф о н а .  Плоскость разграфлена парал­

л е л ь н ы м и  прямыми, отстоящими друг от друга на расстоянии 2а. На плос­
кость наудачу*) бросается игла длины 2/ (/ <  а ) . Найти вероятность того, 
что игла пересечет какую-нибудь прямую.

х
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Рис. 8

Р е ш е н и е .  Обозначим через Jt расстояние от центра до ближайшей 
параллели и через ^ -у г о л , составленный иглой с этой параллелью. Вели­
чины х  и \fi полностью определяют положение иглы. Всевозможные поло­
жения иглы определяются точками прямоугольника со сторонами а и я. 
Из рис. 7 видно, что для пересечения иглы с параллелью необходимо и 
достаточно, чтобы

х  <  / sin \р.

Искомая вероятность в силу сделанных предположений равна отношению 
площади заштрихованной на рис. 8 области к площади прямоугольника

1 * 2 /
Р = /  / sin = —  . 

а7Г о ап
Заметим, что задача Бюффона является исходным пунктом для реше­

ния некоторых проблем теории стрельбы, учитывающих размеры снаряда. 
Р и м е р  5. На горизонтальную плоскость, разграфленную парал- 

м*ыми прямыми, отстоящими друг от друга на расстоянии 2j , нау-

ПоИглы Haviu СЛовом *НаУДВчу" здесь подразумевается следующее: во-первых, центр 
чым, во-мт!^ Падаст на отрезок длины 2а. перпендикулярный к проведенным пря- 
пР*МЫми б ****** В€Роятность того, что угол if, составленный иглой и проведенными 
величины v 31кл,очаться между и ♦ Д * пропорциональна Д *  и. в-третьих, 

w х  и у» независимы (см. § 7) .



дачу*) брошен выпуклый контур, диаметр которого меньше 2а. Найти 
вероятность того, что контур пересечет одну из параллельных прямых.

Р е ш е н и е .  Положим сначала, что выпуклый контур является много, 
угольником с п сторонами. Пусть его стороны пронумерованы от номера 1 
до номера п. Если многоугольник пересекается с какой-либо параллель, 
ной прямой, то это пересечение должно произойти по каким-либо двум 
сторонам. Обозначим через р ц  = р ц  вероятность того, что пересечение 
произойдет по /-й и /-й сторонам. Очевидно, что событие А у состоящее в 
том, что брошенный многоугольник пересечет одну из параллельных пря- 
мых, может быть представлено в виде следующей суммы попарно несов­
местимых событий:

А = 0 4 |2  + Л 13 ♦ . . .  + А \ п) +

+  ( ^ 2 3  +  +  . . . + > 4 2 я ) + * * *  +  ( А п - 2 , п -  1 *  ^ л - 2 , л )  +  ^ п  -  1 , л *

где через А ц  (/ <  / ,  / = 1 , 2 , . . . ;  /  = 1 , 2 , . . . )  обозначено событие, сос­
тоящее в пересечении с параллельной прямой /-Й и /-й сторон. По теореме 
сложения вероятностей

р - Р( А) =[ Р( А12) + 9(Л1г) + . . .  + Р(А1т)) ♦
+ [Р(А2г ) + . . .  + 9 (А 2п)) + . . .  + РМ  -1  ,«) =

= (Pl2 + P l3  + . . . + Р1л)  + (Р2 3 +Р24 * . . . + Р 2 * )  + •••+ ?* -1 ,/» -

Пользуясь равенством р/у = р ц ,  мы ь ожет записать вероятность р  иным 
способом:

1
Р я ~ [ ( Р и +Р 13 + . . . + P l n )  + (Pj« +PJ 3  + . .  +P2f i )+  --

. . .  + ( Р „ ,  + р л2 + . . . + Р я . я - | ) ] .  

п
Но сумма Я  р ц , где положено р и  -  0, представляет собой не что иное,

/* 1
как вероятность пересечения i-н стороны многоугольника с одной из парал­
лельных прямых. Если длину |-й стороны обозначить через 2 / / ,то из за­
дачи Бюффона находим, что

п 2 lf 
2  ,

/=  1 ЯД
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*) В этом примере ’’наудачу” значит, что мы берем какой-либо отрезок, ж е с т к о
связанный с контуром, и бросаем его ’’наудачу'* в смысле предыдущего примера*
Нетрудно показать, что таким образом определенное понятие не зависит от выбора 
указанного отрезка.
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и, следовательно, 

п
2  2/,

/=  1

^ 2 па

Если обозначить через 2s периметр многоугольника, то мы найдем, 
что

5

Мы видим, таким образом, что вероятность р  не зависит ни от числа 
сторон, ни от величины сторон многоугольника. Отсюда мы заключаем, 
что найденная формула верна и для любого выпуклого контура, так как 
мы всегда можем рассматривать этот последний как предел выпуклых 
многоугольников с безгранично возрастающим числом сторон.

§ 5 . 0  статистической оценке неизвестной вероятности

Классическое определение вероятности при переходе от простейших 
примеров к рассмотрению сложных задач, в особенности же задач естест­
веннонаучною или технического характера, наталкивается на непреодо­
лимые труднэсти принципиального порядка. Прежде всего, в большинстве 
случаев возж кает вопрос о возможности нахождения разумного спосо­
ба выделение ’’равновозможных случаев” . Так, например, из соображений 
симметрии, на которых основаны наши суждения о равновероятности со­
бытий, вывести вероятность распада атома радиоактивного вещества за оп­
ределенный шромежуток времени, или же определить вероятность того, 
что родившиеся ребенок окажется мальчиком, представляется невозмож­
ным. В этих случаях еще на заре возникновения теории вероятностей 
был замечен иной способ приближенной оценки неизвестной вероятнос­
ти случайного события.

Длительны? наблюдения над появлением или непоявлением события А 
при большом числе независимых испытаний, производимых при одном и 
том же комплгксе условий в ,  в ряде случаев показывают, что число появ­
лений событие А  подчиняется устойчивым закономерностям. А именно, 
если мы через ц обозначим число появлений события А при п независи­
мых испытаншх, то оказывается, что отношение ц /rt (частота события 
А ) при достаточно больших п для большинства таких серий наблюдений 
сохраняет почт! постоянную величину, причем большие отклонения наб­
людаются тем ?сже, чем многочисленнее произведенные испытания. Бо­
лее того, оказьвается, что для тех случаев, к которым применимо класси-
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ческое определение вероятности, это колебание частоты происходит 
около вероятности события р. Мы увидим впоследствии, что этот эмпи­
рический факт имеет глубокие основания в теореме Бернулли. То, что при 
большом числе испытаний частота события остается почти постоянной, 
дает нам возможность расширить круг явлений, для которых мы будем 
говорить об их вероятности.

Представим себе, что относительно события Л принципиально возмож­
но проведение неограниченной последовательности независимых друг 
от друга испытаний в неизменных условиях б>. Если в результате доста­
точно многочисленных наблюдений замечено, что частота события Л ведет 
себя достаточно правильно и почти всегда колеблется около некоторой, 
вообще говоря, неизвестной, постоянной, то мы скажем, что это событие 
имеет вероятность.

За численное значение этой вероятности может быть приближенно при 
большом числе п независимых испытаний, производящихся в неизменных 
условиях 6 ,  принята частота события А.

Однако испытания позволяют нам делать заключения и иного харак­
тера. Представим себе, что некоторые соображения дают him основание 
считать, что вероятность н екоторое  события Л равна р. Пусть, далее, 
при проведении нескольких серии независимых испытаний оказалось, 
что частоты в подавляющем числе серий значительно отклоняются от ве­
личины р. Это обстоятельство дает нам основание высказать сомнение 
относительно правильности наших априорных суждений и предпринять 
более детальное исследование тех предпосылок, из которых иы исходили

0,5 
О, k825

о 2 J U 5 6 7 8 9 10 11 12 
Рис. 9

в своих априорных выводах. Так, например, в отношении некоторой иг­
ральной кости мы делаем предположения о  ее геометрической правиль­
ности и однородности материала, из которого она изготошена. И з этих 
предварительных предпосылок мы вправе сделать вывод, что при броса­
нии кости вероятность выпадения некоторой грани, например, грани с 
номером 5, должна быть равна 1/6. Если неоднократные арии достаточна 
многочисленных испытаний (бросаний) в нашем п р и м е р е  систематически 
показывают, что частота появления этой грани значительно о тли ч ается
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Т а б л 1

Месяц 1 2 3 4 j 5 6

Всех
Мальчиков
девочек
Частота рождения 
девочек

7280
3743
3537

0,486

6957
3550
3407

0,489

7883
4017
3866

0,490

7884 7892 7609 
4173 4117 3944 
3711 3775 3665

0,471 0,478 0,482

Месяц 8 9 10 11 12 За

Всех
Мальчиков
Девочек
Частота рождения 
девочек

7393
3797
3596

0,484

7203
3712
3491

0,485

6903
3512
3391

0,491

6552 7132 88 
3392 3761 45 
3160 3371 42

0,482 0,473 0,4

от 1/6, то mi усомнимся не в существовании определенной вероятное 
падения это грани, а в наших предпосылках о правильности кост 
в правильного организации процесса наших испытаний (бросаний).

В качеспе иллюстрации почти постоянства частот при больших * 
испытаний ассмотрим распределение новорожденных по полу по 
цам. Данны заимствованы из книги Г. Крамера ’’Математические м 
статистики’' и представляют собой официальные данные шведско 
тистики за 1>35 г.

На рис. ' показано уклонение частоты рождений девочек по ме 
от частоты рждений девочек за год.

Заметим,что в случае статистического определения снова имеют 
такие свойсза вероятности:

1) вероятость достоверного события равна единице;
2) верояюсть невозможного события равна нулю;
3) если аучайное событие С является суммой конечного числа 

местимых обытий А х у А 2, . . . ,  А ПУ имеющих вероятность, то его в 
ность сущестует и равна сумме вероятностей слагаемых

P (Q  = Р(л ) ♦ Р(Л 2) + . . .  + Р(ЛЯ).
заключсии мы должны остановиться на весьма распространен 

jJWteHHocTH реди естествоиспытателей, концепции вероятности, j 
изесом. Огласно Мизесу раз частота по мере увеличения числа с
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все меньше и меньше уклоняется от вероятности р у то в пределе должно 
быть

р  = lim — .
п 00 П

Это равенство Мизес предлагает считать определением понятия вероят­
ности. По его мнению, любое априорное определение обэечено на неудачу 
и лишь данное им эмпирическое определение способно сбеспечить интере­
сы естествознания, математики и философии, причем раз классическое 
определение имеет лишь весьма ограниченное применение, а статистичес­
кое определение применимо ко всем имеющим научный ттерес  случаям, 
то классическое определение через равновозможность, основанную на сим­
метрии, Мизес предлагает вовсе отбросить. Более того, Мизес считает 
вообще ненужным выяснение структуры явлений, для коюрых вероят­
ность является объективной числовой характеристикой, для гего достаточ­
но наличия эмпирической устойчивости частоты.

Мы не будем останавливаться на деталях теории Мизеса, в частности, 
на тех ограничениях и условиях, которые он дополнительно накладывает 
на последовательность испытаний. За подробностями теории *ы отошлем 
читателя к  его книге ’’Вероятность и статистика” . В то же вре1я его поло­
жения не были безоговорочно приняты наукой. Критические имечания в 
развернутом виде изложены в статье А.Я. Хинчина*).

В концепции Мизеса вероятность теряет свой характер (бъективной 
числовой характеристики некоторых реальных явлений. Деютвительно, 
до производства бесконечного числа испытаний нельзя даже гворить про 
вероятность того или иного события, а поскольку этого нелья осущест­
вить, то и вообще мы лишены возможности в каких-либо услонях исполь­
зовать теорию вероятности. Следует заметить при этом, что, трбуя от час­
тот сходимости к ьероятносте, Мизес выставляет такое треЬвание, ка­
кого не предъявляют ни в одной области естествознания. Ведь» самом де­
ле. никто из нас не откажется от понятия температуры толко потому, 
что мы не можем произвести бесконечного числа измерений : не можем 
проверить, будут ли результаты этих измерений стремиться к пределу, 
если бы мы их все же стали производить. Или не станем же mi говорить, 
что какой-либо предмет не имеет размеров только потому, чт< последова­
тельность наших измерений не стремится к пределу. Более эго, следуя 
за Миэесом, мы вообще не можем говорить о температуре тва или о су­
ществовании размеров предмета до тех пор, пока не появтся мысля­
щий субъект, не начнет производить измерения и не убедите в том, что 
их результаты стремятся к пределу.

*) Частотная теория Р. Мизеса и современные идеи теории верояюстей//Вопро­
сы философии. -  1961. -  Вып. 1. -  С. 9 1 -1 0 2 ; Вып. 2. -  С. 7 7 -8 9 .
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В историческом очерке, помещенном в конце книги, отмечено, что как 
классическое определение вероятности, так и статистическое были впер­
вые четко сформулированы Я. Бернулли.

§ 6. Аксиоматическое построение теории вероятностей

До недавнего времени теория вероятностей представляла собой еще 
не сл о ж и вш у ю ся  математическую науку, в которой основные понятия 
были недостаточно четко определены. Эта нечеткость приводила нередко 
к  п ар а д о к са л ьн ы м  выводам (вспомним парадоксы Бертрана). Естествен­
но, что приложения теории вероятностей к изучению явлений природы 
были слабо  обоснованы и встречали порой резкую и обоснованную кри­
тику. Нужно сказать, что эти обстоятельства мало смущали естествоис­
пытателей и их наивный теоретиковероятностный подход в различных 
областях науки приводил к  крупным успехам. Развитие естествознания 
в начале текущего столетия предъявило к теории вероятностей повы­
шенные требования. Возникла необходимость в систематическом изучении 
основны х понятий теории вероятностей и выяснении тех условий, при 
к оторы х возможно использование ее результатов. Вот почему особенно 
важное значение приобрело формально-логическое обоснование теории 
вероятностей , ее аксиоматическое построение. При этом в основу теории 
вероятностей как математической науки должны быть положены неко­
торые предпосылки, являющиеся обобщением многовекового челове­
ческого опыта. Дальнейшее же ее развитие должно строиться посредством 
дедукции из этих основных положений без обращения к наглядным пред­
ставлениям , к выводам ’’согласно здравому смыслу” . Иными словами, 
теория вероятностей должна строиться из аксиом так же, как любая сфор­
м и ровавш аяся  математическая наука — геометрия, теоретическая ме­
ханика, абстрактная теория групп и т.д.

Впервые такая точка зрения была высказана и развита в 1917 г. совет­
ским  математиком С.Н. Бернштейном. При этом С.Н. Бернштейн исходил 
из качественного сравнения случайных событий по их большей или мень* 
Шей *ероятности.

Имеется иной подход, предложенный А.Н. Колмогоровым. Этот подход 
тесно связывает теорию вероятностей с современной метрической теорией 

кций, а также теорией множеств. Настоящая книга следует пути, пред-
У " 0** Колмогоровым, 

тей 1 УВИдим* что аксиоматическое построение основ теории вероятнос- 
рах°ТП*>аВЛЯеТСЯ 0Т основных свойств вероятности, подмеченных на приме* 
р а д * Ласа,ческого и статистического определений. Аксиоматическое оп- 
себя СНИе в е Р ° я т н о с т и ' таким образом, как частные случаи включает в 
Точно КЛассическ°е  и статистическое определения и преодолевает недоста- 

ь каждого из них. На этой базе удалось построить логически со-
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все меньше и меньше уклоняется от вероятности р у то в пределе должно 
быть

р  = lim — .
П-+ оо п

Это равенство Мизес предлагает считать определением понятия вероят­
ности. По его мнению, любое априорное определение обэечено на неудачу 
и лишь данное им эмпирическое определение способно с беспечить интере­
сы естествознания, математики и философии, причем раз классическое 
определение имеет лишь весьма ограниченное применение, а статистичес­
кое определение применимо ко всем имеющим научный интерес случаям, 
то классическое определение через равновозможность, оснозанную на сим­
метрии, Мизес предлагает вовсе отбросить. Более того, Мизес считает 
вообще ненужным выяснение структуры явлений, для кою рых вероят­
ность является объективной числовой характеристикой, для тего достаточ­
но наличия эмпирической устойчивости частоты.

Мы не будем останавливаться на деталях теории Мизеса, в частности, 
на тех ограничениях и условиях, которые он дополнительно накладывает 
на последовательность испытаний. За подробностями теории *ы отошлем 
читателя к  его книге ’’Вероятность и статистика” . В то же в р ем  его поло­
жения не были безоговорочно приняты наукой. Критические имечания в 
развернутом виде изложены в статье А.Я. Хинчина*).

В концепции Мизеса вероятность теряет свой характер (бъективной 
числовой характеристики некоторых реальных явлений. Деютвительно, 
до производства бесконечного числа испытаний нельзя даже творить про 
вероятность того или иного события, а поскольку этого нелья осущест­
вить, то и вообще мы лишены возможности в каких-либо услонях исполь­
зовать теорию вероятности. Следует заметить при этом, что, трбуя от час­
тот сходимости к  вероятностей Мизес выставляет такое требвание, ка­
кого не предъявляют ни в одной области естествознания. Веды самом де­
ле. никто из нас не откажется от понятия температуры толко потому, 
что мы не можем произвести бесконечного числа измерений ] не можем 
проверить, будут ли результаты этих измерений стремиться к  пределу, 
если бы  мы их все же стали производить. Или не станем же mi говорить, 
что какой-либо предмет не имеет размеров только потому, чт< последова­
тельность наших измерений не стремится к  пределу. Более эго, следуя 
за Миэесом, мы вообще не можем говорить о температуре таа или о су­
ществовании размеров предмета до тех пор, пока не появтся мысля­
щий субъект, не начнет производить измерения и не убедите в том, что 
их результаты стремятся к  пределу.

*) Частотная теория Р. Мизеса и современные идеи теории вероятостей//Вопро­
сы философии. -  1961. -  Вып. 1. -  С. 9 1 -1 0 2 ; Вып. 2. -  С. 7 7 -8 9 .



§ 6. Аксиоматическое построение теории 49

В историческом очерке, помещенном в конце книги, отмечено, что как 
даосическое определение вероятности, так и статистическое были впер­
вые четко сформулированы Я. Бернулли.

§ 6 . А к с и о м а т и ч е с к о е  п о ст р о ен и е  те о р и и  в е р о я т н о с т е й

До недавнего времени теория вероятностей представляла собой еще 
не сложившуюся математическую науку, в которой основные понятия 
были недостаточно четко определены. Эта нечеткость приводила нередко 
к парадоксальным выводам (вспомним парадоксы Бертрана). Естествен­
но, что приложения теории вероятностей к  изучению явлений природы 
были слабо обоснованы и встречали порой резкую и обоснованную кри­
тику. Нужно сказать, что эти обстоятельства мало смущали естествоис­
пытателей и их наивный теоретиковероятностный подход в различных 
областях науки приводил к  крупным успехам. Развитие естествознания 
в начале текущего столетия предъявило к  теории вероятностей повы­
шенные требования. Возникла необходимость в систематическом изучении 
основных понятий теории вероятностей и выяснении тех условий, при 
которых возможно использование ее результатов. Вот почему особенно 
важное значение приобрело формально-логическое обоснование теории 
вероятностей, ее аксиоматическое построение. При этом в основу теории 
вероятностей как  математической науки должны быть положены неко­
торые предпосылки, являющиеся обобщением многовекового челове­
ческого опыта. Дальнейшее же ее развитие должно строиться посредством 
Дедукции из этих основных положений без обращения к наглядным пред­
ставлениям, к  выводам ’’согласно здравому смыслу” . Иными словами, 
теория вероятностей должна строиться из аксиом так же, как  любая сфор­
мировавшаяся математическая наука -  геометрия, теоретическая ме­
ханика, абстрактная теория групп и т.д.

Впервые такая точка зрения была высказана и развита в 1917 г. совет­
ским математиком С.Н. Бернштейном. При этом С.Н. Бернштейн исходил 
из качественного сравнения случайных событий по их большей или мень­
шей цероятности.

Имеется иной подход, предложенный А.Н. Колмогоровым. Этот подход 
тесно связывает теорию вероятностей с современной метрической теорией 
ч>У кций, а также теорией множеств. Настоящая книга следует пути, пред- 
•чинному Колмогоровым.
тей М УВИдим* что аксиоматическое построение основ теории вероятнос- 
рах°ТП*>аВЛЯетСЯ ОТ основных свойств вероятности, подмеченных на приме- 

и статистического определений. Аксиоматическое оп- 
ние вероятности, таким образом, как  частные случаи включает в 

^чно 1СЛассическое и статистическое определения и преодолевает недоста- 
ь каждого из них. На этой базе удалось построить логически со­
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вершенное здание современной теории вероятностей и в то же время удов­
летворить повышенные требования к ней современного естествознания.

Отправным пунктом аксиоматики Колмогорова является множество 
£2 , элементы которого называются элементарными событиями. Наряду 
с £2 рассматривается множество 3  подмножеств элементарных событий. 
Множество 2г называется алгеброй множеств, если выполнены следую- 
щие требования:

1) л е  2г, « €  & ( ф — пустое множество) 'L
2) из того, что А  Е  3  следует, что так же А  €  5  ;
3) из того, что А  Е  5  и В  €  3  следует, что
>4 и д е  3 ,  /1 п я е З

Если дополнительно к  перечисленным выполняется еще следующее 
требование

4) из того, что i4n € &  (при л = 1 , 2 , . . . )  вытекает, что

и л п е д  , п А п е Ъ
п п

то множество 3  называется антгеброй. Элементы 3  называются слу­
чайными событиями.

Под операциями над случайными событиями понимаются операции 
над соответствующими множествами. В результате можно составить сло­
варь переводов с язы ка теории множеств на язы к теории вероятностей, 
приводимый нами в табл. 5

Т а б л и ц а  5

Термины
Обозначения

теории множеств теории вероятностей

П Множество, пространство Пространство элементарных 
событий, достоверное событие

ы Элемент множества Элементарное событие
А .В Подмножество А , В Случайное событие А , В
А + В -А  и  В Объединение (сумма) мно­

жеств А  и В
Сумма случайных событий А и В

А В  = А п В Пересечение множеств А  и В Произведение событий А  и В
А Дополнение множества А Событие, противоположное ДЛ* ̂
А \ В Разность множеств А  и В Разность событий А  и В
Ф Пустое множество Невозможное событие
А В  = А  П В  = ф Множества А  и В  не пересекают­

ся (не имеют общих элементов)
События А  и В  несовместимы

А  =В Множества А  и В  равны События А  и В  равносильны
А с  В А  есть подмножество В Событие А  влечет событие В



Теперь мы можем перейти к  формулировке аксиом, определяющих
вероятность.

А к с и о м а  1. Каждому случайному событию А поставлено в соот­
ветствие неотрицательное число Р (Л ), называемое его вероятностью. 

А к с и о  м а  2 .Р ( Я )  = 1.
А к с и о м а  3 ( а к с и о м а  с л о ж е н и я ) ,  t c i u  события A l t A 2 t . . .  

А п попарно несовместимы, то
?(Аг + А 2 + . . Л А п) = Р ( А Х) + Р (Л 2) ♦ . .  . + Р( Ап) .

Д л я  классического определения вероятности свойства, выраженные 
аксиом ам и  2 и 3, не нужно было постулировать, так как  эти свойства 
вероятности  были нами доказаны.

Из сформулированных аксиом мы выведем несколько важных элемен­
тарных следствий.

Прежде всего, из очевидного равенства
ft = 0 + £2

и аксиомы 3 мы заключаем, что 
Р(П) = Р(0) + Р(П).

Таким образом,
1. Вероятность невозможного события равна нулю.
2. Для любого события А

Р( А)=  1 -Р (Л ) .* )

3. Каково бы ни было случайное событие А ,
0 < Р ( Л ) < | .

4. Если событие А влечет за собой событие В, то 
рМ К Р (Я ) .

A А и В  -  два произвольных события. Поскольку в суммах
^  -  А + (/? -  д в )  и В = АВ  + (В -  АВ)  слагаемые являются несов- 

естимыми событиями, то в соответствии с аксиомой 3
PW  + В) = Р ( Л ) +  Р(Я _  АВ). р ^ )  ,  ?{АВ) + ?{В _ АВ)

тсюда вытекает теорема сложения для произвольных событий Л  и В  
р(-4 + В)  = Р ( л ) + р ( # )  -  Р(АВ) .

У неотрицательности Р (АВ)  отсюда заключаем, что 
) <  Р(Л) + Р(В).

мУлировка этого предложения имеется в трактате Я. Бернулли.

I  6 Аксиоматическое построение теории 51
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По индукции теперь выводим, что если А \ , А 2, . . . ,  А п -  произвольные 
события, то имеет место неравенство

? { А Х + А 3 + . . . + А " )  < Р ( А 1) + Р(А2) + • . .  + Р(Ап).

Система аксиом Колмогорова непротиворечива, так как  существуют 
реальные объекты , которые всем этим аксиомам удовлетворяют. Напри, 
мер, если за £2 принять произвольное конечное множество с конечным 
числом элементов t l  = {д , , а2 , . . . , ап ) , за 3  — совокупность всех под. 
множеств ........... ai s ) , 0 < / ,  <  i 2 0 <  s то по­
ложив Р (а ,) = p i ,  Р (а2) = р 2, . . . P (j„ )  = р„, r j \ e p i , p 2 ...........Pr, -  про.
извольные неотрицательные числа, удовлетворяющие равенству р х + р 2 + ... 
... + ■ 1, a P ( j#i , д/## . . . , ais ) = + . . . + р /5,м ы  удовлетворим всем 
аксиомам Колмогорова.

Система аксиом Колмогорова неполна: даже для одного и того же 
множества Г2 вероятности в множестве 5  мы можем выбирать различ­
ными способами.

Так, в рассмотренном нами примере с игральной костью мы можем 
положить или

Р(£1) = Р(£2) = . . ,  = Р(£6) = 1 /6  (1)

или
Р(Е1) = Р(£'2) = Р ( £ 3)= 1 /4 ,

Р(£4)= Р (£ ,5) = Р (^ б )= 1 /1 2  (2)
И т.д.

Неполнота системы аксиом теории вероятностей не является свиде­
тельством их неудачного выбора или недостаточной работы мысли при 
их создании, а вызвана существом дела: в различных задачах могут встре­
титься явления, при изучении которых требуется рассматривать одина­
ковые множества случайных событий, но с различными вероятностями 
Например, могут встретиться игральные кости, из которых одна правиль­
ная (точный куб  с одинаковой плотностью в каждой точке), другая не­
правильная. В первом случае система вероятностей будет задана системой 
равенств ( 1 ) , а во втором, скажем, системой (2 ).

Дальнейшее развитие теории нуждается в дополнительном предполо­
жении, которое носит название расширенной аксиомы сложения. Необ­
ходимость введения новой аксиомы объясняется тем, что в теории ве* 
роятностей постоянно приходится рассматривать события, п о д р азд ел яй  
щиеся на бесконечное число частных случаев.

Р а с ш и р е н н а я  а к с и о м а  с л о ж е н и я .  Если событие А Рав[ 
посильно наступлению хотя бы одного из попарно несовместимых событии
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A t , A 7 ,  ■ ■ ■ •  ■ > т о

Р(/4) = P(Ai)  * Р М 2 ) + • • • + Р(Л„) ♦ • • •

Зам етим , что расширенная аксиома сложения может быть заменена 
равносильной  ей аксиомой непрерывности.

А к с и о м а  н е п р е р ы в н о с т и .  Если последовательность собы- 
тий В \, В г, . . . , Вп, . . . такова, что каждое последующее влечет за собой 
п реды дущ ее и произведение всех событий Вп есть невозможное событие, то

Р(#п)“* °  пРи
Докажем эквивалентность только что сформулированных предложений.
1. Из расширенной аксиомы сложения следует аксиома непрерывности. 

Действительно, пусть события В х, В 2 , . . . ,  Вп, . . .  таковы, что

Вх Э В 2 

и при любом п >  1

Так как события, стоящие в этой сумме, попарно несовместимы, то сог­
ласно расширенной аксиоме сложения

(3)
к > п

Очевидно, что
оо   оо

Вп = 2  ВкВ к ♦ j + П Вк .
к = п к = п

Р(Д„)= £  Р(Вк В к + г ) + Р( П Вк ).

Но в силу условия (3)

р( п  в к ) = о,
к *  п

поэтому
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2. Из аксиомы непрерывности следует расширенная аксиома сложения. 
Пусть события A I, A j ,  • •. , A n t . . .  попарно несовместимы и

А *^41 + А 2 + . • • + А п + . . .

Положим

я „ =  2  л к .
к *  п

Ясно, что Bn + i С В п. Если событие Вп наступило, то наступило какое- 
нибудь из событий A/ ( i  > п ) и, значит, в силу попарной несовместимости 
событий А к , события уже не наступили. Таким образом
события /?,♦ 1 , невозможны, и, следовательно, невозможно собы-

оо

тие П Вк . По аксиоме непрерывности Р(Вп ) -^0 при п -* °° . Так как
к *  п

А = А г + Л 2 + . . . + А п + В я и , 
то по обычной аксиоме сложения

Р(А)  « Р ( 4 | ) ♦ * ( Аг )  ♦ . • . ♦ Р И » )  ♦ Р(Яя ♦ i> *

* lim 2  Р(Л*) = £  Р(Л*).
п -* ОО к = 1 * = 1

Мы видим из сказанного, что аксиоматика Колмогорова позволяет 
строить теорию вероятностей как  часть теории меры, а вероятность рас- 
матривать как неотрицательную нормированную аддитивную функцию 
множества.

Вероятностным пространством принято называть тройку символов 
(12 , 5  , Р ), где 12 — множество элементарных событий, о  — о-алгебра 
подмножеств 12 , называемых случайными событиями и Р ( Л) -  в е р о я т ­
ность, определенная на о-алгебра 5  .

§ 7. Условная вероятность
и простейиме основные формулы

Мы уже говорили, что в основе определения вероятности события лежит 
некоторая совокупность условий в  . Если никаких ограничений, кроме 
условий 6  , прн вычислении вероятности Р (А)  не налагается, го такие 
вероятности называются безусловными.

Однако в ряде случаев приходится рассматривать вероятности событий 
при дополнительном условии, что произошло некоторое событие В. Такие ве­
роятности мы будем называть условны м и  и обозначать символом Р(Л 1#); 
это означает вероятность события А  при условии, что событие В  произош ло- 
С трого говоря, безусловные вероятности также являются условными, так
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как исходным моментом построенной теории было предположение о 
^ш ествовании некоторого неизменного комплекса условий £

П р и м е р  1 • Брошены две игральные кости Чему равна вероятность 
того, что сумма выпавших на них очков равна 8 (событие А ) ,  если из­
вестно, что эта сумма есть четное число (событие В )?

Т а б л и ц а  6

( 1.1) С2.1) (3,1) (4,1) (5 ,1 ) (6,1)

(1.2) (2,2) (3 ,2) (4,2) (5,2) (6,2)

(1.3) (2,3) (3,3) (4.3) (5,3) (6.3)

(1.4) (2 .4) (3,4) (4.4) (5.4) (6,4)

(1.5) (2,5) (3.5) (4,5) (5,5) (6,5)

( 1.6 ) (2,6) (3,6) (4.6) (5,6) (6,6)

Все возможные случаи, которые могут представиться при бросании 
двух костей, мы запишем в табл. 6, каждая клетка которой содержит 
запись возможного события: на первом месте в скобках указывается 
число очков, выпавших на первой кости, на втором месте — число очков, 
выпавших на второй кости.

Общее число возможных случаев — 36, благоприятствующих собы­
тию А -  5. Таким образом, безусловная вероятность Р (А )  = 5/36. 
Если событие В  произошло, то осуществилась одна из 18 ( а не 36) возмож­
ностей и, следовательно, условная вероятность равна Р(А |# )  = 5 /18 .

П р и м е р  2. Из колоды карт последовательно вынуты две карты. 
Найти а) безусловную вероятность того, что вторая карта окажется тузом 
(неизвестно, какая карта была вынута вначале) и б) условную вероят­
ность, что вторая карта будет тузом, если первоначально был вынут туз.

Обозначим через А событие, состоящее в появлении туза на втором 
**сте, а через В  -  событие, состоящее в появлении туза на первом месте. 
Ясно, что имеет место равенство

Л * А В + А В .

В силу несовместимости событий А В  и А В  имеем:

р <Л) = Р (Л Д )  + р ( Л Д ) .
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При вынимании двух карт из колоды в 36 карт могут произойти 
36-35 (учитывая порядок!) случаев. Из них благоприятствующих со бы-
т ю А В  - 4 - 3  случаев, а событию А В  -  32 -4 случая. Таким образом,

4 - 3  3 2 - 4  1
Р (Л )=  ---------  + -----------= —  .

36 -35  36-35  9

Если первая карта есть туз, то в колоде осталось 35 карт и среди них 
только три туза. Следовательно,

Р(А \В)  = 3/35.

Общее решение задачи нахождения условной вероятности для клас­
сического определения вероятности не представляет труда. В самом деле, 
пусть из п единственно возможных, несовместимых и равновероятных 
событий А х , А 2 ......... . А п

событию Л благоприятствует т  событий,
В  ”  к  99

и А В  « т •»

(понятно, что г < k , r  <  т ) . Если событие В произошло, то это означает, 
что наступило одно из событий А / ,  благоприятствующих В. При этом ус­
ловии событию А  благоприятствуют г и только г событий A j ,  благоприят­
ствующих АВ.  Таким образом,

г г/п Р(АВ)
Р(А \ В ) = —  *  —у — = — — . (1)

к к/п р  (В)

Понятие независимости событий играет значительную роль в теории 
вероятностей и в ее приложениях. В частности, большая часть результатов, 
изложенных в настоящей книге, получена в предположении независимости 
тех или иных рассматриваемых событий.

В практических вопросах для определения независимости данных 
событий редко обращаются к  проверке выполнения для них равенств 
(3) и (4 ) . Обычно для этого пользуются интуитивными со о б р аж ен и я м и , 
основанными на опыте.

Так, например, ясно, что выпадение герба на одной монете не изменяет 
вероятности появления герба (решки) на другой монете, если только 
эти монеты во время бросания не связаны между собой (например, жестко 
не скреплены). Точно так же рождение мальчика у одной матери не из­
меняет вероятности появления мальчика (девочки) у другой матери- 
Это события независимые.

Для независимых событий теорема умножения принимает особ ен н о  
простой вид, а именно, е с л и  с о б ы т и я  А  и #  н е з а в и с и м ы ,
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Р (Л Д ) = Р (Л )  р (Я ).

Точно так же, если Р(А)  >  0, то 
Р(АВ)

П онятно, что если В (соответственно, А )  есть невозможное событие, 
хо равенство (1) (соответственно ( Г ) )  теряет смысл.

Зам етим , что рассуждения, проведенные нами в примерах 1 и 2, не 
являются доказательствами, а представляют только мотивировки опреде­
лений, данны х равенствами (1) и ( Г ) .

При р (Л )Р (Д ) >  0 каждое из равенств (1 ) , ( Г )  эквивалентно так 
называемой т е о р е м е  у м н о ж е н и я ,  согласно которой

Р ( А В ) = Р ( А ) Р ( В \ А )  = Р ( В ) Р ( А  I В) ,  (2)

i.e. вероятность произведения д вух  событий равна произведению вероят­
ности одного из этих событий на условную  вероятность другого при у с ­
ловии, что первое произошло.

Теорема умножения применима и в том случае, когда одно из событий 
А или В есть невозможное событие, так как  в этом случае вместе с 
Р(Л) = 0 имеют место равенства Р(А |£ )  * 0 и Р(АВ)  = 0.

Говорят, что событие А независимо от события В, если имеет место равен­
ство

Р(А \ В ) = Р ( А ) .  (3)

т е.если наступление события В не изменяет вероятности события А *)
Если событие А  независимо от В , то в силу (2) имеет место равенство
Р(Л) Р (В I А )  = Р (Д ) Р (А) .

Отсюда находим, что
P ( £ U )  = Р (Д ) , (4)

т,с* событие В также независимо от А.  Таким образом, при сделанном 
предположении свойство независимости событий взаимно.

Если независимость событий А  и В определить посредством равенства 
Р (АВ)  = р (А)  Р(В) ,

^  Это определение верно всегда, в том числе и тогда, когда Р ( А ) = 0  или
Р(Я) = о.

*) pi
Мы у м ™ Я Условной вероятности и независимости, а также ф о р м у л у  . вка теорс- 

^Н ож ения даны А.Муавром в 1718 г.



Мы обобщим теперь понятие независимости двух событий на совокуп- 
ность нескольких событий.

События В\ ,  В 2, . . . , B s называются независимыми в  совокупности, 
если для любого события Вр из их числа и произвольных Bi t , B i t , . .
. . . , Bi f ( in Ф р)  из их же числа события Вр и Bi% Bi% . . . Bi f  взаимно 
независимы.

В силу предыдущего это определение эквивалентно следующему: при 
любых 1 < / i  <  «а <  . .  . <  ir и r (  1 < r  < s )

P(B ,t B i t . .  Bir) = P(B ,X) P<fi( j ) . .  P(Bir).

Заметим, что для независимости в совокупности нескольких собы­
тий недостаточно их попарной независимости. В этом можно убедиться 
на следующем простом примере. Представим себе, что грани тетраэдра 
окрашены: 1-я в -  красный цвет (А ) ,  2-я -  в зеленый (В) ,  3-я — в си­
ний ( О  и 4-я -  во все эти три цвета (ABC).  Легко видеть, что вероятность 
грани, на которую упадет тетраэдр при бросании, в своей окраске иметь 
красный цвет равна 1/2: граней четыре и две из них имеют в окраске 
красный цвет. Таким образом,

Р(А)  = 1/2.
Точно так же можно подсчитать, что 
Р(В) = Р(С) = Р(А I В)  * Р(Я1 С) = Р(С\А)  =

-  Р( В\ А)  = Р(С IВ)  = Р ( 4 10  в  1/2,

события А,  В, С, таким образом, попарно независимы.
Однако если нам известно, что осуществились события В  и С, то заве­

домо осуществилось и событие А,  т.е.
Р(А \ В С ) = \ .

Таким образом, события А,  В, С в совокупности зависимы.
Формула (1*), которая в случае классического определения была нами 

выведена из определения условной вероятности, в случае аксиоматичес­
кого оп ред елен и я  вероятности будет взята нами в качестве определения. 
Таким образом, в о б щ е м  с л у ч а е  при Р ( Л ) > 0  п о  о п р е д е л е н и ю

Р (АВ)
Р(В \ А)  = — — -  .

Р(А)

(В  случае Р(>4) = 0  условная вероятность Р ( В\ А)  остается н ео п р ед ел ен ­
ной.) Это позволяет нам перенести автоматически на общее понятие ве­
роятности все определения и результаты настоящего параграфа.

Предположим теперь, что событие В  может осуществиться с о д н и м  
и только с одним из п несовместимых событий А х, А 2, . . . , А„.  ИныМИ
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словами, полож им , что

В *  Z  Л 4 #,  ( 5 )
/ = 1

где события BAj и Е 4у с разными индексам и  i и /  н есовм ести м ы . По 
теореме сложения вероятностей  и м еем :

Р (Д ) -  2
i = 1

Использовав тео р ем у  ум н о ж ен и я , н аходи м , что

Р(Я )=  I  Р (Л ,)Р (Я 1 у | ,) .
/ = i

Это равенство носит название ф о р м у л ы  п о л н о й  в е р о я т н о с т и * )  
и играет основную  роль во  всей дальнейш ей теории.

В качестве иллюстрации рассм отрим  два  примера.
П р и м е р  1. И меется пять у р н :
2 урны состава А { -  по два  бел ы х  шара и о дн о м у  черном у,
1 урна состава А 2 — по 10 черных ш аров,
2 урны  состава А3 — по 3 белы х шара и о дн о м у черному.
Наудачу вы б и р ается урна и из нее наудачу вы н и м ается  шар.
Чему равна вер о ятн о сть , что вы н уты й  шар белый (собы тие В)?  
Р е ш е н и е .  Т ак к а к  вы н уты й  ш ар м ож ет быть то л ько  из урны  1-го,

2-го или 3-го со става , то

В ^ А хВ+А2В+ А ъВ. 
По ф ормуле полной вероятности  находи м , что 

р( * ) - Р ( * , ) Р ( Я  1/4,) + Р(Лг) P(fl 1Л2) + Р(/1э)Р(Я 1Л3).
Но ЯСНО, что

P H .)  = 2/5, P (i4 j) = 1/5, P(/lj) = 2/5,

Р (5  Iv4i)  = 2/3, Р( Д1 Л2) = 0,  Р(В 1Л3 ) = 3/4.

Таким образом,

? ( В )  = 2/5 • 2/3 + 1 /5 • 0  + 2/5 • 3/4 = 17/30.

^  Р и м  е Р 2. И звестно, что вероятность поступления к вы зо во в  на 
__еФ °ннУК) станцию за п р о м еж уто к  врем ени / равна Pt (k) (к = 0 , 1 , 2 , . . . ) .

ХУ1„ ^ сРкМУЛа Полной вероятности широко использовалась математиками начала 
ВеРоятнпг^ «/г? ЛПсРВЫе была сформулирована как  основное предложение теории 

П. Лапласом лишь в конце XVIII века.



С читая, что п оявлен и я како го -ли б о  числа вы зо во в  за д ва  соседних про. 
м е ж ут к а  врем ени  явл яю тся  собы тиям и  независим ы м и найти вероятность 
поступления s вы зо во в  за п р о м еж уто к  врем ени  длительности 2 1.

Р е ш е н и е .  Обозначим через Лк собы тие, состоящ ее в  поступ.a, a +f J
лении к вы зо во в  за в р е м я  от а до  а + т . Очевидно, что м ы  и м еем  следующее 
р авен ство :

Ч  I t  = ^ 0 *  • • • + ^o. f  ^  f.2 Г»

которое означает, что событие А*0 2t можно р ассм атри вать к а к  сумму 
s + 1 н есо вм ести м ы х  событий, состоящ их в  то м , что за первый промежу. 
то к  врем ени  длительности t  поступает / в ы зо в о в , а за следую щ ий проме­
ж у то к  той же продолжительности поступает 5 — / в ы зо в о в  (/ = 0, 1 , 2 , ..., j ) .  
По теорем е слож ения вероятностей
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S
I

/ = о

По теорем е ум н о ж ен и я вероятностей  д л я  н езави си м ы х событий

P K . , < V >  = p K . r  ) Р ( < а { ) .

Т аки м  о б р азо м , если положить 

то

/>2f(i)=  2  P,(i) P , ( s - i ) .  (6)
i = О

В последствии м ы  уви д и м , что при н еко то р ы х весьм а  общ их условиях 
(*  = 0, 1 , 2 . ..)

<7>

где а — н еко то р ая  константа.
Из ф орм улы  ( 6)  м ы  находи м , что

5 (<a t f e ~ 2at ,  3 1
P2,(s)= t  ■> '  ■ -  (at) e~ I

Ho

* 1 1 * s! 1 2*
I --------------- * ------ I ----------------- * ------- (1 + 1/ = -------

/ = o / ! ( j - i ) !  5 ! / = o / !(s - / ) !  s !  s !
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Поэтому

Таким образом, если д л я  п р о м еж утка  времени длительности t и м еет место 
формула ( 7 ) ,  то д л я  п р о м еж утко в  врем ен и , в два  раза больш их, и, к а к  
тегко убедиться, д л я  лю бы х кр атн ы х  / п р о м еж утко в  врем ени х ар актер  
формулы для вероятности  со храняется.

Мы в состоянии теперь вы вести  важ н ы е ф орм улы  Байеса или, к а к  иног­
да говорят, вероятности  гипотез. П усть попреж нему и м еет место равенство 
(5) Требуется найти вероятность собы тия Л/, если известно , что В про­
изошло. Слогласно теорем е ум н о ж ен и я и м еем :

схема применения этих ф ормул к  решению п ракти чески х  задач т ак о ва . 
Пусть событие В м ож ет протекать в различных усл о ви ях , относительно 
характера ко то р ы х  м ож ет бы ть сделано п гипотез: AXi Л2, . . . , Ап .П о  
тем или иным причинам нам  известны  вероятности  P(Aj)  этих гипотез 
До испытания. И звестно т а к ж е , что гипотеза Л/ сообщ ает событию  В в е ­
роятность P(B\At).  П роизведен опы т, в ко то р о м  событие В наступило. 
Это Должно вы звать  переоценку вероятностей гипотез А{ -  ф орм улы  Байеса 
количественно решают этот вопрос.

В артиллерийской п р акти ке  производится т ак  н азы ваем ая  пристрел- 
Ка, имеющая своей целью уточнить наши знания относительно условий 
^рельбы (наприм ер , правильность п р иц ела). В теории пристрелки широ- 
Ко используется ф орм ула Байеса. Мы ограничимся приведением  чисто 
р ем ати ч еско ю  примера исклю чительно ради иллюстрации хар актер а 

Дач» Реш аемых этой ф ормулой .

Р(А'В) = Р(В) Р(А,\В) = 9(At ) 9(В\А,).
Отсюда

используя ф о р м улу полной вероятности , находим , что

9(Ai)9(B \Ai) 
Р(At IВ)  = -------- — — ----------

п
2  9(Aj) 9(В \Aj)

Полученные нами ф орм улы  носят название формул Байеса*) . Общ ая

(I) |,11^ айсс ириведенных формул не выводил, он ограничился записью формулы
* КонцГхУ^010 паРагРаФа Приведенные формулы были выписаны лишь П. Лапласом



П р и м е р  1. И мею тся п ять урн следую щ его со става :
2 урны  (со става  Ах) по 2 белы х и 3 черных ш ара,
2 урн ы  (со става  А2) по 1 белом у и 4 черных ш ара,
1 урна (состав  А$) - 4  белы х и 1 черный шар.
Из одной наудачу выбранной урны  в зя т  ш ар. Он о к а за л с я  белы м  (со. 

бытие В).  Ч ем у равна после опыта вероятн ость (апостериорная вероят- 
ность) того , что шар вы н ут  из урн ы  третьего  состава?

Р е ш е н и е .  С огласно предположению

P ( 4 i ) * 2 / S ,  Р (Л а ) *  2/5, P(/t3) = l/ 5 ;

Р (Д  l> l i ) * 2 / 5 ,  Р(В\А2) 9 1/5, Р (Д |Л 3) = 4/5.

С огласно ф орм уле Байеса и м еем :

Р(А3)Р(В\А3)
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I

Р(Аг \В)
Р(АУ)Р{В\АХ) + Р(А2)?(В\А2) + Р(АЪ)?(В>АЪ)
1 4

Т ' Т  4  2

2 2 1 2  1 4  10 5

Т '  5 5 Т  Т ' Т
Точно т а к  же н аходи м :

Р(А\ \В) *  2/5, Р(А2 1Д) = 1/5.

§ 8. П римеры .

Мы п ри ведем  н еско лько  более слож ны х примеров на использование 
изложенной теории.

П р и м е р  1 * ) . Д ва  и гр о ка  А и В продолжаю т некоторую  игру ДР пол­
ного разорения одного из них. Капитал первого  р авн яется  а р уб ., капитал 
второго  — Ъ р уб . В ероятность вы игры ш а каж до й  партии д л я  игрока А 
равна р, а д л я  и гр о ка  В равна q\ р  + q = 1 (ничьи о т с у т с т в у ю т ) . В каждой 
партии вы и гр ы ш  одного  и гр о ка  (и , значит, проигрыш  д р у го го ) равняете*

*) Мы сохраняем для этой задачи **о разорении игрока" ее классическую форм) 
лировку, но возможны и иные формулировки, например: материальная части и» нГ 
холится на прямой в точке О и каждую секунду подвергается случайному толчкУ* 
в результате которого передвигается на 1 см  вправо с вероятностью р  или на 1 ^  
влево с вероятностью q * I -  р. Чему равна вероятность того, что м атериалы *  ̂
частица окажется правее точки с координатой Ь (Ь > 0 ). прежде чем она попаДС* 
положение, расположенное левее точки с координатой а (а < 0. а и Ь -  целые 4MCJU>4)||(.

Задача о разорении ш рока была предложена и впервые изучена X. Гюйгсио 
Мь| предполагаем, что вероятность события "разорение игрока" существует.



1 рублю. Найти вероятность разорения каж д о го  из и гр о ко в  (р езультаты  
о т д е л ь н ы х  партий предполагаю тся н езави си м ы м и ).

р е ш е н и е .  Обозначим через р п вероятность разорения и гр о ка  А , к о гд а  
оН имеет п руб. О чевидно, что и ск о м а я  вероятность есть р а и что

Ц 8. Примеры

поскольку в п ервом  случае и гр о к  А уж е  сосредоточил в  свои х р у к а х  весь 
капитал, а во вто р о м  он уж е  ничего не им еет.

Если игрок А имел п  р уб . перед некоторой партией, то его разорение 
может осущ ествиться д ву м я  различными способами: или он очередную  
партию выиграет, а всю и гру проиграет, или он проиграет и партию и и гр у . 
По формуле полной вероятности  п оэтом у

Р п ~ Р ' Р п  +1 + Q ' Рп - 1 •

Относительно р п м ы  получили уравнение в конечны х разн о стях ; л е гк о  
видеть, что его  можно записать в следую щ ем  ви де :

Рассмотрим сначала решение этого  уравнения при p - q = 1/2. При этом  
допущении

Рп+1 ~ Р п  ~ Рп ~ Р п - \  = • • • ~ Р\ ~ Ро = с » 

где с  -  постоянная. Отсюда н ахо ди м , что 

Рп =Ро + яс.

Поскольку р 0 = 1 И р а+ь = О, то

ра * ь ~ 0 ’ Ро 1 ’ (О

Ч(Рп - P n - l )  = P(Pn*\ -  Рп) (2)

п

Таким образом , вероятность разорения и гр о ка  А р авн яется

-------  •
а + Ь

® °бщем случае при р  Ф q  из ( 2) н аходи м , что



После сокращ ений и учета соотношений (1 )  н аходи м , что 

Р/1+1 - Р п я ( я / Р ) П( Р х  “  О -  

Рассмотрим  разность ра +ь -  р п \ очевидно, что 
fl + ft — I а + b  — 1

Ра +Ъ- Р п -  S  ( P * +l - P f c ) =  2  (q/p)k(p i  -  1) =
к - п  к=п

1 Ч  (Я/Р)п -(.Я/Р)а+Ь 
= ( р  1 -  1)  -
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1 - q / p  

П о ско л ьку  р а+ь = 0 , то

(?/ р )"  -(Я/Р)а+Ь
Рп * 0  - P i ) 1 -  q/p 

а т ак  к а к  р 0 = 1 » то

(<7/р)° -  (q/p)a+b
i - O  - P i )

1 -  q/p
Исключив из д в у х  последних равенств величину р х , н ахо ди м , что

= Ш а+Ь ~(д/р)п 

Рп Ш а+Ь - 1
Отсюда вероятность разорения и гр о ка  А

qa+b- q aqb 1 -(p/q)b
Ра =

qa+b -  p a+b \ -{p / q )a +b
П одобным ж е п утем  н ахо ди м , что вероятность разорения и грока В 

при р Ф я  равна

я  1 - ( я/р У  |

Ь 1 -  (я/р)а*ь
Из этих ф орм ул м ы  м о ж ем  сделать следую щ ие в ы в о д ы : если капитал 

одного  из и гр о ко в , например В , несравненно больш е капитала игрока А* 
т а к  что практически  b м ож но считать бесконечно больш им по сравнению 
с а у а и гроки  о ди н ако во  и ск усн ы , то разорение В практически  н е в о з м о ж н о  

В ы вод будет со всем  иной, если А играет лучш е, чем В у и , значит, р >  ^ 
Считая Ъ 00 , находи м , что

q b -  1 -  (Я/Р)а
и

Ра~(Я/Р)°-



да м ы  дел аем  тот в ы в о д , что ум ел ы й  и грок даж е с м ал ы м  кап и талом  
о#ет иметь меньш е ш ансов на разорение, чем и гр о к с больш им кап и та­

лом, но менее ум ел ы й .
К задаче о разорении и гр о ка  сво ди тся  решение н еко то р ы х  задач ф изики

и техники.
П р и м е р  2. Найти вероятность то го , что с тан о к , работающий в м о ­

мент toy не остановится до  м ом ента t 0 + /, если и звестн о , что 1 ) эта в е ­
роятность зависит то л ько  от величины п р о м еж утка  врем ени  ( r 0 , to  + О » 
rj> вероятность то го , что стан ок остановится за п р о м еж уто к  врем ени  At 
пропорциональна At с точностью д о  бесконечно м ал ы х  вы сш их по р яд­

ко в* ) относительно At.
Р е ш е н и е .  Обозначим вероятность через p ( t ) .  Вероятность то го , что 

станок остановится за п р о м еж уто к  врем ени  At равна

1 - р ( Д г )  = яД / + о (Д г ) ,

где а -  н еко то р ая постоянная.
Определим вероятность то го , что с тан о к , работавш ий в м ом ент г 0 » 

не остановится до  м о м ен та / 0 + t + At. Д л я  о сущ ествлен и я этого  собы тия 
необходимо, чтобы стан ок  не остановился за  периоды врем ени  длины  t и 
Д г; в силу теорем ы  ум н о ж ен и я , т ак й м  о б р азо м ,

р(/ + Д/) = р (/ ) ■ p(At)  -  p ( t )  (1 - a A t  - o ( A t ) ) .
Отсюда

p(/ + д / ) - р (0
---------- --------------  = - a p ( r ) - o ( l ) .  ( 3 )

At

Перейдем теперь к  п р едел у , положив At -*■ 0 ; из то го , что сущ ествует  
предел правой части р авен ства  ( 3 ) ,  в ы т ек а е т , что сущ ествует  т а к ж е  предел 
левой части. В результате н аходи м , что 

~  •  - * < » > •

Решение этого уравн ен и я есть ф ункция 

Р ( 0 я Се~аг9

ГДе С  постоянная. Эта постоянная находится из то го  очевидного усл о ви я , 
410 Р(0 ) = 1 , Т аки м  о б р азо м ,

*) D
мала Дальнейшем для записи того факта, что некоторая величина а  бесконечно 
втч*ц #ВНительНо с величиной 0, мы будем пользоваться записью а * о ( 0 ) .  Если же 

и« ь/0 ограничено по абсолютной величине, то мы будем писать а -  0 ( 0 ) .  
3 R Ь Гн»д*ико

§ 8. Примеры 65
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П ервое усл о ви е задачи налагает на реж и м  работы с тан ка  большие огра. I 
ничения, о дн ако  сущ ествую т производства, где  оно вы п о лн яется с боль, 
шой степенью точности. В качестве примера м ож но привести работу авто, 
м ати ческого  т к а ц к о го  стан ка . З ам ети м , что к  рассмотренной задаче сво. * 
ди тся  м ного  д р у ги х  вопросов , например, вопрос о распределении вероят. 
ностей длины свободного  пути м о л ек ул ы  в кинетической  теории газов.

П р и м е р  3 . При составлении таблиц смертности часто и сходят из таких 
допущ ений: 1) вероятность то го , что некоторое лицо ум р ет  в возрасте от t 
до  г + Д г равна

p ( t 9 1 ♦ Д г )  = я ( г ) Д г  + о ( Д г ) ,

где  а ( г )  -  неотрицательная, непреры вная ф ун кц и я .
2)  считается, что см ерть данн ого  лица (или его  вы ж и ван и е) за рассмат­

риваем ы й п р о м еж уто к  ( г | , г 2 )  возр аста не зависит от то го , что было до 
м о м ен та г i , 3 )  вероятность см ерти  в м ом ент рож ден ия равн а нулю.

И сходя из вы сказан н ы х  предположений, найти вероятность смерти 
лица А до  то го , к а к  оно достигнет возраста г.

Р е ш е н и е .  Обозначим через тг(г) вероятность то го , что лицо А до­
ж и вет до  возраста г , и вы числим  я (Г  + Аг).  Очевидно, что из допущений, 
принятых в задаче , вы т ек а е т  равенство

л(г  + Л г) = тг(г)п(г + Д г ; г ) ,

гд е  7г(г + Аг; г )  обозначает вероятность дожить до  возраста г + Аг. если 
лицо А уж е дож ило до  возраста ( .  В соответствии  с п ервы м  и вто р ы м  до­
пущ ениями

я ( г  + Д г ; /) = l -  p( t ,  г + Д г ) = I -  а(г)Аг  -  о ( Д г ) ; 

поэтом у

7Г(Г + Д г ) *  тт(г) [ I -  j ( r )A r  -  о (А г ) ] .

Отсюда н аходи м , что тг(г) удо вл етво р яет  следую щ ем у дифференциала | 
н о м у уравнению :

Реш ением этого  уравн ен и я при учете третьего  усл о ви я  задачи буДе 
ф ункция

г
- /  a{z)dz

тт(Оя е
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Вероятность ум ер еть  преж де, чем б удет  дости гн ут возраст /, т ак и м  
образом, равна

- f  a(z)dz

J - 1T(0 e l  - е  0
При составлении таблиц смертности д л я  взрослого  населения нередко  

пе мзую тся ф ормулой М аке гам а , согласно  которой

й (/ )* а  +0е 7Г,

постоянные а ,  7 — п о л о ж и тел ьн ы *). При вы во д е  этой ф орм улы  исхо­
дили из допущ ени я, что взрослы й  человек  м ож ет ум ер еть  от причин, не за ­
висящих от во зр аста , и причин, зави сящ их от во зр аста , причем вероятность 
смерти растет с увеличением  возр аста  в геом етрической  прогрессии. При 
таком дополнительном предположении

ir(t) = e  7

П р и м е р  4 . В современной ядерной ф изике д л я  измерения интенсив­
ности источника частиц использую тся счетчики Гейгера. Частица, попавш ая 
в счетчик, вы зы вает  в нем  р азр яд , длящ ийся вр ем я  т ,  в протяжение ко то р о ­
го счетчик не регистрирует частицы, попадающие в счетчик. Найти в ер о ят ­
ность того , что счетчик сосчитает все  частицы, попавш ие в него за вр ем я  /, 
если выполняю тся следую щ ие у с л о в и я : 1)  вероятность то го , что за  пром е­
жуток времени г в счетчик попадут к частиц, не зависит от то го , с к о л ь к о  
частиц попало в счетчик до  начала этого  п р о м еж утка ; 2)  вероятность того , 
что за п р о м еж уток врем ени  от t 0 до  t 0 + / в счетчик попадет к частиц, з а ­
дается ф ормулой **)

(at)ke~at 
Рк(‘о. ^ 0  ^ 0 *  -----------------------------  *

к\
где а -  положительная постоянная; 3 ) т -  постоянная величина.

Р е ш е н и е .  Обозначим через А (г)  — собы тие, состоящ ее в т о м , что 
все попавшие за вр ем я  / в счетчик частицы были сосчитаны ; через B k( t )  — 
событие, состоящ ее в т о м , что за вр ем я  t в счетчик попало к  частиц.

 ̂ Их значение определяется условиями, в которых находится группа лиц, подле­
гш их изучению, и прежде всего социальными условиями.
0агл Позднее мы выясним, почему в этом примере и в примере 2 предыдущего па- 
*'вграфа мы считали, что

к —at
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В силу первого  усл о ви я задачи при t >  г

?{A(t + At))  = Р{Л(Г)}Р{Д0( Д 0 )  +

+ Р М ( Г - г ) } Р ( в о ( г ) ) Р { ^ 1 (Д О ) ^ о ( Д О > 

а при 0 <  / <  т  

?{A(t + At)} = Р М (/ )> Р (0 о(Л ')>  + Р { « о ( 0 )  ♦ P W i(A O ) ♦ o (A t ) .

Обозначим д л я  кр атко сти  записи я ( г )  = Р (Л (г )> ; то гд а  на основании 
второго  и третьего  условий  задачи при 0 <  / <  г

я(Г ♦ At) = n ( t ) e~aAt + e - a* raA t e - at + о (Д г )  

и при t>T
n(t  + At) = n(t ) e~aAr + я(Г  -  r ) e~aAraAte~aT +o(At) .

П утем  перехода к  пределу при At О н ахо ди м , что при 0  <  t <  г  имеет 
место  равенство

Из уравнений (4 )  находи м , что при 0  <  t < т 
n(t )  = e~ar( c  + д г) .

Из усл о ви я 

я( 0 ) - 1

оп ределяем  постоянную  с .  Окончательно при 0  <  t < т
n( t )  = e~at(  1 +at).  (6)

При 7 <  t <  2т вероятность n( t )  оп ределяется из уравнени я

а при г > т -  р авенство

dir(t)
—-----  = - a [ n ( t ) - n ( t - T ) e  в г ] .

at ( 5 )

— —  = - a ( f f ( f )  -  * ( r  -  т)е а т ] = 
at

= ~a[n(t) -  г - в(г~ г )(1 + a (r -  т))е~ат] 
= - а [т г (0 - е - в,(1 + л (г -  т ) ) ] .

dn(t )

Решение этого  уравнения дает  н ам :
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Постоянное с ( м о ж ет быть найдено из то го , что согласно ( 6)  

ff(r ) * t f " e r ( l  + « т ) .

Таким образом , С| = 1 и д л я  г  <  f < 2т
a \ t - r ) J

я (0 = * ' в ' 1 + ar +
2!

Методом полной индукции можно д о к а зат ь , что д л я  (п  -  1 )т  <  f <  пт 
имеет место равенство

a t n „ * [ , _ ( * _  1 )т ]*

Д .  й

Упражнения

А, В, С -  случайные события.
1. Каков смысл равенств
I) /4ДС-Л;
б) Л ♦ £ + С * Л ?
2. Упростить выражения
1) <Л+В)(В + О ;
б) (4 + * )  (4 + * ) ;  _
в) (-4 + В) И  + Я ) (/4 + В).
3. Доказать равенства
») -4Д =/4 + Я;
б) Я + В =АВ,
»М ,  +А2 + . . . + Ап = АхАг . . . А п ,
* ) Л1Аг . . . Л я * Л 1 +Аг + . . .  + Ап .
4. Четырехтомное сочинение расположено на полке в случайном порядке. Чему 

равна вероятность того, что тома стоят в должном порядке справа налево или слева 
направо?

5. Числа I, 2, 3, 4 , 5 написаны на пяти карточках. Наудачу последовательно вы­
нимаются три карточки, и вынутые таким образом цифры ставятся слева направо.

ему равна вероятность того, что полученное таким образом трехзначное число ока­
жется четным?

6. В партии, состоящей из N изделий, имеются М бракованных. Неудачу выбира*
0 * п изД*лий из этой партии (п < N).  Чему равна вероятность того, что среди них

^жутся m бракованных ( т  < Л/)?
ПЧ) * Технический контроль проверяет изделия в партии, состоящей из m изделий 
из пагГ° СОРта и п изделий второго сорта. Проверка первых Ь изделий, выбранных 
ностъ ™И н*УДачу, показала, что все они второго сорта (Ъ < т) .  Чему равна вероят- 

4X0 среди следующих двух наудачу выбранных из среды непроверенных
g* по меньшей мере одно окажется также вюрого сорта?

льзуясь теоретико-вероятностным и соображениями, показать тождество
1 + d e l  + И  -  а)  (А -  а -  1) 14 - д ) . . .  2 • 1 _ А

'4 ~ 1 (А - 1 ) 0 4 - 2 )  + -- + (А 1)„ д

I
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У к а з а н и е .  Из урны, содержащей А шаров и среди них а белых, наудачу Вы. 
нимаются шары без возвращения. Найти вероятность того, что рано или поздно на. 
толкнутся на белый шар.

9. Из ящика, содержащего т белых и п черных шаров (т> л) ,  вынимают наудачу 
один шар за другим. Чему равна вероятность того, что наступит момент, когда число 
вынутых черных шаров будет равно числу вынутых белых?

10. Некто написал п адресатам письма, в каждый конверт вложил по одному пись- 
му и затем наудачу написал на каждом конверте один из п  адресов. Чему равна ве­
роятность того, что хотя бы одно письмо попало по назначению?

И . В урне имеется п  билетов с номерами от 1 до п.  Билеты вынимаются наудачу 
по одному (без возвращения). Чему равна вероятность того, что хотя бы при одном 
вынимании номер вынутого билета совпадает с номером произведенного испытания?

12. Из урны, содержащей п белых и п черных шаров, наудачу вынимается четное 
число шаров (все различные способы вынуть четное число шаров, независимо от их 
числа, считаются равновероятными). Найти вероятность того, что среди вынутых 
шаров окажется одинаковое число черных и белых.

13. З а д а ч а  к а в а л е р а  д е  М е р е . Что вероятнее: при бросании четырех 
игральных костей хотя бы на одной получить 1 или при 24 бросаниях двух костей 
хотя бы раз получить две единицы?

14. На отрезок (0, а)  наудачу брошены три точки. Найти вероятность того, что 
из отрезков, равных расстояниям от точки 0 до точек падения, можно составить 
треугольник.

15. Стержень длины / разломан в двух наудачу выбранных точках. Чему равна 
вероятность того, что из полученных отрезков можно составить треугольник?

16. На отрезок АВ длины а наудачу бросается точка. На отрезок ВС длины b также 
наудачу бросается точка. Чему равна вероятность того, что из отрезков: 1) от точки А 
до первой брошенной точки, 2) между двум я брошенными точками, 3) от второ! 
брошенной точки до точки С можно составить треугольник?

17. В сфере радиуса R случайно и независимо друг от друга разбросано N точек.
а) Чему равна вероятность того, что расстояние от центра до ближайшей точки 

будет не менее г?
N

б) К чему стремится вероятность, найденная в вопросе а ) , если /?-**» и rrj **
А

4

П р и м е ч а н и е .  Задача заимствована из звездной астрономии: в окрестности 
Солнца \ »  0,0063, если R измерено в парсеках.

18. События Ах, Аг .......... А „независимы; Р 04*) * р к . Найти вероятность
а) появления хотя бы одного из зтих событий,
б) непоявления всех этих событий.
в) появления точно одного (безразлично какого) события
19. Доказать, что если события А и В несовместимы. Р {А) > 0 и Р (В)  > 0 , то со­

бытия А и В зависимы
20. Пусть A t , А............ Ап -  случайные события. Доказать формулу

[ п У п 
p ' S  Л И *  2  P(Aj) -  2  РС4/Л/) +

[ *  = 1 J /«1 1 <i<i<n
♦ 2  Р И / Л у Л * ) ±  . . . ± ? {А ха %. ! . а п).

1 < i < K k < n

Посредством этой формулы решить задачи 10 и 11.
I



г

упражнения

21 Вероятность того, что молекула, испытавшая в момент t = О столки 
' й  молекулой и не имевшая других столкновений до момента г, йены 

С ^кновение в промежуток времени между / и / ♦ д г, равна \ДГ + о (д г )  
2 в * П «0С1Ъ того’ 4X0 ®Рем* свободного пробега (т.е. время между двумя 
В|лйИ столкновениями) будет больше г.
Н 22» Считая, что при размножении бактерий делением (на две бактерии) 

’бактерия разделиться за промежуток времени д/ равна a At + о  (At) 
оТ числа предшествующих делений, а также от числа имеющихся ба 

щйтя вероятность гого, что если в момент 0 была 1 бактерия, то в момент 
жегся / бактерий.



ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ НЕЗАВИСИМЫХ ИСПЫТАНИЙ

§ 9 . В водны е замечания

П роведение различного рода испытаний и эксп ери м ен тов является 
непременным усл о ви ем  развити я н ауки  и прогресса при кладн ы х областей 
деятельности . П режде чем внести в регистр новый сорт пш еницы, необхо­
дим о  произвести многочисленные испы тания, ко то р ы е долж ны  дать убе­
дительные данные о тех  или иных преим ущ ествах  нового  сорта по срав­
нению с прежними: повы ш енная урож айность, устойчивость к  погодным 
усл о ви ям , более ко р о тки е  сроки  вегетации , устойчивость к  заболеваниям 
и пр. Перед тем  к а к  ввести  в м ассовое производство  новы й тип телевизора 
(вычислительной м аш ины , стан ка , сам олета и т .д .)  п ро и зво дятся предста­
вительные испытания на его  безотказность в работе, простоту наладки, 
приспособленность к  р ем о н ту , долговечность. Н овые м етоды  преподава­
ния и измененное содерж ание обучения так ж е  требую т длительны х и пред­
ставительны х наблюдений и эксп ери м ен тов, ко то р ы е м о гли  бы продемон­
стрировать их преим ущ ества. То же сам ое можно ск азать  и о проблемах 
медицины , эко н о м и ки , организации производства, социальных исследо­
ваний. Все новое, прежде чем стать достояни ем  п р акти ки , долж но быть 
предварительно тщ ательно проверено и подтверж дено испы таниям и , экспе­
риментами и наблю дениями .

П риходится стал ки ваться  и с др уго й  ситуацией , к о гд а  производятся 
систематические наблю дения за явл ен и ям и , происходящ ими независимо 
от и сследователя . Т ак , д л я  примера, м етеорологи производят наблюдения 
за числом облачных дней , тем пературой  в о зд у х а  в определенные часы 
с у т о к , е го  влажностью  и пр. Точно так ж е  организатор производства наблю­
дает за производительностью  тр уда  при различных ф орм ах его  организации-

В научной и практической деятельности постоянно приходится прово­
дить м н о гокр атн о  повторяю щ иеся испытания в сходн ы х усл о ви ях . Как 
правило, при этом  результаты  предш ествую щ их испытаний н и как  не ска­
зы ваю тся на последую щ их. Очень важ ен простейший тип таки х  испыта­
ний, к о гд а  в к а ж д о м  из испытаний некоторое собы тие А м ож ет п ояви ться  
с одной и той ж е вероятностью  р  и эта вероятность остается одной и *°и 
ж е , независим о от р езультатов предш ествую щ их или последую щ их испы­
таний. Этот тип испытаний бы л вп ервы е исследован знам ен иты м  швейцар* 
ск и м  учены м Я ко б о м  Бернулли (1 6 5 4 -1 7 0 5 )  в произведении ”A rs con-
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• tan d i” (И скусство  предполож ений), изданном после смерти автора в 
Г713 г .,  и потом у получил наименование схем ы  Б ернулли. Подробное
сследование т ак и х  последовательностей испытаний заслуж и вает вни­

мания к а к  в си лу исклю чительного их значения в теории вероятностей 
и в приложениях, т а к  и в силу вы яви вш ей ся в процессе развития теории 
вероятностей возм ож н ости  обобщ ения тех закон ом ерностей , которы е 
впервые были о ткр ы ты  при изучении схем ы  последовательны х независи­
мых испытаний. Многие ф акты , подмеченные на схем е Б ернулли , вп ослед­
ствии служили путеводной нитью при изучении более слож ны х сх ем . С де­
ланное замечание относится к а к  к  прош лом у, т ак  и со вр ем ен н о м у р азви ­
тию теории вероятностей . Мы уб ед и м ся  в этом  на примерах зако н а  боль­
ших чисел и теорем ы  М уавра -  Л апласа.

Рассмотрим теперь следую щ ий вопрос: что сл едует  понимать в схем е 
Бернулли под элем ентарны м  со б ы ти ем ? Очевидно, что это последователь­
ность наступлений и ненаступлений интересую щ его нас собы тия А в после­
довательных испы таниях. Отнесем наступлению  собы тия А единицу, а не- 
наступлению — нуль. Т огда элем ентарны м  собы тием  д л я  п  испытаний 
будет Лоследовательность из п нулей и единиц. Н апример, если п = 3 , то 
все возмож ны е элементарны е собы тия записываю тся следую щ ими трой­
ками названных нами си м во л о в : ( 0 ,0 ,0) ,  ( 0,0, 1 ) ,  ( 0, 1 ,0) ,  ( 1 ,0,0) ,  ( 0, 1 , 1) ,  
(1 ,1 ,0 ), (1 ,0 ,1 ) ,  (1 ,1 ,1 ) .  С м ы сл  каж до й  из написанных троек чисел Ои 1 
ясен. Первая из перечисленных троек означает, что во  всех  трех испы та­
ниях событие А не наступило. Вторая тройка означает, что в первы х д в у х  
испытаниях событие А не наступило, а в третьем  -  произош ло. Л егк о  по­
нять, что м нож ество  всех  элементарны х событий при //испытаниях состоит 
из 2я элементов.

Теперь м ы  долж ны  ввести  вероятностную  м ер у  на м нож естве элементар­
ных событий. Это дел ается  однозначно. Действительно, вероятность н асту­
пления собы тия А в испытании с ном ером  к равна р , а его  ненаступления -  
Я я  \ -  р.  Наступление или ненаступление собы тия А в испытаниях с раз- 
ными номерами д л я  схем ы  Бернулли независим ы . Значит, в силу теорем ы  
Умножения вероятностей , вероятность то го , что собы тие А наступит в т 
°пределенных испы таниях (н априм ер , в испы таниях с ном ерам и 5&, 52 , . . .
* • * * sm )t а при остальны х п -  т  не наступит, равна p mq n ~m . Эта вероят-

Нс зависит от то го , к а к  расположены номера sx, s2...........sm .
д  Р ^ е й ш а я  задача, относящ аяся к  схем е Бернулли, состоит в опреде- 

и вероятности Р„(т )  то го , что в п испытаниях собы тие А произойдет

Мь, т<к8 _ только что нашли, что вероятность того , что событие А наступит
паниях с определенными т ном ерам и , а в остальны х не наступит 

Равна п ^ а п - т  п
т°лько I теорем е сложения и ско м ая вероятность равна сум м е

Р .  что вычисленных вероятностей для всех различных способов раз-

§ 9. Вводные замечания

■
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меш ения т  появлений собы ти я А и п -  т непоявлений среди п испыта. 
ний. Число так и х  способов известно из теории сочетаний, оно равно 

п\
С!Г = ------------------и, следовательно ,

т \ ( п - т ) \

Pn (m) = C™pmq n - m (т = 0 ,1 ,2 ........п ) .  ш
П олученная ф орм ула носит наименование формулы Бернулли.  Легко 

зам ети ть , что вероятность Рп( т )  равна коэф ф ициенту при х т в разло­
жении бинома (<7 + р х )п по степеням  дг. В силу этого  сво й ства совокуо» 
ность вероятностей  Р „ ( т )  называю т биномиальным законом распределения 
вероятностей .

Лишь н ем ного  изм енив проведенные рассуж ден ия л е гк о  обобщить по­
лученный резул ьтат . А именно, если в к а ж ю м  испытании м ож ет произойти
одно и то л ько  одно из к событий Ах, А2........... Лк , испытания независимы
и в к а ж д о м  из них собы тие Ак происходит с вероятностью /?*, то вероят­
ность того , что в п н езави си м ы х испы таниях п о яв ят с я  т х событий А, ,  Wj 
событий А ..............т к событий Ак% равна

и !„  / ч "• т. т 2 т к , ,i . ' » 2 ............" »* ) = --------— -------------- р ,  ' р г . .  . Р к • ( 1 )
т | \т2 ! . . . т к \

Л е гк о  т ак ж е  уб еди ться в то м , что эта вероятность я в л я е т с я  коэффициен- 
т. т г тк ,

то м  при х 1 лх 2 . . .  х к в разложении полинома ( P i ^ i  + р 2х2 + - . • ]
. . .  +  Ркх к) п по степ ен ям  х х, х 2........... хк . Е стественно, что вероятности (Г )
назы ваю тся полиномиальным распределением.  П олиномиальные распреде­
ления н ахо дят применения в естествознании, эко н о м и ч ески х  задачах , ин­
женерном деле.

Т ак  к а к  все во зм о ж н ы е н есовм ести м ы е м еж д у  собой исходы  испыта­
ний состоят в появлении собы тия А 0  р аз , 1 р аз , 2 р а з а , . . . ,  п раз, то 
ясн о , что

2  Рп( т ) =  I .
т  =0

Это соотнош ение м ож ет бы ть вы веден о  и без у ч е т а  т е о р е т и к о - в е р о я т н о ­
стны х соображ ений, п о ско л ьку  по ф орм уле бинома Ньютона

S  Р„(гп) = ( Р + q )n = I" = 1 .
т =0

Имея в  ви ду п о стан о вку  общ их задач , относящ ихся к  схем е  незави си­
м ы х  испытаний, рассм отрим  теперь числовые прим еры . Встречающий* 
в них расчеты м ы  не станем  доводить до  окончательного  числового резуль 
тата , п о ско л ьку  эти подсчеты лучш е оставить до  того  м о м ен та , к о гд а  буДУ* 
подготовлены  удобны е и достаточно точные м етоды  д л я  их о с ущ ествл ен !*

П р и м е р  1* Вероятность изделию некоторого  п роизводства о казаться
/-пакованным р а в н а  о ,0 0 5 . Ч ем у равна вероятность то го , что из 10 0 00

аудачу взя ты х  изделий б р ако ван н ы х изделий о ка ж ется  а ) равно 4 0 , б ) не 
более 70?

В нашем примере п = 10 000 , р  = 0 ,0 0 5 , поэтом у по ф орм уле (1 )  на­
ходим:

а) Л оооо(40) = С1§ооо(0,995)996°(0,005)40.

Вероятность того , что число б р ако ван н ы х изделий о каж ется  не боль­
шим 70, равна с у м м е  вероятностей  числу б р ако ван н ы х  изделий о казаться  
равным 0 ,1  • 2 ,  . . .  7 0 . Т аки м  образом

б ) Р { ^ < 7 0 ) =  I  Р„ ( т ) = I  СТо о о *>0 .9 9 5 1 0 0 0 0 - т  0 ,005  т .
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т = 0 т  =0

П р и м е р  2 Имею тся д ва  со суда А и В,  к аж ды й  объем ом  в 1 д м 3 . 
В каж дом  из них содерж и тся по 2,7 • 1022 м о л ек ул  га з а . Эти со суды  при­
ведены в соприкосновение г а к , что м еж д у  ними происходит свободны й 
обмен м о л ек ул ам и , но нет общ ения с внешней средой. Ч ем у равна вер о ят ­
ность того , что по истечению н екоторого  времени в одном из со судо в  
число м о л екул  б удет  отличаться от числа м о л ек ул  в д р у го м  по меньшей 
мере на одну десятим иллиардную  часть?

Для каж до й  м о л ек ул ы  вероятность о казаться  в определенном со суде 
равна половине. Т аки м  о б р азо м , к а к  бы производится 5 ,4 • 1022 испы та­
ний, для каж д о го  из ко то р ы х  вероятность попасть в со суд  А равна 0 ,5 . 
Пусть ц -  число м о л е к у л , попавш их в со суд  А, и, следовательн о
5,4 • 10 22 —pi есть число м о л е к у л , попавш их в со суд  В.  Нам нуж но опреде­
лить вероятность то го , что

5 4 . 1 и2 2
1 ^ - ( 5 ,4  • 1022 - / i ) | >  - ----- —  = 5,4  1 0 12 .

Ю10

Иначе го во р я , нуж но найти вероятность

Р = Р{ 1/1 -  2 ,7  - 102 2 1 >  2,7 • 1 0 12}.

гласно теорем е сложения р  = 2 />„ ( т ) ,  где  с у м м а  распространена на те 
*л|*ния w , д л я  ко то р ы х  | т  -  2 ,7  • 102 2 | >  2 ,7  • 101 2 .
^ ••о с м о т р е н н ы е  примеры п о казы ваю т, что при решении реальны х задач 

оянно возникаю т задачи , требую щ ие приближенного вычисления

2  Рп (т)  д л я  заданны х и / при достаточно больш их п. Точно так ж е



необходимы  приближенные ф орм улы  д л я  вычисления вероятностей  Рп (щ) 
при больш их значениях т и п  или ж е при м ал ы х  т,  но больш их п. Эти за- 
дачи б уд ут  реш ены нами в ближайш их параграф ах. Сейчас ж е м ы  обра. 
ти м ся к  установлению  н еко то р ы х  элем ентарны х ф ак то в , относящ ихся 
к  изучению поведения Рп (т)  к а к  ф ункции т.  Д л я  0  < т < п ,  к а к  легко 
подсчитать,

Рп (т  ♦ 1) п -  т  р■ — = —. . . — .
Рп (т)  т  + 1 q 

Отсюда сл едует , что

Рп (т + \ )>Р„(т) ,  

если (п - т)р  > (т + 1 )q, т .е . если пр -  q >  т\

Л »("» + 1 ) ЖЛ , ( « ) .

если m - n p - q  и, наконец ,

Р„(т + 1)< Рп(т)

если т >  пр  -  q.
Мы ви ди м , что вероятность Рп (т)  с увеличением  т  сначала возрастает, 

затем  достигает м а к с и м у м а  и при д а  1ьнейш ем росте т  уб ы вает . При этом 
если пр  -  q  я в л яе т с я  целым числом , то м акси м альн о е значение вероят­
ность Рп (т)  принимает д л я  д в у х  3’ ачений т , именно д л я  т 0 = пр -  q и 
т 0 = пр -  q  ♦ 1 = пр  ♦ р.  Если же пр  -  q  не я в л я е т с я  целы м  числом, то 
м акси м альн о го  значения вероятность Рп (т)  достигает при т  = ш 0 , равном 
наименьш ем у ц ело м у числу, б ольш ем у т 0. Число т0 называю т вероятней­
шим значением ц. Мы видели , что если пр  — q  есть целое число, то имеет 
д в а  вероятнейш их значения: т 0 и m'Q =m0 + 1.
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Т а б л и ц а  7

m Рп ("») m Pni”t) m 0 m

<5 0,0000 11 0,0287 18 0,1080
V --------—и

25 0,0059
5 0,0001 12 0,0470 19 0,0910 26 0,0028
6 0,0004 13 0,0679 20 0,0704 27 0.0012
7 0,0012 14 0,0879 21 0,0503 28 0,0005
8 0,0033 15 0,1077 22 0,0332 29 0,0002
9 0,0077 16 0,1178 23 0,0202 30 0,0001
10 0,0157 17 0,1178 24 0,0113 >30 0,0000

О тметим, что если пр  -  q < 0 ,  то

а если пр -  Q = 0, то

М 0)  = Л , ( О > Л , ( 2) > . . . > Л , ( и ) -
в  дальнейш ем м ы  уви д и м ,ч то  при больш их значениях п все  вероятности 

р  (т )  с тан о вятся  б лизки м и  к  нулю , но то л ько  д л я  т ,  б ли зки х  к  в ер о ят ­
нейшему значению т 0, вероятности  Р„ (т )  сколько -н и б удь зам етн о  отли­
чаются от н ул я . Этот ф акт впоследствии  будет д о казан  нам и , а сейчас 
проиллюстрируем сказан н о е числовы м примером .

П р и м е р  3 . П усть л  = 5 0 , р  = 1/3.
Вероятнейших значений д в а : ш 0 = пр -  q = 16 и ш 0 + 1 = 17. Значения 

вероятностей Рп (т)  с точностью до  четвертого десятичного зн ака  пред­
ставлены в табл . 7.

§ 10. Л о кал ьн ая  предельная теорем а

При рассмотрении числовы х примеров п реды дущ его  параграф а бы ло  за ­
мечено, что при больш их значениях п н  т  вычисление вероятностей  Рп (т)  
превращается в  технически сложную  задачу . Это обстоятельство  бы ло  о т­
мечено в р яд е  работ м атем ати ко в  начала XVIII в е к а ,  посвящ енны х д е м о ­
графическим п р о б лем ам . В озникла необходимость в асимптотических

ь
формулах к а к  д л я  Рп (т ) ,  т а к  и д л я  Z Рп (т ) .  Эта задача бы ла исчер-

т =а
пывающе реш ена А брахам ом  д е  М уавр о м  (1 6 6 7 —1 7 5 4 ) , ф ранцузски м  
м атем атиком , всю  жизнь проживш им в Англии. П озднее неоднократно 
Две замечательные его  тео р ем ы , к  ф о р м ули р о вке и д о ка зател ьств у  к о т о ­
рых мы и перейдем , находили применения и ш ирокие обобщ ения. П ервая 
из них получила наименование локальной  предельной тео р ем ы .

Л о к а л ь н а я  т е о р е м а  М у а в р а .  Если вероятность наступления 
некоторого события в п независимых испытаниях постоянна и равна р  
(0 <  р < \)tTO вероятность Рп (ш) того, что в этих испытаниях событие А 
Уступит р о в н о  m раз, удовлетворяет при п 00 соотношению

1 — — ха
^ Р Я Р п( т ) :  --------- е  2 -  1 ( О

у/2п
Равномерно для  вс ех  т, для которых

§ 10. Локальная предельная теорема 11

\fnpq
Щв*о д ится в каком-либо конечном интерва.1е.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  П риводимое нами до казател ьство  опирается 
на известную  из к у р с а  м атем ати ч еско го  анализа ф о р м ул у Стирлинга (одно, 
врем енно о ткр ы тую  и М уавр о м )

s ! = у/2 its s*e~*e°s

в которой остаточный п оказатель 0S уд о вл етво р яет  н ер авен ству  

1
12s (2 ’)

З ам ети м , что равенство  (2 )  м ож ет бы ть записано в виде

m = пр  ♦ х \Jnpq,

Отсюда сл ед ует , что

п — т — nq — х \/npq.

Последние р авен ства показы ваю т, что если х остается в к ако м -л и б о  oipa- 
ниченном о тр езк е , то числа т  и п -  т  возрастаю т д о  бесконечности вме­
сте с п. После этого  замечания м ы  м о ж ем  использовать ф орм улу Стир­
линга. Ее применение дает нам

Р„(т) =
п\

т\(п -  т)\

у
р яп -  т _

-  в
л/2я  т ( п - т )

т

где

в
1 / 1  1 1 \

= <  Т Г  \ *  ”  *  --------- ) '12 \п т п -  т]

Отсюда м ы  ви д и м , что, к а к о в  бы  ни бы л о тр езо к  а <  х <  Ь, величина 0 
равномерно относительно jc в этом о тр езке  стрем ится к  нулю при 
С ледовательно , множ итель е~в при том  же условии  р а в н о м е р н о  стремите* 
к  единице.

Рассмотрим  теперь величину

I  п \ т / п \ п ~т
1п Л я  = 1п ( -  р )  ( ---------- (Л

\т / \ п -  т 1

-  - ( п р  + х \fnpq  ) In  ̂1 + х у/ ~ ^  “  (*Щ ~ х \jnpq  )ln  ^ 1 -  х *
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/ Я  Р
В условиях теорем ы  величины v —  и v —  при достаточно ооль-

J L  п м о гут  быть сделаны  к а к  уго дн о  м алы м и , п оэтом у м ож но восполь- 
30В|Ться разлож ением  логариф ма в  степенной р яд . Ограничившись д в у м я  
первыми членами, находим

\ пр I пр 2 пр \ п 312'

\ nq I nq 2 nq \ м 3/2 /

х2 / 1 \
Несложные подсчеты  п о казы ваю т, что 1пЛ„ = - — + C M —— I и

2 \ у/п /
равномерно относительно п в лю бом конечном о тр езке  х

Ап : е  2 -► 1 (п ° ° ) .

Далее, \fnpq • у/— — - -------- 1 равномерно в к а ж д о м  конечном
т(п  -  т )

отрезке х
Приведенные подсчеты д о казы ваю т теорем у.
По сущ еству теми же подсчетами можно д о казать  аналогичную  л о к ал ь ­

ную теорему и д л я  полиномиального распределения.
Л о к а л ь н а я  т е о р е м а .  Е ст  вероятности р\, р 2............ Рк п о явл е ­

ния соответственно событий а [*\ Л *5*............Л *1* в s -м испытании не зави­
сят от номера испытания и отличны отЪи от \ (0 <  р/<  1 , / = 1 , 2 ............к ) ,
то вероятность Pn ( m x% m 2% . . . ,  ntk )  того, что при п независимых испыта­
ниях события А ^  (/ *  1 , 2 , . . . ,  к )  появятся m tpa3 {пгх + т 2 + . . .  + w *  = п ) . 
Удовлетворяет соотношению

1---т  1 ---- Z  q/X,
2 / = 1  1 1

Рп ..........m k ) к -  1

( 2л ) 2 VpTp2 . . . p k
(Л  -*• оо)

Р**номерно для в сех  mi  (/ = 1 , 2 , . . . ,  к )  для которых xt =
\ nPi q /

Г о д я т с я  в произвольных конечных интервалах а( < Х{ <  Ь/.

m t -  np t



Ас к
Из равен ства 2  т { = п вы текает  соотношение 2  X/ y jnp tq t = п 

/«1 /=1
которое п о зво ляет  одно из х{ вы разить через остальны е. З ам ети м  вдобавок, 

к
что 2  pi  = 1. При к = 2 из этой теорем ы , к а к  частный случай , получается 

/=1

теорем а М уавра.
П р и м е р  1. В примере 2 п реды дущ его  параграф а н ам  нужно было 

определить Р'п (т)  при п = 10 0 0 0 , т  = 4 0 , р  = 0 ,0 0 5 . По только  что до- 
казанной теорем е и м еем :

80 Гл. 2. Схема Бернудд,,

1
Рп От ) -

1 /т -  п р  \ *

2  \  \ / л Р <7 /

y f l v n p q  

Д л я  наш его примера

= VTO 0 0 0 ~ 0 Л 0 5  • 0 ,995  = \/49,75 - 7 , 0 5 ,

т  -  пр
------------------- 1,42.
\fnpq

С ледовательно ,

Л , ( т )  -

1,42*

7 ,05  у/2п 

Ф ункци я

= ” 7 =  * 2 
\ /2 я

табули рован а; к р а т к а я  таблица значений этой ф ункции приведена в коние 
к н и г и . По этой таблице н аходи м , что

0 ,1 4 5 6
Рп (т)  -  ----------- = 0 ,0 0 2 0 6 .

7 ,05

Точные подсчеты  без использования теорем ы  М уавр а-Л ап л аса  дают нам 

Рп (т)  ^  0 ,0 0 1 9 7 .

Д л я иллюстрации характера приближений, д ав аем ы х  теоремой М уавр3 
Л апласа, а т а к ж е  д л я  геом етри ческого  пояснения проделанны х при &



§ 10. Локальная предельная теорема 81

Т а б л и ц а  8

г= 4

0 I 2 3 4

0,4096 0,4096 0,1536 0,0256 0,0016
1,00 0,25 1,50 2,75 4,00
0,3277 0,3277 0,1229 0,0205 0,0013
0,2420 0,3867 0,1295 0,0091 0,0001

п * 25

Т а б л и ц а  9

т
■ !Л|<т > y/npq Рп ( т ) * ( * ) т  { Я „ (т ) s/npq Рп ( т )

' ' "
* ( * )

0 -2 ,5 0,0037 0,0075 0,0175
1

8 1.5 0,0623 0,1247 0,1295
1 - 2,0 0,0236 0,0472 0,0540 9 2,0 0,0294 0,0589 0,0540
2 -1,5 0,0708 0,1417 0,1295 10 2,5 0,0118 0,0236 0,0175
3 - 1,0 0,1358 0,2715 0,2420 11 3,0 0,0040 0,0080 0,0044
4 -0,5 0,1867 0,3734 0,3521 12 3,5 0,0012 0,0023 0,0009
5 0,0 0,1960 0,3920 0,3989 13 4,0 0,0003 0,0006 0,0001
6 0,5 0,1633 0,3267 0,3521 14 4,5 0,0000 0,0000 0,0000
7 1,0 0,1108 0,2217 0,2420

чГАч*А 0,0000 0,0000 0,0000

Т а б л и ц а  10
л « 100

■|  *  1 Рп ( ” ) \fnpq Рп (т >j  * (* ) т дг Рп (т ) s fnpq Рп (т ) * ( * )

8 -3 ,00 0,0006 0,0023 0,0044 21 0,25 0,0946 0,3783 0,3867
’  -2,75 0,0015 0,0059 0,0091 22 0,50 0,0849 0,3396 0,3521
Ю -2,50 0,0034 0,0134 0,0175 23 0,75 0,0720 0,2879 0,3011
И -2,25 0,0069 0,0275 0.0317 24 1,00 0,0577 0,2309 0,2420
12 - 2,00 0,0127 0,0510 0,0540 25 1,25 0,0439 0,1755 0,1826
13 -1,75 0,0216 0,0863 0,0862 26 1,50 0,0316 0,1266 0,1295
14 -1 ,50 0,0335 0,1341 0,1295 27 1,75 0,0217 0,0867 0,0862
15 -1,25 0,0481 0,1923 0,1826 28 2,00 0,0141 0,0565 0,0540
16 - 1,00 0,0638 0,2553 0,2420 29 2,25 0,0088 0,0351 0,0317
17 '0 ,7 5 0,0788 0,3154 0,3011 30 2,50 0,0052 0,0208 0,0175
18 -0 ,50 0,0909 0,3636 0,3521 31 2,75 0,0029 0,0117 0,0091
1* -0,25 
20 ' 0,00

0,0981
0,0993

—  /I

0,3923
0,3972

0,3867
0,3989

32 3,00 0,0016 0,0063 0,0044
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Т а б л и ц а

§ 10. Локальная предельная теорема 83

------
т

г—— ■ 
X Рп ("*) I у/пРЯ Рп ("*)

, * (Jt) | X Рп ("») y/npq Рп (т ) *(*)

56 -3 ,000 0.0004 0,0034
I
0,0044

1
81 0.125 0,0492 0,3956 0,3957

57 2.875 0,0006 0,0051 0,0064 82 0,250 0,0478 0,3828 0,3867
58 -2 ,750 0,0009 0,0076 0,0091 83 0,375 0,0458 0,3666 0.371!
59 -2,625 0,0014 0,0104 0,0127 84 0,500 0,0432 • 0.3459 03521
60 -2 ,500 0,0019 0,0156 0.0175 85 0,625 0,0402 0,3215 0,3282
61 -2,375 0,0027 0.0218 0.0238 86 0,750 0,0368 0,2944 0,3011
62 -2 ,250 0,0037 0.0298 0,0317 87 0,875 0,0332 0,2656 0,2721
63 -2,125 0,0050 0,0399 0,0417 88 1,000 0,0295 0,2362 0,2420
64 - 2,000 0,0066 0,0525 0,0540 89 1,125 0.0259 0,2070 0,2119
65 -1,875 0,0089 0,0679 0,0684 90 1,250 0,0223 0,1788 0.1826
66 -1 ,750 0,0108 0.0862 0,0862 91 1,375 0,0190 0,1523 0,1550
67 -1.625 0,0134 0,1075 0,1065 92 1,500 0,0160 0,1279 0.1295
68 -1 ,500 0,0164 0,1316 0.1295 93 1,625 0,0132 0,1059 0.1065
69 -1,375 0.0198 0,1583 0,1550 94 1,750 0,0108 0,0865 0.0862
70 -1 ,250 0.0234 0,1871 0,1827 95 1,875 0,0087 0,0696 0.0684
71 -1,125 0.0271 0.2175 0,2119 96 2,000 0,0069 0,0553 0.0540
72 - 1.000 0.0310 0.2483 0,2420 97 2,125 0,0054 0,0433 0.0417
73 -0,875 0.0349 0.2789 0,2721 98 2,250 0,0042 0,0335 0,0317
74 -0 ,750 0.0385 0,3081 0,3011 99 2,375 0,0032 0,0255 0,0238
75 -0,625 0.0419 0.3317 0,3282 100 2,500 0,0024 0,0192 0,0175
76 -0 ,500 0.0447 0.3580 0,3521 и; 2,625 0,0018 0,0142 0,0127
77 -0,375 0.0471 0,3766 0.3719 2,750 0,0013 0,0105 0.0091
78 -0,250 0,0487 0,3919 0,3867 103 2,875 0.0009 0,0075 0.0064
79 0,125 0.0497 0,3973 0,3957 104 3,000 0,0008 0,0054 0.0044
80 - 0,000 0.0498 0,3985 0,3989

д о казател ьстве  аналитических преобразований, м ы  рассм отрим  численны** 
пример.

П усть вероятн ость  р  равна 0 ,2 . В табл. 8 —11 собраны  значения
т -  пр -------

, вероятностей Рп (р г ) , величин \/npq Рп ( т ) , а такж е ф>Н!Ч

2 с точностью до четвертого десятичного знака соот*

ветственно д л я  числа испытаний п = 4 ,2 5 , 100, 4 0 0 . На рис. 107 орДИН**ы 
изображаю т значения вероятностей Р„(т)  при различных целочисленно 
значениях абсциссы т.  По р и сун ку  видно, что с увеличением  п величины 
Рп (т)  равномерно убы ваю т. Д л я  того чтобы на рисун ке точки [ т , / я ( ^ *

65 75
Рис. 10

*)

л = UOO

85 95 т
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уж е  д л я  р ассм атр и ваем ы х  значений п не слились с осью абсцисс, м ы  вь л  | 
рем резко  различные м асш табы  по о с ям  координ ат.

т -
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Рассмотрение вм есто  абсцисс т  и ординат Р„(т)  абсцисс Пр

1 \ Интегральная предельная теорем а

ько  что вы веден ную  локальную  предельную  теорем у м ы  используем
п  у | |̂ц—|щ л п V"*/ л п —-------г вывода др уго го  предельного соотнош ения теории вероятностей

------ “С т а л ь н о й  предельной теорем ы . Изложение начнем с простейш его част-
и ординат у„{т)  = \Jnpq Рп (т)  означает 1) перенос начала к о о р з д ! Случая этой тео р ем ы  интегральной теорем ы  М у а в р а -Л апласа,
в точку (пр,  0 ) .  находящ ую ся вблизи от м акси м альной  ординаты  />„(„, " ° и  « т р а л ь н а я  т е о р е м а  М у а в р а - Л а п л а с а .  Если ц есть число
2) увеличение единицы масш таба по оси абсцисс в \fnpq раз <инь аступлений события в п независимых испытаниях, в каждом и з  которых
сло вам и , сж атие граф ика по оси абсцисс в р аз) 3) у м е н ь „ „ Г  "Опюятность этого события равна р. причем 0 <  р  < 1 . то равномерно отно-
единицы м асш таба по осн ординат в ^  ^ и и ы м и  с п о в а Г ,  ^  2 S U  < - >  « »  " ~  с о ^ о ш е ш е

•  •

жение граф ика по оси ординат в \fnpq р аз) f
На рис. 106 , в ,  г  изображ ены  к р и в ая  у  = <р(х) и преобразованны е только! 

что описанным способом точки [m , Pn ( m ) ] t т .е . точки [ х „ ,  Уп(т )] -  Мы 
ви ди м , что уж е  при п = 25 точки у п ( т ) ]  сливаю тся на графике с ■  
соответствую щ им и точкам и  кривой  у  = *р(х). Это совпадение становита| 
еще лучш е при больш их чем 25 значениях п. I ,

Чтобы получить наглядное представление о то м , в к а к о й  мере можно! 
пользоваться асимптотической ф ормулой М уавр а-Л ап л аса  при конечных! 
л * ) ,  т .е . зам ен ять  биномиальный зако н  при вычислении вероятностей! I 
Рп [т)  ф ункцией у  = у ( х ) ,  приведем  пример. Д л я простоты  рассмотрим!

Т а б л и ц а  12 К

р| а
и -  пр
y/npq 

Д о к а з а т е л ь с т в о

Рп(а. Ь)  =

ь
f  е
а

dz.

В ведем  д л я  кр атко сти  письм а обозначение

п
4  1 о .  | Pn-Q n PnlQn

25 0,09742 0,09679
------------------ j—

0,00063 1,0065
100 0,04847 0,04839 0,00008 1,0030
400 0,024207 0,024194 0,000013 1,0004

1156 0,014236 0,014234 0,000002 1,0001

a  s  • b
y/npq

Эта вероятность, очевидно, равна с ум м е  2,Рп (т ) ,  распространенной на 
те значения т ,  д л я  ко то р ы х  я  <  хт <  Ь, где  п опреж нем у обозначено хт = 

т -  пр
\fnpq
Определим теперь ф ун кц и ю ^ = П„ (х )  следую щ им о б р азо м :

п р
0  ДЛЯ X <  Xq = -

Уя П*{х)

случай р  = q  = 1/2 и возьм ем  лиш ь те л , д л я  которы х возможно значение 
Хпт = 1; такими м о гу т  бы ть, например, п  = 2 5 , 100 , 4 00 , 1156. Именно 
д л я  них хпт = 1 при т  = 1 5 ,5 5 ,2 1 0 ,5 9 5 .

* e ~x hm l2 -  Qn пр*

д л я  х > хп +

y/npq 
1 1 + nq

П оложим д л я  кр атко сти  Р„(т)  = Рг и
\j2nnpq 

P= q  = \/2 и хп т =\.
С огласно ло кальной  теорем е М уавр а -Л ап л аса  отнош ение P j Q n  Д°л)^  

стрем и ться к  единице, к о гд а  л  -►«>. Вычисление при названны х выше зн* 
чениях п  дает

'npq \Jnpq 
y/npq Рп (т) щ\яхт ( т  = 0 , 1 , . . . , л ) .

Очевидно, что вероятность Рп (т)  равна площ ади, ограниченной кривой  
* ~ ^ n (J f ) , осью ОХ и ординатами в то ч ках  х =хт и х = хт + г , т.е.

Р^ т ) = y/npq Рп {т)(хт + 1 - х т )= /  П „(*)< *х
т

° ЧеНЬ точныс опенки остаточного члена даны в работе С.Н. Бернштейна "В°г  
врат^к вопросу о точности предельной формулы Лапласа" (Иэв. АН СССР. -  I?43' '

Отсюда сл едует , что и ск о м ая  вероятность Р„(а, b )  равна площ ади, з а к ­
ач ен н о й  м еж д у  кр и во й  у  = П „ (х ) ,  осью ОХ и ординатами в  точках  х „
И X ““m * где т и m определяю тся посредством  неравенств 

1 1
а * Х т < Я  +

\fnpq ’
ь < х - <*> +т y/npq
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Т аки м  о б р азо м ,

*т
Рп (о. Ь) = /  П„ ( * )  dx =

хт

Ь я Хщ хн}
= / n „ ( jr )d x +  / п „ ( * ) Л г -  f  Пn(x)dx.

а Ь о

Т ак  к а к  м акси м альн о е значение вероятности  Рп (т ) приходится на зн*.| 
чение mQ = [ ( л  + 1 ) р ] ,  то м акси м альн ое значение П „ (х ) приходится * i 
интервал

т 0 -  п р  т 0 + \ -  пр  2 
0 <  ■ ____  < * <  - -  -----------

\ fnpq  \/npq Vnpq

В это м  интервале д ей ствует  л о кал ьн ая  теорем а М у авр а -Л ап л аса , и мы 
м о ж ем  п о это м у заклю чить, что при всех  достаточно больш их значениях я

т а х П „ (д г) < 2  - т а х г ~**^2 = у/2/п. 
у/Тп

Отсюда м ы  преж де всего  в ы во д и м , что

х т  х т т
|рп 1 = 1 /  П„(дt ) d x -  /  П „(х)Ж г |< /  m ax Г1„ (х )  Жг +

Ь а  Ь

*•* Г Г  Г Т ~
+ /  m a x n n (x )dx  <>/—( - Ь + + xm - а )< 2 > / ---------m ~m

я  -  n n pq
и что, следовательно 

lim  р„ = 0 .

Т аки м  о б р азо м , Рп (а, Ь) то л ько  на величину бесконечно м алую  отлич»* 
ь

ется  от /  П „ (х )(/ х
а

Мы предполож им  сначала, что а и b -  конечные числа. При этом пр«Я* 
положении согласно локальной  теорем е при а <хт <Ь

П„(д:т )=  | + а„(дгт )1 ,
V  2 л

где  а п (хт ) -*■ 0  при л равномерно относительно хт . Очевидно, что*1

<\\ И»гтс1р«льная предельная теорсш

при промежуточных знзчениях  ар гум ен та  

n ” w "
п р и »»  I™ >lim < e  « „ ( , )  «  0 . д ейс, 8И„ ЛЬН0. лр„ Л|0(.ю м m в  интер>1ле 

Х„ < . r < x w U  и м еем :

I U * ) = N „ ( * m ) =  ~

87

у/Т п

где
х * - * т

а,

Так ка к

д г
т а х (|  a  I, I Ь I) 

y f n p q

ТО ясно, ЧТО

lim m ax а ( х )  = 0 .
п а < х  < Ь

Собран вм есте найденные оценки , п о луч аем , что

Л, (в. />) = —̂ z f e - x ' l 2 d x  + R n ,
V -Я

где

е ' х*12 a n (x )dx  + Рп-
у / 2 и  а

Так к а к

I I <  max I а„  (.г) I • ^ л 12 * Рп'
а<х<Ь У/21Г а

то из сказанного ясно, что 

lim  Rn = о .
П он

В „о  ходу « к и и л ь с т  « о ш о м'
Р*ма до казан а . Нам о стается освободи ться от этот
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С этой целью преж де всего  зам ети м , что

П оэтому д л я  лю бого 6 >  0  м ож но вы б р ать  столь больш ое А, что

f  e~ z' l2d z >  1 
V - w - а  4

1 >4 .  1 «* с
/  е~ г 12 dz  = —=  /  е~ 2 12 d z <  — .VTH - «  у/2п л 8

В ыберем  д ал ее , в  соответствии  с д о казан н ы м , столь больш ое п , что при - А  <а <Ь < А б уд ет :

1 Ь «
/ > „ (* .& )-  ~ ^ 5 е ~ г 12 dz  < - .

у / 2 п  а 4

Т огда очевидно, что

Рп ( - А ,А ) > \  -  е/2 , j

/>(-«>, - Л ) ♦ />(Л. ♦ <*) = 1 -  /> (-/ !, Л )  <  е/2 .

Теперь д о к а ж е м , что при лю бых а и Ъ ( - <а  <Ь <  + °°) б удет :

<е,

Гл 2 ° " Ма B « p J ,  II. И««ГР '

Поэтому

89

/’„ (д . - А ) -  - 4 =  /  <г 2’ /2dz

Р„(а ,Ь )~ - ± = f e  *' l 2 dz
\ 2 п  а

чем . очевидно, и закончится д о казател ьство  теорем ы  Л апласа.
Д л я  этого надо разобрать отдельно различные случаи расположения 

на прямой точек а и b относительно интервала ( - Л ,  А).  Р азберем , напри­
м ер ,случай а  <  -  А, b > А (остальны е предоставим  читателю ).

В это м  случае

1 ь . j  - л  л ь
—=  /  е~ г 12 dz = - = (  /  + /  + /  е~ г 12 dz) , у/2п а у/2п а -А А

Рп (а. Ь) = Рп { а . -А )  + Рп ( - А .А )  + Рп (А. Ь).

f  e~**t2 dz1  b

y/2n

Pn (A* b)

1 ~Л a
J  e~ I2 dz  +

pn ( -A ,A )~  ~^=z /  e~z'l2 dz  | + / »„ (/ !.+ «») + 
\/2lr -/4

1 • *1  ̂ e e e e 
♦ - =  f e~x /2 dz < -  ♦ -  + -  + T  = e.

%/2я .4 • 2 4  8 8

Мы перейдем теперь к  ф ор м ули р о вке интегральной предельной теоре­
мы в общ ем случае схем ы  последовательности н езави си м ы х испытаний. 
Пусть попрежнему ji/ (/ s  1, 2 , . . . ,  к)  означает число появлений событий
A}** ( j  = 1, 2 ............л )  в п последовательны х испы таниях. В зависимости
от случая f t  м о гу т  принимать лиш ь значения 0 , 1 , 2 , . . . ,  л , причем так  
как в к аж д о м  испытании во зм о ж н ы  к  исходов и эти и сходы  несовм ести м ы , 
то должно им еть м есто равенство

А»1 ♦ ♦ • • .  ♦ Мл = я . ( 1 )

Станем теперь на величины ц %9 ^ 2*- • • * Vk смотреть к а к  на п р ям о уго л ь­
ные координаты точки в  к -м ерном  евк л и д о во м  пространстве.

При этом  результаты  п испытаний и зо б р азятся точкой с целочисленными 
координатами, не меньш ими н ул я  и не больш ими п ; б уд е м  в  дальнейш ем  
называть таки е точки ц е л о ч и с л е н *  
н ы м и. Равенство ( 1)  п о казы вает ,
410 Результаты испытаний и зобразятся 
Не произвольными целочисленными точ­
ками в ги п ер куб е 0 <  Д/ <  п  (/ *  1 ,

* —» £ ), а лиш ь тем и  из них, которы е 
водятся в гиперплоскости ( 1 ) .  На

11 изображено положение воз- 
результатов испытаний в ги- 

 ̂ рплоскости ( 1)  д л я  случая п  *  3 ,

Произведем  преобразования коорди*
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0  = 1 . 2 ............к, qj  = 1 -  Pi).
\fnPi4i

Уравнение гиперплоскости ( 1 ) в  новы х координ атах  перепишется в 
дую щ ем ви де :

к 
Е  X t s / n p f l i  -  0 .  

i= 1

Точки гиперплоскости ( 2 ) ,  в кото ры е перешли целочисленные точк|! 
гиперплоскости ( 1 ) ,  у с л о в и м с я  такж е  назы вать " ц е л  о ч и с л е *  
н ы  м  и ” .

Обозначим через Pn (G) вероятность того , что в  результате п испып- 
ний числа уц ( i * l , 2 , . . . t к)  появлений каж до го  из во зм о ж н ы х исходи

о к а ж ут ся  таки м и , что точка с координатам и Х/ = попадет внутр*
VnpiQ7

области G
Тогда и м еет место следую щ ая
Т е о р е м а .  Если в  схеме последовательности независимых испып' 

ний в  каждом и з  испытаний возможны к исходов,  причем вероятность каж­
д о г о  из  и сх одо в  не  зависит от номера испытания и отлична от 0 и от 1, 
то какова  бы ни б ы т  область G гиперплоскости  ( 2 ) ,  для которой  (к -  1)* 
мерный объ ем  е е  границы равен  нулю , равномерно  относительно С при 
п  -► 00, имеет место соотношение

Р п Ю ); )  - У З * Як

( 2 л )*  1 £  Piq{ 
/= I

г д е  d v  означает злемент объема области G и интеграл распространяете* 
на обметь G.

Д о казател ьство  и по идее и по осущ ествлению  яв л яет с я  почти полно_ */Л«
копией рассуждений , проведенны х при до казател ьстве  интегральном ^  
рем ы  М уавр а - Л апласа.

З а м е ч а н и е .  Т олько  что сф ормулированной теорем е мы  приД^
ф орм у, в которой все переменные х г , х2 ............хп играю т одинаковую

В интегральной теореме М уавра Л апласа м ы , о дн ако , предпочли
толь*0водить рассуж дения, наруш ив однородность переменных х х и х2

|взе>!с перем енны м  дг = дг, .  Геометрически это означало, что м ы  рассматри*  ̂
не сами р езультаты  испытаний (целочисленные точки на прямой Х\ ^  
= 0 ) ,  а их проекции на ось ОХ. П одобным же образом  м ы  можем.

однородность и в  общ ем случае, рассм отреть интегрирование не по 
и G, а п0 се проекции G' на какую -либо  координатную  гиперплос- 

*ь скаж ем , на п ло ско сть д:* *  0 . Элемент объема d v ' в  гиперплоскости 
К° С1 0  связан  с элем ентом  объема d v  гиперплоскости ( 2 ) соотнош ением 
X к

j v ' = d v c o s y ,
^ -  УГОл м еж д у  указан н ы м и  гиперплоскостями . Л егко  подсчитать,

ГДР т  *

ц  Интегральная предельная теорема 91

(2)1 что

cos^ y/TpiTi
В координатной гиперплоскости  элем ент объем а d v '  = d x xdx 2. . . d x k_ i f  
поэтому имеет м есто  равенство

(2 я )  S P i f l . c
d v

Я\Чг - Я к - I  

( 2п )к ~ 1 Рк с '
/

l q , x ,
d x x. . . d x k-x

В подинтегральной ф ункции м ы  долж ны  произвести зам ен у х *  на его  
выражение ч е р е з х | ,х 2 , . . .  , * * - i  •

1 к ~1 
хк = -  г - —  2  у/Р?Я( x t- 

у/РкЯк *=|

В результате этой зам ен ы  м ы  и м еем .

* ✓ Pi \*~ ,  V  ' J  Pi 4i Pi я, _

Интегральная предельн ая теорем а м ож ет бы ть, т ак и м  о б р азо м , сф орм у­
лирована иначе, а и м енно : ^  ̂

В Условиях интегральной предельной тео р ем ы  при п — *

Р (г у ) . ^ с  е  Т 0< х"  ** * "  '  d x i d x 2 . . d x k - 1.
(2тт) * - 1 р* с ’

(1 4 )

11онятно, „ о  интегральная теорема М уавра Лапласа я в л яет с я  частным
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случаем  то л ько  что доказанной  тео р ем ы : она л е гк о  м ож ет быть пол 
чена из ф о р м улы  ( 1 4 ) .

Д л я этого достаточно зам ети ть, что в  схем е Б ерн улли  к = 2 ,р
q= P i  = 1 - р -

При к  = 3 ф орм ула (1 4 )  принимает следую щ ий ви д :

P ( G ) - + V ^ r -  f . e  2 dxxdx2t
( 2 я ) 2/73 g

где

Ръ = 1 “ P i  - Р2»

х\ + 2( ? ( * . , * 2)  = « i ( l  + ♦ « а ( 1 ♦

Я\Яг( 2 2 Л /РГР2 \
= ------- ( ДГ I + *2 + 2  V  --------* 1* 2 )

Рз \ *. ^1^72 /

Простой подсчет п о казы в ает , что 

Рз = 1 - P i  - Р 2 = Я\Яг - Р 1Р 2 , 

п оэтом у

( ? ( * 1 >*2)  = --------------- (*1  +*2  . 2 ^ , 4
e Р 1Р 2 V Я\Я2 /

\/Р\Я\РгЯг
Рз

* 1*2

? 1?2

§ 12. П рименения интегральной тео р ем ы  М уавр а—Л апласа

В качестве первого  приложения интегральной теорем ы  Муавра^Л*1
ласа м ы  оценим вероятность неравенства

< € ,
ц
- - Рп

где € >  0 -  постоянное. 
И меем

p { | i - „ ! < e ] . p j - e y T < ! ^ £ < e y z  1
и  и I ) [ p q  \ n p q  p q  )
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n

в силу интегральной теорем ы  М уавр а-Л ап л аса

" 4 *  г~
р ( * i _ n  I <  е 1 = —= = . f e  2 dz=  1 .

J .  I *  ' I s f a 1
i i  ^ к а к о в о  бы  ни бы ло постоянное е >  0 , вероятность неравенства Итак, |Ч-

£  _ р  <  е стрем ится к  единице.

ПОбнаруженный нами ф акт  был вп ервы е найден Я . Б ерн улли ; он носит 
название закона больших чисел или теоремы Бернулли.  Т еорем а Бернул- 
1И и ее многочисленные обобщ ения явл яю тся  одними из важнейш их тео­
рем теории вероятностей . Через них именно теория соприкасается с п р ак ­
тикой, именно в  них заложен ф ундамент успехов применения теории 
вероятностей к  различным п роблем ам  естествознания и техники . Об это 
будет подробнее сказано  в  главе , посвящ енной зако н у  больш их чисел; 
там же мы  дади м  д о казател ьство  теорем ы  Бернулли более просты м  м ето ­
дом, отличным, к а к  от то л ько  что изложенного, т ак  и от употребленного 
Я. Бернулли.

Мы рассмотрим теперь типичные задачи, приводящ ие к  теореме М уав­
ра-Лапласа.

Производится п н езависи м ы х испытаний, при к а ж д о м  из ко то р ы х  в е ­
роятность наступления собы тия А равна р :

I. Спраш ивается, чем у равна вероятность то го , что частота наступления 
события А отклон и тся от вероятности  р  не более чем на а ?  Эта вероятность 
равна

i2  Прймснения интегральной теоремы 93

I РЯ у/пря РЯ I

1 *'  ' х%1 р я ------  2 р я ------
~ 7 Р  / ^ 1 dx  = - 4 =  ;  г  2 dx.

РЯ

чтоб 1̂Кое наименьш ее число испытаний нужно произвести  д л я  того , 
не бо* С ВеР °ятностью ’ не меньшей 0, частота о ткл о н ял ась  от вероятности 

льше чем на а .  Н ам нуж но определить п из неравенства

п ~ р  < « } > * .

ПРИ6̂ ТН° СТЬ’ ФИгУрирующую в левой  части н еравенства, м ы  зам ен яем  
Иж®нно по теореме М уавра -  Лапласа интегралом . Д ля определе-



94 Гл. 2. Схема Бе

ния л в результате получается неравенство

~  Г

J ,  п . * - " —

п о и м е р  1 - В примере 2 § 9  нам  нужно было найти вероятность

менения интегрально| теоремы 95

я -  —
€ 2 d x >  0.

ПР X
/7* £ Р { М ==т)

где

III. При данной вероятности  0 и числе испытаний л требуется оп
Ц

лить границу во зм о ж н ы х  изменений -  Р И ными словам и , зная

1*Де I 

1ая \

При

сумма распространена на те значения т , д л я  ко то р ы х

Z  2 7 10”  l> 2 ,7  10 1 J , tfl----»'
условии, что общ ее число испытаний л = 5 ,4  • 10“  и р  = 1/2. Т ак  к а к  

• i „ _ w i _  2, 7 i o >j
l = p

и л , нужно наити а ,  д л я  ко то р о го \/лр<7~

- р

1V  5 ,4  • 10 • -  
4

\fnpq

< а  М .

Применение интегральной теорем ы  Л апласа дает нам  д л я  определении; 
а  уравнение

.уг
?  /><7

/  e - * ' l> d x  = e. 
у 2я  о

Численное решение всех  рассм отренны х нами задач требует умения вы-1 то 
числять значения интеграла

Ф (х )=  /  e~zi,2dz  (1 ) 1

в силу теоремы Л апласа

Р~ - i  7  e~x't2dx.
у/Тп 2 3 3 1 0

Так как

J  e - * ' ,2 d x < -  / X',2 d x = - e  12,

V 2 7

Z 2

-2 .7 *  ЮО <  10 100

V 2 tt • 105

О том, к а к  м ала эта вероятн ость , мож но суди ть по следую щ ем у сравне-
при лю бы х значениях дг и реш ать обратную  задачу -  по величине интег- К нию. Предположим, что шар радиуса 6 0 0 0  к м  наполнен белы м  п еско м , 
рала Ф(х)  вы чи слять соответствую щ ее значение ар гум ен та  л:. Для эти*! в который попала одна черная песчинка. Разм ер  песчинки равен 1 м м  . 
расчетов требую тся специальные таблицы , т а к  к а к  интеграл ( 1) при 0  ̂J  
<  дг <  00 в  конечном  виде через элементарны е ф ункции не выражаете*
Т акие таблицы  составлен ы  и имею тся в конц е настоящ ей кн иги .

Рис. 12 дает  наглядное представление о ф ункции Ф (д г). При помои* 
таблицы значений ф ункции Ф (х )  можно вы числять по ф орм уле J  (о, Ь) '
= Ф (Ь ) -  Ф (а ) т ак ж е  значение интеграла

J ( a , b )=  — ^  /  e~* ' l2 dz.
V  2 я  а

Таблица ф ункции Ф(дг) составлена то л ько  д л я  положительных х\ №я °* 
рицательныхдг ф ункци я Ф (х )  о п р еделяется из равенства

Ф (-л г )  = — Ф (дг).

Мы теперь в  состоянии довести  до  конца решение прим ера 2 § 9 .
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Н аудачу из всей  этой м ассы  песчинок берется одн а; ч ем у  равна вероятно^ 
того , что она б уд ет  черного цвета?

Л егк о  подсчитать, что объем  шара радиуса 6 0 0 0  к м  немногим  меньц* 
10JO м м 3 и, следовательно , вероятность извлечь черную песчинку немно-1 
ги м  больш е Ю "3 0 .

П р и м е р  2. В примере 1 § 9  нам  нуж но бы ло найти вероятное* 
то го , что число б р ако ван н ы х  изделий о к а ж ет ся  не больш е семидесяти j 
если вероятность д л я  к а ж д о го  изделия бы ть б р ако ван н ы м  равна р  = 0,005 j 
и число изделий равно 10 0 0 0 . По только  что доказанн ой  теореме эта*, 
роятность равна

С I -
последовательности п  независим ы х испытаний. О пределим вероятность 

Одновременного о сущ ествлен ия неравенств

1*1
п

Р 1
М2
-------- Рг
п

Р {/i <  70} . » {
50 И - п р 20

n/49,75" y/npq

ц - п р

\fnpq Ь 1 2 84 - -
——  /  е  dz = 
\/2п - 7 .0 9

= Ф (2 ,8 4 )  -  Ф ( - 7 ,0 9 )  = Ф (2 ,8 4 )  + Ф (7 ,0 9 )  = 0 ,9 9 7 5 .

Значения ф ункции Ф (дс) при х = 7 ,09  в таблицах нет, м ы  заменили его I 
половиной, соверш ив при этом  о ш и б ку , меньш ую  Ю~10.

Е стественно, что в прим ерах настоящ его и п реды дущ его  параграфов. 1 
равно к а к  и в лю бых д р уги х  задачах , относящ ихся к  определению вероят-1 
ностей Рп (т)  при каки х-ли б о  конечны х значениях т  и п по асимптот* I 
чески м  ф о р м улам  М уавр а-Л ап л аса  тр еб уется  оцен ка соверш аемой при ; 
тако й  зам ене ош ибки. В течение очень до лго го  врем ени теорем ы  Муавра- I 
Л апласа применялись к  решению подобного рода задач без сколько-нибудь » 
удовлетворительной оценки остаточного члена. С оздалась чисто эмпирн* I 
ч еская  уверенность, что при п п о р яд ка  н еско л ьки х  сотен или еще больше* I 
а такж е  при р , не сли ш ком  б ли зки х  к  0 или 1 , употребление теорем  Муав- 
р а—Л апласа приводит к  удовлетвори тельн ы м  р езультатам . В настояш* | 
вр ем я  сущ ествую т достаточно хорош ие оценки погреш ностей, совер' 
ш аем ы х при пользовании асимптотической ф орм улой Myaвpa~Л|I,* ! 
л аса* ) . I

Мы остан о ви м ся еще на обобщении теорем ы  Бернулли на случай обш 
схем ы  последовательности независим ы х испытаний. П усть в каж дом  I 
пытании во зм о ж н ы  к и сходов , вероятность к а ж д о го  из н и х  с о о т в е т с т в е н  

равна р , , р 2............р к и M i, .............. М* ~ числа появлений каж до го  исхо J

) См., например, цитированную на стр. 84 работу С.Н. Бернштейна

те . неравенств

< « ,  .\Xi Р\Я\

М*
-------- Ркп

\Хк  I <  €*

(2)

РкЯк

Последнее из этих неравенств, собственно, я вл яет с я  следстви ем  п р еды ду­
щих, так к а к  согласно ( 2)  § 13 первы е к -  1 из неравенств ( 2)  дают о ц ен ку

хк 1 = 1 РкЯк
Xi

1=1 РкЯк
(3 )

Согласно (1 6 )  § 13 вероятн ость п ервы х к -  1 неравенств (2 )  [а  следо­
вательно, такж е неравенства ( 3 ) ]  им еет сво и м  пределом  при п-+°° интеграл

Л
tq2 .. j. ^  2 Q(x......... Хк)

(2 я )*  1 р к
dx i  dx 2 . .  • dx k j = 1 .

что

§ 13. Теорема П уассона

Мы видели при д о казател ьстве  локальной  теорем ы  М уавр а-Л ап л аса
"  / А --------------- ---- X.. . . . .

ИМ ВИДСЛИ при д и к а  J 3 1С.1Ы И5С Jiuivoiiunun ivuj/vi'im ... J  ------------
асимптотическое представление вероятности Рп (т)  посредством  ф унк 

~х t 2 д ей ствует  тем  х уж е , чем больш е вероятность р  отл-и-
у Д 7

чается от половины , т .е . чем меньш ие значения р  или q приходится рас­
сматривать, и это представление о тка зы в ается  служ ить при р  = 0, я  = 1 . 

также при р  = 1 , q  = о . О днако значительный к р у г  задач связан  с необхо- 
мостью вычисления вероятностей  Рп (ш )  именно при м ал ы х  значениях

• Для того чтобы в этом случае теорем а М уавр а-Л ап л аса  дала результат 
незначительной ош ибкой, н еобходим о, чтобы число п  испытаний было

ь вели ко . В озникает, таки м  о б р азо м , задача р азы скан и я асимптоти- 
ф0 ° и Ф °р м ул ы , специально приспособленной д л я  случая м ал ы х  р . Т ака я  

мУла была найдена П уассоном .

• )
"Нееких АоКЖе П̂ И малых значениях q  но очевидно, что задачи разыскания асимпто- 

формул для Рп (т)  при малых значениях р  или q сводятся одна к другой.
4 Ь.в. Г неце­нно

■
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Рассмотрим  последовательность серий 

Е\ 1 ,

Е21 « Е ц %
£ э 1 « ^32* £*зз

в которой собы тия одной серии взаим но н езави си м ы  м еж д у  собой и име> 
каж д о е  вероятн ость р п% зависящ ую  только  от ном ера серии. Через 
обозначается число ф актически  п о яви вш и хся событий л-й серии. 

Т е о р е м а  П у а с с о н а .  Е а и  р п - * 0  при п-+<*>% то
.т
п - а п

Р (р „  = т ) ---------- е
т\

О,

г д е
<*п -  п Р п

Д о к а з а т е л ь с т в о .  О чевидно, что

Рп  ( " 0  = = т )  = С ” р ”  (1 - р п )п - т  _

(о

т
Г  / _  М " т

! ( я  -  т ) !  V п )  \ п )

. ^ Л - М
л?! \ л /

(-;)(-;)у(-= г1)
0 -^Г

(3

П усть т  ф иксировано . Выберем  произвольно е >  0 . Т огда можно выб* 
рать /1 =Л (е )  столь больш им, чтобы при а >  >1 было

, W ___
<
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р а с с м о т р и м  сначала те номера п, д л я  ко то р ы х  а„ > А. Д ля л и х  п. 
по неравенству 1 - х <  е  х, 0 <  х < \:

т\
пт ейп - * п  /  __
—  е <т\ 2
Поэтому для указан н ы х  л

а  I ^ е
"  <  7 + Г " * -  /л! I 2 2

Рассмотрим теперь те номера л , д л я  ко то р ы х  <  А. Т ак  к а к

lim ! ( l -  — \ — е  °п ] =0  при ап <  А и при 
я —  I \ л / )

постоянном  т

К)
lim £ ----------------------------------------------------------------  1,П -+оо / \ Ш

то в силу ф ормулы  (2 ) при п >  п 0 (е)

<  е ,
а т 

Л| (т)  —
ml

ЧТ0 и ^ б о в а л о с ь  до казать .
аметим, что теорем а П уассона имеет м есто и в том  случае, к о гд а  ве- 

со^ы тия Л в к а ж д о м  испытании равна нулю . В л о м  случае
ч U.

Обозначим
пт

Р { т )  = ------- е  а
т\

Л егк(^ННОе РаспРеделение вероятностей hochi название закона Пуассона. 
ПоДсчитать, что величины Р{т)  удовлетворяю т равенству

• И зучим поведение Р(т)  к а к  функции т.  С этой целью рас-
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см отрим  отношение 

Р (т )  _ а_
Р ( т - \ )  т

Мы ви ди м , что если т  >  я , то Р(т )  < Р (т  -  1 ) ,  если же т < а % ^ 
Р(т)  > Р (т  -  1 ) ,  если, наконец , т  = я , то Р (т )  = Р(т  -  1) .  Отсюда мц 
вы во д и м , что величина Р(т)  возрастает при увеличении т  от 0  до т 0 = и  
и при дальнейш ем увеличении т  уб ы вает . Если а -  целое число, то Р(щ 
им еет два  м акси м ал ьн ы х  значения: при т 0 = а и при т 0 = а — 1 . Приведем 
примеры .

П р и м е р  1 . Вероятность попадания в цель при к а ж д о м  выстреле 
равна 0 ,0 0 1 . Найти вероятность попадания в цель д в у м я  и более пулями, 
если число вы стр ел о в равно 5 0 0 0 * ) .

Считая каж д ы й  вы стрел за испытание и попадание в  цель -  за событие, 
м ы  м о ж ем  д л я  вычисления вероятности  Р(/!„ >  2 ) восп ользоваться теоре­
мой П уассона. В рассм атри ваем ом  примере

ап =пр = 0 ,001  • 5000  = 5.

И ско м ая вероятность равна

P{, i n > 2 > =  2  Рп (т)=  1 - Р „  (0 ) -  Р„ (1 ).
т  с 1

По теореме П уассона

/>„(0) *  е - 5 . Р„{\)  *  5 е - 5 .

П оэтому

р { ц п > 2)  1 - 6е ‘ 5 *  0 ,9 5 9 6 .

М аксимальное значение вероятность Рп (т)  принимает при т  = 4 и т *5 . 
Эти вероятности равны  с точностью до четвертого десятичного знака

Р(4)  = Р ( 5 )  *  0 ,1 7 5 1 .

Вычисления по точной ф орм уле дают с точностью до  четвертого знак! 
Р*ооо(0) = 0 ,0 0 7 1 , Р5ооо( 0  = 0 ,0 3 5 4  и. следовательно ,

Р{цп > 2 )  = 0 ,9 5 7 5 .
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•) В Великой Отечественной войне реальное осуществление условий нашей 3aĴ ef 
имело место при обстреливании самолета из пехотного оружия. Пулей самолет ^  
быть подбит лишь при попадании в немногие уязвимые места -  м о т о р ,  л е т ч и к ,  о е ^  
баки и пр. Вероятность попадания в эти уязвимые места отдельным выстрелом BCoJ||r 
мала, но, как правило, по самолету вело огонь целое подразделение, и обшее к ^  
чество выстрелов, выпущенных по самолету, было значительным В результате 
роятность попадания хотя бы одной или двумя пулями имела заметную вслич*»1 
Это обстоятельство было подмечено и чисто практически.

бка от использования асимптотической ф орм улы  меньш е 0 .2 5 %
ОШ1|яемой величины.

* п и м е р  2. На прядильной ф абрике работница о б служ и вает по не*
исо сотен веретен , каж до е  из ко то р ы х  прядет свой м о то к  пряж и, 
мщении веретена пряж а из-за неравномерности н атяж ен и я , неровноты 

угих причин в м ом енты  врем ени , зависящ ие от сл уч ая , рвется . Д л я 
Ипоизводства важ но знать, к а к  часто м о гу т  происходить о б р ы вы  при тех 
Или иных услови ях  работы  (сорт пряж и , скор о сть  веретен и т л . ) .

Считая, что работница о б служ и вает 8 0 0  веретен  и вероятн ость обры ва 
пряжи на каж до м  из веретен в течение н екоторого  п р о м еж утка  времени т 
равна 0 ,005, найти наиболее вероятное число о б р ы во в  и вероятность то го , 
1цо в течение п р о м еж утка  врем ени г  произойдет не более 10 о б р ы во в . 

Так ка к

ап = пр = 0 ,005  • 8 0 0  «  4,
го наиболее вероятны х чисел о б ры вов за промежу то к  врем ени г  будет д ва .
3 и 4. Их вероятности 

/>.о о (3 )= / ’в о о (4 )= С 3 00 0 .0 0 5 4 0 .9 9 5 7 ’ 6 .

По формуле П уассона им еем :
4 3 3*>

^оо(3)=/>80о ( 4 ) -  — е ' 4 = —  • е '4 = 0,1954.

Точное значение Р%00(3)  = /^ооН ) = 0 ,1 9 4 5 . Вероятность то го , что число 
брывов за п р о м еж уток врем ени f  б уд ет  не более 10 равна 

10

I у ”

В
m ~0

силу теоремы П уассона
4 m

m *= 1 1

/>, 00(т ) --------е - 4 (ш = 0 . 1 . 2 . . . . ) .
щ !

п°этому

Р ^ п < 10} = 1 -  У —
Но '" = 11

4 m

.-4

2  4 *  / 4 1 . 4 .2 4 . ЗЧ
»чс|. т , е  >  ( ------- + ------- + -------- ) е~

1 m \ 11! 12! 13! /

П !39 е "* = 0 ,0 0 2 76 .
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С другой  стороны ,
4  т
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Р*у,

2 
т «= I 1

+ е

т\

4 ,э

- 4
4 11

ТТ7

12

12!

14 \ 14 /

12 • 24

11135
е “4 = 0 ,00284 .

*13!

Т аки м  о б р азо м ,

0 ,9 9 7 1 6  < P { / i„ <  10 J <  0 ,9 9 7 24 .

Подобно т о м у , к а к  и при использовании теорем ы  М уавра Л аплаД  
во зн и кает вопрос об  оценке соверш аемой ош ибки  при замене точно} 
ф орм улы  д л я  вы числения Рп (т)  на асим птоти ческую  ф орм улу Пуассоиа*)] 

Из равенства

Р п (  0 )

= ехр

Л'-т)'

где

Rn = 1 -  ехр  ( - л 2
* =2 т(тУ}-

м ы  л е гк о  м о ж ем  найти эту  о ц ен ку  д л я  случая т  = 0 . В сам ом  деле. т#| 
к а к  при лю бом положительном дг 0 <  1 — е~ х <  дг, то к а к о в ы  бы ни бы*!

0 < R n < п £  )
к = 2  к \ П )

Т ак к а к

2  —  ( — )  <  - 5 L  ^ -  f  ( h \ k =
к  = 2 к \ П /  2 Л  3  Ас = 3 \  Л )

ah
2л 2

• И )
Зл

6 л

Зл -  а,
л -  а,

< а 2п
2л (л  -  ап )

•) Эта задача подробно исследована в статье Ю.В. Прохорова ’’Асимпто-^Т^ 
поведение биномиального распределения” (УМН. -  1953. -  Т. 8. -  С'. 13$" J

0 < К п  <
а2п

2 (л  -  ап )
Из того, что Rn неотрицательно, м ы  заклю чаем , что при зам ене / * (0)  на 
е ~Лп Мы н есколько  увеличи ваем  вероятность Рп ( 0 ) .

§ 14. Иллюстрация схем ы  независим ы х испытаний

В качестве иллюстрации использования преды дущ их результатов для 
целей естествознания м ы  рассм отрим  весьм а схем ати чески  проблем у 
случайных блужданий частицы на прям ой линии. Эта задача м ож ет рас­
сматриваться к а к  проббраз реальны х ф изических задач теории диффузии, 
броуновского движ ени я и пр.

Представим себе, что в определенные м ом ен ты  врем ени  частица, нахо­
дящаяся в начальный м ом ент в положении дг = 0 , и сп ы ты вает случайные 
толчки, в результате ко то р ы х  она получает смещ ение вп р аво  или влево  
на единицу масш таба. Т аки м  о бразом , в к аж д ы й  из этих м о м ен то в частица 
с вероятностью 1/2  см еш ается на единицу вправо  или с тако й  же вер о ят ­
ностью -  на единицу вл ево . В результате л толчков частица перем естится 
на расстояние ц. Ясно, что в этой задаче м ы  и м еем  дело со схем ой Бернулли 
в чистом виде. Отсюда сл едует , что при к а ж д ы х  п и т  м ы  м о ж ем  вычислить 
вероятность того , ч то д  = т ;  а именно

т + п

Р (М = т) = а у если -  л <  т  <  л .

0 , если | т  | >  п .
При больших значениях л , к а к  это следует из локальной теорем ы  М уавр а— 
Лапласа,

р {д = т } ^
т 
2 п

(О

На по-
•  * 1 ЛуЧеН!<Ую Ф °р м ул у  м ы  см о ж ем  см отреть следую щ им о б р азо м . Пусть
* г  0 Г -  MOMeHT им елось больш ое число частиц, имею щ их координату 
по П ' се. эти частицы независимо д р уг  от д р у га  начинают перемеш аться 
^стиц М° И П° Д влияни ем  случайны х то лчко в . Т огда после л толчков доля

Пон Пе )̂еместив 11111 х ся  на расстояние т % д ается  ф ормулой ( 1) .
что м ы  р ассм атри ваем  и д е а л и з и р о в а н н ы е  усло ви я 

ных у Я частиц и реальные м о л ек ул ы  д ви ж утся  при гораздо  более слож- 
йс н н ° Виях’ °Д нако  полученный результат дает правильную  к  а ч е с т- 

У К) картин у явлен и я.
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щ \
)(ъА

В ф изике приходится рассм атривать более слож ны е примеры случай»..! 
блуж дан ий . Мы ограничимся столь ж е схем ати чески м  рассмотрен*?! 
влияни я 1)  отражаю щ ей стенки , 2)  поглощающей частицы стенки . |

П редстави м  себе, что на расстоянии s единиц вправо  от точки *  * J 
и м еется отраж аю щ ая стен ка ; т ак  что частица, попавш ая в какой-; 
м ом ент врем ени на эту  с тен к у , при следую щ ем толчке с вероятно 
единица вы б и вается  в том  же направлении, о т к у д а  она приш ла.

Д л я  наглядности  станем  изображ ать положение частицы на плоское* 
(х , г ) .  П уть частицы изобразится при этом  в виде ломаной линии. П 
к а ж д о м  толчке частица передви гается на единицу ’’в в е р х "  и на единит 
вправо  или вл ево  (к аж д ы й  раз, к о гд а  дг<  s ,  с вероятностью  половина 
Если же дг = s ,  то при очередном толчке частица сдви гается  на еци 
вл ево .

Д л я  подсчета вероятности Р {ц = т}  поступим  следую щ им образом 
мысленно о тки н ем  стен ку  и разреш им частице д ви гаться  свободно, как 
если бы не было стенки . На рис. 13 п о казан ы  таки е идеализированны 
пути , приводящ ие в точки А и А\ симметрично расположенные от 
тельно стен ки . Ясно, что д л я  то го , чтобы реальная частица, двигаясь с 
отраж ени ям и , достигла точки Л , необходимо и достаточно, чтобы частит 
двигаю щ аяся в идеализированной об стан о вке  (б ез  отражающ ей стенки* 
достигла либо точки А% либо точки А*. Но вероятность попасть в точку Л 
в идеализированной о б стан о вке , очевидно, равна

П !

(т ♦ п \ / п - т \ (I)"

Точно так  же вероятность попасть в то ч ку  А’ равна (абсцисса точки А*р*\ 
на 2s — т)

Р{ц  = 2 j  -  т )

( п -  т \ / п + т \ (т)’
И ско м ая вероятность, следовательно , равна 

Рп ( m ; j )  = ? { ц  = т )  +Р{ц = 2 з - т ) .

Если восп ользоваться локальной предельной теоремой Муавра 
то находи м , что

Р„ (т. s ) ~

т
~2п ♦ е

(21 т ) 7
2 п
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Эг0 известная формула из теории броуновского дви ж ен и я Она п™  *более симметричный ви д , если начало коор-.инат "риобретает

« д а т » » ,  перейти к  
в  результате этой зам ены  получим , что ™ «м \

.Jps , , _ ( * ♦ * ) ’

P„(2 = k) = Pn l k + s . s } = -------V 2 ^ i  +

z по ф орм уле 1  -  х — s. 

_  <* ~ 5)>
2 п

Мы перейдем теперь к  рассмотрению  третьей схем атической  задачи

А'

ко гд а

1 \ п я ' /
/ч %

/
/

1 / /
/ /

/ / 11

7/

т
Рис. 13 Рис. 14

на пути частицы поставлена в точке х = s поглощ аю щ ая п ер его р о дка . Части­
ца, попавшая на п ер его р о дку , в дальнейш ем  движении участия уж е  не 
принимает. Очевидно, что в  этом  примере вероятность попасть в то ч ку  
* = т Ст<  s )  после п толчков будет меньш е, чем Рп (т)  (т .е . меньш е в е ­
роятности попадания в эту то ч ку  без поглощающей с т е н к и ); обозначим 

искомую вероятность си м во ло м  Рп (т ; j ) .
Для подсчета вероятности Рп(т\ s ) снова мысленно уберем  поглощаю- 

Щу1° стен к у  и предоставим  тем  сам ы м  частице свободно дви гаться  по пря- 
• Частица, попавш ая в некоторый м ом ент времени в положение дг = s, 

^зывается в последую щ ие м ом енты  времени справа и слева от прямой 
п *  * с °Дн°й  и той же вероятностью . Точно так  же после попадания на 

ук> х = s  частица с одной и той же вероятностью  м о ж ет попасть к а к  
попа К Так и в  точкУ Л *(2* -  т, п ) . Но в то ч ку  А' частица м ож ет

только попав предварительно в положение дг = $, поэтом у дл я  
Тельн °  ПУ™* ведущ его  в то ч ку  А\ и м еется путь , симметричный относи- 
Щсн„ог” РЯМой х = 5 и ведущ ий в точку А : точно так  же д л я  в с я к о го  зал ре- 
вУет °  В действительном движении пути , приводящ ем  в то ч ку А, сущ ест­
в у  А* гММетРИЧНы” относительно прямой х -  s путь , приводящ ий в точ- 

|  \РИс. 1 4 ) .  При этом  зам ети м , что м ы  р ассм атри ваем  симметрию
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путей , то л ько  начиная с м ом ен та попадания на п рям ую  х = s .  Проведении, 
рассуж дени я п оказы ваю т н ам , что из путей , приводящ их в то ч ку  А в ид^ 
лизированном  движ ении , м ы  долж ны  отбросить при подсчете числа благо, 
приятствую щ их случаев в реальном движении ровно сто л ько , сколцЗ 
путей ведет  в  то ч ку  А\ Отсю да, очевидно, сл едует , что

Рп(т,  j )  = Р III = т  } -  Р {ц = 2* -  т).
В силу локальной  теорем ы  М уавр а-Л ап л аса  им еем :

( 21- т )1

{еРп(т. 5) - 2 п
V 2

-  е 2 п )
1ГП

ЧПР^НСИИЯ

Упражнения

1. Рабочий обслуживает 12 однотипных станков. Вероятность того, что станок 
потребует к  себе внимания рабочего в течение промежутка времени длительности г 
равна 1/3. Чему равна вероятность того, что

а) за время г 4 станка потребуют к  себе внимания рабочего;
б) число требований к  рабочему со стороны станков за время г будет межд> 

3 и 6 (включая границы)?
2. В некотором семействе имеется 10 детей. Считая вероятности рождений мальчи­

ка и девочки равными 1/2, найти вероятность того, что в семействе
а) 5 мальчиков и 5 девочек;
б) число мальчиков заключается между 3 и 8.
3. В обществе, состоящим из 4 человек, дни рождений трех приходятся на один 

месяц, а четвертого -  на один из остальных одиннадцати. Считая вероятность рожде­
ния в течение каждого из месяцев для каждого лица равной 1/12, найти вероятность 
того, что

а) указанные три лица родились в январе, а четвертое лицо в октябре;
б) три лица родились в каком-то одном месяце, а четвертое в каком-то из осталь­

ных одиннадцати.
4. При 14 400 бросаниях монеты герб выпал 7428 раз. Как вероятно столь большое 

или большее уклонение числа выпадений герба от пр, если монета симметрична (те 
вероятность выпадения герба в каждом испытании равна 1/2) ?

5. К электросети подключено п приборов, каждый мощностью а киловатт и пот­
ребляет в данный момент энергию с вероятностью р. Найти вероятность того, 
потребляемая в данный момент мощность

а) окажется меньше чем т а р ;
б) превзойдет гпар (г>  0) при условии, что лр велико.
6 . В одном из учебных заведений обучаются 730 студентов. Вероятность то 

что день рождения наудачу взятого по списку студента приходится на определенна  
день года, равна 1/365 для каждого из 365 дней. Найти

а) наиболее вероятное число студентов, родившихся 1 января.
б) вероятность того, что найдутся три студента, имеющие один и тот же день р° 

дения. к)
7. Известно, что вероятность выпуска сверла повышенной хрупкости 

равна 0,02. Сверла укладываются в коробки по 100 штук. Чему равна вероятН 
того, что

оробке не окажется бракованных сверл ;
В ^обракованных сверл окажется не более 3;

*** " л ь к о  нужно класть в коробку сверл, чтобы с верожностыо, не меньшей 0,9,

выло нс менее 100 исправных?
9 з а н и с. Воспользоваться распределением Пуассона

В страховом обществе застраховано 10000 лиц одного возраста и одной со- 
группы Вероятность смерти в течение года для каждого лица равна 0,006. 

*"1?11|̂ ^Б*Р*хоМННЫЙ вноси! 1 января 12 руб страховых и в случае смерти его 
^*чэенники получаю! от общества 1000 руб. Чему равна вероятность того, что
Р°д\ 0бшссгво потерпит убытки;

б) получи! прибыль, не меньшую 40000, 60 000, 80 000 руб.?
9 Доказать теорему: если Р и Р9 - вероятности наиболее вероятного числа появ­

лений со б ы 1 ин А в п и п ♦ 1 независимых испытаниях (в каждом из испытаний 
pH) = р ),т°Р #< Р ; равенство исключается, если (п ♦ 1) р  не целое число.

10. В схеме Бернулли р  «  1/2. Доказать, что:

,)  < Р2п<*) < —2у/п \j2ti ♦ 1

^  ,  P ^ n i n t h )  9t
в) hm —=— — — в е  

* Р*п№

если z - h j  s j n  (0 < 2 < ♦ » ) .
11. Доказать, что при npq  > 25

■ И
Рп (ш)

при
г ( « - / » ( * • -_2 £ > Ь  л .
L 6 s/npq

гас

т -  пр 2 в — ___
s/npq

платность появления события А 
12. Произведено п независимых испытат ■ ' 11НОго появления события А в п 

и i-м испытании равна р ,; Р„0»)  вероягноогъ т кратною 
испытаниях. Доказать, что

(п)

6» ?п(т ) сначала возрастает, а затем убывает (если только Р„(0) или РП(п)  сами 
^«•ляю тся максимальными).

13. Доказать, что при * > 0  функция ] е  2 dz удовлетворяет неравенствам
X

— ------- Z
2
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14. З а д а ч а  Б а н а х а .  Некий математик носит с собой две коробки 
Каждый раз, когда он хочет достать спичку, он выбирает наугад одну из к о Л  
Найти вероятность того, что когда математик вынет пустую коробку, в Другоа?_% 
ке окажется г спичек (г « 0, 1, 2, л ; я  -  число спичек, бывших первон^Я 
в каждой из коробок).

15. К линии электропередачи подключено п механизмов. Вероятность тог I 
механизм, потребляющий энергию в момент времени t прекратит ее п о тр ав  
до момента / ♦ ДГ, равна а  Д/ ♦ о  (At). Если в момент t  механизм не потревЯ 
энергии, то вероятность того, что он станет ее потреблять до момента t ♦ д / З
0 Д/ ♦ и(Д/) независимо от работы других механизмов. Составить ДифференцщЯ 
уравнения, которым удовлетворяют вероятности Pr ( i )  того, что в момент г 
потребляют г  механизмов.

П р и м е ч а н и е .  Легко указать конкретные осуществления условий этой 
движение трамваев, электросварка, потребление энергии станками с автоматиСД 
выключением и пр.

16. Один рабочий обслуживает п однотипных станков-автоматов. Если в момсг 
станок работает, то вероятность того, что он потребует обслуживания до мом я̂ 
/ ♦ Д/ равна аД  / ♦ о  (At). Если в момент / рабочий обслуживает какой-нибудь стаЭ 
то вероятность того, что он закончит обслуживание до момента t + дг, J  
0 At ♦ о(Д/). Составить дифференциальные уравнения, которым удовлетвори 
вероятности Pr (t )  того, что в момент t работают п -  г  станков, один обслужш З 
и г  -  1 ожидают очереди на обслуживание (Р0 (/) -  вероятность того, что все 
работают).

П р и м е ч а н и е .  Нетрудно аналогичным путем составить дифференциальные) 
нения для более сложной задачи, когда N станков обслуживает бригада из к ра 
Для практических целей важно сравнить экономичность той и другой системы о 
зации труда. С этой целью следует изучить установившийся режим, т.е. расе 
вероятности Pr ( t )  при t

Оказывается, работа бригады, обслуживающей кп  станков выгоднее как в 
лучшего использования рабочего времени станка, так и рабочего времени ра 
чем обслуживание одним рабочим п станков.

Г  J1 А  В  А  3 

Ц ЕПИ МАРКОВА

§ 15. Определение цепи М аркова

Непосредственным обобщ ением схем ы  независим ы х испытаний я в л я е т ­
ся схема так  н азы ваем ы х  ц е п е й  М а р к о в а ,  вп ервы е систематически 
изученная известны м  р усски м  м атем ати ко м  А .А . М ар ко вы м . Мы ограни­
чимся изложением элем ентов его  теории.

Представим себе, что производится последовательность испытаний, в 
каждом из ко то р ы х  м ож ет осущ ествиться одно и то л ько  одно из к не­
совместимых событий Л»( , ) , Л 2( 5 ) .................A^s)  (верхний и н декс , к а к  и
в предыдущей гл аве , обозначает номер и сп ы тан и я). Мы с к а ж е м , что после­
довательность испытаний о бразует  цепь Маркова,  точнее, простую цепь 
Маркова, если у сл о вная  вероятность в s ♦ 1-м испытании (s  = 1 , 2 , 3 , . . .  ) 
осуществиться событию л / 1* 1* (/ = 1 , 2 , . . . ,  А:) зависит только от того , 
какое событие прои зошло  при s -м испытании и н е  изменяется от до ба воч ­
ных сведений о  том, каки е  события происходили в б ол е е  ранних испы­
таниях.

Часто при изложении теории цепей М аркова придерж иваю тся иной тер­
минологии и го во р ят  о некоторой ф изической системе 5 ,  ко то р ая  в к аж ды й  
момент времени м о ж ет находиться в  одном  из состояний Ах, Л2, . . . , Ак
и меняет свое состояние только  в м ом енты  r l 9 12............. г п% . .  . Д л я цепей
Маркова вероятность перейти в какое-ли бо  состояние А,- (/ = 1 , 2 , . . .  Д )  
в момент ts зависит то л ько  от Aj и то го , в к а к о м  состоянии 
система находилась в  м ом ен т f ( f j _ i  <  t <  / , ) ,  и не и зм ен яется от того , 
что становятся известны м и ее состояния в более ранние м ом ен ты .

Д ля иллюстрации рассм отрим  д ва  схем ати ческих примера.
Р и м  е р 1. П редставим  себе, что частица, н ахо дящ аяся  на прям ой , 

ижется по этой прямой под влияни ем  случайных то л ч ко в , происходящ их 
моменты f ! » /  2 »/ 3» . . .  Частица м ож ет находиться в то ч ках  с целочислен- 

к оординатами я , а +1 , а + 2 , . . . , Ь; в точках  а и b  н ахо дятся  отра- 
стенки . К аж ды й толчок перемещ ает частицу вправо  с вероятно- 

10 Р и влево  с вероятностью  q = 1 -  р.  если только  частица не находится у 
^ СЛИ Же частица находится у стенки , то любой толчок переводит ее 

вн утрь п р о м еж утка  м еж д у  стен кам и . Мы ви ди м , что проведен- 
пример б луж дан и я частицы п р едставлят собой типичную цепь М арко-



ва. Точно так ж е  можно бы бы ло рассм отреть случай , к о гд а  частица ппы 1 
пает к  одной из стенок или к  обеим  из них.

П р и м е р  2 . В модели Бора атом а водорода электрон  м ож ет находи^! 
ся на одной из до п усти м ы х  орбит. Обозначим через Л , собы тие, с о с т о я т !  
в то м , что электрон  находится на /-й орбите. П редположим далее, что g I 
менение состояния атом а м ож ет наступать то л ько  в м ом енты  / , , / 2^  I 
( в  действительности эти м ом ен ты  представляю т собой случайные вели^| 
н ы ) . Вероятность перехода с #-й орбиты на /-ю в м ом ен т t s зависит только 
от / и/ (разность / -  / зависит от количества энергии, на которую  изменил 
ся зар яд  ато м а в м ом ент / ,)  и не зависит от то го , на к а к и х  орбитах нахо. 
лился электрон  в прош лом.

Последний пример п редставляет собой цепь М аркова с бесконечным 
(п р авда , то л ько  в принципе) числом состояний ; этот пример был бы не 
сравненно ближе к  реальной о б стан о вке , если бы  м ом ен ты  перехода нашей 
систем ы  в новое состояние м огли  м ен яться  непреры вно.

§ 16. М атрица перехода

Мы ограничимся далее изложением простейш их ф акто в д л я  однородных 
цепей Маркова,  в ко то р ы х  усл о ви я вероятность п оявлени я события 
в (s  + 1 )-м  испытании при услови и , что в s -м испытании осущ еств! 
событие , не зависит от номера испы тания. Мы назовем  эту вермт- 
ность вероятностью перехода  и обозначим б укв о й  р^\ в этом  обозначении 
первый и ндекс все гд а  будет обозначать результат предш ествую щ его испы­
тания, а второй и ндекс у к а з ы в а е т , в к а к о е  состояние перейдет система в 
последую щ ий м ом ент времени .

П олная вероятн остная картина во зм о ж н ы х изменений, осущ ествляю щ их- 
ся при переходе от одного  испытания к  непосредственно следую щ ем у, 
задается матрицей
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я ,  =

Рк 2 Ркк\  Рк I ...... .
составленной из вероятностей  перехода, которую  м ы  б уд ем  на 
матрицей перехода.

О тм ети м , к а к и м  у а ю в и я м  долж ны  уд о вл етво р ять  элементы  этой маТ 
рицы. П режде всего  они, к а к  вероятности , долж н ы  бы ть н ео три ц ательн ы *111 
числами, т.е. при всех  / и /

Далее из то го , что при переходе из состояния в s -м  и сп ы тан и и  си

l6 Matpnua перехода

^  з ате п ьн о  переходит в одно и только  в одно из состояний А^**1 *

111

Л )*1 испытании вы текает  равенство

£ Ра * ) .
- 1

Таким образом, с у м м а  элементов каж до й  строки  матрицы  перехода равна

единице. „
Наша первая задача в теории цепей М аркова состоит в определении 

вероятности перехода из состоян ия Л /1* в $-м испытании в состояние 
^(«♦»> через п испытаний. Обозначим эту вероятность зн ако м  Pjj(n).

Рассмотрим како е-н и б удь  промежуточное испытание с ном ером  s + m. 
В этом испытании осущ естви тся како е-то  одно из во зм о ж н ы х  событий 
4 (*♦"*) (1 < г  <  к ) .  Вероятность тако го  перехода, согласно с только  что 
введенными обозначениями, равна Pir ( m ) . Вероятность же перехода из 
состояния .4Г(,+Ш ) в состояние *п)  равна Рг/(п -  т ) .  По ф ормуле 
полной вероятности

ЛДя)

*

1
г= I

Pi Ат) Рг/ ( п - т ) . О )

Обозначим через матрицу перехода через п испытаний

р \ i W i ( n )  ■ • • Л * ( " )

Pki(n)Pki(n) ' .  '. .'> **< «)

(опасно ( 1 ) м еж д у  матрицами я 5
соотношение

с различными и н дексам и  сущ ествует

пт * п -т (О < т < п ) .
певать 8 частности. при п  = 2 н аходи м , что

*2 « Я ,
ПРИ

52 *1

I • Я2 = я- Я, = Я?
в°обще при лю бом п

к
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О тметим частный случай ф орм улы  ( 1 ) :  при т  = 1

Гл. 3. Цепи м

г -  I

В качестве  упраж нения предлагается читателю написать матрицу nei*J 
да д л я  первого  примера преды дущ его  параграф а.

§ 17. Т еорем а о предельных вероятн остях

Т е о р е м а .  Если при некотором s >  О в с е  элементы матрицы перехоЛ 
7is положительны, то существуют такие постоянные числа p f (/= 1 , 2, . .  j h J  
что не зависимо от ин д ек са  / имеют место равенства

l im Pif(n)  = р/.
П 90

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И дея до казател ьств  этой теорем ы  весьма прос I 
та : сначала устан авл и вается , что наибольш ая из вероятностей Рц(п) с рос! 
том  п не м ож ет возрастать , а наименьш ая не м ож ет уб ы вать ; далее по»' 
зы вается , что м а к с и м у м  разности Рц(п )  —Ру(п )  ( / , / = 1 , 2 , . . .  , к) стрг 
м ится к  нулю , к о гд а  п -► «>. Этим до казател ьство  теорем ы , очевидно,*» 
верш ается. Действительно, в силу известной теорем ы  о пределе моното»| 
ной последовательности м ы  заклю чаем  из п ервы х д в у х  указан н ы х  свойств 
вероятностей Рц(п ) , что сущ ествую т

lim  m in Рц(п)  = р/ 
к / < *

lim  m ax Рц(п)= pi. 
я - -  1 <i<k

А так  к а к  в  силу третьего  из ук азан н ы х  свойств 

lim  m ax | Рц(п)  -  Pt.(n) | = О,
П~*оо 1 </,/<* t

то

Pi = Pi = Р/.

Мы перейдем  теперь к  осущ ествлению  намеченного плана. Заметим пр* 
де всего , что при п >  1 им еет м есто неравенство

к к 
Рц(п)  = 2  РцРц(п \)> m in Рц(п - 1 ) 1  р а  =

/= 1 1 < К к  /= 1

= mi n Рц(п — 1).
\<1<к

Это неравенство им еет место  при к а ж д о м  /, в частности при то м , при к о ­

тором

/ „ ( « )  = р ч(п)-

Таким образом ,
min Р ц (п )>  m in Рц(п  -  1 ) .

,</<* 1 <i<k
Подобным же п утем  л е гк о  обнаруж ить, что

шах Р/.{п) <  m ax Рц(п -  1).
1 </<* !< / < *

Мы можем считать, что п  >  s ,  и поэтом у и м еем  право записать по ф о р м у­

ле ( 1 ) ,  что
к

Рц(п) = 2  Pir(s) Prj(n -  S) .
г  = I

Рассмотрим разность
* Ас *

W  - Л / ( я )  = 2  Pir( s )P„ (n  -  S) -  Е  / > ,* ) Л/(Я -  * ) =
г= 1 г *  1

к

= 2  1Л Д * ) -  Л К *)1 Л-Ди -  *)■
г = 1

Обозначим положительные разности Pi r ( s )  -P i r (s )  си м во л о м  , а непо 
ложительные разности через -  . Т ак  к а к

* к  

, ? / * ( * )  «  Д  Л г (* )  *  1 ,
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то

(2)

Из

i  | Р „ ( . )  -  f . w i  -  л  t f ’  -  ■ ° -Г- 1 (г) (О

этого равенства заклю чаем , что

К  = I  ц<'> = 2
(О С»*) ^  ^

т *к к а к  по предположению  при всех  i и г  (/, г  *  1 • 2 , 3 , . . .  • к) Pir (*

<  V  Л ,( » )  -  >■(О г — I



раз, най дем , что

max \P(j(n )-P lfin)\ < h ŝ 1 max j Рц1 n -  I — 1 s^  -  
K i . K k  K i . K k » \ L s J  /

-F"{n- It]')I-
Так к ак  всегда | Рц(т) -  Рц(т) I < 1, то ясно, что

(3)
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Т аки м  о бразом ,

О < И и  < 1 .

П усть

h  = max hu .
K i .K k

Т ак к а к  число во зм о ж н ы х  исходов конечно, то н ар яд у  с величинами Ип  ве- 
личина h  уд о вл етво р яет  неравенствам

О<h  <  I .

Из (1 )  н ахо ди м , что при лю бы х / и / (/ ,/ = 1 ,2 ............к)

| Р „ ( п )  - Р „ ( п )  | = 12  f f l p rli n - s ) -  1  t f r )Pr i (n  - 1)  | <
( ' )  ( ' )

<  I max PrAn -  s )  E  0 -  min /><я -  s )  2  $ ’Sr) I <
1 <r<k (r) K r< *  (r)

< Л | max Prj (n  - s )  -  min Pr.(n - s )  | <
K r< k  K r< k

< h  max | Рц(п -  s )  -  PtAn -  s )  I 
1 </,/<*

и, следовательн о , такж е

max | P/An) -  PtAn) | < h max | P(An - s ) - PtAn - s)|
K i . K k  K i . K k  '

П рименив это неравенство

упр^нсНИЯ
п

о̂о такж е  --  ♦ 00 , поэтом у в силу (3 )  отсюда сл едует , что 
М р и п s

,jm max I Л ,(« )  Л/(") I = 0.
KU<k

Из доказанного заклю чаем  та к ж е , что 

к

/ »
Действительно,

* *
2  Р/ = lim  2  Р/Дл) = lim  1 = 1 . 

j  | 1 я - *

Таким образом , на величины р , можно см отреть к а к  на вероятности по­
явления исхода при л-м  испытании, к о гд а  п  в ел и ко .

Физический см ы сл  доказанной  теорем ы  ясен : вероятность системе на­
ходиться в состоянии Aj практически  не зависит от то го , в к а к о м  состоя­
нии она находилась в д ал ек о м  прош лом.

Только что обнаруж енная теорема Пыла впервы е до казан а  творцом  тео­
рии цепных зависимостей А .А . М ар ко вы м : она яви лась п ер вы м  строго д о ­
казанным результатом  среди т ак  н азы ваем ы х  эргодических теорем , играю ­
щих важную роль в современной ф изике и инженерном деле.

Упражнении

I Ворот мости перехода даются матрицей

/1/2 1/3 1/6 \
1/2 1/3 1/6 I.

\1/2 1/3 1/6 //
У равно число состояний? Найги вероятности перехода из состояния в состояние 

w Два ипга.

М(н.т||̂ /,СКТ̂ ОН может находиться на одной из счетного множества орбит в зависн­
ет наличной знергии Переход с /' й орбшы на /ю происходит за одну секунду с

•*Роятностыо
j*  *и- вероятности перехода за две секунды, б) постоянные<*/.

115

( 0 1/2 1/2\
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\\п 1/2 0 /
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И л ь н ы е  веронт^Ги^  CJ,y4ac JP1 одическая теорема Маркова? Если да, то найги



СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ
И ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

§ 18. О сновные свой ства ф ункций распределения

Одним из основн ы х понятий теории вероятностей  я в л яе т с я  понятие слу. 
чайной величины. П режде чем переходить к  ф орм альном у его  определение 
мы о стан о ви м ся на рассмотрении прим еров.

Число ко см и ч ески х  частиц, попадающих на определенный участок эе* 
ной поверхности в течение п р о м еж утка  врем ени определенной длины, 
подвержено значительным ко л еб ан и ям  в зависим ости  от многих случй- 
ных обстоятельств .

Число вы зо в о в , поступивш их от абонентов на телефонную станцию! 
течение определенного п р о м еж утка  врем ени , не остается постоянным,! 
подвержено значительным случайны м ко л еб ан и ям .

Разм ер  укло н ен и я точки падения снаряда от центра цели определяете! 
больш им количеством  разнообразных причин, носящ их случайный харак 
тер. В результате в теории стрельбы  вы н уж ден ы  считаться с явлением рас 
сеивания снарядов о ко л о  центра цели к а к  со случайны м  явлением  и рас 
см атривать ук азан н ы е укло н ен и я к а к  случайные величины.

С корость м о л ек ул ы  газа  не остается неизменной, а м ен яется в завив 
мости от столкновений с др уги м и  м о л ек ул ам и . Этих столкновений очя 
много даж е в течение ко р о тк о го  п р о м еж утка  врем ени . Зная скорость моя
к у л ы  в данный м ом ен т, нельзя с полной о п р е д е л е н н о с т ь ю  у к а за т ь  ее зна<
ние, с к аж е м , через 0,01 или 0 ,001 сек ун д ы . Изменение скорости  молекул 
носит случайный хар актер .

П риведенные примеры  п оказы ваю т с достаточной определенности  
что с о  случайны ми величинами приходится им еть дело в сам ы х  разное* 
разных о б л астях  н ауки  и техники . В озникает естественная и притом вес** 
важ ная задача создания м етодов изучения случайны х величин.

Н есмотря на всю разнородность ко н кр етн о го  содерж ания приведен 
нами прим еров, все они с точки з р е н и я  м атем ати ки  п р е д с т а в л я ю т  ОДНУ 
ту же кар ти н у . А именно, в  к а ж д о м  примере м ы  и м еем  д^по с величин 
так или иначе характеризую щ ей исследуем ое явлен и е. КаЖдая из этИ*^  
личин под влиянием  случайны х обстоятельств способна п р и н и м а т ь  p jj jj j  
ные значения. Заранее п р едсказать , к а к о е  значение примет эта BeJ]li ^  
нельзя, т ак  к а к  оно м ен яется  случайны м  образом  от и с п ы т а н и я  к  
танию.

Г Л А В А  4



Хаким образом , д л я  того  чтобы знать случайную  величину, прежд 
необходимо знагь те значения, ко то р ы е она м ож ет принимать. Одна 

одного перечня значений случайной величины еще недостаточно, чтобь 
К°  ним можно было делать какие-либо  сущ ественны е вы во д ы . Действи 
_ЛЬНо, если в третьем  примере рассм отреть газ при разны х тем пературах  

\о возможные значения скоростей  м о л ек ул  остан утся теми же сам ы м и  
тогда к а к  состояния газа б уд ут  различны. Т аки м  о бразом , д л я  задания слу 
чайной величины необходимо знать не то л ько , к а к и е  значения м ож ет он; 
принимать, но и к а к  часто, т.е. с к а к о й  вероятностью  она принимает эп
значения.

Разнообразие случайных величин весьм а вел и ко . Число принимаемы? 
ими значений м ож ет бы ть конечны м , счетным или несчетны м ; значение 
могут быть расположены  дискретно или заполнять интервалы  сплош ь ил» 
же не заполнять интервалы , но располагаться всю ду плотно. Дня того чтобь 
задавать вероятности значений случайных величин, столь различных пс 
своей природе, и притом задавать  их одним  и тем  же способом , в теори* 
вероятностей в в о д ят  понятие ф у н к ц и и  р а с п р е д е л е н и я  с л у  
ч а й н о й  в е л и ч и н ы .

Пусть { — случайная величина и х -  произвольное действительное число 
Вероятность то го , что £ примет значение, меньш ее чем х ,  н азы вается  функ ­
цией распределения вероятностей случайной величины £:

F(x) = Р { £ < * } .

Условимся в дальнейш ем , к а к  правило, случайные величины обозначать 
г р е ч е с к и м и  б у к в а м и , а принимаемые ими значения - с т р о ч н ы ­
ми  л а т и н с к и м и .

Резю мируем сказанн ое : случайной величиной  н азы вается  величина, 
значения ко то р о й  зави сят  от случая и д л я  которой определена ф ункция 
распределения вер о ятн о стей * ).

Рассмотрим примеры  ф ункций распределения.
П р и м е р  1. Обозначим через ц число появлений собы тия А в после­

довательности п незави си м ы х испытаний, в к а ж д о м  из ко то р ы х  вер о ят ­
ность его появления постоянна и равна р. В зависим ости  от случая ц м ож ет 
принимать все целочисленные значения от 0  до п вклю чительно. Согласно
Результатам гл авы  2

Л ,( т )  = Р { д  = ш } = Cnmp mqn ~m .
Само собой р азум еется , что этими словам и  м ы  не дали матем атическо- 

к 0пРСДеления н о во м у понятию , а только  описали то общ ее представление, 
скл ад ы вается  у  человека , зн ако м ящ его ся  с реальными примера-

случайных величин.

Нцi, с. 119 дано формализованное определение случайной величины.

Основные свойства функций распределения 1 Г
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Ф ун кц и я распределения величины ц  оп ределяется следую щ им способощ 

( 0 д л я  х < 0,

• •«  Гл. 4. Случайные велич*^

F\x) = £  Рп(к)  д л я  0  <  дг < л ,
к<х

1 Д Л Я  X >  Л.

Ф ункц ия распределения представляет собой ступенчатую  линию со скачка- 
ми в точках  х -  0 ,  1, 2 , __ _ л; скач о к  в точке х = к равен Рп (к ) .

Рассмотренный пример п о казы вает , что т ак  н азы ваем ая  схем а Вернул, 
ли м о ж ет бы ть вклю чена в общ ую  теорию случайны х величин.

П р и м е р  2. П усть случайная величина £ принимает значения 0 , 1 , 2 , . . .  
с вероятн остям и

,  \п е К
Рп = Р Ц  = и)=  ----—  (л = О, 1 ,2 , . . . ) ,

л!
где  X >  0  -  п остоян ная. Ф ун кц и я распределения величины £ представляет 
собой к а к  бы  лестницу с бесконечны м  числом ступ ен ек , со скачкам и  во 
всех  неотрицательных целочисленных точках . Величина ск ач ка  в точке 
х = л равна р п \ при дг <  0  и м еем  F ( дг) = 0 . Про случайную  величину, рас­
смотренную  в  настоящ ем  примере, го во р ят , что она распределена по м* 
к о н у  Пуассона.

П р и м е р  3 . Мы с к а ж е м , что случайная величина нормыьно  распреде­
лена,  если ее ф ун кц и я распределения и м еет ви д

*  -(LzjQ*
Ф (х ) = С  /  е  2а dz ,

_оо
где С >  0 , о >  0 , а  -  постоянные. Впоследствии м ы  устан о ви м  связь  между 
постоянны м и о  и С  и вы ясн и м  теоретико-вероятностны й  смысЛ параметров 
а и а . Н ормально распределенные случайные величины играют особо важ­
ную роль в теории вероятностей и ее прилож ениях, в  дальнейш ем  у нас бу­
дет м ного  п о во до в уб едиться в этом .

З ам ети м , что если в д в у х  первы х рассм отренны х нами примерах случай­
ные величины м огли  принимать то л ько  конечное или счетное множество зна­
чений (дискретные  величин ы ), то случайные величины, распределенные и° 
норм альном у з ак о н у  м о гу т  принимать значения из лю бого интервала. 
Д ействительно, к а к  м ы  уви ди м  ниже, вероятность нормально распределен* 
ной случайной величине принять значение, заклю чаю щ ееся в интервал* 
дг, < £  <  х2, равна

х> (* -д )*
Ф(ДГ2 ) Ф(ДГ,) 9 С  /  С 2 a 1 dz

и, следовательн о , при лю бы х дг( идг2(дг, Ф х 2) положительна.

сделанных нами замечаний интуитивного характера можно перейти 
изложению принятого теперь строго формального определения случай-

* величины.
в со ответстви и  с общ им акси о м ати ч ески м  понятием  случайного собы- 

, будем  исходить из м нож ества элементарны х событий 12. К аж до м у 
иементарному событию  со поставим  в соответствие некоторое число

£ * / М *
Мы скаж ем , что £ е с т ь  с л у ч а й н а я  в е л и ч и н  а,  е с л и  ф у н к -  

и я  f ( w ) и з м е р и м а  о т н о с и т е л ь н о  в в е д е н н о й  в р а с -  
м а т р и в а е м о м  м н о ж е с т в е  ^ в е р о я т н о с т и .  Иначе го во р я , 

мы требуем, чтобы д л я  каж д о го  изм ерим ого  по Борелю  м н ож ества А £ зна­
чений £ множество Аы тех со, д л я  ко то р ы х  f  (со)  С А̂  принадлежало мно­
жеству F  случайных событий и, следовательно , д л я  него бы ла бы  определе­
на вероятность

Р { £ С Л С) = ?{ А „ ) -
В частности, если м нож ество  А± совп адает с полупрям ой  £ <  дг, то вер о ят­
ность Р (Аи)  есть ф ункция переменного дг

Р{£<дг) = P{> lw ) = F (x ) ,

которую мы  назвали ф ункцией распределения случайной величины £.
П р и м е р  4 . Рассмотрим  последовательность л н езависим ы х испыта­

ний. в каж до м  из ко то р ы х  вероятность п оявлени я собы тия А постоянна и 
равна р. В этом примере элементарны е собы тия состоят из последователь­
ностей появлений и непоявлений собы тия А ъ п испы таниях. Т ак , одним 
из элементарных событий будет появление собы тия А в к а ж д о м  из испыта­
нии. Всею , к а к  нетрудно подсчитать, б удет  2" элементарны х событий.

Определим функцию  ц = / (со) от элементарного собы тия со т а к : она 
равна числу появлений собы тия А в элементарном  событии со. Согласно ре- 
3Ультатам главы  2

= =/>„(*) = C j  p kqn ~k.

* ^ S >M0° CTb ФУНКЦИИ ^ = / ( CJ) в поле вероятностей  непосредственно оче- 
| И ц ^ * с ю д а ,  согласно определению , заклю чаем , что ц есть случайная

д в и г а в  М- е Р П роизведены  три наблю дения за положением  м о л ек ул ы . 
Из точе1к еИСЯ П°  п Рям о ” линии. М ножество элементарны х событий состоит 
событий 1Рех м сРНого евк л и д о ва  пространства R y . М ножество случайных 
ства СОст°и т из всево зм о ж н ы х б о р ел евски х  м нож еств простран-

Основные свойства функций распределения 119
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Д ля к а ж д о го  случайного собы тия А определим  вероятность Р ( л ) Па 
средством  равенства

P lA )=  - J — f f f e  
(о v T rr )  л

— , - а )’  + (* , - в ) ’ I
dxidxjdx.

Рассм отрим  теперь функцию  £ = / (w )  элементарного  собы тия, onpej*. 
ленную  п осредством  равенства

1
£ = у ( * ,  +дг2 + дг3)

Эта ф ункция и зм ерим а относительно введенной нами вероятности, поэ­
то м у  £ я в л я е т с я  случайной величиной. Д л я  нее ф ункц ия распределения 
равна

F ( * )  = Р { { < д г}  = / / /
( o \ f  2тг)3 Х 1 +*1 + х , < э х

X d x ,d x 2 d x 3 = 2а

Л

2а

Jz .

С только  что развитой точки зрения дей стви я над  случайными величи­
нами сво д ятся  к  и звестн ы м  операциям  над ф ун кц и ям и . Т ак , если h  
и £2  явл яю тся  случайны ми величинами, т .е . и зм ери м ы м и  относительно 
введенной вероятности  ф ункци ям и

£i = / i (<*>)* £2 = / г ( ^ ) ,

то лю бая б о р ел евская  ф ункци я от них так ж е  я в л я е т с я  случайной вели 
чиной. Д л я примера

f  + £2
изм ерим а относительно введенной вероятности и потом у явл яется  слу 
чайной величиной.

Позднее м ы  разовьем  только  что сделанное замечание и получим р** 
важ ны х д л я  применений р езультато в . В частности, м ы  вы вед ем  фор*^ 
лы  д л я  ф ункции распределения с у м м ы  и частного д в у х  случайных 
личин по распределению  сл агаем ы х . ^

При помощ и ф ункции распределения случайной величины £ м°   ̂
определить вероятность неравенства jcf < £ < х 2 при лю бых Х\
В сам о м  дел е , если через А обозначить собы тие, состоящ ее и 
что £ примет значение, меньш ее чем х 2 , через В — событие, сосЮ



что { <  х | , и, наконец , через С -  событие х { <  £ <  х 2, то, очевид- 
В 1 имеет место следую щ ее равен ство :

Н°'л = в *  с.
Так как  события В н С  н есовм ести м ы , то 

\ ( 4 )  = Р (Д ) + Р ( 0 -  

Но
P(^ )  = F ( x , ) ,  Р(B) = F(Xi), Р(С7) = Р{х, < £ < д г 2) ,  

поэтому
P it ,  < £ < * , }  = F(x2) - F ( x l ). (1 )

Так к а к ,  по определению вероятность есть неотрицательное число, то 
из равенства ( 1 )  следует , что при лю бых х ,  и х 2 ( х 2 >  х , )  им еет место 
неравенство

F(x 2) > F ( x , ) ,

т.е. что функция ра спред ел ения  любой случайной величины есть неубываю­
щая функция.

Очевидно, далее, что ф ункци я распределения F ( x )  при лю бом х  уд о вл ет ­
воряет неравенству

О < F\x) < 1. (2)

Мы скаж ем , что ф ункция распределения F (х)  имеет при х  = х 0 скачок , 
если

F ( x о + 0 )  -  F ( x 0 — 0 )  = С 0 >  0 .

функция ра спределения может иметь не б ол е е  чем счетное множество 
скачков. В сам о м  деле, ск ач ко в  разм ера, больш его 1/2, ф ункция распре­
деления может иметь не более одн о го ; ск ач ко в  разм ера от одной четвертой 
До половины (1/4 <  С0 <  1/2) -  не более трех. Вообще ск ач ко в  разм ером  
01 1/2п до 1/2" “ 1 м ож ет быть не более чем 2п — 1. Соверш енно ясно, 

МЬ| м ож ем  пронум еровать все ск ач ки , расположив их по величине, 
* 1Ная с больш их значений и повторяя равные значения столько  раз, 
У ько с к а чков этой величины им еет ф ункция F ( x ) .

становим еще н еско лько  общ их свойств ф ункций распределения. 
Ределим F ( — оо) и /?(+<») равенствам и

F ( —°о) -  |-т  /г^+оо) = Нш F(+ п)
П 4  оо п  —• on

и Д0|<аж ем , что

■ Г ^ 00) *  0, F (+ «> ) = 1 .

И Ш о 0 Ю>мце свойства функций распределения 121
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Действительно, т а к  к а к  неравенство  £ <  + 00 достоверно , то 
Р{£ < ♦«>} = 1.

Обозначим через Qk собы тие, состоящ ее в то м , что к  -  1 <  £ <  * . -jv
к а к  событие £ <  +°° эквивалентно  с ум м е  событий £?*, то на основании 
расширенной ак си о м ы  сложения

Р{{ < + «■ > =  £  P(Qk}.
к = —

* =2  Р<0 *>= £  [ F ( * ) - , F ( * - I ) ]  = F ( w ) - F ( - w )
I -  п к = 1 - я 1 .

Отсюда, принимая во  внимание неравенства ( 2 ) ,  заклю чаем , что при п-*<* 
F ( - n ) -► 0 , F (+ n )  -► 1.

Функция ра спр ед ел ения  непрерывна слева.
Выберем  какую -н и б удь  возрастаю щ ую  последовательность дс0 < дс, < 

<  дс2 <  . .  . <  дс„ <  . . . ,  схо дящ ую ся к  х.
О бозначим через Лп событие {хп <  £ <  дс}. Т о гда ясно, что Л , С Av 

при / >  /, и произведение всех  событий Ап есть невозм ож ное событие. 
По акси о м е  непрерывности долж но быть

lim  Р(Ап ) = lim  { F ( x ) - F ( x „ ) >  =
П  0 0

О,= F (x )  -  lim  F (x „ )  = F(X) -  F (x  -  0 )  =
Л "

что и требовалось до казать .
Точно т а к  ж е м ож но д о ка зать , что

Р{£ <  х )  = F(x + 0 ) .

Мы ви ди м , так и м  образом , что каж д ал  функция  ра спред ел ения  являет- 
с я  н е у бывающей , непрерывной слева и уд овлетворяющей  у с л о в и я м  
F ( - ° ° )  = 0  и  F (+ ° ° )  = 1 функцией.  Верно и обратное: каждая функций 
удовлетворяющая перечисленным у словиям ,  может рассматриваться & 
функция  ра спр ед ел ения  некоторой случайной величины.

З ам ети м , что в то вр ем я  к а к  к а ж д а я  случайная величина 
определяет свою  ф ункцию  распределения, сущ ествует  ско л ько  Уг0~Т 
различных случайны х величин, имею щ их одну и ту  же функцию 
деления. Т а к , если £ принимает д в а  значения —1 и +1, каж до е  с в е Р°я1эТ|| 
стью 1/2 и г? = - £ ,  то ясн о , что все1 да £ отлична от rj. Т ем  не менее обе |  ___ *

слу

L Непрерывные и дискрс!ные распределения

чайные величины имею т о дн у и ту  же ф ункцию  распределения
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при

при

при

х <  —1 ,

- 1  <  X <

JC >  1 .

1 ,

§ 19. Непрерывные и ди скр етн ы е распределения

Иногда поведение случайной величины характери зую т не заданием  
ее функции распределения; а каки м -ли б о  иным способом . В сяк ая  т а к а я  
характеристика носит название закона ра спр ед ел ения  случайной величины, 
если только по определенны м правилам  мож но получить из нее ф ункцию  
распределения. Т а к , зако н о м  распределения б уд ет  ф ун кц и я интервала 
?{х|. jc2) * представляю щ ая собой вероятность неравенства дс, <  £ <  дс2 . 
Действительно, зная Р[x Xt дс2) ,  м ы  м о ж ем  найти ф ункцию  распределения 

по формуле 
F(JC) = P i - 00, дс).

Мы уже знаем , что и по F ( x )  можно найти д л я  лю бых дс, и дс2 ф ункцию
НХиХг): P{xlt х 2) = F (x 2) - F ( x x).

Часто в качестве закона распределения полезно брать ф ункцию  м но­
жества Р[Е}, определенную  д л я  всех  бо р елевски х  м н ож еств и представ­
ляющую собой вероятность того , что случайная величина £ примет значе­
ние, принадлежащее м н о ж еству  Е. Вероятность Р[Е),  в  силу расширенной 
аксиомы слож ения, есть вполне аддити вная ф ункция м н о ж ества , т .е . д л я  
любого множ ества Е, представляю щ его собой с у м м у  конечного или счет­
ного числа непересекаю щ ихся м нож еств Ек :

Р (£ )  = ZP{Ek).
Из всевозможных случайны х величин м ы  вы дели м  преж де всего  те, к о ­

торые могут принимать то л ько  конечное или счетное м нож ество  значений.
кие величины м ы  б уд ем  н азы вать дискретными.  Д ля полной вероятност­

е й  характеристики дискретной случайной величины £. принимающей с по­
гасительными вероигносчями значения дс ,, х2 , дс3 , . .  , достаточно знать ве- 

ятности p k = Р {£ = * * } * )  Очевидно, что но совокуп ности  вероятностей 
к Можно определить ф ункцию  распределения /*’ (л )  посредством  равенства 

в •  £ p k)
рЫх°^°Р^М сум м ирование распространяется на все те и н дексы , д л я  кото-

^^Ункции распределения любой дискретной величины разры вна, воз- 
^ ^ с к а ч к а м и  при тех значениях дс, которы е явл яю тся  во зм о ж н ы м и  

*)
^Учайнои величины^И ЗИачсНия хп мь| ,|азовсм возможными значениями дискретной
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значениями £. Величина с к ач ко в  ф ункции F(х)  в точке х 9 к а к  м ы  выяснили 
ранее, равна разности F(x  + 0 )  — F(x ) .

Если два  во зм о ж н ы х  значения величины £ разделены  интервалом, в 
ко то р о м  д р уги х  во зм о ж н ы х  значений £ нет, то в это м  интервале функция 
распределения F(x )  постоянна. Если во зм о ж н ы х значений £ конечное 
число, например п , то ф ункция распределения F(x)  п редставляет собой 
ступенчатую  кр и вую  с п + 1 интервалом  постоянства. Если же возможных 
значений £ и м еется счетное м нож ество , то это последнее мож ет быть и 
всю ду плотн ы м , т ак  что интервалов постоянства у  ф ункции распределения 
дискретной случайной величины м ож ет и не быть. П усть д л я  примера 
во зм ож ны м и  значениями £ б уд ут  все рациональные числа и только  они. 
П усть эти числа зан ум ер о ван ы  каки м -н и б уд ь  способом : г х г 2 , . . .  и вероят- 
ности Р{£ = г к ) = р к определены  посредством  р аве н ствар к = 1/2*. В нашем 
примере все рациональные точки явл яю тся  точкам и  разры ва функции 
распределения.

В качестве д р уго го  важ ного  кл асса  случайных величин м ы  выделим 
те из них, д л я  ко то р ы х  сущ ествует  неотрицательная ф ункция р ( х ) ,  удов­
летворяю щ ая при лю бых х р авенству

F(x)  = /  p(z)dz.
— оо

Случайные величины, обладаю щ ие этим сво й ство м , н азы ваю тся непрерыв­
ными ; ф ункция р  (х) н азы вается плотностью ра спред ел ения  вероятностей.

О тметим , что плотность распределения вероятностей  обладает следую­
щими сво й ствам и :

1 . р ( х ) > 0 .
2. При лю бых дг, и х2 уд о вл етво р яет  р авен ству

Р{дг, <  £ <  дг2) = /  p(x)dx.
*1

В частности, если р (х )  непрерывна в точке дг, то с точностью до беско­
нечно м ал ы х  вы сш их п о р яд ко в  Р{* <  £ <  дг +<£*} = p(x)dx.

3. f  p(x)dx = 1 .

Величины, распределенные по норм альном у или равн ом ерн ом у закону 
дают нам примеры  непреры вны х случайных величин.

П р и м е р .  Рассмотрим  ближе нормальный зако н  р а с п р е д е л е н и я  
него плотность распределения вероятностей равна 

(х - а ) 2

*)Так называется закон с функцией распределения, линейно изменяющейсяi о
0 до 1 в некотором интервале (а, Ь) и равной нулю левее точки а и единице праве
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rjMOQf С оп р еделяется , исходя из свой ства 3. Д ействительно,

( х - а ) 2

c f * ~ i o ' < * = L
х -  а

Заменой переменных ---------- = z это равенство  приводится к  ви ду

C o I e - * ' l2dz = 1 .

Интеграл, стоящий в правой части этого равенства, известен под именем  
интеграла П уассона, причем 

f e ' z' f2dz  =

Таким образом, н аходи м , что 

1

а>/Ттг

и, значит, для нормального распределения 

_  <* ~ а ) *
Р (Х )---------1—  е 201 .

а>/2п
Функция р(х )  достигает м ак си м у м а  при х = я, им еет точки перегиба 

при х  = а ± а;  ось абсцисс служ и т д л я  нее асимптотой при д; -+ ±°°. Д ля 
иллюстрации влияния параметра о на ф орму граф ика плотности нор­
мального распределения м ы  приводим на рис. 15 граф ики р (х )  при 
а = 0 и 1) о 2 = 1/4, 2 ) о 2 = 1, 3 ) а 2 = 4. Мы види м , что чем меньш е 
значение а , тем  к р и в ая  р (х )  им еет большее значение м а к си м у м а  и падает



где Qj и Ь( -  произвольные постоянные. Н етрудно подсчитать, что 

PU, < « , < * , .  а г < Ъ < Ь 2............ап < <  Ьп ) =

= Р(Ьи  Ь2............Ь„) -  1  р ,  + I  рц  * . . .  +
i = I I < /

+ ( - 1 )"F(<I„  Д2.......... <7„), (1)

где через р ц . . , к обозначено значение ф ункции F ( c lt с 2,_- • . , с п) при 
С/ = а{, Cj -  dj ..............с к -  ак и при остальны х с , ,  р авн ы х  Мы предостав­
л яем  до казательство  этой ф орм улы  читателю. З ам ети м , в частности, что
F ( x x............+ °°, хк +1, . . . , хп ) д ает  нам  вероятность то го , что будет
выполнена следую щ ая система неравенств:

£l ^ *1 > £2 ^  *2 »  • • • » £дс — I » £* + 1 ^  * к +1» ■ • ч  {я  ^

Т ак как по расширенной акси о м е  слож ения вероятностей

Р{$1 <  *1 t • • • » ffc —1 ^  Xк — 1, {ff + l  ДС* i  11 • • • I (п  ^  ^ п ) "

= £  P { fi <  ДС|............£ * - ! < * * - ! .  * < £ * < 5  + 1,  £ * ♦ ! <
I s —в*

< * * ♦ ! . ' " » t f i  < */ !>  = F(Xl t . .^  « . Х * *  X * ) ,

то F (x t .............. * * - 1 » ° ° » «**♦!* • • • » * л )  я в л яе тс я  ф ункцией распределения
(л -  1)-мерной случайной величины ( £ , , . . . ,  (■ * - !»  {* + ! * • • • »  £л) -  Про­
должив этот процесс дал ее , м ы  м о ж ем  определить А:-мерные ф ункции рас­
пределения любой групп ы  из к величин €/, .  , • • - * £/* по ф ормуле

F kb ix. x t t ............xik) = Р{{,( <  xt i , . . . , l lk < х,к ) =

= % 1 . С 3...........сп),
где с л = xs , если s = /г (1 < г  <  А:) и с ,  = + 00 в ины х сл уч аях . В частности, 
функция распределения случайной величины £к равна

Fk(x) = F (c u c2..........с „ ) ,

где все с/ (/ Ф к)  равны  + °°, а с к =х.
Подобно т о м у  к а к  поведение одномерной случайной величины можно 

характеризовать не только  посредством  ф ункции распределения, но и 
другими способами, м н огом ерн ы е случайные величины м о гу т  бы ть опре­
делены, с к а ж е м , п осредством  неотрицательной вполне аддитивной ф унк­
ции множества Ф{£’}, определенной д л я  лю бых б о р ел евски х  множеств 
л-мерного пространства. Эту ф ункцию  м ы  определим  к а к  вероятность 
попадания точки ( £ i , . . . , £ „ )  на м н о ж ес тво Е. Этот способ вероятностной 
характеристики л-мерной случайной величины сл едует  признать наиболее 
естественным и с точки зрения теоретической наиболее удачн ы м .

128 Гл. 4. Случайные величины
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§ •

рассмотрим прим еры .
П р и м е р  1. Случайный в ек т о р  (£ |, . . . ,  £ „) н азы вается  равномерно  

Щш/фделенным в параллелепипеде af <£/ <  b( (1 < /  < л ) ,  если вер о ят ­
ность попадания точки ( £ i ,  1 з» • • * » £л)  в  любую внутренню ю  область 
указанного параллелепипеда пропорциональна ее о б ъ ем у  и вероятность 
попадания вн утр ь  параллелепипеда я в л яе т с я  до стоверн ы м  собы тием , 

функция распределения и ском ой  величины и м еет ви д

О, если X/ <  я/ х о тя  бы  при одном  /,

F(xи . . . , х я ) = ^  с/ -  Д, где с , = X/, если at <  x t < b h

I -  l bt -  Q( и Cj = bit если x t >  bt.

П р и м е р  2. Д вум ер н ая  случайная величина ( £ , ,  £2)  распределена 
нормально, если д л я  нее ф ункц ия распределения равна

F(x x, x 2) = C  /  / e~Q(x,y)dxd y,
—«о —оо

где (? (х , у )  -  положительно определенная квадр ати ч н ая ф орма.
И звестно, что положительно определенная квадр ати ч н ая ф орма от х  и у

К Л М / а т  K l i t l  ю п и л о и о  г» п  и  п аможет быть записана в виде

Q(x.y) =
( х - д )2 ( у - Ь ) 2 

= -------- г--------г  --------------------------  + --------------
2 Л 2 АВ 2 В 2

где А и В -  положительные числа, а г ,  а и Ъ -  вещ ественны е числа, при­
чем г  подчиняется условию  -  1 <  г  <  +1 .

Л егко  видеть, что при г 2 Ф 1 к а ж д а я  из случайны х величин и £ 2
I подчинена о дн ом ерн ом у норм альн ом у зако н у . Д ействительно,

*»
F i ( * i )  = P{£i <  * i )  = ^ ( * 1 . + ° ° )  = С /  f e ~ Q{x-y ) d x d y  =

I; - х .  _  1  \z z Jl _  V
= С J  е  j е  2 [ в  a  J

Так к а к

1 Г у  -  ь
f e  2 I *  л  J d y  = В yJ~2Ht

В.В. Гнеденко
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*1 _  (* -* )*  г 
«  B C s f l i  /  /  а * ’ ( 1 " '  ) <&

П остоянное С  м ож ет бы ть вы раж ено  через А, В и г .  Э ту зависимость mow] 
найти из у сл о ви я  F i(+ ° ° )  = 1 . И м еем :

_ < * -« )»  
1 = Я С  v ^ 2 tt /  е  2 ̂ 2 

2АВСл

<*-'*> А В С у/й
Л  =

yj\ -  г 2
f e dz =

V T ^ 7

Отсюда 

С  =
2яЛ/?

Если г 2 #  1, то м ы  положим

Л = 0\\J\ - г 2 , Z? = a 2v^l ~ '*2*

В этих н о вы х  обозначениях двум ер н ы й  нормальный 
такой  ви д : закон  принимкт

F(х\ ,х2)
2 лохо2^ \  - г 2 

X | х 2 1 [ ( * - « ) *  Дг ( х - а ) ( у - Ь )  ^ - Ь ) М
X /  /  е  2<, - ' , ) l  °\ \dxdy.

Теоретико-вероятностны й см ы сл  входящ и х в э т у  ф о р м ул у параметров 
б удет  вы ясн ен  в  следую щ ей главе .

Подобно то м у  к а к  это было сделано в одн ом ерном  случае, для мно
м ерны х ф ункций распределения м ож но устан овить р яд  свойств. Мы F
вед ем  их ф о р м ул и р о вки , предоставив читателю их до казательства . Фт* 
ция распределения

1)  есть неубы ваю щ ая ф ун кц и я по к а ж д о м у  ар гум ен т у ,
2 )  непреры вна слева по к а ж д о м у  ар гум ен ту ,
3 )  удо вл етво р яет  соотнош ениям
F(+ оо , + ОО, . . . f ♦ оо) = 1 в

^  щиогомерныс функции распределения 131

lim F(xi» х 2, • • • t хп ) (1 < к < п)
хк

при произвольных значениях остальн ы х ар гум ен то в .
В одномерном случае м ы  видели , что перечисленные сво й ства необходи­

мы и достаточны, чтобы ф ун кци я F (дг) была ф ункцией  распределения 
некогор0 *1 случайной величины. В м ногом ерн ом  случае, о к а зы в ае тс я , 
этих свойств уж е  недостаточно. Д л я  того  чтобы ф ун кц и я ^ ( х , ,  . . . , х )  
была функцией распределения, пом им о перечисленных трех  сво й ств , нужно 
добавить еще следую щ ее:

4) при лю бых Of и bj  (i’ *  1 , 2, .  . . , п)  вы раж ение ( 1)  не отрицательно.
Что это требование м ож ет бы ть не выполнено, н есм отря на наличие у 

функции / (Х|, . . . , хп) свой ств 1 — 3 , п о казы вает  следую щ ий пример. 
Пусть

■  ( 0 , если х <  0, или х + у  <  1 , или у  <  0,

1 1 в  остальной части плоскости .

Эта ф ункция уд о вл етво р яет  требован и ям  1 -  3 , но д л я  нее 

F( 1 , 1)  - F ( l ,  1/2) - F ( l / 2 ,  l )  + F ( l/ 2 ,  1/2) = - 1 , (3 )

и. следовательно, четвертое требование не выполнено.
Функция F(x. у )  не м о ж ет бы ть ф ункцией распределения, т ак  к а к  

разность (3 )  согласно соотношению ( 1 )  равна^ вероятности  попадания 
точки ( t i . f c j )  в  п р ям о уго л ьн и к  1/2  <  $1 <  1» 1/2 <  £2 <  *•

Если сущ ествует т а к а я  ф ункция р (х\ ,х2, . .  • ,хп) ,  что при л ы х  
х\*х2, . . .  ,х п им еет место равенство

F(xI‘ * 2 ........... л , ) -  / '  /*•••  / "  Р ( * 1.*2 .............zn ) d z „ . . .  dz2 dz\,

эта ф ункция н азы вается  плотностью распределения  вероятностей  случай- 
го вектора Л е гк о  ви деть, что плотность распределения
Задает следующими сво й ствам и :

i f f 1’ ** ...........
обпа Р? ЯТН0СТЬ попадания точки ( £1 , £2 , . . . ,  £„)  в какую -н и б удь 

вСТк G равна

/-с  / Р (х ‘ ............Xn) d x „ . . . d x x.

TO * ^ Ност* .  если ф ункция [хх,х2............хп ) непрерывна в  точке I* х , . . .  ,хп) ,
*4 ^ 1  Р^ячность попадания точки ( £ j , £ a ............£„) в  параллелепипед

I хк +dxk (к = 1 , 2 ............п) с точностью до бесконечно м ал ы х  вы с-



ших п о р яд ко в  равна 

р(х  ь *2 ............xn ) d x xdx2
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dxn .

П р и м е р З .  В качестве примера л-мерной случайной величины ,имект* 
плотность, приведем  величину, равномерно распределенную  в л-мепн • 
области G. Если через V обозначим л-мерный объем  области G, то пл 
ность распределения б удет  равна

р (х и  х2. . . . , х п ) =
О, если ( * ! , * * ............хп) е  G r

U /V, если (xi t x2 ........... xn )GG.

П р и м е р  4. П лотность двум ер н о го  нормального зако н а  дается фор. 
м улой

Р(Х ' у )  = ^ -------------/ Г  ~ г  е2nOi о2 у *  — г

1___[ ( х - д ) 1 _ 2 r ( * - a ) ( y - f t )   ̂ ( у - Ь )»
1(1 - г 1 ) О. о1 J

З ам ети м , что плотность нормального распределения сохраняет постой­
ное значение на зллипсах

( х - а )2 ( х - а ) ( у - Ь )  ( у - Ь ) 1
-  2 г ---------------------- + — г----------  = X2 ,

о 1 ОI 02
(4)

где X — постоянное; на этом основании эллипсы ( 4 )  носят название и т  
с о в  равных вероятностей .

Найдем вероятность попадания точки ( f i , ^ )  вн утр ь эллипса ( 4) .  По 
определению  плотности

p ( x , y ) d x d y , (5>
С(\)

где через (7 (Х ) обозначена область, ограниченная эллипсом ( 4 ) .  Д ля выч#1- 
ления этого интеграла вв ед ем  полярные координаты

x - < i = p c o s 0 , y - b  = ps i nO.
Интеграл (5 )  при этом  принимает вид

/>(Х)
2 n\ / s  \/ \ -  г* .  P i  s а

2я а 102\/1  -  г2 о 

где д л я  кр атко сти  обозначено 

1

p d p  d d ,

1 -  Г

cos20 cos в sin в s in2 в 
-  2 r ---------------  ♦— —

о] 0\02

Интегрирование по р дает :
X

1_  б”  ю - ' 1 ) 2,я ^
—------------ - J 2
2 r r a ia 2
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жирование по в мож но вы полнить по правилам  интегрирования 
! 2 тонометрически\ ф ункций, но в этом нет необходимости , т а к  к а к  оно 
2 томатичесю1 производится с помощью вероятностны х соображений. 
Действительно,

1 2 я J 0
/>(♦ оо) = 1

Отсюда 
г* dO

о * 

и, стало быть,

Р (\ )  = I -  е 2(1  - г а )

Нормальное распределение играет исклю чительно больш ую  роль в различ­
ных прикладных вопросах. Распределение м ногих практически  важ н ы х  
случайных величин о к а зы в аетс я  подчиненным норм альн ом у за к о н у  распре­
деления. Т ак , например, о гром ная п р акти ка  артиллерийских стрельб, произ­
веденная в различных усл о ви ях , п о казал а , что рассеивание сн арядов на 
♦тдоскости при стрельбе из одного о р уди я на определенном прицеле подчи­
няется норм альном у зак о н у . В главе 8 м ы  уви д и м , что эта "универсаль- 
ность” нормального зако н а  о б ъясн яется тем , что в с я к а я  случайная величи­
ну являю щ аяся сум м о й  очень больш ого числа независим ы х случайных 
величин, к аж д ая  из ко то р ы х  о к а зы в ает  лишь незначительное влияние на 
Уйму, распределена почти по норм альном у з ак о н у .

Яснейшее понятие теории вероятностей  -  независим ость событий -  
ЛеХРаняет свое значение и дл я  случайных величин. В соответствии с опреде- 
 ̂ ем независимости событий м ы  с к аж ем , что случайные величины

вели2 ’ ^зави симы ,  если д л я  любой группы  £, , £ , ............этих
чин имеет м есто  равенство

9 H f, <  < Х,к ) =

р ( { / ,< * / ,)  . . - р < * , * < * , * >

ЧШ Ч^оизвольных ............xifc и лю бом к(  1 < к < п ) .  В частности, для
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п р о и зво льн ы хх х, х 2, . . . ,  х п вы п о лн яется равенство

Р (  || <  *1 .  Ь  <  *2 ............<  * „ )  »

= Р {?1  <  x t) Р { ( 3 <  Х2 ) . . . Р { ( „ < Х „ }

или в терминах ф ункций распределения

............x n ) = F x( x x) F 2(x 2 )  . . . F n( xn ) f

где  Fk(xk) означает ф ункцию  распределения величины £*.
Л е гк о  ви деть , что верно и обратное предложение: если ф ункция распре-

деления F( x Xt х2............хп) систем ы  случайны х величин
и м еет ви д

П хг.  х2............хп ) = F x(дг! )F2(x2 ) . . .  Fn(xn ) ,

где ф ункции Fk(xk) удо вл етво р яю т соотнош ениям

/ ч ( + ~ ) = 1  ( *  = 1 , 2 ............п ) ,

то величины ||, Ь » .  • . ,  независим ы  и ф ункции F x (jc t ) ,  F 2 (x2) t . . .  
. . .  yFn (xn) явл яю тся  их ф ункциям и  распределения.

П р о вер ку  этого предложения м ы  п р едо ставляем  читателю.
П р и м е р  5 . Рассм отрим  л-мерную  случайную  величину, компоненты 

которой , £2 , —  , £я явл яю тся  взаи м н о  независим ы м и  случайным 
величинами, распределенными по норм альны м  зако н ам

Случайные велич^ 2|.*У**иИИ °Т СЛ2 ^ НЫЧ ВСЛИЧИН

1 *к -  
Fk(xk) = ------- —  /

и - а к У
dz.

В р ассм атр и ваем о м  примере ф ункция распределения равна

.  JL п
F(x l t x2............хп) = ( 2 тг) 2 1 -1 с к "  /  е 2° i dz.

к = 1 _ о о

Если н езави си м ы е случайные величины £ i , £2 , . . . ,  имею т плотности 
распределения р х( х ) , р 2 ( д с ) , . . .  ,р „ ( х л) ,  то я -м ерн ая  величина ( £ i , £2» • * * 
. . . , £ „ )  и м еет  плотность распределения, равную

Р(ХХ.Х ..............Хп) = р х(Хх) р 2{Х2).  . .  р п(Хп ).

П р и м  е р 6 . Если величины £| , £а *• • • * £я н езави си м ы  и имеют пло* 
ности распределения

1 _  1*-*кУ
(1 < к< п ),Рк(х) =

о к у/2п 2°'к
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J p iT p H *11 плотность распределения величины (£ 1 , £2 ............> равна

р(Х\,Х2 > - • • » х п)
(2я ) (6)

а ха 2

П и д = 2 эта ф орм ула принимает вид
Р J ( * , - « . ) *  (ху - а 7У

2 О 2 о

Сравнение этой ф ункции с плотностью двум ер н о го  норм ального  зако н а 
(пример 4) п о казы в ает , что д л я  независим ы х случайных величин £1 и £ 2
параметр г  равен  0.

При л = 3 ф орм ула ( 6 ) м ож ет бы ть истолкован а к а к  плотность распреде­
ления вероятностей ком понент £1 , £2 , £3 скорости  м о л е к у л ы  по о сям  
координат (распределение М а ксвел л а ), если только  предположить, что

1
о] s  а\ -  о\ =

hm
где т -  м асса м о л е к у л ы , а И -  константа.

§ 21. Функции от случайных величин

Сведения, полученные нами о ф ун кци ях распределения, позволяю т нам 
приступить к  решению следую щ ей задачи : по ф ункции распределения
*  . . . ,  дг„) совокуп ности  случайных величин £ j , £2 , .  . . ,  £п опре­
делить функцию распределения Ф ( у %, у г ............У к)  величин r?i ® / i ( { i , b ,  . . .
•.* fa = /*2(£ 1 , .  • • »£*)» • . .  ,Vk Kfk(t 1 ...........Ы -

Общее решение этой задачи весьм а  просто, но требует расш ирения ионя- 
интеграла. Чтобы не о твл екаться  в сторону чисто аналитических вопро- 

°°в , мы ограничимся рассмотрением  важнейш их частных сл уч аев : дискрет- 
и непрерывных случайных величин. В следую щ ем параграфе б уд ут  

Р М к е н ы  определение и основны е свой ства интеграла С тилтьеса; там  мы  
общую запись важ нейш их р езультато в настоящ его  параграф а. 

У с м о т р и м  сначала случай , к о гд а  л-мерный в ек то р  (£ i , . . . ,  £„) им еет 
Ви^ ость Распределения вероятностей  р{x Xtx2, . . .  , х п ). Из преды дущ его  

°»что и ск о м ая  ф ункция распределения оп ределяется р авен ство м

. .  , у к ) *  J . . .  f  p (x l t х2. . . .  x JdXidXi . . . d x n ,

^ ^ м  °бласть интегрирования D о п р еделяется неравенствами

• хп ) <̂У1 ( / *  1 , 2 , . . . , к ).



В случае д и с к р е т ,  случайны х величин решение, очевидно, дается 
с  помощью л-мерной с]хмы, такж е  распространенной на область D.

Мы применим теперю лько что сделанное нами обшее замечание относи­
тел ьн о  реш ения постоянной нами общей задачи к  нескольки м  важным 
ч астн ы м  случ аям .

Ф у н к ц и я  р а с  п:* д е л е н и я  с у м м ы .  П усть требуется найти 
ф ун кц и ю  распределен и ;ум м ы

и = {, + * 2 + . . . + { „
/

е с л и  p ( x Xtx2 f . . . , * „ ) -  плотность распределения вероятностей вектора
( £ ь Ь ........... Искоия ф ункция равна вероятности  попадания точки
( C i » Ь ........... ) в полухэстранство £i + + . . .  + £#, <  х  и, следовательно,

♦ (* )  = / . • • /  Р(*и\ ............*n)dX\ dx2 . . .  dxn .
z*k<*

Рассмотрим  подроби случай /1 = 2 . П реды дущ ая ф орм ула принимает 
в  этом  случае такой ви:

Ф (* ) = / /  Р(х:х2) d x xdx2 = J /  ' p ( xx, x 2) d x xdx2. (1)
Jf , ♦ ДГ 2 < X - •

Е сли  величины и £2 ^зависимы, то р ( х х , х2 )= р х (X j) р 2 (х 2 )и  равенст­
в о  (1 ) может быть затаено в таком  виде:

х - х г х
Ф(x) = J d x 1 f  Pit l ) p 2(x2) d x 1 = f d x i  J  p x(xl ) p1( z - x i ) dz =
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= I  d z { f p d x l )p2; - x l )dx l ) . (2)
—  eo

В общ ем случае ф о р м а  (1 )  д ает :
X

Ф (х)=  / dxx Jp(z,i  -  z)dz. (3)
_о»

П оследние равенства оказываю т, что если многом ерное расп ределен и е  
с л а га е м ы х  и м еет т о ю с т ь  распределения вероятностей , то их с у м м а  
т а к ж е  имеет плотносты спределения. Э та  плотность в  случае н е з а в и с и м ы х  
с л а г а е м ы х  м о ж ет быть писана в  виде

P ( * )  = / P i ( * -  *)РгЫг. <4)

Рассмотрим примерь
П р и м е р  1. Пусть|| и £2 независимы  и равномерно р асп р ед ел ен ы  

в  интервале ( j , b ) . Найи плотность распределения с у м м ы  т) -  + £2 -



Плотности распределения вероятностей  £ | и £ 2 равны

| 0,  ̂ если х < а  или х>Ь,
Pi (x)=Pi (x)= - ------, если a <x*Zb .

\ Ь -  а

По ф ормуле (4 )  н аходим , что

ь 1 *
р  (х) = f p l ( z ) p l ( x -  z ) dz  = - ------ f p 2( x - z ) d z .

а b  a  j

Из того, что при х < 2  а 

x - z < 2 a - z < a ,

а при х >  2Ь

х -  z >  2b -  z >  Ь, 

заклю чаем ,что при х < 2 а  и х >  2b 

Ptj(* )  *  0.

Пусть теперь 2а <х  <2Ь. П одинтегра;1ьная ф ункция отлична от н уля толь- 
ко при тех значениях z , ко то р ы е удо влетво р яю т неравенствам

а < х - z < Ь 

или, что то же сам о е , неравенствам

x - b < z < x - a .

Так к а к  х > 2а, то х -  а > а. Очевидно, что х -  а <  Ь при дг <  а + Ь. С ледова­
тельно, если 2а < х < а + Ь, то

_ ,  , х~а dz дг — 2а
Prt(X) = /  ---------- Г  = ----------- - .

„ ( Ь -  а)2 (Ъ -  а )2

Точно т ак  же при а + Ь < х < 2Ь 

?  dz ' 2Ь -  хРг,(х)= / ------г =-----
х. ь ( Ь - а ) 2 (Ь - а ) 2

§ 21. Функции от случайных величин 137
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Собрав вм есте  полученные результаты , находим , что 

О при дг<  2а и х >  2Ъу

Гл. 4. Случайные вел ИЧИНЬ1

р,j ( * ) (Ь -  а)  
2 Ь - х

j  при 2 а < х < а  + Ь,
( 5 )

{Ь -  а)1
при а + Ь < х <  2Ь.

Ф ункц ия р „ (х)  носит название закона ра спр ед ел ения  Симпсона. 
Вычисления в рассмотренном  примере значительно упрощ аю тся, если 

восп ользоваться геом етрическим и соображ ениям и . И зобразим , как обычно 
£i и к а к  п р ям о уго льн ы е координаты  на плоскости . Т огда вероятность 
неравен ства {| + { 2 < * п р и  2а <х < а  + Ь равна вероятное™  попалаии* 
в дваж ды  заш трихованны й прям оугольны й  тр еуго льн и к (рис. 16 ). Эта 
вероятн ость , к а к  л е гк о  подсчитать, равна 

„  ,  ч (дг -  2а)1

w - 5 ГЗГ-
При а + Ъ < х <  2Ъ вероятн ость неравенства + $2 <  х р авна вероятности 
попадания во  всю  заш трихованную  ф игуру. Эта вероятн ость равна

1
2 а  -  а)1

Диф ференцирование под: приводит нас к  ф орм уле ( 5 ) .
В связи  с рассм отренны м  примером интересно зам ети ть следующее. 
Общие вопросы  геометрии привели Н.И. Л о б ач евско го  к  необходимости 

реш ения следую щ ей задачи : и м еется  группа из п взаи м н о  независимых 
случайных величин £ i , £2 , . . .  * найти распределение вероятностей их

среднего ариф метического

L+ l 2=x (a+b<x<2b)

Эта задача была им реше­
на то л ько  д л я  случая, когда 
все ош ибки  р а в н о м е р н ° 
распределены  в интервале
( — 1, 1 ) .  При этом оказа*V «I I/ . ж луп

лось, что вероятность ошио**
среднего ариф метического за­
клю чаться в пределах от -  
до  х равна

1
\(2а<х<а+Ь) \П — 1

Рис. 16

р п(х)  .

[п -  пх - 2 Л ^
х  * ( - > ) ' —( г ! ) >

^ункиии от случайных величин 139

гЛ*
суммирование распространяется на все целые г  от г  = 0 до

п - п х

П р и м е р  2 . Д в ум ер н ая  случайная величина <£i , £ 2 ) распределена но 
нормальному зак о н у

р * У)Я2м о м у / 1 - г* Х

Хехр I 1_____ / ( * -

2(1 - г 2) \ о ?

( х - а ) 2 (•* -  а ) ( у  -  Ь) ( у  Ь)2 \ |
- 2  г <*Ку  -  ъ ) + ( у  ~ й)2 \ I

0, 02 о\ ]\
Найти функцию распределения с у м м ы  т? = f  i + £2 • 

Согласно ф ормуле (3 )

(г -  аХх - г - Ь )  (х -
“ 2 г 1 -------------- 1 +0 \ 0 2 С7 2

Обозначим д л я  кр атко сти  х -  а - Ь через v  и z -  а через и;  то гда 

1
—г~у X

2n0 i02y/l

/ « р (  - -  '  ^ “2  .
* 2(1 -  г  ) \ а2 о\ а2 а\ 1 1

Так как

к

и2
~ w ( u - m )  (и -  и )2 о]  + 2 roi  а2 + о? Oj + г а 2 и2

2 ------- -—— + ------ -— = и ------------------------------- 2 u v ------------- + —
' °\<h о 2 а 2 о 2 0|02 ог

J  ̂  + о} и о х + г о 2 I 2

а 1 °2 0 2 + 2 Г 0 \ 0 2 + о 2 J

+ -1  / j _  (О , + г ° 2)2 \ Г 

■ Р  \ о? + 2 гахо г + o f )  I

° J W + 2 г о , о 2 + о1 | r a l +2r0 l 0:+0Г
о  I ♦ Г

\/а2 + 2ro ,  о2 + о2

и2(1 - г 2 )
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С обрав в м ест е  полученны е р е зул ь т а т ы , н ах о д и м , что

О при х < 2 а  и х >  2ЪУ 
х -  2а
-----------  при 2 а < х < а  + Ъ,

Рг,(Х) (Ь -  а у
2 Ь - х

(S)

(Ь -  а )
— при а + b < х < 2Ь.

Ф ун кц и я  Рг^х) носит название з ак она  ра спр е д ел ения  Симпсона. 
В ы числения в р ассм о тр ен н о м  прим ере значительно упрощ аю тся, если 

во сп о л ьзо ваться  геом етр и ч ески м и  со о б р аж ен и ям и . И зо б рази м , к а к  обычно. 
£ i и к а к  п р ям о уго л ь н ы е  ко о р ди н аты  на п л о ско сти . Т о гда  вероятность 
н ер авен ства  £i +{2  <  *  при 2а <х  < а  + Ь р авн а  вер о ятн ости  попалани* 
в  д в а ж д ы  заш три хован н ы й  п р ям о уго л ьн ы й  тр еу го л ь н и к  (р и с . 16 ). Эп 
вер о ятн о сть , к а к  л е г к о  подсчитать, р авн а 

. . .  ( *  -  2* ) :  
п 2 ( а - Ь ) 2

При а + b  <  х <  2Ь вер о ятн о сть  н ер авен ства  £1 + <  *  р авн а вероятности 
ю п адан и я во  всю  заш трихованную  ф и гур у . Эта вер о ятн о сть  равна

. (2Ь - х ) 2
F J x )  = 1 - ------------ г  .

4 2 ( * - л )2
1ифф еренцирование п о *  п ри води т нас к  ф о р м ул е  ( 5 ) .

В с в я зи  с р ассм о тр ен н ы м  п р и м ер о м  интересно зам ети ть  следую щ ее. 
Общ ие во п р о сы  гео м етр и и  привели Н .И . Л о б ач евск о го  к  н ео б х о д и м о сти  

еш ения следую щ ей  задачи : и м еет с я  гр уп п а  и з п в заи м н о  н е з а в и с и м ы '  
тум анны х величин { \, * • • • Л ю  найти расп ределен и е вероятностей  и*

ср едн его  ариф м етического .
Эта задача бы ла им  р е^е' 

на то л ь к о  д л я  сл уч ая , когД* 
все  о ш и б ки  р а  в н о  м е р н ° 
р асп р еделен ы  в интервал* 
( - 1 ,  1 ) .  При этом  о каз*  
л о сь , что вер о ятн о сть  они*®"
ср едн его  ар и ф м ети ч еско го  ^
кл ю ч аться  в пределах  от 
д о  х р авн а

/>„(*) = — X

\2 = Х  (а + Ь<Х<2Ь)

• п — 1

i t X 2 ( - 1 ) г
- п х - 2 г ) '



с у м м и р о в а н и е  р асп р о стр ан яется  на все  ц елы е г  от г  = О 

Г п - п х

' Л  2
П р и м е р  2 . Д в у м е р н а я  сл уч ай н ая  величина < £ ь £ 2 ) расп р еделен а 

нормальному з а к о н у

ф у н к ц и и  от случайных величии

Р(Х’ У)В ?

X ехр I _ J _____  /<*

2 ( 1 - г 2) \ о f

- а )2 ( х - д ) ( > > - Ь )  (>- 
-  2 г---------------  +

OlOj

‘г у
Найти ф ункцию  расп ределен и я с у м м ы  г) -  f  j + { 2 •

Согласно ф орм уле (3 )

^ ' с х р  Г  2 0 ^ 7  С ^ Г ' "

OiOj а 2 1 1

Обозначим д л я  к р атк о сти  х -  а Ь ч ер ез  v  и г  -  а через и;  т о г д а

,  ,  1 
рп (* )= „------------ т— — .  X

2j r o ,o 2 V I  -  г

I 1 - г 2 )  \ а 2 Oj о2 о\ )\
Так к а к

..2

о\
-  м ( и - м )  ( у  -  и )2 ♦ 2 r o j  о2 + о 2 0 | ♦ г а 2 и 2
*  r -------------- + -------------- = и ------------------------------------ 2 м v ---------------+ —

а 1®2 Ог о\а\ 0\0$ <ъ

\и ^ 2 г о х 02 +02 V 
а 102 а

a j  + г о 2
02 у/о\ + 2г0\02 +о\
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зведя обозначение

приведем выражение для р„(х)  к  виду

2тг V o ?  + 2г о хо2 + а\

к ак

= х -  я  -  b и J е  2 d t  = \Дтг,

( х - а -Ъ )*
£ 2 (a J  ♦ 2 го , о , ♦ o j ) .

стности, если случайные величины - j и £2 независимы, то г  = 0 и фор* 
а для Рг,(х) принимает вид

] _ < * - « - » ) *
» (^ )  = - 7 : » д g * * ? ♦ « ? )  .

V 2j t ( 0| + а\)

1ами получен, таким образом , следующий результат: с умма  нормально 
\реде.ленных случайных величии ра спр е д ел ена  по нормальному з ак он у . 
нтересно заметить, что ко гда слагаемые независимы, имеет место и 
1Тное предложение ( т е о р е м а  Г. К р а м е р а ) :  е сли  с умма  двух 
ви симых случайных величин ра спр е д ел ена  по нормальному  з акон у , 
:аждое сла га емое  также р а с п р е д ел е н о  по  нормальному  з ак он у .  Мы не 
навливаемся на доказательстве этого предложения, так  к а к  оно требует 
ге сложною математического аппарата.
р и м е р З .  Р а с п р е д е л е н и е  х 2 - Пусть £ i . £2 » • • • » £ * -  независи* 
случайные величины, распределенные по одному и том у же нормально* 

акону с параметрами а и о. 
ун кция распределения величины

п
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Это распределение играет важную роль в различных вопросах статистики.
Мы вычислим сейчас функцию распределения величины f  = x l> /n. Она 

окажется независимой от а и о.
Очевидно, что для отрицательных значений аргумента функция распреде­

ления Ф(у)  величины f  равна 0; для положительных значений у  функция 
ф{у) равна вероятности попадания точки (£|, . . . ,  £„) внутрь шара

X (хк - а ) 2 = /  • п- а2, 
к = I

Таким образом,

♦ОО* /• • •/  ( 7==) * ,=  1 2 dx\Zx] <у г п \ у2я/
dx2 . . .  dxn

Перейдем для вычисления этого интеграла к  сферическим координам, т.е. 
сделаем замену

JCi = р  COS О I COS02 . . .  C O S 0 „ _ j ,

Х2 = Р  COS 0 I CO S 02 . . . sin 0„ _ 1 ,

хп~ Р sin 0 J .

В результате этой замены

я /2 */* уу/п 1 _ р а/2
+(>-)= / . . .  / / p n ~ l D ( e l . . . e n , i ) y .

, — ir/2 - я /2 о ( v

— р а /2 „ .
X</pd0„_, . .  .</0, =С„ J е рп _ '<*р,

о
гДе постоянная

i  ir/2 я /2
Сп ~ /  . . . /  D ( 0 l . . . 0 n - l) d 0 n- l . . . d 0 l

( у 2я/ —it/2 - я /2

зависит только от л.
Эту постоянную легко  вычислить, пользуясь равенством
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Зтсюда находим, что
1 >Л"

ф(> ')= ^ 7 Г Г Г / р п ~ ' е  Р ' dp.

(6)

Г(и/2) о
1лотность распределения случайной величины J при у  > О равна 

уДп / у \ п \ П~ 1 - п у ' П

Отсюда, в частности, при п = 1 мы  получим, естественно, плотность р а с с ­
еления, равную удвоенной плотности исходного нормального закона

= >/27я  е  512___( у  > 0) .

ри п “  3 м ы  получаем известный закон М аксвелла

3 у/в

Из формулы ( 6 ) л егко  вывести плотность распределения величины х2- 
га плотность равна 0 при х <  0, а при дг > 0

х п/2-\ е - х !2

Рп{Х) = 2"/2Г(и/2) ‘

Распределения величин, тесно связанных с х2 и часто используемых на 
тактике, сведем в следующую таблицу:

Т а б л и ц а  13

Величина Плотность распределения при дг > О

1 1 я
— х2 = ----  1  (t* -  а)г
п па7 к = 1

/ 1  п
V —  S  U *  - О-

а * = 1

хп,2- 1 е -х ,2

2п/2г(л/2) 

(п/2)п12
Г(п/2)

х л / 2 -  I

2"/2Г(л/2)
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П р и м е р  4. Ф у н к ц и я  р а с п р е д е л е н и я  ч а с т н о г о . Пусть 
пл0тнос1ь распределения вероятностей величины (£ , tj) равна р (х , у ) .  Тре­
буется найти функцию распределения частного f  = £/77.

Согласно определению

Ft ( x )  = РЦ/т? < х ) .

Если £ и т? изображают координаты точки на плоскости, то (дг) равна 
вероятность того, что точка ({ , rj) попадает в область, координаты точек

которой удовлетворяю т неравенству £/17 <  х. На рис. 17 эта область за­
штрихована.

Согласно общей формуле искомая вероятность равна

I
I

Рис. 17

Ft(* )  = / / p(y,z)dydz  + /  /  р {у, z)dydz. ( 7 )

о
Отсюда вы текает , что если £ и г? независимы, а р х (дс) и р 2 ( * )  -  их плотно 
^  распределения, то

о
* г ( * ) *  / F x(xz)p2( z ) d z  + / (1 - F x(x z ) ) p 2(z)dz.  (7 'о 1)

о

Продифференцировав ( 7 ) ,  находим, что

о
P f (x )  *  / zp(zx,  z ) d z  -  / zp(zxt z)dz. (8 )
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частности, если ( и г ?  независимы, то

о
P r ( * ) =  f  zpl (zx)p i (z)dz -  /  zpt(zx)p2(z)dz. 

о _ « »
(8 ')

П р и м е р  5. Случайная величина ({ ,  г?) распределена по нормальному 
сону

Р (* . V) =
2 Я 0 | ( 7 2 у/  1 -  Г2

ехр -
2(1 - г 2 ) о?

Х.У
+ £ l l

а , а 2 О 2 J

*ти функцию распределения частного f  = £/17. 
По формуле ( 8)

> г(*)
1

2 Я 0|02 v  1 - г 2

оо о

' l f ~  / 1* ехр
I 2(1 - г 2)

о \ х 2 — 2 г о хо2х  + о{

о\а\
\dz -

r =  f  z e *P\ to2 \/1 - г 2 о ' 2 (1  г )яо
</z.

изведем под интегралом зам ену, положив 

z 2 о\х2 — 2 го\02х  ♦ о 2

о]о\2(1 ~ г 2 )

ажение для р^(х)  при этом принимает такой вид:

0\02
г<*) =

0 Х0 2 у Г Г Т 2
/ е Udu = —

\/Т ^ 7

я ( о 2д с —2 r a , o 2jr + о , )  Q я ( о 2лг — 2 rO|a2Jt + a , )

, в частности, величины £ и т? независимы, то

0|О2
( * )  = *

я (а ?  + a l-r2)
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Плотность распределения величины f  называется з аконом Коши.  
П р и м е р  6. Р а с п р е д е л е н и е  С т ь ю д е н т а .  Найти функцию 

-определения частного f  =£/т?, где £ и rj -  независимые величины, причем 
£ распределено по нормальному закону

Г~ТГ -  A f  
Р*(х )  =  V  —  *

атj s x / \ ^ »  (см . пример 3 ) ,

Р’ >Х Г ( п / 2 )  (  у  '  •

Согласно формуле ( 8 ' )

Е “  Г 7 Г  [ 2 у / Т Л п ~1 -^ Ц 1
Рг(х)я / г  v  —  *  ----------  I ---------1 ?  dz =

К  о 2 * Г (л / 2 )1 у 2  /

1 ~ ( z y / И у - 1 + j
/  I ---------  е 2 и г  d r .

\/ИГ(п/2) о 

Сделав замену

W Z  2

u = _ _ - ( * *  + 1 ), 

находим, что

I г(”—)
(X2 + 1) 2 “  \ 2 / ,  -  ^Ц-1

P f ( * ) “ ----------------------- I й е  Udu  =  (*  +1)
y fHV(n/2 )  -о \/ИГ(п/2)

Плотность распределения вероятностей

Г (Ч1)
P t ( x )  = -------------------- ( 1 + * 2)

s / T  Г ( л / 2 )
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носит название з а к о н а  С т ь ю д е н т а  (Стьюдент -  псевдоним англ
ского  статистика Госсета, впервые нашедшего этот закон эмпиричес|^| 
п утем ).

При п = 1 закон Стьюдента превращается в закон Коши.
П р и м е р  7. П о в о р о т  о с е й  к о о р д и н а т .  По функции р*. 

пределения двумерной случайной величины (£, tj)  найти функцию м »  
пределения величин

£' = £ cos а  + Т7 sin а , ^

г]' в  — £ sin а  + г} cos от.

Обозначим через F ( x , y )  и Ф(дг, у )  функции распределения величин 
(£♦ *?) и ( £ ' ,  т]'). Если мы станем изображать (£ , т?) и ( £ ' , т ? ' )  как пр*. 
моугольные координаты точки на плоскости, то легко  видеть, что система 
осей t ' O r i '  получается из системы £Orj  путем поворота последней на 
угол о . Мы ограничимся случаем 0 <  а  <  я/2, предоставив читателю вывод 
аналогичных формул для остальных значений а .

Обозначим через р(х,  у)^ плотность распределения вектора (£, т?) и 
через л(х, у )  -  вектора (£ , т?'). Из (9 )  находим, что

£' = £ cos а  -  п sin а , 

г?' = £ sin а  + г] cos а

г, следовательно, 

я(дг, у )  = р(х cos о -  у  sin а , х sin а  + у  cos а ) .

Это равенство дает возможность получить ф ормулу. свяиываюшу® 
•ункции распределения векторов (£, г?) и (£ ', т?'). При разыскании фор- 
улы  следует учитывать геометрическую  картину.

П р и м е р  8. Д вумерная случайная величина (£ , i?) р а с п р е д е л е н а  по 
ормальному закону

/ ч 1 I 1 Р(х.  >’) = -------------------------ех р { --------------
2 я о |о2 у ГП г г I 2 ( 1- * * )

I 2  2 ‘дг  ̂ х у  у  

. О | 0| ^2  0 2 J

айти плотность распределения случайных величин 

£' = £ cos а  ♦ г? sin а ,  

т?* = — £ sin а  + г} cos а .

пФ>
■  случайных величин

'  с о ч е н о  равенству ( 1° )

, »ч = p i x ' c o s  а  -  >’’ sin a , x 's in  а  + v 'co s а )
, ( х . У  )

ч  И-  ехр ( ---------- Ц -  [Ах'2- 2 Вх' у ' + С / 3 ] ,
------- Г Г Т 2 \ 2(1 —г  )

2 ЯО|02 V  1

cos a  sin a  sin2 а

02

cos a  sin a  sin2 а  -  cos2 a  cos о sin а
В • ------- 5--------- ' --------------------------------- i " ------

о? а , о 2 о 2

sin2 a  cos a  sin a  cos2 а
С =* — г -  + 2 г

о? " О! а 2 о 2

Из полученной формулы мы заклю чаем, что поворот осей переводит нор­
мальное распределение в нормальное.

Заметим, что если угол  а  выбран так , что

2 г о хо 2
tg 2 a  =

о  | -  о \
то в = 0 и

Ax'* B y '*
* ( * ' . / ) « ------------ !------- —  2(1 - r ) .

2 я о »о 2 \/ 1 - г

Это равенство означает, что любая нормально распределенная дву мерная 
чайная величина путем поворота осей координат может быть приведена 

к системе д в у х  нормально распределенных н е з а в и с и м ы х  случайных 
Ве*тичин Этот результат может быть перенесен на л-мерные случайные
Личины

Можно доказать более сильное предложение, исчерпывающе характерн­
ейшее нормальное распределение вероятностей. Пусть на плоскости имеет- 

Н е в ы р о ж д е н н о е  (т.е не сосредоточенное на одной прямой) рас­
с е л е н и е  вероятностей. Д ля того чтобы это распределение было нормаль- 

необходимо и достаточно, чтобы ;хвумя различными способами
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можно было на плоскости выбрать оси координат £ ,0 % 2 и г\хОг \2 такие I 
что координаты £| и так же к а к  r?i и rj2, рассматриваемые к а к  слу’ I  
чайные величины с заданным распределением вероятностей, были бы 
независимы.

§ 22. Интеграл Стилгьеса

Дальнейшее изложение существенно использует понятие интеграла 
Гтилтьеса. Д ля облегчения изучения последующих параграфов мы приво- 
тим здесь определение и основные свойства интеграла Стилтьеса, не оста- 
1авливаясь при этом на доказательствах.

Предположим, что в интервале (а,  Ь) определены функция / (* )  и 
[еубывающая функция F(x )  с ограниченной вариацией. При этом мы для 
определенности будем предполагать, что функция F ( j t )  непрерывна слева, 
хли а и Ъ конечны, то разделим интервал (а,  Ь) точками а = х0 < хх <
I х2 < ... <  хп = b на конечное число частичных интервалов (xf , */♦,) и 
бразуем  сум м у

п
2  / ( J i M W - F t a - i ) ] .  

i = 1
де Xj -  произвольное число, выбранное в сегменте ( X f - i ,  х{) .  Станем 
?перь увеличивать число точек подразделения, одновременно приближая 
1ину максимального из частичных интервалов к  нулю. Если при этом 
тисанная выше сум м а стремится к  определенному пределу

п
У = lim 2  ( / ( * , ) [ F ( x , ) - F ( * , _ , ) ] ,  ( 1) I

П  —  оо /  =  |

> этот предел называется интегралом Стилтьеса от функции / (дс) с интег* 
фующей функцией F(x)  и обозначается символом 

ъ
J  = f f ( x ) d F ( x ) .  (2 )1

а

Несобственный интеграл Стилтьеса, ко гда  промежуток и н т е г р и р о в а н и я  

сконечен, определяется обычным путем : рассматривается интеграл по
оизвольному конечному интервалу (а,  Ъ) \ величины а и Ъ п р о и з в о л а  

IM образом заставляю т стремиться к  —оо и +оо; если при этом сушесТ* 
ет предел

ъ
Urn / f ( x ) d F ( x ) ,

в - - -  а
Ь - * «

1



этот предел назьшается интегралом Стилтьеса от функции / (х)  по функ-
й Г ( х )  в промежутке ( -о о ,о о )  и обозначается

f f ( x ) d F ( x ) .

Можно доказать, что если функция f ( x )  непрерывна и ограничена, то 
предел сум м ы  ( 1)  сущ ествует, к а к  в случае конечных, так  и в случае бес­
конечных пределов интегрирования.

В некоторых случаях интеграл Стилтьеса сущ ествует и для неограничен­
ных функций f {x) .  Для теории вероятностей рассмотрение таких интегра­
лов представляет значительный интерес (математическое ожидание, диспер­
сия, моменты и п р .) .

Заметим, что всюду в дальнейшем мы считаем, что интеграл от н епрерыв ­
ной функции f ( x )  существует тогда и только тогда, к о гда  существует 
интеграл от | / ( * )  I с  той ж е интегрирующей функцией F  ( х ) .

Для целей теории вероятностей важно распространить определение 
интеграла Стилтьеса на тот случай, ко гда  функция / (х)  может иметь ко ­
нечное или счетное множество точек разрыва. Можно доказать (см .В .И .Гли- 
венко, Интеграл Стилтьеса, стр.#11 6 ), что в ся к ая  ограниченная функция, 
имеющая конечное или счетное множество точек разрыва, в частности, 
всякая ф ункция ограниченной вариации, интегрируема при любой интегри­
рующей функции ограниченной вариации. При этом требуется несколько 
видоизменить само определение интеграла Стилтьеса, именно, при образова­
нии предела ( 1) надо рассматривать только такие последовательности под­
разделений интервала интегрирования на части, что каж дая точка разры­
ва / (* )  входит в число точек деления всех подразделений, за исключением, 
быть может, конечного числа их.

Заметим, что при установлении пределов интегрирования важно указы - 
аать, вклю чается в промежуток интегрирования или нет тот или иной его 
конец. Действительно, из определения интеграла Стилтьеса мы получаем 
бедующее равенство (символ а'-  0 означает, что а включено в промежу- 
т°к  интегрирования, а символ а +0 — что а исключено из него) :

ъ п
f  f ( x ) d F (x ) =  lim I  / ( x r() [F (x <) - F ( x 1_ I )] =

« - o n -* 00 I -  \
n

* lim 1  f ( x l ) [ F ( x , ) - F ( x , _ l )]+ Urn / ( x t ) [ F ( x , )  -
n / = 2 д:, -+ x 9 = a

b
~ F (*o )]=  / f ( x ) dF (x )  + f ( a ) [F ( a  + 0 ) - F ( a ) l

§ 22. Интеграл Стилтьеса ' * *



Т аким  образом, если / ( а  ) Ф 0  и функция F(x)  имеет скачок при j tTo

b  b
f  f ( x ) dF (x )  -  f  f ( x ) dF (x ) = f ( a ) [F {a  + 0 ) - F ( a - 0 ) ] .

a -  О a ♦ О

Это обстоятельство указы вает на то, что интеграл Стилтьеса, распространен 
ный на пром еж уток, сводящ ийся к  одной точке, может давать отличный от 
нуля результат. Мы условим ся в дальнейшем, если не будет сделано особой 
оговорки , правый конец пром еж утка исключать, а левый включать в интер. 
вал интегрирования. Это условие позволяет написать следующее равенство;

ь 
f  d F ( x )  = F ( b )  -  F ( a ) .

a

В самом  деле, по определению, 

ь п
/ d F ( x )  = lim 2  № ) - F ( * , _ , ) ] -

а п  / = 1

= Um [ F ( j c „ ) - F ( x 0 )] = F ( b )  -  F ( a )
H  - »  оо

напомним, что F(x\ по определению, непрерывна слева и для нее, следов* 
гльно, F ( b )  = lim F(b  -  € » .  

j  -* о
В частности, если F (jc) есть функция распределения случайной величи- 

ы то

ь
/ dF(  х )  = F ( b )  -  F ( a ) = ?{а < { <  b ) ,

а

b
f  d F ( x )  = F ( b )  = P{{ < b) .

—  oo

Если F(x)  имеет производную и является интегралом от нее, то из того»
о по формуле конечных приращений

F(Xj) -  F(x,  _ |) = р  ( х, ) ( * ,  -  Xi_ i ),

Гл. 4С'л>чаП
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/ / (x )d F ( jr ) *  lim 2  / (£ | )IF (x#) - F ( x , _ i )J *
я  — •» / = 1i

я  b
= lim 2  / (x , )p (* , ) (* ,- * / _ , ) *  f f(x )p (x )d x .

л i  *  l  a

Мы видим, что в этом случае интеграл Стилтьеса сводится к  обыкновенному 
интегралу.

Если F ( x )  имеет скачок в точке х  = г ,  то, выбрав подразделения так , 
что при некоторых значениях индекса хк < с  < xk+t , имеем :

ъ * _
/ / (x)</F(x) = lim I f  ( X /H Fto) -  F (x ,_ i )J +
d я  -  -  / = i

я
+ /( с ) [ ^( дс *+|) + lim 2  / ( J , ) [ F ( x , ) - F ( * , . , ) ]  =

n m t = к + 2

с b
= / f ( x ) d F (x )  + / f ( x ) dF (x )  + f ( c ) [ F ( c  + 0 ) -  F (c  -  0 ) ] .

в г  ♦ 0

В Н Ц о сти , если изменение функции F ( x )  происходит только в точках 
СЬ то

ь
/ / (x )d F (x )  = 2  f ( c n ) [F ( cn + 0 ) -  F( c„  -  0 )]
а я  = I

и интеграл Стилтьеса сводится к  р яду.
Перечислим основные свойства интеграла Стилтьеса, которые нам потре­

буются в дальнейшем. Д оказательства этих свойств легко  могут быть про­
йдены читателем, исходя из определения интеграла Стилтьеса и пользуясь 
рассУЖдениями, используемыми в теории обычного интеграла.

1-При а < с  | < с 2 < . . . < с п < b

h Я

/ / (x)dF(x)  = 1  S f ( x ) d F ( x )  [а = с 0 . h = c n+, ] .
'  •  »  с ,



2. Постоянный множитель выносится за знак интеграла 
ь ь

/  с f ( x ) d F ( x )  = c f f ( x ) d F ( x ) .
а а

3. Интеграл от сум м ы  функций равен сум м е их интегралов
Ь п  п   ̂ ъ
f  1  f/(x)dF(x )  = 2  ff ,(x )d F {x ) .

Гл. 4. Случайные
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чир* 

ynp̂ HeHU-4Tu что если F(x )  ф ункция распределения, го при любом h Ф 0  функции

Ш" x *h  , * + *
/ F(x)dx .

I,
+ (х)

шляются функциями распределения

—  / F ( x ) d x
2 Л \х  — h

/ = 1

КС ЯВЛЯЮТСЯ ф> .................  ,----- г ---------
.Случайная величина $ имеет F(jr) своей функцией распределения (р(х) -  плот- 
1 „определения). Найти функцию распределения (плотность распределения)

4. Если / ( * )  > 0 и b > д, то 
ь

f f ( x ) d F ( x )  > 0.

нием

ь

I
5. Если F | (дг) и F 2 (дг)  -  монотонные функции с ограниченным измш 
ем, а С\ и Cj -  произвольные постоянные, то

«ОСТЬ Р*Ч><
-лучайной величины:
\)r\*ai + b ,a  и Ъ -  вешественные числа:
6)ч«г ' (И* - 0} - о ;

Г) и * cos С;
д) rj ■ / ( !) •  где /С*) ~ непрерывная монотонная функция без промежутков 

постоянства.
3. Из точки (0, а)  проведена прямая под углом *  к  оси Оу.
Найти функцию распределения абсциссы точки пересечения этой прямой с осью 

Ох, если
а) угол  ̂равномерно распределен в промежутке (0, я/2),
б) угол равномерно распределен в промежутке (-я/ 2, я/2).
4. На окружность радиуса R с центром в начале координат наудачу брошена точка 

[иными словами, полярный угол точки попадания равномерно распределен в проме­
жутке ( - » .  я) |. Найти плотность распределения

а) абсциссы точки попадания.
б) длины хорды, соединяющей точку попадания с точкой (-/?. 0).
5. На отрезок оси ординат между точками (0. 0) и (0. R) наудачу брошена точка 

- 1т « ордината этой точки равномерно распределена в промежутке (0, R) | Через точ-
попадания проведена хорда окружности х1 ♦ у г * Rа, перпендикулярная к оси Оу. 
й™ Р*̂ прсделение длины этой хорды.

а | 6. Диаметр круга измерен приближенно. Считая, что его величина равномерно рас-
Использовав понятие интеграла Стиптк^а tumi I **?™сна§ отрезке (а, Ь), найти распределение площади круга.
пкЛГп . . ппм а------------ » I можем написать | . Плотность распределения случайной величины t  дана равенством

ь ь 1
/ / (x ) J [ r ,F ,(A :)  + c 2F2( jf ) ]= c , /  f ( x ) d F x(x) + c 2 f  f ( x ) dF 2(x).

о  a a
x

6. Если F(x)  = / g ( u ) d G ( u ) ,  где с  — постоянное, g ( u )  -  непрерьвш

Я
функция и G(u)  — неубывающая функция с ограниченным изменением, то

ъ ь \
f f ( x ) d F ( x ) =  f  f ( x ) g ( x ) d G ( x ) .

_____________________. . . .  i i i v  r i l l  i v . i  p a j I A  V

формулы дл я функции распределения сум м ы

F (x )  = f F t (x  -  z ) dF 2( z )  = / F2(x -  z ) d F x( z )  Ш

* i  Iд в у х  независимых слагаемы х, а такж е частного —
$2

оо О

F(x)  = /  Fx(xz ) dF2( z )  ♦ /  [1 - F %{xz)\dFt ( z )

независимых случайных величин £, и £2 в п р е д п о л о ж е н и и .

Р {«2 = 0}  = 0 .

Р (дг)

Найти-
Постоянную а ;

^ и С РГ ТНОСТЬ ГОГО* ЧТ0 в ***** независимых наблюдениях $ примет значения 

распределения случайного вектора Ц . rj) имеет вид:

m * F{X y)  * F' ix)F*(y)  ♦ F, (x) ;ImA’1? iff
♦ F.(y) .



Г -----.черно .;ны в отрезке (0. j ) J .  Найти функцию распределения расстояния между J  
10. На отрезок (0, 0) брошено п точек. Считая, что точки разбросаны слу^? 

|т.С- каждая из них расположена независимо от других и распределена равно*], 
в (0. 0) ) .  найти: ___— ^

М огут ли функции F ,  (дс) и F 4 (дс) бы ть произвольными? Зависимы  или неза 
компоненты вектора ( i  t rj) ? ^

9 . На отрезок (0, а ) наудачу брошены две  точки |т.е. их абсциссы равномери 
пределены в отрезке (0. д)| . Найти функцию распределения расстояния между

in  u «  /л л ----------- -------------  ~ j  точки разброс
t и распределен;

а) плотность распределения абсциссы к-й слева точки;
б) совместную  плотность распределения абсцисс к -й и т-й точек слева ( к < щ)
11. Над случайной величиной $ с непрерывной функцией распределения прощ I 

дено п  независимых испытаний, в результате которы х были наблюдены слеп ую  
значения величины дгм  хг , .. . , хп . Найти функции распределения случайных велщ*

а) г\п  *= max (дг,, xt . . . . .  хп) ;
б ) = min ( х |в дс,............ хп );
в )  £-го по величине результага наблюдения;
г) совместного распределения А:-го и /л-го по величине результатов наблюдение.
12. Ф ункция распределения случайного вектора (| I# .. . . £л) равна F(xi t x} 

. . . .  хп ) .  В результате испытания компоненты векто р а получили з 
(X19 г  j . . . . ,  :  п ) Найти функцию распределения случайной величины:

а ) т\п = ш ах (г ,. z2...........zn);

б) * min (z|, z2...........zn).

13. Случайная величина $ имеет непрерывную функцию распределения F{i) 
К ак распределена а !учай н ая величина rj * F ( t ) ?

14. Случайные величины (  и г] независимы; их плотности распределения опрог 
ляю тся равенствами

Г * (* ) ■ Рп&)  *  0 при х < 0 ,

Р((х)  *  c t xae  Рт)(х) *  с 2х у е~^х при х > 0 .

Найти:
а) постоянные с , и с , ;
б ) плотность распределения сум м ы  $ ♦ rj.
15. Найти функцию распределения сум м ы  независимых случайных величин I 

т), первая из которых равномерно распределена в  сегменте ( -И, Л ), а вторая и*** 
функцию распределения F (x ) .

16. Плотность распределения случайного вектора ( ( ,  т), ? )  равна

.......... v чайные ве 155

р(х.  y . z )
—---------------При дг > О, у  > о, z > 0,
(1 + дс + у  ♦ Z)4

0 в остальных случаях.

Найти распределение величины $

ния

Мвти распределение суммы независимых случайных величин и $2, если их 
^пеления заданы условиями:

, )Г,(*)  = "  3  + 7  arctgх;
I '• #
5) равномерно распределены соответственное интервалах ( - 5 .  1) ;  ( 1, 5)*

1
, )  р, {X “ •

18. Плотность распределения независимых случайных величин {  и т> равна:

а) р^х) «  рп(х )

6) Pt(x) = РЛ(х)

1 °
при х < 0,

-  1
1 ае~ах при X > 0 (а > 0);

( °
при х < 0, л: > а.

_ 1
1 1 /а при 0 < х < а.

Найти плотность распределения величины f s  t/r\.
19. Пайi и функцию распределения произведения независимых сомножителей { и rj 

по их функциям распределения h\ (дг) и F 2 (х).
20.Случайные величины ( и г] независимы и распределены:
*) равномерно в интервале ( - а ,  а >;
б) нормально с параметрами fl s 0 , o s  I.

Найги функцию распределения их произведения.
21. Стороны I и tj треугольника представляют собой независимые случайные вели­

чины. По их ф ункциям распределения F* (х ) и F v (x ) найти функцию распределения 
Четьей стороны, если у т л  м еж ду сторонами £ и т? равен постоянному числу а.

22. Доказать, что если величины $ и rj независимы и их плотность распределения 
равна

Pt(x> * Prj(x)
при дс < 0, 

при дс > 0,

10 »мичины t + ч и £ /п также независимы. нормально распределены с па-
23. Доказать, что если величины t и 1  незав i 

Неграми о , = о , = 0. о, = о, = о, то величины

Независимы.



-  - ^ ч а й н ы е  шел

24. Д оказать, что если величины (  и т] независимы и распределены по ц  
араметрами т  и я ,  то величины 6 ж С/*7 и f  ж $ ♦ rj независимы
чг о ------л*----

1
с параметрам 

25. Случа! 
распределения

25. Случайные величины { , .  ( , ........независимы и имеют одну и т\ *•
ппелеления 7 п *еп л

Р ( х )
1

(Дг -  а)1
2 о 2 "

10ТЧ

о \/ 2 я
• п

Найти двумерную  плотность распределения величин 17 *  £  и f
* = I( т  < п) .

26. Д оказать, что любая ф ункция распределения обладает следующими свой

«I

*»!

'СТВ1Щ

lim х f  j  d F ( z ) = О,

lim дг /  j- < / F (z ) * 0 , 
- в .

lim jc /  j d F ( z )  = 0 ,
jc -  + 0 „

lim a: /  j d F { z )  = 0 .
* - - 0  _ ao k

27 . Над случайной величиной £. имеющей непрерывную функцию распределен* 
F (x ) ,  проведены две серии независимых испытаний, в результате которых i  прино 
значения, расположенные в порядке возрастания в каждой серии:

* , < * , < _ <  хм . у г < у г < ... < y N.

Ч ему равна вероятность неравенств I

У* ^  л*т+1 ^  Уц+ 1 »

где т  и м  заданные числа (0  < т  < М, 0  <  ц < /V)?
28. Случайная величина £ имеет непрерывную функцию распределения F№

В результате п  независимых наблюдений над £ получены следующие эначен**
х\ < хг < — < хп% упорядоченные по величине. Найти плотность распре* * 1®1 
величины

F(xn ) -  F(x2)
rj = -------------------------.

F(xn )  -  F(дг, )*
29. Случайные величины ( и г »  независимы и одинаково распределены с плот 

распределения
нос**

Р*(*) = Prj(Jf)
1 ♦ г

Найти постоянную С и доказать , что величина Цг\ распределена по закону КоШ**-

гЛ. СЛУчаЙН
,Л> 0РМ>НЬ‘

у п ^ НИЯ

Р((Х) *

P1f x ) ~

ые величины (  и т) независимы, их плотности распределения соотве!-

(|х | < 1 );

Доказать, что величина | rj нормально распределена.
31. Пусть £ и f  независимы и имеют плотности распределения

Р{ (Х) *  Р{<*>
гL-Xjc

при х < 0 ,

при х > 0 .

Доказать, что отношение rj •  —-— распределено равномерно на отрезке (0 , 1) .
С + П

32. Случайные величины £ и rj независимы и равномерно распределены на отрез­
ке ( - 1 ,1 ) .  Вычислить вероятность того, что корни уравнения х2 ♦ ( х  ♦ п = 0 ве­
щественны.

(Задачи 2 9 -3 2 ) сообщены мне М .И .Ядренко.)



Г Л А В А 5

ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

В предыдущей главе мы  видели, что наиболее полная характернее 
случайной величины дается ее функцией распределения. Действителы* 
функция распределения одновременно указы вает  на то, каки е значения *  
жет принимать случайная величина и с каким и  вероятностями. Однако*р|. 
де случаев о случайной величине требуется знать гораздо меньше, требуете! 
получить о ней лишь некоторое суммарное представление. Дли теори 
вероятностей и ее приложений большую роль играют некоторые постоянны? 
числа, получаемые по определенны^ правилам из функций распределены 
случайных величин. Среди этих постоянных, служащих для полученм 
общей количественной характеристики случайных величин, особей* 
важны математическое ожидание, дисперсия и моменты различных № 
рядков.

§ 23. Математическое ожидание

Начнем изложение с рассмотрения следующего схематического пример* 
предположим, что при стрельбе из некоторого орудия для поражения неко­
торой цели требуется один снаряд с вероятностью р х, два снаряда -  с *  
роятностью р 2, три снаряда -  с вероятностью и т.д. Кроме того, из*^ 
но, что п снарядов заведомо достаточно дл я  поражения этой цели. Так* 
образом , известно, что

1*0 К*1Спрашивается, сколько в среднем потребуется снарядов для пора 
указанной цели.

Д ля ответа на поставленный вопрос будем  рассуждать так. ПреЯ^2 
ж им , что производится очень большое число стрельб в указанны х • ^  
условиях . Тогда на основании теоремы Ьернулли мы можем утвер 
что относительное число стрельб, в которы х для поражения цели п0Т*\н*. 
вался только один снаряд, приблизительно равно р х. Точно так же Д0 
ряда потребовалось приблизительно в 100р2 % стрельб и т д  Таким

: у
ос ожидание

эоМ,
денем” на поражение одной цели потребуется приблизительно

1 Р | ♦ 2 Рг

СЙ,**^погичные задачи по подсчету среднего значения случайной величины 
икают в самых разнообразных задачах. Во г почему в теории вероятно- 

В° й * о д я т  в рассмотрение особое постоянное, носящее название м а т е- 
Clt т  и  ч  с  с к  о г о о ж и д а н и я .  Мы сначала дадим определение для 
М<*ретныхслучайных величин, отправляясь от только что рассмотренного
примера.

Пусть

Х|, Xj............Хп *

обозначают возможные значения дискретной случайной величины £ , а 

Pi» Рг» • • • »  Рп »

-  соответствующие им вероятности.
ее

Если ряд Z хпрп сходится а б с о л ю т н о ,  то его сум м а называется
п •  1

математическим ожиданием  случайной величины f  и обозначается .
Для непрерывных случайных величин естественным будет следующее

определение: если случайная величина £ непрерывна и р (х)  -  ее плотность
распределения, то математическим ожиданием величины £ называется 
интеграл

(1)* f  xp(x)dx

в т*х случаях, когда сущ ествует интеграл

£*(*)1Я ^ в о л ь н о й  случайной величины £ с функцией распределения 
Математическим ожиданием называется интеграл

М*

Под
* f  * d F ( : с). (2)

Ге°Метп3^ЯСЬ опРеДслением интеграла Стилтьеса, мы можем дать простое 
МатиЧ‘скоееСКО€ истолкование понятию математического ожидания: мате-

°жиданис равно разности площадей, заключенных меж ду осью



динат, прямой у  = 1 и кривой .v = F(x)  в интервале (0 , ♦«>) и ме*цу 
ью абсцисс, кривой у  = F(x)  и осью ординат в промежутке ( - « ,  Q) 

рис. 18 соответствующие площади заштрихованы и указано с каким 
аком  следует взять в сум м е каж дую  из площадей. Заметим кстати, что 
эметрическая иллюстрация позволяет математическое ожидание записан 
ако м  виде:

о 
М * *  -  fF (x ) d x  + / (1 -  F(x))dx. -  (3)

-ОО О

еланное замечание позволяет во многих случаях находить математи­
ков ожидание почти без вычислений. Т ак , для случайной величины,

, ж я .  - i n t ; .u O D I C  А в|1в1Ч 1С р И С Ти Ки

:пределенной по закону, указанном у в конце § 19, математическое ожи* 
ж е равно половине.
Заметим, что среди рассмотренных нами ранее случайных величин, слу* 
ная величина, распределенная по закону Коши (пример 5 § 2 1 ) , не име* 
математического ожидания.
Перейдем к  рассмотрению примеров.
П р и м е р  1. Найти математическое ожидание случайной величины {» 
пределенной по нормальному закону

1

о  \/ 2 л

По формуле (2 ) находим, что

1 / ( х - д ) 2\
= f x -----------  exp I --------— у - ) d x .

- y / 2J  '  20  '



3aJjCn°il z = — - — мы приводим вычисляемый интеграл к  виду

=. — —  / (o r  + a ) e ~ z' l 2dz  = 
у/TU

J —- —  / z e~z*l2dz  + —- — / е~х* l 2dz.
у/  2 л у/ 2л

Так как

J e ' z*,2dz  = V T ir  и / ze~x* ,2dz  = О,

то

*  J .

Мы получили важный результат, вскрывающий вероятностный смысл 
одного из параметров, определяющих нормальный закон : параметр а в н ор - 
мольном за к он е  р а спр едел ения  равен  математическому ожиданию .

П р и м е р  2. Найти математическое ожидание случайной величины £, 
равномерно распределенной в интервале (а, Ь).

Имеем:

ъ dx b2 -  а 2 а + Ъ
Щ = / х -------  = — --------  * --------- •

а Ъ - а  2 ( Ь - а )  2

Мы видим, что математическое ожидание совпадает с серединой интервала 
возможных значений случайной величины.

П р и м е р  3. Найти математическое ожидание случайной величины £, 
распределенной по закону Пуассона

а ке~а
р И *  *  —Г Г  (*  = 0 , 1 , 2 , . . . ) .  к\

х — а

Имеем:

а * е— -  а ке~а -  я * " 1
1  к -  ---------  = 2  к -  ---------  = ае~а 2

*=о к\ л = 1 к\ * = i (к -  1)!

а к
\ *ае~а Z —  = а.

Дс = о к\
Б.В. Гнеденко



Если F (х I В )есть  условная ф ункция распределения дл я случайной 
чины $ , то интеграл

щ т - f x d F W B )  J
мы назовем условны м  математическим ожиданием случайной  величцЛЗ 
относительно события В.

Пусть В Х9 В2...........  Вп -  полная группа несовместимых событий,
F(x\Bn ) -  соответствующие этим собьц^F (х\ В i ) ,  F ( x\B2) ,  

условные функции распределения величины £. Обозначим через F(x 
безусловную функцию распределения величины £; по формуле полно* 
вероятности находим, что

F (x )=  2  P(Bk)F(x\Bk) .
* = i

Это равенство совместно с (4 ) позволяет нам получить следующую фор. 
м улу :

которая, очевидно, может быть записана и иначе: 

Щ = М ЩЦ\Вк)  . (5)

Только что найденная формула во многих случаях значительно упроща­
ет вычисление математических ожиданий.

П р и м е р  4. Рабочий обслуживает л однотипных станков, расположен 
ных прямолинейно на расстоянии а др уг от друга (рис. 19). Считая, ^ 0

1 2  h п
Р 3 ~

Рис. 19

рабочий обслуживает станки, подходя к  ним в порядке очередности, Д Д  
средний переход (математическое ожидание величины перехода) M eW j 
станками. «

Пронумеруем станки слева направо от 1-го до  л-го и обозначим чере £ 
событие, состоящее в том , что рабочий находится у станка с номер0 ^  
Так к ак  все станки по условию задачи однотипны, то вероятность Pt 
того, что следующим станком , потребующим внимания рабочего, 
станок с номером /, равна 1/л (1 <  / < л ) .  Величина перехода X 3

Математическое ожидание

тучае равна
( (к -  i )a при к > /.

\\k )s  j (j -  к)а  при к <  /.

По опреДелеНИЮ

И (Х Л )— ( S  ( * - 0 а +  z  0  -  к)а )  = 
л /«I / = * + 1

а ^ к ( к -  1)  + (л -  к ) (п  -  к  + 1)  ^

In
[2 к2 — 2 (л + \)к + п(п  + 1)1

Вероятность рабочему находиться у *-го станка равна 1/л. поэтому по 
формуле (5 ) находим, что

MX = £  [2 *2 - 2 ( л  + 1 ) *  + п(и+  1 ) ] .  
*= i 2л2

Известно, что

V *2 = + 1 ) (2 я  + 1)
* 4  h

поэтому

МХ = ф 2 -  и  I
3 л

гДе /®(л -  1)д означает расстояние м еж ду крайними станками. 
Математическим ожиданием л-м е р н о й  с л у ч а й н о й  в е л и ч и н ы  
ь ^2,в • • »{ „ ) называется совокупность л интегралов
• * * # . . . /дгк^(дг1........х*........ ) = fxdFk (дг) = Щк ,

ас ^к(х) -  функция распределения величины $к *).

• ) у. Не Даем формального определения и-мерного интеграла Стилтьеса, во-пер- 
СлУ'иИнТ° М^ 410 Фактически будем  рассматривать только  дискретные и непрерывные 
иУ*На Ыс ®сличины и, во-вторы х, потому что, по сущ еству , д л я  теории вероятностей 
(с*. общая теория интегралов Стилтьеса, а теория абстрактного интеграла Лебега 
р*сПрепеПОМ П°ДРобнес в гл . 1 монографии Гнеденко и Колмогорова "Предельные 
L  /_ Лсния для сумм независимых случайных величин” , 1949 г . ) .

L



. . . .  л и с л о в ы е  х а р а к т е р ,

П р и м е р  5. Плотность распределения двумерной случайной вел
(€ 1 * € 2) задана формулой (двумерное нормальное распределение) ел* ч '

Р( Хи Х7 )
1

2n axa 2\/\ — г2 I 2 ( 1 - г 2 )

г (* i -  а\
о?

~г(х, -  д ) ( х 2 -  Ь) + (х2 -  Ъ)2
о ,о  2

найти ее математическое ожидание.
По определению

а\ = f f x i p ( x l , x 1) d x l d x 1 = / х ,р ,(х , ) d x t
И

а 2 = f f x 2P ( x l , x J ) d x i d x 2 = f x 2p 2(x2) d x 2. 

В примере 2 § 22 мы видели, что

1
P i ( X i )

Р2(Х2)

I (дг, -  а)2}

a , V 2F  СХР1 I
^ ' хрЬ

(х2 -  ьу
2 о\

поэтому согласно результатам примера 1 настоящего параграфа нахо­
дим , что

а х = а, а2 = Ь.

Нам удалось выяснить вероятностный смысл параметров а и b также и ДО* 
двумерного нормального распределения.

§ 24. Дисперсия

Д испер сией  случайной величины £ называется математическое оЖИЯ* 
ние квадрата уклонения £ от М£. Мы условимся дисперсию обозначь» 
символом D£. Таким образом , по определению

D? = M ( t - M { ) 2 = / x d F 4 (x ) ,
О

где через F^(x)  обозначена функция распределения случайной вел **®  
V = (£ — М £)2 . Найдем связь м еж ду функцией Fv (x) и функцией р *  J  
деления F $ (дг) величины £. Имеем:

F ij(x )  = 0 при х <  О,



.  Дисперсна 
§ *

,  при х > 0 ,  ,
^ (Jc)=P{T? < x ) = p ( ( i - M i ) , < x }  =

s p{ W GT <  * - М £ <  v /? }  = P { M S - v/ 7 <  £ <  M ^ + V 7 }  =

♦n/5’ ) — — >/ж + 0) .

формула (1 ) переписывается так :

Dj* / d x lF { ( M ^ + v ^ ) - F r(M S -4 / F  + 0)] =
О

= f xdF(m  + V * ) -  f x d F (№  -у / х  + 0) .

В первом интеграле произведем замену z = М£ + \/х, а во втором -  за­
мену z = М$ -  \/х, в результате

JxdF(m  + >/* )=  / (z -  М|)2dFt(z),
0 M £

Mi.
JxdFtm - > f x  + 0) = / ^ ( r  -  M|)5dF t ( r ) .

Таким образом,

D* = / (z -M £ )2dF *(z ). (2 )

Так как

(z -  M£)2 = z 2 -  2zM£ + (M$)2 и M$ = fzdF t (z ) , 

то формула (2)  может быть записана иначе 

Df = fz2dFK(z) - U z d F f f l f  = M£2 -  (M$)2 (3 )

Так к а к  дисперсия является неотрицательной величиной, то из послед­
него соотношения мы вы водим , что 

/zJ dF t ( r ) > ( / zc^ ( 2 ) )2.

ста Ж?**6101®0 представляет собой частный случай известного неравен-
^ ь у н я к о в с к о г о  -  Коши.

математическому ожиданию дисперсия сущ ествует не для 
за к о С̂ УЧайНых величин. Т ак , рассмотренный нами ранее (пример 5 § 21) 

Расс 0ШИ НС имеет конечной дисперсии.
Л МотРим примеры вычисления дисперсии. 

распп, И М еР ** Найти дисперсию случайной величины {, равномерно
Р^Деленной в интервале (а, Ь ).

165
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/**

В нашем примере 

> х2 b 3 -  а 3 b 2 + ab  + а 2

3

[редыдуш ем параграфе было найдено 

а + Ь

Таким образом,

a2 +ab + b 2 / а + b \ 2 (Ь -  а )2

Мы видим, что дисперсия зависит только от длины интервала (д, Ь) 
?вляется возрастающей функцией длины. Чем больше интервал зна- 
ий, принимаемых случайной величиной, т.е. чем больше рассеяны ее 
чения, тем больше дисперсия. Дисперсия, таким  образом, играет роль 
р ы  р а с с е я н и я  (разбросанности) значений случайной величины 
>ло математического ожидания.
П р и м е р  2. Найти дисперсию случайной величины распределенной 
<ормальному закону

ехр (*  -  а ?  1

4ы знаем, что Щ = д, поэтому
С * -* ) ’

>£ = f(x  -  a)2p(x)dx  = ------------/ ( jc -  а)2е  2аГ~ dx.
о %/2тГ

2 а

изведем под интегралом замену переменных, положив
х -  д 

= ---------  I»
о

этом

у/2п

утрированием по частям находим, что

z2e  x*, 2dz= / - ze  z*12 + f e ~ z' l2dz = y/Jn.
—oo



Таким образом, окончательно 

D S = o 2.
Мы выяснили, таким  образом, вероятностный смысл второго параметра 

определяющего нормальный закон . Мы видим, что нормальный зак он  ра с 
предел ения полностью опр едел ен  математическим ожиданием и ди сп ер си ей  
Эго обстоятельство широко используется в теоретических изысканиях 

Заметим, что и в случае нормально распределенной случайной величинь 
дисперсия позволяет судить о рассеянии ее значений. Хотя при любых по 
ложительных значениях дисперсии нормально распределенные случайны* 
величины м огут принимать в с е  вещественные значения, все же рассеяни< 
значений случайной величины будет тем меньше, чем меньше дисперсия; 
при этом вероятности значений, близких к  математическому ожиданию 
будут больше. Это обстоятельство было отмечено нами в предыдущей глав* 
при первоначальном знаком стве с нормальным законом .

П р и м е р  3. Найти дисперсию случайной величины X, рассмотрение» 
в примере 4 § 23.

Сохранив обозначения примера 4 , находим, что
1 к  п

М(Х2 |/?*) = - (  2  (k - i ) 2a2 + £  (/ -  к)2а2) я  
п i - 1 /=*+1

а 2
= —  [ ( * -  l ) * ( 2 * - l )  + ( / i - * ) ( / i - * + l ) ( 2/ i - - 2* + l ) ]  =

Ьп

а 2
= — [ вк  -  6(п + 1)А: + (2л  + 1 )(л  + 1)]

6

и, следовательно,

1 п
М(Х2)= - Е  М(Х2|Д*) =

П к = I

° 2 * ° 2 = —  [п(п + 1) ( 2/1 + 1)  -  3 (w + I )2/? + п(п  ♦ 1) ( 2л + 1 )] = — (л 2 -  1 ) .  
6/1 6

Отсюда следует, что

а2 а2(п2 — I )2
D(X)=M(X2)- (МХ)2 = Г (п2 - 1 ) - --?- -J  =

6 9 п 2

ш а2(п2 -  1 ) ( я 2 4-2) /2 / 2 1 2 \

\8п 2 18 \ л - 1  /!(л — 1 ) /?2(/I — 1)7

I  шт «днспсрсил



В нашем примере
ь х2 *>3 - j 3 Ь2 +аЬ+а2

f x 2dFK(x) = f  - -------dx = — ------- - = ------- ------------
о b — а 3 (Ь — а)  3

В предыдущем параграфе было найдено 
а + b 

Щ .  —  ■

Таким образом,
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a2 +ab + b2 I  а + Ъ \ 2 (Ь -  а)2
~3 \ 2 / 12

Мы видим, что дисперсия зависит только от длины интервала (а, Ь) 
и является возрастающей функцией длины. Чем больше интервал зна­
чений, принимаемых случайной величиной, т.е. чем больше рассеяны ее 
значения, тем больше дисперсия. Дисперсия, таким образом, играет роль 
м е р ы  р а с с е я н и я  (разбросанности) значений случайной величины 
-около математического ожидания.

П р и м е р  2. Найти дисперсию случайной величины {, распределенной 
по нормальному закону

1
р(х)= ---------  ехр

о у/2п
Мы знаем, что М£ = а , поэтому

1
D? = f (x -  a)2p(x)dx  = ----------- f (x  -  а)2е  20^  dx.

Ох/ЦТ

Произведем под интегралом замену переменных, положив 
х -  а

z =
о

при этом
а2

D£ = --------  f z 2e  Z*, 2dz.
у/2п

Интегрированием по частям находим, что

f z 2e~2*l2dz = / +f e~22,2dz = у/2п.



Таким образом, окончательно 

D£ = а 2.

Мы выяснили, таким образом, вероятностный смысл второго параметра 
определяющего нормальный закон. Мы видим, что нормальный закон  рас 
пределения полностью определ ен  математическим ожиданием и ди сп ер си ей  
Это обстоятельство широко используется в теоретических изысканиях 

Заметим, что и в случае нормально распределенной случайной величинь 
дисперсия позволяет судить о рассеянии ее значений. Хотя при любых по 
ложительных значениях дисперсии нормально распределенные случайны* 
величины могут принимать в с е  вещественные значения, все же рассеяни< 
значений случайной величины будет тем меньше, чем меньше дисперсия; 
при этом вероятности значений, близких к  математическому ожиданию 
будут больше. Это обстоятельство было отмечено нами в предыдущей глав* 
при первоначальном знакомстве с нормальным законом.

П р и м е р  3. Найти дисперсию случайной величины X, рассмотрение* 
в примере 4 § 23.

Сохранив обозначения примера 4, находим, что
1 Дг п

М(X2 !#*) = - (  Z (А: -  i ) 2a 2 + Z ( i - k ) 2a2) = 
п  /= 1 /=*♦ I

а 2
= —  [ ( * -  1 ) ’ * ( 2 * - 1 )  + ( л - * ) ( л - 1 к + 1 ) ( 2 л - 2 * + 1 ) ]  =

6л

а 2
= — [вк  -  6(л + 1)А: + (2л + 1) (л + 1)]

6

и, следовательно,

1 п
М(Х2 ) = -  I  Щ\г \Вк) =

П к = 1

а2 а2
= —  (л (л + 1) (2 л 1 ) - 3 ( л  + 1)2л + л (л  + 1) (2 л + 1)] = —  (л2 -  1).

6л 6

Отсюда следует, что

D(X)=M(XJ ) -  (MX)2 = - ( и 2 -  1 ) -  а (” =
6 9и

а 2 (и2 -  1 )(и 2 + 2)

§ 24. Дисперсия

18л
I1 I 2 1 2 \

-  ---  ( 1 + ------- + ------------ + —-----------  )
18 \ л - 1  л ( л - 1 )  л 2(л -  1)/
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Д и с п е р с и е й  л- м е р н о й  с л у ч а й н о й  в е л и ч и н ы  
( t i*  £2» • • •» £л) называется совокупность п2 постоянных, определяемых 
формулой

b/k= f f . . . f  (X/ -  М£; ) (х* -  М t k)dF(xx , х2.......... *л )
(1 < к <  я ,  1 < /< п). (4)

Так к ак  при любых вещественных /у(1 < / < я )

/ . . . / {  2  i > ( x / - ^ / ) ) 2t f F ( x i t x 2 ........... * „ )  = 2  2  biktjtk >Oy/*1 _ _ _ _ _  /=1 * = i
то, к ак  известно из теории квадратичных форм, величины bjk удовлетво­
ряют неравенствам

Ьч Ьхг • • • ^ 1*
Ьг 1 Ь22 • • • ^2 Дг > 0 при к = 1 , 2,

Ьк, Ькг ••• ь кк
Очевидно, что 

bkk- O t k.
Величины bjk при к Ф / называются смешанными центральными момен­

тами 2-го порядка  величин ^  и очевидно, что bjk = bkj .
Следующая функция от моментов второго порядка

Г( Г
V  ЪцЪц

носит название коэффициента корреляции  между величинами и {у. 
Коэффициент корреляции является мерой силы связи (линейной связи) 
между величинами и Величина коэффициента корреляции, к ак  это 
следует из неравенства Б уняковского , заключена в пределах (—1 , +1).

Значения ±1 достигаются только в случае, когда { и г ?  связаны линей­
ной зависимостью.

В дальнейшем мы увидим, что для н е з а в и с и м ы х  величин коэффи­
циент корреляции равен нулю.

П р и м е р  4. Найти дисперсию двумерной случайной величины ({ |, £2)» 
распределенной по невырожденному нормальному закону

р(х,У)= ---------- -------------  X * ~ '

X ехр

2‘по1о2\1\ -  г 1

(X -  а)2

1-зЫ -  2 г
(.х - а ) ( у - Ь ) ( у - Ь У

0\°2 о 2
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Согласно формуле (4 ) и результатам примера 2 настоящего параграф* 
и примера 1 § 23, находим, что

D*1 = o j ,  D Ь = 0 2 -  

Далее,

=*>2 1 = Я (*  - а ) ( у  -  b ) p ( x , y ) d x d y  =
1 ( у - * ) ’

/«- 2о’ dy X
2jraiO j\/l - г*

Заменой
1 I х -  а у  -  Ъ \ • у  -  b

2 = ( ------------- Г ---------- ) ,  Г =  
у/\ —г* °1 0 2 / о 2

выражение для Ьх2 приводится к  виду
. 1  _ а

1
*12 = * 2 i = — / / ( o i^ V l  - r J r z + r a ,a j f 2)e  2 2 dz dt ■=

2 я

ro ' ° i  г  г  ^ г  ~ ~ 2  j  ° 1 ° 2 \ / 1  ^// е 2 d t f e  2 dz +
2л 2л
_ I ' -L *

X /ге 2 d t f z e  2 dz = r0i 02>
Отсюда находим, что

//(^ - a )  (.У -  b ) p ( x , y ) dx d y  M (f, -  - M b )
r =

a >a ’  V D i.D ^

Мы видим, что двумерный нормальный закон  (так  же, к ак  и одномер 
ный) полностью опреде.1яется заданием математического ожидания и ди с  
Персии, т.е. определяется заданием пяти величин М£|. М{2 . D£t , D£2 и г .

§ 25. Теоремы о математическом ожидании и дисперсии

Т е о р е м а  1. Математическое ожидание постоянной равно этой по 
стоянной.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Постоянную С мы можем рассматривать каь 
[ дискретную случайную величину, которая может принимать только одне
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значение С с вероятностью единица; поэтому 
МС = С • 1 = с.
Т е о р е м а  2. Математическое ожидание суммы случайных величин 

равно с умме их математических ожиданий :

М(£ +тО=М£ + Мт?.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим сначала случай дискретных случай­

ных величин £ и г?. Пусть а х, а2.......... аПУ. . .  -  возможные значения величи­
ны £ и Р\, р 2*. . . »  Рп* • • • — их вероятности; , Ь2 . . . . ,  bk , . . .  -  возмож­
ные значения величины 17 и q x , q 2, . . .  , qk >. . .  -  вероятности этих значе­
ний. Возможные значения величины £ + т? имеют вид + 6* (А:, п = 1 , 2 , . . . ) .  
Обозначим через р пк вероятность того, что £ примет значение аПУ а т? -  
значение 6*- По определению математического ожидания

M(* + Tj)= £  (я„ +Ьк)рпк = £  2  (ап +Ьк)рпк =
п,к = 1 п «  I Дг = 1

= £ ( £ pnk) + £ л* ( £ ) .
л  = 1 Дг = 1 Дс = 1 п = 1

Так к ак  по теореме о полной вероятности 

?  Рпк=Рп  И £p„*=<?fc,
Дг = 1 я  = 1

то
I  an l  р п к = I  = м ?

л = 1 Дс = 1 Я = 1
И

£ ь * (  £ р „* ) = £ =МТ).
Дс = 1 л  = 1 к = 1

Доказательство теоремы для случая дискретных слагаемых завершено. 
Точно так же в случае, когда существует двумерная плотность распре- 

хеления р(х, у )  случайной величины (£, ту), по формуле (3 ) § 23 находим:
Mf = М({ + rj) = f x d F {(x) = f x ( f p ( z ,  х -  z ) dz ) dx  =

= f f x p (г. x - z ) d z  d x = f f ( z  + y ) p ( z ,  y ) d z  d y  =

= f f z p ( z .  y ) d z  d y  + f f y p ( z ,  y ) d z  d y  = f z p t (z)dz + f y p r, ( y ) d y  = Щ + Mv

В общем случае теорема 2 будет доказана нами в дополнении 1. 
С л е д с т в и е  1. Математическое ожидание суммы кон ечного числа 

лучайных величин равно с умме их математических ожиданий.
М«! + £2 + ... + £„) = М£1 +МЬ ♦ ... + М£Я.
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Действительно, в силу только что доказанной теоремы

м ({ ! + Ь  + . . .  + U  = m $1 + м ( ь  +|2 + . . .  + *„) = 
= м£, + м $ 2 + м (Ь  + . . .  + *„) = + м ^  + . . .  + м*„.

С л е д с т в и е  2. Математическое ожидание суммы

г*)** М -  случайная величина, принимающая лишь целочисленные значения , 
случайные величины  { j , £2. • • • зависят от ц , математическое ожида­
ние ц конечно и р яд

2 М |**|?{ ц> к )  
к — \

сходится, существует и равно  

м /«1 7
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, условное математическое ожи­

дание, при условии, что м = £, равно

м {гм|р = Аг) = м г ,  + м ь  + . . .+ .м | Л.

Безусловное математическое ожидание

Mf - 2  M {f  |/i = Дг)• Р(ц = к )  = 2  Р<М = * ) 2 М £ .*
* *= i м *=1 /=1 '

* 2  M L  2  Р{ц = к}= 2 М { ,Р {д > / } .
/=1 '*=/ /= 1 7

Если слагаемые £ i, Ь .  £з . - - -  одинаково распределены, т.е. если 
P { ? i  <  * ) = Р ( 1 а  <  x )  = . . .  = F ( x ) , t o  

M f^ M f .- M p .

Действительно,
к

М ? «  2  P{/Lt = * }  2  M i  = M b  2  *P {/ i = * ) * M { |  Мм
*  = 1 /=1 7 Дс = 1

П р и м е р  1. Число космических частиц, попадающих на данную пло­
щ адку, есть случайная величина д , подчиненная закону Пуассона с пара­
метром а , каждая из частиц несет энергию {, зависящую от случая. Найти 
среднюю энергию £ , получаемую площадкой в единицу времени.

Согласно следствию 2 имеем:
М£ =Щ ■ M/i = яМ£.
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П р и м е р  2. По некоторой цели стрельба ведется до л-го попадания. 
Считая, что выстрелы производятся независимо друг от друга и вероят. 
ность попадания при каждом выстреле равна р , найти математическое ожи­
дание расхода снарядов.

Обозначим через £* число снарядов, потраченных от (к  -  1)-го до £-го 
попадания. Очевидно, что расход снарядов на п попаданий равен

* *  *1 + ь + . . . +

и, следовательно,
М* = М£, +М Ь + . . .  + М$„.

Но
М$, =М Ь = . . .  = М*„

и

М£, = 2  kqk хр Р I

*=о (1 -  ЯГ Р
следовательно,

М£ = п/р.
Т е о р е м а  3. Математическое ожидание прои зведения независи­

мых случайных величин £ и rj равно произведению  их математических 
ожиданий.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если величины £ и т? дискретны; a it а2, . .  , 
. . ,  ak i . . .  -  возможные значения £ и p lt р 2, • • . ,  р к , . . .  — вероятности 

них значений; Ьг , Ь2, • • . ,  b„ , . . .  — возможные значения т\ и q x, q2 , . . .  
. . ,  <7Л, . . .  — вероятности этих значений, то вероятность того, что £ примет 

(начение д*, а г? -  значение ЬПУ равнар кЯп - По определению математическо*
о ожидания

М£т? = Z akbnPkQn = 2  Z akbnp kqn =
к ,п  к = 1 п = 1

= ( 2  д * р * ) (  2  =
к = 1 п = 1

ишь немногим сложнее доказательство для случая непрерывных величин, 
ювести его мы предоставляем читателю.
С л е д с т в и е  1. Постоянный множитель можно выносить за знак ма- 
матического ожидания
МС£ = СМ£.

Это утверждение очевидно, так к а к , каково  бы ни было £, постоянное С 
(еличину £ можно рассматривать как  независимые величины.
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Т е о р е м а  4. Д исперсия постоянного равна нулю. 
д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно теореме 1,
O C = M (C -M C )J = M (C -C ) J =1И0 = 0.

Т е о р е м а  5. Если с  -  постоянное, то 
Dr? 9 с 2 D£.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу следствия из теоремы 3 

DcS = -  Мс{]2 = М[с* -  cM£]J =
= Ш2 [« -  Щ]г -  с 2 М[{ -  Щ]2 = с 2 0 1
Т е о р е м а  6. Д исперсия суммы независимых случайных величин $ и т? 

равна с умме их ди спер сий
D({ + ту) = D£ + От?.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно,

D(| + 7?) = М [{ + т? -  М ({ + v)]2 = М[(5 -  М£) + (п -  Mr?)]1 =

= D£ + Dt? + 2М(£ -  M£)(t? - M tj) .

Величины £ и г? независимы, поэтому независимы также величины 
{ - иг/ — Мт?; отсюда

М ({ -  Щ)  (т? -  Мт?) = М(£ -  М£) • М (17 -  Мт?) = 0.

С л е д с т в и е  1. Если £, ,  £ 2»• • • . £* -  случайные величины, каждая 
из которых независима от суммы предыдущих , то

D«i + + D£2 +... + D£„.
С л е д с т в и е  2. Д исперсия суммы конечного числа попарно незави­

симых случайных величин £ х, £ 2 , . . . ,  $п равна с умме их дисперсий . 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно

«>(*, + * , + . . .  + *„) = м (  2  « к - м { * ) ) а =
Дс = 1

= М 2 2 (£* - М£*) (£, - М£,) = 2 2  М(£* - щ к) (£. - М£,) =
/= 1 * = 1 7 7 Дс = 1 /*= 1 7

* 2 D£* + 2 М(£*
Дс = 1 Дс #/ 7 7

Независимости любой пары величин £* и £у (А: # /') вытекает, что при
* * 7

^ и м , очевидно, доказательство завершено.
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П р и м е р  1. Нормированным уклонением  случайной величины

называется отношение

Доказать, что D

Действительно, { и М{, рассматриваемые^как случайные величины 
независимы, поэтому в силу теорем 5 и 6

П р и м е р  2. Если {иг? — независимые случайные величины, то

D ( { - t ? ) =  D* + D г].

П р и м е р  3. Теоремы 2 и 6 позволяют весьма просто вычислять мне* 
матическое ожидание и дисперсию числа ц наступлений события А при я 
независимых испытаниях.

Пусть р к есть вероятность появления события А при А:-м испытании
Обозначим через цк число появлений события А при к-м испытании Оче­

видно, что \хк есть случайная величина, принимающая значения 0 и 1 с ве­
роятностями qk = 1 - р к н р к соответственно.

Величина ц 9 таким образом, может быть представлена в виде суммы

M = + . . .  + Мя-
Так как

ЬЛ»к = 0  •<?* + 1 р к =рк

Оцк =Мц2к - ( М ц к)2 = 0 qk + 1 р к - р \  = pt ( l  - p k) = p kqk, 
то доказанные теоремы позволяют заключить, что 

М и=Р\ +Р1 + . . . +р „
и

D м=р,<7, +р2Яг

D ({-T ?)= D f + Dr?.

Действительно, в силу теорем 5 и 7 

0 ( - П) = ( - 1 )2 D т/ = Di?
И

и



дт0 случаЯ схемы Бернулли р к =р и, следовательно, 
пр И Dn = npq.

Заметим, что отсюда

ц и pq
м -  * р ; D _  = —  •п п п

§ 26. Моменты

Моментом к-го порядка  случайной величины £ называется математи­
ческое ожидание величины (£ -  а ) к :

vk( a ) - M ( t - a ) k . ( 1 )

Если а = 0, то момент называется начыьным. Легко видеть, что началь­
ный момент первого порядка есть математическое ожидание величины £.

Если а = М£, то момент называется центральным. Л егко видеть, что 
центральный момент первого порядка равен нулю, а центральный момент 
второго порядка есть не что иное, к ак  дисперсия.

Начальные моменты мы станем обозначать буквой v ky а центральные — 
буквой цк , указы вая  в обоих случаях нижним индексом порядок момента.

Между центральными и начальными моментами существует простая 
связь. Действительно,

Д„ = М(*- М£)"= £ Ск ( - Щ ) П~кЩ к = £ С * (- М | ) "- Ч .  (2)
~ ____  к =0 *= О

Так как vx = М£, то

Д„= Z ( - \ ) n ~kCnVkVi~k + (^ 1 )|,“ 1(л — l ) ( V i ) w. (3 )
к~ 2

выпишем эту связь между моментами для первых четырех значений п:
До = 1,
^1 = 0,

» * Л ' 2  - V ] ,  (3*)
* р 3 — 31̂ 2 1̂ + 2^1,

^4 * |/4 — 4| з̂^| + 6^2^1 — 3|/| .

первые моменты играют особо важную роль в статистике.
Величина
* *  = M | £ -  а \к (4)

■^сит название абсолютного момента к-го порядка.
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Согласно определению математического ожидания М(£ -  а )* 
вычисляться по формуле

vk(a) = fxdG(x),

где G(x) обозначает функцию распределения величины (£ -  а) к о 
при действительных расчетах предпочитают пользоваться другой ф о т ^ Я

»k(a)x f ( x - a ) kdF(x) ,

где F(x)  -  функция распределения величины £. Для того чтобы форцут, 
(Г )  и (5 ) не противоречили друг др угу , необходимо, чтобы имели месп 
равенства

fxdG(x) = / (x - a ) *dF (x ) .
Докажем , что это действительно так.
Если к -  нечетное число, то (£ -  а ) к -  неубывающая функция { и по­

этому

G(x) = Р{($ -  а)к < *} = Р{$ -  а < /̂х ) =

= Р{£ < а  + у/х } = F(a + у/х ).

При нечетном к, таким образом,

М(£ -  а)к = fxdF(q  + у/х ).
к __

Нетрудно подсчитать, что заменой z = а + V  х мы приводим этот интеграл 
к  виду (5 ) .

Если же к — четное, то ({• -  а )к есть неотрицательная в е л и ч и н а  и,следо­
вательно, G (х )  = 0 при х < 0. При х > 0

С (х)=  Р{({ -  а )к < х )  = Р{а -  \/х < £ < а + у/х )=

= F(a + у/х ) -  F(a -  у/х + 0 ).

Таким образом, при четном к

М($ -  а )к = / xdF(a + у/х ) -  J x d F (а -  у/х + 0).
о о

Заменами z = а ♦ \/"ЗГ~ в первом интеграле и z = а -  V х ~ в0 вт0^  
мы приводим М(£ -  а ) к к  виду (5 ) .

Мы доказали частный случай следующей теоремы.
Т е о р е м а  1. Если F (х) -  функция распределения величины j 

непрерывная ф ункция , то
m t )  = f№ d F (x ).
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I как  мы условились считать, что случайная величина £ имеет мате- 
L —чсское ожидание только в том случае, когда изображающий его ин- 

абсолютно сходится, то ясно, что момен1 *-го порядка у величины £ 
^шествует тогда и только тогда, когда сходится интеграл

J\x\kdFt (x).
Из этого замечания следует, что если случайная величина £ имеет момент 
к*о порядка, то она имеет также моменты всех положительных поряд­
ков, меньших чем к. В самом деле, так к ак  при г < к \х\к > \х\г , если 
| х I > 1 ,то

f\x\'dFt (x)= J  \x\rdFt (x)+ f  | x\rdFt (x)<
1 I x K l  UI>1
< / \x\rdFt (x)+ f  \x\kdF( (x) . .

|ar|<l I*I>1
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Первый интеграл в правой части неравенства конечен в силу конеч­
ности пределов интегрирования и ограниченности подинтегральной ф унк­
ции, второй интеграл сходится в силу предположения.

П р и м е р .  Найти центральные и центральные абсолютные моменты 
случайной величины, распределенной по нормальному закону

1 ( (X -  a f  \р(х)=*-----------  е х р ----------- —  | •
o\/2iii I ~° '

Имеем:

« . -------—  № - « ) * « х Р -  —  / . ‘ . ' Ч .
а у/2п  ’  '  I 2о 2

При к нечетном, в силу нечетности подинтегральной функции, 
Ик =0.

При к четном
„ _  X2

Vk -  тк = у  — 0к f  х ке  2 dx 
л о

одстановкой дг2 = 2г  мы приводим этот интеграл к  виду

2 . ^цк ~ т к = J  1  Г. 2о *2 2 / z 2 e~zdz

А г !
2к ,2(к/2)\
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Согласно определению математического ожидания М(£ -  а у . 
вычисляться по формуле

vk(a) = fxdG (х), ,

где G(x)  обозначает функцию распределения величины (£ -  д)*  o ' ]  
при действительных расчетах предпочитают пользоваться другой форму!!? 

Vk(°) = f(x -  o)kdF(x) ,

где F(x)  -  функция распределения величины £. Для того чтобы формул
( Г )  и (5 )  не противоречили др уг д р у гу , необходимо, чтобы имели месю равенства

f xdG(x)  = f ( x  -  a)kdF(x) . 1 I

Д окаж ем , что это действительно так .
Если к  -  нечетное число, то (£ -  а ) к -  неубывающая функция £ и по­

этому |

С(дг) = Р { ( £ - * ) * <  дг} = Р { £ - а <  ^ Г ) =  1|

*  Р{£ <  а + \/х ) = F(a + >Jx ) . ■ !

При нечетном к> таким  образом, П

М(£ -  а )к = fx dF (a  ♦ \/х ) . |
к ______

Нетрудно подсчитать, что заменой z = а + V  *  мы приводим этот интегри 
к  виду (5 ) .

Если же к  -  четное, то (£ -  а ) к есть неотрицательная в е л и ч и н а  и,следо­
вательно, G (x ) = 0при  х<  0. При х > 0

С (х )= Р  { ( £ - * ) * <  *}  = Р { а -  *s/x <  £ <  <7 +

= F(a + \/;Г) -  F(a -  y/jT + 0 ).

Таким образом, при четном к

М(£ -  в ) *  = fxdF(a  + V jT )  -  Jx d F (а -  t/x  + 0 ) .
О

Так как  мы условились считать, что случайная величина £ имеет мате-
тяческое ожидание только в том случае, когда изображающий его ин- 

абсолютно сходится, то ясно, что момент к -го порядка у величины £ 
^шествует тогда и только тогда, когда сходится интеграл

J\x\kdF^(pc).

Из этого замечания следует, что если случайная величина £ имеет момент 
к-ro порядка, то она имеет также моменты всех положительных поряд­
ков, меньших чем к. В самом деле, так к ак  при г  < к \х\к > |х|г , если 
|Х| > 1, то

/ | * № (* )= / I / I х\Щ (х)<
3 |х|<1 Iдс I> 1

< / |*|rdFt (x ) + f  |x|*dFt ( x ) . .
|дг|<1 |х|>1

Первый интеграл в правой части неравенства конечен в силу конеч­
ности пределов интегрирования и ограниченности подинтегральной ф унк­
ции, второй интеграл сходится в силу предположения.

П р и м е р .  Найти центральные и центральные абсолютные моменты 
случайной величины, распределенной по нормальному закону

, ч 1 \ (*  -  °)2 }
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у/2я

Имеем:

f  (х -  а)ке\р dx = f x ke  2 dx.
o s f b i  '  ^

При к нечетном, в силу нечетности подинтегральной функции 
Mlc = 0.

При к  четном

К *  Я
= т к = V — о* f x ke  2 dx.

оо
к -  1

Q . . к/—  к j— оП втоР0̂  Подстановкой х2 = 2z мы приводим этот интеграл к  видуЗаменами z = а + V  х в первом интеграле и z = в -  v  *  ~ в0  | .
мы приводим М ( { - д ) * к  виду (5 ) .

Мы доказали частный случай следующей теоремы. .  J
Т е о р е м а  1. Если F (дс) -  ф ункция распредел ения в е л и ч и н ы  £»/' 

непрерывная ф ункция , то
М/(£) = / / (* )dF(x) .

»k=mk = у  " Qk2 2 J z 2 e - z dz = 
л о

* - !У10*2 = o*(Jfc — 1 ) ( *  -  3 )  . . .  1 = a k
k\

2k'2(kl2)'.



При к  нечетном абсолютный момент равен
П  -  П  iL=!

*пк = v  — о к f x ke  2 dx = у  “  о *2  2 Г 
п о  *
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(ЧЧ ■ ]
■ 4 2 _ т ~ ) !° ‘ ' I

Моменты функций распределения не м огут быть произвольными м
шнами. Действительно, к ако вы  бы ни были постоянные 0 , ............t.
щратичная боомащратичная форма 

'„ = / (  2  гл (х -  a )k)2dF(x)  = 2  2
А- .— А* = 0

7ГрГ„ь:л,;оиому п ер ,ы '  « ч . »  с едую-

•'о(*) V» (а) 

" 1 (e ) М в )
»»*(«)
«'jk+iW

»* (« )  »»*+l(e ) •'алС*)

> о (к -  1 , 2 , . . .  , п ) .

налогичным неравенствам подчинены и абсолютные моменты.
тносительно абсолютных моментов мы докаж ем  еще следующую 
ем у.
е о р е м а 2. Если случайная величина £ имеет абсолютный момент 
дка  к, то при любых t ит (0  <  t < т < к )

пГ,< \jm~r < кф Г к , 
бозначено

ю бое вещ ест венное число.
)  к  а з а т е л ь с т в о. Докажем сначала теорему для того c n j w
I / , г  и к -  рациональные числа. Пусть для определенности

p/q, т = s/q, k=u/q, ЗШ

м по предположению теоремы
! 5 <  и.

ч 26 Моменть1 179

теперь г  -  какое-нибудь целое положительное число, меньшее чем и. 
П У -отриМ неотрицательную квадратичную форму

Г - 1  г+1

и 2 ♦ 2/и_, + и2 = Л  м|х| 2<7 + и|дг| 2<7 ] 2 </F(x).
<7 «7Шг̂ Х

Я

Условие ее неотрицательности состоит, к а к  известно, в том, что

m\ ^  1 •
я я я

Это неравенство, очевидно, может быть записано и в таком  виде:

т1:  < • m'rJLl .
Я я Я

Если придать г  последовательно значения от 1 до г ,  то мы получим 
последовательность неравенств

т\ < т 0т 2 , 
я я

т 2'2 < т\ т\ 
я

т 2/  <
я я я q я

Заметив, что всегда т 0 = 1, перемножив выписанные неравенства и произ­
ведя сокращения, мы приходим к  неравенству

т гм
г_
Я

г + 1 
Я

Л _L_ 2. я
Таким образом, т гг < т ' Д 1, или ж е  т ,  < т гг\ * .

я ~я я V
Это неравенство доказы вает, очевидно, теорему, в случае /, г и А: ра­

циональных .
^ Так как  функция mr непрерывна относительно аргумента t в области

4  r < fc, то предельным переходом мы убеждаемся в правильности тео- 
Ремы при любых t, т и к.
^^•Ы етим, что в только что доказанной теореме содержится следующее 

свойство моментов:

I  1  1  1
w j <  « , 3з <  < . . .

ВеЛич;нРИМераХ параграфов два  первых момента случайной
3аРанееЫ ПОлностью определяли ее функцию распределения, если только 
Ний НС ИЗВестен вид эт°н функции (так это имело место для распределе- 
И ^ Р М а л ь н о г о , Пуассона, равномерного и д р .) . В математической ста- 
б°льшег0ИГРа10Т значительнУю роль законы распределения, зависящие от 

цем два числа параметров Если заранее известно, что случайная
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величина подчинена закону вполне определенного вида, но неизвестно 
пишь значения параметров, то эти неизвестные параметры в важнейцц,,

mdlia »т»*аитч  R/'nu ***л *'

ненкя 181

:лучаях определяются через первые моменты. Если же нам неизвестн 
к к ако м у виду принадлежит функция распределения, то, вообще гово °* 1 
че только знание одних первых, но и знание всех целочисленных момент I 
ле дает возможности определить неизвестную функцию распределен*? 
Эказываетея, можно построить примеры различных функций распредели 
чия с одинаковыми моментами всех целочисленных порядков. В связи 
: этим возникает вопрос ( п р о б л е м а  м о м е н т о в ) :  дана последо. 
зательность постоянных чисел

Со ~ I > c i* с г* с з> • • • '>
1) при каки х  условиях сущ ествует такая функция распределения F(x)

1ля которой при всех п имеют место равенства

с п ~ f x ndF(x),
2) когда эта функция единственна?
В настоящее время эта задача получила полное решение, мы не останав- 

ш ваемся на нем, так к а к  оно стоит в стороне от назначения нашей книги.
Среди прочих числовых характеристик наиболее существенную роль 

!грают так называемые с е м и и н в а р и а н т ы ;  их определение мы отло- 
ким до главы  7, сейчас же отметим только следующее. При сложении неза* 
»исимых случайных величин момент сум м ы , вообще говоря, не равен сум* 
ле моментов слагаемых. Для момента сумм ы  независимых слагаемых (
I т? имеет место равенство

М (|+ 17) я = I  С*ЩкМпп~к .
Дс =0

Семиинварианты различных порядков обладают тем свойством, что прв 
поженим независимых слагаемых семиинвариант сум м ы  равен сум#е 
емиинвариантов слагаемых того же порядка. О казывается, что семи** 
ариант любого порядка к  есть рациональная функция моментов пори* i 
ов, меньших или равных к.

Упражнения

1. Случайная величина £ принимает целые неотрицательные значения 
НГТЯМИ

а) Р{* = к)  = -------—
(1 + J)

ie ра спре д ел ения  Паскаля :

а  > 0 -  постоянная; это распределение носит

с веро**' 

наэ**'

, ( а\ \*  (I ♦ * ) . . .  (1 ♦ (* -  1)вг)
o/t •  к )  * ( ----------- ) -------------------- ^ ------------------- Ро при всех к > 0 . где

б> Рк * '* *
о, X > О и Ро * ^ * (1 ♦ огЛ ) " 1. Это распределение носит название распред е -  

ад ело появлений события А в п  независимых испытаниях, в каж дом  

а) Мм3 б) Мм4. б) Ml ц - п р \ .
3, Вероятноеь появления события А в *-м  испытании равна р к . Пусть ц -  число 

BOlSJM8iUl события Л в я первых независимых испытаниях. Найти

а) Мц. б) Оц. в) М (д -  2  р , у ,  
/= 1

г) M (*| - I  p f)4.
_________________  /*1

4. Доказать, что в условиях предыдущей задачи м акси м ум  достигается для 
1 £■линою значения а *  —  2, р , при условии 
«  I

Рх =Рг “ Рп а.

5. Пусть ц -  число появлений события А в п  независимых испытаниях, в  каж дом ! 
ю которых Р(А) ж р. Пусть, далее, величина г) равна 0  или 1 
скаталось ц четным или нечетным. Найти Mrj.

6. Плотность распределения случайной величины £ равна

в зависимости от того.

Р(х) 1 - -  
Г -  е

х - а
а

распределение Лапласа). Найти М$ и Dfc. 11ППв1/4,п, ,
7. Плотность распределения абсолютной величины скорости 

Яспредпением  М аксвелла дается

Р(х)

*Р{х)

Ах1 ~
'yflT при X > О

- * 0 при х < 0. о > 0  постоянная. Найти среднюю скорость м о лекулы , ее
^Персию, среднюю кинетическую энергию (масса м о лекул ы  равна т ) и дисперсию е̂тической энергии.

Плотнс _
f t *  На 
ча°тсто

Р(х)

о т .  вероятностей м олекуле , в S
> расстоянии хот отталкиваю щей стенки в моме 

яла на расстоянии хв , дастся формулой

I (»♦*»>* (*-*«>* \
- 1 — е  4Df + , 401 I пРи 2>АоГ '
о

х > 0,

при дг < 0 .
k̂ 4l ,®T̂ NaUMai>l4eCKOC ожиДание и дисперсию величины перемещения м олекулы  • «о t (D - постоянная) за
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9. Д оказать, что дл я  произвольной случайной величины $, возможные 
которой находятся в промеж утке (а, Ь) ,  выполняются следующие неравенства

a < t < b .  D| < < & -*)*/4 .

10. Пусть X ,, jk3 , . . . ,  х „  -  возможные значения случайной величины Д0к ^  
что при п -* <*>

ц е р о в н о т о й  пряжи по длине волокна называется величина

а) М {"+1/М|" шах х.\
I

б)

11. Пусть F (x )  -  функция распределения $. Д оказать, что если М£ существу^ J
M $ = / [ l  -  F(x)  + F ( - x ) ) d x

О
и дл я  сущ ествования М£ необходимо и достаточно, чтобы

lim x F (x ) s  lim х\ 1 -  f*(x)| *  0 . 
х -* —00 х 00
12. На отрезок (0 . / ) наудачу брошены две точки. Найти математическое ожидам*. 

дисперсию и математическое ожидание п -й степени расстояния между ними.
13. Случайная величина | распределена логарифмиче ски  нормально ,  т.е. прих>| 

плотность распределения £ равна

Р(х)
— —Ц- (In х -  а )*

-  й

математическое ожидание длины волокна, j  математическое ожидание 
rfl* а сс волокон, которые больше а, а* математическое ожидание длины тех во- 
длины ^ оТорые меньше а. Найти связь  между величинами (если £ распределено нор­

мально)
») *.«. М I t - e  I. б)Х ’ в-°
22.Случайные величины С ,, ( , ........... t n  • • • независимы и равномерно распределе­

на в (О, D- Пусть v  -  случайная величина, равная том у к . при котором впервые

сунн*
j*  *  £, + U + • • •+ * *  

превосходит 1. Доказать, что М^ * е.
23. Пусть £ -  случайная величина с плотностью распределения

1 1
^ ) - 7  ТТхГ-

Найти М mind ( I, 1).
(Задачи 22 и 23 сообщены мне М. И. Ядрен ко .)

2 а
ха >/2я

( p ( x ) s 0 при х < 0 ) .  Найти М£ и D£. _ _ _
14. Случайная величина £ нормально распределена с параметрами а и о. Hatn I 

M l С - л  I. I
15. В ящ ике содержится 2п билетов; номер i ( i  = 0 , I, 2 , . . .  , п)  обозначен наСяю 

них. Наудачу вынимаются m билетов, s -  сум м а их номеров; най 1и Ms и Dj.
16. Случайные величины £lf  £2........... tn+m  (п > независимы, одинаково рлеп̂

делены и имеют конечную дисперсию. Найти коэффициент корреляции W&i 
суммами

S = ♦'I* и o = tm + 1 ♦ tm+2 ♦ • • • + tm+n-

17. Случайные величины С и л  независимы и нормально р а с п р е д е л е н ы  с 
теми же параметрами а и о. Найти коэффициент корреляции меж ду * 0* и °*
а такж е их совместное распределение (о и 0 -  постоянные). 9 §\.

18. Случайный вектор ($ . rj) нормально распределен; М$ * а. Мл = Ь,  ̂ ^  
Drj * о  J ,  R коэффициеш корреляции меж ду С и 17. Д оказать, что R * j
<7 = Р { ( * - * )  ( * - * ) <  0 ) .  ^

19. Пусть х ,  и хг -  результаты д в у х  независимых наблюдений над s 
распределенной величиной £. Д оказать, что М ш а х (х ,, х , ) = а ♦ о/\Л^ гдс

01 = Dt20. Случайный вектор  Ц . 17) нормально распределен; М£ * Мл~ u  
М$л = R. Д оказать, что

М max (С .ч) “ У - —

л
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ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ

§ 27. Массовые явления и закон больших чисел

Огромный опыт, накопленный человечеством, учит нас, что явлец. 
имеющие вероятность, весьма близкую к  единице, почти обязателц 
происходят. Точно так же события, вероятность наступления которых оц 
мала (иными словами, очень близка к  нулю ), наступают очень редко.Э| 
обстоятельство играет основную роль для всех практических выводив 
теории вероятностей, так к а к  указанный о п ы т н ы й  ф а к т  дт 
право в практической деятельности считать мало вероятные собьпи 
п р а к т и ч е с к и  н е в о з м о ж н ы м и ,  а события, происходят*; 
вероятностями, весьма близкими к  единице, п р а к т и ч е с к и  до сто- 
в е р н ы м и .  При этом на вполне естественный вопрос, какова доля 
быть вероятность, чтобы мы могли событие считать практически невозм» 
ным (практически достоверным), однозначного ответа дать нельзя. ИЯ 
понятно, так  к а к  в практической деятельности необходимо учитыма 
важность тех событий с которыми приходится иметь дело. Так, Htnpej 
если бы при измерении расстояния м еж ду двум я  селениями Я Д  
лось, что оно равно 5340 м и ошибка этого измерения с вероятной* 
0,02 равна или больше 20 м , то мы можем пренебречь возможность»ЯД 
ошибки и считать, что расстояние действительно равно 5340 м. Т аки м и  
зом, в нашем примере мы считаем событие с вероятностью 0,02 4 V  
чески несущественным и в своей практической деятельности его не ^  
ваем . В то же врем я в других случаях пренебрегать вероятности ^  
и даже еще меньшими нельзя. Так, если при строительстве ^ольШ°ве^ г 
электростанции, требующей огромных материальных затрат и чело  ̂^  
го труда, выяснилось, что вероятность катастрофического пав0 
сматриваемых условиях равна 0 ,02 , то эта вероятность будет со 
шой и при проектировании станции она должна быть учтена, а не о ^Ж 
к а к  это было сделано в предыдущ ем примере. Таким образо! 
требования практики м огут нам подсказать критерии, с о гл а с н о с т и  
мы будем  считать те или иные события практически невозмо 
практически достоверными.

В то же врем я необходимо заметить, что любое событие, MNiecTb 
жи тельную вероятность, к а к  бы мала ни была эта веР°ятН °^но 
произойти, и если число испытаний, в каж дом  из которых

Г Л А В А  6

 ̂ q одной и той же вероятностью, очень велико, то вероятность 
П̂°1*быоднократного его появления может стать сколь угодно близкой к  

з т0 обстоятельство постоянно следует иметь в виду. Однако если 
некоторого события очень мала, то чрезвычайно трудно ожи- 

*р° го появления в каком-либо з а р а н е е  о п р е д е л е н н о м  испы-
3,Тяи Так. если некто утверждает, что при первой же раздаче карт между 

i l l —1* партнерами каждый получит карты  только одной масти, то естест- 
£нно\да<>Д03Рить' что при раздаче руководствовались каким -то  определен­
ием соображением, например, расположили карты в определенном, извест­
ном сдаюшему, порядке. Эта наша уверенность основывается на том, что 
^роятность такой раскладки при хорошей тасовке равна ( 9 ! ) 44!/36! <
< 1,1 • Ю-|в, т.е. чрезвычайно мала. Тем не менее однажды факт такой 
раскладки карт был зарегистрирован. Этот пример достаточно хорошо 
кллюстрирует различие между понятиями практической невозможности и 
невозможности, так сказать, категорической.

Из сказанного понятно, что в практической деятельности, да и в обще- 
георегических задачах, большое значение имеют события с вероятностями, 
близкими к единице или нулю. Отсюда становится ясным, что одной из ос­
новных задач теории вероятностей должно быть установление закономер­
ностей, происходящих с вероятностями близкими к  единице: при этом 
-собую роль должны играть закономерности, возникающие в результате 
наложения большого числа независимых или слабо зависимых случайных 
Ьакторов. Закон больших чисел является одним из таких предложений 
*°рии вероятностей и при том важнейшим.
^ ^ ^ зак о н о м  больших чисел теперь было бы естественно понимать всю 
^RW O CTb предложений, утверждающих с вероятностью, сколь угодно 
•чем?11 К единице* 410 наступит некоторое событие, зависящее от неогра- 
**ьиа*|1еЛИЧИВаЮЩеГ0СЯ ИСЛа сл>'чайных событий, каж дое из которых 
Отеорема W НСГ0 ЛИШЬ незначительное влияние. Это общее представление 
^ределени ™Па 3акона 6071 ьших сел можно сформулировать и несколько 
I V  пусть дана последовательность случайных величин

-1, Ь» • . . £
■СМОТРИМ
H r  СЯМме учаиные л и ч и н ы  являющиеся некоторыми задан- 
^ьности (] |ТрИческими Функциями от первых п величин последова-

......... м
15,1 любом ”  > о аЯ последовательность постоянных а , ,  а2...........ап , . . . ,

ая I <  е )  = ] , (2)



то последовательность (1 ) подчиняется закону больших чисел с з 
функциями

Обычно, однако, в понятие закона больших чисел вкладьшается m ®  
более определенное содержание. А именно 
когда /„ есть с р е д н е е  а р и ф м е

Если в соотношении (2 ) все величины ап равны одной и той же в* ^ 
не а , то говорят, что случайные величины f „ сходятся по веронт^% 
к  а. В этих терминах соотношение (2 ) м и л и™ >■ - — 
вероятности к  нулю
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означает, что сходите, J

Наблюдая единичные явления, мы  наблюдаем их вместе со всеа^Я 
индивидуальными особенностями, затемняющими проявление тех закм 
мерностей, которые имеют место при наблюдении большого числа м 
логичных явлений. То, что факторы, не связанные с существом ваг* 
процесса в целом, а проявляющиеся только в единичных его осущеа. 
влениях, при рассмотрении среднего из большого числа наблюдений в»| 
имно погашаются, было замечено еще давно.

Позднее этот эмпирический результат отмечался все чаще и чащ*« 
притом, к а к  правило, без попытки найти его теоретическое объяснен* 
Впрочем, такое объяснение многим авторам и не требовалось, так ки 
наличие закономерностей к а к  в явлениях природы, так и в обществ» 
ных явлениях для них было не чем иным, к ак  проявлением правил божест 
венного порядка.

Некоторые авторы до сих пор обедняют содержание закона болшю 
чисел и даже искажают его методологическое значение, сводя его по­
просту к  наблюдающейся на опыте закономерности. На самом же V* 
непреходящая научная ценность исследований Чебышева, Маркова и дру­
гих исследователей в области закона больших чисел состоит не в том. 
что они подметили эмпирическую устойчивость средних, а в том, что о* 
нашли те общие условия, выполнение которых обязательно влечет

- я к у  плошади единица за единицу времени. Число ударов и скорости 
молекул меняются в зависимости от случая, однако в силу 

менно, ограничиваются тем^ту*:: • ^ ^ ^ л ь и ш х  чисел (в форме Чебышева) давление должно быть почти 
т и ч е с к о е  величин £ь  £2 * ^ v за*она з т0 ’’уравнивающее" влияние закона больших чисел в физи-

----------------- ’ ‘ <а̂ ^ ^ ^ ^ К д о | ЯХ обнаруживается с исключительной точностью. Достаточно
€̂ a u v>  что, скаж ем , в обычных условиях даже очень точные измерения 
^ -----— - « г  otm ptutk vw-ппнрнмя пт закона Паскаля о давлениитрудом позволяют отметить уклонения от

K)U0®
собой статистическую устойчивость средних.

Для иллюстрации действия закона больших чисел приведем следу 
схематический пример. По современным физическим воззрениям л  ̂
газ состоит из огромного количества отдельных частиц, находяши*^* 
непрестанном хаотическом движении. Про каждую  отдельную моЛ^Ч 
нельзя предсказать, с какой скоростью она будет двигаться и в каком ^  
она будет находиться в каждый данный момент времени. ОДНаК° ^  
можем рассчитать при определенных условиях, в которых находите ^  
долю тех молекул , которые будут двигаться с заданной скор'oclh1° ^ t  
долю тех из них, которые будут находиться в заданном объеме. ^°' 
венно, именно это и нужно знать физику, так к а к  основные * 
ристики газа — давление, температура, вязкость и пр. -  опреДе 1И̂ 0|(е* 
замысловатым поведением одной м олекулы , а их совокупным 
Так, давление газа равно суммарному воздействию молекул, У л2

* ости Противникам молекулярного строения материи это чрезмерно 
совпадение результатов теории с опытом даже служило своеоб-

нымаргументом: если бы материя имела молекулярное строение, то 
2еоДОИсь бы и уклонения от закона Паскаля. Эти уклонения, так назы­
ваемые флюктуации давления, действительно удалось наблюдать, когда 
кауадлись изолировать сравнительно небольшие количества м олекул , в 
результате чего влияние отдельных молекул еще не полностью нивелиро­
валось и оставалось еще достаточно сильным.

§ 28. Закон больших чисел в форме Чебышева

Мы перейдем теперь к  формулировке и доказательству теорем Чебыше­
ва, Маркова и др.; употребляемый при этом метод принадлежит Чебышеву.

Н е р а в е н с т в о  Ч е б ы ш е в а .  Для лю бой случайной величины  £, 
имеющей конечную ди спер сию , при каждом е  > 0 имеет место неравенство

- Г -  О)

Д о к а з а т е л  ь с т в о .  Если / '(* ) обозначает функцию распределения 
^учайной величины £, то ясно, что

Р(1 * -М £ | > е } = / dF(x\ 
l x -  Mg I > е

** *** в области интегрирования | дг -  Щ |/е > 1, то

Усилим это неравенство, распространяя интегрирование на все
Мы

;  ( х - М  t fd F (x ) .  
Iх -  м*  |> *

Те о рТр° Чебь|шева доказано.
Ма Ч е б ы ш е в а .  Если £ i , £

D£

Г 2 * , £ п » -  последователь-
случайных величин, имеющих конечны е ди сп ер -



сии, ограниченные одн ой  и той ж е постоянной
<С,  D f e < C , . . . eDfcI < C , . . . i 

то, к а к ово  бы ни было постоянное е  >  О,
п 1 п
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы знаем, что в условиях теоремы

и, следовательно,

2  * * ) < - .\ П к = 1 J П
Согласно неравенству Чебышева 

р(
1 п 1 п

2  Ь - 2
п к = 1 п к *1

С

п е2 *

< е !>  1 -
\ п * = 1 /

Переходя к  пределу при получаем, что
1 и 1 и I \

lim Р
п п к * 1 П к = 1

А так к а к  вероятность не может быть больше единицы, то отсюда ■ 
дует утверждение теоремы.

Мы отметим некоторые важные частные случаи теоремы 
1. Т е о р е м а  Б е р н у л л и .  Пусть ц  -  число наступлений 

в п независимых испытаниях и р  есть вероятность наступления coO"*~m 
в каждом и з испытаний. Тогда, к а к ово  бы ни было е  > О,

l im Р| — — р  <е |
(Я

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, введя  случайные веля 
равные числу наступлений события >4 при А:-м испытании, имеем:

М = Mi + М2 + • . .  + М*.
А так к ак

Мм*=р, D/i* s pq <  1/4,

189он больших чисел в форме Чебышева 

цорем* Бернулли является простейшим частным случаем теоремы

на практике часто неизвестные вероятности приходится прибли- 
^  определять из опыта, то для проверки согласия теоремы Бернулли 

* * пытом было проведено большое число опытов. При этом рассматрива- 
с 0 события, вероятности которых можно считать по тем или иным сооб* 
Г е н и ям  известными, относительно которых легко  проводить испытания 
Обеспечить независимость испытаний, а такж е постоянство вероятностей 
в каждом из испытаний. Все подробные опыты дали прекрасное совпаде­
ние с теорией. Мы приведем результаты нескольких таких легко  воспроиз­
водимых экспериментов

В примере 5 § 3 мы рассмотрели результаты 100 разделений колоды 
карт на две равные части. Интересующее нас событие состояло в том, что 
в каждую полуколоду попадет одинаковое число красных и черных карт. 
В рассмотренном случае получилось довольно значительное окончательное 
(при п = 100) уклонение частоты от вероятности (приблизительно рав­
ное 0,02). По теореме Лапласа вероятность получить такое уклонение или 
еще большее равна

------ р  > 0 ,0 2 / = Р
п

М -  пр

100
\fnpq

Ь -

0,02 J — U  1 -  2Ф (0,02 V — \ =
PQ I \ РЯ )

2Ф (0 ,455) *  0,65.
0 ,26  • 0 ,74

Таким образом, если повторить указанный эксперимент большое число 
•3» то приблизительно в двух третях случаев получится уклонение, не 

ме^ исе’ « м  полученное в нашем опыте
^фраицузскнй естествоиспытатель XVIII века  Бюффон бросил монету' 
г , .  J 533» геРб выпал при этом 2048 раз. Частота появления герба в опыте 

юФфона приближенно равна 0,507.
статистик К. Пирсон бросил монету 12 000 раз и при этом

П и ^ ^ 1 выпадений герба. Частота выпадения герба в этом опыте 
^Рсона равна 0,5016.

1 2 0 1 2 ^ ° "  *** ° Н бР°сил монету 24 0 0 0  раз, и герб при этом выпал 
В° всеха3 частота выпадения герба при этом оказалась равной 0,5005.
* Р ° я т н о с Т ВеДеННЫХ опытах частоты лишь немного уклонялись от 

2 'р  ̂ ^  0,5.
испытаний РСМа  ^  У 3 ° 0 °  н а Faiu в последовательности независимых  

Г р  фоятность появления события А в k-м испытании равна , то
£  _  Р\ +р 2

П < 6  = 1,
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пер.г д е , как обы чно, через ц обознач ено число появлений события а в 
вых п испытаниях

Введя в рассмотрение случайные величины д* , равные числу поя*^
ний события А в А-м испытании, и заметив, что 

Мм* =р*. =Р к Як <  1/4,

мы убеждаемся, что теорема Пуассона является частным случаем теорем. 
Чебышева.

Ъ.Если последовательность попарно независимых случайных величп 
Ь . " такова, что

• *  Mfc, *  . . .  *  в

то, каково  бы ни было пост оянное е > 0,

lim Р\ 
п-+ °° I

1 £— £  £* -  а 
п к = 1

< е  = 1

Этот частный случай теоремы Чебышева дает основание правилу среднего 
арифметического, постоянно употребляющ емуся в теории измерении 
Предположим, что производится измерение некоторой физической величи­
ны а. Повторив измерения п раз в одинаковых условиях, наблюдатель 
получит не вполне совпадающие результаты х %9 х2, • • • »  *п в  качсст*  
приближенного значения а принято брать среднее арифметическое из 
результатов наблюдений

* i  +х2

ю

Если измерения лишены систематической ошибки, т.е. если 

М х ,  = Мд2 = . . .  = ЬЛ.хп = а , 
и если сами наблюденные значения не обладают н е о п р е д е л е н н о с т ь  ^  
согласно закону больших чисел при достаточно больших зн ачен и ях  ^  
роятностью, сколь угодно близкой к  единице, мы  указанным путем 
получить значение, сколь угодно близкое к  искомой в е л и ч и н е  а. 
мы должны пояснить следующим, если измерительный п р и б о р  
так , что он не может давать точности отсчета большей, чем нсК0Т 
личина 6, например, из-за того, что ширина деления ш калы, по 
производится отсчет, равна 6, то, понятно, нельзя и р а с с ч и т ы в а т ь  Г ^  
точность измерения, большую, чем ± 6 Каждое измерение в  зтоМ  j

результат с неопределенностью 6 ; но ясно, что при этом и среднее 
арнф м С Т И Ч е с К 0 С  будет облаДать той же неопределенностью, к а к  и каждое 
измерение Это замечание учит нас, что если приборы дают нам результаты 
измерении с некоторой неопределенностью 6, то стремиться посредством 
закона больших чисел получить значение а с большей степенью точности 
я в л я е т с я  заблуждением, а сами произведенные при этом вычисления 
превращаются в арифметическую забаву.

Мы ограничимся формулировкой теоремы М аркова; ее доказательство 
является очевидным следствием неравенства Чебышева 

Т е о р е м а  М а р к о в а . ^  последовательность случайных величин 
(г ,Ь * - • • ’ «л**- - такова, что при п-+ »

- V D( 2  ы - о ,
п2 * = 1

то, каково бы ни было положительное пост оянное с.

(4 )

lim Р
«  I

1 я 1 я
-  I  Ь - -  2  Щк
П к = 1 // к = 1

< €  =1

попарно независимы, тоЕсли случайные величины £2* • • • * • • 
условие Маркова принимает вид: при п->°°

1 я
“ Г  1  0 . п к = 1

Отсюда видно, что теорема Чебышева является частным случаем теоремы 
Маркова.

§ 29. Необходимое и достаточное условие 
т * закона больших чисел

ных Ы ̂Же Указы вали» 410 закон больших чисел является одним из основ- 
по и^ДЛожений теории вероятностей. Отсюда становится понятным, 

Так много усилий было положено на то, чтобы установить 
^ р о к и е  условия, которым должны удовлетворять величины 

чтобы для них имел место закон больших чисел. 
ВопРоса такова. В конце XVII - начале XVIII века Яков Бернул-

iklc опубПРеДЛОЖеНИС̂ полУчившес его и м я- Теорема Бернулли была впер- 
..Икована в 1713 г ., после смерти автора, в трактате ”A rs' °njectand:'*”" /Dand в | / ,-5 г  » после смерти автора, в трактате 

00,1 Сказал ^ СК^ССТВ0 предположений). Затем в начале XIX века Пуас- 
*1Х Века 1 |®*ЛогичнУю теорему в более широких условиях. До середины 

было достигнуто каких-либо новых успехов. В 1866 г великий
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русский математик П.Л. Чебышев нашел метод, изложенный нами в ппе 
душ ем параграфе. Позднее А.А. Марков заметил, что рассуждения Чебьп 
ва позволяют получить более общий результат (см . § 2 7 ).

Дальнейшие усилия долго не приносили принципиальных успехов 
лишь в 1926 г. А.Н. Колмогоров получил условия, необходимые и до^* 
точные для того, чтобы последовательность взаимно независимых случц 
ных величин £ ,, £2> •••* ••• подчинялась закону больших чисел 
В 1923 г. А .Я. Хинчин показал, что если случайные величины £„ не только 
независимы, но и одинаково распределены, то существование математи­
ческого ожидания Щп является достаточным условием для примени- 
мости закона больших чисел.

В последние годы много работ было посвящено определению условии 
которые следует наложить на з а в и с и м ы е  величины, чтобы для них 
выполнялся закон больших чисел. Теорема Маркова принадлежит к предло­
жениям этого рода.

Используя метод Чебышева, л егко  получить условие, аналогичное усло­
вию М аркова, но уже не только достаточное, но и необходимое для приме­
нимости закона больших чисел к  последовательности произвольных случай 
ных величин.

Т е о р е м а .  Для того чтобы для последовательности 
£i > £2 » £з* • • •

(как у г о д н о  зависимых) случайных величин при любом  положительном е 
выполнялось соотнош ение

l im р [
\ п \ п

—  Z £„ ------- I  Щк
П к = I п к = I

< е  - I .  0)

необходим о и достаточно. чтобы при п 00

( I  (£* -М £ * ))2
* = 1 /2)

М ---------------------------------------►О.

п2 + ( I  (£* -М £ * ))2 
к = 1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим сначала, что (2 ) вЫП0ЛНф °(*) 
покажем, что в этом случае выполнено также ( 1 ) .  Обозначим через 
функцию распределения величины

1 п
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п р о в е р и т ь  следующую цепочку соотношений:

I  2  (€* -  ) > e ] = P { | „ J > e )  = 
п

Ж  1 + eJ X2 
/ </Ф„ ( * ) < — —  f  ------- jf  € 1л|>е 1 + Г

193

d<* „ (* )<
Щ ш ш щ з.

1 + e2 x2 1 + €2 r)2
< 1 ^  J - ------Г <УФ'«(*> - —  - M ~~~^r

e  l +ДС e2 1 + n 2

Это неравенство доказы вает достаточность условия теоремы. 
Покажем теперь, что условие (2 ) необходимо. Л егко видеть, что

Р{|т?„1>е>= /_  4Ф п( х ) >  J  —  (/ Ф „ М  =
IX I > б |х I > в 1 +ДГ

8 / : ЛФ„ (дг) -  / Т — Т W  >
1 + дг 

„2
I дс Г < « 1 + X2

3 _>f~ ------~d<t>n( x ) - e 2 = М ---------
1+ДГ1 1+ гг2

Таким образом,

в 2 . (3 )

0 < М Мл
— —  < е1 + Р{| | > е}.
1 + Un

Выбирая сначала е  сколь угодно малым, а затем л достаточно большим,
мы можем сделать правую часть последнего неравенства сколь угодно 
малой.

Отметим, что все теоремы, доказанные в предыдущем параграфе, легко  
вытекают из только что доказанного общего предложения. Действительно, 
7ак Как  при любом п и любых £* имеет место неравенство

* случае существования дисперсий отсюда вы текает неравенство

•)

^  2 D 24 n Л * = 1

О̂СЛ(— бледнее равенство мы пишем на основании формулы
J/Xx)dF|(x)

' сц т*орсму 1 8 22) .
* *«В. Гнеденко
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Таким образом, если условие М аркова выполнено, то выполнено 
условие (2 ) и, следовательно, последовательность £2» . . . ,  £ Так*  
чнняется закону больших чисел. «* • . .  по*

Все же мы должны заметить, что в более сложных случаях, когда v 
чин £* не предполагается конечных дисперсий, доказанная теорема для 
тической проверки применимости закона больших чисел весьма 
пригодна, так к а к  условие (2 ) относится не к  отдельным сл агаем ы м ^  
их сум м ам . Однако рассчитывать на то, что, не сделав никаких предт * * 
ний о величинах £* и о существующей м еж ду ними связи, удастся най* 
необходимые и достаточные условия, к  тому же удобные для прилозюешй 
по-видимому, нельзя.

Если предположить, что величины Ь »  Ь .  Ь .  • • • взаимно независимы,ю 
можно показать, что условие (2 ) эквивалентно следующему: при п «  

п f*2  М —  -» 0 , 
к = 1 ГГ ♦ f  I

где обозначено 

$к = £* — Щ к  •

Практическое использование только что доказанных теорем встречает 
одно принципиальное затруднение: можем ли мы считать, что изучаемое 
нами явление или производственный процесс протекают под воздействием 
независимых причин? Не противоречит ли само понятие независимости 
нашим основным представлениям о взаимосвязи явлений внешнего мира1 
При математическом изучении тех или иных явлений природы, технических 
процессов или тех или иных общественных явлений мы прежде всего долж­
ны выводить наши основные предпосылки, опираясь на глубокое изучен* 
существа самого явления, качественных его особенностей. Мы должны 
учитывать изменение внешних условий, в которых протекает изучаем 
нами явление и изменять математический аппарат и предпосылки, лежаши* 
в основе его применения, к а к  только обнаружится, что условия осуш^' 
вления явления изменились.

Отбрасывая несущественные связи между причинами, под вл и ян и е м  

которых развивается изучаемое явление, мы приходим к  в о з м о ж н о с т и  

качестве рабочего аппарата пользоваться независимыми случайными® 
чинами. Насколько удачно мы произвели схематизацию явления, насК0Л̂ м

с опытом, то мытические результаты существенно расходятся с опытом, ~ 
пересмотреть предпосылки, в частности, если идет речь о пРимениМо3**- 
закона бо льш и х  ЧИСМ. ТП fikiTk МП^РТ ппип<»тга nTVfliQTkrfl ПТ ПреДП 1

6 30
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Ё г о в о р и л и ,  что накопленный опыт использования теорем о законе 
,̂Ы х чисел показывает, что условие независимости удовлетворительно 

60 многих важных задачах естествознания и техники.

I 30. Усиленный закон больших чисел

I  Л редко из теоремы Бернулли делают совершенно необоснованный 
лгГчто частота события А при безграничном увеличении числа испыта­

н и и  стремится к  вероятности события А. На самом же деле теорема Бернул­
ли устанавливает только тот факт, что для достаточно большого числа 
испытаний п вероятность одного единственного неравенства:

<€

может быть сделана больше чем 1 -  т? при произвольном т?> 0. В 1909 г. 
французский математик Э. Борель обнаружил более глубокое предложение, 
согласно которому при любых с  > 0 и т?> 0 можно указать такое п0у что, 
каково бы ни было s , вероятность одновременного выполнения неравенств

~ Р < е

для всех л, удовлетворяющих неравенствам п0 < п < п0 + s больше 
чем 1 -T j.

Эту теорему мы вы ведем  из теоремы Колмогорова об усиленном законе 
больших чисел.

Н е р а в е н с т в о  К о л м о г о р о в а .  Если взаимно независим ы е 
случайные величины  |а » • • •» ( я  имеют конечны е ди сп ер сии , то в е ­
роятность совм ест ного осущ ест вления неравенств 

к

- М Ь ) | < е  

^  меньше, чем

( * = 1 , 2 , . . . , л)

I - - Lл
удачно выбран нами математический аппарат для его изучения, мы м I д 0 
судить по согласию созданной нами теории с практикой. Если наши т
пошлина ___ ________ __________  _ _______ Кк! ДОЛЖ̂

ни

закона больших чисел, то быть может придется отказаться от пРедП^л0лсе* 
ния о полной независимости действующих причин и перейти к пред11 
*ию об их зависимости, быть может и слабой.

К а з а т е л ь с т в  о.  ̂Введем обозначения
sk = 2 п,.

’ далее> Ек обозначает событие, состоящее в том, что 
IS/ l< e

е, и I S* | >  е;I0 °значает т к% ^оы ти е, состоящее в том, что | 5, | < е для / < п.
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Так к а к  событие, состоящее в том, что хотя бы 
А' (1 < к  < я )  будет выполнено неравенство

\> с ( * = 1 ,2 ,

При °ДНО|

г
сч I 5 30-

H R  > 0 , можно указать такое м0 , что для любого л и всех л, удовлет- 
€ g&N"*  неравенствам п 0 < п < п 0 + s, вероятность неравенства

(иными словами, что max \Sk I > е) равносильно событию У а-
1 < * < „

в силу несовместимости событий £*

Р { max | Sk | >  е } = 2  Р (£ *).
1 < к < п к = 1

Согласно равенству ( ( 5 )  § 23)

DS„= 2  P (£ *) M (5 i| £ * )>  2  P (£*) M (S J| £ \ ).
Л =0 * = 1

Очевидно, далее, что

M (SJn |£*) = M { S j + 2 2  Sk r, f+ 2  ч? + 2 2  4 , r ? J £ * ) >
/> А '  i >  к '  f >  h >  к ' п

> M { S j+ 2  2  5* n. + 2 2  ч я  | f t ) .
/ > * 7 /> h>k 1 n

Так к а к  осуществление события /Г* налагает ограничение только на значе 
ния первых к из величин £/, а последующие остаются при этом условии 
независимыми друг от друга и от S k , то

M(S*r?. | £ * ) = М (Sk \Ек )  M ty  U * ) - 0
и

M(n/r?J ^ )  = 0  (/!#/, h> k. j > k >  1 ) .

Кроме того, согласно (1 ) имеет место неравенство

M (5 j |Ьк ) > € 2 ( к >  1).

Мы можем написать поэтому, что

DSn > e 2 2  Р { £ *Ь
Дс = 1

Отсюда
п 1 
2  Р { £ *} = Р ( max | S* | > е ) < —  DSn .

к  = 1 1 < к < п €

Неравенство Колмогорова доказано.
Мы скаж ем , что последовательность случайных величин

подчиняется у сил енном у за к он у  больших чисел , если, к ак о вы

у с и л е н н ы * *  з1кон больших чисел

шах
„ < я < "о +1

1 я 1 я
-  2  £*------- 2
П k = I Л * = 1

< е

больше, чем 1 - » ? .
j e 0 p e  м а  К о л м о г о р о в а .  дели последовательность взаимно 

независимых случайных величин  £ ,, $2 . • • • удовлет воряет  усл овию

я  = 1 П

то она подчиняется у сил енном у за к он у  больших чисел. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим

" 1 
Ь - Ь - М Ь и  •*„= 2  f* , —  S„.

А = 1 И
Рассмотрим вероятность

Pm = Р{тах|и„ | > е , 2т < n < 2 m+1}.
Так как

< Р {тах|и „ | > е , 1 < л < 2 т + 1 }, 
то согласно неравенству Колмогорова

Лп<
П т еч2 
U  7 /</ < 2т ♦1

Так как, далее,

р { max | vn | > е для # i> p}<  2  />т ,
т -  р

р определяется из неравенств 2 р < у <  2 р * 1, то ясно, что 

** {max I | > е для п > v } < 2  2  D&
С2 м. -  л 1  2 т  О. I6 т  -  р  *- .  ̂ _ аг j + 1

После
/< 2

РавенстваПи Р̂емены порядка суммирования в правой части последнего не- 

1
nt

оЫ НИ Распространена на те значения т  > р, для которых 2 т  * 1 > /.I “
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При / < 2 р+| коэффициент при D£y равен 

1 3
т 4 Р-1 *

а при 2т ° * 1 >/ > 2 т ° >  2 р + | этот коэффициент равен
4m. - i

3 -  16 3 - 16
2 2 ( т 0+1)

Таким образом:

оо 1

т ш р  2 2т i < 2 m+\

3 Р 2р  + 1

/ = р  + 1 22(р + | )

< “ 7 “ 7  2  D^ + 3 - 4  I
1 /=i /=р +1 / 24 р

+ 3* 16

16
ОО

2 * - <
/= 2 ^ 4 . /а

16
ОО

2
/=2Р+,+1 /*

оо

2
2Р+,+1 >

В силу сходимости ряда 2

1°. Две последние сум м ы  в написанном выше неравенстве могут быть 
сделаны сколь угодно малыми при р достаточно большом.

2 ° . Сущ ествует такая  постоянная С, что 0 %п <  Си2 ,  откуда с л е д у е т ,  что

3 £  3 • Ср3 

4 Р+ 1  / - !  ° * 7 <  4 р - *

т.е. и первая сум м а может быть сделана сколь угодно малой при достаточ­
но большом р.

Из всего сказанного следует, что при л 0 достаточно большом

Р { т а х | и „ | > е  для n > v )
может быть сделана сколь угодно малой, что и требовалось доказать- ^  

С л е д с т в и е .  Если ди сп ер сии  случайных величин  £* 
ной и той же постоянной  С, то последовательность взаимно незавиС ̂ ь*  
случайных величин £i , £э» ••• подчиняется у сш ен н ом у  закону
ишх чисел. закой)

Один окончательный результат, относящийся к  усиленном) 
больших чисел, был получен такж е А.Н. Колмогоровым №я 
о д и н а к о в о  р а с п р е д е л е н н ы х  независимых слагаемых-

Т е о р е м а * Существование математического ожидания является не- 
озимым и достаточным усл ови ем  дл я применимости у си л ен н о го  закона  

tiuceji к  последовательности оди н а к ово  распределенных и взаимно 
независимых случайных величин.

Эту теорему мы можем вывести из уж е доказанной нами теоремы Кол-
могорова.

Действительно, из существования математического ожидания следует 
конечность интеграла / 1 х \ dF(x ) , где F(x)  -  функция распределения 
случайных величин 

Поэтому

I  Р { Ц 1 > и > =  2  2  Р { * < | * | < *  + 1} =
п -  1 л = 1 к  > п

у с и л е н н ы й  закон больших чисел 199

= 2  *Р < *< |{  1 < * +  О <  2  / 1*1 <//•'(*)<п = 1 * = 0 * < | х | < *  + 1
< / | j c M F ( jc) < oo.

Введем в рассмотрение случайные величины

| £„ при | £„ | <  п,
1 0 при | £„ | >  п.

Тогда получим:

(О

s  I
Па J п2

Д (^ + 1 )2 
А ------ Г -  Р { А г < Ц 1 < * + 1 } <п = I Ас =о П

< *?вр и < и 1 < * + П ( л  + 1)г f  - 1 .  
Так как п > к П

п2
< 1 1 2+— < -

то в

.

СИЛу О ) находим , что

<оо
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т.е. |JJ удовлетворяю т усиленному закону больших чисел. Далее
Р{{„ Ф £* при каком-либо n >N } <  2  =

п > N

= 2  Р ( 1 Ы > и } < 7  
п > N 4 •

при iVS»/V0(e).
Выберем i>o столь большим, чтобы при u^Vo(e ,  tj)

ЧИс,

(2)

" ,
. 2  а ;  )

> ■ 2-
3

3

е
< -

4

(3)

(4)

Наконец, так к а к  £* удовлетворяет усиленному закону больших чисел, то

при v > v x(e , v i ) ,  (5)\ 3

где v'n = -  £
П к  =1

Из (2 ) ,  (3 ) ,  (4 ) и (5 ) выводим

P{max \vn \>rj\ n > v ) < €
при v > m ax(^o* V\, N0) ,  т.е. и удовлетворяют усиленному закону 
больших чисел.

Принципиальная роль усиленного закона больших чисел в  теории вероят­
ностей и  в ее приложениях весьма велика. Действительно, предположим  
яа минуту, что, скаж ем , в случае одинаково распределенных слагаемых. 
4меющих конечное математическое ожидание, усиленный закон не имеет 
*еста. Тогда с  вероятностью, сколь угодно близкой к  единице, м о ж н о  у* 
*ерждать, что будут повторяться моменты, ко гда средняя а р и ф м е т и ч е с к и  
>езультатов наблюдений будет далека от математического о ж и д а н и я . И 
>ы случилось даже в тех случаях, когда наблюдения п р о и з в о д я т с я  ое 
истематической ошибки и  с  полной определенностью (величина 6, о , 
юй была речь в § 28, равна 0 ) . Можно ли было бы в таких у с л о в и я х  с 
ать, что среднее арифметическое из результатов наблюдений сбли#** 

измеряемой величиной, могли ли бы м ы  в этих условиях считаТЬ,о1̂  
реднее арифметическое можно считать за приближенное значение изМ«Р / 
юй величины? Сомнительно.

„  t -ем а В.И. Гливенко 201

$ 3 1 . Теорема В.И. Гливенко
перейдем теперь к  доказательству теоремы Гливенко, которая 

**** после ее обнаружения получила в математической литературе назва-
*  основной  теоремы математической статистики. Речь идет об оценке 
и *  естной функции распределения случайной величины £ на основе ре- 
^ т а т о в  независимых испытаний. Пусть функция распределения случай- 
^Гвепичины равна /-'(дг) а результаты последовательных независимых 
Испытаний в неизменных условиях будут

Х|9Ха»»- * ^
Последовательность результатов испытаний мы расположим в возрастаю­

щем порядке. Обозначив к< по величине наблюденное значение через х'к 
мы можем последовательность (1 ) записать в следующем виде:

Эта последовательность, т.е. последовательность наблюденных значений 
исследуемой случайной величины, расположенных в возрастающем поряд­
ке, носит название вариационного ряда.

Эмпирической функцией распределения F n(x) мы назовем функцию, 
определенную следующими равенствами:

F n(x) =
0 при х < х х,
к/п при + р

1 при х>х* .
Ясно, что эмпирическая функция распределения монотонна, непрерывна 

слева и имеет точки разрыва только при значениях аргумента, равных 
членам вариационного ряда. Величины скачков в точках разрыва являю тся 

ыми кратными от 1/л. Для дальнейшего подчеркнем то обстоятельство,
0 ПРИ каждом значении дг ордината /**„(*) является случайной величиной, 

^озможные значения которой будут 0 , 1/л, . . . ,  (л — 1)/л, л/л = 1. Вероят- 
ость равенства Fn (x) = к/п, к а к  легко  видеть, равна

I ^ |
Г - (дг)  = “  ) = С* {F(x))k {I -  F ( x ) } " .

простейшем частном случае, когда случайная величина £ может прини- 
Р*Да об111** Конечное число значений а х, а2, . . . ,  а5 членами вариационного 
закону !!зательно будут только числа этой последовательности. Согласно
бУЦУт об ЛЬШИХ чисел' если w i* mJ* • • • • т* + т2 + . • • + mg = п) 
(  г  fl 0значатъ соответственно числа испытаний, при которых $ =  а х,
предстал^ ’  ̂ = а*' то ПРИ Достаточно большом значении п частоты будут 

^ вдять приближенные значения неизвестных нам вероятностей
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ожет появиться с  вероятностью  р. Тогда при п -+<»
Г < 3i.W>eMa

Заметим, что теорема Бореля является простейшим частным сслучаец 
здесьюремы А.Н. Колмогорова об усиленном законе больших чисел* 

е дана только иная ф ормулировка этого частного случая, отличнаяГ'* I 
5щей формулировки теоремы § 30.

М //i \ 4
Д о к а з а т е л ь с т в о .  События — -  р  -+0 и [ — -  р  ) -►о

п \п )
), эквивалентны. Введем, к а к  это мы  уже неоднократно делали, вспомо 
тельные величины n it равные числу появлений события А при /-м испыта­
на Находим, что

>чевид.

М( Ц \ 4 1 *  "  п п
- - р )  =—  2 2 1  2 м (^ - р Х м / - р ) (цк -р)(щ-р).
п / п* /=1 /= 1 *=1 /= 1

(ементарный подсчет показывает, что

( ц \ 4 ра 1
-  - р )  = —  [ п (р3 +q3) + 3pq(n2 -  п)] < —  . 
п J  п* 4п 2

гласно лемме Чебышева

сюда мы заключаем о сходимости ряда

* , ' ( ( ;  - ) • •  ; ] ■  1
именение предьщущей лемм ы  доказы вает наше утверждение.
Л е м м а  3.  Если событие Е эквивалентно совместному осуществлю
о б е ск он еч н о го  числа событий Е\, Е2, . . .

Е = ЕхЕ2 . . .

аж дое п о сл ед ую щ ее событие Еп+Х влечет за со б о й  предыдущ ее Еп»10 
>{Е}= lim Р{Еп )

л-**»

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, событие Ех можно 
лцими способами представить в виде сум м ы  несовместимых собьЯ*"^

*Ел-\£п *

В И. Гливенко 205

* ЕхЕг *  + . . .  + п + Er\En+1 + . . .  + Я.

= p lEl Ej )  + PiE1E3) + . .  . + P{En_iEn ) +Р{£„)

Ex 

Отсю»3

и р {£,} = ?{ЕуЕг} + P{EjE3)+ . . .  + Р{Еп_ хЬп) +

+ P{E„l^+i} + • • • +
Сравнение последних двух  равенств приводит нас к соотношению

Р {£}= ~ ^  P l E k Ek+i ) .
k=n

Так как вычитаемое в правой части есть остаток сходящ егося ряда, то 

P{F) = lim Р{£•„}.
П~*ао

Л е м м а  4.  Если каж дое и з событии конечной  или б еск он ечн ой  п о сл е­
довательности Ех, Е2.............Еп , . . . имеет вероятность, равную  единице, то
вероятность их совм ест ного осущ ест вления также равна единице.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим сначала два события Ех и Е2 , Для 
которых

Р{£-,)= ПЕг) = 1.
1ак как*

Р{£, +Ег) = Р{£ ,} + Р {£ 3}~  Р {£ ,£2} 
и Р{£, + £г } = 1, то 

Р<Я,£2} = 1.

заключаем по индукции, что для любых п событий, для которых

» у ^ £ ,,=  p { £ j)=  •••  = *£•„> = ! ,  
лняется также равенство

P(/;V 2 Еп ) = 1.
И
Р теперь имеется бесконечная последовательность событий Ех. I:, 

-для которых

* * *  очевидно.

Г| = ЕхЕ2 + lEiE}

Р1Е2) = . . . = Р {£„} = . . . = ] .  

что

£ , ( £ ,£ , ) ( £ ,  £ , £ , ) . . .
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ждый последующий множитель в правой части равенства влечет 
предыдущий, то согласно предыдущей лемме

[ Е ХЕ2ЕЪ . . . } =  lim ? { Е хЕ2 . . . Е п )  .
Л->«»

равенство доказы вает лем м у.
е о р е м а  Г л и в е н к о .  Пусть F  ( х)  -  ф ункция распределения сл 
>й величины  £ и 'Fn ( х)  -  эмпирическая ф ункция распредел ения резуд^ 
г п независимых наблюдений над величиной  £. Тогда при п-+ оо

I sup | О Д ) - О Д | - » 0 ) - 1 .

о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через xrk  наименьшее х , удовлет- 
ощее неравенствам

к
с -  0 ) = F(x) < — <  F(x + 0 ) (*  = 1 , 2 , . . . , r ) .  

г
>А означает событие, состоящее в том , что £ <  хг к . Ясно, что 

= F(xr k ) .
ак  частота появления события А равна Fn (хГв* ) ,т о  по теореме Боре* 
;м м а 2)

снениЯ

Fn(x r.k) -  F(xr k ) )  = 1.

теперь Е\ есть событие, состоящее в  том , что при п 
хг,к) •* F(xr k ) ( * *  1 ,2 ........... г )

Е' .

что событие Е г равносильно том у, что при п -* °°

a* I £ „ (* ,.* )  -  F(xr k)  | -* 0.
< r

к  согласно (6 )

Г  } =  Р { £ * >  =  . . .  =  Р < £ ГГ > =  1 ,

лу лем м ы  4 
: '}  = ! .  

и л  ее
Е хЕ г Е3 . . .

(6)

УПР**1

согласно лемме 4 

р { £ ) = 1 -
^зн ачи м , наконец, через 5  событие, состоящее в том , что при п  

sup \F„(x) — F(x)  | -♦ о.
Для лю бого x , заключенного м еж ду *  а. и v***у  Хг,к И дгг#А: + 1, выполняются не-

Fn(Xr,k ♦<>)< f ; W < F ll(x r^ 1)
и Я(хг * ♦ 0 ) <  f ( x )  ^ Р (х Г')[+j ) ,

причем
0<  F(xr ^ i )  - / ^ . * + 0 )  <  1/r.

Отсюда мы заключаем, что
+ 0 ) -  £ (х г.* +, )  <  Fn(x) -  F(x) <

<Fn(xrk+1 ) -FXxr k +0), 
те. что

I Fn(x) -  F(x) | <  max | Fn(xr k)  -  F(xr k )  I + 1/r
1 <k<r

и что, следовательно,
sup IF„(*) -  Я М  I <  max | £ „ (* ,.* )  -  F(xr k) | + 1/r.

- • < * < «  \<k<r
Поскольку г  произвольно, то из последнего неравенства вы текает , что 

Этим, очевидно, доказано, что
sup | Fn(x) -  F(x) | - 0 } =  1.

Упражнения
0° ^ ^ ^  что если случайная величина £ тако ва , что Меа* сущ ествует (а > 0  -

* * ! !  
ш  '

Ц д . "Усть / (х) > 0  -  неубываю щ ая ф ункция. Д оказать, что если сущ ествует
* И 11). то



3. Последовательность независимых и одинаково распределенных случаями* 
чин {£/} определена равенствами ***

. )  P { t „  = 2 * - ,n * - 2 ln ,n *>= 1- к ( * -  1 , 2 , 3 , . . . ) ,

О  Р { £ „ = * }
к 21па к

( к >  2, с 1 = 2  ---!---  )
\ *=2 к 2\п2 к  )

Д оказать, что к  указанны м  последовательностям закон больших чисел примени.
4. Д оказать, что к  последовательности независимых случайных величин 

ки х ,что

■*{*л * " e } * P { tn “ 1/2, Я

закон больших чисел применим тогда и только тогда, ко гда  а  < 0 ,5.
5 . Д оказать, что если независимые случайные величины { ( л )  таковы , что

шах /  | х | dFk(x) —■ 0, ко гда  А - * « .  I
\<к<п |х|> А 9.1

то к  последовательности } применим закон  больших чисел.
6 . Используя результат предыдущ ей задачи, доказать, что если для последователь­

ности независимых случайных величин {£„} сущ ествую т такие числа а > 1 и 0, что
М | $ | а  < 0, то к  последовательности {$*}  применим закон больших чисел (теоремы 
М аркова).

7. Дана последовательность случайных вел!«чин { $ * } .  дл я  которых 0 ( „ < С
Rf j  - * 0  при | / -  / 1 (Ri f  -  коэффициент корреляции м еж ду и £/) Доказать 
что к  данной последовательности применим закон больших чисел (теорема С.Н. Бери 
ш тейна).

Г Л А В А  7
ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ ф у н к ц и и

Мы видели в предыдущих главах, что в теории вероятностей широко 
и с п о л ь з у ю т с я  методы и аналитический аппарат различных отделов матема­
тического анализа. Простое решение весьма многих задач теории вероят­
ностей, особенно тех из них, которые связаны с суммированием незави­
симых случайных величин, удается получить с помощью х а р а к т е р и с ­
т и ч е с к и х  ф у н к ц и й ,  теория которых развита в анализе и известна 
под именем п р е о б р а з о в а н и й  Ф у р ь е .  Настоящая глава посвящена 
изложению основных свойств характеристических функций.

§ 32. Определение и простейшие свойства 
характеристических функций

Характеристической ф ункцией  случайной величины £ называется мате­
матическое ожидание случайной величины e iri • ) .  Если F(x)  есть функция 
распределения величины £ то характеристическая функция равна по теоре­
ме 1 § 22

ДО * f e itxdF\x). (1)
Мы условимся обозначать в дальнейшем характеристическую функцию и 
соответствующую ей функцию распределения одними и теми же буквам и ,
Но *олько соответственно малой и большой.

Из того, что | e i tx\ = ] при всех вещественных Г, следует существование
(1 ) Для всех функций распределения; следовательно, характе-

|^™таеская функция может быть определена для каждой случайной ве-

^  ° Р е м а  1. Характеристическая функция равном ерно непрерывна  
еи пРЯл*ой и удовлетворяет  следующ им  соотношениям :

IЛ О I< 1 ( - ° ° </<«*>). (2 )

'  -  Действительный параметр. ^  Л е г к ^ о в е р и т ь ,  что теоремы 1.2 и
величины * ♦ /ч определяем к а к  М £ * П- “ егк

* справедливы и в этом случае.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Соотношения (2 ) немедленно вытек 
определения характеристической функции. Действительно, по ( 1) * * * 4

ДО) = /1 dF(x) = 1
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и
1/(01- I / e i,xdF(x) | < Л  e itx| df\x) = fdF (x )  = 1 .

Нам остается доказать равномерную непрерывность функции f(t\ 
С этой целью рассмотрим разность

f i t  + А) -/ (/ ) = / е"* («'*'• -  1) 

и оценим ее по модулю. Имеем:

|/(г + А )-Д г )| <  J\ ebch -  \\dF(x).

Пусть 6 > 0 произвольно; выберем столь большое А , чтобы

/ dF(x)<  —
1*1>Л 4

и подберем столь малое И, чтобы для \х \ < А 
|е'хЛ -  1|<е/2.

Тогда

!/ ( ' + * ) -Д О  К  / + 2 / dF(x) < е.
-А \х\>А

Это неравенство доказывает теорему.
Т е о р е м а  2 . Если rj = а (  + b, г д е  a u b  -  постоянные, то 
fn ( t )  = f €(at)e>bi,

гд е  f n(t) и /|(Г) означают характеристические функции величин r)u $.  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно,
/ „ (f) = = M e /f(e*+b) =

Т е о р е м а  3. Характеристическая функция суммы двух незавиСи^ л  
'лучайных величин равна произведению их характеристических 

Д о к а э а т е л ь с т в о .  Пусть £ и 17 -  независимые случайные всЛ
* S = £ + *?• Тогда очевидно, что вместе с £ и г\ независимы также слу1̂  
1ые величины е (1* н е*ГГ1. Отсюда вытекает, что

Me"* = = Ы\е*п Меиг1.
»то доказывает теорему.
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«ч Опре
с л е д с т в и е .  Баш

{ = {, + Ь  + • • • + ’
холсдос слагаем ое н езависим о от суммы предыдущих, то характе- 

*£}£еская функция в ет чины  ( равна п рои зв ед ению  характеристических
слагаемы х.

П именение характеристических функций в значительной степени опи- 
гш на свойство, сформулированное в теореме 3. Сложение независи­

м а  случайных величин, к а к  мы  видели в § 21, приводит к  весьма слож­
ной операции -  композиции функций распределения слагаемых. Для ха- 
шиеристических функций эта сложная операция заменяется весьма про­
стой -  простым умножением характеристических функций.

Т е о р е м а  4. Если случайная величина £ имеет абсолютный момент 
п-го п орядка , то характеристическая функция величины  £ диф ф еренцируе­
ма п раз и при к <п

/<*>(0)-/*М{*. (3 )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  ДействительноД-кратное (к <п) формальное 
дифференцирование характеристической функции приводит к  равенству

/ (*>(0 = /* f x ke*txdF\x). (4 )

Но

I fx ketrxdF(x) | <  / 1 jc | * dF\x)
и, следовательно, в силу предположения теоремы ограничен. Отсюда сле­
дуют существование интеграла (4 ) и законность дифференцирования, 

сложив в (4 ) г = 0, находим, что
/ (*}(0) = I* f x k dF(x).

Математическое ожидание и дисперсия весьма просто выражаются при 
°цщ производных от логарифма характеристической функции. В самом

ле» положим 
* (0 *  I n /( f ) .

Шшш

*'(/) =
/(О

и

~ ~ Г и Г



Приняв во внимание, что /  (0 ) = 1 и равенство ( 3 ) ,  находим, что

* '( 0 )  = / '(0 ) -/ м £
и

ф " ( 0 ) = / " ( 0 ) -  [ / ' ( О ) ] 2 = i 5 M$ J -  [/М £]5 = —D £.

Отсюда

М£= -  Ф\0)
i

и
D£ = -ф " (0).
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(5)

Производная Л:-го порядка логарифма характеристической функции в 
точке 0 , умноженная на /*, называется семиинвариантом к-го порядка 
случайной величины.

К ак это непосредственно следует из теоремы 3, при сложении независи­
мых случайных величин их семиинварианты складываю тся.

Мы только что видели, что первыми д ву м я  семиинвариантами являют­
ся математическое ожидание и дисперсия, т.е. момент первого порядкам 
некоторая рациональная функция моментов первого и второго порядков. 
Путем вычислений легко  убедиться, что семиинвариант любого порядка* 
?сть (целая) рациональная функция первых к моментов. Для примера при­
ведем явные выражения семиинвариантов третьего и четвертого порядков:

i V " ( 0 ) « - { M $ 3 -З М £ 2 М£ + 2[М £ )3 },

/4 ^ ,v (0 ) = М£4 — 4М £3М£ -  3 [М£2]2 + 12М£2[М£|2 -6 [М £ ]4 .

Рассмотрим теперь несколько примеров характеристических функций. 
П р и м е р  1. Случайная величина £ распределена по нормальному за* 

:ону с математическим ожиданием а и дисперсией о 2 . Характеристическая 
>ункция величины £ равна

( х - а ) *
1 iix “ ~ V a

*р(0 = — /  е 20 dx.
о\/ 2тг

одстановкой
х — а

z = ---------  -  it о
о

Г) приводится к виду

„ ( , )  ,  ^ , - . * , * / 2 — L _  У °  е~г *I2 dz.
y j  2л - « -/ / о
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?ввСТно, что ПРИ любом вещественном а

e - ’ 4 2 dz= V *T,

^ ^ Н ^ е л ь н о ,

Пользуясь теоремой 4 , мы  можем без труда вычислить центральные 
щиявгы для нормальною распределения и тем самы м другим  путем по­
лучить результат примера, рассмотренного в  § 26.

П р и м е р  2. Найти характеристическую функцию случайной величи-

ны(»распределенной по закону Пуассона.
Согласно предположению величина £ принимает только целочисленные

шачения, причем
^ К

Р<1«*> = — —  (*  = 0 , 1 , 2 , . . . ) ,  
к\

где X > 0 постоянна я .
Характеристическая функция величины £ равна

Л 0 * М < -" « =  £  е/к,Р {$ = *}=  X e i , k — e - ^  =*=о к\

= е л 2  ----------  -  * е
к=0 * !

Согласно (5 ) отсюда находим, что

М£ = —  ф'(0) = A; D£ = - ^ " (0 )  = А.

^  e ппимео 3) получены непосредственно.
равенства былинами ранее (§  23 , пример ' распределена в интерва- 

П р и м е р  3. Случайная величина £ равном р \
Лс (~fl, а) . Характеристическая функция равна

до - у  «<» t  .

n  Р и и  « р 4. Найти характеристическую ♦ » « ■ « »  «  ко-
'«Ч У  появлений события Л в п независимых испытаниях, в 
ToPbix вероятность появления событии А равна р.

Величина /л может быть п.репстав "*иаможет быть представлена к ак  сумм а 

и *  Д| + . . . + р„
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п независимых величин, каж дая из которых принимает лишь два----------- ---------- ------------ --------------- ............ г ........... - - • —““ “ ^назначен,, I  „ а з а т е л »
и 1, соответственно с вероятностями q = 1 -  р  и р. Величина цк прИН ^ ° о  интеграл

Из определения характеристической функции
-Ула обрмиения

е л ь с т в о.

.  л . пР « а мзначение 1, если событие А происходит в к-м  испытании, и значение О
событие А в Л:-м испытании не происходит. ’

Характеристическая функция величины ц к равна

/ * (0  = Ме*гцк = + е*г' хр  = q + p e i l .

Согласно теореме 3 характеристическая функция величины ц  равна
п

ДО  = П /*(Г) = (q+pei , f .  
к= 1

М -  пр
Найдем еще характеристическую функцию величины т? =-----------. Потео-

у/ npq
реме 2 она равна

_ <ГУ = Е  . ч _, t y/* E  I - j =
* * f l ---------  )  - е  4 р е  ^ )"  =

ПРО /

= (q e

W  npq

-,t /r/ а Г
пч + р е г .

П р и м е р  5. Характеристические функции удовлетворяю т равенству
/ (-О  = 7 (0 .

Действительно,

Л - 0  = f  е  dF\x) = f e ? txdF{x) = /(г).

§ 33. Формула обращения и теорема единственности

Мы видели, что по функции распределения величины { всегда мо 
найти ее характеристическую функцию; для нас важно, что имеет м 
такж е обратное предложение: по характеристической функции фУн 
распределения определяется однозначно. и

Т е о р е м а  1. Пусть / ( f )  и F(x)  -  характеристическая фунм^ ^  
функция ра спредел ения случайной величины  £. Если х х и х2 -  т°ч 
прерывности функции F(x) ,  то

1 . г еf ( x 3 ) -  F (x t ) = —-  hm /  -
2тт с  -+ «> — с

- /Гдс!

it
( i)

,1езУеТ
что

1

/ , * 7  I2тг

f ( t ) d t
it

равен
Jt /  I 1 -  \ ^ z- x' > - *"<-*» > ] d F (,)*

2tt —c it
В последнем интеграле можно изменить порядок интегрирования так к а к  
по г интеграл абсолютно сходится, а по / пределы интегрирования конечны

Таким образом,

/ it
d t  dF(z) =

с  J t { 9 - х ,  ) _  ) _  e i t { x - x 3 ) + e - i t ( z - x 2 )
/  ------------------------------- :---------------------------------------- dt dF(z) =

if

1 ~ c Г sin f ( z - x , )  sin f ( z -
■ -  / / I —7Г - -  0 [  t

p L * dF(z).

Из анализа известно, что при с - *  00

1/2, если а > 0 ,
1̂  * sin а/ 

7Г 0 t
dt (2)

[-1/2, если а  <  0,

Л а ^яжпой области а  >  6 >  О и эта сходимость равномерна отиосите^льно ^
(соответственно а  <  - Ь ) , и при | а  I . Р

I 1 * s in at  I (3 )
1 -  / ------- d f | < l .

Ю Г  Г >  Г и представим интеграл Jc  вПоложим для определенности, что х2 » *
ВиДе следующей сум м ы :

*1 -6
/  * г ~ * ! - •—  + I  + /  + /  \l*(c,z\xl . x 1 ) dF(z) ,

* 1 - Ь  х г — 6 х 7 +6
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где для краткости обозначено

1 с \ sin t{z - * , )  s i n f ( r - * 2 ) |
ф(с,  г ; х , . х 2) =  —  / ------------------- -------------------------- \ dt

it о ( t t J
и 6 >  0  подобрано так , что дг, + 6 <  х2 -  Ь.

В области <  г <  х , -  Ъ имеют место неравенства г -  Xl < 
r  -  х 2 <  - 6 .  Поэтому мы на основании (2 ) заключаем, что при с  -*«> 1

* 1 -6  i 
/  iK c  г\ хх, х г ) dF(z) -+ 0 . 1

— «о

Аналогично при х 2 + 6 < *< ♦ «>  и при с->°° 

j  ф(с, г ;  x l t x2) dF(z) ->0.
дг,+б

Далее, так к а к  в области х х + 6 < z < х2 — 6 имеют место неравенства 
г  -  Х| >  6 и г  -  х 2 <  6 , то согласно (2 ) при с

дг, - б  ч дг, - б

/ ф(с, г ;  j r , , x 2 )rfF (r) -*• /  dF (z) = F (x 2 - 6 ) - F ( x ,  +5).
X, ♦6 ДГ , + б

Наконец, в силу (3 ) мы можем воспользоваться оценками

Xg **-6 JT , +6

| /  < Кс,г; /  dF(z)  = 2 (F (x , + б) -  Я * .  -«>1
ДГ,-б х , - б

и
* 1 *6 ж, *6 Н

| / ф(с, z: дг,, x2)dF(z)  \ < 2 f  dF(z) = 2[F(x2 + 5 ) -  F(x2 -* ) l
ж , - 6  j f , - 6

Таким образом, находим, что при любом 6 >  0

ЙЙГ J c = Нхг - b ) - F ( x x + 6) +Л, ( 6 ,х , , .х 2)

Hm J c  = F(x2 - b ) - F \ x ,  + 6 ) + /?2( 6 , * 1. j r 2) ,

С
И

где

|Л({5, дг,.дг2 )| < 2  { F (* , + 6) - F ( j r ,  - 5 )  + F (;r2 + 6 ) _ Я * 2 - 5 ) )  

( ' = 1 ,2 ) .
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nvcTb теперь 5 ^ 0 .  При ло м  из того, что л , и дг; являю тся точками не­
рвности функции F ( x ) , следуют равенства 

Арсры
w  Я * .  + 5 ) = -If™ Д х ,  -  в )  = F (x ,)  
s-о

lim F(x2 + в) -  Urn F(jt2 -  = F(jc2) .

\ гак как не зависит от 5 ,  то

lim Jc = fr(x1) - F \ x l ). 
в®

Равенство (1 ) носит название ф о р м у л ы  о б р а щ е н и я .  Мы ис­
пользуем эту формулу для вывода следующего важного предложения
( теорема е д и н с т в е н н о с т и ) .

Т е о р е м а  2.  Функция распредел ения однозначно определяет ся св о ей
характеристической функцией.

Д о к а з а т е л ь  с т в о. Действительно из теоремы 1 непосредственно 
следует, что в каждой точке непрерывности функции F(x)  применима 
формула

1 Т? e~ity - е If дг
F(x) = —  lim lim / ------- ----------  / (0  dt,

2n у -*- °® С-*10® -С It
где предел по у  берется по множеству точек у , являющихся точками не­
прерывности функции F ( x ) .

В качестве приложения последней теоремы мы докаж ем  следующие 
предложения.

П р и м е р  1. Если независимые случайные величины £ | и £2 распреде­
лены нормально, то их сумм а £ = £i + £2 такж е распределена нормально.

Действительно, если

М?1 ■ * ! ,  D{, =о] -  М ?2 = а 2 , D b  = а\,
10 характеристические функции величин i i  и £j равны

f  1в>,~ 4 ° ' '*А ( 0 - е  2 . Ш  «  е 2

теореме 3 § 32 характеристическая ф ун кц и я/ (г) сумм ы  равна

° ^ Ш ^ РШСТСрИСТИЧеская ФУНКЦИЯ нормального закона с математическим 
еа11НствИеМ а S ° х * °2 И ” = a i2 * аз • На основании теоремы
ч*льна LHHoc™ включаем, что функция распределения величины £ нор-



П р и м е р  2. Независимые случайные величины £, и {2 расп 
по закону Пуассона, причем
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Унч

Р{{, = *>
х?<гх*

p ( f 2 = *>=
Х ? е _ х »

к\ к\

Д окаж ем , что случайная величина { = £i + {2 распределена по э** 
Пуассона с параметром X = \х ♦ Х 2 .

Действительно, в примере 2 предыдущего параграфа мы нашли 
характеристические функции случайных величин { , и £2 равны

Л ( 0  = еХ|(е/Г" ! \  /2( 0  = '

В силу теоремы 3 предыдущего параграфа характеристическая функцщ 
сум м ы  {; = £i +(;2 равна

ДО “ Л  (0  /2 (0  - е(Х‘ +х’ Щ
т.е. является характеристической функцией некоторого закона Пуассо­
на. Согласно теореме единственности единственное распределение, имею­
щее / ( f )  своей характеристической функцией, есть закон Пуассона, дм 
которой

(X, + \ j)*
Р <* = *> = — -------- -------------------  ( * > 0 ) .

Л 9
Д.А. Райков доказал обратное более глубокое предложение: если сум­

ма двух  независимых случайных величин распределена по закону Пуас­
сона, то каждое слагаемое также распределено по закону Пуассона.

П р и м е р  3. Характеристическая функция вещественна тогда и тол* 
ко тогда, когда соответствующая ей функция распределения симметрична, 
г.е. ко гда при любых х функция распределения удовлетворяет равенству

F (x ) = 1 -  F ( - x  ♦ 0).
Если функция распределения симметрична, то ее х а р а к т е р и с т и ч е с к и  

функция вещественна. Э т о  доказы вается несложным подсчетом:

J i t )  = /  e itxdF(x)  =

= / e~itx d F ( - x  + 0)  + f  e>tx dF(x)  -  F(+0) -  f \ - 0 )

/ (e~itx + e i ,x)dF(x)  - F ( + 0 ) - F ( - 0 )  »
о

2 / cos tx dF\x) -  F(+0) -  F ( - 0 )  = / cos tx dF(x) .
о



E m «  здесь, что мы условились включать нижний предел в интер- 

(НЗП°тегРиРования и не вклю чать веРх н и й Ь
^ 1 И да>казательства обратного предложения рассмотрим случайную ве- 

п — Функция распределения величины 77 равна

ЙХ) = P { r j < x } = P { f > - J f ) =  1 - F ( - J t  + 0 ) .

Б ^ К ц щ сти ч ески е  функции величин £ и т? связаны соотношением 

^ ) =  м е " ч = М в - " 1 - М ; /7Г = 7 (0 .

Т а к  к а к  по условию Дг) вещественна, то /(г)=  Д г) и, значит, 

g (0  -  / ( 0 -
Из теоремы единственности мы теперь заключаем, что функции распределе­
ния величин f  и г] совпадают, т.е. что

F(x) = I - F(-x ♦ 0), 
что и требовалось доказать.

§ 34. Теоремы Хелли

В дальнейшем нам потребуются две теоремы чисто аналитического ха­
рактера -  первая и вторая теоремы Хелли.

Условимся говорить, что последовательность неубывающих функций

Fx(x\ Ы х ) ,  . . Fn(x)_____

сходится в о сн овном  к  неубывающей функции F (х) ,  если при п -►«> она 
сходится к этой последней в каждой ее точке непрерывности.

Впоследствии мы всегда будем считать, что функции Fn (х ) удовлетво­
ряют условию

Fn(-°°) = 0 ,

и не станем далее оговаривать этого.
посл™СТИМ сРазУ же» что л-1* сходимости в основном достаточно, чтобы 
•сют/°ВаТеЛЬНОСТЬ Функций сходилась к функции F (Jt) на каком-нибудь 
хи у п отн о м  множестве D. Действительно, пусть х -  любая точка и х' и 
Пом ^ * е - н и б у д ь  две точки множества D, такие, что х' <  х <  х" . При

Fn(x')< F n(X)< F n(x").
Следовательно,

lim F„(x) < lim F„(x)< lim Fn(x"\

Хенли 219
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А так как по предположению j
lim  Fn(x ')  = F (jc ') и lim Fn(x”)  = F (x"),

Л~*«*

TO И Щ

F(x)  < lim F„(x)< lim F „ (x ) <  F(x").
n—• '» - ,oe

Но средние члены в этих неравенствах не зависят от х' и х" , поэтому

F (x  -  0 )  <  lim  Fm(x)  <  lim F „ (x ) <  F (x  + 0). . 1  j
Я-юв я-**»

Если функция F ( x )  в  точке x  непрерывна, то

F ( x - 0 )  = F (x ) *  F(x + 0 ). l i |

Следовательно, в точках непрерывности функции F (x )  J

lim F „ (x ) = F (x).
я -* *

П е р в а я  т е о р е м а  Х е л л и .  Всякая последовательность ограни- 
ченных в  совокупност и  неубывающих ф ункций  1

F t (x), F2(x) ................ (1)

содержит п о  крайней м ер е о д н у  подпоследовательность  1

^ я , ( * ) ,  ................ Fnk{ x \ ...\  Д

сх одящ ую ся  в  о сн овн ом  к  некоторой неубы ваю щ ей функции F(x) .  Д  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть D -  какое-нибудь счетное всюду м°т' 

ное множество точек х\ , х 2' ...........х 'П9 . . .  Возьмем значения функция по­
следовательности (1 )  в точке х[ Щ

Л  С*/). F2(xl )9. . . ,  F „ (x ,'), . . .  Щ\
Так к а к  множество этих значений, по предположению, о г р а н и ч е н о ,  

оно содержит по меньшей мере одну последовательность

F , 2(ДГ,').............F l n (* , ' ) ................  Щ

сходящуюся к  некоторому предельному значению, которое мы обо 
чим через G (x l ) .  Рассмотрим теперь множество чисел

. (*г') , Fx2(x2\ ................ F , „(дс Д  . . .  ] Д
Так к а к  и это множество ограничено, то сущ ествует в нем 
тельность, сходящ аяся к  некоторому предельному значению G ,Х2 ‘̂ е- 
ким  образом, из последовательности (2 ) мы можем выделить по Щ

Ь е м ы  Хелли

i >ватс льность
F2t(xl  р2п^ '  *

стопой одновременно lim F 2„ (x I')  = G (x ,') и lim F2n(x2')= G(x2). 
г1 Л n  +°o n -*oo

Продолжим такое выделение подпоследовательностей

f k|(х), Ркг(х)> •• •  * Fkn(x),  •••  . W
^  которых одновременно имели бы место равенства lim Fkn(xr ) =

~ G(x'r ) ПРИ всех г  доставим тепеРь диагональную последовательность 

F\,(x ) ,F 22(x ), . . . »  Fnn(x) ,  • • • (5 )

Вся она в конечном счете выделена из последовательности ( 1 ) ,  поэтому для 
нее lim Fnm(x\) = G (x / ) . Далее, так к а к  вся диагональная последова­

л а  ••
тельность, за исключением лишь первого члена, выделена из последователь­
ности (2 ) , то lim  F nn (х2 )  = G (х2) . Вообще вся диагональная последова-

п-*°°
тельнось, за исключением первых ее к -  1 членов, выделена из последова­
тельности (4 ) ; поэтому для нее такж е lim  Fnn (xk ) = G (хк) при каж-

Я  — оо

дом к. Полученный результат можно сформулировать так : последователь­
ность (1) содержит по крайней мере одну подпоследовательность, которая 
во всех точках хк множества D сходится к  некоторой функции G (дг), опре­
деленной на множестве D.  При этом, так к а к  функции F пп (х) не убывают 
и равномерно ограничены, то, очевидно, и функция G (дг) будет неубываю­
щей и ограниченной.

Теперь ясно, что функцию G ( х ) , определенную на множестве Z), можно 
продолжить так , что она будет определена на всей прямой 00 <  х < 00, 
оставаясь неубывающей и ограниченной.

Последовательность (5 ) сходится к  этой функции на всюду плотном 
D ; следовательно, она сходится к  ней в основном, что и требова- 

Доказать. Заметим, что функция, полученная продолжением функции 
^ ж е т  оказаться не непрерывной слева. Но мы можем изменить ее зна- 

я в точках разрыва так , чтобы восстановить этой свойство. Подпосле- 
пеми еДЫ|° сть Fnn будет сходиться в основном и к таким образом "поправ-
* «ной функции.
и '  0 р а я  т е о р е м а  Х е л л и .  Пусть f  (дг) -  непрерывная ф ункция  
Функш^ЮСЛед°вательность неУбывающих, ограниченных в  совокупност и

и

................ П ( х ) . . . .
одится r ° сновном  к  ф ункции F  (дс) на некотором конечном  интервале

к
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а < х <  Ь, г д е  аиЪ  -  точки непрерывности ф ункции F (x ) ; тогда

lim / f ( x ) dFn (x) = / f ( x ) dF(x ) .  
п-*°° а а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из непрерывности функции /  (* ) вытекав 
что к а к  бы мало ни было положительное постоянное е, найдется по 1 
разделение интервала а < х < b точками дс0 = а, х , , . . . ,  xN = *  
частичные интервалы xk < х <  xk + i такое, что в каж дом  интервале 
(* * »  **  + i )  будет выполняться неравенство I/(дг) -  / (х*)1  < е Поль- 
зуясь этим обстоятельством, мы можем ввести вспомогательную функцию 
/с ( х ) ,  принимающую только конечное число значений, определив ее посред. 
ством равенств

/«(*) = Л **) при хк < х < х к+г .
Очевидно, что для всех х в интервале а <х <Ь выполняется неравенство

1/(*)-Л(*)К
При этом мы можем заранее выбрать точки деления х2, . . . , X;v-i 
так , чтобы они были точками непрерывности функции F(x) .  В силу 
сходимости функций F ,  ( х ) ,  F 2 ( x ) ,  F 3 (a :), . . .  к  функции F(x).  при 
достаточно больших п во всех точках деления будут выполняться нера­
венства

| F (* * ) -F „ ( jr * )|  <  , (6)
MN

где М -  м аксим ум  м одуля /(дг) в интервале а < х < Ь.
Без объяснений ясно, что

f f ( x ) d F ( х)  -  / f  (x)dFn (x)
а а

<  I f f ( x ) d F ( x ) -  f  f e (x)dF(x)
a a

I  f e (x)dF(x)  -  f  f c (x)dFn (x)
a a

f f e ( x ) d F „ ( x ) -

-  f  f  (x)dFn(x)
a

1етрудно подсчитать, что первое слагаемое правой части не превосх1^  
[F (6 )  -  F( a ) ] ,  а третье не превосходит е [Fn (b) -  Fn (a)] .  Чт0 * е

я второго слагаемою , го оно равно

I X /(xk)lF(x^t)-F(xk)J -  I  f(xk)[Fn(xk^)^Fn(xk)) =
1 * * 0  * = 0

S  -1  N -  1= 2  / ( * * ) [ F ( * * + , ) - / = ; , ( * * + |)1 -  v  f ( x k)[F{xk) - F n(xk)]
* = 1 * = о

и следовательно, при достаточно больших п не превосходит 2 е, к а к  это 
вытекает из неравенства ( 6 ) .  В силу ограниченности функций Fn(x) в

совокупности, сумм а
e(/ W  -  ^ (д )1 +eI/rn ( b ) - F . ( a ) J  + 2е

может быть сделана сколь угодно малой вместе с е .
О б о б щ е н н а я  в т о р а я  т е о р е м а  Х е л л и .  Если ф ункция

/(дг) непрерывна и ограничена на в сей  прям ой -  °° < х < °°, п о сл едова ­
тельность ограниченных в  совокупност и  неубывающ их ф ункций

F , (x lF2(x) ...........F„(x)____

сходится в о сновном  к  ф ункции F  (дг)  и
lim F n ( - o o )  = F (- o o )t iim р п  (  + «>) = F (+  « ) ,

Хелли

П

lim f f ( x ) d F n (x) = J f (x )dF(x) .
П -* oo
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть A <  0  и В >  0 ; положим 

J i = _/ f ( x ) dF(x)  -  /  / (x)dFn (x) ,

J '  = f  f (x )dF(x)  -  f  f ( x ) dF n(x ) [  л A  I

J > = [ f ( x ) d F ( x )  -  f f  (x)dFn(x)  .
p  В

Очевидно, что•Wiu, MJU

l/ / ( jW * )  -  f f ( x ) d F n (x)\ < J x + / 2 +J3.
4 И Уз можно сделать сколь угодно малыми, если выбрать
чтобы ДОстаточно большими по абсолютной величине и притом такими, 
Вь,Г)рать )ЧКИ ^  И ^  были точками непрерывности функции /г ( х ) .  а п 

Достаточно большим. В самом деле, пусть М -  верхняя грань
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а <х<Ь,  г д е  а и Ъ -  точки непрерывности функции F(x ) ; тогда
НкЧ

lim f f ( x ) d F H(x) = /  f (x)dF(x) .
п—<*> а а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из непрерывности функции / (* ) вытека* 
что к а к  бы мало ни было положительное постоянное е, найдется 
разделение интервала а < х < Ъ точками х0 = а, дс,, . . . ,  xN =  ̂ щ 
частичные интервалы дс* < х  < дс* + | такое, что в каждом интервале 
(,xk , x* + i )  будет выполняться неравенство 1/(дс) -  /(дс*)| < € Поль, 
зуясь этим обстоятельством, мы можем ввести вспомогательную функции 
/ е (* )»  принимающую только конечное число значений, определив ее посрсд. 
ством равенств

/ е ( * )  ж  Л * к )  п р и  Д С *  < Д С < Д С * + 1 .

Очевидно, что для всех х в интервале а <х <Ь выполняется неравенство

1 / ( * ) - Л ( * ) 1 <

При этом мы можем заранее выбрать точки деления дс,, дс2, . . . , дсу_, 
так , чтобы они были точками непрерывности функции F(x) .  В сил) 
сходимости функций F , (дс), F 2 (дс), F 3 (x ) ,  . . .  к  функции F (x ) . при 
достаточно больших п во всех точках деления будут выполняться нера­
венства

MN
(6)

где Л/ -  м аксим ум  модуля / (дс) в интервале а < дс < Ъ. 
Без объяснений ясно, что

/  f (x )dF(x)  -  f  f ( x ) dFn (x)
а а

< I f  f  (x)dF(x)  — / f t (x)dF(x) 
a a

f f t  (x)dF(x)  -  f f c (x)dFn (x) 
a a

f  f e (x)dFn (x) -

-  f f ( x ) d F n(x)

превосхоД*
Нетрудно подсчитать, что первое слагаемое правой части не ир^ 
e[F(b) -  F( a ) ] 9 а третье не превосходит e\Fn{b) -  Fn (a) ]• ^т0 I

N**
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тсл второго слагаем ою , то оно равно
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к *

ЛГ-* N -  1
I  f ( x k)[F(xk+ \ )~ Fn (xk ^ l )] ~ ^  o f ( x k)[F(xk) - F n(xk )I

следовательно, при достаточно больших п не превосходит 2е , к а к  это 
И’ t*aeT  из неравенства ( 6) .  В силу ограниченности функций F „ (x )  в 
^окуп ности , сум м а

e [F (b ) -F { a ) ) + e [F n (b )  -  F„(<i)l + 2 е

может быть сделана сколь угодно малой вместе с е .
О б о б щ е н н а я  в т о р а я  т е о р е м а  Х е л л и .  Если ф ункция  

f (x) непрерывна и ограничена на в с ей  прям ой  -  00 <  х <  п о сл ед о в а ­
тельность ограниченных в  со в ок упн о ст и  неубы ваю щ их  ф ункций

Fx(x\ F 2(x) ............F ,

сходится в осн овн ом  к  ф ункции  F  (дг) и
lim F „( — °°) = F ( -  °°), lim F „ (+ ° ° )  = F(+«>),

то

ton f f ( x ) d F n (x)  = f f ( x ) J F ( x ) .П oo

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть A < О и В > 0 ; положим

Л  =

У, =

/ f  (x)dF(x) -  f  f  (x)dFn (x)

f  f  (x)dF(x) -  f  f  (x)dFn(x)
A A

J  f ( x ) dF(x )  -  f~f (x) dFn(x)
p  В

^ в и д н о , что

1 f f (*)dF(x)  _  f f  (x)dF„(x)\ < / , +/2 + /3-

А ^е^И1ИНЬ|^1 и У 3 можно сделать сколь угодно м алы м и , если выбрать 
чтобы ДОстаточно большими по абсолютной величине и притом такими, 
Вь,Г)Рать°ЧКИ ^  И ^  были точками непрерывности функции F ( x ) ,  а п

i Достаточно большим. В самом  деле, пусть Л/ -  верхн яя грань
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|/(дг)| при —00 <  х < “ >; тогда 

У, <  M[F(A) + Fn (A)),  
J 3 <  M [ F (+ ° ° ) -F (B ) ]  + M[Fn (+<*>)-Fn (B)] .

Но

lim F(A) = 0 , Urn F(B)  = F (+ oo ).
A — —-  В

А так  к а к ,  по предположению,

lim Fn(A) = F (/ t), lim F „ (£ ) = F ( B ) t

то наше утверждение об У , и / 3 доказан о . Величина J 2 при достаточно 
большом п  может быть сделана сколь угодно малой в силу теоремы Хсл- 
ли для  конечного интервала.

Теорема доказана.

§ 35. Предельные теоремы для характеристических функций

Важнейшими с точки зрения приложений характеристических функций 
к  вы во д у  асимптотических ф ормул теории вероятностей являются две 
предельные теоремы -  п рям ая и обратная. Эти теоремы устанавливают, 
что соответствие, сущ ествую щ ее м еж ду ф ункциями распределения и ха­
рактеристическими ф ункциями, не только взаимно однозначно, но и не 
прерывно.

П р я м а я  п р е д е л ь н а я  т е о р е м а .  Если п о сл едо ват ел ьн ою  
ф ункций ра сп р ед ел ени я

сходит ся в о сн овн ом  к  ф ункции ра сп р ед ел ени я  F  ( х ) , то п о с л е д о в а т ь  

ность характеристических ф ункций

Fx(x\ F 2(x )....... Fn(x)t . . .

сходится к  характеристической ф ункции f ( t ) .  Эта сходимость равном#  
в каждом кон ечном  интервале t .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так  к а к

/„(/) = S e i,xdFn(х),  f ( t )  = f e i,xdF(x)



■̂̂
Е м гден и е , что эта сходимость равномерна в каж до м  конечном интер- , 

^ п р о в е р я е т с я  буквально теми же рассуждениями, каки е  м ы  провели 
^  Г казаТельстве второй теоремы Хелли.
aPl!ZIf  <» т н а я п р е д е л ь н а я  т е о р е м а .  Если последовательность 

п б р а т п  Г^ к гери ст и ч еских  ф ункции

/,(/),/j (0 ...........О )
*  непреры вной  ф ункции  /(/)> то последовательность ф ункций

'распределения

^ а(* )»  • • •
сходится в осн овн ом  к  некот орой ф ункции ра спр едел ени я  F  (х) (в сил у  
прямой предельной теоремы / ( f )  = f e ,txdF(x) ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании первой теоремы Хелли заклю ­
чаем. что последовательность ( 2) непременно содержит подпоследователь­
ность

Fn ! ( * ) *  F 4 , W .  • • • .  • • •* Р )

сходящуюся в основном к  некоторой неубывающей функции F ( x ) .  При 
этом понятно, что функцию F(x) м ы  м ож ем  считать непрерывной слева:

t am F(x' )  = F(x) .
x‘ -* x -  О

Вообще говоря, ф ункция F ( jc )  может и не быть функцией распределения, 
так как  для этого должны удовлетворяться еще условия F ( - o o )  = 0  и 
F(+°o) = 1. Действительно, д л я  последовательности функций

0 при х < -п\ 
а д )  = 1/2 при -п  < х <  л ,

1 при X > п,

Предельная ф ункция F(x)  = 1/2 и, следовательно, F ( -  00) и F (+  00) такж е 
1/2. Однако в условиях  нашей теоремы, к а к  будет сейчас показано, 

°°«ательно будет F ( - оо) = 0 и F(+oo) = j .
щ и ,, Деле, если бы это было не так , то, приняв во внимание, что для 
им е?и бьгЙ ФУНКЦИИ F ( jc )  Должно §ыть F ( - o o )  >  0  и F (+ ° ° )  < 1, мы

6 *  F (+  оо) _  f (  оо ) <  !  в

ТакЬМкем тепеРь к а кое-нибудь положительное число е , меньшее 1 -  6. 
Функци* (П\ условию теоремы последовательность характеристических 
Функция (/Л СХОДИТСЯ К ФУНКЦИИ f  (r)» то = 1 А так к а к ,  сверх того, 

/ м )  непрерывна, то можно выбрать достаточно малое положи*
-® Б В- Гнеденко

; 5 п р ^ льиьк' теоремы 225
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тельное число г  такое, что будет иметь место неравенство
1 г

—  /  f ( t ) d t  >  1 -  6/2 >  5 + е/2.2т - г

Но в  то ж е вр ем я  можно выбрать X > 4/те и настолько большое К 
при к  > К  было ’ Ч1В*

6* = F „ k( X ) - F Hk( - X )  <  б + е/4. Ш
Гак к а к  f„ k ( г )  есть характеристическая ф ункция, то

_/ f n k( t )d t  = / [  /  e itxd t  ] dF„k(x ). i

Интеграл, стоящий .в  правой части этого равенства, можно оценить следую­
щим способом. С одной стороны, так  к а к  | e itx | = 1, то  

/  e itxd t  <  2г .
— Г

НЧ
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С другой  стороны,

sin где,
т 1 

/  e itxd t  = -  
-т х

и так к а к  | sin тх | <  1, то при | х j >  X

}  e l,xd t  < - .  Я
- г  X

Отсюда, применив первую  оц ен ку при 1*1  <  X и вторую  при |х| >*• 
получаем: 

/  f n k( t )d t  <  /  (  /  e l,xd t ) d F n Ах) +
1*| < д г - т  М

+ /  (  /  e l,xd t ) d F „ k(x) < 2тЬк I
I* I > X -т  * X

и, следовательно, 

—  /  f n k( t )d t  <  б + 4  • Ж 2т -т  * 2

Это неравенство сохраняется и в пределе

—  / f{t)dt < 5 ♦ i  j  J2т  - г  2

что, очевидно, противоречит неравенству (4) .  А

образом , ф ункция /*4 * ) ,  к  которой сходится в основном после* 
Т р о с т ь  Fnk (* ) '  есть ф ункция распределения; согласно прямой пре*

__ лл vq  п-> 1/твп и Л Т и 11ДР1/ !1 а  гК\/liu - 1 1 и cj п ап и а  f  i  t \  ЦТОбЫ 33*

вся  после- 
—  ость (2 ) сходится в основном к  функции F(x) .  Предположим,

дир—-
яелнюй теореме ее

ш к  кончить доказательство теоремы нам п . т ф у н к ц и я  равна / ( , ) "
стельность ( 2)  с х о д Ш Я Ш ^ ш ^ ^ ^ ^ з и т ь .  „ o j J  

“ ,>к т ° гш (5)/г, (дг), Fn\(*)* • • • » Fn'k(x ) f  • • •»

ходяшаяся в основном к  некоторой функции /г *(дс), отличной от F (дс) 
по крайней мере в одной из точек непрерывности. По уж е доказан ном у 
F*(x) должна быть функцией распределения с характеристической ф ун к­
цией /(О  - По теореме единственности должно быть

Г ( х )  = F(x) .

Это противоречит сделанному предположению.
Заметим, что условия теоремы выполнены в каж до м  из д в у х  следующих 

случаев:
1) Последовательность характеристических функций /„(/) сходится 

к некоторой функции f ( t )  равномерно в каж до м  конечном интервале г.
2) Последовательность характеристических функций / „ (О  сходится 

к характеристической функции f  ( г ) .
П р и м е р .  В качестве примера использования предельных теорем 

рассмотрим доказательство интегральной теоремы М уавра-Л ап ласа.
В примере 4 § 32 м ы  нашли характеристическую  функцию случайной

величины г) =* —— —  :
y/npq

Jn (О * ( q e nq + р € пр )п в

^П ользовавш ись разложением в ряд М аклорена, находим, что

Яе + р е  np = 1 —
2 n

где

Так

8 *

\ *  2 p q k + q ( - p ) k

Как
y/iP4)k

При л
0.



В силу о б р а т н о й  
что при любом дс

то

22 8

Л , ( О »  1 -  Т -  ( Н2п
t 2

Vnpq I ч/2я"

ко гд а  л “►«>.
Из непрерывности предельной функции л егко  вы вести , что эта сходи­

мость будет равномерна по дс.

§ 36. Положительно определенные функции

характеристических функций. П риводимая нами ниже основная теорема 
была одновременно найдена А.Я. Хинчиным и С. Бохнером и опубликована 
впервые С. Бохнером.

Д ля ф ормулировки и доказательства этой теоремы нам нужно ввести 
новое понятие. Мы скаж ем , что непрерывная ф ун кц и я/ ( f )  вещественного 
аргумента г положительно оп р ед ел ена  в интервале <  f  <  00 . если ка­
ко вы  бы ни были вещ ественные числа t l% t 2............ f „ ,  комплексные числа
£I «£ ..............i n  и иелое число п

Цель настоящего параграфа -  дать исчерпывающее описание класса

(О
к «  1 /«= 1
Перечислим несколько простейших свойств положительно определении* 

функций.
1. / (0 )  > 0 . В самом деле, положим п  = 1, Г1 *  0 , 1 1 *  1; тогда из у 

вия положительной определенности функции / ( f )  находим, что

п п

2. При любых вещ ественных г



ввжительио определенные функции т
j 3* ПоЛ°

доказательства положим в ( 1) и = 2, f , = 0. t2 = f . f j .  £ 2 произ- 
Имеем по предположению

I  2 П ь - у ь Ъ  +/(0-Otih +
и *=1 / -•

+ f ( t  -  0) I s i i  * f ( t - t ) b h  =

«Д 0)(|{| I * + 1 Ы * ) + / ( - ' ) « . ? :  + / ( 0 ? , ь .  (2 )

поэтому величина

/(-rHifj + f (0 i i  ft
юлжна быть вещественной. Таким  образом, если п о л о ж и т ь / (-г ) = а , + /0 
/(;) -  а ,  + |'0з , Ci ¥г51У + i 6 . 1 , ( 2 ■ у  -  /5. то должно быть

а , 6 + 0 1 7 - а 26 + 027 = 0 .

Тик как £ 1 и . а следовательно, 7 и 6 произвольны, то должно быть 

а, - а 2 = 0 , 0, + 02 = 0 .

Отсюда следует наше утверждение.
3. При любых вещ ественных t
\ ПО I < / ( 0).

Положим в неравенстве (2 )  Цj = / ( f ) ,  $2 = - I  / ( f )  I; тогда согласно пре­
дыдущему

2/ (0) |/(г) |2 -  | / ( , )  |21 / ( f )  | -  | / ( f )  I2 j / ( f )  | >  0 .

Отсюда при I / ( f )  | =£ 0 получаем :

л ° ) >  1/ (0 1 .

Если же /  ( f )  | = 0, то опять-таки в силу свойства I

я ч »  1/ (0 1 .

наяД̂ Ка3аННОГО ®1СДУСТ' м еж ду прочим, что если положительно определен- 
^Функция такова, что / ( 0 ) = 0, то / ( г )  = 0 .

Функ ° р е м а  Б о х н е р а -  Х и н ч и н а .  Для того чтобы непреры вная 
/ (О * удовл ет воряю щ ая у сл о ви ю  / ( 0) = 1, б ь и а  характеристи- 

**Шой Нео^Хо^имо и достаточно, чтобы она б ь и а  положительно оп р ед е-

Дейг? К 3 3 а т е л ь с т в °- В одном направлении теорема тривиальна.
ительно.если

/ ( ')=  Se>*'dF(iг),

■



где F(x) -  некоторая ф ункция распределения, то при любом
произвольных вещ ественных r2............ t„ и комплексны х Л°М*-
Ь . Ь ........... и м еем : чи°Ч»

к = \ / « I * = 1 /= 1

= /  Z Z e te(f* "V* jij j f  (jc) =
*«1 /*1 .

» / (  z  * " * * * * ) (  Z e ^ x ^ ) d F ( x ) ^
* C1 /«=1

= /| Z |J <//•(*)>0.

Д оказательство достаточности условий теоремы требует более сложных 
рассуждений.
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Рассмотрим последовательность чисел /  зависящую от цело­

численного параметра п. В силу положительной определенности функции 
/ ( * )  мы  имеем  при любом N:

5 > Г  (* )=  £  V  ' s '  / ( - - ^ )  >  0. I
N к =0 / = 0 \ п /

Л егко  подсчитать, что в этой сум м е имеется iV — | г | слагаемых, ДО* 
которы х разность к -  / равна г. Далее очевидно, что число г может изме­
няться от -М  + 1 до N — 1. Таким образом , имеет место равенство

Умножим обе части полученного равенства на e isx и п р о и н т е г р и р у е м  по * 
в пределах от -  я  до я :

п

—я
/  e llx if>(„n\x )dx  = Z f  1 -  — )  /  /  е~ ,гх е ,гх dx.

г * - л г \ N / \ п /  -и

Известно, что

/  d x = I 0 яп я  г * 5-
-w  I 2я  для  r  ~ s.



ПОЭТОМУ

/, 11±) /  ( - - )  = —  / К п) (*> * " *  dx = / <№#>(*).
 ̂ N J \ я /  2я -w - »

где

( « ’ ( х )  *  J -  ;  & (Nn ) ( x ) d x
2 71 —*

есть неубывающая ф ункция с полным изменением, равным

*< "> (»)- ~  f & („n ) ( x ) d x = f ( 0) = 1.
* 2 я —я

и .  является функцией распределения.
На основании первой теоремы Хелли мы  м ож ем  найти последователь­

ность Nk-+°° ПРИ *  00 • для к °торой функции /гдГ) (дс) (л ф иксировано!) 
сходятся к  предельной; обозначим ее через /г(п ) (дс). Ф ункция /г ( " ) (дс) 
снова является функцией распределения, так  к а к  при любых N и произ­
вольном е >  О ( - я  - е )  = О, F^  (ir + е) = 1 и, значит, при произ­
вольном е > 0 такж е

/*п)( - т г - е )  = 0, f W ( f + e ) * l .

Согласно второй теореме Хелли

Вт /  e Ux dF%} (х )  = /  е 1гх d F <"> (jc).
* —я

Таким образом * ) ,

l L -лительио определенные функции 231
I 36. п°л0

/ ( ~ ) “  / e'"</F<n>(x) 

при всех целочисленных s (s = 0, ± 1, ±2, . . . ) .

I)
Е щ  ^ К,еТим* *гго попутно нами доказана следующая т е о р е м а  Г е р г л о т ц а .  
бом ™'*><*™ьность чисел с п (п  ■ 0 , ±1 , . . . )  обладавт тем свойством, что прилю • 

Ре комплексных чисел . , $дг ы произвольном  N

z  2*=1 / V * -/<**/ > о ,
го По

стельность с п может быть затиана в форме 

с" -  _ £ • * * * « ( * ) .

»<*)
неубывающая ф ункция с  ограниченной вариацией.



Рассмотрим теперь последовательность характеристических 
/я (Г) ,  определенных посредством равенства ^

пп
fn  (О = / e itx dFn (X),

—пп

где

Л егко  проверить, что при всех целочисленных к

' • ( т М т )

Но как о во  бы ни было г, мы  м ож ем  подобрать такую  последовательность 
к =к(п,  г )* > , что

к 1
О < t --------<  — •

п п

Из непрерывности функций / (/ ) следует, что 

/ ( 0 =  Urn / ( — )  = lim / „ ( — )■ (4)
л —«  \ П 1 \ П /

Если м ы  д о каж ем , что при всех вещ ественных t
f ( t )  = lim  f n (f ) , (5)

П~*°°

то доказательство теоремы будет заверш ено, так  к а к  f ( t )  -  н еп р ер ы вн ая  
ф ункция и поэтому, в силу обратной предельной теоремы для х ар а кте ­

ристических функций, будет характеристической функцией.
С этой целью зам етим , что из (3 ) и (4 )  следует равенство

232 Гл 7- Характеристические ф у * ,^

ш и т -  • ?_ {[/•  м - л ф ]  * а ( ^ ) }

= f i t )  + ttrn̂  |  /„ (t) ~ /„ J . (6 )

•) Всюду дальше под А; мы понимаем числа к (п, г ) .
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к
.«jiLf в = t ------ • Согласно вы бору величин к имеем 0 <  в < 1/л.Обозначим о п

оп ределен а функции /„ ( t )
к

( к \ I пп i — *
- „  ) I■' J „ ‘ " <«•*-■)«(.) к

< 7 I f " ' -  I !<//-.te l (7 )
—  ЯЛ

Воспользовавшись неравенством Б ун яко вско го , находим, что 

пп ял
/ I е ‘вх  -  1 I £//=; (дг) <  J  /  I -  1 \2dFH (х )  =

—пп —ял

/
ЯП
/ 2(1 - c o s 0 J t M F „ ( ;c )  = n/2(1 -  / ?/ „ (* )) . (8)

—ЯП

где символ R f n (0) означает вещественную часть / „ (0 ) . Так к а к  
cosz < cosaz при 0 < а < 1 и —я < 2 < я ,т о

ЯП я
1 - Л / и ( 0 ) =  / (1 -  L-OS0 *)(//•„ (.V) = / (1 -  COS0 ■ nz)dF„(zn)<

—ЯЛ —я
я

< / (1 -  co sz )dF n (zn).
— я

А так как

Fn (zn)= f t* )
то

/  (1 -  c o s z ) d F ^  ( г )  = 1 -  R f  e iz d F (n) (z).
Я —7f

^ Тсюда в силу ( 3) находим , что

1 ' * £ ( • ) <  , . - * / ( - ) .  (9 )

есте неравенства ( 7 ) .  (8) и ( 9 ) .  находим, что



Из непрерывности функции / (/ ) отсюда следует, что

Соотношение ( 5 ) ,  к а к  это видно теперь из ( 6) ,  доказано.

§ 37. Характеристические функции 
многомерных 'случайных величин

В настоящ ем параграфе м ы  излагаем без доказательств основные св« 
дения о характеристических ф ункциях многомерных случайных величин 

Характеристической ф ункцией  л*мерной случайной величины 
(€ 1 • Ь ......... Ы  назы вается математическое ожидание величины
/( / i $ 1  1а ♦ *п*п)е  • где Г , , -  вещ ественные переменные

л
•  Г „ ) = М е х р ( /  1  tk t k ). (I)

*= 1

Если F ( x l% х2.............. хп) есть ф ункция распределения величины
( t  1. £ 2 -------- i n ) ♦ то, к а к  мы  знаем из п р еды дущ его *),

л
/ ( * ь * 2. - . . . * я ) “  / • • •  / (ехр /  Z tk xk) d F ( x l ........... дг„) (2)

Дг *  1

Подобно том у к а к  и в одномерном случае, характеристическая фчнкии* 
л-мерной случайной величины равномерно непрерывна во всем простран­
стве ( - ° °  <  t j  <  +°°, 1 <  / <  п)  и удовлетворяет следующим соотноше­
ниям:

/ ( 0,0 ........... 0)=  1,

I ............. / „ ) ! <  1 ( - ° ° <  г* <  +°°, *  = 1.2------- ),

234 Гл. 7 . Характеристически* М

/ ( - ' ь - /  2 ...................- / Я ) =  / ( / l ^ 2 f . . . . / w ) .

По характеристической функции ............t n ) случайной вел *ч | ^ |
(£ 1. f  2. • • • £ л) л е1 ко  найти характеристическую  функцию любой
(к < п)  величины ( { , , ,  £/2............компонентами которой
величины £, (1 < s < и ) . Д ля этого в ф ормуле (2 ) нужно п о л о ж и т ь  
ными нулю все аргументы  t s при s Ф jr ( 1 <  г  < к ) . Т ак , например» Ч  
теристическая ф ункция величины £, равна

/ i f r i ) - / f r i . 0 ...........0).

•)С р . теорему I § 24 и замечание о многомерных интегралах Стилтьеса в § 2



у*определения вытекает< что если компоненты величины (| j ,  f  2.......... $*)
ся н е з а в и с и м ы м и  случайными величинами, то ее чаракте- 

ЯВЛ̂ е с »ч ая  функция равна произведению характеристических функций

комлонсн г
...........t n^~ / ( * * ) ............/ (f nb

Так же к ак  и в одномерном случае, многомерные характеристические 
функции позволяют л егко  находить моменты  различных порядков.

Так, например,

м й *  • * » " “  / / . • • / *  * * ’ ■■■ x * " d F ( x , , x t ........... * „ )  =

/ (Г . ,Г а ........... г„ ) 1

Эг** Эг* ’ . . .  Э г*"  J . . “ Гя =о

7 цяогомерныс характеристические функции 235

П
?*/(О

Для вычисления характеристических функций полезно знать следующую 
теорему, доказательство которой без трудд проведет читатель.

Тео ре м а  1. Ес/ш характеристическая ф ункция величины  ( { Ё, £ 2......... £п)
равна f  ( t l%t 2<. . .  п)% то характеристическая ф ункция величины  ( а , £ ,  + д ,, 
f f j l i  ♦ J j ........... ♦ я „ ) ,  af u Hi (1 < / < л ) -в ещ ест в ен н ы е пост оян­
ные, равна

п
«хр(/ I  а к /*)• / ( a , r , .O j f 2........ оя /„).

I s 1

П р и м е р  1. Вычислим характеристическую  функцию двумерной 
случайной величины, распределенной по нормальному закон у:

Р(Х'У)* ~ ^ 7 — ,—  е х р ! -----------!— — \хг - Z r x v  + v2]]. (3)
2 я (1  - г 1 )  . \ 2 ( 1  - г 2 ) I

По формуле (2)

p i x . y ^ x d y .

Me ном п
переменных мы  м ож ем  привести f ( t i y t 2)K  виду
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П р и м е р  2. П рименяя теорему 1.  мы  найдем характериетиче 
функцию величины ( ч , . т»2 ) .  распределенной по нормальному за****

v s * 1__________________ __________________________
Р ( х . у )  =

2я о , о 2(1 -  г 2)

I 2(1 — г  ) L о 2, а] а\ с?, (4)

Если м ы  положим ту, = о ,{ , ♦ а, г)2 = о 2( 2 + Ь% то величина ( $ ь { 2) 
будет распределена по закон у ( 3 ) .  Согласно теореме 1 характеристическая 
ф ункция величины (T71. т?2 ) равна

t j  ) = ехр |ш/, + Шг  -  l- ( a } t ]  + 2 о ,о 2г г , г ,  + о2,  t\)

Из определения характеристической функции вы текает следующая
Т е о р е м а  2.  Если f ( t x , t2........... tn ) есть характеристическая функция

величины  ( { , ,  { 2.............то характеристическая ф ункция суммы
*i  + + • • ■ +1п равна

f i t ) *  f i t .  t ........... t).
П р и м е ч а н и е .  Зам етим , что

/ (0  s  f U t i .  t t 2.............. t tn )
есть характеристическая ф ункция суг мы  /,£,  + /2{ 2 + . . . + /„£*•

П р и м е р  3. Применим теорем} 2 к  определению функции распреде­
ления сум м ы  т?, +т?2 ,если  (т?,,т?2 ) распределена по закон у (4) .

Согласно теореме 2 характеристическая ф ункция сум м ы  т?, + Ъ равна
2

/ (0  s  ехр
t .  ,

it (а + b ) ------ ( а ,  + 2г а ,о 2 +<г2)
2

нопмяиJ ”aeM ( пРимеР * § 32 ) ,  что это -  характеристическая функии* 
нормального закона с математическим ожиданием, равным а + Ь. и №
непп n !ii равнои + * о ] .  Этот результат был нами получен ран*
непосредственно ( §  21, пример 2) .

Важно заметить, что в многомерном случае сохраняется следую*"** 
теоре м а .

г е  о р е м  а 3. Ф ункция ра спр едел ени я  F(x,. х , ............х„) одмо*ЩШ
определ яет ся св о ей  характеристической ф ункцией

Д о к аза те л ь ав о  этого предложения основы вается на ф о р м у й  0 
р а щ е н и я .  ч* г

Р е м а ^0/114 ............ /„) -  характеристическая ФУнки^ы
|* 2 • * * * хп) ~~ ф ункция р а сп р ед ел ени я  случайной вели*^Ш
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f j . l l ............ ^ п ) - Т °
р {ak < ik  <  b k . А: -  J ,  2 , . . . ,  п  )  =

I т т е"*‘ * -  е “ *ьк
s  Ьш ——~  /  /  . . --------------  v
__т~*оо (2л f  — т — т itk

X /  (г .............t n ) d t %d t2 . . . d t n

г д е ь  и bk -  любы е вещ ест венны е числа, удовл ет воряю щ ие единст венном у  
требованию: вероятность попадания на поверхность параллелепипеда 
ak<t k < b k (к = 1,2 л )  равна нулю.

Точно так же, к а к  и в одномерном случае, имеют место прям ая и обрат­
ная предельные теоремы д л я  характеристических функций. Мы не будем

на этом останавливаться.
П р и м е р  3. Говорят, что w-мерная случайная величина ({ х, £ 2........... in )

имеет невы рож денное  (собственное) п-м ерное норм альное р а сп р ед ел ен и е , 
если ее плотность распределения имеет вид

1
“  ~ 1 »•* 2 » • • •

Р (* 1 ,* 2 . у . 9хп) = Се 2
где

Q ( * i >x 7 ........... Хп )  = Z  Ь ц  (дг/ -  Я , )  (ДС/ -  Of)

-  положительно определенная квадратичная ф орма. С, Я/ и Ьц действи­

тельные постоянные.
Несложные подсчеты показываю т• ) ,  что

С  -  ( V 5 F ) -  v/d- .

D =

^  том  что заменой
-  с » ™ ,  „ „ „  „р .

^Ременных приводят форм\ Q к
* новых переменных

*>,* . . . * 11.

Ь ц  . . . * 2 л
• . ...................... . . •

ь п2 . . . Ьпп



Обозначим через Dц \«нор D% соответствующий элементу bij% тогда

М *, = а/, о} -  D {/ = ^  ( / - 1,2 ........... я ) .  <>3

М « ,  - * , ) ( { / - « / )  D„ „  t , „ 
гц  = ------------------- ------ — = ~ (/. / = 1,2........... л ).

о/о/ V 0 « 0 //

Определитель D и главные миноры его положительны.
Обычными подсчетами л егко  проверить, что характеристическая фуцк 

ция величины ( ( , ,  ( 2........... £л) равна
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f i t . . ч -  ‘ A ' i ' l - - 1!  * ? .  £ i ° l ° k Ч,к1» *2» • • • » ‘ п/ с

Таким  образом , п-м ерное нормальное р а сп р ед ел ени е вполне определяется 
заданием  математического ож идания и ди сп ер сии .

Из выражения для  характеристической функции л-мерной нормально 
распределенной случайной величины м ы  видим , что распределение вели­
чины

(£/,» • • • »£/*)

при любых 1 <  /, <  i2 < . . . < / * <  п  будет А:-мерным нормальным рас­
пределением.

§ 38. Преобразование Лапласа — Стилтьеса

Д ля случайных величин, которые принимают только неотрицательные 
значения, во многих случаях предпочтительнее, чем характеристически* 
ф ункциями, пользоваться преобразованиями Лапласа -  Стилтьеса. Пусть 
случайная величина f  — неотрицательная и F(x)  -  ее функция распре­
деления. П реобразованием  Лапласа -  Стилтьеса для  F(x)  назы вается  
интеграл

/ ( j)=  / e~*xdF\x).
- о

Преобразование Лапласа — Стилтьеса обладает рядом попезХм̂  
свойств, в значительной мере повторяющих свойства х а р а к т е р и с т и ч е с к и  
функций. ж

1. Преобразование Лапласа -С ти лтьеса явл яется  ан алити ческой
в правой полуплоскости ; для  него нечетные производные отрииатела^я 
а четные -  положительны;

2. / ( « 0 М *  ^
3. Ф ункция распределения однозначно определяется по своему - г  л  

разованию Лапласа -  Стилтьеса;



4#Чтобы последовательность функций распределения сходилась в каж - 
I jpmce непрерывности, необходимо и достаточно чтобы последователь­
н ы х  преобразовании Лапласа — Сгилтьеса сходилась равномерно в каж - 
10М конечном отрезке ар гум ен та ;

5 Преобразование Лапласа — Стилтьеса сум м ы  независимы х случайных 
величин равно произведению преобразований Лапласа — Стилтьеса сла­

гаемых:

6 ' fM (0 ) * ( -  1 Г  7  x*dF (x ).
-о

Приведем преобразования Лапласа — Стилтьеса для  некоторы х рас­
пределений.

1. Единичное р а сп р ед ел ени е: F(x)  = 0 при *  < а и F(x ) = 1 при *  >  а :

2. Показательное р а сп р ед ел ен и е : F{x) =1 -  при *  >  0 ;

\
/ ю *  4 — .А + j

|.Л... Г  (Q1
ные постоянные;

А*)- Р

_____ кование Лапласа Стилтьеса 239

(Р  + *Г

= 0 1 14 Распределение П уассона: Рк *

/ (s) = e - ^ !  Ч

К,. = p{ £=J c }  = n pk , /С = 0,1 , • • •5.  Геом етрическое р а сп р ед ел ен и е : рк

П роиллю стрируем  и сп о л и о .аи и е  теории пр еобразован »* Л апласа -  
Спщтьеса на примере одной технической задачи. ^  позволит нам

Мы начнем изложение с одной прикладной . числа ела-
« » № . . .« „ „ с т ь  р азви ти я теории с у м м и р о .а ш я ^ и и о |г о
" • « ■ X  для лрикла.ш ых областей знании, а . слеповательно.
H K k o f t  науки



В современном инженерном деле одним из важнейших свойств 
ческих систем принято считать их вы сокую  надежность, т.е. сп о с о в ^ ^ ! 
длительное врем я выполнять без ущ ерба для  дела положенные 
ф ункции. Д ля увеличения надежности технических устройств испол^Г* 
ся широкий спектр м ер , в том числе так назьш аемое резервированы^ 
восстановлением. е с

Предположим, что Ах представляет собой или техническую сн о п * .] 
в целом или какой-нибудь ее элемент. Д ля увеличения ее надежно» 
мы подклю чаем точно такое же устройство Л2, которое принимаете! 
себя рабочие функции в момент, к о гд а  Ах исчерпывает свой рабочий 
ресурс (о тк аз  элемента Ах) .  В момент о тказа  Ау немедленно 1) 4 , 0т. 
правляется на ремонт (восстановление рабочих функций) и 2)  подклю- 
чается в работу элемент А2, который и берет на себя всю рабочую нагруэ- 
к у .  Спраш ивается, к ако й  эффект дает резервирование (введение допол­
нительного элемента А2)  и восстановление отказавш их элементов, если 
после ремонта восстановленный элемент немедленно передается в резерв? 
Д ля решения этой заддчи нам придется сделать некоторые предположения. 
А именно м ы  предположим, что

1)  длительность безотказной работы представляет собой случайную 
величину с функцией распределения F  (jc) ;

2 ) оба элемента А х и А2 обладают одинаковы м и техническими данными 
и после ремонта полностью восстанавливаю т свои рабочие свойства:

3) длительность восстановления т] явл яется  случайной величиной с 
распределением G(x) ;

4) отказавш ий элемент после отказа  немедленно начинает ремонти­
роваться; после восстановления элемент немедленно переходит в резерв.

Обозначим через f  длительность безотказной работы пары элементов 
Ах и А2 и через Ф (х ) ее функцию распределения. Зам етим , что под безот­
казной работой пары элементов мы  понимаем период от начала работы 
до момента, ко гд а  оба элемента о к аж утся  в состоянии отказа . Наша бп* 
жайшая задача состоит в  том , чтобы вы вести  уравнения для н еи звестн о й  

функции Ф(дс). Нам будет удобно искать не функцию Ф (* )»  а фУнкиИ1° 

Ф (дг) = 1  -  Ф (* ) .  И вообще для функции распределения F^(x)  введем

обозначение Ff  (х) = 1 - F ^  (дс) = Р {£ > дс ) .
Событие f  > х может наступить д в у м я  принципиально различны 

способами: во-первых, может случиться, что элемент А\ сам  проработ 
врем я большее, чем дс, а , во-вторы х, Ах мож ет отказать  до момента 
но система, состоящ ая из А\ (направленного на ремонт) и А2 (взяв 
на себя н а гр у з к у ) , проработает безотказно оставш ееся до м о м ен та  х  врс

Обозначим через c j (и)  вероятность того, что только что о п и с а н н а я  си 
ма проработает безотказно вр ем я , большее и. Собрав все вместе,
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-газование Лапласа-Стилтьеса
3g. П ^ о б Р

^ 0*еМ  сяедуюшее равенство:

Ф(х) F(x)+ f  w ( x - z ) d F ( z ) .  (2 )
О

пляучснного равенства для решения стоящей перед нами задачи недо- 
поскольку при его составлении мы ввели дополнительную н ет*  

Н е в е р о я т н о с т ь  g j . Д ля ее определения составим новое уравнение.

( х ) .  Здесь такж е может случиться, что интересующее нас событие 
может наступить д в у м я  различными путям и : описанная нами система 
проработает больше, чем врем я д:, п оскольку элемент Л2 проработает 
время большее х ; элемент Л2 о ткаж ет до момента х , но до этого момента 
будет восстановлен элемент A j и система, состоящ ая из отказавш его  
цемента Л2 и вступивш его в работу отремонтированного элемента Alt  
проработает по меньшей мере до момента х. Сказанное приводит нас к  ра­
венству

w (x )* F (x )  + J  <J ( x - z ) G ( z ) d F ( z ) .  (3 )
о

Дл* решения полученных уравнений мы воспользуемся преобразования­
ми Jliimaca -  Стилтьеса. С этой целью введем  в рассмотрение преобразо­
вания

* ( 0 *  / </Ф(х), / ( 5)=  / е~лхdF (x )9

w (s ) =  J  r “ d u ( J t l .  C I . M =  ' ,л b

в терминах этих преобразований уравнения ( 2)  и (3 )  принимаю 
бедующий вид :

* ( * W  ( l)  U>(s), w (s )= / (s ) - * (* )  + CL>(S) (̂S)

Из них находим • ф

I - * ( • >

Нормально задача решена, п оскольку м ы  нашли преобразование 
Стилтьеса^ распределения Ф (х )  и, значит, по ф ормуле о б ^ я  
найти и саму функцию Ф (х ) .  Однако полученный 

^ е т  получить многочисленные следствия, на которы х мы с с



Мы сейчас ограничимся определением средней длительности 
казной работы системы с резервом . Из ф ормулы (4 ) находим °еэ°т-

* '(* )  / '(s ) f \ s ) - g \ s )  g\ s )
+-------------------- +
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* (* )  / (*) / ( * ) - £ ( * )  l - * ( s )

Отсюда, положив s = 0 , приходам  к  равенству

/ ( o ) - - / ' ( o ) ( i  + _ ! _ у

Но м ы  знаем , что
оо

Г® M f  = - * ' ( 0 ) ,  /  x tfF (* ) = - / ' ( 0 )
о

и что

Л *  1 - * ( 0 ) =  / G(x)dF(x)  
о_

есть ни что иное к а к  вероятность того, что длительность восстановления 
окаж ется больше, чем длительность безотказной работы элемента. Та­
ки м  образом ,

Т-а^\  + —J . V

Из этой ф ормулы м ы  видим , что среднюю длительность безотказной 
работы дублированной системы можно повысить д в у м я  различны й пу­
тям и :

1) увеличивать среднюю длительность безотказной работы эл е м е н то в .

2)  уменьш ать продолжительность ремонта.
К ак правило, первый способ достается большой ценой, тогда как  вто­

рой -  нуж дается только в хорошей организации работ К тому же он 
сит, к а к  это видно из ф ормулы , более ощ утимые результаты ; особенно» 
если а  ^  О, т.е. если длительность восстановления о к а з ы в а е т с я , как  Иг 
вило, меньше длительности безотказной работы элемента. —

Предположим теперь, что мы  соверш енствуем  процесс восстановл ^  
и на п-й стадии достигаем функции распределения Gn(x) такой, что От j  
не обращ аясь при этом в 0 .

Д о каж ем , что если математическое ожидание дли тельн о сти  беэогк 
работы конечно и равно а, а а п -* 0, то имеет место следую щ ее пре 
соотношение:



ущ р *  словам и  мы  до каж ем , что асимптотически длительность безотказ- 
^  рвботы рассматриваемой системы д в у х  элементов имеет показательное
ptcope деление.

Согласно сф ормулированным нами свойствам  преобразований Лап- 
1>сса-Стилтьеса нам следует показать, что преобразование Лапласа -

fn  I
Стилтьеса для величины —  стремится к  _ _ _  . С этой целью преоб­

разуем выражение

^ ^ Н к в э о м н и е  Лапласа Стилтьеса ^ 4 3

следующим образом:

-к Ч ' Ш - Ш )  '
Но очевидно, что

Ч й  'Ю / ( 0)

- / ' ( О ) 3 я (п -+<»).

Ясно что
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Теперь

.  ' Ш - a  .
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/ 0 - «  Г "  X I  - G n ( x ) ) d F b ) .Ос„ О

Оценим интеграл, стоящий в правой части последнего соотно 
С этой целью разобьем его  на два  слагаем ы х :

>Jt  •• **
(  /  "+ 7  X l - ^ X l  - G n (x ) )d F (x ) .

s / f n

шени*

В первом слагаем ом  воспользуем ся неравенством 1 -  е~х < а во 

втором -  неравенством 1 -  е~х <  1 . В результате получим, что 

уГТп - i l  
f ( l - e T" ) (1  - G n(x ) ) dF(x)<л

<  7  (1 -  G „(x ))dF (x ) *  о (в „ ) ,
О

sx

I  ( 1 - е  г »  К 1 -  G „(x))dF (x) < 7  (1 - G n( x ) ) d F ( x ) * 0 (a„) 

Собрав все оценки вм есте, окончательно получаем

Ч т >  Т Т 7 * 1 * <’ <1))'

что и требовалось доказать .

Упражнения
1. Д оказать, что функции

/Ль гЛ  <f> %  cos*r (г)

где a fc > 0 , ^ 1  о j *  * 1, являю тся характеристическими. Определить 

ствующие распределения вероятностей.

coor*f

245

■
характеристичсскис функции для следующих плотностей веро

p(JC> =
а —a be I. —— с  *

в) рУХ)'

о
»)

г) Р(*>

-  1x 1

при

при

IjcI >а, 

1* 1<а;

2 sin*
ах

пах
З а м е ч а н и е .  Внимательный читатель 

в )  н г )  являются, так сказать, обратными 
3. Доказан,, что функции

И  1

заметит, что примеры а ) и б ) , а такж е

*,<0 ch* t

являются

ch I ’ r * ' ' sh t 
характеристическими соответственно для плотностей распределения

___ х
-  , Р»(х)

пх
2 c h _

. пх 
4ch —

яде
2 sh у -

4. Н.йти распределения вероятностей случайных величин, характеристические 
функции которых равны

a sin at
a) cos11 6 ) cos*t , в )  r )

5. Доказать, что ф ункция, определяемая равенствами

Л ) - / ( - О ,  /(/♦ 2*) »/(*),

f i t )
а -  г

при 0 < f < J

« ...  м 7г и 5 обладаютШляется характеристической. лыштлял примеров
З а м е ч а н и е .  Характеристические функции 

следующим замечательным свойством

A t f W , (О
при

при

Iг К а .

I f l > j  и t * ± 2 а -----
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Таким образом, существуют характеристические функции, значения
совпадают в сколь угодно большом сегменте ( -  а, а) и Не К°Торк*х 
тождественно. Первый пример таких д вух  характеристических ф>Мк. Равн*  
указан  Б.В. Гнеденко; затем М.Г. Крейн указал  необходимые и достаточ ^  
словия. при которых из равенства двух  характеристических функций в как**4* Ус‘ 
сегменте ( -  а, а) следует их тождественное равенство. °м';*ябо

6 . Доказать, что можно найти такие независимые случайные величины
что распределения и различны, а функции распределения сумм | V*1’ 

и fci ♦ Cj одинаковы. 1
У к а з а н и е .  Воспользоваться результатами примеров 2а и 5.
7 . Д оказать, что если / (Г ) является характеристической функцией, то фущ_

{/ (f ) при l f l <J ,

f ( t  + 2a) при — - < f < * *

такж е является характеристической.
У к а з а н и е :  Воспользоваться теоремой Бохнера -  Хинчина
8 . Доказать, что если / ( f )  является характеристической функцией. то функция
*<Г) =Г^(Г) _  1

также является характеристической.
9 . Д оказать, что если функция / ( f )  является характеристической, то функция

1 t
* (,) " 7 “  /  f ( t ) d t

такж е является  характеристической. '
10.  Доказать, что для любой вещественной характеристической ф>нкции f i t )  

имеет место неравенство
1 - / ( 2 f )  <4 ( 1  - / ( f ) ) ,

а, значит, для любой характеристической фу нкции -  неравенство
1 -  1Д 20  I е <4 ( 1  - l / ( f ) l * ) .

1 1 .  Доказать, что для любой вещественной характеристической функи* 
имеет место неравенство

1 + / ( 2 f ) > 2 ( / ( f ) )  * .
тиОЯС*

12 . Д оказать.что  если F (дс) -  функция распределения, а /( г )  -  ее *ара~-», 
тическая ф ункция, то при любом значении x  верно равенство

1 т it* 
lim / / (f )  e~,tx dt  = F(x + 0 ) - Г ( д с -  0 ).

î pnc*
13.  Д оказать, что есть FOc) -  функция распределения, a f i t ) '  ее хаРжК̂ 1  

тическая функция и хк -  абсциссы скачков Fix),  то

1 Т
lim — г /  l/(f)l * d t  = 2  \F{xk ♦ 0) -  F(xk -  0 ) ] .

Г - -  2 т - Т  к



Показать, что если случайная величина имеет плотность распределения, то 
I * —р и сти ческая функция при Г — 00 стремится к 0 .

*  ^ ^ д уч ай н ая  величина £ распределена по закону Пуассона; М £ = \. Доказать.

1 ‘ С -X
х «  распределение величины ---------  стремится к нормальному с пара-

^ 14,11 >/х
,-jmh я * 0  и * 1 •

*  иГслУчайная величина * имеет плотность распределения
0 ПРИ * < 0,
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р(х)* l l  x a - l e~fix при х>0 .
Г(в)

К -  а
доказать, что при а  -  «  распределение величины ------------ сходится к  нормаль-

\Ja
кому Ф шраметрами а * 0 , о* » 1 .

З а м е ч а н и е .  Результаты упр. 15 и 16 позволяют при вычислении вероят­
ностей 9 [ш <t  < b )  для больших значений А. соответственно а )  использовать 
таблицы нормального распределения. В частности, оказы вается, что для распре­
деления х* У*е при п > 30 указанное предельное распределение дает пре­
красную точность Это последнее замечание постоянно используется в статистике.

17.Доказать, что если * ( / )  характеристическая функция и функция ф(Г) та­
кова, «гго для некоторой последовательности {Ип } (/?„-♦ «» при л -* «*) произ­
ведения f n ( t ) mf ( t ) t ( h n t )  такж е являю тся характеристическими функциями, 
то функция ф(г)  -  характеристическая.



КЛАССИЧЕСКАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА 

§ 39 . П остановка задачи

Интегральная предельная теорема М уавра-Л ап ласа, доказанная нами в 
главе 2, послужила источником большого цикла исследований, имеющих 
фундаментальное значение к а к  для самой теории вероятностей, таки  для ее 
многочисленных приложений в естествознании, технических и экономиче- 
ских н ауках . Д ля того, чтобы составить себе представление о направле­
нии этих исследований, м ы  придадим теореме М уавра -Л  апл аса несколько 
иную ф орму. А именно, если, к а к  это м ы  неоднократно делали, через цк 
обозначить число появлений события А в £-м испытании, то число появле-

п
ний события А в  п последовательных испытаниях равно 2  цк . Далее.

к = 1
п п

в примере 3 § 25 м ы  подсчитали, что М 2  цк = пр  и D Z цк = npq
к  = 1 к = 1

П оэтому теорема М уавра—Лапласа может быть записана в таком виде: 
при п 00

Г Л А В А  8

1  ( цк -  Мцк )
к = 1

а < -------- — <Ь

J  £  о д *  
к -  1

f e  Z*, 2 dz 
уД гГ а

и словами сф ормулирована т а к : вероятность того, что сум м а 
независимых случайных величин, принимающих два  значения 0 и 1 свервЖ  
ностями, соответственно равными q и р  = 1 -  q  (0 < р  <  1) ,  от  их 
тических ожиданий, деленная на квадратный корень из сум м ы  ДИСОвРЧ 
слагаем ы х, будет заклю чаться в пределах от а до Ьу при у в ел и ч е н и и ^ ^  
слагаем ы х до бесконечности, равномерно относительно а н Ь с т р е * * в

1 г  , ’ /2к  интегралу —=  S e  ' dz.
\/2п а

Естественно возникает вопрос: насколько  тесно связано со о тн о ш у  
со специальным выбором слагаем ы х ц к , не будет ли оно иметь м е с т о ^ ^



Iслабы х ограничениях, наложенных на функции распределения слагае- 
^  П о с т а н о в к а  этой задачи, а такж е ее решение являю тся в основном 
мы*- л  Чебышева и его учеников А.А. М аркова и А.М. Л япунова. Их 
*** ш язиия  показали, что на слагаем ы е следует наложить лишь самые 

оГр аничения. смысл которых состоит в том, что отдельные слагае- 
о ^ о л ж н ы  оказы вать незначительное влияние на сум м у . В следую щ ем иа- 
* *  мы дадим точную ф орм улировку этого условия. Причины, в силу 
iSnflbix эти результаты приобрели огромное значение в приложениях, 
К°жат в самом сущ естве массовы х явлений, изучение закономерностей 
Ффрых, к а к  м ы  говорили ранее, и составляет предмет теории вер о ят­
ностей.

Одной из важнейших схем , по которой идет использование результатов 
теории вероятностей в естествознании и технике, состоит в следую щ ем. 
Считают, что процесс протекает под влиянием большого чиста независимо 
действующих случайных ф акторов, каж ды й  из которы х лишь ничтожно 
мало изменяет течение явления или процесса. Исследователь, интересую­
щийся изучением процесса в целом , а не действием отдельных ф акторов, 
наблюдает лишь суммарное действие этих ф акторов. Приведем два типич­
ных примера

П р и м е р  1. Пусть производится некоторое измерение. На результат 
неизбежно действует большое количество ф акторов, порождающих ошибки 
в измерении Сюда относятся ош ибки, вызванны е состоянием измеритель­
ного прибора, которое м ож ет нечувствительно изменяться под влиянием 
различных атмосферных или механических причин. Сюда относятся личные 
ошибки наблюдателя, вы званны е особенностями его зрения или слуха и 
также могущие незначительно изменяться в зависимости от психического 
или физического состояния наблю дателя, и т.д. Каждый из этих ф акторов 
породил бы ничтожную ош ибку. Но на измерении сказы ваю тся сразу все 
зги ошибки, наблюдается ’’сумм арная ош ибка” . Иначе го воря, фактически 
наблюдаемая ош ибка измерения будет случайной величиной, являю щ ейся 
£Уммой огромного числа ничтожных по величине и независимых м еж ду 
нензв СЛучайных величин. И хотя эти последние неизвестны, так  же к а к  
^ 111 ^  ИХ распределения, их влияние на результаты  измере-

П п 140 И ПоэтомУ Должно быть подвергнуто изучению. 
в° J?/* м с Р 2 . В процессе массового производства, сущ ествую щ его 
°Динак отРаслях промышленности, изготовляю тся большие партии 

ЫХ пРедм етов- Обратим внимание на какую -нибудь числовую 
Чаходихея0™ *^ интсРесУющего нас продукта. П оскольку это изделие 
НоРМальнаВ Соответствии с техническими нормами, сущ ествует некоторая 
* с всегда** ^ СЛИЧИНа избранной нами характеристики. В действительности 
^ ри правив Людается некоторое отклонение от этой нормальной величин*.. 
МогУт Поставленном процессе производства такие отклонения

случайными причинами, каж дая  из которы х прои^-

^ „ о с т а н о в к а  задачи 249

вызываться лишь



eoP«i*

водит лишь незаметный эффект. Суммарное же их действие прои 
заметное уклонение от нормы. ЗВ( —

Подобных примеров можно привести ско л ько  угодно.
Т аким  образом , возникает задача изучения закономерностей, свой 

ных сум м ам  большого чиста независимых случайных величин, каж дад* 
которы х оказы вает лишь малое влияние на сум м у . Этому последне*3 
требованию м ы  придадим позднее более точный смысл. Вместо то го ч т а ! 
изучать сум м ы  очень больш ого, но конечного числа слагаемы х, мы бул* 
рассматривать последовательность сум м  со все большим и большим число11 
слагаем ы х и считать, что решения интересующих нас задач даются предел* 
ными ф ункциями распределения для последовательности функций 
деления су м м . Такого рода переход от конечной постановки задачи к 
предельной явл яется  обычным к а к  для современной математики, так и 
для многих отделов естествознания.

И так, м ы  пришли к  рассмотрению следующей задачи: дана последова­
тельность взаимно независимых случайных величин

£  1 »  £2 «  '  • * * • • • *

о которы х м ы  предположим, что они имеют конечные математические 
ожидания и дисперсии. В дальнейшем м ы  станем придерживаться следую­
щих обозначений:

b2k =D^. В2п = £ Ь\=0 £
*  = 1 к  = 1

Спраш ивается, каки е условия нужно наложить на величины $*» что̂ ы 
функции распределения сум м

I я -14
-  , 2  « * - * * >  (2) В п к = 1

сходились к  нормальному закон у распределения? В сл едую щ ем  параграф* 
м ы  увиди м , что для этого достаточно выполнения у сл о ви я  Линдебер* 
при любом т >  0

Urn -L £ / ( x - a k)2dFk(дг) = 0.
п~* 00 В п к  = 1 1дг-<1*1 > т В п

где Fk(x) обозначает функцию распределения величины 
Выясним смысл этого условия.
Обозначим через Ак событие, состоящее в том, что

I £* - I >тв„ (* = 1,2........п )

250 Гл. 8 . Классическая предельно
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и оценим вероятность

Р {  шах i ( k -  ак !> т В „ )  .
I < к < п

Так как
P ( i maXn U * - a * , > r ^ )  = p ^ i + ^ +

f>U,  + Л 2 + . . .  + Л » )  < ^  Р М * >  ,

ю, заметив, что

Р М * ) =  S dFk(x) < ( / ( х - ak)2dFk(x)
\ х - а к \ > т В п УТа п )  \ х - а к \ > т В п

находим неравенство

1 п ^
Р{ max - а к \>тВп ) < — -  I  / (х -  ak)2dFk( x ) :

1 < к < п  Т В п к = I \ х - а к \> т Вп

В силу условия Линдеберга, к ако во  бы ни было постоянное г >  0 , послед­
няя сумма при п -► о© стремится к  нулю. Т аким  образом , условие Линдебер- 
га представляет собой своеобразное требование равномерной малости

слагаемых ({* -  а * )  в сум м е ( 2) .
в п

Отметим еще раз, что смысл условий, достаточных для сходимости 
распределения сум м  ( 2 ) к  нормальному зако н у , был вполне 

ЭДсн уже исследованиями А.А. М аркова и А.М. Л япунова.

§ 40. Теорема Линдеберга

j h' Начнем с доказательства достаточности условия Линдеберга. 
ee i ^ ^ Pfce M a  ^ СЛЫ последоват еяьностъ взаим но независимых случайных 
Услпо. ........... fn» • • • при любом  постоянном т> 0 удовлетворяет

«овию Линдеберга
lim 1 "

Л .  ST X / ( x - a k)2dFk(x) = 0,  ( 1)
k s l \ * - * к \ > т В я
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то при n-><*> равном ерно относительно х

р —  2  (£ -  ак ) < х  - - =  / е  г , 2 dz.
\Вп к = 1 * J у/2п_9т

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д ля краткости  введем  обозначения

Ink "  - * - * . = <  ДС>.
t in

Очевидно, что

М ^ = 0 , D ^  = i D^
а п

и, следовательно,

2 D ^  = l .  (2')
к * 1

Л егко  убедиться, что условие Линдеберга в этих обозначениях принимает 
следующий вид:

lim Z / x2dFnk(x) = 0. (О
к ж 1 \х\> т

Характеристическая ф ункция сум м ы

r A <b"*)eA |rtо п к = I к = 1

равна

*,„(/) = П / „* (').
А: = 1 Я

Нам нужно доказать , что

lim * „ (r )  = e _ r * /2.

С этой целью м ы  установим прежде всего , что множ ители ./я * ^ льно. 
п -►00 равномерно относительно * (  1 < к < п )  стремятся к  1 Действи 
принимая во внимание равенство М £пк = 0, находим, что

/ п *(о  -  1 = / ( « " *  -  1 — itx )dF nk{x).



. -той любом вещ ественном а  )
Так *ак р

f ia _  1 -  i a  I <  а 2 /2 , ( 3 )

TO

Пусть € -  произвольное положительное число; тогда очевидно, что

(x2dFnk(x) = S x2dFnk(x) + f  x2dFnk(>0 < e 2 + J  x2dFnk(x ).
1 * | x\< « U  I > € U I > «

П о с л е д н е е  слагаемое мож ет быть, согласно ( Г ) ,  при достаточно больших п 
сделано меньше, чем с 2. Т аким  образом , для всех достаточно больших п 
равномерно относительно к(\ < к < п )  и г в любом конечном интервале
|г|<Г

1А*(0
Отсюда мы заклю чаем, что равномерно относительно А:(1 < к  <  п)

lim /„*(0  = 1 (4 )П
и что для всех достаточно больших п при г , лежащ их в произвольном 
конечном интервале 11 1 <  Г , вы полняется неравенство

1 / ,* ( 0 - 1  К  1/2. (5)

Мы можем, следовательно, в интервале 11 | < Т написать разложение

mu неравенство и целую серию ем у подобных можно вывести хотя бы следую­
щим путем. Из того, что

*  1 1 *  I / e tx dx | < a  ( a  > 0 )

вытекает неравенство

le  -  1 - / a  | »| f  (e ix - \) dx l<  —  .
И3 no • 2

Днего неравенства далее следует, что

1 ~ ,0 f* "Г I s  I / (е ,х -  1 -  ix)dx I < / \е1х -  1 -  ix \dx < / —  dx = — ,
2 • о о 2 6

нт.д. (3')



( In обозначает г л а в н о е  з н а ч е н и е  логари ф м а).
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1л * „(* )=  1  1л/л* (0 =  2  In [1 + ( / „ * ( ' ) -  1)| 
Дг 3 1 к = 1

«  £  ( / , » ( * ) -  1)  + * ! , ,
ДГ = 1

где

я -  ( - 1)1’ 1
Rn = I  2  ------( / „ * ( / ) - I f .

* * 1 1 = 2 5
В силу (5 )

l * J <  I  2  1/„*(0 -  1 1* =
* = 1 * = 2 2

1 »  |/„*(0 - l l J "

2 * = I 1 -  I fnkU) -  1 I * = I 
Т ак к а к

к £  11 /л*(О -  I I -  £  J  f  ( е /,х -  1 -  / « )  </Fn* (x )

Г1 "  f 1
< —  2  J V d F ^ C * )  = —  ,

2 дс = 1 2

(6)

то

г 2
R̂n \ < —  m ax I / „* (0  -  1 I.

2 I < к < n

Из (4 )  в ы текает , что равномерно относительно / в произвольном к о н е ч н о м  

интервале 11 \ < Г , при п  - * «

Л » -  0.

Но

где

/ Я
р„ ж —  + I  / ( е ,,х  -  1 -  i tx)db'nk(x) .

2 к = I
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П сгь е >  0 произвольно; тогда в силу ( 2 ' )

Рп
.  £  /  -  1 -  itx -  dFnk(x) +

* * I I* I < « '  -  '

+ £ / ( “ Г “ + - 1 - ' ' - « W n k C * ) .
* г I U l > «  \ 2 /

Неравенства ( 3)  и ( 3 ' )  позволяют получить следующую о ц ен ку :

| * | 4 —  £  ^ |jr \*d F nk(x)  + t 2 2  J  jr2t/F,, * ( * )<
6  k  -  J  |дг|< < * = 11 jc I > e

* | 1 L L .C 1  f  x2dFnk(x) + t 2 2  / x2dFnk(* )  =
6 * * 1 1*1 < « * = 11 jt I > e

6  V 6  / * = l Ix l > e "*

Согласно условию (1 )  второе слагаемое при любом е > 0  может быть 
сделано меньше любого г? >  0 , лишь бы п было достаточно бо льш им. А так  
как е>  0 произвольно, то м ы  м ож ем  его выбрать настолько м ал ы м , чтобы, 
каковы бы ни были т? >  0 и Г , для всех /, заключенных в интервале 11 | < Г, 
выполнялось неравенство

i Рп I < 20 (п  > п0(€, rj, Г ) ) .

Эго неравенство показы вает, что равномерно в каж дом  конечном интервале 
значений /

Um Р* = 0 . (9 )
п - » « в

Собрав вместе соотношения ( 6 ) ,  ( 7) ,  ( 8 ) и ( 9 ) ,  мы  получаем окончатель- 
»что равномерно в каж до м  конечном интервале t
J t a  in

Теорема доказана.

°Ашд С Д С Т В И незави сим ы е сл учайны е величины  2 . .
town 060 ^аспРедс1 сны  и имеют кон ечную  отличную от н уля  ди сп ер си ю , 

к  я  -* 00равном ерно по х

Ч а ;  * ? , « * - i e ~z ' l 2 j z •



Характеристическая функция величины $к(к = 1, 2, 3 , . . . )  равна 

Д О -  f  Рке Ш9* * * * ш е 1‘ т f  p ke ltkh,
* «  -  * ■ - «  

а характеристическая функция суммы есть

/^*(0 = e <a" f f  Pn(k ) e ‘,kh. 
к

Умножив последнее равенство m e~ iant~i,kh и проинтегрировав 
в пределах от -  я/Л до я/Л, находим, что

2я */*
—  / f n( t) e - ian,- ,,kh dt.
Л -»/ *

Заметив, что
M  = Bn znk +Ап - а п  

(вместо z„* мы будем дальше писать г ) ,  можем написать

2*  V *
—  Л . ( * ) *  /  f* n(t)e~lHB”dt,
Ь -ш/к

где обозначено
/ м я

260 Гл. 8 . Классическая предельна* Т(

/ • ( 0 - е  " Д О .

Положив, наконец, дс = находим окончательно;

7 л/Л
Л — пВ п/И \°п1

Л егко подсчитать, что

* “ * 3 /2 = ---  J e - l z x - x i /2 d x
>/2л 2 я

Представим разность

0Ре1ц

его



„ виде суммы четырех интегралов 

^  s / j + /2 + ^Э ^ *̂ 4 »

j  41 Локальна* предельная теорем* '  241

-/4

/ e - ixx- x' l 2 dx, 
\*\>А

dxy

iz х

п В п
, В п <\х\<— П-

' 1 Э -

У4 ,  /
Л< |*|< «ВЯ \Д,,/

где Л > 0 -  достаточно большое, а 6 > 0 — достаточно малое постоянные 
числа, более точные значения которых будут выбраны нами позднее.

В силу следствия из теоремы, доказанной в предыдущем параграфе, 
в любом конечном интервале значений t равномерно относительно t выпол­
няется соотношением

/ • " ( i - j - e - ' V *  (и -о о ).
Г

Но отсюда следует, что каково бы ни было постоянное А,
А  О ( л  -► о о ).

Интеграл J 2 оценивается посредством неравенства

\Jt\< f  e~x*,2d x < - f  хе~х*12 dx = -  е~А1,г.
I*I > 4̂ А л А

ф ав достаточно большое А, мы можем сделать J 2 сколь угодно малым. 
°гласно неравенству ( 1) имеем
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Отсюда ясно, что при п-*°°
У з - 0.

Для оценки интеграла /4 мы заметим, что существование диспев 
влечет за собой существование второй производной у функции /*(г) 
можем, следовательно, в окрестности точки t = О воспользоваться согласЛ! 
(3 ) § 32 разложением

а 2 г2
/•(/ ) = ! - —  +0(1*% 

и при i Г | < е, если е достаточно мало, получим:

o2t2 -  ° h 1
1 / Ч 0 К 1 ---------- < *  4
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Тогда при | х | < еВп

• O f < е

Поэтому

е*„ _ ! l  -  t
|/4 | < 2 / " е  4 d t <  2 f  е  4 dt.

А А

Выбором достаточно большого А мы можем добиться, чтобы интеграл Л 
был сколь угодно мал. Теорема доказана.

Имеется еще другой случай, когда естественно ставить вопрос о локаль­
ном поведении функций распределения сумм . Эго — случай н е п р е р ы в н ы х  

распределений.
Здесь ставится вопрос о том, когда плотности распределения нормнр0* 

ванных сумм сходятся к  плотности нормального распределения, 
соответствующие функции распределения сходятся к  нормальной.

О казывается, что для случая одинаково распределенных независим** 
слагаемых с конечной дисперсией достаточным является условие интегр 
руемости плотности слагаемых в какой-либо степени S > 1. „

Если отказаться от этого условия, то легко указать примеры сл уч аи ^  
величин, имеющих плотности распределения вероятностей и принимал*^ 
значения только в  ограниченном интервале, но для которы х  локз. 
теорема не имеет места (см . монографию Б.В. Гнеденко и А.Н. Кол 
рова).



унрв*н' ниЧ
^доказать, что при я  - -

Г , п \*'  П 7 - 1  - Т  1 ' - Т * ’
/ z 2 <• dz J  е  2 dz.

/я\ ' 2 '  0 v/S —
г (т)

у к а з а н и е .  Применить теорему Ляпунова к распределению х* •
2. Случайные величины

1 - л а  с вероятностью 0,5,
♦ла  с вероятностью 0,5

н е з а в и с и м ы . Доказать, что при а > -0 ,5  к ним применима теорема Ляпунова.
3. Доказать, чго при п — «*

-я  V "* 1* I ----- - — •
*=0*! 2

У к а з а н и е .  Применить теорему Ляпунова к сумме случайных величин с пара­
метром X * 1.

4. Вероятность появления события А в i -м испытании равна pi% ц -  число появ­
лений события А в п независимых испытаниях. Доказать, что

упр»*,|еНИЯ 3

п
М - 2  р к 

* = 1г-----  < х
Г

X - т

Ж - 1- '  *2 Pldk *=1

тогда и только тогда, когда 2  p,qt = «>.
/■ 1

5. Доказать, что в условиях предыдущей задачи требование £ = *• достаточ-
/=1

только для интегральной, но и для локальной теоремы.
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ТЕОРИЯ БЕЗГРАНИЧНО ДЕЛИМЫХ
ЗАКОНОВ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Долгое время центральной задачей теории вероятностей считали отыска­
ние наиболее общих условий, при выполнении которых функции распреде­
ления сумм независимых случайных величин сходятся к  нормальному за­
кону. Весьма общие условия, достаточные для этой сходимости, были най­
дены, к ак  мы говорили об этом в главе 8, А.М. Ляпуновым.

Попытки расширить условия Ляпунова увенчались успехом лишь в трид­
цатые годы, когда были найдены условия, являющиеся не только достаточ­
ными, но и, при весьма естественных ограничениях, необходимыми.

Параллельно с завершением классической проблематики возникло 
и развилось новое направление в теории предельных теорем для сумм 
независимых случайных величин, тесно связанное с возникновением и раз­
витием теории стохастических (случайных) процессов. В первую очередь 
возник вопрос о том, какие законы, помимо нормального закона, могут 
быть предельными для сумм  независимых случайных величин.

Оказалось, что класс предельных законов далеко не исчерпывается 
нормальным законом. Затем возник вопрос об определении условий, ко­
торые следует наложить на слагаемые, чтобы функции распределения сумм 
сходились к  тому или иному предельному закону.

В настоящей главе мы ставим своей целью изложение некоторых иссле­
дований, посвященных предельным теоремам для сумм независимых 
случайных величин. При этом мы ограничиваемся случаем, когда слагае­
мые имеют конечные дисперсии. Рассмотрение задачи без этого ограниче­
ния требует более громоздких вычислений; для ознакомления с ее реше­
нием мы отсылаем читателя к  упоминавшейся монографии Гнеденко и 
Колмогорова. В качестве простого следствия излагаемых нами обших 
теорем мы получим упомянутое нами необходимое и достаточное условие 
сходимости функций распределения сумм  к  нормальному закону.

Последний параграф главы посвящен новому направлению Исследова­
ний -  предельным теоремам для сумм  случайного числа случайных сла­
гаемых.

j
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§ 42. Безгранично делимые законы и их основные свойства

Закон Ф(дг) называется безгранично делимым , если при любом п его ха­
рактеристическая функция является п-й степенью некоторой другой харак­
теристической функции.
* Исследования последних лет показали, что безгранично делимые законы 
цграю 1 значительную роль*в различных вопросах теории вероятностей. 
В частности, оказалось, что класс предельных законов для сумм независи­
мых случайных величин совпадает с классом безгранично делимых законов.

Мы перейдем теперь к  изложению необходимых нам для дальнейшего 
свойств безгранично-делимых законов. Это изложение мы начнем с до ка­
зательства того, что законы нормальный и Пуассона безгранично делимы. 
Действительно, характеристическая функция нормального закона, имею­
щего математическое ожидание а и дисперсию о 2, равна

При любом п корень л-й степени из «^(/) есть снова характеристическая 
функция нормального закона, только с математическим ожиданием а/п 
и дисперсией о 2/п.

Мы несколько обобщим встречавшееся ранее понятие закона Пуассона 
и скаж ем , что случайная величина £ распределена по закону Пуассона, 
если она может принимать только значения ак  + b , где а и b -  веществен­
ные постоянные, а к = 0, 1, 2, . . .  и

где X — положительное постоянное. Характеристическая функция для 
закона ( 1) ,  к а к  легко прдсчитать,дается формулой

Рактеристическая функция закона Пуассона, но с другими параметрами:

Т е о р е м а  1. Характеристическая функция безгранично делим ого 
закона н е обращается в нуль.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Ф (х) — безгранично делимый закон 
■ 4>{t) -  его характеристическая функция. Тогда, по определению, при 
любом п мы имеем равенство

iat— i  о* г*
«/>(/) = е

(О

X 1 
а. ~ и -  Ь. 

п п

* ( ' ) = ( * „  (/)}", (2 )



где $n ( t )  -  некоторая характеристическая функция. В силу непое 
ности функции *p(t) существует область значений аргумента | г\ < а  ̂ *  
торой ^ (/) # 0 ;  понятно, что в этой же области v n ( t )  Ф  0. При достаю*^
большом п мы можем величину | <£„(/) I = V I  <Р(01 сделать сколь уг 
но близкой к  единице равномерно по / (| /| < а ) .

Возьмем теперь две взаимно независимые случайные величины tj, и 
распределенные по некоторому закону /г (х ) ,  и рассмотрим их разность 
V = Vi —V2- Характеристическая функция величины rj равна

/ * ( ')=  = |Ме" ,,,|2 = |/(Г)|а .

Мы видим, таким образом, что квадрат модуля любой характеристической 
функции является характеристической функцией.

Далее, так к ак  вещественная характеристическая функция имеет вил
f ( t ' )= f  cos xtdF(x) t 

то, следовательно, мы можем написать неравенство
1 -  f ( 2 t )  = /(1 -  cos2xt)dF(x) = 2/sin2xtdF(x) =

= 2/(1 - c o s x f ) ( l  ♦ c osxr )dF(x)< 4/(1 -  cos*/)dF(x)  = 4(1 -/ (/ ) ) .

Из сказанного мы видим, что функция |^ „ (/ )|2 удовлетворяет не­
равенству

i - l * „ ( 2 / ) l 2 < 4(1 - | * я (/)|2 ) .

Из этого неравенства следует, что если п столь велико, что 1 -  I V>/»(0l ^
< € при |/| < я , то в той же области

l - | * „ ( 2 r ) | <  1 -  I>fi„(2t)\2 < 4(1 -| ^ „ (/ )| 2)<  8(1 - | ^ ( Г ) 1 ) < 8е- 

Итак, в области I /1 < 2а
1 - |  * „ (/ ) !<  8е.

Таким образом, при достаточно больших п в области | /| < 2fl, 
а вместе с тем и $ ( t ) в нуль не обращаются. ^

Подобным же способом мы докаж ем , что ^ (/ ) Ф  0 в области I /I < 
и т д .

Это доказывает нашу теорему.
Т е о р е м а  2. Функция распределения суммы независимых c/l̂ 4a-jafd  

величин, имеющих безгранично делимые функции распределения, 
безгранично делима. ^ »

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, что для доказательства теу \   ̂
достаточно ограничиться случаем двух слагаемых. Если и "
характеристические функции слагаемых, то по условию те° г ^
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* Н р в п е с к о е  представление ^

„ллю бом яи м еем :

^ г ) *  { ^ (О Г *  iKO = ( iM O )" »
(Г)  || фп (1) -  характеристические функции Поэтому хар актер и ст­

и к а *  функция суммы  при любом п удовлетворяет равенству

Х(Г) * чКО НО = (#■(*) * « ( 0 ) я •
Т е о р е м а  3. Функция распредел ения . предельная (в смысле сходи- 

удел* a ecNM M w) для последовательности безгранично делимых функ- 
щ!0  р а сп ы л ен и я , сама является безгранично делимой.

До к а э а 1 е л ь с т в о. Пусть последовательность Ф (к> (.г) безгранично 
делимых функций распределения сходится в основном к  функции рас­
пределения Ф(лг). Тогда

lim f ^ \ 0 9 HO  (3 )

равномерно » каждом конечном интервале /. По условию теоремы при лю- 
бом н функции (под v  понимается его главное значение)

о *  v ^ * 4 r )  (4 )
являются характеристическими функциями. Из (3 ) заключаем, что при 
каждом п

и » * * ,(# ) .  ( 5)к

Из непрерывности 0^ ( 1)  следует непрерывность <1Л(0 *  В силу предель­
ной теоремы для характеристических функций, $ n(t) есть характеристи­
ческая функция. Из (3 ) , (4 ) и (5 ) находим, «гго при каждом п имеет место 
равенство

* xPe6oBanocb доказать.

8^3 . Каноническое представление 
безгРанично делимых законов

с ^^^ькей ш ем  мы ограничимся изучением безгранично делимых законов 
доКазН е ч н ° й  д и с п е р с и е й .  Целью настоящего параграфа является 
&ым и1е;|Ьство следующей теоремы, найденной в 1932 г. А.Н. Колмогоро- 
Pacrm полную характеристику интересующего нас класса законов

•Редел ения. г'
Нои д и ^  е м  а 4  Ллд того чтобы функция распределения  Ф ( . г )  с  конеч - 

\ ф сиец  бъиа  безг/ынично делимой, необходимо и достаточно, что-
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бы логарифм е е  характеристической функции имел виО

х (о

г д е  у  -  вещественная постоянная, a G(x)  -  неубывающая функция  ог 
ничейной вариации. При х = 0 noдынтeгpaJгьнaя функция считается о.2 /лной -  t 2/2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим сначала, что Ф (х ) -  безгранично 
делимый закон и y ( t )  — его характеристическая функция. Тогда при лю 
бом п

где spn ( t )  -  некоторая характеристическая функция. Так как  ${t) 
то это равенство эквивалентно следующему * ) :  

ln^(/) = w ln^w(/) = wln[ l  + * „ (/ ) -  1) J .

Каково бы ни было 7\ при п -►« равномерно в интервале \ г\< Т

поэтому в любом конечном интервале значений t величина \*pn (t) -  II 
может быть сделана меньше любого, наперед заданного числа, лишь бы п 
бы ло достаточно велико. Мы м олем , следовательно, воспользоваться 
равенством

где Фп(х) -  функция распределения, имеющая своей х а р а к те р и с т и ­

ческой функцией. Из определения математического ожидания и связи меж­
ду функциями Фп(х) и Ф(дс) следует,что

И 1 + ( * . ( ' ) - ! ]  * ( * * ( ' ) - 0 0  * О » .
которое дает:

In«р(') = lim n(<f„(t)-  1)= lim n f ( e l,x -  1)</Ф„(дг),

п /хс!Ф„(х) = /хс/Ф(х).
Обозначим эту величину через у : тогда равенство (2 ) мы можем п е р е п и са л

в следующем виде:
In = iy t  + lim я  / {enx -  1 -  Их) d<bn(x).

П -*oo

Положим теперь
X

G„(x) = n f  и2</Ф„(м).

Логарифм здесь понимается в смысле главного значения.



й^ш дно, что функции Gn (x) не убывают с возрастанием аргумента и 
О4* оо) = 0. Кроме того, функции Gn(x) ограничены в совокупности, 
последнее утверждение вытекает из свойств дисперсии и связи между 
функциями Ф (*) и Фл (х ) . Действительно,

Ся(+оо) = я / и 2̂ Ф„(м)= i
- п [ [ и г с1Фп (и ) - ( 1и (1Фп(и))2]* п(1ис]ф„(и))г = о2 + - у 2, (3 )

где 0г -  дисперсия закона Ф (дг).
В новых обозначениях (см . свойство 6 интеграла Стилтьеса в § 22)

М О  *  'V  * i>m f ( e ‘,x -  1 - itx) “ г  dGn(x).n — X
Согласно первой теореме Хелли, из последовательности функций Gn(x) 

можно выбрать подпоследовательность, сходящуюся к некоторой пре­
дельной функции G(x).  Если А < 0 и В > 0 являются точками непрерыв­
ности функций G( х ) , то в силу второй теоремы Хелли при к -+ <*>

/ (е ‘,х -  1 -  itx) Х—  dG„ (х) -* f ( e ltx -  1 -  itx) \  dG(x) . , (4 )
А X2 *  А X

Мы знаем, что
\eitx -  1 -  itx |< \eitx -  1| + |/x|< l» | - f  Itx Iя  2|/| • |x|, 

поэтому 

| /  + - i t x ) \ d G  (x)| <
—  В X * 1

?  7 \e *tx "  1 - t o  I
*  / + J  ------------ ;---------dGn (x) <в  x2 *

< 21/1( / + J - i -  dG (x)) < 1LLL( /  + f d G  (x))  <
—  в  |x| * Г —  в  *

с  2|t|
T

Дс ^ г  min(|i4|, В). Так как  вариации функций G„k(u) равномерно 
то, каково  бы ни было е  > 0, мы можем, выбирая А и В 

аточно большими, добиться выполнения неравенства

3 |Сщоническое представление 269

I /_ ♦ J  _  , _  to) < |  (5)

Для Все
<* заклю ченных в како м -л и бо  конечном интервале, и д л я  всех  к.



Из (4 ) и (5 )  следует, что, каково  бы ни было е > 0, для всех t за 
чснных в произвольном конечном интервале, при достаточно больиГ 10 
имеет место неравенство JJHX п

| f{ e i,x -  1 (iG„k( x ) - f ( e " *  -  1 - f /дс),-^- dG(x)\ <

т.е., иными словами.

lim f{ e“x -  1 -  itx) —  dG„(x)  = f ( e llx -  I -  itx) —-  dG{x).
*-♦- X * x2

Мы доказали* таким образом, что логарифм характеристической функ- 
ции любого безгранично делимого закона может быть записан в виде ( 1) 
Нам предстоит теперь доказать обратное предложение, что всякая ф>Нк ’ 
ция, логарифм которой представим по формуле ( 1) ,  является характе­
ристической функцией некоторого безгранично делимого закона.

Д ля любого е (0 <  е < 1) интеграл

/ (<?"* -  1, -  Ux) —  dGix) (*)

по определению интеграла Стилтьеса является пределом сумм

£ ( е " х* -  I - i t x s) —  (G(pcs t l ) - G ( x s) ) ,  
i= i дс;

где Xi = е, .х/|+1 = 1/е, дс, < xs < дс, + 1, и тах(дс,+1 -  xs ) -♦■О Каждое 
слагаемое этой суммы  является ло!арифмом характеристической функ­
ции некоюрого закона Пуассона. Согласно теоремам 2 и 3 интеграл (6) 
является логарифмом характеристической функции некоторого безгра­
нично делимого закона. Переходя к  пределу при е 0, мы у б е ж д а е м с я ,  

чю то же самое имеег ме^Гто для интеграла

/ (e ltx -  1 -  /где) —  dG(x).
JC > о дс2

Подобным же образом доказы ваем , что интеграл

/ (е " х -  1 -  itx) —  JG M  (8)
дс<0 Д Г

есть логарифм характеристической функции некоторого безгранична 
делимого закона. Интегра;:, стоящий в правой час1и формулы (О  - РавеН 
сумме интегралов (7 ) и (8) и величины
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н е с  cnai аемое есть логарифм характеристической функции нор- 
П *" 0 закона. Из теоремы 2 следует, что функция * ( г ) .  ирелставимая 
Йлыулой ( 1) .  является характеристической функцией некоторого без- 

делимою закон а*). Нам остается теперь убедиться, что представ- 
2 я е 1 п ^ ( 0  формулой (1 ) единственно. т.е. что функция С (дг) и постоян­
ное т однозначно определяются з а д а н и е м  
Н°Путем дифференцирования формулы ( 1) находим, что

S^dHOHM-ivvkov представление

£_
d t1

In f ( t ) *  - f e l,xdG(x).  ( 9 )

Из теории характеристических функций мы знаем, что функция С (х )

в этой формуле однозначно определяется через — - 1п^(/). В процессе

доказательства теоремы мы видели, что посюянное 7 является математи­
ческим ожиданием и, значит, так же однозначно определяется посредством
функции 1̂ ( 0 -

Отметим, наконец, вероятностный смысл полной вариации функции 
С (дг). Мы знаем, что если случайная величина £ распределена по закону 
Ф(дг),то (см . (6) § 33)

« ■ ! - [ р  1п , ( „ ]  м ;

из (9 ), следовательно, вытекает, что 

D* =/</£(*) = £(+ 00) .

В качестве примеров мы приведем каноническое представление нормаль- 
Ног° закона и закона Пуассона.

Для нормального закона с дисперсией а2 и математическим ожида­
нием а

д л я  х <  О,

2 д л я  х >  0 .

к °мпоз Только 4X0 Доказали, что всякий безгранично делимый закон является либо 
Лом р Ицисй конечного числа законов Пуассона и нормального закона, либо преде- 
вндимаННОМерН0 сходящсйся последовательности таких законов Таким образом, мы 
10 к огот,Г законы нормальный и Пуассона являются теми основными элементами. 

Т * * *  с°ставлен каждый безгранично делимый закон.



Действительно, эта функция и постоянное у  приводят к  данному закону, 
так как

2 7 2  Гл. 9. Теория безгранично делимых эаконо*

1C{e itx _  , - j t x ) —  C/G(X) =
JCZ

. e itu -  1 — itu t2o 2
l i m ---------- j---------  [G (+ 0 )-G (-0 ) ]  —  —

и -+o и 1 2
а в силу единственности канонического представления другие функции 
G(х ) не могут дать нормального закона.

Подобным же способом легко убедиться, что закону Пуассона с харак­
теристической функцией

соответствует функция G(x) с  единственным скачком в точке а :

О при х < J ,  

а2 X при х > а

и у  = b + а\.

G(x)=  . 2

§ 44. Предельная теорема для безгранично делимых законов

Мы уже знаем, что если последовательность безгранично делимых зако­
нов распределения сходится к  предельному закону распределения, то этот 
предельный закон сам является безгранично делимым. Теперь мы ука­
жем условия, при выполнении которых данная последовательность без- 
"»анично делимых функций распределения будет сходиться к  предельной, 

е о р е м а  5. Для того чтобы последовательность {Фл (х )} без гран ич- 
x >(iUMbIX ФУнкчий распределения сходилась при п -* 00 к некоторой 

ли оеделения  Ф(дг) и ди спер сии их сходились к дисперсии пр*' 
Подобным же ofc/z, необходимо и достаточно, чтобы существовали таки? 

ункция G (х ) чдля которых при п 
/ ( е" х -  1 мтся в основном  к  G(x) (— °° < х < + «>), 

х<0 <°°), 
есть логарифу
делимого за* '  определяются формулой (1 ) § 43 для закона Фп(х ) ,* п0:  
сумме инте!)*' ФУНК1*ия G(x) опреде.хяют по той же формуле предельны

g y l ___^ т е л ь с т в о .  Достаточность условий теоремы является н*
2 1ным следствием второй теоремы Хелли. Д е й с т в и т е л ь н о ,



н о м е р н о  в каждом конечном интервале t .
ВБрДЫДУшеМ параграфе мы видели, что интегралы

/<#„(«) и f dG(u)
мвиы дисперсиям  законов Ф „(х) и Ф (.х); поэтому второе условие тео- 
£ »1Ъ1 есть не что иное, к ак  требование сходимости дисперсий.

Пусть теперь нам известно, что при п -+

Ф „ (х )-ф (х ) О )
и дисперсии законов Ф „(*) сходятся к  дисперсии предельного закона 
Ф(х). Мы докажем, что эти требования влекут за собой выполнение усло­
вий теоремы. В отношении условия 2, к ак  мы только что заметили, это 
не требует дополнительных рассуждений. Отсюда следует, что полные ва­
риации функций Gn{u) ограничены в совокупности. Мы можем, следова­
тельно, воспользоваться первой теоремой Хелли и из последовательности 
функций Gn(u) выбрать подпоследовательность Gnk(u ) ,  сходящуюся при 
к - к »  к некоторой предельной функции Goo (и).  Наша цель состоит в том, 
чтобы доказать равенство

G„(u) = G(u).
Для этого установим сначала, что

м  Предельная теорема

” ийтеоремы и ф ормулы (1 ) § 43 следует, что при п-+ °°

A  Uj { e itu -  1 -  itu) —  dGn (и) -► 
и 2 *

-  Л . = ;  l e ,tu -  1 -  itu )—. dG .(u )  (2 )
и

ври к -►оо. Пусть А < 0 и В > 0 -  точки непрерывности функций G« (м ); 
огДа по второй теореме Хелли при к -►00

в
S ( * " “ -  1 - i t u ) —  dGn (и)-* J  {eitu -  1 -  i t u ) ^ j d G m(u).  (3 )

и *  *  A U 1

i ^РУгой стороны, из неравенства
I e itx ,Щ  -  1 - I tx  |< 2 1 /дс |
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МЫ видим, что

Lk -  | /  + /  l e <tu -  I -  itu} — dG„k(u\\ <
- -  В

< 2 1 г 11 J  + j  -^ - dG„k(u)\ < 
- »  в  |u | *

21 r | л -  21 r | ,
< — ( f  + f d G „ k(u)) < — fdGAu) ,2 в  Г x

где Г = m in (- i4 , В).  В силу ограниченности вариаций функций Сп(ц) 
в совокупности для любого е > 0 можно подобрать столь большие по 
абсолютной величине А и В,  что

v  е. (4)

Точно так же при любом е > 0 для достаточно больших по абсолютной 
величине А и В имеет место неравенство !

I / + / [ е <ги t/G„(«)| < е (5)
- «  в  и 2

Из соотношений (3 ) , (4 ) и (5 ) выводим, что, каково  бы ни было е >0, 
при достаточно больших значениях к

1А - Л . К  Зе.

Соотношение (2 ) ,  таким образом, доказано. Hi ( 1) видим, что

lim In*„(/)= lim (hrn t + f l e itu -  1 -  itu\~ dGn(u)) =

= ln ^ (/ ) = hft + f { e ,fu -  1 -  itu)—  d G (u) ,
u 1

или

lim { h nk + f { e itu -  1 -  itu) —  dGnAu)) = 
n tu2 *

= iy  + f  { eiru -  1 -  /m )—:  JC (w ).
tu2

(o)

Из неравенства
I — 1 — //w | < t2u 2/2 

и ограниченности в совокупности полных вфиаций функций



^  уд ел ь н ая  георема

^  цоча̂ М- что при f -*0

I /{*"" -  1 - itu > ~  ^G«k (u)| < | t f ( e ' ,u -  I - i t u ) —- j  Л/’ (м)| - О

yBH0NKpHO по я . Поэхому при Г -»0 (6)  дает:

lim 7п* “ Тк (7 *
к̂ °°

х. с другой стороны, то (2 ) и (7),

I
1п^чп.= '7 '  + / -  1 -  iwY— <JG„ (ц).

В силу еданственноаи представления безгранично делимых законов фор­
мулой (1) § 43 мы заключаем, чю Gog (и) = G(u).  Итак, любая сходя- 
шаяс* ррдарследоватсльносгь функций (и) сходится к  функции G(w) 
и одновременно прстоянные уПк сходятся к  у. Теперь легко  доказан», что 
вся последовательность Gn (u) также сходихся к и) и, значит, одновре­
менно lim у п = у . Е^ли бы эдо было не так , то нашлась бы точка непре- 

Щ п •
рывности функций назовем ее <\ и подпоследовательность функций
С#1*(и). которая в точке и = с  при к -*<*> сходится к  числу, отличному от 
о (с). По первой теореме Хелли мы можем из этой подпоследовательности 
выбрать сходящ ую ся подпоследовательность GnKr (м ).

следует, чю во всех точках непрерывности функ-

lim С « * > )  = <?<*).Г —*90 '
•л

0 противоречит сделанному нами допущению. Таким образом, во всех 
очках непрерывности функции G(и)

; ™ с Ли) , С{и):

** мы видели, отсюда немедленно следует, что

Р^Ч*вма Д оказана.
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§ 45. Постановка задачи о предельных теоремах для сумм

Дана последовательность серий 

£i 1. £ i2 *•• • > $ i * , »
£2 1 * £2 2 »• • • * £2*2 »

0 )

независимых в каждой серии случайных величин. Спрашивается, к  каким 
предельным функциям распределения могут сходиться функции распре- 
деления сумм

при л “►<*> и каковы  условия этой сходимости?
В дальнейшем мы ограничимся изучением элементарных систем, т.с. 

последовательностей серий ( 1) ,  для которых выполнены следующие ус­
ловия:

1) величины $пк имеют конечные дисперсии,
2) дисперсии сумм  ограничены не зависящей от п константой С,
3) 0п = max “*0 при л-+°°. ______ ,

Последнее требование означает, что влияние отдельных слагаемых на сумму 
становится все меньше и меньше с возрастанием л.

Рассмотренные нами ранее предельные теоремы для сумм , очевидно, 
укладываю тся в эту общую схему. Так. в теоремах М уавра-Л ап ласа и 
Липунова мы имели следующую последовательность серий:

1» £/i2 » * * • * %ппу

1 <k<kr)

где
г* -  м**

(1 < к < л ; л = 1, 2, . . .  ).

В теоремах Бернулли, Чебышева и Маркова о законе больших чисел м 
также имели дело с последовательностью серий, в которых в качестве *пк 
взяты величины ._____ __________ т.__________________



§ 46. Предельные теоремы для сумм

Пусть имеется элементарная система; обозначим через F nk (х) функ­
цию распределения случайной величины Ьпк и через Fnk(x) -  функцию 
распределения величины £пк = £л* -  очевидно, что

Fnk(x)MFnk(x + Щпк) .
Т е о р е м а  6. Для того чтобы функции распределения сумм

in  S £я1 + £я2 * • * inkn 
при п -+ 00 сходились к предельной функции распредел ения, необходимо 
и достаточно, чтобы к предельному закону сходились безгранично делимые 
законы , логарифмы характеристических функций которых определяются 
формулой

кП ч /
*„(/)= S  ЩЩпк + f ( e ,lx -  \)dFnk(x)} *). (2 )

g 46. Предельные теоремы для сумм

П редельны е зак оны  д .гя  о б еи х  последоват ельност ей совпадают. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Х арактери сти ческая ф ун кц и я с у м м ы  (1 )  равна

kn it 1  Mt nk к п
/ « ( О -  n y o = f  * = 1 П / „ * (/ ) ,  ( 3 )

* = 1 1
где f nk (/ ) -  характери сти ч еская  ф ункция случайной величины £я1с, а 

7Пк ( г ) ”  характери сти ч еская  ф ункция величины £пк.
Мы зн аем , что д л я  сходим ости  ф ункций распределения с у м м  (1 )  к  пре­

дельной Ф (х )  необходим о и достаточно, чтобы при п -►

где ^ (/ )  -  непреры вная ф ун кц и я; у  (/ ) при этом  о к а зы в а е т с я  х ар ак те ­
ристической ф ункцией зак о н а  Ф(х) .

Если ввести обозначения
кп кп _

>/1= 2 2 / хг*рп№* = 1 *=1 — **
и заметить, что = 0 . то функции С/„(/) могут быть записаны в виде

Фп {г) = h n t ♦ I #й#}-1 d(Sn (u ).

Как мы знаем, это означает, что фп (Г) является логарифмом характеристической 
функции некоторого безгранично делимого закона.

Отметим, что дисперсии и без!ранично делимых законов (2 ) совпадают
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Положим

«»*  = / » * ( ') -  1- 

Для величин %пк равномерно в каждом конечном интервале г
<*п 3 max I а„ * | - аК к < к п

Действительно,

«„* - j V CJt -  - / ( г ' «  -  1
так как

= / ^ „ * С < )  = 0.

Мы знаем, чдо при всех вещественных а

\е,а -  1 -  id | < а 2/2; 

поэтому
»

И)

Ьпк К  7  f x 1dFnk&) = -  0£пк. (5)

Из (5 ) и третьего условия элементарности системы следует (4 ).
Из (4 ) мы прежде всего выводим, что при любом Т мы можем считать, 

что для достаточно больших п и | r| < Т
1<*1Л К  1/2. (6)

В силу этого мы можем воспользоваться разложением логарифма в ряд

_2

п̂Л|Дг^) * °*пк) ^пк Л + ^ -  Otr, к * гпк-

Очевидно, что

л „=  | In/ „ (/ )-  2  (i + Щ„)с + ®n*)| = I £  (1 п / „* (0 -а „*> | <
W = I п  = |

*/|
< I  S

*=| л =1
а „ * г I a n* |J (7)
s 2 * = i 1 -  | а „ * |

Формулы (5 ) и (6) приводят к  неравенству

*п О 2
R„  <  max |а„*| 1’ |а„*|< —  max |а„*|.

к I



Щ с м у  (4) мы заключаем, что равномерно в каждом конечном интерва­

ле t При Л -► 00
11п/„(0  ~ 0. (&)
Таким образом, мы установили, что в каждой элементарной системе 

Avhkhuu распределения сумм J п и безгранично делимые функции распре­
дел ения , определяемые формулой ( 2) ,  неограниченно сближаются при 
п чем собственно теорема 6 и доказана.

Д оказанная теорема позволяет заменять исследование сумм (1 ) слу- 
цЛвых величин с функциями распределения, вообще говоря, произволь- 
кцми исследованием безгранично делимых законов. Последнее, к ак  мы 
увидим, во многих случаях оказывается весьма простым.

Т е о р е м а  7. Всякий закон распределения, предельный д м  функ ­
ций распределения сумм элементарной системы, является безгранично 
делимым с  конечной ди сп ер си ей  и, обратно, каждый безгранично дели­
мый закон с  конечной ди спер сией  является предельным для функций 
распределения сумм некоторой элементарной системы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из предыдущей теоремы мы знаем, что пре­
дельный закон для функций распределения сумм  ( 1) является предель­
ным для безгранично делимых законов и, значит, по теореме 3 является 
безгранично делимым; его дисперсия конечна, так как  дисперсии сумм 
по второму условию элементарности системы ограничены в совокупности. 
Обратное предложение, что каждый безгранично делимый закон с конеч­
ной дисперсией является предельным для сум м , немедленно вытекает из 
определения безгранично делимых законов.

Т е о р е м а  8. Для того чтобы функции распределения сумм ( 1) при 
п "+ 00 сходились к какой-нибудь предельной функции распределения и их 
дисперсии сходились к ди спер сии  предельного закона, необходимо и доста­
точно, чтобы существовали такие функция  С (к )  и постоянное у, что при
п -+оо

к п и
0  2  / x>dFnk(x)-+G(u)

* = 1 —ев

в точках непрерывности функций G(u)

2 ^ 2  f x 2dFnk(x)-*G(+  °°),

3 ) Д  f xdFnk(x) -*y.

Щ№°*арифм характеристической функции предельного закона определя- 
4 Формулой ( 1) § 43 с только что определенными функцией G(и) и 

постоянной у.

■ Предельньк* теоремы для сумм
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И

= * - i  f x dF nk^ ’

то мы придем к  условиям теоремы 5. Теорема этим доказана.
Несколько видоизменив формулировку последней теоремы, мы мо­

жем получить не только условия существования предельного закона, но 
также и условия сходимости к  каждому данному предельному закону.

Т е о р е м а  9. Для того чтобы функции распределения сумм ( 1) при 
п “►«> сходились к данной функции распределения  Ф (дс) и дисперсии сумм 
сходились к ди спер сии  предельного закона, необходимо и достаточно, что- 
бы при п выполнялись сл едую щ ие усл ови я  :

* = 1
г д е  функции G(u) и постоянное у  определяются формулой (1 ) § 43 для 
функции Ф (х ).

§ 47. Условия сходимости к  законам 
нормальному и Пуассона

Мы применим результаты предыдущего параграфа к  выводу у с л о в и и  
сходимости функций распределения сумм к  законам нормальному и Пу­
ассона.

Т е о р е м а  10. Пусть дана элементарная система независимых случ<*и' 
ных величин. Доя того чтобы функции распределения сумм

1) £ f  x2dFnk(x) -+G(u)
k = 1 - «

в точках непрерывности функции  G(w)

3) I  fxdFnk(x ) - * y ,

(О



^LttnduMO и достаточно, чтобы при п -*• °° были выполнены условия  
нсооXе
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I) 2  fx dFnk(x)-*Q,
* = >

■>) 2  /  x2dFnk(x)->0,
* = i l*l>*

3) £  / -*• 1.
* = i 1ж1<т
_ лю бая положительная постоянная.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теоремы  9 сл ед ует , что и ско м ы е  усл ови я 
состоят в выполнении при и -* " »  соотношений

2  fxdFnk(x)-+ О,
*=i

*л и _  (0 для И < О,
2  / x2dFnk(x)^

* = 1 —  1 1 д л я  м > 0 ,

_

2  f x 2dFnk(x)^  1.
*=1

Первое из них совпадает с первым условием теоремы, равносильность 
двух остальных второму и третьему условиям теоремы очевидна.

Особенно простую форму эта теорема принимает, если элементарная 
система, рассматриваемая нами, нормирована заранее условиями

2  f x 2dFnk(x) = 1,
*  = 1

f x<*Fnk(x) = 0 ( 1< к<  я »  1 , 2 , . . . ) .  (2)

Т е о р е м а  И . £слы элементарная система нормирована соотноше­
ниями (2) ,  то для сходимости функций распределения сумм ( 1) к нор­
мальному закону необходимо и достаточно, чтобы для всех т > 0 при п 00 

*п

(3)

Д ° к а з а т е л ь с т в о  теоремы очевидно.
^^Ребование (3 ) носит название условия Линдеберга, так к ак  им в 1923 г.

д°казана его достаточность для сходимости функций распределения 
ХодМ К НоРМальномУ закону. В 1935 г. В. Феллером была доказана нео(- 

этого условия.
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В качестве другого примера использования общих теорем предыдуш 
параграфа мы рассмотрим сходимость функций распределения элемент Г° 
ных систем к  закону Пуассона

оно*

Р(х) =
I О

0<к<х
-А А*

А:!

для х < О, 

для х > 0.
(«)

Если { -  случайная величина, распределенная по закону (4 ) ,  то, как му 
знаем = D£ = X.

Мы ограничимся элементарными системами, для которых

к -1

(5)

Т е о р е м а  12. Пусть дана элементарная система, подчиненная уело- 
виям  (5 ) . Функции распределения сумм

тогда и только тогда сходятся к закон у  (4 ) ,  когда  при любом т > 0

I  /  x 2d r „ k(x + Щ пк)-+0 (п  ° ° ) .
Л -1  | дг — 1 |>т

Доказательство этой теоремы мы предоставляем читателю.
В § 13 нами была доказана теорема Пуассона. Легко убедиться, что 

при прп = X она является частным случаем только что доказанного пред­
ложения. Действительно, пусть $пк (1 < к < п) есть случайная величина, 
принимающая значения 0 или 1 в зависимости от того, появится или не по­
явится при к -м испытании п -й серии наблюдаемое нами событие А. При этой

Р « л* = 1> = -  и = 0 )  = 1 —— •
п п

Очевидно, что сумма

Рп “ t/i 1 * п̂ 2 * * • * * ^пп
представляет собой число появлений события А в я-й серии испытаний 

Согласно теореме Пуассона функции распределения величин й л  п̂ ,  
я  - к »  сходятся к  закону Пуассона (4 ). Этот результат следует и из только 
что сформулированной теоремы, так к ак  все ее требования в данном слУ 
чае выполнены.



-  - —з нание «случайном числе &3
|41СУ*М

корсм ы  о сближении функций распределения сум м  ( 1) с некото-
'^^^сран ичн о-лелим ы м и  функциями распределения, доказанные в 

р*м* ш ироких. чем у  нас, предположениях, позволяют также получить 
с* * ^ 0дкмос и достаточное условие для закона больших чисел (в случае 

слагаемых). См. об этом уже упоминавшуюся монографию 
БВ Гнеде«к0 и А.Н. Колмогорова.

§ 48. Суммирование независимых случайных величин 
в случайном числе

В разнообразных задачах практики приходится сталкиваться с задачей 
суммирования случайных величин не в заранее заданном, а в случайном 
меле. Приведем примеры.

За смену в магазин приходит случайное число покупателей и сумм а, 
на которую каждый из них делает покупки, также случайна. Выручка 
магазина за смену является суммой случайного числа случайных слагаемых. 
Заметим, что число покупателей и сумм ы , которые они оставляют в м ага­
зине, представляют собой независимые случайные величины.

Возвратимся к  задаче, рассмотренной в § 38. Там речь шла о длитель­
ности безотказной работы дублированной системы с восстановлением. 
Внимательно разберемся в структуре величины f  -  длительности безотказ­
ной работы резервированной системы. Заметим, что f  в зависимости от 
случая может принимать различные значения, а именно:

f = £ 1 + £2 -  сумма времен безотказной работы основного и резервного 
элементов, если (восстановление основного элемента продолжа­
лось дольше, чем проработал резервный элемент);

f  = i  1 + {2 + £з, если г?, < £2 » но т е * восстановленный основ­
ной элемент проработал меньше, чем длился ремонт резервного элемента;

вообще при п > 2 будет f  88 $ i ♦ ! а  ♦ ••• ♦ t *  с вероятностью а п~2 (1 - в )  
(первые п -  2 раз элемент восстанавливался прежде, чем работающий эле­
мент отказывал, в последний же раз ремонт занял больше времени, чем 
проработал вступивший в работу элемент).

Мы вновь видим, что длительность безотказной работы дублированной 
системы с восстановлением представляет собой сум м у независимых случай­
на* величин в случайном числе. Число слагаемых не зависит от значений, 
ринимаемых слагаемыми и распределено по геометрическому закону.

^  Теорема о сходимости к показательному распределению после только 
сделанного замечания должна нами восприниматься к ак  предельная 

0 сходимости функции распределения последовательных сум м  
Да аиного числа случайных слагаемых. Вот какую  формулировку ей 

,еДУет придать.
0 Р е м а. Пусть случайные величины последовательности {£„} 

одинаково распределены с  функцией распределения F (х)
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и математическим ожиданием а > 0. Пусть, дал ее , -  последователь* 
ность целочисленных случайных величин , причем v n имеет геометрц.
ч еск о е  распредел ение с  параметром а„ : Р{1>„ = k) =(  1 -  ап ) а * 4  
£стш а„ -М , го функции распределения сумм

r„ s *i ♦ ь  + . . .  ♦

cttfd* тся к  по казательному распределению.
Рассмотрим следующую задачу: счетчик Гейгера (см . задачу 4 , § 8) начи­

нает свою работу в момент времени 0. Найти время его работы до первого 
пропуска частицы. Мы сейчас несколько обобщим условия задачи по срав­
нению с тем как  она была поставлена в гл. 1. Предположим, что промежут­
ки времени £* между поступлениями последовательных частиц в счетчик 
независимы и имеют распределение F(x) .  Длительность разряда, вызы­
ваемого зарегистрированной частицей является случайной величиной т)к 
с распределением G (x ) . Все рассматриваемые и только что упомянутые 
величины независимы между собой.

Обозначим через длительность искомого промежутка времени. Легко 
подсчитать, что = £ , ♦ £2 + ... + £„ , где v -  случайная величина, незави­
симая от £* и распределенная геометрически.

Рассмотрим теперь последовательность {£„*} независимых и одинаково 
распределенных при каж дом п случайных величин. Введем обозначения

оо

Fn ( x )  = Р {*„* <  дс), / „ ( / ) =  /  e ‘ txd F n ( x ) ,
—  оо

Рассмотрим далее неограниченно возрастающую последовательность це­
лых положительных чисел {£„} и последовательность {vn ) целочисленных 
положительных случайных величин, которые обладают тем свойством, что 
при каждом п величины v п независимы от 1 < к < оо.

Наша цель состоит в выяснении условий, при которых сходимость 
функций распределения сум м  (при п -*оо)

sn = 2  * 
к = I

влечет за собой сходимость функций распределения сум м  (л-+оо)



В) Р {- -  < X } -*• А (х )  
к,

Предложение, которое сейчас будет доказано, носит название теоремы
переноса. ^

Т е о р е м а  п е р е н о с а .  Если при п -►оо

ч 48. Суммирование в случайном числе

А) Р (  2  ^Пк < х )  -  Ф ( * )  
к = 1

' t  Н
(причем будем  считать, что Л (+ 0 ) = 0 .) ,  то 

vn
В) Р ( 2  ink < х )  -* * ( х ) .

к = I
Функция распределения  ^ (jc ) определяется через свою  характеристическую 
функцию \lf(t) посредством формулы

Н О  = J V ( О  Л ( ж ) 9
о

где <р ( г )  -  характеристическая функция для  Ф (* ) .

Д о к а з а т е л  ь с т в о .  Характеристическая функция суммы Z £ кп
к =* 1

равна

М О *  2  р„у(/ п( г ) ) /,
/ = 0

Где Pnj в  Р(^я = /).
Положим v4„(x) = Р { ^ „ <  х} ; тогда очевидно, что

^п( О = / / л ( t )dAn(x  ).
о

Пусть теперь

4 „ (z )  = Р j-jp < х | = / l„(*nz),

1
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тогда
ьь

* n ( t ) =  / {/„*"(г )Г < М * (г ) .

В математическом анализе известна теорема *)* согласно которой, если 
последовательность равностепенно ограниченных непрерывных функций 
f n(x) сходится к  функции Д х )  во всех точках прямой, а монотонные огра- 
ниченные функции Лп{х)  при всех х сходятся к  функции А(х) ,  то 
при п

оо оо

f f ( x ) d A { x ) .
о о

В силу этой теоремы и условий А) и В) теоремы переноса при п -►<*>
оо

М 0 - *  'К О  ж f  <fil {t ) dA(z) .
О

Теорема доказана»
Укажем теперь некоторые следствия из теоремы переноса.
С л е д с т в и е  1. Пусть функция Ф (х ) -  безгранично делима u s f ( t ) -  

е е  характеристическая фун кция ; тогда функция

1
ф(1)  *= ------ -—------

1 - 1 п * ( Г )

яв.хяется также характеристической (м,  как п о здн ее  будет показано , также 
безгранично делимой ) .

Действительно, мы знаем, что для любой безгранично делимой функции 
Ф (х) можно найти такую последовательность { *„ ) и независимых величин

, что выполняется условие А) теоремы переноса. Выберем теперь гакие
чтобы А(х) * 1 — е  Это можно сделать многими способами, напри­

мер, выбрав v n распределенными геометрически с соответственным значе­
нием параметра. Этим самым выполнено и условие Б) теоремы переноса

* )  См.  Д у б р о в с к и й  В. М О  некоторых свойствах вполне аддитивных функ­
ций множества и их предельном переходе под знаком интеграла // Изв. АН CTt'P 
Серия мат. -  1945. - Т. 9. -  С. 31 I -  320; 1947. - Т. 11. -  С. 101 - 104.



Тогда мы знаем, что, в силу В ), функция

* ( 0  = / М 0 ] ^ ( 0  = =

является характеристической.
В частности, если функция Ф (х) является нормальной ( ^ ( / )  =е~г /2) ,

т0 — — - — . Соответствующая ей функция распределения У (х ) опре-
2 + /

деляется формулой

( 0,5 е х ^  при х  < О,
* ( * )  =

I 1 - 0 , 5 6 " ' ^  2 при х > 0 .

Обычно распределение Лапласа определяют, указы вая его плотность распре­

деления. В нашем случае она равна р(х)  = е~~ 1 х 1 'Г* .
Позднее мы увидим, что при А(х) = 1 — е  ” * распределение Лапласа при 

суммировании до случайного индекса играет такую же роль, к а к  и нор­
мальное распределение в классической постановке предельных теорем для 
сумм одинаково распределенных независимых слагаемых.

С л е д с т в и е  2. У словия , при которых функции распределения сумм

sn = in !  + £*2 ♦ • • • + $пкп

Одинаково распределенных независимых слагаемых сходятся к предельно- 
му распределению  Ф (х) достаточны для того, чтобы функции распредел е­
ния сумм

. 48 Суммирование в случайном число ^87

ч ,  = („I + ir,2 + . . .  + *

сходились к  распределению  ♦ ( * ) . .
Следствие непосредственно вытекает из теоремы переноса.

: С л е д с т в и е  3.  Пусть {£„} -  последовательность одинаково распре-

£* -  яделенных независимых случайных величин и {„* = — -------, где  деистви-
Вп

тельные постоянные а и В п > 0  таковы, чти функции распределения сумм
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2  ($ *  -  а)  сходятся к Ф(х) .  Пусть, далее , выполнено у Сь

^ н и я
п о И М С ч а Н и е - Отсюда, в частности, следует, что распределение Лапласа

6 к гЛ безгранично делимо.Г Найти функцию G (х) и параметр > в формуле Колмогорова для логарифма
5 ,фанично делимой характеристической функции для распределений:

*) примера 2 ,
б) Лапласа.5. Доказать, что если сумма двух независимых безгранично делимых случайных

*  деии распределена:
t) по закону Пуассона, 
б) по нормальному закону, 

го каждое слагаемое распределено в случае:
а) по закону Пуассона,
б) по нормальному закону.6. №йти условия сходимости функций распределения сумм случайных величин, 

составляющих злементарную систему, к  распределению:

а) примера 2,
б) Лапласа

вые Б) теоремы переноса. Тогда при сделанном вы боре постоянных а и В

функции распределения сумм s v = —
В,

2  (£* -  а) также сходятся
"П К = 1

к предельной ^(х) .
Следствие непосредственно вытекает из теоремы переноса.
Заслуживает внимания то обстоятельство, что при всех возможных пр*. 

дельных распределениях >1 (дс) нормирующие множители В п и центрирую- 
щие коэффициенты а могут быть выбраны раз и навсегда одинаковыми.

З а м е ч а н и е  В . Ф е л л е р а .  Н ас. 642 второго тома замечательной 
книги В.Феллера "Введение в теорию вероятностей и ее приложения” 
(М .: Мир, 1984) имеется такое замечание: если в формуле (1) функция 
Л(дс) безгранично делима, то и функция ^(х)  безгранично делима.

Доказательство этого факта вытекает из того факта, что если случайная 
величина v с функцией распределения Л (х ) представима в виде суммы 
v = у х + v 2 независимых случайных величин v x и ^2» то ФО)  = О)МО  
из определения безграничной делимости.

Упражнения
1. Доказать, что распределения
а) Паскаля (упр. 1а к  гл. 5 ),
б) Полна (упр. 16 к  гл. 5 ),
в) Коши (пример 5 § 24) 

безгранично делимы.
2. Доказать, что случайная величина с плотностью распределения

Р(х)

V(a)
х*~1е fix

при х < О,

при х > О

где а  > 0, 0 > О -  постоянные, безгранично делима. ^
П р и м е ч а н и е .  Отсюда, в частности, следует, что безгранично делимы рас 

ления Максвелла и распределение х* (при любом значении п).
3. Доказать, что каковы  бы ни были постоянные а  > 0 и 0 > О,

* ( 0
( ■ • Й

a v -or

является безгранично делимой характеристической функцией. *0- Б.В. Гнеденко
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ТЕОРИЯ СТОХАСТИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ

§ 49. Вводные замечания

Совершенствование физической статистики, а также ряда отраслей техщ. 
ки, поставило перед теорией вероятностей большое число новых, не уюц. 
дываюшихся в рамки классической теории, задач. В то время как физика! 
техника интересовало изучение п р о ц е с с а ,  т. е. явления, протекающего 
во времени, теория вероятностей не имела ни общих приемов, ни разрабо­
танных частных схем для решения задач, возникающих при изучении таких 
явлений. Появилась настоятельная необходимость в разработке общей 
теории случайных процессов, т. е. теории, которая изучала бы случайные 
величины, зависящие от одного или нескольких непрерывно изменяющихся 
параметров.

Перечислим несколько задач, иллюстрирующих необходимость по­
строения теории случайных процессов.

Представим себе, что мы задались целью проследить за движением 
какой-либо молекулы газа или жидкости. Эта молекула в случайные мо­
менты времени сталкивается с другими молекулами и меняет при этом 
свои скорость и положение. Состояние молекулы, таким образом, подвер­
жено случайным изменениям в каждый момент времени. Многие физи­
ческие явления требуют для своего изучения умения вычислять вероят­
ности того, что определенное число молекул успеет за тот или иной проме­
жуток времени переместиться на то или иное расстояние. Так, например, 
если приведены в соприкосновение два газа или две жидкости, то начинает­
ся взаимное проникновение молекул одной жидкости в другую: провес 
дит диффузия. Как быстро протекает процесс диффузии, по каким заК0| 
нам, когда образующаяся смесь становится практически однороДН*** 
На все эти и многие другие вопросы дает ответ статистическая теория flw  
фузии, в основе которой лежит теория случайных процессов, или. как рт 
нято теперь говорить, т е о р и я  с т о х а с т и ч е с к и х  п р о и е с  с 
Очевидно, что подобная же задача возникает в химии, когда изучают 
цесс химической реакции. Какая часть молекул уже вступ и л а  в 
как реакция протекает во времени, когда практически реакция уже»
чилась? туЛ&Ш

Весьма важный круг явлений протекает по принципу р а д и о а к т  ^  
распада. Это явление состоит в том, что атомы р а д и о а к т и в н о г о  ве J
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^ м втся , превращаясь в атомы другого элемента. Распад каждого атома 
мгновенно, подобно взрыву, с вьщеленнем некоторого коли- 

Энергии. Многочисленные наблюдения показывают, что распад раз- 
*Ct$̂ x атомов для наблюдателя происходит в случайно взятые моменты 

При этом расположение этих моментов времени независимо друг 
в смысле теории вероятностей. Для изучения процесса радиоактив- 

° оаспада существенно определить, какова вероятность того, что за 
^^о^енный промежуток времени распадется то или иное количество 

чов9 Формально, если задаваться только выяснением математической 
У д д .  явлений, точно так же протекают и другие явления: число вызо- 
^Лаоступающих на телефонную станцию за определенный промежуток 

(загрузка телефонной станции), обрывность нитей на ватере 
(аатер -  прядильная машина) или изменение числа частиц, находящихся 
в броуновском движении, оказавшихся в какой-либо момент времени 
в заданной области пространства. Мы дадим в этой главе простое решение 
тех математических задач, к  которым приводят указанные явления.

К тому, с чем мы только что познакомились, добавим следующее: пер­
вые задачи физического характера, являющиеся одновременно задачами 
теории случайных процессов, были рассмотрены выдающимися физиками 
начала нашего века. Изложим сейчас вкратце, как , исходя из рассмотрения 
весьма схематической проблемы блуждания по прямой, Максом Планком и 
Фоккером было получено дифференциальное уравнение теории диффузии. 
Пусть частица, находящаяся в момент времени г = 0 в точке х = 0, в момен­
ты кт (к = 1, 2, ...) испытывает случайные толчки, в результате которых 
она каждый раз перемещается с вероятностью р на величину И вправо и 
с вероятностью q = 1 — р также на величину И влево. Обозначим через 
/(*. о  вероятность того, что частица в результате п толчков окажется 
в момент f (f * я т )  в положении х (ясно, что при четном числе толчков 
величина х может равняться только четному числу шагов И, а при п нечег- 

м ~ только нечетному числу шагов И). Если через m обозначить число 
шагов, сделанных частицей вправо (соответственно п -  m есть число ша- 

которые частица совершила влево), то согласно формуле Бернулли

fix , г) = C „pmqn- m
а
СН°* что величины m , п, х и h связаны равенством 

m -  (л -  т )  = х /И.

УЦоалГ° ®̂сдиться непосредственным подсчетом, что функция /(дг, /) 
®оряет разностному уравнению

/ (*‘ '  + Т> а  P f ( x - h ,  Г) + q(x + h, t) (1)10̂  '



и начальным условиям

/ (0 ,0 )  *  1, / (Х ,0 )  = 0 при х Ф 0 . 3 |
Посмотрим, во что превратится написанное разностное уравнение 

заставить стремиться к  0 как Л, так и т. Физическая природа заст^*1 
оказывается, наложить на Л и г некоторые ограничения. Точно также 
чины р и q не могут быть взяты произвольно. Несоблюдение условий, о ко 
торых пойдет речь, может привести к  тому, что за конечный промежую 
времени частица с вероятностью единица уйдет в бесконечность. Для тою 
чтобы избежать такую возможность, наложим следующие требования
ПрИ А “► о о

И2 р - q  с
х = nh, t * п т , ------- * 2D, — ------ ► -  , (2)

т h D
где с и D -  некоторые постоянные. Величина с носит наименование ско­
рости течения, а/ ) -  коэффициента диффузии.

Отнимем от обеих частей равенства (1) величину f ( x 9 г ) . В результате 
получаем

/ (X, t + т) -  f(x , t) = р [ f ix  -  h, г) -  f i x ,  01 +

+ q [ f{ x  + A, t)  -  f i x ,  0 1 . (3)

Предположим, что f i x ,  t) дифференцируема по г и дважды дифферен- 
цируема по дс. Тогда

Э/(дс, г)
f ix ,  г + г ) - / ( х ,  о  = Т— ------- +о ( т ) ,

at

- №  г)
Ъх 2 Эх2

f i x  + Л, г) — f i x ,  г) = h Щ *' f) +о (/>*).
Эх 2 Эдс2

После подстановки этих равенств в (3) получаем

э/(х. о  ,  „ ,  ч , Э/(х, 0  Л2 Э2/ (дг, 0  , , 2 ,г — --- + о (т )  = ~ i p - q ) h —---- + - ---- - 1 _ +0(Л’ ).
Э г _______ Эдс 2 Э х 2

Отсюда, в силу соотношений (2 ), находим, что в пределе
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получили уравнение, носящее в теории диффузии наименование 
*ения Фоккера -  Планка.

сГмп отметить, что при довольно искусственной постановке задачи 
*?^физически осмысленный результат, хорошо отражающий истинную 

паД!2яу процесса диффузии. Позднее мы дадим вывод общих уравнений, 
к1Р м подчиняются распределения для случайных процессов при весьма 

предположениях об их протекании.
Начало обшей теории стохастических процессов было положено фунда- 

е н та л ь н ы м и  работами советских математиков А.Н. Колмогорова и 
;  Я Хинчина в начале тридцатых годов. В статье А.Н. Колмогорова ”0 6  ана- 
титических методах в теории вероятностей” было дано систематическое и 
трогое построение основ теории с т о х а с т и ч е с к и х  п р о ц е с с о в  

без п о с л е д е й с т в и я  или, как часто говорят, п р о ц е с с о в  м а р ­
к о в с к о г о  т и п а .  В ряде работ А. Я. Хинчина была создана теория так 
называемых с т а ц и о н а р н ы х  п р о ц е с с о в .

Заметим, что прежде чем подвергнуть математическому изучению те или 
иные явления природы или технические процессы, нужно их схематизиро­
вать. Причина этой необходимости лежит в том, что математический анализ 
применим к исследованию процесса изменения некоторой системы только 
в том случае, если предположено, что каждое возможное состояние этой 
системы вполне определено посредством некоторого определенного мате­
матического аппарата. Понятно, что такая математически определимая 
система не есть сама действительность, но лишь схема, пригодная для ее 
описания. С такой картиной мы встречаемся, скажем, в механике, когда 
предполагаем, что реальные движения систем материальных точек полно­
стью могут быть описаны для любого момента времени указанием этого 
момента времени и ее состояния в любой предыдущий момент времени t0 . 
Иными словами, схема, которая принимается в теоретической механике 
Для описания движения, состоит в следующем: принимается, что для любо­
го момента времени t состояние системы у  полностью определяется ее 
^стоянием х в любой предыдущий момент времени г0* При этом под 
состоянием системы в механике понимается задание положения точек мате­
риальной системы и их скоростей.

Вне классической механики, собственно, во всей современной физике, 
Приходится иметь дело с более сложным положением, когда знание состоя- 
** системы в какой-либо момент времени t0 уже не определяет однознач- 

состояния системы в последующие моменты времени, а лишь определяет 
"*Р®**ность того, что система будет находиться в одном из состояний неко- 

множества состояний системы. Если через х обозначить состояние 
емы в момент г0 , а через Е -  некоторое множество состояний системы, 
я ТОлько что описанных процессов определена вероятность 

Р<'0. X; t, Е)
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и начальным условиям

/ (0 ,0 )  = 1, / ( jc, 0 )  = 0 при л # 0 .
Посмотрим, во что превратится написанное разностное уравнение 

заставить стремиться к  0 как  Л, так и г . Физическая природа застадГ11 
оказывается, наложить на И и т некоторые ограничения. Точно также Ben»! 
чины р и q не могут быть взяты произвольно. Несоблюдение условий, о ко 
торых пойдет речь, может привести к  тому, что за конечный промежут0к 
времени частица с вероятностью единица уйдет в бесконечность. Для того 
чтобы избежать такую возможность, наложим следующие требования 
при И “► оо

h2 р - q  с 
х = nh, t = nr, —  -  2D , — ------ - -  , (2)

где с и / )  -  некоторые постоянные. Величина с носит наименование ско- 
рости течения, a D -  коэффициента диффузии.

Отнимем от обеих частей равенства (1) величину f ( x ,  t) . В результате 
получаем

f(x , t + т) -  /(дс, г) = Р  [/ (дс -  Л, г) -  /(дс, 0 ]  +

+ Ч [/ (•* + Л. г )  -  /(дс, Г)]- (3)

Предположим, что /(дс, г) дифференцируема по t и дважды дифферен­
цируема по х. Тогда

Э/(х, 0
/ (х , r + г ) - / (х , f) = г — ------- + о ( т ) ,

ot

-/(X . О * №  -  М )  -
Эх  ̂ Эх2

/ (х  + А, г ) - / ( х ,  г )=  А Э̂ ’ ^  А2 Э Г) + о (А2).
Эх 2 Э х 2

После подстановки этих равенств в (3) получаем

Э/(х. О _  ,  ч ь Э / (х ,0  . Э’Д х .О  
г — -------+ о ( т )  = —(p -q )h —---------+ --- -------— —  + o(A J ).

Э г _____  Эх 2 Эх3
Отсюда, в силу соотношений (2 ) , находим, что в пределе
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получили уравнение, носящее в теории диффузии наименование 
^ения Фоккера -  Планка.

#**f7pcCHn отметить, что при довольно искусственной постановке задачи 
*®^физически осмысленный результат, хорошо отражающий истинную 

11°Л ЯУ процесса диффузии. Позднее мы дадим вывод общих уравнений, 
*4* м подчиняются распределения для случайных процессов при весьма 
3 5  предположениях об их протекании.

Начало обшей теории стохастических процессов было положено фунда- 
ентальны ми работами советских математиков А.Н. Колмогорова и 

д Я Хинчина в начале тридцатых годов. В статье А.Н. Колмогорова ”0 6  ана­
литических методах в теории вероятностей” было дано систематическое и 
строгое построение основ теории с т о х а с т и ч е с к и х  п р о ц е с с о в  
без  п о с л е д е й с т в и я  или, как  часто говорят, п р о ц е с с о в  м а р ­
к о в с к о г о  т и п а .  В ряде работ А. Я. Хинчина была создана теория так 
называемых с т а ц и о н а р н ы х  п р о ц е с с о в .

Заметим, что прежде чем подвергнуть математическому изучению те или 
иные явления природы или технические процессы, нужно их схематизиро­
вать. Причина этой необходимости лежит в том, что математический анализ 
применим к исследованию процесса изменения некоторой системы только 
в том случае, если предположено, что каждое возможное состояние этой 
системы вполне определено посредством некоторого определенного мате­
матического аппарата. Понятно, что такая математически определимая 
система не есть сама действительность, но лишь схема, пригодная для ее 
описания. С такой картиной мы встречаемся, скажем, в механике, когда 
предполагаем, что реальные движения систем материальных точек полно­
стью могут быть описаны для любого момента времени указанием этого 
момента времени и ее состояния в любой предыдущий момент времени t0 . 
Иными словами, схема, которая принимается в теоретической механике 
Для описания движения, состоит в следующем: принимается, что для любо­
го момента времени t состояние системы у  полностью определяется ее 
состоянием х в любой предыдущий момент времени t0 . При этом под 
состоянием системы в механике понимается задание положения точек мате­
риальной системы и их скоростей.

°не классической механики, собственно, во всей современной физике, 
Нриходится иметь дело с более сложным положением, когда знание состоя- 
Jjjj* системы в какой-либо момент времени t0 уже не определяет однознач- 
^ с о  стояния системы в последующие моменты времени, а лишь определяет 
и ^ н о с т ь  того, что система будет находиться в одном из состояний неко- 

Рого множества состояний системы. Если через х обозначить состояние 
То емы в момент г0 , а через Е -  некоторое множество состояний системы, 

только что описанных процессов определена вероятность
t, Е)
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системе, находящейся в момент /0 в состоянии дг, в момент / ^  
в одно из состояний множества Е.

Если дополнительное знание состояний системы в моменты / < / 
меняет этой вероятности, то естественно назвать выделенный нами ^  
случайных процессов п р о ц е с с а м и  б е з  п о с л е д е й с т в и  я ^  
за их аналогию с цепями Маркова -  п р о ц е с с а м и  м а р к о в с к  | 
т и п а .  Г|1

Общее понятие случайного процесса, базирующееся на изложенной 
аксиоматике теории вероятностей, может быть введено следующим ofo! 
зом. Пусть £2 -  множество элементарных событий и t -  непрерывный 
метр. Случайным процессом называется функция двух аргументов

£(Г) = * (c j, г) (со в  П).

Для каждого значения параметра t функция /) является функций 
только со и, следовательно, представляет собой случайную величин) 
Для каждого фиксированного значения со (т .е . для каждого заданногоя* 
ментарного события) у (со,1) зависит только от г и является, таким обре­
зом, обычной функцией одного вещественного аргумента. Каждая такм 
функция называется реализацией случайного процесса { ( f ) .  На случайный 
процесс можно смотреть либо как на совокупность случайных величин 
( (Г ) ,  зависящих от параметра г, либо как  на совокупность реализаций про­
цесса £ ( г ) . Естественно, что при этом для определения случайного процесса 
необходимо задать вероятностную меру в пространстве реализаций 
процесса.

Почти вся настоящая глава будет посвящена изучению процессов без 
последействия и только в последнем параграфе мы дадим пред ставление

о стационарных процессах.

§ 50. Процесс Пуассона
Мы начнем краткое знакомство с некоторыми фактами теории случат 

ных процессов с рассмотрения одного важного примера процесса без поел** 
действия, играющего большую роль в ряде вопросов физики, теории CBJP* 
теории надежности. По-видимому, впервые этот процесс был подверг*^ 
исследованию в начале нашего столетия физиками А. Эйнштейном 
М.Смолуховским в связи с задачами броуновского движения.

Предположим, что в случайные моменты времени происходит неК0Т^ £  
событие. Нас интересует число появлений этого события в промежуток^^ 
мени от 0 до t. Обозначим это число через { ( f ) .  Относительно п^ осЯе- 
появления события мы предположим, что он: 1) стационарен, 2) 
действия и 3) ординарен. В перечисленные предположения вклады*1* 
следующий смысл.
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С т а ц и о н а р н о с т ь  означает, что для любой группы из конечного 
непсресекаюшихся промежутков времени вероятность наступления 

^ К м я и о го  числа событий на протяжении каждого из них зависит 
от лих чисел и от длительности промежутков времени, но не изме- 
от сдвига всех отрезков времени на одну и ту же величину. В част­

о т  вероятность появления к событий в течение промежутка времени 
Н г  д о  г  не зависит от т и является функцией только к и г.

1 О т с у т с т в и е  п о с л е д е й с т в и я  означает, что вероятность 
н аступ л е н и я  к событий в течение промежутка времени ( т ,т  + г) не зависит 
от того, сколько раз и как появлялись события ранее. Это предположение 
означает, что условная вероятность появления событий за промежуток вре­
мени (т, т + t) при любом предположении о наступлении событий до мо­
мента г  совпадает с безусловной вероятностью. В частности, отсутствие 
последейс твия  означает взаимную независимость появления того или иного 
числа событий в непересекающие ся промежутки времени.

3. О р д и н а р н о с т ь  выражает собой требование практической невоз­
можности появления двух или нескольких событий за малый промежуток 
времени Дг. Обозначим через Р>х ( Дг )  вероятность появления более чем 
одного события за промежуток времени Д г. Тогда условие ординарности 
в точном его выражении состоит в следующем:

/>>1(40 = о (Д г ) .

Наша ближайшая задача состоит в определении вероятностей Рк( t) 
того, что за промежуток длительности t произойдут к событий. В силу сде­
ланных предположений эти вероятности не зависят от того, где расположен 
этот отрезок времени. С этой целью обнаружим, что при малых Д/ имеет 
место равенство

'« < * 0  = ХД/ ♦ о (Д г ) ,  

где X -  постоянное.
^^ствительно, рассмотрим промежуток времени длительности 1 и обо- 

через р вероятность того, что за этот срок не наступит ни одно собы- 
В азобьем наш промежуток на п равных непересекакнцихся частей.

* | у  первого и второго предположений имеет место равенство 
/#»)]' \ откуда ^оО/л) = р1/я. Отсюда при любом целом А:

*о(к/п) = р *1п

НайтУиСТЬ ТеПеРь * ~~ некоторое неотрицательное число. При любом п можно 
1**Кое к , что (к — 1 )/п < / < к/п. Так как  вероятность P0 (t)  есть
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убывающая функция времени, то

Таким образом, Р0 ( t ) удовлетворяет неравенствам 

р (к-1)Щ > po ( t ) >  р к/п

Пусть теперь к и п стремятся к  бесконечности так, чтобы 

к
lim — = /.

л — «

Из предыдущего ясно, что при любом /

М О -  p f.

Так как  /\>(0* как  вероятность, удовлетворяет неравенствам
О < Л > (0  ^  то могут представиться три следующих случая: 1) р = О, 
2) р = 1, 3) 0 < р<  1. Первые два случая малоинтересны. В первом из них 
при любом t имеет место равенство P0 (t) * 0 и, значит, вероятность за 
промежуток времени любой длительности произойти хотя бы одному собы 
тию равна единице. Другими словами, с вероятностью единица за промежу 
ток времени любой длительности происходит бесконечно много событий 
Во втором случае Р0 (/) = 1 и, следовательно, события не наступают 
Интерес представляет лишь третий случай, в котором положим р  = с " 
где X -  некоторое положительное число ( X = -  In р ) .

Итак, из предположений стационарности и отсутствия последействия мы 
вывели, что при любом / > О

P0( t )  = e - Xt. 0 )

Понятно, что при любом t имеет место равенство

Л > (0 + Л ( ' )  + ^ > | (0  = 1.

Из (1) вытекает, что при малых t 

P0( t )  = 1 -  Xr + о ( 0 .

Следовательно, в силу условия ординарности,

/»,(/) = Хг + о ( г ) .
(2).



МЫ м о ж е м  перейти к  вы во д у  формул для вероятностей Pk( t ) 
Т Г Т  1 С  этой  ц елью  определим вероятность того, что за вр ем я г ♦ Д /  

прн . н аступи т ровно А: раз. Это может осущ ествиться к + 1 различными

яособами- а и м ен н о . , *  -
П за п р о м е ж у т о к  времени длительности t произойдут все к событии,

. за время Д Г - н и  одного;
Л за в р е м я  t произойдут к -  1 событие, а за вр ем я Д/ -  одно; ...
\ ♦ 1) за в р е м я  t событие не наступит ни раза, а за вр ем я Д /  произой­

дет* раз*
По формуле полной вероятности 

к
pk(t ♦ At)  = 2  Р Д О Ъ - Д А О  

/* о
(При этом п р и н ято  во  внимание к а к  условие стационарности, так  и условие 
отсутствия последействия). Положим

*  -  2

/ ? * =  2  P i( t )Pk _ , (A t ) .
/ = о

Очевидно, что

* -  2 *
Я *  <  2  Pk ^ , ( A t )  = 2  / > , ( Д / )  <

/ = О 1=2

< I  = /*> , (  Д f ) = о ( А г ) ,
1=2

^гласно  у сл о ви ю  ординарности.
Таким  о б р азо м ,

pk(t + & t )- P k( t ) P 0(b t )+ P k_ i { t ) P l (A r )  + o(At).

Далее, согласно (2)

Л>(ДО = е - ХЛ' =  1 _ Х Д  / + о ( Д г ) ,  P i ( A t ) = \ A r  + о ( Д г ) ,

П° Этому

+ Д 0  = (1 -  Х Д О / >* ( г )  + ХДг/>л _ , ( / )  + о ( Д г ) .
^ тсюда

Б й



Поскольку при Д t 0 предел правой части равенства существует, суп* 
вует и предел левой части. В результате получаем уравнение

dPk( t )
■ ■ -  "  - \ P k( t )  + bPk- i ( t )

dt (3)
для определения Рк ( t ) . Начальные условия мы выберем такие:

Л>(0) = 1, Рк(0)  = 0 при к > 1. J

Решение системы уравнений (3) проще всего осуществить иосредстю 
замены

р  = e ~KtVk ( t )  (5)
где vk (r) -  новая искомая функция. Заметим, что, в силу (1 ), v0 (t) m\t 
Соотношения (4) приводят нас к  таким начальным условиям:

ио(0) = 1 и и*(0) * 0 при к > 1. (6)

Подстановка (5) в (3) приводит нас к уравнению

« м о
— ------ = Х и * _ , ( г ) .  (7)

at
В частности,
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< * м о
dt

(П

Последовательное решение уравнений ( 7 ' )  и (7) приводит нас при уч«е 
начальных условий к  равенствам:

( \ t )2 ( \ t ) 3 
и,(/) * Xt, v2(/) = — —  , U j(r) = - j j—

и вообще

7  ч ( X f >‘  vk( t )  = --------- .
А:!

Таким образом, окончательно

„ ,  ,  <Х'>* - х ,  <8>
pk (t)  = —j~ T e

при любом к > 0. Задача, стоявшая перед нами, решена.



_ _ э а н н ы е  нами в начале параграфа условия с большой точностью вы- 
с* в многочисленных естественнонаучных явлениях и технических 

Для примера укажем на число спонтанно распавшихся атомов 
Ф иктивного всшества за тот или иной промежуток времени (когда этого 

не слиш ком  мало и не слишком много) ; на число космических 
• f J Z r попавших на определенную площадку за промежуток времени /. 
^  . цы имеем дело с какой-нибудь сложной радиотехнической системой, 

копией из большого числа элементов, каждый из которых лишь с малой 
!  «оятностью может отказать в работе за единицу времени независимо от 
Стояния других элементов, то число элементов, отказавших за промежу­
ток времени ( 0 ,0 *  представляет собой случайный процесс. Этот процесс 
во многих случаях будет хорошо описываться только что рассмотренным 
процессом Пуассона. Число подобных примеров можно увеличивать без
всяких затруднений.

Промежуток времени, протекший между появлениями двух последова­
тельных появлений интересующих нас событий, представляет собой случай­
ную величину, которую мы обозначим через т. Найдем распределение 
вероятностей т.Так как  очевидно, что событие т >  t эквивалентно тому, что 
за промежуток времени / событие не появится ни разу, то

Р{г >  /)  «  e “ Xf.

Искомая функция распределения, таким образом, задается формулой

Р{г < /} = 1 _  * - Хг. (9 )

Полученный результат мы можем физически трактовать многими спосо­
б у * . Например, мы можем смотреть на него как  на распределение времени 
вободного пробега молекулы или как на распределение времени, протек­

шее между двумя отказами элементов в сложной радиотехнической схеме. 
Заметим, что теория, развитая в настоящем параграфе, может быть при- 

на не только в предположении, что параметр г играет роль времени. 
” ои целью рассмотрим дополнительный пример. 

требова М**е ^ ^ пРостранстве разбросаны точки с соблюдением следующих

и ^ 0? СР0ЯТН0СТЬ * т°чкам оказаться в области G зависит только от объема 
рщ. области, но не зависит ни от ее формы, ни от ее положения в прост- 

е, эту вероятность обозначим pk(t)\
*  точек, попавших в неперекрывающиеся области, являются неза-

™ П!И случайными величинами;

 ̂ Pk(A v) = о (Д и ) .2

50 .„ роиессПу.ссонз
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Наложенные условия являются ничем иным, как  условиями стацщ> 
ности, отсутствия последействия и ординарности. Отсюда

Р * (и ) =
(дуУ

к\

Если в жидкости взвешены мельчайшие частицы какого-либо вешесп* 
то под влиянием ударов окружающих молекул эти частицы находятся* 
непрерывном хаотическом движении (броуновское движение). В резуль 
тате в каждый момент времени мы имеем случайное распределение частиц 
в пространстве, о чем только что была речь. Согласно теории настоящего 
примера следует считать, что распределение частиц, попадающих в некоторую 
определенную область, будет подчинено закону Пуассона.

В таблице 14 сравниваются результаты опыта с частицами золота, взве 
шеннымн в воде, заимствованные нами из статьи Смолуховского, и резуль­
таты вычислений по закону Пуассона.

Т а б л и ц а  14

Число частиц Число наблюдав­
шихся случаев

Частота
т
S18

хпе~х
я !

Вычисленное 
число случ*»

0 112 0 ,21и 0,213 110
1 168 0 ,32 . 0,328 173
2 130 0,2: 1 0,253 131
3 69 0,133 0,130 67
4 32 0,062 0,050 26
5 5 0,010 0,016 8
6 1 0,002 0,004 2
7 1 0,002 0,001 1

Постоянное X = av, которым определяется закон Пуассона, выбр**0 
равным среднему арифметическому из наблюдавшегося числа частии,

0.112 ♦ 1.168 + 2.130 + 3.69 + 4.32 + 5.5 + 6.1 +7.1
518

1,54.

§ 51. Процессы гибели и размножения

В начале текущего столетия в связи с задачами биологии и TCJiê L j0t» 
связи возникла простая, но весьма полезная схема, получившая наиМ̂ у ^  
ние процессов гибели и размножения. В качестве весьма ч а с т н о г о



ключает в себя задачу предшествующего параграфа о процессе Пуассо- 
°Ш ш огря  на узость исходных предположений процессов гибели и раз- 
10 они находят широкое применение в ряде прикладных задач,

пол учить не только схематическое представление о происходящих 
Мнениях системы, но и расчетные формулы.

Представим себе, что интересующая нас система может находиться в од
м из состояний Ео, Е\, Е2, . . . ,  множество которых конечно или счетно 

Со временем состояния системы изменяются, причем за промежуток дли 
^ьности Л система из состояния Еп переходит в состояние £*„ + 1 с ве 
роитностью Х„Л ♦ o(h) и в состояние с вероятностью vnh ♦ o{h)
Вероятности того, что за промежуток (г, t + И) система перейдет в состояние 
Е ±к с к > 1, бесконечно малы по сравнению с И. Отсюда следует, что 
вероятность остаться в том же состоянии Еп за промежуток времени Л рав­
на 1 -  Х„Л -  vnh + o(h) . Постоянные Л„ и цп мы предполагаем зависящими 
от я, но не зависящими от / и от того, каким путем система пришла в это 
состояние. Последнее обстоятельство означает, что рассматриваемый 
процесс является марковским. Теория, которая будет здесь изложена, мо­
жет быть распространена и на тот случай, когда Х„ и vn зависят так же и от /.

Случайный процесс, о котором только что uina речь, носит название 
процесса гибели и размножения. Если под Еп понимать событие, состоящее 
в том, что численность популяции равна л, то пер ехо д^  -*Еп + \ означает, 
что численность популяции увеличивается на единицу. Точно так же на пе­
реход j следует смотреть как  на гибель одного члена популяции.

Если при любом п > 1 имеют место равенство vn = 0, т.е. если возможны 
только переходы Еп -*• Еп или Еп -+ En + i в момент изменения состояния, 
то процесс называется процессом размножения (иногда говорят о 
процессе чистого размножения; именно таким является процесс Пуассона). 
Ьсли же все = 0, то говорят, что имеет место процесс гибели.

Обозначим через pk(t) вероятность того, что изучаемая нами система в 
момент г находится в состоянии Ек- Рассуждениями, подобными тем, 
к°торые мы провели в предыдущем параграфе, мы придем к  системе 
Уравнений, управляющей процессом гибели и размножения

Р о ( г ) * -  Х о Р о ( 0  + v\P\(t) ( О
и При к > 1

рк (0  *  -  (X* + 1>к) р к (г) + X*_ 1 Рк _ 1 (г) + v k + 1 рк+ i ( г ) . (2 )

Из^ащи °бозначения несколько неполны, поскольку мы не указываем, 
бЬ1 Кого состояния Е( начала изменяться система. Исчерпывающим было 

ос обозначение: р/;( 0  -  вероятность того, что система окажется в 
В з Т 1 В ^стоянии Ej, если в момент 0 она находилась в состоянии Ef. 
сиСТе 46 0 пР°Цессе Пуассона мы предположили, что в начальный момент 0

*** Находилась в состоянии Е0 .
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Уравнения (1 ) и (2) принимают особенно простой вид для проце 
чистой гибели и чистого размножения. Во втором случае, проведя поел*0* 
вательное интегрирование, получим (формулы написаны в Предполо^ 
нии, что все Х„ различны) ' 03lt

P o(t)

р,(/) ж- ------—  [ e - x. f
Ai — До

Pi ( ')  = Х° Х‘ f — ^ ) +— !—  (е“ х *r -  г)
Aj — До L Aj — Ао д2 — А\

Мы предположили при этом, что при t = 0 система находится в состоянии^ 
Без труда можно выписать и общее решение, убедившись при этом, что 
функции pk(t) неотрицательны при всех к и /. Однако, если \к растут слит­

ое
ком быстро при возрастании к , может случиться, что Z р (г) < 1.

л =о
Т е о р е м а  В . Ф е л л е р а .  Для того чтобы при всех значениях t реше­

ния pk(t) уравнений чистого размножения удовлетворяли соотношению

2  (3)
Аг - 0

необходимо и достаточно расходимости ряда

I V -  (4)к =0
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим частичную сумму ряда (3)

*я(/)в л > (0 +Р|(0 + . . - + л . ( 0 -  (5)
Из уравнений размножения вытекает, что

*н(О я - К р я( О-
Отсюда находим, что

302 Гл- 10- Теория стохастических пр0Цес̂

1 — Sn (r) = \п f p ( t ) d t (6)
0

(если вместо начального условия ро(0 ) = 1 взять другое, а и м е н н о * 
то равенство (6) имеет место при п > /). ^

Так как  все члены суммы (5) неотрицательны, то при каждом ФиКс1̂ .  
ванном значении t сумма sn(i) с возрастанием п не убывает. С л ед оват , 
но существует предел _

lim [1 — s„(r)l =/i(f). 4 Щ



i ^ i y  (6) мы заключаем, что Xn fP n0 )d t > ц(г). Отсюда ясно, что 

/ |
1 dz ^  М (0  ( —  + —  + * * • * —  г  ^ а к  к а к  ПРИ лю ®ы х  1 и л fsn(*' ~ \ Xq X, Хп /

• т место неравенство s„(f) < 1, то 

> * * >  ( £ * £ * - * £ ■ ) ■
£001 ряд (4) расходится, то из последнего неравенства вытекает, что 

при всех t должно быть //(/>= 0. Из (7) теперь следует, что расходимость 
ряда (4) приводит к  (3 ) . ^

Из (6) ясно, что \ n f p n(r )d r  < 1 и, следовательно. j ' s n(z)dz  < —  +
О О До

1 I 'f —  ♦ . . .  ♦ -----. В пределе при п -► »  получаем / [1 -  v(z)]dz  <
Х| Хя ®

< £ Хя 1.
я =0
Если /i(/) = 0 при всех г, то левая часть неравенства равна г, а посколь­

ку t Произвольно, ряд, стоящий в правой части, расходится. Теорема до­
казана.

В предыдущем параграфе мы имели Х„ = X. Следовательно, ряд (4) 

расходится и при всех / имеет место равенство Z р (/) = 1.
п = 0

оо

На сумму Z р (г) можно смотреть как  на вероятность того, что за 
п = о п

время г произойдет лишь конечное число изменений состояний системы.

Таким образом разность 1 -  £ р (/) следует интерпретировать как
л = О п

Ц*роятность бесконечного числа изменений состояний системы за время г.
я*лениях радиоактивного распада такая возможность означает лавинный 

распад. v
п П р и м е р  1. Р е з е р в и р о в а н и е  б е з  в о с с т а н о в л е н и я .  
элеСДСТаВИМ техническую систему, состоящую из одного основного 
^  Ита и п таких же резервных. Основной прибор за промежуток време- 
пРнбп  ̂ ^  отказьшает с вероятностью \h + o (h ) , а каждый из резервных 
Не Х)ров -  с вероятностью \'h + o(h) На смену отказавшем\ прибору 
г° Участ^* ставигся прибор и? резерва, отказавший же прибор дальнейше 
в момСТИя в Ра^оте системы не принимает Система в целом отказывает 

■ Р**» когда все элементы -  основной и резервные -  окажутся в

гибени и ралчножемия 303



состоянии отказа. Найти вероятности того, что в момент / в системе 
ется к отказавших элементов (событие Ек ) .

Мы имеем дело со случаем чистого размножения. При этом
X* я А + (л -  *)Х ' при 0 < к < п ,

Хя  + * = 0 ,  * > 1 .
Несложные вычисления приводят к  равенствам

X o X i . . . X * _ i  -\kt/t -х'гч* ^
Р* ( ) " -------кУ К ^ ----- * * ( ! - * ) .

304 Гл 10- Теория стохастических п р ^

ХоХ| . . .  Хл_ |Х * . j. # я

Ря + ,(Г) =-------^ -------- ^ о /С ( }

В частности, если X' = 0(резерв называется ненагруженным или холодным; 
элементы в таком резерве не отказывают), то имеют место равенства

\kt k * я (X// .

При X' = X {нагруженный или горячий резерв; в таком резерве все элемен­
ты находятся в том же состоянии, что и основной)

Р * (')  = С*+1*-(я + , - * )х' ( 1 -е -* * )к.
Обозначим через {к длительность жизни к-го элемента в период работы. 

Для ненагруженного резервирования длительность жизни системы равна 
{о ♦ f  1 ♦ . . .  + (п- Так как  средний срок службы одного прибора равен

оо

fe ~ Ktdt = 1/Х, то средний срок службы системы при холодном реэерви-
о
ровании равен (л + 1)/Х, т.е. пропорционален общему числу э л е м е н то в  

системы.
Среднюю продолжительность безотказной работы р езер ви р о ван н о  

системы при нагруженном резервировании вычислим следующим спосо  

бом: отметим моменты последовательных отказов элементов -  fit h* 
и введем обозначения г , = tx, т2 *  h -  /1, т3 s  h  -  Ь* • • • * Тп*1 

= tn + i -  in - Поскольку в первом отрезке времени работают все 
вероятность того, что за время / не откажет ни один из них, Р33 
e - ( n  + i ) \ f ;  вероятность того, что во втором интервале не откажет ни оДИ#

из работоспособных элементов, равна e~Knt. Наконец, BePOHT”^fTj ^ A  
что за время / не будет отказов в последнем интервале, равна е • 
легко подсчитать, что время работы резервированной системы Д° 0
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с  1 / . . \
, 5 , М т * = т (  Т * " + ’ л )

Если п велико, то
1 1

^  In п + с,
2 л

где с -  постоянная Эйлера, с = 0,577215 . . .
П р и м е р  2. С и с т е м а  о б с л у ж и в а н и я  с п о т е р я м и .  Мы 

рассмотрим теперь одну из задач новой прикладной математической 
дисциплины, получившей название теории массового обслуживания. Пер­
вые ее задачи были рассмотрены датским ученым Эрлангом -  долголет­
ним сотрудником лаборатории Копенгагенской телефонной компании.

Предположим, что на телефонную станцию поступают вызовы от абонен­
тов. Если в момент поступления вызова аппарат вызываемого абонента 
свободен, то происходит мгновенное соединение и начинается разговор, 
который продолжается столько, сколько необходимо для его завершения. 
Если же вызываемый абонент занят, то вызывающий абонент получает 
отказ.

Нам важно подчеркнуть две особенности, с которыми необходимо 
считаться при рассмотрении возникающих здесь вопросов. Во-первых, 
вызовы на станцию поступают в случайные моменты времени, и предска­
зать заранее, когда поступит очередной вызов, нет возможности. Во-вто- 
рых, длительность разговора не постоянна, а меняется в зависимости от 
случая.

Мы предположим, что имеется п равноправных линий связи у каждого из 
абонентов и если хотя бы одна из них свободна, то соединение наступает 
мгновенно. Каждая линия доступна для любого требования, каждое требо­
вание обслуживается лишь одной из линий. Вероятность того, что вызов 
от какого-то абонента поступит в промежуток времени от / до t + И равна

+ o(h). Если в момент t заняты к линий, то вероятность того, что к  mo­
il^  1 ^ осв°бодится одна из них, равна kvh + o(h).
Мы находимся в условиях теории процессов гибели и размножения. В на- 

Ше‘м случае Л* = X, vk = kv при 1 <к <п и vk = 0 при к > п. Система обслу­
живания может находиться лишь в состояниях Е0, Е\, £2, . .

Уравнения (1) и (2) для нашей задачи записываются в следующем виде:
Ро ( 0  = - Х р 0 (/) + „ р ) ( , ) > (8 )

"Р"

р'к (0  -  -  (X + kv)pk (/) + \рк _ х ( ,)  + (к + 1) vpk +, (/) (9)
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И при к  *  п

P'nW  = *Pn- l W  -  nVPnW- ( 10)
К этим уравнениям мы должны добавить еше одно

п
2  />*(/)= 1, 

к =0

смысл которого прост: в любой момент времени возможны только собы* 
тия Ео, Е|, . . . ,  Еп •

Обычно интересуются изучением установившегося процесса, т.е. рассмат- 
ривают решение при t Как мы увидим позднее, в условиях нашей зада* 
чи существуют пределы 

Рк =

и эти предельные вероятности удовлетворяют следующей системе алгебраи­
ческих уравнений, получающихся из ( 8 ) - ( 1 0 )  путем замены функций 
рк (/) на постоянные рк , а производных рк (/) на нули:

-  Х р0 + v p x = О,

Обозначением гк -  Хрк_ г -  kvPk мы приводим систему наших алгебраи­
ческих уравнений к следующей:

2i = 0 , * * - * * _ !=  О при 1 < к < п , zn -  0
откуда находим, что

k* P k - i  * в  !* 2 , .  • . ,
Простые преобразования приводят нас к равенствам

Рк
Рк = — Ро (к> 1 ,  р = Х Л 0 .  к\
Теперь (11) позволяет найти нормирующий множитель р0

Окончательно:

хРк - г  - ( *  + ** )Рк О * ? * * ,  = 0 ’ 1

* P n - l - ,WPn=0'п
( 11)



д а  формулы были найдены Эрлангом и носят название формул Эрлан- 
они н ахо дят  широкое применение в задачах телефонии. При к -  п мы 

вероятность того, что все линии заняты и, следовательно, вероят- 
того, что вновь прибывшее требование будет потеряно. Таким 

збразом* вероятность получить отказ равна 
п рк '
1  —

. .. =о к\
Лля иллюстрации быстроты потерь с увеличением р ( загрузка, приходя-

X \ V
шаяся на одну линию равна —  ) приведем небольшие таблички. При этом

nv  1
мы ограничимся случаями л = 2 и л  = 4 и  такими значениями р, при кото­
рых в соответствующих колонках приходятся одинаковые загрузки на 
прибор.

Процессы гибели и размножения -*0 7

п *  2

Т а б л и ц а  15

р 0,1 0,3 0,5 1.0 2,0 3,0 4,0

Рп 0,0045 0,0335 0,0769 0.2000 0,4000 0,5294 0,6054

п -  4

Р 0,2 0,6 1.0 2,0 4,0 6,0 8,0

Рп 0,0001 0,0030 0,0154 0,0952 0,3107 0,4696 0,5746

табличек замечаем, что при малых загрузках увеличение числа прибо- 
Г * К " 1еСТВСННО Уменьшает вероятность потерь. Например, при п = 2 и 
Ё !1 .и  вероятность потери равна 0,20, а при п = 4 и р = 2 соответствующая 
ПпмлГ1100111 ®Удет т°лько 0,09. По мере же возрастания загрузки на один 
р а Р вероятности потерь постепенно выравниваются и, например, при 
Роя и ^ г  2 вероятность потери равна 0,6054, а при п = 4 и р = 8 эта ве- 
ggj*°CTb равна уже 0,5746, т.е. рахпичие наступает только во втором

р а з и м с я  к  некоторым общим результатам теории процессов гибели и 
размн°жения» но изложим их без доказательств. В случае процесса чистого 
п°Сл е !ЖеНИЯ система Уравнений (1 ) — (2) разрешалась очень просто путем 

^ИР**тельного интегрирования, поскольку дифференциальные



уравнения имели вид простых рекуррентных соотношений. Общие ум  
ния имеют иную структуру и последовательное определение функций р (* 
уже невозможно. В настоящее время условия существования и единств 
ности решений этой системы хорошо изучены в работах Феллера, рейте Н 
Карлина и Мак-Грегора. Оказалось, что равенство **

2  P*(r)=  1 к = 0

3 0 8  Гл. 1 0 . Теория стохастических пр0Це.

( 12)

имеет место при всех г, если расходится ряд
•о к у. 
S  П — . 

к - 1 / * 1 X/
Если вдобавок сходится ряд

2  П - ^ - .  (13)к *1 /* 1 Vf

то при всех г существуют пределы
Рк = Д т  Р*(/). (14)

Это условие, в частности, выполнено во всех случаях, когда, начиная 
с некоторого Аг0 , выполняется неравенство

X*/p* +1 < а < 1 .

Интуитивно это условие ясно: оно означает, что скорость поступления 
требований в систему не должна превышать скорости их обслуживания* 

Для вычисления пределов (13) действует следующее п р о с т о е  правило: 
нужно составить и решить систему алгебраических уравнений, получающую* 
ся из системы ( 1 ) - ( 2 )  путем замены рк0 )  на рк и подстановки 0 вместо 
р'к (/). Эта система, следовательно, имеет следующий вид:

- Х 0Ро ♦ i' iP i =0,

- (X *  +vk)pk + + + =0 (к >  1).
Обозначения

2к = -* k P k +vk + iPk+v  * = 0, 1 , 2 , . . .  
обращают записанную алгебраическую систему в следующую: 

го =0, г * _ | - г *  = 0 (при к >  I).
Из нее вытекает, что при всех к

zk = 0 .
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С л е д овател ьн о,

I = 1 V/
(15)

Постоянное p0 определяется из условия нормировки Z * 1:

(16)

Очевидно, что в полученных формулах содержатся найденные нами ранее 
формулы Эрланга.

П р и м е р З .  О б с л у ж и в а н и е  с о ч е р е д ь ю . На п одинаковых 
приборов поступает пуассоновский поток требований с параметром (ин­
тенсивностью) X. Требование, поступившее на какой-либо прибор, тре­
бует для всего обслуживания случайного времени с распределением ве­
роятностей //(*)= 1 -  e~vx. Если в момент поступления требования име­
ется хотя бы один свободный прибор, оно начинает обслуживаться не­
медленно. Если же все приборы заняты, то вновь поступающие требова­
ния становятся в очередь. Если имеется очередь, то после окончания 
обслуживания прибор немедленно переключается на обслуживания оче­
редного требования из очереди. Требуется найти вероятности пребывания 
в системе того или иного числа требований.

Мы находимся в условиях теории процессов гибели и размножения. 
Для нашей задачи X* = X при всех ку vk = kv при к <п и vk = nv при к > п.

Согласно формулам (15) и (1 6 ), стационарные решения для нашей 
задачи имеют такой вид: при к < п

и при к > п

гДе р = х/у. Постоянное р0 определяется равенством

-  I i  —  +----
I * * о  к\ //! к 

Если р<  я , то
п  о *

Ро = 1 + 2  JL - + 
к = \ к\

р " * 1 j - 1 
п \ (п  -  р ) !  J
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Если же р > л, то ряд, стоящий в скобке, расходится и р0 = 0. Hi только 
что написанных формул мы заключаем, что рк = 0 при всех к. Этот резуль­
тат очень важен; словами его можно сформулировать так: если р > п, 
то очередь на обслуживание неограниченно растет со временем

П р и м е р  4. О б с л у ж и в а н и е  с т а н к о в  б р и г а д о й  раб очи х . 
Бригада из г рабочих обслуживает п однотипных станков. Каждый из этих 
станков в случайные моменты времени может потребовать к  себе внима­
ния рабочего. Станки выходят из рабочего состояния независимо друг от 
друга: вероятность выхода из рабочего состояния за промежуток времени 
(/, t + И) равна ХЛ + о(Н). Вероятность того, что за время (/, / + Н) будет 
завершено восстановление рабочего состояния станка равна vh + o(/z). 
Каждый рабочий одновременно может восстанавливать только один ста­
нок; каждый станок восстанавливается только одним рабочим. Найти 
вероятность того, что в установившемся процессе обслуживания в данный 
момент будет простаивать заданное число станков.

Обозначим через Ек событие, состоящее в том, что в данный момент 
неисправны к станков. Очевидно, что наша система может находиться толь­
ко в состояниях £*о» Е\, . . . ,  Еп . Легко понять, что мы имеем дело с процес­
сом гибели и размножения, для которого X* 3 (п -  к)\ при 0 <к < п, 
X* = 0 при к >  п\ vk =kv при 1 <к  < г и vk = rv  при к >  г. Формулы (15) и 
(16) приводят к  равенствам: при 1 <к  < г (р = Х/у)

при г< к  <п
п\

Р Р оРк~ г » -к г\(п _ ку
И

У
р°~  *=о к'.(п-к)'. 

В частности, при г = 1

-1

-1
Ро= 2  ------- —  р

Проиллюстрируем полученные формулы простым числовым расчетом. 
Пусть обслуживание 8 станков поручено двум  рабочим. Как рациональнее 
организовать работу: поручить ли все станки бригаде из двух рабочих или



жс каждому из рабочих поручить по четыре определенных станка? Вычисле­
ния проведены в предположении р *0 ,2 . Результаты собраны в таблице.

Т а б л и ц а  16

и«8, г-2

| 51. Процессы гибели и размножения *■'

Число неработающих
станков

Число станков,
ожидающих
обслуживания

Число свободных 
рабочих

0 0 2 0.2048
1 0 1 0,3277
2 0 0 0,2294
3 1 0 0.1417
4 2 0 0,0687
5 3 0 0,0255
6 4 0 0,0083
7 3 0 0,0017
8 6 0 0.0002

Среднее число станков, простаивающих но той причине, что рабочие 
заняты восстановлением других станков, равно

8
1  (к -  2)р. = 0,3045.

» =а *
Среднее время простоя станков (восстановление и ожидание начала 

обслуживания) равно
8

I  кр = 1,6875.
к* 2 *
Средняя длительность свободного времени рабочих равна
2.0.2048 ♦ 1.0,3277 = 07373.
Иными словами каждый рабочий свободен от работы в течение 0,3686 

доли рабочего дня.
Среднее время непроизводительных простоев станков (ожидание начала 

восстановления)
1.0.1914 + 2.0,0760 ♦ 3.0,0153 =0,3893.

Вся группа из восьми станков потеряет при этой второй системе организа­
ции работы 0,7886 рабочих дня, т.е. потеря времени на ожидание ремонта 
взрастут более чем вдвое (в первой системе она равна 0,3045 рабочих

А Дня). Общая потеря времени 4 станками на ожидание и ремонт равна
1.0,3189 + 2.0,1914 + 3.0,0760 + 4.0,0153 = 0,9909.



312 Гл. 10. Теория стохастических прОЦессо̂

Габ л Ица 17
п  = 4, г - 1

Число неработающих 
станков

Число станков,
ожидающих
обслуживания

Число свободных 
рабочих

0 0 1 0,3984
1 0 0 0,3189
2 1 0 0,1914
3 2 0 0,0760
4 3 0 0,0153

♦

Все восемь станков теряют, таким образом, 1,9818 рабочих дня (против 
1,6875 при первой системе организации работы). Несмотря на то, что стан­
ки простаивают при второй системе организации труда больше, рабочий в 
среднем свободен от работы больше, а именно 0,3984 доли рабочего дня 
(было 0,3686 доли рабочего д н я ).

Приведенные примеры показывают, что развитая теория позволяет про­
водить полезные предварительные расчеты и выбирать более разумные 
приемы работы.

§ 52. Условные функции распределения и формула Байеса

Для дальнейших выводов нам необходимо обобщить понятие условной 
вероятности, введенное в первой главе, на случай бесконечного множества 
возможных условий. В  частности, нам нужно ввести понятие условной 
функции распределения относительно случайной величины.

Рассмотрим некоторое событие В и случайную величину { с функцией 
распределения F(x).  Обозначим через А ар событие, состоящее в том, что

д г -а < £ < д г  + 0.
В силу определений первой главы

Р{ВАЛ0) = P{Aa(S) • Р{В | А ац)=  [ F ( *  + 0 ) - F (  х - a ) ]  Р  {B\Aa0) t 
откуда

Р(ВАа0)
Р IB | Aafi) = ----------- ^ -------- .

F(x + P ) - F ( x - a )
Предел

P{BAa0) 
lim ---------------- ,

a ,  0 -  о F(x + 0) -  F(x -  a )



он сушествует * ) ,  называется условной вероятностью события В при 
Швцш, что £ = х, и обозначается символом Р{В | х ) . Очевидно, что при х 
Шифрованном ?{В\х) будет конечно-аддитивной функцией события В, 
Определенной на некотором поле событий.
° П «1 некоторых условиях, которые практически всегда оказываются 
^полненными. ?{В | х )  будет обладать всеми свойствами обычной вероят­
ности, удовлетворяющей аксиомам 1 -  3 § 8.

Если т? -  случайная величина и В означает событие т\< у, то функция 
|х) = Р(т? < у  I х ) ,  которая, как  легко видеть, будет функцией распре­

деления, называется условной функцией распределения величины т? при 
у словии , что £ = х.

Очевидно, что если F(x , у) есть функция распределения пары случайных 
величин £ ит?, то

F(x + b y ) - F [ x - a , y )
♦(v I х) s  lim -------------------------------—  i

L  а ,0-*о F(x + 0, °о) _ f  (x -  а , °°)
если только этот предел существует.

Если функция Р{В | х} интегрируема относительно /*'(х), то имеет место 
формула полной вероятности

?{В ) = f?[B \x)dF (x).
Для доказательства этой формулы мы разделим промежуток изменения 

величины £ точками х§{1 = 0, ± 1, ± 2, . . .  ) на интервалы X/ < £ < х§+ 
Обозначим через А( событие X/ < £ < х ,.ц . В силу расширенной аксиомы 
сложения имеем:

P{fi}= I  Р{ЯЛ( }= I  Р{В | А/} [/•'(*,+1) -  F (X f)].
/= “ »  /= —СЮ

Станем теперь подразделять интервалы (х/, х, + |) на более мелкие таким 
образом, чтобы максимальная длина получившихся интервалов стремилась 
к нулю. В силу определения условной вероятности и интеграла Стилтьеса 
отсюда получаем:

Р{В) *  /Р{/? | х )  dF(x).
& частности,

фО) = Р {Т| <^> = /Ф (^ I (1)
601,1 существует плотность распределения вероятностей величины rjf то

*0') = fsp(ylx)dF(x)9 (Г )
ГДе «РO’ I х) - условная плотшкть распределения величины т).
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Чой ф у?01 П*К>Дсл существует для почти всех значений х в смысле меры, определ* е-



П р и м е р .  В качестве примера использования формулы (1) раса** 
рим следующую задачу теории стрельбы. При стрельбе по некоторой цГт! 
возможны ошибки двоякого рода: 1)в определении положения цели 
2)ошибки выстрела, происходящие от большого числа различных прщц* 
(колебания в величине заряда в снаряде, неправильности обточки стакащ 
снаряда, ошибки в наводке, незначительные колебания атмосферных ус 
ловий и т.д .). Ошибки второго рода носят название технического р*с. 
се ива ни я.

Производится п независимых выстрелов по одному определению поло­
жения цели. Требуется определить вероятность хотя бы одного попадания 
в цель.

Ради простоты мы ограничимся рассмотрением одномерной цели размера 
2а , а снаряд будем считать точкой. Обозначим через/ (* ) плотность вероят- 
ностей положения цели и через ^ ( х )  плотность вероятностей для точек 
попадания /*го снаряда.

Если центр цели находится в точке г , то вероятность попадания в цель 
при i -м выстреле равна вероятности попадания в интервал (z -  a , z ♦ а), 
т.е. равна *)

s ♦ а  
/ I<>i(x)dx.

ж -  а
Условная вероятность промаха при /-м выстреле при условии, что центр це­
ли находится в точке z, равна

1 ~ ^ а * № d x '
Условная вероятность промаха при всех п выстрелах (при том же условии) 
равна

п  (1 -  / <P,(x)dx).
i = 1 z -  Q

Отсюда заключаем, что вероятность хотя бы одного попадания, при усло­
вии, что центр цели находится в точке z , равна

1 -  П (1 -  / ^(дг)с/х).
/= 1 г -  а 1

Безусловная вероятность хотя бы одного попадания в цель (по формул* 
(1 ) ) ,  таким образом, равна

***//(*) 1 1 -  П (1 -  / $ (x)dx)\dz.
i = 1 г -  а
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• )  Мы полагаем при зтом. что определение положения цели и техническое р*ссС
ванне независимы.



!̂ ВСЛИ условия стрельбы не изменяются от выстрела к выстрелу, то = 
Ш*(х) 0’ “ * * 2 , . . . ,  я )  и, следовательно,

P=( f ( z )  [1 - ( 1  -  /  ]dz .
■ f  i  - а

Пусть попрежнему А/ обозначает событие дс/ < £ < дг/41. Согласно класси­
ческой теореме Байеса

P lA ^ P lB lA i)
— м ) — -

Если F(x) = Р (£ < х) и Р{{ < х | 5} имеют непрерывные производные по дс, 
то, пользуясь теоремой Лагранжа, получаем:

_  ГХх\)Р{В\А()
?{А(\В) = р (̂Х{ | В) (*/♦! — дг/) = ------- — --------  (дгт  — дг/),

где дг/ < */ < дс/^ь дг/ < х / <*/♦ !. В пределе, когда х/ -►дг, дг/+1 -*дг, полу­
чаем

, р М К а Ы  
|,«(<|Д)=' к а )  ■

или

/ P W P t o lx )  
р Лх I  В) *  — ------------- ------------------------ .  ( 2 )

Это равенство естественно назвать формулой Байеса.
Пусть теперь событие В состоит в том, что некоторая случайная величи­

на 1 принимает значение между у  -  а  и >> + 0 и условная функция распреде­
ления Ф(у\х) величины rj имеет при каждом дг непрерывную плотность

Рп\У I х ) . Тогда, как  это следует из равенства (2 ) , если ------  Р{В | дг} при
0 + аQ и Л

( I стРемяшихся к  нулю, равномерно относительно х стремится к 
рчУ I х ) , то имеет место равенство

^  fP r,(y\x)p(x)dx
Ф°рмула будет нами широко использована в следующей главе.
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§ 53. Обобщенное уравнение Маркова

Мы перейдем теперь к  изучению случайных процессов без последействи 
ограничиваясь при этом лишь простейшими задачами. В частности мы буд**’ 
предполагать, что множество возможных состояний системы есть множест* 
во действительных чисел. Таким образом, для нас случайным процессом 
будет совокупность случайных величин { (f), зависящих от одного дейст- 
вительного параметра t. Мы будем называть параметр t временем и го 
ворить о состоянии системы в тот или иной момент времени.

Полную вероятностную характеристику процесса без последействия 
мы получим, задав функцию F(t, х\ т, у ) ,  равную вероятности того, что 
в момент г случайная величина £ (т) примет значение, меньшее у % если 
известно, что в момент г (г < г) имело место равенство £(/) =*. Допол­
нительное знание состояний системы в более ранние чем t моменты вре­
мени для процессов без последействия не изменяет функцию F(r, х\ г, у).

Отметим теперь некоторые условия, которым должна удовлетворять 
функция F(t, дг; т ,у ). Прежде всего для нее, к а к  для функции распреде­
ления, должны быть при любых дг, t и г выполнены равенства:

1) lim F(t, дг; т, у) = 0, lim F(t. х ; г, у) = 1;
у  — —  у -++<*>

2) функция F(f. x ;т, у)  непрерывна слева относительно аргумента/
Предположим теперь, что функция F(t, jc ;  г, у)  непрерывна по /, г и по х
Рассмотрим моменты времени г, s, т (t < s < т ) . Так как  из состояния х

в момент t система переходит в момент s в одно из состояний интервала 
(z, z +dz) с вероятностью dzF(t, дг; s. z ) , а из состояния z в момент s пе­
реходит в состояние, меньшее у, в момент г с вероятностью F ( s , r ;  т,у ), 
то согласно формуле (1 ) предыдущего параграфа находим, что

F(t, дг; т,у) = fF(s. г ; r,y )d zF(t. х, j, г ) .
Полученное равенство естественно назвать обобщенным уравнением 
Маркова, так как  оно представляет собой распространение равенства (1). 
§ 17 теории цепей Маркова на теорию случайных процессов и в этой теории 
играет столь же важную роль, как  упомянутое тождество в теории цепей 
Маркова.

Вероятность F(t,x\ т, у)  определена пока только для г> / . Д о п о л н и м  
это определение, приняв

10 для у ^ х ,  
lim F(t, дг; г, у) *  lim F(t, x ; т. у)  * Е(х, у )  = ,

T-*t + 0 Г — т -0  11 для у > Х .

Если существует плотность
Э

Д/. дг, т, у) = —  F(t, дг; т, у),
Ъу



нее выполняются следующие очевидные равенства:
то

/  f(t. х ;т, z)dz = F(t, X, т, у), 

ff(t. x ,r,z)dz  = 1.
Пдя этого случая обобщенное уравнение Маркова должно быть записано 

в таком виде:
/(/. Х-, Г. у )  -  / / ( ''•  г ;  Г. jO / (f . * .  '  '• г)</г.

§ 54. Непрерывный случайный процесс.
Уравнения Колмогорова

Мы скажем, что случайный процесс £(г) непрерывен, если за малые про­
межутки времени лишь с малой вероятностью £ (г) может получить замет­
ные по величине приращения. Более точно, случайный процесс {(О  непре­
рывен, если, каково бы ни было постоянное 6 (6 > 0 ) , имеет место соот­
ношение

Иш —  / dF(t - Д/, дс; /, у) = 0. (1)
д г о  Дг | у - х I > б
Наша ближайшая задача состоит в выводе дифференциальных уравнений, 

которым при выполнении некоторых условий удовлетворяет функция 
F(f, х ; г, у), управляющая непрерывным случайным процессом без последей­
ствия. Эти уравнения впервые строго были доказаны А.Н. Колмогоровым 
(хотя второе из них и встречалось до этого в работах физиков) и носят 
название уравнений Колмогорова.

Мы предположим, что
1) частные производные

Э 2F(t,x-,T ,y)
Т--------- и -------------- ; ----------
Эдс Эх

существуют и непрерывны при любых значениях Г, х и т > t ;
2) каково бы ни было 6 > 0 , существуют предел *)

„ Л ,<в° ' "  д ' • '• у У-= *<'• <2)

суЩестПрИ НекотоРЫх достаточно обшнх предположениях А.Н. Колмогоров доказал 
HainBaHMe прсдслов *) и bU. х).
^^■■ДНый смысл функций а и b мы выясним в конце параграфа.

Непрерывный случайный процесс '
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и предел
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lim / ( у -  х)2 d у F(t -  At, дг; /, у ) = b(t, дс), (
дг-*о At | у -  х| <6 1*)

и эта сходимость равномерна относительно х.
Левые части равенств (2) и (3 ) зависят от 6. Эта зависимост 

однако, в силу определения непрерывности процесса (т.е. в силу (п\ 
является лишь кажущейся.

П е р в о е  у р а в н е н и е  К о л м о г о р о в а .  Если только что сфор. 
мулированные условия 1) и 2) выполнены, то функция F (tt x ; т у) 
удовлетворяет уравнению.

ЭF (t ,x ;r ,y )  d F (t,x ;r,y ) b(t.x) dJ F(f, х. т.у)
--------— - » < ' . * > --------s -----------------5-----------------. (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно обобщенному уравнению Маркова 

F(t -  Дг, дс; т,у) = fF (t, z; т, y )d 2 F(t -  At, дс, t, z).

Кроме того, в силу свойств функции распределения,

F(t, дс; т, у)  = fF (t, дс; т, у) dz F(t -  At, дг; t, г).

Из этих равенств заключаем, что

F(t -  At, дг; т, у) -  F(t, дг; т, у)
A t

1
A t

/ [F(f, z; т, у) -  F(t, дг; т ,^ )] d2F(t - A t ,  дг; /, z).

По формуле Тейлора при сделанных нами предположениях имеет 
место равенство

F(t, z; т,у) = F(r, дг; r,j>) + (г -  дг) У) +
Эдг



др^гпушшие аналитические преобразования не требуют пояснений:

Fit - A t ,  х: т, у )  -  F(t, х ; т, у)
At

«  _ L  / [F(t. г; T .y )-F (t, х ;т ,у)] dzF(t -  A t ,x ;t ,z )  +
Д t I j - ДГ I >  6

+ _ L  / (F(r, z; T .y)-F(t, x; r,y)\ dxF(t -  A t,x ;t , r )«
A t ! * - * ! <  6

« J — / [F(t.z;T.y)-F(t.z;T,y)\ dt F(t -  A t .x ; t ,z )  +
A t I * - *  e

bF{t, x;т ,у )  1 ,  ,  ,  , A .+p— --------. ----- / ( x - x ) d t F ( t -  A r .x ;t ,z )  +
dx A t  lt-xl<6

1 B2F (t,x ;r ,y)  1 , 2
+ —  ----------— 2-------- . —  /  [ ( z - х ) 2 + o ( z - x Y \  X

2 Э*2 At \z-x\<6

X </2F (f -  A t,x; t, z). (5 )

Перейдем теперь к  пределу, положив A t  -+ 0. Первое слагаемое пра­
вой части в силу (1) имеет своим пределом 0. Второе слагаемое, соглас­

и в
N° (2 ), в пределе равно a { t 9 х) ----- . Наконец, третье слагаемое

Эх

мо 1 b 2 fможет отличаться от —  b(t,  х) -----— только на слагаемое, стремящееся
2 дх

к нулю при 6 -►О. Но так как  левая часть последнего равенства от 6 не 
***сит и только что указанные предельные значения от 6 не зависят, то 
пР*Дел правой части существует и равен

а(г ЬГ(*>*>'Г>У) 1 L/ ч d2F(t9x; г ,у)------ ---------- + — b(tt x)
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дх 2 7 дх2

С10Да мы заключаем о существовании предела:

lim FS* 7  А tf х; т* х;  т1у ) _ Э/Г̂ ' * ' т'
А , - 0 — э7

I венство (5) приводит нас к  уравнению (4 ).



Если предположить, что существует плотность распределения

Э
f i t ,  х; т, .у) = —— F(t, х; т. у ) ,  

ду

то простое дифференцирование (4) показывает,что плотность f ( t , x ; r , y ) 
удовлетворяет уравнению

Э Д / ,  х ;т ,у )  df(t, х; т, у)
-------- ------  + a ( t ,x ) -----------------  +

bt дх

1 d2f(t, х ; г, у)
+ — b(t, х ) ------- =0. (4')

2 Эх

Мы перейдем теперь к  выводу второго уравнения Колмогорова. При 
этом мы не станем стремиться к  наибольшей возможной общности и 
сделаем допущения, не вызываемые существом дела. Помимо уже 
сделанных предположений, мы наложим на функцию F (t, х; т, у)  еще 
такие ограничения

3) существует плотность распределения вероятностей

п .  \ *' Т'У) f( t. х; т ,у ) = ------ -------------;
ду

4) существуют непрерывные производные
d/(f, х;т, у ) Ъ Э2
--------- г------- , —  [a(Tty ) f ( t t x ; r ,y ) ] ,  — у  [b(r9y ) f( t ,  х; т ,у )] .

от Ъу ду

В т о р о е  у р а в н е н и е  К о л м о г о р о в а * ) .  Если выполнены ус- 
условия 1) -  4 ) , то для непрерывного случайного процесса без последей­
ствия плотность / (/ ,* ; г, у) удовлетворяет уравнению

d f( t,x ;r ,y )  Ъ I д2 г
--------г-------- *  -  —  1а(т,У)/(г, х; г , у)) +—  — - [ b ( r ,y ) f ( t t х;т,у)]-

3 г Ъу 2 Ъу2
(6)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а и Ь(а < Ь) — некоторые числа и R (7 ) -  
неотрицательная непрерывная функция, имеющая непрерывные про­
изводные до второго порядка включительно. Кроме того, мы потребуем, 
чтобы

Я (у ) = 0 при у < а  и у>Ъ.
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*) Второе уравнение Колмогорова было получено раньше физиками Фоккером 
и Планком в связи с развитием теории диффузии.



j3 условия непрерьшности функции R (у) и ее производных заключаем, 
чЮ

R(a)~R (b) *  R Ха) «  R \Ь) *  R »  ~R"(b) =0. ( 7 )

Замелем прежде всего, что

ь bf(t. > г  у) Э Ь
5 ------- - l - 1—  R {y)d y=  ——  / f( t,x ; т,у )R (y )d y  =

а От ОТ а

f(t,x;T +А т . у ) - f i t .x ;  т.у)
= lim / ------------------------ -----------------  R (y)dy.

Ат-* о Ат

Согласно обобщенному уравнению Маркова

fit, х; т + Д т, у) -  / f i t ,  х; т, z )f(r, г; т + Д т, у) dz, 

поэтому
ь эf i t . x ;  т, у)
I ---------------------  Л (^ )  dy =
Q ОТ

1
* lim — -  [ //  f( t, х; т, z)/ (r, z; т + Дг, у) R (у) dzdy -  

д т — о Дт

I -  / / (* ,* ; г. =

lim —-  I f  f i t . x ,  t , z )  f  f ( T , z ; r  + A r , y ) R i y ) d y d z -  
д г  — о Дг

-//(*.*»* г-л0 л  0 0  4 у1 =

= lim —  f f { t , x ; r , y )  [ f  f i r ,  у ; т + Ат, z)R{z)dz -  Riy)] dy.
At-* о Ат

Произведенные преобразования очевидны: первый раз мы поменяли 
Грядок иНтегрирования, а второй раз изменили обозначения перемен­
а х  интегрирования (у на z , a z на у).

По фор!ИУле Тейлора
R (z) = R ОО + (z -  y)R Xу) ♦ (z -  дО2 Я "O') ♦ о[(2 -  j ) 2 ] .

Так как в ограниченности функции R (z ) и условия (1)
/ fir* У; т ♦ Дт, z)/?(z) dz =о(Дт) 

l y - i

Ч*Б.в. гн«?Явнк°
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Если предположить, что существует плотность распределения
«а

f i t ,  х; т, у)  = —— F(t, х; т ,у ) ,
Ъу

то простое дифференцирование (4) показывает,что плотность / (г , х\ т,у) 
удовлетворяет уравнению

Э/(г, х; т, у )  b f( t,x ;r ,y )
-------- ------  + a ( t ,x ) -----------------  +

dt дх

1 d2f( t ,x ;r ,y )
♦ т "  *> — Ч " Т  —  *  °- <4 >2 Эх2

Мы перейдем теперь к  выводу второго уравнения Колмогорова. При 
этом мы не станем стремиться к  наибольшей возможной общности и 
сделаем допущения, не вызываемые существом дела. Помимо уже 
сделанных предположений, мы наложим на функцию F (t, х; т, у)  еще 
такие ограничения

3) существует плотность распределения вероятностей
. b F (t,x ;r ,y )  

f i t ,  х; т,у) ---------------------- ;
Ъу

4) существуют непрерывные производные
дf  (Г, х; т, у) д д2
--------- -------- , —  [а(т, y ) f ( t 9 х; т, у ) ] , — у  [b(r9y ) f( t ,  х; т ,у ) ] .

дт ду ду
В т о р о е  у р а в н е н и е  К о л м о г о р о в а * ) .  Если выполнены ус- 

условия 1) -  4) ,  то для непрерывного случайного процесса без последей­
ствия плотность f ( t ,x ;  т ,у ) удовлетворяет уравнению

df (t, х; т, у) д 1 Э2 r ,  v  ̂ к1 .
--------г-------- —  la ( r ,y ) f ( t ,x ;r .y ) ]  +—  - — [b(r9y ) f ( t ,x ; r ^ \ .

дт ду 2 ду*
(6)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а и Ь(а<Ъ) -  некоторые числа и R (у) -  
неотрицательная непрерывная функция, имеющая непрерывные про­
изводные до второго порядка включительно. Кроме того, мы потребуем, 
чтобы

Л (у) = 0 при у < а  и у> Ь .

320 Гл. 10. Теория стохастических процессов

Второе уравнение Колмогорова было получено раньше физиками Фоккером 
и Планком в связи с развитием теории диффузии.



,|3 условия непрерывности функции R (^ ) и ее производных заключаем,

R(a)~R (fc) = R \а) =R'(b)*R  »  «  R "(Ь) =0. (7)

Заметим прежде всего, что

ь Эf i t .  > г  у )  Э ^
/ -------- —  R (y )d y -  - —  f  f(t,x;T,y)R(y)dy =

a O f  ОТ а

. f( t ,x ;T  + A r ,y ) - f ( t , x ;  т.у)
= lun / ----------------------------------------------  R (y)dy.

Дг-* о Ат

Согласно обобщенному уравнению Маркова

/(Г, х;т + Ат, у ) -  f  f(t, х; т, z) / (т , г, т + А т, у) dz, 
поэтому

Ъ b f( t ,x ;  т, у)
/ ---------- г ------------  R (y) dy =
а дт

= lim ——  [ f f f { t ,x ;T ,z ) f(T ,z ;r  + AT,y)R(y)dzdy -  
д г - о  Ат

I -  / / ( * .x;r,y)R(y)dy\  =

= lim —  [ f  f( t ,x ,r ,z )  f  f(T,z;r + AT,y)R(y)dydz-  
At -  о At

-  ff(t,X. T,y)R(y)dy] =

= lim —  / f(t, x; т ,у)[ f  f ( T ,  у; т + Ат, z) R (z) dz -  R O ')] dy. 
д г - о  Дт

Произведенные преобразования очевидны: первый раз мы поменяли 
порядок интегрирования, а второй раз изменили обозначения перемен­
ных интегрирования (у на z , a z на .у).

По фор!ИУле Тейлора

R (z) = R (У) + (г -  y)R ' (у) ♦ ( * -  У)2 Я"(У) + o[(z -  у)2 ].
Так как в *а1лУ ограниченности функции R (z ) и условия (1)

/ f ( T»y; т ♦ Ат, z)R{z)dz -  о(Ат)
• y - j  i> ь

И.Б.В. Гнс^ии0
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-  х!< в f^T ,r' r +Дг> z)d z= 1 +° ( д »-).
г ' Т̂-нгпр°

,.п. (7 ),

323

°(Дг).

ff(T,y\T + AT,z)R (z)dz - Л ( у )  =

“ Л'ОО / (z-^)/(T,7 ;r + Ar>z)Jz +I у — X I < б

+ “ Я 'Ъ 0  /  Кг  — У)* *o(z -  у)2 ] /(т, у ;  т + Дт, z)dz +2 l y - j l < f

Таким образом,

Ь Э/(Г, х; т, у)
I -------- --------  R (y)d y -а дт

= lim / f( t, х;  rty )\ R  'ОО / (z -  y ) f ( r , у ; т + Ат, z)dz +Д г  -* О I I у - z  Кб

+ 4 * * " (> - )  / [ ( z - y ) 2 + o ( z -y )2) X
2 lj- -x l< 6

X /(т, + Дт, z)dz +о( Дт) | </у.

Перейдем к  пределу, положив Дт -*■ 0. В силу предположения о равно­
мерной сходимости к  пределам в (2 ) и (3 ) , заключаем, что преды­
дущее равенство может быть записано в виде

br df(t.x, T, y )
/  j ~t----- R (y) dy

= / f{t.x;T,y)^a(T,y)R'(y)+ b(j ,у ) R "(y) dy.

Так как R 'iy ) = R" O’)  = 0 а я я у < а  и y >  b ,to  
ь Э/(г, х ;т ,у )
/ --------- r ------  R (y )d y  =а дт

s  T,y)\a(T.y)RXy)+ —  b(j,y)R '\y) dy.<* L 2

Воспользовавшись формулой интегрирования

( «

по частям и равенсТ'

j\oi О), находим, что

j  f( t.x ;r .y )a (T ,y )R \ y )d y =  -  J  R ( y ) - ~  \a(T ,y)f(t,x ;r,y)) dy, 
a
f  f ( t . x ; T , y ) b ( T , y ) R ' ( y ) d y =  f  /?(>-)—-^  [ b ( T , y ) f ( t ,  x ; т . у ) ]  d y .

В результате подстановки полученных выражений в (8) получаем:

* Э/(Л х; г, у)
/ - ---- ------  R ( y ) d y *
I  дт

* / ( “  *;*..>')] +
* I Ьу

1 Ъ2 \
+ Y  ~^уГ№(т,У) f  (t, х; г .^ ) ]  J R(y)dy.

Это равенство может быть записано, очевидно, в таком виде:
* I Э/(Г, х; т. у)  Э
ЕЕ»:--------- Г-----  ♦ - г -  (а(т, у) f i t ,  х; г, .у)] -

Непрерывный случайный процесс

дт ду

1 д-
2 ду‘

[ b ( T , y ) f ( t ,  х;т ,у))  ( R (y)dy  = 0. (9)

Так как  функция R(y) произвольна, то из последнего тождества 
вытекает (6 ). Действительно, предположим, что это не так. Тогда сущест­
вует такая четверка чисел (г, дг/ т, у ) ,  при которой выражение, стоящее 

W  в фигурных скобках, отлично от нуля. В силу сделан- 
■И* предположений это выражение представляет собой непрерывную 

следовательно, найдется интервал а  < у  < 0, где оно сох- 
знак. Если а < а и Ъ > 0, то мы полагаем R (y) = 0 при 

ин (д>) > 0 при а < у  < р. При таком выборе R (у)
грал, стоящий в левой части равенства (9) должен быть отличен от 

Мы пришли к противоречию. Таким образом, сделанное нами 
Р я ж е н и е  ошибочно и, следовательно, из (9) вытекает (6 ). 

*оит Тественно* 410 основная задача, которую приходится решать, сос- 
в°рЯе̂ е в пР°верке того, что данная функция f ( t ,  х; т, у) удовлет- 
/ (f Уравнениям Колмогорова, а в разыскании неизвестной функции 
и ь и  \ У) по э™м уравнениям, в которых коэффициенты a{t,x )

А
^ У

Предполагаются известными. При этом, конечно, разыски- 
F  . Н® какое-нибудь решение уравнений Колмогорова, а лишь те из



них, которые удовлетворяют следующим требованиям:
1. f i t ,  х; т9у )  -  0 при всех г, дг, т,у.
2. /  f ( t ,  х ;  r , y ) d y  - 1 

и при любом 6 > 0
3. lim / f ( t , x ; T , y ) d y  = 0.

т -* t  \ у - х \ >  6
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(10)

Мы не будем останавливаться на выяснении тех условий, которые 
нужно наложить на функции a (t,x )  и b (t ,x ) ,  чтобы существовало*, 
шение уравнений Колмогорова, удовлетворяющее перечисленным тре. 
бованиям и было бы при этом единственным.

Мы несколько усилим требование непрерывности с тем, чтобы выяс­
нить физический смысл коэффициентов a (t,x )  и b (t, х). Именно, пред­
положим вместо (1 ) , что при любом 6 > 0 имеет место соотношение

1
lim / Су -X )2 dyF(t -  At, х; t, у) = 0. (1 )д г - о  At I>* — jcI> 6

Легко видеть, что из ( I 1) следует (1 ) . Требования 2 и 3 могут быть 
теперь записаны иначе, а именно,

/ ( у - x ) d y F (t -  b t ,x ; t ,y ) * a ( t ,x )  (2’)lim -----
д г -  о At

lim f  (у -  x)2dyF(t -  At, x; t, y) = b(t, x). (3*)
д  t-> о At

Остальные требования, а также окончательные выводы от замены 
(1) на (1 ') не изменяются. Так как

f ( y  -  x)d y F(t -  At, х, t,y)~  M [E(0 -  f (г -  At))
является математическим ожиданием изменения £ (Г) за время A t, а

f ( y  -  х)2dу F{t -  At, х; t ,y )  = М [£(f) -  £(/ -  Д г )]2

есть математическое ожидание квадрата изменения £ (0  и, слс**>1̂* 
тельно, пропорционально кинетической энергии (в предположении, 
£(/) есть координата движущейся под влиянием случайных в0 ^  
ствий точки), то из (2 ') и (3 ') ясно, что a(t, х) есть средняя с*°|£ер. 
изменения £ (f)» a b {t,x) пропорционально средней кинетической 
гии изучаемой нами системы. ,раВ.

Мы заключим этот параграф рассмотрением частного случая^> ^  
нений Колмогорова, когда функция f ( t ,  х; т, у) зависит от »

325

PPv ^  Не от самих х н у .  Физически это означает, что процесс 
* ст однородно в пространстве: вероятность получить прира- 

А -  У ~ х не зависит от того, в каком  положении х нахо- 
---------, Пиапипно. что в этом случае функ-

4 ИеПрерь1вНЫЙ случайный процесс

цотс*—-ение А = У -  х не зависит от iu iu , о ........ ....
jfpBCb система в момент времени t .  Очевидно, что в этом случае функ­
ции *(t' и ^(^» х )  не зависят от х, а являются функциями
АЛЬко одного аргумента t : 

a(i)9 (tit,x)\ b(t) = b(t,x). 
уравнения Колмогорова в рассматриваемом нами случае переписывают­

ся в таком виде:
Э/ 1 Э2/
-  -  - к / )

dt дх 2 Ъх I
Н 1  (П )

э/ э/ 1 э2/
f  = - Д( г ) - 1  + —  Ь (т)— J  
дт Ъу 2 Ъу
Рассмотрим сначала частный случай, когда a(t)  = 0 и b(t) = 1. 

Уравнения (11) при этом превращаются в уравнение теплопроводности

а /  _ 1 а2/
дт 2 ду2 

и ему сопряженное

э/ 1 э2/

Э/ ”  т  дхг  ■
Из общей теории уравнения теплопроводности известно, что един­

ственное решение этих уравнений, удовлетворяющее условиям (1 0 ), 
Дается функцией

А*. * ;т ,у ) =

(12)

1
(.у -  »>*

2 (т  -  Г)

V 2 n ( r - r )

Заменой переменных
, t т

х * х -  / a{z)dz, у  - у -  / b(z)dz,
а а

= / b{z)dz, т'= Jb (z )d z
А— аа а

^Равнения (11) сводятся к уравнениям (1 2 ). Это дает возможность



326

искомое решение уравнений (11) записать в виде

где обозначено 
т

Я* > х; т, у) *

А * / a(z)dzt а2 = / fc(z)dr.
1 1

а

г

(у -  * -  лУ  
2а2

Гл. 1 0 . Теория стохастических про

§ 55. Чисто разрывный процесс.
Уравнения Колмогорова-Феллера

В современном естествознании большую роль играют процессы, в кото- 
рых изменение системы происходит не непрерывно, а скачками. Примеры 
такого рода задач приведены во вводном к настоящей главе параграфе.

Мы будем говорить, что случайный процесс £ (г) чисто разрывен, если в 
течение любого промежутка времени (f , t + Д г) величина £(г) остается не­
изменной и равной дс с вероятностью 1 -  p ( t 9x )A t  + о (Д г) и лишь с ве­
роятностью р (t, х) At + о (Д г) может претерпеть изменение (при этом 
мы считаем, что вероятность более чем одного изменения £(f) за промежу­
ток времени Аг есть о (A t)). Естественно, что поскольку мы ограничиваем­
ся рассмотрением процессов без последействия, функция распределения 
дальнейших после скачка изменений £ (г) уже не зависит от того, какое 
значение имело £ (/) в моменты, предшествующие скачку.

Обозначим через P (tt х, у)  условную функцию распределения {(О при 
условии, что в момент t произошел скачок и непосредственно до скачка 
£ (г ) было равно х (т.е. £ (Г -  0) = дс).

Функция распределения F ( t , дс; т, у) легко может быть выражена через 
функции p(t, дс) и P(t, х, у ) , а именно

равенства

P(t, х , - «>)= 0, P(t, х, ♦ оо ) 1.

Кроме того, мы предположим, что р(Г, х) ограничена, оое фу 
р(Г, дс) и P(t, дс, у) непрерывны относительно г и дс (достаточно, на

F(t, дс; г, у)  = [1 -  р(г, дс) (г -  0) Е(х, у)  +

♦ (г -  t) p(t, дс) P(t, дс, у)  + о(т -  0 .

По смыслу определения функций p(t, дс) и P(t, дс, у) они

(0

неотрицатеЛЬ*
я, выполненыны, причем для P(t> дс, у ) ,  как  для функции распределения

деле, предположить, что они измеримы по Борелю относительно х)*



§ ^
■ отношении функции F (г, дс; т ,у )  мы не станем делать никаких пред­
осений и лишь сохраним ее определение при t = т :
lim F{t,x\ г ,у )  = lim F(t, дг; т, у)  = 

f J7*o  * - г - о

. «исто разрывный процесс 3 2 7

| 0 при Д' <дс, 

1 при у > х .

Одна из задач настоящего параграфа состоит в доказательстве следую­
щей теоремы.

Т е о р е м а .  Функция распределения F(t, дс; т, у) чисто разрывного 
процесса без последействия удовлетворяет двум следующим интегро- 
дифференциальным уравнениям :

bF(t,x;r,y)
г  Ж ------------ *  P(t. X) [F(r, х ;т ,у )  -

Э t

-  fF(t, z; т, y)dzP(t. х, г ) ] , (2)

dF(t,x\r, у) у.
I  ------- -— —  = -  / PU. г) dtF(t, х, т. у )  +

ОТ — «

+ /р(т, z)J% T,z,y)dtF(t,x ;T , г). (3)

Уравнение (2) было получено А.Н. Колмогоровым в 1931 г.; в сделан­
ных нами предположениях оба уравнения (2) и (3) были получены В. Фел- 
лером в 1937 г. Это обстоятельство приводит нас к естественному наимено­
ванию уравнений (2) и (3) уравнениями Коломогорова-Феллера. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу обобщенного уравнения Маркова

•*; Т, у) = / F(t + At, z; т, у) dzF(t, х; t + At, г ) ,
Подставив сюда значение F(t, х; t + At, z) по формуле (1 ) , находим, что

F('-* ; т,у) = /F(/ + A/,z; т.у) dt [ 1 -р (л д с )Д (/ ) +

+ ° (Д 0 ] Е(х, г) + jF ( t  + At, z-,r,y)dz[p(t. x)At + о(Д/)] P (t,x ,z).
Так как

f F(t + At, г ; т, у) dtE(x, г) = F(t + At, х ; т. >>),
то

;т ->’) = [1 Pir. x)Ar] l'{t + At,x; г,у> +

JT P(t. х) f  F\t + At, z; r ,y )d xJ\t,x, г ) + о(Д/).



ессо,
Отсюда

F(t + A t,x\T ,y)-F(t,x\T ,y)
----------------- ------------------------ = p(t, х) F\t + Дг, х ; г, >-) +

At
+ pit, х) f  F(t + At, г ; т, у) dzP(t, х, г ) + о(1).

Переход к  пределу приводит нас к  (2 ).
Уравнение Маркова и (1 ) , а также определение функции Е(х, г )  позво. 

ляют написать следующую цепочку равенств:
F(t,x\ т + Атуу)  = / F ( r , r ;  г + Ат,у) dzF(t, дг; т, г ) =

= / {[1 -  р(т, г) Ат] Е(г, у) + Атр(т,г)Р(т, г, у)  +

+ о(Дт)} dzF(t, дг; г, г ) =
У у

= / dzF(t,x\ т ,г ) -А т  f  р(т, z)dzF(t, х ; т, г )  +

+ A t f  р(т, г ) Д т, г , у ) ^ ( f ,  х ; т, г ) + о (Д т).

Э F
Обычным путем отсюда следует существование производной —  и равен-

Ът
ство (3 ) .

Мы решим еще одну важную для приложений задачу: с какой вероят­
ностью в течение промежутка времени от t до т (г > t) система может 
изменить свое состояние то или иное число п раз (л = 0, 1 , 2 , . . . ) ?

Обозначим через рп (г, дс, т) вероятность того, что отправляясь от состоя­
ния дс в момент /, система п раз изменит свое состояние до момента т. Ре­
шение задачи начнем со случая п = 0.

С этой целью запишем следующее равенство:

Ро(Л X, т) = P o (t ,  х, т + Ат) + p0(t, х, т) 11 -  р0(т, х, т + Д г )] , (4)

которое означает, что отсутствие изменений состояния системы в  промежу­
ток времени ( f , г )  может произойти двумя несовместимыми путями. 
1) система не изменила состояния за больший промежуток времени 
(f , г + А г ) , 2) система не меняла состояния до момента г , но в проме#У 
ток времени (т , г + Д г) состояние ее изменилось. Так как по определени 
чисто разрывного процесса

Р о (т ,  дс, г  ♦ Ат) = 1 -  р (г, дс) Ат ♦ о(Ат)>
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то уравнение (4) может быть записано иначе: 
Po{t,pc,T + AT )-p0(t,x, т)

Ат
= т)р(г, дс) + о(1).



дро(г,х, т) 

Эг
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Так как

р0(т, *. т) = 1,
то С = 1 и

г
-  / р ( и ,  x ) d u

Po(t. х, г) = е ' (5)
Теперь мы увидим, что, зная p0 (t, x, г ) ,  а также функцию P(t, дс, >>), 

определенную раньше, мы можем подсчитать любую вероятность рп (/, дс, т ) . 
В самом деле, л-кратное изменение состояния происходит следующим обра­
зом: 1) до момента s(t < s < т) система не меняет состояния (вероят­
ность этого события равна р0 (t, дс, s ) ) ,  2) в промежуток (s, s + As) систе­
ма меняет состояние (вероятность этого равна р х (s, дс, s + As) =p(s, дг) As + 
+ o (A j) ) , 3) вероятность того, что новое состояние, в котором окажется 
система, будет заключаться между у  и у  + А у , равна P(s, дс, у  + Д>>) -  
~ х, .у) = Д ̂ ( j ,  дс, .у ) , 4) наконец, за время (s + A sy т) система изме- 
4,41 свое состояние п -  1 раз (вероятность этого события равна 
Рп-1 (s ♦ As, у , г ) ) .

вероятность того, что произойдут все четыре перечисленных события, 
в СИЛУ теоремы умножения, равна

г
PrtU.xг, г) = f f p 0(t,x ,s)p (s ,x )p n_ 1(s,y, T)dyP(s, x ,y)ds  = 

t

T

j  Po(t, X, j )p ( j ,  x ) fp  y, r) dyP(s, x, y) ds. (6)
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Отсюда, в частности,
т

P i (Л X, т) = / Po(t ,  х, j ) p(s, х) f p 0(s. у, г )  dyP(s, х, у ) ds. (?)t

Процесс определения pn( t , дг, г )  очевиден: по формуле (5 ) находим 
Ро (*э х, г ) ,  по формуле (7 ) вычисляемp i (t, x, т) и затем последовательно 
Рг ( tpX, т ) ,р 3 (Г ,х, г )  и, наконец,р„(/,дг, т ) .

П р и м е р  1. Пусть интересующая нас величина (  (г) есть число изме­
нений состояния за время от 0 до Г. В предположении p (f ,  х) = а , где а >
> 0 -  постоянное, найти p „ (f , х, г ) .

Возможными состояниями системы будут в нашем случае все неотри­
цательные целые числа (х = 0, 1, 2 , . . .  ) и только они. Так как  при каждом 
изменении состояния величина £ (г ) увеличивается ровно на 1, то

0 при у < х ,

1 при у  >х.

Согласно (7)

г
Pi  (Л X, т) = f  p0 (t,x,s)p(s, x )p 0(s, X +1 , т ) Л  =

t
Т

= а J j  = д (т  -  f ) e - e ( r - , ) .
f

По формуле (7)

т
Pi(t,x,T) = / Po(t.x, s ) p ( s , x ) p , ( s , x  + 1, т ) А  =

Г

2 !

Предположим теперь, что

|«(Г е-а (т- 1)



Цо формуле (7)
г

'  а[д (г е _а(т_ 0  А -  к г - О Г _  e_e(T_ f)

г (и -  1)! л!

Зхим доказано, что при любом целом п > О 
„ [л(г - г)]" _ а(т_ л  

Р' (гх ' т )= — in----  е
Решением нашей задачи является, таким образом, закон Пуассона. В част­
ности.
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Рл(0» 0, т) =
(ат)п ат

П\
Легко сообразить, что функция 

О
F(t.x\T, у) =

при у <  О,

Н т - О Г  _ а ( г _ л
Е ---------------- е акт г;при у > 0

п < у  п\

является решением интегродифференциальных уравнений (2) и (3 ).
П р и м е р  2. В момент t = О имеется N радиоактивных атомов. Вероят­

ность распада атома в промежуток времени (Г, t + A t) равна aN (t)A t  +
♦ 0 (A f) , где а > 0 -  постоянное, а N (t) -  число атомов, не распавшихся до 
момента г. Найти вероятность того, что за время от t до т произойдет п 
распадов*).

Мы имеем типичный чисто разрывный случайный процесс. Величина 
НО , понятно, может принимать только значения 0, 1, 2, . .  . , iV( г ) .

По условию задачи

Pit, х ) =
О при дс < О и х > N,

a(N -  дс) при 0<дс<^У,

0 при у  < дс,

1 при у  > X.

** Мы предполагаем при этом, что продукты распада атома сами уже не распадают- 
и во всяком случае не воздействуют на еще нераспавшиеся атомы.



Оценим прежде всего вероятность того, что за время от 0 до t проиэой. дет п распадов.

'Y
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По формуле Г5)
-  I  Pi t ,  0 ) d t

Р о(0 ,0, г ) = е 0
Точно так же 

Ро{*,кт)~е—1ы- к* '-Ъ .  
Далее, по формуле (7)
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= e - a N r

CkN_„ - I ) )*  = (1 +**<i'-r> _ 0 ].v ,
k=0

T0 окончательно

P A  О  s  Cn le~"  ~ e ~aT1" le -aT ♦ <?('-'> -  e~af J
Легко понять, что функция

P i ( 0, 0, т) ~ /  Ро (0 ,0 , i )  p ( s ,  0) р 0 (5, 1 , т ) А -

= /  г -вЛГ,аЛ^е-в(лг- * ) ( г - , ) л  =

1
= Ne~aSr / вев (г- * ) Л  = Ne~aNr [eflr -  1 ].О

( 0

(8)
По формуле (7 ) легко последовательно найти р2 (0 ,0 , г ) , р 3 (0 ,0 , т ) и т.д. и доказать, что

Р п (0 ,0 , т )  = C J  е - " т

Это мы предоставляем читателю.
Очевидно, что при 0 < л < N - к имеет место равенство 
p n ( t ,  к, т)=  С$_к e-(N -k H r-,)  [е?(т-,)  _ 1]п

Теперь мы можем перейти к  определению интересующей нас вероят­
ности, которую мы обозначим через р „ ( г ,т ) .  По формуле полной веро­
ятности, используя затем (9 ) и (9 ) ,  находим, что

(9)

(9 ')

P nU . т) = "2 " р к ( 0, 0, t )  p „ ( t ,  к ,  г )  =* = 0

CkNe - eNt [<?г -  1 ] к С£_к _  j ] "  =

N - n

2  С кы Снц _ к ^ т- ,'» [ ^  - \ ) к. к = 0

N-n
= 2  

Дг = 0

a Nr

Так как

С кг п^ ЛГ-* Сп Г к  u 7Vc yV-„

я л х ;  г, у)

при у < х ,

2  P„(t,x,T) при у  < N  -  х, 
п <У
1 при у  >N  -  х

является решением интегродифференциальных уравнений (2) и (3 ).

§ 56. Однородные случайные процессы
с независимыми приращениями

Мы рассмотрим теперь важный класс случайных процессов, полная ха­
рактеристика которых будет дана в терминах характеристических функций.

Под однородным случайным процессом с независимыми приращения­
ми понимается совокупность случайных величин ( (/ ) ,  зависящих от одно­
го действительного параметра t и удовлетворяющих двум  следующим 
Условиям:

О функция распределения величины £ (г + г0) -  £ (г0) не зависит от t0 
(однородность процесса по времени);

2) для любых неперекрывающихся промежутков (а, Ь) параметра t 
приращения величины £ ( Г ) ,  т.е. разности £ ( b )  -  £ ( j )  взаимно независимы 
(независимость приращений).

Прежде чем переходить к получению конкретных результатов, мы 
Рассмотрим несколько примеров. В этих примерах условия, о которых 
Только что шла речь, могут быть приняты в качестве рабочей гипотезы, 

стественно, что их допустимость оправдывается только согласием вы- 
в°Дов с опытом.

Р И м е р  1. Д и ф ф у з и я  г а з о в .  Рассмотрим молекулу некото- 
IĴ  таза, движущуюся среди других молекул того же газа при условиях 
Ко ТОяннЬ1х температуры и плотности. Введем в пространстве декартовы 
кооРДИНать1 и станем следить, как  изменяется с течением времени одна из

^РДинат избранной молекулы, скажем, координата дс.
BcyuaJедствие случайных столкновений данной молекулы с другими моле- 
¥■ эта координата будет изменяться во времени, получая случайные
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приращения. Требование постоянства условий, в которых находится газ 
очевидно, означает собой • однородность изучаемого процесса во времени 
Ввиду большого числа Лижущихся молекул и слабой зависимости их дви 
жения процесс оказывается с независимыми приращениями.

П р и м е р  2. С к о р о с т и  м о л е к у л .  Рассмотрим снова молеку. 
лу некоторого газа, движущуюся в объеме, наполненном молекулами 
того или иного газа постоянной плотности и температуры. Отнесем снова 
все пространство к декартовым осям координат и будем следить, как из­
меняется со временем компонента скорости по одной из осей координат. 
В своем движении молекула будет подвергаться случайным столкновениям 
; другими молекулами. Вследствие этих столкновений компонента скорос­
ти будет получать случайные приращения. Мы снова имеем однородный слу- 
шйный процесс с независимыми приращениями.

П р и м е р  3. Р а д и о а к т и в н ы й  р а с п а д .  Известно, что радио- 
ктивность вещества состоит в том, что его атомы превращаются в атомы 
ipyroro вещества, выделяя при этом значительное количество энергии, 
(аблюдения над сравнительно большими массами радиоактивного вещества 
оказывают, что распад различных атомов происходит независимо друг от 
руга, так что числа распадов атомов в неперекрывающиеся промежутки 
ремени независимы между собой. Кроме того, вероятности того, что за 
ромежуток времени определенной длины произойдет некоторое число рас- 
адов, зависят от длины этого промежутка и практически не зависят от 
эго, где во времени он расположен. В действительности, конечно, по мере 
меньшения массы вещества его радиоактивность постепенно убывает, 
днако для сравнительно небольших промежутков времени (и не слишком 
эльших количеств вещества) это изменение настолько незначительно,
о им вполне можно пренебрегать.
Легко привести большое число других примеров, где интересующее нас 

1ление природы или технический процесс может рассматриваться как 
шородный процесс с независимыми приращениями. Укажем дополни* 
льно на такие примеры: космическое излучение (число космических 
стиц, попавших за определенный промежуток времени на определенную 
ющадку), обрывность пряжи на ватере, загрузка телефонистки (число 
тзовов абонентов, поступающих за определенный промежуток време* 
[) и пр.
Перейдем теперь к выяснению характеристического свойства однород* 

IX  случайных процессов с независимыми приращениями.
Обозначим функцию распределения приращения величины £(/) за про* 
жуток времени г через F (х, г ) . Тогда, если промежутки времени г i и тг 
пересекаются, то

Д х ;  Ti + г 2 ) = f F ( x - y \  Tx) d y F ( y , T 2). ( 1)



|И / (* . г ) -  характеристическая функция, т.е. если 
/(г, Т) = f e lzxdxF (x ; г ),

то равенство (1 ) в терминах характеристических функций принимает еле- 
вид:

; rt + г 2) =/(*, г ,)  • Дг. т2). ( 1 ')

Вообше.если интервалы времени т , , т 2, . . . ,  г„ не пересекаются, то
I Я  я

Дг; Г г * ) -  П Д г ; г * ) .
* * I * = I

В частности, если т , = г 2 ----- = т„ и S  гц =т, то

/Сг. Г) = [/ (г ; т/л)]".

Таким образом, функция распределения любого однородного случайно­
го процесса с независимыми приращениями безгранично делима.

Нужно отметить, что к рассмотрению безгранично делимых законов 
распределения в теории вероятностей пришли благодаря изучению одно­
родных процессов с независимыми приращениями. Мы видели, что теория 
безгранично делимых законов распределения оказала решающее влияние 
на развитие классических задач теории вероятностей по суммированию 
случайных величин. Если раньше, как  мы указывали, интересы исследова­
телей были сосредоточены на определении наиболее широких условий, при 
которых имеют место закон больших чисел и сходимость нормированных 
сумм к нормальному закону, то после того как А.Н. Колмогоровым был 
полностью охарактеризован класс законов, управляющих однородными 
случайными процессами без последействия, естественно возникли те общие 
задачи, которые были рассмотрены в предыдущей главе. Оказалось при 
этом, что основные законы распределения, которые раньше получались как  
асимптотические, в теории случайных процессов играют роль точных реше­
ний соответствующих функциональных уравнений. Более того, эта новая 
точка зрения позволила выяснить причины, в силу которых в классической 
теории вероятностей рассматривались только две предельные функции 
распределения -  нормальный закон и закон Пуассона.

Поскольку при произвольном г > 0 для однородных процессов с неза­
висимыми приращениями

А*. г) = [/ (г , 1 ) Г ,
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То они полностью определяются заданием характеристической функции 
величины { (О -Н О )*  В § 43 мы видели, что для безграничноделимых за-



1) =i>z ♦ f  [eixu -  1 -  izu } -  dG(u) , (n
и

где у -  действительное постоянное, a G (и) -  неубывающая функция 
с ограниченным изменением. Мы ограничимся рассмотрением этого «ст- 
ного случая однородных процессов.

Введем в формуле (2 ) такие обозначения:
“ 1

М(и) = / —, dG(x) для и < 0, 
х

Г 1
N(u) 9 f  — dG(x) для м > 0 ,

u X*

a2 =G(+0) -G ( -O ) ;  

тогда она примет следующий вид: 
o2z2 0

ln^(z, 1) = iyz -  ------  + / l e ixu -  1 -izu)dM (u) +
2 —

+ f { e lzu- \  -izu )d N (u ). (2')
о

Выясним теперь теоретико-вероятностный смысл функций Л/(и)и N (и). 
В § 43 при выводе формулы канонического представления безгранично- 

делимых законом мы ввели функцию
и

G„(u) — п f  x2d<t>„(x).

Положим

Мп(и) = f  -  dG„(x) = п Ф„(и) для и < 0 
-•» х
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конов с конечной дисперсией

Мп(и) = 5  —  <*С„(х) = л[1 - Ф л(и)] для и > 0 .
и X

Из того, что при п -* оо в точках непрерывности функции G(u)
Gn(u) ■* G(u)

мы по второй теореме Хелли делаем вывод, что в точках н еп р ер ы вн ости
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функции М(и)
Мп(и) = пФп(и) -  М(и).
С точки зрения случайных процессов, Ф„ (х) (х < 0) есть вероятность

(к  к + 1 \
того, 410 величина £ (г )  за промежуток ( — , --------- 1 изменения парамет-

\ п п /
ра г получит отрицательное приращение по абсолютной величине, большее, 
чем х . Таким образом, Мп (х ) есть сумма по всем к от 0 до п -  1 вероятно­
стей того, что величина { (г )  получит отрицательное приращение скачкаии

( к  к + 1 \
по абсолютной величине, большими, чем х , за промежутки ( — , -------- )\ п п /
изменения параметра г . Поскольку М(и) и N (и) являются пределами при 
п -► оо соответственно функций Мп (и) и jVn(w), то они получили название 
функций скачков.

Если М(и) = 0 (для и < 0) и N(u) = О (для и > 0 ) ,  т.е. функции скач­
ков отсутствуют, то из формулы (2Г) видно, что в этом случае стохасти­
ческий процесс управляется нормальным законом. Мы видим, что случай­
ный процесс, управляемый нормальным законом, является непрерывным 
в смысле теории вероятностей. Мы докажем теперь более сильное утвер­
ждение.

Т е о р е м а .  Для того чтобы однородный случайный процесс с независи- 
I мыми приращениями и конечной дисперсией*) управлялся нормальным 
I  законом**) , необходимо и достаточно, чтобы при произвольном е > 0  

вероятность того, что максимальное значение абсолютной величины прира-
I к -  1 к \

I  щений { ( г )  за промежутки I ---------, — 1 (к = 1, 2 , .  . . , п) превзойдет е,
\ п п 1

Щьстреми.шсь к нулю вместе с 1/л * * * ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы только что видели, что однородный случай­

ный процесс с независимыми приращениями управляется нормальным за­
коном тогда и только тогда, когда при х  > О 

М (-х) = N(x) = 0 . (3)

Так как

М(и) = lim Мп{и) и N{u) = lim Nn(u)t
п~*°° л-*°°

*) Теорема верна и без допущения конечности дисперсии.
• • )  В частности, нормальным законом с дисперисей 0, т.е. законом вида F ( x ) * 0  

при х <а, F(x) * 1 при х > а.
• • • )  Таким образом, процессы, управляемые нормальным законом, и толь­

ко они, являются "равномерно непрерывными" в смысле теории вероятностей.
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то условие (3) равносильно следующему:

lim пФп(-и ) = lim л[1 -Ф „ (и ) ]  =0. (4)
П~*00 П-*о°

( к - \  к \
Обозначим приращение {(г) в интервале I ------ , — ) через тогда

\ п п /

Рпк =  +  1 -*п (Х  +0) =  Р I > д г ) .

Очевидно, что соотношения (4) эквивалентны такому:
п

lim I  рпк = 0. 
к= 1

Из неравенств п
п п -  I  р п к

1 -  2  рпк < П (1 - р пк)< е  *=| < 1,
Д г - 1  Ar =  I

мы видим, что соотношения (4) равносильны утверждению, что
п

lim П (1 -  рпк) = 1, 
к = 1

которое означает, что вероятность осуществления неравенств l{ ;„* l ^  6 
при всех А:(1 < к < п) при л -►оо стремится к  единице. Иначе говоря, мы 
доказали, что соотношения (3) имеют место тогда и только тогда, когда
1 рИ Л ”► °о

Р{ max |(я *| > е )  - 0 ,
1 <к<п

гго и требовалось доказать.

§ 57. Понятие стационарного случайного процесса.
Теорема Хинчина о корреляционной функции

Процессы марковского типа или, иначе, процессы без последействия, 
'зученные нами в предыдущих параграфах, ни в какой мере не исчерпы* 
ают всех запросов естествознания к  теории вероятностей. В самом деле,
о многих случаях прошлые состояния системы оказывают весьма силь- 
ое влияние на вероятности ее будущих состояний, и пренебрегать этим 
оздействием прошлого нельзя даже при приближенной трактовке вопро-
I. Принципиально положение может быть исправлено изменением поня- 
ая состояния системы путем введения новых параметров. Так, например. 
:ли бы изменение положения частицы в явлениях диффузии или броу- 
)вского движения мы стали рассматривать как  процесс без п о сл ед ей стви я .



то эт° означало бы, что мы при этом не принимаем в расчет инерцию час- 
хины, которая, само собой разумеется, в этих явлениях играет существен­
ен ) роль. Введение в понятие состояния помимо координат частицы ее 
скорости в приведенном примере исправило бы положение. Однако сущест­
вуют случаи, когда такое исправление никакого облегчения при решении 
поставленных задач не дает. В первую очередь здесь следует указать на ста­
тистическую механику, в которой указание на положение точки в той или 
иной ячейке фазового пространства дает только вероятностное суждение о 
будуш ем ее состоянии. При этом ознакомление с предыдущими положения­
ми точки существенно меняет наши суждения относительно ее будущего. 
В связи с этим А.Я. Хинчин выделил важный класс случайных процессов 
с последействием, так называемые с т а ц и о н а р н ы е  п р о ц е с с ы ,  
однородно ведущие себя во времени.

Стохастический процесс £ (/) называется стационарным, если распреде­
ления вероятностей для двух конечных групп переменных £ ( t i ) ,  £ (/2) * • • •
• t Е(*п) и t ( f i + и)» Z(r 2 + и)> • • • * k(tn ♦ и) совпадают и, значит,не 
зависят от и. Числа п и и, а также моменты времени tx ,/2 , . . . ,  tn могут быть 
при этом выбраны совершенно произвольно.
• К стационарным процессам приводит, например, изучение ряда акусти­

ческих явлений, в том числе встречающихся в радиотехнике (случайные 
шумы), а также разыскание скрытых периодичностей, интересующее 
астрономов, геофизиков и метеорологов.

Часто в установившемся технологическом процессе легко подметить 
явления, протекающие по схеме стационарных процессов. Для примера 
рассмотрим процесс прядения. Значительная неоднородность свойств пря­
дильных материалов (длина волокон, их крепость, величина поперечного 
сечения и пр.), колебания в скорости и равномерности подачи продукта на 
машинах в различные этапы процесса прядения и многие другие причины 
приводят к тому, что свойства пряжи меняются от одного сечения к друго­
му. При этом оказывается, что знание того или иного свойства пряжи 
в какой-либо одной части мотка не дает нам полного знания ее свойств в 
Другой его части. Но поскольку процесс прядения можно считать устано­
вившимся, постольку вероятностные характеристики качества пряжи пред­
ставляют собой стационарный процесс.

Понятно, что любая числовая характеристика стационарного процесса 
НО не зависит от момента t и, например, если { (/) имеет конечную дис­
персию, то, очевидно, имеют место следующие равенства:

Щ(г+и) = М «г)= М *(0) = *,
O S { t+ u )= D l( l )= O m  = o \

Это обстоятельство позволяет без ограничения общности дальнейших ре­
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зультатов считать а = 0 и а = 1 (для этого, очевидно, достаточно вместо
Н О  - я£ (г) рассматривать отношение ------------

о
Мы ограничимся здесь только изучением важнейшей числовой характе­

ристики £ (f) -  ее коррыяционной функции, т.е. коэффициента корреля­
ции между величинами £ (г ) и £ (/ + и)

|\Л[$(, + М)-М { (/  + Ы)] [{(/) - м « 0 ]щ и) ж----------- ■ — -------------------- .
V  D ft/) • D {(r + u )

В силу сделанного предположения о том, что а = 0 и о = 1. выражение 
для R (и) принимает более простой вид

R(u) = М {((и) £(0)}.

Мы назовем стационарный процесс н е п р е р ы в н ы м ,  если
lim R(u) = 1. 

и-* о

В случае непрерывного стационарного процесса R(u) есть непрерывная 
функция от и. Действительно,

I R(u + Д н )-Д (ы )|  = |М{£(и + Ды)£(0)} -  M{£(w)£(0))| =

= I M {£(0) [£(w + Au) -  £(ы)]}|.

Мо в силу неравенства Коши-Буняковского

I М {{ (0 )  [{(и + Д м ) -  S M )  | <  / м Ж -  М [{(и + Д м ) -  { ( и ) ] 1 .
\ так как  

М{2(0) = I
[

М[£(ы + Дм) — £(w) ] 2 = 2[1 - Л ( Д м ) ] ,

о окончательно

I R{u + Ди ) -  R(u) | < >/2(1 - Л ( Д м Г ) .

Это неравенство доказывает наше утверждение.
В теореме, которая сейчас будет доказана, стационарность процесса 

(/) можно понимать в следующем более широком смысле: процесс £ (0  
тационарен в широком смысле, если математическое ожидание и диспер- 
\п £ (Г ) не зависят от Г, а коэффициент корреляции между £ (/1) и £ (Г2) 
вляется функцией только I t 2 -  t 1 I .

Т е о р е м а  Х и н ч и н а .  Для того чтобы функция R(u) npeдcтaвляJla 
эррмяционную функцию некоторого непрерывного стационарного про*
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' ц есса , необходимо и достаточно, чтобы ее можно было представить в виде

Р  R(u) = /cos uxdF(x)y (1)

г д е  F (х) -  некоторая функция распределения.
I  Д о к а з а т е л ь с т в о .  Условие теоремы необходимо. В самом деле, 

если R(u) есть корреляционная функция непрерывного стационарного 
Iпроцесса, то она непрерывна и ограничена. Докажем, кроме того, что она 
Вдоложительно-определенна. Действительно, каковы  бы ни были действи-
'&тельные числа н ,# и2............ип , комплексные числа t j , , т?2 , . . . ,г\п и целое

число л, имеет место следующее соотношение: 
п  п п

0 <  М| 2  VkUuk)\2 = м  { 2 I  { ( « , ) « “/)) =
*=1 /=1 /=1

Щ = I  I
/* I /= 1

В силу теоремы Бохнера-Хинчина (§  36) отсюда следует, что R (и) может 
быть представлена в виде

R(u) = f e iux dF(x).
где F (x )  -  неубывающая функция с ограниченным изменением. В силу 
вещественности функции R (u ) отсюда получаем:

Д (м) = /  cos их dF(x) .

Наконец, приняв во внимание условие непрерывности процесса:

Д(+0)= 1,
В  находим, что F(+°°) -  F (-<*>) = 1, т.е. что F (х) есть некоторая функция

■ распределения.
Условие достаточно. Нам дано, что R (и) есть функция вида (1 ) . Требует­

ся доказать, что существует стационарный процесс {(О* имеющий своей 
корреляционной функцией функцию R(u). С этой целью для каждого це­
лого п и каждой группы действительных чисел t t9 . . . , /„ рассматри­
ваем л-мерный вектор £(/|), £(/з)» • • •'» распределенный нормаль­
но и обладающий свойствами

М*(/,) =М{(Г2)= . . .  =М*(г„) = 0,
D « r , ) =  D*(/2) = . . .  =D£(r«)  = 1.

при любых I и / коэффициент корреляции между {(//) и £ (Гу) равен

M£(f/) {(/у) = R (tf- t f) .



Вид функции R(u) обеспечивает положительную определенность квадратич­
ной формы, стоящей в показателе л-мерного нормального закона. Опре 
деленный таким образом н о р м а л ь н ы й  случайный процесс стациона­
рен и в узком и в широком смысле слова.

Доказанная теорема играет основную роль в теории стационарных про­
цессов и в ее физических приложениях. За подробностями отсылаем к  спе­
циальной литературе, для начала к  литературе, приведенной в конце книги 

П р и м е р 1. Пусть

£(/) = £ cosXf -ь Г7 sin Xf,

де £ и т\ -  некоррелированные*) случайные величины, для которых Щ = 
5 Мт? = 0. D£ = Dr? = 1, а X — постоянное. Так как

Д(и) = М?(г + и)£(г) =

= М[£ cos X(f + и) + rj sin X(f + и)]- [£ cos X/ + r? sin X/] =

* M({2cos X/ cos X(/ + u) + £r?(sin X(/ + u) co s\t +
+ cos X(/ + u) sin \t) + rj2sin Xf sin X(f + u) =
= cos\/ cos X(f +m) + sin X/ sin X(f + u) = cos Xw,

процесс £ (0 стационарен в широком смысле. Для него в формуле (3) 
>1 должны положить
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F(x) =
0 при jc < — X, 
0,5 при — Х<дг<Х,
1 при дг > X.

П р и м е р 2. Пусть

£(/)= z  bkik(t)9 к = 1
п

£к( 0  = {к cos\kt + пк sin \к t, \к -  постоянные, Z b\ = 1, случайные
к = I

ичины £* и г\к удовлетворяют следующим условиям:

(1{*=Мт?*=0, Dt* “  Dt!* - 1. (1 
£, = MViVf ж о при I *  /,

If/П/*о при / ,/= 1 ,2 ..........п.

> Случайные величины $ и 17 называются некоррелированными, если М$т? = • Mrj
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Легко подсчитать, что корреляционная функция для £(/) равна 
п

R ( u )  = 2 b\  co sX * h  
Щ к = 1

и что, следовательно, процесс является стационарным в широком смысле, 
функция F(х) в формуле (3 ) растет только в точках и имеет в них скачки 
размера 0,5 b\ .

Случайные процессы, для которых F (x ) растет только скачками, назы­
ваются процессами с дискретным спектром.

Легко видеть, что всякий процесс вида

{ ( / ) *  f  b k( k( t )  .  
k = 1

где 2  b\<°°  и {>(/) сохраняют смысл, приданный им в примере 2, 
к = 1

является стационарным в широком смысле и имеет дискретный спектр. 
Важно отметить, что Е.Е. Слуцкий обнаружил глубокое обратное предложе­
ние: всякий стационарный процесс с дискретным спектром представим 
в виде (4 ) . Обобщение этой теоремы Слуцкого на случай произвольного 
спектра будет сформулировано в следующем параграфе.

Параллельно с развитием теории стационарных процессов развивалась 
теория стационарных последовательностей. Последовательность случайных 
величин v

• • • * £- 2» £- 1 » Ь*  • • •
называется стационарной в широком смысле, если для всех членов после­
довательности математические ожидания и дисперсии являются постоянны­
ми числами, не зависящими от места в последовательности

. . .  = М£_2 = М£_1 = М Ь= М £1 =М£2 = .. .  = *,

• • •= D£_ 2 =D{_, =DS0 =D*, = = . . . =  ог ,

а коэффициент корреляции между £, и £, является функцией только
H - / I .

В качестве упражнения мы предлагаем читателю
1) вывести, используя результаты § 36, общий вид корреляционной 

Функции для стационарной последовательности;
2) доказать теорему -  если для стационарной последовательности
lim /?($) = 0,
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где f l(s ) -  коэффициент корреляции между и то для нее имеет
место закон больших чисел, т£. при п -►00

каково бы ни было постоянное е > 0.

§ 58. Понятие стохастического интеграла.
Спектральное разложение стационарных процессов

Для дальнейшего нам необходимо ввести понятие стохастического интег- 
>ала. Пусть в сегменте j  < f <b  заданы случайный процесс £(/) и числовая 
функция Д г ) . Разобьем сегмент [а , Ь\ точками а = t0 < t i < . . .  < tn = b 
: рассмотрим сумму

Jn = 2  Л*/Ж*/)(0 ~ U -1)*/ = 1
ели при шах (Г/ — i ) -► 0 эта сумма стремится к некоторому 

1 < /< п
ределу (представляющему собой, вообще говоря, случайную величину), 
) этот предел называется интегралом от случайного процесса £(/) и обозна­
ются символом

а

собственный интеграл (при а = — °°,Ь = +°°) определяется обычным 
тем как  предел собственных интегралов при а -► -  00 Ь-*°°.
Сходимость интегральных сумм J n мы будем понимать в следующем 
ысле: существует случайная величина J  такая, что при п 00

М (У „-У )2 ^ 0 .  (1)

Опираясь на известные теоремы теории функций действительного пере- 
нного легко доказать, что последовательность случайных величин J n 
>дится к  пределу J  в смысле (1) тогда и только тогда, когда при
1 ( т ,  п)-+°°

М(Ут  0. (2)

доказательстве этого факта мы останавливаться не станем.
Г е о р е м а 1. Для существования интеграла

' = ! т № *

аточно, чтобы существовал интеграл 

J  А = ) }  R (t-s)f(t)f(s)dsdt.
а а

При ЭТОМ

A = M [ff№ (t)d t)2. 
а -

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, для доказательства первой поло­
вины теоремы достаточно обнаружить, что если сушествует интеграл А , то 
имеет место соотношение (2 ) .  Имеем

«м[ 2 -
/ = 1

п т  т
■  _2 м  2 I  /(г,)/(|/Ж '/Ж*/)Д '/Д*/ + м [ £ /(}Ж */)Д */Р *

/ = 1/ = 1 / * 1

Щ  * 2  2  / (/ Д Г ( г * )Д ( г ,- т * )Д ',Д г * -  
1 * = 1

- 2 2 2 /(г,) /(I/)/? (г, - J/) At, At, +
i = 1 / = 1

m m
+ 2  2  f(s,)f(ok )R(Sf -  a*) c/s, Д ok.

Здесь числеhh>ic значения // и Т/, Sy и о/ совпадают.
В силу предположения о существовании интеграла А ,

А = lim 2  2  f l tk)f(T,)R(tk -  г ,)Д г,Д г* =
Ir = 1 / = 1

= lim 2  2  f(ti)f{Sf) R(tf -  sy) Дг, Д sy =
/= 1 / = 1

Р т т
= lim 2 2 Д1/)/(о* ak)ASjAak,

/ = 1 * * 1

если только max ( Д/,, As,)-* 0. Таким образом, при min(m, п)-+°°
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Для доказательства второй части теоремы заметим, что

м[ £ т т д/,р=м £ £ m f w m w b t , at, *
/* i / = 1/ = i

= Z £ Д ^ Д г ^ Я ^ - т ^ Д Г / Д г , ;
/ = И = 1

при max Дг, -► 0 последняя часть равенств стремится к Л.
Наряду с только что введенным понятием стохастического интеграла 

можно рассматривать также стохастический интеграл Стилтьеса, который 
мы определим как предел сумм

£ /('*)[*('*)-*('*-!> ] (3)k = 1
при тах(Г/ -  0. Здесь по-прежнему a = t0 < t  j < . . . < tn -  b и
предел понимается в смысле (1 ) . Если предел сумм (3 ) существует, то мы 
станем обозначать его символом

/до dm-
а

В конце предыдущего параграфа мы сформулировали теорему Слуцко­
го, выясняющую связь между стационарными процессами с дискретным 
спектром и рядами Фурье со случайными некоррелированными коэффи­
циентами. Можно доказать, что для каждого стационарного в широком 
смысле процесса имеет место следующее свойство: каковы бы ни были 
€ > 0  и (сколь угодно большое) Г, существуют такие попарно некоррели­
рованные случайные величины (1 < * < и )  и такие вещ ественны е 
числа X* (1 < к < п)*)% что при любом t из сегмента -  Т < t < Т выполняется 
неравенство

М [$ (0 -  I  (Хк cos X* t + т\к sin X* г ) ]2 < с.
Дг = 1

Отсюда, в частности, следует, что в указанных условиях 
л

Р (I £(0 “  2  (£д cos \kt + Ък sin X* 0 >  т?) 
к = 1

где г? — наперед заданное положительное число.

• )  Числа л и  а также величины Ц и г\к не зависят от е и 7*.



П риведем  без д о к азател ь ства  следую щ ую  важ н ую  тео р ем у .
Т е о р е м а  2. Всякий стационарный в широком смысле случайный 

процесс представим в виде
оо оо

1 ( 0  =  /  cosX/dZ,(X) +  /  sin Xf</Z2(X), (4 )
о о

где случайные процессы Z j (X) и Z2(X) обладают следующими свойствами:

а) М р Д Х , *  A X O - Z r f X O )  • [Zj(\j+ Д Х 2 ) -  Zj(\2)\ -  0 ,

7/= 1,2.

если I #/ и для неперекрывающихся отрезков (Xi ,Xi ♦ ДХД (Х2,Х2 + ДХ2) 
также при /=/:

б) M[Z,(X + A X )-Z ,(X ))J = M|Z2(X + A X )-Z j(X )lJ .

Ф о р м ул у (4) естественн о  н азы вать  спектральным разложением процесса
к о .

Случайные процессы Z ,(X ) и Z2(X) формулы (4) могут быть определе­
ны посредством равенств

1 т _  sin \t
Z,(X)= lim —  / ------------{•(/) dtT— oo 2 я _ ^ /
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1 7* 1 _  co s  X/
Z2(X)= lim —  / -----------
Ш 2 я _ г  t

Легко доказать, что оба указанных интеграла существуют; можно также 
показать, что

F(\ + ДХ) -  F(\) = M [ Z t ( X  + ДХ) -  Z jC X ) ) 2 ,

где F(\\ определена теоремой Хинчина.
Возможность разложения (4) для произвольною стационарного в широ­

ком смысле случайного процесса была указана в 1940 г. А.Н. Колмогоро­
вым. Этот результат им формулироватся в терминах геометрии гильбертов- 
ских пространств и доказывался посредством спектральной теории операто­
ров. Теоретико-вероятностному истолкованию и выводу этого разложения 
были посвящены впоследствии работы многих авторов — Г. Крамера, 
К Карунена, М. Лоэва, Бланк-Лапьера и др.



§ 59. Эргодическая теорема Биркгофа -  Хинчина

В 1931 г. американский математик Георг Биркгоф доказал одну общую 
теорему механики, которая, как  показал через три года А.Я. Хинчин 
допускает широкое теоретико-вероятностное обобщение. Эта теорема 
состоит в следующем: если непрерывный стационарный процесс £(г) имеет 
конечное математическое ожидание, то с вероятностью единица существует 
предел

lim —  / W )dt.Т— ОО Т 0
Стационарность процесса предположена здесь в узком , а не в широком 

смысле этого слова.
Так как  это предложение представляет собой своеобразную форму 

усиленного закона больших чисел, то мы докажем ее с целью непосредст­
венного продолжения формулировок главы 6 не для процессов, а для 
стационарных последовательностей.

Т е о р е м а .  Для стационарной последовательности случайных величин
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д.гя которых М£; конечно, последовательность средних арифметических
1 «
-  2  W 1=1

с вероятностью единица сходится к пределу.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введем обозначение 

,  _
Ла Ь ------------Г----------- •о -  а

Нам требуется показать, что с вероятностью единица величины hob при 
b -*■00 стремятся к пределу. Обозначим случайное событие, состояшее в 
существовании этого предела, буквой К. Нам нужно доказать, что Р(А) s 1 
или, что то же самое, Р(К ) = 0.

Предположим обратное, что событие А' (т.е. что величины hob при b 
не сходятся к пределу) имеет положительную вероятность и п о каж ем , что 
это предположение приводит к  противоречию.

С этой целью рассмотрим все сегменты (а„,/3„) с рациональными кони* 
ми ап <"Рп- Множество всех таких сегментов счетно. Если lim hob не

Ь— °° у
существует, то найдется такой сегмент (а„ ,0 „ ) , для которого lim sup h0b '

ь-+°°
> Pn и lim suphob < a n (событие Kn). Таким образом, событие А расп

ft — оо
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ся на счетное множество несовместимых случаев Кп. Так как  но нредпо- 
ло*ениюР(А')>0, то найдется такое л, что Р (А „)> 0 .

Таким образом доказано, что если Р(А')> 0, то существуют два числа а  
И д (a  < 0 ) , для которых одновременно выполняются неравенства

bmsup/iob> 00  ^

lim inf Лоь < or. I

Предположим теперь, что все приняли какие-то определенные значе­
н и я . Если сегмент (а, Ь) таков, что hab > 0, но при всех Ь\ для которых 
а < b' < b, hab’ < 0, то этот сегмент назовем особым (относительно 0).

Легко обнаружить, что два особых сегмента не перекрываются. Действи­
тельно, если два особых сегмента (а, Ь) и {ai9b\) таковы, что а < ах <
< b < Ь\, то из равенства

и неравенства hab > 0 вытекает, что или ha(Ji >  0 или Иа1ъ>  Р- Однако 
первое из этих неравенств невозможно, так как  сегмент (а, Ъ) особый, 
а второе неравенство так же невозможно, поскольку сегмент ( j j , bx) 
особый.

Разность b -  а назовем рангом сегмента (а%Ъ). Если сегмент (д , Ь) 
является особым, имеет ранг на превышающий s и не заключен ни в одном 
сегменте ранга, не превышающего J, то такой сегмент назовем ьособым.

Так как среди особых сегментов, заключающих в себе произвольный 
сегмент (а , 0) ранга, не превышающего s, и имеющих также ранг не больший 

должен найтись хотя бы один наибольшей длины. Если бы таких сегмен- 
т°в нашлось два, то они перекрывались бы, что по ранее доказанному 
невозможно. Таким образом, каждый особый сегмент ранга не большего J, 
может находиться внутри только одного s -особого (или же совпадать 
с ним). Из определения следует, что два s -особых сегмента могут лежать 
только один вне другого.

Обозначим через Ks событие, состоящее в том, что выполнены неравен- 
СТВа (1) и, кроме того, существует такое r< s , что Лог> 0- Так как  К 
является пределом для событий Ks> то

b - а

р(* )=  lim P(ks ).

следует, что для всех достаточно больших s имеет место неравенст- 
^  0. Далее мы ограничиваемся рассмотрением только таких значе-
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Пусть событие К5 имеет место. Тогда среди тех t < s , для которых h0t >  ̂
существует наименьшее Г'. Сегмент (0 , г ')  -  особый. Следовательно он 
заключен в некотором s -особом сегменте (а, Ъ) (или же сам является 
таковы м), для которого я < 0 < Ь . Верно и обратное: если существует 
s особый сегмент (а, Ь), для которого а< 0 < Ь ,  то существует такое
t что h0 t>p. Для а = 0 это очевидно: достаточно положить t  = b. Если 
же а < 0, то из равенства

-  aha0 + ЬИоь
Кь * ------- :--------------

и неравенств ha b >P, ha0 < 0  вытекает h 0 b >$. Таким образом, и в этом 
случае можно положить t = b.

Обозначим — а через р, Ъ -  а через </. Так как  5-особый сегмент 
( “ Р» - Р  + Q) может существовать только один, то собы ти еразби вается 
на несовместимые случаи Kpq, соответствующие наличию s особых сегмен 
тов ( - р ,  - р  ♦ q ) :

2  к  (<7 = 1 ,2 ..........s. р  = 0 ,1 ...........Я -\ ) .
р.  Я

Замена нумерации последовательности /' = / ♦ р  переводит случай K0q 
в случай Kpq. Поэтому в силу стационарности*) Р(Kpq) = P(K0q) и 
м (Ы^р<у) = М({01̂ о<?) . Так как

Р (* ,)М (*0 \К,)= 1Р (К ря )ЩЦ0 \Кря) = 
р. я

= 2  P(K0q) 1  М({ |*0<7) = 2  Р(А0<?)М(Л0<у ),
Я Р  я

то, приняв во внимание, что в случае K0q имеет место неравенство h0q > 0» 
находим

Р (* ,)М «о  \KS) > I  P(KOq)0 = P Z ?(K pq) = p?(Ks). 

Отсюда, так как по предположению P(KS) Ф 0, то

М (*о1*,)> 0 .

• )  Обратим внимание, что только в этом пункте мы  использовали п р е д п о л о ж е н и е
о стационарности.
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Так как  KS-*K, то 

М (|о1£ )> £
Подобным же способом (если бы рассматривали особые сегменты 

относительно а) можно доказать, что

М((0 1 К ) < а .

Мы пришли к  противоречию. Отсюда вытекает, что Р(К) = 0, что и
требовалось доказать.

Исследование того, чему равен предел, к которому стремятся величины 
Л0я при и - ° ° ,  требует предварительных рассуждений. Мы ограничимся 
здесь доказательством одного предложения на эту тему.

Т е о р е м а .  Если случайные величины %к стационарны, имеют конечную  
дисперсию и корреляционная функция R(k)-> 0 при к -*<*>, то

Km Р ( h 0n а )  = 1 (а = Щк)-
п  —  оо

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим дисперсию величины И0п. В силу 
стационарности имеем

D*0„ = m [ -  £  (*fc- f l ) l  [л + 2 I  R U - 0 ] .
п к = 1 J  П* 1

Очевидно, что

2  Я ( / - / ) * Я2 ! ( „ -  k)R(k).
1 </</<я  к = 1

Рассмотрим столь большое т, что при к  >  т  имеет место неравенство

I R(k) | < е  (€> 0 ) .
Отсюда следует, что

°Л 0„ < ^ г  [ л + 2 2  ( л -* )/ ? (* )  + 2е " z  ( л - *)]•
П к « 1 т  ♦ 1

Эго неравенство, очевидно, усиливается следующим образом:

D£„О/?0л < — -  [п + 2 т (л  -  1) + е (п  -  т  — 1)(л -  т ) ) .  
п 2

Отсюда ясно, что если п достаточно велико, то правая часть этого неравен­
ства может быть сделана меньше, чем Зе . Таким образом, при п-+ 00 вели 
чины h0n по вероятности сходятся к  а, а так как  h0n сходятся при п -►« 
с вероятностью единица, то отсюда следует утверждение теоремы.
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Доказанная теорема представляет не только значительный теоретический 
интерес, но и находит широкие применения в статистической физике и 
непосредственной технической практике. Причина этого состоит в том, что 
для определения таких важных характеристик явления, какими являются 

в случае стационарных процессов не нужно знать распре­
деления вероятностей возможных значений и вычислять эти величины по 
соответствующим формулам. Определение этих, как  говорят в физике, 
пространственных средних требует от исследователя сведений, которых 
у него зачастую нет. И во всяком  случае практическая оценка этих величин 
посредством эксперимента требует многократного осуществления испыта­
ний для процесса£(/). Эргодическая теорема Биркгофа -  Хинчина показы­
вает, что с вероятностью единица можно при этом ограничиться единствен­
ной реализацией процесса £(/).



ЭЛЕМЕНТЫ СТАТИСТИКИ

Г Л А В А  11

§ 60. Основные задачи математической статистики

В теории вероятностей выводятся правила, которые позволяют по 
вероятностям одних случайных событий вычислять вероятности других, с 
ними связанных; по числовым характеристикам и функциям распределения 
одних случайных величин подсчитывать функции распределения и числовые 
характеристики других. Но естественно возникает вопрос: как  найти эти 
исходные вероятности, функции распределения и числовые характеристи­
ки? Как оценить хотя бы приближенные их значения? Это является предме­
том исследования другой науки о массовых случайных явлениях, которая 
получила наименование математической статистики. Как наука с оформив­
шейся тематикой и методами исследования математическая статистика 
возникла, в сущности, только в нашем двадцатом веке. Однако отдельные 
задачи возникали и рассматривались задолго до нашего времени — и в 
девятнадцатом, и в восемнадцатом и даже в семнадцатом веках.

Термин статистика происходит от латинского слова ’’статус” (status) — 
состояние. Первоначально, в XVIII веке, когда статистика начала офор­
мляться в научную дисциплину, термин статистика связывался с системой 
описания фактов, характеризующих состояние государства. При этом даже 
не предполагалось, что ведению статистики подлежат только явления 
массового порядка. В настоящее время статистика включает в себя и 
большее и в то же время более определенное содержание. А именно, можно 
сказать, что статистика состоит из следующих трех разделов:

1) с б о р  с т а т и с т и ч е с к и х  с в е д е н и й ,  т.е. сведений, 
характеризующих отдельные единицы каких-либо массовых совокупностей;

2) с т а т и с т и ч е с к о е  и с с л е д о в а н и е  п о л у ч е н н ы х  д а н -  
н Ь1 х, заключающееся в выяснении тех закономерностей, которые могут 
быть установлены на основе данных массового наблюдения;

3) р а з р а б о т к а  п р и е м о в  с т а т и с т и ч е с к о г о  н а б л ю д е ­
н и я  и а н а л а з а  с т а т и с т и ч е с к и х  д а н н ы х .  Последний раздел, 
собственно, и составляет содержание математической статистики.

Сбор статистических сведений, касающихся главным образом населения, 
11Роизводился уже давно: имеются сведения, что в 2238 г. до нашей эры 
в Китае при императоре Яо была произведена перепись населения; произво­
дились переписи населения и в древнем Египте, древнем Иране, Римской 

j 12. Б.В. Гнеденко
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империи; известны переписи населения в России в 1245,1259,1273,1287 гг 
и более поздние. Нужно, правда, отметить, что эти переписи были чреэвы! 
чайно примитивны и в Китае, например, в течение 200 лет население учиты. 
валось путем копировки списков предыдущих переписей. Однако да*с 
такие неполные и несовершенные переписи давали возможность намечать 
важные государственные мероприятия. Практическое значение статистики 
в наше время велико.

Большим мастером использования стати cm чески х методов был 
В.И. Ленин. Желая иметь дело не с отдельными фактами, н* с отдельными 
событиями, а со всей совокупностью фактов, желая путем анализа массо­
вых явлений вскрыть качественное их своеобразие, В.И. Ленин системати­
чески обращался к статистике. В качестве образца конкретного статистиче­
ского исследования можно привести работу В.И. Ленина ’’Развитие капита­
лизма в России”. Имеются несколько страниц, к  сожалению незаконченной, 
работы В.И. Ленина ’’Статистика и социология” ( ’’Ленинский сборник”, 
т. XXX, с. 302), в которой, по-видимому, предполагалось развить общие 
принципы статистического анализа социальных явлений. В.И. Ленин высоко 
ценил статистику как  орудие познания реального мира. Его слова, что соци­
ально-экономическая статистика — одно из самых могущественных орудии 
социального познания, в неменьшей мере относятся и к математической 
статистике, широко используемой не только в естествознании, но и в 
экономике, социологии, инженерном деле. Роль математической стати­
стики не ограничивается вопросами обработки экспериментальных данных, 
а распространяется и на управление технологическими процессами, а также 
на большую проблему проверки соответствия теории того или иного явле­
ния экспериментальным данным.

Исходным материалом для статистического исследования реального 
явления служит набор результатов наблюдений над ним или же результатов 
специально поставленных испытаний. Вопросов, которые при этом возни­
кают, очень много. Укажем теперь некоторые из них.

1 . О ц е н к а  з н а ч е н и я  н е и з в е с т н о й  в е р о я т н о с т и  с л у* 
ч а й н о г о  с о б ы т и я .

2. О п р е д е л е н и е  н е и з в е с т н о й  ф у н к ц и и  р а с п р е д е л е ­
н и я .  Задача ставится так: в результате и независимых испытаний над 
случайной величиной £ получены следующие ее значения:

Хх, х2, . . .  9х п.

Требуется определить, хотя бы и приближенно, неизвестную функцию 
распределения F (х) величины £.

3 . О п р е д е л е н и е  н е и з в е с т н ы х  п а р а м е т р о в  р а с п р е Д с' 
л е н и  я. Часто общетеоретические соображения позволяют сделать доста­
точно определенные заключения о типе функции распределения интересу*0* 
щей нас случайной величины. Так, например, теорема Ляпунова дает воз-
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мо*ность считать, что в определенных случаях функция распределения 
должна быть нормальной. При этом определение неизвестной функции 
распределения сводится к  определению по результатам наблюдений только
неизвестных значений параметров а и о.

Обшая задача ставится так: случайная величина £ имеет функцию распре­
деления определенного вида, зависящую от к  параметров, значения кото­
рых неизвестны. На основании последовательных наблюдений величины £ 
нужно найти значения этих параметров.
У Очевидно, что определение неизвестной вероятности р  события Л являет­
ся частным случаем только что сформулированной задачи, так как  мы 
можем рассматривать случайную величину £, принимающую значение 1, 
если событие А появляется, и значение 0, если событие А не появляется, 
функция распределения £ зависит от единственного параметра р.

В § 50 мы рассмотрели результаты наблюдений над числом частиц золота, 
взвешенных в воде. Предполагалось, что это число должно подчиняться 
закону Пуассона и требовалось оценить параметр распределения X. Рассмат­
риваемая нами задача как раз включает приведенный пример.

Решение только что поставленной задачи будет нами дано лишь для 
нормального распределения

1 (*-«>*
/(х|а, о)= — —  е  .

о V
В этом случае вторая задача, очевидно, может быть разбита на 3 частных 
вопроса:

1) величина о предполагается известной, требуется оценить неизвестное 
значение j ;

2) величина а предполагается известной, требуется оценить неизвестное 
значение о\

3) оба параметра j  и о неизвестны, требуется оценить их значения.
Более точно эти вопросы могут быть поставлены следующим образом:

в результате п независимых испытаний величина £ приняла следующие 
значения

* lf  x2 t . . . ,  хп .
■ребуется указать такие функции а = а(хх.......... хп ) и о = a ( * i ..................дгя )
(в первой задаче а может быть также функцией а, а во второй задаче а 
**>жет быть функцией д), которые было бы рационально принять за при­
ближенные значения оцениваемых величин а и о. Помимо этого нужно 
т*кже оценить среднюю точность этих приближенных формул.
' Иногда предпочтительнее искать не приближенные значения неизвестных 
^•Раметрон а и о в виде функций а и о, а такие функции а\ a"(o' и о") 

■ г*  Результатов испытаний и известных величин, чтобы с достаточной прак-
12*



тической надежностью можно было утверждать, что
I v  ttа < а < а 

и, соответственно,
I V па < а < о  .

Функцж а \ а " ( р \ о ") называются доверительными границами для а(о). 
Впоследствии мы изложим два подхода к решению этих задач.

4. П р о в е р к а  с т а т и с т и ч е с к и х  г и п о т е з .  Задача, которую 
мы здесь рассмотрим, ставится так: на основании некоторых соображений 
можно считать, что функция распределения случайной величины £ есть F(x)} 
спрашивается, совместимы ли наблюденные значения с гипотезой, что $ 
действительно имеет распределение F(х)?

В частности, если вид функции распределения не вызывает сомнений 
и в проверке нуждаются только значения некоторых параметров, характе­
ризующих это распределение, то в задаче спрашивается: не опровергают 
ли результаты наблюдений ту гипотезу, что параметры распределения имеют 
предположенные значения? Эго -  задача п р о в е р к и  п р о с т о й  г и п о ­
т е з ы .  Если проверяемая гипотеза состоит в том, что параметры принима­
ют не точно определенные значения, а какие-то из некоторых определенных 
множеств (например, в случае биномиального распределения, гипотеза 
Р < Р о)» то гипотеза называется с л о ж н о й .

В качестве второго примера статистической гипотезы приведем проверку 
однородности статистического материала. Частым случаем этой задачи 
является следующий: имеются две последовательности независимых наблю­
дений над случайной величиной £ с функцией распределения Fx (х)

Х и Х 2, . . . , Х п

и над случайной величиной т? с функцией распределения F2 (х )

Ух.Уг.--  ^ r n -

Функции распределения Fx(x) h F 2(x) неизвестны; требуется о ц ен и т ь  прав­
доподобность гипотезы F х(х) =F2(x).

5. О ц е н к а  з а в и с и м о с т и .  Производится п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  
наблюдений сразу двух случайных величин £ и т?. Результаты н а б л ю д е н и й  
даны следующими парами значений: х х, у х, х2, у 2, . . . ,  хп , у п. В ы я с н и т ь  
наличие функциональной или корреляционной связи между £ и т? .

6. У п р а в л е н и е  п р о ц е с а м и .  Пусть имеется случайный п роц есс 
от дискретного или непрерывного времени ( ( f ) .  Процесс под в л и я н и е м  
тех или иных причин может нарушить свое нормальное протекание и с та ть  
иным, скажем £ i(f) . Это нарушение нормального течения может п р и ве с ти  
к нежелательным последствиям и нам нужно своевременно за м е т и т ь
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момент ’ ’разладки” и оказать управляющее воздействие с целью восстанов­
ления нормального хода процесса.

В качестве примера мы можем указать на действие технологической 
линии, которая вырабатывает определенную продукцию. Время от времени 
в силу различных причин процесс выходит из нормального состояния. 
Этими причинами могут быть затупление инструмента, нарушение теплово­
го или электромагнитного режима. Они приводят к ухудшению качества 
продукции. По наблюдениям нужно уловить Момент разладки и восстано­
вить ход процесса.

Заметим, что перечисленными задачами далеко не исчерпываются основ­
ные проблемы математической статистики. Совершенно новые задачи пе­
ред математической статистикой ставит промышленная и научная прак­
тика. В частности, само планирование испытаний является одной из основ­
ных задач математической статистики.

§ 61. Классический метод определения 
параметров распределения

Классический метод определения неизвестных параметров функции 
I распределения случайной величины { состоит в том, что до наблюдения 

эти подлежащие оценке величины считаются случайными величинами, 
I  подчиненными некоторому ’’априорному” (доопытному) закону распре- 
Ь деления вероятностей. Предполагая этот априорный закон распределения 
г известным, можно вычислить, пользуясь теоремой Байеса, ’’апостериор­

ный” (послеопытный) закон распределения параметров при условии, что
результаты наблюдений над £ оказались равными хх, х2.......... хп .

Как мы уже говорили раньше, все последующее изложение будет отно­
ситься к определению неизвестных параметров j  и о нормального закона 
распределения

1 -
р(х\а,а) = -----е  20

оу/2п
которому подчинена наблюдаемая случайная величина £.

Плотность распределения вероятностей того, что в результате п неза­
висимых наблюдений над величиной £ будут получены значения jclf x2 l . . .  

I • • •.  хп при условии, что неизвестные параметры имеют значения а и о, 
равна а

I  1 - А -..........х„\а,о)= ---------------- е  20 ,
(а \ flii)"'

где

I *1 = £ (хк -  а)2.

I



Если ввести обозначения

-  1 V  *  х -  2  хк,
П *  = 1

« I я -  £ (** - X )1, 
п к = 1

то простой подсчет показывает, что

1 -■£?[»?♦ < *-«> * I
f(x  ............. Х„\а,о) = ------ - е 20 . (1 )

( o s f b ) n
Напомним, что в § 60 были поставлены следующие три задачи:
1) о известно, требуется определить а\
2) а известно, требуется определить а ;
3) а и о неизвестны, требуется их определить.
Если предположить, что а известно и *Р\(а) означает априорную плот­

ность распределения величины а, то для условной плотности распределе­
ния вероятностей величины а при заданном о  и найденных значениях 
х 1, , . . . ,  хп получим такое выражение:

/(* i . * 2 .......... x „ k o M ( a )
........... хп;о)= — ----------------------- ------—  -  • 

f f (X t .x 2------- xn\a.o)*i(a)da
После подстановки вместо функции / ее значения по формуле (1 ) и по­
следующих очевидных сокращений находим, что

_  * (« -* )*
е 20 • «01 ( j )

.......... * • ; * ) *  --------------- 1-------------------  • (2)
_  п ( а - х  У

f e  2 а ’ • >(>К(а)ёа 

Во второй и третьей задачах соответствующие формулы имеют вид:
,  . ч f i x х,хг ...........хп\а, о )* 2(о) Ы о\х,.х2 хп-,о)~ — ..................................................-  

I  f ix  1 .x 2  хп\ a. o)sp2io)do
и

,  . , f ix  1 .х г........... х„\а.о)Ма.о) t 3ia,o\xl .x J  хп)
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И f i x  1 . х 2 ......... х„\а. о )* 3(д, a)da da

где функции *ptio) и ^ 3(д, а )  обозначают априорные плотности распре- 
деления вероятностей величины а и пары (я, а ) .



После подстановки в эти формулы значения / по формуле (1 ) и по- 
ующих простых сокращений находим, что

ж»

°~"е  2° г М о ).......... х „ ; а ) = -------------------------------- (3)
—

f a ~ n e  20 ‘ <fi2( o ) d o
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о  "е ч>3 (а, а)
* 3(в. о|дс,.дг2..........х„)= ----------------- -— -------- — ---------------------  • (4 )

-  А ( » ?  ♦ (•-* )* )
f f a ~ ne  20 *р$(а, o )da  do
о

Полученные формулы непригодны для практического использования 
не только в силу их сложности, но главным образом потому, что входя­
щие в них априорные вероятности, как  правило, нам бывают неизвестны. 
Часто, не зная априорных плотностей, делают о них более или менее про­
извольные допущения и на их основе получают обозримые для практи­
ческого применения формулы. Мы пойдем по иному пути: сделаем совер­
шенно общие допущения о характере априорных распределений и из этих 
допущений выведем предельные закономерности (при п-+°°) для апосте­
риорных вероятностей.

Т е о р е м а  1. Если априорная плотность распределения sp\{a) имеет 
ограниченную первую  производную  и

М х ) *  о,
то равномерно относительно а

........ хп ,а)= е  2 “ [ l  + |в|)|. (5)
у/2п 1 \ y/ iT '  J

г д е
у/гГ
------ ( я - * ) .  (6)о

о Ф\(а\хх,х2, . . . ,  хп ; о) обозначает апостериорную п,ютность ра спр еде ­
ления величины а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно,из (6) находим,что

а о  ,  .а ж х + --------- (7 )
>/п
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и, значит *),

e_e,/V i  (х  + -а ° )
о \ v^T /

*\(а\хх,х г , . . .  ,х„\о) =
^  f e - Ч *  * ( *  ♦ — W

' у/гГ )

По формуле конечных приращений

/ -  а а  \  _  < * °

«■ —= ^ )  = * i(* )+  М 2) ,
v y jn  / 

а а
где z = дс + в --------- и 0 < 0 < 1.

По условию теоремы

l * i ( O I <  С <  +ооэ

поэтому

e - ° ,/J [  *>,(*) + *|(г)1
0 v I  ̂ Vw J ..........х„\а)

\fn V2n[4>i(x) + rn )

где

r„= ■ f  ae~a l l 2ifi't(z)da.
V 2n n *

Легко сообразить, что 

2Co
l '„ l<  —  • (8) 

\ f 2 n n

• ) Заметим, что плотность распределения величины а  равна

* , ( « 1* 1 . * * ..........* * ; •> •  —р =  *х(а\х1. х г ...........хп \о).у/п



южные преобразования приводят нас к равенству
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« * ' ( * ) -
>/й"

1 +
^(Ю + '-я

[ученное равенство вместе с (8 ) доказывает теорему. 
Т е о р е м а  2. В условиях  предыдущей теоремы

М(я|хь х 2.......... х„\о)‘ х + 0 ^ — j .  

M [( f l - x ) j |xb x j  хп ; о] = + 0 ( ^ г ) ] ‘

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно,из (7 ) находим,что

М(я|#)= х + Л/(а|Д) 
л/я"

(S')

Зс)2 |й] = —  Л/(а2 Ц?),

Кгде В означает некоторое событие. Следовательно,

М (в|х,,х2..........х „ ;о )  = х + /аф,(  а|х ,..........x „ :o )d a
у/п

М[(а -  х )2 |хь  х 2.......... х „ ;о ] = —  / o 2^ ,(o | x ,........... xn ,o )d a .

Подстановка в эти равенства вместо функции фх ее значения по (5) и по­
следующие несложные подсчеты доказывают теорему.

Доказанная теорема позволяет написать следующее приближенное 
равенство:

сре;
1

а — JC ,
средняя квадратическая ошибка которого приближенно равна о 2/п.

Теорема 1 позволяет получить вероятность того, что а заключается в 
F определенных границах при условии, что величины а, Х\, х2, . . .  * хп при­

няли определенные значения. Действительно,



, следовательно, в силу (5)

р (|д - * |  < ~ ~  * i .......... * я ;о ]=  — ! е - , г ' 2сН + о (
I \/п > у/2п 0 \ \fn )

[ренебрегая величиной 0(a/y jn )  (что можно сделать, вообще говоря, 
элько тогда, когда или о мало или п достаточно велико), мы можем 
читать, что

I _ о  1 2 * ,
P t | j - x | <  ------ z\xl9x2............ хп \а = ------- / е  1 dt.

* \fn > у/Тп 0
Т е о р е м а  3. Если априорная плотность распределения <р2(о) имеет 

граниченную первую производную  и ^ 2(У) Ф 0, то равномерно относи- 
ельно z

..........хп \а)= e - * '\  1 1 + |г|)1
V7T L \ \/п / J
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д е  ф2 -  апостериорная плотность распределения величины 
а - 7

0 = —з —  у/п (9)
5

5 *  s/\/n.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, из (9) находим, что 

что

..........хп ;а )=  .......... * » • .« ) *

( ' • t  r - ’ ' (" i r 4 - S - )
------------~/--------  ■ -  _  j r - -----------------------

JГ (  1 + ------- )  "е 2at Mo)da
-V n  \ \fn /

1о формуле конечных приращений

( Z J  \ 2 S  ,
S ♦ ) =  & ( * ) +  ——  * 2 ( и ) ,

\/п / у/п

ZS
где и ~ s + в ------ » а О < в < 1.

v/iT
Согласно условию теоремы 
|^ (u )| <  С <  + - ,

поэтому
......... **;<»)“

»
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(Ю)

dP

Но

-win

?  ( " ‘ v r  Ч з ? )
(11)

( 0 \*

( я  V 21 I ♦ ■ ' 1 л » ,  л - 3  я  —3
1 + —  ^ е ' f"  d& = rt 2 2 3 f z  2 e~zdz

y/Jt I  0

( т 1)
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По формуле Стирлинга
я  —з

/ я - 1  \ / л -  3 I n -  3 \ 2 -  
Г [ — j —  J  = —  [ - J - )  е П + 0 (1 ) 1 ,

следовательно,

,__ ( П - 3 \ 2 1 “ Т * 1 — 5*+|*
J s ^ \ ~ r )  2 п е  2 П ♦ * ( ! ) ] -  .

2 2 [1 -ю (1)] = ч/тГе 4 1 +0( 1) ] .  (12)

Равенства (1 0 ), (11) и (12) доказывают теорему.
Из теоремы 3, очевидно,следует такой результат:
Т е о р е м а  4. В условиях  теоремы 3 имеют место следующие соот­

ношения  :
М(с |Х|,д?з.......... х л ;д )= Т  + о(1/л)

и
5 *

М[(о -  ..........х„\а] = —  | 1 +o(l/v^T)) .
2 п

Эта теорема позволяет нам заключ ггь, что при больших п имеет место 
приближенное равенство

o ~ V  -  2  (хк - а ) \  
п к* 1

средняя квадратическая ошибка которого приближенно равна J 2/(2л).
Теорема 3 может быть использована также для определения вероят­

ности того, что о будет находиться в заданных границах. Так, п р е н е б р е г а я
величинами порядка 1 fy/п, мы можем утверждать, что при з а д а н н ы х  
* 1» х2, . . . ,  хп и а с вероятностью

—  f e ' ^ d t  
х/тГ 0

о  находится в границах

J  ( 1 -  - — ) < о <  I  ( 1 + ) 
N \Гп / '  \Гп /у/гГ / '  \fn

В отношении третьей поставленной нами задачи мы ограничимся т о л ь к о  
формулировкой результатов, так как  их получение ничем не о т л и ч а е т с я
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at доказательства теоремы 3. Введем обозначения

где “  *. V  — х

Т е о р е м а  5. Если априорная плотность распределения у 3(а, о )  имеет 
ограниченные первые производные по а и о  и «Рэ(х, Т|) Ф 0, то равномер­
но относительно a j  и

ф э(<*1,011*ь*а..........хп) =

=* —--------  е  2 * ^ [1 + l®i
т[\рГ '  '  у/гГ /

где Фз означает апостериорную плотность распределения пары ( a l f 0 i ) .  
Из теоремы 5 вытекает такой результат.
Т е о р е м а  6. В условиях  теоремы 5

М(а|х, ,х2, . . .  , х „ ) - х

M [( e - x ) J | x ,,x 2.......... х„ ] *  -jp 1 1 + 0 ^ - ^ )  J

M [o | x ,,x ,.......... х„] =j,j^ 1 + 0 ( “ ) ]  •

M Ka-TO ’ lJtbJtj..... *„) = i 7 [ 1 + ° ( ~ / ^ ) ]
v^T

Как и теоремы 1 и 3, теорема 5 может быть использована для опреде­
ления вероятностей того, что а и о  будут находиться в заданных границах 
при условии, что наблюденные значения оказались равными хг , х 2, . . . ,  хп .

Практическое значение теорем 1, 3, 5 неодинаково. По теореме 1 точ­
ность приближенных формул (5 ) и (5 ') увеличивается не только с увели­
чением л, но и с уменьшением о. Поэтому для определения а при известном
0 имеется основание пользоваться формулами (5) и (5 ') даже при ма­
лых л, если только мало а. В случае же теорем 3 и 5 остаточные члены Полу­
ниных формул убывают только с возрастанием л, и поэтому при малых 
значениях л они не дают ничего.

Только что доказанные теоремы являются в некотором смысле обраще­
ниями следующих элементарных предложений. Если случайная величина £
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нормально распределена, параметры j  и а  известны, х х, х2, . . .  , хп явля 
ются результатамии независимых наблюдений то 

1. Плотность распределения величины
nAT 1

а  = —— (  х -  а)

равна

Ф(х\а, а)

2. ЬА(х\а, а ) 9 а и D (x |а, о)= а 2/п.
3. Плотность распределения величины

0= —  v ^ Tо
асимптотически равна

Ф2(х\а, а) =
V liT

о*4.М (Т|а, о )= о{1+ 0(1/л)} ; 0 ( 7 |в, о) = — [ 1 + 0(1/л )].
2 п

5. Величины а  и 0 независимы, и плотность распределения величины (а, 0 ) асимптотически равна

Фз(х.у\а, о)= —  е  2

6. М(дг \а, а ) = j ;  D (jt| j,o )=  —  ;

_ О*
М (5 | а . а ) ^ а ;  D ( s |j , а ) ^ ------

2 л

Предложения 1 и 2 не требуют доказательства. ^
Докажем 3 .  В § 2 0  мы нашли, что плотность распределения в е л и ч и н ы  * >авна

щ ,  Исчерпывающие статистики

о проверить, что плотность распределения 0 есть

367

о / а х  \
, о ) = ------  ^ ( ——  + О )

чАГ \ ч / 7  /0 Г  V v/й"
Несложные преобразования приводят нас к  равенству

ф2(х\а, о )
у/2п

е -х * / 2

Для доказательства 4 заметим, что элементарные подсчеты приводят 
нас к равенствам

/ 2
Ms = V  -

Г(л/2)

2
о ~ е  4" о ;  М s 2 = — --------------- о*=о* .

я  Г(л/2)
Отсюда

2л \ 8л /
Ds

Независимость jc и Г будет нами доказана позднее. После того, как  это 
будет сделано, остальные утверждения, содержащиеся в 5 и 6, становятся 
очевидными.

§ 62. Исчерпывающие статистики

Английским статистиком Фишером было введено весьма важное по­
нятие. которое мы поясним сначала на частном примере. Предположим, 

нами решается задача определения параметра а при известном а по л 
Наблюдениям над нормально распределенной случайной величиной. Если 
*Приорная плотность распределения параметра а существует и равна у х (д ), 

полученная нами в предыдущем параграфе формула (2) показывает, 
условная плотность распределения \рх(а\хх, х2, . . . »  хп; о )  полностью 

Определяется знанием у х(а),  о  и средним арифметическим результатов
**блюдении JC|, х2, ___ хп . Таким образом, каково бы ни было априорное

, Распределение вероятностей параметра я, все то новое (в случае известной 
Дисперсии», что вносят в оценку а наблюдения, заключено в одной един­
е н н о й  величине х. Говорят поэтому, что х является и с ч е р п ы в а ю -  
Ще й с т а т и с т и к о й  д л я  п а р а м е т р а  а.
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Точно так же при известных д и ^ ( а )  все то новое, что вносят резуль. 
таты наблюдений в определение параметра а, заключено в одной величине

s = (х* -  дс)2 [см. (3) § 61] .  В задаче определения о  при из-

вестном д, таким образом, исчерпывающей статистикой будет величина Г.
Общее определение исчерпывающей статистики мы дадим, следуя 

А.Н. Колмогорову.
Пусть наблюдаемая случайная величина имеет функцию распределения, 

зависящую от к параметров 0 1э 0 2, • * . ,  0*, значения которых нам неиз­
вестны. Л ю б у ю  ф у н к ц и ю  х ( * 1> *з» • • •» *л)  о т  р е з у л ь т а -  
т о в  н а б л ю д е н и й  и о т  п а р а м е т р о в ,  з н а ч е н и я  к о т о ,  
р ы х  и з в е с т н ы ,  н а з ы в а ю т  с т а т и с т и к о й .

Определение исчерпывающей статистики получает следующее естествен­
ное обобщение: система функций

Xti.Xi.X2....... хп ) ( / *  1,2, —  , *)

называется исчерпывающей системой статистик для системы параметров 
01, 0 2* • • • э 0*, если условное А:-мерное распределение для этих параметров 
при известных x if х2, . . . ,  хп полностью определяется априорным распре­
делением параметров в х, 02, . . . ,  0* и значениями статистик Xi * Х2» • • • » X,-

Из формулы (4) § 61 мы заключаем, что для параметров а и о исчер­
пывающей системой статистик являются функции Xi = *  и х2 = S\. По­
нятно, что для каждого параметра а и о  в отдельности система статистик 
Xi и Х2 также является исчерпывающей.

Без большого труда читатель может самостоятельно убедиться в том, что 
если случайная величина £ подчинена закону Пуассона

с неизвестным параметром д, то исчерпывающей статистикой для д будет 
х — среднее арифметическое результатов наблюдений.

Точно так же, если двумерная случайная величина (£, г?) р а с п р е д е л е н а  
нормально, но параметры д, Ь, 0|, о 2 и г  неизвестны, то исчерпывающей си­
стемой статистик для указанной системы параметров будут следующие 
пять функций:

1 п
XI ( * ! . * ! ..........Х п ) п * = 1

1 л
Хг(У\.Уг..........Уп) = -  2  у к =у.



■ t t .  Доверительные 1ранииы

^3 (ДГ j , X  2 , . . . , Х п ) — - 2) (Х  *  —

П к = 1
1 я

X s(* i..........х„> У1 ........... Уп)= ~ 2  (хк - х ) ( у к - у )  = гП *= 1

Здесь ( х , . .у , ) ,  , (хп,^ „ )  -  результаты наблюдений.
■  В качестве упражнения рекомендуем читателю самостоятельно опре-

итъ исчерпывающие системы статистик для параметра 1) д, 2) £, 3) a it
r4) O i ,5 )  г.

§ 63. Доверительные границы и доверительные вероятности

Во вводном параграфе к настоящей главе мы указали, что задача опре­
деления неизвестных параметров иногда ставится следующим образом: 
требуется определить такие две функции в ' (х ь  х2, . . .  , хп) и 0"(х\,x2t . . .  
. . . .  *л)  от результатов наблюдений, чтобы была практическая уверенность 
в том, что неизвестный параметр 0 находится в пределах между 0' и в " . 

■•ункции 0 ' и 0" называются д о в е р и т е л ь н ы м и  г р а н и ц а м и '  
д л я  п а р а м е т р а  0. Для того чтобы доверительные границы для 0 бы­
ли удовлетворительны, нужно, очевидно, потребовать, чтобы условная

етру 0 находиться в промежутке от 0' и 0" при заданных хг , х2, . . .  
. . . ,  хп была достаточно близка к  единице. Степень близости при этом опре­
деляется той практической задачей, с которой связано определение неиз­
вестного параметра 0. Если известна априорная плотность распределения 
Для параметра 0, то для определения доверительных границ в ' (х 1г х2, . . .  
. . . ,  хп) и в" (хI, х2, . . . ,  хп) естественно выбрать те 0' и 0", при кото­
рых для заданного о>, близкого к единице, выполняется равенство

ятность
Р{в'< в <  в '\хх,х г .......... х„)

в

w = P{0'<  в <  e"\xi ,x2, . . .  , хп ) =
I  / ( * ь * 1 ..........xn \0)<p(e)de
в '

7 f f r i . X i ..........хп \0)*(0 )de
-оо

11 при этом разность 0"—6' будет минимальна.
Задача определения доверительных границ в такой постановке сложна 

не только потому, что она приводит к сложным аналитическим операциям,
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но в первую очередь потому, что априорная плотность <р(0) для парамет­
ра 0 нам обычно бывает неизвестна. Мы видели, что задача получает ос­
мысленное и простое решение не зависящее от априорного распределения 
для параметров, если число наблюдений п настолько велико, что имеется 
возможность пользоваться предельными теоремами.

Можно, правда, идти по другому пути, а именно искать правила такого 
рода: каковы  бы ни были результаты наблюдений х г , х2, . . . ,  х„, требуется 
указать такие доверительные границы в \ х х, х2, . . . , -х„) и 0”(хх, х2, . . .  
. . .  хп) 9 чтобы с заданной уверенностью (вероятностью) можно было 

читать, что
0 ' ( * ь *2 ..........хп ) < 6 <  в \ х l t x2........... * „ )-

Гак как  заранее неизвестно, каковы будут результаты наблюдений, то 
три решении вопроса о том, следует рекомендовать это правило или нет, 
<ужно обращаться не к рассмотрению условных вероятностей

Р { 0 '<  в < вя\х1,х 2...........х„),
I к рассмотрению безусловной вероятности

Р{0'<  0 <  0") (1)

ого, что при применении правила не произойдет ошибки.
При заданном виде функций в '(х ь  х2, . . . ,  хп) и 0”(рсг , х2, . . . .  хп) 

1ероятность (1 ) зависит, конечно, от функции распределения величин
ь  *2 ..........хп • Если это последнее распределение зависит от к параметров
1. 02*-«*»  0к и безусловная плотность распределения этих параметров 
ается функцией \р(0, , . . . ,  0 * ) , то

Р{0'<  0 <  в ” ) *
= /.../р{0'< в<в"\в1,в г .......e kU(Ox....... ok)dox, . . . , d o k.

Особенно важным на практике является тот случай, когда условная ве- 
оятность

Р<0'< 0 <  e ”\ol9o 2, . . . 9o k) (2)

ри любых значениях 6 l9 02, . . ,  в к остается неизменной, равной некото- 
ому числу (а). В этом случае такж е

Р{0'<  0 <  0" )=<*;,

е. безусловная вероятность (1) не зависит от априорного б е з у с л о в н о г о  
определения параметров 0 , 9в 29. . .  ,0 * .
Сама гипотеза о  существовании априорного распределения п а р а м е т р о в  

j всегда осмысленна. В с а м о м  деле, как  можно говорить о  р а сп р е д е л е н и и  
фаметра а в законе Пуассона для любой задачи, в которой х а р а к т е р и з у ю *  
ая эту задачу случайная величина распределена по закону Пуассона? Од-



I 371

■ако, если условная вероятность (2) не зависит от значений параметров и 
р авн а  одному и тому же значению c j ,  то естественно считать безусловную 

■вероятность (1) существующей и равной c j  даже в тех случаях, когда су- 
|шествование априорного распределения параметров не предполагается. 

Условимся говорить, что предлагаемое п р а в и л о  и м е е т  д о в е ­
р и т е л ь н у ю  в е р о я т н о с т ь  c j ,  если при всех возможных значениях 
параметров условная вероятность ( 2 )  равна c j .

Обратимся теперь к рассмотренным в § 60 задачам.
В случае первой из рассмотренных там задач положим

§ 63- Доверительные границы

а ; -  - х  2 2а =х ♦ а.
\Jn у/"п

Каковы бы ни были значения параметров а и а , мы имеем, очевидно:
z2o  z I о

Р[а < а<  а” \а9о ) т ? { а ---------- < х < а ------------
уЛГ уЛ Г

а, а

К Отсюда мы заключаем, что доверительная вероятность правила

х +

равна

cj =

Z t O z2o
< а <  х ♦

nAT

>/2тг" * *

В частности, имеем, следовательно, равенство

p | | a - jc | <  -----  o ] s -------  / e “ f*/2Jr .
у/йГ > у/2п 0 

Во второй задаче мы считаем известным параметр о , тогда как  пара­
метр а подлежит оценке. Положим

а '  = s y f n / t i .
где



Легко видеть, что

Р { а '<  а  <  о "  \ а, о )  = Р{а/2/\ЛГ <  s <  t xa/у/п \ а, а ) .

В § 21 (распределение х2) МЬ1 нашли плотность распределения величи­
ны 1 при условии, что а и о  заданы. Именно

_______  _____ у 1  п

y j 2п /у \ / п \ п “ j p -  
* ( у \ а , о )  = —   -  е 

о Г (л / 2 )\ о ^ 2  /

Отсюда мы находим, что
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Р{<7 < а < а |а, о )
п Г ( п ! 7 Л

-- o t 2l \1 П У , -/ п -  \ ----
^  1 ( ^ Ч )  '  “  d y .

»Г (л / 2 ) _\о\/2 /

1 г»
--------- f  zn - l e~x l 2dz.n - 2

2 f*
2 Г(л/2)

Мы видим, что условная вероятность неравенств
» ^  иа < а  <  а

при условии, что параметры j  и а  известны, не зависит от значений этих 
параметров. Следовательно, по предыдущему, доверительна* вероятность 
правила

—  J 2  (хк -  а)2 < а < —  J Z (дг* -  j ) 2
* 1 * = I h  к * !

равна

со = п -2
2 г*

2 Г(л/2)

/ zn - l e - x' l 2dz.
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Перейдем, наконец, к рассмотрению последней задачи, когда оба пара­
м етра а и о неизвестны. Положим

а[  *  х + C| >fns i  и а ” = х + с 2 ,

О [ = \ fn s i/ t\ ,  0 \ *  n/w5i//2 ,

где

д т (■«к - *  ) J .
п *= I

П р и  условии, что а и а заданы, мы имеем:

Р{̂ Г| < д < я," | я, а )  = РIс, <
а — х

j ,  V T

I _

I \/~П

< С2 I а, а

Р {о |  < о < o i l  а. а )  = р{г, < 11 о Я < fi I а. o j .

Нам нужно найти теперь условные плотности распределения для
а -  х

J, \fn
при условии, что а и о известны. Так как

jj- 2  (jc* -  а )
Дг = 1 х '

У
1 "гДе JtjJ = х* — д и х ' = — (величины независимы и распределены

к = 1

>рмально с математическим  ожиданием 0  и дисперсией а 2 ) .
Введем теперь в л-мерном пространстве (jc / , jc\ дгД) новую ортого-

|ьную систему координат ( у г, у 2 , . . . ,  у п) т а к , чтобы у х = \ f n хх.



При этом

rts] *  2  ( * * - * ’ ) * *  2  х'к} - п х 12 = 2  у 1 ~ у \ =  2  .у*
Дг * 1 fc * l **=1 * » 2

и, следовательно,

х - а  >>.
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п 1  у 2к 
к -  2

Так как
п

у к = 2  а*/ * ),
/* I

где величины а*/ удовлетворяют соотношениям

п { 1 при / в Дг,
2  Of а д  * |

/ * 1 I 0 при i Ф к

и величины х[ нормально распределены, то величины у к также нормально 
распределены. Далее Му к * О (к  *  1 , 2 , я ) . Наконец, из того, что

п п I о 2 при / * Л,
м  У1Ук * 2  оу*Мдсу2 * а 1 2  <*</<*,* =

/“ • / ч  I 0 при i  Ф к.

иы заключаем о независимости величин у к ( к  *  1, 2, .... л) и о том, что
DjK*=aJ ( * = 1 , 2 .......п) .

Так как  далее

У1 /n/я -  1

У 1  у 2к \/ 2  У 2к ) 1 ( п  -  1 )
/С = 2 к — 2

в этой дроби числитель и знаменатель независимы, причем п л о т н о с т ь  рас*
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деделения числителя равна

a V 2 я

g плотность распределения знаменателя (согласно § 21 распределение х 2) 
равна

_____  _____  у *
и -  U / A ' V w  -  1 \ " -2  “ Те*

е
V 2 ( я  -  1 ) / у у / п  -  1 \

«г

то согласно § 21 (распределение Стьюдента) плотность распределения 

У\щетного ---------------- равна

у\

Л ( ^ )

Плотность распределения величины -------—------- , как  в этом легко убе-

К J п I  у\

диться, равна

У* 
к= 2

\f n  Г(я/2 )
*(х\а, о) -  ----------------- (1 + пх2)~п'г ,

следовательно.

I а - х  ) _  > ^ Г ( я / 2 )  у  (1 /*Лг.e - 3 f  I  =

I  И * .  < ------ 7 ^ <С21 г -  / я  -  1 \
К '  -  J
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Эта вероятность не зависит от значений, которые принимают параметры q
и о. Мы можем поэтому сказать, что в третьей задаче д о в е р и т е л ь н а я  
в е р о я т н о с т ь  п р а в и л а

с „ 1ЧЛ Г < а - * <  C j S j  у / п
равна

> Л * Г ( л / 2 )  С1 
и) -  ------------------ / (1 + пх )~nf2dx.

Гл. 11. Элементы статистики

у/

Нам остается найти доверительную вероятность правила, устанавливаю­
щего границы для о. Использовав произведенные нами преобразования, находим, что

Р{<7,' < а  < а2'\ а, а )  = p j f j  <  -  <  f ,  \а, о| “

Г *
s  Р{ t2 о  <  V  Z у 2к < txo  \а , о ) .  

к * 2

Угсюда, в силу результатов § 2 1  (распределение х2)

I----- ------Vn-T У 2( п - 1 )

р { о , ' < а < о 2 ' | д , о )  = г /У у/'»-  Й " - 2

оГ

"7 7 7 ^ ------------- f ' n - 2 e  2

2 2 Г

юва эта вероятность не зависит от значений параметров а и а. Следова- пьно, п р а в и л о
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йм е е т  д о в е р и т е л ь н у ю  в е р о я т н о с т ь ,  равную

/ zn ~2e  ~ dt.
п -  3

2

К .  ■I Заметим в заключение, что из того, что при любых в %9 в 2, ..., 0* имеет 
место равенство ,

р { 0 '  < 0  < 0 " \ в х, 0 2 , . . . .  0 * }  = со

и из него вытекает равенство 

Р{0 '  < 0 <  0 " )  = w ,  

еще не следует, что

, cj = Р (в Ч * ь * 2 ...... хп ) <

< 0 < .......* „ )| * 1 ,* 2 ........ *„}

§ 64. Проверка статистических гипотез

Предположим, что нам известна функциональная форма распределения

■случайной величины £, но неизвестны значения параметров 0Xf 02t ...t в к , 
от которых оно зависит. Имеются основания считать, что параметры имеют 
некоторые определенные значения в х = 0°, в 2 = 0°» •••* 0* = 0°к (простая 
гипотеза) или же принадлежат некоторому множеству (сложная гипотеза). 
Требуется выяснить, подтверждают или не подтверждают эту гипотезу ре­
зультаты наблюдений над величиной

Для того чтобы подчеркнуть практическую важность задачи, рассмотрим 
примеры.

П р и м е р  1. Имеется большая партия продукции некоторого произ­
водства. Каждая единица этого продукта относится к  одной из двух катего­
рий: годная, бракованная. Вся партия считается пригодной к сдаче, если 
относительное число р  бракованных единиц продукта невелико, скажем, 
не больше, чем некоторое число (0 < Ро < О* Число рнам неизвестно; 
его нужно найти путем исследования сравнительно небольшого (по отноше­
нию ко всему объему партии) числа изделий. Рассмотрим случайную вели­
чину £, равную 0, если взятое наудачу изделие окажется пригодным, и рав­
ную 1, если взятое наудачу изделие окажется бракованным. Ф\. кция рас-
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пределения { равна

Гл. 1 1 . Элементы стати,

0 при х < О,

F ( x )  s  | 1 - р  при О< jc < 1,

1 при X > 1.

Параметр р, от которого зависит распределение, неизвестен. Наша задащ 
состоит в том, чтобы проверить гипотезу р<р<>-

П р и м е р  2. Случайная величина { распределена нормально

/ ч * 2 °*Р ( х )  = ----------- е
о\ / 2я

параметры а и о неизвестны. Требуется проверить гипотезу, что 

| а  -  д0 I <  и а < а 0 ,

где а о , а0 и а  -  некоторые известные числа. Эта и аналогичные задачи 
постоянно возникают в теории измерений, а также в естественно научных 
и производственных задачах.

Обозначим через п число наблюдений, на основании которых необходимо
сделать заключение о подтверждении или опровержении сделанной гипоте­
зы. Пусть

*1» *2' (О
результаты этих наблюдений. Процесс проверки, ведущий к  подтверждению 
или опровержению гипотезы, есть некоторое правило, согласно которому 
множество всех возможных результатов п наблюдений разбивается на две 
непересекающиеся части RnX и Rn2. При этом принадлежность чисел (1) 
к  множеству Rnl будем считать подтверждением проверяемой гипотезы, 
а принадлежность их к  множеству Rn2 — отрицанием проверяемой гипоте­
зы. Если мы станем изображать числа (1) как  координаты л-мерного 
?в к лилова пространства Rn , то, очевидно, каждый процесс проверки озна­
чает разбиение пространства Rn на части Rnl и Rn2. При этом, если точка 
(■*1, *2» •••» хп) оказывается в части RnX% то гипотеза принимается, а если 
(* !•  *1» •••» *л) оказывается в части Rn2, то гипотеза отбрасывается* 
Множество Я„2 носит название к р и т и ч е с к о й  о б л а с т и .  Выбор 
травила проверки, таким образом, эквивалентен выбору к р и т и ч е с к о й  

области.
Для иллюстрации вернемся к  примеру 1. Множество Rn в этом случае 

«стоит из всевозможных совокупностей п чисел, каждое из которых мо*

Ж  П р и н и м а т ь  лишь значения 0 и 1. Критическая область Rn2 состоит из 
^ э л е м е н т о в  Rn , для которых

J- (JC| ♦ х 2 ♦ ... ♦ х „ )  >  P o ­
rt I ; ___Мы перейдем теперь к следующей частной задаче проверки гипотез, для 

второй имеется исчерпывающее решение: имеются две простые гипотезы 
//. и Н2. Гипотеза Н х состоит в том, что 0, = (/ = 1, 2, ..., * ) ,  гипоте- 
Л Н2 -  в том, что 0, = d t (/ = 1, 2, ..., А:). Эти гипотезы конкурируют 
« у г  с Другом и на основании произведенных наблюдений требуется одной
из них отдать предпочтение.

Заметим, что при подтверждении или отрицании гипотезы Нх мы можем 
с о в е р ш и т ь  ошибки двух видов. Ошибку первого рода мы совершаем тогда, 
когда отвергаем Я !  в то время, когда в действительности она верна. 
Иными словами, ошибки первого рода имеют место тогда, когда точка 
(* i, *2 , ..., хп) попадает в область Rn2 в то время, когда верна гипоте­
за Нj . Ошибку второго рода мы совершаем, если принимаем Я !  в то вре­
мя, когда она неверна. Если критическая область выбрана, то вероятности 
ошибок первого и второго рода можно рассчитать; обозначим их для дан­
ных п и  Rn2 соответственно буквами а х и а 2.

Понятно, что чем меньше для данной критической области числа а х и
о2, тем удачнее выбрана критическая область. Однако при данном числе 
■спытаний п невозможно ни при каком  выборе критической области одно­
временно сделать как  угодно малыми оба числа а ,  и а 2 . В то же время 
изменением критической области мы можем добиться произвольной 
малости ошибок первого или второго рода в отдельности. Так, если поло­
жить Rn2 = Rn% то ясно, что в этом случае а2 = 0 ; если же положить 
&ni -  Rn > то а ,  = 0. Отсюда вытекает следующий рациональный принцип 
выбора критической области: при заданных значениях а ,  и п нужно выби­
рать ту область Rn2, для которой а2 достигает минимума. При этом, конеч­
но» чем меньшее значение а х мы выбираем, тем большее значение получает­
ся для минимума а 2. Заранее нельзя сказать, какое а х нужно выбрать, 
^обы  метод проверки гипотезы был самым выгодным, так как  основную 
роль при этом играет практическая сторона дела.

Пусть для примера отбрасывание или прием гипотезы Их связаны с ма- 
^риальными затратами. Если прием гипотезы Я , ,  в то время как  она 
^верна, приводит к  большим затратам (скажем, к  необходимости ручной 
“ОДгонки некоторых деталей, поступающих для сборки на некоторое пред- 
пРИятие), тогда к ак  отбрасывание гипотезы Я 1э в то время как  она верна, 
■РИЬодит к  сравнительно небольшим потерям, то ясно, что необходимо 

^НрРЯТь возможно меньшее а 2 и при этом можно помириться со сравни- 
Тельно большими значениями a t .

f4  П роверка статистических гипотез 379

.



Предположим, что практические соображения приняты в расчет и в 
чина <*! выбрана; тогда имеет место следующее предложение, которое м* 
сформулируем лишь для того случая, когда величина £ имеет конечну 
плотность распределения вероятностей, как  при гипотезе Н1% так и п *° 
гипотезе Н2. **

Т е о р е м а .  Среди всевозможных критических областей , для которых 
вероятность ош ибок  п ер во го  рода  равна a it вероятность ош ибок  второго 
рода принимает наименьшее значение для критической области R*n2 CQm 
стоящей и з всех  тех точек ( x , , дс2 , . . . ,  дс„), для которых

(2)

380 Гл. 11. Элементы статист**

1исло с  определяется из у сл ови я

ф( с )  = Р{(дг 1 . х2.......х„) С Л*2 \Нг ) = в , .  (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как  (в случае независимых испытании) 
вероятность точке (дс1# л * , ..., дс̂ ) находиться в какой-нибудь области S 
>авна

п
Р{5|Я ,}  = / . . .  / П f ( x k \Hi ) dxxdx2 . . .  dxn

S к = 1 
ри условии, что верна гипотеза Нх и

Р{5 | Н2) = / . . . /  П /(дс* | H2)dxxdx2 . . .  dxn
S к = 1

ри условии, что верна гипотеза Н2 , то согласно предположению,

Р{Я„2 I = а 1

для любой другой рассматриваемой нами области Rn2 также 

Р{/?„2 I Н\  }= а , .

□гласно аксиоме сложения вероятностей

- R n i R ' m  l ^ i )  = р { д „ 2  l # i >  - р ( л я 2 л ; 2 1 Я , }  -  

= а ,  -  P l R n i R n i  I Н х)

* )  Таким образом, является наивыгоднейшей критической областью.
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И

-  RniR'm  I / Л >  = < * ! -  Р {R„2R n 2 1 Я , } ,

Т. е .

р{л„2 -л;2лп21 w1} = p{/?;2 -лп2л;2 |я,}.
Согласно определению Л^2 и последнему равенству 

Р {Я п 2 - Л « 2 Л « 2 |Я 2> >

*  c P lR n 2 -  RnlRn7  I ^Л) • W  

Но для любой точки ( х ь  x2.......xn) ,  не принадлежащей R„2 ,

П f  (xk | H2) < с  П f ( x k \Ht ) 
к  = 1 к  = 1

и, следовательно, поскольку область Rn2 -  Rn i Rn 2 находится целиком вне 
R*ni > должно быть

сР{Я„2 - R n2R ,n 2 \Hl ) > P l Rni - R r,2Rn2\Hi i .

Это неравенство вместе с (4) приводит нас к неравенству

Р<*П2 - R n l R n l  I И2 ) >  P{Rn l  -  R n l R n l  I и 2) .

Прибавив к обеим частям последнего неравенства P{RniRni\H2) , находим, 
что

Р {Я п2 | Я 2> > Р { Я „ 2 | Я 2>.
А так как

РiR„  | Н2) = 1 

И Rfi l  =  R„  -  R n2 ,  R n l  ~ Rn -  R n 2  > TO

< P l Rm  |Я2 ) .

Так как P{/?„i | H2) и Р { i | Н2) представляют собой ошибки второ-
г° рода для критических областей Rn2 и соответственно R',,2 , то теорема 
Доказана.
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Нам остается подтвердить, что выбор постоянной с  действительно можно 
троизвести по правилу (3 ). С этой целью заметим, что функция

* ( о  = р {л ; 2 | я ,}

: ростом с  может только убывать (так как  неравенству (2) будет удовлет- 
юрять все более и более "тощее" множество точек (х ь  х2, . . . ,  дс )̂) .  Кроме 
ого, ясно, что ф(0) = 1 (так как  для каждой точки (xlf х * , ..., хп)

п
П  f ( x k \H2) >  0 .  

к »  |
1длее из (2) следует, что

Р{/?;2 |//2) > c?{R*n 2 \Hx) .

аменив левую часть неравенства единицей и вспомнив определение iZ'(c), 
1ходим неравенство

1 > с ф ( с ) .

гак,

0 < ф ( с )  < 1 /с.

ким образом, ф(с )  -► 0 при с  -*оо. Так к ак  функция ф(с )  не возрастает, 
при любом а , (0 < О! < 1) найдется такое с , что

ф( с  -  0 ) > а х > ф( с  + 0).

ти в точке с  функция ^/(с) непрерывна, то выбор постоянной с  согласно 
»вилу (3 ) оправдан; если же в точке с  функция ф(с )  имеет разрыв, то 
гажение несколько усложняется и требуется незначительно изменить 
>еделение множества Rn2, исключив из него часть точек (jcIt х2 , *л)*
1 которых

п  п
П f ( x k \H2) -  с П П х к \Нх),

Г * 1 к = I

рисоедин ив их к  множеству R * j , так чтобы вероятность ошибок п е р в о -  
юда была равна a t .
Рассмотрим пример. Пусть известно, что { распределено нормально с иэ- 
гной дисперсией а2. Относительно математического ожидания а имеют- 
1ве гипотезы,состоящие в том, что а = а х (гипотеза Н х) и а = а2 (гипо-
i И2).  Требуется найти выгоднейшую критическую область.
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В нашем примере соотношение (2) может быть записано в следующем 

виде*

- - Ц  2  | (х* -  « , ) * - ( * *  -  а , ) * ]2 о* к .  j
* > *•

Это неравенство, как  легко подсчитать, эквивалентно следующему (в пред­
п о л о ж е н и и , что а 2 >а  | ):

я о 2 In с п ,
I, х к > ----------- ♦ ^ ( а х + J 2)

| S | а2 -  а 1

шли, что то же самое, неравенству

1------ п a  In с \ЛГ 
--------  2  (хк -  а , )  >  ----------------- —  + —  (а2 -  а х) =
а\ЛГ * = 1 (д2 — ) n/'*
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Полученное неравенство определяет выгоднейшую критическую об­
ласть R*n 2 .

Так как  величина

| l  я

распределена нормально, с математическим ожиданием 0 и дисперсией 1, 
если только гипотеза Нх имеет место, то по таблицам нормального распре­
деления и заданному с*| легко определить к х (и тем самым г ) .  Пусть для 
определенности а !  = 0,05. Тогда кх = 1,645 и, следовательно, наивыгодней­
шая критическая область при а , = 0,05 определяется неравенством

п
2  (хк -  а х) > 1,645 о \/~п.

1

Интересно отметить, что критическая область в нашем примере не зави­
сит от конкурирующего значения а 2 .

Область R*nX определяется неравенством

V о2 In С я 
^  Хк <  ------------  ♦ 2 (<*2 + 0 l ) .

* * 1 а2 -  а х
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которое, очевидно, может быть записано в таком виде: 

1 :
---------- 1  (хк - а 2) < к г ------ —  (а2 - J i )
o \ f n  * s i

Гл. 11. Элементы ста и- I ^  П роверка статистических гипотез

Приведем небольшой числовой пример. Пусть 

| j i  = 135, а2 = 150, а  = 25, <*1=0,01, а 2 =0,03.

385

Величина, стоящая в левой части неравенства, в предположении, что им<
место гипотеза # 2 , распределена нормально с математическим ожц
нием 0 и дисперсией 1. Отсюда следует, что вероятность ошибки второ 
рода равна

\J~~n ,

dz.

П оскольку

ф (0,99) = 2,33, ^ (0,03) = —1,88

то

Если заданы величинм л * _____ '  “  Т«ким образом, минимальное число наблюдений, которое необходимо ..ро­
льного числа п = «  <а '  И ’ Т°  возникает задача определения мин вести для выбора между гипотезами Я ,  и Я 2 в случае нормального распре-
тКпии^. .................. 1 ’ ) необходимых испытаний для т о т  7  деления и только что указанных данных, должно быть 49. Только при та-' -ТО _ м_ --- --- ——— Rmtk увеоены в том, что если верна гипо-

я = 777  [2,33 + 1,88]2 *  ■ 4 ,211 ~ 49.

наблюдений, которое необходимо про- 
"  ------ ..лп»»от.нпгп паеппе-

__ д .. , -w ov^nnivdci задача определения мини­
мального числа п = я ( а 1э а 2) необходимых испытаний для того, чтобы
ошибочные заключения могли быть сделаны с вероятностями, не больши­ми, чем <*1 и а 2.

С ростом п величина а 2п = а 2 (с*|, п )  не возрастает и, вообще говоря,
стремится к  нулю. Очевидно, что n ( a l9 а2)  есть наименьшее из тех л, 
для которых а2 ( а х, п)  < а 2 .

В только что рассмотренном примере число п по заданным значениям 
а !  и а 2 найти очень просто. В самом деле, из того, что

И

иы получаем два уравнения: 

к г = ^ (1  -  <*i)

деления и только что указанных данных, « и .. .  . . .  .
ком числе испытаний мы можем быть уверены в том, что если верна гипо­
теза Н|, то мы отбросить ее можем с вероятностью, не большей одной со­
той, а если верна гипотеза Н2 , то ее отбросить мы можем с вероятностью,
не превосходящей 0,03.

\fn
* 1 ---------—  ( « j  -  a i )  = Ф ( а 3 ) ,

I t  ф — функция, обратная для Ф ( х ) .  Отсюда

” = - — - — - “ i ) - ^ ) ] 2- ( а2 - a t ) 2

Б.В. Гнеденко



Д О П О Л Н Е Н И Е

ОЧЕРК ИСТОРИИ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Г Л А В А  1

ПРЕДЫСТОРИЯ ПОНЯТИЯ ВЕРОЯТНОСТИ
И СЛУЧАЙНОГО СОБЫТИЯ

§ 1. Первые данные

Сейчас уже трудно установить, кто  впервые поставил вопрос, пусть и в несовершен­
ной форме, о возможности количественного измерения возможности появления слу­
чайного события. Ясно одно, что мало-мальски удовлетворительный ответ на этот воп­
рос потребовал длительного времени и значительных усилий р яда поколений выдаю­
щихся исследователей. В течение долгого периода исследователи ограничивались рас­
смотрением разного рода игр, особенно игр в кости, поскольку их изучение позволяет 
ограничиваться простыми и прозрачными математическими моделями. Однако следует 
заметить, что многие отлично понимали то, что позднее было прекрасно сформулиро­
вано Христианом Гюйгенсом: ”  ... я полагаю, что при внимательном изучении предмета 
читатель заметит, что имеет дело не только с игрой, но что здесь закладываю тся осно­
вы  очень интересной и глубокой теории**.

Мы увидим, что при дальнейшем прогрессе теории вероятностей глубокие сообра­
жения к а к  естественнонаучного, так  и общефилософского характера играли большую 
роль. Эта тенденция продолжается и в наши дни: мы постоянно наблюдаем, к а к  воп­
росы практики -  научной, производственной, оборонной -  выдвигаю т перед теорией 
вероятностей новые проблемы и приводят к  необходимости расширения арсенала ее 
идей, понятий и методов исследования.

На первом этапе изучения случайных явлений внимание ученых было сосредоточено 
на трех задачах: 1) подсчет числа различных возможных исходов при бросании не- 
гкольких костей ; 2) раздел ставки  м еж ду игроками, когда игра прекращена где-то 
тосередине; 3) определение числа бросаний двух  или нескольких костей, при котором 
жсло случаев, благоприятствующих выпадению на всех костях  одинаковых граней 
(например, "ш естерок”) хотя бы при одном бросании было большим, чем число слу* 
|аев, ко гда это событие не появится ни разу.

Число различных исходов при бросании трех игральных костей было определено 
I 960 г. епископом Виболдом из города Камбрэ. Он считал, что таких исходов 56 
(он не принимал во внимание то обстоятельство, что данное число очков может 
ю явиться на любой из трех костей ). Бросанию трех костей Виболд придал р ел и ги о э *  
!ую тр акто вку  -  с появлением каж дого  набора трех чисел он связал  одну из 56 добро- 
1етелей. Описание правильных подсчетов было дано в XI веке  л е т о п и с ц е м  Б а л д е р и к .  
о м , а появилось оно в печати лишь в 1615 г . ая

Попытка подсчитать число исходов при бросании трех игральных костей, в ключ
I перестановки, имеется в поэме Ричарда де Форниваль (1 2 0 0 -1 2 5 0 )  vetuM  ̂
:аписанной в промежутке от 1220 до 1250 г . В части поэмы, посвяшенной ^  
порту, имеются следующие рассуждения: "Одинаковое число очков на трех ко ^  
южно получить шестью способами. Если число очков на д вух  костях совП*оже̂  
на третьей от него отлично, то мь: имеем 30 способов, поскольку одна пара 

ыть выбрана 6 способами, а третье число лишь пятью. Если очки на всех косгя^ 
ичны, то мы  имеем 20 способов, потому что 30 раз по 4 равно 120, но каж^ зМ0#- 
южность появляется 6 способами. Таким образом сущ ествует всего 56 в



моСтей Одинаковые числа очков на всех костях можно получить только единствен- 
Е  способом; одинаковые числа очков на двух  костях , а третье отличное от них -  
« J  способами *\

Хотя в тексте явно указано лишь число случаев по Виболду (5 6 ), но фактически 
м а р д  де Форниваль полностью подготовил подсчет обшего числа равновероятных 
случаев при бросании трех костей, а именно 6 -1 ♦ 30*3 ♦ 20-6 = 216.

Палее Форниваль привел таблицу, в которой вычислены числа способов, которыми 
может быть получена данная сум м а очков на всех трех костях . Мы приведем эту 
Б т ш У  в Укороченном виде. В первых д вух  столбцах приведены сум м ы  очков на трех

Т а б л и ц а  18

$ |. Первые данные э*'

В  Сумма
"

Число
способов

—
С ум м а Число

способов С ум м а Число
способов

II

ы 00 1 6 15 10 9 12 25
4 17 3 7 14 15 10 11 27
5 16 6 8 13 21

Костях, а в третьем столбце -  число различных случаев, при которых реализуется 
эт» сумма. Все подсчеты выполнены без ошибок, да и рассуждения, проведенные авто­
ром, вполне логичны и даже можно сказать  современны в нашем смысле слова. 
Эго обстоятельство заслуживает быть отмеченным, поскольку эти же самые подсчеты 
через двести с лишним лет были выполнены неправильно. А именно в 1477 г. 
Бенвенуто Д  Имола издал в Венеции "Божественную  комедию ” Данте, снабдив ее 
комментариями. В комментарии к  V I части ’ ’Чистилища”, в которой говорится об 
игроке в кости, Д ’ Имола произвел подсчеты шансов. Согласно его рассуждениям 
сумма очков при бросании трех костей, равная 3, 4 , 17 и 18, мож ет получаться одним 
единственным способом. Ошибка Б. Д* Имола очевидна и ее нет нужды комм енти­
ровать.
.З а сл уж и в ает  специального упоминания одна из первых математических книг начала 
эпохи итальянского Возрождения, написанная Л укой Пачоли (о к . 1445 - о к .  1514) и 
Носившая наименование ”С ум м а знаний по арифметике, геометрии, отношениям и 
у я орциональносi ии. Написана эта книга была в 1487 г ., но издана лишь через 

лет в Венеции П оскольку задачи Л уки  Пачоли сыграли определенную роль 
1 Формировании интереса к  теории вероятностей, мы  приведем их ф ормулировку. 
® Разделе ’’необычных задач” в упомянутой книге были помешены две следующие: 

Компания играет в мяч до 60  очков и делает с тавку  в 22 д уката . В связи с неко- 
°рыми обстоятельствами игра прекращена до ее окончания причем одна сторона 
Этот момент имеет 50, другая -  30 очков. Спрашивается, к акую  часть обшей ставки 
л*н а  получить каж дая сторона?
2. Трое соревнуются в стрельбе из арбалета. Кто первым достигнет 6 лучших попа- 

тот выигрывает. С тавка 10 д укато в . Когда первый получил 4 лучших попада- 
второй 3, а третий 2. они не хотят продолжать и решают разделить приз справед- 
Спраш иваск я. какой  должна быть доля каж дого?

KL “ Чоли Предложил решение, которое позднее многократно оспаривалось, посколь- 
, ° Но было признано ошибочным А именно, он предложил делить ставку  пропорцио-
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иально числу выигранных партий. Таким образом в первой задаче решение Пачодц 
таково : первый должен получить 5/8 ставки , т.е. 13,75 д уката , а второй 3/8 ставки 
т.е. 8,25 дуката . Во второй же задаче, согласно Пачоли, первый должен полу, 
чить 4 и 4/9 дуката , второй 3 и 3/9 д уката  и третий 2 и 2/9 дуката .

§ 2. Исследования Дж . Кардано и Н. Тарталья

Несомненно, что существенное продвижение в решении первичных задач теории 
вероятностей связано с именами итальянских ученых Дж. Кардано (15 01 -1575 ) и
Н.Тарталья (о к . 1 4 9 9 -1 5 5 7 ). В рукописи ’ ’Книга об игре в кости” , датированной 
самим Кардано 1526 г., но изданной лишь в 1563 г., были решены многие задачи, свя­
занные с бросанием игральных костей и выпадением на них того или иного числа оч­
ков . Он правильно подсчитал числа различных случаев, которые м огут произойти при 
бросании двух  и трех костей. Словесные ф ормулировки при этом достаточно сложны. 
Вот, для примера, что он писал в главе XI "О бросании двух  костей” : "При бросании 
двух  костей возможны 6. случаев по два одинаковых числа и 15 случаев выпадения 
разного числа очков, т .е ., считая и двойные, 30. Следовательно, всего возможно 
36 случаев". Под двойными выпадениями он понимает выпадение на двух  костях 
очков, получаемых перестановкой. Например, двойным к  случаю выпадения на первой 
кости 2 очков, а на второй 5 будет выпадение 5 очков на первой кости и 2 на второй.

Кардано указал  далее число возможных случаев появления хотя бы на одной костя 
определенного числа очков. Таких случаев оказалось 11. Заслуживают упоминания 
слова Кардано: "число это меньше, чем число случаев отсутствия данного числа очков. 
По отношению к  общ ему числу случаев при бросании двух  костей оно составляет боль­
ше одной шестой и меньше одной четверти". Здесь у Кардано ош ибка: нужно было 
сказать меньше одной трети, поскольку 11/36 не меньше, а больше 1/4.

Это место заслуживает пристального внимания, поскольку Кардано дважды пред- 
ложил рассматривать отношение, которое теперь мы  называем классическим определе­
нием вероятности. А именно, 1/6 -  это вероятность появления заданного числа очков 
при бросании одной кости, а 11/36 -  вероятность получить хотя бы на одной кости 
грань с заданным числом очков. Означает ли это, что Кардано решил рассматривать 
вместо чисел благоприятствующих шансов вероятности случайных событий, т.е. ввел 
в рассмотрение классическое определение вероятности? С удя по всем у, это было 
озарение только для данного примера. П овидимому, Кардано хотел выяснить вопрос: 
что чаще происходит -  при бросании одной кости выпадение заданного числа очков 
или ж е при бросании двух  костей выпадение этого числа очков хотя бы на одной 
кости? Ответ был найден и на этом Кардано успокоился. Единичное наблюдение он не 
сделал основой для общего заключения. В результате он не заметил, что стоял на поро* 
ге введения важного понятия для всего дальнейшего развития большой главы матема­
тики, да и всего количественного естествознания.

Этот вы вод  подкрепляется тем, что в следующей главе, в которой рассматриваете* 
бросание трех костей, Кардано уже не обращается к  отношению числа благоприятст 
вуюших шансов к  числу всех возможных. Все усилия Кардано затратил на подсч^ 
числа возможных случаев.

В тринадцатой главе "О сложных числах, к а к  до шести, так  и свыше и как  Д 
д вух , так и для трех костей", Кардано вновь возвратился к  рассмотрению отношеии 
числа благоприятствующих случаев к  числу всех возможных случаев. Однако и зде 
Кардано не заметил, что он находился на грани введения важного для науки поня • 
Вот его подлинные слова: "Д есять очков (в сум м е -  Б.Г.)  м о ж е т  получиться из ^и- 
пятерок и из шестерки и четверки. Последнее сочетание возможно при этом в дв>4 ^  
дах . Т аким же образом девять очков может получиться из пятерки и четверки
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11КстеркИ и тр °йки* так  что это составляет 1/9 всей серии * )  и две девяты х ее полови-
I. Восемь же очков получается из д вух  четверок, из 3 и 5 и из 6 и 2. Всего же 5 воз-

МО* ных случаев составляет приблизительно 1/7 часть из всей серии ... 7 очков состав*
из 6 и 1, из 5 и 2, из 4 и 3. Всего, стало быть, имеется 6 возможных случаев, 

составляюши\ 1/6 всей серии- А 6 получается по тако м у же расчету, к а к  и 8 ; 5 -  
как 9 ; 4 -  к а к  10; 3 -  к а к  11 и 2 -  к а к  12м.

Вновь Кардано оперирует фактически классическим понятием вероятности, но не 
лмечает его значения для изучаемых им задач. Рассматриваемые им отношения вос­
принимаются им скорее чисто арифметически, к а к  доля случаев, чем к а к  характе­
ристика возможности появления случайного события при испытании.

В главе XI имеется одно предложение, которое рядом  автором тракту ется весьма 
широко, хотя, к а к  мы сейчас увидим, его ф ормулировка достаточно неопределенная. 
Вот эти слова Кардано: ’’Целая серия игр не дает отклонения, хотя в одной игре это 
может случиться ... при большом числе игр оказы вается, что действительность весьма 
приближается к  этому предположению*’. Ссылаясь на это место, В.В. Бобынин **) 
делал далеко идущий вы вод : **этот закон (больших чисел -  Б.Г.)  уж е с достаточной 
ясностью был выражен в XVI столетии Карданом в его статье ” De ludo aleae**. Позд­
нее О. O pe***) в книге, посвященной Кардано, писал, что этот последний формулиро­
вал р использовал закон больших чисел в рудиментарной форме. Вполне возможно, что 
мнение Оре имеет некоторые основания, но следует заметить, что ф ормулировка 
Кардано весьма неопределенна.

В той же книге Кардано приблизился к  определению безобидной игры, что видно из 
сиедуюшеп предложения, заимствованного из этой книги: ’’ Итак, имеется одно общее 
правило для расчета: необходимо учесть общее число возмож ны х выпадений и число 
споообов. которыми м о гут  появиться данные выпадения, а затем найти отношение 
■оследнею числа к  числу оставш ихся возможных выпадений, приблизительно в такой 
же пропорции определяются относительные размеры ставок для того, чтобы игра шла 
на равных условиях*’ . Однако мнение ряда авторов относительно того, что в этом 
месте Кардано приблизился к  классическому определению понятия вероятности, мне 
представляется ошибочным.

Задача Пачоли о разделе ставки до окончания игры интересовала такж е и Кардано. 
В книге **Практака обшей арифметики”, изданной в 1539 г ., Кардано привел ряд 
критических замечаний в связи с решением Пачоли. Он указал  на то, что Пачоли, 
Предлагая делить с тавку  пропорционально числу уже выигранных партий, ни как 
не учитывает, к а к  много партий еще нужно выиграть каж до м у из игроков. Согласно 
мнению Кардано, если s -  число партий, которое следует выиграть, а р  и q  -  числа 
Фактически выигранных партий первым и вторым игроками, то ставка  должна делить­
ся между игроками в отношении

U ♦ 2 + ... ♦ (s -  q)] : 11 ♦ 2 ♦ ... ♦ (s -  р )\ .

Как мы увидим позднее, решение, предложенное Карданом, в обшем случае оши- 
Г)ЧНо и лишь в некоторых весьма частных случаях оно приводит к  правильному ре­
зультату.

1 ^ )  Под серией Кардано принимал все возможные исходы, т.е. 36 при бросании двух  
и 216 при бросании трех костей.

Ниа Б  °  6 ы  н и н В.В. Я ков I Бернулли и теория вероятностей // Мат. образова- 
е- -  1914. №4 .

* ^ О ге  О. Cardano. The gambling scholer. -  Princeton, 1953.
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К задаче о разделе ставки вновь вернулся Н. Тарталья в книге "Общий трактат 
мере и числе”, которая была опубликована в 1556 году. Его подход изложеИ 
в § 20 книги, озаглавленном "Ошибка брата Л уки  из Бор го". Критические замечаний 
Тарталья верны и имеют под собой серьезный здравый смысл. Вот его слова 
"Это его правило мне не каж ется ни красивы м , ни хорошим, потому что если бы одна 
из этих сторон имела 10, а другая вообще не имела никакого  очка, то действуя пот*, 
ко м у  правилу, получилось бы, что одна сторона, имеющая указанные 10 очков 
должна была бы взять  все, а другая  не получила бы ничего, что было бы совершенно 
лишено см ы сла."

Для первой задачи Пачоли (с измененным условием ) Тарталья предложил следую, 
шее решение: первый игрок, набравший 10 очков, должен получить, во-первых, поло­
вину всей ставки  и, во-вторых, ( 1 0 - 0 ) / 6 0  всей ставки , или 22/6 дуката , т.е. всего 
14 и 2/3 дуката , а второй 7 и 1/3 дуката .

Мы увидим, что решение, предложенное Тарталья, такж е ошибочно. Но следует 
согласиться с тем , что трудно было бы требовать от него самого и его предшественни­
ков  правильного решения, поскольку в науке для этого еше не было выработано необ­
ходимых понятий -  понятия вероятности и математического ожидания. Следующее 
замечание Тарталья убедительно показы вает, что он и сам не доверял своем у решению. 
Вот эти слова: "Разрешение такого вопроса является  скорее делом юриспруденции, 
чем разум а, так  что при любом способе решения этой задачи найдутся поводы для 
споров, но тем не менее наименее спорным, к а к  мне каж ется, будет следующее ... ”. 
Далее он предложил делить ставку  по тако м у  правилу: отклонение выигрыша от по­
ловины ставки должно быть пропорционально разности выигранных партий. В только 
что приведенном примере, в котором игра шла до шестидесяти очков и ставка равня­
лась 22 д укатам , первый игрок выиграл 10 партий, а второй -  0 , доли игроков 
согласно предложению Тарталья таковы :

14 и 2/3 «  11 + (10  - 0 )/ 6 0  • 22 и 11 + (0 -  10)/60  • 22 »  7 и 1/3.

В 1558 г. была опубликована книга Г.Ф Певероне "Д ва коротких и легких тракта­
та по началам арифметики и основам геометрии". В этой книге без указания пред* 
шественников была рассмотрена задача о разделе ставки . Ф ормулировка задачи 
такова : два лица А и В играют в мяч до выигрыш а одним из них 10 партий. В тот мо­
мент, ко гда игрок А выиграл 7 партий, а игрок В -  9, они решили прекратить игру. 
Как следует разделить ставку  м еж ду игроками?

Певероне предложил разделить ставку  в отношении 1 к  6 , т.е. игроку А отдать 
1/7 ставки , а игроку В -  6/7 ставки . Это решение неправильно. Л егко  подсчитать, 
что А должен получить 1/8, а игрок В  -  7/8 ставки . В то ж е  врем я он дал правильное 
решение в двух  случаях, ко гд а  игроки А и В  выиграли по 9 партий, а такж е в случае, 
ко гда игрок А выиграл 8 партий, а игрок В  -  9 партий.

§ 3. Исследования Галилео Галилея

Мы видим, что уж е в XVI в еке  возникли задачи чисто вероятностного х а р а к т е р а  и 
упорно разыскивались подходы к  их решению. Это неизбежно приводило к  необхоД^ 
мости развития, с одной стороны, комбинаторных методрв, а  с другой стороны 
к  поиску тех понятий, в терминах которых было бы можно описывать возникаю т* 
ситуации. Ошибки, допущенные одними исследователями, подмечались др>ги ’ 
Эти другие предлагали свои способы решения, которые в свою очередь п о д в е р г а л  
критическому анализу. Постепенно вырабатывались подходы, которые поЗДНСе cu|bJe 
вились основой новой теории и, во всяко м  случае, позволяли решать отдел 
задачи.
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■ у с л у ж и в а е т  внимания в кл ад  в этот прогресс известного естествоиспытателя, 
ученой широких интересов и взглядо в -  Галилео Галилея (1 5 6 4 -1 6 4 2 ) . Его работа 
;«q выходе очков при игре в кости”, увидевш ая свет только в 1718 г., была посвящена 
подсчету числа возможных случаев при бросании трех костей. Число всех возмож ны х 
случаев Галилей подсчитал самым простым и естественным путем -  он возвел 6 (чис­
ло различных возможностей при бросании одной кости) в третью степень и полу­
чил 6 * *  216, что неоднократно непосредственным подсчетом получалось и ранее.

далее Галилей подсчитал число различных способов, которыми может быть получе­
но то или другое значение сум м ы  выпавш их на костях  очков. Ясно, что эта сум м а 
может принимать любое значение от 3 до 18. При подсчете Галилей пользовался полез­
ной идеей -  кости нумеровались (первая, вторая, третья) и возможные исходы 
з а п и с ы в а л и с ь  в виде троек чисел, причем на соответствую щ ем месте стояло число оч­
ков. выпавшее на кости с данным номером. Эта простая мысль для своего времени 
была весьма полезной. Приведем теперь подлинные слова Галилея: " . . .  хотя 9 и 
12 получаются в результате стольких же комбинаций, к а к  10 и 11, и вследствие этого 
должны были бы признаваться равноценными, мы видим, тем не менее, что в результа­
те Продолжительных наблюдений игроки все же считают более выигрыш ными 10 и И , 
чем 9 и 12. Совершенно очевидно, что 9 и 10 (м ы  говорим о них, имея в виду такж е 12 
и 11) получаются из того же числа комбинаций: 9 из 1, 2,6 -  1,3,5 -  1,4,4 -  2,2,5 -  
2,3.4 -  3 ,3 ,3 , т.е. из шести троек, а 10 из 1,3,6 -  1,4,5 -  2,2,6 -  2 ,3,5 -  2 ,4,4 -  3 ,3,4 и 
ни при каки х  других сочетаниях, кроме этих шести” (G .G alilei, Opera, t. XIV, p. 293, 
Fiorentina, 1855).

Возникает естественный вопрос, почему же все-таки сум м а 10 оказы вается  более 
предпочтительной, чем 9 ?  Ответ заключается в следую щ ем: ” 1. Тройки, или другими 
словами, числа, получающиеся при выпадении трех костей с тремя одинаковыми 
очками, не м огут  получиться иначе, к а к  одним способом; 2. Тройки, образующиеся 
из двух одинаковых и третьего отличного от них, м о гут  получаться тремя способами;
3. Те же, которые получаются из трех различных очков, м о гут  получаться шестью 
способами Из этих положений мы  легко  выводим , каки м и  способами или, лучше 
сказать, при каки х  выходах трех костей м огут получаться все числа” (там же. с. 2 9 5 ) .

В завершающей части работы Галилей привел следующую таблицу.
В верхней строке указаны  значения сум м ы  чисел выпавших очков. Первые три 

Цифры в каждой клетке указы ваю т к а к  может получиться сум м а  в соответствующ ем

Т а б л и ц а  19

10 9 8 7 6 5 4 3

631 6 621 6 611
—
3 511 3 411 3 311 3 211 3 111 1

622 3 531 6 521 6 421 6 321 6 221 3
541 6 522 3 431 6 331 3 222 1
*32 6 441 3 422 3 322 3
442 з 432 6 332 3
433 з 333 1

27 25 21 15 10 6 3 1

L



392 Гл. 1. Предыстория понятия вероятности

столбце, четвертая цифра -  число возможных различных случаев. Например, прот** 
тройки 631 указано 6 случаев; вот они: 631 -  136 -  316 -  613 -  163 -  361. Комбин* 
ция 361, для примера, означает, что на первой кости выпали 3 очка, на второй -  6 у 
на третьей -  1.

В таблице приведены результаты лишь для половины всех возможных сум м . Вто- 
рая половина вычисляется в точности таким  же образом. В результате оказывается 
что сум м е 11 благоприятствует 27 различных возможностей, 12 -  25, 13 -  21, 14 -  15’
15 -  10, 16 -  6 , 17 — 3 и 18 -  1. С учетом этого сум м а  всех возможных вариантов 
выпадения трех костей равна 2 (1 + 3  + 6 + 1 0  + 15 + 21 + 25 + 27) = 216.

Заметим, что Галилей, в сущности, повторил результаты , полученные значительно 
раньше рядом предшественников -  епископом Виболдом, Ричардом де Форнивалем 
и рядом  других. Однако эта, тейерь такая простая для студента второго курса универ­
ситета задача, в ту пору была серьезным испытанием и для мыслителя столь высокого 
ранга к а к  Галилей. Вот что он сам  писал по этому поводу: "Чтобы выполнить данное 
мне поручение, стоившее мне таких трудов, изложу мои соображения в надежде 
не только разрешить указанное недоразумение, но и указать  путь к  точнейшему изло­
жению основания, которые позволят осветить все особенности игры” (там  же, с. 293).

Заметим, что и у  Галилея, к а к  и у  его предшественников, рассуждения ведутся 
не над вероятностями случайных событий, а над числами шансов, которые им бла­
гоприятствуют.

Для теории вероятностей и математической статистики большее значение, чем 
только что рассмотренная работа, имеют его соображения по поводу теории ошибок 
наблюдений. До него никто этим не занимался. Таким образом, все, что он написал 
на эту тем у , ново для его времени и важно даже в наши дни. Свои мысли и выводы 
он достаточно подробно изложил в одном из основных своих произведений "Диалог
о д вух  главнейших системах мира птоломеевой и коперниковой" (М. -  Л., 1948).

Согласно Галилею, ошибки наблюдений являю тся неизбежными спутниками каж­
дого измерения, каж дого  экспериментального исследования. "В каждой комбинации 
наблюдений будет какая-нибудь ош ибка; я думаю , что это неизбежно 
("Д иалог . . с . 2 1 4 ) . При этом ошибки м о гут  быть двух  типов: систематические, 
связанные прочно со способом измерений и с используемыми инструментами, и слу­
чайные, которые меняются непредсказуемым образом от одного измерения к  дру­
гом у . Эта классификация сохранилась до нашего времени и широко используется 
во всех руководствах  по теории ошибок измерений.

Случайные ошибки измерений обладают некоторыми характерными особеннос­
тями. Их Галилей старательно выделил и проанализировал. Во-первых, малые ошиб­
ки встречаются чаше, чем большие, поэтому, к а к  правило, в результаты измерений 
следует вносить лишь небольшие поправки. Далее, положительные ошибки встре­
чаются так же часто, к а к  и отрицательные. "Можно одинаково легко  ошибаться как 
тем , так  и другим  образом" (там  же, с. 125 ). Далее Галилей отметил, что около 
истинного результата должно группироваться наибольшее число измерений. "СреДИ 
возможных мест истинное местонахождение, надо дум ать, будет то, вокруг кото­
рого группируется наибольшее число расстояний" (там же, с. 216 ).

Эти исследования Галилея имеют принципиальное значение, поскольку ою* 
положили начало новой научной дисциплине -  теории ошибок н а б л ю д е н и  • 
Эта теория, несомненно, сыграла важную роль в формировании теории веро*т 
ностей, но еще большее значение она имела для развития математической стаТИС̂  
ки . Это тем более так , что теория случайных ошибок наблюдений в настоящее вре 
рассматривается в качестве естественной задачи математической с т а т и с т и



§ 4 . В клад Б. П аскаля и П. Ферма
в развитие теории вероятностей

Обычно считают, что теория вероятностей зародилась в переписке двух  великих 
учены* -  Б. П аскаля (1623 -  1662) и П. Ферма (1601 -  1665 ). От этой переписки 
с о х р а н и л о с ь  лишь три письма П аскаля (от 29 июля, 24 августа и 27 о ктяб ря 1654 г .) 
и четыре письма П.Ферма (одно письмо без даты  и письма от 9 августа , 29 августа ,
25 сентября 1654 г .)  Самое первое письмо Б. П аскаля утрачено и о его содержании 
м о ж н о  судить лишь по ответу Ферма.

В 1950 -  1951 г ., в связи  с приближавшимся тогда 150-летним юбилеем 
М.В. О строградского (1801 -  1862 ), мне было поручено изучить архивы этого уче­
ного, хранящиеся в Государственной публичной библиотеке УССР. Среди рукопи­
сей нашелся фрагмент (лист 9 0 4 ) , явно относившийся к  вводной лекции по тео­
рии вероятностей. Из литературных источников известно, что в 1858 г. О строград­
ский прочитал в М ихайловском артиллерийском училище двадцать лекций по тео­
рии вероятностей с целью развития кругозора слушателей и их научной инициативы. 
Более того , три из них даже были изданы. Однако ни одной из них мне не уда­
лось найти Тем интереснее было познакомиться с обнаруженным ф рагментом, ко ­
торый я считаю полезным привести здесь полностью.

’Теорию вероятностей должно отнести к  наукам  нового времени, ибо настоящее 
ее начало не восходит дальше половины XVII столетия. Правда, некоторые предме­
ты, относящиеся к  этой н ауке , были известны во времена весьма отдаленные и пос­
тоянно делались расчеты, основанные на продолжительности средней жизни, извест­
ны были морские страхования, знали число случайностей в азартных играх, но толь­
ко в самых простых, найдены были величины ставок или закладов, безобидных для 
игроков, но подобные вы воды  не были подчинены никаким  правилам. Однако же 
теорию вероятностей считают наукой нового времени и ее начало относят к  первой 
половине XVII столетия, ибо прежде этой эпохи вопросы о вероятностях не были 
подчинены математическому анализу и не имелось никаких точных общих правил 
для решения их.

Паскаль, а за ним Ферма, геометры XVII столетия, по справедливости считаются 
основателями науки о вероятностях. Первый вопрос, относящийся к  этой н ауке, 
и довольно сложный, решен П аскалем. Вопрос, о котором говорим, был предло­
жен Паскалю кавалером де Мере и состоял в следующем условии. Д ва игрока на­
чали игру, состоящую из данного числа партий, положим 30-ти, розыгрыш  каждой 
партии непременно вы игры вается одним из игроков, и тот из них, кто  выиграл бы 
прежде другого  тридцать партий, считался окончательно выигравш им и вязл  бы 
°бе ставки, внесенные в начале игры. По игроки согласились прекратить игру, 
Нс окончив ее, т.е. одному не хватало до выигрыш а тридцати партий некоторого числа, 
например, трех партий, а др уго м у , положим, пятнадцати партий. Внесенные ставки 
Дл* безобидности, конечно, должны быть разделены м еж ду игроками так , чтобы 
т°т, ком у недостает до выигрыш а большего числа партий, получил бы меньшую сум- 
*У* а противник его большую, именно безобидный раздел требует, чтобы каждый 
^ Р о к  получил часть внесенной сум м ы , пропорциональную вероятности своего вы и г­
рыша. Итак, нужно найти эту вероятность. Паскаль нашел ее, а потом вопрос де Мере 
"Рсдложил Ферма. Последний немедленно нашел решение и даже для случая более 
^Ложного, когда игра происходит не м еж ду д ву м я  только, а м еж ду произвольным 
Исл°м  игроков.

1^3*М счательно. что имя кавалера де Мере, человека светского  и не имевш его ни­
зкого преуспевания на поприще математических наук, остается навсегда в истории 

*П!Х н аук” .
^ Мы видим теперь, что оценка, данная роли Паскаля и <К*рма О строградским, нес- 

Р * Ко завыш ена. Впрочем, такой же точки зрения придерживаются многочисленные

 ̂ 4 Вклад Б. П аскаля и П. Ферма 393
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сторики науки. Однако в переписке П аскаля с Ферма еще отсутствует понятие ве- 
оятности. и оба они ограничиваются рассмотрением числа благоприятствующих со- 
ытию шансов. Конечно, у  этих авторов впервые в истории имеется правильное ре. 
лние задачи о разделе ставки , которая, к а к  мы знаем, отняла много усилий уисследова- 
глей в течение длительного времени. Оба они исходили из одной и той же идеи: раздела 
тавки  в отношении, пропорциональном, к а к  мы  теперь сказали бы, вероятностям 
кончательного выигрыш а каж дого  игрока. В предложенных ими решениях можно 
видеть зачатки использования математического ожидания и в весьма несовершен- 
ой форме теорем о сложении и умножении вероятностей. Точнее сказать  не вероят- 
остей, а шансов, благоприятствующих том у или иному событию. Это был серьеэ. 
ый шаг в создании предпосылок и интересов к  задачам теоретико-вероятностного 
арактера. Второй шаг был сделан такж е П аскалем , когда он существенно продви- 
ул развитие комбинаторики и указал  на ее значение для зарождающейся теории 
ероятностей.

Толчком к  появлению интересов П аскаля к  задачам, приведшим к  теории ве- 
оятностей, послужили встречи и беседы с одним из придворных ф ранцузкого ко- 
олевского  двора -  шевалье де Мере (1607 -  1648 ). Де Мере интересовался фило- 
офией, литературой и одновременно был страстным игроком . В этой страсти были 
стоки тех задач, которые он предложил Паскалю. Вот эти вопросы:

1. С колько раз надо подбросить две кости, чтобы число случаев, благоприятствую­
щих выпадению хотя бы раз сразу д вух  ш естерок, было больше, чем число случаев, 
огда ни при одном бросании не появляю тся две шестерки одновременно?

2. Как нужно разделить ставку  м еж ду игроками, когда они прекратили игру, 
е набрав необходимого для выигрыш а числа очков?

Де Мере претендовал, что первую задачу он решил. Однако при ближайшем рас- 
иотрении в его рассуждениях легко  обнаружить ош ибку. А именно, в одном из 
исем де Мере Паскалю содержится такая  фраза: ’’Если в одном случае есть один 
1анс из %  в единственной попытке и в другом  случае один шанс из Nx , то отношение 
эответствующих чисел есть \ : /V,. Таким образом, п9 : \  = п , : Af, " .

Обозначения и смысл этой фразы требуют пояснения. В приведенном письме речь 
дет о следующем , при бросании одной кости имеется \  5  6  различных исходов и 
ыпадению шестерки благоприятствует один из них. При бросании д вух  костей сразу 
ыпадению шестерки на д вух  костях  благоприятствует лишь один исход из Nx * 36 
озможных. При бросании одной кости п0 (= 4 ) раз число благоприятствующих 
сходов для выпадения шестерки первосходит число благоприятствующих случае!
5 невыпадения. Символом л , обозначим число бросаний двух  костей, при котором 
пело благоприятствующих случаев выпадения одновременно д вух  шестерок прев* 
ойдет число благоприятствующих случаев для их невыпадения ни разу. Из пр** 
ила де Мере вы текает, что уже при 24 бросаниях двух  костей наступает интересую* 
tee нас событие.

В действительности правило де Мере ошибочно, поскольку вероятность того» 
го при четырех бросаниях одной кости ни разу не появится ш естерка, равна (5/6 ) 

625/1296 и. значит, искомая вероятность равна I -  625/1296 * 671/1296. В этом 
ункте де Мере оказался прав, но при 24 бросаниях двух  костей вероятность ни Ра3  ̂
е выбросить сразу две шестерки равна (35/36)14 = 0 .509 , а искомая вероятность 
отя бы раз выбросить две шестерки сразу есть I -  ( 3 5 / 3 6 ) * *  0 .491 . Л егко  понять- 
го двадцати четырех бросаний еще недостаточно, а нужно по меньшей мере 
ать пять бросаний двух  костей, чтобы вероятность выпадения сразу двух  ш естеро 
ревосходила 0,5.

При изложении мы  воспользовались современным язы ко м  и у п о т р е б л я л и  по 
ие вероятности. Подход де Мере бы.* обычным для того времени и о г р а н и ч и в а л  
ишь подсчетом числа благоприятствующих тому или иному событию шансов
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Основное содержание писем П аскаля и Ферма посвящено разделу ставки. Решение, 
предложенное П аскалем, в подробностях изложено в письме от 29 июля:

"Вот примерно, что я делаю для определения стоимости каждой партии, когда 
дра игрока играют, например, на три партии и каж ды м  вложено по 32 пистоля, 
ч Предположим, что один выиграл две партии, а другой одну. Они играют еще одну 
партию. и если выигрывает первый, то он получает всю сум м у  в 64 пистоля, вложен­
ную в и гру; если же эту партию вы игры вает второй, то каж ды й игрок будет иметь 
По 2 выигранных партии, и, следовательно, если они намерены произвести раздел, 
каждый должен получить обратно свой вкл ад  в 32 пистоля.

Примите же во внимание, монсеньер, что если первый выиграет, то ем у причи- 
х*стся 64 ; если он проиграет, т а  ем у причитается 32. Если же игроки не намерены 
рисковать на эту партию и хотят произвести раздел, то первый должен сказать : "Я 
имею 32 пистоля верных, ибо в случае проигрыша я их такж е получил бы. но осталь­
ные 32 пистоля м огут быть получены либо мной, либо Вами, случайности равны, 
разделим же эти 32 пистоля пополам, и дайте мне. кроме того, бесспорную сум м у  
в 32 пистоля” .

Далее Паскаль рассмотрел другой случай, когда первый игрок выиграл две пар­
тии. а второй ни одной и третий, ко гда , первый игрок выиграл одну партию, а вто­
рой ни одной. В обоих случаях рассуждения при решении подобны тем , которые 
уже были проведены. Ответы же, предложенные П аскалем, тако вы : в первом случае 
один игрок должен получить 56, а второй -  8 пистолей; во втором же -  44 и 20.

Решение, которое для задачи П аскаля предложил <Ь?рма, дошло до нас только 
по изложению, которое содержится в письме П аскаля от 24 августа . Письмо же Ферма 
с оригинальным текстом не сохранилось. Пусть до выигрыш а игроку А недостает 
двух партий, а игроку В  -  трех партий. Тогда для завершения игры достаточно сы г­
рать еще м акси м ум  четыре партии. Их возможные исходы представлены в виде сле­
дующей таблицы:

Та б л и ц а 20

Партии Возможные исходы партий

1 А А А А А В А А А В В А В В В А
2 А А А  В В А А В В А В А В В А  В
3 А А В А В А А  А В В А  А В  А В  В
4 А А В  В А В  А В А В В В

В В В В

игра вы иг­ А после А после А после В  после
рана игроком двух  партий четырех трех трех или четы­

партий партий рех партий

В этой таблице символом А обозначен выигрыш  соответствующей партии игроком 
символом В -  игроком  В.  Номера партий идут по строкам . В первых одиннад- 

р *  Исходах выигрывает игрок А,  в последних пяти -  игрок В.  Таким образом став- 
2* Между игроками А и В  должна быть разделена в отношении И к  5 .Иными словами 
■“ Рок А получит 11/16, а игрок В  -  5/16 ставки . Совершенно очевидно,что Ферма, 
С * 8 Как и П аскаль, делит ставку  пропорционально вероятностям выигрыша каж - 
У 1 из игроков всей игры. Но этого понятия в их р уках  еше нет и они вынуждены 

Кать иные способы выражения своих идей. В результате они сами не замечают.
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историки науки. Однако в переписке Паскаля с Ферма еще отсутствует понятие ве. 
роятности. и оба они ограничиваются рассмотрением числа благоприятствующих со- 
бытию шансов. Конечно, у этих авторов впервые в истории имеется правильное р*. 
шение задачи о разделе ставки, которая, к а к  мы знаем, отняла много усилий у исследова­
телей в течение длительного времени. Оба они исходили из одной и той же идеи: раздела 
ставки в отношении, пропорциональном, к ак  мы теперь сказали бы, вероятностям 
окончательного выигрыша каждого игрока. В предложенных ими решениях можно 
увидеть зачатки использования математического ожидания и в весьма несовершен­
ной форме теорем о сложении и умножении вероятностей. Точнее сказать не вероят­
ностей. а шансов, благоприятствующих тому или иному событию. Это был серьез­
ный шаг в создании предпосылок и интересов к  задачам теоретико-вероятностного 
характера. Второй шаг был сделан также Паскалем, когда он существенно продви­
нул развитие комбинаторики и указал на ее значение для зарождающейся теории 
вероятностей.

Толчком к появлению интересов Паскаля к  задачам, приведшим к  теории ве­
роятностей, послужили встречи и беседы с одним из придворных французкого ко­
ролевского двора -  шевалье де Мере (1607 -  1648). Де Мере интересовался фило­
софией. литературой и одновременно был страстным игроком. В этой страсти были 
истоки тех задач, которые он предложил Паскалю. Вот эти вопросы:

1. Сколько раз надо подбросить две кости, чтобы число случаев, благоприятствую­
щих выпадению хотя бы раз сразу двух  шестерок, было больше, чем число случаев, 
когда ни при одном бросании не появляются две шестерки одновременно?

2. Как нужно разделить ставку между игроками, когда они прекратили игру, 
не набрав необходимого для выигрыша числа очков?

Де Мере претендовал, что первую задачу он решил. Однако при ближайшем рас­
смотрении в его рассуждениях легко обнаружить ошибку. А именно, в одном из 
писем де Мере Паскалю содержится такая фраза: "Если в одном случае есть один 
шанс из в единственной попытке и в другом случае один шанс из , то отношение 
соответствующих чисел есть \9: N%. Таким образом, п0 : - п t : ЛГ, ".

Обозначения и смысл этой фразы требуют пояснения. В приведенном письмо речь 
идет о следующем: при бросании одной кости имеется \  s  6 различных исходов и 
выпадению шестерки благоприятствует один из них. При бросании двух  костей сразу 
выпадению шестерки на двух  костях благоприятствует лишь один исход из s 36 
возможных. При бросании одной кости п0 (* 4 ) раз число благоприятствующих 
исходов для выпадения шестерки первосходит число благоприятствующих случаев 
ее невыпадения. С имволом л , обозначим число бросаний двух  костей, при котором 
число благоприятствующих случаев выпадения одновременно двух  шестерок прев­
зойдет число благоприятствующих случаев для их невыпадения ни разу. Из пра­
вила де Мере вытекает, что уже при 24 бросаниях двух  костей наступает интересуй 
шее нас событие.

В действительности правило де Мере ошибочно, поскольку вероятность тоГ40’# 
что при четырех бросаниях одной кости ни разу не появится шестерка, равна (5/6 )
= 625/1296 и, значит, искомая вероятность равна I -  625/1296 * 671/1296. В этом 
пункте де Мере оказался прав, но при 24 бросаниях двух  костей вероятность ни р*3> 
не выбросить сразу две шестерки равна ( 3 5 / 3 6 ) *  0,509, а искомая вероятность 
хотя бы раз выбросить две шестерки сразу есть I -  (35/36)*  ̂ = 0.491. Л е гк о  понять, 
что двадцати четырех бросаний ещ е недостаточно, а нужно по меньшей мере 113 
цать пять бросаний двух  костей, чтобы вероятность выпадения сразу двух  шестеро*4 
превосходила 0,5.

При изложении мы воспользовались современным язы ком  и употребляли по 
гие вероятности. Подход де Мере был обычным для того  времени и ограничива 
лишь подсчетом числа благоприятствующих тому или иному событию шансов
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Основное содержание писем Паскаля и Ферма посвящено разделу ставки. Решение, 
предложенное Паскалем, в подробностях изложено в письме от 29 июля:

”Вот примерно, что я делаю для определения стоимости каждой партии, когда 
дра игрока играют, например, на три партии и каж ды м вложено по 32 пистоля.

Предположим, что один выиграл две партии, а другой одну. Они играют еще одну 
партию, и если выигрывает первый, то он получает всю сум м у в 64 пистоля, вложен­
ную в игру; если же эту партию выигрывает второй, то каждый игрок будет иметь 
по 2 ■ и гр ан н ы х  партии, и, следовательно, если они намерены произвести раздел, 
каждый должен получить обратно свой вклад  в 32 пистоля.

Примите же во внимание, монсеньер, что если первый выиграет, то ему причи­
тается 64 : если он проиграет, то  ему причитается 32. Если же игроки не намерены 
рисковать на эту партию и хотят произвести раздел, то первый должен сказать: "Я 
имею 32 пистоля верных, ибо в случае проигрыша я их также получил бы. но осталь­
ные 32 пистоля могут быть получены либо мной, либо Вами, случайности равны. 
Разделим же эти 32 пистоля пополам, и дайте мне, кроме того, бесспорную сум м у 
в 32 пистоля”

Далее Паскаль рассмотрел другой случай, когда первый игрок выиграл две пар­
тии. а второй ни одной и третий, когда, первый игрок выиграл одну партию, а вто­
рой ни одной. В обоих случаях рассуждения при решении подобны тем, которые 
уже были проведены. Ответы же, предложенные Паскалем, таковы : в первом случае 
один игрок должен получить 56, а второй -  8 пистолей; во втором же -  44 и 20.

Решение, которое для задачи Паскаля предложил Ферма, дошло до нас только 
по изложению, которое содержится в письме Паскаля от 24 августа. Письмо же Ферма 
с оригинальным гекстом не сохранилось. Пусть до выигрыша игроку А недостает 
двух партий, а игроку В -  трех партий. Тогда для завершения игры достаточно сы г­
рать еще м аксим ум  четыре партии. Их возможные исходы представлены в виде сле­
дующей таблицы:

Та б л и ц а 20

Партии Возможные исходы партий

1 А А А А А ВАА ABBA В ВВА
2 А А А В В А А В В А В А В В А В
3 ААВА ВАЛА ВВА А В А В В
4 А А В В А В АВ А В В В

В В В В
игра выиг­ А после А после А после В после
рана игроком двух  партий четырех трех трех или четы­

партий партий рех партий

В этой таблице символом А обозначен выигрыш соответствующей партии игроком 
символом В -  игроком В. Номера партий идут по строкам. В первых одиннад- 

ВИ* Исходах выигрывает игрок А, в последних пяти -  игрок В. Таким образом став- 
**М ежду игроками А и В должна быть разделена в отношении 11 к  5. Иными словами 

Л получит 11/16. а игрок В -  5/16 ставки. Совершенно очевидно,что Ферма, 
Р *  Как и Паскаль, делит ставку пропорционально вероятностям выигрыша каж- 
Р *  из игроков всей игры. Но этого понятия в их руках  еще нет и они вынуждены 

иные способы выражения своих идей. В результате они сами не замечают.
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что их исходные позиции одинаковы. Это отчетливо видно из письма Паскаля от 
27 октября, в котором он писал: "Сударь, я очень доволен Вашим последним писъ. 
мом, я любуюсь методом в отношении партий, тем более, что я его хорошо понимаю 
он полностью Ваш, ничего общего не имеет с моим и легко  приводит к  той же самой 
цели".

В письме от 24 августа Паскаль высказал сомнение в том, что метод Ферма можно 
распространить на число игроков, большее двух . Однако Ферма показал, что теми 
же рассуждениями можно решить задачу о разделение ставки и для случая трех иг­
роков. Эго решение им было использовано в задаче о трех игроках, когда до окон­
чания игры игроку А недостает одной выигранной партии, а игрокам В и С -  по две 
Это решение вновь сопровождается таблицей, смысл которой пояснять уже нет не­
обходимости:

Т а б л и ц а  21

А А А А А А А А А В В В С С С В С  А В В В С 
А А А В В В С С С А А А А А А С В  В В В С В 
А В С А В С А В С А В С А В С А А  В А С В В

С С С С В 
С С С В С 
С А В С С

А А А А А А А А А А А А А А А А А  В В В В В С С С С С

В своем письме Паскаль отметил, что Роберваль (1604 -  1675) спросил его зачем 
рассматривать продолжение игры до четырех партий в тех случаях, когда уже ясно 
какой из игроков выигрывает игру? Паскаль явно понимал, что это необходимо для 
сохранения равновозможности всех перечисляемых случаев. Так в первых четырех 
исходах первой таблицы игрок А выигрывает всю игру уже после двух  партий. Точно 
также в первых девяти исходах второй таблицы игрок А выигрывает игру после 
первой партии. Тем не менее Ферма доводит таблицу до конца и рассматривает все 
возможные случаи исхода четырех партий. Этим самым Паскаль и Ферма избежали 
ошибки, которую допустил в следующем столетии Даламбер, когда подсчитывал 
число равновероятных случаев при бросании двух монет.

При рассмотрении второй таблицы Паскаль допустил неточность в рассуждениях. 
А именно он считал, что из 27 возможных исходов бесспорно благоприятствуют 
игроку А лишь 13, а исходы 5, И , 19 столбцов, также к ак  9, 15 и 24 благоприятст­
вуют сразу и игроку А и угроку В (к а к  А,  так и О ,  поэтому их следует братье поло­
винным весом. В результате Паскаль предлагал делить ставку в отношении 16 :5. 
5 :5 , 5. Ошибка Паскаля нам теперь очевидна.

Паскаль одновременно с размышлениями над проблемами, составившими содер­
жание его переписки с Ферма, разрабатывал вопросы комбинаторики. Результатом 
этого явился ’Т рактат об арифметическом треугольнике", опубликованный в 1665 г 
и внесший серьезный вклад  в развитие комбинаторики. В этом трактате имеется па­
раграф, в котором изложены правила использования комбинаторных результатов 
в задаче о разделе ставки. Правило, предложенное Паскалем, состоит в следующем 
пусть игроку до выигрыша всей игры не хватает т  партий, а  и гро ку В -  п  партии, 
тогда ставка должна делиться между игроками в таком  отношении:

п-1 , т -1 .
2  С 1 • 2  С 1i = 0 т * п ~~ 1 ’ / = 0  т  + и - 1 *
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§ 5. Работа X. Гюйгенса

| Несомненно, что на развитие теории вероятностей значительное влияние оказала 
работа X. Гюйгенса (1629 -  1695). Интерес Гюйгенса к  этим вопросам был вызван 
его поездкой в Париж в 1655 г ., где он познакомился с рядом видных ученых и ус­
лышал от них сведения относительно задач о разделе ставки в азартных играх, ко ­
торые разрабатывались Паскалем и Ферма. Повидимому, ему стали известны и идеи, 
которыми они руководствовались при решении. Задачи Гюйгенса заинтересовали 
и он самостоятельно занялся размышлениями над подобными же вопросами. По­
скольку, к а к  он позднее писал в трактате ”0  расчетах в азартных играх”, ни 
П аскаль , ни Ферма не опубликовали разработанных ими методов, ему пришлось 
самому искать пути решения. Результатом явилась работа Гюйгенса, опубликован­
ная в 1656 г. в виде дополнения к  книге его учителя Ф ван Схоутена ’ ’Математи­
ческие этюды”. Схоутен настолько высоко оценил эту работу Гюйгенса, что 
сам перевел ее на латинский язы к.

Работа Гюйгенса состоит из небольшого введения и 14 предложений. Эти пред­
ложения весьма различны по своему содержанию. Первые три являю тся теми прин­
ципами. на основе которых Гюйгенс основывал последующие решения. Предло­
жения 4 - 9  посвящены решению задач, связанных с безобидным делением ставки. 
Предложения 1 0 - 1 4  содержат различные задачи, связанные с бросанием костей. В 
конце мемуара помещены 5 задач без решений, которые Гюйгенс предложил чита­
телям для самостоятельных размышлений. Их решения были им даны лишь в 
1665 г.
' Несомненно, что первые три предложения составляют идейную основу всего со­
чинения Гюйгенса и поэтому приведем их полностью.

П р е д л о ж е н и е  I. Если я имею равные шансы получить а или b,  то это мне 
стоит (а ♦ Ь)/2.

П р е д л о ж е н и е  2. Если я имею равные шансы на получение а, Ъ, или с, то это 
мне стоит столько же, к а к  если бы я имел (а + Ь ♦ с)/3.

П р е д л о ж е н и е  3. Если число случаев, в которых получается сумма а, равно р, 
а число случаев, в которых получается сум м а b , равно то стоимость моего ожида­
ния равна {ар + bq)  / (р  ♦ q ) .

Для нас ясно, что этими предложениями Гюйгенс ввел понятие математического 
ожидания для случайной величины, принимающей два или три значения. Если исполь­
зовать современные представления, то в первых двух  предложениях значения, при­
нимаемые случайными величинами, равновероятны, а в третьем предложении ве­
роятность значения а равна р Ц р  ♦ q)  и вероятность значения b равна q/(p  ♦ q) .  
У Гюйгенса еще понятие вероятности не выделено, и он все время оперирует с числа­
ми шансов, благоприятствующих тому или другому событию. Гюйгенс предпочел, 
так сказать, коммерческую терминологию и говорил о стоимости, за которую он 
готов уступить свое право на получение выигрыша. Термин ’’ожидание” был введен 
в Употребление учителем Гюйгенса -  Схоутеном -  при переводе.

Предложения 1 и 2 представляют собой ничто иное к ак  версию задачи о разделе 
ставки. Мы приведем текст Гюйгенса с тем, чтобы читатели убедились насколько 
близки его рассуждения к  рассуждениям Паскаля.

"Предположим, что я играю против другого лица на то. кто первым выиграет
3 партии, и что я уже выиграл 2 партии, а он -  1. Я хочу знать к акая  часть ставки 
Причитается мне, когда мы хотим прервать игру и справедливо разделить ставки . . . 
“ Ужно заметить сначала, что достаточно принять во внимание число партий недостаю­
щих той и другой стороне. Так к ак  верно, что если бы мы играли на то, кто выиграет 
*0 партий, и если бы я выиграл 19 партий, а мой противник 18, то я имел бы такое 
**  самое преимущество, к ак  и в изложенном случае, где при трех партиях я выиграл
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одну, а это потому, что в обоих случаях мне недостает только одной 
у х * ) . Затем, чтобы вычислить часть причитающуюся каждому из

две, а он только _
партии, а ему д в у х * ;. затем . чтобы вычислить часть причитающуюся каждому из нас 
нужно обратить внимание на то, что произошло бы, если бы мы продолжали игру 
Верно и то, что выиграв партию, я  получил бы полностью сум м у ставки, которую 
обозначу а. Но если первую партию выиграет мой противник, то наши шансы станут 
равными, принимаю во внимание, что каждому из нас будет недоставать по одной 
партии; значит, каждый из нас имел бы право на а/2, что согласно первому предложе­
нию. эквивалентно сумме половин, т.е. (3/4 ) 4, так что моему сопернику остает­
ся ( 1/4 ) 4 ".

Разделение ставки между тремя игроками Гюйгенс рассмотрел в предложе­
нии VIII, когда первому игроку недостает до выигрыша всей игры одной партии, 
а второму и третьему -  по две партии. В предложении IX он рассмотрел вопрос о 
разделе ставки между тремя игроками, но при произвольном состоянии игроков. 
Общего выражения для решения этой задачи им дано не было и он изложил только 
принципы сведения общей задачи к  частным случаям.

Формулировки предложений 1 0 - 1 4  следует признать недостаточно четкими. 
Их содержание полностью проясняется лишь при рассмотрении предложенных 
Гюйгенсом вопросов. Приведем некоторые из них.

П р е д л о ж е н и е  10. Определить при скольких бросаниях можно обязаться 
выбросить одной костью шесть очков?

Конечно, задача сформулирована весьма неопределенно. Нам ясно, что автору нуж­
но понятие вероятности для точной формулировки его вопроса, а этого понятия 
еще нет. Речь же идет о вероятности того, что при л бросаниях (л * 1 , 2 , . . . )  хотя бы 
раз появится на кости шестерка.

Решение Гюйгенса состоит в следующем: при бросании имеется один шанс выки­
нуть 6  очков и 5 шансов получить другие грани. Если разыгрывается сумма а , т о  шанс 
получить эту сум м у, согласно предложению 3, будет стоить (1 • а + 5 • 0)/6 = а/в.

"Тому, кто предложил ему бросить кости, остается 54/6 . Значит, тот, кто играет 
партию в одно бросание, может ставить только 1 против 5 .”

При двух  бросаниях кости вычисления стоимости игры Гюйгенс проводит следую­
щим путем. "Если 6 очков получается при первом бросании, то бросающий получаете, 
но на это у него имеется 1 шанс, и имеется 5 шансов, что это не произойдет. Но тогда 
имеется еще второе бросание, которое стоит ему, согласно предшествующему вы*

/6

-------- ---------------! --------— - « •  v m ; ,  v u i . i o t n u  И р С Д Ш С С !  В > Ю Щ С М у

числению 4/6 . Отсюда следует, что игра должна стоить играю щ ему^ а ♦

* 114/36. Аналогичным путем Гюйгенс получает для грскратного бросания ко сти  сто­
имость игры, состоящей в том , что хотя бы раз выпадет грань с числом очков 6 . рав­
ную 914/216. Далее он вычислил стоимость подобной игры при ч еты р ех кр атн о м , пяти 
и шестикратном бросании кости. Результаты получились такими: 6714/1296, 
46514/7776, 310314/46656.

В предложении 11 Гюйгенс рассматривает такую  задачу: "Найти во с к о л ь к о  броса­
ний можно обязаться выбросить две шестерки?” Для нас эта формулировка неопре­
деленна. Она должна быть сформулирована так : если при бросании двух  ко стей  nipo*

*) Заметим, что это место выглядит убедительно лишь в предположении равно­
сильности игроков. Однако если из д вух  партий обе выиграл игрок А, то это на­
водит на мысль о том. что он играет лучше, чем игрок В. Если же А выиграл 20 пар­
тий, а В -  18, то представление об их равносильности становится более убедительным-

Позднее неоднократно рассматривались многочисленные задачи с уч ето м  неравно­
сильности игроков. Такие задачи затем получали интерпретацию на язы ке физики и 
инженерного дела.

рЬ1ИГРывает сум м у 4, то какую  ставку он должен внести для участия в игре (при 
^обидной игре)? Л егко подсчитать, что цена игры при одном бросании должна 
л и т ь  4/36, при двух  бросаниях 714/12% и так  далее. Далее Гюйгенс сделал такое 
Н вчание: "Я  нахожу, что тот, кто играет при 24 бросаниях, имеет еще легкую  невы- 
1Х>ДУ * 4X0 можно принимать с выгодою партию, играя только минимально при 25
бросаниях "

Мы приведем теперь формулировки остальных трех предложений работы Гюйгенса. 
П р е д л о ж е н и е  12. Найти такое число костей, при котором можно обязатель­

но выбросить две шестерки при первом бросании?
П р е д л о ж е н и е  13. Найти причитающуюся каждому из нас часть общей сум м ы  

при предположении, что я бросил две кости один раз с тем условием, что если выпадет 
7 очков, то выигрываю я , и что выигрывает мой противник, если выпадает 10 очков.
А если выпадает другое число очков, то м ы  делим общую сум м у поровну .

П р е д л о ж е н и е  14. Другой игрок и я поочередно бросаем две кости при усло­
вии, что я выигрываю, к ак  только я выброшу 7 очков, и он выигрывает, к а к  только 
выбросиI 6 очков, и я предоставляю ему бросить первому. Требуется найти отношение 
моих шансов и его ."

Ш Интересно отметить, что в письма к  Каркави от 6 июля 1656 г. Гюйгенс писал, что 
предложение 14 его трактата соответствует одной из шести задач Ферма, которые
последний сообщил Каркави.

Для полноты картины мы сформулируем все пять задач, предложенных Гюйгенсом 
читателям для самостоятельного решения. Их решение он опубликовал лишь
в 1665 г\.А и В играют д вум я  костями на следующих условиях: А выигрывает, если он 
В бросит 6 очков, В выигрывает, если выбросит 7 очков. Первым бросает Л один раз, 
затем В бросает дваж ды , затем А бросает два раза и т .д ., пока кто-нибудь не выиграет.
В каком отношении ш ансы/4 относятся к  шансам В? Ответ: к а к  10355 к  12276.

2, Трое игроков берут 12 фишек, из которых 4 белых и 8 черных, и играют на та­
ких условиях: первый вытянувший белую фишку побеждает. А тянет первым, В -  
вторым, а затем С, потом опять А и т.д. В како м  отношении находятся шансы одного 
против других?

ЗМ  держит пари против В. что из 40 карт (по 10 одинаковой масти) он выберет
такие, что каж дая будет различной масти.

Здесь величина шансов А против В определяется к а к  1000 к  8139.
4. Имеем, к а к  во второй задаче, 1 2 фишек, из которых 4 белых и 8 черных; А дер­

жит пари против В , что в выборе 7 фишек вслепую он будет иметь 3 белых. Спраши­
вается, в к ако м  отношении стоят шансы А против В1 Если Гюйгенс имел в виду, что 
будут вынуты точно 3 белых фишки, то результат 35 : 64 ; если же по меньшей мере 3, 
то 42 : 57.

5. А и В. каждый имеющий по 12 монет, играют тремя костями на условиях: если А 
■ибросит 11 очков, то он должен дать В одну монету, но если он выбросит 14, тогда В 
Должен дать одну монету А.  Тот игрок выигрывает, который первым получит все 
Монеты. Здесь шансы А относятся к  шансам В к а к  244 140625 к  282 429 536 481.

%  Последняя задача является ничем иным к ак  разновидностью задачи о разорении 
«прока.

К  Спустя десять лет после кончины известного философа Б. Спинозы (1 6 3 2 -1 6 7 7 ) , 
•Г а а ге  была опубликована анонимная работа, состоящая из двух  частей, далеких 

F r  °т  друга по содержанию. ’’Исследование о радуге” и ’’Заметки о математической 
•®Роятности Проведенные исследования подтверждают предположение о том , что 

сочинения были написаны Спинозой. Во второй части работы содержалось решение 
^И Р*0Й  задачи Гюй>енса и были приведены формулировки остальных четырех. Нас 

лжно заинтересовать то обстоятельство, что в названии работы уже говорится о
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математической вероятности, но хотя в самой работе вероятность не определяете 
и рассуждения ведутся над числом благоприятствующих событию случаев.

Для дальнейшего нам полезно сделать следующее замечание. В 1692 г. Д. Арбутнот 
(1 6 6 7 -1 7 3 5 ) предпринял издание английского перевода книги Гюйгенса и к этому 
переводу он добавил ряд новых задач, в том числе задачу иной природы. Формулиров. 
ка этой задачи такова: на плоскость наудачу бросается прямоугольный параллелепипед 
с ребрами, находящимися в отношении а  : b  : с.  Найти отношение шансов выпадени* 
параллелепипеда гранями ab, Ьс и са.

К концу XVII века завершался длительный период накопления первичных сведе- 
ний о случайных событиях, точно поставленных задач и подходов к  их решению. Мно­
гие выдающиеся ум ы  занимались этими вопросами и с разных позиций подходили к 
количественной оценке возможности наступления случайного события. Ф?рма факти­
чески пользовался понятием математического ожидания, использование которого для 
решения разнообразных задач было широко развито Гюйгенсом; Паскаль. Ферма 
и Гюйгенс использовали представления о теоремах сложения и умножения вероят­
ностей и подошли вплотную к понятию вероятности, однако его они не ввели. Каза­
лось бы, что этот шаг -  переход от рассмотрения числа возможных исходов, благо­
приятствующих наступлению события, к  рассмотрению отношения этого числа к  числу 
всех возможных исходов -  был естественен. Однако никто этого шага не сделал. 
Рассуждения, благодаря этому, были сложны и формулировки задач не очень точны. 
И если бы исследователи того времени задали себе вопрос, что возможнее при четырех­
кратном бросании кости хотя бы раз выбросить шестерку или при двадцатипятикрат­
ном бросании двух  костей хотя бы раз выбросить на обеих костях шестерки? -  они 
были бы вынуждены ввести классическое понятие вероятности и далее его использо­
вать. Однако этого в XVII веке не произошло и введение в науку классического поня­
тия вероятностей принадлежит лишь XVIUcToneTHio. Однако оно было исследованиями 
XVII века хорошо подготовлено. Период предыстории завершался и начинался период 
собственно истории теории вероятностей. Для этого уже был создан достаточно проч­
ный фундамент.

§ 6 . О первых исследованиях по демографии

В следующей главе мы узнаем, что одним из толчков для развития основных поня­
тий теории вероятностей сыграли исследования Джона Граунта (16 2 0 -1 6 75 ) и Вилья­
ма Петти (16 2 3 -1 6 87 ) по демографии или, к а к  тогда говорили, по политической 
арифметике. Их работы наглядно продемонстрировали каки м  мощным орудием мо­
гут служить для изучения массовых явлений статистические наблюдения, если их 
соответствующим образом обработать. Их книги получили большое распространение, 
старательно изучались учеными самых разнообразных направлений деятельности, 
в том числе и математиками.

Первой работой, с которой начинается история статистики к ак  области научного 
знания, следует назвать книгу Д. Граунта, опубликованную в 1662 г. под названием 
"Естественные и политические наблюдения, перечисленные в прилагаемом оглавлении 
и сделанные над бюллетенями смертности. По отношению к управлению, религии, 
торговле, росту, воздуху, болезням и разным изменениям означенного города". Нам 
нет нужды давать описание всего содержания этой книги, но оттенигь отдельные мо­
менты, необходимые для дальнейшего, следует.

Основная задача, которая заинтересовала Граунта. состояла в указании метода, 
который позволял бы установить с достаточной точностью возрастной состав населе­
ния города в результате наблюдений за возрастом умерших. С этой целью им были 
проанализированы результаты 229250 регистраций смертей в Лондоне происшедшие 
за 20 лет. Среди этих смертей было отмечено 71124 смерти детей от 0 до 6 лет. Причи*
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ны смерти были тщательно перечислены Граунтом. Он специально отметил, что отно­
шение числа смертей детей от 0 до 6 лет к  общему числу смертей за тот же период 
времени, равное 71124/229250, приблизительно равняется 1/3. Иными словами 
Граунт ввел представление о частоте события. Для развития теории вероятностей это 
обстоятельство сыграло огромную роль, к а к , впрочем, и его замечание: ” . . .  мы хоте­
ли бы отметить, что некоторые из случайностей имеют постоянное отношение к  числу 
всех похорон" (цитированная книга, с. 32 ). Здесь Граунт вплотную подошел к  пред­
ставлению о статистической устойчивости средних.

Он установил, что для Лондона число рождений мальчиков к числу рождений дево­
чек относится к ак  14 : 13, что в среднем на каждые 11 семейств ежегодно умирают
3 их члена, что одна из 2000 женщин умирает от родов, что в среднем на каждые 
63 покойника приходится 52 новорожденных. Тем самым численность населения Лон­
дона пополняется систематически за счет провинции. Он установил на основании 
таблиц смертности, что в Лондоне на каждые 100 мужчин 34 имеют возраст от 16 
до 56 лет. Так что по его данным в ту пору из 199112 жителей муж ского  пола 67694 
имели возраст от 16 до 56 лет.

Им была составлена первая таблица смертности, которую мы теперь приведем: из 
каждых 100 новорожденных доживает до

6 лет 64 36 лет 16 66 лет 3
16 лет 40 46 лет 10 76 лет 1
26 лет 25 56 лет 6 86 лет 0.

В этой таблице поражает огромная детская и юношеская смертность: только 64 % 
в ту нору доживали до 6 лет и только 40% -  до 16 лет.

Граунт прекрасно понимал, что точность его выводов тем больше, чем больше 
наблюдений имеется для обработки. Именно в связи с этим он отметил, что недоста­
точно ограничиваться обработкой бюллетеней смертности только за одну неделю 
для получения полноценных выводов о составе населения.

Понятие частоты оказалось полезным и его сразу подхватили другие авторы. 
Так в небольшой книге В. Петти "Два очерка по политической арифметике, относя­
щиеся к  людям, зданиям, больницам в Лондоне, Париже", вышедшей в 1682 г. в Лон­
доне, а через два года во французском переводе -  в Париже, были даны сравнительные 
данные о смертности в госпиталях шарите • )  Парижа и Лондона. Так в одном из 
госпиталей шарите Парижа в течение года из 2647 больных скончались 338, а в двух  
госпиталях Лондона из 3281 больных ушли из жизни 461. Частоты госпитальной 
смертности для Парижа и Лондона оказываются соответственно равными 0,136 и 0,140. 
Петти не использовал десятичных дробей и обе частоты считал приблизительно равны­
ми 1/7. 1;щс больший процент смертности оказался в парижском госпитале "Божий 
Дом” (L ’hotel dieu), а именно в нем из 21591 больных скончалось 5360.Таким образом 
Для этого госпиталя частота окончательного исцеления от всех болезней и печалей 
оказалась равной 5360/21491 * 0 .2 6 2 . Петти принимал ее за 1/4

В этой же книге Петти установил, что в Лондоне в среднем умирает один житель 
иэ 30, а в сельской местности -  один из 37. Среди же членов парламента одна смерть 
Приходится на 50 человек. Он также утверждал, что о численности населения города 
можно судить по бюллетеням смертности. Так, для примера, в Лондоне было заре- 
•'истрировано 22331 смертей. Значит, поскольку коэффициент смертности для Лондо- 
На Равен 1/30, число жителей в этом городе должно быть близко к  669 930.

* ) La charite -  милосердие Так назывались больницы, организованные церковью 
Для бедняков.
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Несомненно, что работы Граунта. Петти и ряда их последователей представляю! со. 
бой ничто иное к ак  первые шаги в области математической статистики.

Непосредственным продолжателем исследований, начатых Граунтом и Петти, бьщ 
знаменитый английский астроном Эдмунт Галлей (16 5 6 -1 7 4 2 ) . В 1693 г. Галлеи 
опубликовал в изданиях Лондонского королевского общества две статьи "Оценка 
степеней смертности человечества, выведенная на основании любопытных таблиц 
рождений и погребений города Бреславля. с попыткой установить цену пожизнен 
ных рент'* и "Несколько дальнейших замечаний по поводу Бреславльских бюллете­
ней смертности ”. В основу этих статей были положены данные о движении населения 
Бреславля за 1687-1691 гг., присланные по просьбе секретаря общества Генриха Жюс- 
телля пастором Каспаром Нейманом. Более Галлей к  этим вопросам не возвращался.

Одна из причин интереса Галлея к  таблицам смертности состоит в том. что сами 
Граунт и Петти сознавали недостаточную обоснованность своих выводов, поскольку 
у  них отсутствовали численность населения и возраст умерших (зачастую). Кроме 
т о т ,  в городах, которые они изучали -  Лондон и Дублин -  был большой приток на­
селения извне. Это обстоятельство делает указанные города "неподходящими в качест­
ве стандарта для этой цели, которая требует, если это возможно, чтобы население, 
с которым имеют дело, было совершенно закрытым, т.е. таким , где все умирают 
там. где они родились, где нет никаких эмигрантов и иммигрантов** (Галлей, первый 
м ем уар ). По словам Галлея, бреславльские материалы не имеют указанных дефцкюв.

На основании имевшихся у него данных Галлей составил таблицу смертности, 
которую он рассматривал одновременно и к ак  таблицу доживающих по возрасту 
лиц. так и к ак  распределение населения по возрасту. Он ввел в науку понятие о 
вероятной продолжительности жизни, к а к  о возрасте, которого одинаково можно 
достигнуть и не достигнуты На современном язы ке это медиана длительности жизни. 
Сам Галлей не вводил ни термина медиана, ни термина вероятная продолжительность 
жизни. В вычислениях Галлея можно заметить использование им принципов, лежа­
щих в основе теорем сложения и умножения вероятностей, а также рассуждения, 
близкие к  формулировке закона больших чисел.

Работы Галлея имели очень большое значение для развития науки и применений 
статистических исследований о народонаселении к  вопросам страхования.

ГЛАВА 2
ПЕРИОД ФОРМИРОВАНИЯ ОСНОВ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

§ 7. Возникновение классического определения вероятности

Образование основных математических понятий представляет важные этапы в про­
цессе математического развития. Мы видели, что до конца XVII века наука гак и не 
подошла к  введению классического определения вероятности, а продолжала оперир0* 
вать только с числом шансов, благоприятствующих тому или иному и н т е р е с у ю щ е м )  
исследователей событию. Отдельные попытки, которые нами были отмечены у  КарД*' 
но и у  позднейших исследователей, не привели к  ясному пониманию значении это*10 
нововведения и остались инородным телом в завершенных работах. Однако, в триди*' 
тых roflJrf XVIII столетня классическое понятие вероятности стало о б щ е у п о т р е б и т е л ь ­

ным и никто из ученых этих лет не мог1 бы ограничиться только подсчетом числа бла­
гоприятствующих событию шансов. Кто же ввел это понятие и настолько ясно показ**1 
его необходимость, чтобы в дальнейшем уже не возникло сомнения в его целссообр**’ 
ности для развития науки? Мы должны заметить, что введение классического опреДс 
ления вероятности произошло не в результате однократного действия, а заняло ДЛИ*



тельный промежуток времени, на протяжении которого происходило непрерывное 
-даершснствование формулировки, переход от частных задач к  общему случаю.

Внимательное изучение, показывает, что еще в книге X. Гюйгенса ”0  расчетах 
а азартных играх” (1657) нет понятия вероятности как  числа, заключенного между 0 
„ 1 и равного отношению числа благоприятствующих событию шансов к числу всех 
возм ож ны х. А в трактате Я. Бернулли ’’Искусство предположений” • )  (1713) поня- 
гие уго введено , хотя и в далеко несовершенной форме, но. что особенно важно, ши­
роко используется. Что же произошло за те полстолетия, которое прошло между 
публикации ми зтих книг? Что заставило Я. Бернулли ввести в научный обиход 
классическое понятие вероятности?

Несомненно, что формулировка закона больших чисел, осуществленная Я. Бернул­
ли* сама по себе является достаточным для этого основанием. Однако имеется и дру­
гое соображение, которое, несомненно, оказало сильное влияние на ход мыслей ряда 
исследователей , в том числе и Я. Бернулли. Речь идет о работах Граунта и Петти, о 
которых было сказано в предыдущем параграфе. Эти произведения решающим обра­
зом воздействовали на лучшие ум ы  того времени и не было ни одного мало-мальски 
крупного математика, который не изучал бы их и не находился под их воздействием. 
Этого влияния не избежал и Я. Бернулли. Произведения Граунта и Петти убедительно 
показали преимущества понятия частоты перед понятием численности. Именно поня­
тие чясто гы . т.е. отношение числа наблюдений, в которых появляется определенное 
свойство, к  числу всех наблюдений, позволяет получить серьезные практические вы во­
ды, тогда к ак  рассмотрение численностей оставляет исследователя в состоянии неопре­
деленности. Отсюда оставался лишь один шаг до введения понятия классической 
вероятности. Заметим, что вы воды  Граунта и Петти относительно устойчивости часто­
ты некоторых событий подготовили почву и к  формулировке закона больших чисел.

В весьма несовершенной форме классическое определение вероятности у Я. Бер­
нулли появилось в первой главе четвертой части "Искусства предположений” . Там он 
сказал следующие слова: "Вероятность есть степень достоверности и отличается от нее, 
как часть от целого” . Далее было пояснение сказанного на примере, который отчет­
ливо показывает, что Я. Бернулли в данную им формулировку фактически вклады ­
вал тот же самый смысл, какой  мы вклады ваем  в классическое определение вероят­
ности. Вот эго пояснение: "Именно: если полная и безусловная достоверность, обозна­
чаемая нами буквой а или единицей 1, будет, для примера, предположена состоящей 
из пяти вероятностей, к ак  бы частей, из которых три благоприятствуют существо­
ванию или осуществлению какого-либо события, остальные же неблагоприятствуют.

10 будет сказано, что это событие имеет у  а  или — достоверности”.

При формулировке главного предложения в пятой главе четвертой части Я. Бер­
нулли вновь писал об отношении числа благоприятствующих случаев к  числу всех 
возможных. Но при этом он не оговаривал, а предполагал само собой разумеющимся. 
410 эти случаи должны быть равновероятными. Наряду с этим отношением, которое 
•ошло в н ауку , Бернулли предлагал и flpyixx? число благоприятствующих к числу 
•^ лагоп ри яга  вующих. В науке привилось только первое из этих отношений, второе 

е не привилось, быть может по той причине, что оно изменяется от 0 до бесконеч­
ности, а может быть по причине неаддитивности этих отношений.

Интересны рассуждения четвертой главы четвертой части сочинения Я. Бернулли.
**Дал вопрос: к ак  определить вероятность случайного события, если у нас нет
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Часть четвертая этой книги переведена на русский язы к  и с содержательными 
В рментариями издана недавно: Я. Бернулли. ”0  законе больших чисел”, изд. Наука, 

Редактор Ю.В. Прохоров.
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возможности подсчитать числа всех возможных и благоприятствующих ему шансов0 
Ответ им был сформулирован следующим образом: "Но здесь нам открывается дРу. 
гая дорога для достижения искомого. И то, что не дано вывести a p rio r i, то. по край, 
ней мере, можно получить i  posteriori, т.е. из многократного наблюдения результатов 
в подобных примерах. . .  Ибо, если, например, при наблюдениях, сделанных некогда 
над тремя сотнями людей того же возраста и сложения, в каки х находится теперь ТИг 
было замечено. *гго из них двести до истечения десяти лет умерли, а остальные осгались 
в живых и дальше, то можно заключить с достаточным основанием, что имеется вдвое 
больше случаев Титу умереть в течение ближайшего десятилетия, чем остаться в жи­
вых по истечении этого срока . . .  Этот опытный способ определения числа случаев 
по наблюдениям не нов и не необычен.*'

Нам важно теперь подчеркнуть, что в высказанных отрывках достаточно четко 
прослеживается мысль о статистическом определении вероятности. Наверняка при 
этом Я. Бернулли основывался и на работах Граунта и Петти.

Таким образом в трактате Я. Бернулли присутствуют обе концепции вероятности 
классическая и статистическая. Обе они изложены не очень четко, но существенно то. 
что они уже введены в рассмотрение и использованы. Этим был сделан принципиаль­
ный шаг в науке о случае - введено в рассмотрение понятие вероятности случайного 
события к ак  числа, заключенного между 0 и 1. Достоверному событию при этом 
приписывается максимально возможное значение вероятности единица, а невозможно­
му -  минимальное -  ноль. Кроме того было ясно сказано, что это число может быть 
определено д вум я  различными способами: путем подсчета числа равновозможных слу­
чаев. которые благоприятствуют событию, и всех возможных случаев и вычисления 
их отношения или же путем проведения большого числа независимых испытаний и 
вычисления частоты события. Можно считать, что теория зероятностей с этого момента 
начала свою историю. До этого же была предыстория, которая подготовляла почву 
для формирования основных понятий и задач теории вероятностей.

Я. Бернулли обдумывал свое "Искусство предположений" дол!ие годы, по его 
словам, по меньшей мере двадцать лет. Но свет оно увидело лишь в 1713 г., восемь 
лет спустя после смерти автора. Однако содержание э т о т  произведения м н огие годы 
до его публикации уже было известно научной общественности по рукописи, которая 
стала доступна многим. Об этом тво р и тся , в частности, в публикациях Фонтснеля 
и Сорена, посвященных заслугам покойного и вышедшим в свет соответственно в 
1705 и 1706 годах. На эти публикации позднее ссылался П. Монмор ( 1687-  1719) 
в своей книге "Обэор анализа азартных игр" (1-е изд. -  1706 г .; 2-е изд. -  1713 г.), 
а такж е сделал подробный анализ содержания "И скусства предположений". Таким 
образом трактат Я. Бернулли оказывал влияние на развитие теории вероятностей 
задолго до его опубликования. Об этом позднее мы  скажем  еще по другому поводу-

Монмор в упомянутой книге использовал понятие вероятности и применил его 
к решению достаточно сложных задач. В частности, Монмор рассмотрел и правильно 
решил следующую задачу: имеется п предметов, пронумерованных числами от 1 до*. 
Спрашивается, чему равна вероятность того, что при последовательном в ы н и м а н и и  

этих предметов наудачу (без возвращения) хотя бы один предмет будет в ы н ут  так. 
что номер вынимания совпадет с присвоенным ем у номером. Эта вероятность оказа­
лась равной 1 -  1/2! ♦ 1/ 3 !- . . . ♦ ( - 1  ) п ~1/п\. Мы знаем, что этой задаче теперь при­
даются различные формулировки.

А. Муавр воспринял классическое определение вероятности, данное Б ернулли , 
и вероятность события определил но*гти в точности так , к а к  это делаем мы теперь- 
Он писал: ' ’Следовательно мы строим дробь, числитель которой будет число случае* 
появления события, а знаменатель -  число всех случаев, при которых оно м°*_  
появиться или не появиться, такая  дробь будет выражать действительную в е р о й  ̂
ность его появления." После этого определения Муавр привел в точности пример.
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•
котором мь| упоминали при рассказе о вкладе Бернулли, а именно: ’ если какое-то 
событие имеет 3 благоприятствующих шанса. 2 неблагоприятствующих, дробное вы- 
Ерсенис 3/5 будет точно говорить о вероятности его появления и может рассматри­
ваться к ак  ее мера" ("Доктрина ш ансов"). Обратим внимание на то. что Муавр. к а к  
и Я Бернулли, не оттенял то обстоятельство, что шансы должны быть равновероягны- 
мИ. Это замечание впервые было введено в определение классической вероятности 
лишь П. Лапласом в его ’’Аналитической теории вероятностей". Лагранж об этом 
сШс не задумы вался и давал определение вероятности в точности по М уавру. По-ви- 
димомч. на Лапласа повлияла дискуссия, начатая Д’Аламбером. который при реше­
нии задачи о вероятности выпадения (при бросании двух  монет) герба на одной из 
L ohct и решки -  на другой, определил ее равной 1/3. Это он мотивировал тем. что 
имею к'и лишь три возможности: 1)на обоих монетах выпадает герб; 2) на обоих мо­
нетах выпадает реш ка; 3)на одной монете выпадает герб, а на другой -  решка.

§ 8. О формировании понятия геометрической вероятности

Уже в первой половине XVIII века выяснилось, что классическое понятие вероят­
ности имеет ограниченную область применений и возникают ситуации, когда оно не 
действует, а потому необходимо какое-то есгесгвенное его расширение. Обычно 
считаю!, что таким голчком послужили работы французского естествоиспытателя 
Ж. Ьюффона (1 7 0 7 -1 7 8 8 ) , в которых он сформулировал знаменитую задачу о 
бросании иглы на ралрафленную плоскость и предложил ее решение. Это утверждение 
треб>ет поправки, поскольку исгорически оно неверно. Дело в том. что задолго до 
рождении Ьюффона появилась работа, в которой фактически уже был поставлен 
вопрос о нахождении геометрической вероятности. Правда, в ту пору еще не было и 
определения вероятности.

В 1692 г. н Лондоне был опубликован английский перевод книги X. Гюйгенса 
”0  расчетах в a jap i ных играх", выполненный Д. Арбутнотом (1 6 6 7 -1 7 3 5 ). В конце 
первой часги переводчик добавил несколько задач, среди которых была сформули­
рована задача совсем иной природы, по сравнению с теми, которые были рассмотрены 
великим автором. Он назвал^цу задачу трудной и поместил ее в дополнении "для 
того, чтобы она была решена теми, кто считает такого рода проблемы достойными • J 
внимании ”. Задача, предложенная Арбутнотом, состоит в следующем: на плоскость 
наудачу бросается примоугольный параллелепипед с ребрами, равными а, Ь, с. Спра­
шиваем си. к а к  часто параллелепипед будет выпадать гранью ah'!

Сам Арбутнот не сделал даже попытки решения придуманной им задачи. Это было 
осуществлено значительно позднее Т. Симпсоном (171 0 -1 7 61 ) в книге "Природа и 
законы случая" (1740 ), где задача была приведена под номером XXVII.

Идея решения, предложенная С импсоном, состоит в следующем: опишем около 
параллелепипеда сферу и спроектируем из центра на поверхность ее все ребра, боко­
вые грани и основания. В результате поверхность сферы разобьется на шесть нспере- 
секающихся областей, соответствующих граням параллелепипеда. Далее Симпсон 
■Писал: "Нетрудно замсгигь. что определенная часть сферической поверхности, огра­
ниченная траекторией, описанной таким образом радиусом, будет находиться в таком

соотношении к обшей плотшди поверхности, как  вероятность появления нското- 
Роп грани к  единице”.
t  *  Том- что было только что сказано, н полной мере заключены принципы разы ска­

нии геометрических вероятностей: вводится мера множества благоприятствующих 
событию случаен и берется се отношение к мере множества всех возможных случаев.
L  Нашем случае полная мера сводится к  площади поверхности шара. Заметим, что 
f  пеон ни слова не сказал о физической интерпретации решения. Ведь для того, что- 
0 1  Параллсленипед упал на плоскость определенной гранью, необходимо, чтобы его
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центр тяжести находился над ее проекцией на плоскость падения. Однако в решенщ, 
Симпсона это требование соблюдено.

Введем для дальнейшего обозначения: Л а * а 3 ♦ Ь2 ♦ с 9, РаЬ% РЬс, Р ^  -  вероят. 
ности выпадения на какую -то определенную грань соответственно ab,  Ьс , са. Вероят- 
ности выпадения на какую -то из граней ab  (соответственно Ьс и са) должны быть увс 
личены вдвое. Формулы, о которых идет речь, должны быть таковы :

1 ab 1 Ьс п 1 ас
pa b ' - u c xg — , Pb c = - a r c t g  — . #>c e = -  a r c — .

Бюффон дважды публиковал работы, посвяшенные геометрическим вероятностям. 
Первая его публикация на эту тему относится к  1733 г., когда он сделал в Парижской 
академии наук доклад , напечатанный под называнием **Мемуар об игре франк-карро" 
(Me м у яр об игре прямо в к л е т к у ) . Позднее, в 1777 г. этот мемуар был целиком вклю­
чен в "Опыт нравственной арифметики", являвшейся дополнением к тому IV его 
"Естественной истории".

Цель, которую ставил перед собой Бюффон. состояла в том. чтобы показать, что 
"геометрия может быть использована в качестве аналитического инструмента в об­
ласти теории вероятностей", в то время к ак  до тех пор "геометрия казалось мало 
пригодной для этих целей", поскольку для них использовалась только арифметика.

Игра франк-карро состоит в следующем: пол разграфлен на одинаковые фигуры. 
На пол бросается монета, ее диаметр 2г  меньше каждой из сторон и монета целиком 
уклады вается внутрь фигуры. Чему равна вероятность того, что брошенная научачу 
монета пересечет одну или две стороны фигуры?

Для определенности рассмотрим покрытие плоскости прямоугольниками со сторо­
нами а и Ь% Ъ > 2г. а > 2г. Л егко подсчитать, что площадь полосы между основным 
прямоугольником со сторонами, параллельными сторонам основного на расстоя­
нии г от каждой из его сторон и целиком расположенного внутри основного, равна 
2г (а ♦ Ь -  2 г ) .  Л егко  понять, что центр монеты, попав внутрь малого прямоугольни­
ка. не только не пересечет, но даже не коснется сторон основного. Значит, вероятность 
того, что монета пересечет по меньшей мере одну из сторон основного ирямоугольни-

а ♦ b - 2г
ка равна 2г --------------  .

аЬ
Вторая задача, сформулированная и решенная Ьюффоном. состоит в следую щ ем: 

плоскость разграфлена равноотстоящими параллельными прямыми На плоскость 
наудачу бросается игла. Один игрок утверждает, что игла пересечет одну из парал­
лельных прямых, другой -  что не пересечет. Определить вероятность выигрыша каж­
дого из игроков. Решение этой задачи хорошо известно, и нет необходимости приво­
дить его здесь. Менее известна задача Бюффона об игре, когда игла бросается на 
плоскость, разграфленную на квадраты . В решении этой задачи Бюффон допустил 
ошибку, позднее исправленную Лапласом. Именно: Бюффон считал, что и ск о м ая  вс* 

а -  г  2а -  г
роятность равна 2г --------—  . тогда как  в действительности она равна 4г ------ - у '  *па *0

После Бюффона задачи на геометрические вероятности стали с и с т е м а т и ч е с к и  
включаться в трактаты и учебники по теории вероятностей. Так. в знаменитую кииг>‘ 
Лапласа "Аналитическая теория вероятностей" были включены и подробно рассмот 
рены все задачи Бюффона. Но Лаплас не счел нужным отметить, откуда они были 
заимствованы и кто  автор этих задач.

Следует отмстить, что терминология Лапласа далека от совершенства. Так. Д* 
примера, он писал, чтр "8г равняется сумме всех случаев, в которых игла пересеку 
одну или другую параллельные линии" и что 2ап равно "числу всех в о зм о ж н ы х  ком
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наций". Здесь 1г означает длину иглы, а а -  расстояние между параллельными
прямыми.

Во второй задаче, рассмотренной Лапласом, плоскость разграфлена д вум я  систе­
мами параллельных прямых, представляющих ничто иное к ак  систему координатных 
линий на плоскости. Расстояние между линиями первой системы равно а. второй 
системы  -  Ь. На плоскость бросается игла длины 2г  (2г  < а, 2г < Ь).  Чему равна 
вероятность того, что игла пересечет хотя бы одну линию? Решение, предложенное 
Лапласом, предполагает, что дело идет о системах взаимно перпендикулярных 
ярямых. Это Лапласом не оговорено. В результате вычисления -  числа благоприят­
ствующих и "числа всех возможных случаев" -  Лаплас определил, что вероятность

л а+Ъ- г
пересечения одной из линий брошенной иглой равна 4г ------------- .

поп
В прекрасном для своего времени учебнике "Основания математической теории 

вероятностей’' (1846) В.Я. Б уняковского  (180 4 -1 8 89 ) имеется довольно большой 
раздел, посвященный геометрической вероятности. В него включена задача Бюффона
0 бросании иглы и частный случай игры франк-карро, когда плоскость разбита на рав­
нобедренные треугольники. С современных позиций терминология Б уняковского  дале­
ка от* совершенства. Пример такого словоупотребления мы сейчас и приведем: 
". ..и н о гд а  встречаются такие ситуации, в которых число благоприятствующих ста- 
точностей. а равно и всех возможных бывает бесконечное. И скомая вероятность 
определится тогда отношением этих двух  бесконечных чисел . . .  ” . Она будет ’ ’числом 
конечным и совершенно определенным”.

Серьезный шаг в развитии геометрических вероятностей связан с именами Ламе 
(1795 -18 70 ), Барбье, Д. Сильвестра (1 8 1 4 -1 8 9 7 ) , М. Крофтона, которые не только 
поставили новые задачи, но и привлекли к  их решению понятие меры множества 
(пусть еще и на интуитивном уровне). На базе их рассмотрений позднее возникла но­
вая ветвь геометрии, получившая наименование интегральной геометрии.

В 1860 г. Ламе на факультете наук Парижской нормальной школы прочитал курс 
лекций по геометрии. В этом курсе он рассмотрел задачу Бюффона о бросании иглы и 
применил ее к  тому случаю, когда центр иглы бросается наудачу в центр эллипса или 
правильного многоугольника. Среди слушателей был Барбье. обобщивший рассужде­
ния Ламе на случай любого вы пуклого  контура. В сущности Барбье не внес ничего 
нового в сам метод. Он только заметил, что рассуждения Ламе не связаны жестко 
ни с рассмотрением эллипса, ни с правильными многоугольниками, а легко  обобща­
ются на любой выпуклый контур.

Сильвестр первым после Бюффона расширил тематику задач на геометрические 
РРМПности. Им была предложена задача о четырех точках или задача Сильвестра. Ее 
Формулировка такова: четыре точки взяты  наудачу внутри выпуклой области. Чему 
Равна вероятность того, что, в зяв  эти точки в качестве вершин, можно составить вы ­
пуклый четырехугольник?

■ Сильвестр предложил следующее решение: обозначим через А площадь выпуклой 
области. Бросим в нашу область сначала три точки и построим по этим точкам тре­
угольник. Пусть его средняя площадь равна М. Бросим теперь наудачу четвертую точ- 

ЕЕУ* Если она попадет внутрь треугольника, то по этим четырем точкам выпуклого 
Чсть,рехугольника составить нельзя. Но четвертую точку мы  можем выбирать четырь- 

g  различными способами, следовательно, при бросании четырех точек вероятность 
"улучить невыпуклый четырехугольник равна р  * 4М/А. Отсюда заключаем, что 
••Роятность получения при этом выпуклого четырехугольника равна 1 -  4М/А. 
1£ ? Нее значение Л/ зависит от области, в которую бросают точки. Для некоторых 

Н Р У клы х фигур значение М вычислено. М. Крофтон в статье ’^Вероятность”, опубли-
1 1анной в Британской энциклопедии (9-е издание, т. 19, стр. 786. Эдинбург, 1885 ),



привел таблицу, сославшись на работу Вольхауза, из которой легко получить значе- 
ния М для соответствующих выпуклых областей.
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Т а б л и ц а  22

вероятность треугольник параллелограмм правильный
6-угольник окружность

Р 1/3 = 0,3333... 11/36 *  0,3056 289/972 *  
*  0,2971

35/(12w*) »  
■ 0,2955

Сильвестр отчетливо понимал, что при вычислении геометрических вероятностей 
приходится брать отношение площадей или объемов (общее мер) тех областей, кото­
рые благоприятствуют событию и в которых помещаются всевозможные события. 
Фактически так поступали и раньше. Но при этом произносили другие слова, которые 
или не имели определенного смысла или же не соответствовали производимым дейст­
виям. Сравнив результаты вычислений для различных областей, Сильвестр предложил 
найти те области, для которых вероятность получения выпуклого четырехугольника 
достигает максимума и минимума. Первые результаты принадлежат Крофтону и 
опубликованы в ранее указанной статье. Он доказал , что минимум достигается для 
круга. Там же он высказал предположение, что минимум достигается и для эллипса 
Это предложение было доказано лишь В. Блашке (Vorlcsungen uber differential 
Geometric -  Berlin, 1923). Лельтейль показал, что максимальная вероятность форми­
рования выпуклого четырехугольника достигается для треугольной области.

В учебной литературе широко известна задача о встрече. Спрашивается, когда она 
появилась и кто был ее автором? При изучении многочисленной литературы моей уче­
нице М.Т. Лориньо Перес удалось найти ответ на этот вопрос. В книге Уайтворта "Вы­
бор и шанс” (Choice and chance -  London, 1886, chap III, p. 2 4 2 -2 4 3 ) была рассмотрена 
следующая задача. Лица А и В независимо один от другого отправляются на прием 
в парке. Лицо А прибывает на прием в наудачу выбранный момент между 3 и 5 часами 
пополудни, а В между 4 и 7 часами пополудни. Каждый из них остается на приеме 
в течение часа. Чему равна вероятность того, что они окажутся на приеме одновремен­
но хотя бы одно мгновение?

Задача была решена Уайтвортом обычным путем, какой используется и в настоя­
щее время. Л егко подсчитать, что искомая вероятность равна 1/3. Позднее эта задача 
перекочевывала из книги в книгу в качестве иллюстративного примера, а также 
находила применения в задачах организации производства.

Несомненно, что в XIX веке на развитие проблематики геометрических вероят­
ностей особое влияние оказал Крофтон. Он начал изучать пересечение с л у ч а й н ы м и  

прямыми заданных вы пуклы х контуров. Мы не станем излагать его результаты , 
поскольку они вошли в курсы  интегральной геометрии и монографии по геом етри­
ческим вероятностям, а потому легко доступны.

На необходимость совершенствования понятия геометрической вероятности несом­
ненное влияние оказала книга Ж. Бертрана (18 22 -1 900 ) (Calcul de probabilite'. -  *>ar,s’ 
1899), в которой на хорошо подобранных примерах было показано, что логически 
понятие геометрической вероятности не выдерживает критики. Играя на неопреДС* 
ленности терминологии, казалось бы для одной и той же задачи, ему удалось получить 
несколько различных ответов. В качестве основной мишени им была избрана и з в е с т  

ная задача о проведении наудачу хорды внутри круга . Само собой разумеется, чт 
критика Бертрана привлекла внимание математиков к  общим вопросам логическо 
обоснования теории вероятностей.
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’ в  XX веке интерес к геометрическим вероятностям не ослабел, а вырос, посколь­
ку, помимо чисто математического интереса, они приобрел^ и серьезное прикладное 
^ ач ен т  в физике, биологии, медицине, инженерном деле и др. Этот аспект геометри­
ческих вероятностей заслуживает специального рассмотрения.

§ 9. Основные теоремы теории вероятностей

. Мы обратимся теперь к следующему естественному вопросу: когда и кто выделил 
9 теории вероятностей основные ее теоремы -  сложения и умножения и полной ве­
роятности? В конечном счете на этих простых результатах покоится вся теория вероят­
ностей и се многочисленные применения. Именно поэтому представляет интерес вы яс­
нение процесса их формирования. В книге JI.E. Майстрова "Теория вероятностей”, 
исторический очерк, 1967 (с. 65) утверждается, что в XVII веке уже "были известны 
теоремы сложения и умножения вероятностей, которые широко применялись при ре­
шении задач”. Однако, нам не удалось заметить ни в переписке Ферма с Паскалем, ни
1 трактате Гюйгенса ни формулировки, этих теорем, ни мало-мальски осознанного их 
использования. Однако зачатки этих теорем можно проследить буквально с первых 
шагов теории вероятностей как  математической науки.

Так в работах Паскаля можно усмотреть, что он отчетливо понимал как  следует 
подсчитывать число благоприятствующих шансов для события А, если нам известны 
шансы для несовместимых событий A j ,  составляющих событие А .  Это, конечно, еще 
не теорема сложения, но важный шаг на пути ее формулировки. При решении задачи 
о разделе ставки Паскаль рассуждал следующим образом: пусть игроку А для выиг­
рыша игры недостает трех партий, а игроку В -  четырех. Тогда для завершения игры 
достаточно шести партий. Игрок А выигрывает, если из этих шести партий он выиграет 
все шесть, пять или четыре, или три партии. Таким образом, число благоприятствую­
щих шансов для вышрыша А игры оказывается равным

с ; ♦ а  ♦ с! ♦ с; * 1 ♦ 6 ♦ 15 ♦ 20 * 42.

Это рассуждение Паскаль предложил и в общем случае, когда для окончания игры иг­
року А недостает т  партий, а игроку В - я  партий.

В работах Я. Бернулли и Н Бернулли дается отчетливая формулировка правила 
вычисления вероятности противоположного события, если известна вероятность пря­
мого события.

При выводе формул, получивших наименование формул Бернулли. Я. Бернулли 
сознательно использовал правила сложения и умножения вероятностей, но самих пра­
вил он не сформулировал. Они в его рассуждениях присутствуют к ак  бы неявно.

Одно замечание Я. Бернулли показывает, что он отчетливо понимал особенности 
Горемы сложения для совместимых событий. Вот это замечание: "Если два человека. 
Достойные смертной казни, принуждаются бросить кости при условии, что тот, кто 
Выбросит меньшее число очков, понесет свое наказание, а другой, который выбросит 
большее число очков, сохранит свою жизнь, и что оба они сохранят жизнь, если выбро­
сят одинаковое число очков, то мы найдем для ожидания одного 7/12 . . .  Но из этого 
**1ЬЗЯ заключить, что ожидание другого равно 5/12 жизни, так  к а к  очевидно, что обе 
Участи одинаковы. Другой также будет ожидать 7/12. что дает для обоих 7/6 жизни, 
т*е больше целой жизни. Причиной этого является то. что нет ни одного случая, в ко­
вр о м  хотя бы один не останется живым, а имеется несколько случаев, когда они оба 
м°гут остаться в живых." Нет нужды добавлять к  словам Я. Бернулли, что он нахо­
дился рядом с предложением, которое мы теперь записываем в следующем виде:

р{Л ♦ В )  = Р ( А )  ♦ р { я } -  р ( а в )
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Впрочем, если с современных позиций рассматривать работу Кардано "Книга об 
игре в кости”, то в главе XIV "О соединении очков” можно в частном примере 
усмотреть этот же результат, но не для вероятностей, а для числа шансов. Он рассмат. 
ривал число случаев выпадения при бросании двух  костей хотя бы на одной кости од­
ного очка. Это число равно 11, поскольку шестью различными способами может 
появиться 1 на первой кости: (1 , 1 ). ( 1 ,2 ) ,  ( 1 ,3 )  ( 1 ,4 ) ,  ( 1 ,5 ) ,  ( 1 ,6 )  и столькими 
же на второй. Но случай (1 ,1 )  при этом мы указы ваем  дважды. Так что различных 
случаев будет не 12, а лишь 11.

Однако, к ак  ни важны приведенные наблюдения, мы не должны приписывать ни 
Кардано, ни Паскалю и Ферма, ни Я. Бернулли формулировку теоремы сложения 
вероятностей, как  важнейшего положения теории вероятностей.

Первая четкая и окончательная формулировка теоремы сложения вероятностей 
находится в работе Т. Байеса (1 7 0 2 -1 7 6 1 ) , носяшей длинное название -  "Опыт ре- 
шения задач по теории вероятностей покойного достопочтенного мистера Байеса, члена 
Королевского общества. Сообщено мистером Прайсом в письме Джону Кентону, 
магистру искусств, члену королевского общества” . Работа Байеса была зачитана на 
заседании Лондонского королевского общества 27 декабря 1763 г., спустя два года 
после смерти автора. В определении 1 работы содержится определение несовместимых 
событий. Байес употребляет другой термин "неплотные события” (inconsistent).Соглас­
но Байесу, "несколько событий являю тся неплотными, если наступление одного из 
них исключает наступление других” . Формулировка же теоремы сложения дается 
Байесом в предложении 1, которое состоит в следу ющем: "Если несколько событий 
являю тся неплотными, то вероятность того, что наступит какое-то из них. 
равно сумме вероятностей каждого из них”. В этом предложении мы видим 
четкую формулировку теоремы сложения вероятностей во вполне современ­
ной форме.

Точно так же теорема умножения вероятностей длительный период формирова­
лась на рассмотрении частных примеров и на подсчете числа шансов, благоприят­
ствующих наступлению произведения двух  или нескольких событий. Такого рода 
подсчеты встречаются практически у всех предшественников Я. Бернулли. Я Бернул­
ли широко использует эти правила при выводе своих знаменитых формул. Широко 
использовал правила сложения и умножения вероятностей Монмор. Однако формули­
ровки теоремы умножения ни у кого  из них не встречается. Четкое выделение теоре­
мы умножения было осуществлено лишь Муавром. Во введении к  "доктрине шансов” 
в § 8 он определил важное понятие независимости случайных событий А именно, 
он формулирует следующее положение: ”Мы скажем , что два события независимы , 
когда каждое из них не имеет никакого отношения к  другом у, а появление одного из 
них не оказывает никакого влияния на появление другого .” Еще более определенно 
им дано определение зависимых событий. А именно, "два события зависимы, кого* 
они связаны друг с другом  и когда вероятность появления одного из них изменяется 
при появлении другого".

Эти определения Муавр снабдил простеньким примером. Пусть имеются две кучки 
карт одной масти, в каждой кучке от двойки до туза. Тогда вероятность того, что из 
каждой кучки наудачу удается вынуть по тузу будет равна 1/13* 1/13 = 1/169. МЫ 
имеем дело с д вум я  независимыми событиями. Если же мы вынимаем две карты из 
одной кучки и спрашиваем о вероятности того, что при первом вынимании извлечем 
туз, а при втором -  двойку, то здесь вероятность первого события равна 1/13, 1 
второго 1/12. Таким образом вероятность интересующего нас события равна у * е 
1/13* 1/12 •  1/156.

Нам особенно важно привести сейчас следующую формулировку Муавра: ". • 
роятность появления двух зависимых событий равна произведению в е р о я т н о е  

появления одного из них на вероятность того, что другое должно п о яви ться ,
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мр в о с  из них уже появилось. Это правило может быть обобщено на случай несколь» 
ццх событий” .

Мы видим, таким образом, что формулировку теоремы умножения вероятностей и 
В д е н и е  понятия условной вероятности удалось осуществить только Муацру. Это им 
было сделано уже в 1718 г. в первом издании его "Доктрины шансов".

О вероятности совместного наступления нескольких событий Муавр писал сле­
дующее; ” . . .  надо обозначить одно из них к ак  первое, другое к а к  второе и т.д. Тогда 
вероятность появления первого должна рассматриваться к ак  независимая от осталь­
ных; вторая -  в предположении, что первое произошло, третье -  в предположении 
Сргупления первого и второго и т.д. Следовательно, вероятность наступления всех 
событий равна произведению всех только что указанных вероятностей". Далее Муавр 
отметил, что разыскание условных вероятностей, к ак  правило, представляет собой 
сложное занятие.

Общее положение Муавр продемонстрировал на решении ряда задач. Вот одна из 
них. Пусть события А, В и С независимы в совокупности и д y t z означают вероят­
ности их наступления. Тогда xyz есть вероятность наступления всех трех событий, а 1 -
-  (1 -  X) * (1 — у )  * (1 -  z)  -  вероятность наступления хотя бы одного из событий А, 
В, С

В упомянутой ранее работе Байеса содержится формулировка теоремы умножения 
Кимпностей (предложение 3 ) :  "Вероятность того, что наступят оба взаимосвязанные 
события, есть соотношение, получающееся от перемножения вероятности первого 
события на вероятность наступления второго в предположении, что первое наступило". 
Мы уже видели, что это предложение было четко сформулировано Муавром и, пос­
кольку произведение Муавра было широко известно, Байес, несомненно, заимствовал 
его у своего знаменитого предшественника. Единственно, в чем Байес пошел дальше 
Муавра -  это в формулировке следствия о вычислении вероятности Р {В\А} по 
вероятностям р [ а в )  и Р [ а  } . Это предложение дало основание приписывать Байесу 
формулы, носящие его имя. В действительности у него их нет, поскольку он не знал 
формулы полной вероятности.

Результат, приписываемый Байесу, по-видимому, впервые получил современную 
формулировку у Лапласа в его "Опыте философии теории вероятностей". В главе 
"Общие принципы теории вероятностей" он сформулировал принцип VI, который 
относится к  вероятности гипотез или, к а к  писал Лаплас, вероятности причин. Пусть 
некоторое событие А может произойти с одним из п несовместимых событий В х,
В г ..........Вп и только с ними; эти события Лаплас называет причинами. Спрашивается,
если известно, что событие наступило, чему равна вероятность того, что осущест­
вилась и причина В{? Вот формулировка ответа, данного Лапласом: "вероятность 
существования какого-либо из этих причин равна, следовательно, дроби, числитель 
которой есть вероятность события, вытекающая из этой причины, а знаменатель есть 
сумма подобных вероятностей, относящихся ко  всем причинам: если эти различные 
причины, рассматриваемые a priori, не одинаково вероятны, то вместо вероятности 
события, вытекающей из каждой причины, следует взять произведение этой вероят­
ности на вероятность самой причины". Л егко понять, что Лаплас словесно сформу­
лировал известное "правило Байеса"

P (* ;U 4 ) -Р { В / }  ?{A\Bt) /( XP l B j )  P{A\Bj)).

Более того, этот принцип Лапласа содержит и формулу полной вероятности, ко ­
брой с начала XVIII века широко пользовались в своих работах многочисленные 
•••тематики, работавшие в области теории вероятностей. Они понимали к ак  исполь­
зовать принцип, заложенный в формуле полной вероятности, но его не формулиро­
вки .
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Мы видим, таким образом, что основные принципы действия с вероятностями 
вычленялись длительным путем. Их многократно использовали при решении отдель­
ных задач и использовали правильно, но не формулировали их в качестве особых 
предложений. И потребовалось почти целое столетие, чтобы после введения в науку 
понятия вероятности сформулировать для этого понятия систему правил действия 
с ним. Как постоянно происходит в истории науки, такие правила широко исполь­
зовались фактически, но потребности в их формулировании не ощущали. Попутно 
при этом вводились и дополнительные понятия, которые позволяли глубже вникать 
в природу вещей. В нашем случае этими понятиям являю тся понятия несовмести­
мости и независимости случайных событий.

§ 10. Задача о разорении игрока

Несомненно, что задача о разорении игрока в развитии теории вероятностей иг* 
рала серьезную роль -  она позволяла оттачивать методы решения сложных вопро­
сов и в какой-то мере является исходным пунктом для развития теории случайных 
процессов. Действительно именно в этой задаче впервые начали изучать состояние 
системы в зависимости от времени. Точнее -  положение игроков после заданного 
числа партий. Задача о разорении игрока была впервые сформулирована Гюйгенсом 
в книге "О расчетах в азартных играх” (см. § 5 первой главы настоящего очерка, 
задача 5 ) . Этой задачей занимались многие выдающиеся математики прошлого -  
Я. Бернулли, Н. Бернулли, Муавр, Лаплас и др. Интересно отметить, что Я. Бернулли 
критиковал Гюйгенса за то, что тот решал и предлагал трудные задачи, но не в бук­
венной форме, а в числовом виде и тем самым ограничивал возможности выявле­
ния общих закономерностей.

Первые подходы к  решению задачи о разорении игрока почти одновременно были 
предложены тремя математиками -  П. Монмором (1 6 8 7 -1 7 1 9 ) , А. Муавром и Н. Бер­
нулли (1 6 8 7 -1 7 5 9 ) . Их результаты относились к  1710-1711 г. Задачи Гюйгенса в 
их формулировке слегка преобразилась и приобрела привычный для нас вид: игроки 
А и В имеют соответственно а и b  франков и при каждой партии некоторой игры один 
из них выигрывает у другого 1 франк. Вероятность выигрыша игрока А для каждой 
партии равна р , для игрока В вероятность выигрыша равна q s  1 -  р. Спрашивается, 
чему равны вероятности ра и р ь  того, что игрок А выиграет (соответственно иг- 
рок В) игру (т.е. игрок А выиграет все деньги В раньше, чем В выиграет их у А).

Муавр опубликовал свои результаты в журнале Philosophicol Transactions за 1711 г. 
Он нашел, что

ж «?/р)а -  1 _ (р !ч ) ь -  1
Ра '  (qlp f +b -  1 ' P b ~ (p lq)a + b -  1

и что математическое ожидание числа N необходимых для завершения игры партий 
равно

Ъра ~ <*РЬМ У
Р- Я

Ему же удалось найти вероятности ра п и рь , п того, что игрок А выиграет игру за п 
партий (соответственно выиграет игру за п партий игрок В ). В современных обоз­
начениях искомая формула имеет следующий вид:

Рв.н " z [pu ~b^tt Хе,н(ря ~ь~2и~,д 1 -

-Е { р И- У ' +<ЕС'( р " - 6- 2м- 2в- У - , " - 6- 2“ - 2- - У ) } .
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к  Здесь введено обозначение s = а ♦ Ь\ суммирование распространяется на те значе- 
кия Г, при которых все показатели неотрицательны.
■[Вдобавок им был подробно рассмотрен случай, когда а -  <».

В 1710 г. формулы для р ^ п% р Ьп  в случае р  = q нашел Монмор. Свои соображения 
оН переслал Иоганну Бернулли, который передал письмо своему племяннику Нико­
лаю Ответное письмо Николая Бернулли от 26 февраля 1711 г. содержало решение 
И для случая р  *  q. Это письмо Монмор опубликовал в 1713 г. в трактате "Опыт ана­
лиза азартных игр" (P. Monmort, Essai d’analyse jeux asard).

Я. Бернулли также рассматривал задачу о разорении игрока, к а к  в частных слу­
чаях (для а = b * 2 ) , так и в общем случае. При ее решении он следовал методу Гюй­
генса и получил довольно далеко иду щие результаты (для вероятностей ра и р ь ).  
(Рассм отрение решений, предложенных Я. Бернулли, Н. Бернулли, Монмором и 
Н уавр о м . ясно показывают, что все они владели приемами оперирования с вероятнос­
тями сложных событий. Практически они безукоризненно точно использовали тео­
ремы сложения и умножения вероятностей, а также формулу полной вероятности, 
хотя в ту пору они еще не получили четкой формулировки. Происходило накопление 
опыта и выделение гех правил, которые постоянно необходимы при подсчете вероят­
ностей сложных событий.

§ 11. Возникновение предельных теорем теории вероятностей

На последующее развитие теории вероятностей огромное воздействие оказала 
идея, впервые высказанная и осуществленная Я. Бернулли -  рассматривать не толь­
ко точные решения задач теории вероятностей, но и их асимптотические постановки 
при неограниченном увеличении некоторого параметра. Конечно, в первую очередь 
следует указать  в этом плане на закон больших чисел в форме Я. Бернулли. Именно 
о« послужил источником для различного рода уточнений к ак  в XVIII, так и в после­
дующие столетия.

Сам Я. Бернулли дал формулировку своей теоремы в отличном от принятого те­
перь виде. Мы приведем его формулировку несколько позднее. Сейчас же отметим, 
что и принятая им терминология отлична от современной и связана с демографией. 
Так, Я. Бернулли использовал для обозначения испытаний, при которых интересую­
щее нас событие происходит, слова "плодовитый", "фертильный", а для противопо­
ложных исходов -  слово "стерильный” . Теперь мы можем перейти к  оригинальной 
формулировке теоремы Я. Бернулли, которую он ценил и вынашивал по его словам 
свыше двадцати лет.

"Пусть число фертильных случаев к  числу стерильных случаев относится точно или
г г 

приближенно к а к — или же это число относится к  числу всех случаев к а к ------  или же
S Г ♦ S

г г -  1 г  ♦ 1
как — ) . Последнее отношение находится, следовательно, между --------  и --------  .

t t t
Нужно доказать, что можно произвести столь большое число опытов, что число поя-

) Я. Бернулли счел излишним говорить, что t * г ♦ s. Заметим также, что г , s и г 

Нс фиксированы, а могут принимать любые значения, лишь бы отношение у  имело

иное значение. Отсюда следует, что — может быть сделано к ак  угодно малым.



г -  1
вившихся фертильных наблюдений к  числу всех опытов будет больше, чем --------

/ .и
г ♦ 1

меньше, чем ------  ."
t

Ясно, что эта формулировка лишь словесно отличается от принятой теперь.
Мы уже говорили, что книга ’’Искусство предположений” Я. Бернулли была ши­

роко известна многим математикам задолго до ее публикации. В частности, она была 
тщательно изучена его племянником Н. Бернулли, который в 1709 г. защитил дис­
сертацию для получения ученой степени лиценциата прав под названием ’’О примене­
нии искусства предположений в вопросах прав” . Во второй главе ”0  способе уста­
новления вероятности человеческой жизни” , исходя из таблиц Граунта, он изучал 
вопрос о вероятности дожития до определенного возраста. Нам сейчас интересно от­
метить, что он отметил факт, подмеченный из изучения долголетних регистраций 
рождений, что мальчиков рождается больше, чем девочек. При этом отношение числа 
рождений мальчиков к  числу рождения девочек оказы вается, к а к  он считал, равным 
18 : 17. Подробное изучение содержания этой главы  показывает, что Н. Бернулли 
принимал вероятность рождения мальчика равной рм = 18 : 35 *  0,514 и соответствен­
но вероятность рождения девочки равной ра -  17 : 35 «0 ,4 8 6 .

Далее Н. Бернулли рассмотрел пример, когда имеется 14000 рождений. Тогда, 
согласно формулам Я. Бернулли, имеет место равенство (м означает фактическое 
число рождений мальчиков)

Р { 1 м -  7200 I < 163} = Р {7037 < м < 7363} = ^  С'4000р , <714000
/=7038

Фактическое число рождений мальчиков зависит от случая. Приведенная формула 
позволяет вычислять вероятность того, что число рождений мальчиков будет заклю* 
чено в указанных границах. Однако вычисления, которые при этом необходимо про­
извести, сложны.

Интересно, что в точности этот пример рассмотрен Лапласом в ’ ’А налитической 
теории вероятностей” (1-е изд., с. 281 ). В качестве искомого значения вероятности 

) неравенства 7037 < м < 7363 Лаплас указал  величину 0,994303.
В двух  последних изданиях книги Муавра ’’Доктрина шансов” был помешен пере­

вод его статьи 1733 г. ’’Approximation ad summum tcrminonum Binomii (a + b)n in serien- 
expansis”. Согласно словам самого автора ”Я помещаю здесь перевод моей работы, 
написанной 12 ноября 1733 года и сообщенной некоторым друзьям , но никогда не 
публиковавш ейся” ( ’’Доктрина шансов” , 1756, с. 242 ). В кратком  введении Муавр 
отметил, что для решения ряда задач теории вероятностей необходимо подсчиты- 

к
вать сум м ы  £ Рп(т ) членов биномиального распределения и что вычисления стано- 

т  - 1
вятся громоздкими при больших значениях числа испытаний п. В результате перед 
Муавром возник вопрос о разыскании асимптотической формулы. Эта задача им была 
благополучно решена. Основная трудность, которая при этом возникла, состояла 
в оценке факториала т \ при больших значениях т.  М уавру удалось доказать, что име­
ет место асимптотическое равенство т ! »  В\Гт е ~ т т т , где В -  постоянное. При 
этом оказалось, что

1пД= 1 -  1/12 ♦ 1/360 -  1/1260 ♦ 1/1680 -  . . .

Муавр нашел, что приблизительно В *  2,5074, однако это его не уд о вл етв о р и л о  и ем> 
хотелось связать эту константу с  ранее введенными в математику. Он обратился 
со своей проблемой к Д. Стирлингу (1 6 9 2 -1 7 7 0 ). Стирлинг с успехом разреш ил воП
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рос и показал, что В * у/2п  *  2 ,506628... В связи со сказанным хотелось бы отме-
что известную формулу Стирлинга для приближенного вычисления факториала 

Еслучае больших чисел следовало бы называть точнее формулой Муавра или самое 
К а ш е е  формулой Муавра -  Стирлинга. Заметим дополнительно, что Муавр впер- 
Сде вычислил и опубликовал таблицу функции 1пл! для значений л от 10 до 900. 
F  Использовав найденную им формулу "Стирлинга” , Муавр первоначально выяс­
н и  что в случае р = q = 0,5 средний член бинома (1/2 ♦ 1/2) п асимптотически равен 
Цу/jn n p q ,  а затем доказал локальную теорему, носящую теперь его имя ("Доктри­
на шансов", с. 243-244). То, что Муавр начал со случая р = q = 0,5 вполне естественно, 
п о с к о л ь к у  именно этот случай играет значительную роль в простейших задачах демо­
графии Далее Муавр получил локальную теорему для р *  0,5 фактически в приня­
том теперь виде.

Имея в руках локальную теорему, Муавр без затруднений сформулировал и ин­
тегральную теорему, правда, только для симметричных границ. Впрочем, интеграль­
ная теорема, доказанная для симметричных границ, без труда распространяется и на 
обший случай. Он оценил важность выражения \fnpq  для теории и предложил для не­
го специальное наименование -  модуль.

Использовав метод приближенного интегрирования Ньютона -  Котса, Муавр вы­
числил для случая р -  Я -  0,5 вероятность

Согласно его подсчетам, она оказалась равной 0,95428. Теперь, используя таблицы, 
несложно проверить его расчеты и убедиться в том, что допущенная им ошибка не­
велика, только в четвертой значащей цифре (табличное значение равно 0,95450). 
Точно так же он подсчитал вероятность

М  3 г -  1 3Р Л -------y jn  < м < — Л ♦  — V я  I •
(2  2 2 2 )

Его результат -  0,99874. Табличное значение с таким же числом значащих цифр -
0,99731.

Муавр отметил, что интегральную теорему можно использовать и для оценки 
неизвестной вероятности р, т.е. для решения обратной задачи -  задачи математичес­
кой статистики.

§ 12. Контроль качества продукции

В связи с переходом промышленности на массовое изготовление изделий, за пос­
ледние пятьдесят -  шестьдесят лет резко увеличился интерес к вопросам проверки 
качества изделий, входящих в принимаемую партию. Появилась глубокая по содер­
жанию и значительная по своим практическим применениям теория статистических 
методов приемочного контроля, основанная на широком использовании теории ве­
роятностей

Первым шагом, относящимся к этому кругу идей, по-видимому, следует считать 
°ДНу из задач, рассмотренных Т. Симпсоном в книге "Природа и законы случая" 
(1740). Вот формулировка этой задачи: имеется данное число вещей различного сор- 

Р - * » вещей первого ла второго,. . .  Наудачу берутся m вещей. Найти вероятность 
того, что при этом будет взято тх вещей первого сорта, т2 вещей второго и т.д.
■ настоящее время эта задача не представляет труда для студентов, приступающих
* Изучению основ теории вероятностей. В ту пору она была предметом серьезного 
Научного трактата.
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Спустя сто с небольшим лет, к этой задаче вновь вернулся М.В. Остроградский 
(1801-1862) в работе "Об одном вопросе, касающемся вероятностей" (1846). в ма­
тематическом отношении это произведение Остроградского не представляет боль­
шого интереса, но глубокое понимание самой практической задачи заслуживает на­
шего внимания. По-видимому, в этом отношении он имеет приоритет перед всеми 
исследователями. Во всяком случае Симпсон практических следствий из своих под­
счетов не делал, а Остроградский вычислил и необходимые для практических при­
менений таблицы. Приведем подлинные слова Остро градского.

"В сосуде имеются белые и черные шары, общее количество которых нам извест­
но. но мы не знаем, сколько из них какого цвета. Мы извлекаем некоторое количест­
во шаров, подсчитав, сколько из них белых и сколько черных, снова кладем в сосуд 
Требуется определить вероятность того, что общее число белых не выходит из наперед 
заданных пределов. Или, лучше сказать, мы ищем зависимость между этой вероят­
ностью и пределами, о которых идет речь.

Чтобы понять важность этого вопроса, представим себя на месте того, кто должен 
получить большое число предметов, причем должны выполняться некоторые условия, 
и кто, чтобы проверить эти условия, должен на каждый предмет потратить некоторое 
время. Перед армейскими поставщиками часто стоят такого рода задачи. Для них ша­
ры, содержащиеся в сосуде, представляют получаемые предметы, белые, например -  
предметы приемлемые, как удовлетворяющие определенным условиям, а черные -  
неприемлемые

Таким образом, если бы вопрос, который мы перед собой поставили, был решен, 
поставщик мог бы воспользоваться этим, чтобы свести приблизительно к двадцатой 
доле часто очень утометельную механическую работу, как, например, проверку боль­
шого количества мешков муки или штук сукна”.

Общее число шаров в урне известно, но неизвестен ее состав. Его и следует оценить 
по выборке, взятой из урны наудачу. Для этой цели Остроградский использует форму­
лы Байеса. Одаако его рассуждения базируются на одном предположении, которое 
вызывает серьезные возражения, поскольку в реальной практике не может встретитьг 
ся. Именно, он предположил, что если п -  общее число шаров в урне, то одинаково 
вероятны все гипотезы о распределении среди них белых и черных шаров, т.е. что 
одинаково вероятны все следующие п ♦ 1 предположения о числе белых шаров: О,
1, 2 , . . . ,  п. В действительности ближе к истине предположение, которое использу­
ется теперь в задачах приемочного статистического контроля качества. Предполага­
ется. что имеется причина, в силу которой каждое изделие может оказаться бракован­
ным с вероятностью р. Для хорошо организованного производства р должно быть 
малым и практически неизменным. Если же технологический процесс налажен плохо, 
то вероятность р зависит от времени и может достигать большой величины. Но оче­
видно, что в этом случае статистический контроль не может принести пользы. Если 
же р мало и постоянно, то вероятность среди п изделий встретить т бракованных 
задается формулой Бернулли

Pn(m) = C"pmqn- m.
Статистические методы приемочного контроля получили особенно бурное р азв и ­

тие в годы Второй мировой войны, поскольку было необходимо принимать о гр о м н ы е  
партии однородной продукции, а проверять ее сплошь не было возможностей п о  ряду  
причин, из которых укажем лишь на следующие: для некоторых видов п р о д у к ц и и  
проверка равносильна уничтожению рабочих свойств изделия (фотобумага, взрыва­
тели и т .д .); для сплошной проверки требовалось такое количество р аб оч ей  силы 
и рабочего времени, что ни то, ни другое не могло быть обеспечено в условиях воен­
ного времени. Нет возможности здесь перечислить даже основные этапы развития 
теории статистических методов приемочного контроля. Большое число и сследова-
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' i t  лей работали над различными проблемами этой тематики и внесли в ее развитие 
К р у п н ы й  вклад. Из отечественных ученых заслуживают быть отмеченными А.Н. Кол­

м огоров. В.И. Романовский (1879-1954), С.Х. Сираждинов (р. 1921), Ю.К. Беляев 
(р 1932) и др.

В период Великой Отечественной войны 1941- 1945 г. огромное внимание было 
I уделен о  разработке методов управления качеством продукции в процессе производ­

ства. Это весьма важное направление работы, поскольку оно должно не просто раз­
б р а к о в ы в а т ь  изготовленную продукцию, но своевременно вмешиваться в производ- 

I с г в е н н ы й  процесс и не допускать изготовления некачественной продукции. Именно к 
этому и должно стремиться любое производство. Итак, для управления качеством 
н у ж н о  разработать методы, которые позволяли бы поймать тот момент, когда бра­
к о в ан н ая  продукция еще не производится, но возникает повышенная вероятность нача­
ла ее производства.

Идея статистического метода управления качеством в процессе производства сос­
тоит в том, чтобы время от времени проверять небольшие партии продукции (5 -1 0  
штук), только что сошедших со станка. По результатам таких проверок судят о ка- 

v честве наладки. Эти проверки осуществляются не слишком часто, чтобы не лихора­
дить переналадками оборудования производственный процесс, и не слишком редко, 
чтобы не пропустить момент его разладки. Далее результаты наблюдений наносятся 
на так называемые контрольные карты, которые позволяют судить, что следует пред- 
принимай, после каждой серии таких наблюдений -  прекращать работу для пере­
наладки оборудования или же продолжить производственный процесс.

Если на ряде производств первичное произведение замеров параметров, опреде­
ляющих качество продукции, допустимо и теперь оценивать вручную, то на других 
производствах оно уже требует заметного усовершенствования и перехода к автомати­
зации замеров и обработки результатов измерений. Дело в том, что во многих случаях 

? Приходится иметь дело с огромной скоростью технологических операций. Скорость 
Настолько велика, что пока оператор производит измерение параметров отобранных 
изделий, автомат успевает изготовить сотни других изделий, а прокатный стан -  
Прокатать сотни метров продукции. В результате при ручном измерении оказывает­
ся, что запаздывает информация о наладке процесса, а вместе с ней и управляющее 

щ Воздействие. Вот почему теперь предложены автоматы, которые замеряют необходи­
мые параметры и сами выполняют математические операции, необходимые для управ­
ления качеством.

Методы приемочного контроля и статистические методы управления качеством 
• оказались весьма эффективным средством упорядочения производства и экономии

* станочного времени, материалов, рабочей силы. Экономический эффект от использо­
вания этих методов исчисляется миллиардами рублей (долларов, марок и т .д .). По- 
Шстоящему история статистических методов контроля и управления еще недостаточ­
но изучена и нуждается в энтузиастах.

Широта применения теории вероятностей в начале двадцатого века настойчиво 
требовала глубокого осмысления самих основ этой науки. Наивные представления
о случайном событии и его вероятности уже перестали удовлетворять запросы нау­
ки. Вот почему ряд ученых -  Э. Борель, С.Н. Бернштейн, Р. Мизес и другие пред­
приняли серьезные усилия в пересмотре основ теории вероятностей. В тексте книги 
мы познакомились с широко распространенным подходом к этой проблеме, пред­
ложенным А.Н. Колмогоровым в статье 1927 г. и нашедшем завершение в его моно­
графии ’Основные понятия теории вероятностей" (1933).

1*. Б.В. Гнеденко
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К ИСТОРИИ ФОРМИРОВАНИЯ ПОНЯТИЯ
СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ

§ 13. Развитие теории ошибок наблюдений

Мы уже упоминали в первой главе о том, что Галилео Галилей заложил основы 
теории ошибок измерений и ввел в рассмотрение ряд важных понятий, которые 
сохранили значение и в наши дни.

Позднее под влиянием в первую очередь астрономических и геодезических наблю­
дений интерес к ошибкам измерений заметно возрос. Знаменитый астроном-наблюда­
тель Тихо Браге (1546-1601) обратил внимание на то, что каждое отдельное измере­
ние несет в себе возможную ошибку и точность измерений значительно повышается, 
если произвести несколько измерений и взять из них среднее арифметическое. Впро­
чем рекомендация пользоваться средним арифметическим для уточнения размеров 
была дана задолго до Тихо Браге. Так, согласно литературным данным, в одном 
древнеиндийском математическом трактате рекомендовалось при подсчете объема 
земляных работ делать измерения в нескольких местах и затем оперировать со сред­
ними арифметическими (см. Л. Е. Майстров ’’Развитие понятия вероятности ”. 
с. 74) .

Казалось бы от И. Кеплера (1571-1630), сделавшего так много для формирования 
законов движения планет, следовало ожидать повышенного внимания к методам 
обработки результатов наблюдений. Но эти вопросы фактически остались в стороне 
от его интересов и он заметил только то, что хороший наблюдатель производит измере­
ния с ошибками ограниченной величины В этом плане интересны его слова, относящие 
ся к Тихо Браге ’благость божья дала нам в лице Тихо столь точного наблюдателя, 
что ошибка в восемь минут невозможна, поблагодарим бога и воспользуемся этой 
выгодой. Эти восемь минут, которыми пренебречь нельзя, дадут средство преобразо­
вать всю астрономию”.

Первые попытки построить математическую теорию ошибок измерений принадте 
жат Р. Котсу (1682-1716), Т. Симпсону (1710-1761) и Д. Бернулли (1700-1782).

Предположения, которые были высказаны указанными авторами о закономерно 
стях распределения ошибок измерения, были весьма различны. Коте считал, что ошиб­
ки равномерно распределены в некотором отрезке ( -  в, а). Симпсон исходил из 
предположения, что малые ошибки допускаются чаше, чем большие и также ограниче­
ны по абсолютной величине некоторым числом а. Симпсон считал, что ошибки подчи 
нены треугольному распределению, плотность которого равна 0 в отрезках от -  °° 
до -  а и от а до ♦ в отрезке ( — а% 0) ее уравнение будет х -  2а2 у  * -  а и, наконец, 
в отрезке (0, а) имеет уравнение х  ♦ 2а2 у  *л. Следует заметить, что как Коте, так и 
Симпсон не рассматривали в сущности плотности распределения, поскольку они счита 
ли, что ошибки укладываются в арифметическую прогрессию с очень малой разностью 
и неопределенным числом возможных значений.

Симпсон для избранного им распределения доказал, что среднее арифметическое 
дает лучшую точность, чем каждое отдельное измерение. Этому результату он прида 
вал большое значение и опубликовал ею  в работе ”0  преимуществе выбора среднего 
из некоторого числа наблюдений в практической астрономии” ( Philos. Trans. 
1755).

Значительный интерес представляет работа Д. Бернулли (1700-1782) ’’Наиболее 
вероятное определение по нескольким расходящимся между собой наблюдениям и 
устанавливаемое отсюда наиболее правдоподобное заключение”, опубликованная
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в 1778 г. в изданиях Петербургской Академии наук. Эта работа интересна тем, что 
в ней впервые был высказан и использован для оценки неизвестного параметра прин­
цип максимального правдоподобия. Л. Бернулли начал свой мемуар с сомнений о 
целесообразности применения всеобще принятого принципа среднего арифметического. 
В качестве плотности распределения он принял функцию, определенную равенством 
у  -  s/R1 -  (х -  х)а, в котором параметр R известен, а х должно быть определено по 
результатам наблюдений. Заслуживает внимания то, что Д. Бернулли не обратил 
внимания на следующее обстоятельство: интеграл от принятой им плотности распреде- 

тг
ления равен - R* и, следовательно, только при одном значении R может быть плотно- 

2
стью распределения вероятностей.

К этой работе Д. Бернулли был написан комментарий J1. Эйлером (1707-1783), 
в котором, во-первых, критиковался метод максимального правдоподобия (конечно, 
тогда этого термина еще не было и в помине) и, во-вторых, предлагалось отбрасывать 
наблюдения, далекие от истинного значения параметра, поскольку они мало вероятны.

Следует отметить работы И. Ламберта (1728-1777), который в статьях 1760 и 
1765 г. изложил цели теории ошибок измерений (кстати, ему принадлежит и сам этот 
термин), свойства ошибок, оценку точности наблюдений и правила подбора кривых 
по наблюденным точкам, содержащим случайные ошибки. Позднее появилась работа 
Ж. Лагранжа (1736-1813), посвященная выяснению роли среднего арифметического 
при оценке истинного значения измеряемой величины.

Для П. Лапласа (1749-1827) теория вероятностей была не столько математической, 
сколько естественно-научной дисциплиной. В связи с его занятиями астрономией, он 
неизбежно должен был прийти к вопросам теории ошибок наблюдений и вместе с тем 
заинтересоваться теорией вероятностей. Лаплас получил ряд важных результатов в 
теории ошибок наблюдений, которые вошли в практику обработки данных наблюде­
ний. Мы не станем здесь вдаваться в подробности его исследований, поскольку для нас 
описание теории ошибок измерений не является самоцелью. Нас интересует ее связи 
с развитием теории вероятностей. В этом плане особый интерес представляют две 
идеи П. Лапласа. Первая из них вызвала к жизни значительное увеличение интереса 
к предельным теоремам для сумм независимых случайных величин. Именно, согласно 
Лапласу, наблюденные ошибки измерений являются результатом суммирования очень 
большого числа элементарных ошибок. Если эти ошибки равномерно малы, то Лаплас 
предположил, что распределение их суммы должно быть близко к нормальному.

Вторая идея касается оценки измеряемой величины по результатам х г, х г, . . . ,  х п 
измерений. В качестве оценки неизвестного значения а измеряемой величины Лаплас
предложил брать то значения а = д (х ,.........х п), при котором обращается в минимум

п А
сумма Е I х к -  а I. Оказывается, что а при этом равняется эмпирической медиане, 

к = 1
т.е. тому значению х, слева и справа от которого расположено одинаковое число 
наблюденных значений. Этот прием не получил в ту пору распространения, поскольку 
вскоре был предложен другой метод, приводящий к  более простым результатам. 
Разработка этого нового метода связана с именами Гаусса (1777-1855), Лежандра 
(1752-1833) и американского математика Р. Эдрейна (1775-1843). Их работы 
составили в теории ошибок наблюдений настоящую эпоху. Гауссом и Лежандром был 
предложен и разработан метод наименьших квадратов. Гаусс предложил его второй 
книге большого трактата ’Теория движения небесных тел, вращающихся вокруг 
солнца по коническим сечениям** (1809). Лежандр же изложил свои идеи в работе 
**Новые методы для определения орбит комет** (1806), к которой было сделано спе­
циальное дополнение '*0 методе наименьших квадратов*’. Сам Гаусс неоднократно 
14*
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разложена в непрерывную дробь М  * 1/ а ̂  ♦ 1 / а ^  ♦ . . .  . Чему равна вероятность 
того, что, отбросив в разложении конечное число члежтв до « W , следующая дробь
1/а ^  ♦ 1 /а ♦ . .  . будет заключена в пределах от 0 до дг? Я обозначаю ее через 
Р{п, х)  и предполагаю, что для М все значения одинаково вероятны: Р(0, х)  = х .”

Гипотеза Гаусса состояла в том, что

lim Р(п,х) = 1п(1 ♦ дг)/1л2.
п «в

Он писал далее, что при решении этой задачи ’’усилия, которые я делал, . . . ока­
зались бесплодными”. Решение этой задачи появилось лишь в 1928 г., его дал 
P.O. Кузьмин (1891 -  1949). Через год П. Леви (1886 -  1971) дал для этой задачи 
чисто вероятностное решение, получив для быстроты сходимости к пределу лучшую, 
чем у Кузьмина, оценку. Позднее было доказано, что результат сохраняется для 
любой случайной величины М, для которой /4 0 , х)  имеет ограниченную производ­
ную. Это замечание делает более ясными неопределенные слова Гаусса о том, что 
для величины М "все значения или одинаково вероятны или же более или менее сле­
дуют данному закону”.

Заслуживает упоминания то обстоятельство, что функция Р(0, х ),  также как 
и Pin, х ) , представляет собой функцию распределения.

Мы видим, что многочисленные исследования многих крупных математиков 
подготовили почву для введения понятия случайной величины. По-видимому, пер­
вый шаг был сделан Пуассоном в мемуаре 1832 г. ”0  вероятности средних результа­
тов наблюдений**. Этот факт мне сообщил О.Б. Шейнин. Термина случайная величина 
у Пуассона еще нет, но он пишет о "некоторой веши”, которая способна принять зна­
чения ах, а2, . . . , соответственно с вероятностями рх, рг , . . . , Он рассмотрел
также непрерывные случайные величины и их плотности распределения.

Итак, Пуассоном был сделан важный шаг в науке -  он ввел в научный обиход 
новое понятие -  случайную величину. Его первоначальный термин ”вещь” не при­
вился и скоро перестал употребляться. Чебышев в своих мемуарах по теории вероят­
ностей уже использует термин "величина” и автоматически считает все случайные 
величины, с которыми имеет дело, независимыми. В работах же Ляпунова по теории 
вероятностей систематически используется термин "случайная величина” и всюду, 
где это необходимо, оговаривается, что автор имеет дело с независимыми случай­
ными величинами.

Отметим еще одно обстоятельство. В самом начале § 4 работы ”0 6  одном пред­
ложении теории вероятностей" Ляпунов определил функцию распределения точно 
также, как мы делаем это теперь. Он привел в этой работе широко используемую 
формулу

Р { а <  t  < Ь )  * F ( b )  - F ( J ) .

Полезно заметить, что в трактатах по теории вероятностей А. Пуанкаре (1854 -  1912) 
"Исчисление вероятностей", Э. Бертрана ’’Исчисление вероятностей", Чубера ’Т е о р и я  
вероятностей и математическая статистика" понятие функции распределения не вводи­
лось (книги, изданные до 1912 г.)

Определение случайной величины, данное Пуассоном, теперь уже не может счи­
таться математическим. Эго скорее описание реального объекта изучения, о б р а щ е н и е  
к интуиции, полученной в результате житейского и научного опыта. Это о п и с а н и е  
широко используется и в наши дни на начальных ступенях педагогического п р о ц е с с а , 
связанного с изложением основ теории вероятностей. Даже несложный л о г и ч е с к и й
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ализ этого определения показывает, что из него совсем не следует правила для 
| действий над случайными величинами -  сложения, вычитания, умножения и пр. Для 
К ого . чтобы случайная величина приобрела статус полноценного математического 
■ р о н я г и я .  ей необходимо дать строго формализованное определение. Это было сделано 

в конце двадцатых годов А.Н. Колмогоровым в небольшой статье, посвященной 
аксиоматике теории вероятностей, а затем в подробностях изложено в его знамени­
той книге "Основные понятия теории вероятностей". Подход Колмогорова стал 
теперь общепринятым, поскольку он полноценно включил теорию вероятностей в 
обший стиль современного изложения, принятый в математике.

§ 15. Закон больших чисел

Знаменитая теорема Я. Бернулли о сближении при увеличении числа наблюде­
ний вероятности события А с частотой его появления получила первое обобщение 
лишь в 1837 г. в работе С. Пуассона "Исследования о вероятностях в решении судеб­
ных дел уголовных и гражданских’*. Именно в этом мемуаре он ввел сам термин
’’закон больших чисел".

Пуассон рассмотрел последовательность п независимых испытаний, в каждом из
которых может появиться событие А, но с вероятностью р*, зависящей от номера 
испытания Если через ц п обозначить число появлений события А в п последователь­
ных испытаниях, то при любом е >  0 имеет место соотношение: при п

I я
Рг

По поводу этой теоремы Пуассона в небольшой заметке 1843 г. Чебышев писал: 
**. . . как ни остроумен способ, употребленный знаменитым геометром, он не достав­
ляет предела погрешности, которую пускает этот приближенный анализ, и вследствие 
такой неизвестности величины погрешности доказательство не имеет надлежащей 
строгости* (Чебышев П.Л., Собр. соч. -  АН СССР, 1947 -  Т. II. -  С. 14). Оценку 
числа л, для которого при заданных е и tj имеет место неравенство

Рг + Рп < е) > 1 -  rj.

Чебышев указал в этой заметке.
Как ни интересны эти результаты, они не внесли в теорию вероятностей существен­

ного прогресса, поскольку в идейном плане они не выходили за пределы концепции 
Я. Бернулли. Существенный сдвиг в этом направлении связан с работой П.Л. Чебы­
шева "О средних величинах" (1867), опубликованной одновременно на русском 
и французском языках. В этой работе он перешел от рассмотрения случайных собы­
тий к случайным величинам и тем самым перенес центр тяжести интересов теории 
вероятностей к изучению случайных величин. Нужно заметить, что Чебышев не упо­
минал. что он интересуется только независимыми случайными величинами, а, соглас­
но традициям того времени, считал, что других величин не рассматривают. Тео­
рема Чебышева теперь излагается во всех учебниках теории вероятностей. Она не­
однократно позднее служила источником обобщений.

В 1909 г. Э. Борель для р  = 0,5 показал, что в случае схемы Бернулли имеет бо­
лее сильное предложение, чем закон больших чисел. Именно, он доказал, а в 1917 г.
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это предложение на произвольное р распространил итальянский математик Кянтелли, 
что

Это предложение получило наименование усиленного закона больших чисел.
Широкое обобщение усиленного закона больших чисел было дано А.Н. Колмо­

горовым в работе 1930 г., а также в 1934 г. в его монографии "Основные пошпия 
теории вероятностей” (1932 г.).

Необходимые и достаточные условия для усиленного закона больших чисел были 
найдены в ряде работ Ю.В. Прохорова 1958 -  1959 г. (см. ”06  усиленном законе 
больших чисел”, Изв. АН СССР, сер. матем. 14, 6. 1958; ’’Несколько замечаний к 
усиленному закону больших чисел”. Теория вероятностей и ее применения, т. IV. 
вып. 2 ,215-220 . 1959).

В 1935 г. А.Я. Хинчин ввел новое понятие относительной устойчивости сумм, 
которое должно было дать максимально общую форму закона больших чисел для по­
ложительных случайных величин. Пусть $2, . . . -  последовательность неотри­
цательных случайных величин. Про суммы Sn * ♦ • • • ♦ говорят, что они 
относительно устойчивы, если можно найти такие положительные константы у4„ > О, 
что при любом б >  0 и п -* оо выполняется соотношение

В случае одинаково распределенных величин t n Хинчину удалось найти необходи­
мое и достаточное условие для относительной устойчивости сумм S n. Ученик А.Я. Хин- 
чина А.А. Бобров (р. 1912) распространил этот результат на случай разнораспреде 
ленных слагаемых.

Закон больших чисел рассматривался вплоть до 1939 г. как особая предельная 
теорема и рассматривался обособленно от остальных предельных теорем для сумм 
независимых случайных величин. В работе Б.В. Гнеденко, о которой речь пойдет в 
§ 17, закон больших чисел был включен в общую теорию предельных теорем, ког­
да предельное распределение имеет единственную точку роста в нуле. Точно также 
теоремы об относительной устойчивости сумм являются предельными для т о т  
случая, когда предельное распределение имеет единственную точку роста при 
х ■ 1.

Существенное расширение проблематики, связанной с законом больших чисел, 
было осуществлено В.И. Гливенко в работах, относящихся к 1929 -  1933 гг., когда 
он начал рассматривать предельные теоремы для случайных величин со значениями 
в функциональных пространствах. Пожалуй, вершиной его результатов является за­
мечательная теорема о сходимости эмпирических распределений к истинной функции 
распределения наблюдаемой случайной величины. Теорема Гливенко, сразу же после 
ее опубликования, была названа Кантелли основной теоремой математической ста­
тистики.

Теорема Гливенко неоднократно обобщалась. В этом направлении работало боль­
шое число исследователей, среди которых отметим лишь фразцузских ученых Р.Форте 
(р. 1912) и Э. Мурье.
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§ 16. Центральная предельная теорема

Теорема Муавра о сходимости распределений центрированного и нормированного 
числа появлений события А в п независимых испытаниях, в каждом из которых со­
бытие А может наступить с одной и той же вероятностью р, к нормальному распре­
делению долгое время служила образцом для последующих обобщений. Пожалуй, 
первое обобщение принадлежит Лапласу и уже формулируется как предель­
ная теорема для сумм независимых случайных величин каждая из кото­
рых равномерно распределена на отрезке ( -  Л , Л) .  Это было сделано в работе 
**Me#moire sur les approximation des formules qui sont fonctions de tres grands 
nombres et sur leur application aux probability*’ (1809). Лаплас в нем рассмат­
ривал дискретные случайные величины с увеличивающимся числом возможных значе­
ний. Этим самым давалась аппроксимация непрерывного распределения дискретным. 
Лаплас доказал, что для каждого s имеет место такой результат:
I'' _______

dx.lim Р -  J < ——  < * } =---- J еп -  ос [ л /7 Г  ) h yJTiг 0
«

или

п
Sn = 2  {*. o ’ « л ’ /3 . 

к = 1

Заслуживает внимания тот факт, что Лаплас при доказательстве этого результа­
та использовал метод характеристических функций, который, естественно, так тогда 
еще не назывался.

Существенное продвижение исследований по предельной теореме связано с име­
нем Пуассона. В знаменитом мемуаре 1837 г. *'Recherches sur la probabilite des 
jujements . . . *'он рассмотрел схему последовательности независимых испытаний 
с разными вероятностями появления события А в каждом из испытаний. Пусть ве­
роятность наступления А при к-м испытании равна рк. Пуассон доказал для этого

во
случая локальную теорему: Если ряд £  рк ( 1 -  рк) расходится, то вероятность

к= 1
того, что в п испытаниях событие появится т раз равна

Р {т  * пр -  в с s fn  } = ----- -̂---- е -  -----"“ 7=. (3 ♦ 2 в3) ,
с 2 с* п it

где

1 п 4 п
р = -  £ рк% с3 = 2 £р* (1  - р * ) ,  Л * —  £ (2р* -  1)р*(1 -  р*). 

п к = 1 Зл к = 1

В той же книге Пуассон дал ошибочное обобщение этой теоремы на суммы произ­
вольных независимых случайных величин, имеющих конечные дисперсии, при условии 
их центрирования суммами математических ожиданий и нормирования корнем квад­
ратным из суммы дисперсий слагаемых.
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это предложение на произвольное р  распространил итальянский математик Кантелли, 
что

Это предложение получило наименование усиленного закона больших чисел.
Широкое обобщение усиленного закона больших чисел было дано А.Н. Колмо­

горовым в работе 1930 г., а также в 1934 г. в его монографии "Основные понятия 
теории вероятностей” (1932 г .).

Необходимые и достаточные условия для усиленного закона больших чисел были 
найдены в ряде работ Ю.В. Прохорова 1958 -  1959 г. (см. ”0 6  усиленном законе 
больших чисел”, Изв. АН СССР, сер. матем. 14, 6. 1958; ’’Несколько замечаний к 
усиленному закону больших чисел” . Теория вероятностей и ее применения, т. IV, 
вып. 2 ,2 1 5 -2 2 0 , 1959).

В 1935 г. А.Я. Хинчин ввел новое понятие относительной устойчивости сумм, 
которое должно было дать максимально общую форму закона больших чисел для по­
ложительных случайных величин. Пусть | | f  | Jt . . . -  последовательность неотри­
цательных случайных величин. Про суммы 5 П = ♦ . . . ♦ Ся говорят, что они 
относительно устойчивы, если можно найти такие положительные константы А п > О, 
что при любом е >  0 и п — «  выполняется соотношение

В случае одинаково распределенных величин Хинчину удалось найти необходи­
мое и достаточное условие для относительной устойчивости сумм S n. Ученик А.Я. Хин- 
чина А.А. Бобров (р. 1912) распространил этот результат на случай разнораспреде- 
ленных слагаемых.

Закон больших чисел рассматривался вплоть до 1939 г. как  особая предельная 
теорема и рассматривался обособленно от остальных предельных теорем для сумм 
независимых случайных величин. В работе Б.В. Гнеденко, о которой речь пойдет в 
§ 17, закон больших чисел был включен в общую теорию предельных теорем, ког­
да предельное распределение имеет единственную точку роста в нуле. Точно также 
теоремы об относительной устойчивости сумм являются предельными для того 
случая, когда предельное распределение имеет единственную точку роста при 
х 9 1.

Существенное расширение проблематики, связанной с законом больших чисел, 
было осуществлено В.И. Гливенко в работах, относящихся к 1929 -  1933 гг., когда 
он начал рассматривать предельные теоремы для случайных величин со значениями 
в функциональных пространствах. Пожалуй, вершиной его результатов является за­
мечательная теорема о сходимости эмпирических распределений к истинной функции 
распределения наблюдаемой случайной величины. Теорема Гливенко, сразу же после 
ее опубликования, была названа Кантелли основной теоремой математической ста­
тистики.

Теорема Гливенко неоднократно обобщалась. В этом направлении работало боль­
шое число исследователей, среди которых отметим лишь фразцузских ученых Р.Форте 
(р. 1912) и Э. Мурье.
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§ 16. Центральная предельная теорема

Теорема Муавра о сходимости распределений центрированного и нормированного 
числа появлений события А  в п независимых испытаниях, в каждом из которых со- 
бытие А может наступить с одной и той же вероятностью р, к  нормальному распре­
делению долгое время служила образцом для последующих обобщений. Пожалуй, 
первое обобщение принадлежит Лапласу и уже формулируется как  предель­
ная теорема для сумм независимых случайных величин £*, каждая из кото­
рых равномерно распределена на отрезке ( -  h , И). Это было сделано в работе 
” Me#moire sur les approximation des formules qui sont fonctions de tres grands 
nombres et sur leur application aux probability" (1809). Лаплас в нем рассмат­
ривал дискретные случайные величины с увеличивающимся числом возможных значе­
ний. Этим самым давалась аппроксимация непрерывного распределения дискретным. 
Лаплас доказал, что для каждого s имеет место такой результат:

I Sn \ 2 
lim Р j -  s < ------  < s >*------------

п -* «* I у /7Г  ) h у / Т п  0
*

или

S

J* 2 о1 dx.

п
Sn * I  е* . а1 = Ла/ 3.

к  = I

Заслуживает внимания тот факт, что Лаплас при доказательстве этого результа­
та использовал метод характеристических функций, который, естественно, так тогда 
еще не назывался.

Существенное продвижение исследований по предельной теореме связано с име­
нем Пуассона. В знаменитом мемуаре 1837 г. ’’Recherches sur la probabilite des 
jujements . . . "он рассмотрел схему последовательности независимых испытаний 
с разными вероятностями появления события А в каждом из испытаний. Пусть ве­
роятность наступления А при &-м испытании равна рк. Пуассон доказал для этого

во
случая локальную теорему: Если ряд 2  рь(1  -  рк) расходится, то вероятность

к=  1
того, что в п испытаниях событие появится т раз равна

« г— % 1 he л*Р { т  * пр -  о С \Г п }  * ----- ------  е -  ---------- — (3 ♦ 2 в 3) е ,
Су/ пп  2 С*Пу]п

где

Р я  -  £  Рк< “ 2 E p fc( l  -  Рк),  h = —  S  (2рк -  1)рк(1 -  рк ). 
п к -  1 З л  Дг * 1

В той же книге Пуассон дал ошибочное обобщение этой теоремы на суммы произ­
вольных независимых случайных величин, имеющих конечные дисперсии, при условии 
их центрирования суммами математических ожиданий и нормирования корнем квад­
ратным из суммы дисперсий слагаемых.
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Справедливости ради следует сказать, что в ч асто м  случае одинаковой распреде­
ленности слагаемых эта теорема верна, однако строгое ее доказательство пришло
значительно позднее и связано с именами наших современников -  Линдеберга. Феллера 
и Хинчина.

Заметим, что как работы Лапласа, так и работы Пуассона и всех последующих 
исследователей, занимавшихся центральной предельной теоремой, были непосредст­
венно связаны с теорией ошибок измерений. И во всех работах говорилось не о сложе­
нии абстрактных случайных величин, а о сложении ошибок. По-видимому, впервые 
от этой традиции отошел Чебышев.

Интерес к нормальному распределению в начале XIX века возрос в связи с появле­
нием знаменитых исследований Лежандра и Гаусса по формулировке и обоснованию 
метода наименьших квадратов. Ф.В. Бессель еще в 1818 г. в работе "Fundamenta 
Astronomiae pro anno 1755 deducta ex observationibus viri incomportabilis James Bradley 
in specula Grenovicensi pro annis 1750-1762 institutis”  заметил, что наблюдения гринви- 
ческого астронома Брэдли прекрасно укладываются в схему нормального распределе­
ния. Объяснение, которое он предложил этому факту, совпадает с идеей, которую 
перед этим в течение тридцати лет вынашивал Лаплас: результирующая большого 
числа случайных воздействий, каждое из которых оказывается малым по сравнению 
с суммой остальных, подчиняется общему закону и этот общий закон должен быть 
нормальным. Эту мысль в совершенно отчетливой форме повторил Бессель также 
в работе 1838 г. (Untersuchungen liber die Wahrscheinlichkeit der Beobachtungsfehler//Astr. 
Nachr. -  1838. -  C. 231). Справедливости ради следует сказать, что Бессель о б р а т  л 
внимание на то, что это правило не является всеобщим и могут у ошибок наблюдений 
встречаться другие, отличные от  нормального распределения. Так. если при измерении 
углов один источник ош ибок превалирует над всеми остальными, то плотность распре-

1
деления результирующей ошибки может бы ть/ ( f )  * — --------- .

тг>/ва -  х*
Та же концепция обоснования нормального закона, как закона распределения 

ошибок, дважды встречается в известном учебнике А. Пуанкаре ’’Calcul des probabili- 
tes** (Paris, 1912). Первый раз в конце § 140 он писал, что "ошибка, связанная с инстру­
ментом, есть результирующая очень большого числа независимых одна от другой 
ошибок, таких, что каждая из них приносит лишь слабую долю в результат; результи­
рующая ошибка следует закону Гаусса”. Затем в самом начале §144 был подведен 
следующий итог:

’’Резюмируя, предположим, что окончательная ошибка будет р е зу л ь т и р у ю щ е й  
очень большого числа частых погрешностей, независимых друг от друга, и что нет 
ошибок систематических; предположим также, что эти ошибки будут иметь прибли­
зительно один и тот же порядок величины, внося каждая в общий результат лишь
незначительную долю. В этом случае результирующая ошибка следует п р и б л и зи т е л ь н о  
закону Гаусса.

Такой, мне кажется, лучший довод, который можно дать в пользу закона Г а у с с а ."
Следует сказать, что все эти идеи носят лишь качественный характер и н у ж д а ю т с я  

в математическом оформлении и последующем доказательстве строгих теорем.
Второй толчок, который вызвал дополнительный интерес к  предельным т е о р е м а м  

теории вероятностей, была статистическая физика, начала которой были п о с т р о е н ы  
в середине XIX века. Первый общий результат в этом направлении был с ф о р м у л и р о ­
ван в 1887 г. в работе "О двух теоремах относительно вероятностей'* П.Л. Ч е б ы ш е в а  
Сформулированная Чебышевым теорема звучит следующим образом:

Если математические ожидания величии и х, и г, . . . равны 0, а м а т е м а т и ч е с к и е  
ожидания всех их степеней имеют числовую величину ниже какого-либо п р е д е л а .
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вероятность того, что сумма и х „ п ,
Удвоенной суммы математических ожиданий их 
|сш<и ми-нибудь пределами t  и f ’ c возрастанием

♦ и, деленная на квадратный корень из 
квадратов, заключается между двумя

-  -------------------  • • • ■ « м г п о пдо 00 имеет пределом интеграл

dz.

Для доказательства этого предложения Чебышевым был разработан весьма силь­
ный метод, получивший наименование метода моментов и являющийся одним из 
крупнейших достижений науки того времени. Однако в формулировке теоремы и в 
ее доказательстве был допущен ряд промахов, которые сразу же взялся исправить 
ученик П.Л. Чебышева А.А. Марков. Критика мемуара Чебышева содержится в пись­
мах Маркова к профессору Казанского университета А.В. Васильеву, который счел 

I необходимым опубликовать ее в 1898 г. ("Закон больших чисел и метод наименьших 
деадратов”) . В этих письмах Марковым была совершенно строго доказана несколько

___|Ч В  < * * * [' г  -  —

исправленная теорема Чебышева.
Если S„ -  последовательность сумм и х + м, ♦ + м„ и Ф „(х) -  их функции рас-

I [ j  —  i i U U I C M V o a i v n n i v v *  -----------  — |  -  ,

пределения. то из предположения, что при любом целом положительном 
место соотношения

к имеют

/  x kd*„(x) 

вытекает, что при любых а

1 00
х к ' - х '< 2 dx

и Ь имеет место равенство

(,<А <ъ\
I D Sn )

dz .

Метод моментов,которым работал Чебышев, торжествовал победу. Была доказана 
сильная и, казалось бы, окончательная теорема. Некоторую неудовлетворенность 
приносило только то, что для простого результата требовалось выполнение счетного 
множества условий. Неожиданно в нескольких публикациях А.М. Ляпунова на протя­
жении 1900 и 1901 гг. было обнаружено, что окончательный результат имеет место 
при выполнении только одного очень простого условия, которое, вдобавок, выясняло 
смысл тех предположений, которые должны приводить к сходи м о с т  распределений 
нормированных и центрированных сумм к нормальному распределению.

Сначала Ляпунов показал, что если величины имеют конечные третьи моменты

I*. С,
п
Г ск , 

* * 1
мится к нулю, то имеет место 
мальному распределению

В'п
п
£ 

к = 1
ОЪк п соотношение Сп /Вуп при п — *> стре­

сходимость функций распределения сумм Sn к нор-

На следующий год Ляпунов же обнаружил, что для окончательного результата не 
обязательно требовать существования третьих моментов слагаемых. Достаточно, если 
существуют моменты некоторого порядка 2 ♦ б, где б >  0 . Ляпунов показал, что для 
сходим о cm  нормированных корнем из дисперсии сумм независимых ел атас 
Нормальному распределению достаточно выполнения следующего условия:

2 + 6 ^ 2+6, сп * Г ск\ отношение С „ //?я должно с ростом п стреми-

слагаемых
пусть

ться к 0.
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Ляпунов сделал несколько большее: он оценил скорость сходимости к предельно.
му* распределению функций распределения сумм. Порядок згой оценки оказался 
равным n~~*l2 In п.

Точно также в упомянутой статье Чебышева, помимо предложения о сходимости 
к нормальному распределению, было дано асимптотическое разложение по степеням ч'гг1.

Общность результатов Ляпунова произвела огромное впечатление на современни­
ков. По-видимому, именно в ту пору и появился термин "центральная предельная 
теорема” для обозначения условий сходимости функций распределения нормирован­
ных и центрированных математическими ожиданиями сумм к  нормальному распреде­
лению. Марков подошел к результатам Ляпунова с далеко иных позиций. В связи с 
этим полезно привести подлинные слова Маркова: ’Общность выводов в последней 
работе Ляпунова далеко превзошла ту, которая была достигнута методом математи­
ческих ожиданий. Достигнуть столь общих выводов методом математических ожида­
ний казалось даже невозможным, ибо он основан на рассмотрении таких математиче­
ских ожиданий в неограниченном числе, существование которых в случаях Ляпунова 
не предполагается.

Для восстановления поколебленного таким образом значения метода математи­
ческих ожиданий необходимо было выяснить, что вышеупомянутыми работами он не 
исчерпан до конца”. Марков в 1908 г. выступил с замечательной идеей -  урезания 
случайных величин. Этот прием дал возможность доказать предельную теорему ь 
условиях Ляпунова методом моментов или, как говорил Марков, методом математи­
ческих ожиданий. Идея урезания прочно вошла в жизнь теории вероятностей.

Дальнейшая судьба центральной предельной теоремы такова: в 1922 г. финскому 
математику’ Линдебергу удалось пойти дальше Ляпунова и отказаться от предполо­
жения существования даже каких-либо моментов, кроме вторых. А именно, он 
доказал, что если при любом г >  0 имеет место соотношение 

1 п
lim —  £  /  { x - a ^ d F ^ ix )  * 0,

п — 00 Вп к = 1 \х -а к \ > тВп
то функция распределения сумм центрированных математическими ожиданиями и 
нормированных корнем квадратным из суммы дисперсий слагаемых сходятся к 
стандартному нормальному распределению.

Через 12 лет В. Феллер показал, что условие Линдеберга является и необходимым 
в предположении, что слагаемые равномерно малы.

Ясно, что из теоремы Линдеберга в качестве следствия получается давно ожидав­
шийся результат: если случайные величины независимы, одинаково распределены 
и имеют конечную дисперсию, отличную от 0, то к суммам таких величин примени­
ма центральная предельная теорема теории вероятностей.

В работе 1927 г. С.Н. Бернштейн рассмотрел несколько более общую задачу: 
имеется последовательность независимых случайных величин . . . , t n , - . • »
относительно которых не предполагается ни существования дисперсий, ни существо­
вания математических ожиданий. Спрашивается: когда можно подыскать такие

$п ”постоянные Вп > О н  Лп, что функции распределения сумм ----------  сходятся к нор-
Вп*

мальному распределению?
Достаточные условия для этой задачи были найдены Бернштейном в той же р а б о т е  

1927 г.; через восемь лет Феллер показал, что эти условия не только достаточны, но и
необходимы в предположении, что слагаемые равномерно малы в смысле т е о р и и  
вероятностей.

j  17. Общие предельные распределения для сумм
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В том же 1935 г. независимо один от другого А.Я. Хинчин и П. Леви в постановке 
t.H . Бернштейна нашли необходимое и достаточное условие сходимости к нормально­
му распределению функций распределения сумм независимых, одинаково распреде­
ленных случайных величин.

Р  Еще в 1926 г. в специальном курсе по предельным теоремам А.Я. Хинчин задал 
следующий вопрос: имеется ли связь между законом больших чисел и центральной 
предельной теоремой? Ответ был найден Д А. Райковым и А Л  Бобровым, которые 
доказали следующую теорему: чтобы функции распределения сумм

U +...  + *п- л п
Вп

при надлежащем выборе действительных постоянных Вп > 0 и А п сходились к нор­
мальному распределению, необходимо и достаточно чтобы суммы

<ti - « , ) ’ + . . •  + ({„- «п>*
е

были относительно устойчивы, ап * /  xdF n(x ), е >  0  -  произвольно.
— е

Исследование вопросов сходимости функций распределения к нормальному закону 
не окончились и в наши дни, но теперь исследуются другие вопросы: быстрота сходи­
мости к предельному распределению, сходимость случайного числа случайных слагае­
мых, суммирование неравномерно малых случайных величин.

§ 17. Общие предельные распределения для сумм

Естественный вопрос о том. какие распределения вообще возможны в качестве 
предельных для сумм независимых случайных величин при условии, что они примерно 
одинаковы по величине, возник только в двадцатые-тридцатые годы нашего столетия. 
Раньше во всей общности этот вопрос не возникал, хотя частные результаты по этому 
поводу и появлялись. В этом отношении заслуживает упоминания мемуар С. Пуассона 
”0  вероятности средних результатов наблюдений”, в котором, пользуясь аппаратом 
характеристических функций, он вывел распределение суммы большого числа незави­
симых ошибок наблюдений и рассмотрел распределение, которое получило впоследст­
вии название распределения Коши. Для этого распределения Пуассон нашел плотность

1
f i t )  ----------------

*(1 ♦ х*)

и доказал, что оно обладает двумя следующими свойствами:
1) среднее арифметическое ошибок наблюдений, распределенных по закону Коши.

имеет то же распределение, что и каждое слагаемое;
2) для этого распределения точность не повышается от того, что берется среднее

арифметическое результатов нескольких наблюдений.
Этот мемуар был опубликован в 1832 г.
На тридцать лет позднее, в 1853 г. в мемуаре ”0  средних результатах наблюдений 

той же природы и о результатах наиболее вероятных” О. Коши получил характеристи­
ческую функцию для всех тех распределений, для которых функция распределения 
суммы только на множитель при аргументе (коэффициент растяжения) отличается 
от распределения отдельных слагаемых. Коши нашел, что все такие функции имеют 
вид f{x)  * ех р (-  t м), где ц -  положительное число. Позднее выяснилось, что f i t )  тогда 
и только тогда является характеристической функцией, когда 0 <  ц  < 2 .
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П. Леви в книге "Calcul des p robab ility  (1925) в главе VI "Экспоненциальные 
распределения" построил первую теорию устойчивых распределений. Эта теория, 
естественно продолжала исследования О. Коши, уйдя от них далеко вперед. Пусть 
F ix )  -  функция распределения и / ( f )  -  ее характеристическая функция. Распределе­
ние F ix)  называется устойчивым, если при любых положительных постоянных ах ид, 
найдется такое положительное постоянное я, что выполняется равенство

fia xt)- f1 e %t) •  f ia t) .

В терминах случайных величин рассмотренный класс распределений обладает 
следующим характеристическим свойством: если $i и -  независимые случайные 
величины с одним и тем же распределением вероятностей, а х и аг — произвольные 
положительные числа, то для каждой пары ах и аг найдется такое положительное 
число а, что сумма ах + а7 £, имеет такое же распределение как а £ , .

П. Леви указал, что для устойчивых распределений функция / ( f )  имеет вид 
t

е х р [ -  с(1 + /0-----) If I ], где 0 < а  <  2. П. Леви также ввел понятие области притя-If I

жения устойчивого закона: множество всех тех распределений F ix ), для которых
функции распределения независимых и распределенных по этому закону случайных
величин при соответствующем нормировании сходятся к  данному устойчивому распределению.

В 1935 г. А.Я. Хинчин пополнил понятие устойчивого распределения, введенного 
П. Леви, а именно: он предложил называть устойчивыми те распределения, для кото­
рых линейная форма j j f ,  ПРИ произвольных положительных постоянных ах и 
аЛ имеет такое же распределение, как а \х + Ь, где а -  некоторое положительное, а b -
вещественное постоянное. Класс устойчивых в смысле Хин чин а распределений оказал­
ся несколько шире класса П. Леви.

В 1939 г. независимо друг от друга Б.В. Гнеденко и В. Деблин нашли области 
притяжения устойчивых распределений. Условия принадлежности области притяжения 
устойчивого закона очень просты и сводятся к поведению "хвостов" распределений - 
поведению исходного распределения при больших значениях аргумента

Основной результат, принадлежащий П. Леви и А.Я. Хинчину. можно сформулиро­
вать так: если | 4, . . . -  последовательность одинаково распределенных независи­
мых случайных величин, то суммы

В. (1)

при надлежащем выборе постоянных Вя > 0  и вещественных Ап могут сходиться 
только к  устойчивым законам распределения. Каждый устойчивый закон является 
пределышм для функций распределения сумм (1).

В заметке 1936 г. П. Леви и А.Я. Хинчин дали окончательное представление устой­
чивых распределений через логарифмы характеристической функции. Чтобы функция 
f i t )  была характеристической функцией устойчивого распределения, необходимо и 
дотаточно следующее ее представление:

In * ( f )  miy t  -  с  I f  | а  ! l  ♦  itJ —  w (f . a ) \  ,
I  I f  I J
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а, 0, у, с -  вещественные постоянные ( - 1 <  0 <  1, О  О, 0 <  а  <  2) и 
п

|  tg -  а . если а  #  1,

сj(f . а) 2
-  In If I, если а = 1. 
п

Этот результат полностью завершил исследования, которые были начаты Пуассо­
ном и КошиЕстественный вопрос о классе предельных распределений для сумм (1 ), когда 
слагаемые могут быть распределены не одинаково, был поставлен А.Я. Хинчиным 
в письме к  П Леви. Вскоре ответ был найден П. Леви. По предложению А.Я. Хинчина 
этот класс распределений получил наименование класса L. На слагаемые суммы 
i k IBn при этом естественно наложить требование: каждое из слагаемых оказывает 
на сумму незначительное влияние. Это требование можно представить так: величины 
i kIBn предельно постоянны, т * . для них можно найти такую последовательность 
постоянных т П£, что равномерно относительно к  (1 < к  < п)  для любого е >  0 выпол­
няется соотношение

*к
------- ™пк
Вп

> е |  -  0 при

Характеристическое свойство законов класса I ,  найденное П. Леви, состоит в 
следующем: чтобы функция ^ (f) была характеристической функцией закона класса L , 
необходимо и достаточно выполнение следующего условия: при каждом а (0 <  а  < 1) 
имеет место равенство ^(f) * ^ (a f ) /a(f), где / a (f) -  некоторая характеристическая
функцияНа этом история вопроса не завершилась, поскольку для полного завершения 
проблематики оставалось ответить еще на один вопрос, поставленный Б.В. Гнеденко. 
Каковы классы возможных предельных распределений, если случайные величины 

»• • • t • • • могут быть распределены только по Дг (1 < к < ••) различным зако­
нам распределения F , (дсХ f a(x), . * • * ffc(x)? Полное решение этой задачи было дано
в 1971 г. А.А. Зингером.В рассмотренном круге вопросов была изучена еще одна задача: а что будет, если
рассматривать суммы (1) одинаково распределенных независимых слагаемых не по 
всем значениям л, а только по некоторой подпоследовательности? Какие предельные 
распределения при этом могут встретиться? Этот вопрос был поставлен А.Я. Хинчи­
ным; он же дал на него ответ: класс возможных предельных распределений в только 
что указанном смысле совпадает с классом безгранично делимых распределений, в 
1930 г. введенным итальянским математиком Бруно де Фин?тти и подробно исследо­
ванным А.Н. Колмогоровым. П. Леви и А.Я. Хинчиным. Случайная величина называет­
ся безгранично делимой, если для любого целого числа п ее можно представить в виде 
суммы п независимых одинаково распределенных слагаемых. Отсюда и название
этих величин.

В 1933 г. А.Н. Колмогоров высказал гипотезу, что если суммируются примерно 
равноправные независимые случайные величины, то при увеличении числа слагаемых 
из распределения будут приближаться к безгранично делимым законам и, следователь­
но, если распределения последовательных сумм будут сходиться к предельному,то этот 
предельный закон обязательно должен быть безгранично делимым. В предположении, 
что слагаемые имеют конечные дисперсии, а дисперсии последовательных сумм огра­
ничены эту гипотезу доказал ученик А.Н. Колмогорова Г.М. Бавли (1908-1941) в 
1934 г. В полном объеме эта гипотеза была доказана А.Я. Хинчиным с привлечением
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довольно громоздких аналитических средств через три года. Отправляясь от 
работы, Б.В. Гнеденко построил теорию суммирования независимых случайных 
величин, основанную на сравнительно легко доказываемом факте: если суммируются 
предельно постоянные независимые слагаемые и функции распределения соответст­
вующих центрированных сумм сходятся к некоторому предельному, то можно пост­
роить последовательность безгранично делимых случайных величин, функции распре­
деления которых сближаются с функциями распределения сумм. Эти безгранично 
делимые величины получили название сопровождающих. Из этого предложения в 
качестве частных случаев получались теоремы Бавли и Хинчина. Кроме того, этот 
подход давал возможность совершенно прозрачно найти условия существования 
предельных распределений и условия сходимости функций распределения сумм к 
любому возможному предельному распределению. В частости , были найдены необхо­
димые и достаточные условия для закона больших чисел, для сходимости к нормаль­
ному распределению, распределению Пуассона, устойчивым распределениям. Весь 
круг этих вопросов нашел отражение в монографии Б.В. Гнеденко и А.Н. Колмогорова 
"Предельные распределения для сумм независимых случайных величин** (1949).

В последние годы большое число исследователей приступило к изучению предель­
ного поведения сумм независимых случайных слагаемых в случайном числе. Первона­
чально усилия были сосредоточены только на условиях сходимости к нормальному 
распределению и выполнимости закона больших чисел. Позднее были поставлены 
вопросы о классе предельных распределений и об условиях существования предельно­
го распределения. Эту задачу удалось решить в условиях одинаковой распределенно­
сти и независимости слагаемых, а также независимости индекса суммирования от 
слагаемых. Заметим также, что к самой постановке этих задач привели вопросы 
теории надежности и физики. Основная теорема, относящаяся к названной проблема­
тике, получила наименование теоремы переноса.

§ 18. Закон повторного логарифма

От закона больших чисел взяла начало новая предельная закономерность, полу­
чившая наименование закона повторного логарифма. Эта теорема не ставит перед 
собой цели разыскания предельного распределения, но зато переводит задачу рас­
смотрения последовательных сумм совсем в новую область, а именно изучает пове­
дение этих сумм всех вместе. Мы вначале рассмотрим эту задачу для простейшего 
случая -  для схемы Бернулли. Это вполне естественно; тем более, что это соответ­
ствует историческому ходу исследований.

Обозначим через м п число появлений события А в п независимых испытаниях и 
рассмотрим разности S n -  txn -  пр. В 1909 г. Э. Борель дал обобщенную формулиров­
ку закона больших чисел, показав, что имеет более сильное утверждение, а именно

Р { Sn /n -  0 )  « 1.

Через четыре года Ф. Хаусдорф (1868 -  1942) доказал, что имеет место еще более 
сильное утверждение, а именно, что при любом е >  0

Р{snl y /n l + '  -  0 }= 1 .

Год спустя, Г. Харди ( 1 8 7 7  -  1 9 4 7 )  и Д * .  Литвуд ( 1 8 8 5  -  1 9 7 7 )  о б н а р у ж и л и  сше 
более сильное предложение, согласно которому с вероятностью единица отношение 
I Sn I/ у /п  In /I остается ограниченным. В 1922 г. А.Я. Хинчин дал для роста сумм Sn 
оценку S n -  0 (yjn  In Inn). Через два года А.Я. Хинчин нашел окончательный результат.
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Юказалось, что
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Р I
В 1926 г. А.Я. Хинчину удалось распространить этот результат на случай схемы 

Пуассона, т.е. на случай последовательных испытаний с переменной вероятностью 
появления события .4.

Работа А Н. Колмогорова 1929 г. значительно перекрывала результаты А.Я. Хин­
чина, которые являлись для нее простыми следствиями. Этими словами мы не хотим 
преуменьшить значения работ А.Я. Хинчина, поскольку открыть новую закономер­
ность даже на простом случае заслуживает самой высокой оценки.

Пусть имеется последовательность £а , . . , взаимно независимых случайных 
величин, имеющих математические ожидания ак 3 и дисперсии Ьк

п п
Вп * 2  Ьк% S n * 2  ( I*  -  ак). Если последовательность С* удовлетворяет

удовлетворяет закону повторного логарифма, т.е. для нее выполняется соотношение

Иными словами было высказано следующее утверждение: в высказанных пред­
положениях при любых положительных с и б можно указать столь большое целое 
число N\ что

1) вероятность того, что хотя бы при одном п >  N  выполнится неравенство

меньше е и
2) вероятность того, что хотя бы для одного п >  jV будет выполнено неравенство

IS„I >  ( 1 - 6 )  у / 2 Вп In In В„ 

больше 1 -  е .
Позднее задачей повторного логарифма занимались многочисленные исследо­

ватели -  П. Леви, В. Феллер, Зигмунд и Марцинкевич, Хартман, Т.А. Сарымсаков, 
В.В. Петров. Б.В. Гнеденко и др. Среди многих прекрасных результатов мы выделим 
лишь один: если случайные величины t к одинаково распределены и имеют конечную 
дисперсию (конечно, отличную от нуля), то это условие достаточно для выполнения 
закона повторного логарифма. Как показал А.И. Мартикайнен, этот результат до­
пускает обращение*).

*= 1 * = 1

еще двум условиям: при п — 1) Вп — 2) I < тп = о I( ^ - )  \  In In Вп '
, то она

ISn I >  (1 ♦ 6) 2 Вп In In Вп

•) Обращение закона повторного логарифма для случайного блуждания //Теория
вероятностей и ее применения. -  1980. -  Т. 25, вып. 2. -  С. 364 -  366.
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довольно громоздких аналитических средств через три года. Отправляясь от этоц 
работы, Б.В. Гнеденко построил теорию суммирования независимых случайных 
величин, основанную на сравнительно легко  доказываемом факте: если суммируются 
предельно постоянные независимые слагаемые и функции распределения соответст­
вующих центрированных сумм сходятся к некоторому предельному, то можно пост­
роить последователи!ость безгранично делимых случайных величин, функции распре­
деления которых сближаются с функциями распределения сумм. Эти безгранично 
делимые величины получили название сопровождающих. Из этого предложения в 
качестве частных случаев получались теоремы Бавли и Хинчина. Кроме того, этот 
подход давал возможность совершенно прозрачно найти условия существования 
предельных распределений и условия сходимости функций распределения сумм к 
любому возможному предельному распределению. В частности, были найдены необхо­
димые и достаточные условия для закона больших чисел, для сходимости к нормаль­
ному распределению, распределению Пуассона, устойчивым распределениям. Весь 
круг этих вопросов нашел отражение в монографии Б.В. Гнеденко и А.Н. Колмогорова 
"Предельные распределения для сумм независимых случайных величин" (1949).

В последние годы большое число исследователей приступило к изучению предель­
ного поведения сумм независимых случайных слагаемых в случайном числе. Первона­
чально усилия были сосредоточены только на условиях сходимости к нормальному 
распределению и выполнимости закона больших чисел. Позднее были поставлены 
вопросы о классе предельных распределений и об условиях существования предельно­
го распределения. Эту задачу удалось решить в условиях одинаковой распределенно­
сти и независимости слагаемых, а также независимости индекса суммирования от 
слагаемых. Заметим также, что к  самой постановке этих задач привели вопросы 
теории надежности и физики. Основная теорема, относящаяся к  названной проблема­
тике, получила наименование теоремы переноса.

§ 18. Закон повторного логарифма

От закона больших чисел взяла начало новая предельная закономерность, полу­
чившая наименование закона повторного логарифма. Эта теорема не ставит перед 
собой цели разыскания предельного распределения, но зато переводит задачу рас­
смотрения последовательных сумм совсем в новую область, а именно изучает пове­
дение этих сумм всех вместе. Мы вначале рассмотрим эту задачу для простейшего 
случая -  для схемы Бернулли. Это вполне естественно; тем более, что это соответ­
ствует историческому ходу исследований.

Обозначим через ц п число появлений события А в п независимых испытаниях и 
рассмотрим разности S n * -  пр. В 1909 г. Э. Борель дал обобщенную формулиров­
ку  закона больших чисел, показав, что имеет более сильное утверждение, а именно

Р { S„ I n  -  О) « 1.

Через четыре года Ф. Хаусдорф (1868 -  1942) доказал, что имеет место еще более 
:ильное утверждение, а именно, что при любом е >  0

P { S n /> A * , + '  -  0 } -  1.

од спустя. Г. Харди (1877 -  1947) и Д *. Литвуд (1885 -  1977) обнаружили сше
о  лее сильное предложение, согласно которому с вероятностью единица отношение 
Sn I/ у /п  ]пп остается ограниченным. В 1922 г. А.Я. Хинчин дал для роста сумм Sn 
ценку S n -  0 (y /n  in In /1). Через два года А.Я. Хинчин нашел окончательный результат.
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^ к а за л о с ь , что

I * 1 \ 1Р ; lim sup — -----  * 1 J * 1 •
I n -» ев yj 2 npq In In n *

В 1926 г. А.Я. Хннчнну удалось распространить этот результат на случай схемы 
[ Пуассона, т.е. на случай последовательных испытаний с переменной вероятностью 

появления события А.
Работа А Н. Колмогорова 1929 г. значительно перекрывала результаты А.Я. Хин­

чина. которые являлись для нее простыми следствиями. Этими словами мы не хотим 
преуменьшить значения работ А.Я. Хинчина, поскольку открыть новую закономер-

I ность даже на простом случае заслуживает самой высокой оценки.
Пусть имеется последовательность *2, . . , взаимно независимых случайных 

величин, имеющих математические ожидания j*  ■ и дисперсии Ък e D i* ;
п п

Вп * 2  Ък% 5 Л * 2  U *  -  <**)• Если последовательность £* удовлетворяет 
к = 1 к = 1

удовлетворяет закону повторного логарифма, т.е. для нее выполняется соотношение

Иными словами было высказано следующее утверждение: в высказанных пред­
положениях при любых положительных е и 6 можно указать столь большое целое 
число N.\ что

1) вероятность того, что хотя бы при одном п > Л 'выполнится неравенство

ISn I >  (1 ♦ 6) yj 2 Вп In In Вп 

меньше е и
2) вероятность того, что хотя бы для одного п > N  будет выполнено неравенство

IS„I >  (1 - 6 )  у / 2 В„ In In Вп 

больше 1 -  € .
Позднее задачей повторного логарифма занимались многочисленные исследо­

ватели -  П. Леви, В. Феллер, Зигмунд и Марцинкевич, Хартман, Т.А. Сарымсаков, 
В.В. Петров, Б.В. Гнеденко и др. Среди многих прекрасных результатов мы выделим 
лишь один: если случайные величины £ к одинаково распределены и имеют конечную 
Дисперсию (конечно, отличную от нуля) ,  то это условие достаточно для выполнения 
закона повторного логарифма. Как показал А.И. Мартикайнен, этот результат до­
пускает обращение •).

•) Обращение закона повторного логарифма для случайного блуждания //Теория
вероятностей и ее применения. -  1980. -  Т. 25, вып. 2. -  С. 364 -  366.

еще двум условиям: при п -* •» 1) Вп -* 2) 11п I < тп -  о то она
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Аналогичная задача была поставлена для устойчивых распределений, отличных 
от нормального. При этом выяснилось (Б.В. Гнеденко), что для любой неубы­
вающей функции и (п ) и для любого устойчивого закона с показателем а  (0 <  а  < 2)

I V
с вероятностью единица отношение lim sup ---------  равно 0 или бесконечностип — оо и (л)

§ 19. Формирование понятий математического ожидания 
и дисперсии

Понятие математического ожидания в самых начальных его элементах было 
введено в теорию вероятностей очень рано: впервые оно появилось в известной пере­
писке Паскаля с Ферма. В более явной форме оно было введено Гюйгенсом. Именно, 
первые три предложения являются ничем иным как определением математического 
ожидания для случайных величин, способных принимать два или три значения Как 
мы уже говорили в первой главе сам термин ожидание был предложен Схоутеном -  
учителем Гюйгенса. Этот термин прижился и сохранился до нашего времени. Но 
в ту пору этому термину придавался смысл ожидания той средней цены, которую 
можно дать за приобретение случайной величины, дающей выигрыш х х с вероятностью 
р х, выигрыш х г с вероятностью p t , . . . ,  выигрыш х п с вероятностью рп .

Эта мысль красной строкой проходит и в книге Н. Бернулли "О применении ис­
кусства предположений в вопросах права”. Он писал там, что "правило это (вычис­
ления ожидания -  Б.Г.) тождественно с тем, с помощью которого обыкновенно 
отыскиваются среднее арифметическое нескольких данных величин, а также и с 
тем правилом смешения, на которое счел уместным сослаться мой дядя**. Далее 
он рассмотрел пример, заимствованный из рукописи книги Я.Бернулли "Искусство 
предположений**: "Если три круж ки пива ценой по 13 смешиваются с 2 кружками 
ценой по 8, то после перемножения 3 на 13 и 2 на 8 получится общая цена всех кру­
жек -  55, что дает путем деления на число всех кружек, т.е. 5, среднюю цену одной 
кружки смеси, равную 11. Такова же должна быть, согласно правилу, и оценка ве­
личины ожидания чего-либо, что будет иметь 3 случая по 13 и 2 случая по 8". Заметим, 
что сказанное является ничем иным как  повторением правил Гюйгенса. Заслуживает 
внимания не только то, что Н. Бернулли рассмотрел ожидание для случайных вели­
чин, принимающих не только два или три значения, но и большее число значений, 
но и нечто совсем новое, а именно сравнение формулы для вычисления математичес­
кого ожидания с правилом вычисления координат центра тяжести системы материаль­
ных точек. Вот подлинные слова Н. Бернулли, из той же книги.

"Еще более заслуживает быть отмеченным особое и исключительное совпадение, 
наблюдающееся между этим правилом и тем, которое рекомендуется для нахож­
дения центра тяжести нескольких грузов; действительно, ведь сумма моментов, 
т.е. сумма произведений весов на соответствующие расстояния от какой-либо данной 
точки, деленная на сумму весов, показывает расстояние от центра тяжести, т.е. той 
точки, по отношению к которой подвешенные грузы находятся в  равновесии, то ч н о  
также и та средняя, которая получается согласно настоящему правилу, я в л я е т с я ,  
так сказать, центром тяжести всех вероятностей, который их так уравновешивает, 
что ни та, ни другая из них, отклоняясь в ту или другую сторону от средней, не пе­
ревешивают друг друга. В целях соблюдения такого же равновесия в  с о м н и т е л ь н ы х  
и темных делах наши юристы придерживаются обычно середины.**

Для XVIII века обращение к  математическому ожиданию было не х а р а к т е р н ы м  
Все внимание привлекало понятие вероятности случайного события. В э н ц и к л о п е ­
дии науки о вероятностях -  знаменитой книге П. Лапласа "Аналитическая т е о р и я  
вероятностей’* -  нет определения математического ожидания и тем более п р а в и л  
действий с ним. Возможно, это связано с тем, что Лаплас не рассматривал и п о н я т и я



Случайной величины, вместо этого он изучал ошибки наблюдений, плотности их рас­
пределений и даже вывел и использовал форм улу для плотности суммы двух не- 
зависимых ошибок. Правда, при этом он не говорил о том, что рассматривались неза­
висимые, поскольку другие и не изучались.

Казалось бы создание и развитие теории ош ибок наблюдений должно было сти­
мулировать развитие числовых характеристик случайных величин (которые в ту 
пору еще назывались ошибками измерений). Однако этого не случилось. Впрочем, 
для нормального распределения были введены понятия истинного значения и точности 
наблюдений; было известно как  их вычислять по плотности распределения. Таким 
образом для этого частного случая уже была известна формула для вычисления мате­
матического ожидания и дисперсии.

Обратим внимание на то, что в начале XIX века нормальное распределение затми­
ло собой все остальные, поскольку с ним столкнулись в теории ошибок наблюдений 
и, казалось, доказали в работах Гаусса и Лежандра, что распределение ошибок наблю­
дений должно быть нормальным. С ним же столкнулись в теории стрельбы. Бельгий­
ский биолог Кетле давал многочисленные свидетельства того, что и в биологии нор­
мальное распределение играет центральную роль. Остальные распределения потеряли 
интерес, о них попросту не думали. Несомненно, в связи с этим никто и не помыш­
лял о доказательстве теорем относительно математических ожиданий и дисперсий, 
поскольку для нормального распределения все уже было известно. В связи со ска­
занным интересно заметить, что в книге П.Л. Чебышева "Опыт элементарного анализа 
теории вероятностей" (М., 1845) понятия случайной величины, математического 
ожидания и дисперсии даже не упоминаются. Однако в курсе лекций по теории ве­
роятностей, который систематически он читал в Петербургском университете, Че- 
шев говорит о величинах (имея в виду случайные величины), их математическом 
ожидании и дисперсии. Более того, в этих лекциях (записанных А.М. Ляпуновым, 
переписанных у него А.Н. Крыловым и изданных в 1936 г. в издательстве АН СССР) 
было сказано, что "оно (понятие математического ожидания) имеет большее значе­
ние на практике, чем сама вероятность, потому что на основании ее у нас составляется 
суждение о том, что мы можем ожидать перед появлением известного события" 
(с. 159). Само это утверждение не очень понятно, но, несомненно, Чебышев имел 
в виду какое-то определенное замечательное свойство математического ожидания. 
По-видимому , свою роль сыграла и ф ормулировка закона больших чисел в форме 
Чебышс ва.

Заслуживает пристального внимания то обстоятельство, что в этих записках лек ­
ций имеется доказательство и ф орм улировка теорем о математическом ожидании 
и дисперсии суммы случайных величин. Там же он привел и вы вод своего знамени­
того неравенства. При этом он предполагал к ак  нечто самоочевидное, что речь идет 
о независимых величинах. Следует отметить, что сам ф акт о том, что дисперсия сум­
мы равна сумме дисперсий, имеется и использован Чебышевым в статье ”0  средних 
величинах". Там же впервые встречается и неравенство Чебышева. Следует отметить, 
*го в распространенных учебниках (А. Пуанкаре и Ж. Бертрана) конца прошлого 
века и начала текущ его столетия вообще нет теорем о математическом ожидании 
и дисперсии.

Естественно спросить себя: когда же стал известен ф акт, что математическое 
ожидание суммы равно сумме математических ожиданий всегда, а не только при 
независимых слагаемых? Пока на это можно лишь ответить, что в учебнике Чубера 
(1908) и переиздании книги А. Пуанкаре (1912) такой теоремы нет, а в знаменитом 

Для своего времени учебнике "Исчисление вероятностей’* (1913, 1924) строго до­
казываются и теорема о математическом ожидании произведения и о математичес­
ком ожидании суммы со специальным упоминанием о том, что она верна не только 
Для независимых величин.

§ 19. Математическое ожидание и дисперсия 435
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В заключение мы должны сказать, что история понятий математического ожида­
ния и дисперсии изучена совершенно недостаточно. Мы видим, что основы понятия 
математического ожидания возникли одновременно с понятием вероятности, но вы- 
оелены основные его свойства были очень поздно -  только во второй половине прош­
лого -  начале нашего столетия. Неясно, в какой мере на понятие дисперсии влияло 
уже существовавшее понятие момента инерции. Впрочем, заслуживает внимания 
и исследование истории становления и развития теории случайных величин. То, что 
изложено в настоящей главе может считаться лишь первым приближением к исто­
рии зтого важного раздела научных знаний.

Г Л А В А  4

К ИСТОРИИ ТЕОРИИ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

§ 20. Общие представления

Понятие случайного процесса принадлежит нашему столетию и связано с именами 
А.Н. Колмогорова, А.Я. Хинчина, Е.Е. Слуцкого, Н. Винера (1 8 9 4 -1 9 6 5 ). Это понятие 
в наши дни является одним из центральных не только в теории вероятностей, но также 
в естествознании, инженерном деле, экономике, организации производства, теории 
связи. Теория случайных процессов принадлежит к  категории наиболее быстро разви­
вающихся математических дисциплин. Несомненно, что это обстоятельство в значи­
тельной мере определяется ее глубокими связями с практикой.

XX век  не мог удовлетвориться тем идейным наследием, которое было получено 
им от прошлого. Действительно, в то время как  физика, биолога, инженера интересо­
вал процесс, т.е. изменение изучаемого явления во времени, теория вероятностей 
предлагала им в качестве математического аппарата лишь средства, изучавшие стацио­
нарные состояния. Для исследования изменения во времени теория вероятностей конца 
прошлого -  начала нашего века не имела ни разработанных частных схем, ни тем бо­
лее общих приемов. А необходимость их создания буквально стучала в окна и двери 
математической науки. Изучение броуновского движения в физике подвело матема­
тику к  порогу создания теории случайных процессов. В исследованиях датского 
ученого А.К. Эрланга была начата новая важная область поисков, связанных с изуче­
нием загрузки телефонных сетей. Число абонентов изменяется во времени случайно, 
а длительность каждого разговора обладает большой индивидуальностью. И вот в этих- 
то условиях двойной случайности следует производить расчет пропускной способ­
ности телефонных сетей, коммутационной аппаратуры и управляющих связью систем. 
Несомненно, что работы Эрланга оказали значительное влияние не только на решение 
чисто телефонных задач, но и на формирование элементов теории случайных процес­
сов, в частности, процессов гибели и размножения.

Во втором десятилетии XX века начались исследования динамики биологических 
популяций. Итальянский математик Вито Вольтерра разработал математическую 
теорию этого процесса на базе чисто детерминистских соображений. Позднее ряд 
биологов и математиков развивали его идеи уже на основе стохастических представ­
лений. Первоначально и в этой теории применялись исключительно идеи процессов и 
гибели и размножения. Собственно именно от задач биологии и пошло наименование 
этого очень частного типа случайных процессов.
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' Представим себе, что мы задались целью проследить за движением какой-нибудь 
молекулы газа или жидкости. Эта молекула в случайные моменты сталкивается с 
другими молекулами и меняет при этом направление движения и скорость. Состояние 
м олекулы , таким образом, подвержено случайным изменениям и представляет собой 
ничто иное, как случайный процесс. Это процесс определяется шестью параметрами -  
тремя координатами и тремя компонентами скорости. Многие физические явления 
для своего изучения требуют умения вычислять вероятности того, что определенная 
доля молекул успеет за заданный промежуток времени перейти из одной области про­
странства в другую. Например, если приведены в соприкосновение две жидкости, то 
начинается взаимное проникновение молекул одной жидкости в другую. Происходит 
диффузия. Как быстро происходит процесс диффузии, по каким  законам и когда 
образующаяся смесь становится практически однородной? На эти и многие другие 
вопросы дает ответ статистическая теория диффузии, базирующаяся на использовании 
теории случайных процессов. Очевидно, что подобные же задачи возникают в химии, 
когда приступают к  изучению процессов химических реакций. Какая часть молекул 
уже вступила в реакцию, какая особенность протекания реакции оо временем, когда 
реакция практически уже закончилась?

Весьма важный круг явлений протекает по принципу радиоактивного распада. Суть 
его состоит в том, что атомы радиоактивного вещества распадаются, превращаясь в 
атомы другого элемента. Распад каждого атома происходит мгновенно, подобно 
взры ву, с выделением некоторого количества энергии. Многочисленные наблюдения 
показывают, что распад отдельных атомов происходит в случайно взятые моменты 
времени и расположение этих моментов, если количество распадающегося вещества 
не превосходит некоторого определенного критического предела, не зависят друг от 
друга. Для изучения процесса радиоактивного распада весьма важно определить 
вероятность того, что за определенный промежуток времени распадается то или иное 
число атомов. Формально, если задаться целью выяснения только математической 
стороны явления, аналогично происходят многие другие процессы: обрывы нитей в 
прядильной машине, число броуновских частиц, оказавш ихся в данный момент в оп­
ределенной области пространства, вызовы от абонентов, поступающие на телефонную 
станцию и т.д.

Теория броуновского движения, исходящая из теорети ко-вероятностных предпо­
сылок, была разработана в 1905 г. двум я известными физиками М. Смолухов- 
ским (1872-1917) и А. Эйнштейном (1 8 7 9 -1 9 5 5 ). Позднее высказанные ими идеи 
использовались неоднократно как  при изучении физических явлений, так и в различ­
ных инженерных задачах. В частности, именно с их работ, к ак , впрочем, и с работ 
Эрланга, начался широкий интерес к процессу Пуассона. Впрочем, сам Пуассон ввел 
в рассмотрение только распределение Пуассона и о процессе Пуассона даже не мечтал, 
но он заслужил того, чтобы его имя произносилось и при рассмотрении случайных 
процессов, связанных с его распределением. Это не единственный случай, когда в честь 
того или другого исследователя новым понятиям присваиваются их имена, хотя до этих 
понятий они и не доходили. Теперь широко распространены гауссовские случайные 
процессы, хотя сам Гаусс о них не имел никакого представления, да и само исходное 
распределение задолго до его рождения было получено Муавром, Лапласом и др. В 
теории же ош ибок измерений одновременно с Гауссом к нему пришел также 
Лежандр.

Попытка изучения средствами теории вероятностей явления диффузии была пред­
принята в 1914 г. двумя известными физиками -  М. Планком (1858-1947) и 
Фоккером.

Н. Винер в середине двадцатых годов при изучении броуновского движения ввел 
в рассмотрение процессы, удовлетворяющие следующим условиям:
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1) функция распределения разности $( fe ♦ / )  -  t ( t %) не зависит от начального 
►мента 10 (однородность во времени);
2) приращения процесса £(f) за непересекаю^ДИеся промежутки времени ( j / ,  Г/) в 

нечном числе взаимно независимы (независимость приращений);
3) величины * ♦ Г) -  *(**) нормально распределены со средним значением рав 

IM 0 и дисперсией о3 г.
Мы должны упомянуть еще о двух важных группах исследований, начатых в разное 

емя и по разным поводам. Во-первых, это работы д  д  Маркова (1856-1922) по 
учению цепных зависимостей. Во-вторых, работах Е.Е. Слуцкого (1880-1948) по 
эрии случайных функций. Оба эти направления играли очень существенную роль в 
>рмировании общей теории случайных процессов. Для этой цели уже был накоплен 
ачительный ’исходный материал и необходим ое^построения теории как бы носилась 
воздухе. Оставалось осуществить глубокий анализ имеющихся работ, высказанных 
них идей и результатов и на его базе осуществи ть необходимый синтез.

В 1931 г. была опубликована большая статья А.Н. Колмогорова ”0 6  аналитических 
тгодах в теории вероятностей” , а через три rozta работа А.Я. Хинчина "Теория корре- 
щии стационарных стохастических процессов” , которые следует считать началом 
•строения общей теории случайных процессов. В первой из этих работ были заложе- 
л основы теории м арковских процессов, а во второй -  основы стационарных процес- 
в. Они были источником огромного числа последующих исследований, среди кото- 

j x  следует отметить статью В. Феллера ” К теории стохастических процессов” (1936), 
вш ую  интегро-дифференциальные уравнений Для скачкообразных марковских 
хш ессов.

Обе только что упомянутые основополагаю щ е работы содержат не только мате- 
атические результаты, но и глубокий философский анализ причин, послуживших 
:ходным пунктом для построения основ теории случайных процессов. Приведем с 
!лью ознакомления с этим аспектом исследований довольно большой отры вок из 
»едения к  работе А.Н. Колмогорова.

”Желая подвергнуть математической обработке явления природы или социальной 
изни, необходимо предварительно эти явлени* схематизировать; дело в том, что к 
следованию  процесса изменения некоторой системы математический анализ приме- 
лм лишь в том случае, если предположить, что каждое возможное состояние этой сис- 
;мы может быть вполне определено с помощь»® известного математического аппара*
I, например, при помощи значений, принимаемых известным числом параметров; 
ькая математически определимая система ес!*ь не сама действительность, но лишь 
*ема, пригодная для описания действительности- 

Классическая механика пользуется лишь таким и схемами, при которых состояние 
системы для момента времени t однозначным образом определяется ее состоянием 
в любой предшествующий момент г0 ; математически это выражается форму- 

о й у  -/(x.f*. f ).
Если такая однозначная функция существует, как это всегда предполагается в 

лассической механике, то мы говорим, что наша схема есть схема вполне детерми- 
ированного процесса. К числу вполне детерминированных процессов можно было 
тнести и те, в  которых состояние у  не в п о л н е  определяется заданием состояния х  
ля единственного момента времени / ,  существенным образом зависит еще от харак- 
ера изменения этого состояния перед м о м е ^ о м  t. Однако обычно предпочитают 
збегать такой зависимости от п р е д ш е с т в у ю щ е г о  поведения системы, для чего рас* 
тиряют само понятие состояния системы в  момент времени t и соответственно 
тому вводят новые параметры *).

•) Хорошо известный пример применения этого метода мы имеем при описании 
остояния некоторой механической системы Не только координатами ее точек, но
акже и компонентами их скоростей.
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Вне области классической механики, наряду со схемами вполне детерминированных 
процессов, часто рассматриваются и такие схемы, где состояние х  системы в некото­
рый момент времени t % обуславливает лишь известную вероятность для наступления 
возможного состояния у  в некоторый последующий момент г >  г9 . Если для любых 
заданных / в , /  >  t0 и х  существует определенная функция распределения вероятностей 
для состояния у , мы говорим, что наша схема есть схема стохастически определенного 
процесса. В общем случае эта функция распределения представляется в виде 
P (fe , дс, г. А ) , причем А обозначает некоторое множество состояний, а Р есть вероят­
ность того, что в момент t окажется реализованным одно из состояний А % принадле­
жащих этому множеству” .

Но не общефилософское содержание является основным достоинством этой рабо­
ты А.Н. Колмогорова. В ней были заложены основы теории случайных процессов без 
последействия и получены дифференциальные уравнения (прямые и обратные), кото­
рые управляют вероятностями перехода. В этой же работе был дан набросок теории 
скачкообразных процессов без последействия, подробное развитие которой позднее 
было дано В. Фсллером и В.М. Дубровским.

В настоящее время теория м арковских процессов превратилась в большую и раз­
ветвленную главу математической науки, которая получила огромное число различ­
ных применений в физике, инженерном деле, геофизике, химии и ряде других облас­
тей знания.

Построение основ другого класса случайных процессов на базе физических задач 
было осуществлено А.Я. Хинчиным в упомянутой нами работе. Он ввел понятие 
стационарного процесса в ш ироком и узком  смысле и получил знаменитую формулу 
для коэффициента автокорреляций. Эта работа послужила основанием для последую­
щих исследований Г. Крамера, Г. Вальда, А.Н. Колмогорова и многих других ученых.

В процессе развития теории случайных процессов произошло разделение близких 
понятий. Если случайная величина £(Г) или вектор ( t t ( О • • • • t С „(0 ) со значениями 
на числовой прямой зависит от одного вещественного параметра г, то принято гово­
рить о случайном процессе t i t ) .  При этом, как  правило, параметр г носит название 
времени. Если время принимает дискретную последовательность значений t то 
говорят не о случайном процессе, а о случайной последовательности. Если же случай­
ная величина £ (или вектор) зависит не от одного, а от нескольких парамегров, то ее 
называют случайным полем.

Со случайными полями столкнулись раньше всего в биологии и геофизике, а за­
тем оказалось, что практически все области знания приводят к  необходимости рас­
смотрения наряду со случайными процессами и случайных полей. Рассмотрим примеры.

Обозначим через р(г, х , у ,  z )  плотность воды в океане. Эта величина изменяется 
от одной точки к  другой и от одного момента времени к  другому. Как показывают 
многочисленные наблюдения, р можно рассматривать как  случайное поле.

Рассмотрим изменение силы и направления ветра. Для каждого момента времени 
и каждой точки пространства сила ветра f ( t 9x , y ,  z )  является скалярной величиной, 
а направление ветра t ( t t x t y , z ) t Tj ( t , xt y t z ) t { ( t , x ty f z )  -  случайным вектором. Это 
типичный пример скалярного и векторного полей.

Число примеров случайных полей, относящихся к  различным областям знания, 
можно продолжать практически неограниченно.

В истории каждой науки постоянно приходится сталкиваться с такими ситуациями, 
когда эта наука еще не создана, а исследователи рассматривают отдельные задачи, 
которые относятся к  ее компетенции. Так было с арифметикой и геометрией, алгеб­
рой и теорией чисел. С таким же положением мы сталкиваемся и в теории случайных 
Процессов. Этой теории еще не было, не было и свойственных ей понятий, не было 
Даже идеи рассмотрения изменения случайной величины во времени, а отдельные 
задачи в этом направлении уже изучались. Для примера еще Н. Бернулли, Монмор и
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[уавр занимались задачей о разорении игрока и состоянии игроков после п партий 
то типичная задача теории случайных процессов, в которой число сыгранных партий 
грает роль времени. Такая же ситуация складывается и с задачей Лапласа перекла 
ывания шаров из урны в урну и подсчета содержания урны после п перекладываний 
сегда новое рождается в недрах старого и со временем вырастает из становящихся 
ясными рамок уже установившихся представлений и понятий. В результате появля 
гея необходимость выделения специальной области научных исследований. Перво- 
ачально же отдельные новые задачи решаются в рамках старых представлений, как 
равил о специальными приемами, создаваемыми для каждой задачи. Но время еще не 
)зрело для выделения соответствующей новой ветви научного знания. Требуется 
когда длительный срок, чтобы первоначальные идеи и отдельные задачи сформирова­
т ь  и дали начало новой теории со своими постановками проблем и методами иссле- 
эвания. позволяющими продвинуться по пути познания явлений окружающего нас 
ира.

Теория вероятностей имеет богатую и поучительную историю. Она наглядно показы 
ает как  возникали ее основные понятия и развивались методы из задач, с которыми 
галкивался общественный прогресс. История теории вероятностей еще далека от совер- 
юнства и требуется систематическая работа для того, чтобы восстановить пройденный 
уть и воздать должное ее создателям. При этом мы увидим как  человечество переходи
э от первичных догадок к  более полному и совершенному знанию, как  создание теории 
ероятностей позволяло переходить от строгих детерминистических представлений 

более широким стохастическим концепциям, тем самым откры вая новые возмож- 
эсти для глубоких заключений о природе вещей.

Теория вероятностей продолжает бурно развиваться, в ней появляются новые 
вправления исследований -  оптимальное управление случайными процессами, теория 
артингалов, теория просачивания, случайные операторы, вероятностные закономер- 
эсти на алгебраических и топологических структурах. Эти направления представля- 
т значительный общетеоретический и прикладной интерес. Практически исторический 
черк ограничивается во времени сороковыми годами нашего столетия и только 
тдельные замечания относятся к  более позднему времени. Я надеюсь на то, что воп- 
осы истории теории вероятностей заинтересуют некоторых читателей и им удастся 
ущественно дополнить настоящий очерк в ряде направлений.



Таблица значений функции <Ддг) = “ ___ е
V  2"

X 0 1 2 3 4 S 6 7 8 9.

0,0 0.3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973
0.1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918
0,2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825
0,3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3697
0,4 3683 3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538
0,5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352
0,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144
0,7 3123 3101 3079 3056 3034 ЗОИ 2989 2966 2943 2920
0,8 2897 2874 2850 2827 2803 *780 2756 2732 2709 2685
0,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444

1.0 0.2420 23% 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203
1,1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965
1*2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736
1,3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518
1,4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315
1,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127
1.6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957
1.7 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804
1,8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669
1,9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551

2,0

ооо

0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449
2,1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363
2.2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290
2.3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229
2.4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180
2.5 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139
2.6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107
2.7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081
2.8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061
2.9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046
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(Окончание)

г О 1 2 3 4 5 | 6 7 8 9

),0 0,0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034
U 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025
),2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018. 0018
3,3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 0013
5,4 * 0012 0012 0012 ООН 0011 0010 0010 0010 0009 0009
3,5 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006
3,6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004
3.7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003
3,8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002
3,9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001

Таблица значений функции Ф (дг) = ---------/  е dz
\l~2ir о

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 0,0000 0040 0080 0120 0159 0199 0239 0279 0319 0359
0,1 0398 0438 0478 0517 0557 0596 0636 0675 0714 0753
0,2 0793 0832 0871 0909 0948 0987 1026 1103 1064 1141
0,3 1179 1217 1255 1293 1331 1368 1406 1443 1480 1517
0,4 1554 1591 1628 1664 1700 1736 1772 1808 1844 1879
0,5 1915 1950 1985 2019 2054 2088 2123 2157 2190 2224
0,6 2257 2291 2324 2356 2389 2421 2454 2486 2517 2549
0,7 2580 2611 2642 2673 2703 2734 2764 2793 2823 2852
0,8 2881 2910 2939 2967 2995 3023 3051 3078 3106 3133
0,9 3159 3186 3212 3238 3264 3289 3315 3340 3365 3389
1,0 3413 3437 3461 3485 3508 3531 3554 3577 3599 3621
1,1 3643 3665 3686 3708 3728 3749 3770 3790 3810 3830
1,2 3849 3869 3888 3906 3925 3943 3962 3980 3997 4015
1,3 4032 4049 4066 4082 4099 4115 4131 4147 4162 4177
1,4 4192 4207 4222 4236 4251 4265 4279 4292 4306 4319
1,5 4332 4345 4357 4370 4382 4394 4406 4418 4429 4441
1,6 4452 4463 4474 4484 4495 4505 4515 4525 4535 4545



Таблицы 443

(Окончание)

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1,7 4554 4564 4573 4582 4591 4599 4608 4616 4625 4633
1,8 4641 4648 4656 4664 4671 4678 4686 4692 4699 4706
1,9 4713 4719 4726 4732 4738 4744 4750 4756 4761 4767
2,0 4772 4778 4783 4788 4793 4798 4803 4808 4812 4817
2,1 4821 4826 4830 4834 4838 4842 4846 4850 4854 4857
2,2 ‘ 4861 4864 4868 4871 4874 4878 4881 4884 4887 4890
2,3 4893 4896 4898 4901 4904 4906 4909 4911 4913 4916
2,4 4918 4920 4922 4924 4927 4929 4930 4932 4934 4936
2,5 4938 4940 4941 4943 4945 4946 4948 4949 4951 4952
2,6 4953 4955 4956 4957 4958 4960 4961 4962 4963 4964
2,7 4965 4966 4967 4968 4969 4970 4971 4972 4973 4974
2,8 4974 4975 4976 4977 4977 4978 4979 4979 4980 4981
2,9 4981 4982 4982 4983 4984 4984 4985 4985 4986 4986

3,0 0,4986 3,1 4990 3,2 49931 3,3 49952 3,4 49966
3,5 4998 3,6 4998 3,7 49989 3,8 49993 3,9 49995
4.0 499968 
4,5 499997
5.0 49999997

ake ~ а
Таблица значений функции PU a) = ----------

к !

Ж 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

0 0,904837 0,818731 0,740818 0,670320 0,606531 0,548812
1 0,090484 0,163746 0,222245 0,268128 0,303265 0,329287
2 0,004524 0,016375 0,033337 0,053626 0,075816 0,098786
3 0,000151 0,001091 0,003334 0,007150 0,012636 0,019757
4 0,000004 0,000055 0,000250 0,000715 0,001580 0,002964
5 0,000002 0,000015 0,000057 0,000158 0,000356
6 0,000001 0,000004 0,000013 0,000035
7 0,000001 0,000003
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СПродолжение)

n 4  а
0.7 0 .8 0 ,9 1 ,0 2 ,0 3 ,0

0 0.496585 0,449329 0,406570 0,367879 0,135335 0,049787
1 0,347610 0,359463 0,365913 0,367879 0,270671 0,149361
2 0,121663 0,143785 0,164661 0,183940 0,270671 0,224042
3 0,028388 0,038343 0,049398 0,061313 0,180447 0,124042
4 0,004968 0,007669 0,011115 0,015328 0,090224 0,168031
5 0,000695 0,001227 0,002001 0,003066 0,036089 0,100819
6 0,000081 0,000164 0,000300 0,000511 0,012030 0,050409
7 0,000008 0,000019 0,000039 0,000073 0,003437 0,021604
8 0,000002 0,000004 0,000009 0,000859 0,008101
9 0,000001 0,000191 0,002701

10 0,000038 0,000810
11 0,000007 0,000221
12 0,000001 0,000055
13 0,000013
14 0,000003
15 0,000001

а
4 ,0 5 ,0 6 ,0 7 ,0 8 ,0 9 ,0

* Nv

0 0,018316 0,006738 0,002479 0,000912 0,000335 0,000123
1 0,073263 0,033690 0,014873 0,006383 0,002684 0,001111
2 0,146525 0,084224 0,044618 0,022341 0,010735 0,004998
3 0,195367 0,140374 0,089235 0,052129 0,028626 0,014994
4 0,195367 0,175467 0,133853 0,091226 0,057252 0,033737
5 0,156293 0,175467 0,160623 0,127717 0,091604 0,060727
6 0,104194 0,146223 0,160623 0,149003 0,122138 0,091090
7 0,059540 0,104445 0,137677 0,149003 0,139587 0,117116
8 0,029770 0,065278 0,103258 0,130377 0,139587 0,131756
9 0,013231 0,036266 0,068838 0,101405 0,124077 0,131756

10 0,005292 0,018133 0,041303 0,070983 0,099262 0,118580
11 0,001925 0,008242 0,022529 0,045171 0,072190 0,097020
12 0,000642 0,003434 0,011262 0,026350 0,048127 0,072765
13 0,000197 0,001321 0,005199 0,014188 0,029616 0,050376
14 0,000056 0,000472 0,002228 0,007094 0,016924 0,032384
15 0,000015 0,000157 0,000891 0,003311 0,009026 0,019431
16 0,000004 0,000049 0,000334 0,001448 0,004513 0,010930



Таблицы

(Окончание)

445

а

к
4 ,0 5.0 6,0 7,0 8,0 9.0

17 0,000001 0,000014 0,000118 0,000596 0,002124 0,005786
18 0,000004 0,000039 0,000232 0,000944 0,002893
19 0,000001 0,000012 0,000085 0,000397 0,001370
20 0.000004 0,000030 0,000159 0,000617
21 0.000001 0,000010 0,000061 0,000264
22 0,000003 0,000022 0,000108
23 0,000001 0,000008 0,000042
24 0,000003 0,000016
25 0,000001 0,000006
26 0,000002
27 0,000001

* ате~а
Таблица значений функции — -----------

т =0 т •

\  а 

к
0 ,1 0 ,2 0 ,3 0 ,4 0,S 0 ,6

0 0,904837 0,818731 0,740818 0,670320 0,606531 0,548812
1 0,995321 0,982477 0,963063 0,938448 0,909796 0,878099
2 0,999845 0,998852 0,996390 0,992074 0,985612 0,977885
3 0,999996 0,999943 0,999724 0,999224 0,998248 0,997642
4 1,000000 0,999998 0,999974 0,999939 0,999828 0,999606
5 1,000000 ’ 1,000000 0,999999 0,999996 0,999986 0,999962
6 1,000000 1,000000 1,000000 1,000000 0.999999 0,999997
7 1,000000 1,000000 1,000000 1,000000 1,000000 1,000000

\  а

к N.

0 ,7 0 .8 0 ,9 1.0 2 ,0 3 .0

0 0,496585 0,449329 0,406570 0,367879 0,135335 0.049787
1 0,844195 0.808792 0,772483 0,735759 0.406006 0,199148
2 0.965858 0,952577 0,937144 0,919699 0.676677 0,423190
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\  а 
к

0 ,7 0 ,8 0 ,9 1 .0 2 ,0

3 0,994246 0,990920 0,988542 0,981012 0,857124 0,647232
4 0,999214 0,998589 0,997657 0,996340 0,947348 0,815263
5 0,999909 0,999816 0,999658 0,999406 0,983437 0 ,’9 16082
6 0,999990 0,999980 0,999958 0,999917 0,995467 0,966491
7 0,999998 0,999999 0,999997 0,999990 0,998904 0,988095
8 1,000000 1,000000 1,000000 0,999999 0,999763 0,996196
9 1,000000 0,999954 0,998897

10 0,999992 0,999707
11 t 0,999999 0,999928
12 1,000000 0,999983
13 0,999996
14 0,999999
15 0,100000
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ПРЕДИСЛОВИЕ К О  ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ

Настоящее издание по сравнению с первым значи­
тельно расширено и переработано. Отметим основные из­
менения, поясняя их целесообразность.

Во многих технических вузах на основе обязатель­
ного курса теории вероятностей читаются полугодовые 
курсы математической статистики. Двтор предполагал, 
что «Курс теории вероятностей», вышедший в 1978 г., 
обеспечит, с привлечением дополнительной литературы, 
потребности курса математической статистики. Однако, 
как выяснилось из отзывов, многим читателям удобнее 
пользоваться учебником, в котором оба курса излага­
ются с единой точки зрения и с едиными обозначениями. 
В связи с этим глава «Элементы математической статис­
тики» написана заново. Теперь она содержит изложение 
основных вопросов, включаемых обычно в полугодовой 
курс математической статистики для технических вузов. 
Однако не надо считать, что эта глава может заменить 
специальные учебники математической статистики, в ко­
торых изложение ведется более широко и подробно.

Несколько расширена глава «Элементы теории слу­
чайных процессов», в которую добавлены сведения о про­
цессах гибели и размножения и их приложения к зада­
чам массового обслуживания.

Подробнее чем прежде, рассматривается многомерное 
нормальное распределение. В главу «Предельные теоре­
мы» включено обоснование известного в прикладных за­
дачах метода линеаризации.

В настоящем издании нет параграфа, относящегося к 
обоснованию построения вероятности для бесконечных 
последовательностей независимых испытаний. Понятия ст- 
алгебры и борелевских множеств в основном тексте в 
явном виде практически н£ используются.

Задачи значительно обновлены; при их подборе суще­
ственно использовался задачник [16].
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В связи с интенсивным развитием вычислительной 
техники и доступностью больших и малых ЭВМ появи­
лась возможность существенно использовать в процессе 
обучения задачи с моделированием тех или иных случай­
ных явлений. Решая эти задачи, учащиеся получают воз­
можность сравнивать выводы теории с численными резуль­
татами проведенного ими моделирования, что способ­
ствует более глубокому усвоению теории.

В настоящем издании увеличено число задач, связан­
ных с моделированием. Понятие о случайных числах 
вводится сразу после классического определения вероят­
ности. Далее регулярно даются задачи с моделированием, 
иллюстрирующие вновь вводимые понятия.

Отметим в заключение, что предлагаемый учебник 
фактически объединяет в себе учебник по начальному 
курсу теории вероятностей, учебник по элементарному 
курсу математической статистики и задачник.
* Учебник соответствует новой программе по теории 
вероятностей.

Автор благодарен всем читателям, сообщившим свои 
замечаний и пожелания по первому изданию.

Автор благодарен также В. А. Ватутину за обсуждение 
рукописи второго издания учебника.



И З  П РЕ Д И С Л О В И Я  К П ЕРВ О М У  И ЗД А Н И Ю

В книге дается математическое изложение некоторых 
разделов теории вероятностей, основанное на обычном 
курсе математического анализа технических вузов. Тео­
рия меры, интегралы Лебега н Стилтьеса не исполь­
зуются. В связи с этим рассматриваются вероятностные 
пространства, в которых при задании вероятности исполь­
зуются ряды, Интегралы Римана и несобственные интег­
ралы. К таким пространствам относятся конечные и дис­
кретные, а также вероятностные пространства, в которых 
вероятность события определяется как интеграл Римана 
от некоторой положительной функции. Последние для 
удобства ссылок названы абсолютно непрерывными (тер­
мин не является общепринятым). Этих пространств дос­
таточно для изучения тем, которые обычно включаются 
в курс теории вероятностей: «классические» и «геомет­
рические» вероятности; конечные последовательности 
испытаний (в частности, цепи Маркова, независимые 
испытания, схема Бернулли); случайные величины 
И т. д.

Однако в ряде интересных задач нельзя обойтись 
указанными выше вероятностными пространствами. В 
задаче о разорении игрока, при изучении времени до 
первого успеха в схеме Бернулли, в ряде задач, связан­
ных с приложениями формулы полной вероятности, тре­
буется введение более сложных вероятностных прост­
ранств. Такне задачи рассматриваются в предположе­
нии, что подходящие вероятностные пространства суще­
ствуют.

Курс предлагаемого типа автор читал много лет. 
В зависимости от математической подготовки слушателей 
менялся только объем излагаемого материала и подбор 
задач; аксиоматическое изложение сохранялось в любом 
случае.



ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ 9

Другой подход к способу изложения теории вероят­
ностей в технических вузах состоит в использовании 
интуитивных представлений о вероятности, независимо­
сти, случайной величине вместо их точных определений. 
Это приводит к замене теории вероятностей решением 
разрозненных задач из анализа. Точную характеристику 
подхода такого типа дает Феллер в предисловии к своей 
книге [18]: «При преподавании теории вероятностей су­
ществует тенденция возможно быстрее сводить вероятно­
стные задачи к задачам чистого анализа, избегая 
специфических особенностей самой теории, вероятностей. 
Такое изложение основывается на плохо определяемом 
понятии случайной величины, вводимом обычно вначале. 
В противоположность этому настоящая книга строится 
на понятии пространства элементарных событий, без ко­
торого случайные величины остаются искусственной 
выдумкой».

Следует отметить, что аналогичные вопросы в препо­
давании математического анализа давно решены. Обычно 
не возникают сомнения в том, что нужно давать точное 
определение предела на языке «е — 6 », хотя оно не очень 
легко согласуется с интуитивным представлением о пре­
деле. Теория вероятностей даже в кратком изложении 
должна оставаться математической дисциплиной.

По ходу изложения «Курса теории вероятностей» 
дается решение некоторого количества задач. Это не 
устраняет необходимости в самостоятельном решении за­
дач, которые приведены в конце глав. Некоторые из за­
дач являются существенным дополнением к изложенному 
в основном тексте.

При подборе задач были использованы многие задач- 
пики, учебники и монографии (в частности, [4], [7], [9], 
(И ]. [18], [19]). Приведенный набор задач желательно 
пополнить задачами, отражающими специфику вуза.

В каждой главе принята своя нумерация формул. 
При ссылке на формулу из другой главы к номеру доба­
вляется номер главы.

Я пользуюсь случаем, чтобы поблагодарить сотрудни­
ков Математического института, с которыми неоднократно 
обсуждались вопросы преподавания теории вероятностей. 
Особенно интенсивными были беседы с Л. Н. Больше- 
вым, В. К. Захаровым, О. В. Висковым во время ра­
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боты по составлению новой программы курса теории 
вероятностей.

Мне были очень полезны критические замечания и 
советы Б. А. Севастьянова и В. Ф. Колчина, сделан­
ные ими при многочисленных обсуждениях различных 
разделов курса лекций по теории вероятностей, а также 
их замечания, связанные непосредственно с рукописью 
данной книги.



ВВЕДЕНИЕ

1. Случайные явления. Д о возникновения теории веро­
ятностей объектом исследования науки были явления 
или опыты, в которых условия практически однозначно 
определяют исход. Так, например, если на материальную 
точку действует сила тяжести и в некоторый момент 
заданы положение и скорость материальной точки, то ее 
дальнейшее движение определяется соответствующим диф­
ференциальным уравнением однозначно. Однако эта ме­
ханическая модель не всегда удовлетворительно описы­
вает реальные физические явления. Если, например, 
рассматривать движение пули, то ее траектория практи­
чески уже не будет определяться однозначно; начальная 
скорость пули по многим причинам не остается постоян­
ной при различных выстрелах и, следовательно, окажет 
влияние на неоднозначность исхода всего опыта.

Если колебания значений начальной скорости неве­
лики (например, меньше ошибки при численном интег­
рировании уравнения), то можно использовать детерми­
нированную механическую модель, в которой движение 
однозначно определяется начальными условиями.

Неоднозначность исхода при сохранении основных 
условий опыта наблюдается для широкого круга явле­
ний. При подбрасывании монеты мы не можем предска­
зать исход: упадет монета гербом вверх или нет. Резуль­
таты нескольких измерений одной и той же величины, 
полученных одним и тем же прибором в одних и тех 
же условиях, различны. Влияние очень большого числа 
разнообразных причин, каждая из которых в отдель­
ности не может повлиять на результат опыта, приводит 
к тому, что результат опыта не определяется заранее 
однозначно; говорят, что результат такого опыта случаен.

Примеры случайных явлений можно указать во мно­
гих областях науки и техники (например, в физике, 
биологии, демографии, в массовом производстве, в сис­
темах автоматического управления и т. д.).
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2. Вероятность и частота. В повседневной речи мы 
часто используем слова «вероятность», «случай», «собы­
тие». Интуитивно вероятность некоторого события вос­
принимается как объективная характеристика возмож­
ности его появления. Экспериментально установлено, 
что с ростом числа опытов N % проводимых в одинако­
вых условиях, частота появления некоторого случайно­
го события А (отношение числа опытов в которых 
событие А появилось, к общему числу опытов N) ста­
новится почти постоянной. Таким образом, можно попы­
таться с каждым случайным событием связать некоторое 
число Р, к которому приближается частота, и считать 
это число вероятностью события. Очевидно, что приве­
денные соображения нельзя считать удовлетворительным 
математическим определением вероятности. Попытки вы­
бирать число Р по разным сериям опытов будут при­
водить обычно к разным, хотя и близким значе­
ниям Р.

В простейших случаях интуитивные представления о 
вероятности часто приводят к однозначному ответу. Так, 
например, никто не сомневается в том, что вероятность 
выпадения герба при подбрасывании монеты равна 1 /2 . 
Объяснения обычно приводятся достаточно убеди­
тельные:

1 ) возможны два события— выпал герб, выпала ре̂  
шетка; ни одному из них нельзя отдать предпочтения, 
так как монета симметрична;

2 ) при многократном повторении опыта частота по­
явления герба близка к 1 /2 .

Первая часть этого объяснения является попыткой 
построить модель случайного явления; вторая часть — 
экспериментальная проверка соответствия модели реаль­
ному явлению.

Однако при незначительном усложнении опыта «по­
вседневная интуиция» или «здравый смысл» могут под­
водить. Представим себе, что при каждом из 10 подбра­
сываний монеты выпал герб. Предлагается угадать, ка­
кой стороной упадет монета в следующий раз. Довольно 
распространено мнение, что выпадение решетки более 
вероятно. Этот «вывод» делается примерно следующим 
образом: длинные серии подряд идущих гербов встреча­
ются не часто, а если известно, что длинная серия на­
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чинает появляться, то она должна быстрее кончиться, 
it, следовательно, появление решетки более вероятно. 
Отсутствие длинных серий гербов нетрудно заметить, 
даже если не записывать результаты опытов. Однако 
экспериментальная оценка вероятности появления ре- 
шетки после 1 0  гербов требует уже фиксирования ре­
зультатов опыта. Нужно отобрать все цепочки из 10 
гербов и посмотреть, сколько раз следующим результа­
том будет герб и сколько раз — решетка. Ответ 1/2 в 
этом более сложном опыте свидетельствует о более раз­
витой интуиции.

В качестве примера совсем неприемлемого рассуж­
дения можно привести следующий: я не знаю, пойдет 
сегодня дождь илн нет, следовательно, его вероятность 
1/2. Эта «модель» к дождю вряд ли имеет какое-либо 
отношение. Отметим для сравнения, что в примере с 
монетой учитывалась ее объективная характеристика — 
симметричность.

Многообразие и сложность задач, встречающихся в 
приложениях, требуют четкого определения понятий, 
связанных со случайными явлениями.

3. Математическая модель. Теория вероятностей, так 
же как и другие разделы математики, имеет дело не с 
явлениями окружающего мира непосредственно, а с их 
математическими моделями. В математической модели 
должны быть правильно переданы существенные стороны 
изучаемого явления, а несущественные— отброшены. 
Слишком подробное описание изучаемого явления при­
водит к усложнению математической модели и может 
значительно затруднить исследование. Излишнее упро­
щение модели может привести к неверным выводам. На­
сколько удачно введена модель, можно судить по согла­
сованности теоретических выводов с опытом.

В математических моделях случайных явлений веро­
ятность рассматривается как функция от случайного 
события. В курсах математического анализа прежде, чем 
приступить к изучению функции, довольно много внима­
ния уделяется узучению ее аргумента— действительного 
числа. Аргументом вероятности является случайное со­
бытие. Поэтому в гл. 1 мы прежде всего займемся уточ­
нением интуитивного понятия случайного события, а 
затем введем понятие вероятности.
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Аксиоматический подход построения теории вероят­
ностей, предложенный А. Н. Колмогоровым в книге «Ос­
новные понятия теории вероятностей», сделал теорию 
вероятностей математической наукой. Ее аксиомы и тео­
ремы в абстрактной форме отражают закономерности, 
присущие случайным явлениям. В настоящее время ак­
сиоматический подход является общепринятым.

В других разделах математики аксиоматический под- 
ход был принят значительно раньше, чем в теории ве­
роятностей.



ВЕРОЯТНОСТНОЕ ПРОСТРАНСТВО

Г Л А В А  1

Для избежания неясностей при описании случайных 
явлений, результатов опыта или наблюдений необходимо 
формализовать эти описания. С этой целью вводится мно­
жество Я элементарных исходов эксперимента (простран­
ство элементарных событий); выделяется класс событий 
i'l (алгебра или о-алгебра событий), рассмотрением кото­
рого можно ограничиться в данной задаче; на множестве 
событий Я задается функция Р (вероятность), удовлет­
воряющая некоторым условиям. Тройку (£2, ?(, Р), ко­
торая вводится при формализации любой вероятностной 
задачи, называют вероятностным пространством. Дадим 
теперь формальное определение вероятностного простран­
ства и покажем на примерах, как проводится формали­
зация реальной задачи.

§ 1. Пространство элементарных событий

Произвольное множество Я назовем пространством 
элементарных событий. Элементы и этого множества Я 
будем называть элементарными событиями. Эти понятия 
являются первоначальными. В реальном опыте элемен­
тарным событиям соответствуют взаимоисключающие ис­
ходы. Ввиду большого разнообразия случайных явлений 
нельзя дать более конкретное определение множества 
элементарных событий. Для описания каждой реальной 
задачи множество Я выбирается наиболее подходящим 
образом. Рассмотрим ряд примеров, поясняющих выбор 
множества Я.

1. П о д б р а с ы в а н и е  м о н е т ы  о д и н  р а з .  Возмож­
ными исходами в этом опыте будут: выпадение монеты 
гербом вверх (или просто выпадение герба), выпадение 
решетки. Кроме того, монета, возможно, встанет на ре­
бро, укатится куда-нибудь и т. д. Можно перечислить 
Ряд исключающих друг друга событий, которые могут 
произойти с реальной монетой. При математическом опн-
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сании этого опыта естественно отвлечься от ряда несу­
щественных исходов и ограничиться только двумя: выпа­
дение герба (можно обозначить это событие Г, coi или 
or), выпадение решетки (Р, или top). Таким образом, 
при описании этого опыта мы полагаем

£2 =  {Г, Р}, Q =  Ja)lf (о2} или Q =  {cor, сор}.
2 . П о д б р а с ы в а н и е  и г р а л ь н о й  к о с т и  о д и н  

р а з .  В этом опыте естественно выбрать Q =  {coi, со2, (о3, 
« 4 . « 5, сов}» где со* обозначен исход опыта, заключаю­
щийся в выпадении k очков. Имеем шесть исключающих 
друг друга исходов.

3. П о д б р а с ы в а н и е  м о н е т ы  п р а з .  Каждому 
исходу опыта естественно поставить в соответствие по­
следовательность длины п по следующему правилу: если 
при к-м подбрасывании монеты выпал герб, то на Л-м 
месте последовательности пишем Г, а при выпадении ре­
шетки— Р. Так, последовательность ГГГ. . . ГГ обозначает 
исход опыта, заключающийся в том, что каждый раз вы­
падал герб. При небольших значениях п все элементар­
ные события нетрудно выписать. Например, при п =  3

£2 =  {ГГГ, ГГР, ГРГ, РГГ, РРГ, РГР, ГРР, РРР}.

Нетрудно проверить, что число элементарных событий 
при любом п равно 2". Действительно, по первому знаку 
последовательности множество £2 можно разбить на две 
группы цепочек вида •

{ г . . .} ,  { р .: .} .

Каждую из этих групп, фиксируя второй знак последо­
вательности, можно снова разбить на две группы. Полу­
чим 2 - 2  групп:

{Г Г ...}, {Г Р ...} , {Р Г ...} , {PP...}.

Фиксируя третий знак, получим 2 - 2 - 2  групп. Продол­
жив этот процесс до фиксирования п знаков, мы по­
лучим 2 я групп, каждая из которых состоит из одной 
последов ател ьности.

4. Р а б о т а  т е л е ф о н н о й  с т а н ц и и .  Предположим, 
что мы наблюдаем работу телефонной станции в течение 
четверти часа и нас интересует число поступивших вы- 
вовов. Если телефонная станция обслуживает незнача-
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тельное количество абонентов, то за время наблюдения 
может не поступить ни одного вызова, может поступить 
один вызов, два вызова и т. д. Достаточно ясно, что число 
вызовов будет всегда конечно. Однако разумно установить 
верхнюю границу числа вызовов довольно затруднительно. 
Проще не ограничивать возможное число вызовов и счи­
тать возможными исходами 0  и все натуральные числа: 
£ 2  =  {0, 1 , 2 , . . . } .  Это предположение проще, чем довольно 
искусственный подбор верхней границы числа вызовов. 
Предположение о возможности любого числа вызовов 
кажется абсурдным. Однако если окажется, что очень 
большое число вызовов происходит с очень малой веро­
ятностью, то это будет совместимо с нашим практическим 
понятием невозможности. Подобные ситуации возникают 
довольно часто. Например, в страховом деле при расче­
тах не ограничивается максимальный возраст; при изме­
рении довольно часто предполагается, что величина ошиб­
ки может принимать любые значения. Если в рассматри­
ваемой задаче с работой телефонной станции нас инте­
ресует не только общее число поступивших вызовов, но 
и моменты ил поступления, то пространство элементар­
ных событий нужно выбрать более детализированным. 
Можно, например, исход нашего наблюдения описать 
ступенчатой функцией, постоянной между моментами по­
ступления вызовов и имеющей скачки в моменты посту­
пления вызовов. В этом случае й  —множество ступенча­
тых функций.

5. С т р е л ь б а  по  п л о с к о й  м и ш е н и .  Введем в 
плоскости мишени прямоугольную систему координат 
uOv и каждому исходу опыта (попадание в определенную 
точку плоскости) поставим в соответствие координаты 
этой точки. Тогда множеством Q является вся плоскость 
или множество всех упорядоченных пар действительных 
чисел. Этот факт мы запишем следующим образом:

Q =  {(u, v ): — о о < м < о о ,  — о о < 0 < о о } ,
где и, у —действительные числа. В дальнейшем мы бу­
дем часто пользоваться такими обозначениями для раз­
личных множеств. Например, множество точек замкну­
того единичного круга с центром в начале координат 
будем записывать в виде

{(и, v): +  1}.
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6 . Б р о у н о в с к о е  д в и ж е н и е .  В микроскоп на­
блюдается движение малой частицы, подвергающейся 
большому числу ударов со стороны молекул. Наблюде­
ние проводится в промежутке времени [0, 7]. Исходом 
этого опыта будет определенная траектория движения 
частицы. Если интересоваться перемещением частицы 
вдоль заданного направления, то в каждый момент вре­
мени / е [ 0 ,  Г], положение ее проекции на заданное 
направление будет определяться координатой *(/). В 
этом случае й  =  {*(0 } —множество непрерывных действи­
тельных функций, определенных на отрезке [0, Т].

§ 2. Алгебра событий

В реальном опыте кроме взаимоисключающих исхо­
дов можно указать много других случайных событий. 
В примере 2 из § 1 перечислены элементарные исходы 
для одного бросания игральной кости. В этом же опыте 
можно говорить, например, о случайном событии, состо­
ящем в том, что выпало четное число очков. Это собы­
тие происходит только в том случае, когда происходит 
одно из трех элементарных событий: со2, со4 или о>в. Вы­
падению нечетного числа очков соответствуют элементар­
ные события (о|, с!)3, (о6. Представляется естественным 
каждое реальное событие А ' в математической модели 
рассматривать как некоторое подмножество А множества 
Й, включив в Л те и только те элементарные события, 
при которых происходит А'.

Случайным событием или просто событием будем на­
зывать любое подмножество множества й , если й  конечно 
или счетно:

й  •—- {(D j, С02 , • • • 9 ( l)jy |  ИЛИ й  == {(О], (0*2» • • • |  (•)/!, • • •

В случае произвольного Й событиями будем называть 
только подмножества из некоторого класса 'Л подмно­
жеств й , который будет определен после введения опе­
раций над событиями, совпадающих с операциями над 
множествами.

Суммой двух событий А и В назовем событие А-{-В 
(или A (J В),  состоящее из всех элементарных событий, 
принадлежащих по крайней мере одному из событии А 
или В.  Можно сказать, что в реальном опыте событие,
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соответствующее А-\- В, состоит в том, что произошло 
по крайней мере одно из событий А или В. Пусть в при­
мере 5 из § 1 событиями А и В являются попадания 
соответственно в большой и малый круг (рис. 1). Тогда 
событием А +  В является заштрихованная область на 
рис. 1 , а .

Произведением АВ  (или A f| В) называется событие, 
состоящее из элементарных событий, принадлежащих 
и А и В. Событие АВ происходит тогда и только тогда, 
когда происходит и А и В. Для примера 5 событие АВ 
изображено заштрихованной фигурой на рис. 1 , 6 .

Разностью А \ В  называется событие, состоящее из 
элементов множества А, не принадлежащих В (см. 
рис. 1, в). Событие А \ В  состоит в том, что А произошло, 
а В не произошло.

Событие Q назовем достоверным; пустое множество ф  
назовем невозможным событием. Событие А =  й \  А 
называется противоположным событию А (см. рис. 1,г).  
Событие Д означает, что А не произошло.

События А п В несовместны, если АВ =  ф .  Тот факт, 
что А является подмножеством В, будем записывать так: 
A cz В (или В id А). Это значит, что из наступления 
события А следует наступление В. В примере 5, если 
Л с В ,  то попэдание в область А, содержащуюся в В, 
означает также попадание в В. Принадлежность элемента 
множеству обозначается символом е .  Например, м е £ ! .

Понятия произведения и суммы событий переносятся 
на бесконечные последовательности событий. Событие

Рис. 1.

оо 

п *=* 1
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состоит из элементарных событий, принадлежащих хотя
со

бы одному из событий Л„, п — 1, 2, ...Событие f ]  А„ =*
П «  1

=  Л,Л 2 . . .  А„ . . .  состоит из элементарных событий, при­
надлежащих каждому событию Л„, л = 1 ,  2, . . .

Для произвольных событий непосредственно из опре­
деления легко проверить, что

А А =  А , Л +  Л =  Л, АА — ф .

Часто оказываются полезными следующие равенства:

А +  В =  АВ,

(А +  В )С  =  А С + В С .

Докажем, например, второе. Нужно убедиться, что 
множества, стоящие в обеих частях равенства, состоят 
из одних и тех же элементов. Пусть произвольное w 
е ( А  +  В)С.  Тогда со е Л - f f i  и ш е С .  Из ш е А  +  й  
следует, что <о принадлежит хотя бы одному слагаемому. 
Пусть, например, и е !  Из ы е Л  и ш е С  следует по 
определению произведения событий, что <о е  АС, и, сле­
довательно, ы е  АС-\-ВС. Таким образом, любой элемент 
множества (А- \ -В)С  является элементом множества 
Л С +В С , т. е. (А +  В ) С cz А С +  ВС. Предположив, что 
о  е  АС +  ВС, мы, используя рассуждения, аналогичные 
приведенным выше, покажем, что любой элемент АС-{-ВС  
является элементом (А-\ -В)С.  Отсюда следует доказы­
ваемое равенство, так как множества его левой и пра­
вой частей состоят из одних и тех же элементов. До  
проведения доказательства равенств полезно, считая Л, 
В, С множествами на плоскости, сделать рисунки мно­
жеств, стоящих в левой и правой частях доказываемых 
равенств.

Перейдем теперь к определению некоторых классов 
подмножеств множества й . В начале главы было отме­
чено, что вероятность будет рассматриваться как функ­
ция от события. Для любых подмножеств множества 12 
вероятность не всёгда удается определить. В тех слу­
чаях, когда класс подмножеств приходится ограничивать, 
мы будем требовать от него замкнутости относительно 
введенных выше операций над событиями.
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Пусть £2 — произвольное пространство элементарных 
событий, а 91 — некоторый класс подмножеств мно­
жества £2 .

Класс подмножеств 'Л называется алгеброй событий, 
если £2е91 и если АВ е  Я, Л - f  B e  91, / 1 \ В е Я  при 
любых А е  91, В е  91. Отсюда следует, что ф  =  £2\£2 е  
е  91. Наименьшей системой подмножеств, являющейся 
алгеброй, очевидно является система 91 =  {ф , £2}. Не­
трудно проверить следующее утверждение. Если 91 —си­
стема всех подмножеств множества £2, то 91 —алгебра. 
Если £2 —конечное множество, то система всех подмно­
жеств будет также конечным множеством. Для £2 из 
примера 2 § 1 можно выписать все события алгебры 91, 
состоящей из всех подмножеств £2 :

ф ; {(Oj}, Ы ,  . . . .  {о,};
{ о ) 1 ,  а » а } .  { < 1 ) 1 ,  0 ) з } ,  { < 1 ) 5 ,  0 ) , } ;  { а > 1 ,  ( 0 2 ,  0 ) 3 } ,  . . . »

{(0 1 , а>2, (0 3, 0 )4 , o)j, (1)9 }=» £2 .

В этом примере алгебра 91 состоит из 2е =  64 событий. 
Если множество £2 состоит из N  элементов, то число 
всех подмножеств равно 2N. Действительно, число по­
следовательностей из 0 и 1 длины N равно 2N, а между 
такими последовательностями и подмножествами £2 можно 
установить взаимно однозначное соответствие по следую­
щему правилу: элемент с номером i из множества £2 

включается в подмножество, соответствующее данной 
последовательности, если на t-м месте последовательности 
стоит 1 .

Приведем еще один пример алгебры событий. Пусть 
£2  =  {(ы, v ) :  0 < и < 1 , 0  <  v <  1 } - г - единичный квадрат 
в плоскости. В курсе анализа доказано, что объедине­
ние, пересечение и разность квадрируемых фигур являются 
квадрируемыми фигурами. Следовательно, система 91 
квадрируемых подмножеств квадрата £2  образует алгебру 
событий.

. Алгебра событий Р! называется а-алгсброй или борелеаскои алгеб­
рой, если из того, что Лл е Я ,  n =  1, 2........ следует

U Лл е=«,  (1 Л„€=Я.
Л « ~  1 Л — I



22 В Е Р О Я Т Н О С Т Н О Е  ПРОСТРАНСТВО 1ГЛ. I

Рассмотрим следующий пример. Пусть Q =  {ir —а Х ы ч С о с ^ -  
числовая прямая. Определим систему множеств й 0. состоящую из 
конечных и бесконечных отрезков, интервалов и полуинтервалов:

I*4!» Hi1 =  {k: (ulf u2] = {u: ux< u ^ u 2}9
(ill, u2) = {u: ux^ u <  u2\, (uv  ма) =  {и: Щ < и < и ж},

где ux, «j — действительные числа (uh^ u t) и, кроме того, в строгих 
неравенствах uif и* можно заменять на —со, со. Эта система 8 0 
не является алгеброй; например, сумма множеств (— оо, —1) U (1 • со) 
не входит в 9(0. хотя каждое слагаемое принадлежит 910- Дополним 910 
всеми конечными суммами множеств из 910. Новая, более широкая 
система множеств 9( является алгеброй.

Назовем о-алгебру 91* минимальной о-алгеброй, порожденной W, 
если любая другая о-алгебра, содержащая множества из 91, содер­
жит также все множеств из 91*. Множества из минимальней 
п-алгебры рассматриваемого примера называются борелевскими, 
13 частности, борелевским множеством является каждая точка число­
вой прямой (вырожденный отрезок {u,J =  [«,, иг\). Так как множе­
ство рациональных чисел R счетно, то их можно перенумеровать:

оо
Я = { г1» •••» гт* •••}• Тогда Я =  (J {гт} и, следовательно,

т = 1
R является борелевским множеством. Из Q е  91* и следует,
что множество иррациональных чисел Q \ / ? e 9 l * ,  т. е. тоже является 
борелевским.

Аналогично определяются борелевская алгебра и борелевские 
множества на плоскости и в пространстве.

В дальнейшем мы обычно будем рассматривать те задачи, в ко­
торых можно ограничиться алгеброй событий,

§ 3. Вероятность 

Теперь мы можем ввести понятие вероятности события.
Числовая функция Р, определенная на классе событий 'Л, 

называется вероятностью, если выполнены следующие 
условия: 

А1. Я является алгеброй событий.
А2. Р {А) 0 для любого А е  Я.
АЗ. Р ( й )  =  1 .
А4 (аксиома конечной аддитивности). Если А и В не­

совместны, то
Р (А  +  В) =  Р (А)  +  Р(В) .

Для решения задач, связанных с бесконечными по­
следовательностями событий, требуется дополнить при­
веденные аксиомы следующей аксиомой непрерывности»



A5- Для любой убывающей последовательности
Ai  z> А г = > . . . = >  А п ^ з . . .  (3 .1 )

событий из Я такой, что

[ \ А п =  ф , .  (3-2)
П =* 1

имеет место равенство
l im  Р ( Л „ )  =  0 .  (3 .3 )

Л -* 00

Тройку (Q, 91, Р), в которой Р удовлетворяет А2 — А5, 
-а  множество не только является алгеброй событий, но 

еще и замкнуто относительно счетных сумм и произве­
дений (т. е. Я является а-алгеброй), называют вероят­
ностным пространством.

В дальнейшем мы почти не будем использовать А5 и 
дополнительное предположение о замкнутости И относи­
тельно операций в счетном числе.

Если вероятность Р удовлетворяет AI — А5 и алгебра 91 не 
является о-алгеброй, то функцию Р можно доопределить на множе­
ствах из минимальной о-алгебры 91*, порожденной 91. Приведем без 
доказательства следующую теорему.

Т е о р е м а  о п р о д о л ж е н и и  в е р о я т н о с т и .  Пусть ее- 
раятность Р удовлетворяет AI —А5 и 'Л*—минимальная о-алгебра, 
порожденная "А. Тогда существует, и притом единственная, функция 
Р* (Л), которая определена на 'Л*, удовлетворяет А2 —А5 и совпадает 
с Р (А), когда А е  ‘Л.

Таким образом, можно сразу считать, что в А1 система И 
является о-алгеброй.

Понятие вероятностного пространства содержит лишь 
самые общие требования, предъявляемые к математиче­
ской модели случайного явления, и не определяет ве­
роятность однозначно. Дальнейшая конкретизация опре­
деления проводится применительно к рассматриваемой 
реальной задаче.

Рассмотрим два простых примера, которые дают не­
которое представление о выборе вероятностной модели 
на основе понятия вероятностного пространства.

Пусть брошена один раз игральная кость. Для этого 
опыта в примере 2  § ! было выбрано Q — {а>|, со2 , о в}. 
Алгебра событий Я в данном случае состоит из всех под­
множеств i4 =  {o)/it o)iMt ( o / J c Q  (& = 1 , 6 ; i i <

s  3j ВЕРОЯТНОСТЬ 23
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< < г < . . . < / * ,  i t — 1, 2 , 6) и пустого множества ф .
Пусть Pi&zO,  t =  1......... 6 , — любые числа, для которых

в
=  1. Положим

Р (/1) =  Р/( +  Р/а +  . . .  +  (3 4)

Отсюда, в частности, получаем

Р ({«.!) =  Р<. <«=1 , 2 ......... 6 . (3.5)

Нетрудно проверить, что функция Р(Л) ,  определен­
ная формулой (3.4), удовлетворяет аксиомам А2 —А4.  
При различных наборах чисел (plt рг, рл) мы будем 
получать разные определения вероятности. Очевидно, что 
посредством математических рассуждений из этого мно­
жества определений выбрать нужное мы не сможем.

Если кость симметрична, то представляется естествен­
ным дополнительное предположение о равновероятности 
выпадения различных граней. Тогда из формул (3.5) 
заключаем, что pt — р2 =  . . .  =  рл=  1 /6 , и, следовательно, 
вероятность Р (Л) определяется однозначно. Окончатель­
ное заключение о качестве выбранной модели может быть 
сделано после экспериментальной проверки.

Если кость несимметрична, то в подходящей модели 
некоторые или все pi должны быть отличны от 1/6. Пусть, 
например, кубик игральной кости склеен из плотной 
бумаги и к грани, противоположной грани с «6 », при­
креплен груз. В этом случае будет выпадать всегда «6 ». 
В формуле (3.4) нужно положить pe=  1, p l = p i =  . . .
. . .  =  />5 =  0 .

Рассмотрим еще две математические модели опыта, 
заключающегося в подбрасывании двух одинаковых монет.

Модель 1. Положим Q =  {<oi, <о2, « 3}, где элементарное 
событие (0 ( означает, что обе монеты выпали гербами 
вверх, со2 — обе монеты выпали решетками виерх, о) 3 —мо­
неты выпали разными сторонами. Если считать элемен­
тарные события равновероятными, то вероятность события 
Л =  {<■>!, (о*(, состоящего в том, что монеты выпали оди­
наковыми сторонами, равна Р, ( Л)  =  2/3.

Модель 2. Пусть £2 =  {ГГ, ГР, РГ, РР}, где знак Г 
на первом или втором месте в обозначении элементарного 
события означает, что на первой или на второй монете
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выпал герб; Р аналогично связано с выпадением решетки. 
Считая элементарные события равновероятными, для 
события Д = {ГГ, РР} получим Р 2(/1) = 2/4= 1/2.

Получили две разные вероятности одного и того же 
события. Экспериментальный выбор подходящей модели 
может быть проведен следующим образом. Подбросим N 
раз (N  — достаточно большое; пару монет; пусть NA раз 
произошло событие А. Если частота Л̂ д/Л/л» 2/3, то счи­
таем подходящей модель 1; если NA/N ^  1/2, то выби­
раем модель 2. Эта задача выбора из двух моделей(или 
двух гипотез) является одной из задач математической 
статистики. Более подробно она будет рассмотрена 
в § 6 гл. 9.

В задачах, подобных задаче о подбрасывании двух 
монет, практически всегда правильный выбор может быть 
сделан из соображений симме^ии. Подбрасываются две 
физически различные монеты, поэтому естественно счи­
тать множество Q состоящим из четырех элементарных 
событий, которым естественно приписать одинаковые 
вероятности. Модель 1 казалась бы более естественной, 
если бы можно было себе представить монеты физически 
неразличимыми. Опыт показывает, что в действительности 
монеты ведут себя как различимые. Однако этот доста­
точно очевидный факт для монет оказывается неверным 
для некоторых типов частиц. Бозе и Эйнштейн показали, 
что некоторые типы частиц ведут себя как неразли­
чимые*).

Рассмотренный пример показывает, что нельзя слиш­
ком полагаться на интуицию; подходящей моделью может 
оказаться совершенно неожиданная.

Укажем несколько простых свойств вероятности, ко­
торые непосредственно следуют из аксиом А2 —А4. Из 
аксиом АЗ, А 4 и равенства Д + Л = й следует, что

Р (Л) = 1 _ Р  (Л). (3.6)

Полагая здесь Л = 0 , получим Р (ф ) = 0. Для любых 
событий А и В  имеет место формула

Р (Л  + В ) = Р (Л ) + Р (Я )- Р (Л В ).  (3.7)

*) Подробнее см. Феллер [18J, гл. 11, § 5, стр. 32.



Действительно, представим события А-\-В и В в виде 
А + В = А + ВА и В  = ВА +  ВА . События в правых частях 
этих равенств несовместны, и, следовательно,

Р (Л  + В) = Р (Л ) + Р (ВА), Р (В ) -  Р  (ВА) + Р (АВ).
Отсюда легко следует (3.7).

Непосредственно из (3.7) для любых А и В получаем
Р (Л  +  В )< Р (Л )  +  Р (Я ). (3.8)

Нетрудно проверить следующее свойство: если Л с: В, то
Р (Л )с Р (В ) .  (3.9)

Можно показать (см. [2], гл. 2, § 1, стр. 30 — 31), что 
аксиомы А4 и А5 эквивалентны следующему свойству 
счетной аддитивности вероятности: если в последователь­
ности At, As, ..., Ап, ... события попарно несовместны

ОО

(т . е. A iA j= 0  при i= £j) и Л = У  Лпе 'Л , то
П =-1

Р (Л) = 2  Р  (Л„). (3.10)
п *»1

Отметим без доказательства еще одно свойство, связан­
ное с аксиомой непрерывности А5.

ОО

Если А1 cz Л, с=. . . cz Ап с: Л„+г с : ... и А=  ( J  Ап или
П *■ I

ОО

A i zs Л2ZD...Z2 А„ :э Ля+1 гэ ... и А=  А „ то
Л “  1

Р (Л )=  lim Р (Л „). (3.11)
п — СО

Несколько важных частных случаев вероятностных про­
странств рассматриваются в гл. 2. В дальнейшем вновь 
вводимые теоретико-вероятностные понятия позволят нам 
расширить набор частных случаев вероятностных про­
странств и приемов их построения.

З а д а ч и  к г л а в е  1
1. Проверил» следующие соотношения между событиями:
1) А \ В  =  АВ-,
2) А \ В  =  А \ А В  =  ( А + В ) \ В ;
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3 ) (Л -f В) = л я , А В  = А +  В ;
4) А ( В \ С )  =  А В \ А С .
2. Установить, какие из следующих соотношений правильны:
1) А \ ( В \ С )  =  ( А \ В ) + С ; 4) (Л +  В ) \ С  = Л +  (В \ С ) ;
2 )  Л \ ( В \ С ) - ( Л \ Д )  +  ИС; 5 )  Л б С с Л  +  Д;
3) (А + В )\С - (А \С )+ (В \С );  6) (Л \ Д )  (C \ D )  =  AC\BD.
3. Упростить следующие выражения:

найти более простые выражения.
5. Какие подмножества множества Q в примере 3 из § I при 

л = 3 соответствуют событиям, состоящим в том, что
1) при первом подбрасывании выпал герб;
2) всего выпало ровно два герба;
3) выпало не более одного герба?
6. Пусть А , В, С —три произвольных события. Найти выраже­

ния для событий, состоящих в том, что из А, В , С
1) произошло только А\ ,
2) произошли А и В, С не произошло;
3) все три события произошли;
4) произошло по крайней мере одно из событий;
5) произошло одно и только одно событие;
6) ни одно событие не произошло;
7) произошло не более двух событий.
7. Пусть в примере 3 из § 1 л = 3. Является ли алгеброй сле­

дующая система подмножеств:

Для событий
со оо
п Лп, в=  и Вп

ф, Q, (ГГГ, ГРГ, ГГР, ГРР), (РГГ, ррг; РГР, РРР)?
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ПРОСТЕЙШИЕ ВЕРОЯТНОСТНЫЕ СХЕМЫ 
И ИХ ОБОБЩЕНИЯ

§ 1. Классическое определение вероятности

Пусть Q = {u>i....... со,} — пространство элементарных
событий, а 'Л —алгебра событии, содержащая все 2s под­
множеств Л = .... iOck) множества й. В классическом 
определении вероятности полагают, что Р (ш,) = 1/s, i = 
= 1, 2, s; поэтому вероятность Р(/4) события А =» 
“ {©<,, •••. равна отношению числа элементарных 
событий со,, входящих в Л, к общему числу элементар­
ных событий в й:

p m - j n j  =  f  О ' )

Здесь и в дальнейшем число элементов любого конечного 
множества М будем обозначать | М |. .

Определенная равенством (1.1) функция Р (Л ) удов­
летворяет всем аксиомам А1 — А5. Действительно, для 
любого множества Й система всех его подмножеств 
является алгеброй. Аксиомы А2 —А4 непосредственно 
следуют из (1.1).

Аксиома А5 для конечных ‘Л следует из предыдущих 
аксиом, поскольку в этом случае в (1.3.1) все события, 
начиная с некоторого п, совпадут с ф , а Р (ф ) = 0.

Таким образом, введенная формулой (1.1) функция Р(Л ) 
является вероятностью.

Классическое определение вероятности служит хоро­
шей математической моделью тех случайных явлений, для 
которых исходы опыта в каком-либо смысле симметричны 
и поэтому представляется естественным предположение 
об их равновозможности. Обычно это предположение 
оправдано в задачах из области азартных игр, лотерей 
и т. д. Это объясняется тем, что при изготовлении играль­
ных костей, карт и организации лотерей заботятся 
о соблюдении равновозможности различных исходов. Та­
кие же требования предъявляются к организации выбо-
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рочпого контроля и выборочных статистических иссле­
дований.

Дадим описание некоторых часто встречающихся ве­
роятностных схем, в которых детализируется общее 
классическое определение.

Обозначим <з.4 множество из N чисел: 2, . . . ,  N):
пусть ©■=(/j, . .. .  /„) — упорядоченный набор из п эле­
ментов множества v t . Вероятностную схему, в которой

12 — {о) — (if, . .. ,  in): G / j  = 1, 2, • I ., л} (1.2)

и все элементарные события о) равновероятны, называют 
схемой случайного выбора с возвращением.

Схемой случайного выбора без возвращения называют ве­
роятностную схему, в которой

Й — {й = (*1) • • •» 1л)> I» S  Off, 1) ■(> | tl,
*i. . . . .  in различны} (1.3)

и элементарные события ш равновероятны.
Эти две схемы, (1.2) и (1.3), можно интерпретировать 

следующим образом. Пусть в урне имеется N одинаковых 
шаров, занумерованных числами множества &£. Из урны 
по одному выбирается п шаров, и записываются их но­
мера. I], ..., iп.

Если каждый вынутый шар сразу возвращается в урну, 
то для обозначения множества исходов Q используется 
множество (1.2). Если вынимаемые шары в урну не воз­
вращаются, то множеством исходов является (1.3). В слу­
чае выбора без возвращения иногда удобнее считать, что 
шары извлекаются не по одному, а сразу все. В этом 
случае не нужно учитывать порядок извлекаемых шаров. 
В (1.3) произойдет «укрупнение» элементарных событий: 
все события о =*(i|, . .. ,  й), отличающиеся друг от друга
только расположением номеров ij....... i„, объединяются
в одно событие ш. В результате такого объединения по­
лучится более «бедное», чем (1.3), пространство элемен­
тарных событий:
2»
м=»{ц) = (/1( /,): «*«=<v f,

ft= 1, п, /х< . ..< «„}. (1.4)



Используя формулу (1.1), нетрудно показать, что любое 
реальное событие, которое можно описать в обеих схе­
мах (1.3) и (1.4), имеет в этих схемах одинаковые ве­
роятности.

В формулировках задач по теории вероятностей, пред­
назначенных для упражнений, довольно часто приводится 
только описание опыта или явления, а полная матема­
тическая формулировка не дается. Предполагается, чго 
решение должно состоять из двух частей: 1) выбор под­
ходящей модели для описания данного в условии задачи 
опыта и математическая формулировка задачи; 2) реше­
ние математической задачи.

Рассмотрим несколько примеров.
П рим ер  J . Из урны, содержащей М белых и 

N — M черных шаров, наудачу извлекается сразу п ша­
ров. Какова вероятность того, что среди выбранных п 
шаров окажется ровно т  белых?

Реш ение. Слово «наудачу» в описаниях опыта встре­
чается довольно часто. В данной задаче предполагается, 
что шары были хорошо перемешаны, что все они одного 
радиуса, одинаково гладкие и отличаются только цветом; 
выбирающий шаров не видит. В таком случае разумно 
предположить, что все элементарные исходы, опыта равно­
вероятны, и, следовательно, можно воспользоваться клас­
сической схемой.

За элементарные события естественно принять любые 
подмножества по п элементов, выбранные из множества N 
шаров. Из школьного курса математики известно, что 
число таких подмножеств равно С£. Таким образом, 
в формуле (1.1) нужно положить s = Cv. Каждый набор 
шаров, входящий в интересующее нас событие (обозна­
чим его Ат ), состоит из двух частей: 1) т  белых шаров 
и 2) п — т  черных шаров. Все такие наборы можно по­
лучить следующим образом. Сначала выберем части набо­
ров из белых шаров; число таких частей См', затем 
отдельно составим части наборов из черных шаров; число 
таких частей С*1"м. Объединение любой части набора из 
белых шаров с любой частью набора из черных шаров 
дает полный набор шаров, принадлежащий Ат . Следова­
тельно, число элементарных событий в Ат равно k =

30 ПРОСТЕПШНЕ ВЕРОЯТНОСТНЫЕ СХЕМЫ 1ГЛ 2
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и по формуле (1.1)
г*п — т

Р (А т ) = Р п (т ,  N. М )---! L »T2 L t
А/ (»••>)

m »m 0, т 0+ \ 9 ш,. / ^
где mo = niax(0, М — JV + л), mi = rain(AJ, /1).

Набор чисел (1.5) называют гипергсометрическим рас­
пределением.

В приложениях к задачам выборочного контроля роль 
шаров играют N изделий проверяемой партии. Число М 
бракованных изделий (белых шаров) неизвестно. Может 
оказаться, что сплошь все изделия проверить нельзя: их 
слишком много, или проверка приводит к уничтожению 
изделия (например, потребуется при проверке установить 
срок службы лампочки). Тогда из всей партии изделий 
отбирают для проверки небольшую часть из п изделий. 
Если среди выбранных изделий оказалось т  бракован­
ных, то полагают Формула (1.5) используется
при оценке отклонения ™ от В рассмотренной ситуа­
ции неизвестным параметром является число М.

Рассмотрим пример, когда требуется оценить неизвест­
ный параметр N. Пусть N — неизвестное число рыб в не­
котором водоеме. Можно провести отлов М рыб, пометить 
их и пустить обратно. По числу т  помеченных рыб 
в повторном отлове из п рыб можно делать заключения
о величине N.

Оценим по формуле (1.5) вероятность получения 
какого-либо выигрыша в «Спортлото» по одной карточке. 
Участник лотереи из 49 номеров отмечает 6 (49 шаров, 
среди которых 6 брлых; N = 49, Л1 = 6). После того как 
участник сдал карточку, проводится выборка п = 6 номеров. 
Если число т  номеров, отмеченных участником н попав­
ших в выборку, оказалось больше 2, то участник полу­
чает какой-либо выигрыш. Если событие А — получение 
ьыигрыша, то А = А0 + Ai 4- Аг. По формуле (1.5) находим:

Р (А ,) = 0,435965, Р (А,) = 0,413019,
Р (А,) = 0,132378, Р (Л,) = 0,017650,
Р (Л 4) = 0,000969, Р (Аь) = 0.000018,

Р (Л в) = 0,00000007151.
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Отсюда
Р  ( Д )  =  Р  ( Д 0)  +  Р  ( Л , )  +  р  ( Аг) =  0 ,9 8 1 3 6 2 .

Искомую вероятность находим по формуле (1.3.6): 
Р (Д )= 1 - Р (Д )  = 0,018638.

Пример 2. Ребенок, играя десятью кубнкамн, на 
которых напнсаны буквы М, М, Т, Т, А, А, А, К, И, Е, 
сложил слово «МАТЕМАТИКА». Можно ли считать, что 
ребенок грамотный?

Реш ение. Сначала дадим математическую форму­
лировку задачи. Если допустить, что ребенок неграмот­
ный и родители не научили его складывать единственное 
слово, то естественно предположить, что расположение 
кубиков «математика» не более привлекательно по срав­
нению с остальными. В таком случае можно ожидать, 
что классическая схема окажется достаточно подходящей. 
Оценим вероятность события А, состоящего в расположе­
нии кубиков «математика». Пространством элементарных 
событий являются всевозможные перестановки 10 куби­
ков. Таких перестановок 10!. При этом кубики с одина­
ковыми буквами мы считали различными. Подсчитаем, 
сколько элементарных событий входит в А. Кубики 
с буквами, отличными от М, Т, А, должны стоять на 
определенных местах, 3 кубика с буквой Т можно рас­
положить на трех местах 3! = 6 способами; Кубики с бук­
вой М располагаются двумя способами и с буквой Т тоже 
двумя. Сочетая каждое расположение с каждым, получим, 
что А состоит из 2-2-6 = 24 элементарных событий. По 
формуле (1.1)

Р  (Л\ — 2i  — 110! 15120*
Эта вероятность очень мала, и событие А можно считать 
практически невозможным. Если же оно осуществилось, 
то следует считать нашу гипотезу о неграмотности ре­
бенка неверной. Однако при большом числе испытании 
по данной «программе» даже неграмотный может сложить 
слово «математика»; в среднем из 15 120 неграмотных 1 
будет ошибочно считаться грамотным.

П ример 3. У  человека в кармане п ключей, из 
которых только один подходит к его двери. Ключи по­
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следовательно извлекаются (без возвращения) до тех пор, 
пока не появится нужный ключ. Найти вероятность того, 
что нужный ключ появится при к-м извлечении.

Реш ение. Будем продолжать извлекать ключи, 
после появления нужного ключа, до конца. За множество 
элементарных событий примем всевозможные последова­
тельности из п ключей. Таких последовательностей п!. 
Последовательностей, у которых нужный ключ находится 
на определенном месте, очевидно, (л — 1)!, так как одно 
место занято нужным ключом, а остальные п — 1 ключей 
можно на п — 1 месте расставить (я — 1)! способами. 
Таким образом, искомая вероятность равна (/t — 1)!/п! ==> 

1/и,

§ 2. Дискретные вероятностные пространства

Пусть Q = {(!)i, o>t. ..., со*, ...[ — счетное множество, 
И —набор всех подмножеств й. Пусть р„, п = 1, 2, . . . ,— 
неотрицательные числа, удовлетворяющие условиюоо
V  р „=  1. Для любого события Д е Я  положим

Л» I
Р ( Л ) =  2  Рп- ( 2 .1 )

ле{«;“ ,бД )

Нетрудно показать, что функция Р(Л ), определенная
(2.1), удовлетворяет аксиомам А2 —А4.

Проверим А5. События Ап в последовательности (1.3.1) запишем 
в виде

А* = {“ /. <«>• “ <.(")• •••}•
где /| (л) <  /, (п) <  ..., причем при любом п >  1 последовательность 
индексов элементарных событий из Ап является подпоследователь­
ностью соответствующей последовательности из Ля_t. Из условия 
(1.3.2) следует, что 1Х (п)-+со при п-+ со. Если бы это было не так, 
то произведение в (1.3.2) не было бы пусто. По формуле (2.1) находим

р Мя)=* 2  р( (,•! <  2  Pt-
кжм | " !«/,<*)

Отсюда при п-+со следует (1.3.3), так как правая часть последнего 
нв&*енств.| является остатком сходящегося ряда. Из свойства счет­
ной аддитивности (1.3.11) следует, что для дискретных вероятностных 
пространств вероятность Р  ( А )  однозначно определяется ее значениями 
Рп Р (  •>„), л 1, 2, ...

2 В. П. Чистяков
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Отметим, что при ря = О с п>  N можно ограничиться 
конечным пространством элементарных событий ii =
= {о)|, (Од*}. В случае pl = p2 = ... = piV = ^ получаем
классическое определение вероятности,

§ 3. Геометрические вероятности

Классическое определение вероятности нельзя приме­
нить к опыту с бесконечным числом «равновероятных» 
исходов. К описанию такой ситуации приспособлено гео­
метрическое определение вероятности.

Пусть Q —ограниченное множество я-мерного евкли­
дова пространства. Будем предполагать, что Q имеет 
объем *). Рассмотрим систему Я подмножеств множества й, 
имеющих объем. Для любого положим

Р М > = £ щ р  <3-1)

где ji (С) — объем множества С е  Я.
В формулировках задач ми часто будем использовать 

выражение: «точка равномерно распределена на мно­
жестве 12». Это выражение означает, что вероятность 
попадания точки в подмножество А нужно вычислять по 
формуле (3.1).

Отметим, что в двух предыдущих классах вероятност­
ных пространств (§§ 1, 2) в систему 21 входили все под­
множества Q. При геометрическом определении вероят­
ности в качестве ЧЛ уже нельзя взять все подмножества £3, 
так как некоторые подмножества не имеют площади или 
объема.

В схеме геометрических вероятностен выбор модели, 
подходящей для описания реального явления, менее оче­
виден, чем в классической схеме. В разных моделях для

•) Если под объемом множества понимать его меру Лебега, то 
система 'А окажется о-алгеброй, и тогда функция Р  (Л), определен­
ная формулой (3.1), будет удовлетворять и аксиоме А5. Отметим, что 
система 'А содержит, в частности, все подмножества множества 12, 
являющиеся обычными квадрируемыми или кубируемыми фигурами, 
которые изучаются в любом курсе анализа.
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одного и того же реального события можно получить 
разные вероятности. На выборе разных математических 
моделей основан известный парадокс Бертрана (см. за­
дачу 20; более подробно см. [4], гл. I, § 6, стр. 36—37).

Для иллюстрации схемы геометрических вероятностей 
рассмотрим следующую задачу.

З а д а ча  Бюффона. Плоскость расчерчена парал­
лельными прямыми, расстояние между которыми равно 2а. 
На плоскость наудачу брошена игла длины 2/ (/< а). 
Найти вероятность того, что игла пересечет какую-ни­
будь прямую.

Реш ение. Дадим сначала определение подходящего 
пространства элементарных событий. Пусть ы —расстоя­
ние от центра иглы до ближайшей прямой, а ф —угол, 
составленный иглой с этой прямой. Пара чисел (ф, и) 
задает положение иглы с точностью до выбора конкрет­
ной прямой. Поскольку нас интересует только взаимное 
расположение иглы и ближайшей прямой, то можно в ка­
честве Q выбрать прямоугольник

Q = {(ф, и): 0 eg ф с  л, Ой^ыСа}.

Пересечение иглы с прямой происходит в том и только 
п том случае, когда иеёЫ пф . Таким образом, интере­
сующее нас событие имеет вид

Л = {(ф, и): 0 ^ и /sinф, 0 г^ф=^л}.
Так как

Л

ц (i4) = $ /sin ф^ф, р(£2) = ал,
о

то по формуле (3.1) находим

Р (/4) = 2//ая. (3.2)
О соответствии Математической модели опыту можно 

судить по результатам экспериментов. Пусть игла была 
брошена л раз и т  раз произошло пересечение. При

ш 2/больших п частота - ^ Р М ) = * — . Отсюда можно полу-п '  ' ал *
чить экспериментальную оценку числа я ^ 2  При-

2 *
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ведем результаты некоторых экспериментов с бросанием 
иглы, заимствованные из книги [6].

Экс пер имен гатор I/o п т Оценка п

Вольф, 1850 г. 
Рейна, 1925 г.

0,8
0,5419

5000
2520

2532
859

3,1596
3,1795

Схема геометрических вероятностей успешно приме­
няется в астрономии, атомной физике, биологии, кристал­
лографии.

§ 4. Абсолютно непрерывные вероятностные 
пространства

Пусть Q ={(wb иг> ы„)} — /i-мерное действительное 
евклидово пространство, и29 ..., «„) — неотрица­
тельная функция, интегрируемая по Рнману по любой 
квадрируемой области из Q. Будем предполагать, что 
существует несобственный интеграл по И от функции 
Л («1, ^2» •••» ^я) и

( . . Д л ( ы „  un)dux...dun= 1.
о

Обозначим Я алгебру, порожденную квадрируемыми об­
ластями в Q. Для любого У1еЯ положим

Р (Л )= Л . . . { л(нь u„)dul ...dun. (4.1) 
J  a  J

Можно рассмотреть более общий случай, когда функция 
л ...,  ил) не ограничена в конечном числе точек Й. 
Тогда интегралы в (4.1) по множествам >4, содержащим 
такие точки, нужно понимать как несобственные. Не­
трудно проверить, что функция Р(>4), определенная соот­
ношением (4.1), удовлетворяет аксиомам А2 — А5*). Та­
ким образом, мы определили вероятностное пространство.

•) Из теоремы о продолжении вероятности следует, что формула 
(4.1) позволяет определить вероятность на минимальной о-алгебре VI*, 
порожденной алгеброй У1«
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Построенное вероятностное пространство будем называть 
// мерным абсолютно непрерывным вероятностным про- 
странством.

Отметим, что рассмотренная выше схема геометри­
ческих вероятностей является двумерным абсолютно не­
прерывным вероятностным пространством с л(«|, иг) => 
= l/|i(£2), если (Н|, u2) € & v £2 — квадрируемая фигура, 
и я(Н|, и2) = 0, если (и,, ii9> Q.

§ 5. Случайные числа

Рассмотрим один важный частный случай схемы вы­
бора с возвращением (1.2). Пусть arf = {0, 1, 2, 3, 4, 5f 
6, 7, 8, 9}. Тогда множеством £2 в (1.2) является мно­
жество всех цифровых последовательностей длины п. Так 
как число элементов множества £2 равно |£2|= 10л, то 
вероятность любой фиксированной последовательности 
6) — равна 10“*.

Случайными (равномерно распределенными) числами 
называют цифровую последовательность полу­
ченную в результате проведения реального опыта, кото­
рый хорошо описывается рассматриваемой схемой. Такого 
типа опыты проводят, например, при разыгрывании 
номеров в «Спортлото». Сценка близости реального опыта 
и его математической модели является одной из задач 
математической статистики.

Последовательности случайных чисел можно исполь­
зовать для получения реализаций различных случайных 
процессов. Если, например, в последовательности слу­
чайных чисел ( i \ i t . . . i n) четные цифры заменить буквой Г ,  
а нечетные —Р, то полученную последовательность из 
букв Г и Р можно рассматривать как реализацию опыта, 
состоящего в n-кратном подбрасывании симметричной 
монеты. Действительно, каждая последовательность, со­
стоящая из букв Г и Р, может быть получена из одина­
кового числа равновероятных цифровых последователь­
ностей, и, следовательно, новые последовательности 
равновероятны.

При расчетах методом Монте-Карло (см. [5]) требуются 
Длинные последовательности случайных чисел, которые 
г процессе вычислений можно непрерывно вводить в ЭВМ. 
Методы получения случайных чисел, основанные на рс-
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альном извлечении шаров из урны, для этой цели непри­
годны. Поэтому в практических вычислениях пользуются 
какими-либо алгоритмами получения последовательности 
псевдослучайных чисел, близкой по свойствам к после­
довательности случайных чисел. Если в экспериментах 
со случайными числами требуется не очень много чисел, 
то можно воспользоваться таблицами случайных чисел 
(например, табл. 7). Эксперименты с небольшими масси­
вами случайных чисел часто используются для иллюст­
рации различных выводов теории.

З а д а ч и  к г л а в е  2
1. Брошено две игральных кости. Предполагая, что элементар­

ные события равновероятны, найти вероятности событий:
А =  {на 1-й кости выпала «1»}, Л,
В  -* {выпала хотя бы одна «6»}, А В.

2. На полке в случайном порядке расставлено л книг, среди 
которых находится двухтомник Д. Лондона. Предполагая, что раз­
личные расположения книг равновероятны, найти вероятность того, 
что оба тома двухтомника расположены рядом.

3. Числа 1, 2, ... ,  л расставлены случайным образом. Предпо­
лагая, что различные расположения чисел равновероятны, найти веро­
ятность того, что числа 1, 2, 3 расположены в порядке возрастания, 
но не обязательно рядом.

4. Выписано три случайных числа (см. § 5). Найти вероятности 
событий:

Л =  {все выписанные числа одинаковы},
£ = {все выписанные числа различны},
С =  {среди выписанных чисел ровно два совпадают}.

5. Выписана последовательность из л случайных чисел. Найти 
вероятности событий:
А = { 1 -е число — четное},
В  = {среди л чисел ровно т  делятся на 3},
С =  {среди л чисел ровно т  +  2 делятся на 3, и два и* них

расположены на концах последовательности}.
6. Сравнить вероятности событий:

И = {при одновременном бросании четырех костей
выпала хотя бы одна «1»}, 

Zi =  { при 24 бросаниях двух костей выпали
хотя бы один раз две «1»}.

7. В чулане п пар ботинок. Из них случайно выбирается 2г 
ботинок (2г с  л). Найти вероятность того, что среди выбранных боти­
нок: а) нет парных; б) имеется ровно одна пара,
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8. В партии изделий 90 исправных и 10 бракованных. Найти 
вероятность того, что среди 10 проданных изделий: а) ровно одно 
бракованное; б) нет бракованных.

9. По некоторому участку железной дороги за W интервалов 
времени проходит заданное количество поездов, среди которых М 
тяжелых. Каждый интервал времени может быть свободен или занят 
одним поездом. Любое расположение тяжелых поездов по интервалам 
времени имеет одну и ту же вероятность. Прохождение тяжелых 
поездов в соседних интервалах времени нежелательно. Оценить сверху 
вероятность появления хотя бы одной пары соседних интервалов, 
занятых тяжелыми поездами, если iV = 1000, М  =  10.

У к а з а н и е .  В качестве математической модели взять схему 
случайного выбора без возвращения. Воспользоваться неравенством

Р (^i + ЛJ + ...+ Am) ^  Р М§§®)«
ГДе Аь =  {Ь-й и (*+1)-й интервалы заняты тяжелыми поездами}.

10. В купейный вагон (9 купе по 4 места) семи пассажирам про* 
дано семь билетов. Найти вероятности событий:

А =* {пассажиры попали в два купе},
# =  {пассажиры попали в три купе}.

Рассмотреть два случая:
1) пассажиры покупают билеты в разное время независимо друг 

от друга (воспользоваться схемой случайного выбора без возвраще­
ния);

2) пассажиры едут вместе, и один покупает билеты всей группе 
(предположить, что номера проданных пассажиру мест идут подряд, 
а наименьший номер места выбирается случайно из множества номе- 
ров { I, 2....... 30}).

11. Из множества чисел {— л, — л+1, ..., — 1, 0, I, . . . ,  п\ по 
схеме случайного выбора с возвращением выбирается два числа х 
и у. Пусть рп — вероятность того, что х2 +  у2^ л * . Найти lim рп.

п —со
12. Найти вероятность того, что дни рождения 12 человек при­

дутся на разные месяцы года.
13. Равновероятной схемой размещения частиц по ячейкам назы­

вают схему размещения, в которой номера ячеек, последовательно 
занимаемых частицами, получают посредством случайного выбора 
с возвращением.

Обозначим цг = ц,.(л, iV) число ячеек, содержащих ровно по г 
частиц после размещения л частиц по N  ячейкам. Найти вероятности 
событий:

1) Мо(л» ^ ) > °  (при n*=*N);
2) ц0 (я, N) =  l (при n =  N).
14. Найти вероятность того, что на две карточки «Спортлото* 

с отмеченными номерами (4, 12, 38, 20, 41, 46) и (4, 12, 38, 20, 41, 49) 
будет получено по одному минимальному выигрышу {т. е. угадано 
ровно по три числа).

15. На отрезок [0, 1) наудачу брошена точка. Предположив, что 
** координата £ равномерно распределена на [0, 1J, найги функции 
f  W  = P (£ < *), F ' {х) (— со<дс<оо).
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16. Случайная точка А с координатами (£,, £2) равномерно рас­
пределена в квадрате Q = {(*,, х2): 0 ^ х ,* £  1, / = 1, 2). Hallita функ­
ции F  (х) = Р (|| -f I а <  .*). г ' (*) (— со <  дг <  со).

17. На отрезок [0, I) наудачу брошены 2 точки, разбившие его 
на 3 отрезка. Какова вероятность того, что из этих отрезков можно 
построить треугольник? За множество 12 принять значения пары 
чисел (£,, £*), являющихся координатами точек на отрезке |0, I); 
предположить, что точка ( J lf равномерно распределена на квад­
рате 12.

18. На бесконечную шахматную доску со стороной квадрата а 
бросается наудачу монета радиуса г, 2г <  а. Найти вероятность того, 
что: I) монета целиком попадет внутрь одного квадрата; 2) пересечет 
не более одной стороны квадрата.

19. Двое договорились встретиться в отрезке времени |0, 7*). 
Первый пришедший ждет второго в течение времени /, / <  Т. Найти 
вероятность того, что встреча произойдет. За множество Q принять 
точки квадрата {(f,, /•): 0 ^ / * ^ 7 \  1 = 1. 2}, где /, и момешы 
прихода встречающихся.

20. Парадокс Бертрана. В круге радиуса R  случайно проводится 
хорда. Обозначим £ ее длину. Найти вероятность Р (£ >  р) того, что 
длина хорды больше стороны правильного вписанного шестиугольника, 
если: а) середина хорды равномерно распределена в круге; б) направ­
ление хорды задано, а ее середина равномерно распределена на ди­
аметре, перпендикулярном ее направлению; в) один конец хорды 
закреплен, а другой равномерно распределен на окружности.

Вероятность Р (£>Д) зависит от интерпретации слова «случайно», 
и ее числовые значения различны в случаях а), б), в).

21. В урне М  белых и N — M  черных шаров. По схеме случай­
ною выбора с возвращением из урны извлекается п шаров. Найти 
вероятности событий:

Л = {при k-н извлечении появился белый шар},
В =  (при Л-м и /м извлечениях появились белые шары},
С = {среди п извлеченных шаров ровно т  белых).

22. Решить задачу 21 в случае выбора без возвращения.
23. Пусть Ъь — k-e (Л=*1, 2, ..., п) число последовательности 

из п случайных чисел. Найти вероятности событий:
а) {£* — 0* * = 1...... л*. <»0, 1, 9;
б) I f * 5/ = /}. *, *=1. •••. Л / = 0, 1, ... 9.
24. Используя таблицу случайных чисел, получить реализацию 

опыта, описанною в задаче 21, если: а) Л' — 10, М = 3, п = 20; б) N =
100, 35, л = 20. В обоих случаях по полученным реализациям 

найти частоту появления белого шара (отношение числа белых шаров 
в полученной последовательности к общему числу п извлеченных 
шарсв).
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УСЛОВНЫЕ ВЕРОЯТНОСТИ. НЕЗАВИСИМОСТЬ 
СОБЫТИЙ

§ I. Условные вероятности

Прн изучении реальных случайных явлений иногда 
возникает или искусственно создается ситуация, когда 
мы получаем дополнительную информацию о возможных 
исходах опыта Q. Например, при исследовании превраще­
ний частиц мы можем сначала ограничиться рассмотре­
нием только результатов опыта с превращениями опреде­
ленного типа.

Остановимся более подробно на следующем примере 
иллюстративного характера. Допустим, что студент из 
30 билетов успел выучить билеты с I-го по 3-й и с 28-го 
по 30-й. На экзамен он пришел одиннадцатым, и оказа­
лось, что к его приходу остались только билеты с 1-го 
по 20-й (событие А). Вероятность события

В = {студент получил выученный билет}
без дополнительной информации о том, что событие А 
произошло, может быть вычислена по классическому опре­
делению с 12 = {1, 2,..., 30}. Согласно формуле (2.1.1) 

в 1имеем Р (В ) = -g-j =  у .  При дополнительной информации
(событие А произошло) множество возможных исходов А 
состоит из | А | = 20 элементарных исходов, а событие В 
вместе с А наступает в |ЛВ| = 3 случаях. Следовательно, 
и рассматриваемом примере естественно определить услов­
ную вероятность Р (В\А) события В при условии, что 
А произошло, формулой Р (В|/4) = | АВ j/! А | = 3/20. Отсюда, 
поделив числитель и знаменатель на | Q |, получим

Р ( В \ А ) ^ ,  (1.1)

так как согласно классическому определению Р (АВ) =* 
= \АВ |/| Q | и Р (А ) = \ А |/| Q | .  Формула (1.1) принимается 
за общее определение условной вероятности. Пусто
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(Q, Я, Р) — произвольное вероятностное пространство. 
Если А, В е Я ,  Р (Л) > 0, то условная вероятность собы­
тия В при условии, что событие А произошло, определя­
ется формулой (1.1), в правой части которой символ Р 
понимается как вероятность в рассматриваемом вероят­
ностном пространстве.

Пусть теперь некоторое событие А с Р (Л )> 0  фикси­
ровано. Нетрудно проверить, что функция Рд (В) — 
= Р(АВ\А) — Р (AB)tP (А), определенная для всех В е ? ! ,  
удовлетворяет аксиомам А2 —А4. Таким образом, для 
Р Л(В) справедливы ире следствия (1.3.6) — (1.3.11), полу­
ченные в § 3 гл. 1 непосредственно из аксиом.

Понятие условной вероятности позволяет естественным 
образом определить независимость событий. Равенство

Р (В |Л )  = Р (В ),  Р (Л )> 0 ,  (1.2)
легко согласуется с интуитивным представлением о 
независимости события В от А. Если Р (В )> 0 ,  то из 
равенства (1.2), используя (1.1), нетрудно получить, что 
Р (А | В ) = Р (Л). За определение независимости двух сры­
тий А и В принимается более симметричное условие:

Р (А В )  = Р ( А ) Р ( В ) ,  (1.3)
эквивалентное (1.2), если Р ( А ) > 0.

§ 2. Вероятность произведения событий
Равенство (1.1) можно записать в виде «теоремы умно­

жения»:
Р М В )  = Р (А )Р (В |  А). (2.1)

По индукции из (2.1) легко получить более общую 
формулу:
P (A ,A i ...A,,)=:P(Al) P (A t \Al) . . . P (A '\ A i . . .A n l). (2.2)

При л = 2 формула (2.2) совпадает с (2.1). Пусть
(2.2) доказано для л — 1 сомножителей. Тогда для п 
сомножителей (2.2) следует из предположения индукции 
и равенства (2.1), в котором нужно положить А = АХ... 
...Ащ-и В ~ А/,.

Если события А и В независимы, то условную вероят­
ность Р (В |А )  в формуле (2.1) можно заменить на безу­
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словную Р  (В). В результате получим (1.3). Возможность 
замены условных вероятностей безусловными в (2.2) свя­
зана с новым свойством совокупности событий Ли Ai f ... 
..., Ап• События А и ..., Ап будем называть взаимно неза­
висимыми (или независимыми в совокупности, или просто 
независимыми), если для всех комбинаций индексов 1 ^  
^ / i< .. .< * * < я (k = 2,. . . ,  /г) имеем

Р  (A ixAi2... Alk) = Р  (Д ,) Р  (А <2) ... Р  (Л,л). (2.3)
Если (2.3) выполнено только при k = 2, то события назы­
ваются попарно независимыми. Отметим, что из попарной 
независимости не следует взаимная независимость (см. за­
дачу 7).

Формулы (2.1), (2.2), очевидно, не пригодны для вычис­
ления вероятностей произведений событий, так как пра­
вые части этих формул содержат условные вероятности, 
для вычисления которых нужно знать вероятности про­
изведений. Полезность формул (2.1) и (2.2) обнаружива­
ется при построении математических моделей серий опытов, 
которые будут рассмотрены в следующей главе. Здесь мы 
ограничимся разбором отдельных примеров.

В классическом и геометрическом определениях вероят­
ности (см. §§1,3 гл. 2) предполагалась «раиновозможность» 
исходов опыта. Теперь мы обратимся к примерам вероят­
ностных пространств, построение которых основано на 
знании значений условных вероятностен или знании неза­
висимости некоторых событий.

В приложениях часто оказывается, чю условные вероят­
ности естественно задаются условиями опыта или опреде­
ляются приближенно из дополнительных опытов. Напри­
мер, при превращениях частиц в химических или ядерных 
реакциях частоты превращений различных типов можно 
принять за приближенные значения соответствующих 
условных вероятностей. В сериях опытов с перекладыва­
нием или извлечением шаров из урн можно естественно 
задать условные вероятности получения выборки опреде­
ленного типа из данной урны, если состав шаров в ней 
известен из предыдущих опытов. Отправляясь от заданных 
значений условных вероятностей, можно вычислить вероят­
ности элементарных событий.

Пусть, например, заданы вероятности
Р  (А ) = аи Р (В  1 /4) = Оц, Р (B \X )= a tL. (2.4)
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§ 3. Формула полной вероятности

Пусть А — произвольное событие, события В и В 2.••• 
..., В п попарно несовместны, P (B * )> 0 , Дг= 1 ,..., я, и 
А а  B i -ЬЯ*+ ... +  /*•• Тогда имеет место следующая фор­
мула (формула полной вероятности):

Р (Л )~  £  Р (В , ) Р (Д !  Д,). (3.1)
ft —I

Для доказательства этой формулы заметим, что А 
можно представить в виде следующей суммы попарно 
несовместных событии:

А = А В j -f- А /?2 А В ,|.
Отсюда, воспользовавшись аксиомой А4 и формулой (2.1), 
получим формулу (3.1):

Р (Л )=  £  Р (ЛВ*)= £  Р (В * )Р (Д |В * ).  
к — 1 ft-!

Используя (1.3.10), формулу (3.1) можно распространить 
на случай счетной системы попарно несовместных собы­
тий fl*, k= 1, 2, . . . ,  /i,...

Заменив в равенстве
D  / D I У.Ч Р(В>)Р(А ВЬ)| Л) = -р^ду

вероятность Р (А) по формуле (3.1), получим формулу
Байеса:

Р ( В к\А)= Р (Д»>Р М (3.2)
2  р(в,)р (л|в,)

< — I
Формула полной вероятности, так же как формулы (2.1),

(2.2), может быть использована для построения подходя­
щего вероятностного пространства по заданным условным 
вероятностям. Ниже рассматриваются два примера, в кото­
рых условные вероятности естественно считать заданными.

Пример 1. На фабрике, изготовляющей болты, пер­
вая машина производит 25 % , вторая — 35 % , третья — 40 % 
всех изделий. Брак п их продукции составляет соответст­
венно 5 % , 4 % , 2 % .
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а) Какова вероятность того, чго случайно выбранный 
болт оказался дефектным?

б) Какова вероятность того, что случайно выбранный 
болт произведен первой, второй и третьей машинами, 
если он оказался дефектным?

Реш ение, а) Обозначим через А событие, состоящее 
в том, что случайно выбранный болт —дефектный, а 
через 8Ь В2, #3 —события, состоящие в том, что этот 
болт произведен соответственно первой, второй и третьей 
машинами. Очевидно, что формула (3.1) применима. Таким 
образом, используя условие задачи, получим
Р (А) =

«= Р (fl,) Р (А | B t) + Р (В г) Р (А\В2) + Р (В „) Р (А | В,) =
= 0,25 • 0,05+0,35 • 0,04 + 0,40 • 0,02 -0.0345.

б) К  тем же событиям можно применить формулу 
Байеса (3.2) при п = 3 для А=1, 2, 3:

Р

0,25 • 0,05 125
“  0,0345 “  345*

0,35 • 0,04 140
~~ 0,0345 “  345*

0,40*0,02 80
0,0345 e  345*

П рим ер  2. Из урны, содержавшей М белых и 
N ~ М  черных шаров, один шар неизвестного цвета уте­
рян. Какова вероятность извлечь наудачу из урны 
белый шар?

Реш ение. Пусть В к — событие, состоящее в том, что 
утеряно k белых шаров (Л> = 0, 1); А — событие, состоящее 
в том, что шар, извлеченный из оставшихся шаров, ока­
зался белым. Положим
I  р (в о) = л ^ ,  р (я 1) = " ,

I  P (A \ B n) = x * L , Р ( Л | Я 0 - ^ { .

По формуле полной вероятности
D  / N  —  A i М  M - l  М
г  и ; — дг — 1 — i “iv
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Требуется построить такое вероятностное пространство 
(£2, Л, Р), что для событий А% В выполнены равенства (2.4). 

Из равенств (2.4) следует, что
Р (^ )=  1 — av = а*, Р (В\ А) = 1 — аи = Дц, 

Р ( / М ) =  1 — #21 = #22**
Положим Q = {(1>1, о).», о>з, о)4[. Событиями А и В назовем 
подмножества Д = {сиь В = {и>ь а>2}. Тогда /1В = {(и1|. 
Нетрудно проверить, что

Ы  = /4В, {о>,} = Лб, {w,} = >4S.
Если подходить к определению £2 менее формально, то 
можно сразу положить

£2 = {ЛВ, А В , АВ, АВ\.
Распределение вероятностей на всех подмножествах конеч­
ного множества однозначно определяется заданием вероят­
ностей всех подмножеств, состоящих из одного элементар­
ного события. Положим

Р (АВ) = Р (А) Р  (В | А) = о,а„,
Р (А В )  = Р (А )Р (В \ А )  = агаг1, , 
Р (А В ) = Р (А )Р (В \ А )  = аха1и к ' 
Р (А В ) = Р (А )Р (В \  Л) = а*а„.

Правые части этих равенств неотрицательны и в сумме 
дают единицу. Распределение вероятностей задано. Отправ­
ляясь от заданного распределения вероятностей, найдем

Р (Л) = Р (А В) + Р (А В) = ахап + алап = аь
p / D l  Л \ _Р  (^В) __  а 1а 1\ _ пР (В  Л )- - р ^ г -  — - a llf 

р  / О | А \ __ Р  (ДЯ) __ а*а11 __ ~Р ( в  М ) -  Р 7 д г - т = г 5 ; - а21.

Таким образом, мы нашли распределение вероятностей, 
удовлетворяющее условию (2.3).

Построение вероятностного пространства по условным 
вероятностям в более общем случае будет рассмотрено 
в следующей главе.

В примерах, рассматриваемых в этой главе, обычно 
предполагается, что соответствующие условные вероят­
ности заданы. Построение по ним вероятностного простран­
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ства может быть проведено так же, как в рассмотренном 
выше примере.

Дадим теперь еще одно решение задачи о ключах 
(см. пример 3 § 1 гл. 2), основанное на использовании 
понятия условной вероятности. Предлагаемое здесь реше­
ние является частичным построением другого вероятност­
ного пространства, описывающего последовательное извле­
чение ключей. Вероятностные пространства, удобные для 
описания последовательности испытаний, будут подробно 
рассмотрены в следующей главе. Событие Л*, состоящее 
в том, что нужный ключ появится в &-м испытании, можно 
представить в виде произведения

А* =  AiA2. .. Аь-хАь.

Огсюда, используя формулу (2.2), получим
В, Р (Аь) =  Р (Aj) Р (Л21 ĵ i) ... Р (А/, | AiA%... Ак |).

Значения сомножителей можно считать заданными в усло­
виях задачи. Действительно, из п ключей только один 
подходит и п — 1 не подходят. Следовательно, Р (>4i) =*
с* -. Если произошло событие Аи то осталось /1— 1
ключей, среди которых один подходит и п —2 не подхо-

л _2дят. Отсюда Р (Да j ^i) = и т. д. Чтобы приписать
вероятности Р(/4»|Д,....Д,,_,) определенное значение, нужно 
Иметь в виду, что к к-му извлечению осталось п — й+1 
ключей, из которых один подходит к двери. Тогда естест­
венно положить
Ш  Р (Л* | А%... Л*-1) = •
Окончательно получаем

р  / л \_л — 1 л — 2 л — k-\-1 1 1
п -п _ |  •••••п _ л +  2 ' л - * +  1 ~  л •

Результат получился такой же, как в § 1 гл. 2. Если 
отправляться от распределения вероятностей, введенного 
лля этой задачи в § 1, гл. 2, то можно по формуле (1.1) 
вычислить условные вероятности P(/*aM i). PMsMi/42),... 
Их числовые значения совпадут со значениями, которые 
Сили использованы в этом параграфе.
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Отметим, что вероятность извлечения белого шара из урны 
до утери шара тоже равна М/А/.

Рассмотрим еще один пример, который лает некоторое 
представление об использовании формулы полной вероят­
ности при исследовании случайных процессов с непре­
рывным временем.

Прим ер  3. Вероятность поступления на телефон­
ную линию одного вызова за время (/, t + h) равна 
ah-\-o(h)t /г->0; вероятность того, что ни один вызон 
за время (/, / + Л) не поступит, равна I — ah + o(h). Если 
линии занята, то вызов теряется. Если в момент / еще 
продолжается разговор, то за время (/, t + h) он окон­
чится с вероятностью p/t + o(/i), Л-*0. Вызовы поступают 
независимо друг от друга. Найти Р 0(/) —вероятность 
того, что линия в момент t свободна, и вероятность P%(i) 
того, что линия занята.

Реш ение. Предположим сразу, что подходящее ве­
роятностное пространство существует и что для интере­
сующих нас событий

= {линия в момент / свободна},
£/' = {линия в момент t занята}

при каждом t вероятности Р 0(/) = Р  (В}0,)9 P i (0 = Р  W )  
определены и непрерывны по t. Так как

B f ' + B't"** Q, Bt"'Bt" = 0 , 
то по формуле полной вероятности (3.1)
р д а А) = р ( в п  р д а  *I в п  + р (в/’) р д а А!в п .  (3 3)
Свободная в момент времени t линия останется свобод­
ной в момент t-\-h, если за время (/, f-f/j) вызовов 
не будет. Так как другие события, прн которых линия 
останется свободной в момент t-\-li, имеют вероятность
о (Л), то

P  (В/+ ь | В ? ') = 1 — a/t +  о (/()•

Занятая в момент / линия будет свободной к моменту 
t t-ft, если закончится разговор н за время (I, Г+Л) 
новых вызовов не будет. Вероятность этого события равна

№  +  о (h)) ( I  -  all +  о (/!)) =  рЛ +  о (Л).



Эта вероятность вносит основной вклад в P(fl}*+»|fl}")* 
Сумма остальных слагаемых равна о (/*). Таким образом,

Р(в>’4.* |Я П  = РЛ + °(Л ).
Подставляя найденные условные вероятности в (3.3) и 
используя обозначения P0(t)i /МО» получим

Р0 (I + h) = (1 -  a/i) Р„ (/) + pW>, (0 + о (h).
Отсюда
I  Ро (t+ну-  Я, (о = _  аРо (<)+рpt (<)+gg>,

Переходя к пределу при ft-*-О, получим*)

[; = — aPt (О -f PPj (0- (3.4)

Аналогично найдем уравнение для Р, (/):

I  d-PiM  =  a p e(t) - p p l ( 0 . (3 5)

Полагая />о(0)=1, Р, (0> = 0, найдем решение системы
(3.4)-(3.5):

Яо(0 = ^  +  г£ й е- (а + р)',а + Р а + р (36)
р , (t ) — - JL _________ +
' а + р а + Р

При t-*-oo вероятность / М О  стремится к величине 
a/(a-fp). Естественно, что с ростом интенсивности по­
ступления вызовов а вероятность занятости линии уве­
личивается.

Из формул (3.6) следует, что решение (Pn(t), Pi (/)) 
системы (3.4) —(3.5) удовлетворяет равенству Р0(1) 4- 
-(-/>,(<)= 1. Это же равенство следует из предположения
о существовании вероятностного пространства, в котором 
определены вероятности Яо(0 и /МО противоположных 
событий. Если подставить Р х (/)=? 1 — А»(0 в уравне­
ние (3.4), то вместо системы можно решить одно уравне­
ние для Ро (/).
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*) Из существования предела при Л-*-0 следует существование 
только левосторонних производных в (3.4) и (3.5). Замени» в преды­
дущих рассуждениях t и t+ h  на t — h и /, получим выражения для 
правосторонних производных, совпадающие с (3.4) и (3.5).
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К предположениям о существовании подходящего 
вероятностного пространства, в котором определены 
вероятности нужных нам событий, нужно относиться 
с известной осторожностью. Рассмотрим следующий при­
мер. Пусть состояниями частицы являются числа 0 ,1 ,2 ,... 
При / = 0 частица находится в состоянии 0. Если частица 
в момент / находится в состоянии k, то к моменту t + h 
останется в этом состоянии с вероятностью 1—а*Л + о(Л), 
/!-► 0, и перейдет в состояние Л-fl с вероятностью 
а*Л + о(А). Пусть Р к (t) — вероятность того, что частица 
в момент t находится в состоянии k. Рассуждая так же, 
как в рассмотренном выше примере, для функций 
/?= О, 1, 2, ..., можно получить бесконечную систему 
дифференциальных уравнений. Естественно было ожидать,

оо
что 2  /М0=1- Однако если а* быстро увеличиваются

h «=0
оо

с ростом k9 то оказывается, что V  Р Л(/)< 1. Более
А-0

подробно этот пример рассмотрен в книге Феллера [18], 
§ 4 гл. 17. Оказывается, что частица за конечное время 
с положительной вероятностью может пройти по всем 
состояниям. В этом случае набор чисел {а*} уже не 
определяет процесс при всех / > 0.

З а д а ч и  к г л а в е  3

1. Брошено две игральных кости. Какова вероятность того, что 
выпало две «3>, если известно, что сумма выпавших очков делится 
на три?

2. Известно, что при бросании 10 игральных костей появилась 
по крайней мере одна «I». Какова вероятность того, что появилось 
две «1> или более?

3. Из множества чисел {1, 2 ,. . . ,  N ) по схеме случайного выбора 
без возвращения выбираются три числа. Найти условную вероятность 
того, что третье число попадет в интервал, образованный первыми 
двумя, если известно, что первое число меньше второго.

4. Из урны, содержащей 3 белых и 5 черных шаров, последова­
тельно без возвращения извлекают 8 шаров. Пусть (Л*/*) — собы­
тие, состоящее в том, что /-й шар был черный (белый). Найти услов­
ные вероятности:

1) Р  M i1' | A'il}A ,u*>Ao*)A ,lv );
2)Р

l«i, а2, а,) =  (0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0).



5* Доказать, что события А и В  независимы, если независимы
события А и В.

6. Случайная точка (£|, £*) имеет равномерное распределение 
в квадрате {(*,. х2): 0 < * 1 ^ 1 , 0 ^  хг ^  1}.. При каких значениях Т 
яезап полны события

7. Пусть

J } ,  С , - { е, «
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Р где 5|t h  определены в задаче 6. Показать, что события C,t Cf, Cj 
• попарно независимы. Являются ли события С 1% С2, С3 взаимно неза­

висимыми? Зависимы ли события C,Ct и С3?
8. События A lt Л2, Ла, Л4 взаимно независимы. Доказать взаим* 

ную независимость событий АгА9 и Л3Л4.
9. События. АХч А^ Л3, Л4 взаимно независимы; Р (ЛА) = р*, 

I k — l, 2, 3, 4. Найти вероятности событий: 1) Л|Л3Л.; 2) А* + А%\
3) (Лъ+АДАз+А*).

10. Электрическая цепь составлена из элементов Л*, 6=1, 2, 3 
^Клементы Ах и Л., соединены параллельно, а Л3 присоединен к ним 
^Последовательно). гГри выходе из строя любого элемента цепь в месте 
jfero включения разрывается. Вероятность выхода из строя за данный

i| период элемента Л* равна pb, k =» I, 2, 3. Предполагается, что элементы 
г выходят или не выхолят из строя независимо друг от друга. Найти 

вероятность того, что за рассматриваемый период по цепи будет 
проходить то*.

11. Иэ урны, содержащей 3 белых и 5 черных шаров, два игрока 
по очереди вытащили по одному шару. Положим Л*=*{£-й игрок

швытащил белый шар}. Найти вероятности событий: Л,, Л2, Л,Л,.

{ У к а з а н и е .  Выбрать подходящим образом числовые значения 
|рВероятностей Р (Л»), Р (Л2 Л,), Р (Л. \ Лх). Воспользоваться форму­
лами (2.5).
12. Упрощенная система контроля изделий состоит из двух неза*» 

висимых проверок. В результате А»*й проверки (А?=1, 2) изделие,
I  Удовлетворяющее стандарту, отбраковывается с вероятностью 0*, 
: а бракованное изделие принимается с вероятностью а*. Изделие при­

нимается, если оно прошло обе проверки. Найти вероятности событий:
1) бракованное изделие будет принято;
2) изделие, удовлетворяющее стандарту, будет отбраковано, 

j* 13. В первой урне 2 белых и 4 черных шара, а во второй —
9  белых и 1 черный шар. Из первой урны переложили во вторую 
Два шара. Найти вероятность того, что шар, вынутый из второй урны 
после перекладывания, окажется белым.

14. Изделия поступают на проверку, описанную в задаче 12. 
«Предполагая, что каждое изделие удовлетворяет стандарту с вероят­

ностью р% найти следующие вероятности:
1) вероятность того, что поступившее на проверку изделие не 

будет отбраковано;
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2) вероятность того, что неотбракованное изделие удовлетворяет 
стандарту.

15. Предположим, что 5 %  всех мужчин и 0,25% всех женщин — 
дальтоники. Наугад выбранное лицо оказалось дальтоником. Какова 
вероятность, что это мужчина? (Считать, что количество мужчин и 
женщин одинаково.)

16. По каналу связи может быть передана одна из трех после­
довательностей букв: АЛАА, ВВВВ , СССС; известно, что вероятности 
каждой из последовательностей равны соответственно 0,3; 0,4; 0,3. 
В результате шумов буква принимается правильно с вероятностью
0,6. Вероятности приема переданной буквы за две другие равны 0,2 
и 0,2. Предполагается, что буквы искажаются независимо друг от 
друга. Найти вероятность того, что передано АААА, если на прием­
ном устройстве получено АВСА.

17. Вероятность того, что молекула, испытавшая в момент / « 0  
столкновение с другой молекулой и не имевшая других столкновений 
до момента /, испытает столкновение в промежуток времени (/, / +  Л), 
равна АЛ + о(Л), Л-+-0. Найти вероятность того, что время свобод­
ного пробега будет больше /.

18. На одну телефонную линию могут поступать вызовы двух 
типов: срочные и простые. При поступлении срочного вызова разго­
вор по простому вызову прекращается. Вероятности поступления 
за время (/, /-f Л) срочного и обычного вызовов равны соответственно 
а,Л+ о (Л), а2/i+o(/i), Л —► 0; вероятность прекращения любого раз­
говора за время (/, t-\-h) равна 0h + o(h). Пусть Р§(/)> P\Vh Р\ (0 — 
вероятности того, что в момент t линия свободна, занята срочным 
вызовом, занята простым вызовом. Написать для Р к (/) дифферен­
циальные уравнения и найти lim Я А(/) = л*, k — 0, 1, 2./ -*оо

19. Изменим условия работы телефонной линии, описанной в при­
мере 3 из § 3. Будем считать, что при занятой линии вызовы не 
теряются, а становятся в очередь. Обозначим Р к (/) вероятность того, 
что в момент / один вызов сбслуживается и k — 1 образуют очередь 
(Л ^1 ; Ро (/) — вероятность того, что линия свободна). Составить для 
P k (/) дифференциальные уравнения. Найти lim />*(/) = л*. *сли

/  —*  СО
в — а/0 <  I.
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§ 1. Общее определение последовательности испытаний

Дадим сначала описание реальных испытаний в опыте 
с перекладыванием шаров в урнах, а затем построим 
математическую модель этих испытаний.

Пусть имеется три урны, содержащих белые и черные 
шары, одинаковые по форме. Состав шаров в первой урне:
2 белых и 3 черных; во второй —2 белых и 2 черных; 
в третьей —3 белых и 1 черный. Из первой урны слу­
чайно выбирается один шар и перекладывается во вторую. 
После этого из второй урны также случайно один шар 
перекладывается в третью урну и, наконец, из третьей 
какой-то из шаров перекладывается в первую. Таким 
образом, мы имеем три испытания, состоящих в извлече­
нии шаров из трех урн. Предположим, что нас интере­
сует, какой состав шаров в первой урне после перекла­
дываний наиболее вероятен, а также —что вероятнее: 
изменение состава шаров в первой урне или сохранение.

Построим математическую модель этою опыта. Обо­
значим Ак реальное событие, состоящее в том, что при 
£-м перекладывании (& = 1, 2, 3) был переложен белый 
шар. Положим

Q  = * {АхА^Аз,  A i A 2A j 9 А\А2Аъ% А\А2А ^

АгАгЪ, АхА2Аз9 А\А2А̂ 9 AiA2Aj\.

Здесь, например, символом AxAtAs обозначено элементар­
ное событие, соответствующее в реальном опыте перекла­
дыванию из первой урны белого шара, а из двух других — 
черного» Событию А { реального опыта соответствует в ма­
тематической модели следующее подмножество И:

Ai — [AiAiAjf Л1Д2Л3, AiA2Â 9
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Аналогично определяются события Л/, А1% соответствую­
щие реальным событиям Л/э Л*. Ниже мы не будем ис­
пользовать разные обозначения для реального события и 
соответствующего ему события модели, т. е. положим 
Д  ==Л/. Тогда на введенные формально обозначения для 
элементарных событии можно смотреть как на произведе­
ния соответствующих событий. Если состав шаров в дан­
ной урне известен, то мы легко можем задать вероятность 
события, состоящего в извлечении из этой урны шара 
определенного цвета. В рассматриваемой задаче состав 
шаров в урне становится известным, если известно, какой 
шар в данную урну был переложен. Таким образом, мы 
можем считать, что заданы вероятности Р (ЛО, Р (Ах)9 
Р (Л* | Лж), Р (Л 3; Л Л )  и т. д. Например,

P M i ) = 5 > P M 1 Л х ) = - 5 .  р (А, ; AtAt) -  -J-. (1 .1 )

При определении второй и третьей вероятностей мы ис­
пользовали то, что* во вторую и третью урны был пере­
ложен белый шар и их состав стал соответственно:
3 белых, 2 черных; 4 бе'лых, 1 черный. Аналогично 
можно приписать значения другим условным вероятно­
стям. По заданным условным вероятностям так же, как 
в § 2 гл. 3 (см. (3.2.5)), мы можем полностью восстано­
вить распределение вероятностей на подмножествах й. 
По формулам (3.2.2) и (1.1) находим

Р ( Л . / М з )  =  Р ( / ! , )  Р (At I Ах) Р (А3! AxAt) =  § • -J- • I .

Аналогично приписываются вероятности другим элементар­
ным событиям. Окончательно получим

Р (Л 1ЛоЛ3) = ^ ,  Р ( Ш з ) = | | ,

Р (Л1Л.»Лз) = У25» Р (Л1Л2Л3) = >

Р  (Л|Л2Ля) = J 25» Р  (А\А2А̂ ) = jggt

Р (ЛхЛ^Лз) =*.]25» Р  (Ai A2Az) =
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По этим вероятностям однозначно определяется вероят­
ность любого события. Пусть, например,

{после перекладывании в первой урне
оказалось / белых шаров},

/= 1, 2, 3. Тогда

В\ =  {AiA2A3t Л^Лз}, 
^2 ==й{А\А2Аз9 A iA 2As} 9 

Вз =  {Л|Л2Лз, А\А2А3, Л|Л2Л3, Л1Д2Л3}
и

К  р д а - й '

Дадим определение последовательности испытании. 
Пусть множеством элементарных событий является мно­
жество

= /* = 1,2...... N-, *= 1 ,2 ....... «}. (1.3)

Элементарное событие <а = (ilit ...i„ ) интерпретируется как 
цепочка исходов в п последовательных испытаниях, каж­
дое из которых имеет N несовместных исходов: 1, 2, ... 
. . . ,  N. Положим

К  p (o))= p(/i)p (/,|/i)...p (/e |/1.../,_i), (1.4)

W  p(/,|< i.../,-1)^=0,

S  p(»',|/i.../,-») = 1, s = 1....... п, (1.5)

/* = 1....... N, 1

Тогда на подмножествах Q„ однозначно определяется 
вероятность:

Р (Д )= _ £ р (с » ) ,  Л е й , .  (1.6)
<в€Е А

Нужно только проверить (см. § 2 гл. 2), что

£р(<о) = 1. (1.7)
шей
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Для доказательства (1.7) заметим, что
N

X  21 Р (li) Р (I* | li) . . • Р (|л ' .. . 1л_1> =

N
=  £  Р  0 'i )  Р  («а I *'i) • • • Р  ( • • - 1  ! < ! • • •  '«.-*) X  

<•-*,-1-1
N

X £  Р 0я I *1 • • • й-l) =

=  2 ]  Р (it) Р  («* I W  •. • Р  ( ' » !  «1 • • in t ) .
41.....fn—1

/V
так как V] p(/rt|ii.../ n-,) =  l  согласно (1.5). Далее мы

можем выделить сумму по /„-l и вновь воспользоваться
(1.5). Повторив этот процесс п раз, получим (1.7). Таким 
образом, мы определили вероятностное пространство, 
являющееся математической моделью последовательности 
из п испытаний. Нетрудно проверить, что число p (ik\i\...

1) является условной вероятностью появления в А-м 
испытании исхода ik при условии, что до этого была 
получена цепочка исходов (tVs...i*-i)*

Схему случайного выбора без возвращения, введенную 
,в  § 1 гл. 2, естественно определять как последователь­
ность испытаний. Для этого условные вероятности 
р (I, | /|... i,_i) нужно задать следующим образом: если 
известен результат первых s —1 испытаний, то при s*м 
испытании с равными вероятностями может быть полу­
чено любое, из оставшихся чисел. Модель случайного 
выбора без возвращения, сформулированная в терминах 
условных вероятностей, совпадает с классическим опреде­
лением из § 1 гл. 2.

Решенная в начале параграфа задача является част­
ным случаем общей схемы испытаний с л = 3, N = 2,

Р(1) = Р(2| 1) = />(112) = р (21 12) = р (2 j 22) = 2/5,
. р (2) = р (1 |1) = р(2|2) = р(11 12) = р ( I 122) = 3/5, 
р.(1|П )-/»(1|21)-4/б, P(2j 11) =/?(2121) = 1/5,
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где исходы «1» и «2» соответствуют извлечению белого 
п черного шара.

В данной задаче оказалось, что вероятности p(i\jk) 
не зависят от /'. Это естественно, так как на состав по­
следней урны влияет только цвет шара, переложенного 
из второй урны, и если этот цвет уже известен, то 
неважно, что было переложено во вторую урну из первой. 
Последовательность испытаний, в которой условные веро­
ятности р (lt 11\... //-i) не зависят от /,_2,

7-1/

называется цепью Маркова. Более подробно такие испы­
тания будут рассмотрена в гл. 8. В случае, когда 
р (// 11г... //-*) не зависят от /ь ... ,  //_ь  последователь­
ность испытании называется последовательностью неза­
висимых испытаний.

§ 2. Последовательность независимых испытаний

По определению, данному в конце § 1, в случае не­
зависимых испытаний условные вероятности p(/|/i«../m) 
не зависят от /,, ..., /,_ь но могут зависеть от /. Если 
Зависимость от t есть, то независимые испытания назы­
вают неоднородными, а в противном случае — однород­
ными. Таким образом, последовательность независимых 
однородных испытаний определяется равенствами (1.3),
( 1.6) и формулой

Р М ^ Р / .Р ^ .Р / , ,  (2.1)
N

где \ > = 1 , р ^ О , /=1,2, ... .  N.
Ь 1шт 1

Последовательность однородных независимых испыта­
нии является математической моделью серии опытов, по­
вторяющихся в одинаковых условиях. Вероятностную 
модель, определенную формулами (1.3), (1.6), (2.1), на­
зывают также полиномиальной схемой. Частный случай 
полиномиальной схемы с N = 2 называют схемой Бернулли 
или испытаниями Бернулли. Два исхода каждого испыта­
ния схемы Бернулли будем обозначать символами 1 и О 
или называть « у спехом» и «неудачей», а соответствующие
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нм вероятности в одном испытании обозначим буквами 
р и <7= 1 — р.

Покажем, что любые события, связанные с разными 
испытаниями полиномиальной схемы, взаимно независимы. 
Пусть S, (/*»!, ...» п) — подмножества множества исхо­
дов отдельного испытания {1, 2, ..., N\. Обозначим 
событие, состоящее в том, что исход /-го испытания при­
надлежит множеству 5/.

Теорема 2.1. При любых S,, t = 1, . .. ,  я,

Из доказанных равенств следует утверждение теоремы.
Положим S/ = {/} в формуле (2.3). Тогда в (2.3) сумма 

сведется к одному слагаемому р/, которое оказывается 
вероятностью /-го исхода в t-м испытании. Если в (2.2) 
положить S3 = S 4 = ... = S rt = {1, 2, . .. ,  N }t то получим 
равенство Р (B£'tB'£'9) = Р (B£'t) Р (Bst), так как £ $ **...

N
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как V p ,  = l,

I-1

то из формул (1.5) и (2.1) получим

N N

Аналогично проверяется, что при любых

(2.3)

...= B {̂  =  Q и B 'sB 1” ... В$ ' = B ls]B{sA. Аналогично прове­
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ряется, что при любых имеем

р  К  • • • « э д  - р ( •  • •р  ( « з д  • <2
Таким образом, мы показали, что при любых S l9 SM 
события взаимно независимы.

Во многих задачах мы часто каждому элементарному 
событию ставим в соответствие определенное действитель­
ное число, например: величину выигрыша, число исходов 
данного типа в полиномиальной схеме, число успехов в а 
испытаниях схемы Бернулли и т. д. Пусть (£2, ?(, Р ) — 
вероятностное пространство. Назовем случайной величи­
ной действительную функцию от элементарного события: 
? = £(о>), coeQ . Для дискретных вероятностных про­
странств случайной величиной мы будем называть произ­
вольную функцию от (о, а в общем случае, рассматривае­
мом в гл. 5, на функцию £(а>) будут налагаться 
дополнительные условия.

Для п испытаний схемы Бернулли элементарные 
события удобно обозначать цепочками длины л, состав­
ленными из букв У и Н: <о = У У Н ...Н Н У . Обозначим 
Ил = Ил (У У Н . . .ННУ) случайную величину, равную числу 
успехов в первых п испытаниях Бернулли. Так, напри­
мер, при /1 = 4 имеем

И4 = И4 (УУ НУ) = 3, И4 = М4 (НННН) = О 
и т. д. Найдем вероятность событий

{ц„ = ш} = {(УУН ...У ): Ил(УУН...У ) = ш}. “(2.5)
Теорема 2.2. Если ц* — число успехов в п испытаниях 

Бернулли, то
Г Р (И* = т ) = Р п(т )  = С?ртс Г т > (2.6)
где ш = 0, 1, 2, п, </= 1 — р, р — вероятность успеха 
в отдельном испытании.

I Д о к а з а т е л ь с т в о .  Каждая цепочка исходов, вхо­
дящая в (2.5), содержит ровно т  успехов и п — т  неудач. 
Тогда, воспользовавшись формулой (2.1) с N = 2, =
Л| = <7, мы получим, что любая цепочка из множества 
(2.5) имеет одну и ту же вероятность pmqn-m. Различные 
Цепочки в (2.5) отличаются только расположением успехов



GO ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ИСПЫТАНИИ (ГЛ. 4

и неудач, так как общее число успехов фиксированно. 
Расположение успехов и неудач однозначно определяется 
выбором из п мест т  мест для успехов. Это можно сде­
лать С  способами. Отсюда и из формулы (2.5) следует 
утверждение теоремы, так как каждая цепочка в (2.5) 
имеет вероятность pmqn~m.

Для полиномиальной схемы с произвольным N введем 
случайные величины £*, равные числам исходов ft, ft = 
= 1, 2; . . . # N. Покажем, что

Р (£! = " ! „  l ,  = mt........  l N = mN) = • • • Pn" ’
(2.7)

где т и m*, ...,  miV — неотрицательные целые числа, удов­
летворяющие условию т  1 + /я* + ...+ гпдг п. Для осталь­
ных значений т к левая часть (2.7) равна 0. В каждой 
цепочке (/t/f . ../*)# удовлетворяющей условию (Si = w,, 
t ie ffli, . .. ,  Ън = т х )9 «1» встречается mt раз, «2» — wt 
раз, ..., — т у  раз. Следовательно, вероятность каж­
дой такой цепочки равна Число цепочек
заданного вида можно найти следующим образом: С,?1 
способами можно выбрать из п мест т г мест для «1»; из 
оставшихся п — т х мест можно выбрать C^Lmt способами 
места для с2* и т. д. Отсюда общее число цепочек нуж­
ного нам вида равно

ОС"» ...cm‘v ---т.п п — т1 т, —... — ту_, m.lm,!...mN\

Из приведенных рассуждений следует формула (2.7). При 
N = 2 формула (2.7) совпадает с (2.6).

Обозначим Л'/' событие, состоящее в том, что в / м 
испытании полиномиальной схемы появился исход N, и
/lin=* Л1,'11. Тогда, полагая сначала S, = {iV}, а затем S,=> 
= {1, 2....... N — 1}, по формуле (2.3) найдем

Р  М ” ) = р\, Р  М ° )  = Pl + .. .  + ры-х = 1 - p N.
Отсюда и из (2.2) получим

Р ... А % ) = РЛ (I -  рм)н я , е, = 0, I,
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если ej-f е* + ... + е„=*гн. Таким образом, цепочки 
м о ж н о  принять за «элементарные события» 

в схеме Бернулли с pN*=p и pi-f...+P^-i*=<7-
При п подбрасываниях игральной кости мы имеем 

полиномиальную схему с Л'= 6 и р} = = ... = р« = 1/6. 
Если теперь «укрупнить» элементарные события, напри­
мер различать в цепочках исходов в каждом испытании 
только «6» и «не 6», то получим схему Бернулли с р = 
Ь= 1/6, <7 = 5/6. Отправляясь от полиномиальной схемы 
с Л/ исходами, можно при более мелком укрупнении 
лолучить новую полиномиальную схему с меньшим чис­
лом исходов.

Отметим еще, что полиномиальная схема с *= р2 =... 
... = рлг = 1/Л/ совпадает со схемой случайного выбора 
с возвращением, определенной в § 1 гл. 2 на основе 
классического определения. Таким образомг определенные 
в § 5 гл. 2 случайные числа можно также рассматривать 
как реализацию испытаний полиномиальной схемы с рав­
новероятными исходами 0, 1, 2, . .., 9.

§ 3. Предельные теоремы в схеме Бернулли

В приложениях часто приходится вычислять вероят­
ности различных событий, связанных с числом успехов 
е п испытаниях схемы Бернулли при больших значениях п. 
В этом случае вычисления по формуле (2.6) становятся 
затруднительными. Трудности возрастают, когда при­
ходится еще суммировать вероятности (2.6). К суммиро­
ванию (2.6) сводится вычисление вероятностей событии 
вида Действительно,

Р ( я < ц л<&) = 2  Р(Мл = « )=  2  р»(т). (3.1)
u < m < 6 а<т<Ь

Затруднения при вычислениях возникают также при 
малых значениях р или </.
ь Иногда при больших п удается заменить формулу (2.6) 

какой-либо приближенной асимптотической формулой. 
Иулвсдсм три предельные теоремы, содержащие асимп­
тотические формулы для вероятностей (2.6) и (3.1) при
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Теорема 3.1 (теорема Пуассона). Если п-+оо и 
р-+ 0 так, что np-*~kt 0< Х < о о # то

Р (щ  = т ) = СтпртГ т -  Pm (X) = ~  в-*-

при любом постоянном т , т  — 0, 1, 2, ...
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положив пр — У.я, представим 

вероятность Р (щ  = т )  в виде

_ k ) " ~  _

Отсюда при п-+оо получим утверждение теоремы.
Таким образом, при больших п и малых р мы можем 

воспользоваться приближенной формулой

Р(ця = т ) « а ^ е ‘ «, к„ = пр. (3.2)

Известно (см. [2], гл. 5, § 4, теорема 8, стр. 116), что 
при любом множестве В с { 0, 1, 2, ...}

Р (цп€=В)- £  р„(лр)
т е  В

пр*.

Приведенное неравенство верно для любых множеств В. 
При использовании приближенной формулы для индиви­
дуальных вероятностей ошибки могут быть значительно 
меньше. Для сравнения точных и приближенных значений 
приведем следующую табличку:

т 0 1 2 3 4 5

Рт (ПР) 
Р { * А ю  =  т }
Р <Июо =  т }

0,1353 
0,1074 
0,132G

0,2707
0,2684
0,2707

0,2707
0,3020
0,2734

0,1805
0,2013
0,1823

0,0902
0,0880
0,0902

0,0361
0,0264
0,0353

При п — 10 вероятности Р {hip = w} вычислены для р — 1/5 
(«р* = 0,4), а при п= 100 — для р — 1/50 (прг = 0,04).
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Если мало значение q, то пуассоновским приближением 
можно воспользоваться для числа неудач. В случае, 
когда оба параметра р и q заметно отличны от 0, исполь­
зуются теоремы Муавра — Лапласа (локальная и интег­
ральная).

Введем функции <р(х) и Ф(д:) следующими равенствами:
Д| ;

<р(*) = 7 5 е" ’ ’ ф (*)= J  Ф («)<*«*.
— оо

Т е о р е м а 3.2 (локальная теорема Муавра — Лапласа). 
Если п-+оо, р (0 < р < 1 ) постоянно, величина хт =
= (т  — np)/V npq ограничена равномерно по т  и л
(— °о< а< дст *£ б<  + ос), то

Р(Цп = т )  = ц> (хя )(1 + а „ (rn))/Vnpq,

где а, | <  C/Y« при хт е  [а, Ь], С >  О — постоянная.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Коэффициент СЦ в (2.6) запишем 

в виде
п!С,г = ml (п — т )  I * (3.3)

Так как
т  = пр + хт  V~npq, n — m — nq—xm \rnpq, 

то, воспользовавшись формулой Стирлинга

In л ! =  In У  2л л - f  л  in п — л  +  О j , 

олучим

In т\ = In У  2пт -J- (лр -f- хт \rnpq) \п(пр-\-хт У  npq) —
- n p - X m V n p q + o Q },

In (л — т ) ! = In У  2л (л — т )  +

+ {nq -  хт Vnpq) In (nq -  хт l̂ npq) -

- n q  +  xm [ H p q + 0 [ ~ j .

(3.4)

(3.5)
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Логарифмы в (3.5) при помощи формулы 1п(1+х) = 
= х — **/2 + 0 (х*) запишем в виде

\n(nq-xmV  npq) =

- I "  " ?  — ■̂ У п д - т Ь  + О ^ ^ ? ) ’
Утверждение теоремы можно получить из (2.6), (3.3)—(3.6).

При качественной оценке условий применимости при­
ближенной формулы

нужно оценить величину остаточных членов в (3.6). При 
п —*• оо сумма остаточных членов стремится к 0 при любых 
фиксированных р и q, Однако при конечных
значениях п сумма остаточных членов может быть очень 
большой, если р или q малы. Хорошие приближения 
формула (3.7) дает при p = q= 1/2. Если в этом случае 
провести более точную оценку остаточного члена, то в 
формулировке теоремы можно заменить |а „|< Q \ rn на 
|а„|<С/л. Формулу (3.7) часто используют при н>100 
и npq>20. Указания о границах применимости формул
(3.2) и (3.7) являются очень приближенными и носят 
скорее качественный характер; к ним следует относиться 
с осторожностью.

Отметим еще, что в условиях теоремы 3.2 из того, 
что п-*- оо, следует стремление к бесконечности т . Это 
значит, что т  и п в (3.7) должны отличаться друг от 
друга не очень сильно; например, для Р(ц„ = 0) локаль­
ная теорема дает плохое приближение.

Теорема 3.3 (интегральная теорема Муавра — 
Лапласа). Если р, 0 <  р <  1, постоянно, то при п-*- оо

In (пр 4- x „V  npq) = In tip In ' 1 + xm j /  =

P (ц„ = m) я« ф (xm)lV  npq (3.7)

P

равномерно no a, b, — o o ^ a ^ b  оэ.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем теорему сначала 
при фиксированных а, Ь, — оо< а< Ь< -|-оо. Очевидно,
что вероятность события (a ^ ^ Z lp t^b 'j можно пред­
ставить в виде

p ie < v S r < b) = / M a - 6)= 2  р о *» - * ). (з-8)

т  — пргде хт = —р=~ и суммирование распространяется на зна-
У "ря

чения т , для которых xme [a ,  &]. Применяя к слагае­
мым (3.8) локальную теорему, получим

где
Рп(а, b) = Sn + Tn,

Sn= У  у(хт)- Л = ,

Тп= У ая (т ) ф (хт) -4= , 
. Г?. V пря

(39)

Xme la .  »|
JT*1 -

V  2л
Так как

__  _ т  + 1 — яр m-np ILbXm — 1 хт — ,7------ ./-- — ->—- •К лде к лр<7 к npq 
то S„ можно записать в виде суммы

Sn = £  ф (*т) Д*т,
*me[a. 6|

которая отличается не более чем двумя слагаемыми от
одходящим образом выбранной интегральной суммы,

/>
тветствующей интегралу $ ф (х) dx. Следовательно,

а

Ь
lim S„ = ^y(x)dx. (3.10)

п -*00

3 в. П. Чистяков
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Используя оценку для ап(т )  из локальной теоремы, 
получим

Ь]

Таким образом, при п->оо
7\,-*0. (3.11)

Утверждение теоремы для постоянных а, b следует из 
формул (3.8) —(3.11).

Из доказанного и из теоремы 2.4 гл. 7 следует равно­
мерная сходимость. Приближенная формула

ь
Р \ <р(х)(1х = Ф (Ь )- Ф (а )  (3.12)

\ У npq ) J

используется в тех случаях, когда возможно исполь­
зование (3.7). Численное значение интеграла можно найти, 
если воспользоваться таблицей 2 для функции

X  ц Ж

Ф 0(x )-y^ jje~*du . (3.13)

При небольших значениях npq приближенную формулу 
(3.12) нужно заменить следующей формулой (см. [18], 
гл. 7, § 2, стр. 189):

Приведем таблички точных и приближенных значений 
вероятностей событий цл< ;т 2}. Положим

Р  (шь  mt) = Р  {тх «£ ц, <  т г\ = Р  .

Р о (ти /пг) = Ф (дг,)-Ф (х,),

P i (niu т г) = Ф  (дг* +  -J-) -  Ф

где h =  \/У npq, xl =  (mt — np)h, xt = (m2 — np)h. Исполь­
зуя таблицу 2 для Ф 0(дг) и формулу (2.6), получим;
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а) я =  10

р ftlj. Я1| 0: 2 3; 5 б; 8 9; 10

0,2
Р  (ml$
Ро (mu mt)
Р\ ( т и

0,6778
0,4429
0,6316

0,3158
0,2059
0,3455

0,0064
0,0007
0,0029

0,0000
0,0000
0,0000

0,5
Р  (m tl m*) 
Р% (mi, m*)
Р , (mlt

0,0547
0,0277
0,0558

0,5684
0,3980
0,5696

0,3662
0,2356
0,3651

0,0107
0,0057
0,0133

б) п =  100, р е 0,2

m i ,  ffi| 0; 9 10; 15 16; 20 21; 25 26; 30 31; 40

P  ( " * 1 , m2) 
P 9 (m lf / n j  

P i  (mi, /n j

0,0023
0,0030
0,0020

0,1262
0,0994
0,1250

0,4310
0,3413
0,4223

0,3531
0,2957
0,3480

0,0814
0,0606
0,0795

0,0061
0,0030
0,0043

в) п = 100, р =  0,5

/Л|, m, 30; 35 36; 40 41; 45 46; 50

P  (mi, ™2) 

ttlj)

0,0017
0,0013
0,0018

0,0267
0,0202
0,0269

0,1557
0,1227
0,1563

0,3557
0,2881
0,3558

Формула (3.12) позволяет оценить близость частоты 
и вероятности. Пусть р — вероятность успеха в схеме 
Еернулли и щ — общее число успехов. Частотой успеха 
Называют отношение iin/n. Оценим вероятность события

р|<Д^. Если п достаточно велико, то можно
3 *
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воспользоваться формулой (3.12). Тогда

так как функция -у~^ее 3 четная. Значение Ф 0 А
находится по таблице в конце книги.

Часто возникает обратная задача: сколько нужно 
провести испытаний, чтобы частота \njti отличалась от 
вероятности р не больше чем на Л с вероятностью 1 — 2а 
(а мало)? Такого типа задачи возникают при использо­
вании метода Монте-Карло (метод статистических испы­
таний). Идея метода заключается в моделировании слу­
чайного процесса или последовательности испытаний, 
вероятностные характеристики которых просто связаны 
с подлежащими вычислению величинами. Если много раз 
бросать иглу, как описано в задаче Бюффона (см. § 3 гл. 2), 
то частота цл/п будет мало отличаться от вероятности р 
пересечения иглой какой-либо линии. Зная величину 
отклонения ц,/я от р, можно оценить ошибку в опреде­
лении числа я. В таких задачах естественно считать р 
нензьестным. Тогда, чтобы подобрать наименьшее п, при 
котором вероятность отклонения будет равна 1—2а, 
нужно, согласно (3.14), решить уравнение

Решение будет зависеть от неизвестного р. От этой зави­
симости можно избавиться, если потребовать, чтобы

Тогда из (3.15), используя неравенство pq ^  1/4, получим
Р(1 <  д) 1 — 2а.

Р ( | - ^ - р | < А ) ^ 2ф* (л ]/ Л| ) ^ 2Ф .(2Л К п ) =  1- 2а
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и для определения п будем иметь уравнение Ф „(2ДКп)=э
1 2а*= —^— • По таблице 3 можно найти ц*, для которых

1 -_2а /
Фо(н<х) = — 2— * Т °гда 2А V п = и* и n^uZJ4А*. Довольно
часто используются значения 2а, равные 0,05 и 0,01. 
Для этих значений соответствующие иа равны 1,960 и 
2,576.

В задаче с иглой вовсе не обязательно проводить 
реальные подбрасывания иглы. Можно этот процесс моде­
лировать; например, используя случайные или псевдо­
случайные числа, получить на ЭВМ последовательность 
величин (ф*, л:*), fc= l, 2, . . . ,  п (см. § 3 гл. 2), задающих 
положение иглы, и вычислить частоту пересечений.

§ 4. Бесконечные последовательности 
независимых испытаний

Во многих интересных задачах приходится рассматривать беско­
нечные последовательности испытаний. Ограничимся рассмотрением 
последовательности испытаний Бернулли. Успехи и неудачи мы будем 
обозначать 1 и 0 соответственно. Положим

Q - ( ( V t {0; U.  * - t .  2 ,:..}. (4.1)
Обозначим 91 минимальную о-алгебру событий, порождаемую собы­
тиями вида

а\ \ ... <« ...у. /,t«e ,......<<„-•«}. 0 .2)1 Л
В случае независимых испытаний

■■■ р»п, (4-з>
где ро. Р\ — вероятности исходов 0 и 1 в отдельном испытании 
(Ро. P i^ O , po+ Pi"*!)* Отметим без доказательства*), что равен­
ства (4.3) однозначно определяют вероятность на рассматриваемой 
о*алгебре 91, порожденной множествами (4.2). Таким образом, утвер­
ждается лишь существование вероятности; явной формулы, подобной 
формулам гл. 2, для вычисления вероятности произвольного события 
в рассматриваемом случае нет. Вероятности событий Лп, наступление 
которых определяется не более чем за п испытаний (л = 1, 2, 3, ...),

•) Построение вероятностных пространств для простейших схем 
было проведено в гл. 2. Для бесконечных последовательностей 
Соответствующие построения являются более сложными (см. 
А. Н . Колмогоров (8J).
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можно вычислять по формуле (4.3). Вероятности событий, которые 
можно представить через монотонные последовательности событий Ап, 
вычисляются по формуле (3.11).

Рассмотрим задачу о случайном блуждании, связанную с беско­
нечными последовательностями испытаний. Пусть по целым точкам 
отрезка [0, л) движется частица. Обозначим £, ее координату в момент 
времени t (/ = 0, 1 ,2 ,...). Движением частицы управляет бесконечная 
последовательность независимых испытаний с двумя исходами I 
и — 1. Положим

£/+1

£/+1» если в t-м испытании появилась 1 
И I ,  <  л;

g/— 1, если в /-м испытании появилась — 1 
и £/>0.

Если £/ =  0 или £/*= л при некотором /, то частица навсегда остается 
в этих точках. Будем предполагать, что £о =  А>.

Обозначим р и q вероятности исходов 1 и — 1 соответственно.
Пусть Л — событие, состоящее в том, что частица когда-нибудь 

попадет в точку л. Нас будет интересовать вероятность л*„ =  Р(/4;.
Сформулированную задачу можно интерпретировать как задачу 

о разорении игрока. Пусть в начале игры 1-й игрок имеет к рублей, 
а второй игрок— л — к рублей. Если при бросании монеты (или 
кости) выпал герб (или «6»), то первый игрок получает 1 рубль (это 
соответствует движению частицы вправо), а в противном случае 
отдает 1 рубль (движение частицы влево). Поглощению частицы на 
правом конце соответствует выигрыш первого игрока.

Положим я*„ (/) =  Р  (5/ =  л). Для рассматриваемого блуждания 
довольно очевидно, что условная вероятность события )5/+i= n | при 
условии, что первым переходом частицы был переход из к в к -fi t  
равна безусловной вероятности события {£, =  л} в схеме блуждания, 
начинающейся из точки £+1» т. е.

Р (5/+1=л I h  = *+  О = я*+ь л (0, (4.4)
и, аналогично,

Р (5/+Iв п  I Ei в  ̂ 0 в я л-1. л (0* (4*5)
Докажем, например, равенство (4.4). Обозначим в(е,еа ...е /) 

событие, состоящее в том, что е „  е2, являются исходами
первых t испытаний (es = — 1; 1, s = 1, ... , /). Положим р(е5) =  р, 
если е5=1, р(е5) =  (7 , если е5 = — 1. Пусть частица начинает блуж­
дание из точки к. Обозначим С (/, v) множество последовательностей 
ы„ и2, . . . .  uvt удовлетворяющих условиям: 1) щ ■■— 1 или = 1 
(1 =  1, . . . ,  v)\ 2) существует s, 1 такое, что / +  «,+ ...+ «5=л
и 0 < l  +  ux+ .. .  +  us l <  п ( l^ S i< S ) .

В момент времени t частица окажется в точке л, если (ер  е2> ...
...» €/) е  С (к, 0. Отметим еще, что Р (В (гх ... е / ) ) в ] |  р (е5). Ис-

5 = 1
пользуя сделанные замечания, для частицы, начинающей блуждания
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из точки к, получим
1+ \

р{(5т='0л(£,= *+ i)}= 2 * */«) )=р2 ;* ГГ1-2
P {5 i- * + l } « P { B ( l ) }= / > ,  (4.6)

/+ 1

P{5/+. “ « IE i  =  ̂ + l } = 2 4 [  P ( « J .s—2
Здесь символом £• обозначено суммирование по всем цепочкам 
(е*. ... . e/+i) е  С (Л + 1, /). Если частица начинает блуждание из 
А+1. то ^

«*+1. « (0-=Р {Б/=я} = ^ ]* *  Р (е г). (4.7)
1-1

где символом £•• обозначено суммирование по всем (е,*...* e j e  
e C (£ - f  1. 0. Очевидно, что правые части (4.6) и (4.7) совпадают. 
Равенство (4.4) доказано.

По формуле полной вероятности

P f o +i= " ) = P ( 5 i= * + i ) P f o +i= '« l5 i= * + i )+
+ P (5 i = * - l ) P ( S / +1 =  * l5 1= * - l ) .  (48)

Так как £о=*£, то Р (g, =  1) =  р, Р  (h  — k — \) =  q. Испопьзуя эти 
равенства и равенства (4.4), (4.5), запишем (4.8) в виде

я Ап Р  +  0 =  Рл*+1 , л (0 + ^ * - 1 . л (0» Ла*1»2, • ••» л — 1, (4.9)
Заметим, что

(!, = л) СГ (|, =  п) с ... с  (5/ = л) с: & +, = л) с ...
ОО

и Л =  ( J  (5/ =  л). Таким образом, по формуле (1.3.11)

«а —P M )— lim Рй/ = я) = 1  lim л*я (/)./-♦00 t —♦ 00
Переходя к пределу при /->>оо в (4.9), получим

яь»“ /̂ *+1»лt *» Ля 1,2, п— 1.
Так как я*„ — вероятность поглощения на правом конце в процессе, 
Начавшемся из точки k, то ло* =  0, лм я 1 . Таким образом, вероят­
ность л*„, рассматриваемая как функция от А, является решением 
линейного однородного уравнения в конечных разностях с постоян­
ными коэффициентами

Р/дг+1в /л‘Ь /̂дг-|=*0, (4.10)
Удовлетворяющим граничным условиям /0 =  0. =  I . Теория таких 
Уравнений (см. А. О. Гельфонд |3|) но многом аналогична теории 
линейных дифференциальных уравнений с постоянными ко*|)1>ициса«
tdMH.
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Пусть сначала р Ф Я .  Подставив /*=*Х* в уравнение (4.10).* 
получим pX*f| —  X*-f- qX*'1 =»0 или рХа —Х + д —0. Корнями этогочч 
уравнения являются А,,— 1, X̂  — q/p. Следовательно, функции X* и XJ 
удовлетворяют (4.10), Линейная комбинация

/ , - c . a J + c , * *  <4 " >

при любых С|, С, тоже является решением. Используя условия 
/о =  0 и /j — 1, из (4.11) при и к**п  получим

C, +  Cf -  0, Сд +  М / Р ^ а - Ь
Отсюда и из (4.11) находим

-  О  -  Ш кМ  -  fo/P)")- М. 12)
Вероятности поглощения на левом конце лА0 тоже удовлетворяют
(4.10), но из общего решения (4.11) нужно выделить решение /* 
с /в=1 и /„=» 0. Определяя из этих условий С х и Cft получим

— ((Я/Р)к — tt/P)"/( 1 — to/p)")-
Так как л*п +  л*0«=1, то блуждание закончится с вероятностью 1. 

Пусть теперь р ж у - 1/ В  этом случае Х4*=Ха=1 и решение
(4.10) нужно искать в виде

Используя граничные условия, получим

С4-13)п п

В схеме блуждания по целым точкам прямой с поглощением 
только в нуле (в п поглощение не происходит) вероятность попасть 
когда-нибудь в п равна вероятности л*я, вычисленной для схемы 
с поглощением в нуле и в л. Вероятность того, что частица побы­
вает во всех точках правее к, равна

л * «  lim , ° '  ь * * *
л-схз \ 1 — W/P)*. если q <  р*

Этот результат не противоречит интуитивным представлениям. Если 
движение вправо более вероятно, чем влево, то с положительной 
вероятностью частица может уЙ1 и вправо; в противном случае с ве­
роятностью 1 колебания ограничены и происходит поглощение в нуле.

З а д а ч и  к г л а в е  4
1. Два игрока поочередно извлекают шары (без возвращения) 

из урны, содержащей 2 белых и 4 черных шара. Выигрывает тот, 
кго первым вынет белый шар. Найти вероятность выигрыша участ­
ника, начавшего игру.

2. Два игрока поочередно извлекают шары (без возвращения) 
из урны, содержащей 2 белых шара( 4 черных и 1 красный. Выиг­
рывает тот, кто первым вынет белый шар. Если появляется красный 
шар, то объявляется ничья. Пусть Ах = {выиграет игрок, начавший
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игру). Ла= {выиграет второй участник), В =  {игра закончится 
вничью). Найти Р (Л ,), Р (Л а), Р  (В).

3. Из урны, содержащей М белых и N — M  черных шаров, но. 
одному без возвращения извлекают все шары. Найти вероятности 
событий:

ЛЛ«={Л-й шар белый),
К  Bnt i — {k‘й и / й шары белые},

С*, /=>{А-й шар черный, а /й —белый).

У к а з а н и е .  Пусть (Л }1*)— событие, состоящее в том, что 
/•й шар черный (белый). Из равновероятности элементарных событий 
Л р Л ™  ... (гх+ ... +  е ^ « М , *t =  0, 1) следует, что Р  (Л*) =*
г=И>1|), Р  (Вц, /) =  Р (в м ), Р  (С*, /) =  Р  (С,, *). Воспользоваться 
равенствами £ ,tt «  A\X)A 'f\  С,, *—» A 'f'A 'f' и определением случайною 
выбора в терминах условных вероятностей (см. § 1).

4. Проведено 10 независимых испытаний, каждое из которых 
ваключается в одновременном подбрасывании трех игральных костей. 
Найти вероятность того, что в четырех испытаниях появятся в точ­
ности по две «6».

5. При передаче сообщения вероятность искажения одного знака 
равна 1/100. В предположении независимости искажения знаков 
найти вероятность того, что сообщение из 5 знаков: а) не будет 
искажено; б) содержит ровно одно искажение; в) содержит хотя Си 
два искажения.в. Сколько нужно взять случайных чисел, чтобы число «6» 
й*явил< сь хотя бы один раз с вероятностью, не меньшей а) 0,7; 
б) 0,9?

7. В некоторой лотерее вероятность выигрыша на один билет 
равна 1/5. Предполагая, что выигрыши на различные билеты неза­
висимы, определить число билетов л, которое нужно купить, чтобы 
вероятность Q (л) получения хотя бы одного выигрыша была не 
меньше а) 0,65; б) 0,9; в) 0,99.

Найти также Q (л) в этих случаях.
8. Среди 5М  билетов М  выигрышных. Найти вероятность Q (л) 

того, что среди л купленных билетов есть хотя бы один выигрыш­
ный. Вычислить <?(л) при 1) Л1 = 3; 2) М =  10 для л, определенных 
в задаче 7 в случаях а), б), в).

9 . Найти вероятность того, что в л испытаниях схемы Бернулли 
с вероятностью успеха р появятся т  +  1 успехов, причем / успехов 
появятся в I последних испытаниях.

10. Двое бросают монету по л раз. Найти вероятность того, что 
У них выпадет одинаковое число гербов.

11. Из множества 5 = {1 , 2, ..., п) выбирается подмножество Q/fx 
так, что каждый элемент из S  независимо от остальных с вероят­
ностью р включается в множество и с вероятностью q »= 1 — р

включается. Аналогичным образом независимо от Q jf, выбирается 
подмножество & f %. Найти вероятнссти событий: a) х Г\о^%ж Ф : 

множество & € х[\о£% состоит из к (Л = 0, 1, 2, . . . ,  л) элементов 
q£ \ [\ q4%  I *=*); в) \ при р *=<7 =  1/2.

У к а з а н и е ,  в) Найти Р  { ! |*  |o r f% j}.
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12. На отрезок [0, 10] наудачу брошено 5 точек. Найти вероят­
ность того, что две точки попадут в [0, 2), одна —в |2, 3], две — 
в [3, 10].

13. В  круг вписан квадрат. Какова вероятность того, что из
10 точек, брошенных наудачу в круг, четыре попадут в квадрат, 
три —в один сегмент и по одной — в оставшиеся три сегмента?

14. Пусть £* — число появлений исхода  ̂ в л испытаниях поли­
номиальной схемы. Найти: 1) P (6 i—mi)l 2) P ( J s =  /nr  ...
e  mN ! Si =  mi)* ссли P/t* •••» — вероятность появления
исхода k в одном испытании.

У к а з а н и е .  1) Просуммировать (2.7) или использовать взаим* 
ную независимость событий В [{\  В12\ ...» В [п\  где е* =  0, 1,ei et ея

8(|/) =  {в /-м испытании появился исход 1},
В (91)*={в /-м испытании исход 1 не появился}»

2) Использовать 1) и формулу (2.7).
15. Из множества S  =  {1, 2, ...» л} выбираются два подмноже­

ства <2 / ^ 1  и так, что каждый элемент из S  независимо от осталь­
ных с вероятностью рх включается только в с вероятностью 
р, — в оба подмножества, с вероятностью ps —только в и с ве­
роятностью рш =  1 — рх — р, — ря не включается ни в одно из под­
множеств. Найти вероятности событий: a) Qs€\[\osf\ =
6) | Oqs/% ! в) | ! =  | |*= 1.

16. В таблице случайных чисел цифры сгруппировали по две. 
Найти приближенное значение вероятности того, что среди 200 пар 
пара 01 встретится не менее трех раз.

17. Брошено 6 правильных игральных костей. Какова вероят­
ность выпадения: 1) хотя бы одной; 2) ровно одной; 3) ровно двух 
единиц? Найти точные значения и сравнить их со значениями, вы­
численными по формуле Пуассона.

18. Сколько изюма должна в среднем содержать булочка, чтобы 
вероятность иметь хотя бы одну изюмину в булочке была не ме­
нее 0,99?

19. Вероятность попадания в цель при каждом выстреле равна 
0,001. Найти вероятность попадания в цель двумя и более выстре­
лами при залпе в 5000 выстрелов.

20. Найти приближенное выражение того, что число выпадений «1» 
при 12 000 бросаний игральной кости заключено между 1900 и 2150.

21. В поселке А 2500 жителей. Каждый из них примерно 6 раз 
в месяц ездит на поезде в город В , выбирая дни поездок по случай­
ным мотивам независимо от остальных жителей. Какой наименьшей 
вместительностью должен обладать поезд, чтобы он переполнялся 
в среднем не чаще одного раза в 100 дней? (Поезд идет раз в сутки.)

22. Из таблицы случайных чисел отбирают числа, делящиеся 
на 4, до тех пор, пока не наберется 588. Найти приближенное зна­
чение вероятности того, что потребуется таблица, содержащая не 
меньше 2100 чисел.

У к а з а н и е .  Пусть v — число чисел в требуемой таблице; 
И/» — число чисел, делящихся на 4, среди п чисел таблицы (л =  2100). 
11спользовать равенство Р  (v ̂  п) =» Р  (щ  ̂  588).
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23. Рыбак забросил спиннинг 100 раз. Какова вероятность того, 
что он поймал хотя бы одну рыбу, если одна рыба приходится 
в среднем на 200 забрасываний?

24. Две монеты бросают до тех пор, пока не выпадет герб хотя 
ia одной из них. Найти вероятность того, что будет проведено п 
аний (л = 1, 2, ...).
25. Монету бросают до тех пор, пока два раза подряд она не 
1дет одной и той же стороной. Найти вероятности событий: 1) опыт 
нчится не более чем за 4 бросания; 2) опыт закончится за чет­

ное число бросаний.
■ 26. Две игральные кости бросаются до тех пор, пока впервые на 

х костях не выпадет сумма очков, меньшая шести. Какова вероят- 
ть того, что при последнем бросании сумма очков не меньше трех?
27. Используя таблицу 7, выписать реализацию бросаний сим-

ричной монеты. Длину реализации л подобрать так. чтобы частота 
(адений герба отличалась от 1/2 не более чем на Л =  0,1 с ве­
рностью, примерно равной 0,9. По реализации вычислить частоту 
1адений герба.
28. Используя таблицу 7, выписать N  реализаций блуждания 

п<».тииы (см. § 4) по целым точкам отрезка (0, л] до ее поглошения 
в 0 или в л. Величины Л\ л, k — начальное положение частицы, 
р — вероятность перехода вправо, q =  \— p выбрать равными:

а) iV= 10, л = 6, р=  1/6, Лг =  1;
б) =  10, л = 6, р =  1/2, Ь - 1 .Щ

Вычислить частоту поглошения частицы в 0 и в л; сравнить с вероят­
ностями соответствующих поглощений (см. (4.12), (4.13)).



СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

Г Л А В А  5

§ 1. Определения и примеры

В § 2 гл. 4 было дано определение случайной вели­
чины для дискретных вероятностных пространств. Пусть 
теперь (й, Я, Р) — произвольное вероятностное простран­
ство. Случайной величиной | назовем действительную 
функцию g = g (to), ш е й ,  такую, что при любом дей­
ствительном х

Если в Я включаются все подмножества й, то (1.1) оче­
видно выполняется. Событие в (1.1) более коротко иногда 
будем записывать в виде (е<дг). Так как операции над 
событиями из Л не выводят за пределы Я, то из (1.1) 
следует, что

Таким образом, вероятности этих событий определены. 
Для вычисления вероятностей событий вида (1.2) доста­
точно при любом х знать вероятность

Функция F i(x ) действительной переменной х, — оо< 
<дг<оо, называется функцией распределения случайной 
величины 5* Так как

( 1- 1)

Рц(х) = Р(Ъ<х). (1.3)

(5  <  Xt ) =  (ДГ, <  I  <  ДС,) +  (5  <  * l ) ,

то согласно аксиоме А4
Р (К * * )  = Р (*i^  I < x t) +  Р (I<-Vi).
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Отсюда и из (1.3) находим
Р (Xi<^l<xt) = Fl (xi) - F x(Xi). (1.4)

По формуле (1.3.6) P ( O x ) - l - f i ( x ) .  Из (1.3.11), (1.4) 
и (1.2) получим

Р (£“ * )=  Шп (F\ (x+-n) ~ F\<*>) ■
I  - F t (x + 0 )- F l (x). (15)
По функции распределения можно вычислить вероятности 
любых событий вида (1.2).

Иногда вместо F^(x) будем писать просто F (дг).
П рим ер  1. Два игрока подбрасывают монету. Если 

при данном подбрасывании выпал «герб», то первый игрок 
получает 1 рубль, а если выпала «решетка», то отдает
1 рубль. Для описания данной игры естественно поло­
жить Й = {Г, Р} и Р ({Г}) = Р ({Р}) = 1/2. Случайная ве­
личина |, равная выигрышу первого игрока, определяется 
следующим образом: £ = £ (Г) = 1, £ = £(Р) = — 1.

Легко вычисляется функция распределения F±(x) вели­
чины I. Если Ж -*-1, то множество {£< *} является 
пустым и его вероятность равна 0. Если — 1<лс<:1,то 
1£<<} = {Р} и, следовательно, F^(x) = Р (|<дг) = 1/2. 
При дс> 1 имеем {5< *} = {Г, Р} и Р (£ < х )= 1 . Таким 
образом,

0, если x sS— 1,
F\(x) = 1/2, если — l< x s £ l ,

1, если х > 1.
П рим ер  2. Пусть точка А равномерно распределена 

в квадрате £2 = {(и, и): 0< :Ы< 1, 0 <  v с  1}. Элементар­
ными событиями to являются точки квадрата й; множе­
ство событий Я здесь порождается квадрируемыми под­
множествами квадрата. Вероятность события, являющегося 
квадрируемым подмножеством, равна его площади. Слу­
чайными величинами являются, например, функции {■ -=» 
-£ (< о )= М * + и1 —расстояние брошенной точки от на­
чала координат, 1| = т)(ы, и) = ы — первая координата бро­
шенной точки и т. д. Найдем функцию распределения 
величины t). При 0<дг<1 имеем

{(и , V): Е ( и ,  v ) < x j  =  {(u , V): и < х } .
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Стороны этого прямоугольника равны I и дс. Таким 
образом,

Р({(ы, v): и <.«}) = *
и

' 0, если Ж  О,
F4(.ic)= х, если 0 < х < 1,

, 1, если х >  1.

П рим ер 3. Рассмотрим следующий опыт. Пусть 
один раз подбрасывается монета. Если выпал «герб», то 
на этом опыт заканчивается. Если выпала «решетка», то 
на отрезок [0, 1] наудачу бросается точка. Для описания 
этого опыта введем следующее пространство элементар­
ных событий:

£2 = {Г; (Р, и)}, 

где 0 ^ и ^ 1 ;  о-алгебра 'Л пусть порождается событиями 
{Г}; {(Р, и): а < и < 6}, 

где 0 с  а «S b sg 1. Положим

Р ( {П )=  J-. Р ({ (Р , «): а ^ и < Ь \ )  = Ь- ^ .

По вероятностям этих событий однозначно определяется 
вероятность на ЧД. Рассмотрим случайную величину С» 
определяемую равенствами

С-=С(Г)--- 1, С=»С(Р, и) =  и.

ф , если — 1,
{Г}, если — 1 <  дг О,

{П  +  {(Р. и): 0 < и < х } ,  если 0< х < .1,

Так как 

« < * )  =

то

(X)

0,
1
2 » 

£±_1 
2 ’
1.

если — 1,
если — 1 <jcssO,

если 0< х < 1,

если х >  1.
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§ 2. Свойства функции распределения
Пусть ^(дг)—функция распределения некоторой слу­

чайной величины %. Формула (1.3) определяет F  (х) при 
любом действительном х. При .г = +  оо и при х = — оо 
положим F (— оо) = 0, /г(-|-оо)=1.

Теорема 2.1. Функция распределения F  (.г) обладает 
следующими свойствами:

1. Если дг, «2 дгг, то F  (xt) s^F (хг).
2. lim F(x) = F (— оо) = 0; lim F(x) = F(-f-oo)=l.

X  OO x — -f oo
3. lim F(x) = F(x0) (непрерывность слева).ж —♦ jr§ — 0
Д о к а з а т е л ь с т в о .
1. Так как (£< Xi) с  (£<лгг) при Jtj^ xt, то нера­

венство F  (дг,) <  F  (дг,) следует из (1.3.9).
2. Так как последовательность событий {£<  — п\, 

п — 1, 2, . . . ,  монотонно убывает (т. е. {£<  — л} zj
СО

Еэ {£<  —л — 1}, п=  1, 2, ...) и р  {£<  — л} = ф , ТО по
Л *= I

формуле (1.3.3) получим
lim F ( — n)= lim Р ($ <  — л) = Р (ф )  = 0.

л —*-foo  п -* +  со

Отсюда с учетом доказанной монотонности функции/-"(jr) 
получаем, что lim F  (х) = 0. Второе соотношение во

X-* — 00
втором свойстве доказывается аналогично с использова­
нием монотонной последовательности (§< п), л = 1, 2, ...

3. Пусть числовая последовательность у„ возрастает
И lim у„ = х0. Тогда 

/|-»00
00

U  (1 < У „) = (1<хо)
п = 1

и по формуле (1.3.11)
lim Р(£<«/„) = Р(£<дг0).

Л —• 00

Отсюда с учетом монотонности F  (дс) получим третье 
свойство. Теорема доказана.

Иногда, вместо (1.3), функцию F (х) определяют по 
формуле /г(дг) = Р(|^дс). При таком определении функ­
ция F (х) непрерывна справа: lim F(x) = F (x 0).

*-**•+о
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Любая функцня G(x), обладающая тремя свойствами, 
указанными в теореме 2.1, является функцией распреде­
ления некоторой случайной величины, т. е. можно по­
строить вероятностное пространство (Q, Я, Р) и опреде­
лить на нем случайную величину I  такую, что Fi(x)=G(x). 
Положим £2 = {и: — сзоСмСоо}. Обозначим алгебру, 
порожденную полуинтервалами иг). На этих полу­
интервалах зададим вероятность с помощью равенства

Р(1«|. ut)) = G(ui)- G (u l ). (2.1)
Эта формула однозначно определяет вероятность на 
алгебре Й0 *). Если мы теперь положим £ = £(«) = ы, то 
^\(*)в Р (£ < * ) “ Р { (— ° ° .  *)} = lim [G(дг)—G (— л)] —п-*оо
— G(x). При изучении отдельной случайной величины 
можно заменить исходное вероятностное пространство 
(Q, Я, Р ) на вероятностное пространство, в котором мно­
жеством элементарных событий является числовая пря­
мая & (т. е. множество значений случайной величины), 
а вероятность Р на подмножествах Ci определяется фор­
мулой (2.1) с G(x) = F i(x ). Вероятность Р  называется 
законом распределения случайной величины или просто 
распределением g.

В приложениях иногда оказывается удобным описы­
вать результаты опытов или измерений в терминах слу­
чайных величин. В этом случае при построении матема­
тической модели в качестве пространства элементарных 
событий можно выбрать множество значений случайной 
величины, и если случайная величина одна, то, как было 
отмечено выше, достаточно задать ее функцию распре­
деления.

§ 3. Дискретные и абсолютно непрерывные
распределения
Отметим два важных частных случая законов распре­

делений. Закон распределения случайной величины § 
называется дискретным, если существует конечное или

*) По теореме о продолжении вероятности мм можем единствен­
ным образом продолжить заданную на вероятность на минималь­
ную о-алгебру Я, порожденную Я».
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счетное множество чисел хи xt, . . . ,  х„, ... (без точек 
накопления) таких, что

ОО

Р (* = х„) = р „> 0, /1 = 1, 2, . . . ;  £  р„ = 1.
п ■ I

Дискретный закон распределения полностью определяется 
указанием значений дс„, я = 1, 2, ...,  и вероятностей р„, 
с которыми эти значения принимает случайная величина. 
Случайная величина, имеющая дискретный закон распре­
деления, тоже называется дискретной. Отметим также, 
что для любого конечного или счетного набора пар 
№ i я,), n= 1, 2. ...» где хя — попарно различные дей­
ствительные числа и

ОО

я , ^ 0, п = 1, 2, ..•! ^  п„ — 1,
я «■ 1

можно указать дискретную случайную величину £ такую, 
что Р  (5 — х„) = л„.

Действительно, пусть Q =  {xt, xt, . . . ,  хя, ...}. Для 
любого подмножества A a  Q положим Р  (А)=  У] я,.

п:жп е  А
Тогда для £ = £ ( Х „ )  = хп имеем Р ( ;  = дг„) = л„.

Закон распределения случайной величины 5 назы­
вается абсолютно непрерывным, если существует неотри­
цательная функция р^(х) такая, что при любом х

Ft (х) = Р (S <  х) = J р-. (и) du.
—  ОО

Случайная величина, имеющая абсолютно непрерывное 
распределение, называется абсолютно непрерывной.

Ниже мы будем всегда предполагать, чтор; (х) непре­
рывна всюду, за исключением конечного числа точек. 
Функция р-. (дг) называется плотностью распределения ве­
роятностей'. Очевидно, »

Р (а < £ < Ь )  = $р5(дг) dx,

P ( e = 0)=  lim P ( a < £ < a + ' )=  lim \ p*(x)dx = Q.q _  OO ' /I "♦ 00 J
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Отсюда следует, что для абсолютно непрерывных величин
Р (а «г £ *=£ ft) = Р (а <  £ ̂  6) = Р (a ?<  b) = Р  (« <  £ <  Ь).
Если х является точкой непрерывности р&(дс), то при 
Ах-*-О

Р (х <  6 <  х + Аде) -  Pi (х) Лд: + о (,Аг).
Это равенство следует из (3.1). Плотность распределения, 
обладает следующими свойствами:

1) Ръ(х)&*0, — «x i< Jc< oo ;

2) fpt(*)dx«l;
— 00

3) Fi(x) = p i(дс) в точках непрерывности р*(х).
Плотность распределения полностью определяет рас­

пределение случайной величины. Функция распределения 
абсолютно непрерывной величины, очевидно, непрерывна.

Пример 3 из § 1 показывает, что существуют распре­
деления, не принадлежащие ни одному из указанных 
типов.

Нетрудно проверить, что любая неотрицательная функ­
ция р(дс), интеграл от которой по всей числовой прямой 
равен 1, является плотностью распределения некоторой 
случайной величины. Действительно, если в определении 
абсолютно непрерывного вероятностного пространства 
(см. §4  гл. 2) положить л = 1, n(u,) — p(ui), то плот­
ность распределения случайной величины l  = l(U i) = ut 
совпадает с р(х).

Приведем несколько часто встречающихся законов 
распределения. Сначала перечислим некоторые дискрет­
ные распределения.

1. Вырожденное распределение:
Р (£ = a) = 1, а — постоянная.

2. Гипергеометрическое распределение (N, М , п — нату­
ральные числа, M s^N , ns^N):

P ( l  = m) = CZCnNZ.mM/CnN, т  = О, 1....... min(At, л).
3. Биномиальное распределение (л — натуральное число,

О <  р <  1):
Р (6 = Л) = С У ( 1- р Г * .  А = 0, 1, ... ,  л.
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4. Распределение Пуассона с параметром Х>0:

P ($ e *) = * V \  * = 0, 1, 2, ...

5 .  Геометрическое распределение ( 0  <  р  <  1) :

Р ( |  = Л) = ( 1- р )* 1р. £= 1, 2, ...# • • •
Перечислим теперь некоторые абсолютно непрерывные 

распределения, указав их плотность р(х:).
1. Равномерное распределение на отрезке [а, Ь], и<.Ь:

I 0, х<£[а, 6].

2. Нормальное (или гауссовское) распределение с пара­
метрами (а, о*) (о > 0, — о о < а < о о ):

,  (X — д>ж

Нормальное распределение с параметрами (0, 1) называют 
стандартным норма.1Ьным распределением.

3. Показательное распределение с параметром >.;>0:

Случайные величины с указанными выше распределе­
ниями часто появляются естественным образом в разных 
задачах. Так, в примере 1 (см. § 1 гл. 2) случайная 
величина, равная числу шаров в выборке, имеет гипер- 
геометрическое распределение (см. (2.1.5)). В § 2 гл. 4 
была введена случайная величина ц„, равная числу успе­
хов в п первых испытаниях схемы Бернулли. Эта вели­
чина имеет биномиальное распределение (см. (4.2.6)).

Для бесконечной последовательности испытаний Бер­
нулли (см. § 4 гл. 4, (4.4.1) —(4.4.3)) определим случай­
ную величину т, равную числу испытаний до первого 
успеха (или до первого исхода 1) включительно. Тогда 
(т = А) = i4jl)/lf,2> ... i4o*- l)y4|k), где события А{‘}  опреде­
лены формулой (4.4.2). Отсюда и из формулы (4.4.3)
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получим Р ( т  =  k) =  (1 — р)*-1 р- Таким образом, величинах 
имеет геометрическое распределение.

Нормальное распределение и распределение Пуассона 
в § 3 гл. 4 были использованы в качестве распределении, 
приближающих биномиальное распределение.

§  4 . Совместные распределения  
нескольких случайных величин

Пусть на вероятностном пространстве (Q, Я, Р) заданы 
случайные величины

! i  =  £ i (<*>)» I t  =  5s (w ), •••» £/■ =  £<• (w ), «о e  Q .

Каждому о  эти величины ставят в соответствие г-мерный 
вектор. Совместной функцией распределения (или много, 
мерной функцией распределения) величин £,, . . . ,  (или 
случайного вектора | =  (£i. . . . ,  |,)) называется ве­
роятность

(•') =  ̂... ^ f-̂1* • • • » *г) ~ Р (5l ̂  *1* • • • » ^  ̂ r)i
рассматриваемая как функция точки дг =  (х , , . . . ,  хг) 
/•-мерного евклидова пространства R'. Функция распре­
деления Fi(x) однозначно определяет вероятности P ( g e f l )  
для любых параллелепипедов В с :  Rr, а следовательно, 
и для достаточно широкого класса подмножеств R'. Так, 
при г =  2 и £ = > { ( * „  дг2): а 1^ х 1< а г, bl ^ x i < b i \

Р {(Si, Ы  е  А} =
■= F (аг, Ьг) - Е ( а и bt) - F ( a 2, b x) +  F (a u Ъх), (4.1)

где F  (х„ хг) =  Ft,t, (хх, хг). Действительно, но фор­
муле (1.3.7)

P {( ! i< fli> £а <  bj) U (£i <0а, 5»<fci)l =
= P { l i<C<li, <  ̂ 2} -f- Р {?i <0г« —

- P { £ i < a „  Zi < b I} =  F ( a I , b2) +  F ( a 2, b , ) - F ( a lt b,). 

Отсюда и из равенства 

11 . < о . ,  Ъ < Ь г) =  { ( ? „  ? 2) e B } U

<&а} U {£1 <0s> £а<СМ
следует (4.1).
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По многомерным функциям распределения можно найти 
одномерные распределения отдельных координат. Напри­
мер, так ж е, как в доказательстве теоремы 2 .1 ,  прове­
ряется, что

lim FM t(x, y)=‘ Fl i i ,(x, +  oo) =  F Sl(r ) ,
I/ - - + - 0 0

Jim Fu ,(j/, x) =  Fu , ( + o o ,  x) =  Flt (x).
V — +  co

Аналогично одномерному случаю определяется r-мер- 
ное дискретное распределение. Случайный вектор £ =
— (5i........... 1г) называется дискретным, если существует
множество <дс(1), х (2 ) ,  x(k), . . . } ,  x ( k ) ^ R r, не 
имеющее точек накопления, такое, что

Р {£ =  *(*)}-р*>О, £  р„= \ .

Тогда для любого множества 8  a  Rr

Р { 5 е = Я } =  £  Р { $ = * ( * ) } •  (4.2)
дг(*>ев

Случайный вектор называется абсолютно непрерывным, 
если существует такая неотрицательная функция р&(дс) =* 
*= Plt •••1Л(ДС1> •••» х')> называемая совместной (или г-мер­
ной) плотностью распределения, что для любого паралле­
лепипеда В

Р { 5 « =  — xr)dxt . ..d x r. (4.3)

Формула (4.3) сохраняется для любых квадрируемых 
или кубируемых множеств В cz Rr. Из формулы (4.3) 
следует, что интеграл от плотности р*(х) по всему про­
странству Rr равен 1.

Найдем одномерные распределения для двумерных 
абсолютно непрерывных и дискретных векторов. Анало­
гичные формулы могут быть получены для векторов про­
извольной размерности.

Пусть (||, l t) — абсолютно непрерывный вектор. Тогда, 
полагая в (4.3) г =  2 и

В  =  {(и, v ): — о о < и < х ,  — о о < и < о о } ,
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получим
х  (  со  \ х

Л . ( * )  =  \ $ Ps,b(“ . V)dv\du=  $ Pi, (u)du,
—  00 СО У —  со

где
оо

P l , ( * )  =  5 P u . ( * .  v)dv (4.4)
— ОО

•— плотность распределения величины Аналогично 
находим, что

00

Р ь ( * ) =  $ P u . ( “ . x)du. (4 -5 )
— 00

Пусть ( ! i ,  ^ ) — дискретный вектор и
ОО

Р (li =  xlh Ъг =  Ху) =  р „ ^ 0 -,  *, 7 = 1 , 2 , . . . ;  V] Pi, =  l .

(4.6)
Тогда

00 со

Р {£i =  *к} =  £  Р “  Х1Ь =  % }  =  X  PV  
/ -1  /“ 1

Пусть

Р< =  £  P/у» P 7 = J ] P ' / -  (4 *7 )
/«1 i - l

В этих обозначениях

P{Si =  *i,} =  P/., Р !?* =  % } =  Р /. (4.8)
Рассмотрим два примера, показывающих, что по од­

номерным распределениям (4.7) без дополнительной ин­
формации нельзя восстановить совместное распределение 
случайных величин (4.6).

П р и м е р  1. Пусть Q =  {(1, 1), J — 1, 1), (1 , — 1), 
(— 1, — 1)} и все элементарные события равновероятны. 
Положим

? . = i i  («•. /)=«•. ъ = и  а ,  I ) = / .

Очевидно, при любой паре (i, /')

Р { S i - * .  ?, =  /} =  1/4 (4.9)
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II

P { £ i  =  »} =  P  {£, =  <•, ! , = - ! }  +
+  P { 5 i  =  t, £, =  ! }  =  1/4+ 1/4 =  1/2, i=----- 1, 1.

Аналогично получим P { s2 =  /} =  1/2, / = —  1, 1.
П р и м е р  2. Пусть J2, £, и £а такие ж е, как в при­

мере 1, а
Р { 0 .  1)} =  Р { ( - 1 ,  — 1)} =  1/2*
Р { ( - 1 ,  1)} =  Р { ( 1 ,  — 1)} = 0 .

Тогда, например, Р  =  —  1, Ъг =  1} = 0 ,  и, следовательно, 
совместное распределение £, не совпадает с  (4 .9). 
Одномерные распределения

P \ h ------ 1} =  Р{?1 =  - 1 .  It — — 1} =  1/2,
Р{5ж =  1 } -= Р Ш  =  1, ^  =  1} =  1/2

Р  {Sa =  — 1} =  Р  { 5 г =  1} =  1/2

совпадают с соответствующими распределениями преды­
дущего примера.

§ 5. Независимость случайных величин

Случайные величины 5 ь  %г, . . . ,  %г называются неза­
висимыми, если для любых действительных xlt хг....... х ,

? lt . ..5,  ( * i .......... хг) =  Ft i (хх) . . .  Fl r (дг,). (5.1)

Часто удобнее использовать следующее эквивалентное 
определение независимости: для любых событий А*}, 
Л = 1 ,  г, где Вх, Вг — подмножества числовой 
прямой, имеет место равенство

P { S i е Я , .......... S , e f l , } - P { | i e = B i }  . . .  Р {Ь < в В ,} .  (5 .2)

Если положить Д* =  (— о о , х»), то (5.1) следует из (5 .2 ) .  
Покажем, что при г  =» 2 из (5 .1)  следует (5.2) для любых по­
луинтервалов В х=\ах, аг), В2 =  [Ьх, Ьг).

Т е о р е м а  5 .1 . Если при любых хх, хг

F i f r ( x 1, *»)=■ «.(**)» (5-3)
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то при любых я , < о а, bx< b 2 

Р t f i € = [ a „  at), l t <=[bu b2)} =
=  P  {Ci «= (o„ a,)} P  e= [fc„ 6,)}. (5.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заменим в правой части фор­
мулы (4.1) совместные функции распределения по фор- 
муле (5 .3 ):  F U l  (ait b/ ) =  Fl ,(a i) Fu (b,), i, / = 1 , 2 .  Разло- 
жив полученное выражение на множители, найдем

Р I?! «= [о„  а2), U е= [blt 6,)} =

-  (Р ь  (<h) -  Ъ .  Ш )  (р и  (Ь«) -  Fu  (* .))•

Отсюда и из формулы (4.1) следует (5.1). Теорема дока­
зана.

Можно показать * ) ,  что из равенства (5.4), доказан­
ного для полуинтервалов, следует равенство (5.2) при 
/• =  2 для любых событий А =  1, 2.

Условие независимости (5.4) удобно использовать для 
установления условий независимости дискретных и абсо­
лютно непрерывных распределений. Ограничимся уста­
новлением условий независимости в двух частных слу­
чаях.

Т е о р е м а  5 .2 . Пусть распределение величин |i, |2
ОО

дискретно, V  Р =  хи, ?2 =  % }  =  1 и множества (дгп , 
( , / - i

* 1г, . . . )  и (дг21, дг22, . .  ) не имеют предельных точек на 
числовой прямой. Случайные величины |i, |2 независимы 
п.огда и только тогда, когда при любых «, /

P { l i  =  * ii*  £ i =  * v }  ” Р  Р  =  (5 -5 )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Пусть для ве­
личин Ei. 5» выполняется условие (5.4). Для каждой 
точки (дг,/, дг )̂ выберем прямоугольник {(дг,, дг2): ai < x 1C
<  а}, bу <  дг2 <  Ь',\ такой, что хи е  (a,, a/), х2/ е  (bj, Ъ)), а 
другие значения величин £, не входят в эти интервалы. 
Тогда из условия (5.4) следует (5.5), так как Р | о < <

l i  *С. Oi, bj <  |2 <  Ь/) =  Р  =  X\i, Е» =  Д̂ г/}, Р  {а< <Cli ■‘С
<  а;\ =  Р {Ь -  х»}, р \Ь, <  I t  <  Ь/> =  р | | 2 =  % } .

*) Для этого нужно воспользоваться теоремой о продолжении 
вероятности (см. § 3 гл. 1).
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Достаточность. Пусть выполнено условие (5.5). В 
полуинтервалы [а , ,  а,) и [fc,, Ьг) попадут некоторые из 
чисел {дс„, дс,„ {дги , д>,,, . . . [ .  Положим

=  дг,,«=[а„ a ,) } ,  A , =  {i: дг,,<=[<>„ fc,)}.

Из формулы (4 .2), используя условие (5.5), получим 

Р  <= [а „  о,), U <= [blt &,)} =

=  2  P { £ l  =  *H> ?2 =  Xij\ =
iG. Xi, /G Xf

=  2  P { b - * . , } P  =
<€5 X|, /6 X,

= S  P &  = *!,} V  P {&,= *,,} =
»fc а , / е л ,

= P{?i^ [fli» Oi)} P {£* S  [&i, fc,)},
т. e. выполнено общее достаточное условие независимо* 
стн (5.4). Теорема доказана.

В примере 1 из § 4 случайные величины £, неза­
висимы, так как равенства Р  {£, =  /, £ , =  /'} =  Р  {£i =«'} х  

| * Р  {£* =  /} выполняются при любых i, /. В примере 2 
: того же параграфа величины £,, £, зависимы, так как, 

например,

0 =  Р|?, =  1, s , -------l } ¥ = P { l i - l } P { 5 , — 1 } - т -

Т е о р е м а  5 .3 . Пусть Pi,%,(дс,, дг*) — плотность рас- 
L пределения случайных величин £,, Случайные величина 

1и Ъг независимы тогда и только тогда, когда во всех 
[ точках непрерывности функций ри , (хи дг,), ри (дг,), р ф г) 
' имеем

Р ъь  ( * ь  х2) =  pt, (ДГ,) ри (ДГ,). (5.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Пусть выпол­
нено условие (5.4). Выражая левую и правую части (5.4) 
через плотности распределения вероятностей, при любом 
в  =* {(дг,, дг,): а 1< х 1< а г, f e , < x , < f c , }  получим

а г ba
П Р1Аш{*1• хг) dxi dxt =  5 рь  (дс,) dxx J  pt,(x t)dx2. (5.7)
& а | b%
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Так как
а,
$ Pi, ( * i )  dxi J  plt (дг,) dxt =  ЭД Pi, (xx) plt ( x ,)  dxx dxt,

a  | bf 3

то из (5.7) найдем

££[Р|<Ь x*) ~  Pi, (xi) Pi, (**)] dxx dx, =  0. (5.8) 
в

Пусть (xj, x ,) ,  x lf X ,  — точки непрерывности функций 
P l,l,(X u  xt), PiAx i). Pi.(xt)- Нужно показать, что в точке 
(x j,  х,) имеет место (5.6). Пусть это не так. Тогда в силу 
непрерывности подынтегральной функции в (5.8) найдется 
окрестность точки (х., X j ) ,  в которой функция отлична 
от нуля и сохраняет знак. Выбрав прямоугольник В, 
целиком лежащий внутри этой окрестности, получим про­
тиворечие с (5.8).

Достаточность. Пусть выполнено (5.6). Тогда при 
любом В верно (5.8) и, следовательно, имеют место (5.7) 
и (5.4). Теорема доказана.

В случае нескольких величин можно проверить, что 
определению независимости (5.1) или (5.2) равносильны 
следующие условия:

1) Абсолютно непрерывные распределения. Д ля любых 
х  =  (x i хг) е  R'

Г
P S .. . .S - (*п  . . . .  *г) =  П  Pl„(x»)' (5 -9 )

* — 1

2) Дискретные распределения. Д ля любых х =  (хь  . . .  
. . . ,  xr) е  R'

P { £ i  =  * i .......... Ь ~ х , }  =  П  Р  (5* =»**}• (5-10)
* - i

Таким образом, если известны одномерные распреде­
ления величии . . . ,  %г и известно, что эти величины 
независимы, то по каким-либо из формул (5 .1), (5.2), 
(5 .9), (5.10) можно найти совместное распределение этих 
величин.

Будем говорить, что независимые случайные величины 
l i ,  . . . .  Ъг имеют многомерное нормальное распределение, 
если каждая из этих величин имеет одномерное нормаль­
ное распределение. Пусть, например, Л = 1
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имеют нормальное распределение с параметрами (а», ai). 
Тогда по формуле (5.10), используя формулу плотности 
одномерного распределения, получим

Общее определение нормального распределения будет 
дано в § 7 гл. 6.

Рассмотрим еще один пример независимых величин. 
Индикатором произвольного события А называется слу­
чайная величина

Число успехов в п первых испытаниях схемы Бер­
нулли можно представить в виде

где h = I A(i), t =  1, 2 Л{' > =  {испытание с  номе­

ром t закончилось успехом}. Покажем, что индикаторы 5/ 
независимы. Из определения индикатора (5.12) следует, 
что {^/= 1} =  А\‘\ / =  1, . . . ,  п. Положим =  i4<°. Вы­
бирая в теореме 2.1 § 2 гл. 4 в качестве событий

при любых е* =  0 , 1, k = l ,  . . . ,  п, получим равенство

равносильное определению независимости дискретных 
величин f lt £„ (см. (5 .10)). Таким образом, в равен­
стве (5.13) слагаемые независимы. Представление (5.13) 
будет в дальнейшем часто использоваться.

Рассмотрим теперь последовательность индикаторов, 
связанную с выбором п шаров по схеме случайного вы­
бора без возвращения из урны, содержащей М белых и 
N — М черных шаров (см. § 2 гл. 2). Положим 1к =  1ль, где

* • • • »
I  2 А  )

(5.11)

если о  е  А, 
если с о е Д .

(5.12)

1*П =  £ l +  i 2 + • • • + & !! (5.13)

£•>'’, . . . ,  B(s } события1 Я

< = { 5 1 = 8 , } ............- к . » * }у • • • у

P { ? i  =  e, у • • • у Е/. =  ея} =  Р  { ^  =  е , } . . . Р  {5я =  ел},
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Ak — событие, состоящее в том, что £-й шар выборки ока­
зался белым. Случайные величины . . . ,  £„ не являются 
независимыми, так как,  например,

к = {

§ 6. Функции от случайных величин

Пусть (й ,  Л, Р) — произвольное вероятностное про- 
странство и 1 =  1 (со), со е  й ,  — некоторая случайная ве­
личина.  Суперпозицией действительной функции £, за­
данной на Й, и функции ф (дс), заданной на действитель­
ной прямой, является функция rj =  ф (ш)] =  rj (to), задан­
ная на й .  Для дискретных вероятностных пространств 
функция г) является случайной величиной, так как ни­
каких ограничений на функцию т](со) не налагается. Для 
произвольных вероятностных пространств требуется, чтобы

• ( n < * j e f l  (6 .1 )
при любом дг*).

Справедлива следующая теорема.
Т е о р е м а  6.1.  Если случайные величины и £, неза­

висимы, то независимы и случайные величины тц =  Ф, (£,), 
Ч* =  Ф *(Ы -

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть В и г)2 е В 2 (В ,,  В %—  
подмножества числовой прямой) — произвольные события. 
Тогда

Р  {T)i е  В\% TJ2 ^  =  Р  {ф| (5i) ^  ^1* ф* (?«) ^  ^ 2} =

- Р ^ в ф Г Ч В ! ) .  b e t t f 1 (*•>». (6.2)

•) При произвольной функции ф условие (6.1) может оказаться 
невыполненным. Однако можно показать, что (6.1) имеет место, если 
при любом борелевском множестве В множество {и: < р (и )Е б ) яв­
ляется борелевским множеством на числовой прямой (т. е. полный 
прообраз ф~1(В) множества В при отображении, осуществляемом 
функцией (р, является борелевским множеством). Этим свойством об­
ладают, например, непрерывные функции с конечным числом точек 
разрыва. Таким образом, в практически важных случаях условие (6.1) 
оказывается выполненным. В дальнейшем мы будем использовать вы 
ражения типа «случайная величина г) =  Ф(ъ)э» не оговаривая каждый 
раз, что ср (дс) удовлетворяет условию (6.1).
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Так как случайные величины £, и независимы, то 
согласно определению независимости в форме (5.2) имеем

Р (Cl е  ф|' (^i)» ?а е  Ф«' (®*)) =
=  Р  (£, е= <рг‘ (В,)) Р (1, <= (В,)). (6.3)

Очевидно, что

(?, €= ФГ1 (В,)) -  (cfi (Ь) <= fl,) =  (t], «= Д().

Отсюда и из равенств (5.2) и (5.3) получаем

Р  (Пж ^  Blt tj, e f i 2) =  Р  (л, е= Я ,)  Р  (ть е= B s)

для любых событий т), е  В ь  rj, е  Вг. Теорема доказана.
Если на исходном вероятностном пространстве задано 

несколько случайных величин (£,,  £г, . . . ,  £„), то сложная 
функция г) =  <Р (£ ь  •••* также является случайной вели­
чиной для достаточно «хороших» функций ф(ы, ,  иг, . . . ,  и„); 
например, достаточно потребовать, чтобы <p(ui, u2, . . . ,  ы„) 
была непрерывной. Можно доказать следующее утвер­
ждение, обобщающее теорему 6 .1 : если £г, . . . ,  £л, i),, 
’ I*. . . . .  t]m — независимые случайные величины, то слу­
чайные величины

Cl =  Ф1 (?1* •••« £л)» Cl =  ф* (Ль •••» *1/л) 

независимы.
Закон распределения новых случайных величин, явля­

ющихся функциями от старых, очевидно, определен, так 
к ак  они заданы на том же вероятностном пространстве. 
Можно найти функцию распределения новой случайной 
величины t] =  (£). Д ля этого достаточно знать только 
функцию распределения £. Действительно,

Л ,  (х) =  Р  {(р (5) <  *} =  Р  {£ €= Ф '1 (—  со , дг)}. (6.4)

Вероятность в правой части (6.4) может быть вычислена 
но /\(дг). Аналогично находится функция распределения 
или плотность распределения (если она существует) вели­
чины ri =  g ( £ i *  •••» &•)• Рассмотрим один важный частный 
случай.

Т е о р е м а  6 .2 .  Пусть ч =  (т)1............  i>) =  g(E), где
I  =  (£,, . . . .  £ ,)  — случайный абсолютно непрерывный вектор
* непрерывной плотностью распределения р̂  (дг), х => 
= *  (Xi, xr) ,  g  (X) =  (M l ( х ) ,  . . . .  gr  ( X J ) .  Если отображе­
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ние y =  g(x) взаимно однозначно, непрерывно дифференци­
руемо и якобиан

то распределение вектора т] абсолютно непрерывно и

Рп (*)  -=/4(5“* (*)) I J  <£-' (х)) I-1.  (6-5)

где g -1 (х) — прообраз х.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть В — произвольная область 

пространства R' с  кусочно-гладкой границей. Тогда

Р  {п <= В} =  Р  {£  е= g~l (В ) }  =  J . . .  J Рх (ж) dxt . . .  d*,..
g-lfl

Переходя в последнем интеграле к новым переменным 
У =  8(х), получим

Р  {л е= В) =  ] . . .  J (ff-1 (t/)) | У (g-1 (у)) i~* dy. 
в

Отсюда согласно определению (4.3) следует, что подин- 
тегральная функция является плотностью распределения 
вектора т), так как область В  может быть, в частности, 
любым параллелепипедом. Теорема доказана.

Отметим, что в доказанной теореме требования непре­
рывности Р\(х) и дифференцируемости g(x)  являются 
лишними. Они были необходимы только для того, чтобы 
воспользоваться теоремой о замене переменных, известной 
из курса математического анализа.

Приведем две теоремы, в которых устанавливается 
закон распределения функции от случайных величин 
в двух часто встречающихся случаях.

Т е о р е м а  6.3 . Если случайная величина 5 имеет 
HopMajibHoe распределение с параметрами (а, о*), то слу­
чайная величина т| =  Л £4- А ф  0 ,  имеет нормальное 
распределение с параметрами (Аа В, Л2аа).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть сначала Л > 0 .  Тогда

<* - В ) / Л
fn {x )  =  P (A l  +  B < x )  =  P ^ < ^ - j - J = >  J  P i(u)du.

—оо
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Отсюда, так как Р\(х) непрерывна при любом х, следует, 
что существует

м « » - * « - а ( Ч Ж т ) 1 - * л ( т ) -  ( 6 . 6 )
Если Л < 0 ,  то 

У?„ ( х )  =  Р ( Л |  +  В < д : ) =  p ( ? > i ^ }  -  j  Pi(u)du
{х-Ъ)/А

Рц{*)-------

Объединяя последнюю формулу с (6.6) и используя фор­
мулу плотности нормального распределения, получим

Л Ю " - р г “ Л ( - з г ) ™

I A I V 2л а 6

где а х =  Аа +  В, ст, =  | А | о.
Т е о р е м а  6 .4 . Если случайные величины g, и £« абсо­

лютно непрерывны и независимы, то случайная величина 
Si +  Si тоже абсолютно непрерывна и ее плотность рас­
пределения определяется по формуле

СО

Р г.+ 1 . ( * ) =  $ P i A u ) P i , ( x - u ) d u .  (6.7)
— 00

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Найдем сначала

Ъ ,+1, W  =  Р  ( Ь  +  ? ,  <  х) =  Р  Щи 1г) <= Dx),
где Dx = {(u ,  и): ы +  у < д г}.  Так как по условию теоремы 
величины и независимы, то их плотность совмест­
ного распределения согласно (5.6) равна

Ps.?.(«. «)*=Ps. (и) Pi, (v). 
и, следовательно, по формуле (4.3) найдем

Л + ь ( * ) - 00 /— И +  ДГ \
=  \\Ph(“)P l.(v )d u d v =  $ Р {,(и )(  $ Pi. (v) dv) du.

Dx —go \ —00 /

20*

V 2Д

( X  — f l , ) «  

20j
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Отсюда, полагая и =  г — и, получим

00 ж
Л . + 1 . М -  $ Pi,(u)du \ р1г (г  — u)dz=*

— ОО —00
X /  00 \ *

"  И  S P\M )Pi.(z - u)du , d z =  S Pi,+i.(2)dz,
—  JO  v---- OO ' —  CO

где
oo

Pi. + {.(-<) =  5 P l,W P i,(X -u )d U ■
— 00

Теорема доказана.
Отметим, что вместе с (6.7) верна формула

X
P b + l . ( * )  =  $ Pt, (X -  и) Pi, (и) dii.

— 00

Используя формулу (6.7), можно показать, что сумма 
независимых нормально распределенных случайных вели­
чин имеет нормальное распределение. В гл. 7 этот факт 
будет установлен при помощи характеристических функ­
ций.

Рассмотрим следующий пример.
П р и м е р  1. Пусть случайные величины и неза­

висимы и имеют распределения соответственно равномер­
ное и показательное:

( 1 ,  если х < = [0 , 1],
Х ( 0 ,  если j c ^ [ 0 ,  1],

С е~я, если х > 0 ,

— если jc <  0.

Требуется найти Р|,+{,(*)•
По формуле (6.7) получим

00 1 

Pi,+l.(x)=*  $ Pi, («) Pi, ( * - « ) < * «  = $ Р ь  ( * -« )< * « •
— 00 О

Подынтегральная функция pte(jr — и ) > 0 9 если 0 < а < * .  
и Pi. (jc — ii) =  0 в остальных случаях. Таким образом,
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х
Р'.,+1. (х) =  \е-^~л) d u =  1 - е ~ х

О
и при х >  1

I
Pii+1. (*) *  $ ^ u ‘ e) du =  ( e — l)e -* t

о

Окончательно получим

при 0 < ж  1

Pi,+1. w -

0, если jc- ^ 0 ,
I — г- * ,  если 0 < x = = s l ,  

( г —  1 ) е - * ,  если j c >  I .

1. Плотность распределения £ задана формулами
P\(X)—CI#{X ^\), fh. (*)= 0 (Д Г <  I).

Найти постоянную С, плотность распределения п =  |п5, Р  (0.*> <  
<  П <  0.75).

2. Случайная величина £ равномерно распределена на отрезке 
|0. 1]. Найги плотности распределения величин: а) f|t - 2 6 + 1 ;  
б) H i= — in (1 — у .

3. Случайная величина £ имеет показательное распределение 
с плотностью распределения р̂  (ж) *= о * 'а*  (дс>0). Найти плотности 
распределения случайных величин а) |ц =  К fc б) в) =

e  ~  In k  г)
4. Случайная величина £ распределена нормально с параметрами 

о * 0 # о*=»1. Найти плотности распределения величин: a) f|t =  £*;
б) (логарифмически нормальное распределение).

5. Точка Р равномерно распределена на единичном квадрате 
ABCD. Найти плотность распределения площади £ прямоугольника 
ABPD\ где В' и 0 '  — основания перпендикуляров, опущенных из 
точки Р на стороны АЗ и AD соответственно.

6. Функция распределения F (х) величины £ строго монотонна и 
непрерывна. Найти закон распределения величины q =  F (£).

7. Случайные величины £, и независимы и имеют равномерное 
распределение на отрезке [0, 1). Найти плотности распределения вели- 
ч и : ») $« +  Ь :  <*> b -Ь -,  в) £,/£,.

8. Случайные величины £, и £t независимы, одинаково распреде­
лены и имеют показательное распределение: р̂  (дг) =Р^в (*) =  ои*“вдг# 
х >  0. Найти плотность распределения их суммы.

9 . Случайные величины £, и £, независимы и нормально распре­
делены с параметрами (0, 1). Найти плотности распределения вели­
чин а) ч( *=£? +  £}; ® П* “ агс*в Ь/6* в) совместную плотность рас­
пределения (ij|t tjj).

4  В- П. Чистяков
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10. Найти совместно*» распределение величин т]| =  Vr—-2Tn"|7 X  
X c o s ( 2 a J j ) ,  ti2  =  f/—2Tnl^sin ( г л у ,  где £* и распределены так 
же, как в задаче 7.

11. Совместное распределение случайных величин £А, задано 
таблицей

в которой на пересечении /-й строки и /-го столбца (/ = — 1, 1, /=» 
«=— 1 .0 ,  1) приведена вероятность p^ =  P { g l = / , £,=»/}. Найти:
а) одномерные законы распределения и б) закон распределения

в) закон распределения г) Р (»|, = 0 .
12. Величины и £, независимы; г  {£, =0| = Р  <52=  I } =» 1/2; 

равномерно распределена на отрезке [0, 1]. Найти закон распре*
деления h  +  U-

13. Найти закон распределения суммы двух независимых случай­
ных величин £| и каждая и? которых имеет распределение Пуас* 
сона с параметром л1 и X* соответственно.

14. Обозначим т число испытаний в схеме Бернулли до появле­
ния первого успеха включительно. Найти закон распределения т.

15. Величина т '1< равна числу испытаний в схеме Бернулли до 
первого успеха включительно, т'*» — число испытаний, прошедших 
после первого успеха до второго успеха. Найти совместное распреде­
ление т*1', т ‘а’. Являются ли т '1* и т ‘*' независимыми?

16. Найти закон распределения величины т<т’, равной числу 
испытаний в схеме Бернулли до появления m-го успеха.

17. Игральная кость бросается до iex пор, пока впервые не ты- 
падет меньше пяти очкоа. Обозначим 6 число очков, выпавших при 
последнем бросании игральной кости, и через v — число бросаний 
кости. Найти совместное распределение б и v. Являются ли 0 и v 
независимыми?

18. На л станках одновременно началась обработка л деталей. 
Предполагая, что времена обработки деталей независимы и имеют 
показательные распределения с параметром а ,  найти распределение 
времени: а) до получения первой обработанной детали; б) до оконча­
ния обработки всех деталей.

19. Пусть £t, £2» •••# {^ — независимые, одинаково распределен­
ные, абсолютно непрерывные случайные величины; Р {£/ <  * }  (х), 
F* (х) (х). При каждом то расположим числа J *  (со), 1, 2 , . . . ,  л, 
в порядке возрастания и перенумеруем: i|2 ^ . . .  ^  tj„. Таким 
образом, iii (со) является наименьшим из чисел (ш), . . . ,  £„ (со)), 
|]л (со) — наибольшим из тех же чисел и т. д. Найти плотности рас­
пределений: 1) ц,; 2) т)„; 3) nm, 1 < т < л ;  4) (»]т» Лл)*

20. Машина с о с т о и т  и з  10 000 деталей. Каждая деталь независимо 
от других оказывается неисправной с вероятностью р/. причем дли 
л1= 1000  деталей рА= 0,0003; для ла =  2000 деталей 0,0005 и дл>т
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л , =  7000 деталей />3 =  0,0001* Машина не работает, если в ней неис­
правны хотя бы две детали. Найти приближенное значение вероят­
ности того, что машина не будет работать.

У к а з а н и е .  Воспользоваться теоремой П уассона.
21. Совместное распределение величин J lt |а является равномер­

ным в круге {(x lt X j): +  1 }. Найти вероятность p (| 6 i I <

22. Случайная величина £ с равномерным распределением на 
[0 f 1| записывается в виде бесконечной десятичной дроби: £ = *

е= 0 Найти совместные и одномерные распре­

деления величин $ 1 , Е2. Являю тся ли %и  независимыми?
23. Используя табл. 7 выписать 10 реализаций испытаний, опи­

санных в задаче 17. Найти частоты событий: {0 =  Л }, Л = 1 ,  2 , 3 , 4 ; 
{ v =  /}, 1, 2, 3 , . . .

24. Используя табл. 7 , выписать реализацию 50  независимых 
случайных величин, равномерно распределенных на отрезке [0 , 1J. 
Числовые значения взять с  точностью до 10~3.

25. Пусть F  (х) — непрерывная строго возрастающ ая функция рас­
пределения и F " 1 (* ) — обратная к ней функция. П оказать, что сл у ­
чайная величина n a a F * 1 ^ ) ,  где £ равномерно распределена на отрезке 
|0, 1), имеет своей функцией распределения/7 ^ ) .  Указанное свойство 
позволяет из реализаций равномерно распределенных величин полу­
чать реализации величин с функцией распределения F  (дг). (См. такж е 
задачу 10, в которой содержится метод иол у чей и я нормально распре­
деленных величин.)

1 Ы <  • Являются ли величины £lf £2 независимыми?

оо



Г  Л  А В А б

М А Т Е М А Т И Ч Е С К О Е  О Ж И Д А Н И Е

§ 1. Определения

Функция распределения полностью определяет закон 
распределения случайной величины. Однако часто можно 
ограничиться более простой характеристикой. Одной из 
важнейших характеристик случайной величины является 
ее среднее значение, или математическое ожидание. Ма­
тематическое ожидание легко вычисляется и обладает 
полезным свойством: арифметическое среднее одинако­
во распределенных случайных величин близко к матема­
тическому ожиданию. Определение математического 
ожидания связано с обычным понятием о среднем 
значении. Пусть, например, Q =  {o)lf <о2, с о ^ } ;  Р  (со*) =  
=  1/Л/, * =  Г , . . . ,  jV; I  =  I (<*>»)*= Тогда математичес­
кое ожидание М£ случайной величины £ определяется

формулой М5 =  (*1 +  ...+Хлг)/Л? =  +  ^ Е с л и
вероятности Р(а)*) =  Р* отличны от 1/Л/, то среднее зна­
чение I  естественно вычислять по формуле Мё =  ДО1 +  
+  Р*х1 +  • • • +  PnXn*

Наиболее удобное и простое определение математичес­
кого ожидания произвольной случайной величины вво­
дится при помощи интеграла Лебега.

Математическим ожиданием случайной величины 
заданной на вероятностном пространстве (Q, Я, Р ) ,  назы­
вается число

Mg =  $ I  («>) Р (Жо), (1.1)
а

если интеграл Лебега, стоящий в правой части равенства, 
существует (см. [2 ] ,  стр. 7 4 ,  319 — 324).

Мы не будем пользоваться теорией интеграла Лебега 
и ограничимся определением математического ожидания 
для случайных величии, заданных на дискретном и абсо­
лютно непрерывном вероятностных пространствах



О П Р Е Д Е Л Е Н И Я 101

(см. §§ 2, 4 гл. 2). Чтобы получить интересующие нас 
определения для указанных пространств, нужно в диск­
ретном случае заменить в (1.1) символ на V ,  а со и 
Р  (do)) на со* и рк\ в абсолютно непрерывном случае нужно
в (1.1) положить Р (dd}) =  n (U i,...,  u„)dui......... du„, u> =
=  («1 ......... и,).

Приведем полные формулировки определений.
Математическим ожиданием М£ случайной величины 

£ =  g (а>»), заданной на дискретном вероятностном про­
странстве С й  =  {(О,, .............. СО,, . .  Р  (со») =  pk, k = \ , . . .
. . . , п , . . .  (см. § 2 гл. 2), называется число

М £ =  2  *(*>») Р*. ( 1 2 )
* - 1

если ряд абсолютно сходится. Если же ряд (1.2) не схо­
дится абсолютно, то говорят, что математическое ожида­
ние случайной величины £ не существует.

Математическим ожиданием М£ случайной величины 
£ =  5(ц ,,  и%9 . ип)% заданной на абсолютно непрерывном 
вероятностном пространстве (й , Я, Р) (см. § 2 гл. 2), 
называется число

MS =  5 . . .  U  (M l . . . . .  U„)n ( и „ . . . ,  u„) d u i . . .  du„, (1.3)
Q

если интеграл абсолютно сходится.
Е с л и  интеграл (1.3) не сходится абсолютно, то гово­

рят, что математическое ожидание случайной величины £ 
не существует.

П р и м е р  1. Найдем математическое ожидание выиг­
рыша первого игрока в примере 1 § 1 гл. 5. В этом 
примере

£> =  {Г, Р } .  Р ( { Г } )  =  Р (| Р } )= 1 / 2 ,

5 (0  =  1. 6 (Р )--- 1-
По формуле (1.2)

М£ =  £ ( Г ) Р ( Г )  +  £ ( / > ) Р ( Р )  =  j-  • 1 • ( — 1) = 0 .

П р и м е р  2. Пусть в дискретном вероятностном про- 
странстве Q*= {1, 2 , . . . ,  k, . . . J  н Р  (k) =р„  =  1/ft +  1).
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Непосредственно проверяется, что

2*-2(Wi)-b k - i  * - i

Положим ?i =  ?i(A‘) =  (— 1)*, (^) =  ( — !)*£• Так как
ОО

ряд (— l)k/k (k-\-1) сходится абсолютно, то сущсст-
* =  I

вует. По формуле (1.2)

V  ( - » *  , V  ( - 1 ) * +1 _  1 | О V  ( - 0 *
в 2 т +  2 1 Г Г Г -  1+2 L  — •

к — I * - 1

со

Отсюда, используя разложение — ln (l +  дг) =  V] (— 1)*лс*/А
* — I

при х = 1 ,  получим Mil = 1  — 2 In 2. Однако М£а по опре-
ОО

делению не сушествует, так как ряд 7  |(— 1)* ^ IjfTjnrrr
* - 1

расходится.
П р и м е р  3. Пусть в абсолютно непрерывном веро­

ятностном пространстве (Q, Я, Р) (см. § 4 гл. 2) л = 1 ,

Q =  {и: O e g u ^ l } ,  я (м )  =  1 ( 0 = s S u <  1). 

Рассмотрим случайные величины: %1 (и) =  и ( 0 < и ^ 1 ) ;  

h ( u )  =  k  f t - 1 .  2 ,  3 ;  U (u ) =  u* ( 0 <

* ^ u <  1 /2) ,  f s ( w ) =  1 ( l / 2 < u ^ l ) .  П о формуле (1 .3 )
Mh =  \ h  (и) л (u) du. Отсюда  

u

1/2 I

M ?3 =  J $ du =  1 3 / 2 4 .
0 1/2
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Отметим, что в данном примере величина |i абсолютно 
непрерывна, Е2 — дискретна, а £3 — смешанного типа.

Если известна плотность распределения случайной 
величины или заданы вероятности значений дискретной 
величины, го может оказаться, что математическое ожи­
дание удобнее вычислять не по сформулированным выше 
определениям, а по формулам, которые мы получим 
в качестве частных случаев следующих двух теорем.

Т е о р е м а  1.1.  Пусть £ =  (glf £2» • • • • Ъг) — дискретный 
случайный вектор, для которого

Р (*)} =  Р * > о, X (ft) =  ( * * ! , . . . ,  **,)<=/?,
со

1.
* —I

со

Если ряд V  | g (х (£)! Р/, сходится, то случайная величина 

T | =  g ( t )  =  g ( £ , , . . . ,  ?,) имеет математическое ожидание
СО •

M t i = V ] £ ( * * i .........xkr) p k. (1.4)
ft — 1

Т е о р е м а  1.2. Пусть £ =  ( £ i , . . . ,  &•) — абсолютно 
непрерывный случайный вектор с плотностью распределе­
ния Р\(х) =  Рх(хи хг). Если интеграл

5 • • • 5 ! S  • • • * Хг) I Р\ (Xi» • • •» Хг) d x i . . .  dxr
Rr

сходится, то математическое ожидание случайной если- 
чины H =  lr) существует и

=  %г) р*(\ 1»• • • у х̂ ) dx i . . . dxr, (1.5)
Rr

Отсюда, полагая n =  1 и £ ( * )  =  * ,  получим формулы 
для вычисления математического ожидания случайной вели­
чины по плотности распределения или по вероятностям 
значений дискретной случайной величины.

оо

Если V  Р  Q =  Хи) =  1, то из формулы (1.4) получим 
л- 1

M s =  % x kP ( l  =  xk). (1.6)
/г-1
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Если (х) — плотность распределения £, то из фор­
мулы (1.5) следует, что*)

М ? =  J  xpx(x)dx. ( 1 . 7 )
—  ОО

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1.1.  Проведем дока­
зательство для случая, когда случайные величины £,, ?2. . . .  
. . . .  £, заданы на дискретном вероятностном пространстве 
(Q, Я, Р) (см. § 2 гл. 2). По определению случайный 
вектор называется дискретным, если существует такое 
множество точек х (к) =  (jr*,t хкг, . . . ,  дг*,), £ = 1 , 2 , . . . ,  что

..........£ , =  * * , ) = ! •  (1 .8 )
к -  I

Записывая математическое ожидание случайной величины 
Ц =  =  Ы»»™)) по формуле (1.2), получим

М т ) =  V  g  ( £ ,  ( ( * > „ ) .............. Е ,  ( d ) m ) )  Р  (шт). ( 1 9 )

т « I

Преобразование (1.9) к виду (1.4) основано на «приведе­
нии подобных членов». Введем множества

А „={т : Ц ы т) =  х(к)}. (1.10)

Очевидно, что любая пара А„ и At (1ф к)  не имеет
ОС

общих элементов и что ( J  Ак =  { 1 , 2 ,  3 , т , . . . } .  Если

Mi] существует, то ряд (1.9) сходится абсолютно и его 
члены можно произвольно переставлять. Тогда (1.9) 
можно записать в виде

Мт)= У] У] g (I (o>m)) Р  (com).
к — I

•) Используя интеграл Стилтьеса, можно записать общую фор­
мулу для вычисления аналогичную (1.6) и (1.7}, в виде М£ =

оо
=  J  xdF %(x).

—‘оо

I
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Отсюда, учитывая (1.10), находим

М п =  £  ( £ ( * ( * ) )  2  Р (® * ) ) .

В предположении существования Mi] формула (1.4) дока­
за н а , так как £  Р  (а>т ) =  Р  (£ =  *(&)) =  ph. Если абсо-

лютно сходится ряд в (1.4), то, начав с (1.4), можно 
аналогичными рассуждениями получить формулу для Мт] 
в виде (1.9). Теорема 1.1 доказана в случае, когда век­
тор £ задан на дискретном вероятностном пространстве.

Доказательство (1.4) для случая, когда дискретный 
случайный вектор задан на абсолютно непрерывном 
вероятностном пространстве, а также доказательство 
теоремы 1.2 приведены не будут. Эти доказательства при 
условии использования только фактов из курса обычного 
анализа потребовали бы введения дополнительных лиш­
них ограничений на рассматриваемые случайные вели­
чины. Приведенное для дискретных пространств доказа­
тельство дает достаточно хорошее представление о связи 
формул (1.2), (1.3) с (1 .4), (1*5).

Воспользуемся формулами (1.6) и (1.7) для вычисле­
ния математических ожиданий случайных величин, имею­
щих распределения, приведенные в § 3 гл. 5.

1. Нормальное распределение. Подставляя в формулу 
(1.7) плотность нормального распределения, получим

Н  _9- 1 .  2
Т а к  как функция уе 2 нечетная, а р 2д является

плотностью нормального распределения с параметрами 
(0, 1), то первое слагаемое в правой части последнего 
равенства равно 0, а второе а. Таким образом, если 
случайная величина | распределена нормально с пара­
метрами (а, о2), то М£ =  а.



106 МАТЕМАТИЧЕСКОЕ О Ж И Д А НИ Е [ГЛ. в

2. Показательное распределение:

оо со

Мв =   ̂ x p i (v)dx  =  0Lxe-axdx =  -^.
— СО 5

3. Равномерное распределение:

М1 =  ь ± - а \ Хс1Х =  а-1 Г '
а

Найдем теперь по формуле (1.6) математические ожи­
дания некоторых дискретных случайных величин.

4. Биномиальное распределение. Из формулы

М £ =  V  тС™рт (1 — р)п т>
т =-0

воспользовавшись равенством тС” =  nCZ—i , получим 

Щ = пр 2  С Г / р "1 (1 -  р Г "  = лр (р+ (I -  р )Г 1.
т — 1

Таким образом, М\ =  пр.
5. Пуассоновское распределение. Так как

m —0 m — 1

то М5 =  А.

§ 2. Свойства математического ожидания

Приведем основные свойства математического ожи- 
цания.

Т е о р е м а  2.1 .
1°. Если С — постоянная, то МС — С.
2°. Если С —постоянная, то М(С£) =  СМ£.
3°. Для любых величин £

| М & | < М | 6| .



4°. Для любых случайных величин h  и £а

М(?1 + Ы  = М£1 + МЕ2.
Если существуют какие-нибудь два из участвующих в ра- 
венстве математических ожиданий, то существует третье. 

5°. Если случайные величины и ?2 независимы, то 
— Из существования любых двух матема­

тических ожиданий следует существование третьего.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Свойства 1° — 4° следуют из 

соответствующих свойств интеграла или ряда. Докажем, 
например, свойство 4° для величии, определенных в абсо­
лютно непрерывном вероятностном пространстве (см. § 4 
гл. 2). Пусть £1# £2 заданы на вероятностном простран­
стве (£2, VI, Р). Тогда сумма ? i +  £2 также является слу­
чайной величиной, определенной на том же вероятност­
ном пространстве, и по формуле (1.3)

М ( Е н -  у  =  5 • ■ • 5 (Si (“ ) +  52 (и)) л (и) du i. . .  dur =
Q

*= \. • Л 5i (и) п (и) dux. ..  dur +  \. . .  \ Ъг (и) я  (и) d u i... dur =
* и * Q

”  ”1” М^2 (Ц ~  (^1, • • • * М/-)).

Здесь мы воспользовались тем, что интеграл от суммы 
двух функций равен сумме интегралов.

Докажем свойство 5°. Пусть, например, £, и £2 —  
абсолютно непрерывные величины и Pi,i,(u, ^) — их 
плотность распределения. Так как £, и независимы, 
то Ры, (“ » v) =  Pi, (“ ) Pi, (и)- По формуле (1.7) с л =  2 и 
S (xг. *г) =  * 1*2 получим

ОО ОО

М с^2 =  $ $ uvPl, (и) Pi, (v) du dv =
—  OO —  OO

OO OO

=  $ «Pl,(u)du- $ v p iJv ) dv^M b-M Zt,
—  0 0  —  CO

Из свойств 2° и 4° по индукции следует, что

М (Cali + . . . + С„ Ы  =  С,М U + . . . + С.МЬ.. (2.1)

Приведенные выше свойства помогают при вычислении 
математических ожиданий. Рассмотрим два примера.

§ 2] СВОПСТВА МАТЕМАТИЧЕСКОГО О Ж И Д АН И Я 107
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П р и м е р  1. Пусть 5 имеет нормальное распределе-
пне с параметрами (а, а2). В § 1 было показано, что 
М? =  а. Найдем математическое ожидание величины т) =
-  А1 +  В:

Щ  =  АМ1 +  В =  Аа +  В.

Таким образом, формула для Mrj дает простое объяснение 
формулы для параметра a t.

П р и м е р  2. Пусть — число успехов в п испыта­
ниях Бернулли с вероятностью р  успеха в отдельном 
испытании. Эта величина имеет биномиальное распреде­
ление. В § I было показано, что случайная величина 
с  биномиальным распределением имеет математическое 
ожидание, равное пр. Покажем, как этот результат можно 
получить при помощи представления ц„ в виде суммы 
индикаторов (5.5.13):

= *i +1* 4* • • • 4- £«|*
где 5» — независимые одинаково распределенные случай­
ные величины с Р  (S* =  1) =  р ,  Р  (g* =  0) =  1 — р. По фор­
муле (2.1)

M|i„ =  M S t + M 5 , + . . . +  MS,.

Слагаемые легко вычисляются по формуле (1.6):

=  1 р  +  0  (1 - р )  =  р , f t =  1 , 2 , л.

Таким образом, Мц„ =  пр.
П р и м е р  3. Из урны, содержащей М белых и N — М 

черных шаров, по схеме случайного выбора без возвра­
щения извлекается п шаров (см. § 2 гл. 2). Пусть g — 
число белых шаров в выборке. Найдем М£. Обозначим At, 
событие, состоящее в том, что ft-й шар в выборке ока­
зался белым. Представим £ в виде суммы индикаторов
|» =  /A*» ft — 1 • • • • • П.

6 - 6 |  +  Ь  +  . . . + Ь . .  (2 -2 )

Так как Р ( | * =  1 ) =  M/N (см. задачу 22 гл. 2), то М£* =» 
и Мl  =  n-M/N.

В  качестве еще одного примера использования свойств 
математического ожидания докажем следующую теорему.



Т е о р е м а  2.2 . Если А и Л2, . . . »  Лл — проимюлиные 
события, //го

р и
\ т »  I

“ 2 ( - 1 ) - +1 2  Р ( л » / * а . . . л 4 т).
т  —I I <  *, < * f <  ... <кт < л

§ 21 СВОЙСТВА МАТЕМАТИЧЕСКОГО О Ж И Д А Н И Я 1 0 9

п
I ЛД о к а з а т е л ь с т в о .  Из равенства и  А . -  П  Л

т — I m — I
следует, что

Р('С | А .]- 1 - р ( П  А.). (2.3)
\m — I / \ т — I /

Пусть (Ас =  1 . . . . ,  л) — индикатор события И*.
Л

Тогда случайная величина л =  Ц  (1 — rj») принимает два
I . к 1
значения: значение 1, если все tj» =  0, и значение 0 
в остальных случаях. Событие {т)1 =  i|2 =  . . .  =  i|„ =  0} =» 
=  АхАг Следовательно,

Мп =  Р ( Л 1Л|. . .Д ) л. (2.4)
Так как

Л=  1 - 2 ]  (— l)mtl Ц
m —I 1

ТО

Мл -  1 -  £  ( ~ 1 Г +1 2  Мл*,. . .  Л*т . (2.5)
т =  I 1 < * t < . ..< *„ < / »

Очевидно, что
( 1 ,  если (OGAkl. . .A km9

 ̂ • • '  Ч*ц * ... А/, { л -2---------- -z----
( 0 ,  если

Поэтому
Мл*,л», • • • 4»m = Р  (Л*И*,... Акт). (2 .6)

Утверждение теоремы следует теперь из формул
(2.3) - ( 2 . 6 ) .

Приведенная в теореме формула обобщает форму, 
лу (1.3.7).
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§ 3. Дисперсия

Дисперсией Dg случайной величины £ называется число

Dg =  M (g -M g )» ,  (3.1)

если математическое ожидание в правой части (3.1) суще­
ствует. Дисперсия является мерой рассеяния значений 
случайной величины около ее математического ожидания. 
Величину K D S  называют средним квадратическим 
отклонением.

Если воспользоваться свойствами математического 
ожидания, то правую часть (3.1) можно привести к еле* 
дующему виду:

М (g -  Mg)* =  М (g* -  2gMg +  (Mg)1) =  Mg’ -  2MS • Mg+(Mg)*.

Отсюда и из (3.1) следует, чго

Dg =  M g *-(M g )* .  (3.2)

Если случайная величина £ абсолютно непрерывна, то, 
полагая в формуле (1.5) п =  1 и g (a j )  =  (ху — Mg)*, 
получим

D t = ]  ( x - m ' P i ( x ) d x .  (3.3)
— ОО

Для дискретной величины g из (1.6) найдем

Dg =» | н * * - м £ ) * р  « = * * ) ,  (3.4)
*=|

где У] P (g  =  x*) =  1.
* = i

Приведем свойства дисперсии.
Т е о р е м а  3.1 .
1°. Для любой случайной величины g имеем Dg^sO.
2° Если с — постоянная, то Dc =  0.
3°. Если с — постоянная, то D(cg) =  c*Dg.
4°. Если случайные величины gt и gt независимы, то

D(gi +  g,) =  Dgx +  Dg4. (3.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Свойства 10 — 3° следуют непо­
средственно из определения и свойств математического



ожидания. Докажем свойство 4°. По определению (3.1)

D (Ei + St) = М [(Е, +  It) -  М (h + ?S)P “
~ M [ ( S i - M S , ) + ( S . - M S , ) ] * =

-  м [(€! -  ME,)* +  (Е. -  Mg,)*4-2(5! — MS,) (Е* -  ME,)].
(3.6)

Отсюда, так как случайные величины — MEi, Ei — №Е« 
независимы и

М (6i -  ME,) (1, -  м ы  = М (El -  ME,) • М (Е , -  МБ,) =
=  (ME, - M E , )  (ME, -  ME,) =  О,

следует, что

D (Ei +  Ei) -  М (В» ■— ME,)*+ M (E, -  ME,)* = DE, +  DE,.

Вычислим дисперсии некоторых случайных величия.
1. Нормальное распределение. По формуле (3.3) находим

° 1 = т к  5  < * - “ *  «*•
— СО

Отсюда, полагая х — су-\-а, получим

0 0  ОО

D ? =  ° a T W  S * е ~ *ПАУ ’т —  * у &  $ У d i e - * * ) .
— СО — с о

Применив формулу интегрирования по частям, находим 
D i =  o*.

В § 6 гл. 5 было показано, что линейная функция 
11=  Л£ +  В от нормально распределенной случайной вели­
чины Е имеет нормальное распределение. В § 2 был 
указан способ вычисления Mrj, не связанный с доказа­
тельством нормальности tj (с м . формулу (2.2)). Найдем 
теперь Drj. Нетрудно показать, что случайная величина, 
являющаяся постоянной, взаимно независима с любой 
случайной величиной. Следовательно, при вычислении 
Di| =  D(i4£ +  fi) можно воспользоваться формулой (3.5), 
Тогда

D>1 =  D (Л£ +  В) =  D (Л£) +  Dtf -  АЮ1 =  Л го*.

§31  ДИСПЕРСИЯ Ш
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2. Равномерное распределение. По формуле (3.3)

01=3 I =  И* “ Н Г 1  )*<**•

Отсюда =
3. П уассоновское распределение. Найдем сначала 

М [ 5 ( 6 - 1 ) 1 -  По формуле (1.4) с /■= 1 и g  (дг) =  х (д с -  1) 
получим

МНЕ — 1)=* 2  m ( m - l ) ^ < r *  =  X* 2
m =0 m * ’

Так как Mg f t -  l) =  Mg*-Mg и Mg =  X, то Mg* => 
=  X*-j-A,. Подставляя это выражение в (3 .2), получим 
D 5 - Х .

4. Биномиальное распределение. Так же как в при­
мере 2 из § 2, воспользуемся тем, что число успехов 
представимо в виде суммы независимых индикаторов 
(5 .5 .13). Тогда D |i, =  Dgl +  . . . + O g „  и Dg* =  M g J - (M g * ) * =  
=  р — р* =  р(1 — р). Таким образом, Du, =  «/>(1 — р). 
Отметим, чго в формулировку теоремы М уавра— Лапласа 
(теорема 3 .3  гл. 4) входила случайная величина 
(u , — np)/yrnptj. Теперь мы можем эту же величину 
записать в виде (ц„ — MmJ/V Dn„. Такое линейное преоб­
разование случайной величины используется довольно 
часто. Если g — произвольная случайная величина, то для 
случайной величины т] =* (g — Мg)/KDg имеем

М п =  0, Di| =  1.

В приложениях для оценки вероятности отклонения 
случайной величины от своего математического ожидании 
часто используют «правило трех сигм», согласно которому 
событие |g — М| | >  3 D i практически невозможно, т. е. 
его вероятность очень мала. Это действительно так, если g 
распределена нормально. В этом случае

P t | g - M ' | > 3 K D g } ~
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Однако если распределение | отлично от нормального, то 
возможны большие значения вероятности такого отклоне­
ния (см. задачу 19).

Часто изучаемую случайную величину удается пред­
ставить в виде суммы более простых, возможно зависи­
мых, случайных величин. Пусть, например,

=  +  (3.7)

где случайные величины £,, Е*..........£„ зависимы "  каждая
из них принимает значения 0 и I.  В этом случае можно 
воспользоваться формулой

Мч„ =  M £i +

Однако Dn„ уже не равна сумме дисперсии D ;* .  Для 
вычисления можно использовать формулу (3 .2 ) .  Так 
как У  (<«>) =  **(ш), о» е й  (действительно, £*(о>) =  1 или 
I* (и>) =  0), то

n ’ =  8 А .  (3.8)
* - i  *jt/ k * i

Таким образом,

0»|„ =  Mr]I (M r j,)1 =  ^  -J-M n , — (М О *)* ’
**/

б. Гипергеометрическое распределение. Воспа-льз уемся 
формулой (3.8) для вычисления дисперсии величины  
имеющей гипергеометрическое распределение. Д л я  ннди* 
кагоров в сумме (2.2) имеем (см. задачу 2 2  гл. 2)

м  _  М(М — I)

Отсюда и из (3.8) находим

м<> -  m i  +  j  M f . ь  -  -  4 + « < „  _  „  4 ^ - .

Следовательно,
п ;  _  „ /и i\ М(М — \) | М м%В „ д п ( п - 1 ) - № _ |) + п т - п » — .

После несложных преобразований получим
гы  М / 1 М \ N—n /1 Ok
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§ 4. Ковариация. Коэффициент корреляции

При доказательстве формулы (3.5) нам потребовалось 
вычислить М [(6, — М Ы  U* — М?*)]. Зто число называется 
ковариацией случайных величин Ы  Б* и обозначается 
cov (?!, Ы> Таким образом,

cov(£i, Ы  =  М [(Ei — М Ы  (£а — МЫ1- (4.1)

Отсюда, используя свойства математического ожидания, 
легко получить следующую формулу:

cov(si ,  E2) =  MiiE2 — М?1 -М£2. (4-2)

Очевидно, что

с о |) =  Dg.

Нетрудно проверить также следующие равенства:

cov(£i, Ы  =  соу(Е2, Ы .  c o v (c ; j ,  Ы  =  ссоу(| ь  Ы .

где с — любая постоянная.
Из равенств (3.6) и определения (4.1) вытекает форму­

ла для дпсперсин суммы двух произвольных случайных 
величин:

D (£i +  ?*) =  DEj - f  DE* +  2 cov (?i, Ы -  (4-3)

Т е о р е м а  4.1. Если для случайных величин Ы  £*,•••»?<« 
существуют cov (Ei( \j) =  Оу, i, / =  1 , . . . ,  п, то при 
любых постоянных си  с * . . . . »  с„ имеем

Я

D (Ci£i +  “Ь • • • "Ь £я?я)e
/ ./ -I

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим

Ля =  +  c t l t  +  • • • +  c nln•
Нетрудно проверить, что

Т1я-Мть =  j ]  c d h - m d
I - 1

и ( г ь - м т и )2 =  S
/ ./ - i
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Вычисляя математическое ожидание от обеих частей 
последнего равенства, получим утверждение теоремы.

Правую часть (4.4) можно рассматривать как квадра- 
тичную форму от переменных clt cit . . . ,  сп. Так как при 
любых Ci, с,, . . . .  с„ дисперсия в левой части (4.4) неот­
рицательна, то квадратичная форма в правой части (4.4) 
неотрицательно определена. Квадратичная форма неотри­
цательно определена тогда и только тогда, когда неотри­
цательны все главные миноры матрицы, составленной из 
ее коэффициентов. Таким образом, из теоремы 4.1 полу­
чили следующее утверждение: определитель | D [§] | матрицы
D [5] =  D [(£i..........|m)l =  j cov (h, lj) | при любом m =  1 , 2 , . . .
для любых случайных величин |i, |г, удовлетво­
ряет неравенству

ID  [(5,..........Ы 1 1 3 * 0 .  (4.5)

При т =  2 неравенство (4.5) имеет вид

U b .  Ы  "” к  (г) э= 0 .

Отсюда
|cov(b. W K K D b D b .  (4-6)

В доказательстве формулы (3.5) было попутно полу­
чено, что для независимых случайных величин |lf g2 имеет 
место равенство

cov(Ei, Es) =  0 . (4.7)

Таким образом, если cov(£i, 1 * )¥ = 0 ,  то величины ^  и l t 
зависимы. В качестве количественной характеристики 
степени зависимости случайных величин £i и исполь­
зуется коэф(рициенп1 корреляции р (£ , ,  £г), определяемый 
следующим равенством:

( 4 8 )

Свойства коэффициента корреляции:
1°. |р(Еь Е.)|^1.
2°. Если и 1з независимы, то p ( £ lt £г) =  0.
3°.  Если h  =  А£х +  В, где А и В — постоянные, то

|p(si, W i - l .
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Свойство 1° следует из (4.8) 
и (4.G); свойство 2° следует из ( 4 . 8 )  и (4.7). Докажем 
свойство 3°. Положим М ^ » а ,  D£i =  oa. Тогда

Щ%=*Аа +  В 9 D?a =  А2о29

c o v d b  W - M [ ( b - « ) < E . - M ? * ) l -
-  М К Ь  -  а) (А (Ь  -  а))] -  ADU -  А о*

и, следовательно,
л ^   ̂  ̂ >4оа _ А
Р Ifel* г2/ == ,/ л» п ' V  , - , *

У Лао* о 2 | A J

Таким образом, |р(Еь ?а) | = 1 .
Отметим, что равенство нулю коэффициента корреляции 

не является достаточным условием независимости случай­
ных величин. Из равенства р( £ь  ?а) =  0  не следует 
независимость случайных величин (см. задачу 10 этой
1 лавы).

Наряду с рассмотренными выше числовыми характе­
ристиками случайных величин часто используются моменты 
более высоких порядков. Моментом порядка k случайной 
величины I  называется число Щ *. Число М(£ — М£)* 
называется центральным моментом порядка k.

Пусть задан случайный вектор (£ь  £2* •••» Ъ*)* 
Величины

. . . & ,  м (Б ,- м ы *  1 . . . ( i n - м ы *«

называются ссютветственно смешанным моментом порядка 
k — ki +  . . . +  k„ и смешанным центральным моментом 
порядка k. Вычислять моменты более высоких порядки» 
можно по формулам (1.4), (1.5). Например,

ОО ОО

М 5*,55, “  $ S *» ,х ! ‘Ргл,(хи xt)dxxdxt.
— ОО — 0 0

Отметим также, что из существования момента Mg'" выте­
кает существование моментов Mg*, k = l ,  2 , . . . ,  /и— 1. 
Это утверждение следует из неравенств

|Е(©)|*‘< | Е ( « ) Г " + 1 ,  ш е £ 2 ,  Л— 1 , 2 ..........т - 1 .
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Во введении был отмечен экспериментальный факт, 
состоящий в том, что в длинной серии опытов частота 
появления события А сближается с определенным числом, 
которое можно рассматривать как вероятность события А. 
В математической модели серии опытов этот факт доказан. 
Сначала получим некоторые оценки распределений слу­
чайных величин.

Т е о р е м а  5.1. Пусть £ = £ (с о )^ г О  при любом (о е  £2. 
Если Mg существует, то при любом е > 0

(5.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем доказательство в слу­
чае, когда £ задана в абсолютно непрерывном вероятно­
стном пространстве (см. § 4 гл. 2). По определению 
математического ожидания имеем

M£ =  ^ . . . j £ ( u i ,  . . .  | Uff) к (« ,,  . . . »  unf duv du%. . .  du п» 

Пусть
0 *  =  {(И|. . . . »  и„): £ ( и ь  . . . ,

Введем случайную величину

если (ии . . . ,  ип) е  Q \ Q e. 

если (ult h „ ) g £ V

§ 5. Закон больших чисел

При любом ( « 1, u , ) e Q  имеем £ ^ т | .  Умножнм обе 
части этого неравенства на л (и......... , ип) н проинтегри­
руем по й . Получим, что Отсюда следует 
утверждение теоремы, так как

M>i =  еР ( f ie) =  еР  (£ э *  е).

Доказанная теорема позволяет легко получить нера­
венство Чебышева.

Т е о р е м а  5 .2  (неравенство Чебышевз). Если случайная 
величина £ имеет дисперсию, то при любом в > 0

P f l S - M s l s s e X - ^ .
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Случайная величина *) =  (£ —
—  М ; ) * ^ 0  при всех о> е  и Mr] =  М — М£)2 =  D5 
конечно. Следовательно, можно воспользоваться неравен­
ством (5.1). Таким образом,

P ( | 6 - M £ | ^ e )  =  P ( T , ^ e * ) < ^ L  =  B . .

Неравенство Чебышева позволяет оценивать вероят­
ности отклонений значений случайной величины от своего 
математического ожидания.

Пусть, например, нужно оценить долю бракованных 
изделий в партии, содержащей N изделий. Обозначим 
число бракованных изделии М . По схеме случайного 
выбора без возвращения отберем п изделий. Пусть среди 
отобранных изделий £ бракованных. Случайная величина § 
имеет гнпергеометрнческое распределение (см. § 1 гл. 2). 
В  §§ 2 и 3 было показано, что

. . . .  М р .. М /, М \ N - nЩ - П ц ,  D l - n  N
Отсюда

т \п)  N b U \n)  п N V  N ) N — \ 

Воспользовавшись неравенством Чебышева, получим

n i l  I  М  | _ А\ ^  1 м  !\ M \ N - n  
Р {| я, N N V  N J  N - 1 *

Другим примером полезного применения неравенства 
Чебышева является оценка ошибки приближенного зна­
чения измеряемой величины. Пусть проводится п неза­
висимых измерений некоторой неизвестной величины а . 
Ошибки измерения 6 !f б2, . . . »  6Я будем считать случай­
ными величинами. Предположим, что М6* =  0, Л== 
=  1, 2, . . . ,  п. Это условие можно рассматривать как 
отсутствие систематической ошибки. Пусть еще D6* =  62. 
За значение неизвестной величины а  принимают обычно 
среднее арифметическое результатов измерений. Тогда 
ошибка в определении числа а  будет равна

И

Di]n=  2̂ (D81 +  * * * +  D6„) =  — » Mijn =  0 .
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Предположим, что нам нужно, чтобы ошибка т)„ не 
превосходила А с достаточно большой вероятностью. 
Например,

Р(| т ь ! < Д ) > 0 , 9 9 .

Это неравенство можно записать в эквивалентном виде 

Р ( | Л » 1 ^ Д ) < 0 , 0 1 .  (5.2)

По неравенству Чебышева имеем

Следовательно, (5.2) будет выполнено, если

- ^ , - ^ 0 , 0 1 ,  или я 2 s 1 0 0 - - .

Таким образом, мы получили оценку числа измерений, 
необходимого для получения заданной точности. В  рас­
сматриваемой задаче оценка для п является завышенной. 
Ее можно улучшить, если воспользоваться тем, что т)„ 
является суммой независимых случайных величин. Будет 
показано (см. теорему 4.1 гл. 7), что при больших п 
величина л* имеет распределение, близкое к нормальному. 
Однако если о случайной величине ничего не известно, 
кроме математического ожидания и дисперсии, то оценку, 
которую дает неравенство Чебышева, улучшить нельзя. 
Укажем распределение случайной величины, для которой 
неравенство Чебышева при данных b * = D £  и г > Ь  обра­
щается в равенство. Пусть

Р ( £ - 0 ) - 1 — Р(£ = —  е) =  Р (% =  г) =  - ~ .
Тогда

М£ =  0 ,  D& =  M£* =  < - e ) * £ + e * - ! ^ f c *

И

Р ( 1 5 | 2 * * ) “ £ .

Нетрудно получить еще ряд полезных неравенств 
типа неравенства Чебышева. Пусть /(лс) — неубывающая 
неотрицательная функция. Если существует М/ (!) ,  то
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при любом е > 0
р (£ > е )< - М - .  (5.3)

Доказательство проводится так же, как доказательство 
теоремы 5.1.

Т е о р е м а  5.3. Если случайные величины %i9 ... 
. . . ,  ... попарно независимы и

п
К т - а  У  D b - 0» (5-4)
Я- °° к=\ 

то для любого е > 0
lim _  ме1+ м ь + у ..+ мь!.|< в \ L
/1-00 W n n I 1
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим

l\ + 1» +• • • + Ь» 
ъ -  -  .

Утверждение теоремы равносильно тому, что при любом
е > 0

lim Р (| т)я — Mij, | е) =  0 . (5.5)
Я - *  ОО

Так как случайные величины Ь» •••» попарно неза­
висимы, то

п

Сть =  i  2  D^- (5.6)
к ~ I

По неравенству Чебышева
P d T j . - M i b l S s e ) ^ ’!"-.

Отсюда, воспользовавшись (5.6) и (5.4), получим (5.5). 
Теорема доказана.

Случайные величины gj, . . . .  ...называют некорре­
лированными, если cov (||, ?;) = 0 при любых i, /, i=£j .

В условии теоремы 5.3 можно вместо попарной неза­
висимости величин |j, ? * , . . . ,  Б,, ... потребовать, чтобы 
они были некоррелированными, так как для некоррели­
рованных величии сохранится формула (5.6). Если для 
величин £,.......  ? „ , . . .  выполнено утверждение теоре­
мы 5.3, то говорят, что к ним применим закон больших 
чисел.
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Отметим некоторые частные случаи этой теоремы. 
Т е о р е м а  5.4 (теорема Чебышева). Если случайные 

величины £lt E2t •••» £*» ••• попарно независимы и
D * = 1 , 2 , . . . ,  (5.7)

где С —некоторая постоянная, то при любом е > 0

lim _ В , + - + .М6« < Л = 1 .
П-оо Ч _  П П ’

Теорема 5.4 следует из теоремы 5 .3 , так как из 
условия (5.7) следует (5.4).

Т е о р е м а  5.5. Если случайные величины .
одинаково распределены, попарно независимы и имеют 
конечные дисперсии, то при любом е > 0

j h n p j j i ± ^ ± k _ « | < . | _ , ,

еде а =  ME*.
Теорема 5 .5  следует из теоремы 5.4 . Действительно, 

DE*. й = 1 ,  2 , . . . ,  существуют и равны между собой. 
Следовательно, выполнено условие (5.7). В гл. 7 теоре­
ма 5 .5  при помощи характеристических функций будет 
доказана без предположения о существовании дисперсии.

Т е о р е м а  5.6 (теорема Бернулли). Пусть ц„ — число 
успехов в п испытаниях Бернулли и р — вероятность 
успеха в отдельном испытании. Тогда при любом е > 0

И т Р { | £ - р | < . } - 1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользуемся для ц„ пред­
ставлением

Ип =  £i +  ?* +  ••• +

где £», At =  1, 2, . . . ,  п, независимы и Р ( £ * = 1 )  =  р, 
Р( £ *  =  0 ) =  1 — p =  q. Очевидно, что М£* =  р и дисперсии 
величин |* конечны.

Таким образом, доказываемая теорема сразу следует 
из теоремы 5.5 .

Схема Бернулли является математической моделью 
серии опытов, повторяющихся в неизменных условиях. 
В каждом опыте может произойти событие А, которое 
мы назвали успехом. Согласно теореме Бернулли частота
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\ijri наступления события А сближается с вероятностью р. 
Этот же факт установлен экспериментально.

Математической моделью последовательности из п 
измерений неизвестной величины а  является случайный 
вектор ^2t •••• £/»)* где £д>, k  — 1 , 2, • ••« я, незави­
симы, одинаково распределены, Mg* =  a , Dlk =  b2. По 
теореме 5 .5  среднее арифметическое ( £ i + . . . +  £/i)/n при 
больших п мало отличается от измеряемой величины 
с  вероятностью, близкой к 1.

§ 6. Условные распределения и услозные
математические ожидания

Пусть в пространстве (Q, 91 Р) определен случайный вектор 
(Е. ч). Введем понятие условного распределения величины I при 
условии, что задано значение Рассмотрим сначала дискрегный 
случай. Пусть

В § 1 гл. 3 было дано определение условной вероятности. По этому
определению

Если фиксировать у/ (или /), то вероятности (6.1) можно рассматри­
вать как условное распределение величины £ при условии, что Ч =  у/. 
Условным математическим ожиданием случайной величины £ при 
условии, что т] =  Уь называется число

Если левые части (6.1) и (6.2) рассматривать как функции от yf% 
то можно считать условное распределение и условное математическое 
ожидание случайными величинами, определенными в исходном веро­
ятностном пространстве (Q, 91, Р). Тогда условное распределение и 
условное математическое ожидание g при условии т| определяются 
соответственно формулами

Р(Б =  *<1П) =  Р (5  =  */!Ч=У/). ес-™ {п =  У/}, / = 1 , 2 , . . . ;  
М (£!т)) =  М (£|ч =  у/), если <о е  {^ =  //,}, / = 1 , 2 .........

ОО

Р (£= */ . ч = У / )= Р / / ^ о , 2  Риа  1
Г./-1

оо оо

Р (£  =  *< )=  У, Pi/ =  Pi-^0< Р (П “ У/)“  2  Р1/шжР -/> 0.

00

(6.2)
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где Р (5 =  Xi | г\ =  у/), М (g ! х] =  yj) определены формулами (6.1) и 
(6.2). Справедлива следующая формула (формул! полного математи­
ческого ожидания):

М£ =  М [М ($1ч)1. (6.3)

Зтесь условное математическое ожидание в квадратных скобках 
рассматривается как случайная величина. Применяя формулу (1.6) 
к случайной величине M (J|t])f можно (6.3) записать в следующей 
эквивалентной форме:

со

2  Р  Й " -#/) М  (5 I Ч  =  У/)- (6 .4 )
/-1

Докажем формулу (6.4). Воспользовавшись определением (6.2), 
получим

V  Р ( п=у /)  м ( I I  П=У/)“  2  Р ( ч = г '/) 1
У«1 /«I ,

СО со  I  оо \

в  2  *JP (5 —*b  Л =  У/)=* 2  2  Р (ь =  ̂ » Л =  У/)1 
/•/-1 » =  1 V/—1 /

со
Так как ^  P(5*»JT/t л =  ̂ ,) =  Р (5 =  ̂ ) , то правая часть последнего 

/ =  1
равенства равна М-;. Покажем, что из формул (6.3) и (6.4) следует 
формула полной вероятности. Пусть

* f 1» если о) е  Л,
\ О, если (о е  Д, 

rj =  X//, если © е й / , / =  1, 2, . . . в
оо

где / # / , U Я/=  &. Тогда
/ = |

m j - p m ) ,  р (ч -| г / )-р (В / ) , м < г 1ч - * / ) - Р М 1в/).

Подставляя эти выражения в (6.4), получим формулу полной веро­
ятности со счетной системой событий £ „  В2, . . . ,  Вп, ...2

оо

Р М ) - 2  Р ( В * ) Р ( И | В * ) .  ( 6 5 )
л *  1

Положим в (6.5) Л =  {Tj =  y *}, где С <= {xlt xit . . .
• •. 1 xnt (xh у/) — значения (J, г]). Тогда при любом С

оо
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С в о й с т в а  у с л о в н о г о  м а т е м а т и ч е с к о г о  о ж и д а ­
ния :

Г .  м  [ф (n)  I n l  =  «p(n)- ( 6 7 )
2®. М [ф (п ).61п 1= Ф (п )М (51ч ). (G.8)
З9. M f t l + E t | f| ) - M (5 l m ) + M ( E t |n). (0 .9 ) 

4°. Если £ и ц независимы, то
М (5 'п ) =  М£. (0.10)

Равенства (6 .7 ) — (6 .10) верны при любом <о е  Q. Равенства (6 .7), 
(6 .8 ), (G. 10) следуют непосредственно из определения, аналогичного 
( 1 2 ) ,  (1 .3).

Перейдем к рассмотрению абсолютно непрерывного вектора (£, rj). 
Т ак  как в этом случае Р (т|=*у) =  0  при любом у% то мы не сможем 
воспользоваться определением условной вероятности (2 .1 .1 ) , как это 
мм сделали в дискретном случае. Назовем условной плотностью 
распределения вероятностей величины £ при условии, что т| =  у, сле­
дующую фуикцию:

=  ■PV n(* , -v)------  (611)

5 Ръ ч (« .
— ОО

Условное математическое ожидание £ при условии. что п — У. опре­
деляется формулой

со

M (5 ln  = y )-  $ xpi (x\x\=y)dx. (0.12)
—-ОО

И з (6 .11 ) нетрудно получить, что при любых а  и b

P(as£fcs£&)=* J  Рл (у)! J / Ч I «I— (G.I3)
— оо а  '

Л егко также проверяется формула, аналогичная (6 .4):

Щ -  j f Рл (*)М (51ч-уМ у. (0.14)
— 00

Если рассматривать (6 .11) и (6 .12) как случайные величины

Pl(x  Ч ) ~ ^ 0 П И а У>. если (о е= { г ) = У Ь  у е ( -  о о , оо ); 

M ( S ! f j  =  y), если о» €= {п = *У К  М ( J  | ц) = у  <= (—  оо, оо), 

то формулы (6 .13) и (6 .14) можно записать в виде

и в виде (6 .3 ) соответственно. Д ля условного математического о ж и ­
дания абсолютно непрерывных величин сохраняются свойства (6.7) — 
(6 .10),



§ 7. Многомерное нормальное распределение

Пусть 6 =  (£ь & )' — г-мерный случайный сектор- 
столбец Положим

г
tjj =  ^  w " f  fl/i  ̂“  Ь  • • • I /И, (7.1)

/ - 1

или в Еекторной форме:

т] =  С Ц - а ,  (7.2)

где л — (tj,.......... Tim)' o =  (fli.............а,У и С =  (су |= (ш х г)-
матрина. Здесь вектор а и матрица С постоянны. Так 
ж е как и в § 4, будем обозначать £>[£] =  £>[£,, g,] 
ковариационную матрицу |cov(?(t |;)|. Следующая теорема 
является обобщением теоремы 4.1 .

Т е о р е м а  7.1 . При любой постоянной матрице С 
в (7.2) имеем

D [4 ]  =  C D U ]C \  (7.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из формулы (7 1) следует, что

Т], -  Мт], =  2  с“ (Ь  _
/ -1

II

(*). — Мп*) (П/ — М%) ■= У, сис/к {1, — Щ :) (1 > -М и ) .
*./«1

Вычисляя от обеих частей последнего равенства матема­
тическое ожидание, получим

г
cov(T)(, t v ) =  2  Си c o v ( £ z, l k)ch ,

; lr- * . / - !
где c j; =  С)* Теорема доказана.

Многомерным нормальным распределением т случай­
ных величин назовем распределение ьектора т) =  (||Ь  . . .  
•••• Л *) '.  где rj/ определены формулой (7.1),  а случайные 
величины ||9 12* •••• lr независимы и каждая из них рас­
пределена нормально с параметрами (О, 1).

•) Мы будем r -мерные векторы рассматривать как (г х  1)-мат- 
Рины. Знаком ' будем обозначать транспонирование.

$  7] М Н О ГО М ЕРН О Е  НО РМ АЛЬНОЕ Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Е  1 2 5
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Если т =  г и определитель |С|^=0, то нормальное 
распределение назовем невырожденным. В  других случаях 
можно показать, что распределение т] сосредоточено на 
подпространстве размерности, меньшей т. Отметим некото­
рые общие свойства многомерного распределения.

Пусть вектор ц =  (гц, т^)' распределен нормально. 
Тогда:

1°. Одномерные распределения координат % являются 
нормальными, если D t)/ > 0 .

2°. Любая линейная функция Л =яЛх11 г + . . . + А п Л «  
имеет нормальное распределение, если D r ] > 0 .

3°. Любое линейное преобразование £ =  /4л» где А — 
постоянная матрица, имеет многомерное нормальное рас­
пределение.

Все эти свойства непосредственно следуют из опреде­
ления и того факта, что сумма независимых нормально 
распределенных величин распределена нормально. Нор­
мальность распределения суммы может быть доказана 
при помощи формулы (5 .6 .7) или при помощи характе­
ристических функций (см. § 2 гл. 7).

Т е о р е м а  7.2 . Невырожденное г-мерное нормальное 
распределение является абсолютно непрерывным, и его 
плотность распределения имеет вид

Р п ( * ь  •••» * ' ) “ ( * , y n V W \ e  2 ’

где В =  | bki I — невырожденная (г х  г)-матрица, bkl =  
=  cov(ti*, т),), | В ! — определитель матрицы В, х =  (хи  . . .  
. . . ,  хг), а  =  (ах, . . . ,  аг), а„ =  Щ л, Q (*) =  V  bhxkx, — 
квадратичная форма, коэффициенты которой образуют 
матрицу |% |, обратную к матрице В.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Плотность распределения вели­
чины £ =  (£х.......... &•) имеет вид

,  - i  i ;  4
P l(x 1» •••» xr) =* *  k Г •

Так как | C | ^ 0 t то преобразование y =  g(x),  где у =  
== (i/ii | У г) у X — (X j f  • ••» Хг) 9

г
У, =  gi ( * ь  . . . .  X,) -  2  Сих, +  a it

l~ l



является взаимно однозначным и для вычисления плот­
ности распределения rj можно воспользоваться формулой
(5.6.5). Поскольку то якобиан преобразования J

г
имеет вид J  =  jC| и дг*= V  cii'(y, — ai), где си — элементы 

матрицы, обратной к С. Из формулы (5.6.5) получим 

/>„0/1. • • • .  Уг) =  \J  \~1 P i t s ’ 1
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i

( | / 2 я Н С | - * е  (7.5)
где

Q ( U ~ a ) =  V ^ =  v f v  < Й ( / / , - а , ) ]
fc *=* I /

-  2  (У/1 — «л)(У/а— в|0( 2  C M . ) *  (7-6) 
ii. i . - i  /

1  Отсюда следует утверждение теоремы.
Действительно, D[E] =  £  ( £  — единичная матрица), и 

К  согласно теореме 7.1 имеем В  =  CD [с] С‘ =  С С .  Следова-

j тельно, | Ь?.,.|«= В-* =» (С')"1 (С)-* =  j Д  Я М | и |В | -  |С i».
Г

Заменяя в (7.5) и (7.6) |С| и У] найденными
*=•1

выражениями, получим (7.4).
Таким образом, параметры невырожденного много­

мерного нормального распределения определяются пер­
выми и вторыми моментами. В § 5 было показано, что 
равенство нулю коварнации является необходимым усло­
вием независимости случайных величин. Если Ьк1 =  

t = c o v (> i* ,  1|;) =  0, к ф 1 ,  то (7.4) распадается на пронз- 
» ведение одномерных плотностей распределения. Таким 
t образом, равенства bw =  0, кф 1 ,  необходимы и достаточны 
! для независимости координат случайных векторов, имею­

щих плотности распределения (7.4).
При небольших значениях г можно явно выразить 

величины bit через Пусть, например, г =  2. Тогда

Я  /о? РО|<7.\ р  .1 » /»/о? — Р/орЛ  
\POiO, а }  ) •  1 — р* р/ОлО, 1/aJ ) •
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|fi|= 1/(1 — p2) a ja i  и, следовательно,

— « 1 . Г ,— J ,)е 2 , (7.7)

где

Уже отмечалось (свойства 1°, 3°), что как одномерные 
распределения величин и п,, так и совместное распре­
деление величин

нормальны. Из определения нормальности величин (i|i, rj*) 
имеем Dr)t =  af. Mr)t =  a j ,  D»|, =  oJ. и, следова­
тельно, можно выписать формулы для одномерных плот­
ностей Ci и С*. Используя свойства математических 
ожиданий, нетрудно найти параметры распределения 
вектора (£,, £»)•

Действительно,

MCi =  c„ a ,  -f" СнРи 
МСа =  4* счРг>
DCi =  ,a }  4 -  c j,a 5  +  icuci&a^i,
DC, =  cl.orj 4 -  c'ttol - f  2cuc*pOi°f 

cov (S i, U  4 * c*ic i t® J 4 " ( f n c * * 4 * c * ic ii )

Если случайные величины tji, т]* независимы, о, =  a ,  и 
матрица С ортогональна, то величины £* независимы, 
так как р =  0,

c ii 4 "  с!» =  4 "  с*»=  I*  c i i c*i 4 ’ с**с п  =  О

и, следовательно, cov(£i, £j) =  0.

Можно найти и условную плотность распределения т), при уело, 
вии, что фиксировано i)t. Из формулы

= £ u TU ~bc i t Tl*» £» =  c* iTU + c*tTl*
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и формул (7.7), (6.11) получим 

Р„, (* 11i) -  (Ли *)/Рл, (Hi) =

=  К 2 л ( 1 - р * ) :5 5 еХр 2 (1 —р*) о} [Х~  0%~ Р Чх ^
Таким образом, условное распределение оказалось нормальным и

М (л »! 4 i ) = ° « + P  (4i — ai)i 
а 1

D(»Ja! ni) =  (> -P * )  o j.

З а д а ч и  к г л а в е  в

1. Найти математическое ожидание величины т, определенно# 
в задаче 14 гл. 5.

2. Обозначим £ номер испытания, в котором появился нужный 
ключ (см. пример 3 из § 1 гл. 2). Найти Щ.

3. Решить задачу 2 в случае с возвращением ключей.
4. Найти Мт'т » величины определенной в задаче 16 гл. 5.
5. В задаче 17 гл. 3 обозначим х время свободного пробега 

молекулы. Найти Мт, От.
в. Найти M fo  +  fcj) и D fo  +  St), где gt определены в задаче 

22 гл. 5.
7. Пусть £ — число комбинаций НУ в л + 1  испытаниях схемы 

Бернулли. Найти М£, Dg.
8. Из 100 карточек с числами 00, 01, 02, . . . .  98, 99 наудачу 

вынимается одна. Пусть т],, »]а — соответственно сумма и произведение 
цифр на вынутой карточке. Найти Mi],, М?]„ Dt]i. Dr]*.

9. Для величин Е2, определенных в задаче 11 гл. 5, найти 
М*,. D5„ Db, covG „ l t).

10. Совместное распределение величин g j определяется форму-
P f i . " 0 . ? » = * D =  P ( 1 , = о .  Е ,—  1) =  Р ( 5 . - 1 ,  & ,= < > )= . 

=  P ( l i  =  — 1, 5* =  0) =  1/4. Найти М£„ M|j, D|i D|j, cov (£„ у .  
Являются ли £, независимыми величинами?

И. Случайные величины £„ £3, £*, £5 независимы; О& =  о*. 
Найти коэффициент корреляции величин a) £i +  £j, £з +  &4 +  £*;
б) ь + ь + ь ,  £*+!«+&»■

12. Пусть (glt £а.........£уу) — дискретный случайный вектор с поли­
номиальным распределением (4.2.7). Найти M|*f cov (£*, £/), * ,  / =з 
B l i  N.

13. Для величины ц0, определенной в задаче 13 гл. 2, найти
Р ( И о ~ 0 ) .

У к а з а н и е .  Пусть =  я ячейка осталась пустой}, к =*
1, . . . ,  N. Использовать равенство {щ>> 0 }  =  Ах +  А2 +  . . . - f  Аы.

14. Для величины Цо. определенной в задаче 13 гл. 2, найти 

Мио. Dfio* Найти асимптотические формулы при N-+ оо, ^ r=a=const.

15. В задаче 9 гл. 2 оценить с точностью до 0,004 вероятность р 
появления хотя бы один раз тяжелых поездов в двух соседних 
Интервалах.

О В. П. Чистяков
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У к а з а н и е .  Доказать, что

2  р ( А д -  2  р ( л и / ) < р ( л + . . . + л х  i ;  р м » ) .
кшш I  1 < * < / < г  * - 1

16. По п конвертам случайно разложили п писем различным 
адресатам. Найти вероятность того, что хотя бы одно письмо попадет 
своему адресату. Найти предел этой вероятности при п -►оо.

17. В задаче 16 найти математическое ожидание и дисперсию 
числа £ писем, попавших своему адресату.

У к а з а н и е .  Представить £ в виде суммы индикаторов.
18. В N ящиков случайно и независимо друг от друга бросают 

шары, пока не останется пустых ящиков. Обозначим v число брошен- 
ных шаров. Найти Mv.

У к а з а н и е .  Представить v в виде суммы времен между запал* 
нениями новых ящиков.

19. Найти Р {| £ — M £ | > 3 / d £ } .  I  имест; а) нормальное 
распределение; б) показательное распределение; в) равномерное рас­

пределение на отрезке [— 1, 1J; г) Р (5*=— 1) =  Р (£*=* 0  e  jo t
g

P ( l - 0 ) — g- ; д) распределение Пуассона с М£ =  0,09.

20. Иногда в приложениях сложную функцию от случайных 
аргументов (£1# £„ ...)  заменяют линейной частью ее разложения по 
формуле Тейлора в окрестности точки (M£lt М£2, •••)• Пусть случай­
ная величина £ распределена нормально с параметрами М£ =  0* 
D£ =  o- и — k > 0 .  Сравнить вероятности Р (| £ | <  иао) =»
с = 1 _ 2 а  и Р (| / (£ )| < « ао):

1) Вычислить вторую из этих вероятностей, если а) а  *=0,05? 
а *=2, Л =  0,5; б) <х =  0,05, о =  0,1, Л =  0,25.

2) Предположив, что ka мало, найти приближенные значения 
для решения неравенства |£+Л£*|<иао и вероятности Р (,/ (£ )!< и ао).

21. Точки С|, с„  , сп независимы и имеют равномерное распре­
деление в круге К единичного радиуса. Пусть случайное множество А 
состоит из тех и только тех точек круга, которые находятся ближе 
к центру круга, чем к границе и к любой из точек си 
Найти математическое ожидание плошади £ множества А.

У к а з а н и е .  Пусть /С =  {(х, у): * * + ^ * ^ 1 } .  Положим %(х, у) =  1# 
если (дг, у ) е Л ,  и %(х, у)*= 0 , если (х, у) е  К\А. Использовать
равенство  ̂=  J  \ X (х* У)

22. Пусть М £ ,= а „  М£2=*а2, D £ f - с п > 0 ,  D£f -=oM> 0 ,  
c°v (lit Ь )  — аи . Найти а и р ,  при которых выражение М(£2 —а£| — Р)1 
минимально.

23. Пусть случайная величина £ имеет нормальное распределение 
с параметрами (а, о*). Оценить по неравенству Чебышева Р (, £ — а \ >  
> 2 а). Сравнить с точным значением этой вероятности.

24. Применим ли закон больших чисел к последовательности 
независимых случайных величин £,, £2, . . . ,  £*, . . . ,  если

р ( Ь - К * ) - р (е, « - К * ) “ _ 7 £ .  Р в * - 0 ) = 1 —
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25. Применим ли закон больших чисел к последовательности 
независимых случайных величин £„ £„ . . . ,  £*, . . . ,  если они нор­
мально распределены с М£* =  0, D£* с А®, с > 0 ,  а  >  0 — некоторые 
постоянные?

26. Доказать, что к последовательности £,, £„  .. .»  £*, . . .  при­
меним закон больших чисел, если | cov (£*, £/)| ^ С  для всех k% I =* 
«= 1, 2, . . .  и c o v fo , Ы - ^ 0  ПРИ I Л—/ |-^оо.

27. Случайные величины j 1# |2, . . . ,  независимы и распреде­
лены по закону Пуассона с параметрами v  * ..................... Найти!

а) P ( 5 i + * ‘« + E * = m i E * + ‘ '*+ £yv = n )I
б ) м ( 5 i + ‘ * « + S a ! Ei + E i + * ' * + 5 A r =s/I)«
28. Случайные величины £,, £,, независимы и распределены 

нормально с параметрами (О, 1). Найти плотность распределения
величины 4 =  (£i +  k W / V T f| S .

У к а з а н и е .  Найти условную плотность распределения т] при 
условии, что фиксировано

29. Доказать, что
D £ -M < D (6 I h))+ D (M < 6| ti)).

30. В задаче о случайном блуждании, рассмотренной в $ 4 гл. 4, 
обозначим т время до поглощения в точках 0 или п. Найти тк =т 
=  М (т | go =  Л), где 5/ — координата частицы в момент времени t.

У к а з а н и е .  Составить уравнение в конечных разностях для т * .
31. Предполагается провести 10 измерений ж,, х2, . . . ,  х10 неизве­

стной величины а. Считая . . . ,  х10 независимыми нормально рас­
пределенными случайными величинами с МлЛ — a, D** =  0,01, подо­
брать Л так, чтобы

р JI ^ ^ + о, . ,  +  Х,0- о | д  j = 0  99>

32. Случайные величины £, и £, независимы и распределены норма­
льно с параметрами (О, 1). Являются ли независимыми величины
4 i = E i - K * .  Па * = £ i  —

33. Случайная величина £ распределена нормально с параметрами 
(О, 1). Положим л =  если 1» и т| =  — 6, если № > 1 ,  а) Найти 
закон распределения ц. б) Является ли величина f + т] нормально 
распределенной?

а4. Найти среднее арифметическое реализации 50 равномерно 
распределенных случайных величин, полученной в задаче 24 гл. 5. 
Сравнить с математическим ожиданием случайной величины, равномерно 
распределенной на отрезке (0, 1).

35. Получить 10 реализаций случайного блуждания частицы по 
Целым точкам отрезка (0, п) (см. § 4 гл. 4). Найти частоты поглощения 
частицы в точках 0 и п. Сравнить с вероятностями, найденными 
в § 4 гл. 4. Найти среднее арифметическое времен блуждания до 
поглощения. Сравнить с М (т|£о =  Л), найденным в задаче 30. По­
ложить А= 1 ,  п =  10. Рассмотреть случаи: а) р = 1/ 6,  ̂=  5/6;
б) /> =  <7=1/2.

36. Для студентов группы найти число месяцев, на которые не 
приходится ни одного дня рождения. Найти математическое ожида­
ние и дисперсию числа таких месяцев, (Воспользоваться результатом 
Задачи 14.)

6 *



Г Л А В А  7

П Р Е Д Е Л Ь Н Ы Е  Т Е О Р Е М Ы

Практическое значение предельных теорем состоит 
в том, что они позволяют аппроксимировать распределе­
ния допредельных величин предельными распределениями, 
аналитическая запись которых часто оказывается проше 
выражений для допредельных функций распределения. 
В главе 4 мы прямым вычислением получили предельную 
теорему Пуассона и теоремы М уавр а— Лапласа, которые 
использовались для аппроксимации распределения числа 
успехов в схеме Бернулли. В данной главе мы восполь­
зуемся для получения предельных теорем аналитическими 
методами, основанными на использовании свойств про­
изводящих или характеристических функций.

§ 1. Производящие функции
Если случайная величина I  принимает только целые 

неотрицательные значении*), т. е.

. £ P ( S  =  A ) - 1 ,  (1.1)
А -0

то производящей функцией распределения I  называется 
функция

Фг(х) = М.^= V  дс*Р (I = А1), (1.2)
* =  и

где х(|х|«£ 1) — действительная или комплексная пере­
менная.

Т е о р е м а  1.1.  Пусть (^(дс) — производящая функция, 
опредемнная формулой (1 .2). Тогда:

1°. <pt (дг) определена в каждой точке отрезка [ — 1, 1].
2 ° . ч ч ( ! ) - ! •

*) 1акие случайные величины называют обычно целочисленными.
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3°. Соответствие, устанавливаемое формулой (1 .2), 
между множеством производящих функций cp»(.v) и мно­
жеством распределений {р* J является взаимно однозначным.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первое утверждение теоремы 
следует из того, что степенной ряд в (1.2) мажорируется 
при Jt|«Sl сходящимся рядом в левой части (1.1). Р а­
венство (1) =  1 совпадает с  (1.1). Третье утверждение 
теоремы является следствием единственности разложения 
функции в ряд Тейлора. Теорема доказана.

Используя формулы для коэффициентов ряда Тейлора, 
можно явно указать распределение {/?*}, соответствующее 
вероятностной производящей функции <р*(лг). Имеем

/ > * = 4 Ф1*>(0), *  =  0 ,  1 , 2 , . . .

П р и м е р  1. Пусть случайная величина I  имеет бино­
миальное распределение

Р ( *  =  т )  =  С р ' У Л  w =  0, 1, . .Г ,  п.
По формуле (1.2)

<М *)=* 2  O V ' V  =  (Р* +  <?)"• (1-3)
*«=о

По производящей функции легко определить моменты 
случайной величины. Особенно просто находится матема­
тическое ожидание

М&М, *  =  0 , 1, 2 ..........  (1.4)

где £>*< =  |(? — 1) . . .  (? — k +  1). Математическое ожида­
ние (1.4) будем называть /t-м факториальным моментом. 
Зная факториальные моменты первого и второго поряд­
ков, можно найти дисперсию по следующей формуле:

D$ =  M £ ( S - 1 )  +  M 5-(M & )». (1.5)

Т е о р е м а  1.2. Если конечен k-tl факториальный мо­
мент, то существует левосторонняя производная (1) и

М Р *1 -ф £ > (1 ) ,  (1 .6)
в частности,

M| =  f i ( l ) .  (1.7)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  При любом |дг|<1 функцию 
<р*(х) можно дифференцировать сколько угодно раз. Таким 
образом, при любом к определена ft-я производная

оо

Ф<*>(.*) =  V  (£  =  т ) .  (1.8)
т  =* О

По условию теоремы конечен k -н факториальный момент 

М&Ш =  2  т ^ Р (1  =  т),
т =»0

являющийся суммой ряда (1.8) в точке х = 1 .  Следовя- 
тельно, по теореме Абеля ф̂ к) (л:) непрерывна в точке 
х =  1 и

оо

П р и м е р  2. Найдем М£ и D£ случайной величины £, 
распределенной по биномиальному закону. Дифференци­
руя (1.3) два раза по х, получим

<Pt (x) =  np(px +  q)n-\
Ф* (дг) =  п (п -  1) pJ (рх+<?)"-*.

Отсюда, воспользовавшись (1.6), при * = 1  получим 

M l =  Ф ;(  1) =  пр (р  +  q)n~l =  пр, 
m ( t - l )  =  <Vi(\) =  n ( n - \ ) p * ( p  +  q r - ' = n ( n - l ) p \ л

По формуле (1.7)

D l  =  n (n  — 1) р2 +  пр — п'р1 =  пр  (1 — р ).

Легко вычисляется k-н факториальный момент биномиаль­
ного распределения. Так как ф1*> (дс) =  (рх  +  ? )" '* ,  то

Щ1‘ 1 =  л 1 у .  (1.9)

Применение производящих функций к изучению сумм 
независимых целочисленных случайных величин основано 
на следующей теореме.

Т е о р е м а  1.3. Если случайные величины gj, £2, . . . ,  
независимы, то

‘Ps1 + ... + S „W  = (Pj1W  ••• Ф5„(*)•



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользуемся представлением 
производящей функции в виде математического ожида­
ния (1.2). Тогда

Ф51 +  ... +  1я (х) =  Мдсе‘ +  ,,' +  5» =  М (дс5‘ . . .  д:5"). (1.10)

Случайные величины дс5' ,  дс5*, д:5» независимы, как 
функции от независимых случайных величин. Следова­
тельно,

М(дс5‘ . . .  дс5") =  Мдс51 . . .  МлЛ«.

Отсюда и из (1.10) следует утверждение теоремы, так 
как Мдс5* =  ф5>(х).

П р и м е р  3. Найдем производящую функцию бино­
миального распределения при помощи теоремы 1.3. Число 
успехов ц„ в схеме Бернулли имеет биномиальное рас­
пределение. Представим щ  в виде суммы независимых 
слагаемых:

Щ — £х +  +  • • • +  £л!

где Р  (£* =  1) =  1 — Р  (£* =  0) =  р, к — \, 2, . . . ,  п. По тео­
реме 1.3

Фи„ (*) =  фц (*) ф£, (*)••• Фг„ (*)•

Производящие функции слагаемых получим по фор­
муле (1.2):

(pik (x) =  xp +  x9q =  px +  q, к = \ ,  п.

Таким образом,
Фи„ (x) =  (p x + q)n.

*
£ Найдем производящую функцию случайного числа 

случайных слагаемых.
Т е о р е м а  1.4. Пусть целочисленные величины v, 

£i. £2» ...» I/i независимы при любом /1 = 1, 2, 3, 
к =  1, 2, . . . ,  одинаково распределены. Положим

■ t  £v =  II 4*< • • +  5vt Со =  0,
Тогда

4';v W  =  Tv[tPi1W ] .  (1.11)

§ 1] П РО И ЗВ О Д ЯЩ И Е  ФУНКЦИИ 135
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Д о к а з а т е л ь с т в о * ) .  Вероятность события (£v =  w) 
представим в виде

оо

Р (£v =  m ) =  У] P ( V  =  A\ £v =  m).

Так как (v =  At, £v =  m) =  (v =  /t, £» =  m) и события (v =  £), 
(£» =  m) независимы, то

P ( v  =  ft, £ v =  m ) =  P ( v  =  /f, t *  =  m ) =

=  P ( v  =  A, £, +  . . . +  &» =  m) =  P ( v  =  * ) P ( £ 1 +  . . . + i *  =  m).

Тогда

P(Cv =  m) =  f  P ( v - * ) P ( S i  +  b + . . . + 6 » - « ) .
* — о

Умножив обе части этого равенства на хт и просумми­
ровав по т =  0 , 1, 2, получим

< М * > =  2  р (v = ^ ) ( 2  * - р ( 6 , + , . . + { » - « ) ] •
* « 0  \rn-0 '

Ряд в круглых скобках является производящей функ­
цией распределения суммы £i +  . . .+ £ * •  Так как слагае-

•) Если воспользоваться условными математическими ожиданиями 
и формулой полного математического ожидания (6.6.3), то можно 
дать более короткое доказательство теоремы 1.4. Действительно, по 
формуле (6.6.3)

q>tv(*) =  NUtv =  M(M(xtv|v)).

Так как
М ( j ^  |v) =  m (x S> . . .  зУ» I v ) =  [%I W ]V ,

то
^tv W = M [(<Pji (X))v| =  ? v |<Pt i W|.

В намеченном доказательстве основная трудность заключается в про­
верке равенства

*  m u * . + "  + 4 vM m * * ov

или эквивалентного ему равенства

М (х1 , + - + Ц |  , . * ) - м Л + № + Ч

которое интуитивно не вызывает сомнений.
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мые £/f /=1, <!, независимы и одинаково распреде­
лены, то

со

v  жт Р (?! +  . . .  + g* =  т )  =  ф51+ ... + (дг) =[«fi i (.v)J*.
т О I

Следовательно,

=  S  Р  (v =  * )  tot, (*)]* =  Фу [фь. (*)].
* « 0

Теорема доказана.
При доказательстве предельных теорем часто исполь­

зуется свойство непрерывности соответствия множества 
производящих функций множеству распределений.

Т е о р е м а  1.5. Пусть при любом фиксированном п9 
л = 1 ,  2, . . . ,  последовательность \pk (п)\ является распре­
делением вероятностей, т. е .

/ M n )S *  0, | > * ( л ) = 1 .  (1-12)
* = о

Для тоги чтобы при любом фиксированном k
l im рк (я) =  рк (1.13)

=  (1.14)
* =  о

необходимо и достаточно, чтобы при любом , t e [ 0 ,  1)

lim ф„ (дс) =  <р (дс), (1.15)
п —* СО

еде
со со

Ф« (х) =  £  Р* (Л) ** .  Ф (^ )=  X  />»Л ф ( 1 ) = 1 .
* «= о » = о

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть выполнены (1.13) и (1.14). 
Представим разнссть ф,  (дс) — (дг; в виде
ф„ (ДС) -  ф (дс) =

■= 2ll (P»(n) - P * ) x * +  V  р ,( ,1 )д г*_  V  РкХ»,
А « 0  H«=iV +  l b A f - f  I
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где W — некоторое целое число. Пусть л ; е [ 0 ,  1) фикси­
рован. Докажем (1.15). Так как 0 < р * ( п ) < 1 ,  0 
«^1 ,  то для любого фиксированного е > 0  можно подо­
брать N так, чтобы при любом п

со со со

v  рк (п)х* <  2  * * < } »  2  /’***<  Т*
+  1 =  iV -f 1 k~N +  I

Тогда при данном N

|<Р«(дс)-ф(дс)!^ 2  \Р»(п)-рк \хк+ 1  е.
» - 0

Сумма в правой части этого неравенства может быть 
сделана меньше е/3 при достаточно больших л, так как 
содержит конечное число стремящихся к нулю слагаемых. 
Равенство ф ( 1 ) =  1 следует из (1.14).

Пусть теперь выполнено (1 .15). Докажем (1.13) от 
противного. Предположим, что (1.13) не выполнено. Тогда 
можно показать, что найдутся две последовательности п'п 
и п'т, для которых

lim рк (п’т) =  р„, lim р„(п'п) =  рк, ( 1 1 6 )
" т - о с  " т - 00

причем {р*} и {рк} не совпадают. Тогда по доказанной 
части теоремы из (1.16) следует, что

ОО

lim q v
" m - 00 m * =  °

lim фя .  (дг) =  $ ( * )  =  2
" m - 00 m

и ф (дс) ф (дс). Это невозможно, так как предел (1.15) 
существует. Теорема доказана.

П р и м е р  4. Пусть — число успехов в п испыта­
ниях Бернулли и рп — вероятность успеха в одном испы­
таний. Будем предполагать, что существует lim пр„ — К,

п —со
0 < А . < о о .  Воспользуемся теоремой 1.5 для вычисления



lim Р ( ц я =  т ) .  Положим Хп =  прп. По формуле (1.3)
п-*са

Следовательно,

lim Ф (*) =  <?Млг-1) =  V
п~*ао * шт "*»

т =-0

Отсюда по теореме 1.5

lim Р(ц„ =  т) =  кг” е~К
П - + С О

Таким образом, получили новое доказательство теоремы 
Пуассона.
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§ 2. Характеристические функции

Производящие функции определены для цглочислеи* 
ных случайных величин. Для исследования распределе­
ний произвольных случайных величин вводятся харак­
теристические функции. Комплекснозначной случайной 
величиной будем называть функцию £i (о))-И’£г (w), гДе 
с о е й ,  (£х, £2) — случайный вектор. По определению 
положим

M ( h + i b ) = m i + m 3. (2.1)

Для математического ожидания от комплекснозначной 
случайной величины легко проверяются свойства 1° — 4°, 
приведенные в § 2 гл. 6. В дальнейшем мы ими будем 

[ пользоваться без дополнительных оговорок. Понятие не­
зависимости для комплекснозначных случайных величин 
Не будет введено, и свойство 5° использоваться не будет.

Характеристической функцией действительной случай­
ной величины £ называется

I  т  =  Ш \  (2 .2 )

где / — действительное число, — с о < * < о о .



Если случайная величина £ дискретна* то по тео­
реме 1.1 гл. 6.

00

М (COS f t )  =  V  c o s  (/X*) Р ft =  vt ),
* - l

00

M( s i n f t )  =  V  sin  (/**) P  (6 =  * * ) .
* » i

Отсюда и из (2.1) получим

/ | < 0 -  £  ^ Р ( 1  =  хк). (2.3)
* - 1

Используя теорему 1.2 гл. 6, для характеристической 
функции абсолютно непрерывной величины 5 будем иметь

М 0 =  f  e“ kP\(x)dx. (2-4)
— 00

Если случайная величина 5 определена на дискретном 
или абсолютно непрерывном вероятностном пространстве, 
то

/ | < 0 -  2  Р ( Ы ) - Р *  (2 -5 )
* =  I

И

Ш  =  .........■ • ) « ( « , ...............un)d u l . . .d u „ .  ( 2 . 6 )

Т е о р е м а  2.1. Пусть /ь (/) — характеристическая 
функция случайной величины £. Тогда:

1°. ft (t) определена при любом t е  (— о о , сю).
2°. Ы 0 ) = 1 .  1/6 ( 0 1 < 1 .
3°. £слм ?1 =  aj- +  ь, где a u b  — постоянные, то /„ (/) =

4°. Соответствие, устанавливаемое формулой (2.2) 
между множеством характеристических функций fi(t) и 
множеством функций распределения, является взаимно 
одночначным.

Докажем 1° — 3°. Так как при любом действительном t. 

\е?,х \<.\, —  о о < д с < о о ,
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то доказательство первых двух утверждений легко сле­
дует из формул (2.3) — (2.6>. Третье утверждение получим 
из следующих равенств:

Для дискретных и абсолютно непрерывных величин по 
функции распределения определяются соответственно 
вероятности значений и плотность распределения. Тогда 
по формулам (2.3) и .(2.4) однозначно определяется f\(t). 
Обратное утверждение следует из формулы обращения

Доказательство этой формулы приводится в более пол­
ных курсах теории вероятностей (см., например, А. А. Бо­
ровков [2]).

Найдем характеристические функции некоторых рас­
пределений.

П р и м е р  1. Пусть Ё — целочисленная случайная ве­
личина с производящей функцией ф*(лг). Очевидно (см. (1.2) 
и (2.3)), что lx(t) =  4x(e‘l).

П р и м е р  2. Если Р ( !  =  а ) = 1 ,  то по формуле (2.3) 
находим: /*(/) =  * " " .

П р и м е р  3. Пусть I  нормально распределена с па-, 
раметрами (0, 1). Тогда

Так как при любом t в силу нечетности подынтеграль­
ной функции

Ft (■<*) -  Ft  ( Vi) =  ~

CO X*

j! e 2 sin txdx  =  0,

to  fi(t)  имеет действительные значения и
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Прй формальном дифференцировании этого равенства 
по \ справа получается интеграл, сходящийся равномерно 
по I е  (—  оо, оо). Следовательно,

со х»

=  J  хе~* sin txdx.
— ОО

Отсюда интегрированием по частям получим

Таким образом, функция f^(t) удовлетворяет уравнению

Л- 7 Г  —  1 М  

и начальному условию /6 ( 0 ) = 1 .  Отсюда

h ( t )  =  e ~ K

П р и м е р  4. Пусть случайная величина | распреде­
лена нормально с параметрами (а, а*). Найдем
Положим т) =  Ц ^ .  Случайная величина т) имеет нормаль­

ное распределение с параметрами (0, 1), и, следовательно,

f n( t ) = e  2 . Тогда по утверждению 3° теоремы 2.1 получим
ОЧ‘

f t (О =  /отгю(0 =  eltafr\(ot)=  е 2 •
Таким образом,

/%<#>— е —  (2 .8 )
. .  оч* We —- г -

Зная характеристическую функцию, можно легко найти 
моменты случайной величины.

Т е о р е м а  2 .2 . Если существует k -й момент М | £ |* <  
< о о ,  k^ s  1, то существует непрерывная k -я производная
Ы  0  “

/<*>( 0 )  =  »*М£‘ .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем теорему, например, 
для абсолютно непрерывных величин. Если существует



к-й момент, то существуют все моменты меньшего порядка. 
Так как
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ОО

— со

оо

—  ОО

то интеграл в левой части неравенства сходится равно­
мерно по t. Следовательно, можно дифференцировать под 
знаком интеграла:

ОО

/И0 = « S xe“ *P l(x)dx, fi(0 ) = iMt.
— ОО

Пусть теперь существует производная порядка I, l< k , и 

(0 = i‘ $ х'&‘хрх (х) dx.
— ОО

Отсюда

А' + |)(/) = i'+1 J xi+lel,*pl (x)dx.
—  ОО

так как интеграл в правой части последнего равенства 
сходится равномерно по t. Таким образом,

/^ + ‘> (0) =  i /+1M g,+1.

Теорема доказана.
Пример 5. Пусть £ имеет нормальное распределе­

ние с параметрами (а, аг). Тогда характеристическая 
функция величины т) = £ —а равна

Так как /<ч2* + |>(0) = 0 и

= (— 1)*(2k — 1)(2ft — 3) ... 3 1о« 
то по теореме 2.2 получаем центральные моменты £:
М (I -  а)**1 =  О, М (g -  с )2* = (2k -  1) (2k -  3 ) . . .  3 • 1 • o’*.
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В следующей главе нам потребуются разложения 
характеристической функции по степеням / в окрестности 
точки / = 0. Если существует Mg, то

/»</)-1'+йМ6 +  Л (0 . (2.9)
где е (/)-+-0 при Для доказательства (2.9) пред­
ставим fi(t) в виде f\(t) = u(t) +  iv(t). Из существова­
ния М£ следует существование /£(0), а также и' (0) и 
v' (0). По формуле Тейлора с остаточным членом в форме 
Пеано

u(/) = u(0) +  ta '(0 ) +  M 0 .
v (/) = v (0) + tv' (0) + /e,(/)t

где ei(0, е*(/)-^0 при /-^0. Складывая два последних 
равенства, получим (2.9), так как /£(0) = i'M£. Аналогично 
проверяется следующее утверждение. Если М£* сущест­
вует, то

М О - 1  +  « М 6 - 5  М6* + /*в(/), (2.10)

где е ( 0 ^ 0  при /-*-0. •
В предположении существования М£* дадим другую

оценку остаточного члена в (2.10).
Из равенства

X
е*х — 1 = $ «У0 du

о

следует, что \е*х — l|*g ) du = \x\, так как |»У"|^1.
о

Используя найденную оценку и равенства
X

ё* — 1 — ix ш* J (ёш — 1) du9 
о

X
efx _  \ _  ix  +  *  _  I  J* (e 'y  — l —  i y )  dy........

о
получим

[eix-  1 -u|=s£-2- ,  \dx— 1 - ix + ** •••
ft
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Отсюда, в частности, следует, что
/2

€«*-1 + itx - !~  +  R l (t, х),

ltfi(* . х ); у  | /х ,*.

Заменим здесь х на | и вычислим математическое ожи­
дание. Получим следующее разложение:

M o - M S * +/?(/),
(2.11)

\R i t) |< ± - м ;Б !»

Д ля характеристических функций имеет место тео­
рема, аналогичная теореме 1.3.

Теорема 2.3. Если случайные величины £,, £,,..., 
независимы, то

/ц+б| +...+вв (0=г/б| (0 /ц (0  ••• h „ (О-
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно доказать теорему 

для н = 2, так как общее утверждение можно будет по­
лучить по индукции. По определению характеристиче­
ской функции
/е. +1. (О = Me" <t‘ + = Me"*« • *"'•» =

= М (cos th i sin t%j) (cos + 1 sin /£,). (2.12)
Дальше нужно сделать следующее: 1) перемножить вы­
ражения, стоящие в скобках, и перейти к сумме мате- 

, матических ожиданий; 2) математические ожидания от 
произведений заменить на произведения математических 
ожиданий (это возможно, так как функции от независи­
мых случайных величин являются независимыми случай- 

, ными величинами); 3) полученное выражение вновь раз- 
, дожить на множители. В результате этих преобразова­

ний знак математического ожидания в правой части (2.12) 
f появится перед каждым слагаемым в скобках. Таким 

образом,
/li+S. (О =» (М cos sin/g,) (М cos /^-f/Msin/Si)3

ieopeMa доказана.
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П ример  6. Пусть h  и £* независимы и нормально 
распределены с параметрами (аи af), (а2* aj). Найдем 
распределение суммы -j- По формуле (2.8)

1 , о»/* , , о}/*
/t, (0 =  ̂ 2 . а л о = « 2 •

Отсюда по теореме 2.3 получим
"*<*

/ t .+ S .(0 = / l. (0 / s ,(0  — * 2 .

где a = fli-fa2. o’ = a|-fo2. Так как полученная харак­
теристическая функция является характеристической 
функцией нормального распределения, то по теореме 2.1 
(4°) сумма + распределена нормально.

Пусть задана последовательность функций распреде­
ления /̂ (дс), п = 1, 2, ... Последовательность (х)} 
слабо сходится к функции распределения F  (х), если

lim Fn (х) = F  (х)
Л -*00

при любом х, являющемся точкой непрерывности F (х).
Теорема 2.4. Если последовательность функций рас- 

пределения Fn (дг), п = 1, 2, ...,  слабо сходится к непре­
рывной функции распределения F  (дг), то F„ (x)-*-F (х) при 
п-*-оо равномерно по дс е  (— сю, + ° ° ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из монотонности и ограничен­
ности функции F  (х) следует, что для любого е> 0  среди 
точек непрерывности F  (х) можно выбрать конечное 
число точек *! <  х* < . . .  <  дглг так, чтобы на каждом 
из следующих множеств

(— 00 =  ДГо, ДС1 ), [^ i, X*). •••» [̂ ЛГ| Xft+\ “  4“ со)
приращение функции F  (х) не превосходило е. Пусть дсе 
е[дг*, хм ). Так как
Fn(x )- F (x ) =

= (Fn (х) -  Fn Ы )  + (Fn (Xk) -  F  (jc*)) + (F (xk) -  F  (x))

I F„ (x) -  F n (x„) I <  Fn (xk+l) -  Fn (xk) <
<  I Fn (xk+1) -  F  ( * * h )  I + 1F  (xk) -  Fn (xk) I - f  F (xkn) -  F  ( д г * ) ,  

| F  (xk)- F (x )\ ^ F  (xkn) -  F  (x„)
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в силу монотонности Fn(x) и F(x), то 
| Fn (X) -F (x )\< ,\Fn (дс*+1) -  F  (xkH) I +

+ 2 1 Fn (дг*) -  F (дг*) I +  2 (F (дс*м) -  F  (**)). (2.13)
По условию теоремы Fn (дс*) -*■ F  (дг*) при п-*- оо. Следо­
вательно, из (2.13) с учетом выбора [дг*, jc*+x) получим, 
что

j F„ ( a t )  -  F  (д с )  | <  5e 
при n > n 0(k). Полагая n0= max n0(k), получим \F„(x)—
— /’(x)|<5e при n > n „ и любых x. Теорема доказана. 

Приведем формулировку теоремы о непрерывности
соответствия множества характеристических функций 
множеству функций расЬределения. Пусть М О. л = 1, 
2, . .. ,  — последовательность характеристических функ­
ций и F „ (дс), л=1, 2, ... , — последовательность соответ­
ствующих функций распределения.

Теорема 2.5. Если М О -*-/(0 пРи п-*-оо для лю­
бого I и f(t) непрерывна при t = 0, то

1) f (t) — характеристическая функция, соответствую­
щая некоторой функции распределения F  (х)\

2) F„ (дс) слабо сходится к F  (х) при п-*-оо. Обратно, 
если Fn(x) слабо сходится к функции распределения F  (х), 
то М О -*-/(/), г е̂ / (0 — характеристическая функция, 
соответствующая функции распределения F  (х).

Эта теорема будет использована для доказательства 
центральной предельной теоремы. *

Приведем еще две теоремы, которые часто исполь­
зуются при доказательстве предельных теорем. Пусть

F„ {х) = Р (£„ <  дг), л=1, 2.......
— последовательность функций распределения. Обозна­
чим т<*> = МЕ*.Л  *-/1

Теорема 2.6. Если при всех kt £ = 0, 1, 2, . . . 9 
lim т ^ ) = т {к) <  оо, то  существует функция распределен

п -♦00
ния F  (дс) = Р (g <  дс) такая, что т {к) = Ms*. Если этому 
условию удовлетворяет единственная функция F  (дс), то 
F n (дг) при п —*■ оо слабо сходится к F (х).

Иногда последовательность случайных величин £„ (п = 
= 1, 2, ...), для которой исследуется сходимость функ-
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цнй распределения, удается представить в виде £*==£„ 4- 
-4- г|я; при этом сходимость функций распределения вели­
чин In уже известна или ее можно легко установить, а 
величинами т]* можно пренебречь. Следующая теорема 
дает условия, при которых можно воспользоваться ука­
занным представлением.

Теорема 2.7. Пусть Сп = 5л + Ля» п=1, 2, ... Если 
lim Р {| 1 1 * | >  е} = О для любого е >  0 и последовательность
п —* оо
функций распределения F „ (дг) = Р  (£„ <  х) слабо сходится 
к функции распределения F(x ), то последовательность функ­
ций распределения G„ (дг) = Р (£„ <  х) тоже слабо сходится 
к F  (дг).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть дс —точка непрерывности 
функции F (x ). Положим

А„ = {&,+  Tj/iC*}, Д .Н 1 л » 1 < еЬ
Так как А „=  АпВ я-\-А„Вп и АпВ я а  В„', то

Р (АпВ п) <  Р (/!„) <  Р (А „Вп) +  Р (В „).

Отсюда и из соотношений
{(1я< д с-е)П Вл) с  A„B„cz {£ „< * + е}

получим
Р {(£„ <дг — е) п вп\ <  Р  (Ая) < Р { Ь , < х  + е} + Р (В п).

(2.14)
Из неравенств (2.14) и неравенства

Р {(1л<х-г)ПЙ/.} SsP  i £ „ < * - e }  - P ( S „ )
следует, что

F а (дс -  е) -  Р  (В „) <  Р (Ап) <  Fn (дс + е) + Р (В п).
Отсюда, так как по условию теоремы Р(В,,)-*-0 при 

. л-*-оо, находим

F(jc —e X l im P ( t .< x )< l im  Р ( t „ < x ) ^ F (х +  е). (2.15)
Л —*00 л —* оо

Из (2.15) при е-*-0 получим утверждение теоремы, так 
как дг является точкой непрерывности F  (х).
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Для исследования распределений векторных случай­
ных величин, так же как и в одномерном случае, полез­
но использовать производящие и характеристические 
функции. Производящие и характеристические функции 
векторных случайных величин 5 = (£i, £*)' е  R* опре­
деляются соответственно формулами

........ гк) = . . .  г** (|г< ]< 1. t =  l ...........k), 
(2.16)

M 0  = M ' i ....... /*) = Мехр {*/'£},
где / = (/t, ... ,  tk)\ /'£ = tih + . . . + —оо</,<оо* 
s = l ,  ..., k. Их свойства аналогичны свойствам произ­
водящих и характеристических функций одномерных слу­
чайных величин. Например, если М 
для целых г,, . .. ,  r*SsO *), то

dri +•••+'* ,
Г ----- г-ф&(г «..........г »)

----------
%гх+

h v ‘ ........................1 , )

М5'г,| . . . а ч

'i—
Если ri = C£ + a, где S = (gb ... .  £,)', T)=-0lt.......Пт)'.
о = (аь ..., аг)', С = |Су| —(тхг)-матрица (а и С посто­
янны), то

М О  ~ e ‘rah lt'C ). (2.17)

Найдем характеристическую функцию нормально рас­
пределенного вектора T) = (i}i....... т),,)'. По определению
*)* = c*i£i+c*j£i+ + я*. k=»1, ..., т , где £i. ...
. .. .  —независимые нормально распределенные вели­
чины с параметрами (0, 1). По определению (2.16)

M 0  = Mexp(«7'ti) = Mexp » V  £
/-1 I

•) Отмстим, что для смешанных моментов из существования мо­
мента порядка /̂ + ... + /■* не следует существование момента мень­
шего порядка.



Отсюда, используя независимость теоремы
2.1, 2.3 и формулу (2.8), получим

/п (0 = ехР { ‘ Д  '*а*} • П  м ехР {* ( Д  ****') ь }  -

-  ехр (it'а) Д  ехр { -  у  ( 2  -
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«=ехр

Так как
г

Ь м .=  cov(f|ft|9 W  = n  £*.14.1»
/-1

то окончательно получаем

/п(/) = ехрj i/ 'а - {  2  &м Л А .}-  (2 -18)

§ 3. Закон больших чисел
В этом параграфе будет доказана теорема 5.5 гл. 6 

без предположения о конечности дисперсии. Случайные 
величины бесконечной последовательности |2. • • • * • • • 
называются независимыми, если при любом п независимы 
величины £i, ... , %„■

Теорема  3.1. Пусть случайные величины £i, %г, ... 
о х  £л> ••• независимы, одинаково распределены и имеют 
математическое ожидание М|* = а, А=1, 2, ... Тогда 
при любом е > 0

lim  p ' | i L ± l i ± i ^ ± l "  _  а J <  == 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Характеристические функции 
А*(О, Л= 1, 2, ..., одинаковы. Поэтому можно положить 
flk(t) = f(t). Из существования М£* следует, что верно 
разложение (2.9):

/(0=1 + ita+/«(/), (3.1)
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где е(/)-*0 при 0. Положим Tj„ = (£i-f ...+  tn)/n. Так 
как случайные величины £lf .... £„ независимы, то по 
теореме 2.3

(0 - 1/ (0Г = (1 +  Иа + /е (/))».
Огсюда, используя теорему 2.1 (3°), при n-voo получим

4 ( o - ( i + f ^ + 4 « ( 4 ) ) -- ^ .  (3.2)

так как е(//л) —*-0 при п-*-оо. Таким образом, при лю­
бом < последовательность/^ (/) сходится к функции е,,в, яв* 
ляющейся характеристической функцией постоянной вели* 
чины а. Функция распределения F a\x) постоянной а рав­
на 1 при х> а и 0 при х ^ а . По теореме 2.5 lim /V, (дг) =»

п—со я
— Fа (дг) при любом дс Ф а , так как х — а — единственная 
точка разрыва функции Fa(x). Пусть задано е> 0. Тогда
Р (|Л » - а |< е ) =  Р (а - е < т ]л< а  +  е )5 »:

Ss Р (а - -J <  т]я < а + е) = F„я (а + е) -  F %  (а -  -f.).

Точки х = а + е и х = а — е/2 являются точками непре­
рывности функции Fa (x). Следовательно, при п-+- оо

F % (o + e ) - F Vn(a - ± )- + F A a  +  e )- F a ( a — j )  = l.

Огсюда и из неравенств

l ^ P ( l tln - a | < e )^ F n>|(a-f е ) - Л , „ ( а - | )

следует утверждение теоремы.

§ 4. Центральная предельная теорема

В § 3 гл. 4 была доказана теорема Муавра—Лапласа, 
согласно которой число успехов ц„ в л испытаниях схемы 
Бернулли при больших п имеет .распределение, близкое 
к нормальному. Если воспользоваться тем, что пред. 
ставляется в виде суммы независимых слагаемых (5.5.13), 
то теорему Муавра— Лапласа можно сформулировать 
в следующем виде.
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Если случайные величины £2* •••* £л. ... независимы, 
Р (£л = I ) = 1 — Р (£* = 0) =* р, то при п —► оо, 0 <  р <  1

S r “' du (4 |)— ОО
равномерно по дге(— оо, оо).

Утверждение (4.1) сохраняется при достаточно общих 
предположениях о законе распределения слагаемых £*. 

Докажем следующую теорему.
Теорема 4.1. Если случайные величины £,, £а* ••• 

.... 5л. ... независимы, одинаково распределены и имеют 
конечную дисперсию, то при п-+оо равномерно по :с е  
е  (— оо, со)

р/I. + " a< X i _ ^ i  Г е- “2 dU(
\ о К л У г 2л J— 00

где Д = М£„, о* = DE„ >  0.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим

„  Е. + & + -.. + Ь.-/к> _  V  и - а
-------- ^  '

Разложим характеристическую "функцию величин 5* —а 
по формуле (2.10):

(0 = 1 + »'М (i* -  а) -  J- М <£* -  о)* + /’* (О,

где ?(/)-► О при /->0. Так как М(£* — а)=*0 и М(£* — а)*=> 
о*, то

Uk-a(t)=  1 - ^  + /*М0- И 2)

Отметим, что в этом равенстве функция е(/) не зависит 
от k. По теореме 2.3

/ „  </)=(1 - - £ + (*t (/))". 
1  <**-*) ' ‘ k-*\

Отсюда
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и, следовательно, fr\n(t)-+c-1'/2 при /i-voo для любого 
фиксированного /. Предельная характеристическая функ­
ция является характеристической функцией нормального 
распределения с параметрами (0, 1). Отсюда по теореме
2.5 следует слабая сходимость (х). Из слабой сходи­
мости по теореме 2.4 следует равномерная сходимость, 
так как предельная функция распределения непрерывна. 
Теорема 4.1 доказана.

Условия сходимости функций распределения разно- 
распределенных слагаемых к нормальному закону содер­
жатся в теореме Ляпунова. Приведем без доказательства 
ее упрощенную формулировку.

Т е о р е м а  4.2. Пусть £*, . . . ,  . . .—независи­
мые случайные величины, имеющие конечный третий 
абсолютный момент. Положим

ап = МЕ„, Ь* = Dfc,, с\ -  М | Ь, -  ая |»,

An = j? a > 9 В'п= % Ы ,  С'п= £ с 1 .
А«1 * = I А = I

Если при п-+оо 

то при п-+оо
£ - 0 ,  (4.3)

и‘
du,

— оо

При ссылках на теоремы о сходимости сумм распре­
делений к нормальному закону удобно использовать по­
нятие асимптотической нормальности. Если функции 
распределения последовательности случайных величин
(Л* — Ап)/У Вп сходятся при п-+оо к функции у ~  х

к
X  ̂ tx p (— -^jdu, то говорят, что случайная величина г|ч

—  со

при п-+оо асимптотически нормальна с параметрами 
<Ап, ВЦ).

Приведем без доказательства обобщение теоремы 4.1 
на случай r-мерных величин. Случайные г-мерные век-
т°ры последовательности ?„ = (£„,. 1„г......... \нг), л =
** 1» 2, будем называть независимыми, если при
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любом п и для любых r-мерных прямоугольников В»,
k — 1 I  • • « I  fll
Р (5| е  Вх........ In €  в„) =  Р (gt €  в ,) ...  Р (Ь, с= В„). (4.4)

Т е о р е м а  4.3. Если случайные векторы £„ = (?м. ... 
. . . .  £яг). k=\, 2, . . . ,  независимы, одинаково распределены 
и имеют конечные

ai = M \ b t, * = cov (£,,/, 5i.*),
mo r-мерная функция распределения

Р (т ы < *1 ........<*,-). где T]<,< = 6l<t —■̂+1т-па,
V п

(/ =  1, , , , ,  л), при П -*-00 и при любом Х  =  (Х |, . . . ,  Хг)
сходится к P (C i< x t, . . . .  Ь < х г), где £ = (Ci........£,■) —
r-мерный нормальный вектор с М£/ = 0, cov (Si, С») = &»,/•

§ 5. Вычисление интегралов методом Монте-Карло
В качестве примера применения теоремы 4.1 оценим 

число испытаний в методе Монте-Карло, необходимое для 
вычисления кратного интеграла с заданной точностью. 
Пусть функция /(х) = /(*!, х,, . . . ,  х,) определена на 
s-мерном единичном кубе У. Требуется вычислить интеграл

а = J ... J f (х) dx. 
v

Пусть известна постоянная С такая, что |/ (х ) |^С ,  х е К .  
Обозначим £ = (£!, . . . .  £л) случайный вектор, равномерно 
распределенный на V. Тогда Pi(x lf . . . ,  х ,)=1, если 
х е К  и pi(x 1 , . . . ,  х,) = 0 в противном случае. Матема­
тическое ожидание случайной величины т] = / (!) найдем 
по формуле (5.1.5):
Mr] =  ^ . . . j / ( x i ,  ... | х л) Pi  (Xi, •.•, X j )d x i . . . dx  s 3

Q
«=$...§/(x)dx = fl. 

v
Таким образом, Mq совпадает со значением вычисляемого 
интеграла. Так как |/(х)|«^С, то

а1 = Drj = J ... $ (/ (х) — а)* dx ̂  4С*. (5.1) 
v
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Пусть теперь случайные векторы £* = (£*„ 
к= 1, п, независимы и распределены равномерно на 
единичном кубе V. Тогда случайные величины л* = /(!*). 
Аг = 1, п, независимы и одинаково распределены. По 
закону больших чисел случайная величина

при больших п близка к постоянной a = Mri*. Предпо­
ложим, что нужно вычислить а с точностью Д. Оценим 
вероятность

По заданной малой вероятности нежелательного события 
Б, — а|5еД можно, так же как в § 3 гл. 4, найти п.

Оценка дисперсии (5.1) является обычно очень завы­
шенной. В качестве приближенного значения о можно 
использовать выражение

и воспользоваться тем, что величина (£п — па)Уп/а* при 
п —*• оо является асимптотически нормальной с парамет­
рами (0, 1)*).

Применение метода Монте-Карло к вычислению интег­
ралов, а также сравнение его с другими методами 
даются в книге С. М. Ермакова [5J, гл. 4.

*) Для доказательства этого утверждения нужно показать, что

th + ... +
п

Так как о< 2С, то

и при больших п

любого е > 0, и воспользоваться
результатом задачи 17.
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В прикладных задачах часто требуется знать распре­
деление функции от случайных величин. Обычно в таких 
случаях в качестве приближенного распределения при­
нимается распределение линейной части разложения функ­
ции по формуле Тейлора в окрестности математического 
ожидания аргументов, а распределение линейной части 
(поскольку линейная часть является суммой) считается 
нормальным. По-видимому, можно надеяться на близость 
рассматриваемого распределения к нормальному в слу­
чае, когда аргументы распределены нормально, а их дис­
персии малы. Более сомнительно использование нормаль­
ности, которое основывается на центральной предельной 
теореме, примененной к линейной части функции. При­
ведем теорему, которая дает некоторое представление о 
возможности использования нормального приближения 
в случае малых дисперсий нормально распределенных 
аргументов.

Теорема 6.1. Пусть = (?л|* • • • * л = 1, 2, ...,
— последовательность асимптотически нормальных век­
торов с конечными моментами

= anl (^= 1» •••» )̂*
COV (Ъ„1, =  (k, 1=  1......... г),

где (a„i — at) V п -*■ 0 и bkl(n)-*-bkt при п-*- оо; функция 
/(*)= /(* 1. •••. хг) определена в окрестности точки а =
= («1....... аг) и имеет в этой окрестности непрерывные
частные производные второго порядка. Если »]„ = f ...

§6. Прием линеаризации

... 1пг) и величина а2= У  fkftbkh где =

ложительна, то  при п-+ оо
х —а

,  ПО•

V —  оо
г

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Rn = * — /♦ — V  /♦ у

Oxi^  (£*/ &nl)t Где / 1 ^ • /о / (tf/i)» — (^л1» • • • » Unr)*



Воспользовавшись теоремой 2.7, покажем, что предель­
ное распределение V n  (т)я — f(a„)) совпадает с предель-

Г
ным распределением V  НЛЪш — <**/)• Положим

f
Ап= П  А«'• где(мш1

Ani = ctni ! з̂/&| •

Используя неравенство Чебышева, получим

р м „ )  =  р ( и  (6.1)
\/ • I / /«=i / *= I

при л-* оо. Отметим, что на множестве А„ величину /?*, 
используя формулу Тейлора с остаточным членом в форме

г
Лагранжа, можно представить в виде R„ = 2 ^  /*; х

*. /-1
г > (1т, — ank) { lnl — ап1), где f», —значение производной
(Wldxkdxl в точке (o4, + e(5n,- f lnI).......апг-\-Ъ (£„ -  а„,)),
0 < 8 < 1 .  Так как ограничены и на множестве А„ 
выполнены неравенства !£„* —я,* |<  l/ns/*, г, то

\ У п Я а\ ^ У п К - ± г = £= , ы евА я. (6.2)л у п 

Для произвольного е> 0  имеем 

p ( i)/ « / ? , l> e)=

= Р{(1Кл/?я | > е ) П ^ }  + Р { ( | / « / ? , |> е )п Л Л -  (6.3)

Так как е> 0  фиксировано и | V n R„ | ->-0 в силу (6.2) 
при п-+ оо равномерно по <о е  А„, то первое слагаемое 
в правой части (6.3) стремится к 0. Второе слагаемое 
в (6.3) оценивается сверху вероятностью (6.1). Таким 
образом, P(j Vn R„ | > e) —► 0 при л-*-оо. Следовательно, 
согласно теореме 2.7 предельное распределение 
(1), — f (a „))V п совпадает с предельным распределением ££. 
Так как величина £2 распределена асимптотически нор-
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мально и (о*)*= 2  ftftbki (п) -*■ о* при п-> оо, то пре- 
*. /=1

дельным распределением С* является нормальное с па­
раметрами (0, аг). Нетрудно проверить,, что предельное 
распределение У  n(r\„ — f (а)) совпадает с предельным рас­
пределением У  п (■>)„ —f (а„)). Теорема доказана.

Можно сформулировать теорему об асимптотической 
нормальности •••. £<•<•). где г = г ( л ) о о  при
«-►оо, без предположения об асимптотической нор­
мальности аргументов. Однако потребуются не очень 
естественные ограничения на последовательность функ­
ций *

Отметим, что условия теоремы 6.1 не позволяют сде­
лать вывод о том, что нормирующие и центрирующие 
постоянные в формулировке этой теоремы являются глав­
ной частью в асимптотических формулах для Mt]„, D iv  
Асимптотические формулы для Мт)„, Dt)„. совпадающие 
с соответствующими формулами для моментов линейного 
приближения, получаются при дополнительных предполо­
жениях (см. [10], § 27.7, стр. 388).

З а д а ч и  к г л а в е  7

1. Пусть g —неотрицательная целочисленная величина с произ-
ОО

водящей функцией <р(л). Найти: а) Мл***1; б) ^  ft ̂  л)3
п =0

ОО 00

в) 2  Ar-’PftsSn); г) 2  *"Р(1-2л).
П а  О Л  *= О

2. Найти производящие функции величин т, тт , определенных 
в задачах 14, 16 гл. 5. Найти Мт. Dx, Мтт , D T ‘m ).

3. Найти производящую функцию величины v, определенной 
в задаче 18 гл. 6.

4. Найти производящую функцию случайной величины, распре­
деленной по закону Пуассона с параметром X. Доказать, что сумма 
независимых пуассоновских величин имеет пуассоновское распре­
деление.

5. Случайные величины v, £„ £Jf ..., £„ независимы при любом 
л = 1, 2, ...; Р (5* = 1) = 1 — Р (tk = 0) = р\ v имеет распределение 
Пуассона с параметром Найти производящую функцию величины 
«l =  5i +  -.* +  £v ( v > 0 ) ,  Л =  0 (v= *0 ).

6. Вычислить характеристические функции следующих законов 
распределения: а) биномиального; б) Пуассона; в) показательного;
г) равномерного на отрезке 1—1, 1] (см. § 3 гл. 5).
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7. Найти законы распределения, соответствующие характеристик
со

ческим функциям: a) cos/; б) cos2/; в) ^  cos Л/.

8. Величины £1э £s независимы и одинаково распределены, их 
характеристическая функция равна / (/). Найти характеристическую 
функцию величины gj —

9. Величины £,, £2, £3 независимы и нормально распределены 
с параметрами (1, 1), (0, 4), (—1, 1). Найти: а) Р (Ь + Ь  + Ь  < 0); 
б) Р (!2 Ь-6 . + Ы < 3 ).

10. Доказать теорему Пуассона при помощи теоремы 2.6.
11. Складывается 104 чисел, каждое из которых округлено с точ­

ностью до 10_т. Предполагая, что ошибки от округления независимы 
и равномерно распределены в интервале (— 0,5-10-т, 0,5-10_т), 
найти пределы, в которых с вероятностью, не меньшей 0,99, будет 
лежать суммарная ошибка.

12. Получить теорему Муавра-Лапласа в качестве следствия 
теорем 4.1 и 4.2.

13. Пусть случайная величина £>„ распределена по закону Пуас-* 
сона с параметром X. Найти

x ! i» p ( w < ' ) '
14. Случайные величины £1# ..., £* независимы; Р(£*=1)=з 

*=1—Р(£*=»0) = р*(л), *=1, 2, ... Найти lim Р (£l+ ...+ biSBS'H)#Л-* 00
если Pi (я) +  ...+ р л (л)-►А, при л-^оо.

15. Плотность распределения р̂  (х) случайной величины £ непре­
рывна и ограничена на отрезке [а, Ь] и равна 0 вне [а, Ь]. Положим 
т)„ = {л£}, где {дс} —дробная часть числа х. Найти lim Р(Лл<*)»п — 00
О < ж < 1.

16. Из урны, содержащей М  белых шаров и N — M черных, по 
схеме случайного выбора без возвращения вынимается л шаров. 
Обозначим £я число белых шаров в выборке из л шаров. Найти:

а) lim Р(£л = т), если fl = const;
N -*оо N

б) lim P(5n“ =m), еслил -*оо /VM — CQ
17. Пусть последовательность случайных величин £„ удовлетво­

ряет условию: Р  { I £л— 1 | < е} —► 1 при л -►оо и любом'е > 0; функ­
ции распределения Р(т]я < ж )  слабо сходятся к F (х) при л-^оо. 
Доказать, что Р(11л£л<*) слабо сходятся к F (х).

Указание. Доказательство проводится аналогично доказатель­
ству теоремы 2.7.

18. Используя решение задачи 25 гл. 5 и таблицы случайных 
чисел, получить 10 независимых реализаций случайной величины £ 
с функцией распределения Ft (*)■= 1 — *~я (*^1)» если: а) л = 2; 
б) л «1. В обоих случаях найти среднее арифметическое полученных 
реализаций и в случае а) сравнить среднее арифметическое с Л1£.
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%
19. Пусть Т| — число испытаний в схеме Бернулли, прошедшее 

от начала испытаний до появления второго успеха. Получить десять 
независимых реализаций величины т,, если вероятность успеха р 
в отдельном испытании: а) р = 0,5; б) р = 0,75. Найти средние ариф­
метические и сравнить с Мт,.

20. По 100 реализациям равномерно распределенной случайной 
величины (см. § б) вычислить методом Монте-Карло интеграла а =

dx. Полученное значение аф сравнить с точным значением а,
оТеоретически найти А такое, чтобы Р (I а — а* | < Л ) 0,99.

Указание. Использовать точное значение Da* и центральную 
предельную теорему.



Г Л А В А  8

ЦЕПИ МАРКОВА

§ I. Определение

В главе 4 было дано определение цепи Маркова как 
частного случая общем схемы испытаний. Дадим теперь 
определение цепи Маркова в терминах случайных величин.

Последовательность случайных величин 5,, / =» 
= 0,1, 2, ..., называется цепью Маркова с состояниями 
•^= {1 , 2, ... ,  N\, если

£  р.(£, = *)=1, / = 0 . 1 . 2 .......
* = I

и при любых O sS f i< /*< .. .<<„<$</ (л=1, 2, ...), 
любых i,  и любых подмножествах В и ..., В„
множества а* ' выполняется равенство
Р(Ь —Л Ц е В ь  ..., b = i) = 

- Р (Ь  = /1Ь“ 0. (1.1)
В приложениях значения случайных величин £, интер­

претируются как номера состояний изучаемой системы, 
которая в дискретные моменты времени t (1 = 0, 1,2,.. .)  
меняет свое состояние. Свойство (1.1) означает, что при 
фиксированном положении системы в данный момент 
времени s будущее поведение системы (O s )  не зависит 
от поведения системы в прошлом (Ц  е  В х, ..., hn е  fl„), 
или более кратко: при фиксированном настоящем буду­
щее не зависит от прошлого. Свойство (1.1) называют 
свойством марковости.

Будем называть цепь Маркова & однородной, если при 
любых i, j е  вероятности

Р(1 т = /1Ь = 0 = Р</. < = 0,1,2,.... (1.2)
не зависят от t. Матрицу P=*\ptJ\, элементами ко­
торой являются вероятности (1.2), называют матрицей

6 в. П. Чиспжов



162 ЦЕПИ МАРКОВА [ГЛ. в

<7 = (<7i, . . . .  Ы .  (1.3)
где = Р(£0 = /), 1 = 1, 2, ... ,  N f —вектором начальных 
вероятностей. Очевидно, что числа pif и qi удовлетворяют 
условиям

N N
Pij о, <7,5=0, 2  Я} =  2> /у= 1 . (1.4) 

/-1 /=1
Любые матрицы Р  = |ру|, элементы которых удовлетво­
ряют (1.4), называют стохастическими. Покажем, что 
матрица вероятностей перехода и вектор начальных веро­
ятностей однозначно определяют (совместные распределе­
ния величин £0. h , ... .  I/ при любом t. По формуле
(3.2.2) получаем
Р  (?о = l'oi =  Iji ... I I/-i= h-i> =

- Р ( Ь - « Р ( Ь - / » ! 6 . - « Р ( Ь -
=  *2 I ?o =  f'oi =  i'i) • • • P (I/ =  i t | lo =  io*

Si = »i. •••* l/-i = */-i). (1.5)
Воспользуемся теперь следующим частным случаем 
равенства (1.1):
Р  ( L  =  is I So “  1о* =  iii • • •« Si—i =  is-i) “

=  P (Si=  is  I =  i s - 1)> s =  1, 2 , . . . ;  (1-6) 
(k = 0, 1 ,2 ,...).

Согласно (1.2) для однородных цепей Маркова правая 
часть (1.6) равна Pis y. it- Заменив этими величинами и 
величинами (1.3) соответствующие сомножители в правой 
части (1.5), получим совместное распределение величин
~0» S i t  • • * 9 I/ .«
Р(£о = ̂ о* Et = fit ...» £/ = */) =

= W  'i • • • P't-v V  ( 1 *7^
Мы определили цепь Маркова, сформулировав свойства, которыми 

должна обладать последовательность случайных величин £,. При 
таком подходе остается открытым вопрос о существовании такой 
последовательности случайных величин. Покажем теперь, что при

вероятностей перехода, а вектор
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любом 7*, любом векторе q = (qv  ..., qN) q i^ О, 2  lj  и
любой стохастической матрице Р — ||р//| можно определить вероят­
ностное пространство и случайные величины £„ / = 0, 1, 2, .... Г, 
являющиеся цепью Маркова с вектором начальных вероятностей q 
и матрицей вероятностей перехода Р. Пусть Q = {<i>), где со = 
*= (10. iv  -..t iT)* *i...... Положим

P И “ <7/оР/0. /iP/i. /а ••• P/r-i. *r- 0 *8>
Равенство (1.8) однозначно определяет вероятность на всех подмно­
жествах Я множества Q. Построенное вероятностное пространство 
в гл. 4 мы назвали цепью Маркова. Осталось только связать это 
определение с определением, данным в этой главе в терминах слу­
чайных величин. Положим

It И  -  It (V i ... *г) -  o ^ t ^ T .  (1.9)
Для определенных таким образом случайных величин легко прове­
ряется равенство (1.7). Используя (1.7), нетрудно вычислить условные 
вероятности в обеих частях равенств (1.7) или (1.1) и убедилься в том, 
что эти равенства верны. Указанные вычисления приводят к доказа­
тельству того, что случайные величины (1.9) являются цепью Маркова, 
у которой q — вектор начальных вероятностей и Р —матрица вероят­
ностей перехода.

Очевидно, что равенство (1.6)— это частный случай 
соотношения (1.1). С другой стороны, как отмечалось 
ранее, из (1.6) следует (1.7), а из (1.7) вытекает условие 
марковости (1.1). Таким образом, верно следующее ут­
верждение: равенство (1.6) равносильно условию марко­
вости (1.1).

Заметим также, что для однородной цепи Маркова £/ 
при любом s выполняется равенство

Р(&+1 = /1£, = 0 = Р (& = /1£о = 0. i, le m T . (110)
Это соотношение доказывается прямым вычислением ус­
ловных вероятностей при помощи формулы (1.8). (См. 
задачи 2 и 3 гл. 8.) Поскольку вероятность (1.10) не 
зависит от s, то можно положить

P ( U - / | b - 0 - l> v (0 - <1Л1>
Функции Ру (/), /, / е  называют вероятностями пере­
хода из состояния i в состояние / за время /.

Рассмотрим несколько примеров.
Пример  1. Блуждание частицы по целым точкам 

отрезка [0, я], описанное в § 4 гл. 4, является цепью
6 *
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Маркова, в которой qt = О (/=̂ =Л), </*=1; pn.i = 0 (1 = 0, 
1, , /I— 1): р<,,i = О (/ = 1, • •.« л), р<1' о= Рп.п = 1 •
ри +х = р и = 1— р (/=1........  п — 1). Равенства
(4.4.4) и (4.4.5) являются следствием однородности цепи 
Маркова (см. (1.10)).

Пример 2. Пусть

Так как переходы из 2-го и 3-го состояний в 1-е не про­
исходят, то

= P < U = l )P ( ? i  = l l S o = l )- . . P a ,=  l|S,-i = l) = 3-'.
Событие А, состоящее в том, что цепь всегда будет на­
ходиться в 1-м состоянии, можно представить в виде
А = pj {£/= 1}, где {£,= 1} —монотонно убывающая по-

t ** I
следовательность событии. Следовательно, по формуле
(1.3.11) находим #

Состояние i цепи Маркова называется несущественным, 
если существуют состояние / и число /0 такие, что 
P itU o )> 0. и Я/|(/) = 0 при любом /. В противном случае 
состояние называется существенным.

В примере 1 существенными состояниями являются О 
и п, а остальные —несущественными. В примере 2 состо­
яние 1 — несущественное, а 2 и 3 —существенные. Можно 
доказать, что система, описываемая цепью Маркова, ухо­
дит из несущественных состояний с вероятностью L  

Пример 3. Положим

Р (^ =  1) = Р(Е0= К ?,= 1 ь= 1 ) =

•оо

Р (Л )=  lim Р(Е,= 1)= lim3-' = 0.

р =\! о)* * = 1 - ^ = 0 -
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Если в момент / = 0 система находилась в состоянии I, 
то в нечетные моменты времени система будет находиться 
в состоянии 2, а в четные —в состоянии 1. Таким об­
разом,

= />„(/) = -L±£i!21.

П ример  4. Рассмотрим Т+  1 испытании Бернулли; 
вероятность успеха в испытании с номером /, / = 0, I, 
2, ... . 7\ равна р (0< / ;< ! ) .  Пусть случайная величи­
на £/=1, если общее число успехов в испытаниях с но­
мерами s~0, 1, 2, . t было нечетным, и ^ = 2 в про­
тивном случае.

Равенство

Р (Ь+i ^  /! So=  *̂0» £i=  h» • • • • 5/-i=  *̂/-1 f 0 13
= Р(5ш = /|Ь-0. /. /- 1,2, (1.12)

достаточно очевидно: если в момент t четность числа ус­
пехов известна, то четность в следующий момент опреде­
ляется только результатом очередною испытания, а ис­
пытания по условию независимы. Равенство (1 12) легко 
доказать, если воспользоваться тем, что событие

(^о= о̂» === *̂1 * •••» = E/fi~ i) (1*13)

однозначно определяет исходы в испытаниях Бернулли 
с номерами 0, 1, . .. .  /+1, а событие (& = *, = /) 
является конечной суммой событий вида (1.13). Из (1.12) 
следует, что £, является цепью Маркова. Поскольку со- 
егояние цепи £, меняется лишь в случае успеха в оче­
редном испытании, то непосредственно из определения 
6/ находим

/>u = P(5i=*1 l£e = 1) = 1 -p  = q,
Ри = Р (bi = 2 1 = 2) = <7.

Диалогично получим p „ = = p, qt =p, qt = Q- Нетруд* 
но вычислить вероятности перехода РцЩ. Например,

СС#—11/81
Ри (t) = P & =  1 ,Ь - 2 )-  £  С ?- 'р ш W •



§ 2 . Уравнения для вероятностей перехода

Кроме вероятностей «сплошных» цепочек исходов (1.7), 
нередко приходится вычислять вероятности цепочек вида

ht = l2........= (2.1)
где моменты времени /ь ..., /, уже необязательно явля­
ются соседними. Вероятность события (2.1) можно выра­
зить через вероятности перехода Р /; (/). По формуле 
полной вероятности
Р  (ltt = /ц...» £/5 = /у) =»

N
= 53 />(&> -  *) я  (I/, = /,......Ь,=/,|5* = ft). (2.2)

*—I
Преобразуя второй сомножитель под знаком суммы по 
формуле (3.2.2) и используя условия марковости (1.1) 
и условия однородности (1.10), (1.11), получим
P( lt , = h ...... £/, = /,) =

N

=  53 '1 Л )  р ‘г- >2 <<* -  « •  • • (2.3)

Для вычислений по формуле (2.3) нужно уметь нахо­
дить P,j(t).

Теорема  2.1. При любых s, /
—  N

P i,(t + s)= 53 P ik (s) />*,(/), / ,/=1,2...... tf. (2.4)
* — i

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Вычислим вероятность P(g/+f = 
= /Uo = 0 по формуле полной вероятности (3.3.1), поло­
жив B* = (^ = ft):
Р (S/+* = / 1 So = о =

= 5; P ( i ,= f t i ?0=oP(5/+,=/i?o=f,  L=ft) .  (2.5)

Из равенств (1.1) и (1.10) следует
P ( i n, = i\to = i, L  =  ft) =  

- P ( i / +, =  / I L  =  ft) =  P a  =  /|?o =  ft).
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Отсюда и из равенств (2.5) и (1.12) получаем утвержде­
ние теоремы.

Определим матрицу Р  (t) = | Рц (/)|. В матричной записи
(2.4) имеет вид

P (t + s) = P (s )P (t). (2.6)

Так как Рц(\) = р1/, то Р(1) = Р, где Р  — матрица вероят­
ностей перехода. Из (2.6) следует

Я (О = (Р(1 ))' = />'. (2.7)
Результаты, полученные в теории матриц, позволяют по 
формуле (2.7) вычислять Р ч (/) и исследовать их поведе­
ние при t-*- оо. Некоторые теоремы о неотрицательных 
матрицах приведены в монографии Б. А. Севастья­
нова [15]; подробное исследование стохастических матриц 
к цепей Маркова содержится в книге В. И. Романов­
ского [14].

§ 3. Стационарное распределение. Теорема
о предельных вероятностях
Распределение вероятностей & в произвольный момент 

времени t можно найти, воспользовавшись формулой 
полной вероятности

р ( ь =/) = 2  чьР»  (о- (3.1)
*—1

Может оказаться, что Р (?< = /) не зависит от времени 
Назовем стационарным распределением вектор q* => 
= (?*,..., 4%), удовлетворяющий условиям

<7*2=0, k = l, . . . ,N ;
N "  _ (3.2) 

= / = 1,2...... N,
fc —  1 It —  I

где Pi/ — вероятности перехода (1.2).
Если в цепи Маркова Р(£0 = k) = qk = ql, то при 

любом t
p ^  = k)^qt, *= 1 ,2 ......N.*

Это утверждение следует по индукции из (3.1) и (3.2).

,  3] СТАЦИОНАРНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 167
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Приведем формулировку теоремы о предельных вероят­
ностях для одного важного класса цепей Маркова.

Теорема 3.1. Если при некотором t9> 0 все эле­
менты матрицы положительны, то для любых i, / =■ 
*= 1, 2,...,  N при /-►оо

еде <7* = (<7* ,. . . ,  q%) — стационарное распределение с q*> О, 
k = 1,..., /V, е/у(/) = 0(Л/)» « h —некоторая постоянная, 
удовлетворяющая неравенствам 0 <  h <  1.

Доказательство этой теоремы, опирающееся на факты 
из теории матриц, содержится в книге В. И. Романов­
ского [14]; прямое доказательство имеется в книгах 
Б. В. Гнеденко [4) и Ю. А. Розанова [13]. В § 4 при­
ведено прямое доказательство.

Так как Р(10) = Р (\ то по условию теоремы из любого 
состояния можно попасть в любое за время /0 с положи­
тельной вероятностью. Условия теоремы исключают цепи, 
являющиеся в некотором смысле периодическими (см. при­
мер 3 из § 1).

Если выполнены условия теоремы 3.1, то вероятность 
того, что система находится в некотором состоянии /, 
в пределе не зависит от начального распределения. 
Действительно, из (3.3) и (3.1) следует, что при любом 
начальном распределении = Р (£о = О» * = 1,. . . ,  N,

Рассмотрим несколько примеров цепей Маркова, для 
которых условия теоремы 3.1 не выполнены. Нетрудно 
проверить, что такими примерами являются примеры 
1, 2, 3 из § 1. В примере 1 при /->оо вероятности 
перехода имеют пределы, но эти пределы зависят от 
начального состояния. В частности, при p = q=\/2 (см. 
§ 4 гл. 4)

(3.3)

lim Р  (£, = /) = ?;, /'= 1,2...... N.

lim ЯА/(/) = 0, 0 < / < м, Л = 0,1 , . . . ,п ,

Л = 0, 1,. . . ,  п.
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В примере 3 пределы вероятностей Pn (t), Яц(/) при 
/-►оо, очевидно, не существуют.

Найдем стационарное распределение в примере 2. 
Нужно найти вектор <7* = (q*,. </J, </J), удовлетворяющий 
условиям (3.2):

tf-J-

</Г з + я* у  + q* J = я*.
Я* 3 + Я* 2 "Ь Я* 2 ”  ’ 

qt^O, Л= 1,2,3, <7* + </? + <7? = 1 •
Отсюда (7? = О, t/J = (/a = l/2. Таким образом, стационарное 
распределение существует, но не все координаты век­
тора q* положительны.

В примере 4 из § I условия теоремы 3.1 выполнены 
уже при /0 = 1- Стационарное распределение (<7*, # )  удов­
летворяет уравнениям

<7? + <7?= 1* QiPu + <7?Р21 = Qi* Я*Р\2 + <7?/*22= 9?»
где рп = Р22 = P. Pit = Р21 = <7- Отсюда tf = q*= 1/2 и 
по теореме 3.1 lim Рц (/)«* 1/2, /,/=1,2.

/ — со
Во всех разобранных примерах оказалось, что система 

однородных уравнений
(Руу — 1)<7*-f 2  <?*Р*у = 0, / = 1, 2,..., W, (3.4)

относительно неизвестных q*,.. . ,  <7̂  имеет ненулевое реше­
ние. Нетрудно проверить, что определитель матрицы коэф­
фициентов системы (3.4) равен нулю (если все столбцы 
определителя сложить с первым, то в силу свойства (1.4) 
получим столбец из нулей)/

В § 2 гл. 4 для полиномиальной схемы были введены 
случайные величины, равные числу исходов данного типа. 
Введем аналогичные величины для цепей Маркова. Пусть 
т*(/), k= 1,..., N — число попаданий системы в состоя­
ние k за время /. Тогда т* (/)// — частота попаданий 
системы в состояние k. Используя формулы (3.3), можно 
диказать, что частота т*(/)// при /-*оо сближается с ql.
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Для этого нужно получить асимптотические формулы 
для Мт* (/) и Dt* (/) и воспользоваться неравенством 
Чебышева. Приведем вывод формулы для М (Xj (/) | £0 = i) = 
= mtJ (t). Представим ту (/) в виде

*/(0 = т1о +  Л1 +  --- +  тЬ <3,5)
где тх» = 1, если = /, и г)5 = 0 в противном случае. 
Так как

М (т ] , | с 0 =  |) =  Я ,; (5),

то, воспользовавшись свойствами математического ожида­
ния и формулой (3.3), получим

т Ч (0  = P i j ( S) =  l7* •  ̂+  2  By (s).
S — 0 * — 0

Второе слагаемое в правой части этого равенства в силу 
теоремы 3.1 является частной суммой сходящегося ряда.

со
Положив а/у = ^]е/у($), получим

5 = 0
= -t + cctj + Oih'), 0 < Л < 1 ,  (3.6)

поскольку

2  ev (s) = au -  2  Zij (s), | tij (s) \< Khs.
s =  0 J - r + l

Из формулы (3.6), в частности, следует, что

М ( ^ | lo = i ) - * t f .  /— 1.2...... ‘iV,
при t-*-oo. Аналогично можно получить формулу для 
М [Ту (/) (Ту (/) — 1) | io = «]• которая используется для вы­
числения дисперсии.

§ 4. Доказательство теоремы о предельных 
вероятностях в цепи Маркова
Докажем сначала две леммы. Положим

vi (0 =  min Р ц (0, V, (0 — max Р п  (f). 
i I

Л е м м а  4.1. При любых I существуют пределы
lim V[ (/) =  qi, lim Vt (/) =  Qz

t — CQ f —♦ CO

и qi^Qt.
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Доказательство. Используя уравнение (2.4) с s= l ,  
получим

/V * N

f/(< + 0 = min 2  P .W  (0 5s min 2  PikVj (t) = v, (t),
1 ft-l 1 ft-i

w /V
V/(<+!) = max 2  PlkPk/(D<max 2  P«*V/ (0 =  V/ (/).

< ft-1 < ft-1
Таким образом, последовательности v/(t) и V/ (t) монотонны и огра­
ничены. Отсюда следует утверждение леммы 4.1.

Лемма 4.2. Если выполнены условия теоремы 3.1, то сущест­
вуют постоянные С, 6 (С > 0, 0 < 6 < 1) такие, что V/ (nt0) —
— V/ (nt0)^C6n, л = 1,2,...

Доказательство. Для любых i, /
N  N

о = 2  р»  ('•> -  2  р/* («  = л* (‘> / )+ 2 'л* о> /)-Л-1 ft-l * Л
где Д* (I, /) *= Рн (t0) — Я/* (to), означает суммирование по всем к, 
при которых Д*(/, /) положительны, а — суммирование по 
остальным Л. Отсюда

2 +Д*с> / ) = - 2 ' Л* ( '. / ) .  (4.1)

Так как в условиях теоремы 3.1 вероятности перехода Р,/(/<>)> 0 
при всех i , /, то при любых i, / N

2 " Л* <*. /) = 2 + (<о) -  р/* («> < 2  w  = 1 (4-2)Л Л к -1
н в силу конечности числа состояний

б =  шах 2 + (Pit, (to) -  P/ft do)) <  1. (4 3)

Оценим теперь разность V/ (nt0) — vj (nt0). Используя уравнение (2.4) 
с s =» /0. t = л/о, получим
V/ ((л +1) t0) — V/ ((л 4-1) t0) =

= шах 1Р„ ((п+ 1) t0) -  Р/, ((/»+ 1) /0)] =. 
i* У

N
■= max 2  (P/ft W  — Р/* (<o)l Pki («<•) “

I» I k — I
N

«= max V  Aft (*. /) (я̂ о) ^
/ ft - 1

«Smax J 2 + Aft(«-, /) И, (п/»)+2' Л* (t, I) v, (n/0) J .
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Отсюда, используя (4.1), (4.2) и (4.3), найдем 
Vt ((*+ !)*«) - o t « л + !)*• )<

«Ь max |(И, (nt„) — v, (л/0)) ^  Д* (I, /)| =  б (V, (nt„) — о,

Объединяя это соотношение с неравенством (4.3), получаем утверж­
дение леммы.

Перейдем к доказательству теоремы. Так как последовательности 
V/ (Л), Vi (/) монотонны, то

0<i/< (0. (4.4)
Отсюда и ил леммы 4.2 находим

0^<?, — Q i^ V t  (л/0) — V/ (л/0) ^  ^6".
Следовательно, при л-►со получим Q/ = <// «= qf и
INW-V/ I^V '/ tO  -»/(<)<

^  ([/ . ]  '•) - ( [ ? . ]  '*) ̂ с* * - ' • ,4'51 
Положительность qf следует из неравенств (4.4). Переходя к пределу 
при / -♦оо и i  =  I в уравнении (2.4), получим, что qf удовлетворяют 
уравнению (3.2). Таким образом, георема доказана.

З а д а ч и  к г л а в е  8

1. Матрица вероятностей перехода цепи Маркова имеет вид
/0,1 0,5 0,4\

Р =  0,6 0,2 0.2).
\0,3 0,4 0,3/

•
Распределение по состояниям в момент /*=»0 определяется вектором 
(/ =  (0,7; 0.2; 0,1). Найти: 1) распределение по состояниям в момент 
/ =» 2; 2) вероятность того, что в моменты / =» 0, 1, 2, 3 состояниями 
цепи будут соответственно 1, 3, 3, 2; 3) стационарное распределение.

2. Пусть J/, / = 0, I, 2 ,..., —цепь Маркова с матрицей переход­
ных вероятностей р//\ и начальным распределением по состоя­
ниям q =* /ф|.....qN). Выразить в виде сумм вероятностей вида (1.7)
следующие вероятности: а) Р (*, =  i)\ б) Р  (£, =а i , = /).

3 (продолжение задачи 2). Доказать, что Р  (5/+.1==/ | ^  ~ i )  =*
*= Р (6/ = / £о = 0-

У к а з а н и е .  Вычислить обе условные вероятности, восполь­
зовавшись результатом задачи 2.

4. Пусть / =  1, 2. ..., Г, — независимые одинаково распре- • 
деленные случайные величины, Р (£/ = 1) =  р, Р  ( J , *= — I) = I — р. 
Являются ли цепью Маркова величины: а) б) ••
— Ь5 в) IV —Ф(Ь, S/+i). Ф(— 1. — 1) =  Г. f t — I. . 0  =  2. 
ф(1, — 1) =  3. ф(1, 1) =  4? Для цепей Маркова найти матрицы ве­
роятностей перехода, за один шаг.
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5. Пусть — номер состояния в цепи Маркова в момент времени 
1' Р(£о=1)*=1 и матрица вероятностей перехода за единицу времени 
равна

/3/7 3/7 1/7 \ „  t ,
(1/11 2/11 8/11); * - { •  1‘ -  ’
\1/11 4/11 8/11/ ' ’ -

Показать, что последовательность Л/ является цепью Маркова. Найти 
соответствующую ей матрицу вероятностей перехода.

•>. В Л/ ячейках последовательно независимо друг от друга рав­
новероятно размещают частицы. Пусть щ (л) — число ячеек, остав­
шихся пустыми после размещения л частиц. Показать, что последо­
вательность Но (л), л =  0, 1, 2, ... является цепью Маркова. Найти 
вероятности перехода.

7. Пусть т)|, т*а, ... — последовательность независимых одинаково 
распределенных случайных величин и / (дс, ^  — функция, принимаю­
щая значения в множестве { I ,  ..., N)\ дг*»1, 2, ..., N, множество 
значений у совпадает с множеством значений ц,. Является ли поело 
доьательность случайных величин

U < р Р Г .  Л - 1,2...... Л/),
Ели ” / (£/» / = о, 1,2, ...,

цепью Маркова?
8. Игральная кость все время перекладывается случайным 

образом с одной грани равновероятно на любую из четырех соседних 
граней независимо от предыдущего. К какому пределу стремится при 
/-►оо вероятность того, что в момент времени / кость лежит на 
грани «6t, если в момент / = 0 она находилась в этом же положении 
(/ — 0» 1. 2, ...)?

9. По двум урнам разложено N  черных и N белых шаров так, 
что каждая урна содержит N шаров. Число черных шаров в первой 
урне определяет состояние системы. В каждый момент времени вы­
бирают случайно по одному шару из урны и выбранные шары ме­
няют местами. Найти вероятности перехода и показать, что стацио­
нарные вероятности */С^ , *= 1 , ..., N.

10. Матрица вероятностей перехода Р  и вектор q начального 
распределения по состояниям имеют вид: д = (1/2, 1/2, 0, 0, 0, 0),

Р *

Найти: а) несущественные состояния; б) математическое ожидание 
т —времени до выхода из несущественных состояний; в) вероятности 

попадания в множества состояний а=*{3, 4}, Р =  {5, <>(. 
если начальным состоянием является I е  {1, 2}; и| предельное при

/3/12
[1/12

2/12 1/12 3/12 1/12 2/12у
1/12 3/12 1/12 4/12 2/12\

0 0 3/4 1/4 0 0
0 0 1/2 1/2 0 0
0 0 0 0 1/3 2/3

\ 0 0 0 0 2/3 1/3/
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/-►оо распределение по состояниям, т. е. величины я*=з 
«= lim Р (£, = *).

/-•оо
Указание, б) Используя формулу полного математического 

ожидания, составить систему линейных уравнений для т/*=М (т | £o =  i)t
1 = 1, 2. Воспользоваться формулой Мт = Р (£0 = 1) Щ + Р (so = 2) mt. 
и) Используя формулу полной вероятности, составить системы линей­
ных уравнений для р{®\ р̂ а) и для р^К г) Найти предельное 
распределение по состояниям, когда начальным состоянием является 
состояние из множества а и из множества р. Использовать формулу 
полной вероятности и решение в).

И. Матрица вероятностей перехода Р = цепи Маркова Е/ 
определяется формулами ри = 1 — а, Рц = а, p2i = P .  Pm^I — P* 
Доказать, что

(Pn(t)  _ ] / Р  g\ . ( l - g - Р У / a —a\
\ P n  ( 0  Pn(f))  a  +  P  \P a / ’ *’  a  +  p V - р  P  r

Найти стационарные вероятности.
12. Для цепи Маркова, определенной в задаче 11, обозначим т/ 

число попаданий в состояние 1 за время /. Доказать, что

Д » Р ( | ^ “ 5 Т ? | < в ) =1 при любоме>°-
Указание. Показать, что Мт, = / + 0 (1) и Dt/ = о (/*)

при /-►оо. Использовать представление Т/ в аиде суммы (3.5) и 
решение задачи 11,
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ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ

§ 1. Задачи математической статистики

Пусть требуется измерить некоторую величину а. 
Результаты измерений jc,(<o), дг2(о)), х„(ш) естественно 
рассматривать как значения случайных величин хх, х2,.. .  
..., хп, полученные в данном опыте с исходом <о. Если 
измерительный прибор не дает систематической ошибки, 
то можно предположить, что M.v* = а. Таким образом, 
по результатам наблюдений хи х2, ..., х„ нужно опреде­
лить неизвестный параметр а. Это типичная задача оценки 
неизвестных параметров. Общая ошибка измерения часто 
складывается из большого числа ошибок, каждая из 
которых невелика. В такой ситуации на основании 
центральной предельной теоремы становится правдоподоб­
ным следующее предположение (гипотеза): случайные 
величины хк имеют нормальное распределение/ Таким 
образом, мы пришли к задаче статистической пров.рки 
гипотезы о законе распределения.

В § 3 гл. 1 рассматривались две различные модели 
(модель 1 и модель 2) подбрасывания двух монет. Веро­
ятность выпадения монет одинаковыми сторонами в мо­
дели 1 оказались равной 2/3, а в модели 2 —равной 1/2. 
По результатам подбрасываний двух монет требуется 
выбрать одну из двух моделей (или гипотез).

К задачам оценки параметров часто сводятся задачи, 
в которых нужно установить зависимость между перемен­
ными. Пусть, например, из некоторых соображений из­
вестно, что переменная у линейно зависит от перемен­
ных X\, х2, ...» xk‘. у — Ао~\~ А\Х\-\-.. A/fXi,. Коэффн. 
циенты А0, А\, . .. .  Аk неизвестны. Прн различных 
наборах (xiX, xit, ..., xlk), i=  1, п, измерены значения 
yi = A0+ AxXn + ...+  AkXib +  б/, где ^  — ошибки измере­
ния у при наборе (дгц, xlt, ..., xik). По значениям 
(i/i. хп, ... .  xik) требуется оценить коэффициенты
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И0. А|, ... ,  Л*. Задачи такого типа называют регрес­
сионными.

В перечисленных выше задачах оценка неизвестных 
параметров или выбор гипотезы проводится по резуль­
татам наблюдений или измерений, т. е. на основе эмпи­
рических данных. В следующем параграфе приводится 
описание математической модели независимых измерений.

§ 2. Понятие выборки. Выборочные распределения

Чтобы сделать формальное определение выборки более 
понятным, рассмотрим несколько примеров. Пусть нам 
требуется оценить неизвестную долю белых шаров в урне, 
содержащей белые и черные шары. По схеме случайного 
выбора с возвращением отберем п шаров. При больших п 
доля белых шаров в полученной выборке близка к доле 
белых шаров в урне. Указанная процедура может быть 
описана в терминах случайных величин. Пусть х*=1, 
если к-\\ шар выборки оказался белым, и х* = 0 в про­
тивном случае (£=1, 2, ..., п). Тогда случайные вели­
чины хх; хъ ..., хп независимы и одинаково распределены. 
Доля белых шаров X в выборке может быть вычислена 
по формуле * = (х14-х2 + ...-Ьх„)/я.

При измерении числовых характеристик часто оказы­
вается, что результат каждого измерения можно рассмат­
ривать как значение g (со) некоторой случайной величины 5, 
которое эта величина принимает в данном исходе опыта ш. 
Функция распределения Ft(x) величины £ характеризует 
используемый для измерений прибор. Несколько незави­
симых измерений, проводимых в одинаковых условиях, 
можно описать соответствующим количеством случайных 
величин, каждая из которых имеет функцию распределе­
ния Ft(x).

Назовем случайной выборкой объема п (или просто вы­
боркой) случайный вектор (xi% х%, ..., *„), где xk4 к — 1,...

я, независимы и одинаково распределены с Р(дг*<х) = 
= /\(дг). Случайная выборка является математической 
моделью независимых измерений, проводимых в одина­
ковых условиях.

Иногда в задачах, связанных с измерениями, оказы­
вается, что величины хи ..., хп можн > считать нормально 
распределенными. В задаче с подбрасыванием двух монет



(см. § 3 гл. 1) имеем дискретные величины Р (дг* = I ) = 
= р,, Р  (дс* = 0) = 1 — pt, / = 1. 2, где х* = 1, если а к-м 
испытании монеты выпали одинаковыми сторонами; р, = 
= 2/3, р%= 1/2. При оценке доли брака в партии изделий 
по схеме случайного выбора без возвращения величины, 
входящие в выборку, оказываются зависимыми. Обычно 
мы будем рассматривать случай независимых измерений.

Одной из основных характеристик выборки является 
эмпирическая функция распределения F I (дг), определя­
емая формулой

F:(x) =  ̂ M t (2.1)

где (аг) -  число значений среди дс,....... х„, меньших дс.
Таким‘образом, при любом а величины ц„(дс), а следо­
вательно, и FZ(x) являются случайными.

Случайные величины выборки xtf хг.......хя, располо­
женные при каждом со в порядке возрастания их зна­
чений:

ДГ(1) ^  ДС(*| ^  *(я|,
определяют новые случайные величины, называемые ва­
риационным рядом. В частности, x(1) = min {дс,, хг...... дс,},
х{п) = шах {дс„ xt, .... дг„}.

Покажем, что при больших п эмпирическая функция 
распределения F*(x) близка к функции распределения 
F(x).

Теорема 2.1. Для любого х (— оо <  дс <  оо) и любого 
е > 0

lim P f l F i  (х) — F (дс)|<е} = 1.
п —* об

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С каждым xk (6=1, ..., л) 
можно связать два события: {**< *} и \хк^ х ). Веро­
ятности этих событий, очевидно, равны

Р = Р {**< *} = F(x), <7 = P {x k^*x)=* 1 - F (x ).
Нели событие назвать успехом, то (х) является
числом успехов в серии из п независимых испытании. 
Так как в рассматриваемой последовательности испыта­
ний Fn (х) = \кп (х)!п является частотой успеха, то утвер­
ждение доказываемой теоремы сразу следует из теоремы
5.6 гл. 6.

f  q ПОНЯТИЕ ВЫБОРКИ. ВЫБОРОЧНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 177
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Иногда для наглядного представления выборки ис­
пользуется гистограмма, получаемая следующим образом. 
Числовая ось разбивается на несколько непересекаю-

Г
щихся полуинтервалов: (— оо, оо) = г*+1), где
—  оо = z0 <  г, <; < . . .  <  <  zr+x = со. Далее вычисля­
ются частоты pt = FZ(zk+l) — FZ(zk) попадания элементов 
выборки в эти полуинтервалы. Затем над каждым отрез­
ком [z*, 2*+i] строится прямоугольник, площадь которого 
пропорциональна частоте pj. Так же как при доказатель­
стве теоремы 2.1, можно показать, что pi при больших п 
близки к рь *=.F (z*+i) — F  (г*) или (если F  (дг) имеет плот-

**+i
ность распределения р(х)) к рл= J p(x)dx. Таким обра-

зом, при удачном выборе ширины интервалов гистограмма 
может напоминать график плотности распределения р(х).

Рассмотрение графиков эмпирической функции рас­
пределения и гистограммы может дать некоторое пред­
варительное представление о неизвестной функции рас­
пределения F  (х).

Более точные выводы о неизвестной функции распре­
деления F (х) могут быть сделаны на основе следующей 
теоремы А. Н. Колмогорова.

Теорема 2.2. Если функция F  (х) непрерывна, то 
при п-*-оо
P {V n (  sup |FS (X)-.F(X)|\ < * !- ► * (* )-I \ — 00<X<00 / J

0 при Z«s 0,

** 1 )* е~2к'г' при z >  0.
k =  —  CO

Теорема A. H. Колмогорова позволяет указать гра­
ницы, в которых с большой вероятностью будет заклю­
чена неизвестная функция распределения. Если га подо­
брано так, что 1 — К (г а) = а, то неравенства

F t (*)-$--< F (x )< F*n(x)+$=V п у п
выполняются сразу для всех х с вероятностью, близкой 
к 1 — а.
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3.1. Математическое ожидание и дисперсия выборочных 
моментов. Для каждой реализации измерений дс, (со), 
х2(ш), ... .  *„((■)) эмпирическая функция распределения 
Fn{x) является функцией распределения некоторой ди­
скретной случайной величины, принимающей п значений: 
*i(co), *»(со), ..., х„((о) — с вероятностями, равными 1/л*). 
При различных со соответствующие функции РЦ(х) раз­
личны. При каждом со можно ввести различные числовые 
характеристики соответствующего данному со закона рас­
пределения, определяемого FX(x). Эти характеристики 
будем называть выборочными. Выборочные моменты и 
центральные выборочные моменты порядка v вычисляются 
по формулам П П

av = ~п ^  = Л ^  (ХА~ Я)У» (3*1)
где

п

2 х* <32>*- i
к •

— выборочное математическое ожидание (или выборочное 
среднее).

Можно показать, что при достаточно общих ограни­
чениях на неизвестную функцию распределения /\(.г) 
выборочные характеристики (3.1) близки к соответству­
ющим теоретическим характеристикам F^(x):

av=M£\ Pv = M (£-M?)v. (3.3)
Найдем сначала математическое 'ожидание и диспер­

сию выборочных моментов. Та<< как х„ независимы и 
распределены так же, как I, то

П
Ш  = 1п 2  М** = М'э = а „

*— 1 
П

° Хя=п* 1  Djf* = 'n D5 = ut/«.
*=*1 ф ф

•) Если какое-либо значение встретится в выборке k раз, то
этому значению соответствует вероятность k/n.

§ 3. Выборочные момеЬты
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Таким образом,
Мх = аи Dj? = (3.4)

Аналогично находим

Mrtv = ctv, D av = n~a v . (3.5)

Несколько сложнее вычисляются математическое ожи­
дание и дисперсия центральных выборочных моментов. 
Ограничимся вычислением Мш2 и Dm*. Положив yk = 
= ** —Мх*, /?=1, я, запишем вторую формулу (3.1) 
при v = 2 в виде

п п

т * -  -J- 2 1 (^* -  *)в =«- 2  ^  -  *'• (3-6>л-i

гле 0 = (//i + ... + Уп)1п. Поскольку Му* = 0, М*Д = Ц4 » 
Щ*У1 = Mi/* • Му, = 0 (*#/ ) ,  то

ft. / - I

Отсюда и из (3.6) находим

М т2= ^ 1 Иа. . (3.7)

В формуле (3.5) математическое ожидание av совпало 
с соответствующим теоретическим моментом. В (3.7) пра­
вая часть смещена относительно \it. Если вместо т 2 
ввести величину

п

S’ = ̂ T  т ’ ~ ^ т Х  (*» -  *)г> <3-8)
ft-1

то для нее получим
Му* = Ц2. (3.9)

Перейдем к вычислению Dm2. Из (3.6) находим
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Так как случайные величины ук9 к= \, .... п% незави­
симы и М//* = 0. то в правой части равенства

п
м </‘ -  i  У  М УиЧЦНДи

I,. 1
отлично от нуля только п слагаемых М/у/ = ц4 и
CJC{_= Зп (п — 1) слагаемых М///»/* = ц.;, 1ф к. Поэтому
М</4 = (|i« + 3 (п — 1)ц$)/гс*. Аналогично находим

лМ
* = !

да и из (3.10) по формуле Dmt = MmJ — (Mm«)a получим

Dm, = (3.11)

Можно показать (соответствующие вычисления см. 
в книге Г. Крамера [10], § 27.5), что для любого v 
при п-*-оо

Mmv = nv+ 0 ( ' ) ,  М(шу-(1у)« = 0 ( ^ ) .  (3.12)

Вторая из этих формул верна, если конечен момент n»*v. 
Из неравенства Чебышева и формул (3.4), (3.9) и (3.11) 
следует, что для любого е> 0  при п-*-оо

Р { | *  — а, !<е}-*-1, Р { s*-^2 <е}-*-1, (3.13)
где величина s* определена формулой (3.8). Аналогичные 
утверждения верны и для av, mv при любых v ^ 2 .

3.2. Асимптотические распределения. Найдем сначала 
асимптотические при п-+ оо распределения выборочныхП
моментов av* Величина = является суммой неза-

^=i
висимых одинаково распределенных случайных величин. 
Если конечен момент a*v = M*lv, то к этой сумме можно 
применить теорему 4.1 гл. 7. Так как Мл? = а , Dx*

К V *
— aj, то величина

(па, -  nav)/V"(«iv -  «{) я -  (av -  e g / / :? >v
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асимптотически нормальна с параметрами (0f 1). Таким 
образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 3.1. Если конечен теоретический момент 
a2v* то при п-+оо выборочный момент av асимптотически

I a2v“ av \нормален с параметрами lav, -- ).
Несколько сложнее доказывается асимптотическая 

нормальность центральных выборочных моментов mv. 
Ограничимся лишь случаем v = 2.

Теорема 3.2. Если конечен теоретический момент \ii% 
то  при п-+оо выборочная дисперсия т 2 асимптотически
нормальна с параметрами ^i2,

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя формулу (3.6), 
получим

ln= *Vn  ( т „ - Ц 1) = ?я + Т]я,
где

П
Ея = - г^ - ^  Q/J — М^|), т]я = — (3.14)

*= I
у\, k = 1, п, — независимые одинаково распределенные 
величины. Так как М//* = рг//1 и, следовательно, М jrj„| = 
= , то согласно лемме 5.1 гл. 6. для любого е>О

Р {\Ъ I> е} < * 0е е У п
при п—*-оо. Отсюда и из теоремы 2.7 гл. 7 вытекает, что 
предельное распределение £„ совпадает с предельным 
распределением £„. В соответствии с теоремой 4.1 гл. 7 
случайная величина асимптотически нормальна с пара­
метрами (0, р4 — р5). Теорема доказана.

Иногда требуется определить точное или хотя бы при­
ближенное распределение некоторой функции от выбороч­
ных моментов. В качестве примера, иллюстрирующего 
исследование предельного распределения в таких задачах, 
найдем предельное распределение функции от выборочного 
среднего X и выборочной дисперсии т г.

Теорема 3.3. Пусть т)„ = g (X, mt), функция g (zlt г2) 
определена в окрестности точки (а,, р4) и имеет в этой 
окрестности непрерывные частные производные второго
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порядка. Если конечен момент (14и о * > 0, то  величина г\п 
при п —► оо асимптотически нормальна с параметрами 
(go, аг/п), где go=g(at, ц,), о8=^„ц2+2^12ц3+ггг(Ц4-^), 
a gij — значение производной (», /=1,2 )  в точке
(«1. Ц»)-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что из условий тео­
ремы 3.3 следуют условия теоремы 6.1 гл. 7 при г = 2, 
1п\ = Х, Ъ„2 = т г. Действительно, из формул (3.4), (3.7),
(3.11) при п-*- оо получаем

яЛ1 =  M£„i =  ссь  аЯ1 =  М?я,  =  и* +  0 (  - ) ,
\п/ /ч

Кроме того, воспользовавшись формулой (3.6), найдем

Отсюда и из (3.15) следует выполнение условий теоремы 
6.1 гл. 7. Теорема доказана.

Отметим, что из условий доказанной теоремы еще не 
следует, что параметры предельного нормального распре­
деления являются главными членами асимптотических 
формул для Мг|л, Dti„ ( с м . также [10], § 27.7, стр. 388).

3.3. Точные выборочные распределения. Допредельные 
распределения различных выборочных характеристик 
могут заметно отличаться от предельных. Отыскание 
точных распределений является обычной задачей нахо­
ждения распределения функции от случайных величин 
(см. § 6 гл. 5). Однако найти точные выборочные распре­
деления в удобной для приложений форме в общем случае 
не удается.

Как уже отмечалось в § 2, величины хл, k= 1, ... , п, 
часто оказываются нормально распределенными. Здесь 
мы ограничимся рассмотрением выборок xlt xt, . .. ,  ха с 
нормально распределенными хк (k = l, ..., п). Для нор­
мально распределенных хк распределения многих выбо­

cov(|„i, 1пг) = со\(Х, т г) — М ^  У1~9*~\Ь

П
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рочных характеристик выражаются через небольшое число 
распределений, для которых имеются таблицы. Дадим 
еще несколько определений часто встречающихся в ста­
тистических исследованиях распределений

Пусть £0. ...» ^  — независимые нормально распре­
деленные случайные величины с параметрами (0, 1). 
Распределение величины

.xS- й  + й  + . . .+  В  (3.16)
называется распределением х2 (хи-квадрат) с п степенями 
свободы. Распределение величины

Ч =  ** (317)
называется распределением Стьюдента с п степенями ао- 
боды. Обозначим x£, и Хл, независимые случайные вели­
чины, имеющие распределение х2 с п\ и п* степенями 
свободы соответственно. Распределение величины

< з л 8 >АП,/ *2
называется F-распределением (илй распределением Фи- 
шера) с пх и пг степенями свободы.

Плотности распределения этих величин могут быть 
найдены в явном виде (см. [!0] и [ 16J); формулы плотно­
стей распределений приведены перед таблицами 4, 5, 6.

Найдем теперь совместное распределение выборочного 
среднего X и выборочной дисперсии т 2. Следующая тео­
рема о совместном распределении X и т 2 была доказана 
Р. Фишером.

Теорема 3.4. Если элементы выборки дт*, Л=1, ... 
... , л, независимы и распределены нормально с парамет­
рами (я, о2), то X и т 2 независимы, причем X распределено 
нормально с параметрами (а, о2/я), а п т2/о2 имеет рас­
пределение х2 с п — 1 степенями свободы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обратимся к соотношению (3.6). 
В предположениях доказываемой теоремы у1% у2, ..., уп 
независимы и каждая величина yk распределена нормально 
с параметрами (0, 1). Введем новые случайные величины
£  e  ( £ i » • • • * ? л )  =  ^ У * У 5=8 ( У л» • • • * У * )  • =  “77 •и I п
k= 1,2, п, а остальные строки с1Л, А= 1....... п,



ВЫБОРОЧНЫЕ МОМЕНТЫ 185

1^2, выбраны так, что матрица С ортогональна. При 
таком выборе С

мь* = 0, D£* = l (Л-1 . . . . .Я ) ,
п

cov U *, 6/) = 21 “
I./- 1 п

= 0, 2  с*Л/ = ® (кф 1). 
<./=-•

Отсюда следует, что ... .  £„ независимы и каждая 
величина распределена нормально с параметрами (0, 1). 
Выразим теперь т 2 через новые случайные величины. 
Поскольку сумма квадратов инвариантна относительно 
ортогональных преобразований, то

- £ - = з 2 » 1 - ( « ) ’ = 2 в - в = в + ---+ е ;- • ( З Л 9 )k =1 fcs»| •
Отсюда и из независимости £,, ..., следует независи-

ПА» I
мость— - и  ̂= -7^о||4-в- Нормальная распределен-

О* v м  .

ность х следует из нормальной распределенности £,. Из
(3.16) и (3.19) вытекает, что п тг!ог имеет распределение 
^  с л- 1  степенями свободы. Теорема доказана.

При помощи теоремы 3-4 можно найти распределение 
еще одной часто используемой величины. Величина | ,— 
= (X — а) (а/V п) имеет нормальное распределение. Кроме 
того, £i и nm-t/a* независимы. Следовательно, по опреде­
лению (3.17) величина

т '  = ( *~ а)Ка1Уп) = х-а , ■
1 A j  +  ' - + ? i  V nmt/a* (л — 1) V  т„ пП

I
им?ет распределение Стьюдента с п-1  степенями свобо­
ды. Таким образом, доказано следующее утверждение.

Теорема 3.5. Если элементы выборки хХ9 .. .,  хп 
независимы и каждая из этих величин распределена нормаль­
но с параметрами (а, о2), то  величина —  X /1— 1
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имеет распределение Стьюдента с п — 1 степенями 
свободы.

Распределение Фишера будет использоваться в § 8. 
Там же нам понадобится следующая теорема, касающаяся 
распределения величины, пропорциональной отношению 
двух выборочных дисперсий, вычисленных по двум неза­
висимым выборкам.

Теорема  3.6. Пусть хи х„, и х[, х'„, — две 
независимые выборки и любая из этих nt + пг независимых 
величин имеет нормальное распределение с параметрами
(а, а2). Тогда величина ■ • — • -а—I-, где т г — выбороч-' 7 mt nt п\ — *
ная дисперсия выборки xlt ... , x„t, a mi —выборочная 
дисперсия выборки х[, . .. ,  х'п„  имеет F -распределение с 
л, — 1 и п2 — 1 степенями свободы.

Утверждение этой теоремы непосредственно следует 
из теоремы 3.4 и определения величины (3.18).

§ 4. Точечные оценки
4.1. Определения и примеры. Предположим, что функ­

ция распределения, соответствующая выборке хи xit ..., хп, 
зависит от неизвестного параметра 0:

P(xk< x) = F l (x; 6).
Оценкой б!1 параметра 0 называется произвольная функ­
ция 0JJ = 0J(х,, х2, ..., х„). Таким образом, 0J является 
случайной величиной. Естественно потребовать, чтобы 
значения оценки в большинстве опытов были близки 
к значению оцениваемого параметра. Будем называть 
оценку 0J несмещенной оценкой параметра 0, если при 
любом п

М6; = 0. (4.1)
Оценка 0J называется состоятельной, если для любого 
е> 0  при п-*-оо

Р{|0* —0|<е}-*-1. (4.2)
Условиям (4.1) и (4.2) может удовлетворять несколько 

разных оценок одного и того же параметра. Тогда из 
них естественно выбрать ту, у которой дисперсия наи­
меньшая. Для широкого класса распределений можно 
указать точную нижнюю грань дисперсий оценок одною 
и того же параметра (см. п. 4.3).
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Рассмотрим два примера.
Пример  1. Пусть 0 = а1 = Млг*. Положим 0J = 

e=6J(x,f . . . f *„) = *, 62 = *i, где X определено формулой
(3.2). Из определения несмещенности и из формулы (3.4) 
следует, что обе оценки 0J и 02 являются несмещенными. 
Оценка ©5, очевидно, не является состоятельной. Состоя­
тельность оценки X была доказана в § 3 (см. (3.13)).

Пример 2. Пусть 0 = \i% = М (хк — Мхк)2. Положим 
0J = s*, где s2 определено формулой (3.8). Из соотноше­
ний (3.9) и (3.13) следует несмещенность и состоятельность 
оценки 0J. Выборочная дисперсия т 2 не обладает свой­
ством несмещенности (см. (3.7)).

4.2. Достаточные статистики. Может оказаться, что вся полезная 
информация о неизвестных параметрах содержится в небольшом 
числе функций, зависящих от выборки (дг1# ..., *„). В этом случае, 
особенно при больших объемах выборки, задача построения оценок 
может значительно упроститься. Различные функции от выборки 
обычно называют статистиками. Обозначим Ро(Л) закон распреде­
ления вероялностей случайного вектора (jcj, xit ..., хп) с Р  (хь< х)=* 
е= F (дг, б). Статистика Х = Х хя), скалярная или векторная,
называется достаточной для параметра в, если для любого события А 
условная вероятность Pq (А | Л) не зависит от б. Определенная таким 
образом достаточная статистика X подытоживает все существенные 
сведения о параметре б. Действительно, вероятность любого события, 
которое может произойти при фиксированном X , не зависит от б, и, 
следовательно, оно не может содержать дополнительной информации 
о неизвестном параметре б.

Очевидно, что X =»(*,,..., хп)9 т. е. сама выборка является 
достаточной статистикой. (Событие А является подмножеством мно­
жества значений (хх, ..., хп)% и, следовательно, Ре(Л 1 X) при любом б 
есть либо 0, либо I.) Больший интерес представляют случаи, когда 
размерность X меньше п. Приведем теорему, позволяющую практи­
чески находить достаточные статистики.

Теорема 4.1. Пусть ро (и), ы = (н„ ..., и п) , —совместная 
плотность распределения случайной выборки дг,, **, ..., дг„, где 
Хь = хk(u) = uk, i= »l,..., п. Статистика Х=*Х (и) достаточна для 
параметра б тогда и только тогда, когда

Рв (“ ) =£0 (*  (“ )) ‘h (“). (4-3)
^  £0» Л — неотрицательные функции и h не зависит от б. Для дискрет­
ного случайного вектора * = (*,, ..., хп) утверждение теоремы сохра­
нится, если p q ( u )  понимать как вероятность события {х = ы}.

Доказательство приведем только для дискретного вектора х. 
Пусть # = к'1', ..., и'*', ...}—множество значений дг; Х = 
*= X (и) (и е # ) — некоторая достаточная статистика. Выберем какое- 
нибудь и{*' е  U  и положим с/ = Х (и'к>). Тогда
Р 0 (дс = ц'Л») =  Р {jc = X  (и) = V) = Р0 (X  = v) • Р (дс = и'*' | X  = V).
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Первый множитель в Араной часги зависит только от а и неизвест­
ного параметра *), а второй множитель по определению достаточной 
статистики (в качестве А нужно взял» событие = не зависит 
от в. Таким образом, получили (4.3). Пусть теперь выполнено (4.3) 
и X  — некоторая статистика. Покажем, что X  —достаточная статистика. 
Найдем условную вероятность Р0 ( Д | Х  — с/). Используя (4.3), по­
лучим
P (A  = t/)= £  Рв («'*’)=> £  ge (X («'*>)) h (и '» ') =.

— о» и'*‘ е ( Х  — о}

~ев(и) 2
« '* ’<= IX  - » }

Р МП {X = t/})= V  ge(X(u'<“ ))h(u'*’)=g0(v) V  Л („•*.), 
и *е  я и'^ев

где £=* А П {X  *=у}. Отсюда находим, что условная вероятность

Р (А | X  ■= и) =» / 2  Л(и'*')\ / 1 £  Л (и'*')\
\и' *’е { Х - р )  / / \ и ' * Г е в )

и, следовательно, не зависит от 0. Теорема для дискретного случая 
доказана.

Рассмотрим два примера.
П р и м е р  3. Пусть дг,, ..., — независимая выборка 

с Р<дг* = 1>)«04!-6)1-’  (0  = 0; I), *= 1 , .... п. Тогда
РЬ (и) = Р f *1 =* “ l...... Х„ = и„ } =

п П
п X  *  л —  V  а

*—в*“ 1 о-в) *-• .
ft —I

л

Это равенство для статистики ^  хк имеет вид (3.4) с h (и) з
ft — I

в 1 ,  fiTe (f) = (1 —6)'e“/ev. Рассмотренная в данном примере выборка 
определяет п испытаний схемы Бернулли с вероятностью появления 
исхода I в каждом испытании, равной в. Таким образом, показано, 
что достаточной статистикой для вероятности успеха в схеме Бер­
нулли является частота JE.

П р и м е р  4. Пусть дг,, дг,, ..., дг„ — независимая выборка, в ко­
торой хк (* = ! ,  ..., п) имеет нормальное распределение с парамет­
рами (а, о2). Будем искать достаточную статистику для двумерного 
параметра 0 = (а. о8). Плотность совместного распределения выборки 
равна
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Отсюда, так же как в предыдущем примере, нетрудно получить, 
что достаточной статистикой является двумерная статистика

| ^  **. 2  Так как обе функции этой статистики можно вира- 
)*«.! ft-1 )
зить через i n s 1 без использования а и о1, то (Я, &) тоже достаточ­
ная статистика.

Приведем теперь частный случай теоремы Рао— Блэкуэлла— 
Колмогорова. Эта теорема позволяет по данной опенке найти оценку 
с меньшей дисперсией, если известна достаточная статистика.

Т е о р е м а  4.2. Пусть хх% ..., хп — независимая выборка 
с Р {**<*} б), 0? — несмещенная оценка параметра 6 и
X  — достаточная статистики. Тогда дисперсии оценок 6J и б* = 
е= М (Of X ) удовлетвирчют неравенству C6f ^  DЬ*.

Доказательство проведем для случая, когда 6} и X  имеют диск­
ретное распределение: Р { & X **0|} = />*./’ *, / *  1. 2, ... Из 
формулы полного математического ожидания (6.6.3) следует, что 
M0*=M|M(6f Х)].= М0?«=Ь. Поэтому для доказательства нужного 
неравенства достаточно показать, что

М (6*)а = М |[М (О? \ Х )]^\^  М (01)*. (4.4)

Пусть Р., = 2р*./- Тогда М <ef)* = £  " W /  и М {[М (0* i X)]»} =
k к. I

Умножив обе части этого неравенства на р./ и просуммировав по 
всем /, получим (4.4). Теорема доказана.

4.3. Неравенство Рао — Крамера. Пусть r=(.*i,. . х„)— 
независимая выборка, в которой xk (Л = 1 , . . . ,  п) имеет 
плотность распределения p{v, 6), где 0 — неизвестный 
параметр, а и —переменная плотности распределения. 
Положим G = {v: p(v, 6) >  0} и

G„={u = (u„ u„): u/g G, i = 1, л}.
Совместная плотность распределения Ро(и) = р(иХ9 0) ... 
... Р(ип, 6) выборки (дг,, ..., хп) отлична от 0 на мно­
жестве Сл. Пусть G* = G*(.r,, х2, .... хп) — несмещенная 
оценка параметра 6. Тогда М0* = 0. Это равенство можно 
записать в виде

0= \0*(u)po(u)du, и = (и,, ..., иа). (4.5)
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Оценим D6* в следующих t/слоииях регулярности:
1°. Множество G = {v: p{v, 0)>9} не зависит от 0.
2°. Выражение в правой части (4.5) и выражение

СО

\ р(и, 6)du можно дифференцировать по 0 под знаком
—  ОО

интеграла.
3°. Выражение

/ (0) = J  (dilL^ ) )2р (v, f»dv = М [ а1пр^ ’ 6)f  (4.6)
О

положительно.
Так как р0(м) — плотность распределения, то

1= \Pe{u)du, u = («i, . .. ,  и„). (4.7)
°а ‘ .

Продифференцировав (4.5) и (4.7) по 0, найдем
1 = f 0* (u) d- ^ d u ,  0 = J  d- ^ d u .  (4.8)

°9 ° n
Умножим теперь второе -равенство в (4.8) на 0 и вычтем 
из первого. В результате выполнения указанных пре­
образований получим

1 = J ( 0 * ( « ) - 0 )^ y ^ d u .  (4.9)
°п

Так как на множестве G„ плотность р6(и )>  0, то
дрв (и) _  д In Pfl (u) „  ,'Л
" ae “  да Ро' и’-

Подставляя это выражение в (4.9) и используя неравен­
ство Коши — Буняковского, находим

1 - ( J  ( «  (и) -  6 )^ - ^ —  Ре (« ) <

<  J  (0*-0)*/>е («)<*“ • f  Ро (и) du,
°п Gn

ИЛИ

1<D0»-M[(ainf f w )8]. (4.10)

%
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Выразим второй сомножитель в (4.10) через величину /(0), 
определенную (4.6). Из равенств (4.8) при п=  1 следует! 
что

м [ < 1яМ -..»] _ 0 .  (4.П )

п
Так как 1п/70(дс) = 2  Р (**. б). то

(д In ре (дс) \2 V  д In р (хк0) д In р (х,, в)
\ 00 J  =  L i  д0 дО к. 1 = 1

Отсюда, учитывая независимость сомножителей при кф1 
и равенство (4.11), находим

м р и й ' ) !  - пМ (.а-.'г.у  • *>.)* _ „ / (« ) .

Подставляя это выражение в (4.10), получим окончатель­
ный результат:

М Э я щ .  (4.12)

где I  (0) определено формулой (4.6). Это неравенство назы­
вают неравенством Рао —Крамера. Аналогичное доказа­
тельство может быть проведено и для дискретных выбо­
рок. В этом случае нужно использовать представление / (9) 
в форме математического ожидания *).

Назовем эффективностью несмещенной оценки 0J, удов­
летворяющей условиям регулярности 1° —3°, величину

e(O;) = (n/(0)D0S)1. (4.13)
Из неравенства (4.12) следует, что О<е(0£) s=£l.  Оценку 0J 
называют эффективной, если e(0J)=l.  Оценка 0J пара­
метра О может оказаться асимптотически нормальной 
с параметрами (0, о2/п) при п-*-оо даже в тех случаях, 
когда D0J не существует. Асимптотической эффектив­
ностью назовем величину е0 (05) = (а2/ (0))-1. Оценку 0J назы­
вают асимптотически эффективной, если ео(0Ц)=1. 

Вычислим эффективность нескольких оценок.

*) Можно показать, что неравенство (4.12) обращается в равен­
ство, если оценка 6* является достаточной статистикой.



Пример 5. Пусть хи xt, х* — независимая вы­
борка, соответствующая нормальному распределению 
с параметрами (а, о*). В качестве оценок а и а* возьмем 
выборочное среднее £ и величину s*, определенную фор­
мулой (3.8). Обе оценки являются несмещенными и со­
стоятельными (см. примеры 1 и 2):

М л=а, Ms* = а1,

п п ' \п*}

В примере 5 § 2 гл. 7 были найдены центральные мо­
менты нормально распределенной величины; в частности, 
М (г* —а)« = 3<т*. Подставляя это значение в формулу
(3.11), получим точную формулу для Dm, = 2 (п — 1)о*/п*. 
Отсюда

Dsa = D [^ - jm ,j = 2(T4/(rt- 1).

Для вычисления эффективности нужно еще найти вели­
чину / (0) для 6 = а и 6 = а*. По формуле (4.6), полагая

Р («. 0) = Р (м. а, аг) = (2ло*)_1/* ехр { -  -}, 
находим

ОО

1 (я) 3  $ (^ г )*  Р (и' а ' 0,) du = О*’— 00

/(ог,) = Г ~ 20*)2р(“’л* °в̂ “—i •— 00
По формуле (4.13) получаем

elX)=  1, e(S*) = l ^ i < l .

Итак, оценка X является эффективной, а оценка я* асим­
птотически эффективна!

Интересно отметить, что при нарушении условий ре­
гулярности (см. задачу 12; в условиях этой задачи нару­
шено условие 1°) дисперсия оценки при п-^оо может 
быть меньше 1/я/ (0) даже по порядку.
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4.4. Метод наибольшего правдоподобия для нахожде­
ния оценок параметров. Метод моментов. Если функция 
распределения F(x, 0) = Р(дс*< дг), к — 1 , . . . ,п ,  имеет 
плотность р(х, 0), то функция
L = L(x j....... хя, 0) = р(х„ в)р(дс,, 0) ... р(х„, 0) (4.14)
называется функцией правдоподобия. Для выборки, состоя­
щей из дискретных величин дг*. k=l, . . . , « ,  с распре­
делением Р(дс* = х) = рЛ(6) функция правдоподобия опре­
деляется равенством

L — L (x i....... дся, 0)- р «1(в)р,1(в ) . . .р ,-(в). (4.15)
При фиксированных xlf ..., х„ функцию /.будем рас­

сматривать как функцию параметра 0. По методу наи­
большего правдоподобия за оценку параметра 0 прини­
мается значение аргумента 0, при котором L имеет 
максимальное значение. При фиксированном 0 функция 
правдоподобия L ((4.14) илн (4.15)) задает совместное 
распределение выборки, если рассматривать xlf ..., х„ 
в (4.14) и (4.15) как независимые переменные. Таким 
образом, по методу наибольшего правдоподобия выби­
рается значение 0, при котором вероятность получения 
данных значений выборки максимальна. Поскольку InL 
при фиксированных Xi, .... х„ достигает максимума при 
том же значении 0, что и L, то для нахождения оценки 
можно решать уравнение правдоподобия

^  = 0. (4.16)

Решением (4.16) будем называть только корни, завися­
щие от ДС|, хг, ...,х „. Каждое решение уравнения правдо­
подобия (4.16) будем называть оценкой наибольшего правдо­
подобия для 0.

При некоторых достаточно общих условиях уравнение
(4.16) имеет решение 0£, являющееся состоятельной оцен­
кой параметра 0; 0* при п -*■ оо является асимптотически 
нормальной и асимптотически эффективной оценкой 0. 
Условия, при которых доказывается это утверждение 
(см. [10], гл. 33, стр. 544), заключаются в существовании 
нескольких производных по 0 от In L и в существовании 
моментов этих производных.

7 В. П. Чистяков
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Если б = (G,....... 6,), то оценками наибольшего правдо­
подобия параметров 6lt 0, являются зависящие от 
I-*!, х„) решения системы уравнений

Пример  6. Пусть величины дг*. £=1, 2, п, 
имеют нормальное распределение. Неизвестными парамет­
рами являются а = Мх», Ь = о* = Dx*. Найдем их оценки 
наибольшего правдоподобия. Па формуле (4.14)

Асимптотическая нормальность и асимптотическая 
эффективность оценок X, т г параметров а, оа следуют 
из результатов п. 4.3 и теоремы 3.2.

Пример 7. Найдем оценку наибольшего правдопо­
добия для вероятности успеха р в схеме Бернулли. По

и
П

In L = — ~  (In 2л + In b) -  ~  2  (** -  «)*•
* - 1

Отсюда для оценок а* и Ь* получим систему
п

п
Из первого уравнения а*=   ̂ V  хк = Х. Подставляя это

значение во второе уравнение, найдем
п
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L = L(x,.......х„, р) = f j  рх* (\ - р ) '~ х>,
I

x* = 0f 1 (х*=1, если в испытании k был успех, и = О 
в противном случае), и

In L  =  2  (Jf*lnp +  (1 — дг*)I n (1 -р)).
кшш\

Отсюда * п
din L  V  (*ь  1 — *к \ хп п т  0

др ~  L \ P *  • - P ' l  Р* 1 -Р*  1-Р* к - I
н р* =; х. Так как для числа успехов имеем равенство 

= то р* = р„/л. Оценка р* является
асимптотически нормальной (следствие теоремы Муавра — 
Лапласа) и эффективной.

Другим методом, который иногда используется для 
оценки параметров, является метод моментов. Если функ­
ция распределения F±(x, 0) = Р {.«*<*} зависит от s пара­
метров 0 = (0,. ... ,  0*), то теоретические моменты, напри­
мер ак = МЪ*, являются функциями от параметров
(01, ..., 0,). Предположим, что систему а* = а* (0,...... 0,),
Л = 1, ..., s, можно разрешить относительно 0/. О, = 
= 01(а „ .... а.,), i = l ,  ..., s. Тогда в качестве оценки 
параметра 0/ можно взять величину 0? = 6/(а,, .... а,), 
где а,- — выборочные моменты, соответствующие а*. При 
достаточно общих условиях выборочные моменты близки 
к теоретическим, функция b,(at....... а,) от этих момен­
тов асимптотически нормальна, а математическое ожида­
ние предельного распределения равно 0| = 0( (<Х|, ..., а,). 
В таком случае оценки 0* оказываются состоятельными.

§ 5. Интервальные оценки

Точечные оценки дают приближенное значение неиз­
вестного параметра. Если известен закон распределения 
оценки или ее дисперсия, то можно указать пределы, 
в которых с большой вероятностью находится неизвест­
ное значение параметра.

формуле (4.15)

7*



Эти пределы легко выражаются через дисперсию 
оценки. Однако иногда дисперсия может зависеть от 
неизвестного параметра. В этом случае границы, в кото­
рых лежит неизвестный параметр, тоже зависят от зна­
чений этого параметра и, следовательно, пользоваться 
такими границами нельзя.

Рассмотрим выборку хи дг2, хп с Р(дг/<лг)=» 
= F i \x9 0), где 0 — неизвестный параметр. Предположим, 
что нам удалось найти две функции 9 = 0(л:1, ... , хп) и
0 = 0(х1, ..., хп) такие, что б<0 при всех хи хп и 
при любых значениях б:

Р(0(ДС!, ..., хл)< 6< е (х , ,  ..., х„)) = 1 — 2а,

т. е. вероятность того, что случайный интервал (0, 0) 
накроет неизвестный параметр О, не зависит от пара­
метра 0. В этом случае интервал (0, 0) называют довери­
тельным интервалом для неизвестного параметра 0, соот­
ветствующим доверительной вероятности 1—2а. В ряде 
случаев функции 0 и 0, обладающие указанными свой­
ствами, можно найти.

Пусть имеется выборка хи х„, причем величины хк 
распределены нормально с параметрами (а, о2), а пара­
метр о известен. Найдем доверительный интервал для а. 
Случайная величина x = (xi + ... + x„)/n имеет нормальное 
распределение и М.? = а, D je  = o*/«. Следовательно, вели- 

i  — aчина — *= распределена нормально с параметрами (О, I) 
о/V п

и ее распределение не зависит от а. Отсюда 

или

P { X ~ UaV n < a < X  +  UaV n i= ]  ~ ~ а ' (5,1) 
где иа определяется как решение уравнения
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у ш  Se l d x = a -иа
(5.2)
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Таким образом, мы нашли доверительный интервал 
X̂ — uay ^ t Х + ДЛЯ параметра а.

Более естественной является ситуация, когда оба па­
раметра, а и о, неизвестны. В этом случае воспользу­
емся теоремой 3.5, согласно которой величина тя_| ^
= У ti — 1 имеет распределение Стыодента с n — 1. 

У т,
степенями свободы. Отсюда, определяя /a.n-i как реше­
ние уравнения

Р {j i n-i | <  U  „-!} = 1 -  2а, (5.3)
получим, что

п-l Y ^ < a < X  + tb,n-i ] / ^ } = 1 - 2 а .
(5.4)

Найдем теперь доверительные интервалы для парамет­
ра о*. При известном а воспользуемся тем, что вели-

П
чина yjJ = S*/(T*. где S* = 2  (хк — а)г, имеет распределе-
ние ха с п степенями свободы. Пусть Ха,п является ре­
шением уравнения

Р { / Л > Х Ы = « -  (5-5)

Тогда Р |х?-а.« <  gl <  Ук „} = 1 -  2а и, следовательно,

Р {S/Xa,n<o<S/Xi-e.„}=  1 -2a. (5.6)
При неизвестном а воспользуемся теоремой 3.4. По­
скольку величина пш2/о2 имеет распределение х* с п — 1 
степенями свободы, то

Р {Vnrnt/Xv, „-1 <  О <  V nnuJx 1-a, *-|} = 1 -  2а. (5.7)
Среди прикладных задач встречаются такие, при ре­

шении которых приходится сравнивать средние двух не­
зависимых выборок. Для такого сравнения полезно иметь 
доверительный интервал для разности соответствующих 
выборкам математических ожиданий. Пусть хп, х1г, ... 
. .. .  xir., »=1, 2, независимы, нормально распределены и

— О/, Dx/ji= о2, i — 11 Д k 11 . • ■ f tii.
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Найдем доверительный интервал для ах — а2. Положим
ni ni 

%i = ̂  ^21 = ^  i = 1 » 2»
1 = l 1 *»1

Из теоремы 3.4 и из независимости выборок следует, 
что *!, *2, w21, т 22 независимы. Кроме того, величина 
n,mti/o2 имеет распределение ха с я*— 1 степенями Л о ­
боды. Следовательно, величина (nim2i + п2т 22)/о2 имеет 
распределение х2 с /ii + n2 — 2 степенями свободы. Таким 
образом, величина

_  (*1—
'-пlint-2 =  у-------- = "^ =  ~  —■ / я ,т „ + п,/пи 

Г (ni +  n 2 — 2) о*

= *»--*’~ a,+g«- | / „1 + Лг_ 2  (5.8) 
К + ntmn

имеет распределение Стьюдента с ni + n2 — 2 степенями 
свободы. Используя величину (5.8), легко выписать до­
верительный интервал для ai — â .

При построении доверительных интервалов (5.1),
(5.4), (5.6), (5.7) и величины (5.8) предполагалось, что 
элементы выборок имеют нормальное распределение. 
Пусть теперь хь дг*, ..., дгя —произвольная выборка. При 
больших п можно построить простые приближенные до­
верительные интервалы без предположения о нормаль­
ности де*. Найдем, например, доверительный интервал 
для параметра fli = Mx*. Пусть o* = Djc*. Тогда по цен­
тральной предельной теореме распределение величины

* 1  +  хг +  . . .+ х п — па х — а
VWn о/У п

близко к нормальному распределению с параметрами 
(О, 1). Если ah — состоятельная оценка параметра о-2, то 
распределение величины (X — а) у  п/о„ тоже близко к нор­
мальному с параметрами (0, 1) и, следовательно,
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ИЛИ

р {*  — < а < * +  1 - 2 а  (5.9)

при M-VOO.
Рассмотрим асимптотическое равенство (5.9) в двух 

частных случаях. Пусть xlf хп независимы и имеют 
распределение Пуассона с параметром X = M.v* = Dx*. 
Величина X является состоятельной оценкой А,. Следова­
тельно, при п-+оо

P { je - U a | / ’l < X < j e  + «e | / " l J - v l- 2 a .  (5.10)

Пусть \кп — число успехов в п испытаниях Бернулли 
с вероятностью успеха в каждом испытании, равной р. 
Величина ц„/я является состоятельной оценкой р. Сле­
довательно, при л-*оо

Р ( — — — +гг= о*}-*-1 — 2з, (5.11)1я М  п у п )

где ® - " У Г т ( 1  “ £ )•
Таким же способом можно найти асимптотические 

доверительные интервалы и для других моментов. При 
помощи теоремы 3.3 и аналогичных ей можно также 
получать асимптотические доверительные интервалы для 
функций от неизвестных параметров.

§ 6. Статистическая проверка гипотез
В прикладных задачах часто требуется по эмпириче­

ским данным проверить то или иное предположение. 
Например: 1) используя полученную выборку, нужно 
установить, имеет ли некоторый параметр определенное 
значение; 2) для различающихся выборочных характе­
ристик, соответствующих одинаковым теоретическим, 
нужно решить, следует ли их различие считать случай­
ным или его следует признать значимым, и т. д.

Правила, согласно которым проверяемые предполо­
жения (гипотезы) принимаются или отвергаются, назы­
вают критериями значимости. Рассмотрим некоторые 
из них.

ф
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6.1. Критерии значимости, основанные на интерваль­
ных оценках. Пусть хи дг2, ...,  хп — независимые нор­
мально распределенные случайные величины с парамет­
рами (а, о2). Используя эту выборку, необходимо при­
нять или отвергнуть гипотезу, состоящую в том, что 
а = а0, где а̂  — некоторое заданное число. Если эта ги­
потеза верна, то из_ равенства (5.4) следует, что
Р {j X — Oq I >  /а. я-i | / " = 2а. При достаточно малом

значении 2а событие |я — tf0|>/*.n-i | / " п р а к т и ч е ­
ски невозможно. Если для. данной выборки обнаружи­
вается, что —а0|>/в.я-1 у  т0 эт0 отклонение
считается значимым для выбранного уровня значимости 
2а и гипотеза о равенстве а = а0 отвергается. Вероятность 
ошибочного решения (отвергнуть гипотезу а = а0, если 
она верна) равна.2а.

Полагая в (5.8) ах = а2, можно по аналогии с крите­
рием для проверки равенства а = а0 построить критерий 
для проверки предположения о равенстве математических 
ожиданий, соответствующих двум независимым выборкам.

6.2. Критерий х2* Рассмотрим сначала следующую 
задачу. По выборке *lf дг2, ..., хп нужно решить, яв­
ляется ли заданная функция F (х) функцией распреде­
ления случайной величины хк, Л=1, .... п. Разобьем 
числовую ось точками г1< г2< . . .< г г на г+1 непере- 
секающихся интервалов и полуинтервалов:

(— оо, г,), [г,, г,)....... [zr, +ос). (6.1)
Если величины х* имеют своей функцией распределения 
F  (х), то можно найти вероятности:

P i= P  {** е  (— оо, г,)} = F  (г,), 
р, = Р {** е= [г,, г,„)} = F  (гт ) -  F  (г,),

1=1, 2........г,
Р т = Р { * * « = [ г „  +со)}= 1 - F ( z r).

Со случайными величинами дсь  д с „  . . . ,  х„ естественно 
связана полиномиальная схема с п испытаниями, н ко­
торой результатом k-ro испытания является попадание



СТАТИСТИЧЕСКАЯ ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗ 201

значения хк в какой-либо интервал (6.1). Обозначим т/ = 
= m/(xlt ... ,  хп) число значений среди хх (а>), x2((d), • •• 
..., хп (со), попавших в [г/, г/+,). Если наше предположе­
ние о законе распределения хк верно, то т/ должны 
быть близки к Мт/ = пр/, /=1, 2, ... ,  г+1. Общее от­
клонение всех пи можно измерять различными способа­
ми. Чаще всего в качестве меры отклонения используют 
величину

( 6 .2 )

/-1

Оказывается (см. [10]), что для любого х при п-*-оо н 
постоянных pi> 0 (< = 1, 2, г+1)

Р {гь.г<*}-*-Р {#<■*}. (&-3)

где случайная величина х? имеет распределение ха с г сте­
пенями свободы. Используя (6.3), можно выбрать «кри­
тическое» значение С так, чтобы при нашей гипотезе 
вероятность события

ти .г> С  (6.4)

была мала и, таким образом, это событие можно было 
бы считать практически невозможным. Если же событие 
(G.4) фактически наблюдается, то говорят, что выборка 
обнаруживает значимое отклонение от проверяемой ги­
потезы. Это указывает на несовместимость нашей гипо­
тезы с наблюденными значениями хх (со), х2 (о ) , ..., хп (w). 
Таким образом, правило проверки, или статистический 
критерий, состоит в том, что гипотеза отвергается, если 
произошло событие (6.4), и гипотеза не противоречит 
наблюдениям, если произошло противоположное событие.

Величина а = Р {т]*,Г> С }  в случае, когда гипотеза 
верна, является вероятностью отвергнуть правильную 
гипотезу. Если значение а задано, то ввиду (6.3) число С 
можно вычислить приближенно, используя уравнение 
а = Р {Х?>С}.  В конце книги приведены таблицы чисел 
Ой. т* Д«ля которых Р {xi>Xa. т} =«. Выбор ос зависит от 
рассматриваемой практической задачи. Чаще всего пола­
гают a = 0,01 или a = 0,05. При a = 0,01 примерно в 1 % 
случаев будет отвергаться правильная гипотеза.
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Если функция распределения F(x) непрерывна, то 
проверку гипотезы о соответствии /г(х) полученной вы­
борке можно проводить, используя величину Сп = 
= У п  sup ! (дг) — (х)11 где FZ(x) — эмпирическая— оо< Х<00
функция распределения. Зададим некоторый уровень зна­
чимости а. Тогда для достаточно больших п можно по­
добрать, воспользовавшись теоремой А. Н. Колмогорова, 
число С так, чтобы Р {£ „> (?}=  а.

Указанные критерии применимы лишь тогда, когда 
закон распределения элементов выборки точно определен. 
Однако во многих случаях бывает известен только тип 
распределения (например, нормальное), но неизвестны 
некоторые параметры распределения 0lv ..., 0,. В этих 
условиях вероятности pt = pt (0Ь ..., 0*) в (6.2) будут 
содержать неизвестные параметры и, следовательно, по­
лучить числовые значения pt нельзя. Обозначим т|£(Г 
величину, вычисленную по формуле (6.2), в которой при 
нахождении pt в качестве числовых значений неизвест­
ных параметров 0Ь 0, были использованы их оцен­
ки 0*, ..., 0J. Будем отвергать проверяемую гипотезу, 
если произойдет событие т]п,г> С . Для вычисления уровня 
значимости можно воспользоваться предельным при п 
-►оо распределением t jJ ,  г . Оказывается (см. [10], гл. 30, 
§ 30.3), что если оценки 0*t ...t 0? получены из уравне­
ния правдоподобия или минимизируют величину л = 
= Л я . ...» б*), то предельным распределением tj* г 
является распределение х*- В этом случае число степе­
ней свободы предельного распределения ха равно г —s, 
т. е. меньше числа степеней свободы предельного распре­
деления т\П' Г на число параметров, замененных оцен­
ками.

Рассмотрим еще два применения критерия х*» Пусти по элемен­
там выборки образована (гхз)-таблица с двумя входами по днум 
переменным признакам А н В, принимающим значения Ах% . . . .  А г, 
В 1, . . . .  B s; (i, /)-й элемент таблицы vy  является числом элементои 
выборки, обладающих значениями признаков Ai и В /. Пусть рц — 
вероятность того, что элемент выборки обладает значениями Л/ и В/. 
Тогда гипотеза о независимости признаков А и В  равносильна тому, 
что существует s+ s постоянных ph (i =  1. ...', г), p f (/*=1, . . . .  s)
таких, что рц*=р(' p . j ,^ p l, — ̂ p . j * a \*IXn* применения критериих*
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нужмо вычислить величину

n P i.P .J

vl. v./заменив в ней вероятности ph и р.у их оценками р£ =  ~- ,

где v i# =  2 V//» у-/==̂ у//# Полученная величина имеет вид 
i i

Число независимых параметров, замененных оценками, равно г -+• 
+  s — 2, и, следовательно, распределение величины rj* г% сходится 
при п-+>со к распределению х* с rs — (r-f-s — 2) — 1 = (г  — 1) (s — 1) 
степенями свободы. Это предельное распределение используется для 
приближенного вычисления уровня значимости. Большое значение 
величины i£  rs указывает на то, что отклонение от гипотезы о не­
зависимости значимо.

Перейдем к рассмотрению другого примера. Пусть имеется s не­
зависимых выборок. Требуется проверить гипотезу о том, что эти 
выборки однородны, т. е. что их элементы имеют одинаковое рас­
пределение. Разобьем каждую выборку по значениям какого-либо 
признака (одного для всех выборок) на г групп. Обозначим V// число 
элементов /-ft выборки, обладающих i-м значением признака; рц — 
вероятность того, что элемент /-й выборки обладает i-u значением 
признака. При использовании величин v/у гипотеза об однородности 
означает, что вероятности pfj=^pit т. е. одинаковы для всех выбо­
рок. Для применения критерия у3 нужно вычислить величину 
S  (v/y — n/Pj)*lnjPit где Лу — объем /-й выборки. Заменяя неизвест-

%
личину, предельным распределением которой является распределе­
ние х* с (г— 1) (s— 1) степенями свободы (см. (10], § 30.6).

6.3. Общие понятия о статистической проверке гипотез.
Критерии, рассмотренные в пп. 6.1, 6.2, формулируются* 
в виде неравенств для некоторой функции от выборки. 
Эту функцию обычно называют статистикой критерия. 
Неравенства для статистик критерия в пространстве зна­
чений выборки х = (* !,..., хп) определяют некоторую 
критическую область S, зависящую от вида статистик и 
уровня значимости. Если реализация выборки попадает 
в критическую область, то проверяемая гипотеза отвер­
гается. Очевидно, что даже при фиксированной вероят-

«Г/
ные параметры pi их оценками
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ности а = Р// {* е  S } *), где Р н — распределение вероят­
ностей, соответствующее гипотезе Я , выбор критической 
области S  не всегда однозначен. Таким образом, среди 
многих критериев нужно отобрать один каким-либо разум­
ным способом.

Будем называть гипотезу Н простой, если она одно­
значно определяет распределение выборки; в других 
случаях гипотеза Н называется сложной. Обычно слож­
ной гипотезой является предположение о распределении 
выборки, зависящем от некоторых параметров, значения 
которых неизвестны. Предположим, что требуется по вы­
борке проверить некоторую простую гипотезу Н0. Пусть
S  — критическая область рассматриваемого критерия: если 
x e S ,  то гипотеза Н0 отвергается. Одной из характе­
ристик такого критерия является ошибка 1го рода а 
= P//e(x e S ).  Таким образом, ошибка 1-го рода— это 
вероятность отвергнуть гипотезу Н0, когда она верна. 
Однако одной этой характеристики еще недостаточно 
для выбора критерия. Может возникнуть ошибка другого 
типа: Н0 не верна, но x e S ,  и принимается //0, т. е. 
не отвергается ложная гипотеза. Вероятность этого собы­
тия можно вычислить, если известно, какое распреде­
ление выборки в этом случае истинно. Предположим, 
что альтернативная (или конкурирующая) гипотеза Н у 
простая. Тогда она однозначно определяет распределение 
выборки. Ошибкой 2-го рода называют вероятность р = 
= Р//,(5). т.елвероятность принять основную гипотезу //0, 
когда верна конкурирующая. Вероятность 1 — р называют 
мощностью критерия. При заданной ошибке 1-го рода а 
нужно среди всех критериев выбирать наиболее мощный 
критерий, т. е. критерий, имеющий наибольшую мощ­
ность 1— р или наименьшую ошибку 2-го рода р.

Для иллюстрации введенных характеристик критерия 
рассмотрим два примера.

П ример 1. Пусть в случайной выборке Jti,xSt... 
величины xk распределены нормально с парамет­

рами (а, о2). Параметр о известен, а относительно а 
имеется два предположения, или две гипотезы Н0 и 7/ь

•) Для дискретных распределений не всегда можно подобрать S  
так, чтобы Р н {х е  =  а. В 9том случае требуют, чтобы выполня­
лось неравенство {*  е  5 } ^  ос.
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согласно которым а = а0 и а = ах (и0< а х) соответственно. 
Несмещенной и состоятельной оценкой математически! о 
ожиданий а является Х = (хх + ... + л:п)/п. Таким образом, 
в рассматриваемой задаче естественно выбрать ту гипо­
тезу, к параметру а которой ближе X. При любой из 
гипотез (Н0 или //,) X имеет нормальное распределение 
с Dx = a*/n\ МХ = а зависит от гипотезы. Следовательно, 
распределения X при Н0 и Н х различны. Вероятности 
событий, вычисляемые при гипотезах Н0 и Ни будем 
обозначать соответственно Р 0 и Р|.

Выберем некоторое число С, Критерий
можно сформулировать следующим образом: если Jc>C, 
то принимается Ни а если * < С ,  то принимается Н,'.

Если верна гипотеза Н0 и произошло событие *> С , 
то принимается Нх. Вероятность отвергнуть Н0, когда 
она верна (ошибка 1-го рода), равнаа = Р 0 (Х > С ).

Если верна гипотеза Нх и произошло событие *< С , 
то принимается Н0. Вероятность принять //<>, когда верна 
Пх (ошибка 2-го рода), равна P = P i (Х< С ).

Пусть а задано. Тогда

а = Ро (Л >  С) = Ро >  (С -  flo) .

Так как У п (Х  — а0)/о имеет нормальное распределение
VПс параметрами (О, 1), то (С — а0) —  = иа, где иа опре­

делено уравнением (5.2). Отсюда

C = a0-\-ua ^ - t (6.5)

Следовательно, ошибка 2-го рода р удовлетворяет соот­
ношению

Р = Pt (X <  С) = Р, <  (С -  а,) .
I а/У п о )

Поэтому
(С - f l , ) ~  = Ы1-р = — «р.

Подставляя в это равенство значение С из (6.5), получим

«а + «р = ~ (6.6)
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Из (6.6) при заданных а и р нетрудно найти п. Еслг а 
менять нельзя, то (6.6) используется для выбора а и р .  
Если же а и п фиксированы, то величина р определяется 
однозначно. Величины а и р  выбираются в зависимости 
от степени нежелательности связанных с ними ошибочных 
решений. Иногда «степень нежелательности» можно выра­
зить довольно точно. Пусть, например, при некоторой 
упрощенной проверке бракованное изделие может быть 
пропущено с вероятностью а и хорошее изделие принято 
за бракованное с вероятностью р. Если бракованное изде­
лие продано, то за его гарантийный ремонт нужно пла­
тить Р рублей. Если хорошее изделие забраковано, то 
теряется его стоимость Q рублей. Пусть в проверяемой 
партии из N изделий примерно М бракованных. Тогда 
средние потери при контроле этой партии равны

Для выбора а и р  нужно найти минимум (6.7) при нали­
чии связи (6.6).

Пример 2 (см. § 3 гл. 1). Перейдем теперь к задаче 
выбора модели опыта, состоящего в подбрасывании двух 
монет. Обозначим число выпадений двух монет одина­
ковой стороной в п опытах. Вместо моделей 1 и 2 мы 
будем теперь говорить о гипотезах Их и /У0. Рассмотрим 
величину \ijri. Так как \kjn имеет при гипотезе Н1ь I —»
— 0,1, биномиальное распределение, то

Если \in/n> C9 то будем принимать Нх, а в против­
ном случае Н0- Если биномиальное распределение заме­
нить аппроксимирующим его нормальным, то для вычис­
ления С сохранится формула (6.5) с а = ав, а вместо (6.6) 
получим

(M a)P  + (W-M)PQ. (6.7)

где
2 2

(6 .8 )fli— з» ai — з“ *3 ; ао— 2» 4

orowa + o1wp = (ai--flo) V n . (6.9)
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При а = р = 0,05 имеем ма = «з=1,65. Подставляя эти 
значения и величины (6.8) в (6.9), получим

п (ВД.+..Ч)- /'•“ ( ? + !x )V^  -- о--- ;---1 Я» 79,2,(fl| — Яа)а \ 2 _ 1
3 3

и, следовательно, можно положить п = 80. По фор­
муле (6.5)

С = 0,5+ 1,652 ^ ^ 0 ,6 1 .

Таким образом, гипотеза Нх принимается, если ц„/л> 
>0,61, в противном случае принимается Н0-

Покажем теперь, как найти наиболее мощный крите­
рий. Пусть ло выборке x = (jclf ... ,  хп) нужно различить 
две простые гипотезы Н0 и Ни согласно которым выборка 
имеет соответственно плотности распределения Ро(и), 
Pi (и), и =  (« 1 ,.• ., ип). Рассмотрим критические множества 
вида

S c  =  {и = (UI , и „ ) :  р, (и) 55 ср0 (« )} .  (6.10)

Ограничимся рассмотрением случаев, когда для любого а 
существует постоянная с такая, что P Ht(Sc) = а. Следую­
щий результат был получен Нейманом и Пирсоном.

Теорема 6.1. Среди всех критериев, различающис 
гипотезы Н0 и Hi с заданной ошибкой 1-го рода а, наи­
более мощным является критерий, определяемый крити­
ческим множеством (6 . 10).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть S — критическое множе­
ство произвольного критерия с Рц, (S) = a. Тогда

Р н. (Sc \  SCS ) = a  -  Р „. (SCS) = Р „. (S \  S S C). 
Используя это равенство и (6.10), находим 

P//,(5e\ S cS )=  $ pi (a) du 3s

с $ p0(u)du = cP/l,(S c\ S S c) = cPH. ( S \  S5r) =* 

= c 5 p0(u)du2* ] Pi(u)du = Pn l ( S \ S S c),
b\ssc s\  ssc
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так как p i(u )< cp0(u) на множестве S \ S S C. Прибавляя 
к обеим частям последнего неравенства P « ,(S S C), полу­
чим Р«, (S) Ss Ря, (5,.). Теорема доказана.

Используя доказанную теорему, нетрудно проверить, 
что критерий в примере 1 является наиболее мощным. 
Так как совместная плотность распределения выборки 
согласно гипотезе Hi (t = 0, 1) равна

*< “ ■....... “ *> -  (T s h 5 ехр { " 5 5 , 2  <“ * -  ° ' )!} ■

то неравенство в (6.10) равносильно неравенству
П П

2] (u*-a«)*<  V  (u *-a ,)a-fci
к « I * - I

или неравенству п
а -  хп ^  и „> С . (6.11)

* - 1
где fi и С —некоторые постоянные. Попадание выборки
x = (xt...... *„) в критическое множество, определяемое
(G. 1.1), очевидно равносильно наступлению события {Я>С}. 
Таким образом, доказано, что критерий примера 1 явля­
ется наиболее мощным.

_ Пусть теперь конкурирующая гипотеза Нх является 
сложной и определяемое ею распределение выборки Р., 
зависит от параметра 8 е 8 ;  при основной гипотезе Нл 
выборка имеет распределение Р 0,. В такой ситуации 
естественно выбрать критическое множество S  таким, 
чтобы построенный на его основе критерий был несмешан­
ным, т. е. чтобы при заданной ошибке 1-го рода а нера­
венства P 0( S ) ^ a  выполнялись при всех 0 е 0 .

§ 7. Регрессионный анализ

Задачи perpeccnoirnoro типа были указаны в § 1. Рас­
смотрим сначала простейший случай. Пусть требуется 
найти коэффициенты а и ft линейной функции у — ах + Ь. 
Допустим, что при любом значении х мы можем измерить 
с некоторой ошибкой значение у.



Будем предполагать, что в выборке (tjlt . . . ,y n) вели­
чины у, представимы в виде

iji =  axi +  b +  6( ,  ( 7 .1 )

где независимы и нормально распределены, М6/ = 0, 
D6j = o*, х, не случайны и их значения известны. Для 
оценки неизвестных параметров а, Ь, а* можно восполь­
зоваться методом наибольшего правдоподобия. Функция 
правдоподобия выборки y = (y i,..., уп) имеет следую­
щий вид:

Н у , а. Ь,

Отсюда получим систему уравнении
п

d i n  L I V  / I \ л  *
-ж- = о * 1 х‘ ^ - ах‘ - Ь)= 0’1*ш1
д\п L 1
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дЬ i—I
д\ n L 
<Э(о«) = -* т  • i i  2 ~ 0X1 ~ b)i= °-/—Im

П

Из (7.2) в предположении, что х< = 0, находим оценки

а ' -  2  т / ф  А  * * - i  2  !"• .
(щш\ I Ua| / 1 (7 3)

(y i- a *x t - b * )\
<-1

Заменив в первых двух формулах (7.3) у, по формуле 
(7.1), получим
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Из этих равенств следует, что
Ма* = а, М Ь* = Ь, D D Ь* = -\JL  п

- 2  *1 1—1
Таким образом, непосредственно проверяется, что оценки 
а*9 Ь* являются несмещенными и состоятельными.

Отметим, что в случае нормального распределения yt 
оценки параметров а и Ь, полученные методом наиболь­
шего правдоподобия, совпадают с оценками этих пара­
метров, полученными минимизированием выражения

Q (o .  &) =  2  (V i - a X i - b )>.
* <-i

Метод получения оценок, основанный на минимизации 
суммы квадратов отклонений измерений от теоретических 
значений, называют методом наименьших квадратов.

Для иллюстрации метода наименьших квадратов рас­
смотрим следующую задачу. Пусть функция у = 6,дг,-f 
+ е2дс1 + ... + Ордгр измерена в точках (хи, хи,.. . ,  xfi), 
<= 1,2,..., п, и

г/, =  8 1 X 1 , +  . .  .-f- QpXpi +  6 ,, (7 .4 )

где 6, независимы и 06, = о*. Будем предполагать, что 
ранг матрицы Х  =  ]Хц\  равен р. Используя метод наи­
меньших квадратов, найдем по выборке (у1......  у„)
оценки параметров 6,...... Ор. Положим

Q(®i»•••» = [у1— S  •
I\ /

Приравнивая к 0 производные Q по 6,, t=  1,..., р, полу­
чим систему уравнений

dQ,
отсюда

“ 2 2  \yi~  i  0*г« ) *" = 0> /= 1...... Р>
f - l \  л-1 I

п р п
1  XllXkflk 388 У 1 XliUiI • / =  1, . • • , pf (^»5)

1Л = 1 /«l
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SQ = Xtj, (7.6)

где 0 = (0,,.... 0Р)', y = (yt...... ijn), ЛГ = |*</1. S  = XX '.
Если определитель |S|--jtO*), то (7.6) имеет единствен­
ное решение 0* = (0*,..., 0J)\ причем

0*^(0?,..., 0j)' = S-»Xy. (7.7)

Отсюда, используя теорему 7.1 гл. 6 получаем ковариа­
ционную матрицу вектора 0*:

D[8*] = ( S lX )D [jf](S-1X y .

Так как S симметрична, то симметрична и S-1, поэтому 
D[0*J = o*S ‘X X 'S *1 и, следовательно,

D[0*] = o*S 1. (7.8)

Из формул (7.4) и (7.7), опираясь на свойства матема­
тического ожидания, получаем, что M0* = S '1XMi/ = 
= S*1XX'0 = 0. Эти соотношения доказывают несмещен­
ность линейной оценки (7.7).

Теорема 7.1. Если 0* = (0*,..., Ь*РУ — любая линей­
ная (относительно (yl t уя) в (7.4)) несмешанная оценка
параметров 0 = (0....... 0Р), то D9JssD0*, k— l,. . . ,p ,
где (в*, ...,0р) определены формулой (7.7).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 0* = Су — произвольная 
несмещенная оценка 0. Так как 0 = М0* = СХ'0, то 
СХ ' = £, где Е  — единичная матрица. По теореме 7.1 гл. 6 
находим D[0*] = CD [y|C '= о*СС\ Сравним матрицу СС' 
с матрицей З "1 в (7.8). Используя равенства С Х ' =
— ХС ' = Е , нетрудно проверить, что

с с  = s-1+ (С -  s  >х) (С -  s-lxy.

Отсюда и следует утверждение теоремы, поскольку диа­
гональные элементы матрицы (С — S lX )(C  — S lX )' не­
отрицательны.

и л и  в м а т р и ч н о й  ф о р м е :

*) Можно показать, что J S  | ф  О, если ранг X  равен р.
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§ 8. Дисперсионный анализ

Дисперсионным анализом называют статистический 
метод анализа результатов измерений, зависящих от раз­
личных одновременно действующих факторов. Ограни­
чимся рассмотрением простейшего случая, когда дейст­
вует один фактор. Пусть, например, выборка разбита 
на г групп, причем i-я группа содержит л, величин 
Хц, xit, . . . ,  Xinr  Предполагается, что все указанные вели­
чины распределены нормально и Мл:v = a,, D*v = o*, /' =
— 1,..., tii, i= l * . . . , r .  Нам нужно проверить гипотезу, 
согласно которой а, = ... = а, = а. В физической поста­
новке эта задача выглядит так. Одна и та же величина а 
измеряется г различными приборами, имеющими одина­
ковую точность. Нас интересует, имеют ли приборы раз­
личные систематические ошибки. В рассматриваемом при­
мере исследуется влияние одного фактора (прибора) на 
погрешность измерения. Введем следующие обозначения:

Групповые средние xt. являются, очевидно, несмещенными 
и состоятельными оценками величин а,. Если всея* одина­
ковы, то общее среднее не должно сильно отличаться от 
групповых. В противном случае разброс Xh относительно X 
должен быть более значительным. Представим общую, 
или полную, сумму квадратов отклонений

(8.1)

в следующем виде

Q = <?. + <?2 (8 -2)
где

Qi = Е  tk (X,. -  Х )\  Q, = 2  V  (XiJ -  Xi,)9. (8.3)
1 i =д I /■* I
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Равенство (8.2) легко следует. из (8.1), если воспользо­
ваться формулами
(*</ -  *)* = Цдс<у -  х,.) + (X -  X )]1 =

-  (X// -  +  ( X , .  -  X ) '  +  2  (Хц -  X , ) (Хи -  X),

X  (Х,1 -  х,) =  0.
/-1

Сумму (?! в (8.2) называют суммой квадратов отклонений 
«между группами», a Q2 — суммой квадратов отклонений 
«внутри групп».

ni
Из теоремы 3.4 следует, что величина -3 У  (xtj — Я,.)*

/=|
•имеет распределение х* с п,— 1 степенями свободы и,Г
следовательно, Qt имеет распрелеленне х* с У] (я,— 1)=*
= п — г степенями свободы. Можно показать (см. [10], 
гл 36, § 36.2), что если а1 = ... = аг = а, то Qv и Qt 
независимы и Qi имеет распределение х* с г— 1 степе­
нями свободы. Следовательно, при «! = ... = аг величина

1 r-l n~r Q*/(n- г)
имеет распределение Фишера с г— 1, я — г степенями 
свободы. Величина (8.4) может быть использована для 
проверки гипотезы о совпадении математических ожида­
ний: а1 = ... = аг=*а. Если эта гипотеза верна, то х1% и 
X являются состоятельными оценками одной и той же 
величины а и, следовательно, близки между собой, а 
величина Qi мала. Если а{ различны, то хи и X сбли­
жаются с разными математическими ожиданиями:

г
МXi.=*ah М* = У  "'а ,,

<=.!
и, следовательно, сумма Qi должна принимать большие 
значения. Независимо от предположения о равенстве at 
знаменатель в (8.4) остается оценкой а2. Это, говоря 
нестрого, означает, что при увеличении расхождения
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между cii величина (8.4) в среднем должна принимать 
большие значения. Статистический критерий формули­
руется следующим образом: если / v lt„_r ;>C, то  гипо­
теза, состоящая в том, что ах= ... = аГУ отвергается. 
При заданном уровне значимости а = 0,05 постоянную С 
нетрудно определить по таблице 6. Отметим, что при 
г = 2 статистический критерий для проверки рассматри­
ваемой гипотезы может быть получен на основе величины 
(5.8).

З а д а ч и  к г л а в е  0

1. По выборке * „  . . . ,  дг„, полученной в зядаче 24 гл. 5, найти:
а) вариационный ряд ^  д: (2, ^  ^  а) эмпирическую функ­
цию распределения (построить ее график и график теоретической 
функции распределения); в) х = (хх + ... +  хя)/п (сравнить с Мдс*);

п

г) S* = J У  (хА- х )а (сравнить с Dx*).
*«=!

2. Используя таблицу нормальных случайных чисел, получить 
реализацию выборки хх, . . .,  хп> где xk нормально распределены 
с Мх* =  0,5, D * * = l; л =  22. Для полученной выборки выполни!ь 
задание, указанное в задаче 1.

3. Пусть (*|, ух) ........(хп% у„) — независимые одинаково распре»
деленные двумерные величины. Положим

1 \ч
«и ~  п 2 . (J;* -*)<**- 

*«= 1
где Я =  (*! +  ... +  хп)/п, д = (Ух +  ... +  ул)/я. Найти Mm,, и показать, 
что Dmn =  0 ^ — j  при п-+ со.

4. Показать, что величина mu , определенная в задаче 3, при 
л-*-со асимптотически нормальна.

5. Выборочным коэффициентом корреляции называется величина
п п

г “  rnn/V т 20т 02, где т 20 =  — ^  (хь — * )а. — У  (Ук — &)2, а т п,
* = 1

f, д определены в задаче 3. Величина г используется в качестве 
критерия зависимости координат наблюдаемых двумерных величин. 
Рассуждая так же, как при доказательстве теоремы 3.3, показать, 
что при п —*■ оо величина г асимптотически нормальна.

6. Рассмотрим последовательность испытаний Бернулли с веро- 
яшостью успеха р в отдельном испытании. Пусть — число успехов 
в п первых испытаниях. Воспользовавшись схемой доказательства
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асимптотически нормальна с параметрами (A, Bln). Найти А и В.
7. По выборке х,, . . . ,  х„, где х*. £ =  1......... л, независимы,

Mr* =  a, Djrft*=o| (о* известны), найти несмещенную, линейную от­
носительно *|, . . . ,  х„ оценку а* параметра а с наименьшей диспер­
сией.

8. Пусть хц, . . . ,  х1П{ (/ « 1 , . . . ,  /) — независимые нормально 
распределенные величины с параметрами (а, о*);

п{

* '= ^ 2 * '* ’ 2 (х'* ~ х,)‘***»i л—1
/

Показать, что величина х =  2]с,Я/, где Q =  (l/sJ)/(l/sf +  •••+ V s/),
/-I

является несмещенной оценкой а.
9. Пусть х „ ..., хл — независимые нормально распределенные 

случайные величины с параметрами (0, 1). Положим
* *

X/, Sjfc — ̂  (X/ х*)\ Л * 1 , 2, ...»  п,
/=1 /=*1

Доказать, что а) величины хк+* — Я и Xk независимы; б) величина S n 
имеет распределение у2 с п — 1 степенями свободы.

У к а з а н и е ,  а) Найти cov (х*+, — Я, х*); б) провести доказа­
тельство индукцией по kt воспользовавшись равенством

•S*+i■“ $ k  4* jjTZjT"f (**+i *л)а*

10. Используя метод наибольшего правдоподобия, найти по вы-
ктборке х „ . . . ,  х„, где Р  {х* — m} — —  ̂ m =  0, 1, .. .,  оценку X*

параметра X. Будет ли эта оценка несмещенной и состоятельной? 
Найти МХ#, DA.V

11. Пусть ха , ^ . . . ^ х (П, — вариационный ряд, построенный по 
выборке Х|, х2, . . . ,  х„. Положим

п *  з  *1 + • • •  +  Х /1 л*  _ * ( ! ) + * < « >=* = ------- , о*---- -̂--*

Найти MOJ, D0J (/? =  !, 2), если а) величины х* равномерно распре­
делены на отрезке [а, Ь]\ б) рх (х) =з<хе~ах, х > 0 .к

12. Пусть х(1) ^ . . .  г^х(Л) — вариационный ряд, построенный по 
выборке xt...........  где х* имеет плотность распределения, равную
&-* при х ^ с > 0 , Положим с*= х а, — ^ . Найти Me*, Dc**

теоремы 3.3, показать, что при л-*-оо величина т]* =  2 a rcs in J/ r , Jj'‘
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13. По выборке, полученной в задаче 2, построить доверитель­
ные интервалы для а с доверительной вероятностью 0,95 и для о2 
с доверительной вероятностью 0,94.

14. Используя критерий va. проверить гипотезу о том, что вы­
борка, полученная в задаче 24 гл. 5, соответствует равномерному 
распределению на отрезке [0, 1|. Уровень значимости а  =  0,05.

15. Найти статистику наиболее мощного критерия, различающею 
по выборке ДГ|, . . . ,  хп гипотезы %

//„: Р {**=-<}=РГ > °. /-1,2.......N;
Р {■** = /} =Р/’>0, /-1, 2, Nl

N N

2  р 'Г- И1*1 М
16. Для величины о*2, определенной 3-й формулой в (7.3), найти

Мо*2.
17. В  случае произвольных а „  а2, . . . ,  аг найти fAQx и М<?2, где 

Qi и 0% определены формулами (8.3).
18. Пусть — значения функции / (х) — ах2 +  Ьх+с, измеренные 

в точках дг/ =  0,2-+-0,5 (/ — I ), / — 1, 2, . . . .  10. При 2Га»1, Ь =  2, 
с =  — 1 найти, реализацию выборки yi=*x] + 2 * j— 1 + б / , 4 =  1, 2, ... 
. . . ,  10, где бi независимы и нормально распределены с Mfy =  0, 
D6/ =  0,06. Методом наименьших квадратов получить оценки а*, Ь*, 
с* параметров а, 6, г. Сравнить эти оценки с известными истинными 
значениями. Построить графики функции у=*х% + 2х — \, у = а*х*-{-

отметить точки (дг/, //,).
19. Заменить в задаче 17 реализацию б1# . . . ,  ft,0 на реализацию 

этих величин, соответствующую равномерному распределению с Мб/
=  0, ВД/ =  0,06. Выполнить для новой реализации задание, указан­
ное в задаче 17.

20. Пусть jrlt ДГ], . . . ,  — выборка, для которой Р { д =  /} =р/. 
/■»!, 2, 3. Получить 10 реализаций этой выборки с р/ =  Р/°' =  1/3, 
/ = 1 ,2 ,3 , и 10 реализации с P i = p i|,== 0,40, ра =  р̂ |,=  0,42, р3=  
=  р,11 =  0,18. Для каждой выборки, используя наиболее мощный 
критерий, найденный в задаче 15, выбрать одну из двух гипотез. 
Для вычисления ошибок 1-го и 2-го рода а и р  использовать нормальное 
приближение. Выбрать а  = р. Найти частоты ошибок 1-го и 2-го рода.
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ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

§ 1. Понятие о случайных процессах

Случайные процессы являются моделями многих реаль­
ных процессов. Два примера таких реальных процессов 
(работа телефонной станции и броуновское движение) 
обсуждались в § 1 гл. I.

Случайным процессом называется семейство случайных 
величин & = £/(<«>), заданных на вероятностном простран­
стве (Q, Я ,  Р ) .  Параметр t обычно интерпретируется 
как время. Если t е  (0, 1, 2, ...), то говорят, что £,— 
процесс с дискретным временем; если же / е [0 ,  Г], то 
I, —процесс с непрерывным временем.

Действительную функцию £/(w0) при фиксированном 
<i>o называют реализацией или траекторией случайного 
процесса. Если фиксировать / = /0. то (о) является 
обычной случайной величиной. Функция распределения

F<(x) = P (b < x )
задаст распределение значений процесса в момент вре­
мени t. Зная только Ft (x) при всех /, мы еще ничего 
не можем сказать о зависимости значений процесса 
в какие-либо фиксированные моменты времени. Ввиду 
этого необходимо указать всевозможные совместные рас­
пределения

F itft ... tn (-^1* **2* • • • • Хя) =  Р  ^  • • •» ^  **л)» 0 - 0

где 0 < / i< /2< .••</», п = 1, 2, ... В гл. 5 мы пока­
зали, что можно построить вероятностное пространство и 
определить на нем случайную величину с заданной функ­
цией распределения. Аналогичная задача построения под­
ходящего вероятностного - пространства для семейства 
случайных величин £/ с заданными распределениями (1.1) 
является значительно более сложной задачей и выходит 
за рамки настоящей книги (см. А. Н. Колмогоров [8]}.
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В следующих параграфах мы опишем несколько типов 
случайных процессов и вычислим для них вероятности 
отдельных событий. Тип процесса будет определяться 
свойствами, которыми должны обладать величины £,. 
Построения подходящих вероятностных пространств, на 
которых можно определить £, с заданными свойствами, 
приведены не будут.

§ 2. Пуассоновский процесс

Случайный процесс £, с непрерывным временем назы­
вается процессом с независимыми приращениями, если 
при любых 0 ..< /*, tu . . . ,  /л е [ 0 ,  оо), 
п = 1, 2, ... ,  случайные величины

-Л» а̂ •••*
независимы. Пуассоновским процессом называется процесс 
It, удовлетворяющий следующим условиям:

1°. — процесс с независимыми приращениями.
2°. При любых t i< t2, s приращения Ь в— £/,+* —

— одинаково распределены (однородность по времени).
3 °. £о((о) =  0, с о е  S2.
4 °. Я р а  Л -^0

Р(6.% = 0) = 1-АЛ + о(Л), Р (& *^2 ) = о(Л), 
Р (У = 1 )* Л А  +  о(Л), 0 < Я < о о .

Число А, будем называть параметром пуассоиовского 
процесса.

Пуассоновский процесс £/ можно задать на вероят­
ностном пространстве (Q, Я, Р), где множество Й совпа­
дает с множеством ступенчатых функций, у которых 
имеются только единичные скачки, а моменты времени, 
соответствующие скачкам, не имеют точек накопления.

Теорема 2.1. Если — пуассоновский процесс, то

Р (Ь  = *) = ̂ Г А', л=0, 1, 2. ...

Д о к а з а те л ь с т в о .  Пусть ср/(х) = — производя­
щая функция По свойству 1® величины &♦./, — £/, & 
независимы. Следовательно,

(* )  =  Мл' ^+л =  М =  ф, (х) Мх*'  »■
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Так как по свойству 2" величины £/+А — & и £Л — ?0 = 1л 
одннакаво распределены, то

==

и при Л-*-0 согласно 4°
Мдс5*=  1 — kh + x\h + o(h), |д:|<1.

Таким образом,
ф/+л (* ) =  ф/ (х) (1 — ХА +  xlh + о (Л)).

Отсюда
& i* .W  —  T 'J f l  =  _ я  (де -  1) ер, (х) +  о (1 ).

Переходя к пределу при фиксированном х и Л-►0, по­
лучим

-  Л(х-1)ф, (х).

Решение этого уравнения с начальным условием ср0(*)=  1 
определяется формулой

оо

Ф, (х) = е** {х~г) = еги х*.

Полученная производящая функция является производя­
щей функцией распределения Пуассона. Теорема доказана.

Используя доказанную теорему, можно найти совме­
стные распределения \tn при любых < tn> 
Очевидно, что
|£/j == 1̂» \tt = 2̂» • • • * \tn в  ̂ л} =

= == 1̂* ?/а = 2̂ 1̂» •••» ltn ltn l x=kn л̂-lj,
(2. 1)

где k x ^ k t^ .. .^ k n. Отсюда, учитывая независимость 
и однородность приращений, получим

Р ( Ь 4« *1 , . . . .  Ь . - * * ) -
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Ввиду условия 4° случайная величина £/ при любом 
фиксированном t равна числу скачков траектории про­
цесса на отрезке [0, /]. Рассмотрим теперь величины т* 
(к = 0, 1, 2,...), равные промежуткам времени между скач­
ками, т. е. положим т* = б* — 0А._Ь где 0* — момент Л-го 
скачка траектории процесса (Л=1, 2, ...), 0о = О.

Теорема 2.2. При любом п случайные величины т,, 
т2, ..., тп независимы и каждая из них имеет показатель- 
нов распределение с параметром X.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 0 = /о<  t\ и от­
резки Д* = [/*, + Л*>О (&=!, п) не пересе­
каются. Так как

{O jeA i, б , б А 2....... =

-  ( i  { (Ь ,- Ь , . ,  = 0 )П (Ь ,+ » ,- Ь ,- 1 )),
Л = 1

то

р | п  е  А*] — 1 [ (е > ̂ k ,k~̂ Mike хл*)в»
1*=' ) *-«

= e''w»re- ,• +- + ... hn =/
== ^ ^  рл ...оп(Л , • ••,tn)dt| . . .  ,df„, 

д

где Д = Л ,х . . .хЛ*— л-мериый параллелепипед. Отсюда 
при hi, ..., /|я —► 0 получим

$• • • $ .........tH)d tx. . .d t „  =  X V м» Л » . . : А» (1 +  о (1 )),
д

и, следовательно,

P0 ,...e„(/ i........./я) =  г " х'"Я», 0 ^ / , < Л 2 (2.3)

Для вычисления совместной плотности распределения
величин (т,....... т „ )  = (£,(9,......... 0,)......... g„ (0,........ 0,,)).
где #*(01( ..., 0„) = 0*‘— 0».,, воспользуемся теоремой 6.2
гл. 5. Отображение sk = gk(tx......./*) = **-/„_„ Ы ,  ...
..., п, взаимно однозначно, и якобиан этого отображе­
ния равен Г. Кроме того, t„ = s1-f-s2 Отсюда и
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Pv ..t (Si ........^ )- Х * « - * Л + “ +в- ) - П*=|
где ptk (s*) = Ае->Л*, s* >  0 (k = 1,..., п). Теорема доказана.

Поскольку траектория пуассоновского процесса опре­
деляется моментами скачков, то можно получить эквива­
лентное определение этого процесса, приняв независимые 
показательно распределенные величины т,, тг, ..., т„, ... 
за промежутки времен между скачками.

§ 3. Винеровский процесс

В § 2 был рассмотрен процесс, в котором изменения 
происходят скачками. Здесь мы определим процесс, име­
ющий непрерывные траектории. Винеровским процессом 
называется случайный процесс удовлетворяющий усло­
виям:

1°. I, —процесс с независимыми приращениями.
2°. При любых s приращения \t, —

— 1,1+5 одинаково распределены.
3°. ?0(ш) = 0, to е  Q.
4 ° .  При ft-»-О

m H =  ah +  o (h ), М 11А !3 =  о (Л ),
М l l  = bh-\-o(h), — о о < а < о о ,  0 < 6 < о о .

Тей рема 3.1. Если £, — винеровский процесс, то
I А (и —а/)«

— со

Д о к а з а т е л ь с т в о  Положим ft(s) = Mehlt. Здесь 
аргумент характеристической функции обозначен буквой s. 
Пусть s фиксировано. Так же, как при доказательстве тео­
ремы 2.1, найдем

U  (s) = I, (s) =  /, (s) Me,sE*.
По формуле (7.2.11)

Ме‘*ь = 1 + isMlh -  ■£ M il + О (| s |8 М ! Iя).

из формул (2.2) и (5.6.5) получим
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Отсюда и из свойства 4° следует

Me*** = 1 + is (ah) -  +  о (h).
Таким образом,

fnn (S) = (1 +  is (Oh) - ~  + о (ft)) f, (s)

fun (s)_zh (s2_ = ( isa _ Л . ) ft (S) + о (i).fnh i*)-h (*)
Л

Переходя в этом равенстве к пределу при Л-* 0, по­
лучим

Отсюда, учитывая начальное условие f0(s)= 1, найдем

Полученная характеристическая функция величины 
соответствует нормальному распределению с параметрами 
(at, bt). Теорема доказана.

Найдем совместное распределение величин g|jt ..., ltn> 
В силу теоремы 3.1 и условия Г  совместное распреде­
ление приращений Л* = — £/** Л=1, 2 ,.. . ,  л (£,о = 0), 
легко выписывается. Тогда, используя равенства

=  Л1* 5/а = * l l  +  Tl2» •••» ?/л =  Л| +  || 2 + « * « + ||п» 

получим

^^2* •••* ^  Хп) =
=  Р  ( т ь < * и  4 i  +  4 t < * * t  . . * э  Т |1 + ---  +  Т1 / .< ^ д ) = !

где
G  =  { ( u l f  ип) :  W i < * i ,  W i  +  h 2 < * 2.  ...

• • • э -+- U% + Un <  **}•

n
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Ветвящийся процесс —это процесс размножения и пре­
вращения частиц, в котором частицы развиваются неза­
висимо друг от друга. Дадим определение ветвящегося 
процесса с дискретным временем. Пусть

I k  (Of 1, 2, л, / = 0, 1, 2, ...,
— независимые одинаково распределенные целочисленные 
случайные величины с общей производящей функцией

оо
ф(-0 = 2  хтрт .

m = 0

Величина £*(/) будет интерпретироваться как число не­
посредственных потомков частицы с номером к, сущест­
вовавшей в момент t. Случайный процесс ц,, определя­
емый равенствами

. / £i(0 + £ i(0 + ” «+5i»/(0> если Ц/>0,
Ц о = 1 ,  М т  =  {  л  '  _\ 0, если р, = 0,

называется ветвящимся.
При исследовании ветвящихся процессов часто исполь­

зуются производящие функции. Положим

Ф ,(*) = М.Л.
Отметим, что

Фо (*) = х, Ф, (дс) = ф (дг).
Так как цт  является суммой случайного числа незави­
симых слагаемых, то, положив в теореме 1.4 гл. 7

«Ptv (* ) =  ф т  (-<). Фу (* )  =  Ф/ (х) , Ф«п (дс)=  ф (дс),

получим
Ф /+1 (х) = Ф/ (ф (дс)). (4.1)

Это функциональное уравнение позволяет найти произ­
водящую функцию Ф/ (дс) при любом t. Нетрудно прове­
рить, полагая /=1, 2, ... в (4.1), что

Ф*(х) =  ф (ф (•*)), Ф3(Х) =  Ф (Ф ( Ф М ) ) ,  . . .

§ 4. Ветвящийся процесс



Таким образом, Ф,(л:) является t-й итерацией функции 
Ф(х): Ф,(дс) = ф(ф(... ф(х))...).

Найдем А, = Мц,. Продифференцировав (4.1) по х, 
придем к соотношению

. • йФ/±х (х) dOf dy 
dx “  dip dx

Последнее равенство, полагая х= 1 и а=Л| = ф'(1), 
можно записать в виде Л/+1 = Ata. Следовательно, А, = а'. 
Поведение At при <-*-оо качественно различается в сле­
дующих трех случаях: а< 1, а= 1, а>1. Если /-#■оо, 
то при а< 1 среднее число частиц стремится к 0. А,= 1 
при а = 1, и At-*-оо в случае а>1. Ветвящиеся про­
цессы с о< 1. а=1 и а> 1 называют соответственно 
докритическими, критическими (если ф (х) Ф  х) и надкри­
тическими. Асимптотические свойства ветвящихся про­
цессов в этих трех случаях существенно различны.

Исследуем условия вырождения процесса. Обозначим 
С событие, состоящее в том, что Ц/ = 0 при некотором t. 
Очевидно, что

(ц< = 0) с  (цт  = 0), t=  1, 2, ... (4.2)
оо • **

Событие С можно представить в виде C = U ( | i / = 0).
<=•1

Согласно (1.3.11)
Х = Р (С)= lim Р (ft/ =• 0).

t  — СО

Если Х*=1, то процесс называется вырождающимся. Ло- 
критическне процессы (а<  1) являются вырождающимися, 
так как при t-+oo

l - P ( ^  = 0) = P0 i,> 0 ) = P ;'n ,> - [)< 2 M Jt, = 2a'-*0.

Покажем, что вероятность X удовлетворяет уравнению
, Ф ' ( * ) = * .  (4 .3 )

Так как Ф,(х) является 1-й итерацией ф(х), то наряду 
с (4.1) имеет место равенство
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Очевидно, что Ф/(0) = Р  (ц< = 0). Полагая *  = 0 в (4.4), 
получим

Р 0*т = 0) = ф (Р  (Ц/ = 0)). - (4.5)
Отсюда при t —> оо найдем

Я = ф(Я.). (4.6)
Таким образом, А, является корнем уравнения (4.3). В 
тех случаях, когда (4.3) имеет единственный корень на 
отрезке [0, 1], этот корень совпадает с X. Пусть ф (jc) Ф  х . 
При х е [0 ,  1] имеем ф'(дс)>0, ф'(х)>0. Следователь­
но, ф(дг) на отрезке [0, 1J возрастает и обращена вы­
пуклостью книзу. Параметр а — ф' (1) определяет угло­
вой коэффициент касательной к графику «/ = ф(х) в точ­
ке дг=1. Следовательно, при а=  1 график у = ф(дс) ка­
сается у — х в точке jc=» 1; при а< 1 касательная к у =>
— <р(х) проходит выше у = х. Таким образом, при 1 
уравнение (4.3) имеет на отрезке [0, 1] единственный 
корень *= 1, и, следовательно, ветвящийся процесс вы­
рождается, если а«^1.

При а> 1  касательная к графику у = у(х) проходит 
ниже у = х и уравнение (4.3) имеет на отрезке [0, 1] 
два корня Xi, х% (0==̂  * !< * ,=  1). Покажем, что Л = х,. 
Для этого достаточно показать, что Р (ц< = 0) ^  *i при 
любом t. Проведем доказательство по индукции. При 
*=■ 1

Р  (H i =  0) =  Ро <  Ро +  />1*1 +  р%х\ + . . .  =  Ф (* i)  =  Хи

так как ^  — корень уравнения (4.3). Предположим, что 
Р (ц/=” 0)<;лг1. Тогда, воспользовавшись (4.5), получим

Р (и,+1 = 0) = ф (Р (ц< = 0)) <  ф (х,) = xv

Таким образом, при любом t
Р(ц, = 0 )< х,.

Переходя к пределу в этом неравенстве, получим 
Отсюда следует, что Я, = дс1, так как \ и — корни урав­
нения (4.3) и jc, — наименьший корень.

Таким образом, в случае надкритических процессов 
А. = Р (С )< 1 , и, следовательно, надкритические процес­
сы не являются вырождающимися.

8 В. П. Чистяков
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Для вырождающихся процессов можно ввести Слу­
чайную величину т —время до вырождения процесса. 
Функция распределения т есть

Р (т< / )  = Р (М, = 0).
Найдем асимптотическую формулу при /-►оо для

<?(/)~Р(тЗ*0=1-Р<И/ = 0).
Уравнение (4.5) для Q(t) запишется в виде

<?(/+1)=1-Ф (1-(?(/)). (4.7)
Рассмотрим сначала докритический случай. Для до- 

критических процессов а = ф'(1)<1. Предположим еще, 
что конечен второй 'факториальный момент

Ь = Мц1(И1-1) = Ф*(1). (4.8)
Используя формулу Тейлора, запишем (4.7) в виде
<?(/+1)=1-ф(1) + ф'(1)С?(/)-

- ^ V ( i - 0 Q ( O ) .  о <  е <  1 .
Отсюда

Q (/+ l) = flQ (0 - ^ Q l (0, (4.9)
где

&/ = (р-(1 _0Q(/)), О<0 <  1, (4.10)

2$ 3 ! i — »-1.  2. ...
Перемножив эти равенства от s = t0 до s = t — 1 (0</#< 
<1 — 1), получим

Q (t ) =  K ,a f,
где <—1

^  = Q ( / , ) f [ ( l - ^ Q ( s ) ) .  (4.11)
S«/,

Так как
Q(s) = Р ( V * ^ 2 М ц ,  = 2аг, 0 < а <  1, (4.12)

и Ъ,-*-Ь при s —*■ оо, то при достаточно большом /0 сом­
ножители в (4.11) положительны. Из неравенства (4.12)
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следует сходимость ряда
оо

и оценка
со

2 ln ( l- g Q (s ) )o ,0 (a O ,  <-оо.
s = <

Отсюда при t-*-oo
К ' = К (\+ 0 (а ')).

Таким образом, если 0 < а < 1  и конечен момент (4.8), 
то  при t —*■ оо

Q(/) = K a '( l+ 0 (a ') ) .
Рассмотрим критический процесс. В этом случае а = 1, 

Ь> 0  и уравнение (4.9) запишется в виде

Q(/+ 1) = Q( 0— (4.13)
где при t-*-oo. Отсюда

0 ± t p = l- b-‘-Q(t)-+l, t-+oo. (4 14)

Равенство (4.13) запишем в виде
ь
2Q(< + l )= Q (0 - 4 Q (0 Q (/ + l )+ e (0 ,  (4.15)

где
е (0 = у  Q(0Q (* + 0 — у  Q* (О»

Используя (4.14), при <-»-оо получим
е(0___ a  Q W » Q (4 16)Q(/)Q(<+1) 2 2Q(<+1)

Отсюда и из (4.15) вытекает, что

1 1 + 4 + а« .Q(s-H) <Ж * 2 
где б (s) — 0 при s->-oo.

8*
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Суммируя последнее равенство от s = l до s = * — 1, 
при t-+co получим

i - l  N s— 1 /

= |  (1 + 0(1)).

Таким образом, для критических ветвящихся процессов 
с конечным моментом (4.8) при /-►оо имеем ^

QV) = l0 + o ( l ) ) .

Мы рассматривали ветвящийся процесс, начинающийся 
с одной частицы. Общее число частиц ц, в процессе, 
начавшемся с п частиц, можно представить в виде

ц< = р<1) + р(« + ...+ц(»>, ц0 = л,

где случайные величины ц<*>, k — \, . .. ,  п, независимы 
и имеют такое же распределение, как рассмотренная 
выше величина р, с ц0=1. Величину ц<*> можно интер­
претировать как число потомков А-й начальной частицы 
в момент /. Нетрудно найти Мц,:

Мц, = ...+  Мр<л) = пМр*1’ = па!,
где

а — Мр1|, = ф'(1)- 
Событие (ц,>0) можно представить в виде

(И/ >  0) = и  (и<*>>0)= П  (ц}“  = 0).
Jk«l h = I

Отсюда, учитывая независимость величин р<*>, k => 

e l ,  .... п, находим

Р(Р/>0) = 1-  П  р(р}*> = 0) = 1 — (1 — Q(/))■»
* wm I

где
Q (0 “ P  (м<‘ > 0).
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Таким образом, зная поведение \it с ц0=1# нетрудно 
исследовать \it с \кь = п.

Мы рассмотрели некоторые свойства наиболее простого 
ветвящегося процесса. Систематическое изложение тео­
рии ветвящихся процессов дается в книге Б. А. Се­
вастьянова [15].

§ 5. Процессы гибели и размножения
Случайные процессы рассмотренные в §§2 — 4, 

обладают одним общим свойством: при любом п и любых 
t\< t%< ...< tn< tn+ i равенство

Р  (£/„+! е  *̂+1 I е  1̂* •••» £/„-1 е  л̂-1* %tn = X) ==i
- P ( b „ l s f l „ , | E , . - x )  (5.1)

выполняется для любых событий Ц е В , , . . . ,  £,я_, е  В„
£, = х. Это свойство называют марковским', (5.1) является 
обобщением свойства (8.1.1), сформулированного для цело­
численных моментов времени и подмножеств B t множе­
ства натуральных чисел. Процессы, удовлетворяющие (5.1), 
называют марковскими. Марковский процесс £, называется 
процессом гибели и размножения, если при Л-*-С выпол­
няются условия

Р0/+Л = *+1| b = k) = hh + o(h),
P & +A = * - l |  l l ^ k ) = likh + o(h), (5.2)
Р (£/+л =  ^ | =  k) =  1 —  (л *  -f- ( i* )  h +  о (Л ),

где
A.*, n*SsO (Л>0), ц* = 0 (Л<0).

Получим теперь, аналогично тому как это делалось 
в § 3 гл. 3, систему дифференциальных уравнений для 
вероятностей P h (t) того, что в момент t состоянием про­
цесса является k. Для этого запишем вероятность собы­
тия {£/+* = Л} по формуле полной вероятности, выбирая 
в качестве системы несовместных событий состояния 
процесса в момент t. В результате при fe^=l получим
Р„  ( / + Л )  =  Р „ (() (1  -  (Л *  + и * )  Л )  +

+  h - i h P k - i (0.+ Pk+ihP*+i (0 +  о (Л).
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Перенеся P k(t) в левую часть этого равенства и поделив 
обе части полученного соотношения на Л, при Л-^0 
находим

Рк (0 = — (кк + М*) Рк (0 + K-lPk-l (0 + Иа+Î JHI (/). (5.3) 
Аналогичные выкладки показывают, что

я ; (0 --- V>o(0 +  l* A (0 . (5.4)
Если задать начальное распределение |ЯЛ(0)}, то беско­
нечная система дифференциальных уравнений (5.3) —(5.4/ 
имеет единственное решение лишь в случае, когда Л*, ц*,
ограничены или возрастают достаточно медленно (см. [18],00
гл. XV II,  §§ 4, 5). В этом случае £  Я*(0=1. а мар-

fc = о
ковскин процесс удовлетворяющий условиям (5.2) и 
имеющий заданное начальное распределение вероятностей 
Р {Ъо = k\ = Р к(0), At = 0, 1, 3 ,... ,  является единственным.

Рассмотрим теперь несколько частных видов общего 
процесса гибели и размножения.

5.1. Процесс чистого размножения. Пусть ц* = 0,
6 = 0, 1, 2, ... При этом условии переходы из состоя­
ния k возможны только в состояние Л+1. Вероятности 
выхода X*/i + o(/i) (Л-»-0) из данного состояния k в про­
цессе чистого размножения зависят в общем случае от 
номера состояния. Система уравнений (5.3) —(5.4) для 
процесса чистого размножения имеет вид

я ; (о — -а л ю .
Рк (0 = — КРк  (0 + h-iPk-i (()• Л>1.

Процесс чистого размножения с одинаковыми Л* является 
процессом Пуассона.

5.2. Система массового обслуживания с потерями. Пусть 
требования, поступающие на п обслуживающих устройств, 
образуют пуассоновский процесс с параметром Я. Время 
обслуживания любого требования любым устройством 
имеет показательное распределение с параметром \i и 
не зависит от работы других обслуживающих устройств 
и от поступающих новых требований. Если все устрой­
ства заняты, то вновь поступающее требование теряется. 
Число требований в системе £/ в момент t может прини­
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мать только значения 0, 1, п. Вероятность перехода 
системы из состояния к в состояние к за время ft-*-О 
отличается на о (ft) от вероятности произведения незави­
симых событий: {за время ft не закончится обслуживание 
ни одного из к требований} П {за время ft не поступит 
новых требований}. Следовательно, Р  {£,+л = k |& = ft} = 
= (I — цЛ + о(ft))*(1 -Xft + o(ft)) + o(ft), или P {£/+*=*|&,= 
= ft} = 1 — (£ц4-А.)Л-}-о(Л), 0 < £ < л .  Аналогично на­
ходим

Р {Ь +Л = *+ 1 |Ь  = *} = М  + о(Л).
Р{&+л = £ - 1 |&  = *} = *нЛ + о(А), 0 < k < n .

Так же рассматриваются переходы из состояний 4 = 0 и 
к  = п. Сравнив вычисленные вероятности перехода с (5.2), 
получим, что рассматриваемый процесс является процес­
сом гибели и размножения с Я* = А. (Л = 0, 1, ..., п — 1), 
Я* = 0 (к ^ п ), ц* = k\x ( lc f ts S f l ) ,  |i* = 0 (k>  п, k = 0). 
Для этого процесса система (5.3) — (5.4) имеет вид

/>«(/)=---ХРо V) + \iPi(t),
Pk(t) = - (к+kii) Р , (/) + № „-i (/) + (*+ 1) цР*+1 (0.

0 < ft< n ,
Рп (D =  -  (Ь  +  nil) Рп ( 0  +  Ь Р п - 1  (/ ) .

Непосредственно проверяется, что эта система имеет сле­
дующее стационарное решение:

Р °  = (% Т \ * )  » = (5-5)
t

где 0 = Я,/ц. Формулы (5.5) называют формулами Эрланга. 
Полагая в (5.5) k = n, получим формулу для вероятности 
потери требования. Эта вероятность является важной 
характеристикой системы обслуживания.

5.3. Ветвящийся процесс. Один частный случай ветвя­
щегося процесса с непрерывным временем является про­
цессом гибели и размножения. Предположим, что каждая 
частица независимо от своего прошлого и от поведения 
других частиц за время ft с вероятностью ЯЛ + о(Л) де­
лится на две, с вероятностью цЛ-}-о(Л) погибает и
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с вероятностью 1 — (А. +  ц)Л + о(Л) не изменяется. Пусть 
ч и с л о  частиц в момент времени t. Непосредственно 

проверяется, что при Л-*-0
Р (£ т  = * + 1 |Ь  = * ) - Ш + о (А ) ,
Р (Ь +а = *- 1 |Ь  = *) = И*А+о(Л),
Р (1/+л = Л11/ = Л) = 1 — (Я. Ч- И ) АЛ -Ь о (Л), k> 0.

Рассматриваемый ветвящийся процесс является процессом 
гибели и размножения с А,Л = /гЛ (Л^О), |х» = £ц (6^0). 
Решение Р* (/) = Р {£, = Л| &,= 1} системы уравнений 
(5.3) —(5.4) с начальными условиями Р{£0=1} = 1, 
Р{£о = *} = 0 (Л^1) определяется формулами

'• « - « - i f s E i i + i
P o ( 0 = l - ( l + W ) - 1

Р . ( 0 - х

(я# 0 ) ,

(а = 0),

I - А  («“'- ! )

Л-1

[(**'- !)+ 11а 

Р "№  в (г+Тй) (г + й )  (а=*0, *£ s l),

где а = X — (л.

( а Ф 0, 1),

ю

1. Найти cov(£/. Б/*,), если: a) пуассоновский процесс с па­
раметром А,; б) £/ — винеровский процесс с а^ О ,

У к а з а н и е .  Воспользоваться независимостью и однородностью 
приращений.

2. Доказать, что для любого промежутка времени т* =  б* — б*_|, 
где 0/ь — момент Л-го скачка процесса Пуассона, выполняется равенство

P { * * X  +  s | t * > s } = P { t * > / } .

3. Пусть v, r||, tfc, . . .— независимые случайные величины; 
P (v  — Л) — (А.Г)*е '/А!; величины т|/ (/=»!, 2, ...) равномерно рас­
пределены на отрезке [0, Т ]. Обозначим £/ число величин т|/, удов­
летворяющих неравенству Ц;</, / = 1, 2...........  если v > 0 # и fc/ = 0
при v =  0. Найти вероятность «

 ̂ ~5/ж= 1̂» **}.



ЗАДАЧИ К ГЛАВЕ 10 233

4. Пусть ц, — ветвящийся процесс с дискретным временем; ср(х)=а 
е= M**l t =  px*-f 1 — р. Найти: а) Х =  lim Р  {^/ =  0}, р >  1/2; б) Bt =*

/-•оо
■= Мц/ Aj/— 1) и йц, при р =» 1/2.

б. Пусть ^/ — ветвящийся процесс с непрерывным временем, опре­
деленный в § 5. Найти: а) дифференциальное уравнение для F (tt х)=я

М {д Л ! ц0"= *}; б) явное выражение для F (*, дг); в) А (/) =»
=  М 1}.

У к а з а н и е .  Использовать формулу полного математического 
ожидания, рассмотрев возможные превращения начальной частицы за 
промежуток времени (о, Л).

6. Случайные величины Е/ (/=  I, 2, ...) независимы и Р($/ =  1) =з 
*= р, Р (£ /= — 1) =  1— р =  <7. Положим

I Л/ + 6/Н* «** Л/8*О,
^ fl \ а, если t)/ =  0, f =  0, 1, 2, . . . ;

ffo =  к. Найти: 1) вероятность того, что процесс г\( когда-либо попа­
дет в состояние 0, если а =  0; 2) стационарное распределение вероят­
ностей Л/= lim Р  (4/*=/), если fl =  1, q> p .

/-♦оо
7. Пусть 5/ — процесс гибели и размножения. Положим т ь =* 

«= М (т ||о  =*£)', О ^ к ^ п ,  где т — время до первого достижения со­
стояния п. Найти: 1) математическое ожидание времени пребывания 
в состояний к до первого выхода из него; 2) вероятность того, что 
первым переходом из к будет переход в i+ 1  (к —-1). Составить 
систему уравнений для /л*.

8. Марковский случайный процесс с непрерывным временем 
называют цепью Маркова, если множество его состояний конечно 
или счетно. Пусть £/ — цепь Маркова с двумя состояниями (1 и 2) и 
при /|-*0

Р(£л =  2|£о=П) =  ссЛ+о(Л), Р (Ц - 1 |Ь ,- 2 )- р А + о (Л ).

Найти Ру  (0 =  Р  (£/ =  / 1 £о=0* М - 1 .  2.
У к а з а н и е .  Составить для Я/у(/) систему дифференциальных 

уравнений.
9. Пусть т* (/), £=*1, 2, — суммарная длительность пребывания 

в состоянии к за время t непи Маркова, определенной в задаче 8. 
Составить дифференциальное уравнение для

МЛ s).= M(ert <*•<'>-*•<'» | £„=*)•
У к а з а н и е ,  Воспользоваться формулой полного математиче* 

ского ожидания.

10. Найти lim М {t j  (0 | g0 =  * } , где тх (0  определено в задаче 9.
/-•оо •

/
У к а з а н и е ,  Использовать формулу (/) =  Ц 6Ь |ц du, где

в,,, = 1, j “ 0.
lt .  Движение точки по прямой управляется цепью Маркова £/в 

определенной в задаче 8, Если £/=1, то точка движется вправо со
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скоростью V,, а если £/==2, то влево со скоростью vt. Пусть Ц/ — ко­
ордината точки в момент /. Положим

MkQ* *)=*М{П/1Л§в *» £о =  * Ь  л — 1,2.

Найти lim -rA f*(/, х).1-00 1
У к а з а н и е .  Составить дифференциальное уравнение для M k (f, x)j 

использовать равенство М * (/, x) =  x + M k (/, 0).
12. Решить задачу 11, используя равенство (0  — 08та (/)+ ** 

где т* (/) определены в задаче 9, и решение задачи 10.
13. Движение точки по прямой управляется цепью Маркова 

определенной в задаче 8. Если £/ =  1, то точка движется вправо со 
скоростью v, а при £* =  2 точка движется влево с постоянным уско­
рением а (при начале движения с ускорением начальная скорость 
считается равной 0). Пусть %  — координата точки в момент /. Явля­
ется ли процесс %  марковским? Составить интегральное уравнение 
для

дг) =  М {П/ т]0 = х, 5о==Л}, Л=1, 2.

Найти lim - rM k(t, х)./—оо 1
У к а з а н и е .  Использовать равенство М Л(/, *) =  x + A f* (/, 0).
14. Пусть £/(* =  ... —  2 ,- 1 , 0, 1, 2, . . . )— последовательность 

независимых случайных величин с М£/=*а, D£/ =  of . Положим

*1/ =  +  £iS/-i +  <&-s* й>+*|+С|в Ь  
Найти М %, Dr]/# cov(r|/# Проверить, что cov (ty f ) =»

ЛОЛ—/«!)•
15. Пусть f]/ — процесс, определенный в задаче 14. Положим 

af*- (Th+ tfc-f... +  *!/)/*• Найти Мaf и Da f% Является ли af несме­
щенной и состоятельной оценкой а?

16. Пусть ?]/ — процесс, определенный в задаче 14. Показать, что
t

Я? (* )- 7  2  (Ъ - 0?) ( V * - er). * “ °- '• 2«
I —I

является асимптотически несмещ?нной оценкой R  (ft).
17. При /=»1, 2, ..., 100 получить реализацию процесса % , опре­

деленного в задаче 14. если £/ распределены равномерно на отрезке
I— 1, 1]. Значения получить с точностью до 0,01. По реализации 
вычислить оценки a*t и R* (к), определенные в задачах 15, 16. Срав­
нить с теоретическими.
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Распределение Пуассона
к* XЗначения функции рк(\) =* —

Таблица I

* 0.1 ОД 03 0.4 0,5

0 0,90484 0,81873 0,7408*2 0,6703*2 0,60653
1 0,09048 0,16375 0,22225 0,26813 . 0,303*27
2 0,0045*2 0,01638 0,03334 0,05363 0,0758*2
3 0,00015 0,00109 0,00333 0,00715 0,01*264
4 0,00006 0,00025 0,0067*2 0,00158
5 0,0000*2 0,00006 0,00016
6 0,00001

0.6 0.7 0.8 0.9

0,54881
0,32929
0,09879
0,01976
0,00296
0,00036
0,00004

0,49659
0,34761
0,12166
0,02839
0,00497
0,00070
0,00008
0,00001

0,44933
0,35946
0,14379
0,03834
0,00767
0,00123
0,00016
0,00002

0,40657
0,36591
0,16466
0,04940
0,01112
0,00*200
0,00030
0,00004

^ —  х к \ 1.0 2 J0 3.0 4.0 5.0

0 0,36788 0,13534 0,04979 0,0183*2 0,00674
1 0,36788 0,27067 0,14936 0,07326 0,03369
2 0,18394 0,27067 0,22404 0,14653 0,08422
3 . 0,06131 0,18045 0,22404 0,19537 0,14037
4 0,01533 0,09022 0,16803 0,19537 0,17547
5 0,00307 0,03609 0,10082 0,15629 0,17547
6 0,00051 0,01203 0,05041 0,10419 0,14622
7 0,00007 0,00344 0,02160 0,05954 0,10445
8 0,00001 0,00086 0,00810 0,02977 0,06528
9 0,00019 0,00270 0,01323 0,03627

10 0,00004 0,00081 0,00529 0,01813
11 0,00001 0,0002*2 0,00193 0,00824
12 0,00006 0,00064 0,00343
13 0,00001 0,00020 0,00132
14 0,00006 0,00047
15 0,00002 0,00016
16 0,00005
17 0,00001



Нормальное распределение
X и*

Значения функции Ф в (*) =  Г * 2 du
V 2л J

Т а б л и ц а  2

X СОТЫЕ ДОЛИ *
0 ■ 2 3 4 5 7 8 9

0,0 0,0000 0,0040 0,0080 0,0120 0,0160 0,0200 0,0239 0,0279 0,0319 0,0359
0,1 • 398 438 478 517 557 596 636 675 714 753
0,2 793 832 871 910 948 987 0,1026 0,1064 0,1103 0,1141
0,3' 0,1179 0,1217 0,1255 0,1293 0,1331 0,1368 406 443 . 480 517
0,4 554 591 628 664 700 736 772 808 844 879
0,5 915 950 985 0,2019 0,2054 0,2088 0,2123 0,2157 0,2190 0,2224
0,6 0,2257 0,2291 0,2324 357 389 422 454 486 517 549
0,7 580 611 642 673 703 734 764 794 823 852
0,8 881 910 939 967 995 0,3023 0,3051 0,3078 0,3106 0,3133
0,9 0,3159 0,3186 0,3212 0,3238 0,3264 289 315 340 365 389
1.0 413 437 461 485 508 581 '554 577 599 621
1.1 643 665 686 708 729 749 770 790 810 830
1,2 849 869 888 907 925 944 962 980 997 0,4015
1,3 0,4032 0,4049 0,4066 0,4082 0,4099 0,4115 0,4131 0,4147 0,4162 0,4177
1,4 192 ‘207 222 236 251 265 279 292 306 319
1,5 332 345 357 370 382 394 406 418 429 441

1,6
1.7
1.8 
1,9
2,0
2,1
2,2
2.3
2.4

2.5
2.6
2.7
2.8 
2£
3,0

452
554
641
713
772
821
861
893
918
938
953
965
974
981
987

463
564
649
719
778
826
864
896
920
940 
955 966 
975 
982

474
573
656
726
783
830
868
898
922
941
956
967
976
982
987

484
582
664
732
788
834
871
901
925
943
957
968
977
983
988

495
591
671
738
793
838
875
904
927
945
959
969
977
984
988

505
599
678
744
798
842
878
906
929
946
960
970
978
984
989

515
608
686
750
803
846
881
909
931
948
961
971
979
985
989

525
616
693
756
808
850
884
911
932
949
962
972
979
985
989

Значения функции и<х.

Функция иа определяется равенством
ос

* - ? И dx

535
625
699
761
812
854
887
913
931
951
963
973
980
985
990

545
633
706
767
817
857
890
916
936
952
964
974
981
986
990

Т а б л и ц а  3

а 0,001 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025 0,030 0,035 0,040 0,045 0,050

иа 3,0902 2,5758 2,3263 2,1701 2,0537 1,9600 1,8808 1,8119 1,7507 1,6954 1,6449



#
Распределение Стьюдента

Значения функции /а< п
Функция ta, п определяется равенством Р  (! тя | < ta, „) =* 1 »-2а 

где случайная величина т„ имеет распределение Стьюдента в п сте 
ленями свободы. Плотность распределения т „ равна

*38 ТАБЛИЦЫ

l± i 
2 .

л п

Т а б л и ц а  4
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Значения функции х£, т
Функция x i,m определяется равенством Р  (х*, > x j, m) =  a - где 

случайная величина Хт име€Т Ха*РаспРеДеление с т  степенями свобо­
ды. Плотность распределения х'т  равна

/I . х_ 
о о

----х е 9 х > 0 .
2п12

Т а б л и ц а  5

X2-,распределение

й )

X 0,99 о.ю 0.06 0.02 0,01 0,005

1 0,00016
•

2,7 3,8 5,4 6,6

•

7,9
2 0,020 4,6 6,0 7,8 9,2 11,6
3 0,115 6,3 7,8 9,8 11,3 12,8
4 0,30 7,8 93 11,7 133 14,9
Ъ 0,55 9,2 11,1 13,4 15,1 16,3
6 0,87 10,6 12,6 15,0 16,8 18,6
7 1,24 12,0 14,1 16,6 18,5 20,3
8 1,65 13,4 15,5 18,2 20,1 21,9
9 2,09 14,7 16,9 19,7 21,7 23,6

10 2,56 16,0 18,3 21,2 23,2 25,2
11 3,1 17,3 19,7 22,6 24,7 26,8
12 3,6 18,5 21,0 24,1 26,2 28,3
13 4,1 19,8 22,4 25,5 27,7 29,8
14 4,7 21,1 23,7 26,9 29,1 31
15 5,2 22,3 25,0 28,3 30,6 32,5
16 5,8 23,5 26,3 29,6 32,0 34
17 6,4 24,8 27,6 31,0 33,4 35,5
18 7,0 26,0 28,9 32,3 34,8 37
19 7,6 27,2 30,1 33,7 36,2 38,5
20 8,3 28,4 31,4 35,0 37,6 40
21 8,9 29,6 32,7 36,3 38,9 41,5
22 9,5 30,8 33,9 37,7 40,3 42,5
23 10,2 32,0 35,2 39,0 41,6 44,0
24 10,9 33,2 36,4 40,3 43,0 45,5
25 11,5 34,4 37,7 41,6 44,3 47
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F-распределение
Значения функции Fa. Я(< п>

Функция F a. „ lin iопределяется равенством Р  \FHu r ,> F a .ni nt) ~  
=  a , где случайная величина F П|Я# имеет /^-распределение с л, и н2 
степенями свободы. Плотность распределения F n я< равна

a  =-0,05
Т а б л и ц а  6

1U 20 30 40 50 100 00

10 2,97 2,77 2,70 2,67 2,64 2,59 2,54
15 2£5 2,33 2,25 2,21 2,18 2,12 2,07
20 2,35 2,12 2,04 1,99 1,96 1,90 1,84
30 2,16 1,93 1,84 1,79 1,76 1,69 1,62
40 2,07 1,84 1.74 1,69 1,66 1,59 1,51
50 2,02 1,78 1,69 1,63 1,60 1,52 1,44

100 1,92 1,68 1,57 1,51 1,48 1,39 1,28
00 1,83 1,57 1,46 1,40 1,35 1,24 1,00

Случайные числа
Равномерно распределенные случайные числа

Приведенные в таблице цифры можно рассматривать как реали­
зации независимых и одинаково распределенных случайных величин, 
принимающих значения 0, 1, . . . , 9 с  одной и той же вероятностью, 
равной 0,1.

Т а б л и ц а  7

10 09 73 25 33 76 52 01 35 86 34 67 35 48 76
37 54 20 48 05 64 89 47 42 96 24 80 52 40 37
08 42 26 89 53 19 64 50 93 03 23 20 90 25 60-
99 01 90 25 29 09 37 67 07 15 38 31 13 11 65
12 80 79 99 70 80 15 73 61 47 64 03 23 66 53
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Продолжение табл. 7

80 95 90 91 17 39 29 27 49 45 66 06 57 47 17
20 63 61 04 02 00 82 29 16 65 И 06 01 08 05
15 95 33 47 64 .35 08 03 36 06 85 26 97 76 0*2
88 67 67 43 97 04 43 62 76 59 63 57 33 21 35
98 95 11 68 77 12 17 17 68 33 73 79 64 57 53

34 07 27 68 50 36 69 73 61 70 65 81 33 98 85
45 57 18 24 06 35 30 34 26 14 86 79 90 74 39
02 05 16 56 92 68 66 57 48 18 73 05 38 52 47
05 32 54 70 48 90 55 35 75 48 28 46 82 87 09
03 52 96 47 78 35 80 83 42 82 60 93 52 03 44

И 19 92 91 70 98 52 01 77 67 14 90 56 86 07
23 40 30 97 32 11 80 50 54 31 39 80 82 77 3*2
18 62 38 85 79 83 45 29 96 34 06 28 89 80 83
83 49 12 56 24 88 68 54 02 00 86 50 75 84 01
35 27 38 84 35 99 59 46 73 48 87 51 76 49 69

22 10 94 05 58 60 97 09 34 33 50 50 07 39 98
50 72 56 82 48 29 40 52 42 01 52 77 56 78 511
13 74 67 00 78 18 47 54 06 10 68 71 17 78 17
36 76 66 79 51 90 36 47 64 93 29 60 91 10 62
91 82 60 89 28 93 78 56 13 68 23 47 83 41 13

65 48 11 76 74 17 46 85 09 50 58 04 77 69 74
80 12 43 56 35 17 72 70 80 15 45 31 82 23 74
74 35 09 98 17 77 40 27 72 14 43 23 60 02 10
69 91 62 68 03 66 25 22 91 48 36 93 68 72 03
09 89 32 05 05 14 22 56 85 14 46 42 75 67 88

73 03 95 71 86 40 21 81 65 44 91 49 91 45 23
21 11 57 8*2 53 14 38 55 37 63 80 33 69 45 98
45 52 16 42 37 . 96 28 60 26 55 44 10 48 19 49
76 62 11 39 90 94 40 05 64 18 12 55 07 37 42
96 29 77 88 22 54 38 21 45 98 63 60 64 93 29

68 47 92 76 86 46 16 28 35 54 94 75 08 99 23
26 94 03 68 58 70 29 73 41 35 53 14 03 33 40
85 15 74 79 54 32 97 92 65 75 57 60 04 08 81
11 10 00 20 40 12 86 07 46 97 96 64 48 94 39
16 50 53 44 84 40 21 95 25 63 43 65 17 70 82

37 08 92 00 48 61 19 69 04 46 26 45 74 77 74
42 05 08 23 41 15 47 44 52 66 95 27 07 99 53
22 22 20 64 13 94 55 72 85 73 67 89 75 43 87
28 70 72 58 15 42 48 11 62 13 97 34 40 87 21
07 20 73 17 90 23 52 37 83 17 73 20 88 98 37
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51 92 43 37 29
59 36 78 38 48
54 62 24 44 31
16 86 84 87 67
68 93 59 14 16

04 49 35 24 94
00 54 99 76 54
35 96 31 53 07
59 80 80 83 91
46 05 88 52 36

61 96 27 93 35
54 69 28 23 91
77 97 45 00 24
13 02 12 48 92
93 91 08 36 47

87 37 92 52 41
20 11 74 52 04
01 75 87 53 79
19 47 60 72 46
36 16 81 08 51

85 39 41 18 38
97 11 89 63 38
84 96 28 52 07
20 82 66 95 41
05 01 45 11 76

44 99 90 88 96
89 43 54 85 81
20 15 12 33 87
69 86 10 25 91
31 01 02 46 74

74 02 94 39 02
54 17 84 56 11
11 66 44 98 83
48 32 47 79 28
69 07 49 41 38

52 52 75 80 21
56 12 71 92 55
09 97 33 34 40
32 30 75 75 46
10 51 82 16 15

65 39 45 95 93
82 39 61 01 18
91 19 04 25 92
03 07 11 20 59
26 25 22 96 63

75 24 63 38 24
64 05 18 81 59
26 89 80 93 54
45 42 72 68 42
01 39 09 22 86

65 33 71 24 72
23 28 72 95 29
90 10 83 93 33
78 56 52 01 06
70 61 74 29 41

05 56 70 70 07
15 95 66 00 00
40 41 92 15 85
43 66 79 45 43
34 88 88 15 53

98 08 62 48 26
33 18 51 62 32
80 95 10 04 06
79 75 24 91 40
18 63 33 25 37

39 09 47 34 07
89 69 54 19 94
25 01 62 52 98
74 85 22 05 39
05 45 56 14 27

77 55 73 22 70
80 99 33 71 43
52 07 98 48 27
31 24 96 47 10
87 63 79 19 76

80 81 45 17 48
36 04 09 03 24
88 46 12 33 56
15 02 00 99 94
01 84 87 69 38

Г1 родолжени? табл. 7

42 58 26 05 27
33 21 15 94 66
92 92 74 59 73
25 70 14 66 70
05 52 28 25 62

45 86 25 10 25
96 11 96 38 96
33 35 13 54 62
83 60 94 97 00
77 28 14 40 77

32 17 90 05 97
69 23 46 14 06
19 56 54 14 30
45 15 51 49 38
94 86 43 19 94

86 74 31 71 57
18 74 39 24 23
66 67 43 68 Об
59 04 79 00 33
01 54 03 54 56

45 24 02 84 04
41 94 15 09 49
96 38 27 07 74
71 96 12 82 96
98 14 50 65 71

35 44 13 18 80
37 54 87 30 43
94 62 46 11 71
00 38 75 95 79
77 93 89 19 36

97 79 01 71 19
05 33 51 29 69
59 38 17 15 39
02 29 53 68 70
35 58 40 44 01

09 18 82 00 97
90 04 58 54 97
73 18 95 02 07
75 76 87 64 90
54 01 64 40 56
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Приведенные в таблице числа можно рассматривать как реали­
зации независимых нормально распределенных величин с парамет­
рами а =  0, о * »  1»

# T абл  иц а 8

Нормально распределенные случайные числа

0.464 0,137 2,455 —0,323 —0,068 0,296 —0,288 1,298
0,0*Ю —2,256 —0,531 —0,194 0,543 — 1,558 0,187 — 1.190
1,486 —0,354 —0,634 0,697 0,926 1,375 0,785 —0,963
1,022 —0,472 1,279 3,521 0,571 — 1,851 0,194 1,19*2
1,394 —0,555 0,046 0,321 2,945 1,974 —0/258 0,412

0,906 —0,513 —0,525 0,595 0,881 —0,934 1,579 0,161
1,179 — 1,055 0,007 0,769 0,971 0,712 1,090 —0,631

—1,501 —0,488 —0,162 —0,136 1.033 о д а 0,448 0,748
—0,«90 0,756 — 1,618 —0,345 —0,511 —2,051 —0,457 —0,218
< 1,372 0,225 0,378 0,761 0,181 —0,736 0,960 — 1,530

—0,482 1.678 —0,057 — 1,229 —0,486 0,856 —0,491 — 1,983
— 1,376 —0,150 1,356 —0,561 —0,256 —0.212 0,219 0,779
—1,010 0,598 —0,918 1,598 0,065 0,415 —0,169 0,313
—0,005 —0,899 0,012 —0,725 1,147 —0,121 1,096 0,181

1,393 —1,163 —0,911 1,231 —0,199 —0,246 1,239 —2,574 <

Г"»00г»1 —0,261 1,237 1,046 «—0,508 — 1,630 —0,146 —0,392
—0,105 —0,357 — 1,384 0,360 —0,992 —0,116 — 1,698 —2,832
—1,339 1,827 —0,959 0,424 0,969 —1,141 — 1,041 0Д62

1,041 0,535 0,731 1,377 0,983 — 1,330 1,620 —1.040
0,279 —2,056 0,717 —0,873 — 1,096 —1,396 1,047 0,089

— 1,805 —2,008 — 1,633 0,542 0,250 —0,166 0,032 4 0,079
-1,186 1.180 1,114 0,882 1,265 —0,202 0,151 —0,376

0,658 —1,141 1,151 — 1,210 —0,927 0,425 0,290 —0,902
—0,439 0,358 — 1,939 0,891 —0,227 0,602 0,873 —0,437
—1,399 —0,230 0,385 —0,649 *-0,577 0,237 —0,289 0,513

0,199 0,208 — 1,083 —0,219 —0,291 1,221 1,119 0,004
0,159 0,272 —0,313 0,084 —2,828 —0,439 -0,792 — 1,275
2,273 0,606 0,606 —0,747 0,247 1,291 0,063 — 1,793
0,041 —0,307 0,121 0,790 —0,584 0,541 0,484 —0,986

-1,132 -2,098 0,921 0,145 0,446 — 1,661 1,045 — 1,363

0,768 0,079 — 1,473 0,034 -2,127 0,665

Iо —0,880
0,375 — 1,656 —0,851 0,234 —0,656 0,340 —0,086 —0,158

—0,513 —0,344 0,210 -0,736 1,041 0,008 0,427 —0,831
0,292 -0,521 1,266 — 1,206 —0,899 0,110 —0,528 —0,813
1,026 2,990 —0,574 —0,491 — 1,114 1,297 —1,433 — 1,345
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Продолжение табл. 8

— 1,334 1,278
—0,287 —0,114

0,161 —0,886
— 1,346 0,193

1,250 —0,199

0,630 —0,537
0,375 — 1,941

— 1,420 0,489
—0,15! —0,243
—U,309 0,531

0,424 —0,444
0,593 0,658
0,862 —0,885
0,235 —0,628

—0,853 0,402

0,241 —0,957
0,022 0,525

—0,853 — 1,865
—0.501 —0,273

0,439 —0,035

0,471 — 1,029
—0,310 0,479

0,610 2,709
—0,220 —0,057

0,738 —0,300

0,884 —0,298
0,457 1,064

—0,798 0,162
—0,768 -0,129

0,023 — 1,204

1,531 0,349
—0,443 —0,292

1,409 —0,883
1,730 —0,056

—0,266 0,757

—0,568 —0,109
—0,254 0,574
—0,921 —0,509
— 1,202 0,394
—0,288 1,810

0,782 0,060
0,247 —0,491

— 1,711 — 1,186
—0,430 —0,762

0,416 — 1,541

0,593 0,993
-1,127 — 1,407
—0,142 —0,504
—0,023 —0,463

0,777 0,833

— 1,885 0,371
—0,255 —0,702
—0,423 —0,432

0,857 —0,465
-0,260 0,120

-2,015 —0,594
—0,623 — 1,047
—0,699 — 1,347

0,481 0,996
—0,586 — 1,023

1,066 1,097
0,736 —0,916

—0,342 1,222
—0,188 -1,153

1,395 1,298

—0,958 —0,059
0,248 —0,539

— 0,095 0,229
— 1,488 —0,078
—0,361 0,194

—4515 —0,566
—0,451 — 1,181

1,410 —0,518
— 1,045 0,843

1,378 0,584

0,499 —0,431
’ 0,665 —0,135

0,754 -0,732
0/298 1,049
1,456 2,040

—0,106 0,116
-1.579 — 1,616

0,532 1,381
—0,899 —0,394

0,410 —0,349

—2,830 —0,238
0,953 —0,869

—0,973 — 1,016
— 1,691 0,417
-0,558 0,056

—0,579 0,551
—0,120 0,418

0,191 0,074
0,071 0,524

—3,001 0,479

— 1,752 —0,329
-0,291 0,085
—0,933 0,130
—0,450 —0,244

4512 —0,882

0,415 — 1,084
— 1,382 0,318

0,129 0,367
—2,361 —о д е
— 1,078 о д а

2,923 0,500
— 1,190 —0,318

0,192 —0,432
0,942 1.045
1,216 0,733

1,705 1,164
—0,145 —0.498
—0,066 1,006

1,810 2,885
—0,124 0,196

0,484 — 1,272
1,458 1,262
0,022 —0,281

—0,538 1,707
— 1,094 0,580

—0,627 0,561
— 1,108 -2,357
— 1,726 1,956

0,524 —0,281
—0,573 0,932

0,359 0,326
—0,094 1.114

1,501 1,068
0,031 0.772
0,402 0.226

— 1,256 0.318
1,701 — 1,087
0,674 0,899
0,072 1.028
0,490 —1,304

—0,856 —0.063
—0,276 — 1,110

0,379 —0,440
1,468 0.131

—1,805 -0,772
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Г  л  а в а I

2. 1), 4)—6) неверны; 2), 3), 5) верны.
3. 1) А\ 2) А, 3) ф ; 4) АВ.
4. А = {а], В  =  {*: а * £ * < & } .
5. 1) {Г Г Г . ГРГ, Г ГР , Г Р Р }; 2) {Г Г Р , Г Р Г , Р Г Г } ;  3) {Р Р Р , 

Г Р Р , Р Г Р , Р Р Г ).
6. 1) ABC; 2) АВС\ 3) АВС\ 4) А +  В  +  С, Ь> лВ~ '± Л ВС  +  

•f- АВС\ 6) A BC ; 7) А-\-В\-С*
7. Да.

Г л а в а  2

I. 1/6, 5/6, 11/36. 5/36. 2. 2/п. 3. 1/6.
4. 0,01; 0,72; 0,27.
5. 1/2; С”  (2/5)т  (3/5)"-т ; С ™ _, (2/5)т+* (3/5)"-'" 2.
в. Р ( Л )  =  1 - (5/6)< =  0.5177... >  Р  (В ) =  1 - (35/3G)*» =  0.4914...
7. a) 2S'C J7 C £ ; б) п2^С^~*1С*[п.
8. а) 0,4080; б) 0,3305. 9. 0,09.
10. I) Р  (А) =1/28985 =  0.0000345..., Р  (В ) =  224/28985 =  

=  0,0077281...; 2) Р  (/!) =  8/15 =  0,5333..., Р  (В) =  7/15 =  0,4666...
I I .  я/4 =  0,7853981... 12. 12!/121* =  0,0000537.
13. 1) 1 — (nl/n4); 2) п\С\/п".
14. 61705/6991908 =  0,0088252...
15. F '(x ) =  1 (0 s£ *sS  1).
16. F '(x ) =  x (0=s£*s£l), Г ( ж )  =  2 - x  (ls £ * *£ 2 ).
17.1/4. 18. 1) (1— (2r/a))*; 2) 1— (4r*/a*).
19. 1 — (1 — l/T)\
20. a) 3/4; 6) ^3/5 =  0,8660254...; в) 2/3.
21. P(A)=M/N, P  (fl)= (M /JV)». P  (C )=C* (M/N)m
22. P (A)=M/N, P (В ) =  M (Af — l)/N (N — 1), P  (C)

r mc n-m [Cn 1П~ т ]

23. a) 1/10; 6) 1/100,

Г л а в а  3

1. 1/12. 2. 0,61477...
3. 1/3. 4. 1) 1/4; 2) 3/5.
6. P  (ArBr)=*P (Ar) P  (Br) только при r ^ O ,  r^ 2 / 3  и r= l/3 .
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7. С1э С2, С3 не являются взаимно независимыми; С,С2 и Ся за­
висимы.

9. 1) р ,(1 — Pi) Pi, 2) P i+ P t- P tP i.  3) (P i+ P i- P iP i)  (Pa +  Pi. —
—  Р зР а)-

10. (1 — Рз) <1 — P«P*)-
11. Р(/1,) =  Р(/12) =  3/8, P  (у4,у4а) =  3/28.
12. I) a.cc,; 2) P, +  P ,- P ,P ,.  13. 11/18.
14. 1) p ( l - p 1) ( l _ B 1) +  ( l - p ) (z1a 1;

2» P ( l - p , ) ( l - p a)
P ( » - P i ) ( l - - P 2) +  ( I - p ) a 1a /

15. 20/21. 16. 9/16. 17. e

"• +Г  *■ - ;f h '  "■ -S7+ 5"'"
19. Ло=1 — 0, Л* =  (1— 6)6*. k ^ l .

Г л а в а  4
1. 3/5.
2. Р ( Л , )  =  44/105 =  0,4190476..., P  (-4.) =  26/105 =  0,247619..., 

P ( B )  =  l/3.
3. P (A k)- M / N ,  P( f l » . , )  =  / M (M - l)/ y V (M - l), P (C * .,) =  

=  M (N — M)/N (N — 1).
4. C J0 (5/72)< (1-5/72)» =  0,00317...
5. a) 0,95099...; 6) 0,0480298...; в) 0,0009802...
в. a) 12; 6) 22.
7. a) 5, Q (5) =0,67232...} б) I I ,  Q (11) =  0,9141008...; в) 21, 

<? (21) =  0,9907768...
8. 1) Q (5) =0,73626..., Q ( l l )  =  0,9912088..., Q (21) =  1; 

2) Q (5) =  0,6894374..., Q (11) =  0,9381106..., Q (21)=0,9980502...
Q (/0 = l- ((4 A l)< nV (5A l)'"J).

в- с^_,ртл‘ ( l — p )"" "-'. io. c ;„2-*\
11. a) ( !- p * )w; б) С У *  (1 -p *)"- * ; в) ( i  _ 2-*"C Jn)/2.
12. 0,0588. 13. 393,75 (1/л)*(1-2/л)* =  0,0093063...
14. 1) C Z 'P ? , ( l - p 1)n- m‘\

'  mt\...mN\ \ l - p J  \1—PN)

15. в) пр\~* PiPt +  ptpt).  16. 0,32332.
17. 1) 0,6651..., 0,6321; 2) 0,40187..., 0,3679...; 3) 0,2009...,

0,1839...
18. 5. 19. 0,95957. 20. 0,99. 21. 547. 22. 0,0228.
23. 0,39347, 24. (1/4)»-» 3/4. 25. 1) 7/8; 2) 2/3. 26.9/10.

Г л а в а  5
1. C =  3; pn (*) =  (jc^ O ); P  {0,5 <  t j< 0,75} - . r * t  — 

_ * - *  la =0,117731...
2. a) 1/2 (x e l l ,  3]); 6) (jc >  0).
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3. а) 2ал»-*** (* > 0 ); б) ае ауГ*/2 V х  (х >  0);
в) <х*е~а ^алГ—х) (— оо <  х <  оо); г) I | i 6 |0, I]).

4. a) , L =  е~х/* (* > 0 ); б) 1 е~ ||1' х/2.
К  2лх х К 2 я

5. р ,(х) =  — lnx (0 <  х <  1).
6. pj,(x) =  l (OsgxsS I).
7. а) 1— | х — 1| (0 *S х sg 2); б) 1 — |х| ( |x |s £ l) ;  в) 1/2 

0<£-xsSl); 1/2х* (хЭ=1); 0 (х < 0 ).
8. а.гхе~(хх (х >  0).

9. a) P4 lW  =  y  Г  2 (х > 0 ); б) Рч, (*) =  ~  

в> рп,. п. <*»• * i)- / » 4 iW P iw  W -  

•0- Р п , . л . ^ ^  =  й ^ (М+ДС|)/2-
И . а) Р ( | , =  - l )  =  P (S . =  0  =  1/2; P ( lt  =  — 0 - 1/3. Р(Е» = 0) =  

=  1/4; р ( ? , =  1) =  5/12; б) Р  (П, =  2) =  Р  (П, =  - 2 )=  1/8; 
р (,i, =  _ i ) =  1/12, Р  (ni = 0)*= 1/2; Р ( П|= 1)= 1/6; B ) P ( i h =  0) =  
=  1/4. Р (п .=  0  =  3/4; г) 1/2.

*2- ^, + 1,<х)=1/213. Распределение Пуассона с параметром Я. =  Х1 +  Х1.
14. Р ( т  =  *) =  (1 -р )»- ‘ р О-
15. Р ( т ш =/, т 1*’ =  /) =  (! — р)*-1 (1 — Р)'г1Р* (Аг ̂  1. /25 1)-
16. Р  (тт  =  *) =  C” z 'p mQ ^m (к — т ,  т + 1 .  ...).
17. Р  (в =  /, v =  п) =  (1 /3)я—1 1/6 (/ - 1 , 2. 3. 4; л - 1 ,  2 ,...) ;  

величины v и б независимы.
18. а) а пе-*пх (х > 0 ); б) ап (1 — е~ах (х >  0).
19. 1) n ( l- F (x ) )» - ‘ p(x); 2 )л (Р (х ))«-»р (х ): 3)

x i F f x r - M i - F W l - P W ;  4) ) | Х
Ж (F (х1))'"-> (F (Xj) — F (х,))*-"-' (1 -  F (X,))"-* р (Xt) р (х*) (х, <  х,; 
т <  к).

20. X ^ n jP i +  n ^ - f ЛэР, =  2; 1 — (1 +  А.) =  0,59399...
21. 2/л =  0,6366197...; величины g|e £, зависимы.
22. Р  (5, =  i, 6 ,=  /)=0,01; i,  1 =  0, 1, . . . .  9. Величины £ „  | , 

независимы.

Г л а в а в
,. 1/р. 2. («+ 0 /2  
, . Рв= *н(,_± ) ± ,ме-«.
4. т/р. 5. М т=  1/Х, От =» 1 /X*. в. 9; 16.5.
7. М& =  лр<7, D£ =  npfl (p*+<7*) +  2pV*.
8. МП, =  9, Mru =  20,25, D»n == 16,5, Dtb =  402.l875.
«. М |, = 0, *^,=>1/12. 0 || =  I , D£, =  107/144, cov(£ „ W  =  - l/ 4 .
10. M£, =  M£, =  cov fo, g j= 0 . D i,= D |,= 0 .5 . Случайные вели, 

чины зависимы.
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11. а) 0; б) 1/3.
12. М 01ь*=прк (\ - р к), covft*, g/) =  — npkpt ( к Ф  /)•

13. P(Ho =  0 ) = 2 ( - 1), Cjv ( l - ^ ) " .
/-=0

14. Мцо— —L y „N e - « . Dmo = Mmo + W(A/-!) 'i- ! ) ',_
— (Мц0)а~  Ne~a (\ — (1 -f a jr^ 2), N-+ со, ^

15. 0,08675 <  p <  0,09.
n

16. 2  =  63212...
ft» I

N

17. M£ =  D£=1. 18. M v - tf  2 ]  y .

19. а) 0,00269...! 6) 0,0183?.!. j в) 0; г) 1/9=0,111... j
д) 0,08606...

20. 1) P  {I £ ! <  } =  0,90; а) P  {| / <g) |<  uao } =0,7boo...; 
«) P< / (I)  ! < « a ° }  =  0,9014...; 2 ) Р { | / © | < И в О } » Р { | Е | < Н а О ]  +
+ P {  6+ y|< «eo}.

»• M ' - m
22. « « -О ц /о ,, .  p =  a , - ( a , a , a/o „ ) .
23. 0,25; 0,0455... 24. Да.
25. При а < 1  применим; при а ^ 1  не применим.
27. a) С™  ( Л л/Л лг) т  (1 — ( Л л/ Л лг) ) п т , A *  =  X , +  ...-f-Ay,

б) n \kj\ N .
28. т] распределено нормально с параметрами (0, 1).
30. —------ -— — тт\ц % РФя\ Мъ**к[п—к),р**Q-P Q-Р  1 — (9lP)n

*=<7 =  1/2.
31. 0,08145... 32. Да.
33. a) Y] распределено нормально; б) ист.

Г л а в а  7
I.  а) х<р(**); б) (1 — дгф (х))/(1 — ж); в) ф (дг)/{1 — х); г) (д> (/ * )+ -  

+ <Р(- V~*))I2.
2. px/(l—qx)\ Мт=1 /р, [)т =  9/ра, <7=1 — р; ( у ^ дх)"* > Мт 
IP, Отт  = Щ/Р*.



в. a) (pe“ +q)n; б) в) 1/(1 — (Н/а)); г) sin///.
7. a) P ( J = l )  =  P (£  =  - l)= l/ 2 ; б) Р  (£ =  2) =  Р  (5 =  - 2 ) =  1/4, 

Р  (Б =  0) =  1 /2; в) Р (£  =  А) =  Р (5  =  - А ) =  2-*-‘ , *= 1 , 2, ...
8. | / (/) I». 9. а) 0,5; б) 0,6826.
I I .  0,75 • 10"т+*.
13. Нормальное распределение с параметрами (0, 1).

14. е-К 15. дс (0 <  х <  1).

16. a) C JV "  (1 — р)я~т ; б) J J r * .

20. а =  1,71828..., Da* =0,00242036..., Д =  0,1267203...

Г л а в а  8s
I. I) (0,385; 0,336; 0,279); 2) 0,0336; 3) (16/47, 17/47, 14/47).
2- р <£» =  <)= 2  р (Ь  =  /. £<+* =  /) =

|ф»....
=  Р ( 5 » = 0  2  P « i — P w

*i.....'/-i
4. а) Нет, если рФ Ч\  да, если р =  <7=1/2. б) Да, Р  (iv+, =

=  1 1 п, =  1) =  р, Р  (Ч/+1 — 1 | Я/--- 0  — 1 — Р- в) Да, Рц =  Ргз — Ри —
—  Р*3 =  *— Pi P it — Рм  =  Рза =  Р<4 =  Р'

/3/7 4/7 \
\ l/ ll 10/llJ*

6. Р  (щ ,(л+ 1) =  А1Мо(я) =  Л) =  ̂ ;  P ( H o ( n+ l )  =  * - l  !М Л ) =  
_ м  N - k

) _  Л/ *
7. Является. 8. 1/6.
10. а) {1, 2 }; 6 ) ^ =  1,42268...} в) р\а) =  =  0,5360..., 

pW’ - ^ - W 123. . . ,  p f - l - V / * * ,  / - 1 .  2; г) Я1 =  Л, =  0, я , =  

=  ^  = 0,3161..., я4- ^  =  0,1580..., л, =  л, =  ̂  =  0,2628...

II. (р/(а + р), а/(« + Р))-

Г л а в а  9

3. Mmu  =  —Я-г cov (дг„ y j.  в. >4=2 arcsin У р , Я =  1.

ОТВЕТЫ К ЗАДАЧАМ 249



250 ОТВЕТЫ К ЗАДАЧАМ

I I .  а) М0? =  МО» а +  Ь , 08* (Ь-а)*
12 п

(Ь-а)>
' DB* 2 (п+ 1)(п  +  2 ) : 

б) М9*=1/а, D8*=l/a**r М9» = 2^(1 +  -2- +  ... +  я : |т + ^  ),

°°1  =4^* (* +2* + 3* + -  + Й З Т ? + /Г»)'
12. М с*= г, Dc* =  1/л1.

V  *̂°15. !]„=  > In — , где — число исходов полиномиальной
Ad -  Р*‘*=»!

схемы с номером Л.

16. ^ о * .

17. MQt =  (г — 1) о*+л 

(л — г) о*.
2 ч ? - ( 2 о У|-| V-1 1 .

MQ,=

Г л а в а  10

I.  а) А./; б) 6/.
3. См. (10.2.2) с л =  3, f, =  7\
4. а) Я =  (1 — р)/р; б) Dji/=  £/ =  /, =

Б. а) ~ = ( i- ( X + n ) F  +  X f*;
e(k-\ut /1__х)б) F(/, дс) = 1---5--------н--------  (Х*и), F (/.*)=

- ' - X d ' l ^ + l  0 - к > : ■>
в. 1) 1, если <7 3=р; (q/p)k, если q<p\  2) n0 =  j-^-- ^ ; я*  =

в  ?? {plq)k, к >  1.

7. 1) 1/(Х*+ц*): 2) Х*/(Х* +  щ ). (ц*/(Х* +  !**))» т к =
=  l+ m /n*-i+*fc'«*+i. О <  Л< п; т о ^ т ^ Х о 1, т „= 0 .

» 1 /Р . е-«*+»>Ч о — а\
в. |я#/(01— в + р ( р а )  « + р  U p  р г

». --- ( « - fs) ^  +  а/„ ^  =  p/t - (р  +  is) /„ /, (0, s) =

=  /,(0. s )= l.
10. р/(а + р).
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И. д- ^ - » х д- ^  = - « м х+ *мг, * ^ + VtdJ*± ~ lM x-bMt, 

^ -  = — aml+am1 + vl, /л* (/) = М* (/, 0),

—  P m* — »»* mi (0) =  /na (0) =  0;

lim Af* (/, *) = (ti,P-i»aa)/(a + P).
/ —♦ OO 1

13.
t

Mx(t, x) =  e~a' (* +  у/) +  ̂ a*~ai/Af 2(/ — u, x+vu)duf

t

Mt (t, x) =  e - P ' ( x - y ) +  |  Pe-PoAf^Z-M,

lim -j- Af* (/, * ) = » - J L _
/_oo * ®-rP P a  + P

14. M% = a, Dfi/ = (cj + cf + f})o* = /?(0), Л (l) = fi (co + c2)o4. 
/?(2) =  Го<уЛ Л( * )  =  0, *Э=3.

15. Ma*=a, Da? =®*[<(cS + cJ + c») + 2 (/- l)r1(fo + f1) + 
+  2 (/ — 2) cacj; оценка af является несмещенной и состоятельной 
оценкой a.
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