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ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ Глава I

N — множество натуральных чисел
N0 — множество целых неотрицательных чисел
Z — множество целых чисел
R — вещественная прямая, Rn =  R x ... X R  (п раз)
С — комплексная плоскость,Сп — С х  ... Х С  (л раз)

х— | «' | =  colon(*|,... ,хп) — элементы пространства R" или С",

рассматриваемые как векторы-столбцы
— множество матриц с вещественными (комплексны­

ми) элементами, состоящих из л строк и т  столбцов 
f:X-+Y — отображение (функция) f множества X в множество Y 
i^ C (X )  (f^ C * (X ) ) — непрерывная (k раз непрерывно дифферен­

цируемая) на множестве X функция 
Я, V — существует, для всякого 
=>, <=> — следует, эквивалентно
к—юо — равномерно сходится при k-*-oo
г (А) — ранг матрицы А
det/4 — определитель матрицы А
sp/1 — след матрицы А
А * — матрица, сопряженная с А
Е „  — единичная лХл-матрица
Опт — нулевая матрица из п строк и т  столбцов
х =  ~~> производные по другим переменным обозначаются штри­

хом
(см. также § 3 гл. IV  и § 1 гл. V IIIX

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА

§ 1. Общие положения

1. Задача Коши. Пусть f(x, у) — непрерывная функция, задан­
ная в некоторой области G плоскости Оху (областью мы называем 
связное открытое множество). Уравнение

* * - = f{x ,y (x ) )  ( 1.1.1)
dx

называется дифференциальным уравнением первого порядка, раз­
решенным относительно производной *.

Рассмотрим связное множество на вещественной оси, т. е. про­
межуток вида <а, by, где знак <(или>) может обозначать как 
включение [(или]), так и исключение ((или)) конца промежутка. 
При этом в последнем случае а и b могут быть несобственными 
числами, т. е. а — —оо, Ь — -j-oo.

О п р е д е л е н и е  1.1.1. Функция у=(р(х), определенная на 
промежутке <а, Ь), называется решением дифференциального 
уравнения (1.1.1), если выполняются следующие условия:

1) ф (дс) дифференцируема во всех точках <а, b> (если <а, ft> 
содержит левый или правый конец, то существует соответственно 
левосторонняя или правосторонняя производная);

2) (х,<р(л:))еО при всех j c s  ( а , ft);
3) <p'(jc) =  /  (х, <р (* )) при всех х е  { а ,Ь ). (1-1.2)
З а м е ч а н и е  1. Из определения решения и непрерывности 

f(x, у) следует в силу (1.1.2), что <р'(*) непрерывна на <а, Ь).
З а м е ч а н и е  2. Существенно, что областью определения ре­

шения является связное множество.
Например, при каждом вещественном С функция ф(х) =  (С 

—*)~|» определенная при всех хф С, не является решением диф^

* Предположение непрерывности f (дс, у) будем считать выполненным и в 
Дальнейшем специально не оговаривать.
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ПРЕДИСЛОВИЕ

Данное пособие написано на основе курсов лекций, которые автор читает 
на математико-механическом факультете Ленинградского университета. Его со­
держание — изложение с полными доказательствами положений теории обык­
новенных дифференциальных уравнений, являющихся теоретической основой 
для ее приложений в естествознании. С исследованием обыкновенных диффе­
ренциальных уравнений связано решение многих проблем механики, физики, 
биологии. Большое количество примеров такого рода можно найти, например, 
в книгах: Андронов А. А., Витт А. А., Хайкин С. Э. Теория колебаний. М., 
1959; Свирежев Ю. М., Логофет Д. О. Устойчивость биологических сообществ. 
М., 1978; Амелькин В. В. Дифференциальные уравнения в приложениях. М., 
1987.

Первая глава, посвященная дифференциальным уравнениям первого поряд­
ка, в значительной степени играет роль введения в курс, последовательно из­
лагаемый в остальных семи главах. Большое внимание в книге уделено таким 
традиционно включаемым в учебники по обыкновенным дифференциальным 
уравнениям вопросам, как существование, единственность и продолжаемость 
решений, зависимость их от начальных данных и параметров системы. В  тео­
рии линейных уравнений и систем в дополнение к обычному материалу рассмат­
риваются линейные системы с периодическими коэффициентами, функция Гри­
на краевой задачи, в том числе функция Грина периодического и ограничен­
ного решения. Подробно изложена теория общего решения и общего интеграла. 
Отдельные главы посвящены системам с аналитическими правыми частями, так 
как интегрирование рядами является одним из основных методов исследования 
дифференциальных уравнений в приложениях. В  основу указанного материала 
положено вышедшее ранее учебное пособие автора «Общий курс обыкновенных 
дифференциальных уравнений» (Изд-во Ленинградского университета, 1981).

По мнению автора, учебник по дифференциальным уравнениям обязатель­
но должен содержать материал, близкий к каким-либо направлениям современ­
ных исследований и к приложениям. Поэтому помимо изложения положений 
общей теории дифференциальных уравнений большое внимание в книге уделено 

, теории нелинейных колебаний и устойчивости движения, играющих фундамен­
тальную роль в теоретической механике. Рассматриваются вопросы существо­
вания и устойчивости колебаний квазилинейных, гамильтоновых и других си­
стем. Особое внимание при этом уделено построению бифуркационных уравне­
ний. Изучены устойчивость решений по первому приближению и простейшие 
критические случаи теории устойчивости движения. Даны основы первого и 
второго методов Ляпунова исследования дифференциальных уравнений, мето­
да малого параметра и метода нормальных форм. Изложенная теория приме­
няется к исследованию дифференциальных уравнений, описывающих колебания 
консервативной и диссипативной систем с одной степенью свободы, осциллято- 

, ра ван-дер-Поля, биологической системы «хищник — жертва», изучено явление 
параметрического резонанса, исследуются колебания гамильтоновых и обрати­
мых систем.

Пособие рассчитано на использование «Сборника задач по дифференциаль­
ным уравнениям» А. Ф. Филиппова. Для иллюстрации положений теории ис­
пользовались примеры, взятые из этого задачника.

В  обозначениях формул, лемм, теорем и т. д. применяется тройная нуме­
рация. Так, формула (1.2.3) обозначает формулу с номером 3 в § 2 главы I.

При работе над книгой большую помощь автору оказали сотрудники ка­
федры дифференциальных уравнений Л ГУ  Л. Я. Адрианова, А. Ф. Андреев, 
А. В. Осипов, С. Ю. Пилюгин, В. Е. Чернышев, Ю. В. Чурин, а также 
С. П. Токарев. Всем им автор выражает искреннюю благодарность.



ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

N — множество натуральных чисел
N0 — множество целых неотрицательных чисел
Z — множество целых чисел
R — вещественная прямая, Rn =  RX ... X R  (п раз)
С — комплексная плоскость,Сп =  СХ  ... Х С  (п раз)
х— | I* j =  colon(*|,...,дг„) — элементы пространства R" или С",

рассматриваемые как векторы-столбцы 
gjn,Tn(3jjn,m) — множество матриц с вещественными (комплексны­

ми) элементами, состоящих из п строк и т  столбцов 
f:X-*~Y — отображение (функция) f множества X в множество Y 
f^ C (X ) (f^ C * (X ) ) — непрерывная (k раз непрерывно дифферен­

цируемая) на множестве X функция 
3, V — существует, для всякого 
=>, <=> — следует, эквивалентно ■ ' ■ —-♦
к—юо — равномерно сходится при k-*-aо
г (Л) — ранг матрицы А
det /4— определитель матрицы А
врЛ — след матрицы А
А* — матрица, сопряженная с А
Е п — единичная лХл-матрица
Опт — нулевая матрица из п строк и т  столбцов
х =  -^-, производные по другим переменным обозначаются штри- dt

хом
(см. также § 3 гл. IV  и § 1 гл. V I I IX



Глава I
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА

§ 1. Общие положения

1. Задача Коши. Пусть f(x, ^ — непрерывная функция, задан­
ная в некоторой области G плоскости Оху (областью мы называем 
связное открытое множество). Уравнение

называется дифференциальным уравнением первого порядка, раз­
решенным относительно производной *.

Рассмотрим связное множество на вещественной оси, т. е. про­
межуток вида <а, Ь>, где знак <(или>) может обозначать как 
включение [(или]), так и исключение ((или)) конца промежутка. 
При этом в последнем случае а и b могут быть несобственными 
числами, т. е. а==—оо, fe =  -f-oo.

Оп ределе ние  1.1.1. Функция у — у>(х), определенная на 
промежутке <а, by, называется решением дифференциального 
уравнения ( 1.1.1), если выполняются следующие условия:

1) ф (дс) дифференцируема во всех точках <а, Ь> (если <а, Ь> 
содержит левый или правый конец, то существует соответственно 
левосторонняя или правосторонняя производная)-,

2) U ,ip (jt ))e O  при всех j f e  ( a,b) ;
3) <p'(JC) =  / (x , ? U ) )  при всех х е  {а ,Ь ). ( 1.1.2)
З а м е ч а н и е  1. Из определения решения и непрерывности 

f(x, у) следует в силу ( 1.1.2), что ф'(*) непрерывна на <а, ft).
З а м е ч а н и е  2. Существенно, что областью определения ре­

шения является связное множество.
Например, при каждом вещественном С функция ф(дс) =  (С - 

—*)~\ определенная при всех хфС, не является решением диф^

* Предположение непрерывности /(х, у) будем считать выполненным и в 
Дальнейшем специально не оговаривать.

dx
( 1.1.1)

5



продолжимы на все значения х, если расходятся интегралы

f Т 7 Т с1у и Г— (1.1.12) .) g(y) J  g(y) '

при достаточно малом Д>0. Тем самым и решения (1.1.8) с на­
чальными данными из области G продолжимы на все значения х. 
Покажем, что они обладают этим свойством и в том случае, ког­
да интегралы ( 1.1.12) (один или оба) сходятся.

7
Пусть, например, сходится интеграл \ ----dy. Для опре-

J  g ДОв  Г-*
деленности считаем g (y ) > 0 при у^ (у , у). Возьмем

о д а - j- 1 . ац.
£(ч)у-Ь

В силу (1.1.10) решение уравнения (1.1.8) в области G с началь­
ными данными (jc0, i/o) ̂ 6  имеет вид .

у=О~'(х-\-С0), С0= О  (у0) — ха.
Это решение заведомо определено, если

х-\-С0 е  (О (у), G (y)),
а так как G(y) — конечная величина, то оно определено при х е  
^  (G (у) — С0, G (у) — Со], причем при х=  G (у) — С0= х0 + О (у) — 
— G{y0) (рис. 3).

y= Q - 4 G (y )) =  y
Положим

? U ) =
G - 'U  + Co) при Х€= [jc0,G (y ) — С01, 
у при х е  [(?(£) — С0,оо).

Г
Тогда у = ф(дс) является решением уравнения (1.1.8) при дге[хо,
оо]. Следовательно, мы построили продолжение вправо на все 
значения х~^х0 решения с начальными данными (дс0, yo)^G. Ана­
логично доказывается продолжимость влево. Таким образом, до­
казана продолжимость на все значения х любого решения с на­
чальными данными из области G.

В качестве примера рассмотрим уравнение (1.1.3). Интегралы

( и Г (А > 0) сходятся. Рассмотрим уравнение (1.1.3) на
J  у2 J  у*



полуплоскостях у > 0 и у < 0. По теореме 1.1.3 никакое решение 
уравнения (1.1.3) не продолжимо на все значения х, кроме нуле­
вого (см. рис. 1).

3. Единственность решения задачи Коши.
Определение  1.1.6. Будем говорить, что область Acz.G есть 

область единственности для уравнения ( 1.1.1), если два любых 
решения уравнения (1.1.1), графики которых принадлежат А, оп­
ределенные на промежутке <а, by и совпадающие при некотором 
Хо^(а, ЬУ. совпадают на всем <а,
ьу. Пример 1.1.4. Рассмотрим урав­
нение

у'=Ъу1П, (1.1.13)

</=!/

(х»;у ,)у

Хо*6(у)-6(Цо)
0 X

Рис. 3

где G — вся плоскость Оху. Из
(1.1.10) следует, что при каждом С 
функция «/==(*+С)3 является ре­
шением этого уравнения на интер­
вале (—оо, оо). Кроме указанного 
семейства решений уравнение 
(1.1.13) имеет решение у = 0. Следовательно, ось 1/=0 состоит из 
точек, через которые проходит более одной интегральной кривой 
(рис. 4), т. е. G не является областью единственности. Однако

полуплоскости у > 0 и у< 0 — об­
ласти единственности (см. теорему 
1.1.5).

Те орема  1.1.4. Если в области
G производная существует иdy
непрерывна, то G — область един­
ственности.

Теорема 1.1.4 (она будет дока­
зана в § 3 гл. I) показывает, что 
при «хороших» правых частях в 
уравнениях ( 1.1.1) имеет место 
единственность решения задачи Ко­
ши. Единственность может иметь 
место и в случае, когда f (х, у) об­
ладает только свойством непрерыв­
ности.

Пример 1.1.5. Рассмотрим уравнение
y '= f (x )g (y ) . (1.1.14)

где f (x) определена при лее (a, b), g (y) определена при уе (с , d). 
Уравнение (1.1.14) называется уравнением с разделяющимися пе- 
Ременными.
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ференциалыюго уравнения
У'=У* (1.1.3)

(здесь область G — вся плоскость Оху), хотя и выполняются ус­
ловия 1) —3) определения 1.1.1, так как она задана на несвязном

множестве. Вместе с тем сужения 
функции <р(х) на интервалы (—оо, 
С) и (С, +оо) являются решения­
ми уравнения (1.1.3) (рис. 1).

X Из рассмотренного примера вид-

Г но, что дифференциальное уравне­
ние ( 1.1.1) может иметь бесконеч­
ное множество решении. Далее мы 
увидим, что эта ситуация является 
общей. Поэтому, когда представля­
ет интерес конкретное решение диф­
ференциального уравнения, ставят 
дополнительные условия, выделяю- 

*ме' 1 щие его из множества всех решений
этого уравнения. Для уравнения

( 1.1.1) таким условием является начальное условие
<?(-х0)=Уо. (x0y0)<=G. (1.14)

Числа Хо, уо называются начальными данными, а задача отыска­
ния решения, удовлетворяющего начальному условию (1.1.4),— 
задачей Коши или начальной задачей.

Наряду с задачей Коши с начальными данными (хо, уо) для 
дифференциального уравнения ( 1.1.1) рассмотрим (интегральное) 
уравнение

X
У(х) =  уа+  § f (s ,y (s ))d s . (1.1.5)

х.
Опр еде ле ние  1.1.2. Функция у = у(х), определенная на 

промежутке <а, ft>, называется решением уравнения (1.1.5), если 
выполняются следующие условия:

1) <р(х) непрерывна на <а, ft>, х0е<а, ft);
2) (дг, 9 (x ) )e G  при всех х е (с , ft);
3) при всех дсе<а, ft)

X
<р (а’) =  Уо -j- j* f  (s, tp (s)) ds. ( 1.1.6)

Хщ
Теорема  1.1.1. Функция у= у (х ) является решением задачи 

Коши для уравнения (1.1.1) с начальными условиями (лг0, у о) тог­
да и только тогда, когда она является решением интегрального 
уравнения (1.1.5).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть «р(х) — решение задачи Коши для 
уравнения (1.1.1) с начальными данными (х0, Уо). Тогда при дсе 

ft> выполняется ( 1.1.2), причем х0̂ (.а, b> и ф(хо)=«/о. 
Свойства 1), 2) определения 1.1.2 вытекают из свойств 1), 2) 
определения 1.1.1. Интегрируя (1.1.2) в пределах от х0 до хе<а, 
ft), получаем (1.1.6). Следовательно, <р(дс)— решение уравнения
(1,1.5).

Пусть теперь <р(дс) — решение уравнения (1.1.5) на промежутке 
(а. b>. . В силу (1.1.6) ф(х) дифференцируема на 
<а Ь }  и ф(х0)=«/0. Это показывает, что для функции ф(х) вы­
полнены начальное условие (1.1.4) и условие 1) определения
1.1.1. Условие 2) определения 1.1.1 совпадает с условием 2) оп­
ределения 1.1.2. Наконец, дифференцируя (1.1.6), получаем
(1.1.2). Следовательно, ф (х)— решение уравнения (1.1.1) с на­
чальными данными (*о, t/o). Теорема доказана.

Опр еде ле ние  1.1.3. Будем говорить, что решение задачи 
Коши с начальными данными существует, если существуют интер­
вал (a, ft) э х  о и решение <р(х) уравнения ( 1.1.1), определенное на 
(а, Ь) и такое, что <р(х0)=уо-

Теорема  1.1.2. Решение задачи Коши для уравнения (1.1.1) 
с начальными данными (х0, yo)^G  существует.

Теорема 1.1.2 будет доказана в § 2 гл. I.
Кривая, являющаяся графиком некоторого решения дифферен­

циального уравнения, называется интегральной кривой. Сопоста­
вим каждой точке (х0, yo)^G  прямую с угловым коэффициентом 
k= f(xо, уо) проходящую через эту точку. Получившуюся картину 
назовем полем направлений, соответствующим дифференциально­
му уравнению ( 1.1.1), а каждую из прямых — направлением поля 
в соответствующей точке. Из определения (1.1.1) следует, что кри­
вая, лежащая в области G, является интегральной кривой тогда 
и только тогда, когда она гладкая и касательная в каждой ее точ­
ке совпадает с направлением поля в данной точке. Это соображе­
ние может быть использовано для приближенного построения ин­
тегральных кривых.

При построении поля направлений данного уравнения целе­
сообразно использовать изоклины. Так называются множества то­
чек, в каждой точке которых направления поля имеют одинако­
вый угловой коэффициент. Очевидно, что изоклины задаются урав­
нением f(x, y)= k.

Пример 1.1.1. Построим поле направлений для дифференци­
ального уравнения у' =  2 — * В качестве области G можно взятьх
любую из полуплоскостей х>0 или х<0. Изоклины, соответст­
вующие направлениям поля с угловым коэффициентом, равным k,
суть лучи y = J-  кх(хфО). Поле направлений в полуплоскости

2
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л>0 изображено на рис. 2. Интегральные кривые имеют вид по- 
лупарабол. Легко проверить, что они действительно задаются урав­
нениями у= Сх2 (дс>0 или х-СО), С — произвольная постоянная.

2. Продолжение решений.
Опр еделение  1.1.4. Будем говорить, что решение (/=<р(дс), 

определенное на <а, ft), продолжимо (может быть продолжено) 
вправо, если существует решение у = ф|(х), определенное на (a, bi). 
fti>ft, сужение которого на <а, ft) совпадает с ф(х). Решение у — 

==ф1 (л:) называется продолжением решения 
у=<р(х) вправо.

Аналогично определяется продолжимость 
влево.

Рассмотрим решение у=ф(лс), определен­
ное на замкнутом справа промежутке <а, ft]. 
Покажем, что оно продолжимо вправо.

Для этого рассмотрим решение 
с начальными данными (ft, ф(&)). Так как по 
определению решения (ft, ф(й) )еС,  то реше­
ние y=ty(x) существует в силу теоремы 1.1.2. 
Пусть i|)(x) определена на [ft, ft-t-Д). Поло­
жим по определению

: (a, ft],
[ft.ft +  A>.

* ( * ) - {
Ф(д:) при л:<

Рис. 2 Легко проверить, что »/=ф1(*) является ре­
шением уравнения ( 1.1.1) на промежутке 

<а, ft + Д>, а это и означает, что решение у — ф(дг) продолжимо 
вправо.

Аналогично доказывается, что решение, определенное на про­
межутке, замкнутом слева, продолжимо влево.

О пр еделение  1.1.5. Решение г/=ф(дс) называется полным, 
если оно не может быть продолжено ни вправо, ни влево.

Из сказанного выше следует, что областью определения пол­
ного решения всегда является интервал (а, р), называемый мак­
симальным интервалом существования решения.

Пример 1.1.2. Рассмотрим дифференциальное уравнение
\ у '= f  (х), m (1.1.7)

где f(x) определена (и по принятому соглашению непрерывна) в 
интервале (a, ft). Пусть G = {(x , у) :а< х< Ь, \у\<оо}. Полными 
решениями уравнения (1.1.7) являются первообразные функции 
f(x) и только они. Каждое полное решение уравнения (1.1.7) оп­
ределено на интервале (a, ft).

Пример 1.1.3. Рассмотрим уравнение

y '= g {y ), ( 1.1.8)
8
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где g[y) определена при c< y< d. Здесь G =  {x, у:|х|<оо, с С  
<y<d). Предположим, что ё ( у )Ф 0 при d), и пусть для
определенности g (y )> 0. Введем в (1.1.8) новую переменную Y, свя­
занную с у формулой Y = G (y ), где G(y) — некоторая первообраз­
ная функции — !—  . Пусть Y(x) =  G (y (x )), где у(х) — решение 

g (у)
(1.1.8). Так как g(y)=£0, то G (у) — непрерывно дифференцируе­
мая функция и

Г ( *>=  Л  'ч g (y(* » = 1-g (у (•*))
Следовательно, в переменных х, Y уравнение (1.1.8) имеет вид

-4^=1* (Ы .9 )dx
Уравнение (1.1.9) определено в области D= {x, У):|дс|<оо, 
G (c )< y < G (d )} (заметим, что G (y )— строго возрастающая 
функция). Решения (1.1.9) имеют вид Y=x-\-C, где С — произ­
вольная постоянная, или

y= Q - '(x + C ), (1.1.10)
где G-1 — обратная по отношению к G функция. Функции (1.1.10) 
определены для тех значений х, при которых x-f-Ce(G (c), G (d )). 
Следовательно, они определены при всех х тогда и только тогда, 
когда расходятся интегралы

л
( 1.1.11)

g(y)

где ае (с , d), ре(с, d). Полученный результат сформулируем в 
виде теоремы.

Теорема  1.1.3. Пусть в (1.1.8) g (y )¥ z0. Тогда:
1) множество всех решений уравнения ( 1.1.8) задается форму­

лой ( 1.1.10);
2) если оба интеграла ( 1.1.11) расходятся, то все решения 

уравнения ( 1.1.8) продолжимы на интервал (—оо, оо);
3) если хотя бы один из интегралов ( 1.1.11) сходится, то ни­

какое решение ( 1.1.8) не продолжимо на интервал (—оо, оо).
Рассмотрим теперь случай, когда g(y) обращается в нуль на 

интервале (с, d). Прежде всего отметим, что если g(i/)=0, то у=  
~ У  — решение уравнения ( 1.1.8), определенное при всех х. Рас­
смотрим область

0 = {х , у ): — оо< х< оо , у< «/< у ).
гДе g(y) — g(y) =0, g(y) Ф 0  при у^ (у , у). Отсюда можно сделать 
вывод, что все решения сужения уравнения (1.1.8) на область G
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Т е о р е м а  1.1.5. Если  g (y )= £ 0 при у ^ ( с ,  d ), то область

<?={*, У )'-а< х< Ь, с< у < «/ }
есть область единственности для уравнения (1.1.14).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выполним замену Y = G (y ), где G(y) —
некоторая первообразная функции — . Рассуждая,, как при

8 (у)выводе (1.1.9), получим

- ^ - = / U ) .  (1.1.15)

Уравнение (1.1.15) определено в области (считаем g (y )> 0)

D = {x ,Y ) : a < x < b , (7 (с) <  К  <  С? («/)}.
Его решения имеют вид

Y = F (x )  +  C, (1.1.16)
где F {x ) — первообразная f(х)\ С — произвольная постоянная. 
Для уравнения (1.1.15) область D является областью единствен­
ности, т. е. если две интегральные кривые имеют общую точку? то 
они совпадают. А так как отображение, переводящее решение 
уравнения (1.1.14) в решения уравнения (1.1.15), имеет вид х=  
=х, Y— G(y), то оно взаимно однозначно, и, следовательно, ука­
занное свойство сохраняется и для интегральных кривых уравне­
ния (1.1.14) в области G. Это доказывает теорему 1.1.15.

Из уравнения (1.1.3) видно, что условие g(y)¥= 0 в теореме 
1.1.5 не является необходимым для того, чтобы G была областью 
единственности. Вместе с тем уравнение (1.1.13) показывает, что 
нарушение этого условия может привести к потере единственно­
сти (см. рис. 1, 4).

4. Общее решение. Пусть G — область единственности для 
уравнения (1.1.1). Решение уравнения (1.1.1) с начальными дан­
ными (л'о, уо) есть функция у(х, х0, уо), определенная на мно­
жестве

D =  {(х, уо): (х0, у0) е  О, х<=1 (х0, у0)}.
где Цхо, уо) — промежуток существования этого решения. Фор­
мула

у = у (х ,х 0,у0) (1.1.17)
задает все решения уравнения ( 1.1.1) с точностью до продолже­
ния.

Оп реде ление  1.1.7. Непрерывная функция i/=<р(лг. С) на­
зывается общим решением уравнения ( 1.1.1) в области А а д , ес­
ли для любой точки (х0, уо)^А уравнение */о=<р(х0. С) имеет 
единственное решение Со — 0(ха, у о) и функция y= iр(х, С0) явля-
12



ется решением задачи Коши для уравнения (1.1.1) с начальными
данными (хо, у о).

Из данного определения следует, что U(x, у) — непрерывная 
функция. Чтобы в этом убедиться, перейдем в тождестве y=<f(x, 
U(x, у ) \ к  пределу при х„-*-х0. Ук-*~Уо- Пусть C0 =  Iim U(xk. «/*). 
Так как пункция ф непрерывна, уо =  ф(*о, Со), а это уравнение 
имеет единственное решение, то C0= U (x 0, уо), что и требовалось 
доказать.

Обозначим множество точек (х, С), где C= U(x, у), (х, у ) е  
еА , через Н. Отображение Т: (х, х, ф (х, С )) есть взаимно
однозначное и взаимно-непрерывное отображение (гомеоморфизм) 
Н на А. Из определения Т следует, что Т сопоставляет каждой ин­
тегральной кривой у=<р(х, Со), лежащей в области А, отрезок 
прямой С = С в в области Н. Можно сказать, что гомеоморфизм Т 
«выпрямляет» интегральные кривые.

Теорема 1.1.6 (о существовании общего решения). Если G 
есть область единственности, то для каждой точки (хо, t/o)eG 
можно указать окрестность, в которой существует общее решение 
уравнения ( 1.1.1).

Доказательство этой теоремы приведено в § 4 гл. I.
Теорему 1.1.6 иногда называют теоремой о выпрямлении ре­

шений, так как она доказывает существование «выпрямляющего» 
гомеоморфизма Т в окрестности каждой точки области единст­
венности. Теорема 1.1.6 показывает, что множество решений диф­
ференциального уравнения ( 1.1.1) в области единственности ло­
кально задается с помощью одного параметра (а не двух, как в 
формуле (1.1.17)).

Например, для уравнения (1.1.3) функция у = (С —д:)-1 явля­
ется общим решением в областях у > 0 и у<.О, а функция у— 
=  С(1—Сх)~' — общим решением в области ху> — 1 и в областях, 
задаваемых неравенством ху<С— 1. Для уравнения (1.1.13) функ­
ция у= (х —С) 3 есть общее решение в областях у > 0 и у<.О, но 
не на всей плоскости Оху, так как она не является областью един­
ственности.

Из определения 1.1.7 следует, что общее решение в некоторой 
области задает любое решение уравнения ( 1.1.1), график которо­
го принадлежит этой области. Поэтому выделение дифференци­
альных уравнений, для которых общее решение может быть за­
писано в явном виде, является первой задачей теории дифферен­
циальных уравнений.

Пр о д о л ж е н и е  примера 1.1.5. Рассмотрим уравнение с 
Разделяющимися переменными (1.1.14).

Теорема  1.1.7. о условиях теоремы 1.1.5 общее решение 
Уравнения (1.1.14) в области G существует и имеет вид

y — Q~l (F(x)-\-C), (1.1.18)
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где С — произвольная постоянная; F, G — соответственно перво­
образные функций / , —  . /

g
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть (х<>, ya)^G. Рассмотрим уравне­

ние /
y0= G - '(F (x 0)-{-C).

Оно имеет единственное решение C0 =  G (y0)—F(x0). Функция у=  
=  G-‘(/r(jc)-f-C0)) является решением задачи Коши с начальны­
ми данными (хо, уо) в силу (1.1.16). Теорема вытекает из опреде­
ления 1.1.7.

Пример 1.1.6. Уравнение
У '= р(х )У , (1.1.19)

где р{х) определена при а<.х<.Ь, называется линейным однород­
ным дифференциальным уравнением (первого порядка). Согласно 
теореме 1.1.7, в области G, =  {(x, у) :а< х< Ь, у > 0} общее ре­
шение уравнения (1.1.19) имеет вид

у=ехр {Р(х)-\ С),
а в области G2= {(x , у) :а<.х<Ь, у < 0 }— следующий вид:

у = — ехр {/>(*) + С).
В этих формулах Я (х )— некоторая первообразная функция р(х), 
С — произвольная постоянная. Кроме того, у= 0  (а< х< Ь ) также 
является решением уравнения (1.1.19), причем

0 = {(х ,у ) :а < х < Ь ,  — оо< у< оо}
является областью единственности в силу теоремы 1.1.4 (в этом 
можно убедиться и непосредственно). Объединяя полученные фор­
мулы в одну, получаем следующее выражение для общего реше­
ния уравнения (1.1.19) в области G:

у= С ехр {Р (х )}. (1.1.20)
Формула (1.1.20) может быть использована для построения об­
щего решения уравнения

y '= p (x )y+ q (x ), ( 1.1.21)
которое называется линейным неоднородным дифференциальным 
уравнением (первого порядка). Мы предполагаем, что уравнение 
(1.1.21) определено в области G. Будем искать решение (1.1.21) 
в виде

у=С(д:)ехр{Я(х)}, ( 1.1.22)
где С(х) — непрерывно дифференцируемая в (а, Ь) функция, под­
лежащая определению. Подставляя (1.1.22) в (1.1.21), получаем 
следующее выражение для С'(х):

С' (х )= q (х) exp { — Р  (л*)},



откуда
С (x )= j  exp(—P(s)}g(s)ds-i-C,

*•
где С —-Произвольная постоянная. Отсюда вытекает формула для 
общего решения уравнения ( 1.1.21):

уу=ехр {/>(*)} ^C-f j  ехр{ — P(s)}<7(s)rfsj . (1.1.23)

Тот факт, ч^о равенство (1.1.23) удовлетворяет определению 1.1.7, 
проверяется непосредственно.

В рассмотренных примерах общее решение уравнения вычис­
ляется с помощью конечного числа элементарных операций над 
функциями, входящими в уравнения, а также с помощью интег­
рирования этих функций и построения суперпозиций в конечном 
числе. В таких случаях говорят, что дифференциальное уравнение 
интегрируется в квадратурах.

Стандартным приемом интегрирования дифференциальных 
уравнений в квадратурах является приведение их к одному из ис­
следованных ранее видов.

Пример 1.1.7. Уравнение
y' =  p(.x)y + q (x )y  ( у > 0) (1.1.24)

называется уравнением Бернулли. Полагая и(х) = у х~а(аф  1), по­
лучаем линейное неоднородное уравнение

и' =  (1 — а)р(х)и-\-(\ — a)q{x).
Пример 1.1.8. Уравнение (1.1.1), у которого правая часть 

f(x, у) не меняется при замене х, у соответственно на tx, ty (/eR ), 
называется однородным. Выполняя подстановку

у=хи(х), (1.1.25)
получаем уравнение с разделяющимися переменными

и>= / ( ! . « ) —«_  (1.1.26) 
X

Рассмотрим уравнение
У =  « / 0 .  (1.1.27)

Формула (1.1.27) определяет четыре дифференциальных уравне- 
"ия, заданные в каждом из секторов, на которые прямые х= ± ау 
разбивают плоскость Оху. Уравнение (1.1.27)— однородное. Вы- 
п°лняя подстановку (1.1.25), находим

JC (I \ ^  a  J
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Используя формулу (1.1.18), где /
/г(х )= 1п|х|, С ?(«)= 1п |u| — 1п(1 -{-

получаем

-ГЙ»-|С|-1дг|,С*0. /
ИЛИ

У — с  j

Так как у =О удовлетворяет (1.1.27), то возможность С= 0 не 
исключается. Таким образом, общее решение уравнения (1.1.27) 
имеет вид

I ± V I-4аК*х*
2Са*

причем знак «+» соответствует секторам, где х2—aIyi <.0, знак 
«—» — секторам, где х2—а2у2>0\ С> 0 при у>0, С<О при у<О 
(при С— 0 у — 0).

§ 2. Теорема существования

1. е-решения.
Опре де ле ние  1.2.1. Пусть е>0. Функция \j>(x) класса С1 

на отрезке [а, Ь] называется г-решением дифференциального 
уравнения ( 1.1.1), если выполняются следующие условия:

1) (х, iJ>(x))eG при всех х е [а , 6];
2) при всех хте [а, Ь]

I f  ( * )  —  / U , > ? U ) ) | < e .

Непрерывную на [а, 6] функцию будем называть г-решением 
уравнения ( 1.1.1), если отрезок [а, есть объединение конечного 
числа смежных отрезков, причем сужение ^(х) на каждый из этих 
отрезков — функция класса С\ являющаяся е-решением уравне­
ния ( 1.1.1).

Определение 1.2.1 не означает, что при малом е>0 е-решение 
мало отличается от некоторого истинного решения, однако имеет 
место следующее утверждение.

Л е м м а  1.2.1. Пусть последовательность {e*}i°° такова, что 
е*-»-0 при k-+oo, \|j*(x) суть гк-решения на некотором отрезке \а, 
Ь], причем г£*(*о)=|/о, и при лее [а, Ь] (х, i|;*(x))e/?, где RczG— 
компактное множество.

Если последовательность функций *|>*(х) равномерно сходится 
на [а, Ь]:

Ф*(дс) =£ ? (* ) .  к ♦«>
то ф (х) есть решение уравнения ( 1.1.1) с начальными данными 
(х0, у0).



к а з а т е л ь с т в о .  Положим
А* ( * )= ^  (•*) -  /  (•*. (*))•

г|:*(дс) есть ел-решение на [а, ft], то функция Д*(х) опре­
ла [а, ft] и непрерывна на этом отрезке, за исключением, 
<ет, конечного числа точек, причем |А*(дс)|^е*. Интегри- 

в пределах от *о до дсе [а, ft], получаем

' Ы - * ) = У о  +  J  I / ( M * ( s ) ) + M * ) I r f s -  ( 1  - 2 . 2 )
X,

Так как tf*u) ^ф (х), то (j(x) непрерывна на [a, ft]. Так как (дг, 
,М х ))е / ? при хе [а , ft] и R — компакт, то и (дг, <р(дс))е/? при 
X G [a, ft]. Пусть е>0. Функция f(x, у) равномерно непрерывна на 
R, поэтому можно указать 6>0 такое, что неравенство \ук—у\<  
<6 влечет |/(дс, ук)—/(*, У|<е, если (дг, yk)^R, (х, y )^ R . Сле­
довательно, для любого е>0 можно указать такое /С>0, что при 
k> K

[/ U . (X)) — /  (х, ? (X)) | <  е, | ДА (X) | <  е
на промежутке [a, ft]. При таких k

*  *  х. 
j/ (s ,? (s ) ) r f s -  jV ( s , 'U s ) )+ M s )W s  <  j  !/<*.?(*)>-

— / ( * .  ♦ * (* ) )!< / * !+
л
J i m s ) Id* < 2  г(Ь — а).

Поэтому в (1.2.2) можно перейти к пределу под знаком интегра­
ла. В результате получим

X
?(■*)= */о-Ь | / (* .? (« )) flfs.

Все условия определения 1.1.2 выполнены. По теореме 1.1.1 <р(дс) — 
решение уравнения (1.1.1) с начальными данными (*<>, «/о). Лем­
ма доказана.

2. Ломаные Эйлера. Воспользуемся леммой 1.2.1 для построе­
ния решения задачи Коши с начальными данными (хо, Уо)- Тре­
буемые е*-решения можно получить с помощью ломаных Эйлера, 
которые определяются следующим образом. Пусть (дсо, yo)^G. 
Строим отрезок поля направлений в этой точке с концами в об­
ласти G. Через правый конец (xi, у\) снова проводим отрезок по­
ля направлений в этой точке, который рассматриваем при х~>х\. 
Если правый конец его (хг. y i)^ G , то продолжаем построение. 
Аналогичное построение осуществляем влево от точки'.to. В ре­
зультате получаем ломаную, казы&аемуюлстдЛОй Эйлера. Ран-К ,  i Л

1...



гом дробления ломаной Эйлера будем называть наибольшую из 
разностей |x*+i—х*|, где х*— абсциссы вершины ломаной.

Л е м м а  1.2.2. Пусть R c G — компактное множество. Для лю­
бого е>0 можно указать 6>0 такое, что функция, определенная 
на отрезке [а, Ь], графиком которой является ломаная Эйлера, 
проходящая через точку (х0, Уо) и принадлежащая R, ранг дроб­
ления которой меньше 6, является t-решением уравнения ( 1.1.1) 
на отрезке [а, Ь]. J  .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть у=\|>(х), дсе [а, Ь] — уравнение 
ломаной Эйлера. Функция tjj(x) есть непрерывная кусочно-линей- 
ная функция. Зафиксируем е>0. Из равномерной непрерывности 
/(х, у) на R следует существование ft*>0 такого, что условие

(x ',y ')e= R, (х\y")<=R, | jc '- jc * |< 8*, 
влечет выполнение неравенства

у " )  К  е.

В дальнейшем ограничимся рассмотрением отрезка [хо, 6] (для 
\а, хо] рассуждения аналогичны). Пусть

M  =  sup|/(x,y|. 
я

Разобьем отрезок [х0, b1 на отрезки [х*, x*+i] (k= 0, 1,...,/) 
длиной не более fi=min{6*, Ь*/М} и построим на нем ломаную 
Эйлера у=У>(х) с вершинами в точках с абсциссами х* (&=0,
1...../). Покажем, что у —$ (х) есть е-решение.

Действительно, при х е (х ь x*+i) по определению ломаных Эй­
лера

<К (х )—/ (х , ф (х ))= /  (х*. ф (х*) — /  (х, «1» (х)). (1.2.3)
Но при | х—х* | ^ 6

| Ф(х.) — ф (х*) | <  М  | х — х* | <  М 8 <  8\
По определению ft* и из (1.2.3) имеем

|Г (х )- / (х ,ф (х ) ) |< е
при хе(х*, x*+i). А так как k — любое из чисел 0, 1 то по­
следнее неравенство имеет место при всех х е [х 0, Ь], хфхк. Лем­
ма доказана.

Пусть теперь
R = {(x ,y ):\ x  — х0|< а , \у — у0К * } .  Я с (7 ,

Af =  sup|/(x, у) |, h=m\n{a,blM). 
я

Отрезок [х0—A, Xo-f/i] называется отрезком Пеано, соответствую­
щим точке (хо, уо). Будем обозначать его через Р {х0, у о). Отре-



еано определяется неоднозначно (его можно уменьшать и 
ивать за счет выбора R, т. е. чисел а и ft). Пусть, далее,

К= {(.х ,у ):х< = Р(х0,у0), \ у — у0|< Л 1|.* — х0|}.
О чевидно, что /Се/? — компактное множество (на рис. 5 К  — за­
ш трихованное  множество).

Ломаяую Эйлера с любым рангом дробления можно продол­
жить на цтрезок Пеано, причем она будет принадлежать д, так 
как угловые коэффициенты ее звеньев не превосходят М по аб­
солю тной величине.

3. Теорема существования.
Предварительно сформулируем 
один результат из теории функ­
ций вещественной переменной.
Рассмотрим последовательность 
функций (Ф* (а*)}", определенных 
на отрезке [а, ft]. Последова­
тельность ij>*(x) называется рав­
номерно ограниченной, если су­
ществует L >  0 такое, что ПРИ всех х^[а, ft], 
k=  1, 2,... Последовательность 
ф*(х) называется равностепенно непрерывной, если для любого е> 
>0 можно указать 6>0 такое, что условие

х ',х "^  [a,ft], \х' — х ''|< 8  
влечет выполнение неравенства

I +*<*')- ‘Ы - О К »
при всех k— \, 2,...,

Ле мм а  1.2.3 (лемма Асколи — Арцела). Из равномерно огра­
ниченной и равностепенно непрерывной на [a, ft] последователь­
ности (х) можно извлечь равномерно сходящуюся подпоследова­
тельность.

Доказательство леммы Асколи — Арцела можно найти, напри­
мер, в кн.: Петровский И. Г. Лекции по теории обыкновенных 
дифференциальных уравнений. М., 1970.

Теперь можно сформулировать основной результат.
Теорема 1.2.1 (теорема Пеано). Существует решение зада­

чи Коши для уравнения ( 1.1.1) с начальными данными (дсо, Уо)^ 
определенное на отрезке Пеано.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть е*->0 при k-*-oo, е*>0, Д— 1,2,... 
По лемме 1.2.2 для каждого е* существует ломаная Эй- 
ЛеРа, являющаяся графиком е*-решения у=$к(х) на отрезке Пеа- 
1,0 Р. причем 1\>к(х0)=Уо. При хе Р ,  k=\, 2.....

|+*U)<Z. =  li/o|4-ft (1-2.4)
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Последнее означает, что
|д : '- л " |< 8=еЛМ=^|ф*и')-<1'*(х")|<в. / (1.2.5) 

Из (1.2.4) и (1.2.5) следует, что последовательность функций 
1р*(дс) является равномерно ограниченной и равностепенно не­
прерывной на отрезке Пеано. По лемме 1.2.3 из этой последова­
тельности можно извлечь равномерно сходящуюся подпоследова­
тельность

%, U)Z^<pU).
Последовательность(х) удовлетворяет всем условиям леммы
1.2.1. В силу этой леммы ф (х )— решение уравнения (1.1.1) с на­
чальными данными (х0, у0), определенное при хе Я  Теорема до­
казана.

Теорема 1.1.2 вытекает из теоремы 1.2.1.
Теорема  1.2.2. Пусть *J>*(x) (Л=1, 2,...)— последователь­

ность ен-решений уравнения ( 1.1.1) на отрезке [а, ft], причем е*->- 
-►0 при Аг->оо, 1{>*(дго) =уо и графики функций ф*(лс) принадлежат 
некоторому компакту RczG. Если решение ф(х) уравнения (1.1.1) 
с начальными данными (х0. у о) продолжимо на fa, ft] и другого 
решения ( 1.1.1) с теми же начальными данными, продолжимого 
на fa, ft], не существует, то \|>*(дс) lZq>(*) пРи k-*-oo.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что заключение теоремы 
неверно. Это означает, что существует положительное число Л и 
подпоследовательность функций <|>*. (х) и соответствующих точек 

е= [a, ft] таких, что | ?(•**,)—Ф», (”Ч ) | >  А- Рассуждая, как 
при доказательстве теоремы 1.2.1, покажем, что последователь­
ность ф*, (*) равномерно ограничена и равностепенно непрерывна 
на fa, ft]. Таким образом, из нее можно извлечь подпоследова­
тельность Ф*^(л:), равномерно сходящуюся на [a, ft] к некоторой
функции (jc) , график которой лежит в R и, следовательно, в G. 
По лемме 1.2.1 rji(x)— решение уравнения (1.1.1) с начальными 
данными (хо, Уо), определенное на [a, ft]. Используя компактность 
отрезка [a, ft], можно считать, что и xt lJ-*x*^[a, ft]. Переходя к
пределу в неравенстве (xklj) | >• Д, получаем, что
|ф(х*)—\J>(jt*)|^A, а это противоречит предположению теоремы.

Пример 1.2.1. Рассмотрим задачу Коши с начальными данны­
ми (0, у0) для дифференциального уравнения

У'=У. < (1.2.6)
Область G — вся плоскость Оху, поэтому постоянные а и ft, оп­
ределяющие прямоугольник R, можно брать любыми, причем

A= m in(a,-------]—*1 при a > l ,  ft—»оо.
I l*0l+ * J и

и
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По теореме 1.2.1 искомое решение определено на интервале (— 1,
1) Покажем, что на самом деле оно определено и может быть по­
строено с помощью ломаных Эйлера при всех х.

Пусть х — произвольное число. Разобьем отрезок [0, х] на k 
равных промежутков. Тогда ординаты вершин ломаной Эйлера с 
абсциссами 0, x/k, 2x/k.....х соответственно равны

Щ л  »..»•( 1+-7 ) ..... » « (1+ т ) * -  ( | '2'7)
pjpH k-+oo последняя ордината в (1.2.7) стремится к у0ех. Так как 
х — любое, а по теореме 1.1.4 G — область единственности, то, со­
гласно теореме 1.2.2, ломаные Эйлера сходятся к у0ех равномер­
но на любом отрезке.

В заключение параграфа докажем утверждение, которое по­
надобится в дальнейшем.

Л е мм а  1.2.4. Для любого компактного множества KczG мож­
но указать Д ( К ) > 0 такое, что в качестве отрезка Пеано Р(х0, 
у0) для любой точки (х0, Уо)^К можно взять отрезок [х0—А,
Xo-f-A]- .Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть CG — дополнение области О до 
плоскости Оху. Покажем, что расстояние р(К, CG) между мно­
жествами К  и CG больше нуля. Предположим, что это не так. 
Тогда существуют последовательности х*е=/( и i/*eCG, для кото­
рых р(х», Ук)-*-0 при k-*-oo. Используя компактность К, рассмот­
рим сходящуюся подпоследовательность хк[ -*~Хо^К при Д4-»-оо. 
Так как К — ограниченное множество, то последовательность уЛ1 
ограничена. Поскольку CG замкнуто, последовательностьук1 при­
надлежит компактному множеству и поэтому содержит сходящую­
ся подпоследовательность y,^->j/<>eCG, kIf-+oo. Тогда и *
-►хо при k4 -*-oo. Отсюда р(х0, уо)=0, что невозможно, так как
К  и CG не имеют общих точек.

Из доказанного вытекает, что при некотором е>0 К содер­
жится в G вместе со своей замкнутой е-окрестностью Кг- Поло­
жим

М — sup|/(A*, у) |.
к»

Тогда для любой точки (хо, уо )^ К  имеем Р(хо, t/o) =  [*o А. *о+ 
+А], где можно положить Д=ш1п • м y j  ] • Лемма дока­
зана.

§ 3. Теорема единственности
!• «Лемма Гронуолла. Приведем вспомогательный результат, 

который (как и его различные обобщения) часто используется в 
ТеоРии дифференциальных уравнений.



Л е м м а  1.3.1. Пусть ц>0, /(x)^s0, \ (л:X) ^О  — непрерывные 
на <а, Ь) функции, удовлетворяющие там нера венству

^  X (х)-}-|* 

Тогда при всех хе<а, by

/ (• « Х М * )+ 11

j  f(s )d s (х0,хе== (a,b)). (1.3.1)

X
j  exp {i*| x —s|) X ( —s) ds (1.3.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим случай *x&sx0. Положим
X

F (x )  =  J  f(s )ds.
Из (1.3.1) имеем 

или
0< /< x )< X (x )+ n F(;c ), (1.3.3)

/ ^ (х )< Х (х )+ |^ и ).  (1.3.4)
Умножая (1.3.4) на exp{—ц(х—x0)} ,  замечаем!, что (1.3.4) мож­
но переписать в виде

[exp { — v (х — Хо)} F  (х)] <  X (х) ехр { —  ц (х — х0)}. 

Интегрируя это выражение в пределах от хо д о  х, получаем
X

F  (х) ехр { -  (1 (х - х0)} <  J  exp { -  J1 (s _  ̂ r0)} X (s) ds,
*•

или
X

F (x ) <  Jexp {[i(x  —s)}X(s)flTs_
Хо

Отсюда и из (1.3.3) следует
X

/ (x )< X (x )- f  ц j  ехр {И х  — s )}X (s Jd s ,
хо

что совпадает с (1.3.2) при х ^ х 0. Случай х^Г_х0 оставляем для 
рассмотрения в качестве упражнения.

Частный случай. Пусть X=const. Тогда
Г

j  ехр {ц |х—s|}rfs
—  (ехр{ц(х —х0) } — 3 )  при х> х0, 

-^-(exp{ii(x0—х ) } — 1.) при х < х 0,
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или х
t* jexp { p . —s|}</s|=exp{|i|x—х0|} — 1.

jr.
О тсю да и из (1.3.2) получаем

/U )< X ex p {(i|x  —дг0|}. (1.3.5)
2. Теорема единственности. Теорема единственности легко до­

казывается с помощью формулы (1.3.5).
Теорема  1.3.1. Пусть df/dy существует и непрерывна в об­

ласти G. Тогда любые два решения уравнения (1.1.1), определен­
ные при Дre<a, by и совпадающие при некотором дг0е<а, by, сов­
падают на всем (a, by.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть <pi(x) и фг(*)— два решения 
уравнения (1.1.1) на <а, by, причем qn(х0) =  Фг(*о) =Уо- Из (1.1.6) 
при дсе<а, by имеем

U)-<p2 (■«)= J [ /  (s, «рх (*» — f(s,<?2(s))]ds. 
jr.

Пусть R a G — замкнутый прямоугольник с центром в точке (дго, 
у о), U — окрестность точки Хо в промежутке (a, by, столь малая, 
что (*, ф| (х ))е/? и (х, ф2(дc ))^ R  при x^U. По формуле Лагран­
жа

j  I Ь  (.s) <р2 (s) | ds

где L=sug\df/dy\. Из формулы (1.3.5) при Х=0, \i=L следует, 
что

г(х) =  |<р1 (jc) — <p5U )|= 0
при всех x^U.

Пусть теперь р — правая граница промежутка [х0, by, где 
г(х )=  0. Покажем, что p =  ft.

Пусть это не так. Так как г (х )— непрерывная функция, то 
[*о, Р>=[х0, р]. К  точке (р, ф|(Р)) =  (Р, фг(Р)) применяем пре­
дыдущее рассуждение, откуда заключаем, что г(х)= 0  в некото­
рой окрестности точки р. Значит, р не есть правая граница про­
межутка, где г(х) обращается в нуль. Противоречие означает, что 

Аналогично доказывается, что левая граница указанного 
промежутка совпадает с а.

§ 4. Общее решение
В этом параграфе предполагается, что G — область единствен­

ности для уравнения ( 1.1.1).
Пусть ф(х) и ф (х)— решения уравнения _(1.1.1) на одном и 

т°м же отрезке [а, 6] и пусть также ф (дс) <Сф (дс) при ^е [а , 6].
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Положим
А =  \ (х ,у ):а < х < Ъ , ? (.* )<  (х))

и пусть Л — замыкание области А, Лс~G.
Л е м м а  1.4.1. Любое решение уравнения (1.1.1) с начальны­

ми данными (хо, уо)^А продолжимо на отрезок fа, Ь].
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего заметим, что решения с 

начальными данными из области А не могут покинуть А при х е  
е [а ,  Ь], не нарушая единственности, так как А ограничена сверху

и снизу интегральными кривыми. 
Пусть (х0, уо)^А. По лемме 1.2.4 и 
теореме 1.2.1 решение ф(х) с на­
чальными данными (хо, уо) опреде­
лено на отрезке [хо—А, Хо + Д], где 
Д> 0 не зависит от выбора (х0,уа). 
Рассуждая, как в начале п. 2 § 1, 
продолжаем решение <р(х) с помо­
щью решений с начальными данны­
ми (х0 — А, ф(х0 — А)) и (х0 + А, 
ф(хо + Д)) на отрезок [х0—2А, х0 + 
+ 2А]. Таким образом, за конечное 

число шагов мы продолжим решение ф(х) на весь отрезок [а, Ь\. 
Лемма доказана.

Пусть |е (а , Ь). Обозначим через у(х, х0, уо) решение с на­
чальными данными (хо, уо)^А. По лемме 1.4.1 функция у(х, х0, 
Уо) определена при х=£. Положим

y(x ,t,C )= ?(JC ,C ). (1.4.1)
Теорема  1.4.1. Функция у=<р(х, С) есть общее решение 

уравнения (1.1.1) в области А.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть (хо, уо)^А. Тогда равенство уо =  

=ф(х0. С) определяет единственное Со=»/(£, х<>, уо) в силу
(1.4.1) (рис. 6), причем по этой же формуле у =  ф(х, Со)— реше­
ние уравнения ( 1.1.1).

Осталось доказать непрерывность ф(х, С). Обозначим через 
(с,_d) интервал прямой х=£ в области/4, т. е. положим c= (p (l),d =
=Ф(1). В силу (1.4.1) функция ф(х, С) определена в прямоугольни­
ке

Н = {(х ,С ): а < х < 6, с<С<</}.
По лемме 1.4.1 интегральные кривые, определенные на отрезке \а, 
Ь\, заполняют замыкание Л в области А полностью. Так как G — 
область единственности, то интегральные кривые не пересекаются. 
Это означает, что функция ф(х. С) непрерывна по С при С е  
«=[с, d].

Предположим, что это не так. Тогда существуют величины е>
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>0, хе[о , b] и последовательность С*е[с, d\, С„-+С при k-*~oo, 
такие, что справедливо неравенство

|<р(х, С )-<?(*, С*) > е .

Не нарушая общности, считаем, что С* — монотонная последова­
тельность. Так как интегральные кривые не пересекаются, то по­
следовательность <p(Jc, С*) также монотонна. Следовательно, су­
ществует предел

lim<p(A-,C*) =  f .
А--

Так как интегральные кривые не пересекаются, решение с началь­
ными данными (х, у), где t/e(<р, <р(х, С)), должно удовлетворять 
начальным условиям (£, С) и, следовательно, совпадать с реше­
нием t/=<p(jc, С). Но это не выполняется при х=х.

Итак, <р(х, С)' непрерывна по С. С другой стороны, так как 
ф(х, С) — решение уравнения (1.1.1), то

| д<?/дх\ — \/(х, ? )|< Л 1
Следовательно, у(х, С) непрерывна по х равномерно относитель­
но С е  [с, d], поэтому ф (дс. С) непрерывна по совокупности пере­
менных в прямоугольнике Н. Теорема доказана.

Так как любую точку области G можно погрузить в область 
типа А, то теорема 1.1.6 является следствием теоремы 1.4.1. Об­
щее решение (1.4.1) называется общим решением в форме Коши. 
Роль параметра С здесь играет начальное данное уо, соответст­
вующее дго =  Е-

§ 5. Дифференциальные уравнения первого порядка 
в симметричной форме

1. Существование и единственность решений. До сих пор мы
рассматривали дифференциальное уравнение (1.1.1). Переменные 
х н у  входя1*- в него несимметрично. Это проявляется, в частности, 
в том, что интегральные кривые не могут быть продолжены за 
точку с вертикальной касательной, так как поле направлений 
уравнения ( 1.1.1) не содержит.направлений, параллельных оси 
ординат. Для того чтобы не исключать таких направлений, наря­
ду с уравнением ( 1.1.1) рассматривают «перевернутое* уравне­
ние

dx 1 (1.5.1)
dy f ( x ( y ) , y )

равносильное (1.1.1) всюду в G, где f(x, у)ф0.
В уравнении (1.5.1) искомой является функция х{у), обратная 

функции у(х), удовлетворяющей уравнению ( 1.1.1).
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Например, дифференциальное уравнение у ‘= 2 —  определено 

в областях х>0 и х<0. Добавляя к нему уравнение ,
d y  2 у

получим в качестве области определения всю плоскость Оху, за 
исключением начала координат. При этом появляются новые ин­
тегральные кривые: х= 0 (у>0) и х=0 (у < 0) (см. рис. 2).

Существует форма записи дифференциального уравнения, объ­
единяющая (1.1.1) и (1.5.1), — так называемая симметричная фор­
ма:

М (х , y)dx-\-N(x, y)dy= 0, (1.5.2)
где М, N — непрерывные в некоторой области D функции. Точка 
(х0, yo)^D  называется особой, если

М (*0, y0) =  N (x 0, у0)—0.
Обозначим множество особых точек через Q. В силу непрерыв­
ности М и N множество Q замкнуто. Следовательно, D \ Q  — от­
крытое множество, и мы обозначаем компоненту связности D \Q  
через G. Из определения особой точки и непрерывности М и N 
следует, что для каждой точки (х0, i/o)eG можно указать такую 
ее окрестность, где либо М(х, у)фО, либо N(x, у)фО. В этой 
окрестности уравнение (1.5.2) эквивалентно по крайней мере од­
ному из уравнений

■^JL —  — M J x ' у )  и л и  d x _ -----2LS * >  y ) . . (1 .5 .3 )
dx  N ( x , y )  dy M ( x , y )

Определение  1.5.1. Решением уравнения (1.5.2) называет­
ся функция у = ф(х) (или х=ф(«/)), определенная на промежут­
ке <а, Ь), если она удовлетворяет следующим условиям:

1) ф(х) ( или ф(*/) )  дифференцируема на (а, &>;
2) (х, ф (х)еО  (или (tj>(y),t/)eD) при всех хе<и, 6> (или 

уе=(а, Ь » ;
3) при всех хе<а, 6>

М (x,<p(x))+A^(x,?(x))<p'(je)=0 (1.5.4a)
(или при у^ (а , by

М (^ {у ),у )У  (у)-\-N  Щ (у),у) = 0). (1.5.46)
Из данного определения вытекает, что любая дифференцируе­

мая функция у=ф(х) или х=ф(«/), график которой состоит из 
особых точек уравнения (1.5.2), является решением этого урав­
нения. Такие решения называются особыми.

Задача Коши ставится так же, как и для уравнения (1.1.1). 
Если начальная точка (х0, y0)^ G , то из (1.5.4а) или из (1.5.46) 
следует, что решение задачи Коши в некоторой окрестности точки 
(хо, уо) является решением одного из уравнений (1.5.3). Поэтому 
можно использовать определения и результаты предыдущих па­
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раграфов, имеющие локальный характер. Из теорем 1.1.2 и 1.1.4 
вытекают следующие утверждения.

Теорема 1.5.1. Существуют решения уравнения (1.5.2) с лю­
быми начальными данными (дс0, j/o)eC.

Теорема  1.5.2. Пусть в области UczG выполняется любое из 
предположений:

1) М(х, у )ф 0, дМ/дх и dN/dx существуют и непрерывны-,
2) N (х, у) фО, дМ/ду и dN/dy существуют и непрерывны.
Тогда U является областью единственности для второго из

уравнений (1.5.3) в случае 1) и для первого из них в случае 2).
Если каждая область UczG, в которой либо МФО, либо N Ф О, 

является областью единственности для соответствующего уравне­
ния (1.5.3), то будем говорить, что G есть область единственности 
для уравнения (1.5.2). Таким образом, если G можно представить 
как объединение областей U, в каждой из которых выполняются 
условия теоремы 1.5.2, то G — область единственности для урав­
нения (1.5.2).

Как и уравнение (1.1.1), в области G уравнение (1.5.2) опре­
деляет поле направлений с помощью уравнений (1.5.3). Таким 
образом, поле направлений определено всюду в области D, за ис­
ключением особых точек. Оно включает направления, параллель­
ные координатным осям. По-прежнему интегральной кривой мы 
называем график решения уравнения (1.5.2). Таким образом, ин­
тегральной кривой является всякая гладкая кривая, принадле­
жащая области D, задаваемая уравнением вида «/=ф(*) либо 
х = у ( у ) ,  касательные к которой в каждой неособой точке совпа­
дают с направлением поля в этой точке. Если в области единст­
венности две' интегральные кривые имеют общую точку, то они 
совпадают.

2. Интеграл. Требование к интегральной кривой, чтобы она 
была задана уравнением вида у= у (х ) или х = у (у ), порождено 
определением 1.5.1, однако естественно под интегральной кривой 
уравнения (1.5.2) в области D понимать всякую гладкую кривую, 
касательные к которой совпадают в каждой неособой точке с на­
правлением поля в этой точке. В окрестности каждой точки обла­
сти G такая кривая является графиком функции, но в целом это 
уже не так. Поэтому интегральные кривые в целом целесообразно 
задавать с помощью уравнения U(x, у )=  0. Таким образом, при­
ходим к понятию интеграла *, полезному и при рассмотрении 
уравнений вида ( 1.1.1).

Далее считаем, что G — область единственности для уравне­
ния (1.5.2). Непрерывную в области G функцию U(x, у) будем 
называть допустимой, если уравнение

U (x , y )= U  (Л'о, уй), (х0, ya)f=<3 (1.5.5)

* В  литературе до 40-х годов под интегралом дифференциального урав­
нения понималось то, что сейчас называется решением.
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определяет единственную неявную функцию, т. е. если ( 1.5.5) име­
ет единственное непрерывное решение у = <р(дг) (или jc=\f>(у )). 
определенное в некоторой окрестности точки х0 (или у0), причем
ф(*о)=уо (или ^(|/0) = * 0) .

Определение  1.5.2. Допустимая функция U (х, у) называ­
ется интегралом дифференциального уравнения ( 1.5.2) в области 
G, если для любой точки (дг0, i/0)e G  неявная функция, опреде­
ляемая уравнением (1.5.5), является решением з'адачи Коши для 
уравнения (1.5.2) с начальными данными (хо, уо).

Теорема  1.5.3. Для того чтобы допустимая функция U(x, у) 
была интегралом дифференциального уравнения ( 1.5.2) в области 
G, необходимо и достаточно, чтобы U(x, у) обращалось в постоян­
ную вдоль любого решения уравнения (1.5.2) в области G, т. е. 
чтобы U (х, ф(дс)) =const при хе<а, ft), если y=<f(x)— решение
(1.5.2) на <а, ft>, или чтобы U (y (y ) , у) =s const при у^ (а , ft), если 
х=\р(у)— решение (1.5.2) на (a, ft).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть U(x, у) — 
интеграл в G и у= у (х ) — решение дифференциального уравнения
(1.5.2), определенное при дсе<а, ft). В силу единственности реше­
ния уравнения (1.5.2) 1/ =  ф(х) совпадает по определению интег­
рала в некоторой окрестности любой точки хое<а, ft) с решением 
уравнения U(x, y )= U (x 0, ф(х0)). Поэтому в указанной окрест­
ности U(x, tf(x)) =  U(x0, ф(х0)). Следовательно, U(x, ф(дс)) по­
стоянна в окрестности любой точки Хое<а, ft), откуда и следует, 
что U (х, ф (jc) ) постоянна на всем <а, ft), так как ее производная 
существует и равна тождественно нулю. Случай, когда решение 
имеет вид jc=\|j(i/), рассматривается аналогично.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть у— ф(дс) (для определенности) — 
решение дифференциального уравнения (1.5.2) на промежутке 
<а, ft), удовлетворяющее начальному условию ф (дсо) =  l/o, (х0, i/o)e 
e G . Тогда по условию при всех хе<а, ft) U(x, ф(дс)) = U (x 0, у0). 
Это означает, что у= у (х ) удовлетворяет уравнению (1.5.5), а так 
как решение уравнения (1.5.5) единственно, то оно совпадает с 
Ф(дс), т. е. U(x, у ) — интеграл в G. Теорема доказана полностью.

Пусть U(x, у) непрерывна в G вместе с частными производны­
ми dU/dx и dU/dy, «/ =  ф(лс) — решение уравнения (1.5.2) на про­
межутке <а, ft). По теореме 1.5.3 на <а, ft) справедливо тожде­
ство

U (x , ?(дг))з=£/(.г0, <р(х0)).
Дифференцируя это тождество и учитывая (1.5.4), получаем

N(x,  ср) ~~~ (J fi ? ) — М(х,  (р) ~т~~ (х, <р) =  0 .
дх ду

Аналогично, если х= $(у), уе<а, ft) — решение уравнения (1.5.2), 
то при r/e<a, ft)

N t y ,  У )  —  М( <1», * > - 0 .
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Так как по теореме 1.5.1 интегральные кривые заполняют всю 
область G, то получаем следующее утверждение.

Следствие .  Для того чтобы непрерывно дифференцируемая 
допустимая функция U(x, у) была интегралом уравнения (1.5.2) 
в области G, необходимо и достаточно, чтобы при всех (х, y )^ G  
выполнялось равенство

N  (х , у) — М  (ж, у) =0. (1.5.6)
ох оу

Опр еделение  1.5.3. Если U (х, у) — интеграл уравнения
(1.5.2) в области G, то равенство U(x, у )= С , где С — произволь­
ная постоянная, называется общим интегралом уравнения (1.5.2) 
в области G.

Очевидно, что общий интеграл задает в неявном виде все ре­
шения уравнения (1.5.2) из области G.

Уравнение
тп\ (x)ni(y)dx-\-m2(x)n^(.y)dy—0 (1.5.7)

называется дифференциальным уравнением с разделяющимися пе­
ременными (в симметричной форме). Пусть М(х, у) — т\ (x)nt (у) 
и N(x, у) =  т 2(х)л2(у) определены в области D {(x ,y ):a < x <  
Cb, c< y< d ). Пусть, далее,

S  =  {(x, y)-m2(jc )= 0 }U {U , y):«i(i/)=0}
и B =  {{x, y ) :a t<x<Zbi, C i< (/<d,}— любая компонента связно­
сти открытого множества D \ S . Разделим (1.5.7) на п\(у)ш^(х) 
(эта операция называется разделением переменных). В результа­
те получим уравнение с разделенными переменными

%
J ^ L dx^ . J l l iy L dy= 0  (1.5.8)

«2 (.X) "j (у)
с коэффициентами, непрерывными в области В. Пусть R = B \ Q , 
где Q — множество особых точек уравнения (1.5.8) в прямоуголь­
нике В, т. е.

Q = {(* . y)<=B ml (x )= n^y)= 0 }.
Теорема  1.5.4. Функция

U (x , у )= \  (х0,у 0)еЕВ, (1.5.9)
J  Ш2 ( S )  J  л, (S)X. V

является интегралом уравнения (1.5.7) в области R.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как область R не содержит особых 

точек уравнения (1.5.8), то в окрестности каждой точки области 
R уравнение ( 1.5.8) эквивалентно уравнению с разделяющимися 
переменными (1.1.14) или сперевернутому», причем выполняются
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условия теоремы 1.1.5. Следовательно, R — область единственно­
сти для уравнения (1.5.8).

Далее, поскольку в R особые точки отсутствуют, dU/dx и dll/ 
/ду не обращаются в нуль одновременно. По теореме о неявных 
функциях U (х, у) — допустимая функция. Равенство (1.5.6), оче­
видно, выполняется. Следовательно, U(x, у) — интеграл уравнения
(1.5.8), а значит, и уравнения (1.5.7) в области R. Теорема дока­
зана.

За меч ан ие .  Отрезки прямых :c=const и «/ =  const, из кото­
рых состоит множество S, являются интегральными кривыми 
уравнения (1.5.7).

Пример 1.5.1. Рассмотрим уравнение

xdy — 2ydx=0. (1.5.10)
Здесь D — вся плоскость Оху, S  состоит из координатных осей, 
особая точка одна — начало координат, областью В является лю­
бой из координатных углов, причем B = R .

Общий интеграл в любом из координатных углов можно в си­
лу (1.5.9) записать в виде

In \у\ — 2 In |jf| =С|,
или

ух~*=С {С ф  0),
где C i= In|C|. Следовательно, интегральные кривые уравнения
(1.5.10) — параболы у= Сх2(СфО) и координатные оси. Кроме то­
го, решениями являются также «составные» функции

[ Ctx2 при л: >  0,
\ С2х2 при л*<0.

Пример 1.5.2. Рассмотрим уравнение
2xydx-\-(a7y2 — x2)dy=0, аф О  (1.5.11)

(ср. с уравнением (1.1.27)). Выполним замену у=их(хф0). 
Имеем

dy-udx-\-xdu.
Следовательно, (1.5.11) принимает вид

u(a2u2-\-\)dx-\- х (аги2 — \ )du=0. (1.5.12)
Как и в примере 1.5.1, B =  R — любой из координатных углов 
плоскости Охи. По формуле (1.5.9) общий интеграл уравнения 
(1.5.12) в области В имеет вид

In |u| — In (а2и2 -j-1) — In |jc |= С,,
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откуда
---- I --- = С , С ф 0.x2+ aJj,i Т-

где Ci =  ln|C|. Таким образом, поскольку у= 0 удовлетворяет
(1.5.11), функция

I »>- (1-513)
является интегралом уравнения (1.5.11) во всей плоскости, за ис­
ключением начала координат.

3. Существование интеграла. Пусть (£, Ti)eG  и пусть (для оп­
ределенности) N{1, л ) ^ -  Будем рассматривать уравнение (1.5.2) 
в окрестности V точки (|, tj), где ЫфО. В § 4 было-показано, что 
можно построить область, содержащую точку (|, г\), в которой 
дифференциальное уравнение

---у )_  (1.5.14)
4 Н (х ,у)

эквивалентное в V уравнению (1.5.2), имеет общее решение
y=<f(x, С), a<x<£, c<C<rf. (1.5.15)

Обозначим эту область через А, а прямоугольник, где определе­
на функция (1.5.15), — через Н. Так как интегральные кривые не 
пересекаются в А в силу единственности, то функция ф(х, С) яв­
ляется строго возрастающей функцией С е  (с, d). Следовательно, 
уравнение (1.5.15) определяет непрерывную строго возрастающую 
по у функцию С= и {х , у), определенную в области А. Функция 
U (х, у) является допустимой и построена таким образом, что она 
обращается в постоянную вдоль решений в области А. По теоре­
ме 1.5.3 U(x, у) — интеграл уравнения (1.5.2) в области А. Та­
ким образом, мы доказали, что уравнение (1.5.2) имеет интеграл 
в окрестности любой неособой точки.

Изучим множество интегралов в окрестности А точки (£, т)). 
Пусть Ч(х. у) — построенный выше интеграл, а U■ (дс, у) — другой 
интеграл в А. Согласно теореме 1.5.3

i/,(jc, ср(х, С)) =  Ф(С), х е  (а, Ь), (1.5.16)
а по построению

U (х, <р(х, С ))= С , xe=(a, b).
Из последнего равенства и из (1.5.16) имеем

1/jU , «р) =  Ф О / и , ?)). (1.5.17)
Так как ф(х, С )— общее решение в А, то (х, ф)— любая точка 
в А, и из (1.5.17) заключаем, что

U x(x, y)=<b(U(х, у)).
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С другой стороны, если U (х, у) — некоторый интеграл, то при 
любой Ф, если Ф (U ) — допустимая функция х, у, U\(x, у) — 
=  Ф (U ) — также является интегралом, так как Ф (U) обращает­
ся в постоянную вдоль решений вместе с U.

Сформулируем полученные результаты в виде теоремы.
Теорема  1.5.5. Если G есть область единственности, то для 

любой точки (|, r i)e G  можно указать ее окрестность, в которой 
существует интеграл U (х, у) дифференциального уравнения (1.5.2). 
При этом если Ф(С/(дг, i/)) — допустимая функция, то

U ^x , y) =  <b(U) (1.5.18)
также является интегралом уравнения (1.5.2), и формула (1.5.18) 
содержит в себе все интегралы уравнения (1.5.2) в окрестности 
точки (5, rj).

Пример 1.5.3. Уравнение
xdx-\-ydy=0 (1.5.19)

имеет интеграл U = x?+ y2, определенный при всех х и у (даже в 
окрестности особой точки (0, 0)). Интегральные кривые, опреде­
ляемые общим интегралом хг+у, =  С, суть окружности. Решений 
с начальным условием (0, 0) уравнение (1.5.19) не имеет.

Пример 1.5.4. Для уравнения (1.5.10) в областях *> 0  и *<0 
интегралом является функция U=yx~2, а в областях у> 0 и у< 0 
интегралом является функция U —y-'x2. В окрестности особой 
точки (0, 0) уравнение (1.5.10) не имеет интеграла. Действитель­
но, интегральные кривые этого уравнения, как было показано ра­
нее, суть параболы у= С х2 (С ф 0) и координатные оси. Все они 
проходят через начало координат. Если бы интеграл U (х, у), оп­
ределенный в окрестности начала координат, существовал, то он 
по теореме 1.5.3 был бы тождественно равен постоянной: U (х, 
y)==U(0, 0), но эта функция не является допустимой.

§ 6. Интегрирующий множитель

Продолжаем изучение дифференциального уравнения (1.5.2) 
в симметричной форме.

1. Уравнение в полных дифференциалах. Уравнение (1.5.2) на­
зывается уравнением в полных дифференциалах в области D, ес­
ли левая часть (1.5.2) является дифференциалом некоторой функ­
ции U(x, у), т. е. если в D

М (х , y)dx-\-N(x, у) dy= dU .
В этом случае функцияу=<р(х) (илих= $(у)) класса С1 ((а, ЬУ) — 
решение уравнения (1.5.2) тогда и только тогда, когда на <а, Ь> 
U (х, (р(х) ) =  const (или 0(\p(y), у )=  const). Так как

dU/dx=M(x, у), dU/dy—N (л, у),
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го по теореме о неявных функциях в области G, не содержащей 
особых точек, U(x, у) есть допустимая функция. Следовательно, 
G — область единственности, a U — интеграл (1.5.2) в области G.

Таким образом, возникают две задачи: найти условия, при ко­
торых уравнение (1.5.2) является уравнением в полных диффе­
ренциалах, и найти интеграл il(x, у) при выполнении этих усло­
вий. Эти вопросы рассмотрены в курсах анализа (см., например: 
Фихтенгольц Г. М. Курс дифференциального и интегрального ис­
числения. Т. III. М., 1969), где доказывается следующая тео­
рема.

Теорема  1.6.1. Пусть область D односвязна и частные про­
изводные дМ/ду и dN/dx существуют и непрерывны. Для того 
чтобы уравнение (1.5.2) было в D уравнением в полных диффе­
ренциалах, необходимо и достаточно, чтобы всюду в D выполня­
лось равенство

dMjdy=dN/dx. (1.6.1)
При этом к*Л)

U (•*. у )— j  М (х , y )d x + N (x , y)dy, ( 1.6.2)
ix„y,)

где (хо, Уо) — любая фиксированная точка области D, а интеграл 
в правой части равенства есть криволинейный интеграл второго 
рода по любому пути, соединяющему в D точки (х0, уо) и {х, у) 
(он не зависит от пути интегрирования).

Выбирая конкретные пути, получаем различные формулы для 
функции U. Например, если

D = {(x , у):а<х<СЬ, с<у<</},
то, интегрируя ( 1.6.2) по сторонам прямоугольника с вершинами 
в точках (хо, Уо) и (х, у), имеем

х V
М  {s, у0) ds +  j  N  (х , s)ds (1.6.3)

и

£/ =  |  N (х0, s)rfs +  j  M (s, y)ds. (1.6.4)
U, х.

Если D — выпуклая область, то, интегрируя (1.6.2) по прямой, 
соединяющей точки (х0, уо) и (х, у), получим

=  j  (M (s, k(.s — x0)-{-y0)-\-N(.s, k(s — x0) 4-ir0)lrfs,
-г»

где к = Л - уо , хфхо. х — х0
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2. Интегрирующий множитель. Как видим, нахождение интег­
рала уравнения в полных дифференциалах не вызывает затрудне­
ний. Поэтому возникает вопрос, нельзя ли произвольное уравне­
ние (1.5.2) привести к уравнению в полных дифференциалах, ум­
ножая равенство (1.5.2) на некоторый множитель.

Оп ределе ние  1.6.1. Функция ц(лс, у), определенная, непре­
рывная и не обращающаяся в нуль в области D, называется ин­
тегрирующим множителем дифференциального уравнения (1.5.2), 
если уравнение

V-Mdx-\-pNdy=Q (1.6.5)
является в D уравнением в полных дифференциалах.

Уравнение (1.5.2) всегда имеет интегрирующий множитель, оп­
ределенный в той же области, где существует интеграл U(x, у) 
этого уравнения. Действительно, в силу (1.5.6) в этой области

dU/dx _  дЦ/ду 
/1 N ’

причем если в некоторой точке знаменатель равен нулю, то и со­
ответствующий числитель равен нулю. Тогда функция

К * ,
*  М  N

удовлетворяет определению 1.6.1, так как левая часть (1.6.5) рав­
на dU.

Попытаемся найти интегрирующий множитель в явном виде. 
Предположим, что М и N являются функциями класса С1. Будем 
и интегрирующий множитель искать в классе С1. Так как (1.6.5) 
должно быть уравнением в полных дифференциалах, то в силу
(1.6.1)

д(цЛ1) _  д(цЛО
ду дх

или
M - - ^ N = Л — -----— ( 1. 6. 6)

ду дх \ дх ду )

Таким образом, дело сводится к нахождению функции, удовлет­
воряющей дифференциальному уравнению в частных производ­
ных (1.6.6). Вообще говоря, задача не упростилась. Однако в ис­
ключительных случаях уравнение ( 1.6.6) может быть использова­
но для нахождения интегрирующего множителя.

Теорем а 1.6.2. Пусть существует функция ы(дг, у) класса 
С1 такая, что в D

дМ 1д у- д Ы /д х ___  6 J
N du jdx  — Мди/ду TV
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где Ч?(ы.) — непрерывная функция. Тогда
Р = е х р  Ij"  ф( t o ) ( 1.6 .8 )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ищем интегрирующий множитель ц=* 
=  ц((|>); ( 1.6.6) принимает вид

М ) = г ( —
du> \ дх ду ]  \ ду дх ]

или в силу (1.6.7) d(i/rfco =  if(o))n. Теперь (1.6.8) вытекает из 
(1.1.20). Теорема доказана.

Пример 1.6.1. Рассмотрим линейное неоднородное дифферен­
циальное уравнение ( 1.1.21), которое в симметричной форме
(1.5.2) имеет вид

\p(x)y-\-q(x)\dx — dy=Q. (1.6.9)
Особых точек нет, D =  G =  {(х, у):а<.х<.Ь, — Усло­
вия теоремы 1.5.2 выполнены.

Интегрирующий множитель ищем в виде ц.(х). Согласно (1.6.7)

Н г > -  дМ ' д* - дЫ <д*  - - , ( * ) ■
N

По теореме 1.6.2
X

|i=exp{—Р(х)}, где Р (х )—j* P(s)ds, х0е (а , Ь)
х,

(отметим, что этот интегрирующий множитель был использован 
при доказательстве леммы 1.3.1). После умножения на ц получим

ехр{—Р (х )} \p(x)y-\-q(x)\dx — exp{-P(x)}dy=0.
Используем формулу (1.6.3) с Хое (а , Ь), уо=0. Находим общий 
интеграл в виде

х V
j  ехр{—P(s)}q  (s)ds — j  exp{ —P(x)}ds = —C,

откуда
y=exp{P(*)}|^C + j  exp{—P(s)}<7 (s)rfsj ,

что совпадает с (1.1.23). Решение задачи Коши с начальными 
Данными (хо, уо) имеет вид

г/ =  1/0ехр|j  /7(s)dsj + J  exp j  P(t)d't\q(s)ds. (1.6.10)

Формула ( 1.6.10) называется формулой Коши.
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§ 7. Дифференциальные уравнения первого порядка, 
не разрешенные относительно производной

Дифференциальным уравнением первого порядка, не разрешен­
ным относительно производной, называется уравнение вида

F (x , у, у ')= 0, (1.7.1)
где F — непрерывная функция в некоторой области Vc:R3.

Определение.  1.7.1. Функция у= у (х ), определенная на 
промежутке <а, Ь>, называется решением дифференциального 
уравнения (1.7.1), если выполняются следующие условия:

1) ф (дс) дифференцируема на <а, ft);
2) (дс, ф(дс), ф'(дс))<=К при хе<а, ft);
3) при л:е<а, ft) справедливо тождество

F (x , <p'U))-3 0. (1.7.2)
Множество точек (дг, у, у') из R3, удовлетворяющих (1.7.1), 

обозначим .через S. В дальнейшем предполагаем, что уравнение
(1.7.1) допускает параметризацию

x = f (u ,v ) ,  у —g (и, v), у' — h (и, V),
где Л — непрерывная функция; f, g — непрерывно дифференцируе­
мые в области DczR2 функции. Отображение Т:(и, v)-*-(f(u, v), 
g(u, v), h(u, у)) есть взаимно однозначное отображение D на S 
и в D справедливо тождество

F ( / (и, v), g (и, v), h(u, г>)) =  0. (1.7.3)
Если уравнение (1.7.1) однозначно разрешимо относительно 

одной из своих переменных, то в качестве параметров можно взять 
две другие переменные.

Наряду с (1.7.1) рассмотрим в области D дифференциальное 
уравнение в симметричной форме

(gu~ hf„)du + (gp — h fv)dv= 0. (1.7.4)
Уравнение (1.7.4) не что иное, как запись выражения dy=y'dx 
в рассматриваемой параметризации.

Теорема 1.7.1. Пусть в области P a D  выполняется условие

det ( fu -М  фО (1.7.5)
\g, g .)

и t»=\J)(u) (или u = i(v ) )  — решение уравнения (1-7.4) с началь­
ными данными (и0, Vo)е Р ,  определенное в достаточно малой ок­
рестности точки и0 ( или v0). Тогда параметрические уравнения 
*=/(«. ф(и)), y = g (“ . Ч>(«)) (или x= f(x (v ),v ), y= g (x (v ),v )) 
определяют функцию у— ф(дс) и эта функция является решением 
уравнения (1.7.1).
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' Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим случай, когда решение урав­
нения ( 1.7.4) имеет вид у=ф(ы) (случай ы= х(и) рассматривает­
ся аналогично). В силу (1.7.4) имеем

»

dгде в правой части равенства и =  ф(и). В силу (1.7.5)
следовательно, уравнение x=f(u, у  (и)) однозначно 

разрешимо относительно и: u— w(x). Тогда <р(х) = £(ш (х), 
tf(w(x))), причем ф(дс) дифференцируема. Найдем <р'(*)- Имеем

Таким образом, (1.7.2) выполняется в силу (1.7.3). Теорема до­
казана.

Справедливо и в некотором смысле обратное утверждение.
Теорема  1.7.2. Пусть Gcz.D — область, не содержащая осо­

бых точек уравнения (1.7.4), и у=(р(х) — решение уравнения
(1.7.1), определенное в достаточно малой окрестности начальной 
точки хо, причем (х, ф(дс), ф'(х) ) e 7 (G ) .  Тогда в рассматривае­
мой параметризации этому решению соответствует решение v=  
=  ф(w) (или u= x (v)) уравнения (1.7.4) с начальной точкой (и0. 
Vo) =  T-‘(xo, q>(xo), q> (хо)).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию теоремы

пРи (и, v )— T~l(х, ф(х), ф '(*)). в частности, при (и, v) =  {u0,v0). 
Рассмотрим функцию Ф(ы, v )= g (u , и)— ф (f(u, и)) в окрестности 
точки (ы0, t»0). В силу (1.7.6) Ф(ы0, Уо)=0. Кроме того, так как

То в силу (1.7.7) хотя бы одна из величин Ф и(и0, v0), Ф»(ыо, Уо) 
отлична от нуля. По теореме о неявной функции уравнение Ф (и, 
v)= 0  определяет единственную дифференцируемую функцию v—

<р' (x )  =  R (w (x ), «К® (*))).
где

Так как if (и) удовлетворяет (1.7.4), то

=  Л (и, t (и)).

? ( / ( « ,  г> ) )= £ (« ,  V ),

v)) =  h(u, v)

(1.7.6)

(1.7.7)

Ф « ^v—gv— ? '(/ )/ „ ,
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*=\|>(u) или u=x(u), график которой содержит точку (и0, 1>о). 
Пусть это у =  ф(ы), Оо=^(ыо). Тогда

< Р ( / ( и ,  < Н « ) ) ) = £ ( и ,  ф ( и ) ) ,  ? ' ( / ( « ,  ф ( ы ) ) )  =  Л ( и ,  < } » ( « ) ) .

Дифференцируя первое тождество по и и учитывая второе, полу­
чаем, что и=ф(ы) удовлетворяет уравнению (1.7.4), что и требо­
валось доказать.

Фиксируя (ыо, Uo)eD, мы фиксируем (хо, Уо, yo ')^S. Это по­
казывает, что задачу Коши для уравнения (1.7.1) целесообразно 
ставить следующим образом: найти такое решение «/ =  <р(х) урав­
нения (1.7.1), которое удовлетворяет условиям < p(*o )= i/d, ф'(*о) =  
=Уо', где (х0, уо, yo ')^S. На множестве Т (Р) задача Коши для 
уравнения (1.7.1) в силу теорем 1.7.1 и 1.7.2 эквивалентна задаче 
Коши для уравнения (1.7.4) на множестве Р. Пусть G — область 
единственности для уравнения (1.7.4). Так как P c G , то и Р  — об­
ласть единственности. Тогда решение задачи Коши для уравнения
(1.7.1) с начальными данными (х0, уо, уо ')^Т (Р ) существует и 
оно единственно.

Вид начального условия подсказывает способ построения про­
должения решения уравнения (1.7.1). Пусть имеется решениеф(х), 
определенное на отрезке [a, ft], причем (b, cp(b), ф'(Ь ) )^ Т (Р ) .  
Определим решение гр(х) начальным условием ф (6) == ф (Ь ), 
У'(Ь) (Ь) и положим

и ) = (  ?<*> при Х € = \ а , Ь\,
\ ф(х) при х е  \Ь, Ь + е], е >0.

Решение ф! (х) назовем продолжением решения <р(х) вправо. Ана­
логично определяется продолжение решения ф(х) влево. Проце­
дуру продолжения решения можно осуществлять бесконечное чис­
ло раз. Важно, что при этом можно переходить из области одной 
параметризации в область другой параметризации и т. д. Таким 
образом, изложенный метод пригоден для построения решений и 
такого уравнения (1.7.1), которое не может быть параметризова­
но в целом, но может быть параметризовано «по кускам*.

Условия теоремы 1.7.2 нарушаются на множестве Q = D \ G  
особых точек уравнения (1.7.4). На множестве T(Q) могут содер­
жаться решения уравнения (1.7.1), которые не порождают реше­
ний (1.7.4). Рассмотрим это множество. Пусть R — образ Q в 
плоскости Оху при отображении Ф: x—f(u, у), y=g(u, у).

Теорема  1.7.3. Пусть у = ф(х) — дифференцируемая функция, 
график которой лежит в R. Если в Q |/и| + |/*| >0, то ф(х) — ре­
шение уравнения (1:7.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как q>(f(u, v ))= g (u , v), то
£• =  ? '(/ )/« . =  (/)/«.• (1-7.8)

Так как в Q имеем gu— hfu, gv=hfv, то в силу (1.7.8)
( / ) / « = / » / « .  т ' ( / ) Л = л / . .
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Сокращая на отличное от нуля f„ либо /0, получаем <p'(f) =Л. Сле­
довательно , F(x, ф(дс), ф'{x ) )= F ( f .  g, h) =0. Теорема доказана.

Полученные в теореме 1.7.3 решения называются особыми ре­
шениями уравнения (1.7.1). Они соответствуют особым точкам 
уравнения (1.7.4).

Итак, процедура решения уравнения (1.7.1) состоит в следую­
щем. Нужно решить уравнение (1.7.4) в области G, состоящей из 
неособых точек, и построить соответствующие решения уравнения
(1.7.1) (в области Р  это всегда возможно). Кроме того, следует 
найти особые решения уравнения (1.7.1).

Пример 1.7.1. Рассмотрим дифференциальное уравнение
y= p (y ')x ± q (y ') , (1.7.9)

где р, q — функция класса С1 на интервале (а, Ь), причем р (и )Ф  
г »  ни на каком подынтервале (а, Ь). В этом случае уравнение 
(1.7.9) называется уравнением Лагранжа. Вводя параметризацию 
х=и, y= p (v)u+ q (v), y '= v, получим уравнение (1.7.4) в виде

(р (v ) — v) da -f- (р' (v ) и -|- q' (v)) d v—0. (1.7.10)
Здесь

£> =  {(«, v): |и|<оо, a< -u< 6},
Q =  {(«, v): p (v )= v , p'(v)u-\-q'(v)=0),
G =  D  Q, P  =  {(U, v ):p '(v )U -\-q '(v )J:0 }.

Если p (v )= v , to v= v  — решение уравнения (1.7.10). Ему соот­
ветствует решение y=vx-\-q(v) уравнения (1.7.9).

Теперь рассмотрим уравнение (1.7.10) в предположении, что 
р (и )Ф и  Тогда (1.7.10)— линейное неоднородное уравнение, об­
щее решение которого имеет вид

u =  A(v)C-\-B(v),
где С — произвольная постоянная. Условие (1.7.5) выполняется, 
если

р ' (v)u-\-q' (V )  ф0. (1.7.11)
При выполнении неравенства (1.7.11) параметрические уравнения

x =  A (v )C + B (v ) , (1.7.12)
y=p(v)\A(v)C-\-B(vj\-]r q(v), ® е ( а ,  b),

определяют в силу теоремы 1.7.1 решения уравнения (1.7.9). Осо­
бых решений уравнение Лагранжа при условии p (v )^ v  не име­
ет, так как в этом случае Q — пустое множество.

Рассмотрим частный случай уравнения (1.7.9)
у= -|- y 'x - \ - jy '\  (1.7.13)
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В  этом случае (1.7.10) имеет вид
—vdu-\-2(u-\-v)dv—0. (1.7.14)

Решению у =  0 соответствует очевидное решение у = 0. Общее ре­
шение уравнения (1.7.14) при у>0 и о<0 имеет вид

u= v*C —2v,
причем оно удовлетворяет (1.7.14) при и=0. Неравенство (1.7.11) 
превращается в неравенство и Ф —V. Оно выполняется на реше­
ниях (1.7.14) при у> С -1 и и< С-1. При таких v параметрические 
уравнения

x —v1C — 2v,

у = —  — v2
*  3

определяют решения уравнения (1.7.13). При С = 0 это у= — ^-х2. 
При С ф 0 получаем следующие решения (1.7.13):

«/=»(ЗС*)-1(2+ С * ± 2 ^ Г + с 1 )(- 1  ± К Г + ^ ) ,
где знаки «+» и «—» берутся одновременно.

Пример 1.7.2. Дифференциально уравнение
y = x y '- g (y ')  (1.7.15)

называется уравнением Клеро. Предположим, что g"(y ') сущест­
вует и непрерывна при у '^ (а , Ь). Используя ту же параметриза­
цию, что и в примере 1.7.1, получим вместо (1.7.10) уравнение

(и — g' (v))dv= 0. (1.7.16)
Оно имеет решения v =  C, где С — произвольная постоянная из 
интервала (а, Ь). Этим решениям соответствуют решения

y= C x  — g(C), С е  (а, Ь) (1.7.17)
уравнения (1.7.15). Семейство (1.7.17) называется общим решени­
ем уравнения Клеро.

Уравнение (1.7.16) имеет также особое решение u—g'(v). Ему 
соответствует множество точек в плоскости Оху, определяемое 
уравнениями

x = g ’ (v), y = v g '(v ) — g(v), v<=(a,b). (1.7.18)
Если уравнения (1.7.18) определяют дифференцируемую функ­
цию y=q>(x), то по теореме 1.7.3 она является особым решением 
уравнения (1.7.15). Для этого достаточно потребовать, чтобы 
g"(v) не обращалась в ноль. Изучим особое решение при усло­
вии £ '(у )Ф $  подробнее. Через G обозначим функцию, обратную
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в7. Пусть G определена на интервале (а, р). В силу (1.7.18) осо­
бое решение ф (дс) определяется по формуле

<Р(.v) = 0  (х) g' (О (х )) — g(G (х)),
откуда

<f(.x)=xG(x) — g(.G(x)), (1.7.19)
f '(x ) =  G(x). (1.7.20)

формулы (1.7.19) и (1.7.20) показывают, что прямые семейства 
(1.7.17) являются касательными к кривой «/=ф(х) при C= G (x ).

Преобразование, сопоставляющее функции g(v), г е (а , Ь) 
функцию ф (дс), дсе(а, р), определенную формулой (1.7.19), назы­
вается преобразованием Лежандра.

Теорема  1.7.4. Суперпозиция двух преобразований Лежанд­
ра есть тождественное преобразование.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ф(дс), х е (а , р )— образ функции 
g(v), we (а, b) при преобразовании Лежандра. В силу (1.7.20)

Следовательно, можно определить преобразование Лежандра 
функции ф(д:). Обозначим ее ьбраз через h(v). По определению 
преобразования Лежандра

h (v) =  -уФ (и) — <р (Ф (*>)),
где Ф(о)  — функция, обратная по отношению к ф'(дс) =  С(дс), т. е. 
Ф (у )= ^ /(у). В силу (1.7.19)

A (v )= vg ’ (v) -  g' (v ) G (g' (x»))-f-g(G ig')),
т. e., поскольку G {g '(v ))= v ,

h (v )= g (v ).
Теорема доказана.

В качестве примера построим особое решение уравнения Клеро
у= ху ' — (у')*.

Имеем: g(v) =  v\ g, (v) =  4t>3, G (*)=^-1- Следовательно,
особое решение y=<p(x) имеет в силу (1.7.19) вид

I *—(4- 'Г-С4--Г—(4--Г-
Таким образом, преобразование Лежандра переводит функцию v*
в функцию 3 x'j
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Глава II
НОРМАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯ. 
ВОПРОСЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ РЕШЕНИИ

§ 1. Вспомогательные сведения

В этом параграфе изложены сведения из математического 
анализа, которые будут использоваться в дальнейшем.

1. Векторные функции скалярного аргумента. Рассмотрим про­
странство Rn = RX . . . X R  (п раз), где R — вещественная числовая 
прямая. Символ Rn обозначает векторное пространство, состоя­
щее из векторов х с п вещественными координатами Хи хп, ко­
торые мы будем рассматривать как векторы-столбцы. Обозна­
чение:

л=сЫоп(л1.... х„), 0=со1оп(0......0).
Одновременно R'1 можно рассматривать как точечное (аффинное) 
пространство, элементами которого являются точки х с координа­
тами X], хп, причем каждой паре точек х=(х\, .... х„), у = (у\. 
...,уп) соответствует вектор, равный у—х=  (t/i—Х\,...,уп—хп). Век­
торное пространство R" нормируем с помощью нормы

H=niax{|x,|.... |х„|}.
Тогда аффинное пространство R" становится метрическим с рас­
стоянием р(х, у) = \\у—* 11.

Замечание. Можно рассматривать и любую другую норму. 
В частности, рассматривать R" как евклидово векторное и точеч­
ное пространство. В этом случае и —V  xi~\~ хп-

В этом параграфе под окрестностью точки x e R "  будем пони­
мать ее шаровую окрестность, т. е. множество точек J/eR" таких, 
что р(х, у )< а  при некотором а>0. Говорят, что последователь­
ность xk(xk̂ R n, k ^ fi) имеет пределом при k-+oo точку o eR " 
и обозначают

Нпис*=а,
*«—

если последовательность расстояний р(хк, a )*zz0. Из определе­
ния нормы видим, что сходимость последовательности хк эквива­
лентна покоординатной сходимости, т. е. для любого /, 1</^л, 
пределом последовательности хк/ координат точек хк является а/. 
Последовательность хк называется последовательностью Коши, 
если для любого е>0 существует К > 0 такое, что из i^ K , k ^ K  
вытекает ||х*—х'Ц^е. В Rn всякая сходящаяся последовательность 
есть последовательность Коши, и наоборот.



■

•о
^ Рядом в R" называется символ 2  х** x^R ". Его суммой S

k-i
называется предел последовательности S 1 его частичных сумм:

I
S= \im S‘, & = '

-
ilycTb / cR , f — отображение / в R". Тогда /(/), /е/, будем 

называть л-мерной векторной функцией скалярного аргумента t, 
определенной на множестве /. Поскольку сходимость в R" покоор­
динатная, непрерывность f(t) (определяемая обычным образом) 
равносильна непрерывности координатных функций f i : I—►R* i=l> 

л. В дальнейшем для определения используем координатные 
признаки: f(t) называется дифференцируемой в точке t. если 
дифференцируема каждая координатная функция fi(t), причем, 
по определению, полагаем

/ ' ( / ) = c o l o n ( / l  ( / ) , . . . ,  / » (О ) ;

f : (a, by—►R'1 называется интегрируемой на <а, Ь), если интегри­
руема каждая из координатных функций, и, по определению,

(2.1.1)

f {t )d t\  =  f / t(t)dt, / =  1.... п.

Справедливо неравенство

I  f ( t )d t  <  J  |f i t t d t
а а

Действительно,
ft Ъ ь ъ
f f ( t )d t  =max j f i ( l ) d t  <max j  \fi(t)\dt < j|/(/)!|<//
o' a a a

Рассмотрим последовательность функций fk: (a, by+ R", fceN. 
Будем говорить, что последовательность сходится равномерно от­
носительно /е<а, by к функции f : <а, b}-*-Rn, и обозначать

/»(<)=£/( О,

если последовательность ||fk(t )—f(7)||-*0 при к-*~оо равномерно 
относительно /е<а, Ь>. Это равносильно равномерной покоорди­
натной сходимости. Соответственно определяется равномерная схо-

т
Аимость функционального ряда V  /*(/).

»-i
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Признак Вейерштрасса: если при /е/ ||f*(OIKa* и ряд 2а» 
сходится, то ряд 2fk(t) сходится равномерно. При этом если f ( t )  
непрерывны на I, то и сумма ряда непрерывна на /.

2. Матричные функции скалярного аргумента. Рассмотрим 
матрицу X, состоящую из п строк и т  столбцов. Элемент этой 
матрицы на пересечении i-й строки и /-го столбца будем обозна­
чать через Хц, -Y^eR. Запись:

Х  = {Х ,)} (/ =  1.... л; /= 1 ......т ).
Множество таких матриц будем обозначать через Kn,m. Так как 
сумма матриц из 9J" m и умножение их на вещественные числа 
определяются как поэлементное суммирование и умножение, то 
пространство m можно отождествить с пространством Rnm. Это 
позволяет применять к Я"-'п определения из п. 1. В частности, •

|A^=max \X,j\.
>1

Для Л е Я п'т и У еЯ т '' определено произведение Z=XYczW.n-1 по 
формуле

//= 2  (2Л-2)

ги

z gi
к -1

Из (2.1.2) и определения нормы матрицы следует, что
(2.1.3)

Нулевой матрицей 0e9ln-m называют матрицу, все элементы кото­
рой равны нулю. Матрицу Х = Е п^ Я пп называют единичной, если 
X,i=6ij, где 6i/ — символ Кронекера:

f 1, если /=/,
' \ 0, если I  ф  у.

Матрица Х е К п п называется неособой, если det ХФО. Неособая 
матрица имеет обратную матрицу X-1, определяемую равенствами

Х Х ~ 1= Х ~ 1Х = Е а.
Матричной функцией Ф(7) скалярного аргумента t называется 

отображение Ф : (а, Ь)-*-Шп т . Отождествляя 9Jn m и Rrtm, переносим 
на матричные функции определения и свойства векторных функ­
ций скалярного аргумента. В частности, функция Ф : <а, ЬУ-*~кп-т 
называется дифференцируемой, если дифференцируемы ее эле­
менты Фц(1), причем, по определению, Ф '(t ) = {Q>'a(t)}. Сходи­
мость в Rn покоординатная, поэтому

Ф'(/)=11гп^Ф(/+А/) — Ф(/)1. (2.1.4)
Справедлива формула

(Ф<Р)' =  Ф'<Р-}-фЦГ'. (2.1.5)
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Действительно, в силу (2.1.2)1 (ф ю /'у у  ( ф ;*чг*у+ « / Л , ) ,
i 1

откуда и следует (2.1.5).
. 3. Векторные функции векторного аргумента. Множество 

Uc.Rn называется связным, если его нельзя представить в виде 
объединения двух непересекающихся непустых множеств, каждое 
из которых не содержит предельных точек другого. Будем назы­
вать путем, соединяющим точки x '^ U  и *2е£/ и лежащим в U, 
непрерывное отображение и : [0, 1 где и(0)=дс‘, u ( l)= Jt2,
u(s) g U (seE[0, 1]).

Известно, что открытое множество связно то1да и только тог­
да, когда две произвольные его точки могут быть соединены пу­
тем, лежащим в этом множестве. Областью называется связное 
открытое множество. Область называется выпуклой, если в каче­
стве пути, соединяющего произвольные точки дг1 и х2 и лежащего 
в U, можно взять отрезок прямой, т. е.

U ( s ) = j f I - f  s ( x 2 - X > ) .  ( 2 . 1 . 6 )

Векторной функцией векторного аргумента, определенной в обла­
сти GcrR"5, мы называем отображение f : G-*-R". Непрерывность 
этого отображения эквивалентна непрерывности каждой из коор­
динатных функций fi'.G-*-R, i= l, ..., п, как функций нескольких 
вещественных переменных. Функцию \(х) : G-*-Rn называют не­
прерывно дифференцируемой и пишут f^ C ](G ), если в области G 
существуют и непрерывны всевозможные частные производные 
dfjdxi i~  1, .... rn; k= l, ..., п. Производной df/dx в точке x0̂ G  
называется линейное отображение Rm в R", задаваемое матрицей 
Якобн:

{df\
дхх

( * о > -
Of  i

'  dx„
(x0)

dfn
i дхь

U 0 )
d f n 

' dxm
- ( x 0 )

4

(2.1.7)

С помощью (2.1.2) легко убедиться в справедливости следую­
щего правила дифференцирования сложной функции. Пусть 
и • Gc=R'->-Dc:R'n, ) :  D-+ Rn — функции класса С1, тогда g(x) — 
^ f (u(x )) есть функция класса С1 в области G и

^ = - ^ - ( и ( х ) ) - ^ .  (2 .1 .8 )
дх ди дх

4. Формула конечных приращений. Пусть f : G-vR" — непре­
рывно дифференцируемая функция, GcrR'" — выпуклая область.
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Пусть, далее, ж'еО, xJeG . Определим ы(Х):[0, l]->-Rm по фор­
муле (2.1.6). Так как G — выпуклая область, то u (s )^G . Оче­
видно,

/ ( * ’ ) - / ( j c i ) = j  */< “ <«» dSt

но так как в силу (2.1.8) и (2.1.6)
< / (« (« ) )

' ds дх
ТО

1
/ и 2)-/(дс»)= Г -i£-(u(s))ds-(x*-x'). (2.1.9)

Формула (2.1.9) называется формулой конечных приращений. 
При п = т =  1 она превращается в формулу Лагранжа для ска­
лярных функций.

Пусть теперь в (2.1.9) х2-*-х'. Тогда u(s)-+xl. По непрерывно­
сти матрицы Якоби

-^-(a(s))=-^-(jc’)+A(JC«, aj , s),

где ДС*1, х2, s) — матрица, обладающая свойством ||Д||-*-0 при 
II*2—jc1 II—*-0. Отсюда и из (2.1.9) получаем

/(•**)=/С*1)+  - ~ (х ' ) ( х 2 — x l)-j-r(xt, х2), (2.1.10) 
dxi

где

0 при — 0. (2.1.11)
Ir* ■* И

Формула (2.1.10) называется формулой Тейлора.
5. Условие Липшица. Пусть x e R m, ye R ', D — множество в 

RmXR ', G — область в RmXR ', f — непрерывное отображение в 
R". Введем следующие определения.

Функция f(x, у) : D-+R” удовлетворяет условию Липшица по 
х (глобально на D), если

(х, y)(=D, (х , y)^D = > \f(x , у ) - f ix ,  уЩ< L\x-^x\
где L> 0— постоянная, не зависящая от выбора точек (j?, у), 
(х, у) (она называется постоянной Липшица).

Функция f(x, у) : G-»-Rn удовлетворяет условию Липшица по х 
локально в G, если для любой точки (х<>, Уо)^С можно указать 
ее окрестность V{x0, уо), сужение f на которую удовлетворяет 
условию Липшица глобально в V(xq, у0).
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Из определения нормы следует, что выполнение условия Лип­
шица (локально или глобально) для векторной функции эквива­
лентно выполнению условия Липшица для каждой из координат­
ных функций.

Очевидно, что если функция /(дс, у) удовлетворяет условию 
Липшица по х глобально на множество D, то она равномерно не­
прерывна по х на этом множестве. С другой стороны, как пока­
зывает следующая лемма, из непрерывной дифференцируемости / 
по дс в области G следует, что /(дс, у) удовлетворяет условию Лип­
шица по х локально в G.

Л е м м а  2.1.1. Если /(дс, у) : G-+ Rn есть функция класса С’ 
по х в области G, то она удовлетворяет условию Липшица по х 
локально в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим окрестность V точки (х0, 
yb)^ G  такую, что VczG н в V

\dfjdx,\ (/ =  1,..., га; k = \ .... я).
Такая окрестность существует в силу непрерывности df/dx. Так 
как V=VmxVi, где Vm и ^  — окрестности точек дс0 и у0 в Rm и 
R' соответственно, а окрестность точки — выпуклая область, то к 
разности f(x, у )—f(х, у), где у рассматривается как параметр, 
можно применить формулу конечных приращений (2.1.9). Тогда 
для любого у ^  Vi, используя (2.1.1) и (2.1.3), имеем

|f ix ,  y)^-f\x, y)l\*CLlx — Д  L= m M ,
для любых точек (х, y )^ V , (дс, y )^ V , что и требовалось дока­
зать.

Следующая лемма устанавливает связь между глобальным и 
локальным выполнением условия Липшица для данной функции.

Л е м м а  2.1.2. Если f(x, у) : G-+ R" удовлетворяет условию 
Липшица (по х) в G глобально, то она удовлетворяет условию 
Липшица и локально. Если же / удовлетворяет в G условию Лип­
шица локально, то она удовлетворяет условию Липшица на лю­
бом компактном подмножестве области G (глобально).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первое утверждение леммы вытекает 
из данных выше определений. Докажем второе. Если оно невер­
но, то существуют компакт KczG и последовательности положи­
тельных чисел L*, AeN, L*-»-oo и точек (хл, ук)^ К ,  (дс*, ук) ^ К  
таких, что

1/й», «/»)-/(**, ул) (2.1.12)
Так как К  -г компакт, то из последовательностей (х*, у*), (х*,у*) 
можно выбрать сходящиеся последовательности (хл‘, у*1), 
(х \  у*0. Пусть (х*1, у*') — (хо. Уо), (х \  / 0  -*(х0, уо) при 
"«-►оо. Рассмотрим функцию F(x, дс, у) : U-+ R, где Uc R 2m+' со-
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стоит из точек окрестности (х0, Хо, уо) ь пространстве R2m+t, у ко­
торых хфх, определяемую формулой

F ix , х, у) = - .lx-x l
Если радиус OKpecjHocTH достаточно мал, то F(x, х, у) ограниче­
на^  U (при хофхо это следует из непрерывности [, а при *о= 
=Хо=Хо — из выполнения для / условия Липшица по х в окрест­
ности точки (хо, у0) ) ,  что противоречит (2.1.12) для достаточно 
больших ki. Полученное противоречие доказывает лемму.

6. Теорема о неявной функции. Пусть x e R m, t/eR', V — окре­
стность точки (Хц, уо) в Rm+', Ф  : V-»-R' — непрерывно дифферен­
цируемая функция, причем

дФdet —— (х„, Уо)фО.
ду

Тогда существуют окрестность W точки х0 (lFc=Rm) и единствен­
ная функция ф(д:)^.CX(W ) такая, что <р(х0)= у 0 и при всех

Ф(х, <р(х))=Ф(х0, уд). (2.1.13)
Дифференцируя (2.1.13) по х, получаем следующее выражение 

для производной:

дх (* , ? (* ) ) )  ‘ “ (х, f(Jt)). (2.1.14)

§ 2. Системы дифференциальных уравнений.
Общие положения

Пусть fi(x, ух, ..., Ун), ..., fn(x, У\, .... ^  — непрерывные" в 
области G (N + 1)-мерного пространства Охух... уп скалярные 
функции. Пусть N=rti\+ ... -fmn. Совокупность уравнений

У[т,) U )= / i  (•*. Уи У\..... У\п'~Х)...... У„, У’п...... У^п-"),

* * • * ........................................................................  (2.2.1)
У{Г п) <*>=Л (*• У\У\.....У\т *-1)...... Уп. у ; . .... У(„я»~1))

называется системой дифференциальных уравнений порядка п.
Определение  2.2.1. Решением системы дифференциальных 

уравнений (2.2.1) называется совокупность п функций ...,
Фп(Х)» определенных на промежутке <а, Ь) вещественной оси, если 
выполняются следующие условия:

* Как и в гл. I, в дальнейшем условие непрерывности считается выполнен­
ным автоматически.

48

1) фь •••» ф*> — соответственно Ш\, .... т п раз дифференцируемы
и х(=(а, ЬУ;
2) при всех хе<а, о>
(X, <*). ? ;(х )..... ?{* «-1» (X)......?„ (X), ?;(х), (А-)) е  О;

3) при всех ;ее<а, 6>
Ц  ?['“ '> (х )=  /, (х, ?i (х)..... (•*)).

U  )= / „  (х, (х).....т5Г-_1> (х))-

Из определения следует, что ф*еСт* ((а, Ь)), Л=1, п. 
Важными частными случаями системы (2.2.1) являются: при 
Л=1 — дифференциальное уравнение порядка т

yi” )= f (x ,y ,y '.....У{п~1), (2.2.2)
а пр t Ш\ =  ... = т п=  1 — нормальная система дифференциальных 
уравнений

Ух== f  \ (^ i i/ li •••* Уп)»
* . ............................ (2.2.3)

yn—fn (x ’ У\* •••» Уп)'
Покажем, что любую систему (2.2.1) можно свести к нормаль­

ной системе N уравнений. Положим
Zj== У\< t/p ...» %т, У\ 1
............................................... (2.2.4)

2(п1+...+(Я(1_1+1==Уп> гя»1+—+'"я_ 1+2 УП' Ул п
Тогда (2.2.1) принимает вид

z [= z2, •••iz‘m_ l= z mi,z'm= fi(.x ,z l, ...,zN),

..................................................................  (2.2.5)
г т 1+...+л»я_1+1 Zяll+...+mn_l+2̂ ••••
Z f l= : f n (X ,  Z \ , . . . ,  Zj\f),

Система (2.2.5) есть нормальная система N уравнений. Она экви­
валентна системе (2.2.1) в том смысле, что если фь ..., фп Ре
шение (2.2.1), то фЬ ф']..... <рГ,-1).......?«..?„• •—? — решение
(2.2.5), а если ф,...... фаг — решение (2.2.5), то фЬ Y«.+!...••
<P<n1+...+m/|_ l+i — решение (2.2.1).
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Из сказанного следует, что, не уменьшая общности, можно 
ограничиться рассмотрением нормальных систем. Замена (2.2.4) 
показывает, как определения и утверждения, сделанные примени­
тельно к нормальным системам, можно перенести на случай сис­
тем вида (2.2.1) и, в частности, на случай одного уравнения
(2.2.2).

Итак, заменяем N на п и рассматриваем систему (2.2.3). Опре­
деление 2.2.1 применимо к системе (2.2.3) как к частному слу­
чаю. Здесь С — область пространства Оху\ .... уп. Если <pi(x), .... 
<рп(Х) — решение системы (2.2.3) на промежутке <а, Ь>, то мно­
жество точек (х, ф|(Х). —. Фп(х)), jсе<а, by, называется инте­
гральной кривой. По определению решения интегральная кривая 
принадлежит области G.

Задача Коши для системы (2.2.3) становится следующим об­
разом: найти решение фи ..., ф„ системы, определенное в окрест­
ности точки Хэ, которое удовлетворяет начальным условиям 
4>i(*o)=y°......фл(х0) =:У°п, где (х0, y°i,...,y°n) — заданная точ­
ка из области G. Координаты этой точки называются начальны­
ми данными. Геометрически это означает, что требуется построить 
интегральную кривую, проходящую через заданную точку обла­
сти G.

Теорема  2.2.1 (теорема Пеано). Для каждой точки (х4 у°\, 
•••> У°п) существует решение задачи Коши с начальными данными 
(х0, y°i, у°п), определенное на отрезке

Р  ..... f£ )=  [*о—А. -«0+ *].
где h(x0. «Л. —» У°п) определяется следующим образом: пусть 
RczG,

К = { (х ,у и ...,уп):\х  — х0\лСа, \у, — y°\< b, i=  1.....л),
и Ifk(x, у\, .... i/n)|<Af, Л-1, ..., п, на R, тогда

A =  min{a, Ь/М).
Отрезок Р, построенный указанным образом по точке (Хо, у°|, ..., 
y°n)^ G , называется отрезком Пеано.

Теорема 2.2.1 доказывается с помощью ломаных Эйлера ана­
логично тому, как в § 2 гл. 1 она была доказана для л=1 (лем­
ма Асколи — Арцела при л>1 справедлива). Поэтому доказа­
тельство теоремы 2.2.1 мы опускаем. В § 3 настоящей главы, 
используя построения, отличные от ломаных Эйлера, докажем 
теорему 2.2.1 в предложении, что /\, .... fn удовлетворяют условию 
Липшица по у=(у\, .... у л) локально. При этом G окажется обла­
стью единственности, т. е. любые два решения, определенные на 
промежутке (a, by и совпадающие при некотором х0е<а, Ь), сов­
падают на всем <а. by.

Наряду с интегральной кривой каждому решению сопоставля­
ется другой геометрический объект — траектория.
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I Определен  не 2.2.2. Траекторией решения ф|,...,ф„ системы 
2.2.3), определенного на промежутке <а, by, называется множе- 
тво точек (fpi(x), ..., фп(х)), *е<а, by, пространства Оу^..уп, на­
зываемого фазовым пространством. '

Очевидно, траектория решения является проекцией соответст­
вующей интегральной кривой в фазовое пространство Оу\..уп- 

В то время как пересечение (с общей касательной) интеграль­
ных кривых означает нарушение единственности решения задачи 
Коши, траектории в фазовом пространстве могут пересекаться без 
нарушения единственности, так как начальная точка определяет­
ся л+1 координатой. Траектория может совпадать с точкой. Та­
кая точка называется положением равновесия (точкой покоя). 
Так как положение равновесия является траекторией постоянного 
решения, то (y°i, ..., у °„) будет положением равновесия тогда и 
только тогда, когда

f i  {Х'УЧ..... !/2 )= °

/л (•*. У°1..... У*п)= 0
при всех х из некоторого промежутка (a, by.

3. Механическая интерпретация нормальной системы. Перво­
начальным стимулом к изучению дифференциальных уравнений 
явился тот факт, что уравнения движения механических систем 
принимают вид нормальной системы дифференциальных уравне­
ний, если за неизвестные функции взять обобщенные скорости и 
координаты. При этом роль независимой переменной играет вре­
мя. Каждому решению нормальной системы соответствует движе­
ние механической системы. Если область, в которой определены 
дифференциальные уравнения, есть область единственности, то 
процессы детерминированы. Траектория — это путь, по которому 
в фазовом пространстве движется точка, соответствующая меха­
нической системе. Название «положение равновесия* (или «точка 
покоя*) приобретает ясный механический смысл. Традиционная 
механическая терминология и обозначения сохранились в теории 
дифференциальных уравнений до настоящего времени. Следуя 
этому, в дальнейшем будем называть независимую переменную 
временем и обозначать через /, фиксированные значения t — мо­
ментами времени. Систему (2.2.3) будем записывать в виде

Х\  —  / ]  ( / ,  ^ 1 »  • • • !  X n)t 

..................................... (2.2.6)

хп— f  n(t, X i , х п)
(точка обозначает дифференцирование по времени). Система
(2.2.6) и является объектом дальнейших исследований.
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4. Векторная запись нормальной системы. Рассмотрим систему
(2.2.6). Пусть

дг=со1оп (jc„ ...,х,)е R",
/ : 0  — R", 0< rR 'M-,1 /=colon(/ ,..... /„).

Тогда (2.2.6) принимает вид дифференциального уравнения
*=/</, Л (2.2.7)

где f : G-vRn — непрерывная функция.
В соответствии с определением 2.2.1 решением дифференци­

ального уравнения (2.2.7) назовем функцию <р : <а, ft)-* R", если 
выполнены следующие условия:

1) <р(1) дифференцируема при всн/е<а, ft);
2) (t, ф (/ )]б б  при всех /е<а, ft);
3) Ф(О ^ Ю . Ч>(0) пРи всех /е<а,Ь>.
Важным частным случаем нормальных систем являются ли­

нейные системы. В скалярной форме линейная система имеет вид

•*1 ~ Р ц  (0*1+  — + Л|(О*л+01 (О.
...............................................................  (2.2.8)

=  P„i ( / )  J fi + . . .  +  Pm(t) хя - f  qn ( / ) .

Здесь Я ,,(/), .... Pnn(t), q\(t), ..., q l̂)— непрерывные на интер­
вале (а, b) скалярные функции. В векторной функции систему
(2.2.8) записывают с помощью матрицы коэффициентов

P U )= {P „ ( t ) ) ,  
следующим образом:

x = P (t)x ^ (t ). (2.2.9)
Легко видеть, что (2.2.8) — координатная запись (2.2.9).

Замечание.  Если под х понимать вектор-строку (xi, .... хп). 
то вместо (2.2.9) векторная запись системы (2.2.8) принимает вид

х=хР* (о +|(/),
где Я* (/ )— транспонированная матрица P (t), q(t) =  (<7,(/),..., 
Яп (О )-

В векторной форме начальные данные задачи Коши принима­
ют вид (to, Хо)е б ,  где /o^R, acoeR", решение ф(t) задачи Коши 
должно удовлетворять условию (p(/0) =ij-

Задаче Коши с начальными данньин (70, дс0) для дифференци­
ального уравнения (2.2.7) сопоставим интегральное уравнение в 
векторной форме ^



Определение 2.2.3. Функция q>: <а, b}-*-Rn называется ре- 
пением уравнения (2.2.10), если выполняются следующие условия:

1) ф(/) непрерывна на промежутке <а, b>, /ое<а, Ь>;
2) (*, ф (/ ))еО  при всех /е<а, />>;
3) при всех t^ (a , Ь>

t
<?U)=XQ+jf{S,<t(s))ds. (2.2.11)

Используя правила дифференцирования и интегрирования 
функций со значениями в R", точно так же, как теорему 1.1.1, 
докажем следующее утверждение.

Теорема  2.2.2.Функция ф: (a, b y * R" является решением 
задачи Коши для дифференциального уравнения (2.2.7) с началь­
ными данными (1о, Хо) е С  тогда и только тогда, когда она явля­
ется решением интегрального уравнения (2.2.10).

§ 3. Теорема существования и единственности

1. Пусть даны уравнения (2.2.7) и начальная точка (/о, Хо)е С . 
Рассмотрим вопрос о существовании решения задачи Коши с эти­
ми начальными данными. Будем фактически строить искомое ре­
шение методом последовательных приближений. Как отмечалось 
в п. 2 § 2, это можно было бы сделать с помощью ломаных Эйле­
ра. Здесь мы используем другую схему последовательных прибли­
жений— так называемые последовательные приближения Пикара. 
Определяются они следующим образом.

Нулевое приближение ф° : <ао, feo>-*R” — произвольная непре­
рывная функция, удовлетворяющая условию ф^/о^Хо. Здесь по­
ложим фи(О=х0, /€Е<а<>, Ь0у. Пусть <«„ Ь,> — такой промежуток, 
что /0е (а |, &i) и при /е<аь Ь|> (/, ф°(/))сгО. Тогда первое при­
ближение ф1 : <аь fc|>-»-Rn определим формулой

?1(O=A-0+ J / ( s , ^ 0)rfs. (2.3.1)
I»

Вообще, при fceN, если ф*-1: <a*-i, fe*-i)-^Rn. (at,. Ь*)сг 
с<а*_1( &*_!>, /0е ( а Л, bk) и при /е<а», 6*> (/, фk~ '(t ))^ G , то

I
<p*(/)=jc0-f j / (s ,?4-1 (s))ds. (2.3.2)

Отметим, что (fk(to)=x0, £ eN 0. Таким образом, первые к прибли­
жении ф°, ф|,...,фЛ определены на некотором промежутке <а*, ft*>, 
содеожащем t0 как внутреннюю точку.

Теорема  2.3.1. Пусть f(t, х) : G-+ R" удовлетворяет условию 
Липшица по х (глобально) на замкнутом множестве DczG. Пусть,



далее, все пикаровские приближения (2.3.1), (2.3.2), построенные 
по точке (Iq, Х о о п р е д е л е н ы  на отрезке [а, ft], причем при 
<е[а, ft] (t, фk(t ))^ D . Тогда последовательность функций <p*(t) 
сходится равномерно на [а, ft] и предельная функция ф(t) явля­
ется решением уравнения (2.2.7), удовлетворяющим условию 
<г(1 о)=х0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Вопрос о сходимости последовательно­
сти фk(t) заменим эквивалентным вопросом о сходимости ряда

. (2.3.3)

где т|)0= ф 0, ф *= ф *— ф*->, A e N .  Наша цель— Построить сходя­
щийся числовой ряд, который мажорирует на (а, ft] ряд (2.3.3). 
Тогда по признаку Вейерштрасса (см. конец п. 1 § 1) ряд (2.3.3) 
будет сходиться равномерно на [а, ft].

Пусть L — постоянная Липшица функции f(t, х) на множе­
стве D,

N =  sup ||/ (/ ,*„) II-

Докажем, что при /е[а, ft] и fte=N

ii t* (о н <  ~*° l)ft k !

В силу (2.3.1), (2.3.4) и (2.1.1) при /е[а, ft]

(2.3.4)

(2.3.5)

I

I
||/(5,A0) || dS N  \t — /q|.

что доставляет базу для индукции по к. Далее, на основании
(2.3.2)

1|Ф*+ ,( 0 К

Так как / удовлетворяет на множестве D условию Липшица с 
постоянной Липшица L, то при /е[а, ft]

II ♦*+,</)||<Z,
а I
\ II <?*(«) — <?*-* (s)||rfs = L  f||t*(s)||rfs.

Пусть (2.3.5) справедлива при некотором к. Тогда при /е[а, ft]

lit* *1 (О II N  ( L \ s ~ t 0 |)‘
к !

ds
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откуда

Тем самым справедливость (2.3.5) при <ieN доказана. Следова­
тельно, при /е{а, Ь] ряд (2.3.3) мажорируется сходящимся чис­
ловым рядом

Пусть <p:{a, b]->Rn — предельная функция. Покажем, что 
(р(7) — решение рассматриваемой задачи Коши. Очевидно, <р(/о) = 
=*„, так как ф Ч М =*о при всех к. Проверим, что <p(t) — реше­
ние уравнения (2.2.10). Условие 1) определения 2.2.3 выполняет­
ся по признаку Вейерштрасса, условие 2) выполняется в силу 
замкнутости D. Осталось проверить справедливость (2.2.11). Пе­
рейдем в (2.3.2) к пределу при к->оо. Так как ф, a f удовле­
творяет на D условию Липшица по х, то

Следовательно, в (2.3.2) можно перейти к пределу под знаком 
интеграла, что дает (2.2.11). Теорема доказана.

З а ме ч ан ие .  Ниже (теорема 2.3.2) будет доказано, что в 
условиях теоремы 2.3.1 любая область UczD является областью 
единственности.

Следствие .  Пусть (2.2.7) — линейная система, т. е.

где Р : (а, йя-я, q : (а, *>)-►R” . Для любых /се (а , Ь), x0(=R* 
решение задачи Коши с начальными данными (t0, Хо) определено 
на всем интервале (а, Ь). При этом G—(a, fc)xRn является об­
ластью единственности.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть D= [a, p ]XRn, где [а, р]с:(а, Ь). 
Функция (2.3.6) удовлетворяет на D условию Липшица по х.

Последовательные приближения определены на [а, р]. Так как D 
замкнуто, то все условия теоремы 2.3.1 выполнены. Поэтому если 
^s[a , р], то решение фа.»С0 задачи Коши определено на [a, PJ. 
Так как [a, р\cz(a, Ь) — любой отрезок, то в силу сделанного

/ ( / , ¥ *  (О ) / ( Л ?  (О ) .

f ( t ,x )= P ( t )x + q (t ) , (2.3.6)

где
L =  n шах ||Р(/)||.

55



выше замечания функция <p(t) : (a, b)-*-R", гженне которой на 
[а, р] совпадает с фa.$(t), является решением :а интервале (а, Ь), 
a G — областью единственности.

Пример 2.3.1. Рассмотрим скалярное уравгние у '—у. Для по­
строения решения с начальными данными (I у0) воспользуемся 
методом последовательных приближений Пикаа. Имеем

При к-*-оо <рл(х)-*у0ех (ср. (2.3.7) и (1.2.7)].
Задача 2.3.1. Найти в условиях теоремы 13.1 оценку погреш­

ности для к-го приближения Пикара.

2. Чтобы применить теорему 2.3.1 для дказательства суще­
ствования решения задачи Коши, нужно найп условия, при кото­
рых все пикаровские приближения (2.3.2) отделены на общем 
отрезке. Оказывается, таким общим отрезкомможет служить от­
резок Пеано (см. теорему 2.2.1).

Теорема  2.3.2 (теорема существования к единственности). 
Пусть f : G->-Rn удовлетворяет условию Липшца по х в области 
G локально. Тогда:

1) для любой начальной точки (t0, x0)e f  существует реше­
ние задачи Коши, определенное на отрезке Пешо;

2) область G есть область единственности.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  С у щ е с т в о в а н и (  По данному ком­

пакту RczG:

Покажем, что если положить D=R, [a, b]=[tr h, t0+h], то усло­
вия теоремы 2.3.1 выполнены. Так как f(t, ^удовлетворяет в О 
условию Липшица по х локально, то она удилетворяет условию 
Липшица по х на R (глобально) в силу лешы 2.1.2. Осталось
56
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и по индукции докажем, что при всех t e N

(2.3.7)

Ответ. J L
L  ft!

К а ,  ||jc-jc0|:c&> 
определяем отрезок Пеано (/0—h, <0+Л], где

A =  mln {a, bfM), М =  sup ||/IU)||.



доказать, что функции (2.3.2) определены при /е[<о—Л» to+h] и 
при этих / (/, фk(t ) )^ R . Поскольку Л<а, достаточно доказать, 
что при |/—/о|^Л

l|?*< 0-*bll< *. * e N 0. (2.3.8)
Применим индукцию по k. При Л = 0 неравенство очевидно. Оце­
ним норму

/
<Р*+1(0—A0=»j*/(s,<p*(s))cfc.

Если предположить, что ф*(0 определено при /е[/0—Л, /0 + Л] и
(2.3.8) выполняется при некотором к, то в подынтегральной функ­
ции (s, фk(s ))^ R . Тогда по определению М

что и требовалось доказать. Теперь существование решения за­
дачи Коши, определенного при |<—to\^h, вытекает из теоре­
мы 2.3.1.

Ед и н с т в е н н о с т ь .  Рассмотрим два решения уравнения
(2.2.7):

*•: (а ,Ь ) — R", / =  1, 2,
причем при некотором by Покажем, что
♦40 “ W O  ПРИ всех ЬУ- .Рассмотрим произвольный отрезок [а, р]сг<а, о), содержащий
t0. Положим

По теореме 2.2.2

и ( 0  =

« (О - II * 4 0 -♦•(ОЙ.

If(/d .*4 * ))-/(*.♦ »(*))) Л

Так как интегральные кривые при /е{а, р]— компактные множе­
ства, то по лемме 2.1.2 найдется постоянная L > 0 такая, что

и ( 0 < £ (s)ds / е  |о ,  р].

По лемме Гронуолла 1.3.1 u (t )=  0 при /е[а , р]. Так как [а, р] — 
любой отрезок в <а, by, то ПРИ всех ^ (.а , by. Тео­
рема доказана.

За ме ч ан ие .  Из леммы 2.1.1 вытекает, что второе утвержде- 
ние теоремы 2.3.2 при п=\ является усилением теоремы 1.1.4.
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Рассмотрим уравнение (2.2.7 и начальную точку (70, x0)^ G . 
Предположим, что G является областью единственности. Даже 
при этом предположении решен» задачи Коши определяется не­
единственным образом, так как решения могут отличаться обла­
стью определения. Так, для равнения у'= у из примера 2.3.1 
функции ех : (— 1, 1)—»-R и ех : |—2, 2)-»R являются решениями 
задачи Коши с начальными даншм (0, 1). «Полным» же реше­
нием является функция е* опреленная при всех х.

К  строгому определению «пшюго решения» можно прийти, 
используя понятие продолжения решения.

Определение  2.4.1. Реичие <р: (a, b)-*-Rn уравнения
(2.2.7) называется продолжимыщ вправо за точку Ь, если суще­
ствует решение гр : <а, bi>-*-Rn, i,>6, сужение которого на <а, Ь> 
совпадает с ф. Решение ф назышися продолжением ф вправо.

Аналогично определяется продолжение влево за точку а. 
В дальнейшем будем рассматрюать вопросы продолжения реше­
ний только вправо, имея в вид;, что теория продолжения влево 
строится совершенно аналогично

Теорема  2.4.!. Для того чтбы решение ф.'[а, b)-*~Rn урав­
нения (2.2.7) было продолжимс вправо, необходимо и достаточ­
но, чтобы существовал предел tn <p(7)=ri и при этом (b,r\)^G.

пД о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость указанных усло­
вий вытекает из определений радения и его продолжения.

Докажем их достаточность. Пусть ф! : (a, P)-*R’‘» Ье  
е (а. Р ) — решение уравнения 2.2.7) с начальными данными 
(Ь, г)). Это решение существует по теореме 2.2.1. Определим 
функцию ф : [a, e)-*-Rn следующщ образом:

ф(,)= ( 9(0 зри/е [а, 6),
I ?i (/) при / е  \Ь, р).

Положим '
\

У (/ )= ?(а )+ j/(s,4>(s))</s.
I

При /е[а, Ь) /(/) =ф(/) =ф(/) пэтеореме 2.2.2 и согласно опреде­
лению ф(/). При /е[£, р)

b t 
J (0 = V (a )  +  J / (s , ?<«»*+■ J/ ( s . ? ,  (s))ds =

t
= 1J+ f  (si)ds=<Pi (/)=4(/)

§  4. Продолжение решений
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ПО определению ф1(7 ) и $ ( t ) .  Следовательно, при / е [ а ,  р) 
является решением интегрального уравнения (2 .2 . 10) , значит, 
решением дифференциального уравнения (2.2.7), сужение кото­
рого на [a, by есть ф (0 - Следовательно, ф(7) продолжимо вправо. 
Теорема доказана.

О п р е д е л е н и е  2.4.2. Решение ф : / - * ^ п дифференциального 
уравнения (2 .2 .7 ) называется полным решением, а I — макси­
мальным интервалом существования решения, если оно не про­
должимо ни вправо, ни влево за I.

З а м е ч а н и е .  /  — обязательно интервал, так как в против­
ном случае по теореме 2.4.1 решение y ( t )  продолжимо за пре­
делы /.

Полное решение можно получить с помощью следующей про­
цедуры. Пусть (to, x0) ^ G  — начальная точка. По теореме 2.2.1 
решение <p'(t) с начальными данными (70, х0) определено на от­
резке Пеано (/о—Л (/0. *о). t0+ h ( t0, х0)], соответствующем этой точ­
ке. Полагаем t \= t0-\-h(tQ, xQ). Принимая точку (7,, Х\) 
за начальную для решения г|з(7), которое определено на отрезке 
Пеано [t\— h ( tx, x t) , <1 +  Л (/ь *i)L с помощью конструкции, опи­
санной при доказательстве теоремы 2.4.1, получим продолжение 
Ф2(t) решения ф '(7) вправо на отрезок (/0, t i+ h ( tu  *i)]. Это про­
должение можно, в свою очередь, продолжить за точку t i= l i  +
-\ h (t\, Х \ )  по той же схеме. Аналогично осуществляется продол­
жение влево. Б  результате получим бесконечную последователь­
ность отрезков [ai, bi]<=[a2, Ь2]с:... и решений ф*(0 ; 1а *«
(p*(t0)  = j c 0. Положим

( a ,b ) =  U \a„,bk\ (2.4.1) \
Л-I

и пусть ф( t)  : (а, Б)-+ R" — функция, сужение которой на [ак, Ьк] 
есть ф*(7).

Величина h (t, х )  для точки (t, * ) e G  определяется неодно­
значно. Однако согласно лемме 1.2.4, доказательство которой со­
храняет силу и при л > 1 , для любого компакта AczG  можно у к а ­
зать Ь (А )  такое, что в качестве h ( t , - x )  можно взять h (t, х )  =  
*=Ь(А) для всех точек (t, х ) ^ А .

Рассмотрим бесконечную последовательность компактов KiC:G 
таких, что

(/0. л 0) е  ^ с :  АГ2 с  .... U К {= 0 ,  (2.4.2)

и положим
Д )= (̂ о» ^о), А^===/ С / \ / С / —1»

Каждая точка (t, j ; j e G  принадлежит одному и только одному Ai, 
причем замыкание A i множества Ai — компакт. Положим Д< =
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=А(А{). В описанной выше процедуре продолжения решения с 
начальными данными ( t0, дго) берем h (t, х )= А ±  Тем самым мы 
определяем интервал (а, В) в (2.4.1) и решение tp: (a, 5)-*-Rn.

Рассмотрим некоторое решение ф : (a , p)-*-R". Будем гово­
рить, что решение ф удовлетворяет условию В, если либо р =  оо 
(а= —оо), либо для любого компакта K czG  можно указать б > 0  
такое, что при / е ( р —б, р) ( / е ( а ,  а +  6 )) точки интегральной 
кривой леж ат вне К, т. е. (t, y ( t ) ) ^ G \ K .

Л е м м а  2.4.1. Решение ф : (а, Б) —►R'* удовлетворяет усло­
вию В.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть лемма неверна. Тогда 5< оо  и су­
ществует бесконечная последовательность моментов /*->-5— 0  при 
k+oo таких, что (/*, q>(tk) ) ^ K c ^ G .  Пусть Ki — компакт из семей­
ства (2.4.2), содержащий К. Так как решение после каждого t k 
можно продолжить на отрезок длиной Д„ то можно считать /*+|—
—tk^A i, но это противоречит тому, что Б<оо. Лемма доказана.

Т е о р е м а  2.4.2. Цля того чтобы решение ф : (a, p)-*-Rn урав­
нения (2.2.7) было полным, необходимо и достаточно, чтобы оно 
удовлетворяло условию В.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть пределы ф (р—0 ) и ф (а  +  0) не 
существуют. Тогда по теореме 2.4.1 (а , 0 ) — максимальный ин­
тервал существования. Предположим теперь, что выполнено усло­
вие В и существует предел ф (р—0 ) = ц . Из условия В  следует, 
что точка (р, т]) не принадлежит G. По теореме 2.4.1 решение ф 
не может быть продолжено вправо за точку р. Следовательно, 
Р— правый конец максимального интервала существования. Ана­
логично доказывается, что а  — левый конец максимального ин­
тервала существования. Достаточность доказана.

Докажем н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть ф : (a, p)-*-Rn — полное 
решение. Рассмотрим решение ф : (a, 5 )-> R n, построенное по опи­
санной выше процедуре, имеющее те же начальные данные, что 
н ф. Для решения ф условие В  выполняется по лемме 2.4.1. Сле­
довательно, по доказанной части теоремы 2.4.2 ф : (a, 6 )-*-Rn — 
полное решение. Так как полное решение с фиксированными на­
чальными данными определяется единственным образом, то ф и <р 
совпадают. Следовательно, ф : (а , р )—*-Ra удовлетворяет усло­
вию В. Теорема доказана.

С л е д с т в и е .  Решение ф : (a Ь)-+  R — полное.
З а м е ч а н и е .  Если G = (a, b )X D ,  где (а, Ь) — временной ин­

тервал, D c zRn — область фазового пространства, то теорему 2.4.2 
ложно сформулировать следующим образом: решение ф : (а, р)->- 
-»Rn — полное тогда и только тогда, когда лнбо р = Ь (а  = а), 
либо для каждого компакта KczD  можно указать такое б > 0 , что 
при / е ( р —б, р) ( 7 е ( а ,  а  +  б)) точки его траектории леж ат вне 
К, т. е. < f ( t ) ^ D \ K .
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Следующая задача иллюстрирует, как теорему 2.4.2 можно 
применять для доказательства продолжимости решения на задан­
ный промежуток.

Задача 2.4.1. Пусть G = (a, 6 ) X R n и в G

\ \ / V , x ) \ \ < u V ) x + v { t ) ,  (2.4.3)

где u ( t) , v ( t )  —  неотрицательные непрерывные в интервале (а, b ) 
функции. Доказать, что каждое решение уравнения (2.2.7) может 
быть продолжено на интервал (а, Ь).

У к а з а н и е .  В предположении, что утверждение неверно, пе­
рейти к интегральному уравнению (2 .2 . 10) и с помощью леммы 
Гронуолла 1.3.1 построить компакт K crR", который траектория 
не покидает вопреки теореме 2.4.2.

Заметим, что условие (2.4.3) выполняется для линейных сис­
тем. Системы дифференциальных уравнений, которые удовлетво­
ряют условию (2.4.3), называются почти линейными.

§ 5. Системы дифференциальных уравнений 
общего вида
Рассмотрим систему дифференциальных уравнений вида

(2.2.1). С помощью замены (2.2.4) система (2.2.1) приводится к 
нормальной системе N  уравнений (2.2.5). Запишем систему (2.2.5) 
в векторной форме, введя вектор неизвестной функции z= co lo n  
(z lt zM)  и обозначив независимую переменную через t:

z = f V , z ) ,  (2.5.1)

где

/  =  colon ( . . . ,  Zpi,, f  \ , .. . ,  ̂ bi,+...+iib_j+2) • ĴV»Уя) (2-5.2)

(таким образом, в этом случае f\, ..., /„  — лишь часть координат 
вектора / )  — непрерывная в области G c:R A,+l функция со значе­
ниями в Rv.

Прежде всего нужно поставить задачу Коши для системы
(2.2.1). В соответствии с общим принципом она должна совпа­
дать с задачей Коши для системы (2.5.1) после замены (2.2.4). 
Отсюда приходим к следующей формулировке задачи Коши. 
Пусть (t0, z ° i,...,2% )< rG , требуется найти такое решение <pi(/) , 
- •< М 0  системы (2 .2 .1), которое удовлетворяет начальным ус­
ловиям

( /o )= z ® ....... (te)= z° m ,

................................ ... ...................................................  (2.5.3)

?я(^о) =  г т,+...+/Я. ,+»’ •••»?£"* ZN'П 1
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Так как непрерывность векторной функции равносильна не­
прерывности всех координатных функций, то теорема 2 .2.1 для 
системы (2 .2 . 1) формулируется следующим образом.

Т е о р е м а  2.5.1. Д ля каждой точки ( t0, z°i, ..., z°n)czG  суще­
ствует решение cpj(/) ,...’, ф „ (/) системы (2 .2 . 1), удовлетворяющее 
условиям  (2.5.3) и определенное на отрезке Пеано, определяемом  
по функции  (2.5.2).

Если любые два решения системы (2.2.1), являющиеся реше­
ниями одной и тон же задачи Коши и определенные на проме­
жутке <а, by  совпадают на (a, by, то область G называется обла­
стью единственности.

Выполнение условия Липшица для векторной функции экви­
валентно выполнению условия Липшица для каждой из коорди­
натных, поэтому теорема существования и единственности 2 .3.2 
для системы (2 .2 . 1) формулируется следующим образом.

Т е о р е м а  2.5.2. Пусть функции  / ,( / ,  г) , .... f„ (t, г )  удовле­
творяют условию  Липш ица по г  в области G локально. Тогда 
справедливо утверждение теоремы 2.5.1 и область G .есть область 
единственности.

Рассмотрим отдельно уравнение (2.2.2), которое в переменных 
t, х  имеет вид

*("•> = / ( / ,  X, X ....... (2.5.4)

Частным случаем теоремы 2.5.2 является следующее утверждение.
Т е о р е м а  2.5.3. Пусть функция f( t , х,. .... х т) удовлетворяет 

условию  Липш ица по ( х и ...,х т) в области G c R"*+' локально. 
Тогда для любой точки (to, х°\, .... x °mJ e G  существует решение 
x  = (f ( t)  уравнения  (2.5.4), удовлетворяющее начальным условиям
<f(t0) = x ° l, <p(t0) = x°2, ..., (fm~ '( t0) = x ° m, при этом G является обла­
стью единственности.

При рассмотрении вопроса о продолжении решений системы
(2 .2 . 1) следует иметь в виду, что в соответствии с формулами
(2.2.4) продолжать нужно не только функции <p, ( i) ,  .... фn( t) ,  об­
разующие решение системы (2 .2 . 1), но и их производные до по­
рядка Ш\— 1, .... т д— 1 соответственно. Тогда теорема 2.4.1 при­
нимает следующий вид.

Т е о р е м а  2.5.4. Д ля  того чтобы решение ф ,(7), ..., ф„ (/) , 
определенное на < а, ЬУ, было продолжимо вправо за точку Ь, не­
обходимо и достаточно, чтобы существовали пределы

П т ? , ?{«■-»> (/) =  т)Я11,

llm ?n(0  =  Tim1+...+m)l_ 1 + I, ..., Um?J|",jl_ ,)(/) =  1)Ar

при t^ -b — 0 и при этом (Ь, Т)1, ..., i\N) d G .
Сформулировать аналог теоремы 2.4.2 предлагаем в качестве 

упражнения.
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1. Траектория автономных систем. Автономной системой диф­
ференциальных уравнений называется система (2 .2 . 1) , правые 
части f\, .... In которой не зависят от независимой переменной. 
Соответственно автономная система в векторной форме имеет вид

* = / ( * ) ,  (2 -6 .1)

где f : Н-*-Rn, H c R n — область фазового пространства, причем мы 
предполагаем, что /  удовлетворяет в Н условию Липшица локально. 
Если f ( x )  рассматривать как правую часть дифференциального 
уравнения, то

/ : ( ? — R", Q = R x H .

Основным фактом теории автономного уравнения (2.6.^ .  опре­
деляющим его специфические свойства, является следующий про­
стой результат.

Т е о р е м а  2.6.1 .Е с л и  q>(t) : (а, Ь) -*-Rn — решение уравнения
(2.6.1), то y(t)= q> (t + c ) : ( a — c, b - c ) - +  R", ce=R, также решение 
уравнения (2 .6 . 1).

Утверждение теоремы следует из того, что уравнение (2.6.1) 
не изменяется при замене t на t + c, c e R .

С л е д с т в и е .  Пусть x (l , t0, х0) —  решение (2.6.1) с начальны­
ми данными (to , Х о). Тогда

х  ( /~{~с, to~\-c, Хц) =  х (/, tot а 0) (2.6.2)
при всех  / е / ,  где I  — максимальный интервал существования 
x(t, to, Хо).

Действительно, при t — tо левая и правая части (2.6.2) обращ а­
ются в хо, откуда и вытекает (2 .6 .2 ) , так как в силу теоремы 
2.3.2 G — область единственности.

Положим в (2 .6 .2 ) c = — t0 и обозначим x ( t0, 0, х0) = ф ( / ,  *<>)• 
Тогда получим, что решение x (t, to, Хо) можно записать в виде

х=<р ( t — t0. x 0). (2.6.3)

В механической интерпретации (2.6.3) означает, что положение 
Движущейся точки определяется начальной точкой Хо фазового 
пространства и интервалом времени, прошедшего после началь­
ного момента, но не самим начальным моментом.

В геометрической интерпретации (2.6.3) означает, что если 
Две траектории уравнения (2 .6 . 1) имеют общую точку, то они 
совпадают. Действительно, пусть х0е Я  — общая точка двух тра­
тторий. Тогда в силу (2.6.3) эти траектории параметрически за ­
даются уравнениями

X  =  <p(t — ( t  t j fX o ) ,

Которые, очевидно, определяют одну и ту ж е кривую.

§ 6. Автономные системы
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Таким образом, траектории автономных систем в фазовом 
пространстве обладают свойством непересечения, так же как и 
интегральные кривые систем общего вида в пространстве Otx. 
Поэтому при исследовании автономных систем целесообразно рас­
сматривать именно траектории, а не интегральные кривые, так 
как они принадлежат пространству, размерность которого на еди­
ницу меньше. При этом, поскольку в силу (2.6.3) траектория 
вполне определяется начальной точкой Хо, мы можем и будем 
считать t0—0. Тогда уравнение траектории примет вид x  = cp(t, х0), 
где ф(t, х0)  — решение с начальными данными (0 , хо).

Пусть /  — максимальный интервал существования решения 
<р(*> Хо). Положим дс*=<р(7, х0).  Это ж е решение можно предста­
вить в виде <р(т—t, х* ), т е / .  Рассмотрим решение ф(«, х*). Оно 
определено при 5 +  / = т е / .  Решения ф($, х*) и ф (И -5, jc0) опреде­
лены при s + / e / ,  t ^ I  и совпадают при s = 0 . В силу единствен­
ности они совпадают при всех допустимых значениях параметров, 
т. е. справедлива формула

9 ( s ,? ( / ,x 0))= < p(s+  /,л:0) ( / , s - f / e = / ) .  (2 .6 .4 )

Функцию ф(7, Хо), Х о^И , можно рассматривать как преобразова­
ние области И  в себя с параметром t:

f ( . t , x 0)=<f,(.x0) : H  - ‘ И .

Предположим, что все решения (2.6.1) продолжимы на все /e R . 
Тогда (2.6.4) принимает вид

Очевидно, что ф0 — тождественное преобразование. Следователь­
но, совокупность преобразований ф/, / e R ,  образует группу отно­
сительно операции композиции преобразований.

2 . Виды траекторий. Пусть .v0 — положение равновесия, т. е. 
ф(U х0)= Х 0 при всех / e R .  Д ля того чтобы точка дг0 была положе­
нием равновесия, необходимо и достаточно, чтобы f ( x о)= 0.

Предположим теперь, что траектория решения <p(t, дг0) не яв­
ляется положением равновесия, но имеет кратную точку, т. е. су­
ществуют t\, t& t i< t2, такж е, что

? ( t i ,x 0) = 'P(t2, x 0). (2.6.5)

Так как Хо — не положение равновесия, то ф(7|, х0)фО. П оэтом/ 
можем считать, что ф(7, Хо)ф<р(t\, х0)  при t2). О бозначим
w=<2—1\ и покажем, что ф(t, х0)  — ю-периодическая функция.

Действительно, по теореме 2.6.1 функция ф (7)=ф (7 +  (о, Хо) 
является решением уравнения (2 .6 . 1) при /€=[*!—w, t2—co-/iJ- 
причем

Ф U 0 = ?  Ui - f  Хо) —¥ (^2. *о) =  <р (Л. х 0).
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В силу единственности ф (7)=ф (7+со, Хо) и ф( t ,  Хс) совпадают при 
всех —(1), fi]. Применяя аналогичное рассуждение к решению 
^г/)-= ф (/—со, х0), получим, что ф(7, х о )  определено при / е [ / 2, t2+  
+(0] и функции ф(t, х0)  и ф (/—со, дс0) совпадают при этих /. Та­
ким образом, можно продолжить q>(t, Хи) на все t ^ R ,  при этом 
должно выполняться тождество

x 0)= < f(t,x0),

т. е. q>(t, Хо) — периодическая функция с наименьшим периодом.
Траектория решения ф(7, Х о)  является замкнутой кривой. Т а­

кие траектории называются замкнутыми. Из приведенного рас­
суждения вытекает следующий результат.

Т е о р е м а  2.6.2. Каждая траектория автономного уравнения
(2.6 . 1) принадлежит одному из следующ их трех типов:

1) положение равновесия;
2 ) замкнутая траектория, которой соответствует периодиче­

ское решение с положительным наименьшим периодом;
3 ) траектория без самопересечения, которой соответствует не­

периодическое решение.
3. Предельные множества траекторий.
О п р е д е л е н и е  2.6.1. Точка q ^ H  называется ш-предельной 

точкой траектории ф ( t, Х о ) ,  определенной при всех  0 , если су~ 
ществует последовательность моментов t*-*- оо, / * > 0  ( k ^ N )  таких, 
что ф(7*, x0) - ^ q  при £->-оо. Множество Q всех ы-предельных точек 
траектории называется ее ы-предельным множеством.

Аналогично, для траектории ф(7, х о )  при / ^ 0  определяется 
понятие a -предельной точки как предела Ншф(/*, Х о), если

/*-»— оо, а такж е a -предельного множества А.
О п р е д е л е н и е  2.6.2. Траектория ф(7, хо) называется поло­

жительно (отрицательно) устойчивой по Лагранжу (обозначение  
<peL+ (ф^ L ~ ) ) ,  ec/iu существует компакт K czH  такой, что 
ф(/, х0) ^ К  при всех  0 (7<|0), при которых ф(7, Х о) определена.

Т е о р е м а  2.6.3. Положительно устойчивая по Лагранж у тра­
ектория продолжима на все положительные значения t и ее ш-пре- 
дельное множество й  не пусто (аналогичное утверждение спра­
ведливо и для  траекторий фe L - ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Продолжимость решения ф(7, Хо) гаран­
тируется замечанием к теореме 2.4.2. Следовательно, ф(t, Х о )^ К  
пРи всех /> 0 . Так как К  — компакт, то из любой последователь­
ности точек ф( tk, хо), * e N , можно извлечь подпоследователь- 
н°сть, имеющую предел, т. е. Q не пусто. Теорема доказана.

Т е о р е м а  2.6.4.П редельное множество устойчивой по Jla- 
гРанжу траектории а) компактно, б) связно.

Доказательство проведем для случая ф(7, X o )^ L + (случай 
L~ рассматривается аналогично).

® 157 65



а) Пусть <7* eQ , qk-*-i7 при к-*-оо. Так как qk — ш-предельна* 
точка траектории ф(t, Х о ) ,  то существует последовательность то- 
чек

'?* =  ? (* * '*о) ( / e N . ^ - o o  при j  — 0 0 )

таких, что ф^->-<7* при /-*-оо. Д ля каждого е > 0 , t e N  можно ука­
зать Ло>0 , / ( A>)eN такие, что при k > k 0 выполняются неравенства

Следовательно,
qH*)=<р(//(*>,jc0) —  q при к —*оо,

причем /*<*>->-оо при k-*-oo, т. е. q ^ Q .  Тем самым Q замкнуто. 
Ограниченность Q вытекает из устойчивости траектории ф(t, х 0) 
по Л агранж у, что и доказывает а).

б) Пусть й  несвязно. Тогда Q можно представить в виде объе­
динения двух непустых непересекающихся множеств й , П, каж ­
дое из которых не содержит предельных точек другого. Обозна­
чим через d  расстояние р ( й , $Т) между Q и Q. Так как в силу а) 
Q компактно, то и Я и Q компактны. Следовательно, d > 0 . Суще­
ствуют последовательности_ моментов /*-*-оо и f*-»-oo такие, что 
р(ф(/*, Хо), i l )< d /2  и р(ф(Т*, x0) ,^Q )< d /2  при всех k ^ N .  Не на­
рушая общности, считаем, что h < t \ < h < t 2< — ■ Пусть Q0 =  S2iU^2. 
где £2ь Й2, — открытые d /2-окрестности множеств S! и й  соответ­
ственно. Множество Qo открыто и несвязно, так как Qj и £22 не 
имеют общих точек. Следовательно, точки Q| и Q2 нельзя соеди­
нить путем, ^еж ащ им  в Qo. Поэтому для каждого к существует 
момент 7„), для которого р(ф(/*, х0), Q ) > d /2 , р(ф(7*, 
Хо). Q )^ d /2 .  Точечное множество {ф(**, *o)} имеет точку сгуще­
ния i/* e Q , что невозможно, так как р (q*. Q ) ^ d /2 ,  p (q *, Q )^d J2 . 
Противоречие доказывает б).

При л = 1  автономная система (1) превращается в дифферен­
циальное уравнение вида ( 1. 1.8 ), фазовое пространство которого 
представляет собой интервал прямой. Нулям функции f ( x )  соот­
ветствуют положения равновесия. Остальные траектории суть 
интервалы, границами которых являются либо положения равно­
весия, либо границы фазового пространства. Предельных мно­
жеств, отличных от положений равновесия, нет.

При л = 2  предельные множества могут иметь более сложную 
структуру, однако она допускает простое описание (так называ­
емая теория П уанкаре— Бендиксона).

Теория предельных множеств при л > 2  далека до завершения.
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Пример 2.6.1. Рассмотрим автономную систему при п = 2:

A'l =  — хг - f  Xi (х?+ x i— I*),
(2.6.6)

i 2= j f ,+ j c j ( x ? + j c l —|»), ц > 0 .

Для исследования (2.6.6) удобно в фазовой плоскости ввести по­
лярные координаты X\ =  r cos q>, x 2= r  sin ф, r ^ O . Из (2.6.6) полу­
чаем следующие уравнения для определения f ( t ) ,  ф (0 ^

— rs!n<p-(-,-(/'2 — Н1) COS ?■=/• COS <р — Г(р Sin ср,
• •

г cos <р+г (г2—|д.) siri <p=r sincp-f-np cos <р, 

откуда получаем
Г = Г (Г 2—11), <р'=1.

Первое из этих уравнений легко интегрируется. Оно имеет реше­
ния г =  0 и г = 1 /|Г . При 0 < r 0<  V решения r(t, г0) монотонно 
убывают от V V- до 0 , а при r0> V I* решения r(t, г0)  монотонно 
возрастают от W  до бесконечности. Так как ф =  / +  фо, то отсю­
да следует, что при г0фО  и г0 ф  все траектории системы 
(2.6 .6 ) образуют спирали, раскручивающиеся от окружности 
r = V p  к бесконечно удаленной точке или началу координат при 
неограниченном возрастании полярного угла. Н ачало координат 
является положением равновесия и одновременно ш-предельным 
множеством для всех траекторий, у которых r0 <[J/iA. Если 
r0> V * .  то to-пределыюе множество траектории пусто. О круж­
ность r = V jl является замкнутой траекторией и одновременно 
a -предельным множеством для всех траекторий, отличных от по­
ложения равновесия.
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Глава III
ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

§ 1. Общие положения

Линейным дифференциальным уравнением порядка п называ­
ется дифференциальное уравнение вида

jc<»>+  Pi (О +  . . .+ p n ( t ) X (3 .1 .1)

где pi, .... pn, q : (a, b)->-R — непрерывные функции. С помощью 
замены

x = z lt x — z 2......— z n (3.1.2)

уравнение (3.1.1) приводится к нормальной системе

Z j =  Z 2 , . . . ,  2Tn_ j  —  Z n ,

z n =  - P n ( t ) z l - . . . - p l ( t ) z n -\r q V ).

Эта система является линейной. Согласно следствию из теоремы
2.3.1 область G = (a, b ) X R n является областью  единственности, и 
решение с любыми начальными данными /о е ( а ,  b), z0,, ..., zu„ 
продолжимо на интервал (а, Ь). Следовательно, решение <р(/) 
дифференциального уравнения (3.1.1), удовлетворяющее началь­
ным условиям

<р(/0) = г ! ......^ a- l>(t0)= z n , t0& ( .a ,b ) ,  (3.1.3)

существует, единственно и продолжимо на интервал (а, Ь).
Практика показывает, что недостаточно ограничиться изуче­

нием линейных дифференциальных уравнений (3.1.1), коэффици­
енты которых являются вещественными функциями. Поэтому мы 
предположим, что р и ..., рп, q : (а, Ь)-*-С, где С — комплексная 
числовая плоскость. Представим х : (а, Ь)-+С  в виде x ( t )  = u ( t)  + 
+ iv ( t) ,  где и, v : (a, b ) -* R, i=  V — 1. Тем самым комплексно­
значной функции х ( 0  сопоставляется векторная функция w (t)  =  
=colon (u ( t) ,  v ( t ) )  : (a, b)-*-R2 (норма евклидова).

Функциональные свойства х ( t)  и действия над x ( t )  определя­
ются как таковые над w (t) . Например, непрерывность и днффе- 
ренцируемость x ( t)  означают соответственно  непрерывность и 
дифференцируемость w (t)J т. е. каждой из функций u ( t) , v (t) , 
причем x ( t )  сопоставляется w (t), т. е. x ( t ) = u ( t ) + i v ( t ) .  Из опре­
деления производной х (/) следует, что

. J c (0 = 4 m  x.V + W - x V l  . (3.1.4)
Д/-Й) М
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Решением  дифференциального уравнения (3.1.1) с комплекс­
нозначными коэффициентами называется функция ф : <а, р)-^С , ес­
ли она п раз дифференцируема на <а, р>, и при всех /е < а ,  р>

<Р(Я) (О +  А  (О<р(“- 1) (/) -Н... +  Р„ (О ? ( t )— q ( t) .  (3.1.5)
Далее всегда предполагаем, что р i, .... рп, q : (а, Ь)-*-С — непре­
рывные функции. Поэтому из (3.1.5) следует, что ф(п>(7) непре­
рывна.

Пусть P k ( t ) = r k( t ) + i s k( t ) ,  Л =1, .... п, q ( t )  = g ( i ) + i h ( t ) ,  ф( / )  =  
i(t)+ i% (t), где г*, 5*, g,  h, ф, х — вещественные функции. Так 

как t e R ,  то (3.1.5) равносильно тождествам

Ф(,,) V)+rx (/) Va~l) (/) -  5, (/) х<"“ ,) (/) +  -  +
+ r n V ) ' n t ) - s a ( . t ) x V )= g ( t) ,

Х(ч) (О + Si (О У"” 1»( «  +  ''i (О Х<п_1) (О + . . .  +
+ s , ( / ) « l * ( / ) + r „ ( / ) x ( 0 = A ( / ) .

Следовательно, функция ф =  ф -И 'х : <а. является решением
дифференциального уравнений (3.1.1) тогда и только тогда, когда 
tk X ; P)~*'R являются решением системы

yW + riyi*-l> -s lz i ' - l) +  ...+ ray - s az= g it) ,  t
« (“, + S i y (" - |) +  r 1Z<“- , ) +  . . . + 5 ),y  +  r (l2  =  A (0 .

Начальные условия задачи Коши для комплексного уравнения
(3.1.1) имеют вид (3.1.3), где z ° ie C , ..., z ° „ e С. Если z°* =  u°*+
+.10°* (ы0*, t»0* e R , k = \ .......п), то условиям (3.1.3) соответствуют
следующие начальные условия для системы (3.1.6):

<НЛ,) u'i 'Й /0) = и'!......ф<л- 1) (/0) = “ п.

Х (*о)=«1, Х«о)“ ®а......X.in- l4 t 0)= v°n.
Система (3.1.6) с помощью замены (2.2.4) сводится к нормаль­
ной линейной системе 2п уравнений (запишите матрицу ее коэф­
фициентов). Поэтому решение этой системы, удовлетворяющее на­
чальным условиям ( t0, u°i, ..., и°„, у°ь ..., v°n) ^ ( а ,  b ) x  R2", суще­
ствует, единственно и продолжимо на интервал (а, Ь). Итак, 
справедлива следующая теорема.

Т е о р е м а  3.1.1. Решение дифференциального уравнения
(3.1.1) с непрерывными комплекснозначными коэффициентами, 
Удовлетворяющее начальным условиям  (3.1.3), где г°\, ..., z°„ — 
люСие комплексные числа, t0̂ ( a ,  Ь), существует, единственно и 
^одолж им о на интервал (а, Ь) (продолжение решения комплекс­
ного уравнения  (3.1.1) определяется с помощью продолжения со­
ответствующего решения вещественной системы (3.1.6)).
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Зцача 3.1.1. Рассмотрим линейное уравнение первого порядка 

x = p x - \-q ( t ) ,
г.де pzC. q : R->-C — периодическая функция с периодом, равным 
со. Дмазать, что если p¥=2nik/(o, то это уравнение имеет
е-динсвенное ш-периодическое решение

t
<?(/)=( 1 - е " - ) - 1 j  &‘~Vq(s)ds.

П о д  решением уравнения (3.1.1) в этой главе всегда понимается 
1голн«решение ф : (а, Ь)-*-С. Если при всех / е ( а ,  b )q ( t)  = 0, то 
л ннеше дифференциальное уравнение называется однородным, 
в прявном случае — неоднородным. В § 4 этой главы будет 
п оказао, что интегрирование неоднородного уравнения сводится 
к  интегрированию однородного с той ж е левой частью.

Означим левую часть (3.1.1) через L (x ) .  Это оператор, дей- 
с-гвукпий на множестве функций х : (а, Ь)-+С класса Ся со зна­
чении» на множестве q : (а, Ь)-*~С непрерывных функций. Опе- 
р aTopL называется линейным дифференциальным оператором. 
Легком деть, что он обладает следующими свойствами:

1)если L(ipi) и L (q 2)  существуют, то существует и /.('дч+фг). 
п ричм

+  =  +  (3.1.7)
2)кли L ( ф) существует, а е С ,  то существует и L ( аф) и

L (а«р)=а/. (<р). (3.1.8)

§ 1 Линейные однородные уравнения

Ргсиотрим дифференциальное уравнение

H x ) = x W + p x(t)x^-') +  ...-\-pn( t ) x = 0 .  (3.2.1)
1. Пространство решений линейного однородного уравнения.
Т м р е м а  3.2.1. Множество решений уравнения  (3 .2 . 1) обра­

зует  ыплексное векторное пространство.
Д м а з а т е л  ь с т в о .  Утверждение теоремы означает: 1) если 

ф л, фа-решения (3.2.1), то и ф |+ ф 2—решение (3.2.1); 2) если ф— 
решен* (3.2.1), а а е С ,  то аф — решение (3.2.1). Оба этих утвер- 
ж  дени непосредственно следуют из свойств линейности (3 . 1.7 ) и
(3.1.8)оператора L. Теорема доказана.

Нией основной целью я в л яется  доказать, что пространство 
решений уравнения (3.2.1) является л-мерным векторным про- 
сттрансзом.
70



О п р е д е л е н и е .  Ф ункции  фи ..., фт : (а, Ь)-*- С называются 
линейно независимыми (над полем комплексных чисел), если вы­
полнение при всех t ^ ( a ,  Ь) тождества

■ i? i ( 0 + . . . - + а«'Р ш (0= 0 , О / е С ,  У =  1.... ш ,

возможно лиш ь тогда, когда  a i =  0 , . . . ,а т = 0 .
В противном случае  ф1, ..., фт  называются линейно зависи­

мыми.
В частности, если две функции линейно зависимы, то одна из 

них получается из другой умножением на накоторое постоянное 
число. Вообще, линейная зависимость функций означает, что по 
крайней мере одна из них получается как линейная комбинация 
остальных с комплексными коэффициентами. Отсюда вытекает, 
что если среди рассматриваемых функций имеется хотя бы одна, 
тождественно равная нулю, то эти функции линейно зависимы, 
так как тождественный нуль можно рассматривать как линейную 
комбинацию произвольных функций с нулевыми коэффициентами.

Аналогично определяется линейная независимость и линейная 
зависимость функций над полем вещественных чисел. Д ля этого 
в данном выше определении следует считать a y e R , } — 1, ..., от.

Рассмотрим п решений ф |(7), ..., фл( 0  уравнения (3.2.1). Со­
ставим определитель

/  ? , ( / ) . . .  <ря (О \

W  (0 = d e t
< ? , ( / ) . . . <р„ ( / )

называемый определителем Вронского (вронскианом) решений 
<Pi(t ),  фn(t) .

Т е о р е м а  3.2.2. Следующие утверждения эквивалентны:
1) W (t)= 0  при всех t ^ ( a ,  Ь);
2 ) W (t) = 0 при некотором t ^ ( a ,  b);
3) решения ф| ( t) ,  ..., <pn( t)  линейно зависимы.
Достаточно доказать, что 1)=*-2 ), 2)=*-3), 3)=>1). Имплика­

ция 1)=*-2) очевидна. Пусть теперь W (t0) =  0 при некотором 
{ч ^ (а , Ь). Рассмотрим алгебраическую линейную систему

£l*Pl (^о)'Ь‘” 4 _^п?я(^о)= 0* 
.................................................  (3.2.2)

С\у[п * (А»)-!- •••-!■£*?* Ч^о)= о
с неизвестными Си ..., Сп- Определитель этой системы есть W (t0). 
”°этому система (3.2.2) имеет нетривиальное решение C°i,...,C°„. 

теореме 3.2.1 функция q>(t) = C0i(p,(t)-j-... + C0„<p„(t) — решение
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уравнения (3.2.1), при этом <f(t0)  = '<p(to) ~  ( t0)  = 0 . Но та.
ним начальным условиям удовлетворяет решение x ( t ) з»0. В си.лу 
единственности эти решения совпадают на (а, Ь), т. е. при всех 
t(=(a, Ь)

Cif i  ( О  +  . . .  +  С^<ря ( / ) = 0 ,
причем не все С°ь ..., С°„ равны нулю. Это и означает, что 
•••, <Рп(0 линейно зависимы. Импликация 2)=>3) доказана.

Наконец, 3)=>1), так как линейная зависимость qu ft), .... q>n(t) 
означает, что один из столбцов W (t)  при каждом tf=(a, Ь) явля­
ется линейной комбинацией остальных. Теорема доказана.

Имеет место формула Л и уви лля  — Остроградского

W  (t) .= W  (/0)ехр — f p l (s )d s(1 (3.2.3)

Мы не приводим доказательства этой формулы, так как она явля­
ется частным случаем формулы (4.2.5), доказываемой в гл. IV.

2 . Базис пространства решений. Каждое решение уравнения
(3.2.1) однозначно определяется значениями его и производных 
до порядка п— 1 включительно при фиксированном t0̂ ( a ,  b). 
Если записать эти п начальных значений в виде столбца, то мно­
жество начальных значений п решений образует матрицу Ф(1о), 
которую будем называть начальной  (при t = to). Очевидно, 
№(70)  =  det Ф(<0,). Из теоремы 3.2.2 следует, что линейная незави­
симость п решений эквивалентна условию, чтобы их начальная 
матрица при некотором / =  /0 была неособой, т. е. чтобы det Ф(10)Ф  
Ф 0  (тогда она неособая при всех t ^ ( a ,  Ь) по теореме 3.2.2).

Т е о р е м а  3.2.3. Любые п решений дифференциального урав­
нения (3.2.1) с неособой начальной матрицей образуют базис про­
странства решений этого уравнения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть q>i ( t) ,  ..., фn( t)  — решёния с не­
особой начальной при t = to матрицей. Мы должны доказать, что 
каждое решение <p(t) уравнения (3.2.1) является линейной ком­
бинацией решений f fi( t) ,  .... фпСО- Рассмотрим алгебраическую 
линейную с ^ те м у

C i ¥ i  ( 4 ) ) “К ”  + С л <р/»(/0 ) = <р ( / 0 ) ,
• .................................................... (3.2.4)

C i¥ i(" ’ (/о )+  ••• +  £«?«" !) (4)) —  (to).

Поскольку определитель этой системы является определителем 
начальной матрицы, он отличен от нуля. Следовательно, сис­
тема (3.2.4) имеет единственное решение С0,, ..., С°„. Тогда пр» 
всех / е ( а ,  Ь)

? ( 0  =  С??1(0  +  . . .+ С 2 ? я (0 . (3.2.5)
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Действительно, слева и справа в (3.2.5) находятся решения, на­
чальные данные которых при t= to  совпадают в силу (3.2.4). По 
т ео р ем е  единственности левая и правая части (3.2.5) совпадают 
прн всех ^ ( а ,  Ь). Следовательно, ф |( 0 ,  .... <pn(t)  образуют базис 
п р ост р ан ст в а  решений, а С°\, С °„ являются координатами <p(t) 
в этом  базшсе. Теорема доказана.

Используя замечание, сделанное перед теоремой 3.2.3, ее мож­
но сформулировать следующим образом.

Т е о р е м а  3.2.3.Любые п линейно независимых решений си­
стемы (3.2.1) образуют базис пространства решений этого урав­
нения.

Пусть ф1 ( t ) ,  ..., ф„(7) — базис. Функция
x — C f l i ( / ) 4 * . « . С ц . . . ,  С „ е С  (3.2.6)

называется общим решением дифференциального уравнения
(3.2.1). Общее решение обладает следующими свойствами:

1) при каждом наборе С\, ..., Спе С  (3.2.6) является решением 
уравнения (3.2.1);

2) каждое решение уравнения (3.2.1) представимо в виде
(3.2.6).

Базис пространства решений, т. е. любые п линейно независи­
мых решений, называется фундаментальной системой решений. 
Из сказанного следует, что интегрирование дифференциального 
уравнения (3.2.1) сводится к нахождению фундаментальной систе­
мы решений.

Задача 3.2.1. Пусть ф|, ..., <p„ : (а, b)-+ С — п раз непрерывно 
дифференцируемые функции, определитель Вронского W(t )  кото­
рых отличен от нуля при / е ( а ,  Ь). Найти дифференциальное 
Уравнение (3.2.1), для которого <рь ..., q>„ образуют фундамен­
тальную систему решений. Д оказать, что оно единственно.

Ответ:

r - 4 0 d e t

<Pi • • •  ?Л •* 

Ь  . . .  Чя х  
• • • • • • •

= о .

3. Замечание о вещественном уравнении (3.2.1). Предположим, 
коэффициенты P\( t ) ,  .... p n ( t )  уравнения (3.2.1) являются 

ещественными функциями. Тогда если рассматривать только ре- 
ения с вещественными начальными данными и под линейной не- 

знисимостью решений понимать линейную независимость над 
лем вещественных чисел, то проведенные выше рассуждения 

ан1т следующий результат.
Т е о р е м а  3.2.4. Множество решений вещественного диффе- 

Щ иального уравнения  (3.2.1) с вещественными начальными дан-
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ными образует вещественное п-мерное векторное пространство 
базисом которого являются любые п линейно независимых над 
полем вещественных чисел решений.

Вместе с тем для вещественного уравнения (3.2.1) можно рас­
сматривать и комплексные начальные данные. Тогда множество 
его решений образует комплексное n -мерное векторное простран­
ство. Вещественный базис является базисом как в вещественном 
так и в комплексном пространствах решений. Рассмотрим вопрос: 
как от данного комплексного базиса пространства решений веще^ 
ственного уравнения (3.2.1) перейти к вещественному базису? 

Пусть комплексный базис имеет вид

Ti = « i  ( t ) + l v I (О, ( t ) - i v ,  ( t) ......? n = Um(t) - \- iv mU),

9n = u ma )  — t v m(l), ......<p„(0 ,

где U|, Vi. . . . ,  Urn, vm, <f2m+l< . . . .  фn(a, Ь)-+ R. Функции ф2т+ |, фп— 
вещественные решения уравнения (3.2.1) по определению. Пока­
жем, что Ui(t),  v , ( t ) , . . . , v m(t) um(t)  такж е являются решения­
ми уравнения (3.2.1). По определению решения при всех / е ( а ,  Ь), 
А = 1, ..., m,

(«*+**»>(в)+ А  (О (« * + ^ * ) (" - 1> +  . . .+ p n (t) (uk +  iv „) = 0 .  (3.2.7) 

Так как р\, ..., р„ — вещественны, то (3.2.7) равносильно

и*,,>+ A и*,l l)- K ” + A iW *= 0 1

)~\~Piv i>n ) Pnv k — 0.
т. е. u k( t ) ,  v k( t )  являются решениями уравнения (3.2.1). Покажем, 
что решения

U\> «• • • > к т , v m, tp2m+i>” -> 9/|

линейно независимы над полем вещественных чисел и, следова­
тельно, образуют базис вещественного пространства решений. 

Составим линейную комбинацию

“ x«i+ <V»i +  • • • + a„vn= 0 ,  а , ......a „ e R .  (3.2.8)

Покажем, что Oi =  . . .  о я= 0 . Равенство (3.2.8) можно записать 
в виде

Y  <*i (Ti +  ? ,)+  ■—  (<?i ~ Т , ) +  ■■• • +  «л?»= 0 ,

или

у  ( ° i + y  “j)?i I  у  («1 -  |  ftj] Н . . .  -f олтл= ° .
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Так как  <rt, <pi......фп — линейно независимы, то
■ I I „«1 +  —  “2 = а 1 — —  а 2= . . . = а „ = 0 ,

следовательно, сй =  . . .  = а „  =  0 , что и требовалось доказать.

§ 3. Линейные однородные уравнения 
с постоянными коэффициентами

рассмотрим уравнение

где р\, —» Р* — комплексные постоянные. В этом параграфе будет 
указан в явном виде базис пространства решений уравнения
(3.3.1).

Л е м м а  3.3.1. Ф ункции <рt ( t ) = t  ‘ё х‘‘, 1= 1, ..., п, где Л,еЛТ0. 
Х,еС, линейно независимы при  / e R ,  если (k;. h )= £(ki, *•/) при 
Й*/•

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть при всех t e R
П

“ i? i ( 0  +  ... +  an9„ ( / ) = 0 , или 2  a / ' eV ==0-
i- i

После приведения подобных при одинаковых е*'* получим

^  Р ,( / ) е 1''= .0 ,  (3.3.2)
i - i

где ш> 1  — число различных h  среди }.\, .... Я.п, Р.-(О — полиномы.
Индукцией по т  покажем, что из (3.3.2) следует P i( t)=  0 , i=  1, 

- ,  т. При m =  1 утверждение очевидно. При т >  1 запишем (3.3.2) 
в виде

171— 1

2 ^ i( O e V - j -P e (/)e*eV «= 0 .
1

Или

2  Я / (О е (Х|~**,<+ / >т ( О = 0 .т
Продифференцировав это тождество достаточное число раз по /, 
■Отчим



Так как h — Х „^0 , »= 1, т — 1, то Q i(t)  — полиномы тоП же сте­
пени, что и P i(t) , при этом полином, тождественно равный ненуле­
вой постоянной, не может аннулироваться. По индукционному 
предположению из (3.3.3) следует, что Q ,(7 )“ -0, x=I,T ..., т — I- 
следовательно, Р ,(7 )= 0 , t = l ,  .... т—  1, тогда и P m( t) *  0. Таким 
образом, P \(t)  =  . . .  = P m(t)  = 0 . А так как коэффициенты этих 
полиномов суть постоянные а ь ..., а л, a t = . . .  = а я =  0 . Шемма до­
казана.

Подставляя в левую часть (3.3.1) функцию ек1, получим вы­
ражение

L (e ” ) = / a ) e x‘, (3.3.4)
где полином

/(> .)  +  . . . + Рп

называется характеристическим полиномом уравнения  (3 .2 . 1). 
Уравнение /(Х) =  0 называется характеристическим уравнением.

Л е м м а  3.3.2. Пусть X* — корень характеристического урав­
нения кратности т. Тогда функции  /е 1*', .... являются 
решениями уравнения  (3.3.4) при / e R .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Дифференцируя (3.3.4) k раз по X (как 
функцию комплексной переменной), используя формулу Лейбни­
ца, получим

*
Z(/*e“ ) =  2  С»’/ ( ’)().)/*- е » .

Так как X*— корень характеристического уравнения кратности 
т. то f ( \ * )  = f'(k * )  =  . . .  = fim~ ')(>.*) = 0 . Следовательно, L(/*ew ,) =  
=  0  при £ =  0 , 1, ..., т — 1, что и доказывает лемму.

Т е о р е м а  3.3.1. Пусть fa, / =  1, ..., / , — все разные корни ха ­
рактеристического уравнения с кратностями mi. Тогда функции

e v , /е х' ' ......Г г - 'eV , i== \ ....... / ,  (з . з .5)

образуют фундаментальную систему решений дифференциального 
уравнения  (3.3.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно лемме 3.3.1 функции (3.3.5) 
линейно независимы. По лемме 3.3.2 каж дая из этих функции 
является решением уравнения (3.3.1). По основной теореме алгеб­
ры число функций (3.3.5) равно п. Этим теорема доказана.

З а м е ч а н и е .  Пусть коэффициенты уравнения (3.3.1) вещест­
венны. Если характеристическое уравнение имеет комплексные 
корни, то базис (3.3.5) является комплексным. Чтобы получить 
вещественный базис, следует воспользоваться результатами п. 3 
§ 2. В результате в (3.3.5)_ каж дая пара комплексно-сопряжен­
ных решений вида /*е”  /*е1', где Х =  а  +  Н  \ = а — Ы, заменится 
парой вещественных решений t kea,cosb t, t kea,s in b t.
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Примёр 3.3.1. Рассмотрим дифференциальное уравнение дви 
jkchhh линейной консервативной системы с одной степенью сво­
боды

j c - f a * * = 0 , а > 0 .

Здесь /(X)W=X2 +  a2. Корни характеристического уравнения суть 
X|.а == ± / а . П о теореме 3.3.1 комплексным базисом является

ф, = е 'в',  Ф2= е - /в'.

Используя замечание о вещественном базисе, найдем его в виде 

<pt =  s in a / ,  <p2= c o s a / .

Вещественное общее решение имеет вид

д-Ц С , sin at -\-C7co sa t, или х  — А  sin <a/-J-«p),

где А — V  c T f c !  — амплитуда колебаний, <p =  a rc tg (C 2/ C i ) — на­
чальная фаза.

Простейшим примером консервативной системы с одной сте­
пенью свободы является материальная точка, движущаяся под 
действием упругой силы пружины в вакууме.

Пример 3.3.2. Рассмотрим случай, когда движение происходит 
в среде, сопротивление которой пропорционально скорости движе­
ния. Уравнение движения имеет вид

x - \ - k x - \-a 2x = 0 ,

где £ > 0  — коэффициент пропорциональности. Характеристическое 
уравнение имеет вид

X*-f *Х +  а 2= 0,

а его корнями являются ( —k - \ - Y k 2— 4 a 2), Х2= - ^ - ( —Л —

— 1 Л2—4а 2). Возможны следующие случаи.
: 1. Дискриминант D — k2— 4a2> 0 . Корни характеристического 

Уравнения отрицательны и различны. Общее решение имеет вид

f  2) D = 0. Корни характеристического уравнения — кратные. 
Общее решение таково:

л = е  т  (С ,4-С ^ ).
3) D < 0. Корни Xj и Х2 комплексно сопряжены:

У 4 а * - Л » ) ,  X2= - i - (  - k - i V A a ^ k 2).
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Общее решение имеет вид

*  =  е 2 ‘ [с , sin  - j-  V 4 а 7 — k7t  -j- C7 cos —  У 4a7 — k\i) =
\ 2 2

It

=  Ae 2 ‘ s \ n ^ - ~ V 4 a 1— k7t- \ -^ j  .

Во всех случаях при возрастании времени материальная точ­
ка стремится к положению равновесия х =  0 . Если 4а7> х 2, то дви­
жение имеет характер затухающих колебаний.

§ 4. Линейные неоднородные уравнения

Рассмотрим дифференциальное уравнение

Z. (.*)=*<•>+ р ,( /)д г (" - ,> +  . . . + д ,  (/)■ *=?(/)1  (3.4.1)
где р , ......рп, q.(a , Ь)— С.

1. Метод неопределенных коэффициентов. Пусть (а, Ь)-»-С — 
некоторое решение уравнение (3.4.1). Выполним в (3.4.1) замену, 
положив jr= j/ +  t|>. В силу (3.4.1)

L (y -\-^ )  — L (y ) - \-L { ^ )= q ,  
а так как L(ty)= q, то

Ц у ) = 0 .  (3.4.2)
Уравнение (3.4.2) называется линейным однородным уравнением, 
соответствующим неоднородному уравнению (3.4.1).

Если i/ =  Ciq>i+ . . .  - f  С„фп — общее решение однородного урав­
нения (3.4.2), то

( 0  +  . . .+ С л?я ( /) + ф ( /)  (3.4.3)

называется общим решением неоднородного уравнения (3 .4 . 1). 
Так как при Си .... С „ е С  формула i/ =  C ^ i +  . . .  - f  С„ф„ задает 
множество всех решений однородного уравнения (3 .4 .2 ), то из 
проведенных рассуждений следует, что формула (3.4.3) опреде­
ляет множество всех решений неоднородного уравнения (3 .4 . 1). 
Если р\, .... р п, q, ф — вещественные функции, то формула (3.4.3) 
при Ci, ..., Cne R  задает множество всех вещественных решений 
уравнения (3.4.1).

Таким образом, задача интегрирования уравнения (3.4.1) сос­
тоит в нахождении общего решения соответствующего однород­
ного уравнения и хотя бы одного решения самого уравнения
(3.4.1).

Рассмотрим частный случай, а именно, предположим, что все 
коэффициенты р {, ..., р„ — постоянные числа, a q (t)  имеет специ­
альный вид

* ( /> е *  (3.4.4)
где а е С ,  g ( t)  — полином.
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Общйе решение соответствующего однородного уравнения на­
ходится \по теореме 3.3.1. Частное решение уравнения (3.4.1) в 
рассматриваемом случае можно построить методом неопределен­
ных коэффициентов, применимость которого вытекает из следую­
щего утверждения.

Т е о р е м а  3.4.1. Пусть р\, .... р п в (3.4.1) — постоянные и вы­
полнено условие  (3.4.4). Если в (3.4.4) а — корень характеристи­
ческого I днородного уравнения  (3.4.2) кратности k (если а не 
является ю рнем  характеристического уравнения, то считаем & = 0 ), 
то уровне/ие  (3.4.1) имеет и притом единственное решение вида

где r ( t)  —lie
(3.4.5)

толином той же степени, что и g ( t) .  (Е сли  k ~ ^ \ ,  то, го­
ворят, что имеет место резонанс.)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Требуется подобрать полином r ( t )  так, 
чтобы функция (3.4.5) была решением уразнення (3.4.1). Приме­
ним метод неопределенных коэффициентов. Д ля этого представим 
r(t)  в виде

г (0 = 2  ггР , гтф О,

где г* — постоянные, подлежащие определению из условия, что
(3.4.5) удовлетворяет уравнению (3.4.1), т  — степень полинома

т

g ( 0  =  2 g S .  g m ^ O .
О

Коэффициенты г* определяем из равенства
H t kr ( t ) e a,) = g { t ) e al. (3.4.6)

Используя линейность оператора L, левую часть (3.4.6) предста­
вим в виде

( т  \  т

2  г ^ + * е °Ч  = 2  r sL (ts+keal). (3.4.7)

Дифференцируя (3.3.4) s + k  раз по к, получаем формулу
; X,+Jt ( / о.) е » ) =/.(/'+»<?“ ). 

Подставляя (3.4.8) при Х =  а в (3.4.7), найдем

(3.4.8)

= 2 г ' 2 с ;+ *-/Г(,)(а)/,+*_,ев'-
s - 0 1 - 0
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Отсюда и из (3.4.6) имеем
т  •*+* т  .

I (3-4-9)1.0  1-0 j _0

причем по условию теоремы

/< ’)(а) =  0, v = 0 ,  1......Л - 1 ;  / < * > ( с ) / 0 .  I (3.4.10)
Приравнивая слева и справа в (3.4.9) коэффициенты i ри одина­
ковых степенях t, получим уравнения для определений неизвест­
ных величин г,.

Приравнивая коэффициенты при tm, имеем s + k — \  =т, а так 
как в силу (3.4.10) x ^ k ,  то s = m, \  = k. Следователь! о, уравне­
ние для определения гт имеет вид

(а ) —gт »
откуда на основании (3.4.10) гт определяется единственным об­
разом.

Приравнивая коэффициенты при tl, 0< i < m ,  имеем s + Л —v =  i\ 
а так как \\>Л, то z ^ s . В результате для определения г* получим 
уравнение

(а) +  Л (г/+, ......rm) = g „  (3.4.11)

где А зависит только от тех коэффициентов r ( t ) ,  индексы кото­
рых больше i. Поскольку гт определяется однозначно, (3.4.11) 
показывает, что все коэффициенты г/ полинома r ( t)  определяют­
ся единственным образом последовательно при уменьшении ин­
декса » от т  до 0. Тем самым теорема доказана.

З а м е ч а н и е  1. Метод неопределенных коэффициентов для 
отыскания частного решения $ ( t )  уравнения (3.4.1) может быть 
применен и в том случае, когда q ( t)  = q i ( t ) +  . . .  + q t( t) ,  где каж ­
дая функция q t(t). * =  1, ..., I, имеет вид (3.4.4). В этом случае 
У (0  —$ 1 ( 0 +  • • • где 4= 1, ..., I — частные решения
соответственно уравнений L (x )= q i, i=  1, ..., I, для нахождения 
которых можно применить теорему 3.4.1. Действительно,

L (Ф) — L (Ф1) . . .  -\-L  (ф/ ) = ^ 1  - j- ... —(— <7/ — q.
З а м е ч а н и е  2. Пусть р и ..., р п в (3.4.1) — вещественные по­

стоянные,

? ( 0 = ? |{ / ) = ^  (/) е*' cos ?/ (3.4.12)
либо

q ( ‘) = q 2( t ) = g ( t ) e ' ‘ s in ? /, (3.4.13)
где g ( t)  — полином с вещественными коэффициентами, a , pe=R. 
Тогда решение (3.4.1) такж е можно найти методом неопределен­
ных коэффициентов, если использовать то обстоятельство, что
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( 3 . 4 . 1 2 ) вещественная часть, а (3.4.13) — мнимая часть функ­
ции

Q U ) = g (  О е(*+/(,)'.
Если 1р(7)\есть  решение уравнения L (x )  = Q (t), то Re\J>(0 являет­
ся решением уравнения L ( x ) ~ q \ ( t ) ,  1 т ф ( / ) — решением уравне­
ния L ( X ) = W 0 .

Пример 13.4.1. Рассмотрим дифференциальное уравнение движе­
ния линейной консервативной системы с одной степенью свободы 
под дейсти«ем периодической силы, которая в момент / равна
q (t ) :

x + a ? x = q { t ) ,  а > 0. (3.4.14)

Пусть силовой член q ( t)  имеет вид
<7 (/) =  Af sin оо/, ш > 0 .

Согласно замечанию 2 к теореме 3.4.1 вместо (3.4.14) использу­
ем уравнение

х + а ? х = М е 1 т (3.4.15)

Возможны следующие два случая:
1) тФа — нерезонансный случай;
2 ) ы = а — резонансный случай.
В первом случае частное решение следует искать в виде

Подставляя rp(t) в (3.4.15), найдем

д(а3 — ш3) = М  или <!»(/) = — ——— e“*, fа2 — «2

следовательно, решением уравнения (3.4.14) является функция

Используя результат примера 3.3.1, находим общее решение 
(3.4.14):

х  =  A  sin (a t+ ? Н — sin и>/, (3.4.16)
а2 — и>2

т- е. в рассматриваемом случае движение представляет собой 
сумму собственных колебаний с частотой а и вынужденных коле­
баний с частотой а».

Аналогично, если q = M  cos ш/, то общее решение (3.4.14) име- 
^  вид

х = А  sin (a/-{-<pH------—— cosu)/. , (3.4.17)а* — о»2
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В случае резонанса (а =  со) решение (3.4.15) ищем в виде

м LПосле подстановки тЬ(7) в (3.4.15) находим Ь^= -----. Таким об-
'  '  2/а»

разом,

♦ ( 0 = — cos»f ,2i(* 2u>

где 1(и(7) — решение уравнения (3.4.14). Следовательно, в случае 
резонанса общее решение уравнения (3.4.14) имеет вид

х  =  A  sin («о/ -j- <р) — cos ю/.
2ш

Итак, при резонансе амплитуда вынужденных колебаний не­
ограниченно возрастает при /-►оо.

2 . Метод вариации произвольных постоянных. Метод неопреде­
ленных коэффициентов приводит к простым вычислениям, но его 
можно применять только для линейных уравнений с постоянными 
коэффициентами, причем правая часть q ( t)  должна иметь специ­
альный вид (3.4.4). В общем случае для построения частного ре­
шения уравнения (3.4.1) используют метод вариации произволь­
ных постоянных, иногда называемый методом Л агранж а.

Согласно этому методу решение уравнения (3.4.1) ищем в 
виде

ф (О =  С, (/) <р, (О + . . .  +  Ся (/) <р„ (/),
где фь ..., фл — фундаментальная система решений однородного 
уравнения (3.4.2), a C i(t) , .... Cn( t)  — функции класса С '(а, Ь), 
подлежащие определению (ср. с (1.1.22)]. Вид $ ( t )  объясняет на­
звание метода. Вычисляем последовательно производные функции 
\ f ( t )  до порядка п включительно, налагая дополнительные усло­
вия на первые производные функций С\ ( /) ,... ,С п ((). Имеем

♦ ( /)= С ,т 1 + . . .  +  Ся<р„+ С м  -f-... +  C„fe.
* •

Полагаем С|ф1 +  . . .  +Слф„ =  0. Тогда

Ф= +  •••-{-^я?я +  +  ••• + ^я?л

и снова полагаем С |ф |+ . . .  -гС яф„ =  0 . Приравнивания при вычис­
лении каждой производной до порядка п— 1 включительно члены, 
содержащие С\......С» нулю, получим

ф(-—1, = с 1?1" - 1>4 - . . . + с я^ я- 1>,

^ л )= с У :я) +  ... +  СлТ‘") +  С1?1я- ,> +  . . . + С я<Р(л- ,>.
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\
Так как W /)  должна быть решением уравнения (3.4.1), то, учи­
тывая полученные выражения, находим

1) +  ... +  C„ipn'1 X)— q.

Так как L(q>i) =  . . .  =  1(фл) = 0 , то окончательно C \(t) , .... Cn( t)  
должны удовлетворять прн / е ( а ,  Ь) следующим уравнениям:

I С1(р1 +  . . . + С я(ря= 0 ,

С М Я~2) + . . .  +  C„<pi"'J) = 0 ,  (3.4.18)

ClTl- ,) +  ... +  Cn'Pn" 1>==<7-
Система (3.4.18) есть линейная алгебраическая система уравне­
ний для определения Си С„, определитель которой является 
определителем Вронского W (t). Так как ф(> ..., ф„ линейно неза­
висимы, то W(t)=f;0 при t ^ ( a ,  b ). Реш ая (3.4.18), по формулам 
Крамера получаем следующее утверждение.

Т е о р е м а  3.4.2. Дифференциальное уравнение  (3.4.1) имеет 
решение

* (О =  V  ? , ( / ) (  (t0, t e = ( a ,b ) ) ,  (3.4.19)
/51 I. ' '

где фЬ .... фп — фундаментальная система решений соответствую­
щего однородного уравнения; W (t)  — ее определитель Вронского; 
W'ni — алгебраическое дополнение элемента определителя Врон­
ского на пересечении п-й строки и i-го столбца.

Пример 3.4.2. Рассмотрим уравнение (3.4.14) с силовым членом 
q : (a, b)-*-R общего вида. Имеем ф ^ в т а / ,  ф2=-соза/,

W  — —a , W n  = — co sa t, U^22= s i n a / .

По формуле (3.4.19)
t i 

<j»(/) =  sin a t j  a~ xq (s) cos asds — cos at j  a~*q(s) sin a sd s  

(t0, t(= (a , b)), 

и л и  ^ s in ( a ( t  — s ) )q ( s )d s .  (3 .4 .20)

Следовательно, общее решение уравнения (3.4.14) имеет вид
/

jc = y \s in  (a^-}-<p)-^-a~, sin (a (t  — s ) )q ( s )d s .
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3. Использование рядов Фурье. Пусть в уравнении (3.4 П
Р.......Рп — постоянные, q(t-\-T )= q(t). Сопоставим q(t)  ее ряд
Фурье: 4

Л*—• т

Предположим, что уравнение (3.4.1) имеет периодическое реше- 
ние $(7) с тем же периодом Т, что и q ( t) .  Так как if(7) непре- 
рывно дифференцируема, то «е ряд Фурье равномерно сходится
к Ч>(0 -

и

»----
Т е о р е м а  3.4.3. Если числа iku>, fceZ  не являются корнями 

характеристического уравнения f(k )  =  0 , то при всех  AteZ

♦*=-7~ V -  (3.4.21)
f  ( I  ku>)

Если же существуют целые р, для которых f(ipu i)= 0 , то qp= О, 
а при к-Фр выполняются равенства (3.4.21), При этом — про­
извольные величины.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем

♦("» ( / ) + Л +(я- ,)Ю -|-... + ЛГ* (/) ^  q (/).
У множая обе части этого равенства на е~‘кш1 и интегрируя в пре­
делах от 0 до Т, получим

? г г 
j  *я> У )Л + .. .+ р я j  (t)dt*=  j  q i t ) d t .  (3.4.22) 

Используем m раз интегрирование по частям (1

г т т
| I Г ( / ) d t = „ •
° о в’

г
... = (/Ь > )"  j  ( /)< //= 7 ^ *  («Ь>)'".

Отсюда и из (3.4 22) имеем ] ( ^ k ) ^ k = q„. что дает (3.4.21). Отсю­
да же вытекает, что если /(//н,) =  0 , то q P= 0 ,  a r f p —  п р о и з в о л ь ­
ная постоянная. Теорема доказана.

З а м е ч а н и е .  Д алее будет показано (см. замечание в конце 
п. 3 § 7 гл. IV), что если f(ikv>)^0 при целых к. то Г - п е р и о д и ч е -  

ское решение уравнения (3.4.1) существует и единственно. Тзки*1 
образом, предположение о существовании периодического реше­
ния, содержащееся в теореме 3.4.3, в этом случае вы полняется.
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рассмотрим случай, когда характеристическое уравнение име­
ет корни вида ilua, 6 e Z .

Т е о р е м а  3.4.4. Пусть f(ik<a)=0 при k = p t, .... рг. а в ряде  
Фурье функции q ( t)  qP =  . . .  = qP, = 0. Тогда уравнение  (3.4.1)
имеет Т-периодические решения.

Д о к а з а т е л ь с т в о  проведем индукцией по п. При п ~ -1 
уравнение (3.4.1) имеет вид

x  — ip lu>x=q(t), (3.4.23)

и его можно записать так:

—  ( е - о > . - ' ; с ) (/). 
d t

Правая часть этого уравнения есть Г-периодическая функция с 
равным нулю средним значением. Поэтому любая ее первообраз­
ная также является Г-периодической функцией. Следовательно, 
все решения уравнения (3.4.23) — периодические с периодом, рав­
ным Т.

Предположим теперь, что утверждение теоремы справедливо 
для уравнений (3.4.1) порядка п—  1. Докажем, что тогда оно 
справедливо и для уравнений порядка п. Представим характерис­
тический многочлен f(K ) в виде

/  (X) =  (X -  < а » )  М " - 2 +  • • ■ +
Тогда (3.4.1) имеет вид

- ? - ( L l ( x ) ) - i p l«>Ll (x ) =  q ( t ) ,  (3.4.24)
dt

где
Ll ( x ) = x < * - " + b lx<"-*> +  . . .+ b n- lx .

Применим для решения (3.4.24) тот же подход, что и при рас­
смотрении уравнения (3.4.23). Запишем (3.4.24) п виде

A L  (e-'p.-'Z.! (л0 ) = е - " ‘-'<7 {/), 
d t

01 куда

И ^ . | ’ L i ( x ) = e lp'a,t e - tp ^ 'q  (x)d x  — C^j =  Q (/). (3.4.25)

Как qP, =  0, то Q (t)  — Г-периодическая функция. Коэффици- 
TbJ Q* ее ряда Фурье определяются формулами



Выберем С равным среднему значению функции J  е~ 'P ^ 'q (т) dx 

Тогда <?,, = 0 .  При к ф р и интегрируя (3.4.26) по частям, получим
1 - Г

T Q i= T^ - k ) u  ( j  e - ,p" V ( T ) r f T - c |  | _
( - 0

откуда

Q*= 7 7 T  • k ^P^  l (k ~ p  i)“
Следовательно, Qp,= . . .  = Q Pr = 0 . К уравнению (3.4.25) приме­
нимо индукционное предположение, следовательно, оно имеет 
/-периодическое решение, что н требовалось доказать.



ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИИ

Линейные системы дифференциальных уравнений введены в 
§ 2 гл. II. В скалярной форме линейная система имеет вид

Р ц И) (О»
............................ .........................................  (4.0.1)

x n= P nlV ) x l + . . . + P njlV ) x l,+ q nV),

где Р /к : (a, b)-+  R, q / : (a, Ь)-+ R (j, k = l ,  ..., п) —  непрерывные 
функции. В векторной форме система (4.0.1) с помощью матри­
цы коэффициентов

P (t)  =  {Pj„V)}, У, А =  1 ,..., п,

записывается в виде одного уравнения

x  =  P ( t ) x + q ( t ) .  (4.0.2)

Уравнение (4.0.2) называют как дифференциальным уравнением, 
имея в виду его векторную форму (4.0.2), так и системой диффе­
ренциальных уравнений, имея в виду его первоисточник (4,0.1).

В § 3 гл. II показано, что решение <р(7) уравнения (4.0.2), 
удовлетворяющее начальным условиям Ь).
JtoeR'*), существует, единственно и продолжимо на интервал 
(а, Ь). Как и в случае линейных уравнений, линейные системы 
будем рассматривать в предположении, что Р\\, .... Рпп, qi, .... qn — 
комплекснозначные непрерывные функции / е ( а ,  Ь). Естественно 
поэтому понятие решения уравнения (4.0.2) распространить на 
комплекснозначные функции со значениями в пространстве С" =  
=  С х  . . .  Х С (п  раз). Элементами пространства Сп являются век­
торы х с п комплексными координатами Х\, ..., х„, которые мы 
рассматриваем как вектор-столбцы. Норму в Сп определим, как 
и в R", формулой

|х |= ш а х  |дг(|.
></<•

Свойства и действия над функциями со значениями в Сп выте­
кают из свойств и действий над функциями со значениями в R* 
(см. § 1 гл. II) и в С (см. § 1 гл. III).

Решением комплексной системы (4.0.2) будем называть функ­
цию ф < а , р> -*-С п, еасли при всех а , р >

Т ( / ) = Я ( / ) ? ( 0  +  ? (0 .  (4.0.3)

Глава IV
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Соответственно задача Коши — это задача нахождения решения 
Ч>(0' удовлетворяющего условию

?(/„)= .*(, ( /0 е  (а, Ь), дг0 е С " ) ,  (4.0.4)

Пусть P  =  p i- \ - ip i ,  q = q i ^ r iq*i (p=<pI -f/(pI , x = * x l- \- ix l ,
где q \  q2:(a, b ) ^ R", f  -.(a, p> — R*, x l0, JC oeR ", P \  P 2 - в е ­
щественные матрицы. Тогда (4.0.3) эквивалентно

<pl = P l <p1 — Р \ 2 -J- q l ,

или (в виде одного уравнения)
* = Q *  +  r,

где <1* = colon(<?>, <pJ), r= co lon (< 7*, q2),

e-(̂
причем y ( t 0) = y 0, где y 0= colon (x 0\  x02) .  Тождество (4 .0 .5 ) озна­
чает, что г|з: < а , p>-*-R2n является решением вещественной ли­
нейном системы 2п уравнений с вещественным начальным усло­
вием. Как отмечалось, такое решение существует, единственно и 
продолжимо на (а, Ь). Следовательно, решение комплексного 
уравнения (4.0.2) с начальным условием (4.0.4) существует, един­
ственно и продолжимо на (а, Ь) (продолжение решения комп­
лексного уравнения (4.0.2) определяется с помощью продолжения 
решения вещественного уравнения (4.0.5)). В этой главе под ре­
шением уравнения (4.0.2) будем понимать полное решение 
Ф : (а, Ь)-+Сп.

Если <7(7) =  0, то уравнение (4.0.2) называется линейным одно­
родным уравнением  (системой), в противном случае — неоднород­
ным. Основной проблемой является изучение однородного урав­
нения, так как будет показано (см. § 7 ), что интегрирование 
неоднородного уравнения сводится к интегрированию однород­
ного.

§1. Линейные однородные системы

Рассмотрим дифференциальное уравнение

x = P ( t ) x ,  (4.1.1)
где лге=С", P (t)  = {P,k( t)}  (j, k = \ .......  n) — матрица, элементы
которой являются непрерывными на интервале (а. Ь) комплексно­
значными функциями.

1. Пространство решений уравнений (4 . 1. 1) .
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Л е м м а  4.1.1. Множество решений уравнения  (4.1.1) образу­
ет комплексное векторное пространство.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждение леммы означает, что:
1) если ф1, ф2 — решение уравнения (4.1.1), то ф ‘ +  ф 2 — реше­

ние уравнения (4.1.1);
2) если ф — решение уравнения (4.1.1), то при любом а е С  

аф — решение уравнения (4.1.1).
Справедливость этих утверждений вытекает из правила умно­

жения матрицы на матрицу (в рассматриваемом случае — на од­
ностолбцовую матрицу-вектор). Лемма доказана.

О п р е д е л е н и е  4.1.1. Ф ункции  фl( t) ,  ..., фm(t)  : (а, Ь)-*- С" 
называются линейно независимыми (над полем комплексных чи­
сел), если выполнение при всех  / е ( а ,  Ь) равенства

а 1?1( 0 -}_ ...-1“ а т ? л,^ ) ==0, С, j  —

влечет
а 1 =  . . . = а я = 0 .

В противном случае функции  ф '(0* •••» <Рт( 0  называются линейно  
зависимыми.
В  Если ф'СО» •••» Фm(t)  : (a, и в определении 4.1.1 a y e R ,
/ = 1, ..., т ,  то ф1, ..., фт  называют линейно независимыми над по­
лем вещественных чисел.
! Линейная зависимость функции ф \ ..., фт  означает, что суще­

ствует ненулевой набор постоянных а ь  ..., a m такой, что при всех 
t<=(a, Ь)

aiT , ( 0  +  -  +  “m?'n(0 = 0 .
Постоянные а ь  ..., а т, обладающие таким свойством, будем на­
зывать коэффициентами зависимости. Фиксируя в функциях ф1, ..., 
Фт переменную t, получаем постоянные векторы. Очевидно, что 
если функции ф| ,...,ф ш линейно зависимы, то при каждом 
foe  (а, Ь) векторы <р1(/о), фт (М  такж е линейно зависимы. 
Обратное неверно, так как коэффициенты зависимости векторов 
ф1 (/о)..... Фт (*о) могут зависеть от t0 чего не допускает опреде­
ление 4.1.1.

Пример 4.1.1. Рассмотрим векторные функцииВ т'(,,=(°)' т,<')=(̂)-
При каждом фиксированном t0 векторы ф '^о ) и Я>20о) линейно 
зависимы, но функции ф ' ( t ) ,  ф2(7) линейно независимы на R, так 
Как ни одна из них не получается из другой умножением на по­
стоянное число.

Однако, как показывает доказываемая ниже теорема, если 
ограничиться рассмотрением только функций, являющихся реше­
ниями какого-либо дифференциального уравнения (4.1.1), то ли­
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нейная зависимость функций на интервале (а, Ь) эквивалентна 
линейной зависимости их значений при любом фиксированном 
/<=(а, Ь).

Т е о р е м а  4Л.1. Пусть <р', .... <рт  : (а, Ь )-> -0  — решения урав­
нения (4.1.1). Пусть далее при некотором г0е ( а ( Ь) векторы 
у ' ( t0) , .... <рт (70) линейно зависимы с коэффициентами зависимо­
сти at, .... а т . Тогда функции  ф '(0«  —* ф ( 0  линейно зависимы  
с коэффициентами зависимости а 1( ..., а т .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию теоремы существует нену­
левой набор постоянных a i, ..., a m такой, что

“ х'РЧ/о) +  — +  Uo) =  0.
Рассмотрим функцию

<!» ( / ) = а,<р» (/) + . . .  - f  am<tm (/).
По лемме 4.1.1 ф(7) — решение уравнения (4.1.1), при этом оно 
удовлетворяет начальному условию ф(7о.)= 0 . Этому же условию 
удовлетворяет тривиальное решение уравнения (4 . 1. 1), поэтому в 
силу единственности ф(7) =  0 при всех / е ( а ,  Ь), а это и означает, 
что ф1, ..., фт линейно зависимы на (а, Ь) с коэффициентами за ­
висимости ос ........  а  т. Теорема доказана.

Т е о р е м а  4.1.2. Любые п линейно независимых решений 
уравнения  (4.1.1) образуют базис пространства решений этого 
уравнения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть решения ф1, ..., фп линейно неза­
висимы. По теореме 4.1.1 при каждом to ^ (a ,  Ь) векторы ф'(7о)< 
.... ф"(*о) линейно независимы. Эти векторы образуют базис про­
странства С", следовательно, любой вектор х0е С л может быть 
разложен по элементам этого базиса. Пусть ф ( / J — произвольное 
решение (4.1.1). Тогда

<]>(/„) =■• а 1?Ч /0) ■+ (to). (4.1.2)
По теореме 4.1.1 решения ф, ф1, ..., фп линейно зависимы с темн 
же коэффициентами зависимости, что и в (4.1.2), т. е. при всех 
t<=(a, Ь)

♦ ( О — < 4 P » (0 + . . .+ « W P ’ ( / ) ,  
что и доказывает теорему.

С л е д с т в и е .  Любые п решений, начальные значения которых 
при некотором to линейно независимы, образуют базис простран­
ства решений.

Базис пространства решений называется такж е фундаменталь­
ной системой решений. Функция

* = С 1<рЧО +... +  Св?" ( 0  (С ,......С , е С ) ,  (4.1.3)
где ф1, ..., ф" — фундаментальная система решений, а Си .... Сп — 
произвольные постоянные, называется общим решением уравне­
ния  (4.1.1). Общее решение обладает следующими свойствами:
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1) при любых комплексных С\, .... Сп (4.1.3) является реше­
нием уравнения (4.1.1);

2) любое решение уравнения (4.1.1) представимо в виде 
(4.1-3)•

2. Вещественный базис. Теперь предположим, что матрица ко­
эффициентов P (t)  вещественна. Будем рассматривать только ре­
шения с вещественными начальными данными и под линейной 
независимостью понимать линейную независимость над полем 
вещественных чисел. Из проведенных выше рассуждений вытека­
ет следующее утверждение.

Т е о р е м а  4.1.3. Множество решений уравнения  (4.1.1) с ве­
щественной матрицей коэффициентов, удовлетворяющих вещест­
венным начальным данным, образует вещественное п-мерное век­
торное пространство. Любые п линейно независимых (над полем  
вещественных чисел)  решений образуют базис этого пространства.

Если рассматривать решения вещественного уравнения (4.1.1) 
с комплексными начальными данными, то вещественный базис 
является базисом и в комплексном пространстве решений по след­
ствию из теоремы 4.1.2. Имеет смысл обратная задача: по данно­
му комплексному базису вещественного уравнения (4.1.1) найти 
вещественный базис. Справедливо следующее утверждение, кото­
рое доказывается так же, как и аналогичное утверждение для 
линейных уравнений л-го порядка в п. § 2 гл. III.

Если комплексный базис имеет вид

— i v 1,..., <рm= u m-\- iv m,

<р m  —  u m _ l v m t <p2m -|-I  j (

где
u \  'У1, . . . ,и т , v m, <р2и+1,..., ? " :(a t ft)—» R \

to функции  (4.1.5) образуют вещественный базис
(4.1.1).

§ 2. Фундаментальные матрицы

1. Определитель Вронского. Рассмотрим матрицу X =  (А-//}, 
^i/б С , t = l ,  ..., п; / =  1, ..., т. Множество таких матриц будем 
обозначать через В этом параграфе рассматриваются мат­
ричные функции X : (а, Ь)->Шп т. Определения свойств таких 
Функций и действий над ними получаем с помощью определений 
п- 2 §1 гл. II и п. 1 § 1 гл. III.

Рассмотрим матричное дифференциальное уравнение, по виду 
совпадающее с (4.1.1):

x = P ( t ) x ,  (4.2.1)
гДе Р : (а, Ь)-*-Шп'п — непрерывная функция.

(4.1.4)

(4.1.5) 

уравнения



О п р е д е л е н и е  4.2.1. Ф ункция  Ф : (а, Ь)-+Шпт, дифференцц. 
руемая при всех t ^ ( a ,  b), называется решением уравнения
(4.2.1), если при всех  / е ( а ,  Ь)

Ф Ц)*шР (/) Ф (/). (4.2.2)
Т е о р е м а  4.2.1. Матричная функция  Ф : (a, b)-*-4Rn-m явля­

ется решением уравнения  (4.2.1) тогда и только тогда, когда ее 
вектор-столбцы ф1, .... фm : (а, Ь)-*-Сп являются решениями соот­
ветствующего уравнения  (4.1.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Ф = (ф ',  ..., фт ). В силу (2.1.2) 
РФ  =  (Р ф |, ..., Яфт ). Отсюда и из (4.2.2) получаем 

<р*( / > = / > ( / )  

что и требовалось доказать.
Д алее будем рассматривать только квадратные матрицы-реше- 

ния Ф : (а, Ь)->-2Яп'п уравнения (4.2.1). Функция
lT (/)  =  det Ф ( 0

называется определителем Вронского, или вронскианом.
Т е о р е м а  4.2.2. Следующие утверждения эквивалентны:
1) W (t)= 0  при всех t ^ ( a ,  Ь);
2 ) W (t) = 0  при некотором t ^ ( a ,  b);
3) решения ф1, ..., фп уравнения  (4.1.1) линейно зависимы.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Импликация \)=>2) очевидна. Импли­

кация 2)=>3) справедлива по теореме 4.1.1, так как условие 
W (t)= 0  означает, что столбцы определителя U7(1) линейно зави­
симы. Наконец, 3)=>1) такж е справедлива, так как из линейной 
зависимости столбцов определителя следует, что определитель ра­
вен нулю. Теорема доказана.

Матрица-решение Ф : (а, 6 )->-ЗЯп п уравнения (4.2.1), опреде­
литель которой отличен от нуля, называется фундаментальной 
матрицей. Ее будем также называть фундаментальной матрицей 
уравнения (4.1.1). С помощью фундаментальной матрицы Ф (t) 
формулу (4.1.3) общего решения уравнения (4.1.1) можно запи­
сать в виде

х = Ф ( / ) С ,  С < = С \ (4.2.3)

Фундаментальная матрица, обладающая свойством Ф (/0) = £ ,  на­
зывается нормированной при / =  /0. Если Ф(7) — нормированная 
при t = t0 фундаментальная матрица, то (4.2.3) принимает вид

х  ~ Ф  (/) Xq, (4.2.4)

где х0 — начальное при t= t0 значение решения x ( t) .
Пример 4.2.1. Рассмотрим гладкую плоскую кривую x(s) : (О, 

s*)—*-R2 в натуральной параметризации, т. е. в качестве парамет­
ра выбрана длина этой кривой, отсчитываемая от некоторой на-
92



■ а л ь и с й  точки. Обозначим через t ( s )  и n (s)  соответственно каса- 
-ельный вектор и единичный вектор нормали. Так как s =

S  _________

д- j ' У  i 2(u )d u ,  то t 2( s )  =  1. Дифференцируя это тождество, получа­

ем, что t ' ( ^ ) t ( s ) = 0 , следовательно, т ' ( s ) — k (s ) n ( s ) ,  где 
lc(s) :(0, So)-*-R Аналогично, n '( s )  = < x (s ) t( s ) ,  причем а = п т =  

__пт/ =  —к. Мы получили так называемые формулы Френе:

х ' ( s )= -k (s )n (s ) ,

п '( « ) =  — k ( s ) x ( s ) .

Если т и п  рассматривать как векторы-строки, то формулы Фре­
не принимают вид матричного дифференциального уравнения
(4.2.2), где

Нормированная при s =  0  фундаментальная матрица Ф (х) имеет 
вид

Ф =  I  c o s ? (s) \  где
\  — s in ? (s )  cos <?(s) /

Отсюда вытекает геометрический смысл коэффициента k (s ) :  это 
угловая скорость вращения касательного вектора (а вместе с ним 
и нормали) с изменением s; k (s )  называется кривизной кривой
•  точке s.

2. Формула Лиувилля. Рассмотрим определитель Вронского не­
которой матрицы-решения Ф (0 -  Вычисляя его разложением по 
элементам /-Й строки, получаем

W  =  ±  Г ,»Ф ,к,
1-1

где — алгебраическое дополнение элемента Ф,*. Отсюда сле­
дует, что

dW --W,, ( /, У =  1 .......л),
дФ,;

так как при данном i от Ф</ не зависят. Следовательно,

dir

I J -1 д*Ч U - l
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Так как в силу (4.2.2) и (2.1.2)

ф*'*
А -1

ТО

^  2  л * 2 ^ уф ,у. 
/,*-1  7-1

Согласно свойству определителя

2 ^ , 7 ф* / = °  при

2 ^ ф* /= « ^  ПРИ / = *- 
1

Следовательно,

* - ( ! ' « ) *

Интегрируя полученное дифференциальное уравнение, находим

Г  (О =  W </„) exp | j  ^  p n  (*) j  *  J • (4-2.5)

Формула (4.2.5) называется формулой Л иувилля .
Сумма диагональных элементов матрицы Р ^ Ш п-п называется 

следом матрицы и обозначается sp Р. Используя это обозначение,
(4.2.5) можно переписать в виде

det 0 ( / ) = d e t  Ф ( /„ )е х р |^  s p P ^ r f s (4.2.5')

Формула (3.2.3) является частным случаем (4.2.5) (докажите 
это ).

3. Пусть Ф (/) — фундаментальная матрица. Следующая теоре­
ма показывает, что на множестве матриц-решений уравнения
(4.2.1) справедлива формула общего решения, аналогичная
(4.2.3).

Т е о р е м а  4.2.3. Если  Ф ( ( ) — фундаментальная матрица, то:
1) при любой постоянной матрице СеЗЯ'1'" функция  Ф (t)C  

есть решение уравнения  (4.2.1);
2 ) если  У :  (а, Ь)-*-ЯЛпт — решение уравнения  (4 .2 . 1), то суще­

ствует С«=2Г т  такая, что 'Y(t)=<t>(t)C, при этом если W —  фун­
даментальная матрица, то С — неособая.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  По формуле (2.1.5)

—  (Ф С )=Ф С , 
dt

а так как Ф(7) — решение уравнения (4.2.1), то

-£ -(Ф С ) =  (Р Ф )С = Р (Ф С ), 
dt

что доказывает первое утверждение теоремы.
Для доказательства второго утверждения положим

С ( /)= Ф -» ( / )У ( /) .
Тогда Ч 'С / ^ Ф ( t)C ( t) .  Дифференцируя это тождество по t, по­
лучим

Р У = Р Ф С  +  ФС,

откуда Ф £ — 0. Умножая последнее тождество слева на Ф-1, по­
лучим С =  0. Следовательно, С — постоянная матрица. Из опреде­
ления С вытекает такж е, что если ^V(t) — неособая матрица, то 
и С — неособая. Теорема доказана полностью.

4. Сопряженное уравнение. Пусть, по-прежнему, Ф (/) — фунда­
ментальная матрица. Дифференцируя по t тождество Ф _ |Ф = £ П, 
получим

_ £ - ( ф - 1) = _ ф -1 р .  (4.2.6)
dt

Обозначим через X* сопряженную с X  матрицу, т. е. матрицу, к 
которой Х * ) = Х ц ,  где черта означает комплексную сопряжен­
ность. Из алгебры известна формула

(Х У )* = У * Х *. (4.2.7)

В силу (4.2.6) и (4.2.7)

-± -  ( ф - ! ) * =  -  Р *(О (ф -» ) \

^Равнение

x = - P * { t ) x  (4.2.8)

Называется уравнением, сопряженным с уравнением (4.1.1) (или 
I  (4.2.1)). Мы доказали, следовательно, что если Ф ( 0 — ф унда­
ментальная матрица уравнения (4.1.1), то (Ф-1)* является фун- 
ДаМентальной матрицей сопряженного уравнения (4.2.8).

Пусть W (t)  — некоторая фундаментальная матрица уравнения 
'*•2-8). По теореме 4.2.3

4 р( / ) = ( ф - > ) * С ,
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где С — постоянная неособая матрица. Отсюда
ЦТ* (/) =  С*Ф~Ч/)

и (4.2.9)
(О Ф (/) =  £ ,

где В = С *  — постоянная неособая матрица.
Равенству (4.2.9) можно дать следующее истолкование. Стро- 

ки матрицы '¥* (()  и столбцы матрицы Ф ( t )  являются решениями 
соответственно уравнений (4.2.8) и (4.1.1). Их произведение есть 
постоянная. Таким образом, каждое решение сопряженного у р а в ­
нения можно рассматривать как линейный функционал на век ­
торном пространстве решений уравнения (4.1.1). Другими слова­
ми, множество решений сопряженного с (4.1.1) уравнения обра­
зует векторное пространство, сопряженное по отношению к про­
странству решений уравнения (4.1.1).

Положим U(t ,  x ) = ' ¥ * ( t ) x .  Координатные функции Ui(t, х) 
называются независимыми интегралами системы (4.1.1). Они об­
ладаю т следующим свойством: если q>(t) —  решение (4 . 1. 1), то 
Ui(t ,  <p(t)) =  const. Это свойство вытекает из (4.2.9).

5. Понижение порядка линейной однородной системы. Предпо­
ложим, что известно m, \ ^ m ^ n ,  линейно независимых решений 
Ф1, ..., фm : (а, Ь)-*~С" уравнения (4.1.1). Образуем матрицу Ф( = 
=  (ф ',....ф т ) | Ф ^Зй"-'" . По теореме 4.1.1 векторы ф1 ( / ) , . . . ,ф т (/) 
линейно независимы при каждом t ^ ( a ,  Ь), следовательно, ранг 
г (Ф \)= т . Это означает, что для каждой точки /0е ( а ,  Ь) можно" 
указать окрестность Icz(a , b), в которой некоторые т  строк мат­
рицы Ф 1(7_) образуют ненулевой минор a ( t ) .  Д ля простоты пред­
положим, что этот минор образуют первые т  строк матрицы 
Ф 1 СО* В дальнейшем будем сч. гать / е / .

Пусть В ^Т 1 п п~т — постоянная матрица, первые т  строк кото­
рой нулевые, а последние п— т  строк образуют единичную матри­
цу Еп-т- ПОЛОЖИМ

Очевидно, что del S ( t )  = a ( t ) ^ 0 .  В (4.1.1) выполним замену 
x = S ( t ) y .  В результате получим

.P S y = S y  + S y .
Так как P S = (P<&i, Р В ), $  = (Р ф 1, 0), то

S y = (РФ ,, РВ) у  -  (РФ „ 0 ) у = (0, Р В ) у

(4.2.Ю)

или

(4.2.П)



П ол агая  y = co lo n  ( у \  у2) , у'е=Ст, у!е С " - " ,  запишем (4.2.11) 
в виде

где Qi • I-+Wlm'n~m, Q2 : /-+2Я',~т> п~т — известные функцни.
П о к а ж е м ,  что интегрирование (4.1.1) сводится к интегрирова­

нию (4.2.13). Пусть Va(/)= (1 * r+l. . . . ,  +3)— фундаментальная мат­
рица уравнения (4.2.13). Из (4.2.12) находим квадратурами пер­
вые т координатных функций .......линейно независимых
решений ^ + ‘ ( /)= c o lo n  (^^,+ ,,̂ l'2,,+ ,) .......<|>»(/) =  colon ('I'?.+*)
уравнения (4.2.11). Пусть 4 '2(7) =  O m+l. V ) -  Очевидно, что 
любые постоянные векторы ф1, ..., последние п— т  коор­
динат которых равны нулю, являются решениями (4.2.11). Пусть 
в матрице Чг1= ( ф | , ..., tj>m) первые т строк образуют единичную 
матрицу Ет. Тогда матрица 4r( t)  = (xV u V j) является фундамен­
тальной матрицей уравнения (4 2.11), так как се столбцы явля­
ются решениями этого уравнения по построению и d e t4 r =  
=  det Теперь фундаментальная матрица Ф (/) уравнения
(4.1.1) находится по формуле Ф =  5ЧГ.

Пример 4.2.2. Рассмотрим линейную однородную систему

y‘= Q i (О У2> 

y '= Q 2{ t ) y \

(4.2.12)

(4.2.13)

x x =  t~ xx i - \- tx2— х 3, 

х 2 = t~ lx l - t x 2-\-x i. (4.2.14)

1 1

Система (4.2.14) имеет решение <p1==colon(7, t, t7) .  Тогда

• е- замена, приводящая к понижению порядка, имеет вид

X x =  ty u  X 2= t y i  +  y2, +  Уз-
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Дифференцируя эти выражения по / и учитывая (4.2.14), получа. 
ем систему

У1 =  У г~*~1Уз. 

y2= - 2 t y 3 +  2y3, (4.2.15)

ir3= ( l - / 2)4fj +  /«/3.
Последние два уравнения системы (4.2.15) образуют самостоя- I 
тельную систему двух уравнений, к интегрированию которой и 
сводится интегрирование системы (4.2.14).

§ 3. Подобные матрицы

Рассмотрим однородное уравнение (4.1.1). Его вид связан с I 
выбором определенного базиса в пространстве С". В качестве ба­
зиса можем взять любые п линейно независимых векторов s \  .., 
s*. Установим, какой вид принимает (4.1.1) в новом базисе. Пере­
ход к новому базису определяет замену x  = Sy, S  = ( s l, ..., sn). 
Так как

y = S ~ lx — S ~ 1P x , 
то в результате получим систему

y = Q ( t ) y ,
где

Q ( i ) = S ~ tP  ( t)S .  (4.3.1)

Если две матрицы Р  и Q связаны с помощью некоторой неособой I 
матрицы 5  соотношением (4.3.1), то говорят, что Q подобна Р I 
(запись: Q ~ P ) .  Легко проверяется, что отношение подобия есть ! 
отношение эквивалентности, т. е. справедливы следующие свой- I 
ства:

1) Р ~ Р  — р е ф л е к с и в н о с т ь ,
2) P~Q -*=*-Q ~P— с и м м е т р и ч н о с т ь ,
3) P ~ Q , Q ~R= *~P~ R  — т р а н з и т и в н о с т ь .
Следовательно, свойства решений уравнения (4.1.1), которые

определяются теми свойствами матрицы коэффициентов, которые 
являются общими для класса эквивалентности матриц, подобных : 
P (t) ,  не зависят от выбора базиса. Поэтому важно выявить вели­
чины, одинаковые для всех подобных матриц, и найти наиболее 
простой вид матрицы для данного класса эквивалентности. Эти 
вопросы решаются в курсах линейной алгебры. Здесь мы к о р о т к о  j 
изложим основные факты, о п и р а яс ь  на теорему о приведении 
матрицы к жордановой форме.

Л е м м а  4.3.1. Характеристические уравнения подобных маТ‘ I 
риц совпадают.
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= d e t 5 _ Idet (A — X f „ ) d e t5 = d e t  (A —X£„),
что и требовалось доказать.

С л е д с т в и е .  Определители и следы подобных матриц равны. 
Действительно, если характеристическое уравнение матриц А 

и В имеет вид

Действительно, пусть Л еЗЯ '1-", B = 5 _1/lS e ^ Л n•,’. Имеем
det ( Я -  X£„) =  det (S~lAS -  \S ~ 'E nS ) =

Прежде чем формулировать другие свойства подобных мат­
риц, введем терминологию и обозначения. Матрица А е 2Чп'* назы­
вается диагональной и обозначается

A = d ia g { A ,,.. . ,A /} .

если матрицы 9Rr* г», 2 г* =  л, ft—I, ..., /, расположены вдоль 
главной диагонали, а все остальные элементы равны нулю. М ат­
рица Л е 2Л'1Л называется верхнетреуголыюй, если A it = 0 при i> j,  
и нижнетреугольной, если Ац — 0 при / > / .  Диагональ с элемента­
ми Ац, j  = i+ p  ( i= j+ p ) ,  назовем р-й верхней (нижней) диаго­
налью.

Л е м м а  4.3.2. Каждая матрица А ^ М пп подобна матрице

гДе 9Rr* Га— матрица, все элементы которой равны нулю, за 
включением элементов первой верхней диагонали, которые рав- 
Ны Л Я.Р+Л — кратные собственные числа А. Разным  f t = l ,...,q

то
( _  1 )«х« 4 -а.Х - 1 +  ... + а я =  0 ,

a „ = d e t  A = d e t  В, 

а , =  ( — l y - ’sp А = ( — I)”—Jsp i5.

(4.3.2)

yo= d ia g  {Xj, . . .Д р} 

№i> ..., Xp — простые собственные числа А ),

(4.3.3)

(4.3.4)

- т --— ---- --------------------  --------- -----  ----- T---  » • » I
*огУт соответствовать равные между собой лр+*. при этом если
Крагность некоторого собственного числа равна I, то сумма г*. 
с°°тветствующих этому собственному числу, равна I.

С л е д с т в и е .  Так как

основании следствия к лемме 4.3.1

(4.3.5)
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М атрица (4.3.2) называется канонической или жордановоц 
формой матрицы А. Степени (X — Хр **)г* называются элементар. 
ными делителями (простыми при г* = 1 ), матрицы (4 .3 .4 )— клет. 
ками Ж ордана.

Доказательство леммы 4.3.2 можно найти в курсах линейной 
алгебры.

З а м е ч а н и е .  К аж дая матрица А подобна матрице 

y * = d la g  {У0, -/*.......У*),

где
J к — Ьр+ьЕгц" Ь е Ф k — \ , . . . , q .  (4.3.6)

Справедливость этого утверждения вытекает из равенства

J S = S J *, (4.3.7)
Р раз

где S = d l a g { l , ..., 1, 1 ,*, ..., 1,е , . . . ,* V  '}.
Равенство (4.3.7) проверяется непосредственно. Этот резуль­

тат является частным случаем общего утверждения, доказатель­
ство которого предлагается в качестве упражнения.

Задача 4.3.1. Доказать, что жорданова форма (4.3.2) подобна 
любой матрице fi =  d iag{fl0, В\, ..., В„), где BQ= JQ, a 9Rr*'*- 
k = \ ,  ..., q, — верхние треугольные матрицы, диагональные эле­
менты которых совпадают с диагональными элементами У*, все 
элементы первой верхней диагонали отличны от нуля, остальные 
элементы произвольны.

З а м е ч а н и е .  В формулировке леммы 4.3.2 и далее исполь­
зовался верхнетреугольный вид жордановой формы матрицы. 
Можно использовать и нижнетреугольный вид жордановой фор* I  
мы, если под Z* в (4.3.4) понимать матрицу, все элементы кото­
рой равны нулю, за  исключением элементов первой нижней диа- 
гонали, равных единице. Соответственно изменяется и формули­
ровка задачи 4.3.1.

Отметим также, что в жордановой форме (4.3.2) со б ств ен н ы е  
числа, соответствующие одной клетке Ж ордана, имеют о д и н ак о ­
вый номер.

Рассмотрим случай, когда i4 e ? ln'n. Несмотря на то, что А "  
вещественная матрица, ее жорданова форма, а такж е м атрица  ̂
в преобразовании к жордановой форме могут оказаться комп.текС' 
ными из-за наличия у А комплексных собственных чисел. ЕсЛ 
переходить к комплексным координатам нежелательно, то исполь* 
зуют следующий результат.

Л е м м а  4.3.3. Существует неособая матрица Q s R „ п 
что A = QIQ~'. Здесь /  =  d iag { /0, 1\, .... В0, В и .... Br);  h .



оПределены в  (4.3.3) и (4.3.4), причем им соответствуют вещест- 
денные собственные числа матрицы А;

причем в  (4.3.8) А.* — комплексные собственные числа.
Доказательство леммы 4.3.3 опускаем. В п. 4 § 5 этой главы 

лемма будет доказана прн п = 2, когда матрица А имеет пару 
комплексно-сопряженных собственных чисел. М атрица /  называ­
ется вещественной жордановой формой матрицы А.

§ 4. Функции от матриц

1. Матричные ряды. Рассмотрим бесконечную последователь­
ность матриц A*, Я*е5Я"-". Будем говорить, что последова­
тельность Л* сходится к матрице А:

lim А „ = А ,

если ||i4—Л*||->-0 при k^-oo. Из определения нормы следует, что 
сходимость матриц эквивалентна поэлементной сходимости. М ат­

ричным рядом называется символ V  А„, причем говорят, что

ЭТ°Т ряд  сходится к сумме feiSM'1-", если к [ сходится последова- 
Тельность частичных сумм S*, где

А

где

(4.3.8)

1

Пусть ЛеЯЯ'1'1. Тогда можно определить степень матрицы А 
ычным образом: A h =  A ...A  (k раз).
Рассмотрим ряд, называемый степенным:

2 auAk= f ( A ), а»«=С,



Л е м м а  4.4.1. Пусть A = S ~ lJS. Если сходится f(I),  то с» 
дится f ( A ) и

f ( A ) = S ~ } f ( J ) S .  (4.-4 ,j
Если же f ( l )  расходится, то и f ( A)  расходится. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеет место формула
(5-«У 5), =-5-»У /.S, /e = N 0,

справедливость которой вытекает из определения стетени Мат. 
рицы.

Пусть — частичная сумма ряда f (A) ,  тогдг

5* М ) = _ 2 « ,  ( S ~ V S y =  S ~ '  5 = 5 - 4 ,  V  S .

Переходя к пределу при k-ю о ,  получаем (4 .4 . 1).
Л е м м а  4.4.2. Пусть

y = = d ia g {y 0, y , .......J q).

Если сходятся f ( J0), f ( J t) ...... f ( Jq), то сходится f (J)  i
f  (У)= d ia g  { /  (У0), /  (У,)......./  (У,)}. (4 .4 , 2)

Если же хоть один из рядов j ( J k)  расходится, тс i f ( \ )  расхо­
дится.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По правилу умножения и сюж:ния мат­
риц частичная сумма

5 ^ У )  = 2  a , diag {У', У', =
к-

2о
к

= d ia g 0’ ^  а ‘̂ а
О

— diag {5, и  о), S k (У,).......5 ,  (У,)}.
Переходя к пределу при к -* оо, получаем (4.4.2).

Рассмотрим числовой ряд
во

/ ( г ) = ^ а (г ' ,  а , е С ,  г е С .
О

Пусть р — радиус сходимости этого ряда. Как сле^тв!е леу**
4.4.1 и 4.4.2 получаем следующий результат.

Л е м м а  4.4.3. Если все собственные числа Х|, А., матр^ 
цы А простые, то при |А./1<р, / = / ..... п, ряд {(A)  cxoiUTi4 и

/ ( i 4 )  =  5 _ , dlag { /(X ,)......./<Х„)}5;

если же существуют U такие, что |Х, | > р , то ряд f(A) ранодитС*
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^  При наличии кратных собственных чисел матрицы А необхо- 
М0 рассмотреть f ( J k),  где /*  — клетка Ж ордана (4.3.4). 

д Л е м м а  4.4.4. Если  У* — клетка Ж ордана  (4.3.4), |Хр+* |< р ,
о ряд f (Jk)  сходится и

Действительно, по лемме 4.3.2 A = S ~ lJoS, где / 0= diag{X i,

'/(W  /'<w ... 1ггттг/<г‘",)(х̂ ‘)х
/ ( Л )  = О < / ( Х р + * )  . . .  

О О

— 1) *
1

( л * - 2 ) 1

/  (*■/>+»)

/ ( ' * - * )  <Хр + »)

(4.4.3)
Если же |ХР+*| > р , го ряд f ( J k)  расходится.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим частичную сумму

S , ( ' ) = 2 a ' ( X E '  +  Z ) '  ( 4 4 4 )I -о
(в (4.4.4) индекс k  для кратности опущен). Так как £ ,  и Z ком­
мутируют, поскольку ErZ = Z E ,= Z , то справедлива формула

(X£, +  Z ) ' =  2 C /X '-'Z>. 
j - o

Непосредственным умножением легко проверить, что Z 1, 1^ / ^ г  — 
матрица, все элементы которой равны нулю, за исключением эле­
ментов /-й верхней диагонали, которые равны 1, а при у ^ г  
ZI*ШеЯН'Л Тогда

х,  д ,_ , _  I (I — \) . . .  (I — г + 2) Х, _ , , , Ч
( г - 1)!

I ( / -  1) . . . ( / -  г +  3) , _ , +J
( X £ ,+ Z ) '=  0 X'

От,

(г -  2)! 

X'
сюда и из (4.4.4) имеем

* « ( / * ) =

•Sj ( ^ р + * )  

0

$1 (*•/>+») • • • 

5 / ( Х р + » )  . . .

( . . - о ,

0 0 5 , ( Х Р + » )■ 103



Переходя к пределу при /-*-оо, получаем (4.4.3).
Результаты сформулируем в виде теоремы.
Т е о р е м а  4.4.1. Если  X,-, л — собственные числа мат­

рицы A, fi степенной ряд и |Я., | С р , то f ( A )  сходится, причем 
f (ki )  являются собственными числами матрицы 1(A).

Действительно, по лемме 4.4.1 если у4 — У, то f ( A ) ~ f ( ] ). 
В силу лемм 4.4.2 и 4.4.4 [(J)  имеет верхнетреугольный вид с чис­
лами f(}.\), ..., /(Х„) по главной диагонали. Следовательно, /(/.,), 
—» f (^n) — собственные числа матрицы f (J) .  а значит, и /(71).

З а м е ч а н и е .  Пусть / е С .  Рассмотрим f ( t A) .  Так как Л = 
= S  4 S ,  то t A = S ~ l( tJ)S.  На основании лемм 4 .4.1 и 4.4.2

/ ( M ) = S _ 1d ia g { /(/У 0), / ( /У , ) , . . . ,  / ( /У ,) } S.  (4.4.5) 
По лемме 4.4.2

/  (/y0) = d la g  { /  (/X,)......./  (/Хр)}.

Д ля вывода формулы f(tJ„)  заметим, что /У»=/Хр+»Е,А+ /Z ,, 
причем ( tZk) i —  матрица, все элементы которой равны нулю, за 
исключением элементов /'-й верхней диагонали, равных О при

а ПРИ i ^ rk(tZ k) 1 = г*. Отсюда, как при выво­
де (4.4.3), получаем

« О  < / '< ! ,« о  . . .  '

О . . .  J  (Хр+*/) )

(4.4.6)

2 . Экспоненциальная функция матрицы. В качестве примера 
рассмотрим степенной ряд

о

Так как радиус сходимости соответствующего числового ряда

—!— г л = е*  
k I

равен бесконечности, то по теореме 4.4.1 ряд (4.4.7) сходится при 
всех А. Сумма ряда (4.4.7) называется экспоненциальной функ­
цией (экспонентой) и обозначается через ед , если ехр{Л}..

Если А и В коммутируют, то верна формула

2О

fa,
о

(4.4.8)

Справедливость формулы (4.4.8) вытекает из ее справедливости 
для чисел, т. е. для случая Ае= С, B e  С, так как если АВ  = ВА, 
т0 коэффициенты ряда еА+в для чисел и для матриц выражаются 
через коэффициенты рядов еА и ев по одинаковым формулам.

3. Логарифм матрицы. Под логарифмом матрицы подразумева­
ется функция, обратная к экспоненциальной функции, т. е. 
B e 2ЧПП называется логарифмом Л е 2Чп,п и обозначается через 
In  А, если ея =  Л. Как известно, при л = 1

L n A = l n |  .4 |-} -/a rg  Л +  2Ал/, A e Z .

Т е о р е м а  4.4.2. 5сли А — неособая матрица, то L n А суще­
ствует.

Д о к а з а т е л ь с т в о  разобьем на этапы.
1) Пусть A = S ~ 4 S  и L n /  существует. Тогда Ln А существует 

и можно положить Ln A =  S~, (Ln J)S.  Действительно, на основа­
нии леммы 4.4.1, примененной к экспоненте, имеем

exp (Ln Л} =  exp {Ln У} S — S ~ lJ S = А.

2) Пусть У =  diag {/0, J \ , . и Ln Jj, j — О, 1, ...,? , сущест­
вует. Тогда можно положить

L n y = d ia g { L n y 0, Ln y , .......Lny,}. ,

Действительно, по лемме 4.4.2
exp {Ln 7 } = d ia g  {exp {Ln У0} ,. . . ,  exp {Ln y ,} } = d ia g  {У0.......У ,}=У .

3) Пусть 1 — жорданова форма матрицы А. По доказанному, 
поскольку собственные числа А отличны от нуля,

Ln y0= d la g  {Ln X,,... ,  Ln \ p),

причем можно выбирать любую ветвь I.n X/, /  =  1,- ..., р. Теперь по­
строим логарифм клетки Ж ордана /*, k — \, ..., q. Опуская для 
кратностн индекс k, имеем

y  =  X£r +  Z , У е Ж ' Л  Х^ О.

Положим, по определению,

L ny =  LnX.£-r + ^ ( - l ) * + l * <4-4-9)

^■ м ож но взять любую ветвь LnX. Так как при k ^ r  Z* =  0, то в 
^•4.9) ряд в правой части сходится. Осталось доказать формулу

I expjLn x . f r + 2 ( - l ) ‘+ , ^ - ( - Y Z )‘ } =  ̂  +  Z - (4 4 I °)
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exp

Согласно формуле (4.4.8) (юторая здесь применима) левая часть
(4.4.10) равна

exp{Ln Х-£,}-ехр

По доказанному в п. 2)
exp {Ln Х-£,)=ехр {Ln X} E r= \ E r. (4.4.12)

Далее, по определению эшоненты

(4.4.13)
Если Z  — комплексное число,то известно, что результат подста-

т ОО
новки ряда u =  2 <— l)*+ ,y (Y j*  в р я д ^ - у у - и '  есть раз­

ложение функции

«p{'«K)}-i=f.

Так как при Z e 5И,,Г коэффишенты при степенях Z  в правой час­
ти ряда (4.4.13) вычисляются ю тем же формулам, то

exp{ 2 ( - D - i ( | z ) * | = £ r + 4 - Z .

Отсюда и из (4.4.11) и (4.4.12) вытекает (4.4.10). Теорема дока­
зана полностью.

З а м е ч а н и е .  Так как Ln).*, к=  1.......п — многозначная функ­
ция, то и Ln А определяется к единственным образом. Однако 
из доказательства формулы (44.10) следует, что при вычислении 
логарифма каждой клетки Жордана следует рассматривать одну 
и ту же ветвь логарифма собстзенного числа.

С л е д с т в и е .  Если \ t, /= 1, ..., п — собственные числа матри­
цы А, то LnXi — собственны! пчела Ln A .  Кроме того, собствен­
ному числу  Ln ).i матрицы Ln/) соответствуют элементарные дели­
тели тех же кратностей, что t элементарные делители собствен­
ного числа h  матрицы А.

Действительно, если А ~ /,то Ln A ~ L n  / .  Пусть / — жордано- 
ва форма. Тогда по формуле (4.4.9) L n /  — верхнетреугольная 
матрица с числами LnXi...... LnX, по главной диагонали. Следо­
вательно, LnXj,  ..., LnA„ — собственные числа L n A .  Кроме того, 
каж дая матрица L n/* , Л =  1, удовлетворяет условиям зад а­
чи 4.3.1, откуда и следует, что кратности соответствующих эле­
ментарных делителей /  и L n /совпадают.
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§ 5. Линейные однородные системы 
с постоянными коэффициентами

В этом параграфе рассмотрим систему (4.1.1) в предположе- 
„ии, что матрица коэффициентов P( t )  постоянна.

1. Фундаментальная матрица. Итак, рассмотрим уравнение

х = Р х ,  (4.5.1)

где х : R-*Cn, РеЗН'1".
Т е о р е м а  4.5.1. Матрица е1Р является фундаментальной мат­

рицей уравнения  (4.5.1).
' Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего покажем, что функция е' 

является решением уравнения (4.5.1). Используя (2.1.4), находим

I Л -  (e,p ) = l lm  =  f - i - (е4' р - £ • „ ) ] е,р .
d t  t t  *0 At  А/ J

Отсюда и из определения экспоненты имеем

—  е ,р = Р е ,р , 
d t

что и требовалось доказать по определению 4.2.1.
Далее, при 1 — 0 е,р = Е п — неособая матрица, следовательно, 

матрица с,р — неособая при всех < eR , т. е. е‘р — фундаменталь­
ная матрица. Теорема доказана.

С л е д с т в и е .  По формулам  (4.2.3), (4.2.4) общее решение 
уравнения (4.5.1) имеет вид

х = е " ’С ( С е С « ) ,  (4.5.2)

а решение с начальными данными (to, х0)  — следующий вид:
х = & ‘- ‘*)рх  0. (4.5.3)

2. Структура фундаментальной матрицы. Для того чтобы найти 
фундаментальную систему решений уравнения (4.5.1), нужно за ­
писать в явном виде вектор-столбцы матрицы е,р или какой-либо 
Другой фундаментальной матрицы.

Пусть P = SJ S~ l, где /  — жорданова форма матрицы Р. По 
лемме 4.4.1

e ,p = S e u S ~ 1, или e ,pS = S e ,J .

Согласно теореме 4.2.3 elpS  —  фундаментальная матрица. Следо­
вательно, достаточно записать в явном виде столбцы матрицы 
<b (/) =  Se,J. Используя замечание в конце п. 1 предыдущего пара- 
графа, находим

e , / = d la g  е</‘, ..., е<у»), (4.5.4)

гДе e, / » = d ia g  {еа , э ...,е 'М »
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■ еа />+*

V 0 e 'V *

и этом векторы s1, s n должны образовывать неособую мат- 
хУ S .
Общее решение уравнения (4.5.1) имеет вид

д  =  С1Т1( 0  +  ... +  Ся?»(/), С ,.......Ся €= С, (4.5.9)

: ф1, .... Ф" определяются формулами (4.5.5) — (4.5.8).
Из формул (4.5.5), (4.5.6) можно получить часто используе- 

ю оценку нормы фундаментальной матрицы Ф(7) уравнения
Обозначим вектор-столбцы матриц Ф(1) и 5  через ФЧ 0 ......  <f51 ): сУ ^ ествУет постоянная К > 0  такая, что если X>ReX/.
и s 1..... s n соответственно. Умножая etJ на S  елева, получим 1.......п’ то ПРИ всех ^

1 - 1 .......р ■ ( Ш  | |Ф « ) 1 К Л - е “ . (4.5.10)
p+r1+...+fJ>_ ,+ i^ ^  =  sp+r1+...+r4_l+ie »/)+ft< йствительно, из (4.5.5), (4.5.6) заключаем, т о  при 0

s*>+'■■+•••+'*-!+*) еУ»У е- u | | Ф (/) ||* = |)е -х'Ф (/) || < /С ,
. <уда и следует (4.5.10).

1 3. Метод Эйлера. Из формул (4.5.5) — (4.5.9) вытекает следую-
....................................... ш практический метод нахождения общего решения уравнения

\ 51)
+  - " 4 " s )е р+ Пусть i =  1.......  m — различные, собственные числа матрицы

эффициентов Р кратности ki. Каждому Xj сопоставляем функ- 
k = \ , . . . , q .  ю

В Р+/-.+ ..+Г.
(/)

\  ( г * - 1)1
. s o+'‘+ -+ 'k - l+ 1

Семейство решений (4.5.6), соответствующее каждому k = \ ,  . $  <р/ (/) =  Q/ ( /) е х,(, / = 1 .......т,  (4.5.11)
будем называть группой решений. Каждому кратному корню у  , .
рицы коэффициентов соответствует столько групп решений, ск|  Q'CO -  векторная функция, каждая компонента которой по- 
ко различных клеток Ж ордана соответствует ему в жордан"1101! ,степени не выше 1> с неопределенными коэффициента- 
ф 0 р М е  1 г  Условие, согласно которому ф '(0  — решение уравнения

Если все собственные числа Р простые, то фундаментал1'5.1) , получаем в результате сокращения на соотношений 
система решений имеет вид (4.5.5). В этом случае коэффии* нахождения неопределенных коэффициентов в виде линей- 
ты при экспонентах оказываются постоянными векторами. системы из nki уравнений, которые оставят к, из них произ- 
постоянны и в том случае, когда имеются кратные собствепльными. остальные будут выражаться через них единственным 
числа, но все элементарные делители простые, т. е. когда жо[*азом- Общее решение принимает вид 
нова форма /  диагональна. т

Векторные коэффициенты s ‘, ..., s n в формулах (4.5.5), (4 § . х = \ у (/). (4.5.12)
1можно найти из условия P S = S J .  Имеем

P s l= \js> ,  / = 1, . . . , /? ,
P^P+r i+ —+r>—1 + 1_^ ^jP+r,+...+r +1

p sP+rl+...+rJk_1+2==^ ^ sP+, l+... + rt _1+2_j_sp+, 4 1  + ,

p sl>+'‘+‘ -+'k==Xi)+ksP+r‘+"+rk +  sP+r‘+-+'bsP + r ,+ ...+ r lt 

k - ■ 1, .*., f  ■

- I

(4.лисанный метод построения общего решения называется мето- 
м Эйлера.
Рассмотрим случай, когда матрица коэффициентов Р  вещест­

в а .  С помощью метода Эйлера или по формулам (4.5.5) — 
■5-8) можно построить фундаментальную систему решений, но 
и наличии у Р  комплексных собственных чисел она содержит 

^(Мплексные решения. Чтобы перейти к вещественной фундамен­
тн о й  системе решений, следует воспользоваться результатами 
2 § 1 гл. IV. Из (4.5.5) — (4.5.8) заключаем, что фундаменталь- 
4 система решений (4.5.5), (4.5.6) имеет вид (4.1.4), поэтому.
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отделяя вещественные и мнимые части решений, найдем вещест. 
венную фундаментальную систему решений (4.1.5).

Пример 4.5.1. Найти общее решение системы

x = 4 x - i /, у = 5 х - \ - 2 у .  (4.5.13)

Характеристическое уравнение матрицы коэффициентов имеет вид

d' * ( Y  j i ' j - i ' - f c + w - A

Следовательно, ее собственные числа Xi =  3 +  2 i, ?.2 =  3—2i. Так как 
собственные числа простые, то, используя (4.5.5) и (4.5.7), полу­
чаем формулы для фундаментальной системы решений <р‘, tp2:

? t =  s l e (3+2/)<> <p2 _ s 2 e ( 3 - 2 / ) / )

где s 1, s2 — собственные векторы матрицы коэффициентов. Пусть 
s ‘ =  colon (sj, sa). Тогда

откуда s2= ( l —2 i) s j .  Положив Si =  l, найдем

? '« )  =  ( e(3+1>< )  
\ ( 1  — 2/ ) е (3+2,)</  ’

В качестве <p2(0  можно взять комплексно-сопряженный вектор 
Ф1 СО- Однако для получения вещественной фундаментальной сис­
темы решений достаточно знать <р'( / ) .  Отделяя вещественную 
и мнимую части в решении

, _ /  ем cos 2 t-\-iev  sin 2/ \
? V e 3, (c o s 2i - f  2 sin 2/)-f ie * '(s in  2/ — 2cos2/)j ’ 

получаем вещественную фундаментальную систему решений 
/  е3< cos 2t \  /  e3/sln 2t \
\  е3< (cos 2t -)- 2  sin 2 t ) )  ’ \ e M (sin 2t — 2 cos 2 t ) ’

По формуле (4.1.3) находим общее решение: 
x = e 3/ (С, cos 2t-\- C2sln 2/), 

y = e 3‘ l(C, -  2C2) cos 2/ +  (2Ct - fC 2)sln 2t\.
Пример 4.5.2. Решить систему

x = 2 x + y + z ,  

y — — z  — 2x ,  (4.5.14)

z=y-\-2x-{-2z.
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д1атрица коэффициентов имеет вид

!  2 1 Р =  I - 2  0 - 1 ) .
\  2 1 2 /  /  

Несобственные числа Xi =  2, Ai =  > .j= l. Будем решать систему
(4.5.14) методом Эйлера.

Решения, отвечающие простому собственному числу А,, =  2, 
ищем в соответствии с (4.5.11) в виде

x = s le*‘, y — s-fi2',  z  — sзе". (4.5.15)
Подставляя (4.5.15) в (4.5.14) и сокращ ая на е2<, получим следу­
ющую систему уравнений для определения ,ч1( s2, *з*

2s, =  2s, -|-s_, ! '  .

2st =  — 2s, n. .
2s3— 2s, —J— —J- L’s j,

откуда s2= —2s,, s3= 2s,, s , — произвольно.
Решения, соответствующие двукратному собственному числу, 

ищем согласно (4.5.11) в виде
х = ( а , 4 - а 2/ ) е <,
y = ( ^ i + V ) e ' .
2 = ( c , - f  с2/ ) е ‘.

Подставляя в (4.5.14) и сокращ ая на е', получаем
ах -\-а3= 2 а г 4 Л + с „  а2= 2 а 2+ д 2-\-с2,

Ь1+ Ь 2=‘ — 2а1 — с1, Ь2=  — 2а2 — с2, 
с\ -\-bi -\-2ci, c2 — 2a2-\-b'l -\-2c2.

Из второго и четвертого уравнений находим: а 2 =  0 , Ь2 - \ - с 2 = 0, из 
первого и третьего: а 1+ й г  =  0 , из пятого с учетом предыдущих со­
отношений: Ci = b2— Ьи Следовательно, множество решений, соот­
ветствующих Х*=Хз =* 1, задается формулой

х =  —Ь2е‘,
y = ( ^ i + V ) e ' ,  (4.5.16)

z = ( b 2 — bx — b2t)e.t .
Суммируя (4.5.15) и (4.5.16), получаем общее решение системы 
14.5.14);

л = С 1е " - С 2е ', 
у - - 2 С , е * + ( С 1+ С а#)е». 

z = 2  С ,е" +  (С2 -  С3 -  C2t) е ',
ГДл Л л  .

I» Lj, с 3 — произвольные постоянные.
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4. Траектории линейных систем на плоскости. Линейные систе­
мы с постоянными коэффициентами являются автономными систе­
мами. Поэтому для них важ ной-задачей является изучение тра- 
екторий в фазовом пространстве. Рассмотрим этот вопрос для 
вещественных Р в простейшем случае л =  2, причем предположим, 
что det Рф О . При этом предположении система имеет единствен- ■ 
ное положение равновесия в начале координат. С помощью ли­
нейного неособого преобразования x = S y  приведем систему (4.5.1) 
к виду

y = J y , -  (4.5.17)
где /  — жорданова форма матрицы Р. В зависимости от виДа соб­
ственных чисел имеют место различные случаи.

Рис. 7 Рис. 8

1) Хь Я.2 вещественны, различны и Х1Х2Х ) . В этом случае 
7 = d ia g  {Х|, А*}- Параметрические уравнения траекторий таковы:

У1— С е х>‘ , у 2= С & х' ‘ , / е =  R,

где С1, Сг — произвольные постоянные. Координатные полуоси 
являются траекториями, соответствующими Ct = 0 или С2 =  0. При 
С 1ФО,

Картина расположения траекторий при |>»г| >  |^-i | , имеющая спе­
циальное название — узел, изображена на рис. 7 .

2) А.|, Х2 вещественны и Xi>.2< 0 . Полученные в случае узла 
формулы сохраняют силу. Соответствующая геометрическая кар­
тина, называемая седлом, изображена на рис. 8 .

- 3) Я.1 и ?.2 — комплексно-сопряженные. Пусть Xi =  a  +  t'P, X2-  
- а —*Р» Р > °- в  преобразовании x = S tj S  = (s l, s2), где s и s 
Гинейно независимые собственные векторы, соответствующие А.| и
1 Так как Р  вещественна, s l и s2 можно выбрать комплексно-со- 
п о я ж е н н ы м и . Тогда и у\ = уг- Чтобы не рассматривать комплекс­
ных решений, положим </i =  Zi-H'z2, y2= Z i—»г2, а в качестве ф азо­
вой плоскости возьмем плоскость Oz,z2. Переменная z -c o lo n  (zb 
2г) связана с х  соотношением

x = S y = S T z — Qz,  (4.5.18)

где

Щ  r  =  f j  Q = ( s ‘ + s 2. i ( s l - s 2)).

Следовательно, Q — вещественная неособая матрица. Преобразо­
вание (4.5.18) приводит (4.5.1) к виду

z t = a z t Pz2, (4.5.19)
z 2 =  Pz, +  a z  j,

где матрица коэффициентов образует вещественную жорданову 
форму (4.3.8) матрицы Р. Действительно,

i 1= ^ ( y 1-|_y2) = ^ - l ( a  +  t?)y , +  ( a - / p ) «/2 l =  “ z i - p z 2.
2

Аналогично получается и второе равенство (4.5.19).
Введем полярные координаты Z\ =  r  cos <р, z2= r  sin <р, r ^ O ,  или

y l = r e 1*, y t = r e ~ l\

Имеем
у, =  re'* -f  /re '»?= ( a  +  ? /) re'?.

Отделяя вещественные и мнимые части, получим
г — аг ,  <р=Р- (4.5.20)

Следовательно,.
г ( / ) = г 0е*', ? ( /)  =  ? /+  ?о-

При аФО гоФО траектории образуют спирали (рис. 9). Такое рас­
положение траекторий называется фокусом. При а  =  0, гОт^0 все 
траектории — окружности. В этом случае получаем центр. В слу­
чае центра все решения системы (4.5.1) — периодические с перио­
дом 2л/р, что, впрочем, легко видеть и из формул .5.5).

Д ля того чтобы уяснить картину расположения траекторий в 
Фазовой плоскости Ох\Х2 системы (4.5.1), следует иметь в виду, 
Что преобразование, которое было использовано при переходе от
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(4.5 1) к (4.5.17) или (4.5.19), есть 4финное преобразование 
плоскости, оставляющее неподвижнымэчало координат. Оно со­
стоит в повороте на некоторый угол яруг начала координат и 
в сжатии (растяжении) относительноiyx взаимно перпендику­
лярных осей. При этом прямые перехаг в прямые, окружности 
превращаются в эллипсы.

Случай Х|=А* предлагаем рассмогаь самостоятельно в ка­
честве упражяия. Здесь возникают два 
подслучая в аасимости от вида матри­
цы / .

§ 6. Линем* однородные системы 
с периодиоими коэффициентами

Т "
?  п °  ’

В этом 
уравнение

шграфе рассматривается

!= /> (/)* , (4.6.1)
где x( t )  : R-tf, а функция P (/) :R -> - 

рнс. 9 -*-5Яп " удовлеиряет условию P(t+<a) =
= P( t ) ,  <1) > 0 ,эи всех / e R .  Такие мат­

ричные функции будем называть периооаскими с периодом ш или 
оапериодическими. Результаты, которые^дут здесь изложены, на­
зываются теорией Флоке.

1. Фундаментальная матрица.
Т е о р е м а  4.6.1. Каждую фундаметьную матрицу уравне­

ния  (4.6.1) можно представить в виде

(4.6.2) 

2ЧП,П — постоян-

® (/)= G (/)e*
где G : R-*-3Rn ■" — ш-периодическая мат л ,  
ная матрица.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Ф(7) -(ундаментальная матри­
ца уравнения (4.6.1). Тогда и матрица 1(f) =  ф('Л-а>) такж е яв ­
ляется фундаментальной матрицей ураения (4.6.2). Действи­
тельно,

Ф ( / -j- ®) =  Р  U +  ») Ф I*"»),
а в силу м-периодичности P (t)  и опре-зения W (t)  отсюда сле­
дует, что

Кроме того, функция Ч/ (/) — неособая га всех /, так как Ф (/)  — 
неособая функция. По теореме 4.2.3 султвует неособая м а тр и ­
ца fleSWn-n такая, что при всех t

(4.6.3)
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теореме 4.4.2 В  имеет логарифм. Положим 

R  =  —  L n B ,  <?(/) =  Ф ( /) е - ‘*.
Ш

Тогда (4.6.2) выполняется автоматически, и остается доказать, 
что G (t + ш) —  G (t).  Имеем

О (/ ,о)= ф (/ 4- Ш) е-('+»)*= Ф (/) Be—

Так как B e-“R = E„, то
О (t 4 - «) =  Ф (/) е - '* = О  (О.

Теорема доказана.
2. Мультипликаторы и характеристические показатели. Посто­

янная матрица В, определенная формулой (4.6.3), называется 
матрицей монодромии. Она определяется с помощью фундамен­
тальной матрицы Ф (1), которая не единственна, поэтому и м ат­
рица монодромии не определена однозначно. Пусть 0>i(t) — дру 
гая фундаментальная матрица уравнения (4.7.1). Определим с ее 
помощью матрицу монодромии B t:

Ф[ (/4 -°,) =  '*)i (О  В

По теореме 4.2.3:
Ф1(0  =  Ф (0 5 , d e t S ^ O .

Следовательно,
S  Ф (/+ ••)  S = 9 ( / ) S B l.

Сравнивая это выражение с (4.6.3), заключаем, что
£ = S B ,S ~ » .

Таким образом, все матрицы монодромии подобны. Часто матри­
цей монодромии называют ту, которая порождается нормирован­
ной при / = 0  фундаментальной матрицей Ф (0- Тогда из (4.6.3) 
имеем

Д = ф ( ш ) .  (4 .6 .4 )

Собственные числа Ц|..... матрицы монодромии называются
мультипликаторами уравнения (4.6.1), а собственные числа Ль..., 

матрицы R  из теоремы 4.6.1— характеристическими показате­
лями. И з определения R  на основании следствия к теореме 4.4.2 
имеем

Ху————Ln(iy, у 1,..., п,

пРи этом простым мультипликаторам соответствуют простые ха­
рактеристические показатели, а кратным мультипликаторам — ха-
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(4.5 1) к (4.5.17) или (4.5.19), есть аффинное преобразован* 
плоскости, оставляющее неподвижным начало координат. Оц0 с 
стоит в повороте на некоторый угол вокруг начала координат°* 
в сжатии (растяжении) относительно двух взаимно перпендику 
лярных осей. При этом прямые переходят в прямые, окружности 
превращаются в эллипсы.

Случай Х|=Хг предлагаем рассмотреть самостоятельно в ка-
честве упражнения. Здесь возникают дВа 
подслучая в зависимости от вида матри. 
цы У.

§ 6. Линейные однородные системы 
с периодическими коэффициентами

В этом параграфе рассматривается 
уравнение

х = Р ( ( ) х ,  (4.6.1)
где дс(/) : R-*-Cn, а функция P(t)  : R-v 
-►Зйп'п удовлетворяет условию Р ( / +  <о) =  
= P( t ) ,  о )> 0 , при всех / e R .  Такие мат­

ричные функции будем называть периодическими с периодом со или 
<̂-периодическими. Результаты, которые будут здесь изложены, на­
зываются теорией Флоке.

1. Фундаментальная матрица.
Т е о р е м а  4.6.1. Каждую фундаментальную матрицу уравне­

ния  (4.6.1) можно представить в виде

Ф ( 0 = G ( / ) e </?, (4.6.2)

где G : R— — ш-периодическая матрица, 2ЯП,П — постоян­
ная матрица.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Ф(7) — фундаментальная матри­
ца уравнения (4.6.1). Тогда и матрица ^V(t) =  Ф(7 +  со) такж е яв­
ляется фундаментальной матрицей уравнения (4.6.2). Действи­
тельно,

ф  ( / _|_ оо) =  р  ц  - f  «,) ф  ( /  4 -  ц>),

а в силу о)-периодичности P( t )  и определения 4?(t) отсюда сле­
дует, что

Ч Г (/)= Я (О Г (/) .

Кроме того, функция Чг(/) — неособая при всех /, так как Ф (/) — 
неособая функция. По теореме 4.2.3 существует неособая матри­
ца В е 2Яп>п такая, что при всех /

Ф (/+<•>)= Ф  (О Д. (4.6.3)
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Л теореме 4.4.2 В имеет логарифм. Положим 

П / ? = — Ln В, О ( / )= Ф ( 0 е - * я .
ш

м д о )  выполняется автоматически, и остается  доказать, 
- £ ( / ) •  Имеем

ТаК как В е -*  =  £п. то
G ( t - f  <и) =  Ф ( /) е - 'Л= 0 (0 .

ТТ м у л Т ти п л и като р ы  и характеристические показатели. Посто­
янная матрица В. определенная формулой (4.6.3), называется 
матрицей монодромии. Она определяется с помощью фундамен­
тальной матрицы Ф (0 .  которая не ГП -  !!pJ- 
DHUa монодромии не определена однозначно, пусть ч р ,( / ;  др> 
гая фундаментальная матрица уравнения (4.7.1). О пределим с ее 
помощью матрицу монодромии В\:

Ф1(  ̂+  Ш) =  ф 1(^ )^ 1-
По теореме 4.2.3:

Ф1(/) =  Ф (0 5 , d e t S  ф О .

Следовательно,
Ф(/-{-и>)5==Ф(/)5В1.

Сравнивая это выражение с (4.6.3), заключаем, что
B = S B lS ~ l.

Таким образом, все матрицы монодромии подобны. Ч асто  матри­
цей монодромии называют ту, которая порождается нормирован­
ной при / = 0  фундаментальной матрицей Ф(0> Тогда из (4.6.3) 
имеем

В = ф(и>). (4.6.4)

Собственные числа Ц1..... ц -i матрицы монодромии называются
мультипликаторами уравнения (4.6.1), а собственные числа Xi,..., 
К  матрицы R  из теоремы 4.6.1 — характеристическими показате­
лями. Из определения R  на основании следствия к теореме 4.4.2 
имеем

Х .= — Ln|*y, / =  1 .....Л *
U

при этом простым мультипликаторам соответствуют простые ха­
рактеристические показатели, а кратн ом  мультипликаторам — ха-
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рактеристические показатели с элементарными делителями То« 
же кратности. Отметим также, что характеристические показате^, 
определены с точностью до 2kni, AteZ (с учетом замечания к тео! 
реме 4.4.2). Из (4.6.4) и формулы Лнувилля (4.2.5) следует, ЧТо

d e t f l= e x p  | j ’ sp P ( t ) d t

или

j i , . . . ^ = e x p  J J sp P ( t ) d t (4.6.5)

Пример 4.6.1. Рассмотрим дифференциальное уравнение второ­
го порядка

x + p ( t ) x = 0 , (4.6.6)
где p ( t ) — ю-периодическая вещественная скалярная функция. 
М ультипликаторами уравнения (4.6.6) будем называть мульти­
пликаторы соответствующей линейной системы, т. е. системы

х х= х 2, x 2 =  —p ( t ) x x. (4.6.7)

Система (4.6.7) является частным случаем системы (4.6.1) при 
п = 2 :

Р « )  == 1  о ' )
\ - P l t )  01

Так как s p P ( / ) = 0 ,  то в силу (4.6.5) произведение мультиплика­
торов равно единице:

М * а = 1. (4-6.8)
Мультипликаторы являются собственными числами матрицы

ф(и>) = f ?i (“>) Ъ ( т) \
<p,(u>) tp2(u>) /

где ф | ( 0 — решение уравнения (4.6.6), удовлетворяющее началь­
ным условиям ф| (0 ) =  1, ф! (0 ) = 0 , а <р2( / ) — решение уравнения
(4.6.6), удовлетворяющее условиям ф2( 0 ) = 0 ,  ф2(0) =  1. Пусть

ц2 —2 •  / ; = 0  (4.6.9)

— характеристическое уравнение для определения мультиплика­
торов. В силу (4.6.8) b =  1. Поэтому (4.6.9) принимает вид

^ _ 2aii + l = 0 ,
где
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• Название «мультипликатор» (множитель) объясняется следую­
щей теоремой.

Т ео  р е м а 4.6.2. Число ц является мультипликатором уравне- 
Ж | (4 .6 . 1) тогда и только тогда, когда существует ненулевое ре­
шений ф ( 0  этого уравнения такое, что при всех t

<р(/ +  <о)=Ц?(/). (4.6.11)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно (4.6.4) утверждение, что число 

и есть мультипликатор, эквивалентно существованию ненулевого 
х0еС , такого, что

Ф (“>)х0=цлг0- (4.6.12)

По формуле (4.2.4) решение <р(0» удовлетворяющее условию 
<р(0) =  *о, имеет вид

<р(/) =  Ф (/)*о.
отсюда

'р ( / + ‘») =  Ф (О Ф (‘")*о. 
т. е. (4.6.12) эквивалентно

¥ ( / +  <*>) =  ЦФ (О *о= Р? (О.
Итак, утверждение «ц есть мультипликатор» х эквивалентно
(4.6.11). Теорема доказана.

3. Структура фундаментальной матрицы. Пусть R = S J S ~ l, где 
R — из формулы (4.6.2), /  — ее жорданова форма. По лемме
4.4.1 и теореме 4.6.1

Ф ( / ) = 0 ( / ) 5 е " 5 - ‘, 
или (4.6.13)

Ф, ( / ) = G , ( / ) e " ,

где ф 1= ф5  — фундаментальная матрица, Gt =  G S — ю-периодиче-
ская матрица. Обозначим через <р‘( 0 ..... ф "(0  и g ‘( t ) • S " ( 0
вектор-столбцы матриц Ф1 и G, соответственно; ф‘(0 .~ *  ф "(0  об' 
Разуют фундаментальную систему решений, g l ( t ) , g n(t) ю-пе- 
риодичны. М атрица e,J имеет вид (4.5.4), где Xi ...Др+</ — характе­
ристические показатели уравнения (4.6.1). И з (4.6.13) и (4.5.4) 
получаем

<?, ( t ) = g , V )e n i, j  =  1......Р, (4.6.14)
/»+г,+... + г4_ 1 + 1 щ  = g p + r ,+ -+ /■ *_ , + ! ( / j e , »p+*i

- »)i ------ ----------------------------------------- w )
e ' W ,

k  =  1......q. (4.6.15)
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Из этих формул видим, что в структуре фундаментальной матрй. 
цы линейной системы с периодическими коэффициентами харак" 
теристические показатели играют ту же роль, что и собственные 
числа матрицы коэффициентов в структуре фундаментальной мат- 
рицы линейной системы с постоянными коэффициентами.

4. Приводимость. Из формулы (4.6.2) следует, что фундамен­
тальная матрица уравнения (4.6.1) представляет собой произ. 
ведение неособой матрицы G(t)  на фундаментальную матрицу 
системы

x = R x  - (4.6.16)
с постоянными коэффициентами. Естественно поэтому ожидать, 
что замена

x = Q ( t ) y  (4.6.17)
преобразует уравнение (4.6.1) в уравнение (4.6.16).

Действительно, из (4.6.17) имеем

P Q y = 6 y - \-G y .  (4.6.18)

Так как G = O e - '*, то

О = РФе~н* — Ф е-'*/? =  PG — QR.

Отсюда и из (4.6.18) имеем y = R y .  Таким образом, доказана сле­
дующая теорема.

Т е о р е м а  4.6.3. Существует линейная замена переменных 
(4.6.17), где G(t):  R-*-9Rn n — функция класса С \  м-периодическая, 
матрица G (t ) — неособая при всех t, переводящая уравнение
(4.6.1) в линейное уравнение с постоянной матрицей коэффици­
ентов, собственные числа которой суть характеристические пока­
затели уравнения  (4.6.1).

Это свойство уравнения (4.6.1) называется приводимостью.
З а м е ч а н и е .  Матрицы G(t )  в замене (4.6.17) и R  в (4.6.16) 

комплексные. Они могут оказаться комплексными такж е и в том 
случае, когда P ( t ) — вещественная матрица. Это объясняется тем, 
что хотя матрицу монодромии в этом случае всегда можно вы­
брать вещественной, но ее логарифм уже не обязан быть вещест­
венным (примером такой матрицы является отрицательное чис­
ло). Поэтому если мы хотим привести уравнение (4.6.1) с вещест­
венными коэффициентами к вещественной же системе (4.6.16), а 
матрица монодромии не допускает вещественного логарифма, то 
поступаем следующим образом.

Рассматриваем P( t )  как матрицу с периодом, равным 2ш. По 
этому периоду строим матрицу монодромии. Так как

Ф ( / 4 - 2и>)= Ф ( / + (в) В = Ф (/) В1,
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м атрица монодромии по периоду 2ш равна квадрату матрицы 
0НОДРОМИИ по периоду Можно доказать (см.: Гантмахер Ф. Р. 

дория матриц. М., 1967), что если В —  вещественная матрица, то 
о» нмеет вещественный логарифм. Следовательно, для веществен­
ного уравнения (4.6.1) всегда существует вещественная замена 
146.17), где G (t) — вещественная неособая при всех t 2ш-перио- 
дИческая матричная функция класса С1, переводящая уравнение
(4.6.1) в уравнение с постоянной матрицей коэффициентов.

§ 7. Линейные неоднородные системы

1. Общее решение. Рассмотрим линейное неоднородное диффе­
ренциальное уравнение

x — P ( t ) x  f  <7(0. (4.7.1)

где Р:  (о, b)-*-4Rn-n, q:  (а, Ь)-+Сп. Пусть -ф: (а, Ь)-*-Сп — решение 
уравнения (4.7.1). В (4.7.1) сделаем замену

*  =  «/+<!>. (4.7.2)

Из (4.7.2) имеем

Р(У-У*()-\-Ч-= 'у-\-Р^-\-Ч, или y = P ( t ) y .  (4.7.3)
Так как y = 0 ( t ) C ,  где С е  С", Ф ( /) — фундаментальная матрица 
уравнения (4.7.3), задает множество решений уравнения (4.7.3), 
то формула

х = Ф ( / ) С - И ( / )  (4.7.4)

задает множество решений уравнения (4.7.1). Функция (4.7.4) на­
зывается общим решением линейного неоднородного уравнения
(4.7.4). Если P( t ) ,  q ( t ) — вещественные функции, то при C e R "  
формула (4.7.4) задает множество решений уравнения (4.7.1) с 
вещественными начальными данными.

Иногда имеет смысл рассматривать матричные линейные не­
однородные дифференциальные уравнения (4.7.1), где q:  (а, Ь)-*~ 

Решением матричного уравнения  (4.7.1) называется диф­
ференцируемая функция ф : (а, Ь)-*ЯЯпт, обращающая (4.7.1) в 
т°Ждество:

¥ (/)  =  Ж 0 ? ( /)  +  7 ( /) .
Если ф ; (а, Ь)-*~Пп’т — решение матричного уравнения (4.7.1), то 
Замена (4.7.2) приводит (4.7.1) к однородному матричному урав- 
ению (4.7.3), совпадающему с уравнением (4.2.1). Если Ф(/) — 

Фундаментальная матрица уравнения (4.7.3), то по теореме 4.2.3
Формула

у = Ф ( ( ) С ,  С е т п-т,
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задает множество решений матричного уравнения (4.7.3). Сле 
вательно, при СеЗЯ', т  формула (4.7.4) задает множество реще,?0' 
матричного уравнения (4.7.1). **

2. Метод вариации произвольной постоянной.
Т е о р е м а  4.7.1. Пусть ф  : (a, b)-*iИ "" — фундаментальна 

матрица однородного уравнения  (4.7.3). Тогда
t

дс =  Ф ( / ) С + |  <t>(t)<t>-4s)q(s)ds, (4 .7.5)

где С е  С", to, / е  (а, Ь ) — общее решение неоднородного уравне 
ния  (4.7.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно найти некоторое решение 
■ф(/) уравнения (4.7.1). Используем метод вариации произволь­
ных постоянных (метод Л агранж а). Согласно этому методу ре- 
шение (/) ищем в виде

♦ (/>™ Ф (/)С<0 , (4.7.6)
где С (/) :(а , Ь)-+ Сл — функция класса С \  подлежащая определе­
нию. Так как if (/) — решение уравнения (4.7.1), то

ФС4-ФС =  РФС +  ?.

Отсюда, поскольку Ф = Р Ф , получаем

ФС - q ,  (4.7.7)
следовательно,

£ = Ф  "* ( /) ? ( /) .

В качестве С можно взять
I

C ( / ) = f  <t>~4s)q(s)ds, /0, / е ( а , £ ) .  (4 .7.8)

Теперь (4.7.5) следует из (4.7.4), (4.7.6), (4.7.8). Теорема дока­
зана.

Аналогично доказываются следующие аналоги теоремы 4.7.1-
Т е о р е м  а 4.7.1/ Предположим, что уравнение  (4.7.1) вещест­

венно. Пусть Ф(t ) — вещественная фундаментальная матрицо 
уравнения  (4.7.3). Тогда формула (4.7.5) при С е R™ задает общее 
решение уравнения (4.7.1) в вещественной области.

Т е о р е м а  4.7.1." Пусть в уравнении  (4 .7 . 1) q ( t ) : ( a ,  b)~* 
-►2Япт и пусть Ф ( / ) — фундаментальная матрица уравнения
(4.7.3). Тогда формула (4.7.5) при С е 2S'I’m задает общее решение 
матричного уравнения (4.7.1).
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На практике дело сводится к вычислению координатных функ- 
.  С, (/)„... , C r, ( t ) .  Эти функции определяются из уравнения 

U4 7 7) . которое в скалярной форме имеет вид

<plCi -f-... -f- <p"Cn= q x,

VnCi • • • 4" fnCn—Qn< (4 .7 .9)

где ф!»—»ФП— фундаментальная система решений уравнения 
(4 7.3). Система (4.7.9) имеет единственное решение, т ак  к ак  ее 
определитель является  определителем Вронского №(f) = d e t Ф(/), 
которы й  отличен от нуля при всех / е ( а ,  Ь).

Рассмотрим частный случай, когда P ( t ) = P  — постоянная м ат ­
рица. Torjja по теореме (4.5.1)

Ф ( / )= е /р, Ф“ 1(0 = е - ' р.

Формула общего решения (4.7.5) принимает вид
/

j t = e ' pC 4 - J  &‘- s'pq(s)ds, (4.7.10)

а решение с начальными данными ( t0, х ) — следующий вид:
/

x = e ( ' - <*)pjc0 - f - J  z{t~s)Pq(s)ds. (4 .7 .11)
U

Формула (4.7.11) называется формулой Коши.
3. Периодические решения. Пусть P(t), q(t) в уравнении

(4.7.1)— (о-периодические функции. Рассмотрим вопрос о сущест­
вовании периодического решения уравнения (4.7.1) периода <о в 
этом случае.

Т ео  р е м а 4.7.2. Для того чтобы решение <р : R-*-Cn уравнения
(4.7.1) было ш-периодическим, необходимо и достаточно, чтобы

Т(0)=<р(«»). (4 .7 .12)

“ Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость очевидна. Д л я  д о к а з а ­
тельства достаточности рассмотрим функцию ty(t) = ф ( /  + <о), ко- 
т°рая в силу периодичности P(t), q(t) является  решением у р а в ­
нения (4 .7.1), причем в силу (4.7.12)

'И0 )=<р(и>)=<р(0 ).D
“  силу единственности ф(/) и <р(/) совпадают при всех / e R ,  что
* Доказывает теорему.
. Т е о  р е м а 4.7.3. Если среди мультипликаторов уравнения 
И-7.3) нет равных единице, то уравнение (4.7.1) имеет единствен- 
°е ^-периодическое решение.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Формула (4.7.5) зад ает  множество все» 
решений уравнения (4 .7 .1). В качестве Ф(/) возьмем нормирован 
ную при /= 0  фундаментальную матрицу Ф (/) уравнения (4 .7 .3 )' 
В силу (4.7.12) условие ш-периодичности решения с начальными 
данными (0, Хо) имеет вид

Хо =  Ф(«»)л:о + 1  Ф (<о)ф->(5)<7(5)^ . (4.7.13,

Это уравнение имеет единственное решение х 0 тогда и только 
тогда, когда матрица Е„—Ф(со) неособая, что эквивалентно отсут- 
ствию у матрицы Ф(ш) собственных чисел (которые и являются 
мультипликаторами), равных единице. Теорема доказана .

С л е д с т в и е .  Если Р — постоянная матрица, 9 (/+ш) = ? (/ ) ,  
то необходимым и достаточным условием существования у урав­
нения (4.7.1) единственного (о-периодического решения является 
отсутствие у матрицы Р собственных чисел вида 2nik/m, A eZ .

Запишем явно формулу для  ш-периодического решения в этом 
случае. Имеем

Ф(/) =  е"\

Из (4.7.13) находим

* 0= ( £ я - е “р)-»  f е (—*>p<7 (s )rfs .

Подставляя последнее равенство в (4.7.11) при /0= 0 ,  находим пе­
риодическое решение в виде

ш /
<р(/)=е'р ( £ ' „ - е - рГ 1 j  е<— e(‘-*)Pq(s)ds. 

Умножив слева на ( еыР), имеем 

(Е„ — e - p)<P =  e p‘ | j  e(—t>pq(s)ds-j- j  e~sPq (s) ds — J  e<— ')pq (s) ds ■ 

Так к ак
i I—»

j  e(—*)pq(5)dS=  j* e-*Pq(S)ds.
u> 0

TO
t

?  (t) ~ (E „  — e*p)-1  j  &‘- 4 pq(s)ds.

Это и есть искомая формула. 
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яЗ адач а  4.7.1. Пусть в уравнении (4.7.1) Р — постоянная матри­
ца, <7(0 ограничена при / e R .  Д о к азать ,  что если все собственные 
числа матрицы Р имеют отрицательные вещественные части, то 
уравнение (4.7.1) имеет единственное ограниченное решение

Ф =  | е (,-,)Р<7 (s)ds.

Рассмотрим линейное неоднородное уравнение (3.4.1) с посто­
янными коэффициентами и ш-периодической правой частью q(t). 
Так к ак  корни характеристического уравнения совпадают с соб­
ственными числами матрицы коэффициентов соответствующей ли­
нейной системы (докаж ите это ), то из теоремы 4.7.3 следует, что 
уравнение (3.4.1) имеет одно и только одно ш-периодическое ре­
шение, если среди корней характеристического уравнения нет чи- 

2я/ . . т.- сел вида ------ я , s £ Z .О)
4. Эквивалентное интегральное уравнение. С помощью метода 

вариации произвольной постоянной можно построить интегральное 
уравнение, эквивалентное задаче Коши для нелинейного диффе­
ренциального уравнения

x = P ( t ) x + g ( t ,  х), (4 .7 .14)

где Р : (а, Ь)-*-Яп>", g:G-*-Rp, G = ( a ,  b)XD, Dc=Rn, способом, ко­
торый отличен от изложенного в п. 4 §  2 гл. II.

Пусть Ф (0  — нормирон.-шная при / =  /0 фундаментальная м ат­
рица уравнения x = P (t)x .  Согласно методу вариации произволь­
ной постоянной будем искать решение уравнения (4.7.14) с на­
чальными данными (to, хо) е С  в виде

<Р(/)=Ф(/) С(/), (4 .7 .15)

гДе С (()— неизвестная функция к л асса  С 1 в окрестности t= to, 
с «о )  =  дг0. Р ассуж дая , к ак  при вы воде (4 .7 .8), получим

t
C ( / ) = x 0- f ^  Ф- 4 s ) g ( s ,  <f(s))ds. (4 .7 .16)

Рассмотрим интегральное уравнение, вид которого подсказан 
Формулами (4.7.15) и (4 .7 .16):

I
x (t)—<t>(.t)xQ+ j  Ф (/)Ф -1  (s)g(s, x(s))ds. (4 .7 .17)

О п р е д е л е н и е  4.7.1. Функция <p(/):<a, P>-+-R4 называется 
Мщением интегрального уравнения (4 .7 .17), если <а, Р > е ( а ,  Ь) 
и выполняютсЯ условия:
. 1) <р(/) непрерывна на <а, р>, /0е < а ,  р>;
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2) (/, <p(/))€=G при /€=<<z, р>;
3) при /<=<а, р>

/
<р(/)=ф(/)х0-|-^ Ф (0 Ф_|( * ) £ ( 5 , <?(s))ds.

Из проведенных рассуждений вытекает  следую щ ая теорема. 
Т е о  р е  м а 4.7.4. Функция ф(/) : <а, p>-*-R'1 является решением 

задачи Коши для уравнения (4.7.14) с начальными данными (t0 
Хо) e G  тогда и только тогда, когда ф(/) является решением инте­
грального уравнения (4 .7 .17).

. З адача  4.7.2. Д оказать ,  что решение ф(/) уравнения

x -\ -3x -\ -2x = f (t, х)
(где /(/, х) непрерывна при |лг|<1, 0 и |/(/, jc) | <  1) с началь­
ными данными: ф(0 ) = ф ( 0 ) = 0  удовлетворяет при всех О не­
равенству |ф(/) | <  1-

У к а з а н и е .  Функция ф (/ )— решение интегрального уравне­
ния

I
- x ( / ) = J  [ е * - '— x(s))ds.

§ 8. Краевая задача

1. Однородная краевая  задача . Рассмотрим линейное уравнение

x = P ( t ) x ,  (4.8.1)

где Р :(а ,  b)-*W ,-n. На этот раз вместо задачи Коши поставим 
следующую краевую задачу : найти решение x(t) уравнения (4 .8 . 1), 
удовлетворяющее краевым условиям

Л л :(а ) -1 -Я * (р )= 0 ,  (4 .8 .2)

где A, B e l ' 1'", а , р е ( а ,  Ь) заданы.
Пусть Ф (/ )— нормированная при t = a  ф ундаментальная мат­

рица уравнения (4 .8.1). Так к ак  множество решений (4.8.1) з а ­
дается  формулой (4 .2 .3), то будем искать решение краевой задачи
(4 .8 .1), (4.8.2) в виде

x(t) =  <b(t)C, С е  С».

Из (4.8.2) следует, что С определяется уравнением
1Л +  £ Ф (? )1С = 0 .

Следовательно, краевая  задача  (4 .8 .1), (4 .8 .2 ) допускает нетри­
виальное решение тогда и только тогда, когда

A = d e t  l i 4 - f  5Ф (Р)] = 0 .
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Предположим, что АфО. Рассмотрим множество
Q = { (/ , a < s < p ,  t £ s } .

О п р е д е л е н и е  4.8.1. Функция G : Q-НИ"-" называется функ­
цией Грина краевой задачи (4.8 .1), (4.8.2), если она удовлетворя­
ет следующим условиям:
1) при / е | а ,  s) и / e ( s ,  $\dQ/dt=P(t)G;
2) AG ( a ,  s ) - f  £ 0 (Р ,  s ) = 0  при всех s e ( e ,  P),

3) 0 ( 5  +  0 , s) — G(s — 0 , s) =  E„.
Из условия 1) и теоремы 4.2.3 следует, что

Ф(t)S (s)  при a < / < s ,
0 « ,  J)= ,

Ф (/ )7 '(« )  при s < / < p .

Из условий 2) и 3) получаем:
A S 4 - ^ ( ? ) r = 0 ,  Ф ( S - Г )  =  - Е п,

откуда
5 - Г  =  - Ф  »,

S (s ) =  - \ А +  В Ф (p ) j"1 В Ф (?) Ф - »(s),

Т  ( s ) = { E „  -  [ А -\ -В Ф  (fi)l-> В Ф  (Р)} Ф - » (s). 

Следовательно, G (t,s)  однозначно определяется формулой 
В .  ) =  (—Ф (/ )И  +  ЯФ(Р)]- 1Я Ф (Р )Ф -Ч $ )  при a < / < s ,
И  I Ф ( / ) { £ „ - И +  Я Ф (Р )] -1Я Ф (Э )}Ф -'(5 ) при s < / < р.

(4 .8 .3)
Нетрудно убедиться, используя (4.8.3) и (4 .2 .6), что

dG -GP(s), G (t , / —0) —0 (/ ,  / + 0 )  =  £„.
ds

2. Неоднородная краевая  задача . Рассмотрим теперь неодно­
родную краевую задачу

x = P ( t ) x + q ( t ) ,  (4 .8 .4)

A * ( a ) + £ j c ( p ) = 0 ,  (4 .8 .5 )
гДе q-.(a, b)—*Ся.

Т е о р е м  а 4 .8 . 1 . Если АфО, то неоднородная краевая задача
(4.8.4), (4 .8 .5 ) имеет единственное решение, задаваемое формулой

x(1) =  J  0 ( t ,  s)q(s)ds, (4 .8 .6)
a

где G(t, s ) — функция Грина однородной краевой задачи (4.8.1),
(4.8.2).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д л я  того чтобы убедиться, что функция 
x(t) удовлетворяет (4 .8 .4), представим ее в виде

'  Р
•* (/ )= |  0 (/ ,  « ) ^ ( 5)</5 -|-^ G(t, s)q(s)ds,

откуда, используя свойства G(t, s), получим
/

x (t)= G (t, t - 0 ) q ( t )  +  J  P {t)Q (t , s )q (s )d s -Q V ,  / + 0 ) 9 ( 0  +
a

+  j  P (t)Q (t , s )q (s )d s = P (t)x ( t)  +  q(t).

Д ал ее  имеем

A x(a )-| -5 .x (P ) =  j  AG(a, s )q (s )d s + j ' B G $ , s)q(s)ds =
« i

=  | [AO ( a ,  s ) - f  fl(7(p, s)]<7 (s)</s=0 .
a

Таким образом, мы доказали, что функция (4.8.6) — решение крае­
вой задачи (4 .8 .4), (4.8.5).

Д окаж ем  единственность. Пусть * '(/ ) и jc2 (/) — решения з а д а ­
чи (4.8.4), (4.8.5). Тогда <р(/) =  дс1 (/)—jc2(/ ) — решение однород­
ной задачи (4 .8 .1), (4 .8 .2). Т ак  к ак  по условию теоремы А ^ О , то 
ф (0  = 0  при всех / е ( а ,  b) .  Теорема доказана .

Теорема 4.7.3 является  следствием теоремы 4.8.1. Действитель­
но, пусть P(t) и q(t) в (4.8.4) периодичны с периодом о . Пола­
гаем  а = 0 , р = ш , А = —# =  £„; тогда краевые условия совпадают 
с условием периодичности (4.7.12). Функция Грина принимает вид

s) =  ( Ф(0(Е„ — Ф (“))-1  Ф(®)Ф- , (5) при 0 < / < s ,
1 Ф (/){Еп-\-(ЕЦ — Ф(ш))—*Ф(ш)}Ф~1 (s) при 5 < 1 < ш ,

(4.8.7)
а условие Д =̂ =0 совпадает с условием отсутствия у  уравнения
(4.8.1) мультипликаторов, равных единице.

Единственное ш-периодическое решение уравнения (4 .8 .4 ) з а ­
дается  в силу (4.8.6) формулой

со
?(/ )= (■  0 (/, s)q(s)ds,

где G(t, s) определяется формулой (4 .8 .7 ) .
В заключение рассмотрим краевую зад ач у  (4.7 .14), (4.8.5) для 

нелинейного уравнения (4.7.14) в предположениях п. 3 § 7 гл. IV.
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рассмотрим порождаемое формулой (4.8.6) интегральное у р а в ­
нение

x ( t ) = j  G(t, s)g (s, х (s))ds. (4 .8 .8)
a

Решением интегрального уравнения (4.8.8) будем назы вать в ся ­
кую непрерывную функцию x(t) : [ a ,  pb^R", график которой при­
надлежит G и обращающую (4.8.8) в тождество по / е [ а ,  р].

Т е  о р е м а  4.8.2. Для того чтобы при Д # 0  функция x ( 0 : [ a .  
PJ-+-R'1 была решением краевой задачи (4 .7 .14), (4 .8 .5), необходи­
мо и достаточно, чтобы x(t) была решением интегрального урав­
нения (4.8.8).

Достаточность доказы вается  точно т ак  же, к а к  теорема 4.8.1. 
Для доказательства  необходимости заметим, что решение *(/) з а ­
дачи (4.7 .14), (4.8.5) является  решением краевой задачи с краевы ­
ми условиями (4.8.5) для  линейного неоднородного уравнения

x = P (t)x -\ -g (t , х (0 ) .  .

Так к а к  А=#=0, то это решение единственно. По теореме 4.8.1 т а ­
ким решением является  функция (4 .8.8). Следовательно, решение 
задачи (4.7 .14), (4.8.5) является  решением уравнения (4 .8.8), 
это д оказы вает  необходимость, а значит, и всю теорему.

§ 9. Ограниченные решения линейных систем

Пусть P(t) и <7 (0  в (4.8.1) и (4.8.4) определены при всех 
<eR. Поставим задачу  ( у ) :  найти ограниченные при / e R  решения 
этих систем.

З адача  (у) по своей постановке близка к краевой задаче, у 
которой а = —оо, р = о о .  Поэтому используем метод, изложенный 
в предыдущем параграфе. Сначала построим функцию Грина од­
нородной задачи (у ) .  Предположим, что нулевое решение явл яет ­
ся единственным решением задачи (у) для  уравнения (4.8 .1). Это 
означает, что каж до е  ненулевое решение (4.8.1) неограничено 
либо при возрастании, либо при убывании /. Обозначим через Xi 
подпространство пространства решений уравнения (4 .8 .1), обра­
зованное ограниченными при /-*-—оо решениями, а через Х2— 
п°Дпространство, образованное ограниченными при /-*-+оо реше­
ниями. Возьмем некоторую фундаментальную матрицу Ф (/). Мно­
жество всех решений уравнения (4.8.1) имеет вид Ф(/)С> С е  С", 
‘ огда подпространствам Xt и Х3 соответствуют подпространства 
у"» которые будем обозначать по-прежнему через Xi и Х2■ Xi и

* имеют единственный общий вектор (нулевой). Предположим, 
сумма их размерностей равна п. В этом случае говорят, что 

^Равнение (4.8.1) обладает свойством дихотомии.
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О б о з н а ч у  размерность А', через т, 0 < т < л .  Если ш =,и „ 
Xi состоит только из нулевого вектора, & если т  =  п, то X ' Т° 
стоит толью  из нулевого вектора. В пер-вом случае все р е ш - ^
(4.8.1) ограничены при /->- + оо, а во в то р о м  — при /->— оо. в Ь1-И11 
рем в С' оазис, т  векторов которого п р и н а д л е ж а т  X,, а оста-!* 
ные п— т  векторов принадлежат Х2. Р а з л а г а я  произвольный net 
тор С по элементам этого базиса, получим пpeдctaвлeниe С в и»
Де С = 6  + С , где С 'еХ I, С2̂ Х 2. Пусть. I '  — линейный оператпп 
сопостаР^нюадй вектору С вектор С 1, т. е .  Г С = С ‘. Тогда (£ 1 !

Г)С=*С*. Очевидно, сужение Г на Xi е с т ь  тождественный one.
ратор, т .  е. 12= Г .  Такие операторы н а з ы в а ю т с я  ~ операторами проектир09а*ия.

О бразуем  функцию

0 (/i s )  =  | — ® « )Г Ф ~ |(*) npir / < s ,
1 Ф (/ )(£ л — Г ) ф - 1(Ж̂  при « < / .

Очевидно, Git, s) удовлетворяет определению  4.8.1, поэтому эту 
функцию колено назвать  функцией Грина задачи ( у ) .  Если все 
решения уравнения (4.8.1) ограничены, н ап р и м ер , при оо то 
Г = £ п и

G(t, s )  =  (  п р и  / < 5 ,
I 0  п р и  s < / .

Рассмотри^ случай, когда Р — Постоявшая матрица. На осно­
вании сделанного предположения о  единственности решения за­
дачи (у) собственные числа Р не имеют н улевы х  вещественных 
частен. С  помощью линейного неособого преобразования всегда 
можно привести Р к виду f> = d ia g { p -  где Р~ имеет собст­
венные числа с отрицательными ветцеств&нными частями, а Р+ — 
с положительными. Д л я  этого достаточно привести Р к жордано­
вой форме. 1огда m число собственных чисел с положительной 
вещественной частью, Xi состоит из векторов  с равными нулю 
первыми fl tn координатами, Лг состоит из векторов с равными 
нулю последними m координатами. Таким: образом, линейные си­
стемы с посеянными коэффициентами о б л ад аю т  свойством дих°" томии, если ^=*diag {Р~, Р +).

В рассматриваемом случае

0 (O = dIag .{e ,p“ , е ' р+], r = d l a g < 0 „ _ m) E J .
Следовательно,

Git .  s)*=
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при

Т е о р е  м а 4.9.1. Пусть P=diag{P~, Р ¥}, a q(l) ограничена 
^e R. Тогда

-ш
X ( t ) =  J  С(/, s)q(s)ds

^единственное ограниченное решение уравнения (4.8.4). 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Запишем х (/) в виде 

t  «• 

х Ц )=  j  G(t, s)q(s)ds-\-j G(t, s)q(s)ds.

На основании (4.9.1) x(t) = y ( t)  + z(t), где

(4 .9.2)

y ( t ) =-с:) V z(l)
Г <**

y ( t) =  j  e(l~s)P qJ(s)ds, z(t) — —j e ('~s>p+q2(s)ds,

?'(s) образован первыми n—m координатами <7( s ) ,  a q?(s ) — по­
следними m координатами. В силу (4.5.10) и ограниченности q(s)

I  • ‘ „

»(/)! =  j  e (,~5>p qHs)ds </C j  K > 0, X > 0

Аналогично доказывается и ограниченность z(t). Дифференцируя
(4.9.2) по /, получим, как и при доказательстве теоремы 4.8.1, что 
х(0 удовлетворяет уравнению (4.8.4). Таким образом, * ( / ) — ре­
шение задачи (у) для  уравнения (4.8.4).

Это решение единственно, т ак  к ак  разность любых двух  таких 
Решений является решением однородной задачи ( у) ,  следова- 
Те-1ьно, она тождественно равна нулю. Теорема доказана.

Утверждение задачи 4.7.1 вытекает  из теоремы 4.9.1 к а к  ча­
йный случай.



Глава V
ОБЩИЕ СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ СИСТЕМ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Рассмотрим нормальную систему дифференциальных уравне­
ний, записанную в векторной форме:

x = f ( t , x ) ,  (5.0.1)
где R", Gc=R',+1— область единственности. Начальной точ­
кой (t0, х о ) e G  полное решение уравнения (5.0.1) определяется 
единственным образом, поэтому его можно записать в виде 
х : D->- R", где

V = {(t , t0. * о ) :(/<>. * о ) е О ,  /е= / (t0, дг0)}.
I — максимальный интервал существования.

На практике начальные данные to,  х0 всегда известны лишь с 
некоторой степенью точности. Поэтому д а ж е  в случае, когда речь 
идет о решении с конкретными начальными значениями, практи­
чески начальная точка ( t o ,  Хо) изменяется в некоторой окрестно­
сти заданной точки. Возникает вопрос, не приведет ли ошибка в 
выборе начальной точки к решению, существенно отличающемуся 
от искомого, т. е. фактически вопрос о непрерывности решения 
x(t, to, хо) и максимального интервала /(/о, *о) к а к  функции /о, 
х0 в данной точке.

В равной степени правая часть уравнения (5.0.1) содержит па­
раметры (например, коэффициенты многочленов), определенные 
с лишь некоторой степенью точности. Будем считать, что число 
этих параметров конечно, т. е. в (5.0.1) f= f ( t ,  х, ц ) ,  n e R m. Ре­
шение оказы вается функцией, зависящей т а к ж е  и от ц:

x = x ( t ,  /0, х а, | i) :£V— R", 
где  0  ̂=  {(/, /0, х0, i*):(/0. х 0) е О >  V-^M , t^ / ( .t0, jc0, ц).

Г лава  V посвящена общему вопросу о характере зависимости 
решений дифференциальных уравнений от начальных данных и 
параметров, а т ак ж е  ряд у  близких вопросов, в частности описа­
нию множества решений с начальными данными из заданной об­
ласти.

§ 1. Непрерывная зависимость решений
от начальных данных и параметров
Рассмотрим дифференциальное уравнение, зависящ ее от пара­

метра:
x = / ( t ,  х , ji), (5 . 1 . 1)

где f : G„->-R", G|1c :R ' l+m+1— область. Предположим, что в области 
G„f удовлетворяет условию Липшица по х локально:
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/ еЫ р ^ (0 | х )1 о с .

По теореме 2.3.2 G = {(/ ,  jc )  : (/, x, n)e=G„} — область единствен­
ности для системы (5.1.1) при каж дом  фиксированном ц. Р ас ­
смотрим функцию х (/, to,  хо, ц ) — решение системы (5.1.1) с на­
ч а л ь н ы м и  данными to,  Хо — определенную на множестве

=  /0, Х0, v-):(t0, х 0, tO e G * ,  /е= / (t0, х0, ц)},

где I ( t o ,  Хо, ц ) — максимальный интервал существования.
Т е о р е м а  5.1.1. При сделанных предположениях D„ — область 

и x(t, to, Хо, ц) непрерывна в £>м.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего покажем, что D„ связно. 

Пусть A '=  (t', t'0, х'о, ц')<^А.. A "= (t", to", хо", ц")е= £и. По­
строим путь у, лежащий в О , и  соединяющий А' и А". Из опреде­
ления D„ следует, что Д .  выпукло по t. Кроме того, т а к  к ак  по 
смыслу понятия максимального интервала существования /ое/((о, 
Хо, ц ) ,  то множество

Г  =  {(/0. 0̂* xq, |*) • (А)* *̂ 0* I1) ^

— область гиперплоскости /= /о, леж ащ ая  в Dp. Отсюда получаем 
следующий способ построения у: точки А' и А" соединяем отрез­
ками прямых с точками (/'о, t 'o ,  х'о, ц ') и (г"0, /"о, х"0, ц") соот­
ветственно, а эти последние точки соединяем любым путем, л е ж а ­
щим в Г.

Теперь нужно доказать , что существует 6*> 0  такое, что если 
(?, ?0, хо, ц ) е 0 ,„ то и ее б*-окрестность U* т а к ж е  принадлежит 
£>„ и x(t, to, хо, ц) непрерывна в U\  Пусть jc(/ )— решение с на­
чальными данными (?о, хо ) ,  соответствующее ц = ц .  По опреде­
лению оно определено при / е [ ? 0, i]- Образуем (т, 7 ] = [ ? 0—б*, 
t + б*] при t^ st0 и [т, Г ]= [ « —б*, ?0+б*] при Продолжая x(t)
за [h, /] или [?, ?0] и уменьшая б*, можно добиться, чтобы x(t) бы­
ло определено на [т, 7”].

Отсюда следует, что достаточно доказать  следующее утвер ж ­
дение, равносильное теореме 5.1.1.

Т е о р е м а  5. 1. Г .  Пусть в предположениях теоремы 5.1.1 диф­
ференциальное уравнение x = f( t ,  х, ц) имеет решение x(t), опре­
деленное на отрезке [т, Т]. Тогда существует б * > 0  такое, что ре­
шение x(t, t0, хо, ц) при (to, д:о, n ) e V * :

V* =  {(/0, Jto, 1*):/0е [ т ,  Г\, 1 * о - х ( / „ Ж 8*.

°пределено при / е [т ,  7"] и функция x(t, to, х0, и) непрерывна на 
Множестве [т, 7^Х V\

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выберем и зафиксируем столь малое Д >  
> 0, чтобы зам кнутая  область

2 = { ( / ,  х ,  | * ) :< е 1 т ,  7*1, |д :-д с (/)|< Д , Ц* — 14С Л>
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принадлежала G„. Поскольку Я — компакт, в силу леммы 2 1ч 
./(/, дс, ц) удовлетворяет на Я условию Липшица по х (глобально? 
с некоторой постоянной Липшица L. Д ал ее ,  т ак  к ак  f непрерцВи 
в области G„, то она равномерно непрерывна на Я. Следователь 
но, любому е> 0  соответствует множество чисел б (е ) ,  обладаю 
щих свойством

(/, х\ j*')е  Q, (/, х\  ц") е= 2 , Цх' — л - 'К  8,

► ' - р К *=>#/(/. х', х",
Пусть теперь ео> 0  удовлетворяет неравенству

(«о/£) (e i , r - , l — 1) <  Д/2, (5.1.2)

а б* — любое число из множества 6 (ео) такое, что

8* <  Д/2. (5.1.3)
П окаж ем , что выбранное таким образом б* — искомое. Пусть (/„, 
х0, ц ) е У * .  Решение x(t, /0. *о, ц) будем строить методом после­
довательных приближений Пикара. За нулевое приближение jc" 
возьмем

лГ(/) — лг(*0). (5.1.4)

В соответствии с § 3 гл. II k-е приближение (k&N) определяем 
рекуррентным соотношением

t
л*(/, /0, х 0, ц ) = х 0 - f  ̂  / ( s ,  х л~х(s, t0, Л-Q, (A ) ,  v)ds. (5.1.5)

Л е м м  а 5.1.1. При всех k^. N0 последовательные приближе­
ния х я (/, to, х0, ц ) : [ т ,  7 ]Х  определяемые формулами
(5 .1 .4), (5.1.5), обладают следующими свойствами:

а) xh (t, to, хо, ц) — непрерывная функция;
б) (/, x*(t, t0, л 0> (i), ц)<= Q;

В) to, х0, 1l ) - X k(t, to, | i)| <  J ^ - .(£. l ~ /o1) + .
L  ( f t  T  1)1

Л ем м у  5.1.1 докаж ем  индукцией по k. Сначала докажем а), 
б ) ,  в) при fc=0. Справедливость а) при k = 0  вытекает из (5.1.4)- 
Справедливость б) при & = 0  следует из (5.1.3) и (5.1 .4), так как

|ж°(/, дс0) — х (О|= (|а0 — л  (/0)S <  5* <  Д/2. (5-Ьб> 
Д о каж ем  справедливость в) при А =  0. В силу (5.1.4) и (5.1.5)

«
* 1 — х°—\ / (s, х°, v.)ds — x ( t ) + x ( tQ).
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учитывая , что * ( / ) — решение уравнения (5.1.1) при ц = ц ,  
ицеем t

I/ (s ,  х°, p) — f ( s ,  х,

^едователыю,

s, х°, 1») —/ ( s ,  х, n)|ds

Очевидно, что (s, x ( s ) ,  ц ) е й .  Кроме того, в силу справедливо­
сти 6 ) при Л = 0  (s, х°, j i ) e Q .  Используя определение б*, получа­
ем, что при (/, /о, Хо, ц ) е [ т ,  Г]Х V*

откуда и вытекает в) при k—0.
Предположим теперь, что утверждения а ) — в) леммы 5.1.1

справедливы для приближений с номерами О, 1...... k— 1. Д о каж ем
их справедливость для  А-го приближения.

а) Согласно п. б) индукционного предположения аргумент 
подынтегральной функции в (5.1.5) принадлежит Q, согласно 
п. а) функция хА(/, <о, хо, и) непрерывна, следовательно, подынте­
гральная функция непрерывна к ак  суперпозиция непрерывных 
функций, откуда и следует непрерывность хк.

б) Достаточно доказать , что

1 и * - - 4 < Д п р и  (/, *0, х 0, ^ ) е [ т ,  Т\ х  V*.
Имеем

(ре* -  i  <  Цл:* -  . . . + И °  -  *  ■
Отсюда, используя п. в) индукционного предположения, (5 .1 .6),
(5.1.2) и (5 .1 .3), получаем оценку

Щ  [X* - Я <  f -  [ (" |7~ - -З»!  + . . .  +  L \Т -  т[] +  8* <

в) В силу (5.1.5)

(5 .1 .7)

•^пользуя утверждение п. б) леммы для приближений с номера- 
и k и k— 1 и учитывая, что f(t, х, ц) удовлетворяет на Q усло- 
Ик> Липшица с постоянной L, из (5.1.7) имеем

X

I
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при ( t, t0, хо, д ) е [ т ,  7 ]X V*. В силу п. в) индукционного предпо. 
ложения

-  ' о  ( £  К - / 0 | ) >  +  1Г Jo _  (L |Д -  fol)* d s
J L А! <* + !)!

что и доказы вает  справедливость п. в) для  приближений с номе­
ром к. Л емм а 5.1.1 доказана .

Дальнейший ход рассуждений аналогичен доказательству тео­
ремы 2.3.1. Вопрос о сходимости последовательности заменяем эк­
вивалентным вопросом о сходимости ряда

(5.1.8)

где у°= х°, ук= х к—хк~'(к(= N). В силу п. в) леммы 5.1.1 ряд
(5.1.8) сходится равномерно относительно (/, to, х0, ц ) е [ т ,  7]ХУ* 
к предельной функции x(t, to, Хо, д ) -  Так к ак  хк непрерывны, то и 
x(t, to, х0, ц) — непрерывная функция. Д алее , так  к ак  f(t, х, ц) 
удовлетворяет на Q условию Липшица по х, то

/ (/ ,  х к, { а ) ^ / ( / ,  хЦ, t0, х0, [1), ц).

Следовательно, в (5.1.5) можно перейти к пределу под знаком 
интеграла. Имеем

/
X(t ,  /q, Xq, |*) Хд -J" J  f  X(S, tg, Xq, [*), |

т. e. x(t, to, Хо, ц) — решение уравнения (5.1.1) с начальными дан­
ными (t0, Хо). Теорема 5.1.1 доказана.

С л е д с т в и е .  Если G„= (а, Ь)ХН„ где (а, Ь) — временной 
интервал, Я ц — область пространства (х, ц ) ,  и все решения про- 
должимы на интервал (а, Ь), то функция x(t, to, х0, д )  непрерыв­
на в области (а, Ь) X (а, Ь) ХЯ„.

В частности, для  линейной системы

X =  P (t, {1)ДГ,

где Р : (а, Ь)ХМ-+ЯП’п— непрерывная функция, фундаментальная 
матрица Ф(<, to, д ) ,  нормированная при t = t 0, непрерывна в об­
ласти (а, Ь )х (а , Ь) ХМ. Если ж е P(t, д )  непрерывна в области 
Q„ произвольного вида, то нормированная при фиксированном to 
фундаментальная матрица ф(/, ц) непрерывна в той ж е  обла­
сти Q„.

Рассмотрим автономную систему

■ * = / (* ) ,  (5.1.9)
где / e L ip  (Я )  loc, H aR n— область фазового пространства. Пере- 
формулируем теорему 5.1.1 на язы ке траекторий.
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Т е о р е м а  5.1.2. Пусть ф : [/0, f ib ^ R *— решение системы 
(5.1-9), причем ф(to) =Хо, q>(/i)=Xi. Для любого е > 0  можно ука­
зать б > 0 , обладающее следующим свойством: любая траектория 

системы (5 .1 .9), проходящая при t= T  через точку из 
окрестности точки х0, определена на промежутке [Т, T+ti—/0] 

и расстояние р(ф(/о + /, \|з(7’+ / ) ) < е  при / е [0 ,  t\—/0]. В частности, 
точка ф (Г +/1 + <о) принадлежит е-окрестности точки Х\. Если 
Ф: [/i, <oJ-*-R4, то аналогичное утверждение справедливо при / е  
е[Л — 10, 0].
Р С помощью теоремы 5.1.2 можно установить еще одно свойст­

во предельных множеств автономных систем (см. теорему 2.6.4).
Т е о  р е м а 5.1.3. Предельные множества траекторий автоном­

ных систем состоят из целых траекторий.
Г Д оказательство  проведем для случая ш-предельного множест­

ва (случай a -предельного множества рассматривается анало­
гично). Пусть Й есть ш-пределыюе множество траектории х — 
=  Ф(/, хо) системы (5.1.9) и q&£2. Пусть ф(/, q) определена к ак  
функция t на I(q). Нужно доказать , что ф(/, </)еQ для любого 
t^ l(q ). По теореме 5.1.2 для любых / е / (q) и е*> 0  можно у к а ­
зать б*(/) такое, что

г е Н ,  р(г , ?)<&*(*)=► р(<? (Л г), <?(/, ? ) ) < е * .  (5 .1 .10)
Пусть t^ l(q )  фиксировано, е*->-0, Nk-+ °° при k->oo. Так к ак  q — 
м-предельная точка траектории х = ф (/ ,  х 0) ,  то для каж дого  6* 
можно указа ть  tk>N k такое, что р(ф(<л, Хо), q )< 6*. Отсюда и из
(5.1.10) имеем

Р(?(/ . ?V k, х 0)), <p(t, q ))< e k.
Но в силу (2.6.4) ф(/, ф(tk, хо)) = ф (/ + /*, хо), следовательно,

Р (?(*  +  '*. * о ) ,  ? (* . q ) ) < t b -  
Это означает, что ф(/, q )^ il,  т а к  к а к  t+ tk> t + Nk-*-оо при к-*-оо. 
Теорема доказана.
• Свойство предельного множества, выраженное теоремой 5.1.3, 

называется его инвариантностью. Такое название объясняется 
тем, что в силу теоремы 5.1.3 предельное множество инвариантно 
относительно преобразования ф(, определенного в §, G гл. II. Из 
теоремы 5.1.2 вытекает такж е ,  что ф/ — гомеоморфизм области Н.

§ 2. Дифференцируемость решений
по начальным данным и параметрам
Продолжим рассмотрение дифференциального уравнения

(5.1.1).
1. Однократная дифференцируемость. Сохраняя обозначения и 

пРедположения § 1, допустим такж е ,  что df/dx и df/d\i существуют 
и непрерывны в области G„. Рассмотрим вопрос о дифференцируе­
мое™ решения x(t, t0, Хо, ц) в области Д,.
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Т е о р е м а  5.2.1. Пусть df/dx: (/„-►Я'*-'* и дЦдц: С*-»-Я"-т  — не. 
прерывные функции. Тогда решение x(t, t0, Хо, ц) : (непре.
рывное по теореме 5.1.1) имеет непрерывные производные dxldtt 
dx/dto, дх/дхо, дх/дц. При этом дх/дх0 — нормированная при 
фундаментальная матрица линейного однородного уравнения

у = - ——и, х  (/, /0, х 0, р), v)y , (5.2.1)дх
дх/др — матрица-решение линейного неоднородного уравнения

y = - ¥ - ( t ,x ( t , t 0,x 0,p ),p )y+ -^ - V , x ( t J 0, х 0,]>■),?) (5.2.2)
д х  о у

с начальными данными (/о, 0 ) ,  и справедлива формула

дх и, to, Хо, ц) =  -  4 1-  <*• to. Jf0.11) /  «о- А'о. Ю- (5.2.3)dt0 " u дх0
Линейные уравнения (5.2.1) и (5.2.2) называются дифферен­

циальными уравнениями в вариациях (по дсо и ц соответственно) 
относительно решения x(t, to,  Хо, ц ) .  Они могут быть получены 
формальным дифференцированием тож дества x ( t ,  to, *о, ц) = 
=/(/, д:(/, to, хо, ц), ц) по соответствующим переменным.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала докаж ем  существование произ­
водной решения по i -й координате начального вектора х<>. Реше­
ние x(t, to,  Хо, ц) будем рассматривать на множестве [т, Г]хУ*, 
определенном в теореме 5.1.1', условия которой выполняются.

Пусть г > 0 достаточно мало и |Л| < г. Положим (считая /о, 
Хо, ц фиксированными)

JC (/, h )= x  (/, to, х 0- f  he,, ц),

Lx—x (t,h )  — x (t,0 ) , z ( t ,k ) = - ^ - ( h £ 0 ) ,  (5.2.4)h
где е{=  (0 ,... , 1 . . . . . 0 ) — i-й орт. Заметим, что в силу непрерывно-j 
сти x(t, to, Хо, ц)

х  (t, h) х  (/, 0 ) = х  (/, to, (5.2.5)
А - 0

равномерно по / е [т ,  Т]. Согласно определению решения

U, х  (/, Л), ji) -  /  (/, х  (/, 0), ц).
dt

По формуле конечных приращений (2.1.9)
1

■J х  (/, 0 ) +  s\x, 1») ds-Ьх. (5 .2 .6)
dt J  дх
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разделив (5.2.6) на ИфО, видим, что z(i, Л) является  при ИфО, 
Т) решением линейного однородного уравнения

y = A ( t ,h ) y ,  (5.2.7)

1
A (t,h )= ^ [^ ~  (/, х  (t, 0 ) -J-sAx, (a) ds.

где

При этом в силу (5.2.4) z(t0, h ) = e {.
Из непрерывности df/dx и (5.2.5) следует, что

Л (/, Л) —► А (/, 0) =  (/, ■* (/, /0, Xq, И, (х). (5.2.8)
A *0 Ox

Функция A(t, Л) непрерывна при / е [т ,  Т\, | Л | < г. На основании 
следствия нз теоремы 5.1.1 решение «/(/, Л) этого уравнения, удов­
летворяющее начальному условию

y ( l0,h) =  e,, (5.2.9)

непрерывно там  ж е , где и A(t, Л). Следовательно, существует 
предел limt/(/, h )= y (t ,  0) при Л-*-0. Но при ИфО y(t, h) совпа­
дает с z(t, А), т ак  к ак  обе эти функции являются решениями 
уравнения (5.2.7) с одинаковыми начальными данными. Таким 
образом, сущ ествует предел

\lmz(t, h )= y (t,  0). (5.2.10)
А -*0

Итак, мы доказали существование производной решеиия по »-й 
координате вектора дго. Так к ак  произвольно, то тем с а ­
мым доказано существование производной дх/дх0.

Д алее , из (5.2.8) — (5.2.10) следует, что дх/дх0 является  нор­
мированной при t — to фундаментальной матрицей уравнения
(5.2.1). Так как  *(/, /0. х0, ц) непрерывна на множестве [т, 7 ] x V * f 
То матрица коэффициентов уравнения (5.2.1) является непрерыв- 
н°й функцией t и параметров to, Хо, ц на этом множестве. По 
следствию из теоремы 5.1.1 фундаментальная матрица дх/дхо не- 
пРерывна к ак  функция /, начального момента to и параметров to.

Ц. на множестве [т, 7 ]Х [т , 7 ]х У * .  Следовательно, к ак  функция 
j  х0, ц она непрерывна на [т, T JxV *. Отсюда вытекает, ч т о ’ 
x(t, to, Хо, \i)/dХо существует и непрерывна в окрестности к а ж ­

дой точки области DM.
Утверждения теоремы относительно производной дх/дц д о к а ­

т а ю т с я  аналогично.
. Существование и непрерывность dx/dt вытекают из определе- 
Ия решения, непрерывности / и теоремы 5.1.1.
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Д л я  доказательства существования и непрерывности дх/д/ 
рассмотрим тождество

x ( t , / 0, x 0 (/0, f , x ) )  =  x ,  ( 5 .2 . 11)

где Хо(/о, U х) является значением решения с начальными данны. 
ми (/, х) в момент /0. Тождество (5.2.11) справедливо при /„е 
е l ( t , х) (параметр |i для  краткости опущен).

Пусть Д/о— приращение. Из (5.2.11) имеем

х  ( t ,  tg т  Д̂ о> Хо ( t o Д^о» t 1 х ) ) = jc ( / ,  /q, -Vq (/q , t ,  x ) ) .  (5 .2 .1 2 )

Из (2 .1 .9), (5.2.12) и (2.1 .8), поскольку x, дх/дх0, dx0~/dt0 непре­
рывны, получаем

*<>’ •*<>)=* Ч т  (Д/ q )-1 \ x ( t ,  tQ- f  Д/0, х 0 (t0, t ,  х ) )  —
0*0  4 .'о -»0

.х (/, tg, Xo(to,  t ,  х ) ) ] =  lim  (Д/0)—1 1x ( t ,  tg- f -Д/о> Xg (tg-1- Д/о, t , x ) )  —

— X ( t , t g ,  J f 0 ( / 0 4 - A / 0 , / , J f ) ] = :  l im  (Д /q )-1 [jC  ( / ,  t g ,  XQ( t g ,  t ,  . * ) ) --
A t о -►O

- x ( f . t o . x 0 (/0+ M 0, t , x ) ) 1 = : — £ - V , t o , x 0) 4 7 L =OXg Otg

^  ( t J o ’ X o ) f ( t g , X o ) .dxt
Следовательно, dx/dt0 существует, непрерывна и удовлетворяет
(5.2.3). Теорема 5.2.1 доказана .

С л е д с т в и е .  Справедлива формула Лиувилля

-|^ -(/ ,/0. ^ o ) = e x p | j s p - ^ j  ( s , J C ( j t ^,jc^))</sJ . (5.2.13)

Она вытекает из (5.2.1) и (4.2.5') (при фиксированном ц).
Пусть to фиксировано. Тогда решение x(t, t0, х0) — xt(x0) з а ­

дает  отображение Tt области фазового пространства в фазовое 
пространство. В условиях теоремы 5.1.1 Tt— гомеоморфизм, а в 
условиях теоремы 5 .2 .1 — диффеоморфизм (взаимно однозначное 
и взаимно непрерывно дифференцируемое преобразование). Как 
известно, элемент объема при отображении Tt з адается  диффе­
ренциалом | det х-‘ dxfc. Отсюда с помощью (5.2.13)

дхо
заключаем, что если sp df/dx=0, то отображение Tt сохраняет 
объем.

Пример 5.2.1. Система дифференциальных уравнений вида
дЕ ’ дЕ . , х » =  ——  , (/ »= — - — , k = l ........п, (5.2.14)дул дхк
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яв3цпается гамильтоновой или канонической. Пусть £(/, х, у): 
C e R J"+l — функция класса С 2 по х, у. Эта функция назы- 
функцией Гамильтона. Обозначим

Тогда

дЕ _ , дЕ  _ г , _.
, — / » I А — / я + * >  кд у Л д х к

л  v адг* /

Следовательно, отображение Г» сохраняет объем.
Пример 5.2.2. Найти производную по параметру в точке ц = 0  

решения <р(/, ц) уравнения
Х = лс1 +  2(1 Г 1, G  =  {(/, дс): / >  0, | л  | <  с»>, 

удовлетворяющего условию ф (1, ц) = — 1 .
По теореме 5.2.1 у (.*,¥■) — решение уравнения

dji
в вариациях

у = 2?  (М ») у +  2/-».

удовлетворяющим условию у( 1, ц ) = 0 .  Следовательно, искомая 
функция ф ( t)= y (t ,  0 ) является решением уравнения

y = 2 9 U ,0 )y + 2 t- i ,
удовлетворяющим условию ф (1) = 0 .

Так к ак  <р(/, 0 ) — решение уравнения х = х 2 с начальными 
данными (1, — 1), то <р(/, 0) = —t~l. Следовательно, для  того что­
бы получить г|>(/), нужно решить уравнение

у = 2 Г Н \ ~ У ),
откуда с учетом начального условия найдем ф(/) =  1—/2.

Задача  5.2.1. Рассмотрим дифференциальное уравнение л-го 
порядка

x<n> = f( t ,x ,x ,  (5.2.15)
, д /  d f  d f  d fгДе j непрерывна вместе с - £-  , - 4 - , . . . , -----,-т- , — -  в областидх дх дх' 1 оц

О». Пусть x(t, t0, хо,...,х(0п~1\ ц ) — решение уравнения (5.2.15) с 
Начальными данными (/о, х0, JCo{'*—1>) . Д окаж ите , что функция
дх

/ = 0 , 1 , 1 — решение уравнения
■*о



с начальными данными (10, 0 ...... где единица стоит среди
нулей на ( i + 1 ) - m  месте ( i= 0  с о о т в е т с т в у е т - ^ - ) ,  а функция
дх дХ°

(/, /0, х0, решение уравнения

yw  =  ~ ( t , x ( t , t 0,x 0,...,  1* ) ,ч . . ,1А)у +  . . . +

+  -J -I --T V*31(/> /о--*о....... (*).—,(*) У1я~1> +

“1 “  (/»х (/, /д,^о» >••1̂ ) (5.2.17)

с начальными данными (to, 0, 0 ) .
Пример 5.2.3. Найти —  (/ ,0 ,0 ,1 ,0 ) ,  где  x(t, t0, х0, f 0,

d|i
ц) — решение уравнения

Jc +  3jc =  2s ln/  +  iiA1 (5.2.18)

б обозначениях задачи 5.2.1.
Используя результат задачи 5.2.1, в силу (5.2.17) заключаем, 

что искомая функция является решением уравнения
0 +  З у= (х (/ ,О ,О , j 0 ) )2

с начальными данными (0, 0, 0 ) .  Реш ая уравнение

jc +  3 ;c= 2 s in / ,

из (3.4.16) при a = V r3, М = 2, ш = 1  находим х((, 0, 0, 1, 0) =  
= s in / .  Следовательно, искомая функция является  решением 
уравнения

У + 3y =  cos2/ = —  4- —  cos 2/2 | 2

с нулевыми начальными данными. Используя (3 .4 .17), на основа­
нии замечания 1 к теореме 3.4.1 получаем

- ^ - ( / , 0 , 0 , 1 , 0 ) = 4 — 4 " Cos 2/ +  4 ~ cos V z t .dii 6 2 3
2. Многократная дифференцируемость. Теорема 5.2.1 является 

частным случаем общего утверждения о степени гладкости реше­
ний дифференциальных уравнений, доказательство  которого, оД' 
иако, опирается на теорему 5.2.1.

Т е о р е м а  5.2.2. Пусть всевозможные производные функции f 
по координатам векторов х и ц до порядка 1 существуют и *е’ 
прерывны в  области Gu. Тогда решение x(t, to, х0, ц) уравнения
(5.1.1) и его всевозможные производные по координатам в е к т о р о в  
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л  а ц до порядка I включительно существуют и непрерывны в об­
ласти D„.

Д  о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 5.2.2 проведем индукцией по /. 
При / = 1  утверждение совпадает с теоремой 5.2.1.

Пусть теперь теорема верна с /— 1 вместо /. По теореме 5.2.1 
дх/дхс и dx/d\i являются матрицами-решениями уравнений (5.2.1) 
и (5 .2 .2 ) соответственно с фиксированными начальными данными. 
Коэффициенты линейных уравнений (5.2.1) и (5.2.2) I— 1 раз не­
прерывно дифференцируемы по координатам векторов Хо и р. в 
области DM, поскольку согласно условию теоремы и индукцион­
ному предположению функции df/dx, дЦдц и решение x(t, t0, х0, 
(i) обладают таким свойством. Тогда по индукции, учитывая ли­
нейность (5.2.1) и (5 .2 .2), заключаем, что их решения /— 1 раз 
непрерывно дифференцируемы по коордикатам х0 и ц, к ак  по п ара­
метрам в области Оц. Следовательно, решения исходного уравн е­
ния (5.1.1) / раз  непрерывно дифференцируемы. Теорема д о к а ­
зана.

§ 3. Периодические решения квазилинейных систем

В этом параграфе на примере систем дифференциальных у р а в ­
нений, мало отличающихся от линейных, мы покажем, к ак  теоре­
мы о непрерывности и дифференцируемости решений по началь­
ным данным и параметрам применяются для решения важного в 
теоретическом и прикладном отношении вопроса о существовании 
периодических решений.

1. Периодические решения квазилинейных систем при отсутст­
вии резонанса. Квазилинейным дифференциальным уравнением 
называется дифференциальное уравнение вида

x=Ax-\-g(t)-\r v-h(t,x,v). (5.3.1)

Предположим, что g : R-*-R"—ш-периодическая функция; Л: RX 
Х Н х(—е, eJ-^R '1—ш-периодическая по /, непрерывно дифферен­
цируемая по х и ц при каж дом  / e R  в области НХ (—е, е ) ;  А — 
постоянная матрица, собственные числа kj (/ =  1, . . . »п) которой 
Удовлетворяют условию отсутствия резонанса

k (EZ, i =  V ~  (5.3.2)
Ш

Число е считаем достаточно малым, поэтому параметр р, будем 
Называть малым параметром. При условии (5.3.2) на основании 
следствия из теоремы 4.7.3 дифференциальное уравнение, полу­
чающееся из (5.3.1) при ц = 0  ( « порождающее уравнение»), име- 
*т единственное ш-периодическое решение x(t). Будем считать, 
Что его траектория лежит в области Н.
i, Т е о р  е м а 5.3.1. При сделанных предположениях уравнение 
**•3.1) имеет ш-периодическое решение x(t, ц), непрерывно диф-
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ференцируемое по ц в некоторой окрестности точки ц = 0 , стре. 
мящееся при ц->-0 к порождающему решению x(t), причем реще. 
ние, обладающее указанными свойствами, единственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Искомое периодическое решение будеу 
искать в виде x(t, хо, ц ) ,  где  Хо — начальное значение, соответст­
вующее / = 0 .  Поскольку x(t) определено при всех /, по теореме
5.1.1 при достаточно малых ||i| и ||дг0—JE(0)|| решение x(t, х0, ц) 
продолжимо по t на промежуток [0, во]. Совершенно так  же, как 
и теорема 4.7.2, доказы вается , что необходимое и достаточное ус­
ловие а-периодичности х(/, .*о, ц) имеет вид

* 0". * 0, И)= .х (0 , х0, ja)=jC(|.
или

Ф (л 0. !* )= .*  К  I1) — ̂ 0= 0 - (5.3.3)

Положим Jc0= j f ( 0 ) .  По теореме 5.2.1 функция Ф(*о, ц) непрерыв­
но дифференцируема в некоторой окрестности точки (jf0, 0 ) ,  при­
чем Ф(*о, 0) = 0 ,  поскольку x(t) есть ы-периодическое решение 
порождающего уравнения. Д алее ,

дФ /-
(дг0, 1» ) =  ( ш. -«о. 0 )  —дхц

(/, jr0, И-) — нормированная при / = 0  фунда-По теореме 5.2.1

дх0
дх

ментальная матрица уравнения в вариациях

У=\А -+ v V, ■* (Л х011), (1 j  у.

Следовательно,

Таким образом,

дх
дхп

(u>,x0, o ) = e - ' 4.

дФ / —
дх0

(х0,0 )= е °‘А — Е„

При условии (5.3.2) матрица дФ /-
<ЭдГ„ (дс0, 0 ) не имеет собственных

чисел, равных нулю, поэтому ее определитель отличен от нуля. 
По теореме о неявной функции уравнение (5.3.3) имеет единст­
венное решение *о (ц ) ,  непрерывно дифференцируемое в о к р е с т н о ­
сти точки ц =  0  и такое, что X o ( 0 ) = i o. По теореме 5.2.1 р е ш е н и е  
x(t, х 0 (ц) ,  ц) непрерывно дифференцируемо по ц в окрестности 
точки ц = 0 ,  ш-периодично по t в силу (5 .3 .3), причем такое реше­
ние единственно, поскольку Х о(ц )— единственное решение (5.3.3)- 
Теорема доказана .
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л е д с т в и е .  Рассмотрим дифференциальное уравнение по­
рядка п:

L U )=*(*> -+ аг хп~1 + . . . + а„х=

= £ (/ ) +  V-h (/, x,Jc.......x in~l>, (л), (5.3.4)
где Ь|,..., an — постоянные, g : R —► R — о ̂ -периодическая функция, 
A : R X # X ( —с, e)->-R— (а периодическая no t функция, непрерыв­
но дифференцируемая при каждом t в области Н х  (—е, е ) .  Если 
корни / =  1......п, характеристического уравнения, соответствую­
щего L (x )— 0 , удовлетворяют условию (5 .3 .2 ) ,  то уравнение
(5.3.4) имеет ы-периодическое решение x(t, ц) такое, что x(t, 0) =  
s= х (/), где x ( t ) — ш-периодическое решение порождающего урав­
нения L (x )= g (t) , причем решение, обладающее указанными 
свойствами, единственно.
I Д л я  нахождения периодического решения порождающего 

уравнения удобно использовать разложение g (t ) в ряд  Фурье (см. 
п. 3 § 4 гл. III) .

Пример 5.3.1. Рассмотрим уравнение ван-дер-Поля с синусои­
дальной возмущающей силой

JC - f  (А (Xх— 1) X +  о?х= \ sin t, (5.3.5)
играющее важную  роль в электро- и радиотехнике. Условие (5.3.2) 
выполняется, если а ф к, fceZ. Порождающее уравнение х + а гх =  
= A. sin / имеет, к ак  показано в примере 3.4.1, единственное 
2л-периодическое решение Х (а2— l ) - ‘sin t. Таким образом, соглас­
но теореме 5.3.1 уравнение (5.3.5) при нецелом а  имеет единст­
венное 2л-периодическое решение x(t, и ) ,  удовлетворяющее ус ­
ловию х (/, 0 ) = Я . ( а 2— l ) _lsin/.

f  Чтобы получить более точную формулу для  x(t, ц ) ,  используем 
формулу Тейлора (2.1.10) относительно переменной ц. Так к ак  
*(/, ц) непрерывно дифференцируема по ц, то

Х (/’ 1 S,n 1 + (/) +  0 
Подставляя выражение для д:(/, ц) в (5 .3 .5 ) ,  деля на 
ляя ц к  нулю, получим в пределе

ц и устрем-

1и - f  а 2и =  |̂ 

я прав

Г— ---------------- - ------ 1
L а2 — I 4 (а2 — 1 )3 J

------ -------sin2/]
(а 2 — 1 )2 J

Представляя правую часть в виде
а2 -  I cos t.

c o s / - f хз
4 (а2 -  1)3

cos 3/

используя метод неопределенных коэффициентов, найдем

«(/)== Г х ХЗ I

L (а 2 - ! ) 2 4 (а 2 -  1)4 J cos t- хз
4 (а2 -  1>з (о2 -  9) cos 3/.
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Задач 5.3.1. Найти с точностью до о (ц )  2л-перноднческое ре. 
шение ургвнения Дуффинга

х  -f- а?х= X sin / - f  PY* 3
в нерезовнсном случае.

2. Перщические решения квазилинейных систем при резонансе.
Рассмотрю уравнение (5.3.2) в предположениях п. 1, но теперь 
откажема от выполнения условия (5.3.1). Тогда собственные 
числа малицы А разобьются на две группы: Х|,...,Хт  (0 < т ^ .п ) ,  
для котош это условие нарушено, и остальные (они дшгут от- 
сутствовгь), для которых оно выполняется. Очевидно, ?.|,..., Хт
имеют вщ k, i e Z .  В дальнейшем предполагаем, что либо

Ш
среди пишет кратных, либо им отвечают только простые элемен­
тарные дштели.

Исползуя линейное неособое преобразование, систему (5 .3 . 1) 
можно преобразовать так , чтобы матрица А была блочно диаго­
нальной: l=diag{S, С}, где матрице В соответствуют собствен­
ные числг первой группы, а матрице С — собственные числа вто­
рой трупы. Например, достаточно привести А к вещественной 
жорданокйформе (4.3.8). В результате система (5.3.1) принима­
ет вид

у =  Ву-\-р (/) -|-ц/ (/, у, г, ц),
(5.3.6)

z —Cz-\-q(t)-\-pg(t,y,z,p),
где р, q -впериодические функции, а / и g удовлетворяют тем 
ж е  условии, что и Л в (5 .3 .1). Рассмотрим порождающую си­
стему

y = B y  +  p(t), z =  Cz-]-q(t). (5.3.7)

Нас инте|«суют а  периодические решения этой системы. Так как 
для собстшых чисел матрицы С условие (5.3.2) выполняется, 
то второе уравнение (5.3.7) имеет единственное ш-периодическое 
решение

I
*(/)=(£„_„—e“c)_I j  el<-*)Cq(.s)ds, z (0 )= z 0.

Первое ж уравнение, поскольку e*e = £ m, имеет в силу (4.7.13) 
(о-периодшеские решения тогда и только тогда, когда выполняет­
ся условш

о»

j j e - ,Bp V )d t= 0 .  (5.3.8)
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При itom условии все решения y(t, у 0), /7(0, уо)= уо  первого урав- 
нСцИ) (5.3.7) ш-периодические. Д ал ее  считаем, что (5.3 8 ) выпол­
нено Рассмотрим область D c R m такую , что при уо^О  (</(/, у 0), 
z(t)w=H при всех t. Будем искать to-периодическое решение y(t, 
„0, Ш 'ц ) ,  z (/, Уо, Zо, р) системы (5.3.6) с начальными данными 
yo’̂ D. Zo ПРИ t =  0, обращающееся при ц =  0 в порождающее ре­
шение у(*. Уо), z(t).

П| теореме 5.1. Г  решение y(t, у о, го, р ) ,  z_(t, у 0, г 0, ц) опреде- 
лемо ври f e [ 0 , ш], если величины |ц|, ||z0—z 0|| достаточно малы. 
Из теоремы 4.7.4 следует, что необходимым и достаточным усло­
вием З-периодичности решения y(t, уо, z0, р ) ,  z(t, у о, 2о, р) я в л я ­
ется выполнение равенств

0 = Ф  (у0, z0, ja) =  f c~‘Bf ( t ,  у (/, Уо, z0, ja), z  (/, y0, z0, [A), [A) dt,

(5.3.9)
ш

0 =  V (у0, г 0, (А)= (е“с -  г 0 +  j  е<—'>с \q </) +

+  W? (Л У (Л Уо. «о. 1*).г  Л  Уо. z o 1»)1 ^  (5.3.10)
[в (5.3.9) учтено (5.3.8)]. Полагая в (5.3.9) р = 0 ,  получим, что 
y(t, уо) должно удовлетворять уравнению

W (у0) =  f  е~,в/  (t, у (t, Уо), z (t), 0) d t= 0 .  (5.3.11)

Пусть W(yо )= 0 .  Очевидно, функции Ф, Чг обращаются в нуль 
в точке (у0, 2о, 0 ) и непрерывно дифференцируемы в окрестности 
этой точки согласно теореме 5.2.1. Якобиан этих функций по пере­
менным у0, Zo в указанной точке равен

d e t - ^ G 0) d e t ( e - c —£ «_ ,, ) .  (5-3.12)
°УО

Согласно свойству матрицы С второй из сомножителей в 
(5.3-12) отличен от нуля. Следовательно, если выполняется усло­
вие

d e t ^ - ( y 0) # 0 ,  (5.3.13)
°У0

то по теореме о неявной функции существует единственное реше- 
Zo(p) системы (5 .3 .9), (5.3.10) такое, что уо(0)=Уо, 

г0 ( 0)=г=2о. При этом полученное решение непрерывно дифферен- 
ЦИРУемо по ц при достаточно малых |ц|.

^Тсюда вытекает следующее утверждение.
Г« ° р е м а  5 .3 .2 . Если выполнено условие (5.3.8), у0 удовлет­

ворит уравнению (5.3.11) и справедливо (5.3.13), то система
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(5.3.6) имеет ы-периодическое решение y(t, ц ) ,  z(t, ц ) ,  определен, 
ное и непрерывно дифференцируемое по ц в некоторой окрестно. 
сти точки ц =  0 «  обращающееся при ц = 0  в порождающее реше. 
ние y(t, уо), z(t). Решение, обладающее указанными свойствами, 
единственно.

j  dW / \Если ж е  (5.3.13) не имеет места, т. е. если d e t ------ ( j / J = 0
°Уо

то тем не менее теорема о неявной функции может быть примене­
на к уравнению (5 .3.10), которое определяет неявную функцию 
Zo=Zo(yo, ц ) ,  Zo=Zo(yo, 0 ) .  П одставляя ее в левую часть (5.3.9), 
получим уравнение

V (Уо,\>-) =  Ф(Уо,г0(у0,р),\1)=0,
удовлетворяющееся при уо=уо, ц =  0. Очевидно, V (уо, 0) =  W (i/o). 
Уравнение W (у0) = 0  определяет начальные значения уа порож­
дающих решений, а уравнение V(yo, ц ) = 0  — зависимость между 
уо и параметром ц для  ш-периодического решения системы
(5.3 .6), соответствующего порождающему решению y(t, у0), z(t). 
Оно называется бифуркационным уравнением (уравнением раз­
ветвления), так  к ак  каждой непрерывной ветви с/о(ц), Уо(0)=Уо, 
решения этого уравнения соответствует ш-периодическое решение 
системы (5 .3 .6), стремящееся при ц-*-0 к порождающему реше­
нию.

Если решение бифуркационного уравнения имеет единственную 
ветвь, как , например, в условиях теоремы 5.3.2, то бифуркации 
порождающего решения не происходит. Если ж е  таких ветвей две 
(или более), то говорят, что имеет место бифуркация порождаю­
щего решения.

Рассмотрим два важных частных случая.
С л у ч а и  1. Пусть все собственные числа матрицы А, принад­

лежащ ие первой группе, равны нулю. Тогда В— 0 и условие
(5.3.8) превращается в требование, чтобы среднее значение p(t) 
было равно нулю. При этом

~У U, У0) =  Уо+ \ р (s)ds
о

и уравнение (5.3.11) д л я  определения начальных значений уо по­
рождающих решений запишется в виде

^ ( У о ) = | / ^ .  Уо +  ̂ p(s)ds, — е“сГ 1 f  (s )

С л у ч а й  2 . Рассмотрим уравнение

■x +  a Jx  =  <7 (/ )-f  i i/ (/ , х ,  * , (* ) .  (о ф  0), (5 .3 .Н )

где функция f непрерывно дифференцируема по х, х, ц при всех 
х, х и ц е ( —е, е ) .  Считаем, что период q и / по t равен 2я . Пр*1
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«*«г Пyrov общность рассмотрения не снижается, т а к  к ак  этого всегда 
цоЖ'<) добиться переходом к новой независимой переменной т
по формуле т = -----/. Рассмотрим резонансный случай, т. е. счи-

таем a e Z .  Согласно п. 3 § 4 гл. III порождающее уравнение

x-\-a?x= q(t)  *(5 .3 .15)

имеет 2л-периодические решения, если в разложении q(t) в ряд  
фурье отсутствует гармоника е*а<. Это условие соответствует
(5.3.8) При его выполнении все решения (5.3.15) являются 2л-
периодическими.

Уравнение (5.3.14) эквивалентно системе

В  ‘Ж  — a2x-\-q(.t)+pf(t,x,y,\>.),

причем . Реш ая однородное уравнение х + а 2х = 0 ,

находим фундаментальную матрицу
е <д / cos a/ a -1  sin а/ \

\ — a  sin at cos at )

Пусть общее решение уравнения (5.3.15) имеет вид

х = С { cos a/ 4 - “ _ 1C2sin а/-|-ф(/), ф(0 )=<j>( 0 ) = 0 ,

где Ci, С3 — начальные данные. Запишем уравнения (5.3 .11), ко­
торые определяют С i, С2, соответствующие порождающим реше­
ниям:

Wi (Cl,C i) =  — a _ , J  i cos +  сх—!Саsin а/ -j-ф 

В  — аС , sin a / - f  C2cos а/-|-ф(0,0)81па/^/ =  0, (5.3.16)

W'2(Cl,C 2) —j  f i t ,  Cl cos a / - f  a-> c2sin a / - f  <|»(/),

— aC ! sin a/-{-C2cos a/-f-ty(/),0 )cos  atd t= 0.
^сли якобиан функций Wi, W3 по переменным Ci, C 2 в точке Ci°, 

j ,  где W i=  1̂ 2= 0 , отличен от нуля, то порождающему реше­
нию i= C i° c o s  a/ + a _,C 20sin a/ + \J)(r) соответствует единственное

^ ^ Н й А и л п м м л л | / А а  n a o i a u i i a  t r n o n i m i i i i a  / Я  Я  1  4  )  С Т О  С М  Я L L L 0 C C  Я  ^  Н Р -

п  I W U O  и »  I и  W 2  • » » » • •  М . .  I Y  \ » /  - •

^•Периодическое решение уравнения (5.3 .14), стремящееся 
У при ц-*-0 (см. пример 7 .3.1).

к  не- 
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3. Замечание об автономных квазилинейных системах. Рассмот­
рим автономную систему

л : = Л л *- 1 - £ - {- ц А ( . * . ц ) ,  (5 .3 .1 7 )

где g и Л удовлетворяют тем ж е условиям, что и в (5 .3 .1), но уже 
не зависят от t, в частности g — постоянный вектор. Так к ак  авто­
номную систему можно рассматривать к ак  периодическую по t с 
произвольным периодом, то возникает вопрос: с каким периодом 
следует искать периодические решения?

Можно ожидать, что период решения «хорошо» (по крайней 
мере непрерывно) зависит от ц, поэтому прежде всего следует 
найти периодические решения порождающего уравнения

x = A x + g .  (5.3.18)

Считаем, что d e M ^ O ,  т ак  к ак  в противном случае количество 
возможностей увеличивается. Тогда уравнение (5.3.18) имеет ре­
шение x= x*= A ~ 'g. Его общее решение имеет вид

x = e ,Ax 0-\-A~lg.
Оно содержит периодические решения (отличные от х*) лишь 
при наличии у  А чисто мнимых собственных чисел. Каждой паре 
±«Р таких собственных чисел соответствуют периодические реше­
ния с периодом 2л/р. Поэтому следует искать периодические ре­
шения с периодом ш (ц), для  которого ш (0 )= 2 я/ р .  Положим
®=* —“  (1 -f-pa). Выполним замену независимой переменной по 

формуле / = ( 1  + ц а )т .  Вместо (5.3.17) получим

(1 +  !«*) (Ах-- f  g +  |*А),

или

. -^■=Ax-\-g-\-V‘f ( x ,^ ,a ) .  (5.3.19)az
Теперь у ж е  нас интересуют периодические решения (5.3.19) с 
определенным периодом 2л/р. Задача  свелась к уж е  рассмотрен­
ной в п. 2 , т а к  к ак  имеет место резонанс, соответствующий /г= 1  
(не исключены и другие резонансы, если матрица А имеет другие 
чисто мнимые собственные числа). Единственное отличие состоит 
в том, что уравнение (5.3.19) содержит дополнительный параметр 
а. Он будет определяться к ак  функция ц вместе с начальным зна 
чением х0 периодического решения. В результате получим л+1 
скалярное неизвестное. Однако поскольку рассматриваемая си­
с т е м а — автономная, можно за  начальную при t —О точку перио­
дического решения принять любую точку ее траектории. Поэтому 
можно потребовать, например, чтобы при / = 0  выполнялось ра-
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r -----------------------------------------------------------------------------------------------------------
^ H L TBO f| =  0. Это даст  дополнительное уравнение к п бифурка­

ционным уравнениям.
Пример 5.3.2. Найдем периодическое решение уравнения ван-

дер-П оля (5 .3 .5 )  п р и а = 1 , Х = 0 :

1) х -+а* = 0 ,  .(5.3.20)

служащего математической моделью лампового генератора на 
триоДе. Корни характеристического уравнения порождающего 
уравнения таковы: ± » .  Новое время х связано со старым форму­
лой / = (1  + ц а )т .  Тогда (5.3.20) принимает вид

— — -J- Н- С1 +  Н-*1) ( — 1)*“ ' +  ( 1 + ^ о ) 2- * = 0 « 
d  г*

или

+ jc  =  |i [(1 — х1) -  2а (0) х  ] +  О (1х*).

Ищем решение периода 2л. У порождающего уравнения любое 
решение— периодическое. Его можно представить в виде х — 
=4cos(cpo + T). Поскольку уравнение — автономное, сдвигом т 
добьемся, чтобы фо=0. Система (5.3.16) для определения величии 
Л, р = ц ( 0 ) имеет вид 

2 *

j l l - Л »  cosJ r)  A sin х -+2Л? cos т] sin r r f r = 0 ,

2 *

j  [(1 — A2 cos2t )  A sin т - f  2Л0 cos t ]  c o s  xdr^O .

В результате интегрирования получим

А -----L a »= o, Л р = 0 ,  (5.3.21)
2 8

откуда, считая, что А ф 0, находим А2— 4, р = 0 .  Якобиан систе­
мы (5.3.21) равен Л ------ ^ -Л 2]  .При Л =  2, р = 0  он отличен от

нУля. Следовательно, уравнение ван-дер-Поля имеет периодиче­
ское решение x(t, ц ) ,  для  которого х (/, 0 ) = 2 c o s / .  Его период 
Равен 2п + 0 ( ц 2) ,  т ак  к ак  р = 0 .

§ 4. Автономные системы на плоскости
Рассмотрим автономную двумерную систему

где / е С ‘ (//), HczR* — область.

x = f ( x ) ,  (5.4.1)
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1. Центр и фокус. Предположим, что система (5.4.1) имеет по- 
ложение равновесия. Поместив в него начало координат, получим 
что f (0) = 0 . Используя ф ормулу Тейлора (2.1.10) для  f(x), запи’ 
шем (5.4.1) в виде

х = А х  +  Х (х ), (5.4 2)
где 1

А==1 )7  ( 0 ) ’ " i jT j f ----->0 ПрИ 0-*И— °- (5.4.3)
Рассмотрим линейное приближение

Х = А Х .  - (5.4.4)
Мы предполагаем, что оба собственных числа матрицы А — комп­
лексно-сопряженные, равные а±»'Р , Р>0. Используя терминологию 
п. 4 § 5 гл. IV, рассмотрим случай  центра и фокуса для  системы
(5.4.4). Случаи узла  и седла т а к ж е  представляют большой инте­
рес (см. § 3 и 5 гл. VIII) .

В результате линейного неособого преобразования x= Q y  по 
формуле (4.5.18) получим си стем у

y = B y + Y ( y ) ,  (5.4.5)

где в силу (4.5.19) В =  \ , а для  нелинейности Y(y) co-
VP а '

храняется свойство (5.4 .3), т. е .

----- >0 при || у  | | -0 .  • (5.4.6)

Положим у\ = г cos ф, y 2 =  r s in  ф. Из соотношений 
• •
г  cos <р г<р sin <р= а г  cos ср — Prsin<p4~^i (г  cos «р, г  sin <р),

г  sin <р cos <р=Рг cos «р -j- ar sin<p-[- К2(г  cos <р, г sin <р) 
находим

г= а г4 -/ ? ( г ,< р ) ,  (р = Р 4 - г - 1Ф (г , <р), (5.4.7)

где  ^ ^ K iC o s tp  +  K jS in f ,  Ф =  К2соз<р—K!sin<p.

В силу (5.4.6)
г - 1/?(г,<р)— 0, г _ 1Ф(/-,<р)-.0 при г —»0, (5.4.8)

причем R, ф непрерывно дифференцируемы при —е < г < е ,  —оо< 
< Ф < о о  и 2л-периодичны по ф. Из (5.4.8) следует, что если е Д°*
статочно мало, то |/~,ф (г,<р|< у  р. Исключая t из системы

(5.4.7), получим дифференциальное уравнение первого поряД*3
d r  r ( a r  +  R)  , л  d r



Г "

аВая часть которого, к а к  нетрудно убедиться, непрерывно диф­
ференцируема при —е < г < е ,  —оо<ф<оо. При этом на основа-

(5.4.8) ее производная по г при г = 0  равна а/р. Полученное
уравнение можно представить в виде

dr О I /—  =  — г  +  Я ( г ,  ср), 
</<р Э

(5.4.9)

где P(.f, ф) непрерывно дифференцируема при —е < г < е ,  —оо< 
<ф<оо и

(0,<р) =  И т г -1Я (г ,< р)= 0 . (5.4.10)г -»о
а я
dr

Уг\

Г f K .S  г °  л

Рис. 10

Траектории системы (5.4.7) совпадают с интегральными кривыми 
уравнения (5 .4 .9), т а к  как  при |г| < е  функция ф(/) является  
строго возрастающей функцией t. Поэто­
му переход от траекторий системы (5.4.7) 
к интегральным кривым уравнения (5.4.9) 
означает лишь изменение параметриза­
ции.

Далее переменные г, ф будем тракто­
вать как  полярные координаты в плоско­
сти Oyty2, считая г^ О .  Поведение интег­
ральных кривых уравнения (5.4.9) удоб­
но исследовать с помощью так  назы вае­
мой функции последования. Определяет­
ся она следующим образом.

Пусть г(ф, г0) — решение уравнения (5 .4.9), определяемое на­
чальным условием г(0 ,  Г о )= Г о .  Так к ак  уравнение (5.4.9) имеет 
тривиальное решение г = 0  (—оо<ф <оо), то по теореме 5.2.1 
Функция г(ф, г0) непрерывно дифференцируема при 0 ^ г < 6*, 
ф£[0,,2л] при некотором 6 *> 0 . Положим

£ ( г 0 )  =  г ( 2 л , г 0 ) .

фУнкция g (r0) называется функцией последования. Она опреде­
лена и непрерывно дифференцируема при 0 ^ г < 6*, причем 
? (0 )= о .  Геометрический смысл функции последования ясен из 
РИс- 10, где кривая, соединяющая точки г0 и g (r0), при ф= 0  — 
Нтегральная кривая.

По теореме 2.6.2 если g ( r ) = f  при некотором г е ( 0 ,  6* ) ,  то 
точку ф = 0, г = г проходит зам кн утая  траектория системы 

Кнут еСЛИ Же то соответствующая траектория незам-

ЧУл^СП°ЛЬзуя теоРемУ 5.2.1, нетрудно вычислить g' (0 ) .  По фор- 
у е (5.2.13) имеем

?  ( r Q) —  »г  ( 2 t . r o )
д г 0 ; е х Р - г

дР
дг

(Г (<р, Г0), <p)j d-Л
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Отсюда и из (5.4.10) получаеи

g ' (0)=exp {2л y j  . (5 .4 .11)

Следовательно, g'(r0)<q<\ при а < 0 , если й* достаточно мало 
По формуле Л агран ж а fa )  =g'(Or0)r0< qr0(0<Q<  1) при а < 0 ' 

Тогда Г\— g (r0)<b*  и определено r2 = g (fi), причем r2<qr. 
По индукции определяем r * = g ( r * _ i )  для  всех A e N ,  при этом 
rk< qrk-\. Очевидно,

r K « 4 ( * e N ) .  -  (5.4.12)
Покажем, что

г , = г ( 2 л * , г 0). (5.4.13)

При k —— 1 (5.4.13) вытжает из определения r [= g (r0). Предпо­
ложим, что (5.4.13) выпо.шяется при замене к на к— 1. Рассмот­
рим функции г ( Ф, г*—,) I г (9 + 2 я (А — 1), г0) .  Так к ак  правая 
часть уравнения (5.4.9) й-периодична по ф, то обе функции яв­
ляются решениями уравнения (5.4.9) при ф^О, причем при ф=0 
их значения совпадают, так как по индукционному предположе­
нию г*_1 = ф(2л(А:— 1) ,  г о}. Полагая ф = 2л, получаем (5.4.13).

Рмс. 11 Рис. 12 Рмс. 13

В силу (5.4.12) г*-»-0 при к-*~оо. Следовательно, т р а е к т о р и и  
стремятся к началу коордшат при ф—»-оо (а  значит, и при t—►°°)< 
образуя спираль. Такое расположение траекторий н а з ы в а е т с я  
устойчивым фокусом (рис. 11).

Если а > 0 ,  то, заменя! в (5.4.7) ф на —ф, придем к уравне­
нию вида (5.4.7), у  которого а < 0 .  Поэтому получим такую ж 6 
картину, к ак  и в случае устойчивого фокуса, но при ф->-— 
Такое расположение траеггорий н азы вается  неустойчивым фоку~ 
сом (рис. 12) .

Если ж е  а  = 0, т. е. g'|0) = l ,  то  требуется дополнительное яс* 
следование функции g (r0)  (см. п. 2 § 3 гл. V I) .  В примере 2.6.1
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■леем устойчивый фокус. В частности, может оказаться , что 
в(го)=Го при всех г0е [ 0 ,  6*]. Тогда все траектории системы
(5.4.7) в достаточно малой окрестности точки г = 0 замкнуты , т. е. 
•се решения оказываются периодическими. Такое расположение 
траекторий называется центром (рис. 13). Поскольку переменные 
х и у связаны аффинным преобразованием, то все траектории 
системы (5.4.2) в достаточно малой окрестности начала коорди­
нат т ак ж е  замкнуты .

Пример 5.4.1. Система уравнений Вольтерра

х —ах~ Ь ху, 

у =  -cy-T rdxy ,
где а, Ь, с, d — положительные постоянные, рассматриваемая при 
х>0, у > 0 , описывает динамику изменения числа хищников y(t) 
и их жертв x(t) в изолированной среде. Система имеет положе­
ние равновесия в точке (c/d, alb), которому соответствуют чисто 
мнимые собственные числа матрицы коэффициентов системы в 
вариациях, равные ± i\ ^ ac .  Интегрируя уравнение с р аздел я ­
ющимися переменными

- c y  +  dxy
У . *а х  —  Ьху

находим интеграл U в области * > 0 , */>0 ;
( J —d x  by — с In х  — a  In у.

Покажем, что кривые, определяемые уравнениемВ У < * . й - С ,  ( C > t / ( f . y ) ) .

являются замкнутыми кривыми, окружающими положение равно­
весия и заполняющими всю область дс>0 , у > 0 .

Д ля этого введем полярные координаты r , t ? : x = - f rco scp ,
d

^ - ^ - - f - r s l n ? .  В результате несложных вычислений найдем 
b

dU __ d r cos2 f  I br sin1 у ^  q

dr с a
-------h r  cos <p —  +  r  sin <p
d b

Р^Юда вытекает, что с удалением точки (х, у) от положения 
Равновесия (c/d, а/b) по любому лучу ф = сопб! в области х > 0 , 
{(^0 U монотонно возрастает от величины U(c/a, a/b) до беско­
нечности. Следовательно, каж ды й луч пересекает кривую U = C в 
* **  и только одной точке, откуда и следует сдел ;..... .. утвер­

ждение.
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Так  к ак  указанны е кривые являются траекториями рассматр» 
ваемой системы, то положение равновесия — центр, а все реще' 
ния — периодические функции времени.

2 . Предельные циклы. Предположим, что система (5.4.1) имеет 
замкнутую  траекторию у с наименьшим периодом со>0 . Возьмем 
произвольную точку jco^y и проведем через нее нормаль п к у

единичной длины. Д л я  определенности счи­
таем, что п направлен во внешнюю область 
Не наруш ая общности, считаем такж е, что 
хо — начало координат (этого можно д0. 
биться заменой у = х—х0). Точки на нормали 
п определяются единственной координатой р. 
В качестве р берем расстояние от точки нор. 
мали до начала координат, если точка ле­
жит снаружи у, и это расстояние, взятое с 
обратным знаком, если она лежит внутри у. 
Начало координат О соответствует р = 0  
(рис. 14).

Рассмотрим траектории ф(t, рп), проходящие через точки нор­
мали. Запишем уравнение

Рис 14

Ф  (*, S, Р) =  <Р (/, рп) — sn =  О (5.4.14)
с неизвестными t, s (р — параметр).

Л е м м а  5.4.1. Существует А > 0  такое, что в области |р|<Д 
уравнение (5.4.14) имеет единственное решение t = T(p), s=g(p), 
удовлетворяющее условиям Т(0) = со, g(0) = 0 , причем функции 
Т(р), g(p) непрерывно дифференцируемы при |р|<Д.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так  к а к  ф(t, 0 ) — решение с перио­
дом со, то по теореме 5.2.1 функция ф(7, рп) определена и непре­
рывно дифференцируема по i  и р в некоторой окрестности точки 
/ = со, р = 0. Тогда функция Ф(7, s, р) определена и непрерывно 
дифференцируема в некоторой окрестности точки (со, 0, 0 ) .  Так 
к а к  ф(7, 0) со-периодична, то Ф(со, 0, 0 )= 0 .  Рассмотрим Якобиан

'= d e t \ dt ds )
в точке (со, 0, 0 ) .  Имеем

y = d e t ( " ^  * — n) = det (/ (?(/ , рп)), —п). 

Следовательно, в точке (со, 0 , 0)

det ( / ( 0 ), —п ) ^ - 0 ,

поскольку /(0) и п — ортогональные векторы. Теперь утверж де­
ние леммы вытекает из теоремы о неявной функции.
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f С л е д с т в и е .  Справедлива формула

g ' ( 0 )= e x p |  I sp -j^-(<p,(/,0 ))<# (5.4.15)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Дифференцируя по р тождество 
Ф(7’ ( р ) , г ( р ) ,р ) = 0  при |Р|< Д ,

получаемЩ * L iT .g . Р )Г  + - £ -  (7\ g, ? ) g ' = -  £(7\ g, P).

По формулам Крамера имеем
det (ЗФ/dt -дф/д?) _  (5 4 1 6 )
del (дФ/dt, дф/ds)

где правая часть вычисляется в точке (Т(р), g(p), р ).
Рассмотрим решения ф(t—10, хо). В силу (5.2.3)

(t — to,x0)=  — (/ — tQ, х0) ~ ’Л1~(t to,xQ)f(.x0). dt dt0 Ox a

Отсюда и из (5.4.14) и (5.4.16) получаем

det Р " ) / ( ? “ )• — т ^ - ( < . р п ) " )  
g ' ( P) = ------^
8 К * ! ( / ( ? « ,  Р*>), “ ■)

где t = T(p). Отсюда
g ‘ (p) =  det рп) ^ ( / ( Р Ь ) ,  - п )  _
ё dxo del (/ (? (7”, ph)), - п )

Полагая р = 0 и учитывая, что
? ( Г ( 0 ) , 0 ) = < р К 0 ) = 0 ,

находим

g ' ( 0 ) = d e t  (<»,0 ).dxa

По формуле (5.2.13)

d<fdet —— (<D,0 ) = e x pdx0
sp (<f(t,0))dt j  ,

отсюда и следует (5.4.15). Следствие доказано.
В  Выясним геометрический смысл функций Т(р) и g ( p ) .  Л ем м а 
5.4.1 утверж дает ,  что к а ж д а я  траектория, пересекающая нор­
маль п в точке рп из Д-окрестности начала координат, вновь пе-

Л
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ресечет ее через промежуток времени Т(р) в точке g(p)n. При 
этом так  к ак  функция ф(t, рп) непрерывно зависит от р, а ф(7 , Q) 
делает  полный оборот вдоль у при / е [ 0, м], то траектория 
ф(/, рп) т а к ж е  делает полный оборот при /е(0 ,  Т(р)], оставаясь 
в малой окрестности у, если Д достаточно мало (см. рис. 14).

Функция g (p )  называется функцией последования (ср. с п. 1)
О п р е д е л е н и е  5.4.1. Замкнутая траектория у автономного 

уравнения (5.4.1) называется устойчивым предельным циклом, 
если существует такое Д > 0 , что *у является ш-предельным мно­
жеством для любой траектории, проходящей через точку из Д-ок­
рестности кривой у.

О п р е д е л е н и е  5.4.2. Замкнутая траектория у называется 
неустойчивым предельным циклом, если существует такое Д > 0, 
что у является a -предельным множеством для любой траектории, 
проходящей через точку из A-окрестности кривой у.

Так к ак  в реальной действительности время течет в положи­
тельном направлении, то на практике реализуются те периодиче­
ские движения, которым соответствуют устойчивые предельные 
циклы. Такие движения называются автоколебаниями.

Т е о р е м а  5.4.1. Если h < О

то у является устойчивым предельным циклом; если Л>0, то у — 
неустойчивый предельный цикл.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть сначала Л<0. В силу (5.4.15)

П окажем , что отсюда вытекает утверждение теоремы. По непре­
рывности g'(p)<q<\  при jp | < 6, если ft> 0  достаточно мало. 
Пусть |р0|<й. По формуле Л а гр ан ж а ,  т ак  к а к £ ( 0 ) = 0 ,  то 
1«Оо| = ls'(0po)po|<<7|po| (О<0 < 1) .  Следовательно, если р! = 
=£(Ро), то | pi J < 6  и определено p2=ff('pi), причем |p2|<fl|pil- 
По индукции определяем p*-= g(p*-i)  для  все* N, при э т о м  
|р*|<</|p*_i|. Заметим, что так  к а к  траектории не п е р е с е к а ю т с я ,  
если р о > 0 ,  то при всех k р * > 0 ,  если ж е р о < 0 ,  то рл<0. В даль­
нейшем будем рассматривать только траектории, лежащ ие сна­
ружи у (случай, когда они л е ж ат  внутри у, рассматривается ана­
логично). Тогда р о > 0  и 0 <р*<<7*р0, следовательно, р*->-0 при 
k-*oo. Покажем, что

(5 .4 .1 7 )

g ’ (0 ) = е » <  1.

р*П =  <р(/*,р0П), (5 .4 .1 8 )

где
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I  При k=\ (5.4.18) вытекает из определения g(p) и Т(р). П ред­
положим, что (5.4.18) выполняется при замене к на к— 1. Р а с ­
смотрим

—  ( P * - l ) , P * - i n )  =  ? ( 7 '  (Р *  —l J . ' P t f * - ! -  Роп ))-

Последнее соотношение справедливо по индукционному предпо­
ложению. В силу (2.6.4)

Р*п  = • ? ( / » _ !  4 - П р * _ 1 ) , р 0П ) =  < р(/*, РоП )

по определению /*. Равенство (5.8.5) доказано.
Г Так к ак  7 (0 ) =ш и Т(р) непрерывна, то **-► оо при к-+оо. Из 
(5Г4. 18) и определения 2 .6.1 заключаем, что начало координат 
является ю-предельной точкой для траектории ф(/, роп). По тео­
реме 5 . 1.3 вся траектория у принадлежит ш-предсльному множе­
ству й  траектории q>(t, р0п). П окажем , что у = 12. Возьмем 
и пусть d=p(q, у). К ак  было отмечено, если 6 достаточно мало, 
отрезок траектории меж ду двум я  последовательными пересече­
ниями нормали лежит в сколь угодно малой окрестности кри­
вой у- В данном случае р * < 6 , поэтому это верно для  всей полу- 
траектории ф(t, Роп) при ^ 0 .  Следовательно, при 0 q не мо­
жет быть ш-предельной точкой траектории ф(t, р0п), т. е. d = О 
и ? е у .  Итак, \ = Q.
^ О стал о сь  показать, что существует Л > 0  такое, что если тр аек ­

тория проходит через точку из A-окрестности кривой у, то она 
пересечет нормаль п в 6 -окрестности начала. Но это вытекает из 
непрерывной зависимости решений ф(t, Хо) от начальной точки Хо 
равномерно по / е [ 0 , ш], т ак  как  траектория ф(/, 0 ) проходит че­
рез начало координат. Таким образом, выполняется определение 
5.4.1, и при Л < 0 теорема 5.4.1 доказана.

Рассмотрим случай h > 0. Выполним в системе (5.4.1) замену 
t на —/. Получим систему

x = - f (  х). (5.4.19)

Замкнутая траектория у сохранится, ей соответствует и-перноди- 
ческое решение ф(—/, 0 ) .  Запишем величину h\, определяемую 
формулой (5.4.17), для  решения ф(— t, 0) уравнения (5.4.19). 
Имеем

поскольку ф(< + <1), 0 )=ф (7 , 0 ) .  Следовательно, в уравнении 
(5.4.19) Л|<0 и применим полученный результат. Кривая у я в л я ­
й с я  ш-предельным множеством для любой траектории ф(t, х0) 
Уравнения (5.4.19), проходящей через точку х0 из Д-окрестности у. 
Учитывая, что была произведена замена t на — t, из определе-
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3. Использование рядов Фурье. Пусть в уравнении (3.4.П
......... ..  постоянные, q(t + T )= q (t).  Сопоставим qlt) ее пят
Фурье: v 4

(к*/ 2я

Предположим, что уравнение (3.4.1) имеет периодическое реше­
ние Mp(t) с тем ж е  периодом Г, что и q(t). Так к ак  yf(t) непре­
рывно дифференцируема, то ее ряд  Фурье равномерно сходится 
к  $ ( t) :

* ( 0 = 2  *»е '
,Пт!

Т е о р е м а  3.4.3. Если числа ikut, f r e Z  не являются корнями 
характеристического уравнения f(k) = 0, то при всех k(=Z

k̂==~77ih~- <3.4.21)

Если же существуют целые р, для которых f(ipui) = 0 , то qp = О
а при кфр выполняются равенства (3 .4 .21), При этом уЬр — про­
извольные величины.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем
ф(«) (/) -\-Pni( (/) == q (/>.

Умножая обе части этого равенства на ertkml и интегрируя в пре­
делах  от 0 до Г, получим

г т т
j  е - /*“/ф<") ( t ) d t - \ - ря j  е- '* - '*(/ )<//=| e~'*”'q(t)dt. (3 .4 .22)

Используем m раз интегрирование по частям (1
г г ' т
] e-'*«'f»)(/)rf/=<l.<™ -i)(/)e-'*-' I Г е -/*-/ф(т-1) (/}<//з « . . .
о 4 «’

г
= (ik »)m j" е - ' * “'ф(0^/=гф*(/7:и>у».

Отсюда и из (3 .422) имеем f(iu>k)^k = qk, что дает  (3.4.21). Отсю­
да  ж е  вытекает, что если f( ip u )= 0 ,  то qv =  0 , a rfp — произволь­
ная постоянная. Теорема доказана .

З а м е ч а н и е .  Д ал ее  будет показано (см. замечание в конце 
п. 3 § 7 гл. IV), что если f(ik(o)^0  при целых к, то Г-периодиче- 
ское решение уравнения (3.4.1) существует и единственно. Таким 
образом, предположение о существовании периодического реше­
ния, содержащ ееся в теореме 3.4.3, в этом случае выполняется.
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Рассмотрим случаи, когда характеристическое уравнение име­
ет корни вида ikw, A e Z .

Т е о р е м а  3.4.4. Пусть f(ikш )=0 при k = p\, рг. а в ряде 
фурье функции q(t) qPl— . . .  =qPг =0. Тогда уравнение (ЗАЛ)
имеет Т-периодические решения.

Д о к а з а т е л ь с т в о  проведем индукцией по п. При п~-\ 
уравнение (3.4.1) имеет вид

x  — ip lw x= q(t), (3 .4 .23)

и его можно записать так :

—  ( e - ' o . - ' j c ) (/). 
dt

П равая часть этого уравнения есть Г-периодическая функция с 
равным нулю средним значением. Поэтому любая ее первообраз­
ная т а к ж е  является  Г-периодической функцией. Следовательно, 
все решения уравнения (3.4.23) — периодические с периодом, р а в ­
ным Г.
. Предположим теперь, что утверждение теоремы справедливо 

для уравнений (3.4.1) порядка п— 1. Д окаж ем , что тогда оно 
справедливо и для  уравнений порядка п. Представим характерис­
тический многочлен f(\) в виде

/  (X) =  (X -  / л » )  (Х»-‘ + й.Х»-1+ . . .  4-Ь„-0-

Тогда (3.4.1) имеет вид

- £ - U i  (х)) -  //>!«>/., (а*) =  q (/), 
dt

где

(3.4 .24)

Lx (х ) = * < « - »  4- М (я- 2) + . . . + Ьп-iX.
Применим для решения (3.4.24) тот ж е  подход, что и при рас­
смотрении уравнения (3.4 .23). Запишем (3.4.24) в виде

J — ( е - ' " - » ' ! !  ( j c ) ) = e -"-'<7 (/), 
dt

откуда

l i ( x ) = e lP‘at ( j e~‘P^q  ( r )  dx — С j = Q  (/). (3 .4 .25)

Так к а к  qP, = 0, то Q(t) — Г-периодическая функция. Коэффици­
енты Q* ее ряда  Фурье определяются формулами

д 4= - 1 -  j  ец - * + р , ) » ' e - ,* m'q(,c)dT—c 'jd t .  (3 .4 .26)
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Выберем С равным среднему значению функции j  )dx

Тогда Qt, = 0 .  При кфр\, интегрируя (3.4.26) по частям, получим

Г 0 , = ; Т ^ - , ) .  К  ' ■ " ' Ч М Л - с )  Г -
'о / /—о

г

~7 j  ' " '■ - “ ■’е - ' - ' К О М .

откуда

<?*=°  , (k Чк V »
* ( *  — Р \ ) ш

Следовательно, Qp = . . .  =QPf = 0 . К уравнению (3.4.25) приме­
нимо индукционное предположение, следовательно, оно имеет 
/-периодическое решение, что и требовалось доказать .



ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Линейные системы дифференциальных уравнений введены в 
§ 2 гл. II. В скалярной форме линейная система имеет вид

•*1 —Р п (0 * i 4 - :.-\-P\n(t)Xn-\-q\ (t ) ,
................................................................................. (4 .0 .1)

• * » = Л и  (О *1 +  . . . +  Р ял (/)•*„+?„(/),

где Р1к:(а ,  Ь)-+ R, qt : (a, b)-+R (j, k= \ ........  п) — непрерывные
функции. В векторной форме система (4.0.1) с помощью матри­
цы коэффициентов

PV) =  {Pjk(t)}, У. Л =  1 ......п,
записывается в виде одного уравнения

x  =  P(t)x-\-q(t). (4 .0 .2)

Уравнение (4.0.2) называют к ак  дифференциальным уравнением, 
имея в виду его векторную форму (4 .0 .2), т а к  и системой диффе­
ренциальных уравнений, имея в виду его первоисточник (4.0.1).

В § 3 гл. II показано, что решение <р(7) уравнения (4.0.2), 
удовлетворяющее начальным условиям <р(70)=лг0 (io^(a, Ь). 
j to eR '1) ,  существует, единственно и продолжимо на интервал 
(а, Ь). К ак  и в случае линейных уравнений, линейные системы 
будем рассматривать в предположении, что Р п , ..., Рпп, <7i, .... qn — 
комплекснозначные непрерывные функции / е ( а ,  Ь). Естественно 
поэтому понятие решения уравнения (4.0.2) распространить на 
комплекснозначные функции со значениями в пространстве С" = 
= С х  . . .  Х С  (п р аз ) .  Элементами пространства Сп являются век ­
торы х с п комплексными координатами хи хп. которые мы 
рассматриваем к ак  вектор-столбцы. Норму в Сп определим, к а к  
и в R" формулой

| х | = т а х  |jc,|.
1</<д

Свойства и действия над функциями со значениями в Сп вы те­
кают из свойств и действий над функциями со значениями в R" 
(см. § 1 гл. II) и в С (см. §  1 гл. III) .

Решением комплексной системы (4.0.2) будем называть функ­
цию ф < а ,  ,р > —*-Сп, еасли при всех /ен < а , р >

? ( 0 — Я ( / ) ? ( 0 + * ( 0 .  (4 .0 .3 )
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Соответственно з ад ач а  Коши — это з ад ач а  нахождения решения 
Ф(I), удовлетворяющего условию

<Р ( t 0) — x 0 ( t 0 е  ( а ,  Ь),  ^ е С л). (4 .0 .4)

П усть x =Xo-\-ixl,
гд е  q\ q*:(a, b ) ^ R", <f\ <p2: ( a , p) — Rn, jco, J C o e R '1, P\ P 1 - в е ­
щественные матрицы. Тогда (4.0.3) эквивалентно

<р‘1= Я у _ р у - 1_01,

или (в виде одного уравнения)
Ф=с?Ф4-г,

где  '1» = с о 1оп(ч>1, <р2), r  =  colon (ql, q2),

причем yp(to)= Уо> где «/0= со 1оп (х0\ х0г). Тождество (4 .0 .5 ) озна­
чает, что if : < а ,  p>-*-R2n является  решением вещественной ли­
нейной системы 2п уравнений с вещественным начальным усло­
вием. К ак  отмечалось, такое решение существует, единственно и 
продолжимо на (а. Ь). Следовательно, решение комплексного 
уравнения (4.0.2) с начальным условием (4.0.4) существует, един­
ственно и продолжимо на (а, Ь) (продолжение решения комп­
лексного уравнения (4.0.2) определяется с помощью продолжения 
решения вещественного уравнения (4 .0 .5 )) .  В этой главе  под ре­
шением уравнения (4.0.2) будем понимать полное решение 
Ф  : (а, Ь)-+С\ V

Если <7(7 )  = 0, то уравнение (4.0.2) называется линейным одно­
родным уравнением (системой), в противном случае — неоднород­
ным. Основной проблемой является  изучение однородного урав­
нения, т а к  к а к  будет показано (см. § 7 ) ,  что интегрирование 
неоднородного уравнения сводится к  интегрированию однород­
ного.

§1. Линейные однородные системы

Рассмотрим дифференциальное уравнение

x = P ( t ) x ,  (4 .1 .1)

где х е С " ,  P (t) = {P/k(t)} (j, k=\, .... n) — матрица, элементы 
которой являю тся  непрерывными на интервале (а, Ь) комплексно- 
значными функциями.

1. Пространство решений уравнений (4 .1 .1 ).
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(4.0.5)

Л е м м а  4.1.1. Множество решений уравнения (4.1.1) образу­
ет комплексное векторное пространство.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждение леммы означает, что:
1) если ф1, ф2 — решенид уравнения (4.1.1), то ф' +  ф2 — реше­

ние уравнения (4 .1 .1);
2) если ф — решение уравнения (4 .1.1), то при любом о е С  

«ф — решение уравнения (4.1.1).
Справедливость этих утверждений вытекает из правила умно­

жения матрицы на матрицу (в рассматриваемом случае — на од­
ностолбцовую матрицу-вектор). Л ем м а  доказана .

О п р е д е л е н и е  4.1.1. Функции ф l (t), .... ф m(i) : (а, 6 )-*- С» 
называются линейно независимыми (над полем комплексных чи­
сел), если выполнение при всех t e ( a ,  b) равенства

“ i? 1 (О +  ••• +  am'f (О —0, а ; е С ,  / =  1.......пг,
влечет

а1 = . . .  =  а т = 0 .

В противном случае функции фl(t), <pm(t) называются линейно 
зависимыми.

К  Если ф'(t), .... фm(t) : (a, b)-*-Rn и в определении 4.1.1 a / e R ,  
/= 1, ..., m, то ф1, ..., фт  называют линейно независимыми над по­
лем вещественных чисел.
i Линейная зависимость функции ф1, ..., фт  означает, что сущ е­

ствует ненулевой набор постоянных ............ a m такой, что при всех
* е ( а ,  Ъ)

a 1? 4 0 + . . .  +  “m?", (0 =*0 .

Постоянные а ь  ..., a m, обладающие таким свойством, будем на­
зывать коэффициентами зависимости. Фиксируя в функциях ф1, ..., 
ф41 переменную t, получаем постоянные векторы. Очевидно, что 
если функции ф1, . . . ,ф т  линейно зависимы, то при каж дом  
Jo e fa ,  Ь) векторы ф'С^о)» •••» <Рт (*о) т а к ж е  линейно зависимы. 
Обратное неверно, так  как  коэффициенты зависимости векторов 
Ч> (*о)...... Фт (/0) могут зависеть от t0 чего не допускает опреде­
ление 4.1.1.

Пример 4.1.1. Рассмотрим векторные функции

«Рн каж дом  фиксированном /0 векторы q>'(to) и ф2(70.) линейно 
эаисимы, но функции ф'(t), ф2(t) линейно независимы на R, т ак  

ни одна из них не получается из другой умножением на по­
дан ное число.

Щ О д н ак о ,  к а к  показывает д о казы ваем ая  ниже теорема, если 
„.Д ^ и читься рассмотрением только функций, являющихся реше- 

ями какого-либо дифференциального уравнения (4 .1.1), то ли-
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нейная зависимость функций на интервале (а, Ь) эквивалентна 
линейной зависимости их значений при любом фиксированном 
t(=(a, Ь).

Т е о р е м а  4 . М .  Пусть ф1. ..., <рт  : (а, Ь)->-С” — решения урав­
нения (4.1.1). Пусть далее при некотором io^(a, Ь) векторы 
(f'(to), ..., 4>m(t0) линейно зависимы с коэффициентами зависимо­
сти а\, ..., oLm- Тогда функции фx(t), ..., I линейно зависимы 
с коэффициентами зависимости аи ..., а п.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию теоремы сущ ествует нену­
левой набор постоянных ot|, ..., а т  такой, что

Рассмотрим функцию

♦ (/)=* а 1?» ( 0  +  . . . +  а т «р"(0.
По лемме 4.1.1 ф (7 )— решение уравнения (4 .1.1), при этом оно 
удовлетворяет начальному условию \|>(7о,)=0. Этому ж е  условию 
удовлетворяет тривиальное решение уравнения (4.1.1), поэтому в 
силу единственности г|>(7)=0 при всех / е ( а ,  Ь), а это и означает, 
что ф1, ..., ф'" линейно зависимы на (а, Ь)  с коэффициентами з а ­
висимости o i, ..., am. Теорема доказана .

Т е о р е м а  АЛЛ. Любые п линейно независимых решений 
уравнения (4.1.1) образуют базис пространства решений этого 
уравнения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть решения ф1, ..., фп линейно неза­
висимы. По теореме 4.1.1 при каж дом  to^(a, b) векторы фЧМ» 
..., ф"(/о) линейно независимы. Эти векторы образуют базис про­
странства С", следовательно, любой вектор Х оеС '1 может быть 
разложен по элементам этого базиса. Пусть ty(t) — произвольное 
решение (4.1.1). Тогда

t  (/„)=-- а 1?1 ( * „ )+ . . .  +  (t0). (4 .1 .2)

По теореме 4.1.1 решения ф, ф1, ..., фп линейно зависимы с теми 
ж е  коэффициентами зависимости, что и в (4 .1 .2), т. е. при всех 
/е=(а, Ь)

«!*(/)=ai«pI ( / ) + . . .  + a nf * ( 0 . 
что и доказы вает  теорему.

С л е д с т в и е .  Любые п решений, начальные значения которых 
при некотором t0 линейно независимы, образуют базис простран­
ства решений.

Базис пространства решений называется т а к ж е  фундаменталь­
ной системой решений. Функция

*  =  С 1?ЧО +  . . .  +  С„<р" (0  (С , .......С „ е С ) ,  (4 .1 .3)
где ф1, ..., ф" — ф ундаментальная система решений, а Си ..., С„ — 
произвольные постоянные, называется общим решением уравне­
ния (4.1.1). Общее решение обладает следующими свойствами:
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1) при любых комплексных С|, .... Сп (4.1.3) является  реше­
нием уравнения (4 .1 .1);

2) любое решение уравнения (4.1.1) представимо в виде 
(4.1-3).

2. Вещественный базис. Теперь предположим, что матрица ко­
эффициентов P(t) вещественна. Будем рассматривать только ре­
шения с вещественными начальными данными и под линейной 
независимостью понимать линейную независимость над полем 
вещественных чисел. Из проведенных выше рассуждений в ы тек а ­
ет следующее утверждение.

Т е о р е м а  4.1.3. Множество решений уравнения (4.1.1) с ве­
щественной матрицей коэффициентов, удовлетворяющих вещест­
венным начальным данным, образует вещественное п-мерное век­
торное пространство. Любые п линейно независимых (над полем 
вещественных чисел) решений образуют базис этого пространства.

Если рассматривать решения вещественного уравнения (4.1.1) 
с комплексными начальными данными, то вещественный базис 
является базисом и в комплексном пространстве решений по след­
ствию из теоремы 4.1.2. Имеет смысл обратная задача : по данно­
му комплексному базису вещественного уравнения (4.1.1) найти 
вещественный базис. Справедливо следующее утверждение, кото­
рое доказы вается  т а к  ж е , к а к  и аналогичное утверждение для  
линейных уравнений л-го порядка в п. § 2 гл. III.

Если комплексный базис имеет вид
4m= u m-\-ivm,

<р'n = u m — iv m, <р2я+-,„ . . .  <р»,
где

и 1, v l,.. . ,u m, v m, <р2я+1, . . . ,  b)—>R'1,

то функции (4.1.5) образуют вещественный базис
(4.1.1).

§ 2. Фундаментальные матрицы

1. Определитель Вронского. Рассмотрим матрицу Х={Хц},
^ ,/ е С ,  i = l ........  п; /= 1, ..., пг. Множество таких матриц будем
обозначать через 5йл,т. В этом параграфе рассматриваются м ат ­
ричные функции X : (а, Ь)~*ЭЯп-т . Определения свойств таких 
функций и действий над ними получаем с помощью определений 
п. 2 §1 гл. II и п. 1 § 1 гл. III.

Рассмотрим матричное дифференциальное уравнение, по виду 
совпадающее с (4.1 .1):

х = Р ( 1) х ,  (4 .2 .1)

где Р : (a, b)̂ >~ЯП"*"— непрерывная функция.

(4 .1 .4)

(4 .1 .5 ) 

уравнения

9!



О п р е д е л е н и е  4.2.1. Функция Ф : (а, Ъ)^Шпт, диффсренци. 
руемая при всех / е ( а ,  Ь), называется решением уравнения
(4.2.1), если при всех / е ( а ,  Ь)

Ф (/)-=/>(/) Ф(/). (4.2.2)

Т е о р е м а  4.2.1. Матричная функция Ф : (а, Ь)-*- ЯЯпгп явля­
ется решением уравнения (4.2.1) тогда и только тогда, когда ее 
вектор-столбцы ф1, .... фт : (а, Ь)-*-Сп являются решениями соот­
ветствующего уравнения (4.1.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Ф = (ф \  ..., фт ) .  В силу (2.1.2) 
Яф = (Рф1# Яф"*). Отсюда и из (4.2.2) получаем

<р*(/)=Я(/) <?*(/), Л= 1
что и требовалось доказать .

Д ал ее  будем рассматривать только квадратны е матрицы-реше­
ния Ф :  (a, b)-*-SWn-n уравнения (4 .2.1). Функция

(/) =  det Ф (/)

называется определителем Вронского, или вронскианом.
Т е о р е м а  4.2.2. Следующие утверждения эквивалентны:
1) W(t) = 0 при всех t^ (a , Ь);
2 ) W(i) = 0 при некотором t^ (a , b);
3) решения ф1, ..., фп уравнения (4.1.1) линейно зависимы. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Импликация 1)=>-2) очевидна. Импли­

кация 2) =>3) справедлива по теореме 4.1.1, так  как  условие 
W(t) = 0 означает, что столбцы определителя U7(1) линейно лани- 
симы. Наконец, 3)=»-1) т а к ж е  справедлива, т ак  к ак  из линейной 
зависимости столбцов определителя следует, что определитель ра­
вен нулю. Теорема доказана .

Матрица-решение Ф : (а , Ь)-+ЧЯп п уравнения (4 .2 .1), опреде­
литель которой отличен от нуля, называется фундаментальной 
матрицей. Ее будем т ак ж е  называть фундаментальной матрицей 
уравнения (4.1.1). С помощью фундаментальной матрицы Ф (t) 
формулу (4.1.3) общего решения уравнения (4.1.1) можно запи­
сать  в виде

*  =  Ф (/ )С , Се= С». (4.2.3)

Ф ундаментальная матрица, обладаю щая свойством Ф(/0) = £ ,  н а ­

зы вается  нормированной п р и  / =  /0. Если Ф (7 )  — н о р м и р о в а н н а я  
при / = /о фундаментальная матрица, то (4.2.3) принимает вид

л  =  Ф (/)*„, (4.2.4)

где Хо— начальное при t= t0 значение решения х(1).
Пример 4.2.1. Рассмотрим гладкую  плоскую кривую Jt(s) : [О, 

в натуральной параметризации, т. е. в качестве парамет­
ра выбрана длина этой кривой, отсчитываемая от некоторой иа-
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■альнсй точки. Обозначим через t (s )  и n(s) соответственно каса-  
К ь н ы й  вектор и единичный вектор нормали. Так к а к  s =

I _____
^  ty % 2{u)du, то t 2 ( s )  =  1. Дифференцируя это тождество, получа­

ем, что т ' ( s ) r ( s )  = 0 , следовательно, x'(s) — k(s)n(s), где 
Itl’s) :(0 . s0)-+-R. Аналогично, n ' (s) = < x ( s ) t ( s ) ,  причем а = п т =  
e _fix' ——k. Мы получили так  называемые формулы Френе:

х' (s)=- k(s)n(s),
n ' ( s ) =  — k(s)x(s).

Если т и п  рассматривать к ак  векторы-строки, то формулы Фре­
не принимают вид матричного дифференциального уравнения
(4.2.2), где

К •«-(:;:;)■ ™-и, т)-_
Нормированная при s  = 0 ф ундаментальная матрица Ф(Х) имеет 
вид

5  / C O S ,(8) s l n T <S>\ г д е  Т ( 5 ) = Г Л И ) Л .
\ — sin 9 (s ) cos<?(s) / j*

Отсюда вытекает  геометрический смысл коэффициента k(s): это 
угловая скорость вращения касательного вектора (а  вместе с ним 
и нормали) с изменением s; k(s) называется кривизной кривои 
в точке s.

2. Формула Лиувилля. Рассмотрим определитель Вронского не­
которой матрицы-решения Ф ( 0 -  Вычисляя его разложением по 
элементам /-й строки, получаем

* - i

где Wn — алгебраическое дополнение элемента Ф<*. Отсюда сл е ­
дует, что

( / ,/ =  1 ........л).

так к а к  при данном i Wn, от Ф// не зависят. Следовательно,



Так к ак  в силу (4.2.2) и (2.1.2)

ф| / = 2  л л .
А—1

ТО

2
/,А-1 7-1

Согласно свойству определителя

2 И 7 /УФ „ = 0  при / # * ,

Следовательно,

Интегрируя полученное дифференциальное уравнение, находим

Г ( / ) = Г ( / 0) е х р | | ^ ^ ; ( ^ ^ |  . (4 .2 .5)

Формула (4.2.5) называется формулой Лиувилля.
С ум м а диагональных элементов матрицы Р^ЯЛп-п называется 

следом матрицы и обозначается sp Р. Используя это обозначение,
(4.2.5) можно переписать в виде

det ® (/ )= d e t  Ф(/0)е х р  jj sp P (s)d s (4 .2 .5 ')

Формула (3.2.3) является  частным случаем  (4 .2 .5 ) (докаж ите 
это).

3. Пусть Ф ( / ) — ф ундаментальная матрица. Следующая теоре­
ма показывает, что на множестве матриц-решений уравнения
(4.2.1) справедлива формула общего решения, аналогичная
(4.2 .3).

Т е о р е м а  4.2.3.Е сли  Ф (()— фундаментальная матрица, то:
1) при любой постоянной матрице СеЗЯ '1'" функция 

есть решение уравнения (4 .2 . 1) ;
2 ) если Чг : (a, b)-+SW'lm — решение уравнения (4 .2 . 1) ,  то суще­

ствует Ce3R 'l,m такая, что W (t)= 0 (t)C , при этом если V  — фУн' 
даментальная матрица, то С — неособая.
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Д  о к  а з а т е л  ь с т в о .  По формуле (2.1.5)

—  (ФС) =  ФС, 
dt

1 т а к к а к Ф ( 7 )  -  решение уравнения (4 .2.1), то

-* г  ( Ф С ) - ( Р Ф ) С  =  Я (Ф С ), 
dt

что доказы вает  первое утверждение теоремы.
Д л я  доказательства  второго утверждения положим

С(/) =  Ф->(/)Чг(/).

Тогда '¥(t)=Q>(t)C(t). Дифференцируя это тождество по t, по­
лучим
■  Р<Р=ЯФС-(-ФС,

откуда ФС —0. Умножая последнее тождество слева на Ф -1, по­
дучим С 0 Следовательно, С — постоянная матрица. Из опреде­
ления С иытекает т акж е ,  что если *¥(1) — неособая матрица, то 
и С — неособая. Теорема доказан а  полностью.

4. Сопряженное уравнение. Пусть, по-прежнему, Ф(/) — ф унда­
ментальная матрица. Дифференцируя по t тождество Ф _|Ф = £п, 
получим

В  —  (Ф~*)=* — Ф "»Р . (4.2.6)
dt

Обозначим через X* сопряженную с X матрицу, т. е. матрицу, к  
которой Х*,] =  Х )1, где черта означает комплексную сопряжен­
ность. Из алгебры известна формула

Н  (X Y )*= Y*X *. (4.2.7)

В силу (4.2.6) и (4.2.7)

J -  ( ф - 1 ) * =  _ Я * ( / ) ( ф - 1 ) * .

Уравнение

К  x = - P %(t)x  (4.2.8)

Называется уравнением, сопряженным с уравнением (4.1.1) (или 
с (4 .2 .1 )) .  Мы доказали , следовательно, что если Ф (7) — ф унда­
ментальная матрица уравнения (4.1.1), то (Ф -1)*  является фун­
даментальной матрицей сопряженного уравнения (4.2.8).

Пусть Чr(t) — некоторая ф ундаментальная матрица уравнения 
^•2.8). По теореме 4.2.3

Н '  « Р (/ ) - (Ф
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где С — постоянная неособая матрица. Отсюда
« р * (0 = С * Ф “ Ч/)

и (4.2.9)
4 Г * (/ )Ф (/ )= Д ,

где В = С* — постоянная неособая матрица.
Р авенству (4.2.9) можно дать  следующее истолкование. Стро- 

ки матрицы W*(t) и столбцы матрицы Ф(1) являются решениями 
соответственно уравнений (4.2.8) и (4.1 .1). Их произведение есть 
постоянная. Таким образом, к аж до е  решение сопряженного урав­
нения можно рассматривать к а к  линейный функционал на век­
торном пространстве решений уравнения (4.1.1), Другими слова­
ми, множество решений сопряженного с (4.1.1) уравнения обра­
зует  векторное пространство, сопряженное по отношению к про­
странству решений уравнения (4.1.1).

Положим U(t, х) =4?*(t)x. Координатные функции Ui(t, х) 
называются независимыми интегралами системы (4.1.1). Они об­
ладаю т следующим свойством: если ф (7 )— решение (4.1.1), то 
L'i(t, ф(7),)н= const. Это свойство вы текает  из (4 .2 .9).

5. Понижение порядка линейной однородной системы. Предпо­
ложим, что известно m, l ^ m ^ n ,  линейно независимых решений 
Ф1, ..., фm: (a, b)-*-С" уравнения (4.1.1). Образуем матрицу Ф| = 
=  (ф1, . . . ,ф т ) ,  OieSWn'm. По теореме 4.1.1 векторы ф1 (/ ) , ...,фт (/) 
линейно независимы при каж дом  t e ( a ,  Ь), следовательно, ранг 
г(Ф \)= т. Это означает, что для  каж дой  точки / о е (а ,  Ь) можно 
ук а з а т ь  окрестность Icz(a, b), в которой некоторые т  строк мат­
рицы Ф|(/) образуют ненулевой мннор a (t) .  Д л я  простоты пред­
положим, что этот минор образуют первые т  строк матрицы 
Ф|(7). В дальнейшем будем сч. гать /е/ .

Пусть А е 1 л'|,‘ "1 — постоянная матрица, первые т  строк кото­
рой нулевые, а последние п—т  строк образуют единичную матри­
цу Е„-т . Положим

Очевидно, что det S (t)  = a ( t )^ 0 .  В (4.1.1) выполним замену 
x —S(t)y . В результате получим

.P S y = S y + S y .
Т ак  к а к  PS = (PO u РВ), $  = (Рф и 0 ) ,  то

5у=(/>Ф ,, РВ) у — (Р Ф „  0) у = ( 0, РВ) у

(4.2.10)

или

(4.2.11)
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гПолагая у = с о 1 о п (У ,  у2), у'евС", запишем (4.2.11)
в виде

где Q1 • 1-+Шт -п- т , Q i: /-*9Я',_т ' п~т  — известные функции.
Покажем , что интегрирование (4.1.1) сводится к интегрирова­

нию (4.2.13). Пусть V j ( # ) = ( t 7 +I, •••»♦")— фундаментальная м ат­
рица уравнения (4.2.13). Из (4.2.12) находим квадратурам и  пер­
вые т  координатных функций ' ^ +|, . . . .  ^  линейно независимых
решений ^ + ' ( / )  =  со1оп (ф7 +‘, t,""*-1) ........4>«(/)=со1оп
уравнения (4 .2.11). Пусть 4 ^ ( 0 - (Ч т+|. •••• *>")• Очевидно, что 
любые постоянные векторы ф\ последние п—т  коор­
динат которых равны нулю, являются решениями (4.2.11). Пусть
в матрице = ( ^ ‘ ........ фт ) первые т  строк образуют единичную
матрицу Ет . Тогда матрица ЧГ(/) = (ЧГ1, Ч^) является фундамен­
тальной матрицей уравнения (4 2 .11), т а к  к ак  се столбцы я в л я ­
ются решениями этого уравнения по построению и d e t 4 r = 
=  det Теперь фундаментальная матрица Ф (/) уравнения
(4.1.1) находится по формуле 0  = 5 ^ .

Пример 4.2.2. Рассмотрим линейную однородную систему

Система (4.2.14) имеет решение ф1—colon (7, t, t7). Тогда

т- е. замена, приводящая к понижению порядка, имеет вид

yl =Q i (О У2, 

y J = Q 2(/)«A

(4.2.12)

(4.2.13)

x x= t~ 'x x-\-tx2—x 3, 

Х2 = t - lXi — tX2-\-X3,

х 3= х х -\-х2.

(4.2.14)

Здесь
Г »  t
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Дифференцируя эти выражения по / и учиты вая (4.2 .14), получа­
ем систему

У1 =  Уг~*~1Уз,

02= - 2 / у 2 +  2уз, (4.2.15)

У з = ( 1 - / 2)У2 +  ̂ з .
Последние два уравнения системы (4.2.15) образуют самостоя­
тельную систему двух  уравнений, к интегрированию которой и 
сводится интегрирование системы (4.2.14).

§ 3. Подобные матрицы

Рассмотрим однородное уравнение (4 .1.1). Его вид связан с 
выбором определенного базиса в пространстве С". В качестве ба­
зиса можем взять  любые п линейно независимых векторов s ' ,  ..., 
s*. Установим, какой вид принимает (4.1.1) в новом базисе. Пере­
ход к новому базису определяет зам ену x = Sy, S  = (s\ ..., s"). 
Так к ак

y = S ~ 'x = S ~ lPx, 
то в результате получим систему

y = Q (t)y ,
где

Q (/ )= $-•/> (< )$ . (4.3.1)

Если две матрицы Р и Q связаны  с помощью некоторой неособой 
матрицы 5  соотношением (4 .3.1), то говорят, что Q подобна Р 
(запись: Q ~P). Легко проверяется, что отношение подобии есть 
отношение эквивалентности, т. е. справедливы следующие свой­
ства :

1) Р ~ Р  — р е ф л е к с и в н о с т ь ,
2 ) P~Q-*=*’Q ~ P  — с и м м е т р и ч н о с т ь ,
3) P ~ Q ,  — т р а н з и т и в н о с т ь .
Следовательно, свойства решений уравнения ( 4 . 1 . 1 ) ,  к о т о р ы е

определяются теми свойствами матрицы коэффициентов, к о т о р ы е  
являются общими для класса  эквивалентности матриц, подобных 
P(t), не зависят от выбора базиса. Поэтому важ н о  выявить вели­
чины, одинаковые для  всех подобных матриц, и найти н а и б о л е е  
простой вид матрицы для данного класса эквивалентности. Эти 
вопросы решаются в курсах линейной алгебры. Здесь мы к о п о т к о  
изложим основные факты, опираясь на теорему о приведении 
матрицы к жордановой форме.

Л е м м а  4.3.1. Характеристические уравнения подобных * аТ‘ 
риц совпадают.



= d e t  5 _ , det (A — X £ „ )d e t5 = d e t  (A — X£„),
что и требовалось доказать .

С л е д с т в и е .  Определители и следы подобных матриц равны. 
[ Действительно, если характеристическое уравнение матриц А 

и В имеет вид
( _  1)"Х" + . . .  + а я = 0 ,

то
a „ = d e t  i4 =  det В, 

a, =  ( — l ) n_,sp Л =  ( — l^-'spZ?.
1 П режде чем формулировать другие свойства подобных м ат ­

риц, введем терминологию и обозначения. Матрица ЛеЗИ '1-'1 назы­
вается диагональной и обозначается

Л =  diag (Л 1........А,}.

если матрицы 9Rr* г», Бг* = л, k=  1, ..., /, расположены вдоль 
главной диагонали, а все остальные элементы равны нулю. М а т ­
рица ЛеОТ'1" называется верхнетреугольной, если Ац = 0 при i> j, 
и нижнетреугольной, если /4,/ = 0 при j> i.  Диагональ с элемента­
ми At/, j = i+ p  (i=j-\-p), назовем р-й верхней (нижней) диаго­
налью.

Л е м м а  4.3.2. Каждая матрица ЛеЗЯ'1'' подобна матрице

У= d  lag У,}, (4.3.2)
где

y o= d i a g (X,,. . . ,ХР} (4.3.3)

(Xi, ..., Кр — простые собственные числа А),
•/*=Xp+*£'rjt- fZ » ,  k — l (4.3.4)

гДе Zt e 9 R r* г* — матрица, все элементы которой равны нулю, за 
включением элементов первой верхней диагонали, которые рае- 
Ны 1, Xp+ft — кратные собственные числа А. Разным k = l, . . . ,q  
н°гут соответствовать равные между собой Хр+*. при этом если 
кРатность некоторого собственного числа равна I, то сумма г*. 
с°°тветствующих этому собственному числу, равна I.

С л е д с т в и е .  Так как

det У = П  Х„ s p y = 2 x /, 
т° на основании следствия к лемме 4.3.1

d e M = n x /f sp/i =  2 ^ -  (4.3.5)

I Действительно, пусть А ^ № п, B = S - l i4Se9H n,,\ Имеем
det ( 5 - X f „ ) = d e t  ( S - 1A S - \ S ~ ' E nS ) =

4*
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М атрица (4.3.2) называется канонической пли жорданов0ц 
формой матрицы А. Степени (b — Xpi.t )r* называются элемент^  
ными делителями (простыми при г*=»1) ,  матрицы (4 .3 .4 ) — Кл£  
ками Ж ордана.

Д оказательство  леммы 4.3.2 можно найти з курсах  линейной 
алгебры. *

З а м е ч а н и е .  К аж д ая  матрица А подобна матрице

./ *= d lag  [Ja,J\ ........r q\,

где

к̂ к> 6 Ф О» Л = 1 , ...,q . (4.3.6)

Справедливость этого утверждения вытекает  из равенства

J S = S J *, (4.3.7)
Р иаз

где  S = d i a g { l ........1 , 1 , « ..........б" .-1......... 1 , е ..........ьгя~').
Равенство (4.3.7) проверяется непосредственно. Этот резуль­

тат  является  частным случаем общего утверждения, доказатель­
ство которого предлагается в качестве упражнения.

З ад ач а  4.3.1. Д оказать ,  что жорданона форма (4.3 2) подобна 
любой матрице B = d iag{B 0, Ви .... £ ,} , где Ba= JQ, а 
Л = 1, ..., q, — верхние треугольные матрицы, диагональные эле­
менты которых совпадают с диагональными элементами У*, все 
элементы первой верхней диагонали отличны от нуля, остальные 
элементы произвольны.

З а м е ч а н и е .  В формулировке леммы 4.3.2 и далее  исполь­
зовался верхнетреугольный вид жордановой формы матрицы. 
Можно использовать и нижнетреугольный вид жордановой фор­
мы, если под Z* в (4.3.4) понимать матрицу, все элементы кото­
рой равны нулю, за  исключением элементов первой нижней диа­
гонали, равных единице. Соответственно изменяется и формули­
ровка задачи 4.3.1.

Отметим такж е , что в жордановой форме (4.3.2) с о б с т в е н н ы е  
числа, соответствующие одной клетке Ж ордана, имеют о д и н а к о ­
вый номер.

Рассмотрим случай, когда Л е Я " " .  Несмотря на то, что А — 
вещественная матрица, ее жорданова форма, а т а к ж е  матрица S 
в преобразовании к жордановой форме могут оказаться комплекс­
ными из-за наличия у  А комплексных собственных чисел. ЕсЛй 
переходить к комплексным координатам нежелательно, то исполь­
зуют следующий результат.

• Л е м м а  4.3.3. Существует неособая матрица п так0*' 
что A = QIQ~K Здесь / = diag{/0, ..., J q, В0, В ,........ В ,} ; J0, -> U
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дцределены в (4.3.3) и (4 .3 .4), причем им соответствуют вещест- 
°веццые собственные числа матрицы А;

В0—d iag  {Тр+1+j , . . . ,  Трtq+f).

/ г '
0 2 ••• ^2 \

н
0 а Тр+q+i+j Ег ...О г j y = i t>##r> (4.3.8)

1 0 г ^2 Т pt-q+s+J /

/ t e l ,
\ImX*

-ImX*> 
Re кк,

причем в (4.3.8) А,* — комплексные собственные числа.
Доказательство леммы 4.3.3 опускаем. В п. 4 § 5 этой главы  

лемма будет д о казан а  при п = 2, когда матрица А имеет пару 
комплексно-сопряженных собственных чисел. Матрица 1 н азы ва ­
йся вещественной жордановой формой матрицы А.

§ 4. Функции от матриц

1. Матричные ряды. Рассмотрим бесконечную последователь­
ность матриц Ak. Л*е^ЯЛ', я . Будем говорить, что последова­
тельность Ак сходится к матрице А:

l im А„—А,

если ЦЛ—/4*||—*-0 при k-*-oo. Из определения нормы следует, что 
сходимость матриц эквивалентна поэлементной сходимости. М ат ­

ричным рядом называется символ ^  пРнчем говорят, что
* - !

этот ряд  сходится к сумм е f e ЗЯПП, если к  f сходится последова­
тельность частичных сумм S*, где

5 * = 2 Л -
1

Пусть Л е 2Ч'1П. Тогда можно определить степень матрицы А 
Зычным образом: Ак= А  ... А (к р аз ) .

Рассмотрим ряд, называемый степенным:
00

2 a „ A * = f(A ), в , е С ,  
к-0

Г  п
по определению положим А°=ЕП.
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Л е м м а  4.4.1. Пусть A = S -4 S .  Если сходится f(J) , то схо. 
дится f(A ) и

f  (A )= S ~ \ f (У) 5 .  (4.4.1)

Если же f(J )  расходится, то и f(A ) расходится. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеет место формула

(5 -> У 5 ) '= 5 -«У '5 ,  /e=N0,

справедливость которой вытекает  из определения степени мат­
рицы.

Пусть S*(/1) — частичная сумм а р яда  f(A ), тогда

5* М ) = _ £ а ,  (S ~ V S )'=  S - 1 12  j  5 = 5 - * S *  U ) S.

Переходя к пределу при k-+oo, получаем (4.4.1).
Л е м м а  4.4.2. Пусть

y==diag{y0, y , ........Jq).
Если сходятся f( J0), \(JX) ....... \(]q), то сходится f(J )  и

/  (У)= diag {/ (У0), /  (У,)......../  (/в)}. (4.4.2)

Если же хоть один из рядов f ( J k) расходится, то и f(A ) расхо­
дится.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По правилу умножения и сложения мат­
риц частичная сумм а

S* (У) = 2  a /d iag {У£, У,'....... У ') —
О

= d i a g j 2 a , y j ,  2 > ,У ( ........ \ а , У ;
О О О

=  d lag {5, (У0), 5* (У,)....... 5* (У?)}.

Переходя к пределу при k-+oo, получаем (4 .4 .2 ) .
Рассмотрим числовой ряд

оо
f  (z ) — 'Si a,z‘ , С, г е С .

о
Пусть р — радиус сходимости этого ряда . Как следствие лемм
4 .4 .1  и 4 .4 .2  получаем следующий результат.

Л е м м а  4.4.3. Если все собственные числа к,, ..., Л„ матри­
цы А простые, то при |Я*|<р, я, ряд f(A ) сходится и

f ( A )= S ~ t  d iag{/(X ,)....... /(X„)}S;
если же существуют такие, что |>.;|>р, то ряд f(A ) расходи тся. 
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Действительно, по лем ме 4.3.2 A=S~4oS, где /o= d iag  {Xi, ...,

При наличии кратных собственных чисел матрицы А необхо- 
-нмо рассмотреть \(Jk), где /* — клетка  Жордана (4.3.4).

Л е м м а  4.4.4. Если ] к — клетка Жордана (4.3.4), |Х„+*|<р, 
то ряд 1 (h )  сходится и

/< А ) =

^ / (Х р+*) f'ibp in)  ••• (гц— I ) !

О ' f  (Хр+д) . . .

о о ...
(4.4.3)

Если же |ХР+*| > р, то ряд f( J k) расходится.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим частичную сум м у

S l ( J ) ^ a i (\Er +  Z )1 (4.4.4)
J-o

(в (4.4.4) индекс k для  кратности опущен). Так к а к  £ ,  и Z ком­
мутируют, поскольку ErZ = ZE,=Z, то справедлива формула

(X£-r +  Z ) '  =  2 C/X'“ ' Z/-
1 - о

Непосредственным умножением легко проверить, что Z 1^ / ^ г  — 
матрица, все элементы которой равны нулю, за  исключением эле­
ментов /-й верхней диагонали, которые равны 1, а при f ^ r
2, » 0 e W ,r. Тогда

V  i\‘~l

(XE, +  Z ) '= I  О X'

/ ( f - l ) . . . ( / - r +2)  ?/_ r4., \
( г - 1)1 

l ( / - l ) . . . ( / - r  + 3) w_r+1 
( r -  2) !

___ , 0  0
Отсюда и из (4.4.4) имеем

Sl(^p+k) S l (Xp+k)

X'

SiU„) =

(fk

0

0

S i (Xp+*) 

0

s\r*~2)a P„ )
( ' * -  2)1

S i  (Xp+*) /
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Переходя к  пределу при /->-оо, получаем (4.4.3).
Результаты  сформулируем в виде теоремы.
Т е о р е м а  4.4.1. Если А./, /=•/,.... п — собственные числ пат­

рицы A, U -  степенной ряд и |Х,|<р, то f(A ) сходится шчем 
](Ki) являются собственными числами матрицы 1(A).

Действительно, по лемме 4.4.1 если Л~У,  то f(A)~[(J). 
В силу лемм 4.4.2 и 4.4.4 f( J )  имеет верхнетреугольный вн-с чис­
лами f(U ). ..., f(k„) по главной диагонали. Следовательно.\(U), 
—. l(K )  — собственные числа матрицы f(J) .  а значит и ffli

З а м е ч а н и е ^  П у с т ь ,/ е С  Рассмотрим f(tA). Так кк Л = 
—о /л, то tA = S  ‘(tJ)S . На основании лемм 4.4.1 и 4.4.2

/ ( M ) = 5 - 1d ia g { / (/ y 0), / (/ У , ) , . . . ,/ (/ У в)}5 . (14.5) 
По лемме 4.4.2

/  (//0) = d i a g  {/ (А ,) ......../  (/Хр)}.

Д л я  вывода формулы f( iJk) заметим, что t J k= t\p+llFr^tZk, 
причем (tZk)i — матрица, все элементы которой равны нш, за 
исключением элементов /-й верхней диагонали, равных i при

1» а при j ^ r k(tZk)! = 0 е ® л*'л*. Отсюда, к ак  привыво- 
де (4 .4 .3), получаем

т

f  t f  ().p+kf) t ' k 1 л

о о

(4.4.6)

2 . Экспоненциальная функция матрицы. В качестве примера
рассмотрим степенной ряд

V  —  Л*. к ! Ц.4.7)

Так к ак  радиус сходимости соответствующего числового рца

к I

равен бесконечности, то по теореме 4 .4.1 ряд  (4 .4 .7 ) сходится при 
всех А. С умма ряда (4.4.7) называется экспоненциальной функ­
цией (экспонентой) и обозначается через еА, если ехр{Л).

Если А и В коммутируют, то верна формула

А съВ (4.4.8)
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Справедливость формулы (4.4.8) вы текает  нз ее справедливости 
для чисел, т. е. для  случая Age С, B e  С, т ак  как  если АВ = ВА, 
то коэффициенты ряда  еА+в для  чисел и для матриц выражаю тся 
через коэффициенты рядов еА и ев по одинаковым формулам.

3. Логарифм матрицы. Под логарифмом матрицы подразумева­
ется функция, обратная к  экспоненциальной функции, т. е. 
f l e 2Rnn называется логарифмом Л е9Л п,п и обозначается через 
Ln А, если ев = Л. К ак  известно, при л = 1

Ln Л=1п| .4| +  z'arg Л +  2Ал/, 4 e Z .

Т е о р е м а  4.4.2. 5сли А — неособая матрица, то Ln Л суще­
ствует.

Д о к а з а т е л ь с т в о  разобьем на этапы.
1) Пусть A = S ~ 4S  и L n / существует. Тогда Ln Л существует 

и можно положить Ln Л = S - , ( L n Действительно, на основа­
нии леммы 4.4.1, примененной к экспоненте, имеем

exp{Ln Л}= S ~ l exp {Ln J )  S = S ~ 1J S — A.
2) Пусть / = d i a g  {/<,, J\...... /,} и Ln J jt j = 0, 1, . . . , ? ,  сущест­

вует. Тогда можно положить

L n 7 = d i a g  {Ln J Q, L n 7 , ,  . . . , L n y e}.

Действительно, по лемме 4.4.2
exp {Ln y } = d i a g  {exp {Ln У0} , . . . ,  exp {Ln y ,} } = d ia g  {У0, У q} = J •

3) Пусть У — ж орданова форма матрицы Л. По доказанному, 
поскольку собственные числа Л отличны от нуля,

Ln y 0= d i a g  {Ln X,........Ln X,},

причем можно выбирать любую ветвь I.nX/, /= 1, ... 
строим логарифм клетки Ж ордана /*, к — \, .... q. 
кратности индекс к, имеем

р. Теперь по- 
Опуская для

J = kE,-\-Z, У( 

Положим, по определению,

ХфО.

и / = и х . £ , + 2 ( - » * +' т ( т  z )‘ (4.4.9)

где можно взять  любую ветвь LnX. Так к ак  при K ^ r Z* = 0, то в
(4.4.9) ряд  в правой части сходится. Осталось д оказать  формулу

Л
10)
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Согласно формуле (4.4.8) (которая здесь применима) левяп „
(4.4.10) равна Я Часть

ехР X Ег) -exp ^  ( -  1,*+«±  ( J L  Z J j  . (4 4 ,

По доказанному в п. 2)

exp{LnX-Zf,} =  exp{Ln Х}£'/.=Х£’, .  (4 4 ,2)

Д алее , по определению экспоненты

“ Р { | < - " * т ( т  Z ) * H ' + | т г  [ |  < -  " *  т ( т  г ) ‘

(4.4.13)
Если Z — комплексное число, то известно, что результат подста-00 оо
повки ряда  и =  у  в р я д У - L t t '  есть раз-

* - i  '  • i - i  
ложение функции

« p { l n ( l + f ) } - l = f  . 1

Так к ак  при Ze9Rr,r коэффициенты при степенях Z в правой час­
ти ряда  (4.4.13) вычисляются по тем ж е  формулам, то

ехр
| ( - , ) , + ' т ( т г ) 1 = £' + т г -

Отсюда и из (4.4.11) и (4.4.12) вытекает  (4.4.10). Теорема дока­
зана  полностью.

З а м е ч а н и е .  Так к ак  Ln Я*. k=  1........ п — многозначная функ­
ция, то и Lri/4 определяется не единственным образом. Однако 
из доказательства формулы (4.4.10) следует, что при вычислении 
логарифма каждой клетки Жордана следует рассматривать одну 
и ту  ж е  ветвь логарифма собственного числа.

С л е д с т в и е .  Если fa, t = 1, ..., п — собственные числа матри­
цы А, то 1_пЯ/ — собственные числа LnA. Кроме того, собствен­
ному числу Ln fa матрицы Ln А соответствуют элементарные дели­
тели тех же кратностей, что и элементарные делители собствен­
ного числа fa матрицы А.

Действительно, если A ~ J ,  то Ln /4 ~ L n  /. Пусть / — жордано­
ва  форма. Тогда по формуле (4.4.9) L n / — верхнетреугольна
матрица с числами LnA.|........ LnX„ по главной диагонали. СлеД
вательно, Ln ..., LnXn — собственные числа LnA.  Кроме то » 
к а ж д а я  матрица Ln/*, £ = 1, ..., q, удовлетворяет условиям за**] 
чи 4.3.1, откуда и следует, что кратности соотьетствующих эД 
ментарных делителей / и Ln / совпадают.
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а/я

.  < линейные однородные системы
I постоянны м и коэффициентами

о эТом параграфе рассмотрим систему (4.1.1) в предположе­
н о  матрица коэффициентов P (t) постоянна. 

нИИ{ ф у н д а м е н та л ь н а я  матрица. Итак, рассмотрим уравнение

х = Р х ,  (4.5.1)

у • ц > Сп, Р^ЧЯп'п- 
^ Т е о р е м а  4.5.1. Матрица е 'я является фундаментальной мат-
пиией уравнения (4 .5 .1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего покажем, что функция е'р 
является решением уравнения (4.5.1). Используя (2 .1 .4), находим

J _ ( e <p)= M m  —L  [е<'+А/)Р —e 'p] =  lim f J -  &“ Р- Е я )1 е- 
Л  А/-.0 Дt А/ J

Отсюда и из определения экспоненты имеем

—  е 'р= Я е " \  
dt

что и требовалось доказать  по определению 4.2.1.
Далее, при / = 0 е,р = Еп — неособая матрица, следовательно, 

матрица е(Р — неособая при всех / e R ,  т. е. е‘р — ф ундаменталь­
ная матрица. Теорема доказана .

С л е д с т в и е .  По формулам (4 .2 .3), (4.2.4) общее решение 
уравнения (4.5.1) имеет вид

х = е ,рС ( С е С « ) ,  (4.5.2)

а Решение с начальными данными (70, х0) — следующий вид:
х = е ( ‘- ' ‘>рх 0. (4.5.3)

2. Структура фундаментальной матрицы. Д ля  того чтобы найти 
Фундаментальную систему решений уравнения (4 .5.1), нужно з а ­
кисать в явном виде вектор-столбцы матрицы е '“ или какой-либо 
дРУгой фундаментальной матрицы.
лемм С4*4 P = SJS~l> гДе У — жорданова форма матрицы Р. По 

elp= S e u S~l, или е 'р5  =  Se,J .
Сог
йат^ асно теореме 4.2.3 e ,pS  — фундаментальная матрица. Следо- 

Достаточно записать в явном виде столбцы матрицы 
гра<ьГ~ е,/- Используя замечание в конце п. 1 предыдущего пара-

v  • находим



е " *  =

е 'хр+* /e ' V * Л -1  /Xе />+»

О 4e ' V *  . . .  — — ------ е а />+*
(г* — 2) 1

V О О . . .  e'VM
Обозначим вектор-столбцы матриц Ф (7 )  и S  через ф'С/), .... фп({) 
и s ' ...... sn соответственно. Умножая e,J на S  слева, получим

< р '(/ )= $ 'е У ,  / '=  1........р; (4.5.5)
(pP + r 1+...+/’, _ 1 +  l ( / ) _ s P + r 1+... +  rJk_ 1 +  le »/,+ft^  

? P + r 1+...+ rJk_ , + 2 ( / ) = : ^ s p + r 1+ . . .+ r t _ 1+ i_ | _ s Pf<-1+ ...+ rJk_ 1+ 2 j e xp+Jkf >

(4.5.6)

fP+'.+...+r (  Л  1 v + r ,+ . . .+ r k _ l +1‘ +  . . .  +  sp+,,+- +r* ) e W ,

A =  1 , . . . , 9 .

Семейство решений (4.5 .6), соответствующее к аж д о м у  k=\, q, 
будем назы вать группой решений. К аж дом у  кратному корню мат­
рицы коэффициентов соответствует столько групп решений, сколь­
ко различных клеток Ж ордана соответствует ем у в жордановой 
форме.

Если все собственные числа Р простые, то фундаментальная 
система решений имеет вид (4 .5 .5). В этом случае коэффициен­
ты при экспонентах оказываю тся постоянными векторами. Они 
постоянны и в том случае, когда имеются кратные собственные 
числа, но все элементарные делители простые, т. е. когда жорда­
нова форма J  диагональна.

Векторные коэффициенты s 1, ..., sn в формулах (4 .5.5), (4 .5.6) 
можно найти из условия P S = S J. Имеем

P s l  =  \js*, j =  1...... р ,
p s P + rl+ ...+ rJ, _ 1+ l==^  ^ +r 1+...+ rt _ ,+ l>

p s P+ rl + ...+ rA_ 1+2= : ^ ^ +r,+ ... + r 4 _ 1+2_j_s p +r ,+ ...+ r J, _ i  + l

(4.5.7)

Psp+r,+—+rA=s^ +tSp+/1+...+rik_j_sp+r,+...+rJk- Ii

k ' 1 I ...| f .
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При этом векторы s\ .... sn должны образовывать неособую мат-

^Я1Общее решение уравнения (4.5.1) имеет вид

W c * 1 (О +  •.. +  £«?"(*>. С „ . . . , С я е С ,  (4.5.9)

гпе ф' —. Фп определяются формулами (4.5.5) — (4.5.8).
Из формул (4 .5 .5), (4.5.6) можно получить часто используе­

мую оценку нормы фундаментальной матрицы Ф (t) уравнения 
(4 5 .1): существует постоянная К > 0  т а к а я ,  что если X>ReX/. 
!=  1, ..., п, то при всех О

||Ф(/)11<Яеи . (4.5.10)

Действительно, из (4.5 .5), (4.5.6) заключаем, ч»и при / ^ 0  
е _ и ||Ф(0 1|*=1)е-х ,Ф(/)|| <АГ,

откуда и следует (4.5.10).
3. Метод Эйлера. Из формул (4.5.5) — (4.5.9) вытекает следую­

щий практический метод нахождения общего решения уравнения
(4.5.1). ^

Пусть X/, f = l ,  ..., т  — различные, собственные числа матрицы 
коэффициентов Р кратности Л,. К аж дом у fa сопоставляем функ­
цию

<p'(/)=Q'(Oev , / =  1........т ,  (4.5.11)

где Q'(t) — векторная функция, к а ж д а я  компонента которой по­
лином степени не выше kt— 1, с неопределенными коэффициента­
ми. Условие, согласно которому q>l(t)  — решение уравнения
(4.5.1), получаем в результате сокращения на е*г< соотношений 
Для нахождения неопределенных коэффициентов в виде линей­
ной системы из nki уравнений, которые оставят k, из них произ­
вольными, остальные будут вы раж аться  через них единственным 
образом. Общее решение принимает вид

( 4 5 1 2 )1

Описанный метод построения общего решения называется мето- 
а°-« Эйлера.

Рассмотрим случай, когда матрица коэффициентов Р вещест- 
М ^й ^  помои1ьк> метода Эйлера или по формулам (4.5.5) — 
цц ) можно построить фундаментальную систему решений, но 
Фи наличии у  р  комплексных собственных чисел она содержит 

т Плексные решения. Чтобы перейти к вещественной фундамен- 
п '2Ьн.°й системе решений, следует воспользовался  результатами 
Ная 1 Гл' 1V- Из (4.5.5) — (4.5.8) заключаем, что фундаменталь- 

система решений (4 .5.5), (4.5.6) имеет вид (4 .1.4), поэтому,
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отделяя вещественные и мнимые части решений, найдем вещест. 
венную фундаментальную систему решений (4 . 1.5 ) .

Пример 4.5.1. Найти общее решение системы

Характеристическое уравнение матрицы коэффициентов имеет вид

Следовательно, ее собственные числа a.| =  3 + 2 i, ?.2 =  3—2i. Так как 
собственные числа простые, то, используя (4.5.5) и (4 .5 .7), полу- 
чаем формулы для  фундаментальной системы решений ф1, ф2:

В к ачестве ф2(/) можно взять  комплексно-сопряженный вектор 
ф ' ( 0 -  Однако для  получения вещественной фундаментальной сис­
темы решений достаточно знать ф '(7) . Отделяя вещественную 
и мнимую части в решении

e 3<cos 2/ - f  /es/s ln 2/ \
\ еу (cos 2t-\-2 sin 2t)-}-/es< (sin 2/ — 2 cos 2/)/ 

получаем вещественную фундаментальную систему решений 
, / e s< cos 2t \ I e 3< sin 2/ \

\ e 3, ( c o s 2/4 - 2 s in 2/) / ’ \ e " ( s ln 2/ — 2 cos 2t J ’
По формуле (4.1.3) находим общее решение:

• * = e 3/(C, cos 2/-|-C2sln2/),

у = e 3' I(С, -  2Сг) cos 2t +  (2C, - f  C2) sin 2/].
Пример 4.5.2. Решить систему

x = 2 x + y + z .

x —\ x  — y, y= 5x-\-2y . (4 .5 .1 3 )

откуда s2= ( l —2i)si. Положив S| =  l ,  найдем

y = —z — 2x, 
z= y-\- 2x-\-2z.

(4.5.14)
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Матрица коэффициентов имеет вид
,  2  1 К  

Р = ( -  2  О - I I .
\  2  1 2/

Несобственные числа A.J = 2, Xj = >.j = 1. Будем решать систему
(4.5.14) методом Эйлера.

Решения, отвечающие простому собственному числу Х\ — 2, 
ищем в соответствии с (4.5.11) в виде

x = s le, , t y = s 2e2', z ^ s # 2*. (4.5.15)
Подставляя (4.5.15) в (4.5.14) и сокращ ая на е2', получим следу­
ющую систему уравнений для определения N|, s 2, *з-

2sj =  2 s, -f-Sj ! '  .

2s ,  =  — 2s, <t.
2s3= 2 s , - j - s , - f  2 s„

откуда s j = —2s , ,  s3= 2s i ,  Si — произвольно.
Решения, соответствующие двукратному собственному числу, 

ищем согласно (4.5.11) в виде
х =  ( a , - f a 2/)e',
y = (b l + b j ) e , t
* = ( £ ,  + СгОе'.

Подставляя в (4.5.14) и сокращ ая на е*, получаем
а\ -Ьа2= :2л, а2= ‘2л2-\-Ь2'\-с2,

Ьх ~\~Ь2===—2д, — с,, Ь2—- 2 ^  с2 *
с, -\~с2— 2e ,  -\-b\ -f- 2с , ,  c2‘==tl(i2-\-b2-\-,2,c2.

Из второго и четвертого уравнений находим: 02 = 0 , Ь2 + с2 = 0 , из 
первого и третьего: a i 4-b 2 = 0, из пятого с учетом предыдущих со­
отношений: C\ = b2—Ь|. Следовательно, множество решений, соот­
ветствующих А.2= Х з= 1, задается  формулой

х — —
y = ( 4 I + V ) e ,.t (4.5.16)

z = (b 2—bl — b2t)e l.
Суммируя (4.5.15) и (4.5.16), получаем общее решение системы
(4.5.14):

х=С1е * -С 2е‘, 
г/ = - 2С1е2<+ ( С , + С 2/)е '.  

z --= 2С ,е"  +  (С2-  С , -  С ^ )  е ' ,  
гАе С,, С2, C j — произвольные постоянные.
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4. Траектории линейных систем на плоскости. Линейные систе- 
мы с постоянными коэффициентами являю тся автономными систе! 
мами. Поэтому для  них важ н ой -задачей  является  изучение тра. 
екторий в фазовом пространстве. Рассмотрим этот вопрос дЛя 
вещественных Р в простейшем случае л = 2, причем предположим 
что det РфО. При этом предположении система имеет единствен­
ное положение равновесия в начале координат. С помощью ли­
нейного неособого преобразования x = S y  приведем систему (4.5.1) 
к  виду

y = J y ,  -  (4.5.17)
где / — жорданова форма матрицы Р. В зависимости от виДа соб­
ственных чисел имеют место различные случаи.

Рис. 7 Рмс. 8

1) Хь Х2 вещественны, различны и Х|Хг>0. В этом случае 
/ = d i a g  {Х|, Х2}. Параметрические уравнения траекторий таковы:

У1—Се^‘ , у 2= С 2е х*<, < e R ,

где  Сь Сз — произвольные постоянные. Координатные полуоси 
являю тся траекториями, соответствующими Ci = 0 или С2 = 0. При 
С1ФО, ( 2̂т^ 0

( t H t r -
Картина расположения траекторий при |X2|>|Xi|, имеющая спе­
циальное название — узел, изображена на рис. 7 .

2) Х|, Х2 вещественны и XiX2< 0 . Полученные в случае узла 
формулы сохраняют силу. Соответствующая геометрическая кар* 
тина, назы ваем ая  седлом, изображена на рис. 8 .
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№. 3) fa и X2 — комплексно-сопряженные. Пусть Xi = a  + ip, Х2 = 
a __ie, р> 0 . В преобразовании x = Sy  S  = (V , s2), где s' и &; — 

линейно независимые собственные векторы, соответствующие Х| и 
«- Так к ак  Р вещественна, s 1 и s2 можно выбрать комплексно-со­
пряженными. Тогда и «/i = i/2. Чтобы не рассматривать комплекс? 
ных решений, положим i/i = Zi + JZ2, J/2=Zi—/г2, а в качестве фазо­
вой плоскости возьмем плоскость 0 z i z 2. Переменная 2 —colon (Zi, 
-г) связана  с х соотношением

x = S y = S T z —Qz, (4 .5 .18)

где

■s2)).

Следовательно, Q — вещественная неособая матрица. Преобразо­
вание (4.5.18) приводит (4.5.1) к виду

Z i= o Z i — (4 .5 .19)

2 2 =  P*l +  a z 2,
где матрица коэффициентов образует вещественную жорданову 
форму (4.3.8) матрицы Р. Действительно,

z ,  ( y i  у2) = ~ !г  К a  +  *?) У\ +  ( °  — ^1 =  a z i — PZ2- 2 * •
Аналогично получается и второе равенсгзо (4.5.19).

Введем полярные координаты z t =  r cos ср, z2= r  sin q\ г ^ О ,  или

У\=гъ‘9, уг=ге~ {*.
Имеем

yt =  ге‘*+ /ге,т<Р= ( a  +  р/) ге‘*.
Отделяя вещественные и мнимые части, получим

г —а г> <р=Р- (4.5 .20)

Следовательно,
г ( / ) = г 0е*<1, ? (/) =  Р/ +  ? 0-

При афО ГоФО траектории образуют спирали (рис. 9 ) .  Такое рас­
положение траекторий называется фокусом. При ос = 0, гоф 0  все 
траектории — окружности. В этом случае получаем центр. В сл у ­
чае центра все решения системы (4.5.1) — периодические с перио­
дом 2л/р, что, впрочем, легко видеть и из формул .5.5).
• Д л я  того чтобы уяснить картину расположения траекторий в 

фазовой плоскости Oxijc2 системы (4 .5 .1), следует иметь в виду, 
к Что преобразование, которое было использовано при переходе от
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(4.5 1) к (4.5.17) или (4.5.19), e cu  аффинное преобразование 
плоскости, оставляющее неподвижны» начало координат. Оно со­
стоит в повороте на некоторый угол вокруг начала координат и 
в сжатии (растяжении) относительно двух взаимно перпендику­
лярных осей. При этом прямые пероодят в прямые, окружности 
превращаются в эллипсы.

Случай Х|=Хг предлагаем рассмотреть самостоятельно в к а ­
честве упрахнения. Здесь возникают два 
подслучая I зависимости от вида матри­
цы У.

§ 6. Линейные однородные системы 
с периодическими коэффициентами

В этом параграфе рассматривается 
уравнение

i= P (/ ) J t ,  (4 .6 .1)

где x(t) : R->-C\ а функция P(t) : R-+- 
-►эдп.л удовлетворяет условию P(t+<a) =  
= Р ( 0 ,  со>{, ври всех / e R .  Такие мат­

ричные функции будем называть периодическими с периодом со или 
<о-периодическими. Результаты , которые будут здесь изложены, на­
зываются теорией Флоке.

1. Фундаментальная матрица.
Т е о р е м а  4.6.1. Каждую фундамттшную матрицу уравне­

ния (4.6.1) можно представить в виде

Ф (1)—G(t)4*, (4 .6 .2)

где G : R—►SW'1" — ш-периодическая маща, /?еЗИп,п — постоян­
ная матрица.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Нусть Ф(7)-ф ундаментальная матри­
ца уравнения (4.6.1). Тогда и матрица ?(/) = Ф(7 + со) т а к ж е  я в ­
ляется фундаментальной матрицей уравнения (4 .6.2). Действи­
тельно,

Ф «  +  ®) =  Р  (/ + « )  **(/■!-“),
а в силу со-периодичности Р (1) и опрдоения W (t) отсюда сле­
дует, что

*(/)=»/>(/) ГМ .

Кроме того, функция Чr (t) — неособая яра всех /, т а к  к ак  Ф(/) — 
неособая функция. По теореме 4.2.3 существует неособая матри­
ца fleSW"-" т акая ,  что при всех t

Ф(* +  “0 =  Ф(/)Я. (4.6.3)
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По теореме 4.4.2 В имеет логарифм. Положим 

/? =  — LnB,  0 (/) =  Ф ( / ) е - 'д .
О)

Тогда (4 .6 .2 ) выполняется автоматически, и остается доказать , 
что G(/ + <d) =  G(/). Имеем

G (/-(-«)) =  ф (/ - f  w) е-<,+“>*= Ф (О Be-~Re~,R.

Так к ак  Be~uR = En, то
0 ( / + « ) = Ф ( / ) е - ‘ * = 0 ( / ) .

Теорема доказана .
2. Мультипликаторы и характеристические показатели. Посто­

янная матрица В, определенная формулой (4 .6.3), называется 
матрицей монодромии. Она определяется с помощью фундамен­
тальной матрицы Ф(Т), которая не единственна, поэтому и м а т ­
рица монодромии не определена однозначно. Пусть O i ( 0 — дру ­
гая ф ундаментальная матрица уравнения (4 .7.1). Определим с ее 
помощью матрицу монодромии В\:

Ф1 (/ +  ш) =  Ф ,(/ )В ,.

По теореме 4.2.3:
Ф1(^) =  Ф (/)5 , d e t S ^ - 0 .

Следовательно,
Ф (/ + ш )5  =  Ф (/ )5 В 1.

Сравнивая это выражение с (4 .6 .3), заключаем, что
B = S B xS~ l.

Таким образом, все матрицы монодромии подобны. Часто матри­
цей монодромии называют ту, которая порождается нормирован­
ной при / = 0  фундаментальной матрицей Ф(/). Тогда из (4.6.3) 
имеем

В =  Ф(и>). (4 .6 .4)

Собственные числа Ц|,..., Ца матрицы монодромии называются 
мультипликаторами уравнения (4 .6 .1), а собственные числа X i, ..., 
А„ матрицы R из теоремы 4.6.1 — характеристическими показате­
лями. Из определения R на основании следствия к  теореме 4.4.2 
имеем

А* — ■ Ln (А/, у  1 , . . . ,  л ,
U

при этом простым мультипликаторам соответствуют простые х а ­
рактеристические показатели, а кратным мультипликаторам — ха-
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рактеристические показатели с элементарными делителями той 
ж е  кратности. Отмети* также, что характеристические показатели 
определены с точностью до 2kni, fceZ  (с учетом замечания к тео­
реме 4.4.2). Из (4.6.4) и формулы Лиувилля (4.2.5) следует, что

det Д=ехр || sp P (t)d t

или

sp P (t)d t (4.6.5)

Пример 4.6.1. Рассмотрим дифференциальное уравнение второ­
го порядка

x + p ( t ) x = 0 , (4.6.6)

где p(t) — ш-периодическая вещественная скалярн ая  функция. 
Мультипликаторами уравнения (4.6.6) будем назы вать мульти­
пликаторы соответствующей линейной системы, т. е. системы

ii=JE* x 2 =  - p ( t ) x x. (4.6.7)

Система (4.6.7) является частным случаем системы (4 .6 . 1) при

Р(1)=-I 0 ч\ - Р М  о/
Так к ак  s p P ( / ) — 0, то в силу (4.6.5) произведение мультиплика­
торов равно единице:

(4.6.8)

Мультипликаторы являются собственными числами матрицы
/?,(ш) «р2(и») \

* <■ ) = .
fi(«>) /

где ф ! ( 0 — решение уравнения (4 .6 .6), удовлетворяющее началь­
ным условиям ф|(0 ) =  1, ф,(0) = 0 , а ф г(/ )— решение уравнения
(4.6 .6), удовлетворяющее условиям ф2( 0 ) = 0 ,  ф2 (0) =  1. Пусть

Н1 —2я *  ! Ь= 0 (4.6.9)

характеристическое уравнение для  определения мультиплика­
торов. В силу (4.6.8) &=1. Поэтому (4.6.9) принимает вид

I»3—2 a j i- j-1 = 0 ,



. Название «мультипликатор» (множитель) объясняется следую­
щей теоремой.

Т е о  р е м а  4.6.2. Число ц является мультипликатором уравне­
ния (4.6.1) тогда и только тогда, когда существует ненулевое ре­
шение ф (t) этого уравнения такое, что при всех t

<p(/-|-<o)=ti<p(/). (4 .6 .11)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно (4.6.4) утверждение, что число 
^ есть мультипликатор, эквивалентно существованию ненулевого 
хсе С ,  такого, что

Ф (“>)^0= ^ 0. (4 .6 .12)

По формуле (4.2.4) решение ф(/), удовлетворяющее условию 
ф(0 ) = * о ,  имеет вид

<р(О =  Ф (О * 0.
отсюда

<р(/ +  ш) =  Ф(/)Ф(<®)^о. 
т. е. (4.6.12) эквивалентно

?  (/ +  ш) = (О ■*<,=р? (/).
Итак, утверждение «р, есть мультипликатор» _ эквивалентно 
(4.6.11). Теорема доказана.

3. Структура фундаментальной матрицы. Пусть R = S JS ~ l, где 
R — из формулы (4 .6 .2), / — ее ж орданова форма. По лемме
4.4.1 и теореме 4.6.1

Ф ( / ) = С ( / ) 5 е " 5 - « ,  
или (4 .6 .13)

Ф, (/ ) = O i (/ ) e " ,

где OS — фундаментальная матрица, Gi =  GS — «-периодиче­
ская матрица. Обозначим через ф‘ ( 0>—» Ф"( 0  и g ’ ( 0 » —• £" ( О 
вектор-столбцы матриц Ф1 и G\ соответственно; ф‘ ( 0 * —»ф "(0  об­
разуют фундаментальную систему решений, g l ( t ) , . . . , g n \t) ш-пе- 
рнодичны. Матрица еи  имеет вид (4 .5 .4), где Xi . . .Д Р+, — характе­
ристические показатели уравнения (4 .6 .1). Из (4.6.13) и (4.5.4) 
Получаем

<P/( 0 = i ? /( 0 e ' 4  (4 .6 .14)

<р»’+'*+-•+/■* e ' x*+*,

k = \ , . . . , q .  ( 4 .6 .1 5 )
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Из этих формул видим, что в структуре фундаментальной матри. 
цы линейной системы с периодическими коэффициентами харак- 
теристические показатели играют ту  ж е  роль, что и собственные 
числа матрицы коэффициентов в структуре фундаментальной мат­
рицы линейной системы с постоянными коэффициентами.

4. Приводимость. Из формулы (4.6.2) следует, что фундамен­
тальная матрица уравнения (4.6.1) представляет собой произ­
ведение неособой матрицы G (t) на фундаментальную матрицу 
системы

x = R x  - (4.6.16)

с постоянными коэффициентами. Естественно поэтому ожидать, 
что замена

x = Q ( t ) y  (4.6.17)

преобразует уравнение (4.6.1) в уравнение (4.6.16).
Действительно, из (4.6.17) имеем

Р О у = О у + О у .  (4.6.18)

Так к ак  G— Фе_,я, то

О = -  Фе-'*/? =  РО — OR. *

Отсюда и из (4.6.18) имеем y = R y .  Таким образом, доказан а  сле­
дую щ ая теорема.

Т е о р е м а  4.6.3. Существует линейная замена переменных
(4 .6 .17), где G (t) :  R-HK"-" — функция класса С 1, ш-периодическая, 

матрица G ( t ) — неособая при всех /, переводящая уравнение
(4.6.1) в линейное уравнение с постоянной матрицей коэффици­
ентов, собственные числа которой суть характеристические пока­
затели уравнения (4 .6 .1).

Это свойство уравнения (4.6.1) называется приводимостью.
З а м е ч а н и е .  Матрицы G (t) в замене (4.6.17) и R в (4.6.16) 

комплексные. Они могут оказаться  комплексными т ак ж е  и в том 
случае, когда P(t)  — вещественная матрица. Это объясняется тем, 
что хотя матрицу монодромии в этом случае всегда можно вы­
брать вещественной, но ее логарифм у ж е  не обязан быть вещест­
венным (примером такой матрицы является  отрицательное чис­
ло ).  Поэтому если мы хотим привести уравнение (4.6.1) с вещест­
венными коэффициентами к вещественной ж е  системе (4 .6.16), а 
матрица монодромии не допускает вещественного логарифма, то 
поступаем следующим образом.

Рассматриваем  P (t)  к ак  матрицу с периодом, равным 2<о. По 
этому периоду строим матрицу монодромии. Так к ак

Ф ( / + 2ш) =  ф (/ +  и,) В = Ф (/) В2,
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то матрица монодромии по периоду 2ш равна квадр ату  матрицы 
монодромии по периоду ш. Можно доказать  (см.: Гантмахер Ф. Р. 
Теория матриц. М., 1967), что если В — вещественная матрица, то 
я* имеет вещественный логарифм. Следовательно, для веществен­
ного уравнения (4.6.1) всегда существует вещественная замена
(4.6.17), где G ( t) — вещественная неособая при всех / 2<о-перио- 
дическая матричная функция класса  С 1, переводящая уравнение
(4.6 . 1) в уравнение с постоянной матрицей коэффициентов.

§ 7. Линейные неоднородные системы

1. Общее решение. Рассмотрим линейное неоднородное диффе­
ренциальное уравнение

x = P ( t ) x ± q ( t ) ,  (4 .7 .1)

где Р : (a, Ь)-+Шп-п, q : (а , Ь)-+ Сп. Пусть \J>: (а, Ь)-*-Сп — решение 
уравнения (4 .7 .1). В (4.7.1) сделаем  замену

х — У + 'I». (4 .7 .2)

Из (4.7.2) имеем

£>( У - И )  +  <7*='/ +  £>'}, +  ? .  или У = Р Ц )У • (4 .7 .3)
Так к ак  у — Ф(1)С, где С е  С", Ф (/ )— фундаментальная матрица 
уравнения (4.7 .3), з адает  множество решений уравнения (4 .7 .3), 
то формула

х = Ф ( / )С + ф (/ )  (4 .7 .4)

задает множество решений уравнения (4.7 .1). Функция (4.7.4) на­
зывается общим решением линейного неоднородного уравнения 
(4.7.4). Если P (t) , q(t) — вещественные функции, то при C e R *  
формула (4.7.4) зад ает  множество решений уравнения (4.7.1) с 
вещественными начальными данными.

Иногда имеет смысл рассматривать матричные линейные не­
однородные дифференциальные уравнения (4.7.1), где  q : (а, &)-*- 

Решением матричного уравнения (4.7.1) называется диф­
ференцируемая функция ф : (a, b)-+9Rn m, обращающая (4.7.1) в 
тождество:

Т ( / ) = Р ( 0 ?<0 + ? ( 0 .
Если ф: (a , b)->Wn'm — решение матричного уравнения (4 .7.1), то 
Замена (4.7.2) приводит (4.7.1) к однородному матричному ур а в ­
нению (4 .7 .3), совпадающему с уравнением (4 .2.1). Если Ф(<) — 
Фундаментальная матрица уравнения (4 .7 .3), то по теореме 4.2.3 
Формула

y= q> {t)C , C e a r - " ,
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зад ает  множество решении матричного уравнения (4 .7.3). Следо. 
вательно, при С е 2Я",т формула (4.7.4) зад ает  множество решений 
матричного уравнения (4.7.1).

2 . Метод вариации произвольной постоянной.
Т е о р е м а  4.7.1. Пусть Ф  : (а, Ь)-*ЛЯп-п — фундаментальная 

матрица однородного уравнения (4 .7 .3). Тогда
I

лс =  Ф (/ )С  +  | Ф (/ )Ф _|(*Ж $)< /$, (4.7.5)
I.

где С е Cn, t0, / е ( а ,  Ь )— общее решение неоднородного уравне­
ния (4.7.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно найти некоторое решение 
'I3( 0  уравнения (4.7.1). Используем метод вариации произволь­
ных постоянных (метод Л а гр а н ж а ) .  Согласно этому методу ре­
шение г|э(/) ищем в виде

ф(/) =  Ф (/ )С (/ ), (4.7.6)

где С(/) :(а, Ь)-*-Сп — функция класса С1, подлежащ ая определе­
нию. Так к ак  я|>(/) — решение уравнения (4.7 .1), то

ФС +  Ф С = Р Ф С 4 - 9 .

Отсюда, поскольку ф = Я ф , получаем

ФС —q,  (4.7.7)

следовательно,

С = Q -H i)q(l).

В качестве С можно взять  
<

<̂~1(s)q (s)d s, /0, t ^ ( a ,b ) .  (4.7.8)

Теперь (4.7.5) следует из (4 .7 .4), (4 .7 .6), (4 .7 .8). Теорема дока­
зана.

Аналогично доказываю тся следующие аналоги теоремы 4.7.1- 
Т е о р е м  а  4.7.1/ Предположим, что уравнение (4 .7 . 1) вещест­

венно. Пусть Ф ( / ) — вещественная фундаментальная матриц0 
уравнения (4 .7 .3). Тогда формула (4.7.5) при C e R 4 задает обЩее 
решение уравнения (4.7.1) в вещественной области.

Т е о р  е м а  4.7.1." Пусть в уравнении (4 .7 . 1) q ( t ) :( a ,  b)~* 
~+-3Rnm и пусть Ф ( / ) — фундаментальная матрица уравнений
(4 .7 .3). Тогда формула (4.7.5) при Се5Я ',,т задает общее решени* 
матричного уравнения (4 .7 .1).
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На практике дело сводится к вычислению координатных функ­
ций C\(t)„—,C n(t). Эти функции определяются из уравнения
(4.7.7) .  которое в скалярной форме имеет вид

<?{(?! -J-... -|- <р"С„= qx,

(4 .7 .9)

где ф!, ...,ф" — ф ундаментальная система решений уравнения
(4.7.3). Система (4.7.9) имеет единственное решение, т а к  к ак  ее 
определитель является  определителем Вронского U/ (^) =  det Ф (/), 
который отличен от нуля при всех / е ( а ,  Ь).

Рассмотрим частный случай, когда P ( t )  =  P  — постоянная м ат ­
рица. Тог^а по теореме (4.5.1)

Ф (/ )= е <р, Ф 

Формула общего решения (4.7.5) принимает вид
I

x = e tpC + j  e V - >pq ( s ) d s ,  (4.7.10)

а решение с начальными данными (/0, х) — следующий вид:
I

x —&,- t»'>px Q -f- J  zu~s)Pq (s)d s. (4 .7 .11)
<0

Формула (4.7.11) называется формулой Коши.
3. Периодические решения. Пусть P (t), q(t) в уравнении

(4.7.1)— со-периодические функции. Рассмотрим вопрос о сущест­
вовании периодического решения уравнения (4.7.1) периода со в 
этом случае.

Т е о р е м а  4.7.2. Для того чтобы решение ф : R -^C '1 уравнения
(4.7.1) было ^-периодическим, необходимо и достаточно, чтобы

? ( 0 ) =?(«>). (4 .7 .12)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость очевидна. Д л я  д о к а за ­
тельства достаточности рассмотрим функцию г|з(/) =  ф(/ + со), ко- 
°Рая в силу периодичности P ( t ) ,  q ( t ) является  решением урав- 
ения (4 .7.1), причем в силу (4.7.12)

ф(0 )=<р((и)=<р(0 ).
силу единственности ф(/) и ф ( / )  совпадают при всех / g R ,  что 

Доказывает теорему.
_Ге о р е м а 4.7.3. Если среди мультипликаторов уравнения 

^•*.3) нет равных единице, то уравнение (4.7.1) имеет единствен- 
, е со-периодическое решение.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Формула (4.7.5) зад ает  множество всех 
решений уравнения (4.7 .1). В качестве Ф (/) возьмем нормирован- 
ную при / = 0  фундаментальную матрицу Ф(/) уравнения (4.7.3) 
В силу (4.7.12) условие ы-периодичности решения с начальными 
данными (0, Хо) имеет вид

т
х 0 =  Ф(ш)х0-\-^ Ф(«>)Ф~ 4 s)q (s )d s . (4.7.13)

Это уравнение имеет единственное решение х0 тогда и только 
тогда, когда матрица Е„—Ф(со) неособая, что эквивалентно отсут­
ствию у  матрицы Ф(со) собственных чисел (которые и являются 
мультипликаторами), равных единице. Теорема доказана .

С л е д с т в и е .  Если Р  — постоянная матрица, q(t+ a> )= q(t), 
то необходимым и достаточным условием существования у урав­
нения (4.7.1) единственного <о-периодического решения является 
отсутствие у матрицы Р собственных чисел вида 2nik/m, f teZ .

Запишем явно формулу для  со-периодического решения в этом 
случае. Имеем

Ф ( 0  =  е 'р.

Из (4.7.13) находим
ш

х 0= ( Е п — е“р) - 1 [  e<m~*>pq (s)d s.

Подставляя последнее равенство в (4.7.11) при /о=0, находим пе­
риодическое решение в виде

и> /
<р(/)=е,р (£я — е"^)-1 | e<m- 5>pq(.s)ds-\-  J  e(,~,)p?(s)*/s. 

Умножив слева на (Е„—е"р) ,  имеем

(£■„ — e - p) !p = e p ,| j  е<“-* )р^ ( 5 ) ^ 5 -(-| e~sPq (s)d s  — J  е<“~f)Pq(s) </sj • 

Т ак  к а к

j  ei*-*)pq ( s ) d s =  J  &~lPq (s)d s.
ш 0

TO
*

<p (t) — (En — e eP)~l j  & '-')pq (s)d s.

Это и есть искомая формула. 
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Задача 4.7.1. Пусть в уравнении (4.7.1) Р — постоянная матри­
ца, </(0 ограничена при / e R .  Д оказать ,  что если все собственные 
числа матрицы Р имеют отрицательные вещественные части, то 
уравнение (4.7.1) имеет единственное ограниченное решение

I
Ф = |  tV~t)Pq (s)d s.

—  оо

Рассмотрим линейное неоднородное уравнение (3.4.1) с посто­
янными коэффициентами и ш-периодической правой частью q(t). 
Так к ак  корни характеристического уравнения совпадают с соб­
ственными числами матрицы коэффициентов соответствующей ли­
нейной системы (докаж ите это ), то из теоремы 4.7.3 следует, что 
уравнение (3.4.1) имеет одно и только одно ш-периодическое ре­
шение, если среди корней характеристического уравнения нет чи-

2 iti , , у ’
сел вида ------ я ,  s e Z.Ш

4. Эквивалентное интегральное уравнение. С помощью метода 
вариации произвольной постоянной можно построить интегральное 
уравнение, эквивалентное задаче Коши для нелинейного диффе­
ренциального уравнения

x = P ( t )x -\ -g ( t ,  х), (4 .7 .14)

где Р : (а, 6 )-*-Згл-п, g : G-+Rp, G = ( a , b )X D , D a Rn, способом, ко­
торый отличен от изложенного в п. 4 § 2 гл. II.

Пусть Ф (/ )— нормированная при t= to  фундаментальная м ат ­
рица уравнения x = P ( t )x .  Согласно методу вариации произволь­
ной постоянной будем искать решение уравнения (4.7.14) с на­
чальными данными (t0, хо) e G  в виде

? ( / ) = Ф ( 0 С(/), (4 .7 .15)

гДе C (t) — неизвестная функция класса  С1 в окрестности t= to , 
C(to ) = x 0. Р ассу ж д ая ,  к ак  при выводе (4 .7 .8), получим

/
С (/ )= д г0+ ^  Ф - Ч $ )£ ($ ,  <f(.s))ds. (4 .7 .16)

Рассмотрим интегральное уравнение, вид которого подсказан 
Ф°рмулами (4.7.15) и (4.7 .16):

I
x(/) =  i ( t ) x 0 +  J  Ф (/)Ф _ , ( « )£ (5 ,  x (s))d s . (4 .7 .17)

О п р е д е л е н и е  4.7.1. Функция ф( /) : <а ,  P>-*-R" называется 
Решением интегрального уравнения (4 .7 .17), если <а, р > е ( а ,  Ь) 
и выполняются условия:

1) «р(/) непрерывна на <а, р>, /о£<а, р>;
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2 ) (/, ф ( / ) ) е С  при te=(a, р>;
3) при /е=<а, р>

t
? (О = Ф (/ ) х 0+ ^  Ф V)4>~Hs)g(s, m .d s .

Из проведенных рассуждений вытекает слцующая теорема. 
Т е о р е  м а 4.7.4. Функция <р(/):<а, p>-*-Ra ш лется решением 

задачи Коши для уравнения (4.7.14) с начальными данными (/0, 
Хо) e G  тогда и только тогда, когда <p(t) является решением инте­
грального уравнения (4.7.17).

Задача  4.7.2. Д оказать ,  что решение <р(/) уравнения

x-\-3x-\-2x —f  (/, л)
(где /(/, х) непрерывна при | х | ^ 1, /$sО и |/(U)|<1) с началь­
ными данными: ф(0 ) = ф ( 0 ) = 0  удовлетворяет при всех / ^ 0  не­
равенству |<p(f) | < 1.

О к а з а н и е .  Функция ф (/ )— решение интегрального уравне- 
ния

/
- * ( 0 = f  [е*- * —es<, - , > l/ (s f

§ 8. Краевая задача

1. Однородная краевая  задача . Рассмотрим лннейное уравнение

x = P ( t ) x ,  (4 .8 . 1)

где Р : ( а ,  &)-»-№•". На этот раз  вместо задач  Коши поставим 
следующую краевую задачу : найти решение х(П уравнения (4 .8 . 1), 
удовлетворяющее краевым условиям

A * ( a ) - f  В л (Р )= 0 ,  (4.8.2)
где А, В^Т1пп, а, Р е ( а ,  Ь) заданы.

Пусть Ф ( 0 — нормированная при / = а  фундаментальная мат­
рица уравнения (4 .8.1). Так к ак  множество решений (4.8.1) з а ­
дается  формулой (4.2 .3), то будем искать решение краевой задачи 
(4 .8 .1), (4.8.2) в виде

* ( 0  =  Ф ( 0 С ,  С е С » .
Из (4.8.2) следует, что С определяется уравнением

[Л + В Ф (Э ) ]С = 0 .

Следовательно, краевая  задача  (4.8 .1), (4.8.2) допускает нетри­
виальное решение тогда и только тогда, когда

A = d e t  М  +  £Ф(Р)1= 0 .
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Предположим, что Л=И=0. Рассмотрим множество
Q={(/, S ) :a < ^ < P , a < s < p ,  / ф s).

О п р е д е л е н и е  4.8.1. Функция G : Q-*-SK",n называется функ­
цией Грина краевой задачи (4 .8 .1), (4 .8 .2), если она удовлетворя­
ет следующим условиям:
1) при / е | а ,  s) и / e ( s ,  PjdG ld t— P(t)Q\
2 ) AG (a, s)-\-BQ($, s ) = 0  при всех s< = (a , Р),

3) C ? (s - f0 ,  s ) - G ( s - 0 ,  s) =  E„.

Из условия 1) и теоремы 4.2.3 следует, что

G (t 5 ) =  | ф (/ )5 (5 )  пРи a < * < s >
| Q (t)T (s)  при

Из условий 2) и 3) получаем:
А 5-\ -В Ф (?)Т = 0, Ф (5  —7') =  —

откуда
S  — Т = —Ф-1,

5 (5) =  _ 1Л + в Ф ( р ) Г , В Ф ( ? ) Ф - 4 s ) ,

Т (s)= {E „  -  [А + В Ф  (?)]-> ВФ (?)} Ф -Ч « ) .  

Следовательно, G(t, s )  однозначно определяется формулой 
t  Ф ( / ) И 4 -ДФ(Р)]_ 1В Ф (Р )ф - ‘ (*) при c t < / < s ,
Ш  [ Ф (/ ){ £ • „ -И +  В Ф (? ) ] - 'В Ф (Р )} Ф - 1 («) при

(4.8 .3)
Нетрудно убедиться, используя (4.8.3) и (4.2 .6), что

da
ds

2. Неоднородная краевая  задача . Рассмотрим теперь неодно­
родную краевую задачу

x = P (t)x -\ -q ( t) ,  (4 .8 .4)

A * ( a )  +  £ j t ( p ) = 0 ,  (4 .8 .5)
Где q:(a , b )—»СЛ.

Т е о р е м а  4.8.1. Если АфО, то неоднородная краевая задача 
(4.8.4), (4.8.5) имеет единственное решение, задаваемое формулой

x (t) = f  О it. s )q (s )d s , (4 .8 .6)

м
где G(t, s) — функция Грина однородной краевой задачи  (4 .8 .1), 
(4 8 .2) .
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д л я  того чтобы убедиться, что функция 
x(t)  удовлетворяет (4 .8 .4), представим ее в виде

* (/ )= J  О (Л s)<7 (s)rfs +  j  G (/, s)q (s )d s , 

откуда , используя свойства G(t, s ) ,  получим
I

x ( t ) = G ( t ,  /-0)<7(/) +  J  P (t)G { t , s)q (s )d s  — Q (t, / + 0 )? (/ ) - J -
a

+ j  P (t)Q (t, s)q (s )d s  =  P ( t) x ( t )  +  qV).

Д ал ее  имеем

Лдс(а) +  Bx{$) =  j  AG (a, s ) q (s )d s - j- j  B G ( ?, s)q (s )d s  =

\AQ(a, s )  +  BG(P, s)]<7 ( s ) r f s = 0 .

Таким образом, мы доказали , что функция (4.8.6) — решение крае­
вой задачи (4 .8 .4), (4.8.5).

Д о каж ем  единственность. Пусть x'(t)  и x2(t) — решения зад а ­
чи (4 .8 .4), (4 .8 .5). Тогда ф (/)=дс '(/ )—дс*(/)— решение однород­
ной задачи (4 .8 .1), (4 .8 .2). Так к ак  по условию теоремы Д ^ О , то 
ф (О = 0  при всех / е ( а ,  Ь). Теорема доказана .

Теорема 4.7.3 является  следствием теоремы 4.8.1. Действитель­
но, пусть P(t)  и q(t) в (4.8.4) периодичны с периодом ш. Пола­
гаем  а = 0 , р=со, А = —В — Еп\ тогда краевые условия совпадают 
с условием периодичности (4.7.12). Функция Грина принимает вид

G (t  s ) =  f Ф (/ ) (^ Я- Ф ( ‘» ) Г , Ф ( » ) Ф " , (5) при 0 < / < s ,  
i Ф (/){£„ +  (£„  — Ф(ш))-« ф(ш)} ф-1 (5 ) при 5 < 1 <<о,

(4.8.7)

а условие АфО  совпадает с условием отсутствия у  ур авн ен и я
(4.8.1) мультипликаторов, равных единице.

Единственное ш-периодическое решение уравнения (4.8.4) з а ­
дается  в силу (4.8.6) формулой

со

? (/ )= |  0 (/, s)q (s)d s,

где G(t, s )  определяется формулой (4.8.7).
В заключение рассмотрим краевую  зад ач у  (4.7 .14), (4.8.5) для 

нелинейного уравнения (4.7.14) в предположениях п. 3 § 7 гл. IV.
126



рассм отрим  порождаемое формулой (4.8.6) интегральное у р а в ­
нение

решением интегрального уравнения (4.8.8) будем назы вать в с я ­
кую непрерывную функцию x ( t ) : [a, PH-R", график которой при­
над леж ит G и обращающую (4.8.8) в тождество по / е [ а ,  р].

Т е о р е м  a 4.8.2. Для того чтобы при \ ф 0  функция дс(/) :[а , 
BJ-+-R'1 была решением краевой задачи (4 .7 .14), (4 .8 .5), необходи­
мо и достаточно, чтобы x(t) была решением интегрального урав­
нения (4 .8 .8). 7

Достаточность доказы вается  точно так  ж е , к ак  теорема 4.8.1. 
Для доказательства  необходимости заметим, что решение *(/) з а ­
дачи (4.7.14), (4.8.5) является  решением краевой задачи с краевы ­
ми условиями (4.8.5) для  линейного неоднородного уравнения

Так к ак  А=̂ =0, то это решение единственно. По теореме 4.8.1 т а ­
ким решением является  функция (4.8.8). Следовательно, решение 
задачи (4.7 .14), (4.8.5) является  решением уравнения (4 .8.8), 
это доказы вает  необходимость, а значит, и всю теорему.

§ 9. Ограниченные решения линейных систем

Пусть P(t) и <7 (/) в (4.8.1) и (4.8.4) определены при всех 
/ е R. Поставим задачу  (у): найти ограниченные при / e R  решения 
этих систем.

Задача  (у) по своей постановке близка к краевой задаче, у  
которой а = —оо, р =  оо. Поэтому используем метод, изложенный 
в предыдущем параграфе. Сначала построим функцию Грина од­
нородной задачи {у). Предположим, что нулевое решение яв л яет ­
ся единственным решением задачи (у ) для  уравнения (4.8.1). Это 
означает, что каж до е  ненулевое решение (4.8.1) неограничено 
либо при возрастании, либо при убывании t. Обозначим через Xi 
подпространство пространства решений уравнения (4.8 .1), обра­
зованное ограниченными при t-*-—оо решениями, а через X t — 
Подпространство, образованное ограниченными при /-*-+оо реше­
ниями. Возьмем некоторую фундаментальную матрицу Ф(/). Мно­
жество всех решений уравнения (4.8.1) имеет вид Ф (t)C, С е  С". 
Тогда подпространствам Xt и Xt соответствуют подпространства 

которые будем обозначать по-прежнему через Xi и Xj. Х\ и 
имеют единственный общий вектор (нулевой). Предположим, 
сумма их размерностей равна п. В этом случае говорят, что 

^Равнение (4.8.1) обладает  свойством дихотомии.

(4 .8 .8)
а

x = P ( t ) x + g ( t ,  x (t)).
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Обозначим размерность A'i через т ,  О ^ т ^ л .  Если т = О ,  то 
состоит только из нулевого вектора, а если т  =  п, то Хг со- 

стоит только из нулевого вектора. В первом случае все решения
(4.8.1) ограничены при /-*- + <», а во втором — при t-*~— оо. В ыбе­
рем в С" базис, m векторов которого принадлежат A’i, а осталь­
ные п—т  векторов принадлежат Х2. Р а зл а гая  произвольный век­
тор С по элементам этого базиса, получим представление С в ви­
де С = С '  + С2, где C ' e X i ,  С2енА2. Пусть Г — линейный оператор, 
сопоставляющий вектору С вектор С 1, т. е. Г С = С ‘. Тогда (£„—• 
— Г )С = С * .  Очевидно, сужение Г на A'i есть тождественный опе­
ратор, т. е. Г2 =  Г. Такие операторы называются операторами 
проектирования.

О бразуем функцию

Q (t s)==( - Ф ( « Г Ф - Ч * )  при / < s ,
1 Ф (t)(E n — Г )ф -« ($ )  при s < / .

Очевидно, G(t, s )  удовлетворяет определению 4.8.1, поэтому эту 
функцию можно назвать  функцией Грина задачи (у ) .  Если все 
решения уравнения (4.8.1) ограничены, например, при t-»— оо, то 
Г = Е „  и

G(/) s)==[ - Ф ( О Ф _ , (S) при / < s ,
I 0  при s < < .

Рассмотрим случай, когда Р — постоянная матрица На осно­
вании сделанного предположения о единственности решения за­
дачи (у) собственные числа Р не имеют нулевых вещественных 
частей. С помощью линейного неособого преобразования всегда 
можно привести Р  к виду P = diag{P ~ , Р +}, где Р~ имеет собст­
венные числа с отрицательными вещественными частями, a — 
с положительными. Д л я  этого достаточно привести Р к жордано­
вой форме. Тогда m — число собственных чисел с положительной 
вещественной частью, Ai состоит из векторов с равными нулю 
первыми п—m координатами, Хг состоит из векторов с равными 
нулю последними m координатами. Таким образом, линейные си­
стемы с постоянными коэффициентами обладают свойством дихо­
томии, если P = d i a g  {Р~, Я+}.

В рассматриваемом случае

Ф ( / ) = d i a g . е ' р+), r = d i a g { O e_m, Em). 

Следовательно,

G (t, s ) = d iag { 0 „_m, —e«-*>',+} при / < s ,  (4 g 1}

dIag{e(<-*>/>_, Om} при
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Т е о р е м а  4.9.1. Пусть P = d ia g { P ~ , P f}, a q{t) ограничена 
при <eR- Тогда

x ( t)  =  j  Q(t, s)q (s)d s

единственное ограниченное решение уравнения (4.8.4). 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Запишем x(t) в виде

I «
х (/ )=  J  G (t, s )^ ( s ) r f s - f - J  0 ( t ,  s)q (s)d s. (4 .9 .2)

Ha основании (4.9.1) x(t) = y ( t )  + z (t) ,  где

0 \

t  »
y ( t ) =  j  (s)ds, z (t)  — —je < * - t>p+q2(s)ds,

q'(s) образован первыми n—m координатами </(s), a q2(s) — по­
следними m координатами. В силу (4.5.10) и ограниченности q{s)

1 1 k-
,(/)].-= j  e(‘- ’)P-qHs)ds < AT j  , K > 0 ,  X > 0

Аналогично доказы вается  и ограниченность z(t). Дифференцируя
(4.9.2) по t, получим, как  и при доказательстве теоремы 4.8.1, что 
x(t) удовлетворяет уравнению (4 .8.4). Таким образом, x ( t ) — ре­
шение задачи (у) для уравнения (4.8.4).
I Это решение единственно, т ак  к ак  разность любых двух  таких 

решений является решением однородной задачи ( y ) ,  следова­
тельно, она тождественно равна нулю. Теорема доказана.

Утверждение задачи 4.7.1 вы текает  из теоремы 4.9.1 к а к  ча­
стный случай.



ОБЩИЕ СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ СИСТЕМ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Рассмотрим нормальную систему дифференциальных уравне­
ний, записанную в векторной форме:

x = f ( t , x ) ,  (5.0.1)
где  f : G-+-R4, G c R ',+1 — область единственности. Начальной точ­
кой (to, Хо) g G  полное решение уравнения (5.0.1) определяется 
единственным образом, поэтому его можно записать в виде 
jc:D-*-R\ где

V = { ( t ,  t0, x 0):(t0, x 0)<=Q, t(=t(tj, Jf0)},
I — максимальный интервал существования.

На практике начальные данные to, Ао всегда известны лишь с 
некоторой степенью точности. Поэтому даже в случае, когда речь 
идет о решении с конкретными начальными значениями, практи­
чески начальная точка (to, Хо) изменяется в некоторой окрестно­
сти заданной точки. Возникает вопрос, не приведет ли ошибка в 
выборе начальной точки к решению, существенно отличающемуся 
от искомого, т. е. фактически вопрос о непрерывности решения 
x(t, to, хо) и максимального интервала I(U, х«) к ак  функции to, 
Хо в данной точке.

В равной степени правая часть уравнения (5.0.1) содержит па­
раметры (например, коэффициенты многочленов), определенные 
с лишь некоторой степенью точности. Будем считать, что число 
этих параметров конечно, т. е. в (5.0.1) /=/(/, х, р ) ,  p e R m. Ре­
шение оказывается функцией, зависящей также и от р:

x = x ( t ,  х 0, |i):Dn— R", 
где  Оц =  {(/, t0, Xq, v ):(t0, x 0) e G ,  ц е Л 1, t e l{ t 0, x 0, p).

Глава  V посвящена общему вопросу о характере зависимости 
решений дифференциальных уравнений от начальных данных и 
параметров, а т а к ж е  ряду  близких вопросов, в частности описа­
нию множества решений с начальными данными из заданной об­
ласти.

§ 1. Непрерывная зависимость решений
от начальных данных и параметров
Рассмотрим дифференциальное уравнение, зависящее от пара­

метра:
x = / ( t ,  х ,  1*), (5.1.1)

где /:G„-*-R", GMc :R " +m+l — область. Предположим, что в области 
G„f удовлетворяет условию Липшица по х локально:

Глава V
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ро теореме 2.3.2 G = { (/ ,  jc) : (t, х, p ) e G „ } — область единствен­
ности для  системы (5.1.1) при каж дом  фиксированном р. Р ас ­
смотрим функцию x(t, to, Хо, р) — решение системы (5.1.1) с на­
чальны м и  данными to, хо— определенную на множестве

Ц» =  {(*. <о. -«о. Ю: (*о. -«о. \‘ )бО|>. /е=/(/„, *о. (*)}.
где /(<о, Хо,  ц) — максимальный интервал существования.

Т е о р е м а  5.1.1. При сделанных предположениях D„ — область 
и x(t, to, Хо, р) непрерывна в D„.
| Д  о к а з а т е  л ь с т  в о. П режде всего покажем, что Д , связно. 

Пусть A '= ( t ' ,  Го, х'о, A"=*(t", to", хо", 1»")€=Д.. По­
строим путь у, лежащий в О ,  и соединяющий А' и А". Из опреде­
ления D„ следует, что Д ,  выпукло по t. Кроме того, т а к  к ак  по 
смыслу понятия максимального интервала существования /ое/(/о, 
Хо, р ) ,  то множество

Г =  {(/0. *0. -*0. V -) U o ,  X q ,  H)<=Q|J
— область гиперплоскости t= to , л еж ащ ая  в D„. Отсюда получаем 
следующий способ построения у :  точки А' и А" соединяем отрез­
ками прямых с точками (/'о, t'o, х'о, р.') и (l"o, t"o, х"0, р") соот­
ветственно, а эти последние точки соединяем любым путем, л е ж а ­
щим в Г.

Теперь нужно доказать , что существует 6*> 0  такое, что если 
(], h , хо, ц ) е О „  то и ее б*-окрестность U* т а к ж е  принадлежит 
Д, и x(t, to, хо, р) непрерывна в U*. Пусть x(t)  — решение с на­
чальными данными (Jo, хо ), соответствующее р = р .  По опреде­
лению оно определено при ie [ ? o ,  i]- Образуем [т, 7’] = [Г0—б*, 
t + б*] при t^sto  и [т, T ]= [t—б*, /0+б*] при 7<«о. Продолжая x(t)  
За [/о, или [/, 7о] и уменьшая б*, можно добиться, чтобы x(t) бы­
ло определено на [т, Т].

Отсюда следует, что достаточно доказать  следующее утвер ж ­
дение, равносильное теореме 5.1.1.

Т е о  р е м а 5 .1 .Г . Пусть в предположениях теоремы 5.1.1 диф­
ференциальное уравнение x = f ( t ,  х, р) имеет решение x (t), опре­
деленное на отрезке {т, Т]. Тогда существует б * > 0  такое, что ре­
шение х (t, to, Хо,  ц) при (to, Хо,  n ) e V * :

V* =  {(t0, Хо, t*):'o€=[T, 7*1, IX o - jc t fo J lC * * .

°пРеделено при / е [т ,  Т] и функция x(t, to, х0, р) непрерывна на 
*ножсстве [т, 71X V*.
^  Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выберем и зафиксируем столь малое Д >  
^ 0. чтобы зам кн утая  область

2 = { (Л  л ,  р ):<6=1т , Г ] ,  | х - л ( 0 | < Д ,  —14СА>

/ е Ы р * ( 0 ,1 ) 1 о с .



принадлежала Ga. Поскольку й  — компакт, в силу леммы 2.] ч 
./(/, х, ц) удовлетворяет на Й условию Липшица по х (глобально) 
с некоторой постоянной Липшица L. Д алее , т ак  к ак  f непрерывна 
в области G„, то она равномерно непрерывна на Q. Следователь, 
но, любому е> 0  соответствует множество чисел 6 (e ) ,  обладаю, 
щих свойством

( и ' . Ю б й ,  (/, Л | » ' ) е 2 ,  К — А '1< 8 ,

► ' - Р К 8 = *# /(/ . ДС', ! » ' ) - / ( / ,  Ю | < « .

Пусть теперь е о> 0  удовлетворяет неравенству

(•о/Х) (e t| r- , l — 1 ) <  Д/2, (5.1.2)

а б* — любое число из множества б(ео) такое, что

8* <  Д/2. (5.1.3)

П окажем , что выбранное таким образом б* — искомое. Пусть (to, 
х0, ц ) е ^ * .  Решение x(t, t0, х0, р) будем строить методом после­
довательных приближений Пикара. З а  нулевое приближение х° 
возьмем

JC*aoJC0+jT(/) —Х(/о). (5.1.4)

В соответствии с § 3 гл. II &-е приближение (k&N) определяем 
рекуррентным соотношением

I
л:*(/, /0. * 0. Н )=*о +  j  / ( * .  x k~l (s, t0, Xq, h-), p)ds. (5.1.5)

Л е м м  a 5.1.1. При всех AeNo последовательные п р и б л и же ­
ния хЛ (t, to, Хо, ц ) : [ т ,  Т ] Х  определяемые формулами
(5 .1 .4), (5.1.5), обладают следующими свойствами:

а) xh(t, to, хо, р) — непрерывная функция;

б) (/, x*(t, ta, а„, И , t*)<= 2 ;

в) 1л*+,(Л /0. х 0, I*) — а:*(/, t0, ^ < - 7 -  (£l( ~ /°,1?,—  •
L *т*

Л ем м у  5.1.1 докаж ем  индукцией по k. Сначала докажем а), 
б ) ,  в) при fc=0. Справедливость а) при k = 0  вытекает из (51- '' 
Справедливость б) при k = 0  следует из (5.1.3) и (5 .1 .4), так  кз

(рс°(/, Ао)-ЗЁ(/)|=(^о- а (/о)|< 8*< Д /2. (5.1.®

Д о к аж ем  справедливость в) при k — О. В силу (5.1.4) и (5.1-5)
t

х х— х0==^ х °> tk) d s - x ( t ) - { - x ( t 0).



учиты вая , что Jc(/ )— решение уравнения (5.1.1) при р = ц ,

и»*е€М ,
Х 1- Л °  =  | I/ ( S ,  Х°, V-) — / (S ,  X, j i ) l ds,

следовательно,

hjel —JC°| с S, x n, p )—/ ( s ,  X, iT)Jds

Очевидно, что (s, x(s), | i )e Q . Кроме того, в силу справедливо­
сти 6 ) при k =  0 (s, х°, ц ) е й .  Используя определение б*, получа­
ем, что при (/, /о, хо, ц ) е [ т ,  T]XV*

Цх‘ —

откуда и вытекает в) при Л = 0 .
Предположим теперь, что утверждения а ) — в) леммы 5.1.1

справедливы для приближений с номерами 0, 1......k— 1. Д о каж ем
их справедливость для  k-ro приближения.

а) Согласно п. б) индукционного предположения аргумент 
подынтегральной функции в (5.1.5) принадлежит Q, согласно 
п. а) функция xh(t, to, хо, ц) непрерывна, следовательно, подынте­
гральная функция непрерывна к ак  суперпозиция непрерывных 
функций, откуда и следует непрерывность хк.

б) Достаточно доказать , что

IU* — Д при (/, t0, х 0, t * ) e l t ,  Т\ х  V*.
Имеем

IPc* -  i  -  л*-Ч4 -рс*- ' -  л г * - Ц - .. .  +ух° -  х .

Отсюда, используя п. в) индукционного предположения, (5 .1 .6),
(5.1.2) и (5.1 .3), получаем оценку

в) В силу (5.1.5)

1 ) + - £ - <  Д.

г
j  1 / (S , х к, \>-) — f( .s , x*~l, Ц)|</5 (5 .1 .7)
#0

Используя утверждение п. б) леммы для приближений с номера- 
Ь и k— 1 и учитывая, что f(t, х , ц) удовлетворяет на Q усло- 

И|° Липшица с постоянной L, из (5.1.7) имеем

~\ds
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1* * + ' - * * ( < / .

I
Г _^o_ (L \S - -  <o|)* d s  
J  L *!

при (t, t0, хо,  ц ) е [ т ,  7 ]X V *. В силу п. в) индукционного предпо. 
ложения

_  *о (£ \t — /о1)*+*
(Л + 1)!

что и доказы вает  справедливость п. в) для  приближений с номе­
ром k. Л ем м а 5.1.1 доказана .

Дальнейший ход рассуждений аналогичен доказательству тео­
ремы 2.3.1. Вопрос о сходимости последовательности заменяем эк­
вивалентным вопросом о сходимости ряда

о*

2  У*' (5.1.8)
о

где у °= х ° , ук= х к—хк~ '(к ^ N). В силу п. в) леммы 5.1.1 ряд
(5.1.8) сходится равномерно относительно (t, t0, х0, ц ) е [ т ,  T]XV• 
к предельной функции x(t, to, Хо, ц ) .  Так к ак  хк непрерывны, то и 
x(t, t0, х0, ц ) — непрерывная функция. Д алее , так  как  f(t, х, ц) 
удовлетворяет на Q условию Липшица по х, то

/ (/ ,  Хк , [1 ) z Z J ( t ,  x ( t ,  -*0, I*), И).

Следовательно, в (5.1.5) можно перейти к пределу под знаком 
интеграла. Имеем

t
x ( t ,  to, Xq, Р-) == J  f  (s, X(S, to, Xq, [*), p)ds,

*9
т. e. x(t, to,  x0, ц) — решение уравнения (5.1.1) с начальными дан­
ными ( to ,  хо). Теорема 5.1.1 доказана.

С л е д с т в и е .  Если G„= (a, b )X H v, где (а, Ь )— временной 
интервал, Н, — область пространства (х, ц ) ,  и все решения про- 
должимы на интервал (а, Ь), то функция x(t, to, х0, д )  непрерыв­
на в области (а, Ь) X (а, Ь) Х Я М.

В частности, для линейной системы

x = P ( t ,  ц ) * ,

где Р : (а, Ь)ХМ ->-%п-п— непрерывная функция, фундаментальная 
матрица Ф(/, to, ц ) ,  нормированная при t = t 0, непрерывна в об­
ласти (а, Ь )Х (а, Ь)ХМ . Если ж е  P(t, ц) непрерывна в области 
Q„ произвольного вида, то нормированная при фиксированном ti 
ф ундаментальная матрица Ф(/, ц) непрерывна в той ж е  обла­
сти Q„.

Рассмотрим автономную систему

• * = / ( * ) .  (5.1-9)
где /e:Lip(//)Ioc, Нc rR 4 — область фазового пространства. Пере’ 
формулируем теорему 5.1.1 на язы ке траекторий.
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Т е о р е м а  5.1.2. Пусть ф : [/о, t{\-+Rn — решение системы 
(51-9). причем ф(/0) = * о ,  ф(/1) = * 1- Для любого е > 0  можно ука­
зать 6 > 0 , обладающее следующим свойством: любая траектория 
*==Ч>(0 системы (5 .1 .9), проходящая при t — T через точку из 
5-окрестности точки х0, определена на промежутке [Т, T + ti—to] 
и расстояние р(ф(Л> + /, ф ( 7 Ч / ) ) < е  при / е [0 ,  t{—/о]. В частности, 
точка $(T + ti+ to )  принадлежит е-окрестности точки лсь Если 

то аналогичное утверждение справедливо при / е
6 [/ r f * o ,  0 ].

С помощью теоремы 5.1.2 можно установить еще одно свойст­
во предельных множеств автономных систем (см. теорему 2.6.4).

Т е о р е м  а 5.1.3. Предельные множества траекторий автоном­
ных систем состоят из целых траекторий.

Доказательство проведем для случая ш-предельного множест­
ва (случай a -предельного множества рассматривается анало­
гично). Пусть й  есть ш-пределыюе множество траектории х — 
= Ф (/, дсо) системы (5.1.9) и Пусть ф(/, q) определена к ак
функция t на I(q). Нужно доказать , что ф(/, д ) е Й  для любого 
te l(q ) .  По теореме 5.1.2 для любых / е / (q) и е*> 0  можно у к а ­
зать 6*(/) такое, что

г е Н ,  р (г, ?)<&*(<)=► Р(? (Л О. ?(/ , <7))<е*- (5 .1.10)
Пусть / е / (q) фиксировано, при k-*-oo. Так к ак  q —
ш-предельная точка траектории х= ф (/ ,  Хо), то для каж дого  6* 
можно указать  /*>Nk такое, что р (ф (/*, Хо), q)<f>k■ Отсюда и из
(5.1.10) имеем

■ Р (? (Л  ?(*». -«о». ? « .  ? ) ) < е*- 
Но в силу (2.6.4) <р'(/, ф(th, x0))= < t(t + tk, JC0) , следовательно,

р(<р(* +  *»- *о). <?(*. <7))<е»- 
Это означает, что ф(/, < ?)ей , т ак  к ак  / + /*>/ + №*->-оо при k-+oo. 
Теорема доказана .

Свойство предельного множества, выраженное теоремой 5.1.3, 
называется его инвариантностью. Такое название объясняется 
Тем, что в силу теоремы 5.1.3 предельное множество инвариантно 
относительно преобразования фг, определенного в §, G гл. II. Из 
Теоремы 5 . 1.2 вытекает такж е ,  что ф<— гомеоморфизм области Н.

§ 2. Дифференцируемость решений
по начальным данным и параметрам
продолжим рассмотрение дифференциального уравнения 

‘*•1.1) .
!• Однократная дифференцируемость. Сохраняя обозначения и 

Редположения § 1, допустим такж е ,  что df/dх и df/d\i существуют 
Непрерывны в области G„. Рассмотрим вопрос о дифференцируе- 

°Стн решения x(t, to, Хо, р) в области Д,.
135



Т е о р е м а  5.2.1. Пусть df/dx: G,-*»**" и df/дц: m — Нв.
прерывные функции. Тогда решение х (/, to, х0, р) iD ^ R "  (н еп р ё .  
рывное по теореме 5.1.1) имеет непрерывные производные dx/dt 
dx/dtо, дх/дхо, дх/дц. При этом дх/дх0 — нормированная при t =  t̂  
фундаментальная матрица линейного однородного уравнения

X V’ *<>. *о . I1). Р)У> (5.2.1)

дх/дц — матрица-решение линейного неоднородного уравнения

(5.2.2)

с начальными данными (t0, 0 ) ,  и справедлива формула

Т

y = - j ^ ( t , x ( t , t 0, x 0,v-),v-)y-\--^~ ( Л х ( М 0, л 0,|1),'ц)

дх
din (t , /(), Xq, p ) ------- dx

dxa ( t ,t0,X 0,\L)f(t0,X0,\>.). (5.2.3)

Линейные уравнения (5.2.1) и (5.2.2) называются дифферен­
циальными уравнениями в вариациях (по х0 и р соответственно) 
относительно решения x(t, t0, х0, р ) .  Они могут быть получены 
формальным дифференцированием тож дества x ( t ,  t o ,  х0, р) =  
= /(/ , x(t, t o ,  Хо,  р ) ,  р) по соответствующим переменным.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала докаж ем  существование произ­
водной решения по i -й координате начального вектора х0. Реше­
ние x(t, t o ,  Хо, р) будем рассматривать на множестве [т, Г]Х^*, 
определенном в теореме 5.1.1', условия которой выполняются.

Пусть г > 0 достаточно мало и |А| < г. Положим (считая /о, 
Хо,  р фиксированными)

Дх=

x ( t ,h )  

x ( t ,h ) —x ( t ,  0 ) , z (t,h )

x ( t , t 0,XQ- f
\x (h ф  0 ) , (5.2.4)

где е< = (0 , ..., 1 , . . . , 0 ) — i-й орт. Заметим, что в силу непрерывно­
сти *(/, t o ,  Хо, р)

х  (/, h) х  (t , 0 ) = х  (/, tb, х 0,р )  (5.2.5)
A-*0

равномерно по / е [т ,  Т]. Согласно определению решения 

d ( \х)
dt - f ( t , x ( t ,  А).Р) —/  ( / ,x ( / ,0 ) ,p ) .

По формуле конечных приращений (2.1.9)
1

d =  f  J j < / , a ( / ,  0 ) - f  5Д х,р ) ds-Да. (5.2-6)
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разделив (5.2.6) на к ф 0, видим, что z(t, h) является  при Нф0, 
П  решением линейного однородного уравнения

где

y = A ( t ,h ) y ,

■ j  ( / ,  x  ( / ,  0 )  - f  SAX,  (JL) d s .

При этом в силу (5.2.4) z (t0, h ) = e {.
Из непрерывности df/dx и (5.2.5) следует, что

Л(/, Л)  -*■ A (t, 0 ) =  - ^ -  ( t ,x ( t , t 0,x 0, р),р )

(5.2.7)

л .о дх
(5.2.8)

функция A(t, h) непрерывна при / е [т ,  71, |Л| < г .  На основании 
следствия из теоремы 5.1.1 решение y(t, Л) этого уравнения, удов­
летворяющее начальному условию

y((0,f i)= e i, (5.2.9)

непрерывно там  ж е , где и A(t, Л). Следовательно, существует 
предел lim £/(/, Л) =«/(/, 0) при Л->-0. Но при Иф0 y(t, h) совпа­
дает с г(/, Л), т ак  к ак  обе эти функции являются решениями 
уравнения (5.2.7) с одинаковыми начальными данными. Таким 
образом, сущ ествует предел

l im z (t, h ) = y ( t ,0 ).
А-0

(5.2.10)

Итак, мы доказали существование производной решения по i -й 
координате вектора дго. Так к ак  i= \ ,.. . ,n  произвольно, то тем с а ­
мым доказано существрвание производной дх/дх0.

Далее, из (5.2.8) — (5.2.10) следует, что дх/дх0 является  нор­
мированной при t = t 0 фундаментальной матрицей уравнения 
'5-2.1). Так как  x(t, t0. х0, р) непрерывна на множестве [т, 71XV*, 
то матрица коэффициентов уравнения (5.2.1) является непрерыв­
ной функцией t и параметров to, х0, р на этом множестве. По 
^едствию из теоремы 5.1.1 фундаментальная матрица дх/дх0 не­
прерывна к ак  функция /, начального момента /0 и параметров to, 
j 0' Р на множестве [т, T^xIt, 7"]xV*. Следовательно, как  функция 
w V  * 0’ 011,1 ||СПРеРыв11а ,,а [т> TJXV*. Отсюда вытекает, что ' 
.. *о, *о, ц)/дх0 существует и непрерывна в окрестности к а ж ­дой точки области

Тверждения теоремы относительно производной дх/д\1 дока- 
аются аналогично.

„^Существование и непрерывность dx/dt вытекают из определе- 
Решения, непрерывности / и теоремы 5.1.1.
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Д л я  доказательства существования и непрерывности дх/л, 
рассмотрим тождество

х  (t, tg, XQ(tQ, t, х)) =  х,  (5.2 .11 j
где Xo(to, t, x) является значением решения с начальными даннм 
МН///’ f ^/B М0Ме,1Т *<>• Тождество (5.2.11) справедливо при /ое: 
e / ( f ,  X)  (параметр ц для  краткости опущен).

Пусть Д/о— приращение. Из (5.2.11) имеем

х  (/, /0- г  Д/0, х 0 (/0 +  Д̂ о. t , x ) )= x  (/, /0, дг0(/0, /, х)). (5.2.12)

Из (2 .1.9), (5.2.12) и (2.1.8), поскольку х, дх/дхо, dx^/dto непре­
рывны, получаем F

(/, /0, * 0) =  Иш Ш0)- г  | X(t, /0+ Д/0, jcb(/0. /, * ) )  -
*0 Уд *U

— лс (/, /0, х0 (t0, t, Af))J =  lim (Д/0)-1 \х(/, t0 +  Д/0, *0 (/04- д/0, /, . * ) ) _
A/j-w

— x ( t , t 0, x0(t0+ M 0, t , x ) ] =  lim (Д / q )- 1  [x (t , i0,x0(ta, t , x ) )  —

X( t > t o ' XQ( t 0 -\-£JQ, t , x ) ) ] = -----(/, Jt0) ==
0-*o dla

dx
dx, ‘ A)’ A'o) У (/q* JCo)-

Следовательно, dx/d/o существует, непрерывна и удовлетворяет
(5.2.3). Теорема 5.2.1 д о ка зан а .

С л е д с т в и е .  Справедлива формула Лиувилля

det  - f j r  <*• <о. ^ о )= ех р  ( Г sp (s ,  х  (s, 1,, хо)) </s I . (5.2.13)дх

Она вытекает из (5.2.1) и (4.2.5') (при фиксированном ц). 
Пусть t0 фиксировано. Тогда решение x\t, t„, x0) = x t ( x 0) за­

дает  отображение Tt области фазового пространства в фазовое 
пространство. В условиях теоремы 5.1.1 Tt — гомеоморфизм, а в 
условиях теоремы 5 .2 .1— диффеоморфизм (взаимно однозначное 
и взаимно непрерывно дифференцируемое преобразование). Как 
известно, элемент объема при отображении Tt задается диффе'

ренциалом det "дх*** d x& Отсюда с помощью (5.2.13)
заключаем, что если spd//djc=0, то отображение Tt сохраняет 
объем.

Пример 5.2.1. Система дифференциальных уравнений вида
дЕ • дЕ
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^ В в а е т с я  гамильтоновой или канонической. Пусть E(t, х, у ) : 
G e R 2"+I — функция класса  С1 по х, у. Эта функция назы­

в а е т с я  функцией Гамильтона. Обозначим
дЕ _  ̂ дЕ  ̂ l  1 _

— /*> , /п+*> *душ дх„
Тогда

~  I  дхЛ д у к I
Следовательно, отображение Tt сохраняет объем.

Пример 5.2.2. Найти производную по параметру в точке ц = 0  
решения ф(/, ц) уравнения

х = х 2-)т2\>.Г', G =  {(t, jc) : / > 0 ,  | х| <  оо},

удовлетворяющего условию ф( I, ц) = — 1.
По теореме 5.2.1 y ( t ,p ) = — (/, ja) — решение уравнения

d(i
в вариациях

i/=  2?  (/,{i) у - f  2/ -1,

удовлетворяющим условию у(1 , ц ) = 0 .  Следовательно, искомая 
функция ф ( 0  = y ( t ,  0 ) является решением уравнения

j/ = 2<p(/,0 ) y - f 2/- i,
удовлетворяющим условию ф (1) = 0 .

Так к ак  ф(/, 0 ) — решение уравнения х — х2 с начальными 
данными (1, — 1), то ф(/, 0 ) = —t~l. Следовательно, для  того что­
бы получить rf (/), нужно решить уравнение

у = 2 Г Ч \ ~ У ) ,
откуда с учетом начального условия найдем ф(/) =  1—Г1.

Задача 5.2.1. Рассмотрим дифференциальное уравнение л-го 
порядка

x ^ = f { t , x ,  д\ ...,л:<л- 1>,[а), (5.2.15)

Где / непрерывна вместе с —  , в области-дх дх дх' } (7fi
► Пусть x(t, t0, Хо...... ц ) — решение уравнения (5.2.15) с

Д ал ь н и м и  данными (to, Хо,..., Хо(п~1)).  Д окаж ите , что функция

д< У» о̂» •••» (*■)» / = 0 , 1, 1— решение уравнения



с начальными данными (/0, 0 , . . . .  1, О) , где единица стоит среди 
нулей на (/ + 1)-м  месте ( / = О соответствует , а функция

(t, t0, х 0, (*) — решение уравнения

y (n) =  - ^ - ( t ,x ( t , t 0<х о........!»).%.•, |0 У+  — +

+  (t, х  (/, t0, x 0........(*).........ц) - f

“1 ( t ,  x (/, to,  Xq, . . . ,  { * ) ,.. . (i) (5.2.17)

с начальными данными ( t o ,  О,...,О).
Пример 5.2.3. Найти (/ ,0 ,0 ,1 ,0 ) ,  где x(t, to, х0, х0, 

ц) — решение уравнения

j c + 3 j c = 2 s i n (5.2.18)

в обозначениях задачи 5.2.1.
Используя результат задачи 5.2.1, в силу (5.2.17) заключаем, 

что искомая функция является  решением уравнения

У +  3 y = ( i  (/, 0 , 0 , 1 , 0 ) ) 2

с начальными данными (0, 0, 0 ) .  Реш ая уравнение

jc +  3 jc =  2 sin /,

из (3.4.16) при а = У  Ъ, М =  2, о )= 1 находим x(t, О, 0, 1, 0) =  
= s in / .  Следовательно, искомая функция является  решением 
уравнения

у-\- 3 y  =  cos2/ = —  - f  — cos 2/2 2
с нулевыми начальными данными. Используя (3 .4 .17), на основа­
нии замечания 1 к теореме 3.4.1 получаем

- ^ - ( / , 0 , 0 , l , 0 ) = - g — - j -  cos 2/ -|- - j -  cos К З / .

' 2. Многократная дифференцируемость. Теорема 5.2.1 я в л я е т с я  

частным случаем общего утверждения о степени гладкости реше" 
ний дифференциальных уравнений, доказательство которого, оД* 
нако, опирается на теорему 5.2.1. .

Т е о  р е м а  5.2.2. Пусть всевозможные производные ф у н к ц и и  I 
по координатам векторов х и ц до порядка 1 ^ 1  существуют и не‘ 
прерывны в области G ц. Тогда решение х (/ , t o ,  Хо, ц )  у р а в н е н и я
(5.1.1) и его всевозможные производные по координатам векторов 
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а л до порядка I включительно существуют и непрерывны в об- 
%сп D>.

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 5 2 .2  проведем индукцией по I. 
При i = l  утверждение совпадает с теоремой 5.2.1.

ГЬсть теперь теорема верна с /— 1 вместо /. По теореме 5.2.1 
дх/дхс и дх/дц являются матрицами-решениями уравнений (5.2.1) 
„ (5.|-2 ) соответственно с фиксированными начальными данными. 
Коэффициенты линейных уравнений (5.2.1) и (5.2.2) /— 1 раз  не­
прерывно дифференцируемы по координатам векторов Хо и ц в 
области Д», поскольку согласно условию теоремы и индукцион­
ному предположению функции df/dx, <?//дц и решение x(t, t0, Хо, 
«) обладают таким свойством. Тогда по индукции, учитывая ли­
нейность (5.2.1) и (5 .2 .2), заключаем, что их решения I— 1 раз 
непрерывно дифференцируемы по координатам лс<> и ц, к ак  по п ара­
метрам в области Dw Следовательно, решения исходного уравн е­
ния (5.1.1) I раз непрерывно дифференцируемы. Теорема д о к а ­
зана.

§ 3. Периодические решения квазилинейных систем

В этом параграфе на примере систем дифференциальных у р а в ­
нений, мало отличающихся от линейных, мы покажем, к а к  теоре­
мы о непрерывности и дифференцнруемости решений по началь­
ным данным и параметрам применяются для решения важного в 
теоретическом и прикладном отношении вопроса о существовании 
периодических решений.

1. Периодические решения квазилинейных систем при отсутст­
вии резонанса. Квазилинейным дифференциальным уравнением 
называется дифференциальное уравнение вида

x= A x-\rg(t)-\-v-h(t,x ,v-). (5.3.1)

Предположим, что g  : R-^R"—ш-периодическая функция; А : RX 
Х Н х (~ г, е)~* Rrt—(о-пернодическая по /, непрерывно дифферен­
цируемая по х и ц при каж дом  / e R  в области Н Х (—е, е ) ;  А — 
постоянная матрица, собственные числа Xj (/ =  1, . . . .  л) которой 
Удовлетворяют условию отсутствия резонанса

\ ,ф  —  k% * e z ,  i =  V ~  (5.3.2)
Ш

Число е считаем достаточно малым, поэтому параметр ц будем 
Называть малым параметром. При условии (5.3.2) на основании 
^едствля 'из теоремы 4.7.3 дифференциальное уравнение, полу- 
а*ощееся из (5.3.1) при ц =  0 ( « порождающее уравнение>), име- 

** единственное ш-периодическое решение x(t). Будем считать, 
т° его траектория лежит в области Н.

i* Т ео  р е м а 5.3.1. При сделанных предположениях уравнение 
. 3 - 1 )  имеет ш-периодическое решение x(t, j i ) ,  непрерывно диф­
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ференцируемое по ц, в некоторой окрестности тонки ц = 0 , стре. 
мящееся при ц-»-0 к порождающему решению jc(/), причем реще. 
ние, обладающее указанными свойствами, единственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Искомое периодическое решение будем 
искать в виде x(t, Хо, ц ) ,  где Хо — начальное значение, соответст­
вующее / = 0 .  Поскольку x(t) определено при всех /, по теореме
5.1.1 при достаточно малых |ц| и Цдсо—х(0)|| решение x(t, х0, ц) 
продолжимо по t на промежуток [0, <о]. Совершенно так же, как 
и теорема 4.7.2, доказы вается ,  что необходимое и достаточное ус­
ловие ш-периодичности x(t, Хо, ц) имеет вид

Положим х 0= х ( 0 ) .  По теореме 5.2.1 функция Ф(дсо, ц) непрерыв­
но дифференцируема в некоторой окрестности точки (Jf0, 0 ) ,  при­
чем Ф (х0, 0 ) = 0 , поскольку x(t)  есть о-периодическое решение 
порождающего уравнения. Д алее ,

чисел, равных нулю, поэтому ее определитель отличен от нуля. 
По теореме о неявной функции уравнение (5.3.3) имеет единст­
венное решение *о (ц ) .  непрерывно дифференцируемое в о крестно­
сти точки ц = 0  и такое, что дсо( 0 ) = х о. П о теореме 5.2.1 реш ение 
Л'(/, *о (ц ) ,  непрерывно дифференцируемо по j.i в окрестности 
точки ц = 0 ,  ш-периодично по t в силу (5 .3 .3), причем такое реше­
ние единственно, поскольку дго(ц) — единственное решение (5.3 3)- 
Теорема доказана.

X («о, х 0, ц) =  л: (0 , * 0, ю = х 0,

или
Ф (Xq, Р) =  Х (ч>, Х0, (а) — ЛГ0 =  0. (5.3.3)

Л и  0 г
ментальная матрица уравнения в вариациях

д кПо теореме 5.2.1 — — (/, jr„, д̂.) — нормированная при / = 0  фунда-

Следовательно,

Таким образом,

При условии (5.3.2) : ( * о ,0 ) не имеет собственных
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: С л е д с т в и е .  Рассмотрим дифференциальное уравнение по- 
ряд^а п:

L (x)=xW-\-alxn- 1 - f ... -\-а„х—
— g (О+ЦЛ (/, х , jc ........x <a ~l) , ц). (5.3.4)

где <?i,.... а ,, — постоянные, g : R R — ы-периодическая функция, 
f t : R X / / X ( —е, e ) - * - R — ы-периодическая по t функция, непрерыв­
но дифференцируемая при каждом t в области Я х ( —е, е ) .  Если 
корни 1 = 1 ...... п, характеристического уравнения, соответствую­
щего 1 ( х ) = 0 ,  удовлетворяют условию (5 .3 .2), то уравнение
(5.3.4) имеет ы-периодическое решение x(t, ц) такое, что x(t, 0) =  
= x (t) , где x ( t ) — ы-периодическое решение порождающего урав­
нения L ( x ) = g ( t ). причем решение, обладающее указанными 
свойствами, единственно.

Д ля нахождения периодического решения порождающего 
уравнения удобно использовать разложение g{t) в ряд  Фурье (см. 
п. 3 § 4 гл. III) .

Пример 5.3.1. Рассмотрим уравнение ван-дер-Поля с синусои­
дальной возмущающей силой

играющее важную  роль в электро- и радиотехнике. Условие (5.3.2) 
выполняется, если а ф к ,  fceZ. Порождающее уравнение х + а 2х =  
=A,sinf имеет, к ак  показано в примере 3.4.1, единственное 
2л-периодическое решение А (а2— l ) - , sin/. Таким образом, соглас­
но теореме 5.3.1 уравнение (5.3.5) при нецелом а  имеет единст­
венное 2л-периодическое решение х It, ц ) ,  удовлетворяющее ус ­
ловию x(t, 0 ) = Л ( а 2— l) - ' s in / .

Чтобы получить более точную формулу для  x(t, ц ) ,  используем 
формулу Тейлора (2.1.10) относительно переменной ц. Т ак  к ак  
x(t, ц) непрерывно дифференцируема по ц, то

x-j-(A (xa— 1) а2л г= X s in /, (5.3.5)

— ■ Sln/4 -ЦД (/)-f-0 ((i).
К,- —
Подставляя выражение для x(t, ц) в (5 .3 .5), деля на ц и устрем­
ляя ц к нулю, получим в пределе

правую часть в видеправую часть в виде

используя метод неопределенных коэффициентов, найдем
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Задача  5.3.1. Найти с точностью до о (ц )  2я-пернодическое ре. 
шение уравнения Дуффинга

х  -j- а ?х = X s in / - f  цу* 3

в нерезонансном случае.
2 . Периодические решения квазилинейных систем при резонансе.

Рассмотрим уравнение (5.3.2) в предположениях п. 1, но теперь 
откаж ем ся  от выполнения условия (5.3.1). Тогда собственные 
числа матрицы А разобьются на две группы: А|,..., кт  ( 0 < т ^ л ) ,  
д ля  которых это условие нарушено, и остальные (они .могут от­
сутствовать) ,  для которых оно выполняется. Очевидно, }л,

2 л/имеют вид ------ к, £ e Z .  В дальнейшем предполагаем, что либо
Ш

среди них нет кратных, либо нм отвечают только простые элемен­
тарные делители.

Используя линейное неособое преобразование, систему (5.3.1) 
можно преобразовать так ,  чтобы матрица А была блочно диаго­
нальной: /4 =  d iag{B , С}, где матрице В соответствуют собствен­
ные числа первой группы, а матрице С — собственные числа вто­
рой группы. Например, достаточно привести А к вещественной 
жордановой форме (4 .3.8). В результате система (5.3.1) принима­
ет вид

у= В у-\ -р  (/) -\-vf (/, у, z, I*),
(5.3.6)

где р, q — ш-периодические функции, а / и g  удовлетворяют тем 
ж е  условиям, что и Л в (5 .3 .1). Рассмотрим порождающую си­
стему

y = B y-\ -p (t), z — C z-^ q d ). (5.3.7)

Нас интересуют ш-периодические решения этой системы. Так как 
для  собственных чисел матрицы С условие (5.3.2) выполняется, 
то  второе уравнение (5.3.7) имеет единственное ш -периодическое 
решение

I
z ( / ) = (Е„-т  — е“с )-1  f ( s ) ds, z ( 0 ) = z 0.

/—40
Первое ж е  уравнение, поскольку сыВ— Ет , имеет в силу (4.7.13) 
ш-периодические решения тогда и только тогда, когда в ы п о л н я е т ­

ся условие

^ e-,Bp(.t)dt=0. (5.3-8)



Л р и  j t o m  условии все решения y(t, у 0) ,  у ( 0 ,  y o )= y o  первого урав- 
нсНш (5.3.7) (о-периодические. Д ал ее  считаем, что (5.3.8) выпол­
нено. Рассмотрим область D c :R m такую, что при yo^D  (y(t, у 0), 

при всех /. Будем искать ш-периодическое решение y(t, 
В В ,  ц ) .  z(t, Уо, z0, ц) системы (5.3.6) с начальными данными 
* 'gD , zo при / = 0 , обращающееся при ц = 0  в порождающее ре-
ш е н и |у (* . Уо), z (t) .

П о теореме 5.1. Г  решение y(t, у о, z0, ц ) ,  z(t, у о, г 0, ц) опреде­
лено Яри * е [ 0 , to], если величины |ц|, ||z0—z 0|| достаточно малы. 
Из теоремы 4.7.4 следует, что необходимым и достаточным усло­
вием а  периодичности решения y(t, у0, z0, ц ) ,  z(t, у 0, г0, ц) я в л я ­
ется выполнение равенств

ш
0 = Ф  (Уо, Zo, |»)= f  у (/, уо, z0, ц), z  (/, y0, z0, (i), ц) dt,

(5.3.9)
tn

0  =  <F (y„, zo> H-)=(e”*0 — En-m )z0 +  j  e<“-'>c \q (t) - f

- f  № (/. У V, Уо, «о. P). ^ (t, Уо. zo P)] dt (5.3.10)
[в (5.3.9) учтено (5.3.8)]. Полагая в (5.3.9) ц = 0 ,  получим, что 
НУ, Уо) должно удовлетворять уравнению

W (yo)=\^~‘B/(t,'y(t,yo),z ( t ) ,0 )d t= 0 .  (5.3.11) 
б'

Пусть W (уо) = 0 .  Очевидно, функции Ф, Чг обращаются в нуль 
в точке (уо, го, 0 ) и непрерывно дифференцируемы в окрестности 
этой точки согласно теореме 5.2.1. Якобиан этих функций по пере­
менным у  о, z о в указанной точке равен

det ( у 0) det ( е - с - Еп_J .  (5.3.12)
°У0

Согласно свойству матрицы С второй из сомножителей в
w.3.12) отличен от н ул я . Следовательно, если выполняется усло­
вие

det - -  ( у 0) Ф 0, (5.3.13)
°Уо

Ц По теореме о неявной функции существует единственное реше- 
, , ( 0^ ) .  г ° (^ )  системы (5 .3.9), (5.3.10) такое, что у о (0 )= у о ,  
цн ' — *о. При этом полученное решение непрерывно днфферен- 

л ем°  по ц при достаточно малых |ц|. 
te YTcio;ia вытекает следующее утверждение.

воРчее ° Р е м а  5.3.2. Если выполнено условие (5.3.8), у 0 удовлет- 
f  т Уравнению ( 5 .3 . 11) и справедливо (5.3.13), то система
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(5.3.6) имеет ы периодическое решение y(t, ц ) ,  z(t, ц ) ,  определен 
ное и непрерывно дифференцируемое по ц в некоторой окре:тНо'. 
сти точки ц =  0 и обращающееся при ц = 0  в порождающее реще. 
ние Уо), z (t). Решение, обладающее указанными свойствами 
единственно. ’

Если ж е  (5.3.13) не имеет места, т. е. если det —— ( и , ) = о
ду0

то тем не менее теорема о неявной функции может быть примене­
на к уравнению (5.3.10), которое определяет неявную функцию 
Zo=Zo(yo, ц ) ,  Zo=Zo(yo, 0 ) .  Подставляя ее в левую часть (5.3.9) 
получим уравнение —

V (Уо, 1*)== Ф (Уо, z Q (Уо, И). Р -)= 0 ,

удовлетворяющееся при у 0= у 0, ц = 0 . Очевидно, V(y0, 0) =  W (y0). 
Уравнение W (у0) = 0  определяет начальные значения у0 порож­
дающих решений, а уравнение V(y0, ц ) = 0  — зависимость между 
у  о и параметром ц для  со-периодического решения системы
(5.3.6), соответствующего порождающему решению y(t, у0), z(t). 
Оно называется бифуркационным уравнением (уравнением раз­
ветвления), так  к ак  каждой непрерывной ветви у 0 (ц ) .  Уо(0)=уо, 
решения этого уравнения соответствует о-периодическое решение 
системы (5 .3.6), стремящееся при ц—►О к порождающему реше­
нию.

Если решение бифуркационного уравнения имеет единственную 
ветвь, как , например, в условиях теоремы 5 .3 .2, то бифуркации 
порождающего решения не происходит. Если ж е  таких ветвей две 
(или более), то говорят, что имеет место бифуркация порождаю­
щего решения.

Рассмотрим два  важных частных случая.
С л у ч а й  1. Пусть все собственные числа матрицы А, принад­

лежащ ие первой группе, равны нулю. Тогда 5  =  0 и условие
(5.3.8) превращается в требование, чтобы среднее значение p(t) 
было равно нулю. При этом

_  I
~yU, Уо):=: У й + \ р (*)‘1з

о
и уравнение (5.3.11) для  определения начальных значений уо по­
рождающих решений запишется в виде

1Р(Л>— J / ^ . 0 o + $P (s)d s, е - * г »  J  (s)

С л у ч а й  2 . Рассмотрим уравнение

x  +  a}x= q (t)-)rV.f(t,x ,x ,\ > ), (аф О ), (5 .3 .И)

где функция f  непрерывно дифференцируема по х, х, ц при всех 
х, X и ц е ( —е, е ) .  Считаем, что период q и / по / равен 2п. Пр<‘
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-TOv общность рассмотрения не снижается, т ак  к ак  этого всегда 
„0ж ю добиться переходом к новой независимой переменной т
„о  формуле т = — /. Рассмотрим резонансный случай, т. е. счи­

таем a e Z .  Согласно п. 3 § 4 гл. III порождающее уравнение

имеет 2л-периодические решения, если в разложении q(t) в ряд  
фурье отсутствует гармоника е ‘“'. Это условие соответствует
(5.3.8) При его выполнении все решения (5.3.15) являются 2л- 
периодическими.

Уравнение (5.3.14) эквивалентно системе

Пусть общее решение уравнения (5.3.15) имеет вид

х = С х cos a / - f  a _ ,C2sin 4|(0 ) =  + ( 0 ) = 0 ,

где Си Са — начальные данные. Запишем уравнения (5 .3.11), ко­
торые определяют Ci, С2, соответствующие порождающим реше­
ниям:

Wi (С,, С2) =  — a_1j  f V .C i  cos a t + a _ ,C2sin a t +♦(/),

— aC j sin at-\-C2 cos a/-|-<j)(/),0 )s ln  a t( it= 0 ,  (5.3.16)

где № i=IP2 =  0 , отличен от нуля, то порождающему реше­
нию j c = C i0cosa/ + a - I C20sin a/ + \J)(0 соответствует единственное 
^л-периодическое решение уравнения (5.3 .14), стремящееся к  не- 
**У при ц-»-0 (см. пример 7.3.1).

x-\-a2x = q  (t) (5.3.15)

х = У,
i/= — a2x-\r qU )+ pfU ,x,y,\> -),

находим фундаментальную матрицу

— aC iS in  a/-t-C2cosa/-|-<j>(/),0 )cos atd t— 0 .

Если якобиан функций Wi, W2 по переменным Си С2 в точке Ci°,
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3. Замечание об автономных квазилинейных системах. Рассмот- 
рим автономную систему

x= A x-\ -g -]r v-h(x,v-), (5J3.17)

где g и Л удовлетворяют тем ж е  условиям, что и в (5.3.1), но уже 
не зависят от t. в частности g — постоянный вектор. Так к ак  авто­
номную систему можно рассматривать к ак  периодическую по / с 
произвольным периодом, то возникает вопрос: с каким периодом 
следует искать периодические решения?

Можно ожидать, что период решения «хорошо» (по крайней 
мере непрерывно) зависит от ц, поэтому прежде всего следует 
найти периодические решения порождающего уравнения

x = A x + g .  (5.3.18)

Считаем, что d e M ^ O ,  т ак  к ак  в противном случае количество 
возможностей увеличивается. Тогда уравнение (5.3.18) имеет ре­
шение x = x * = A ~ ,g. Его общее решение имеет вид

x = e ,Ax 0-\-A~lg.

Оно содержит периодические решения (отличные от **) лишь 
при наличии у А чисто мнимых собственных чисел. Каждой паре 
±t'p таких собственных чисел соответствуют периодические реше­
ния с периодом 2л/р. Поэтому следует искать периодические ре­
шения с периодом со ( ц ) , для  которого со(0).= 2л/р. Положим
ш— ~“  (1 Н- Выполним замену независимой переменной по

формуле / =  (1 + ц а )т .  Вместо (5.3.17) получим
d х
■ ^ * = (1  - f-peM A x -\-g 

или \

. - ^ - = A * + £ - f ц / ( * , ц , а ) .  (5.3.19)at

Теперь уж е  нас интересуют периодические решения (5.3.19) с 
определенным периодом 2л/р. Задача  свелась к у ж е  рассм отрен ­
ной в п. 2 , т ак  к ак  имеет место резонанс, соответствующий Л= 1  
(не исключены и другие резонансы, если матрица А имеет др уги е  
чисто мнимые собственные числа). Единственное отличие состоит 
в том, что уравнение (5.3.19) содержит дополнительный п ар ам етр
а. Он будет определяться к ак  функция ц вместе с начальным зна 
чением хо периодического решения. В результате получим л+1 
скалярное неизвестное. Однако поскольку рассматриваемая си­
с т е м а — автономная, можно за  начальную при / =  0 точку перио­
дического решения принять любую точку ее траектории. Поэтому 
можно потребовать, например, чтобы при / = 0  выполнялось ра*
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Г
ренсгво i| =  0. Это даст  дополнительное уравнение к п бифурка­
ционным уравнениям.
Н ф р и м е р  5.3.2. Найдем периодическое решение уравнения ван- 
дер-Поля (5.3.5) при а = 1 , Х = 0 :

i  +  ̂ U i _ l ) J c - | - A- = 0 ,  .(5.3.20)

служащего математической моделью лампового генератора на 
триоде. Корни характеристического уравнения порождающего 
уравнения таковы : ± i. Новое время т связано со старым форму­
лой / = ( 1  + ц а )т .  Тогда (5.3.20) принимает вид

d2x + (1  +  ̂ а )3л = 0 ,
d l 2 '  Г d X

или
d*x
dx*

+ . r = [ ( 1 -  JC2) -  2 a  (0) x  | +  О <HJ ) .

Ищем решение периода 2л. У порождающего уравнения любое 
реш ение— периодическое. Его можно представить в виде х — 
=А  cos(<po + x) .  Поскольку уравнение — автономное, сдвигом т 
добьемся, чтобы <ро= 0 .  Система (5.3.16) для  определения величин 
А, р = и ( 0 )  имеет вид

2к

2к

[ 1 — A2 cos2r) A sin х + 2 Л ?  cos t J sin r r f r = 0 ,

[(1 — A2 cosJt )  A sin т +  ?Лр cos x\ cos xdr-^o.

В результате интегрирования получим

— ------- Л з = 0 ,  А р = 0 ,  (5.3.21)
2 8

откуда, считая, что А Ф 0, находим А г= 4, р = 0 .  Якобиан систе­
мы (5.3.21) равен Л ^ -------^ -Л 2]  .При Л =  2, р = 0  он отличен от

нУля. Следовательно, уравнение ван-дер-Поля имеет периодиче­
ское решение x(t, ц ) ,  для которого x(t, 0 )= 2 c o s / .  Его период 
Равен 2л + 0 ( ц 2) ,  т ак  к ак  р =  0 .

§ 4. Автономные системы на плоскости
Рассмотрим автономную двумерную систему

x = f ( x ) ,  (5.4.1)

г* е / е С ‘ (Я ) ,  Я с Я *  — область.
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1. Центр и фокус. Предположим, что система (5.4.1) имеет по­
ложение равновесия. Поместив в него начало координат, получим 
что /(0) = 0 .  Используя формулу Тейлора (2.1.10) для  / (* ) ,  запи­
шем (5.4.1) в виде

х  =  А х + Х ( х ) ,  (5.4.2)
где

л  =  1 7 (0 ) ’ l j~ j7— ПРИ I W - 0 . (5.4,3) 
Рассмотрим линейное приближение

х  =  Ах. -  (5.4.4)
Мы предполагаем, что оба собственных числа матрицы А — комп­
лексно-сопряженные, равные а±/р, Р>0. Используя терминологию 
п. 4 § 5 гл. IV, рассмотрим случай центра и фокуса для  системы
(5.4.4). Случаи узла  и седла т а к ж е  представляют большой инте­
рес (см. § 3 и 5 гл. VIII) .

В результате линейного неособого преобразования х =  Qy по 
формуле (4.5.18) получим систему

y = B y + Y ( y ) ,  (5.4.5)

где в силу (4.5.19) ^  » а Для нелинейности У (у) со­

храняется свойство (5.4.3), т. е.

------0 при || у  Ц — 0. • (5.4.6)

Положим у\ =  г cos ф, уг =  г sin q>. Из соотношений
• •

г  cos <р — лр sin <р= a r  cos <р — Pr sin <р -|- У, (г cos <р, г sin <р),

г  sin <р - f  г<р cos <р=Pr cos <р аг sintp -|- K2(r cos <?, г  sin 9 ) 
находим

r= a r-\ -R (r,4 f) , 9 = р  +  г-1ф (г,т), (5.4.7)

где  R — Yx cos <p-f K2sin<p, Ф = К 2со5 <р —KiSiny.

В силу (5.4.6)
г - 1/ ? ( г ,<р)—*0, г - 1Ф (г , ( ? )—*0 при г —0, (5.4.8)

причем R, Ф непрерывно дифференцируемы при —е < г < е ,  — °°<  
< Ф < оо и 2л-периодичны по ф. Из (5.4.8) следует, что если е Д°*

статочно мало, то |f—>ф(г,<р|<; -^-р. Исключая t из системы

(5 .4 .7), получим дифференциальное уравнение первого порядка 
dr r ( a r + R ) _ . _ dr



правая часть которого, к а к  нетрудно убедиться, непрерывно диф­
ференцируема при —е < г < е ,  —о о < ф < о о . При этом на основа­
ми (5.4.8) ее производная по г при г= 0 равна а/р. Полученное 
уравнение можно представить в виде

—  =  ̂ - r  +  P(r,<f), (5.4.9)
df ?

где Р (г> ф) непрерывно дифференцируема при —е < г < е ,  —оо< 
<гр<оо и
ШГ ЯР

— — (0, <?)=П т г~хР  (г ,  <р)=0. (5.4.10)
д г  г *  о

Траектории системы (5.4.7) совпадают с интегральными кривыми 
уравнения (5.4 .9), т а к  к ак  при \г\<г функция ф(/) является  
строго возрастающей функцией t. Поэто­
му переход от траекторий системы (5.4.7) 
к интегральным кривым уравнения (5.4.9) 
означает лишь изменение параметриза­
ции.

Д алее переменные г, ф будем тракто­
вать к ак  полярные координаты в плоско­
сти 0у\уъ считая гГ^О. Поведение интег­
ральных кривых уравнения (5.4.9) удоб­
но исследовать с помощью так  называе­
мой функции последования. Определяет- Рис. 10 
ся она следующим образом.

Пусть г(ф, г о ) — решение уравнения (5 .4.9), определяемое на­
чальным условием г(0 ,  г0) = г 0. Так к ак  уравнение (5.4.9) имеет 
тривиальное решение г— 0 (—оо<ф <оо), то по теореме 5.2.1 
Функция /-(ф, г0) непрерывно дифференцируема при 0 ^ г < б * ,  
фе[0, 2л] при некотором 6 *> 0 .  Положим

g (г0) = г ( 2л , г 0).

Функция g ( r0) называется функцией последования. Она опреде- 
лена и непрерывно дифференцируема при 0 ^ г < 6 \  причем 
£(0) =  о. Геометрический смысл функции последования ясен из 
P"c. 10, где кривая, соединяющая точки г0 и g (r0), при ф =  0 — 
Интегральная кривая.

По теореме 2.6.2 если g (r)  = r  ПРИ некотором г е ( 0 ,  б*) ,  то 
.9**3 точку ф =  0 , г ~ г  проходит зам кн утая  траектория системы 
’; -4.7), если ж е  g(r)=^r. то соответствующая траектория незам- 
нУта.

Используя теорему 5.2.1, нетрудно вычислить g' (0 ) .  По фор- 
Чул* (5.2.13) имеем
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Отсюда и из (5.4.10) получаем

Следовательно, g'(ro)<q<\ при а < 0 , если ft* достаточно мало 
По формуле Л а гр ан ж а  g(r0)= g ,(Or0)r0<qr0(0<Q<\) при а « Х  

Тогда r i = g ( r o ) < 6 * и  определено r2=g(ri), причем r2< q r{. 
По индукции определяем rh= g (rk -1) для  всех A e N , при этом 
rk<qrk~\. Очевидно,

rk< q kr0(ke= N). -  (5.4.12)
П окажем , что

г * = г ( 2лЛ ,г0). (5.4.13)

При k=\  (5.4.13) вытекает из определения r\= g(r0). Предпо­
ложим, что (5.4.13) выполняется при замене к на к— 1. Рассмот­
рим функции г (ф, лА_,) и г(ф + 2л (й — 1), г0) .  Так как  правая 
часть уравнения (5.4.9) 2л-периодична по ф, то обе функции яв­
ляются решениями уравнения (5.4.9) при ф>0, причем при ф = 0 
их значения совпадают, т ак  к ак  по индукционному предположе­
нию г*_1 = ф(2л(Л— 1), г0). П олагая ф = 2л, получаем (5.4.13).

* ' ( 0 ) = е х р { 2 я  y j  . (5.4.11)

И  Рис. 12 Рис. 13

В силу (5 .4 .1 2 ) г*-»-0  при к-*-оо. Следовательно, траектории  
стремятся к началу координат при ф->оо (а значит, и при /-*-<»)• 
образуя спираль. Такое расположение траекторий назы вается 
устойчивым фокусом (рис. 11) .

Если а > 0 ,  то, зам еняя  в (5 .4 .7 ) ф на —ф, придем к ур авн е ­
нию вида (5 .4 .7 ) ,  у  которого а < 0 .  Поэтому получим такую * е 
картину, к ак  и в случае устойчивого фокуса, но при ф->~—°°- 
Такое расположение траекторий называется неустойчивым фокУ' 
сом (рис. 12) .

Если ж е  а  = 0, т. е. g ' ( 0 )  = l ,  то требуется дополнительное ,,с' 
следование функции g ( r0)  (см. п. 2 § 3 гл. V I) .  В примере 2 .6 .»
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имеем устойчивый фокус. В частности, может оказаться , что 
g(rо)=Го при всех Гое[0, б*]. Тогда все траектории системы
(5.4.7) в .достаточно малой окрестности точки г = 0 замкнуты , т. е. 
все решения оказываются периодическими. Такое расположение 
траекторий называется центром (рис. 13). Поскольку переменные 
X и у связаны аффинным преобразованием, то все траектории 
системы (5.4.2) в достаточно малой окрестности начала коорди­
нат т ак ж е  замкнуты .

Пример 5.4.1. Система уравнений Вольтерра

х = а х  — Ьху,

U— - c y - j - d x y ,
где а, Ь, с, d — положительные постоянные, рассматриваемая при 
х>0, у > 0 , описывает динамику изменения числа хищников y(t) 
и их жертв x (t) в изолированной среде. Система имеет положе­
ние равновесия в точке (c/d, а/b), которому соответствуют чисто 
мнимые собственные числа матрицы коэффициентов системы в 
вариациях, равные ± i V a c .  Интегрируя уравнение с р азд ел я ­
ющимися переменными

- c y  + dxy 
ах — Ьху

находим интеграл U в области х > 0 , у > 0 ;
U = dX -\-by — с\пх — а\пу.

Покажем, что кривые, определяемые уравнениемК' UU.W-C. (C>(/(f .£■)).
являются замкнутыми кривыми, окружающими положение равно­
весия и заполняющими всю область дг>0 , у > 0 .

Для этого введем полярные координаты г , <р:х =  —  -f-r c o s <p>
d

а Ij  + r s in ? .  В результате несложных вычислений найдем

dU _ dr cos2 ?  , Arsitt5<p ^  q
дг с a—  4- r cos <f —  + r  sin <p 

d  b

? ^ юДа вытекает, что с удалением точки (х, у) от положения 
В ^ К и я  (c/d, а/Ь) по любому лучу <p = const в области х > 0 ,  
Не jj ^  монотонно возрастает от величины U (с/а, а/b) до беско- 
°Дн л ТИ‘ Следовательио, каж ды й  луч пересекает кривую U = C в 
Л{де° И только одной точке, откуда и следует сделанное утвер-



Так к а к  указанные кривые являются траекториями рассматри. 
ваемой системы, то положение равновесия — центр, а все реще! 
ния — периодические функции времени.

2 . Предельные циклы. Предположим, что система (5.4.1) имеет 
замкнутую траекторию у с наименьшим периодом со>0 . Возьмем 
произвольную точку дг0е у  и проведем через нее нормаль п к у

единичной длины. Д л я  определенности счи­
таем, что п направлен во внешнюю область 
Не нарушая общности, считаем такж е, что 
хо — начало координат (этого можно д0. 
биться заменой у = х—х0). Точки на нормали 
п определяются единственной координатой р. 
В качестве р берем расстояние от точки нор­
мали до начала координат, если точка ле­
жит снаружи у. и это расстояние, взятое с 
обратным знаком, если она лежит внутри у. 
Начало координат О соответствует р = 0  
(рис. 14).

Рассмотрим траектории ф(t, рп), проходящие через точки нор­
мали. Запишем уравнение

е- I

Рис. 14

Ф U,  S,  Р ) = < Р  (/, рп) — s n = 0 (5.4.14)
с неизвестными t, s ( р — параметр).

Л е м м а  5.4.1. Существует А> 0  такое, что в области |р| <А 
уравнение (5.4.14) имеет единственное решение l = T(p), s= g (р), 
удовлетворяющее условиям Т (0 ) = ы ,  g  (0 ) = 0 , причем функции 
Т(р), g(p) непрерывно дифференцируемы при |р|<А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так к а к  ф(t, 0 ) — решение с перио­
дом со, то по теореме 5.2.1 функция ф(/, рп) определена и непре­
рывно дифференцируема по t и р в некоторой окрестности точки 
t = (n, р = 0. Тогда функция Ф (t, s, р) определена и непрерывно 
дифференцируема в некоторой окрестности точки (<о, 0, 0 ) . Так 
к ак  ф(/, 0) ш-периодична, то Ф(ш, 0, 0 )= 0 .  Рассмотрим Якобиан

. / - d e l
\ dt ds )

в точке (ш, 0, 0 ) .  Имеем

y = d e t  ( " л - * —n) = d e t (/ (? (/ .p n )) ,  —п). 

Следовательно, в точке (ш, 0 , 0 )

7 = d e t  ( / ( 0 ), — п ) ^ - 0 ,
поскольку f (0) и п — ортогональные векторы. Теперь утверЖ Де' 
ние леммы вытекает из теоремы о неявной функции.
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С л е д с т в и е .  Справедлива формула

£ ' ( 0 ) = е х р
U)

i (5.4.15)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Дифференцируя по р тождество 
Ф (7 ' (р ) , г (р ) ,  р )= 0  при | р | <  Д.

получаем
/ Т' rm \*T*f I

“57“ р) + — м .
ot

По формулам Крамера имеем

* ' (р )
det (<ЭФ/dt — дФ/д?) 
det (дФ/д(, d<b/ds)

(5.4.16)

где правая часть вычисляется в точке (Т(р), g(p), р). 
Рассмотрим решения <p(t—10, Хо). В силу (5.2,3)

- ^ - ( t - t 0,x 0) = - - ^ - ( t - 1 0, Хо) to, x Q) f ( x 0).
O t  OCq u X q

Отсюда и из (5.4.14) и (5.4.16) получаем

d e t ( ^ ?-  
g '(P )  =  -

дхс (<. p n )/ (p n ), —
д<р
дхо ")

det (/ (f ( i, pn)), — o)
где t = T(p). Отсюда

£ ' ( P ,= d e t  - p - ( T .  pn) — >dx0 det (/ (? (T, ph)), — n)

Полагая p = 0  и учитывая, чго
<t(T (0),0)=<p(u>, 0) =  0,

находим

£ ' ( 0 ) = d e t - ^ - K 0 ).

По формуле (5.2.13)

d e t ^ L

dx0

дхп
• K 0 ) = e x p sp 0))dt

O X

|ода и следует (5.4.15). Следствие доказано.
5.4 | Ыясним геометрический смысл функций Т(р) и £ (р ) .  Л ем м а  

» ‘п Утверждает, что к а ж д а я  траектория, пересекающая нор- 
ь п в точке рп из Д-окрестности начала координат, вновь пе-
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ресечет ее через промежуток враени Т(р) в точке g(p)n . При 
этом так  к ак  функция ф(7, рп) нерерывно зависит от р, а ф(*, 0) 
делает полный оборот вдоль i при / е [ 0 , и], то траектория 
ф(/, рп) так ж е  делает полный о(:рот при / е [0 , Т(р Д  оставаясь 
в малой окрестности у, если Д достаточно мало (см. рис. 14).

Функция g (p )  называется фунцией последования (ср. с п. 1).
О п р е д е л е н и е  5.4.1. Замкшая траектория у автономного 

уравнения (5.4.1) называется устйчивым предельным циклом, 
если существует такое Д > 0 , что\ является ы-предельным мно­
жеством для любой траектории, походящей через точку из А-ок­
рестности кривой у.

О п р е д е л е н и е  5.4.2. Замкутая траектория у называется 
неустойчивым предельным циклов если существует такое Д>0, 
что у является a -предельным мнаеством для любой траектории, 
проходящей через точку из А-окраности кривой у.

Так как  в реальной действиткьностн время течет в положи­
тельном направлении, то на пракике реализуются те периодиче­
ские движения, которым соответгвуют устойчивые предельные 
циклы. Такие движения называния автоколебаниями.

Т е о р е м а  5.4.1. Если h < О

Н1

df_
дх ?(/,0 )) dt, (5.4.17)

то у является устойчивым пределшм циклом; если Л>О, то у — 
неустойчивый предельный цикл.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть сцчала Л < 0. В силу (5.4.15)
g' (0)= «|<  1.

Покажем , что отсюда вытекает уверждение теоремы. По непре­
рывности g' (p )< q < \  при Jp|< i  если 6 > 0  достаточно мало. 
Пусть |ро|<б. По формуле Лсранжа, т ак  к ак  g ( 0 ) = 0 ,  то 
|g(po| = |g'(9po)po| <?|ро| (О<0 <1) .  Следовательно, если ps == 
= g(P o ),  то | pi j < 6  и определено fts g ( p i ) ,  причем |р2| <<7 |pi I- 
По индукции определяем р*=£(ц-|) для всех t e N ,  при этом 
|р*| <<71р *—1 1. Заметим, что так нк траектории не пересекаю тся, 
если р0> 0 , то при всех k р*>0, ели ж е  ро< 0 , то р*<0. В даль­
нейшем будем рассматривать то^ко траектории, лежащ ие сна­
ружи у (случай, когда они лежатш утри у, рассматривается ана­
логично). Тогда ро>0 и 0<р*<<7ро, следовательно, р*->-0 пр* 
Л->оо. Покажем, что

(5.4.18)Р * п = <р ( t f  Р оП ),

где
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* - i

' * = 2 г(Р)>.
<-0

. При fe=l (5.4.18) вы текает  из определения g(p) и Т(р). Пред­
п олож им , что (5.4.18) выполняется при замене к на к— 1. Р а с ­
смотрим

р *=<р(Г (p*_i),p*-in) =  (?(7' (p*_i), P0n))-

Последнее соотношение справедливо по индукционному предпо­
ложению. В силу (2.6.4)

р*п =-?(/»_ ! - f  7’ (р*_1).Роп) =  ? ( /*> Роп)
по определению /*. Равенство (5.8.5) доказано.

Так к ак  7 (0 )  =о> и Т(р) непрерывна, то при k-+cx>. Из
(5Г4.18) и определения 2 .6.1 заключаем, что начало координат 
является со-предельной точкой для траектории ф(t, р0п). По тео­
реме 5 .1.3 вся траектория у принадлежит со-предельному множе­
ству Q траектории ф(t, роп). П окажем , что y = ii. Возьмем (/ е й  
и пусть d~ p(q, у). К ак  было отмечено, если б достаточно мало, 
отрезок траектории м еж ду двум я  последовательными пересече­
ниями нормали лежит в сколь угодно малой окрестности кри­
вой у. В данном случае р * < 6 , поэтому это верно для  всей полу- 
траектории ф(t, роп) при / ^ 0 .  Следовательно, при d > 0  q не мо­
жет быть ш-предельной точкой траектории ф(t, роп), т. е. d = 0 
и <7& у . Итак, у = й .

Осталось показать, что существует Д > 0  такое, что если тр аек ­
тория проходит через точку из Д-окрестности кривой у, то она 
пересечет нормаль п в 6 -окрестности начала. Но это вытекает из 
непрерывной зависимости решений ф(7, дсо) от начальной точки хо 
равномерно по / е [0 ,  со], т ак  к ак  траектория ф(7, 0) проходит че­
рез начало координат. Таким образом, выполняется определение
5.4.1, и при й < 0  теорема 5.4.1 доказана.

Рассмотрим случай h > 0 . Выполним в системе (5.4.1) замену 
t н а —/. Получим систему

Jc = —f ( x ) . (5.4.19)

Замкнутая траектория у  сохранится, ей соответствует со-периоди- 
ческое решение ф(—/, 0 ) .  Запишем величину ft,, определяемую 
Формулой (5.4.17), для  решения ф(— t, 0 ) уравнения (5.4.19). 
Имеем

М —®

"[Скольку фСЛ-со, 0 )=ф (7 , 0 ) .  Следовательно, в уравнении 
) A i< 0  и применим полученный результат. Кривая у явля- 

Ся со предельным множеством для  любой траектории ф(t, х0) 
уравнении (5 .4.19), проходящей через точку х0 из Д-окрестностну. 

Итывая , что была произведена замена t на — t, из определе-
JJ



ния (2 .6 . 1) заключаем, что для  траекторий исходной систему
(5.4.1), проходящих через Л-окрестность у, кривая у  является 
а-предельным множеством, что и доказы вает  теорему в  Си-)У 
определения 5.4.2.

З а м е ч а н и е .  Попутно выяснен характер приближения сосед, 
них траекторий к у  при £-*-оо: они приближаются к у, образуя  бес- 
конечное число витков спирали, как  изнутри, так  и снаружи.

В качестве примера рассмотрим уравнение ван-дер-Поля
(5.3.20). Оно эквивалентно системе

Х г= Х 2 *

Х2 =  — х ,  +  11. ( 1 — х Ь х 2.

Как показано в примере 5.3.2, эта система имеет зам кнутую  тра­
екторию, уравнения которой

X [= 2cos/4-0(t»), jc2 =  —2 s in / -f 0((i). 

Имеем <о=2 л -4-0([»’ ), sp = [* (1  — х]). Следовательно,
дх

Л=|» J  (1 — 4 cos2 О (ц2) =  —2n|i-f О (и-2).

Отсюда заключаем, что при ц > 0  зам кн утая  траектория — устой­
чивый предельный цикл, а при ц < 0  она является  неустойчивым 
предельным циклом.

В заключение отметим, что проведенные рассуждения сохра­
няют силу, если вместо нормали использовать любую прямую, 
проходящую через точку О и отличную от касательной к  траекто­
рии в этой точке.

§ 5. Общее решение
%

Рассмотрим дифференциальное уравнение

x = f { t ,  х), (5.5.1)

где f : G-+ Rn, G c :R n+I, и предложим, что в области G вы п о лн е­
ны условия теоремы 5.1.1, т. е. / e lo c  L ip*(G ). М ножество всех  
решений уравнения (5.5.1) задается  функцией лr( t ,  t0, Х о ): D -*-R n' 
где

0  =  {(/, 4>» x0) : ( t0, jC q )^ 0 , /€ Е/ (/0, A j)}.
О п р е д е л е н и е  5.5 .1 . Непрерывная функция

x = y ( t ,  С):М  —»R", М  с :  R"+I, (5.5.2)

называется общим решением уравнения (5.5.1) в области G, eCJtU 
для любой точки (to, x0) ^ G  уравнение дг0 = ф('/0, С) имеет ед#*'
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твенное решение C0= U (t0, xQ), (t0, С0) е М ,  и q>(t, С0) — решение 
^дачи Коши с начальными данными (to, х0).

Существуют и другие определения общего решения дифферен­
циального уравнения (см.: Шестаков А. А., Меренков Ю. Н. Об 
определении общего решения дифференциальных уравнений // 
дифференциальные уравнения. Т. XXII. 1986. № 5 ) .

Возьмем произвольную точку (10, .г0) е С .  П окажем , к ак  по­
строить область G0^ ( l о. х0), в которой существует общее реше­
ние уравнения (5.5.1). Пусть t = h(x) : Р-*-R (Р  — область) — не­
прерывно дифференцируемая функция, т ак ая ,  что h  = h(xo), при­
чем поверхность S, з а д ав аем ая  уравнением t= h (x ),  принадлежит 
области G. Предположим, что S  не касается  интегральных кри­
вых уравнения (5.5.1). Аналитически это условие записывается 
в виде

1  Х )

Вычислим д ва  равных определителя

=  det

С одной стороны,

■ ш е *
/ = d e t  1 dh

д х

С другой стороны, 

I = d e t

= d e t

-I.

=  1 ---- —  f .
dx J

=de< ( £ „ - / £ ) ,

1 — £ - / ( * W ,  x ) = d e t  (En—f ( h (x ) ,  x) j  ф 0. (5 .5 .3 )

КрССМОтРИМ множество GqczG точек, образуемых интегральными 
ВЬ|ми, которые проходят через поверхность S ,  т. е.

^едовательно,
dh

° о ^ { (/ ,  j c ) : / e / ( A ( C ) ,  С), х = х (t, h (С ) ,С), С е Р } .
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П окажем , что Go— область. Пусть (to, Xo)^Gj. Это означает, что 
существует С0е Я  такое, что x(h(C 0), t0. х0) = С0. Рассмотрим 
функцию Ф (С, t, x) = C—x(h(C ), t, х), определенную по теореме
5.1.1 в окрестности точки (С 0, t0, х0). Имеем Ф (С Э, /0, х ) = 0 ,

det (С°’ to' ^ o )= det ( £ fl- / ( A ( C 0), С0) ~ ( С 0))ф О

в силу (5.5.3). По теореме о неявной функции уравнение Ф (С , t 
дг) = 0  имеет решение C(t, х), C (t0, х0) = С0. определенное в неко­
торой окрестности V точки (t0. дг0) ,  а это и означает, что VcrG0. 
Очевидно такж е , что Go связно. Итак, Go — область. "Пусть

(?= {(/ , С ):С  е  Р, /е= /(Л(С ), С)}.
Определим функцию <р : Q->-R" следующим обратом:

? (/ ,  C ) = x ( t ,  А (С), С). (5.5.4)

Т е о р е м а  5.5.1. Равенство *  = <р(7. С) задает общее решение 
дифференциального уравнения (5.5.1) в области G0. При этом
если существует и непрерывна в G0. то существует и не-

дС
прерывна в Q и det — ф  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ( t 0, j:0j e G 0. Рассмотрим уравне­
ние xo = q>(to, С). Оно имеет единственное решение C0 = U ( t 0, дг0), 
где (h(C0), С0)  — точка пересечения интегральной кривой, прохо­
дящей через точку (to, х0). с поверхностью S . Кроме того, 
<p(f. G0) — решение дифференциального уравнения (5 .5 . 1) в силу
(5 .5.4), непрерывное по теореме 5.1.1. По определению 5.5.1 
ф(/. С ) — общее решение уравнения (5.5.1) в области G0.

Д алее , если существует и непрерывна в G0, то в области

А > =  {(/, t0, x 0) : ( t 0, х 0) e G „  /е=/(/0, jc0)}

по теореме 5.2.1 существуют и непрерывны —  и . Следова­
л о  dt0

тельно, существует и непрерывна — в силу (5.5.4). Кроме того,

Н С )- с >- 

Используя (5.2.3), получим

l c = £ t ( ‘ - Л(С)' С Н Е .- / (Л < С ) ,  C ) j i . )  . (5.5.5)

т '  е - det 4 <С >' C ) d e t ( £ „ - / ( 4 (C ) . С ) . £ . )  . j
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так к ак  - ф ундаментальная матрица уравнения в вариациях
дх0

(5.2.1),Щ * * ( е . - / £ ) * о

в силу (5.5.3). Теорема доказана .
Теорема 5.5.1, показывает, что локально (в области G0) мно­

жество решений задается  л-мерным параметром С (а  не (я - j - l ) -  
мерным (to, Хо), к ак  в функции x(t, t0, х<>)).

В качестве поверхности S  можно взять  сечение области G ги­
перплоскостью t  = lo, т. е.

5  =  {(Л  x ) : t  =  ?о , л е Р } .

В этом случае h ( x )  = lo. В силу (5.5.4) общее решение имеет вид 
х=ф(t, Xo)=x(t ,  i0, Хо). Общее решение, задаваем ое такой функ­
цией, называется общим решением в форме Коши. В этой форме 
параметром является начальная точка Хо■ Отметим, что эта кон­
струкция была использована для  построения общего решения в 
§ 4 гл. I.

Если G —(a, Ь)ХН, где Н — область фазового пространства, 
и любое решение (5.5.1) продолжимо на весь интервал (а, Ь), то 
общее решение в форме Коши сущ ествует во всей области G, так 
как в этом случае G0 = G. Примером общего решения в форме 
Коши является  формула Коши (4.7.11).

С л е д с т в и е  (теорема о выпрямлении интегральных кривых). 
Отображение G0 на Q, задаваемое равенством (t, x) = (t, q>(t, С)), 
есть диффеоморфизм, отображающий интегральные кривые урав­
нения (5.5.1) в прямые (t, С), где С ^ Р  фиксированы, te. 
е / (Ъ(С), С).

Из теоремы 5.2.2 вытекает, что если qj(t, С) — общее решение 
в форме Коши, то степень гладкости этого диффеоморфизма рав­
на степени гладкости функции f(t, х) по х.

§ 6. Общий интеграл

Продолжим рассмотрение дифференциального уравнения в ус­
ловиях теоремы 5.5.1.

1 Ь Первый интеграл.
О п р е д е л е н и е  5.6.1. Непрерывная функция U{(t, х) : G->-R 
» eacTC'1 интегралом (первым интегралом) уравнения (5.5 . 1), 

c t «W ? Ля лю6ог°  Решения (p(t) : < а , 6 > -»-R n имеет место тожде- 
e° ui(t. <p(t)) =  const, t(= < a, b> .

Л1обД РУ™ми словами, интеграл обращ ается в постоянную вдоль 
***>го решения уравнения (5.5.1) (ср. с теоремой 1.5.3).
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Уравнение U\(t, х) = С определяет множество у  в пространстве 
Otx\. . .  хп- Из определения 5.5.1 следует, что интегральные кри- 
вые, проходящие через точки множества принадлежат у. Вооб­
ще говоря, множество у является  л-мерной поверхностью, образо­
ванной интегральными кривыми. Такие поверхности называются 
интегральными.

Пусть U\(t, х) — непрерывно дифференцируемая в области G 
функция. На множестве таких функций определим линейный 
оператор D:

Ш ' = - 7 Г + Т Г '  -  <5 -6 »
со значениями в множестве непрерывных в G функций. Функция 
DU 1 называется производной функции U\ в силу уравнения
(5.5.1). Название объясняется формулой

где ф(t) — любое решение уравнения (5 .5.1). Д л я  доказательства 
формулы (5.6.2) достаточно продифференцировать U\(t, ф(t)) 
по t. Из (5.6.2) вытекает следую щ ая теорема.

Т е о р е м а  5.6.1. Для того чтобы непрерывно дифференцируе­
мая функция U\(t, х) : G-+R была интегралом уравнения (5.5.1), 
необходимо и достаточно, чтобы DU i = 0 при всех (t, x ) e G .

2. Независимые интегралы. Пусть теперь существует и не­

прерывна в G, т. е. выполняются условия теоремы 5.2.1. Будем  
рассматривать только интегралы класса  С1. Из определения 5.5.1 
следует, что вместе с интегралом U\ интегралом является  также 
любая непрерывная функция U2 = Q>(Ui). Такое семейство инте­
гралов задается  одним из его представителей. Поэтому возникает 
зад ач а  выделения интегралов, с помощью которых можно задать 
все интегралы (5.5.1). Такие интегралы называются н езави си м ы ­
ми. Строгое определение будет дано ниже, однако заметим, что в 
§ 5 гл. I под интегралами понимались только независимые инте­
гралы. Этим объясняется, что функции, тождественно равные 
постоянной, не являются интегралами согласно определению 1.5.2.

Пусть G0 — область, определенная в § 5 с помощью н е к о т о р о й  
поверхности S .  По теореме 5.5.1 уравнение (5.5.1) имеет в G 0 о б ­
щее решение ф(7, C ) :Q -> -R n. Пусть U\(t, х) — интеграл (5.5.0  
в области G0. По определению 5.6.1 при всех t^ !( h (C ) ,  С), Cs"> 
U\(t, ф(7, С )) является  функцией только С:

D U x(t, £/,(/, *(/)),
at (5.6.2)

U x(t, <?(/, С)) =  К , (С ) ,

откуда
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а так  к ак  по теореме 5.5.1 — неособая матрица, то
дСI

Из (5 .5.5), (5.5.3) и теоремы 5.2.1 следует, что — — фундамен-
дС

тальная матрица уравнения в вариациях (5.2.1) при х0 = С, /0 = 
z=h(C). К ак  показано в п. 5 § 2 гл. IV, матрица *j* (в си*

лу вещественности сопряженная матрица совпадает с транспони­
рованной) является  решением линейного уравнения, сопряженно­
го с (5.2.1). Перейдем в (5.6.3) к транспонированным матрицам:

Следовательно, (*• -  решение линейного уравнения, соп­

ряженного с (5.2.1).
[ Рассмотрим т  (1 ̂ т ^ п )  интегралов U\(t, х ) ........  Um(t, х) в

области Go. По доказанному функции ( t ,  <p)j, t = 1, ..., т ,

являются решениями линейного уравнения, сопряженного с
(5.2.1). Если l/ = colon (U\, Um), то в силу (5.6.4)

В  ( £ - *  » > Н Э Т ( £ Г
где V(C) =  U(t, ф (/, С )). По теореме 4.1.1 решения
I I Г* \*?(/ , С)) 1 , 1= 1, . . . , т ,  линейно независимы на интервале

' (М О , С) тогда и только тогда, когда линейно независимы век-

( dV  г \*
-^ Г ]  . » =  1. ... т ,  Т. е. когда

В  г Ш =' ( 1 т ('' ?,)= т - <5-6-5)
О п р е д е л е н и е  5.6.2. Интегралы U\, .... Um:G 0->R называ­

й с я  независимыми, если векторные функции <?(/, C ))V 
/1 . V дх )
Р *, •••» гп) линейно независимы на I(h(C ), С) при каждом

j .  Так как  x = y ( t , С) — общее решение в области G0, то (t, ф )  

Рем* Л|°®ая точка Go. Теперь из (5.6.5) вы текает  следую щ ая тео-
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-т .

■ Gq-V^

(5.6.6)

Т е о р е м а  5.6.2. Д ля того чтобы интегралы Uь ..., U, 
были независимы, необходимо и достаточно, чтобы в G0

[ л  /
Ф ормулу (5.6.6) можно использовать к а к  определение незавц- 

симости интегралов, заданных в произвольной области.
О п р е д е л е н и е  5.6.3. Ингегралы Uь ..., Um:B -+  R называют.

C dU \ _
— |= «  в каждой точке области Н дх I

Определения 5.6.2 и 5.6.3 совпадают м еж ду  собой при В = С0, 
а т а к ж е  и с определением независимых интегралов линейных си­
стем, данным в п. 5 § 2 гл. П.

Т е о р е м а  5.6.3. В условиях теоремы 5 .2 .1:
а) в области G0 существуют п независимых интегралов урав­

нения (5 .5 .1);
б) если U|,... 

определенные в 
нение

U ,I — независимые интегралы системы (5.5.1), 
некоторой окрестности .точки (t0, х0), то урав-

U (/, x ) = U ( t 0, j^i, U = colon(£/„..., U n) (5.6.7)

имеет единственное решение x=$(t), являющееся решением си­
стемы (5.5.1) с начальными данными (70, а'0) .

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а)  В силу теоремы 5.5.1 в области Go 
существует общее решение С) системы (5 .5 .1), причем

непрерывна и d e t -^ -т^О.
дС

ду
~дС существует, непрерывна и d e t =^0. Разреш ая равенство

det

х=ф(7, С) относительно С, получим непрерывно дифференцируе­
мую в области С0 функцию C=U(t, х). Поскольку ф(7, С ) — об­
щее решение, U(t, х) обращается в постоянную вдоль любого ре­
шения из области Go. Кроме того,

—  =  [det-^- U(t, х)) j  .
Следовательно, координатные функции вектора U(t, х) суть  неза­
висимые интегралы системы (5.5.1) в области G0.

б) Согласно определению 5.6.3 det ^ - ( t Q, х0)фО. По теореме
дх

о неявной функции уравнение (5.6.7) имеет единственное решение 
x — ̂ (t), Ао = <)(/о). С другой стороны, согласно определению 5.6.1 
решение = системы (5.5.1) с начальными данными (to, Хй> 
т а к ж е  удовлетворяет (5.6 .7). Поэтому $ ( i ) = $ ( i )  в некоторой 
окрестности точки to. Теорема доказана.

О п р е д е л е н и е  5.6.4. Если Uu .... Un : B-+R — независимые
интегралы, то равенство U ( t ,  дг) = С, где U  =  colon ( U .........,
C=*U(t0l х0), называется общим интегралом системы (5 .5 . 1) в 
ласти В.
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5., Согласно б) теоремы 5.6.3 общий интеграл определяет к а к  не­
явную функцию любое решение (5.5.1) в области В. Из д о к а за ­
тельства а) следует, что для  получения общего интеграла доста­
точно разрешить формулу общего решения относительно произ­
вольной постоянной.

Пусть Uь .... Un :B -+  R — независимые интегралы системы
(5.5.1), а £/„+1 : B-*-R — еще один интеграл. Пусть т а к ж е  ф(t.C )  — 
общее решение в области В. Так к ак  вдоль решений интегралы 
не зависят от t, то

U U, ? (t , C)) =  V (C ), (5 .6 .8 )

(5 .6 .9 )U п+i(^> ?(^» О ) — V я+1 (С).

Следовательно, для  произвольного Со,В силу (5 .6 .5 ) d e t-^ -^ O -  
дС

соответствующего некоторому решению *=ф(7, С0) ,  функция V 
в (5.6.8) имеет обратную функцию W, определенную в некоторой 
окрестности точки V(C0). П одставляя C = W (U )  в (5 .6 .9 ) ,  полу­
чим i/„+i = Vn+\(W(U)), т. е. и п+х = Фх(и ) ,  где 
Таким образом, локально каж ды й  интеграл является  некоторой 
функцией п независимых интегралов. В целом ж е  интегралы U\, 
..., Un, Un+i связаны  соотношениями (5 .6 .8 )  и (5 .6 .9 ) ,  где С игра­
ет роль я-мерного параметра.

3. Понижение порядка системы с помощью независимых инте­
гралов. Пусть в некоторой области В известно гп, \^гп<п, неза­
висимых интегралов. Тогда порядок системы можно понизить на 
m единиц.

Рассмотрим систему (5 .5 .1 )  в условиях теоремы 5 .2 .1 . Пусть 
Vi(t, х), .... Um(t, х) — независимые интегралы класса  С 1, опре­
деленные в некоторой окрестности точки (to, Хо) .  Если положить 
U1 “ Colon (1/|, ..., Um), то согласно определению 5 .6 .3  в точке 
(к  х0)

I dUl \

Пусть *= co lo n  (л1, х2), A 'e R " 1, ^ e R n" m. Не наруш ая общности, 
Китаем, что в точке (to, Хо)

d et ф  0 . (5 .6 .1 0 )ах1
Систему (5 .5 .1 )

d(/i 
дх1

запишем в виде

В 
гая

x x= f l (t, х\  х 2), 

-*а= / 2(/, х \  х 1).
(5 .6 .11)

системе (5.6.11) перейдем к новым переменным у 1, х2, пола-

y l — U l (t, а:’ , х 1). (5.6 .12)
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В силу (5.6.10) уравнение (5.6.12) разрешимо относительно *1.
x l=VHt, у\ х2), (5.6.13)

где Vх — функция класса  С 1 в соответствующей области Q. р ас. 
смотрим систему порядка п—т :

x 2= g ( t ,  х 2, у 1), 45 .6 .14 ) 

где g (t, х2, y ' ) = f 2(t, V'(t, у\ х2), х2) :Q-+Rn~m. В уравнении
(5.6.14) у 1 является параметром.

Т е о р е м а  5.6.4. Если W ^t, х2, у '), .... Wn- m(t, х2, у ')~ н е -  
зависимые интегралы (5.6.14), то V\, Um, Um+и •••» Un, где 

Um+l(i, x)=W ,(tt х2, Ul (t, х)), i =  l,...,n  — m, (5 .6 .15) 

— независимые интегралы (5.5.1).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала покажем, что функции

(5 .6 .1 5 )— интегралы уравнения (5 .5.1). Пусть q>(t) =  colon (ф1, 
Ф2) — решение (5 .5.1). Так к ак  Ul (t, ф) = const и из (5.6.11) —
(5.6.13) имеем Ф2=/2(7, Ф«, ф2) -/*(/ . V'(t. U\ i f ) .  ф2)  = g (t. Ф*. 1Л). 
то Um+i(t, ф) = Wt(t, ф2, Ul (t, ф)) = const ( i= l ,  . . .  п—m), посколь­
к у  Wi — интегралы (5.6.14) при постоянных у 1. Таким образом, 
U|, ..., Un — интегралы (5.5.1).

Д л я  доказательства их независимости в области G0 положим
U 2(t, Jt) =  lT2(/, л:2, £ Л )= с о 1оп (£/„+„...,£/„) 

и рассмотрим
d(/i

det — = det I д х ‘
°х I dir-’ dU 1 dm  dm , dm

Отсюда

dU 1
/ dx i

1 dlP-’ dU i
V <эсл dx i

dU 1 dU\ \
dx i dx2 \

0
d m  j
dx2 /

dU 1 O x ' dx1

d e t - ^ = det ^  ^  = d e t - ^ d e t ^ * 0  
dx I Л1ЕГ2 I dx1 dx1

в силу (5.6.10) и поскольку W\, .... Wn~m — независимые интегра­
лы уравнения (5.6.14) с параметром у 1. Теорема доказана .

Теорема 5.6.4 показывает, что интегрирование системы п ура®' 
нений в области, где известны m независимых интегралов, свод>1Т' 
ся к интегрированию системы п—m уравнений, зависящих °т 
m -мерного параметра.

Пример 5.6.1. Рассмотрим систему двух  уравнений
dy _  2ху dz 2хг ( 5 .6. 16)
dx х 2 — у"1 —г 2 ’ дх х- — у? — *2 ’
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де je2—г2—у2ф 0. По теореме 5.6.1 функция UХ(х, у, z)= y~ 'z  есть 
К е г р а л  системы (5.6.16) при у ф 0, х2—у2—г2̂ =0. Действительно,

D U - ----------— ----------------------- *£*£--------
у ( х * - у * - г  2) уЦХ1 - у2 - г  2)

В соответствии с (5.6.12) полагаем v — y~xz. Получаем

z =  vy , --------- — ---------- . (5 .6 .17)
* дх х 2 - у ? ( \  +  1/2)

8 уравнении (5.6 .17), играющем роль (5 .6 .14), v следует рассм ат­
ривать к а к  параметр. Система (5.6.17) совпадает с (1.5.11) при 
a2=l-fi>2, х2Ф у2(\-\-у2). Из (1.5.13) находим интеграл (5.6 .17):

W (X , У, т, )= Х » + ( 1 + Р2) у2_
У

Следовательно,
У, z )  =  VTU, у, у - 'г ) = у ~ Ч х * + у , -\-г*).

Таким образом, общий интеграл (5.6.16) при у (х 2—у2—г2)ф 0  
имеет вид

(y -'z , y - i ( x 2 + y2+ z 2))= (C l , С2).
В окрестности точек, где у = 0, z(x2—у2—г2)Ф 0, в качестве 

первого интеграла следует взять  U\—z r xy. Тогда в силу симмет­
рии U2 —z r x(x2+ y2-\-z2). Полуоси абсцисс т а к ж е  являются инте­
гральными кривыми.

4. Интегралы автономных системы. Рассмотрим систему

x = f ( x ) ,  (5 .6 .18)

где f^ C '(H ), t f c R n. Предположим, что область Н не содержит 
положений равновесия системы (5.6.18). Пусть дг0е Я .  Будем для 
определенности считать, что [п(х0)фО. Обозначим через V об­
ласть, содержащ ую точку х0, в которой /„(Х)#0. Тогда из (5.6.18) 
можно исключить /:

fl(X x ........ Хп)— , i =  \........ л - 1 ,  (5 .6 .19)
dx„

т- e. получена неавтономная система п— 1 уравнений, правые час- 
ти которой — функции класса  С 1 в области V.

Если U (x) — интеграл системы (5.6 .19), то U(x) — интеграл 
Системы (5.6.18), и наоборот. Действительно, в области V траек- 
т°Рии системы (5.6.18) совпадают с интегральными кривыми сис- 
*еМы (5.6.19). Поэтому Ч(х) обращается (или не обращ ается) в 
°^тоянную вдоль решений (5.6.18) и (5.6.19) одновременно.

Из результатов п. 2 вытекает  следующее утверждение. 
Т е о р е м а  5.6.5. Пусть область Н не содержит положений 

авновссия системы (5.6.18). Тогда для каждой точки Н можно
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указать такую окрестность, в которой система (5.6.18) имеет р0в. 
но п— \ независимых интегралов, не зависящих от t. Любой Н1 
зависящий от t интеграл в этой окрестности является функцией 
указанных независимых интегралов.

В окрестности положения равновесия независимые интегралы 
не зависящ ие от t, могут к а к  существовать, так  и не существо­
вать.

Пример 5.6.2. Рассмотрим линейную систему двух  уравнений с 
постоянными коэффициентами. Предположим, что собственные 
числа матрицы коэффициентов системы имеют вещественные час­
ти одного знака , т. е. имеет место либо узел, либо фокус. Пока­
ж ем , что в этом случае не может существовать независимого ин­
теграла  U(x) системы, определенного в окрестности начала коор­
динат. Действительно, пусть U(x) — такой интеграл. Рассмотрим 
траекторию ср(7, х), проходящую через точку х из этой окрестно­
сти. Так к ак  U(<p(t, х ))  не зависит от /, а <р(I, х)-*~0 при /-* + оо 
либо при /-►—оо, то в силу непрерывности интеграла U(x)=s 
==i/(0 ) ,  т. е. независимых интегралов не существует.

Пример 5.6.3. Рассмотрим систему Гамильтона

. У к — — • Л =  1 (5.6.20)дук <>хк
где функция Гамильтона Е(х, у) : H-+R, HczR2n, принадлежит 
классу  С2 в области Н. Т ак  к а к  производная Е в силу системы
(5.6.20) равна

DE =  Y \ — 0, (5.6.21)
Г дЕ дЕ

1 дЕ ( дЕ у?
U-r* дуй 1 dyk 1 дхк )  \

то в силу теоремы 5.6.1 Е(х, у) — интеграл системы (5.7.20) в об­
ласти И. Однако если Е зависит от /, то Е у ж е  не является инте­
гралом. Отметим, что Е является  интегралом т ак ж е  и в окрест­
ностях всех положений равновесия, которые существуют в Н.

В заключение параграфа докаж ем  <гтеорему о в ы п р я м л е н и и  
траекторий» автономных систем.

Т е о р е м а  5.6.6. Для каждой неособой точки системы (5.6.18) 
можно указать ее окрестность V и диффеоморфизм F : V->Rn таК' 
что замена y = F (x )  приводит систему (5.6.18) к виду

t/=colon(0,.... О, 1). (5 .6.22)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть в рассматриваемой окрестности  У 

функция fn(x) отлична от нуля. По теореме 5.6.5 в V о п р е д е л е н  

независимые интегралы U\(x), .... Un-\(x). Положим

x = c o lo n ( x „ . . . ,  x„_ i) ,  y = c o \ o n ( t y n_ j) , 

colon(U ] , . . .  U n-{).
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Согласно свойству интегралов отображение (х, хп)-*-(у, х„), где 
ц^и(х, х„), есть диффеоморфизм, приводящий систему (5.6.18)
к ВИДУ

у = 0 ,  x n= fn C y , х п), (5 .6 .23)

ra e fn ’ f o  xr.)= f„ (W (y , Хп). хп), a W (y, х„) — функция, обратная 
U(x, хп).

Далее, отображение (у, х п)-+ (у, уп), где

Ул ~  Г -• v d х п,
J  /п(У .х п)

— это диффеоморфизм, переводящий (5.6.23) в систему

У-= 0 , у„ =  1 ,

совпадающую с (5.6.22). Искомый диффеоморфизм есть компози­
ция построенных выше диффеоморфизмов. Теорема доказана .



АНАЛИТИЧЕСКИЕ НОРМАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИИ

Глава VI

§ 1. Аналитические функции нескольких переменных

В этом параграфе, следуя  в основном гл. 1 книги М. Эрве 
«Функции многих комплексных переменных» (М., 1965)^ мы изло­
жим основные положения теории аналитических функций многих 
комплексных переменных.

1. Аналитические функции. Пусть ц*„ кп — множество комп­
лексных чисел с натуральными индексами ( п ^  1) .  Символ

2  и*......*„ <6 л -1)
*..... *„-1

называется л-кратным рядом. Если частичная сум м а  ряда
*1 *л

5 * . ......* л =  2  ' " 2  ...... ‘а
Л- I  1п-х

стремится при k\-+oo, ..., kn-*-oo к конечному пределу S, то гово­
рят, что ряд  (6.1.1) сходится к сумм е S .  В противном случае 
говорят, что ряд расходится. Если сходится ряд, составленный из 
модулей то ряд  (6 . 1. 1) называется абсолютно сходя­
щимся.

Пусть даны точка а = (а и .... а„) и числа r i> 0 ,  ..., г„>0. 
Область

/ > » { x s O :| * /- a j | < r /1 j =  1...... п}
называется открытым поликругом с центром в точке а  и радиу­
сами г и .... гя. Соответственно зам кнуты м  поликругом является 
множество

Я  =  { х е С " : | л у - а у| < г /, / = 1 .......п}.

Множество
T =  {x<=Qn-.\x) - a , \ = r ) , у — 1.......п}

называется остовом поликруга Р.
Л е м м а  6.1 .1 (л ем м а  А беля). Предположим, что степенной 

ряд

2  _а *..... *„*?■ -  х пп • (6,1,2)i
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ж е С "  абсолютно* сходится в точке Ь = (Ь{, Ь„), причем 
Ь фО при всех /= 1, ..., п. Тогда:
I I )  ряд (6 . 1.2 ) сходится в каждой точке открытого поликру- 

Ю Р с центром в точке О е Сп и радиусами \bj\;
2 ) ряд (6 . 1.2 ) сходится равномерно на каждом компактном 

подмножестве поликруга Р.
О п р е д е л е н и е  6.1.1. Функция f : U-> С называется аналити­

ческой (или голоморфной) в области U a C n, если для каждой 
точки b&U существуют открытый поликруг PczU с центром в 
точке b и степенной ряд

V   *„(•* !- b i ) k' . . . ( x „ - b a)kt, (6 .1 .3)
*..... *„><>

сходящийся к функции f(x )  в каждой точке.
Т е о р е м а  6.1.1. Пусть f\, .... fm— аналитические функции в 

области UczСп и пусть при x ^ U  точка (fi(x ), ..., fm(x ) )^ V ,  
где V — область пространства Ст . Тогда если функция g  анали- 
тична в области V, то

F(X) =  g ( f i  (•*)......fm(X))
аналитична в области U.

С л е д с т в и е .  Если f и g — аналитические функции в области 
UczCn, то функции f+ g , fg, fig  (если g=£0) аналитичны в U.

Т е о р е м а  6 .1.2 . Пусть f аналитична в области U. Справедли­
вы два утверждения:

а*1+•-+*»/
1) для любых k\, ..., &ne N 0 частные производные ~~i Г Т

ОХ7 ‘ . . .  о х  1 п
ПП

существуют и аналитичны в U;
2) пусть PczU  — открытый поликруг с центром в точке b ^ U  

и ряд (6.1.3) сходится к f(x )  в Р. Тогда степенной ряд, получен­
и й  из (6.1.3) почленным дифференцированием kx раз по х х ...,

. д*,+"'+*л/
*« раз по хп, сходится к в Р.

С л е д  с т в и е. В (6 .1.3)

a  ,  = ------- !-------  * --------- {.(b). (6 .1 .4)
я * ! ! . . . * „ !  дх\1. . . д х пП

а ^вм самым ряд (6.1.3) единственным образом определяется 
-.чтениями f в любой окрестности точки Ь. Он называется рядом 
ейлора функции f в точке Ь.

° Р е м а  6-1-3 (принцип аналитического продолжения). 
f u g  — аналитические функции в области UczCn и f= g  на

НеДц. ® эт°й гл аве  рассматриваю тся только абсолютно сходящ иеся ряды . В д ал ь- 
ем слово «абсолю тно» д л я  краткости  о п ускается .



некотором открытом подмножестве области U. Тогда f= g  всюди 
в U.

2. Интегральная формула Коши. Пусть f(x)  аналитична в по- 
ликруге Pi с цетром в точке Ь и пусть Р сР \  — замкнутый поли- 
круг  с центром в b и радиусами г/, j — 1, ..., п. Тогда для  каждой 
точки открытого поликруга Р  имеем

f ( x )  =  — -'-■■■ ■ f  d y „ ...  f - — /(у1г‘ -; ,уя) d y »  (6 .1.5) 
(2л l ) n J  J  ( y i — x i ) . . . ( y n - x n) u>

I Уп~Ьа 1 “  rn !»•—*' I ~r‘
где интегрирование производится no окружностям ~\yi—Ь/|=г/ 
с положительной ориентацией. Формула (6.1.5) вытекает из ин­
тегральной формулы Коши д л я  функций одного комплексного пе­
ременного.

С л е д с т в и е  \. В указанных выше условиях ряд Тейлора
(6 .1 .3), (6.1.4) для функции f сходится в Р.

Следовательно, если / аналитична в области {У сСл, то ряд 
Тейлора для функции f в любой точке b ^ U  сходится к / в любом 
поликруге с центром в Ь, содержащ емся в U.

Действительно, подынтегральное выражение в (6.1.5) может 
быть разложено в ряд  по степеням х,—Ь/, сходящийся в Р. Его 
коэффициенты суть функции от у, определенные на остове Г 
поликруга Р. Поскольку f  непрерывна, а следовательно, и огра­
ничена на Г, этот ряд, рассматриваемый к а к  ряд  из функций 
переменной у, равномерно сходится на Г для  каждой точки х(=Р. 
Следовательно, его можно почленно интегрировать по окружно­
стям | £/j—bj | =  r j  =  1,..., п. Получающийся в результате ряд по 
степеням X/—Ь/ сходится к функции / в поликруге Р. Теперь 
утверждение вытекает  из следствия к теореме 6 . 1.2 .

С л е д с т в и е  2. (неравенства Коши). В условиях следствия 1 
в формуле (6.1.3)

1 1 <  + . ' . . л г у р 1 1 • <6ЛЙП
Неравенства (6.1.6) вытекаю т из (6.1.4) и (6.1.5).
С л е д с т в и е  3 (оценки Коши). Пусть f(x ) аналитична в об­

ласти U и \f(x)\<M  в U. Если точка Ь принадлежит U вместе 
со своей r -окрестностью, то

d f  СЬ)дх,
Требуемое неравенство вы текает  из (6.1.4) и (6 .1 .6). р
С л е д с т в и е  4. Если f(t, х) непрерывна в области (а, b ) W l

* /й 
и аналитична в P t при каждом t^ ( a ,  b). то j  / ( s , x ) d s , {0' 1

е ( а ,  b), также аналитична в P t.
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j, Действительно, т ак  к а к  f(t, х) ограничена на к аж до м  ком ­
пакт! ом подмножестве области (а, Ь )хР\. то п силу (6 . 1.6 ) ее 
« яд Тейлора, рассматриваемый к ак  ряд  из функций переменной /, 
сходится к f(t, х) равномерно на [а ,  р] при каж дом  дгеЯ , где 
[а, Р]с ( а < Ь). Следовательно, его можно интегрировать по t, о т­
куда и следует сделанное утверждение.

Т е о р е м а  6.1.4 (теорема Вейерш трасса). Если последова­
тельность fk (k^N ) функций, аналитических в области UczCn, рав­
номерно сходится на каждом компактном подмножестве U, то:

1) предельная функция / аполитична в U;
2 ) для любой системы целых неотрицательных чисел к\, ....

Ь*'+" +км/Л **•+-+•«/
последовательность -т~г— г~*_ сходится к ~гт.— в U: эта0 x 1 ' . . .  ах  п ох ? ' . . .  дх  п *

сходимость равномерна на каждом компактном подмножестве 
области U.

С л е д с т в и е .  Если ряд по степеням xj—Ь/, /= 1........ п, сходит­
ся в открытом поликруге Р с центром в Ь, то его сумма анали- 
тична в Р.

3. Векторные и матричные аналитические функции.
О п р е д е л е н и е  6 . 1.2 . Аналитической m-мерной векторной 

функцией f : U-+ C m в области Ucz Сп называется отображение U 
в пространство Ст, если координаты /...... , f m являются аналити­
ческими функциями в области U.

. Поскольку сходимость в Ст  — покоординатная, утверждения 
п. 1, 2 в тех случаях, когда они имеют смысл при m >  1 (лем ма
6.1.1, теоремы 6.1.1—6.1.3, формула (6.1.5) и следствие 1 из нее, 
теорема 6.1.4 и следствие из нее), переносятся на случай m >  1.

Т е о р е м а  6.1.5 (теорема о неявной функции). Пусть д г е С л, 
У^Ст , F(x, у) : U-+Cm — аналитическая в некоторой окрестно­
сти U точки (xq, уо) функция, причем

r)F
det —  (л*, у0)ф О .д у

Тогда равенство F(x, y )= F (x 0, у0) определяет единственным об- 
g 3̂° M Функцию у — \(х) : V-+Cm, аналитическую в некоторой окре- 
, !н°сти V точки х0 и такую, что при xc^V (х, f(x))e=U , f(x 0) = y 0 
U?(X, f ( x ) ) - F ( x 0, Уо).

С л е д  с т  в и е. Пусть g (у) : W^~Cn — аналитическая в некого-
окрестности точки у0^ С п функция, причем det (у0)фО.

^<9а  равенство x — g (y ) определяет единственным образом функ- 
гоЮ • y ^ C " ,  аналитическую в некоторой окрестности V
■ 5J1 xo= g(yo) и такую, что при x ^ V  f( x ) ^ W  и g ( f ( x ) ) = x .

НКЦНЯ  ̂ называется обратной по отношению к g. Легко  ви- 
Р 1 Что. в свою очередь, g является  обратной по отношению к f.
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Д л я  доказательства следствия достаточно применить теорему 
6.1.5 к функции F(x, у) = x —g (y ).

О п р е д е л е н и е  6.1.3. Матричной аналитической функцией /; 
U-*-2Д', т  в области VczC” называется отображение области U в 
пространство £й'*-т , если элементы fi,t *= 1, .... п; /= 1, ...» ш, мат­
рицы f являются аналитическими функциями в области U.

4. Вещественные аналитические функции. Пусть f : U-*-Cm ана­
литична в области U a Сп, причем вместе с точкой х область U 
содержит комплексно-сопряженную точку х, в частности U содер­
ж ит точки пространства R'1. Предположим, что справедлива фор­
мула

f ( x ) = T f( x ) .  (6.1.7)

Из (6.1.7) следует, что если J t e R n, то f ( x ) ^ R m. В этом случае 
вещественную функцию f : C/flR"-*-^ называют вещественной ана­
литической функцией.

Д ат ь  определение аналитичности можно и для функции, опре­
деленной только в вещественной области. Именно, функцию / 
называют вещественной аналитической в области /c=R", если для 
каж дой  точки b ^ V  существуют открытый поликруг PczV  с цент­
ром в точке Ь и степенной ряд  (6.1.3) с вещественными коэффи­
циентами, сходящийся к  функции /(х) в каждой точке х е Р .

Очевидно, что если выполнено первое определение, то выпол­
нено и второе. Наоборот, если выполняется второе определение, 
то по лемме 6 . 1.1 и определению 6 . 1.1 функция ](х), представляе­
мая рядом (6 .1.3), аналитична в некоторой комплексной окрест­
ности U области V. Вместе с точкой х область U содержит и точ­
к у  х, причем выполняется (6.1 .7), т а к  к а к  коэффициенты ряда
(6.1.3) вещественны.

§ 2. Аналитичность решений по начальным данным
и параметрам

1. Пусть G — область пространства R»+«+>. Рассмотрим нор­
мальную систему дифференциальных уравнений, с о д ер ж ащ ую  па* 
раметр: п

x = f ( t , x ,  h ) , / : G - R " ,  (6.2.1)
где / e R  — время; x s R n, p e R " * — параметр. Будем п р е д п о л а г а т ь .

что для  каждой точки (70, *о, M o)eG функция /(70. р ) явЛЯ*к0. 
вещественной аналитической функцией переменной (х, р) в " тЬ 
торой окрестности точки (х0, р0) .  Как всегда, будем п р е д  пол а ^  
такж е ,  что f(t, дс. р )  непрерывна по совокупности п е р е м е н н ы *  

всей комплексной области своего определения. „ф-
Поскольку аналитическая функция бесконечное число Ра3 тар- 

ференцируема, по теореме 5.2.2 функция x(t. t0, х0, р ) .  пРе' чаль' 
ляю щ ая решение дифференциального уравнения (6 .2 . 1) с и
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ными данными (t0; х0), бесконечное число раз дифференцируема 
по х% ц в естественной области D своего задания :

^  =  { ( Л  /0. Xq, И ) : / е =  / ( t o ,  X Q, Ц ) ,  (/0 , X q ,  | А ) е  С ? } ,

где / — максимальный интервал существования решения x(t, to. 
хо, и ).

Возникает вопрос об аналитичности решения x(t, to, Хо, ц) 
по Хо, ц.

Т е о р е м а  6.2.1 .П ри сделанных предположениях для любой 
точки (i . to. х0, n j e D  функция x(i, iQ, х0, ц ) вещественно-анали- 
тична как функция х0, ц в некоторой окрестности точки х0, ц.

Теорему об аналитичности решения по начальным данным и 
параметрам часто формулируют в следующем виде, называемом 
теоремой Пуанкаре о разложении.

Т е о р е м а  6.2.1'. Пусть выполнены сделанные предположения 
и дифференциальное уравнение

X = f ( t ,  X, ft,)

имеет решение ср: [a, 6}->-Rn. Тогда существует 6 * > 0 ,  такое, что 
функция x(t, to, Хо, и ) определена и непрерывна на множестве 
[а, 6 ] х [ а ,  Ь]Х V. где

' /  =  {(А.*0, Ю ф г0 -< ? (/ 0)| < 5 * ,

и при каждом t, b] функция x(t, t0, x0, ц) является анали­
тической функцией переменной (х0. ц) в поликруге V, т. е. она 
допускает в этом поликруге разложение в ряд

X  (t, t0, X j, { i )=  2  а*.....i m  (/, /0) (x 10 — <Р, (/„))*■...
*......V ' ......lm

• • -(х„о — (/о))*- ( Ji, -  Ию)*' • • .((*„, -  Pm0)‘m (6 .2 .2 )
с непрерывными по t, Ь] коэффициентами.
^Теорема 6 .2.1 вытекает из теоремы 6 .2 . 1' .  Д л я  доказательства  

Те°ремы 6 .2 . 1'  отметим, что в силу непрерывности f(t, х, ц) о гра­
ничена на замкнутом множестве

^ 2а =  {(Л X, ( i ) : / e l a ,  ft], Цх-<р(/)|<2Д, Ц а - ^ - С Д } ,

Л > 0  достаточно мало. Из оценок Коши (см. следствие 3 в
• ‘  § 1 гл. VI) следует, что на множестве

V L =  {(t, х , \L) tf= [a , Ь\, Ц х -¥ (0 < < Д , fr — ЦС|<Д}

^Рзиичена и производная df/dx. По формуле (2.1.9), справедли- 
д /1 и для комплексных х, f(t, х, ц) удовлетворяет на условию 

по х. Д ал ее  доказательство теоремы 6.2.1 дословно по- 
доказательство теоремы 5.1.1, если в лемме 5.1.1 к тре- 

непрерывности пикаровских приближений (5.1.5) кзк
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функций точки (t, to. хо, ц ) добавить требование их аналитично­
сти по Хо, |i в F при каж дом  t, 6] (что выполняется по 
теореме 6.1.1 и следствию 4 в п. 2 § 1) и воспользоваться теоре­
мой 6.1.4 при предельном переходе.

З а м е ч а н и е .  В равной степени т е ^ а  6.2.1 справедлива и 
для  комплекснозначной функции f в правой части (6 .2 . 1) вещест­
венного аргумента / и комплексных аргументов л и ц ,  если опре­
деление решения дифференциального уравнения распространить 
на комплексный случай, подобно тому, как это было сделано в 
гл. IV для  линейных систем.

Ч а с т н ы й  с л у ч а й .  Пусть днф|*ренциальное уравнение
(6 .2 . 1) — линейное:

(6.2.3)

где Р : (а, Ь ) х М ^ - q(t,  ц) : (a, 6 JxAf->-Cn — аналитические 
функции ц в области A f c C m при всех ;е (а, Ь). Общее решение 
уравнения (6.2.3) имеет в силу (4.7.4) вц

х  =  Ф(/, t0, {А)-*0 +  ' К ' Л  р),

где Ф(/, t0, ц) — нормированная при t — l,фундаментальная матри­
ца однородного уравнения x = P ( t .  ц)х, <(/,/„, ц) — решение урав ­
нения (6.2.3) с начальными данными (40 ) .

По теореме 6.2.1 функции Ф ( t ,  to, ц I и y ( t ,  to, ц) аналитичны 
по ц в области М  при всех t, t0^ ( a ,  b\, так к а к  любое решение 
линейного уравнения продолжимо на весь интервал (а, Ь). С ле­
довательно, решения линейной системы с любыми начальными 
данными ( t o ,  Хо) аналитичны по парамеру в той ж е  области, что 
и коэффициенты правой части.

Теорему 6.2.1' широко используют для построения решении 
дифференциальных уравнений.

Рассмотрим вещественную систему (6.2.1) при фиксированном 
значении параметра, т. е. систему

* = / ( / ,  х), (6.2.4)

и предположим, что для  каж дого  t функция f(t, х) аналитична 
по х, ,т. е. что выполняются условия теоремы 6.2.1. Возьмем про­
извольную точку Jo, Xq и построим в окрестности этой точки общее 
решение х = (р(t. С) уравнения (6.2.4) » <ьорМе Коши (см. § 5 
гл. V ) .  Так  к ак  в этом случае роль С ирает начальное значение 
*о. то по теореме 6.2.1 функция cp(t, С) является аналитической 
функцией С. Разреш ая равенство дс = ф('1, С) относительно С, по­
лучим общий интеграл C = U (t, х ), где U аналитична по д:.

Пусть теперь уравнение (6.2.4) автаюшно, т. е. f(t. x )= f(x )-  
По теореме 5.6.5 в некоторой окрестности V неособой точки Хо 
уравнение (6.2.4) имеет ровной— 1 независимых интегралов U\(x)> 
..., Un—i(x). В этих функциях одна из переменных Xi играет роль 
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t следовательно, по остальным переменным Ui, аналитичны. 
у  § 4 настоящей главы будет показано, что из аналитичности 
f(x) вытекает аналитичность решений по /. Поэтому U\, .... Un-\ 
аналитичны и по xt. Согласно теореме Гартогса из теории ан а ­
литических функций интегралы U i(x), .... Un-i(x )  аналитичны в 
области V. Следовательно, «выпрямляющий* диффеоморфизм F 
из теоремы 5 .6 .6  в рассматриваемом случае является аналитиче­
ским.

§ 3. Метод малого параметра
Рассмотрим систему (6.2.1) в предположениях предыдущего 

параграфа. Будем считать, что размерность т  пространства пара­
метров равна единице и что параметр принимает значения из 
достаточно малой окрестности точки ц. = 0. Таким образом,

0  — Нх(— е , е ) ,

где Я  — область (л+ 1)-мерного  пространства /, х; е > 0  достаточ­
но мало. Параметр ц в этом случае является  малым парамет­
ром.

1. Разложение решения в ряд  по степеням малого параметра.
Пусть дана  начальная точка (t0, Х о )е Я .  Будем искать решение 
x(t, to. Хо, |i)= x ( t ,  ц) уравнения (6.2.1) с этими начальными д ан ­
ными. Из тож дества

x ( t ,  ц ) = / ( * .  x ( t ,  ц), ц) (6 .3 .1)

следует, что функция x(t, 0 ) является решением дифференциаль­
ного уравнения

х = f  (/, -с, 0 ), (6 .3 .2 )

называемого порождающим уравнением. Согласно методу малого 
параметра на основании теоремы 6 .2.1 решение x(t, ц) ищем в 
виде

x (t ,  ц) =  2 (6 .3 .3 )
*-о

где С<*)(7) — векторные коэффициенты, подлежащие определению. 
Выполнение начальных условий приводит к  соотношению

* 0= 2  с(4) <'<»{**. 
*-0

J

откуда получаем
С<°>(/0)= А -0, С<*>(/0) = 0  ( f t e N ) . (6 .3 .4)
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Так к ак  C ^ (t)= x (t ,  0 ) ,  то С<°>(7)— рсшенне порождающего 
уравнения (6.3.2) с заданными начальными данными (7„, 
Пусть это решение определено при / е [ а ,  Ь]. Тогда по теореме
6.2.1 ' ряд  (6.3.3) сходится при каж дом  t^ [a , b] при ц е ( - е ,  R) 
если е достаточно мало. ’

По условию функцию f(t, х, \t) можно представить в внае 
ряда

П одставляя (6.3.3) в (6 .3 .1), учитывая (6.3.5) и приравнивая ко­
эффициенты при одинаковых степенях ц, получаем

причем в силу (6.3.4) С(*>(70)  = 0 . Если коэффициенты C^(t), 
Q X)(t), ... определять последовательно, то полученное уравнение 
иримет вид

Таким образом, дело свелось к нахождению решений уравнений
(6.3.6), аннулирующихся при / = /0.

Д л я  того чтобы уяснить характер зависимости Я*) от Ок\ 
продифференцируем (6.3.1) А раз по ц. В результате получим

Отсюда по формуле (6.1.4) имеем

С(к) (/, СМ (О. 0 )С (* > + ,<*>(/, С<°>.......(6.3.7)
О Х

Таким образом, (6.3.6) — линейное неоднородное уравнение, опре- 
деленное при / е [с ,  Ь], причем соответствующее однородное есть 
уравнение в вариациях относительно решения C(0)(t), порож даю ­
щего уравнения (6.3.2). Вычислив достаточное число коэф ф ици­
ентов О к>(1), получим приближенное решение x(t, t0. х0. ц) с лю­
бой степенью точности прн малых ц.

Пример 6.3.1. Построим с точностью до 0 ( ц 2) решение диф' 
ференциального уравнения

i ) =  2  а<* ......A r ' ) ( / ) ( j c , - C { 0, ( / ) ) \ . y .  (6.3.5)
*,....

С<») =g<*> (С(°), С<«>.......С<*>, /) (А е= N),

(6.3.6)

Зс +  Зх  =  2  sin / - f  jiJc2, (6.3.8)

удовлетворяющее начальным условиям



т ак к ак  рассматриваемое уравнение эквивалентно нормальной 
системе двух  уравнений, в правой части которой вектор

К  f ( t ,  х, р ) = (  Xi  2 )  .
\ 2 s in/  — 3j ct - f /

где х\ — х, х^—х, то искомое решение разлагается  в р яд  по степе­
ням ц. П редставляя x( t ,  р) в виде

x ( t , |*) =  У С ( * ) ( 0 ^ШЛ* - О
подставляя это выражение в (6.3.8) и приравнивая последова­
тельно свободный член и коэффициенты, при степенях р, р2 и т. д., 
получаем

Щ  ■ e w + a c m - s * , / .  ( 6 3 9 )

с<»+зс1,>=(с<,|>л
с  (*) -f- 3 0 * > = 2С<°>С<' >,

Первое из уравнений (6.3.9) является  порождающим. Реш ая его 
и учитывая начальное условие, находим C(°)=sin I. Тогда второе 
уравнение (6.3.9) принимает вид

С<') ЗС<1) =  cos2 / = -^-+ " ^  cos 2/•

Решая это уравнение с помощью формулы (3.4.17) и теоремы
3.4.1 с учетом нулевых начальных условий, найдем

С<‘> =  - ------- -- cos 2/ +  —  cos V l t
6  2 ' 3

(ср. с примером 5.2.3). Итак,

x (t ,  (i) =  s in / - f  ц ^ -------cos 2 / + - j - c o s  V 3 / j-| -0 ( j» ?).

Если найти решение с нулевыми начальными данными третьего 
Из уравнений (6 .3.9), то получим коэффициент разложения 

при р2.
Пример 6.3.2. Рассмотрим линейную однородную систему

x = P ( t ,  р ) х ,

Р : (а, Ь ) х ( —е, е)-*-5Я',,п— аналитическая по р функция при 
JH  <е. Как отмечалось в предыдущем параграфе, нормированная 
®Ри t = t 0 фундаментальная матрица Ф(/, to, р) аналитична по р
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при
при

|ц|<е. Следовательно, ее можно разложить в сходящнйе» 
| ц | < е р я д  . *

Ф = 2  Ф* (/* /о)^ ‘к-о

Запишем уравнения для определения Ф*. Пусть Р  = 2 Р*ц\ Имеем

<i>o +  l4®i +  . . .= (A >o-f  + •••) (Ф<5 +ЦФ| +  ...)• 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ц, получим

Ф0= Р 0Ф0, (6.3.10)

Ф | = ^ о Ф !  +  Л Ф о .  (6.3.11)
ф2= р 0ф2^ р 1ф1_)_р2ф01

При / = /0 Ф Р = £,
ванная при /= /0 _ _ _ M i _ S ___
Из (6.3.11), (4.7.8) и теоремы 4.7.1" находим

ф ,= ф 2= . . . = 0 . Следовательно, Ф 0 — нормиро 
фундаментальная матрица уравнения (6 .3 . 10).

Ф 1 = Ф о (0 ^ ' Фо‘ (5)/>1( « )Ф 0 (5)</5.Г . -1
(6.3.12)

Остальные Ф* определяются по аналогичным формулам.
Метод малого параметра может быть применен и к построе­

нию периодических решений квазилинейных уравнений в виде 
рядов по степеням ц. Эти решения были найдены в § 3 гл. V. 
Д оказательство  их существования было основано на том, что на­
чальное значение дг0 такого решения, к ак  функция малого napai 
метра р, определялось с помощью теоремы о неявной функции. 
В условиях § 3 гл. V Хо(ц)  оказы валась  непрерывно дифференци* 
руемои функцией. Если ж е  потребовать от правой части (5 .3 .1) 
аналитичность по х0е Я  и р е ( —е, е ) , то в силу теорем 6 .2.1 и 
0 . 1.5 функция ХоСц) будет аналитической функцией и. В этом 
случае периодическое решение x(t, р) представляет собой ряд по 
степеням ц с периодическими коэффициентами, сходящийся в не­
которой окрестности точки ц = 0 . Теперь можно найти не только

—  (/, 0 ), т. е. коэффициент разложения при ц, но и коэффици­

енты при более высоких степенях ц, что дает более точное пред* 
ставление искомого периодического решения.

Пример 6.3.3. Рассмотрим то ж е  дифференциальное уравнение, 
что и в примере 6.3.1:

* + 3 x = 2 s i n  / - f  Р-s2.
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Ло теперь будем искать не решение с определенными начальни­
ки  д ан н ы м и , а периодическое решение периода 2л, которое сущ е­
ств) т согласно следствию из теоремы 5.3.1. Построим это реше­
ние, используя его аналитичность по ц, с точностью до 0 (ц *). 

Порождающее уравнение

x - j -3 jc  =  2 s in  /

имеет единственное периодическое решение x (/ )= s in / .  П одстав­
ляя выражение

• «
* (/ ,  n ) = s i n / + 2  С*(/)ц*

£ - 1

в рассматриваемое уравнение и приравнивая коэффициенты при 
|i, находим

С, +  ЗС, =  cos2/ = - 1  +  - !  cos 2/.

Методом неопределенных коэффициентов по теореме 3.4.1 нахо­
дим периодическое решение

с ,  ( / ) = - ! - y cos2/*

Далее, приравнивая коэффициенты при ц*. получаем уравнение 
для определения C2(t) :

С2- f  ЗС2= 2хС 1 =  2 cos / sin 2/ =  sin / - f  sin 3/.

Отсюда

C2(/) =  y s i n /

Окончательно имеем

jс(/, lx) =  s i n / - f p . ^ - l — i- c o s 2 / j  +  fi2 ( - l s i n / — sin 3/j +  0(|*3).

З а м е ч а н и е .  Фактически при вычислении конечного числа 
коэффициентов разложения решений по степеням р мы использу­
ем не аналитичность правой части уравнения, а лишь существо­
вание производных до определенного порядка (см. теорему 5 .2.2). 
Предположение аналитичности позволяет не ограничивать з а р а ­
з е  число коэффициентов в разложении решения, которые могут 
бь*ть найдены. Кроме того, аналитичность гарантирует сходи­
мость ряда .

2. Проблема центра и фокуса. Метод малого параметра мож- 
|?0 применять для  построения решений аналитических систем диф- 

||т*ренци;1льных уравнений и при отсутствии параметра в системе.
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В этом случае роль параметра играет начальное значение ре­
шения.

Продолжим рассмотрение двумерной системы (5 .4 .2):

Г
х=Ах-\-Х  (л*). (6 .3 .13 )

Предположим, что собственные числа матрицы А чисто мнимые, 
равные ± ip ,  р > 0 , а функция Х (х)  является  вещественной анали­
тической в е-окрестности точки jc = 0. Совместно с условием (5.4.3) 
это означает, что

х,- 2 ^
^i+Ai=2

Было показано, что траектории системы (6.3.13) совпадают с точ­
ностью до аффинного преобразования (4.5.18) с интегральными 
кривыми дифференциального уравнения (5 .4 .9), т. е. уравнения 
(поскольку а  = 0 )

где ряд

Р (г ,  <Р) = 2  P k W r k 
к-1

(6 .3 .14 )

сходится при всех (p e R  в круге  |г| < е, его коэффициенты 
Р к(ф )—непрерывные 2я-периодические функции (нетрудно убе­
диться, что они представляют собой полиномы от cos<p и sincp).

Поведение интегральных кривых уравнения (6.3.14) определя­
ется функцией последования

g ( r 0) = r  {2л,  /о),

где т(ф, го) — решение (6.3.14), определяемое начальным услови­
ем г (0 ,  г0) = г 0. Из теоремы 6.2.1 следует, что функция г(ф, г0) 
при каж дом  ф е [ 0 , 2л] аналитична по г0 в 6 *-окрестностн точки 
г 0 = 0 при некотором б *> 0 , не зависящ ем от ф е [0 ,  2л]. Так как  
г (ф, 0 ) = 0 , то

.во

'■(?, г 0) =  2  aki?)r*. (6 .3 .15)
* -1

где ряд  (6.3.15) сходится при |г0|<б*, ф е [0 ,  2л]. Следовательно,
оо

S i r  о) =  2  s A ,  
k-i

где gk = a k(2 л ) .  Начальное условие дает

2  akiO)ro=ro-
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Следовательно,
а , ( 0 )  =  1, а * ( 0 ) = 0  (*  =  2 ,3 , . . . ) .  (6 .3 .16)

П окаж ем , что с помощью метода неопределенных коэффици­
ентов можно последовательно определить все коэффициенты 
dk(ф), а значит, и коэффициенты g*. Подставляя (6.3.15) в
(6.3.14), получим

2  < **(?)»$=  У  /**(?) ( j  а ' •К ' k-l к-2 ‘ /-I )
Приравниваем здесь коэффициенты при г0 : в|'(ф) = 0 . Из (6.3.16) 
заключаем, что a i  =  l .  Д ал ее , приравнивая коэффициенты при г0*, 
Jfe = 2 , 3, ..., получаем

a'k= Fi,ia ) W ’ P i (9)) (/= !»•••»  b — I? / = 2 ,. . . ,  Л),
где /^ — известный полином с целыми положительными коэффи­
циентами. Отсюда и из (6.3.16) имеем

Следовательно,
2*

g i  =  l .  g k=  [  F kia jif) ,  Pii<?))d<? (A =  2, 3 ,...) .

Нетрудно убедиться, что #2 = 0. Действительно, /г2 = Рг(ф)» а 
Р2(ф) имеет среднее значение, равное нулю, так к а к  представля­
ет собой однородный полином от соэф и БШф степени 3. И так ,

£ ( г 0) = г 0 +  2  £*г“- (6.3 .17)
Л-3

Пусть gt — первый среди отличных от нуля коэффициентов g\ 
в (6.3.17). Если g i< 0, а г0 достаточно мало, то

°° 1 
Г о -* (Г о ) =  -2

k - i

Или

£ ( го) < ( 1  + — £zr o

Таким образом, последовательные пересечения интегральными 
Кривыми полуоси ф = 0 приближаются при возрастании полярного 
Угла к  точке г = 0 .  Траектории образуют устойчивый фокус (см.
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1
рис. 11) .  Аналогично, если #*>0» то получаем предыдущую к а р ­
тину при замене ср на —<р. Следовательно, имеет место неустой­
чивый фокус (см. рис. 12). Если ж е  все gh в (6.3.17) равны нулю, 
то g(ro) =  r0. Это означает, что все интегральные кривые з ам к н у ­
ты, т. е. 'получаем центр (см. рис. 13).

Таким образом, мы доказали, что траектории системы (6.3.13) 
образуют либо фокус, либо центр. З адача  различения этих двух 
случаев с помощью конечного числа действий над коэффициента­
ми разложений функций Х х и Х2 называется проблемой центра и 
фокуса.

Пример 6.3.4. Рассмотрим систему

Собственные числа матрицы коэффициентов линейной части сис­
темы являются корнями уравнения ( 1—Л) (— 1— Х) + 2  = 0 , т . е. 
Xi,2= ± » .  Собственные векторы находим из соотношений s 2=^si

• * i = * i  + х 2,

Х-2 =  — 2 л-, — х 2 — л?дгг — X I.

откуда

М атрица Q преобразования (4.5.18) имеет вид

Отсюда получаем зам ену (4 .5.18):

• * ! = — * i + * 2, *2 =  2zi
и ей обратную:

Выполняя замену, получаем систему



Переходим к полярным координатам Z i= rco s (p , z2=rsin<p, 0. 
Имеем

г =  — г3 (cos <р — sin <р)2 (c o s «? +  sin <р)2,

<р=1— г2 (cos (р — sin <р)3 (cos <Р 4-sin ? ).

Исключаем t:
= --- - г3 cos2 2<р -\-0 (г 5).dy 2

Записывая решение в виде
во

Г ( ? ,  Г0) =  г0 - f 2  а* ( ? )  г* ,
*- 2

из предыдущего находим
a'(T)=0=^a2(?) =  0=>g2=0,

2*
К  а'(<р)= _ Y  cos22<f>=>̂ j=— j- j  cos22cprf<?<0.

Следовательно, в окрестности начала координат траектории обра­
зуют устойчивый фокус.

3. Бифуркация периодического решения. Соединяя проблемы, 
рассмотренные в п. 1 и 2, рассмотрим уравнение, зависящее от 
малого параметра, для которого порождающим является уравне­
ние (6.3.13):

J c = + AT ( j c) ( ж ,  и-)- (6 .3 .1 8 )

Поскольку в (6.3.13) det АФО, уравнение
Ах-\-Х (x) + i*F(jc,i*)=0

в точке * = 0, ц = 0 удовлетворяет условию теоремы 6.1.5 о неяв­
ной функции. Поэтому (6.3.18) имеет положение равновесия 
*=1|)(ц). Покажем, что если у  порождающего уравнения имеет 
место фокус, то при цФО определенного знака уравнение (6.3.18) 
кроме положения равновесия \|з(ц) имеет и периодическое реше­
ние. Такое явление называется бифуркацией периодического ре­
шения. ___
К  Если в (6.3.18) х заменить на V\v-\x, то получим систему 

вида
x= A x-\-V\*\h {x ,V \р\),

Которая является автономной квазилинейной системой относи­
тельно параметра Ее можно исследовать методом, опнсан-
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ным в п. 3 § 3 гл. V. Однако мы используем другой подход, осно­
ванный на исследовании функции последования у порождающего 
уравнения. При таком подходе лучше используется специфика 
рассматриваемой задачи.

Прежде всего поместим начало координат в точку х = ф(ц), 
т. е. сделаем замену у=х—>|>(ц). В результате, используя форму­
лу Тейлора (2.1.10), получим систему

У = В (р )у  +  У  (у,!*), (6.3.19)

где 5((1)=Л д X д-т— (ф) + Н- —г— (t, р); В (р) — аналитическая дх дх при
достаточно малых ц матричная функция. Так как В(0)=Л, то ее 
собственные числа — а (ц )± 1'Р(ц), а(0)=0, р(0)>0. Функция 
Y(y, р) аналитична в окрестности точки у = 0, р = 0 и удовлетво­
ряет условию

Г(0,11)=0. dY
ду

(0,1х)=0,

т. е. разложения координатных функций по степеням у\, у2 начи­
наются с членов, не ниже второго порядка. Собственные числа 
матрицы В(ц) аналитичны по р в окрестности точки р = 0. Дейст­
вительно, они определяются формулой

<*00 ± <Ж =-£-(Яи+Зв ± V (Bu-Bn)2+4BttBn),

где В*/ — аналитические функции. При р = 0, поскольку р(0)>0, 
подкоренное выражение отлично от нуля, откуда и вытекает сде­
ланное утверждение.

При р=0 имеем у —х. Следовательно, для (6.3.19) порождаю­
щим остается уравнение (6.3.13). Оно исследовано в п. 2, где бы­
ло показано, что поведение его траекторий определяется функ­
цией последования

£ ('о)* =го + 2 * » го- (6.3.20)
*-з

Пусть s'fp ) и sJ (p )— собственные векторы В (р ). Легко видеть, 
что s'(p) и s2(p,) аналитичны в окрестности р = 0. Замена

y=Q(V-)z, (6.3.21)
где
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а затем переход к полярным координатам преобразует (6.3.19), 
как было показано в § 4 гл. V, в систему

г=а(ц)г+/?(г,?,ц),
(6.3.22)

<?= Р(Р) + Ф('%?,Р),
где функции R, Ф  аналитичны при каждом <р по г, р в некоторой 
окрестности точки г — 0, р = 0, непрерывны и 2л-периодичны по ф, 
причем

or

Траектории системы (6.3.22) при достаточно малых г, р совпада­
ют с интегральными кривыми дифференциального уравнения

dr _  d (,ц) 
d<f Р (|х) Г - f Р(Г,< р,Ц ), (6.3.23)

полученного из (6.3.22) исключением /. В уравнении (6.3.23) 
функция Р(г, ф, ц) обладает теми же свойствами, что и R(r, ф, р) 
в (6.3.22). Так как уравнение (6.3.23) имеет тривиальное решение 
г = 0, то по теореме 6.2.1' решение г(ф, Го, р) уравнения (6.3.23), 
определенное начальными условиями г(0, г0, р)='"о. аналитично 
по г0, р при |г0|<6*, |ц|<6* д л я  каждого фе[0, 2п\.

Теперь можно определить функцию последования
f ( r 0, р ) =  г (2 л , г 0,р ),

аналитическую при |/о|<й*> |р|<6*. Для того чтобы траектория 
системы (6.3.22), проходящая через точку ф=0, г = г0, была замк­
нутой, необходимо и достаточно, чтобы

Л (г0, !1)= / (г 0, р) —га=0. (6.3.24)

Поэтому вопрос существования периодических решений системы
(6.3.22) сводится к вопросу существования нулей функции Л(г0, р).

Уравнение (6.3.24) называется бифуркационным уравнением. 
Исследуем его подробнее. Пусть

*-i

В силу (5.4.11)

Л
- £ < 0.M - / ,< r t = e x p {- 2£ j - 2* }
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В п. 2 показано, что /2(0)=0. Отсюда, учитывая а(0)=0, полу, 
чаем

Л (Г° ’ 2лГо,А 2] ^*г* rolA2Gl (г° ’ ̂  + г^ ° 2 (г° ’
(6.3.25)

где G1( G j-аналитические функции в области |r0|<fl*, |ц|<б*. 
После сокращения на г0 бифуркационное уравнение (6.3.24) при­нимает вид

Н  (Г°,!1)=Т ю ?" 2л|* + 2  + № 1  +г&02=0. (6.3.26) 
'  *-з

Предположим, что а '(0)^0. Тогда

//(0,0)=0, 4^- (0 .0 )= -2^- 2л / 0 . 
дц р (0)

По теореме 6.1.5 уравнение (6.3.26) имеет единственное решение
l* =  Y(/"o), Y (0 )= 0 .

аналитическое в некоторой окрестности точки Го = 0.
Если в разложении функции (6.3.20) все коэффициенты gk, 

л = 3- 4.....Р^ны нулю, то в силу (6.3.26) у Ы ^ О .  В этом слу­
чае траектории порождающего уравнения образуют центр и би­
фуркации периодических решений при ненулевых значениях пара­
метра не происходит.

Если же не все коэффициенты gh равны нулю, т. е.
••

g (г0) =  г о -1- 2  p„r\, g ,£  0,
*-/

то из (6.3.26) находим

Ur>>— i ^ 5 r rS ' '+ iv . r ; .  (6.3.27)
'  к-i

Отметим, что поскольку Го>0, из (6.3.27) следует, что бифурка­
ция происходит при значениях параметра, знак которых совпада­
ет со знаком величины —gia'(0). Таким образом, бифуркация 
имеет место, когда устойчивый при ц = 0 фокус превращается при 
цфО в неустойчивый, и наоборот.

Модель такой ситуации дает пример 2.6.1. В системе (2.6.6) 
при имеет место неустойчивый фокус, а при ц>0 — у с т о й ­
чивый фокус. Следовательно, бифуркация происходит при пере­
ходе параметра ц с отрицательных значений на положительные (рис. 15).
18S

Теперь можно сформулировать следующую теорему.
_ Теорема 6.3.1. Пусть уравнение (6.3.18) удовлетворяет еде- 
данным предположениям, а(0)=0, а' (0) =̂ 0, и в порождающем 
уравнении (6.3.13) траектории образуют фокус. Тогда существует 
функция у(г0), аналитическая и не равная тождественно нулю при 
Тг0|<б, 6>0, такая, что при ц=у(г0) си­
стема (6.3.22) имеет в достаточно малой 
окрестности начала координат замкнутую 
траекторию, проходящую через точку <р =
*=0, т—то.
; Замечание.  При />3 в сколь угод­

но малой окрестности начала координат, 
если |ц| достаточно мало, могут сущест­
вовать замкнутые траектории, отличные 
от найденной в теореме 6.3.1.

Как отмечалось в § 4 гл. V, изолиро­
ванная замкнутая траектория реализу­
ется на практике только в том случае, 
когда она является устойчивым предель­
ным циклом. Поэтому важно установить, 
когда возникающая при изменении ц 
замкнутая траектория является устойчи­
вым предельным циклом.

Теорема 6.3.2. Если для порождающего уравнения имеет 
место устойчивый фокус, то замкнутая траектория, существование 
которой утверждается в теореме 6.3.1, является устойчивым пре­
дельным циклом.
! Доказател ьс тво .  Зафиксируем 0<го<5 и ц = у(^о). Обоз­

начим через Г замкнутую траекторию системы (6.3.22) с ц=_р, 
проходящую через точку ф = 0, г = г0. Функция ?(р)=/(р+Го, и) 
является функцией последования (см. § 4 гл. V) для траекто­
рии Г. Как показано при доказательстве теоремы 5.4.1, для того 
Чтобы Г была устойчивым предельным циклом, достаточно, чтобы
выполнялось неравенство -^-(0)<1> что в силу (6.3.24) эквива-df
леитно неравенству

О Г о

Из (6.3.25) имеем

(6.3.28)

dh
дг0

(0)
Р(0)

дО,

k-i

O r  q



По формуле (6.3.27) положим здесь г=л0, ц = у(л>). Тогда полу.чим

. (г0> i1) — ( l —\)girlVдг0
F

(6.3.29)

где разложение г по степеням г0 начинается с членов порядка не 
ниже /. Так как £>3, а по условию теоремы g,<0, то в силу
(6.3.29) неравенство (6.3.28) выполняется. Теорема доказана. 

Пример 6.3.5. Рассмотрим систему

х\—

•*«= -*i — х*х2 -j- (ц — 2) -f (ц— \)х2.
(6.3.30)

Собственные числа матрицы

В(р)=

суть — ({А ± /К 4 - (^ ). Поэтому при |ц|<2 они комплексные,
причем Р (0) =  1, а(0)=0, а'(0) =  1/2. Порождающая система сов­
падает с системой, рассмотренной в примере 6.3.4. Там было по­
казано, что £з<0, т. е. для порождающей системы имеет место 
устойчивый фокус. Следовательно, выполнены условия теорем
6.3.1 и 6.3.2. На основании этих теорем заключаем, что при каж­
дом достаточно малом положительном значении параметра систе­
ма (6.3.30) имеет единственное периодическое решение, которому 
соответствует устойчивый предельный цикл.

§ 4. Аналитичность решений как функций 
независимой переменной

Начиная с этого параграфа будем предполагать, что t — комп­
лексная переменная: /еС. Для того чтобы подчеркнуть это об­
стоятельство, изменим обозначения переменных, т. е. будем рас­
сматривать нормальную систему дифференциальных уравнений в 
векторной форме

( г е С ,  w e  С") (6.4.1)

и предполагать, что Ся — аналитическая функция п ерем ен ­
ных z, w в области GczС’,+|. Пусть /c:G — область.

Р е,аеление- 6.4.1. Функция <р: /—► Сп называется решением 
дифференциального уравнения (6.4.1) в области I, если выполня- 
ются следующие условия:
190

Г 1) <p(z) аналитична в области I.
•’ 2) (2, q>(z))eG при всех z<=l,

3) -^L=/(«,tp(z)) при всех z ^ I .
|  Задача Коши для уравнения (6.4.1) ставится обычным обра­
зом: пусть (z0, w0)e=G, требуется найти решение <p(z) уравнения 
-б 4.1), определенное в некоторой окрестности точки z0 и удов­
летворяю щ ее начальному условию у(г0) =  и>о.
' Вопросы существования и единственности решения задачи Ко­
ши можно решить-с помощью метода последовательных прибли­
жений Пикара, подобно тому, как это делается в § 3 гл. II в ве­
щественном случае. Дадим другое доказательство теоремы суще­
ствования и единственности для аналитических систем дифферен­
циальных уравнений, основанное на так называемом методе Коши.

Т е о р е м а  6.4.1 (те о р е м а  К о ш и ).  Пусть (z0, ®o)eG. Тогда су­
ществует единственное решение задачи Коши с начальными дан­
ными (Zo, ш0).Доказательство .  Выбираем в качестве новых переменных 

Z — Z — ZQ, w — w  — w 0. (6.4.2)
Тогда придем к случаю, когда в задаче Коши начальная точка яв­
ляется началом координат в С"+|. Поэтому, не нарушая общности, 
можем считать, что zo=0, ш0 =  0 и f(z, w) аналитична в окрест­
ности начала координат.

Решение, удовлетворяющее начальному' условию, будем искать
в виде ряда

<р(z )= 2  (6.4.3)
t-i

где с(*)еСл-  коэффициенты, подлежащие определению из усло­
вия, что ф(г) — решение уравнения (6.4.1) (начальное условие уч­
тено, так как в ряде (6.4.3) с<0) =  0).

В  силу аналитичности f
(6.4.4)

*./..../я>о
пРичем ряд в правой части равенства сходится в некотором поли- 
кРуте с центром в начале координат. Подставляя (6.4.3) в (6.4.1), 
Учитывая (6.4.4), получим покоординатно

ft-0

л
2<л+1>с<*+|>**=- 2

I.)

х ( 2  cim)zm

*

j.«-I 2  cnm)z‘
m—I

vm-1
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Полагая k  =  Q,  найдем

c<I>=a<°...°>, у= \,...,п. '
Предположим, что коэффициенты с,(т> при определены
Приравняем коэффициенты при гк:

< * + l) c l t+ I)— />‘*) ( c (e ). « ( , J ..... ' я)). * = 1 . . . . я ,  (6.4.5) I
где Р‘*>— коэффициент при zh в разложении по степеням z фуцк. 
Ции [,(:, ф| (г ),... ,фа(г)). Очевидно, что Р{*> — полином от коор. 
динат векторов — коэффициентов рядов (6.4.3) и (6.4.4) с целы­
ми неотрицательными коэффициентами, причем в (6.4.5)

1 т  ^  к, 0<[ / - f - y ' j ^  Л. (6.4.6)
Таким образом, из уравнений (6.4.5) все коэффициенты ст<*> опре­
деляется единственным образом последовательно с возрастанием 
к. Рид (6.4.3), коэффициенты которого удовлетворяют соотноше- j 
ниям (6.4.5), называется формальным решением уравнения (6.4.1). | 
Если мы докажем сходимость ряда (6.4.3) в некоторой окрестно- ! 
сти точки го= 0, то в этой окрестности <р(г) — решение уравнения
(6.4.1), если, конечно, выполняется условие 2) определения 6.4.1. i 
Из (6.4.5), поскольку коэффициенты полиномов неотрицательны, 
имеем

Iс</+1)|< Р[к)( |с<«>|,(а(ЛЛ’“-/«) |), v = l.....п, (6.4.7)
где |а | означает вектор, координаты которого — модули коорди­
нат вектора а. Рассмотрим степенные ряды (пока формальные, i 
так каков их сходимости ничего неизвестно):

оо

v==1.....п• (б-48)

Рассмотрим также ряды
f,(Z ,V ')=  2  I " ! * 7 ,.... /л)1 . . « * « ,  V = 1

Л /| >0
(6.4.9)

Ряды (6.4.9) сходятся в том же поликруге, что и разложение
(6.4.4), так как по лемме Абеля 6.4.1 степенной ряд абсолютно 
сходится внутри поликруга сходимости. Следовательно, /(?, w) 
аналитична в том же поликруге, что и f (z , те).

Рассмотрим систему уравнений
Ф(г,ф)=0, (6.4.Ю)

где
Ф.0г,<!0=<1>, — v =  1 , п. (6.4.П)
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функция Ф (г, -ф) аналитичи в окрестности точки z = 0, ф =  0, 
ф(0, 0 ) = 0  и

det -^-(0,0) =  1.
V

По теореме 6.1.5 о неявной функции уравнение (6.4.10) имеет 
единственное решение tf(z), налитическое в некоторой окрестно­
сти точки z=0 и такое, что \|(0)=0. Если обозначить

fc W - Jl» » * » . v= 1,...,n , (6.4.12)
I

то, приравнивая в (6.4.11) коффициенты при z*+1 нулю, получим
b[k+i)=zP[k) |а<л/*," ,'л) |), v== 1 ..... п.

согласно определению Р[к\ 1окажем, что
|с<*>|<Н*\ я- (6.4.13)

Неравенство (6.4.13) докаже! по индукции. При А=1
| C( l ) | e | a (0,-J»|= ft(l)t , =  1.......

Предположим теперь, что {6113) выполняется для с(™> при 1< 
Из (6.4.6) — (6.4.11) следует

|с<‘ +1) j <  Р[Л) (| |, |а1'1.....|) <  Р [к){* ( '" ),  | j) =  &<*+,).

»=1,
Тем самым (6.4.13) доказано
: Так как ряды (6.4.12) сходятся, то в том же круге сходятся и 

ряды (6.4.8), а значит, и ряд (6.4.3). Следовательно, <p(z) анали­
тична в некоторой окрестное» точки zo =  0. По построению <p(z) 
является решением уравненш (6.4.1). А так как коэффициенты ее 
разложения в ряд Тейлора шределяются формулами (6.4.5) од­
нозначно, то это решение едшетвенно. Теорема доказана.
I З амечание  1. Доказатоьство теоремы 6.4.1 сохраняет силу, 

если вместо/»(г, w), определимых посредством (6.4.9), положить

*./,...If о
гДе ... |< !^*’,,'"‘ /я̂ 1ряд /» сходится в некотором поликру-
ге с центром в нулевой точке 

Замечание  2. Пусть, в >астности, (6.4.1)— линейное уравне­
ние

-^-=P(z)w-\-q(z), (6.4.14)
dz
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где P:/-*-3R"-", q:I-*~Ся — аналитические в области 1 аС функции. 
Пусть К — множество, содержащееся в области / вместе со своей 
замкнутой d-окрестностью Va(d>0). Тогда существует г> 0 та- 
кое, что решение <p(z) уравнения (6.4.14) с начальными данными 
20е/С, w0̂ C n аналитично в круге |z—z0|< r, причем г не зави­
сит от 2о, до.

Доказа тельство .  Пусть ||Р (г) || s^Af, ||</ (г) || на Vd. Пос­
ле замены (6.4.2) получим г0 =  0, до0 =  0, при этом уравнение
(6.4.14) останется линейным, у которого функции Р (г ), q(z) анали­
тичны в области, содержащей замкнутый круг |z |^d  внутри се­
бя, причем на этом круге ||P(z) || <  М, \\q(z) || ^  М. За систему
(6.4.10) — (6.4.11) примем систему

<f-z[P(z)i(-\-q(z)\=Ot (6.4.15)

где P(z), 4(2) — соответственно матричная и векторая функции, 
аналитические в круге \z\<.d, компоненты которых являются ма­
жорантными функциями по отношению к соответствующим ком­
понентам P(z), q(z), т. е. коэффициенты их разложений по сте­
пеням z — положительные величины, не меньшие чем модули со­
ответствующих коэффициентов в разложениях компонент P(z), 
<7(г).

Выберем P(z), Q(z) следующим образом. Пусть Рц (г )— ком­
поненты матрицы P(z). В силу 6.1.6 можно положить

.....п.
*-0 ' '

Аналогично,

q,(z)= —  , 1=1.....п. (6.4.16)
1 ~  d

При таком выборе P(z), <?(z) уравнение (6.4.15) не зависит от 
точки (z0, Доо). Из замечания 1 следует, что решение уравнения
(6.4.14) при любой начальной точке аналитично в круге с цент­
ром в z0 и радиусом, не зависящим от выбора этой точки.

Замечание  3. Формула (6.4.5) позволяет последовательно 
определить все коэффициенты разложения решения задачи Коши в 
ряд Тейлора. Вычисляя конечное число этих коэффициентов, най­
дем приближенное решение задачи Коши. Радиус сходимости ря­
да (6.4.3) можно оценить с помощью (6.4.10) — (6.4.11), если взять 
конкретную мажоранту f(z, до), например, с помощью неравенств 
Коши (6.1.6). Это соображение было использовано при оценке 
радиуса сходимости решений уравнения (6.4.14). •
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Пример 6.4.1. Построим приближенно с точностью до членов 
„о р яд ка  0(ze) решение системы

dw\ г-__9 I 1-bzwl
d z  2 I — Z

(6.4.17)
dw 2 =®’ — w2 — e'-f-1
dz

с начальными данными z0=w°l= w °= 0.

Пусть v==1*2- Из (6-417) имеем
1

2  te!"**-1= ( i  ci"**)*-  V  cs»z» -  2 т г  **•

Приравнивая коэффициенты, получаем
при z0: c{'> = 1, 4 !>=0;
при г*: 2с(,2) =  1, 2с£2) = — —1 =  — 1;
при г 2:3с\3>=\, 34»=-<:$*>— ^-=0;2

1при z3:4c<4> =  5(c<,))2-f 1 =  1, 4cJ«>=(<f>)8- c Js>
при 2<:5с<5>=1(Ц1>с<2> + 1 =  1,

В  5с1»>= 3  (с ! )Л : « >  -  .

Итак,

К ?,<*>=*+-£-г,+ -г*’+ Т * ,+ Т г’+ 0(г’)' 

I  ?,(»)— -̂ + - 5 - * 4+ -j-*»+ 0(*‘).

§ 5. Аналитическое продолжение решений

1. Пусть функция f:Pa-+ С аналитична в поликруге Рас С п с 
Литром в точке оеС". Пару (f, Ра) будем называть элементом 
аналитической функции. Рассмотрим путь с началом в точке а и 
?°нцом в точке ЬеС", т. е. непрерывное отображение и отрезка 
l°- 1] в С", причем ы(0)=а, ы(1)=6. Пусть Рь— поликруг с
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центром в b. g :Pb-*C — аналитическая функция. Элемент (g,Pb) 
называется аналитическим продолжением элемента (f. Ра) вдоль 
пути ы(/), если существует конечное число чисел /о =  0, =
=  1 и элементов ( f k,P xk), х*=«(/*), к = О, 1.....N, таких, чт0
fo=f. fn=g, Р л*~I П Р лк = Ол не пусто при k=\,...,N и /*_i=/„ 
в областях Du. По теореме 6.1.3 функции /* определяются единст­
венным образом.

Два пути ы0:[0, 1 ]-*-U, Ui:[0, 1]->-1/ называются гомотопными 
в U, если существует непрерывное отображение ib квадрата (0^ 
^ /^ 1 , O ^ s ^ l }  в U такое, что

Ф(/,0)-и0(/), *(/, 1)=и,(/).
Каждому se[0 , 1] соответствует некоторый путь ы,(/)= *(/, s). 
Можно сказать, что семейство путей и, определяет непрерывную 
деформацию пути Ыо в путь Ui. Из определения аналитического 
продолжения следует, что аналитические продолжения одного и 
того же элемента вдоль путей с одинаковыми началом и концом 
совпадают, если эти два пути достаточно близки друг к другу. 
Отсюда следует, что аналитические продолжения вдоль гомотоп­
ных путей из ы в b приводят к одной и той же аналитической 
функции в окрестности точки Ь.

Пусть теперь f={f\,...,fm)'.Pa-*-Cm— векторная аналитическая 
в поликруге Ра функция. Пару (/, Ра) назовем элементом вектор­
ной аналитической функции. Пусть (g, Р ь )— элемент векторной 
аналитической функции g=  (g,,... ,gm) такой, что элементы (£*, 
Рь) являются аналитическим продолжением элементов (fk, Ра), 
к= \ ,... ,т , вдоль некоторого пути и. Тогда элемент (g, Рь) назы­
вается аналитическим продолжением элемента (], Ра) вдоль пути
и. Аналогично определяются элемент матричной аналитической 
функции и его аналитическое продолжение.

2. Рассмотрим дифференциальное уравнение
— -= f(z,w ), (6.5.1)az

где f: Рг, С" — аналитическая функция в некотором поликруге 
с центром в точке (z0, ie>o). По теореме 6.4.1 уравнение (6.5.1) 
определяет решение ф : С->-Сп, где С — круг \г—г0\<г, с началь­
ными данными (г0, Шо).

Теорема 6.5.1. Пусть элемент (ф, С|), где Сi — круг с цент­
ром в точке Z\, есть аналитическое продолжение элемента (ф, С) 
вдоль пути и(/):[0, 1]->-С, u(0)=Zo, u (l)= Z i. Если элемент (/(*> 
w)* ?{*»»,)) может быть аналитически продолжен вдоль пути

«(/) =  (« (/ ),?(« (/ ))): [0. 1J— 0+ 1, 
где ф(г) — аналитическая функция в окрестности точек u(t),
е [0 , 1], определенная с помощью аналитического . п р о д о л ж е н и я
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элемента (<р. С) вдоль пути и, то <р: Ci-*-Cn является решением 
дифференциального уравнения (6.5.1), правая часть которого f(z, 
w)\Pi-*>C" есть аналитическая функция в поликруге Pi с центром 
в точке (Zi, ф(г1)), получаемая аналитическим продолжением эле­
мента (/, вдоль пути v (t).
’ Доказательс тво .  Достаточно доказать, что если Cf|G| =  
s=D не пусто и ф =  ф1 в области D, то ф1:Ci—*-Сп — решение урав­
нения (6.5.1) с продолженной f(z. w).

Рассмотрим скалярные аналитические функции

Ф. (г ) =  — — — / ,  (г, <р (г)), 
dz

(6.5.2)
Ф '(z)=-3^— /,(г .?Ч г )), *=1.....п.

dz

По определению 6.4.1 Ф»(г)=0 в круге С. Следовательно, 
фу|(г)= 0 в области D. По теореме 6.1.3 Ф<<1>=0 в круге Си Это 
и означает, что ф':С|-*-С"— решение уравнения (6.5.1) в круге 
Си Теорема доказана.

Замечание.  Теорема 6.5.1 не означает, что если / аналитич­
на во всем пространстве Сч+|, то любое решение уравнения (6.5.1) 
может быть аналитически продолжено на всю плоскость С.

Пример 6.5.1. Рассмотрим уравнение
— (6.5.3)
dz

Здесь G =  С2. Вещественный аналог уравнения (6.5.3)— этоурав- 
нение с разделяющимися переменными. Правила дифференциро­
вания комплексных функций совпадают с правилами дифференци­
рования вещественных, поэтому функция ф = (а—z)_l, полученная 
методом разделения переменных, является решением уравнения
(6.5.3) при гФ а  (а — любое комплексное число). Это решение не 
может быть продолжено вдоль пути, проходящего через точку z=  
=а. Поскольку для решения с начальными данными (z0, w0) а — 
=z0-j-®-1, для уравнения (6.5.3) особая точка решения зависит от 
начальных данных. Такие особые точки называются подвижными.

Не всякое дифференциальное уравнение порождает подвижные 
особые точки. Из доказываемой ниже теоремы следует, что та­
ким свойством не обладают линейные уравнения.

Теорема 6.5.2. Рассмотрим линейное дифференциальное у рае- 
Чение

-^- =  P(z)w-\-q(z), (6.5.4)
dz

где P:C-*-$Rn n, q:C-*-Cn — аналитические в круге С с центром г0 
Функции. Если элементы (Р , С), (q, С) могут быть аналитически
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продолжены вдоль некоторого пути с началом в точке го, то и ре­
шение уравнения (6.5.4) с начальными данными (z0, ШоеС") мо­
жет быть аналитически продолжено вдоль этого пути.

Доказател ьс тво .  Рассмотрим произвольный путь и, сое­
диняющий точки Zo и z*. вдоль которого могут быть продолжены 
элементы (Р, С) и (q, С). Согласно замечанию 1 к теореме 6.4.1 
существует постоянная г>0 такая, что решение уравнения (6.5.4) 
с продолженными P(z), q(z), определяемое начальными данными 
(г, w), где z=u(t), /е[0, 1], определено в круге \z—z\<r, при­
чем г не зависит от (z, w).

Рассмотрим последовательность точек z*=u(/*), 0±=/0< fi<  
С  ..., и последовательность кругов С*. k=0, 1,..., с радиусом г 
и центрами в точках u(tk) таких, что

1/2/-<|z*-z*_,|< r, *= 1.2.....
Число таких кругов, покрывающих все точки u(t), /е[0, 1], ко­
нечно. Для каждого k = l, 2,... определяем решение ф*:С*-^Сп с 
начальными данными (z*, <p*_l (z*)). По теореме 6.4.1 такое реше­
ние единственно, поэтому построенная последовательность пар осу­
ществляет аналитическое продолжение элемента решения с на­
чальными данными (zo. Wo) вдоль пути u(t). Теорема доказана.

Замечание.  Таким образом, любое решение линейной си­
стемы дифференциальных уравнений аналитично в области анали­
тичности его коэффициентов. Обратное неверно, т. е. особенности 
коэффициентов могут не являться особенностями решений.

В качестве примера рассмотрим уравнение

- ^ = - 2 2 - .  (6.5.5)dz z
Для решения w=z2 уравнения (6.5.5) точка z=0 не является осо­
бой, но является особой точкой для правой части уравнения. 
С другой стороны, точка z=0 — особая точка как для правой час­
ти уравнения

dw
dz 2 г (6.5.6)

так и для его решений w=az',\ афО.

§ 6. Изолированные особенности линейной 
однородной системы

ние
Рассмотрим линейное однородное дифференциальное уравне-

dw
dz =  P ( Z ) W , (6.6.1)

где P:/C-*-3Rn я— однозначная аналитическая функция в некото­
рой окрестности особой точки zo, т. е. в кольце К  =  {z:0 <  |z--

--Zo|<c}- Однозначность аналитической функции в К  означает, 
что аналитическое продолжение любого ее элемента вдоль любо­
го пути в К  с концом в точке Ь ^ К  приводит к одной и той же 
аналитической функции в окрестности точки Ь. Для уравнения
(6.6.1) справедливы утверждения § 1, 2 гл. IV, так как вещест­
венность используется там только при доказательстве существова­
ния, единственности и продолжения решений. Из результатов пре­
дыдущего параграфа следует, что решение уравнения (6.6.1) с 
любыми начальными данными ze/C, й>еСп может быть аналити­
чески продолжено вдоль любого пути в К. При этом, как пока­
зывает пример уравнения (6.5.6), решение может оказаться не­
однозначной аналитической функцией в кольце К. Задача, кото­
рой посвящены этот и следующий параграфы, — изучить характер 
неоднозначности решений в окрестности особой точки.

1. В дальнейшем, не нарушая общности, будем считать zo=0 
(этого всегда можно добиться, выбрав в качестве независимой 
переменной z—zo, а в случае z0 =  оо — переменную 1/z).

Те о р е м а 6.6.1. Каждая фундаментальная матрица Ф :К-*- 
— уравнения (6.6.1) может быть представлена в виде

® (z )= 5 (z )eu,J
где Я е ® 4'1 — постоянная матрица, S:K-*-^Rna — однозначная ана­
литическая матричная функция.

Д оказательс тво .  Пусть (Ф, С), CczK, — элемент фунда­
ментальной матрицы, (Ф*, С) — его продолжение вдоль окружно­
сти с центром в точке z=0, проходящей через центр круга С и 
ориентированной в положительном направлении. По теореме 6.5.2 
в силу однозначности матрицы коэффициентов Р(г) матрица 
Ф * (г )— фундаментальная матрица уравнения (6.6.1) в круге С. 
По теореме 4.2.3 в круге С

Ф* (г )= Ф (г ) В, (6.6.2)
где В — неособая постоянная матрица. Так как С — любой круг 
в К, то (6.6.2) справедливо во всей К, если под Ф  и Ф* понимать 
аналитические продолжения функций Ф и Ф*:С-^-®'1"
Соответственно по всевозможным путям в К.

Положим (выбрав какую-либо ветвь логарифма)
1/? =  —  Ln5, 5 (г)= Ф (г)е-1-“  *2л/

(6.6.3)

Нужно доказать, что S(z) не изменяет своего значения при обхо­
де вдоль любого замкнутого контура в К. Очевидно, что любой 
замкнутый путь в К  гомотопен многократному обходу описанной 
выше окружности в положительном и отрицательном направле­
ниях. Обозначим через S* результат однократного обхода точки 
г=0 в положительном направлении:

S* (z)= Ф* (г) е-^° *+г«0Я.
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пользуемся методом Коши. Решение и (г) будем искать в виде 
степенного ряда с неопределенными коэффициентами

оо

u =  '£ c kz*, СофО. (6.7.18)
о

Подставляя (6.7.18) в (6.7.17) и полагая 2=0, получаем
IXs + (а  (0) -  1) Х-f ̂  (0)] с0=0. (6.7.19)

Так как с0фО, то из (6.7.19) следует, что постоянная X должна 
быть корнем уравнения (6.7.16), при этом Со может быть произ­
вольным числом. Если Я)—Л2 не равно целому числу, то в качест­
ве А, берем любой из корней уравнения (6.7.16); если Xi— А* равно 
целому числу, то полагаем А,=Л|, причем Re Ai^Re Я2.

Пусть

А  <г > =  2  а*2*’ ( z ) &*2*’о о
р*(г)=рх(г) — а0, q*(z)=ql (z) — bQ.

Тогда (6.7.17), учитывая (6.7.19), можно записать в виде
z V ' +  [2Х+ о,,+р* (z)\zu'Jf \\р* (z) + q* (z)J и=0. (6.7.20) 

Подставив (6.7.18) и выражения
00 «в

=  kckzk~l, и" = ^  k(k — l)ckz*~2
1 2

в (6.7.20) и приравняв нулю коэффициенты при z* (AeN), полу­
чим

к  ( к  — 1 )ск -j- k (2Х-|-а0)с* ^  (к  — к ' ) а к ’Ск- к . -J-
**-1

к
+ 0. (6.7.21)

Так как по формуле Виета а0—1 = —Я.1—Я2, то (6.7.21) можно за­
писать в виде

Akck= hk(c0, ct,..., ск-j),
где

= I Х2) при Х=Х[, (6 7 22)
1 k(k-\-\2 — Xi) при Х=Х2,

Л* — известная функция своих переменных. При выбранном \АкФ  
ФЪ, поэтому коэффициенты ряда (6.7.18) определяются последо-
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I вательно с возрастанием к, причем однозначно, если зафиксиро­
вать Со- Положим С о = 1 .

Построенный ряд формально удовлетворяет уравнению (6.7.1). 
Если мы докажем его сходимость, то его сумма будет являться 
решением уравнения (6.7.1).

Из (6.7.22) следует, что величины (к—k')/Ak, 1 /Ак ограниче­
ны при JfeeN, Отсюда и из (6.7.21) имеем

\с„\<М 2  < М  +  М )!**-Н  ' (6-7.23)
**-1

при некотором М>0. Рассмотрим следующие степенные ряды:| •о*

«(z) =  V  | с„\г*,
1
т

?<*>=2 Iя**z*’ i

?< *> = 21Мг*- 
i

Здесь ряды /)(г), <?(z) сходятся при \z\<La по лемме Абеля, схо­
димость же й(г) требуется доказать. Определим функцию i>(z) 
как решение уравнения

v-\=M(p(z)-\-q(z))v. (6.7.24)
Уравнение (6.7.24) имеет решение

, „ IV (Z) ---------- -------------- .1 -Mip(z)+q(z))
Так как р(0) =<?(0) =0, то это решение аналитично в круге Си 
определенном в п. 1, если достаточно мало. Положим

••

* (* ) =  2  d*z*’о

Покажем по индукции, что (AeN). Так как с0=</о =  1,
то база для индукции имеется. Предположим, что |c/|^d/ при 

Тогда в силу (6.7.23), (6.7.24)
*+i

|с4+1| -< М ^  
v-i

Что и требовалось доказать.
Отсюда заключаем, что в круге С\ сходится и ряд й(г). Сле- 

^^Овательно, и(г) аналитична в Си а так как решения уравнения
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5* (г) =  Ф (г) BB~vLa* * = S  (z).
Аналогично доказывается, что 5г) не изменяется при обходе 
окружности в отрицательном нашвлении. Следовательно, 5 (г) 
не изменяется и при многократна обходе точки z=0 в любом 
направлении. Теорема доказана.

Матрица В, определяемая равеством (6.6.2), называется мат­
рицей монодромии (ср. с определением матрицы монодромии в 
§ 6 гл. IV). Матрица В определятся с помощью фундаменталь­
ной матрицы Ф (г), которая неедоственна. Пусть Ф 1 — другая 
фундаментальная матрица и В i —# матрица монодромии:

Ф*(г)=Ф|г) Вх. (6.6.4)
Так как по теореме 4.2.3 Ф| (г) =Цг)Т, где Т — постоянная не­
особая матрица (следовательно, и^*(г) — Ф*(г)Т), то из (6.6.4) 
получаем

Ф*(г)=Ф(г!В1Т~1.
Сравнивая с (6.6.2), имеем

В=ТВГ-',
т. е. множество матриц монодромшобразует класс эквивалентно­
сти по отношению подобия. Собстхнные числа ць..., ц„ матриц 
монодромии, называемые мультипшторами, и соответствующие 
им элементарные делители являюта инвариантами. Собственные 
числа Ль... , А„ матрицы R называния характеристическими пока­
зателями. В силу (6.6.3) на осниании следствия из теоремы 
4.4.2

х*= '^7‘ Lnp*. »=1,..., я, (6.6.5)
причем элементарные делители, солветствующие кратным собст­
венным числам матриц В и R, имея одинаковые кратности. От­
метим, что характеристические поцзатели уравнения (6.6.1) оп­
ределяются с точностью до целого слагаемого в зависимости от 
выбора ветви логарифма в (6.6.5).

2. Вид решений уравнения (6.6.1), Рассмотрим структуру фун­
даментальной матрицы уравнения (5.6.1). Пусть R =  TJT~\ где 
J  — жорданова форма R, det Г^О. По теореме 6.6.1 и лемме 4.4.1

Ф (г)= 5  (2) Teb,JT~l.
Если ввести в рассмотрение новук фундаментальную матрицу 
Ф, =  ФГ, то

Ф  , =  t / ( * ) * " ' ,  (6.6.6)

где U= S(z)T  — однозначная аналитческая в К  матричная функ­
ция. Пусть ____

Отсюда и из (6.6.2), (6.6.3) нахолп .
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Ф,=(ср1, ...,?"), £/=(«*, ...,ия),
<?к, ил :К  —  С ", к=\

Используя формулы (4.4.5), (4.4.6) при / =  Lnz, имеем 

eLn* y=diag (eLn* ■'•.е*-"* J \ ...,eLn* J «], 
гдэ eLn* y»=diag |zXi, . . . , z xp ),

z*/>+* Ln  z-zxp+* ... (Ln г)'к 1 zxp+k
(л * - 1 )1

0 zxp+* (Ln г ) 'к Z X0+k
(rk-  2)!

0 0 Z Xp +*

Отсюда и из (6.6.6) получаем
<tHz) = ui (z)zxJ, J= \ , (6.6.7)

y l>+'<+"+'k-l+\ 2 ) =  u P+r'+- + rk - l+ l ( z )  z xp +*,

Ж  <fP+rt+‘~+r»(Z) =s\uP+r»+—+rk-i+l(Z) L̂n*\t--- [-

1  + ...+ a p+r,+ -+r* U )]z xp+*, k= \.....q. (6.6.8)

В формулах (6.6.7), (6.6.8) Xi,... Д р — простые характеристиче­
ские показатели; Xp+i,... Д р+9 — кратные характеристические пока­

затели; q — число элементарных делителей; г* — их кратности. 
Семейство решений (6.6.8) называется группой решений. Из (6.6.8) 
видим, что фундаментальное семейство решений не содержит Lnz 
тогда и только тогда, когда диагональна жорданова форма мат­
рицы R (или, что то же самое, диагональна жорданова форма 
матрицы монодромии В).

Координатные функции векторов ы1 (г ),..., un(z) являются од­
нозначными аналитическими в К  и потому могут быть разложены 
в ряд Лорана по степеням г. Возможны следующие три случая:

1) 2=0 — обыкновенная точка, т. е. все указанные ряды Ло­
рана не содержат отрицательных степеней z;

2) z= 0 — полюс, т. е. существует наинизшая отрицательная 
степень z в указанных разложениях;
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3) 2= 0 — существенно особая точка, т. е. разложение хоть од­
ной из координатных функций содержит бесконечное число отри­
цательных степеней г.

Первые два случая в рассматриваемой ситуации неразличимы. 
Действительно, как отмечалось, характеристические показатели
(6.6.5) определяются с точностью до целого слагаемого. Это сла­
гаемое (положительное или отрицательное) всегда можно выбрать 
так, чтобы полюс превратился в обыкновенную точку, и наоборот. 
Таким образом, случай 2) можно не рассматривать.

В случае 1) изолированная особенность 2=0 называется ре­
гулярной, в случае 3) — иррегулярной.

§ 7. Регулярная особенность линейного
однородного уравнения второго порядка

1. Рассмотрим линейное однородное дифференциальное урав­
нение второго порядка

d*w dw q(z)w=0, (6.7.1)' r  '  ’ dz
где коэффициенты p, q:K-*~C — однозначные аналитические функ­
ции в кольце К =  {z :0 < \z\< а}. Пусть С = {г:|г |< а }. Положим 
j/=colon(u>, dw/dz). Обозначая дифференцирование по z штри­
хом, запишем (6.7.1) в виде нормальной системы двух уравнений 
в векторной форме

t/'= P(2) у,
где

Ж г )= (  °  1 ) .  (6.7.2)
\ — q(z) р  (z)J

Система (6.7.2) принадлежит к типу систем, исследованных в 
предыдущем параграфе. Используя формулы (6.6.7), (6.6.8), за­
пишем фундаментальную систему решений ф1 (z), ф2(г) системы
(6.7.2). Могут представиться два случая.

I. уцфщ. Тогда
(р«(2) =  и1(2 )2 х<,

<р1(г) = И*(2)2Х\ Xj — Xj ^ Z .
II. ц.1 =  ц2. Здесь возможны два подслучая: 
a ) <fl ( Z ) = U l {Z)ZXJ ,

(р2(г) — u2(z )z x*, — X2e Z
(две группы решений); 

б ) <р>(2) =  И1 ( 2 ) 2 Х>,

f2(z)=ul (z)zk< Lnz-J-h*(z)zx*, Х, = Х2
(одна группа решений).
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(6.7.3)

В (6.7.3) — (6.7.5) Х|, А2 — характеристические показатели их,
2 С2 — однозначные аналитические функции.

. Фундаментальное семейство решений уравнения (6.7.1) состав­
ляют первые координаты двумерных векторов ф1, ф2. Обозначим 
их через wt, w2, а первые координаты и1, и2 — через v\, Vi. Тогда 
возможны следующие три вида фундаментального семейства ре­
шений уравнения (6.7.1).

I. w1(z)=vl (z)zx<,
w2(z)=v2(z)zx>, X, — Х2§ё Z, (6.7.6)

Ila. wl (z )= vl (z)zx>,
w2(z)=v2(z)zx>, X, — X2e  Z, (6.7.7)

116. w1(z) = v,(z)zx,t
w2(z)=vl (z)zx,Lnz-j-v2(z)zx>, X, — l2e Z . (6.7.8)

В дальнейшем будем предполагать, что 2=0 — регулярная точка 
для уравнения (6.7.1) (т. е. она является регулярной для систе­
мы (6.7.2). Это означает, что для функций Vi(z),  v2(z) 2=0— 
либо полюс, либо обыкновенная точка. Используя тот факт, что к 
характеристическим показателям можно прибавлять целые числа, 
выберем их из условия, чтобы 01(2) были аналитичны в С и 
Vi (0 )^0, /=1,2. Теперь характеристические показатели в
(6.7.6) — (6.7.8) фикслрованы.

2. Выясним ограничения, которые накладывает на коэффициен­
ты р(г), q(z) уравнения (6.7.1) условие регулярности особой точ­
ки 2=0. Итак, предполагаем, что в (6.7.6) — (6.7.8) функции и<(г) 
аналитичны в круге С и у*(0)=^0, /=1, 2. Пусть W (г )— опреде­
литель Вронского решений Wi[z), w2(z). В силу (4.2.5)

W  (z)=sp Р  (z )W  (z)=  — p(z)W  (2).
Следовательно,

p(z)=  — W '(z)fW  (2).
Положим (w2/wi)'=V(z). Так как W=W\, VJ то

V’р(2)=  —2 (6.7.9)

Далее рассматриваем кольцо /Ci =  (г:0*<|г|<а,} и круг С\ =  
= {г : 121 <!а 1}, где ai достаточно мало. Из (6.7.6) — (6.7.8) имеем

w\=zx>-' (X,z»,-f zv[). (6.7.10)
Следовательно,

tr, (2),
0*1 z

(6.7.11)
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где я|)|(0)=Я,1, iM 2) — аналитическая в круге С| функция. Вид ре. 
шений wt {z) зависит от рассматриваемого случая в формула*
(6.7.6) — (6.7.8). Рассмотрим случай I. Из (6.7.6) имеем

—  = 2Х*-Х‘ф2(2), <Ь(0) / 0.9>1
Тогдз К = г х*-х*-,ф3(г), где ^з(г) =  (А*— + аналитична в 
С1 и фз(0)=^0, так как Х2—Х|̂ =0. Таким образом, V обладает теми 
свойствами шь которые использовались при выводе (6.7.11), следо­
вательно,

-£- =  ̂ ^ (2 ), (6.7.12)

где >|>4 аналитична в С|. Отсюда из (6.7.9) и (6.7.11) следует, что 
в кольце Ki

p (z )= - jp v(z), (6.7.13)

где pi (г) аналитична в Си следовательно, и в С.
Из случаев Па и Иб рассмотрим только более сложный случай 

116. В силу (6.7.8)
—  =zk̂ i (z)-\-Lnz, ф5(0) ф О,

где tyi(z) аналитична в С\ к — У̂ —Я.1 — целое число. Отсюда 
V = zk~x (^ 5-(-2^-f-z-*).

Если к^О, то
V=z~' (*г*^+2*+'^+1)=г-'1».(г),

где tp6 аналитична в С| и (0) Ф  0. Если к <  0, то + 2+5' + 
+z-*=tp7(z) также аналитична в С, и (0) =  Лф5(0 )Ф 0. Тем са­
мым доказано, что и в этом случае V  обладает свойствами, кото­
рые использовались при выводе (6.7.11). Следовательно, справед­
лива формула (6.7.12), а вместе с ней и формула (6.7.13).

Мы доказали, что из условия регулярности особой точки z=0 
следует, что в кольце К  коэффициент p(z) представим в виде
(6.7.13), где р, (г) — аналитическая в круге С функция. В таком 
случае говорят, что г= 0 является для p(z) полюсом не вы ш е 
первого порядка.

Чтобы выразить коэффициент q(z), воспользуемся тождеством
(г) +Р (г) ®; (г) + q (г) да, (г)=0, 

справедливым в кольце К. Отсюда



В силу (6.7.10)

где ife» Ф» аналитичны в круге С. Тогда из (6.7.14) получаем
q(z)=z~iql {z), (6.7.15)

где q\(z) аналитична в С. При выполнении (6.7.15) говорят, что 
z= 0 является для функции q(z) полюсом не выше второго по­
рядка.

Теорема 6.7.1 (теорема Фукса). . Для того чтобы точка г=  
= 0 была регулярной особой точкой для уравнения (6.7.1), необ­
ходимо и достаточно, чтобы она была полюсом не выше первого 
порядка для коэффициента p(z) и полюсом не выше второго по­
рядка для коэффициента q(z), т. е. чтобы выполнялись (6.7.13) и 
Ц6.7Л5).

Теорема 6.7.1 допускает обобщение на случай линейного одно­
родного уравнения произвольного порядка (см. п. 2 § 8 гл. V I).

Необходимость условий (6.7.13) и (6.7.15) уже доказана. До­
казательству достаточности предпошлем лемму, имеющую само­
стоятельное значение.

3. Лемма  6.7.1. Пусть А|, А2 (ReAi^sRe А2) — корни уравнения
^ + [А (0 )-1 ]Х+ ^ (0 )= 0 . (6.7.16)

Тогда: 1) если Х|—А* — не целое число, то уравнение (6.7.1) с ко­
эффициентами (6.7.13) и (6.7.15) имеет два линейно независимых 
решения вида wl= zXlvl (z), t= l, 2, где Vi(z)— аналитические в 
круге С функции, причем и*(0)=И=0;

2) если А,|—А* — целое число, то уравнение (6.7.1) имеет по 
крайней мере одно решение w (z) указанного вида.

Уравнение (6.7.16) называется характеристическим или опреде­
ляющим-, ряды по степеням г, представляющие решения вида ука­
занного леммой, называются обобщенными степенными рядами.

Доказательство .  Выполним замену w=zxu, где и — новая 
неизвестная функция, А, — комплексное число, которое мы опреде­
лим позднее. Имеем

w '= zx~1('ku-\-zu'), 
w"= z x-2 (z4" + 2Azu' + A (A -  1) u).

Подставляя эти выражения в умноженное на г* уравнение (6.7.1), 
получим

г Ч " px(z)\zu'-\-[A(A — l)- f\px{z)-\-qx(z)\u=0. (6.7.17)
Требуется доказать существование аналитического в круге С ре­
шения уравнения (6.7.17) с ненулевым свободным членом. Вос-
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пользуемся методом Коши. Решение ы(г) будем искать в виде 
степенного ряда с неопределенными коэффициентами

с° £ ° -  (6.7.18)О
Подставляя (6.7.18) в (6.7.17) и полагая 2=0, получаем

[XJ + (A  (0) -  1) A-f-?, (0)] с0= 0. (6.7.19)
Так как с0ФО, то из (6.7.19) следует, что постоянная А, должна 
быть корнем уравнения (6.7.16), при этом Со может быть произ­
вольным числом. Если А.1—А* не равно целому числу, то в качест­
ве А берем любой из корней уравнения (6.7.16); если A-i— А* равно 
целому числу, то полагаем A.=A.i, причем ReA|^ReA.2.

Пусть
в *  во

Р\ (*) = 2  д*г*’ *1о о
р*(г)= р,(г) — а0, q*(z)=qx(z)-bQ.

Тогда (6.7.17), учитывая (6.7.19), можно записать в виде
z V ' + [2А+ а0+ р* (2)1 zu 'Jf I Ар* (2) -f q'* (2) ] и =0. (6.7.20) 

Подставив (6.7.18) и выражения

и’ =  2  kckz'-\ и" =  2  к {к — 1)скгк~*
1 2

в (6.7.20) и приравняв нулю коэффициенты при 2* (AeN), полу­
чим

k(k— l)c*-fA(2X-}-a0)c*-(-2  ̂) a*’Ck-*’ 4*
* ' - i*

4*2  (6.7.21)
*■-1

Так как по формуле Виета а0—1=— А,2, то (6.7.21) можно за­
писать в виде

Akck=̂ hk(CQ, Ci,..., ск~j),
где

д — I ^(Л-J-Aj А2) при A =  At, (6 7 22)
* 1 А(А-}-А2 —А,) при А=А2,

Л* — известная функция своих переменных. При выбранном А АкФ  
Ф0, поэтому коэффициенты ряда (6.7.18) определяются последо*



Iвательно с возрастанием к, причем однозначно, если зафиксиро­
вать Со. Положим Со =  1 -

Построенный ряд формально удовлетворяет уравнению (6.7.1). 
Если мы докажем его сходимость, то его сумма будет являться 
решением уравнения (6.7.1).

Из (6.7.22) следует, что величины (k—к')/Ак, 1 /Ак ограниче­
ны при ifeeN, Отсюда и из (6.7.21) имеем

|с*|<Л* J  < М + М К * - Н  ‘ (6.7.23)
* ' - i

при некотором М > 0. Рассмотрим следующие степенные ряды:

и  (г ) = 2  |С *|2 » ,
1

Р<*>=“ 2  1**1**.1

<7(*)=2 N 2*-1
Здесь ряды fi(z), Q(z) сходятся при |z|< а по лемме Абеля, схо­
димость же й(г) требуется доказать. Определим функцию v(z) 
как решение уравнения

v —\=M(p(z)-\-q(z))v. (6.7.24)
Уравнение (6.7.24) имеет решение

V ( Z ) = -------- "ГГ—^ -------.I («) + «(*»
Так как /)(0)=$(0)=0, то это решение аналитично в круге Ci, 
определенном в п. 1, если .ai достаточно мало. Положим

<̂г) = 2  d * Z * 'О
Покажем по индукции, что (4g N). Так как Co=do =  l,
то база для индукции имеется. Предположим, что |c/|̂ Cd/ при 

Тогда в силу (6.7.23), (6.7.24)
A + I

**-1
Что и требовалось доказать.

Отсюда заключаем, что в круге С\ сходится и ряд й(г). Сле­
довательно, и (г) аналитична в Си а так как решения уравнения
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(6.7.1) аналитичны в кольце К, то u(z) аналитична в С. Лемма
6.7.1 доказана.

4. Доказательство достаточности в теореме 6.7.1. Если Xi—X, 
не равно целому числу, то построенные в лемме 6.7.1 решения 
имеют вид (6.7.6). Следовательно, z= 0 регулярна, и в этом слу­
чае теорема доказана.

Рассмотрим случай Xi—X2= peZ. Одно решение W\(z) необхо­
димого вида построено в лемме 6.7.1. Требуется найти линейно 
независимое с w, решение w2 вида (6.7.7) или (6.7.8). Дальней­
шие рассмотрения ведем в круге С\ достаточно малого радиуса 
а,. Положим, как и ранее,

V = (w jw x)’.
В силу (6.7.9), (6.7.11) и (6.7.13)

y '- [~ - < 2 X 1+ e0)+ # (z )]v\  (6.7.25)
где R(z) — аналитическая в Ci функция. Так как Xi, Х2— корни 
уравнения (6.7.16), то

2Х, — Од = Х2 — Xj — 1 =  —(р-\-1).
Линейное дифференциальное уравнение (6.7.25) имеет решение

I/(z)=z-^+1>r(z), (6.7.26)
где r(z) — аналитическая в Сi функция, являющаяся решением урав­
нения V '= R(z)V  и отличная от нуля. Пусть

r (z )= 2  а*2*.
о.

По определению V(z) в силу (6.7.26)
Wo *-- = ар Ln z-fz-^r, (z ),a>i

где r\(z) аналитична в Си Отсюда, учитывая вид w\, получаем 
wJ= apvl (z)zx' Lnz-\-zx'-prl (z)u, (z).

Так как Х|—  р = Х 2, функция v2(z) =r, (z)vt (z) аналитична в Си т0 
w2(z) имеет вид, требуемый формулой (6.7.7) или (6.7.8) (если 
ар =  0, получаем (6.7.7); если аР ф  0, имеем (6.7.8)). О стало сь  
только доказать, что v2(z) аналитична во всем круге С. Но это 
вытекает из аналитичности v2(z) в Си (г) в С и w2(z) в К. Тео­
рема 6.7.1 доказана полностью.

5. Уравнение Бесселя. В качестве примера приложения пост­
роенной теории рассмотрим уравнение Бесселя:

®*-|--j-a;'-J- l̂— (6.7.27)
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■
где л^О. Особая точка г—0 согласно теореме 6.7.1 является ре­
гулярной . Других особенностей в конечной части плоскости нет 
/проверьте, что z = o o  является иррегулярной особой точкой).

WT В уравнении (6.7.27) р,(0) =  1, <7i(0)= —л2, поэтому опреде­
ляющее уравнение имеет вид Х2= л2, т. е. Х|.2= ± л и Xi—Я.г=2л.

I. Пусть 2л — не целое число. По лемме 6.7.1 уравнение (6.7.27) 
имеет фундаментальную систему решений

wl= znvl (z), w2='z-nv7(z),

.где V\, v 2 — целые функции, причем и, (0)^=0, v 2(0)=^=0 запишем 
W\(z) в виде обобщенного степенного ряда

да, = 2  ckz',v*> (6.7.28)
*-о

Дифференцируя (6.7.28) и подставляя выражения для w/ и w "  
в уравнение (6.7.27), домноженное на г2, получаем

2  (я + b){rt-\-k— l)c*zn+*-|-2 (n-\-k)ckzn+* +
о о

+  2  ck-1znJrk — n2 2  ckz"+>=0. (6.7.29)
и

Сокращаем (6.7.29) на zn и приравниваем нулю коэффициент при 
гк (fteNo) в левой части (6.7.29). Имеем:
при 6 = 0 :0-с0=0, следовательно, с0 произвольно, (6.7.30)
при к= 1 :[(л+1)2—л2]с, =  0, следовательно, с, =  0; (6.7.31)
при Л>0 :[(л +к)2—л2]с* + сй_2=0 следовательно,

---- £*z2-- . • (6.7.32)
* (2л +  A) k

Формулы (6.7.30) — (6.7.32) позволяют последовательно опреде­
лить все коэффициенты с*. При к нечетном с*=0.

Поскольку в рассматриваемом случае 2л — не целое число, ко­
эффициенты обобщенного степенного ряда

«о

да2(2 )= 2  слг~п+л, (6.7.33)
*-о

также определяются по формулам (6.7.30) — (6.7.32), если в них 
заменить п на —л.

На. Пусть 2п — целое нечетное число: 2п =  2р-\-1. Коэффици­
енты ряда (6.7.28) определяются, как и в случае I, по формулам
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(6.7.30) — (6.7.32). Коэффициенты с* ряда (6.7.33) при к<2р-\-\ 
определяются по тем же формулам с заменой п на —п. Для опре­
деления CiP+1 получаем уравнение

но так как по доказанному с 2p-i=0, то C tP + i можно взять произ­
вольным. Полагая cjp+i=0, остальные коэффициенты определяем 
по старым формулам, причем нечетные коэффициенты по-прежне­
му равны нулю. Таким образом, когда 2п нечетно, уравнение Бес­
селя не имеет решений, содержащих логарифм.

116. Пусть 2п четное: п=р. Коэффициенты ряда (6.7.28) опре­
деляются по старому правилу. При определении коэффициента 
ряда (6.7.33) встретится затруднение, так как он должен удовлет­
ворять уравнению

не имеющему решений, поскольку с2р-гфО. Это означает, что ли­
нейно независимого с wt(z) решения в виде обобщенного степен­
ного ряда не существует. Из общей теории следует, что линейно 
независимое решение w2(z) должно содержать логарифм. Его 
можно найти методом, изложенным в п. 4.

При определенном выборе произвольной постоянной Со реше­
ния уравнения Бесселя, представляемые обобщенными степенны­
ми рядами (6J.28) и (6.7.33), называются функциями Бесселя 
первого рода. Они линейно независимы при /i^N0. Если же ле 
e N 0, то линейно независимое с (6.7.28) решение, содержащее ло­
гарифм, называется при определенном выборе произвольной по­
стоянной функцией Бесселя второго рода.

§ 8. Линеаризация автономной системы
в окрестности положения равновесия

1. Рассмотрим автономную систему дифференциальных урав­
нений

где f:V->-С", V=  {* :||дг||<а}. Пусть система (6.8.1) имеет поло­
жение равновесия *= 0 и f(x) аналитична в области V. Предста­
вим f(x) в виде

0-<Г2/>+1-НС2р-1—0,

0 • С2р + Cjp-з =  0,

x = f(x ). (6 .8.1)

f {x )= A x  + X  (х), 
где А е  ЗЛ'1Я=со1оп(Л'1,..., Х„),
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В системе (6.8.1) осуществим замену переменных
x = y  +  h(y), (6.8.2)

где

л,(*/> = 2  ..<6-8-3>
Рассмотрим вопрос, при каких условиях замена (6.8.2) приво­

дит (6.8.1) к линейной системе
у=Ау. (6.8.4)

Дифференцируя (6.8.2) в силу систем (6.8.1) и (6.8.4), имеем
А 1у+ к)+ Х {у+ к) =  Ау+-?£-Ау.

оу .

Следовательно, Л (у) удовлетворяет дифференциальному уравне­
нию в частных производных

—  A y - A h = X (y + Л). (6.8.5)
ду

Представим h(y) в виде суммы
•в

h(y) =  2  А<*>(У), 
р-2

где к\р) (у )=  2  с/*....

Функцию hw (y) будем называть однородным векторным полино­
мом степени р.

Уравнение (6.8.5) разобьем на бесконечную последовательность 
уравнений

д к Ay-AhW=gU>4y). Р=  2 ,3 ..... (6.8.6)ду
где g<p)(y )— однородный векторный полином степени р, получен­
ный выделением из ряда X(y-\-h) по степеням у.... . членов по­
рядка р. Так как разложения Xt не содержат линейных членов, то 
£(р) выражаются только через те Л(/>, у которых j<p. Таким об­
разом, при р= 2 во второй части равенства (6.8.6) находится извест­
ная функция Х<7Цу), и вообще, если Л(2).....А^-1) известны, то
8^(у) также является известной функцией.

Каждый однородный векторный полином можно задать пере­
селением его коэффициентов в определенном порядке. Будем ис­
пользовать лексикографический порядок, т. е. считать, что aj*‘...*д)
Предшествует д) тогда и только тогда, когда положительна 
Первая из ненулевых разностей к—I, U—к\.....1„—к„-
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Рассмотрим несколько более широкий класс однородных век- 
торных полиномов h^(y), считая, что Л(р>: Ст-*-С", где т  не обя­
зательно равно п. Множество таких полиномов образует векторное 
пространство, которое можно отождествить с ^-мерным комп­
лексным векторным пространством Н, где N (п, т , р) — число ко­
эффициентов в Л<*> (включая равные нулю).

Рассмотрим оператор

Ш »  Ру -  QhM,
д у

где Р  G  ЗЛ” 1", QeSR'1'’. Ясно, что L — линейный оператор, 
действующий в пространстве Н, которому соответствует N X  N 
матрица.

Лемма 6.8.1. Собственные числа Л***'"''*»1 оператора L зада­
ются формулой

...+  / =  1.... я, (6.8.7)
где k\ +... + km =  р; \..... X*, — собственные числа матрицы Р;
у-.... . Хп — собственные числа матрицы Q; ki — целые неотрица­
тельные.

Доказательство .  Пусть h{J,)(y) —нетривиальный вектор­
ный полином степени р; S^2Hm-m, 7е9Япп— неособые матрицы. 
Положим

y= Sx, H'4y)=Tgli>4x).
Имеем

Ш »  (у) =  Т dglP)J x) 5-1/эу _  QTgir)(*). (6.8.8)
дх

Рассмотрим уравнение для определения собственных чисел опе­
ратора L

Ш РЦу)=\^РЦу).
В силу (6.8.8) это уравнение можно переписать в виде

- S- 'PSx  -  T-'QgiP) (x)=AgH>4x).
OX

Следовательно, собственные числа L совпадают с  собственным и 
числами оператора L*

L'gM  (х) = --?-[ )(х) S- 'PSx  -  T-iQTgM (х).
дх

Выберем S и Г так, чтобы S~ 'PS= h и T~]Q T= Ji были ниж«е' 
треугольными жордановыми матрицами. Построим матрицу опе­
ратора L*.
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Если положить L*hW=fW, то
т дА(*>

/ !« « )=  У
« - 1  »

где о„ т< — соответственно недиагональные элементы матриц J\, /*. 
Они равны либо нулю, либо единице. Если обозначить

А "\ х )=  2  *!*...

то
*1*.....*я*> =  ( А,Х, +  ... +  * mXm -  X Z)  с " ..... *-» +

-f Y  (l- fA ,)v l* ..................... * m > _ (6.8.9)
<-2

' Следовательно, при лексикографическом перечислении коэффи­
циентов матрица оператора L* — нижнетреугольная с числами
(6.8.7) по главной диагонали. Лемма доказана.

Теперь уже нетрудно доказать основное утверждение. Вернем­
ся к рассмотрению системы (6.8.1). Пусть Я.|,... Д п — собственные 
числа матрицы А. Положим

xj*‘.. */|, = A,Xi -}-...-j-A)IX„ — Х„
где ,п; А,- — целые неотрицательные, причем Ai+ ... +k„^2.

Теорема 6.8.1. Если
х|*....**'-■£ О, (6.8.10)

то существует единственный (формальный) ряд h(y), такой, что 
замена (6.8.2) приводит систему (6.8.1) к виду (6.8.4).

Доказательство .  Достаточно доказать, что при всех р— 
= 2, 3,... уравнения (6.8.6), где gw (y) — заданный однородный 
векторный полином, имеют единственное решение. По лемме6.8.1
собственные числа операторов левой части (6.8.6) — числа Х((*....
В силу (6.8.10) они отличны от нуля, откуда и следует сделанное 
Утверждение.
» Ряды hi(y) могут как сходиться в некоторой окрестности нача­

ла координат, так и расходиться в любой его окрестности. Приве­
дем простое достаточное условие сходимости рядов (6.8.3).

Теорема 6.8.2. Если собственные числа матрицы А простые 
и существует е>0 такое, что

|х|*... Ч > « . (6.8.11)
г°  Ряды (6.8.3) сходятся в некоторой окрестности точки у—0. 4
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Доказательство.  Не нарушая общности, считаем, что Л=г 
=  diag{Xb... ,Х„}. Из (6.8.9) следует, что коэффициенты cj*”-*,) 
рядов (6.8.3) удовлетворяют уравнению

х(*.- .*я>с(*....k̂  — ̂ xi(y-\-h)){k....

где правая часть обозначает коэффициент при у\'...у*п в разложе­
нии функции Xi(y+h(y)) по степеням у\,...,уп. В силу (6.8.11)

<  (y+h)}(i... *«|. .  (6 .8. 12)

Рассмотрим степенные ряды

» , ( х > =  v  w , * ....

сходящиеся по лемме Абеля при ||х||<а. Из (6.8.12) следует, что 
решение Vi(y),...,vn(y) системы

‘Vi(y)=*~1%i(yi+ 'VU..., y „+ vn), (6.8.13)
мажорирует функции (6.8.3), т. е. если

во

2  */*•...у!*.-2
то |с)*‘...*я>| <  ft'*1...*«).
Запишем систему (6.8.13) в векторной форме как уравнение

Ф(</. v )= v  — e~l £(y-{-v)=0. (6.8.14)
Разложения Х( начинаются с членов не ниже второго порядка, 
поэтому

Ф(0, 0)=0, det-^-(0, 0) =  1.
ди

Согласно теореме 6.1.5 решение уравнения (6.8.14), а зн ачи т , 
и системы (6.8.13) аналитично в некоторой окрестности точки у 
=0. Следовательно, в той же окрестности сходятся ряды (6.8.3). 
что и требовалось доказать.

2. Применим полученные результаты к исследованию линейной  
системы дифференциальных уравнений в окрестности о с о б о й ' точ­
ки, где последняя является полюсом первого порядка. Р а с с м о т ­
рим уравнение

dw ■=z~1A(z)w , (6.8.15)dz
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где /4(z) — аналитическая при |г|< а матрица. Линейное уравне­
ние (6.8.15) заменим нелинейной системой

-——=:А (z )w , (6.8.16)
dt dt /

Исключая из (6.8.16) t при гфО, получаем (6.8.15). Представим 
A(z) в  виде ряда

••

А (2 )= 2  ^*2*’ А* е  
*-0

Предположим, что собственные числа Xi,... ,Я,П матрицы А0 про­
стые. Попытаемся с помощью формальной замены

w =  u-\-h(u, v), z=v-\-h„+l (u, v) (6.8.17)
привести (6.8.16) к линейной форме

u =  AqU, v = v . (6.8.18)
Второе из уравнений (6.8.16) линейно, поэтому можно положить 
/!п+1 =  0, т. е. v=z. Теперь замена (6.8.17) принимает вид

w —u-{-h{u, z),
причем h(u, г) линейна по и, так как первое из уравнений (6.8.16) 
линейно по w.

Итак, отыщем матричный ряд Я  (г) без свободного члена та­
кой, что замена

w =и-\-Н (г) и (6.8.19)
преобразует систему (6.8.16) в систему (6.8.18) при v—z. В рас­
сматриваемом случае A =  diag{A0, 1}, Я. n+i =  l, Лп+i^N, £i-f- 
+... + fc„= l. Условие (6.8.10) принимает вид k+X/—ЬФО, i,j=  
= 1,..., л; AeN. По теореме 6.8.1 ряд Я  (г) существует, если

к + 0, (6.8.20)
где JfeeN; i, /=1.....п. Более того, поскольку модули чисел (6.8.20)
отделены от нуля, по теореме 6.8.2 матрица Я  (г) аналитична в 
некоторой окрестности точки z=0.

Исключив t из системы (6.8.18), получим уравнение
—  = 2 “ М 0И, 
dz

Которое имеет фундаментальную матрицу
0 îLni — 2>Ао

Отсюда и из (6.8.19) следует, что уравнение (6.8.15) имеет фун­
даментальную матрицу

(Е п-\-Н (z))zA>,



и, значит, общее решение
w = (En-{-H(z))zA‘C, С е  С".

Так как /40~diag{Xi,... Дп}, то существует неособая матрица S 
такая, что

zA« S= S diag {zXi,..., zx«}.
Следовательно, матрица

(£B-f//(z))Sdiag{zXl,..., zx«}
является фундаментальной для уравнения (6.8.15). Все ее элемен­
ты— обобщенные степенные ряды. Таким образом, доказана сле­
дующая теорема.

Теорема 6.8.3. Если в уравнении (6.8.15) собственные числа 
матрицы А (0) не отличаются друг от друга на целое число, то z= 
=0 есть регулярная особая точка и каждое решение представля­
ет собой линейную комбинацию обобщенных степенных рядов.

Замечание.  Этим же методом, но несколько сложнее, мож­
но доказать, что z= 0 является регулярной особой точкой для 
уравнения (6.8.15) и без сделанного в теореме 6.8.3 ограничения. 
Однако в этом случае фундаментальные матрицы, вообще говоря, 
содержат Lnz.

В заключение параграфа рассмотрим линейное однородное 
уравнение следующего вида:

w(n)-{-Z-lPl (z)®;(',-1> -(-..,-\-г~пРп (z)w= 0, (6.8.21)
где Pi(z), i=  1,...,n, аналитичны при |z|<a. Положим

W t = W ,  W 2 =  Z W ' W „ = Z a- ,W (n- , ).

Тогда вектор u> =  colon (u>i.....w„) удовлетворяет линейной си­
стеме 1"

(6 .8.22)

где

A(z) =

dw
dz =z~ 1A(z)w,

0 1 0 0 . . 0
0 I I 0 . . 0
0 0 2 l . . 0
0 0 0 3 . . 0

0 0 0 0 . . 1
~Рп -Рп-1 ~Pn-2 —Pn-S . . (n— 1)— Pi

— аналитическая при |z|<a матрица. 
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Из теоремы 6.8.3 и замечания к ней заключаем, что 2=0 явля­
ется регулярной особой точкой для системы (6.8.22), а значит, и 
для уравнения (6.8.21). Справедливо и обратное утверждение: 
можно доказать (см.: Коддингтон Э., Левинсон Н. Теория обыкно­
венных дифференциальных уравнений. М., 1958), что 2=0— регу­
лярная особая точка для линейного однородного уравнения по­
рядка п только в том случае, когда оно имеет вид (6.8.21). Харак­
теристическое уравнение матрицы Л(0) имеет следующий вид:

Х ( Х - 1 ) . . . ( Х - л + 1 ) + р ,  (О )Х (Х  — 1 )...

.. .(X — я + 2 ) ( 0 )  X рп (0)=0. (6.8.23)
Уравнение (6.8.23) называется определяющим уравнением для 

дифференциального уравнения (6.8.21). Из сказанного выше сле­
дует, что если разности между корнями определяющего уравне­
ния не равны целым числам, то уравнение (6.8.21) имеет п ли­
нейно независимых решений в виде обобщенных степенных рядов.



Глава VII
УСТОЙЧИВОСТЬ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИИ

§ 1. Устойчивость в малом

1. Рассмотрим дифференциальное уравнение, зависящее от rn- 
мерного параметра ц

x = f(t ,  х, ц), (7 .1 .1 )

где R", G„ —_область в R'l‘Hn+1# f е  Lip*(GK)loc. Пусть это
уравнение при ц =  ц имеет решение x=x(t), определенное при 

<ж). Зафиксируем to и рассмотрим решения х (/, х0, ц) 
уравнения (7.1.1) с начальными данными (/0. дго). Функция *(/, 
хо. ц) определена в области £>„={(/, х0, ц ): (to. х0, nJeG*, /е/}, 
где /(/0, х’о. ц) — максимальный интервал существования решения 
x(t, хо. ц). По условию область £>„ содержит полупрямую (/, jc(/0), 
ц) при /е[/0, оо).

Согласно теореме 5.1.Г  при любом T>t0 решение x(t, х0, ц) 
равномерно непрерывно на множестве [/о. 7"]XV*. где У*={(лг0, 

’V ) -Цх-o— х(/о)Н<6*,_||ц—ц||<б*}, в частности, непрерывно по (х0, 
ц) в точке (x(t0), ц) равномерно относительно /е1/0, 7"). Хотя 
сказанное справедливо для любого Г > / о , нельзя положить Т=оо. 
Прежде всего потому, что решение x(t, х0. ц), (дг0, ц)еУ*, при 
сколь угодно малом б* может быть непродолжимым на [to, °о). 
Примером служит уравнение х =  х2 при G„ =  Rm+2 с решением 
x (t)=  О, /е[/о, оо) (см. рис. 1).

Однако и в том случае, когда все решения x(t, х0, ц) при (хо, 
ц)еУ* продолжимы на все t^to, непрерывность х(/, х0, ц) в точ­
ке (x(tо),ц) может быть неравномерной относительно /е[/о, оо). 
Рассмотрим уравнение

х= рх(х, | ie  R). (7.1.2)

Его решение с начальными данными (/0, х0) имеет вид 
x (t , х0, ii)= *0exp{(!(/— /0)}.

В качестве jc (/) возьмем тривиальное решение х=0 при ц=11-
Пусть ц^О, T> t0. Тогда для любого е>0 можно указать 
такое, что

l*o l< 8 . It* — Н <  & => |-*о exp {ji (/ — ̂ о)}| < *  ( 7-l 3)
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при всех /е[/0, Т]. Однако для_ /е{/0, оо) это неверно. Равномер­
ная непрерывность в точке (0, ц^О) не имеет места. Если же ц< 
<0, то (7.1.3) выполняется при всех t^ t0.

Определение 7.1.1. Решение x:(to, <x>)-*-Rn уравнения (7.1.1) 
при ц =  ц называется устойчивым в малом, если существует ок­
рестность y*c:R ,,+m точки (x(to). ц) такая, что S=[/0, oo)xV*c: 
czD„ и функция x(t, Хо, ц) непрерывна по (х0, ц) в точке (x(t0), 
jl) равномерно относительно оо). В противном случае реше­
ние x{t) называется неустойчивым в малом.

В приведенном примере тривиальное решение лг=0 уравнения
(7.1.2) с |х =  ц. устойчиво в малом при ц<0 и неустойчиво в ма­
лом при ц^О.

В начале гл. V отмечалась важность вопроса о непрерывной 
зависимости решений от начальных данных и параметров с точки 
зрения приложений. Во многих практических ситуациях равномер­
ная непрерывность решения по Хо. ц должна быть гарантирована 
на сколь угодно большом промежутке времени. Поэтому вопрос 
об устойчивости решения в малом является одним из основных 
вопросов теории дифференциальных уравнений.

Положим в уравнении (7.1.1)
y= x  — x(t), л = |1  —  ji.  ( 7 . 1 .4 )

Тогда
y= F (t, у, а), (7.1.5)

где
F  (/, y ,a)= /(t, y-\-x(t), а + |Г) — /(/, х (/), £).

Решению x(t) уравнения (7.1.1) при ц =  ц соответствует решение 
!/=0, /e[fo, оо) уравнения (7.1.5) при а=0. Таким образом, воп­
рос от устойчивости в малом произвольного решения сведен к воп­
росу об устойчивости в малом нулевого (тривиального) решения 
при нулевом значении параметра. Определение 7.1.1 принимает 
следующий вид.

Определение 7.1.2. Решение y (t)=  0, /е[/0, оо) уравнения
(7.1.5) при а=0 называется устойчивым в малом, если для любо- 
f ° е>0 можно указать 6i>0, бг>0 такие, что при ||i/oll<6b
М < в 2:

1) решения y(t, у0, а) уравнения (7.1.5) с начальными данны- 
Ми to, уо продолжимы на все /е[/о, о о ) ;

2) при любом t^to справедливо неравенство
\y(t, уо, а)|< е. (7.1.6)

I  Предположим, что можно указать 6*>0 такое, что G ^ U , где 
и  =  {(/, X, J1) : t е= 1/0, оо), -  XV )|<  Ъ*. I*  — й|<  5*}.
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Тогда область определения уравнения (7.1.5) содержит множест­
во

U*={V, У, a):t<=[t0, СО), И <  &*. М < * * Ь
В этом случае, согласно замечанию к теореме 2.4.2, так как в
(7.1.6) можно полагать е<6*, то в определении 7.1.2 1) вытекает 
из 2), если (7.1.6) выполняется при t^to из области определения 
y(t. уо, а).

2. Устойчивость в малом по первому приближению. Пусть вдо- 
, д/ d fполнение к условиям п. 1 —— и существуют и непрерывны в

дх ду.
области G„, гричем G„=3t/ при некотором 6*>0. Замена (7.1.4) 
переводит (7.1.1) в уравнение (7.1.5), область определения кото­
рого содержит U*. По формуле Тейлора (2.1.10)

F (t, у, а)=-^-(/, х, (/), X (t), jl)a-f-r(/, у, а),
ОХ О ц

где r(t, у, а) —непрерывная вместе с — на множестве U*
ду да

функция, причем

— 0 при 1И- 0' м - *0-
Следовательно, уравнение (7.1.5) можно записать в виде

5=-|^-(Л x(t), p)y-\-g(t, y)-\-h(t, у, a), (7.1.7)

где g(t, у), hlf, у, а) — непрерывные вместе с dg/dy, dh/dy, dh/da 
на U* функция, причем

.**(<■») II 7л 8)
II у II
|А(/, У, a J |< A f (/ ) i4  <719)

Линейное уравнение
y=A(t)x, Л (0 = - |^ - (/, * (/ ), й  (7.1.10)

дх

называется первым приближением уравнения (7.1.7). Оно совпа­
дает с уравнением в вариациях (5.2.1) относительно решения*(/)• 
Во многих сл)чаях вопрос об устойчивости в малом тривиального 
решения уравнения (7.1.7) можно разрешить на основании иссле­
дования только первого приближения (7.1.10).

Пусть A (t)=A — постоянная матрица. Тогда (7.1.7) принима­
ет вид

y= Ay+ g(t, y) + h(t, у, а). (7.1.11)
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Теорема 7.1.1. Пусть собственные числа матрицы А имеют 
отрицательные вещественные части, в (7.1.8) предельный переход 
осуществляется равномерно по /е(/0. оо), а в (7.1.9) M (t)^.M 0, 
Мо>0, при /е[/0, ор). Тогда решение у = 0 уравнения (7.1.11) 
при а=0 устойчиво в малом.

Доказательство.  Пусть y (t)= y(t, у0, а) — решение урав­
нения (7.1.11) с начальными данными (to, уо). По теореме 4.7.4

Так как собственные числа А имеют отрицательные вещественные 
части, то при некоторых Х>0, в силу (4.5.10) и (7.1.9)

л К Ы е" Х(,-'*) + пК V e-w-^Hfi+MJIaQds. (7.1.12)

Пусть 0<ео<Я. В силу равномерности предельного перехода в 
(7.1.8) существует в0>0 такое, что

Пусть ||уо 11<во. Тогда ||у(011^во на некотором отрезке [/0, t ],l>  
>to. Из (7.1.i2) и (7.1.13) заключаем, что при t]

\y(t) <  пКе-х<‘~‘-> | Уо + -1 )] +

1/(/)=е<<-,*>дУо+\ е<<-'>Л|^(5. |/(s))-f h(s, y(s), a)\ds.

/ е  [/„, оо), |у1< Ьо => ̂  (/, «/)|< (7.1.13)

-fe0 f e-x<'-i>|y(s)Pds.(5)0̂ 5. (7.1.14)

Положим а =  пК(\у^ — X—JAf0|cx|), Ь =  \~хпКМ0№I,
, <р(/)=е1<'-,°>||у(/|, Ф(/) = а + *ех('-'*). 

Тогда (7.1.14) принимает вид
/

О< *(/)<  1*(/)+*oj v(s)ds, t е  l/0. ?J.

Применяя лемму Гронуолла 1.3.1, получаем
/
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откуда

? (О<  — еМ'-М± ( а - /е=[/0, ?1,X —«о \ X — «о )
или

и' (0 ,к  7 ^ Г + ( а “  Т Г^ ~ )е(,‘~Х)('~ '’>’ /е1/° ’ ^  (7Л15> 
Следовательно, при /е[/0, ?]

|у(/)Ц<шах \а+Ь=пК\у1 | . (7л 1б)
I *-«о *-*о J -Покажем, что если

* < £ •  (7.1.17)
то (7.1.15) и (7.1.16) имеют место при всех t^ t0. Достаточно до­
казать, что ||«/(/)||<д0 при t^ t0- При значениях t, больших t0 и 
близких к это так, поскольку п К ^ \ .

Предположим, что существует момент t* >  t0 такой, что 
11у(**)Н=йо и что /* — первый после to такой момент, т. е. при /е 
^  [to. **)№(/)II <  йо- Тогда на [/0, **] справедливо неравенство 
(7.1.16), откуда ||i/(/*)||<б0 в силу (7.1.17), что противоречит оп­
ределению t*.

Теперь в силу (7.1.16) для произвольного е>0 величины

8д= (Х~ ,о)*
пК пКМ0

гарантируют выполнение (7.1.6), если только
8ы<8*, *1<— , 8° (Х~~,о) .пК пКМ0

Теорема доказана.
Следствие. Порождающее решение квазилинейного уравне­

ния (5.3.1) устойчиво в малом, если собственные числа матрицы 
А в (5.3.1) имеют отрицательные вещественные части.

Действительно, пусть jt(f )— порождающеё решение. П о л о ж и м  
в (5.3.1) у== х—jc (/); тогда

y= Ay+ pF(t, у, 11),
где ||/Ч| = ||Л(/, x(t)+y, n )|^ A f0 в силу периодичности h в (5.3.1) 
и x(t) по /. Поэтому условия теормы 7.1.1 выполняются.

§ 2. Устойчивость по Ляпунову

1. Предположим, что параметры уравнения (7.1.1) фиксир0' 
ваны. Тогда устойчивость в малом превращается в р а в н о м е р н у ю  
непрерывность по начальным данным. В этом случае у с т о й 411'
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рость в малом называется устойчивостью по Ляпунову. Ясно, что 
неустойчивость по Ляпунову влечет за собой неустойчивость в ма­
лом. Поэтому в дальнейшем будем говорить вместо «неустойчи­
вость по Ляпунову» просто «неустойчивость*.

Пусть выполнены условия п. 1 предыдущего параграфа. По­
ско льку  параметры фиксированы, мы рассматриваем уравнение

x=f(t, х), (7.2.1)
где /eLipx(G)loc. Предположим, что уравнение (7.2.1) имеет ре­
шение *(/), определенное при *е[/0, оо), и что G ^ U — {(t, x ):tе  
е[/о» оо), ||jc-jc(/)||<6*, 6*>0}. Выполним в (7.2.1) замену у=  
=х—x(t). В результате получим уравнение

y= h (t,y ),h (t,0 )= 0 , (7.2.2)
где h(t, у) определена в области, содержащей множество U* =  
= {(*, «/):*e[f0, оо), М < б * }. Пусть y(t, уо) — решение (7.2.2) 
с начальными данными (to, Хо).

Определение 7.2.1. Решение y (t)=  0 уравнения (7.2.2) на­
зывается устойчивым по Ляпунову, если для любого е>0 можно 
указать 6>0 такое, что при всех t^to

Ы < 8= НУ(*. М О  (7.2.3)
(продолжимость решения, удовлетворяющего (7.2.3), на все t~^t0 
вытекает из замечания к теореме (2.4.2).

Определение 7.2.2. Решение i/=0 называется асимптотиче­
ски устойчивым, если оно устойчиво по Ляпунову и существует 
Д>0 такое, что

|Уо|<Д=Ну(/, Уо)Ц—*0 при ( — оо. (7.2.4)
Неустойчивость решения t/=0 означает следующее: существу­

ют положительное е<6*, последовательность начальных точек 
</*sRn, ||у*||_*.о при A-voo, и последовательность моментов време­
ни f*>f0 такие, что \\y(tk, i/*)ll =  e.

При исследовании вопроса об устойчивости решений часто при­
дают к заменам переменных, позволяющим упростить вид рас­
сматриваемого уравнения. Сделаем в (7.2.2) замену

y = F (t , z), (7 2.5)
где функция F(t, г) определена при /е]/0, оо ),  ||г||<й0 и непре- 
Рывца По г ПрИ 2= 0 равномерно относительно fe[/0, оо), причем 

U. 0)=0. Пусть (7.2.5) однозначно разрешимо относительно z: 
н Г ° {'' у )’ где G(t, у) определена на множестве U* и непрерыв-
• По у  при у = 0 равномерно относительно /е]/о, ° ° ) -  Пусть урав- 
Ние (7.2.2) заменой (7.2.5) можно преобразовать в уравнение

z —H (t ,z ) .  (7 .2 .6 )



Лемма 7.2.1. При сделанных предположениях нулевое реше­
ние уравнения (7.2.2) устойчиво по Ляпунову, асимптотически ус. 
тойчиво или неустойчиво тогда и только тогда, когда соответст- 
венно устойчиво по Ляпунову, асимптотически устойчиво или не­
устойчиво нулевое решение уравнения (7.2.6).

Д оказате льс тв о .  Так как уравнения (7.2.2) и (7.2.6) рав­
ноправны, достаточно доказать, что из устойчивости по Ляпунову 
и асимптотической устойчивости нулевого решения уравнения
(7.2.6) вытекает устойчивость по Ляпунову и асимптотическая ус­
тойчивость нулевого решения уравнения (7.2.2).

Возьмем произвольное е>0. Используя равномерную непре­
рывность F(t, г) при z=0, по данному е находим ei>0 такое, 
чтобы

где y=F(t, z). Пусть нулевое решение уравнения (7.2.6) устойчи­
во по Ляпунову. По ei можно указать 6i>0 такое, что

|zol<8i=*-|z(/, оо).
Используя непрерывность при у = 0 функции G(t0, у) по бь най­
дем б>0 такое, чтобы

Ы < « = ^ М < 81>
где z0= G (t0, уо). Теперь имеем

Ы < 8=>1!*о1< 81=И2 (Л z0)]<«i=>^(*. М < *-
Таким образом, из устойчивости по Ляпунову нулевого решения 
уравнения (7.2.6) следует устойчивость по Ляпунову нулевого ре­
шения уравнения (7.2.2).

Соответствующее утверждение, касающееся а с и м п то ти че с к о й  
устойчивости, доказывается аналогично.

Задача 7.2.1. Пусть уравнение (7.2.2) автономно, а его нуле­
вое решение асимптотически устойчиво. Множество A =  {yo'.\\y(U 
Уо) II-+-0 при / ►оо} называется областью притяжения решения у= 
=  0. Докажите, что А — действительно область, т. е. о т к р ы т о е  и 
связное множество.

2. Устойчивость по Ляпунову линейных однородных систем. 
Пусть '

x = P {t ) jc  (7.2.7)
— вещественная система, Р : (т, оо)-*-Я"-п, <р: (т, oo)-*-Rn — ?е про­
извольное решение. Замена у= х—<р(/) приводит (7.2.7) к виДУ 
y =  Py, т. е . произвольное решение уравнения (7.2.7) п е р е в о д и т с я  
в тривиальное решение того же уравнения. Следовательно, все 
решения уравнения (7.2.7) устойчивы по Ляпунову, а с и м п т о т и ч е ­

ски устойчивы или неустойчивы одновременно. Поэтому моЖН
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говорить  об устойчивости уравнения (7.2.7), понимая под этим ус­
тойчивость всех его решений, в частности тривиального.

Приведем следующее вспомогательное утверждение.
Лемма 7.2.2. Пусть Ф(/), 'F (/): [/0, оо]-*-®̂ -» и Ф(/) =  

e=4r(0Q (0 или Ф (0 “ 0 ( 0 ^  (0» г&е Q ( 0 — неособая при всех 
/е[/о, се] матрица, ограниченная по норме вместе с обратной 
Q-‘(/). Тогда Ч^/) ограничена, не ограничена или бесконечно ма­
ла по норме при /-►оо тогда и только тогда, когда Ф(/) обладает 
таким свойством. Лемма 7.2.2 вытекает из оценки (2.1.3).

Следствие. Пусть /о^ (т, оо), Ф(/, /0) — нормированная при 
t= t0 фундаментальная матрица уравнения (7.2.7). Любая фунда­
ментальная матрица уравнения (7.2.7) ограничена, не ограничена 
или бесконечно мала по норме вместе с Ф(/, /о).

Теорема 7.2.1. I) Для того чтобы уравнение (7.2.7) было ус­
тойчивым по Ляпунову, необходимо и достаточно, чтобы его фун­
даментальные матрицы были ограничены при /е[/о, оо). 2) Для 
того чтобы уравнение (7.2.7) было асимптотически устойчивым, 
необходимо и достаточно, чтобы его фундаментальные матрицы 
были бесконечно малыми при /-►оо.

Доказательство .  1) Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть Ф(/, /0) 
ограничена на [/о, оо). Решение x(t, x0) в силу (4.2.4) задается 
формулой

Следовательно, уравнение (7.2.7) устойчиво по Ляпунову, так как 
устойчиво его тривиальное решение. Действительно, если 6 =  
—е/(пМ), то при всех t^to

Необходимость.  Пусть (7.2.7) устойчиво по Ляпунову. 
Значит, устойчиво его тривиальное решение. Тогда выполняется 
(7.2.9). Пусть е>0 фиксировано. Положим дг0=со1оп(72Й>0.....0).
Если Ф(/, t0) =  (ф‘.....Ф"), то Ф(/, /о)*0 =  '/абф1. Из (7.2.8) и
(7.2.9) имеем

*•» ••• у fip a  b m c u ic  и н и м и  и  т с и р и ц м  ю  )•
2) Достаточность.  Пусть ||Ф(/, о̂)II—*-0 при /-►оо. В силу 

(7.2.8) ||дс(/, дго) II ̂ лП^оН - ЦФ11—»-0 при всех х0, что и дает асимпто­
тическую устойчивость.

Необходимость.  Пусть для любых |ко11<А||лг(/, дг0)||-*-0 
Ри /-►оо. Положим дг0 =  colon('/гД, 0,...,0). В силу (7.2.8) 
/гЛ||ф' (/) II—*-0, следовательно, ||ф'(/) ||-»-0. Аналогично докажем,

•*(/, х0) = Ф((, tQ)xQ.
Так как ||Ф(/, /о)Н^М, то на основании (2.1.3)

(7.2.8)

|.*о|<8=>р:(/, л-0)Ц<е. (7.2.9)
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что Пф‘ (/)1М). к =  2,...,п, что означает ЦФ(/, <0) II—>-0 при t-*-оо. 
Теорема доказана.

Применим теорему 7.2.1 к исследованию устойчивости уравне­
ния (7.2.7) с постоянной матрицей коэффициентов Р. Согласно 
п. 2 § 5 гл. IV, уравнение (7.2.7) в этом случае имеет фундамен­
тальную матрицу 5ел, det5^0, где / — жорданова форма матри­
цы Р. По теореме 7.2.1, лемме 7.2.2 и следствию к ней устойчи­
вость по Ляпунову, асимптотическая устойчивость и неустойчи­
вость уравнения (7.2.7) эквивалентны соответственно ограничен­
ности, бесконечной малости и неограниченности матрицы еи при 
/е[/0, оо). Структура этой матрицы видна из формулы (4.5.4) 
и последующих формул. Отсюда и из (4.5.5), (4.5.6) получаем 
следующую теорему.

Теорема 7.2.2. Линейная однородная система с постоянными 
коэффициентами:

1) устойчива по Ляпунову тогда и только тогда, когда среди 
собственных чисел матрицы коэффициентов нет таких, веществен­
ные части которых положительны, а чисто мнимые и нулевые соб­
ственные числа либо простые, либо имеют только простые эле­
ментарные делители;

2) асимптотически устойчива тогда и только тогда, когда все 
собственные числа матрицы коэффициентов имеют отрицательные 
вещественные части.

Рассмотрим теперь уравнение (7.2.7) с периодическими коэф­
фициентами, т. е. Р : R-*-9inn и Р(/+ш) =  Р(/). П о  форму­
ле (4.6.13) уравнение (7.2.7) имеет в рассматриваемом случае фун­
даментальную матрицу G(t)eu, где G(t) — неособая ш-периоди- 
ческая непрерывная матрица, тем самым ограниченная вместе с 
обратной, / — жорданова матрица, собственные числа A,*, k= 
=  1,..., л, которой — характеристические показатели уравнения
(7.2.7). Из леммы 7.2.2 следует, что характеристические показатели  
играют при оценке фундаментальной матрицы ту же роль, что соб­
ственные числа Р, когда Р постоянна. Учитывая, что Я*=о)~‘Х  
XLn  ц», где ц* — мультипликаторы уравнения, получим следую­
щий результат.

Теорема  7.2.3. Линейная однородная система с п ер и о д и че ­
скими коэффициентами:

1) устойчива по Ляпунову тогда и только тогда, когда все ее 
мультипликаторы не превышают по модулю единицы, а равные еди­
нице по модулю либо простые, либо им соответствуют простые эле­
ментарные детали матрицы монодромии;

2) асимптотически устойчива тогда и только тогда, когда моду­
ли всех мультипликаторов меньше единицы.

Пример 7.2.1. Рассмотрим уравнение (см. пример 4.6.1)

x-\-p(t)x=0,
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■rAep:R-»-R — со-периодическая непрерывная функция. Уравне- 
ние (7.2.10) будем называть устойчивым по Ляпунову, асимптоти- 

1 чески устойчивым, либо неустойчивым, если таковой является со- 
■ответствующая ему линейная система (4.6.7). Из (4.6.9) и (4.6.10) 
Кнаходим мультипликаторы pi и ц2

V-\,2=<* ± К а 2— 1, (7.2.11)
где

« = у  ['M u,) + ?2<u>)b (7.2.12)

а ф|(0. фг(0 — решения (7.2.10), удовлетворяющие условиям 
ф,(0) =  1, ф!(0) =0; ф2(0)=0, ф2(0) =  1. Из (7.2.11) заключаем, 
что при |а|>1 оба мультипликатора вещественны и один из них 
по абсолютной величине больше единицы, а при |а|<1 мульти­
пликаторы являются комплексно-сопряженными с модулями, рав­
ными единице. По теореме 7.2.3 при |а|>1 уравнение (7.2.10) не- 

IIустойчиво, а при |а|<1 оно устойчиво по Ляпунову, но не асимп­
тотически.

3. Устойчивость по первому приближению. Вернемся к рассмот­
рению уравнения (7.2.1), где f^C xl (G). После замены у=х — x(t) 
получим уравнение (7.2.2), которое, используя формулу Тейлора
(2.1.10), запишем в виде

y=A(t)y-\-g(t, у), (7.2.13)
где

\ дх

ng(<. у) II —»Q при М  — 0- • (7.2.14)
II у II • '

Т еорема  7.2.4. Пусть А — постоянная матрица, предельный 
переход в (7.2.14) выполняется равномерно по оо) и вещест­
венные части собственных чисел матрицы А  отрицательны. Тогда 
решение */=0 уравнения (7.2.13) асимптотически устойчиво.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользуемся теоремой 7.1.1. Посколь­
ку параметры фиксированы, а=0, следовательно, Ь — 0, а— 
^nfcllj/oll. В силу (7.1.15)

IУ (0|<  nk Ji/ol ехр {(е0 — X) (/ — /0)}, 
пРичем это неравенство выполняется при всех t^ia, если Hi/oil̂  

Тогда условие (7.2.3) в определении 7.2.1 выполняется припК
, -^г (е< 6о ), а условие (7.2.4) в определении 7.2.2 выполняет- пК

К *  при Д=-^-, Теорема доказана. 
пК



Следующая теорема, которая будет доказана в § 5 гл. V II, по­
казывает, что условия теоремы 7.2.4 весьма близки к необходи­
мым.

Теорема  7.2.5. Если А — постоянная матрица, предельный 
переход в (7.2.14) выполняется равномерно по /е[/о, ° ° ) ,  то для 
устойчивости по Ляпунову нулевого решения уравнения (7.2.13) 
необходимо, чтобы вещественные части собственных чисел матри­
цы А были неположительны.

Рассмотрим теперь автономное уравнение (7.2.1):
х= / (х ), _ (7.2.15)

где функция / непрерывно дифференцируема при ||дс — *||<6\ 
причем f (х) =0. Тогда х=х является положением равновесия 
уравнения (7.2.15). После замены у=х — х уравнение (7.2.13) 
принимает вид

y =  Ay-\-g(y), (7.2.16)
где А = ^ - (х ), функция g(y) непрерывно дифференцируема при
Ill/ll<6* и

■llg(y)l1 — 0 при W HO. (7.2.17)
1! УII

Из (7.2.17) и теорем 7.2.4 и 7.2.5 вытекает следующее утвержде­
ние.

Теорема  7.2.6. Если все собственные числа матрицы ~ — (х)
имеют отрицательные вещественные части, то положение равнове­
сия х асимптотически устойчиво; если же хоть одно из собствен­
ных чисел имеет положительную вещественную часть, то оно не­
устойчиво.

Пример 7.2.2. Рассмотрим систему двух дифференциальных 
уравнений

’ х ,= х2, (7.2.18)
Х 2 =  COS ( * !

Координаты положений равновесия определяются из уравнений 

*2=0, cos (jf|+jr2) =0. Положения равновесия (2ft-|-1), Oj.

fteZ. Соответствующие матрицы —— ( jc*) имеют вид

*L (x * )= ( 0 ^  1 .
дх \—sin (Xi-\-x2) —sin (д:1-|-д:2)/|т‘“ т  <2*fI)"r,_0’

или

У-Сх') =  1 0 1 1
дх \(—1)*+| ( —1)*+1/

-
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■ Собственные числа определяются уравнением
х Ч ( - 1) * Ж - 1)*=о.

асимптотически устойчивы, а при k нечетном -неустойчивы.
Предположим теперь, что правая часть ураяения (7.2.1) и ре­

шение *(/) периодичны по t с одним и тем же!ериодом со. Тогда 
в уравнении (7.2.13) A(t -I- со) = A (t), g(t + to,i)=g(/, у). Далее, 
так как g(t, у) равномерно непрерывна на ксшакте {(/, у) : /е 
е(/0, t0 + со], IIу||^ 1/26*}, то в силу периодичнсти g(t, у) (7.2.4) 
выполняется равномерно по /е[/о, <»)• Посколыу A(t) — периоди­
ческая матрица, на основании п. 4 § 6 гл. IV равнение y= A (t)y  
приводимо, т. е. существует замена переменных

где G : R^-Mn n — периодическая (с периодом t или 2со) функция 
класса С 1, причем detGfO^O, переводящая ээ уравнение в г=  
=  Rz с постоянной матрицей коэффициентов ^Следовательно, за­
мена (7.2.19) переводит (7.2.13) в уравнение

причем функция g(t, z) =  G~lg(t, Gz) определаа и непрерывна в 
области вида U\ Условие (7.2.14) также выолняется. Действи­
тельно,

в силу (7.2.14), ограниченности G и G~l и поскльку ||z||-*-0 экви­
валентно ||Gz||->-0. При этом, как отмечалось,шеет место равно­
мерность по t.

Согласно лемме 7.2.1 вопрос об устойчивое* тривиального ре­
шения уравнения (7.2.13) эквивалентен вопроу об устойчивости 
тривиального решения уравнения (7.2.20). TaiKaK A.*=co—I Ln jx* 
(считаем период равным со), где Я* — собствнные числа матри­
цы R, а ц* — мультипликаторы линейного ураввния

Называемые также мультипликаторами перицического решения 
*(*). то из теорем 7.2.4 и 7.2.5 вытекает следугщая теорема.

Теорема  7.2.7. Если модули всех мультликаторов перио­
дического решения периодического уравнения 7.2.1) меньше сди- 
НиЦы, то это решение асимптотически устойчив. Если же модуль

y—Q(t)z, (7.2.19)

(7.2.20)

(7.2.21)
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хоть одного из мультипликаторов больше единицы, то оно неустой­
чиво.

В заключение рассмотрим смешанный случай; когда исследует­
ся устойчивость м-периодического решения x(t) автономного
уравнения (7.2.15). Дифференцируя тождество x (t)= J(x (t)), по­
лучаем

дх
Следовательно, функция *(/) является со-периодическим решением 
уравнения в вариациях (7.2.21). По теореме 4.6.2 один из' мульти­
пликаторов равен единице. Если среди остальных мультипликато­
ров имеются такие, модули которых больше единицы, то решение 
x(t) неустойчиво по теореме 7.2.7. В противном случаетеорема 7.2.7 
неприменима.

Теорема  7.2.8. Если п — 1 мультипликаторов периодическо­
го решения уравнения (7.2.15) имеют модули, меньшие единицы, 
то это решение устойчиво по Ляпунову.

Зам ечан ие .  Уравнение (7.2.15) автономно, поэтому наряду 
с решением x(t) имеются и решения х(/ + С), CeR, следовательно, 
решение x(t) не может быть асимптотически устойчивым.

Теорема 7.2.8 называется теоремой Андронова — Витта. Для 
аналитической f(x) она будет доказана в § 10 гл. V III.

По'формуле (4.6.5), учитывая, что Ц1=1, имеем

ц2...1*„ = ехр 

Отсюда при п=2 получаем

sp —  (*  (О) dt

(*(/))<// .

Следствие.  Если n=2 и

h =
со

I
sp (x (/)) dt <  0,

OX

(7.2.22)

(7.2.23)

то решение x(t) уравнения (7.2.15) устойчиво no Ляпунову; если 
же h>0, то оно неустойчиво.

Формула (7.2.22) объясняет геометрический смысл второго 
мультипликатора при п =  2. В силу (5.4.11) его значение равно 
значению производной функции последования замкнутой траекто­
рии, соответствующей решению x(t), в нуле. Согласно теореме 5.4.1 
при выполнении (7.2.23) указанная замкнутая траектория пред* 
ставляет собой устойчивый предельный цикл. Следствие из теоре* 
мы 7.2.8 — более сильное утверждение, чем сама теорема.
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Задача 7.2.2 (задача С. Ю. Пилюгина). Рассмотрим уравнение

1(7.2.15), н котором Д0)=0. Обозначим через <р(/, лг0) траекторию, 
проходящую через точку х0 при / =  /0. Предположим, что нулевое 
решение (7.2.15) асимптотически устойчиво, причем существуют 
число Д>0 и функция Т: [/0, о о ) R, 7"(/) — 0 при t-*-oo такне, 
что ||ф (/. Хо11̂ 7(/)||дсь11 при IkolKA, ° ° ) .  Доказать, что в
этом случае существуют положительные числа С, Я., б такие, что 
при ||.г0||<б, /е{/0, оо) справедливо неравенство

|| ?  (/, х0) || <  Се-*'-*.) || дг01J. (7.2.24)
Если имеет место оценка (7.2.24), то говорят, что нулевое ре­

шение экспоненциально асимптотически устойчиво. Например, в ус­
ловиях теоремы 7.2.4 нулевое решение уравнения (7.2.13) экспо­
ненциально асимптотически устойчиво. Более того, как вытекает 
из доказательства теоремы 7.2.4, нулевое решение уравнения
(7.2.13) экспоненциально асимптотически устойчиво при более сла­
бых, чем в теореме 7.2.4, ограничениях на нелинейность g(t, у). 
Достаточно, чтобы левая часть (7.2.14) удовлетворяла неравен­
ству

<«,<m tn(|ReX,|..... IR eX j},
П у It

где ).|, . . .Д „ —  собственные числа матрицы А (их вещественные 
части по условию отрицательны).

§ 3. Устойчивость периодических решений 
квазилинейных уравнений 
в критических случаях

Рассмотрим квазилинейное уравнение (5.3.1)
x=Ax-\-g(t)-\-phit,x,p). (7.3.1)

Предположим, что g и h — ш-периодические по t функции, причем 
Л — непрерывно дифференцируема по х и р в области Н Х (—е, е) 
при каждом /eR, HczRn. Пусть уравнение (7.3.1) имеет ш-перио- 
Дическое решение <р(/, р), непрерывно дифференцируемое по р при 
р е (—е, е). Условия существования таких решений даны в теоре­
мах 5.3.1 и 5.3.2. Рассмотрим вопрос о его устойчивости по Ляпу­
нову. Полагая у=х — <р(/, р), получим

У = Я (/ ,Р )У + РК (/,У ,Р ), . (7.3.2)
где



Так как Ц,. (£ - у + Г )|| < ч |(„ при сколь угодно малом ео>0,

если | |х| достаточно мало, то вопрос об устойчивости <р(/, ц) нель­
зя решить на основании теорем об устойчивости по первому при­
ближению лишь в тех случаях, когда матрица А имеет чисто мни­
мые или нулевые собственные числа и не имеет собственных чисел 
с положительной вещественной частью (см. замечание в конце § 2 
и задачу 7.5.1). Такие случаи называются критическими. К рас­
смотрению критических случаев мы и переходим.

Рассмотрим линейное приближение для уравнения (7.3.2)
y=P(t,v-)y. (7.3.5)

Л е м м а  7.3.1. Пусть мультипликаторы о/(ц),/= 1,..., л, урав­
нения (7.3.5) можно разбить на три группы:

1) а/(0) =  1, /= 1....k\, причем этим мультипликаторам соот­
ветствуют простые элементарные делители, а,(ц) =  1 + yi(\i) + °(и ). 
где все различны;

2) a/(0)=cos <рi + l sin ф,, j=ki + l...,k2, где ф,=̂ =2лik, fceZ, 
и эти мультипликаторы — простые;

З Н а Д О К Ч , /=А2+1.....п.
Предположим также, что мультипликаторы из первых двух 

групп при е) удовлетворяют неравенству
Р<0, 7=1.....кг. (7.3.6)

Тогда при достаточно малых ц>0 решение ф(I, ц) асимптотиче­
ски устойчиво.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как ос/ (0), /= 1,..., п, являются соб­
ственными числами матрицы ехр {ыЛ}, то собственные числа ?./
матрицы А можно разбить на две группы: ReA./=0, j — 1.... fe2, и
ReA,/<0, j= k  а + 1,..., л. Используя линейное неособое преобразо­
вание, можно добиться, чтобы в (7.3.3) j4 =  diag (В, С), где матри­
цам В ч С соответствуют указанные группы собственных чисел. 
Тогда система (7.3.5) принимает следующий вид:

и = Ви -f ji (С?и V, II) и -f Q,j (/, ji) V),

V=Cv -f (Qj, (/, (1) и -f Qn (Л I1) v)- 
С помощью преобразования

a = |-(-ji5(/,ii)ri,
(7.3.7)

zj=T)-f-iir(/,ii)E 
приведем эту систему к виду

5=Д£+|»ЛМЛ1*Н.
7J =  CT)-j-
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Чтобы определить матрицы S и Т для (7.3.7), продифференци­
руем (7.3.7) по t и приравняем в получившихся равенствах мат­
ричные коэффициенты при £ и rj. Получим

S = BS — 5C + Qj2 + ll (Qii'5 — j),
Qn -\-V-QnT=Nj,

Т = С Т - Т В  + Qa + (QnT-TN i),
Qn "I- pQnS=

или
S = B S —SC-J-Qn+KQuS — SQn—I*5Q2i5),

(7.3.8)
T = C T - T B + Q 2x+\>.(.QnT-TQu -vTQl2T).

Каждое из уравнений (7.3.8) можно рассматривать как квазили­
нейную систему относительно элементов матриц 5 или Т. По лем­
ме 6.8.1 собственные числа матрицы коэффициентов линейной ча­
сти для первого из уравнений (7.3.8) имеют вид X/ — Xr, г= 1,..., к2\ 
j= k2 -I- 1,..., л, а для второго отличаются знаком. Так как ReX/<< 
<0, ReXr=0, то имеет место нерезонансный случай. По теореме
5.3.1 система (7.3.8) имеет непрерывно дифференцируемые по /, ц 
«-периодические решения S(t, ц) и Т (t, jx).

Далее, учитывая свойства собственных чисел матрицы В, мож­
но с помощью линейной неособой замены переменной £ добиться, 
чтобы B=diag (/, D), где собственные числа матрицы D не равны

i —— k, fteZ, а собственные числа / равны — k, fteZ. Рассуж­ен I U
дая, как и выше, приведем (7.3.5) к виду

z=Iz-\-pMl (t, (i)z,
®  = Dz»-{-|iAf2(/,tJl)® , (7.3.9)

*1 = Ст) + цЛ1з(/,р)т1.
Обозначим нормированные при t=0 фундаментальные матрицы 
каждого из уравнений (7.3.9) через Ф/(/, ц), /= 1, 2, 3.

Как показано в теореме 7.2.4, при достаточно малых jp| реше­
ние Т1 =  0 третьего из уравнений (7.3.9) экспоненциально асимпто­
тически устойчиво. Следовательно,

||Ф,||<Л>М , *з> 0 , Рз<0, i > 0.
Так как собственные числа матрицы Фг(о), ц) по условию простые, 
то ее логарифм является непрерывно дифференцируемой функци­
ей ц. Согласно теории Флоке (см. § 6, гл. IV ) второе из уравне-
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ний (7.3.9) с помощью линейной неособой замены с непрерывно 
дифференцируемой по / и ц матрицей коэффициентов приводится 
к системе с постоянными коэффициентами

«> = #2 (И ® .
где собственные числа Х/(ц) матрицы /?г(ц) простые и в силу
(7.3.6) удовлетворяют при достаточно малых ц^О неравенству

ReX,(|i)<|iP*, р*<0. (7.3.10)
Следовательно,

II Фа|| <  ЛГае̂ -'. ЛГ2>0, ^< 0, />0.
Наконец, ф ,^, ц) =  £», + цЧ^ц). Ряд

JiV-- L (12lp2^._L(i34r3_ _
2 3

равномерно сходится при достаточно малых |ц| и его сумма яв­
ляется логарифмом Ф|(<1), ц). Для чисел такое утверждение спра­
ведливо, следовательно, оно остается справедливым и для матриц. 
Поэтому логарифм Ф|(ш, ц) — непрерывная (и даже непрерывно 
дифференцируемая) функция ц. Отсюда на основании теории Фло- 
ке заключаем, что первое из уравнений (7.3.9) непрерывным не­
особым преобразованием приводится к уравнению с постоянными 
коэффициентами

(ц) г,
где собственные числа /?|(0) таковы:

lim —  ln (l- f YyH-4- o(|i)) =  —  , /=  1.....ц-*0 (*• w
Следовательно, они различны и их вещественные части отрица­
тельны. Рассуждая, как при оценивании Ф3, получим

НФЛСАГ.е**', К г > 0, р,<0, />0.
Итак, мы доказали, что нормированная при t=0 фундаменталь­

ная матрица Ф(/, ц) уравнения (7.3.5) удовлетворяет при достаточ­
но малых цГ>0 неравенству

||Ф (/,И )||< /^ ', К > 0, у< 0 , />0. (7.3.1D
В силу (7.3.4) при достаточно малых ||у|| Y(t, у, ц) допускает 

оценку |К||̂ ео11{/||, где 0<ео<С|у|- Рассуждая, как при доказа­
тельстве теоремы 7.2.4, используя (7.3.11) и наличие множителя Ц 
перед Y в (7.3.2), получим оценку

Ру(/,У0)||<лЛ'е*-+'>' II <̂о 1|
решения y(t, у0) уравнения (7.3.2) с начальными данными 0, «/о-
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1 Следовательно, при достаточно малых ц>0 нулевое решение 
уравнения (7.3.2) асимптотически устойчиво, причем Д в опреде­
лении 7.2.2 не зависит от ц. Лемма 7.3.1 доказана.

Зам ечан и е .  При ц е (—е, 0) лемма остается справедливой, 
если в (7.3.6) р>0.

Таким образом, дело сводится к вычислению мультипликаторов 
уравнения (7.3.5). Они являются корнями уравнения

det (Ф К  р) — <*£„)=0, (7.3.12)
где Ф(/, ц) — нормированная при t= 0 фундаментальная матрица 
уравнения (7.3.5). В силу (7.3.3), (6.3.10), (6.3.12)

Ф (/, Ц)—е'А + рФ, (/) + Ф2 (/, {*). (7.3.13)
В (7.3.13) ||Ф2||=о(ц) и

/
Ф, е('-*)АЛ  (s)e’*ds, (7.3.14)

где
Pj(s)= -^-(s, x(s),0), (7.3.15)

дх

а х (t)== ф (/, 0) — порождающее решение.
Положим Q=®i (ш). Рассмотрим чисто мнимое собственное чис­

ло / 0 матрицы А. Имеем ао=е,жв — собственное число матри­
цы е”л. Будем искать мультипликатор а(ц) такой, что а(0)=-ссо. 
Пусть а(ц)=ао+ цР(ц)- В силу (7.3.13) и (7.3.14)

det (емЛ+ nQ — (а0+ ^ )£ ,л+ Ф2К1*))=0. (7.3.16)
При ц=0 (7.3.16) выполняется. Следовательно, (7.3.16) имеет вид

P ( F '  ( а 0)Р  +  * )+ О ((1 )= О ,

где F(a)= det (ешЛ— аЕ„), Ь — некоторая постоянная. Предполо­
жим, что Р(ао)=/=0, т. е. что ао — простое собственное число мат­
рицы еыЛ. Тогда р(ц) определяется однозначно, причем у=р(0) 
Удовлетворяет уравнению F'(ao)y + 6 =  0. Пусть y=u + iv. 
Имеем

a (ji)=cos 9-f/‘ sin 9 (P).
|a (ti)|J= l + 2fi (u cos 0 -j- в sin 0) - j- о (ц).

Следовательно, если для всех чисто мнимых собственных чисел 
ii'0  матрицы А выполняется неравенство

l*(acos 0-f x»sin0)<O, (7.3.17)
то на основании леммы 7.3.1 заключаем, что решение ф(/, ц) при 
Достаточно малых по абсолютной величине ц асимптотически устой­
чиво.
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Этот результат получен в предположении, что ао — простое соб­
ственное число матрицы ем . В нерезонансном случае это предпо­
ложение оправдано. В резонансном случае гю= 1 для всех резонанс­
ных собственных чисел матрицы А, т. е. для чисел вида-^ к, fteZ.b>
Обозначим их общее количество через т . Тогда cto=l является 
m-кратным собственным числом матрицы е*-4, и мы предположим, 
что ему соответствуют простые элементарные делители. Не нару­
шая общности, считаем A =  diag {В, С}, где e“e= £ m, а для мат­
рицы еиС единица не является собственным числом.

Таким образом, рассматриваемая система (7.3.1)— это систе­
ма (5.3.6), т. е. система

y= By+ p(t)+ \kf(t,y ,z,p), 
z=Cz + qU)-\-\ig(t,y, z, ц).

Обозначим ее порождающее решение через y(t), z(t). Полагая 
а (ц) =  1 + иР(ц). найдем, как и ранее, что р удовлетворяет урав­
нению (7.3.16), в котором ао=1, e*M =  diag (Ет , етС), т. е. уравне­
нию
^ (P ,(i)= detj(> (Q l~ p£’») М* )+ ф 2 («,,,»)] =IV и<?з e * - { l + t f ) E * - m+ r Q j  J 

=0,
где Qi, /'= 1, 2, 3, 4 — блоки матрицы Q соответствующих размер­
ностей. Поскольку Ф2=о (ц), имеем

^)=^'в det (Qi — pfm) det (e-0 — f „ _ m) -f о (ц").
Так как 1 не является собственным числом матрицы е“с, второй 
определитель отличен от нуля. Следовательно, у=Р(0) является 
собственным числом матрицы Q\. Предположим, что все собствен­
ные числа у/, /= 1 , т , матрицы Qt — простые. Тогда получаем т  
различных мультипликаторов вида а/=1 + цу/ + о (ц). Согласно
(7.3.14)

CD

Q— fe<—'мр,

где P i(/) определяется формулой (7.3.15). Следовательно,
а>

Qi =  Je - <B y(t),z(t),0)e'Bdt.
о

Матрицу Qi можно получить следующим образом. Рассмотрим 
функцию W (i/о), определяемую (5.3.11):

W (*/o)=J е-<й/  (/. У (/, Уо), г (/). 0) dt.
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Здесь y(t, уо) =etBy0 + гр(0» (0) =0. Легко видеть, что
Q i= - ~ ( y(0)).

°Уо
Теперь на основании леммы 7.3.1 можно уточнить теоремы 5.3.1 

и 5.3.2 следующим образом.
Теорема  7.3.1. 1) В нерезонансном случае уравнение (7.3.1) 

при достаточно малых |ц| имеет единственное ш-периодическое ре­
шение, стремящееся при ц. —► 0 /с порождающему решению. Это ре­
шение асимптотически устойчиво, если все собственные числа мат­
рицы А имеют отрицательные вещественные части, а в критическом 
случае, если величины (7.3.17), соответствующие всем чисто мни­
мым собственным числам матрицы А, отрицательны.

2) В резонансном случае, если выполнены условия (5.3.8), у по­
рождающего решения x(t) — (y(t), z(t)) вектор у (0) удовлетворя­
ет уравнению (5.3.11) W (у0)=0 и det -^-(у(0)) фО, то уравне-

°Уо
ние (7.3.1) имеет при достаточно малых |ц| единственное ы-перио- 
дическое решение, стремящееся при ц-*-0 к порождающему реше­
нию. Это решение асимптотически устойчиво при ц=#=0, если нере­
зонансные собственные числа А удовлетворяют 1), а собственные 

dW /— \числа матрицы ---(.£/ (0)J различны и имеют вещественные части
дУо

одного знака, противоположного знаку ц.
При л=2 вычисление у упрощается. Рассмотрим дифференци­

альное уравнение второго порядка (5.3.15):
jc + o2jc=  ̂(/) x .ja), а г̂О, (7.3.18)

при условиях, наложенных на уравнение (5.3.14), в частности, пе­
риод по t предполагаем равным 2л. Пусть дг=ф(/, ц) — 2л-перио- 
дическое решение этого уравнения. После замены у=х — «р(/, ц) 
получим

(/,<?,V,p)y+V--^- ( Л ? , y,y,v). ох Ох

где -1 F (t ,y ' г% ^ ---«о при ||(i/, z)||-*0. Изучим мультипликаторы
II(У. *) II 

Уравнения в вариациях
Ъ  Ъ  У= 0. (7.3.19)

Они удовлетворяют уравнению (4.6.9)
р2- 2 а р + й = 0 ,  (7.3.20)

где
a(i»)«=^-[if|(2n,|i) -f (/а(2л,ю ],
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t/i (/, ц) — решение (7.3.19) с начальными данными t/i(0, ц) =  1, 
yi(0, ц)=0, a y2(t, ц )— решение с начальными данными у2(о] 
ц) =  0, 1/2 (О, (х) =  1. Положим

где х(() — 2п-периодическое решение порождающего уравнения, то 
при достаточно малых ц>0 2п-периодическое решение <р(/, ц) это­
го уравнения, для которого cp(t, 0) = x (t), асимптотически устой­
чиво.

З ам еч ание .  Если Л>0, то, заменяя в (7.3.18) / на —t, по­
лучим уравнение такого же типа, у которого h< 0. Отсюда заклю­
чаем, что при Л>0, ц>0 решение ф(/, ц) неустойчиво.

Применим теорему 7.3.2 к исследованию устойчивости 2я-перио- 
дического решения уравнения ван-дер-Поля

где x(t)=q>(t, 0) — порождающее решение. Имеем
(7.3.21)

Предположим, что a¥=kJ2, k — целое число. Тогда
J а (0) | =  | cos 2ла|< 1. 

Отсюда и из (7.3.20), (7.3.21) заключаем, что
Pi,i= a ± V a 2—b=a ± I У Ь — а2.

Таким образом,

где о (0 )=  —  А. Из леммы 7.3.1 вытекает следующая теорема. 
• 2 «

Теорема  7.3.2. Если в уравнении (7.3.18) афк!2,

I Pi,2\=Va2-\-b — a2= 1 -f|M ({*),
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x -j-j*(x2 — 1)jc-j-o,2x =  X sin /, ц>0. (7.3-22)

Из примера 5.3.1, где аф  k ^ Z , имеем



I  Условие Л<0 принимает вид (aJ — 1)J <  — X*.
В случае резонанса, т. е. при целых афО, в уравнении (7.3.18) 

постоянные СД С2° в порождающем решении i= C i° cos а /+ 
f + a~‘C2° sin ос/ + ^(0  удовлетворяют уравнениям (5.3.16). По тео-
I  реме 7.3.1, если матрица Якоби левой части (5.3.16) имеет соб-
I ственные числа с отрицательными вещественными частями, то при 

достаточно малых ц>0 -2л-периодическое решение <р(/, ц), соот-
■ ветствующее порождающему x(t), асимптотически устойчиво.

Пример 7.3.1. Рассмотрим уравнение ван-дер-Поля в случае 
главного резонанса

i-|-liU J - l ) i  + (l-fjifc)JC =  a+tip)sln/(li> 0 ). (7.3.23)
j Для применения теории, изложенной в п. 2 § 3 гл. V, необходимо 

(см. условие (5.3.8)], чтобы все решения порождающего уравнения 
х + jr=A,sin/ были 2л-периодическими. Отсюда вытекает, что в
(7.3.23) Х=0, а порождающее уравнение таково: х + х=0. Его об­
щее решение x=C|Cos/ + C2sin/. Запишем (7.3.23) в виде

х+х=\if(t , х,х), 
где /=р sin/ — bx + (1— х2)х. Система (5.3.16) принимает вид

2<с
17, (С,С2)=  -  j  F  (/) sin tdt=0,

2x
W 2 F  (t) cos/rf/=0,

где
F =psin / — b (Ci cos / +C2 sin /) j 1 — (C, cos / -j-C2 sin /)2j x 

X  ( — Ca sin / -f C2 cos /).
В результате интегрирования после сокращения на л получим

•|--лс1+с1—i-c,(c»+q)=0.
(7.3.24)

W

Матрица Якоби J  = такова:д (Cj, С2)

/ =

^ Ш л а=с\-\-а2,

1~ Т А' ~ Т С] ь ~ т с 'с *

— Ь— CiC2 1 - i- A * — \ с \
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det7=-^- Л4- Л 2 + 1+62, sp/=2 —Л2.

Необходимым и достаточным условием того, чтобы собственные 
числа матрицы / имели отрицательные вещественные части, явля­
ется выполнение следующих двух неравенств:

det/>0, sp7<0. (7.3.25)
Полагая Ci=;4sinq>, Сг=Л cos <р, получим, что (7.3.24) экви­

валентно системе

А2[ь2Ц  1—
(7.3.26)

Уравнение (7.3.26) — кубическое уравнение относительно А2 (нас, 
естественно, интересуют его положительные решения). Перепишем 
его следующим образом:

_1_дб_Л_Л4 + (1+й2)Л2 _ ^ =0. (7.3.27)

Поскольку det J  — производная левой части (7.3.27) по Л2, из
(7.3.25) и теоремы 7.3.1 следует, что каждому простому корню Ао 
уравнения (7.3.27) соответствует единственное асимптотически 
устойчивое 2я-периодическое решение уравнения (7.3.23), обра­
щающееся при ц=0 в порождающее решение

х= А0 sin (ср -}-/),

где tg<p=-y-^l— Л2̂ , если Л0г>2 и график левой части
(7.3.27) пересекает ось А2 в точке Л02 в сторону возрастания Л2.

Подробно уравнение ван-дер-Поля, а также фигурирующее в за­
дачах 5.3.1 и 7.3.1 уравнение Дуффинга, являющееся важным при­
мером уравнения колебаний системы с одной степенью свободы  с 
нелинейной восстанавливающей силой при периодическом внеш нем 
воздействии, рассмотрено в книге: Малкин И. Г. Некоторые задачи 
теории нелинейных колебаний. М., 1956.

Задача 7.3.1. Исследовать вопрос о существовании устойчивых 
периодических решений уравнения Дуффинга в случае главного Ре” 
зонанса:

X -f X = I» (р siп / — bx -J- уд:3).
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§ 4. Параметрический резонанс

Рассмотрим линейное однородное дифференциальное уравнение 
второго порядка

Jc-f sp(/)jc=0, (7.4.1)
где p(t + со) =p(t), s — параметр. Исследуем устойчивость этого 
уравнения при изменении параметра s.

При фиксированном s уравнение (7.4.1) рассматривалось в при­
мере 7.2.1. Было показано, что его мультипликаторы определяются 
формулой

Pi.2=a ± V a 3-  1, (7.4.2)
где >

a  =  y(<Pi К  s) + ? 2 К  s)),

а ф1 (/, «), ф2(̂ , s) образуют нормированную при t= О фундамен­
тальную систему решений уравнений (7.4.1). При |а|>1 уравне­
ние (7.4.1) неустойчиво, при |а|<1 оно устойчиво по Ляпунову, 
но не асимптотически.

При изменении параметра a(s) непрерывно (даже аналитиче­
ски) меняется. Возникает вопрос: при каких значениях s происхо­
дит переход от устойчивости к неустойчивости и наоборот? Будем 
предполагать, что p(t) мало отличается от своего среднего значе­
ния, т. е.

P (t )= d (\  + ц / ( / ) ) ,
ш

где ц — малый параметр, |‘/(/)rf/=0. Изменение устойчивости
о

происходит при переходе а через значения ±1, при этом a =  pi,2. 
По теореме 4.6.2 приа=1 уравнение (7.4.1) имеет ш-периодическое 
решение, а при а =  —1 оно имеет 2ш-периодическое решение. При 
Других значениях а таких решений нет. Следовательно, нужно най­
ти такие значения параметра, при которых (7.4.1) имеет периоди­
ческие решения указанных периодов.

Если sd < 0, то уравнению (7.4.1) соответствует двумерная ква­
зилинейная система (7.3.1), у которой матрица А имеет одно поло­
жительное собственное число. В этом случае уравнение (7.4.1) не­
устойчиво при любых достаточно малых ц.

Не рассматривая случай sd = 0, перейдем к случаю sd > 0 . 
Полагая sd= k2(k > 0), получим уравнение

a; + X2(1+^/W)JC=0. (7.4.3)
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эквивалентное системе двух дифференциальных уравнений
х = -\у, (7.4.4)

у (1+(*/(/)) х.
Уравнение (7.4.3) описывает, например, малые колебания маятни­
ка при периодическом изменении длины подвеса (качели), где х— 
угол отклонения оси подвеса от вертикали; X2— величина, обратно 
пропорциональная длине подвеса; цХ2— амплитуда колебаний дли­
ны подвеса.

В плоскости Оху перейдем к полярным координатам *=rcos<p, 
y=rsin(p, г^О. В результате получим систему

г = {*Х/ (/) г cos <р sin <р,
(7.4.5)

<p=X-f|iX/(/)cos2<p.
Отметим, что, разделив (7.4.5) на X и введя новую независимую 
переменную т=\t, получим систему (7.4.5) с Х=1. Таким образом, 
изменение Я, соответствует изменению периода функции /(f) при 
фиксированном X,. Система (7.4.5) инвариантна относительно заме­
ны ф на л + ф. Поэтому необходимое и достаточное условие о>- и 
2ш-периодичности решения системы (7.4.4) таково:

г(и») —г(0)=0, ?(<») —?(0) = лА, iie Z . (7.4.6)
При к четном период равен ю, а при к нечетном — 2ш. Второе ра­
венство в (7.4.6) равносильно равенству

а»
u>X-fnX j / (О cos2<ftf/=nA, /fee Z, (7.4.7)

где ф=ф(/, ц, X, фо) — решение второго из уравнений (7.4.5), при­
нимающее при /=0 значение фо. Уравнение (7.4.7) удовлетворяет­
ся при ц=0, Х= —  к. Производная левой части (7.4.7) по X при <0
|i=0, Х= —  k равна ю^О. По теореме о неявной функцииШ
(7.4.7) определяет единственным образом функцию Х(ц, фо). МО. 
фо)=— k. В дальнейшем считаем Х=Х(ц, фо). Поскольку Х>0.«О
можно ограничиться рассмотрением натуральных к. Функция <р(*» 
Ц, К  фо) удовлетворяет интегральному уравнению

<?= <Po + w+l*Xj’ /(t)cos2?dt.

Первое уравнение (7.4.6) равносильно следующему:
в»
f f  -г» П  4.8)



В  частности, при ц = 0  получаем уравнение
<о
J/ (f)s in  2̂<р0+ ^ - ^ Л = 0 , (7.4.9)

которое эквивалентно следующему уравнению: 
ак cos 2?0 -f b„ sin 2<р0=0,

где a*, ft* — коэффициенты Фурье функции /(/). Пусть а*2 + &*2>О 
(ограничимся рассмотрением этого случая). Тогда на промежутке 
[О, л) существуют ровно два 
значения ф0, отличающиеся 
на л/2, при которых (7.4.9) 
выполняется. При этом про­
изводная левая части (7.4.9) 
по фо при указанных значе­
ниях ф0 отлична от нуля.
Следовательно, существуют 
ровно два решения ф 'о (ц ), 
фМц) уравнения (7.4.8) от­
носительно ф0. Эти решения 
аналитичны при малых ц и 
разность их значений при 
ц=0 равна л/2. При каждом
k^N им соответствуют два семейства (с параметром r0e R ) ш- или 
2<й-периодических решений системы (7.4.5), а также (при каждом 
fceN) две функции А,(р, ф'о(и)). * =  1 > 2. Обозначим эти функции 
соответственно через Xfti (ц), А.*а(ц). Интервал (Л.*1, >.*2) называет­
ся fe-й зоной неустойчивости уравнения (7.4.3). При А,е(АЛ|, Я.лг) 
имеет место неустойчивость, поскольку |а(Х)|>1 при (см.
рис. 16, где ш = 2л).

Появление в уравнении (7.4.3) неустойчивости при определен­
ных значениях параметра А. (или, что то же самое, при определен­
ных значениях периода функции /(/), если А, фиксировано) для 
сколь угодно малых ц называется явлением параметрического ре­
зонанса. Возвращаясь к трактовке (7.4.3) как уравнения движе­
ния маятника, заключаем, что при сколь угодно малых амплитудах 
Колебаний длины подвеса возможно раскачивание маятника, если 
Подходящим образом выбран период колебаний длины подвсса 
(Раскачивание качелей).

Пример 7.4.1. Найдем первую зону неустойчивости для имею­
щего многочисленные практические применения уравнения Матье:

(7.4.10)
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Здесь f=cost, ы=2л. При k=\ (7.4.9) принимает вид
2и
’cos/sin(2<p0-|-Od/ =  nsln 2<ра=0.

Следовательно, фо1 (0 )= 0 , фо2(0 )= л/2 . Из уравнения
2с

2лХ цХ j* cos t cos2 ̂ <Po + -у * + О (p)j dt=n, 
0

соответствующего (7.4.7), находим

где 2х
А =  -  Т Г  j  cos / cos14- d t= — ,4л J  2 8

2x
A2— ---— Г cos/sin2 dt=~l~ .

S

Итак, x!=-i--- ^-{i + 0(}»2), Х* =  - -̂-|--£-ц-}-0(р2).

§ 5. Второй метод Ляпунова

Рассмотрим дифференциальное уравнение
x = f(t ,x ), (7.5.1)

где J : G R", G= {(/, х) : ||дг||<а, /е(т, оо)}. Предположим, что 
G — область единственности и /(/, 0)=0 при всех /е(т, оо), т. е. 
уравнение (7.5.1) имеет тривиальное решение х=0. Рассмотрим 
вопрос об устойчивости этого решения.

Изложим основы второго метода Ляпунова исследования устой ­
чивости движения, с его помощью заново докажем теорему 7.2.4 и 
докажем теорему 7.2.5. Сущность второго метода Ляпунова заклю­
чается в исследовании поведения некоторой функции V(/, х) : G -*■ 
-►R как функции t при замене х на произвольное решение уравне ­
ния (7.5.1). В дальнейшем используем определения 7.2.1 и 7.2.2, 
где /0е=(т, оо).

Под функцией Ляпунова будем понимать любую непрерывную 
функцию K:G-»-R такую, что V(t, 0)=0 при всех / е (т ,  оо). На 
множестве функций Ляпунова VeC^G ) задан линейный опера* 
тор D, определяемый формулой (5.6.1)

(7.5.2)
dt дх
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! Напомним, что DV называется производной V в силу уравне­
нии (7.5.1). Справедлива формула

DV  </, х (/, xQ)) =  -±-V(t,x (/, х0)), (7.5.3)
at

где x(t, Хо) — решение уравнения (7.5.1) с начальными данными 
(/о, *о).
[ Оп ре де ле ние  7.5.1. Функция Ляпунова V(x), не завися­

щая от t. называется определенно-положительной, если в области G 
при хфО V(x)>0. Функция Ляпунова V(t, х) называется опре­
деленно-положительной, если существует определенно-положитель­
ная функция Ляпунова W(x) такая, что V(t, x )^W (x ). Функция 
Ляпунова V(t, х) называется определенно-отрицательной, если — 
V(t, х) — определенно-положительная функция.
[ Оп ре де ле ние  7.5.2. Функция Ляпунова V(t, х) называет­

ся положительной, если V(t, х )^ 0  в области G и отрицательной, 
если V(t, в G.
[ Таким образом, функцию Ляпунова, тождественно равную в G 

нулю, можно рассматривать и как положительную, и как отрица­
тельную.
Ш Отметим следующее свойство определенно-положительных (и 
определенно-отрицательных) функций: если ||jc||^ai<a, то

|| jc || —► 0 <=?• V  (/,х) —»0. (7.5.4)
Импликация =*► в (7.5.4) вытекает непосредственно из опреде­

ления функции Ляпунова и справедлива не только для знакоопре­
деленных функций Ляпунова. Чтобы обосновать импликацию <=, 
рассмотрим произвольную последовательность xk, ||jt*||<ai, 4eN, 
для которой V(t, Xi,) ->-0 при k-*-<x>. Покажем, что ||jr*|j-»-0 при 
k-*-oo. Предположим, что это неверно. Тогда найдется подпосле­
довательность хк t и положительное число X такие, что II**, И^Х. 
Согласно определению 7.5.1 V(/, x )^ W (x ), где № (х)— опреде­
ленно-положительная функция. Положим

/ =  inf IT U ),
X с  II дс II с  a,.

Множество {* :Ji< IU IK a ,} компактно, поэтому по теореме ана­
лиза l= W (х•), где A^||x*||^ai, следовательно, />0. Тогда V(t, 
хк[)^1> 0, что противоречит свойству последовательности дг*.

1. Теоремы второго метода Ляпунова
Т е о р е м а  7.5.1. Пусть существует определенно-положитель- 

ная функция Ляпунова V(:г )е С '(б ), такая, что DV есть отрица- 
Гельная функция. Тогда решение х=0 уравнения (7.5.1) устойчиво 
п°  Ляпунову.
^ Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть е — произвольная положитель- 
Чая постоянная, е<Са. Положим

/ =  Inf V  (д:)при 1*1=*. (7.5.5)
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Так как V определенно положительна, то / > 0 .  По / найдем 6 > 0  
такое, чтобы

Пусть, кроме того, 6 < е .  Рассмотрим решение дс(/, дг0) при ||лго11<й. 
Покажем, что

Пусть (7.5.7) не имеет места. Тогда существует Т > 1 о  такой, что 
||je(7\jto)ll =  e, а при 7')||jc (/, дг0) | |< е .  В силу (7.5.3) и условия 
теоремы функция V (x(t ,  х0))  является при /е [ /о  Т] невозрастаю- 
щей функцией t. Так как в силу (7.5.6) V(x0) < l ,  то тем более

что противоречит определению Т и (7.5.5). Таким образом, импли­
кация (7.5.7) имеет место, а это и означает по определению 7.2.1 
устойчивость решения х = 0  по Ляпунову. Теорема доказана.

С л е д с т в и е .  Если уравнение  (7.5.1) имеет в области G опре- 
деленно-положительный интеграл, не зависящий от / и уничтожаю­
щийся в начале кооординат, то решение лг=0 устойчиво по Л яп у­
нову.

Справедливость этого утверждения вытекает из теоремы 5.6.1.
Пример 7.5.1. Рассмотрим уравнение движения нелинейной кон­

сервативной системы с одной степенью свободы

где g (x )  — удовлетворяющая условию Липшица при | х | < а  функ­
ция такая, что

Это, например, уравнение колебаний маятника, где g (x )  =  sin х. 
Решение дг=0 уравнения (7.5.8) будем называть устойчивым по 
Ляпунову, асимптотически устойчивым или неустойчивым, если та­
ким свойством обладает тривиальное решение системы двух урав­
нений

соответствующей уравнению (7.5.8).
В качестве функции Ляпунова возьмем полную энергию си­

стемы

В силу (7.5.9) V — определенно-положительная функция, а » <*илУ
(7.5.10) D V = 0 (закон сохранения энергии). На основаны

IUH < 5 = ^ 1 / ( * ) < / . (7.5.6)

|1*о 1 | < 6 = И | * ( Л - * о ) | | < е. /<=  [/0,о о ) . (7.5.7)

V (д:(Т, -*•„))< V (лг0) < / ,

•« +  £ ( * )  =  0, (7.5.8)

g  (0) =  0, -*£■(*) > 0  при х ф о . (7.5.9)

Х =  У, y = — g( X) , (7.5.10)

X
(7.5.И )
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ствия из теоремы 7.5.1 положение равновесия д := 0  устойчиво по 
Ляпунову.

Теперь рассмотрим вопрос об асимптотической устойчивости. 
Т е о р е м а  7.5.2. Пусть существует определенно-положитель­

ная функция Ляпунова V ( x ) ^ C l (G ) такая, что DV определенно­
отрицательная при /5 г /0. Тогда решение х = 0  уравнения  (7.5.1) 
асимптотически устойчиво.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Условия теоремы 7.5.1 выполнены, 
и решение х = 0  устойчиво по Ляпунову. Следовательно, существу­
ет Д > 0  такое, что

l |* o |l< A = H l* ( * .* o ) |l< > i< >  при /<=1/0,°о ). (7.5.12) 
Из определения 7.2.2 в силу (7.5.4) заключаем, что достаточно до­
казать импликацию

||х 0 ||< Д = * -V ( x ( t , x 0)) —  0 при / — оо.
В дальнейшем считаем ||дсь11<Л. В силу (7.5.3) и условия теоремы 
V(x (/, хо)) — строго убывающая функция t.

Предположим, что теорема неверна. Тогда
lim V ( x ( t ,  jc0) ) = / > 0 .  (7.5.13)
t-+m

Отсюда, из (7.5.12) и из (7.5.4) следует, что при t ^ t o
0 < Х < | |д : ( / ,д : о ) | |< а 1< а .

По условию теоремы — D V ^ W {х), где W7(дс) — определенно-поло* 
жительная функция. Пусть

/ , =  inf W  (jc).
Х <|х |«1,

Из (7.5.3) следует, что при всех t ^ t o
V  ( x ( t , x о)) — V  (Xq) / , ( /  /q),

что противоречит определенной положительности У(лг). Получен­
ное противоречие доказывает теорему.

В случае, когда уравнение автономно, т. е. f не зависит от t, 
условия теоремы 7.5.2 можно ослабить.

Т е о р е м а  7.5.3. Пусть уравнение (7.5.1) автономно, выполне­
ны условия теоремы 7.5.1 и множество

M  =  { x : D V ( x ) = 0 } (7 .5 .14 )

не содержит целиком полных траекторий уравнений  (7.5.1), за иск­
лючением положения равновесия х = 0 .  Тогда решение х = 0  асимп­
тотически устойчиво.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используем доказательство теоремы 
7-5.2 до формулы (7.5.13) включительно. Далее, пусть х* — ©-пре­
дельная точка траектории х (/, дг0). Из определения 2.6.1 и (7.5.13) 
следует, что V (x*)=Z. По теореме 5.1.3 все точки траектории x ( t ,
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*•) являются (о-предельными для траектории дг(/, дг0). Следователь- 
но, для всех /, при которых определено решение х (/, * •), V(х (t 
х * ) ) = / .  Отсюда и из (7.5.3) следует, что при указанных t x ( t ,  х*)е ’ 
е М , что противоречит условию теоремы, так как х * не совпадает 
с началом координат. Теорема доказана.

Пример 7.5.2. Рассмотрим уравнение движения диссипативной 
системы с одной степенью свободы

x - \ r f ( x ) ' x + g ( x ) = 0 ,  (7.5.15)
у

где /(х ) , g ( х) удовлетворяют условию Липшица при |лс|_<а, g(x) 
удовлетворяет условию (7.5.9) и / ( дг) > 0  при |х | < а .  Докажем, что 
положение равновесия дг=0 асимптотически устойчиво.

Соответствующая система двух уравнений имеет вид

х = у ,  y = — f ( x ) y  — g ( х).  (7.5.16)

Функция Ляпунова (7.5.11) по-прежнему определенно-положитель­
ная, при этом

D V  =  у  ( -  f  (х )  у  -  g  (x ) ) - \ -g (x )  у =  — f  (х) у 2.

Следовательно, DV — отрицательная функция и множество
(7.5.14) — интервал оси абсцисс при |д г |< а .  Так как при у = 0  

У —  — при дг=^0, то множество (7.5.14) не содержит це­
лых траекторий, отличных от положения равновесия х = у = 0 .

По теореме 7.5.3 решение х = у = -0 системы (7.5.16) асимптоти­
чески устойчиво, что и требовалось доказать.

Переходим к рассмотрению неустойчивости. Пусть У(дг) — функ­
ция Ляпунова. Обозначим через М+ любую связную компоненту 
открытого множества {дг : V(x)  > 0 ,  ||лг||<а} с началом координат 
на ее границе.

Т е о р е м а  7.5.4. Пусть существует функция Ляпунова V (x)&  
e C 'C G ) такая, что М+ не пусто и при дгеЛ1+ t ^ t 0 D V ^ W ( x ) > 0 -  
Тогда решение дг= 0  уравнения  (7.5.1) неустойчиво.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 0 < a i < a .  Будем рассматривать 
решения х (/, дс0) с начальной точкой дс<>еМ+, ||.r0| |< a i .  Достаточно 
показать, что для каждого из этих решений можно указать мо­
мент Т (для каждого решения свой) такой, что ||лг (Г, *o)ll =  fli-

Пусть это неверно, т. е. существует решение х (/, jc*), х*еМ +> 
удовлетворяющее при всех t ^ t 0 неравенству ||дс(/, jc*)||< ai. Пока­
жем, что траектория решения x ( t ,  х*) принадлежит Л1+ при / ^ о -  
Действительно, по определению М+ она может покинуть область 
М+ только через ту часть ее границы, где У (х )= 0 . Но это н ево З ' 
можно, так как V(дг*) >>0 и при возрастании / ^ / 0 функция V{x (•« 
х*)) строго возрастает, пока х (/, х * )е М +, в силу (7.5.3).

Итак, доказано, что при t > t 0 x ( t ,  д[*)еМ + и V(д: (/, х*))-'5’- 
> V ( x * ) > 0 .  Следовательно, по условию теоремы

D V  (/, л  (/, х*)) >  W  (х« , л*)) >  /  >  0
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при / > / 0. Интегрируя (7.5.3) от /0 до /> /о ,  получаем 
V  (х  (/, д:*)) >  V  (х*) + 1U -  /0),

что противоречит ограниченности У(х) при | |j r | |^ a i .  Противоречие 
доказывает теорему.

Пример 7.5.3. Рассмотрим уравнение (7.5.8), у которого условие
(7.5.9) заменено на

g ( 0 )= 0 ,  g ( x ) < 0 при 0 < л * < а .  (7.5.17)
Докажем неустойчивость решения дс=0.

Рассмотрим систему (7.5.10). В качестве функции Ляпунова 
возьмем V = x y .  Имеем

D V = y * - x g ( x ) ,  М + =  { ( х , у ) : 0 < х < а ,  0 < у < а } .

По теореме 7.5.4 решение х = у = 0  системы (7.5.10) неустойчиво, 
что и требовалось доказать.

2. Устойчивость по первому приближению. Рассмотрим диффе­
ренциальное уравнение

—  A x = U (  х ) ,  (7.5.18)
дх

где U (х) — заданная квадратичная форма.
Л е м м а  7.5.1. Если собственные числа матрицы А удовлетво­

ряют условию
h  +  h ^ O ,  / ,* = » 1 , . . . ,л ,  (7.5.19)

то уравнение (7.5.18) имеет единственное решение V(x), являю­
щееся квадратичной формой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По лемме 6.8.1 при р = 2, Р = А ,  Q = 0, 
ш =  п оператор левой части (7.5.18), действующий в пространстве 
квадратичных форм, имеет собственные числа, равные +  X*, 

Л =  1,..., п. В силу (7.5.19) они отличны от нуля, откуда и следу­
ет утверждение леммы.

В следующих двух леммах будут построены квадратичные фор­
мы, являющиеся функциями Ляпунова для линейного уравнения

х = А х  (7.5.20)

и удовлетворяющие условиям теорем 7.5.2, 7.5.4.
Л е м м а  7.5.2. Пусть все собственные числа матрицы А имеют 

отрицальныс вещественные части, U (x )  — определенно-отрицатель­
ная квадратичная форма. Тогда уравнение  (7.5.18) имеет един­
ственное решение V(x), являющееся определенно-положительной 
квадратичной формой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При сделанных предположениях (7.5.19) 
имеет место, поэтому на основании леммы 7.5.1 уравнение (7.5.18) 
имеет единственное решение У(х), являющееся квадратичной фор- 
мой. Покажем, что функция V (х) определенно-положительная.
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Предположим, что это неверно. Тогда существует Хо^О такой, 
что К(дго) ^ 0 .  Рассмотрим решение х (/, дг0) уравнения (7.5.20). И?
(7.5.3) имеем

- j -  V ( x ( t ,  x 0) ) = U ( x ( t , ■*<,))< О, 
dt

следовательно, V(x)  принимает отрицательные значения. Так как 
квадратичная форма принимает значения одного знака на прямой, 
проходящей через начало координат, то для функции — V(х) не­
пуста область Л1+ (см. теорему 7.5.4), являющаяся конусом с вер­
шиной в начале координат. Но

A x = —U  (х)
дх

принимает в М + только положительные значения, следовательно, 
по теореме 7.5.4 решение х = 0  уравнения (7.5.20) неустойчиво, что 
противоречит теореме 7.2.2 и условию леммы. Лемма доказана.

Л е м м а  7.5.3. Пусть матрица А имеет собственные числа с по­
ложительными вещественными частями. Тогда можно подобрать
А .^0 такое, что существует единственное решение V(x) уравнения

—  A x = W + U ( x ) ,  (7.5.21)
дх

причем если U (x )  — определенно-положительная квадратичная 
форма, то область М+ для квадратичной формы V (x) непуста 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как V(x)  — квадратичная форма, 
то уравнение (7.5.21) можно записать в виде

- £ 1  =  ( д _ - 1 - А £ я) * = £ / ( * ) .  (7.5.22)

Очевидно, что собственные числа матрицы А — ^-Х£п суть А,—

-----— А., « = 1 ......п. Подберем А ^О  таким образом, чтобы выполня­

лось неравенство
Х/ +  Х* —Х ^-0 , i , k = \ , . . . , n .  (7.5.23)

При этом условии по лемме 7.5.1 уравнение (7.5.22) имеет един­
ственное решение — квадратичную форму К (дс).

Осталось показать, что если U (x)  определенно-положительная, 
то М + непусто. Предположим, что М + пусто. Это означает, что
— V ( х ) — определенно-положительная квадратичная форма, в то 
время как ее производная в силу линейного уравнения

х = ( А  — 1/2\ Е п) х  (7.5.24)

равна —И (х).  Мы оказываемся в условиях теоремы 7.5.2, откуда 
следует, что решение jc = 0  уравнения (7.5.24) асимптотически
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устойчиво. Но очевидно, что выполнения (7.5.23) можно добиться 
при сколь угодно малом Х ^О , поэтому можно считать, что среди 
собственных чисел матрицы А — 1/2 \ Е п имеются такие, веществен­
ные части которых положительны. По теореме 7.2.2 нулевое реше­
ние уравнения (7.5.24) неустойчиво. Полученное противоречие до­
казывает справедливость леммы.

Перейдем к доказательству теорем 7.2.4 и 7.2.5. Рассмотрим 
уравнение (7.5.1), у которого

/ ( / ,  х )  =  А х  + g (/, л ), (7.5.25)

где у4еЭ1п’", g  : C -^R n удовлетворяет условию
П*(<.£Н!_-------►о (7.5.26)

II х  II м-Л"*’
равномерно по / е ( / 0, оо).

Т е о р е м а  7.5.5 (см. теорему 7.2.4). Если все собственные 
числа матрицы А имеют отрицательные вещественные части и g ( t ,  
х) удовлетворяет условию  (7.5.26), то решение дг=0 уравнения
(7.5.1) асимптотически устойчиво.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Построим функцию Ляпунова, удовлет­
воряющую условию теоремы 7.5.2 для линейного уравнения
(7.5.20), и покажем, что она удовлетворяет условиям теоремы
7.5.2 и для уравнения (7.5.1).

Пусть К ( х ) — квадратичная форма, удовлетворяющая уравне­
нию

—  А* =  -(■ * ? + •••+ * » )•  (7.5.27)дх
По лемме 7.5.2 V (х) определенно-положительная. Определим ее 
производную D V  в силу уравнения (7.5.1). Из (7.5.2) и (7.5.25) 
имеем

D V = - ^ - { A x + g ( t ,  х)) .
дх

Отсюда и из (7.5.27) получаем
D V = - ( +  g U . x ) .  (7.5.28)

Из (7.5.26) следует, что для любого е > 0  можно указать а > 0  та­
кое, что при ||jc ||< a , / е [ / 0, с»)

I  : |&(/, •*)!<* И -
Так как V (x )— квадратичная форма, то d V ! d x = x * B ,  Б е К п,п, 
Я

| - g - | <  « Ю -И .
Очевидно также, что Х\7 +  ... +  хп2^ \ \х \ \2. Из (7.5.28) и записан­
ных неравенств следует, что

D V < - ± - ( х \  + . . .  +  х \ )  - - L И > + м ’ |в |'Н > -



Следовательно, D V  — определенно-отрицательная функция 
||дг||<а, / е [ / 0, оо), если а выбрать по е =  (2л2||В ||) - '.  Итак, выпоРН 
йены все условия теоремы 7.5.2, откуда следует, что решение хЛг\ 
уравнения (7.5.1) асимптотически устойчиво. Теорема 7.5.5 до7а 
зана.

Т е о р е м а  7.5.6 (см. теорему 7.2.5). Если среди собственных 
чисел матрицы имеются такие, вещественные части которых поло 
жительны, и выполнено условие  (7.5.26), то решение х = 0  ираан,' 
ния (7.5.1) неустойчиво.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С помощью леммы 7.5.3 построим квад. 
ратичную форму У(х), удовлетворяющую уравнению

Х > 0 ,

и такую, что область Л1 дли функции V непуста. Составим DV 
в силу уравнения (7.5.1). Имеем

D V = \ V х 2п-\—-— g ( t , х ) .
ОХ

Используя (7.5.26), как и при доказательстве теоремы 7.5.5, по­
кажем, что если а достаточно мало, то при | |х | |< а ,  / е [ / 0, оо ) функ­
ция

* * + . . . X ) > y (-*? +  —+  ■*»)•
Следовательно, так как в области Л1+У (лг)>0, то при х ^ М +, 
имеем D V ^  1/2 (х\г -f ... 4- дгп2). Таким образом, выполнены все ус­
ловия теоремы 7.5.4, откуда и следует, что нулевое решение урав­
нения (7.5.1) неустойчиво. Теорема доказана.

З а д а ч а  7.5.1. Докажите утверждение об устойчивости по перво­
му приближению периодических решений квазилинейного уравне­
ния (7.3.1), сделанное в начале § 3. Более точно — рассмотреть 
уравнение (7.3.2) при условиях (7.3.3), (7 .3 .4).'Доказать, что:

1) если все собственные числа матрицы А имеют отрицатель­
ные вещественные части, то нулевое решение уравнения (7.3.2) 
асимптотически устойчиво;

2) если у А существуют собственные числа с положительными 
вещественными частями, то нулевое решение уравнения (7.3.2) не­
устойчиво. .

Условия теорем 7.5.5 и 7.5.6 нарушаются, если у матрицы 
имеются собственные числа с нулевой вещественной частью и от­
сутствуют собственные числа с положительной в е щ е с т в е н н о  

частью. Такие случаи называются критическими. Критическим сяу  
чай с одной парой чисто мнимых собственных чисел матрицы  ̂
для автономной системы двух уравнений был исследован в п. * 9 
гл. VI при рассмотрении проблемы центра и фокуса. Устойчиво, 
фокусу соответствует асимптотически устойчивое нулевое peuiei ^  
случаю центра — нулевое решение, устойчивое по Ляпунову, н j 
асимптотически.
252



Глава Vlll
МЕТОД НОРМАЛЬНЫХ ФОРМ В ТЕОРИИ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ у р а в н ен и и  

§ 1. Формальная и аналитическая 
эквивалентность систем 
дифференциальных уравнений

Рассмотрим поведение решении автономных систем дифферен­
циальных уравнений в окрестности положения равновесия. Не те­
р я я  общности, можно считать, что положение равновесия находится 
в начале координат. Предположим, что рассматриваемая систе­
ма вещественно аналитична в некоторой окрестности начала коор­
динат. Таким образом, система имеет вид.

х  =  Ах-\-  X  (х), (8.1.1)

где Л е Я " '" , X : U -* R",
£/ =  { х : И < а }< X = co lo n (A 'l ,..., Х„).

Здесь и далее в этой главе используем следующие обозначения:

* , =  2  Х ^ х о ,  X lx * ,  * =  1......п, (8.1.2)
1«| —2 |«|—>

x < = x V . . . x \ \  ? * e N 0) M = ? i +

Векторную функцию Х* =  colon (Х|*,..., Хп‘) будем называть однород­
ным векторным полиномом порядка s. Если можно указать окрест­
ность начала координат, в которой все координатные ряды (8.1.2) 
сходятся, то векторный ряд Х(дс) назовем сходящимся. Если же
0 сходимости ряда ничего не утверждается или он расходится в 
любой окрестности начала координат, то такой ряд будем назы­
вать формальным. При дифференцировании рядов и при подста­
новке ряда в ряд с формальными рядами «обращаемся* как со 
сходящимися. В дальнейшем, если не оговорено противное, разло­
жения рассматриваемых рядов начинаются с членов не ниже вто­
рого порядка.

При изложении общих положений теории не будем предпола­
гать вещественности системы (8.1.1). Таким образом, в (8.1.1) х е  

Ле2Яп п, X : U-*-С", U c zСл. Сделанные определения и вве­
денные обозначения сохраняют силу.

Рассмотрим сходящуюся систему (8.1.1) п выполним подста­
новку

x=y-{-h(y)>  (8.1.3)
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где h (y )  — сходящийся ряд. Пусть в результате получена система

У = А у + У ( у ) .  (8. 1.4)
Считая, что х и у  в (8.1.3) — это решения систем (8.1.1) и (8.1 41 
соответственно, продифференцируем (8.1.3) по t. В результате при- 
ходим к соотношению

- ^ - А у - М ~ . Х ( , + к ) — ^ . Г - У .  ,8.1.5,

Д ля того чтобы замена (8.1.3) приводила систему (8.1.1) к виду
(8.1.4), необходимо и достаточно, чтобы Л в (8.1.3) удовлетворяла 
уравнению в частных производных (8.1.5).

Предположим теперь, что ряды X, У, А — формальные. Будем 
говорить, что формальная замена (8.1.3) переводит (8.1.1) в
(8.1.4), если ряд Л удовлетворяет (8.1.5), причем (8.1.5) следует 
понимать как равенство рядов, т. е. равенство их коэффициентов 
в левой и правой частях при одинаковых степенях уч.

Рассмотрим две формальные системы (8 .1.1) и (8.1.4). 
О п р е д е л е н и е  8.1.1. Будем говорить, что системы (8.1.1) и

(8.1.4) формально эквивалентны, если существует подстановка
(8.1.3), где  Л — формальный ряд, которая переводит (8.1.1) в
(8.1.4). Если, в частности, ряды X, Y, Л — сходящиеся, то аналити­
ческие системы (8.1.1) и (8.1.4) будем называть аналитически эк­
вивалентными.

Ясно, что отношения формальной и аналитической эквивалент­
ности систем являются отношениями эквивалентности.

Собственные числа матрицы А будем обозначать через Ль ...Ди- 
Пусть Л — вектор с координатами Ль ..., Л„; тогда (q, Л) — это ска­
лярное произведение q 1Л1 +  ... +  q„\„.

Т е о р е м а  8.1.1. Если выполняются неравенства
(q, \ ) - \ к ф 0, А =  1......л; (8.1.6)

то система (8.1.1) формально эквивалентна любой наперед задан­
ной системе (8.1.4), причем ряд h в (8.1.3) определяется единствен­
ным образом.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Представим Л в виде Л =  2  Л1, где 

Л* (у) — векторный однородный полином порядка s. В силу (8.1-5) 

—  A y - A / i ' = f s (hl, Г ' ,  Х к) - Г ’, (8-ь7)
ду

где i < s ,  j < s ,  k ^ s ,  fs — известная функция своих аргументов- 
Следовательно, при s = 2  правая часть (8.1.7) является 
векторным однородным полиномом, и вообще, если A*, —. j  
вестны, то и правая часть (8.1.7) такж е известна. По лсмМ.е__^*- 
собственные числа оператора левой части (8.1.7) суть (q, X) 'i
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п  силу (8Л.6) они отличны от нуля, поэтому все Л* определяются 
«равнениями (8.1.7) единственным образом. Теорема доказана.

Теорема 6.8.1 о линеаризации является следствием теоремы 
8 . 1- 1-

§ 2. Нормальная форма системы
дифференциальных уравнений

Предположим теперь, что условия (8.1.6) выполняются не при 
всех k — \ , . . . ,л; \ q \ ^ 2 .  Тогда некоторые из уравнений (8.1.7) мо­
гут быть неразрешимы. Однако, используя теорему Кронекера — 
Капелли, подходящим выбором Y5 можно сделать указанные урав­
нения разрешимыми, хотя и не однозначно. В результате получим 
систему (8.1.4), формально эквивалентную системе (8.1.1).

Предположение, что -4 =  / ,  где J — нижпетреугольная жордано­
ва форма матрицы А (что можно достигнуть линейной неособой 
заменой переменных), т. е. рассмотрим систему

j c = J x + X (  х).  (8.2.1)

Уравнения (8.1.7) принимают вид

—  J y  -  Jh’= /*  (Л', YK  ЛГ*) -  Vs , (8.2.2)
ду  ,l < s ,  ]< S ,  k ^ . s .

Если коэффициенты Л* расположить в лексикографическом поряд­
ке (см. § 8 гл. V I), то, как было показано при доказательстве лем­
мы 6.8.1, матрица оператора левой части (8.2.2) является нижне­
треугольной с величинами (q , X) — А* по главной диагонали. Сле­
довательно, коэффициенты Л*в) векторного однородного полинома 
определяются уравнениями

( \(q, X )-X ,lA l7)= / i ?)- K i ?>, (8.2.3)
где f [ v) — известная величина, если вычислять эти коэффициенты 
в указанном порядке. Если

(<7. \ ) - \ к ф 0 ,  (8.2.4)

То h[4) определяется однозначно. Если же
Сq , А )-Х * = 0 , (8.2.5)

т° уравнение (8.2.3) разрешимо лишь при условии
=»/;«>. (8.2.6)

^Ри этом hkl) окажется произвольной величиной, ее можно поло- 
*нть равной нулю.

Определение 8.2.1. Коэффициенты степенных рядов, соответ- 
вУощие таким k, q, k = \ ......л; \q\&*2, которые удовлетворяют
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(8.2.5), будем называть резонансными. В противном случае, т. 0атных собственных чисел. Были выявлены следующие типы рас- 
при выполнении (8.2.4), назовем их нерезонансными. Соог«оше«ц*^Пожения траекторий:
(8.2.5) называется резонансным соотношением. 1) узел (см. рис. 7), соответствующий вещественным собствен- 

Данное определение имеет силу лишь в том случае, когда Л :4ым числам одного знака;
= /  — жорданова матрица. 2) с е д л о  (см. рис. 8 ), соответствующее вещественным собствен-

Таким образом, доказано, что система (8.2.1) формально экв .щм числам разных знаков; 
валентна любой системе 3 ) фокус (см. рис. 9) или центр, соответствующие комплексно-

• . сопряженным собственным числам.
У J y~ T ‘ (У) (0.2.7Т с  помощью приведения системы (8.1.1) к нормальной форме ис-

с произвольными нерезонансными коэффициентами. При этом в р»леДУем расположение ее траектории в достаточно малой окрест-
де h (y)  резонансные коэффициенты можно выбирать произвольнности начала координат. , о о с \
Остальные же коэффициенты Л и У при сделанном выборе npoHjT** ^ зел- Пусть |X,t | •< |Х.г|. Резонансное соотношение (8._.5) 
вольных коэффициентов определяются однозначно. для определения резонансных к, q таково.

Определение 8.2.2. Система (8.2.7), у  которой все нерезонанГШ  <7iXj-b?2X2- X , = 0, * = 1 ,2 ;  <7,-f<72> 2 .  (8.3.1)
ные коэффициенты Y[Q) равны нулю, называется нормальной фог .  п  о ^
мой системы (8.2.1). Преобразование  (8.1.3) к нормальной форм^ Ри (8.3.1) не имеет решении. При k —-2,.если  %2ф р \ \  с це-
/о о т\ __- , . лым Р >  1. то (8.3.1) такж е не имеет решении. Если же k = 2 ,  м =
(8.2.7), у  которой все резонансные коэффициенты V  равны н Л р '  ’ J  L 0 Следовательно, нормальная форма имеет 

лю, будем называть стандартным нормализующим преобразовс. ^ 4 4
HUP и  " ч *

(8.3.2)

У1 = \ У м  Уч — (8.3.3)

нием.
Отметим, что нормальная форма системы (8.2.1) определяете^ 

неоднозначно. Однако если рассматривать только стандаргш Д  
нормализующие преобразования, то нормальная форма систем 0 первом случае и 
определяется единственным образом.

Пример 8.2.1. Пусть (8.2.1) имеет вид х = Х ( х ) ,  т. е. А — 0. Рш  
зонансное соотношение (8.2.5) выполняется при всех к, а, следов;— во втором. В следующем параграфе будет доказано, что в рас- 
тельно, все коэффициенты являются резонансными. НормальносматРиваемом случае стандартное нормализующее преобразование 
форма совпадает с самой системой сходится. Нормальная форма (8.3.2) частный случаи (в.3.3) при

Пример 8.2.2. Пусть п =  2, fa =  а , Х2 =  — а  а ф О  Резонан 4 = 0  Полуоси оси у2 являются траекториями. Чтобы найти осталь­
ное соотношение имеет вид ные траектории, проинтегрируем уравнение

(<7i — <72 — 1)“ = 0  при А = 1 ,

(<7i — ? 2+  1 ) а = 0  при k =  2.

Следовательно, нормальная форма (8.2.7) имеет следующий

У1=аУ1 +  У\РЛУ1У2), (8

dyt __„, У2 | b "Р-1
dyx -у

У\ *1
Общее решение этого уравнения имеет вид

. Су\ при Ь = О,•Чл-И с+±[ут--' '(C + ^ I  У1' + Р 'd y ) ~ у\  ln Ifil) нри Ь Ф ° -
у7 = —ау2+ у 2р 2(у1у 2), [

где Р |, Р2— формальные ряды по степеням произведения у\у2 & “  обоих случаях интегральные кривые касаются оси yi в начале 
свободных членов. Ко°рдинат. Каждую из этих кривых начало координат «разбивает»

На две траектории. Получаем картину расположения траекторий ти- 
§ 3. Автономные системы на плоскости изображенной на рис. 7 (узел). Для исходной системы в доста-
в окрестности положения равновесия л ^ малой окрестности начала координат она подвергается ана*

итическому преобразованию, близкому аффинному. Координат-
Рассмотрим вещественную систему (8.1.1) при л = 2 .  В § оси перейдут в кривые ДГ| =  Л |(0, у 2), х2= у 2 +  h2(0, у 2) и Jfi =

гл. IV было исследовано расположение траекторий у линеари3L +  h i( y lt 0), x2= h 2( y lt 0), где у i и у 2 следует рассматривать 
ванной системы х = А х  при отсутствии у матрицы А  нулевЫ* а* параметры, изменяющиеся в некоторой окрестности нулевой
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точки. Первая из этих кривых началом координат разбивается на 
две полутраектории. Все остальные траектории в начале коорди­
нат имеют общую касательную со второй кривой. Но сама вторая 
кривая состоит из полутраекторий лишь при Ь =  0. В нелинейном 
случае такое расположение траекторий тоже называется узлом.

2. Седло. Резонансные соотношения (8.3.1) определяют резо­
нансные q\, q2 по-разному в зависимости от типа числа y b WX|. 
Если у — иррациональное число, то (8.3.1) не имеет решений, т. е. 
нормальная форма линейна

У \= Ь У и  = М >  - (8.3.4)

Если у — — — . где —— несократимая дробь, то из (8.3.1) п р и £ = :1
/I Л

получаем ql — 1 — q7 — = 0 ,  откуда . Следовательно,
п Я\ — \ т

при k =  1 имеем q \ — 1= p m , q 2= p n ,  p e N .  Аналогично, при k = 2  
имеем q x = p m ,  q2— 1 = p n ,  p e N. Следовательно, при рациональ­
ном у нормальная форма имеет вид:

У\ (8.3.5)
р - 1

Уч — У^Уч-\-Уч ^  Ьр ( у?у"У.  
р -1

Из (8.3.4) и (8.3.5) (в последнем случае, если ряд в правой части 
равенства — сходящийся) заключаем, что расположение траекто­
рий имеет тип седла. Но в этом случае не всегда можно отсюда 
сделать заключение о поведении траекторий системы (8.1.1), так 
как любое преобразование к нормальной форме (в том числе стан­
дартное) может расходиться в любой окрестности начала коорди­
нат. Однако другими методами можно доказать, что седлу в линей­
ной системе соответствует седло в нелинейной системе, если рас­
сматривать достаточно малую окрестность начала координат.

3. Фокус. В этом случае Xi =  a + i p ,  Я * = a  — ф, а ф О ,  р > 0 .  
В § 4 гл. V было показано, что фокус для линейной системы пере­
ходит в фокус для нелинейной системы. Этот результат легко по­
лучается и методом приведения к нормальной форме. Покажем 
это. После приведения матрицы А к жордановой форме / =  
=  diag {а +  ip, а  — ip} получим систему

i 1= ( a  +  /p )x 1-f-A 'i(x1, х 2), (8.3.6)

Xj =  (a  — iP )x2- f  * , ( * „  Xj).

Как было показано в § 5 гл. V, переменные x t и — комплексно- 
сопряженные: X i= X i  (в этой главе черта всегда означает комп­
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лексную сопряженность). Следовательно, и Х2= Х \ ,  причем под 
этим равенством следует понимать следующее: если

* , =  2  X \ 4"q,)x V x V ,

ТО

х2= 2
7I+0S—2

т. е. Х2 получается из X t заменой коэффициентов разложения на 
сопряженные, дг2 на Х\, Х\ на х 2.

Из (8.3.1) вытекает, что нормальная форма системы (8.3.6) ли­
нейна

4fi= (<*+ /P)yi. у2= ( а  — i$ )y 2. (8.3.7)
В следующем параграфе будет доказано, что стандартное норма­
лизующее преобразование

x l = y i  +  hl ( y i , y l), (8.3.8)

х 2= У г + к 2(у ь уг)

сходится. Покажем, что оно удовлетворяет условию

Л2= Л ,. (8.3.9)
В силу (8.1.5)

■ p - ( a + l ? ) y l + - ^ ( a - ^ ) y 2- \ kh „ = X lt( y l -\-hl , y 2+ h 2), (8.3.10)
дУ1 ду2

Л =  1,2.
Так как Х2= Х \ ,  то члены второго порядка в Л* комплексно сопря­
жены: Л22 =  йI2. Пусть до членов порядка, меньшего s, И2= Я \ .  Тогда 
это свойство имеет место и для членов порядка s. Действительно, 
в силу (8.3.10)

- ^ - ( a  +  / P ) i / , - l - - ^ - ( a  —/?) у2 — ( а + /Р )Л ? =
ду1 ду2

— { Х \ ( у \ - \ - hx, y2\ - h 2)Y . (8.3.11)

Подставим черту над всеми членами этого равенства. Получим, что 
I  ^ 1* удовлетворяет тому же уравнению, что и Л2‘, так как правая 

часть (8.3.11) зависит от h j ,  h2', для которых j < s .  Следовательно, 
Л2, = Й1*, что и требовалось доказать.

Если положить Х\ =  U\~\~iu2t x2 =  u\—iu2, y\ =  V \+ iv 2, y 2 =  V\—iv2, 
то из (8.3.8), переходя к вещественным и мнимым частям, получа­
ем Ы| =  и ,+ £ ( 1л, v2), u2= v 2+ g 2( v it v2), гдеg \ , g 2— вещественные схо- 

К Аящиеся ряды. Так как в плоскости Oviv2, как показано в § 5



гл. IV, имеет место фокус, то и для исходной системы имеет место 
фокус.

4. Центр. Здесь Х| =  /р, Яг = —ф, р > 0 .  В § 3 гл. VI было пока­
зано, что центр для линейной системы либо остается центром, ли­
бо превращается в фокус (проблема центра и фокуса). После при­
ведения А к жордановой форме, получим систему (8.3.6), где а  =  0.

В силу (8.2.8) нормальная форма системы (8.3.6) имеет вид

У1=1$У1+У\Р1(У1Уг)>

У г = -$ У 2 + У 2 Р Л У 1 У г) ,

(8.3.12)

где

(8.3.13)

Pk =  V p P ( y Ky 2)P, * = 1 ,2 .  
р - i

Покажем, что И2=Ъ\, Р 2= Р \ .  В силу (8.1.5)

Оу\ Оу2

— Xк(У \-\~К, y2-\-h2) — УцРц, А: =  1,2.
Так как Х2=Хи  то h22=Tii7. Пусть до членов порядка, меньшего s, 
h i= J iu  P i— Pi- Тогда это свойство имеет место и для членов поряд­
ка s. Действительно, Л5* и Р \  выражаются через h \ ,  Р'*, у кото­
рых j < s ,  поэтому «проходит» рассуждение, использованное для 
доказательства (8.3.9).

Возможны следующие два случая.
1) P i —iH (y ,y 3),  P 2 =  —iH (y xy 2), где Я  — ряд по степеням у {у г 

с вещественными коэффициентами. Этот случай называется транс­
цендентным.

2) Pi =  G (y iy 2) + i H  (y iy2), P 2 =  G ( y ty 2) — iH (y sy 2),  где G и И — 
ряды по степеням у \у 2 с вещественными коэффициентами, причем

0 = * g ( y lyt Y* + •••. К ф®-
Этот случай называется алгебраическим.

В следующем параграфе будет доказано, что в трансцендент­
ном случае стандартное нормализующее преобразование (8.3.8) 
сходится. В алгебраическом же случае сходящегося нормализую­
щего преобразования может не существовать. Однако метод нор­
мальных форм применим в обоих случаях.

Сначала рассмотрим трансцендентный случай. В полярных ко­
ординатах y i = r e ‘*, у 2= г е ~ ‘*, г ^ О , система (8.3.12) имеет вид

г — 0, < p= P -f//(г* ).
Следовательно, в плоскости г, <р траекториями являются окружно­
сти г —С, движения на них — периодические с периодом 2л

Р +  Я(С*>
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:сли положить Jfi =  Ы| -Ь *ы2» *2= ui— iu2, y\ =  v l +  iv2, 1/2= — iv 2. то 
13 (8.3.8), переходя к вещественным и мнимым частям, получаем

U i = V i i - g i ( V lt V2), U7 =  V7-{-g2(Vi, т\),

где g\, g i  — вещественные сходящиеся ряды. Таким образом, для 
исходной системы имеет место центр. Если окажется, что / / а 0, то 
периоды всех решений одинаковы и равны 2л/{$. В этом случае 
центр называется изохронным.

Рассмотрим алгебраический случай. Вместо формального преоб­
разования (8.3.8) рассмотрим полиномиальное преобразование

x l =  yl +  h\w+l)(yl. А),

х г = У г 4-Aiw + l ,(y „  у г).

'где
2ЛГ + 1

ас2*+.)== S j  h ^ y V y i ' .
q , + q , - 2

Это преобразование, очевидно, сходящееся. В результате его при­
менения получим систему, которая совпадает с нормальной формой 
до членов, порядка < 2 л + 1 ,  что вытекает из (8.3.13). Указанную 
систему можно представить в виде

y \= W y \- \ - g y \ ( y \ y * ) N - \ - i y \ m N) +  Yu

i/2 =  -  +  gy-i (У\Уг)ы ~  i У*Н{1v;’+  у г,
где У2* =  Р 1*, их разложения начинаются с членов порядка не ниже 
2jV+2, t f (W> получаются из И отбрасыванием членов разложения 
порядка выше N  относительно произведения у\уг. В полярных ко­
ординатах

r = g r ™ + \ \ R { r ,  <р),

<рв=Р4-/УСАГ)(Г»)^_ф(Г> (р))

где R, Ф — сходящиеся ряды по степеням г с 2л-периодическими 
по ф коэффициентами порядка не ниже 2N-\-2 и 2W -fl соответст­
венно. При достаточно малых г имеем | / ? |<  —  |£ |г 2АГ+|. Следова­

тельно, при таких г справедливо неравенство < 0  при g < 0 и
dy

dr
~ ~  > 0  при g > 0 .  В первом случае функция последования, опре- df
деленная в п. 1 § 4 гл. V, убывает, во втором — возрастает. Это, 
как показано в § 4 гл. V, соответствует фокусу — устойчивому при 
8 < .0 и неустойчивому при g > 0. Таким образом, для определения 
Наличия фокуса достаточно с помощью (8.3.8) привести (8.1.1) к
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нормальной форме (8.3.12) до первого члена разложения, коэА. 
фициент которого не является чисто мнимым числом. ’

Пример 8.3.1. Рассмотрим систему дифференциальных уравне­
ний из примера 6.3.4. В координатах z\,  z2 соответствующих ве­
щественной жордановой матрице коэффициентов линейного приб- 
лижения, она имеет вид

i ,  =  — г 2 — L  (г , _  г?)» (Zl +

---- -- (Zi - z 2)J ( z ,+ z 2).

Переходя к комплексно-сопряженным переменным по формулам 
y i= Z \- \- iz 2, y 2 = z i —iz2, получим систему, второе уравнение которой 
является комплексно-сопряженным по отношению к первому. Поэ­
тому можно ограничиться первым уравнением. Оно имеет вид

У\= 1У\ — ~  [(Уг+  У\Уг) +  i  ( У* +  У\У\)}. (8.3.14)4

С помощью полиномиального преобразования i/i =  U i+/i3(«i, и2), 
У2 = «2+ й 3, где Л3 — однородный полином третьего порядка, можно 
в (8.3.14) уничтожить все члены третьего порядка, кроме резо­
нансного, который при этом не изменится. Следовательно, g  = —1/4. 
Имеет место устойчивый фокус, что согласуется с результатом, по­
лученным в примере 6.3.4.

§ 4. Нормальная форма на инвариантной поверхности

1. Пусть собственные числа матрицы А в системе (8.1.1) раз­
биты на две группы: ?.= (X', X"), где Х' =  (Хь ..., Хт ), Х" =  (Хт-и,
..., >.„), причем ни одно из собственных чисел первой группы не со­
держится во второй группе. Не уменьшая общности рассмотрения, 
можно считать, что

где J ’ eO T n>m — жорданова матрица с собственными числами 
Х|, ..., /.ш» А" е  уяп- т 'п _m, Z  е  Таким образом, рассматри­
ваемая система имеет вид

k ' = J ' x ' ± X ' { x ' ,  х"), (8 41)

х " = А " х "  +  Х ” (х',  х")-

В (8.4.1) и далее объекты с одним штрихом имеют размерность я», 
l ^ m ^ n ,  с двумя штрихами — размерность п—т  (они м о г у т  от­
сутствовать) ; тильда означает, что степенной ряд может содержат 
члены, линейные по переменной с одним штрихом.
262



I  Системе (8.4.1) сопоставим формально эквивалентную ей сис­
тему

У ' = Г У '  +  У '(У ' ,!Г ) ,  . 

y , = A " y " + Y " ( y \  у").
Определение 8.4.1. Если в системе (8.4.2)

Y " ( y ' , 0 ) = 0 ,  (8.4.3)
а\ разложение Y'(y', 0 )  содержит только резонансные члены, т. е. 
m-мерная система

у ' = Г у ' + Г ' ( у ' ,  0) (8.4.4)

имеет нормальную форму, то система (8.4.2) называется нормаль­
ной формой на инвариантной поверхности системы (8.4.1).

Название объясняется тем, что для системы (8.4.2) т-м ерная 
плоскость у" =  0 формально удовлетворяет этой системе. Следова­
тельно, в аналитическом случае плоскость у " = 0 является инвари­
антной, т. е. траектории системы (8.4.2), проходящие через точку 
этой плоскости, принадлежат ей при всех значениях t из области 
определения.

Пусть ? '=  (<7,, .... qm).
Т е о р е м а  8.4.1. Если выполняется неравенство

( q \  \ ' )  — \ л ф 0 ,  А = /л  +  1,..., л; | ? ' |> 1 ,  (8.4.5) 
го система (8.4.1) с помощью формальной замены

Х’ =  у‘ +  Ь'(у'). (846)
x n= y " - \ -h " (y ' )

приводится к нормальной форме на инвариантной поверхности, 
причем резонансные коэффициенты ряда h '(y ')  произвольны, а не- 
резонансные его коэффициенты и все коэффициенты ряда  Я" (у') 
при фиксированных резонансных коэффициентах ряда h'(y') опре­
деляются однозначно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Дифференцируя (8.4.6) в силу систем
(8.4.1) и (8.4.2), получим

Г (у ' _|_h ') - \ -X ' («/' +  Л \ у" +  А") = / У  +  V ' y ' + П .

y"Jr h") =  A " y " - \ - Y " - \ - ^ r (J'y 'Jr Y').

Полагая у " = 0 и учитывая (8.4.3), для определения Л', Я" имеем 
^ Д у ю щ и е соотношения:
' ^ r J ' y '  —J ' h ' = X ' ( y ' - \ - h ' ,  h " ) - ^ - Y ' ( y \  0 ) - Y ' ( y \  0),

I  дк- У ( 8 -4 7 )
- f -  J ' y ' - A nh”= ' X H( y , + h \  А")---- t f - Y ' l y ' ,  0).

°У s d y '
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Из (8.4.7) следует, что векторные однородные полиномы в разло­
жениях Л', Я" удовлетворяют уравнениям

Ah*9
h'l\  К ', X > ) - Y ' 4 y \  0),oy

I i  k - ^ s ,  (8 4 8 )
al's

— — J 'y '  — A ”h’* =  h'1’, КЛ X k),
dy'

i ' < s ,  i" <  s,  y < s ,  A < s .
Собственные числа оператора левой части второго уравнения
(8.4.8) отличны от нуля в силу леммы 6.8.1 и условия (8.4.5). Р аз­
решимость первого из уравнений (8.4.8) при надлежащем выборе 
коэффициентов У"* (у', 0) обоснована в § 2. Следовательно, после­
довательно определяем сначала Л "1, затем Л '2, А"2, А '3, Л"3 и т. д. 
Утверждение теоремы о единственности Л', Я" вытекает из рассуж­
дений § 2. Теорема доказана.

Нормальная форма на инвариантной поверхности системы
(8.4.1) имеет то преимущество перед ее нормальной формой, что в
(8.4.6) ряды Л', Я" являются рядами со степенями лишь т  перемен­
ных, а не п переменных, как у нормализующего преобразования. 
Соответственно определению 8.2.2 преобразование (8.4.6), в ко­
тором все резонансные коэффициенты h'(y')  равны нулю, будем 
называть стандартным. В дальнейшем рассматриваем только стан­
дартные преобразования. Тогда нормальная форма на инвариант­
ной поверхности данной системы единственна.

2. Аналитическая эквивалентность системы (8.4.1) и ее нор­
мальной формы на инвариантной поверхности. Рассмотрим вопрос
о сходимости построенных в § 2 и 4 формальных преобразовани­
ях. Так как нормальная форма системы является частным слу­
чаем нормальной формы на инвариантной поверхности при т  =  л, 
то достаточно рассмотреть преобразование (8.4.6).

Т е о р е м а  8.4.2. Пусть:
I) ( q \  X') — X* ф О  при  £ =  m - f  1,..., я ; (8.4.9)

П) |(<7', X') — Х * |> « > 0  при к = \ л. (8.4.10)

для тех k, q', для которых (q', Xх) —Х*^=0, причем е не зависит от 
к, q'\

III) выполняется любое из следующих двух  условий :
Ш |)  вещественные части Х|, ..., X™ имеют одинаковый знак, 
Ш 2) в  (8.4.2) / '  =  diad {Xi, ..., Xm} и при k = l ......m

Ул(.У\ 0 ) = X kijkF (y ' ) ,  (8.4.11)

где F =  ^  F<<’)y'*' не зависит от k.
l*T-i
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где

+ (8 .4 .13)

Тогда если ряды X', X" в (8.4.1) — сходящиеся, то и ряды Л', Я" 
в стандартном преобразовании (8.4.6) — такж е сходящиеся.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Не уменьшая общности, можно считать, 
что А" =  / " — жорданова матрица, а X" не содержит линейных чле­
нов, т. е. Х " = Х " ,  тогда и Я "= Л ". Приравнивая в (8.4.7) коэффици­
енты при у 'ч ’, получим следующие уравнения:

+ [ ( ? ',  X ')-* » M i, ' , = * i f ' ). А =  1 ,. . . ,л ,  (8.4.12) 

gk4,) =  {X * {y '  +  h \  Л")}<«*>+о*л£{ +

V  (  У  г 1А 1 "У ;* '-"+^ ч» +  ( ^ +  1 ) < ^ » ]
1-1 \10>2 /

{X k (y '+ h ' ,  h")}(9')—коэффициент при у' после подстановки ряда
в ряд; бл= 1 при k =  1, ..., т\ 6* =  0 при k =  m + 1......  л; <т* — внедиа-

- тональные элементы / '  и е* =  (0, ..., 1, ..., 0 ), где 1 стоит на ft-м 
месте.

Покажем, что для резонансных (к, q’)

Y]?'fi)= { X k(y' +  h \  Л")}( , ' \  k =  1......т.  (8.4.14)

Имеем
( q \  Х ') - Х * = ( г \  Х ')-Х *+  ( ? ' - / - ' ,  Г ) = 0 .

Но в (8.4.13) — резонансные, поэтому (qf—г7, X/) = 0 ,
следовательно, ( г \  к') — Хц =  0. Таким образом, в (8.4.13) h\,r ) — ре­
зонансные коэффициенты. Кроме того, если оьфО ,  то Л*IV — так­
же резонансные коэффициенты, так как ( q \  к') — Xa-i =  (q', к' ) — 
—Л* =  0, поскольку a*-i =  Xa, а (k, q') — резонансный набор. Анало­
гично убеждаемся, что и в (8.4.13) — резонансные коэф­
фициенты. Теперь (8.4.14) вытекает из (8.4.12), (8.4.13), так как 
в стандартном преобразовании (8.4.6) все резонансные коэффици­
енты равны нулю.

Д ля нерезонансных к\? \  к = \ , . . . , п ,  из (8.4.10), (8.4.12), (8.4.13) 
получаем

|а1 Я  < • -* ! { * *  < * '+*%  л")}<*'>|+*-ч |л!М1 +

+ 1 (^ ', Х ')-Х *|-» у  ( ^ + 1 ) = > л С '“ * '-1+в,)| +
/-2

(-1

(8.4.15)
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В случае III, \(q ',  X ')— Х*|-1 ( ^ + l ) < d ,  а в случае III2 <т2 =  ... =  
=  a m =  0. Далее, поскольку отличные от нуля Y (i '~ r’+ei '0 )— резо­
нансные, в (8.4.15) (q \  к') =  (г', А/). Отсюда вытекает, что в обоих 
случаях III] и Ш 2 можно указать d  такие, чтобы выполнялось нера­
венство

причем в случае 11 '  +е, ‘0 ) Отсюда и из (8.4.15) 
получаем следующую оценку нерезонансных коэффициентов:

где ст=шаха*, k =  2......  п. Д ля резонансных коэффициентов из
(8.4.14) имеем

Пусть ряды X', X" сходятся при | |* | |< а .  Тогда в силу (6.1.6) для 
их коэффициентов справедлива оценка

На основании (8.4.18) ряд X сходится при ||jc ||< a i и мажорирует 
ряды Хк, k =  1,..., п.

Рассмотрим резонансные соотношения (8.2.5) в случае IIIj. 
В этом случае число точек вида (q \  Я/)—>.*, лежащих в ограничен­
ной части комплексной плоскости, конечно. Поэтому при каждом k 
число векторов q', для которых (q', Л/)—Х* =  0, тем более конечно. 
Следовательно, в случае III] Y i(y \  0 ) — полиномы. Положим 
Уi = 2  ’ 0>1 У 4 - Составим скалярное уравнение

т т

№ M < « - 4 { - W  +  a\  *")}<«'>+ . - ч л £ | |  +
т тт

/-1 |Г'|>2

|К ^ ',0)|= |{ А ’,(У ' +  А', А")}<*')|, Л =  1......т. (8.4.17)

I ^ K a r ^ Y .
где 0 < ^ а х<^а,  Y = su p  \Х\. Положим

(8.4.18)

1X1-0,

Iff I

Ф (1 |. ? ) = ?  — « - ‘t f O l  +  T ....... 1| +  Т, <Р.........<?) —
т

— t-h rf  — d ’f  2  J 'iO l.—. ■П)'1)-1 ~ d 3 f  =  0. (8.4.19)
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Здесь Ф — сходящийся ряд по степеням ц, «р, Ф(0, 0) = 0  и
—— (0, 0) =  1 — 0, если о достаточно мало. Величину а
д<р
можно сделать сколь угодно малой в силу (4.3.6), причем е и d  от 
а  не зависят. По теореме 6.1.5 уравнение (8.4.19) определяет схо­
дящийся ряд <р(г|), который на основании (8.4.16) мажорирует ря­
ды hk (т],.... л ). В случае 1111 теорема показана.

Перейдем к рассмотрению случая III*. Как отмечалось, в этом 
случае c tj= 0 , i = 2 , . . . , m .  Докажем одновременно сходимость Л* и 
Yi. Рассмотрим систему двух уравнений

<P - e - I.£(i] +  'P......1 + 9 .  —*_,3? = 0,

<|> — Я Ч ч + ? ......т)+<р, ? ........? )— 0.
В силу (8.4.16) и (8.4.17) решение ф (т]), if (г)) этой системы соот­
ветственно мажорирует ряды Л* (т|,.... т |), У/(т|,..., т |), Л =  1,.... л; 
1 =  1, ..., т. Чтобы было можно опять применить теорему о неявной 
функции, П О Л О Ж И М  ф =  ЫТ), ф =  УТ]. Получим

и — t-'fiU (.1), u) — mduv — t~ h u —0,
(8.4.20)

v  — n V ( n ,  и ) = 0 ,
где U, V — сходящиеся ряды по степеням rj, и и якобиан левой час­
ти (8.4.20) по и, у в точке г) =  « =  и =  0 равен 1—е_1о=фО, если о 
достаточно мало. По теореме 6.1.5 система (8.4.20) имеет единст­
венное решение ы(л). и (л) такое, что ы (0 )= и (0 )= 0 , где и(т)), 
и (т))— сходящиеся ряды. Следовательно, сходятся и if (т]), i|>(ti), 
а вместе с ними и Л*, Yi. Теорема доказана полностью.

При т — п получаем условия сходимости стандартного преобра­
зования к нормальной форме. Отсюда вытекают утверждения § 3
о сходимости преобразования к нормальной форме в случае узла, 
фокуса и центра. Случай узла и фокуса охватывается условием IIIj, 
случай центра — условием H it.

Задача 8.4.1. Рассмотрим критический случай в теории устойчи­
вости движения:
R e X ^ O  при /  =  1 ,...,те ; R eX y< 0  при у = / л  +  1,..., я , 1 < г я < я .
Докажите, что справедливы следующие утверждения.

А) Существует формальное преобразование
д - _ Г + * у .  Л

* х " = у" к" (у' ) ,

приводящее (8.4.1) к виду

У У ^  У )  (8.4.22)
y" =  A"y" +  Y"(y', у"), 

где У " (у\  0) = 0 , a Y'(y') содержит только резонансные члены, т. е.



y > = J ' y ' + Y ' (8.4.23)
— система в нормальной форме.

Б) Преобразование
x' =  y ' - \ - h ' ( y \  0), 

х * = ! Г + Н Г ( у ' )

приводит (8.4.1) к нормальной форме на инвариантной поверхно­
сти (8.4.2), причем Y (у') в (8.4.22) и Y ( y \  0) в (8.4.2) совпадают.

В) Пусть для Y'(у', 0) выполняются условия I, II и либо Illi, 
либо Ш 2 теоремы 8.4.2. Тогда если X', Я" в (8.4.1) сходятся, то и 
Л', Я" в (8.4.21) такж е сходятся.

Г) Если система (8.4.22) — сходящаяся, a V(y')  — функция Л я ­
пунова для системы (8.4.23), удовлетворяющая условиям теоремы
7.5.1 или 7.5.2, то функция U = V ( y ' )  +  W (y"),  где И7(у") — квадра­
тичная форма, удовлетворяющая уравнению

есть функция Ляпунова для системы (8.4.22), которая удовлетво­
ряет условиям теоремы 7.5.1 или 7.5.2.

Система (8.4.22) называется квазинормальной формой системы
(8.4.1). С помощью квазинормальной формы исследование вопроса 
об устойчивости нулевого решения в критических случаях сводит­
ся к исследованию только системы (8.4.23) в нормальной форме.

§ 5. Первый метод Ляпунова

Первый метод Ляпунова исследования решений уравнения
(8.1.1) состоит в представлении решений в виде рядов по степе­
ням каких-либо известных функций. Этими функциями, например, 
могут быть решения линейной системы с постоянными коэффици­
ентами, если выполняются условия теорем 6.8.1 и 6.8.2 о линеари­
зации.

Рассмотрим сходящуюся систему (8.1.1) в предположении, что 
матрица А имеет ровно т, l ^ m ^ n ,  собственных чисел Аь ..., Ат 
с отрицательными вещественными частями. Положим А '=(А ь •••.
Am), А"= (Ат +ь ..., Ап). Таким образом, R e A /^ 0 , j = m + 1....... п-

Представим (8.1.1) в форме (8.4.1). Условия I и II теоремы 8.4.2 
выполнены согласно сделанному предположению, выполнено и ус­
ловие Ш |. Следовательно, существует сходящееся стандартное пре­
образование (8.4.6), приводящее (8.4.1) к нормальной форме на 
инвариантной поверхности (8.4.2). Изучим более подробно систе­
му в нормальной форме

У ' = у у  +  К '(у ',  0 ) ,  (8.5.1)
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соответствующую (8.4.2) на инвариантной плоскости у " = 0. Прону­
меруем Х|, ..., Хт в порядке убывания их вещественных частей: 
Re X i^ R e  ... ^ R e  кт. Положим

Х ')-Х * = 0 } . Л =  1,... т. (8.5.2)

Тогда Q, пусто. Вообще, если q ' ^ Q k, k >  1, то q' — (<7i, ...,
0, ..., 0 ). Отсюда вытекает, что система (8.5.1) в координатной фор­
ме имеет вид

У\— \̂У\*

Уь—кьУъ-J- Yк (у х,..., {/»—i), А = 2 ,. . . | я ,  (8.5.3)

где

Г* = 2  <8-5-4>
«'(О*

Я(,',  =  К(?'.°) при ю > 2 . у ^ ) =ак при K i« '» = 0

при \q ’ \ =  \, q'=^eh- 1. Эта система легко интегрируется. Из перво­
го уравнения имеем

у1= С 1е х,‘. (8.5.5)

При А>1 справедлива формула
У* — е * (C j- f  Ф»(/, С ,,..., С ,_ |)) , (8.5.6)

где Ф* — полином по всем своим аргументам, аннулирующийся 
при /= 0 . Докажем формулу (8.5.6) индукцией по k. При А=1
(8.5.6) имеет место в силу (8.5.5). Считая, что (8.5.6) верно, рас­
смотрим решение yk+i(t) .  Из (8.5.3), (8.5.4) получаем

Л « < 0 — e W c A+1 +  f e ‘‘ +iM  ^  W U s .  ^ . . . . C j e W H d s ,
о I ’t Q k n

где — полиномы. В силу (8.5.2), если q'^Qh+i,  то (q \  Я.') =  Я*+|, 
следовательно,

Уш+\ ( 0 = б**+1 ( -j- f 2  (s t С ,,..., Ck)d s ) .  (8.5.7) 
V ff « 'to*и

Из (8.5.7) получаем формулу (8.5.6), соответствующую А +1. Фор­
мула (8.5.6) обоснована. На основании (8.5.6) заключаем, что ес­
ли постоянные C i,...,C m достаточно малы по модулю, то y ' ( t )  при 
всех 0 принадлежит области сходимости рядов (8.4.6). При та­
ких Ch, t функции (8.5.5), (8.5.6) можно подставить в (8.4.6). В ре­
зультате получим утверждение, называемое теоремой Ляпунова о 
разложении.
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Т е о р е м а  8.5.1. При сделанных предположениях система 
(8.4.1) имеет аналитическое m -параметрическое семейство решений

W'l-5
А = 1 ,..., т ,  (8.5.8)

m

x , ( t ) =  2  ......У = « + 1 ..................................... я.

Ряды (8.5.8) равномерно сходятся при О, |С ц |< Д , Л=1, ..., т. 
Их коэффициенты являются полиномами от всех своих аргументов.

Если т  =  л, т. е. все собственные числа матрицы А имеют от­
рицательные вещественые части, то (8.5.8) задает общее решение 
системы (8.4.1) в окрестности начала координат. В частности, от­
сюда вытекает теорема об устойчивости по первому приближению 
в аналитическом случае. Как отмечалось, исследование решений 
систем дифференциальных уравнений с помощью представления их 
в виде сходящихся рядов по степеням каких-либо известных функ­
ций (в данном случае по степеням экспонент) составляет основу 
первого метода Ляпунова исследования решений дифференциаль­
ных уравнений.

m-мерная плоскость у " = О  инвариантна для системы (8.4.2). Так 
как (8.4.1) и (8.4.2) аналитически эквивалентны в рассматривае­
мом случае, то система (8.4.1) также имеет m-мерную аналитиче­
скую инвариантную поверхность S+, параметрически задаваемую 
уравнениями

x ' = y ' + h ' ( y ' ) ,  x" =  h"(y'),

где у '  — т -мерный параметр, изменяющийся в некоторой окрестно­
сти точки у' =  0. Разреш ая первое из этих уравнений относительно 
у '  и подставляя получившееся выражение во второе, получим явное 
уравнение инвариантной поверхности 5 + вида х" = ]" (х ') ,  где ]" — 
аналитическая в окрестности точки х ' =  0 функция. Все траектории 
на 5+ стремятся к началу координат при t-*~oo.

Наиболее интересен случай, когда исходная система (8.1.1) ве­
щественна. Возникает вопрос: является ли построенная поверхность 
5+ вещественной для системы (8.1.1)? Можно доказать, что это так. 
Проблема вообще не возникает, если собственные числа Х|, ..., )«п 
вещественны.

До сих пор мы предполагали, что Re Х*<0, i= l , . . . ,m .  Анало­
гично можно было бы рассмотреть случай, когда R eX f>0, «=1, ..., 
гп. Более того, одни случай сводится к другому заменой t на —/. 
Поэтому теорема 8.5.1 верна в обоих случаях при t ^ O  или при 
^ 0  соответственно знаку ReX<, i = l ,  ..., т. Если матрица А имеет 
собственные числа обоих знаков, то система (8.1.1) имеет обе ин­
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вариантные поверхности S +  и S - . Их размерность равна числу соб- 
ственнных чисел с соответствующим знаком вещественной части.

Это имеет место в системе (8.1.1) при п =  2 в случае седла для 
системы линейного приближения х = А х .  В этом случае согласно 
теореме 8.5.1 система (8.1.1) имеет инвариантную аналитическую 
кривую 5+, уравнение которой имеет вид jej“ /(x i), и другую ин­
вариантную кривую 5~ с  уравнением Jc( =  g (x 2). Эти кривые раз­
биваются началом координат на две траектории. На первой из кри­
вых указанные траектории стремятся к началу координат при 
на второй — при t-*— оо. Эти траектории называются сепаратриса­
ми. Заметим, что доказать существование сепаратрис в § 3 приведе­
нием системы (8.1.1) к нормальной форме не удается из-за возмож­
ной расходимости нормализующего преобразования. С помощью 
нормальной формы на инвариантной поверхности эту трудность 
можно «обойти».

Пример 8.5.1. Рассмотрим уравнение второго порядка

je = s in  х .

Ему соответствует система двух уравнений

х з
JC2= S l n J C j  =  JCl ------ — +  .

Д ля линейного приближения имеет место случай седла. Найдем 
приближенно уравнения инвариантных кривых в достаточно малой 
окрестности точки ЛС| =  ДС2 =  0. Приведем матрицу коэффициентов ли­
нейного приближения к диагональному виду У =  diag {—1, 1}. Д ля

этого выполним замену x = S y  и 5 = ( а  найдем из соотноше-
\с  d )

ния с Эе: к  эс>
Тогда .*)• —к: -!)•
Покоординатно искомая замена имеет вид Х \= у \- \ -у2, х2——У\-\-У2, 
а ей обратная зам ен а— следующий вид: У \ = — ^ \ ~ У г  =

= - ~ - ( х 1-^-х2). В переменных у и у 2 получим систему 

У\ =  — Ух +  “ • (У\+У а)3 +

У 2 = У 2 -------- (У1 +  У2)* +  - ‘
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Найдем уравнение инвариантной кривой, соответствующей Jii =  — j 
С помощью преобразования

у х= г , +  Л, (г,), y 3= z 2+ h i ( z l )

приводим систему к нормальной форме на инвариантной поверх-  
ности

« 1= — г , - f  Z i ( 2 „ z 2), z 3= z 3- \ -Z 2( z l, z 2), 

где Z i= Z 2= 0  при z2 =  0. Функции hh Л2 определяются из уравнений

— ^ - * i + A i = ~ r r ( z i "M l + Л2>3 +  --м azi 12

— — Aa^ J ----- jy  (z, +  Aj +  A2)* -f . . . .

Отсюда A<2>=Ai2)= 0 ,  Ai3> = ----- — , Л(3> =  — , ЛИ»=Л<4>=0.
1 - 1  * 24 2 48

Следовательно, y x= z x— —  zj +  0 ( z j ) ,  y2=  —  z \ - \ - 0  (z \) .

Из первого равенства имеем z x= y x l/i +  0 (y ^), подставляя это

равенство во второе, получим

« / 2 = ^ - t f  +  0 ( y ? ) .

Найти уравнение второй инвариантной кривой рекомендуем са­
мостоятельно в качестве упражнения.

§ 6. Аналитическое семейство периодических решений

1. Рассмотрим вещественную аналитическую систему (8.1.1) и 
предположим, что матрица А имеет пару простых чисто мнимых соб­
ственных чисел ± i k  (Я ,>0). Перейдем к переменной и по формуле
u = S x ,  где транспортированная матрица S * =  s,  ..............еп)
получается из единичной заменой некоторых двух столбцов на s и 
s таким образом, чтобы detS*=^=0. Здесь s и s — собственные век­
торы Л*, соответствующие собственным числам ik и —ik. Выпол­
няя замену, перенумеровав в случае необходимости координаты
и, получим систему

u1= i k u l -\-U l (ul,u 2, u ’'), 

i a = — Л я24-£ /2(и1,и 2,и '1'), (8.6.1)

соответствующую системе (8.4.1) при т  =  2, ы '=  (Ы|, и2),
=  diag{tX, —ik}, ы "= («з, ..., ы„). Вещественность исходной систе-
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11Ы означает, что и2= и \ ,  а «3, ..., м „— вещественны. Соответственно 
t/2=£7i. а Ъ "  принимает вещественные значения.

Условие (8.4.5) теоремы 8.4.1 для системы (8.6.1) принимает вид
(^1 ^2) /X ф  k --  3, •••! Я.

Так как fli— </2 — любое целое число, то это условие имеет вид ус-
2л

ловия отсутствия резонанса для периода, равного —

\ к ф 1 р \ ,  p ^ Z ;  Л = 3 (8 .6 .2) 

При выполнении (8.6.2) система (8.6.1) с помощью замены
Ui =  yi +  hx( y l t y 3),

и2= у 2-\-h2(y i,  у 2), (8.6.3)

и "= У " +  Л"(1/1,{/2) 
приводится к нормальной форме на инвариантной поверхности:

y ^ H y i + y i P i  («/ii/2) +  Ki ( у к  У-1. у").

У2— —Тку2-\-у2Р 2(У\У2) ~\~Уг(У\* Уг* У )> (8.6.4)

! Г = А ' ' у " + У Ч у 1,У* У"), 
где Y\(y\, у 2, 0) =  У'2(«/|, у2, 0) = 0 ,  Y"( у и у 2, 0 ) = 0 ;  Р и Я2 — ряды 
без свободных членов по степеням произведения у ху2.

Так же как и при рассмотрении проблемы центра и фокуса в 
§ 3, из (8.4.7) получим, что в (8.6.3) у 2= у \ ,  уз, Уп — веществен­
ны. Следовательно, Y2= ?  1, Y3..... Yn — вещественны, коэффициен­
ты рядов Р\ и Р2 при одинаковых степенях у ху 2 комплексно сопря­
жены. •

Условия I, II теоремы 8.4.2 выполнены, а условие Ш 2 означает, 
что Р, =  —Р 2, т. е. что

P i = —  Р * = 1 Н  (у ху 2), (8.6.5)

где Н — ряд по степеням у ху 2 с вещественными коэффициентами.
Пусть (8.6.5) имеет место. Тогда стандартное преобразование

(8.6.3) сходится. Рассмотрим траектории системы (8.6.4) на инва­
риантной плоскости (/" =  0. Их дифференциальные уравнения име­
ют вид

У 1 = 1 У 1 < Х + Н (уху2)),
(8 .6 .6)

y 2= - i y i ( X - \ - H  ( у ху2)).

Такая система была исследована в § 3, где было показано, что в 
п°лярных координатах «/1 =  ге‘ф, у 2 =  ге~‘* система (8.6.6) имеет вид

г = 0, <р =  \ - \ -Н ( . г 2). .
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Траектории этой системы суть окружности г = С. Им соответству­
ют периодические решения с периодом------ —------. ПреобразованиеX -f- Н (С^)
между переменными дс...... . х п системы (8.1.1) и переменными Rey,
In iy i, у" является вещественным аналитическим. Отсюда вытекает 
следующее утверждение.

Т е о р е м а  8.6.1. Если выполнены условия  (8.6.2) и (8.6.5), го 
система (8.1.1) имеет аналитическую двумерную инвариантную по­
верхность Г, заполненную в некоторой окрестности начала коорди­
нат однопараметрическим семейством замкнутых траекторий, кото­
рым соответствуют периодические решения с периодами, близкими  
к 2лД.

Из (8.6.3) нетрудно получить уравнения как инвариантной по­
верхности Г, так и решений на ней. Уравнение поверхности Г в па­
раметрической форме с параметрами уи  Уг находим, полагая в
(8.6.3) у" =  0:

=  +
«2= ^2  + А2(£/1, х/а), (8.6.7)

u " = h "  ( у и у 2).
Эти уравнения записаны в комплексной форме. Чтобы получить 
вещественную форму, нужно в (8.6.7) по формуле x = S ~ lu перей­
ти от переменных и, у  к переменным х, R e y u Im j/|. В результате 
получим вещественные аналитические уравнения с вещественными 
параметрами Rei/ь  Im i/i.

Чтобы получить уравнения периодических решений, сначала ре­
шим систему (8.6.6). Легко видеть, что у \у 2 — интеграл системы
(8.6.6), так как его производная в силу системы (8.6.6) тождест­
венно равна нулю. Следовательно, на решениях этой системы

У\ (О У2( П ^ С 1 = у \у * ,

где у*,0, Л=1, 2 — начальные значения «/*(/) при t =  0. Отсюда и из
(8.6.6) имеем

Добавляя у " = 0, получим уравнения периодических решений си­
стемы (8.6.4). Подставляя их в (8.6.7), после перехода к перемен­
ным jc =  S _,u имеем разложения периодических решений системы
(8.1.1) в виде сходящихся при всех t рядов по степеням экспонент
ехр {«(> .+ //(Со2))*}.

Таким образом, как и в § 5, мы использовали первый метод Л я­
пунова. Нормальная форма системы указывает функции, по степе­
ням которых следует искать разложения искомых решений. Эти 
функции являются решениями нормальной формы системы (или 
нормальной формы на инвариантной поверхности).
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Г  2. Гамильтоновы и обратимые системы. Мы построили однопа­
раметрическое семейство периодических решений, рассматриваемой 
системы при выполнении условий (8.6.2) и (8.6.5). Второе из них 
накладывает существенные ограничения на нормальную форму на

!Т инвариантной поверхности (требуется выполнение бесконечного 
числа условий, аннулирующих вещественные части коэффициен- 

| тов), при этом рассмотрение проблемы центра и фокуса показы­
вает, что от этих ограничений отказаться нельзя, так как в этом 

I  случае, т. е. при фокусе, периодических решений нет. Тем не менее 
|  существуют важные классы систем дифференциальных уравнений, 

для которых условие (8.6.5) выполняется автоматически.
К Рассмотрим вещественную аналитическую систему (8.1.1) с мат­

рицей A =  diag  { А \  А"}, гдеI  А ’<  - о ) -
Л"еЭ1'|-2 ’я-2 и выполнено условие (8.6.2). Пусть в некоторой ок­
рестности начала координат она обладает аналитическим интегра­
лом Н (дс). Напомним (см. п. 4 § 5 гл. V), что автономная система 
не обязана иметь в окрестности положения равновесия интеграл, 
не зависящий от t. Предположим, что разложение Н (дс) начинает­
ся с членов второго порядка вида

/У2= * 2 +  ;с2- |- / / 2(х"). х " = ( х 3.......х„).

Полагая «i =  jc,+ijc2, u2= x i —ix2, ы"=дс", приведем (8.1.1) к виду
( 8 . 6 . 1 ) .  Согласно сделанному предположению система (8.6.1) имеет 
интеграл F (u u и2, и"), квадратичные члены которого имеют вид

F ' ^ U M + F t b i " ) .  (8.6.8)

Осуществим преобразование (8.6.3) к нормальной форме на инва­
риантной поверхности (8.6.4). Интеграл F преобразуется в формаль­
ный интеграл G (y)  системы (8.6.4). Это означает, что производная 
G (у) в силу системы (8.6.4) является рядом с нулевыми коэффи­
циентами, т. е. что

- (Ay1 +  y1P i +  K1) +  - ^ - (  —/Хул +  УгЯг+К:2) +  
дух °Уг

_i__*L(A "t/"+  * " ') = о. (8.6.9)
ду“

Полагая в (8.6.9) у " = 0, получим

«Л -  -  - f -  Й Р , — f - У Л .  (8.6.10)
I dyi * дуг )  дУ1

гДе ^(i/,, i/2) =  G(t/i, г/а, 0). Из (8.6.8) получаем
V =  Z-{-... ,  2 =  У\У2,
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где точками обозначены члены порядка не ниже третьего по у и у2 
Покажем, что V —  ряд по степеням г .  Линейной частью V явля­

ется г. Предположим, что все члены разложения V по степеням у и 
у 2 порядка не выше s  являются степенями г. Рассмотрим член раз­
ложения у которого <7 i + < 7 2  =  s + 1 -  Так как Р, н 
Р» — это ряды по степеням г  без свободных членов, то в правой 
части (8.6.10) степень порядка s -И  обязательно должна быть сте­
пенью г . Следовательно, если q ^ q j ,  то

ik (q x-

откуда •*•>=(). По индукции заключаем, что весь ряд V яв­
ляется рядом по степеням г .  Но тогда левая часть (8.6.10) равна 
нулю, откуда

Т,

Так как

(P l + P 3) z ^ L = 0.дг

dV
z  ~д7' ~ г + - •

то Р\-\-Р 2 - 0 , а это означает выполнение условия (8.6.5). 
Т е о р е м а  8.6.2. Рассмотрим систему Гамильтона

Х2М-1 —
дН

х гк —
дН

дх.а - 1

дх1к '

• к —  19 «..у Гл

(8.6 . 11)

Предположим, что функция Гамильтона — вещественная аналити­
ческая функция в  окрестности точки х =  0, квадратичная часть ко­
торой имеет в и д Н 2= ( 1 / 2)^ X i^ -x \) - \-Н 2( х л, . . . , х 2г), Х > 0 , 
причем собственные числа матрицы

A " = d ia g  |(® ......^  о) ) { д х % ,  ) ’ 1' Л = 3 .......  2Г'

удовлетворяют условию

к „ ф 1 р \ , р ^  Z, * = 3 ...... 2г. (8.6.12)
Тогда система (8.6.11) имеет однопараметрическое аналитическое
семейство замкнутых траекторий, которым соответствуют периоди­
ческие решения с периодами, близкими к  2л/к.

Д о  к а з а т е л  ьс  т во . Система (8.6.11)—это система (8.1.1) ПРИ

,-а г ,л -ль ц л '.л ’}. где

f e  примере 5.6.3 было показано, что функция Гамильтона Я  явля­
й с я  интегралом системы (8.6.11). Следовательно, выполняется 
В .6 .5 ) . Условие (8.6.12) совпадает с (8.6.2). Таким образом, вы- 
В л н ен ы  все условия теоремы 8.6.1, что и доказывает теорему 8.6.2. 

Г Теорема 8.6.2 находит важные приложения в небесной меха­
нике.

Л -  Другим примером систем, для которых выполняются условия 
■Теоремы 8.6.1, являются так называемые обратимые системы. Рас­

смотрим систему г  дифференциальных уравнений второго порядка

к  пк-\-к1ил= и к(и ,й ) ,  А =  1 , . . . , г ,
|  (8.6.13)
к  К Ф  о, •
где и к — сходящиеся по степеням и, й ряды. Такая система назы­
вается обратимой, если 11к удовлетворяют следующему условию:

К  и к (и , u ) = U k(u, — и), к = \ , . . . , г .  (8.6.14)

При выполнении условия (8.6.14) система (8.6.13) инвариантна от­
носительно замены / на — t (обращения времени), чем и объясня­
ется ее название.

■  Положим ик= х 21, - 1, й к = —ккХ2к, к = \ ,  ..., г. Тогда

Xj*-1— к̂х Л' (8.6.15)

Х 2к —  )'кХ ‘2к—1 . t-Jк ( X j ,  • • • ,  Л>2г—1» ^ 2 '  •••» ^ 2 f ) .

Система (8.6.15) при л =  2г имеет вид (8.1.1) с матрицей А 
=  diag{/4.......A rj,  где

А = 1 , . . . , г .
О /Г \”я

Собственные числа A k таковы: ±»>.*, к = \ ,  ..., г. Выделим одну па­
ру, например ±»Хь и предположим, что

кк ф р к х, p e Z ,  k =  2 , . . . , r .  (8.6.16)

Т е о р е м а  8.6.3. При выполнении условий  (8.6.16) система 
(8.6.15), а значит, и система (8.6.13) имеет аналитическое однопа- 
Раметрическое семейство замкнутых траекторий с периодами, близ­
кими к  2л/Х|.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В (8.6.15) положим
т  'Vk=x 2* -i  +  i x 2k, W k = x ik- X- i x Vr k =  \ .......г.
1огдаИ „ I , r ( w) + vl \

v k ~ A *v* 5 ' Tt j * (8.6.17)

■i\kw k u . (
Wj +V/ \ j (w,  — Vj)

Tt
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где точками обозначены члены порядка не ниже третьего по у и y3t 
Покажем, что V — ряд по степеням г .  Линейной частью V явля­

ется г.  Предположим, что все члены разложения V по степеням у и 
у2 порядка не выше s являются степенями г. Рассмотрим член раз. 
ложения у которого q t+ q 2 =  s + l .  Так как Р, н
Р2 — это ряды по степеням г  без свободных членов, то в правой 
части (8.6.10) степень порядка s -H  обязательно должна быть сте­
пенью г.  Следовательно, если q ^ q 2, то

IX (q i—q-i) = 0 ,
откуда У<«*-«*>=0. По индукции заключаем, что весь ряд V яв­
ляется рядом по степеням г.  Но тогда левая часть (8.6.10) равна 
нулю, откуда

Так как

</>!+/>,) 0 . 
02

то P i+ P 2= 0 , а это означает выполнение условия (8.6.5). 
Т е о р е м а  8.6.2. Рассмотрим систему Гамильтона

Xtf-1 — 

дН

ОН

дх1Л-1

дх1к 

* к 1 ,..., г .
(8.6 . 11)

Предположим, что функция Гамильтона — вещественная аналити­
ческая функция в окрестности точки х = 0 ,  квадратичная часть ко­
торой имеет вид / i 2=(X/2)^xf-j-~х]) +  Н 2(х л, . . . , х 2г), Х > 0 , 
причем собственные числа Я* матрицы

* • - - { ( ! ~J).... Г Э )  № ) • ' • ' • - * ..... *■
удовлетворяют условию

Хк ф IpX, р е  Z, А = 3 , ...,2 г . (8.6.12)
Тогда система (8.6.11) имеет однопараметрическое аналитическое 
семейство замкнутых траекторий, которым соответствуют периоди­
ческие решения с периодами, близкими к 2 л Д.

Д о  к а з а т е  л ь с т  во. Система (8.6.11)—это система (8.1.1) ПРИ

где А ' - ( ®  “ * ) .  д - . j ^ - ) .
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В примере 5.6.3 было показано, что функция Гамильтона Н  явля- 
Щ ся интегралом системы (8.6.11). Следовательно, выполняется
В .6 .5 ) .  Условие (8.6.12) совпадает с (8.6.2). Таким образом, вы­
полнены все условия теоремы 8.6.1, что и доказывает теорему 8.6.2.

— 4AV

ЯШ ' —В лнены  все условия теоремы 8.6.1, что и доказывает теорему B.O.Z.
I Теорема 8.6.2 находит важные приложения в небесной меха-

ни ке.
шЖ Другим примером систем, для которых выполняются условия 
■Теоремы 8.6.1, являются так называемые обратимые системы. Рас­

смотрим систему г дифференциальных уравнений второго порядка

« j - f  Vkuk= U k (u ,i i ) ,  k =  1 ,..., г ,
(8.6.13)

Хк ф О ,
где Uk — сходящиеся по степеням и, й ряды. Такая система назы­
вается обратимой, если Uk удовлетворяют следующему условию:

U „ ( u , u ) = U k {u, — и), к = \ (8.6.14)

При выполнении условия (8.6.14) система (8.6.13) инвариантна от­
носительно замены t на —/ (обращения времени), чем и объясня­
ется ее название.

Положим ик= х 21, - 1, ы* =  —>.кх2к, fe =  l ...... г. Тогда

■*a*-i=  — k̂x ik• (8.6.15)

-^2*=== —1 Г U k (Xi, ... ,  X^r—Xt . .. ,  \ fXif).
A*

Система (8.6.15) при п = 2 г  имеет вид (8.1.1) с матрицей А =■
I  —diajT{y4,......А т),  где

Л = (х* о ) ’ f t=1 ......г '
I Собственные числа Ah таковы: ± | ‘Ял, к —1, ..., г. Выделим одну па­

ру, например ± i ‘Xi, и предположим, что
Хк ф р Х j, p e Z ,  k =  2 , . . . , г .  (8.6.16)

Т е о р е м а  8.6.3. При выполнении условий (8.6.16) система
(8.6.15), а значит, и система (8.6.13) имеет аналитическое однопа- 

\ раметрическое семейство замкнутых траекторий с периодами, близ­
кими к 2л/Х|.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В (8.6.15) положим
v k = x 2J,_ l -\-iXy,, — i x 2», k  =  1, ...» г.

1огда
I ,Г (  W>+ Vf

I  г,* = -  TT u* [— 5—  ’ ----------я --------

J

- ) ,  (8.6.17) 

* . 7 - 1 .......Г.
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Из (8.6.14) вытекает, что Uk— ряды по степеням »/, w / с вещест­
венными коэффициентами. Запишем систему (8.6.17) в виде

v k=i> .kv k +  iV k( v ,w ) ,
(8.6.18)

w k — — i l kw k — iV k ( v ,w ) ,  Л = 1  
Существует замена

=  *)*+£* (Si. I t ) .  А =  1 , . . . ,  г,
где hk, g k — вещественные формальные ряды, приводящая (8.6.18) 
к нормальной форме на инвариантной поверхности

Ei = A i 5i + / M >« i4 i ) +  /S 1(S,4). 

т),=  — — / ^ ( Б л О + Ш ^ Е .ц ) ,
(8.6.19)

5* it'kih "f" i~k (?»l)*

1 * = — <X*T)* +  /H*(5,T)), .......г,

где Нц, Я*, * = 1 , ..., г; Р  — вещественные ряды; ЕА, Нк аннулируют­
ся при £2=  ... =£г =  т)2=  ... =т]г“ 0. Действительно, ряды Л*, g k дол­
жны удовлетворять уравнениям (8.4.7), где в рассматриваемом слу­
чае все слагаемые имеют множитель i. После сокращения на i по­
лучим вещественную систему, которая разрешима в силу условий
(8.6.16) и в поле вещественных чисел, поскольку определение ко­
эффициентов искомых рядов сводится к решению линейных алгеб­
раических систем. Следовательно, условие (8.6.5) выполняется, а 
условие (8.6.2) совпадаете (8.6.16). Теорема 8.6.3 вытекает из тео­
ремы 8.6.1.

З а м е ч а н и е .  Очевидно, что при выполнении соответствующих 
неравенств типа (8.6.16) система (8.6.13) имеет т однопараметрн-
ческих семейств решений с периодами, близкими к 2лА*, к =  1.....
г, которые соответствуют каждой паре собственных чисел. Анало­
гичное утверждение справедливо и для гамильтоновой системы
(8.6.11), если квадратичная часть функции Гамильтона имеет вид

^ 2 =  ~2 ^  *%к)-к-1

§ 7. Бифуркация периодических решений

Рассмотрим вещественную аналитическую систему (8.1.1) в 
предположениях § 6, т. е. предположим, что матрица А имеет пару 
чисто мнимых собственных чисел ± ik ,  к > 0  и что остальные собст­
венные числа л3...... удовлетворяют условию (8.6.2). Предполо­
жим, что система (8.1.1) подвергается малому автономному возму-
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щению. Используя малый параметр р, возмущенную систему запи­
шем в виде

х = А х - \ - Х  (jc)-J-|*Q((i, дс), (8.7.1)

где Q — вещественная аналитическая в окрестности точки ц =  0, х =  
=  0 функция. Рассмотрим уравнение

А х -{ -Х  ( * ) +  (*(?((*, .к)= 0 ,  (8.7.2)

определяющее положения равновесия системы (8.7.1). Так как ус­
ловие (8.6.2) «запрещает» матрице А иметь нулевые собственные 
числа, то d e t/1=^0. Следовательно, уравнение (8.7.2) определяет 
функцию дс =  <р(ц), <р(0) = 0 , аналитическую в окрестности точки ц =  
=  0. При каждом ц из этой окрестности <р(ц) — положение равно­
весия системы (8.7.1).

Будем искать периодические решения системы (8.7.1) с перио­
дом, близким к 2п/к, соответствующие ц=ф0 и достаточно малым по 
абсолютной величине. Аналогичная задача при л =  2, т. е. при отсут­
ствии >.3, ..., )vn, была рассмотрена в п. 3 § 3 гл. VI. Используем ме­
тод нормальных форм. Целью является построение бифуркационно­
го уравнения, связывающие начальные данные и параметр, соответ­
ствующие искомым периодическим решениям.

Ранее в этой главе мы не рассматривали систем дифференциаль­
ных уравнений, зависящих от параметра. Чтобы свести систему
(8.7.1) к рассмотренному типу, будем малый параметр ц трактовать 
как переменную, удовлетворяющую уравнению ц =  0. Тогда (8.7.1) 
соответствует системе

Р = 0 ,
(8.7.3)

х = А х + Х  (x)-}-i*Q (ц, х).

Матрица коэффициентов ее линейного приближения такова:

- С  ’ ) •
где L =  Q (0, 0). Собственными числами матрицы В являются 
0, ik, —ik, Х3, ..., Х„. Положим к '— (0, ik, —ik), к" =  (к3, .... Хп). При­
ведем с помощью линейной неособой замены x= .S i/-fpa, где 5  — 
матрица, а — вектор, систему (8.7.3) к виду

у '= У У + ) " ( |» , у ' , Л .  (8-7.4)

у"= А" у " - { - Г ' У ' У " ) ,
где ?" содержит члены, линейные по ц, у'. Заметим, что роль пе­
ременной с одним штрихом играет вектор (ц, у ') .
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Условие (8.4.5) теоремы 8.4.1 выполнено в силу (8.6.2). Следо­
вательно, существует стандартное преобразование

y ' — z'- \ -h '  ([а, г ') ,  2* =  colon (г,, *,).
(8.7.5)

0 " = z "  +  A*(H,z') 
к нормальной форме на инвариантной поверхности

1*=0,
Zi =  i t e i + г ,Р ,  (ц, z ,z2) - f  Z , (ц, z \  z"),

(8.7.6)
z 2=  — /Xz2+ z 2P 2 (I*, z ^ )  - f  Z 2 (i*. z ',  z"),

i " = ^ " z " 4 - Z " ( ( i ,z 'z " ) ,  
где Z ,, Z2, Z" аннулируются при z" =  0; P, и P 2 — ряды по степеням 
ц и z,z2 без свободных членов. В (8.7.5) переменная ц не изменя­
ется, так как уравнение ц =  0 имеет нормальную форму. Условия 
сходимости рядов Л', А" в силу теоремы 8.4.2 имеют вид

р \ (H,*iZ2) =  - P 2(f*,z,z2) =  / / /  (n ,z ,z 2), (8.7.7)
где Н — ряд по степеням ц, ZiZ2 с вещественными коэффициентами.

Обозначим через Re{X(x)ree} вещественную часть резонансной 
части ряда Х (х).  Другими словами, чтобы получить Re{X(х)™*}, 
нужно удалить из разложения Х (х)  нерезонансные члены, а в ре­
зонансных оставить только вещественную часть коэффициентов.

Т е о р е м а  8.7.1. Существуют сходящиеся ряды  Л '(д, г ' ) ,  
Л"(ц, z ')  такие, что система

‘ р = 0 ,
y ' = J ' y ' 4- К ' (I», у' у") +  Ф' (IX, Z'), (8.7.8)

У " = А * ! Г + Г ' ( г , у ' , у ”)

сходящейся заменой (8.7.5) приводится к нормальной форме на ин­
вариантной поверхности (8.7.6), которая удовлетворяет условию
(8.7.7). В (8.7.8)

Ф '(Ц ,г ')=  — R e{K '((i, z '-fA ',A " )r«}. (8.7.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу (8.4.7) h ' и Я" определяются со­
ответственно уравнениями

~ - r J ' z '  — J ' h ' — Y '  ([a, z ' +  А', Л") + Ф '— —  Р ' - Р ' ,  о г  дг '

—T - r J ' z '  — A nh', = Y " ( v - , z ' - \ - h ' ,  Л") — Р \  ог $г '
где P '= c o lo n (z ,P ,(n , ZiZ2), г 2Р2(ц, z,z2). Из (8.4.14) следует, что

Я '= К '( |* >2 ' +  Л '.Л <')Г,,+ Ф > , * ' ) .
280



P ' = i \ m  |К '([» ,г '-(-Л \ Л")1**) = colon (iz^H (ц, z ,z2) — l z ,H  (ц, г ,г2)).
Таким образом, (8.7.7) выполняется. Из доказательства теоремы
8.4.2 тогда следует, что ряды Л', Я" сходятся, что и требовалось до­
казать.

Из (8.7.7) следует, что уравнения Z\Z2 =  C2, г" =  0 при достаточно 
малых |ц | ,  С2 определяют замкнутую траекторию системы (8.7.6). 
Если Ф ' =  0, то системы (8.7.8) и (8.7.4) совпадают. Так как Ф ' =  
=  colon(z,G (n, Ziz2), z2G(h, Z1Z2), где G — сходящийся ряд по сте­
пеням ц, Z\Z2 без свободного члена с вещественными коэффициен­
тами, то уравнение Ф '= 0  при г 'ф О  эквивалентно вещественному 
скалярному уравнению ,

0 ( ( i ,C 2) = 0. (8.7.10)

Каждому решению цо. С02 уравнения (8.7.10) соответствует перио­
дическое решение системы (8.7.4), которое получается подстанов­
кой в (8.7.5) функций

t* = f t) ,z " = 0 , г 1 =  г?е, (х+" ( |1,’со))', z 2 = z %  ' ( x+" ( tl,,,co)) t
С * = 2 ? 4

если |цо |, G02 достаточно малы. Уравнение (8.7.10) называется би­
фуркационным уравнением. Напомним, что построенные периоди­
ческие решения «сосуществуют» с положениями равновесия х =  
=  <р(ц), соответствующими нулевому решению системы (8.7.6). Ес­
ли

4 ^ - ( 0 , 0 ) ^ 0 ,  (8.7.11)
d|i

то уравнение (8.7.10) определяет функцию ц(С 2), ц (0 )= 0 , связы­
вающую начальные значения периодических решений с соответст­
вующим им значениями параметра. Возможен случай, когда 
ц(С 2) = 0 .  Этот случай заведомо имеет место, если невозмущенная 
система является гамильтоновой или обратимой и для нее выпол­
нены условия теоремы 8.6.1. Действительно, тогда однопараметри­
ческое семейство замкнутых траекторий существует при ц =  0, а 
функция ц(С2) — единственное решение бифуркационного уравне­
ния, следовательно, ц(С 2) = 0 .  Бифуркация периодических решений 
при выполнении условия (8.7.11) называет бифуркацией Андро­
нова — Хопфа.

§ 8. Нормальная форма периодической системы
Обобщим понятия нормальной формы и нормальной формы на 

инвариантной поверхности автономной системы на случай систем,

Н а основании (8.7.9)
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правые части которых периодически зависят от /. Рассмотрим сис­
тему дифференциальных уравнений

x = P ( t ) x  +  X  ( t ,x ) ,  (8.8.1)
где Р  R — 9Л'1", Я (/ +  ш) = P ( t ) ,  X — сходящийся в некоторой ок­
рестности точки дг=0 ряд с ы-перноднческими коэффициентами.

Как известно (см. § 6 гл. IV), линейная однородная система с 
периодическими коэффициентами приводима, поэтому с помощью 
линейного неособого преобразования с ш-периодической матри­
цей коэффициентов систему (8.8.1) можно привести к виду

y = A y - \ - Y ( t ,  у), (8.8.2)
где А — постоянная матрица, а У(/, у)  обладает теми же свойст­
вами, что и X(t, х ) в системе (8.8.1). Выполним в (8.8.2) подста­
новку

y = z - \ - h ( t ,  г ) ,  (8.8.3)
где h(t,  z )  — ряд, сходящийся по степеням z  с ш-периодическимн 
дифференцируемыми коэффициентами. Пусть в результате подста­
новки получена система

z = A z + Z ( t ,  z ) .  (8.8.4)
Дифференцируя (8.8.3) по t в силу систем (8.8.2) и (8.8.4), полу­
чим уравнение

~ % T + 1 7 A z ~ A f l = r i z + h ) - i J Z ~ Z - <8-8-5)

Д ля того чтобы замена (8.8.3) приводила систему (8.8.2) к виду
(8.8.4), необходимо и достаточно, чтобы Л в (8.8.3) удовлетворяла 
уравнению (8.8.5). Если ряды Y, Z, h — формальные, то мы гово­
рим, что формальная замена (8.8.3) переводит (8.8.2) в (8.8.4), 
если Л удовлетворяет (8.8.5), причем (8.8.5) следует понимать как 
равенство рядов независимо от их сходимости.

Не нарушая общности, считаем, что в (8.8.4) А = /  — жордано­
ва нижнетреугольная матрица. Аналогично выводу уравнения
(8.2.3) покажем, что коэффициенты (/) ряда Л удовлетворяют 
уравнениям

h P + H q ,  X)-X*lAi«)= / i * > - Z i « ), k =  \ ..... п, (8.8.6)

где /* ?) (/)— известная ш-периодическая функция, если определены 
предшествующие в лексикографическом порядке коэффициенты 
ряда Л.

Если

( q , \ ) - \ „ j r i p j ,  о = - ^ ,  p e Z ,  (8.8.7)
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то (8.8.6) имеет при любом выборе Z if) (/) единственное ш-перио- 
дическое решение, определенное по формуле из задачи 3.1.1. Будем
полагать Zj,q)(.l) =  0.

Пусть при некотором целом р
(q, X) —X* (8.8.8)

Рассмотрим ряд Фурье

т -  — <т
Положим

Уравнение (8.8.6) запишем в виде

—  ( e - ^ <Ai,) ) = e - ^ / i e> -  / i ,p ) . 
dt

Здесь в правой части находится ш-периодическая функция с рав­
ным нулю средним значением. Любая ее первообразная также яв­
ляется ш-периодической функцией. Определим h[4\ t )  из условия 
/г̂ , ) (0 )= 0 . При выполнении этого условия преобразование
(8.8.3) будем называть стандартным. Стандартное преобразование 
определяется однозначно. Равенство (8.8.8) назовем резонансным 
соотношением, соответствующие коэффициенты при — резо­
нансными коэффициентами.

Итак, мы доказали, что с помощью стандартной замены (8.8.3) 
систему (8.8.2) можно привести к виду (8.8.4), где все нерезонанс­
ные коэффициенты равны нулю. При этом условии систему (8.8.4) 
называют нормальной формой системы (8.8.2).

Пример 8.8.1. Пусть Л — нулевая матрица. Нормальная форма 
автономной системы, как отмечалось в примере 8.2.1, совпадает с 
самой системой. В периодическом случае резонансное соотношение
(8.8.8) принимает форму равенства ip a= 0 , откуда р =  0. Это озна­
чает, что нормальной формой системы при /1= 0  является автоном­
ная система.

Пример 8.8.2. Пусть система (8.8.2) вещественна, п = 2, со =  2я, 
Х|.2 =  ± |Х , X — иррациональное число. Резонансные соотношения 
имеют следующий вид:

H q \ — q2 — l ) l = i p ,  k = \ ,

i (q i  — Яъ~\~ 1)Х =  //>, k = 2 .

В обоих случаях р =  0, так как X иррационально. Поэтому нор­
мальная форма — автономная типа (8.2.8):

Zj =  /Xz, -j- z^P t ( z lz 2), 

z 2 =  — /Xz2 - f  z 2P 2 (z xz 2),
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при этом из (8.8.5) нетрудно видеть, что второе из уравнений яв­
ляется комплексно-сопряженным по отношению к первому.

Вопросы сходимости стандартных нормализующих преобразо­
ваний для периодических систем решаются аналогично автономно­
му случаю. Например, справедлива следующая теорема.

Т е о р е м а  8.8.1. Если /  =  diag{Xb ..., Х„}, для нерезонансных 
наборов k, q, р

где г не зависит от k, q, р и нормальная форма (8.8.4) является ли­
нейной системой, т. е. Z (t ,  z )  =  0, то если ряд Y в (8.8.2) — сходя­
щийся, то и h в стандартном преобразовании (8.8.3) также явля­
ется сходящимся рядом.

Теорема 8.8.1 является частным случаем доказываемой ниже 
теоремы 8.8.2.

С л е д с т в и е .  Если при А = 0  нормальная форма имеет вид z — 
=  0, то стандартное преобразование (8.8.3) сходится.

Аналогично автономному случаю для периодических систем 
можно ввести понятие нормальной формы на инвариантной по­
верхности. Собственные числа матрицы разделим на две группы: 
Х '= (Хь ..., Хщ) и К"= (Хт+|......Яп). Приведем (8.8.2) к виду

приводится к нормальной форме на инвариантной поверхности

где Z"(t, г', 0) = 0 ,  а система на инвариантной плоскости z " = 0

имеет нормальную форму.
При этом если / '  =  diag{Xi, ..., Ят}, для нерезонансных наборов 

Ь. Ч\ Р
\ (q \  Х ' ) - Х , 0, * =  1......п\ |<7' | > 2 , (8.8.15)

а в (8.8.14) Z'(t,  z ’, 0 ) = 0 ,  го стандартное преобразование  (8.8.12) 
является сходящимся.

|(<7. Х ) - Х * - Н > |> < > 0 , (8.8.9)

(8.8 . 12)

(3.8.11)

(8.8.10)

z ' = J ' z '  +  Z ' ( t ,  z ’, z"), 

z ’' = A ’,z'' +  Z''(t, z ' ,  z" ) ,
(8.8.13)

z ' = J ' z ' - \ - Z '  (/, z ',  0) (8.8.14)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первая часть теоремы доказывается ана­
логично теореме 8.4.1. Остановимся на доказательстве сходимости. 
Не нарушая общности, считаем, что /4 =  d ia g ( / ', / " )  — жорданова 
матрица, Р"=У ", й"-=Л". Так как Z'(t, z', 0 )= 0 , то Л', Л" удовлет­
воряют уравнениям

=  z ' +  A \ А"),
dt 1 д г ’

dh" , д,1\ Г г ' _ Г к гг==У"и, z ’- \ -h \  А").
dt dz'

Сначала рассмотрим те коэффициенты Л*' * (/), для которых 
А ^  =  ( д ' , Х ' ) - \ л ф 1 /к ,  р<= Z.

В этом случае

А<«')= ( 1 _ е х р  {— С ехр |(s —/)Л*4 )} х

x l(K * (s ,  z '  +  A 4s, * ') . Л" (s. «')}<«'>+T*Ai«J{(s)lrfs,

где Тл — внедиагональные элементы матрицы /  (они равны нулю 
при k =  1,..., m + l ) .  Отсюда получаем следующую оценку:

|i ,<*')! ^  » - е х р  |-< o ReA 'g >) n m  ( t  1 л1*1| 14-
* ^  Re А^'>(1 — ехр (—

+  I U W  * ' +  * '« .  *'>• А"<'> 2 '))}(e' )i)- (8.4.16)

где т = т а х х * . Для тех коэффициентов Л*" 1 (/), для которых
Л (/ '> - Н /и > =  О,

имеем

h(k ’)= Q lpal j  « ' +  A '(s, г ') ,  A"(s, *#))}C*'W*.

В силу (8.8.15) найдется К > 0  такое, что при всех k, q' справедли­
ва оценка

|Л**’)| < Л ' шах (|{К*(Л г '  +  А'<*, г ') ,  А"(Л г ')> }(«'>| +
Ж0.-1

+ т |А Й З (0 |) .
Пусть ряды У*(/, у) сходятся при Ну 11 =  г, / e R .  Рассмотрим мажо­
рантный степенной ряд

У ( у )  =  М  2  r - M y i ,
K I- 2

где Af =  m a x | y * ( / ,  у)  | при / e R ,  Btfli—Л k =  1, ..., п.
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v = K Y ( i i +  v ..... Ч-f® , v , . . . , v ) - \ - x v  (8.8.17)
мажорирует Л*(/, л, .... л ). По теореме о неявной функции реше­
ние уравнения (8.8.17) аналитично в некоторой окрестности точки 
Л =  0. Следовательно, ряды Л*(/, г?) сходятся в той же окрестности 
точки z ' =  0 при всех t e R .  Теорема доказана.

С помощью теоремы 8.8.2 можно исследовать квазилинейную 
систему (5.3.1) в аналитическом случае. Рассмотрим систему

x — A x + g ( / ) + !» / ( / ,  х , |i) (8.8.18)
при условии отсутствия резонанса (5.3.2)

* * 1 , . . . , л ;  /» e Z ,  (8.8.19)
Заменой у = х —ф (/), где <р(/)— порождающее решение, приведем
(8.8.18) к виду

У = А У + ?F (t ,  у ,  |i). (8.8.20)

Добавим к нему уравнение ц =  0. Полученную систему рассмотрим 
как систему (8.8.10), где y '= \ i ,  у " = у .  Условие (8.8.19) совпадает с
(8.8.11), при этом выполнены и условия сходимости. Поэтому рас­
сматриваемую систему аналитически с помощью преобразования

y = z - \ - p h ( t ,  (а)
можно привести к эквивалентной системе

(1=0; z = A z - \ - z ,  ji),

где Z (t ,  0, ц) = 0 .  Решению z = 0 этой системы соответствует анали­
тическое по ц решение y  =  \ih(t, ц) системы (8.8.20), которому со­
ответствует решение дс =  ф (/)+ ц Л (/, ц) системы (8.8.18), обращаю­
щееся при ц = 0  в порождающее решение.

§ 9. Критический случай одного равного нулю 
характеристического показателя.
Алгебраический случай

Рассмотрим вещественную систему уравнений

x ' = X ' ( t ,  х ’, х"), (8.9.1)

j c " = A " x " + X " ( t ,  х',  хГ)

в частном случае, когда т =  1, / '= { 0 } ,  Re Я./<0, / = 2 ..... п, сохра­
няя предположения предыдущего параграфа, в том числе и пред­
положение об ^-периодичности функций X', X" по t. Это простей­
ший критический случай в теории устойчивости движения.

Из (8.8.16) следует, что решение u(rj) уравнения
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Отметим, что к исследованию системы (8.9.1) приводится и кри­
тический случай одной пары чисто мнимых собственных чисел, ког­
да остальные числа имеют отрицательные вещественные части, а 
рассматриваемая система — автономная. Действительно, в этом 
случае систему дифференциальных уравнений с помощью линейно­
го неособого преобразования можно привести к виду

где Г  — вещественная жорданова матрица, соответствующая соб­
ственным числам с отрицательными вещественными частями,

В § 5 гл. VIII было показано, что система (8.9.2) аналитически эк­
вивалентна своей нормальной форме на инвариантной поверхности, 
в частности, можно считать, что

Используя далее полярные координаты г, ф, имеем: у п- \  =  г cos <р, 
у„ =  г sin ф, где (уп-\, у п)= у " -  В переменных г, ф, у' система (8.9.2) 
в силу (8.9.3) принимает вид

где R, Ф, У. — сходящиеся по степеням г, у'  ряды с 2я-периодически- 
ми по ф коэффициентами, аннулирующиеся при г =  0, у ’ =  0; разло­
жение У. начинается с членов не ниже второго порядка. Рассматри­
вая систему (8.9.4) в столь малой окрестности точки г = 0, у' =  0, что
выполняется неравенство |Ф (ф, г, у') | < —- X, можно принять ф за 

независимую переменную вместо /. Тогда получим систему

где /?*, У* — ряды такого же характера, что и R, Y* в (8.9.4). Лег­
ко видеть, что полученная система является частным случаем сис­
темы (8.9.1).

Поскольку для системы (8.9.1) условие (8.8.11) выполняется, 
при исследовании рассматриваемого критического случая (как и

y ' = I ' y '  +  Y '{y ' ,  у"), 

y " = r y " +  Y"(y', у").
(8.9.2)

Y"(y',  0 ) = 0 . (8.9.3)

г=г/?(<р, г, у'),  

<p=X-f Ф(<р, г, у'),  

£ ' = / у  +  Г*(<р, г, у'),

(8.9.4)

JLL=rR*(<f, г ,  у'),

^ l= _ L /Y _ l_ K * ( c p , г, у') ,
dy к
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вообще критических случаев теории устойчивости движения) удоб­
но использовать метод нормальных форм.

По теореме 8.8.2, учитывая пример 8.8.1, систему (8.9.1) с помо­
щью формальной замены

x ' = y  +  h '( t ,  у),
(8.9.5)

* " = г  +  Л"(Л У)
можно привести к нормальной форме на инвариантной поверхности:

y = Y ( t ,  у, г),
(8.9.6)

z = A " z  +  Z ( t ,  у ,  z ) ,

где Z(t,  у, 0) = 0 , a Y(t, у, 0) не зависит от t. Здесь « /е R, z e R n_1. 
Возможны следующие два случая:

1) Y(y, 0) =  g*/v+  ( а л г е б р а и ч е с к и й ) .  Постоянная 
называется постоянной Ляпунова;

2) Y (у, 0 ) = 0  ( т р а н с ц е н д е н т н ы й ) .
В этом параграфе рассматривается алгебраический случай. 
Т е о р е  м а 8.9.1. Если N нечетное, g < .0, то нулевое решение 

системы (8.9.1) асимптотически устойчиво; если N нечетное, g > 0 
или если N четное, то нулевое решение системы (8.9.1) неустой­
чиво.

Задача 8.9.1. Докажите, что для системы (8.9.4), полученной 
указанным выше способом при рассмотрении критического случая 
одной пары чисто мнимых собственных чисел в автономной систе­
ме, N обязательно нечетно.

Доказательство теоремы 8.9.1. Выполним в (8.9.1) замену
х ' = У + / « ,  у),

(8.9.7)
х" = z + g ( t ,  у),

где /. S  получаются из Л', Н" в (8.9.5) отбрасыванием степеней у* 
при k > N .  Замена (8.9.1) переводит систему (8.9.1) в систему

y = g y N +  y*(.t, у, г ) ,
(8.9.8)

• z = A " z - \ -Z * ( t ,  у, z )

со сходящейся правой частью, причем разложения У*(/, у, 0), 
(/, у, 0) в степенях y k при совпадают с разложениями

Y (*. У, 0) — g y N,Z ( t ,  у, 0) соответственно, т. е. равны нулю.
Чтобы уничтожить в разложении У* степени у г ..... у*~'г,  а так­

же квадратичные по z  члены, не зависящие от у, осуществим в
(8.9.8) замену. Положим

N-1
+  2  w*5 *(/ * *) +  Q ('. г). (8.9.9)

»-1
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где S k — линейные формы переменных г и ..., г п- \  с ю-периодически- 
ми коэффициентами, Q — квадратичная форма с такими же коэф­
фициентами. Выберем Sk,  Q таким образом, чтобы в первом урав­
нении получающейся в результате замены (8.9.9) системы

w = g w ff -\-W (t, w , z ) ,  (8.9.10)

2  =  A " z - fZ * (Л*®. 2) 
разложение W (/, w, 0) начиналось со степени w k при k > N ,  разло­
жения (f, w, 0), 1 =  1, ..., п— 1, начинались со степеней w  1 при 

dzt
k i ^ N ,  а разложение W (t,  0, г)  начиналось с членов не ниже треть­
его порядка. Дифференцируя (8.9.9) по t и учитывая (8.9.8) и
(8.9.10), получим равенство

+ 2 ' - * % ^ + z . » + 2 ” * ^ L + i r <‘4'z + z * > + f  • <8 9 " >  
*-i *-•

где У., Z . получаются из У*, Z* заменой у  по формуле (8.9.9). Из
(8.9.11) следует, что разложение W (t, w, 0) по степеням w  не со­
держит членов порядка, меньшего или равного N. Дифференцируя
(8.9.11) по 2, полагая z = 0 и приравнивая в получившемся равенст­
ве члены при w h, А=1, ..., N— 1, получим, что уравнения, которым 
должны удовлетворять 5л(/, г ) ,  чтобы выполнялось поставленное

dW
выше условие на ^  (/, w, 0), имеют вид

Л к _ l A ”z = F k(t, 2 ), А =  1......N - 1, (8.9.12)
dt 1 dz

где Fi, — известные линейные формы с ю-периодическими коэффи­
циентами. Полагая в (8.9.11) w =  0 и приравнивая квадратичные 
члены, найдем, что Q удовлетворяет уравнению

^ . + ^ _ Л " 2 = 0 ( / , 2 ) ,  (8.9.13)
dt 1 дг

где G — известная квадратичная форма с ш-периодическими коэф­
фициентами.

Коэффициенты формы S* образуют «-периодическую векторную 
функцию переменной t, удовлетворяющую линейной неоднородной 
системе дифференциальных уравнений, матрицей коэффициентов 
которой является матрица А". Так как собственные числа А" име­
ют отрицательные вещественные части, то на основании следствия
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из теоремы 4.7.3 формы S*, А =  1, ..., N —1, определяются уравне­
ниями (8.9.12) единственным образом. Аналогично, на основании 
леммы 6.8.1 заключаем, что и уравнение (8.9.13) определяет квад­
ратичную форму Q единственным образом.

Согласно лемме 7.2.1 указанные замены таковы, что вопрос об 
устойчивости нулевого решения системы (8.9.1) эквивалентен воп­
росу об устойчивости нулевого решения системы (8.9.10).

Пусть сначала N  четное. Рассмотрим функцию V = w - \ -U ( z ) ,  где 
U — квадратичная форма с постоянными коэффициентами, опреде­
ляемая уравнением

A " z = g ( z i - \ - . . . - \ - z 2„-i).  (8.9.14)

По лемме 7.5.1 U ( z ) — знакоопределенная квадратичная форма 
знака, знак которой противоположен знаку g.  Производная V в 
силу системы (8.9.10) равна

D V '= £ ( « ^ + z? + . . . + * L , ) + I F  +  - ^ - Z , .
OZ

Так как разложения W(t, w, 0), Z . (/. w, 0) начинаются с членов
порядка не ниже разложение (/, w, 0) начинается с чле-

дг
нов порядка не ниже N, разложение W (/, 0, z)  начинается с членов 
порядка не ниже третьего, причем Z . (/, w, z)  не содержит членов 
порядка ниже второго по переменным w, z, то D V — знакоопреде­
ленная функция Ляпунова того же знака, что и g. Поскольку V при­
нимает значения любого знака, для нее множество М + из теоремы 
7.5.4 не пусто. Согласно указанной теореме заключаем, что нуле­
вое решение системы (8.9.10) при четном N неустойчиво.

Рассмотрим случай нечетного N. Положим

V = - ± - w 2+ U ( z ) ,

где U (z)  по-прежнему определяется уравнением (8.9.14). Производ­
ная V в силу системы (8.9.10) имеет вид

D V = g (w N+ '+ z \+ . . .+ z l_ x )+ w W  +  -?¥- Z ..
дг

Как и ранее, D У — знакоопределенная функция Ляпунова, имею­
щая тот же знак, что и g. В то же время при g < 0  V — определенно 
положительная квадратичная форма, а при £ > 0  область М + не пус­
та, так как в качестве М + может служить некоторый сектор, при­
мыкающий к любой из полуосей оси Ow. В первом случае по тео­
реме 7.5.2 нулевое решение системы (8.9.10) асимптотически устой­
чиво, во втором случае по теореме 7.5.4 оно неустойчиво. Теорема
8.9.1 доказана.

290



Выясним, к чему сводится вычисление постоянной Ляпунова в 
случае, когда система (8.9.1) автономна. Так как в разложении 
Я' (у) в (8.9.5) все коэффициенты — резонансные, то в стандартном 
преобразовании (8.9.5) h ' ( y ) = 0 .  Из (8.4.16) следует, что g  — пер­
вый ненулевой коэффициент в Y (у, 0) =  Х' (у,  Л"(у) ) .  В силу (8.4.7) 
уравнение для определения Я" имеет вид

A"h”+ X ' ( y ,  Л")— (У* 0 ) = 0 .

Так как Y (у, 0) = g y N+ то члены разложения Я" порядка, мень­
шего N,  совпадают с соответствующими членами разложения неяв­
ной функции г  (у),  определяемой уравнением

А"г-\-Х"(У, * ) = 0 .  (8.9.15)
Следовательно, g  — первый ненулевой коэффициент в разложении 
функции Х'(у,  z ( y ) ) ,  где z ( y )  определяется соотношением (8.9.15).

Задача 8.9.2*. Исследовать устойчивость нулевого решения сис­
темы
х = (Зт — 1) х 2 — (т — 1) у2 — (я  — 1) г 2+ (Зя — 1) y z  — 2m xz — 2 п х у , 
у  =  — у + х - \ - ( х  — y + 2 z ) ( y + z  — х),  (8.9.16)

Z = — Z + х  — (х 2 у  — Z )  ( у  - f  Z  — х).

Ответ. Если БтфТп, то нулевое решение неустойчиво; если 
5 т  =  7 я > 0 , то нулевое решение неустойчиво; если 5т =  7п<.0 ,  то 
нулевое решение асимптотически устойчиво.

§ 10. Критический случай одного нулевого 
характеристического показателя.
Трансцендентный случай
В трансцендентном случае выполнены условия сходимости стан­

дартного преобразования (8.9.5) из теоремы (8.8.9). С помощью 
этого преобразования система (8.9.1) приводится к виду (8.9.6), где 
Y(t ,  у , 0) = 0 , Z(t ,  у, 0) = 0 .

Т е о р е м а  8.10.1. Существует сходящийся ряд H( t ,  w, z ) та­
кой, что Н (/, w, 0) = 0  и замена

y = w - \ - H  (/, w , z )  (8.10.1)

приводит (8.9.6) к виду

w  ==0,
(8.10.2)

z  =  A " z - \ -Z ( i , w - \ - H ,  г ) .
•  Задача 8.9.2 взята из основополагающего труда А. М. Ляпунова «Общая 

задача об устойчивости движения».
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Доказательство теоремы 8.10.1, которое проводится с помощью 
тех же методов, что и доказательство теорем 8.4.2 и 8.8.2, предлага­
ем выполнить самостоятельно в качестве упражнения (см. задачу 
8.4.1).

Согласно лемме 7.2.1 вопрос об устойчивости нулевого решения 
системы (8.9.1) эквивалентен вопросу об устойчивости нулевого ре­
шения системы (8.10.1).

Т е о р е м а  8.10.2. В трансцендентном случае нулевое решение 
системы (8.9.1) устойчиво по Ляпунову, но не асимптотически.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно доказать соответствующее ут­
верждение для системы (8.10.2). Рассмотрим функцию

V=w*+U (z) ,
где U (г ) — определенно положительная квадратичная форма, оп­
ределяемая уравнением

Ее производная в силу системы (8.10.2) такова:

D V = — +zl^i)-\-— -Z(.t ,  w-\-H , z).
oz

Так как Z(t ,  w + H ( t ,  w, 0), 0) = 0 , to  D V  — в достаточно малой ок­
рестности точки w = Z \  =  ... = г „-1 =  0 не принимает положительных 
значений (но принимает нулевые на оси Оиз). По теореме 7.5.1 ну­
левое решение устойчиво по Ляпунову. При этом, так как система
(8.10.2) имеет решения w =  C, z  —0 при сколь угодно малых |С |,  а 
эти решения, если С Ф 0, не стремятся к нулевому при t-*~oo, то ну­
левое решение не является асимптотически устойчивым. Теорема до­
казана.

Задача 8.10.1. Докажите, что если система (8.9.1) автономна 
и существует (формальный) ряд F(x', х", и) такой, что 
F (x \  х", 0) = 0  и

Х ' ( х \  x T ) ^ F ( x \  х \  А"х”-\-Х"(:с \  JC*)),
то имеет место трансцендентный случай.

Используя результат этой задачи докажите, что при т =  п —0 
решение системы (8.9.16) устойчиво по Ляпунову.

Задача 8.10.2. Система (8.10.2) имеет семейство решений
w  =  C, 2 = 0 ,  (8.10.3)

принадлежащих инвариантным гиперплоскостям w =  C. Рассмот­
рим сужение системы (8.10.2) на эту гиперплоскость. Докажите, 
что если |С | достаточно мало, то решение 2 = 0  рассматриваемой 
в задаче системы асимптотически устойчиво.

Решениям (8.10.3) системы (8.10.2) или, что то же самое, ре­
шениям у = С ,  2 = 0  системы (8.9.6) соответствует однопараметри*
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ческое семейство периодических решений системы (8.9.1). Уравне­
ния этих решений получаются из (8.9.5) и имеют следующий вид:

* '= С + Л '< / ,  С), 

x " = h " ( t ,  о ,

где С — должно принадлежать области сходимости рядов Я', Я".
Т е о р е м а  8.10.3. Д ля того чтобы система (8.9.1) имела одно­

параметрическое семейство ш-периодических решений, стремящих­
ся при стремлении параметра к нулю к нулевому решению, необ­
ходимо и достаточно, чтобы имел место трасцендентный случай.

Достаточность уже доказана. Докажем необходимость. Предпо­
ложим, что система (8.9.1) имеет указанное семейство периодичес­
ких решений, но имеет место алгебраический случай. Тогда систе­
ма (8.9.10) имеет периодические решения в любой окрестности на­
чала координат. При доказательстве теоремы 8.9.1 во всех воз­
можных ситуациях была построена функция Ляпунова V(w,  z)  со 
знакоопределенной производной (в силу системы (8.9.10)). Следо­
вательно, функция V, вычисленная на периодических решениях сис­
темы (8.9.10), является строго монотонной функцией t, что проти­
воречит ее периодичности. Таким образом, случай не алгебраиче­
ский. Теорема доказана.

Если правая часть уравнения (7.2.15) аналитична в окрестно­
сти замкнутой траектории x =  x( t ) ,  то как простое следствие из тео­
ремы 8.10.3 получаем утверждение теоремы 7.2.8.

Действительно, замены у = х —x( t )  и (7.2.19) сводят вопрос об 
устойчивости решения x ( t ) системы (7.2.15) к вопросу об устойчи­
вости нулевого решения системы (7.2.20), которая аналогична сис­
теме (8.9.1). Поскольку система (7.2.15) автономна, она вместе с 
x( t )  имеет семейство периодических решений x (t- \-C ),  C e R  тако­
го же периода, что и х (().  Отсюда следует, что для системы (7.2.20) 
выполнены в части необходимости условия теоремы 8.10.3. Следо­
вательно, рассматриваемый случай — трансцендентный. По теоре­
ме 8.10.2 нулевое решение системы (7.2.20), а вместе с ним и ре­
шение х( / )  системы (7.2.15), устойчиво по Ляпунову. Теорема 7.2.8 
доказана.

(



Дополнение.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ С ЧАСТНЫМИ 
ПРОИЗВОДНЫМИ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

Дифференциальным уравнением с частными производными пер­
вого порядка называется уравнение

F (х х. . . ,х п, yxv . . . ,у Хп, у ) = 0, (-1)

где F(x .......... Р\...,Рп, у ) — гладкая (дважды непрерывно диффе­
ренцируемая) функция в области t/c=R2n+l, причем

1 < ^ ) ’ > ° -  (2) 
1 -1

Здесь и в дальнейшем индекс внизу в виде одного из аргументов 
функции обозначает частную производную по этому аргументу. 
Уравнение

F { x v . . ,x„ р {........ Рп,У) = 0  (3)

определяет в силу (2) гиперповерхность r c R 2rt+l.
В области U определена дифференциальная форма

П
w = d y — V  р ^ х ^  (4)

/-1

Здесь dy, dxi, i =  1.....n, — базисные формы, которые на касатель­
ных векторах кривой г (/) =  (* ,( / ) ..... * „ (/) , р , ( / ) ...... p n(t ) ,  y ( t ) )
принимают следующие значения: d x i ( i ) = i i ,  d y ( z ) = y .

О п р е д е л е н и е ,  п-мерная регулярная поверхность 2 = <D(ui.....
fn ): V'->-R2n+1, точки которой удовлетворяют уравнению  (3) и ка­
сательные векторы которой аннулируют форму (4), т. е. удовлетво­
ряют уравнению

ш = 0  (5)
называется интегральной поверхностью уравнения (1).

Регулярность поверхности означает, что Ф —-гладкая функция,
а векторы Ф с,.......Ф , я — линейно независимы.

Легко видеть, что если гладкая функция y = f  (xh х„) удов­
летворяет (1). то равенствами 4= f ( x ..... , х п),  pi== /Xj(х х......хп),
1 = 1 ..... л задается интегральная поверхность.
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Сопоставим с уравнением (1) систему обыкновенных дифферен 
циальных уравнений

траектории которой называются характеристиками.
Нетрудно проверить, что функция F (x i , . . . ,x n, P i , —,Pn, у)  явля­

ется интегралом системы (6).
Используя введенное ранее обозначение z =  (*i..... хп, р \ , .... р п, у ).

систему (6) запишем в виде

Задача Коши для уравнения (1) ставится следующим образом. 
Пусть в пространстве Ох\ . ..хпу  задана п— 1-мерная регулярная по­
верхность Ж, = t | j |  ( » 1, .... On—l ) ...... ...  ....  ..................  y  =  h ( v .......

Мы предполагаем, что уравнения (7), (8) однозначно определяют 
qi как гладкие функции W|,...,u„_i в области Р.

Требуется найти интегральную поверхность г = Ф ( 01,..., »п) 
уравнения (1), удовлетворяющую начальному условию <D(t>i,...,
Vn-U 0 ) = ф ( и , ........

Поверхность 2 = ф ( 1»1, . . . ,un- i)  называется начальной поверхно­
стью задачи Коши. В силу (7), (8) координаты точек начальной 
поверхности удовлетворяют уравнению (3), а ее касательные век­
торы — уравнению (5).

Начальная поверхность называется нехарактеристической, если 
характеристики ее не касаются.

Т е о р е м а .  Если начальная поверхность нехарактеристична, то 
существуй единственное решение г= Ф (0 1 ,.. . ,0 п- ь  0  задачи Ко­
ши, определенное при ( v \ , ..., u „ -i .)e P , | / |< 6 ,  6> 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть г= а у (ф (и ...... fn - i) ,  0  — решение
системы (6 '), определенное при | / |  < 6  и удовлетворяющее условию
ш (ф(и|.....vn- \ ) ,  0) = «p(ui...... Такое решение существует по
теореме существования и единственности.

Pi— —Fxt ~FuPi'  / = I ..... «• (6)
П

z = Z ( z ) . ( 6 ' )

fn - i) , (У|..... an-OczV. В R2n+| рассмотрим поверхность z =
=  ф (01..... Un-i), где ф =  (ф |,...,ф „, <7i,...,<7„, А), причем q i(vu ....
t»n- i)  ( i— 1.....п) определяются соотношениями

<7i..... Яп> А )= 0 (7)
П

(8)
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Положим Ф(»1, wn_i, /) = o > ( < p ( i ' i , / ).  Уравнение г =  
=  Ф(У|.....Vn- ь О  задает в R2n+l л-мерную регулярную поверх­
ность, так как согласно теоремам 5.2.1 и 5.2.2 Ф — гладкая функ­
ция и в силу нехарактеристичности начальной поверхности

, дФ , t  dw d<t dw  \r jn k ---------------------- =  rank (------------------ 1--------- , —  ) =  л.
О V .........dt J

Поскольку F — интеграл системы (6), то из (7) вытекает, что по­
верхность г = Ф ( « 1, . . . , i) удовлетворяет уравнению (3).

Покажем, что касательные векторы построенной поверхности 
удовлетворяют уравнению (5). Рассмотрим гладкую кривую 
( i > i ( s ) , . . . , t ( s ) )  на поверхности и касательный вектор 1 =  
=  .........0 ' я - ь  О» определяемый этой кривой. Имеем

ш(о=«^2 ф^ ;+ ф/)= « ^ 2  ф*/«,*̂ +<'*(фд

Так как Ф t = Z ( w ) ,  то
П —1

>(Ф, ) = у  — ^  PiXt =  0.
/-1

Далее
п - l  ,  / п - 1

2 « " * - £ -  2 » - л  t - i  т \ t - i
можно рассматривать как D g ‘(р ') , где р ' — касательный вектор 
начальной поверхности, a D g ‘ — дифференциал отображения g 1, 
порождаемого траекториями системы (6') за время t.

По формуле (5.2.1), если D g ‘(р') =  ( а ..... . Pi..... рп, у), то

F pp Р .
A B C  (9)

\F PxP F p p P + F p
где для краткости записи введены следующие обозначения матрич­
ных блоков:

fF  F \  / F  F  1 р , л Г Г ” '  Р х* а \  р,Г,I

г , * = \ ..................... . / V - I
р  F  I \  F  F

V  Р п * %%"  1 Р п х п /  \  P n P i ”  РпР п .

***• ^  ̂ ptxmPi У 
\ / - i  i- i  у

F PP P ^ F PJ ± F W 1 ^ F PI....... ± Р „ М РЛ
\ i - i  i - i  J
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Г ’ - \
^  pv  I • I* F pup — ^  F p ty Pi -

Wy J
Выражения для блоков А, В, С нам не понадобятся.

В силу (6) и (9 ) имеем

~  « (Dg> (Р') ) =  “ J T ^ Y  “  2  =

=  2  [Fpl*JPiaj'\-FpltlP$j')+ y .Fp?i-V-
t, J - i  t -1

n
+  2  [F p ,vP ‘Y +  ^  Щ +  F y P f l i ) -  

/ - 1

-  2  (̂ р,_,а/л + / Ч'ур'Л )“  2 ^ уа =
ЛУ-l  /-1

= ^ 2 а « , +  2 ( /: ' - л + /: ' ^ ) -
i - \  t - \

Но поверхность г = Ф ( 0 | , vn-i, /  ) принадлежит гиперповерхности 
Г, следовательно, ее касательные векторы ортогональны grad F, 
т. е.

i f / V .  +  f p / J + f . Y - O .
1-1

Отсюда вытекает, что при | / | < 6

— u > ( D g V ) ) =  — F y ^ D g X  Р')).

Так как ш (р ')= 0 , то (D(Dg*(p')) = 0  при всех | / |< б .  Существова­
ние решения задачи Коши доказано.

Докажем единственность. Поскольку решение задачи Коши 
для системы (6) единственно в силу гладкости ее правых частей, 
достаточно доказать, что вектор правой части (6) касается любой 
интегральной поверхности.

Если это не так в некоторой точке а, то, принимая интеграль­
ную поверхность за начальную и рассуждая как при доказатель­
стве существования, построим п +  1-мерную регулярную поверх­
ность М.
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Обозначим через ТаМ  касательное пространство М  в точке а. 
Векторы ТаМ удовлетворяют уравнению (5), следовательно, и 
уравнению

П
d * > = '2 i d x l dp i =  0, 

i - i
Дифференциальная форма rfto невырождена, так как матрица ее 
коэффициентов является симплектической единицей, определитель
которой равен единице. Пусть /<=/?2n+', a fa..... Ji„+i — базисные
векторы ТаМ. Тогда равенства du>(l, Х *)=0, ..... л + 1, дают
л + 1  независимых условий, которым должны удовлетворять век­
торы I, чтобы они принадлежали ТаМ.  Отсюда вытекает, что 
dim ТаМ ^ .п ,  а это противоречит предположению о размерности М. 
Теорема доказана полностью.

Итак, решение задачи Коши для уравнения (1) сводится к на­
хождению характеристик, т. е. к решению системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений (6).

Частный случай. Уравнение
/i< * i...... У)Ух1 +  " . + / * ( х 1. . . , х п, у ) у Хп =  К ( х 1. . . ,х п,у), (10)

где — гладкие в некоторой области функции, не обращаю­
щиеся одновременно в нуль ни в одной точке этой области, назы­
вается квазилинейным дифференциальным уравнением с частными 
производными первого порядка.

Соответствующая система (6) содержит подсистему
X i = f i ( X .......х я, у),

( 11)
y = R ( x  .......х а, у),

траектории которой называются характеристиками квазилинейного 
уравнения (10). Начальная поверхность задается как п— 1-мерная 
поверхность пространства О х \ ... хпу. Если она нехарактеристична, 
то, проведя через каждую ее точку характеристику, получим 
л-мерную поверхность, которая называется интегральной поверх­
ностью уравнения (10).

Если эта поверхность может быть задана уравнением у =  
= g ( x i, —, х п) , то функция £(лС|, ...,.?„) удовлетворяет уравнению

Действительно, так как интегральная поверхность образована
траекториями системы (1 1 ),то производная функции у —g ( x x..... *„)
в силу системы (11) равна нулю

откуда и следует сделанное утверждение. 
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