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В предлагаемой книге и зл а г а ю т с я  разделы м а т е м а т и 
ческого анализа, которые и зучаю тся  в технических в у з а х  
во втором семестре. Она я в л я е т ся  составной частью к о м п 
лекса  для организации дистанционного обучения по к у р с у  
« В ы сш а я  математика», разработанного на кафедре В ы с 
шей математики МЭИ.

П рограмма второго се м е с т р а  содержит сл ед у ю щ и е 
разделы:

—  интегральное исчисление функции одного п е р е м е н 
ного;

—  функции нескольких переменных (диф ф еренциаль
ное исчисление);

—  обыкновенные дифференциальные уравнения.
В книге содерж атся конспекты  лекций и р а з р а б о т к и  

для практических занятий, вопросы  и задачи для с а м о к о н 
троля в процессе изучения, а т а к ж е  контрольные р а б о т ы  
по всем темам, изучаемым в семестре.

В конце каждой лекции со д ер ж а тс я  контрольные в о 
просы к ней. Если ответ на какой-либо вопрос в ы з ы в а е т  
затруднение или нет уверенности в его правильности, то 
следует вернуться к соответствую щ ему месту в л ек ц и и  
(оно указы вается  в каждом вопросе ссылкой на о п р е д е л е 
ние, теорему, замечание или пример). Если в т ек сте  нет 
прямого ответа на поставленный вопрос, то посмотрите о т 
веты, следующие за контрольными вопросами.

В конце каждого занятия приведены примеры д л я  с а 
мостоятельного решения. Н а ч а л о  решения примеров и з а 
дач отмечено знаком О, а конец —  знаком £>.

Д ля  проверки усвоения студентами пройденного м а т е 
риала проводятся контрольные работы по темам: « И н т е 
грирование», «Функции нескольких переменных», « Д и ф 
ференциальные уравнения».

Авторы искренне благодарят Е. Б. Зарецкую, В. И. И в а 
нову за  большую помощь, оказан н ую  в подготовке р у к о п и 
си к изданию.



К У Р С  ЛЕКЦИЙ

Лекция 1

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

§ 1.1. СВОЙСТВА НЕОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА

На прошлых лекциях рассматривалась следующая за 
дача: дана функция F(x), требуется найти ее производную, 
т. е. такую функцию /(*), что f(x) = F'(x).

Сейчас разберем обратную задачу: требуется найти 
такую функцию F(x), производная которой равна заданной 
функции f(x), т. е. F \x )  = f(x).

Определение 1.1. Функция F(x) называется первообраз
ной для функции f{x) на отрезке \а,Ь\ если во всех точках 
этого отрезка выполняется равенство F\x)  = f(x).

ПРИМЕР  1.1. Найти первообразную для функции 
/(*) = *2-

Из определения первообразной следует, что

х 3 Г х 3 ^

Легко видеть, что если для данной функции /(^сущ ест
вует первообразная, то эта первообразная не является 
единственной. Так, в предыдущем примере можно взять

х 3 * 3 * 3Ft(x) = —  + 1, F2(x) = ------ 3 и, вообще, F(x) = —  + С, где
3 3 3

г  ( х% гС — произвольная постоянная, так как —  + G = х2.

Теорема 1.1. Если Е^х) и Р2(х) две первообразные для  
функции ¡(х) на отрезке \а,Ь\ то разность между ними 
равна постоянному числу.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу определения первообраз
ной имеем:

F{'(x) = f(x) и F2{x) = f(x), Vx e  [a,b].

Обозначим ф(x) = Fx(x) -  F2(x). Т огд а ,  очевидно,

ф 'М  = F{(x) -  F2(x) = f(x) -  /(x) = 0, V x  e  [a,b\

Но из того, чтоф'(х) s  0 на [a,ft] немедленно следует, что 
ф(х) г  С на [а,Ь]. Действительно, функция ф(х) у довлетво
ряет для любого х  е  (а ,Ь] всем у словиям  теорем ы  Л а г р а н 
ж а  на отрезке [а, х], так  как она н епреры вн а и дифферен
цируема на всем отрезке [а, Ь\ и, следовательно, 
непрерывна и дифференцируема и на отр езке  [а,х]. П о
этому по теореме Л агр ан ж а су щ еству ет  такая  точка 
£ е  (а, х), что ф{х) -  ф(а) = ф '^Х * -  а) = 0, т. е. ф(х) = ф(а), 
У х е (х ,Ь ] .  Обозначим ф(а) = С, тогда получим ф{х) = С, 
Vx е [а,Ь].

Теорема доказана.
Определение  1.2. Совокупность всех  первообразных 

для функции /(х) называется неопределенным интегралом  
от функции f(x) и обозначается символом

J  fix) dx.

Определение 1.3. Если функция F(x)  я вл я ет ся  первооб
разной для функции /(х), то вы р аж ен и е F{x)+C ,  где С —  
произвольная постоянная, н азы вается  неопределенным  
интегралом от функции /(х).

Таким образом, по определению,

J  /(x)dx = F{x) + С, (1 .1)

где F'{x) = f{x).
При этом функция Цх) н азы вается  подынтегральной  

функцией, вы р аж ени е /(х)dx —  подынтегральным выра
жением, а знак  | —  знаком интеграла.

Нахождение первообразной для данной функции /(х) 
называется интегрированием функции Цх).

Возникает вопрос: для всякой ли функции /(х) су щ ест
вует неопределенный интеграл? О твет: нет, не для всякой.



§ 1.2. ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ
ИНТЕГРИРУЕМОСТИ ФУНКЦИИ

Теорема 1.2 ( без доказательства). Если функция /(х) 
непрерывна на  [а,Ь], то для нее существует первообразная 
и, следовательно, существует неопределенный интеграл.

§ 1.3. СВОЙСТВА НЕОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА

Прежде всего отметим, что из определения неопреде
ленного интеграла вытекают следующие свойства.

1) Производная неопределенного интеграла равна 
подынтегральной функции, т. е. F'(x) = /(х), то и

( j / (* )d x )  = (/г(х) + С /=/(х). (12)

2) Дифференциал от неопределенного интеграла ра
вен подынтегральному выражению:

d (J  /(x)dx)  = d(F(x) + С) = (F(x) + С)' dx = f(x) dx.

3) Неопределенный интеграл от дифференциала неко
торой функции равен этой функции плюс произвольная 
постоянная: ,

J сВ Д  = F(x) + С (1.3)
или

J F'(x)dx = F(x) + C. (1.4)

Отметим, что свойство 3) неопределенного интеграла 
является очень важным для практики и называется вычис
лением интеграла путем подведения под знак дифферен
циала.

П Р И М ЕР  1.2.

[ - 7= J = d x  = f d (arcsin x) = arcsin x + C.
J 4 T 7  J

П Р И М ЕР  1.3.

|  X  ̂ dx = | d  (Vl -  x 2 ^  = л/l -  x2 + C.

4) Постоянный множитель можно выносить за знак 
интеграла, т. е.



J  а /(x)djc = а J/ (x)dx, ^

где а —  некоторая постоянная.

Действительно, в силу св о й ст ва  1) неопределенного ин
теграла /

( J a / ( x ) d x )  = a f ( x )

и
( a j/ ( x ) d x )  = а ( J  /(x)dx) =af{x),

т. е. вы раж ения а J  /(x)dx и а J  /(x)dx являются н е оп р ед е

ленными интегралами для одной и той ж е  функции а [(х). 
Следовательно, они равны (в  том смы сле, что в ы р а ж а ю т  
одно и то ж е  множество функций).

5) Неопределенный интеграл от суммы двух или н е 
скольких функций равен су м м е  их интегралов, т. е.

j  ifi(x) + f2(x))dx = J / , ( х )  dx + J /2(x)dx. (1 6 )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  К ак и в предыдущем случае, н а й 
дем производные левой и правой частей равенства ( 7 3 ) :

f

(J (/Л*) + /2 M)d*) = /1 w  + /2(4 
f f f  

( J/ ,(x )d x  + J / 2(x)dx)  = ( [ / , ( * ) )  + ( j / 2W )  = / i ( * ) + / 2W -

Таким образом, производные от левой и правой ч а с т е й  
равенства (73) равны между собой. Следовательно, в ы р а 
жения

j(fi(x) + f 2(x))dx и j/ i ( x ) d *  + J/2(x)dx

представляю т собой совокупность всех первообразных д л я  
одной и той ж е  функции /,(х) + /2(х). Значит, они р ав н ы .

6) Если ,
J  /(x)dx = /(х) + С,

то

f Лах + Ь) dx = -  F(ax + Ь) + С. ( 1 .7 )  
J а

Действительно,

¿ C f *  ах + b )d x )  = /(ах + Ь).



Обозначив через I = ах +Ь и вспомнив правило вычис
ления производной сложной функции, имеемГ

-  Р{ах + Ь) + С ] = - — (Д/))—  = -  ¡(ах + Ь)а = Дах + Ь). 
а I а (И йх а

Частные случаи свойства 6):

J f(x + b)dx = F(x + b) + С, J f(ax)dx = — F(ax) + C, 

где F'(x) = f(x).

§ 1.4,

1)

2)

3 )

5 )

7 )

8)

9 )

10) 

11) 

12)

13)

14)

15)

ТАБЛИЦА НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ

0с1х = 0,
„а+1

x a dx =
а  +1

+ С, а  * - 1,

Ах = ln |x |+  С,

cosxdx = sin л: + С,

— ^— dx = - c tg  х  + С, 
sin х
е х dx = е х + С,

ах dx = —— I- С,
1па

— - d x  = a rc tg x  + С,

4) J  sin л:djc = -cos x + С, 

6) | — T ~ dx = t g *  + c,
соэ х

l + x 2

 ̂ dx = — a rc tg — + C, a * 0,2 2 a + x  a a

— —- d x  = - I n  
l - * 2 2

1 + x

1 A 1 ,dx = — In 
2 a

l - x
a + x

+ C,

a2 -  x 2 
1

a -  x
+ C, a * 0,

rdx = arcsinx + С, | x\< 1,
V T ^ 2

v . ..........dx = arcsin— + C, |x |<  a,
J a 2 -  x 2 a



1

1

с!* = 1п|лг + л/х2 + а 21+ С, (а *  0),

йх = 1п|л: + л / х 2 - а 2\+С, | х | > | а |  > О,

18) | эЬ хдх  = сИх + С, 19) | с Ь хАх = э Ь х  + С ,

с1л:

СИ**
= № х + С, 21) \ ёл:

вЬ2*
= -сШ  х + С.

Справедливость формул таблицы неопределенных ин
тегралов может быть д оказан а  непосредственным д и ф ф е
ренцированием.

Например, в случае формулы 3)

1
[ —Ах =  1п|х|+ С

*  V*

имеем

а) если х > 0, то (1п|д:|)'= (1пхУ= —;
х

б) если х  < 0, то (1п|х|)' = (1п(-х)) ' = —  (-1) = —.
- х  х

В случае формулы 11) 

1
имеем

/
1

2 1 2 Ах = - а г ^ -  + С, 
а1 + х а а

— агс!§[ Г—
а I а

1 1

1 +
а (а + х )а а + х, 2  .

В случае формулы 13)

I
имеем

2 1 2 &  = - 1п 
а -  х 2 а

а + х
а -  х

+ С,

( 1 1 а + х
—  • 1п
2 а а -  хV

1
2 а а + х

= —  (1п|а + х\ -  1п | а -  х|/= 
2 а

1 1 а -  х  + а + х
2 а 2 2  ’  а -  х



В случае формулы 15)

 ̂ <1лс = а г с э т — + С,
л/а2 -  х 2 а

имеем ,
(  . 1 1  а 1 1агсэт-

Г а2 
В случае формулы 16)

( 1"1* + 'С Г Г ? |) - -  , „ГГ— 5

2 а л/а2 -  х 2 а у1а2 -  х 2

/
1 +

х  + 4 х “ + а 

у1х 2 + а2 + х  1

(х + л/*2 + а 2 у !х 2 + а2 л/*2 + а2
Аналогично доказываются и все остальные формулы 

таблицы неопределенных интегралов.
Замечание. Для практического приложения очень 

удобно запомнить следующие частные случаи интегралов 
формулы 2) таблицы неопределенных интегралов:

2

1. | 1с1х = х + С ;  2 . $ х  Лх = —  + С;

3 . ¡ х 2 4х  = —  + С; 4. _[ -Ух Ах = — 4 х* + С;
_ г 1 г- г Ах 1
5 . I -т= ¿х  = 2ых + С; 6 . I —»■ = - —+ С.

■'л/х 1 х х

Контрольные вопросы

1. Сформулируйте определение первообразной для 
функции у = /(*) (см. определение 1.1).

2. Можно ли утверждать, что разность между двумя 
различными первообразными постоянна?

3. Что называется неопределенным интегралом от 
функции ¡(х) (см. определение 1.2)?

4. Сформулируйте и докажите свойства неопределен
ного интеграла.

Ответы

2. Да (см. теорему 1.1).



ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ 
ИНТЕГРИРОВАНИЯ

§ 2.1. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННОЙ
В НЕОПРЕДЕЛЕННОМ ИНТЕГРАЛЕ

Одним из главных способов вычисления неопределен
ных интегралов является метод замены переменной или 
подстановки. Этот метод основывается на следую щ ей тео
реме.

Теореме 2.1. Пусть существует неопределенный ин
теграл

и пусть х = ф(̂ ), где  ф( )̂ — непрерывно дифференцируемая  
функция, имеющая обратную функцию. Тогда

Доказательство. П р еж д е всего отметим, что р а в е н ст 
во (2 .1)  понимается следующим образом: после интегриро
вания в правой части равенства (2 .1)  вместо < будет  под
ставлена функция t = Ф(дс), где Ф(х) —  обр атн ая  функция к 
функции х  = ф(<). Д л я  доказател ьства  сам ого  р авен ства
(2 .1)  продифференцируем по х  его левую и п р ав у ю  части:

| [(х)йх = | /(ф(0)ф'(0<^- (2. 1)

¿ ( 1  Я ф М )ф '(О ^) = ^ ( |  /(Ф(0)фЧ 0 ^ ) £



= /( ф (0)ф '(0-г- = /(ф(0) ф '( 0 — гг = Яф(О) = /(*)•ах <р'(г)
df

Таким образом, мы получили, что производные левой и 
правой частей равны, и тем доказали справедливость ра
венства (2.1).

Замечание  2.1. При интегрировании функций иногда 
целесообразно делать замену в виде t = у(х), а не х = ф(0- 
Тогда At = i|/'(<)dx.

Например,

I  ^ 7 T djc = J Т  = 1п1<1 + С = 1пМ *)| + С.J v|/(x) J t

П РИ М ЕРЫ .  1) Вычислите 
г dx
J J a 2^ ?

Делаем замену

, (а > 0).

. . .  . хх  = a sin г, г = arcsin —, 
а

-\/а2 -  х 2 -  -\/а2 -  а 2 sin2 t = a cos t.

Тогда

dx г а  cos tr ax r a cos г . t ,  n  . x  _—.—... ......= ----------At = \ At = t + C = arcsin — + C.
3 J a 2 -  x 2 } a co s t  3 a

2) Вычислите
j  xdx

1 + x 

Делаем замену

/ = 1 + x2, At = 2xdx, xdx = ^d/.

Тогда

f J ^ L  = i  f Ё1 = i l n |/| + C = - l n ( l  + x 2) + C.
3 \ + x 2 2 ] t 2 1 1 2 V '



§ 2.2. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО ЧАСТЯМ 
В НЕОПРЕДЕЛЕННОМ ИНТЕГРАЛЕ

Теорема 2.2. Пусть функции и(х) и v(x) —  дифференци
руемые функции на некотором отрезке. Тогда

j  и áv = uv -  j  V áu. ^2 2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По правилу дифференцирования 

d(uv) = и dv + v du.

Но тогда

| d(uü) = j  и dv + j  v du. ^2 3 )

Так  как
J  d (uv) = uv + С,

то отнеся константу С в любой из интегралов правой части 
равенства (2.3), получаем равенство

uv = J  и dv + J  V du,

из которого немедленно следует равенство (2.2).
Теорема доказана.
Формула (2 .1)  сводит вопрос о вычислении интеграла 

j  udv  к вычислению интеграла J  vdu. Во многих конкрет

ных случаях этот последний интеграл вычисляется без осо
бого труда.

Вычисление интеграла j  udv  посредством применения

формулы (2.1) назы вается  интегрированием по частям. 
П Р И М Е Р  2.1. Вычислите

J  x s i n  х  dx.

Тогда
г . , (  и = х, du = s i n x d x N 

х  sin xdx  = =
J du = dx, v = -  eos x

V /



Отметим основные классы функций, при интегрирова
нии которых применяется формула интегрирования по ча
стям. Как показывает практика, большинство интегралов, 
вычисление которых производится посредством интегри
рования по частям, можно разбить на следующие три 
группы.

I. К первой группе относятся интегралы, подынтегра
льная функция которых в качестве множителя имеет одну 
из функций In х, arcsin х, arccos х, arctg х. Для вычисления 
интегралов первой группы следует применять формулу 
(2.1), полагая в ней и(х), равной одной из указанных выше 
функций.

П Р И М Е Р  2.2.
{ и = ln x ,  dv = ХПс1лЛ л+1

f х а In х dx = 1 X n+l = —  ,
J du = — dx, v = ------  /2 + 1

X n + 1
ln X -

- J —J (n + 

П Р И М ЕР  2.3.

/
, n + 1

dx =
(n + l)x n + 1

ln x
(n +1 )2

+ C.

J x" ln* xdx =
и = ln* x, dv = x ^ x '

k ln x , xdu = ----------- dx, v =
n+ 1

П + 1

r n+l r n
= ------ ln* x -  f -------k ln*'1 xdx, k > 2.

n + 1 n + 1

Отметим, что для вычисления интеграла 

_[ х" 1п*4 dx

нужно снова применить формулу интегрирования по час
тям (2.1).

П Р И М Е Р  2.4.
( и = arctg х, dv = xdx

|  х a rc tg  xdx =
du = dx 

1 + x2
v =

= —  arctg x -  
2



П Р И М Е Р  2.5.

| а г с в т  х й х  =

V

и = а г с э т  х, <1и = д х '
= х  а г с Б т  х -

II .  Ко второй группе относятся интегралы вида:

где а, Ь, а  —  некоторые постоянные; п —  любое целое поло
жительное число.

Интегралы второй группы берутся  путем я-кратного 
применения формулы интегрирования по частям (2.1),  
причем в качестве и(х) каждый раз сл ед у ет  брать (ах + Ь) в 
соответствующей степени. После к а ж д о го  интегрирования 
по частям эта степень будет пон и ж аться  на единицу.

применить формулу интегрирования по частям (2.1).

| (ах + Ь)п вшоиссЬс, j  (ах + Ь)п с о б с с с с ! * ,  § (ах + Ь^е^дх,

П Р И М Е Р  2.6.

= х п

Д ля вычисления интеграла нужно снова

П Р И М Е Р  2.7.

2 Чак.



ПРИМ ЕР  2.8.

^ и = х " ,  d u = c o s x d x ^
|  х п cos x d x

dи = rixn dx, v = sin хч

= х п sin х - n j  х лЧ sin xdx.

Как уже отмечалось выше, для вычисления интегралов 
|  х""1 cos х dx и J  x n_1 sin х dx нужно опять таки применять

формулу интегрирования по частям (2.1).
III. К третьей группе относятся интегралы вида:

J е 0“ cosftxdx, J  е ах sinftxdx, Jsin(!nx)dx, Jcos(lnx)dx.

Обозначая любой из интегралов этой группы через /  и 
произведя двукратное интегрирование по частям, получа
ем для /  уравнение, из которого и найдем выражение для 
него. Отметим, что в полученном для /  выражении будет 
отсутствовать произвольная постоянная С, поэтому для 
вычисления соответствующего неопределенного интеграла
I нужно к полученному выражению добавить произволь
ную постоянную С.

ПРИМ ЕР  2.9.

/  = J е ах cos bx  dx =
( и = е ах, dv = cosbxdx'' 

sin bx
d и - ze dx, v =

=

b
v

sin¿>x а Г о * . , .-----e sin bx dx.h Jb b

Для вычисления интеграла J e ax sin bx dx еще раз при

меним формулу интегрирования по частям (2.1). В резуль
тате получаем



sin bx а е ах cos bx а2 ,
— ¡ ^ + — ----------- s ' - (2 .4 )

Таким образом, в результате двукратного применения 
формулы интегрирования по ч астям  (2.1). получили д л я  
интеграла I уравнение, из которого следует

, асоьЬх  + Ь в т Ь х ах
‘ ‘  а2 + Ь1--------- '  ' ( 2 .5 )

Отметим еще раз, что в правой части равенства (2 .5 )  
отсутствует произвольная постоянная С, а так как

I = | е а* со ьЬ хй х

является неопределенным интегралом, то

a cos bx  + b sin  bx
/ = J  e ax cos¿xd jc  =

[ОГИЧНО В Ы Ч И С Л Ж

J  e ax sin bxáx  =

a 2 + b2

Аналогично вычисляется интеграл

a sin bx - b  cos bx

+ C.

a2 + b 2
+ C.

П Р И М Е Р  2.10.

sin(ln x)áx  =
и - s in(ln  x), áv = d x '

dи = cos(ln x) ■ — , v = x 
x

= x  sin(ln x) -  J  cos(ln x)dx.

| cos(ln x)dx =
и = cos(ln  x), dv =djc' 

du = - s i n ( l n  x) ■ — , v = x

= x cos(ln x) + J  sin(ln x)dx.

Из последних двух равенств получаем

г . .. . , х sinfín  х) -  х  cosíln  х) „  
J sin(ln x)dx  = ------- ------- ------------- ------- - + С



|  соэ(1п х ) А х  =
X 8Ш(1п х) + X С05(1п х)

+ с.

Конечно, указанные три группы не исчерпывают всех 
без исключения интегралов, которые вычисляются посред
ством интегрирования по частям. Приведем ряд приме
ров, не входящих ни в одну из перечисленных групп.

ПРИМ ЕР  2.11.

Ь 4 - « *  =в т  х

'  1 ^ и = х, с!и = ---- -— с1лг
БШ X

Аи = Ах, V = -c tg  х

, Г СОБ X ,= - х  с1£ х + ------ ах =
■* в т  х

= - х  ^  х  + Г ^ 5*п х  = - х  ctg х  + 1п | э т  х  | + С.
* С1П V

ПРИМЕР  2.12.

I  -Ух2 + а2 Ах =
и = л/х2 + а 2, (1о =Ах

Аи =
л/х2 + а‘

2 2 2
Г“5------Г Г* + а  - а  I= Хл/х + а - — , .. .——■■■Ах = 

J

гёх, V = х

= х-\/х2 + а 2 - 1 л/х2 + а2 <1х + а 21 ...
л/х2 + а

:ёх.

Следовательно,

2 |  л/х2 + а 2 с1х = хл/х2 + а 2 + а 21

Таким образом, вычисляя интеграл
(1х

а х

л / Т Т а 2

1 л / Т Т ? "



имеем

| л/х2 + а 2 с1лг = ^ хл/х2 + а 2 + ^ -  1п | х + л/х2 + а 2 | + С.

Аналогично,

Контрольные вопросы

1. Сф ормулируйте и д о к а ж и т е  те о р е м у  о з а м е н е  п е р е м е н н ы х  в н е 
определенном интеграле (см. т е о р е м у  2 .1 ) .

2. К а к у ю  за м ен у  нужно д е л а т ь  в и н тегр ал ах  вида

| г  фч-ма*.

3. Сф ормулируйте и д о к а ж и т е  те о р ем у  об и нтегр ир овании по ч а с 
тя м  в неопределенном и н тегр але (см .  те о р ем у  2.2).

4. В ы числите интегралы:

„  г 2 а г а д д г  + 4х ,
•) J -----Г— 2----- АХ.

Ответы

2. < = Ч^х); т а к  к ак  (1/ = (ж)аде и

/ г  (х)Г(х)с1;<: = \ т  = <2/2 + С =  ^  + С.

4.

(см .  сво й ств а  4), 5 )  неопределенного интегр ала) .

(см .  вопрос 2 к лекции № 2).



(см. замечание 2.1).
Следовательно,

Í  dx = (arctg х)2 + 2 In (1 + х2) + С.

2 )

г cos х  — х  sin х  f (х  cos х У  , , , _
I ------------------ dx = p --------- - á x  = In(x cos x) + C

x c o s x  x c o s x

(см. замечание 2.1).



Лекция 3

КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА

В этой лекции приводятся сведения из высш ей алгеб
ры, необходимые для рассмотрения методов интегрирова
ния рациональных функций, являющиеся предметом об
суждения в лекции № 4.

В процессе развития математики не р а з  возн и кал а не
обходимость расширения множества р а с см ат р и вае м ы х  
чисел. Так, чтобы выполнять операцию сложения в множест
ве N натуральных чисел запаса  чисел в этом множестве до
статочно, но операция вычитания уже о казы вается  не всегда 
выполнимой. Например, в множестве N нет числа, вы ра
жающего разность 2—5. Чтобы вычитание было выполни
мым для любых натуральных чисел, были введены отрица
тельные числа, которые вместе с натуральны ми числами и 
числом 0 образовали множество Z целых  чисел.

Подобным ж е  образом для обеспечения выполнимости 
деления для любых чисел в I  (например, 2 : 5), кроме д е л е 
ния на 0, были добавлены дробные числа, которые вм есте 
с целыми числами, образовали множество рациональных  
чисел.

Когда к арифметическим операциям сложения, вы чита
ния, умножения и деления были добавлены алгебраические 
операции возведения в степень и извлечения корня, то о к а
залось, что в множестве рациональных чисел не всегда в ы 
полнима операция извлечения корня (например, среди р а 
циональных чисел нет числа, равного у/2). Появились 
иррациональные числа, которые вместе с рациональными



образовали множество /? действительных чисел. Однако 
и в этом множестве операция извлечения корня не всегда 
выполнима (например, нет действительного числа, равно
го -\/-Т). И тогда ввели мнимые числа, которые вместе с 
действительными образовали множество комплексных 
чисел.

Простейшим мнимым числом является так называемая 
мнимая единица, обозначаемая в математике буквой /. 
Она появилась как величина, призванная выражать одно 
из значений корня квадратичного из (—1), и поэтому она по 
определению наделяется свойством ¿2 = — 1. Введение мни
мой единицы дало возможность считать, что V—I =  ±г. Опи
раясь на такое определение мнимой единицы, комплекс
ные числа можно ввести следующим образом.

Определение  3.1. Комплексным числом называется вы
ражение вида

а + Ы,

где а, Ь — действительные числа;
< — мнимая единица.

Действительные числа а и Ь называются соответствен
но действительной  и мнимой частями комплексного чис
ла а +  Ы.

Используются обозначения:

г  =  а +  Ы, Ие 2 = а, 1 т  г = Ь.

Н ад комплексными числами выполняются операции 
сложения, вычитания, умножения, деления, возведения в 
степень с натуральным показателем и извлечения корня 
по правилам действий над алгебраическими многочлена
ми, причем полагается ¿2 = —1.

П Р И М Е Р  3.1. Найти

(1 -  ¿XI +  О-
(1 -  /XI +  /) = I2 — г2 = 1 — ( -1 )  = 2.

Комплексные числа подразделяются на действительные
а +  01

и мнимые
а +  Ы (Ь Ф 0).



Среди мнимых выделяют чисто мнимые  числа

О +Ы (Ь *  О).

Из школьного курса математики известно, что к ва д 
ратное уравнение

ах2 +  Ьх +  с =  О

не имеет корней, если дискриминант

О =  Ь2 -  4ас  <  0.

Однако это утверждение справедливо только по отно
шению к действительным корням. В м н о ж естве  комплекс
ных чисел квадратное уравнение всегда имеет корни, так  
как имеет смы сл и при С <  0.

П Р И М Е Р  3.2. Найти

х 2 + 2х  + 2 = 0.

Здесь 0 = 4 - 8  = -4,л/0 = л/1 ?  = ^ 4  • (-1) = 2л/Ч = +21 и 

корни уравнения
- 2  ± 2» . . .

* 1,2 = — ^—  = - 1  ±  г.

Определение 3.2. Числа г  = а  + Ы и г  = а -  Ы (а, Ь —  
действительные числа) назы ваю тся сопряженными  комп
лексными числами.

Сопряженные комплексные числа о б л ад аю т  следую 
щими свойствами.

1”. Если г  —  действительное число, то г  = г.
Д ля любых комплексных чисел г , ,  г 2 , г:

2°. 2, + г 2 = 2, + 22;

3 . 2, * 22 — 2, 22,

4”. ( ^ - 1  = ^ ( 2 2 * 0 *  
г 2

5°. 2" = 2" .

Свойства 1°, 2° докажите самостоятельно.



Докажем свойство 3°. Пусть г х = а + bi, z2 = с + di(a, b, 
с, d  — действительные числа). Тогда z, = а -  bi, z2 = с -  di 
и

z, z2 = (а + bi)(c + di) = (ас -  bd) + i(ad + bc), 

z, z2 = (a -  bi\c  -  di) = (ac -  bd) -  i(ad + bc).

Из сравнения двух последних результатов следует

Z\ ̂  “  Z| * 2̂2 •

Докажем теперь свойство 4°. 
z, _  а + bi _  (а + bi%c -  di) _ (ас + bd) + (bc -  ad)i _ 
z2 с + di (с + di)(c -  di) (с2 + d2) + (cd -  cd)i

_ ac + bd bc -  ad . 
c2 + d2 c2 + d2 

z x _  а -  bi _ ( a  -  bi)(c + dt) _ (ac + bd) + (ad -  bc)i _ 
z2 с — di (c -  di)(c + di) (c2 + d2)

_ ac + bd bc -  ad . 
c2 + d2 c2 + d2

Из сравнения результатов следует свойство 4°.
Свойство 5° доказывается путем ( п — 1)-кратного при

менения свойства 3°:
J l  _  “  I  —2 _  JI ^  _  _2 — _  —2 — __ —3 „  _ „2 —  2 ■ 2 — 2 , 2  — 2 *2 — 2 2  — 2 2 — 2 И Т .  Д.

§ 3.1. МНОГОЧЛЕНЫ

Функция P(z) вида

P(z) = Л0 + /ltz + i42z2 +...+ Anz n, 

где z — независимая переменная,
А 0,А 1, . . . , А п — постоянные коэффициенты, называются 
многочленом.

В общем случае коэффициенты и независимая пере
менная рассматриваются как комплексные величины.



Если Л„ Ф 0, то P(z)  называется многочленом степени п 
и обозначается символом Pn(z).

Если Л„ = 0, АпЛ = 0 , . . . .  Л т+1 = 0, А т Ф 0, то 
P(z) = Pm(z) —  многочлен степени т. При т = О, 
P(z) = P0(z) = Л0 (ф 0) —  многочлен нулевой степени (по
стоянная, не равн ая  нулю).

Если P(z) = 0, то многочлен н азы вае тся  нулевым  много
членом, и его степень не определяется.

В высшей алгебре д оказы вается  (основная  теорема а л 
гебры), что любой многочлен степени п можно представить 
в виде

P„(z) = ( z - z , X z - z 2) . . . ( z - z n)A„,

где z , , z2, . . . ,  zn —  комплексные числа.
Это представление называется разложением много

члена на линейные множители.
Очевидно, P„(z,.) = 0 (i = 1,2,. . . ,  п).
Числа zt, z 2, . . . , z n называю тся корнями многочлена.
Если все корни различны, то они н а зы в а ю т ся  просты

ми корнями.
Если среди корней есть одинаковые, то объединив все 

соответствующие им линейные множители в степени, по
лучим представление многочлена в виде

Pn( z ) = ( z - Zl)k' . . . ( z - z m)k” A n,

где все числа г , , . . . ,  z m различные.
Показатели степеней kl, . . . , k m н а з ы в а ю т с я  кратно

стями корней, соответственно, z , , . . . ,  zm.
При наличии кратных корней число различных корней 

у многочлена Pn(z) степени п меньше, чем п, но если к а ж 
дый корень считать столько раз, какова  у него кратность, 
то можно ск азать , что любой многочлен степени п имеет 
ровно п корней, т а к  как, очевидно,

+•••+*« = и .

Это утверждение относится и к сл у чаю  п — 0, когда оно 
означает, что многочлен нулевой степени не имеет корней 
(имеет 0 корней). Вспомните, что P0(z) = Л 0 *  0.



Для разложения многочлена на множители достаточно 
уметь находить корни многочлена.

П Р И М Е Р  3.3. Найти
Р2(г) = 22 + 2г + 2.

Так как корни этого многочлена

2, = - 1  + / ,  г2 = - 1 - 1  (см. пример 1.2), то 

г 2 + 2г + 2 = (г -  -  г2) = (г + 1 -  ¿Хг + 1 + О-

§ 3.2. МНОГОЧЛЕНЫ С  ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Многочлены с действительными коэффициентами об
ладают рядом свойств, вытекающих из следующих двух 
теорем.

Теорема 3.1. Если в многочлене с действительными 
коэффициентами

р п(г ) = А> + +...+ А тг т +...+ А пг п (3.1)

значение аргумента г  заменить на сопряженную величи
ну г, то значение многочлена также заменится на сопря
женное.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим слагаемое Атг т. З а 
меним в нем г  на г. Тогда получим

А тг т = (по свойству 5°)

-  А т^ = ( П = А ^ - ^ = ( 3 ° )  = А ^ .

Полагая т — 0, 1, ..., п, придем к выводу, что каждое 
слагаемое в правой части формулы (3.1) меняется на со
пряженное при замене в нем 2 на 2, следовательно, по
свойству 2° ____

ЯП(2) = Я„(2),

что и доказывает теорему.
Теорема 3.2. Если  20 — корень многочлена с действи

тельными коэффициентами Рп(г), то сопряженное число 
20 также являет ся корнем этого многочлена.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теорем е 3.1 Рп(г0) = Рп{г 0). 
А так как Р„(г0) = О, то Р„(г0) = 0 и Рп(г 0) = 0. С ледователь

но, г 0 —  корень многочлена Рп(г). Теорема доказана.
Теорема означает, что мнимые корни многочлена с д е й 

ствительными коэффициентами (если  они есть) попарно 
сопряжены.

Пусть г 0 = а + Ы и г0 = а -  Ы (а, Ь —  действитель
ные) —  мнимые корни многочлена Рп(г) с  действительными 
коэффициентами. Тогда в разлож ение многочлена Рп(г) б у 
дут входить линейные множители (г  -  г 0) и (г  -  г 0). Их про
изведение

(2 - 2 0Х2 - 20) = г 2 + /72 + <7. (3 .2 )

По теореме Виетта

р =  - ( г 0 +  20 ) =  - 2 а ,  ц  =  г 0г 0 =  а 2 + Ь 2 .

О тсюда следует, что квадратный трехчлен в правой ч а 
сти (1 .2)  имеет действительные коэффициенты р, 7 . П р и 
чем его дискриминант

£) = р 2 -  4<7 < 0,

так как корни квадратного трехчлена мнимые.
Перемножив рассмотренные линейные множители, 

многочлен можно будет представить в виде

Рп(г) = ( * -  20Х2 -  г 0)Р„_2(г) = ( г 2 + р г  + я)Рп_2{г), (3 .3 )

где Р„_2{г) —  многочлен степени (п — 2). Т ак  как Рп_2(г) 
можно получить как результат деления многочлена Р„(г) с 
действительными коэффициентами на квадратный трех
член (г 2 + р г  + ¿7) с действительными р и 9 , то коэффициен
ты Рп.2(г) т а к ж е  действительные.

Если г 0, а следовательно, и г 0 я вл я ю тся  корнями и у 
многочлена Рп_2{г), то аналогично получим

Рп-Лг) = (2  -  20Х2 -  20)Я„_4(2) = ( г 2 + р г  + я)Р„.4(г),

где Рп.4(г) —  многочлен степени (п — 4 )  с действительными 
коэффициентами.



Из (3.3) следует

Р„(г) = (2 ~ г о)2(г  -  г 0)2Рп_4(г) = (г2 + рг  + ц)2Рп_4(г).

Продолжая процесс выделения линейных множителей 
(г -  г 0\  (г -  г 0) в многочлене Р„(г), мы придем в конце кон
цов к его представлению в виде

Рп(г) = ( г -  г 0У(г -  г 0)1 Рп.21(г) = (г2 + рг  + я)‘Р„.21(г), (3.4)

где Рп_2((г) — многочлен степени (п — 21) с действительны
ми коэффициентами, для которого ни г 0, ни г 0 уже не яв
ляются корнями.

Из (3.4) следует, что в разложении многочлена с дей
ствительными коэффициентами на множители его 
мнимым сопряженным корням будут  соответство
вать квадратичные множители (в общем случае квад
ратные трехчлены) с действительными коэффициента
ми. Их количество равно кратности каждого из корней. 
Заметим, что кратности мнимых сопряженных корней 
многочлена с действительными коэффициентами всегда 
совпадают.

Установленное свойство позволяет сделать вывод, что в 
общем случае многочлен Рп(г) с действительными коэф
фициентами можно разложить на линейные и квадра
тичные множители с действительными коэффициен
тами:

Рл(г ) = (г  - а 1)*1. . . ( г - а т )*™(22 + р,2 + <7,)'1

...(г2 + ргг + д,)1' ■ АЙ. (3.5)

Линейные множители (г -  а , ) , ..., (г -  ат) соответствуют 
действительным корням многочлена а , , . . . , а т 
(й ,,..., &т — их кратности), а квадратичные множители 
(г2 + р{г  + ¿7[ ) , ..., (г2 + ргг  + <7Г) соответствуют парам мни
мых сопряженных корней (/,,..., /, — кратности каждого 
из корней в парах). Дискриминанты квадратичных мно
жителей отрицательны.



§ 3.3. УСЛОВИЯ ТОЖДЕСТВЕННОСТИ 
ДВУХ МНОГОЧЛЕНОВ

П усть P„(z) и Qn(z) многочлены степени п.
Если Pn(z) = Qn(z) Vz, то говорят, что многочлены Pn(z) 

и Qn(z) тождественны и пишут

Pn(z) = Qn(z).

Сформулируем два условия тождественности.
Г .  Если в многочленах Ял(г), Qn(z) коэффициенты при 

одинаковых степенях равны, то Pn(z) s  Qn(z).
2“. Если Pn(z) = Q„(z) при п +  1 различных  значениях а р 

гумента Z p Z j , ..., zn+1, то Pn(z) = Qn(z).
Условие Г  очевидно. С п р авед л и вость  условия 2° м о ж н о  

д оказать  методом «от противного».
Допустим, что сущ ествует такое значение ар гу м е н та  

z0, при котором Pn(z0) *  Qn(z0). Рассмотрим многочлен 
R(z) = Pn(z) -  Q„(z). Так как /?(z0) *  0, то R(z) —  ненулевой 
многочлен и, следовательно, имеет степень. Как р азность  
многочленов степеней п его степень не может быть больш е п. 
Но, с другой стороны, т а к  к а к  R(zt) = 0, R(z2) = 0, ..., 
R(zn+1) = 0, то он имеет п +  1 различных корней и ст е п е н ь  
его долж на быть больше п. Полученное противоречение 
означает, что допущение «от противного» неверно, и ни 
при каком значении аргумента z 0 значения Pn(z0) и Q„(z0) 
не могут быть неравными, т. е. P„(z) = Q„(z).

Условия тождественности многочленов и спользую тся  
при решении задач, которые могут возникать в п р о ц ессе  
интегрирования рациональных функций. Р а сс м о т р и м  
пример такой задачи.

П Р И М Е Р  3.4. При каких Л, В, С имеет место т о ж д е ст в о

Az(z - 1 )  + Bz(z -  2) + C(z -  lXz -  2) -  z2 + 2.
Преобразуем многочлен с л е в а ,  расположив его по с т е 

пеням z:

(А + В + C)z2 + (-А - 2  В -  3C)z + 2С = z 2 + 2.

Чтобы это равенство было тож деством , приравняем к о 
эффициенты при одинаковых степенях z слева и с п р а в а



А + В + С  =1 
- А - 2 В - З С  = 0 •

2 С = 2

Решая эту систему, получаем значения А = 3, В = —3, 
С = 1, при которых многочлены будут тождественны.

Здесь было использовано условие Г. Если использо
вать условие 2°, то в рассматриваемом случае задача ре
шается проще.

Потребуем, чтобы исходные многочлены совпадали в 
точках г, = 0, г2 = 1, г 3 =  2. Тогда

2 = 0 => 2С = 2 => С = 1, 
г = 1 => —В = 3 => В = —3, 
2 = 2 = > 2 Л = 6 = > Л = 3 .

Здесь фактически тоже получается система трех урав
нений с неизвестными А, В, С. Но она является расщеплен
ной (каждое уравнение содержит только одно неизвест
ное). Поэтому для его решения требуются минимальные 
усилия.

Контрольные вопросы

1. Какие числа называются комплексными, мнимыми, чисто мнимы
ми)? (см. определение 3.1).

2. Какие комплексные числа называются сопряженными и какими 
свойствами они обладают? (см. определение 3.2 и свойства 1'—5").

3. Какие корни многочлена называются простыми и какие кратны
ми? Как определяется кратность корня? Сколько корней имеет много
член степени л? (см. разложение многочлена на линейные множители).

4. Что произойдет со значением многочлена с действительными ко
эффициентами, если значение его аргумента заменить на сопряженное? 
(см. теорему 3.1).

5. Пусть многочлен с действительными коэффициентами имеет мни
мый корень 20. Может ли сопряженное с ним число г0 не быть корнем 
этого многочлена? (см. теорему 3.2).

6. Как выглядит разложение многочлена с действительными коэф
фициентами на линейные и квадратичные множители? Какими числами 
являются коэффициенты этих множителей? Чем определяются показа
тели степеней в разложении? (см. формулу (3.5)).

7. Сформулируйте условия тождественности двух многочленов (см. 
условия Г, 2*).



Лекция 4

РАЦИОНАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ

В этой лекции р ассм атри ваю тся  методы, и спользуем ы е 
при интегрировании рациональных функций.

Функция называется рациональной, если любое ее з н а 
чение можно получить, выполняя конечное число а р и ф м е 
тических операций (сложения, вычитания, умнож ения и 
деления).

Рациональной функцией я вл я ется ,  например, м н о го 
член

Входящие в его выражение степени можно вы числить с 
помощью умножений: х 2 = х  ■ х, х 3 = х  ■ х х  и т. д. 

Рациональной будет т а к ж е  функция

где Рт(х), Рп(х) —  многочлены степеней т и п  с о о т в е т 
ственно.

Многочлен называется целой  рациональной функцией.

бью, правильной, если т < п ( т. е. если степень многочлена 
в числителе меньше степени многочлена в зн ам ен ател е)  и 
неправильной, если т > п. При п = 0 Рп(х) = А0 *  0 и отно-

Рп(х) = А0 + Ахх + А2 х 2 + . . .+  Апх".

( 4 .1 )

шение
1

, по сущ еству , многочленом —

*3 Чак. МОЛ

' м ; т и  А5081У



Следовательно, в этом случае, отношение определяет це
лую рациональную функцию.

Нетрудно понять, что любое выражение, задающее ра
циональную функцию R(х) можно привести к виду (4.1). 

ПРИМЕР  4.1. Вычислить
* 3

R(x) = х  + — — + х  9

jc3
х - 9  х  + 4

з

х 2 +4 (х -  9Х*2 + 4)
Приводя к общему знаменателю слагаемые в R(x) и 

складывая их, получаем
х (х  -9 Х х 2 +4) + (х2 +4) + х 3

R(x) =
(х -  9Хх2 + 4) 

с4 - 8 х 3 +5х2 -  36* + 4

т. е. R(x) =

х 3 - 9 * 2 +4х  - 3 6

Рз(х)

Определение 4.1. Рациональные дроби вида

(р2 -  4q < 0),А M x + N  , 2
(х -  ä)k (х 2 + рх + q)1

где А, М, N, а, р, q — постоянные, k n  I — натуральные, 
называются простейшими дробями.

§ 4.1. РАЗЛОЖЕНИЕ РАЦИОНАЛЬНОЙ ДРОБИ 
НА ПРОСТЕЙШИЕ

При интегрировании рациональных функций важное 
значение имеет теорема о разложении рациональной дро
би на простейшие.

Теорема 4.1. Пусть рациональная дробь (4.1) являет
ся правильной, Рт(х) и Рп(х) — многочлены с действи
тельными коэффициентами и разложение многочлена в



знаменателе на линейные и квадратичные множители  
имеет вид

Р„(х) = А„(х -  а)к ...(х2 + рх + <?)' ...{р2 -  4 ?  < О,...).

Здесь Ап —  старший коэффициент многочлена (при  
х п)\

(х -  а)* —  множитель, соответствующий действи
тельному корню многочлена а кратности к;

первое многоточие выражает возможность наличия 
множителей, соответствующих другим действительным  
корням многочлена;

(х2 + рх + я)1 —  множитель, соответствующий паре 
мнимых сопряженных корней многочлена кратностей I;

второе многоточие выражает возможность наличия  
множителей, соответствующих другим парам мнимых  
сопряженных корней многочлена.

Тогда рациональная дробь (4.1) разлагает ся на 
простейшие дроби. В разлож ении каждому м нож ит елю  
(х -  а)* соответствует к слагаемых

А 1 Л2 А к
— —  + ------ — 7Г + —+ ------х -  а (х — а) (х -  а)

а каждому множителю (х 2 + рх + )̂* соответствует I 
слагаемых

М1х + Ы1 М2х  + Ы2 М ,х + Ы,

х 2 + рх + я (х2 + рх  + <7)2 (х 2 + р х  + <7)'

Коэффициенты разложения А1,А2 ... Ак М и М2 ... М,, 
ЛГ,,ЛГ2 ... Ы, и все другие определяются однозначно.

Д оказательство  теоремы здесь  не р а с см а т р и в а е т с я .
На практике для разложения правильной рациональной 

дроби (2.1) на простейшие используется метод неопределен
ных коэффициентов, под которыми понимаются коэффици
енты Л , ....... Ак, Мх, ..., М,,Ыи ..., и, которые о п р е д е л я 
ются из условия тождественности дроби (4 .1 )  и ее 
разложения.

П Р И М Е Р  4.2. Вычислить

п . . 4 х 2 + Зх + 3
К(х) = ---------------г-(х + 1)(х-\)2



В соответствии с теоремой 4.1 разложение будет иметь 
вид

п . . А В С
R (* ) --------Г + -----7 + ------r pX + 1 х —1 (х - 1)

Если коэффициентов немного, то их обычно обозначают 
различными латинскими буквами без индексов.

Для отыскания неопределенных коэффициентов сложим 
дроби

= А (х-1 )2 + В(х + 1Х*-1) + С(* + 1)

( х  +  1 Х дс - 1  )2

и потребуем, чтобы получившаяся дробь была тождест
венна исходной. Так как у них знаменатели одинаковые, то 
достаточно, чтобы были тождественны многочлены, стоя
щие в числителях:

А(х  - 1)2 + В(х + IX* -1) + С(х + 1) s  Ах2 + Ъх + 3.
Возникает задача, подобная рассмотренной в приме

ре 3.4. Применим здесь условие 2° тождественности много
членов:

JC = 1=> 2С =10 = с  =5,
х = - 1 = > 4 Л = 4 = > Л = 1 ,
х  = 0 => А — В + С = 3 => В = 3.
Подставляя найденные А, В, С в простейшие дроби с 

неопределенными коэффициентами, получаем разложение
4х 2 + Зх + 3 _ 1_____ 3 | 5
(х + Щ х-])2 х + 1 х - I  (х -1 )2'

§ 4.2. ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ

Как уже было установлено, рациональная функция 
представима в виде дроби

п/И  -  PmW  
Рп(*У

где Рт(х), Рп(х) — многочлены степеней т и п  соответст
венно.

Если дробь неправильная (т > п), то у нее можно выде
лить целую часть, т. е. представить в виде



т  = />„_„(*) + ^  (s < п\

где Рт_п(х) —  многочлен степени (т - п ) ,  н азы ваем ы й  це
лой частью дроби;

Р (х)
—--------- правильная дробь (дробная ч а ст ь  R(x)).
РЛХ)
Целую часть можно выделить, раздели в числитель 

Рт(х) на знаменатель Рп(х\ например «углом».
л:4

П РИ М ЕР  4.3. Если R(x) = —-------, то
х  +1

X +1

X2 - 1 частное
х 4

х 4 + х 2 
~ ^ 2 
- х 2 - 1

1 — остаток

Частное от деления будет целой частью, а остаток  от 
деления —  числителем дробной части,

1
R(x) = х  - 1  +

х +1

Интеграл от рациональной функции, в общ ем случае, 
находится как сумма интегралов от целой и дробной ч а с 
тей

| /?(х)^х =| Рт. п{х)йх

Целая часть Рт. п(х) интегрируется непосредственно 
как линейная комбинация степенных функций. Д л я  интег-

,  Р,(х)
рирования правильной дроби ^  в общ ем случае, ее

разлагаю т на простейшие дроби и пр едставля ю т интеграл 
суммой интегралов от простейших дробей.

П Р И М ЕР  4.4. Вычислить



í —̂ — dx  = (см. пример 4.3) = f (х2 -  \)dx + f -- - --  = 
J x 2 +1 J J x l +1

x 3= ------ x  + a re te  x +C.
3 K

Здесь не потребовалось разлогать дробную часть на 
простейшие дроби, так как интеграл от нее оказался таб
личным.

П Р И М Е Р  4.5. Вычислить

г Ах2 + Ъх + 3 ,
—-------—....„ dx.

3 (х + Щх - 1)2

Здесь под знаком интеграла стоит правильная рацио
нальная дробь. Поэтому целую часть выделять не потре
буется, а для разложения дроби на простейшие воспользу
емся результатом, полученным в примере 4.2.

[ 4 * 2 + 3* + 3 d г ^ _ 3 г _ ^  + 5 г _ J x  =
J (х + IXJC - 1)2 X + 1 3 х  -1  J {х -  I)

= г ф :  + 1) з г d(x - 1) ,
J (je + 1) 3 (* -1 )

+5j  ^  = in| x  + l |-  3 ln| x - 1|---- —  + С =
( x - i  y x - l

- ln x + l
( X - l  y x - l

+ C.

Простейшие дроби в этом примере были дробями вида
Л

(х -  а)к ’

которые всегда можно интегрировать путем подведения 
под знак дифференциала двучлена (х - а ):

( х - а )
d(x -  а) 
(х -  а)к

А 1п| х -  а|+ С при k = 1
А и I---------------- — при k *  1

(1 -  kXx -  а)

Д ля отыскания интеграла от простейшей дроби второ
го вида



MX  +  N  . / 2 i  m ■ dx, (р -  4q < 0)
J (х 2 + рх + q)k

выделяются полный квадрат  в квадратном трехчлене и 
основание квад р ата  в числителе, которое подводится под 
знак дифференциала:

г М(х + ( р /  2)) + ( N -  (Мр  / 2)) р 
} [(х + ( р / 2 ) ) 2 + ( q ~ ( p 2 /4))]*  2 

(x + ( p / 2 ) ) d ( x  + ( p / 2 ) )
= A ij

[(х + ( р / 2 ) ) 2 + (q — (р2 /4))]*
+

______ ¿(х + ( р /  2))______
2 } [ ( х  + { р / 2 ) ) 2 + {Я - ( р 2 / Щ к'

/ Р \после чего интеграл сводится (заменой х  + — на х)  к интег

ралам вида
. е х dx . г dx
1 = ) 7 1 -------Г Г  *  1к = )  —2------- ¡пт. (4 .2)■' (х + а ) •' (х  + а )

2

где а2 = q -  —  > 0, так как р2 - 4 ^  < 0.
4

Интеграл / находится путем подведения под зн ак  диф
ференциала двучлена х 2 + а2:

1 г d(x2 + а2) 
2-* (х 2 + а2)к

= j^ l n ( j c 2 + а2) + С при 6 = 1

_  + СприЛ * l j  ( 4 .з)и л и -------
2(1 — ЛХ-ж* + о2)

Интеграл 1к при £ =  1 является табличным

А = | *Х 2 = - а г с 1 д -  + С.
-1 х + а  а а

При /г > 1 для его вычисления можно и сп ол ьзовать  ре
куррентную формулу, для получения которой проинтегри-



руем I к по частям и выполним указанные ниже преобразо
вания:

х 2йх
(х2 + а2)к ■’ (х2 + а 2)*+1

0, г (х2 + а2) - а 2
(х2 + а 2У ■' {хг + а*)* 

х  с йх ¡ г  йх
(х2 + а 2)к } (х2 + а 2)к } (х2 + а 2)м

= х . + 2к1к - 2 к а 21к+1.
(хг + а1 у

Находя отсюда 1к+1, получаем рекуррентную формулу
_х______ 2к - 1

2 ка1(х2 +а2)* 2 ка2

По этой формуле / 2 выражается через /,, / 3, через / 2 
и т. д.

П Р И М Е Р  4.6. Вычислить
йх

<* -  >. 2' - 4  (4.4)

/(х2 + 4)2
Этот интеграл равен /2 при а2 = 4.

Найдем сначала /, = [ — = -агс 1 д — + С.
1 3 х 2 + 4 2 ё 2

Затем из формулы (2.4) при к = 1 получим

с йх х  1 (1 , х  „+ - I  -а гс 1 £ — + С
(дг + 4) 8(лг + 4) 8^2  2

Замечание. Интеграл 1к можно находить также с по
мощью подстановки

х  =  а{%1,

которая сводит его к интегралу от тригонометрического 
выражения (методы интегрирования тригонометрических 
выражений рассматриваются ниже).

Так, в примере (4.6) подстановка х  = 2 tg /  приводит к 
интегралу



2 сН
(4 tg  < + 4) сое I 16

\
= — [/ + - з ш 2 /  

16 2
+ С = —  а г с ! е — + —  + С =

16 2 16

1 , х  1 1 х  1 х
—  а г с ! е — + ---------— — + С = — агс^д — + ---------
16 2 161 + 1е 2  ̂ 16 2 8 4  +

(Сравните с результатом, полученным по рекуррент
ной формуле.)

Контрольные вопросы

1. К ак и е функции н а з ы в а ю т с я  р ац ио н ал ь ны м и ? К а к и е  среди них н а 
з ы в а ю т с я  целыми, к а к и е  д робны м и? К ак и е р а ц и о н а л ь н ы е  дроби н а зы 
ва ю тся  п р ави ль н ы м и , к а к и е  неправильны м и?

2. К ак и е р а ц и о н а л ь н ы е  дроби н а з ы в а ю т с я  п р о ст е й ш и м и ?  С ф о р м у 
лируйте теор ем у о р азл ож е н и и  правильной р а ц и о н а л ь н о й  дроби на про
стейш ие (см .  те о р ем у  4.1) .

3. В  чем з а к л ю ч а е т с я  метод неопределенных коэф ф иц иентов  для 
разл ож е н ия правильной рациональной дроби на п р о ст е й ш и е ?  (с м .  при
мер 4.2).

4. К а к  можно в ы д е л и т ь  целую ч асть  у н еп р а в и л ь н о й  рац иональной 
дроби? (см .  пример 4 .3 ) .

5. К а к  и нтегрируется ц елая ч асть  неп равильной рац и о н ал ь н о й  д р о 
би? (см. пример 4 .5).

д
6. К ак  интегрируется простейшая дробь вида —— ^ * ?  (см .  пример 4.5).

Мх  + Ы
7. К а к  и н тегр ир уется простейш ая д р о б ь  в и д а  2 +р х  + д)к’

(р2 - 4(? < 0)? (см .  п р о ц ед у р у  сведения к и н т е гр а л а м  ( 4 . 2 ) ,  ( 4 .3 )  и (4 .4 ) ,  
пример 4 .6  и зам еч ан и е) .



Лекция 5

ИНТЕГРИРОВАНИЕ ВЫРАЖЕНИЙ, 
СОДЕРЖАЩИХ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ 

ФУНКЦИИ

Прежде чем рассматривать методы интегрирования 
выражений, содержащих тригонометрические функции, 
введем понятия многочлена и рациональной функции двух 
переменных.

Определение  5.1. Многочленом т-й степени от двух  
переменных х, у  называется выражение вида

Рт(*>У) = L m 0х т + ЬтЛЛх т~ху  + ...+  L0my m +

+ L m-\,ox  + ...+  L0rn-\y + .. .+  L xox + L0iy + L00,

в котором коэффициенты L m0,.. . ,L 00 являются действи
тельными числами.

Определение  5.2. Рациональной функцией R(x, у) двух  
переменных  называется отношение вида

<?/(*. У)R(x,y) =
РЛЪУ)

где Q,(x,y) и Рт(х,у) — многочлены от двух переменных.
Выражение /?(sin х, cos х) означает, что в рациональ

ной функции R(x, у) вместо х  записывается sin х, а вместо 
у  — cos х.

Например, если рациональная функция

х + 2 х у  + у + 1



то

7?(sinx,cosx) =
s in 3 х + 3 s i n x c o s 2 у + s i n *  + 5 

s in 2 x  + 2 s in 2 x c o s 2 X +  COS* + 1

§ 5.1. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ВЫРАЖЕНИЙ R{sin x, cos x)

Интегрирование выражений такого вида всегда может 
быть сведено к интегрированию рациональной функции 
одной переменной с помощью универсальной тригоно
метрической подстановки:

t = t g ~ . x  е  ( - 7 t , 71).

Действительно, так  как
п ■ X х п 2 х s in (x  / 2)

s in x  = 2 s in  —c o s — = 2cos — -------1
2 2 2 cos(x  / 2)

= 2 tg(x / 2) _  2 1
1 + tg 2(x  / 2) 1 +  /2

2 X . 2 x 2 x ( .  s in 2(x /  2) 
COS X  =  C O S  S i n  —  =  COS —  1 ------------ ^

2 2 2 [  cos (x  / 2)

l - t g 2( x / 2 )  1 - t 2
1 + t g 2(x / 2 )  1 + t2 ’

_2
1 + t

TO

x  = 2 arctg  £ dx = -— — dt,

\ + t2 ’ l + /2 1 + Г
■d/ =

D/A D. 21 \ - t

одной переменной t, R2(t) = R{(t)

—  рациональная функция у ж е

2



ПР ИМЕ Р  5.1. Вычислить 
г dx

2 + cos х
г dx \ x . 2 , 1 - t2 1
j ¿ 7 ^  = Г  = ~2 x = V ^ d t 'C0SX = Г 7 7 1 =

= f ------------ 1------------------ —  dt = [ ------ ------------------ -— dt =
J 2 + ( l - / 2) / ( l  + /2) 1 + t2 } 2 + 2t2 + \ - t 2 1 + t2

г 2 2 , t n  2 tg<jc / 2 )= ------ - d* = —= a r c tg -=  + С -  —= a rc tg ----- F —  + C.
J 3 + t 2 V3 V3 V3 л/3

Замечание. Выражение #(sin x, cos ;c)dx принципиаль
но всегда можно проинтегрировать в явном виде, т. е. вы
разить через элементарные функции.

§ 5.2. ЧАСТНЫЙ СЛУЧАЙ
ИНТаТИРОВАНИЯ ВЫРАЖВДИЙ ВИДА Щяп X, cos х)

1. f/?(sin;t)cos;edjt = { S*n * * 1 = f R(t)dt.
J [cosxdx = d t\  J

2. f/?(cosjc)sinjcdji: = i C°S* * l = -f/?(/)d/.
J [-sin xdx = d t\  J

= J Ry{t)dt.

4. J * ( s i n 4 c o s °  x)dx  I  ‘d Xt J ^ }  =

• 2 2 x 2 tg 2X / 2так как sin x  = cos x ■ tg  x = -
1 + tg 2* 1 + r

2 1 1cos X =
1 + tg  Л 1 + t



§ 5.3. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ВЫРАЖЕНИЙ 
ВИДА R(sinm х, cos" х), 
где т, п —  целые числа

а) п —  нечетное число, п =  2р +  1.

J s i n m х ■ cos2p+[ xdx = J s i n m x (c o s2 x )p cos xdx =

= f s in m jc(1 -  s in 2 x)p cosxdx  = j  s *n *  * 1 =
J \cosxdx = dt\

= \ tm{ \ - t 2)pdt.

П Р И М Е Р  5.2. Вычислить

J  cos3 xdx.

J  co s3 xdx  = J  cos2 xcos xdx  = J(1  -  s in 2 x)cosxdx  = 

s i n x  = / 1 r ,  t3
l x “  l =f odx = dt\ J v

, I4_ t¿)dt = t -  —  + C = 
cosxdx = dt\ J 3

s in 3 x  _
= sin x -------------- 1- C.

3

б) m —  нечетное число, m =  2k +  1.

J  sin2t+1 x  cos"  xdx  = J  (sin2 x)k cos"  x  s in  xdx =

= f (1 -  cos2 x)* cos'1 x  sin xdx  = {  C0SJ: * 1 =
J [ - s i n  x d x  = dt\

= - [ ( i - ¿ 2)* tndt.

в) m и n —  четные неотрицательные числа, 
m = 2k > 0, n = 2p  > 0.

J  s in 2* x co s2p xdx  =
1 - co s2x l + c o s 2 x  , ,

dx  =

= ^ - J ( l  - c o s 2 x ) * ( l  + c o s 2 x )pdx.

Возведя в последнем интеграле подынтегральное вы 
ражение в соответствующие степени и р а с к р ы в а я  скобки, 
получаем члены, содержащие степени cos 2х  с нечетными,



либо с четными показателями. Члены с нечетными показа
телями интегрируются как в случае а) заменой t = sin 2х; 
члены с четными показателями интегрируются пониже
нием порядка, используя формулу тригонометрии

о 1 + cos 2а  cos а  =  .
2

Применяя эту формулу достаточно большое число раз, 

дойдем до интеграла вида: Jcos(ßx)dx = ^sin(ßx) + С.

г ) г а и л  — четные числа и хотя бы одно из них отри
цательно.

В этом случае можно делать замету tg  х  =  t или ctg x = t .  
Например, если п -  - 2 р(р > 0), то

t ^ d x  =  t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Л  1 =
cos х  cos х  cos х \d x  /  cos х = dt \

= ¡ t 2k(\ + t2)p-k-l dt = I  R(t)dt.

§ 5.4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ВЫРАЖЕНИЙ ВИДА:
a) J sin(ax) sin(ßx)dx; б) J sin(ax) cos(ßx)cfx;

в) J cos(ax) соs(ßx)cfx

Интегрирование этих выражений основано на следую
щих тригонометрических формулах:

sin(ax)sin(ßjc) = ^[cos(a — ß)je -  cos(a + ß)x]; 

sin(ax)cos(ßx) = ^[sin(a + ß)x + sin(a -ß)*]; 

cos(ajc)cos(ßx) = ^[cos(a + ß)x + cos(a -ß)x].

Контрольные вопросы

1. Что называется рациональной функцией двух переменных?
2. Какую замену надо сделать, чтобы вычислить интеграл



COS X

3.  Д о к а з а т ь ,  что су щ ес тву ю т т а к и е  п о с т о я н н ы е  Л и В,  что

Г a, s i n * + 6. c o s x  . ,
J — :---------г----------dx  =  Лдс + B l n  a  s in  л: +  6 c o s  ля +  С

a s in  x + b cos  x

( з д е сь  a,, ft,, a, b —  постоянные; a 2 + f t2 *  0).

Ответы

1. Смотри оп ределен и я 5.2, 5.1.
2.  Необходим о с д е л а т ь  зам ен у s in  х  =  t, т а к  к а к

sin6 X
- COS X =  ---------— гг  cos X.(1 — sin х)

3. П р е о б р а зу е м  в ы р аж ен ие a, s i n jc + b¡ c o s  x  к с л ед у ю щ ем у  виду:

a, s i n x  +  ft, c o s *  = /4(asinjr+¿>cosjc) + B ( a c o s x - f t s i n x ) .

П р и р а в н и в а я  коэффициенты при s in  х  и при c o s  х, получаем с и ст ем у  
линейных уравнений

Г А а -В Ь  = а ,,

[A b+ B a  = b¡.

. а,а + 6,6 ab, -  Ьа.
Р е ш а я  ее, имеем А = —=— тт", В = — s— и,  следовательн о :  

a  + 6 a + b¿
f a, s i n * + 6, c o s *
J ~ *~ -------- 7--------- =a  s in  л:+ 6 c o s *

a,a + 6,ft f a  s in  x + 6cos д: a f t , - f t a ,  f a  c o s  x - b s i n *
— 2 l2 J » uX + 2 »2 J , rfjr —a +b  a s i n x  +  o c o s *  a +b  a s i n x  +  6cosA:

a,a + 6,ft г a f t , - 6a, f d ( a s i n *  + 6c o s * )
- ~ 2— ZT J  dx + — 5— ZT  J --------- :-------------;-----------------dx =

o +6 a  +6 a s i n *  + 6c o s *

a,a + 6,6 aft, -  6a, , .
= —5— г г  *  + — 5— 7Г  In a  sin x + ft c o s :a + C. a  + 6 a  +6 '

Второй вариант доказат ельст ва:
i 1 a c o s * - f t s i n *

M *  + B l n | a s i n x  +  f t c o s *  + C / =  Л +  В — ;--------- ;----------=
a  s in  x + b c o s  x

(Aa -  B f t ) s i n x  +  (Ab + Ba)cos x 
a s i n *  +  f t c o s *

. . v  a,a +  ft,ft a f t , - 6a,
A a -B b  = a,, АЬ + Ь а = b, => Л =  -Ц — j V ,  B  =  — 2— г г -- 

1 1 a^ + 6  a  + 6



Лекция 6

ИНТЕГРИРОВАНИЕ 
ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ ВЫРАЖЕНИЙ

Не от всякой иррациональной функции интеграл выра
жается через элементарные функции. В этой лекции мы с 
вами рассмотрим те иррациональные функции, интегралы 
от которых с помощью подстановки приводятся к интегра
лам от рациональных функций и, следовательно, интегри
руются в элементарных функциях.

§ 4.1. ИНТЕГРИРОВАНИЕ
ДРОБНО-ЛИНЕЙНЫХ ИРРАЦИОНАЛЬНОСТЕЙ

Пусть /?(и,у) — рациональная функция от двух пере
менных и, V.

а) Интегрирование выражений вида |/?(х,>/ах + Ь)с1х,

г  ф 0, п > 2 натуральное число, а, Ь — действительные чис- 
ла. Подстановкой у  = л/ах + Ь интеграл |  /?(х,л/ах + Ь)ёх

легко сводится к интегралу от рациональной функции. 
Действительно,

у -  у/ах + Ь; у п = ах + Ь, х = ------ йх  = —у пЛ<1у.
а а

Таким образом,

| Я(х,л/ах + Ь)с1х = д Ь ’У \"~ '^У  (У)аУ-



Здесь R{(y) = R ( и п -Ъ
рациональная функция

одного переменного у.

б) J R ах + Ь
dx, п > 2 —  натуральное число; а, Ь,

I сх + d

с, d —  действительные числа, a d - c b  ф 0.

„  ах + b ах + Ь „ т.
Сделаем зам ену у = « ---------- , ----------- = у . Из последне-

сх + d сх + d
d y n - b  ny"~l(ad -  be) , 

го равенства найдем х = — --------  и dx -  — — -------- — t-du.
r  "  л \2 **а - с у (а -  су")
Таким образом, имеем 

¡ах + b d y n - Ь
а - с у

= Jfl, Шу>
. У

n(ad -  be)

{а -  су")
У dy =

(
где R{(y) = R

а - с у

функция переменного у.

d y n -Ъ n(ad -  be)
rt \ 2( а - с у п)

У рациональная

П Р И М Е Р  6.1. Вычислить

I
6 - х

6 - х
*  - 1 4 '

dx  = •

Vjc - 1 4

2 6  -  X
У =

dx.

dx  =

х - 1 4  
16у

(У2 + I)2 

У2 + 1 , c f  dy

=  1 6 f  — — -dy  =
} (у2 + 1)2 

dy

o r + i r y ‘ + 1 y l + 1



" 81 н г Ч  = 8агс1^  - 8^ - г + с  =* У +1 У +1
I 6 - х  

Ч Т Т 48 a rc tg 1/--------+ л --------- (х -14) + С.6 - х

■14 V х  - 1 4

2 , . . . ,т > 2  — натуральные

числа. Обозначим через 5 наименьшее общее кратное чи
сел п,...,т; 5  = НОК{я,...,т}. Но тогда 5  =п1,...,5 = тк; /, 
к — натуральные числа.

Сделаем замену

у в = х ,й х  = Б у ^ й у ,  4 х  = у 1 , . . . ,4 х  = у к.

Следовательно,

¡Я(х,1[х,...,4х)с1х = \Я ( у в,у' , . . . ,ук)8у3~1(1у = \ я х(у)йу,

где Ях(у) = К(уЭ>у‘>--чУ1‘)5у3~1 — рациональная функция 
переменного у.

Аналогично легко сводится к интегралу от рациональ
ной функции и интеграл более общего вида:

, \  ах + о 
сх + С1

йу, п > 2,..., т > 2 — на

туральные числа; а, Ь, с, й — действительные числа, 
а с - Ь й  Ф 0.

§ 6.2. ИНТЕГРИРОВАНИЕ 
БИНОМИАЛЬНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛОВ

Биномиальными дифференциалами называются диф
ференциалы вида

х т(а + Ьхп)рйх,
а, Ь — постоянные числа, неравные нулю; т , п , р  — рацио
нальные числа, р Ф 0.

Теорема П. Л . Чебышева. Интегралы от биномиаль
ных дифференциалов выражаются через элементарные 
функции лишь в т рех случаях:



п  оч т + 1 т + 1
1 )р  — целое ; 2 ) ------------ целое ; 3 ) --------- + р —  целое.

п п
Рассмотрим подробнее эти случаи.
1) р —  целое число.
Если обозначим через г наименьш ее общее кр атн ое  

знаменателей рациональных чисел т и п, то получим

Г х т(а + Ьхп)р(1х = [ Я(х,\[х)йх = | *  *
3 1 [< 1 х = г Г хсИ\

= ] > ( Г ,  1)гГ-Ых = |

Пусть р —  дробное число. С д ел аем  замену х п = г:

Г х т(а + ЬхпУ й х  = Г г т/п(а + Ьг)р - г (х1пУЧ г  =
1 1 п

= — [ (а + Ьг)р г 1(т+1)/пН йг. 
п •’

т + \
2)   целое число.

п

П усть р = - .  Используя за м ен у  < = Vа + Ьг = л/а + ,
5

получаем:

| дгт (а + Ьхп)р йх  = | /?(г, у[а~+Ьг)йг = | /?,(/)йИ.

„  771 +  1
о ) ---------- 1- р —  целое число.

п

|  ( а  +  Ь 2 ) Р 2 |(т+ 1 )/п |' 1Й 2  =  |  °  +  Ь г  j  2 Р+К га+1) / ' ,1-‘ ( / 2  =

а + Ьг

= Чах п + Ь сводит интеграл | /?
а + Ьг

интегралу от рациональной функции переменной



ПРИМЕР  6.2. Вычислить

Н г * *
В этом случае т = п = - ,  р = - .  Подсчитаем

2 4 3
т +  1 -(1  /  2) +  1

1 / 4
= 2 (случай 2). Необходимо делать заме

ну

/ = Щ + х ^ ;  х 1/* = *3 -1; х = (*3 -  О4; Лх = 4(<3 -  1)3Зг2^ .  

Таким образом, имеем

¡ х - ' /2(1 + х*)'/3(1х =

= ] > 3 - I ) ' 2 •* -12/2(г3 -1)*Л = 1 2 |* 3(*8 -1 )Л  =

= 12|<®Л -12_[*3Л  = у / 7 - З * 4 + С =

=  у ^ ( 1  + Л : 1/4) 7 - 3^/ (1  + X 1/4) 4 + С .

§ 6.3. ИНТЕГРИРОВАНИЕ
КВАДРАТИЧНЫХ ИРРАЦИОНАЛЬНОСТЕЙ

т  .
X -  — БШГ,

п
йх  = — сое**//

а ) | /?(*,-у/т2 -  т 2х 2) йх

= |  mCOSt СОЭ^ = |  /^ ( зт / .С О Б ^ / .

б) |Т?(х>л/ т 2 + п2х 2)йх =

т .  .X = — tg t,
п

т  (Ийх =

л/т2 + я2дс2 = т

tg<



т , d т Л т  dt
= I / ? P t g S

J 1 п tgt п cos2 1
= J  /?,(sin¿,cos¿)dí.

в) J  R(x, j n 2x 2 - m 2)dx = -

x =
m

dx  =

и c o s í  
m s in¿

n cos t 

~x‘ - m 2 =Z J  _  m s i n t
cos t

= ¡R\
m m s in t\ m s in tnr \ms i n i r .

—  ---------- = Rx(smt,cost)dt.
ncost  c o s t J n c o s t  J

r) j  R (x ,Ja x 2 + bx  + c)dx.

Подстановка Эйлера:
1) a > 0.

л/ах2 + bx + с = ¿ -  л/адг, a x 2 + bx + с = t2 -  2-faxt + a x 2; 

следовательно,

t2 -  с . n 4a t2 + bt + c~Ja x - — —-------; dx = 2 ---------= --------------dt.
2 4at + b (2 4at + b)2

J  R(x,-Jax2 + bx + c)dx  =

= ¡ R
t2 -  с 4 a t2 + bt + c4a  V  Va/2 + bt + c4a  ^ _

2-Jat + b 2-íat + b J (2-fat + b)

= J mat.
2) с > о.

f a x 2 + bx + с = xt + f c , a x 2 + bx + с = x 2t2 + 2 x t f c  + c.



|  Я(х,л1ах2 + Ьх + с)йх =

2л/с£ -  Ь -Га2 -  Ы + а-Ус \  4~а2 -  Ы + 4са
а -  г а - ¿ 2 ^  ( а - * 2)2

= |/г,(ОЛ-

сИ =

3) Пусть х,, х2 — действительные различные корни 
уравнения ах2 + Ьх + с = 0:

ах2 + Ьх + с = а(х -  х,Х* -  х2).

Сделаем замену л/ах2 + Ьх + с = ¿(х -  я,): 

а(х -  х,Х* -  х2) = ¿2(х - х,)2; а(х -  х2) = / 2(х -  х,);

йх =х  =
¿2 -  а V2 - а ) 2 

|  /?(х,-\/ах2 + Ьх + с)(1х =

-ах2 + х,<2 а(х, -  х2)£
t - а г  -  а </' -  а)

Контрольные вопросы

1. Какой подстановкой можно избавиться от иррациональности в ин
теграле

Г VI - х + VI + х
32- Ш Т Г “Х-
2. Как избавиться от иррациональности в интеграле 

|  /?(х, 1-1ахТь, Уах + 6, л/ах +

I > %т >2,п > 2 — натуральные числа; а, 6 — действительные числа?
3. Сформулируйте теорему П. Л. Чебышева. ____
4. При каких целых значениях п интеграл /  VI + х 1'с1х  выражается 

элементарными функциями?
5. Какие подстановки называются подстановками Эйлера?



Ответы

1. П о д ст а н о вк а

< = Х 1 + <2 ’ (1 + <2)2
сводит и н тегр ал  к виду

2. П усть  5  —  н аи м ен ьш ее  общее кр атное ч и с е л  I, т, п. Тогда  делает-

Тогда по т е о р е м е  П. Л .  Ч ебы ш ева и н т е гр а л  в ы р а ж а е т с я  через э л е 
ментарные функции в д ву х  случаях:

1
а) — —  целое,  след о ват ел ьн о  п =±1 ;  п

1 1
б) —+ — —  целое,  следовательно,  п = ± 2 .  п 2

ся зам ен а



Лекция 7

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
И ЕГО СВОЙСТВА

§ 7.1. ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩИЕ
К ПОНЯТИЮ ОПРЕДЕЛЕННОГО 
ИНТЕГРАЛА

а) Площадь криволинейной трапеции. Пусть функция 
¡(х) определена на отрезке [а, Ь] и неотрицательна, т. е. 
/(*) > 0 при всех х  е [а,Ь\ Рассмотрим фигуру, ограничен
ную графиком функции у  = /(х ) и прямыми х = а, х  =  Ь, 
у  = 0 (рис. 7.1). Такую фигуру называют криволинейной 
трапецией.

Наша задача — дать определение и указать способ вы
числения площади криволинейной трапеции. Для этого 
разобьем отрезок [а, Ь] на п отрезков точками

х 0 = а < х х <...< < х к <...< х П _ 1 < х п = Ь (7.1)

и проведем через эти точки прямые, параллельные оси Оу 
(рис. 7.2).

Тогда данная криволинейная трапеция разобьется на п 
частей, каж дая  из которых является криволинейной тра
пецией.

Введем обозначения

А** = х к -  х кА (к = 1, ...,п)\ X = т а х  Ахк, (7.2)

и в кадом отрезке [**_,, х к] выберем произвольным обра
зом точку £ к(к = 1, ..., п).



у = /М

/ б » )

/6.)
N

>14\
\

\
\

/

Л п )

Рис. 7.1

5 *  Л *  л ц -1  4

Рис. 7.2

Р ассмотрим ступенчатую фигуру, состоящую из п р я
моугольников с основаниями Ахк и высотами /(£*). П л о 
щадь 5„ этой ступенчатой фигуры вычисляется по фор
муле

= 2 Ж ) Д * * .
*=|

Ясно, что при достаточно малы х отрезках Ахк эта с т у 
пенчатая фигура будет мало отличаться от исходной кри
волинейной трапеции. Поэтому за  площадь  5  криволиней
ной трапеции  естественно принять предел площадей 
ступенчатых фигур при стремлении к нулю длин всех от
резков разбиения

5  =  (7-3)

(при условии, что указанный предел сущ ествует и не з а в и 
сит ни от способа разбиения отрезка [а, Ь] на части, ни от 
выбора точек Ъ,к ).

б) Работа переменной силы. П у сть  материальная точ
ка движ ется  вдоль оси Ох из точки а в точку Ь под действи
ем силы /\ причем направление действия силы совп адает  
с направлением движения точки и ее величина Т7 за д а н а  
как функция от координаты х точки, т. е. Р =  /7(х). Н айдем 
работу силы Р при перемещении материальной точки из а 
в Ь. Д ля  этого разобьем отрезок [а, Ь] на п частей точками



(7.1), введем обозначения (7.2) и в каждом отрезке [х*.,, х к) 
выберем произвольным образом точку ^(/г  = 1,..., п). Тог
да работа силы Т7 =  Р(х) на каждом отрезке [**_,, **] при
ближенно равна Р(^к)Ахк, а на всем отрезке [а, Ь] работу А 
этой силы можно приближенно считать равной сумме

*=1
Предел этой суммы

А = (7.4)

(при тех же условиях, что и в задаче о площади) естествен
но назвать работой переменной силы при перемещении 
материальной точки из точки а в точку Ь.

Замечание. В рассмотренных задачах возникает необ
ходимость нахождения пределов вида (7.3), (7.4), которые 
называются пределами интегральных сумм. К вычисле
нию пределов таких сумм сводится решение многих важ
ных задач геометрии, физики, других дисциплин. В связи с 
этим и вводится понятие определенного интеграла.

§ 7.2. ПОНЯТИЕ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА

Пусть функция Цх) определена на отрезке [а, Ь]. Р а 
зобьем отрезок [а, Ь] на п отрезков точками

х0 = а < х 1 <...< х кА < х к <...< х п_, < х п =Ь 

и введем обозначения

Ахь = х ь -  х ь , {к = 1,..., п); X = шах Ахк,К * * 1 я

(Ахк — длина к -го отрезка, X, — длина наибольшего отрез
ка разбиения). В каждом отрезке [хк_{, х к] выберем произ
вольным образом точку %к{к =1......п) и составим сумму

(7.5)
*=1

называемую интегральной суммой функции /(х)на отрез
ке [а, Ь].



Определение  7.1. Если сущ еству ет  конечный предел ин
тегральных сумм (7.5) при X - »  0, причем этот предел не 
зависит ни от способа разбиения о тр езк а  [а, ¿>] на части, ни 
от выбора точек^*, то функция /(х ) н азы вается  интегрируе
мой на отрезке [а, Ь], а у казанн ы й предел н азы вается
определенным интегралом от /(*) по отрезку [а, Ь\ и обо-

ь
значается символом | ¡(х)йх.

а

Таким образом,

| ¡(х)йх = Н т  £  /Й* )Ахк. (7 .6 )
а

§ 7.3. НЕОБХОДИМОЕ УСЛОВИЕ
ИНТЕГРИРУЕМОСТИ ФУНКЦИИ

Теор ем а 7.1. Если функция [(х) интегрируема на от 
резке  [а, Ь], то она ограничена на этом отрезке.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П р едполож им противное: /(х) не 
ограничена на отрезке [а, £>]. Тогда при любом разбиении 
отрезка [а, Ь] на части [**_,, х *]  (/г =  1,. . . ,  п) найдется отр е
зок х^  ], на котором функция /(*) тож е не ограниче
на.

Выберем т о ч к и ^  € [**_,, * * ] ( £  =  1, п)и составим ин
тегральную сумму (7.5). Точки >̂1> £ г » —
£*о+р •••> зафиксируем и будем м енять только точку ^  . 
Тогда интегральная сумма (7 .5)  п р ед ставля ется  в виде

¿ / Й * ) А * *  = ^ Л $ * ) Д х 4 + / £*о )Д**о + ¿ / Й * ) Д * * -  
*=1 *=1 *=*0+1

О тсюда, обозначив через А су м м у  первого и третьего 
слагаемых правой части, получим

= А + / ( ^  Х**„ -  х ^ ) .  (7 .7 )
*=1

Так как Л —  постоянная величина, а функция /(*)не огра
ничена на отрезке х^  ], то при соответствующем выбо
ре точки ^  е  [**„-1. х ^ ], значение / (^^) можно сделать к ак



угодно большим (по абсолютной величине). Поэтому мо
дуль второго слагаемого в (7.7), а значит и модуль инте
гральной суммы (7.7), можно сделать сколь угодно боль
шим. Следовательно, интегральные суммы (7.7) не могут 
иметь конечного предела, что противоречит интегрируемо
сти функции /(х ) на отрезке [а, Ь\

Замечание. Ограниченность функции не является до
статочным условием ее интегрируемости. Так, например, 
функция Дирихле

ограничена, но не интегрируема ни на каком отрезке [а, Ь\.
Действительно, при любом разбиении отрезка [а, Ь\ на 

части, взяв в качестве промежуточных точек \ к иррацио
нальные числа, получим интегральную сумму (7.5), рав
ную нулю. Если же в качестве промежуточных точек 
взять рациональные числа, то интегральная сумма (7.5) 
будет равна сумме длин всех отрезков разбиения, т. е. Ь — а. 
Отсюда следует, что для функции Дирихле интегральные 
суммы (7.5) при X —> 0, предела, не зависящего от выбора 
точек^*, не имеют, т. е. функция Дирихле не интегрируема 
ни на каком отрезке [а, Ь].

§ 7.4. ОСНОВНЫЕ КЛАССЫ ИНТЕГРИРУЕМЫХ 
ФУНКЦИЙ. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ 
ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА

Теорема 7.2. Если выполнено одно из следующих 
условий:

а) функция ¡(х) непрерывна на отрезке  [а, Ь\
б) функция  / (х ) ограничена на отрезке  [а, Ъ] и имеет на 

этом отрезке конечное число точек разрыва ;
в) функция / (х ) монотонна на отрезке [а, Ь], то }(х) ин-

1, если х  — рациональное число, 
0, есл и * — иррациональное число

ь
тегрируема на отрезке [а, Ь\ и, следовательно, |  /(х)йх

а

существует.



Д о казательство  этой теоремы выходит за  рамки наше
го курса.

Из предыдущей теоремы и формулы (7 .3 )  следует, что 
если функция f(x)  непрерывна и неотрицательна на отрез
ке [а, Ь], то криволинейная трапеция имеет  площадь S  и 
эта площадь вычисляется по формуле

S  = J f{x)dx.
а

В этом и заклю чается  геометрический смысл опреде
ленного интеграла.

Кроме того, из формулы (7 .4)  след ует , что работа не
прерывной на отрезке  [а, Ь] переменной силы F(x) при пе
ремещении материальной точки из точки а в точку b 
вычисляется по формуле

ь
S = J F(x)dx.

а

§ 7.5. СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА

Свойство I. Если функция f(x)  определена в точке 
х =  а, то

J  f{x)dx = 0.
а

Свойство II .  Если функция f(x) интегрируема на от
резке  [а, Ь], то

j f(x)dx = -  J f(x)dx.
b a

Свойства I и II принимаются по определению.
ь

Свойство I I I .  j  dx = b -  a.
a

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользуемся определением 7.1. 
В рассматриваемом случае /(*) = Ъ поэтому интегральные 
суммы (7 .5)  имеют такой вид:

- Ь - а .
¿=1 *=1



Следовательно,

С dx  =lim S ' f ( tk)Axk = Пш(й -  a) = b - a .
a

Свойство III доказано.
Свойство IV (линейность определенного интеграла).
а) Если функция f(x) интегрируема на отрезке [а, b] и 

с — постоянная величина, то функция с f(x) также ин
тегрируема на [а, Ь\ и справедливо равенство

ь ь
|  с f(x) dx  = с J f(x) dx.
а а

б) Если функции f(x) и g(x) интегрируемы на отрезке 
[а, Ь\, то функция f(x) + g(х) также интегрируема на 
[а, Ь] и справедливо равенство

J (/(*) + g № )  dx = j  f(x) dx  + J g(x)dx.
a a a

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При любом разбиении отрезка 
[а, Ь\ и любом выборе точке Z,k справедливы равенства:

i , c f g k)Axk = с £ /й * )Д * * ;  (7.8)
k = \  А=1

¿ ( / Й * )  + gfck))bxk = J j f g k)dak + i g f e k)Axk. (7.9) 
*=i *=i *=i

Так как по условию f(x) и g(x) интегрируемы на отрез
ке [а, Ь\, то при X —» 0 пределы каждого из слагаемых в 
правых частях формул (7.8) и (7.9) существуют. По свойст
вам предела отсюда следует, что пределы левых частей 
формул (7.8) и (7.9) также существуют и справедливы ра
венства

lim £ c /(^ )A x *  = d im  

А“*и *=1

= + l im ^o  ¿ g ( ^ ) A x ,



т. е. (в силу определения 7.1)

J cf(x)dx = c j  f(x)dx\j (f(x) + g(x))dx  =  J f(x)dx + J g(x)dx
a a  a a a

Свойство IV доказано.

Следствие. Линейная комбинация ^ с Д ( л с )  интегрируе-
¡=1

мых на отрезке [а, b ] функций /Дх) интегрируема на [а, b] и 
справедливо равенство

J ( =  ¿ с ,  j  ft(x)dx.
а  у  *=1 )  (=1 а

Свойство V. а) Если функция [(х) интегрируема на от
резке [а, Ь] и а < с < Ь , то f(x)  интегрируема на отрезках 
[а, с], [с, Ь\ и справедливо равенство

Ь с Ь

J f(x)dx  = |  f(x)dx + J f(x)dx.
а а с

б) Если функция /(x) интегрируема на отрезках [а, с] и 
[с, Ь\ то f(x) интегрируема на от резке [а, b] и справедли
во равенство

e b b
J f{x)dx  +J f{x)dx  = J f(x)dx.
а с а

Свойство V принимается без д о к а за т е л ь ст в а .
Следствие. Если функция f(x)  интегрируема на отрезке 

[а, Ь\ то при любом расположении точек Cj.C2.C3 на отрезке 
[а, b] справедливо равенство

| f(x)dx  = ] f(x)dx +| f(x)dx.  (7 .10)
с , с, с2

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если с, < с2 < с3, то равенство
(7.10) справедливо в силу свойства V.

Пусть, например с, < с3 < с2 (при других располож ени
ях точек доказательство  проводится аналогично). Тогда в 
силу свойства V имеем



)  f(x)dx = |  f(x)dx + } f(x)dx о
Cl Cl c3

I  f(x)dx = ]  f(x)dx -  ]  f{x)dx.<=>
C1 c ! c 3

Отсюда, с учетом того, что в силу свойства II

|  f(x)dx = -  |  f(x)dx,
с г с2

и вытекает соотношение (5.10).
Свойство VI. Если функция f(x) интегрируема на от-

ь
резке  [а, b] и f(x) > 0 при всех х  € [а,Ь\ то J f(x)dx > 0.

а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как f(x) > 0, то все интеграль
ные суммы (5.5) функции f(x) на отрезке [а, Ь] неотрицате
льны:

± f c t )Axk > 0.
*=i

Используя теорему о переходе к пределу в неравенст
вах, получаем

J f{x)dx  = l im £ /6 * )A x 4 > HmO = 0.
a *=1

Свойство VI доказано.
Свойство VII. Если функции f(x) и g(x) интегрируемы 

на отрезке [а, Ь] и f(x) < g(*) при всех х  е [а,Ь\ то

J f (x)dx < J g(x)dx.
а а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассм отрим  функцию ф(;с) = 
= g(x) -  f(x). Так как ф(х) интегрируема и ф(х) > 0 на отрез
ке [а, Ь], то, в силу свойств VI и IV имеем 

ь ь
J ф(х) dx  > 0 о  J О М  -  /М )  d x >  0 <=>
а а

Ь Ь Ъ Ь
|  g(x) dx  -  J f(x) dx  > 0 <=> J g(x) dx  > J f{x) dx.
a a a a

Свойство VII доказано.



Следствие. Если функция /(*) интегрируема на отрезке 
[а, Ь\ то функция |/(х)| такж е интегрируема на этом отрез
ке и справедливо неравенство

Д оказательство  вытекает из нер авен ства  -|/(x)|<|
< f(x) <| f(x),  справедливого при любом х  е  [а,Ь]и предыду
щего свойства.

Свойство V I I I .  Если функция f(x)  интегрируема на 
отрезке [а, Ь] и т < f(x)< М при всех х  е  [а,Ь\ то

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так  как, согласно условию

С помощью свойств IV а) и I I I  вы водим отсюда такие 
неравенства:

Следовательно, формула (7 .11)  сп р авед л и ва .
Свойство IX . Если функция /(х ) интегрируема на от

резке [а, Ь ]и т  < /(х ) < М при всех х  е  [а,Ь\ то существу
ет такое число ц, удовлет воряю щ ее неравенствам  
т < р. < М, что

ь ь

а а

(7.11)

т < f(x) < М, Ух  е  [а,Ь\ 

то, используя свойство V II ,  получаем

ь ь ь
j m d x  < j  f(x) dx < I M dx.
a a a

b b

a a a
b

<=> m(b -  a) < j f(x)dx < M(b -  a).
a

b



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как т < f(x) < М, то спра
ведливо соотношение (7.11), следовательно,

j f ( x )dx
т < ± --------< М. (7.13)

b - a  v '
1 ^Полагая (i = ------ f f(x)dx, получаем что формула (7.12)

Ь - а \
справедлива, причем в силу (7.13), т  < (д. < М. Свойство IX 
доказано.

Свойство X (теорема о среднем значении). Если функ
ция f(x) непрерывна на отрезке [а, Ь], то на этом отрезке 
найдется т акая точка что справедливо равенство

J f { x ) d x = f m b - a )  б  е [а,6]). (7.14)
а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как функция f(x) непрерыв
на на отрезке [а, Ь], то она интегрируема на этом отрезке 
(см. теорему 7.2). Кроме того, по теореме Вейерштрасса 
f{x) принимает на отрезке [а, Ь] свои наименьшее т и наи
большее М значения, т. е. существуют x v x2 е [а,Ь\ такие, 
что /(jc,) = т, f(x2) = М и

т < f(x) < М, Vx е [а,Ь\.

Поэтому, согласно свойству IX, существует такое число 
ц, что справедливо равенство

ь
j  f (x)dx = \ i (b -а )  (m < f ( x ) < M ). (7.15)
а

Поскольку число улежит между двумя значениями не
прерывной функции f (x) на отрезке [а, Ь), то из теоремы о 
промежуточном значении непрерывной функции вытекает 
существование точки i; е [а,Ь], в которой значение f{x) рав
но ц., т. е. /(^) = (I. Подставляя (д. = /(£,) в (7.15), получаем тре
буемое соотношение (7.14). Свойство IX доказано.



§ 7.6. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ТЕОРЕМЫ
О  СРЕДНЕМ ЗНАЧЕНИИ

Пусть непрерывная на отрезке [а, Ъ] функция /(*) н е о т 
рицательна на этом отрезке, т. е. /(*) > 0. Тогда левая ч а с т ь  
формулы (7 .14)  равна 5  — площ ади криволинейной т р а п е 
ции, ограниченной графиком функции у = /(х ) и пр я м ы м и  
х = а ,х  = Ь,у = 0 (рис. 7.3), а п р а в а я  часть формулы ( 7 .1 4 )  
равна площади 3 АВС[) 
прямоугольника АВСО 
с основанием Ь — а и вы
сотой /( )̂. С ледователь
но, формула (7 .14) озна
чает 5  = 5 авсо.

Таким образом, для 
непрерывной неотрица
тельной функции /(х ) 
теорема о среднем 
значении утверждает  
существование прямо
угольника с основанием 
Ь — а и высотой, равной
значению функции /(х ) в некоторой точке  ̂ е  [а,Ь], п л о 
щадь которого равна площади криволинейной трапеции.

Контрольные вопросы

1. Что н а з ы в а е т с я  криволинейной т р а п е ц и е й ?
2.  К а к  о п р ед ел я ется  площ адь криволи н ей н ой  трапеции?
3. К а к  найти работу переменной с и л ы  F  = F(x) при п ерем ещ ении м а 

териальной точки вдоль оси Ох из а в b ( е с л и  н а п р а в л е н и е  д е й ст в и я  с и л ы  
с о в п а д а е т  с н аправлением  дви ж ени я то ч к и )?

4. С ф орм ули ру йте определение и н т е гр а л ь н о й  су м м ы  функции f(x ) 
на отр езк е  [а ,  6] (см .  определение 7 .1).

З а в и с и т  ли интегральная су м м а :
а )  от р азб и ен и я отр езка  [а, Ь) на ч а с т и ?  б )  от вы б ор а точек  ! ; *?
5.  К а к а я  функция н азы вается  и н тегр и р у ем о й  на отр езк е  [а,  6]?  Ч т о  

н а з ы в а е т с я  определенным интегралом от  f(x )  по о тр езк у  [а, 6]? ( с м .  о п р е 
д еление 7 .1).

З а в и с и т  ли ]f(x )dx : 
в

а )  от р азб и ен и я отрезка [а, 6] на ч а с т и ?  б )  от выб ор а то ч е к  ^4?



/М  =

6. Сформулируйте необходимое условие интегрируемости функции 
(см. теорему 7.1).

Является ли функция

1 /  х  при 0 < х  < 1,
2 при х = О 

интегрируемой на отрезке [0, 1]?
7. Является ли ограниченность функции достаточным условием ее 

интегрируемости? (см. замечание к теореме 7.1).
8. Сформулируйте достаточные условия интегрируемости функции, 

(см. теорему 7.2).
9. В чем заключается геометрический смысл определенного интегра

ла? Дайте геометрическую иллюстрацию свойства III определенного ин
теграла.

10. Докажите линейность определенного интеграла (см. свойство IV).
11. Пусть функции f (x)  и g(x)  интегрируемы на отрезке [а, Ь]. Будет 

ли их разность/(*) -  g(x) интегрируемой на этом отрезке? (см. свойство IV).
12. Может ли сумма f(x) + g(x) двух не интегрируемых на отрезке 

[а, 6] функций f(x)  и g(x)  быть интегрируемой на этом отрезке?
Указание.  Рассмотрите пример: f(x) — функция Дирихле

Г0, если х — рациональное число,
g(x) = <[1, если х — иррациональное число.

13. Вычислите 1 M d x ,  если
о

fl, при 0 й х  < 1,
= 12, при 1 £ * < 3 

(см. свойства V, IV, III).
14. Сформулируйте и докажите теорему о среднем значении (см. 

свойство X).
15. Приведите геометрический смысл теоремы о среднем значении.
16. Справедливо ли свойство X для разрывных функций?
Указание.  Рассмотрите функцию/(д:) из контрольного вопроса 13 на

отрезке [0, 3].

Ответы

6. Не является. 7. Не является.
11. Разность интегрируемых на отрезке функций интегрируема на 

данном отрезке.

14. J f(x) dx = \  f(x) dx  + J f(x) dx = j  dx  + f 2dx  = 1 + 2 2  = 5.
0 0 1 0 1



ВЫЧИСЛЕНИЕ 
ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА. 

ФОРМУЛА НЬЮ ТОНА-ЛЕЙБНИЦА. 
ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННОЙ 

И ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО ЧАСТЯМ

§ 8.1. ПРОИЗВОДНАЯ ИНТЕГРАЛА 
ПО ВЕРХНЕМУ ПРЕДЕЛУ

Предварительно отметим, что определенный интеграл
ь
j f (x )d x ,  являющийся пределом интегральных су м м  (см .
а

определение в лекции № 7)  есть  постоянная величина, не 
зави сящ ая от того, какой буквой обозначена п ерем ен н ая  
интегрирования. Поэтому, если переменную х  под зн а к о м  
определенного интеграла обозначить другой буквой ( н а 
пример, t), то интеграл не изменится, т. е.

J f(x)dx = J  f(t)dt.
а а

П усть функция f(x) непрерывна на отрезке [а, Ь], х  —  
произвольная точка отрезка [а, Ь]. Тогда /(х) н епреры вна, а 
значит интегрируема на отр езке [а, х], причем и н тегр ал
X
^f(t)dt  представляет функцию своего верхнего п р е д е л а  х.
а

Обозначим эту функцию через  Ф(х), т. е.

Ф(x) = j f ( ( )d t .  ( 8 .1 )
а

Справедлива следующая



Теорема 8.1. Если функция  /(х ) непрерывна на отрезке
X

[а, Ь], то функция Ф(х) = |  f(t)dt имеет производную в
а

каждой точке отрезка [а, Ь], причем

Щ х) = - f -  
ах

= f(x), V xe  (8.2)

Формула  (8.2) означает, что если подынтегральная 
функция непрерывна, то производная определенного ин
теграла по верхнему пределу равна подынтегральной 
функции, в которую вместо переменной интегрирования 
подставлен верхний предел.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению производной

Ф'М = М т ^ - П т Ф<* + А*) - Ф(,‘). (8.3)
д*->° Ах  Лл:_>0 Ах

Используя последовательно обозначение (8.1), свой
ство II определенного интеграла и следствие из свой
ства V, получаем

АФ = Ф(х + Ах) -  Ф(х) =
х + А х  х  х + А х  а х + А х

= J /(0 d t - j  f(t) d t  = J ДО dt + J f{t) dt = j  f(t) dt.
a a a x  x

По теореме о среднем значении существует точка ле
ж ащ ая  между точками х  и х + Ах такая, что справедливо 
равенство

х + А х

ДФ = |  f(t)dt  =f(fy(x + Ах -  х) = f(QAx. (8.4)
X

Так как ^ лежит между х и х + Ах, то^ —> х  при Ах —> 0. 
Поэтому при Ах —> 0 имеем: /(!;) -» f(x) (в силу непрерыв
ности функции f(x)). Учитывая это, из (8.3), (8.4) выводим:

Ф'(х) = lim —  = lim = lim /£) = lim fg)  = f(x),
&x->o A x  **->0 A x  a*->o/V5/

т. e. формула (8.2) справедлива.



Отметим, что в формуле (8 .2 )  под Ф'(а) и Ф'(Ь) п он и м а
ются односторонние производные:

. ,  , . .. ДФ .. Ф(а + Дх) -  Ф(а)
Ф . (а) = lim -----= lim ----------------------------(п р а ва я  про-

А*—»0+0 Д*-+0+0 Д у

изводная);

. ..  .. ДФ .. Ф(Ь + Дх) -  Ф(Ь)
Ф (о) = lim -----= lim —---------------------—  (левая произ-

д*- » 0-0  А х  д* -»о -о  А у

водная).

Следствие 8.1. Если функция f(x) непрерывна на о т р е з
ке [а, Ь], то интеграл с переменным нижним пределом  
ь
J  fit) dt имеет производную по х  в каждой точке от резка
X
[а, Ь], причем

= -fix), V x e [a ,b ] .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И спользуя свойство V, а) о п р е 
деленного интеграла, получаем

}  № й 1  = | fit)dt + ]  № <н  «• }  Л О Л  = А -  ]  № <н,

о
где А = \ r n d t .  Так как А —  постоянная величина, то

а

А' = 0, поэтому с помощью формулы (8.2) из последнего 
равенства следует, что

dx
= А’ -

dx
J nt) dt = -fix).

Замечание. Если /(х ) — непрерывная, а ф(х) и у|/(лг) -  
дифференцируемые функции, то справедливы р аве н ст ва  

ГМ \ л (  ь \

- 7dx\ {
fit) dt

dx
J  fit) dt

ф(*)



Для доказательства достаточно воспользоваться теоре
мой о производной сложной функции, а также теоремой
8.1 и следствием 8.1.

ПРИМЕР  8.1. Вычислить

Следствие 8.2. Любая, непрерывная на отрезке [а, b], 
функция  /(х) имеет на этом отрезке первообразную. Од-

X

ной из первообразных является функция Ф(х) = j  f(t)dt.
а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Требуемый результат вытекает 
из определения первообразной и формулы (8.2).

§ 8.2. ФОРМУЛА НЬЮ ТОНА-ЛЕЙБНИЦА

Докажем основную формулу интегрального исчис
ления.

Теорема 8.2. Если функция f(x) непрерывна на отрезке 
[а, b] и F(x) — какая-нибудь первообразная для  /(х) на 
этом отрезке, то справедлива формула Ньютона—Лейб
ница

]( f ( x)dx=F(b) -F(a) .  (8.5)
а

Формула (8.5) дает правило вычисления определенно
го интеграла: определенный интеграл от непрерывной 
функции f(x) по отрезку  [а, Ь) равен разности значений



произвольной ее первообразной функции в концах а и Ь 
отрезка.

Д ля краткой записи используется обозначение 

^ ) - F ( a )  = F(x)|‘ ,

и обычно формулу (8 .5)  записы ваю т в виде

] f ( x ) d x = F ( x ) \ ba.
а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Известно, что л ю б ы е  две перво
образные функции f(x) на отрезке [а, Ь] отличаю тся посто
янным слагаемым. По условию F(x) —  пер вообр азн ая  для 
f(x) на отрезке [а, ft] и f(x) непрерывна на [а, ft], поэтому в

X
силу следствия 8.2 функция Ф(х) = J  f(t)dt т о ж е  является

а
первообразной для f(x) на [а, ft], С ледовательно,

Ф(лс) = F(x) + С »  j  f(t)dt = F(x) + С, V *  е  [а,Ь]. (8.6)
а

Полагая в (8 .6)  х =  а и используя свойство I определен
ного интеграла, получаем

а

j  f(t)dt = F(a) + С <=> 0 = F(a) + С <=> С = - F(a).
а

Подставляя найденное значение С = -F(a)  в (8 .6) ,  при
ходим к равенству

| f(t)dt = F(x) -  F(a), Vx € [a, ft],
a

из которого при x  =  ft вытекает формула

= F (b )-F (a ) ,
a

совпадаю щ ая с формулой (8.5). Теорема 8 .2  д ок а за н а .  
П Р И М ЕР  8.2. Вычислить



б)
я /2

п (  Л^\ Л 1= — соэ---- -соэ — = соэ — =
2 1 3 I 3 2

я/З V '
5 5

 ̂ 1 " = 1п5 -  1пе = 1п5 -1.

к / 2

I ъ 'т хйх  = -СО&Х
Я /3

в) Г — с!х = 1п| лг|
•» V

§ 8.3. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННОЙ
ПОД ЗНАКОМ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА

Теорема 8.3. Пусть функция ¡(х) непрерывна на отрез
ке [а, Ь\, а функция х  = ф(/) имеет непрерывную производ
ную  ср'(0 на отрезке  [а, Р] таком, что

а) множество значений функции х  = ф(/), / е [<х,Р], сов
падает с отрезком [а, Ь\,

б) ф(а) = а, ф(р) = Ь.
Тогда справедлива следующая формула замены пере

менной в определенном интеграле-.

|  д *) йх  = |  /(ф(0) ф'(0 ли  (8 7)
а а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  ПустьР(х)— какая-нибудь пер
вообразная функции /(х ) на отрезке [а, Ь]. Тогда по форму
ле Ньютона—Лейбница (см. теорему 8.2) находим

) ц х ) й х  = Р(Ь)-Р(а). (8.8)
а

Функция /7(ф(0) является первообразной для подынтег
ральной функции правого интеграла формулы (8.7), так 
как

^ - л т т  = ®  ^  = / м ф 'м  = /(ф(о)ф'(о-аг ах а. 1

Снова применяя к вычислению правого интеграла фор
мулы (8.7) формулу Ньютона—Лейбница (учитывая при 
этом, что ф(а) = а, фф) = Ь), получаем

\



}  /((Ф(О)Ф'(Оd t  = F {ф(Р)) -  F {< m )=  F{b) -  F(a). (8 .9)
a

Из равенств (8 .8)  и (8.9) следует формула (8 .7) .  Теор е
ма 8.3 доказана.

П РИ М ЕР  8.3. Вычислить 
1
J  хУх  + 3 dx.
-з

Положим
t = V x  + 3. (8 .10)

Тогда х = t2 - З к  dx = 2t  dt. Новые пределы интегриро
вания определяются из формулы (8.10): при х  =  — 3 имеем
/ =  0, а при х  =  1 получим t =  2. С ледовательно,

1 2 2
¡х л /х  + З dx  = J(/2 - 3 ) t  -2tdt = 2 j ( t 4 - 3 t2)dt =

= 2lí r 3í T
( О 5

= 2 -  23

П Р И М ЕР  8.4. Вычислить
■13/2/3/2

<¿X

1 + V Î T
Положим

Тогда
х = s in í . (8 . 11)

dx = cos t dt, л/l -  x 2 = л/l -  s in2 i = л/cos2 1 = cos í ,

t = arcsin  x. (8-12)
Новые пределы интегрирования определяются из форму

лы (8.12): при х =  0 имеем t =  arcsin 0 =  0, а при х  = V3/2 по

лучим t = arcsin(V3/2) = л/3. Следовательно,

^х _  "í3 cos t dt _  ^3(co 

0 1 +  Vl -  x 2 { l  +  COS/ {  1

( c o s í  + 1) - 1

п/2/

2 cos2 (//2) J

+ c o s í

W < - . Er ,s

dt =

л i л л — "V3 

“ 3 ~ g 6 3 ~



§ 8.4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО ЧАСТЯМ  
В ОПРЕДЕЛЕННОМ ИНТЕГРАЛЕ

Теорема 8.4. Пусть функции и(х) и v(x) имеют непре
рывные производные на отрезке [а, Ь]. Тогда справедлива 
формула

ь ь
j  u(x)v'(x)dx = u(x)v(x)\ba -  J v(x)u'(x)dx, (8.13)
а а

где u(x) v(x) |* = u(b) v(b) -  u(a) v(a).
Формулу (8.13) называют формулой интегрирования 

по частям в определенном интеграле и, учитывая, что 
v’(x)dx = dv, u'{x)dx = du, записывают обычно в виде 

ь ь ь
j  udv = uv - j v d u .  (8.14)
а а а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Отметим, что функция 
u(x)v(x) и является первообразной для функции 
(u(x)v(x))'= u'(x)v(x) + u(x)v'{x), причем эта функция непре
рывна на отрезке [а, 0]. Поэтому, применяя формулу Нью
тона-Лейбница, получаем 

ь
J (u'(x)ü(x) + u(x)v'(x)) dx  = u(x)v( x)\a.
а

Так как на отрезке [а, Ь] функции u'(x)v(x), u(x)v'(x) так
же непрерывны, то определенные интегралы от этих функ
ций существуют и справедливо равенство

ь ь ь 
J u'(x)v(x)dx + J u(x)v'(x)dx  = u(x)v(x)\a,
а а

которое можно записать в виде (8.13). Теорема 8.4 доказа
на.

П Р И М Е Р  8.5. Вычислить
К
j  (2х + l)sin3xdx.
о

Положим и = 2 х  + \, d v = s i n 3 x d x .  Тогда du=2dx ,  
v = -(cos3x)/3. Используя формулу (8.14), получаем

ч



с о б З лс
} ( 2 ,  + 1)51 п З , ^  =
о 3 о о V

(2л +  ЦсовЗл соэО 2 г _ ,
=  - - ----------- ------------- + ---------- +  -  с о б З х  ах =о о о J

2йх =

2п + 1  1 2 эт З л ;  ----------- 1----+ — . ----------
3 3 3 3

2 ( я  +  1)

П Р И М ЕР  8 . 6 .  В ы ч и с л и т ь

| х 2 \nxdx.
I

Положим и = \пх, йи = х 2йх. Тогда

1 х 3
й и = (  1п х)'йх = — йх-, и = -— ■ 

х 3

Используя формулу (8.14), получаем
е

| х 2 1п х й х  =

■ 1пх _  е х 3 йх е 3 \пе _  1п1 _  1 г 2^  _

,  " - ¡ Т ’ Т ~~~з з з * * "

з
е 3 х 3 ( е 3 П  2 е3 + 1

Контрольные вопросы

1. С ф ормулируйте те о р е м у  о производной о п р е д е л е н н о го  интегр ала  
по верхнему пределу  (с м .  теорем у 8.1).

2. К а к  вы ч и сл я е т ся  п р оизводная определенного  и н т е г р а л а  по н и ж 
нему пределу? (см .  с л е д с т в и е  8.1).

3. В ы р а з и т е

Л г .Л „  Лб)

4. Найдите п редел

1 (агс1д<)2^

ах

П т  -



Указание.  Воспользуйтесь правилом Лопиталя.
5. Пусть /(х ) — непрерывная, а <р(х) и у(х) — дифференцируемые 

функции. Докажите, что

~ г \ \ /(<) = /М*)1 V (*) ~ /[ф(*)1 ф' (*)• 
ах у,**) )
6. Выразите

д_
¿х [ и « \  

№ >
7. Докажите, что любая непрерывная на отрезке [а, 6] функция /(х) 

имеет на этом отрезке первообразную (см. следствие 8.2).
8. Сформулируйте правило вычисления определенного интеграла 

(формула Ньютона—Лейбница) (см. теорему 8.2).
9. Вычислите

\  ¥  Ых \с1х
а) (2х + соб х) ¿х; б) J ---- — ; в) ] — .

«/2
10. Сформулируйте правило замены переменной в определенном ин

теграле (см. теорему 8.3).
11. Вычислите

о
Указание. Сделайте замену переменной по формуле I = л/е' -1.

12. Можно ли в интеграле | х21]\ - х 3 с1х сделать замену х = 5т<?
о

13. Докажите, что для непрерывной на отрезке [-а, а] функции ¡(х) 
справедливы соотношения:

а) ! / (* )  (1х = 2|  ¡(х)с1х, если функция /(х ) четная;
- а  0

б) 1цх)<1х = 0, если функция Дх) нечетная.
-а

14. Сформулируйте правило интегрирования по частям для опреде
ленного интеграла (см. теорему 8.4).

15. Вычислите

а) $ х  а г ^ х  <1х\ б) | х 2е2*с!х\ в) ] ех бшх с1х . 
о 1 о

Ответы

X
3. а) М\ + х 3\ б) —втх -  2'
4. 0,25л2.



6 - ____ -____е ^
Зхе 3 ^ 7  •

9. а )  0 ,7 5 л 2 - 1 ;  б)  л/3; в) е - е " ' .

11. 2 -0 ,5л.
12. Нет,  т а к  к а к  51П<<1 при л ю бом  / е  /?.

4л -  Зл/З
15. а ) ------------- ; б )  2е - е ,  в) (е* +1)/2.



ПРИЛОЖЕНИЯ 
ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 
К ВЫЧИСЛЕНИЮ ПЛОЩАДЕЙ

§ 9.1. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЛОЩАДЕЙ ПЛОСКИХ ФИГУР 
В ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ДЕКАРТОВЫХ 
КООРДИНАТАХ

Задача нахождения площади криволинейной трапеции 
рассматривалась в лекции № 7. Напомним, что криволи
нейной трапецией называется фигура, ограниченная гра
фиком неотрицательной функции у  = /(х ) и прямыми 
х = а, х = Ь, у = 0 (см. рис. 7.1).

Если функция /(х) непрерывна и неотрицательна на от
резке [а, Ь], то, согласно геометрическому смыслу опреде
ленного интеграла (см. лекцию № 7), площадь 5 криволи
нейной трапеции вычисляется по формуле

ь
5 = ] 7 ( х ) £ / х . ( 9 . 1 )

а

Рассмотрим теперь фигуру £), ограниченную прямыми 
х  = а, х = Ь и графиками непрерывных на отрезке [а, Ь] 
функций у  = /,(*) и у = /2( 4  где /,(*) < /2(дс) (рис. 9.1). Так 
как площадь Бд фигуры Б  равна разности площадей кри
волинейных трапеций, соответствующих функциям /,(*) и 
/2(х), то справедлива формула

= / ( £ ( * ) - Д (*))<**• (9.2)



Рис. 9.1 Рис. 9.2

П Р И М Е Р  9.1. Найти площадь 5  фигуры, ограниченной 
эллипсом

^ ♦ ¿ - 1
аг Ь‘

И скомая площадь 5  равна 2 5 , ,  где 5 !  —  площадь кри
волинейной трапеции, ограниченной осью Ох и графиком

функции у = —-\/а2 -  х 2 -а < х < а (рис. 9.2). По формуле 
а

(9.1) находим

5  = 25 ,  = 2 -  Г л/а2 -  * 2 йх.

Д ля вычисления последнего интеграла сделаем зам ен у 
переменной интегрирования по формуле х  = а 5 т ^ ,  
йх = асоэ/ сИ. Пределы интегрирования по / определяются 
из уравнений -а  = азш /, а = а э т / .  М ож н о считать, что

< / < —. Следовательно,
2 2

 ̂ л/2 ______________  я/2
5  = 2 —  | л/а2 -  а 2 в т 2 ¿асоэ* =  2аЬ | соэ2/ сН =

а -п/2 -л/2
я /2 /■ • о ,  ч я/2

= аЬ [ (1 + соз2/) (И = аЬ\ I + —  1 -
- 1 /2  (  2  J . л / 2



= ab = nab.

Итак, площадь, ограниченная эллипсом с полуосями а 
и b равна S  = nab. В частности, полагая а = b = R, получа
ем площадь круга S = nR2 с радиусом R.

ПР ИМЕР  9.2. Найти площадь 5 0 фигуры £), ограни
ченной параболой у = х 2 + 1 и прямой х  + у = 3(рис. 9.3). 

Решая систему уравнений

\у = х2 + 1,
[у = 3 - х ,

находим абсциссы точек пересечения параболы и прямой: 
х { =  - 2 ,  х 2 =  1.

Полагая /,(х) = х 2 + 1 и ¡2(х) = 3 -  х, на основании фор
мулы (9.2) получаем

-►
X- 2  О О х

Рис. 9.3 Рис. 9.4

5 0 = j  ((3 -  х) - (х2 +1)) dx = j(2  -  х -  х 2) dx =
-2

2 х ~ —  =2(1 + 2 ) -



§ 9.2. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЛОЩАДЕЙ
ПЛОСКИХ ФИГУР В ПОЛЯРНЫХ КООРДИНАТАХ

а) Полярные координаты. О сновная идея метода коор
динат состоит в том, что положение точки на плоскости од
нозначно определяется с помощью д вух  чисел, причем гео
метрический см ы сл этих чисел д ает  ту или иную систему 
координат. Н ар яду с прямоугольной системой координат, 
которая р ассм атр и вал ась  нами ранее, часто  используется 
полярная система координат.

Возьмем на плоскости точку О, которую назовем полю
сом. Проведем из полюса О направленную  полупрямую 
Ох, называемую  полярной осью (рис. 9 .4 )  и выберем м асш 
таб для измерения длин.

Пусть М —  произвольная точка плоскости. Соединим 
точку М с полюсом О отрезком ОМ.

Определение 9.1. Длина отрезка ОМ = р н азы вается  по
лярным радиусом  точки М, а угол Z xO Л 'f  =ср меж ду по-

—♦
лярной осью и вектором ОМ, отсчитываемый против хода 
часовой стрелки, называется полярным углом  точки М. 
Полярными координатами  точки М н а зы в а ю т ся  ее поляр
ный радиус р и полярный угол <р.

Если точка М  имеет полярные координаты р и <р, то пи
шут Л4(р,ф), причем сначала у к а зы ва ет ся  полярный радиус 
р, а затем полярный угол ф. При этом р принимает лишь 
неотрицательные значения, т. е. О < р < +оо, а ф изменяется 
в пределах, соответствующих полному обороту: например,
О < ф < 2л.

В некоторых задач ах  приходится р а с см а т р и в а т ь  углы, 
большие 2л, а т а к ж е  отрицательные углы.

б) Связь между прямоугольными и полярными коорди
натами. Р ассмотрим прямоугольную си стем у  координат 
Оху и пусть полюс О полярной си стем ы  координат совп а
дает с началом прямоугольной системы координат, а по
лярная ось является положительной полуосью Ох (рис. 9.5). 
Тогда для произвольной точки М с прямоугольными коор
динатами х, у и полярными координатами р, ф имеем

ОА = х, АМ = у, ОМ = р, / . х  ОМ = ф,



следовательно,

ОА = СШсоБф, АМ  = О М э т ф  »

<=> х  = р соэ ф, у  = р втф .

Итак, прямоугольные координаты точки выражаются 
через ее полярные координаты по формулам:

I х  = рсоэф,

[ у  =  р Б Ш ф  (р >  О, 0  <  ф <  2 к ) .
(9.3)

Зная прямоугольные координаты х, у  точки М, можно 
найти ее полярные координаты р, ф с помощью формул:

У- V X2 + у 2; СОЭф = Э1Пф =

Рис. 9.6

П Р И М Е Р  9.3. Записать уравнение окружности 
х 2 + у 2 = R 2 в полярных координатах.

Используя формулы (9.3), получаем
х 2 + у 2 = R 2 <=> р2 cos2 ф + р2 sin2 ф =

= R 2 <=> р2 = R 2 <=> р = R.
Таким образом, окружность радиуса R с центром в по

люсе в полярной системе координат задается уравнением 
р = R (0 < ф < 2л).



П Р И М Е Р  9.4. Построить кривую, заданную  в полярных 
координатах уравнением р = аф, где а —  некоторое положи
тельное число (эту кривую н азы ваю т спиралью Архимеда).

Используя уравнение кривой, состави м  таблицу соот
ветственных значений ф и р:

ф 0
1

Г
1

2 *
к

3

2 *
2к

5

2 Л

0
1 1 3

2ка
5

р - п а4 2 Ка ка - п а
2 ла

Через полюс О проводим лучи, образую щ и е с полярной 
осью углы, указанные в первой стр оке  таблицы. На к а ж 
дом луче отмечаем точку, удаленную от полюса на расстоя
ние, указанное во второй строке таблицы . Соединяя эти 
точки непрерывной линией, получаем требуемую кривую 
(рис. 9.6).

в) Площадь в полярных координатах. Пусть кривая Г 
задана в полярной системе координат уравнением

р =  /(ф), а  <  ф  <  р .

Тогда плоскую фигуру й ,  ограниченную кривой Г и от
резками двух лучей, составляющих с полярной осью углы 
а и р  (рис. 9.7), назовем криволинейным сектором.



Теорема 9.1. Если  /(ф) —  неотрицательная непрерыв
ная на от резке  [а,Р] функция, то площадь 5  криволиней
ного сектора й , ограниченного кривой р = /(ф) и лучами  
Ф = а, ф = (3, а  < р, вычисляется по формуле

5 = х  |  / 2(ф) ^Ф- <9-4)
^ а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разобьем отрезок [а,Р] на п час
тей точками

Ф0 = а  < ф, < ... < ф*_, < ф* < ... < фя_, < ф„ = р.

На каждом из отрезков [ф*_р ф*] выберем то ч ку ^  
(к = 1,..., п). Лучами ф = ф,, ф = ф 2, ..., ф = ф„_, данный 
криволинейный сектор разбивается на п узких секторов 
О,, С2 ..., 0„, каждый из которых мы заменим круговым 
сектором (рис. 9.7). При этом сектор Ск, ограниченный луча
ми ф = ф*_р ф = ф* заменяется сектором круга с радиусом 
Р* = /Й*) и Углом Дф* = ф 4 - ф 4_, (к = 1, ..., л).

Так как площадь сектора круга с радиусом Я и цент
ральным углом со вычисляется по формуле

5 сект =

то площадь полученной веерообразной фигуры, состав
ленной из круговых секторов, выражается формулой

= £ к л ф к = £ 1 / 2( и л ф * .  (9.5)
*=1 ^ *=1 *

Будем считать, что площадь 5 данного криволинейного 
сектора равна пределу площадей (9.5) при 
X = тахДф* —» 0, т. е.

1<Л̂ л *

5  = Нш5„ = Н т £ ^  / 2($*) А ф*. (9.6)
Х-»0 Х-»0 2

Заметим, что участвующие в соотношении (9.6) суммы

совпадают с интегральными суммами функции на

отрезке [а,Р]. Так как из непрерывности /(ф) на [а,Р] вытека

ет непрерывность функции ^ / 2(ф) на указанном отрезке,



то по теореме 7.2 лекции № 7 предел в (9 .6)  сущ ествует и 

равен определеь

Следовательно,

равен определенному интегралу от ^ / 2(ф) по отрезку [а,Р].

5  = | ^ / 2(ф)^Ф>
а  ^

т. е. формула (9 .4)  справедлива.
Замечание. Пусть фигура ограничена кривыми, з а д а н 

ными в полярной системе координат уравнениями р = /,(ф), 
Р = /2(ф). О ^ Ш )  ^ /2(ф). и л учам и  ф = а ,  ф = р ,  а  < Р 
(рис. 9.8). Тогда площадь 5  этой фигуры равна разности 
площадей двух криволинейных секторов и может бы ть 
найдена по формуле

5  = ^| (//(Ф) -  /.2(Ф)) ¿Ф- (9 .7 )
а

П Р И М Е Р  9.5. Найти площ адь фигуры, ограниченной 
спиралью Архимеда р = аф, где а —  некоторое положи-

3 3
тельное число, и лучом ф = - л ,  0 < ф <  -  л (см. рис. 9.9). 

Используя формулу (9.4), получаем
,  (3/2)п .  (3/2)7! 2 <3/2)71

5  = 7  1 р2^ ф = - _ [  (аф)2 ¿ф  = —  ]У</ф =
 ̂ О  ̂ О  ̂ О

а 2 ф3
1 7

, в - _  9 а 1  
16 '

П Р И М Е Р  9.6. Найти площ адь фигуры, ограниченной 
окружностью р = 3 и кардиоидой р = 2 (1 — соэф) (вне к а р 
диоиды).

Кривая р = 3 —  это окружность радиуса 3 с центром в 
полюсе О (см. пример 9.3).

Для построения кривой р = 2 (1 — соэф) составим т а б 
лицу соответственных значений ф и р:

ф 0
1

± 6 Л

1

± 3 *

1

~ 2  Л

2

* 3 "

5
± - я ± я

р 0 2 -л / З 1 2 3 2  +  л/З 4



р = 2(1 -СОБф) " = 3

3

В

х

Рис. 9.9 Рис. 9.10

Отмечаем на чертеже точки, с полярными координата
ми р и ф, указанными в таблице, и соединяем эти точки не
прерывной кривой (рис. 9.10).

Для нахождения полярных координат точек Л и С пере
сечения окружности и кардиоиды решаем следующую си
стему уравнений:

Требуется вычислить площадь фигуры АВСОА, кото
рая равна удвоенной площади фигуры ОВСО. Так как фи
гура ОВСО ограничена кривыми р = 3, р = 2(1 -соэф) и лу-

{
Следовательно, Л(3; — тс); С(3; -  л).

3 3

= 2 -  | [ 3 2 -4(1-собф)2]^ф  = 
2 п

5  — 25овсо —
,  (2/3)ч
1 Г Г о 2  л п  ____

'ОВСО

о

О V /
(2/3)11

= | ( 3  + всоэф -2соэ2ф)Ар =.



= (Зф + 8 э т ф  - 5 т 2 ф ) | д /,3)к = 2л  +

Контрольные вопросы

1. К а к  в ы ч и с л я е т с я  площ адь кр иволинейной тр апец и и ?  (с м .  ф о р м у 
л у  (9 .1)) .

2.  Н айти п л о щ а д ь  криволинейной т р а п е ц и и ,  ограниченной г р а ф и 

ком функции у = \пх и прямыми х =  е, у = 0.
3. Н айти п л о щ адь ,  ограниченную э л л и п с о м  25х2 +  9у2 = 2 2 5  (с м .  п р и 

мер 9.1).
4.  К а к  найти п лощ адь  фигуры О ,  огр ан и чен н ой  п р ям ы м и х = а, х -  Ь 

и граф икам и неп реры вны х на о тр езк е  [а ,  Ь] функций у =/,(*) и у = /2 (х), 
где [¡(х) < /2(х)?(см .  формулу (9.2)) .

5. Н айти п л о щ а д ь  фигуры, ограниченной гр а ф и к а м и  функций у  =  е ‘ , 
у = е~‘ и п рям ой х =  1.

6. С ф орм улиру йте определение полярн ой  си ст е м ы  коор динат и п о 
лярных коор ди н ат точки (с м .  о п ределен и е 9 .1 ) .

7. К а к  с в я з а н ы  м е ж д у  собой п р я м о у г о л ь н ы е  и полярны е к о о р д и н а 

ты ?  З н а я  п р ям о у го л ьн ы е координаты точки М (3;>/3), найти ее  п о л я р н ы е

2
координаты; з н а я  полярные координаты точки М (3; —л), найти ее  п р я м о -

О

угольны е коор динаты .
8. З а п и с а т ь  уравнение окр уж ности  х2 + у г = /?2 в полярных к о о р д и 

н атах  (с м .  прим ер 9.3).
9. К а к  найти п лощ адь  кр иволинейного с е к т о р а  в полярны х к о о р д и 

натах?  (см .  те о р ем у  9.1).
10. Н айти п л о щ адь  части п ло ск о сти ,  ограниченной к а р ди ои д ой  

р = 2 ( 1 - с о 5 ф )  (с м .  пример 9 .6  и ф ор м улу (9 .4 ) ) .
11. К а к  найти п лощ адь фигуры, ограниченной кривыми, за д а н н ы м и  в 

полярной системе координат у р авнениям и р = /,(ф), р =  /2(ч>), 

0 £  /Дф) < /2(ф), и лучам и  ф = а,  ф = (5, (х < (3 ( с м .  ф ор м улу (9 .7)) .
12. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми, заданными с л е д у ю 

щими уравнениями в полярных координатах:  р =  2 $ т 2 ф ;  р = л/3(р >->/3).

Ответы

2. 1. 5.  е + е-' - 2
7. Точка М(3;>/3) имеет полярные к о о р д и н а т ы  р =  2л/3, ф = к/6, а т о ч -

2 _  
ка М ( 4 ; - я )  —  прямоугольные коор динаты  х = -2 , у =  2л/3.
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ПРИЛОЖЕНИЯ 
ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 

К ВЫЧИСЛЕНИЮ ДЛИН ДУГ 
КРИВЫХ И ОБЪЕКТОВ ТЕЛ

§ 10.1. ВЫЧИСЛЕНИЕ ДЛИНЫ ДУГИ КРИВОЙ

В элементарной математике измерение длин определе
но лишь для отрезков прямых, а также для окружности и 
ее частей. Дадим понятие длины дуги произвольной кри
вой и укажем способ ее вычисления.

Пусть дана некоторая кривая (рис. 10.1). Разобьем 
ее на п частей точками М0 =-4,Af,,K , М п_х, М п = В.

Рассмотрим вписанную ломаную М0М,К Мп_хМп, вер
шинами которой являются точки кривой, и обозначим че
рез П„ периметр этой ломаной, а через А — длину наи
большего звена ломаной:

п п = £  Mk_xM k\ А = max {М0М,; М1М2\ К ; МП_,М„}.
/ы

Если Л —> 0, то длина каждого звена ломаной уменьша
ется, а их число п стремится к бесконечности.

Определение 10.1. Если существует предел периметра 
П„ вписанной в кривую ломаной при Л -> 0 и этот пре
дел не зависит от способа разбиения кривой на части, то 
указанный предел называется длиной дуги кривой и 
обозначается s. Кривая, имеющая длину, называется 
спрямляемой.

Итак, по определению имеем:
П



Рис. 10.1 Рис. 10.2

Теорема 10.1. Если кривая V Ав задана в прямоуголь
ных координатах уравнением у = ¡{х\ а < х < Ь, причем 
I'(х)непрерывна на отрезке\а, Ь], то кривая спрямля
ема и ее длина  я вычисляется по формуле

ь
5 =| л/1 + [ / '( ^ ) ]2 ¿ж. ( 10.2 )

а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разобьем отрезок [а, Ь] на п час
тей точками х 0 = а < х, <К < х к_, < х к < К  < лг„_, < х п = Ь 
(рис. 10.2) и рассмотрим соответствующ ие им точки данной 
кривой:

л у * 0; Уо)'М\{Х\, у |), К ,М к̂ ( х к̂ , у к_[), Мк(хк, у к), К ,

Мл-1(*я-Р Уп-\\Мя(хя\ у Л

где ук = ! ( х к),к =1 ,2 ,  К  , п. Построим вписанную л о м а 
ную, вершинами которой являю тся указанн ы е точки, и 
найдем длины звеньев ломаной:

Л**.,Мк = ^ (хк - х к_х)2 + {ук - у к. х)2 , к =1, 2, К  ,п (1 0 .3 )

По теореме Л агр ан ж а

У к -  У к-1 = Л **)“ Л**-|) = /'($*Х** ( 10-4 )

где \к —  некоторая точка отрезка [ х к_х, х к\.



Полагая Ах* = х к — хЛ_(, из (8.3) и (8.4) получаем

М ^ ,М к = у1(А хк)2 + [ / ' О Д х * ) ] 2 = л / 1  +  [ / ' ( ^ ) ] 2А х , (10.5)

(Л =  1,2, К , п).
Пусть

X = гпах {Дх0; Дх,; К ; Дхл},

А = шах {МйМ х\ уИ,/И2; К ; МП_,МП}.

Тогда (10.5), если Л —» 0, то и X —» 0, поэтому из опреде
ления длины кривой (см. (10.1)) и соотношений (10.5) имеем

5 = \ \т У ^ М к_,Мк = И г п Х ^ -Н П ^ * ) ]2 А**- (10.6)
Л->и Л=1 Л-*и ^=1

Заметим, что сумма, входящая в правую часть форму
лы (10.6), является интегральной суммой для функции 
ё(х) = ф  + [Г(х)\2 на отрезке [а, Ь]. Из непрерывности про
изводной / '(х) следует непрерывность, а значит и интег
рируемость функции £(*) = ф  + [/'(х)]2 на [а, Ь\. 
Следовательно, предел интегральных сумм (10.6) сущест
вует и равен определенному интегралу от л/1 + [/'(*)]2 ПО 
отрезку [а, Ь], т. е.

ь
Ф + И'(Х)]2 йх.

а

Итак, данная кривая имеет длину 5 (а значит кри
вая спрямляема) и формула (10.2) справедлива. Теорема
8.1 доказана.

2 IПРИМЕР  10.1. Найти длину кривой у  = -  л/х3 от нача-
3

ла координат до точки (3; 2л/3).

Так как /(х) = -  х 3/2, 0 < х < 3 и /'(х) = -  • -  х и2 = л/х,
3 3 2

то, используя (формулу (10.2), получаем

т]\ + [¡'(х)]2 с1х = |  VI + х ¿X =.
о о

- ( 2 3 -1) = — .
3 3

= -(1 + х)3/2 
3



Теорема 10.2. Пусть кривая задана в парам ет ри
ческой форме уравнениями х  = <р(0, у =  ̂ -  Т, при
чем функции ср(t) и \|/(/) имеют непрерывные производные  
ф'(/), \|/'(/) на отрезке  [/0. Т]. Тогда кривая спрямляема  
и ее длина s вычисляется по формуле

S = }  л/[ф'(0]2 + [ V ' ( 0 ] 2 du
*0

или, в других обозначениях,

s = J 12 +ly'(t)}2 dt. (Ю .7)
'о

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем р ассуж дения для 
случая, когда V|/'(/) Ф 0, / € [/0 ,7’]. Будем предп олагать , что 
ф'(/) >  0 (если ф'(/) < 0, то д оказательство  проводится а н а 
логично). Тогда функция х  = ф(/) является непрерывной и 
строго возрастающей на отрезке [/„, 7"]. С ледовательн о, на 
отрезке [а, Ь], где а = ф (/„), Ь =ф(Г), сущ ествует о б р а тн а я  
функция t = Ф(л:). Поэтому уравнения х = ф(0> У — V ( 0  з а 
дают параметрически функцию у = f(x) = \|/(Ф(л:)), п рои з
водная которой находится по правилу дифференцирова-

. - dy V'(t)ния функции, заданных параметрически: —  = ------- .
dx  V|/'(/)

Д ал ее  воспользуемся формулой (10 .2)  и сделаем  за м е н у  
переменной х = ф(/):

s
ь 1 Т 1 V ( 0 t

-Ib
( d y s2 т \ (

dx =  (  J l  +
dx\ Í 1 ф'(0

ф'(/) dt =

= J ^ ' {t)]\ + [̂ {t)]2.  ф '(0  dt = j 7 (ф '(0 ]2 + [ ¥ ' ( 0 ] 2 dt.
I  ф ю

Теорема 10.2 доказана.
П РИ М ЕР  10.2. Найти длину дуги кривой, задан н ой  п а 

раметрически уравнениями х  = R(t -  sin t), у = R( 1 -  cos /),
0 < t < 2n (эту кривую назы ваю т циклоидой', можно пока
зать, что такую кривую описывает точка окружности ради
уса R, катящейся без скольжения по прямой линии).



Для построения графика циклоиды составим таблицу 
значений х и у  для некоторых значений / из отрезка [0,2л].

t 0
I
2 " к

3
2 " 2к

X 0 ж | к - 1 ) kR R( | я  + 1) 2kR

У 0 R 2 R R 0

Нанося точки с соответствующими координатами (х,у) 
на плоскость Оху и соединяя их линией, получаем искомую 
кривую (рис. 10.3). Для нахождения ее длины s воспользу
емся формулой (10.7). Так как

x'(t)  = R(t -  sin ty = /?(1 -  cos t)\ y'(t) = R(l -  cos /)'= R sin t,

[x' ( t ) f  + \y '{ t) f  = R 2(l -  cos t)2 + sin2 t =

= R(2 - 2  cos t) = 4R 2 sin2 - ,
2

TO

Теорема 10.3. Пусть кривая  ГАв задана в полярных ко
ординатах уравнением р = /(ф), а  < ф < р, причем функция 
/ (ф )  имеет непрерывную производную / ' ( ф )  на отрезке 
[а,Р]. Тогда кривая ГАв спрямляема и ее длина 5 вычисля
ется по формуле



•S = J а//2(ф) + [/'(<Р)]2 ¿Ф-
а

или, в других обозначениях,

s = | -у/р2 + р'2 ¿?ф. ( 1 0 .8 )
а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И спользуя связь  меж ду п о л я р 
ными и прямоугольными координатами (см. ф ормулы
(9.3)), представим данную кривую Г,,в уравнениями в п а 
раметрической форме (считая ф параметром):

{х = р c o s  ф = /(ф) c o s  ф,

у = р s in  ф = Дф) s i n  ф, а  < ф < р.

Найдя производные от х  и у по ф

(ф) =  f  (ф) c o s  ф — /(ф) s i п ф; у' (ф) =  / '  (ф) s i п ф +  /(ф) c o s  ф,

имеем
[*'(ф)]2 + [*/'(ф)]2 =

=  [ / 7(ф)]2 ( c o s 2 ф +  s i n 2 ф) +  / 2 (ф Х COS2 ф +  s i n 2 ф) =

=[/'(ф)]2 +  /2(ф).
Поэтому, используя формулу (10.7),  получаем

s = J л/Иф)]2 + [УШ2Л1 = J V/2(9) + [/'(9)J2rf/-
а  а

Теорема 10.3 доказана.
П Р И М Е Р  10.3. Найти длину s кардиоиды  

р = 2(1 -  соэф) (см. рис. 9.10).
Используя уравнение кардиоиды, находим

р" = 2 (1 — c o s  ф)' = 2 s i n  ф;

р2 + р'2 = 4(1 -  соэф)2 + 4 s i n 2 ф = 4 ( 2 - 2  совф) = 16 s i n 2

Учитывая, что кривая симметрична относительно п о
лярной оси, по формуле (10 .8 )  получаем



It
s = 2 J -у/p2 + p'2 dtp =

оо

Пусть кривая ГАв задана в прямоугольных координа
тах уравнением у = ¡(х), а < х < Ь, причем ее производная 
/ ' ( х ) непрерывна на отрезке [а, Ь\. Рассмотрим дугу ГАМ 
данной кривой от точки А до переменной точки М(х, /(*)) 
(рис. 10.4). Длина этой дуги будет функцией х  и, согласно 
(10.2), выражается формулой

Так как подынтегральная функция последнего интег
рала непрерывна на отрезке [а, Ь\ то по теореме о произ
водной определенного интеграла по верхнему пределу 
имеем

Зная производную функции s = s(x), находим ее диффе
ренциал:

ds = s'(x) dx  = yj\ + [f ' {x)f  dx = yj(dx)2 + [f'(x) d x 2 = 
= -yj(dx)2 + (dy)2.

Итак, дифференциал ds длины дуги кривой выражает
ся формулой

где dx = Ах — приращение аргумента a dy  = f '(x) dx  — 
дифференциал функции.

Формула (10.9) позволяет установить геометрический 
смысл дифференциала длины дуги. Для этого проведем 
касательную к кривой Г4В в точке М(х, f(x)) (см. рис. 10.4). 
Из геометрического смысла дифференциала функции 
у  = f(x) следует, что при изменении абсциссы на dx  = MD 
ордината точки касательной изменится на величину, рав
ную дифференциалу функции, т. е. на dy =CD.  Следова-

X
s = s(jc) = J д/l + [ / '( г ) ]2 dz.

а

Т -  = T - f i  V1 + [/'(г)]2 d z )  = Ф + [/'W12dx dx  •
/

(10.9)



тельно, из прямоугольного треугольника MCD по т е о р е м е  
Пифагора получаем

мс=4Ш Т ^  = ^ 7^ .  (ю.ю)
С равнивая (10.9) и (10.10), делаем  вывод, что ds = М С,  

т. е. дифференциал длины дуги кривой равен длине о т р е з 
ка касательной от точки касания M(x,f(x)) до точки с 
абсциссой х  + dx.

Замечание. Аналогично д ок азы в ает ся ,  что если к р и в а я  
зад ан а  параметрически уравнениями д: = ф(t),y =  \\i(t) 

или задан а уравнением р = /(ф) в полярных координатах, 
то дифференциал длины дуги в ы раж ается  ф ормулами 
dx  = д/х'2 +у'2 dt и ds = д/р2 + р'2 ¿ф, соответственно.

§ 10.2. ВЫЧИСЛЕНИЕ ОБЪЕМОВ

Пусть некоторое тело Т расположено между п а р а л л е л ь 
ными плоскостями х = а, х = b (рис. 10.5) и пусть и звест н а  
площадь 5  = 5(лг) любого его поперечного сечения п л о ск о 
стью, перпендикулярной оси Ох в точке с абсциссой х.

Можно доказать, что если функция S  = S(x) непреры в
на на отрезке  [а, Ь], то объем V тела Т вычисляется по 
формуле

ь

V = j S ( x ) d x .  ( 10. 11)
а

П Р И М Е Р  10.4. Найти объем эллипсоида
2 2  2 X ц Z .

Полуоси данного эллипсоида —  величины а, Ь, с. С е ч е 
нием эллипсоида плоскостью, перпендикулярной оси Ох  в 
точке с абсциссой х, -а  < х  < а, является эл л и п с 
(рис. 10.6), определяемый уравнениями

2 2  2 

У— + —  = 1 -  —  ,
Ь2 с2 а 2 ’ «
х  = const

1 3iiK.



Рис. 10.5 Рис. 10.6

У
Ь2( 1 -  х 2 /  а 2) с2( 1 -  х 2 /  а 2) 
х = сопэ^ - а  < х < а.

=  1. ( 1 0 . 1 2 )

Известно (см. пример 9.1), что если а и р  — полуоси эл
липса, то ограниченная им площадь равна 5 = лсф. По-

л  л
скольку а  -  \Ь \ 1---- -

а
1

а
полуоси эллип

са (10.12), то ограниченная им площадь равна 

5 = кЬс 1 - ^ 1  -  а < х  < а.
I  а )

Зная площади поперечных сечений эллипса, по форму
ле (10.11) находим его объем:

и и
V = |  5(х) йх = |  пЬс 1 — -  шх = пЬс 

а
х -  ■

За2

и  I а  °= лее а ---- + а —
3 3

= — паЬс. 
3

Итак, объем эллипсоида с полуосями а, Ь, с равен
4

V = — паЬс. В частности, полагая а = Ь = с = /?, получаем
3

4 ,
объем шара 5 = -  л/? с радиусом

3



Пусть тело Т образовано вращением вокруг оси Ох 
криволинейной трапеции, ограниченной графиком н е п р е
рывной неотрицательной функции у = f(x) и прямы ми 
х = а ,х  = Ь,у = 0(ри с. 10.7). Тогда сечением тела Т п л о ско 
стью, перпендикулярной оси Ох в точке с абсци ссой  х, 
а < х < Ь, является круг с радиусом у =  ¡(х). С л е д о в а т е л ь 
но, зная площади поперечных сечений S  = ку2 = n f2{x), 
а < х < Ь, по формуле ( 10.11) находим объем тела вращ ения 

ь ь ь
Vx = J  S(x) dx = I  n f2(x) dx  = л| f 2(x) dx.

Таким образом, объем тела Т, образованного в р а щ е
нием вокруг оси Ох криволинейной трапеции, ограничен
ной графиком непрерывной неотрицательной функции 
у = [(х) и прямыми х = а, х = Ь, у = 0, вычисляется по фор
муле

Vx = n j  f 2(x) dx. (1 0 .1 3 )
a

Замечание. Можно д оказать , что объем т ела Т, обра
зованного вращением вокруг оси Оу криволинейной т р а 
пеции, ограниченной графиком непрерывной неотрица
тельной функции у = /(х) и прямыми х = а, х  = Ь, у = 0, 
вычисляется по формуле

ь

Vy = 2л f х f(x) dx.
(1 0 .1 4 )



у =е

ПРИМЕР  10.5. Найти 
объем тела, образованно
го вращением криволи
нейной трапеции, ограни
ченной линиями у = е ' х, 
х  = 0, х = 1п 2, у  = 0
а) вокруг оси Ох (см.

1п 2

рис. 10.8); б) вокруг оси Оу 
х (рис. 10.9).

а) Используя формулу
(10.13), получаем

Рис. 10.9 (п 2

о
1п2 1п2

-21п2 я» я 1 тс Зтс е ^  + _  = -------- + — = ----
2 2 4 2 8 'о

б) Для нахождения объема тела, образованного враще
нием вокруг оси Оу данной криволинейной трапеции 
(рис. 10.9), воспользуемся формулой (10.14):

Для вычисления последнего интеграла применим фор
мулу интегрирования по частям в определенном интегра
ле (см. теорему 8.4).

Положим и = х, й и = е~х с1х; тогда ¿и = йх,и = -е~хс!х. 
Следовательно,

Контрольные вопросы

I. Сформулируйте определение длины дуги кривой. Какая кривая 
называется спрямляемой? (см. определение 10.1).

1п2 1п2

Уу =2п $ х  /(х ) йх = 2п ^ х е х йх .
о о



2. М ож н о ли в определении длины дуги кривой у сл о ви е  Л —> 0  з а м е 
нить условием п —»+■*>?

3. Какие услов и я  достаточно н а л о ж и ть  на ф у нкцию  /(х ) на о тр езк е  
[а, Ь], чтобы кр и вая ,  з а д а н н а я  в прямоугольны х к о о р д и н а т а х  у р ав н ен и ем  
у = [(х), а < х  £  Ь, б ы л а  сп р ям л я ем о й ?  К ак  найти д л и н у  этой кр ивой?  (см. 
теорему 10.1).

х
4. Найти длину дуги цепной линии у = а  сЬ —, концы которой имеют

абсциссы  х =  0 и х = а.
5. С ф о р м у л и р о вать  условия, при которых к р и в а я ,  з а д а н н а я  в п а р а 

метрической форме уравнениями х = <р(0, У = ч М  10 < I 2  7", с п р я м л я е м а .  
К а к  найти длину этой кривой? (см .  те о р ем у  10.2).

6. З а п и с а т ь  у р ав н ен и е  окружности х2 + у 2 = /?2 в п а р а м ет р и ч еск о й  
форме. И сп ол ьзу я  те о р ем у  10.2, вы числить д л и н у  этой о к р уж н ост и .

7. С ф о р м у л и р о вать  условия, при которых к р и в а я ,  з а д а н н а я  в п о л я р 
ных координатах у р авнением  р = /(<р), а  ^ ф < [}, с п р я м л я е м а .  К а к  найти 
длину этой кривой? (с м .  теорему 10.3).

8. Найти длину п ервы х двух витков с п и р а л и  А р хи м е д а  р =  о<р.
9. К ак  в ы р а ж а е т с я  дифференциал длины д уги  кривой в п р я м о у го л ь 

ных координатах?  С ф ор м ул и р овать  гео м е тр и ч ески й  с м ы с л  д иф ф ерен
циала длины дуги кривой.

10. К ак  найти о бъем  те л а  Т, р а с п ол ож е н ного  м е ж д у  п а р а л л е л ь н ы м и  
плоскостями х — а, х — Ь, зн ая  площ адь 5  =  5 ( х )  л ю б о г о  его поперечного 
сечения плоск остью , перпендикулярной оси Ох в то ч к е  с а б сц и ссой  х? 
(см . формулу (1 0 .1 1 ) ) .

11. В ы ч и сл и ть  о бъем  эллипсоида х2 + 36(/2 + ЮОг2 = 3 6 0 0  (см .  при
мер 8.4).

12. К а к  найти о б ъ ем  тела  Т, о б р а з о в а н н о го  в р а щ е н и е м  вокруг оси 
Ох криволинейной трапец ии,  ограниченной гр а ф и к о м  непрерывной не
отрицательной функции у = [(х) и п рямы ми х =  а, х =  Ь, у =  0?  (с м .  фор
мулу (10 .13)) .

13. Найти о б ъ ем  те ла  Т, образованного  в р а щ е н и е м  в округ оси Ох 
фигуры, ограниченной графиком функции у = 2 х - х 2 и прямой у = 0.

14. К ак  найти о бъем  тела  Т, о б р а з о в а н н о го  в р а щ е н и е м  в округ оси 
Оу криволинейной тр апец ии,  ограниченной гр а ф и к о м  непрерывной не
отрицательной функции у =  [(х) и прямы ми х = а ,х  = Ь,у = 0? (см .  ф ор м у
лу  (10.14)) .

15. Найти о б ъ е м  т е л а  Т, о б р а з о в а н н о г о  в р а щ е н и е м  в о к р у г  оси О у  
криволинейной т р а п е ц и и ,  ограниченной г р а ф и к о м  ф у нкции I/ = э1пдг 
(0 2  х й л )  и прямой у = 0.

Ответы



Л е к ц и я  11

НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

На предыдущих лекциях определенный интеграл
ь
|  [(х) йх  рассматривался на отрезках [а, Ь] определенной
а

длины Ь -  а < +оо, причем необходимым условием интегри
руемости являлась ограниченность подынтегральной функ
ции ¡(х) на [а, Ь].

В этой лекции понятие интеграла будет распростране
но на такие случаи:

1) промежуток интегрирования бесконечен;
2) подынтегральная функция неограничена на отрезке 

интегрирования.

§ 11.1. НЕСОБСТВЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
С БЕСКОНЕЧНЫМИ ПРЕДЕЛАМИ ИНТЕГРИРОВАНИЯ

Пусть функция /(х) определена на бесконечном проме
жутке [а, + °°) и интегрируема на отрезке [а, Ь\ при любом 
Ь > а.

Несобственным интегралом с бесконечным верхним
пределом  называется предел определенного интеграла 
ь
|  /(х ) йх  при Ь —» +
а

+о<=
Обозначение: |  ¡{х) йх. Итак,



+ео Ь

f f(x) dx  = lim [ f(x) dx. (11.1)
a a

Если существует конечный предел в прямой части ра-
+оо

венства (11.1), то несобственный интеграл J  /(х) dx  называ-
а

ется сходящимся. Если предел в правой части равенства
(11.1) не существует (или равен бесконечности), то несоб-

+оо

ственный интеграл j  f(x) dx называется расходящимся.
а

Аналогично определяется несобственный интеграл с 
бесконечным нижним пределом: 

ь ь
J  f(x) dx -  lim J  f(x) dx
-oo a

(предполагается, что функция f(x) определена на беско
нечном промежутке 6] и интегрируема на отрезке [а, Ь] 
при любом а < Ь).

Пусть функция f(x) определена на всей числовой оси 
(-со, + оо) и интегрируема на любом отрезке [а, Ь]. Тогда не-

+Ов
собственный интеграл J  j(x) dx  определяется  следующим 

образом:
-foo

J  f(x) dx  = lim j  f(x) dx.
-«о a —»-«> Q

a —»ч-o»

При этом интеграл J  f(x) dx  н азы вае тся  сходящимся  в

случае существования конечного предела, причем этот 
предел не должен зависеть от того, каким образом а и b 
стремятся соответственно к и к + » .

+оо

П Р И М ЕР  11.1. Показать, что интеграл J  хе~** dx  схо-
о

дится, и вычислить этот интеграл.
Используя определение интеграла с бесконечным верх

ним пределом, вычисляем:



f хе ** dx  = lim f xe~** dx  = lim f e ** d(-x2) = 
J  6->+» J 9  J

1 .. -x2= —  lim e
2 &-*+••

2 b—>+<x> *

= -  — lim^"*2 -1) = - .
2 + ~  2

Итак, данный интеграл сходится, причем
+«о
J* хе~** dx  = 0,5.
о

п
П Р И М Е Р  11.2. Показать, что интеграл J cos х dx рас

ходится.
Используя определение интеграла с бесконечным ниж

ним пределом, вычисляем:
л л

I cos х  dx  = lim f cos x dx = lim sin xJ a-*-ooJ _ . = -  lim sin a.

Так как последний предел не существует, то данный 
интеграл расходится.

7  dxП Р И М Е Р  11.3. Показать, что интеграл —---------------
1  л:2 + 4х + 20

сходится, и вычислить этот интеграл.
Так как

и

I
dx d(x + 2)

{ х 2 + 4х + 20 { (х + 2)2 + 16

I f  , b + 2 а + 2 a rc tg --------- a r c tg --------

то, используя определение интеграла с бесконечными верх
ним и нижним пределами, вычисляем:

7  dx  1 .. ( , f e  + 2 , а + 2 4 = -  lim a rc tg --------- a rc tg -------
, х  + 4х  + 20 4 а —>

а —

К

4'



Итак, данный интеграл сходится и равен 0 ,25л .  
Важ ны е примеры сходящихся и расходящ ихся интег

ралов содерж атся  в следующей теореме.
Теорема 11.1. Пусть а > 0 и а  —  произвольное дейст

вительное число. Несобственный интеграл  | сходит-
а  *

ся при любом а > 0  и расходится при любом  а  < 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя определение интегра

ла с бесконечным верхним пределом, имеем:
ь

при а  *  1,г dx г ах
—  = lim —  = 

J  Л-а ь->+~ J
dx
7е

l i m ---------
---------(X +

lim ln х при а  = 1

при а  > 1,
а  - 1  

°° при а  < 1,

откуда и вытекает требуемое утверждение.

§ 11.2. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ
НЕСОБСТВЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ С БЕСКОНЕЧНЫМИ 
ПРЕДЕЛАМИ ИНТЕГРИРОВАНИЯ

Пусть / (* )—  непрерывная неотрицательная на проме
жутке [а, + °°) функция.

Площадью S бесконечной трапеции , ограниченной 
графиком функции у = f(x) > Ои прямыми х  =  а и у = 0, на
зывается предел площади криволинейной трапеции аАВЬ 
(см. рис. 11.1) при b —> +°°(если указанный предел су щ ест
вует).

Итак, по определению имеем:

S  = lim S Авь. (11 .2)
Ь- ►+«>

Так как, согласно геометрическому см ы сл у  определен-
ь

ного интеграла, S aABb = J  f(x) dx, то из (1 1 .2 )  следует, что



О too

S = lim f f(x) dx = f f(x) dx.
Ь —H-oo J J

Таким образом, сходя
щийся несобственный интег
рал с бесконечным верхним  
пределом интегрирования 
от неотрицательной функ- 
ции равен площади бесконеч
ной трапеции. Аналогичный 
геометрический смысл имеют 
несобственные интегралы с 

бесконечными нижним и верхним пределами интегриро
вания.

§ 11.3. СВОЙСТВА И ВЫЧИСЛЕНИЕ НЕСОБСТВЕННЫХ 
ИНТЕГРАЛОВ С БЕСКОНЕЧНЫМИ 
ПРЕДЕЛАМИ ИНТЕГРИРОВАНИЯ

Ограничимся случаем бесконечного верхнего преде
ла интегрирования (в других случаях свойства анало
гичны).

Свойство 11.1. Если а, > а, то несобственные интегра-
+«e -foo

лы J f(x) dx  и J f(x) dx  оба сходятся или оба расходятся.
а О]

Свойство 11.2 (линейность).
4-00 +00

а) J a  f(x) dx  = а  J f(x) dx, а  — произвольное действи-
а а

тельное число;
4-оо +*о 4-»

б) J (/,(*) + /2М ) dx  =J /¡(jc) d x +  j  f2(x) dx
a a a

(в предположении, что каждый из несобственных инте
гралов, стоящих в правых частях указанных равенств, схо
дится).

Свойство 11.3 (аналог формулы Ньютона—Лейбни
ца). Если F(x)— какая-либо первообразная непрерывной



на бесконечном промежутке [а, + °°) функции f(x\ то с п р а 
ведлива формула

+оо

J fix) dx  = F(4~) -  F(a) = F (x fa~, (11.3)
a

где F(+oo) = Iim F(x). Равенство  (11.3) следует понимать
-  X — >+<*

так: либо левая и правая его части имеют см ы сл  и тогда
(11 .3)  справедливо, либо обе части равенства (1 1 .3 )  не име
ют смысла.

Д о к а з а т е л ь с т в о  свойств 11.1 — 11.3 проводится с 
помощью определения несобственного интеграла с б еско 
нечным верхним пределом интегрирования. Д о к а ж е м ,  н а 
пример, свойство 11.3. Используя определение несо
бственного интеграла и формулу Ньютона—Лейбница для 
определенного интеграла, имеем

+оо Ь
f f(x) dx  = lim f f(x) dx  = lim (F(b) -  F(a)) =J 6-H*» J b-H-oo
a a

= lim F(b) -  F(a) = F(+°°) -  F(a). 
b->+°°

Следовательно, формула (11 .3 )  справедлива.
Теорема 11.2 (интегрирование по частям  в несо

бственном интеграле).  Пусть функции и = и(х) и и =  v{x) 
определены и непрерывны вместе со своими производны
ми первого порядка во всех точках промежутка  [а, +  °°). 
Если существует конечный предел

lim и{x)v(x)
X  —Н-оо

+00 +оо

и интеграл j  v du сходится, то и интеграл j  и du схо-
а а

дится и справедлива формула интегрирования йо частям:
+оо +оо

| и dv = и(х) v(x) |̂ ° -  J  V du.
а а

Доказательство непосредственно следует из о п р е д е л е 
ния несобственного интеграла и формулы интегрирования 
по частям в определенном интеграле.



§ 11.4. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ
С БЕСКОНЕЧНЫМИ ПРЕДЕЛАМИ 
ОТ НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ.
ТЕОРЕМЫ СРАВНЕНИЯ

Сходимость или расходимость несобственных интегра
лов от неотрицательных функций часто устанавливается с 
помощью следующих теорем.

Теорема 11.3 (первая теорема сравнения). Пусть 
функции  /(х) и ф(х) непрерывны на промежутке [а, + °°) и 
при всех х > а выполняется неравенство

0< /(х )< ф (х ) .  (11.4)

Тогда
+СО

а) если несобственный интеграл  J ф(х) dx сходится,
а

+«в
то и несобственный интеграл  J /(х) dx тоже сходится-,

а
+оо

б) если несобственный интеграл J /(х) dx расходится,
а

+оо

то и несобственный интеграл J  ф(х) dx тоже расходится.
а

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) Пусть несобственный интеграл
+оо

J ф(х) dx  сходится. Для доказательства сходимости интег-
а

+«
рала |  /(х) dx  воспользуемся следующим достаточным

а

признаком существования предела функции: монотонная 
и ограниченная на промежутке [а, + °°) функция Ф(6) име
ет предел при b —» +<=°.

ь
Рассмотрим функцию Ф(6) = J /(х) dx. Пусть Ь2 >Ь{ > а.

а

Тогда, поскольку /(х) > 0 => |  /(х) dx > 0, то



f(x) dx  > J f(x) d x  = Ф (6 ,).
a a b\ a

Следовательно, Ф(b2) > Ф(6,) и функция Ф(b)  монотонно 
возрастает на [а, + °°).

Кроме того, используя соотношение (11 .4) ,  получаем:
Ь Ь +оо

Ф(b) = J  f(x) dx < j  ф(лг) dx < J  ср(д:) dx  = const.
a a a

Таким образом, функция Ф (b) монотонно в о зр а с т а е т  и 
ограничена на [ а ,  + «>), следовательно, предел

ь
lim Ф(Ь) = lim [ f(x) dx

b —n-oc b —> + »  •
а

+«e

существует, т. e. несобственный интеграл J  /(л:) d x  сходится.
a

4«
б) Пусть несобственный интеграл J  f(x) dx  расходится.

а

Д окаж ем , что несобственный интеграл J  ф(х) dx  т о ж е  рас-
а

+<ю

ходится. Допустим противное: интеграл J  ф(д:) d x  сходит-
а

ся. Тогда по доказанному пункту а) этой теоремы несо-
+оо

бственный интеграл J  f(x) dx  тоже сходится, что
а

+оо

противоречит условию теоремы. Следовательно, J  <р(х) dx
а

расходится и теорема доказана.
Из теорем 11.1 и 11.3 непосредственно вы текает сл ед у ю 

щее утверждение.
Следствие 11. 1 .  Пусть функция /(х) непрерывна при 

х > а > 0. Тогда, если сущ ествует постоянная М >  0  т а к а я ,  
что

Ф (М  = J  /(*) dx = \  f(x) dx + j



Ma) 0 < f{x) < —  при всех х > а, причем а  > 1, то несоб- 
х а

-г»
ственный интеграл J f(x) dx сходится;

а

мб) f(x) > —  при всех х > а, причем а  < 1, то несобствен- 

ный интеграл J f(x) dx  расходится.
а

П Р И М Е Р  11.4. Исследовать на сходимость несобствен
ные интегралы

71 + cos х , "Т dx
—  ( м ' 5 )

Так как -1 < cos х  < 1, то при всех х > 1 выполняется не-
n , 1 + cos х  , 2 . . .равенство 0 < ----- ----- < —  и потому в силу следствия 11.1

х х
(п. а)) первый из несобственных интегралов (11.5) сходится. 

Так как при всех х > 1 выполняется неравенство

* > — то в силу следствия 11.1 (п. б)) вто-
л/125лг2 +ЛГ-1 5у[х* 
рой из несобственных интегралов (11.5) расходится.

Теорема 11.4 (вторая теорема сравнения). Пусть 
функции  /(х ) и ф(х) непрерывны и положительны на проме
жутке \а, + °°) и пусть существует конечный положите
льный предел

П т = А (0 < Л < + °° ) .  (116)
ф(;с)

Тогда оба несобственных интеграла J f{x) dx и
а

J  ф(х) dx одновременно сходятся или одновременно рас-
а

ходятся.
Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 11.4 проводится с помо

щью теоремы 11.3. В самом деле, из (11.6) следует, что для
А пе = — > 0  можно указать такое число а, > а, что



a f(x) А А . . .. . 3/4 . . . . .
- Л < -  о  0 < — ф(х) < f(x) < —  ф(*) (1 1 .7 )

2 ф(х) 2 2 2
при всех х > а , .* +«

Если интеграл |ф(х) dx  сходится, то интегралы
а

Т ТзлI ф(лг) dx  и I — ф(*) d *  тоже сходятся  (см. свойства 11.1 и
„1 а, 2

9.2 несобственных интегралов), а потому (в силу неравен-

ства (11 .7))  по теореме 11.3 (п. а ))  интеграл J  f(x) dx , а вм е-
ai

+во

сте с ним и интеграл J  ¡(x) dx, т о ж е  сходится.
а

Аналогично доказывается, что из расходимости интег-
+оо +оо

рала J  ф(дс) dx  следует расходимость интеграла J  ¡(x) dx.
а а

П Р И М Е Р  11.5. Исследовать на сходимость н есобствен
ные интегралы

I * 2 sin Л dx\ J ^ l n f l  + A
I Л I \  X

Сравним первый из интегралов (11 .8 )  с интегралом
+" i
i — dx. Н айдем предел отнош ения поды нтегральны х 
> х

функций:
.. 2 . 1 1  2 1 1 lim j r  sin — : — = lim x — : — = 1.
*-*•*” x x *-+*° x x

Так как интеграл f — dx расходится (см. теорему 11.1),
J X 1 Л

то по теореме 11.4 первый из интегралов (11.8) тоже р а с 
ходится.

Второй из интегралов (1 1 .8 )  сравним с интегралом

[ —  dx. Снова находим предел отношения подынтеграль-
I х

ных функций:

'd x .  ( 1 1 .8 )



, fl 3 ^ 1  3 1 „lim л; ln 1 + —  I: —- = lim х 3.
^ X )  X х-+*° X X

+°° J
Так как интеграл f —  dx сходится (см. теорему 11.1), то 

. *
по теореме 11.4 второй из интегралов (11.8) тоже сходится.

Замечание. Аналогичные теоремы сравнения справедли
вы и для несобственных интегралов с бесконечным нижним 
пределом, а также для несобственных интегралов с беско
нечными верхним и нижним пределами интегрирования.

§ 11.5. АБСОЛЮ ТНАЯ И УСЛОВНАЯ СХОДИМОСТЬ
НЕСОБСТВЕННЬIX ИНТЕГРАЛОВ С  БЕСКОНЕЧНЫМИ 
ПРЕДЕЛАМИ ИНТЕГРИРОВАНИЯ

В этом пункте будем рассматривать функции, прини
мающие на (а, + °°) как положительные, так и отрицатель
ные значения.

Определение 11.1. Несобственный интеграл
•Н*

j  /(*) dx (11.9)
а

называется
а) абсолютно сходящимся, если сходится несобствен

ный интеграл
+оо
j l  Rx) \dx  (11.10)
а

от модуля данной функции;
б) условно сходящимся, если интеграл (11.9) сходится, 

а интеграл (11.10) расходится.
Аналогичные понятия можно дать и для несобственных 

интегралов других типов.
Теорема 11.5. Абсолютно сходящийся интеграл схо

дится.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию несобственный ин-

+оо

теграЛ |  f(x) dx  является абсолютно сходящимся, т. е. ин-
а-foo

теграл J l / M l  dx  сходится.



Требуется доказать, что несобственный интеграл 

J  f(x) dx  тож е сходится.
а

Из определения модуля действительного числа с л е д у 
ет, что

Н/(ДС)|< f{x) < |/(*)| «  0 < f(x) + 1 f(x) |< 2 1 f{x) |( 11.11) 

(Ух > a).

Так как интеграл (11.10) сходится, то по свойству 11.2
+О0

несобственный интеграл J  2 | /(л:) | dx  тож е сходится, что в
а

силу (11 .11 )  и первой теоремы сравнения (см. теорему 11.3)
+ ов

влечет сходимость интеграла J  (f(x) + \ f(x )|) dx.
а

Заметим теперь, что так как  (/(х) + | /(*)|)-| Д*)1> то по 
свойству 2 несобственный интеграл

-Н>о + ее 4 « е

J  f(x) dx = J  (f(x) + 1 f(x)  I) dx -  J  I f(x) I dx
a  a a

сходится. Теорема 11.5 доказана.
Теор ем а 11.6 (достаточный признак абсолютной с х о 

димости). Если функция f(x) непрерывна при х > а > 0 и 
существуют такие постоянные М >  0 и а  > 1, что

| f(x) | < —  при всех х > а > 0, то несобственный интег- 
х а

+00

рал J  f(x) dx абсолютно сходится.
а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так  как несобственный интег

рал J — dx  при а > 1 сходится (см . свойство 11.2 несо-
а Х

бственных интегралов и теорему 11.1), то по первой теоре-
4-00

ме сравнения (теорема 11.3) интеграл j\f(x)\dx  т о ж е
а

сходится. Следовательно, несобственный интеграл
+оо

| f(x) dx  является абсолютно сходящ имся.



ПРИМЕР  11.6. Исследовать на сходимость несобствен
ный интеграл

*7 cos х
х 2

dx.

Так как cos х
х 2

< —  при всех х > 1, то по теореме 11.6 
х

с COS Xнесобственный интеграл I — — dx является абсолютно
\ х

сходящимся. Поскольку в силу теоремы 1 1 . 5  всякий абсо
лютно сходящийся интеграл сходится, то данный интеграл 
является сходящимся.

ПРИМЕР  1 1 . 7 .  Исследовать на сходимость несобствен
ные интегралы

> . +°° Л +°о . 2
s i n *  , г c o s 2*  , ч г s in  х

X

. f s i n j c  , r c o s 2 x  , . г s in  x , i) -------dx\ 6) --------- dx\ в) --------- dx.
J Y J y  J Y

а) Положим и = —, dv = sin x dx. Тогда du = — ^  dx,
X X

и = - cos x .  Используя формулу интегрирования по частям 
в несобственном интеграле(см. теорему 11.2), получаем:

sin*  . cosx  ------ dx = ----------- г cos x , , f cos x .-  — — dx  = cos  1 -  — —  dx,
, X2 \ X1

( 11. 12)

COS Xтак как l im -------= 0. Поскольку несобственный интеграл
*-*+~ х

из правой части соотношения (11.12) сходится (см. при-
п T s ¡n х  , мер 9.6), то интеграл ------ dx тоже сходится.

J X
\ л

б) Аналогично доказывается, что несобственный интег- 
7  cos 2храл --------  dx  является сходящимся.

 ̂ X1 л
в) Так как

sin2 х  _  1 -  cos2x _ 1 cos2x 
х  2х 2х 2х



j
и несобственный интеграл J  —  dx  расходится  (см. теоре-

I
7’ eos 2х

му 11.1), а несобственный интеграл ---------- dx  сходится
• 2х

■н» . 2
(см. п. б)), то несобственный интеграл Г ----------dx  расхо-

 ̂ X 1 Л
дится.

П РИ М ЕР  11.8. Показать, что несобственный интеграл 
*7 э т  х

dx  является  условно сходящимся.
'i *

Рассмотрим интеграл от модуля данной подынтег
ральной функции:

Т  dx = T J jÜ H i l i  ¿ x  ( Ц .1 3 )
X. *  Y 1 л l Л

Т  I • К  • 2 I S in  X | S in 2 X ~Так как | sin х  | > sin х, т о ----------- > ----------- > 0 при лю-
X X

■н* . 2
бом х > 0. Следовательно, поскольку интеграл í ----------dx

Í *
расходится (см. пример 11.7(в)), то по первой теореме 
сравнения несобственный интеграл (1 1 .1 3 )  расходится.

Поэтому интеграл í Sm х dx  не является  абсолютно схо-
J X t л

дящимся. С другой стороны в примере 11.7(а) показано,
T s i n x  . „

что интеграл --------dx  сходится. С ледовательно, этот ин-

теграл является условно сходящимся.

Контрольные вопросы

1. Как оп р е д е л я е т с я  несобственный интеграл :
а)  с бес коне чным верхним пределом?
б)  с бесконе чным нижним пределом?
в) с бесконе чным верхним и нижним п р е д е л а м и ?

7  dx
1 J :

2. По к а з а т ь ,  что интеграл J ~ Г +"^— ^ с хо д ит с я  и в ыч и с л и т ь  эт от  ин

теграл.



\ х йх
3. Показать (исходя из определения), что интеграл J ^  расходится.

4. Показать, что интеграл хе~‘2¡¡х сходится и вычислить этот интеграл.

Т 11 х
5. Исследовать на сходимость несобственный интеграл J , гд< 

а > 0, а  е /? (см. теорему 11.1).
1•ти  и Р Л Л ^ Р Т П О и и и й  и Ц Т Р Г П Я  п I
, х \п а х

7  dx
6. Исследовать на сходимость несобственный интеграл J „■ где

а  > 1, а  е  Л.
7. В чем заключается геометрический смысл несобственного интег

рала с бесконечными пределами интегрирования?
8. Докажите линейность несобственного интеграла с бесконечными 

пределами интегрирования (см. свойство 11.2).

9. Докажите, что если несобственный интеграл ¡¡(х) dx сходится, а

несобственный интеграл Т /2(х) dx расходится, то несобственный интег

рал Т ( л м + / 2м )  dx  расходится.

10. Сформулируйте правило вычисления несобственного интеграла 
с бесконечными пределами интегрирования (аналог формулы Ньюто
на—Лейбница) (см. свойство 11.3).

11. Сформулируйте правило интегрирования по частям в несоб
ственном интеграле с бесконечными пределами интегрирования (см. 
теорему 11.2).

12. Сформулируйте первую и вторую теоремы сравнения для несоб
ственных интегралов с бесконечными пределами интегрирования (см. 
теоремы 11.3, 11.4).

13. Докажите, что если ¡(х) > 0 при всех х  > а > 0 и если существует 
конечный предел lim j(x]xa = А > 0 при некотором а > 1, то интеграл

У/(*) dx  сходится (воспользуйтесь теоремой 11.4).
а

14. Докажите, что если ¡(х) >0 при всех х  > а > 0 и если существует 
конечный предел lim ¡(х]ха = А > 0 при некотором а  < 1, то интеграл

7« .'х ) йх  расходится.
а

15. Исследовать на сходимость следующие несобственные интегралы:

^ Т - к а г ^ л г  , 7  г + агсвт (1/*) , , Т (V* + V* + 2)3 ,
а) Л / - ■ dx■ б J ------ -— т=------dx■, в) J ------------ ТТЛТ <1х

о V*5 +1 1 1 + Лх , (5х -4

(воспользуйтесь теоремами 11.3 или 11.4).



16. Какой н есобственны й интеграл с  б е ск о н е ч н ы м и  п ределам и  ин
тегрирования н а з ы в а е т с я :  а )  абсолю тно с х о д я щ и м с я ?  б)  условно с х о д я 
щ имся? (см. о п р еделен и е 11.1).

17. М о ж е т  ли аб со л ю тн о  сходящ ийся и н т е гр а л  б ы т ь  р асх о д я щ и м с я ?  
(см .  теорему 11.5).

18. С ф орм улиру йте достаточны й п р и зн а к  аб с о л ю т н о й  сходимости 
несобственного и н тегр ала с бесконечными п р е д е л а м и  интегрирования 
(см .  теорем у 11.6).

19. П о к а з а т ь ,  что несобственные и н тегр алы

я вля ю тся  а бсолю тн о сходящ имися.
20.  Привести п ример несобственного и н т е г р а л а  с  бесконечны м и п р е 

д елам и  интегрирования, сходящ егося у сл овн о  (с м .  пример 11.8).

Ответы

2. In V I  4. 0.  5. Р а сх о д и т ся  при а  й 1; с х о д и т ся  при а  > 1.

15. а) сходится;  б)  расходится;  в )  сходится .



Л е к ц и я  12

НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 
ОТ НЕОГРАНИЧЕННЫХ ФУНКЦИЙ

Пусть функция /(^определена на промежутке[а, Ь), ин
тегрируема на отрезке[а, b -  е] при любом е > 0, но не явля
ется ограниченной на промежутке [а,Ь\ т. е. точка х = b 
является особой для функции /(х ) (рис. 12.1, а). Несоб
ственным интегралом от функции /(лг) (с особой точкой 
х = Ь) по промежутку [а, Ь) называется предел определен-

6-е
ного интеграла J f(x) dx  при е —> +0.

а
Ь

Обозначение обычное: |  ¡(х) dx. Итак,
а

Ь 6-е
[ f(x) dx = lim f f(x) dx. (12.1)
J £-»+0 J ' '
a a

Если существует конечный предел в правой части ра-
ь

венства ( 1 2 .1 ) ,  то несобственный интеграл |  ¡(х) dx назы-
а

вается сходящимся. Если предел в правой части равенст
ва (12.1) не существует (или равен бесконечности), то

ь
несобственный интеграл J f(x) dx  называется расходя-

а

щимся.
Аналогично определяется несобственный интеграл от 

функции f(x) (с особой точкой х = а) по промежутку (а, Ь].



Рис. 12.1 
ь ь
[ f(x) dx -  lim f f(x) dx J e-*+0 J
a a+£

(предполагается, что функция f(x) определена на п р ом е
жутке (a,b], интегрируема на отрезке [а + е, Ь\ при любом 
е > 0, но не является ограниченной на п р ом еж у тке (а, Ь\ 
рис. 12.1, б).

Если промежуток интегрирования функции со д ер ж и т  
несколько особых точек функции /(х) (среди которых мо
гут быть и -оо, -и» которые всегда считаются особы м и), то 
интеграл по всему промежутку представляется  в виде 
суммы интегралов по таким меньшим п ром еж уткам , к а ж 
дый из которых имеет только одну особую точку функции 
¡(х)в  одном из своих концов (рис. 12.1, в). В этом с л у ч а е  не
собственный интеграл называется сходящимся, если  
сходятся все интегралы по меньшим промеж уткам, и 
расходящимся, если интеграл по хотя бы одному из мень
ших промежутков расходится.

Таким образом, для функции, график которой и з о б р а 
жен на рис. 12.1, в, имеем:

+оо b e d  +°о
J  f(x) dx  = J  f(x) dx  + J  f{x) dx + I  f(x) dx + j  f(x) dx.
a a b c d

П Р И М ЕР  12.1. П оказать, что несобственный интеграл
I
J  \пх dx  сходится, и вычислить этот интеграл,
о



Для функции 1п х  особой точкой является х = 0, поэтому
I 1
[ 1п х йх  = Н т  [ 1п х йх. (12.2)
о с

Для вычисления определенного интеграла из правой 
части равенства (12.2) воспользуемся формулой интегри
рования по частям. Для этого положим и = \п х, (¡V = с1х\

. йх птогда аи = — , V = х. Следовательно,
I (  I л
f ln х dx  = lim x  ln x  l' -  f dx
J F—»4-0 J

= lim (—e In e -1  + e) =
E—HO€->+0

= - l i m ^ - l  = - l i m ^ - l  =
*-*♦« 1 /  e (1 /  £)'

= -  lim  ̂^  £„ -1  = l i m £ - l  = -1E-H-0 _ J j  £-»+0

(при вычислении предела lim £ In £ применялось правило 
Лопиталя). е~**°

I
Итак, данный интеграл сходится, причем J \пх dx  = -1.

о
П Р И М Е Р  12.2. Показать, что несобственный интеграл

г dx------  расходится.
J0 1 - х

Для функции —i— особой точкой является х  = 1, поэтому
1 -  X

1 dx  'r£ dx  |_е = -  lim 1 п е  =  +оо.  
0 е-мО

Г -££_ = Н т [ _££_ = _ П т 1п (1 -  х)
0 \ -  X 0 \ -  X «-«0

Следовательно, данный интеграл расходится.
Важные примеры сходящихся и расходящихся интег

ралов содержатся в следующей теореме.
Теорема 12.1. Пусть а < Ь и а > 0 — действительные

числа. Несобственный интеграл [ — ——  сходится при
{ ( * - * ) “

любом  0 < а  < 1 и расходится при любом а  > 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для функции ----------  особой

(х - а ) а
точкой является х = а, поэтому



[ — — —  = lim f
J  (  v  _  л Ч “  Е -+ + 0  J

( х - а Г +'

dx
Ja ( x ~ a ) a E_>+0 a+Ax -  a)a 

ь

Hm
£-*+0 - а  +1

lim ln (x  -  а) 
£—>+0

при а  *  1, 

при а  =1

lim
£-»+0

( b - a ) ' ч I- а  Л

1 - а  1 - а  
im [In ( b - a )  -  Ine] при а  = 1

(b -  а )1' “
t-нЮ

при а  < 1,
1 - а  

+оо при а  > 1,

откуда и вытекает требуемое утверждение.
Упражнение 12.1. Пусть а < /) и а  > 0 —  д ей стви тел ь

ные числа. Д о казать ,  что несобственный интеграл 
г йх
Ja (Ь ~ ХГ 
любом а  > 1.

сходится при любом 0 < а  < 1 и расходится при

§ 12.1. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ
НЕСОБСТВЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ ОТ 
НЕОГРАНИЧЕННЫХ ФУНКЦИЙ

Пусть f(x) —  непрерывная неотрицательная на пром е
жутке [а, Ь) функция, неограниченная в окрестности точки 
х = Ь. Площадью S бесконечной трапеции, ограниченной 
графиком функции у = f(x) > 0 и прямыми х  = а, х = b и 
у = 0, называется предел прощади криволинейной т р а п е 
ции ABCD  (см. рис. 12.1, а) при е -> + 0  (если указанны й 
предел существует).

Итак, по определению имеем:
S  = lim 5£-»+0 авсо■ (12 .3 )

Так как согласно геометрическому см ы слу определен-
6-е

ного интеграла 5 ЛВС0 = | /(*) ¿/х, то из (12 .3 )  следует, что



b -t b

S = lim  f f(x) dx = f f(x) dx.
е-нО J J

а а

Таким образом, сходящийся несобственный интеграл 
от неотрицательной неограниченной функции равен пло
щади бесконечной трапеции.

Ограничимся случаем функций, являющимися непре
рывными и неограниченными в окрестности точки х -  Ь 
(в других случаях свойства аналогичны).

§ 12.2. СВОЙСТВА НЕСОБСТВЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 
ОТ НЕОГРАНИЧЕННЫХ ФУНКЦИЙ

Свойство 12.1. Пусть функция /(х) непрерывна на про
межутке [а, Ь) и точка х  = ¿является особой для f(x). Тогда,

ь
если а < а, < Ь, то несобственные интегралы j  f(x) dx  и

а
Ь
j  i(x) dx  оба сходятся или оба расходятся.
“1

Свойство 12.2 (линейность).
ь ь

а) J a  /(х) dx = а| /(х) dx, а  — произвольное действи-
а а

т е л ь н о е  число;
b b b

б) J (fi(x) + f2(x)) dx =  f  /,(*) dx + f  f2(x) dx
a a a

(в предположении, что каждый из несобственных интегра
лов, стоящих в правых частях указанных равенств сходится).

Свойство 12.3 (аналог формулы Ньютона—Лейбни
ца). Пусть F(x) — какая-либо первообразная непрерыв
ной на промежутке [а,Ь) функции /(*), причем точка х = b
является особой для f(x). Тогда справедлива формула 

b

J f(x) dx -  F(b) -  F(a) = F(x) |*, (12.4)
a

F(b) = Iim  F(x). Равенство (12.4) следует понимать так: либо 
левая и правая его части имеют смысл и тогда (12.4) спра
ведливо, либо обе части равенства (12.4) не имеют смысла.



Сходимость или расходимость несобственных интегра
лов от неотрицательных неограниченных функций часто 
устанавливается с помощью следующих теорем.

Теорема 12.2 (первая теорема сравнения). П у с ть  
функции /(х) и ф(х) непрерывны на промеж утке [а, Ь), при
чем точка х = Ь является  особой для ¡(х) и ф(х). Тогда, 
если при всех х е [а, Ь) в ы п о л н я е т с я  н е р а в е н с т в о
О < /(дг) < ф(х), т о  справедливы следующие утверж дения:

ь
а) если несобственный интеграл  | ф(х) йх сходится,

а
Ь

т о  и несобственный интеграл  | ¡{х) (1х т о ж е  с х о д и т с я ;
а

Ь

б) если несобственный и н тегр ал  | Цх) йх р асходи тся ,
а

Ь

т о  и несобственный интеграл  | ср(лг) йх т о ж е  расходится.
а

Теорема 12.3 (вторая теорема сравнения). Пусть функ
ции ¡{х) и ф(х) непрерывны на промежутке \а,Ь), причем 
т о ч к а х  = Ь является  особой дл я  /(*) и ф(х). Тогда, если су
щ е с т в у е т  конечный положительный предел

11 т  = А (0 < А < +°°),
*->б-о ф(д;)

ь ь
т о  оба несобственных и н теграла  | /(х ) йх: и j  ф (х ) йх од-

а а

повременно сходятся или одновременно р а сх о дя тся .
Доказательство теорем 12.2, 12.3 аналогично д о к а з а 

тельствам первой и второй теорем сравнения для несоб
ственных интегралов с бесконечными пределами интегри
рования (см. доказательства теорем 11.3, 11.4).

Замечание. Теоремы, подобные теоремам 12.2 и 12.3, 
справедливы и для функций с особой точкой в левом конце 
интегрирования или с несколькими особыми функциями.

Из теоремы 12.2 непосредственно вытекает следую щ ее 
утверждение.

Следствие 12.1. Если существует постоянная М > 0 т а 
кая, что



М
а) 0 < f(x) < -----------при всех х е [а, Ь), причем О < а  < 1,

( Ь -х ) а
ь

то несобственный интеграл J  f{x) dx сходится;
а

мб) f(x) > -----------при всех х  6 [а, Ь\ причем а  > 1, то не-
(Ь -  х)а

ь
собственный интеграл J f(x) dx расходится.

а

ПРИМЕР 12.3. Исследовать на сходимость несобствен
ные интегралы

. í 5  + co sx  , г sin je , . 7* dx n

a) l v ^ f d K  6) Ь з г ' *  ■’ b 1 o > 0 '
Д ля подынтегральной функции интеграла а)особой я в 

ляется  точка х = п. Так как —1 < cos лс < 1, то при всех
. 5 + cos х _ 4х € 0, л) выполняется неравенство ----------— > --------- - и

(к -  x f  (к -  X)2
потому в силу следствия 12.1 (п. б)) интеграл а) расходится.

sin XД ля  подынтегральной функции ¡(х) = — -=г интеграла
хых

б) особой является точка х = 0. Положим ср(х) = ~̂ = и вы-
ых

числим предел отношения функций /(х) и <p(jt) при х —> +0:
.. f(x) .. sin лг 1 .. sin JC
lim - = lim — i= r'-7= = l im -------= 1.

<p(x) *-»+0 x-Jx ylx x-*° x
Отсюда (в силу теоремы 12.3 и замечания к ней) выте

кает , что интеграл б) ведет себя так  же, как  и интеграл
* 1 " 1J —=  dx. Поскольку интеграл J  —= dx сходится (см. теоре-
о 4 х  о а/х

му 12.1), то интеграл б) тоже является сходящимся.

Подынтегральная функция f{x) = —  интеграла в) име-
х а

ет на промежутке [0, + °°) две особые точки: х = 0идг=+<». 
Поэтому

"7 dx _  г dx Т  dx 
J va J J Ya'
0  Л  Q Л  I Л



Первый интеграл в правой части последнего равенства 
сходится при 0 < а  < 1 и расходится при а  > 1, а второй р а с 
ходится при 0 < а  < 1 и сходится при а  > 1. Отсюда следует , 
что при любом а  > 0 интеграл в) расходится.

Определение 12.1. Несобственный интеграл ь
J f{x )d x  (12 .5)

называется
а) абсолютно сходящимся, если сходится несобствен

ный интеграл ь
¡\К х)\йх  (12 .6)
а

от модуля данной функции;
б) условно сходящимся, если интеграл (12.5) сходится, 

а интеграл (12.6) расходится.
Аналогичные понятия можно дать и для несобственных 

интегралов от неограниченных функций с другими особы
ми точками.

Теорема 12.4. Абсолютно сходящийся и н тегр ал  о т  
неограниченной функции сходится.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 11.5.
ПРИМЕР 12.4. Исследовать на сходимость несобствен

ный интеграл
2Г о ; ^  5 «

йх. (12 .7)J
Так как 0 <

Ух -  П 
sin X + sin 3* 

Ух -  к

2
при всех х е (я , 2л]

Ух -  п
2г 2и несобственный интеграл J  —-------- dx сходится (см. тео-
„ У х  -  71

рему 12.1), то по первой теореме сравнения интеграл
2я . ■ оэш х + э т  ¿х  , „----- ------- ----- dx сходится. Следовательно, несоб-

Ух -  л
ственный интеграл (12.7) является абсолютно сходящ им
ся. Поскольку в силу теоремы 12.4 всякий абсолютно 
сходящийся интеграл сходится, то данный интеграл я в л я 
ется сходящимся.



Контрольные вопросы

1. Сф ормулируйте определение несобственного интеграла  ] /(х ) йх,
а

если :
а )  точка х  = Ь я в л я е т с я  особой для  Цх\
б) точка х  = а я в л я е т с я  особой дл я  /(*);
в )  точка х  — с (а < с  <Ь)  я вл я ет ся  особой дл я  ¡(х).

? Лх
2. П оказать  (исходя из определения), что интеграл J ------ 7 расходится.

0 4 — х
? ¡1х

3. П оказать ,  что и н тегр ал  J < сходится и вычислить этот ин-
о л/4 — л;

т е гр а л .
4. И сследовать  на сходимость  несобственный интеграл

!(:
5. В чем закл ю ч ается  геометрический смысл несобственного интег

р а л а  от неограниченной функции?
6. Перечислите свойства  несобственных интегралов от неограничен

ных функций.
7. Сформулируйте первую и вторую теоремы сравнения для  несоб

ственных интегралов от неограниченных функций (см. теоремы 12.2, 12.3).
8. И сследовать  на сходимость  следующ ие несобственные интегралы:

(■ л: a rcs in  л/jc \ ех - е  Т  dx
а) \ " " W ~ ~ dx' б>!  ( П ^  d x в) \ *~inV
Указание. Воспользуйтесь  теоремами сравнения для  несобственных 

интегралов .
9. Какой несобственный интеграл  от неограниченной функции н а зы 

в а е т с я :  а )  абсолютно сх о дящ им ся ;  б) условно сходящ им ся?  (см . опреде
лен ие  10.1).

f  sin 5л:
10. П оказать ,  что несобственный интеграл J ■ 11 ■ - dx я в л яется  аб-

о Чх  + х 4
солютно сходящимся.

Ответы
3. 0,5л. 4. Сходится при а  < 1, ß < 1; расходится при других  значениях 

а  < 1 и ß.
8. а )  сходится; б) р асходится ;  в)  расходится.



ФУНКЦИИ 
НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

Основные идеи дифференциального исчисления ф ун к
ции одного переменного распространяются на функции 
нескольких переменных. В результате  возникает а п п а р а т  
для исследования функций нескольких переменных, кото
рый и рассматривается в этом разделе.

§ 13.1. ПОНЯТИЕ ФУНКЦИИ 
НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

Функции, которые до сих пор рассматривались в к ур се  
математического анализа, определялись на множ ествах  
точек числовой прямой. Так к а к  положение точки на п р я 
мой характеризуется одним числом (координатой), то к а ж 
дую такую функцию можно н азва ть  функцией одного пе
ременного. Точнее, если й  = {*} есть множество точек х  на 
числовой прямой и каждой точке х е  /3 поставлено в соот
ветствие по некоторому закону определенное число у, то 
говорят, что на множестве О определена функция одного  
переменного у = /(х).

Геометрической интерпретацией такой функции я в л я 
ется ее график. Например, если /(*) = х 2, то графиком я в 
ляется парабола у  = х2 (см. рис. 13.1).



Значение функции в точке х изображается на графике 
ординатой у точки графика, абсцисса которой равна х.

Если множество D рассматривать как  множество точек 
{(х,у)} на плоскости и каждой точке (х,у) е  D поставить в 
соответствие определенное число 2, то, тем самым, на мно
ж естве D определится функция z = f(x,y), которую назы ва
ют функцией двух переменных.

Геометрической интерпретацией функции двух пере
менных f{x,y) служ ит поверхность z = f(x,y\ которую на
зывают графиком этой функции. Например, если 
f(x,y) = х 2 + у 2, то графиком является параболоид враще
ния z = х 2 + у 2 (рис. 13.2).

Значение функции в точке (х,у) изображается апплика
той 2 точки графика, абсцисса и ордината которой равны, 
соответственно, х н у .

Подобным ж е  образом можно определить и функцию 
трех переменных. Если D = {(x,y,z)} есть множество точек 
трехмерного пространства и каждой точке (x ,y ,z )e  D 
поставлено в соответствие число и, то говорят, что на 
множестве D определена функция т р е х  переменных 
и = f(x,y,z\

Выразить значение функции координатой точки гео
метрического образа в трехмерном пространстве в этом 
случае уж е  нельзя. В качестве геометрической интерпре
тации для функции трех переменных рассматривают по
верхности уровня

f(x,y,z) = const



на каждой из которой функция имеет постоянное значение 
и = const Например, если f(x,y, z) = х 2 + у 2 + z2, то 
поверхностями уровня являются сферы
х 2 + у 2 + z2 = const.

Д ля определения функций большого числа переменных 
потребуется рассматривать пространства размерности 
п > 3.

Определение 13.1. Множество всех упорядоченных со
вокупностей по п действительных чисел (х ,,;с2, . . . ,х п) н а зы 
вается п-мерным арифметическим ( или координатным)  
пространством R n.

Элементы этого множества называют то ч к ам и  
М(х1,х2, . . . ,х л), а числа x ltx2, . . . ,x n — их координатами.

Определение 13.2. Если каждой точке М(х1,х2, . . . ,х п) из 
множества D точек пространства R n поставлено в соответ
ствие по некоторому закону число z, то говорят, что на 
множестве D определена функция п переменных

Z — /(■£], Х 2 , . . . ,  Х п )

или функция точки
z = и(М).

§ 13.2. ОСНОВНЫЕ ВИДЫ МНОЖЕСТВ 
В ПРОСТРАНСТВЕ R"

Определение 13.3. Пусть точки М(хх,х2, . . . ,х п), 
N(yv y2, . . . ,y n) e  R". Расстоянием  м еж д у  этими точками в 
прострастве R n называется число

p(M,N) = V(*! - У 1)2 +(*2 - i/ 2)2 + •••+(*,, - i /п)2-

Очевидно, в пространствах R \ R 2,R 3 определяемые по 
этой формуле расстояния совпадают с обычно рассм атри 
ваемыми в этих пространствах расстояниями. При п > 3 
этой формулой понятие расстояния м еж ду  точками р а с 
пространяется на точки в пространствах большей р а зм ер 
ности.

Определение 13.4. 5-окрестностью  точки М0 е  R" н а 
зывается множество всех точек М £ R n, для которых р а с 
стояние
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Рис. 13.3 Рис. 13.4

р ( Д М 0)< 5 .

Обозначение: 5 (М 0).
Очевидно, 5 (М 0) является:
— в пространстве /?' интервалом с центром в точке М0 

длиной 28 (рис. 13.3);
— в пространстве Я 2 кругом с центром в точке М0 р а 

диуса 8 (рис. 13.4);
— в пространстве Я 3 шаром с центром в точке М0 ра

диуса 8 (рис. 13.5).
В общем случае  8 (М0) в пространстве Я" называется 

п-мерным шаром с центром в точке М0 радиуса 8.
Определение 13.5. Пусть множество й  с  Я п (т. е. И я в 

ляется подмножеством множества Я п).
Точка Мв„ н азы вается  внутренней точкой  множества 

Б, если в Я п сущ ествует такая достаточно м алая  8-окрест
ность точки Л1В„, что

Точка Мг н азы вается  граничной точкой й , если в лю
бой ее 8-окрестности в Я", как  бы мала она ни была, най
дутся точки Л4, е  й  и М2 й  (рис. 13.6).

Определение 13.6. Множество О, состоящее из одних 
внутренних точек называется откр ы ты м .

б (Л и с £ > .

м,



ПРИМЕР 13.1. В пространстве Я 2 круг

0 = {(х ,у )\ х 2 + у 2 </?2},

т. е. круг с центром в точке (0,0) радиусом /? без ограничи
вающей его окружности, является о т к р ы т ы м  множеством.

Определение 13.7. Множество О, содержащее все свои 
граничные точки, называется за м к н у ты м  множеством. 

ПРИМЕР 13.2. В пространстве Я 2 круг

О ={(*, у)\х2 + у 2 < Я 2},

т. е. круг с центром в точке(0,0) радиусом Я вместе с о гр а 
ничивающей его окружностью, является  замкнуты м  мно
жеством.

Заметим, что этот круг не яв л яется  открытым множест
вом, а круг в примере 13.1 не является  замкнутым множе
ством.

Определение 13.8. Множество й  называется связным, 
если любые две его точки можно соединить непрерывной 
кривой, все точки которой принадлеж ат  множеству £>. 

ПРИМЕР 13.3. В пространстве Я 2 кольцо

О = {(*, у)|1 < х 2 + у 2 < 4}

является связным множеством (рис. 13.7).
ПРИМЕР 13.4. В пространстве Я 2 множество

О = {(х,у)\(х-2)2 + у 2 < 1} I) {(*,г/)|(* + 2)2 + у 2 < 1}

не является связным множеством (рис. 13.8).



Это множество состоит из двух отдельных кругов. И ес
ли взять точку М1 в  одном круге, а точку М2 в другом, то их 
нельзя соединить непрерывной кривой, которая не выходи
л а  бы из множества Б.

Замечание. В общем случае в пространстве Я а непре
рывная кривая определяется параметрическими уравне
ниями

X, = *,(/). *2 = *2 (0 ......= *»(0.

где х 1(/),х2(0 , . . . ,л :п(/) — непрерывные функции.
Определение 13.9. Открытое связное множество назы

вается областью . Область с присоединенными к ней все
ми граничными точками называется зам кн утой  обла
стью .

В примерах 13.1 и 13.3 множества Б  являются областя
ми. В примере 13.2 множество Б  является замкнутой обла
стью. В примере 13.4 множество Б  не является областью, 
так  как  оно не является  связным.

Определение 13.10. Множество Б  называется ограни
ченным в Я", если в Я п существует так ая  5-окрестность к а 
кой-либо точки М0, что О с  8 (М0), другими словами, если в 
Я" существует какой-либо шар, содержащий множество О.

Во всех рассмотренных выше примерах множества Б 
являются ограниченными. Примерами неограниченных 
множеств в Я 2 являю тся полуплоскость {(х,г/)|г/ ^ 0} или 
все пространство Я 2 (т. е. вся плоскость).

Определение 13.11. Окрестностью  точки  М0 е Я п на
зывается любая область в Я п, содержащ ая эту точку.

§ 13.3. ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ 
НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

Так же, к ак  и для  функций одного переменного логиче
ской базой дифференциального исчисления функций несколь
ких переменных является  теория пределов. В этом парагра
фе коротко рассматриваются ее основные положения.

Обозначим через 8(М 0) — выколотую 8-окрестность 
точки М0, т. е. 8 (М 0) без точки М0.



Определение 13.12. Пусть функция и(М) определена в 
некоторой окрестности точки М0 е  R ", за  исключением, 
может быть, самой точки М0.

Число а называется пределом функции и(М) в точке  
М0, если

Ve > 0 38(Ai0): VAf € 6(Af0) |u(Af)-a|<e. 

Обозначение: а = lim и(М).

Условие |и(Л1)-а|<е в этом случае выполняется для 
любого числа е > 0. Но суть понятия раскры вается при 
рассмотрении малых значений е, когда условие 
|и(М)-а|< е означает близость значений функции и(М) к 
числу а. Условие близости выполняется \/М е  5(Af0). Чем 
меньшее, тем меньше радиус5 максимальной окрестности 
8(М0), в которой выполняется это условие. Поэтому если 
а =  lim и(М), то значения функции и(М) сколь угодно близ
ки к а для всех точек М, достаточно близких к точке
М0 (исключая, конечно, саму точку М0).

Если М0 является граничной точкой области определения 
D функции и(М), то в любой окрестности 5(М 0) найдутся точ
ки, в которых функция и(М) не определена (рис. 13.9) и усло
вие |м(М) -  а|< е не может выполняться VAi е  5(М 0). Поэтому 
определение предела в этом случае видоизменяется.

Определение 13.13. Если М0 — граничная точка обла
сти определения D функции и(М), то

а = lim и(М), еслим->м0

Ve > 0 35(М0) :  VAf € 5(М0)П£> \и(М)-а\< е.

В этом случае требуется, 
чтобы условие |ы(Л1)-а|<е 
выполнялось не для всех то
чек М е 5(М0), а лишь для 
всех тех из них, которые при
надлежат области определе
ния И функции и(М).



Если сравнить определения 13.12 и 13.13 с определе
ниями пределов функции одного переменного а = lim /(*),X->Xqто можно заметить , что основное отличие их состоит в том, 
что для функции одного переменного условие близости 
значений f(x) к предельному значению а выполняется в од
номерной окрестности Цх0\ а для функции нескольких пе
ременных соответствующее условие выполняется в л-мер- 
ной окрестности 6(Af0), либо в ее «-мерной части 5(М0)Г)О- 
(Кстати, предел функции и(М) в граничной точке ее обла
сти определения можно рассматривать как  аналог одно
стороннего предела функции f(x).)

С указанн ы м  обстоятельством связано то, что все 
основные теоремы в пределах функции одного переменно
го (о пределе суммы, разности, произведения, частного 
двух функций и ряд других) распространяются на функ
ции нескольких переменных.

Определение 13.14. Функция и(М), определенная в неко
торой окрестности точки М0, за исключением может быть, 
самой точки М0, называется бесконечно малой при 
М —» М0, если

Все основные свойства бесконечно малых функций од
ного переменного такж е  распространяются на бесконечно 
малые функции нескольких переменных.

В пространстве R2 функцию и(М) можно рассматри
вать к ак  функцию координат точки М(х,у) и если 
М0(х0,у 0), а и = f(x,y), то используется обозначение преде
ла в виде

а = lim f(x,y).

тт у^ н  vД ля вычисления предела *
*-«о
¡/-»Но

frit)
в этом случае обычно перехо
дят к полярным координатам 
(р,0), выбирая точку (х0,у 0) в 
качестве полюса полярной 
системы координат и направ- (хО'Уо)
ляя полярную ось параллель- о



Очевидно,

х -  х 0 = р cos0, у -  Уо = р sinG

lim f(x,y) = l im /(x0 + p cosG, y 0 + p sin9).
x-»*0 p-»0
у->уо

ПРИМЕР 13.5. Найти
2 2 

J r  + 1/ lim *
*Jx2 + y 2 + 1 -1

x 2 + u2 n2l im - -  y= —  = lim-
x-»0 
У-* 0 y\x2 + y 2 + 1 -  1 P_>0 д/р2 + 1 -  1

2
(Vp2 + 1 - 1) = Y  при p -> о2

ПРИМЕР 13.6. Найти

= l im ^ r -  = 2.

i- ХУ lim- я*->0 v2 + ц2у-Л л т  У

При переходе к полярным координатам получаем

.. p2 cos6s in0  Л Л 1 . 
l im ----------------- = cosGsinG = —sin20.
р̂ о р2 2

Зависимость величины этого предела от ©означает, что 

lim Ху не существует. В любой выколотой окрестности
;  J  * + У
точки (0,0), как  бы мала она ни была, значения функции на 
каждом фиксированном луче 0 = const постоянны, а на

различных лучах изменяются от ~  до +^. Следовательно,

они не могут быть сколь угодно близкими к одному к а 
кому-либо числу.



§ 13.4. НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИИ 
НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

После того к ак  понятие предела определено для функ
ции нескольких переменных, легко распространить на них 
и понятие непрерывности.

Определение 13.15. Функция и(М), определенная в неко
торой окрестности точки М0 е  R n (включая саму точку 
М0), н азы вается  непрерывной в точ ке М0, если

3 lim и{М) = и{М0). (13.1)
M-*Mq

Пусть Au = и(М) -  и(М0) — приращение функции и{М), 
которое она получает при смещении из точки Ai0 в точку М. 
Тогда очевидно

lim и(М) = и(М0) <=> lim Au = О
М —»Afg М —>AÎq

т. е. выполнение равенства
lim Au = 0 ( 13.2)

Af-»Ai0

является  необходимым и достаточным условием непре
ры вности  функции и(М) в точке М0.

На непрерывные функции нескольких переменных 
распространяются все основные теоремы о непрерывных 
функциях одного переменного, в частности, имеет место 
те о р е м а  Вейерш трасса: если функция нескольких пере
менных непрерывна в ограниченной замкнутой области, то 
в этой области она ограничена и имеет наибольшее и наи
меньшее значения.

Пусть в пространстве R2:M (x,y),M 0(x0,y 0), и = f(x,y) и 
пусть х -  х 0 = Ах,у -  у 0 = А у — приращения аргументов, 
а Ди = f{x,y) -  f(x0,y 0) — соответствующее им приращение 
функции.

Тогда (13.1) будет иметь вид
3 lim f(x,y) = f(x0,y 0), (13.3)

х~>х0

а условие (13.2) приводится к равенству
lim Au = 0, (13.4)Д*->0
Ду-»0



выражающему необходимое и достаточное условие непре
рывности функции Цх,у) в точке (х0,у 0).

Упражнение 13.1. Исследовать на непрерывность в 
точке (0,0) функцию

2 2Х У 2 2 л.Г - - Т , если х + у 2 *  0;
х +У
0, если х = у  = 0.

Кх,у) =

Здесь
I- г/ ч I- р 4 СОБ2 б е т 2 0  . .  2 ! „  . 2 П лИт Нх,у) = 11т -------------------- = И тр  соэ б э т  9 = 0 .
х - > о '  Р - .0  о 2 р->0
у - *  0 г

А так  как  /(0,0) = 0, то Нт/(л:,у) -  /(0,0).х-*0у~*0
Следовательно, функция ¡(х,у) непрерывна в точке 0, 0. 
Упражнение 13.2. Исследовать на непрерывность в 

точке (0,0) функцию

Кх,у) =
ХУ 2 2 п.

5--------г -  е с л и  *  +У *
X2 + у
0, если х = у -  0.

Так как  П т ¡(х,у) не существует (см. пример 13.6), тох->0
у~*0

функция ¡(х,у) не является непрерывной в точке (0,0).

Контрольные вопросы

1. Сф ормулируйте определение пр остранства  /?" ( см .  о п р е д е л е 
ние 13.1).

2. Сформулируйте определение функции п переменных (см .  о п р е д е 
ление 13.2).

3. Сформулируйте определения внутренней и граничной точ ек  мно
ж е ст в а  (см. определение 13.5).

4. Сформулируйте определения открытого и з а м к н у т о го  м н о ж е с т в а  
(см . определения 13.6, 13.7).

5. М о ж ет  ли з а м к н у т о е  множество  быть о тк р ы ты м ?
6. Сформулируйте определение связного м н о ж ест ва  ( см .  о п р е д е л е 

ние 13.8).



7. С ф ор м ул и р уй те  определение ограниченного м н ож ества  (см . опре
д е л ен и е  13.10).

8. С ф ор м улир уйте  определение п р ед ел а  функции в точке (см . опре
д е л ен и е  13.12).

9. С ф ор м улир уйте  определение пр ед ел а  функции в граничной точке 
ее  о б л асти  определения (см . определение 13.13).

10. С ф орм улируйте  определение бесконечно малой функции (см . 
о п р едел ен и е  13.14).

11. Вы числите  предел

&т(х* + у 3)
l i m  ■Лдг-0 X +U Д»-*0
12. Сф орм улируйте  определение непрерывности функции в точке 

( см .  определение  13.15).
13. Сф орм улируйте  необходимое и достаточное условие непрерывно

сти ф ункции в точке (см . формулу (13.2)) .
14. И с сл ед уй те  на непрерывность в точке (0,0) функцию

[бЩл:3 +у3) , ,
г/ ч } ----- 5------2— > если х + у *  0;
К х,у) = \ х 2 + у 2 *

I 0, если х = у  = 0.

Ответы

5. М о ж е т ,  если множ ество  не имеет граничных точек и состоит из од
них внутренних  точек, например  все пространство  R".

s in (*3 + у 3) s in  (p3(co s3 0 + s in 3 0))
11. l i m ----- 5------5—  = l i m ----------------- ö----------------=

ÍX - .0  x  + и p-*0 pД»->0 3 r
. . p3(co s3 0 + S in 3 0)

= s i n a  = а п р и  а  - »  0 = l i m --------------»------------=
P - .0  p¿

= Hm p(cos3 0 + s in 3 0) = 0 
р—*0

(пр ои зв еден и е  бесконечно малой функции на ограниченную).
14. l im  /(дс, у) = 0 (см .  вопрос 11) и /(0,0) = 0. Следовательно, функция

А х - * 0Ду-»0
f(x ,y )  н еп р ер ы вн а  в точке (0,0).



ПОНЯТИЕ ПРОИЗВОДНОЙ
ПО НАПРАВЛЕНИЮ И ЧАСТНЫХ 

ПРОИЗВОДНЫХ ФУНКЦИИ 
НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

§ 14.1. ПРОИЗВОДНАЯ ПО НАПРАВЛЕНИЮ 
И ЧАСТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ

Понятие производной является одним из основных по
нятий дифференциального исчисления. Спецификой этого 
понятия для функции нескольких переменных является  то, 
что ее производная зависит не только от точки, в которой 
она определяется, но и оттого, в каком направлении про
исходит смещение, вызывающее приращение функции. 
В результате возникают понятия производной по н ап р ав 
лению и частных производных. Количество последних сов
падает с числом аргументов функции нескольких перемен
ных. Таким образом, если в каждой фиксированной точке 
функция одного переменного может иметь лишь одну про
изводную, то функция нескольких переменных, при соот
ветствующих условиях, имеет столько частных производ
ных, сколько у нее аргументов и еще бесчисленное 
множество производных по направлениям.

Определение 12.1. Пусть функция и = и(М) определена 
в некоторой окрестности точки М0 е У?"; / — ось, проходя
щая через точку М0; М — подвижная точка на оси; 
А,и = и(М )-и(М 0) — приращение функции, которое она 
получает при смещении из точки М0 в точку М ;



М(х0 + А х,у0, г „)

\
О х

Рис. 14.1 Рис. 14.2

Производной функции и(М) в точке М0 по направлению 
оси / назы вается предел отношения А,и к А/ при А/ - »  0 и 
обозначается

Пусть в пространстве Я 3 с прямоугольной декартовой 
системой координат Охуг

и пусть ось / параллельна оси Ох и одинаково с ней на
правлена (рис. 14.2).

Тогда М(х0 + Ах, у 0, г 0), величина смещения А/ = Ах и 
приращение

А ,и = /(*„ + А х ,у 0, г 0) -  Цх0, у 0, г 0)

можно рассматривать к ак  приращение функции 
/(х , у 0, г 0) одного переменного х при фиксированных ар гу 
ментах у = у  о и г  = 20:

А ¡и = Д/(х, у 0, г 0).

Производная ^  в этом случае называется частной

производной функции /(х, у, г) по х в точке(х0, у 0, г 0), обо- 
дизн ачается  через —  и 
дх

(14.1)

и = Ц х ,у ,г ) , М0(х0, у 0, г 0)

дх Ы->0 Д/ Лг-*0
Ь(Х,У0, 20) =

Ах йх=~гКх,У  0.г)йх (14.2)



Если I Т ТОу, то производная —  назы вается частной
Э/

производной функции /(х, у , г) по у, а, если / Т ТОг, то — ее
частной производной по г в точке(х0, у 0, г 0). Обозначают

ся« Эися эти производные через —  и —  соответственно и
ду дг

ди й .
Т" =-^~Кх о>У’ г о) ду Лу . -^-Кхо’Уо’ г)агУ=У0

■ (14.3)
2=г0

-г ,  ди ди ди1аким образом, частные производные — , — ,—  явля-
дх ду дг

ются производными функции и = /(х , у, г) по направлени
ям осей, параллельных осям координат (или совпадающих 
с ними).

Используются и другие обозначения частных произ
водных, например:

К(х О’Уо<г о) = %(х0,у0, г 0) =
дх ду

ч Эи
= ¡г(Хо’Уо<г о) = Т~дг

(читается «эф штрих по х», «эф штрих по у», «эф штрих 
ПО 2 » ) ,

Из формул (14.2), (14.3) следует, что отыскание част
ных производных сводится к отысканию производных функ
ций одного переменного.

ПРИМЕР 14.1. Найти частные производные функции 
и = х 2у 3г 4 в произвольной точке (д:, у, г).

Из формулы (14.2) следует, что при отыскании частной 
„ дипроизводной —  аргументы у  и г  нужно рассм атри вать  как  

дх
постоянные. Поэтому множитель у 3г* выносится из-под

знака производной, а так  к ак  — (х2) = 2х, то
йх



При отыскании —  как  постоянные рассматриваются х
ду

и г, и т а к  как  — (г/3) = 3у 2, то 
4 У

—  = 3 х 2у 2г 4.
Э У

Наконец, при отыскании —  фиксируются х и у  и полу-
Эг

чается
ди А 2 3 3—  = 4 х у г . 
дг

Аналогично определяются частные производные для 
функций трех переменных и с большим, чем 3, количест
вом аргументов.

§ 14.2. ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ ФУНКЦИИ 
НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ И 
ПОЛНЫЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ

Основой для определения дифференцируемости функ
ции нескольких переменных так  же, как  для функции од
ного переменного, является возможность выделения гл ав 
ной линейной (относительно приращений аргументов) 
части приращения функции.

Д л я  простоты рассмотрим к ак  вводится понятие диф
ференцируемости для функции двух переменных. Переход 
к функциям большего числа переменных не связан ни с к а 
кими принципиальными отличиями.

Определение 14.2. Пусть функция г = /(х , у) определе
на в некоторой окрестности точки (х0, у 0),

Ах = х -  х 0, Ау = у -  у 0 — приращения аргументов; 
Аг = /(х0 + Ах, у 0 + Ау) -  ¡(х0,у 0) — соответствующее 

приращение функции.
Если его можно представить в виде

Аг = ААх + ВАу + аАх + |ЗДу, (14.4)

где А = А(х0, у 0), В = В(х0, у 0) — величины, не зависящие 
от Ах, Ау (постоянные),



а  = а (х 0, у 0, Ах, Ау\ 
р = Р(х0, у 0, Ах, А у) — бес
конечно малые при Ах —» О,
А у -> О,
то функция 2 = /(х, у) назы
вается дифференцируемой 
в точке  (х0, у 0), а линейная 
(относительно Ах, А у) часть 
приращения ААх + ВАу на
зывается полным диффе
ренциалом функции
2 = /(х, у) в точке (х0, у 0) и обозначается символом ¿ г :

с1г = ААх + ВАу. (14.5)

Получим еще одну нередко употребляемую форму 
представления приращения дифференцируемой функции. 

Пусть р = ^Ах2 + Ау2 — расстояние м еж ду  точками
(х0, у 0) и (х0 + Ах, г/0 + А у) (рис. 14.3).

Рассмотрим отношение

«А* + РА У +
Р Р Р ’

Очевидно, < 1 и < 1. Поэтому при Ах -»  
Р Р

П Ах А уАу —> 0 величины — -, —  являются ограниченными,
Р Р

Ах „ Ау а  — , Р —
Р Р

О,

бесконечно малыми как  произведения беско

нечно малых на ограниченные. Отсюда, учиты вая , что 
Ах —> 0, Ау - »  0 при р —> 0, получаем

, р .
р-*о о

Следовательно, величина аАх + рАу  является бесконеч
но малой при р - »  0 высшего порядка по сравнению с р:

аАх + рАу = о(р) при р —> 0.



Теперь из (14.4) получается представление прираще
ния дифференцируемой функции в виде

Дг = ААх + рДг/ + о(р) при р - »  0. (14.6)

Можно показать, что, обратно, из (14.6) следует (14.4), 
и поэтому (14.6) является необходимым и достаточным 
условием дифференцируемости функции г  = /(х, у) в точке 
(х0, у 0)(или равносильным определением дифференцируе
мости этой функции в точке (х0, у 0)).

Д л я  функции одного переменного из дифференцируе
мости в некоторой точке вытекает существование произ
водной в этой точке. Д ля  функций нескольких переменных 
это утверждение обобщается следующим образом.

Теорема 14.1. Если функция нескольких переменных 
дифференцируема в некоторой точке, т о  в этой  точ к е у 
нее с у щ е с тв у е т  производная по любому направлению и, в 
ч астн о сти , все частны е производные.

Доказательство проведем для функции двух перемен
ных.

Пусть функция 2 = ¡(х, у) дифференцируема в точке 
(*о ’ У0 )’

/ — произвольно фиксированная ось, проходящая че
рез точку (х0, у  о).

Тогда приращение функции при смещении из точки 
(х 0, у  0) в точку (х0 + Ах, у0 + А у) по оси / (14.6):

А(2 = ААх + ВАу + о(р) при р —> 0, 

а его отношение к величине смещения А/
А ,2 . А Х  „А У О(р) . п о  о(р)—— = А —  + В —  + = А со $а0 + В собЗд + ——,
АI АI А/ Д / ° ° А/

где с о з а 0, созро — направляющие косинусы оси / (см. 
рис. 14.3).

При А/ —» 0 с о 5 а0, собРо не меняются, Л и В постоян

ные, а т ак  к ак  АI = ±р, то = 0 и, следовательно, су ду-*о д/
.. Д/2 ш ествует п т ——, т. е. 
ы-*о д/



3 — = А собос,, + ВсобР,,. (14.7)
ЭI

Так как  ось / была выбрана произвольно, то у  функции 
г  = ¡{х,у) существует производная по любому н ап р а в л е 
нию в точке (х0, у 0).

В частности, если I Т ТОх, то это означает, что су щ е ст 

вует частная производная — . Причем в этом сл уч ае
дх

а 0 = 0, р0 = -  ̂ и из (14.7) получим

Т х = А  (1 4 '8)

Аналогично, если выбрать ось / Т ТОу ( а 0 = -^, р 0 = 0),

то придем к выводу о существовании частной производной 
дг—  и равенству 
ду

—  = В. (14 .9)
Ъу

Доказательство закончено.
Рассмотрим еще ряд важных выводов, вытекающих из 

приведенного доказательства.
1) Из (14.7)—(14.9) следует формула

дг дг дг а , .  .— = — со 5 а0 + —  соэро, (14.10)
д1 дх ду

которая используется для вычисления производной по н а 
правлению.

2) Из (14.5) получается выражение полного дифферен
циала через частные производные

йг = —  Ах + —  Ау. (14 .11)
д х д у

3) Из (14.10) и (14.11) следует

так  как  ДсоБа0 = Длг.Д/соэро = Ау.

1 0  Чак. 330(>



4) Если — *  0, то при р - »  О (А/ = ±р -> 0) полный диф- 
Э/

ференциал йг является бесконечно малой одного порядка 
с р (см. (14.12)), а т ак  к ак

Аг = йг + о(р) при р - »  0 (14.13)

(см . (14.6) и (14.5)), то при малыхр основной вклад  в прира
щение функции Дг делает  ¿ 2. На этом основании йг назы
ваю т главной частью  приращения Аг.

Таким образом, полный дифференциал я в ля ется  глав 
ной линейной частью  приращения дифференцируемой 
функции.

Н аряду с дифференциалом функции рассматривают и 
дифференциалы независимых переменных, под которыми 
по определению понимают их приращения. Для функции 
г  = /(х, у) их обозначают ¿ х  = Ах, йу = Ду.

Учитывая это, из (14.11) получаем формулу
, дг . дг ,

йг = — йх + — йу, (14.14)
Эх Э у

выражающ ую связь м еж ду  полным дифференциалом 
функции, ее частными производными и дифференциалами 
независимых переменных.

Д ля  функции и = /(х, у, г) эта формула обобщается 
следующим образом:

с!и = — йх + — ёу + — йг. (14.15)
Эх Эу дг

Аналогично вы ражается и полный дифференциал функ
ции большего числа переменных, через все его частные 
производные и дифференциалы независимых переменных.

Обратимся к вопросу об условиях дифференцируемо- 
сти функции нескольких переменных.

К ак  известно, для функции одного переменного необхо
димым и достаточным условием дифференцируемости в 
некоторой точке является существование (конечной) про
изводной функции в этой точке.

Из теоремы 14.1 следует, что необходимым условием 
дифференцируемости функции нескольких переменных в



точке я в ля ется  существование всех ее частных произ
водных в этой точке. Однако это условие не является д о 
статочным. Существуют функции, имеющие все частные 
производные в некоторой точке, но не являющиеся диффе
ренцируемыми в этой точке.

Достаточные условия дифференцируемости функции 
нескольких переменных устанавливает  следующая тео
рема.

Теорема 14.2. Если функция нескольких переменных 
им еет все частные производные, непрерывные в н е к о т о 
рой точке, т о  она дифференцируема в этой  точке.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д оказательство проведем д л я  
функции двух переменных.

Пусть функция 2 = /(*, у) имеет частные производные 
/;(х , у) и /Дх, у), непрерывные в точке (х0, у 0),

Д2 = /(*„ + Дх , у 0 + А у) -  /(*„, у 0)

приращение функции, соответствующее приращению а р 
гументов Ах и Ау.

Представим Аг в виде
Дг = [/(х0 + Ах, у 0 + Ау) -  /(х 0, у 0 + Д(/)] +

+ [/(*<>. Уо + &У) ~ /(*о. У о)]- ( 1 4 . 1 6 )
По теореме Лагранжа для функции ¡(х, у 0 + Ау) на от

резке [х0, х 0 + Ах] или, если Ах < 0 на отрезке [х0 + Ах, дс0 ], 
то

/(* о + Д*. У о + АУ) ~ Кх о - У о + АУ) =
= /Л*о + 01 А*. Уо + Ау) ■ Ах, 0 < е , < 1 .  ( 1 4 . 1 7 )

Так как  частная производная ¡'Х(х, у) непрерывна в точ
ке (дс0, у 0), то

Н т /;(*,, + 0,Дх, у 0 + Ау) = %(х0, у 0),
аХ—»0 Ду-+0

следовательно,
/,'(*о + 6 Аде, у 0 + Ау) = /,'(*„, у  о) + а,

где а  — бесконечно малая функция при Ах - »  0, Ау —> 0, и 
из ( 1 4 . 1 7 )  получаем



/(*„ + Ах, у 0 + Д у) -  /(*„, у  о + Ау) =
= /*(*0. Уо)Ьх + аАх. (14.18)

Аналогично, применяя формулу Л агр ан ж а  к функции 
/(х0, г/) на отрезке [у0, у 0 + Дг/] или, если А у  < 0, на отрезке 
\Уо + Ау, у 0] получаем

Цх0, у о + Ау) -  Дх0, г/0) = ¡'(х0, у 0 + 02Д у) ■ Ау,

О < 0 2 <1,

а учитывая непрерывность частной производной ¡'(х, у) в 
точке Цх0,у 0)

Кх0.Уо + &У)~Кх0, у 0) = /;(*„, У0)АУ + рД#, (14.19)

гдеР — бесконечно м ал а я  функция при Ах —» 0, Ау -> 0.
Подставим теперь (14.18) и (14.19) в (14.16). Тогда при

ращение функции окаж ется представленным в виде

¿2  = /;(*„, У 0 ) А х  + /;(х0, у 0)Ау + аАх + РА«/.

Сравнивая его с (14.4), замечаем, что ¡'(х 0, у 0) = А, 
['(х 0, у 0) = В — величины, не зависящие от Ах, Ау; а , Р — 
бесконечно малые функции при Ах - »  0, Ау - »  0, и, следо
вательно, по определению 14.2, функция г  = /(х, ^диф ф е
ренцируема в точке (х0,у 0). Теорема доказана.

Рассмотрим еще вопрос о связи между дифференцируе- 
мостью и непрерывностью функции. Эта связь аналогична 
установленной для  функции одного переменного.

Теорема 14.3. Если функция нескольких переменных 
дифференцируема в некоторой точке, т о  она в этой  
точ к е непрерывна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказательство проведем для 
функции двух переменных.

Пусть функция г  = ¡(х, у) дифференцируема в точке 
(х0, у 0). Тогда ее приращение представимо в ви де(14.4):

Ах -  ААх + ВАу + аАх + РА у
и

Мт Д2 = а 0  + В 0  + 0 0  + 0 0 = 0 .
Дх->0Ду-»0



В силу условия (13.4) функция г  = /(х , у) непрерывна в 
точке (х0, у 0).

Обратная теорема неверна. Существуют функции не
скольких переменных (как и функции одного переменно
го), непрерывные в некоторой точке, но недифференцируе
мые в этой точке (см. контрольный вопрос 7).

Контрольные вопросы

1. С ф ормулируйте  определение диф ф еренцируемой функции и по л
ного дифференциала (см . определение 14.2).

2. Сф ормулируйте  теорему о су щ е ств о в ан и и  производной по н а 
правлению у  дифференцируемой ф ункции (см .  т еорем у  14.1).

3. К а к  с в я з а н ы  производные ф ункции по д в у м  взаимно противопо
лож ным нап равл ен и ям  в одной и той ж е  точке?

4. К а к  с в я з а н  полный дифференциал функции с ее частными пр о из
водными и дифференциалами н езависим ы х  переменных? (см. ф о р м ул у

в точке (0, 0).
6. Я в л я е т с я  ли функция (14.20) диф ф еренцируемой в точке (0, 0)? (см .  

уп раж нение  13.2 и теорему 14.3).
7. Д о к а ж и т е ,  что функция

¡(х, у )  =|*| + У

непрерывна в точке (0, 0), но не является  дифференцируемой в этой точке.

3. Они отличаю тся только знаком. В с а м о м  деле ,  пусть  I и /, — д в е  
противоположно направленные оси и cos а 0, cos Р0 — нап равляю щ ие к о 
синусы оси I, a c o s a , ,  cos р, — н а п р а в л я ю щ и е  косинусы оси /,. Тогда  
co s a ,  = - c o s a 0,cos  p, = - c o s  po и из ф ор м ул ы  (14.10)  следует ,  что 
3z д г

5. /'(0, 0) = 0. Это следует  из формул д л я  функции г  = ¡(х, у), анал о ги ч 
ных ф ормулам  (12.2),  (12.3):

(12.14)).
5. Н айдите  частные производные функции

если х2 + у 2 ф 0; 

если х = у  = 0
(14 .20 )

Ответы

и  Э Г



о = ^ (0) = °- у-0 у
6. Не я в л я е т с я .  В уп р аж н е н и и  (13.2) доказано ,  что функция (14.20) 

не я в л яется  непрерывной в точке (0, 0), а значит в си лу  теоремы 14.3 она 
не может быть дифференцируемой в этой точке.

Функция (14 .20 )  п о д т в е р ж д а ет ,  что сущ ествован ие  частных произ
водных функции в некоторой точке не я в л я ет ся  достаточным условием 
д л я  дифференцируемости функции в этой точке. Ф ункц ия  (14.20)  имеет 
частны е производные в точ ке  (0, 0)(см. ответ к  вопросу 5), но она не я в л я 
ется  дифференцируемой в этой точке.

7.
l im  /(*, у) = lim(|x| + i/) = 0 = /(0, 0).
х-»0 х-»0
у - *  0 у-»0

Следовательно , ф унк ция  ¡{х, у) непрерывна в точке (0, 0 ) (см .  форму
л ы  (13.3) и (13.1)) .  Но ч а с т н а я  производная

№  0) ■ ¿/ (« . °) не сущ ествует .

Значит, ф ункция /(х , у) не я вляется  дифференцируемой в точке (0, 0), 
т а к  к а к  наруш ено необходимое условие дифференцируемости (см. теоре
м у  14.1).

Таким образом ,  ф унк ция ,  непрерывная в некоторой точке мож ет  не 
быть дифференцируемой в этой точке. Это я в л я е т с я  подтверждением 
того, что тео рем а ,  о б р а т н а я  теореме 14.3 неверна.



КАСАТЕЛЬНАЯ ПЛОСКОСТЬ 
И НОРМАЛЬ К ПОВЕРХНОСТИ

§ 15.1. УРАВНЕНИЯ КАСАТЕЛЬНОЙ ПЛОСКОСТИ 
И НОРМАЛИ К ПОВЕРХНОСТИ

Пусть дана поверхность.
М0 — фиксированная точка на поверхности,
М — подвижная точка на ней,
п — фиксированный вектор, ____
ф = ф(М)— угол между векторами М0М к п  (рис. 15.1).
Определение 15.1. Ненулевой вектор п называется нор

мальным к поверхности в точке М„, если
кlim ф = —.

м->м0 т  2

Определение 15.2. Точка М0(х0, у 0 , z0) поверхности 
F(x, у, z) = 0 называется обыкновенной, если в этой точке:

1) частные производные F', F', F' непрерывны;

2) F ?  + F'2 + F ’2 Ф 0.

При нарушении хотя бы 
одного из этих условий точ
ка М0(х0, у 0, z0) называет
ся особой точкой поверхно
сти.

Покажем, что если 
М0(х0, у 0, z0) — обыкно
венная точка поверхности 
Fix, у, z) = 0, то вектор



п = F '(xо, y 0, z 0)I + F'(xо, i/0, z0)/ +

+ F'(x0, y 0,z 0)k (15.1)

является нормальным к этой поверхности в точке
Л * о (* о . У о . 2 о)- __________________

Так к ак  \п | = + Fy'2 + F'2 Ф 0, то п — ненулевой

вектор.

Теперь нужно показать, что lim ср = —.
M-»Afo 2

Пусть точка М на поверхности получена, когда коорди
натам х 0, Уо> zo дали приращения dx, dy и dz соответст
венно.

Тогда ____  _
М(х0 + dx, у 0 + dy, z0 + dz), М0М = dxi + d yj + dzk,

(л, Л10 Ai) F'dx + F'dy  + F'dz
C O Sffl =  ---------= r --. ■ = -----------------r*-.---------------------- ,

|rt|-|Ai0Af| \n\p

где p = sjdx2 + d y 2 + dz2 .
Так к ак  точка Af0 — обыкновенная точка поверхности, 

то в этой точке частные производные F', F', F' непрерыв
ны и по теореме 14.2 функция F(x, у, z) дифференцируема. 
Приращение ДF  этой функции представимо в виде

AF = dF  + о(р) при р - »  О,

где dF = F'dx  + F'dy + F'dz.
С другой стороны,

ДF = F(xо + dx, i/o + dy, z0 + d z ) -F (x 0, y 0, z0) = 0 - 0 = 0

так к ак  точки M(x0 + dx, у0 + dy, z0 + dz) и Aî0(jc0, y 0, z0) 
находятся на поверхности и их координаты удовлетворяют 
уравнению поверхности F(x, у, z) = 0.

Отсюда следует , что dF = -о(р) и
dF 1 о(р)



Так как  р - »  0 при М - »  М0, а l i m ^ ^  = О, то
Р-.0 р

lim собш =0 и lim Ф = —,
m~*Mq м->м0 2

что и требовалось доказать.
Таким образом, вектор п в (15.1) действительно являет

ся нормальным к поверхности F(x, у, z) = 0 в точке 
М0(хо, у 0, z0).

Определение 15.3. Нормалью к поверхности в некото
рой ее точке называется прямая, направляющий вектор 
которой является нормальным к поверхности в этой точке 
и которая проходит через эту точку.

Канонические уравнения нормали можно представить 
в виде

_ У~Уо _ z - z 0 /ir
—р ---------- J . ---------- ■ (15.2)

1 х 1 у  1 г

Определение 15.4. Касательной плоскостью  к поверх
ности в некоторой точке называется плоскость, которая 
проходит через эту точку перпендикулярно нормали к по
верхности в этой точке.

Из определения 15.4 следует, что нормальный вектор к 
поверхности в точке М0 является перпендикулярным к аса 
тельной плоскости к поверхности в этой точке, и уравнение 
касательной плоскости  можно представить в виде

F'AX - х 0) + F'(y - у 0) + F'(z - z 0) = 0. (15.3)

Замечание. В уравнениях (15.2) и (15.3) частные произ
водные вычисляются в точке М0(х0 , у 0, z 0).

Если точка поверхности является особой, то в этой точ
ке нормальный к поверхности вектор может не существо
вать, и, следовательно, поверхность может не иметь нор
мали и касательной плоскости.

Например, для поверхности

х 2 + у2 -  z2 = О



В точке 0 (0 ,  О, 0) F'2 + F'2 + F ’2 = 0, поэтому эта точка 
особая. А т а к  к ак  она является вершиной конуса 
(рис. 15.2), то очевидно, что нормального к поверхности 
вектора в этой точке нет, так же к ак  нет нормали к а с а 
тельной плоскости.

§ 15.2. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ
ПОЛНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛА 
И ПРОИЗВОДНЫХ ФУНКЦИИ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ

Пусть д ан а  функция z -  F(x, у), имеющая непрерыв
ные частные производные в точке М'0(х0, у 0). Ее графиком 
является поверхность

F(x, у, z) = f(x, у) -  z = 0.

Если положить /(х 0, у 0) = Zq, то точка М0(х0, у 0, z0) бу
дет точкой на поверхности, а М'0 (х0, у 0) — ее проекция на 
плоскость Оху (рис. 15.3).

Частные производные

F' = /' F’ = f' F' = -11 X IX* * у 1у* 1 г  1

и в точке м 0(х0, i/0, z0):
1) они непрерывны;
2) f ,2 + f '2 + f ’2 =/;2 + /;2 -  i * o .



Следовательно, М0 — обыкновенная точка поверхности 
F(x, у, г) (см. определение 13.2) и сущ ествует касательная 
плоскость к поверхности в этой точке. Ее уравнение

К(хо - У Л Х “  х о) + fy(x о - УЛУ - У о) - ( z  -  z 0) = 0.
Рассмотрим точку ЛГ(х,, у х) на плоскости Оху вблизи 

точки M'0(Xq, у о) и соответствующие ей точки Af, (х , ,  г/,), на 
касательной плоскости и Af/(x,,i/,) на границе функции 
(т. е. на поверхности F(x, у, z) = 0).

Координаты точки Мх(х{, у х, 2, ) удовлетворяют уравне
нию касательной плоскости:

/Л* о - У о Xх ~ *о) + /¡,'(*о - У о ХУ “  У о) “  («  ~ z0) = 0. (15.4)

Будем считать, что в точку Af мы попадаем в результа
те смещений из точки М'0 вызванного приращениями ар гу 
ментов, равными

dx = х, - х 0 и dy = г/, - у 0.

Тогда из (15.4) получим

/Л*о. Уо)Лх + /;(*„, y 0)dy = 2, = 20

и, следовательно, полный дифференциал функции 
z - f ( x , y )  в точке (х0, у 0)

dz — 2j 2q

равен разности аппликат точек Af, и Ai0, которую можно 
интерпретировать к ак  приращение аппликаты точки Af, 
на касательной плоскости при смещении ее проекции М' 
на плоскости Оху из точки М'0.

Другими словами, полный дифференциал dz функции
2 = /(х, у) в точке М'0 равен приращению ап п ли к аты  т о ч 
ки Mt касательной плоскости  к графику этой функции в 
точке М0, вызванное приращениями ее абсциссы и ордина
ты , равными соответствен н о  dx и dy.

Заметим, что разность аппликат точек М и М0 в ы р а ж а 
ет полное приращение функции Az = /(х,, г/,) -  /(х0, у 0),



главную линейную часть которого и составляет дифферен
циал ¿ г  (см. рис. 15.3).

Чтобы выяснить геометрический смысл, производной 
по направлению, проведем ось / через точки М'0 и М' (см. 
рис. 15.3), а на касательной плоскости прямую М0МГ Эта 
прям ая , очевидно, будет касательной прямой к графику 
функции 2 = /(х , у).

Пусть ф — угол наклона прямой М0М1 к оси I, АI — ве
личина смещения из точки М'0 в точку М'. Легко видеть

(см. рис. 15.3), что t g ф = — , а так  как  ёг = ^-А1 (см.
АI о1

(14.11)), то
Эг ,
э 7 =

Таким образом, производная по направлению ^  в точ-э/
ке М'0 равна тангенсу угла наклона к оси I касательной  
прямой к графику функции 2 = /(х, у) в точке М0, лежащей 
в одной плоскости с осью /.

Чтобы выяснить геометрический смысл частных про
изводных ¡'(х 0, у 0) и ¡у{х0, у 0), проведем через точку М'0 
оси 1Х Т Т Ох и 1у Т Т Оу, а через точку М0 касательные

прямые Ьх и Ьу к графику функции г  = /(х , у), лежащ ие 
соответственно в одной плоскости с осью 1Х и осью 1у. Тог
д а  ч астн ая  производная }'(х0, у 0) будет равна тангенсу 
у гл а  наклона к оси 1Х касательной прямой Ьх, а 
/;(*„, у 0) — тангенсу угла наклона к оси 1у касательной 
прямой

Контрольные вопросы

1. С ф о р м у л и р уй те  определение нормального  вектора к поверхности 
(см .  о п р едел ен и е  15.1).

2.  С ф о р м у л и р уй те  определение нормали к поверхности и напишите 
у р а в н е н и я  н о р м ал и  (см . определение 15.3 и ур авнение (15.2)).

3.  С ф о р м у л и р уй те  определение касательн ой  плоскости и напишите 
у р а в н е н и е  ка с а т ел ь н о й  плоскости (см . определение 15.4 и уравнение 
(15 .3 )) .



4. Сформулируйте определения обыкновенной и особой точек  поверх
ности (см . определение 15.2).

5. М о ж ет  ли поверхность не иметь нормали и к асател ь н о й  плоскости 
в особой точке? (см . рис. 15.2).

6. В чем закл ю ч ается  геометрический смысл  полного ди ф ф ер ен ци а
л а  функции д вух  переменных?

7. В чем закл ю ч ается  геометрический см ысл  производной по н а п р а в 
лению функции д вух  переменных?

8. В чем з акл ю ч ается  геометрический см ысл  частн ы х  производных 
функции д вух  переменных?



ПРОИЗВОДНЫЕ 
СЛОЖНЫХ ФУНКЦИЙ

Производная сложной функции у = y(x(t)) равна произ- 
„ duведению производной —  по промежуточному аргументу х

dx
dxна производную —  промежуточного аргумента по основ- 
di

ному аргументу t (предполагается, конечно, что производ

ные —  и —  существуют). При рассмотрении функций не- 
dt dx

скольких переменных количество промежуточных и 
основных аргументов может быть весьма разнообразным, 
что приводит к соответствующему разнообразию формул 
для дифференцирования сложных функций.

Пусть дана функция z = f(x,y) и ее аргументы являют
ся значениями функций х = <р(и,и), у -  \\i(u,v). Тогда можно 
рассм атривать  сложную функцию

z = /(ф(и,а),у(и,у)) = x(u,v).

В этом случае функцию z = f(x,y) называют внешней, а 
функции х = ф(и, и), у = \\>(u,v)— внутренними функциями. 
Аргументы и и v будем называть основными, а х и  у — 
промежуточными  аргументами сложной функции.

Теорема 16.1. Вели функции х = ф(u,v), у = (v|i(u,v) диф
ференцируемы в точ к е  (u,v), а функция z = f(x,y) диффе
ренцируема в соответствую щ ей  точ ке (х,у), т о  сложная 
ф ункция z = /(ф(ы,г>), v)i(u,v)) дифференцируема в



то ч к е  (и,и). (Выражения для ее частных производных б у 
дут получены в процессе доказательства  теоремы).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т ак  к а к  функции х = ф (и, и), 
у = 1|/(ы, V) дифференцируемы в точке (и,и), то их п риращ е
ния Ах и А у, вызванные приращениями аргументов Аи и 
Ау, представимы в виде:

Ал: = — Аи + —  Аи + а ,Л и  + Р,Аа, (16 .1)
д и ди

Ау = — Аи + — Аи + а 2Ли + Р2Аи, (16 .2)
Э и ди

где а |, р , , а 2,Рг — бесконечно м алы е функции при Аи —» О, 
Аи —> 0.

Так как  функция г  = ¡(х,у) дифференцируема в точке 
(х,у), соответствующей точке (и, и), то ее приращение Аг, в ы 
званное приращениями аргументов, равными Ах и А у  
представимо в виде

Аг = — Ах + — Ау + аАх + РА«,
дх д  ̂ У (16 .3)

где а ,р  — бесконечно малые функции при Ах —» 0, А г/ —> 0.
Из дифференцируемости функций х = ф(ы,и), у  = \|/(ы,и) 

в точке (и,у) следует их непрерывность в этой точке (см . 
теорему 15.2), и в силу условия непрерывности (13.4)

П т Ах = 0, Н т  Ау = 0,
Ли-»0  Ли- » 0
Ли->0 Лу —>0

т. е. Ах —> 0, А у —> 0 при Аи —» 0, Аи —» 0, а отсюда следует ,  
что а и р  являются бесконечно малыми функциями и при 
А и —> 0, Ау —> 0.

Величина Аг, определяемая формулой (16.3), я в л я ется  
приращением функции г  = Цх,у) — внешней по отноше
нию к сложной функции 2  =  / (ф (ы ,и ), V\1(и,о)). Но нетрудно 
сообразить, что если в (16.3) подставить (16.1) и (16.2), то 
она будет выражать  приращение рассматриваемой с л о ж 
ной функции, вызванное приращениями ее основных а р г у 
ментов, равными А и, Аь (при этом Ах и Ау будут я в л я т ь с я  
соответствующими приращениями промежуточных а р г у 
ментов сложной функции).



Результат подстановки (16.1), (16.2) в (16.3) можно 
представить в виде

Аг = дг дх дг ду 
дх ди Ьу Эи

и +

дг дх дг д у " 
дх Эи ду ди

Ду + уД и + 5Ду. (16.4)

Здесь дг дг ( дх
у = — а ,  н-----а ,  + а — + а.

Эх 1 ду  [Эи + Р Эг/
+ а ,  —

Э и
бесконечно м алая  функция при Аи - »  0, Ди —> 0 как  сумма 
бесконечно малых; 5 — бесконечно малая  функция при 
Аи - »  0, Ду -4 0, т а к  к а к  является выражением подобного 
ж е  вида.

Так как  выражения в скобках в (16.4) не зависят от Дм, 
Аи, то из (16.4) и следует  дифференцируемость рассматри
ваемой сложной функции в точке (и,и) (см. определение 
14.2 дифференцируемости функции). Теорема доказана. 

Кроме того, из (16.4) можно получить выражения для
„ . дг дгчастных производных сложной функции —  и — , которые

Э и ди
являются коэффициентами при Ды и Дч в линейной части 
приращения функции Аг (см. (14.4), (14.8) и (14.9)):

Э2 „  „  „„ (1(. 5)_  дг дх дг ду
ди дх ди ду ди

дг _  дг дх дг ду
ЭV дх ди ду Эу

(16.6)

Проанализируем формулу (16.5): 
дг------- производная сложной функции по основному ар-
Э и

гументу и; 
дг------- ее производная по промежуточному аргументу х;
дх
дх
ди

— производная от этого промежуточного аргумента

по основному ар гум ен ту  и;



—  — производная сложной функции по промежуточно
му

му аргументу у\
ду------- производная от этого промежуточного аргумента
Эи

по основному аргументу и.
Аналогично устроена и формула (16.6), в которой 

основным аргументом является V.
Проведенный анализ позволяет сформулировать сле

дующее правило дифференцирования.
Производная сложной функции по некоторому основ

ному ар гум ен ту  равна сумме производных функции по 
всем промежуточным аргументам , умноженных на про
изводные о т  соответствую щ их промежуточных аргу
ментов по э т о м у  основному ар гум ен ту .

Это правило распространяется на функции с любым 
количеством промежуточных и основных аргументов.

ПРИМЕР 16.1. Пусть 2 = г{х,у), х = х^),у  = г/(/) — диф
ференцируемые функции. Тогда сложная функция
2 = 2(х(/),г/(<)) является дифференцируемой функцией с 
основным аргументом < и ее производная 

¿2  _ Эг (1х дг йу 
(Н дх сН д у  сН

„ йг с1х йу л. -Здесь — , — , --------производные функции одного пе-
сИ сН Ш

ременного. Поэтому в их обозначениях использовано «пря- 
, . ¿2  (¿2 . ,мое» а. А — , -------- частные производные внешней функ-

йх йу
ции 2 = г(х,у), которая является  функцией двух  
переменных. Поэтому в обозначениях этих производных 
используется «круглое» Э.

ПРИМЕР 16.2. Пусть 2 = г{х,1/), у  = у(х) — дифферен
цируемые функции. Тогда сложная функция 2 = г(х,у(х)) 
является дифференцируемой функцией с основным ар гу 
ментом X и

¿2  _ Эг Эг йу 
йх дх д у йх

II Так. .Ш(>



Здесь один из промежуточных аргументов совпадает с

основным: х = х. И можно считать, что —  умножается на
дх

Обратите внимание, что в левой части ф ормулы--------

производная сложной функции, которая является функ
цией одного переменного х, (поэтому й «прямое »), а в пра-

дг  „ , вой ч а с т и -------- частная производная внешней функции

г  = г(х,у), которая является функцией двух  переменных 
(поэтому Э «круглое») ,

ПРИМЕР 16.3. Пусть ни = ги(х,у,гХ г  = г(х,у) — диффе
ренцируемые функции своих аргументов. Тогда сложная 
функция ад = ьи(х,у,г(х,у)) является дифференцируемой 
функцией с основными аргументами х, у  и ее частные про
изводные

'ЭоЛ Эад Эад1 __ Ъг 'Эад' _ Эад Эад дг
дх )„ дх дг \ * .  дУ

__
дг ¿У

Здесь основные аргументы х, у  независимы. Поэтому
йх п йу Л Т1 (ди>) Эад—  =0, —  =0. Частные производные —  и -------- это
йу йх  ̂дх )п дх
производные разных функций: первая — производная 
сложной функции (ее называют полной частной производ
ной, поскольку слож ная функция учитывает зависимость 
ее значений от х  непосредственную и обусловленную про

межуточным аргументом г  и характеризуют эту

полную зависимость), а вторая — производная внешней 
функции ад = ад(дс,у,2) ( у  которой аргумент г  является неза
висящим от х).

Аналогичным образом различаются и производные

йх

дх

'П

^ЭоЛ Эад



§ 14.1. ИНВАРИАНТНОСТЬ ФОРМЫ 
ПОЛНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛА

Пусть функции х = <р{и, и), у  = \|/(и, у) дифференцируемы 
в точке (и,у), а функция г  = ¡(х,у) дифференцируема в соот
ветствующей точке (х,у). Тогда сложная функция 
г = /(<р(и,у),\|/(«,у)) дифференцируема в точке (и,у) (см. тео
рему 16.1) и ее дифференциал

, дг , дг , аг.. = — аи + —  аи.
“  Ьи Эу

Подставляя сюда —  и —  из (16.5) и (16.6) и выполняя
Э и Эу

простые преобразования, получаем

дг дх дг Эу '  
дх д и ду Э и

йи + г дг дх + дг ду 4 
дх  Эу ду Эу

¿ у =

д г (д х  , дх , )  д г (д у  , ду . Л дг , дг — —  дин----- ап I + — | + —  Лг> \ = —  Ах л-----
дх

—  с1и + —  ¿ у  + —  —  йи + —  йи I = —  йх + —  <1и. 
д и Эу J  дууди  Эу J  дх ду

Таким образом, дифференциал сложной функции 
, дг , дг , 

с л = дх д~у (16 '7)
совпадает по форме с дифференциалом внешней функции

йгвн= ^ й х  + ^ й у .  (16.8)
дх ду

Это свойство называют инвариантностью  формы пол
ного дифференциала, так как она не зависит от того, какие 
аргументы рассматривать в качестве первичных аргумен
тов сложной функции (ц,у)или аргументы  внешней функ
ции (х,у).

Следует однако иметь в виду, что по содержанию п ра
вые части в формулах (16.7) и (16.8) различны (к ак  р а з 
личны и сами полные дифференциалы йгсл и йгвн). Это 
различие заключается в том, что аргументы х и у  для  
внешней функции являются первичными и поэтому их 
дифференциалы йх и йу совпадают с приращениями Дх и 
А у этих аргументов, а для сложной функции йх и с1у — это



дифференциалы внутренних функций х=ср{и,у) и 
у = \|/(и,у)и в общем случае они являются лишь линейными 
частями  приращений Ах и Ау внутренних функций.

Так что, в формуле (16.8)

Свойство инвариантности формы полного дифференциа
ла распространяется на функции с любым количеством 
промежуточных и основных аргументов.

§ 16.2. ПРАВИЛА ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ ФУНКЦИЙ 
НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

Пусть и = и(х 1,х 2,...,х п\ V = ф с , ,х 2, . . . ,*„), г(и) — диф
ференцируемые функции своих аргументов. Тогда

Г й{Си) = Сйи,С — постоянная,
2’ й(и ± и) -  с1и ± ¿/и,
3’ й(ии) = ийи + ийи,

5° й(г(и)) = г'(и)с1и.
Эти правила легко доказываются с помощью свойства 

инвариантности формы полного дифференциала. Напри
мер, для доказательства  4" рассмотрим сложную функцию

с промежуточными аргументами и, у и основными — 
х х,х 2,...,х п. В силу инвариантности полный дифференциал 
этой функции

йх = Ах, с1у = Ау,

а в формуле (16.7)
йх *  Ах,йу Ф Ау.

иг  = —
V

йг = — йи н-----йи,
д и Эи



то
. 1 , и . иёи -  ийи аг  =  —аи — - а ь  = ----------------- .

V V V

Учитывая, что г = — и ¿ г  = ¿1 — 1 приходим к 4°.
V )

Столь же просто доказываются и остальные правила. 
ПРИМЕР 16.4. Найти полный дифференциал и част

ные производные функции

5х 2у 3 +
х + у

Применяя последовательно правила 5°, 2°, 3°, Г, 4° и 
снова 2°, получаем

ёг  = соэ 5 х 2у 3 + Х ' У
х + у

(х + у М х  -  с1у) - ( х -  у)(йх + й у)'

(х + у)2

10х у 3ёх  + \Ьх2у 2с1у +

- у= соэГ 5х 2у 3 + —
 ̂ х + у

Мху 3 2 у
(х + у)2

IX + 15х у  - 2х
(х + уУ

\
йу

/ )
„  дг дг ,Частные производные г  = — , г  = —  являются коэф-

дх Э у
фициентами при йх и йу соответственно:

дг
дх

10х у г + 2У 1 „„Гс „2..з х - у '
( х - у )

сое Ъх у +
Х + у

дг
Ъу

\Ъх2у 2 + 2 У
( х - у ) 2

сое 5 * У
х + у

§ 16.3. НЕЯВНЫЕ ФУНКЦИИ

Функции, которые задаются уравнениями, неразре
шенными относительно величин, выражаю щ их значения 
функций, называются неявными.



Рассмотрим сначала неявные функции одного пере
менного.

Определение 16.1. говорят, что уравнение

оп р еделяет  неявно (или неявную) функцию у(х\ если

(тождество (16.10) означает, что равенство Р(х,у(х)) = 0 вы
полняется для  всех допустимых значений х).

ПРИМЕР  16.5. Уравнение

выполняется Ух Ф 0, т. е. является тождеством.
Заметим, что определением 16.1 не вводится новое по

нятие функции. Функция по-прежнему понимается как  со
ответствие м еж ду  элементами числовых множеств. Выде
ляется лишь особый способ задания функции уравнением.

В примере 16.5 равенство (16.12), определяющее функ
цию явно, можно получить из уравнения (16.11), если разре
шить последнее относительно у. Так и в общем случае для 
перехода от неявного задания функции уравнением (16.9) 
достаточно разрешить это уравнение относительно у.

ПРИМЕР  16.6. Рассмотрим уравнение

Разрешив его относительно у, получим равенства

р(х,у) = 0 (16.9)

?(х,у(х)) = 0 (16.10)

х 2 - х у  = 5 = 0

задает  неявно функцию
у  = Х +  - ,

X
определенную при х *  0, так к ак  равенство

(16.11)

(16.12)

х 2 - *  + 5 = 0 »  * 2 - * 2 -  —  + 5 = 0
х I х

У2 ~ х = 0.

у х = +л/*, у2 = - 4 х ,

определяющее неявно две непрерывные функции.
Графики этих функций являются ветвями параболы 

у 2 -  д: = 0 и изображены на рис. 16.1.



Рассмотренный пример показывает, что уравнение 
(16.9) может определять не одну, а несколько неявных функ
ций. Возможна и др угая  крайность, например уравнение

х 2 + у 2 + 5 = 0 (16.13)

не определяет ни одной действительной функции, т ак  как  
оно не удовлетворяется ни при каких действительных х и у.

Условия, при которых уравнение (16.9) определяет не
явно единственную функцию, устанавливаю тся в следую
щей теореме.

Теорема 16.2. П усть функция F(x,y) у д о в л е т в о р я е т  
условиям:

1) Р (Х о ’Уо) = 0;
2) частные производные F',F' непрерывны в н ек о то 

рой окрестности точки  (х0,у0),
3) FУ(х0,у0) *  0.
Тогда уравнение F(x,y) = 0 определяет неявно в неко

торой окрестности точки  х 0 единственную непрерыв
ную функцию у(х), удовлетворяющую условию у(х0) = у 0. 
Э т а  функция и м еет  производную, непрерывную в окре
стн ости  точки х 0.

Доказательство теоремы не приводится.
Выясним геометрический смысл условий теоремы.
Первое условие гарантирует существование точки, ко

ординаты которой удовлетворяют уравнению F(x,y) = 0 и 
исключает случай типа (16.13), когда уравнение не удов 
летворяется ни при каких действительных х и у. Из 2-го и



3-го условий следует, что х 0,у 0 — обыкновенная точка 
кривой Р(х,у) = 0 (в этой точке Ф 0, следовательно,

+Т7; 2 *  0 и вектор п = Р '(х0,у 0У + Р'(х0,у 0)] является 
нормальным к кривой в точке (х0,у 0).

С этим обстоятельством связана единственность непре
рывной функции, определяемой неявно уравнением 
Р(х,у) = 0 и удовлетворяющей условию у(х0) = у 0. Чтобы 
понять это, вернемся к примеру 16.6:

Р(х,у) = у 2 - х ,  /=■; = -1 ,Р ' = 2у.

Рассмотрим в качестве точки (х 0,у 0) точку (1, 1). Оче
видно, Д М ) = 0; Р'Х,Р' непрерывны в окрестности точки (1,1);

(1,1) = 2 * 0 .  Условия теоремы 16.2 выполнены, и уравне
ние у 2 -  х  = 0 определяет вблизи точки х0 = 1 единствен
ную непрерывную функцию у(х) = V*, удовлетворяющую 
условию у( 1) = 1(см. рис. 16.1). Д ля  точки (1,-1) условия тео
ремы т а к ж е  выполняются (/̂ '(1, -1 ) = -1 *  0) и уравнение 
у 2 -  х  = 0 определяет вблизи точки х 0 = 1 теперь уж е  д р у 
гую, но единственную непрерывную функцию у(х) = —Ух, 
удовлетворяющую условию у(\) = -1 (см. рис. 16.1). А вот 
для точки (0, 0) производная /^'(0,0) = 0, что нарушает 3-е 
условие теоремы и приводит к существованию двух непре
рывных функций, определяемых уравнением у 2 -  х = 0 и 
удовлетворяющих условию у(0) = 0: у(х) = +■/*: и у(х) -  —УЗс. 
Геометрическим условием этой двузначности является 
направленность нормального вектора п = /^(0,0)/+ 
+ ̂ '(0,0)/ = - I  по оси Ох. В первых же двух случаях 
п =  ^'(1,1)/ + ^'(1,1)7 = - 1 + 2 ]  # Ох и л =^'(1,-1)/ + 
+ /̂ '(1, -1)/ = -I - 2 ¡\[Ох, что, учитывая существование к а 
сательных к кривой в точках (1, 1), (1, —1), исключает воз
можность подобной двузначности (см. рис. 16.1).

Обратимся теперь к вопросу об отыскании производ
ной функции, заданной неявно. Если можно перейти к я в 
ному заданию, то после такого перехода функция диффе
ренцируется по обычным правилам. Если же уравнение 
Р(х,у) = 0 неразрешимо в элементарных функциях 
относительно у  (или относительно х, если рассматривается 
функция х(у)), то перейти к явному заданию функции не-



возможно. В этом случае для отыскания производной 
можно поступить следующим образом.

Если функция F(x,y) удовлетворяет условиям теоремы
16.2, то уравнение F(x,y) =0 определяет неявно функцию, 
которая обращает это уравнение в тождество, т. е.

F(x,y(x)) ^ 0.

Дифференцируя это тождество, получаем 

dF(x,y(x)) = 0,

а в силу инвариантности формы полного дифференциала 

F'dx + F'dy(x) = 0.

Отсюда для дифференциала неявной функции получа
ем формулу

dy{x) = - ^ d x ,  

а для производной —

М
ПРИМЕР 16.7. Найти производную функции у(х), опре

деляемой неявно уравнением

у  + sin г/ -  х = 0. (16.15)

Здесь F(x,y) = у + sin I/ -  х = 0, F' = -1, F' = 1 + eos у  и 
по формуле (16.14) получаем

dy_ _ -1 _ 1
dx 1 + cos у 1 + eos у  (16.16)

Заметим, что в этом случае перейти к явному заданию 
функции у(х) невозможно, так  как  уравнение, определяю
щее ее, является трансцендентным и неразрешимым в эле
ментарных функциях относительно у.

Отметим еще, что в рассматриваемом случае  функция 
у(х) является неэлементарной, а в общем случае это озна
чает, что спектр исследуемых функциональных зависимо
стей можно расширить путем включения в него неэлемен
тарны х  функций, определяемых неявно уравнениями.



Отыскание производных более высоких порядков от 
функций, задаваем ы х  неявно, связано с особенностью, ко
торую мы выясним, вернувшись к примеру 16.7.

Пусть для функции у(х), определяемой неявно уравне
нием (16.16), требуется найти производную второго поряд
ка . Непосредственно из (16.16) получим

d2y _ _d_ 
dx2 dx

( dy\ d (  1
dx J dx 11 + cos у

Возникает проблема дифференцирования по х функ

ции ----- i----- , которая выражена не через х, а через у. Но
1 + cos у

здесь у  — это значение функции у(х) и ---------------является
1 + cos у(х)

сложной функцией. Поэтому для получения результата при
меняется правило дифференцирования сложной функции

d2y _ _d_ 
dx2 dy

/ 1
1 + cos у

d£
dx

-sin i/  1 s in y
(1 + cos y) 1 + cos у  (1 + cos y)3 

dy
Здесь для  выражения —  использовано (16.16).

dx
Аналогично, применяя при необходимости правило 

дифференцирования сложной функции, можно находить 
производные второго и более высоких порядков неявных 
функций и в общем случае.

Идея неявного способа задания распространяется и на 
функции нескольких переменных.

Определение 16.2. Говорят, что уравнение

F(x,y,z) = О 

определяет неявно функцию z(x,y), если

F(x,y,z(x,y)) = 0.



Теорема 16.3. П усть функция Г(х,у,г) = 0 у д о в л е т в о 
р я е т  условиям:

1) Р(х0<Уо’ г о) = °'-
2) частные производные непрерывны в неко

торой окрестности точки (х0,у 0, г 0у,

Тогда уравнение F(x,y, z) = 0 определяет неявно в неко
торой окрестности точки (х0,у 0) единственную непре
рывную функцию z(x,y), удовлетворяю щ ую  условию  
z(x0,y0) = z0. Э т а  функция и м еет  непрерывные частные  
производные в окрестности точки (х0,у 0).

(Доказательство теоремы не приводится.)
Д ля отыскания частных производных функции z(x,y\ 

продифференцируем тождество

Получим
йР(х,у,г(х,у)) = О,

а в силу инвариантности формы полного дифференциала

= Р'ёу + Р'йг(х,у) = О,

откуда следуют формулы для отыскания полного диффе
ренциала

(они являются коэффициентами при йх и йу в выражении 
для полного дифференциала йг(х,у)).

На практике для отыскания частных производных
дх дг— , —  можно наряду с формулами (16.18) использовать и 
дх Эу
прием, рассмотренный для их вывода, основанный на диф
ференцировании тождества (16.17).

3) Fz(x0,y 0,z0) *  0.

F(x,y,z(x,y)) = 0. (16.17)

и частных производных

d z = _ K  dz = _ F [  
дх f ; ’ ду f ; ’ (16.18)



ПРИМ ЕР  16.8. Найти частные производные функции 
г(х,у), заданной неявно уравнением

е хуг - х у г = 0 .

Считая, что в это уравнение подставлена функция 
г(х,у), обратившая его в тождество, дифференцируем это 
тождество:

е хугй(хуг) -  с1(хуг) = О,

откуда  получаем

(ехуг -Щ х у г ) =  0.

В точках, где выполняются условия теоремы 16.3, 
Р' = (е хуг - 1  )ху Ф 0, следовательно, е хуг -1  Ф 0  (и ху Ф 0 ). 

Поэтому
с1{хуг) = 0

или
угйх + хгйу + хуйг = 0.

В ы р аж аем  отсюда полный дифференциал

<¿2 = йх ~ — <1у 
X У

и находим частные производные

дг г дг г  
дх X д у

Упражнение. Пусть функция Р(х,у,г) удовлетворяет 
условиям теоремы 16.3, из которой вытекает существова
ние функции, определяемой неявно уравнением

Р(х,у,г) = 0.

И пусть она такж е  удовлетворяет условиям аналогичных 
теорем существования для функций у(х,г) и х(у,г), опреде
ляем ы х этим ж е уравнением.

Д оказать ,  что
Эг ду Ьх _  J
Э у дх дг



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (16.18) следует

дг 

¿У

И' ' у

Нетрудно сообразить, что аналогичные формулы для 
частных производных функций у(х,г) и х(у,г) будут  иметь 
вид

д у = _Щ  д * = _!%
дх Г /  дг /=•;'

Перемножая левые и правые части этих трех равенств, 
получаем

Эг Эу дх 
ду дх дг

( £  
К Г,

V

А

= -1,

что и требовалось доказать.
Заметим, что символы частных производных нельзя 

трактовать как  дроби, иначе после сокращения числите
лей и знаменателей получилось бы неверное равенство 

дг ду Эх
ду дх дг

=  1.

Контрольные вопросы

1. П усть  г  = г  (и, V, и1,х\ и = и(х, у), и = и(х,у), га = т{у\ — дифф еренци-
( д г \

р уем ы е  функции. Напишите формулы дл я  частных производных 1 ^ 1  и 

д г
—  сложной функции.
¿У

2. В чем заклю ч ается  инвариантность  формы полного ди ф ф ер ен ц и а 
л а ?  (см . (16 .7)  и (16.8)).

3. Сформулируйте определение неявной функции у(х\ з а д а в а е м о й  
уравнением  Р(х,у)  = 0 (см . определение 16.1).

4. Сформулируйте теорему сущ ествован и я  неявной функции у(х\  з а 
д ав аем о й  уравнением  Р(х,у)  = 0 (см . тео рем у  16.2).

5. Сформулируйте определение неявной функции г (х, у\  з а д а в а е м о й  
уравнением  Р(х, у, г )  = 0 (см . определение 16.2).

6. Сформулируйте теорем у сущ ествован и я  неявной ф ункции г'(х,у\ 
з а д а в а е м о й  уравнением Р(х, у , г )  = 0.



7. П ус ть  уравнение Р(х, у, г) = 0 о пределяет  неявные функции х(у, г) и 
у(х, г) (ф ункция Р(дс,у, г) уд о в л е тв о р яе т  условиям  соответствующих тео-

Эдс ду
р ем  сущ ествован ия ) .  Ч е м у  равно  произведение г -  • —  ?

д у  ох

Ответы
Эг дг Эи дг да дг  Эш 
ду  Эи ду да ду Эш ду'

(д г\  дг  Эи дг да дг — — — — - -  
*' ( э *)п ди д х + д а  д х + дх ’ '  '  '  + '

5» Ъ { г.)



ЧАСТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ 
И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ

§ 17.1. ЧАСТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ

Пусть функция г{х, у) в некоторой окрестности точки 
(х,у) имеет частные производные

—  и — , (17.1)
дх ду

или в других обозначениях

2х и г'г
Частные производные сами являются в общем случае  

функциями х и у, некоторые, в свою очередь, могут иметь 
частные производные:

. \

Если это так, то последние называются частными про
изводными второго порядка функции г{х,у) и обозначают
ся соответственно:

Э2г  ,  Э2г— -  или 2 ■ ------- или 2
дх2 1 дудх ху
Э22 ,  Э22или г ух\ —  или г т .
ЪхЪу ду2

Аналогично определяются частные производные т р е т ь 
его и более высоких порядков. При сопоставлении с ними 
производные (17.1) называются частными производными 
первого порядка.



ПРИМЕР 17.1. Найти частные производные 2-го по
р яд к а  функции:

г = х 3 + ху2 - Ъху3 + у 5.

Находим сначала частные производные 1-го порядка:

г'х =Ъх2 + у 2 -Ъ у 3; г'у = 2ху-\ Ъ ху2 + 5 у \

затем , образуя от каждой из них частные производные по 
х  и по у, получаем:

г ’хх =6*; г'ху = 2у — 15г/2;

г \х = 2У -  15г/2; г ’уу = 2 х -  30ху + 20у 3.
Обратите внимание на равенство г ’ху = г ух. Чуть позже 

вы  узнаете, что это не случайное совпадение.
Частные производные, образованные дифференциро

ванием  по различным ар гументам , называю тся смешан
ными частными производными. К их числу относятся г ’ху 
и г ух.

Среди смешанных производных одного порядка выде
ляю т производные: 1) отличающиеся количеством диффе
ренцирований по одноименным аргументам (например, 
г хху и г тхуу); 2) отличающиеся лишь порядком дифференци
рования по аргументам (например, г хху, г хух, г ухх).

ПРИМЕР 17.2. Найти частные производные г хху, г хух, 
г ’уу’ г 1хх функции г  = х 2у 3.

Последовательно находим:
= 2 х у 3, г'у = 3х 2у 2; 

г хх = 2у 3, г ху = 6 х у2, г ’ух = 6 х у2 (г'уу не понадобится);

4  = ( 0 ' ,  = 6 х 2, г хух = {г’ху)'х =6у 2, г"худ = (2 ху)'у =12ху;
*~хх =(г'Ух)'х =Ьу2-

Здесь смешанные частные производные, отличающие
ся лишь порядком дифференцирования, равны:

хху ~  2 хух —  2 уXX —  6У  ,

но не равны смешанной частной производной г хуу, отличаю
щейся от них количеством дифференцирований по х и по у.



Последние равенства, т ак ж е  как  и равенство г'ху = х ’ух, 
здесь и в примере 17.1 являются следствием теоремы 17.1.

Теорема 17.1 (о равенстве смешанных частных произ
водных). Если смешанные частные производные, отли чаю 
щиеся лишь порядком дифференцирования, непрерывны в 
некоторой точке, т о  их значения в этой  точке  равны.

Д о к а з а т е л ь с т в о  проведем для функции двух  пе
ременных г  = г(х,у).

1) Сначала докажем теорему для смешанных частных 
производных II порядка.

Пусть частные производные г ху, г ух непрерывны в точ
ке (х,у). Покажем, что они равны в этой точке. 

Рассмотрим величины
<р(х) = г(х,у + А у) -  г(х,у)

и
А = <р(л; + Ах) -  ф(х) =

= г(х + Ах, у + А у) -  г{х,у + А у) + г(х,у).

По теореме Л агран ж а для  функции ср{дс) на отрезке 
[х,х  + Ах] или, если Ах < 0, на отрезке [х + Ал:,л:]:

А = ф'(д: + 0! Ах)Ах =

= (г х(х + 0,А х,у + А у) -  г'х(х + ЪхАх,у))Ах,

О < 0, <1.

Рассматривая теперь г ’х к а к  функцию у  на отрезке 
[у, у + Ау] или, если А у < 0, на отрезке [у + А у,у] и, приме
няя теорему Л агранж а , получаем

А = г ху(х + в хАх,у + в2Ау)АуАх. (17 .2)

Д алее введем функцию

\|/(г/) = 2{х + Ах, у) -  г(х,у)
и заметим, что

у(г/ + А у) -  у(у) = А.

Применяя дважды теорему Л агран ж а , теперь получаем 

А = у'(у  + 9 3 АУ)АУ =



= (г'у(х + Ах,у + 0 3Ду) -  г'у(х,у + в 3Ау))Ау =

= г"ух{х + 0 4Дх ,у  + в 3Ау)АхАу\ 0 < 83 < 1, 0 < 0 4 <1.

Сравнивая с (15.2), приходим к равенству 

г ху(х + 0, Ах,у + 02Д у) = г'ух(х + 0 4Дх,у + 0 3Ду).

Переходя в этом равенстве к пределу при Ах - »  0, Ау - »  
—> 0 и учитывая непрерывность частных производных г ху, 
г ’ух в точке (х,у), заключаем, что в этой точке г ’ху = г 'х.

2) К ак  распространить теорему на частные производ
ные произвольного порядка легко понять, рассмотрев сле
дующие примеры.

В точках непрерывности

и т. п. Теорема доказана.
При нарушении условия непрерывности утверждение 

теоремы 17.1 может не иметь места. Например, для функ-

и г ху = г'ух всюду, кроме точек на оси Ох, в которых у  = 0, и 
частная производная г'у не определена, а вместе с нею не 
определена и, следовательно, разрывна смешанная част
ная производная г"х.

Определения частных производных высших порядков и 
теорема 17.1 обобщаются и на функции с большим, чем 
два ,  количеством аргументов.

т т

ции г  -  х 2 + *[у:

(у *оу,



§ 17.2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ

Пусть функция г(х,у) дифференцируема в точке (х,у)  и 
ее аргументам х, у даны приращения соответственно 
йх,йу. Эти приращения вызывают приращение функции 
Аг, главная линейная часть которого, как  вам уж е  и звест 
но, называется полным дифференциалом функции и в ы р а 
ж ается  через частные производные

При сопоставлении с дифференциалами высших по
рядков полный дифференциал называется дифференциа
лом первого порядка. Если функция z(x,y) дифференцируе
ма в некоторой окрестности точки (х,у), то dz является ф ун
кцией х, у. Кроме того, dz зависит такж е от dx и dy.

Зафиксируем dx, dy (считаем их постоянными). Тогда 
dz будет функцией только аргументов х н у .  Допустим, что 
эта функция дифференцируема в точке (х,у)и ее а р г у м е н 
там даны приращения dx, dy  (причем, совпадающие с 
теми, которые вызвали приращение функции Az с диффе
ренциалом dz). Эти приращения вызовут приращение Adz, 
главная линейная часть которого является полным диффе
ренциалом d(dz). Этот полный дифференциал н азы вается  
дифференциалом второго порядка  функции z(x,y) в точке 
(х,у) и обозначается символом d2z (читается: d д ва  z).

Таким образом,

Покажем, что дифференциал второго порядка в ы р а 
жается через частные производные второго порядка.

Применяя к (17.3) правила дифференцирования 2°, 1° (см. 
лекцию № 16) и учитывая постоянство dx и ёу, получаем:

( 1 7 . 3 )

d2z = d(dz) при постоянных dx, dy.



Э 22 Э 22Если смешанные частные производные-------и --------не-
дувх дхду

прерывны в точке (х,у) и, следовательно, равны, то полу
ченный результат приводится к виду:

й2г  = % ^ й х 2 + 2 ^ - й х й у  + ^ -^ й у 2. (17.5) 
дх охду Ъу

Формула (17.5) напоминает школьную формулу для 
возведения в квадрат  суммы двух величин. Это обстоя
тельство послужило основанием для использования сим
волической формы для нее:

‘‘‘г=1Ь,‘х+& у) г- <17'б>
Если скобку в правой части (17.6) возвести в квадрат 

по правилам школьной алгебры, а под произведением
Э 2 Э 2 Э 2символов производных — - ,  — ——— на 2 понимать про-

дх д у дхду
э 22 Э 22 Э 2 2  / 1 7 «\  , | 7 г,изводные — - ,  — -------, то из (17.6) получится (17.5).
дх д у дхду

Формуле (15.6) можно придать и иной, лишенный сим

волизма, смысл. Если —  и —  рассматривать к ак  обозна-
дх д у

чения дифференциальных операторов, результатами дей
ствия которых на 2 являются частные производные

дг Эг соответственно —  и — , то 
дх Э у



дх
дг дгйх + — с1у 
дх ду

■ (1х + —  
¿У

+ р -Л у  \- Лу = 
дх ду

д г д 2г— -  йх + ------ йц
дх дхду

йх + д 2г  , д 2г ,-------ах  н------- аи
дхду ду2 У

что и приводит, очевидно, к формуле (17.5). На основании 
изложенного формулу (17.6) называю т представлением 
й2г ъ операторной форме.

Если й2г  является дифференцируемой функцией х, у  в 
окрестности точки (х,у), то аналогично вышеизложенному 
вводится понятие дифференциала т р е т ь е г о  порядка'.

й 3г  = ¿ ( ¿ 2г) при постоянных йх,йу.

Вообще, дифференциал п-го порядка  определяется к а к  
дифференциал от дифференциала (л-1)-го порядка:

<1пг  = й((1п~1г) при постоянных йх,йу,

а его связь с частными производными п-го порядка в ы р а 
ж ается формулой:

йпг = э л Э л — ах  л----- аи
Эх ду

г. (17 .7 )

Следует однако иметь в виду, что для сложной ф унк
ции с промежуточными аргументами х, у  эта формула при 
п > 2 может оказаться неверной.

Рассмотрим, например, сложную функцию

2(хЦ),1/(*)) =  2СЛ (О

с основным аргументом t. В этом случае дифференциал 
как  главная линейная часть приращения &(1п~1г СЛ в ы 

зывается приращением (Н основного аргумента и сЧ р а с 
сматривается как  постоянная величина, а дифференциа
лы промежуточных аргументов <1х = х'^)сИ,йу = «/'(/) в 
общем случае являются переменными (зависящими от ¿)-



Поэтому в силу инвариантности формы дифференциа
ла  1-го порядка

(сравните с формулой (17.4), в которой с12г  = (12г т  — диф
ференциал 2-го порядка внешней функции) и

Это означает, что дифференциал II порядка в общем 
случае свойством инвариантности не обладает. По анало
гичным причинам формула (17.7) для сложной функции 
при п > 2 в общем случае  не сохраняется и, следовательно, 
дифференциалы порядков п > 2 не обладают свойством 
инвариантности.

Однако если дг(/) и у(/) являются линейными функциями 
например если

где дс0,г/0,Л,/ — постоянные, то их дифференциалы 
с1х = ИсИ, (1у = ксН не зависят от / (постоянны), вследствие 
чего й(йх) = 0, й{<1у) = 0, формула (15.8) превращается в
(17.4) и ¿ 22м = ¿ 2г в„. По этой же причине с1пгсл = йаг т  
при п > 3, т. е. в этом случае дифференциалы всех поряд
ков обладают свойством инвариантности:

Рассмотренные определения дифференциалов высших 
порядков и их свойства распространяются и на функции с 
большим, чем два ,  количеством аргументов.

но уж е  в выражении для  ¿ 22ы появятся дополнительные 
слагаемые

/

= 4 — \ х  + —  ё{йх) +с1— йу + —  с1{йу)
Эх Э у Э у  (17.8)

*(/) = х 0 + М, у{() = у 0 + Ы, (17.9)

Г г № = Г г ю (п=  1,2,3...). (17.10)



§ 17.3. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА

Обобщим формулу Тейлора на функцию двух перемен
ных.

Пусть функция г(х,у) имеет непрерывные частные про
изводные до (п + 1)-го порядка включительно в некоторой 
5-окрестности точки (*0,1/0).

Проведем через эту точку прямую и пусть ее п ар ам е т 
рические уравнения имеют вид:

х = х 0 + М] 

У =Уо + к Ч
( 1 7 . 1 1 )

где Л и  £ — постоянные, а / — параметр.
На прямой функцию г(х,у) можно рассматривать к а к  

сложную функцию:
г(х0 + М,у0 + Ы) = гыУ). (17 .12)

По формуле Тейлора для функции одного переменного 
в окрестности точки / = 0:

г«Л0 = 2„(0) + ^ *  + ^ < 2 +...+ ^ Г  + Я п« (  17.13) 
1! 2! п\

где /?л+1 — остаточный член, имеющий вид

Яп+1 = Т ^ -1 Г Г Г+1’ о < 0 < 1  <1 7 л 4 > (л +1)!
в форме Л агран ж а и

Яп+1 = о(Г) при / - » 0  (17 .15)

в формуле Пеано.
Заменим в формуле (17.13) / на (П и перенесем г^ ф )  в 

левую часть равенства.
Из (17.12), учитывая (17.11), получаем:

г^сИ) = г(х0 + НсИ,у0 + ксН) = г(х0 + с1х,у0 + (1у),
¿„(О) = 2*х0. У о).

2сл(^0 -  2„(0) = г(х0 + с1х,у0 + йу) -  г(х0,у0) = Аг.

Здесь Аг можно рассматривать к а к  приращение ф унк
ции г(х,у), вызванное приращениями аргументов, равными



йх  и йу (величину \сН\, а вместе с нею и величины \йх\, \ йу\ 
будем считать достаточно малыми, чтобы точка 
(х0 + йх, у 0 + (1у) находилась в 5-окрестности точки
(Хо’Уо)-)

Далее,
^ (0 )с (Г

а так  как  в нашем случае форма дифференциалов инвари
антна (см. (17.9) и (17.10)), то

йпга (0) = ¿ л2 вн|(=о =с1пг(х0,у 0) (п = 1 ,2,.. .)

(1п+х гсл{&сН) = й п+1г(х0 + вН(Н,у0 + вкШ) =

= ¿Г+12(л:0 + М х ,у0 + вйу).

В результате преобразований из (17.13) и (17.14) полу
чим формулу Тейлора для функции г(х,у)\

_ d4H.il.) + Л *«.» ,) + +
1! 2! п\ ’

и остаточный член в форме Л агранжа

й ^ (х  о + М х ,у 0 +вйу) о < 0 < 1  (17.17)
Л+1 (« + 1)!

Д ля получения остаточного члена в форме Пеано вве
дем величину р = -^йх2 + <1у2. Так как  йх = НсИ, йу = ксН,

то р = ■У/г2 + (12 \сИ\ и, следовательно,

Я„+1 = о(йГ) 
при сН - »  0 <=> /?л+1 = о(р") при р —> 0. (15.18)

Последнее и является  выражением остаточного члена в 
форме Пеано.

Формула Тейлора в виде(17.16) вы раж ает  приращение 
функции через ее дифференциалы. Вам уж е  известно, что 
дифференциал I порядка является главной частью прира
щения функции. С ум м а  всех остальных слагаемых являет
ся бесконечно малой высшего порядка по сравнению с р 
при р - »  0 (/?2 = о(р) при р - »  0). Добавление каждого 
следующего слагаемого с дифференциалом более высоко-



го порядка уточняет приращение Дг, учитывая величины 
все более и более высокого порядка малости 
(/?3 =о(р2),/?4 = о(р3) при р -> 0 и т. д.).

Формула Тейлора в виде (17.16) легко распространяет
ся на функции с любым числом аргументов.

Другой вид формулы Тейлора позволяет дать  ей иную 
интерпретацию.

Если положить йх = х -  х 0, с1у = х - у 0, то 
Дг = г(х,у) -  г(х0,у0), а из (17.7) получим

2 (п = 1, 2 , .. . )

и формула Тейлора (17.16) приводится в виде:

г(х,у) = г(х0,у 0) + т - ( х - х 0) + ^ - (у  - у 0) 
дх ду 4 Х 0,У 0)+  ••• +

я ! 4 - ( * - * о )  + т - (У-У о)  дх ду 2(х0,у 0) + (17.19)

в таком виде формулу Тейлора называю т разложением  
функции г(х,у) по степеням разностей (л : -д :0), ( у - у 0).

Формула Тейлора находит многочисленные примене
ния в приближенных вычислениях, а в нашем курсе она 
используется в теории экстремумов (см. лецию № 18).

Контрольные вопросы

1. Сколько  частны х  производных 2-го и 3-го  п орядков  можно о б р а з о 
вать  у  функции трех переменных?

2. С ф ормулируйте теорему о р ав е н с т в е  см еш ан н ы х  частных произ
водных (см . т ео р ем у  17.1).

3. К а к  с в я з а н ы  дифференциалы вы сш и х  п о р ядков  с частны ми пр о 
изводными соответствующих порядков? (см .  ф орм улы  (17 .5 )—(17.7)) .

4. При к ак и х  условиях  дифференциалы вы сш их порядков о б л а д а ю т  
свойством инвариантности (см. ф ормулы ?  (17 .9 ) ,  (17.10)).

5. Напиш ите ф ормулу Тейлора и в ы р а ж е н и я  д л я  ее  остаточного ч л е 
на (см . формулы (17.16)—(17.18)).

Ответ



МАКСИМУМЫ И МИНИМУМЫ 
ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

В этой лекции рассматривается теория экстремумов 
функции нескольких переменных.

Графики функции г  = ¡(х,у) на рис. 18.1 дают представ
ление о м аксимуме и минимуме функции двух перемен
ных.

На левом рисунке значение функции в точке М0 явля
ется наибольшим, а на правом рисунке — наименьшим, по 
сравнению с ее значениями во всех точках вблизи точки 
М0. В первом случае  говорят, что функция имеет макси
мум, а во втором — минимум в точке М0.

Сопоставим знаки  приращений Аг, которые получает 
функция при смещении из точки М0 в точку М. Очевидно, в



случае максимума Дг < 0, а в случае минимума Дг > 0. Это 
свойство приращения Дг используется при формализации 
понятий максимума и минимума функции.

Определение 18.1. Пусть функция нескольких перемен
ных г  = и(М) определена в некоторой окрестности точки М0 
и Дг = и(М) -  и(М0) — приращение, которое функция полу
чает при смещении из точки М0 в точку М.

Если 35(М0) : УМ е 5(М0) Дг < 0 (или Дг > 0), то точка
М0 называется точкой максимума (или минимума) функ
ции г  = и(М), а значение функции в этой точке г  = и(М0) на
зывается максимумом  (или минимумом) функции.

М0 — точка тахи (М ) <=> и(М0) = тахи(М )

М0 — точка т т м ( М )  <=> ы(М0) = т т ы ( М )

Определение 18.2. Точки максимума и минимума функ
ции называются ее точками эк стрем ум а,  а максимумы и 
минимумы — экстремумами  функции.

М0 — точка ех1г и(М) о  и(М0) = ех!гы(М)

§ 18.1. НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ЭКСТРЕМУМА

Д л я  экстремума функции одного переменного у = ¡{х)в 
точке х0 необходимым является условие

/'(хо) = 0 или не существует.

Для функции нескольких переменных это условие перено
сится на ее частные производные.

Теорема 18.1. Если функция нескольких переменных 
имеет экстремум в некоторой точке, т о  в этой  то ч к е  
каждая ее ч астная производная равна нулю или не суще
с т в у е т .

Д о к а з а т е л ь с т в о  проведем для  функции двух пере
менных ¡(х,у). Пусть она имеет экстремум  в точке (х0,у 0).



Уо,

z = /(*<>, Уо)

4

■* = /(*. ¡/о)

! 1

(̂ о. Vo) (*. i/o)

Рис. 18.2

Рассмотрим функцию одного переменного [(х,у0). Ее 
графиком яв л яется  сечение поверхности г  = ¡{х,у) плоско
стью у  = Уо и, очевидно, х0 является точкой экстремума 
функции ¡(х ,у 0) (рис. 18.2).

В силу необходимого условия экстремума для функции 
одного переменного

¿Кх.Уо)
dx

= 0 или В,
х=х0

откуда следует , что частная производная

К(Хо<Уо) = °  или 3. (18.1)

Аналогично, рассматривая функцию f(x0,у), получаем 

f ' y { x 0 , y Q)  = 0  или 3. (18.2)

Из доказанной теоремы следует, что (18.1) и (18.2) я в 
ляются необходимыми условиями экстремума функции 
f(x,y) в точке (х0 ,у 0).

Заметим, что если функция f(x,y) дифференцируема в 
точке (х0,у 0), то частные производные f', f' существуют в 
этой точке и, следовательно, f'(x0,y 0) = 0, f'(x0,y 0) = 0, а от
сюда вытекает , что и полный дифференциал

dz(xo,y o) = 0. (18.3)

Таким образом, необходимым условием экстремума 
дифференцируемой функции в некоторой точке является 
равенство нулю ее полного дифференциала в этой точке.



Определение 18.3. Внутренние точки из области опре
деления функции, в которых выполняются необходимые 
условия экстремума, называются критическими, а те из 
них, в которых все частные производные равны нулю, — 
стационарными точками функции.

Так ж е к ак  для функции одного переменного необходи
мые условия экстремума функции нескольких переменных 
не являются достаточными. Это означает, что в критиче
ской точке функции экстремума может и не быть. Приме
ром такой функции является функция

2 2 2 = X ~У .

Ее частные производные г '  = 2х, г'у = - 2 у  равны нулю 
при х = 0 и у  = 0. Следовательно, точка 0(0,0) является 
критической (стационарной) точкой функции. Однако эк 
стремума в этой точке у функции нет. В самом деле, гр а 
фиком функции является гиперболический параболоид 
(«седло»), рис. 18.3.

Значение функции в точке О равно г(0,0) = 0. Но в лю
бой окрестности 5(0), как  бы мала она ни была, есть точки 
Мх(х,0), в которых г(х,0) = х2 > 0 при х Ф 0, и точки М2(0,у), 
в которых 2(0 ,у) = - у 2 < 0 при у ф  0. Значит, при смещении 
из точки О в точки М, приращение функции Дг > 0, а при 
смещении в точки М2 -  Дг < 0.

Следовательно, не существует т а к а я  окрестность 6(0), 
чтобы при смещении из точки О в любую ее точку прираще
ние функции Аг было бы только больше 0, либо только мень
ше 0. Это значит, что в точке О экстремума у  функции нет.



§ 18.2. ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ ЭКСТРЕМУМА

Пусть функция z = f(x,y) имеет непрерывные частные 
производные до второго порядка включительно в некото
рой 5-окрестности ее стационарной точки М0(х0,у 0),
М(х0 + d x ,y0 + dy) — точка из этой окрестности;
Az = /(*<, + d x ,y Q + dy) -  f(x0,y a) — приращение функции, 
которое она получает при смещении из точки М0 в точ
ку Af;

р = J d 7  + d y 2 — расстояние м еж ду точками М0 и М.

По формуле Тейлора 

Az = dz(x0 ,y 0) + -^ d 2z(x0,y 0) + o(p2) при р -> 0.

Так к ак  (х0,у 0) — стационарная точка функции 
■z = Rx,y), то dz(x0,y 0) = 0.

Допустим, что d2z(x0,y0) *  0. Тогда при достаточно м а 
лых р Ф 0 зн ак  Az будет совпадать со знаком d2z(x0,y 0).

Если d2z(x0 ,y 0) > 0 при любом р *  0, то и Az > 0 для 
всех точек М из достаточно малой окрестности 5(М0). 
В этом случае  функция z = f(x,y) имеет минимум в точке 
М0(х0,у 0).

Если ж е  d 2z(x0,y Q) < Опри любом р *  0, то Az < 0 — и в  
точке М0(х0,у 0) у  функции максимум.

Полученный результат распространяется на функции 
с любым числом аргументов.

Таким образом, достаточны м условием экстремума  
функции нескольких переменных в ее стационарной точке 
является знакоопределенность (положительная или отри
цательная определенность) дифференциала второго по
рядка в этой точке.

Достаточному условию экстремума можно придать и 
другой вид, более удобный для практического использова
ния.



Тогда (см. (17.5)):

й2г(х0,у 0) = Айх2 + 2 Вйхйу + Сйу2. (18.4)

Умножим это равенство почленно на А:

Ай2г(х0,у 0) = А 2йх2 + 2 АВйхйу + АСйу2.

Затем выделим полный квадрат :

Ай2г(х0,у 0) = (Айх + Вс1у)2 + ( А С - В 2)йу2. (18.5)

Так к ак  (Айх + Вйу)2 > 0, то зн ак  произведения 
Ай2г(х0,у 0) будет зависеть от величины (АС - В 2).

Рассмотрим три случая.
Г. А С - В 2 > 0.
Заметим сразу, что в этом случае АС > 0 и поэтому А и 

С не равны нулю и имеют одинаковые знаки.
Далее из (18.5) следует, что в рассматриваемом случае

Ай2г(х0,у0) > 0 при р *  0.

(Если йу = 0, то йх Ф 0, т а к  к ак  р Ф 0, и 
Ай2г(х0,у0) = (Айх)2 > 0.)

Если А > 0, то й2г(х0,у0) > 0  при р Ф 0, и функция 
2 = ¡(х,у) имеет минимум в точке М0(х0 ,у 0).

Если А < 0, то и й2г(х0,у 0) < 0 при р Ф 0, и функция
2 = ¡(х,у) имеет максимум  в точке М0(х0,у 0).

Таким образом, в рассматриваемом случае функция 
всегда им еет  экстремум  в точке М0(х0 ,у 0). Вид экстрему
ма определяется по знаку А (или по зн ак у  С, так  как  знаки 
С и Л совпадают).

2°. А С - В 2 < 0.
Пусть А Ф 0. Тогда из (18.5) следует, что при р *  0 на 

прямой Айх + Вйу = 0 величина Ай2г(х0,у 0) < 0, а на пря
мой йу = 0 она больше нуля (см. рис. 18.4).

Знаки й2г(х0,у 0) на этих прямых при р ф 0 противопо
ложны, и в любой выколотой окрестности точки М0, к ак  бы 
мала она ни была, найдутся точки, при смещении в кото
рые из точки М0 приращения функции Дг будут тоже про
тивоположных знаков. Следовательно, в точке М0(х0,у 0) 
экстремума у  функции нет.



Рис. 18.4

АЛх  + ВЛу -  0 Если А = 0 (при этом В *  О, 
так  к ак  АС -  В2 < 0), то из
(18.4) получим:

¿ 2г(хо’Уо) = 2Вс1хс1у + Сйу2.

х Нетрудно убедиться, что 
если р *  0, то дифференциалы 
с12г(х0,у 0) будут разных зна- 

-► ков при С = 0 на прямых 
х (1у = с1х и йу = -йх, а при 

С * 0  на прямых (1х = 0 и

с1х = йу.
В

Следовательно, и при А = 0 экстремума в точке
М0(х о>Уо) нет-

Таким образом, если АС -  В2 <0, то функция г  = Цх,у) 
не и м еет эк стр ем ум а  в точке М0(х0,у 0).

3\ А С - В 2 = 0.
В этом случае , чтобы установить наличие или отсутст

вие экстрем ум а в точке М0(х0,у 0) нужно проводить допол
нительное исследование, так  как  при АС -  В2 = 0 одни 
функции имеют экстремум в точке М0, а другие нет (см. 
ниже примеры 18.2, 18.3).

Сведем полученные результаты в таблицу.

(*о’ Уо) —  с т ац и о н ар н ая  точка функции ¡(х,у). А = /'(*о.1/о)- 
В = К -  Уо )> С = (х0, у  и)

А С - В 2 > 0 < 0 = 0

А < 0 > 0 V V

ех1г {(х,у) в т. 
(*о’ Уо) ш ах пип нет

требуется  допол
нительное исследо
вание

ПРИМЕР  18.1. Исследовать на экстремум функцию 

2 = у 3 + 2х 2 - 1 2 ху + 4х  - 1 2 у  + 2.

1) Найдем стационарные точки функции: 

г ;  = 4х  - 1 2 у  + 4, г' = Зу2 - 12* -  12.



Для отыскания координат стационарных точек получа
ем систему:

4х - \2у + 4 =0 1 л:-Зг/ + 1 = 0 1
3у 2 - 1 2 *  - 1 2  =0} ^  у 2 -  4л :- 4  = 0|'

Выражаем  х из первого уравнения: 
дс = 3 ^ —1 

и исключаем его из второго:

У2 -12*/ =0.

Корни этого уравнения: г/, = 0,у2 = 12.
Соответствующие значения х : х 1 = - 1 , х 2 =35.
Стационарные точки: Л11(-1,0),М2(35,12).
2) Проверим выполняются ли достаточные условия эк 

стремума в стационарных точках:

2ХХ — 4, 2ху — —12, 2уу = 6у.

В точке уИ,(-1,0): А =4,А  = -12 , С = 0; АС -  В2 = 
= 0 —144 < 0. С помощью таблицы устанавливаем , что в 
точке М1 экстремума нет.

В точке М2(35,12): А =4, В = - 1 2 ,С =72; АС -  В2 =
= 4 - 72 -1 4 4  > 0. Следовательно, экстремум  есть (см. таб 
лицу). Так как  А > 0, то (снова см. таблицу) Л̂ 2(35,12) — 
точка минимума. Сам минимум равен

2(35,12) = 123 + 2 • 352 - 1 2  -35 12 + 4 - 35 - 1 2  12 + 2 = -864.
ПРИМЕР 18.2. Исследовать на экстремум  функцию

2 = X4 + у \

1 )г '  = 4д:3, г '  = 4у 3 => 0(0,0) — стационарная точка.
2 ) 2 ^, = 12л:2 , г ’у = 0,  2 ^ = 1 2 у 2.
В точке 0(0 ,0) : А = 0,В = 0,С = 0\АС -  В2 = 0 (см. таб 

лицу).
Требуется дополнительное исследование. Проведем 

его, используя непосредственно определение 18.1 макси
мума и минимума.

В точке 0(0,0) 2 = 0 ,  а в выколотой окрестности 5(0) 
этой точки г  = х* + у 4 > 0, так  как  х и у  одновременно
П Ък .1.М1Л



в нуль не обращаются. Следовательно, для любой точки 
М (х,у)в  5(0) Дг > 0 и, по определению 18.1, 0(0 ,0)— точка 
минимума функции, а сам т т г  = 0.

ПРИМЕР  18.3. Исследовать на экстремум функцию
4 42 = X - у  .

\)г'х = 4 х 3, г ’у = - 4 у 3 => 0(0,0) — стационарная точка.
2) г'„ = \2х\ г ’ху =0, г'„ = - 1 2 у 2.
В точке 0 (0 ,0 ) :  А = О, В = О, С = 0; АС -  В2 = 0 (см. 

таблицу).
3) Дополнительное исследование (с помощью определе

ния 16.1).
В точке 0(0,0) г = 0, а в любой выколотой окрестности 

5(0), к ак  бы м ала  она ни была, есть точки Л4,(д:,0), в кото
рых г  = х 4 > 0 (х *  ОХ и точки М2(0,у), в которых
2  = - у 4 < 0 (уф  0). Поэтому приращение функции 
Аг > О \Ш[ е  5(0) и Аг < О УМ2 е  5(0). Следовательно, Аг 
не является знакоопределенным. Это значит, что в точке 
0(0,0) экстрем ум а  нет.

Контрольные вопросы
1. С ф о р м ул и р уй те  определения м а к с и м у м а ,  минимума функции и ее 

э к с т р е м у м а  ( см .  определения  18.1 и 18.2).
2. С ф о р м ул и р уй те  теорему о необходимых условиях  экстрем ум а  

функции (см .  т е о р е м у  18.1). К ак  можно вы р ази ть  необходимое условие 
э к с т р е м у м а  дифференцируемой функции? (см . (18.3)) .

3. С ф ор м ул и р уй те  определение критических и стационарных точек 
функции ( см .  определение 18.3).

4. В с я к а я  ли кр и ти ч еск ая  точка функции я в л я е т с я  ее точкой эк стр е 
м у м а ?

5. К а к и м  д о л ж е н  быть дифференциал второго порядка  функции в ее 
стационарной точке ,  чтобы можно было г а р а н т и р о в ат ь  сущ ествование 
э к с т р е м у м а  ф ункции в этой точке?

6. К а к  м о ж н о  устан ов ить  наличие или отсутствие  экстрем ум а  ф унк
ции д в у х  перем ен н ы х  по ее частным производным второго порядка?  (см . 
таблицу) .

Ответы

4. Не в с я к а я  (см .  рис. 18.3 и пример 18.3).
5. Д и ф ф ерен ци ал  второго порядка функции долж ен  быть знакоопре

деленным (по лож и тельно  или отрицательно знакоопределенным).



Л е к ц и я  19 

УСЛОВНЫЙ ЭКСТРЕМУМ

В этой лекции рассматриваются понятия условного э к 
стремума и методы его отыскания.

Понятие условного экстремума не имеет смысла для  
функции одного переменного и приложимо только к ф унк
циям нескольких переменных. Выясним суть понятия, р а с 
сматривая для простоты функцию двух  переменных.

Пусть функция z = f(x,у) определена в некоторой о б л а 
сти D и ее аргументы связаны условием

F(x,y) = 0, (19.1)

которое называют уравнением связи.
Допустим, что это уравнение определяет неявно ф унк

цию у(х). Тогда можно рассматривать сложную функцию 
f(x,y(x)) = и(х). Если эта функция имеет экстремум в точке 
дг0 и у(х0) = у 0, то говорят, что точка (х0,у0) является точ
кой условного экстремума  функции f(x,y), аргументы кото
рой удовлетворяют уравнению связи (19.1), или короче 
точкой условного экстремума функции f(x,y) при F(x,y) = 0.

Если уравнение (19.1) можно разрешить относительно 
у и перейти от неявного задания функции у(х) к явному, то 
отыскание условных экстремумов в рассматриваемом с л у 
чае сводится к отысканию обычных, или безусловных э к с т 
ремумов функции и(х).

ПРИМЕР 19.1. Исследовать на условный экстремум  
функцию



Разрешим уравнение связи относительно у: 

у = 2 - х

и исследуем на экстремум функцию

и(х) = х 2 + (2 -  дс)2 = 2х2 -  Ах + А.

Ее производная
и'(х) = А х-А .

Приравнивая производную к нулю, найдем стационар
ную точку х 0 = 1. Исследуем знаки производной (см. 
рис. 19.1).

Так как  производная при переходе через точку х0 =1 
меняет знак с « —» на «+ », то в этой точке функция «(*) име
ет минимум, и он равен ц(1) = 2.

Из уравнения связи определяем у 0 = 2 -  х 0 = 1 и заклю
чаем, что (1, 1) — точка условного минимума функции 
г = х 2 + у 2 при х + у  -  2 = 0 ,  причем он равен 2(1, 1) = и(1) = 2.

Выясним геометрический смысл условного экстремума 
функции.

В примере 19.1 графиком функции является параболо
ид вращения г  = х 2 + у 2. Уравнение связи определяет на 
плоскости Оху прямую  х + у -  2 = 0 (рис. 19.2), а в про
странстве 0хуг  плоскость, проходящую через эту прямую 
параллельно оси Ог. Построим линию пересечения этой 
плоскости с параболоидом. Аппликаты точек этой линии

г



выражают значения функции г  = х 2 + у 2 при х + у  -  2 = 0. 
Условный минимум выражается аппликатой  самой н и ж 
ней точки этой линии, а проекция этой точки на плоскость 
Оху я в ля ется  точкой условного минимума  (1, 1).

Обратите внимание, что в любой окрестности точки
(1, 1)  есть точки, в которых значения функции меньше, чем 
значение в точке (1, 1). Последнее является  наименьшим 
лишь среди значений функции в точках, расположенных 
на прямой х + у -  2 = 0. В этом и заклю чается условность  
минимума. Он является минимумом, когда функция р а с 
сматривается не всюду в области определения, а лишь в 
точках линии, определяемой уравнением связи.

Если ж е функцию г  = х2 + у 2 рассматривать во всей 
области определения, то очевидно, что точкой ее миниму
ма (безусловного) будет (0, 0) и сам безусловный минимум  
равен г(0, 0) = 0.

Такую ж е геометрическую интерпретацию можно д а т ь  
и в общем случае: условными экстремумами функции 
г = ¡(х,у) при Р(х,у) = 0 являются ее экстремумы на линии, 
определяемой уравнением Е(х,у) = 0.

ПРИМЕР 19.2. Исследовать на условный экстремум 
функцию

2 = х 2 -  у 2 при х 2 + у 2 = 4.

В этом случае исследование методом, рассмотренным в 
примере 19.1, осложняется тем, что уравнение связи опре- 
деляет неявно не одну функцию у(х), а две: у = +л/4 -  х 2 и 

у  = -л/4 -  х 2 . Кроме того, в точках х = ±2 производные этих 
функций бесконечны. Поэтому вблизи точек (2, 0), (—2, 0) 
уравнение связи придется разреш ать относительно х и 
рассматривать функцию х(у).

Избежать указанных осложнений позволяет другой м е
тод отыскания условных экстремумов, который носит имя 
замечательного французского м атем ати ка  Ж. Л. Л а гр ан 
ж а , с одной из теорем которого Вы у ж е  встречались в диф
ференциальном исчислении. О братимся к рассмотрению 
этого метода, а затем мы вернемся к примеру 19.2.



§ 19.1. МЕТОД ЛАГРАНЖА
ОТЫСКАНИЯ УСЛОВНЫХ ЭКСТРЕМУМОВ

Пусть дифференцируемая функция z = f(x,y) исследу
ется на условный экстремум при F(x,y) = 0. Функция F(x,y) 
пусть удовлетворяет условиям теоремы существования не
явной функции у{х) и F' *  0 в точке х 0,у 0 условного экстре
мума. Тогда условный экстремум функции f(x,y) в точке 
(х0,у 0) при F(x,y) = 0 является безусловным экстремумом 
функции

и(х) = f(x,y(x))
в точке х 0.

Так к ак  функция и(х) дифференцируемая (см. теорему 
16.2), то х 0 является  стационарной точкой функции и(х) и в 
этой точке и'(х0) = 0. Отсюда следует, что

К(х о>Уо) + 1у(Хо>Уо)У'(х о) = 0- ( 19-2 )

Здесь i/0 = у (х 0).
Из тождества F(x,y(x)) = 0 (см. определение 16.1 неяв

ной функции) вы текает  равенство

F'(x,y) + F'y(x,y)y'(x) = 0,

верное для всех х вблизи точки х 0 и соответствующих 
у = у{х). В частности,

К ( х 0<Уо) + Р'!1(хо^Уо)У'(х о) = 0- (19-3)

Умножим (19.3) на множитель X (он называется множи
телем Л а гр ан ж а )  и сложим результат умножения почлен
но с (19.2):

/ x W i/о + ^ К (х о>Уо) + и'у(хо’Уо) + ^F'y{x0,y 0)) = 0.

Выберем X так ,  чтобы квадратная скобка обратилась в
,  . 1'у(х о’Уо) т  нуль, т. е. положим Х = Х 0 = — ;---------- . 1огда получим

Ру(хо>Уо)
условие

K (x0,y 0) + XF'x(x0,y 0) = 0.



Если к этим двум условиям добавить уравнение связи, 
которому удовлетворяют координаты точки (jc0, г/0):

П*о,Уо) = °> 

то получим систему трех уравнений 

f'x(x,y) + XFx(x,y) = О
f'(x,y) + XF'(x,y) = 0}-, (19.4)

F(x,y) = О

для которой тройка (*о>0о-^о) яв л яется  решением.
Таким образом, чтобы точка (х0 ,у 0) была точкой услов

ного экстремума функции f(x,y) при F(x,y) = 0 необходимо, 
чтобы ее координаты х0, у 0 вместе с соответствующим зн а 

чением Х0 = - у -  были решением (19.4). Суть метода 
Ру(х0<У<>)

Лагранжа сводится к отысканию решений этой системы.
Если (x0,y 0,z 0) — решение системы (19.4), то точку 

(х0,у0) будем называть стационарной точкой  функции 
f(x,y) при F(x,y) = 0. Все точки, в которых функция имеет 
условные экстремумы будут находиться среди этих стацио
нарных точек. Но, разумеется, среди них могут быть и точ
ки, в которых условных экстремумов нет. Вопрос о д о ста 
точных условиях условного экстр ем ум а  мы оставляем в 
стороне, но заметим, что при решении практических з ад ач  
во многих случаях наличие условного экстремума в стацио
нарной точке определяется существом задачи.

Отметим еще одно важное обстоятельство, характери 
зующее метод Лагранжа.

Если Fy(x0,y 0) = 0, но Fx(x0,y 0) Ф 0, то вместо неявной 
функции у(х), с определением которой возникают осложне
ния, можно рассматривать неявную функцию х(у) и, соот
ветственно, вместо функции и(х) = f(x,y(x)) — функцию 
и(У) = /(*(*/)>*/)• (19.2) и (19.3) в этом случае превращаются в 
/х(*о-1/о)*'Ы  +fy{x0,y0) = 0,F'x(xo, y o)x'(yo) + F'y(x0,y 0) = О



f t \
и полагая X = Х0 = —° ’ 0 , мы приходим к той же самой 

Рх(х о>Уо)
системе (19.4) д л я  отыскания стационарных точек.

Таким образом, метод Л агранжа является универсаль
ным. Он не применим лишь в случае, когда обе частные 
производные F', F ' равны нулю в точке (х0,у 0). Но в этом 
случае точка (х 0,у 0) является особой точкой линии 
F(x,y) = 0 и исследование на экстремум вблизи этой точки 
требует индивидуального подхода.

Отметим, наконец, еще, что метод Л а гр ан ж а  становит
ся особенно удобным, если ввести в рассмотрение функ
цию, называемую  функцией Л агранж а

L(x,y,X) = f(x,y) + XF(x,y). (19.5)

Если исследовать эту функцию на безусловный экстре
мум, то для отыскания ее стационарных точек мы придем 
к системе

К  = f ’M ,y )  + XFx(x,y) = 0 
К  = f'y{x,y) + XF’y(x,y) = 0 •,

L [= F (x ,y )  = 0

которая в точности совпадает с системой (19.4).
Так что задач а  отыскания условных экстремумов  

функции f(x,y) при F{x,y) = 0 сводится к отысканию без
условных эк стр ем ум о в  функции Л агранж а  (19.5) в том 
смысле, что стационарные точки в обоих случаях опреде
ляются одинаково.

Вернемся теперь к примеру 19.2, в котором требова
лось исследовать на условный экстремум функцию

2 2 2 2 жz = х  - у  при х + у = 4.

Построим функцию Л агранжа (19.5).
Здесь f(x,y) = х 2 -  у 2, F(x,y) = х2 + у 2 -  4. Поэтому

L(x,y,X) = х 2 -  у 2 + Ц х2 + у 2 -4 ) .

Для отыскания ее стационарных точек получим систему



= 2 х  + 2Хх = О 
= -2 у  + 2Ху = О 

Ь'х = х 2 + у 2 -  4 = О

х(1 + X) = О 
«  !/ (Х -1)= 0 

х 2 + у 2 =4

решая которую, находим

А. = -1 => у = 0, х  = ±2,

X = 1 => х = 0, у  = ±2,

А. *  ±1 => х  = 0, у  = 0, но при этом неудовлетворяется 
уравнение

х 2 + у 2 = 4.

Таким образом, имеем четыре стационарные точки 
функции ¡(х,у) = х 2 -  у 2 при Р(х,у) = х 2 + у 2 - 4  = 0;

М '2(±2,0), М ;4(0, ±2).

В точках М'12 значения функции г 13 = 4, в точках М'^4 — 
= -4. Нетрудно сообразить, что 2 = 4  является услов

ным максимумом, а г = -4 — условным минимумом. С у 
ществование условных экстремумов вытекает из геометри
ческих соображений (рис. 19.3).

Графиком функции 2 = х 2 - у 2 является гиперболиче
ский параболоид («седло»), а значения функции на о к р у ж 
ности х2 + у 2 =4 изображаются аппликатами точек на 
линии пересечения цилиндра х 2 + у 2 = 4 с гиперболиче
ским параболоидом. На этой линии условным минимумам



соответствуют точки Мх, М2 с наименьшими аппликатами, 
а условным м акси м ум ам  — точки М3, М4 с наибольшими 
аппликатами. Проекции этих четырех точек на плоскость 
Оху являются точками условных экстремумов. А так  как 
стационарных точек всего четыре, то стало быть все они 
являются точками условных экстремумов: М[2 — точки 
условных минимумов (проекции точек М13), М — точки 
условных максимумов (проекции точек М^4).

Отметим одно достоинство метода Л агран ж а . Он легко 
распространяется на функции с числом аргументов боль
шим, чем два и на более общие задачи отыскания услов
ных экстремумов. Дело в том, что если функция имеет боль
ше двух аргументов, то уравнений связи м еж ду ними мо
жет быть больше одного. В общем случае задача  ставится 
следующим образом.

Найти условные экстремумы функции

¡{хх,х2,. . . ,х п\

аргументы которой удовлетворяют уравнениям связи

^(*>.*2......Хп) = °
Р2(Х1’ Х2......Хп) =0

Рт (х1,х1 ,... ,х я) = 0
(т  < п)

(19.6)

В этом случае для  решения задачи строится функция 
Л агран ж а с т  множителями (по числу уравнений связи):

1-(х1, Х2 , . . • , хп, Я.|,Х,2, . . . ,Я.т ) —

=  К Х 1>Х 2 > - - - ’ Х п)  +  ^ А ( Х 1’ Х 2 ’ - - - < Х п)  +

+ Х2Р2(х1,х 2, . . . ,х п) + Хт Рт (х1,х 2, . . . ,х т ). (19.7)

Для отыскания стационарных точек этой функции по
лучается система (п + т )  уравнений

= 0 , 1 ;  = о , . . . , / , ;  = о ^  =о,ь^  = о , . . . , ^ п = о .



Если (х10, аг20, . . . , д:п0Я 10Д 20...... Ат0) — решение этой си
стемы, то оно определяет стационарную точку
(^10,дс20,...,дся0) функции /(х,, дс2...... х„) при связях (19.6), в
которой функция может иметь условный экстремум .

Чтобы установить наличие или отсутствие условного 
экстремума в найденных стационарных точках нужно про
водить дополнительное исследование.

Наряду с отысканием локальных экстремумов ф унк
ции (безусловных и условных) рассматривают и задачи , в 
которых требуется найти глобальные максимум и мини
мум. Так называют наибольшее и наименьшее значения 
функции не в окрестностях каких-либо точек, а во всей об
ласти, где рассматривается функция.

§ 19.2. ОТЫСКАНИЕ НАИБОЛЬШЕГО
И НАИМЕНЬШЕГО ЗНАЧЕНИЙ ФУНКЦИИ

Пусть функция /(х ,у ) дифференцируема в замкнутой  
области О, ограниченной гладкой линией которая з а д а 
на уравнением Р(х,у) = 0.

Из дифференцируемости функции /(х,у) следует ее не
прерывность в области £) (см. теорему 14.3) и по теореме 
Вейерштрасса (см. лекции № 13) функция /(х ,у ) имеет наи
большее и наименьшее значения в области /). Обозначим 
их соответственно через М и т .

Нетрудно понять, что наибольшее значение М функция 
может принимать в точках максимума (внутри области О) 
и на границе в точках условного максимума функции 
/(дс,у) при Р(х,у) = 0, а наименьшее значение т  — соответст
венно в точках минимума (внутри области й )  и на границе 

в точках условного минимума. Все эти точки являю тся 
стационарными точками, и если вычислить значения функ
ции /(х,у ) во всех этих точках, то М и т  обязательно о к а ж у т 
ся среди вычисленных величин. В связи с этим можно пред
ложить следующий алгори тм  для  отыскания М и т .

1. Найти все стационарные точки функции ¡(х,у) внутри 
области £).



2. Найти все стационар
ные точки функции /(лс, г/) при 
F(x,y) = 0.

3. Вычислить значения 
функции f(x,y) во всех най
денных точках и выделить 
среди них наибольшее и наи
меньшее, это и будут соот
ветственно М и т .

ПРИМЕР 19.3. Найти 
наибольшее и наименьшее 
значения функции

г  = ху

в области Д  ограниченной линией Ь :х 2 + у 2 = 4 (рис. 19.4).
1. Ищем стационарные точки функции г  = ху.

г х = у  = 0 при у  = 0, г у = х = 0 при х = 0. 
Следовательно, точка 0(0, 0) — стационарная и, очевид

но, находится внутри области Д
2. Ищем стационарные точки функции г  = ху при 

х 2 + у 2 - 4  = 0.
Составим функцию Л агран ж а

Цх,у,Х) = ху + Цх2 + у 2 - 4 )  

и найдем ее стационарные точки:

L'z = у + 2Хх = 0 
L'y = х + 2 Ху = О 
L [ = x 2 + у 2 -  4 = 0

у = -2Хх 
о  х = -2  Ху

х 2 + у 2 =4

Возводя в квадрат  обе части первого и второго уравне
ний и склады вая  результаты почленно, получаем

у 2 + х 2 = 4Х.2(лс2 + у 2),

откуда  следует
4А2 = 1 и Ха = ±i.



При Я, = Х , = -  получаем у = - х  = ±42, при

X = Х2 = — у = х = ±л/2.

Следовательно, точки Л1и (±л/2 , Т л/2) и Л ^ 4(±л/2, ± л/2)

являются стационарными точками функции Л а г р а н ж а  и 
стационарными точками функции

г -  ху при дс2 н- £/2 —4 = 0 .

3. Вычисляем значения функции г  = ху  во всех н айден 
ных точках

2(0,0) = 0,2(± л/2 , + л/2) = -2,2(± л/2,±  л/2) = 2.

Наибольшее среди вычисленных значений равно 2 , а 
наименьшее равно -2 . Следовательно, М = 2,т  = -2 .

Контрольные вопросы

1. В чем з аклю ч ается  геометрический смысл  условного э к с т р е м у м а  
функции Цх,у)при  Р(х,у)  = 0? (см . рис. 19.2 и анализ  р е з у л ь т а т а  и с с л е д о 
ван ия  в примере 19.1).

2. К а к  строится функция Л а г р а н ж а ?  (см . (19 .5) и (19 .7)) .
3. В чем суть  метода Л а г р а н ж а  о ты скан и я  условных э к с т р е м у м о в ?
4. Сформулируйте алгоритм о ты скан и я  наибольшего и н а и м е н ь ш е го  

значений функции.



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
(ОБЩИЕ ПОНЯТИЯ). 

ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА. 

СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ 
НАЧАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ. МЕТОД ИЗОКЛИН

Уравнения, в которых неизвестная функция входит под 
знак  производной или дифференциала, называется диффе
ренциальным уравнением. Различают обыкновенные диф
ференциальные уравнения и дифференциальные уравне
ния в частных производных. Если неизвестная функция 
зависит только от одного аргумента, то соответствующее 
уравнение называется обыкновенным дифференциальным 
уравнением; если неизвестная функция зависит от двух 
или более аргументов, то соответствующее уравнение я в 
ляется  уравнением в частных производных.

Примеры:

1) F(x,y,y') = 0; 2) ^  = /(*,*/);
ах

3) F (x ,y ,y ',...,y (n)) = 0-,

4) M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0;

с . д 2и д 2и д 2и . , .
5 ) Т Т  + Т Т  + Т Т  = 4кр(Х ’У>г). Элг ду Э z*

Здесь уравнения 1)—4) — обыкновенные дифференци
альные уравнения, уравнение 5) — уравнение в частных 
производных.



Мы будем рассматривать в основном обыкновенные 
уравнения.

Определение 20.1. Порядком дифференциального 
уравнения называется максимальный порядок входящей в 
него производной (или дифференциала) неизвестной функ
ции.

В выписанных выше примерах 1), 2) и 4) — дифферен
циальные уравнения первого порядка; уравнение 3) — 
дифференциальное уравнение л-го порядка . В качестве 
еще одного примера приведем уравнение второго порядка

т'х = F(t, х, х),

dx .. d2x . _где х = — , х - — - ,  т  = const. Это уравнение описывает 
dt dt

движение материальной точки массы т  под действием 
внешней силы F = F(t,x,x) вдоль оси ОХ, причем х = x(t) — 
это абсцисса материальной точки в момент времени t. 
Указанное уравнение является математическим в ы р а ж е 
нием известного в физике второго закона Ньютона.

Совокупность двух или более дифференциальных у р а в 
нений, рассматриваемых совместно, называется системой  
дифференциальных уравнений. Такова, например, система

\тх  = F ^ y a ^ J ) ,
[ т у  = F2(x,y,x,y,t),

являющаяся математическим выражением второго закона 
Ньютона, описывающая движение материальной точки 
массы т  в плоскости XOY под действием внешней силы 
F = {Fv F2}. Здесь неизвестные функции л:(/) и y(t) являются 
соответственно абсциссой и ординатой материальной точ
ки в момент времени t.

Приведенные примеры показывают, что обыкновенные 
дифференциальные уравнения имеют широкие приложе
ния в прикладных науках, поэтому их изучение весьма 
актуально. Начнем это изучение с уравнений первого по
рядка.



§ 20.1. ОБЩЕЕ И ЧАСТНОЕ РЕШЕНИЕ,
ОБЩИЙ И ЧАСТНЫЙ ИНТЕГРАЛ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА. ТЕОРЕМА КОШИ.
ОСОБЫЕ РЕШЕНИЯ

Рассмотрим дифференциальное уравнение

^ -  = f(x,y) (20.1)
ах

первого порядка, разрешенное относительно производной 
dy  / dx. Здесь х — независимая переменная (аргумент), 
у  = у(х) — неизвестная функция. Это же уравнение можно 
записать  в дифференциальной форме

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0, (20.2)

если обозначить f(x,y) = -М (х,у) / N(x,y). И та и другая  
форма записи равноправны и часто встречаются в конк
ретных примерах.

Определение 20.2. Областью определения уравнения
(18.1) называется множество D пар (х,у), при которых его 
правая часть f(x,y) имеет смысл (т. е. может быть вычислена). 

Например, областью определения уравнения

+  тdx

является  множество D = {(х,у):х > 0,у  > 1}.
Определение 20.3. Говорят, что функция у = у(х) я вл я 

ется решением уравнения (20.1) на отрезке [а,Ь], если вы
полняются следующие условия:

1) точка (х,у(х))е D при всех х е  [а ,Ь\,
2) функция у  = у(х) дифференцируема на отрезке [а ,6] и 

для  всех х е  [ а ,Ь] имеет место тождество

^  -  f{x,y{x)). (20.3)
dx

Иногда кратко говорят, что решением уравнения (20.1) 
(или другого дифференциального уравнения) называется



функция, обращающая его в тождество (см. (20.3)). На не
строгом научном уровне такое определение решения при
емлемо. Однако в тонких математических исследованиях 
оно не пригодно, поэтому рекомендуем с самого начала 
придерживаться понятия решения, данного в определении
20.3.

Замечание 2 0 .1. Иногда вместо решения на отрезке[а,й] 
рассматривают решение на интервале (а,Ь) или полуинтер
валах [а,Ь) и (а,Ь). При этом не исключаются случаи а = 
и Ь = -н>°. Определение 20.3 в этих случаях почти дословно 
повторяется (надо лишь говорить не об отрезке [а,Ь\, а о со
ответствующем промежутке (а ,Ь), [а,Ь) или (а,6]).

Например, функция у = - х 2 является решением диф-
4

ференциального уравнения у'=у[у на промежутке [0,+ °°)
(проверьте условия 1) и 2) определения 20.3).

График решения у = у(х), т. е. множество

Г = {(х ,у):хе  [а,Ь],у = у(х)}

на плоскости /?2, называется интегральной кривой диф
ференциального уравнения (20.1), поэтому часто вместо 
слов «решить дифференциальное уравнение» говорят 
«проинтегрировать дифференциальное уравнение».

Поясним геометрический смысл уравнения (20.1). Если 
у = у(х) интегральная кривая дифференциального ур авн е 
ния (20.1), то в каждой своей точке (х,у(х)) она имеет к а с а 
тельную, угловой коэффици
ент которой равен к = ¡(х,у(х))
(см. тождество (20.3)). Однако 
не всегда удается найти реше
ние у = у(х) дифференциаль
ного уравнения (20.1), а 
значит построить его интег
ральную кривую. Тем не ме
нее по уравнению (20.1) в лю
бом случае можно построить 
вектор {1;/(*,#)} с началом в 
точке (х,у) области О опреде-

14 Так.



ления этого уравнения. Сделав это для произвольной точ
ки (х,у) е  Д  мы заполним область О соответствующими 
векторами {1; /(*,*/)}. Полученное множество векторов (или 
просто отрезков, имеющих направления этих векторов) на
зывают полем направлений дифференциального уравнения 
(см. рис. 20.1). Заметим, что поле направлений не связано с 
интегрированием уравнения (20.1). Дифференциальное 
уравнение (20.1) по своей форме з а д а е т  поле направле
ний. Используя только поле направлений, можно прибли
женно вычертить на бумаге интегральные кривые соответ
ствующего дифференциального уравнения. Один из таких 
способов — метод изоклин — будет продемонстрирован 
ниже.

Интегрируя простейшее дифференциальное уравнение 
у'=  1, можно заметить, что оно имеет бесчисленное множе
ство решений у  = х + С, где С — произвольная постоянная. 
Графики этих решений (интегральные кривые) являются 
прямыми, параллельными биссектрисе первого коорди
натного угла. Эти прямые заполняют всю плоскость ХОУ. 
Д ля  выделения вполне конкретной прямой, надо задать  
хотя бы одну точку, через которую проходит эта прямая. 
Например, через точку М(2; 3) проходит интегральная 
« к р и в а я »  у  = х + 1. В этом случае говорят, что начальное 
условие у(2) = 3 выделяет вполне конкретное решение 
уравнения у'= 1. Обобщая сказанное на произвольное диф
ференциальное уравнение (20.1), назовем задачу

^ -  = Кх,у), У(х0) = у 0 (20.4)
ах

начальной задачей  (или задачей Коши) для дифференци
ального уравнения (20.1). При этом точка (х0,у 0) называет
ся начальной точкой. Ясно, что эта точка должна принад
л еж ать  области й  определения уравнения (20.1).

И здесь начальное условие у(х0) = у „ позволяет (при 
определенных условиях на функцию }(х,у)(см. ниже теоре
му Коши)) выделить вполне определенное решение у р а в 
нения (20.1).



Определение 20.4. Частным решением уравнения
(20.1) называется решение у = ф(х) какой-нибудь конкрет
ной ее задачи Коши (именно: задачи Коши с начальным 
условием у(х0) = ф(*0)).

Общим решением уравнения (20.1) в области ( ? с  В на
зывается функция у  = Ф(х,С), зависящ ая от произвольной 
постоянной С, удовлетворяющая следующим требова
ниям:

1) при любом допустимом значении постоянной С функ
ция у = Ф(х,С) является решением уравнения (20.1) на не
котором отрезке [а,Ь] (таком, что (хФ(х,С)) е (? при 
х е [а,Ь]), т. е.

йф[х ’.9} = ¡ {ХМХ'С))У X в [а,Ь\, 
ах

2) какова бы ни была задача Коши (20.4) с начальной 
точкой (х0,у 0) е  <?, существует постоянная С =С° такая ,  
что функция у  = Ф(х,С°) является решением именно этой 
задачи Коши.

Заметим, что условие 2) означает, что алгебраическое 
уравнение Ф(х0,С) = у 0, где (х0,у 0) — произвольная точка 
области (?, имеет хотя бы одно решение С =С°.

ПРИМЕР 20.1. Проверить, что функция у  = Се3х явля 
ется общим решением уравнения у'=2>у (в области
<? = Я2).

Условие 1) определения 20.4 проверяется непосредст
венно:

-^-(Се3х) = 3 • (Се3х) (У* е ( - « ,+  ->)). 
йх

Это тождество имеет место при любом значении посто
янной С. Пусть теперь (х0,у0) — произвольная (но фикси
рованная) точка на плоскости /?2. Посмотрим, можно ли 
найти С =С°  так , чтобы выполнялось условие у(х0) = у 0. 
Имеем

Се3х = у 0 «  С = С ° = у 0е~3х°.

Значит, такое значение С =С° сущ ествует, и функция 
у = у 0е^х~х0) является решением задачи  Коши у'=3у,



У(х о) = У о- И так , условия 1) и 2) определения 20.4 общего 
решения выполнены, и значит у = Се3х — общее решение 
уравнения у '= 3у .

Однако не всегда удается найти решение уравнения
(20.1) в виде функции у  = у(х), заданной явно. Если в ре
зультате интегрирования уравнения (20.1) получено неко
торое соотношение м е ж д у *  и у  (алгебраическое, т. е. не со
держ ащ ее производной у'), то говорят, что найден 
интеграл уравнения (20.1). Уточним это понятие.

Определение 20.5. Общим и нтегралом  в области Q с  D 
дифференциального уравнения (20.1) называется соотно
шение

F(x,y,C) = 0 (20.5)

(С — произвольная постоянная), определяющее общее ре
шение в Q этого уравнения неявным образом. Аналогич
ный смысл имеет частный интеграл F(x,y) = 0 уравнения
( 20 .1).

Используя теорию неявных функций, можно дать сле
дующий алгоритм проверки того, что соотношение (20.5) 
является общим интегралом уравнения (20.1).

Алгоритм 20.1. а) Продифференцируем соотношение
(18.5) по х, считая, что у есть функция х:

bF bF dy  .
—  + -------- - = 0.
Эх Эу dx

б) Присоединим к соотношению (20.5) полученное р а 
венство и из системы двух уравнений

F(x,y,C) = 0,
■ d_F + d_F ^ = 0  (20.6)

дх Э у dx

исключим постоянную С. Если при этом будет получено 
исходное дифференциальное уравнение (20.1)(или эквива
лентное ем у  уравнение), то (20.5) — общий интеграл этого 
уравнения.



ПРИМЕР 20.2. Проверить, что соотношение 
х 2 -  у 2 -  Сх = 0 является общим интегралом уравнения 
х 2 + у 2 -  2ху ■ у'= 0.

В нашем случае Е(х,и,С) = х2 -  и2 -  Сх. Составляем си
стему (20.6):

\2х -  2у у ' -С  = 0,
[jc2 - у 2 - С х  =0.

Исключаем из этих равенств постоянную С. Д ля  этого 
из первого уравнения находим С и подставляем ее во вто
рое уравнение:

С = 2*  - 2 у -у ' ;  х 2 - у 2 - ( 2 х - 2 у  ■ у ’ )х = 0 <=>

<=> -  х 2 -  у 2 + 2xi1 ■ у'= 0<=>

<=> х 2 + у 2 -  2xi/ • ty'= 0.

Получено исходное дифференциальное уравнение, и 
значит х2 -  у 2 -  Сх = 0  — общий интеграл этого уравне
ния.

Общий интеграл (20.5) также позволяет решить любую 
задачу Коши для уравнения (20.1) (если, конечно, она име
ет решение).

ПРИМЕР 20.3. Найти решение задачи Коши

х 2 + у 2 - 2 х у  у'=0, у( 1) = 2.

Воспользуемся общим интегралом х 2 - у 2 -  Сх = 0 
данного уравнения. Подставляя в него х = 1 (тогда у  = 2), 
будем иметь

1 -  4 -  С = 0 « •  С = —3.

Следовательно, х 2 -  у 2 + 3х  = 0  — частный интеграл 
данного уравнения, задающий решение исходной задачи 
Коши неявным образом.

Перейдем теперь к обсуждению проблемы сущ ествова
ния решения задачи Коши (20.4). При каки х  условиях на 
функцию f(x,y) эта задача  будет разрешимой?



Теорема Пикара. П усть функция ¡(х,у) непрерывна 
в прямоугольнике П = {(х,у) :\х -  х 0\< а,\у -  у 0\< Ь) 
(а > О,Ь > 0), содержащем начальную то ч к у  (х0,у 0). Тогда 
задача Коши (20.4) имеет, по крайней мере, одно реше
ние у  = у(х). Э т о  решение определено на отрезке

Ь[х 0 - к , х 0 + Л], где h = min(a,- ), М = шах |/(х,(/)|.М (*.»)£ П
Эта теорема устанавливает лишь существование реше

ния задачи  Коши (20.4). Непрерывности функции f(x,y) не 
достаточно для единственности решения этой задачи. 
Нужны более ограничительные условия на функцию f(x,y) 
для того, чтобы задача  (20.4) была однозначно разре
шимой.

Теорема Коши. П усть функция f(x,y) и ее частная  
производная f'y(x,у) непрерывны в о б ласти  D. Тогда како
ва бы ни бы ла начальная то ч к а  (х 0,у 0), леж ащ ая внутри  
о б л а с ти  D, сущ еств ует  отр езок  [дс0 -tv ,x 0 + Л] такой , 
ч то  задач а  Коши (20.4) с начальной точкой (х0,у 0) им еет  
решение у  = у(х) на э то м  отр езк е и э т о  решение еди н ст
венно.

Геометрически это означает, что в некоторой окрестно
сти точки (х0,у 0) существует интегральная кривая уравне
ния (20.1), проходящая через точку (х0,у 0), причем такая  
интегральная кривая единственна (рис. 20.2).

Отметим локальный х ар ак тер  этой теоремы: сущест
вование решения у  = 1/(лг) и его единственность гарантиру

ются лишь в достаточно 
малой окрестности точки 
х = x Q(h > 0  — достаточ
но мало). Обе теоремы 
носят достаточны й ха
р ак тер . Условия теорем 
могут быть не выполне
ны, но тем не менее реше
ние соответствующей з а 
дачи Коши может 
существовать. Напри
мер, задача Коши

, 1

у  ^

/
i У = у(х)

D

/

1 ! (*о»Уо) » /  |• X *\i 1
• < 1 1

V0

Х0 -  h  дс0 * 0 + Л I  х



у'= 4у* уф) = о имеет очевидное решение у  = 0, определен
ное на всей оси < х < +°°, а частная производная 

= 1 / 2*{у ее правой части не сущ ествует в начальной
точке (х0,у 0) =(0, 0). В этом случае, однако, нельзя г а р а н 
тировать единственности решения. Д л я  указанной задачи  
Коши, кроме решения у = 0, существует, например, еще 
такое решение

_ Гх2/4, л: >  0,
у - [о, * < 0 .

Определение 20.6. Решение у  = ф(х) уравнения (18 .1 ) 
назы вается  его особым решением , если к а ж д а я  точка 
(л:0,ф(х0)) интегральной кривой у  = ф(х) является точкой 
неединственности решения уравнения (20.1), т. е. с у щ е 
ствует (по крайней мере, еще одна) интегральная к р и 
вая  у = у(х) уравнения (20.1), проходящая через точку 
(х0,ф(л:0)), не совпадающая с интегральной кривой 
У = Ф (4

Имеет место следующее утверждение: если функция 
¡{х,у) непрерывна всюду в области /) и ее частная произ
водная существует всюду в £>, за  исключением некото
рых точек (х ,у ) е Д  причем в этих точках ¡ '  = » ,  ю  особы
ми решениями уравнения (20.1) могут быть только таки е  
кривые у = ф(х), во всех точках которых = °°.

ПРИМЕР  20.4. Найти особые решения уравнения 
У’ = 2\[у ■

Здесь ¡{х,у) = 2у[у, /у' = 1 / ^У. Ч астная производная
существует всюду в И = {(х,у):у > 0}, кроме точек (д:,у), л е 
жащих на оси абсцисс у =0. При этом ['\у=0 = °°. Значит,

прямая у  = 0 может быть особым решением уравнения 
у'= 2 [̂у. Проверим, будет ли это на самом деле так. Ф ун к 
ция у  = ф(х) = 0, очевидно, удовлетворяет уравнению 
г/'= 2,]у. Кроме того, в каждой точке (х0,ф(л:0)) = (х0;0) п р я 
мой у  = ф(х) = 0 задача Коши у'= 2у[у, у(х0) = 0 имеет д в а



.  ( х  -  Х 0 ) , X  > Х 0 , „различных решения: у & 0 и у = < Следо-
[0 ,  х < х 0.

вательно, у = 0 — особое решение данного уравнения. Других 
особых решений это уравнение не имеет, так  как  в £) нет 
других точек (х,у) кроме точек (.¡с,0), в которых Итак,
окончательный ответ: у  = 0.

Укажем еще на один признак существования особых 
решений. Напомним сначала следующее понятие.

Определение 20.7. Кривая у = ф(х) называется огибаю
щей семейства кривых у = у(х,С)(С — параметр, произво
льная постоянная), если в каждой своей точке (х,ср(х)) кри
вая  у = (р(х) к асается ,  по крайней мере, одной из кривых 
семейства у  = у(х,С) и каждого отрезка кривой у  = ф(дс) к а 
сается бесконечное множество кривых у  = у(х,С).

Кривую, подозрительную на огибающую семейства 
кривых у = у(х,С), можно найти, исключая постоянную С 
из системы уравнений

у  = у(х,С),
■ _ ду(х,С)

э С '
Однако при этом надо доказать, что найденная кривая яв 
ляется огибающей.

Теорема 20.1. Огибающая семейства у  = у(х,С) интег
ральных кривых дифференциального уравнения (20.1) яв
л я е т с я  особым решением этого  уравнения.

Действительно, если у = ф(х) огибающая семейства 
у  = у(х,С) интегральных кривых уравнения (20.1), то в к а ж 
дой своей точке (х 0,<р(д;0)) она касается некоторой интег
ральной кривой у  = у(х,С), значит ф'(*0) = у'(х0,С), или 
ф'(*о) = Кх0’У(х 0 ’С)) = Кх0,ф о))- Это означает, что 
у  = ф(х) — решение уравнения (20.1). Кроме того, в любой 
точке (д:0,ф(х0)) з ад ач а  Коши (20.4) (где у 0 =ф(х0)) имеет, 
по крайней мере, д в а  решения: у = ф(х) и у = у(х,С), где 
у  = у(х,С) — решение уравнения (20.1), касающееся кри
вой у = ф(х) в точке (х0,ф(х0)).



Например, для уравнения у'= 2J y  (см. пример 20.3) се
мейство у = ( х - С )2 (х > С) интегральных кривых имеет 
огибающую у  = ф(х) = 0 и эта огибающая, как  было пока
зано в примере 20.4, является особым решением уравне
ния у'= 2 J y .

§ 20.2. МЕТОД ИЗОКЛИН

Рассмотрим вновь уравнение (20.1). Как было указано 
выше, это уравнение задает в своей области определения 
D поле направлений {lf(x,y)}. В области D существуют 
кривые у, в каждой точке (х,у) которых выполняется равен
ство

f(x,y) = k (k = const). (20.7)

Такие кривые называются изоклинами  дифференциа
льного уравнения (20.1), а само равенство (20.7) — ур авн е
нием изоклин.

Равенство (20.7) показывает, что в каждой точке (х,у) 
изоклины у интегральные кривые уравнения (20.1) имеют 
одно и то ж е  направление {1;/г} = {1;/(*,*/)}. Построив доста
точно густую сетку изоклин (20.7), отвечающих различным 
значениям постоянной k, и изобразив на каждой изоклине 
соответствующие ей направления {1;&}, будем (двигаясь от 
конкретной точки (х0,у0 е D)) проводить кривую, которая 
при пересечении с изоклиной (20.7) к асается  направления 
{1;̂ }. Полученная таким образом кривая , будет, очевидно, 
приближенным эскизом интегральной кривой ур а вн е 
ния (20.1).

ПРИМЕР 20.5. Методом изоклин построить интеграль
ную кривую задачи Коши у'= х 2 + у 2, у(0) =0.

Уравнение изоклин (20.7) в данном случае принимает 
вид х 2 + у 2 = k. Это есть семейство концентрических 
окружностей с центром в начале координат (0; 0) (точка 
(0; 0) т акж е  является изоклиной, отвечающей значению 
k = 0). Изобразим на каждой изоклине направления {1; k). 
Например, на изоклине х2 + у 2 =1 все направления о бра
зуют угол 45° с положительным направлением оси ОХ.



Двигаясь от точки (О, 0) к к а ж 
дой изоклине х 2 + у 2 = 6, кос
немся указанного на ней от
резка, изображающего 
направление {1; к). Получен
ная таким образом кривая и 
будет приближенным изобра
жением интегральной кривой 
заданной начальной задачи 
(рис. 20.3).

Рассмотрим еще несколько 
Рис. 20 .3  примеров.

ПРИМЕР 20.6. Проверить, 
будет ли функция у  = у(х), заданная параметрически 
уравнениями

\х = 2 зт/ ,
[у =  4 с о б / ( 0  <  / <  2 л ) ,

решением задачи  Коши у'= -4ху~\ у(0) = 4.
Сначала проверим, что выполняется начальное усло

вие 1/(0) =4, т. е. что существует значение параметра 
при котором интегральная кривая у = у(х) проходит через 
точку (0; 4). Это значение параметра должно удовлетво
рять заданной системе. Оно, очевидно, существует и равно 
нулю: =0. Теперь проверим выполнение тождества 
(20.3). Имеем

, „  . у', - 4 з т /  п , , , 2 з т /  , 
У =У\х) = г  = “ 4ХУ = - 4 - ------- = g¿.

2соз/ 4 с о б /

Следовательно, у'(х) = - 4 х/у(х), и тождество (20.3) вы
полняется.

ПРИМЕР 20.7. Пусть у = у(х) решение начальной за д а 
чи

у ' = х 2у  + С05Х, </(0) = 1. (20.8)

Вычислить у'(0).



Подставив функцию у  = у(х) в уравнение (20.8), полу
чим тождество у'(х) = х 2у(х) + eos*. Продифференцировав 
это тождество по х, будем иметь

у"(х) = 2ху(х) + х 2у'(х) -  sin х.

Положим здесь х = 0 и воспользуемся начальным 
условием у(0) = 1. При этом значение производной у'(0) на
ходим из уравнения (20.7): у'(0) = 0 1  + cosO = 1. Следова
тельно,

у ’(0) = 2 0 -  у(0) + 0 • у'(0) -  sin 0 =0.

ПРИМЕР 20.8. Найти уравнение F(x,y) =0, которому 
удовлетворяют множество всех стационарных точек (точек 
покоя) интегральных кривых уравнения г/' = х 2 + у 2 - 4 .

Напомним, что стационарной точкой кривой у = у(х) на
зывается точка М(х0,у(х0)), обладаю щая свойством 
У'(хо) = 0- Если у  = у(х) интегральная кривая  данного урав 
нения, то выполняется тождество у'(х) = х 2 + у 2(х) -  4, 
поэтому условие у'(х) = 0 приводит к равенству 
х 2 + у 2(х) = 4. Следовательно, множество всех стационар
ных точек данного уравнения образует окружность 
х 2 + у 2 = 4.

ПРИМЕР 20.9. Составить дифференциальное уравне
ние семейства кривых

ln — = 1 + Су, (20.9)
У

где С — произвольная постоянная (парам етр ).

Дифференцируя уравнение (20.9) по х (считая, что 
у = у(х)), получаем

у 2 - х у у '= С х у 2у', ху{\ + Су)у'= у 2
х у 1

(все проделанные здесь выкладки справедливы  в области 
существования кривых (20.9)). Чтобы найти дифференци-



альное уравнение семейства (20.9), исключим параметр С 
из системы уравнений

ПРИМЕР  20.10. Не подставляя функцию у  = х\пх в 
уравнение, ответить, почему она не может быть решением 
задачи Коши

П равая  часть е у(е -  г/)"1 данного уравнения не опреде
лена в точке М(е,е), поэтому задача  Коши с начальным 
условием у(е) = е для этого уравнения не имеет смысла.

Контрольные вопросы

1. К а к и е  у р а в н е н и я  назы ваю тся  дифференциальными?
2. Чем о тл и ч а ет ся  обыкновенное дифференциальное уравнение от 

ур авн ени я  в частн ы х  производных?
3. К а к о е  число н а з ы в а е т с я  порядком дифференциального у р а в н е 

ния? П ри вед и те  прим еры  уравнений первого, второго и л-го порядков.
4. К ак о е  м н о ж ество  н азы вается  областью  определения дифференци 

ального у р а в н е н и я  первого порядка?  П ри ведите  пример.
5. К а к а я  ф унк ция  назы вается  решением дифференциального у р а в 

нения на о тр ез к е  (н а  интервале, полуи нтервале )?  М о ж ет  ли функция 
у = (\-х)~' б ы т ь  реш ением уравнения t/= у 2 на отрезке  [0; 2]? Почему? 
К а к а я  к р и в а я  н а з ы в а е т с я  интегральной кривой?

6. Что т а к о е  поле направлений в некоторой области О? К аков  гео
метрический с м ы с л  дифференциального ур а в н ен и я  первого порядка?

7. К а к  с т а в и т с я  н а ч а л ь н а я  з адач а  ( з а д а ч а  Коши) дл я  дифференци
ального у р а в н е н и я  первого порядка?  П оясните ее геометрический 
смысл.

8. Д а й т е  о п р едел ен ия  частного и общего решения дифференциаль
ного ур а в н е н и я .  Что т а к о е  общий и частный ин тегралы  дифференциаль
ного у р а в н е н и я  первого  порядка?  К а к  проверить,  что соотношение 
F(x,y,C) = 0 я в л я е т с я  общим интегралом ур а в н ен и я  y'=f(x,y)}

1 п -  =1 + Су,
У

ху{\ + Су)у'= у 2.
Будем иметь

у'= e v{e -у)~\ у(е) = е.



9. Сф ормулируйте т еорему  П икара с у щ е с т в о в а н и я  решения у р а вн е 
ния у'  = ¡(х,у),  удовлетворяю щ его  н ачальном у усл о в и ю  у(х0) = у 0. Можно 
ли у т в е р ж д а т ь ,  что з а д а ч а  Коши = ¡ (х,у\ у (х0) = у 0 имеет  решение на 
любом отрезке [а; 6]?

10. С ф ормулируйте теорем у Коши су щ е с т в о в а н и я  и единственности 
решения начальной з адач и .  Чем она о тл и ч ается  от теоремы П и кар а?  
Какое условие в т еорем е  Коши гарантирует  ед и н ствен но сть  решения?

11. В чем состоит «локальность»  теорем ы  Кош и?
12. К акое решение н азы вается  особым р еш ением  дифференциально

го ур авн ени я?  П риведите соответствующий п р им ер .  К акие  кривые 
у=<р(х) могут быть особыми решениями у р а в н е н и я  у ' = 2 Л[у?

13. К а к а я  к р и в а я  н азы вается  о гибаю щ ей сем ей ства  кривых 
у  = Ф{х,С)? Из к аки х  уравнений находится к р и в а я ,  подозрительная на 
огибающую?

14. Чем я в л я е т с я  огибаю щ ая для  с е м е й с тва  у  = у(х,С)  интегральных 
кривых дифференциального уравнения у '=[ ( у , х) ?

15. К а к а я  к р и в а я  назы вается  изоклиной дифф еренциального  у р а в 
нения? Опишите метод изоклин на примере у р а в н е н и я  I( = х г + у г .



ПРИЕМЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 
НЕКОТОРЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА

Теорема П икара  и Коши, сформулированные в преды
дущей лекции, устанавливают лишь существование реше
ния начальной задачи (3.4), но не дают способа его вычис
ления. К сожалению, не существует такого способа в 
общем случае . Можно привести примеры, когда решение 
дифференциальных уравнений нельзя записать с по
мощью элементарных функций и интегралов от них (т. е. 
квадратур ).  Однако для частных типов дифференциаль
ных уравнений это можно сделать. Некоторые из таких 
уравнений перечислены ниже. Наиболее полный список 
уравнений, допускающих интегрирование в виде квадр а 
тур, можно найти в книге Э. К ам ке  «Справочник по 
обыкновенным дифференциальным уравнениям» (Изд-во 
«Н ау к а » ,  1971). Прежде чем перейти к упомянутым ур а в 
нениям, сделаем  несколько замечаний.

В конкретных геометрических (или физических) з а д а 
чах роль переменных х и у равноправна. В этом случае 
удобно зап исы вать  соответствующее дифференциальное 
уравнение в дифференциальной форме

М(х,у)с1х + Ы(х,у)Оу = 0. (21.1)

Здесь роль переменных х и у равноправна, так  как реше
нием уравнения (21.1) можно считать как функцию 
у  = у(х), удовлетворяющую уравнению (21.1), так и функ-



цию х = х(у), обращающую (21.1) в тождество. М ож ет сл у 
читься так, что при вычислении общего решения ур авн е
ния (21.1) одни решения следует записать в виде у  = у(х), 
другие — в виде х = х(у). Например, для уравнения

xdy -  ydx  = О

вся совокупность решений записывается в виде

у  = Сх(С = const), 
х = 0.

При этом решение х = 0 не может быть получено из ре
шений у = Сх ни при каком значении постоянной С.

Для уравнения (21.1) такж е  можно поставить началь
ную задачу. При этом начальное условие можно зад ать  в 
одной из следующих форм:

У(х0) = Уо или х(Уо) = х 0-
Чтобы применить в этом случае теорему Коши, надо р аз 
решить уравнение (21.1) относительно одной из производ
ных у'х или х ’у. В первом случае начальную зад ач у  следует 
записать так:

dy М(х,у)

во втором —

dx N(x,y)

dx N(x,y) 
dy M(x,y) ’

- У{х0) = У0,

x(y o)  = *o-

Уравнение (21.1) в каждой точке М0(х0,у 0) своей обла
сти определения D =D(M )nD(N )  з адает  поле направле
ний (если M(x0,y 0)xN (x0,y0) *  0). Если в точке (х0,у 0) од
новременно равны нулю функции М(х,у) и N(x,y), то 
говорят, что в этой точке уравнение (21.1) не зад ает  ника
кого направления. Т акая  точка называется особой.

Иногда, ж елая  указать , что в уравнении



переменные х и у  входят равноправно, считают решения
ми этого уравнения не только обычные его решения (см. 
определение 3.3), но и решения перевернутого уравнения

dx _ 1 
dy f{x, у)'

графики которых на плоскости XOY не совпадают с графи
ками у  = у(х) обычных решений уравнения (21.2). Во избе
ж ание путаницы будем придерживаться следующего со
глашения: если ничего не говорится о равноправности 
переменных х и у  в уравнении (121.2) (или в уравнении 
F (x,y ,dy  / dx) = 0), то при его интегрировании будем вы
числять только обычные его решения у = у(х)(или интегра
лы, задающ ие их), не присовокупляя к ним недостающие 
решения х  = х(у) перевернутого уравнения (тем самым из 
решений исключаются, в частности, функции х = const). 
Если ж е  уравнение (21.2) записано в дифференциальной 
форме

f(x,y)dx - d y  = 0,

то автоматически считаем, что переменные х и у равно
правны в нем и выписываем все решения как  исходного 
уравнения (21.2), так  и перевернутого. Точно такое же з а 
мечание относится и к уравнению (21.1).

§ 21.1. УРАВНЕНИЯ,
НЕ СОДЕРЖАЩИЕ ИСКОМОЙ ФУНКЦИИ

Рассмотрим уравнение

= Ы  (21.3)
dx

в котором правая  часть не содержит искомой функции 
у =■ у(х). Если f(x) непрерывна на отрезке [а;¿»], то, к ак  это 
следует из интегрального исчисления, общим решением 
уравнения (21.3) будет совокупность всех первообразных 
функции f(x) на отрезке [а,Ь\.



х
у  = J f(x)dx = J f(t)dt + С,

где С — произвольная постоянная, х 0 е [а;й] — фиксиро
ванная точка, а х изменяется на отрезке [а,Ь\.

ПРИМЕР 21.1. Найти решение задачи  Коши

у'= 2втЗл:, у(п) = 1.

Интегрируя уравнение, найдем, что

Полагая здесь х = к, будем иметь 1 = 2/3 -I- С, и значит 
С = 1/3. Получаем:

в правой части которого отсутствует независимая пере
менная х. Предположим сначала, что функция f(y) непре
рывна на некотором отрезке [с; d] и не обращ ается на нем в 
нуль. Тогда уравнение (21.4) можно записать в эквивалент
ной форме

и -  — cos3jc + - .
3 3

§21.2. УРАВНЕНИЯ, НЕ СОДЕРЖАЩИЕ 
НЕЗАВИСИМОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

Рассмотрим теперь уравнение

(21.4)

dx _ 1 
dy f(y)

(21.5)

Здесь роль неизвестной функции играет х = х(у), а роль 
независимой переменной — у. Интегрируя уравнение
(19.5), найдем его общее решение в виде:



где С — произвольная постоянная, у 0 е \c\d\ — фиксиро
ванная точка, а у изменяется на отрезке \c\d\. Соотноше
ние (21.5) является  общим интегралом уравнения (21.4) в 
случае, когда f(y) Ф 0 (Vt/e [c,d]).

Пусть теперь f(y) = 0 в некоторой точке у  = а  е \c\d\. 
П одставляя функцию у = а  в уравнение (21.4), видим, что 
она является  решением этого уравнения. Таким образом, 
все решения уравнения (21.4) будут найдены в виде (21.6) 
при у  е [с ;a )  u ( a ;d ] .  К ним следует присовокупить реше
ние у = а , если /(а) = 0.

ПРИМ ЕР  21.2. Найти общее решение уравнения

^ - = у  + у 2 (21-7)
dx

и решить з ад ач у  Коши с начальной точкой Л40(О, 1). У к а 
зать  интервал существования решения этой задачи.

П р авая  часть f(y) -  у 2 + у обращается в нуль в двух 
точках: у  = 0 и у  = -1. Функции у  = 0 и у = у(х) = -1 являют
ся, очевидно, решениями уравнения (21.7) на всей оси 
-°о < х  < +°°. Предполагая, что у  Ф 0 и у ф -1, перепишем 
уравнение (21.7) в виде

dx _  1 
dy у(у + 1)'

Интегрируя по у, будем иметь

х = \ а У = [ 
>у ( у  + О J

i i
У У + 1

dy = 1п|г/|- 1п|г/ + 1|+ С.

Итак, все решения уравнения (19.7) записываются в 
виде

х  = \п\у / {у + 1)|+ С, если у ф  0 и у Ф -1, 
у = 0, у = - 1

Особых решений нет, так к ак  производная ['(у) = 2у + 1 
непрерывна при всех у  е Я. Перейдем теперь к задаче 
Коши с начальным условием у(0) = 1. Решения у = 0 и 
у = -1 не удовлетворяют этому условию, поэтому следует 
обратиться к интегралу



X = In • + С.
У + 1

Полагая здесь х = О и у = 1, получаем 0 = 1п(1 / 2) + С, о тк у 
да С = 1п2. Значит, решение указанной задачи Коши з а д а 
ется интегралом х = 1п|(/ / (у + 1)|+ 1п2. Учитывая, что в 
окрестности точки у = 1 функция у  / (у + 1) положительна, 
модуль можно отбросить и разрешить полученное ур а в н е 
ние относительно у. В результате получим у  = е* / (2 -  е х). 
Отсюда видно, что решение задачи  Коши существует на 
промежутке (-°°; 1п2). Итак, в данном примере получаем 
окончательный ответ. Общее решение имеет вид:

х = \п\у / (у + 1)|+ С, если у ф  0 и у *  -1, 
у  = 0, у = -L

Решением задачи Коши явл яется  функция

У =
2 - е

§ 21.3. УРАВНЕНИЯ
С РАЗДЕЛЕННЫМИ ПЕРЕМЕННЫМИ

Так называется дифференциальное уравнение

f(x)dx + g(y)dy =0, (21.8)

в котором перед dx стоит функция, зависящ ая только от х, 
а перед dy  — функция, зависящ ая только от у.

Пусть функции f(x) и g(y) непрерывны в своих областях 
определения D(f) и D(g). У ч и ты вая  формулу du(x,у) =

= — dx н----- dy, перепишем уравнение (21.8) в эквивалент
ах Э у

ной форме
/г „ л



где х0,х е  D(f), у 0,у  е D(g). Но тогда функция, стоящая 
под дифференциалом постоянна, т. е.

X У
J  f(x)dx + J  g(y)dy = С. (21.9)
*0 У0

Мы получили общий интеграл уравнения (21.8). Дейст
вительно, если у = у(х,С) — функция, определяемая неяв
но уравнением (21.9), то подставляя ее в (21.9), получаем 
тождество. Взяв дифференциал от обеих частей этого тож
дества, получим уравнение (21.8). Это и означает, что 
(21.9) — общий интеграл уравнения (21.8). Заметим, что 
общий интеграл часто записывают в терминах неопреде
ленного интеграла

J  f(x)dx + J  g(y)dy = С.

ПРИМЕР 21.3. Найти интегральную кривую уравне
ния

(2х  -  3)dx + 3ydy = 0,
проходящую через точку М0(1; 2). При каких значениях х 
она существует?

Имеем
J  (2х -  3)dx + j  (3y)dy = С о  х 2 -  Зх + ^ у 2 = С.

Полагая здесь х = 1 и у  = 2, будем иметь 1 -  3 + 6 = С, отку
да  С = 4. Следовательно, искомая интегральная кривая з а 
дается уравнением х 2 -  Зх + (Зу2) / 2 = 4. Учитывая, что 
z/(l) = 2 > 0, отсюд а  получаем у равнение этой кривой в яв-

„ой форме: у  = | < 4  + 3 , - * » ) .  Кривая определена при , ,

удовлетворяющих неравенству

4 + За: -  jt2 > 0 <=> л:2 — Злг — 4 < 0 о  - 1  < дс < 4.

§ 21.4. УРАВНЕНИЯ
С РАЗДЕЛЯЮЩИМИСЯ ПЕРЕМЕННЫМИ

Если в уравнении
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 (21.10)



функции М(х,у) и N(x,y) допускают разложение на множи
тели

М(х,у) = М,(х)-М2(у), N(x,y) = iV,(x) ■ N2(y),

каждый из которых является функцией только одной пере
менной (или х, или у), то говорят, что (21.10) — уравнение с 
разделяющимися переменными. Будем предполагать, что 
все функции Mt(x\ N¡(х) непрерывны в своих областях 
определения. Перепишем уравнение (21.10) в виде

Ml(x)M2(j/)dx = -N  x(x)N 2(y)dy (21.11)

и разделим обе части на произведение M2(y)N{(x), предпо
лагая  пока, что M2(y)Nt(x) *  0. Получим уравнение с р а з 
деленными переменными

m ä x = . M i ä y .
В Д  М М

Интегрируя его, получаем общий интеграл уравнения 
(21.11):

| M i W ^  = _ r A ^ )  с  ( 21 . 12)
J Nx(x) J М2(у)

в случае М2(у)Ы1(х)фО (здесь: х е D[M{) n  D(N,), 
у 6 D(N2) n  D(M2)). Е сли же M2(y)Nt(x) = 0, то (21.12) нель
зя считать общим интегралом уравнения (21.11), т а к  к а к  
деление на нуль невозможно. Пусть совокупность ур а в н е 
ний

'М2(у) = 0,
В Д  = 0

имеет решение (т. е. Af2(ß) = 0 или Nx(a) = 0, где а  ир посто
янные). Тогда непосредственной подстановкой х = а  и 
у  = ß в (21.11) убеждаемся, что функции х = а  и у  = ß я в л я 
ются решениями этого уравнения (при этом точку М(а; ß) 
следует исключить из прямых х = а  и у = ß, так  как  в этой 
точке уравнение (21.11) не зад ает  никакого направления). 
Решения х = а  и у  = ß могут быть особыми (это нужно про
верить отдельно); их нужно присовокупить к интегралу 
(21.12).



ПРИМЕР 21.4. Проинтегрировать уравнение

(х + 2)л[уёх -  Зхйу = 0. (21.13)

Имеет ли это уравнение особые решения?
Разделим обе части уравнения на произведение х^[у,

предполагая пока, что оно не равно нулю. Будем иметь
х + 2 . „ йу г х + 2 , „г йу ------- Л с = 3 - р г  <=> -------- й х = 3  -рг «

*  4 у х 4 у

<=> х + 21п|х|= %4у + С.

Рассмотрим теперь случай, когда х^у  = 0. Получаем 
еще два решения х = 0 и у = 0 уравнения (21.13) (при этом 
из указанных прямых надо исключить точку Л1(0; 0)). Про
верим, будет ли решение х = 0 (у > 0) особым. Оно удов
летворяет уравнению

йх Зх
~Лу~ (х + 2 )7 7  (21Л4)

Частная производная ¡х = 6 / т[у(х + 2)2 правой части
(21.14) существует в каждой точке прямой х = 0 (у > 0) 
(и некоторой ее окрестности), поэтому уравнение (21.14) 
имеет единственное решение в окрестности этой точки (см. 
теорему Коши). Отсюда следует, что прямая х = 0 (у > 0) 
не может быть особым решением (21.14) (значит и уравне
ния (21.13)). Проверим, будет ли решение у  = 0 (х  *  0) осо
бым. Это решение является такж е и решением эквивален
тного уравнения

2 ) £  (2|15)
ёх  Зх

Частная производная = (х + 2) / (6Ху[у) правой части
(21.15) равна °° в каж дой  точке прямой у = 0 (х *  0), и зна
чит последняя может быть особым решением уравнения
(21.15). Пусть (х0;|/0) = (х 0; 0 )— фиксированная точка этой



прямой. Задача Коши с начальной точкой (х0; 0), х 0 Ф 0, 
как  нетрудно видеть, имеет решение, определяемое интег
ралом

х(х -  х 0) + 2 In =  6 Jy .

Это решение не совпадает с решением у = 0 (х Ф 0), и 
значит последнее является особым решением исходного 
уравнения (21.13). Нетрудно видеть, что другие решения, 
определяемые интегралом х + 2\п\ х\= б^у + С являю тся
неособыми. Окончательный ответ: общее решение имеет 
вид

х + 2 In | jc | = 6 ̂ [у + С, 
х = 0 (у > 0) ,  у  = 0(х Ф 0);

функция у = 0(х Ф 0) — особое решение.
Уравнение

—  = f(ax + by + с), (21.16)
dx

где а, b, с — постоянные, причем b Ф 0, заменой 

ах + by + с = z

приводится к уравнению с разделяющимися переменны
ми. Действительно, дифференцируя указанную  зам ену ,

найдем, что у'= - ( z '-a ) ,  и уравнение (21.16) примет вид 
b

z — а . . .  dz , С/\
— Г -  = f(z) »  ~Г = bf(z) + а- b dx

При х Ф const его можно переписать в эквивалентной 
форме

dz = [bf(z) + a\dx.

Это уравнение с разделяющимися переменными. 
ПРИМЕР 21.5. Найти общий интеграл уравнения



Д елаем  замену г  = 3*  + 2у -1 . Тогда 3 + 2у', и зна
чит у ’ = (г '-3)/2. Подставляя это в исходное уравнение, бу
дем иметь

^  = «  —  = 2 гг + 3.
2 йх

Р азделяя  в последнем уравнении переменные, получаем 
йг , с dz

2z +3
= dx <=> f f Z ■ = \dx + C <=> 

J 2z2 + 3 J

о dz = jc + С <=>

V2 , zV2<=> —— a r c tg —— — x + C.
2л/3 л/3

П одставляя сюда г = Ъх + Ъу -  \, получаем общий ин
теграл  исходного уравнения:

V2_
2л/3

arctg л/2

л/3
(3* + 2г/ -1) = х + С.

§ 21.5. ОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Напомним, что функция F(x,y) называется однородной 
функцией степени k (точнее: Л-однородной), если для всех 
t е  A a  R выполняются следующие свойства:

1 ) (x ,y )e D (F )  ^  (tx,ty) е (D(F);
2) F(tx, ty) э  t kF{x,y) (V(x,i/) e D(F)).
Чащ е всего в качестве множества А выступают множе

ства
A = R \ { 0} или А = R+ ={t > 0}.

Например, функция F(x,y) -  J x 3 - у 3 является одно
родной функцией степени k = 3/2, если в качестве А берет
ся  множество А = R+. Действительно, при t е R+ имеем 
(V (x ,y): х 3 - у 3 > 0):

F(tx,ty) = ф 3х 3 - t 3y 3 = t ^ j x 3 - у 3 = t 2/2F(x,y).



Если F(x,y) — многочлен от х и у, то он будет однородной 
функцией степени k тогда и только тогда, когда все его чле
ны (в его каноническом представлении) имеют одну и ту  же 
степень, равную k. Например, F(x,y) = 3х 2у 2 - 7 х у 3 — од
нородный многочлен степени k = 4 (заметим, что для  мно
гочленов в качестве множества А можно взять множество 
А =/?).

Рассмотрим теперь дифференциальное уравнение

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0. (21.17)

Если в нем функции М(х,у) и N(x,y) — однородные функ
ции одной и той же степени k, то (19.17) назы вается  одно
родным дифференциальным уравнением. Это уравнение 
при х Ф 0 может быть приведено к виду

/
f \ - V x  + g

V
(21.18)

Действительно, взяв в качестве параметра £ перемен
ную х (̂  = дг), будем иметь

М(х,у) = Ail х \,х ■— I = x k М\ 1,— | = х ‘ / ' У

N(x,y) = N\ х \,х ^-\ = x kN\ l A\  = х кg

* х\

'У.
X

\

Если £(г) *  0 (случай ^(г) = 0, к ак  и случай х = 0, надо 
рассматривать отдельно), то уравнение (21.18) (а  значит и 
уравнение (21.17)) приводится к виду

= ■%/*). (21.19)
dx

где Р(г) = Сделав в уравнении (21.19) з ам ен у  пе
ременных у/х = 2, будем иметь

,  dy dzу = хг => 1/ = 2 + х г  <=> —  = г + х — ,
dx dx

и уравнение (21.19) приведем к виду
с{х

2 + х —  = Я(г) <=> xdz = (Р(г) -  г^ х .  
dx



Получено уравнение с разделяющимися переменными. 
Если х • (Д г )  -  г) *  0, то оно имеет общий интеграл

Вернувшись здесь к исходной функции у(г = у/х), полу
чим общий интеграл исходного уравнения (21.17) в случае 
х ■ (Е(г) -  г) *  0. Если х = 0 или Р(г) - 2  = 0 является реше
нием уравнения (21.20). Полагая х *  0, приводят к реше
ниям уравнения (21.17), то их следует включить в общее 
решение.

ПРИМЕР 21.6. Решить уравнение

функции одной и той ж е степени к = 1 (проверьте это, пола
г а я  í е А = У?+). Очевидно, функция х = 0, является реше
нием уравнения (21.20). Полагая х Ф 0 разделив обе части 
(21.20) на х, получим

(здесь берется знак (+), если х > 0, и знак (-), если х < 0). 
С делав  замену

получим уравнение с разделяющимися переменными:

г  + х —  = ±лА + г 2 + г  <=> хйг - ±-\А + г 2 йх. 
йх

Рассмотрим случай х > 0. Тогда, разделяя переменные, 
будем иметь

Здесь М(х,у) = х и N(x,y) = ^ х 2 + у 2 + у — однородные

У— = 2 <=> у = хг  <=> у = z + X Z ,

dz dx



З ам ен яя  здесь г  на у/х получаем общий и нтеграл  ис
ходного уравнения (21.20) (в с л у ч а е  х > 0): 
у + д/х2 + у 2 = = С1х 2(С1 > 0).

Если х < 0, то, проводя аналогичные вы кладки , получа
ем общий интеграл в виде д/х 2 + у 2 -  у  = С2(С2 > 0). Умно

ж а я  обе части этого равенства на у/х2 + у 2 + у  *  0, полу
чаем

х 2 =С2( У * 2 + у 2 + у') <=> д/х2 + у 2 + у  =

Итак, если обозначить через С общую константу, то общий 
интеграл исходного уравнения (21.20) при х *  0 можно з а 
писать в виде д/х2 + у 2 + у  = Сх2(С > 0). Окончательный 
ответ:

д/х2 + у 2 + у = Сх2(С > 0), 
х = 0 .

Заметим, что уравнения вида
йу_ = (  а ,х  + Ь{у  + с, ' 
с1х ^а2х + Ь2у  + с2

приводятся к однородным, если сделать зам ен у  перемен
ных« = х -  х 0, V = у -  у 0, где(х0,у0) — решение системы

{а,х  + Ь,у + с, =0, 
а2х + Ь2у + с2 =0.

В случае, когда эта система не имеет решений (соответ
ствующие прямые параллельны), коэффициенты ур а вн е 
ний будут пропорциональны, т. е. а, = ка2, = кЬ2. В этом 
случае исходное уравнение принимает вид

Лу_ = /  к(а2х + Ь2у) + с, | 
йх а2х + Ь2у )

и оно после замены а2 + Ь2у = г  приводится к уравнению с 
разделяющимися переменными.



ПРИМ ЕР  21.7. Решить уравнение 
йу = х -  у  + 1 

йх х +  у -  3 

Система уравнений

х -  у  +  1 = О, 

х + у -  3  = О

имеет единственное решение (х,у) =(1; 2). Делаем замену 
переменных и = х - 1, ь = у - 2 .  Поскольку ёх  = йи, 
с1у = йи, то данное уравнение принимает вид

1 и + 1 - к - 2  + 1 ¿ о  u - v  йи 1 -  и/и
—  = -----------------------  <=> —  = -------  <=> —  = ------
йи и +  1 +  V + 2 -  3 йи и +  V йи 1 + и /и

Оно однородно, поэтому делаем замену

V (IV йг
— = г  <=> V = иг <=> —  = г  + и — , 
и йи йи

и получаем
йг 1 -  г йгг + и — = ------  <=> и—  =
йи 1 + г  йи

1 -  2г -  г 2 г (1 +  г)йг г йи-  <=> —------ -— -  = I —  <=>
3 \ - 2 z - г и1 + г

<=> -  ^1п\1 - 2 г  -  г 2\ = 1п| ы | — ^  1п С о  ( 1 - 2  г - г 2)и2 =С.

Возвращ аясь  к старым переменным с помощью р а 
венств г  = (у -  2)/(х -1), и -  х -  1, получаем общий интег
рал исходного уравнения

х 2 -  2ху -  у 2 + 2х  + 6у = С ,.

§ 21.6. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Уравнения вида

^  = а(х)у + Ь(х), (21.21)



где а(х) и Ь(х) — известные функции, называю тся линейны
ми дифференциальными уравнениями (первого порядка). 
При этом функция Ь(х) называется неоднородностью  
уравнения (21.21). Если неоднородность отсутствует, то 
уравнение (21.21) называется однородным; в противном 
случае (т. е. когда Ь(х) щ 0) уравнение (21.21) назы вается 
неоднородным. Уравнение /  = а(х)г назы вается  однород
ным уравнением, соответствующим уравнению (21.21).

Докажем следующее замечательное утверждение. От
метим, что это утверждение называют глобальной теоре
мой существования решения, так  как  она гарантирует 
разрешимость задачи Коши в области непрерывности ко
эффициентов а(х) и Ь(х) (т. е. на всем отрезке [а; 6]). В нели
нейном случае гарантируется лишь локальная  разреши
мость, т. е. разрешимость в достаточно малой окрестности 
точки х -  х 0.

Теорема 21.1. Если в уравнении (21 .21)  коэффициен
т ы  а(х) и Ь(х) непрерывны на отрезке [а\Ь\ т о  какова бы 
ни была начальная т о ч к а (х 0,у 0)(х0 е  [а;Ь]), задач а  Коши

йи
—  = а(х)у + Ь(х),у(х0) = у 0 
ах

с этой  начальной точкой им еет решение на о т р е з к е  [а,Ь] 
и оно единственно. Э т о  решение можно зап и сать  в 
форме

у{х)=у(х\х0,у 0) = £?'°
х - МОЛ 

Уо + } е х°
*0

(21.22)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Подставляя в (21.22) значение 
х = х 0, будем иметь у(х0) = у 0. Значит функция (21.22) 
удовлетворяет начальному условию. Д алее , функция 
(21.22) определена на отрезке [а; Ь] и д аж е  дифференцируе
ма на нем (так  к ак  функции а(х) и Ь(х) непрерывны на [а;6]). 
Дифференцируя (21.22) по х, будем иметь



, , . /«(ОЛ
Ш .  .  е -  ■ « М

х -  J а(/)Л 
у Q + | е *° b(x)dx

*о

J a(t)di - j  a(t)dl 
+ е х° ■ е *° ■ Ь(х) =

= а(х) ■ у(х) + Ь(х).

Значит имеет место тождество у'(х) з  а(х)у(х) + Ь(х). Это 
означает, что функция (21.22) является решением уравне
ния (21.21). Теорема доказана.

Замечание. Поскольку у 0 произвольно, то заменяя его 
на произвольную постоянную С и записывая вместо опре
деленных интегралов неопределенные, получаем общее 
решение в виде

у  = y(xr,C) = + J  Г ,,(Ж>Л &(*)</*]. (21.23)

В отличие от (21.23) функцию (21.22) часто называют 
общим решением уравнения (21.21) в форме Коши.

Функцию (21.23) можно расчленить на две: функцию
J «(*)<<* _  Ja(x)«fx j- .  ,  » у

у ох> = е С и  функцию угн = е \е ■ Ь(х)ах. Не

посредственной проверкой убеждаемся, что функция 
уоо (х) является  общим решением соответствующего одно
родного уравнения z'= a(x)z, а функция у гн (х) — частным 
решением исходного неоднородного уравнения (21.21). Та
ким образом, имеет место формула

У о.». = У „.о. + Угн.’ (21.24)

г д е у он — общее решение неоднородного уравнения (21.21 ).
Запомнить формулу (21.23) довольно затруднительно. 

Поэтому дадим способ ее вычисления, называемый м е т о 
дом вариации произвольной постоянной Лагранжа.

Алгоритм 21.1. Пусть дано линейное дифференциаль
ное уравнение (21.21). Чтобы найти его общее решение 
сделаем  следующее.

1) Найдем общее решение соответствующего однород
ного уравнения методом разделения переменных:



= а(х)г, —  - а(х)<1х <=> | | а(х)йх <=>

<=>

йх

<=> 1п121 = | а{х)с1 х + 1пС, <=>|г:} = С ,е ,а<хМх

<=> 2 = Се (С = ±С,).

2) Определяем общее решение неоднородного уравне-
| о {х )Лх

ния (21.21) в виде у  = С(х)е (т. е. в таком ж е виде, что и 
решение соответствующего однородного уравнения, но в 
котором «постоянная» С является  функцией х, т. е. она 
варьируется). Подставляя функцию у  = С(х)е1 ' М в у р а в 
нение (21.21), будем иметь

С'(х]е! * ^ + Ц х ^ 1 ' * ■ а(х) = а(х)С(х)е1 * М + Ь(х).

Сокращ ая здесь С(х)е  ̂ ( ' • а(х), найдем, что функция 
С(х) должна удовлетворять уравнению

С'(х) = е 1 ' ^ Ь(х), 

интегрируя которое находим С(х):

С(х) = | е 1 { * Ь(х)йх + С .

|а(х)Лх
3) Подставив найденную функцию С(х) в у  = С(х)е , 

получим общее решение неоднородного уравнения (21.21):
- ¡а (х )4х1а (х)4х

У = У ом. = е

ПРИМЕР 21.8. Решить уравнение 
Лу_ 
ёх

С + j  е ' Ь{ х)йх

уравнение 

= у  + х  (21.25)

и наити его интегральную кривую, проходящую через точ
ку М(\ 2).

Соответствующее однородное уравнение легко интег
рируется:

—  = г; —  = Л с  <=> [ —  = [ йх <=> 1п|2|= х + 1пС, <=> 
ах  2 J г ■’

<=>|г|= С,е* 0 2  = С ех(С = ±С[).



Определяем решение неоднородного уравнения (21.25) 
в виде у -С {х )е ху где С(х) — пока неизвестная функция. 
Подставляя у  = С(х)е* в уравнение (21.25):

С'(х)ех + С(х)ех = С(х)ех + х <=> С'(х)ех =
= х <=> С'(х) = хе~х <=>

о  С(х) = | хе~хйх о  С(х) = -хе~х -е ~ х + С.

Следовательно, общее решение неоднородного уравнения 
(21.25) имеет вид

у = С(х)ех = ( -х е 'х -е~ х + С )ех = С е х - (х + 1).

Положим здесь  х = 1 и у = 2, тогда

2 -  С е-2<=>С = 4е~\

Значит, интегральная кривая, проходящая через точку 
Л1(1;2) имеет вид

у =4е*-' - ( х  + 1).

§ 21.7. УРАВНЕНИЕ БЕРНУЛЛИ

Так н азы вается  уравнение

у ’ =а{х)у + Ь{х)у\ (2 1-26)
в котором а(х) и Ь(х) — известные непрерывные на отрезке 
[а,Ь] функции, п — постоянная (п *  0 и п *  1). Его можно 
свести к линейному уравнению следующими преобразова
ниями:

а) разделив обе части уравнения (21.26) на у", получим

у - яу'=  а ( * У '"  + Ь{х)-
б) сделав з ам ен у  переменной г  = г/1'" и приняв во вни

мание, что т!= (1 -  п)у~п у ’, будем иметь

—— г' = а(х)г + Ь(х) <=> /  = (1 -  п)а(х)г + (1 -  п)Ь(х).
1 - п

Получено линейное уравнение, которое решается опи
санным выше способом.



ПРИМЕР 21.9. Решить уравнение

у '+ 2 у = е ху 2. (21 .27)

Мы дадим два способа решения этого уравнения.
1. Разделим обе части уравнения (21.27) на у 2 и с д е л а 

ем замену у~1 = г. Получим уравнение 2г - е х. Оно л и 
нейно, и поэтому его можно решить указанным выше спо
собом. Будем иметь г  = е2х ■ С + е х, а значит исходное 
уравнение имеет следующее общее решение:

у =(е2хС + е ху ' ,
. У = 0

(решениеу = 0 было потеряно в результате деления на у).
2. Будем искать решение уравнения (21.27) в виде про

изведения двух функций у  = uv = и(х) ■ v(x). П одставляя  
это произведение в (21.27), получаем

и'V + иу’ + 2ии = е х и.2 V 2 <=> +  u(v'+2v) =  е хи2и2.

Потребуем, чтобы v'+2v = 0. Тогда и = е~2х, и последнее 
уравнение приобретает вид и' = е~хи2. Решая его методом 
разделения переменных, найдем, что

= -е~х -  С <=> и = (е~х + С ) '1.

Значит у  = uv = е~2х(е~х + С)"1 = (Се2х + е х)~1. Мы снова 
потеряли решение у = 0, когда делили на V.

§ 21.8. УРАВНЕНИЯ
В ПОЛНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ

Если в уравнении

М(х,у)й х + Ы(х,у)<1у = 0 (21 .28)

левая часть является полным дифференциалом некоторой 
функции и(х,у), т. е. йи(х,у) = М(х,у)с1х + М(х,у)<£у, то его
16 Так. VIП6



называю т уравнением в полных дифференциалах. В этом 
случае  и(х,у) = С — общий интеграл уравнения.

Теорема 21.2. П усть  функции М(х,у) и Ы(х,у)йу не
прерывны в м е с т е  со своими частны м и производными  
дМ/дЫ идЫ/дх в некоторой односвязной об ласти  О. Тогда 
уравнение (21.28) б у д е т  уравнением в полных дифферен
циалах то гд а  и т о л ь к о  то гд а , когда

дх ду

Доказательство этой теоремы сводится к проверке 
того, что условие (21.29) является необходимым и доста
точным для существования функции и(х,у) такой, что 
йи = Мйх + Ыйу. Подробное доказательство этого факта 
проводится в теории криволинейного интеграла и мы его 
опускаем.

Если выполнено условие (21.29), то определяем функ
цию и = и(х,у) из уравнений

^  = М(х,у), ^  = Щх,у). 
дх ду

ПРИМЕР 21.10. Решить уравнение

(х + у + 1)ёх + (х -  у 2 + 3)йу = 0. (21.30)

Проверяем условие (21.29):

Э ( х - у 2 + 3) д(х + у + 1)
дх ' ду

Оно выполняется при всех х, у, значит (21.30) — ур ав 
нение в полных дифференциалах. Следовательно, сущест
вует функция и(х,у) т акая ,  что

^  = х + у  + 1, ^ -  = х - у 2 + 3. (21.31) 
дх ду

Проинтегрируем первое уравнение, взяв от обеих час
тей интеграл по переменной х. Будем иметь 
и = х 2/2 + ху + х + <р(у) (здесь роль произвольной постоян
ной играет функция ф(у), не зависящая от х). Подставляя 
эту функцию во второе уравнение (21.31), будем иметь



X + фЪ ) = X - у 2 + 3 <=> Ф'(у) = 3 - у 2 о  

<=> Ф(1/) = З г / - у  + С1.

Следовательно, и = х 2/2 + ху + х  + Зг/ -  у 3/3 + С,, и об
щий интеграл уравнения (21.30) имеет вид и(х,у) = С2. 
Окончательный ответ:

В некоторых случаях, когда уравнение (21.28) не я в л я 
ется уравнением в полных дифференциалах, можно найти 
такую функцию \^х,у), после умножения на которую обеих 
частей уравнения (21.28) получается уравнение

в полных дифференциалах. В этом случае  функцию \^х,у) 
называют интегрирующим мн ож и телем .  Ясно, что ц(х,г/) 
будет интегрирующим множителем д л я  уравнения (21.28), 
если |ф:,у) удовлетворяет уравнению в частных производ
ных

которое после очевидных выкладок можно представить в 
виде

Решить это уравнение в общем случае  является з а д а 
чей довольно трудной. Однако можно з ад ать ся  целью оты
скать интегрирующий множитель в виде функции одной 
переменной или в виде функции, зависящ ей  только от сум 
мы (разности) х ± у, или х 2 + у 2, или х ■ у  и т. д. Используя
(21.32), нетрудно показать, что \^х,у) = ц(*), если функция 
ср = (дМ/ду -  ЭЛ//Эд:)/М зависит только от х. В этом случае

2 3
—  + ху + х + Зу -  —  = С. 
2 3

(ц ■ М)с1х + (д ■ М)йу = 0

(21.32)



Если ж е функция ср = (ЭМ/ду -дЫ/дх)/(хМ -у М )  зави- 
г т 

вид
сит только от х 2 + у 2, то интегрирующий множитель имеет

И, наконец, если функция 
,'дЫ ЭАГ ^

Ф "  1 Ъх ду
..Эй) 1ГЭС0ЧМ ------ N —

Э у дх
(21.34)

зависит только от со = и(х,у), то уравнение (21.28) допуска
ет интегрирующий множитель в виде ц = |л(со(х,г/)), вычис
ляемый по формуле

II = ¿.М“)*0!
ц 1— 0*.»)' (21.35)

Действительно, пусть функция (21.34) зависит только 
от 01 П одставляя (21.35) в уравнение (21.32), имеем

М е ^ ш)аи> . ф ( ш ) ^ - ^ "  ср(со)— = 
ду ах

_  | <р<ш)<А|> ( ЭЛ' ЭМ 
[  Эх ду

Сокращ ая здесь экспоненту и подставляя вместо ф(со) 
функцию (21.34), получаем тождество, означающее, что 
функция (21.35) является решением уравнения (21.32). 
Следовательно, (21.35) — интегрирующий множитель 
уравнения (21.28).

ПРИМЕР 21.11. Найти общий интеграл уравнения
(1 -  хе~у)с1х + (х + 2хе2у + х 2е~у)йу = 0. (21.36)

Имеем

д М = х е -«г —  = 1 + 2е2 у +2хе~у.
Э у  дх

Так к ак  дМ/ду Ф дЫ/дх, то (21.36) не является уравне
нием в полных дифференциалах. Попробуем найти интег
рирующий множитель. Так как  функция

ЭМ/ду -  дЫ/дх _ хе~у - 1 -  2е2у -  2 х е 'у _ 1 
Ф N х(1 + 2е2у +хе~у) ~ х



зависит только от х, то (21.36) имеет интегрирующий мно
житель

ц = ц(*) = е Ых)*х = е ч “х/х = - { х  ф 0).
х

Умножая обе части уравнения (21.36) на 1/х получаем 
уравнение

-  -  е ' у у х  + (1 + 2е2у + е - ух)с!у = 0.

в полных дифференциалах. Находим функцию и = и(х,у) из 
уравнений

^  = ^  = 1 + 2е2у + е~'х.
дх х д у

Из первого уравнения вычисляем и = \п \х\ -е~ух + v{y)
и, подставляя во второе уравнение, имеем

е~ух + и\у)  = +\2е2у + е~у х  <=> о'(у) = 1 + 2е2у «-

<=> и(у) = у  + е 2у +С,.

Следовательно, и(х,у) = 1 п |х |-  хе~у + у  + е2у. Получаем 
окончательный ответ:

1п |х |-  хе~у + у  + е 2у = С,
х = 0.

П РИ МЕР  21.12. Решить уравнение

хйх + уЛу + хс1у -  уйх  =0. (21.37)

Здесь функция

_ ЭМ/ду -  ЭЛуЭх _ (Э /Ьу\х -  у) -  (Э /дх)(х + у) _ 2
хЫ -  уМ х{х + у) -  у(х -  у) х 2 + у 2

зависит только от со = х 2 + у 2. Значит, функция 

ц =  ц (х 2 +  у 2) = е'/2!«а)ах = =  -  =  1
со х 2 + у 2

является интегрирующим множителем уравнения (21.37). Ум
ножая его обе части нар. = 1/(х2 + у 2), получаем уравнение



xdx  + yd y  xdy -  ydx _
2  2  2 2 X + у  X + у

Интегрируя, по луч аем  \n^jx2 + у 2 + a r c t g (у/х) = InC. 

После преобразований имеем:

V * 2 + у 2 ■ е’^ Шх) = С.

§ 21.9. УРАВНЕНИЯ, НЕ РАЗРЕШЕННЫЕ 
ОТНОСИТЕЛЬНО ПРОИЗВОДНОЙ

Рассмотрим ур авн ен и е

(21.38)

Если его можно легко  разрешить относительно dy|dx, 
то получим одно или несколько уравнений вида

которые реш аю тся изложенными выше способами. Одна
ко не всегда у д а е т с я  разреш ить уравнение (21.38) относи
тельно производной (или сделать это б ы вает  очень т р уд 
но). Тогда для  реш ения уравнения (21 .38) применяют т ак  
называемы й м е т о д  введения параметра,  рассмотрение 
которого мы начнем  с простейших случаев .

а ) Уравнение (21 .38 ) не содержит неизвестную функ
цию у  = у(х), т. е. им еет  вид

Подберем функции (р(/) и \|i(t) так , чтобы удовлетворя
лось тождество F(cp(i),\|/(/)) = 0. Тогда х = (p(t), у'= у\ = \|/(/). 
И нтегральная к р и в а я  у  = у(х) уравнения (21.39) будет з а 
д ан а  параметрически , если наряду  с уравнением х = cp(i) 
мы найдем параметрическое уравнение для  у. Д ля этого

dx

F(x,y’ ) = 0. (21.39)



воспользуемся формулой у'х =y'Jx't <=> у] = у хх\. Будем 
иметь

у \  = v(0 • ф'( 0  <=>«/ = j  \ y { tW ( t )d t .

Тем самым получено параметрическое представление

* = Ф(0. y = ¡ V ( t W ( t ) d t

решения уравнения (21.39).
ПРИМЕР  21.13. Решить уравнение

x j l  + y ' 2 = у \  (21.40)

Здесь целесообразно ввести параметр / так, чтобы 
у'= у х = tg/. Предполагая, что / е (-л/2;л/2), из уравнения
(21.40) получаем

х
------= tg /  <=> х = sin í.
COS /

Таким образом, найдены две функции x = s in /  и 
У = tg /, удовлетворяющие уравнению (21.40). Однако надо 
найти параметрическое представление для у. Имеем

у'  = у'х • х, <=> у'  = tg /  • cos/ о  

»  y¡ = s in / <=> у = -C O S / + С.

Итак, решение уравнения (21.40) в параметрической 
форме имеет вид х = sin/, у  = - c o s t  + С. Если исключить 
здесь параметр С, то получим интеграл х 2 + (у -  С)2 =1 
уравнения (21.41) в обычной форме. Ответ:

\х = sin/,
[у = - c o s t  + С(/ е (-л/2;л/2)), 

или х 2 + (у -  С)2 = 1.

б) Уравнение (21.38) не содержит независимую пере
менную х, т. е. имеет вид

F(y,y ' )=  0 . (21.41)

Подберем функции у  =ф(/) и у'х = V)/(/) так, чтобы вы
полнялось тождество /7(<р(/),1|/(/)) = 0. Тогда функция у  бу-



д е т  з а д а н а ,  и надо найти параметрическое представление 
д л я  х. Имеем

_  у\ ^  .../Л _  ¥(*) _  /  _  Ф'(0 м  г _  Г Ф '^ Ь .  . г .
У х ----- г <=> ¥ (* ) ----- 77К °  х‘ -  ^  х -  ) “ 7л

* ( 0  ¥ (0  У (0
т е м  сам ы м  получено параметрическое представление

* = 1 ^ 7 ^ Л  + С’ У =  <? №

реш ения уравнения (21.41).
ПРИМЕР 21.14. Реш ить уравнение

=  1. (21.42)

Чтобы избавиться от иррациональности, удобно ввести 
п а р ам етр  t так , чтобы у'= у'х = эЬ/. Тогда у/сЬ/ = 1, и зн а 
чит у  = сИ /. Найдем параметрическое представление для х. 
И м еем

г/' = %  <=> сЬ / <=> х', = 1 <=> х = [ сИ = I + С.
•*<

Следовательно, решение уравнения (21.42) в п а р ам ет 
рической форме имеет вид дс = / + С, г/ = сЬ/(-°° < t < +°°). 
И скл ю чая  здесь /, можно зап исать  общий интеграл 
у  = с Ь ( х - С )  уравн ен ия  (21 .42) в обычной форме. Ответ:

Г х = I + С,
[ у  =  сЬ  ¿(/ 6  (-оо; + оо)), 

или у=с\\(х-С).

в ) Уравнение (21 .38) легко разреш ается относительно 
у ,  т. е. приводится к виду

у = Кх,у'). (21.43)

В этом случае  в качестве  п арам етра  удобно взять 
у'=  у'х = р (здесь мы отдаем  дань  традиции, обозначая п а 
р а м е т р  не буквой t, а буквой р). Тогда (21.43) принимает 
ви д



У = f(x,p).
Мы получили только одно соотношение, связывающее у  и х 
через параметр р. Надо найти еще одно соотношение тако
го типа.

Продифференцировав равенство у = f(x,p), имеем

Э/ Э /  d y  df Э/ dp
dy = — dx + —  dp, —-  = —  + —----- - <=>

dx dp dx  dx dp dx

d f df dp<=> p = — + —------
dx dp dx

Последнее равенство является дифференциальным 
уравнением относительно неизвестной функции р = р(х), 
так как в нем частные производные df/dx и df/dp  зависят от 
х и р. Интегрируя это дифференциальное уравнение, най
дем его общий интеграл Ф(х,р,С) = 0. Тогда система урав
нений Ф(х,рС) = 0, у  = f(x,p), где р — параметр, определя
ет семейство интегральных кривых уравнения (21.43) в 
параметрической форме.

г) Уравнение (21.38) легко разрешается относительно х, 
т. е. приводится к виду

x = g ( y , y ' Y  (21.44)
В этом случае также удобно ввести параметр 

у'= у'х = р. Тогда (21.44) принимает вид

х = g(y ,p \

Дифференцируя это равенство, будем иметь

d z  = 3- * d y  + 3J L d p , +
dy dp dy  dy dp dy  p dy dp d y

Последнее равенство является дифференциальным 
уравнением относительно функции р = р(у), так как в нем 
частные производные dg/dy  и dg/dp  являются функциями 
у  и р. Интегрируя это дифференциальное уравнение, полу
чаем его общий интеграл Ф(у,р,С) = 0. Тогда система у р а в 
нений Ф(у,р,С) = 0, х = g(y,p), р  — параметр, определяет 
семейство интегральных кривых уравнения (21.44) в п а р а 
метрической форме.



ПРИМЕР  21.15. Решить уравнение Клеро 

у = ху'+ у(у '\ (21.45)

где \))(и) — г л а д к а я  функция в своей области определе
ния й .

З д е сь  уравнение (21.45) у ж е  имеет вид (21.43). Поэтому 
вводим п ар ам етр  р = и получаем одно соотношение

Д л я  получения другого соотношения, дифференцируем 
(21 .46). Вследствие чего имеем:

йу = рйх + хйр + \у'(Р)йр <=> йу = рйх + (х + \|/'(р))йр.

Т а к  к а к  х = С не явл яетс я  решением уравнения (21.45), 
то йх  *  0, и значит можно разделить последнее уравнение 
на йх  и получить

У ч и ты вая  (21.46), видим, что интегральные кривые 
ур ав н ен и я  (21 .45) задаю тся  в виде

Это и есть ответ.
ПРИМЕР  21.16. Решить уравнение Л а гр а н ж а

где  ф(и) р и и у  (и), <р(и) — глад ки е  в своих областях опреде
л ения функции.

у = хр + у(р). (21.46)

йх

<=> р = р + (х + VI>’(р))^-  о  (х + ч ' ( р ) ) ^  = о <=>
йх йх

X + \|>'{р) = 0, Г X + V)/'(/?) = 0 ,  
<=> , о

йр/йх=(У, Ур -  С = с о п ^

Гу  = хр + \|/(/»),

\х + ¥ ( р) =
у = хС + 1|/(С).

(21.47)

у  = ху(у') + у(у'). (21.48)



Здесь также уравнение (21.48) имеет вид (21.43). По
этому вводя параметр р = йу/йх,  получаем соотношение

Чтобы найти еще одно соотношение, продифференци
руем (21.49). В результате получаем

Поскольку х = С не является решением уравнения
(21.48), то, поделив последнее уравнение на йх, получим 
эквивалентное уравнение

Если йр/йх *  0, то уравнение (21.50) равносильно сле
дующему:

Оно линейно по х, и, поскольку ф(/?) щ р, можно найти его 
общий интеграл Ф(х,р,С)  = 0, пользуясь, например, мето
дом вариации произвольной постоянной Лагранжа.

Если йр/йх  = 0, то уравнение (21.50) приводится к виду 
Ф(р) = р. Если это алгебраическое уравнение имеет дейст
вительные корни р = р 1 (/ = 1,т), то интегральные кривые 
уравнения Лагранжа (21.48) имеют вид

у  = дар (р) + у(р). (21.49)

йу  = <ф(р)с1х + Хф'{р)с1р + V)>'{р)йр <=>

<=> ¿У = (р№* + [*ф'(р) + ¥(р))с1р.

йх (1х^ г  = Ф )  + [щ ’(р) + ¥ { р ) ] ^ г  «=>

<=> р - ч (р ) = [ щ '(р) + ¥ ( р )\^г -йх
(21.50)

\Р ~ Ф(Р)]—  = Щ\Р)  + ¥'(/>)• ар

т. е. являются прямыми. Объединяя оба случая, рассмот
ренные выше, получаем окончательный результат:



\у = *ф(р) + \\1(р),
[ Ф(х,р,С) = 0; __

У = х ф , )  + \\iipt), г = 1,т ,

где Ф (х,р,С) = 0 — общий интеграл уравнения

[р - ф ( р ) ] ^  = Щ'(Р) + ¥ (Р 1  ар

р = р{ — корни уравнения ф(р) = р, / = 1 , т .
ПРИМЕР  21.17. П оказать , что интегральная кривая , 

з а д а в а е м а я  уравнениям и

у = х р  + у(р), х = -чг'{р)

явл яе т с я  огибающей семейства интегральных кривых 
у  = хС  +\|/(С) уравн ен и я  Клеро (21.45).

Н апомним, что огибающая сем ейства  интегральных 
кривых (и д а ж е  не интегральных) Ф (х,у,С) = 0 находится 
из уравнений

Г Ф (х,у,С) = 0,
[ЭФ(*,1/,С)/ЭС = 0 (21-51 )

после исключения п ар ам етр а  С. Однако не в с я кая  кривая ,  
полученная таки м  образом, обязательно является  огибаю
щей. Если в некоторой области (? переменных х,у  и С с у 
щ ествую т частны е производные дФ/дх, ЭФ/Эу  и они ограни
чены в <2 и хотя бы одна из них не обращ ается  в нуль в этой 
области, то к р и в ая  у, полученная из (21.51) исключением 
п а р а м е т р а  С, явл яетс я  огибающей семейства кривых 
Ф(х,у,С) = 0. Этот факт д о казы вается  в дифференциальной 
геометрии.

В н аш ем  случае  семейство кривых имеет вид 
Ф = у - С х  -У|/(С) = 0. Здесь частн ая  производная 
ЭФ/Эу = 1 Ф 0 и обе частные производные ЭФ/Эх, ЭФ/Эу^гра- 
ничены в любой фиксированной замкнутой  области й ,  со
д е р ж а щ е й  область  О определения функции \|>(и) ( т а к  к а к  
\|/(и) г л а д к а  в И). Значит, кривая ,  найденная из (21.51) иск
лючением п а р а м е т р а  С, будет  огибающей. В нашем 
сл уч ае  (21 .51 ) имеет вид



у  - С х -  \|/(С) = О,
-  у'(С) = о

\у = Сх ч 
I  х  =  -VI/'

+ у(С), 

(С).

Исключая параметр С из этой системы и параметр р из 
системы

у  = рх + \|/(р); х = р у ’(р),

получаем одну и ту же кривую, задаваемую уравнением 
Р(х,у) = 0. Это означает, что кривая у = хр + ц/(р), 
х = -у '(р) является огибающей семейства интегральных 
кривых у  = хС +\|/(С) уравнения Клеро (21.45).

Рассмотрим другие дифференциальные уравнения. 
Для их решения надо сначала определить тип соответст
вующего уравнения и лишь затем воспользоваться надле
жащим методом решения, описанным выше.

ПРИ МЕР  21.18. Найти общий интеграл дифференци
ального уравнения

с1у _ 3 у  + 6 х у  
с!х 2 у2 + З* 2

(21.52)

Переписав уравнение (21.52) в дифференциальной 
форме

(2 х у 2 + 3 х 3)йу = (2>у3 + 6 х 2у)йх,

видим, что функции М = 2ху2 + Здс3 н N = 3у 3 + 6х 2у  явля
ются однородными многочленами степени к = 3. Значит, 
(21.51) — однородное уравнение. Пользуясь методикой ре
шения однородных уравнений, делим обе части последнего 
уравнения на х 3,3 В результате преобразований имеем

У- \  +  3 йу = йх.

Делая замену у / х  = г  (тогда ¿ у / й х  = г  + хйг/йх),  полу
чаем

йг  Зг3 + 6г  й г  _  г 3 + Зг 
2г 2 +3  Лх 2 г 2 + 3



Р а зд е л яя  перем енн ые и интегрируя, получаем

йх -- 1п|*1+ 1пС, <=>2 г 2 + 3 , йх  г 
й г  =  —  <=>

V *г* + 3 г
1 2 
г г 2 + 3

о  1п|г|+ ^ 1 п (2 2 + 3) = 1пС,|д;| о  \z\ylz2 + 3 = С,|дг|« 

<=> 2л/г2 + 3 = Сх (С = ±С,).

Окончательный ответ: —. 3 + ^— = Сх.
х V х

ПРИМЕР 21.19. Решить з а д а ч у  Коши

(у* + 2 у - х + \ ) ^  = -\, |/(2) = 0. (21.53) 
ах

С делав  зд ес ь  з а м е н у  у  + 1 = ¿ ( т о гд а  йу/йх = йг/йх), пе
репишем у р авн ен и е  (21.53) в виде

(2 * _ * ) * £  = _* ^  = (21.54)
йх йг

Получили линейное уравнение относительно х = х(г). 
Так к а к  общее решение соответствующего однородного 
уравнения х'= х  имеет вид х = Сег (вычислите это сами!), 
то вар ьи р уя  постоянную, можно вычислить общее реше
ние уравнения (21 .54 )  в виде х = С(г)ег, гдеС(г ) — пока не
известная ф ункция. П одставляя х = С(г)е2 в уравнение 
(21.54), имеем

С’(г)ег + С(г)ег = С(г)ег -  г 2 о  С'(г)ег = - г 2 

<=> С'(г) = - г 2е~г о  С(г) - г 2е~гйг.

Последний и нтеграл  берем д ва  р а за  по частям ; будем 
иметь

С(г) = (22 + 2г + 2)е~ж + С, 

и значит общий интеграл уравнения (21 .54) имеет вид 

х(г2 + 2г + 2) + Се7 (г = у + 1).



Полагая здесь х = 2,у  = 0 (тогда z  = 1), получаем 

2 = 5 + Се <=> С = -З е “\
и значит

* = (z2 + 2z + 2) -  3<?г"' = у 2 + 4 у + 5 -  Зеу. 

ПРИ МЕР  21.20. Найти интегральную кривую уравне
ния

У - У  =  х у (21.55)

проходящую через точку М(0; 1).
Уравнение (21.55) является уравнением Бернулли. По

делив обе его части на у 2, будем иметь

У~2У ' - У ~ 1 = х.

Сделав замену г/" 1 = г  (тогда у~2у'= -г!), получим ли
нейное уравнение

- ¿ - г  = х <=> - г  -  х.

Решая его методом вариации произвольных постоян
ных (см. разд. «Линейные уравнения»), найдем, что

z  = e - ídx C - j e ídxxdx = е С - 1 е хxdx

= е -х[ С - х е х + е х] = Се~х - х  + 1

Следовательно, у  = (Се~х -  х + I)"1. Ж елая найти интег
ральную кривую, проходящую через точку М(0, 1), положим 
х = 0 и у  = 1. Будем иметь 1 = (С + I)"1 <=> С = 0. Значит, ис
комая интегральная кривая имеет вид у  = (1 -  х)~', т. е. я в 
ляется гиперболой.

ПРИМ ЕР  21.21. Найти общий интеграл уравнения

е 2ydx  -  (1 + 2хе 2у )dy = 0 . 

Здесь М = е ' 2у, N = -(1 + 2хе~2у). Имеем

М Í _ ~2е~2у —  = -2е~2у' —  = —  
Ьу ’ Эх дх ду



Значит уравнение  (21 .56) является  уравнением в пол
ных дифференциалах (см. методику решения уравнений 
в полных дифференциалах). Находим функцию и = и(х,у) 
т ак ую , что

И нтегрируя первое уравнение по х, найдем, что 
и = е~2ух + ф(г/), гдеф (1/) — пока неизвестная функция. Под
с т а в л я я  во второе уравнение , будем иметь

—2е~2ух + ф'(г/) = -1  - 2хе~2у <=> ф'(у) = -1  <=> ф(у) = - у  + Сх.

следовательно, и = хе~2у -  у + Сх, и значит общий интег
р ал  уравнения (21 .56 ) имеет вид

и у к а з а т ь  его особое решение.
Уравнение (21 .57 ) я вл яется  уравнением Клеро. Ис

пользуя методику решения уравнений, не разрешенных от
носительно производной,вводим параметр  р = dy/dx. Тог
д а  (21 .56) перепиш ется в виде у  = хр -  р2. Надо найти еще 
одно соотношение относительно х, у и р. Дифференцируя 
п реды дущ ее соотношение, имеем (х  Ф const)

dy = pdx + xdp - 2 pdp о  —  = p + x —  -  2 p —  <=>

du = e 2ydx -  (I + 2xe~2y)dy.

Тогда u(x,y) д о л ж н а  удовлетворять уравнениям

дх ’ ду

хе~2у -  у = С. 

ПРИМЕР 21.22. Решить уравнение 

У = ху'-у'2 (21.57)

dx dx dx

х =2р, 
р = С = const



(здесь мы учли, что х = С не является решением уравнения 
(21.57)). Итак, уравнение (21.57) имеет решения, определяе
мые системами

\у = х р - р \  \у = х р - р 2,
1 х = 2/г, 1 р = С .

Исключая здесь параметр р, имеем 

х 2
у  = —  или у = С х  -  С2 (где С — произвольная постоян- 

4
ная). Интегральная кривая у  = х 2 ¡4 является огибающей 
семейства интегральных кривых у  = Сх -  С2. Действитель
но, исключая С из уравнений (см. (21.51))

Гу  = Сх - С 2,
[О = х -  2 С;

х 2 х 2получаем у  = — . Поскольку у  = —  огибающая семейства 
4 4

интегральных кривых, то она является особым решением
уравнения (21.57) (см. теорему 20.1). Ответ:

У =  х 2/4 , 

у  — Сх — С2;

х2
у = —----- особое решение.

Контрольны е вопросы

1. Как записывается дифференциальное уравнение первого п о р я д ка  
в дифференциальной форме? Какова роль переменных х  и у  в таком  
уравнении? Как вычисляется поле направлений, определяемое т а к и м и  
уравнениями? Что такое особая точка?

2. Как применить теорему существования и единственности реш ения  
(теорему Коши) для уравнений в дифференциальной форме?

&У 4У
3. Как решаются уравнения вида ~^~~КХ) и ^ — = /({/)?

4. Какие дифференциальные уравнения называются у р авн ен и ям и  с 
разделяющимися переменными? В чем состоит метод разделен и я  п е р е 
менных? Могут ли при разделении переменных потеряться реш ения  и с 
ходного уравнения? Как их вычислить?



5. К а к и е  функции н азы ваю тся  однородными (точнее: А -однородны
м и )?  К а к о в  критерий однородности многочлена? Приведите соответст
вую щ ие примеры.

6. К а к и е  дифференциальные ур авн ен и я  назы ваю тся  однородными? 
К а к  реш аю тся  таки е  ур авн ен и я?  М о ж е т  ли при этом произойти потеря 
реш ений?

8. К а к и е  дифференциальные ур авн ен и я  назы ваю тся  линейными? 
С ф о р м ул и р уй те  дл я  т ак и х  уравнений  теорем у  сущ ествования  и единст
венности решения задачи  Коши? В чем состоит отличие этой теоремы от 
аналогичной теоремы д л я  нелинейного дифференциального ур авн ен и я?  
Что т а к о е  « глобальны й х а р а к т е р »  и «л окальн ы й  х а р а к т е р »  теорем с у щ е 
с т в о в а н и я  решений?

9. В чем состоит метод вариации произвольной постоянной Л а г р а н 
ж а ?  П родемонстрируйте  его при вы воде  общего решения неоднородного 
линейного  дифференциального ур авнения .

10. К а к и е  уравн ени я  н азы ваю тся  ур авн ени ям и  Бернулли? К а к  они 
реш а ю тс я ?

11. К а к и е  уравн ени я  н азы ваю тся  уравн ени ям и  в полных дифферен
ц и а л а х ?  К а к  зап и сы вает ся  общий интеграл таких  уравнений? Сф орму
л и р уй те  необходимый и достаточный признак  того, что уравн ени е  в диф
ф еренциальной форме я в л я е т с я  ур авн ени ем  в полных дифференциалах.

12. К а к  вы числяется  общий интеграл  уравн ени я  в полных диффе
р ен ц и а л а х ?  П риведите соответствующий пример.

13. Что т ако е  интегрирующий м нож итель?  К ак о м у  уравнению в ч а 
стн ы х  производных он до л ж ен  уд овлетворять?  К ак  вычисляется  интег
рирую щ ий множитель, зависящ ий  только от х ?

14. В чем закл ю ч ается  метод введения  п а р а м е тр а  для  дифференци
а л ь н ы х  уравнений вида  Р(х,у') = 0  и Р(у,1/ )  = 0? П риведите соответ
ств ую щ и е  примеры.

15. К а к  получить общие интегралы  в параметрической форме для  
у р а в н е н и я  ви да  у  =/(*, I/')? П родемонстрируйте соответствующую мето
д и к у  при решении ур авн ен и я  Клеро.

7. К а к  реш аю тся ур авн ен и я  вида  —  =



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ. 

РАЗРЕШИМОСТЬ НАЧАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ. 
УРАВНЕНИЯ, ДОПУСКАЮЩИЕ 

ПОНИЖЕНИЕ ПОРЯДКА, 
И ИХ ИНТЕГРИРОВАНИЕ

Если дифференциальное уравнение

F(x,y,y'..... </<">) = 0 (22.1)
содержит производную неизвестной функции у  = у(х) по
рядка выше первого (п > 1), то его называют уравнением 
высшего порядка.  Часто записывают такие уравнения в 
форме

у <"> = f ( x , y , y ' , . . . y n-"), (2 2 .2 )
разрешенной относительно старшей производной у (п\х ) .  
Конечно, к уравнениям высших порядков относятся и 
уравнения в дифференциальной форме типа

d 2y + a(x)dxdy + b(x)dx2 = О,
если в них порядок дифференциала неизвестной функции 
выше первого. Однако в таком виде уравнения высшего 
порядка встречаются крайне редко. Перейдем к изучению 
таких уравнений.

§  22 .1 . П О Н ЯТИ Я  Ч АС ТНО ГО  И О Б Щ Е Г О  РЕШ ЕНИЙ. 
Н А Ч А Л Ь Н А Я  З А Д А Ч А  И  ЕЕ Р А З Р Е Ш И М О С Т Ь

Начнем с определения решения уравнения высокого 
порядка. Будем формулировать эти понятия по отноше
нию к уравнению (22 .2 ), хотя все сказанное ниже почти до
словно переносится и на уравнение (2 2 .1), не разрешенное 
относительно старшей производной.



Пусть й  — область  определения функции ¡(х ,у ,уг ,. . . ,упА) 
(Б а  /?"+1). Ее н а з ы в а ю т  т ак ж е  областью определения 
уравнения (22 .2).

Определение 22.1 . Функция у  = у(х) н азы ва ется  реше
нием уравнения  (2 2 .2 )  на отрезке [а, Ь), если выполняются 
следующие усл о ви я :

1) при всех х  е  [а;й] точка (х,у(х),у'(х),...,у(пА){х)) при
надлеж ит области  И;

2) функция у  = у(х) дифференцируема п раз  на отрезке 
[а ;Ь] и при всех х  е  [а̂ Ь] выполняется тождество

у м (х) ^ !{х,у{х1у’{х1 . . . ,у^ \х)) .

Аналогичный см ы сл  имеют решения на интервале (а ;Ь) 
или на полуинтервалах [а ;& )и (а ;6 ](см . зам ечан ие 20.1). Н а
пример, функция у  = 2 с о з З х - З э т З х  я в л я е т с я  решением 
уравнения у '  = - 9 у  на всей оси (а,Ь) = (-<*>;+°°), что прове
ряется непосредственной подстановкой указанной функ
ции в уравнение .

К ак  и в сл у ч а е  дифференциального уравнен и я  первого 
порядка, граф и к  решения у  = у{х) н а зы ва ется  интеграль
ной кривой ур а в н е н и я  (22.2). И нтегральные кривые запол
няют некоторую подобласть пространства Я 2. Чтобы най
ти вполне определенную интегральную кривую, надо 
з а д а т ь  дополнительные условия. В сл уч ае  уравнения пер
вого порядка  з а д а в а л о с ь  всего одно начальное условие. 
В случае ур а в н е н и я  п-го порядка {п > 1) таких  условий дол
жно быть п. Именно: пусть {х0,у 0,у°,...,у°пА) — фиксиро
ван н ая  точка области  й. З ад ач а  оты скания решения 
У = У(х) у р ав н ен и я  (22.2), удовлетворяющего начальным 
условиям

У(х0) = Уо>У'(Хо) = У\......У(я-'Ч*о) = У°п-\’ (22-3 )

н азы вается  начальной задачей (или задачей  Коши) для 
уравнения (22 .2) .

Н апример, д л я  уравнения второго порядка 
т у  = Р(х,у,у), вы р аж аю щ его  собой второй закон Ньютона, 
д л я  вы деления вполне определенного закон а  движения



у  = у(1'), надо задать не только начальную точку, но и нача
льную скорость у(/0) = у°.

Вопрос о том, в каком случае существует интегральная 
кривая, с начальными данными (22.3), решается следую
щим образом.

Теорема 22.1. Пусть функция /(л; ,у ,уи . . . ,у п ,) и ее ча- 
л Э/ Э/  Э/ стные производные — , —— — -— непрерывны в об-  

ду Ъух Эг/„_,
ласти И. Тогда какова бы ни б ы ла  начальная точка  
(хо>Уо>У°’---'Уп-1 )< лежащая внутри области  £), существу
ет число Л > О такое, что задача Коши (22.2), (22.3)  
имеет решение на отрезке [х0 -  Ых0 + /г] и это решение  
единственно на указанном отрезке.

Снова обращаем внимание на локальный характер 
этой теоремы: существование решения здесь гарантирова
но лишь в некоторой достаточно малой окрестности точки 
х = х 0 (Л > О — достаточно мало). Условия этой теоремы 
являются всего лишь достаточными для существования 
решения задачи (22.2), (22.3). Может случиться так, что 
они не выполнены, а решение задачи (22.2), (22.3) все-таки 
существует на отрезке [а;Ь\(х0 е [а:,Ь\).

Перейдем теперь к описанию частного и общего реше
ния уравнения (22 .2 ).

Определение 22.2. Любое конкретное решение у  = ф(х) 
уравнения (22 .2 ) (т. е. решение некоторой его задачи 
Коши) называется частным решением уравнения (22.2). 
Общим решением этого уравнения в области с  £) назы
вается функция у  = Ф(х,С,,...,Сл), зависящая от п произ
вольных постоянных С,,...,С„, удовлетворяющая следую
щим требованиям:

1) при любых допустимых значениях постоянных 
С,,...,СЯ функция у  = Ф(х,С,,...,С„) является решением 
уравнения (22 .2 ) на некотором отрезке [а; ¿>];

2 ) какова бы ни была начальная  точка (х0, у 0 ,
У\,--->У°п- | ) е <?. существуют значения С, = С,0..... С„ = С °
постоянных такие, что функция у  = Ф ( х , С ° удовлет
воряет задаче Коши (22.2), (22.3) с этой начальной точкой.



ПРИМЕР 22.1. Проверить, что функция у  = С ,е* + С2 
я вл яется  общим решением уравнения у '  = у' в области
Q = R 3.

Вычисляя производные у’ = С{е* ,у '  = С{е х, видим, что 
функция у  = Ф ^ .С р С г )  = С ,ех + С2 удовлетворяет  ур авн е 
нию при любых значениях постоянных С, и С2. Пусть те
перь {х0,у 0,у°)  — произвольная ф иксированная точка в 
пространстве R 3. Посмотрим, можно ли найти такие зн а 
чения Ct = С® и С2 = С2 постоянных, при которых выпол
няются равен ства

У(х0) = У0, У'(Хо) = У?- (22.4)

П о дставляя  у = С ке х + С2 и г/'=С1е х, имеем 

С,е*° + С2 = у 0, С,ех° = у ° .

Из второго р аве н ства  находим С, = С° =у°е~х°, а из 
первого вычисляем  С2 = С2° = у 0 + С {е х° = у 0 - у ° .

Итак, р авен ства  (22 .4) выполняются, если вы брать по
стоянные С, = С° и С2 = С 2°. При этом функция 
у  = у ° е х~х° + у 0 -  у i° является  решением уравнения у ’  = у' 
и удовлетворяет начальным  условиям (22.4). Это означает, 
что функция у = С1е х + С2 является  общим решением 
уравнения у" = у' в области Q = R 3.

Однако не в с е гд а  удается  зап исать  общее решение в 
явной форме.

Определение 22.3. Соотношение

F(x,y,Clt...,Cn) = 0 (22.5)

н азы вается  общим интегралом  уравн ени я  (22.2) в обла
сти Q с  D, если оно определяет общее решение этого у р а в 
нения (в (?) неявны м  образом. Аналогично определяется 
частный интеграл  уравнения.

Алгоритм 22.1 . Чтобы проверить, что соотношение
(20.5) я вл яетс я  общим интегралом уравн ен и я  (22.2), надо 
сделать  следую щ ее:

а) продифференцировать соотношение (22 .5) п раз по х, 
считая, что у  есть  функция х (т. е. у = у(х));



б) из системы равенств

F{x,y,Cx, . . . ,Cn) = О,

- j~F(x>y,c i ......C J  = О,
ах

d " F(x,y,C......,C J  = 0
dx

исключить постоянные С,..... С„. Если при этом будет по
лучено уравнение (22.2), то соотношение (22.5) является 
общим интегралом этого уравнения.

П РИ МЕР  22.2. Проверить, что соотношение

( х - С ,)2 + ( у - С 2)2 = — (а = const > 0) (22.6)

является общим интегралом уравнения (г/ ') 2 = а(1 + у'2 )3.
Дифференцируем соотношение (22.6) два раза по х, 

считая, что у  =(у(х). Присоединяя к полученным равенст
вам соотношение (22 .6 ), получаем систему

(х - С {) + (у - С 2)у'= 0,
/2

------- 2 )\ + у'г + ( у - С 2)у'  = 0, 

.)(х -  С,)2 +(у  - С 2)2 = 1 .

Из второго соотношения находим у  - С 2 и подставляем 
в первое соотношение:

„ -С = -с,
У У

Тогда третье соотношение будет иметь вид

(1 + у '2 )2 у '2 , (1 + у'2 )2 1
(уУ (уУ

»  ( у У  - а ( \  + у’2 у .

Получено исходное дифференциальное уравнение, зн а 
чит (22 .6 ) — его общий интеграл.



§ 22.2. УРАВНЕНИЯ,
ДОПУСКАЮ Щ ИЕ ПОНИЖЕНИЕ ПОРЯДКА

Если в р е зул ьта те  каких-либо преобразований порядок 
исходного ур ав н ен и я  (22 .1) (или (22.2)) понижается , то оно 
становится проще и есть надеж да проинтегрировать его 
полностью. О днако  не все уравнения допускаю т пониже
ние порядка. Н и ж е  приводятся некоторые классы  ур ав н е 
ний, порядок которы х может быть понижен на единицу и 
более. П реж де  чем перейти к таким ур авнениям , рассмот
рим простейшее дифференциальное уравнение

к которому часто приводятся более сложны е уравнения 
после понижения п орядка .  Если функция /(х ) непрерывна 
на отрезке [а,Ь\ то его общее решение легко находится по
следовательным интегрированием:

(здесь нижний п р едел  интегралов в зят  в виде х 0 = 0 ради 
простоты).

Выписанный вы ш е л-кратный повторный интеграл 
можно упростить по формуле

у м = /(4 (22.7)

X

О

о оо о

у (п~3) = ]  11 з + С, ^  + С2х + С3;
ООО

у = [ [ . . .|  ШАсН.сН, . . .  сИп + С, — ------+
{ {  1 2 ( я -1 ) !

*0 *0 *0



] / ( 0 ( * - 0 п~1сН, * 0 6 [а,Ь\ (22.8)

Заметим, что последовательное интегрирование удобно 
производить с помощью неопределенных интегралов. 

П РИ МЕР  22.3. Решить уравнение

у ’ = X +  СОБХ.

Интегрируем последовательно два раза:

г х 2 у'= ] (х + соэх)^х = ----- н э т х  + С,;
2

/ 9  Л

ч

(  2 X---  + БШХ + С,
2 1

V

х 3с1х = ------ сое х + С, д: + С ,.
6  1 2

Э т о  и есть общее решение исходного уравнения. 
П РИ МЕР  22.4. Решить уравнение

У’  = е - ^ .

Последовательное интегрирование этого уравнения 
дает:

у ’ = йИх + С,; у'= 1 1 е~‘12сИу(Н2 + С,х + С2;

у  = | | | е  2 сН2 + С

о о

2

Ч п + С2х + Сз-
ООО ^

Здесь первообразная (неопределенный интеграл) от эк-
- I 2 /2споненты е и  не выражается через элементарные функ

ции, поэтому удобно записать решение через определен
ный интеграл. Применяя формулу (22.8), получаем 
окончательный результат:



§ 22.3. УРАВНЕНИЯ, НЕ СОДЕРЖАЩИЕ 
ИСКОМОЙ ФУНКЦИИ 
И ЕЕ НАЧАЛЬНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 
ДО  ОПРЕДЕЛЕННОГО ПОРЯДКА

Рассмотрим ур авн ен и е

F (x,yw ,y'>+",...,yw ) = 0, (22.9)

где 1 < k < п -1 .  Если обозначить самую  младш ую  произ
водную через z (т. е. y w  = z), то получим следующее у р а в 
нение:

F(x,z,z' .......z (n~k) =0.

Порядок этого уравнения относительно неизвестной 
функции z = z(x) на k единиц меньше порядка  исходного 
уравнения (22.9). Если последнее уравнение легко интег
рируется и z = ф(д;,С1, . . . ,С п_А) — его общее решение, то для 
получения общего решения исходного уравнения (22.9) 
надо решить ур авн ен и е

у т  =ф {х,Сх,...,Сп_к\

которое имеет вид (22 .7 )  и методика интегрирования кото
рого изложена выш е.

ПРИМЕР 22.5. Реш ить уравнение

У(5) - L y m =о. 
х

Д елаем  з а м ен у  у (4) = z. Тогда уравнение принимает 
вид ¿ - х л г  =0, после чего оно легко интегрируется мето
дом разделения переменных:

dz dx г dz с dx , , > ■ i i > ^—  = —  <=> I —  = I —  <=> In 2 = In Ы + In C, <=>
Z X 3 z 3 x

<=> | 2 | — Cj | X | <=> 2 = ±C,X <=> z = C x  (C = ±C ,) .

З ам ен яя  здесь  z на y w , получаем уравнение y w = Cx, 
которое реш аем последовательным интегрированием:



* Сх2 ,  Сх3 .
У ---- 2 ~ + У -----б г»

, Сх4 С,х ^у  —----- + ------- + СоЛС + С*;
у 24 2 2 3.

Сх5 С,х3 С2х 2 „у  = -----+ ——  + —-—  + С,х + С , .
120  6  2  3 4

Переобозначая здесь константы, общее решение исход
ного уравнения запишем в виде

у  = С5х 5 + С3х 3 + С2х 2 + С,х + С0.

§  22 .4 . УРАВНЕНИЯ, НЕ С О Д Е Р Ж А Щ И Е  
Н Е З А В И С И М О Й  П Е Р Е М Е Н Н О Й

Рассмотрим уравнение

р(у ,у ' , . . . , у (п)) = 0 . (22. 10)
В нем отсутствует независимая переменная х. Считая у

йунезависимой переменной, введем функцию р -  р(у) = —
ах

(где у  = у(х)). Используя правило дифференцирования 
сложной функции, будем иметь

й . й . . .. йр йу йр
у  = — (у ) = — Ш )  =  - ^ ~  = р - г ;ах ах йу ах йу

ах ах " т ,

й (  йр 
й у (  йу т - р(1х

2 '£_ 

й у 2
йр 

лУ

и т. д. Отсюда видно, что к-я производная функции у  = у(х)
выражается через функцию р  = р(у) и ее производные до

. ¿Ук — 1-го порядка, поэтому замена р = —1-  приводит исход
ах



Л (У’ Р>р'.......Р(п~1)) = 0- (22.11)

порядок которого на единицу меньше порядка уравнения
(22.10). Уравнение (22 .11) является  дифференциальным 
уравнением  (я -1 ) - го  порядка относительно неизвестной 
функции р = р(у). Если у д ас тся  вычислить его общее реше
ние р =ф(г/,С1, . . . ,С л_1), то для поиска общего решения ис
ходного ур авн ен ия  (22 .10) надо будет проинтегрировать

уравнение ^  =ср(*,С1.......С ^ ) .
ах

ПРИМЕР 22.6. Найти решение задачи  Коши

1 + у'2 = 2уу', у(1)=у'(\) = 1 (22.12)

Это уравнение не содержит независимую переменную 
х, поэтому п о н и ж аем  порядок с помощью замены

Р = Р(У) = ~ -  Имеем ах

ах йх ау ах ау

При этом н ач ал ьн ы е  условия (22.12) переходят в усло
вие

йу
Р(У(1)) = У'(1) О  р{ 1) = 1.

2=1

И так, д л я  функции р = р(у) надо решить з а д а ч у  Коши

1 + р 2 = 2у р ^ - ,  р( 1) = 1.
¿У

Р а зд е л яя  переменные, получаем

Ра Р _  1 л.. ^  Г РйР _ 1 Г йУ
Г Г у  1 Т 7 7 - * > Т

<=>

«  ^1п (1 + р2) = ^\п \у\+^\п С, <=>

<=> 1 + р 2 = 0 ^ 1  о  1 + р2 =

= Су (С = ± С , )  о  р = ±^Су - 1.



Учитывая, что р(1) = 1 > 0, должны взять р = +^Су -1 .  П о
лагая здесь у  = 1 и пользуясь условием р(1) = 1, будем иметь
1 = у/С -1  <=> С = 2. Следовательно, р = ĵ2y - 1, и дальней
шие вычисления таковы:

—  = д/2  у - 1  о  .. = dx  <=> [ ^  = f dx <=>
^  ЫУ д / ^ Т  ^ д / 2 ^ Т  J

» д/2г/ -  1 = х + С2.

Чтобы найти постоянную С2, положим в последнем р а 
венстве х = 1. Поскольку у( 1) = 1, то будем иметь 
^Í 2A ^l  = 1 + С2 <=> С2 = 0. Итак, решение задачи Коши
(20 .12) вычисляется из уравнения

д / 2 ^ Т  =  х  «  ¡/ =  ^ 1  Л (! +  * ’ ).

§ 2 2 .5 . УРАВНЕНИЯ, О Д Н О Р О Д Н Ы Е  О Т Н О С И Т Е Л Ь Н О  
НЕИЗВЕСТНОЙ Ф У Н К Ц И И  
И ВСЕХ ЕЕ П Р О И З В О Д Н Ы Х

Рассмотрим уравнение (22.1). Если ее левая часть об
ладает свойством

..... (у {п)) = 1кР(х,у ,у ' ...... «/<">),

то порядок уравнения (22 .1) может быть понижен на еди
ницу с помощью замены у = е ^ х, где г  = г(х) — новая не
известная функция. Покажем это на примере уравнения

Р{х,у,у' ,у’,у") = 0 (22.13)

третьего порядка. Сделав замену у  = е 1Ых, получим 

у’= е ,г“хх, у ’ = е ' Ыхг 2 + е 1гахг'  = е 1г“х(г 2 +

у" = е !г“хг{2 2 + г') = е ^ & г г '  + г ”) = е ]гйх( г ъ + Ъгг’ + г").



П одставляя  все это в уравнение (22.13), получаем 
уравнение

Р(х,е1гах,е ^ х ■ г ,е 1гЛх (г2 + г'),<?'*" (г3 + Згг'+г')) = 0.

Используя однородность функции Р, можно вынести за 
з н а к  Т7 множитель ( е ^ х)к. Сократив на него обе части 
уравнения , будем  им еть

Д х , 1, г , г 2 + г \ 2 3 + Ъг1 + г ')  = 0.

М ы получили уравн ен и е  второго порядка относительно 
неизвестной функции г  = г(х). Если найдено решение
2 = ф(дг,С,,С2) последнего уравнения, то общее решение ис
ходного уравнения (22 .13) вычисляется по формуле
у  _ е Ы*.С1 .£*)</*_

ПРИМЕР 22.7. Найти общее решение уравнения 

У У ' = Ю 2 =(х + \)у2.

Переписав ур авн ен и е  в виде

У у" -  у'2 ~(х + \)у2 =0,

о бн аруж и ваем , что его л евая  часть явл яетс я  однородным 
многочленом степени к = 2  относительно у,у' и у". Д елаем  
зам ен у  у = е ^ х. Тогда  у'= е^Ыхг ,у ’  = е 1Ых(г2 + г ') , и исход
ное уравнение принимает вид

е21г“х(2 2 + г ’ ) -  е2]гйхг 2 ~{х + = 0.

После сокращ ения на экспоненту получаем уравнение 
2'= х + 1, общим решением которого явл яетс я  функция
2 = х 2/2 + х + С ,. Следовательно, общим решением исход
ного уравнения б уд ет  функция

у  - е \ гй х  =  е * 3/б + г г/2+ С 1х+С2

Рассмотрим ещ е несколько примеров, в которых пони
жение порядка ур авн ен и я  не всегда производится по про
цедуре, рассмотренной выше. Иногда для этого привлека
ются иные соображ ения.



уу'+х(у')2 + х у у ’ = 0 .

Это уравнение является однородным относительно у , у '  
и у ’, поэтому можно было бы применить методику реше
ния уравнений, однородных относительно неизвестной 
функции и всех ее производных. Однако легко заметить, 
что левая часть уравнения является полной производной 
от функции хуу'. Значит, уравнение имеет вид (хуу')'= 0, и 
оно решается следующим образом:

, г  А  1, 2у С, ¡2С, . х у у = С 1; уу  —  <̂> - ( у  ) = —  <=> I — -й х  <=>
X I  X  •' X

о  у 2 = 2С, 1п \х |+ С2 <=> у  = ±^2С, 1п | х |+ С2.

ПРИМЕР  22.8. Показать, что функция у  = г/(х), зад ан 
ная параметрически уравнениями

* = - 1 п /  + Д - ,  у  = - /  + Д -  ( />  0), (22.14)
2 4 / 4  4/

является решением уравнения (у")2 -  2у'у" + Ъ = 0.
Надо найти у'х и у'  ̂ . Пользуясь формулой производной 

функции, заданной параметрически, будем иметь:

^  = 1 /4 -9 /(4 /4) = / 2 + 3 ,
1/(2/ ) - 3 / ( 2 / 3) 2/ ’

=  „ '  =  Ж  =  = I
*  х\ 1/(2 / ) - 3 / ( 2 / 3)

Подставляя у'х и в уравнение у*2 -  2у'у* + 3 = 0, по
лучаем тождество

¿2 _ 2 ^—! ^ /  + 3 = 0 .
2/

Это означает, что функция, заданная параметрически 
уравнениями (22.14), является решением данного диффе
ренциального уравнения.



ПРИМЕР 22.9. Решить зад ач у  Коши

х 2у у '  - ( у -  ху')2 = О, у( 1) = у\  1) = 1. (22.15)

Поскольку л е в а я  часть уравнения (22 .15) — однород
ный многочлен степени А: = 2, то дел аем  зам ен у  у = е1Ых. 
Т ак  ка к  у'= е !гах ■ 2, у ’  = е 1гЛх (г2 + г') , то после указанной 
замены  уравн ени е  приобретает вид

х 2{г2 + г') - ( 1  -  хг)2 = 0 <=> х 2т! - 1 + 2хг  = О,

Это линейное дифференциальное уравнение относи
тельно 2. Р еш ая  его методом вариации произвольной по
стоянной Л а г р а н ж а  (см . лекцию 21), получаем следующее

решение: 2 = н— . Значит, общее решение исходного 
х х

уравнения (20 .15) б уд ет  найдено по формуле

у  _  е \ ^ х  _  е Ц С 1/ х ‘ +Ух)Лх  _  е -С , / 1 + 1 п  |х |+ 1п С2 _

= С2хе~с'/х (С2 = ±С2).

Подчинив это решение начальным условиям 
г/(1) = у ’( 1) = 1, получим

С2е ' с‘ =1, С2 е ' С1(1 + С,) = 1 <=> С2е ' с‘ =1, 1 + С, = 1.

Отсюда находим С, = 0 и С2 =1. Следовательно, реше
нием задачи  Коши (22.15) является  функция у -  х.

ПРИМЕР 22 .10. Из общего интеграла дифференциаль
ного уравнения

у'2+2уу' = 0

Выделить интегральную  кривую, проходящую через 
точку М( 1, 1) и к асаю щ ую ся прямой у  = х.

Пусть и ско м ая  интегральная кр и вая  имеет в и д у  = у(х). 
Тогда поскольку она проходит через точку М(1,1), то дол
жно быть 1/(1) = 1. Д а л е е ,  кривая у = у(х) к а с а е т с я  прямой 
у  = х в точке М, значи т  ее угловой коэффициент в этой точ-



ке равен угловому коэффициенту прямой у  = х, т. е. 
у'{ 1) = 1. Итак, надо решить задачу Коши

у'2+2уу'  = 0, у(1) = у'(\) = 1.

Так как в уравнении нет независимой переменной х, то 
понижаем его порядок с помощью замены р = йу/йх .  П о
скольку

й / >\ Л 1-1 \ \  ^Р ^У ¿Р У = ~ { у  ) = ~т~{р{у)) = ~т~ ' ~т~ ~  Р ~ Г ’ах ах ау  ах ау

то после указанной замены уравнение приобретает вид

р 2 + 2 р у ^ ~ = 0  «  
ау

р = 0  о  у  = С.
о а РЪу-—  = - р .

¿у

Решаем его методом разделения переменных:

йр

Р 2 У
[ Ё Е  = - 1 [ЁМ. 
] р  2 Ч

<=> р
1

^ у '

Найдем сначала С,. Поскольку р{у) = Лу/йх,  то при

^  <=> р{ 1) = 1. Полагая у  = 1 в 
*=1

х = 1 будем иметь р(у( 1)) =
ёх

равенстве р = 1/^С{у  получаем, что Сх = 1. Значит, р = ]Д/г/ 
и надо решить уравнение у'=1/->[у. Решаем его методом 
разделения переменных:

^  = ~^= <=> у[уёу = ¿х  <=> |  ^у йу  =

= { й х  «=» у 3*2 = | ( *  + С2).

Полагая здесь х = 1 и пользуясь условием у( 1) = 1, полу-
3 1чаем 1 = -(1 + С2) <=> С2 = — . Следовательно, исходная
2  3

2/3

задача Коши имеет следующее решение: у  =



Контрольные вопросы

1. К акое  уравнение н а з ы в а ет ся  дифференциальным уравнением вы с
шего п о р яд к а ?

2. К а к а я  функция н а з ы в а е т с я  решением ур авнения  л-го по р ядка?
3. К а к  ст ави тся  н а ч а л ь н а я  з а д а ч а  ( з а д а ч а  Коши) дл я  ур авн ени я  по

р я д к а  вы ш е первого?
4. С ф ормулируйте т ео р е м у  сущ ествования  и единственности реш е

ния з а д а ч и  Коши дл я  ур авн ен и я  п-го порядка .  Почему э та  теорем а  им е
ет  л о кал ьн ы й  х а р а к т е р ?  М о ж е т  ли з а д а ч а  Коши иметь решение, если не 
вы п о л н яется  хотя бы одно условие этой теоремы?

5. К а к а я  функция н а з ы в а е т с я  общим решением ур авн ени я  л-го по
р я д к а ?  Что т ако е  частное решение этого ур авнения?

6. К а к  определяется  общий интеграл  уравн ени я  высшего по р ядка?  
Что т а к о е  частный и н тегр ал ?

7. К а к  реш ается  ур авн ен и е  у (1,) = /(х )?
8. Опишите п р о ц ед ур у  понижения порядка  дл я  уравн ени я  

Р (х ,у ^  у м ) = 0.
9. К а к  понижается  порядок дифференциального уравн ени я ,  в кото

ром о тсутствует  н е з а ви с и м а я  переменная  х ?
10. К акое  ур авн ени е  н а з ы в а е т с я  однородным относительно неизве

стной функции и всех ее производных? К а к  понижается  порядок таких  
ур авн ен и й ?



ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ. ФУНДАМЕНТАЛЬНАЯ 
СИСТЕМА РЕШЕНИЙ И СТРУКТУРА ОБЩЕГО 

РЕШЕНИЯ ОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ. 
НЕОДНОРОДНОЕ УРАВНЕНИЕ, СТРУКТУРА ЕГО 
ОБЩЕГО РЕШЕНИЯ И ВЫЧИСЛЕНИЕ ЧАСТНОГО 

РЕШЕНИЯ МЕТОДОМ ЛАГРАНЖА

Линейным дифференциальным уравнением п-то поряд
ка называется уравнение

Рп(х)У(п) + Рп-М У(п~Х) + + Pi(x)y'+ р 0(х)у = f(x), (23.1)

в котором неизвестная функция у  = у(х) и все ее произ
водные входят линейным образом (т. е. с целой неотрица
тельной степенью не выше первой). При этом функции 
р п(х) , ..., p 0iх) называются коэффициентами уравнения
(23.1), а правая часть f(x) — неоднородностью этого урав
нения. Если в (23.1) отсутствует неоднородность (f(x) = 0), 
то уравнение (23.1) называется однородным.  Если же 
f(x) щ 0, то уравнение (23.1) называется неоднородным 
дифференциальным уравнением. .

Уравнение (23.1) можно записать кратко Ly  = f(x), если 
обозначить через L — дифференциальный оператор п-го 
порядка:

l  = P n W - j — + Рп-\ -71ГТ + ••• + р М - т ~ + PoW- (2а2)dx dx dx

Мы предполагаем, что читатель знаком с понятием ли
нейного пространства и с основными его свойствами. 
В дальнейшем будут использоваться следующие простран
ства:



1 )С[а; Ь\ — пространство функций, непрерывных на от
резке [а,Ь],

2) С*[а; Ь\ — пространство функций у  = у(х) непрерыв
ных вм есте  со своими производными у'(х),...,у<'к\х){до к-го 
порядка  включительно), £ > 1.

Эти п р о стр ан ства  являю тся линейными пространства
ми с обычными д л я  функций операциями сложения и у м 
ножения на числа.

Т ео р ем а  23 .1 . Если в операторе  (23.2') все коэффициен
т ы  рп(х),.. .,р0(х) непрерывны на отр езк е  [а̂ Ь\ т о  £ дей
с т в у е т  из п р остр ан ства  С п[а\ Ь] в пространство  С[а;й] 
( т .  е. : С л[а; ¿>] - »  С[а\ Ь1) и яв л я е тс я  линейным операто
ром, т .  е.

ЦСхКх) + С^(х)] = С ^/ (х )  + С ^ ( х )

для  произвольных постоянных С1 и С2 и произвольных 
функций /(х), g(x) е С"[а; Ь].

Д ействительно, при дифференцировании теряется  
гладко сть  функции на единицу, значит при п-кратном 
дифференцировании функция к л ас с а  С"[а; Ь] переходит в 
функцию к л а с с а  С[а,Ь\ Кроме того, поскольку операция 
дифференцирования линейна, то и линеен оператор Ь.

Б удем  р а с см а т р и в а т ь  в основном уравнения (23.1) со 
старш им коэффициентом рП{х) *  0(Ух е  [а; 6]). В этом сл у 
чае на него можно поделить уравнение  (23.1) и записать 
его в форме

Еу = у (п) + а п_{у (п-Х) + . ..+  а {(х)у'+ а 0(х)у = Л(х), 

где  обозначено:

а А х ) ,  ш  т ,  _ м _
р„м р, и

/ \ , V <1 . .
^  3  - т ^ г + а п-Лх)-г^ц- + -  + а М ~ Г  + а о(х)- ё х п йх" 1 йх

Н аш а б л и ж а й ш а я  задача  — изучить свойства решений 
этого ур ав н ен и я .  Начнем с теоремы существования и 
единственности решения зад а ч и  Коши (х0 е  [а;Ь], 
(Уо>У1° — произвольная точка из Я п):



Ly  = h(x),y(x0) = y Q,y ’(x0) = у ? , . . . , у (Л- ' \ х 0) = у°п_х. (23.2)

Теорема 23.2. Если в уравнении (23.2) все коэффи
циенты а,(х) и правая  часть h(x)не прерывны на отрезке  
[а\Ь\ то задача Коши (23.2) для этого уравнения имеет 
единственное решение у  = у(х) и это решение определено 
также на этом отрезке.

Таким образом, теорема существования и единственно
сти решения начальной задачи для линейного дифферен
циального уравнения носит «глобальный» характер в от
личие от «локального» характера общей теоремы 22.1 для 
нелинейного уравнения.

§  23 .1 . Л И Н Е Й Н А Я  ЗА В И С И М О С Т Ь  И  Л И Н Е Й Н А Я  
Н Е З А В И С И М О С ТЬ  С И С ТЕ М Ы  Ф У Н К Ц И Й .  
В Р О Н С К И А Н . И С С Л Е Д О В А Н И Е  Л И Н Е Й Н О Й  
Н ЕЗА В И С И М О С ТИ  С П О М О Щ Ь Ю  В РО Н С КИ А Н А

Пусть функции у х(х),. .. ,уп(х) имеют смысл на отрезке 
[а,Ь\

Определение  23.1. Говорят, что сист ем а  функций  
у х(х),. .. ,уп(х) линейно зависима на отрезке [а;Ь), если суще
ствуют постоянные а , , . . . ,а „ ,  не равные нулю одновремен
но, такие, что имеет место тождество

ОЧ'ЛОО +  +  а пУп(х)  =  0(V* е  [а, Ь]). (23.3)

Если же тождество (23.3), где а ,,..., а  „ — постоянные, вы
полняется тогда и только тогда, когда все числа а (. равны 
нулю (а, = ... = а „  = 0 ), то система функций у х(х), . . . ,уп(х) 
называется линейно независимой на отрезке [а;Ь].

Аналогично определяется линейная зависимость  и ли
нейная независимость на промежутках (а; Ь), (а; Ь), [а; Ь), 
причем не исключается и случай бесконечного промежут
ка. Заметим, что выражениеа,г/,(х) + ... + а пу п(х)называ
ется линейной комбинацией функций у х(х) , . . .уп(х), а числа 
а ,  = а 2 = . . .  = а „  — коэффициентами линейной комби
нации.



ПРИМЕР  23.1. Д оказать ,  что си стема функций

Уо = !. У\= х,..., Уп = х п (23.4)

линейно н езави си м а  на любом отрезке [а,Ь].
С оставим  линейную комбинацию функций (23.4) и по

смотрим, ко гд а  она тождественно обращ ается  в нуль:

а 0 • 1 + а ,  • х  + ... + а „  • х п = 0(Vaj е  [а; 6]).

С лева  стоит многочлен с коэффициентами а 0, . . . , а „ .  
С амо т о ж д е с т в о  означает , что любое число х из отрезка 
[а,Ь] я в л я е т с я  корнем  этого многочлена. Если хотя бы 
один из коэффициентов a ¡  не р авен  нулю, то получилось 
бы, что у к а з а н н ы й  многочлен им еет  бесчисленное число 
корней, что невозможно. Значит, все  числа а,- равны  
нулю, п о это м у  функции (23 .4 ) линейно независимы на 
отрезке [а,Ь\

ПРИМЕР 23.2. Будут  ли линейно зависимыми на проме
ж утке  (-°°; + °°) функции г/, = s in 2 х, у 2 = cos2 х, у 3 = 1?

Л инейная  комбинация a ,  s in 2 х + а 2 cos2 х + а 3 ■ 1 то ж 
дественно о б р ащ ается  в нуль на п ром еж утке  (-°°; + °°), 
если взять  числа ОЦ = а 2 = 1, а 3 = -1. Т ак  к а к  они не равны 
нулю (достаточно было бы, чтобы хотя бы одно из них не 
равнялось нулю), то указанны е функции линейно зависи
мы на п р о м е ж у т к е  (-°°; +°°). Ответ: д а .

Т ео р е м а  23 .3 .  Если система функций г/,(*),...,</„(*) 
линейно зависима на отрезке  \а;Ь\ т о  х о т я  бы одна из 
них я в л я е т с я  линейной комбинацией других (на э т о м  
о т р е з к е ). О братно: если одна из функций у х(х),...,уп{х) 
я в л я е т с я  на отрезке  [а;Ь] линейной комбинацией дру
гих, т о  с и с т е м а  у {(х),...,уп(х) линейно зависима на о т 
резке [а\Ь\.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть функции у, (х),...,уп(х) ли
нейно зав и си м ы  на отрезке [а,Ь\. Тогда найдутся числа 
а , , . . . , а п, не равн ы е нулю одновременно, такие, что 
а ,!/,(*) + . . .  + а ky k{x) + ... + а пу п(х) = 0. Пусть, например, 
а к *  0. Тогда  можно записать



Ук(х)  =
(  1

/
1 у , {х )  + ... +

а к\ / V
М * )  (Ух е [а, Ь]),

а *

т. е. функция у к(х) является линейной комбинацией функ
ций у 1(х), . . . ,ук_1(х),ук+1(х),. .. ,уп(х). Обратно: если выполня
ется тождество

Ук(х) = а 1у 1(х)+.. .+ а  + а к+1у к+1(х) + ...

- + а Пу п(х) (У хе  [а,Ь)\

то а,г/,(х) + ...+ (-1)уА(х)+...+ а пу п(х) = 0. Мы видим, что 
тождество (23.3) имеет место при числах а 1, . . . , а л, не рав
ных нулю одновременно. Следовательно, система функций 
у {(х),. . . ,уп(х) линейно зависима. Теорема доказана.

Очевидны следующие утверждения.
Г) Если система функций у х(х), . . , ,уп(х) содержит функ

цию у,(х) = 0, то она линейно зависима (на отрезке [а;Ь\ на 
котором указанные функции имеют смысл).

2”) Если какая-нибудь подсистема системы функций 
у\(х),. . . ,у п(х) линейно зависима, то и вся система 
у\(х), . . . ,ул(х) линейно зависима.

3") Если система функций у {(х), . . . ,уп(х) линейно зависи
ма на отрезке [а; 6], то она линейно зависима и на любом от
резке [а,; 6,], лежащем внутри отрезка [а;й].

4°) Если система функций у {(х) , . . . ,уп(х) линейно неза
висима на отрезке [а\Ь], то она линейно независима и на 
любом отрезке [с, й\, содержащем отрезок [а\Ь] (если, ко
нечно, функции г/,(лс),...,(/п(х)определены на отрезке[с; ¿]).

Заметим, что свойство линейной зависимости функций 
нельзя продолжить на больший отрезок, а свойство линей
ной независимости — сузить на меньший отрезок.

Дадим эффективный способ проверки линейной зави
симости или линейной независимости системы функций с 
помощью определителя Вронского.

Определение 23.2. Определителем Вронского  (или 
просто вронскианом) системы функций у {(х), . . . ,уП(х), при
надлежащих пространству С п~1[а\Ь\ называется опреде
литель



Ф(Х)ШФ[У1,...,УП] =

У М  у 2(х) ... у п(х) 
У[{х) у'2(х) ... у'я(х)

у Г \ х )  уГ 'Ч х) у М ( х )

первую стр о ку  которого образую т данные функции 
у х(х),...,уп(х), а последующие строки являю тся  производ
ными функций предыдущей строки. М атри ц у  этого опре
делителя мы будем  называть  матрицей Вронского.

Теорема 23.4 (необходимое условие линейной зависимо
сти функций). Если функции у х(х),...,уп(х) линейно зависимы 
на отрезке[а\Ь\ т о  их вронскиан обращается тождественно 
в нуль на эт о м  отрезке, т .  е. и [̂г/1, . . . 1/л] = 0 (V* е [а;Ь]).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку функции у х(х),...,уп{х) 
линейно зав и си м ы  на отрезке [а\Ь], то сущ ествую т числа 
а , , . . . , а л, не р авн ы е  нулю одновременно, такие, что имеет 
место тож дество

а  ,!/,(*) + . ..  + а пу п(х) = 0 (V* е  [а ;Ь]).

Диф ференцируя это тождество п - 1 раз ,  получаем еще 
п - 1  тож дество . В м есте  с предыдущим тождеством они об
разую т однородную систему алгебраических уравнений:

а \У\{х) + ••• + а-пУп(х) = 0,
_ а \У\(х) + ... + а пу'п(х) = 0,

.Щ У^Чх) + ...+ а пу {пп-1\х) = 0

{  У  Ах) • ■ У п М  ) Г ( П

<=> У\\х) • ■ Уп(х) а 2 = 0

/ Г \ х )  . о*

которая (в  силу линейной зависимости функций 
у Д х ) , . ..,«/„(*)) имеет при каждом х е  [а,Ь] ненулевое реше- 
н и е ( а 1, а 2, . . . , а п). Но тогда определитель этой системы, яв-



ляющийся определителем Вронского функций
у х(х),. . . ,уп{х\  обращается в нуль при каждом х е \а,Ь\ т. е. 
№(х) = Щу\ , - - - ,уп] = 0 (Ух е \а,Ь] не имеет место. 

ПРИМЕР  23.3. Показать, что функции

линейно независимы на отрезке [0; 2], но

Посмотрим, при каких постоянных а ,  и а 2 выполняется 
тождество а,г/,(х) + а 2у 2{х) = 0 ( У х е [ а ; 6]). При хе[0;1] 
имеем а ,(х  - 1)2 + а  • 0 = 0. Это тождество имеет место при 
а! = 0 и при произвольном а 2. На промежутке (1;2] имеем 
а ,  0 + а 2( х - 1 )2 е 0, откуда выводим, что а 2 =0. Итак, 
тождество а ху {(х) + а 2у 2(х) е 0 на всем промежутке [0;2] 
имеет место лишь при а ,  = а 2 = 0. Значит, функции г/Дх) и 
у 2(х) линейно независимы на отрезке [0;2]. С другой сто
роны,

т. е. определитель Вронского Щг/,,г/2] тождественно обра
щается в нуль на отрезке [0;2].

Ситуация, описанная в этом примере, не реализуется, 
если г/,(х)и у 2(х)являются решениями однородного уравне
ния ¿</ = 0 с непрерывными на отрезке [а\Ь] коэффициента
ми. Это будет показано ниже. Теорему 23.4 применяют при 
установлении линейной независимости функций.

Следствие 23.1. Если вронскиан системы функций 
у х(х),. .. ,уп(х) е С лЧ[а;6] не равен нулю хотя бы в одной точ
ке х = х0 е [а,Ь\  то указанные функции линейно независи
мы на отрезке [а\Ь].

Действительно, если бы у х(х), . . . ,уп(х) были линейно за 
висимы на отрезке [а\Ь\ то №(х) = №[ух, . . . , у п\ тождествен-

№1У1( х Ш х ) \  = 0 (Ух е [0, 2]).



но о б р ащ ался  бы в нуль на этом отрезке, а значит, в част
ности, он был бы равен нулю в точке х = х 0, чего быть не 
может.

§ 23.2. СТРУКТУРА ОБЩЕГО РЕШЕНИЯ
ОДНОРОДНОГО И НЕОДНОРОДНОГО 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Р ассм отри м  однородное линейное дифференциальное 
уравнение

Ц/ = у (п) + а л. 1(*)г/(л' 1> + ... + а^х)у'+а0(х)у = 0. (23.5)

Д о к а ж е м  следую щ ий важный р езультат .
Теорема 23 .5 . Пусть функции у^ х), . . . ,уп{х) являются  

решениями однородного уравнения (23.5) с непрерывными 
на отрезке  [а;Ь] коэффициентами а п_, (* ) , . . . ,  а 0(х). Тогда 
£/,(*),...,(/„(*) линейно независимы на отрезке[а;Ь\ в т о м  и 
только  в т о м  случае, когда вронскиан Щ х )  = 
этих функций не равен нулю ни в одной точке отрезка[а,Ь].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность вы текает  из след
ствия 23.1. Д о к а ж е м  необходимость. П усть решения 
у х{х),...,уп(х) ур авн ен и я  (23.5) линейно независимы на от
резке [а,Ь\. П о к а ж е м ,  что тогда вронскиан не обращ ается в 
нуль ни в одной точке отрезка [а\Ь]. Предположим против
ное, т. е. что сущ ествует  точка х 0 е  [а,Ь\ т а к а я ,  что врон
скиан Щ х )  о б р ащ ается  в нуль в этой точке:

Щ х0) =
У 1(*о) 
У\(х о)

У{Г Ч *  о)

Ун(хо) 
Уп(*о)

У(Г 1)(* о)

=  0.

Тогда столбцы  этого определителя линейно зависимы, т. е. 
с ущ ествую т числа а , , . . . , а л, не равн ы е  нулю одновремен
но, таки е , что



а
' */,(*°) 4 

í / r V o )
+ ...+ а =  0  <=>

V 7 \ 7

С помощью указанных чисел построим функцию 
у  = ф(х) = а 1у 1(х) + ... + а пу п(х). Поскольку у^х)  решения 
однородного уравнения (23.5), то из линейности дифферен
циального оператора Ь следует, что

¿<р(х) = а ¿ у 1(х)+ ... + а П1 у п(х) = а { 0 +... + а „  0 ^ 0

Это означает, что функция у  = ф(х) является решением 
уравнения (23.5). Из (23.6) следует, что эта функция удов
летворяет нулевым начальным условиям, т. е.

Но таким же начальным условиям удовлетворяет и 
тривиальное решение у = О этого уравнения. В силу един
ственности решения (см. теорему 23.1) функции у  = ср(дс) и 
у = 0 совпадают на отрезке[а;6], и значит ср(д:) = 0, и значит

Поскольку здесь не все числа а 1, . . . , а п равны нулю, то 
последнее тождество означает, что функции у х(х),. . . ,уп{х) 
линейно зависимы на отрезке [а;Ь]. Мы получили противо
речие, которое показывает, что наше предположение 
W(x0) = 0 не верно. Следовательно, вронскиан не обраща
ется в нуль ни в одной точке отрезка [а,Ь\. Теорема дока
зана.

Из теоремы 23.4 и доказательства теоремы 23.5 выте
кают следующие свойства вронскиана W(x) = Щ у х,---,у„] 
системы решений у {(х),. .. ,уп(х) линейного однородного 
дифференциального уравнения (23.5) с непрерывными на 
отрезке [а,Ь] коэффициентами a„_,(jt),...,a0(jt).

ф (* о )  =  0 ,Ф '( * 0 ) =  0 , . . . , ф (' - 1)(л:0 ) =  0.

ос!$/,(*) + ... + a ny n(x) = 0 ( \ f x e  [a;¿>]).



5°) Если вронскиан  Щ *)о б р ащ ается  в нуль в некоторой 
точке х = х 0 о тр езк а  [а\Ь], то он тождественно равен нулю 
на всем отрезке  [а,Ь\ (т. е. Щ *))  = 0(\/х е  [а;¿>]).

6°) Если вронскиан  Щ х)н е  равен нулю хотя бы в одной 
точке х = х 0 о тр езк а  [ а ; ( т о  он не равен  нулю и на всем от
резке [а\Ь].

Свойства 5” и 6° легко усматриваются т а к ж е  из формулы

-К-|(0Л
ЧГ(х) = №(х0)е '• (Ух в [а,Ь\\ (23.7)

называемой формулой Остроградского-Лиувилля. Здесь 
а„-,(л:)— коэффициент при производной г/(п' 1) в уравнении
(23.5), х = х 0 — произвольная фиксированная точка отрез
ка  [а,Ь\

Обозначим теперь через у 0 множество всех решений 
у  = у(х) однородного уравнения (23.5). К ако ва  структура  
множества У0? Во-первых, оно я вл яе т с я  линейным про
странством. Действительно, если у {(х) и у2(х) д ва  произ
вольных эл ем ен та  множества У0, то выполняются тож дест
ва  Ьу^х) = 0, / = 1, 2, а значит для  произвольных чисел С, и 
С2 (в силу линейности оператора Ь) имеет место тождество

ЦС1у 1(х) + С2у 2(х)\ = С\1*ух(х) + С21 у 2{х) г  0.

Это то ж дество  показывает, что лю бая  линейная комби
нация элементов множества У0 при н адлеж и т  У0 (т. е. я в л я 
ется решением ур авн ен и я  (23.5)). Следовательно, У0 — ли
нейное пространство .

Из линейной ал гебры  известно, что если линейное про
странство X конечномерно, то в нем можно выделить б а 
зис, т. е. т а к у ю  упорядоченную систему элементов 

е X, ко то р ая  обладает свойствами:
а ) система линейно независим а;
б) к ако в  бы ни был элемент / е X, сущ ествую т числа 

а , , . . . , а л т ак и е ,  что / = а,/, + ... + а т /т .
При этом числа а 1, . . . ,а т н азы ваю тся  координатами 

элемента / в бази се  (п оказы вается ,  что координаты
элемента в данн ом  базисе единственны).

В простран стве  У0 так ж е  можно выделить базис. В с л у 
чае дифференциальных уравнений (а  т а к ж е  в случае лю-



бой линейной системы уравнений) базис пространства ре
шений принято называть фундаментальной системой 
решений. Мы вернемся к этому термину немного позднее и 
определим его более точно.

Существование базиса в У0 устанавливается следую
щей теоремой.

Теорема 23.6 (о структуре общего решения однород
ного уравнения). Если в уравнении (23.5) все коэффици
енты а1(х)непрерывны на отрезке[а\Ь\  то для него суще
ствуют п линейно независимых на отрезке  [а; Ь\ решений 
у х(х),. . . ,уп(х) (п — порядок уравнения (23.5)) .  При этом 
любое другое  решение уравнения (23.5) является линей
ной комбинацией указанных линейно независимых реше
ний у х(х), . . . ,уп(х), т. е. общее решение уравнения (23.5) 
описывается формулой

у = у(х,Сх,.. . ,Сп) = Сху х(х) +  ... + Спу П(х), (23.8)
где СХ, .. . ,СП — произвольные постоянные.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем сначала, что для урав
нения (23.5) существуют п линейно независимых на отрез
ке [а;6] решений. Возьмем произвольную постоянную мат
рицу В с определителем с1е!В *0  и со столбцами 
{Ьу,...,Ь ■}, /  = 1 ,п. Так что матрица В не вырождена и име
ет порядок п. Каждый столбец этой матрицы будем испо
льзовать в качестве начальной точки для задачи Коши для 
уравнения (23.5). Получим п задач Коши:

|  1 * у = 0 ,
1*/(*о) = Ьи,у'(х0) = ¿72| ...,*/("-1) = Ьп1; ...
I  Ь у =  О,

” 'Ы * о )  = Ьы,у'(х о) = Ь2п......¿/("ч ,(*о) = Ьпп.

Каждая из этих задач (в силу непрерывности коэффи
циентов а,(х)) имеет единственное решение. Обозначим че
рез у х(х)..... у п(х) решения этих задач  соответственно.
Вронскиан в точке х = х 0 этих решений:

У\(х о) • • Уп(х0) ьхх .-  ЬХп

у[пЛ х о )  ■• у ' Г Ч *  о) Ь* ■ Ьт



совп адает  с определителем  с1е1В матрицы В, и поэтому не 
равен нулю. О тсю да следует, что реш ен ияу х(х),...,уп{х)ли
нейно независи м ы  на отрезке [а; Ь]. Сущ ествование таких 
решений д о ка зан о  (их можно д а ж е  построить бесчислен
ное множество, вы би рая  произвольно матрицу В с 
(1е1В *  0).

П о каж ем  теперь , что (23.8) — общее решение ур ав н е 
ния (23.5).

При любых значениях постоянных С ,, . . . ,С „  функция
(23.8) я в л яе т с я  решением уравнения (23.5), т а к  к а к  про
странство У0 решений уравнения (23 .5) является  линей
ным пространством . Пусть теперь у = у(х) — решение про
извольной з а д а ч и  Коши

¿ у  = 0 ,у(х0) = у 0,у'(х0) = у ° .......у (п~1)(х о) = у°.„  (23.9)

где х0 е [а,Ь]. П о к а ж е м ,  что сущ ествую т значения постоян
ных С, = С 1° , . . . , С Л = С„° такие, что функция 
у  = С,0!/,(*) + . . .  + С °у п(х) совпадает с решением у = у(х) 
задачи  Коши (23 .9 ) .  Подчиняя (23.8) начальным условиям
(23.9), получаем  равенства

С1у 1(х0) + . . .+ С пу п(х0) = у 0,
^¡УЛХо) + + СпУп(х о) = У\ > ^  

С1у 1’'-1\ х 0) + ... + СпуГ \ х0) = у 1 1

У\{х0) . ■ Уп(хо) ' ( С 1 ) ( у 0 1
У\(х0) • • У п ( Х  о ) — У}

¿ Г Ч х о ) : у {; л х 0)у А . А ,

Так  к а к  реш ения у {{х)...... у п(х) линейно независимы на
отрезке [а,Ь\ то их вронскиан №(х) = №[у{,... ,у  п\ не равен 
нулю в произвольной точке отрезка [а,Ь\. Определитель си
стемы (23 .10) с о в п а д а е т  с вронскианом Щ х 0), и значит он 
не равен нулю. Но тогда система уравнений (23.10) имеет 
единственное решение С, = С ° .......Сл = С Л. При этом



функция у  = С,0</,(*) + ... + С ° уп(х), являясь решением 
уравнения (23.5), удовлетворяет и начальным условиям
(23.9) (в силу выбора чисел С°,...,С°). Следовательно, 
функция (23.8) является общим решением уравнения
(23.5). Теорема доказана.

Из этой теоремы следует, что любая система из п ли
нейно независимых решений у х(х)......у п(х) уравнения (23.5)
порядка п образует базис в пространстве У0. Следователь
но, пространствоу 0 решений однородного уравнения (23.5) 
имеет размерность п.

Определение 23.3. Любая упорядоченная система из п 
линейно независимых на отрезке [а\Ь] решений 
у х(х),. . . ,уп(х) уравнения (23.5) (п-го порядка) называется 
фундаментальной системой решений этого уравнения 
(или базисом его решений).

Рассмотрим теперь неоднородное дифференциальное 
уравнение

¿у = у (п) + аП_х(х)у{п~1) + ... + а х(х)у'+а0(х)у = Ь(х) (23.11)

и докажем следующее утверждение.
Теорема 23.7 (о структуре общего решения неодно

родного уравнения). Если в уравнении (23.11) все коэф
фициенты а 1(х) и правая часть Н(х) непрерывны на отрез
ке [а\Ь\ то общее решение уравнения (23.11) (на этом 
отрезке) имеет вид

у  = у ( х ; С С п) = Сху х(х) + ... + С пу п(х) + у.(х) <=>

<=> У он. = У ос. + У г.*, (23.12)

где у х(х), . . . ,уп(х) — фундаментальная система ре
шений соответствующего однородного уравнения  
Ьу = 0, а у  = у.(х) — частное решение неоднородного 
уравнения (23.11 ) , С х,.. . ,Сп — произвольные постоянные.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Применяя оператор к функции
(23.12), будем иметь

Ьу = С^У^х)  + ... + С„/л/„( х) + Ьу.(х) =



Это означает, что функция (23.12) является  решением 
уравнения (23 .11) при произвольных значениях постоянных
С , .......Сп. П усть  теперь (х0,у 0,у° ,. .. ,у°^)  — произвольная
точка в /?л+1 ( х 0 е  [а;6]). П окажем , что решение у = у(х) з а 
дачи Коши

1 у  = И(х),у(хо) = уо,у'{х0) = у ° , . . . , у (п̂ ( х 0) = у°_, (23.13)

можно получить из (23.12) выбором определенных значе
ний С = С ,° ,. . . ,С П = С" постоянных. Подчиняя (23.12) усло
виям  (23 .13) , будем  иметь

СгУ^Хо) + . . .  + Спу п(х0) = у о -  у .(х0),
С1у[(х0) + ... + Спу'п(х0) = у 0 -  у'.(х0), «=»

С1УГ \ х  0) + . ..  + С УГ\х0) = у°п_1 -у<*-»(х о)

" У\{хо) • • У„(хо) ' ( СЛ
<=> У[(х о) • • Уп(х0) С2

¿ Г \ х о )  ■■ У{: Л х  о), Л ,

(  У о -*/•(*<>)
Ух -У -(х0) 

у 1 \  -¿¡Г-'Чхо)

(23.14)

О п редели тель этой системы со вп адает  с вронскианом 
№(х) = . . , у п\ в точке х -  х 0, и поскольку фундамен
т а л ьн а я  си стем а  решений у ^ х ) , . . .^ п{х) линейно независи
ма на о тр езке  [а,Ь], то указанны й определитель системы 
(23 .14) не р авен  нулю. Следовательно, система (23.14) име
ет единственное решение С, = С ° ,. . . ,  С„ = С°, а значит 
функция у  = Сху х{х) + ... + С°уп(х) я вл я ет с я  решением з а 
дачи Коши (23 .13). Тем сам ы м  показано, что функция 
(23 .12) я в л я е т с я  общим решением неоднородного ур а в н е 
ния (23 .11) . Теорема доказана .



§ 2 3 .3 . М Е Т О Д  В АРИ АЦ И И
П РО И ЗВ О ЛЬ Н Ы Х П О С Т О Я Н Н Ы Х  
Л А Г Р А Н Ж А

Согласно теореме 23.7 поиск общего решения неодно
родного дифференциального уравнения (23.11) сводится к 
двум процедурам:

1) построение фундаментальной системы решений 
у х(х),. . . ,уп(х) соответствующего однородного уравнения;

2 ) вычисление частного решения у  = у.(х) неоднородно
го уравнения (23.11).

Самым трудным является осуществление первой про
цедуры. Однако для уравнений с постоянными коэффи
циентами (см. следующий раздел) ее можно всегда реа
лизовать. Если же найдена фундаментальная система 
решений у {(х), . . . ,уп(х) однородного уравнения Ц / = 0, то 
реализовать вторую процедуру не составляет особого 
труда.

Теорема 23.8. Пусть у 1(х), . . . ,уп(х) — фундаменталь
ная система решений однородного уравнения (23.5) с не
прерывными на отрезке[а;Ь] коэффициентами а{(х). Если 
правая часть Н(х) соответствующего неоднородного 
уравнения (23.22) непрерывна на отрезке[сс,Ь\ то его ча
стное решение можно вычислить в виде

У = У-(х) = С1(х)у1(х) + ... + Сп(х)уп(х), (23.15)

где функции С,(*),...,С„(дс) (представляющие собой варьи
рованные постоянные общего решения однородного у р а в 
нения (23.5))  находятся из системы

У \ ( х о) ■• У п ( х 0 ) "( Г '  \ ( о ^
у Ц х  о) • ■ У п ( х 0 ) Г '? = 0

• y (Z :\ x 0 ) J С'пV п )
Ь(х)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем доказательство для 
уравнения второго порядка:



В этом с л уч а е  система (23.16) имеет вид

(:
УМ) У2(х) 
у[(х) у'2(х)

гд еС ,(х )и  С2(х) удовлетворяю т уравн ен иям  (23.18), я вл яе т 
ся частным реш ением уравнения (23.17).

Вычислим производные у’ и у ’  функции (23.19) с учетом
равенств (23 .18):

У = С\У\ + С2У2 + ^ii/i + С2У2 ~ \̂У\ С2У2 1 

У’  = С\У\ + С2У2 + С\У’  + С2У2 = h(x) + С\У\ + С2У2-

— (^4(ГС2У2 ^(х)) + йх(х) Ы  + 0^)+  а0(х^Схух + Сг )̂.

Группируя зд есь  коэффициенты отдельно перед к а ж 
дой функцией Сх(х) и С2(х), получаем

— Л(дс) + Сх(ух + а ху 2 + a 0i/i) + С2(У2 “*■ а 1У2 + а оУг)-

Поскольку у х(х) и у2(х)— решения соответствующего од
нородного ур авн ен и я  Ly = 0, то Ly^x) = 0, и значит 
у ’  + а ху' + а 0у = h(x). Таким образом , функция 
у  = Сх(х)ух(х) + С2(х)у2{х) является  частны м решением не
однородного ур ав н ен и я  (23.17). Теорема доказан а .

ПРИМЕР  23.4. Проверить, что функции у х = c o s j c , 

у2 = s in x  о б р азую т  фундаментальную систему решения 
уравнения у ’  + у  = 0 и найти общее решение неоднородно
го уравн ен и я  у ’  + у  = 1/cosх.

Отсюда получаем , что

у '  + а х{х)у’ + а 0(х)у =

у ’  + а х(х)у'+ а 0(х)у =



Поскольку у[(х) = - Э Ш Х  И у '  = -С05Х,  то функция 
= созх удовлетворяет уравнению у" + у  = 0. Точно так 

же убеждаемся, что функция у 2(х) =  бш х также удовлет
воряет уравнению у '  + у  = 0. Вычисляем вронскиан

Щ у ^ ]  = Ух У2 cosx sin X
y [ Уг - s in x cosx = cos2 х + sin2 X = 1.

Видим, что он не обращается в нуль на промежутке 
+ °°), значит функции г/, = соэх, у 2 = э т х  образуют 

фундаментальную систему решений уравнения у" + у  = 0 .
Найдем теперь частное решение у  = у.(х)  неоднородно

го уравнения у" + у'  = 1/соз х в форме 
у  = С,(х)созх + С2(х)5т х. При этом функции С,(х) и С2(х) 
должны удовлетворять системе

-  1 «(§)■(-COS X  
sinx

sinx
c o s *

<=> C't ^ _ (  cosx  
I sinx

- s i n x
cosx

)  ( l /c S sx )  

ĵ l/cOSX j
sinx 
cosx ’

<=> C2 = 1 <=> Ct =

sinxdx rdcosx_ с sinxax _ г 
cosx ■* cosx

= In IcosxI + C,,

C2 = j  ldx = x + C2.

Поскольку нас интересует частное решение неоднород
ного уравнения у" + у = 1/cosх, то С,(х) и С2(х) можно взять 
в виде С,(х) = In |cosx|, С2(х) = х. Подставляя их в 
у  = C,(x)cosx + C2(x)sinx, получаем частное решение в 
виде

у  = у.(х) = (In | cosх|)cosx + х s in х,

а значит общее решение неоднородного уравнения запи
шется в форме

у  = С, cosх + С2 sinx + (In |co sx |)c o sx  + х sinx =

= (С, + In |cosx|)cosx + (C2 + x)sinx.



§ 23.4. КОМПЛЕКСНЫЕ РЕШЕНИЯ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ. ЛИНЕЙНАЯ 
НЕЗАВИСИМОСТЬ КОМПЛЕКСНЫХ РЕШЕНИЙ

Напомним, что комплексными числами называю т чис
л а  вида г  = а + 1Ь, где  а и Ь — действительны е числа,
I = >/Ч — м н и м ая  единица (¿2 = -1). При этом а = 1?е 2 н а 
зы вается  действительной  частью, а Ь = 1 т  г  — мнимой 
частью  комплексного  числа 2 . Число г  = а -1Ь  н азывается  
сопряженным ч и слу  2 = а + ¿Ь, а неотрицательное число 
\г\= л/а2 + Ь2 н а з ы в а е т с я  модулем  числа г. Множество 
всех комплексных чисел обозначают буквой С. К аж до м у  
комплексному чи слу  г  = а + ¿Ь соответствует единственная

—>
точка М(а;Ь) на плоскости ХОК или радиус-вектор  0Л1 этой 
точки. При этом ось ОХ называется действительной осью, 
с ось О У — мнимой осью. С ам а  плоскость ХОУ называется  
комплексной плоскостью', ее тоже обозначают буквой С. 

—» —>
Угол ф=(0Л1,0д;) н азы вается  аргум ентом  комплексного 
числа 2 . Ясно, что аргумент определяется неоднозначно.
Главным значением аргумента н азы ва ется  угол 

—> —)
Ф =  (ОМ,Ох), л е ж а щ и й  в пределах 0 < ф <  2л (или в преде
лах  - л  < ф < л). Главное значение ар гум ен та  обозначает
ся так :  ф = а ^ г .

Из рис. 23.1 видно, что а =| г|соэф, Ь =| г:|Э1Пф. Значит, 
комплексное число можно зап и сать  еще в виде 
а + Ш =|г|(со5ф + г'втф). Эта форма н азы ва ется  тригоно
метрической формой числа г, а его первоначальная фор- 

а  ̂ ма г = а  + ¿Ь — алгебраиче-II Ал I п >11 1У ской формой комплексного 
числа 2 . Если воспользовать
ся формулой Эйлера

Ь

*■ форму комплексного числа 
1 н азы ваемую  пока

зательной формой числа 2.

то можно получить еще одну

е “+,р = е “(созр + ¿эт)}),

О а



Два комплексных числа называются равными,  если 
равны одновременно порознь действительные и мнимые 
части этих чисел, т. е.

Действия над комплексными числами определяются 
равенствами:

1) (а, + ¿6,)+ (а2 + ¿¿>2) = (а, + а2) + + Ьг\
(а, + /6,) - ( а 2 + гЬ2) = (а, -  а2) + /(¿>, -  Ь2)\
2 ) (а, + ¿¿>,) (а2 + ¿Ь2) = а,а2 + ш,Ь2 + ¿Ьха2 + 12й,62 =
= (а,а2 -  ЬХЬ2) + 1(аф2 + а26,);
3  ̂ (А1 +*А) _ (а, + ¿¿|Ха2

(а2 + ¿Ь2) а2 + Ь2

Умножение комплексных чисел (и их деление) лучше 
производить в тригонометрической форме:

[ | г ,  ксоБЮ, +  ¿ э т ф , ) ]  ■ [ |х2 | (с о зф 2 +  1 'з т ф 2)] =  
= | 2 1 Н г 2 | - [ ( с о 8 ( ф 1 +  ф 2 ) +  ¿ 5 т ( ф ,  + ф 2 )].

Отсюда вытекает известная формула

( | г | ( с о 5 ф  +  / э т ф ) ) "  = \ г \ п ( с о з ( л ф )  +  ¿ з т ( ш р ) ) ,

называемая формулой Муавра.  С помощью нее можно 
определить операцию извлечения корня п-й степени из 
комплексных чисел.

Определение 23.4. Отображение г  = г(х) :£> -> С, ста в я 
щее в соответствие каждому действительному числу 
х е А с / ?  единственное комплексное число г  = и(х) + ю(х)  
(и(х)^(х)е /?), называется комплексной функцией дейст 
вительной переменной х с областью определения й .

Над такими функциями можно производить обычные 
арифметические действия. Например,

Комплексная экспонента вычисляется по формуле 
Эйлера

[и(х) + ги(д:)]2 = и2(х) + 2 и(х)а(х)1 -  v 2(x).

в.(*ни*> = е«М[С0зо(х) + /81п«Кх)].



Отсюда легко получить формулы для синуса и косинуса 
комплексного а р гум ен т а :

о  U — о  ~ 'г о iz J-  о  ~‘г
s i n z  = --------------, cos z —-------------- . (23.20)

2 i 2

Производные комплексной функции действительного 
ар гум ен та  определим равенствами:

z'(x) = — [и( х) + iu(*)] = и'(х) + iv'(x), 
dx

Z(n\x) = — [и(х) + Э Д ]  = и(п\х) + ш (п)( х), 
dx"

а интеграл — равенствомь ь ь ь
J  z(x)dx = J  [u(x) + iv(x)\dx = | u(x)dx + i j  v(x)dx.
a a a  a

Например,
(e(a+iP)*)W = (a + ,-р)"в(«+ч»)* (a + ф = const).

Пусть теперь дано  дифференциальное уравнение

у (а> = f(x,y,y',... ,y in-l)), (23.21)

в котором уч аствую т  только функции действительного а р 
гум ента  (в том числе и комплексные функции действитель
ной переменной х). Комплексное решение этого уравнения 
определяется т а к  ж е ,  к а к  и действительное решение (см. 
определение 20.2): функция у = и(х) + iv(x) н азы вается  ре
шением уравн ени я  (23 .21) на отрезке [а; Ь\ если она, будучи 
подставлена в уравн ен и е  (23.21), обращ ает его в тож дест
во на отрезке[а;Ь]. З а д а ч а  Коши для уравнения (23.21) с т а 
вится аналогично (только здесь начальн ая  точка может 
быть комплексной).

Нас будет  интересовать линейное дифференциальное 
уравнение

Ly = у <"> + а п_х{х)у<п-»  + ... + а х{х)у'+ а 0(х)у = h(x) (23.22)

с действительными коэффициентами а , (х )  и с комплексной 
неоднородностью h(x) = hy(x) + Иц{х) (h^x) и ^(х)  — дейст
вительные функции). Ясно, что оператор L остается линей-



ным и в пространстве С п[а\Ь] комплекснозначных ф унк
ций. Докажем следующее утверждение.

7°) Если у  = и(х) + ш(х) комплексное решение у р а вн е 
ния (23.22) с действительными коэффициентами 
аДх) (/ = О,п -1), то его действительная и(х) и мнимая и(х) 
части являются решениями уравнений:

¿ и = Л ,(  дс), ¿V = ^(х).

В самом деле, в силу линейности оператора 1̂  имеем

Ьу(х) = Ци(х) + ш(х)] = 1^и(х) + 1Хи(дг) = /г,(дг) + ^ ( х ) .

Приравнивая здесь отдельно действительную и мни
мую части, получаем тождества

¿ы(и) = Л,(*), !^и(х) з  1ц(х),

ч. т. д.
Полагая здесь к(х) = 0, получаем следующий результат.
8°) Действительная и мнимая части комплексного ре

шения у = у(х) + ш(х) однородного дифференциального 
уравнения Ьу = 0 с действительными коэффициентами 
а,(я) также являются решениями этого уравнения (т. е. 
1и(х) = 0, Щ х )  = 0).

Линейная зависимость и линейная независимость на 
отрезке [а;Ь] системы комплекснозначных функций 
у^(х),...,уп{х) определяется так же, как и для системы д ей 
ствительных функций (см. определение 23.1). Только здесь 
коэффициенты а , , . . . ,а „  линейной комбинации могут быть 
комплексными числами. Все теоремы 23.1—23.8 остаются в 
силе и для комплексных решений.

В дальнейшем потребуется факт линейной независимо
сти некоторых систем комплекснозначных и действитель
ных функций, описанных ниже.

9°) Система функций

У\ = е к'х<-<Уп = е К*<

где все числа Х) (комплексные или действительные) п оп ар 
но различны (т. е. XI * Хг  г ф /, ¿, /  = 1 ,п) линейно незави
сима на произвольном отрезке [а,Ь\.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Запишем вронскиан

хп; ' е х'х ... хп-хе Кх

= е х'х, . . . , е х*х Х
Xп

( з д е с ь  из каж дого  столбца вынесли общий множитель — 
соответствующую экспоненту). Стоящий здесь определи
тел ь  (его называю т определителем Вандермонда) равен 
произведению двучлен ов  {Х1 - Х ^  для всех /,/' е  {1, 2,...,п} 
таки х , что / < /, т. е. Д л = П (X, -А,; ). Этот факт можно 
п о казать  по индукции, но мы не будем этого делать .  Про
верим его только д л я  определителя Вандермонда

третьего порядка. П р и б авл яя  ко второй строке определите
л я  Д з его первую строку , умноженную на (-А.,), а к третьей 
строке — вторую, умноженную  на (-Л,), будем  иметь

И так ,  определитель Вронского Щдг) = №[ех'х , . . . ,е к"х] имеет 
вид

Х2(Х2 А^) А,з(А,3 Я,,)



Поскольку у нас X, * Х/ при ( * /' (г,/ = I,п) и экспонента в
нуль не обращается, то №(х) * 0 на любом отрезке [а;Ь\ 
Свойство 9° доказано.

10°) Пусть дана система действительных функций
е Ч*....я-т*

в“- 1* соь$т+1х , . . . , еа‘х соэр,*, (23.23)

е ат*1х э т р о л е , . л с .

Если числа Я.,,...Дт ,Хт+1 = а т+1 + /рт+1,... ,Хг 
= а* + попарно различны, то указанная система функ
ций линейно независима на любом отрезке [а,Ь].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем его для системы ф унк
ций

е х'х, е Чх, е азХ соврз*, е “3* з т р 3х. (23.23') 

составим их линейную комбинацию и приравняем ее нулю: 

С,ех,х + С2е х*х + С3е “3* соэРз* + С4е азХ з т р 3;с = 0 (23.24) 

Используя формулы 

созРз* = ^ (е 'Рз* +<?-"5з1) ,8 т Р 3л: =

перепишем предыдущее тождество в виде

С1е х,х + С2е ^ х + С5е х*х + С6е 1зХ = 0, (23.24')

где обозначено: С5 = (С3 -  ¿С4)/2,С6 = (С3 + ¿С4)/2. По 
условию числа Х,Д2Д 3 попарно не равны друг другу, но 
тогда попарно не равны друг другу и числа А.,,Х2 Д 3Д 3 
(учесть, что X, и Х2 — действительные числа). По свойству 
9° система функций е х'х , е ^ х , е ХзХ , е ХзХ линейно независима 
на любом отрезке \а,Ь\ Значит, тождество (23.24') имеет 
место тогда и только тогда, когда одновременно
С, — с2 = С5 = С6 = 0.



Из равенств

Сд + ¿С ̂  — О, 
Сд + ¿С4 = О

получаем , что тогда и числа С3 = С4 = 0. Итак, в тождестве
(23 .24 )  все числа С, = С2 = С3 = С4 = 0, а значит система 
функций (23.23') линейно независима на любом отрезке 
[а,Ь]. Свойство 10” доказано .

Аналогичными рассуж ден и ям и  может быть доказано  
следую щ ее утверж дение .

1 Г )  Если числа попарно не равны д р у г  др угу ,
то система функций

гд е  г , , . . . , г т  — н атуральн ы е  числа (г;. > 1,/ =1 , т ) ,  линейно

независим ы  на произвольном отрезке [а,Ь]. Линейно неза 
висимой будет т а к ж е  система , образованная действитель
ными и мнимыми частям и  функций (23.25).

§ 23.5. МЕТОД ЭЙЛЕРА ПОСТРОЕНИЯ ОБЩЕГО
РВ1]ВМЯ ОДНОРОДНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 
УРАВНЕНИЯ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИ^Ш ТАМИ 
В СЛУЧАЕ ПРОСТЫХ КОРНЕЙ 
ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим уравнение

1 у  ^ </<"> + а я_,у"-1> + ... + а ху’ + а 0у = 0 (23.26)

с постоянными коэффициентами а (|_1, . . . , а , , а 0. Построим 
по нему алгебраическое уравнение

зам ен и в  в (23.26) производныеу (к) на степени Хк(к = 0,п).

(23.25)

р(Х) = Хп + а^Х" 1 + ... + а {Х + а 0 =0, (*)



Определение 23.5. Многочлен р(Х) = X" + а п̂ Хп~1 + ... 
...+ а хХ + а0 называется характеристическим многочле
ном уравнения (23.26), а само уравнение (*) — х а р а к т е
ристическим уравнением,  соответствующим уравнению 
(23.26).

Имеет место очевидное тождество

Ц е ^ )  = е Ххр(Х), (23.27)

если X — постоянная, так как (еАх)<*) = Хке Хх,к = 0 ,п.
Теорема Эйлера. Для того чтобы экспонента у  = е х°х 

("А.,, — постоянная) была решением уравнения (23.26),  не
обходимо и достаточно, чтобы X = Х0 было корнем ха
рактеристического многочлена р(Х) (или, что то же са
мое, корнем характеристического уравнения  (*)).

Действительно, если р(Х0) = 0, то из (23.27) следует 
тождество Ц е х°х) = 0, показывающее, что экспонента 
у = е х°х является решением уравнения (23.26). Обратно: 
если у  = е х°* — решение уравнения (23.26), то Ц е х°х) £ 0 ,и  
из (23.27) следует, что р(Х0) = 0, т. е. X = Х0 — корень ха
рактеристического многочлена р(Х).

Из теоремы Эйлера сразу же вытекает следующий ре
зультат.

Теорема 23.9. Если все корни А.,..... Хп характеристиче
ского  уравнения (*) различны (т. е. А,, * Х^ г * /, г,
/  = 1 ,п), то система функций

Ух = е Х>х......Уп = (23.28')

образует фундаментальную систему решений у р а в н е 
ния (23.26). В этом случае общее решение (на любом о т 
резке  [а; 61) уравнения (23.26) имеет вид

у = С 1е х'х + . . . + С Пе Кх, (23.28)

где  С,,...,СП — произвольные постоянные.
Доказательство следует сразу из теоремы Эйлера и 

утверждения 9”.
Общее решение (23.28) уравнения (23.26) может быть 

комплексным, если хотя бы один из корней характе
ристического полинома р(Х) комплексный. Для уравнений



(23 .26) с действительными коэффициентами a¡ принято 
зап и сы вать  общее решение в действительной форме. Это не
трудно сделать , если воспользоваться утверждением 8’ и от
дел и в  в комплексном решении е <а+,р)* = e°“ (cos (is + s in  рх) 
мнимую  и действительную части: у = e°* cos Р* и 
у  = е “* s in  р*. Согласно 8" действительные функции у  и у  
т а к ж е  явл яю тся  решениями однородного уравнения
(23 .26 ) с действительными коэффициентами. Поступив т а к  
с к а ж д о й  комплексной экспонентой в (23.28'), получим сле
дую щ ий результат .

Т ео р ем а  23.10. П усть корни Xlt...,Xn хар ак тер и сти 
ческого уравнения (*) различны, а коэффициенты а! урав
нения (23.26) действительны. Пусть, далее, корни 
Хи ...,Хт  — действительны , а остальные корни А, = Xt комп
лексны:

X = а т+1 ± ф т  + 1,...,А. = a s ± ip s (2(s -  т )  = п - т ) .

Тогда фундаментальную систему решений уравнения
(23.26) можно вы брать  в виде действительных функций

y , = e h*.......у т = е ктХ, (23.29)

Уm+i = cos р m+lx ,. . . ,y s = e a’x c o s $ sx,

Уm+i = e am*lX s in  P m+1x , . . . , y s = е а*х s in р $х, 

а общее решение уравнения (23.26) записать в виде

у -  % c ¡ e4x + cos М  + sin  M l -
/=I k=m+1

где Ck,Dt — произвольные постоянные.
Д о к азател ьс тво  следует  из того, что функции (23.29) 

я в л яю т ся  решениями уравнен и я  (23.26) (утверж дение 8°) и 
о б р азую т  линейно независимую  систему на любом отрезке 
[сцЬ] (у твер ж д ен и е  9°).

З а м е т и м ,  что в си лу  действительности всех коэффици
ентов a¡ ур авн ен и я  (23 .26) его характеристическое у р а в 
нение (* )  н а р я д у  с корнем_ X  = а  + /р имеет и комп
лексно-сопряж енны й корень X = a - i p .



ПРИМЕР  23.5. Найти общее решение уравнения 

у т- у '  + у ' - у  = 0 .

Составим характеристическое уравнение (*): 

р(Х) = X3 -  X2 + X - 1 = 0.

Разлагая его левую часть на множители, будем иметь

р(Х) = Х2(Х -1) + (X -1) = (X2 + 1)(А. -1) = 0 <=> ^  = 1 , , .
^2,3 ~  ~ 1'

Итак, все корни характеристического уравнения различ
ны. Согласно теореме 23.10 соответствующая фундамента
льная система решений будет иметь вид

у, = е х, у 2 = cosх, у 2 = sinx,

а значит общее решение исходного уравнения запишется в 
форме

у  = у 00 = Cle x + С2 cos х + С3 sin х.

§  2 3 .6 . ПОСТРОЕНИ Е О Б Щ Е Г О  РЕШ ЕНИЯ
О Д Н О Р О Д Н О Г О  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О  
УРАВНЕНИЯ В С Л У Ч А Е  КРА ТН Ы Х К О Р Н Е Й  
ХА Р А КТЕ Р И С ТИ Ч Е С КО ГО  УРАВНЕНИЯ

Напомним сначала, что корень X = Х0 характеристиче
ского многочлена р(Х) называется корнем кратности г > 1, 
если

р(Хо) = р'(Хо) = ... = р ™ { Х 0) = 0,р"(Х0) *  0. (23.30)

Полезно заметить, что если полином р(Х) имеет п р а з 
личных корней Х{,.. . ,Хп (п — степень многочлена р(Х)), то 
все они имеют кратность г = 1. Однократные корни н а зы в а 
ют еще простыми корнями р(Х).

Записав для многочлена р(Х) формулу Тейлора

о)+  -  К )  + . . .  +  р]  -  K V  +1! (л-1)!



+ р Ц Ы {х - х 0)4 + ... + Р ^ Ы ( х - х 0у
г\ п\

(остаточный член его равен тождественно нулю), получим 
с учетом  равенств (23 .30),  что если X =Х0 — корень к р а т 
ности г, то р(Х) п р едставл яется  в виде

р ( Х ) = ( 1 - Х 0У ё (Х), (23.300

г д е  (̂А.) — многочлен степени п -  г такой, что g^XQ) *  0. 
Очевидно, верно и обратное: если р(Х) представляется  в 
в и д е  (23.30'), где g(X0) *  0, то X = Х0 — корень кратности г 
многочлена р(Х).

Построению ф ундаментальной системы решений в с л у 
ч ае  кратны х корней характеристического уравнения (*) 
предпош лем несколько вспомогательных утверждений . 

йп12°) Если = ------ + а„_ ,------— + ... + а 0 — дифференци
ал:" й х п

альн ы й  оператор с постоянными коэффициентами а , ,  то 
и м еет  место формула

Ц х ке и ) -  (ЧХ е  е [а,Ь\к > 01
иК 1 )

Действительно, по (23 .27) имеем

Ц еи ) ® е^р{Х).

Диф ф еренцируя это тождество  по Д. и учиты вая ,  что опера
торы  йк/йХк и £ перестановочны при применении их к бес
конечно дифференцируемой по х и А. функции е и , будем 
им еть

-^ [е ^ К Х )}  = - ^ Ц е * )  = ^
йХк йХк V /

----к 6 ^йХк
= Ц х ке “ ).

Т аким  образом, справедливо тождество (23.31).
13°) П усть А. = А,0 — корень кратности г х ар актер исти 

ческого многочлена р(Х) уравнения (23.26) с постоянными 
коэффициентами а , .  Тогда г функций

у х = е х°х,у2 = хех°х,. . . ,уг = х г~'ех°х (23.32)



линейно независимы на любом отрезке[а;6] и являются ре
шениями уравнения (23.26).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть к — любое натураль
ное число, удовлетворяющее неравенство & < г. Согласно 
12° имеет место тождество

й кL(xke kxj ^ — (e^piX))d%k *  "I dV
- { ( X - X 0)'W(x,X))

где W(x,X) = e^gQC) ( c m .  (23.30')). Имеем

\r—1^-{{X -  X J  Щ*Д))  ̂r(X -  X0 Г 1 W(x,X) + ( X - X J ^ -  
dX dX

= ( X - X 0 Г Г , ( х Я ) ;  
_rf2 
dX

2 ( ( X- X0yW(x,X))  =

r) W
= ( r -  l)(X -  X0y-2 W ^ X )  + ( X -  x 0y~l ^  =

o k

= ( X - d X 0r 2W2(x,Xy,

dX
k ( ( X - X J W ( x , X ) ) ^ ( X - X oy - kWk(x,X),r > k.

Полагая в последнем тождестве X = Х 0, будем иметь

А !
dXk

L(xke XoX) = - ( (X -X 0YW(x,X)) s 0 .
х=хв

Это означает, что функции (23.32) являются решениями 
уравнения (23.26). Эти функции линейно независимы на 
любом отрезке [а; Ь] (см. утверждение 11°). Свойство ^ " д о 
казано.

Если X = А0 = а  + ¿Р — комплексный корень кратности 
г уравнения (*) с постоянными и действительными коэф
фициентами af , то отделяя в (23.32) действительные и мни
мые части, получаем 2г линейно независимых действи
тельных решений

у j = е “* cos $х,у2 = хе°* cos рх , . . . ,  у г =  х ' ^ е “1 cos рх,



¿7, = е “* s in  $х ,у2 -  х еах sin рx ,. . . ,y r = sin р*.(23.33)

Из этого ф акта  и предыдущих утверждений вы текает  
следующий алгоритм  построения фундаментальной систе
мы решений однородного уравнения (23 .26) с постоянными 
и действительны м и коэффициентами.

А лгори тм  23.1 .
1) По уравнению  (23.26) со ставляем  характеристиче

ское ур ав н ен и е  (*), заменив в (23 .26) производные d k/dxk 
на степени Xk(k = 0 ,п).

2) Н ай дем  корни X = X¡ характеристического ур а в н е 
ния (* )  и устан овим  их кратности.

3) К а ж д о м у  действительному корню X = >.0 кратности г 
поставим в соответствие г линейно независимых решений

х е 1° \ . . . , х г-'е1°х.
4) К а ж д о й  паре комплексно-сопряженных корней 

X = а  ± ¿P кратности I сопоставим 21 линейно независимых 
решений

е “* cos Р х .х е0“ cos ^х,... ,х ‘~1е ах cos P*, 
s in  Pje.jce0“ sin P x , . . . , jc '4 e cu: sin  P*.

5) Объединим все полученные линейно независимые 
решения. П олучим фундаментальную  систему решений 
ур авн ен и я  (23 .26) , состоящую из п функций (п — порядок 
ур авн ен и я  (23 .26)).

Общее решение уравнения (23 .26) имеет вид

У = С 1у 1(х) + ... + Спу п(х),
где у {[х),.. . ,уп(х) — построенная в алгоритме 23.1 ф унда
м ен тал ьн ая  систем а  решений, а С , , . . . ,С Я — произвольные 
постоянные.

ПРИМЕР  23.6. Найти общее решение уравнения 

iЛ  - y ,v + l % ' - 1 8 t / '  + 81í/'-81í/ =0.

С о ставл яем  характеристическое уравнение (*), нахо
дим его корни и устан авливаем  их кратности:

X5 -  X4 +18А.3 -18A,2 + 8 R - 8 1  = 0

<=> Х*(Х - 1) + 18Х.2(Л. -1 )  + 81(Л, -1 )  = 0 о



о  ( X - ЩХ‘ + 18л- + 81) = 0 о  (л -  + 9)2 = 0 »

о (Я .-1 Х Х -3 0 ! (Х + 30’0 о  = '  (кратности Ц
л ' х ’ |Х23 = ±3г(кратности 2).

Согласно алгоритму 23.1 выписываем линейно незави
симые решения, отвечающие каждому корню:

X, =1 :у{ = е 1>' = е х,
Х23 = ±3» \у2 =созЗд:, у 3 = хсобЗа:, 

у2 = втЗх.г/., = лгэтЗд:.

Следовательно, общее решение исходного уравнения 
имеет вид

у  = Схе х + С2 соэЗд: + С3х собЗд: + С4 в т З х  + СдХэтЗд: =

= С,ех + (С2 + хС3)собЗ* + (С4 + *С5)5тЗх .

§  2 3 .7 . ПОСТРОЕНИ Е О Б Щ Е Г О  РЕШ ЕНИЯ  
Н Е О Д Н О Р О Д Н О Г О  УР А В Н Е Н И Я  
С  П О С ТО Я Н Н Ы М И  К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т А М И .
М Е Т О Д  П О Д Б О Р А  Ч А С Т Н О Г О  РЕШ ЕНИЯ  
Н Е О Д Н О Р О Д Н О Г О  УРА В Н ЕН И Я

Для неоднородного уравнения (23.22) с непрерывными 
на отрезке [а\Ь] коэффициентами а ((х) и неоднородностью 
к(х) был изложен метод вычисления частного решения 
У = Уг.н.(х\  называемый методом вариации постоянных.  
После того как найдено частное решение неоднородного 
уравнения, его общее решение вычисляется по формуле 
У о.«. = У ».о. + Уг. н.> гДе У о.о. — общее решение соответствую
щего однородного уравнения Ьу  =  0. Дадим еще один спо
соб вычисления частного решения неоднородного уравне
ния (23.22), который применяется и в случае, когда 
коэффициенты этого уравнения переменные.

14°) Пусть в уравнении (23.22) все коэффициенты а ^ х )  и 
правая часть Н(х) непрерывны на отрезке [а̂ Ь] и пусть
2 = г(х,5)— решение соответствующего однородного у р а в 
нения ¿ 2  =  0, удовлетворяющее начальным условиям
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при любом фиксированном значении п а р а м е т р а  5 е  \a\b\ 
Т о гд а  частное реш ение неоднородного ур авн ен и я  (23 .22) 
с н улевы м и  н а ч а л ь н ы м и  данн ы м и у(х0) = у'(х0) = ... = 
= у (п~1)(хо) = 0 м о ж ет  бы ть  записано в виде

X
у { х ) \ ( * 0,х ,5  е [а;6]). (23.35)

*0

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Найдем производные у ' , . . . ,у {п\х) 
функции (23.35), пользуясь  формулой

( X > X
| £(* ,5)^5 = £ (* ,* ) + | £;(*,$)*/$.

*ойх

С учетом н ач ал ьн ы х  условий (23.34), будем  иметь
X х

у'(х) = г(х, х)Н(х) + | ;г'(*,$)Л(5)^л: = | 2'(х,5)Л($)^5;
*0 *0

х х
у*{х) = 2 ' ( х , хЩх) + 1 2 ”х{х,8 )к{в)(18  -  | г'(л:,5)Л(5)^5;

хо

у {п !)(х) = 2 <" 2)(х,хЩх) + | 2 П̂ 1}(х,5)А(5)£/5 =
*о

= ]  2<""1,(Х,5)Й(5)Й5;
-*о

у п)(х) = 2 *л_1)(л:,;с)Л(х) + | =
*0

X
= Л(л:) + 12^п>(л:,5)/1(5)^5.

*о

Следовательно,

*о
+ а я_,(д:)| г '" °(л:,5)/г(5)с?5



X X
+ ... +  a,(jc)J z x(x,s)h(s)ds + a 0(x)J z x(x,s)h(s)ds =

X

= h(x) + j(Lz(x,s))h(s)dx = h(x),

так как 1^г(х,8) = 0. Таким образом, функция (23.35) удов
летворяет неоднородному уравнению ¿ 1/ = Н{х). Из вы пи
санных выше равенств для производных функции (23.35) 
следует, что она удовлетворяет нулевым начальным усло
виям. Утверждение 14" доказано.

ПРИ МЕР  23.7. Найти общее решение неоднородного 
уравнения

где т Ф 0 — постоянная, а И(х) — произвольная непрерыв
ная на отрезке [а,Ь\ функция.

Построим сначала общее решение соответствующего 
однородного уравнения Ьг = г '  + ш2г = 0. Так как его х а 
рактеристическое уравнение X,2 + ш2 = 0 имеет два разл ич 
ных комплексно-сопряженных корня X = ±ш, то его общее 
решение имеет вид

Lz  = у '  + w 2y  = Л(х), (23.36)

z  = С, cos wx + С2 sino;*. 

Подчиним это решение начальным условиям 

z(s) = O.z'(s) = l(s е \a\b] — параметр). 

Будем иметь

С, cosais + С2 sina»s = 0, 
-C,a/sirms + C2w c o s w s  -  1;

cos ws 
- w s i n w s  a



И так , С[ = БШДО« с о э т ■, значит
до ш

2  =  2 ( Х , 5 )  =  — [ -  БШДОХ ■ СОБ ШХ +  СОБ Ш5 • в Ш Ш Х ]  =
Ы1

= — Бтш(;с -  я). 
т

Следовательно, частное решение неоднородного у р а в 
нения (23.36) имеет ви д

а общее решение этого уравнения запиш ется в форме

Перейдем теперь к  вычислению частного решения неод
нородного уравнения (23.22) с помощью т а к  называемого 
м е т о д а  подбора. Оговоримся сразу  же, что он применим 
д л я  уравнений (23 .22 ) с постоянными коэффициентами а,- 
и со специальной правой частью вида

где а  и Р — постоянные, а Мп(х) и Nm(x) — многочлены сте
пени п я т  соответственно. Заметим, что функции вида

где Я, (*),.. ., ЯДх) — многочлены, а — постоянные (в
общем случае  комплексные), называю тся квазиполинома
ми (или квазимногочленами). Если вы разить в (23.37) 
с о б Р *  и б ш Р *  через экспоненты (см. формулы (23.20)), то 
(23 .37) можно представить  в виде квазиполинома с комп
лексными коэффициентами. Поэтому функцию (23.37) бу-

У = У 0.н. = У о.о. + У т.н. = С, с о б ш * + С2 э т а ; *  + угл, =
1 Х= С, собиих + С2 5'тшх + — [ бш ги(х -  я) ■ Л ^ )^ .

7/И «'

к(х) = е 0а[Л!л(л:)со5Рд: + Мт (х)БтРл:], (23.37)

/(*) = Я,(л:)еХ|1 + ... + Р^{х)ех,х,



дем также называть квазимногочленом.  При этом будем 
считать, что числа а  и Р действительные, а число 
X = X. = а  + ¿р будем называть спектральным значением  
квазиполинома (23.37). Это число играет важную роль 
при построении частного решения неоднородного у р а в н е 
ния (23.22).

Алгоритм 23.2 (метода подбора).
Пусть требуется найти частное решение уравнения

1у = у {л) + ап_ У п~1) + ... + а {у'+ а0у = Н{х) (23.38)
с постоянными коэффициентами а, € У? и с неоднородно
стью к(х), являющейся квазимногочленом (23.37). Д ля это 
го надо сделать следующее:

1) составить спектральное значение X. = а  + ¿3 правой 
части Л(х) уравнения (23.38);

2) если спектральное значение X = Я., не является кор
нем характеристического уравнения

р(Х) = Xя + а п_\ХпА + ... + а{Х + а0 =0, (*)

то частное решение следует искать в виде

у  =  Уг.п. = е ‘“ [Р*(л:)со5рл: + (^(л^втр*], (23.39)

где Рк(х) и (?ь(х) — многочлены (с неопределенными коэф
фициентами) степени к = тах(т;п );

3) если спектральное значение X = Х ,  является корнем 
кратности г характеристического уравнения (*), то ч аст
ное решение следует искать в виде

у  =  Угм. = лс,е ох[Я4(д:)со5Рд: + <?Л(лг)51пРлс], (23.40)

где Рк{х) и <?*(*) — многочлены (с неопределенными коэф 
фициентами) степени к = т а х(т,п),

4) для вычисления неопределенных коэффициентов 
надо подставить функцию (23.39) (или (23.40)) в уравнение
(23.38), сократить его обе части на экспоненту е ш и произ
вести приравнивание коэффициентов в обеих частях при 
одинаковых х 5 соэРх, х2 бшРл:, а затем решить полученную 
линейную систему алгебраических уравнений относитель
но неопределенных коэффициентов.



Заметим , что если спектральное значение А. = X. я в л я 
е тся  корнем характеристического  уравнения (*), то гово
рят , что в уравнении (23 .38) имеет место резонанс.

М ы не будем з а н и м а т ь ся  обоснованием этого алгорит
м а .  Такое обоснование можно найти во многих учебных по
собиях по обыкновенным дифференциальным уравнениям  
(см . ,  например, [I]). П о каж ем , к а к  он работает  на п р акти 
ке . Отметим, что при применении алгоритма 23.2 часто ис
пользуется следующий принцип суперпозиции.

Принцип суперпозиции. Если п р авая  часть Н(х) у р а в 
нения (23.11) я в л я е т с я  линейной комбинацией непрерыв
ных на отрезке [а,Ь] функций 11х(х),...,кт {х), т. е.

Н{х) = а,Л,(дс) + ... + а т Лт ( 4

то линейная комбинация

У =<*,«/,(*) + ••• + а  т '/ тМ .

решений г/, (* ) , . . . ,  г/т (* ) уравнений 1 у х =/!,(*).......Ьут =
= Нт (х) является  решением уравнения (23 .11) (здесь  числа 
а , , . . . , а т  могут быть и комплексными).

Действительно, в си л у  линейности оператора Ь из то ж 
деств

/л/, = Л, (*), . . . ,/ , г/т =Нт (х) 

в ы тека ет  тождество

¿.[а,г/,(х) + ... + а  т у т (х)\ = а ^ у ^ х )  + . . .  + а т 1 у т (х) =

= а хИх{х) + ... + а т Лт ( 4

Рассмотрим несколько примеров.
ПРИМЕР 23.8. Найти общее решение уравнения

¿г/ г  у ' + у = х2 + 1. (23.41)

Так как  в правой части (23.41) нет е “ , то а  = 0, и посколь
к у  в правой части нет синусов и косинусов, то|} =0. Значит, 
спектральное значение правой части равно а  + ¿(3 = 0. Х а
рактеристическое уравнение А.2 + 1 = 0 имеет д ва  различных 
чисто мнимых корня А,1г = ±1 и спектральное значение



а  + /р = 0 отличается от них, поэтому частное решение неод
нородного уравнения (23.41) следует искать в виде

у  = у т.„. = А х 2 + Вх + С (23.42)

(т. е. в таком же виде, что и правая часть уравнения
(23.41)). Для вычисления неопределенных коэффициентов 
А, В,С надо подставить (23.42) в (23.41) и произвести при
равнивание коэффициентов при одинаковых степенях х. 
Вычислим сначала производные от многочлена (23.42):

у'= 2Ах + В, у '  = 2А.

Значит, ¿ у гп = 2А + Ах2 + Вх + С = х 2 + 1. П риравни
вание коэффициентов дает:

А =1,
6 = 0 ,  о  А = 1, В = 0,С = 1 -  2А = -1.

2 А + С  =1

Подставляя найденные коэффициенты в (23.42), найдем 
окончательно частное решение неоднородного уравнения
(23.41): у  = у гп = х 2 -1. Поскольку корни Xli2 = ± г  характе
ристического уравнения (*) различны, то общее решение 
соответствующего однородного уравнения имеет вид 
у 00 = С, cos* + С2 sinx, а значит общее решение исход
ного уравнения (23.41) запишется в форме у  = у он = 
= С, cos х + С2 sin х + х 2 -1.

ПРИМЕР  23.9. Найти общее решение уравнения

L y = y '  + y ' = x  + 2. (23.43)

Найти общее решение соответствующего однород
ного уравнения у" + у ' = 0  не составляет труда, так как 
здесь корни характеристического уравнения А.2 + X = 0 
различны: X, = 0Д2 = -1. Оно имеет вид 
у ОД = С ,е 0х + С 2е~и = С, + С 2е~х. Займемся вычислением 
частного решения неоднородного уравнения (23.43). П о
скольку в правой части нет экспоненты е°“ и синусов и ко
синусов, то спектральное значение X. = а  + tp = 0. Оно я в 
ляется корнем характеристического уравнения кратности 
г = 1. Согласно п. 3 алгоритма 23.2 частное решение 
неоднородного уравнения (23.43) следует искать в виде



У — У г.п . = х(Ах + В) = Ах + Вх. (23.44)

В ычисляя производные у'= 2Ах + В, у" = 2А функции
(23 .44 ) и подставляя  ее в (23.43), будем иметь

2/4 + 2 Ах + В = х + 2.

П р и равн и вая  здесь  коэффициенты при одинаковых 
степенях х, получаем

2А + В = 2 «  Л = У 2 . В = 2 - 2 А . 1

П одставляя  Л и В в (23.44), найдем частное решение 

ур авн ен и я  (23 .43) в виде у ,п = ^ х 2 + х, а значит общее ре

шение этого уравнен и я  запиш ется в форме 

у = С, + С2е~х + ^ х 2 + х.

ПРИМЕР 23.10. Решить уравнение

1г/ = у ’  -З у '+  2у(х2 + х)е3х. (23.45)

Спектральное значение правой части А., = а  + г'Р равно 
X. = 3, т а к  к а к  а  = 3, а синусы и косинусы отсутствуют. Х а
рактеристическое уравнение А.2 -  ЗА. + 2 = 0 имеет д ва  р а з 
личных действительных корня: А., = 1 и А,2 = 2. Т ак  ка к  
спектральное значение А,, = 3 не является  корнем х а р а к т е 
ристического уравн ен ия , то частное решение уравнения
(23 .45 ) следует и скать  в виде (см. п. 2 алгоритма 23.2):

у  = у  г.п. = е3х(Ах2 + В х  + С). (23.46)

Д л я  составления уравнений относительно неопреде
ленных коэффициентов Л, В и С, найдем производные функ
ции (23.46):

у'= е 3х(3 А х 2 + 3 Вх + ЗС) + е 3х(2 Ах + В) =

= е 3х(3 А х 2 + 3 Вх + 2Ах + ЗС + В), 

у '  = е 3х(9 А х 2 + 9 Вх + 6Ах  + 9С + 3 В) +



= е 3х(9 Ах2 + 9 Вх + 12 Ах + 9С + 6В + 2 А). 

Следовательно,

Цг.п. = е 3х(9Ах2 + 9Вх + \2Ах  + 9С + 6В + 2А) -

-  Зе3х(ЗАх2 + 3Вх + 2Ах + ЗС + В) + 2еех(Ах2 + Вх + С) =

= (х2 + х)е3х.

Сокращая здесь экспоненту, получаем тождество 

2Ах2 + 2 Вх + б Ах  + 2 С + 3 В + 2А --- х 2 + х. 

Приравнивание коэффициентов дает:

х 2 
х 1

2 А =1,
2В + 6А = 1, <=> А =1/2, В = -1, С =1. 

2С + ЗВ + 2Л = О

£ = 00.«. = С,е* + С2е2* + е 3х\ -  х 2 -  х + 1

Подставляя /4, В и С в (23.46), получаем частное реш е
ние в виде у  = угп = е 3х(х2 ¡2 -  х + 1). При этом общее реш е
ние соответствующего однородного уравнения строится по 
корням =1иА.2 = 2 характеристического уравнения с л е 
дующим образом: уол -  С1ех + С2е 2х, а значит общее реш е
ние неоднородного уравнения (23.45) запишется в виде

I

П РИ МЕР  23.11. Построить общее решение уравнения

1-у = у ' + у  = 2 з , т х - Ъ с о ь х +  2ех (23.47)

и найти его интегральную кривую, удовлетворяющую н а 
чальным условиям у(0) = г/'(0) = 0.

Здесь правая часть не является квазиполиномом вида  
(23.39), поэтому сразу воспользоваться алгоритмом 23.2 
нельзя. Разобьем уравнение (23.47) на два уравнения

^Ух = У’х + У\ = 2ех, (23.48)

^Уг = У2 + У2 = 2 Б т  х  -  бсоэд:, (23.49)



к  которым можно применить метод подбора. Если будут  
найдены  частные реш ения ¡/,(х) и у 2(х )этих  уравнений, то, 
согласно принципу суперпозиции, частное решение исход
ного уравнения (23 .47) будет  иметь вид угп, = у 1{х) + у 2(х). 
З а й м е м с я  поиском частного решения уравнения (23.48).

Спектральное значение А.. = а  + ¿(3 его правой части 
равн о  X. = 1, т а к  к а к  в (23 .48) отсутствуют синусы и коси
нусы . Х арактери стическое уравнение А.2 + 1 = 0  имеет два  
различных корня А,,  ̂ = ±1. Спектральное значение не сов
п а д а е т  с ними, и поэтому частное решение уравнения
(23 .48 ) следует и ск ать  в виде (см. п. 2 алгоритма 23.2) 
у 1 = А е х. П о дставл яя  это в уравнение (23.48), имеем

Значит, */,(*) = е х.

Спектральное значение правой части уравнения
(23 .49) равно X. = г. Оно является  корнем кратности г = 1 
характеристического  уравнения , поэтому частное решение 
уравн ен и я  (23 .49) с л е д у е т  искать в виде (см. п. 3 алгорит
м а  23.2):

Вычисляя производные

у2(х) = (В -  C x )s in х + (С + Вх)c o sх, 
у2(х) = - 2  С s i n * + 2 6  cos х -  Сх cos х -  Вх s in  х, 

Ly2(x) = - 2 C s i n x  + 2 S c o s x  - C x c o s x  -

-  Bx s in  x  + xB s in x + xC cos x =

= 2 s in  x -  6cos;t,

- 2 C s i n x  + 2 B cosjc  = 2 s in x  - 6 c o s * .  

П риравни вая  зд есь  коэффициенты при s i n *  и cosx , по-

А е х + А е х = 2ех <=> А = 1.

у 2(х) = х(В s i n *  + С cos*).

или

л уч аем



Значит, частное решение уравнения (23.49) имеет вид 

у 2{х) = д ^ -З э т х  — с о б  х).

Согласно принципу суперпозиции частное решение 
уравнения (23.47) является суммой частных решений у х(х) 
и у 2(х), т. е.

Уг.п.(х) -  У\(х) + У2 (х) = е х -  л:(3этл: + соэд:).

По корням = ±г характеристического уравнения (*) 
строим общее решение соответствующего однородного 
уравнения 1у = 0:

УоЛх) ~ ^1 соэл: + С2 э т х

и общее решение исходного неоднородного уравнения 
(23.47):

У ~ Уо.н. ~ С\ соэд: + С2 вш* + е* -  д^Зэтх  + сое*). (23.50)

Найдем теперь интегральную кривую, удовлетворяю
щую начальным условиям у(0) = у'(0) = 0. Дифференцируя 
(23.50), найдем, что

Подчиняя (23.50) и (23.51) начальным условиям 
у(0) = у'(0) = 0, имеем

Следовательно, искомая интегральная кривая имеет вид 

у = у.(х) = -собх + е* -  л ^ Зэтх  + соэх).

Получаем окончательный ответ:

а) у  = С, соэд: + С2 э т х  + е х -  х(Зб1пх + собх) — общее 
решение;

б )у  = -сое*  + е х -  д^Звтд: + соъх) — искомая интегра
льная кривая.

у'(х) = -С, э т  х + С2 с о б л : + е х -  

- ( З э т х  + соэ^) -  д ^ З э тх  + с о б х )'. (23.51)



Замечание. Ч астное решение уравнения (23 .47) можно 
вычислить с помощью интеграла

X
у = у.(х) = | з т (л :  -  5Х2э1пл: -  бсоБ« + Зе*)с?5 

о

(см. результат  реш ения примера (23.7)).

Контрольные вопросы

1. К акие  ур авн ени я  п-го порядка  назы ваю тся  линейными?
2. Что такое  линейный дифференциальный оператор л-го порядка?  

К ак и м и  свойствами он о б л а д а е т ?
3. Сформулируйте т е о р е м у  сущ ествования и единственности реш е

ния д л я  линейных ур авн ен и й  высшего порядка .  В чем ее отличие от а н а 
логичной теоремы дл я  нелинейных дифференциальных уравнений вы с
шего порядка?

4. К акие  функции н а з ы в а ю т с я  линейно зависим ы м и  и линейно н еза 
висим ым и на отрезке [а ;&]? П риведите соответствующие примеры.

5. Какое условие я в л я е т с я  необходимым условием линейной зави си 
мости функции на о тр езке  [ а ;£>]? Почему оно не достаточно? К а к  можно 
устан ов и ть  факт линейной независимости функции с помощью опреде
л и т ел я  Вронского?

6. Сформулируйте необходимые и достаточные условия  линейной не
зависим ости  системы реш ений линейного однородного дифференциаль
ного уравнения  п-то п о р я д к а ?

7. Какими свой ствам и  о б л а д а е т  вронскиан систем ы  решений линей
ного дифференциального ур а в н ен и я ?

8. Я вл яется  ли п ростран ство  решений линейного однородного диф
ференциального у р а в н е н и я  л-го  порядка линейным пространством ? По
чем у?

9. Что т акое  ф у н д а м ен та л ь н а я  система решений? В како м  случае  
она сущ ествует?  К а к  стр ои тся  т а к а я  система и я в л я е т с я  ли она базисом 
в пространстве решений однородного уравнения?

10. К акова  р азм ер н о сть  пространства  решений однородного диффе
ренциального ур авн ен и я  л-го порядка?

11. К акова  с т р у к т у р а  общих решений однородного и неоднородного 
дифференциальных у р а в н ен и й ?

12. К ак  вы чи сляется  частное решение неоднородного дифференци
ального  уравнения  л-го  п о р я д к а  методом вариации произвольных посто
янных  Л а г р а н ж а ?

13. Какими свой ствами  о бладает  комплексное решение дифференци
ального уравнения п-го п о р яд ка  с действительными коэффициентами?

14. Запишите ф ор м улу  Эйлера  для  комплексной экспоненты. К а к  из 
нее получить ф ормулы д л я  синуса  и косинуса комплексного а р гум ен та ?



15. Д окаж и те  теорему о линейной независимости системы экспонент 
е1'*, а такж е действительной системы функций {e ' l*\ex,s 
eos РгГ.е1'* sin Pfic}.

16. В каком случае система функций е1'“, хе1'‘ , . . . ,  е 1/Х (/ = 1, т) л и 
нейно независима?

17. Какой многочлен называется характеристическим? К а к  он стр о 
ится?

18. К акая  связь между корнями характеристического у р авн ен ия  и 
решениями дифференциального уравнения п-го порядка  с постоянными 
коэффициентами?

19. Как строится ф ундам ентальная система решений однородного 
дифференциального уравнения в случае простых и кратных корней х а 
рактеристического уравнения? Опишите соответствующий алгоритм.

20. К акая  функция называется  квазимногочленом? О пиш и те  алго 
ритм метода подбора частного решения неоднородного уравн ен ия  с п р а 
вой частью в виде квазиполинома.

21. Как можно вычислить частное решение неоднородного у р а в н е 
ния с помощью однопараметрического семейства решений соответствую
щего однородного уравнения? П окажите  это на примере д и ф ф е р е н ц и а 
льного уравнения второго порядка с постоянными коэфф ициентами.

22. Сформулируйте принцип суперпозиции для линейных д и ф ф е р е н 
циальных уравнений. К ак  им пользоваться? Приведите соответствую 
щий пример.



СИСТЕМЫ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Совокупность д вух  или более дифференциальных у р а в 
нений н азы ва ется  системой дифференциальных уравне
ний. П римеры  таких систем приводились в лекции 20. З а 
м етим , что в сл уч ае  систем обычно обозначают 
н езависи м ую  переменную буквой <, р ассм атр и вая  ее к а к  
в р е м я .  Н апример, уравнения

о б р азую т  систему д вух  уравнений с д в ум я  неизвестными 
ф ункциями у  = 1/(0 и г  = г(/). Если система зап исана  в виде 
ур авн ен ий

то ее н азы ваю т системой, разрешенной относительно всех 
производных, или системой уравнений в нормальной фор
ме. Если ввести в рассмотрение векторы у  ={*/!,...,!/„} и 
f(t,y) = {/i(i,y),-.-,f„(t,у)}, то систему (24.Г) можно зап и сать  
к р а т к о  т ак :

~ТГ = Ш ,у х,. . . ,уп), 
at

at

(24.Г)



Такая форма записи системы уравнений (24.Г) н азы ва
ется ее векторной формой. Ею мы и будем пользоваться в 
дальнейшем.

§  24 .1 . ПОНЯТИЯ О Б Щ Е Г О  И  Ч А С Т Н О Г О  Р Е Ш Е Н И Й . 
З А Д А Ч А  К О Ш И  И  ЕЕ Р А З Р Е Ш И М О С Т Ь

Областью определения системы (24.1) называется об
ласть определения ее правой части /(/,«/), т. е. множество

В  = {(*•У) '■ все функции имеют смысл, /  = 1 ,п).

Например, областью определения системы

= 7^7 + ¿л/уГ-
. а1

является множество

£> = {(иУ1,Уг) : - 00 < / < +о°, Ух > 0, 1/2 > 0}.

В левой части системы (24.1) стоит производная век- 
тор-функции у  = {г/,(0.•••.*/ДО) скалярного аргумента 
В дальнейшем будут встречаться и интегралы от век
тор-функции. Поэтому с самого начала разъясним соот
ветствующие понятия.

Производная (любого порядка) вектор-функции ска
лярного аргумента определяется равенствами:

Ш) = Ы 0 .....У М ’ Ш  = {У|(0......^«(0)......
у ^ ) = { у \ к)( ( ) , . . , у 1кт

(здесь у  = — ¿/(0). а интеграл — равенством 
<И

Ь Ь

\у{Г)(И = \ \ у хЦ)(Н,.. . , \уЛ(Г)<Н
а [ а  а

Таким образом, чтобы продифференцировать или про
интегрировать вектор-функцию скалярного аргумента,



н адо  продифференцировать или проинтегрировать к а ж 
д ую  компоненту этой функции. Вектор-функция н а з ы ва е т 
с я  непрерывной в точке / = (или на множестве А), если 
неп р еры вна  в этой точке (или на множестве А) к а ж д а я  
компонента этой функции. Д л я  вектор-функций скалярн о 
го а р г ум е н т а  сохраняю тся обычные правила дифференци
рован ия :

а )  (х (0  ± у(0 )  = Щ  ± £(/),

б) (а(%(/)) = а ( % ( 0  + а(<Ж0 (<*(0 — скалярн ая  функ
ция),

М!)аЦ) -  х(фУ)
в)

ция),
а 2(0

') (4*)>у(0) =
и - 1

(а(/) / 0  — скалярн ая  функ-

= (Mt)y(O) + (4Ш )У

И н теграл  от вектор-функции обладает свойствами ли
нейности, аддитивности, дифференцируемости по верхне
м у  и ниж нему пределам . Например,

d_
dt

(t
J y(s)ds = ¿ M L  = №

И меет место оценка

¡y(t)dt < J  ||ÿ(/)|| dt,

где  ||ÿ(/)|| = ¿ ( l i/ y W l2) ^  или M  = 
i=î

Если производную от матрицы A(t) = (а/;-(0)" опреде
лить равенством A(t) = (¿¡ДО)"» т0> к а к  нетрудно видеть, б у 

д у т  иметь место формулы

(A(t)y(t) = À(t)y(t) + A(t)ÿ(t),



Л(/)С) = Л(/)С, (С — постоянная матрица или вектор).
Перейдем к понятию решения системы (24.1). Пусть 

И — область определения системы (24.1).
Определение 24.1. Решением системы дифференциаль

ных уравнений (24.1) на отрезке [а,Ь] называется век
тор-функция у(0 = {у у  „({)}, обладающая свойствами:

1) (*,у(0) е е [а,*]);
2) вектор-функция у  = уЦ) дифференцируема на отрез

ке [а; 6];
3) при всех / е [а,6] выполняется тождество

^  -  ш . т
0.1

Аналогично определяются решения на промежутках 
(а,Ь), (а,Ь], \а,Ь) и [а, -н~), (-».а]. (-*>. +~>)-

Если у  = уЦ) — решение системы (24.1) на отрезке [а\Ь], 
то множество точек (/,г/(^))е /?л+1, когда t пробегает отре
зок [<х,Ь\ образует в /?л+| некоторую у. Эту кривую н азы 
вают интегральной кривой системы (24.1). Пространство 
7?" переменныху х, . . . , уп называют фазовым п рост ранст 
вом. Проекция интегральной кривой у в фазовое про
странство называется траекторией  системы уравнений
(24.1). Ясно, что по интегральной кривой у траектория 
определяется однозначно, но не наоборот. Впредь реш е
ние у  = у{1) также будем называть интегральной кривой 
системы (24.1).

Мы знаем, что решение дифференциальных уравнений 
определяется неоднозначно. Чтобы выделить вполне конк
ретное решение, надо задать дополнительные условия.

Пусть (/0,у,",..,у°) е (¿о,у°)  — фиксированная точка в 
области ¿). Задача, состоящая в нахождении решения 
у = уУ) системы (24.1), удовлетворяющего начальному 
условию 1/(<0) = у °, называется задачей Коши или нач ал ь
ной задачей для системы (24.1). Ее кратко записывают 
так:

—  = №>У)< У У о)  = У°-  М (24.2)
Ее геометрический смысл состоит в том, чтобы среди 

всех интегральных кривых системы (24.1) найти ту, кото-
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ир а я  проходит через з адан н ую  
н ач ал ьн ую  точку (¿0 ,у°) 
(р и с .  24.1).

В каком  случае  з а д а ч а  
Коши (24 .2) имеет решение? 
К а к  и в случае  ск алярн ы х  
дифференциальных у р а в н е 
ний это зависит от свойств 
п равой  части

Рис. 24.1

К^у) = Ш , у и .. . ,у п), . . . ,Ц 1,у„ .. . ,уп)}-

Т ео р ем а  Коши. П усть все компоненты у {,...,у„) 
правой части №,у}_ и их частные производные 
Э///ЭУ] ,---,Щ1^Уп (I = 1.я) непрерывны в области  й  с  Я л+1.
Тогда какова бы ни была начальная то ч к а  
(¿о,*/') = ^ й,у\,...,у°п), леж ащая внутри области  Б, суще
с т в у е т  отрезок  [¿0 -Л ;/ 0 + /г] такой, ч то  задача Коши
(24.2) и м еет  решение на э т о м  отрезке, причем э т о  ре
шение единственно.

Отметим, что эта  теорема носит локальный хар актер :  
сущ ествование решения у = у{1) гарантируется  лишь в до
статочно малой окрестности точки ? = 10 (к > 0 — достаточ
но мало). Кроме того, условия этой теоремы носят д о ста 
точный характер . При нарушении этих условий з а д а ч а
(24 .2 )  может иметь или м ож ет не иметь решения. При 
этом, если решение сущ ествует ,  оно может быть не единст
венным. Например, з а д а ч а  Коши

\У\ = У М  = о.
[У2 =У\У2> У2(0) = 0

имеет д в а  решения: (у1,у2) = (0, 0) и (ух,у2) = {У\У), 0}, где 
у х(() — функция вида



Нарушение единственности решения объясняется тем,
что условия теоремы Коши здесь не выполнены (именно:

dfi Э (  \  1 частная производная —-  = ---- (J t / ,  ) = ——  разрывна в
*У\ дУ 1 V '  2

начальной точке (¿,г/,,г/2) =(0, 0, 0)).
Как и в случае скалярных уравнений, здесь также вво

дятся понятия частного и общего решений, частного и об
щего интегралов. Частным решением системы (24.1) назы
вается решение у  = ф(/) какой-нибудь ее задачи Коши
(24.2) (именно: задачи Коши с начальным условием
УЦ  о)  =  Ф(*о))-

Определение 24.2. Вектор-функция

у  = y(t,C) = {yl(t,Ci ,. . . ,Cn) , . . . , yn(t ,Cl ..... С„)},

зависящая от п произвольных постоянных С1, .. . ,Сп, назы
вается общим решением системы (24.1), если она удовлет
воряет следующим требованиям:

1) при любых допустимых значениях постоянных
С,..... Сп функция y(t,С) является решением системы (24.1)
на каком-нибудь отрезке [а;Ь],

2) какова бы ни была начальная точка (t0, y ° ) e  D (D — 
область определения системы (24.1)), существуют значения 
С, =С°,...,С„ = С° постоянных Су такие, что функция 
y(t,C') = {(/,(/,Ci\...C°),..., y n(t,C;,...,C'n)} является решени
ем задачи Коши (24.2) с начальной точкой (t0,y°).

Условие 2) означает, что алгебраическая система урав
нений

У \ {^ о • • •»Сп) = у х, 
...............................  (24.3)

Уп(?0 ’С\ | - > С л) — у„
y(t0,C) = y * <=>

(относительно неизвестных С,,...,С„) имеет хотя бы одно 
решение. Заметим, что в определении общего решения 
иногда требуют, чтобы указанная алгебраическая система 
уравнений имела единственное решение С = С". Это требо
вание будет, очевидно, всегда выполненным, если в облас
ти О реализуются все условия теоремы Коши.



ПРИМЕР 24.1 . П оказать , что вектор-функция

У = М Ш * ) )  = | (24.4)

явл яетс я  общим решением системы

\У\ =У21У2>
]у2 + Г 1 у2 -  г/,#!-{*

(24.5)

Вычислим производные от компонент вектор-функции

С р а вн и в а я  найденные значения производных с вычис
ленными п р ав ы м и  частями, видим, что при подстановке 
вектор-функции (24 .4) в систему (24 .5) получаются то ж де
ства .  Это озн ач ает ,  что вектор-функция (24.4) является  ре
шением си стем ы  (24 .5) на любом отрезке [а; 6], не со д ер ж а
щим точку £ = 0.

Р ассм отри м  теперь произвольную точку Ц0,у°,у%) е  Д  
взятую  из области  й  = {(¿,1/):  ̂ *■ О,у 1,у2 е  Я) определения 
системы (24 .5 ) .  П окаж ем , что ал геб раи ч еская  система 
уравнений (24 .3 )  имеет решение. В нашем случае (24.3) 
приобретает вид

(24.4)

у х = (С2е с,<2̂ )  = С2ес'121гЮ{ = С,С2е С1'2/Ч  

= + / е - ^ - С , / ) ]

Вычислим п р ав ы е  части системы (24.5):



Умножая уравнения друг на друга, найдем, что

(24.5) с начальным условием yi ( t 0) = y l ,  У2Уо) = У2 - Это 
означает, что вектор-функция (24.4) является общим реше
нием системы (24.5).

Общий и частный интегралы системы (24.1) определя
ются так же, как и в скалярном случае: это есть общее и 
частное решения системы (24.1), заданные соотношениями 
F(i,y,C) = 0 и Ф(/,1/) = 0 соответственно, из которых общее и 
частное решения определяются как функции, заданные 
неявно.

§ 24 .2 . М Е Т О Д Ы  ИНТЕГРИРО ВАНИЯ С И С ТЕ М  
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  УР А В Н Е Н И Й

Одним из методов решения систем дифференциальных 
уравнений является метод исключения, суть которого з а 
ключается в том, чтобы путем дифференцирования урав
нений свести данную систему к одному дифференциально
му уравнению высшего порядка. Рассмотрим этот метод 
на примерах.

ПРИМЕР  24.2. Решить систему уравнений

о

Подставляя это в первое уравнение, имеем

Таким образом, вектор-функция
y(t) = {C2”eCl"< ^,С,°С2’ [t eCl< является решением системы



Дифференцируя первое уравнение системы (24.6) по t, 
получаем уравн ен и е  у { = уг. Производную у 2 зам еняем  на 
- у х, используя второе уравнение (24.6). В результате  име
ем уравнение

Ух = ~Ух <=> Ух + У\ = О

второго порядка  относительно одной функции у { = y {(t). 
Его характеристическое уравнение А.2 +1 = 0 имеет два  
различных чисто мнимых корня А,12 = ±i. Значит, общее ре
шение имеет ви д  г/, = С, cos t + С2 sin/. П оскольку у2 = y¡ 
(см. первое ур авн ен и е  (24.6)), то вторая компонента реше
ния системы (24 .6 ) вычисляется по формуле 
у 2 = -С ,  s i n í  + С2 co s í .

Таким образом ,

у = {С, cos t + С2 sin t, -  С[ sin  t + C2 cos ¿}.

ПРИМЕР 24.3. Решить систему уравнений

х = у 2 + s in  t, У = ^ -  (24.7)

Дифференцируя первое уравнение системы (24.7), б у 
дем иметь х = 2 у у  + cos t. Из второго уравн ен ия  (24.7) н а 
ходим 2уу  = х  и подставляем  в последнее уравнение. В ре
зультате  будем  иметь

х = х + cost <=> x - x  = cost.

Это линейное уравнение второго порядка .  Его общее 
решение вы числяем , например, методом подбора. Оно б у
дет иметь вид

х = С,е‘ + С,е~' -  -  cosí .
1 2 2

Из первого уравн ени я  системы (24 .7) находим

у 2 = х -  sin/ = C¡e‘ - С 2е"' -  ^ s i n í .

Следовательно,



Заметим, что в последнем примере решение записано в 
виде интеграла.

Вторым способом решения систем уравнений является 
метод интегрируемых комбинаций. Суть этого метода со
стоит в том, чтобы подходящими преобразованиями при
вести исходную систему к одному дифференциальному 
уравнению относительно некоторой функции компонент 
данной системы. Если это уравнение легко интегрируется, 
то говорят, что оно является интегрируемой комбинацией 
данной системы. Получив достаточное число интегрируе
мых комбинаций, а затем рассмотрев их совместно, можно 
найти решение данной системы.

ПРИМЕР  24.4. Решить систему уравнений

Эту систему можно было бы решить методом исключе
ния. Однако попробуем найти ее решение методом интег
рируемых комбинаций. Складывая почленно оба уравне
ния (24.8), получаем интегрируемую комбинацию

откуда вычисляем х + у  =С,е '.  Вычитая из первого урав
нения системы (24.8) ее второе уравнение, получаем еще 
одну интегрируемую комбинацию

из которой находим х -  у  = С2е Итак, получено два ал
гебраических уравнения

х + у = С Д

х - у  = С2е~‘ ,
из которых легко находим решение системы (24.8):

х = у, у  = х. (24.8)

¿{х + у) 
Л

= х + у  <=>
х + у

X + у)
= х + у  <=>

х + у



* = Л ( С , е ‘ + С2е~‘), у = ‘[- ( С хе ‘ - С2е'‘ ).

Соотношение Ф(/,г/,.......у п) = С, где  Ф — скаляр н ая
функция, С — постоянная, н а з ы ва ет с я  первым интегра
лом системы  (24.1), если при подстановке в него решения 
У\ = = УпУ) оно обращ ается  в тождество. Часто
первым интегралом  системы (24 .1) называю т скалярную  
функцию Ф((,у1, . . . ,у п), сохраняющую постоянное значение 
на реш ениях у  = уЦ) системы (24.1).

Ясно, что одна интегрируемая комбинация системы 
(24 .1) п озволяет  выписать один первый интеграл этой си
стемы . Если найдено п интегрируемых комбинаций, то по
лучим п п ер вы х  интегралов

........ ? . )  =С,-

Если при этом определитель

ЭФ, ЭФ,

ЭФ,- Э</, ” " ’ э  у п

¿У/ ЭФ„ ЭФ„

э</, ’ ■

не равен  нулю в области с  Д  то (24 .9) задаю т общий ин
тегр ал  (в  ($) системы (24.1). Это означает, что система а л 
гебраических  уравнений (24.9) з а д а е т  общее решение диф
ференциальной системы (24.1) в неявной форме. Заметим , 
что определитель  А называется  якобианом системы функ
ций Ф , , . . . ,Ф П. Если якобиан А = |ЭФ,/Эг/; | не равен нулю в 
области (¿, то система функций Ф , , . . . ,Ф Л будет функцио
нально независимой в <?. В этом сл уч ае  система уравнений
(24 .9) м о ж ет  быть разреш ен а относительно
У1 = 1/1(0.......Уп = У П(0. причем однозначно.



§  24 .3 . С И С ТЕ М Ы  ЛИНЕЙНЫ Х Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  
УРА В Н ЕН И Й

Если в дифференциальной системе (24.1) правая часть 
/(/,у) линейна по у,  то соответствующая система уравнений 
называется линейной системой дифференциальных урав
нений. Такая система имеет вид

~7Г = а\\У)У\ + ••• + 0 | . ( % . + МО. at
(24.10)

а Уп _
dt -  а п№)У\ +  ■■■ + a nn( t ) y n +  М 0 .

где а (/(0 и Ь; (/) — известные функции; у 1 = г/Д/) — неизвест
ные функции (¿, /  = 1,л). Пользуясь векторно-матричными 
обозначениями, систему (24.10) можно записать в следую
щей компактной форме:

d y

dt
= A(t)y + b(t), (24.11)

где
'МО' ' ап(0---а1л(0 'II

a„i(0---a„„(0Ч /МОV /

у=> | ^ - | ,  ¿ ( / )  =
У п

Мы будем пользоваться преимущественно записью
(24.11). При этом число компонент неизвестной век
тор-функции у  = y(t) (или размерность матрицы Л(/)) назы
вается порядком системы (24.11). Таким образом,
(24.11) — дифференциальная система п-го порядка. 

Вектор-функция b(t) называется неоднородностью си
стемы (24.11). Если b(t) = 0 (т. е. если все компоненты 
bt(t) =...= bn(t) = 0), то система (24.11) называется однород
ной', в противном случае (т. е. если b(t) Ф 0) система (24.11) 
называется неоднородной системой. Если в (24.11) отбро
сить неоднородность, то получим соответствующую ей од
нородную систему z = A(t)x.



Оператор ¿  = ------ A(t) позволяет зап и сать  систему
dt

(24 .11) кр а тко  т а к :  Ly = b(t). Изучим свойства этого опера
тора. Б удем  обозначать через С*[а;Ь] пространство я-мер- 
ных вектор-функций y(t) = {у ^ ) , . . . ,у n{t)}, непрерывных на 
отрезке [а,Ь\ вм есте  с производными y(t) , . .. , y w (t) до k-ro 
порядка включительно (число индекс п в С*[а;6] опускают, 
если из контекста  ясно, о каких  вектор-функциях идет 
речь). И мею т место следующие утверж ден и я .

Г )  Если м атр и ц а  A(t) непрерывна на отрезке [а;6] (т. е. 
если все ее элементы  a i ;(0 непрерывны на [а;Ь]), то опера
тор ¿  дей ст вует  из пространства С 1п[а,Ь] в пространство 
Сп[а,Ь] непреры вны х на отрезке [а,Ь\ вектор-функций:

¿  : С\\а,Ь\ -> Ся[а,Ь}-

2°) Оператор ¿  линеен, т. е.

L(Cly(t) + C2z(t)) = С, Lî/(0 + C2Lz(t)

д л я  произвольных чисел С, и С2 и произвольных элементов 
1/(0 и z(0  простран ства  С\[а,Ь].

Первое свойство вы текает  из того, что при дифферен
цировании гл ад ко сть  функции пониж ается  на единицу, а

dвторое свойство вы текает  из того, что операторы —  и
dt

(- .4(0) я вл яю тся  линейными операторами, а значит линей

ным оператором является  и их с ум м а  ¿  = —  +(-Л(0).
dt

Если через У0 обозначить пространство решений одно
родной системы  уравнений Ly = ÿ -  A(t)y = 0 с непрерыв
ной матрицей A{t), то из свойств Г  и 2° с р а зу  ж е  вытекает, 
что У„ — линейное пространство. К а к  и в случае с к а л я р 
ных дифференциальных уравнений, нас будет интересо
вать ,  к а к о в а  размерность пространства Y0 и какие систе
мы функций образую т в нем базис. М ы ответим на эти 
вопросы, если научи мся вы делять  в У0 максимальную  ли
нейно н езависим ую  систему элементов.



§ 24.4. ГЛОБАЛЬНАЯ ТЕОРЕМА РАЗРЕШИМОСТИ
НАЧАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Пусть(¿0,*/°) = У0>У°1 >--->У°п) — фиксированный постоян
ный вектор в /?л+1. Рассмотрим начальную задачу

Имеет место следующее утверждение.
Теорема 24.1. Если в системе (24.12) матрица A(t) и 

вектор-функция b(t) непрерывны на отрезке [а,Ь\ то к а 
кова бы ни была начальная точка  (t0, y ° ) e  R n+l, задача  
Коши (24.12) имеет решение у  = y(t). Это решение един
ственно и определено на отрезке  [а, £»].

Таким образом, в случае линейной системы дифферен
циальных уравнений разрешимость начальной задачи гло
бальная: решение существует там, где непрерывна правая 
часть дифференциальной системы. В случае нелинейных 
систем это не так.

ПРИ МЕР  24.5. Показать, что задача Коши

с непрерывными (при всех 1,ух,у2) правыми частями не 
имеет решение, определенное при всех / е (-°°, +°°), если 
у° * 0.

Из второго уравнения (24.13) находим, что у2 = у 2{() = 1. 
Поэтому первое уравнение приобретает вид

—  = A(t)y + b(t), y( t0) = y°.  
a t

(24.12)

(24.13)

Ùi =</?. i/i(0) = У\-

Разделяя здесь переменные, будем иметь

<=> ~ —  + —  = t «  у х =
Ух У1

У\



Итак, з а д а ч а  Коши (24.13) имеет следующее решение:

Это решение единственно, т а к  к а к  выполнены все усло
вия теоремы Коши. П ер вая  компонента решения р азр ы в
на при / = у\~х(у[ 0), поэтому каково бы ни было началь
ное значение у\ *  0, решение (24 .14) не может 
сущ ествовать  на всей оси -°° < / < +°°, т а к  к а к  оно всегда 

,  1разрывно в точке г = — .

§ 24.5. ЛИНЕЙНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ И ЛИНЕЙНАЯ
НЕЗАВИСИМОСТЬ СИСТЕМЫ ПРОИЗВОЛЬНЫХ 
ВЕКТОР-ФУНКЦИЙ И РЕШЕНИЙ ОДНОРОДНОЙ 
СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ

Эти понятия встречались при изучении скалярных 
дифференциальных уравнений. На вектор-функции они 
обобщаются следую щ им  образом.

Определение 24.3 . Система верктор-функций

н азы вается  линейно зависимой на отрезке [а, 6], если сущ е
ствуют числа а , , . . . , а л, не равные нулю одновременно, т а 
кие, что д л я  всех  / е  [а,Ь] имеет место тождество

Если ж е  то ж дество  (24.15), где а , , . . . , а л — числа, имеет 
место тогда и только  тогда, когда все а ,  = а 2 =...= а „  = 0, 
то система вектор-функций у {(/),..., г/„(/) н азы вается  линей
но независимой на отрезке \а,Ь\

Замети м , что векторное тождество (24 .15) эквивалент
но п с к ал яр н ы м  то ж дествам

У ={У1<У2) = № - у 1*)~'Л (24.14)

У\

у№ = (Уп(0.....^«1(0}.....*/л(0 = {У1«(0.....

а \У\(1) + ••• + а„упЦ) = 0. (24.15)

<=>



' У п Ш - У ш У У а 1 ' ' 0 '

. У п ^ ' - У п п У ) , « пV )
0V J

(24.16)

Определение 24.4. Определитель

m t )  ^ Щ У ,(0....У М  =clet(i/1(0,...,i/„(0) =
y„i(t)~-y„n(.t)

столбцами которого являются вектор-функции 
y {(t), . . . ,yn(t), называется определителем Вронского (или 
вронскианом) системы вектор-функций y t(t), .. . ,yn(t).

Теорема 24.2 (необходимое условие линейной зависи
мости). Если система вектор-функций yi(t), . . . ,yn(t) л и 
нейно зависима на отрезке  [а,Ь\ то их вронскиан  
W(t) = W[yi(t), . . . ,yn(t)\ тождественно обращается в нуль  
на этом отрезке, т. е. W(t) = О(W е \а,Ь\).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как вектор-функции 
y {(t), ..-,yn(t) линейно зависимы на отрезке [а,Ь), то сущест
вуют числа а , . . .а „ ,  не равные нулю одновременно, такие, 
что имеет место тождество (24.15). Но это означает, что э к 
вивалентная им линейная система (24.16) алгебраических 
уравнений имеет при всех t е [а,Ь] нетривиальное решение 
( а , . . . а я) *  (0,...,0). Это возможно лишь в том случае, когда 
определитель системы (24.16) обращается в нуль при всех 
t е [а,Ь]. Остается заметить, что указанный определитель 
совпадает с вронскианом системы функций у {{t) , . . . ,yn(t). 
Теорема доказана.

Следствие 24.1. Если вронскиан W(t) = W[yx(t)......y„(t))
не обращается в нуль хотя бы в одной точке t = t0 е [a,b\, 
то система вектор-функций y x{t)......y n(t) линейно независи
ма на отрезке[а,6](если, конечно, она имеет смысл на этом 
отрезке).

Как и в скалярном случае, из тождества 
W[y\{jt),...,yn(t)\ = 0 еще не следует, что система век- 
тор-функций y x{t),.. . ,yn{t) линейно зависима на отрезке 
[а,Ь]. Например, вектор-функции



линейно независимы  на любом отрезке [а,Ь] (докаж и те  
это!), а их вронскиан

тождественно равен  нулю на отрезке [а,Ь\. Однако для си
стемы  решений однородной системы

с непрерывной на о тр езке  [а ,6] матрицей теорему 24.2 м ож 
но обратить.

Теорема 24.3. П у с т ь  y t(t),...,yn(t) — система решений 
однородной дифференциальной системы (24.17) с непре
рывной на отр езк е  [а, Ь] матрицей A(t). Тогда имеют мес
т о  следующие утверж дения:

1) решения y x(t),. .. ,yn(t) линейно независимы на о тр е з 
ке [а,Ь] т о г д а  и т о л ь к о  тогда , когда их вронскиан 
W(t) = ^ [ у {(1:),...,уn{t)] не обращается в нуль ни в одной 
то ч к е  отрезка \а,Ь\

2) решения y x(t),. .. ,yn(t) линейно зависимы на отрезке  
[а,Ь\ т о г д а  и т о л ь к о  тогда , когда их вронскиан 
W(t) = W[yx(t),...,yn{t)\ тож дественно равен нулю на о т 
резке [а,Ь].

Д о к а ж ем ,  нап ри м ер , утверждение 1). Достаточность 
его очевидна, т а к  к а к  если W(t) Ф 0 хотя бы в одной точке 
t = t0 отрезка [a,ft], то из следствия 24.1 вы текает ,  что функ
ции у \(t),■.■,у n(t) линейно независимы на отрезке [ а ,Ь]. Д о 
к а ж е м  необходимость.

Пусть реш ен и яyi(t), .. .,yn(t) системы (24.17) линейно не
зависимы  на отрезке  [а,Ь]. Предположим, что сущ ествует 
точка t = /0 е  [а,Ь\ т а к а я ,  что W(t0) = 0. Отсюда следует, 
что столбцы j/,(î0).......УпУо) определителя Щ£0)линейно з а 
висимы, т. е. сущ ествую т числа а , , . . . , а п, не равные нулю 
одновременно, т а к и е  что

W(t)= \

(24.17)

« i î/ i ( * o )  +  ••• +  а л^ о )  =  0 . (24.18)



Рассмотрим вектор-функцию<p(i) = ос̂ ( i )  + ... + a ny n(t). 
В силу линейности пространства У0 решений однородной 
системы (24.17) эта функция является решением указан 
ной дифференциальной системы. Из (24.18) следует, что 
она удовлетворяет начальному условию <p(i0) = 0. Но тако
му же начальному условию удовлетворяет и тривиальное 
решение у  = y(t) = 0 системы (24.17). В силу единственно
сти решения вектор-функции у  = 0 и у  = <p(i) совпадают на 
отрезке [а,Ь\ т. е. ср(i) = 0(Vi е [а,6]). Следовательно,

a ,ÿ i(0  + ... + a ny n(t) = 0 (Vi е [а,Ь]).

Поскольку здесь числа а , ......а „  не равны нулю одно
временно, то это означает, что решения i/,(i),...,i/n(i) линей
но зависимы на отрезке [а,6], чего не может быть. Значит, 
равенство W(t0) = 0 ложно, поэтому W(t) * 0 при всех 
i e  [a,b]. Теорема доказана.

Из этой теоремы вытекают следующие свойства врон
скиана Щ^системы решений г/,(/),...,г/л(<)однородной д и ф 
ференциальной системы (24.17) с непрерывной на отрезке 
[а,Ь] матрицей A(t):

3°) если вронскиан W(t)обращается в нуль хотя бы в од
ной точке i = /0 отрезка [а,Ь], то W(t) s  0(Vi е [a,b\

4°) если вронскиан W(t) не равен нулю хотя бы в одной 
точке i = i0 отрезка \a,b\  то он не равен нулю на всем от
резке [а, 6].

Эти свойства становятся очевидными, если воспользо
ваться формулой Лиувилля

t
I  S p A ( s )d s

Щ у 1« ) , . . . , у М  = ЩуЛ*о)...У М е "

где i/,(i), ..., y n{t) — решения однородной системы (24.17) 
с непрерывной на отрезке [а,Ь\ матрицей A(t), a i = i 0 — 
произвольная фиксированная точка этого отрезка. Через 
SpA(t) обозначен след матрицы A(t), т. е. сумма всех ее 
элементов au(t), стоящих на главной диагонали: 
SpA(t) s  a n(t) + ... + ann(t).



§ 24.6. ФУНДАМЕНТАЛЬНАЯ МАТРИЦА РЕШЕНИЙ 
И СТРУКТУРА ОБЩЕГО РЕШЕНИЯ 
ОДНОРОДНОЙ СИСТЕМЫ

Рассмотрим однородную систему (24.17). П усть  она 
им еет  порядок п. В ведем  следующее важное понятие.

Определение 24.5. М атрица

т  = Ш .....у пт  (24.19)

столбцами которой являю тся  п линейно независимых на 
о тр езке  [а,Ь] решений y x(t),...,yn(t) системы (24.17), н а з ы в а 
е тся  фундаментальной матрицей решений системы
(24 .17 ) (на отрезке [а,6]).

З ам ети м , что поскольку к а ж д ы й  столбец yt (t) матрицы 
Ф (0  удовлетворяет  системе (24.17), то ф ундаментальная  
м атр и ц а  решений удовлетворяет  матричному дифферен
циальному уравнению

Ф (0  = Л(/)Ф(0 «  (yx(t),...,ÿn(t)) = Л ( 0 М 0 .......УпШ  (24.20)

которое эквивалентно п векторным уравнениям  

У\(0  = ^ ( % i ( 0 .......ÿ , ( 0  = A(t)yn(t).
С помощью фундаментальной матрицы решений м о ж 

но зап и сать  общее решение однородной системы (24.17). 
С н а ч а л а  д о ка ж ем  следую щ ее утверждение.

Т еорем а  24.4. Д ля  любой однородной системы (24.17)  
с непрерывной на отрезке[а,Ь] матрицей A(t) сущ ествую т  
(и даже бесчисленное множество) фундаментальные 
м атр и цы  решений Ф(/)-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть F = (/,,...,/„) — произ
вольная  постоянная матрица c d e tF *  0. Возьмем в качест 
ве  начальных векторов столбцы этой матрицы и р ас 
смотрим п з ад а ч  Коши:

у = A(t)y, y(t0) = ÿ = A(t)y, y(t0) = /„, (24.21)

где  t0 — произвольная фиксированная точка отрезка [а ,Ь]. 
Т а к  к а к  матрица A(t) непрерывна на отрезке [ а ,Ь\, то зада -



чи (24.21) имеют решения у  = y x(t),.. . ,y = y n(t) на отрезке 
[а,Ь\ и эти решения единственны (см. теорему 24.1). Соста
вим из этих решений матрицу (24.19). Она является фун
даментальной матрицей решений (на отрезке [а, 6]) 
однородной дифференциальной системы (24.17). Действи
тельно, каждый ее столбец является решением системы
(24.17) (по построению задач Коши (24.21)) и

det®(/0) = det(i/,(/0),...,*/„(/„)) = det(/lf. . . , / J  = de tF *  0

(в силу выбора матрицы F). Значит, столбцы матрицы Ф(/) 
линейно независимы на отрезке [а,Ь] (см. следствие 24.1). 
Теорема доказана.

Теорема 24.5. Пусть в однородной дифференциальной  
системе (24.17) матрица A(t) непрерывна на отрезке  
[а,Ь]. Тогда ее общее решение имеет вид

У = Уо.оМ) = ф (0с = cly l(t) + ... + cny n(t), (24.22)

гдеФЦ) = { y x{t), . . . ,yn{t))— фундаментальная (на отрезке  
[а,й]) матрица решений системы (24.17), а с  = {с,,...,с„} — 
произвольный постоянный вектор.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Дифференцируя (24.22) по t и, 
учитывая, что матрица Ф(t) удовлетворяет уравнению 
Ф(/) = A(t>ft>(t), будем иметь

№  = ф №  = Л(/)ф(0с * А № * \

т. е. вектор-функция (24.22), является решением системы
(24.17) при любом постоянном векторе с = {с,,...,сл}. Если те
перь у  = A(t)y, y(t0) = у° — произвольная задача Коши для 
системы (23.17) (t 0 е [а,Ь\ у ’ е R"), то подчиняя функцию 
(24.22) начальному условию y(t0) = у" найдем, что

Ф(*0)с = у ’ <=> с = с° = < b ' \ t 0)y',

а значит вектор-функция (24.22), где с = <b~l(t0)y° удовлет
воряет указанной задаче Коши. Следовательно, (24.22) — 
общее решение системы (24.17). Теорема доказана.

Пусть Ф(<) и 'P(i) — две фундаментальные матрицы ре
шений дифференциальной системы (24.17). Как связаны



они м е ж д у  собой? С вязь  эта очень проста и описывается 
следую щ им утверждением .

5°) Если Ф (t) и Ч^/) — две ф ундаментальны е (на отрезке 
[а,Ь]) м атр и ц ы  решений однородной системы (24.17) с не
прерывной на отрезке [а,Ь] матрицей A(t), то сущ ествует 
постоянная м атрица М т а к а я ,  что Ч^/) = Ф (t)M. При этом 
detAf *  0.

Действительно , в силу теоремы 24.5 каж д ы й  столбец 
у(/) м атр и ц ы  Ч^/), явл яясь  решением системы (24.17), 
имеет ви д  уД/) = Ф (0т /> где mf = {mljt.. . ,m nj} — некото
рый постоянный вектор. П оэтому матрица H'(i) может 
быть з а п и с а н а  в форме H'(i) = Ф (/ ) (т|, . . . , т л) = Ф(/)М. 
М а т р и ц а  М не вырождена , т а к  к а к  если бы detM  =0, то 
d e t4 /(i)= detФ(¿)detЛtf = 0, чего не м ож ет  быть в силу ф унда
ментальности  матрицы Ч̂ /).

§ 24.7. СТРУКТУРА ОБЩЕГО РЕШЕНИЯ 
НЕОДНОРОДНОЙ СИСТЕМЫ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Р ассм о тр и м  теперь неоднородную дифференциальную 
си стему

L y = ^ - ~  A{t)y = b(t). (24.23)
at

Т е о р ем а  24.6. Пусть в системе (24.23) матрица A(t)u 
вектор-функция b(t) непрерывны на отрезке [а,Ь] и пусть  
Ф(/) — фундаментальная м а тр и ц а  решений с о о т в е т с т 
вующей однородной системы Lz = 0. Тогда общее решение 
неоднородной дифференциальной системы (24.23) им еет  
вид

t

У = Уо.нХ*) = ф (0с + ф (0| Ф ~l(s)b(s)ds, (24.24)
'о

где с = ( с , , . . . , с л) — произвольный постоянный вектор,  
t = t0 — произвольная (фиксированная) точка отр езка  
[а,Ь].



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Применяя к (24.24) оператор 
учитывая его линейность и тот факт, что Ф(/)с — общее 

решение соответствующей однородной системы ¿ 2  = 0, бу
дем иметь

< \

¿ у  =  Ц Ф (/)с )  +  I

= L

Вычислим теперь
(  I

v 'о 

Ф(/))ф-1(*Ж *)^ (24.25)

Ф (/) |ф  \s)b(s)ds = —  Ф ( /) |Ф '‘(5)6(5)45 
<о )  d t { <0

t t 

-  Л(/)Ф(/)| Ф '1̂ ) ^ ) ^  = Ф(/)| <t>~l(s)b(s)ds + Ф(/)Ф_1(<)&(0 -
*0 'о

t t

-  Л(*)Ф(0| Ф-l(s)b(s)ds = b(t) + Ф(/) | Ф-\s)b(s)ds -
h *о

-Л(0Ф(0/Ф''(5)Ь(5)£/Я.
*0

Учитывая, что Ф(/) = Л(/)Ф(/), получаем из (24.25) то ж 
дество

t I
Ly = b{t) + A(tyt>(t)j Ф~l(s)b(s)ds -  Л(/)Ф(/)| <t>~l(s)b(s)ds = b(t),

(0 <0 
которое показывает, что вектор-функция (24.24) является 
решением неоднородной системы (24.23) при любом посто
янном векторе с.

Если теперь Ly = b(t),y(t0) = у° — произвольная зад ача  
Коши для системы (24.23), то подчиняя функцию (24.24) 
начальному значению y(t0) = у °, получаем Ф(t0)c = y° ,  
откуда найдем с = с° = Ф"‘(/0)г/°. Следовательно, век
тор-функция (24.24), где с = (t0)y°, является решением 
указанной задачи Коши. Это означает, что (24.24) —



общее решение дифференциальной системы (24.23). Теоре
м а  доказана .

Следствие  24.2. Решением задачи Коши

Ly = ~  -  A(t)y = b(t), y(t0) = y * (24.26) 
at

(с  непрерывными на отрезке [а ,Ь\ матрицей A(t) и неодно
родностью b(t)) я в л я е т с я  вектор-функция

У = 0(í)O~1(io)y° + Ф(/)| 0~‘ (s)b(s)í/s, (24.27) 
*0

где  0 ( t ) — ф ун дам ен тал ьн ая  матрица решений соответст
вующей однородной системы Lz = 0,t0 е  [a,b\.

Это вы текает  из заключительной части доказател ьства  
теоремы 24.6. З а м е т и м ,  что формулу (24 .27) называю т 
формулой Коши реш ения начальной задачи  (24 .26) для  не
однородной дифференциальной системы (24.23).

ПРИМЕР 24.6. Найти общее решение задачи  Коши

¡ y = z ,  (24.28)
[ i  = - у  + L

Построим сн а ч а л а  фундаментальную матрицу реше
ний соответствующей однородной системы y = z , z  = -y.  
П рименяя метод исключения (см. разд . 24.2), приведем эту 
систему (дифференцированием по t первого уравнения) 
к  скалярн ом у уравнению  второго порядка:

¿/ = -1  <=> у + у = 0.
Общее решение этого уравнения (см. пример 24.3) име

ет вид

у = С, co s í  + С2 s in í .

Учитывая, что z = у, получаем общее решение однород
ной системы у = z, z = - 1:

( у ' \ _ (  С, cos t + С2 sin t \ _ ( cos t s in / V C ,  ^
[ z j  -  C, s in ¿  + C2 cost j  ^ - s in /  cost J^C2 J



Стоящая здесь матрица
co s t  

, - s i n /Ф(/) = sin / Л 
co s t  J

является фундаментальной матрицей решений для одно
родной системы у  = z , z  = - у  проверьте это, используя 
определение 24.5!). По формуле Коши (24.27) вычисляем 
общее решение системы (24.28):

| > W  c o s / s i n / | г с , ' | + | | '  c o s s s i n s w o u  
^ z j  ^ -s in /  cos t  J ^C2 J J ^ - s i n s  c o ss j  )

- i

cost  sin/ 
- s in /  cost К cos s - s i n s Y o  

sins coss

_ (  cost  s in /W C j^ l ¡ Y - s i n s ^ .
[ - s in /  c o s / J  [C 2 J  coss f

(  c o s/s in / у ^ С Л  r Co s / - H i  
[ - s in / c o s / J [ [ C 2 J [  sin/ JJ‘

Теперь, когда изучена структура общего решения ли
нейной дифференциальной системы, можно вычислить 
размерность пространства У0 решений однородной систе
мы (24.17) и выделить в нем базис.

Следствие 24.3. Пространство У0 решений однородной 
системы (24.17) с непрерывной на отрезке [а,Ь\ матрицей 
A(t) является подпространством пространства С'п[а,Ь] р а з 
мерности п (где п — размерность (порядок) системы
(24.17)). В качестве базиса пространства У0 можно взять 
любые п линейно независимых решений системы (24.17) 
(или п столбцов любой ее фундаментальной матрицы ре
шений Ф(/)).

Заметим, что пространство решений неоднородной си
стемы У не является линейным пространством, если 
b(t) р  0. Оно получается из пространства У0 решений одно
родной системы (23.17) сдвигом на вектор y rM{t), являю 
щийся частным решением неоднородной системы (24.23), 
т. е. Y = y rH (t )+Y0.



§ 24.8. ПОСТРОЕНИЕ ФУНДАМЕНТАЛЬНОЙ МАТРИЦЫ 
РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ 
С ПОСТОЯННОЙ МАТРИЦЕЙ. МЕТОД ЭЙЛЕРА

Ф орм ула  Коши (24 .27) позволяет вычислить общее ре
шение системы (24.23), если известна ф ундаментальная  
м атр и ц а  решений Ф(£) соответствующей однородной систе
мы  (24.17). К а к  и в случае  скалярных уравнений, в которых 
роль фундаментальной матрицы играла ф ундаментальная 
си сте м а  решений, построение матрицы Ф(<) п редставляет  
серьезны е трудности и не всегда  осуществимо. Однако 
если в системе (24 .23) матрица АЦ) = А постоянна, то это 
можно всегда  сделать . Но и в этом случае вычислительные 
трудности  значительны, особенно если матрица А имеет 
кр а т н ы е  собственные значения. Поэтому здесь приводится 
алгоритм  построения фундаментальной матрицы в случае 
простых корней характеристического уравнения. Н апом
ним соответствующие понятия.

П усть  А = ( а 1/)"/=1 — постоянная матрица порядка п.
Определение 24.6. Вектор х = назы вается

собственным вектором матрицы  А, соответствующим 
собственному значению Х0, если

а )  х *  0; б) Ах = Х0х <=> (А - Х 0Е)х = 0. (24.29)

З десь  Е = сПад(1,...,1) — единичная матрица размерно
сти п х п .

П оскольку в этом случае  однородная алгебраическая  
си стем а  (24.29) имеет нетривиальное решение х Ф 0, то 
с1е!(Л -  Х0Е) = 0. Очевидно, верно и обратное: если 
с1е1(Л -  Х0£) = 0, то система (24.29) имеет нетривиальное 
решение х *  0.

Определение 24.7. Уравнение

¿ е Ц А - Х 0Е) = 0 (24.30)

н а з ы в а е т с я  характеристическим уравнением матрицы А 
(или характеристическим  уравнением  дифференциальной 
системы  (24.17)), а если его корни X = Х1 — собственными



значениями этой матрицы. При этом множество 
о(Л) = {А.,,...,А.т } называется спектром матрицы А.

По каждому собственному значению А. = Х/ можно вы
числить соответствующий ему собственный вектор х = х' 
(возможно, не единственный).

Определение 24.8. Спектр о(А) = {А.,,...Дт } матрицы А 
называется простым,  если он состоит из п различных соб
ственных значений (т. е. т = п, X, * А.,, I *  /', г',/ =1 ,п).
В противном случае говорят, спектр а(Л) матрицы А крат 
ный.

Нетрудно доказать следующие утверждения.
6°) Двум различным собственным значениям А.[ и А,2 

матрицы А соответствуют два линейно независимых соб
ственных вектора х х и х 2.

7°) Если спектр а(Л) = {X......,А.„} матрицы А простой, то
совокупность всех собственных векторов х 1, . . . , х п этой 
матрицы образует базис в Я п (или в пространстве С п 
я-мерных комплексных векторов). Если Т = (л:1, . . . ,*")  — 
матрица из собственных векторов х' матрицы А,  то имеет 
место равенство

Т~ АТ = \ ,  А = , . . . ,Л.Я) =
о

(24.31)

(в этом случае говорят, что матрица А подобна диагональ
ной матрице Л, а матрицу Т называют преобразующей  
матрицей).

Рассмотрим теперь линейную однородную систему 
дифференциальных уравнений

З у = ^ 1 - А у = 0 (24.32)
сН

с постоянной матрицей А. Связь спектра матрицы А с ре
шениями этой системы устанавливается следующей теоре
мой.

Теорема Эйлера. Для  того чтобы ненулевая век-  
тор-функция у  = х е к°‘ = {х1е х°* , . . . ,хпе Ха*} была решением  
системы (24.32), необходимо и достаточно, чтобы



х = {х, , . . . ,х п }был собственным вектором матрицы А, со
о т в е т с т в у ю щ и м  собственному значению Х = Х0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П одставим вектор-функцию 
у  = х е х°‘ в (24.32). Будем  иметь

х ■ Х0е х°‘ -  А х ех°‘ ^ 0  <=> (Л -  Л0£);с = 0.

О тсю да видно, что если у  = х е х°‘ является  решением 
систем ы  (24.32), то X = А.0 — собственное значение м атр и 
цы А, а х  — собственный вектор этой матрицы, соответст
вую щ ий собственному значению X = Х0.

Очевидно, верно и обратное: если X = Х0 и х *  0, соот
ветствую щ ие д р у г  д р у г у  собственное значение и собствен
ный вектор  матрицы А, то выполняю тся равенства

( Л - Я . 0£ ) х = 0  <=> ( А - Х 0£)хех°‘ = 0 <=>

«  Х0х е х°‘ - А х е Ха‘ = 0  <=> -^ (х е х°‘ ) -  А(хех°‘ ) = 0.

П оследнее  тождество означает, что вектор-функция 
у  = х е х°‘ — решение системы (24.32). Теорема до казан а .

Воспользовавш ись теоремой Эйлера, нетрудно постро
ить ф ундаментальную  м атрицу решений системы (24 .32) в 
сл у ч а е  простых корней характеристического уравнения 
(24 .30).

Т е о р е м а  24.7. Если спектр  а(Л) = {Х.,,. ..ДЛ} постоян
ной м а тр и ц ы  А простой, т о  м а тр и ц а

Ф (0  = (х 1е х'1 , . . . ,х пе х"‘ ), (24.33)

где х ’ ={*{ , . . . , х ’п} — собственный вектор матрицы А ,со 
о тв етств ую щ и й  собственному значению X = (/' = 1 ,п),
я в л я е т с я  фундаментальной матрицей решений системы  
(24 .32) (на всей оси У? =(-°°, +°°))-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме Эйлера каж д ы й  
столбец  х 'е х’‘ матрицы (24.33) явл яетс я  решением систе
мы (24 .32 ) .  П окаж ем  теперь, что матрица (24.33) не вы 
р о ж д е н а .  Д л я  этого достаточно проверить ее невырожден
ность в точке / = 0. Имеем

Ф(0) = ( х 1, . . . , х п).



Поскольку все столбцы этой матрицы являются собствен
ными векторами матрицы А, отвечающими различным 
собственным значениям А. = А̂ , / = 1 ,п, то они линейно не
зависимы, и значит с1е!Ф(0) * 0. Следовательно, (24.33) яв
ляется фундаментальной матрицей решений системы
(24.32). Теорема доказана.

Следствие 24.4. В случае простого спектра 
с(Л) = {А.,,...,А.П} матрицы А общее решение однородной си
стемы (24.32) имеет вид

где х' — собственный вектор матрицы А, соответствую
щий собственному значению А. = А,;., ( / =  1 ,п)\ с1, . . . ,сп —
произвольные постоянные.

Заметим, что фундаментальную матрицу Ф(^) системы
(24.32) можно построить и в случае кратных корней харак
теристического уравнения (24.30). Однако для этого нужно 
привлекать информацию о собственных и присоединенных 
векторах матрицы А. Такая информация дается не во всех 
технических вузах, поэтому алгоритм построения фунда
ментальной матрицы решений в случае кратного спектра 
о(Л) здесь не излагается.

ПРИМЕР  24.7. Решить систему уравнений

Ее собственные значения находим из характеристиче
ского уравнения

У = Уо.о. = Ф(0с = + ... + спх пе к ‘, (24.34)

(24.35)

Матрица этой системы имеет вид

сЫ(Л - ХЕ) = 0 <=> = 0 «



Таким образом , спектр а(Л) = {1;2} матрицы А простой. 
Вычисляем собственные векторы этой матрицы. При 
Х0 = Я-1 = 1 си сте м а  (24.29) принимает вид

П оскольку первое уравнение этой системы удовлетво
ряется при лю бых и * 2, то система (24 .36) эквивалентна 
одному уравнению  Зх,1 = ~х2, и поэтому общее решение си
стемы (24 .36) им еет  вид

где с, — произвольная постоянная. Н ас интересует вполне 
определенный собственный вектор, поэтому здесь можно 
положить с, = 1. Получим собственный вектор

соответствующий собственному значению А. = А,, =1. Д л я  
вычисления второго собственного вектора , соответствую
щего собственному значению X = Х2 = 2 , надо решить си
стему

Она имеет общее решение вида

Положив здесь  с2 = 1, получим собственный вектор 

**■(?)



соответствующий собственному значению А, = Х2 = 2 .  По 
теореме 24.7 фундаментальная матрица решений одно
родной дифференциальной системы, соответствующей си
стеме (24.33), имеет вид

Ф(0 = (х1е х', , х 2е ^ )  =

Для вычисления общего решения неоднородной систе
мы (24.35) воспользуемся формулой (24.24):

У он. = ф И) с + /Ф " ‘(«)^ о* (24.37)

Вычислим матрицу Ф~'(/):

ф '4 0  = -З е ‘ ея - я
е21 О 
Зе‘ е* Зе 2> е

Теперь (24.37) принимает вид

- ( - З е '  Д)[Ё) + ( - 3е" + 3 )1



§ 24.9. УСТОЙЧИВОСТЬ (ПО ЛЯПУНОВУ) РЕШЕНИЙ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Любое дифференциальное уравнение (или система т а 
ких уравнений) описы вает реальный физический процесс с 
определенной степенью точности. Приборы, фиксирующие 
то или иное физическое явление, не совершенны. Они про
изводят  соответствующие измерения (например, началь
ных условий) с погрешностью. М ож ет оказаться , что м а л а я  
погрешность начальных данных вы зы вает  «ощ утим ы е» из
менения решений дифференциальных уравнений. В этой 
ситуации нельзя гарантировать , что выбранная м атем ати 
ч еск ая  модель реально о тр аж ает  описываемое ею физиче
ское явление. И, наоборот, если м алые возмущения н ачаль
ных условий мало изменяют решения на всем промежутке 
их сущ ествования, то соответствующую математическую 
модель следует признать удачной. Таким образом, возни
к а е т  важ н ы й  для приложений вопрос о нахождении усло
вий, при которых м атем ати ческая  модель, описываемая 
дифференциальными уравнениями, будет устойчивой.

К решению этого вопроса мы и переходим.
Р ассм отрим  дифференциальную систему

= №,у\ (24.38)

гд е  у = {у 1, . . . ,у п}, /(*,«/) ={/Р —, /„}. t > t 0. Будем считать, 
что д л я  системы (24 .38) выполнены все условия теоремы 
сущ ество ван и я  и единственности решения (теоремы 
Коши) и что некоторое фиксированное решение у = ср(0 
этой системы сущ ествует  при всех < > ¿0.

Определение 24.39. Решение у  = ср(0 системы (24.38) н а 
з ы в а е т с я  устойчивым по Ляпунову  при / > ¿0, если для 
л ю б о го е>  0 сущ ествует  число 5 > 0 (зависящ ее, вообще го
воря , от е) такое, что:

1) решение у  = у(Г) системы (24.38) с начальным услови
ем  уУ0), удовлетворяющим неравенству  |г/(/0) -  <р(/0)|< 5, с у 
щ ествует  при всех / > 10;

2 ) д л я  всех таких  решений имеет место вы сказы ван ие



Ы О - Ф ^ о) ^  5 => к(0-ф (01<  еОт'/е ¿0). (24.39)

(  п
Здесь \у\=\{У\..... Уп) 1= £« //

и - 1

Таким образом, устойчивость интегральной кривой 
у  = ф(<)означает, что все близкие к ней интегральные кри
вые у  = у(1) в начальный момент < = /0 остаются близкими 
к у  = ф(/) и на всем бесконечном промежутке времени 
[ /„ ;+ “ ) (см. рис. 24.2).

Заметим, что близость интегральных кривых на конеч
ном промежутке времени [/0,Т), вытекающая из близости 
их начальных точек, называется интегральной непрерыв
ностью решений системы (24.38). Интегральная непре
рывность решений имеет место для широкого круга систем
(24.38) (например, для систем с непрерывно дифференци
руемой в области £) правой частью /(*/,<))■ Однако она не 
влечет за собой устойчивость решения у  = ф(/) при / > /„ 
(т. е. близость решений на бесконечном промежутке[/0,°°)).

Определение 24.10. Решение«/ = ф(^)системы (24.38) на
зывается асимптотически устойчивым при < —> +°°, если:

а) у  = ф(0 устойчиво по Ляпунову при / > 10;
б) существует число Л > 0 такое, что для любого ре

шения у  = г/(/) системы (24.38), удовлетворяющего нера
венству

1*/(*о = ф(*о)1< ^  

имеет место предельное соотношение

Н т  | £/(0 — ф(/)1= 0. (24.40)
{ > I

Таким образом, асимптотическая устойчивость реше
ния у  = ф(/) означает не только близость к нему всех реше
ний у  = у({) системы (24.38), вытекающая из близости их к 
ф(<) в начальный момент ? = /0, но и неограниченное сбли
жение их с ф(/) при < —» +®о (рис. 24.3).

Определение 24.11. Решение у  = ф(<) системы (24.38) на
зывается неустойчивым по Ляпунову  при / > /0, если су
ществует число е > 0 такое, что для любого 5 > 0 найдутся



Рис. 24.3

решение у  = г/8(/) системы (24.38) и момент = /,(8) > /0 т а 
кие, что

1 У б (* о ) - ф (* о )1 <  5  и  1 У в ( ^ ) “ Ф ( ^ ) 1 ^ е -

Рассмотрим  теперь линейную систему дифференциаль
ных уравнений

^  = АЦ)у + Щ).
(И (24.41)

О к а з ы в а е т с я  (см. теорему 24.8), что решения линейных 
ур авн ен и й  либо все одновременно устойчивы (асимптоти
чески устойчивы), либо одновременно неустойчивы. Поэто
м у  д л я  линейных систем оправдано следующее понятие.

Определение 24.12. Будем говорить, что линейная си
стем а  (24 .41 ) устойчива по Л яп ун о ву  при I > /0 (асимпто
тически устойчива при / - »  +°°), если каждое решение 
у  = ф(<) э т о й  системы устойчиво при / > /0 (с о о т в е т с т 
венно асимптотически устойчиво при / -*  +°°).



Теорема 24.8. Пусть в системе (24.41 )  матрица A{t) и 
вектор-функция b(t) непрерывны на промежутке  [/0; +°°). 
Система (24.41) устойчива при t > /0 (асимптотически 
устойчива при t +°°) тогда и т олько  тогда, когда 
тривиальное решение z  = О соответствующей однород
ной системы

—  = A(t)z
dt  (24.42)

устойчиво при / > /0 (соответственно асимптотически 
устойчиво при / —» +°°).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть у  = <р(/)— произвольное 
фиксированное решение системы (24.41), а у  = y{t) — лю
бое другое решение этой системы. Если у  = ср(/) устойчиво 
при / > /0, то для любого е > 0 существует число 8 = 8(е) > О 
такое, что имеет место высказывание

Ы*о)-<Р(*о)1< 8 => \y(t) -  cp(0l< е (V/ > t0).

Но разность z(t) = y(t) -ф(/)двух решений неоднородной 
системы (24.41) является решением однородной системы
(24.42), и для него предыдущее высказывание принимает 
вид

\z(t0) \ < 5 = i \ z ( t ) \ < e ( V t >  t Q). (24.43)

Ясно, что при изменении всех решений у  = y(t) неодно
родной системы (24.41) получаются все решения 
2(0 = i/(0 — ф(/) однородной системы (24.42). Высказывание
(24.43) означает, что тривиальное решение z  = 0 однород
ной системы (24.42) устойчиво при / > /0. Итак, из устойчи
вости произвольного (фиксированного) решения у  = ф(/) 
неоднородной системы вытекает устойчивость тривиаль
ного решения однородной системы (24.42).

Предположим теперь, что тривиальное решение z(t) = 0 
однородной системы (24.42) устойчиво при / > /0. Тогда 
имеет место высказывание (24.43) для любого решения 
z  = z(/) однородной системы (24.42). Если теперь у  = ср(/) — 
фиксированное решение неоднородной системы (24.41) и 
У -  У(0  — произвольное решение этой системы, удовлетво-



ряющее н ер авен ству  |i/(/0) -  ф( о̂)1 < 5. то (поскольку р аз 
ность z(t) = y(t) -  ф(/) является решением однородной систе
мы (24 .42)) выполняется неравенство

| i/ (0 - (p (O lH ^ ) l< e (V i> io ) -

Это и озн ач ает ,  что решение у  = ф(/) неоднородной системы 
(24.41 ) устойчиво при ¿>  /0. Т ак  к а к  решение у = <p(f) фикси
ровалось произвольным образом, то и все решения неодно
родной систем ы  (24.41) устойчивы при t > t0. Аналогично 
р ас см ат р и вае т с я  случай асимптотической устойчивости.

Теорема д о к а з а н а .
Т аким  о б разом , для  изучения асимптотической устой

чивости (или просто устойчивости) решений линейной 
системы (2 4 .4 1 )  достаточно изучить асимптотическую 
устойчивость (или просто устойчивость) решения 2 = 0 со
ответствую щ ей однородной системы (24.42). Д л я  систем с 
постоянной м атрицей  A(t) = А = const это можно сделать  
довольно просто.

Т ео р ем а  24 .9 . Для того  чтобы тривиальное решение 
z(t) = 0 однородной системы (24.42) было асимптотиче
ски устойчивым при t -> -н», необходимо и достаточно,  
чтобы сп е к т р  о(А) = {А., , . . . ,Ат } ее постоянной матрицы А 
л е ж и т  в полуплоскости  ReA < 0.

Т ео р ем а  24 .10 . Пусть в системе (24.42) матрица  
A(t) -  А я в л я е т с я  постоянной и ее спектр  о(Л) = {Ау} удов
л е т в о р я е т  условиям

Xj *  Xr  i *  /, i, j  = 1 ,n

( т .  e. я в л я е т с я  простым). Тогда для  устойчивости т р и 
виального решения z(t) = 0 этой  системы необходимо и 
д о с т а то ч н о ,  чтобы  все точки спектра матрицы А ле
жали в полуплоскости  ReA < 0.

Т е о р е м а  2 4 .1 1 .  П усть в с и стем е  (24.42) м а т р и ц а  
A{t) = А я в л я е т с я  постоянной и среди ее точек  с п е к т 
ра  а(/4) = {А.,,...А.т } им еется  х о т я  бы одна с п о ло ж и те
льной д е й с т в и т е л ь н о й  частью  (R eА./ > 0). Тогда реше
ние z(t) s  0 э т о й  системы неустойчиво при t > t 0.



Замечание 24.1. В теореме 24.10 для устойчивости три
виального решения г( )̂ г 0  системы (24.42) требовалось, 
чтобы спектр а(/4) матрицы А был простой. На самом деле 
можно потребовать, чтобы спектр был не обязательно про
стым. Простыми должны быть только чисто мнимые точки 
спектра.

Заметим, что все утверждения об устойчивости, сфор
мулированные для систем линейных уравнений переносят
ся и на скалярные дифференциальные уравнения:

у <"> + a л_lí/ (п' 1, + + а ху'+ а 0у  = /(/). (24.44)

Действительно, введем вектор-функцию {г/1(0>---.*/„(0} с 
компонентами

У х  = У < У 2 = У ' < У з  =  У " ....... У п - х  = У (" ~ 2 ) > У п  = У ° ‘ ~ 1\

где у = уЦ) — решение уравнения (24.44). Тогда

У' х =  у ' ~  У 2 » У 2  = У '  =  У з ........У п - х  =  * /<"~1) =  «/„.

У’п = У™ =-ап-хУ{п-1)- а п-2У(п-2) ' а хУ~ а0у + /(/) =

= ~ап-хУп ~ ап-2У„-х ~ а0у , +/(0.
и для вектор-функции {ух((),... ,уп(1)} получаем систему

(У'х 1 ( 0 1 0 ... 0 0 1 (Ух  )

у? 1 0 -1 : 0 1 ... 0 0 1 : | у2

Уп-Х
” 11 ° 6 0 . о 1

1 .1 Уп-Хи» “«1 ~~&2 •• -^п-2 - ° п-1 ) [Уп )

т
+1

Ясно, что если у = у({) ■

(24.45)

решение уравнения (24.44), то
вектор-функция {у ,у' , . . . , у {п~2\ у (Л~Х)} является решением си
стемы (24.45). Обратно: если {г/1(/),...,г/„(/)} — решение сис
темы (24.45), то у  = уЦ) — решение уравнения (24.44) (см. 
последнее уравнение системы (24.45)).

Итак, уравнение (24.44) эквивалентно (в указанном 
только что смысле) системе (24.45). Можно показать, что 
устойчивость решений уравнения (24.44) влечет за собой и

Чак. НОб



устойчивость решений системы (24.45), и наоборот. Вычис
л яя  собственные значения матрицы А системы (24.45), ви
дим, что они удовлетворяю т уравнению

А." + а п_ ,А/1 1 + ... + + Дд = 0, (24.46)

которое я в л я е т с я  характеристическим уравнением для 
скалярного дифференциального ур авн ен и я  (24.44). Таким 
образом, спектр  уравнения (24.44) со вп ад ает  со спектром 
матрицы А си стем ы  (24.45), поэтому теоремы об устойчи
вости (асимптотической устойчивости и неустойчивости), 
сф ормулированные д л я  системы (24.45), остаются верны
ми и для  с к а л я р н ы х  уравнений (24.44).

ПРИМЕР  24.8 . Исследовать на устойчивость систему 
уравнений

\х ~ -Зх + 2у + е 1,
[ у  = -Ъу + sin/.

М атри ца  этой системы имеет вид

л=(о3 Л ) (2447)
Ее спектр {А,,А2} вычисляется из характеристического 

уравнения

det(a  -  ХЕ) = 0 <=> - 3 - Л  2
О - 5  -  А = 0 <=>

<=> (3 + А) (5 + А) = 0 <=> 

ГА., = -3 ,АА 1 7
А, = -5.

Т ак  к а к  все точки спектра А, = -3 ,А 2 = - 5  л е ж а т  в полу
плоскости ReA. < 0, то система (24 .47) асимптотически 
устойчива при t —» +°° (см. теоремы 24.8 и 24.9).

ПРИМЕР  24.9. Исследовать на устойчивость диффе
ренциальное уравн ен и е



Спектр этого уравнения образует корни характеристи
ческого полинома

г а, = о.
X3 + 4Х = 0 о  ЦХ2 + 4) = 0 | Х2 = -2/,

[Х3 = +2 i.

Все точки спектра лежат на мнимой оси. Поскольку все 
они простые, то каждое решение исходного дифференциаль
ного уравнения устойчиво по Ляпунову при t > t0 (здесь 
/0 € R — произвольное фиксированное число). Это вы тека
ет из теоремы 24.10 и замечания 24.1.

§  2 4 .1 0 . УСТО Й ЧИ В О СТЬ  П О  П Е Р В О М У  
П Р И Б Л И Ж Е Н И Ю  Т О Ч Е К  П О К О Я  
НЕЛИНЕЙНЫ Х С И С Т Е М

Рассмотрим нелинейную систему (24.38). Точка 
У -  У = {У\> -чУп) называется точкой покоя этой системы, 
если:

а) у  = const;
б) f(t,y) = 0 V/ > t0.
Ясно, что любая точка покоя системы (24.38) является 

решением этой системы. Например, уравнение у  = у 2 - 1  
имеет две точки покоя у  = -1 и у  = +1 (они обе являю тся 
решениями исходного уравнения).

Пусть у  = у  — точка покоя системы (24.38). Для иссле
дования ее на устойчивость сделаем в (24.38) преобразова
ние у  = у + z. Тогда получим систему

^  = }{t,у  + Z). (24.48)
at

Предполагая, что каждая компонента ft (t,y) век- 
тор-функции f{t,y) непрерывно дифференцируема по у  в 
некоторой окрестности точки покоя у  = у ,  можем записать 
для ¡¡{t,y + z) формулу Тейлора

Щ ,у  + z) = ft { t ,y{ + z l , . . . , yn + z n) =

= fj(<■ Уi ■ • • • ■ Уп) + i  Щ ^ г,  + Ri(t,z) =
/+1 oZt



щ т
Эг, '

( г '
' Э2 „

где  |/?,.(/, г)| = о(|г|) ( г  —> 0). С учетом этого представления 
си стем у  (24.48) можно зап исать  в виде 

¿ 2  .

(24.49)
Iи

= Л(/)2 + /?(/,2),

гд е  обозначено:

'э/,(/ ,ю

Л(0 =
Эг,

Эг,

Ц(*,У)

ЪЩ,у)
Эг„

Я(*.2) =
'/?,(<, г) '

Если отбросить в (24 .49) нелинейный член /?(/,2), то по
лучим линейную си стем у  г  = А(()г, которую называю т си
стемой первого приближения для исходной дифференци
альной системы (24 .38). О казы вается ,  что об устойчивости 
точки покоя у  = у  нелинейной системы (24 .38) можно с у 
дить (при некоторых ограничениях на ЯЦ,г)) по устойчиво
сти тривиального решения г  = 0 ее системы первого при
ближения (24.49). И м еет  место следующее утверждение .

Теорема 24.12. П усть  в системе (24.49) матрица  
А({) = А постоянна, а вектор-функция /?(/,г) непрерывна 
по (/,2) и непрерывно дифференцируема по г в некоторой 
о б ласти  й = У > t0,\z\< Н). Пусть, кроме того , сущ ест
в у ю т  постоянные С > 0 и а  > 0 такие, ч то

Ш, г ) \ <С\ х 1+а (24.50)

Тогда тривиальное решение г  = 0 нелинейной системы
(24.49) асимптотически устойчиво при / —> +°° или не
устойчиво при / > ¿0, если таковым я в ля ется  тривиаль
ное решение 2 = 0  соответствую щ ей системы первого 
приближения 2 = Аг.

Учитывая, что при зам ене у = у  + г  точка покоя у = у 
системы (24.38) переходит в точку покоя 2 = 0  системы



(24.49), мы можем сказать, что у = у  будет асимптотически 
устойчивой при t —» +00 или неустойчивой при t > t0, если 
таковым является тривиальное решение z  = 0 системы 
первого приближения z  = Az. Но для систем последнего 
типа вопрос об асимптотической устойчивости или не
устойчивости легко решается после исследования распо
ложения спектра ст(Л) матрицы А относительно мнимой оси 
на комплексной плоскости X.

Замечание 24.2. Если система первого приближения 
всего лишь устойчива при t > t0, то об устойчивости точки 
покоя у — у  нелинейной системы (24.38) ничего сказать 
нельзя. В зависимости от характера нелинейности f(t,y) 
эта точка может быть как устойчивой (асимптотически 
устойчивой), так и неустойчивой. Этот случай принято на
зывать критическим случаем устойчивости.

ПРИМЕР  24.10. Исследовать на устойчивость триви
альное решение системы

\х = х -  у + х 2 + у 2 sin t,
1 у  = х + у - у 2.

Точка (х,у) = (0; 0), очевидно, является точкой покоя 
данной системы. Поскольку

то применима теорема 24.12. система первого приближе
ния:

имеет спектр {X,,Л.2} = {1 -  i; 1 + i). По теореме 24.11 ее точ
ка покоя неустойчива, а значит неустойчиво и тривиальное 
решение (х,у) = (0; 0) исходной нелинейной системы.

Замечание 24.3. Пусть система (24.49) автономна (т. е. 
ее правая часть не зависит от t : A(t) = A, R(t,z) = R(z)). 
Пусть, кроме того, нелинейность R(z) дважды непрерывно 
дифференцируема по z в некоторой области D = {|z|< h). 
Тогда если R(z) = o(|z|) при z —> 0, то условие (24.50) будет

/?,(*,ÿ,0] = \х 2 + у 2 s in ^j < х 2 + у 2 = |z |2, 

\R2( x , y , t ) \ = \ - y 2\= у 2 < х 2 + у 2 = | z | 2,



выполнено. Это можно доказать ,  вы писав  для R¡(z) форму
л у  Тейлора. При этом получим, что

|/?,(г)|<С|г|2 (Vz е  D), i = ü ,

где С > 0 — постоянная.
ПРИМ ЕР  24.11. Исследовать на устойчивость точку 

покоя (х,у) = (О, 0) системы

\х = -х  + s in 2 ху,
[у = - 2  у + t g  2ху.

Д а н н а я  система является  автономной, причем ее нели
нейность удовлетворяет  условиям

R ¿x ,y )  = s in 2 ху = о ^ х 2 + у 2 ) ( l 2 l= у1х 2 + У2 ° ) -

Ri(x,y) = ig 2xy = o (Jx 2 + у 2 ) (|z| > 0).

С ледовательно , применима теорем а 24.12. Поскольку 
спектр {-1; -2} системы первого приближения

х = -х, у = - 2 у 
л еж и т  в полуплоскости Re X < 0, то точка покоя (х,у) = (О, 0) 
асимптотически устойчива при t —> +°°.

Контрольные вопросы

1. К а к и е  ур а вн ен и я  образую т си стем у  дифференциальных у р а в н е 
ний?

2. К а к  з а п и сы ва ю тс я  системы дифференциальных уравнений в в е к 
торной ф орме?

3. К а к о е  множ ество  н азы вается  областью  определения системы 
диф ф еренциальны х  уравнений?

4. К а к  вы чи сляю тся  производная и интеграл  от вектор-функции? 
К а к и м  п р а в и л а м  действий они подчиняю тся?

5. Что н а з ы в а е т с я  решением системы дифференциальных уравнений?
6. К а к а я  к р и в а я  назы вается  интегральной кривой системы диффе

рен ц и ал ьн ы х  ур авн ени й?  Что т акое  т р ае к то р и я  системы?
7. К а к  с т а в и т с я  з а д а ч а  Коши дл я  си стем ы  дифференциальных у р а в 

нений? П о ясн ите  ее геометрический см ы сл .
8. С ф ор м ул и р уй те  теорем у Коши о сущ ествовании и единственности 

реш ения  начальной  задачи  для  систем ы  дифференциальных уравнений. 
В чем состоит ее достаточность и локал ьн ы й  характер ?



9. К ак  определяются общее решение и общий интеграл д и ф ф е р е н ц и 
альной системы? Что такое частное решение и частный интеграл?

10. Поясните суть методов исключения и интегрируемых к о м б и н а 
ций решения систем дифференциальных уравнений.

11. Что такое первый интеграл системы дифференциальных у р а в н е 
ний? Сколько первых интегралов определяю т общее решение си ст е м ы  
дифференциальных уравнений в неявной форме?

12. К ак  определяются линейные системы дифференциальных у р а в 
нений? Запиш ите векторно-матричную форму линейной д и ф ф е р е н ц и а 
льной системы.

13. К ак ая  система называется однородной (неоднородной)? Что т а 
кое порядок системы дифференциальных уравнений?

14. Является ли пространство решений однородной д и ф ф е р ен ц и а л ь 
ной системы линейным пространством? Почему?

15. Сформулируйте теорему сущ ествования и единственности р е ш е 
ния задачи Коши для линейной системы дифференциальных уравн ен и й .  
В чем состоит ее отличие от теоремы Коши для нелинейных систем? Ч то  
такое глобальная разрешимость начальной  задачи?

16. Д айте  определения линейной зависимости и линейной н е з а в и с и 
мости системы вектор-функций. Что тако е  вронскиан системы в е к 
тор-функций?

17. Сформулируйте необходимые условия линейной зависимости с и 
стемы вектор-функций. Как вывести отсю да достаточное условие л и н е й 
ной независимости?

18. Сформулируйте необходимое и достаточное условие линейной н е 
зависимости системы решений однородной дифференциальной си стем ы  
линейных уравнений.

19. Какими свойствами обладает вронскиан системы решений о д н о 
родной системы линейных дифференциальных уравнений?

20. Что такое фундаментальная м ат р и ц а  решений? С ф орм улируйте  
теорему о существовании фундаментальной матрицы решений.

21. К ак  записывается общее решение линейной однородной д и ф ф е 
ренциальной системы?

22. Запиш ите  формулу Коши общего решения неоднородной с и с т е 
мы линейных дифференциальных уравнений.

23. Какова размерность пространства решений линейной о д н о р о д 
ной системы дифференциальных уравнений? Что является базисом  в 
этом пространстве?

24. Как определяются собственное значение и собственный в ектор  
матрицы? Какое уравнение называется характеристическим у р а в н е н и 
ем линейной дифференциальной системы?

25. Что такое спектр матрицы? Какой спектр называется просты м  
(кратным)?

26. Каким свойством обладают собственные значения и собственные 
векторы матрицы?

27. В чем состоит смысл теоремы Э йлера?



28. К а к  строится ф ун д а м ен та л ь н а я  м атри ца  решений дл я  линейной 
си стем ы  дифф еренциальных уравнений в случае  простого спектра  ее 
м атри цы ?

29. К ак  з а п и с ы в а е т с я  общ ее решение однородной дифференциаль
ной системы с постоянной м атрицей  в сл уч ае  простых корней ее х а р а к т е 
ристического ур а в н е н и я ?

30. Д а й те  о пределен ия  устойчивости, асимптотической устойчивости 
и неустойчивости реш ения  дифференциальной си стем ы  уравнений.

31. М о ж ет  ли одно из решений линейной дифференциальной систе
м ы  быть устойчивым, а д р у г о е  неустойчивым? П очему?  Сформулируйте 
соответствую щ ее у т в е р ж д е н и е .

32. К аким  до л ж ен  б ы ть  спектр  постоянной м атри ц ы  А, чтобы все ре
шения линейной дифференциальной системы у  = Ау+ИЦ) были устойчи
вы м и , асимптотически устойчивыми или неустойчивыми?

33. К а к  и ссл едуется  устойчивость решений с к ал я р н ы х  дифференци
альны х  уравнений л-го  п о р яд к а ?  К а к  вы чи сляется  в этом случае  
сп ектр?

34. Что т акое  точ ка  покоя  дифференциальной си стем ы ?  Вычислите 
вс е  точки покоя си стем ы

35. К ак  вы ч и сл яется  систем а  первого приближ ения нелинейной 
дифференциальной с и с т е м ы ?  К аким и б удут  систем ы  первого приближ е
ния дл я  системы (24 .51 )?

36. Сф ормулируйте т е о р е м у  об устойчивости по первому приближ е
нию и примените ее к  си ст ем е  (24.51).  К а к а я  из точек покоя этой системы 
б уд е т  устойчивой (асим птотически  устойчивой), неустойчивой?

37*. Р ассм отри те  линейную  дифференциальную си стем у

с постоянными коэффициентами а (/ (а,, • аа  - а 21 • *  0 )и  изобразите в 
фазовой плоскости (х,у) располож ение ее траекторий в окрестности точ
ки  покоя (О, 0) в з а ви си м о сти  от вида спектра  {>.,Д2} систем ы  (24.52). Р е 
ко м ен дуется  при этом воспользоваться  необходимой учебной л и т ер а ту 
рой (см . ,  например ,  [2], стр .  96 -100 ) .

х = х 2 - 5у  + 6, у = х 2 - 7 х  + 10. (24.51)

(24.52)



ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАНЯТИЯ
Занятие 1

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ. 
ПРОСТЕЙШИЕ ПРИЕМЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ

Функция F(x) называется первообразной  функции f(x) 
на некотором промежутке X, если F'(x) = f(x) \/дс е х.

Если F(x)— первообразная функции f(x) на промежут
ке X, то множество всех первообразных функции ¡(х)  на 
этом промежутке выражается формулой F(x) + С, где С — 
произвольная постоянная , и называется неопр ед ел ен ным  
интегралом  от функции ¡(х):

Функция [(х) называется подынтегральной функцией, 
выражение ¡(х)<1х— подынтегральным выражением, аргу
мент х — переменной интегрирования.

Отыскание неопределенного интеграла называется ин
тегрированием  подынтегральной функции.

J j(x)dx  =  F(x) + С.

§ 1 . 1 .  О СНО ВНЫ Е С ВО Й С ТВА
Н ЕО ПРЕД ЕЛЕНН О ГО  ИНТЕГРАЛА

Г. J f(x)dx = f(x).

3°. af(x)dx = о f(x)dx (а — постоянная, а *  0).

4°. j (/¡(дс) + f.2(x))dx = J fx(x)dx + J f2(x)dx.



§ 1.2. ОСНОВНАЯ ТАБЛИЦА
НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ

Г.

2° .

3°.

4".

5°.

6° .

7°.

8*.

9°.

10” .

11° .

12” .

13°.

14°.

15°.

16°.

л+1
х п(1х = -------+ С (п *  -1).

п + 1

—  = \п\х\+С.
X

а хйх = —  + С (а > 0, а *  1). 
1па

е хйх = е х + С.

э т  х йх = —сое х  + С.

соьхйх  = э т х  + С. 
йх

соэ2 х
= tg x  + C.

^Х = - с ^ х  + С.
в т 2 х

^Х = — а г с ^ — + С (а Ф 0).
а 2 + х 2 а а 

- Х— = а г с ^  х  + С.
1 + х

^Х = а г с Б т  — + С (а > 0).
л/а2 -  х 2 а

йх

X
йх

2
= э г с в т  х + С.

= 1п|лс + Vдс2 + а  |+ С (а  *  0). 
х “ + а  
йх 1

1 ~ 2

1 п
а + X
а - Xа 2 -  х 2 2а 

эЬ х йх = сИ х + С.

сЬ х йх = сЬ х + С.

= Ш * + С.

+ С (а Ф 0).



§  1.3. ПРОСТЕЙШ ИЕ П Р И Е М Ы  ИНТЕГРИРОВАНИЯ

сЬ х
Простейшие приемы интегрирования основаны на непо

средственном применении таблицы интегралов и исполь
зовании свойств линейности 3", 4°.

П РИ М ЕР  1.1. Найти интеграл

<\ Заметим, что подынтегральная функция в этом сл у 
чае равна 1, которую можно представить как *°, что д ает  
возможность опять-таки применить п. Г таблицы (при 
п =  0). Получим

<3 Этот интеграл — частный случай интеграла |  х пйх

П РИ МЕР  1.2. Найти интеграл

<3 Согласно пункту Г таблицы (п = 2)

>

П РИ МЕР  1.3. Найти интеграл

} } 0 + 1 
П РИ МЕР  1.4. Найти интеграл

г г Г 0+1
\ йх = \ х°йх  = ------+ С = х + С. [>

•I •> П д. 1

<3 Снова применим п. Г таблицы (при п = -2). 
г Лх г , х '2+| ~ х~1 „ 1



ПРИМЕР 1.5. Н ай ти  интеграл 

| V* йх.

1,<3 Применяем п. 1" таблицы (п = - ) .
О

1 .

Г * / х Л с = Г Л * = т —  + с  = - х ф + с  = - Ч х *  +С. >
J J ^ + 1  4 4

ПРИМЕР 1.6. Н айти  интеграл

\ЗЧх.

<3 Этот интеграл — частный случай | а хйх при а = 3. 

Согласно п. 3” таб л и ц ы

3 х[ З Хй х =  —  + С. >J пЧ1пЗ

ПРИМЕР 1.7. Н айти  интеграл 

г с1х
•’ 2 + х 2

< Это частный сл уч ай  [ — при а  = V2 (п. 9‘ табли-
■' а  + х

цы). Поэтому

¿ х  г йх = -| = а г ^ - ^ =  + С. >Г = Г. _
3 2 + х 2 ■* (л / 2 )2 + х 2 >¡2. л/2

1

I

ПРИМЕР 1.8. Н айти  интеграл
йх 

9 - х 2

< Согласно п. 14° таблицы (а = 3)

¿X 1 3 + х 
3 - х



П РИ МЕР  1.9. Найти интеграл
dx

S
л/5 -  х"с 2

<] Применяя п. 11° таблицы (а = л /5 ) ,  получаем 

J J  J * X =  =  f —¡ =  = a rc s in -^ =  +  С. >
J J V 5 ^ Z  J V(V5 f - x 2 V5

ПРИ МЕР  1.10. Найти интеграл
dx

í yjx2 + Ín2

<3 Это частный случай интеграла из таблицы п. 13° при 
а  = 1п2 (так как 1п2 — постоянная!). Имеем

[ ^Х —  = 1п|лг + Ух2 + 1п21+ С. С>
}  у1х 2 + 1 п 2

П Р И М Е Р Ы  Д Л Я  С А М О С Т О Я Т Е Л Ь Н О Г О  Р Е Ш Е Н И Я

Найти неопределенные интегралы:
dx

1) j  x 3dx\ 2) J-Jxdx; 3 ) j 5 xdx; 4) J
4 - x 2 ’

« > /л/з — дг2 у1х2 -  7'

Ответы:

1 ) Т  + С: 2 ) | ^ +С; 3 ) ^  + С;
1 ж -ь 2 ^ ------

4 ) - 1 п - — 5) а г с з ш - ^ + С ;  6) 1п|х + -/д;2 - 1/ |  +  С.

Решение нижеследующих примеров потребует (помимо 
обращения к таблице неопределенных интегралов) такж е  
и применения свойств линейности неопределенного интег
рала (пункты 3°, 4° основных свойств).



ПРИМЕР 1.11. Н айти интеграл

у х^[х

(1 - х)2 , г 1 - 2х + х2
<  1 4 ^  = 1х^ х к,4х

йх =

=1
2х х +

х4х х4 х х4 х
йх = { —^=: - 2 - ^ =  + 4х^\= йх. 

*>/* V* )

Последний интеграл  в силу свойств линейности равен 
линейной комбинации интегралов, к а ж д ы й  из которых я в 
л яе тс я  табличным:

хГ х 4 1
йх = | -^= - 2 • [ ̂  + \4х йх =

* л / *  V *

йх

О 1 I

= | х 2йх - 2 |  х 2йх + | х 2йх =
Л +1

2

- ^  + 1
- 2

-1+1
2

- 5 +1 5 +1
+ с =

~ - 2 -  2 * 2 - 1 2 *  - 6  
= - 2 *  2 -  Ах2 + - * 2 +С  = — ----- 1Г  + С. >з 4х

ПРИМЕР 1.12. Найти интеграл
г йх
* 3 - 3 * 2 ‘. г йх _ г йх _ 1 г 

.1 а т.,2 ~ ) /, 2 J
¿ *

з-з*2 } 4 з - 4 - х 2 л/зм-*2
_1_
7з а г с Б т *  + С. О

ПРИМЕР 1.13. Найти интеграл 

1 +  с о б 2 *
1 -  ] 1 + с о б  2 *

■йх.

^  Г 1 +  СОБ *  , Г 1 +  СОБ” *  , 1 Г< ------ — йх = ----- 5-- йх = - I
■'1 +  0 0 5 2 *  2 с о б  *  2 3

1 +  СОБ2 * 1 г 1 +  СОБ2 *

СОБ2 *
йх =



- и + 1 \dx = -
cos х

dx
cos x

J dx

В данном примере были применены п. 7” и 1“ таблицы 
неопределенных интегралов. С>

ПРИМЕР 1.14. Найти интеграл 
J  tg2xdx.

< j t g 2xdx = =

1 -  cos2 x , r dx 
cos2 x

cos x

cos2 X
dx = J  — j ----- J  dx = tgx -  x + C. \>

ПРИМЕР 1.15. Найти интеграл 

г (1 + 2 x 2)dx

< !

} x2(l + x2) 
(1 + 2x2)dx t (I + x2) + x 2
* 2(1 + x2) 

x2
= J ! dx = j 1 + x2 dx +

х 2(1 + х 2) ■' х 2(1 + х2)

. .  dx = \ ^ - + \—-—¿- = —-  + 3 1 4 ^ *  + С.
: л: (1 + х )  ̂ х М  + х х

Для решения данного примера применялись пункты 1° 
и 10° таблицы неопределенных интегралов. >

ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Найти неопределенные интегралы:
„  f у [х -х 3е‘ + х2 г cos 2х1) J ----- р ----- dx\ 2) J -

f (1 + х)* f
3) J 4) J

2 . 2 dx-, 
COS X ■ s in  X

dx
cos 2x + s in  x'

Ответы:

1) - |  +ln|x| + C; 2) - c t g ж -  t g *  +C;

3) l n | * | + 2 a r c r g * + C ;  4 ) t g x  + C.



МЕТОД ПОДВЕДЕНИЯ 
ПОД ЗНАК ДИФФЕРЕНЦИАЛА

Этот метод интегрирования основывается на теореме
об инвариантности неопределенного интеграла по отноше
нию к переменной интегрирования.

Если

¡Кч)с1и  =/7(и) + С (2.1)

и и = ср(дс) — лю бая  дифференцируемая функция, то

| ЯфМ) ¿Ф) - Р(Ф)) + с,
\ Ш х ))й ф )  = | КФ)У?'(х)(1х.

Теорема озн ачает ,  что в формуле интегрирования (2.1) 
под переменной интегрирования можно понимать любую 
дифференцируемую функцию.

Пусть тр еб уется  найти | g(х) йх и у д а е т с я  подобрать

такую  функцию и = ф(лс), что

ё(х)(1х = /(<р(х))Ар(дс)
(это преобразование называю т подведением функции ср(;с) 
под зн ак  дифференциала).

Тогда
|  ё(х) йх = 1  / (ф ))ё ф )  

и интеграл сводится к  интегралу j  /(и) ¿и , отыскание кото

рого может о к а з а т ь с я  возможным с помощью таблицы ин
тегралов или д р уги м и  известными приемами.



§ 2.1. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ПОДВЕДЕНИЯ 
ПОД ЗНАК ДИФФЕРЕНЦИАЛА

ПРИМЕР 2.1. Найти интеграл

/ = J  sin х cos х dx.

<3 Здесь множитель cos л: в подынтегральной функции 
можно использовать для того, чтобы подвести под з н ак  
дифференциала s in* . Тогда

/ = J  s in дс d ( s in х)

и интеграл сводится к интегралу J  udu, который яв л я ется

табличным (см. Г при п =1). Поэтому

/ = sin2Л  + С [>
2

ПРИМЕР 2.2. Найти интеграл

I = \{x + \)x5dx.

<1 Здесь под знак дифференциала целесообразно под
вести (а: +1).

Так к ак  d(x + 1) = dx, то получаем

/ = j ( *  + l)15d(* + l) = ^ ^  + C.

(Снова использован табличный интеграл Г при л = 15). [> 
ПРИМЕР 2.3. Найти интеграл

/ = í dX 5 ■
J (2х + З)5

<] Здесь интеграл сведется к табличному, если под 
знак дифференциала подвести (2х + 3). Так как

d(2x + 3) = d(2x) + ¿(3) = 2dx + 0 = 2 dx,

то

2 4  Ъ к .



I = - 1 - (-2*  + ^  = -  Г(2х + 3)-5й(2х + 3) =
2 •* (2х  + 3) 2 ^

= 1 (2£ ± ЗГ1  + с = _____ 1 + С .
2 - 4  8(2х + З)4

Принято говорить, что множитель ^  компенсирует под

ведение под зн а к  дифференциала множителя 2 , а постоян
ное слагаем ое 3 не требует  компенсации (заносится под 
зн а к  дифференциала «бесплатно»), С>

ПРИМЕР  2.4. Н айти  интеграл

хЫ х

3/х4 +1
1

^  В данном с л у ч а е  замечаем , что х dx = - d ( x  +1).
4

Поэтому

/ = i j ^ 4 + ;> = i , ^ i ir ^ + c = v + r + c
4 J (х 4 + 1)1/3 4 -1/3 + 1 8

(использован табличны й интеграл Г при п = -^-). t>
ó

ПРИМЕР  2.5. Н айти  интеграл

/ = | s in 3x c o s x  dx.

<1 Т ак  к а к  ( s i n х)' = cosx, то, внеся под дифференциал 
s in x ,  получим

/ = J  s i n 3*  d (s inx )  = — + С. [>

ПРИМ ЕР  2.6. Найти интеграл

I = | cos3x dx.

<3 Интеграл св е д е т с я  к табличному, если под зн ак  диф
ференциала подвести  3*.



/ =  —  ГсобЗл: йЗх = - в т З *  +  С.  О  
З-1 3

ПРИМЕР 2.7. Найти интеграл

/ = | 5ш(2* -  3) йх.

<3 Здесь подведем под знак дифференциала ( 2 л -3) .  
Получим

I = |  | в т ( 2 х  -  3 )4 (2 *  -  3) = - ^ с о б ( 2 д :  -  3 ) + С. > 

ПРИМЕР 2 .8 .  Найти интеграл

е х +1'

< В данном случае, если внести под дифференциал ех, 
получим

} ех +1

Далее вспомним (пример 2.3), что постоянное сл а га е 
мое вносится под знак дифференциала без компенсации

с1(ех) Ы(ех + 1)/ = Г З И Л  = | а(е = 1п (ех + 1) + С
1 ех +1 ■> ех +1

(последний интеграл фактически у ж е  имеет вид [ —  и яв-
■’ и

ляется табличным 2”). С>
ПРИМЕР 2.9. Найти интеграл

йх
4\ -  2Ъх2

<3 Похожим на наш является табличный интеграл 

/ = f ^Х = arcsin  х + С.
}

Поэтому, заметив, что 25х2 = (5л:)2, внесем под диффе
ренциал 5дс. Получим



f ¡ d ( 5 x )  i , d(5x) 1 . .  .  .
/ = = -  - = -  a r c s in  5x + C. \>

y j l - ( 5 x ) 2 5 J ф - ( 5 х ) 2 5 

П Р И М Е Р  2.10. Найти интеграл

I = \ d x— .

J 1 + 9 x 2

<3 Аналогично преды дущ ему примеру замечаем , что 
9 * 2 = (Зх)2 , переходим к d(3x). П олучаем

W J W 1 a r c t  з ,  + с
1 + (3jc) 3 М  + (Зх) 3

(п. 10° таб л и ц ы ).  >
П Р И М Е Р  2.11. Найти интеграл

arc s in  jc , 
- d x .

1 - х 2

<] Воспользовавш ись линейностью неопределенного 
и н тегр ала ,  представим  искомый интеграл к а к  разность 
интегралов:

. С 2х dx г л/агсэт х 
/ = , - -  -  ■. ........—  ¿х .

При вычислении интеграла
2х  dx

4 ^ 7

зам ети м , что d(l -  х 2) = - 2 х  dx, поэтому

/, . J - f  - x ‘ K - j Q - x ‘ r ' * d № - x ‘ ) .
Vl -  jc

-(1 -  x 2y ,/2+l
- 1/2 +  1

Д л я  вы числения интеграла

С, = -2лЛ -  х 2 + С ,.



вспомним, что

(arcsin х)'=  ̂ ,

откуда

¿(arcsin  х) = - 7=J= d x .
y l l - x 2

Поэтому

/2 = J  -y/arcsin *d(arcsin  х) = J (a rc s in  jc)1/2 ¿ (a rc s in  x) =

(arcsin 2 .  _
= --------------------+ C, = - (a r c s in  x + C2 =

1/2 + 1 2 3 2

2 i---------------= -д/(arcsin л:)3 + C2.
3

В итоге исходный интеграл

/ = /, -  ¡2 = -2>/l -  х2 -  — -^(arcsin*)3 + С
3

(здесь мы объединили С, и С2, положив С = С, ~С2). С>

ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Найти неопределенные интегралы:

3)
■Д+Х5 ’

f s in x r f j c  r c o s j :  dx
J -----2— : 4) J ——— ;cos j: s in  x

»)/  «)J(arcs in  x f - J l - x 2’ cos2 jc j l  + t g  x ’
dx  r dx



Ответы:

§ 2.2. ИНТЕГРАЛЫ ОТ НЕКОТОРЫХ ФУНКЦИЙ, 
СОДЕРЖАЩИХ КВАДРАТНЫЙ ТРЕХЧЛЕН

Если поды нтегральная  функция содержит квадратн ы й  
трехчлен, то может о ка заться  эффективным выделение в 
нем полного к в а д р а т а .

П РИ М Е Р  2.12. Найти интеграл

ЧЛ  -Г “±Л. - г  и

<1 В ыделим  полный к в а д р а т  в знаменателе 

4 * 2 + 4 х  + 5 = [(2л:)2 + 2 ■ 2 х  ■ 1 + 1] + 4 = (2х + I)2 + 22.

<] Опять-таки выделяем в знаменателе полный кв ад р ат

Тогда

/ = Г ¿ х  = г 1/2 сЦ2х + 1) 
“  * (2х + I)2 + 2 2 ' (2х + I)2 + 22

П РИ М Е Р  2.13. Найти интеграл

йх г йх



_ г у з  ¿(Зле+ 1) 1 _ , „ 3 *  + 1 , ^= , =■ = —а г с э т — ¡=г— + С
д/(л/3)2 -  (3* + 1)2 3 л/3

(заменим с1х на - ¿ ( 3 *  +1) и воспользуемся значением таб- 
3

личного интеграла — п. 11° таблицы). С>
л/а2 -  х 2

ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Найти неопределенные интегралы:
Г <1х [ йх

1 )> х>+2х+У  Т в  + б Г ^ Э ? '

Ответы:
1 , -с + 1 ^  „V 1 3 * - 1  „  

’ ) V I агс ^ Ж +°'  2) д а г а т  — +С.



МЕТОД ИНТЕГРИРОВАНИЯ 
ПОДСТАНОВКОЙ. ИНТЕГРИРОВАНИЕ 

ПО ЧАСТЯМ

§ 3.1. МЕТОД ИНТЕГРИРОВАНИЯ ПОДСТАНОВКОЙ

Этот метод основан на утверждении , вытекаю щ ем из 
теорем ы  об инвариантности неопределенного интеграла : 
если х  = <р{/) — дифференцируемая функция, а / = ф_|( х )— 
о б р а т н а я  к ней функция, то

| ¡{х)(1х = { }  /(ф(0 ¥ф(0 } (=ф_1(х)-

Ф ун кц и я  х = ср(/) подбирается так ,  чтобы получающий
ся  после ее подстановки вместо переменной интегрирова
ния х  интеграл  |(ф(/))^ф{/)оказался проще исходного. Оты

с к а в  последний, нужно вернуться от новой переменной 
интегрирования / к  первоначальной, подставляя / = ф~‘ (*).

П РИ М Е Р  3.1. Найти интеграл

1 1 + л / * П

<] Положим / = алх + 1. Тогда х  = /2 -1 , йх = ЧХ(И и

,  г И Л в 2 г ( / ± Ь 1 Л = 2 Г г Л _ Г * ± ! П в 
i l + t  } 1 + * ^  3 \ + t /

= 2 Ц -  1п|1 + /|) + С = 2 ^ х  + 1 -  1п (1 + л/*+Т)) + С. >  
И спользованная здесь подстановка позволила «и з б а 

ви т ь с я »  от иррациональности в подынтегральном вы р аж е -



нии и свести интеграл простейшими приемами к д вум  т а б 
личным.

Заметим, что на практике нередко подбирается сн ача
ла не х =ср(/), а обратная функция < =ф_|(х), к а к  в р ас 
смотренном примере.

ПРИМЕР 3.2. Найти интеграл
йх

* 4^с{х -1) '

< Положим / = 4х,  чтобы здесь тоже «и збави ться»  от 
иррациональности. Отыскание интеграла можно оформ
лять в виде цепочки равенств, в которую включаются не
обходимые для выполнения подстановки формулы, вы де
ленные каким-либо образом (здесь — вертикальными 
линиями).

| —  =|/ = Лс,х = г2,йх = 2/^|= [ =  
* Л с (х -1 )  } Щ2 -I)

= - 2 1 ^  = (табличный интеграл 14°)

1 -  л[х1 + /
1 - /

+ С = 1п 1 - /

1 + /
+ С = 1п

1 + Ух
+ С. >

ПРИМЕР 3.3. Найти интеграл 

Ч х 2
<3 В данном случае, чтобы избавиться от иррациональ

ности, достаточно положить / = 1Ух. Покажем отыскание 
интеграла в виде цепочки равенств (аналогично примеру 
3.2):

!  ЛУх2 -Ч х
йх =|* = х = /|2, йх = 12*“ ^|  =

= \ -  (6 12(пй( = 12[ =  — Г = 
3 ^ -1  5 / - 1



= 1g  f (u +. l)tdu  = -  f “2 + 2ц +-1 du =
5 и 5 и

= u^ u + J 2du + J  —  j  = (табличные интегралы,

п. Г , Г , 2 °соответственно)=
121"и2—  + 2«  + In н 

2
+ С =

12//¿5
^ ------—  + 2(/5 - 1) + 1п |/5 - 1| + С =

,ю

5 I У
= 1£ [ í - 1  _ t 5 + -  + 2 t5 -  2 + ln U5 - 1 + С =

12 1 12= |полагаем С { = — ------------ 2 + С, и возвращ аем ся  к  х\ =
5 2 5

= -%fx* + — + — 1п \'л[х^ -1|+ С,. >
5 5 5

П РИ М Е Р  3.4. Найти интеграл 

f c t g *
ln s i n *

dx.

<1 Зам ети м , ч то ( ln s in x ) '=  —-— co s*  = c tg  x, т. e. npo-
s in x

и зво дн ая  зн ам ен ател я  равна числителю. В таких случаях  
к  цели ведет  подстановка, при которой в качестве новой 
переменной интегрирования принимается знаменатель

г c t g *  ¿ x  _|¿ _ in s jnA;i¿ ¿  c tg  x d x | =
J In s in  x

= \~J- ~ (табличный интеграл п. 2”) =

= ln |í| + С = ln | ln s in  х | -н C. [>



ПРИМЕР 3.5. Найти интеграл 

2 * 5 - З * 2
1г

dx.
+ Зх3 - х 6 

<3 Производная знаменателя

(1 + 3 * 3 - * « ) '=  9х2 - 6 а :5 = 3(3х2 - 2 х 5) = -3 (2х5 - З * 2)

отличается от числителя лишь на постоянный множитель 
(-3). Поэтому здесь, как  и в примере 3.4, подстановка со 
знаменателем в качестве новой переменной интегрирова
ния ведет к цели. Поэтому

i r
2х& 3x2 dx =U =1 + 3 * 3 - х 6, dt = -3 (2 x 5 - 3 x 2)dx,
+ Зх3 - x 6

(2x5 -  3x2)dx = ~—dt\ = | ——  = - —ln |l
3 t 3

~%dt l t  ’ • + 3 * 3 - x 6|+C. >

ПРИМЕР 3.6. Найти интеграл 

г 1 — sin JC
{x + eos* )3

dx.

<] Замечаем, что (x + c o s : = 1 -  s in  x. И хотя здесь чис
литель — производная не знаменателя, а функции, являю 
щейся основанием степени, стоящей в знаменателе, при
мем именно эту функцию за новую переменную 
интегрирования t -  х + cos х и придем к табличному интег
ралу:

[ —-— S' n Х dx =|¿ = х + cos х, di = (1 -  sin x)dx\ =
(x + cosx)

= í  у г  = (табличный интеграл, п. Г )  = • -L + С =

= ~ ------- 1-— г  + С. >
2 (х + cos х)



ПРИМЕРЫ Д Л Я  САМ О С ТО Я ТЕЛЬ Н О ГО  РЕШЕНИЯ

dx  Г -Jxdx

3)  J  d x jx  + jr. 4 )  j dx

Ответы:

1) I  (x + 1)W3> -  3(x  + 1)(V3> + 3 In 11 + (x + 1)W3)| + C;

2) х Л х ™  + l x m3) + 2x(V2) +3xW3) + 6x(V6) +61 nIjc<l/6) - l| + C;
5 ¿

3) 2x(V2) - 4jc<V4) + 4  In (1 + x W4) )+ С;

I jc I
4) In i ' ' —  +C.

’ Vi+*2 +i

§ 3.2. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО ЧАСТЯМ

Этот метод основан на применении формулы интегри
рования по ч а с т я м

J  uv' dx  = uv -  J  vu’ dx  (3 . 1 )

или
J udv = uv -  J vdu. (З.Г)

П р ед п о л агается ,  что и и v — дифференцируемые функ
ции х.

П РИ М ЕР  3.7. Найти интеграл 

J  х cos xdx.

<3 П олож им и = х, v '= c o sx .  Тогда и'=Ъ
V = J  cos x d x  = s i n *  (в качестве v берем первообразную,

соответствую щ ую  постоянной С, равной нулю).
По ф ормуле (3 .1 ) получаем

J х cos xd x  = х sin* - J sin xdx  = xsinx + cos* + C. C>



Заметим, что при переходе в равенстве (3.1) от интегра
ла в левой части к интегралу в правой части множитель и 
дифференцируется, а множитель и' интегрируется (интег
рируется часть подынтегрального выражения). Поэтому 
за и целесообразно принимать множитель, который при 
дифференцировании упрощается, а за  и '— множитель, ко
торый легко интегрируется.

ПРИМЕР 3.8. Найти интеграл

j  хехйх.

<3 Учитывая замечание к примеру 3.7, можно положить 
и -  х,и'= е*. Но выкладки упрощаются, если использовать 
формулу интегрирования по частям в виде (З.Г). Для этого 
положим й и = е хйх = йех. Подведение функции е х под 
знак дифференциала приводит исходный интеграл к виду

| хйе* = | «¿и ,

который сразу  позволяет определить функцию и = е х.
По формуле (З.Г) получаем

j  хехЛх = | хЛех = хех - 1 е х<1х = х е х -  ех + С. >

ПРИМЕР 3.9. Найти интеграл 

| хе~х(1х.

-3 Как и в примере 3.8, подведем е~х под знак диффе
ренциала (е~хс1х = -с1е~х). Тогда, применяя формулу (З.Г), 
получаем:

| хе~хйх = хс1е~х = -хе~х + | е~хйх = -хе~х -  е~х + С =

= -е~х(х + \) + С. >

ПРИМЕР 3.10. Найти интеграл 

\ х2е~х(1х.

<1 В этом случае придется д ва ж д ы  применять формулу 
интегрирования по частям, каждый раз понижая степень 
множителя при е~х:



I х2е Хйх = | х 2(-е х)'йх = - х 2е~х + 1(х 2)'е~хс1х = - х 2е х +

+2\ хе~хс1х = - х 2е~х -  2е~х(х +1) + С = -е~х(х2 + 2 х  + 2) + С

( | хе~х(1х — и нтеграл  из примера 3.9). >

П РИМ ЕР  3 .11. Найти интеграл

1 1 п (х2 + \)йх.

>  П о лагая  и -  1п (х2 + 1), йь = йх, получим:

1 1 п (х 2 + 1)с1х = х  1п (х2 + 1) - 1  xd\n (х2 + 1) =

2х 2

= л:1п (х 2 + 1) -  2J
(л:2 + 1) - 1  

х 2 + 1
dx  =

= х  In (*2 + 1) -  2 j d x - j
dx  

x 2 +1

= x In (x 2 + \ ) - 2 x  + 2 a r c tg  x + C. >

П РИ М ЕР 3 .12 .  Найти интеграл 

J  e x sin xdx.

<3 И спользуем  прием, называемый «приведением ин
теграла  к с а м о м у  себе»  — положим / = j  е х s in xdx. Тогда,

применяя д в а ж д ы  формулу (З.Г):

/ = J  sin x d e x = е х sin х -  J e xds'mx = е х sin х -  f  е х cos xdx =

-  е х sin* - J cos jcdex = e x sin x -  e x cos* + J e xd cosx  =

= e x s in  x -  e x cos x  -  j  e x sin xdx  = e x s in  x -  e x cos x -  I.

Таким образом , д л я  определения интеграла / получена 
формула / = е х э т л :  -  е х соэх -  /, о ткуд а  (перенося /



из правой части в левую и «оставляя»  произвольную 
постоянную С, справа) 2/ = ех э т д :  -  е х собх + С, и

1 СI = ~(ех э т х  -  ех собдс) + С (С = — ). Следовательно,
2 ' 2

-  соэх) + С. С>

ПРИМЕРЫ Д Л Я  С АМ О С ТО Я ТЕЛЬ Н О ГО  РЕШ ЕНИЯ

Найти интегралы:

\) ixs in2xdx\ 2 ) j x - 3 ‘ dx\ 3) J a r c c o s  xdx\

4)  J x3e~*dx; 5) j x a r c t g  xdx; 6 )  } e x cos xdx.

Ответы:

1) l- s i n 2 x - \ x c o s 2 x  + C; 2 ) ^ - ^ + C;

3)  x arccos x - V l - x 2 +C; 4) (x3 -Здс2 +&x-6) ex + C;

x2 + 1 X 1
5) ——  a r c t g  X - -  + C; 6) - e  (s\nx + c o s x )  + C.



Занят ие 4 

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

П усть  функция f(x) определена на отрезке [a,b], 
a  = х 0 < < х2 < ... < дгя_, < х п = Ь — произвольное 

разбиение этого отрезка на п частей;
А хк = х к -  х к_{ (k = 1, 2,...,п)  — длины элементарных 

отрезков;
d  = m ax  А хк — диаметр разбиения;

е  [•**_[,**] (к = 1, 2,...,п) — точки, произвольно в ы 
бранны е на элементарных отрезках .

Тогда с у м м а

н а з ы в а е т с я  интегральной суммой  для  функции /(х ) на от
р езке  [ а , Ь]. При фиксированном способе разбиения [а,¿>] на 
элементарны е отрезки и выбора на них точек {!;*} интег
р ал ьн ая  с ум м а  а  является функцией диаметра разбиения d.

Если сущ ествует  конечный предел интегральных сумм  
ст при й —> 0 , независящий от способов разбиения отрезка 
[а,Ь\ и вы бора  точек {^}, то функция /(х) н азы вается  ин
т е г р и р у е м о й  на отрезке [а, £>], а величина предела н а з ы в а 
ется  определенным и н те гр а ло м  от функции [(х) в преде-

k~ \....П

п

о =

л а х  от а  до b и обозначается символом



у =JW

Если функция /(х) непре- 1 
рывна на отрезке [а, Ь], то она 
интегрируема на этом отрез
ке. Если, кроме того, /(х) > О 

6
на [а,Ь], то | /(х) йх выража-

а

ет площадь 5  криволиней
ной трапеции, ограниченной 
графиком функции у = /(*), — 
отрезком [а,Ь] оси Ох и отрез
ками прямых х = а и х = Ь 
(рис. 4.1)

ь
j  ¡(х) (1х = Б.
а

Ь

Рассматривают определенный интеграл | /(лс) йх
а

(Ь > а), при определении которого отрезок [а, Ь\ разбивается 
на элементарные отрезки справа налево точками

Ь = хо > х, > ... > лг„_, > хп = а.

Для функции /(х), интегрируемой на [а,Ь]

Рис .  4.1

J  f(x) dx = - J  f(x) dx,

т. е. при перемене пределов интегрирования местами 
определенный интеграл меняет знак.

§ 4.1. ФОРМУЛА НЬЮТОНА—ЛЕЙБНИЦА

Если функция f(x) непрерывна на отрезке [а,Ь\ и F(x) —
одна из ее первообразных на этом отрезке, то применима
формула Ньютона—Лейбница ь

J / W  dx = F(xfa = F(b) -  F (а).
а

Эта формула используется для вычисления определен
ных интегралов.



П Р И М Е Р  4.1. Вычислить
г 11х 

' я 5"'I
1 (  1 4<1 О дна из первообразных д л я  функции —  есть —

* I
Поэтому, применив формулу Ньютона—Лейбница, получим

. 4
л .  с

4

П Р И М Е Р  4.2. Вычислить
9

| Ъ-Jxds .
1

3/2 ____
<3 Т а к  к а к  J 3-fxdx  = 3 —— + С = 2л/-*:3 + С, то одной из

о/ £
первообразных для  функции 3>/х явл яетс я  2 у[ х * - 2 .  При
м ен яя  ф орм улу Н ью тона-Л ейбница, найдем

9  I 9
J 3~Jxdx = ( 2V* 1  -  2)| = (2л[ ¥  -  2) -  ( 2 ^ - 2 ) =  52. >

З а м ет и м ,  что, если бы мы взяли  какую-либо другую  
первообразную , то результат  вычисления определенного 
и н тегр ал а  был бы тем ж е  ( т а к  к а к  постоянная, отличаю
щ ая  д ве  первообразные одной и той ж е  функции при вычи
тании резул ьтато в  верхней и нижней подстановок уничто
ж а е т с я ) :

(F(x) + 0|* = (F(b) + С) -  (F(a) + С) = F(b) -  F(a) = F (x fa.

Обычно используется наиболее простая из первообраз
ных (п ол уч аю щ аяся  при С = 0). Так , в примере 4.2 резул ь 
т а т  проще получить используя первообразную 2 у[ х ^:

J  Ъ-Ixdx  = 2 - Jx * 9 = 2у/ ¥  - 2VÏ1  = 52.
1 1

П Р И М Е Р  4.3. Вычислить

г dx



<3 Имеем 

-1 dx _ г 1/5 d( 11 + 5х) 

5 , ( 1 1 + 5л:)3 "  l  (11 + 5л:)3

1 (11 + 5 jc)"2 
5 ' - 2 -

T-l

-2

1 1 1 1
10(11 + 5  (-1))2 10 (11 + 5 (-2 ))2

1011 36 72' >

(В данном случае вначале нашли неопределенный ин
теграл способом подведения под знак дифференциала, а 
затем применили формулу Ньютона—Лейбница.) 

ПРИМЕР 4.4. Вычислить

г ¿х  

-о,5 >/8 + 2л: — х2

<] Выделяя полный квадрат в знаменателе, получим

1 ф с - 1 )
J ¿л:

- J
dx

-0 ,5
= f —

, j 8  + 2 x - x 2 f  j .5  V 32 “  (*  -  О2

(используем табличный интеграл J  _ ^ х _ _  _ a rc s jn £ j
v a 2 -  дс2 2

'  . x - \ '  a rc s in ------
-0 .5

= arcsin 0 -  arcsin  —  =
2

ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Вычислить определенные интегралы:

\ ¡1х \ ¿х
•П р- :  2)\л^(а>0,Ь>0)

3 ) | /̂Г+xdx̂ , 4 ) | ~ г~ Г — г-



Ответы:

15 3 & Ь - & )  4 У 2 - 2  1_
* 32 ’ * ’ * 3 ’ * 6  7'

§ 4.2. ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕННОГО 
ИНТЕГРАЛА ПО ЧАСТЯМ

Если функции и(х), о(х) и их производные непрерывны 
на отрезке  [ а ,Ь], то справедлива  формула интегрирования 
по ч астям

ь

или

| ии' ¡1X =

vau.

(4.1)

(4.1')

П Р И М Е Р  4.5. В ы ч и с л и т ь
я/З

И• С I

х йх

я/4бш2 х

О П рименяем  формулу интегрирования по частям
(4.1):

л/З , я/3

| А ~ г ~  = 1  *  *)
я/4З Ш  *  я/4

я/З

я/3

к/4

п/3

+ | д/ х  йх =
я/4

л , л: 71 , л г соэ д: ¿ х  
------- С 1 Р —  +  —  С1Р —  +  ------------------------

3 3 4 4 •’ б ш *я/4

л 1 л , *г3*/(Бтх)
= ---------=  + — 1 + —

3 73  4 с,‘я/4
бшд:

= л 1 1  ̂ | •--------- — + 1п бшл:
4 Зл/3 ]

я/З

я/4

1 1  ̂ (. . л . . и )  л(3л/3 -  4) 1 3
- - - - - - - - - —  +  1 п б ш — т э т -  = - - - - - - - - — —  +  - 1 п - .  1 >



ПРИМЕР 4.6. Вычислить
я/2

J  е2х cos xdx.
о

<] По аналогии с вычислением подобного неопределен
ного интеграла будем вычислять интеграл «приведением 
его к самому себе»:

я/2 я/2

J  е2х cos xdx = j  e2xd(s\n x) =
о 0

(пользуемся формулой интегрирования по частям  (4.1))
я/2 я/2

= е2х sin дс|* -  J  sin xd(e2x) = е* -  J  2е2х s in  xdx =
о о

я/2 я/2

= е* + 2 J e 2*d(cos;c) = е л + 2е2* cos лг|" -  2 J  cos xd(e2x) =
о о

я/2

и, окончательно.
я/2

= е я - 2  - 4 | е 2х cos xdx.
о

Таким образом,
я/2 я/2

J  е2х cos х dx = еж -  2 -  4 f  е2х cos х dx.
о

я/2
5 J e 2jt cosх dx = е" - 2

о

f e 2xcosx  dx = -(е*  -2 ) .  [>* ^

О
Отсюда

ПРИМЕРЫ Д Л Я  С А М О С ТО Я ТЕЛЬ Н О ГО  РЕШ ЕНИЯ

Вычислить определенные интегралы:

1 )\хе~х11г ,  2 ) | х 3 з т х йх.
о о

Ответы:

1)1-2е ‘; 2) к{п2 -6).



§ 4.3. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННОЙ
В ОПРЕДЕЛЕННОМ ИНТЕГРАЛЕ

П у ст ь  функция /(*) непрерывна на отрезке [а,Ь\ 
ф ункция х  = ф(/) непрерывна и имеет непрерывную 

производную  на [а,р];
/ = фч (х) — обратная  к  ней функция н а [а,Ь], причем

Т огда

а = ф ‘(а) = ц , Р = ф *(¿0 = Ц

] /(*) <1х = ]  /(ф(0 ) ¿Ф(0 -

х=Ь

Э т а  ф ормула в ы р а ж а е т  правило подстановки х = ф(/) 
в определенном интеграле.

П Р И М Е Р  4.7. Вычислить

Г ^  л
[ т г г л

<  Д е л а е м  зам ен у  / = 4 х .  Тогда х  = ¿2 — непрерывно 
диф ф еренцируемая функция на отрезке [4 ,9 ]  и
9 4 1
\4 4 х  1

ё х  =

=|/ = 4х\ /(4) = >/4=2; /(9) = л/9 = 3; х = /2 => йх = 2t йх \ =

3-  2/2

= | 2(/ + 1) ^  + | ^ = ( /  + 1) + 2( 1п |/ - 1 1) = 7 + 21п2. >

П Р И М Е Р  4.8. Вычислить

: х йх 

л/1 + х



<3 Имеем 

х с1х
\ - = = = и  = Л  + х\х = ?  -1; /(3) = 7 Г Т з  =2;
Зл / т

/(8) = л/ГТ8 =3; й х  = 2* Л  |= | *** =

= 21 (/2 -1) (И = 2 ' ‘ I V
3

= 2 = ^ . >  
3

ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

1)
\ r x d x  !■
Ь т Г  2>*

X йх
\ + 4х'

Ответы:



ИНТЕГРИРОВАНИЕ 
РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ

§ 5.1. РАЗЛОЖЕНИЕ РАЦИОНАЛЬНОЙ ДРОБИ 
НА ПРОСТЕЙШИЕ

Рациональную  функцию R(x) всегда можно п р едста 
ви ть  в виде:

P J x )R(x) =
Рп(х)

где  Рт {х), Рп(х) — многочлены степеней т и п  соответственно. 
л  Рт (х) ,
Отношение — —  при п > 1 назы вается  рациональной

Р М
дробью, правильной, если т  < п, и неправильной, если 
т  > п.

Н еправильная  дробь представима в виде 

^ 1 = Р  (х) + ^ ^ -  (8 < п ) ,
Рп(х) Рп(х)

гд е  Рт .„(х) — многочлен степени ( т  -п ) ,  н азы ваемы й це
л ой  ч а с тью  дроби;

Рг(х) — многочлен степени з < п и, следовательно,
*  Р,(х)др о б ь  —  ̂ п р ави льн ая .

Р*(х)
П равильную  дробь можно разложить на с у м м у  про

стейших дробей ви да
А Мх + N . .

7-----------ПГ* Т~2---------------------7* (Рг ~  4*7 <  0),
(х -  а) (х + рх + ?)

гд е  А, М, Ы, а, р , д  — действительные числа; к.,1 = 1, 2,.. .



В этом разложении каж дом у действительному корню а 
кратности k знаменателя Рп(х) соответствуют k сл агаем ы х

А, А, At---- i— + ----- i------ 1- ... Н------- -----;
х -  а (Х - a f  (х - а ) к'

каждой паре мнимых сопряженных корней кратностей / 
знаменателя Рп(х) (являющихся корнями квадратного  
трехчлена х2 + рх + q) соответствуют / слагаемых 

Mxx + Nx M2x + N2 Mtx + Nt
х2 + рх + q (jc2 + рх + q)2 (x2 + рх + q)1

Д ля разложения правильной дроби на сумму простей
ших используется м етод неопределенных коэффициен
тов, под которыми понимаются коэффициенты Ax,. . . ,A k,

определяемые из условий т о ж д е 
ственности правильной дроби и ее разложения (см. п р и м е
ры 5.1, 5,2, 5.3, 5.4). Коэффициенты определяются одно
значно, так  как  разложение является  единственным.

§ 5.2. ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ

Д ля интегрирования рациональной дроби можно ис
пользовать следующий алгоритм.

Г. Выделить целую часть, если дробь неправильная 
(это можно сделать, например, разделив «углом» числи
тель на знаменатель).

2’ . Разложить знаменатель Рп{х) на множители: линей
ные

(х -  а,), (х - а 2) , . . . ,

соответствующие действительным корням а , , а 2,... 
и квадратичные

(х2 + р,х + q,), (х2 + р2х + q2), .. .,

соответствующие парам мнимых сопряженных корней 
знаменателя Рп(х).

3”. Разложить правильную дробь на сумму простейших 
дробей.



4°. П роинтегрировать целую часть (если она есть) и 
простейшие дроби. Ц е л а я  часть интегрируется непосред
ственно к а к  линейная  комбинация степенных функций. 
М етоды  интегрирования простейших дробей см. ниже 
(в  примерах).

ПРИМ ЕР  5.1. Н айти

г х 5 + х* - 8  ,
------5-----------йх.

* х  -  4х

•0 Под интегралом стоит неправильная дробь — сте
пень числителя ( р а в н а я  5) больше степени знамен ателя  
(равной 3). Выделим целую часть, для  чего разделим чис
литель  на зн ам ен ател ь :

х 5 + х 4 - 8  

"л:5 - 4 л : 3

х л -  4 х

___ х 2 + х  + 4

х 4 + 4л:2 — 8  
X 4 - 4 л : 2

4 л: 3 + 4 л:2 - 8  
' 4 л:3 - 1 6 л:

4 * 2 -ь 16л: — 8 — остаток от деления.

Таким образом,
х 5 + х * - 8  2 л 4 х 2 + 1 6 л : - 8------------------= х* + х  + 4 + -------- г------------ .

л: - 4 л :  х - 4 х
Р азложим получившуюся правильную дробь

4 л: 2 + 1 6 л: -  8-------------------- на простейшие, а знамен атель  на множители:
л:3 - 4 л :

4л:2 + 1 6 л : - 8  4 л :2 + 1 6 л  -  8  _ /4, А 2 А 3+ — —  +
л:3 -4 л :  л:(л:-2Хх + 2) х х - 2  х + 2

Приводя последние три дроби к общему знаменателю  и 
с к л а д ы в а я  их, п р и дем  к условию:

4л:2 + 16* -  8  = А, (х -  2Хх + 2) + А2х(х + 2) + А гх(х -  2).

Коэффициенты А Х,А 2,А 3 можно определить, полагая  в 
последнем р аве н стве  х  равным подходяще подобранным



числам (наиболее удобными являются действительные 
корни знаменателя исходной рациональной дроби). В н а 
шем случае:

х = 0 => -  8 = -4Л,; 
х = 2 => 40 = 8А2; 
х -  - 2  => -  24 = 8Л3; 
откуда Л, = 2; Л2 = 5; А3 = -3.
Находим исходный интеграл:

г х 5 + д:4 — 8 , г/2 г 4л:2 + 16л: — 8 ,
---------г------------------йх =  ( д г  +  X +  4)йх +  ------------ -------------------- йх =

3 х - 4 х  •' 1 х * - 4 х
2йх г 54а: г -Ъйх

дс ■' д: -  2  •' лс + 2 

X3 л:2
= —- + —  + 4д: + 21п|л:|-1-51п|л:-2|-31п|л: + 2|+С. С>О £
Упражнение 5.1. Указать вид разложения правильной 

рациональной дроби на простейшие дроби (не определяя 
коэффициенты):

. р _  2 л:2 -н 4 1 л: — 91 дс3 -  6л:2 + 9л: + 7.

" ( * - 1 Х *  + З Х * - 4 ) ; ' ( х - 2 ) 3( х - 5 )  :

в ) *  = г ) *  = 1дс -  Зд: + 2 лг(дс + 1)

Д) „  х, 1 ! — тт; е) /?=•
. 7

л:(4 + х 2)2(1 + л:2) (л:4 - I ) 2
<] а) У знаменателя в данном случае только действи 

тельные простые корни. В разложении на простейшие д р о 
би каж дом у такому корню соответствует одно слагаемое. 
Разложение будет иметь вид:

Л, А2 Ля
/? =

х -1  дс + 3 х - 4  
б) У знаменателя корни д:, = 2 кратности 3 и дс2 = 5 

кратности 1. Поэтому в разложении будут три слагаемых, 
соответствующих корню х1 = 2, и одно, соответствующее 
корню х2 = 5. Вид разложения следующий:

п ^1 ■'̂ 2 Л3 АлЯ = ----— + ----- + ------------------------- — .
л:- 2  (д: -  2) (л: -  2)3 л:- 5



в) Имеем: 
х

х 4 - З х 2 + 2  (*2 - I X * 2 - 2) (х -  1Хх + 1Хх -  у/2)(х + л/2)’

Р а с с у ж д а я  т а к  ж е ,  к а к  и в случае а), найдем , что в р аз 
ложении /? на с у м м у  простейших дробей будет  четыре с л а 
гаемых:

А . А ,  Л, Л,/? = + “I"
х - 1  д с + 1  х  - л / 2  х  + л/2

г) В данном с л у ч а е  в знаменателе есть квадратичный 
множитель * 2 + 1, не имеющий действительных корней. 
Т ак  к а к  он стоит в первой степени, то в разложении на 
простейшие дроби е м у  будет соответствовать слагаемое

Ах + В „
вида  —5------ . Тогда

х +1
+ А2х + А 3 

X х 2 + 1

д) В этом сл у ч а е  сомножителю знам ен ател я  (4 + дг2)2 
при разложении на простейшие дроби б у д у т  соответство
в а т ь  д ва  сл агаем ы х , а сомножителю (1 + х 2) — одно сл а г а е 
мое. Т ак  к а к  (4 + х 2) и (1+ х 2) не имеют действительных 
корней, то соответствующие простейшие дроби будут  
иметь вид:

А х  + В Ах + В А х  + В
4 + х 2 (4 + х 2)2 ’ х 2 + 1

Линейному сомножителю зн ам ен ателя  х  соответствует 
одна простейшая дробь. Окончательно получим:

Л| А2х + Аз 1 А4х + А$ 1 А$х + А~!
Я = —  + — ------^  +

е) Имеем:
х  4 + х 2 (4 + х 2)2 1 + х 2

( х 4 - I ) 2 (х  - 1)2 (лг +  1)2( х 2 +  I)2

Л  . °2 . \  . А$х + Аб А^х + Аъ .
х - 1  ( х - 1)2 х + \ (х + 1)2 д̂  + 1 (х2 +1)2



ПРИМЕР 5.2. Найти
г йх
1 х 3 +1

—----------правильная рациональная дробь;
х3 +1

1 _ 1 _ Л, Л2х + Л3
х + 1  (х + 1Хх — х + 1) х + 1 х - х  + 1 

1 = 4̂, (х2 -  х +1) + (Л2х + /43Хх + 1).

х = —1 => 1 = ЗЛ, => Л| = —;
1 1 3

2
х = 0 => 1 = А1 + Л3 => Л з = —;

х = 1 => 1 = Л, + 2(Л2 + Л3) =>
, 1 О* 4 . 1 => 1 = -  + 2Л, + -  => Л, = — .

3 2 3 2 3

3 +1 з [
\( 1 2 - х+

х +1 З^х + 1 х - х  + 1/

Полезно провести проверку правильности нахождения 
коэффициентов в разложении на простейшие дроби:

1 2 - х   ̂ 1 х 2 - х  + 1 + ( 2 -  хХх +1)+
 ̂X + 1 х 2 -  X + 1) 3 (х + 1Хх2 - х  + 1)

1 х 2 - х  + 1 + 2 х - х 2 + 2 - х  1 3 1
3 х +1 3 х +1 х +1

т. е. коэффициенты верны.
Теперь найдем исходный интеграл:

1 . , 1 г (2х -1 )  -  3 .= — 1п X + 1 ----------------------  йх =
3 1 6-1 х 2 - х  + 1
1 , 1  . | 1 г 2х - 1  ,= -1п  х + 1 —  —------------ йх +
3 6 х —х + 1



(При вычислении интеграла мы воспользовались спо
собами «вн есени я  под дифференциал» и «выделения пол
ного к в а д р а т а » . )  ^

где последние кв ад р атн ы е  трехчлены у ж е  неразложимы 
д алее  на д вух чл ен ы  с действительными коэффициентами, 
т а к  к а к  у  них отрицательные дискриминанты  и, следова
тельно, мним ые корни.

Отсюда

Последнее равенство  останется верным, если в нем « * »  
всю ду зам ен и ть  на « - * » :

Т ак  к а к  п р ави льн ая  дробь единственным образом 
(с точностью до перемены мест с л а гаем ы х )  р азлагается  в 
сум м у  простейших дробей, то при всех *  должны быть вер
ны р аве н ства :

П РИ М Е Р  5.3. Найти

<] З а м ети м , что

х 4 + 1 = ( * 4 + 2 * 2 +  1) -  2 * 2 = ( * 2 +  I)2 -  (л/2*)2 = 

= ( * 2 -  л/2* + IX *2 + л/2* + 1),

* 4 + 1 х 2 -  л/2* + 1 х 2 + л/2* + 1

1 _  Л ,*  + А2 Вхх + В2

* 4 + 1  * 2 + Т 2 *  + 1 * 2 - л / 2 *  + 1

1 _ - А ]х + А2 - В хх + В2



-Л ,*  + Л2 _ Вхх + В2 - В хх + В2 _ Ахх + А2 
х2 + л/2* + 1 х2 + л/2дг + 1 ’ х2 -  л/2* + 1 х2 -  л/2* + Г

откуда В, = -Л ,;В2 = А2. С учетом установленных р а 
венств получаем:

1 А,х + Л2 —А , х  + А 2
1 1 н--------!—=—— или

X + 1 х2 -  л/2* + 1 х 2 + л/2* + 1

1 = (Л,* + Л2Х*2 + л/2* + 1) + ( -Л ,*  + Л2Х*2 -  л/2* + 1).

При х = 0 из последнего равенства получим, что 

1 = 2Л2, откуда А2 -  подставив далее х = 1, найдем:

\=(А1 + 1х1 + л/2+1) + (-Л, +1х1-л/2+1),
1 = 2 + 2л/2Л,

и Л, = -
2л/2’

откуда окончательно получим:

1 _ -1/(2л/2) х + \/2 + 1/(272) • х + 1/2
* 4 +  1 * 2 — л/2 дс +  1 х2 + л/2* + 1

2л/2

+ л/2 х + л/2 1+
д:2 -  л/2* + 1 л:2 + л/2* + 1

Откуда
г йх 1 Гг л / 2 -*  , г дс + л/2 , 1

~ 2 ^ Г  д:2 -  л/2 л: + 1 *  + * * 2 +л/2* + 1

Вычислим вначале | х +
х2 + л/2* + 1

Г х + ^  ¿ * = 1 /
3 х2 + л/2* + 1 2 ■*

1 , ( 2 *  + л/2) + л/2
¿ *  =



= к * 2 + л/2*  + 1) = (2*  + J 2 ) d x  I = i \ d { x 2 + ^ . +.} l
1 1 2J л:2 + л/2* + 1

9  J
¿ *

* 2 + л/2*  + 1
1 I / 2 /о i\ >/2 f d { x  + л/2/2)= — In (лг + л/2*  + 1) + —  ------ /  —  =
O v '  9  J  , /o/o\2 , 1/02 J ( X  + л/2/2)2 + 1/2

= I l n  (* 2 + л/27 + 1) + ^  л/2агс1 g ^ ± ^  + c  =
2 2 1/л/2

= ^ ln  (*2 + л/2* +1) + a r c tg  (л/2* + 1) + С.

Заметим , что, если F'(x) = <р(*) для  некоторых функций 
F(x) и tp(*), то

(-F(-x))'= -F '( -x )  ■ (-1) = F'(-x) = ф(-*),

т. е. для  функции <р{-*) первообразной будет  -F(-x).  Так 
V2 — X

к а к  функция ----------р ------  получается из функции
* 2 -  л/2 *  + 1

л/2 + *
подстановкой замены  « * »  на « —* » ,  то, с уче-

* 2 + л/2*  + 1
том выш есказанного, получим:

J  , Г 11п ((-*)2 -л/2* + 1) +
J * 2 -  л/2*  + 1 L2

+ a r c t g ( —J2 x  + 1) + С  =

\
2

Окончательно

= - - In (*2 -  л/2*  + 1) -  a r c tg  (—n/2 jc + 1).



= 1п (л:2 -  42.x + 1) -  а п ^ О  -  л/2х) +

+ ̂ 1п (х2 + л/2х + 1) + агс1д(1 + л/2дс)̂  + С =

1 . X2 + л/2* + 1 1 <-
1п —------- —------- + — — [ а г ^ ( 1  + >/2х) +

4л/2 х2 -  л/2* + 1 2л/2

+ аг<^(л/2х -  1)] + С. >

ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Найти интегралы :

, * 6 -  2х4 + З *3 -  9*2 + 4 . _ [ хйх, с х” - ' ¿х  + Здс -  9* + 4 [ хйх
! ------- 5" с! з „-------2) )хъ - 5 *  +4х '  1 х3 - 1

Ответы:
х2 1 3

1 ) — + 1 п | л с| + 1 п | х -2 -1 п | х  + 2| + —1 п | х -1 |  + —1п|х + 1| + С;

2) ^-1п |лг- 1  | -^ 1 п  (д:2 + х + 1) + - ^ а г с 1 е ^ ^ + С .

Интеграл от дроби
Мх + п

(х + рх + д)

путем выделения полного к вад р ата  сводится к интегра
лам вида

хйх , г йх
¡ 7 . &  ■ Л - /(* + а ) : ( х ' + а гу

1 находится путем подведения (х 2 + а2) под знак диф-
1 X

ференциала. /, = - а г с 1 д — + С. Д л я  /к при к > 1 можно ис-
2 а

пользовать рекуррентную формулу
_х________  2к - 3

2а*(к - IX *2 + а 2)*“1 + 2 а2(* -1 )У* = - 2, ,  (й = 2- 3- - )



ПРИМЕР  5.4. Найти

г х 3 + х —1 dx.
J (x2 + 2)2 

.  х 3 + х  -  I _  х 3 + 2х -  х  -  I _  

(х 2 + 2)2 (л:2 + 2)2 
jc(jc2 + 2 ) х +1 _  х х  + 1
(х2 + 2) (х 2 + 2) л:2 + 2 (х2 + 2)2

т. е. в данном с л уч а е  разложение в с ум м у  простейших дро
бей может быть получено простыми преобразованиями. 
Д а л е е  имеем:

г х 3 + х  - 1  , г xdx г (х + 1)</х, г хах  г
¿ “ ¡ - г - т ; - !J (х2 + 2 f  3 х 2 + 2  J (х2 + 2)2

Вычислим получившиеся интегралы.

1) Г = \ У2 - У *  + 2) = l i n  (х2 + 2) + С.
’ J х 2 + 2 J х2 +2  2

2)
хdx _  1 г 2x d x  _ 1 г d(x2 + 2) _  _  1 1 + ^  

(x2 + 2 f  ~ 2-1 ( x 2 + 2)2 “ 2 J (x2 + 2f  ~ 2 (x2 + 2) +

dx
{x2 + 2)

Интеграл —-------- - вычислим следующим образом:

-|=агс1д-^= = Г — =(применяем формулу интегри- 
л/2 л/2 х 2 + 2

х г 2 х 2 х
рования по ч а с т я м )  = —---------ь- —г-------- dx  = —------+
Н ' х2 +2 3 (х2 + 2)2 х2 +2

■(х2 + 2 ) - 2  _  х . оГ л Г Лх+2Î ' > dx  = —  -н 2 f ^ ------4 f -J , , 2 , 0  J v2 . О J I(х2 + 2)2 х 2 + 2 J х 2 + 2  J (x2 + 2f

x  2  , 2 . г dx
----- 5------ + -1= агс^ - ? =  -  4 f —--------- r-,

x 2 + 2  V2 л/2 J (x2 + 2)



(что совпадает с результатом применения рекуррентной 
формулы при & = 2).

Собирая все вместе, окончательно получим:

(■ ДС3 + X - 1  1 , . 2 1 1 х— г-------г - = —1п(х +2) + — -—--------------------------
{х2 + 2)2 2 2 х + 2 Цх + 2)

— а г ^ е  *л/2 + С = ^  1п (л:2 + 2 ) ----- *  2-----
4л/2 2 '  4(х + 2)

---- \ = а т ^  ^= + С. >
4л/2 л/2

ПРИМЕР ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Найти ин теграл  \
2х(1х

(1 + *Х1 + х 2)2 \2  •

Ответ:
х - 1  1 , . 1  

2(х2 + 1 )~ 2 1п 'Л: + 1 ' + 4 ,П <1 + х ) + С-



ИНТЕГРИРОВАНИЕ 
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ВЫРАЖЕНИЙ 

И ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ

§ 6.1. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ 
ВЫРАЖЕНИЙ

И нтеграл  ви да

| / ? (зтх ,  соэ х)с!х,

где /?(ы,у) — рац ион альн ая  функция относительно двух  а р 
гументов и и V, с помощью универсальной подстановки

t = t g -

сводится к и н те гр ал у  от рациональной функции относи
тельно новой переменной интегрирования t.

При этом используются формулы
2/ I -  *2 , 

б ш х  = -------- - ,  совх = -------- - ,  а х  =
1 + /2 ’ 1 + <2 ’ 1 + /2 '

Если И{-и,ь) = -/?(«, а), т. е. поды нтегральная  функция 
явл яетс я  нечетной относительно синуса ,  то можно исполь
зовать  п о дстан о вку

< = соэх;

если Я (и ,-у )  -  -/?(и, и)(нечетность относительно косинуса), то

< = бш х ;

если /?(-и, - у )  = /?(и, V) (четность по совокупности а р г у 
ментов), то

t = t g  X или t = ^ х .



Эти подстановки при указанных условиях рационали
зируют подынтегральное выражение и называю тся полу- 
универсальными.

ПРИМЕР 6.1. Найти
г с1х
■* 5  -  4 э1 п л : + З собл :

<1 Применим универсальную тригонометрическую под

становку / = t g ^ ,  в результате перейдем к интегралу от

рациональной функции (говорят, что универсальная три
гонометрическая подстановка «рационализирует» подын
тегральное выражение):

dx
5 - 4 s i n x  + 3 co s jc

1

i t 2 dx
t  = t g —; ----------------------------

2 5 - 4 s in j c  + 3cos;t

1 + f2
5 -  4 • (2//(1 + /2)) + 3 (1 -  t2)/(l + t2) 212 - 8 t  + 8 ’

dx = 2 dt
1 + t3 - !

1 + t2 2 dt
2t2 -  8/ + 8 1 +

dt

d(t -  2) 
(t~2)2

1
t - 2

+ C = 1
tg (x/ 2)-2

4* + 4

+ C. >

ПРИМЕР ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Найти интеграл  j dx
5 + 4 s in  дг'

Ответ:
2 , 5 t g ( V 2 )  + 4 „3 a r c t g ----------------- +С.

ПРИМЕР 6.2. Найти

J Sin3JtC?JE.

<1 В данном случае R{u,v) = и3 — нечетная относитель
но синуса функция, поэтому используем подстановку 
t = cos х:



j  s i n 3* d *  = J  s in 2*  • s in  xdx  =| t -  e o s xr, s in 2 X  = 1 -  eos2 X = 

= 1 -  t 2; d t  = d c o s x  = - s i n  xdx  |= - J ( l  -  t2)dt =

= \{t2 - l ) d t  = j ~ t  + C  = ^ y i í - c o s * + C .  >

П Р И М Е Р  6.3. Найти

J  cos 5 xdx.

З д е сь  R(u,v) = Vs — функция, нечетная относительно 
косинуса . С дел аем  подстановку t = sinjc:

J cos5xdx  = J cos4*  • cos xdx  = \ t =

= sin  r ,  cos4 x  = (1 -  s in 2 x)2 =

= (1 - 12)2', dt = d s i n *  = c o s* dx  | =

= j ( l - t 2)2 dt = j ( t 4 - 212 + 1 )dt =

t 5 21 3 . „ s in 5 *  2 s in 3 *  . „ к.= -------------+ t + C = --------------------------+ s in *  + C. >
5 3 5 3

П РИ М Е Р  6.4. Найти
dx

4 -  3cos2 *  + 5 s in 2 *

<3 В данном случае R(u,v) = 

1

1
4 -  3u2 + 5u2 

1
4 -  3(-y) + 5(-m) 4 - 3 v  + 5u

Применим подстановку t = t g * :  

r dx
4 -  3co s2 *  + 5 s in 2 *

1 1

t = tg  r ,  dt =
cos2 *

= R(u,v).

dx;

1
4 -  3 co s2 *  + 5 s in 2 *  cos2 *  4  • (l/cos2 *) -  3 + 5 t g 2*

= _ J ______________ 1__________= ^ _ 1 _________1_  _
cos2 *  4{1 + t g 2*) -  3 + 5 t g 2*  9 t g 2*  + 1 cos2 *



9t2 + 1 cos2 х - i
1 dx

- J ;
dt

9t2 +1 cos2 *  J 9/2 +1 

3 '
_ г _d(3t)_ _ I arctg3 i + q _ I a r c t g  (3 tg  д:) + C. > 

3  ̂ (3t) +1 3 B ° g ’

ПРИМЕРЫ Д Л Я  С А М О С ТО Я ТЕЛЬ Н О ГО  РЕШЕНИЯ

Найти интегралы :

1) /cos3jci/jc; 2) J sin5jtd*;

Ответы:

s in 3 х  „  „ 2 c o s 3 x  c o s s x1) sinлг — — -—  + C; 2) - cosjt + — г----- --— -— +C;
«5 u Ь

Э) ; ^ arctg ( ^ f ) +c; 4) ^ arcte (V2tgx)+c.

Иногда для интегрирования тригонометрических в ы р а 
жений применяются тригонометрические формулы пони
жения степени:

cos2 х = -(1 + cos2* ) ,s in2 х =
2

= -(1 -  cos 2х), s in *  cos*  = — sin2x;
2 ’ 2

формулы преобразования произведений синусов и косину
сов различных аргументов в суммы или разности синусов 
и косинусов:

s in a c o sp  = - ( s in (a  - р )  + s in ( a  + (i)),



П РИМ ЕР  6 .5 . Найти

J cos2xdx.

< В осп о л ьзуем ся  формулой понижения степени (пе
рейдем к дво й н о м у  аргументу):

J  cos2xdx  = J  —(1 + co s2x)djt = i  J  dx + — j  cos2xd(2x) =
2 2 4

= - x  + - s i n 2 x + C. t>
2 4

П РИ М ЕР  6 .6 . Найти

J  cos 4 xdx.

<1 П оследовательно  понижая степень, получим:

 ̂ (  1 J  cos x d x  = J ( c o s 2 x f  dx  = JI — (1 + co s2x) j dx  =

= f —d x  + f - c o s 2xdx + f - c o s 2 2xdx =J 4  J 2 J 4

= —* + —[ c o s 2xd(2x) + -  f -(1  + co s4 x)dx =
4 4 J 4 J 2

= - x  + — sin2a: + -  f dx + —  f cos4xc?(4x) =
4 4 8 J 3 2 J

1 1 . 0 1 1 . ,  ~= — x  + - s i n 2 x  + - x  + — s in 4 x  + С =
4 4 8 32

3 1 1= — x  + - s i n 2 *  + — s in 4 x  + C. D>
8 4 32

П РИ М ЕР  6 .7 . Найти

J  s in2x  cos2 xdx.

<¡ В данн ом  сл у ч а е  для понижения степени используем 
формулу си н уса  двойного ар гум ента ,  а затем  формулу по
нижения степени синуса:

í s in 2*  eo s2 x d x  = í - s i n 2 2xdx = -  f (1 - c o s 4 x)dx = 
j  j  4 g  j



= -  í d x f c o s 4 x d ( 4 x )  = - х — — sin4x + C. >
8 J 3 2 J v ; 8 32

ПРИМЕР  6.8. Найти

J eos* sin Эхе?*.

<3 Преобразуем произведение sin3*cosjc в сумму:

J  cosjtsin3;ti/;t = J ^(sin4* + sin2 x)dx =

= J  sin4xd(4*) + sin2*rf(2*) j  =

= - - c o s 4 x  - -cos2;t + C. t>
8 4

ПРИМЕРЫ ДЛЯ  САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

1) j  s in  1xdx\ 2 )  J  s ¡n 4xdx; 3) J  s i n o c o s 4 xdxr,

4) | eos 2x e o s  3xdxr, 5) j  s in  2x s in  5xdx.

Ответы:

1) —x - j s i n 2 x  + C\ 2 )  ^ j r - ^ s i n 2 x  + ^ rs in4A : + C;
¿  T o 4 ojL

3) T Í8x ~ 1 ^ 8 s ' n + s in  8x + C; 4) ^ s i n 5 x  + ^ s in jc + C ;  

5) 7 S ¡n 3 A : - 7 - s in 7 j c  + C. 
6 14

§ 6.2. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ 
ФУНКЦИЙ

Интегралы вида

| R(x,Ja2 -  x2)dx, J  R(x,Ja2 + x2 )dx, 

J  R(x, yjx2 - a 2)dx, (a > 0)



тр и го н о м етр и ч ес ки м и  п одстан овкам и  

х  = а э т /  (или х = а со б / ) ,  х  = а 1 ц (  (или х = a c t g í ) ,

а а  X = ------  или X =
cosí  s in ¿

сводятся  к и нтегр алам  вида

J  y?,(sin/,cosí)d¿-

З десь  Р  и Я, — рациональные функции своих аргументов. 
Д л я  интегралов вида

Í*
\ах + b 4 

*• сх + а
dx,

где а, Ь с, d  — постоянные, а Я — рациональная функция, 
можно использовать подстановку

ах  + b 
t =

сх + d

ко то р ая  р ац и о н али зи р ует  поды нтегральное  вы р аж ен ие .
С лед ует  иметь ввиду , что сущ ествует  много других под

становок и др уги х  приемов для  интегрирования различ
ных иррациональностей, которые здесь  не р ассм атр и ва 
ются и которые читатель может найти в учебниках и 
зад а ч н и ках  по м атематическому анализу .

П РИ М Е Р  6.9. Найти

I  f r á g i l
2,5 Х

<3 П оскольку  соответствующий неопределенный интег
рал имеет вид  | Я(х, ' ¡а 1 -  х 2 ) dx, а  = 5, то применим три

гонометрическую подстановку х = 5 зт < .



Если в качестве обратной функции рассматривать 
х

t = a rc s in—, то нижнему пределу интегрирования х = 2,5
5

будет соответствовать / = верхнему х  = 5 — t = Ото

бражение x(t): [2.5t 5], з ад аваем о е  формулой

х(t) = 5 s in i  удовлетворяет тогда всем условиям теоремы о 
замене переменной в определенном интеграле. Поэтому

** (-*/25_х2 )3
I -------- --------dx = I х = 5sin<;dx = bcostdt,

2 5  *

■v/25 -  х2 = л/25 - 2 5 s in 2 / = 5|cosi |= 5cos/

так как IX  я |
' s Le- 2J

_ ^ (S co s i)3 • 5 cos tdt _ "^cos4 1 ^

Je 54 s in41 „/6sin4 *

Это интеграл вида

J  /?(sin/,cos t)dt,

где Ши,и) = —-  обладает свойством: 
ц4

/?(-«, -у )  = = 5^- = /?(ы,и).
(-и) и

Поэтому здесь рационализирующими будут подста
новки у = t g í  и у =с!д/. Более удобной в нашем случае 
оказывается подстановка у = с1%1:

я/2 4 ,cos t

я/6

=* dt = ~

y = ctg  t\dy = - - A — dt = -(\ + cig2t)dt 
sin <

1 + у
= c t g — = 0

2



О 4 -/3 4

‘ í l b d y ' l ^ 7 d y  = í 1 + У2 1 + у
dy =

4з 4з
= j v - i M  + j

dy [У
1+ У2 I 3

- у
4з

+ a rct g y

4з

П РИ М Е Р  6 .10. Найти

S i + х
dx.

<¡ И н тегр ал  ви да  J  R(x, J a 2 + х 2) dx, а = 1, поэтому сде

л аем  з а м е н у  х  = tg/:
Va

J л/l + х 2 dx =

Vi + х 2 = - ^ T T g 2/ =

* , , U  л ]
"  = tg '• L T ' 3 j ’
1 1 J I , ,; dx = ------— dt

cost I cos/ cos2 1

я/3

- Í
1 1 1

я/3

я/4co s í  t g  ¿ e o s t
dt = j

dt
n/3

- J:
eos tdt

я/З

- í d s in /

*/4(l — s in  /)sin t

K/4C0S / s in 2 / „/4COS2 /s in 2 /

. , 71 л/2 Л л/з
¿/ = sin/; y — = — \ у — = —  

4 2 3 2

• I ¿í/

V & d - y V

Это и н тегр ал  от рациональной функции, легко видеть,



Поэтому
■/3/2 

Í
dy

= 7 * 4 + 7 d y/2/2 0 “  У )У J2/2 У л/2/2 У
V3/2

Л/2

'1 tf + 1 N

2
V y - 1 >

. л - *
т  Я  2^ l - S / 2  1 -V 2 / 2 J

л/б -  2 1. 2 + л/З 1 . л/2 н-1 V 6 - 2= — =— + -  In-------— — In —~—  = — = — +
л/3 2 2 -  л/3 2 л/2 - 1  л/3

Д |п£ ^ Л 1п< ^ , ^  + |п2 ± £  >
2 2 - 3  2 2 - 1  V3 л/2+1

ПРИМЕР 6.11. Найти

Í
л/л

< Подынтегральная функция имеет вид R(x, у1х2 - а 2 )

(при а = 1). Делаем замену х = ------ :
sin/

} d Z H á x ,
J v

1 , cost nx = — dx = -----— dt; x = 1 при t = —;
sin/ s in  / 2

x = 2 при / = —; -Jx2 -1  =
6 s in 2 t

1 = cos/ cost
sin/ sin /

-  _ T cos * i
¿ s i n í  [sint

cos/ 
sin2 1

2 , COS td t = f cos^i dt _ "f t j-s in^/  dt _  
jgS in 2 1 },R s in2 1я/6

к/2 ж/2 n/2 / \
=  j - ^ - -  frf/=(-ctg/) - Г - - - )  = л / 3 - - .  >  

ieSin2 / ¿e U  6 j  3n/6*'“ ‘ */6 „/6



<3 Используем подстановку   ̂ = --------- , тогда  ̂ = -------и
1 + х 1 + х

1 -

(1 +  хЧг = 1 -  х, что д а е т  х(1 +  /2) = 1 -  ¿ 2 и х = ------ г - ;
1 + Г

й х  = Н<)
2 \2(1 + п

сН и интеграл  преобразуется к  виду

1 - *

1 + *2

2 Л ( - 4 0

(1 + П
Л  = - 4  Г---------------- --  Л  =

/2)2 •’ (1 - * 2Х1 + *2)

_ _ ! _ и Л ! В _2 г1 ¿2 о J1 - Г  1 + Г

= 2 - 1п 
2 *+  1

+ 2 а г с 1 д  < + С = 1п

л/1 —  дс+ 2 агс1ё

ПРИМЕР  6.13. Найти

1 + *

л/(! “  х)/(1 + *) + 1 

+ С. >

г л/2 дс + 1 ,

<] Этот интеграл  — частный случай интеграла 
Лах  + Ь 

сх + й
йх  (где  п = 2;с = 0,й = 1). Поэтому испо

льзуем  подстановку t = -\/2* + 1 или ¿2 = 2х  + 1 и = йх:

Имеем:



Поэтому интеграл равен

4 - П Г '
„ 1  ' 1  

4 Ч « - К , + <*-1 + (| + 1)']

щ  +1)
V + 1)2

2 *
*2 -1

*  = / ^  + 2 ^  +
(/-I)2 / '-1

1 О 1 1
------------+  2 — 1п * - 1 1 + С -  1п / - 1
* - 1  2 * + 1 ¿ + 1 * +  1

+ С = 1п
л/2аг + 1 - 1

л/2* + 1 + 1

2л/2лг + 1
(л/2* + 1)2 - 1

+ С =

= 1п
|л/2* +  1 - л/2* +1
л/2* + 1 + 1

+ С. >

ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ
Найти интегралы:

Г ху !\  + х  о  \ ^ а х  
1) ] г,—г 2) ) ".

Ответы:



ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЛОЩАДЕЙ 
ПЛОСКИХ ФИГУР

§ 7.1. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЛОЩАДЕЙ
В ПРЯМОУГОЛЬНЫХ КООРДИНАТАХ

П ло щ адь  5  криволинейной трапеции, ограниченной 
гр аф и кам и  непрерывных функций у = у {(х) и у  = у 2(х), 
у {(х) < у 2(х) и отрезками прямы х х  = а, х  = Ь (рис. 7.1) вы 
р а ж а е т с я  формулой

ь
Ь =\(у 2(х) ~ у М )  йх. (7.1)

а

В частности, приу х{х) = 0 ,у 2(х) = у(х) получаем формулу
ь

5  = ]  у(х) йх,
(7.2)

площ ади  криволинейной трапеции, изображенной на 
рис. 7.2.



Рис.  7.3 Рис .  7.4

Следует иметь ввиду, что формулы (7.1), (7.2) остаются 
верными и в тех случаях, когда каждый из отрезков пря
мых х = а, х = Ь или одновременно оба вырождаются в точ
ки (рис. 7.3).

ПРИМЕР 7.1. Найти площадь фигуры, ограниченной 
линиями:

у = хе *, х = 1, у = 0.

1<3 Сделаем рисунок. Имеем: у(0) = 0;у(1) = хе~х > 0
е

при х £ (0, 1). Следовательно, линия 0А, ограничивающая 
фигуру, расположена над осью Ох (рис. 7.4). Отметим, что 
при решении задачи о вычислении площади фигуры не 
требуется точно устанавливать форму линий, ограничи
вающих фигуру.

Фигура является криволинейным треугольником (кр и 
волинейной трапецией, у которой л евая  вертикальная г р а 
ница выродилась в точку 0). Учитывая это и применяя 
формулу (7.2), найдем:

1 1 1 1 
5 0АВ = j  хе~хс1х = - 1 х йе~* = -хе~* + | е~хйх = 

о о о о

= -е +(е° -  е ) =1 -  2е,-1

2 7  Ъ к .  }.!(№



ПРИМЕР  7.2. Найти 
площадь фигуры, ограни
ченной линиями:

у  -  х 2 + 2х, у  = х  + 2.

<1 Найдем точки пересе
чения линий:

[у = х 2 + 2х  

[у = х + 2, 

х 2 + 2 х  =
= х + 2, х 2 + х -  2 = 0  => 

=> х, = - 2 , х 2 = 1 =*

=* у х = 0, у 2 = 3. Имеем две  точки: А (-2, 0 ) ,В(1, 3).

Ф и гур а  ограничена параболой у  -  х 2 + 2х  и отрезком 
А В  прямой у  = х  + 2 (рис. 7.5).

О ба вертикальных отрезка , ограничивающих криволи
нейную трапецию слева  и сп р ава ,  выродились в точки А и 
В\ г/,(х) = х 2 + 2х\ у 2(х) = х + 2. По формуле (7.1) получаем:

5  = | ((х + 2) -  (х2 + 2*)) йх  = | (2 -  х 2 -  х) йх =
-2

2 ^

-2

ПРИМЕРЫ Д Л Я  С АМ О СТО Я ТЕЛЬН О ГО  РЕШЕНИЯ

Н айти площади фигур, ограниченных линиями:

1) у  = 0, у  -  1п х, х = 2, х = 3; 2 ) у  = х г, у = ■>/*;
3 )  у  = е‘ , у  = е~‘ , х = 1.

Ответы:



У ■1

у  = \пх

1п 2
у  = \п2

Е П  .
0 / 1 2

!
/  У = е*
1

Рис .  7.6 Рис.  7.7

Иногда бывает удобно в формулах (7.1), (7.2) поменять 
ролями х н у .  Так, площадь 5  криволинейной трапеции, 
ограниченной линиями х = х х(у), х = х2(у) (хх(у) < х2(у)), 
у = с, у = с1 (рис. 7.6) можно найти по формуле 

ё
5  = \{х2(у)~ хх{у)) йу, (7.3)

е

ПРИМЕР 7.3. Найти площадь 5  криволинейной трап е
ции, ограниченной линиями: у = \пх, х = 0, у  = 0, у  = 1п2 
(рис. 7.7).

<0 Учитывая, что у = \пх => х = е у, можно положить 
Х\(у) = 0 ,дс2(у) = еу, с = 0, с1 = 1п2. Используем формулу 
(7.3) для площади трапеции:

1п 2

Б = ^ еуйу = е у|" = е |п2- е °  = 2 - 1  = 1. >

Заметим, что в рассматриваемом случае неудобно поль
зоваться формулой (7.1), так как  функция у х(х) задается  
различными формулами: ¿/, = 0 на отрезке [0, 1] и у х =\пх 
на отрезке [1, 2] и площадь будет в ы р а ж а ть с я  суммой двух  
интегралов:

1 2 
5 = |  1п2 ¿х  + |(1п2 -  1п х) с1х.

причем второй из них вычислять менее приятно, чем
!п2



ПРИМ ЕР  7.4. Найти площадь фигуры, ограниченной 
линиями у 2 = 2 х  + 1, х  -  у  - 1  = 0 .

<\у2 = 2х  + 1 — это парабола, ветви которой нап равле
ны вдоль оси Ох; х  -  у  - 1 = 0  — п р ям ая .  Найдем точки пе
ресечения линий

у 2 = 2х  + \
* =>
*  _  у - 1 = о,

= у + 1 => (1/ + 1 ) ^ 1 - ^ ] = 0  => (у + 1ХЗ-у) = 0 =»

— У] = —1, ¿/2 = 3 ^  -̂ 1 = 0, х2 = 4.

Таким образом , точки пересечения линий Л (0 ,-1 )  и
В(4, 3), а ф игура ограничена 
параболой и отрезком АВ  
(рис. 7.8). В этом случае 
т а к ж е  удобней формула
(7.3), потому что нижняя гр а 
ница описывается двум я вы- 
ражениями у  = - у12х + 1 и 
у  = г - 1, а л е в а я  и п р авая  
границы — к а ж д а я  одним:

* у2 ,X = --------- И X = и  + 1, соот-
2

ветственно.
р ыс 7  8 В данном случае

х,(у) = *2 (У) = У + !•

Согласно (7.3):



ПРИМЕР ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ
Вычислить площ адь  фигуры, ограниченной п а р а б о л а м и :  

у 2 + 8х = 16; у 2 -  24* = 4&

Ответ:

32V2
л/3 '

§ 7.2. ПЛОЩАДЬ ФИГУРЫ, ОГРАНИЧЕННОЙ КРИВОЙ, 
ЗАДАННОЙ ПАРАМЕТРИЧЕСКИМИ 
УРАВНЕНИЯМИ

Е с л и  фигура ограничена кривой АВ, заданной пара
метрическими уравнениями

* = *№}
у = № \

отрезками прямых х = а,х = b и оси О* (рис. 7.9), то ее пло
щадь

S  = J  y(t) dx(t\ (7.4)
а

где пределы интегрирования а,(3 находятся из условий
о = х(а), b = *((3).

ПРИМЕР 7.5. Вычислить площадь фигуры, ограничен
ной кривой, заданной параметрическими уравнениями:

х = cos3 п  
у = s in 31

<] Установим форму кривой. При изменении парамет

ра / от 0 до ^  переменная х уменьшается от 1 до 0, а у  р ас

тет от 0 до 1:
О — -— » -  => 1 — О =* О---- «—» 1.

2
Следовательно, соответствующая часть кривой распо

ложена в I квадранте (х > 0,у > 0). Д ля  уточнения ее фор
мы выразим производные функции у(х), которая определя
ется заданными параметрическими уравнениями и

графиком которой является кривая при t е  0,-^



Ух =
yt 3 s in 2 tc ost  

- 3 c o s 2 1 • s in i
= - t g /  < 0 при t e  0 ,

1
' f )

> 0 при

< ( л  к  ( е  0,-
V л

С ледовательн о , функция у(х) уб ы ваю щ ая ,  ее график вы 
п уклы й вниз имеет горизонтальную касательную  при / = 0

(у'х —» 0 при t —> 0 + 0) и вертикальную  — п р и ^ = ^  

(у'х -> оо при г -> ^  - 0 )  (рис. 7.9).

t €

Аналогично можно исследовать форму кривой для 
3 ] и т. д. Но более целесообразно уста-к

2 ’ К
, t е л , - л  

2
новить ее симметрию с помощью следующих соображений. 

П усть  точка М(х,у) кривой соответствует п ар ам етр у

t е . Т а к  к а к

cos(it -  t) = -c o s t ,  sin(jt - 1) = sin/,

то ее точка  Af,, соответствующая п ар ам етр у  tx = n - t

У ‘
к

Щ -х .у )  / \ .  Щ х,у)
1 \1 X 1 \111

0
1 _ /1 /1 X  х 11 s\S

/  М2(х ,-у )

t\ e
7t 

2 ’ K
имеет коор

динаты  (- x , у) и, следова
тельно, симметрична точ
ке М относительно оси Оу 
(рис. 7.9).

Т ак  к а к  М(х,у) — про
извольная точка части 
кривой в I квадранте , то во 
II квадр ан те  (х < 0, у  > 0) 
расположена часть кри
вой, симметричная относи
тельно оси Оу.



Подобным ж е образом, учитывая, что

cos (27t -/ )  = cos/, sin (2n -  /) = -s in / ,

устанавливаем симметрию точек M2, соответствующей п а
раметру /2 = 2л -  /, и AÍ и симметрию относительно оси Ок. 

Исследованная кривая называется астроидой. 
Фигура, ограниченная астроидой, состоит их четы

рех одинаковых частей. Подсчитаем площ адь ее части, 
находящейся в I квадран те , по формуле (7 .4 ):  в данном

случае а = 0, b = 1 (отрезок вы р о ж д ается  в точку); а  = —
2

(О = л:(а) = cos3 а); (3 = 0 (1 = *(Р) = cos3(3):
о

S, = | s in 3/ dcos3t = з | cos2/ s in 4 t dt =
я/2 О

= -  J (^sínicos/)* sin* t dt = -  J s in2 2/sin2 t dt -  
4 n 4 n

4 ¿ 2 '  2

= — í (1 -  cos4/ -  cos2/ + eos4/eos2/)dt =
16 Г
3 f ,

o

Искомая площадь S  = 4s, = — . [>

ПРИМЕР ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ
Найти площ адь фигуры, ограниченной одной арк ой  циклоиды : 

jc = i  — s in  /, у  = 1 -  cos t и осью абсцисс.



О б л асть  изменени я  п а р а м е т р а  t : 0 й  t  < 2л. Эскиз кривой — на рис. 7.10. 
П л о щ адь  ф игуры  р ав н а  Зл.

§ 7.3. ПЛОЩ АДЬ КРИВОЛИНЕЙНОГО СЕКТОРА 
В ПОЛЯРНЫХ КООРДИНАТАХ

П ло щ адь  криволинейного сектора, ограниченного кри
вой, задан н о й  уравнением в полярных координатах

р = р(0), а  < 0 < Р 

и л уч ам и  в  = а , 0  = Р (рис. 7 .11) в ы р а ж а е т с я  формулой

S = i } p 2(0 )d 0 .  (7.5)
L а

П Р И М Е Р  7.6. Найти площадь фигуры, ограниченной 
линией р = cos50.

<] С оставим  табли ц у  изменения полярного радиуса  р в 
зави сим ости  от у гл а  0 при 0 е  [0 , л] (т а к  к а к  
cos 50 = cos 5(-0), то кривая  симметрична относительно по
лярной оси и ее часть, соответствую щ ая 0 е  [ - л ,0], получа
ется  отр аж ен и ем  относительно полярной оси части, соот
ветствую щ ей 0 е  [0 , л]).

е л
0 То

л Зл
То То

3 л  4тс 4л 5л 5л 7л
То ^ Т о

7тс 8л 8л 9л 9я
То10 10 10 10 10 10 10 10

р 1 ->0
< 0 

точек 
нет

0->1 1->0
< 0 

точек 
нет

0 - » 1 1 ->0
< 0 

точек 
нет



Рис.  7.12

Эскиз кривой на рис. 7.12.
Кривая состоит из 5 одинаковых элементов (т а к  н азы 

ваем ая  пятилепестковая роза). Вычислим площадь 5 , од
ного лепестка (заштрихованного на рис. 7.12), для  чего 
воспользуемся формулой (7.5).

В данном случае р(0) : соб 58, а  = — — , 3  = —  
10 10

.  и/10 . к/10

5 , = -  |сое2 5040 = — |(1 + соз1О0) 40 =
^  -п/10 ^  _„/10

К
То

к
'То

71

20 '

Для площади 5  всей фигуры:

5  = 55 ,  = 5 • —  =
' 20 4

ПРИМЕР ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Найти площадь фигуры, ограниченной линией р = з т 2 0 .

Ответ:
л
4'



ВЫЧИСЛЕНИЕ ДЛИН ДУГ КРИВЫХ 
И ОБЪЕМОВ ТЕЛ

§ 8.1. ДЛИНА ДУГИ КРИВОЙ

П у ст ь  / — длина дуги  гладкой  кривой.
Если кр и вая  з а д а н а  уравнением  в декартовы х коорди

н а т а х
у  = у{х) и у(х) е  С ‘ [а,Ь], а < х < Ь,

то

I = }  л/1 + (У'(*))2 ¿х. (8.1)
а

Если кр и вая  з а д а н а  параметрическими уравнениями 

х  = *(/), у  = г/(0 и х{{),у(() е  С '[а ,р ] ,  а  < / < Р,
то

I = / л/(*'(0 )2 + ( / ( 0)2 Л .  (8 .2 )
а

Если кр и вая  з а д а н а  уравнением  в полярных коорди
н а т а х

р = р(0) и р(0) е  С ‘ [а,Р], а  < 0 < Р,
то

/ = / л/(р(в))2 + (р'(0))2 ¿е .  (8.3)
а

О братите  внимание, что во всех трех случаях  в интег
р ал ах ,  вы р аж аю щ и х  длину дуги  кривой, нижний предел 
интегрирования меньше верхнего.



ПРИМЕР 8.1. Найти длину линии у = 1пх от = -Уз до 
х2 = л/8.

<3 Здесь кривая задана уравнением в декартовых коор
динатах. Применяем формулу (8.1):

/ = 1 ^ l + ( ( ln * ) ')2 d* = f J l  + í i - l  dx = р ^ - 1-
Гз Л  i \ J  Уз

dx =

П  Г . 2  >2 i i . . .  dx xdx tdt Ых + 1 = /; x -  í -1; xdx = tdt] —  = —— = —-----;
X x  / - 1

/(V3) = 2; /(V8) = 3| = j  ^  |
3 3

= J  dt  + J
2 t l - \  2

1
t2 - 1  /2 - l

dt =

= ( 3 - 2 )  + - I n  
/2 - l  V '  2

t - 1

1 3 - 1= 1 + -  ln
2 3 + 1

- l n 2 - 1  

2 + 1

1 + 1l2

-1  + l l n l .  
2 2

Отметим, что при реше
нии этого примера был не
важен вид самой кривой, 
важно лишь, что соответст
вующая функция у = \пх не
прерывно дифференцируе
ма на [л/З; л/8] ( эскиз кривой 
на рис. 8.1).

ПРИМЕР 8.2. Найти 
длину дуги эвольвенты 
окружности, заданной пара
метрическими уравнениями

х = R(cost + t sin/); у = R(sint -  t cost)', t e  [0, л] (R> 0).

<1 По формуле (8.2), где 

x(t) = R(cost + t sin/); y(t) = R(s\nt -  t cos/); a  = O, P = тс:
71 ____________________________________________________ ,_______________________

/ = J -J[(R(cost + t sin t))']2 +[(/?(sin / -  /cos/))']2d/ =



= I  iJr 2( - sin t + sin< + tcost)2 + R2(cost -  cos t + t sin t)2dt =

)\R\\t\dt = ) R t d t  = R - c
Rit2

: >

Опять-таки, к а к  и в предыдущем примере, вид кривой 
не важ ен . И м ее т  значение лишь то, что функции 
x{t) = R(cost + t sin/); y(t) = R (s in t  - t  cost)  — непрерывно 
дифференцируемы на отрезке изменения п ар ам етр а  [0, я]. 
(Эскиз кривой — на рисунке 8.2.)

П РИ М ЕР  8.3. Найти длину дуги архимедовой спирали 
р = 0 от н а ч а л а  до конца первого зав и тка .

<1 Эскиз кривой р = 0 можно п редставить  к а к  след, 
оставляемы й точкой, поступательно дви ж ущ ей ся  из полю
са по л уч у  (р — расстояние от полюса), который в свою 
очередь п о во р ач и вается  против часовой стрелки вокруг 
полюса (0 — угол  поворота) (рис. 8.3). Конец первого з а 
витка со о тветствует  0 = 2л;. Таким образом, необходимо 
найти длину кривой, заданной в полярной системе коорди
нат уравн ен и ем  р = 0, 0 е  [0, 2л].

П рименяем  ф ормулу (8.3):

а  = 0; Р = 2л; р(0) = 0 =>
2я

| д/е2 + (в*) de = J  Vi + е 2 de.

Последний интеграл  вычислим по частям  с помощью 
приема «п р и веден и е  к  самому себе» (см. раздел  интегри
рования по ч а с т я м ) .



¿к _____ ______
f л/l + е 2 40 = 0л/1 + 02 -  f - р = =  
о о о VTTe5

______ 2л
= 2ллЛ + 4л2 -  J

40 =

02 + 1

л/1 + е2 л/1 + 02
40 =

______ 2lt _____  2п
= 2лл/1 + 4тс2 -  j  л/l + 02 40 + J  -

40

о л/ l + 02

= 2тсл/1 + 4л2 -  J л/l + 0240 +  In |0 + л/©2 + i 
о

______  _______ 2п _____
= 2jw1 + 4л2 + In (2л +  у]4п2 + 1)) -  J  л/1 + 02 40,

откуда

J  л/l + 0240 = -f2ллД + 4 л 2 + In (2л + л/4л2 + 1)
о 2 V

= лл/4л2 + 1 + ^1п (2л + л/4л2 + 1). [>

ПРИМЕР 8.4. Вычислить длину кривой, заданной 
уравнением

у = arcsin х + л/l -  х2 .

<3 Кривая задана уравнением в декартовых координа
тах, но неизвестна область изменения «* » .  Ее найдем, ис
ходя из области определения функции. В данном случае  
это отрезок [-1, +1]. Итак, нужно н айти д л ину кривой, з а 
даваемой уравнением у = arcsin х + л/1 -  дс2; -1 < х < 1. (Э с 
киз кривой — на рис. 8.4.) Т ак  к а к  производная

1 *  1 - х
У

л/l -  х2 л/l -  х2 л/ l  -  х 2

— не определена на концах отрезка [-1, 1], то применить 
непосредственно формулу (8.1) нельзя. Поступим следую 
щим образом.

Пусть 5 , ,  62 — положительные достаточно малые чис
ла. Рассмотрим часть нашей кривой, соответствующую из
менению х от (-1 + 8,) до (1 -  52) (Л^ , В^ на рис. 8.5):



у  = a rc s in  х  + л/l -  х 2 , дг е [-1 + 8 ^ 1 -  82 ]

и подсчитаем длину этой части /6)g2. Можно непосредствен
но применить ф орм улу (8.1). Затем  устремим  8 ,, 82 к нулю. 
Если при независимом  стремлении 5 , ,  82 к нулю длина 1 ^  
стремится к  некоторому числу /, то I и будет  длиной нашей 
кривой:

lhh = J + ^(arcsin x + J l - x 2 ) j dx =

= Х ^ - ф :  + 1) = л/2 • 2л/ГнГх|1_% =

= 2л/2(72 -  52 -  757).

Легко видеть, что при независимом стремлении к нулю 
8 , и 82 полученное вы ражение стремится к  2л/2 • л/2 = 4.
И так, Пш/8& = 4 , следовательно, длина искомой кривой —»о  ̂™

б2-*0
равна 4.



ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ
1) Вычислить дли ну  ду ги  цепной линии
у  = е х,г + е~1,г (от = 0 до  х2 = 2).
2 )  Вычислить дли ну  д у ги  линии
х = (t2 -  2)sin< + 2/cosi,  у  = ( 2 - / 2)cos/ + 2/s in  / (от  a  = 0  до р = it).
3)  Найти длину кар дио иды  р = a( l + cos<p) (a > 0).
4 )  Найти длину линии
у  = ' ¡ х - х 2 + arcs inVx.

Ответы:
3

1) е - е~ ' ;  2 ) — , 3) 8а; 4 ) 2 .
О

§ 8.2. ВЫЧИСЛЕНИЕ ОБЪЕМОВ ТЕЛ

Пусть тело ограничено плоскостями z = a,z  = b (а < b) 
(рис. 8.6). Если известна функция S(*), определяющая пло
щади сечений этого тела плоскостями z = const и являю 
щаяся непрерывной на [а,6], то объем тела

ь
V = J  S(z)dx. (8.4)

а

Д ля тела, которое получается в результате вращения 
вокруг оси Ох криволинейной трапеции, ограниченной ли
ниями у = у(х), у = 0, х = а, х = b (рис. 8.7), площадь сече
ния плоскостью х = const равна площади круга  
S(x) = п(у(х))2. 

у

Ь

г

а

0 х



Объем такого  тела вращ ения

V = я| (у(х))2 dx. (8.5)

П Р И М Е Р  8.5. Вычислить объем тела, ограниченного
2 2 X уэллипти ческим  параболоидом z = —  + —  и плоскостью 

2 = 1.
<1 Тело ограничено плоскостями z = Ои z = 1(рис. 8 .8 ). 
В любом сечении z = const, 0 < z  < 1 — будет фигура,

х 2 у 2
эллипсом —  + —— = z или

4 2
ограниченная

, i

(2 V I )2 (л/21 )2
= 1. Площадь

Яис. 8.8

ся  в точку  и S(0) = 0). Поэтому, согласно (8.4):

фигуры, ограниченной эллип-
2 2

У У у исом ~  = 1 равна пао.
а 2 Ь2

Следовательно, площадь се
чений
5 ( г )  = п 2 у [ г  ■ л/2г = 2 л / 2 п г. 

Ф ункция 5 (г )  непрерывна на 
отрезке [0 , 1] (заметим , что 
при 2 = 0  сечение вы рож дает-

1
S  = J  2л/2я  zdz = л/2л25 = л/2я. >

ПРИМ ЕР Д Л Я  САМ О С ТО Я ТЕЛЬ Н О ГО  РЕШЕНИЯ

Н айти  объем тел а ,  ограниченного однополостным гиперболоидом
2 2 У

—  +  —  -  2  = 1  И ПЛОСКОСТЯМИ 2  =  - 1  И 2 = 2 .
4 9

Ответ:



ПРИМЕР 8.6. Вычислить объем тела вращения, полу
ченного вращением фигуры, ограниченной параболой 
у 2 = 4х и отрезком прямой х = 1 вокруг оси 0* (рис. 8.9).

<3 Данное тело можно рассматривать к а к  результат  
вращения трапеции, ограниченной линиями у  = 2-Лс; у  = 0; 
х =1 вокруг оси Ох (рис. 8.10).

Применим для вычисления объема формулу (8.5). 
Здесь у(х) = 2л/х; а = 0; 6=1:

V = я  | Ахйх = 2пх2 = 2 тс.

ПРИМЕР ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Найти объем тела ,  полученного вращ ением  криволинейной т р а п е -
6* + 6 *

ции, ограниченной линиями I/ = — -— , у  = 0,х = 1;ж = 2 в о к р у г  оси Ох.

Ответ:

— (е 4 -  е 4  -  е 1 + е~г + 4).



ФУНКЦИИ 
НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

§ 9.1. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ.
ОБЛАСТЬ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

П усть  D = {{х,у)} — множество точек на плоскости Оху. 
Если к а ж д о й  точке (х,у)  е  D поставлено в соответствие 
число 2 , то говорят, что на множестве D определена функ
ция f(x,y)  д вух  переменных х, у. Переменные х, у  называю т 
а р г у м е н т а м и  функции. Множество D назы вается  обла
стью определения функции f(x,y).

Если функция з а д а е т с я  формулой, то в качестве  о бла
сти определения обычно р ассм атр и вается  множество то
чек, значения координат которых является  допустимыми 
д л я  вы р аж ен и я ,  определяющего значения функции.

Поверхность, о п ределяем ая  уравнением z = f(x,y)  н а 
з ы в а е т с я  графиком функции f(x,y). График функции д ает  
н агл яд н о е  представление о значениях функции в различ
ных точках  ее области определения. Значение функции в 
точке (х ,у ) в ы р а ж а е т с я  аппликатой z соответствующей 
точки граф ика (рис. 9.1).

П РИ М Е Р  9.1. Найти область  определения функции

<] В данном случае  допустимы те значения переменных



х у х ит. е. 1---- -— -  > 0 или —  + < 1. Т ак  к ак  кривая
аг Ьг а2 Ь2

х2 у 2
—г- + —  = 1 является эллипсом, то искомые точки находят- 
а Ь
ся внутри области, ограниченной этим эллипсом (рис. 9.2). 
>

ПРИМЕР 9.2. Найти область определения функции

г = 1п (у2 -  4х + 8).

<3 Область допустимых значений функции г = 1п/ — 
{< : < > 0}. Поэтому область ее определения — множество 
точек (х,у) таких, что у2 - 4 х  + 8 > 0 .  Заметим, что 
у 2 = 4х -  8 — парабола с вершиной в точке х = 2, у = 0. 
Так как  О2 -  4 • 0 + 8 > 0, то точка (0, 0) л еж и т  в области 
определения. Точка (3, 0), наоборот, не входит в область 
определения, так  к ак  О2 -  4 -3  + 8 > 0 .  А поскольку вели
чина у 2 - 4 х  + 8 может менять знак только проходя через
0, т. е. только в точках параболы, то у 2 -  4х  + 8 < 0 всюду 
внутри параболы и > 0 всюду вне ее. Следовательно, об
ласть определения функции представляет собой часть 
плоскости, л еж ащ ая  слева от параболы у 2 = 4 * - 8  
(рис. 9.3). >

ПРИМЕР 9.3. Найти область определения функции



Рис. 9.4

<  О бластью  определения функции является  множест
во точек (х,у), д л я  которых

\х + у >  О

что на плоскости соответствует внутренней части одного 
из четырех углов , на которые п рям ы е х + у = 0 и х - у = 0  
д ел ят  координатную  плоскость (рис. 9.4). О

ПРИМЕРЫ Д Л Я  С АМ О СТО Я ТЕЛЬН О ГО  РЕШЕНИЯ

Н айти  о бл асти  определения функций:

1)2  = 2 Г» 2) 2 = I + I----- ;
Я - *  -4 Г  т/х + У -4*-У

3)  г  = 1п ху.

Ответы:

1) В с я  плоскость  за  исключением точек окружности х2 + у 2 + Я 2 
(рис.  9.5).

\х + у  > 0
2 ) ^  > д  — вн утренн яя  часть  одного из четырех углов (без  г р а 

ниц), на ко то ры е  плоскость д ел ится  пр ям ы м и  х + у = 0 и х - у = 0  
(рис.  9.6) .

3 )  О б л а с т ь  ху  > 0  изображ ена  на рис. 9.7.



Рис.  9.7

ПРИМЕР 9.4. Изобразить графики функций

1) 2 = X2 + у 2.

<] Поверхность представляет круговой параболоид 
(рис. 9.8). [>

2) 2 = у/х2 + у 2

<1 Это часть поверхности, задаваемой уравнением и не-
ивенством: <

(рис. 9.9). >

|22 = х2 + у 2
равенством: , т. е. верхняя часть конуса



Рис. 9.10

з )  2 = т г 2 2 х - у  .

г  > О, т. е. в ер х н яя  часть  сферы

<  Это часть поверхности г 2 =1 - х 2 - у 2, на которой
\х2 + у 2 + г 2 = 1 
[  2 > О 

(рис . 9.10). >

4) 2 = х 2 -  у 2.

<] График функции г  = х 2 -  у 2 представляет  собой 
седловую  поверхность (т а к  назы ваемы й гиперболический 
п араболоид) (рис. 9.11). >

П усть  О ={(х,у,г)}  — множество точек пространства
0хуг.  Если каж дой  точке 
(х,у,г)  € £) поставлено в со
ответствие число и, то гово
рят, что на множестве О 
определена функция
/(х ,у ,г ) трех переменных 
х, у, 2 . Переменные х,у, г  
называю тся а р гу м е н т а м и  
функции.

Множество О н азы вает 
ся о б л а сть ю  определения 
функции [(х,у,г).



В качестве геометрической интерпретации функции 
f(x,y,z) трех переменных рассматривают поверхности  
уровня

f(x,y,z) = const

на каждой из которых значения функции являю тся посто
янными (но, в общем случае, различными на различных 
поверхностях).

ПРИМЕР 9.5. Найти область определения функции

и = J r 2 -  х2 -  у 2 -  z 2 +  ̂ при R > г
J x 2 + у 2 + z 2 - г 2

и показать, что сферы х2 + у 2 + z2 = р2 являются поверх
ностями уровня. Показать, что наименьшее значение функ
ция имеет на сфере х2 + у2 + z2 = R2.

<i Найдем сначала область определения

R2 — х2 -  у 2 -  z2 > 0 
х2 + у 2 + z2 -  г2 > 0

или
х2 + у 2 + z2 < R2

2 2 2 2 X + у + Z > г

Следовательно, областью определения функции явл яется  
шаровой пояс г2 < х2 + у 2 + z 2 < R2, ограниченный сфе
рами радиусов г и R.

Очевидно, что при х2 + у 2 + z2 = р2 = const значения

функции и = -Jr 2 - р 2 + * не изменяются.
Л/P2 -  г2

Таким образом, сферы х2 + у 2 + z2 = р2 при г < р < R 
являются поверхностями уровня функции и =u(x,y,z). 

Рассмотрим функцию

Ф )  = - р 2 +  ̂ ■— на полуинтервале (г,/?]. 
л/Р2 “  г2



Н ай дем  наименьшее значение

Р

\

/

При 0 < г < р < Я производная и'(р) < 0, следовательно, 
ф ункция м(р) при возрастании р убы вает .  Поэтому наи
меньш ее значение функция и(р) имеет при р = Я, т. е. на 
сфере х 2 + у 2 + г 2 = Я 2.

§ 9.2. ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ

Если из 5(М0) у д ал и т ь  точку М0, то получается выколо
т а я  5-окрестность точки М0(х0,у 0), которую будем обозна

ч а т ь  символом 6(М 0).
Число А  н азы вается  пределом функции /(х ,у ) в точке 

М 0(х 0,У0 \ если

у
Открытый кр уг  р ади уса  5 

с центром в точке М0(х0,у 0), 
т. е. множество всех точек 
М(хуу\ для  которых

( * - * 0)2 + { у - у 0)2 < 62,

О н азы вается  Ь-окрестностью  
точки М0(х0,у 0), которую мы 
будем обозначать символом 
5(М0) (рис. 9.12).

Рис. 9.12

У е >  0 35(Мо) : УуМе 5(Ж0) ! / ( * , ! / ) - Л | < е .



При этом пишут 

А = lim f(x,y).
X-*Xq

у -* уо

Введем полярные коорди
наты р,0 с полюсом в точке 
М0(х0,у0) (рис. 9.13). 

Очевидно,
х -  х0 = pcosG,

у - У о  = psine

Рис .  9.13

lim f{x,y) = lim/(jc0 + psin0,i/o + pcosG).
X-*Xq p—>0

(9.1)
y->n

По формуле (9.1) вычисление предела функции двух 
переменных х,у сводится к вычислению предела функции 
одного переменного р. (Следует иметь в виду, что если ве 
личина предела в правой части формулы (9.1) окаж ется 
зависящей от 0, то это будет означать, что lim f(x,y) не с у 
ществует.) * —>*о

У->У0
ПРИМЕР 9.6. Вычислить предел

х2 + у 2 
lim *
х~*х0
У~*У0 ^хг + у 2 + 1 - 1

<3 lim
2 2 х* + у

У-*#о

х -  pcosG 
у = ps in0

x̂ J x 2 + у 2 + 1 - 1У-*Уп V &

= l i m —  — -------

p-"°Vp2 + i - i

л/p2 +1 -  1=р2/2
прир - »  0

= l im-
р-»о р2 /  2

ПРИМЕР 9.7. Вычислить предел 

■Jx2y 2 + 1 -  1
lim
х->х0
у->уо



^  4 х у  + 1 - 1<  l im  ----- ;------ ;----
х^х» X + у
У->УО

X = PCOS0
у  = psinG

д/р4 cos2 0 s in 2 0 + l - 1  f  0  ̂_

Р -* 0  D 2 1 О

= lim  
р —>0

р

р4 cos2 0 s in 2 0

V

•Ja + 1 - 1 = а /2 
п р и а  - »  О

Н т р‘ 5|п‘ 2 6 - 0 .  >р—>0 8

П РИ М ЕР  9 .8. Вычислить предел
1 -  cos(x2 + у 2)

/ 2  2 \ х~>х° (х2 + у 1)
У-+У0

. . .  1 - c o s ( x 2 + у 2)
<  l im  v * ’

*-**<> (х + у ) 
y->)0

X = p c o s0 1 - c o s p 2 
= l im -------;rJ — =

у  = p s i n 0 p-» p2 ^

1 -  cos а  = а /2 
п р и а  —> 0

4 2

= lim -^-т- = l im —  = 0 . >  
р-*о 2р р-*о 2

ПРИМЕРЫ Д Л Я  САМ О СТО Я ТЕЛЬНО ГО  РЕШЕНИЯ

В ы ч и с л и т ь :

s in  (jc3 + i/3) 
1) l im -— ö------2 Г ~;

(x 2 + y 2)
У~*У0

2) limfl + x y r ^ 2’.x-»*o

При решении второго примера можно использовать  второй з а м е ч а 
тельный предел  Iim(l + z ) 'Vl =е.Z—*0

Ответы:
1) 0; 2) 1.

§ 9.3. НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИИ 
НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

Функция f{x,y) н азы вается  непрерывной в точке (x0, y Q), 
если

lim  f{x,у) = f(x0, y 0).X->XQ
у-* уо



ПРИМЕР 9.9. Исследовать на непрерывность ф ун к
цию при х = 0 и у = О

Кх, У) =
х2у 2 

х2 + у2 ’
/(О, 0) = 0.

2 2 х у< lim f(x,y) = lim
х->х0 х 2 +  у 2

»->»0

X = PCOS0

у = psin0

.. p4 cos2 0 s in2 0 .. р2 s in2 29 . 
= l i m- ---------т---------= l i m- ------------- = 0.

р —>0 р —>0

Итак, lim f(x,y) = /(0,0) = 0, следовательно функция не-
X - * X q

у - * уо

прерывна в точке (0, 0). Ё>
ПРИМЕР 9.10. Исследовать на непрерывность при 

х = 0 и у = О

f(x,y) = ^ - T , /(0 ,0 ) = 0.
X* +у

<] Здесь

X = PCOS0 

у = p sin0
lim 
р —>0

p4 cos2 0 s in 2 0 s in2 20

Результат имеет различные значения, в зависимости от 
выбранного 9, и поэтому предел функции в точке (0, 0) не 
существует. Следовательно, функция не является н епр е
рывной в точке (0, 0). [>

ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

И сследовать  на непрерывность при х  = 0 и у= 0 .

!)/(*,</) = ху  
X2 + у 2

Х 3у 3

/(О, 0) = О,



Ответы:

1) Р азр ы вн а .
2 )  Непрерывна.

Э лементарные функции непрерывны в каж дой  точке 
области  определения.

ПРИМ ЕР  9.11. Н айти  точки р азр ы ва  функции

х 2 + 2х
г У ~ 2 х

<] Функция не определена в точках, в которых зн ам ен а
тел ь  обращ ается в нуль . Поэтому она имеет линию р азр ы 
в а  — параболу у 2 = 2х.  [>

ПРИМЕРЫ Д Л Я  С АМ О С ТО Я ТЕЛЬ Н О ГО  РЕШЕНИЯ

Найти точки р а з р ы в а  функции

1 1 1
1) г  = -------. 2 ) г  = —------ + —-------

х - у  в ш л х  в т я у

Ответ:

1) Н а прямой у  = х.
2)  На прямы х  х =т,  у  = п ( т и п  — целые числа).



ЧАСТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ. 
ПОЛНЫЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ

§ 10.1. ЧАСТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ

Пусть функция z = f(x,y) определена в некоторой окре
стности точки (х0,у0). Ее частными производными в точке 
(х0,у0) по х и по у называются величины

= Hm А * ,+ Д * .У . ) -/ < * . .У . )
Лх-*° Ад;

-  lim
Д  у

В произвольной точке (х,у) частные производные функ

ции z = f(x,y) обозначают такж е символами — , — . Д л я  их
дх ду

отыскания используются правила дифференцирования

функции одного переменного, причем при отыскании —
дх

фиксируется аргумент у (рассм атривается  как  постоян

ный), а при отыскании —  фиксируется аргумент х.
¿У

—  = —  <\ ) —  -  } 
дх ~ dx y‘consl ду ~ dy lI=consl

ПРИМЕР 10.1. Найти частные производные по каждой 
из независимых переменных.



< Считая у  постоянным и учитывая, что постоянный 
множитель можно выносить за знак производной, т. е. 
(Си)'= Си', где С = const, получим

= у 3 -2х  = 2 х у 3,
Ъх

полагая х  постоянным, имеем

^  = х 2 -3у 2 = 3 х 2у 2. >
¿У

2 ) z =Ьху* + З х 3у 2.

<\ Считая у  постоянным и учитывая, что производная 
суммы функций равна сумме производных этих функций, 
т. е. (и + v j=  и' + v', получим

= 5 у к + 9 х 2у 2-,
дх

полагая х постоянным,

= 20ху3 + 6х 3у. £>
¿У
3) z  = х2у 2 sin х cosy.

<] При нахождении частных производных данной функ
ции учтем, что производная от произведения двух диффе
ренцируемых функций равна произведению производной 
первой функции на вторую функцию плюс произведение 
первой функции на производную от второй функции, т. е. 
(uv)'= u'v + uv'.

—  = 2 х у 3 SinjCCOSÍ/ + х 2у 3 co sacos  у, 
дх

—  = 3х 2у 2 s in  х cosy + х 2у 3 sin х ( - s i n у). t>

x 2 + s in o
4) z = —----------2..

y +  eos X

<¡ Принимая во внимание правило дифференцирова- t
„ f  иЛ u'v -  uv' 

ния дроби — = ------ ;---- , получим
У V



Эг _ 2х(у3 + сое х) -  (х2 + з т у ) ■ ( -бш  х)  

Эх (у3 + соб х)2Эх

{у3 + соьх)2

Эг _ со эг/ (у3 + соэ х) -  (х2 + э т у )  • Зу2
(у3 + СОБ х)2 

(у3 + СОЭ̂ СОБ!/ -  3(х2 +5Ш1/)г/ 
(у3 + сое х)2

,  >

5) г  = х$[у + -У=.
\Х

<\ Запишем функцию следующим образом: 

2 = ХуУЗ + УХ~У*.

Найдем частные производные

<3 Д анная функция является сложной 2 = г(и(х,у)\ где 
г(и) — внешняя функция, а и(х,у) — внутренняя функция. 
Учитывая, что

^  = 4(5х3у -  г/4 + у)3 • 5 • Ъх2у = т х 2у{Ъх3у -  у 4 + 7)3, 
Эл:

^ -= Ц 5 х 3у - у * + 7 ) 3 (5х3 - 4 у 3). >
¿У

6) г = (5х3у - у *  + 7)4.

Эг _ Эг Эи Эг _  Эг Эи 
дх Эи дх ду ди д у

получим 
Эг .



—  = —  —  = cos (х2у 3) ■ 2 х у 3 = 2 х у 3 cos (х 2у 3),
Эх Эи Эл:

i r  = т "  = cos (х2у3) ' * 2 ' 3í/2 = 3x2¿/2 cos ^ 2^ 2 -̂ ^ду ди ду

8 ) z = е***.

О —  = е ‘ »* у 2 = у 2е**, - e xyi x - 2 y = 2 x y e xyí. >  
дх ду

9) г  = s in 2(jc3i/4).

<] Д а н н а я  сл о ж н а я  функция я вл я ет с я  трехзвенной 
z  = z(u(v(x,y))), гд е  z(u) = и2, u(v) = s in  и, v(x,y) = х 3у 4. Н ай
дем частны е производные:

Эz _  dz ди dv _  
дх ди дV дх  

= 2 s in  {х 3у 4) • cos (х 3у*) -Зх2у* = 3х 2у*  s in (2хЗу*), 
dz _  dz ди dv 
с)у Эи dv ду  

= 2 s in  ( х 3у*)  cos (х 3у 4) • х 3 ■ 4у 3 =
= 4лг3*/3sin (2х3у*). >

10 ) z = х у .

<1 При дифференцировании по х  функцию рассм атри 
ваем  к а к  степенную

dz
^ - = У Х у \
Эх

а при дифференцировании по у  — к а к  показательную

—  = х у In х. >
Ъу

ПРИМЕРЫ Д Л Я  САМ О СТОЯТЕЛЬНО ГО  РЕШЕНИЯ

Н айти ч а с т н ы е  производные:



(д:2 + у 2)2 д у С* 2 +</2)!

У д г X 1

з № ’ <>У " 2 ^ + ^ ’

е~Ч\
д г

¿У

X

У2
е-Ч ’ .

Ответы:

1) —  = 3хгу - у \  - ^ = х * - 3 у 2х;

д г  х4 + 3х2у 2 - 2 х у 3 д г  у 4 + 3х2у 2 -  у х 3у  
’ Эх =

д г  г-
*)Тх =Гу

ч д г  1 
4 ) Э~х=~~у

Частные производные функции и = и(х,у,г) трех пере
менных определяются и находятся аналогично:

Ъи _ й ( , А ди _ й ( , \—---------- и у=соп$1 I —--------— и хэдпб! I
д х  а х  у  г=сопэ1 ^  Эг/ а у у  'г=соп81 ]

ди _ (1 ( I Л
Т—---- - I и ХгСОГЫ Iог агу  'у=соп51 у

ПРИМЕР 10.2. Найти частные производные:

1) и = х2у 3г 4.

« ^ = 2  х у 3г \  ^ - = х2 -Зу2г 4 = 3 х 2у 2г\  
дх ду

—  х2у 3 Аг3 =Ах2у 3г 3. >  
дг

2) и = х 3у + у 2г + хг2.
ди о 2 2 ди з _—  = 3х у + г , —  = х 3 + 2уг, 
ах ду

^  = у 2 + 2хг. > 
дг

3 )и=у*>*.

<  п у г { - ± у

г у 2 \пу ди _ 2 < гА_! _ х у г/х 
~ 2 ’ Л ~ У ~х ду х ху

дг х х

24 Так. .Ш б



ПРИМЕРЫ Д Л Я  С АМ О СТО Я ТЕЛЬН О ГО  РЕШЕНИЯ

Найти ч а с т н ы е  производные:

1) и = ху + уг+ гх-, 2 ) и = в т  (х2 + у г + г 2),
3 ) и  = х ‘

Ответы:
ди ди ди
Т х =У + г' Т у =Х + г' Ь г= х  + У’

2 ) = 2х со в (х2 + у 2 + г 2\ ^  = 2у со&(х2 + у 2 + г 2\

^  = 2г с о 5(*2 + у 2 + г2), 
аг

^  = ^ Ч п х .  |“ =- 4 ^ * 1 п хдх г  ду г  6г  х

§ 10.2. ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ И ПОЛНЫЙ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИИ

П усть ф ункция г  = ¡{х,у) определена в некоторой окре
стности точки (х,у) и

Дг = Дх + Дх , у  + Ау) -  Дх,у)

— ее приращ ение, вызванное приращ ениями аргументов 
х а у, р авн ы м и  Дх и Ау.

Если это приращ ение функции представимо в виде

А г = ААх + ВАу + о(р) при р - »  О,

где Л = А{х,у), В = В(х,у) — величины, не зависящ ие от Дх 
и Ау, а р = д/Дх2 + А у2 , и о(р) — бесконечно м ал ая  при 

р - »  0 высш его  порядка  по сравнению с р, то функция 
г  = ¡(х ,у)  н а з ы в а е т с я  дифференцируемой в точке (х,у), а 
линейная относительно Дх, А у  часть приращения 
ААх + ВАу  н а з ы в а е т с я  полным дифференциалом  функции 
г  = Дх,у)  в точке (х ,у ) и обозначается символом йг:

йг  = ААх + ВАу.



Дифференциалы независимых переменных по опреде
лению принимаются равными их приращениям

йх = Лг, (1у = А у.

Полный дифференциал вы раж ается  через частные 
производные

, дг , Эг , аг  = — ах + —  аи. 
дх Эу У

ПРИМЕР 10.3. Найти полный дифференциал функции 

2  = Х 2у 4 -  Х Ъу 3 + Х * у 2 .

<] Найдем частные производные

—  = 2ху4 -  3х2у 3 + 4х3у2, — = Ах2у 3 -  3х 3у 2 + 2х4у. 
дх ду

~ . дг , дгСледовательно, аг  = — ах н-----=
дх ду

= (2ху4 - З х 2у 3 + 4х3у2) йх + (4х2у 3 -  Зх3у 2 + 2х4у)йу. >

ПРИМЕР 10.4. Найти значение полного дифференциа
ла функции

г  = х + у - ^ х 2 + у 2

при х = 3, у = 4, Д* = ОД, Ау -  0,2.
<] Учитывая, что с1х = Ах и (1у = Ау, имеем

дг(1г= —  
дх

■ Ах +
дг=3 д у
у =4

х=3у=4
Ау =

1 - -
2х

2^х2 + у 2
Ах +

х=3
»=4

1 - 2х
2^х2 + у 2

Ау =
х=3
¡,=4

1 - 0Д +
Л

1 - • 0,2 = 0,08. >

Обратим внимание на то, что численное значение диф
ференциала йг зависит не только от х,у, но и от Ах, Ау.



ПРИМЕРЫ Д Л Я  С АМ О СТО Я ТЕЛЬН О ГО  РЕШЕНИЯ
1) Н айти полный дифференциал функции 

х + у2 =------ .
х - у

2) Н айти значение полного дифференциала функции
ху

2 — 2 2 х - у
при х = 2, у = 1, Ах = 0,01, Ау = 0,03.

Ответы:
2 (х<1у-у(1х) _1_

} ( х - у ) 2 ’ >Ш

§ 10.3. ПРИМЕНЕНИЕ ПОЛНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛА 
В ПРИБЛИЖЕННЫХ ВЫЧИСЛЕНИЯХ

Полный дифференциал функции явл яетс я  главной ч а 
стью ее приращ ения и при достаточно малых|^д:|,|^г/| име
ет место приближенное равенство

Дг = йг,

которое используется при решении некоторых задач .
П РИ М Е Р  10.5. Цилиндр имеет р ади ус  Я = 4 см и высо

ту  И = 10 см. К а к  изменится объем цилиндра при увеличе
нии /? на 0,1 см и Я  на 0,25 см?

<] Объем цилиндра V = к Я 2Н я вл яетс я  функцией двух  
переменных У? и Я . Если увеличить Я на А Я и Я  на АН, то 
функция V получит приращение АУ.

ЭК ЭК 
д  V = й У  = ^— АЯ + ДЯ =

Э Я ЭУ

= 2кЯИАЯ + пЯ2АН = п(2ЯНАЯ + Я 2 АН) =
= тс(2 4 10 ОД + 42 • 0,25) = 12л.

С ледовательно , объем цилиндра увеличится примерно 
на 12л см 3. О

ПРИМЕРЫ Д Л Я  С АМ О СТО Я ТЕЛЬН О ГО  РЕШЕНИЯ

1) В усеченном конусе радиусы оснований р ав ны  /? = 30 см, л = 20 см, 
высота  А = 40  см . К а к  изменится объем конуса ,  если увеличить /? на 
0,3 см, г на 0 ,4  см , А на 0,2 см?



2) Р а д и у с  основания конуса равен 1 0 ,2 ± 0,1 см , о бр азую щ ая  р ав н а  
44,6±0,1 см . Н айти объем конуса и у к а з а т ь  погрешности подсчета.

Ответы:
1) Увеличится  приблизительно на 25 75  с м 3.
2) 4730 ± 100 см 3.

Дифференцируемость и полный дифференциал функ
ции и = ¡(х,у,г) трех переменных определяются анало
гично

, ди . ди , ди . аи = — ах + —  ау + —  аг. 
дх ду дг

ПРИМЕР 10.6. Найти полный дифференциал.

1) и = х2у 3г* .
<] Найдем частные производные

^  = 2 х у 3г \  ^ = 3  х2у 2г \  ^ = 4  х2у 3г 3. 
дх ду дг

~ , ди , ди , ди ,Следовательно, аи = — ах + — йу + — аг = 
дх ду дг

= 2ху3г Ас1х + 3 х2у2г*йу + 4 х 2у 3г 3йг =

= ху2г 3(2угйх + Ъхгйу + Ахуйг). >

2) и = х ф .
<3 Найдем частные производные

— = ХФ \ х \ Х -= -Х у1г\пХ,
дх г ’ ду

—  = х ф  1п х у  
дг

= - - ^ х у/г \пх. 
г

Итак,
, ди . ди . ди , аи = —  ах + —  аи + —  а г  = 

дх ду дг

= — х у/г хЛх + - х у/г \nxdy ~^—х у1г \nxdz = 
г г  г 2

гФX (угйх + хг\пхс!у -  ху\пхйг). С>



КАСАТЕЛЬНАЯ ПЛОСКОСТЬ 
И НОРМАЛЬ К ПОВЕРХНОСТИ. 

ПРОИЗВОДНЫЕ СЛОЖНЫХ 
И НЕЯВНЫХ ФУНКЦИЙ

§ 11.1. КАСАТЕЛЬНАЯ ПЛОСКОСТЬ И НОРМАЛЬ 
К ПОВЕРХНОСТИ

П усть поверхность зад ан а  уравнением  

F(x,y,z) = 0.

Если ф ункция F(x,y,z)  дифференцируема в точке по
верхности M 0(x 0 , y 0 , z 0)n  хотя бы одна из ее частных произ
водных в точке М 0 отлична от нуля, то в этой точке сущ ест
вует  к а с а т е л ь н а я  плоскость и нормаль к поверхности. 
Вектор

п = F '(x 0 , y 0 , z 0)i + F’(x0,y 0, z 0)J + F '(x0 ,y 0,z 0)k

явл яется  норм альн ы м  к поверхности, уравнение каса
те л ь н о й  п л о с к о с т и  имеет вид

F'(x0 ,y 0,z 0) ( x - x 0) +

+ Fy(x0 , y 0 , z 0 )(y - у 0) + F'(x0 ,y 0 , z 0){z - z 0) = 0, 

а уравнение н о р м али  —
х - х 0 = у - у 0 = z — z0 

Fx{X(),y0 , z 0) Fy(x0,y 0, z 0) Fz(x0 ,y 0,z  )

П РИ М Е Р  11.1. Найти уравнения нормали и ка сател ь 
ной плоскости в точке М(1, 2, - 1) к поверхности, заданной 
уравнением



<1 Точка М(1, 2, -1) лежит на указанной поверхности, 
так  как при подстановке ее координат в уравнение поверх
ности получаем тождество:

I3 + 2 3 + (-1)3 -+-12 ( - 1 ) - 6 = 0 .

Функция Р(х,у,г) = х3 + у 3 + г 3 + хуг  -  6 дифференци
руема в каждой точке /?3.

Найдем значения частных производных в указанной 
точке М

Р'\м =(3х2 +уг\м = 3 • I2 + 2 • (-1) = 1;

И'\м = (3</2 + * 2 ^  = 3 • 22 + 1 • (-1) = 11;

=(3г2 + х у ^  = 3 ■ (-1)2 +1 - 2  = 5.

Следовательно, вектор Я = (1, 11, 5) является  нормальным к 
данной поверхности в точке М, и уравнение касательной 
плоскости (х -1 ) + 11(у - 2 )  + 5(г + 1) = 0 или (раскры вая  
скобки и приводя подобные)

х + 1 \у + Ъг = 18; 
уравнение нормали имеет вид

х — I _ у -  2 _ г  + 1 .
1 И 5

ПРИМЕР 11.2. Найти уравнения нормали и к асатель 
ной плоскости к поверхности, заданной уравнением 
г = 2х2 - 4 у 2 в т. Мд(2, 1, 4).

<] Уравнение поверхности запишем в виде: 
2дг2 - 4 у 2 - г = 0 .  Д алее аналогично примеру 11.1:

^'1« = 4 »  = 4 - 2 = 8 ;

а = - ч ,  -  -»■ 
а = - 1 -

уравнение нормали
х - 2  у - 1  2 - 4

8 "  ~^8



Уравнение касательной  плоскости можно записать ка к  
8(х  -  2) + ( - 8)(1/ - 1 )  + (-1Хг -  4) = 0 или 8х  -  8у -  г  = 4.

И так , ур а в н ен и я  нормали

х -  2 _  у -  \ _  г  -  4 
~ 8 - 8~ "  - 1  ’

уравнение касател ьн о й  плоскости 8 х - 8 у - г = 4 .  >

П РИ М ЕР  11.3. К  эллипсоиду х 2 + у 2 + 2 г 2 = 1 провести 
касател ьн ую  плоскость , параллельную  плоскости х -  2у  +

<1 П усть  к а с а т е л ь н а я  плоскость проходит через точку 
М 0(х0,у 0, г 0), л е ж а щ у ю  на эллипсоиде. Т а к  к а к  искомая 
к а с а т е л ь н а я  п л о ско ст ь  п а р а л л е л ь н а  плоскости  х - 2 у + 
+ 2 = 0, то их норм альны е векторы коллинеарны.

Д л я  касател ьн о й  плоскости вектор (2х0,2£/0,420) я в л я 
ется норм альны м . Следовательно, вектор (1 , -2 ,1 )  (нор
мальный к плоскости х -  2у + г  = 0 ) должен  быть коллине- 
арен вектору (2х0 ,2 у 0,4 г 0), т. е.

Учтя т а к ж е ,  что точка М0(х0,у 0, г 0) л еж и т  на эллипсои
де (и, следовательно , х\ + у 20 + 2 г 2 = 1), д л я  определения 
(х0,у 0 , г 0) имеем систему уравнений:

+ 2 = 0.

2*о = -У  о = 42о
х\ + у 30 + 2 г 20 = 1,’

откуда

1, ° “ л/2 2 '

Имеем д ве  точки и

плоскости П , ,  П 2:



П,: и -

П2: -

л/22 ^ л/22 )  л/22

.1*4 .

8 Г 4 
1/ +

х +
■ ¿22{~  ' л/22 J  ' л/22 ^  л/22 J  л/22 ( ~ ' л/22

Упрощая, получим:

П,

л/22

4

= 0;

=  0.

2 4 1 21
: Х ------— У 1 ----- ; =  2  = —  ИЛИ

л/22 л/22 л/22 22

2д: -  4у + 2 = 21

У22:

П„: - 2 = 21

22
ИЛИ

-2х + 4у -  г  =
21

л/22

Таким образом, плоскости П ,, П2 можно задать  у р а в 
нениями

212х -  4у + 2 = ±
л/22'

Наличие двух касательных плоскостей с геометриче
ской точки зрения естественно. Плоскость х - 2 у  + г = 0  
проходит через центр эллипсоида, разрезая его на д ве  по
ловины, в каждой из которых есть касательная плоскость, 
параллельная плоскости х -  2у + г = 0. Ё>

ПРИМЕР 11.4. Поверхность задан а  уравнением  
х2 -  у 2 - З г  =0. Провести к ней касательную плоскость, 
перпендикулярную прямой

х -1  у + 3 2 - 5

<3 Пусть искомая касательная плоскость проходит ч е 
рез точку М0(х0,у0,г0). Тогда нормальным к ней будет в е к 
тор (2х0, - 2 у 0, -3 ) .  Этот вектор должен быть коллинеар- 
ным вектору (4, 2, 3) — направляю щ ему вектору прямой.



Поэтому

Третью ко о р ди н ату  г0 определим из уравнения 
х о ~Уо ~ = 0 ( т а к  к а к  точка М0(х0,у 0 , г 0) лежит, по на
шему предположению, на поверхности х 2 - 2 у 2 - Згх2 = 0). 
Имеем: г 0 = 1, Я = (2х0 , -  2у0, - 3 )  = (-4 ,  - 2 ,  - 3 )  и искомое 
уравнение касател ьн о й  плоскости:

-4{х  + 2 ) -  %у - 1) -  3(г - 1) = 0 

или 4х + 2у + Зг = -3 .  >

ПРИМЕРЫ Д Л Я  САМ О С ТО Я ТЕЛЬ Н О ГО  РЕШЕНИЯ

1) Найти у р а в н ен и я  касательн ой  плоскости и нормали к поверхности 
Зх* - 4 у 3г + 4г1ху - 4 г 3х  + 1 = 0  в точке (1, 1, 1).

2 )  Д л я  поверхности г  = х у  написать уравнение касательной  плоско
сти, перпендикулярной прям ой

х + 2 _ у  + 2 _  г - 1
2~ = ”Т “ =

Ответы:
х -  1 у - 1 2 - 1

1) зж -  2у -  22+1 = а  — =

2 ) 2 х + у - г  = 2.

§ 11.2. ПРОИЗВОДНЫЕ СЛОЖНЫХ ФУНКЦИЙ

Если г  = \(х,у) — дифференцируемая функция, и ее ар 
гументы явл яю тся  дифференцируемыми функциями 
х=<р(и,и), у  = у(ы , и), то сложная функция 
г  = /(<р(и,у), у ( « ,и ) )  т а к ж е  является  дифференцируемой, и 
ее частные производные вы р аж аю тся  формулами: 

дг _  дг  дх дг ду дг _  дг дх дг ду 
ди дх ди д у д и ’ дv д х ди  д у д и  (Ч -О

В рассмотренном случае х, у  н азываю т п р ом еж уто ч 
ными, а и,и — основными аргументами сложной функции;



функцию /(*,</) называют внешней, а <р(и,1>), \\>(и,о) — в н у т 
ренними функциями.

Из формул (11.1) следует, что частная производная —
ди

сложной функции по основному аргументу и равна сум м е
дг дгее частных производных — , —  по промежуточным аргу-
дх ду

дх дументам х, у, умноженных на частные производные —
ди ди

соответствующих промежуточных аргументов по основно
му аргументу и. Аналогично можно написать и вы раж ение

„ дгдля частной производной — .
ди

Установленное правило обобщается на сложные ф унк
ции с любым количеством промежуточных и основных а р 
гументов (причем число промежуточных аргументов у 
сложной функции может отличаться от числа ее основных 
аргументов). В общем случае правило дифференцирова
ния сложной функции можно сформулировать следующим 
образом:

Производная сложной функции по некоторому основ
ному аргументу равна сумме ее производных по всем про
межуточным аргументам, умноженных на производные 
о т  соответствующих промежуточных аргументов по 
этом у основному аргументу.

ПРИМЕР 11.5. Пусть

т  = ии(х,у,г), х = х(и,и), у = у{и,у), г = г(и,и).

Тогда т  можно рассматривать как  значение сложной 
функции с основными аргументами и, V и промежуточны
ми — х,у,г.

<3 Частные производные сложной функции
Эт  дхю дх Эш ду ди) дг



Здесь  слож н ая  функция имеет две частные производ
ные, потому что количество основных аргументов равно 
д в у м ,  и к а ж д а я  в ы р а ж а е т с я  суммой трех слагаем ы х , пото
м у  что количество промежуточных аргументов равно 
тр ем . 1>

П РИ М ЕР  11.6. П усть  г  = г(х,у)-,х = хЦ)\у = #(/). Поло-
йФ

ж и м  Ф(/) = г(х(/),г/(/)). Найти — .
<И

<] Т ак  к а к  Ф зави си т  только от одной переменной то 
ищ ется  обычная производная функции одной переменной. 
П оэтому в обозначении используются такие  « й»:

йг _  йФ _  Эг йх Эг <1у 
(И (И Эх й1 Э у (И

П РИ М ЕР  11.7. г  -  г(х,у)-,у = у(х). Найти — (г(х,г/(х))).
йх

<3 г (х,у(х)) — функция одной переменной, поэтому

йг й , ,  . . . .  Эг йх Эг йу—  = — (г(х,г/(х))) = ----------+ ---------- =
йх йх  Эх йх Эу  йх

_ Эг | + Эг йу _ Эг + Эг йу̂  ^
Эх д у  йх Эх Эу йх

ПРИМ ЕР  11.8. П усть  до = до(х,г/,г), г  = г(х,у). Найти
э э— (ш(х, у, г(х,у))), — (до(х,(/, г(х, у))), 

дх ду

<] Согласно общ ем у правилу:

ЭиЛ Э , . . ... Эдо Эх Эш Эи Эдо Эг 
- 1  = - Н а д * * , * » )  = ^ Т х * ъ ' Т х  + Т ' Т х ’

_ Эдо | + Эдо 0 + Эдо Эг _ Эдо + Эдо Эг 
Эх Э у  ду дх дх Эг Эх

Аналогично получим

Эдо' Э ,л\\ Эдо Эдо Эг



Частные производные
{Эх )п I Эу

\

сложной функции

в рассмотренном случае называют полными частными 
производными. Они учитывают зависимость ш от х и у к а к  
непосредственную, так  и обусловленную зависимостью г

Эш Эш.от х и у (в отличие от частных производных — , — ), кото-
Ъх ду

рые учитывают только непосредственную зависимость ш 
от х и у.

ПРИМЕР 11.9. Пусть г = /(ы,и); и = х2у 2; V = еху.
,, „ Эг дг Наити —  и — . 

дх ду
<3 Здесь промежуточные аргументы задаю тся конкрет

но, поэтому их производные так ж е  конкретны:

дх д и дх ди дх ди Эи

Эг _ Э/ д(х2 - у 2) | Э/ Э(е « ' ) _  2 у Э/ ( Д  
Эу Эы Эг/ Эи Э# ди до

п  Э/ Э/Отметим, что входящие в ответы —  и —  имеют аргу-
Э и ди

ментами и = х2 -  у 2, и = еху. \>
ПРИМЕР 11.10. Показать, что если ф(£) — произволь

ная дифференцируемая функция, то функция 
г = ф(х2 + у 2) удовлетворяет соотношению

Эг дг пу ------х —  =0.
дх ду

<1 Имеем:

= ц>'(х2 + у 2)-2х, =<р'(х2 + у 2)-2у. 
дх ду

(Здесь ф'(х2 + у 2) — производная функции ф(£) с аргумен
том / = х2 + у 2.)



Тогда

y ^ L - x ^ L  = у у ' ( х 2 + у 2) -2 х  - х  <p'(x2 + у 2) -2 у  = 0. > 
дх ду

ПРИМЕРЫ Д Л Я  С АМ О С ТО Я ТЕЛЬ Н О ГО  РЕШЕНИЯ

1) Пусть и = s i n х  + F (sin y  - s i n х), где Д О — какая -либо  дифференци
руем ая  ф ункция. П о к а з а т ь ,  что

Эи ди
—  cos х + —  COS у  = COS X cos у 
ду дх

независимо от в ы бр ан н ой  функции F.
дг дг

2)  Н айти ча с тн ы е  производные — и — .

2 = х 2у -  у 2 х, г д е  х  = и cos v, у = u s in  v.

Ответы:

2)-( 
dz

dz
2 ) —  = 3и3 s in  ucos  ti(cos v -  sin v) ou

= u3( s in  t; + eos  üX* ~ 3 s in  ucos v).
ov

§ 11.3. ПРОИЗВОДНЫЕ НЕЯВНЫХ ФУНКЦИЙ

Неявными н азы ваю т  функции, определяемы е ур ав н е 
ниями.

Пусть ур авн ен и е
F(x,y)=  0

определяет неявную  функцию у(х). (Это означает, что под
становка у(х) вм есто  у  обращ ает уравнение в тождество 
F(x,y(x)) = 0.) Т огда ,  предполагая выполненными условия 
сущ ествования неявной функции, д л я  дифференцирова
ния этой функции можно пользоваться формулой 

dy _ F'(x,y)
dx F ’Ax,y)

( 11.2)

Производные высших порядков находятся последова
тельным дифференцированием ( 1 1 .2 ) с учетом того, что 
У = У(х).

П РИ М Е Р  11.11. Найти —  и — если
йх йх2

х у - \ п у  =е.



< Здесь F(x,y) = ху -  In у -  е,

F'(x,y) = у, F'(x,y) = х -  -  = ^ — -.
У У

По формуле (11.2) получаем
dy_ = у 2 = у 2 . 
dx ху -  I 1 -  х у ’

d2y _ d_( у 2 \ _ (1 -  xy)d(y2)/dx -  у 2d( 1 -  xy)jdx 
dx2 d x y \ - x y j  (1 -  xy)

Учитывая, что у = y(x), найдем

d . 2ч n dy 2у 3 -(y2) = 2y- * -

2

dx dx 1 — xy

d ,, ч dy xy2 у-(1 - x y )  = -y  -  x~^- = -y  -■ -
dx dx l - x y  l - x y

d2y _ 2y 3 + (y3)/( 1 -  xy) _  3y 3 -  2xy* > 
dx2 ( 1 - x i ¡ f  (1 -  xy)3

ПРИМЕР 11.12. Найти — , если y(x) з адан а  неявно
dx

уравнением

sin ( х у ) - е ху -  х2у = 0.

<¡ По формуле (11.2) имеем:

dy _ b(s'm{xy) -  е ху -  x 2y)/dx _ 
dx c)(sin(xy) -  e xy -  x2y)/dy

y c o s x y - y e xy- 2 x y _ 2 x y  + y e xy- y c o s x y  ^  
xcosxy -  xexy -  x2 x eos xy -  x e xy -  x2

ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

1) Найти у ’ (х\ если ÿ - s i n  (jc + j/) = 0.
d y

2) Найти — , если x у - у  x = 1.



¿у  ,
3) Н айти — , если х е + у е *  - е ““ =0.

Ответы:
У 3х гу - у *  у е » -у е *  -е>

(1- с о 5(х + у ) ) 2’ Зхуг - х 3’ хеу + е ‘ - х е ху'

П усть ур авн ен и е

Е(х,у,г) = 0

определяет неявную  функцию г  -  г(х,у). Тогда для диффе
ренцирования этой функции, п р едп о лагая  выполненными 
условия ее сущ ествования , можно пользоваться форму
лами

д г  Р'(х,у,г) дг _  ^ '(х ,у ,г )
дх Р'(х,у,г) д у  Е '(х,у,г)

(11.3)

П РИ М Е Р  11.13. Пусть функция г(х,у)  неявно опреде-
г .  „  „ дг дг

лена ур авн ен и ем  е -  хуг  = 0. Наити —  и — .
дх ду

<  П рименим формулы (11.3): Е{х,у,г) = е г -  хуг. Тогда 
= -у г ,Р у = - х г ,Р '  = е г -  ху. Тогда

дг _  - у г  _ у г  дг  _  - х г  _  хг
дх е г -  ху  е г -  ху' ду е г -  ху е г -  ху

,  дг дг
Ф орм улы  д л я  —  и —  можно зап и сать  и по-иному, учи- 

дх ду
ты вая ,  что (х , у , г ) связаны  соотношением е г -  х уг  = 0. Тог
д а  е г = х у г  и

дг  _  у г  г  дг х г  _  г  ^
дх х у г  -  х у  хг -  х' ду х у г  -  ху уг  -  у

П РИ М Е Р  11.14. Пусть Р(х,у ,г) = 0. Д оказать ,  что
. дх ду , _  ду дг дх ,

а ) -------- - = 1; б) — ----------- = - 1.
ду дх дг  Э* ду

<  Р а с с м а т р и в а я  х  как  функцию у , г  (т. е. х = х(у,г)\ 
имеем:

дх _  Р ’у



Аналогично, если рассмотреть у к а к  функцию от г, х, то
ду _ р;
дх

дх ду (  /=•;

Т7'у

Т о гд а ------- -  = -
ду дх

у
Т7' Т7'у

= 1

(естественно, для тех (х,у,г), при которых выражение в ле
вой части определено).

Аналогично б)

Ьу_ = _^_. Э г = _/^.  д х = _ [ [  
дг Г '  дх Т7; ’ ду Г '

Перемножая эти равенства, имеем:

ду дг дх 
дг дх ду

= -1. >

ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

1) х2 -2у2 + г2 -  4х + 2г -  5 = 0, т~ = ? 1~ = ?дх ду

*2 у2 22 дг дг ,
2) „2 + + ^ -  1. дх -  ■ Эу~-

Ответы:



ЧАСТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ 
ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ. 
ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА

§ 12.1. ЧАСТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ

П усть  г  = /(*,*/)— дифференцируемая функция и, сле
довательно, им еет  частные производные, которые, т а к ж е  в 
свою очередь, являю тся  дифференцируемыми функциями. 
Тогда

||  = /,'(*.»). ^  = ¡у{Х’У)

н азы ваю тся  ч астн ы м и  производными 1-го порядка, а ч а 
стные производные от них н азы ваю тся  частны ми произ
водными 2-го  порядка  и обозначаются следующим обра
зом:

д2г  Э ГЭзЛ Э2г  _ Э Э2г  _ Э ГЭгЛ д2г  _ Э ^  
дх2 дх  ( э х  )  дудх ду \ Эх )  дхду дх  [эг/ J  Эу 2 ду [эг/)

или соответственно

/*'(*.'/). ! 'у{х,у), ГуМ ’У)’ Гуу{х,у).
ух  Xу

Аналогично определяются и обозначаются частные 
производные 3-го и более высоких порядков для функции 
д вух  п ерем енны х и функций большего числа переменных.

Ч астн ы е  производные, полученные в результате диф
ф еренцирования по различным ар гум ен там , называю тся 
смешанными. Среди смешанных частных производных од
ного п о р яд к а  выделяю т отлич аю щ иеся  лишь порядком  
дифференцирования  по ар гум ентам  в отличие от содержа-



щих различное количество дифференцирований по одному 
и тому же аргументу. Например, смешанные частные про
изводные

Э32 д 3г
— ъ—  и ----------Ъх ду дхдудх

отличаются лишь порядком дифференцирования, а 

д 3г д 3г
дх2ду дхду2

отличаются количеством дифференцирований по х и по у.
Смешанные частные производные, отличающиеся 

лишь порядком дифференцирования, равны во всех точках 
непрерывности (теорема о равенстве смешанных частных 
производных).

ПРИМЕР 12.1. 2 = х 3 + ху2 -  5х у 3 + у 5. Показать, что 
д2г _ д 2г 

дхду дудх
<] Найдем частные производные:

! ^  = 3 * 2 + у 2 - 5 у 3-, = 2ху -  \Ъху2 + 5у*. 
дх ду

Дифференцируя повторно, получим:

д  2  3  т  Р 2 г  4 \ о  1 С 2= — (2 х у -15 х у ‘ +5у*) = 2 у - 1 5 у 2; 
дхду дх

Э' 2 = ^ - (З х 2 + у 2 - Ь у 3) = 2у -\ 5 у 2.
дудх ду

г  д2 2 д 2гСледовательно,------ = -------- . й
дхду дудх

ПРИМЕР 12.2. г  = е хЛ  Найти и
дх2ду дудх2



э 32 Э 2 (у  + х у г)ех̂  1 = 2 у3е ху1 + 2(у + х у 3)ех̂  у 2 =
д х2ду д х (

= 2 у 3(2 + х у 2) е ^  .

Очевидно, и ско м ы е частные производные непрерывны 
для  всех значений х  и у, поэтому, используя теорему о р а 
венстве см еш анн ы х  частных производных, получим:

Э 32 Э 32 = 2 у 3(2 + х у 2)еху1 . >
д у д х 2 д х 2ду

д 3ии
П РИ М ЕР  12.3. и> = е хуг. Найти

дхдудг
да/
—  = е~’ ~ ■ ху  = хуе" 
дг

д 2хи Э= — ( х у г 1**) = х е хуг + ху ■ е хуг х г = ( х  + х 2уг)ехуг;
дудг ду

= ¿ ( < * + + ( х  + х2у г У угуг  =

= (х2у 2г 2 + Ъхуг + 1)ехуг. >

П РИ М Е Р  12.4. и = 1п , * = . П оказать , что

Э2м д 2и _

э? + э7 '
< З десь  д л я  дифференцирования удобно функцию 

представить  в виде

и = ~ 1п (х2 + У 2).

Найдем  ч астн ы е производные:

Э и х
дх х 2 + у 2 '

Э и у



Дифференцируя повторно, получим:

х 2 + у 2 -  2х ■ х 2 2 X* -  у
(х2 + у 2)2 (х2 + у 2)2 ’ 

х2 + у 2 - 2 у у  у2 -  х 2
2 \2(X* +У*у 2\2(Хг + У 1 )

Подставим найденные выражения в левую часть у р а в н е 
ния:

х 2 - У 2 , У * - * ’ ,  = о.
2 \2(х * + у ‘ У ( х ' + у г)

Получаем тождество, т. е. функция и удовлетворяет 
данному уравнению. [>

ПРИМЕР 12.5. у = ф(х -  а/) + \|/(х + а/). Показать, что
Ъ2У 2 ^ 2У л л , ,—-  = а — каковы бы ни были д в а ж д ы  дифференцируе-
Эг дхг
мые функции ф и \|/.

<3 Найдем частные производные:

Щ- = ф'(х -  а/) • | -(х  -  а/) + \|/'(* + аО^-(х + аГ) =
01 01 01

= а ( у '  ■ — (х + а/) -  ф' • — (х -  а/) I = 
Ы2 Э Г  '  ^  ЭГ 1

= а ( у '  • а -  ф" • ( -а ))  = а 2у '  + а 2ф#;

^  = ф ' т - ( *  ~ а ( )  + у ' ^ - ( х  - а ( )  = ф ' + у ' ;  
ох Эх Эх

ЭхТ Т  = Ф' ' 1 + V ' • 1 = Ф' + V '

Подставим частные производные второго порядка в 
уравнение:

а 2у '  + а 2ф' = а 2(\\1'  + ф*)-

В результате получим тождество, т. е. функция у  я в л я 
ется решением уравнения при условии, что ф и \|/ — л ю бы е 
дважды  дифференцируемые функции.



Данное дифференциальное уравнение н азы вается  вол
новым, а

у  = <p(jc -  at) + у(дс + at)

общим решением волного уравнения.
С физической точки зрения оно интересно тем, что 

п редставляет  с у м м у  двух  бегущих волн произвольной 
формы, д ви ж ущ и х ся  в противоположных направлениях со 
скоростью а. Н ап р и м ер ,  при а > 0 функция у  = s in (х -  at) 
описывает волну, движ ущ ую ся слева  направо, а 
у  = s in(x + at)  — волну, движ ущ ую ся сп р ава  налево; 
у  = sin(x -  at) + sin(jc + a t ) — суперпозиция д вух  волн, дви 
жущ ихся в противоположных направлениях. t>

ПРИМЕРЫ Д Л Я  С АМ О С ТО Я ТЕЛЬ Н О ГО  РЕШЕНИЯ

д2г Э2г
1) г - х " .  П о к а з а т ь ,  что г —г -  = ;

дхду дудх

2) г  = 1п (х 2 + у 2). Н айти

1 Э 2и Ьги Э ги
3)  2 = П о к азать ,  что ^  + ^  + ^  = а

1 Э2и а 2 Э (  ,
4 ) и = - [ ф х  + у) + \Ж ах-у)1 П оказать ,  что ^  = р -  • ^ I у  — I

Ответ:

4*(3у 2 - х 2) 
) (х2 + у2)3 '

§ 12.2. Ф ОРМ УЛА ТЕЙЛОРА

П усть функция 2 = ¡(х,у) дифференцируема в некото
рой окрестности точки (х0,у 0). Тогда в этой окрестности с у 
щ ествует полный дифференциал



который можно рассматривать к а к  функцию х, у при по
стоянных йх,с1у. Если эта функция, в свою очередь, диффе
ренцируема, то существует полный дифференциал от ¿ г ,  
который называется дифференциалом 2-го порядка и обо
значается

= <1(с1г).

Аналогично определяются дифференциалы 3-го и более 
высоких порядков.

Дифференциалы п-го порядка выражаю тся через ч аст 
ные производные п-го порядка по формуле 

/
йп2 = Э  А  Ъ А—  ах л- — ау  

дх д у
г  (п = 1, 2, . .Д

в которой под возведением в степень и умножением симво
лов производных на х понимается образование частной 
производной соответствующего порядка. Например,

д2г , 2 о д 2г . . д 2г—  йх +2 - — йх(1у + — < 
дх дхду ду

(Здесь предполагается, что частные производные 2-го
X Э 2 2порядка непрерывны и п оэтом у-------(1хс1у = ------- йхйу.)

дудх дхду
Если функция 2 = ¡(х,у) имеет в окрестности точки 

(х0,у0) дифференциалы до (п + 1) порядка включительно, то 
справедлива формула Тейлора

Д2 = ¿г(х0,у0) Л2г(х0,у0) с1пг(х0,у0)
1! 2! п\ п+"

где Дг = /(*„ + йх,у0 + йу) — ¡(х0,у 0) — приращение функ
ции, вызванное приращением аргументов йх,йу, а величи
на Я„+1, назы ваемая остаточным членом, представима в 
виде

„ йп+[г(х0 + Ых,уа + вйу) , , ,  _Яп+1 = ------------- ------ —------------- , 0 < 0 < 1 (форма Л аг -
(п +1)!

ранжа)



И Л И

/?п+1 = о(р") при р = д/с?*2 + йу2 - »  0 (форма Пеано).

ПРИМЕР  12.6. Н аписать  формулу Тейлора для функ
ции 2 = х 2 + Ъху -  у 3 в окрестности точки М 0(2, -1).

<  Найдем дифференциалы

йг  = —  йх + —  йу  = (2х + Ъу)йх + (Зх -  3у 2)йу, 
дх Э у

, 2  э 22 , 2  О Э 22 ,  ,  э 22 ,  2 ^ 2  = —  ¿ х 2 + 2 ——-йхйу + —  ¿ у  = 
дх дхду ду

= 2 й х 2 + 6йхйу -  Ъуйу2,

й 3г  = ^—̂ й х 3 + 3 д 2 й х2 йу  +
Эх д х д у

+ 3 Э 2 ¿ х ^ у 2 = - Ы у 3,
дхду ду

й пг  = 0 при л = 4, 5 , . . .

Следовательно, остаточный член п р и «  > 4 равен нулю. 
Найдем значения дифференциалов в точке М 0(2, -1).

йг(2,-1)  = йх + Зйу, 

й2г{2,-\)  = 2йх2 + Ы хй у + 6 й у 2, 

й 3г(2,-1)  = - б й у 3.

Итак, ф ормула Тейлора имеет вид

Аг = йг{2, - 1) + 1  2(2, - 1) + 1  й 3г{2, - 1)

или
Дг = ¿ х  + З^г/ + ¿ х 2 + Зйхйу + Ъйу2 -  й у 3.

Положим йх -  х  - 2 ,  (1у = у  + 1 и представим  прираще
ние функции в виде разложения по степеням (х -  2), (у + 1):

Дг = (х  -  2) + 30/ + 1) + (х  -  2)2 +

+ 3(х -  2X1/ + 1) + 3(у + I)2 ~{у + I)3- >



В общем случае, считая йх = х -  х0, йу = у -  у 0, фор
мулу Тейлора можно интерпретировать как  разложение 
функции ¡{х,у) по степеням (х -  х 0), (у -  у 0).

ПРИМЕР 12.7. Функцию 2 = х у разложить по степе
ням (х - 1), (у  -1), найдя члены до третьего порядка включи
тельно.

Использовать результат для  вычисления (без таблиц!) 
1, I1'02.

<1 Значение функции 2 при х0 =1, у 0 =1 равно г 0 =1.

1, I1’02 = 2(1,1; 1, 02) = 2(1, 1) + Д2 = 20 + Дг.

Вычислим приращение функции.
Сначала найдем дифференциалы первого, второго и 

третьего порядка данной функции:

¿ 2  = —  йх + — йу = у х у~1йх + х у \nxdy, 
ах д у

,2 Э22 , 2  о 3 22 , , э 22 , 2 й 2 = — -  йх + 2 -------йхйу н------ - йу =
дх дхду д У

= у (у-\)ху-2йх2 + 2ху-'(у\пх + 1 )йхйу + х у 1п2 хйу2,

,3 э 32 , з „  э 32 , 2 . о  Э32 . , 2 Э32 , 3й 2 = — -й х  + 3 — -— йх йу + 3 --------й хйу  + — - й у  =
дх3 дх ду дхду2 ду3

= У(У-1ХУ- 2)х>-3йх3 + 3[(у -  \)ху-2 +

+ уху-2 + у(у -  \)ху~2 1п х]йх2йу +

+ 3[уху-' 1п2 *  + 2ху-' 1п х]йхйу2 + х у 1п3 хйу3 

и вычислим их значения в точке (1, 1):

йг = йх, й2г = 2йхйу, й3г  = 3йх2йу. 

Используя формулу Тейлора, получим 

Д2 = + + ... + + ^  
1! 2 ! 3 ! 4

или



Найдем при ращ ен и е функции Аг при х  = 1Д и у  = 1,02: 

Аг -  (1Д -1 )  + (1Д -  1) • (1,02 -1) + 1(1Д - 1)2 (1,02 -1 )  = ОД 021.

Следовательно,

1,1‘•02 = г 0 + Аг  »  1 + ОД021 = 1Д021. >

ПРИМЕР  12.8. П оказать ,  что

д 2и д 2и _ д 2и 1 Э 2и 1 Эи 
Эх2 д у 2 Эр2 р2 Эф2 р Эр’

где х  = рсоБф, у  = рБ1Пф.
<] Это то ж дество  проще д о казы вать  сп р ава  налево.

Эи д 2и д 2и
Найдем ч астн ы е  производные — , — - ,  — г-:

Эр Эр"* Эф

Эи ди дх  Эи ду ди ди .
------  =  ------------------+  --------  •—  =  ------С О Б ф +  — э ш ф ;
Эр дх  Эр ду  Эр дх ду

д 2и _  д 
Эр2 Эр

Эи ди .
------ С О Б ф  +  -------Б Ш  ф
дх ду

д 2_и 

дх'
-СОБ ф +

д 2и . д 2и . д 2и . 2+----соэф втф  + г--- эшфсоэф + — - э т  ф;
дхду дудх ду

ди ди . . . ди= —  -(-рз1Пф) + — рсовф;
Эф дх ду

д 2и _  д 
Эф2 Эф

ди ди
------р э т ф  + — рсоэф

дх ду

д 2и 2 • 2 д 2и 2 • ди
дх

2 Р Б Ш  ф  = Р Б Ш ф С О Б ф ------ рсоэф
дудх дх

д ги 2 • д 2и 2 2 Эм
дхду

р  С О в ф Б т ф  +  ------г - р  СОБ ф -----------р э т ф .
ду2 ду



Подставим частные производные в правую часть д о к а 
зываемого тождества:

Э2«  1 Э2и 1 Эи _ д 2и
р* Эф2 р Эр Эх2

>2- • 'дЧ
р‘ дх1

д2и

+ 2

Эр2 + 

Э2м . Э2ы , 2 1
дхд у

Э Ш ф С О Э ф Н ------- - Б Ш  ф +
ду2

Э и  2 • 2 —  Р э т " ф  -

Э и д2и
рс°8Ч>-2 — # р 2 Б Ш  (рСОБф +  р 2 СОБ2 ф -  ^ р Б Ш ф  1 +

ду2 ду 1

1 ( Эи Эи .
СОБф Н--------Б Ш ф

дх ду

Э II. о • 2 \  ̂ М . 2 • 2 \ Э2и Э 2Ы
(СОБ ф +  Б1П ф) Н------- ^ (С О Э  ф +  51П ф ) =  :— -  +  -----

дх ду2

Тождество верно, что и требовалось доказать. [>

ПРИМЕР ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Функцию /(*,у )  = д:3 -  2у3 + Зху р а з л о ж и т ь  по формуле Т ейло ра  в 
окрестности точки (2, 1).

Ответ:

¡(х, у )  = 12 +15(х -  2) + 6(х -  2)2 + 3(х -  2)(у - 1 )  -  6(у  - 1)2 + (х -  2)3 -  2(у - 1)3.



З а н я т и е  13 

ЭКСТРЕМУМЫ ФУНКЦИИ

§ 13.1. ПОНЯТИЕ ОБ ЭКСТРЕМУМАХ ФУНКЦИИ

Пусть функция 2 = f(x,y) определена в некоторой окре
стности точки М 0(х0 , у 0) и

Az = f(x ,y)~  f(x0, y 0)

— приращение, которое она получает при смещении из 
точки М0(х0, у 0) в то ч ку  М(х,у).

Если сущ ествует  выколотая окрестность 5{М0) т а к а я ,
что

VAf е  5(M0)Az < 0 (или z  > 0),

то точка М0(х0 , у 0) н азы вается  точ кой  м акси м ум а  (или 
то ч ко й  минимума)  функции f(x,y), а значение функции 
¡ (х 0,у 0)в этой точке н азы вается  максимумом  (или миниму
мом)  функции f(x,y).

Точки м а к с и м у м а  и минимума н азы ваю тся  то ч к а м и  
э к с т р е м у м а , а м а к с и м у м ы  и минимумы — эк стр ем у м ам и  
функции.

§ 13.2. НЕОБХОДИМЫЕ И ДОСТАТОЧНЫЕ 
УСЛОВИЯ ЭКСТРЕМУМА

Если функция z  = f{x,y) имеет экстр ем ум  в точке 
М 0(х0,у 0) и дифференцируема в этой точке, то

К ( х 0'Уо)  = 0. fy(x0,y 0) = 0 (13.1)

и, следовательно, dz(x0 , y 0) = 0 тождественно относительно 
dx, dy. Точки, в которых выполняются условия (13.1) назы 
ваю тся стаци он арн ы м и  точками функции f(x,y).



¡ (ЧУо) = т а х  г  Рис .  13.1 ¡(х„уй) = т т  г

В общем случае, если функция г  = ¡(х,у) имеет экстр е 
мум в точке М0(х0,у0\ то М0 — стационарная точка функ
ции, или в этой точке функция не дифференцируема (необ
ходимое условие экстремума).

Достаточные условия экстремума  функции, имею
щей непрерывные частные производные 2-го порядка при
ведены в таблице.

(х0, у 0) — стационарная точка,
А =КЛхо'Уо)'В =£„(*<>’ Уо)’С =/'(*о.Уо)

А С - В 2 > 0 < 0 -  0

Л (и С) > 0 < 0 V V

ехк гшп шах 3 3 или 3

Если АС - В 2 =0, то для того, чтобы установить н али
чие или отсутствие экстремума, требуется провести допол
нительное исследование (применяя для анализа зн аков  Аг 
формулу Тейлора с частными производными более вы со 
ких порядков, или, в простейших случаях, используя непо
средственно определение экстремума).

§13.3. ИССЛЕДОВАНИЯ ФУНКЦИЙ НА ЭКСТРЕМУМ

Д ля отыскания экстремумов дифференцируемой ф ун к
ции сначала находят стационарные точки функции, а  з а 
тем проверяют выполнение достаточных условий наличия



или отсутстви я  экстр ем ум а ,  чтобы выделить среди стацио
нарн ы х  точек те, в которых экстр ем ум  достигается. 

П РИ М Е Р  13.1. И сследовать  на экстремум  функцию

г  = х 3 + 3ху2 - 1 5 х  - 1 2 у.
<] Н айдем  частные производные 1-го порядка и соста 

вим си стем у  уравнений вида (13.1):

—  = 3 х 2 + 3 у 2 - 1 5  = 0, —  = 6 х у  - 1 2  = 0
¿Уили дх

х 2 + у 2 -  5 = О,
ху  - 2 = 0.

В ы р а ж а я  из второго уравнения системы х  = — и под-
У

с т а в л я я  в первое уравнение, получим:

+ у 2 -  5 = 0  <=> (у2)2 -  5у 2 + 4 = 0 <=>

«  (у 2 - Ч у 2 - 4) = о.
Соединим это уравнение со вторым уравнением системы:

Г(У - % /  + %/ -  2Х*/ + 2) = 0,
2

х  = —.

У
Р еш а я  эту  систему, найдем четыре стационарные точки: 

Щ  1, 2), М2( - 1, - 2), М 3(2 , 1), /И4( - 2 , - 1).

Ч астн ы е  производные 2-го порядка:
д 2г  „ Э2г  с Э2г  „
— г- = ох, -------= 6у, — -  = 6х.
дх дхд у  Э у

С оставим  дискриминант О = АС -  В2 для  каж дой  с т а 
ционарной точки.

Д л я  точки Мх:

А  = д 2г = 6 , В =
Э2г

мх дхд у м. =12, с = ^  Эг/
О = 6 6 - 122 = -1 0 8  < 0 . 

Следовательно, экстр ем ум а  в точке М 1 нет.



Для точки М2: 
д 2гА =
Эх2

= -6, Ъ = Эг2
дхду

= -12, С = Э 2
=  - 6;

D = 3 6 - 1 4 4  = -108  < 0.
В точке М2 экстремума такж е  нет. 
Д ля точки М3:

А = Э2г
дх2

= 12, В = ^ ~  
м, Э* Э̂

= 6, С =
Э</2

= 12;
Л<3

О =144 - 3 6  = 108 > 0, Л > 0 .

Следовательно, в точке М3 функция имеет минимум, 
равный

2т .п = ф =2 = 2 3 + 3 - 2 - 1 2 - 1 5  2 - 1 2 1  = -28.

Д ля точки Л{4:

А = Э2г
Эх2

= - 12, = -6, С = Э2г
Э«/2

=  - 12;

D =144 - 3 6  = 108 > 0, А < 0 .

Поэтому в точке М4 функция имеет максимум, равный

zmai = 2|р| = (-2)3 + 3 (-2) (-1)2 -1 5  (-2 )-12  (-1) = 28. >

ПРИМЕР 13.2. Найти точки экстремума функции 

2 = 4 ( х - у ) - х 2 -  у 2.

< Находим частные производные первого порядка :

—  = 4 - 2 х ,  -  = - 4 -2i/. 
дх д у

Воспользовавшись необходимыми условиями экстр е 
мума, находим стационарные точки:

J4  - 2 л : =0 
{-4-2*/  =0,



Значения частных производных 2-го порядка в точке М :

А - ^ - - 2
э * 2 '  2’

С о ставл яем  дискриминант

А С - В 2 = (-2 )  • (-2) -  0 = 4 > 0; Л < 0. 
Следовательно, в точке М(2, - 2 )  зад а н н ая  функция 

им еет  м акси м ум :

г т „  = 4 -(2 -ь 2 ) - 22 - ( - 2 )2 = 8. О 

П РИ М Е Р  13.3. И сследовать  на экстремум  функцию 

г  = х 4 + у 4 -  2 х 2 -  Аху -  2у 2 

в точках  Л1,(V2 , >/2),Л42(0, 1).
<] С н ач ал а  проверим выполнение необходимых усло

вий э к с т р е м ум а  в точке М,:

дг
дх

= Ах - А х  - А у

= 4 (л/2)3 -4л/2 - 4л/2 = 8л/2 -8л/2 = 0; 

= 4#3 -  Ах -  4г/

= 4  (л/2)3 - 4 л / 2 - 4 л / 2  = 8 л / 2 - 8 л / 2  = 0 .  

Следовательно, точка Л4, я вл яется  стационарной. 
Н айдем  частные производные 2-го порядка:

Э2г
Э* 2

Э2г

= 12* - 4 = 20 ;

Э2г
ЭлгЭ//

м,

= - 4 ;

12у2 - 4
м1

=  20.

И та к ,  Л С - В 2 = 4 0 0 - 1 6  = 384 > О, А > О 
я в л я е т с я  точкой минимума.

точка М.



Д ля точки М2: 
дг

д z 

¿У

=  4 0 - 4 ’ 0 - 4 ' 1  =  - 4 / 0 ;

= 4 - 13 -  4-  0 -  4 1 = 0 .

Необходимые условия экстремума не выполняются. 
Следовательно, точка М2 не является точкой экстремума. С> 

ПРИМЕР 13.4. Исследовать на экстремум  функцию

2 = ( * - 1 ) 4 +(У + 2)4- 
<\ Находим частные производные первого порядка и 

составляем систему уравнений вида (13.1):

= 4(х - 1)3 = 0, = Цу + 2)3 = 0, 
дх ау

откуда х = \,у = -2;Л40(1,-2) .  Найдем значения частных 
производных второго порядка в т. М 0(1, - 2 ) :

Э*2- = Щ х-1)2 
щ

А =
дх

= 12 - (1 — I)2 =0;

В = д2г

С = д 2г
¿У1

дхду

= m  + 2 f

= 0;

= 12 ( - 2  + 2)2 =0

и составим дискриминант
А С - В 2 =0.

Следовательно, для того чтобы установить наличие или 
отсутствие экстремума требуется провести дополнитель
ное исследование.

Рассмотрим приращение функции
А2 = f(x,y) -  f(x0,y0) = (х - 1)4 + (у + 2)2.

Видно, что для VM(x,y)e 5(М0(1, - 2 ) )  Az > 0. Следова
тельно, в точке М0 функция, согласно определению, имеет 
минимум:
31 Зак.



2т1п = ф - 1 = (1 - 1)4 + (-2  + 2)4 = 0 . >
'у=- 2

П РИ М Е Р  13.5. Исследовать на э кстр ем ум  функцию

г = ( х - 1 ) 4 ~{у + 2)4.
<  Аналогично предыдущ ему примеру найдем стацио

нарную точку  Л10(1, — 2).
Ч астны е производные второго порядка  в точке М0, т а к 

же , к а к  и в при м ере  13.4, равны 0:
А = В = С = 0.

Д и скр и м и н ан т
А С - В 2 =0, 

и необходимо дополнительное исследование.
Несложно зам ети ть ,  что в любой 6(М0) Б точки М, в ко

торых Дг > 0, например , для М ( х , - 2)
Дг = (х - 1)4,

и точки, в которых Дг < 0, например, д л я  М(1,у)

Аг = - { у  + 2)4.

П оэтому 36(Л10) : ЧМ € 6(М 0) Дг > 0 (или Дг < 0), сле
довательно, эк с т р е м ум  в точке М0 не сущ ествует. [>

ПРИМЕРЫ Д Л Я  САМ О СТО Я ТЕЛЬНО ГО  РЕШЕНИЯ

Найти:
1) с т а ц и о н а р н ы е  точки функции 
г  = 2х3 + ху3 + 5 х 2 + у 2 +10;
2) э к с т р е м у м ы  функции 
г = 2 х у - 3 х 2 - 2 у 2 + 10;
3)  э к с т р е м у м ы  функции 
г = х3 + 3ху2 -\Ъх-\2у.
4)  э к с т р е м у м ы  функции 
г  = (дг + 1)4 + (у - 1)4.

Ответы:

1) (0, 0). ( ~ | ,  о) ( - 1, 2). ( - 1, - 2);

2) 2тах = 10 при х = 0,у =0,
3 ) 2т 1п = - 2 8  при х  = 2, 1/ = 1; 

г т „  = 2 8  при х = - % у = - Ь
4)  2т1„ = 0  при х = - 1 у  = 1.



Занятие 14 

УСЛОВНЫЕ ЭКСТРЕМУМЫ

Пусть функция 2 = /(х,г/) определена в некоторой окре
стности точки М0(х0,у0\

А2  = К*>У)~ Кх0>Уо)
— приращение, которое она получает при смещении из 
точки М0(х0,у0) в точку М(х,у), и аргументы  функции св я 
заны условием

Р{х,у) = 0, (14.1)

которое называют уравнением связи.
Тогда говорят, что функция г = ¡(х,у) имеет условный 

максимум (условный минимум) в точке М0(х0,у0), если с у 
ществует т а к а я  окрестность 5(М0), что 

Аг < 0 (Аг > 0) 

для любой точки М е  5(М0), координаты которой удовлет
воряют уравнению связи (14.1).

Условные максимумы и условные минимумы н азы ва
ются условными экстремумами.

§ 14.1. УСЛОВНЫЕ ЭКСТРЕМУМЫ, СВОДЯЩИЕСЯ 
К ОБЫЧНЫМ ЭКСТРЕМУМАМ ФУНКЦИИ 
ОДНОГО ПЕРЕМЕННОГО

Пусть уравнение связи (14.1) можно разрешить относи
тельно у (или относительно х), т. е. можно выразить явно 
определяемую этим уравнением неявную функцию у = у(х)



(или х = х(у)). Тогда  отыскание условных экстремумов 
функции ¡(х ,у)  при Р(х,у) =0  сводится к  отысканию обыч
ных (безусловны х) экстремумов функции ¡(х,у(х)) = <р(х) 
( и л и  ¡{х(у),у) =  V)!{у)).

П РИ М ЕР  14.1. Найти экстремум  функции г  = х 2 + у 2 
при условии, что х  и у  связаны  уравнением  х + у  -  2 = 0.

<] В ы р ази м  из уравнения связи у  и подставим в функ
цию г\

у  = 2 -  г ,  г  = х 2 + (2 -  х)2 = 2 х 2 -  4 х  + 4.

З а д а ч а  своди тся  к  отысканию обычного (безусловного) 
экстр ем ум а  функции г  = ¡(х).

Найдем производную первого порядка

П р и р авн и вая  г' нулю, определим критическую точку:

Следовательно , в точке х  = 1 функция г  = /(дс) имеет ми
нимум. Из ур ав н ен и я  связи найдем координаты точки 
условного м и н и м ум а :

х =1, у  = 1.
Значит, ф ункция г  = х2 + у 2 имеет условный минимум 

в точке М( 1, 1). а

г ' = 4 х - 4 = 4 ( х - 1 ) .

х = 1 .

Найдем вторую  производную в этой точке: 
г'  = 4 > 0.

г

Р ассм отрим  геометри
ческую интерпретацию. 
В ы раж ени е  г  = х 2 + у 2 яв 
ляется  ур авн ен и ем  парабо
лоида вр ащ ен и я ,  изобра
женного на рис. 14.1. 
Уравнение х + у -  2 = 0  
п р едставляет  плоскость, 
которая п ер ес екае т с я  с па
раболоидом по параболе. 
Н ижняя точка п ар аб о л ы  —

/ 2X



точка М. Ее проекция М0 на плоскость 0ху является  точ
кой условного минимума, а аппликата 2 = 2  в ы р а ж а е т  
значение условного минимума. С>

ПРИМЕР 14.2. Найти экстремум  функции г -  — + —
*  У

при условии, что х и у связаны уравнением х + у  = 2 .
<1 Из уравнения связи выразим

х = 2 - у  
и подставим в функцию г:

1 1 22 = ------- + -  <=> 2 =
2 - у  у (2 - у)у

Задача , как  и в предыдущем примере сводится к о ты с
канию экстремума функции г  = ¡(у).

Найдем производную первого порядка:

¿ =  2 ------ —------ (2 -  2у) = .
(2 - у ) 2у 2 М (У~2)2У2

Определим критические точки:
г' = 0 при у = 1,

Зг' и Зг при у  = 0 и у  = 2

зн ак  1

Следовательно, в точке у = 1 функция г = /(у) имеет м и 
нимум. Учитывая уравнение связи, найдем координаты 
точки условного минимума:

х = 1 у = 1.
Условный минимум функция имеет в точке (1, 1):

1 1
. ---- 1----

'»-1 1 1
ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

1) Найти экстрем ум  функции г  = х у 2 при условии, что х и у  с в я з а н ы  
уравн ени ем  х + 2у  = 1.



2) Найти экстрем ум  ф ункции г = х г + у 2 при условии, что х и у  св яз а -  
х У Iн ы  уравн ен и ем  4 + 3 = ••

Ответы:

1) В точке (1, 0 )  — условны й минимум, гш1„ = 0. В точке

1
усл ов н ы й  м ак с и м у м ,  г тп  =~^-

(3 6  4 8 ^  144
2)  В точке 1 —  , — I — условный минимум, гт1п = — .

§ 14.2. УСЛОВНЫЕ ЭКСТРЕМУМЫ, СВОДЯЩИЕСЯ 
К ОБЫЧНЫМ ЭКСТРЕМУМАМ ФУНКЦИИ 
ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ

Аналогично определяю тся и разы скиваю тся  в простей
ших случаях  условны е экстремум ы  функции и = u(x,y,z) 
при F(x,y,z) = 0.

П РИ М ЕР  14.3. Н айти  экстремум  функции и = xyz  при 
условии, что х, у  и z  с вязаны  уравнением х + у + z = 5.

<  Из уравнения связи  выразим

2 = 5 - х - у  

и подставим в функцию и:

и = ху( 5 - х - у ) .
З а д а ч а  сводится к  отысканию экстр ем ум а  функции 

д в у х  переменных
и = f(x,y).

Найдем частные производные первого порядка и при
р авн яем  их нулю:

—  = 5у -  2ху  -  у 2 = 0, —  = 5х  -  х 2 -  2 ху  = 0 
Эх Э у

или
Iу 2 + 2 ху -  Ъу = 0,
[ х 2 + 2ху -  5х = 0.

Вычитая из второго уравнения системы первое, получим 

х 2 -  у 2 -  5(х -  у)  = 0 о  (х -  у\х + у  -  5) = 0.



(х -уХ х  + у -  5) = О 
х2 + 2ху -  5х = О

\х =0
1л:2 + 2х2 - 5 х  = 0 

и = 5 -  х
[л:2 + 1 0 х - 2 х 2 - 5 х  = 0  

I у = х 
[Зх(л: -  5/3) = О 
| у = 5 - х  
[х(5 -  х) = 0.

Из совокупности двух систем найдем четыре стаци о
нарные точки:

5 б")
з ’ з ] М3(0,5), М4(5,0).

Найдем частные производные второго порядка:

Р ^  = ~2у’ Г Г  = Ь ~ 2 х ~ 2У■ Т Т  = ~2х-дх дхду д у
Составим дискриминант О = АС -  В2 для каж дой  с т а 

ционарной точки.
Д ля точки Л4[(0, 0):

А = 0, В = 5,С = 0, Я = 0 ■ 0 -  52 = -25  < О, 
следовательно, экстремума в точке М1 нет.

Д ля  точки Л̂ 2 ~

3 3 3 3 3
„ 100 25 75 л . _О = ------------= —  > О, А < О,

9 3 9
(5  5^

следовательно, М2 — точка максимума функции
V3 3 У

и = ¡(х,у). Из уравнения связи найдем ап п ли кату
5 5 5  / 5 5 5 ^2 = 5 ----------= -  точки ЛА—, — I являющейся точкой
3 3 3  13 3 3/

условного максимума
= 5 5 5 _ 125 

“ тах 3 3 3 _ 27 '

Д ля точки Мъ(0, 5):



А  = - 1 0 , В = 5 - 0 - 1 0  = - 5 ,С = 0,£> = 0 - 2 5  = -2 5  < 0;

э к с т р е м у м а  в точке М 3 нет.
Д л я  точки М 4 (5, 0):

А = 0 ,В  = 5 - 1 0 - 0  = - 5 , С = - 1 0 , 0  = 0 - 2 5  = - 2 5  < 0;

в точке М4 э к стр е м ум а  т а к ж е  нет.
И так ,  и сследуем ая  функция имеет условный м акси м ум

125 . / 5  5 5̂ 1 п
“ шах = -----в точке Щ [ Д ругих  условных экстрему-

27 13  3 3 1
м ов нет. >

ПРИМЕР Д Л Я  С А М О С ТО Я ТЕЛЬ Н О ГО  РЕШЕНИЯ

Н айти э кстрем ум  функции и = х ъу гг  при условии, что х, у  и г  с в яз ан ы  
у р а в н е н и е м  Зх + 2у + г  = 12(х > 0 ,у  > 0, г  > 0).

Ответ:

В точке (2,  2, 2 )  — м а к с и м у м ,  ит „  =64.

П РИ М ЕР  14.4. На плоскости 2х  -  г = 0 найти точку, 
с у м м а  квадр ато в  расстояний от которой до точек А( 1, 1, 1), 
В(4, 3, 4) была бы наименьшей.

<3 П усть искомая точка М(х,у,г), тогда расстояния от 
точки А  до М и от В до М  вы р аж а ю тся  следующим обра
зом:

| МА\ = ^ ( х - 1 ) 2 + ( у - 1)2 + (2 - 1)2 ,

I МВ\ = д / ( * - 4 )2 + ( у - 3 ) 2 + ( г - 4 ) 2 .

С ум м а  кв ад р ато в  расстояний равна 

и = ( х - 1 )2 + ( у - 1)2 + ( г  - 1)2 + (х  -  4)2 + (у - З ) 2 + ( 2 - 4)2,

и = 2 х 2 + 2у 2 + 2 г 2 -  Юх - 8у  -  Юг + 44.

Т аким  образом, з а д а ч а  сводится к отысканию миниму
м а  функции и = /(х , у , г ) при условии, что х, у  и г  связаны  
ур авнением  2х -  г  = 0 .

В ы р а ж а я  из уравн ен и я  связи г  = 2х  и п одставляя  г  в 
функцию, получим



и = 2х2 + 2у2 + 2(2лг)2 -  10х - 8 у  -  20х + 44, 
ы = 10* 2 + 2у* -  30* - 8 у +  44.

Выделяем полные квадраты

2 - 2  -jc  + - ) - 1 0  -  + 2(í/2 - 4 i / + 4 ) - 2 - 4 +  44,и =10 х _ .. . ,
V 2 4 I 4

2
Л2 27+ 2(í/ -  2)" + ~ .

Это уравнение параболоида с вершиной в точке 
/ 3 27^
- ,2 ,—  1 Следовательно, точка условного минимума функ-

\ /
ции 2^ При этом z =2х = 3  и искомой точкой будет

( 3 о Q точка 2, 3I2 ,
П Р И М Е Р  14.5. Сече

ние канала имеет форму 
равнобочной трапеции 
данной площади. Как вы
брать угол а, чтобы омы
ваемая поверхность кана- ь 
ла была наименьшей 
(рис. 14.2)?

<  Пусть S  — площадь 
трапеции, тогда

„ b + b + 2/cosa , . . . . .5 = --------- ------------/sin a = (b + I cos a)/sin a.

Поверхность канала пропорциональна периметру тра
пеции без верхнего основания Р  = b + 21.

Задачу можно сформулировать следующим образом: 
найти минимум функции Р  = b + 21 при условии, что b u l  
связаны уравнением

S  =(b + /cosa)/sina, где
S  = const, b > 0, I > 0, 0 < a < л.

Выражая из уравнения связи

и 5 / b = -----------1 cosa
I sina

Рис. 14.2



и подставляя в функцию, получим
Р = —-------/cosa + 21.

I s in a
Найдем производные первого порядка и приравняем 

их к нулю:

ЭР S  1 ~ - 5  + (2 -  cosa)/2 s in a  п
—  = --------------- -  co sa  + 2 = ---------— --------------------= 0,
Э/ s i n a  / / s in a
ЭР S  (  c o s a   ̂ , . - S c o s a  + /2 s in3a  _

+ /sina = ---------------г----------- = 0.

/2 s i n a ( - 2 c o s a  + eos2 a  + s in2 a )  = 0<=>

Эа /  ̂ s in 2 a  J  /sin2 a
Имеем систему уравнений

J - S  + (2 -  cosa)/2 s in a  = 0 
[ - S c o s a  + /2 s in 3a  = 0.

Умножая первое уравнение системы на - c o s a  и скла
ды вая его со вторым, получим

/2((2 -  co sa )  ■ ( - c o s a ) s in a  + s in 3 a )  = 0;
s in a  = 0 

cosa  = 1/2.
Решения уравнения s in a  = 0 не принадлежат интерва

лу 0 < a  < 71, а решение уравнения co sa  = 1/2, принадлежа
щее данному интервалу, равно a  = л/3.

Из геометрического смысла задачи следует, что при 
7Сa  = — функция Я имеет условный минимум. Ответим лю-
3

бопытный факт, что оптимальное значение угла a  = я/3 не 
зависит от площади трапеции 5  и, следовательно, остается 
оптимальным при любых / и Ь. >

ПРИМЕРЫ Д Л Я  САМ О СТО Я ТЕЛЬНО ГО  РЕШЕНИЯ

1) Н айти стороны  прямоугольного тр еуго л ьни ка ,  имеющего при д а н 
ной площ ади S  наименьш ий периметр.

2) Найти п р ям о уго л ь н ы й  параллелепипед  данного  объема V, имею
щий наи меньш ую  поверхность.

Ответы:
1) Стороны тр е у го л ь н и к а  -J2S, -J2S, 2-/S.
2) Куб .



МЕТОД ЛАГРАНЖА ДЛЯ ОТЫСКАНИЯ 
УСЛОВНЫХ ЭКСТРЕМУМОВ

§ 15.1. М ЕТОД ЛАГРАНЖ А

Пусть требуется найти условные экстремумы функции

f(x,y) при F(x,y) = 0. (15.1)

По методу Лагранжа эта задача решается следующим 
образом. Составляется вспомогательная функция

L(x,y,X) = f(x,y) + XF(x,y),

которую называют функцией Лагранжа и разыскиваются 
ее стационарные точки, т. е. решается система уравнений

L'z(x,y,X) = 0,
• L'y(x,i/Д) = 0,
L[(x,y,X) = 0.

Если (*0,1/оЛо) — решение этой системы, то (х0,г/0) — 
точка, в которой возможен условный экстремум (15.1).

§ 15.2. НАХОЖДЕНИЕ УСЛОВНЫ Х ЭКСТРЕМУМОВ 
С ПОМОЩ ЬЮ  М ЕТО Д А  ЛАГРАНЖ А

Метод Лагранжа целесообразно использовать, когда 
затруднительно или вообще невозможно выразить у или х 
из уравнения связи F(x,y) = 0 в элементарных функциях. 
С другой стороны, при применении метода Лагранжа 
усложняется проверка достаточных условий экстремума. 
Поэтому наличие или отсутствие условного экстремума в



найденной точке (х0,у 0) по возможности устанавливается, 
исходя из существа задачи.

ПРИМЕР 15.1. В сечении цилиндра х2 + у 2 = 2 плоско
стью х + у + г -  4 = 0  найти точки с наименьшей и наи
большей аппликатами.

<1 Эту задачу можно сформулировать следующим об
разом: требуется найти экстремумы функции г = 4 -  х -  у 
при условии, что х, у и г связаны уравнением 
х 2 + у 2 -  2 = 0 .

Составим функцию Л агран ж а
Ь = 4 -  х -  у + Цх2 + у 2 -  2)

и найдем ее частные производные

Ц = - 1  + 2Хх, ¿ ; = - 1  + 2 Ху, их = х 2 + у 2 -  2.

Д ля определения х, у  и X получаем систему уравнений 
-1  + 2Хх = 0,
-1  +2Ху = 0, 
х 2 + у 2 - 2  = 0.

В ы р аж ая  из первого и второго уравнений х =

1у  = —  и подставляя х и у в третье уравнение системы,
2А.

найдем
1 1=1/2 

Х “ 4 ~  Х = -У 2  

Система имеет два решения: х = у = 1, X =

х  = у = —1, X = Условные экстремумы возможны в точ

ках  (1, 1) и (—1, —1) (и только в этих точках).
Из геометрической сути задачи ясно, что точки в сече

нии цилиндра с наименьшей и наибольшей аппликатами 
существуют, следовательно, функция 2 = 4  - х - у  имеет 
условный минимум и условный максимум. А так  как  то
чек, в которых условные экстремумы возможны, всего две, 
то в одной из них достигается условный минимум, а в дру
гой — условный максимум.



В точке (1, 1)

2 = (4 -  X -  у)|х-1 = 2,
у=1

а в точке (—1, —1)

2 =  ( 4 - х  -у\*=-\ =6.
'у=-1

Следовательно, 2„аим = 2, а 2наи6 = 6. О

Если требуется найти условные экстремумы функции 
трех переменных

¡{х,у,г) при Е(х,у,г) = О,

то функция Лагранжа имеет вид

Цх,у,г,Х) = ¡(х ,у ,г) + ХЕ(х,у,г),

и система для отыскания ее стационарных точек содержит 
4 уравнения:

и х = 0, = о, ц  = о, = о.

Вообще метод Лагранжа обобщается на случай функ
ции с любым числом аргументов, и уравнений связи может 
быть несколько.

П РИ М ЕР  15.2. Палатка имеет форму цилиндра с на
саженной на него конической верхушкой. При каких соот
ношениях между линейными 
размерами палатки для ее изго
товления потребуется наимень
шее количество материала при 
заданном объеме?

<3 Пусть Я  — радиус основа
ния палатки,

Н  — высота цилиндрической 
части,

А — высота конической вер
хушки.

Тогда объем палатки

V = пР2Н + -%Р2 И,
3



а боковая поверхность

5  = я/?/ + 2 я/?Я = яЛ-\//?2 + Л2 + 271/?#.

Задачу можно сформулировать следующим образом: 
найти, при каких соотношениях между переменными /?, Я, Л

функция 5  = 71/? 7 ^ 2'"+_̂ +2Я j  имеет минимум при усло

вии

V = тс/?2ГН + ^  I = сопэ!

Составим функцию Л агранж а

Ь = тс/? л]Я2 + А2 +2Н +Х V -  тс/?21 Я  +

Найдем частные производные:

Э1 _—  = кЯ 
ЭЛ 3

э/?
= Я 4Й2 + к 2 +2 Н

| § = я / ? (2  - Щ  
оп

\ х*
/?2 + /г2 

Л

-2А./? Я  + -  
3

—  = К - я / ? 2| Я  + 
ЭХ 3

Необходимые условия экстремума функции Л агран ж а 
имеют вид

/?Г а/ ( л/я 2 + л2)  -  (я/з) • я ) = о,
/?(2 -  А./?) = О,

|^ / ?2 + А 2 + 2 Я  j  + /?2/ ( 7 / ? 2 + Л2 )  -  2 Щ Я  + А/3) = О,



Ищем только положительные решения.

Из первых двух уравнений системы получим = —  Л,

Х = ~Т="-■>/5Л

Подставляя /? и X в третье уравнение, найдем Н  = ^Л.

Нетрудно понять, что из четвертого уравнения можно 
найти значение А, причем оно определяется однозначно.

Из задачи ясно, что условный минимум существует, а 
так как стационарная точка у функции Лагранжа всего 
одна, то именно она и определяет точку условного миниму
ма. Так что решением задачи являются соотношения

* = ■ # •  я Л „ .  »

ПРИМЕР ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Спроектировать консервную банку  цилиндрической ф орм ы  з а д а н 
ной вместимости так, чтобы требовалось минимальное количество ж ести  
для ее изготовления.

Ответ:

Вертикальное сечение банки долж но быть квадратны м  (Л = 2г).



НАИБОЛЬШЕЕ И НАИМЕНЬШЕЕ 
ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ

Пусть функция г = ¡(х,у) дифференцируема в зам кн у
той области /), ограниченной линией I  (рис. 16.1). Тогда 
она имеет наибольшее М и наименьшее т  значения (сле
д ует  из теоремы Вейерштрасса), причем они могут дости
гаться  в стационарных точках внутри области О и в гр а 
ничных точках, т. е. на линии

Если £ — гл адкая  линия (рис. 16.1), заданная уравне
нием Р(х,у) =0, то наибольшее и наименьшее значения в 
граничных точках являются условными экстремумами 
функции

¡(х,у) при /=■(*,г/) = 0. (16.1)

Если Ь не гл адкая  линия, но состоит из конечного числа 
гладких кусков, соединяющихся в угловых точках 
(рис. 16.2), то наибольшее и наименьшее значения могут 
достигаться такж е  и в этих угловых точках.



§ 16.1. СХЕМ А НАХОЖДЕНИЯ НАИБОЛЬШЕГО 
И НАИМЕНЬШЕГО ЗНАЧЕНИЙ ФУНКЦИИ

Для отыскания М а т  можно поступить следующим об
разом:

1) найти стационарные точки функции /(*,</) внутри об
ласти О;

2) найти точки на границе 1̂ , в которых могут быть 
условные экстремумы (16.1);

3) вычислить значения функции во всех найденных точ
ках и в угловых точках границы (если они есть);

4) выделить М я т  среди вычисленных значений.

§ 16.2. ЗАДАЧИ НА ОТЫСКАНИЕ НАИБОЛЬШЕГО 
И НАИМЕНЬШЕГО ЗНАЧЕНИЙ ФУНКЦИИ

П Р И М Е Р  16.1. Найти наибольшее и наименьшее зна
чения функции г  = (х - 1)2 -  у2 в круге х2 + у2 < 4.

<] Здесь рассматривается область £), ограниченная 
окружностью х2 + у2 =4, включая и точки окружности.

Найдем стационарные точки данной функции:
| ^ = 2( * - 1), |^ = -2  у. 
дх ду

В силу необходимых условий экстремума х = 1, у = 0.
Стационарная точка М(1, 0) принадлежит области Д.
Найдем точки на границе х 2 + у 2 = 4, которые могут 

быть условными экстремумами. Д ля этого рассмотрим 
функцию Лагранжа

£ = (х - 1)2 -  у2 + Ц х 2 + у 2 -  4).

Найдем частные производные

^  = 2(х-1) + 2Хх-, ^к = -2у+2Ху, ^  = * 2 + у2 -4 .
дх ду ЭЯ.

Для определения х, у и X получаем систему 
х -1  + Хх = 0 
-у + Ху = 0 
х2 + у2 -  4 = 0,

32 Ъ к .  3306



решения которой:

х = 2, у  = О, А. = х = -2, г/ = О, X =

2 = 2 ’ У = “ 2 " ’ * = 2 ’ У = ~  

Вычислим значения функции в найденных точках: 

2(1 ,0)=(1-1)2 - 0 = 0 ,

z(2, 0) = (2 - 1)2 - 0  = 1,

г(-2 , 0) = (-2 - 1)2 -  0 = 9 ,

' I  л/ПГ
2 2

1 VÏ5

1 Л2 Гл/15Л2
- ' г 1

7
'2 ’

И -
Выбираем из найденных значений т  = - - ,  М = 9.

Итак, 2наин = 2наи6 = 9. >

ПРИМЕР 16.2. Найти наибольшее и наименьшее зна
чения функции 2  = х 2 + 4ху -  2у 2 -  12х + 10 в треугольни

ке с вершинами А( 1,1), 
В(5,1), С(1, 3).

"С Здесь область D 
ограничена прямыми, сов
падающими со сторонами 
треугольника,

1 . 1 7х = 1, у  = 1 У  = - - х  + -



Найдем стационарные точки данной функции:

—  = 2х + 4у-\2, —  = 4 х -4 у .  
дх д у

Из системы уравнений (необходимые условия экстре
мума)

1х + 2 у - 6  = 0 
[ х - у = 0

находим х = у = 2.
Точка М,(2, 2) принадлежит области О.
Определим точки на сторонах треугольника, в которых 

могут быть условные экстремумы.
На стороне АС, т. е. при х = 1, функция имеет вид

г  = -2у2 + 4у - 1.

Находим критические точки

г'у = - 4 у + 4 = -Му - 1),

2 ' = 0 при у = 1.

Следовательно, в точке М2( 1,1), совпадающей с точкой 
А, функция может иметь условный экстремум.

На стороне АВ, т. е. при у =  1 функция имеет вид 
2 = х2 - 8х + 8. Находим стационарные точки

г ’х = 2х  - 8  =2(х -  4), 

г '  = 0 при х — 4.

Следовательно, в точке М3(4, 1) функция также может 
иметь условный экстремум.

7 - хНа стороне СВ, т. е. при у = -------функция имеет вид



Находим критические точки

г '  = -Зх + 9,

г '  = 0 при х = 3.

Следовательно, и в точке М4(3, 2) может быть условный 
экстремум.

Вычислим значения функции в точках Ми М2,М 3, М4,

2(2, 2) = -2 , 2(1, 1) = 1, 2(4, 1) = -8,

2 (3 ,  2) =  - 1 ,  2 ( 5 ,1 )  = -7, 2(1, 3 )  = -7. 
И так , 2 наиб = 1, 2 „аим = -8. >

ПРИМЕРЫ Д Л Я  САМ О С ТО Я ТЕЛЬ Н О ГО  РЕШЕНИЯ

1) Найти наи больш ее  и наименьшее значения  функции г  = х ( у - \ ) в  
кр у ге  х2 + у 2 < 1.

2) Найти наибольш ее и наименьш ее значения функции 
г = х2 + у 2 -А х + Ау +1 в треугольнике с верш инами /1(1, 0), В(4, 0),С(1, - 3 ) .

Ответы:

2) 2„„б = 1 6 - 4 л Я 4  при х = 2 + — , у = 2 --£ ~ ,  г в, я- = - 7  при 

х = 2, у =-2.

В, С.

Зл/З л/3 1
—  при *  = - « , = - -

■М



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА

§ 17.1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

Решением уравнения F(x, у, у') = Она интервале (а, ¿^на
зывается любая функция у = у(х), которая будучи подстав
лена в это уравнение вместе со своей производной у'(х), об
ращает его в тождество относительно х е (а,Ь). Уравнение 
Ф(х,у) = 0, определяющее решение как неявную функцию, 
называется интегралом дифференциального уравнения, а 
кривая, которую определяет уравнение Ф(лс,у) = 0, называ
ется интегральной кривой дифференциального уравнения. 
Процесс решения дифференциального уравнения называется 
интегрированием дифференциального уравнения.

sin XП Р И М Е Р  17.1. Доказать, что функция у = ------ явля-
х

ется решением дифференциального уравнения 
ху'+у  = cos*.

<1 у'=  —П* ■. Подставим у и у' в левую часть
х

уравнения:

*cos* -  s in *  s in *  * 2 cos* * s in *  s in *
X ------------------------------ + ----------- _ ---------- --------------------- ------+ ----------- =

X  X X  X  X

s in *  s in *= eos * ---------H----------= eos *.
*  *

Получили тождество cos* = cos*, что требовалось до
казать. >



ПРИМЕРЫ Д Л Я  С АМ О С ТО Я ТЕЛЬ Н О ГО  РЕШЕНИЯ

Д о к а за т ь ,  что ф ун к ц и я  у  = у(х) уд овл етв ор яет  дифференциальному 
уравнению.

ПРИМЕР 17.2. Показать, что функция у = Се2х являет
ся решением дифференциального уравнения у'=2у  при 
любой постоянной С. Построить интегральные кривые при 
С, = 0, С2 = -1, С3 = 1.

<] Находим у' = (Се2х)'= С(е2ху= 2Се2х. Подставляем у и 
у' в уравнение

При С[ = 0 у = 0; при С2 = -1 у = -е 2х\ при С3 = 1 
у = е 2х. Строим графики (рис. 17.1). [>

1) у  = хе~\ ху" = (1 -х)у\

2) у  = хе~‘ 21г , ху '= (1 - х 2)у\

3) у  = -л/х4 - х 2 , х у у ' = у 2 +х*\

4) у  = х ^ 1 - х 2, у у ' -  х - 2 х 3;

; ху'= у ( у  1п д : - 1).

2Се2х =2Се2х; е2х = е2х.

у л
ПРИМЕР 17.3. Проин

тегрировать дифференци
альное уравнение у'= 4х3. 
Найти частное решение, 
удовлетворяющее началь
ному условию у(0) = 1, и по-

0
строить интегральную

х кривую, проходящую че
рез точку Л1о(0; 1).

<3 Уравнения вида
у'= /(лс) являются простей-



шими и интегрируются в квадратурах непосредственным 
интегрированием. Имеем

у = J i x 3dx = 4J x 3dx = 4 + С.

Таким образом,у = х* + С, 
где С — произвольная посто
янная. Найдем С из условия 
у = 1 при х = 0: 1 = О4 + С, от
куда С = 1. Подставляя С = 1 в 
найденное решение, получа
ем у = х* + 1. График функ
ции у = х 4 + 1 — искомая ин
тегральная кривая. £>

Рис. 17.2

ПРИМЕРЫ Д ЛЯ  С АМ О С ТО Я ТЕЛЬ Н О ГО  РЕШЕНИЯ

Проинтегрировать дифференциальное уравнение y '= f(x ). Н айти  ч а 
стное решение, удовлетворяющее н ачальном у  условию у(ха) = у 0.

l ) /  = -sinoc, v(k) = 1; 2) у '= х е ‘ , у(0) =  -1;
3) у '=  In  х, i/(l) = 0; 4) x f -  хе‘\  у(0) =  1/2;

5) /=J7p-.i/(0) = 0.

Ответы:

1 ) (/= c o sx  + 2; 2) у  = (х -  1)е'; 3) у  =  х  l n х - х  + 1;
4 ) у = е х‘/2\ Ь) у =  a rc rgx.

§ 17.2. ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 
УРАВНЕНИЯ у ’ = i(x, у )

Постановка задачи. Найти частное решение уравне
ния у '=  f(x,y), удовлетворяющее заданному начальному 
условию у(х0) = у0, т. е. найти интегральную кривую, про
ходящую через точку М0(х0,у0).

Для существования и единственности решения задачи 
Коши в некоторой области D  плоскости Оху достаточно 
непрерывности f{x,y) и ограниченности частной производ
ной f'(x,y).



Замечание. В предыдущем пункте мы решили задачу 
Коши для уравнений у'= /(х).

ПРИМЕР 17.4. Показать что при любых начальных 
условиях у(х0) = у 0, существует и единственное решение 
задачи Коши для дифференциальных уравнений

1) у '= у е ^ \  2) у'= sin{2y + х).

<] Достаточно показать, что правые части уравнений 
непрерывны в плоскости Оху и имеют ограниченные част
ные производные по у.

1) КХ<У) = Уе ** непрерывна как  функция двух пере-
О 9

менных (г, у). fy= (ye  )'f =e  ограничена, так  как

\е~*‘ \= е"'“2 < L
2) f(x,у) = sin(2y + х) непрерывна для всех (*; у).
fy =2cos(2у + х) ограничена при всех (г, у), так  как 

|2cos(2i/ + jc)|< 2. >

ПРИМЕРЫ Д Л Я  С АМ О СТО Я ТЕЛЬН О ГО  РЕШЕНИЯ

П оказать ,  что при лю бы х  начальных условиях  у(х0) = у„, сущ ествует  
и единственное реш ение з а д а ч и  Коши для  дифференциальных у р а в н е 
ний.

1) = s in y c o s j t ;  2) у" = a r c t g ( j : - у ) ,

2) i/= arcctg(2jc + 4i/); 4 )  t/= c o s х2 +sin3i/.

§ 17.3. ЗАДАЧИ НА СОСТАВЛЕНИЕ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

ПРИМЕР 17.5. Найти кривую, проходящую через точ
ку (0 ,-2 ) ,  чтобы угловой коэффициент ее касательной в 
любой точке равнялся  ординате этой точки, увеличенной в 
3 раза.

<1 Пусть у = у(х) искомая кривая. По геометрическому 
смыслу производной угловой коэффициент касательной ра
вен у'(х}, ордината в точке х равна у(х). По условию задачи 
у'= 3у — это и есть искомое уравнение, а так  как кривая 
должна проходить через точку (0, -  2), то имеем задачу Коши



Решить уравнениеу '= 3у  — это значит найти функцию, 
производная которой равна самой себе с некоторым коэф
фициентом. Таким свойством обладают только экспоненты. 
Таким образом, у '=  Зу <=> у =С е 3х. Подставляя начальное 
условие, -2  = Се° получаем С = -2. Окончательный ответ: 
у = -2е3х. >

П Р И М Е Р  17.6. Найти уравнение кривой, проходящей 
через точку (1; 1), если для любого отрезка [1, х] площадь, 
ограниченная этой кривой, на 2 единицы больше удвоенно
го произведения координат точки М(х,у) кривой 
(х > 0, у > 0).

<] По геометрическому смыслу определенного интегра
ла площадь криволинейной трапеции над отрезком [1, х]

X
равна \y{t)dt. По условию задачи

I х
J y(t)dt + 2 = 2 ху.
1

Дифференцируя это равенство по х (см. производную 
определенного интеграла по верхнему пределу), получим

у =2(у + ху'), или у'=  ——. Интегрируя это уравнение (см.
2х

занятие № 18) и учитывая начальное условиеy(l) = 1, найдем

ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШ ЕНИЯ

1) Д оказать ,  что кривая, все н орм али  которой проходят через п о с то 
янную точку М(х0,у 0\  есть окружность.

2) Найти кривые, для которых п л о щ ад ь  треугольника, о б р а зо в а н н о 
го касательной, ординатой точки к ас а н и я  и осью абсцисс, есть вел и чи н а  
постоянная, равная а2.

3) Найти кривые, для которых су м м а  катетов треугольника, п о с т р о 
енного как  в предыдущей задаче, есть величина постоянная, р а в н а я  Ь.

Ответы:
2. (С ± х)у  = 2а2.
3. Ы п у  -  у  = ±х +С, 0 <у <Ь .



УРАВНЕНИЯ 
С РАЗДЕЛЯЮЩИМИСЯ ПЕРЕМЕННЫМИ. 

ОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ

§ 18.1. УРАВНЕНИЯ С РАЗДЕЛЯЮЩИМИСЯ 
ПЕРЕМЕННЫМИ

Уравнения вида
Е(х)РШ х = С(х)Н(у)йу, (18.1)

в которых коэффициенты при дифференциалах распадают
ся  на множители, зависящие только от л: и только от у назы
ваются уравнениями с разделяющимися переменными. 

Схема решения.
а ) Разделяем переменные в (18.1) путем деления обеих 

частей на произведение Р(у)С(х), т. е. приводим (18.1) к 
виду

а д  н «
б) Интегрируем обе части

г а д * . / ® , , .
1 а д  > /ад

в) Ответ записываем  в виде
Ч(х,у) = С (18.2)

(или у  = \|/(х,С), или х = \ц(у,С)) при всевозможных значени
ях постоянной С.

Замечание. Деление на Р(у)С(х) может привести к поте
ре решений, обращающих в 0 произведение Р(у)0(х). Те из 
них, которые не могут быть получены в (18.2) ни при каких 
значениях постоянной С, следует присоединить к ответу.



П Р И М Е Р  18.1. Решить уравнение

6хйх -  6уйу = 2х2ус1у -  3ху2йх.

■О а) Преобразуем уравнение к виду 

2 у(х2 + 3)йу = 3 х(у2 + 2)(1х 

и разделим обе части на (х2 + Щ у 2 + 2):

2уйу _  Зхс1х 
у2 + 2  х2 + 3

Переменные разделены: при с1у стоит функция, завися
щая только от г/, при йх — только от х. 

б) Вычисляем интегралы в уравнении
2уйу г ЗхйхГ ¿уау = г

1 „2 . о Jуг + 2  х + 3

путем подведения под знак дифференциала. Произволь
ную постоянную записываем только в одном интеграле, 
например, в правом (так как разность двух произвольных 
постоянных есть произвольная постоянная):

■' у + 2 1 У + 2

] х2 + 3  2 } (х2 +3) 2 V '  1 

Следовательно,
1п (у2 + 2) = ^ 1п(х2 +3) + С,

или
21п (у2 + 2) = 31п(*2 + 3) + 2С,.

Последовательно используя свойства логарифмов, по
лучаем



Обозначив е2С1 = С, получим

(у2 + 2)2
(х2 + З)3

= С. >

ПРИМЕР 18.2. Решить уравнение
2х

У - -
W  +1

^ ^ , du<1 Так как  у = — , то уравнение переписываем в виде 
dx

dy _ 2 х  { { 
dx Ъу2

и умножаем  «крест накрест»

(3 у 2 + \)dy = 2 xdx, 

тем самым разделяя переменные. Интегрируем обе части 

J  (3 у 2 + \)dy = J  2xdx,
откуда

у 3 + у = х2 + С
или

у 3 + у -  х2 = С. >

ПРИМЕР 18.3. Решить уравнение

e 4 g y d x  + ^— p - d y = 0. 
cos у

<1 Преобразуем уравнение к виду

(е1 - 2 )
cos2 у

dy = e xtg ydx,

делим обе части на tgj/(e* -2 ) :

dy e xdx
tgi/cos у e x - 2

и интегрируем (вычисляем последовательно два интег
рала):



*^ у с о $ ? у  1дг/ 

] ° х - 2  } ех - 2е -  2 е 

Таким образом,

1п у
или

1п

= 1п \ех -2\ +С,

= С,.
е *  -  2

Потенцируем и раскрываем модуль 

tg У 
ех - 2

Обозначая ±ес1 = С, имеем

= ±ес‘ .

е х - 2
= С или у -С(ех -  2) = 0. (18.3)

При делении на у(ех -  2) могли быть потеряны реше
ния: у = пп (п = 0, ± 1, ± 2, ...) — корни уравнения tg у = 0 и 
х = 1п2 — корень уравнения ех -2 . Однако решения у = пп 
содержатся в (18.3) при С = 0, а решение *  = 1п2 не может 
быть получено из (18.3) ни при каком значении С. Следова
тельно, оно должно быть присоединено к ответу.

Получаем окончательный ответ: ^ у - С ( е х -  2) = 0, 
х = 1п2. С>

П Р И М Е Р  18.4. Найти решение задачи Коши для диф
ференциального уравнения

у'51\\х = у\пу, у = е.

<] а) Находим общее решение уравнения, разделяя пе
ременные:

с!ц
—  5ШХ = у\Пу,
ах



делим на s in  х ■ у In у:
dy dx

s in *У 1пг/

Переменные разделены, откуда

f dy = f dx 
y\ny ■* s in *

Интеграл справа табличный 

dx
и* с  Is in *

+ ln|C|= ln P * g -  2

Здесь произвольную постоянную записали в виде 1п|С|. 
Т акая  запись корректна, так  к ак  функция у = In х при 
х > 0 принимает все значения от до +«>. Интеграл слева 
берется подведением под знак  дифференциала:

3 у\пу } 1пу

Таким образом, ln |lni/|= ln |Ctg (jc/2)|. Потенцируем и 
р аскры ваем  (так  как  ±С вновь производная постоянная):

In у = C tg  (х/2) или у = e ctf!W2).

Найдено общее решение исходного уравнения
У  = е ctg а д  ( 1 8  4 )

Кб) Находим значение С, полагая в (18.4) х = —, у = е,

тогда е - е С1е^/4) или е = ес, откуда С = 1. Подставляя в
(18.4) С - 1, получаем искомое решение

у = е Хе{ф). >

Замечание. Дифференциальное уравнение вида

-у - = f(ax + by + d), 
dx

где a,b,d  — постоянные, заменой z = ax + by + d, где 
z = z(x) — новая неизвестная функция, преобразуется в 
уравнение с разделяющимися переменными.



П Р И М Е Р  18.5. Решить уравнение 

у '— cos (х -  у).

<1 Сделаем замену z = х -  у, откуда у = х -  z; 
dy dz—  = 1------ и подставим в исходное выражение, тогда
dx dx

, dz
1------ = cos z

dx
или

dz—  = 1 -  cos z, dz = (1 -  cos z)dx. 
dx

Разделяем переменные, деля на ( l-c o s 2):

— ——  = dx
1 -  cos 2

и интегрируем, используя тождество l- c o s 2 = 2 sin 2

f ----- ^ -----= J dx или f f-— = f dx.
J 2 sin  (г/2) J J s in  (z/2) J

Получили два табличных интеграла, откуда

С -ctg — - х.
2

Заменяя z  на х -  у, получим х. + ctg Х ^ =С  — иско

мое решение в неявном виде. >

ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШ ЕНИЯ
Решить дифференцированные уравнения:

1)г/=-^ 2 )^ 1  +  у 2 + у у ' Л ^ 7  =  0,

3) (ех + \ ) й у - у е хЛх =0; 4) у(1 + 1п у )  + х у '= О,

5) (2 + е , )уу'=  е*\ 6) 3(х2у  + у )й у  + ^ 2  + у гй х  =

7) у '= (х  + у )2; 8) 1/ =  (&г + 2у + 1)2;

9) (2х + 3 у - 1 )(1х + (4х + 6у -  Ь)йу = 0(

10) {2х-у)с1х + ( 4 х -2 у  + 3)с1у =0.

N 
| c

s



Ответы:

2) л/1 + х 2 +^1 + у 2 = С;

4) л(1 + 1пу) = С;3) У =С(в* + 1);
5) у 2 — 2 1п (2 + е х) = С; 6) 3-^2 + у^ + я г с ^  х = С,

7) а г ( ^  (ж -+- у )  = лг -+- С; 8) &с + 21/ +1 = 2 1 г  (4* + С);

9) х + 2у + 31п \2х + 3(/ -7|= С;

10) 5х + 10|/ + С = 3 1п |10дс - 5 ^  + 6|.

§ 18.2. ОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Функция /(х,у) н азы вается однородной функцией по
рядка п, если справедливо тождество ¡((х^у) = 1пЦх,у).

Например, функция /(*,«/) = х2 + у 2 + ху есть однород
ная функция второго порядка, так  как

= {¡х)2 + Цу)2 + (Ьфу) = ¿2(*2 + у 2 + ху) = ?Цх,у).

При п = 0 имеем функцию нулевого порядка. Напри-

называется однородным относительно хм  у, если ¡(х,у) од
нородная функция нулевого порядка.

мер, /(*,</) = — У-г — однородная функция нулевого по- 
2х1 + у 1

рядка, так  к ак

Дифференциальное уравнение

(18.5)

Схема решения

а) Преобразуем уравнение к виду



б) Делаем замену — = 2, где 2 = г(х) — новая неизвест- 
х

ная функция, тогда у = хг и —  = (хг) = г  + Х2'=  г  + х — , и
йх йх

уравнение (18.5) приводим к виду

йг .... 2 + *  =ф - 
йг I х

Л2 1 \и л и  х —  =  ф (г) -  г, 
йх

а это уравнение с разделяющимися переменными.
в) Разделяем переменные, интегрируем

г йг _  г йх 
■* ср(г) - г  х

и отслеживаем возможные потери решений.
г) Возвращаемся к переменной у заменой г  = у/х. 
П Р И М Е Р  18.6. Решить уравнение

у,= х2 + 2 х у - Ъ у 2
2х - 6ху

<1 а) Разделив числитель и знаменатель правой части 
на х2 (х2 ф 0 по смыслу уравнения), преобразуем его к 
виду

1 + 2у/х -  5{у/х)2 
2 -6(у/х)

б) Делаем замену у/х = г , тогда у = х г  и у '=  г  + х — ,
йх

и уравнение приводится к виду

йг 1 + 2г -  5 г2 , ^г  + х — - = ---------------- , а после алгебраических преоб-
йх 2 -  6г

разований
йг 1 + г 2
йх 2 -  62

в) Разделяем переменные (1 + г 2 Ф 0, х Ф 0) 
(2 -  6г)йг йх
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и интегрируем
г (2 -  6z)dz = г dx 

1 +  Z2  ̂ *

[ —  = 1п | л:|-+- С — табличный, а интеграл слева разби- 
•' х

ваем  на д ва  интеграла:

г 2 - 6 г .  „ г  й г  „ г  2 гй г  0 , ¡(1(1 + г 2)
I  ------¥йг = 21 -------г  - 3 1  -------г  = 2 атс1ё --------— =
} \ + г 2 J 1 + г1 ■’ 1 + г 1 1 1 + гг

= 2 а п ^  г — 3 1п (1 + г2) = 2 а п ^  г -  1п (1 + г 2)3;

2 а п ^  г -  1п (1 + г2)3 = 1п |г| + С,
или

2 а г ^  г -  1п ((1 + г 2 )3| х \) = С.
г )  Заменяем  г на у/х:

2 аг^ (г//х ) -  1п ((1 + у 2/ х2)3\ х\ = С.

Учитывая, что

X
V

|г|6 ' ' U| 

приходим к ответу
2 2

2 arctg(t//-t) -  In -  = С. >
\х\

ПРИМЕР 18.7. Решить уравнение
Уху = у + cos—.
X

<3 Последовательно выполняем действия по изложен
ной схеме: делим на х (х *  0 по смыслу уравнения)

/ У У у = — + cos—,
jc д:

,  ,  dz
делаем  замену у/х = z, откуда у = z + х — ; подставляем в

ах
уравнение:



dzz + х —  = z + cos z 
dx

разделяем переменные:
dz

или

dx
х

dzх —  = cos z; 
dx

и интегрируем
dz _  ( dx 

cos z ■* x 

(смотри таблицу интегралов):

In

или

tg

In

г az _  r ax
•' nr\С 7 X

):

= In|jc| + In |C|,
f  Z  71 ^- + *—
v2 4

, I 2  71

tg|r  4
= In | Слг |.

Потенцируем и снимаем знаки модулей:

tg
2 П— н---
2 4

= Сх.
(18.6)

При делении на сое2 могли быть потеряны решения 
Я

2 = — + пп (п = 0, ± 1, ± 2,...). При нечетных п = 26 + 1 они

входят в (18.6) при С = 0, а при четных л = 26 не входят в
(18.6) ни при каких значениях С. Поэтому к (18.6) следует

присоединить решения г - ^  + 2лй.

Заменяя г  на у/х, получаем

tg —  + — I = Сх, у = ц — + 2nk 
2х 4 * 2

ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШ ЕНИЯ
Решить уравнения:

1 ) У = ^ ,  2 )и '-е '»+ У-,' х х



5) [у -  2х)йх + —  Лу = О, 6) ху' = т/лс2 + у 2 + у

7) 2/= Щ  +6^ + 3; 8)^=

З«3 + 4</х2
9> ^ = ^ Г ’ 10)^

х + 2у
2 х - у
2 2 х ' + х у -  у ‘
х2 -  2x 1/

Ответы:

1) х + у  =Сх2\

С
3)  у  = х 1п - ^

5) х ( у - х )  = Су;

7) х + у  = Сх(3х  + у);

9)
а д - «

2) у  = -дг1п 1п —;

С х 
* ) у  = ~х~2'
6 ) у  + 4х2 + у 2 =Сх2;

8) 2 a r c t g  — -  1п ^х2 + у 2 = С;

1П\ I у I ■г2+4'2 г  10) агЫ д ~ - 1п — “—  = С.



ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА. 

УРАВНЕНИЯ БЕРНУЛЛИ

Уравнения вида

У'+ Р(х)у = я(х), (19.1)

где р(х), <7(х) — заданные непрерывные функции, называ
ются линейными (относительно у и у').

§ 19.1. М ЕТОД ВАРИАЦИИ ПРОИЗВОЛЬНЫХ 
ПОСТОЯННЫХ

Схема решения методом вариации постоянной
а) Решаем соответствующее однородное уравнение

путем разделения переменных (см. занятие № 18). Его ре
шение у = Су0(х), где частное решение у0(х) р 0.

б) Общее решение уравнения (19.1) ищем в виде

гдеС(х)— неизвестная функция. Находим у'=  С'у0 + Су'0 и 
подставляем в (19.1) вместе с у = С(х)у0(ху.

у'+р(х)у = О (19.2)

у = С(х)у0(х), (19.3)

С'У о + Су о + Р(х)Су о = я(х\ или 

С'У о +С(у'0 + р(х)у0) = д(х).



Так как  у 0 — решение уравнения (19.2), то выражение, 
заключенное в скобках, у'0 + р(х)у0 = 0, и из ( 19.4) имеем

С' i/o = <7(4
а это уравнение решается в квадратурах (интегрированием):

C{x) = \ ^ - d x  + C.
J Уо(х)

Подставив найденную С(дс)в (19.3), получаем общее ре
шение уравнения (19.1).

ПРИМЕР 19.1. Решить уравнение

y '-y c tg x  = s i n x  (19.5)

<1 Имеем линейное уравнение, где р(х) = -  c tgx , 
q(x) = sinx.

а) Соответствующее однородное уравнение имеет вид 
у ' - у c t g x = 0 .  Последовательно применяем схему разде
ления переменных:

^  = у c tg  х, —  = ctg xdx, J  —  = J  c tg  xdx, 
dx y У

ln \y\= ln |sinjc I + ln |C I, ln |y |= ln |Csinx |,

y = С s in x  — общее решение однородного уравнения.
б) Решение исходного уравнения ищем в виде

у  = C(x)sinx. (19.6)

Подставляем в (19.5) у = C(x)sin;e и 
у'= C'(x)sin(x) + С(х) cosx:

C'(x)sinx: + C(jc) cosx - C (x ) s in x c t g x  = s inx ,

откуда
C'(x)sinA: = sinx, или C'(jc) = 1. 

Интегрируем:

C(x) = j  dx = x + С

и, подставляя в (19.6), имеем

у  = (х + C)sinx. С>



П Р И М Е Р  19.2. Решить задачу Коши для линейного 
уравнения

у 'cos2 х + у = ig  х, у(0) = 0.
•О а) Решаем соответствующее однородное уравнение 

у 'cos2 х + у = 0. Разделяя переменные, получим

¿ ic o s’ x . - i , ,
ах у cos х у J cos х

In \у |= -tg  х + In |С I, In |||= -tg  x , £  = e~lgx, у = C e ^ x.

б) Общее решение исходного уравнения ищем в виде
у = C(x]e~tgx. (19.7)

Подставляя в исходное уравнение 
у = C(x]e~tgx и у'=  C'(x)e-lgz + C(x)e-lgz( - l/cos2 х), 

получим
C'(x)e-lex cos2 х -C(x)e~lgx + C(x)e-tgx = tg x

или
C'(x)e~tgx cos2 x = tgx,

откуда
tg *  

cos2 X
C(x) = \ e iexdx.

Интегрируем путем подведения под знак дифферен
циала, затем по частям:

С(х) = I tgxe>gxd(tgx) = [замена =

= | = 1 td{ê ) = (е‘ - 1  е'Л = е‘(( -1) + С = х-1)+С .

Найденную С(х) подставляем в (19.7):
у = [е 1ех̂ х -1) + С]<Г1вх или 

у = (tgд:-1) + Се~1ех — общее решение.

в) Для решения задачи Коши в общее решение под
ставляем 1/=0и  х = 0 и находим С

0=(1& 0-1 ) + С<г“ ° или
0 = С -1, откуда С = 1.



Подставляя С = 1 в общее решение, получаем искомое 
решение у = (\^х -  \) + е~^х. !>

§ 19.2. МЕТОД БЕРНУЛЛИ

Схема решения методом Бернулли
а) Решение уравнения (19.1) ищем в виде

у  = и ■ V, (19.8)

где и = и(х), V = 1>(х) — неизвестные функции. Подставляем 
в уравнение (19.1) у = и ■ V и у'= и'V + ии'. Уравнение (19.1) 
принимает вид

и' V + ии' = р( х )м  = <7(л).

Группируем, например, к виду

и' V + и[ь'+р(х)ь} = <7(*).

б) и(х) и v(x) определяем из системы

и'+р(х)о= 0, <19-9 )
и'и = я{х). (19.10)

Находим любое частное решение V £  0 линейного одно
родного уравнения (19.9), а найденное решение подставля
ем в уравнение (19.10) и находим общее решение и(х) ин
тегрированием.

в) Ответ записываем в виде у = ии.
ПРИМЕР 19.3. Решить уравнение

у ' -  г/Шх = сЬ2*.

<\ Применим схему метода Бернулли:
а ) у = и ■ V, у'= и'V + ии', и уравнение принимает вид

и’ V + u [v '-th x v] = сЬ2*:.

б) и(х) и и(х) определяем из системы

(19.11)
(19.12)

IV - Шагу = 
| и'и = сЬ2х



К уравнению v '- ih x v  = 0  применяем схему разделе
ния переменных:

dv ,, dv . с dv r s h *  .—  = tn xv, —  = th xdx, —  = ------dx,
dx v J v J chx

ln | v | = f ln | v | = ln | ch x |,
J chx

v =сЬдг — частное решение уравнения (19.11). Тогда 
уравнение (19.12) принимает вид:

и' chx = ch2jc или u '=c hx .

Интегрируем его: и = |ch xdx или и = sh х + С.

в) Получаем ответ: у = (sh х + C)ch х. 1>
П Р И М Е Р  19.4. Решить уравнение

dy _  1______
dx xcosy + sin 2г/

<1 Преобразуем данное уравнение к виду

dx . _ dx . „—  = х eos у + sin  ¿y, и л и -------xcosy = Sin2í/.
dy dy

Последнее уравнение является линейным, если рас
сматривать х как функцию от у(х = х(у)). Д ля его решения 
применим схему метода Бернулли (с заменой х на у).

dxа) х = и ■ v, где и = и(у), v = v(y). Тогда —  = х '=  и' v + uv',
dy

и уравнение принимает вид
и' v + u[v'-vcosy\ = sin2  у.

б) и(у) и v(y) определяем из системы
Го'- veos у = 0,
[и' v = sin2í/.

К  уравнению v’ -vcos2y  = 0 применяем схему разделе
ния переменных:

dv dv . г dv г ,—  = veos у, —  = eos у dy, —  = eos ydy, 
dy v J v J



1п |и | = э т у ,  V = е*ту — частное решение.

Подставляем его в уравнение и'V = вш 2у, откуда

и'е*пу = з т 2 у ,  и л и  « '  = $т2уе~ %™у.
Интегрируем последнее уравнение путем подведения 

под знак дифференциала и интегрирования по частям:

и = | бш2уе~*ту(1у = 2§ &туе~вту соъуйу =

= 2| з!пг/е_к1пу<^(з!пу) = [замена I = э1пI/] = 2| (е~‘ (Н =

= - 2 j  td(e~‘ ) -  2 ^ е _/ - je ^ d t = -2 (te-1 + е-‘ ) + С =

= —2 e -sin y(s in  г/ + 1) + С.
в) a: = u v  = [ - 2 e ' sin!'(sini/ + l) + C ] e siny, или 

х =Cesiny-2 (s in y + 1). >

ПРИМЕРЫ Д Л Я  С АМ О СТО Я ТЕЛЬН О ГО  РЕШЕНИЯ

Реш ить  у р а в н е н и я .

1) х у ' -  2у  = 2дс4; 2) i/ + y t g  х = sec x ;

3)  (xy + e ‘ ) d x - x d y  =0; 4) у  = x ( j / - x c o s х),

5) 2х(х2 + y ) dx  = d y  6) = *

7) У' + ~ ’ = х 3; 8) y ' - j ^ 2 - 1 - х  =0, У = 0 при х = 0;

9)  У'~У  tg x  = ~ ^ >  У = °  при х  = 0;

10) ху' + у - е '  = 0, у = Ь п ^ к х - а .

Ответы:

1 ) у = С х 2 +хА; 2 )  у  = s i n x  + CcosJc;

3)  у  = е*(1п |х | + С ) ,х  =0; 4) у  = х(С + s in* ) ;

5) у  = Се*1 - х 2 - 1 ;  6 ) у  = Сх + х2;

7)у = \  + ̂ ’ 8)«/ = |(xVT
х е ‘  а -  Ь - е °

9){' = ^7Г; 10)» = — + -

х* С 1 (  г.------т . 'l/T+Jtxl + arcsm  *

X  X



§ 19.3. УРАВНЕНИЕ БЕРНУЛЛИ

Уравнение вида
у'+ р(х)у = д(х)уа (а *, а *  1) (19.13)

называется уравнением Бернулли.
Решить уравнение Бернулли можно как методом вариа

ции постоянной, так и методом Бернулли (у = и ■ а). Следу
ет учесть, что при этом могут быть потеряны решения вида 
у = 0.

П Р И М Е Р  19.5. Решить уравнение

ху'+ У = У2 1п х.

<1 Поделив обе части уравнения на х *  0, получим 
уравнение в виде (19.13):

. 1 1пх 2
У + ~У  = ----- У .х х (19.14)

здесь р(х) = Ух, я(х) = \пх/х,а = 2.
Применим метод вариации постоянной. Соответствую

щее однородное уравнение

У '+ - У =  0 
х

решаем путем разделения переменных:
<1у _ 1 йу _ _ й х  г dy _ г йх. _ у< _ ) I _ — ,
ах х у х •' у •' х 

1п \у 1= -1 п \х |+ 1п \С I, 1п \у 1= 1п I— I,
X

у = С/х — общее решение однородного уравнения. Общее 
решение уравнения (19.14) ищем в виде

С(х) , С'(х)х -  С(х) С'(х) С(х)
У = откуда у'=  ■ ■— —  = — — -  - V .

X х1 X X1
Подставляем у и у' в (19.14), получаем 

(х) С(х) С(х) \пх С2(х)



уравнение с разделяющимися переменными. По схеме 
разделения переменных

с1С 1п* с1С \пх , : йС г1пл: ,
Т Г С ЦТ' I ?

Вычисляем интегралы: слева — табличный, справа — 
интегрируем по частям

[■~Т = ---- — , [ йх = \\п хс1(-\1 х) =
J С2 С(х) 1 х2 3 4

1пл: г 1 ... . 1пх г 1 , \пх 1 , „= ------- + I — ¿(1пх) = -------- + \ — й х = ---------------+ С.
х * х х •' х х х

Таким образом, (С —» -С)

1 1п л: 1 _ п . . х --------С или С(х) =
С(х) х х  1 + Сх + 1п х

а т ак  как  решение искали в виде у = С (*)/*, то получим об

щее решение у = ------------------ . Так как  у =0 — решение
1 + Сх + \пх

исходного уравнения, которое нельзя получить из общего ни 
при каком значении С, то его нужно присоединить к ответу:

= 1 + Сх\пх’ У ~°}' >

ПРИМЕР 19.6. Решить задачу Коши для уравнения 
Бернулли

I  = 1  - I
3 У ~ 3 ' у2

<1 Общее решение уравнения найдем методом Бернул
ли (у = ии, у'= и’ V + иг/) и после подстановки в уравнение 
получим

, 1  1 1ИУ + и Ц + -И У = -о о 2 2’3 3 и V 
а после группировки

1 1, 1
V + - V



Для определения и(х) и и(х) составляем систему

и'+ -  и = О,
3

1и V =
Зи2и2 '

Первое уравнение приводим к виду и'= V, откуда по-
3

лучаем частное решением = е~х/3. Подставив его во второе 
уравнение системы, имеем

и'е~х/3 = — или и'=
3 иге-*т  3 и2

— это уравнение с разделяющимися переменными. По 
схеме разделения переменных получаем

3и2йи = ехс1х, |3и2йи = ^ехйх, и3 = е х +С , и = л!ех + С.

А так как решение ищем в виде у = иь, то 

у = Мех + С е~х/3 = %](ех + С]е~х = 34 с е 'х + 1.

Таким образом, у = у!се~х +1 — общее решение. Для 
решения задачи Коши в общее решение подставим 
х = 0 ,  у =1

1 = %1Се° + 1, откуда С = 0.

Ответ: у -  1. 1>

ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШ ЕН И Я

Решить уравнения.

1)1( = - У- -х у 2- 2)2хуу’-у г+х=0,

3) ¡/+2у = у2 ех\ 4) ху21/= х2 +у3.

Ответы:

\) у = (х2 + Сх) = 1; 2)уг =х\п~,

3) у(е‘ + Се2‘) = 1; 4) у3 = Сх3 -  Зх2.



УРАВНЕНИЯ 
В ПОЛНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ

§ 20.1. УРАВНЕНИЯ В ПОЛНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ

Уравнение вида

Р{х,у)йх + 0{х,у)(1у = 0 (20.1)

н азы вается  уравнением в полных дифференциалах, если 
его л е в а я  часть есть полный дифференциал некоторой 
функции и = и(х,у), т. е.

Рйх + / = — йх + — йу.
дх ду

В этом случае уравнение (20.1) записывается в виде 
йи = 0, поэтому его общий интеграл имеет вид и(х,у) = С.

Схема решения
а) Проверка, что уравнение (20.1) в полных дифферен

циалах, из тождества
ЭР = э д  
ду дх

б) Нахождение функции и(х,у)такон, что ¿и = 0, т. е.
Э и п ди _
э Г *  Ту ■ ( ? - < 2 0  2 )

Интегрируя первое равенство (20.2) по х, считая у  по
стоянной, получаем

и = | Р(х,у)с1х + <р(у), (20.3)

где <р(у) — неизвестная функция аргумента у.



Дифференцируем (20.3) по у:

и найденную ди/ду подставляем во второе равенство (20.2):

откуда находим <р'(г/)и интегрированием по у находим <p(í/). 
Подставляя <p(i/) в (20.3), получаем искомую функцию 
и(х,у).

в) Ответ записываем в виде и(х,у) = С.
П Р И М Е Р  20.1. Решить уравнение

(sinjo/ + ху cos xy)dx + х2 cos xydy = 0.

О а)3цесъ Р(х,у) = sin**/ + ху cos xy,Q(x, у) = х2 cos ху,

дР / ■ ч/ 2—  = (sin ху + ху cos ху) = х cos ху + х cos ху -  х у s in  ху =
ду

= 2х cos ху -  х2у sin ху,

—  = (*2 cos ху)' = 2х cos ху -  х2у sin д:у. 
дх

Т  .  ЭЯ SQТаким образом, —  = —  и, следовательно, уравнение в 
ду дх

полных дифференциалах.
б) Для определения функции и(х,у) имеем систему

д_
ду

\^P{x,y)dx  j  + (p'(í/) = Q(x,y),

ди—  = sin ху + xycosxy,
дх

1 rillп и  n

—  =  X  cos xy.

Интегрируем первое уравнение по х:

и = J (sin  ху + ху cos xy)dx + <p(i/) =



= J  sin xydx + j  xy eos xydx + <p(y).

Вычисляем интегралы, считая у — постоянной:

f sin xydx = — f sin xyd(xy) = cosxy,
J y J У

J  x y eosxydx =

= í xd(sinxy) = xsinjq/ -  í  sin xydx = xsinxy  + — cosxy 
J 1 У

(второй интеграл вычислили методом интегрирования по 
частям). Таким образом,

1--------- . 1  , . и = ----COSJO/ + xs in  ху — cosxy + ФУ/), или
У У

и = xsinxy  + ф(г/). (20.4)

Дифференцируем по у:

= (xsinjcí/ + ф(1/))' = х cosxy + ф'(у)
Ъу

и подставляем найденную ди/ду во второе уравнение си
стемы:

х 2 COS ху + ф'О/) = х2 cos ху, или ф'(у) = 0,

откуда  ф(г/) = J  0dy =0 — одна из первообразных, ф(у) = 0 

подставляем в (20.4) и получаем искомую функцию и(х,у):

и(х,у) = xsinxy.

в) Ответ записываем в виде и(х, у) = С => xsinxy  = С. >



Заметим, что владея техникой дифференцирования и 
интегрирования, во многих случаях уравнение (20.1) мож
но привести к виду du = 0  путем группировки слагаемых 
без непосредственного вычисления интегралов в пункте б) 
схемы.

Рассмотрим этот способ на примерах.
П РИ М ЕР 20.2. Решить уравнение

(:2х + y)dx + (х + 2 y)dy = 0.

<1 а) Здесь Р(х,у) = 2х + у, Q(x,y) = х + 2у,

^ - = ( 2 х  + У)'у =1, ^ - = ( х  + 2у)'х = 1  
ду дх

т  * дР 3QТаким образом, —  = —  и, следовательно, уравнение в 
ду дх

полных дифференциалах.
б) Для нахождения функции и(х,у) перепишем уравне

ние в виде

2 xdx + 2 ydy + (ydx + xdy) = 0.

Так как 2xdx = dx2, 2ydy -  dy2, ydx + xdy = d(xy), то 
уравнение преобразуется к виду

dx2 + dy2 + d(xy) = 0,

или по свойству дифференциалов

d(x2 + у2 + ху) = 0.

Нашли функцию и(х,у) = х2 + у2 + ху такую, что 
du = 0. Ответ: х2 + у2 + ху = С. \>

П Р И М Е Р  20.3. Решить уравнение

(3 х2у + y 3)dx + (х3 + 3xy2)dy = 0.

34 Ъ к .  3306



= (Зл?у + у \  = 3у 2 + Здс2, ^  = (х3 + 3Х!?ух = 3 ^ + 3 у2.

Т X ЭЯ Э(?Таким образом, —  = —  и, следовательно, уравнение в 
Ъу дх

полных дифференциалах.
б) Д ля нахождения функции и(х,у) перепишем его в 

виде

(3 х2уйх + х 3йу) + (3 ху2йу + у 3йх) = 0.

Так как  Ъх2у(1х + х 3(1у = й(х3у), Ъху2йу + у 3йх = й(у3х), 
то уравнение преобразуется к виду

й(х3у) + й(у3х) = 0 или й(х3у + у 3х) = 0.

Нашли функцию и(х,у) = х 3у + у 3х такую, что (1и = 0. 
Ответ: х 3у + у 3х = С. [>

§ 20.2. ИНТЕГРИРУЮЩИЙ МНОЖИТЕЛЬ

Рассмотрим случаи, когда для уравнения (20.1) усло-
Э Р Э<?вие —  = —-- не выполняется, но существует функция
Э у дх

д  = \\(х,у), которая называется интегрирующий множи
те ль , такая ,  что уравнение

\iPdx + \iQdy = 0

будет уравнением в полных дифференциалах.
Рассмотрим частные случаи: если в (20.1) отношение

дР/ду-дд/дх =

зависит только от х, то существует интегрирующий мно
житель ¡л. = |х(д:), который находится по формуле

М(*) = е1



Если же в (20.1) отношение

» т - * и ъ ш М

зависит только от у, то существует интегрирующий мно
житель (i = m(í/), который находится по формуле

\х(у) = е~1еШу.

П Р И М Е Р  20.4. Решить уравнение

(х eos у -  у sin  y)dy + (х sin у + у cos y)dx = 0.

<1 Здесь Р(х,у) = jcsini/ + у cos у,
Q(x,y) = х cos у - у  sin  у,

ЭР Э Q—  = xcosy + cost/ — у sm у, —  = cos y. 
dy дх

дР/ду -  dQ/dx _ х cos у -  y sin  у _
Q xc o sy- у  sin у

Поэтому уравнение имеет интегрирующий множитель

/ \ í ldz х|i = щ*) = е1 = е .

Умножая уравнение на ех, получим

ex(xs'my + у cos y)dx + ех (xcosy -  у sin  y)dy = 0

— уравнение в полных дифференциалах.
Далее, по схеме решения уравнения в полных диффе

ренциалах (пункт а) проверять необязательно) для опре
деления функции и(х,у) имеем систему



Интегрируя первое уравнение по х, получим 

и = J  e x(xsiny + ycosy)dx + <р(у) = sinj/J exxdx + 

+ y c o sy je xdx + ср(у) =

= e xx s i n y - e x sint/ + exycosy + ф(г/). (*)

Дифференцируя полученную функцию u(x,y) по у, по
лучим

= (ex* s in  у - е х sin у + e xycosy + ф{у))' =
Эг/

= е х xcosy -  ех eos у  + е х eos у -  e xys\ny + ф '(у).

Подставляем найденную ди/ду во второе уравнение си
стемы после алгебраических преобразований

ф '( у )  = 0 => ф(г/) =0 — частное решение.

Подставляем ф(у) = 0 в (*), получаем и(х,у):

и = exx s in у - е х s in ÿ  + e xycosy.

Ответ: e x(xsiny  -  s in y  + ycosy) = C. C>
ПРИМЕР 20.5. Решить уравнение

ydx - ( х  + у 2 )dy = 0.

< Здесь  Р(х,у) = у, Q(x,y) = -(х  + у 2),

Э у дх 

dP/dy-dQ/yx _ 2 

Р У

Поэтому уравнение имеет интегрирующий множитель 

ц = ц(г/) = e~]2lydy = e ‘ ln^ = e ln<̂ »  = 1¡у 2.



Умножая уравнение на 1/у2, получим

у . х + у2 , .
—  й х ------- йу = О

У У

— уравнение в полных дифференциалах.
Функцию и(х,у) такую, что йи = 0, найдем группиров

кой слагаемых. Преобразуем уравнение следующим обра
зом:

- « ‘ у . ,  о.
Так как

то

уйх -  хйу
= й -  йу = й(у), 

У

- У  =о.

откуда имеем

-----у = С, или х -  у2 = Су.
У

(**)

Учитывая, что при умножении уравнения на 1/у2 поте
ряли решение у = 0, то присоединим его к (**): {х -  у 2 = Су, 
У = 0}. >

ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШ ЕНИЯ

Решить уравнения.

1) (2х + Ъх2у)йх  + (хг -  Зу2 )(1у = &,

3) (2 -  Эху2 ]хйх + (4у2 -  6 х3 )уйу = О,

5) ^йх + (у3 + 1пд'.)с1у = 0;

6) (Зх2 + 6 х у 2)йх  + (<зх2у  +4у*)йу = О,

7) (х + 1Ойх + (х + 2у)<1у =0; 8) (дс2 + у2 + 2х)йх + Чхуйу = 0;

2) 2хуйх + (х2 - у 2)(1у =  0; 

4) е~*с1х-(2у + хе~у)11у = О,

9) 2ху + х х + (х + у )йу -  О,



Ответы:
1) х2 +х3у - у 3 =С;

3)  х2 - 3 х 3у 2 +у* = С;

5)  4у\пх + у* = С;

2 ) 3  х2у - у 3 =С,

4 ) х е  » - у 1 = С;

6) х 3 + 3 * У  + у 4 =С;



УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ, 
ДОПУСКАЮЩИЕ ПОНИЖЕНИЕ ПОРЯДКА

§ 21.1. УРАВНЕНИЯ ВИДА у м =  Цх)

Общее решение уравнения вида 

У{п) = fix)

получаем путем «-кратного интегрирования.
П Р И М Е Р  21.1. Решить уравнение

уя = sin  х + х.

<¡ Последовательно интегрируя 3 раза, получим

у" = J" (sin je + x)dx = —cos х + + Cj;

г jc2 x 3у'=  I (—cos x + —  + C{)dx -- - s in  x + —  + Cxx + C2;
2 6

r x 3у = I ( -  s in x  + —  + C¡x + C2)dx =
6

x 4 x2= cosx h------+ C, —  + C2x + C,,
24 1 2 2 3

С
где C{,C2,C3 — произвольные постоянные. Так как -----

произвольная постоянная, то ответ можно записать в виде: 

х 4



ПРИМЕР 21.2. Решить задачу Коши

I =  (21.1)

1//П) = О, * /(1), уК1) = 2; (21.2)

<  После первого интегрирования (по частям) уравне
ния (21.1) имеем:

у ’  = | | \nxci- —1 = 1п дс + • — йх =
X 1 Л  X X X

-  —-1 п х + [ Д -й х  = —— 1 пл: -  — + С,.
X * X х X

Найдем С,, используя третье начальное условие в
(21.2): у" = 2 при х = 1. Подставляем в последнее уравне
ние:

2 = -^1п1 -   ̂+ С , , или 2 = 0 - 1  + С,,
1 1

о ткуда  С, = 3 и, следовательно,

у '  = —-1п х  -  — + 3.
X X

При втором интегрировании

у'= § —-1п х = — + Ъ^ёх = 1п хй(\пх) - 1 —йх + | Зйх =

= — \п2 х -  \пх + Зх + С,.
2 2

Найдем С2, используя второе начальное условие в
(21.2): у'= 1 при х = 1.

1 = " 1 п 2 1 -  1п1 + 3 + С2, или 1= 0  + 3 + С2,

откуда  С2 = -2  и, следовательно,

у' = —  \п2 х -  \п х + Зх -  2.
2

При третьем интегрировании

у = | _ *п Х(*Х _ | [п хс1х + |(3х -  2)с1х.



Выполняя в первых двух интегралах интегрирование 
по частям, получаем

у = —̂ 1п2 х + ^ х 2 -  2х + С3. (21.3)

На последнем шаге находим С3, используя первое на
чальное условие в (21.2): у = 0 при х = 1.

О = - - 1 п 21 + - I 2 - 2  + С,, или 0 = 0 + - -  2 + С,,
2 2 2

откуда С3 =1/2- Подставляя С3 =1/2 в (21.3), получаем
1п2 х Зх2 0 1у = ---------+ --------- 2дг + - .

х 2 2

(Так как начальные условия заданы в точке х = 1 > 0, то в

качестве первообразной функции — брали функцию 1п х.) С>
х

§ 21.2. УРАВНЕНИЯ, НЕ СОДЕРЖ АЩ ИЕ ЯВНО
ИСКОМ УЮ  Ф УН КЦИ Ю  И ЕЕ ПРОИЗВОДНЫЕ 
Д О  НЕКОТОРОГО ПОРЯДКА ВКЛЮЧИТЕЛЬНО

Уравнение вида

Р(х,у{к),у^+1),. . . ,у {п) = 0  (21.4)

не содержит явно искомую функцию у(х) и ее производные 
до (к — 1)-го порядка включительно.

Схема решения
а) Производя замену у т  = г(х), где г(х) — неизвестная 

функция, понижаем порядок в уравнении (21.4) на к еди
ниц, т. е. получаем

Р ( х ,г ,г ', г ' , . . . , г (н-к)) = 0. (214')

б) Определяем тип этого уравнения и решаем его, т. е. 
находим 2 как функцию от х и (п - к )  постоянных:

2 = /(х,С\,С2,-..,С п_к),

а так как 2 = у {к\ то получаем уравнение типа (21.1):

у {к> =Кх ,С и С2,...С п_к).



в) Находим у  из последнего уравнения к интегрирова
ниями.

ПРИМЕР 21.3. Решить уравнение 

х у (4> - ( / '  = 0.

<1 а) Уравнение не содержит у,у ',у ’, поэтому делаем з а 
мену у ” = г(х), откуда у^) =(у“У=г'(х). Таким образом, 
приходим к уравнению первого порядка

хг' -  г = 0.

б) х —  -  г = 0 — уравнение с разделяющимися перв
ых

менными. Действуя по схеме занятия № 18, последова
тельно получаем:

йг , , йг йх г йг с с1хх —  = г, хаг  = гах, —  = — , —  = I — , 
йх г х 3 г 3 х

1п\г |= 1п |х |+1п | | ,  1п\г |= 1п |С,х |, 2  = С,х.

Так как  г = у", то получим уравнение у" = Схх.
в) Трижды интегрируем последнее уравнение: 

у" = | с ,хйх = С, + С2,

V

= Я  + С2х + С

г2 \ С х 3 
С, ^  + С2 Ых = + С2х + С3;

С^ 3 , г  = х * + ^ - х 2 +С3х + С4.
24 2

Так как  С ,/24 и С2/2 — произвольные постоянные, то, 
обозначая их к ак  С, и С2, получаем

у = С ,* 4 + С2х2 + С3х + С4. >

ПРИМЕР. 21.4. Решить задачу Коши

[ х*у"+ 2х3у '=  \, (21-5)



<1 а) Уравнение (21.5) не содержит у и у’, поэтому дела
ем замену у ’  = г(х), откуда у ” -  (у'У = Таким образом, 
(21.5) преобразовали к виду

х*г,+ 2х3г  =1.

б) Так как начальные условия (21.6) даны в точке 
х = 1 *  0, то, деля обе части уравнения на х 4, получаем

2 4 - 2  = -^ , (21.7)
X X

а это линейное уравнение первого порядка. Применим, на
пример, метод Бернулли (см. занятие № 19).

Решение в виде 2 = ии, 2/ = и' V + ии' и будем искать. По
лучаем уравнение

Г , 2 1 1
и V +  u\v +  —  v \ =

I  X ]  X*

Для нахождения и и V имеем систему 

и'+ — и = О,
X

1ии  = — .
X

В первом уравнении системы последовательно разде
ляем переменные

йу _ ¿и _  _2с1х г ¿V _  ( 2 й х
йх х ’ V х ’ •* и •' х

1п |о |=-21п |дс |, 1п|у|=1п
1 1

и = —  X

Получили частное решение, которое подставляем во вто
рое уравнение системы:

, 1 1  , 1  г 1 . 1м'=— , и = ¡ —  йх, и = —  + С,. 
х ■’ х х



Учитывая, что г  = у", получаем

1/' = % - - ^ .  (21.8) 
х х

в) Последнее уравнение решаем двукратным интегри
рованием; неизвестные постоянные находим из начальных 
условий (21.6). С, определяем из третьего начального усло
вия: у" = - 1 при х = 1, и подставляем в (21.8):

_1 = ^ 1 - 1  
I2 I3’

откуда С[ = 0 и, следовательно,

у ' = —т -  У '= \ — \ й х  + С2, откуда у ^ - ^  + С^
X X £Х

С2 определяем из второго начального условия:

-  = —!— + С,, откуда  С, = 0 и, следовательно,
2 2 1

У'= —- т .  У -  \ — т<1х + С3, или у = - Д -  + С3.
2х2 } 2х2 2х 3

С3 определяем из первого начального условия:

^  + ^ 3’ откУд а  Сз = Таким образом, у = 1 -  — . [>

§ 21.3. УРАВНЕНИЯ, НЕ СОДЕРЖАЩИЕ ЯВНО 
НЕЗАВИСИМУЮ ПЕРЕМЕННУЮ

Уравнение вида

Р(у,у',у’ ......у {п)) = О

не содержит явно независимую переменную х.
Схема решения
а) Производим зам ену у'= р(у), где р{у) — неизвестная 

функция аргумента  у. По правилу дифференцирования 
сложной функции

(1 . , .. _ йр йу _ с1р



И т. д .

Подставив эти выражения в исходное уравнение вме
сто у' ,у ', . . . ,у (п), получим уравнение^ -1)-го порядка отно
сительно р(у).

б) Определим тип этого уравнения и решим его, т. е. 
найдем р(у).

в) Заменив р(у) на у', получаем уравнение первого по
рядка относительно у(х).

П Р И М Е Р  21.5. Решить уравнение

1 + (у')2 =У У ’-

<3 а) Уравнение не содержит х, поэтому делаем замену

у'р(у). Откуда у" = —  р. Подставив у' и у" в исходное урав- 
йу

нение, получим

, 2 ¿Р  
1 + Р = У ~ г Р  

¿У

— уравнение с разделяющимися переменными у п р .
б) Последовательно действуем по схеме разделения пе

ременных:

^  = 1 + Р2, урйр =(1 + р2)йу, - ? - ^ < 1 р = ^ ,  
¿у 1 + р у

■' 1 + рг •' у р* +\

1п|р2 +1| = 21п|С,«/|, 1п|/?2 +1|=1п|С,2г/2|, р2 +1 = С2у 2,

откуда р2 = С2у2 -1  или р = ±^С2у 2 -1 .
в) Заменив р на у', получаем



два уравнения с разделяющимися переменными (со зна
ком «+» и со знаком  « —»). Разделяем переменные и интег
рируем:

¿У Г  ¿У------------  = ±dx, J  -------- = ±j dx,

C,
Сху + ̂ С ^ - \ ^  = ±{х + С2) или

1п \ схУ + 4 с 21У2 -  ^ ^ х  + СаХ:,. >

ПРИМЕР 21.6. Решить задачу Коши

у'у* +1 = 0,

1/(1) = -1, У'(!) = -!•

< а) Уравнение не содержит х, поэтому делаем замену

у'= р(у), откуда у" = ~ р .  Тогда исходное уравнение 
¿У

^ - ру3 + 1 = 0-йу

б) Применяем схему разделения переменных:

¥ р у 3 = _1’ РУ*аР = ~йУ' РаР = "И Р¿У У

= Р' = Г С'’

в) Заменив р на у\ приходим к уравнению:

-V + c,.
dx i y '  '

Подставив начальные условия у = -1 и i/'= -1, опреде
лим С, и знак  перед корнем:

-1 = ±4\ + с х.



В последнем уравнении относительно С надо выбрать 
знак «—», так как корень четной степени > 0 и, следова
тельно

-1 = 1 + С,, или С, = 0, откуда

йу Г Г  йу 1
—  = -  — , или —  = . 
йх ] у 2 йх \у\

В силу первого начального условия у( 1) = -1 < 0, поэто
му Ы  = ~У и приходим к уравнению с разделяющимися пе
ременными:

¿У__\_ 
йх у

откуда
2

уйу = йх, | уйу = I  йх, —  = х + С2.
Из первого начального условия:

И ) '  Г' 1——  = 1 + С2, откуда С2 =

Следовательно,
„2 ,
—  = х -  - ,  или у2 = 2х — 1, у = ±л/2х -1.

В силу начального условия у(-1) = -1 < 0 перед корнем 
надо взять знак «—». Окончательный ответ: у = -^¡2х - 1. [>

ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШ ЕНИЯ
Решить уравнения.

1) 2) хут = 1;
3) х*у’ + х3у'= 1; 4) ху” + 2у’ = 0,

5) У’ = 1 -  ( /  )2; 6) уу’ -у'(\ + у') = 0,

7) {у~? + (У’ )2 =1; 8) (х + 1)1/' -(х + 2)г/' + * + 2 = 0,

9) (1 + х2)у’ -2x^=0, у(0) = 0, у' (0) = 3;



10)1 + ( ^ ) 2 = 2 уу% у( 1) = 1, у1 (1) = 1;

\\) у у "  + и ?  = (/)* . ¡/(0) = 1. ! / (0) = 1;
12) у ’ (\ + \пх) + ^ у '  = 2 + \пх, у(\) = ^ , у '  (1) = 1;

13) у ’  = ( у ' )2 - у ,  у (1) = - £ ,  </(1) =
14) 2у" -  3(у ’ )2 = 0, у(0) = -3 ,  У (0) = 1, у ’ (0) = -1.

Ответы:

1) 1/ = х  1п | х  [ + С,х + С2;

2)  6у  = х 3 1п |х | + С,х3 +СгХ2 +С3х + С4;

3)  у  = ^ 2 -+ С ,1 п | х |  + Сг ;

5) у  = \п |е2х + С ,|-х + С2;

7) у  = зт (С , +Х) + С2Х + С3;

4)  у  =С, 1п |х 1 + СгХ+Сз;

6) У = С ^ “ + ~  о2
8) у  = (С,е* + 1)х +С2;



З а н я т и е  22  

ЛИНЕЙНЫЕ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

§ 22.1. ЛИНЕЙНЫЕ ОДНОРОДНЫЕ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

I. Линейные однородные дифференциальные уравне
ния (ЛОДУ) с постоянными коэффициентами

УМ + ап-\У1я~1) + ••• + а\У'+ аоУ = (22.1)

а0,а1,...,ап — действительные числа.
Схема решения
а) Для уравнения (22.1) составляем алгебраическое 

уравнение относительно А.:

Кп + ап_|А.Л * + ... + + о.̂  — 0, (22.2)

которое называется характеристическим.
б) Находим корни уравнения (22.2) и по корням выпи

сываем фундаментальную систему решений (ФСР) урав
нения (22.1). При этом

— каждому действительному корню а кратности г > 1 
отвечает ровно г линейно независимых частных решений 
уравнения (22.1)

— каждой паре комплексно-сопряженных корней а ± ¿Р 
кратности г отвечает 2 г  линейно независимых частных ре
шений уравнения (22.1)

е0“ совр*,^“* соБРл:,...,дг,-1еш: собР*,
е^этРд:, дге^Бтрд:,..., хг‘‘еах51пРдс.

35 Так. 3306



в) Общее решение у т  уравнения (22.1) — линейная 
комбинация найденных п линейно независимых частных 
решений.

ПРИМЕР 22.1. Решить уравнение
у (4> -  2ут -  Ъу’  = 0.

<] а )  Характеристическое уравнение имеет вид
А4 -  2А3 -  ЗА.2 = 0,

или
Х2(Х2 - 2 А .-3 ) .  (*)

б) Находим его корни А, = 0, А.2 = -1, А,3 = 3. Д ля  опре
деления кратности корней перепишем уравнение (*) 
в виде

(А.-0)2(А. + 1)‘ (А .-3 )1 =0.
Показатели степеней показывают кратности соответствую
щих корней. Корню А., = 0 кратности 2 отвечают два част
ных решения

у , = е0х =1, у 2 = хе0х = х.

Корни А.2 = -1 и А.3 = 3 имеют кратность 1 и им отвечает 
по одному частному решению у ъ = е~х,у4 = е 3х. Таким об
разом, найдена ФСР, состоящая из четырех решений:

I/, =1, у2 = х, у 3 = е~х, I/4 = е 3х.
у ж = С, + С2х + Сге~х + С4е3х. О

ПРИМЕР 22.2. Решить уравнение
у '  + 4 у '  + 4 у'= 0.

а )  Характеристическое уравнение 
А.3 + 4А2 + 4А. = 0

или
Щ2 + 4А. + 4) = 0,

или
ЦХ + 2)2 = 0.

б) Корню А., = 0 кратности 1 отвечает одно частное ре
шение у х = е 0х =1, корню А2 = - 2  кратности 2 отвечает два 
частных решения у2 = е~2х. Найдена ФСР:

У\ =1. У2 =е~2х, Уз = хе '2х.
Уж +С2е~2х + С гхе~2х. >



»

П Е Р И М Е Р  22.3. Решить уравнение 

у" + 4 /+  13</ = 0.

<] а) Характеристическое уравнение 

А2 + 4А + 13 =0. 

б) Находим его корни

А1Л = -2  + л/4-13 = -2  ± 7 -9  = -2  ± 3*.

Паре комплексно-сопряженных корней -2  ± 3/ (крат
ность каждого из них равна 1) отвечает два частных реше
ния г/, =е"2хсозЗх и у2 = е~2х в тЗ * ,  которые являются 
ФСР.

ум = С,е~2х собЗд: + С2е~2х БтЗд:. [>

П Р И М Е Р  22.4. Решить уравнение

*/(5) -  2у (4) + 2уш -  41/' + г/'- 2у = 0.

<3 а) Выписываем характеристическое уравнение

А.5 -  2А4 + 2А3 -  АХ2 + X -  2 = 0.

б) Для нахождения корней проведем в левой части 
уравнения группировку

(X5 -2А 4) + (2А3 -4Х2) + (Х -2 ) = 0,

откуда
А4 (А -  2) + 2 А2 (А -  2) + (А. -  2) = 0,

ИЛИ
(X -  2ХА.2 + 2Х2 + I)2 = 0.

Так как второй сомножитель — полный квадрат, то 
уравнение имеет вид

(А. -  2ХА2 + I)2 = 0, 
его корни Х1 = 2  кратности 1 и А23 = ±1 каждый кратно
сти 2. Корню А, = 2  отвечает частное решение у, = е 2х, 
паре корней 0 ± 1г отвечает четыре частных решения

у2 = е 0хсо5х, I/4 =д:е0хсозл:, 
у3 = е0х б1п л:, уь = хе0х в\пх.



у т  = C¡e2x + С2е0х cos х + С3е 0х sin х +

+ С4хе0х cosx + С5хе0х sinx. >

Замечание. Так как  ошибка в определении кратностей 
корней наиболее распространенная, то для самопроверки 
полезно иметь в виду, что сумма кратностей корней равна 
степени уравнения п.

ПРИМЕРЫ Д Л Я  С АМ О С ТО Я ТЕЛЬ Н О ГО  РЕШЕНИЯ
Реш ить  ур а вн ен и я .

1) у ’  + у ' - 2 х  = 0; 6) у ’  + Щ + Щ = 0,

2) у ’  + 4у’ + 3 у  =0; 7) у" + Ау = О,

3 ) ¡ r  + 2/=0t 8) 4у’  + 4i/ + у  = 0,
4)  у" ~5у'  + 2у  = ft 9) у <5) -\0у~ + $у '= О,

5)  у ' +  Ьу  = 0; 10) у {5) +8у" + 16у =0.

Ответы:
1)1/ = С ,е '  + С2е~2' ;  2 )  у  = C,éf '  + С2е ' 3' ;

3 )  у  = С, + С2е 2' ;  4 )  у  = С,е2'  +С2е " 2;

5) у  = е 2х(С, c o s x  + C2 s inx) ;  6) у  = e _' (C ,c o s 3 x  + C2s ¡n3x) ;

7) у  = С, cos  2 + С2 s in  2г, 8) у  = е~^2(С, + С;*);
п \ . .  л  . Г '  . . .  Г ' _ -х  . /> _3х , /-» Л-Зх.

* / г  —i — • z ----—»

9) у  — С| +С2х  + С3<? * +Сче 3х

10) у  = С, + (С2 + С3д:) cos 2х + (С4 + Csx )  s in  2*.

§ 22.2. ЛИНЕЙНЫЕ НЕОДНОРОДНЫЕ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ.
М ЕТОД ЛАГРАНЖА

Линейное неоднородное дифференциальное уравнение 
(Л Н Д У ) л-го порядка имеет вид

У(п) + а„ч У(п~1) + ••• + а \У' + аоУ = / (4  (22-3 )

где /(*) — задан ная  функция. Решение уравнения (22.3) 
методом Л а гр ан ж а  (методом вариации постоянных) про
водим по схеме.



а) Находим ФСР ух(х),у2{х),...,у п(х) и общее решение 
ЛОДУ (22.1)

у = С1у1 +С2у2 + ... + Спуп.

б) Общее решение уравнения (22.3) ищем в виде

У = С,(х)у, + С2(х)у2 + ... + Сп(х)уп. (22.4)

Для определения неизвестных функций 
С, (х),С2 (*),..., С„ ( ai)  составим систему алгебраических 
уравнений относительно C¡(x),C2(x),...,C'n(x)

\ Сху х + С2у2 + ... + Спуп = ОJ с;у [ + с ' у '2 + . . . + с у п = о

С’У Г "  + C'2y t X) + + С У Г "  = ¡(х).

в) Находим C¡,C2,...,C'n и интегрированием — С,(х),С2(х), 
...,Сп(х). Ответ записываем в виде (22.4).

П Р И М Е Р  22.5. Решить уравнение

У "  +  У ’=  tg*.
<] а) Характеристическое уравнение соответствующего 

ЛОДУ

А.3 + X = 0, или Х(А.2 + 1) = 0 

имеет корни А,, = 0, Я.23 = ± i  и, следовательно, 

t/M = С, + С2 cos х + С3 sin  х,

у { = 1, у2 = cosa:, у j  = sin дс образуют ФСР ЛОДУ.
б) Общее решение исходного уравнения ищем в виде

у = С,(х) + C2(x)cosx + C3(;c)sin;t.

у\ = Г = 0, у2 = (eos*)'= -s in  ai, у j  = ( s in x )^  cosx,
у ' =0, у2 = -cosa:, у J = - s in x ,  поэтому д ля  определения
C'¡(x),C2(x),C'3(x) имеем систему

ÍC¡ + С2 cos х + С'3 sin х = 0
-С 2 sin  х + С'3 cos х = 0

[~С2 cos х -  С3 sin х = tg х.



в) Реш аем эту систему, например, методом исключе
ния:

С[ - л:, С2 = -бшд:, С'ъ = -  

Интегрируя, находим

С , = 11ё х<1х = \ ^ х  = - 1 ‘* т * х) 
3 } соэл: ■’

в т 2 х-X.
сое

= —1п 1С05дс |+ А,
соэх

С2 = | ( - э т  х)с/х = соэ х + В,

_  Г в т ' Х  р 1 — с о е  X ,  Г 1 , г ,С, = -  ---------= - I -------------- ах = - I -------ах + соъхах =Г*Г\С V ГПС V  ̂ ГЛС У ^соэл: ■’ соэх 

= -1п

1_ 
сое*

ц | + т ] +51п* +с;

здесь А, В, С — произвольные постоянные. Найденные 
С,(х), С2(х), С3(х) подставляем в б) и получаем

у = (-1п | соэ х |+ А) + (соэл: + В)соэл: +

этлс -  1п
**1#+ Т  1 + с 1*1плс-

Раскроем скобки и переобозначим Л = С , ,  В = С 2,
С = С3:

у = С, + С2С05ДГ + С351пХ-1п | соэ л: | — з1п дс 1п -(И]+ 1. >

ПРИМЕР 22.6. Решить задачу  Коши для ЛНДУ
1

(22.5)\у’ + Зг/'+ 2х -
е х +1

[*/(0) = 21п 2, у'(0) = -31п2.

"3 а) Характеристическое уравнение соответствующего 
ЛОДУ

А>2 + ЗА, + 2 = 0 ,  или (А. + 1ХА + 2) = 0 
имеет корни А, = -1 и А2 = -2, поэтому Ух = е~х и у2 = е~2* 
образуют ФСР ЛОДУ и, следовательно,

Уоо = Схе~* + С2е~2*.



б) Общее решение исходного уравнения ищем в виде

у = С,(х)е'х + С2(дс)е"2*.

Т. к. у\ -е~х,у ’2 = -2е"2х, для определения С,(х) и С2(х) 
имеем систему

С[е-Х + С2е~2х =0

-С[е~х -2С 2е~2х = — — . <22-6)
ех +1

в) Решаем эту систему, например, методом исключе
ния:

ех е2хС* — Г*' _Ь|------ Ь2 -  -
1 ех +1 ‘ ех +1 

Интегрируя, находим

С, = [ й х = \  = 1 п (ех +\) + А,
} ех +1 1 ех +1

с2 = - 1 ^ * х = - 1 ^ П  = - г « ' * » - '  * * )  =
} ех +1 } ех +1 } ех +1

= \ - ± -  с1{ех) - / 1  • й{ех) = 1п (ех + 1) -  ех + В;

здесь Л, В  — произвольные постоянные. Найденные С, и С2 
подставляем в б) и получаем общее решение уравнения

у =(1п (ех +1) + А]е~х +(1п (ех + 1)-е~х + В)<Г2х.(22.7)

Используя первое уравнение в (22.6), найдем у':

у '=  -е~х(\п (ех + 1) + А) -  2е~2х(\п (ех + 1) -  ех + В).

Учитывая первое начальное условие в (22.5), получим

у(0) = 21п2 = 21п2 + Л + В -1 ,

откуда А + В  = 1.
Из второго начального условия в (22.5)

у'(0) = -31п2 = —(1п2 + А) -  2(1п2 -1  + В),

откуда А + 2В =2.



Решение системы
\А + в  = \
[А +2В = 2

подставляем в (22.7) и получаем решение задачи Коши 

у = е~х In (ех + 1) + е~2х(\п (ех + 1) -  ех + 1). >

ПРИМЕРЫ Д Л Я  САМ О С ТО Я ТЕЛЬ Н О ГО  РЕШЕНИЯ

Реш ить  уравн ени я .

1) у ’ - Щ  + у  = ^ р  2 ) у ’  + 2у' + у  = ^ р

3 )  У’  + У = s in T ’ 4) у* +4у = 2 t g r ,

5 )  у ’  + У -  2 s ec ’ r ,  6) у ’  +у  = c t g r ,

4 У =1, ^ )=!̂
8) y * - 3 t / + 2 y  = у з ^ 17. УФ) = 0, у ' (0) = О,

9 ) у ” + 9у = ~~TZ’ УФ) = 1 </(0) = ft
COS о л

10) у '  + 4у = 8 c t g  2х, í / ^ j  = 5, < / '^ ]  = 4'

Ответы:
1) у = е х{лгIn |х | + C,JC + C2X

2)  У = (С, +C2x)e~,  + хе~х In |х |;

3 )  у  = (С, +1п ( s in jc  I ) s ¡ n x  + (C2 -x) c o sx- ,

4 )  у  = s i n 2 x ln  |cosx i - x eos 2x+C¡ s in  2x+C2 eos 2r,
c o s 2x

5) y  = C, cosjc + C, s i n x - --------- ;7 1  2 eos ж
6) y  =C¡ eos x  + C2 s i n x  + s in  x ln  | t g  jt/2 |;

7 )  y  = (1 + In | s i n Jtx | ) s i n  лдс -  n x c o s n r ,

8) y  = e ‘  l n 7-̂ -7 + e 2‘  ln  2 _,;
l + e x 1 + e

9 )  y  = (1 + In I cos Злг I) cos 3jc + 3 *  s in  3r ,

10) у  -  (5 + 21n I t g  jc I ) s i n 2 x .



ЛИНЕЙНЫЕ НЕОДНОРОДНЫЕ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

§ 23.1. М ЕТОД ПОДБОРА ЧАСТНО ГО РЕШЕНИЯ

Рассмотрим ЛНДУ с постоянными коэффициентами

у (п) + а„_|г/(лЧ) + ... + а,г/'+ а0у = /(*). (23.1) 

Общее решение уон имеет следующую структуру:

У о» =Уос+Уп =С\У\ + ••• + С пУп + Угн, (23.2)

где у 1,...,у п — ФСР соответствующего ЛОДУ, а у п —  ка
кое-нибудь частное решение уравнения (23.1).

Если в (23.1) правая часть /(х) имеет специальный вид

/(*) = е°“ [Ят (л:)со5рд: + фДх^тРл:], (23.3)

где Рт (*),(?,(х) — многочлены степени т  и /, то частное ре
шение у ТИ можно найти методом подбора, а именно:

— если а + г'Р не является корнем характеристического 
уравнения, то угн ищется в виде

Угн =е“ЧР*(д:)со5рх+ <?*(*) этрх], (23.4)

где Рк{х) и 0 к(х) — многочлены степени к = та х{1,т) с не
определенными коэффициентами;

— если а + ¿Р является корнем характеристического 
уравнения кратности г, то у [Н ищется в виде



Коэффициенты многочленов Pk(x),Qk(х) определяются 
подстановкой у гя в исходное уравнение (23.1).

Схема решения
а) Находим у т  (см. занятие № 22);
б) находим у ТИ методом подбора;
в) ответ записываем в виде (23.2):

У = Уоо + У™ ■
Отметим частный случай формулы (23.3) при Р = 0, т. е.

f(x )= e axPm(x). (23.30

Тогда формулы (23.4) и (23.5) принимают вид

Ут =е™Рт (х), (23.4')

( а  — не корень характеристического уравнения),

Угн = х'е°*Рт{х\ (23.5')

( а  — корень характеристического уравнения кратности г). 
ПРИМЕР 23.1. Найти общее решение уравнения

У ~ -У ' + У'-У = х2 + х.
<] а) Характеристическое уравнение имеет вид:

X3 -  X2 + X - 1 = О
или

X.2 (X. -1 ) н- Л. - 1  =0,
или

(X -  1ХА,2 + 1) = 0.
Его корни Aj =1, Я.2 3 = ±i имеют кратность 1, поэтому

у т  = C le x + С2 cosjc + С3 s inx .

б) Правую часть уравнения f(x) = х2 + х можно запи
сать  в виде

f(x) = е0х(х2 + х).
Здесь число а  = 0 не является корнем характеристиче

ского уравнения, многочлен х2 + х степени 2, поэтому у ТИ 
можно искать в виде (23.4'):

у ГИ = е 0х(Ах2 + Вх + С), 
где А, В,С — неизвестные коэффициенты. Находим 

у'„ = 2Ах  + В, у'„ = 2А, у г„ = 0.



Подставляем у„,у 'га,у 'к,у “н в исходное уравнение:

-2 А + 2Ах + В -  Ах2 -  В х  -  С = х2 + х.

Приравниваем коэффициенты при одинаковых степе
нях х в многочленах слева и справа и получаем систему 

„2 - Л = !  | 
2А -  В  = 1 

В - 2 А  - С  =0)

откуда находим А = -1 ,В  = -3 ,С = -1. Следовательно, ча
стное решение

Уп = ~*2 -  Здс -  L
в) Ответ записываем в виде у = уж + уГИ:

у = С,е* + С2 cos х + С3 s in  х -  х 2 — Зл: — 1. >

П Р И М Е Р  23.2. Найти общее решение уравнения 

у " ~ у" = 12х + 6.

<3 а) Характеристическое уравнение

X3 -X 2 =0 или Х2(Х - 1) = 0 

имеет корни А, = 0, кратности 2 чХ2 =1 кратности 1, поэтому 

У оо =С, + С 2х + С3ех.

б) Правую часть уравнения /(*) = 12* + бзаписываем в 
виде

f{x) = е0х{\2х + 6).

Здесь число а = 0 является двукратным корнем харак
теристического уравнения, многочлен \2х + 6 — степени 1, 
поэтому у ТИ можно искать в виде (23.5') при 
г = 2,а = 0, т  = 1, т. е.

у1И = х2(Ах + В) = А х 3 + В х 2,



Подставляем у 'И и у"п в исходное уравнение:

6Л -  6Ах - 2 В -  12х + 6,

откуда, приравнивая коэффициенты при одинаковых сте
пенях, получаем

Решение системы А = -2 ,В = -9. Следовательно,

в) Ответ записы ваем  в виде у = у ж + у т : 

у = С, + С2х + С3ех - 2 х 3 -  9х2. > 

ПРИМЕР 23.3. Найти общее решение уравнения 

у" + у'-  4х2ех.

<3 а) Характеристическое уравнение

X,2 + X = 0 или ЦХ + 1) = О 

имеет однократные корни Я., = 0 и Х2 = -1, поэтому

б) Правую часть уравнения /(х) =Ах2е х записываем в 
виде

Здесь а  = 1. Т ак  к а к  1 не является корнем характери
стического уравнения, а многочлен 4х2 — степени 2, то у ГИ 
ищем в виде (23.4') при а  = 1,т  -  2:

и подставляем в исходное уравнение, сокращаем на ех *■ 0:

У™ = - 2 * 3 - 9 х 2.

Уоо — + С2е .

/(х) = е ,х4х2.

г/гн = е х(Ах2 + Вх + С).
Находим

у'„ = е х(Ах2 + Вх + С) + (2 Ах + В)ех, 

у'н = е х(Ах2 + Вх + С) + 2(2 Ах + В)ех + 2 Аех



Приравниваем коэффициенты при одинаковых степе
нях:

Г2 А =4
]бЛ + 2В = О
[2Л +2>В + 2С = О,

откуда А = 2 , В  = -6 ,С = 7. Следовательно,

уГИ = ех(2х2 - 6 х  + 7).

в) Ответ записываем в виде у = + у г„:

// = С, + С2е~х + ех(2х2 -  6х + 7). [>

П Р И М Е Р  23.4. Найти общее решение уравнения

у '  + 3у'+2у = х sin х.

<1 а) Характеристическое уравнение

X3 + ЗХ + 2 = 0 или (X + 1ХХ + 2) = О

имеет однократные корни А., = -1, Х2 = -2, поэтому

у „  = C ¡e-x +С 2е-2х.

б) Правую часть уравнения f(x) = x s in x  записываем в 
виде

f(x) = еОх(0 ■ cos х + х s in  х).

Здесь число а + ¿(3 = 0 + 1¿ = i не является корнем ха
рактеристического уравнения, многочлен х — степени 1, 
поэтому уш ищем в виде (23.4) при а = 0, р = 1, 
k = max {0, 1} = 1, т. е.

у ГИ = (Ах + B)cosx + (Сх + D )sinx,

тогда
у'гя = (Л + D + Cx)cosx + (С -  В  -  Л х )5 тх , 

у’к = (2С -  В  -  Лх)соэх -(2Л  + D  + Cx)sinx. 

Подставляя у п ,у'п ,у 'И в исходное уравнение, получаем

[(Л + ЗС)х + ЗЛ + В  + 2С + 3D] cos х +



В обеих частях приравниваем коэффициенты при функ
циях cos л:, s in x ,  Jtcosx, jcsinx; получаем систему:

COS X

s in  X
x c o s x
x s in x

3A + B + 2C + 3D =01 
- 2 A - 3 B  + 3C +D = 0  Í 

А + ЗС = 0 i
- З Л + С  = 1 j

з
Решая эту  систему снизу вверх, получим А = ,

17 1 3В = — , С = —, D = — . Следовательно,
50 10 25 

, 3  17  ̂ (  I  3  Л  .
= -------X + ------ COS X + ----X + —  s i n  X.

10 5 0 )  ^10 25 J

в) Ответ записываем  в виде у = у м + у 1И:

у = С,е х + С2е + -----х + — cos х +(  3 17 ^-----х + — с
 ̂ 10 5 0 )

( 1 3 — х + — 
10 25

sin* . [>

ПРИМЕР 23.5. Найти общее решение уравнения 

у '  + 2у'+ 5у = е~х соь2х.

<3 а) Характеристическое уравнение 

X2 + 2Х + 5 = 0 

имеет корни кратности 1:

Х13 = -1  ± л/Г^5 = -1 ± а/1?  = -1 ± 21,
поэтому

у м = С1е~х соз2х + С2е~х 5т2л:.

б) Правую часть уравнения /(дс) = е~х соь2х записыва
ем в виде

/ ( х )  =  е " ‘ *(1 со5 2 х  +  0 5 ш 2 х ).

Здесь число а  + ¿Р = -1 + 21 является однократным кор
нем характеристического уравнения, поэтому у,в ищем в 
виде (23.4) при а  = -1, Р = 2, Л = 0, т. е.

I/гн = д:е~х(Лсо52л: + Bsin2.it),



тогда

у'т  = е~х[(А -  Ах + 2В х )с о б 2 д ; + (В  -  Вх -  2А х)$т2х\

у'т = е~х[(-2А - 3 Ах + 4В  -  4Вх)соъ2х +

+ ( - 2 В - З В х  - 4 / 4  + 4 /4 * ) в т  2 * ] .

Подставляем уТЯ,у'гн,у 'к в исходное уравнение и сокра
щаем на е~х *  0:

-4А &т2х  + 4 Б с о б 2 ;с  = с о з2 * .

Приравнивая коэффициенты в обеих частях, имеем:
с о б 2 дг

э т2 х
4 В  = 1 

-4/4 = 0 [’

откуда А = 0, В  = Следовательно,
4

уТИ -  хе~х ■ -51п2х.
4

в) Ответ записываем в виде у = ¿/00 + ут \

у = е~*(С1 соь2х + С2 5ш2*) + -хе~х • э!п2лсг. >
4

П Р И М Е Р  23.6. Найти общее решение уравнения

у '  + 10 у'+ 2Ъу = 4сЬ5*.

<1 а) Характеристическое уравнение

А2 + 10А + 25 = 0 или (к + 5)2 = 0.

Его корень А, = -5  имеет кратность 2, поэтому 

ум = Схе~Ъх + С2хе~5*.
е5х + е-Ъх

б) Так как сИб* = -------- , то правую часть уравне

ния записываем в виде
¡{х) = 2е5х + 2е~Ъх. (23.6)



§ 23.2. ПРИНЦИП СУПЕРПОЗИЦИИ

Д ля определения вида частного решения у т  использу
ем  принцип суперпозиции: если I/гн1 — частное решение 
уравнения с правой частью /,(*), а у п2 — частное решение 
уравнения с правой частью /2(дс), то г/гн = у гн1 + у ш2 — част
ное решение того ж е  уравнения с правой частью
/(*) = Ь(х) + /2( 4

Положим в (23.6) /[(х) = 2е5х,^(х) = 2е 5х. Так как  число 
5 не является корнем характеристического уравнения, то 
у 1и1 ищем в виде (23.4')

= А е5‘ ,

а так  как  число —5 является  двукратным корнем характе
ристического уравнения, то у п2 ищем в виде (23.5')

Ут2 = х2е ^ В .
Таким образом, у гн ищем в виде г/гн| + у гн2, т. е. 

у ГИ = А е5х + Вх2е~5*, 
у'„ = 5  А е 5х + В (2 х -5х 2)е-5х, 

у'„ = 25 А е5х + В( 2 - 2 0 х  + 25х2]е'5х. 
Подставляя у гн,у'гн,у ’н в исходное уравнение 

у ' + 10у'+ 25у=  2еЬх + 2е~Ъх,
получим

ЮОЛе5* + 2  Ве-Ьх = 2е5х + 2е~5х. 

Приравниваем в обеих частях коэффициенты при еЬх и
е~5х:

е 5х
е~5х

100 Л = 
2 В :*}■

откуда А = В = 1, следовательно,

Уп = 1 - е 5х + х2е-5х.
50

в) Ответ записываем  в виде у = у т  + у п :
1 .



П Р И М Е Р  23.7. Решить задачу Коши для дифференци
ального уравнения

t" -  у = 4 cos х 
(0) = 0, у'(0) = L

<3 а) Характеристическое уравнение
А.2 - 1 = 0  или (X -  + 1) = 0 

имеет однократные корни X, = 1, Х2 = -1 , поэтому 
уж =С,е* + С2е 'х.

б) Правую часть уравнения 4 cos х записываем в виде

f(x) = e0j:(4cos;t + Osinx).

Здесь число а + ¿(3 = 0 + l i  = i не является корнем ха
рактеристического уравнения, поэтому у ГИ ищем в виде 
(23.4) при а = 0, Р = 1, k = 0,

у 1И = Л cos* + В sin  х,
тогда

у'ГИ = —Л sin лс + Bcosx, 

у ’к = -Л cos* -  В  s in * .

Подставляем уТИ,у'Г№,у',„ в исходное уравнение:
-Л  cos х -  В  sin х -  Л cos* -  В  s in *  = 4 cos л:

или
-2Л cos *  -  2В sin jc = 4 cos х, 

откуда Л = -2, В  = 0, следовательно,
У™ = -2  cos*.

в) Общее решение у = у 00 + у ГИ
у =С,ех + С2е~х -2cosjc. (23.7)

Для определения С, и С2 используем начальные усло
вия, предварительно найдя

у '= С хех -  С2е~х -t-2sinx.
Имеем

у(0) = С1е° +С2е -  2cos0 =0, 
у'(0) = С,е° - С2е*  + 2 s in 0  =1.

36 Чак. ЗЗМ



Получили систему

ПРИМЕРЫ Д Л Я  С АМ О СТО Я ТЕЛЬН О ГО  РЕШЕНИЯ

5) у '  - 4 у '  + 8у = е 2х + Б т 2 г ,  6) у " - 5 у ' = 3 х 1 + бш5х;

7) у ’  + 2у" +2у  = хе~х, 1/(0) = 0,1/ (0) = О,

8 ) у ’ - 2 ! / = 2 е \  у (1 )= -1 ,  </(1) = 0;

9) у "  - Зу' -  2у  = 9е2' ,  у (0) = 0, /  (0) = -3 ,  у"(0) = 3;

10) у ,у +у"  = 2  сое х, 1/(0) = - 2, 1/ (0) = 1, у'{0) = 0, ¿Г(0) = 0.

Ответы:

1) у  =С,е~‘  + С2е 3х+ ^ е * х;

2) у  =С, с о з х + С 2 81п х  + ( 2 х - 2 ) е ' ;

3 ) у  = (С1+С2х + х3у - ,

6) у = С ,  + С2е ь‘  -0,2дс3 — 0,12х2 -0 ,048*  + 0,02(со55 ^ - з!п5х);

7) у  = е " ' ( х - Б т х ) ;  8) у  = е 2'~‘ -  2е‘  + е  -1 ;
9) у  = (х-1Хе2х - е ~ х), 10) у  = х - х е ш * - г с о в х .

Решить у р а в н е н и я .

1) у ’ - 2 у ’ - 3 у  = е 4х;

3) у ’  - 2(/  + у  = 6 х е ‘ ;

2 )  у ’  + у  = 4хе ‘ ; 

4) у '  +у  = х б ш х ;

5) 1/ = е2'(С, сое 2х + С2 в т  2Х) + 0,25е2‘  + 0,1 сое 2х + 0,05 в т  2г,



Занятие 24

СИСТЕМЫ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Рассмотрим методы решений нормальных систем, т. е. 
систем вида 

с1х
-77- = к = 1, 2

0.1
где хк = хкУ) — искомые функции, Д — заданные функции 
п +1 переменной.

§ 24.1. М ЕТО Д  ИСКЛЮЧЕНИЯ

Суть метода заключается в сведении системы уравне
ний к одному уравнению.

П Р И М Е Р  24.1. Решить систему
\йх ,

? 1  =  х + 1
сН

(¿X<] Из первого уравнения находим у = -------1, тогда
сИ

с1у _  с1 Ы х  _  Л  _ с12х 
(И (Н\(Н ) сИ2

Найденную производную —  подставляем во второе
IИ



(И сН

Последнее уравнение — это линейное неоднородное 
дифференциальное уравнение (ЛН ДУ) 2-го порядка. (М е
тоды решения Л Н ДУ рассмотрены в занятиях 22 и 23.) 
Найдем общее решение уравнения (24.1).

а )  Характеристическое уравнение

Его корни А,, = -1 и Х 2 = 1 имеют кратность 1, поэтому

б) Правую  часть уравнения (24.1) /(<) = 1 представляем 
в виде

Здесь а  = 0 не является корнем уравнения (24.2), поэто
му х гн = А => х'н = 0, и, подставляя х ГИ и х'И в (24.1), полу
чаем 0 -  А =1, откуда А = -1 и, следовательно, хп = -1.

Таким образом, общее решение исходной системы: 

х = С|£ 1 + С2е‘ — 1, у — - 1С|в 1 + С2в — 1. 

ПРИМЕР 24.2. Решить задачу  Коши для системы

А2 - 1  = 0 или (X + 1ХХ -1) = 0. (24.2)

т  = еы 1.

в) х = хт  = х ж + х1Я, поэтому

Иг
х = С 1е-‘ + С2е‘ - 1 ,—  = -С хе~1 +С2е‘ ,

сИ

йх ,т. к. и = -------1, то
М



<  Из второго уравнения системы находим
о ¿У х = -3у  - ,  откуда

Iа
—  = _3^  ^ у
<и М (Н2 ' (24.3)

Подставляя (24.3) в первое уравнение системы, полу
чим

„ йу й2у _ . йу 0 йгу
- 3 ----------- -  = -9и -  3— + 8и или — т ~ У =  О,

Ш сИ2 У М У М 2 *

а это ЛОДУ. Его характеристическое уравнение А2 -1  = 0, 
или (А -  1ХА. + 1) = 0. Следовательно,

у = С,е‘ + С2е~‘ , ~  = Схе( - С 2е~‘ ,

п ¿У а так как х = -ли -  -—, то 
<И

х = -4С1е1 -  2С2е~‘ .

Общее решение системы

*  = -4С,е‘ -  2С2е-‘, у = Схе‘ + С2е~'. (24.4)

Для определения С, и С2 из начальных условий получа
ем алгебраическую систему

*(0) = 6 = -4 С, -  2С2
уф) = -2 = С, + С2

решение которой С, = -1, С2 = -1 подставляем в (24.4) и 
получаем ответ:

х = 4е‘ + 2е~‘ , у = -е‘ -  е~‘ . [>

ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШ ЕНИЯ
Решить методом исключения.

йх \йх



3)

йх
—  + Зле + 4у  = 0,а(
АУ- ^  + 2х + 5 у  = 0 ,  

ж(0) = 1, £/(0) = 4;

4)

йх (1у _
* ш ~ * +гх = 5Ш'
йх_
сН+ у  = сое <;

5)

¿х
Ш ^  + 2' 
¿у 
Iи 
<1г
и =~х+г-

= г.

Ответы:
1) х = ЗС, сое 3/ -  3С2 бш 3<, у  = С, в т  3( + С2 с с «  3£

2) д: = С,е' -  С¡е '1 + / - 1 ,  у  = С,е' + С2е -  < +1;

3 ) х =  -2е~‘ + З е Л  у  = е~‘ + Зе‘ 7';

4) лг = С,е’ ' + С2е _3<, у  = С,«"1 + ЗС2е ' 3' + со Б £

5)

д: = (С, - С 2) с о б< + (С| + С2) з т < , 

у  = С, бш t - C г соэ / + С2е',  

г  = С, сое / + С2 в т /  + С3е'.

§ 24.2. М ЕТОД ИНТЕГРИРУЕМЫХ КОМБИНАЦИЙ

С помощью арифметических операций из уравнений 
системы образуют комбинации, которые достаточно про
сто интегрируются.

ПРИМЕР 24.3. Решить систему

л

^  = 2ху. 
(Н

<] С к л ад ы в ая  почленно оба уравнения, получаем

йх йу 2—  + —  = х + у 
сИ сН

2 ■ 2ху, или а{х + у)- =(х + у)2. (24.5) 
си

Обозначив х + у = и, получаем уравнение с разделяю
щимися переменными



[ ¿ и г , .  1 .  ̂ 1 1
= =* + С,,и = - ——рг< х + У = ~т~ р г-

•' и : и / + С| / + С,
(24.6)

Вычитая почленно второе уравнение из первого, получаем

¿ {х -у )
(И

= ( х - у ) 2,

это уравнение вида (24.5) и его решение х - у  = -

(24.7)

__1__
 ̂+ Сп

Вместе с (24.6) имеем систему алгебраических уравне
ний для определения х и у:

х + у = -
1

х - у  = -
1

Складывая почленно оба уравнения, а затем вычитая 
второе из первого, получаем

2х = - (  — + — -—  1 2у = - —-_______ 1 _ .
¿̂ + С| / + С2  ̂ / + С2 / + С[ (24.8)

Заметим, что при разделении переменных в (24.6) и
(24.7) потеряны решения х + у = 0, х -  у = 0, т. е. 
х = 0,г/ = 0. Вместе с (24.8) получаем ответ

1х = —

1 1+ ■ 1
*  = 2

1 1
2^ / + С[ ( + С 2

х = 0, у = 0. >  

П Р И М Е Р  24.4. Решить систему

(йх _  _1 
сИ у '

=  I
сИ х

или



<\ Умножим первое уравнение на у, второе — на х и 
сложим уравнения:

Лх йу Л у —  + х —  = 0.
(И (Н

По правилу дифференцирования произведения
<1х <1у

У~77 + х ^7 = ш иг
т. е. й{ху) = 0, общее решение которого ху = С 15 или

У = Я  (24.9)
х

Продифференцируем (24.9) по правилу дифференциро
вания сложной функции:

¿у  _ й 
<Н сИ

( с_1_
X

й С, йх _ Сх йх 
йх х <И х2 (И'

йу С, йх „  йу—  = — ----- . Подставив —  во второе уравнение систе-
сН х йи а
мы, получим уравнение с разделяющимися переменными:

С, йх 1 йх 1 ,,— откуда —  = йи 
х ш х х ц

\ —  = —, 1п 1*1= —¡г *  + 1п |С21.•' х С[ 1 С,

1п X =  ±  = Х = с 2е-‘1С'.
С, С2

Найденное х подставим в (24.9):

или У ^ е Щ- >С2е 1 1 Ч
£

Получим ответ х = С2е~11°\ у = — е^с‘ . [>
^2

ПРИМЕР 24.5. Решить задачу Коши для системы 
\йх . 1



<3 Умножив первое уравнение на у, а второе — на 
(х — ¿X получим

Г (1х
7 ~

= -1,
или 1 Л

= -1,

( * - 0 ^  = 1,
аг (Ц

Сложим уравнения почленно:

¿(х ~ 0  / ^ П ЛУ — ——  + ( * - 0 — =0 или —  (у(х - 0 )  = 0, откуда
¡и  <и <а

у ( х - ^  = С1, =
У

Подставив во второе уравнение системы Сх/у вместо 
х -  получим уравнение с разделяющимися переменными

¿У У—  = откуда 
а I С,

¿У 1
ли

|—  = -рг\М,\п Ы  = -~rt + 1п |С2|,1п 
У С, •' С,

Итак,

= 7 ^ .0  =С2̂ </С|

[ ( * - %  =С|.
Ь  = С2е1/С' , 

откуда получаем общее решение системы

,'/с.

Полагая / = 0, из начальных условий 1 = С,/С2, 1 = С2, 
т. е. С[ = С2 =1, найдем решение х = I + е~‘ , у = е‘ . [>

ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШ ЕНИЯ
Решить методом интегрируемых комбинаций.

1)

¿х
сН
¿У
еН

= в т х  • со в у,

= сое* • БШ!/;
2)

. Лх 1 

сИ ~ у '



Лх у Лх х

(И х '

Ответы:

2 ) у =  С,х, С,х2 =С2 -  2 е 4\

3 ) х 1 - у 2 =С„ х — у  + / ~ С2',

4)  — -  — = С., 1 + Clx  = C ,ec,,.х у

§ 24.3. МЕТОД ЭЙЛЕРА

Схемы решений однородных систем с постоянными ко
эффициентами рассмотрим на примерах трех возможных 
случаев.

А. Корни характеристического уравнения действи
тельны  и кр атн ости  единица.

ПРИМЕР 24.6. Решить систему

(24.10)

<] а) Выписываем матрицу системы

'3 -1 1 
А = -1 5 -1 

1 -1 3 7

и составляем характеристическое уравнение системы 
с!е1 (А - ХЕ) = 0, или в развернутом виде



3-Я .  -1 1 
-1 5 - Х  -1
1 -1 3 - Х

=  0.

Раскрывая определитель, например, по первой строке, 
получаем характеристическое уравнение в виде

А3 -11Х2 + 3 6 Х - 3 6  =0. (24.11)

Его корни (собственные числа матрицы А) X, = 2 , 
Х2 = 3, А.3 = 6 имеют кратность 1. (Заметим, что один ко
рень, например, А., =2  можно найти подбором, как дели
тель свободного члена -36 уравнения ( 2 4 . 1 1 ) ,  а два других 
определить из квадратного уравнения после деления на
цело многочлена в ( 2 4 . 1 1)  на (А.- 2 ) . )

б) Для каждого собственного числа А. находим собст
венные векторы Д = матрицы А из системы

(Л-А.£)ц = о. (24.12)
1. А. = А., =2.
Выписываем систему (24.12) при А. = 2 в развернутом 

виде
' 3 - 2  -1  1 ' М ч г

- 1  5 - 2  - 1 М"2 0 ИЛИ

1 - 1  3 - 2
V / М-з 0V

'ц, -Ц 2 +Щ  = 0
- -ц, + Зц2 -  щ = 0
[ц, -  щ + Из = 0.

(24.13)

В системе (24.13) первое и третье уравнения совпада
ют, поэтому третье уравнение можно отбросить 

|ц, - ц 2 +Дз = 0
1-ц, + 3(а.2 - ц 3 =0.

Прибавляя к второму уравнению первое, получим рав
носильную систему

|ц, — Ц2 +Щ  = 0  
|2ц.2 = 0, откуда



= 0, ц, = —ц 3. Взяв ,  например, р., = 1, получим щ  = -1 и 
первый собственный вектор матрицы А

Д = {1; 0; -1}.

Нашли первое частное решение исходной системы
(24.10) в виде Д е х‘' или

(24.14)
'х ' '\ 4

У = 0
гV -1 V /

2. А = А2 =3. Выписываем систему (24.12) при X = 3 в 
развернутом виде

/ 0 -1  1
-1 2 -1 

1 -1  О

\

М Ч Г

М"2 = 0

у ДзV 4 7 0V /

или

- ц 2 + Щ = 0 
-ц , + 2|х2 - ц3 = 0 

[ц, -  ц2 =0.

Из первого и третьего уравнений сразу находим 
(X, = ц2 = Дз и, полагая  д , = 1, получим ц2 = Ш = 1 и второй 
собственный вектор матрицы А

Д = { и  1}.
Нашли второе частное решение исходной системы в 

виде Д • е^1 или

(24.15)

3. А = А3 = 6. Выписываем систему (24.12) при X = 6:

или

'хЛ Т

У = 1
гV 1\ /

' - 3  -1  1 ' V . ' ЧГ
-1  -1  -1 ^2 = 0
1 -1  - 3V /^ з , 0 V /



-Зц, - ц 2 + ц 3 =0

' -Щ -Ц 2 -Д з  =0 
[|1, -ц2 -Зц3 =0.

Складывая второе и третье уравнения, получим 
-2ц2 -  4(х3 = 0, и, полагая ц3 = 1, получим ц2 = -2, а из пер
вого уравнения находим ц, =1. Тем самым нашли третий 
собственный вектор матрицы А

Д = {1; -  2; 1}

и третье частное решение системы (24.10) в виде Д ■ еХз‘ 
или

(24.16)

в) Ответ записываем в виде линейной комбинации ли
нейно независимых решений (24.14), (24.15), (24.16)

или

V ' 1 '

У II -2
2\ > 1

V /

'х ' ' 1 4 Т ' 1 '

У = С, 0 е2' + С2 1 е31 +С 3 -2
г\ / -1 

V. / 1\ ; 1
V /

х = С,е2' + С2е31 + Сгеы 

\у = С2е3‘ -  2С3е6‘ >

х = -С,е2< + С2е3‘ + С геы.

В. Корни характеристического уравнения попарно 
различные и среди них есть комплексные.

П Р И М Е Р  24.7. Решить систему

[ йх
т
йу_

М

= х - Ъ у ,  

= 2 х - у .

<3 а) Выписываем матрицу системы

' I  - 5 '
А =



и составляем характеристическое уравнение 
1-Я. - 5

2 - 1 - Х
= 0, откуда имеем

(1 -  ЛХ-1 -  X) + 10 = О, X2 + 9 = 0.
Корни характеристического уравнения (собственные 

значения) Х1Д = ±-/-9 = ±3/ — комплексно-сопряженные.
б) Находим собственный вектор Д = {ц,,ц2} матрицы А, 

отвечающий собственному значению X = 3/, из системы

(Л -  3(£)ц = о,

которая в развернутом виде выглядит так:

Г1 -  3* - 5  У ц ,  Г(1 -  ЗОм-1 "  5Й2 =0
2 -1 -  3/ 1 ц2 I I 0 I ИЛИ 12ц, -  (1 + 3*%12 = 0.

В этой системе одно из уравнений следствие другого 
(определитель этой системы равен 0). Полагая ц, = 5 полу
чим из первого уравнения ц2 = 1 — 3* и собственный вектор 
Д = {5; 1 — 3/}. Нашли частное решение системы (24.17) в 
виде

Д е3" (24.18)

Отделим в (24.18) действительную и мнимую части, ис
пользуя формулу Эйлера ет‘ = cosa/ + is ina/:

( 5e3i‘  ̂ (  5cos3/+ 5isin3/
(1 -3/)(cos3/ + is in3¿)

5 u
1 - 3  i ) (1 -  3 Í> 3(7

5cos3 / + 5tsin3/ 
cos3/ -3¿cos3/ + is in3/ - 3 i 2 sin3/) = [¿2 = - ! ]  =

5cos3  / + 5/sin3í 
cos3/ + 3sin3/ + i(s in3 í - 3cos3/)



в) По свойству комплексных решений линейных урав
нений действительная часть

5совЗ<
, соэЗ? + ЗэтЗ/

и мнимая часть
г 5 з т З /  
з тЗ /  -  ЗсовЗ/

решения являются линейно независимыми решениями си
стемы (24.17) и, следовательно, их линейная комбинация 
является общим решением системы (24.17):

5 э т З /
\ ' б с о в З /  ' /

= с, +  С 2

/ с о б З/ +
£

V в т З *  -  З с о б З/
или

дг = 5С, соэЗ/ + 5С2 этЗ/, 

у = С,(соэЗ< + ЗбшЗО + С2(з т3 /  -ЗсоэЗО- \>

С. Среди корней характеристического уравнения 
есть кратные.

П Р И М Е Р  24.8. Решить систему

—̂  = 3х + 2 у
<и
¿У
Л

= ~2х -  у.
(24.19)

<] а) Матрица системы 

А =
-2  -1

характеристическое уравнение 
3 - Х  2

-2 - 1 - Х
= 0, откуда

(3 -  XX—1 -  X) + 4 = 0, или X2 -  2Х + 1 = 0, или (X - 1)2 = 0.
Таким образом X = 1 — двукратный корень характери

стического уравнения.



б) Будем искать решение системы (24.19) в виде

(24.20)
IУ ” (И! +чг1)еи .

Найдем

с1х * . ±\ I ^У I I ¿\ t—- = у ,е '  + (ц, + у ,0 е \  = \2е‘ +(ц2 + \2Г)е
0.1 (11

и подставим в систему (24.19):

[ ( ц ,  +  V , +  =  [ % ,  +  у , 0  +  2(ц2 +  у 20 ] е '

(|Х2 +  у 2 +  у 2/ ) е '  =  ( - 2 ^ ,  +  V ,/ )  -|х2 +  у 2 /)е
, (24.21)

Сократив на е‘ Ф 0, приравняем коэффициенты при 
одинаковых степенях / в первом и во втором уравнениях:

V , = З у , + 2у 2

ц ,  +  V , = 3 щ  + 2  \12

у2 = -2 у , -  у2 
д 2 + у 2 = -2д , -|х2

откуда получаем одну равносильную систему с четырьмя 
неизвестными

[у , = 2 щ +2 \12.

1. Полагая V, = \2 = 0, получим (а, = -|12 и, взяв, напри
мер, |!, = 1, получим ц 2 = -1. Подставив (I, =1, |12 = -1,
У1 ~ у 2 = 0 8 (24.21), получим первое частное решение си
стемы (24.19)

х = е‘
= V .

2. Полагая V , =  1, получим ч 2 =  - 1  и 2ц., +  2ц2 =  1. Взяв в
п 1последнем уравнении, например, ц., =0, получим ц.2 = - .



Подставив (I, = 0, ц2 = V! = 1, у2 = -1 в (24.21), полу

чим второе частное решение системы (24.19)

х = 1е1

в) Записываем ответ в виде линейной комбинации най
денных частных решений

х = С,е' + С^е*
. 1 ^ 
\у =-С,е' +С 2( -

ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШ ЕНИЯ
Решить системы уравнений.

1)

<1х
т

(Н

= 8у-х,

= х +у.
2)

йх
—  = 4х-5у.

3)
= х, х(0) = 0 ,1/(0) = 1;

йх
—  = 2х + у,

¿У .—  = 4у-х.

Ответы:

1) ж = 2С1е31 -  4С2е Л  у = С.е3* + С ^ ' \

2) х = -5 е 21 бш*, у = e2‘(cost-2s^nt)t,

3) * = (С,+С2) Л  у = (С, + С2 +С2/)е3'.



КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА 
«ИНТЕГРИРОВАНИЕ»

Вариант 1

1. Найдите неопределенный интеграл:
г йх

х^х2 + 1
2. Найдите неопределенный интеграл:

I (4 -Зх)е~3*йх.
3. Найдите неопределенный интеграл:

г х 3 + 6х2 + 13х + 9 ,
----------------------г----  йх.

1 (х + IX* + 2)
4. Вычислите площадь фигуры, ограниченной графика 

ми функций:
у =(х -  2)3, у = 4* - 8 .

5. Вычислите длину дуги кривой, заданной параметри 
ческими уравнениями:

\х = 5(( -  БШ̂ ), 
[у = 5(1 -  соэ <).

О < t < п.

Вариант 2

1. Найдите неопределенный интеграл:

•* X
2. Найдите неопределенный интеграл:

| а г ^ л / 4 *  - 1  йх.



3. Найдите неопределенный интеграл:
г х 3 + 6хг + 13* + 8 ,

------------------ 5-------  ¿х-3 х(х + 2)
4. Вычислите площадь фигуры, ограниченной графика

ми функций:
у = ху19 -  х2, у = 0 (0 < *  < 3).

5. Вычислите длину дуги кривой, заданной параметри
ческими уравнениями:

4. Вычислите площадь фигуры, ограниченной графика
ми функций:

5. Вычислите длину дуги кривой, заданной параметри
ческими уравнениями:

О < / < 2л.

Вариант 3

1. Найдите неопределенный интеграл:

2. Найдите неопределенный интеграл:
¡(Зх  + 4)е3Ч х .

3. Найдите неопределенный интеграл:

у = 4 - х 2, у = х2 -  2х.



2. Найдите неопределенный интеграл:
J  (4х -  2) cos 2xdx.

3. Найдите неопределенный интеграл:
г х ъ + 6jc2 + 14х + 10 .

---------------------- г-----dx.
J (х + IX* + 2)

4. Вычислите площадь фигуры, ограниченной графика
ми функций:

у  = sin х cos2 х, у = 0 (0 < х < Í-).

5. Вычислите длину дуги кривой, заданной параметри
ческими уравнениями:

\х = (t2 - 2 ) sin / + 2/cos/,
[у = (2 -  t2)cosí + 2/sin/,

0 < / < п.

Вариант 5

1. Найдите неопределенный интеграл:

1 - r = =  dx- 
л/*4 + X2 + 1

2. Найдите неопределенный интеграл:
J(4  -16x )s in4 j;dx .

3. Найдите неопределенный интеграл:
г х 3 -6 л :2 + 11х - 1 0  ,

---------------------- г—  dx.
J (х + 2 Х х -2 )3

4. Вычислите площадь фигуры, ограниченной графика
ми функций:

у = -\/4 -  х2 , у = 0, х = 0, х = 1.
5. Вычислите длину дуги кривой, заданной параметри

ческими уравнениями:

х = 10cos3 /,
= 10s in 3 /,



»

Вариант 6

1. Найдите неопределенный интеграл: 
j- (arccos Jt)3 -1  ^

¡ ( 5 x -2 )e 3xdx.

3. Найдите неопределенный интеграл:
г х 3 + 6х2 + 11л: + 7 ,
--------------------- г—  dx.

J (х + IX* + 2)Í

4. Вычислите площадь фигуры, ограниченной графика
ми функций:

у = JC2 л/4 -  х2, у = 0 (0 < х < 2).
5. Вычислите длину дуги кривой, заданной параметри

ческими уравнениями:
\х = e'(cos í + sin/),
Iу =  e‘ (cost -  s in  i),

0 < t < n.

Вариант 7

1. Найдите неопределенный интеграл:

4. Вычислите площадь фигуры, ограниченной графика
ми функций:

5. Вычислите длину дуги кривой, заданной параметри
ческими уравнениями:

2. Найдите неопределенный интеграл:
J(1 -  6 x)e2xdx.

3. Найдите неопределенный интеграл:
п 3 . г  ..2 . - 7 . 1

у = cos х s in2 X, у = 0 (0 < X < -̂ ).



х = 3(t -  sin/),
= 3(1 -  cos t), 

к < t < 2л.

Вариант 8

1. Найдите неопределенный интеграл:

 ̂ cos (х + 1)
2. Найдите неопределенный интеграл:

J  1п(*2 + 4) dx.

3. Найдите неопределенный интеграл:
г я 3 + 6 * 2 + 10* + Ю ,

---------------------- ;-----dx-J (х -  IX* + 2)
4. Вычислите площадь фигуры, ограниченной графика

ми функций:
у = л/ех - 1 ,  у = 0, *  = In2.

5. Вычислите длину дуги кривой, заданной параметри
ческими уравнениями:

Г 1 / 1 9 ,*  = — COS г ------COS Zt,
J 2 4

у = - s in /  - -sin2/ ,
2 4

Вариант 9

1. Найдите неопределенный интеграл:

[ * 3 ёх.
3 (* +1)

2. Найдите неопределенный интеграл:
11п (4*2 + 1) ёх.

3. Найдите неопределенный интеграл:
г 2 * 3 + 6*2 + 7* + 2 ,

------------------ г--------<1х.
J х(х + 1)3



4. Вычислите площадь фигуры, ограниченной графика
ми функций:

У = — ■ У = 0, дс=1, *  = е3.
¿VI + 1п дс

5. Вычислите длину дуги кривой, заданной параметри
ческими уравнениями:

\х = 3(соз / + / эт*),
1у = 3 (зт<  -  /соэО.

4. Вычислите площадь фигуры, ограниченной графика
ми функций:

у = arccos х, у =  0, х = 0.
5. Вычислите длину дуги кривой, заданной параметри

ческими уравнениями:

0 < t <
3

Вариант 10

1. Найдите неопределенный интеграл:

2. Найдите неопределенный интеграл:
J(2 -  4*)sin2*d*.

3. Найдите неопределенный интеграл:

х = ( t2 -  2 )s in i + 2/cosi, 

у = ( 2 -  t2)cost + 2/sin/,

О < t <



КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА 
«ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ»

Вариант 1

1. Найдите полный дифференциал функции:
2 = х а г < ^ —.

У
2. Найдите уравнения касательной плоскости и норма 

ли к данной поверхности в указанной точке А:
4 х3 + у 3 -  г2 + Ъхуг = О, Л(1, 0, 2).

3. Исследуйте на экстремум функцию:
г = 2 у 3 + х2 + 6 ху + 18у 2 + 18лс + 54 у + 54.

Вариант 2

1. Найдите полный дифференциал функции:

2. Найдите уравнения касательной плоскости и норма 
ли к данной поверхности в указанной точке А:

г = х 4 - 4 у 4 + 3ух2 - х  + 1, А(2 ,1, 23).

3. Исследуйте на экстремум функцию:

г = -6гI3 + 54х2 - 6x1/ -  у 2 — 150л: - 1 4 у.
Вариант 3

1. Найдите полный дифференциал функции:



2. Найдите уравнения касательной плоскости и норма
ли к данной поверхности в указанной точке А:

z = х2 1п (х + 4у2) + х3у2 -  у + 3, А(2, 0, 3 + 1 n 16).

3. Исследуйте на экстремум функцию:

z = 3y3 - 2 х 2 -  \2ху + 27у 2 -  Збх + 81у -15.

Вариант 4

1. Найдите полный дифференциал функции:

z = jclncos (x-Jy).

2. Найдите уравнения касательной плоскости и норма
ли к данной поверхности в указанной точке А:

z = sin (х2 + у + z ) -  x 2yz - 1, Л(0,1, -1).

3. Исследуйте на экстремум функцию:

z = -2у3 -  х2 -  6ху -1 8 у 2 -  12дг -  36у + 9.

Вариант 5

i 1. Найдите полный дифференциал функции:
_ xarctgy

Z " T T ^ -

2. Найдите уравнения касательной плоскости и норма
ли к данной поверхности в указанной точке А:

х у + у г -  Зхуг = 2, /4(1, 2, 0).

3. Исследуйте на экстремум функцию:

z = - З х 3 + 81дг2 -12ху -  2у 2 -  93* + 32у + 4.
Вариант 6

1. Найдите полный дифференциал функции:



2. Найдите уравнения касательной плоскости и норма
ли к данной поверхности в указанной точке А:

Зг2 = 4ех+у -  3ху2 г 3 + 2, А( 1, -1,1).

3. Исследуйте на экстремум функцию:

2 = 6у 3 + 1 8л:2 + 6x1/ + у2 — 6л: н- 1 Ог/ -1-13.

Вариант 7

1. Найдите полный дифференциал функции:

2. Найдите уравнения касательной плоскости и норма
ли к данной поверхности в указанной точке А:

2 = М%2ху - З у 3 + х 3 -1 , /4(2, 0, 7).
3. Исследуйте на экстремум функцию:

2 = - у 3 -  Зл:2 -  6ху -  Зу2 +3у + 2.

Вариант 8

1. Найдите полный дифференциал функции:

2. Найдите уравнения касательной плоскости и норма
ли к данной поверхности в указанной точке А:

2  = у агссоэ

х2у г 3 +4г/2 = е г +15, Л(1, 2, 0).

3. Исследуйте на экстремум функцию:

г  = - 2 х 3 + 6л:2 + 6 ху + у 2 + 12х + 24. 
Вариант 9

1. Найдите полный дифференциал функции:



2. Найдите уравнения касательной плоскости и норма
ли к данной поверхности в указанной точке А:

4z 2 = х2у 3 + cos (х + у2) + 14, А(-\, 1, 2).

3. Исследуйте на экстремум функцию:

z = -2 х 3 + 24х2 + 6ху + 3у 2 -  90* -  18г/ + 1.

Вариант 10

1. Найдите полный дифференциал функции:

z = In (V* ■

2. Найдите уравнения касательной плоскости и норма
ли к данной поверхности в указанной точке А:

yz3 ---- -—  = 2z2, /4(2, 3, 1).
х - у

3. Исследуйте на экстремум функцию:
z - -2 х 3 + 6х2 -  6ху -  у 2 + 8г/ — 1.



КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА 
«ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ»

Вариант 1

1. Найдите общий интеграл дифференциального урав-
и2 и 

нения: у = ^  + 4 — + 2. 
х2 2

2. Найдите решение задачи Коши:
У ' - -  = х2, у( 1) = 0. 

х
3. Найдите общее решение дифференциального ур ав 

нения:
у ”х 1п х = у".

4. Найдите общее решение дифференциального ур ав 
нения:

у" - 2у’=2 сЬ 2х.

Вариант 2

1. Найдите общий интеграл дифференциального урав 
нения:

. 3  , о . . „ 2

ху =
3у + 2ух
2у2 + х2

2. Найдите решение задачи Коши:
у '-  у сЬ%х = 2х $ т х ,  г/(я/2) = 0.

3. Найдите общее решение дифференциального ур ав 
нения:

ху" + у ’  = 1.
4. Найдите общее решение дифференциального урав 

нения:
у" + у = 2 эш х  -  бсозх + 2е*.



Вариант 3

1. Найдите общий интеграл дифференциального урав-
, х + унения: у = ------

х - у
2 . Найдите решение задачи Коши:

у'+ ycos х = ^sin2jc, у( 0) = 0.

3. Найдите общее решение дифференциального урав
нения: 2}су" = у ’.

4. Найдите общее решение дифференциального урав
нения: у "  -  у '=  2ех + cos х.

Вариант 4

1. Найдите общий интеграл дифференциального урав
нения:

2. Найдите решение задачи Коши:
у '+  у tg х = cos2 х, у(п/4) = 1.

3. Найдите общее решение дифференциального урав
нения:

ху’  + у ' = х + 1.
4. Найдите общее решение дифференциального урав

нения:

Вариант 5

1. Найдите общий интеграл дифференциального урав-

3. Найдите общее решение дифференциального урав-

sin х
4. Найдите общее решение дифференциального урав

нения:

у" - З у '= 2  ch 3*.

нения: 2у '=  У— + 6— + 3.v2 V*X X
2 . Найдите решение задачи Коши:

У’- — .~ = х 2 + 2 х ,  у (- 1) = 3/2. 
х + 2

нения: tg х ■ у" -  у '+  ——  = 0.



Вариант 6

1. Найдите общий интеграл дифференциального ур ав 
нения:

Х1/-  3у 3 + 4ух 2
У 2у2 + 2х2

2. Найдите решение задачи Коши:
у '------1—. у =е ' ( х  + 1), у(0) = 1.

х +1
3. Найдите общее решение дифференциального ур ав 

нения: 2 # / 1х у  + ху =1.
4. Найдите общее решение дифференциального ур а в 

нения:
у ” -  у ' -  lOsinx + 6cosx  + Ae*.

Вариант 7

1. Найдите общий интеграл дифференциального ур ав 
нения:

2х - у
2. Найдите решение задачи Коши:

у ' -  — = x s in x ,  у(п/2) = 1. 
х

3. Найдите общее решение дифференциального ур ав 
нения:

у" c tg  2х + 2у '  = 0.
4. Найдите общее решение дифференциального ур ав 

нения:
у '  -  4у'= 16 ch 4х.

Вариант 8

1. Найдите общий интеграл дифференциального ур ав 
нения:

ху'= 2 -¡х2 + у 2 +у.
2. Найдите решение задачи Коши:

у'+ — = sin je, 1/(71) = 1/л.



3. Найдите общее решение дифференциального урав
нения: х ъу "  + х2у '  = 1.

4. Найдите общее решение дифференциального урав
нения:

у" + 9у = -1 8 зтЗ л : -  18е3*.

Вариант 9

1. Найдите общий интеграл дифференциального урав
нения:

3 ^ 4  + 8 *  +4.
х х

2. Найдите решение задачи Коши:
У '+ ^ -  = х 2, */(1)=1.

2х
3. Найдите общее решение дифференциального урав

нения:
1ё х у ~  = 2у'.

4. Найдите общее решение дифференциального урав
нения:

у "  -А у '=  24е2'  -  4соз2л: + 8э1п2*.
Вариант 10

1. Найдите общий интеграл дифференциального урав
нения:

V  + 6ух2
2у3 + З х 2 '

2. Найдите решение задачи Коши:
2х 2х^

У ' + 7 ^ т У = г * - 2 '  ^ °) = 2/3-1 + х1 1 + х 1

3. Найдите общее решение дифференциального урав
нения:

у "  сШ 2х = 2у ’ .

4. Найдите общее решение дифференциального урав
нения:



1. Понятие первообразной .  Неопределенный интеграл ,  его свойства.
2. З ам ен а  переменной и интегрирование по ча с тя м  в неопределен

ном интеграле.
3. О пределенный и н те гр а л ,  его свойства.
4. Теорема о ср ед н е м  значении для  определенного интеграла .
5. П роизводная определенного  интеграла по переменному верхнему 

пределу .  Ф о р м ула  Н ью то на—Лейбница.
6. З ам ен а  переменной и интегрирование по ча с тя м  в определенном 

интеграле.
7. Интегрирование рациональных функций, интегрирование про

стейших р ациональных  дробей .
8. И нтегрирование тригонометрических вы раж ен и й .
9. И нтегрирование иррациональных вы раж ени й .
10. Применение определенного  интеграла к  вычислению площадей.
11. Примерение определенного интеграла к вычислению длины дуги  

кривой.
12. Н есобственные ин тегралы  с бесконечными пр еделам и  интегри

рования. Теоремы ср а в н е н и я .  Признаки сходимости.
13. Н есобственные ин тегралы  от неограниченных функций.
14. Функции неско л ьких  переменных. О бласть  определения. Линии 

уровня  и поверхности ур о в н я .
15. Ч астн ы е п роизводны е и полный дифференциал функций не

скольких переменных.
16. Производные с л о ж н ы х  функций нескольких переменных.
17. К а с а т е л ь н а я  плоскость  и нормаль к  поверхности.
18. Ч астные п роизводны е высших порядков.
19. Э кстр ем ум  ф ункций двух  переменных.
20. Условный э к с т р е м у м .
21. Д и ф ф еренциальные уравнения 1-го п о р яд ка .  Теорема сущ ество

вания  и единственности решения задачи  Коши (ф ормулировка) .  Общее 
и частное решение, общий и частный интегралы.

22. Д иф ф еренциальные уравнения  1-го по р ядка :  с разделяю щ имися  
переменными, однородные относительно переменных и приводящиеся к 
ним, линейные, у р а в н е н и е  Бернулли.

23. Д и ф ф еренциальные уравнения  высших порядков . Теорема сущ е
ствования и единственности решения задачи  Коши (формулировка) .  Об
щее и частное реш ения ,  общий и частный интегралы .



24. Дифференциальные уравнения высших порядков, до п у скаю щ ие  
понижение порядка.

25. Линейные однородные дифф еренциальны е уравнения, свой ства  
их решений.

26. Линейно зависимые и линейно независимые системы ф ункций.  
Определитель Вронского. Необходимое условие линейной зависим ости  
системы функций.

27. Условие линейной независимости решений линейного о дн ородн о
го дифференциального уравнения.

28. Линейные однородные ди ф ференциальны е уравнения. Ф у н д а 
ментальная система решений. С тр у кту р а  общего решения.

29. Метод Эйлера решения линейных однородных дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами.

30. Структура общего решения линейного неоднородного д и ф ф е р е н 
циального уравнения. Метод вариации  произвольных постоянных.

31. Метод подбора частного реш ения линейного неоднородного д и ф 
ференциального уравнения с постоянными коэффициентами. П р и н ц и п  
суперпозиции.

32. Системы дифференциальных уравнений, основные понятия. М е 
тод исключения и метод интегрируемых комбинаций.

33. Системы линейных дифференциальных уравнений. С войства  р е 
шений. Линейные однородные системы с постоянными коэф ф ициентам и , 
метод Эйлера.

34. Линейные неоднородные системы дифференциальных уравн ен ий .  
Формула Коши решения начальной задачи.

35. Устойчивость линейных систем дифференциальных у р авн ен и й .

Образцы экзаменационных билетов 

Билет № 1
1. Зам ена  переменной и интегрирование по частям в н е о п р е д е л е н 

ном интеграле.
2. Дифференциальные уравнения высших порядков, д о п у ск а ю щ и е  

понижение порядка.
3. К асательная плоскость и но р м ал ь  к поверхности.

4. Найдите интеграл / в ш 3* « « 2 х йх.
5. Найдите общее решение уравнения у’ + 9у = 2х2.
6. Найдите дифференциал функции г = х>.

Билет № 2
1. Применение определенного ин теграла  к вычислению длины  д у г и  

кривой.
2. Условие линейной независимости решений линейного однородного  

дифференциального уравнения.

1ак. .Ш Л



3. Э кстр ем ум  функций д в у х  переменных.

4. Н айдите  интеграл  | ( л с - 1)со5 2х йх.
о

5. Найдите общее решение уравнения у '  + 2у' + у  = 1, у(0) = 0, у'  (1) = 0.
6. Н айдите дифференциал функции г  = х2 +ху + у г - З х  = 6у.
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