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Бу кнтоб универснтетлар механика-математика ва педагогика институт- 
лари физика-математика факудьтетларинннг студентларн учун мулжаллаб 
бзилгаи. У ни бзишда авторлар маш*ур совет ва чет эл ол им лари томони- 
дан яратилган кУлланмалар ва дарсликлардан хамда Узларининг узок йил- 
лик иедагогик тажрибаларидан кеиг фойдаландилар. Куллаима Узбек тилида 
бнринчи марта ёзилганлиги туфайли, авторлар купчилик темаларни соддарок 
тил билан туларок ёзншга харакат киллилар.

Дарсликда комплекс узгарувчинииг функциялари назариясининг асос- 
лари баён цилингаИлиги учун ундан техника олнй Укув юртларинннг сту- 
дентлари дам фойдаланишларн мумкин. Комплекс Узгарувчининг функция
лари назарнясини ва унинг физика, механика ва бошка табиий фанлардагн 
турли-туман татбикларини мукаммалрок (чукуррок ва кенгрок) Урганншни 
истаган укувчнларга атоцли совет математнкларн А. И. М а р к у ш е в и ч- 
н и н г . Т е о р и я  а н а л и т и ч е с к и х  ф у н к ц и  й-, М. А. Л а в р е н т ь е в  
ва Б. В. Ш  а б а т н и н г „ М е т о д ы  т е о р и и ф у н к ц и й  к о м п л е к с 
н о г о  п е р е м е н н о г о *  китобларини тавсия киламиз.

КУл взмани кУриб чициб унинг айрим камчилнкларини тузатншга^ёр- 
дамлашганлари учун доцентлардан Н. X. Т е ш а б о е в а  ва М. К. Х о л и-  
к о в ,  шунингдек дарсликнинг кУл ёзмаснни узил-кесил нашрга тайерлаган 
. Укитувчи* нашрибтининг булнм мудири И. А д м а д ж о н о в г а  авторлар 
Узларининг миннатдорчиликларини биллирадилар. Бу дарслнк мазкур фан 
бумича узбек тилида биринчи дарслик булганн учун. шубхасиз, уни камчн- 
ликлардан холи деб булмайдн. Бу китоб тугрисидаги хурматли китобхонлар- 
нинг танцидий фикр ва муло^азаларини авторлар чукур ташаккур билан 
кабул киладилер.
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ИККИНЧИ НАШРНГА С ?3  БОШИ

Хознргн пайтда университет ва педагогика инстнтутларининг Укув план- 
ларпда комплекс Узгарувчннинг функциялари назариясига ажратилгав соат- 
ларнинг оширилишн ва мазкур кнтобшшг бпринчи нашрн тезда таркалиб 
кетганлиги сабабли уни кайта нашр этиш зарурати тугилди.

Китобнинг ушбу нашри унинг олдннги Нашридан унча фарк килмайди. 
Олдинги нашрда учраган камчнликлар тузатилиб, бпринчи бо'бга баъзн уз- 
гаришлар кнритилди. Кнтобдан олнй техника 5'кув юртлари студентлари лам 
фойдаланишлари мумкин.

Китоб макмда узларннннг фикр ва муло\азаларннн юборган кнтобхон- 
ларга авторлар уз миннатдорчиликларини билдираднлар.

Январь, 1978 й. Авторлар



I Б О Б  
КОМПЛЕКС СОНЛ/Р

1-§. Комплекс соннинг таърифи
Комплекс сонни бу фанга таъриф оркали кирнтамиз.
1-таъриф. а комплекс сон деб маълум бир тартибда бе- 

рнлган бир жуфта ва Ь \ацицнн сонларга айтилади ва куйи- 
дагича ёзилади:

а = (а, Ь). (1)
Бу ерда с, b лар компоненталар дейилади. Таърифга 

кура (а, Ь)Ф(Ь, а), яъни компоненталарнинг тартиби *ам кат- 
та а. а̂миятга эга. Агар Ь= 0  булса, (1) да

а = (а, 0 ) = а (2)
деб кабул киламиз. Бундан куринадики, барча .̂ акикий сонлар 
тупламн барча комплекс сонлар тупламинннг кием т^пламидан 
иборат экан. о=(а, Ь) ва р=(с, d) комплекс сонлар берилган 
булсин. Агар а—с ва ft — d б^лса, а = р деб кабул киламиз.

2-таъриф. а ва р комплекс сонларни кУшишни куйидаги- 
ча к^бул киламиз:

« + Р = (« ,*)+<*, d)=  (а + с, b + d). (3)
Агар ft = rf = 0 б^лса, (3) тенгликдан

а +  3«= (а  +  с; 0 ) =  а  +  <? (4 )
косил булади, яъни какикий сонларни кУшиш коидаси келиб 
чикади.

Иккн сон айирмаси тушунчаенни уша (3) кУшиш таърифи- 
га асосан келтириб чикарилади. а — (а, ft) билан р=(с, d) сон
нинг аиирмаси деб, шундай 7 = (х, у) сонни айтамизки, р 
ни 1  га кушганда а *осил булади:

(с, d) + (x ,y ) = (c + x, d + y) = (a, ft),
бундан

с + х = a, d + y = ft, яъни х = а — с, у »= ft — d\ 
мана шу айирма куйидагича ёзилади:

а -  Р = (а, ft) -  (с, d ) - ( a - c ,  ft -  d). (5)
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3 -таъриф. « ва р комплекс сонларни к$пайтиришни 
цуйидагича кабул циламиз:

а.р = (а, b)-(c, d) = (ac-bd, ad + bc). (6)
Агар b=d=О булса, бундан

а-Э = (ас, 0) = ас (7)
келнб чикади. Шундай килиб, (4) ва (7) тенгликлардан ку- 
ринадикн, иккита *акикнй сонни цушиш *амда купайтириш 
комплекс сонларни цушиш ва купайтиришнинг хусусий *оли 
экан.

Энди юкоридаги цушиш ва купайтириш таърифларига 
асосланиб, а=(а, Ь) комплекс сонни бошкача курннишга кел- 
тирамиз:

« = (а, f t ) - ( a , 0) + (0t f t ) - a  + (ft,0) (0, 1), (8)
бунда

(0, ft) = (6, 0)(0. 1) (9)
тенгликнинг тугрилнгини (6) га асосан текширнб куриш ки- 
фоя. Ни*оят, (0, 1) нинг цандай сон эканлигини аинклаш мак- 
садида унинг квадратнни текшириб курайлик, (6) га мувофик,

(0, 1)* — (0. 1) (0, 1) = ( — 1. 0) = —1.
Одатда бу сон куйидагича белгиланади:

(0, 1) = /, (0, 1)’ = /’ =  - 1. ( 10)
Мана шунга асосан (3) дан комплекс соннинг ушбу

а = а + ib
алгебра и к формаси келнб чицади, а ва b *акикий сон- 
лар мос равишда комплекс соннинг *акиций ва мавхум цисми 
деб юритилади ва цуйидагнча символлар билан белгиланади1:

а — Rea, b — 1та.
Шундай цилиб, хозирча биз комплекс соннинг икки хил 

формаси билан танишдик. Келгусида биз комплекс соннинг 
т^рт хил формага эга эканлигини курамиз.

Баъзан куйидагича хам ёзилади:
a ~ R (a ) = R(a + tb) ва Ь =  /(а) = l(a +ib), (11)

Масалан,

л ( - 1 +з , )= - 1 . / ( - 1 + « ) - з .

» Realls ва Imaginartiu— латинча суэлар булиб, *акикий ламда мавцум, 
демахднр.
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Ушбу
а = а + ib ва я = a — ib

куринншдаги сонлар узаро кушма  комплекс сонлар 
дейилади.

Мисол учун
а = -— f- 5I ва а *= -—  51

2 2
комплекс сонлар кушма комплекс сонларднр.

2-§. Комплекс сонлар устида амаллар
Хакикий сонлар ус гида бажариладиган турт арифметик 

амалнннг комплекс сонлар устида *ам бажариш коидалари 
алгебра курсидан маълум. Шундай булса *ам, бу амалларни 
кисцача эслатиб утамиз.

1 К У шиш ва айириш
Иккита а - a + ib ва ji = с + id комплекс сонни куйидаги 

цоида буйича кушилади:
а + р = (а + ib) + (с + id) = (а + с) + i(b + d). ( 1)

Берилган a = a + ib ва $ = c-{-id комплекс сонларнннг 
айирмаси деб шундай у = х + 1у сонга айтиладики, у сон 
a = fi + 7, яъни а + ib =» (c+x)-\-i(d-\-y) тенгликни каноатлан- 
тиради. Бу тенгликдан эса

с-\-х = а, d + y*=b, яъни х =* а — с, у = b — d 
тенгликлар >{осил б^ладн. Демак,

а — 3 = 7 — л + ёки а — р = (а + ib) — (с + id) —
= (a - c )  + i(b - d ). (2)

2. Купайтириш ва булиш
Иккита а=«а-{-ib ва 'i^ c+ id  комплекс сонларни цуйндаги 

цоида буйича купайтирилади:
a-p= (а +  ib) (с + id) =» (ас — bd)-\-i(ad+bc). (3)

Агар ушбу
а — а-\- ib ва a = a  — ib

узаро кушма комплекс сонлар берилган б^лса, уларнинг йи- 
гиндиси ва купайтмаси э̂ ар доим закиций сонлардан иборат 
булади:

а -f а = 2а, аа = а? + &*.
Берилган иккита а = ва $ = c + id комплекс соннинг

— булинмаси деб шундай  ̂= л -J- iy комплекс сонга айти-
р
ладики, у
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а = Рт, яъни а -+- ib = {с 4- id) (* + iy)
тенгликни цаноатлантиради.

Тенгликнинг унг томонидаги купайтириш амалини бажар- 
гандан кейин нккала томондаги ^акнкий ва мав^ум кисмлар- 
ни та^косласак,

с к — dy = а, 
d< + су = Ь

тенгламалар системаси *осил булиб, бу снстеманннг ечими
ac+ bd  b e - a dх  =  ___!--  V “ = -----

J  c *+ d *

дан иборат булади. Шундай килиб,
f - T - * + ' y .

яъни
а а +  ib _  ac+bd  ,  ̂ b c ~ a i  

с + Id ~  сг+ d1 с’ +<Р*

Бу тенгликдан куринадики, агар c=d=0 б^лса, булиш 
амалини бажариб булмайди, чунки нолга булиш маънога эга 
эмас.

Комплекс сонларнинг *ам а̂ци^ий сонлар каби нуйидаги 
хоссаларга буйсунишини осонгина келтириб чикариш мумкин:

1) рефлективлик  хоссаси: а = а;
2) симметриклик  хоссаси: а = р булса, р = а булади;
3) транзит и влик хоссаси: a = |j ва p=Y дан *=•( ке- 

лнб чикади.
Китобхонга олий алгебра курсидан маълумки, комплекс 

сонларни кушиш ва купайтириш амаллари *ам з̂ акикий сон- 
лардаги каби куйидаги конунларга буйсунади:

1) к о м м у та ти в л и к цонуни: a-f(3 = p + a ваа-р = р-а;
2) ассоциативлик  кону ни: « + (Р + т) = (®+Р)+ 7  ва 

“ (Pf) = (a?h;
3) д ист р и б ути в л и к кону ни: (а -f P)l( — “ 7 + Рт*

М и с о л л а р.

\+1  ( 1 + 0 *  1 + 2 i±  Р  2i
'■ - ( | _ | Х1 + 0  — П Г 7 "  - 2 -  '■ "s“ " р
2 1 + I tc? (1 4  I tg<у>э 1 4- 2i tg(f — tg»<f _  1 — tg*?

1 — /tgsp 1— P t g ' f  1 +  tg * ?  1 +  tg2?
2tg о

+ T +  tg** ” cos 2? + 1 sln2?'

3> ( - T  +  I ^ r ) 3 ” i ( ' / з - О 3 -  j | ( / K 3 ) 5- 3 (i I "3)* +  
чунки



3. Куш  м а комплекс  сонларнинг хоссалари. 
Кушма комплекс сонларнинг йигинднси ва купайтмасига 

дойр баъзи хоссалари билан танишиб утамиз. Агар куйидаги
а, — а, + ibt ва а, = а2+ ib2

комплекс сонлар берилган булса, буларга кушма булган сон- 
лар

а, = а, — ibt ва а2 = а2 — ib2
дан иборатдир.

+ “а =  (Л| + ib\) + (а2 + ib2) = (а, + а2) i(bt + b2)
сонга кушма сон
®i +  аа ~  (a i 4* аг) — ЧР\ +  ^г) "Ь (а « — 4" (a 2 — Н>г) =  ai +  a2 
дан иборат. Демак,

а, +  а2 = а, -+- а2

ва умуман тулик математик индукция методига асосан,
at + a2 + • • • + a/J = ai + a2 + • • • + аП (5)

эканлигини исбоглашни китобхоннинг узига тавсия циламиз. 
Шунннгдек,
• *2 -  (a. + ibt) (а2 + ib2) = (а,а, -  ЬХЬ2) + i(axb2 + а2Ьх). 

Бунга кушма булган сон:
а, а2 == (аха2 — bxb2) — i(axb2 -f a2bx).

Иккинчи томондан, 
а, «2=  (a , — ibt)-(a2 —  ib2)= (axa2 — bxb2) —i (axb2-\-a2bx) = a, -a2 

Демак,
a, • a, -= a, • a2.

Умуман,
• a2 . . .  a„ = a, -a2 . . .  a„

тенглик уринли эканини текшириш *ам кнтобхонга тавсия 
этилади.

3-§. Комплекс соннинг геометрик тасвири 
ва комплекс текислик

Текисликда тугри бурчакли лОу Декарт координаталари 
сисгемасики танлаб, уиинг абсциссалар Укига o. = a-\-ib нннг 
*акики(1 кисми а ни, ординаталари уцига эся мав.чум кисми-



нинг коэффициенты b ни жойлаштирсак, текисликда (а, Ь) 
нукгага эга буламиз. Ана шу нуктанп а = а + комплекс 
соннинг геометрик тасвири деб кабул килинади. Шунга кура 
бундан кейин .комплекс а сон" дейиш урнига баъзан —нук- 
та“ *ам дейилади ва аксинча.

Шундай килиб, бу усул билан ,\ар бир комплекс сонга те
кисликда бнргина нукта ва аксинча, текисликдаги *ар бир 
нукта учун битга комплекс сон мос келишини куриш мумкин. 
Бошкача айтганда, текисликнинг барча нукталари т^плами би

лан барча комплекс сонлар тупла- 
ми орасида узаро бир киймаг- 
ли мослик ^рнатилади.

Агар Ь=0 булса, а=а 
сонга тегишли нукта абсциссалар 
Укида ётади, шу сабабли Ох—% а- 
кикий у к деб аталади. Агар а-О, 
ЬФ 0 булса, a =*ib мав^ум сонга те
гишли нукта ординаталар укида 
ётади, шу сабабли Оу м а в ц у м 
у к, хОу текислик эса комплекс 
текислик дейилади ( 1-чизма).

Берилган a =  a-\-ib комплекс 
сонга мос нукта уша соннинг об
раз и, аксинча а сон уша нукта- 
нинг аффикси деб аталади.

Купинча а комплекс соннинг 
геометрик тасвири сифатида коор- 

динаталар бошнни текисликдаги а нукта билан тугаштирувчи 
векторни *ам кабул килинади.

4-§. Комплекс соннинг тригонометрик шакли
Одатда a=a-f ib шаклидаги комплекс сонни алгебраик ку- 

ринишдаги комплекс сон дейилади. Комплекс соннинг триго
нометрик шаклини *осил килиш учун 1-чизмага мурожаат 
Килам из:

а — г cos 9, b «= г sin «р. (7)
Бундаги г комплекс а сонни тасвирлаган векторнннг узунли- 
гини ифодалайди, уни а соннинг модули, ю бурчакни эса а 
нинг аргументи дейилади ва у куйидагича ёзилади:

|a| = |a-f/6 | = r = Уа* b*, arg a = 9.
а комплекс сонга мос булган векторга биргина узунлик ва 
чекснз куп бурчаклар мос келиши юкоридаги чизмадан ку
ри ниб турибди:

<р, <р +  2 к, 9  +  4-, . . .  .

1-чизма.
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Шу сабабли одатда бурчакнинг умумий куриниши
Arg а = arg а +  2kr. (8)

каби белгиланиб (А=*0, ± 1, ±2, . . . ) .  ?>=*arga ни аргумент- 
нннг бош киймати дейилади.

1-чнзмага биноан:

-» бундан: ? «= arc tg —. (9)
а а

Эндн (7) га асосан
а = а + /ft = г(соз <р + / sin <р) ( 10)

булиб, унг томон а нинг трнгонометрик шакли (формаси) 
дейнлади. Комплекс текисликнинг *ар бир нуктаси г нинг 
[О, +да) дан олинган тайин бир киймати ва <р нинг [0, 2*) 
дан олинган тайин бир киймати билан тула аникланади. Шу- 
нинг учун ( 10) да 0 <г<оо ва 0 <<р<2* деб кабул кили- 
нади.

Кушма комплекс а ва а сонларга мос нукгалар абсцисса- 
лар Укига нисбатан (имметрик булади. Шу сабабли, а ва а 
га тегишли векторларнинг узунликлари бир-бирига тенг бу
либ, бурчаклари карама-карши ишорага эга ва абсолют кий* 
матлари тенгдир:

I а I == I а I ва arg а =  — arg а.
Масалалар ечишда купннча комплекс соннинг трнгонометрик 
шаклидан фойдаланиш кулайднр.

Математик анализ курсидан Эйлернинг куйидаги маш*ур 
формуласи маълум:

еч = cos <р + i sin ?,
бунда 9 —какиций сон. У *олда (10) дан а комплекс соннинг 
ушбу курсаткичли формаси

a = re‘f (11)
келиб чи^ади, бунда

е  =  lim (l+ - )r; 2<*<3, в—2.7182S 18284Я9045........
X -♦ оо \ X I

Шундай килиб, *ар кандай комплекс сон турт хил фор
мата эга экан:

a — (a,ft), а =  а  +  lb, a =  r(cos <? +  / sin <p), a =  re1* , ( 12)
буларда P  = — 1. Табинй, комплекс соннинг бир формасидан 
иккинчисига утиш мумкин. Мураккаб масалаларни *ал этишда 
( 12) даги сунгги икки форма ишни жуда осонлаштирилади.



М и с о л л а p.

1. 1+/ сон трпгонометрик шаклга кс^уирилснн.

а - 1, i - 1, r - V  а* + Ь‘ ~  V %  

b it

чунки (1,1) нукта биринчи чоракда бтади, демак,

1 + COS”  +  /sin j j ,

ёки умумий кУринишда:
ф

l + /=K5'|cos^+2**) + /s ln (j+ 2*^|, * - 0. ±1, ±2, . . . .

2. - i .
3tt Зя

— i = cos —  + ' Sin — .

3. — 1 =• cos я + / sin s, 
чунки a — — 1, h = 0, <p — я.

4. — 1 + iy~3.

r- V 3+1-2, tg <p -> — V~2>,

чунки берилган сонга мос ( — 1, V  3) нукта иккинчи чоракда 
ётади; демак,

- 1  + ZVr3 = 2(cos^ + /sin^-)..

5-§. Комплекс сонларни даражага 
кутариш ва илдиздан чицариш

1. Купайтириш. Биз олдин тригонометрик шаклда берил
ган сонларни купайтириш устида тухталиб утамиз.

а, = г, (cos <Р, +  i sin ?,), а2 — г2 (cos <р2 + 1 sin <р2) .........

г«_1 (cos <рв_ 4 + i sin уп _ j), a„ = rn (cos <f„ + / sin ?„ )
12



комплекс сонлар берилган булсин, (3) даги каби куп^адларнн 
купайтириш коидасига асосан, улардан биринчи нккитасининг 
купайтмасини топайлик:

а, • а2 =  Г, (cos <?| +  / sin <р,) • Г, (COS ? 2 +  / Sin <р2) =  
= r,ra[COS COS «р2—Sin «р» • sin <p2) + /(sin <Pi-COS!p2+COS<p,-Sln<p2)] = 

-=r1r2[cos(?1 +  <p2) +  /sin (<p, +  tp3)|. (11)
Демак, тригонометрик шаклда берилгаи иккита комплекс 

сонни купайгириш учун уларнинг модулларини з̂аро к^пайти* 
риб, аргументларини кушиш керак, деган жуда содда коида- 
га эга булдик. Бу коидани кетма кет татбик этиб, трнгоно- 
метрик шаклда берилган п та комплекс соннинг купайтмасини 
^исоблаш учун ушбу цоидага эга буламиз:

aia2 • • • ап “  rtr* • • • rn [cos(«p, + <р2 + . . .  + <р„) -Ь
4- i sin (<р, + <?2 + . . .  + *„)]. ( 12)

Математик индукция методидан фойдаланиб, бу формула- 
нинг тутрилигига ишонч ^осил килиш кчйин эмас.

Шундай килиб, бир канча комплекс сонларни узаро купай- 
тириш учун уларнинг тригонометрик шаклидан фойдаланиш 
кулай экан.

Сунгги (12) тенгликдан куйидаги натижа *ам келиб чика-
дн:

I *|а2 . . .  «Я I = I Я1 I * I ®j| ••• 1«л|. (13)
arg (а,я2 . . .  ап) = <р, + <р2 + . . .  + <Р„ = arg а, -{-

+ arg а, + . . .  + arg (14)
яъни купайтманинг модули купайтувчиларнинг модуллари ку- 
пайтмасига тенг, шунингдек, купайтманинг аргументы купай
тувчиларнинг аргументлари йнтндиснга тенг.

М и с о л л а р.

1 а -  2 (cos 35°+* Sin 35°), ? -  3 (cos 25° + / sin 25°).
«•? -  G [cos (35° + 25е) + I sin (35° + 25°)] - 6  (o s  60J + / sin 60e)=

= 6 ^ + / ^ ) - 3  + <2^5T

2. (cos 11“+ /fin 1Г), P= 4 (cos 19‘ + i sin 19 ).o Z
12

7 - — (cos 15°+ /sin 15°).m)
У лолда

a.p.f -  (cos 45° + I sin 45°) -  О  -(1 + 0•5 5
2. Даражага к^тариш. Агар (12) формуладаги а,, а2, .. .а„ 

сонлар узаро тенг, яъни а, = х, =  . . .  = «„ = а булса, у вакт-
13



да уларнинг модуллари ^заро ва аргументлари ){ам ^заро тенг 
булади:

г, =  г , —  . . .  = г п — г, <р, -=9, ■= . . .  =  «ря ■=» <?.

( 12) дан:
ап= [г (C0s<p + /sln<p)]', =  r', (c0sn<? + /siim!p). ( 15)

Демак, трнгонометрик шаклдагн комплекс  сонни я-да- 
ражага кутарнш учун  унинг модулннн шу дара- 
жага кутариб,  аргументини п га купайтириш ке- 
рак.

Даража курсаткичи манфий булса *ам (15) формула уз 
кучини саклайди. Хакикатан *ам,

[ г (cos? 4- i sin 9 )]_л =----- !------ = _L . _______ !______ _
{/■(cos 9 -+■ / sin <f)]n rn cos n 9 -f / sin /1 ?

-П  CO« n SP —  /sin n o
" Г • ^ n , +  lC0S (- * » )  + '«in (- * ? ) ) ,
демак,

\r (cos 9 ~f- / sin ? )]- л — r~n [cos ( — /t?) -{- / sln( — /t?)]. (16) 
М и со л л а р :

1. (1 + /)9 лнсоблаб чпцилснн. 
м»з ^ аСТЛаб 1'авслар- ичидаги С0Н|Ш трнгонометрик таклга келтириб ола-

1 + I  “  V  2  ̂ cos -̂- + / sin j.

Энди, (15) формулагл асосан, буни даражага кутариб соддалаштирамнз:

О + О -  ( К 2 ) “  ̂ cos—  + Ч  sin = 16 1/2  (  c o s j + z sin -^J =. •

-  16 V T i^ . + i  i | j  -  16 + 16/.

2 . {V 'i  — /)1S лисоблансин.
Маълумки,

<17

Демак, (15) формулага асосан:

(V T -  /)12 =» 2‘* |cos (22к) + i sin (22ic)J = 21S.
14



3. Л1уавр формуласи. (15) формуладагн г ихтнёрий мусбаг 
сондир. Хусусий холда r=  1 фараз этсак (15) дан

М у а в р формуласи досил б^лади.
Бу формуланинг чап томонидаги кавсни, Ньютон биноми 

формуласига асосан, очиб чнккандан с^нг: i2 = — 1, i3 = —I, 
i* = 1 ва умуман, ихтнёрнй мусбат бутун k  учуй:

эканини эътиборда тутиб, уша тенгликнинг иккала томонида' 
ги комплекс сонларнинг ^акиций ва мав^ум цисмларинн тенг 
лаштириб, ушбу формулаларга эга б^ламиз:

cos л 9 = cos" 9 — С\ • cos'*-2 <р sin2 (р -f- Cocos '1-4 9 X

яъни каррали бурчакнинг косинус ва синусларини оддий бур* 
чакнннг синус ва косинуслари орцали ифодаловчи формула- 
ларнн *осил кнламиз. Хусусий *олда п—2 десак, трнгономет- 
рнядан маълум булган

формулаларга келамиз.

М и со л л ар :

1. cos 3? ва sin 3? лар cos <р ва sin ? нинг даражалари оркалн нфо- 
да цилннснн.

Бунинг учун (19) ва (20) форчудаларда и—3 деб олнш етарлн: 

cos 3 f =* cos5? — 3cos9 • sin* v, sin З9 — 3 cos4 <p-sin 9 — sin39.
2 . sin3*  ни каррали x нинг биринчи даражали синус ва косинуси ор- 

цали ифода цилниг.
Бунниг учун куйидагича белгилаимиз:

(cos 9 i sin 9)" = cos n 9 + i sin n 9 ( 18)

X sin4 9 — . . . ,  

sin n 9 =я • cos"-1 9 • sin 9 — С\ • cos" " 3 9 • sin* 9 + 
+C* • cos"-5 9 • sin5 9 — . . . ,

• • • t

(20)

(19)

cos 29-=coss 9 — sin2 9, 
sin 29 = 2 cos 9 sin 9 (21)

a — COS X  t- / sin X,
бундан:

cos x — /-sin x
cos * + / sin x  cos* x  -f sin* x

— cos л: — / sin x.a

15



/
Суигги нкки тенгликии даражага кутарилса, Муавр формуласига биноац: 

а* -  со%кх + /91 п кх. а-* -  cos kx — I sin hx.
Бундам

со» *дг -  у  (а* + «-*), sin kx -  ^  (a* — *-*) (22)

формулалар келиб чикади. Энди, к = 1 фараз этилса, (22) нинг иккинчисн- 
дан куйидаги, би* иалайтгак иатижа *оснл булади:

81п3 * "  ■ h (* ~ ,_I )J “  “  ̂ (а3 “  За+3l_' -«"*)=
1
8757 [(•* — 3(а - а " 1)).

Буларнинг Урннга (22) дан циймЗУлари келтириб кУйнлса: 

sinsi  — — (3 sin дг — sin 3jc).

3. ces* г ни каррали х нинг биринчи даражалн синус ва косннусн ор- 
кали ифода килинг.

Бунинг учун к = 1 фараз этиб, (22) нинг бириичисидан фондаланамиз:

; cos’ д: -  ^  (в + а '1 у  = ^  («« + бв* + 15а* + 20 + 15i~2 +

+ 6a- 4 + a-«) = ^[(a*-|-1,-«) + 6(a‘ +a-'‘)-H5(a» + a-2) + 20]. 

Maiia шу йипшднларнинг Урнига (22) дан мос кнйматларн кУйилса. 

c°s e « -  ^  (cos бдг + 6 cos 4х + 15 cos 2х + 10).

4. Куйидаги йигинди аниклансин: 1 — С* + С*п — С*п + С® — С10 -f ... . 
Бунинг учун (1 +!)'■ ни Ньютон биномн буйича ёйиб чнкамнз: "

(1 + 0 "- 1  + С'я - l +  L l . t * + C 3„  P  + С*-1*+  . . . +
+ С " '1 • /я ~ 1 + 1п, (23)

Оундагн i нинг даражалари (16') га кУра ушбу
/, - 1, +1

кийматлардангина нборат булади.
Иккннчи томондаи, 1+« ни тригонометрик шаклга келтирсак,

1 + i - V 2 ĉos j  + / sin 

Лосил булади. Муавр формуласидан фойдалансак.

14
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\
тенгликка эга буламиз. Энди, (23) бнлан (24) нинг чап томомларн бнр хил 
булгани учун унг томонлари хам узаро тенг булади. Шу сабаблн

27( c° s + (1 -  Cl„  + C j -  C\ + ...) +

+ i(c  >-c* + c*-c;+  ...)

будиб, унинг ккки томонинн солиштирсак, куйидаги с^нгги натижага эри- 
шамиз:

п

+ ... =2* -cos^. (25)

С » - С » + C J- C J+  (26)

Хусусий *олда, п — 10 деб олсак,

1 — С*0 + С j0 — С ?0 + С10— С)® = 32 • cos = 0|

Ср — С ?0 + С(о— С |0 + Cf0 = 32 • sin = 32

Шу усул билан бошка мисолларнн *ам ечнш мумкин.
4. Комплекс соннинг илдиздари. Комплекс соннинг квад

рат илдизларини топиш масаласи урта мактабда хам ургани- 
лади. Биз комплекс соннинг *ар цандай даражали илдизлари
ни топиш билан шугулланамиз.

1. а = а + ib сон берилган булсин. Агар а«=р* булса, р сон 
а нинг л-даражали илдизи деПилиб,

Р = V~* (27)
куринишда ёзилади. Мана шу Э илдизни топиш талаб кили- 
нади. Дастлаб берилган * сонни тригонометрик шаклга келти- 
рамиз:

а = r(cos'<p + / sin <р).
Комплекс сонлар устида турт амални бажарган вацтимизда яна 
комплекс сонлар хосил булишини курган эдик. Шунинг учун 
комплекс сон илдизининг *ам, умуман, комплекс сондан ибо* 
рат булишини кутиш табиийдир. Мана шу фикрга асосан (27) 
ни куйидагича ёза оламиз:

V  л = у/ r(cos <? + i sin?) = p(cos 0 +1 sin 0), (28)
хозирча p ва 9 номаълум булиб, масала шуларни аниклашдан 
иборатдир. Шу максадда (28) нинг икки томонини я-даражага 
кутарамиз, у холда а = Э", яъни

r(cos <р + i sin <?) = p"(cos n 6 -f / sin n 9)

\
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косил булади. Кавсларни очиб тенгликнинг икки томоиидаги 
комплекс сонларнинг ^акикий ва мав.чум цисмларинн тенглаш 
билан ушбу

рп • cos я0 — г cos f, p"sin nb = г sin <р (29)
тенглнкларга эришамиз. Бундан:

p*"(cos2я0 +sin'/i9) = г2 (cos1 <? + sin2 <р)
ёки

рп = г ва р = 1/ г. (30)
Бунннг чап томоиидаги р мусбат сон булгани учун унг томо- 
HiiHir кам, мусбат какикий г соннинг я-даражали, аник бир 
мусбат илдизидан нборат, деб тушунмок лозим. Энди, (29) 
нинг чап томоиидаги рл Урннга (30) дан кийматини куйсак, 
ушбу

cos л 0 = cos <р, sinn0 =  sin <р (31)
тенгликлар келиб чикади.

Тригонометриядан маълумкн,
cos(x + 2kr.) = cosх, sin(x + 2kr.) = sin x (k — 0, ±1, ±2, ...).
У колда (31) тенглнкларга кура:

л О = о + 2Лг,
бундан

е А = 0,1,2,3......... (32)
П

Шундай килиб, бизга номаълум булган 0 бурчак чекснз  
куп кийматларга  эга экан. Энди, (30) ва (32) даги р 
ва 6 нинг кийматларини (28) га куйнб, унинг чап томониии 
кискача р* билан белгилаймнз:

= V r(cos<? + /sin<p) = у г |cos9 +̂ k~- + i sin » (33)

бунда k = 0 ,1,2,3, . . .  кнйматларнн кабул килиши мумкин. 
Бундан комплекс сондан олинган илдизларнинг сони чексиз 
куп булиш и мумкинми, деган савол тугнлиши табиийдир. Шу- 
нинг учун биз комплекс сонни я-даражали радикалдан чикар- 
ганла узаро тенг булмаган нечта илдиз келиб чикишини тек- 
ширамиз.

Биз k га турлича мусбат кийматлар берган билан (33) дан 
келиб чикадиган илдизлар кар хил булиб чика бермайди. Факат

А = 0,1, 2, 3, . . . ,  л - 1  (34)
булгандагина р„. ?i. ?а, Ps, . . . .  Ря-i илдизлар узаро тенг эмас, 
чункн (34) га мос булган куйидаги

ф ? + 2 я <р + 4п <р + 2(я — 1)я ,ос.



бурчакларнннг бир-бнридан фарци 2г дан кичик, мисол учун: 
у 4- 2(п — 1 )л _ ±  =  п_-+2т< 2 1 : 

п п п
Энди, k=n, л+1, л+2, . . .  булганда (33) дан янги илднзлар- 
келиб чицмаслнгини, яъни

Ро* ?1» Ра> Ра« • • • » Р«—1 (36)
илдизларнинг яна такрорланишини куриш кнйии эмас. Шу 
максадда

k = np + q > л, <? =  0, 1, 2, . . .  , л — 1 
деб белгилаймиз, у вактда:

? + _  ?  + 2(п/> + 9 )к _  y-f 2git g 
п п п

Унг томондаги мана шу бурчакнинг синус ва косинуслари мос 
равишда ушбу

?  + 2дг. 
п

бурчакнинг синус ва косинусларига тенг булгани учун яна 
(34) *ол такрорланади.

Шундай килиб, ушбу му^им хулосага келдик: комплекс 
соннинг л-даражали илдизлари сони л та булиб, улар (35) га 
асосан (33) формула оркали топилади.

М и с о л л а р: Куйидаги илдизлар *исоблансин:
1. У~1. It
Дастлао I ни тригонометрик шаклга келтирамиз: г =* 1 ва у = —  бул- 

ганн учун:
/ = c o s y s i n  у .

(33) формулага биноан

$ k - V  *-cos— -— + /sln— -— , 

бу ерда k — О, 1, 2. Демак,

* * |̂ "з 1 Р о - с о » -  + ш п ? . 2 ^ _  +  - / .

Pi =* cos ■+■ /sin —  = — У  3 + -i 4 6 6 2 2
. 3* . 3it
Pj -  cos —  +/sln —  = — L

Буларнинг *ap бирини учинчи даражага кутарилса, радикал ишораси ости- 
даги I сон келиб чикадк.
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2. У  - 2— 21 /3.
Аввал радикал ишораси остидаги комплекс сонни трнгонометрик 

шаклга келтнриб оламиэ:

а — — 2, i  — — 2Y  3; г — 4, tg 9  — — — У~3.
а

Берилган комплекс сонга мос булган вектор учинчи чоракда ётганн учун
ц =* — . Шу сабабли «5

- 2 - 2/ V T - 4 (cos у + /sln у ) .

Бундйн, (33) формулага асосланиб, туртинчи даражали нлднзларни топсак 
булади:

ро -  K 2~(cos j  + lsln - jj -  ± J L  (1 + l / T ), 

p, -  V2 (cos у  + /sin y j  -  1 J L  ( -  у  Г +i).

Р , - Г ?  (cos у + / s ln y j  - -  (1 + /^3), 

p, -  У  2 (cos у  +/ sin у  j  -  -5̂ 1 (1 -  lY  3).

3.
a — — 27, ft — 0; г — 27, tg <f -  — — 0,

лекин (—27) га мос вектор абсциссалар Укининг манфий томонида ётганн 
учун f  — я. Демак,

— 27 — 27(cos л + / sin я),

Р* -  У з  ĉos — --- +/sin — --- J  (k -  0. 1, 2, 3, 4, 5)

формуладан p,. pa,........p5 ни топамиз.
Масалан,

Po -  У 3 (cos -  +/sln - J  -  I  + /1  p, = |/ t(cos  J  +/ sin yj= .

- / V~3.

p3 - ^ r ( c o s ^ + / s i n ^ l j = . - | + / i y L  ва Л. к.

A.VT.
Равшанки,

1 = cos0  i sin 0.
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Буига (33) формулани татбик кнлннса, ушбу
п._ я,____________  2*к 2 Ьк

«о* — у 1  — у cos 0 + I sin 0 — cos —  +/ sin —  (37)п п
натижа *осил булнб, бунда к — О, 1, 2 , . . . .  я— 1; бу формула дан:

А — 0 булганда «о — cos 0 + / sin 0 — 1.
2П 2т

h — 1 булганда ш, — cos —  +/ sin — , (38)п п
4z 4jc

k = 2  булганда <*>2 — cos —  -f / sin — .
n n

2 ( я - 1)* . . . 2  (л — l)r.k — л — 1 булганда “ „ _ i— cos------- +/sin--------
л n

хосил буладн. Бнрнинг илднзларнин топиш учун (38) формулалардан фой- 
даланиш лам мумкнн. Ленин лнсоблашнн осонлаштириш учун бошка кулан 
усулнн лам келтирамиз. Муавр формуласнга мувофик:

. / 2я 2я ,* 2>л 2**(•*,)* — I cos —  +/ sin —  I — cos —  +/ sin — .
\ n n / n n

Бу тенгликнинг унг томони (37) дагн и>к ни бнлдиради, демак.

■**- * - 2 ,  3, 4. . . . ,  п — I. (39)

<о4 и л д н з н и  т о п и ш  у ч у н  Ш| ни д а р а ж а г а к у т а р н ш  
к и ф о я л и г и  кейннги* формуладан кУриниб турнбди. Мисол учун,

», — юэ — ш}, ш4 = «{.
И з о л. Бнрнинг илдизларини топишнннг маъноси хп — 1— 0 алге- 

браик теигламани ечиш дсмакднр. чунки уни ечнш учун 1 нинг л-даража- 
ли илдизларини топиш керак. холос.'

Мисол учун У  1 ни .\исоблаб чикайлик, яънн — 1 — 0 тенгламанн 
ечайлик. Демак. л — 3. (38) га асосан:

•О -  1, <0, -cos Ц . +1 sin - |l -  -  ^  + I 

Энди, (39) га мувофиц:

Шундай килнб, куйндаги илдизларга эга булдик:

1 _  > + / V* _  i  _  » • 3"
~2 2~ ’ ?  J7 ‘

5. Цушиш ва айиришнинг геометрик тасвири. Механика- 
дан, шунингдек аналитик геометриядан бизга маълумки, икки- 
та векторнинг йигиндиси шу векторлардан ясалган паралле- 
лограммнинг мос диагоиалидан иборатдир. Иккинчи томондан,
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таъриф буйича, иккита комплекс сонни кУшиш учун уларнинг 
мос равишда *акикий Ва мав*ум цисмларини узаро цушиш 
кабул цилинган эди. Энди икки комплекс соннн кушиш билан 
уларга мос векторларни кушиш орасида фарк йУклигини кур- 
сатамиз.

Фараз этайлик, бизга
а = а + ib ва р = с + id 

комплекс сонлар берилган булиб,
а =• OD, b = DE, с = OK, d = KL

булсин (2-чизма).
а) Дасглаб абиланрсон- 

ларни таъриф буйича узаро 
Кушсак
а+3 = (a+c) + i(t> + d) (40)
хосил булади.

б) Иккинчи томондан,
О \ К D С х  комплекс сон геомегрик

I •" '  жи^атдан текисликдагнвек-
„ тордан иборатэканлиги биз

га маълум. Шу сабабли па
раллелограмм усули билан а ва [Зларга мос векторларни куш*
сак, ОА вектор *осил булади. Биз энди А нуктанинг коорди- 
наталари а + с ва b-\-d лардан иборат эканлигини курсата- 
миз. Дар^акикат, 2-чизмадаги штрихланган учбурчаклар тенг 
булгани учун ОК = ЕВ  ва KL = АВ  булади. Бу икки тенг- 
ликдан

OC = OD + DC = OD + O K ~ a  + c.
CA=*CB + B A ~ D E  +  KL=*b+d.

Демак, булардан куринадики, ОА вектор (40) даги а + р 
йигиндининг геометрик тасвирини билдиради. Иккинчи турли 
айтганда, иккита комплекс  сонни кушиш,  демак,  
уларга мос булган векторларни па р ал лел о 
грамм усули  билан кУшиш демакдир.

2-чизмада курсагилган OAL учбурчакиинг томонлари *, .̂
* + Р векторларнинг ушбу

М ,  П  1« +  Р 1

узунликларидан иборатдир. Маълумки, учбурчакнинг бир то- 
мони колгаи икки томони йигиндисидан катта була олмайди, 
шунга асосан куйидаги тенгсизликка эга буламиз:

1« +  Р | < М + 1 И .
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Агар бнзга бир неча «2, . . ая комплекс сонлар берил- 
ган булса, уларга мос векторларни юцорида баён цилинган 
усул билан узаро цушсак,

°1 + “а + • • • + ая
йнгиндига мос вектор кУшилувчи векторлардан тузилган синик 
чизицнинг бошлангич ва охирги нукталарини туташтирувчи 
(ёпувчи) вектордан иборат булади. Равшанки, ёпувчи чизнкнинг 
узунлиги синик чизик узунлигидан катга була олмайдн, яъни

|а +  ? +  ••• +  ® 1 < |*| +  |Р1 +  ••• +  |*|. (41)
Тенглик белгисини *ам ёзишимизга сабаб *амма векторлар 
битта тутри чизицда ёгиб, бир томонга йуналган булишн *ам 
мумкин. (41) тенгсизлик йнпждининг модули ^ушнлувчилар 
модулларининг йишндисидан кагта эмаслигини ифода цилади. 
Бу тенгсизликнитугридантугри ^ам исботлаш мумкин. Масалан,

_  |а+Р|а = (“ + Р)(* + ?) =
= (а + Р) (а + Р) = |а I* + I Р I* + 2Rea?, лекин — | а | < а < | а |, 

- | а | < 6 <|а|
б^лгани учун

i «+Pi i < M j + i P i 4 2 M - i P i = ( M + m ) j.
бундан:

|« + Р|<1«1 + 1Р|.
Шунга ухшаш а ва р комплекс сонларни айириш учун 

уларга мос булган векторларни айириш кифояднр. Комплекс 
сонларни цуйидагича

а — Э = (а — с) + i(b — d)
айириш бизга маълум, век
торларни айириш эса

<* — Р — • + (— Р)
усул билан бажарилади, 
бундаги — р вектор (J век- 
торга ь;арама-каршн йунал- 
гандир (3-чизма).

Агар юкорида ги каби 
муло^аза цилинса (буни 
Укувчига цолдирдик), ушбу

М - 1 Р К 1 « - Р |  ( « )
тенгсизлик келиб чикади.

Купай гиришнинг геометрик тасвири. Энди комплекс сон
ларни купайтириш амалини геометрик томондан текширамиз.
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яъни берилган бирор Р — c + id сонни а= а + ib сонга купай
тириш кандай геометрик маънога эга, деган саволга жавоб 
излаймиз.

Шу мацсадда а ва р сонларни тригонометрик шаклда ёзиб, 
а = г(cos 9 -f / sin 9), Р = y?(cos + i sin Ф) 

ларни узаро купайтнрсак, ( 11) формулага асосан,
« • р = rtf [cos (9 + *) + / sin (9 + *) J — 1  

хосил булади ва бундан эса:
|т | = г/? — 1«| • |Р| ва arg 7 = 9-К* — arga + areP.

Демак, а комплекс сонни Pra купайтиришнинг геометрик 
маъноси, а га мос векторни ф бурчакка (соат стрелкасига

тескари) буриб, R марта чу- 
зиш демакдир (4-чизма).

Шуб.цасиз, агар А*<1 бул
са, а га мос вектор чузилмас- 
дан, балки кнскаради. Лекин 
биз иккала холда хам „чузи- 
лади“ деган терминни ишлата 
берамиз.

Хусусий холда, агар:
а) р= — 1 =  cos г. + t'sln * 

булса, R  => 1 булиб,
«•( — 1) = r[cos( 9 + -) +

-4- isln(® + -)j,
яъни ( — 1) га купайтиришнинг маъноси а га мос векторни к

■ i=  cos — + i sin — 2 2

бурчакка буришдан иборатдир.
б) р 

булса яна, R  -  1 булиб,

a ./  = r[cos^9 +  -jJ + is In ^9 + -^ Jt

яъни ( га купайтиришнинг маъноси а га тегишли векторни —
бурчакка буриш (соат стрелкасига тескари буриш) демакдир.

Булиш амали купайтиришга тескари булгани учун а сонни р 
га булишнинг геометрик маъноси юкорида айтилган ходисага 
тескари булади. Бошкача айтганда. а сонни р сонга булиш 
демак, а га мос булган векторни соат стрелкаси буйича if 
бурчакка буриб, Ц марта цискартириш (ёки чузиш) демакдир.

7  -  “ *»« -  «I-
Бундан куринадики,

l t l " T " i M  ва arg( т )  =  ̂—  ̂= аг8 * — аг8 ?•
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7. — соннинг геометрик тасвири. Фараз килайлик. Ы < 1а
булсин,а нуктадан Оа нурга тик чизик чикарсак,у |г |=1 айлана 
билан 1  нуктада кесишади (5-чизма). 7 нуктада бу айланага урин- 
ма утказиб, уринманинг Оа нур билан кесишган нуктасини рби
лан белгилаймиз. (Агар | а | > 1 булса, ясаш аксинча бажарилади ) 

а ва рнукталар битта тугри 
чизикда ётгани учун уларнинг 
аргументлари тенг, яъни:

Arg а = Arg? = 9. (43)
Иккинчи томондан, Oa-j ва 

0?‘( учбурчакларухшашбулга-
ни учун: ~  бундан l  ̂— 1 
булгани сабабли

i p i - A -  (44)I “ I
Шундай килиб, (43) ва (44) тенгликлардан

Р =  -га
_  1келиб чицади. а нуцтадан ? — — нуктага утишни би рликЯ

айланага нисбатан инверсия дейилади. а ва р нукта- 
лар эса бирлик айланага нисбатан симметрик нук 
та л ар дейилади.

Р га кушма сон, равшанки, Р = -̂  булади. Бу сонга .̂ аки-Л
Кий укка нисбатан р га симметрик булган нукта мос келади.

Агарда айлананинг радиуск R ф 1 булса, юкоридагнга ух- 
шаш муло.чаза юритиб, узаро симметрик нукгалар куйидаги- 
лардан иборат булишини куриш кийин эмас:

Шундай килиб, -j ни ясаш учун айланага нисбатан а га 

симметрик булган — ни ясаш *амда ^акиций укка нисбатан 4г
я Л

га симметрик булган — ни топиш лозим.
Агар |а| = 1 б^лса |Р|=1 булнши(44) тенгликдан куринади. 

Агар а нукта марказга якинлашиб борса, яъни а - * 0 булса, у 
^олдар марказдан узоклашади. Шу сабабли айлана марказинннг 
айланага нисбатан симметрик нуктаси чексизликда ^исобланадн.
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6-§. С о \а  тугри сид а  ту ш у н ч а . Ж ордан чизиги

Комплекс сонларнинг бирор Е  туплами берилган булсин. 
Бунинг геометрик маъноси, уша сонларга мос булган текйслнк- 
дагн нукталарнннг Z: тупламидан иборатдир Купинча £туплам- 
нинг хусуснй бир 5{оли булган с о* а тушунчаси куп ишлатн- 
лади, шу сабабли со*а тушунчаси устида тухталиб утмокчимиз.

а) Агар текисликдаги /: тупламнинг бирор/И нуктасини мар* 
каз деб, исталганча кичик радиусли дойра чизилганда унинг бар
ча нукталари Е  тупламга тегишли булса, у *олда М  нукта Е  нинг 
ички нуктаси дейилади. Мисол учун текисликдаги бирор 
туртбурчак ичидаги нукталарнинг .̂ аммасини £туплам деб ка- 
бул килсак, уларнинг :\ар бири Е  га нисбатан ички нукта булади.

Агар куйидаги икки шарт бажарилса текисликдаги нукта- 
лар туплами Е  с о* а дейилади.

1. Е  туплам факат ички нукталардангина иборат;
2. £ тупламнинг *ар кандай иккита нуктасини шундай куп 

Кисмли синик чизик билан бирлаштириш мумкин булсинки, 
Уша чизикнинг барча нукталарн Е  тупламга тегишли булсин.

б) Агар текисликда бирор G со.\а берилган булса, у *олда 
текисликнинг барча нукталарн G га нисбатан икки синфга аж- 
ралади. Биринчи синф деб G нинг барча нукталарнни, 
иккинчи  синф деб текисликнинг О га тегишли булмаган 
нукталарини кабул киламиз. _

Энди иккинчи синфдан бирор W нукта олайлик, у ^олда бу 
ерда .\ам куйидаги икки^ол булиши мумкин. Агар маркази У  
нуктада булган, исталганча кичик радиусли донранинг бирорта

нукта G со^анинг чегара нуктаси  дейилади (6-бчизма). 
Равшанки, чегара нуктасо>{ага тегишли булиши )(ам, тегишли 
булмаслиги а̂м мумкин. О со^а чегара нукталарининг туп- 
лами унинг чегарасн дейилади. G со^адан ва унинг чегара- 
сидан иборат булган нукталар туплами ёпик со*а дейилиб, 
G оркали белгнланади.

Мисол учунтегнсликда бирор.О учбурчак олсак, унинг барча 
ички нукталарн О нинг ички нукталари булиб, учбурчактомон- 
лари эса унинг чегараси булади. Учбурчакдан ташкаридаги 
нукталар эса G га ннсбатан ташки нукталар булиб колади.

Чегарасизсо^ага факаттула комплекс текнслнк мисол булади. 
Шуни *ам эсда тугиш керакки, *ар кандай О со*а лам ташки

нуктаси *ам G га тегишли бул- 
маса, у *олда N нуктаберил*

6 -чнзма.

Мабодо N  марказли истал
ганча кичик раднусга эга бул
ган донранинг баъзи нукталари 
G га тегишли булиб колса, N



нукталарга эга булавермайди. Масалан, со^а комплекс текис- 
ликнн бир ёкн бир неча нукталаридан бошка *амма нуктала- 
ридан иборат булса, бу со>{а ташки нукталарга эга булмайди.

Жордан чизиги. Фараз этайлик, бизга хакикий t аргументли 
x(t) ва у(0  ^акикий ва узлуксиз функциялар берилган булиб, 
а < t < ? булсин. У *олда куйидаги иккита тенглама

X = x(t), у = у(/) (<* < t < Р) (45)

текисликдаги узлуксизэгри чизикни ифода циладк. Агар пара
метр t нинг икки хил кийматнга (t — а ва t = р кийматлардан 
бошка) эгри чизикнинг икки турли нуктаси мос келса, у *ол- 
да эгри чизик уз-узини кесмайди, яъни кар рал и нуктага 
эга булмайди, ана шундай хусусиягга эга булган эгри чизик 
Жордан  чизиги ёкн у з л у к с и з  чизик деб аталади.

Агар биз комплекс ^згарувчи микдорни г = х + iy оркали 
белгиласак, (45) га асосан, z(t) — x(t) + ly(t) *осил булиб, 
эгри чизикни биргина тенглама билан куйндагича ифода кн- 
лиш *ам мумкин:

z - z ( t )  ( а</<Р) .  (46)

Параметр t берилган [а, р) сегментда усиб боришн билан 
г нукта Жордан чизигини чизиб, унинг бошлангич нуктаси г(а) 
ва суигги нуктаси г(Э) лардан иборат булади. Шу билан чизнкда 
маълум йуналиш *ам белгиланиб колади (7-чизма). Одагда бу 
йуналишни мусбат йуналиш деб 
олинади.

Хусусий ^олда 2(a) = 2(3) булса, 
эгри чизикнинг бошлангич ваохир- 
ги нукталари бирлашиб кетади, яъни 
ёпик чизик *оснл булади. Бу *олда 
Жордан чизиги текисликнн икки 
кисмга ажратади. Улардан бири 
ёпик чизик нчидаги киеми булса, 
иккинчиси — текисликнинг колган 
барча нукталаридан иборатдир.

Жорданнинг ёпик чизиги ичида 
ётган со.чанинг ажойиб хусусияти _  
шундай нборатки, шу сосала а̂р 
кандай ёпик узлуксиз чизик олсак 
*ам унинг ичи уша берилган со- 7-чизма.
хага тегишли булиб колади

Шундай хусусиятга эга булган *аркандай со*а бир бог- 
лам ли, акс ,х;олда. куп богламли деб аталади. Солаларни 
купинча тенгсизлнклар оркали бериш мумкин. Биз шуларнинг 
баъзилари билан танишиб ^тамиз.
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7-§. Баъзи бир мисоллар
%

1. Ушбу
I * - « | < / ?  (47)

тенгсизлик кандай со.\а хосил килншиии текширайлик, бунда 
а = а + Ы.

Маълуыкк,
z = x + iy, z - a  = (x — a) + i(y - b ).

Демак,
\z — *\ = \(x — a) + l(y — b)\— V (x  — a)* +  (y — b )'< R . 

бундан:
(*-<,)• + (у _&)*</?*. (47')

Бу эса, маркази (а, Ь) нуктада булган R радиусли айлананинг 
барча ички нукталаридан иборатдир(8-чизма). Шундай цилиб,

(47)тенгснзликнинггеометрик 
маъноси R радиусли ва марка
зи а нуцтада булган очиц дои* 

■* радан иборат экан.
Хусусий холда, агар а = О 

булса, (47) дан
1*1 < Я  (48)

тенгсизлик хосил булиб, юко- 
рнда айтнлгаи доиранинг мар
кази ноль нуктада, яънн коор- 
дннаталар бошида булиб ко- 
лади.

^  2. ^алца Келгусида куп 
8-чизма. учрайднган сохалардан бири

ушбу
г <  | г — а | <  /? (49)

теигсизлнклар билан ифода килинади. Олдинги пунктда келти- 
рилган усулга асосан куйидаги икки тенгсизликка эга буламиз: 

(д: — а)3 + (у — Ь)* > г2 ва (х — а)а + (у — b)3 < R2.
}  Булардан биринчиси г радиусли доиранинг ташкарисидаги бар

ча нукталар тупламини, иккннчи тенгсизлик эса R радиусли 
дойра ичидаги барча нукталар тупламини билдиради. С^нгги 
икки тенгсизлик (49) дан келиб чикканлиги учун (49) нинг гео
метрик маъноси г ва R  радиусли айланалар билан чегаралан- 
ган очик халкадан иборатдир (9-чизма).

Халканинг маркази (а, Ь), яъни г = а + ib нуктада жойлаш- 
ганлиги уз-узидан равшан. Хусусий холда, а = 0 булса. халка 
маркази координаталар бошида булади.

Агар г « О  булса (49) дан:
0 < | г - а | < / ?  (50)
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тенгсизлнклар келиб чнкади. Булар эса R радиусли доирадан 
иборат булиб, унга марказий нукта кирмайди.

Агар # =  -[-оо булиб колса, (49) дан
|г — а| > г  (51)

билдирадибулиб, бу 
(10 чизма).

г радиусли доиранинг таищарисини

У

9-чизма

И з о А г а р  биз (47) ва (49) лар урнига 
| г — а | < /? ва г < | г — а | < /? 

тенгсизлнклар билан берилган тупламларни текширсак, у )(0л- 
да ёпик со^аларга эга буламиз (ёпик дойра ва ёпик ^алка).

3. Текисликнинг баъзи цисмлари. Берилган z = x-\-iy 
комплекс узгарувчининг х ^акнкий кисми

Re г = Re (х 4- /у) = х ёки R (г) - х,
мав^ум у кисми эса
1ш г = Im ( * 4-/у) =уёки 1(г) = у
куринишда ёзилиши бизга маъ- 
лум.

а) Ушбу
Rez>a

тенгсизлик кандай тупламни ифо- 
далашини аннклаймиз, бунда а>0.
Маълумки,

Res *= х >  а.
Демак, бу тенгсизлик х = а тугри чизикнинг унг томонини 

ифода килиб, чегара *ам шу тупламга киради (11-чизма).
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б) Ушбу
— а < Re г < а (а > 0)

тенгснзликлар билан кандай co)ja ифодаланади? 
Юкоридаги мнсолдан фойдалансак,

-а X Q X

11-чнзма. 12-чизма.

га эга буламиз. Бу эса текислнкнинг х = — avax  = a тутри чи- 
эиклар орасидаги кисмини билдирадн ( 12-чизма).

в) Ушб-'

П

п

13-чизма.

тенгснзликлар текислнк- 
нинг у = — b ва у = b чи- 
зиклар орасидаги йулдан 
(полосадан) иборат (13- 
чизма), чунки 1т г  = у.

г) Ушбу
\г\< 1 — Res

тенгсизлнк кандай со)(ани 
аниклайди? ______
1*1 — |* + /у|—

Re г = л
булгани учун 

Бундан:

80

V x 2 < 1 — X.

■** + у* < (1 -  л )а ёки у* < 1 — 2х.
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14-чизма. 15-чнзма.

куринншн эса z — г (cos <? + /sin ?) дан иборат. Шу сабабли

arg2 -=<?, Rez = x.
Берилган тенгсизликларга асосан:

а) <?, < <р < <р2 лар текисликнинг <р = ?, ва ? = ср2 нурлар ора- 
сидаги бир цисмини билдиради;

б) 2 < * < 3  эса х = 2, х = 3 тугри чизиклар орасидир.
МЗна шуларга асосан биз излаётган туплам 15-чизмада кур- 

сатилган трапеция нчидаги нукталар т^пламидан иборат булиб, 
трапеииянинг параллел томонлари бу тупламга кирааи.

4. Баъзи эгри чизицларнинг тенгламалари. Текисликдаги 
эгри чизикларнинг тенгламалари Декарт ёкн кутб коорднна* 
талар системасида берилиши, шунннгдек параметрик шаклда 
берилиши бизга олий математиканинг бошка булимларидан 
маълум.

Эгри чизик тенгламасн комплекс узгарувчнлар оркали бе
рилиши ^ам мумкин, у бизга (46; дан маълум. \озир биз энг

Лгар у* = 1 — 2л б^лганда эди параболага эга булар эдик. 
у*< 1 -  2* булгани учун со*а парабола нчидаги нукталардан 
иборатдир (14-чизма). ,

д) Ушбу
<Р, <  arg г <  ? 2, 2 <  Re z <  3 

тенгсизликларга тегишли туплам аникланснн, бунда:

— у  < ?i < 0. 0 < ?2 < у .
Маълумки, г нинг Декарт 

коордннаталари снстемасидагн 
куринншн г «= х+ iy дан, кутб 
коордннаталари снстемасидагн
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содда эгри чнзиклардан баъзиларининг комплекс узгарувчи- 
лар оркали берилган тенгламалари билан танишиб утмокчнмиз.

а) Айлана.  Маркази (а, Ь) нуктада булган R  радиусли 
айлананинг тенгламасн

(х -  а)* + ( у -ft)*-/?» (52)

дан иборат эканлиги аналитик геомегриядан маълум. 
16-чизмадан

x —a = R cos?, y — b = R  in?
ёки булардан

х = 2а + R  cos 9, у = Ь ■+• R sin 9.
Энди, г — х •+ iy дан фойдаланиб

*'= х + iy =  а R cos ? + / (6 -f /? sin 9) =  .
= (a + ib) +  R (cos ? + sin 9 )

каби ёза оламиз. Яна чнзмага эътнбор килсак, a = a + ва
О < ? < 2я эканлигини курамиз. Шу сабабли:

z = 2 + R (cos ? + / Sill 9).
Агар ушбу

е1* = cos 9 + * sin9 (53)
Эйлер формуласидан1 фойдалансак, юкоридаги тенгламани куйи- 
дагн куринишда ёзиш мумкин:

г = a -f Re1' (0 < 9 <2к). (54)
Шундай килиб, (54) маркази * *■ а + ib нуктада булган R  ра
диусли айлана тенгламасиднр.

Агар a = а + ib = 0 булса, (54) дан
г = Re19 (55)

*осил булиб, марказ координаталар бошига жойлашган булади.
Демак, г нукта кутб координаталар оркали берилган бул

са, айлана тенгламаси шулардан иборат булади.
Агар биз i47) тенгсизлик урннга ушбу

|2 - a | = R  (56)
тенглнкни ёзсак, бунинг натижасида (52) айлана тенгламасидан 
иборат эканлигини курамиз.

1 Эйлер формуласи устида кейинрок алояида тухталиб утамиз.
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Хусусий *олда, а — О, R = 1 булса, айлана радиуси 1 га 
тенг ва маркази U нуктада булиб, тенгламаси

| г | =— 1 (57)
куринишни олади. Агар г нукта Декарт коордннаталари систе- 
масида бернлган булса, айлана тенгламасн \г — а| = Р  дан 
иборат булади.

б) Ярим уклари а ва b дан ибо-
рат эллипс тенгламаси у

^ + £ - 1  (58)я’ Ь1

куринишда ёзилади. Агарг = х + (

+ /у деб олсак, у *олда г = х—iy
булади. Бундан:

г + г г —г X = ВЗ V = ----*
1

1 1
2 7 '21 О а х

у холда эллипс тенгламаси комп
лекс узгарувчи оркали бундай ёзи- 1б-чизма. 
лади:

(г + г у  ( г - г ) *  =  j 
4д3 4 Ьг

в) Берилган ушбу
г -  z(t) -  ctelmt + с1е~,ш (59)

тенглама кандай эгри чизикни тасвирлашини аниклайлик, бун- 
даги си с„ т  — узгармас *акикий сонлар.

Эйлер формуласнга биноан:
е‘т1 = cos mt -f i sin mt,

e~im! = cos (— mt) -f I sin (— mt) = cos mt — i sin mt.
У *олда:

x + iy — с, [cos mt -f- /sin mt\ + c, [cos mt — i sin mt] =*
— (c\ + fj)cos mt -f /(c, — £2)sinm/.

Икки комплекс соннинг тенглик шартига асосан:
х = (с, + с2) cos m/, у= (Cj—Cj) sin mt.

Агар биз а = с, + сг, b — с, — сг ва /и/«= <р деб белгиласак, 
сунгги тенгламалар ушбу

jc — acos?, 
у = b sin ?

куринишга эга булиб, эллипснинг параметрик тенгламаларини 
беради.
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Демак, (59) хам эллипснинг комплекс ^згарувчи оркали 
берилган тенгламасн экан.

г) Ушбу
Re - = а (60)

Z

тенглама кандай чизикни тасвирлашини аниклайлик, бундаги а 
ха^нкий узгармас сон (а^О).

Агар г =- х iy булса,
1_ 1 _  х— iy _  х _ 1  у 
ж x +  iy (*+  iy )(*  — ly) х* + у% ** + уг

Демак,
п 1 хRe - =-------- а.

г х* + у3
Бундан:

а(л* + у?) — х ёки ла + у1 — - = 0.
а

Бу тенгламани куйидаги

( ' - ■ У + » ■ - = ?

куринишга келтирилса, маркази 0  ̂ нуктада булган R =

= — радиусли айланага эга буламиз. Равшаики унинг марка- 
\ |д|

зи их ук^а жойлашган булиб, О нуктада Оу га уриннбутади.

8-§. Кетма-кетликлар ва уларнинг лимиглари
Бу параграфда комплекс сонлардан тузилган кетма-кетлик- 

ларии урганамиз.
Агар 1, 2, 3, . . . , п, . . \ натурал сонларнинг хар бирига 

биттадан комплекс сон мос келса, у холда куйидаги
4

1̂> 2̂* *3» •••« *я» ••• (61)
чексиз кетма-кетли;< хосил булади. Бундаги zn комплекс сон 
н )турал п сонга мос келади (п- 1, 2, 3, . . .)• Энди гп = хя-\-
* /у. булиб, хп ва у, улар ^акикий сонлардан иборат булга- 
ни учун (61) га асосан куйидаги иккита хакикий хадли кетма- 
кетликии тузиб олиш мумкин:

■̂1» '*2> • • • * ”̂ л» • • • (62)
ва

Уt» У2< Уз» ••• У я» ••• (63)
Аксинча, агар (62) ва *63) кетма-кетликлар берилган булса, 

уларга асосланиб, (61) ни тузиш мумкин. Бунинг учун (63) да 
дядларии I сонга купайтириб, (65; даги мос хадларга кушиш 
кифоя.
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Берилган (61) кетма-кетлнкни кискача |z„\ курннишда ёзиш 
кабул килинган. Агар (гя| кетма-кетлнкнинг *ар бир ^адининг 
модули бирор мусбаг сондан кичик булса, яъни шундай М  > О 
сон мавжуд булсаки, барча z„ лар учун

\гп\ < М (п =  1, 2, 3, ...)
булса, у *олда кетма-кетлик ч е га р а л а н га н дейилади. Сунг- 
ги тенгсизлик эса берилган кетма-кетликнинг барча элемент- 
лари маркази координаталар бошида булган М  радиусли дой
ра ичида жойлашганлигини билднради. Демак, \z„\ нинг чега- 
раланган булиши учун г,, гг, . . .  г„ , . . .  нукталарнинг *аммаси 
бирор чекли радиусли донра ичига жойлашмоги керак (17- 
чизма). т

18-чизма.

\ха | ва |ул| лар учбурчак катетларининг, \zn\ эса учбурчак 
гипотенузасининг узунликлари экани 18-чизмадан куриииб ту- 
рнбди. Шу сабабли куйидаги тенгсизликларга эга буламиз:

W  < |У«| < К\ ва \гп\ < 1*,1 + 1у«1- 
Мана шу тенгсизликлардан куйидаги хулосалар келиб чнкадн.

а) Агар {гя) кетма-кетлик чегараланган булса, у *олда \хп} 
ва (ул) лар .̂ ам чегараланган булади.

б) Аксинча, агар (x j ва (ул) кетма-кетликлар чегараланган 
булса, у *олда (гя) *ам чегараланган булади.

Хакикатан ,\ам,
| r„| < Ж , ва |уя| < Afa

тенгсизликлардан
Ы  < \х„\ + \У„\ < ли +  м г = м

келиб чикади.
Ми с о л. Ушбу кетма-кетлик берилган:

1 1 
1~ 1’ 2 2 ’ 3 3 '

1_  I,•» *» • •• п п
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1 1 , 
*п ”  п ~  п 1'

кя1 -
яъни

Демак, берилган кетма-кетлнк чегараланган экан. Бундан келиб чица- 
диган ушбу

i l l  I
' 2 3 ........ п ........

_  1  _  1  _  1
2 3 ........ п " "

кетма-кетликлар хам чегаралангандир, .\ак"катан ^Эм,

1*лЫ у п| = 1±-| = -<  1,I п\ п
л — 1, 2, 3, ...

Кетма кетликнинг лимити. Комплекс сонларнинг ушбу г,, г2, 
zs, . . . ,  zn, . . . ,  яъни: {z„| кетма-кетлиги берилган б^лсин.

Таъриф. Агар хар цандай кичик мусбат е сон учун, 
шундай натурал N (е) сонни топиш мумкин б^лсаки, я > N (е) 
булганда

\гп -  *о| < е (64)
тенгсизлик уринли б^лса, у холда сон берилган (г„) кет- 
ма-кетликнинг лимити (чеки) дейилиб,

limzn = z0 бки zn~*z0
п -* *

каби ёзилади.
Бу таъриф расмий томондаи хакикий сонлар кетма-кетлн- 

ги н и н г  димити таърифидан фарк килмаса хам, геометрик то- 
мондан тамомила бошкачаднр. Сунгги (64) тенгсизликнинг гео- 
метрик маъноси шундай иборатки, барча п > Аг(г) учун zn нук
талар маркази z0 нуктада булган г радиусли дойра ичига жой- 
лашганлигнии курсатади. Шундай килиб, \zn\ нинг г0 лимитга 
эга булмоги учун z v+1, zN+.2, .. . нукталарнинг барчаси халигн 
дойра ичида б^лиши шарт. Мана шу дойра z0 нуктанинг s-атро- 
фи (е-тевараги) деб агалади.

Лимитга эга булган (гя) кетма-кеглик я к и н л а ш у в ч и кет
ма-кетлик хам дейилади.

Теорема .  \ар цандай яцинлшиувчи кетма-кетлик че- 
гаралангацдир.

Исбот.  Фараз кнлайлнк, \zn| кетма-кетлик якинлашувчи, 
яъни п > N  (г) булганда

\г„ ‘ol ^  *
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булсин. У *олда:
\гп\ - 1 (*. — *о) + ?0| <  \z„ -  г0| 4- |г01< е + |г0|.

Энди |г0| + е дан ва |г(|, |г2|, . . . ,  |гл.| сонлардан каттарок 
булган бирор сонни М  билан белгнласак, у *олда 

\гй\ < М(п = 1, 2, 3, . . .  ,ЛГ, . . . )  ,
булиб колади, демак, \гп\ чегараланган кетма-кетлик экан.

Комплекс л^дли кетма-кетликлар а̂м .\акикий *адли кет
ма-кетлик хоссаларига ухшаш хоссаларга эга эканини курса- 
тиш мумкин. Масалан, куйидаги му^им муносабатлар комплекс 
хадли \zn) ва (г'„| кетма-кетликлар учун *ам Гринли. Агар 
lim zn = z0 ва lim z'n = z'Q мавжуд булса, у *олда:

1. Urn (z„ + z'n) = lim г„ 4- lim z'„ = z0 4- 2'0;
2. lim {г„ • z'n) = lim z„ • limz'n =! z0 • z'0;
3. г„ ф О ва z'0 0 булса, у холда

гп П т 'оП т  —  = --- — — -г.
г ’п И т г  „

Буларни текширншни укувчига колдирамиз.

9-§. Стереографик проекция. Чексиз узоцлашган нуцта
Берилган г = .*4-*‘У комплекс соннинг геометрик маън оси 

текисликдаги (дг, у) нуктадан иборат эканлигини курдик. Энди 
комплекс сонни сферадаги нукта билан тасвнрлашни *ам кур- 
сатамиз. Бунинг учун сферанинг жанубий кутбини хОу тенис- 
ликдаги О нукгага куямиз. Мана шу текисликдаги г « *л 4  iy 
нуктани Р  шимолий кутб билан тугри чизик оркали туташтир- 
сак, у чизик сферани бирор Q нуктада кесиб утади. Хосил 
килинган Q нукта текисликдаги z нуктанинг сферадаги 
акс и дейилади.

Шу усулда текисликдаги нукталарнннг аксинн сферага ту- 
ширилса, текисликдаги а̂р бир нуктага сферада биттадан нук
та мос келади. Бу ерда биз Р  нуктани *исобга олмадик, яъни 
уни бирор сонга мос килиб куймадик. Натижада биз *ар бир 
комплекс сонга сферадаги битта нукта мос келишини курдик 
ва аксннча, сферадаги *ар бир (Р  дан бошка) нуктага текис- 
ликда битта z комплекс сон мос келади. Бошкача айтганда (г) 
текисликдаги ^амма нукталар тупламн билан сферадаги замма 
(Р  дан бошка) нукталар туплами орасида узаро бир кий- 
матли мослнк урнатилди.

а) Агар текисликдаги г нуктани координаталар бошидан 
узоклаштирилса,сферадаги унга мос булган Q нукта Р га якнн- 
лаша боради. Шу сабабли, Р  нуктани буш колдирмаслик учун, 
текисликда унга мос чексизузок .лашган  битта нукта бор, 
деб кабул киламиз.
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ва уни 2 — 00 деб ёзамиз. Шундай цилиб, текисликда чексиз 
узоклашган бнтта нукта мавжуд булиб, сферада унга мос нук
та (шимолий кутб) Р  дан иборат (19-чизма).

Чексиз узоклашган нуктани уз ичига олган текислик ту л а 
ёки кенгайтирилган,  ёки ёпик текислик дейилади. Юко- 
рида

19-чизма.

текшнрилган сферами эса сопли сфера деб аталади. Т те
кислик нукталарн билан сфера нукталарини юкоридагидек узаро 
биркийматли яослаш стереографик проекция  дейилади.

Комплекс сонларни сферада тасвирлашнинг кулайлиги шун- 
дан иборатки, текисликдаги биргина чексиз узоклашган нукта 
сферада яккол куриниб туради. Р  га мос булмаган, текислик
даги *амма нукталар чекли нукта  л ар дейилади.

б) сфера устидаги Р  нуктани марказ кнлиб, сферада битта 
ихтиёрий айлана чизилса, сферанинг шу айлана билан чега
раланган юкори кисми Р  нинг атрофи (тевараги)  дейилади. 
ААана шу теваракни Т текисликка акслантирилса, у маркази О 
нуктада булган бирор R  радиусли доиранинг ташкарисн |г| > R  
дан иборат булиб, z = оо нуктанинг т е в а р а г и дейилади.

Стереографик проекциянинг му*им хоссаси куйидагидан нбо- 
рат: с те р е о г р а ф и к проекцнянк  бажариш натижа- 
сида тек исл ик даг и  >; а р кандай айлананинг  акси 
сферага айлана булиб ту ша ди  ва аксин ча  (бу хос- 
санинг исботини келтирмаймиз). Бунда ушбуни эътиборга олиш 
керак: Р  оркали утувчи айланага текисликда тугри чизик мос 
келади, уни маркази чексиз узок нуктада булган айлана деса 
булади.

в) Чексиз узоклашган нуктага мос комплекс сонни *ам г «
—  оо символ билан белгилаб, уни чексиз  (хосмас)  комп
лекс  сон деймиз. Бу соннинг ^акикий, мав^ум кисмлари ва 
аргумент» *акида сузлашнинг *еч кандай маъноси йук, 
унинг модули эса |ос| =--j- оо символ оркали белгиланади.
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М А Ш К Л А Р

Куйидаги комплекс сонлар тригонометрии шаклда ифодаланснн; 
I. 1 -  /; 2. -  1 -  /; 3. /.
4. / Г -  /; 5. 2 — 5/; 6. — 1 + /;
7. 1 + / У З ;  8 . 1; 9. - 1 - 1 ^ 3 \
10. - 2  — 5/; 11. -  1.
Куйидагилар цисоблаисин:

15. (1 + cos а + / sin i)»; 16. ( L ± J l E j ) a,
\ l  — / tg */

17. (/ 3  -/)«.
Куйидаги функцнялар sin* ва cos* оркали ифода килинсит
18. cos 5*; 19. sln6 *; 20. tg 6 x.
Куйидаги функциялар кх нинг синус ва косинуслари орцали ифода 

цилинсин:
2 1 . sln‘«; 2 2 . cos'*;
23. и>" + <oJ ифода соддалаштирилсин, бунда

1 У З  1 у з .О). = — — + /——I Ы- —----- I--- •
2 2 1 2 2

24. (1 + ш)л ифода соддалаштирилсин, бунда
2* , , 2* о> — cos —  + /sln — •3 3

Куйида кУрсатилган йигиндилар хнсоблансин;
2>. 1 + С< +  С»4-

26. C l+  С * + 6 ®+
27. 1 + С%+ С® + С9п+ ...;
28. С3п + С 7„  +  C j ' +
29. С1+ С *+  С*п +
Сонларнинг куйидаги нлднзлари топилсин:
30. У 1 +/; 31. У З  —/; 32. У 2-21;

33. 1 /  “ Г " !  34 V —4-
V  V 3 + i

Куйидаги тенгсизликлар кандай тупламларни тасвирлайди:
35. |г — /| < 5; 36. |* + 3/| > 4; 37. Re* < -  6 ;
38. Im£ > 2; 39.? < arg* <
40. Re* + Im г < 1.
Куйидаги тенгламалар кандай тупламларни тасвирлайди;
41. \г — 3 — 4/| — 2; 42. |* -  2| + \г + 2| -  5;
43. Re гг — а(— оо < а < + оо);
44. 1 m гг — а.
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II Б О Б

КОМПЛЕКС УЗГА РУВЧИНИНГ ФУНКЦИЯЛАРИ ВА 
УЛАРНИНГ ^ОСИЛАЛАРИ

1-§. Комплекс узгарувчининг функциялари
Агар *ар кандай комплекс соннинг бирор Е  тупламга те- 

гишли ёки тегишли эмаслигини курсатадиган усул бизга маъ- 
лум булса, у *олда комплекс сонларнинг Е  туплами берилган 
дейилади. Мисол учун Е  туплам |г| < 1 дойра ичидаги барча
z=*x + iy нукталардан иборат булса v Холда - + —  i сон

_  2 3
' I 1 , К 2  I г\  T J  ■ Гу ТЕ  тупламга тегишли, чунки|^+ —  * | = j / -+ -=  у  — =

_i_il_ < 1, 2— 3i сон Е  тупламга тегишли эмас, чунки

яъни 2 — 3/ нукта дойра ташкарисида ётади.
Таъриф.  Агар Е  тупламдан олинган *ар бирг = *4-*У 

сонга бирор цонун буйича тайин бир w = и + iv  комплекс 
сон мос келса. у \олда Е  тупламда функция берилган дейи
лади ва = /(z) куринишда ёзилади.

Демак, бу таърифдан куринадики, z = х + /у — аргумент, 
яъни эркли узгарувчн, w = и -+ iv эса унинг функциясидир. Е  
тупламдаги *ар бир сон г аргументнинг кийматидан иборат 
булиб, у туплам w = 1(z) функциянинг аникл ан иш  (бери- 
лиш) со*"аси дейилади. Агар г нинг *ар бир кийматига w 
нинг биргина киймати мос келса, w = f(z) бир цийматли, акс 
*олда куп кийч.атли функция дейилади. Масалан,

эса куп кийматли функциялардир. Маълумки, агар z берилган 
булса, х ва у лар берилган булади. Юцоридаги таърнфга ку
ра w = /(г) берилган булса, и ва v лар берилган демакдир. 
Равшанки, и ва г» лар *ам х ва у ларнинг функцияларидир:

6

|2 — 3/| — / 4  + 9 - / 1 3 > 1 ,

w = 23, w = —» w — Зг1

функциялар бир кийматли булиб,

W = /(г) = и (х, у) + iv (*, У). ( 1)
Шундай килиб,

(2 )
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яъни битта да — f(z) муносабат (21 иккита муносабатга эквива- 
лентдир. Биз келгусида функцняни нуйидаги икки хил кури* 
нишда ^ам ишлатамиз:

w = /(г) ва да — и + iv (г «- х + *У).
Агар бизга комплекс узгарувчннннг элементар функцнялари 
берилган булса, уларни ( 1) куринишдан (2) куринишга содда 
амаллар ёрдами билан утказиб, /(г) функциянинг *ацикий ва 
мав.хум кисмларини ажратиш мумкин.

М и с о л л а р .
1. w — г* бернлган булсин. Бундан

и + ш = в1 — г1 ~ (« 4  /у)5 = х* — у’ 4- 2ixy, 
и — л2 — у1, v *  2«у

,\оснл булади. Берилган бу функциянинг аникланнш содасп £ тула комплекс 
текисликдан нборатдир.

2.и>= — бернлган булса, бундан

1 __1___ к — 1у х у
г х + /у х»4 У3 **4  У1 **+ У*

* У и — ---- - ва у — — -----
л34  У1 **+ У3

келиб чикади. Бу функциянинг аникланнш со.\аси текнсликшиг, нолдан бош- 
ка, .\амма нукталаридан иборат, чунки w = — функцияда г + 0 .

Хар бир комплекс сонга текисликда тайин битта.нукганинг 
мос келишлигидан фойдаланиб комплекс узгарувчи фуичцияси- 
нинг геометрик маъносини аниклаймиз. Бунинг учун z нинг 
кийматларига тегишли нукталарни (г) текисликка, да=/(г) 
функциянинг кийматларига тегишли нукталарни эса (да)текис
ликка жойлаймиз. У вактда (г) текисликдаги Е  тупламдан олин
ган *ар бир г нуктага (да) текисликда бирор да нукта мос ке
лади. Натижада Е  тупламнинг акси (да) текисликка тушиб би
рор £, тупламни ^осил килади (20-чизма>.

Шундай килиб, да = f(z) функционал муносабат ёрдами би
лан (г) текисликдаги Е  тупламни (да) текисликдаги £, тупламга 
кучирар эканмиз. Бу эса Е  тупламни £, тупламга акс этти- 
риш (ёкн акслангириш» дейилади.

Агар да = /(г) функция Е  тупламда бир кийматли функция 
булса ва Е  нинг иккита турли нуктасига £, нинг ^амма вакт 
иккита турли нукталари мос келса (яъни г, Ф  гг, /(?,) Ф  /(?•>)), 
у *олда акслантириш узаро бир кийматли, /(г) эса Е  со.\ада 
бир варакли функция дейилади.

Одатда £, туплам Е  нинг акси (образи), Е  эса £, нинг а с л и 
(прообрази)  дейилади.
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Акслантиришга дойр содда мисоллар. Биз энди w =  f (i)  
функция ёрдами билан Е  тупламни Е х тупламга акс эттиришга 
дойр бир неча содда мисоллар келтнрамиз.

1. Берилган ушбу
w =  тг

функция воситаси билан бажариладиган акслантиришни текши* 
райлик (бунда т. > 0).

Аслнда £ .туплам масалада берилган булади, шунга караб 
унинг f , образи топилади. Бизнинг мисолда Е  деб |г| < 1 ёпик 
бирлик доиранн олайлик, бу бизга G тупламни беради. У *олда

|да| = \тг\ = т\г\ < т

20-чизма.
га эга буламиз. Бу эса О, ни тасвир цилиб, у т  радиусли дои- 
радан иборатдир. Биз 21-чизмада т  = 2 деб олдик. Хусусий 
*олда |г| = 1 айлана образи \w\ = т. айланадан иборат булади:

С )
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Агар олдннгн мисолимизда G со*а снфатида 22-чизмадаги 
учбурчакни олсак, унинг образини топиш учун куйидагича му- 
ло^аза киламиз. Дастлаб, 
z = х + /у ва w = и + iv сон
ларни трнгонометрик шакл- 
да ёзиб оламиз:

Z — г (cos ? + 1 sin 9), 
w= р (cos6 -j- /sin 0). (3)
У *олда 

mz — w - o(cos 0 +  / sin 0) =
-= mr (cos ? + / sin 9), 

бундан
p = mr, 0 = ® (3')

*осил булади. Энди г  ва w  22-чизма
сонларнинг *ар бириг.а бит-
тадан вектор мос келади, деб караймиз. У *олда (3') га кура 
г нинг w образини топиш учун z га тегишли векторнинг г 
узунлигини т  марта чузиш керак. Лекин вектор бурилмайди, 
чунки 0 = ? (кулай булсин учун хОу ва uOv коордннаталар 
системаларини битта килиб олдик). Агар 0 < т  < 1 бу лса, О 
учбурчакнинг акси G, кичрайиб колиши аён (22-чизмада т  =  2 
деб олинди).

2. Берилган ушбу
W  =  2*

функция воситаси билан бажариладиган акслангирншни аник- 
лайлик.

Муавр формуласига асосан:
w - z * =  [г (cos ? + /sin?)]5—r2(cos2? + / sin 2?).

Буни (3) билан солиштирсак
р = г3 ва 9 = 2?

тенглнкларга эга б^ламиз. Маълумки, \г\ — г, argz = ? ва \w |=р, 
arg и; = 0. Демак, z нуктанинг w образини топиш учун г ур- 
нига р = а2 ва ? урнига 0 = 2? олиш керак. Бошкача айтганда 
z векторни ? бурчакка буриб, г = \г\ марта чузиш (агар r< 1 
булса, чузиш урнига кискартириш) керак.

Агар G деб | z |<  ^ доирани олсак, G, соха | w | = | г |2 < -
2 4

доирадан иборат булиб колади.
Агар G снфатида кандайдир учбурчак олсак, унинг G, акси

уша учбурчакка ухшаш учбурчак булиб, олдннгн учбурчакка
ннсбатан урнндан г — \г\ кадар снлжиган ва соат стрелкасига
тескари йуналишда ? бурчакка бурилган булади (22-чизма).



Акслантиришга дойр содда мисоллар. Биз энди w =  f(z) 
функция ёрдами билан Е  тупламни £, т^пламга акс эттиришга 
дойр бир неча содда мисоллар келтирамиз.

1. Берилган ушбу
w = т г

функция воситаси билан бажариладиган акслантиришнн текши- 
райлик (бунда т. > 0).

Аслида £ .туплам масалада берилган булади, шунга караб 
унинг Я, образи топилади. Бизнинг мисолда Е  деб ]г| < 1 ёпик 
бирлик доирани олайлик, бу бнзга G тупламни беради. У *олда

|а)| = \тг\ = т\г\ < т
V

га эга буламиз. Бу эса О, ни тасвир килиб, у т  радиусли дои- 
радан иборатдир. Биз 21-чизмада т  = 2 деб олдик. Хусусий 
*олда |г| = 1 айлана образи \w\ = т, айланадан иборат булади:



Агар олдинги мисолимизда G со*а снфатида 22-чизмадаги 
учбурчакни олсак, унинг образини топиш учун цуйидагича му- 
ло^аза киламиз. Дастлаб, 
z = х +  г'у ва w = и +  iv сон- 
ларни тригонометрик шакл
да ёзиб оламиз:

z = г (cos 9 + i sin 9),
w=  (>(cos6 -f- /sin 0). (3)
У *олда

mz = w - o(cos 9 +  i sin 0) =
-= mr (cos ? + i sin 9),

бундан
p — mr, 0 = ? (3')

*осил булади. Энди z ва w 22-чизма
сонларнинг *ар бириг.а биг-
тадан вектор мос келади, деб караймиз. У *олда (3') га кура 
г нинг w образини топиш учун z га тегишли векторнинг г 
узунлигини т  марта чузиш керак. Лекин вектор бурилмайди, 
чунки 6 = 9  (кулай булснн учун хОу ва uOv координаталар 
системаларини битта кнлиб олдик). Агар 0 < т  < 1 бу лса, О 
учбурчакнинг акси О, кичрайиб колиши аён (22-чизмада т  =  2 
деб олинди).

2. Берилган ушбу
W  =  2*

функция воситаси билан бажариладиган акслангиришни аник* 
лайлик.

Муавр формуласнга асосан:
w -  z1 = [г (cos 9 + tsin?)]J —r2(cos2? + / sin 2?).

Буни (3) билан солиштирсак
р = г2 ва 9 = 29

тенгликларга эга буламиз. Маълумки, \z\ — г, argг = ? ва |®|=р, 
arg до = 0. Демак, z нуктанинг w образини топиш учун г ур- 
нига р = г2 ва ? урнига 6 = 29 олиш керак. Бошкача айтганда 
z векторни о бурчакка буриб, г =  \г\ марта чузиш (агар г< 1 
булса, чузиш урнига кискартириш) керак.

Агар G деб | z |<  ^ доирани олсак, G, со*а | w | = | г |2 < -
2 4

доирадан иборат булиб колади.
Агар О снфатида кандайдир учбурчак олсак, унинг G, акси

Уша учбурчакка ухшаш учбурчак булиб, олдинги учбурчакка
нисбатан урнндан r — \z\ кадар силжиган ва соат стрелкасига
тескари йуналишда 9 бурчакка бурнлган булади (22-чизма).
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3. Берилган ю — г1 функция ёрдами билан (г) текисликдаги 
Ох укка параллел булган у = а чизиклар онласининг (23-чизма) 
(и') текисликдаги акси кандай чизиклардан нборат булиши аннк* 
лансин (а — *акикий сон).

Маълумки, г — л iy, w = и + io ва и  =  г2 дан
и = х2 — у2, v = 2»у (4)

тенгликлар келиб чицади. Буларга у = а ни куйиб чиксак, 
и — л* — а\ v = 2ах

ёкн бунинг иккинчисидан х нинг цийматини топиб, бирннчиси- 
га куйилса

»У

Л = а _

23-чизма.

о’ 1 
и  — -------------- а 2

4 а2

булади. Параметр а га турлича *акикий цийматлар берилса, 
сунггн тенглама *акикий укка симметрии параболалар онласи- 
ни тасвирлайди (24-чизма).

Демак, у =  а тугри чизиклар онласининг образи (акси) уша 
параболалар оиласидан иборат экан. Агар биз w = г2 функция 
урнига бошка бнр функция олсак, у *олда у «= а нинг акси, 
шуб^асиз, бошка эгри чизиклар оиласинн берар эди.

Энди биз Ох укнинг акси <и') текислнкда кандай чизикдан 
нборат булишини текширнб курайлик. У нинг учун у = 0 ни (4i 
тснгламаларга куйиб чикамиз:

и =з л2 > 0, v = 0.
Бу эса Ои укнинг мусбаг томонини билдиради. Демак, Ох, яъни 
у 0 чизикнинг образи Ои укнинг факат мусбат томонидан 
нборат экан.
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Хуяди мана шу усулда Оу укка параллел булган х = a t^f- 
ри Ушзиклар оиласини w = zl функция ёрдами билан (w) текис
ликка акс этгирнлса,

£1 
4а1

лараболалар оиласи *осил булиб, уларнинг учлари Ои укнинг 
унг томонига жойлашган булади. Шунингдек, * = 0 укнинг ак
си эса Ои укнинг манфий томонидан иборат булиб колади.

2-§. Мураккаб ва тескари функциялар
Берилган w = /(г) функция воситасн билан унинг аникланиш 

со^аси G нинг бирор G, со^ага акс эттирилишн бизга маълум. 
Бундан ташкари О, со.\ада «> = Ф(хе>) функция берилган булса 
унинг ёрдами билан G, *ам бирор 03 соз̂ ага акс эттирилади. 
У *олда:

ш = /?(г) = Ф[/(г)1 (5)
мураккаб функция дейилади, унинг восигасида G co^a G, га 
акслантирнлади (25-чизма).

1
V*Мисол. ш — XV2, w ■■

Бунда <•> мураккаб функция булиб,

— —  (тг)'-
3_

г~ 2  ■

Фараз этайлик, G со^ани G, 
со^ага акслантирувчи w = / (z) 
функция берилган булсин. Уму- 
ман олганда айрнм лолларда О 
со^адаги бир неча нуцталарга G, 
со>,ада битта нукта мос келиб ко- 
лиши з̂ ам мумкин.

Аксинча, агар г = э(те>) функ
ция ёрдами билан G, со>\адаги .\ар 
бнр iv нукта G со^ага акс этти- 
рилганда айтилган нукталар (яъни 
w = f(z) воситаси билан w га акс 
эгирилган г нукталар) мос келса, 
у *олда

г  =  <р(ю)

берилган w =■/(?) функцияга ннсбатан тескари функция дейи
лади (26-чизма).

25-чизма.

(6)



Агар w — f(z) акслантнриш узаробир кийматли булса, яъни О 
содадаги *ар бир нуктага О, содада фацатгина битта нукта ва, 
аксннча, G, даги дар бнр нуктага О'дан дам факатгина битта нук* 
та мос келса, у долда тескари z= t?(xe») функция дам бир киймёт- 
ли булади. Агар Gt даги дар бир w нуктага G ичида бир неча 
нукталар мос келса, г = f[w) куп кийматли функция булади.

Математик анализкурси- 
дан маълумки, г = (sw) тес
кари функциянн топиш учун 
агар w = /(г) аналитик ифо- 
д а билан берилган булса, 
бундан г ни аницлаб олиш 
керак (яъни w = f (z )  тенг- 
ламани г га ннсбатан ечиш 
керак). Хусусий долда, «> = 

= /(2) ва унга тескари г — <?(w) л ар узаро бир кийматли акс- 
лантиришдан иборат булса, у долда <?[/(г)] =  г булади.

М н с о л л а р.
1. Тугрн функ ция

берилган Буни г га нисбатан еч сак
/И'

1 — w

26-чиэма

г — 1 ( * ч И )

тескари функция хосил булади.
Бу ыисолда иккала функция хам бир кнйматлидир. Ш у сабаблн

91 Л*)] 1г
г + i- z

— Z.

z + i
п г12 w —  —

3
тугри функция берилган. Буни г га ннсбатан ечсак

г = V За»
тескари функция келиб чика ди. Бу ыисолда тугри функция б ир кийматли 
булиб, тесхариси турт кийматли функциядир.

3. Берилган тугри функция w ~  У  г уч кийматлндир. Бундан тескари 
г = функцияни топсак, у бир кийматли эканлигини курамиз.

3-§. Функциянинг лимити ва узлуксизлиги

Энг аввал лимит тушунчаси дакида т^хталамиз: агар би- 
рор z0 нинг исталган атрофида G га тегишлн (г0 дан бошка) 
а калли бир нукта б^лса, шу z нукта Q учун лимит нукта б̂ - 
лади. Умуман г0 нукта G га тегишли булмаслнги дам мумкин.
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\ Текисликдаги бирор G со^ада аницланган бир кийматли w=- 
= V(z) функция берилган булиб, г0 нукта G нинг лимит нуктаси 
булсин. Биз мана шу функциянинг г узгарувчи ?0 (кузгалмас) 
нуктага интнлгандаги лимнти билан танишамиз.

(Таъриф. Агар тайин А комплекс сон ва исталганча ки- 
чик мусбат е сон учун шундай 5(»)>0 сонни топиш мумкин 
булсаки, \г — z„\ < 8 тенгсизликни каноатлантирадиган *амма 
г\г + г„) лар учун |/(z) — А\ < » тенгсизлик бажарилса, А сон 
f (z ) функциянинг z узгарувчи z0 нуктага интнлгандаги ли* 
мити аталиб цуйидагича ёзилади:

Яъни: хар кандай кичик £>0 сон учун^шундай 3(г) мусбат 
сонни топиш мумкин булсаки, г0 нуктанинг 5-атрофи ичидан 
олинган G га тегишли (г„ дан фаркли) барча нукталарга мос 
булган G, га тегишли w = f(z) нукталар А нуктанн«г *-агро- 
ф’и ичида жойлашган булса, А сон /(г) нинг z узгарувчи z0 га 
интнлгандаги ли мити дейилади (27-чизма).

А = В  + /С, /(г) = и(х, у) + iv(x, у) ва z0 = х0 4- iy0 бул- 
син. У холда (7) комплекс муносабатнинг куйидаги икки *аки- 
кий муноссбатларга эквивалент эканлигини курит кийин эмас:

Бу изо^дан .\ак»кий аргументли функцияларнинг лимитлари 
устидаги энг содда амалларнн *еч узгаришсиз комплекс аргу
ментли функцияларнинг лимитларига лам кучириш мумкинлигн 
келиб чнкади. Масалан, /(г) ва <?(г) функциялар G солада 
аникланган булиб,

lim/(2 ) = А. (7)

} )

О  х . О U

а)
27-чизма.

lim и (х, у) = В, llm v (х, у) = С.
У-Уо

jr-»r„У-Уо

lim f (z )= A „  Итср(г) = Л,
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Мана шуларга асосан (10) дан:
lim( Д« + /Ди) «= ПтДда — 0.

Бундан эса
НтД« = 0 ва ИтАи = 0 (П)А г-0 Ду-0 Дх-0

Ду-*0

(11) тенгликлар
и = и(х, у), v-=v(x, у) (12)

функциялариинг (дг0, у0) нуктада узлукснзлигини бнлдиради.
Шундай килиб, комплекс узгарувчили w = f(z ) функция

нинг г0 = х0 + iy0 нуктадаги узлуксизлигидан унинг *акикий 
и(х, у) ва мавхум t>(x, у) кисмларининг (х0, у0) нуктада уз- 
луксизлиги келиб чикади. Аксинча, (12) ларнинг узлуксизли
гидан w =• /(г) нинг узлуксизлиги келиб чикади. Дар^акикат, 
агар (11) мавжуд булса, ундан ( 10) келиб чикиши аён.

Агар берилган w = f (z )  функция G со^анинг .\ар бир 
иуцтасида узлуксиз булса, у .\олда функция G со.\ада уз- 
луксиз дейилади.

1-м и сол. w = г3. — х0 + 1у0 ихтибрий узгармас сон (кУзгалмас 
нукта).

Демак, w =» г2 функция текисликнинг *ар кандай г нуктаснда узлуксиз- 
днр (чунки z0 деб ихтибрий нуктани олдик).

2-м и с о л. и> ** z — х — 1у булса,

Демак, бу функция лам текисликнинг .\амма чекли нукталарида узлуксиз.

Дю = (гв + Д.*)2- * ?  -  2г0 • Дг + (Дг)2; 
НтДа> — 11ш|2»о • Д* + (Дг)21 “ 0-
Дг-0 Д*-*0

Дш— Длс — /Ду, lltn Aw -= 11т(Длг — /Ду) — 0.
Д/-.0 д t-*o 

Ду *»0

3- м и с о л. w г
1 1 - Д г

г0+Дг 'о *о(*о+*г)'

Агар г0 + 0 булса, унг томондаги каср нолга интилади, яъни:

ПтДо’ ------- Пт -----— 0.дг-0 *о а

Демак, — функция текисликнинг *0— 0 дан бошка барча нукталарида уэ- 
луксиз.

4 - м и с о л. w •= Здгу — 5(дс + у2)/.
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| л дин функцняиинг дакикий ва мавхум кисмларинн белгилаб олайлик 
ва у^арнннг орттирмаларинм хнсоблайлик:

и -  Зху, v --- 5(* + у'-).

Д и -  3[(дс +  Ддг)(у + Ду) — »у] -  3|дгДу + у\х  + Ддг • Ду],

Дк — — 5( г + Д* + (у + Ду)’— (*+ у5) ] --- 5[Д*+ 2у-Ду + (Ду)*].

Энди Дг=Д« + /Ду ни нолга интилтнрсак, Длг ва Ду лар хам нолга интилади,
у холда

ПтДа — 0, ПтДи — О,

демак,
ПтДш — 11т(Да + /Д») = 0.

Шундай килиб, берилган функция хар кандай чекли (дг, у), яъни г = 
■»дг+/у нуктада узлуксиз экан.

Узлуксиз функциянннг хоссалари. Агар w — /(г) функция 
ёпиц G содада, ёпиц эгри чизикда ёки икки чеккадаги нукта- 
ларни $?з ичига оладиган кесмада (бу кесма tj?fph чизицнинг 
ёки эгри чизикнинг бир цисми булиши мумкин) узлуксиз бул
са, у *олда функция куйидаги асосий хоссаларга эга.

1- хосса. Ёпщ  G содада узлуксиз булган w = /\.г) функ
ция uiy содада чегараланган булади, яъни шундай узгармас 
иусбат М Ф  со сон мавжудки, G даги хамма г нукталар 
учун

\ А г , \ < М .

2-хосса. Ёпиц■ G содада узлуксиз булган w=f(z) функ
ция шу содада энг ка тта  модулли ва энг кичик модул ли 
цийматларга эгадир, яъни G да шундай г, ва г2 нуцталар 
борт, улар учун:

!/(*.) 1>1/<*)1 ва |/ (г,)|< |/(г)|.

3-хосса. Ёпщ  G содада узлуксиз булган w = f(z ) функ
ция шу содада те  кис узлуксиз булади, яъни ихтиёрий е>0 
сон учун, фацат s га борлиц булган шундай 8>0 сонни то 
пиш мумкинки, |г"—г'|<о тенгсизликни цаноатлантирувчи 
G со^а ичидаги л;ар цандай иккита г' ва г" нуцта учун

|/(г") —Дг') | < е

тенгсизлик уринли булади.
Бу хоссаларнинг нсботларн математик анализдагига ухшаш 

булганлигн учун уларни исботлашнн машк снфатида китоб- 
хонга тавсия киламиз.



4-§. Комплекс узгарувчи функциясининг ^осиласи
Комплекс текисликдаги бирор G со^ада аннкланган бир 

Киймаглн w = f(z )  функция берилган булиб, z0^G булсин. 
Бизга маълумки, аргумент г ортгирмаси Дг=-г — г0 айирма- 
дан ибэрат булиб, функциянинг унга мос оргтирмаси эса

Да» = Д/г(г0) = / ( г 0 +  Дг) — / ( ? 0).

Таъриф.  Агар Аг ни \ар кандай йул (конун) билан нол-
д w

га яцинлаштирганда *ам —  нисбат фацат биргина аниц ли-
митга интилса, уша лимит / (г ) функциянинг г0 нуцтадаги 
.\осиласи дейилади:

Д® .. f(zo+*z - J (z 0) lim — = lim ----—---- • (13)
Л г  & Z  +  0  Л г

Мана шу косила кискача w\ f'(z0) , — , — куринишда
dz аг

белгнланади. Энди куйидаги
w = /(г) — и(х, у) + lv(x, У)» = Ах -+

тенгликларга асосан ( 13) ни ушбу куринишда ёзиш *ам мумкин:
Да» lu + lsv

(14)
Ау-.0

Таъриф .  Агар w  = /(г) функция г0 нуцтада ^осилага 
эга булса, уни бу нуцтада д и ф ф е р е и ц и а л л а и у в ч и  
(ёки моноген)  функция дейилади.

Агар функция г0 нуктада лосилага эга булса, (13) лимит 
мавжуд булиб, у Аг*=*Ах + /Ау нинг кандай конун билан нол- 
га интилишига мутлако 6 of.ihk эмаслиги таърифдан куринади.

Шу сабабли биз г^+Дг нуктани, 
(Jx укка параллел булган йул би- 

У лай г0 нуктага якинлашгиришимиз 
2 о - —  ^av1 МуМкин. Унинг учун Дг=А*г,

яъинАу =  0 деб оламиз (28-чизма), 
лХ  j у ^олда (13) дан:

X  bw Au-f/At»
- f ( z° ) =  llm 77  — lim “ 7 —  =28-чнзма. д*-»о лх

/Да &v \ ди dv
- Й и Г  + ' г Ь л Г  + 'З ? <15>

»
Шунипгдек, агар \x= О, яъни Az=/Ay деб олсак, Дг нинг 

нолга интилнши учун г0 + Дг нукта г0 нуктага Оу га парал-
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лел Дул билан якинлашиши керак (2Э-чизма). У лолда 
тенгликдан куйидаги келиб чикади:

Ди» Дц+Mv
/'(г0) = lin rjj = lim

Д*-»Оа *  Ду--0 ,ЛУ 
1 ди d j dv _du 

“  i dy dy ”  J  *

(13)

/ Ду Др\ 
= I i ni I *t + 7“ Лу-в\<Ду ^Ду/

dy dy'
1чунки y  =  — i. .Сунгги (15) ва (16)

ларнинг чап томонлари, тэърифга кура 
теиг булгани учун унг томонлари лам 
узаро тенг булади:

Ои dv dv да iдх * дх ду
яъни

да
дх

—

ду'
до
дх

ду

ди
ду (17)

(16)
Zo+AZ,

Zo

29-чизма.

Мана шу иккала тенглик Даламбер  —Эйлер шарт- 
лари деб аталади, уларни баъзаи Коши Ниман шартлари лам 
дейдилар.

Шундай килиб, агар w=f(z) функция г0 нуктада лосилага 
эга булса, бундан (17) зарурий шартлари келиб чикар экан. 
Бошкача айгганда биз куйидагнни исбот килдик. Агар :о=/(г> 
функция г0 нуктада дифференциалланувчи булса, у лолда

. , ч ди ди dv до _а) (*о. Уо) нуктада —, —, —, _  хусусий лосилалар мав-ох оу ох оу
жуд булади.

б) Даламбер—Эйлернинг (17) шартлари бажарилади.
Етарли шартлар. Агар бирор икки аргументли F(x, у)

функция (х0, у0) иуктада хусусий лосилаларга эга булса лам, 
ундан функциянинг уша нуктада т^ла дифференциалга эга 
деган натижа келиб чикмаслиги математик анализ курсидан 
маълум. Шунинг учун и(х, у) ва v(x, у) функцияларга ку* 
шимча талаб куямнз, яъни улар (а-0, у0) нуктада днфферен- 
циалланувчи, деб фараз киламиз. Бундай функциялар учун 
(17) Даламбер-Эйлер шартларидан /'(z0) лосиланииг мавжуд- 
лиги келиб чикишинй курсатнш мумкин. Бошкача айтганда, 
бу х о л д а  лосиланинг мавжуд булиши учун (17) шартлар етар
ли шартлардир. Биз лозир шуни исбот киламиз.

Берилган икки аргументли и(х, у) ва v(x, у) функциялар 
(*<>, Уо) нуктада дифференциалланувчи деб фараз кнлганимиз 
учун уларнинг орттирмаларини куйидагича ёзиш мумкин:

Дм = ~  Ах +  ̂  А у + в,| Дг |
ох оу

Д^«=^Д* + j-’Ay + а3 |Дг|,
дх ду

(18)

5S
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булардаги | Дг | =« V  Ддс*-{-Ду', а, ва аг лар эса Дг нолга интн- 
лишн билан нолга интиладилар, яънн чекснз кичиклашувчи 
микдорлардир.

(18) га асосланиб,
[ди ди \ idv dv \

A л I l i  ~  Д * +  —  А у )  +  / — Д * +  — Д у) + ( » , + «*г)1д*1Au +  ib v ^ \ d  х ду * 'д г  ду '
Дг Дд: -f /Ду Ддг-МДу

тенгликни ёзиш мумкин. Биз энди (17) тенгликлар берилган 
деб фараз этганимиз учун сунгги тенгликдаги ^  урнига (17)

dv dv „ ди „ „  „
даги — di ни’ dj УРнига ни кРсак,

Д г Д х + Д у
ни *осил циламиз. Бу тенгликни i2 = — 1 эканидан фойдала- 
ниб, куйидаги *олга келтира оламиз:

Дю ^  (Лдг + a y> + 1 ̂  <Лл + “ jr)+(*.+i*4)l 4* I

Аг ”  Ддс +  /Ду *
бундан эса, Дг = Дг +/Ду эканини эсласак,

Дw I ди , .Л>\ |Дг|
Дг " L + / J  +  («« +  ,в *> А* 

тенглик келиб чикади. Маълумки,
|Д£|
Д г

шу сабабли Дг нолга интилганда:
Да; /ди dv \ I
Tz ~  [Тх + 151/1 |<х* + °-

Сунгги тенглнкнинг маъноси куйидагидан иборатдир:
aw ou .dv

./ (*o) — д, ”  л „ -+■ 4 л Дг- О “  V* дх
Шундай килнб, биз ушбу теоремани исбот килдик.

Тео рем а .  Бирор G соцада аницланган f(z ) = и(х, у) + 
J tv(x> У) ФУнкциянинг шу со^ага тегишли, z0 нуктада диф- 
ференциалланувчя б$лиши учун и(х, у) ва v(x, у) функция-
ларнинг уша нуцтада дифференциалланувчи булиш лари, 
шунингдек

д и __dv д и ___ dv
дх д у ' ду дх

шартларнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
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Агар w = f(z )  функция г0нуктада диффереициалланадиган 
булса, унинг орттирмаснни

До/ = \ f(i0)= f ( z 0)£iz + t ■ Дг (19)
куринишда ёзиш мумкин. Мана шу (19) нинг икки томонидан 
лимит олсак,

ИшДх) = ОД1-.0
эканлигини курамиз. Демак, w = Дг) функция г0 нуктада диф- 
ференциалланувчи булса, у функция z0 нуктада узлуксиз *ам 
булар экан. Аммо бунинг акси ^ар доим тугри булавермайди, 
яъни берилган w=/(z) функция г0 нуктада узлуксиз була ту- 
рнб, у уша нуктада ^осилага эга булмаслиги *ам мумкин.

5 - м и с о л. w = г = х — /у. Бу функциянинг текисликдаги яамма нук- 
таларда узлукснзлиги бизга маълум эди.

Энди и =  х, v «■— у лардан

яосил б^либ,
ди dv 
д х ^  dy’

Даламбер—Эйлер шартларидан бирн бузилди, демак, функция бирор 
нуктада *ам .цосилага эга эмас.

6 -м и с о  л.- w  =  3«у — 5(» +  у2)/.
Бунинг *ам узлукснзлиги бизга маълум эди.

и = 3*у, v = — 5(дс +  у 2).
ди „ dv du п dv-----Зу, —  = -  10/, —  -Здг. —  =--5.
дк ду ду dt

Энди Даламбер— Эйлер шартларидан фойдаланиб куйидаги тенгликлар- 
ни ёэамиз:

Зу = — 10у, 3* = 5.

Бу текгламаларни факат, у  — 0, х =  каноатлантиради. Демак, берилган-

/5  \ 5
функция факат биттагииа I —, 0 », яъни г0 — — нуктадагина *осилагаэга.\ 3 / о
Бошка нукталарда функция узлуксиз, лекин дифференциалланувчн эмас, 
яъни лосилага эга эмас.

Дифференциаллаш коидалари. Олдинги икки параграфдан 
куринадики, агар w = /(z) нинг G со*ага тегишли' бирор г 
нуктадаги *осиласини топиш керак булса, (17) шартлардан 
фойдаланиб, куйидаги туртта формуланинг биридан фойдала- 
ниш мумкин.

/ '(2) =- — +  i — — i — — — — — +  (20) 
J  У ’ dx T dx dy dy dx dy dy d*

Лекин функция w=*f(z) куринишда берилган булса, яъни 
унинг э^акнкий ва мав^ум кнсми ажратилган бУлмаса, унинг 
хосиласини топмок учун (20) формулалардан фойлаланиш но- 
кулайлик тугдиради, чунки (20) формулалардан фойдаланиш
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учун аввал w=f(z) нинг лакикий ва мавхум кисмларини аж- 
ратиш зарур.

Комплекс узгарувчнга боглик функция лосиласининг юцо- 
рида келтирилган таърнфи математик анализ курсида берил
ган таърифдан фарк килмайди. Шу сабабли w=f(z) функция- 
дан лосила олишда анализдан маълум булган формулалардан 
ва коидалардан тула фойдаланиш мумкин. Масалан, ку|"ида- 
гиларни эслатиб утамиз: 

dC
1. —  =0, С — ихтнёрий узгармас сон. 

ва локазо.

5-§. Аналитик функциялар

1-таъриф. Агар бир кийматли w  = / (г ) функция G 
со^анинг барча нукталарида дифференциалланувчи, яъни 
Лосилага эга булса, у функция уша с о \ а д а  а н а л и т и к 1 
дейилади.

2-таъриф.  Агар ги=- / (г ) функция г,, нуктада ва унинг 
бирор атрофида лам дифференциалланувчи булса, у функ
ция шу нуктада аналитик дейилади.

Агар w=/(z) функция факат г0 нуктада лосилага эга бу
либ, лекин унинг атрофида лосиласи мавжуд булмаса, у лолда 
функция г0 нуктада моноген  булади. Демак, функциянинг 
г0 нуктада моноген булишидан унинг шу нуктада аналитик 
булиши келиб чикмайди.

3-таъриф.  Агар бир кийматли w = f(z ) функция текис
ликнинг кайси нукталарида аналитик булса, уша нукталар 
функциянинг ту  f  р и ( р е г у л я р )  нукталари дейилади. Функ
ция аникланнш со\асининг баъзи нукталарида аналитик 
булмай колса, ана шу нукталар функциянинг м а х с у с н у к -  
т а л а р и  деб аталади.

7 - мн  с о л. w=x-+y3+lxy3 нинг аналитик ёкн аналитик эмаслиги тек- 
ширилснн

и = хг + у-, v =■ лгу3,
ди ди „  dv dv
—  -  2«r. —  -  Чу, —  -  уз, —  = 3 *у ’. дх ду дх ду

Булардан куринадики, Даламбер—Эйлер шартларининг бажарилиши учун  
лг-=0, у= 0  булиши керак. Демак, (0, 0) нуктадапша дифференциалланувчи, 
бошца нуцталарда *осиласи йук, яъни берилган функция аналитик эмас.

8 -м и с о л .  функциянинг аналитик екн аналитик эмаслиги тек- 
шнрилсин.

1 Аналитик функция г о л о м о р ф ,  р е г у л я р  деб *ам аталади.
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Куриш осонки:
dw— 2г dz

ва демак, w — z2 функция текисликнинг ^аммасида аналитик 
булади.

6-§. ^осила аргументинииг ва модулииинг 
геометрик маъноси

Бирор G со.чанинг ^ар бир нуктасида чекли хосилага эга 
булган, яъни шу со.\ада аналитик булган w = /(г) функция 
берилган булсин. G со^ага тегишли битта кузгалмас г0 нукта 
олайлик. Берилган функциянинг шу нуктадаги хосиласи нол- 
дан фаркли булсин, яъни / и 0) ^  0.

Куйиладиган масала мана шу ^осиланинг геометрик маъноси- 
ни текширишдан иборатдир. Lily максадда w\ —/'(го) узгар- 
мас комплекс сонни тригонометрик шаклда ёзиб оламиз:

/ ( г 0) = /?(cos<J> + *'sln<J>), (21)
бунда

R  -  1Я *о ) I о, ф =  ArgГ (г9). (22)
Биз х о з и р ч а  мана шу Ф аргументни геометрик томондаи 

текшириб чикамиз. Х°сила таърифини эсга олсак,
А»

/ ( г .1 =  И т- £ .
Бундан эса:

I Alt’
=  I / ' (^ o )  I =  П т  —  д*-»е |

|А»\
= Нш — /, (23)Д*-*0 *

Ф = arg/'(*o) = lim arg ~  = lim arg Aw — lim arg Az. (24)Az-0 Az-*0 Дг-̂б
Бу ерда arg /'(г0) деб Arg /'(*о) НИНГ кийматларидан биттаси- 
ни олдик. (24) тенгликни ёзишда, касрнинг аргументи сурат 
аргументи билан махраж аргументи айирмасига тенглигидан 
фойдаландик.

Энди, w = /(г) функция ёрдами билан (г) текисликдаги z0 
нуктани (w) текисликка акслантирсак w0 нукта ^осил булади. 
г0 нуктадан ихтиёрий равншда иккита С\ ва Са чизик утказай- 
лик. Уларга мос Г, ва Г 2 шзиклар w0 нуктадан утади. С, 
чизик устида яна битта ихтиёрий z0 + Дг нукта олсак, унга 
мос a»0+A-a) нукта Г , устида пайдо булади. Комплекс сонлар 
назариясидан маълумки, *ар бир комплекс сонга текисликда 
битта вектор мос келади. Шунинг учун биз ушбу

Дг — (г, +  Дг) — г0, Д® = (w0 +  А» )  — «Ь
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ч:онларни векторлар деб тушунамнз. Булардан биринчиси Дг 
вектор б)?либ, г0 нукгадан ?0+ Дг нуктага каратилган. Иккин- 
чи Дда вектор эса w0 дан ге»0+Д® нуктага каратилгандир. |Дг| 
ва |До/| лар эса уша векторларнинг узунликларнднр. Шунинг- 
дек, arg Дг эса Дг вектор билан Ох укнинг мусбат томони ора- 
сидаги бурчакдир. ary Дгг> лам Ди> вектор билан Ои укнинг 
мусбат томони орасидаги бурчакдан иборатдир.

Агар биз г0+Дг нуктани С, чизик буйлаб г0 га якинлаш- 
тирсак, Дг вектор уша чизикка г0 нуктада утка зил ган урннмага
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интилади. Шунингдек; arg Аг бурчак т, бурчакка ингилади. 
у  холда о>0 + Aw нукта Г, чизик буйлаб га, Aw вектор а'» 
нуктадаги га утказилган уринмага интилади. Шунингдек 
argAzc бурчак бурчакка интиладн. Мана шу сабабларга асо
сан, (24) дан

Ф =  -  ", (25>
келиб чнкади (30-чизма).

Агар г0 4- \z нуктани С2 чизик устида олиб, г0 нуктага 
якинлаштирсак, Г 2 чизик устидаги гу04-Ада нукта w„ га инти
лади. У холда юкоридаги мулохазаларни айнан такрорласак, 
ушбу

Ф = *2- т 2 (26)
тенглик хосил булар эди. Агар (25) га эътибор килсак, С, ни 
/-, га акслантирганда z0 нуктада С, га утказилган уринма Ф 
бурчакка бурилиб, w0 нуктадаги Г , га утказилган уринма ус- 
тнга тушар экан. Бошкача айтганда, (w) текисликда С, нинг 
акси сифатида Г , хосил булиб, у Ф бурчакка бурилар экан.

Худди шу фнкрни (26) тенглик устида юргиэсак. С, акси 
Г 2 нинг хам Ф бурчакка бурилганини курамиз. Демак г0 нук- 
тадан утадиган хамма эгри чизикларнинг акси (w) текисликка 
бир хил бурчак остида бурилиб тушар экан.

- Энди (25) ва (26) нинг чап томонлари узаро тенг булгани 
учун:

❖а — "а = Ч»1 —
ёки

❖а — ̂ 1 “  т2 — *4. яъни: р = ос. (27)
Демак, z0 нуктадан утувчи С, ва С, чизиклар орасидаги t бур
чак билан уларга мос Г , ва Г , чизиклар орасидаги Р бурчак 
узаро тенг экан. Биз Ох ук билан Ои укнинг мусбат йуна- 
лишларини бир хил килиб олганимиз учун а ва р бурчаклар 
микдор томондан хам ва йуналиш томондан хам бир-бирига 
тенгдир.

Шундай цилиб, w=f(z) аналитик функция ёрдами билан 
G сохани О, га акслантирсак, у холда бирор <0 нуктадан 
утувчи С,, С2 . .  . чизикларнинг хаммаси бир хил Ф=аг&/'(г0) 
бурчакка бурилар экан. Шунннг учун хам С,, С2 . . .  чизиклар 
орасидаги бурчаклар узгармай колади.

1-хосса. Демак, аналитик функция ёрдами билан ба- 
жариладиган акрлантириш /'(г) косила нолга тенг булма- 
ган %амма нуцталарда бурчакларни сацлаш хоссасига эга- 
дир.

^осила модулининг геометрик маъноси. ^осила модулнни 
геометрик томондан текшириш максадида олдинги пунктдаги 
(22) тенгликка мурожаат киламиз.

Дастлаб ана шу ннсбатнинг узини (лимнтсиз) текшириб к^- 
райлик:
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, __ Ди> |Лц'|
Ai |Д* |*

Бу нисбат |Ды>| ватарнинг |Дг ватарга Караганда к марта узун- 
лигини билдиради, яъни С, чизикни Г, га акслантирганда |Дг| 
ватар к марта чузилиб тушар экан. Демак, агар к > 1 булса 
чузилиб, £<1 булса кискариб ва £=1 булса узгармай аксланади.

Юкоридагн |Дг| ва |Дгг;| ватарларни чексиз кичик микдорлар
деб фараз киламиз. Шунинг учун уларнинг урнига, мос равиш-
да узларига ёпишган bs ва Д» ёйчаларни олиш мумкин, яъни:

, |Л«зг| Да k = -— . (28) 
|Дг | Дs

Бу эса, Дя ни акслантирганда к марта чузилиб (ёки кискариб) 
Дз лосил булганлигидан дарак беради. Агар биз С, урнига С2 
чизикни олсак лам худди шу лодиса такрорланади.

Агар (22) ва (28) те нгликларга эътибор килсак, улардан 
куйидагн

Я = |Я * . )1  =  Н т £  (29)
ы -о  Дs

Лосил булиб, буни ?0 нуктадан ртувчи лар кандай С чизнкиинг 
ч у з н л и ш  к о э ф ф и ц и е н т  дейилади. Бошкача айтганда, 
w=t(z) ёрдами билан акс эттириш процессида утувчи исталган 
кичик ёй /? = |/'(*„) | марта узгаришнни курамиз.

Берилган zv=/(z0) функция G со^ада аналитик булганлиги 
сабабли,/'(г0) лосиланинг киймати *0 +  Дг иуктанинг z0 га 
кайси йул билан ннтилишига боглик эмас. Шунинг учун лам 
z0 дан утувчи барча чизнклар учун чузнлиш коэффициента 
бир хил булади, яъни ?0 нуктада масштаб узгармасдир.

2-хосса. Аналитик функция ёрдами билан бажарила- 
диган акслантириш, 1'(г) косила нолга тенг булмаган бар• 
ка нуцталарда узгармас чузилишга эга.

7-§. Конформ акслантириш

Бундан олдинги параграфда айтилгаи гапларни эсга олсак, 
бундай натнжага эришганимнзни курамиз. w — f(z) аналитик 
функция воситаси билан (г) текисликдаги бирор Осоханн (w) 
текисликка акслантнрсак G, сола лосил булиб, куйндаги икки 
Лол руй беради;

1) G га тегишли ихтиёрий г0 нуктадан (/ '(г0> =£ 0) Утувчи 
лар кандай иккита чизик орасндагн бурчакнинг микдори лам, 
йуналиши (санок бошланадиган нуктадан йуналиши) лам уз* 
гармай колади.

2) г„ нуктадан утувчи ламма чизикларнинг z0га жуда якнн 
турган ёйчалари бир хилда чузнлади.

Мисол учун, бир учи г0 нуктадан иборат исталганча кнчик 
учбурчакнинг w = /(г) аналитик функция ёрдами билан акс*
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лантирсак, бир учи w0 нуктадан иборат эгри чизикли учбур
чакка эга буламиз. Лекин иккала учбурчакдагн мос бурчаклар 
узаро тенг булади (31-чизма).

Иккинчи мисол снфатида биз маркази га нуктага жой.пашган 
кнчик До радиусли айлана олиб, уни ^ам уша функция ёрдами 
билан акслантирсак унинг акси w0 марказли ва/?До= |/'(г0) | Д? 
радиусли айланани ураб олган ёпик чизикдан иборат булади.

31-чизма.

Равшанки, уша иккала айлана билан чегараланган доира- 
ларнинг юзлари куйидагича ифодаланади:

s =* к До2 ва я = it • (У?Д р)* = R1 - т. До*, (30)
яъни о = /?’s = | /'(г0)|* s эканлигини курамиз. Бунинг маъноси 
шуки, г0 атрофидаги чексиз кичкина доирани акслантирганда 
у, тахминан /?2=|/'(z0)|J марта кенгайиб аксланади (32-чизма). 
Шу сабабли щ>=/(г) аналитик функция ёрдами билан акслан-



Мана шу иккнта мисолдан курамизки, г0 нук та атрофндаги 
исталганча кичик фигурани w = f(z) аналитик функция ёрда- 
мида акслантирсак, ухшаш шакл хосил булади.

Таъриф .  Бирор г0 нуктада I) ва 2) хоссаларга эга бул
ган w  = f (z )  акслантириш шу нуцтада конформ (ухшаш) 
акслантириш дейилади. Одатда бундай акслантириш I тур 
конформ акслантириш дейилади.

Шундай килиб. сунгги икки параграфдан мул о ха заларимиз 
натижасида куйидаги теоремани исбот килдик.

Тео ре м а .  Агар w ^  f(z) функция сох,ада аналитик ва 
ундаги z0 нуктада f'(zo)^0 булса, у *олдаю-/(г) функция 
ёрдамида бажариладиган акслантириш z0 нуктада конформ 
булиб, argf'{z0) бурилиш буряагини, |/'(г0)| эса г0 нуктадаги 
яизиц  л и чузилиш к о э ф ф и ц и е н т  и ни билдиради.

И зо * .  Конформ — conformis латинча суз булиб, ухшаш 
демакдир. Бу теэремада w = /(г) акслантнришга кУйилган 
/'(г0)=^0 шарт мухим шартдир. w=z* функцияни текширамиз. 
Бу функция г= 0 нуктадан ташкари хамма нуктада конформ 
акслангирати. z = 0 да эса / '(0) = 0 булган сабабли акс этти- 
риш конформ эмас.

Иккинчи тур конформ акслатнириш. Маълумки а= а+  ib 
ва а = а — ib лар узаро кушма комплекс сонлар булиб, уларга 
мос нукталар текисликда Ох хакикнй укка ннсбатан снмметрик

жойлашган. Фикримизни осонрок 
баён этиш максаднда хОу ва uOv 
координаталар системаларини 
битта текисликка жойлайлик. 
w =  г=х — ty функция воситаси 
билан z=x-\-iy нукгаларни акс
лантирсак, уша текисликда Ох 
(демак, Оу) укка нисбатан сим- 
метрик нукталар пайдо булади. 
Шунга асосан, z0 нуктадан чир
кан икки TyFpn чизик ва улар ора
сидаги 9 бурчакни акслантирсак,

О X  Ц худди кузгуга туширилгандек,
* •  ̂ П  ** го иилЛ атоп  /’ т и и ю т т и г  Ай  пи/\Ох га нисбатан снмметрик булиб 

тушади. Шунннг учун 9 бурчак- 
нинг акси ( — 9), яъни карама- 
карши томонга йуналган булиб 
тушади (33-чизма).

В

We Агар функция ёрдами билан 
акслантириш натижасида z нук
тадаги чузилиш узгармасава бу
рилиш бурчагннинг дам катталиги 
(микдори) узгармай, факат йуна- 
лиши карама-каршисига узгарса

33-чизма.



у, I I  тур  ко н фо рм  а к с л а н т и р и ш  дейилади.
Агар Д г) функция аналитик б^лса, w = t(z) I I  тур кон

форм акслантириш булади. Хакнкатан, w = Д г) акслантириш- 
ни Л<кита кетма-кет акслантириш ёрдами билан бажариш 
мумкин:

С = / ( г ) ,  я/ =  С

Бпринчи тур акслантнришда бурчак лам, микдор лам йуналиш 
буйича сакланади, нккинчи тур акслантиришда эса бурчакнинг 
йуналиши карама-ларшисига узгаради. Чузилиш эса лар икки 
лолда лам узгармайди.

Шундай килиб, аналитик функцияга кушма булган функция 
билан амалга ошириладигаи акслантириш I I  тур конформ акс - 
лантиришдир.

Аксинча, лар кандай II тур конформ акслантириш аналитик 
функцияга кушма булган функция билан амалга оширилади. 
Хакнкатан, агар w =■■ 9(2) II тур конформ акслантириш булса, 
w = ?{г ) I тур конформ акслантириш булиши керак, демак, 
<р(?) текширилаётган солада аналитик функция: ^ (г ) =/(г),
бундан: ____

Д г) = ,~Щ
Биз бундан сунг купинча I тур акслантириш билан иш курамиз. 

М и с о л л а р
I - м и с о л .  w = г2 аналитик функция ёрдами билан бажариладиган 

акслантиришда куйидаги нукталарнинг лар бирида руй берадиган <р бурилиш 
бурчаги ва k чузилиш коэффициент аникланснн:

а) в ) | ---—; в) г -  1 + I; г) t -  / Г  — L
Е  ч и ш. w' — / '(г ) — (г5) ' — 2г.

8) f  ( y )  ”  2 • ~  -  1 *  0; 1 -  cos 0 +  / sin 0.

Демак, чузилиш коэффициент h — | -  1, яъни бу нуктада *гч
кандай чузилиш руй бермайди.

*  — arg/' arg 1- 0,

яъни Сурилыайди.

б) /' ( — — ) - 2*( — -  j -  — i- -  -i- (cos * + /sin я) + 0.

Демак, чузилиш (кискариш) коэффициенти Л— — 4”) ) “

булиб, бурилиш бурчаги Ф —arg/'( —  -М — я дан иборат.



It
Демак, (1 +0 нуктада k= | /'(1 f / ) \-2V  2; Ф - a rg / '(l + i) -  J -

h о \f ”q
Г) / ' ( К З - / )  -  2 ( К 3 — I) *  0. 18Ф - -  -

Ф = 2 , - |  -  ^ ~ 2  V J - I )  -  4 ( c o » ^ -  + s l n ^ j  

Демак. * - !/ '(  V 5 — 0 | -4.
_. — 1U* - a r g / '(K 3 — /) — —

2- м и с о л .  w — г5 + 2t функция ёрдами билан акслантиришда г текис- 
ликнпнг кайси кисми кенгайнб. кайси кисми торайиб аксланади?

Е ч и ш.
w -  /(*) - г Ч 2г, /'(г) -2:+  2.

Агар * — |/ (») | — 12г + 2 1 > 1, яъни |г + 11 > булса кенгайиб, агар

\г +  1| < ■— булса торайиб аксланади. Демак. I *  +  11 < ~  донранннг ички

кисми торайиб, ташки кисми эса кенгайиб аксланади. |*  + 1| — ай

лана эса уз *олича (кенгаймай ва тораймай) аксланади.

М А Ш К Л А Р

w = г3 аналитик функция ёрдами билан бажариладиган акслантиришда 
куйидаги нукталарнннг *ар биридаги бурилиш бурчаги Ф ва чузилиш коэф-

фициенти к топнлсин: I. г — —; 2. г — 1 + /; 3. г —3 + 4/; 4. г — У~Ъ — /.4
5. ю — — функция ердами билан акслантирилганда (г) текисликнинг кайси 
булагн торайиб ва кайси Сулаги кенгайнб аксланади?

В) / '(1  +  /) - 2 ( 1  +  /) — 2 к  2 ( c o s ^  +  / s l n ^ ) * 0 .



I I I  Б О Б
ЭЛЕМЕНТАР ФУНКЦИЯЛАР ВА УЛАРГА МОС 
КОНФОРМ АКСЛАНТИРИШЛАР

1-§. Чизикли функция

Утган параграфларда биз да — / ( 2) функция ёрдами билан (г) 
текисликдаги бирор G солани (да) текисликдаги О, солага акс- 
лантиришнн Ургандик. Хусусий лолда. агар w = f(z )  функция 
G солада аналитик булса, биз конформ акслантиришга эга бу- 
ламиз.

Энди биз
W = / (2) = az+ b ( 1)

чизикли функция воситаси билан бажариладиган акслантириш 
нимадан иборат эканлнгини куриб чикамиз. Биз бундан кейин 
комплекс сонларни а, Ь, с, d ,..  . ларфлар билан, лакикнй сон
ларни эса а, р, 7, 3 . . .  ларфлар билан белгилаймиз. Демак,

а = а, + /а, ва Ь = р, +  /?,
комплекс сонлар булиб, а,, а2, {3,, — лакикий сонлардир.

Масалани осонлаштириш максадида (1) функциянинг хусусий 
холл арии и текширамиз. Шунннгдек, (г) ва (да) текисликларни 
бир жойдан оламиз, яъни Ох ва Ои лар умумий бошга эга уст- 
ма-уст тушган ,\акикии, Оу ва Ov эса мавдум уклар деб фа
раз килинади.

1. w = тг (т > 0), яъни (1) да а = т ,  b = 0 булсин. Бу лол- 
нн биз иккннчи бобда текширган эдик, w = mz воситаси билан 
G со^анииг аксини топсак, бунда О, сола пайдо булиб, икки
та ухшаш шаклга эга буламиз (22- чизмага каранг).

2. w =  z + b, яъни ( 1) да а — 1.
Бунинг уиг томоиидаги йигиндининг геометрик маъноси z 

ва Ь векторларни кушиш демакдир. Унинг учун г нуктани куз- 
галмас b векторга параллел килиб 
|6 | масофага силжитиш кифоя.
Ш у билан w нуктани топтан бу- 
ламиз. Агар О соха снфатида би
рор учбурчакни олсак, унга мос 
G, ни топиш учун О нинг лар бир 
нуктасини Ь вектор буйлаб, юко- 
рндагидек силжнтамиз (34- чиз- 
ма). Натижада G га тегишли 
шаклнннг катталиги узгармай, 
факат уз жойидан енлжиган бу
лади.

3. да«-<?,7г, яъни Ь = 0, а **
«= е,г = cos* +  i slna, бунда а—ла- 
кикий сон. ЗД-чнз̂ а.

ХМ
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Маълумки,
w — eh г = (cos я -f- / sin a) • r (cos ? -f / sin ?) =»

= r [cos (<p +  a) -f /sin (<p + a)].
Бу тенгликдан

|w| = г *= |г| ва arg a; = <р-}-a
келиб чицади. Демак, г нуктанинг из аксини юпиш учун г век- 
торни (чузмасдан) факат а бурчакка буриш керак экан. Уму- 
ман, О, со^ани топиш учун 6  со^анинг нукталарини аникловчи 
векторларни а бурчакка буриш керак (35- чизма).

те ,я Ф4. У мумий ход. w =* аг Ь. Фараз этайлик а 
Ф  О булсин. Равшанки, бу функция восигаси билан бажарила- 
диган акслангиришни юкорндаги уч .%олга ажратиш мумкин.

Хакикатан *ам, агар биз ку* 
йидагича

w ~ t t + b,
=  mtu

tx = е'1г
деб белгилаб, сунгра акс эт- 
тнришнн пастдан бошласак, 
максадга эришамиз. Маълумки,

/, -  е1'г
воситаси билан г векторни a 

— бурчакка буриб /, векторга эга 
буламиз. Шунингдек,

— mtx
ёрдами билан Г, векторни т  

марта узайтириб, tt нуктага эга буламиз. Сунгра
w — tt + b

воситаси билан t2 нуктани b векторга параллел силжитиб w 
66
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нуктанн хосил киламиз (36- чнзма). Аслида берилган функцияга 
куйидагича кайтиш мумкин:

ш — t j ■+■ b =  mtx +  b =  те ‘г г 4- b = аг +  b.
Энди да = / (z) = az-\- b алмаштиришнинг конформ эканли

гини билиш учун унинг хосиласини оламиз:
/ '(г )  -= (аг -)- Ь)' = а = теы Ф  О,
|/' (г) | = от, Ф = arg/ (г) =  « > О 

Бу эса I тур конформ акслантиришдир.
— функция. Шу функция воситаси билан (г) текисликдагиг

бирор G соханннг (да) текисликдаги аксини аниклаймиз. Бу- 
нинг учун I боб, 5-§ даги — нуктанннг урнини кандай топ-а
ганлигнмизнн эсга олиб, G нинг хар бир нуктасини (да) га ут- 
казамиз (бу утказншни бажаришни китобхонларга хавола ки- 
ламиз).

Шунга асосан:
да = — (2)

г
функция воситаси билан ? нуктанннг аксини топиш учун икки 
ишнн бажариш зарур:

а) бнрлик айланага ннсбатан г нуктага снмметрик булган -= 
нуктани топиш;

б) хакикий укка нисбатан 4  га снмметрик булган — нук
тани топиш.

Умуман (2) функция ёрдами билан G соханинг G, аксини 
аниклаш учун шу икки принципга катъий риоя килинмош керак.

(2) функцнянинг хосиласи:
d w __ 1

d t  г3

Бу хосила текисликнинг, г =* 0 (да = оо нуктага мос) ва 
г = оо (да = 0 нуктага мос) нукталардан ташкари барча нук* 
таларида чекли ва нолдан фарклидир.

2-§. Каср чизикли функция ва унинг хоссалари

Каср чизикли функциянинг умумий куринишини

— ' W - 5 S  (3)

каби ёзнш мумкин булиб, а, Ь, с, d лар комплекс сонлардир. 
Касрнинг махражидаги с ва d ларнинг иккаласи бир вактда нол
га тенг булмаслиги керак, акс холда махраж ноль булиб коладн.
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Куйилалиган масала (3) функцня воситаси билан (г) текис
ликдаги Gcoxa(o)) текисликка акслантнрилганда кандай О, соха 
пайдо булишини аниклашдан иборат. Дастлаб (3) нинг баъзи 
хусусий холлари билан танишиб утамиз.

а) Фараз килайлик, с = 0, d ф О булсин, у холда (3) дан
а b w = — г -J—  
d d

^осил б^либ, а, = —, Ьу = — деб белгиласак, 
d d

w = а,г +  bt
га эга буламиэ. Бу эса (1) бутун чизикли функцнянинг узги- 
насндан иборат булгани учун илгари айтилган акс эттнриш 
конунига эга буламиз.

б) ad — Ьсф  0 булиши керак, чунки акс холда ad — bc=> О
дан — =  — = к ёки а = kc, b = kd булиб, (3) га куйилса, w 

с d
функция

w _ k jc z ± dl  =  k 
сг + d

г нинг функцияси булмасдан, факат битта узгармас к сонга 
тенг булиб колади.

в) rf — 0, сфО  булсин, у холда (3) дан
а : +  b а , b 1ш = — — ---- 1-- - —

сг с с г
келнб чикади. Агар

деб белгиласак,
w — а3 • — +  Ьг (4)

г
га эга б^ламиз. Мана шу функция ёрдами билан бажарилади- 
ган акслантиришни унга эквивалент булган куйидаги иккита 
акслантириш билан алмаштириш мумкин:

С = 1, w = а,С +  bit (5)
чунки

w «=* а,С + Ьг ■= а, • ^  + bt.
Юкоридаги (5) функциялар ёрдами билан бажариладиган акс- 
лантнришлар бизга олдинги параграфдан маълум. Шундай ки- 
либ, мураккаб (4) акслантиришни иккита (5) содда акслантн- 
риш билан алмаштириш мумкин. Мана шу методни умумий 
хол учун хам (с ф 0, d Ф  0) ишлатиш мумкин.

г) У м у м и й  хол.  Фараз килайлик, cj= 0, d=£0 булсин.
(3) касрнинг сурат ва махражини с га купайтириб, сунгра су- 
ратига ad ни кушиб ва айирамиз, у холда
G8



c ( a :  + b) a . be — ad w  _  =. _-j---------
c(cz +  d) с с сг 4- d

Kacp чизикли функциянинг мана шу умумий холи ни унга экви
валент б^лгаи бир неча функция билан куйидагича алмашти- 
рамиз:

С *= сг + d, т) = 1 , w =  а3у\ + Ь„ ( 6)
чунки

W = ад  +  Ьг — а, • — + Ь, = а , ---- - + Ьи
С сг + d

бунда:
be — ad , а а3 =  I — •

с с
Шундай килиб, (3) урнига кетма-кет (6) нинг учаласидан 

фойдаланиш кифоя. (6) нинг бирннчиси билан учинчиси ( 1) 
акслантиришни, иккинчиси эса (2) акслантиришни эслатади. 

Агар биз (3) га эътибор килсак курамизки, г нинг хар бир
цийматига w нинг битта киймати мос келади. г = ~ — кий-
матга эса w = оо мос келади (чунки г га шу кийматни берга- 
нимизда каернинг махражи нолга айланади). Демак, (3) воси
таси билан (г) текислик акслантирилса, акси (w) к ен га йт и  
рилган  т е к и с л и к д а  и иборат булар экан.

Энди, (» )  текисликнинг (г) даги аксини аниклаш учун (3) 
ни (г) га нисбатан ечамиз,

Z _ JE JZ ± .  (7)
—  cw + а

тескари функция келиб чицади. Бу ерда *ам юкоридаги ходиса 
руй беради, яъни w нинг хар бир кийматига г нинг битта кий
мати мос келади. w = — булганда (7) нинг махражи нолга ай-

с
ланиб, г =" с» мос келади. Демак, каср чизикли (7) функция 
воситаси билан (w) текисликни акслантирилса, унинг акси хам 
кенгайтирилган (г) текисликдан иборат булар экан.

Шундай килиб, (3) ва (7) ларнинг иккаласи *ам каср чи- 
зикли функциялар булиб, бнр-бирига тескаридир. Шу билан 
бирга уларнинг воситасида кенгайтирилган (г) ва .гг») текислик- 
ларнинг бирини иккинчнеига акслангириш мумкин. Шундай ки
либ, куйидаги теорема исбот килинди.

Т е о р е м а  И\тиёрий каср чизикли
w =  ————, ad — be Ф  О

сг + d
функция кенгайтирилган (г) текисликни кенгайтирилган 
(» )  текисликка узаро бир кийматли ва конфорч акслантира-
ди (г =  — — булганда w — оо ва w = — булганда г=оо булади;. 

\ с с /
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1. Доиравий хосса. Каср чизикли функцня воситасида бажа- 
риладиган акслантиришнинг ажойиб хоссалари бор. Булардан 
бири доир ав ий  хосса  булиб, у билан танишишдан илгари 
аналитик геометриядан маълум айрим мулохазаларни эсга ола- 
миз. Текисликдаги т у г р и  ч и зи к  деб чексиз катта радиусли 
айланани кабул киламиз, демак, биз айлана хакида сузлагани- 
мизда тутри чизикни хам шу хисобга кнритамиз.

Ишии осонлаштириш учун (3) нинг ушбу
1W «=— г

хусусий холинн (a==rf = 0, с — 6 = 1) оламиз. Бунинг ёрдами 
билан (г) текисликдаги айлананинг акси <w) да айлана булиши- 
ни курамиз. Маълумки, (г) текисликдаги айлананинг умумий 
тенгламаси

А (ж2 +  у2) + 2Вх +  2Су + D  = О
куринишга эга. Агар В  ва С лар иккаласи бир вактда нолга 
тенг булмай, Л = 0 булса,

В  к +  Су +  D  = О 
тугри чизик тенгламаси келиб чикади. Агарда 

А ФО  ва В*+ C2 — A D > 0  
булса, хакикатан айланага эга буламиз.

Агар г = х + /у, г = х — iy лардан
2 ^  2 2 — t  “  9 I оX ---- — , У =  — , 22 =  дс* +  у»

экаиини эътиборга олсак, у лолда айлана тенгламасини комп
лекс узгарувчилар оркали

Azz + B (z  + 1) +  у  ( * - ! )  + D -  О

куринишда ёки у=- — / дан фойдаланиб

Afz +  M i  + Mz -+■ D  = 0 (8)
•

куринишда ёзиш хам мумкин, бунда М  = В  + 1C, М  = В —iC. 
Мчбодо, юкорида айтганимиздек, А = 0 булиб колса, (8) дан 
т>три чизикнинг комплекс куринишдаги ушбу

Mz ■+- Мг +  D  = О
тенгламаси келиб чикади.

Бизнинг максадимиз (2) функция воситаси билан (8) айла
нани (ю) текисликка акслантиришдир. Шу максадда яна (2) 
га мурожаат киламиз:

1 l - 1 - l  w = — дан z = —; z =  —, zz — ——.
г ш w ww
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Буларнинг тегишли цийматларини (8) га куямиз: 
A . - L  + M • -  + М  • I  +  D - 0

ww w wW W
ёки касрдан куткарилса:

Dww -f /Ида -f- M  • да A — 0. (9)
Бунинг (8) типдаги тенглама эканлнги очикдан-очик кУриниб 
турнбди, яъни (9) тенглама (да) текисликдаги айланани бил- 
днради. Хусусий холда D — 0 булса, ундан

тугри чизик тенгламасн келиб чикади. Шундай килиб куйида* 
ги теорема исбот килинди.

Тео ре м а .  Ихтиёрий каср яизицли

функция (г) текисликдаги %ар цандай айланани (да) те-

Шуб^асиз юкорида таъкидлаб утилган шартга мувофик, бу 
теоремани кенг маънода тушуниш зарур, яъни у уз ичига тут- 
рн чизикни *ам олади.

2. Симметриянинг сакланиши. Айланадан ташкаридаги А 
нуктадан айланага AN  уринма ва АС кесувчи утказилса (37. 
чизма), улар орасида

муносабат уринли булиши элементар геометриядан маълум. 
Шунингдек, агар 5-чизмада (25-бет) R «= 1 демасдан, ихтив- 
рий /? радиусли айлана олинса, .уша жойдаги муло^азаларг* 
биноан

га эга буламиз.
Энди биз куйидагиларни исбот киламиз.
а) Ихтиёрий /? радиусли С айланага нисбатан Р  ва Q нук

талар бир-бирига снмметрик, яъни ОР • OQ = /?* булсин. Мана 
шу иккала нуктадан утказилган хаР кандай Г  айлана С га 
о рт о г он ал  эканлигини курсатамиз.

Иккала айлананинг кесишган нукталаридан бирн, масалаи, 
Т ни О марказ билан туташтирамиз. Р  ва Q нукталар узяро 
снмметрик булгани учун, ( 11) га асосан:

Mw +  /Ида -\-А = 0

аг + Ь . , , пда = —— , ad — Ьсф 0
сг +  d

АС- А В ~ А № (10)

Оа • Оф = Of* (И)

OQ  • О Р = О Г (12)
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37- чизма.

булади (38-чизма). Г  айлана учун 0Q— кесувчи чизикдир. Шу 
сабабли, агар (11) ва (12) тенгликларни, яъни 37 ва 38-чиз- 
маларни диккат билан солиштнрсак, ОТ чизик худди AN каби 
уринма эканини курамиз. Иккинчи юмондан, ОТ чизик С- ай- 
лаианинг радиусиднр. Элементар геометриядан маълумки, агар

С айлана радиуси Г  ай
ланага уринма булса, у 
холда бу иккала айлана 
бир-бирига о ртогона  л 
булади.

б) Аксинча, агар Ява 
Q нукталардан утувчи Г  
айлана С айланага орто- 
гонал булса, у *олда бу 
нукталар С га нисбатан 
симметрик булади. Буни 
исбот килиш учун бундай 
фикр юритамиз.

Р  ва Ц нукталарда ке- 
сишиб утувчи Г, ва Г 2 ай- 
ланалар С айланага орто- 
гонал деб фараз килайлик. 
Энди С нинг марказини 
Р  нукта билан тугри чи
зик оркали туташтирамнз. 
Шу чизикни давом эттир- 
сак, у Г , ни бирор Q, 
нуктада кесиб утади. Г t 
ва С айлаиаларнинг ке- 
сишган Т нуктасини О би
лан туташгирсак ОТ ра
диус Г х га уринма булиб 
колади, чунки Г, ва С 

узаро ортогоналдир. У холда биз (11) га асосан куйидагича

OQ, • О Р = О Р

тенглнкка эришамиз. Бу эса (12) га ва 5-чизмага асосан Q, 
нукта билан Р  нинг узаро симметрик эканлигини курсатади.

Худди мана шу усулда /% айлана устида фикр юритсак, Р  
га симметрик булган Q, нукта 7~, га хам тегишли булади. Де
мак, Q, нукта Г, ва Г 3 ларнинг иккаласига хам тегишли булга- 
ни учун уларнинг узаро кесншган Q нуктасндан иборат булиб 
колади. Бошкача айтганда Qt ва Q лар аслида битта нукта 
экан, яъни Р  ва Q лар С га нисбатан симметрик нукталар экан 
(39- чизма). Демак, биз куйидаги теоремани исбот килдик.

Т е о р е м а .  Берилган С айланага нисбатан Р  ва Q нук- 
таларнинг симметрик 6$лиши учун уша нуцталарнинг ик-

38- чизма.
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каласидан утувчи барча |Г| айланаларнинг С га ортогонал 
булиши заоур ва етарлидир.

И з о х• Р  нуктани г билан, Q нуктани C =  i  билан белги-
г

лаш *ам мумкин.
Агар С тугри чизик б?лса, Р  ва Q нукталар унга нисбатан 

симметрии булади. У вактда Р  ва Q дан утувчи |Г) айланалар 
С Tĵ FpH чизикка ортогонал б^лишидан ташкари улариинг мар- 
казлари С чизик усгида жойлашгаи булади (40- чизма).

39- чизма. 40- чнзма.

в) Каср чизикли функция воситасида ( ) текисликдаги айла- 
нани (да) текисликка акслантирганда, айлана хосил булиши 
бизга маълум. Шунга асосан С айлананинг (да) даги акси С' 
айланадан ибора!дир. Агар С га нисбатан симметрик Р  ва Q 
нукталариииг аксини Р ' ва Q' билан белгиласак, Р, Q лардан 
утувчи |Г 1 айланаларнинг акси Р ,  Q' лардан утувчи (Г ') ай- 
ланалардаи иборат булади. Бизга маълумки, каср чизикли функ
ция ёрдами билан бажариладиган акслантириш конформ акс- 
лантиришдир. Мана шунга асосан, агар |Г) айланалар С га 
оргогонал эканлигини назарга олсак, {Г^ айланалар хам С' ай- 
ланага ортогонал булади. Бундан эса Р 1 ва Q' нукталар С  га 
ннсбатан симметрии, деган хулоса келиб чикади.

Демак, Р  ва Q симметрик нукталарнинг акси булмиш Р ' ва 
Q' нукталар хам симметрик экан, яъни симметрия сакланиб 
Колар (инвариант) экан. Шундай килиб, куйидаги теорема ис- 
ботланди.

Теорема .  Пар кандай каср чизицли акслантириш на- 
тижасида С айланага нисбатан симметрик булган Р  ва Q 
нукталарнинг акси уша айлананинг образа булмиш С'  ай
ланага нисбатан симметрик Р ' ва Q' нуцталардан itGopam 
булади.
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3. Каср чизикли функцияни тузиш. Баъзан бирор масала- 
ни хал килиш учун ёрдам берадиган каср чизикли функцияни 
тузиш (топиш) талаб цилинади. Уша масалалардан бири куйи- 
дагидан иборат. (г) текисликда ихтиёрий учта г,, г „  г, ва (w) 
текисликда хам учта wu w2, w, нукта берилган булсин. Энди уша 
zu Zj ва г, нукталарни мос равишда гс,, ва нукталарга акс- 
лантирувчи каср чизикли функцияни тузиш талаб килннади.

Каср чизикли функциянинг умумий куриниши (3) дан нбо
рат б^либ, унинг аниклиги а, Ь, с, d — параметрларга 6of.ihk* 
дир. Фараз этайлик а Ф  0 булсин, у холда касрнинг сурат ва 
махражини а га булиб, бундай

а L с _  „ d л— — fj, — — си --- «1
b a a

белгиласак, юкоридаги функция

w — (13)
С|* +  d,

кУринишни олади ва энди си dt параметрларга боглик бу- 
лнб колади. Демак, (3) функция аслнда учта параметрга 6o f - 
лнк экан. Соддалнк учун (13) ни куйидагича ёзсак булади:

w — ■££!. (13')
сг + d

Юкорида куйилган масалани хал килиш учун (13') га би- 
ноан куйидагнларни ёза оламиз:

г + Ь г, + b т, +  * +  * /л л\w — — — , да, = ^ , w2 = ■, w, = — . (14)
cz +  d Ctt + d cẑ  +  d cZj + d ’

Сунгги учта тенгламадан b, с, d ларнн топнб биринчисига ку* 
йнлса, нзланаётган функция аникланадн. Лекин бу йул узок 
булгани учун бошкача иш курамиз:

w  _  * + h г ' + Ь , (* + b) (czy + d )- (c z  + d ) ( t y + b)
1 cz + d  Zi + d (cz + d) (сг, + d)

ёки суратидаги кавсларни очиб ихчамлаштирилса,
(d — Ьс)(г — г.)W  —  W, — — ------—----- —

(сг + <*)(гг,+ d)
тенглик келиб чик*ди. Худди шу усул билан (14) дан

W - W 2 =  « - * > ( » - * , )  в  , J d - b c ) ( * 3- Z,)
(cz + d) (сг, + d) (сг, +  d) (ez, + d) '

(d — be) (?3 — г .)W .—W 2 — ----- ----- —
(CZ, + d)(Cl3 + d)

айирмаларни тузиш мумкин. Бу айирмалардан осонгина ушбу



каср чизикли функцияга эга буламиз. Юкорида куйилган ма- 
саланн ечиб берадиган (15) функция ягонадир, чунки ,(14) ла
ги сунгги учта чизикли тенглама системасини ечсак, биргнна 
(Ь, с, d) ечимга эга буламиз ва уни (13')- га кУ'йсак, (15) би-. 
лан аникланаднган биргина функция хосил булади.

Хакикатан хам, биз излаган функция (15) дан нбораг, чун
ки ундаги г Урнига г „  г2 ва г, ларни куйсак мос равишда 
w = w„ w = ва w = wt булади. Демак, куйидаги теорема 
исбот килинди.

Те о р е м а ,  (г) текисликдаги ихпиёрий учта  г,, гг, zt 
нуктани мос равишда (w) текисликдаги ихтиёрий учта w ,, 
wt, w3 нуктага акслантирувчи каср чизикли функция ягона
дир.

(15) тенгликнинг унг томони туртта г(, г2, г, г, нуктанинг 
икки кайтали ёки а н г а р м о н и к  нисбатн  дейилиб,

(*l. Zj, z, z3) *—Z, 
z — г*

куринишда ёзилади. (15) нинг чап томони хам худди манату 
типдагн нисбатдир. Демак, чизикли акслантириш нагижасида ан
гармоник нисбат узгармай сакланиб колар (инвариант) экан.

Фараз этайлик, (z) текисликда учта хар хил г,, га, гя нук
та берилган булсин, у холда бу нукталардан биргнна С айла
на утказнш мумкин. Агар (w) текисликда халиги нукталарнинг 
акси wt, wt, wt булса, булардан хам битгагина С' айлана ута- 
дн. Мана шу айлананинг биринчисини иккинчисига аксланти- 
радиган каср чизикли финкциянинг ягона эканини курсатдик.

с  Z

41- чизма.

Энди С билан уралган дойра С' нинг ичига ёки ташкари- 
сига аксланиши мумкин. Буни аииклаш учун куйидагича фикр 
юритамиз. С айланага ички нормал утказамиз, бунинг акси хам 
С' айланага нормал булиб икки йуналишга эгадир. Шу* 
кардан кайси бирини олиш керак, деган савол тугилади. С би
лан уига утказилган ички нормал орасидаги бурчак ка^си 
йуналишда олинса, С' билан унга утказилг и нормал ораси-
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даги бурчак хам худди шу йуналишда олинишн керак (41 > 
чизма).

4. Юцори ярим текисликни бирлик доирага акслантириш.
Хакнкий Ох Ук текисликни икки булакка ажратиб, улардан 
бири уша укнинг юкорисида, иккинчиси эса пастндэ туради. 
Шулардан бириичисини эса юкори ярим текислик дейилади.

Бу ерда кУйиладиган масала куйидагидан иборат: (г) те- 
кнсликнинг бир кисми булган юкори ярим текисликни (да) те
кисликдаги |да|< 1  бирлик дойра ичига акслантирувчи каср 
чизикли функция топилснн.

Эслатиб утилган юкори ярим текисликнинг бирор z«= а нук- 
тасинннг акси |да|< 1  донранинг да — 0 марказидан иборат 
булсин дейлик, у холда Ох укка нисбатан а нукта а га сим
метрик б^либ, а нинг акси да —  оо дан иборат булади, чунки 
w = 0 ва да = оо нукталар |да|—*1 айланага нисбатан узаро 
симметрикдир (42- чизма). Шу сабабли изланаётган функция

. г — ада = к ---—
Z — а

куринншга эга булади. Энди увгармас комплекс к коэффици- 
ентни аниклаш лозим. Юкори ярим текисликни |(И <  1 дои
рага акслантириш учун текисликнинг Ох чегарасининг |да|»= 
«*= 1 айланага аксланишини талаб киламиз. Ох укдаги нукта- 
ларда г = х хакикийдир. Шу сабабли:

\г —  а | =  | j f  —  а | =  | дс — "а |,

чунки, агар а »= а 4-/6 деб белгиласак,
х — а = (х — а) — ib, х — а ■= (х — а) + ib

сонлар узаро кушма сонлар булиб, модуллари бир-бирига тенг. 
Демак,

* — а
1*1 \ k \ ,

* | г — a

яъни | к | = 1. Мана шунинг учун k ни куйидагича ёзиш мумкин:
k = е>у = cos ф + / sin

бунда  ̂— узгармас хакикий сон. Шундай килиб, юкори ярим 
текисликни бирлик дойра ичига акслантирувчи функция ушбу

w (16) 
г — а

куринншга эгадир. Бундан куринадики, агар <J* ва я=*а-\-/Ь 
ларга исталган кийматлар берилса, (16) типдаги чексиз куп 
функцияларга эга буламиз, яъни бу масала чексиз куп ечимга 
эгадир.
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Бизнннг масаламизда юкорн ярим текислик хакида ran бораёт- 
ганлиги сабабли, шу текисликдаги ихтиёрий нуктага тегишли 
комплекс соннинг мавхум кисми мусбат сондан иборатднр, яъни

lm я = Im (а -f- ib) — b > 0.
Агар биз куйи ярим текисликни |до|<1 доирага акслантир- 

мокчи булсак, я нуктани пастдан олиш керак булур эди, яъни 
Ь<  0 булиши керак.

42- чизма.

до

Биз (16) функцнялар тупламидан конкрет бирортаснни хо* 
сил килиш максадида <j» = 0, я = i деб олайлик, у холда

г — I 
z + /*

Бундан 2 =  я = i нинг акси до = 0 ва z =* я *» — / нинг акси эса 
w ■= оо нукталардан ибораг эканлигини курамиз.

5. Юкори ярим текисликни уз-узига акслантириш. (г) 
текислигниинг юкори ярмини (до) даги ю^ори ярим текисликка 
акслантирадиган каср чизикли функция топилсин, яъни ярим 
текисликнинг узини-узига акслантнрувчи функция топилсин.

Юкори ярим текисликка биз чексиз катта радиусли дойра 
деган назар билан караб 1-пунктдаги методни ишлатамиз. Унинг 
учун юкорн ярим текисликнинг Ох чегарасида ихтиёрий учта 
г, — я, гг = р, г, =  7 нукталар олиб, уларнн мос равишда Ои 
укдаги учта до, = 0, до, = 1, до3 = оо нукталарга акслантирамнз.

Мана шу нукталарни (14) тенглнкка куйгандан сунг b,c,d  
лар чикариб ташланса,

■ я , -  ( * — °>(Т —.Э). (17 )
(* — 7) (* — (•)

тенглнк хосил булади. Буни (15) дан келтириб чикариш хам 
мумкин эди. Сунгги тенгликдан очнк куринадики,

z = я булганда w = 0 булади, 
z = р булганда до = 1 булади, 
г = ч булганда до = оо булади.
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Юкоридаги (17) тенгликнинг сурат ва махражидаги кавслар 
очнб соддалаштирилса, ушбу

At + В  /1 О I
с Г Т о  (18)

куринншга келади, бундаги А, В, С, D  хакикий сонлар эка- 
ннни курнш кийин эмас.

Энди бу хилдаги акслантиришнннг бурилиш коэффнциен- 
тини топиш максадида (18) дан хосила оламнз:

dw А Р  - ВС  
dz “  (Сг + D f

Агар биз z га хакикий кийматлар берсак, бу ерда икки 
холни куриш мумкин:

a) AD  — ВС> 0, яънн —  =» /'(г) >  0, демак,
dz

arg >'(z) — 0.

43- чизма.

Бошкача айтганда, хеч кандай бурилиш ftj?K демакдир. Шу 
сабабли юкори ярим текислик уз-узига акс эттнрилади (43- 
чизма).

б) AD — ВС < 0, яъни —  =» /'(г) < 0 б^лса, arg t'(z) =  — zdz
бурилиш бурчагидан иборат булиб, юкори ярим текислик куйи 
ярим текисликка акс эттирилади (44-чизма).

44- чизма.

6. Доирани уз-узига акс эттириш. Энди (г) текисликдаги 
|г|<  1 бирлик доирани (да) текисликдаги |да|< 1  бирлик дой
ра га акслантирувчи каср чизикли функциянн топамиз. Аслида
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бу икквла дойра бир хил булиб, факат жойлари бошкадир. 
Шу сабабли бу масалани доирани уз-узнга акс эттнриш дейи- 
ладн.

Фараз этайлик, | г |< 1 дойра ичидаги бирор а нуктанинг 
акси к ' =  0 булсин (45- чизма). Маълумки, |гг'|з=1 айланага 
нисбатан w = 0 га симметрик булган нукта w=  да дан иборат. 
Шунингдек, |z| = l айланага нисбатан z = a га симметрик
нукта г =» 4  дан иборат. Шуларга бнноан изланаётган функция

ж— — а

У и

0 Щ  r. _ ( l l l l
Ш  *11

45- чизма.

куринишга эга булиши мукаррар. Энди k ни аниклаш учун 
бундай

1 — аг 1 — в г

ёзиб олайлик, бунда k' = — /га. Масаланинг куйилишнга кура 
|z| = l айлана |о>| = 1 айланага акс эттирилиши керак:

| z | -= | д + /у | = Vл? +  У* = 1 Дан: х* -+ у2 =  1;
гг = (х + /у) (дс — /у) — х* 4- у* = 1.

Шуларга асосан:
11 —И\ш* 11 — azj|z| — \г — а • z i | = |г — а| =  |z - а|,

яъни
\г — a| = 11 — «г I ёки

У  Х о л д а
1 -  а Z I

= 1.

1 — аг
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яъни
k' = elw =  cos ф + i sin ф

демакднр. Шундай килиб, биз излабгган функция ушбу кури
нишда булиши керак:

w — е* • . (19)
1 — а г

Равшанки,  ̂— бурилиш бурчаги булади. Лекин марказ атро- 
фнда | г |< 1  доирани хар ^аича бурсак хам у дойра уз-узига 
акс эттирилади, яъни бошка дойра хосил булмайди. Шунинг- 
дек, | г |< 1  дойра ичидаги хар кандай нуктани а сифатида 
Кабул килиб, уни а> =  0 га акс эттириш мумкин.

3-§. Курсаткичли функция

Математик ана^чз курсида, курсаткичли е*(х— хакикий сон) 
функция |(1 +  “ ] ]  кетм*-кетликнинг лимити сифатида аник- 
ланади:

er — Umfl +
я -ooV п /•

Комплекс сохада хам курсаткичли ег функцияни худди юко- 
ридагидек аниклаш мумкин. Тайин z = x-\-iy комплекс сон 
учун

кетма-кетлик лимитининг мавжудлигини исботлаймиз хамда 
шу лимитни хисоблаймиз.

Равшанки,

Re. 1 4- —) =  1 +  —, Im/l -f .
v п ) п \ п ) п

Буни эътиборга олсак,

■‘Н 1+;Г-(̂ +ММ 1+7 +̂ }
_У

arg а„ = п arg (1 +  ~ ) =  л arctg
l + i  П

Бпринчи ифодада — ̂  у хадни ташлаб юборншнмиз мумкин, я*
чунки {п->- оо) у ̂  га нисбатан юкори тартнбли чексиз кичик мик* 
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дор булади; чексиз кичик arctg—-— ни унга эквивалент булган
1+£

— билан алмаиггириб куйидагиларни топамиз: п + х
п п_

Ит|ая | -  lira(l +  ̂  )Э = Нт [ ( l  +  ~  ] 2t] ' = е ', (20)

lim arg а . =  lim-^- =  y. (21)
П-*<х> П-*оо П-\“Х

Шундай килиб, (20) ва (21) лнмитларнннг мавжудлигндан кет- 
ма-кетлик лимнтининг мавжудлнги келнб чикади.

Демак, ч
Иш (1 +  — )"=■ ех (cos у +  i sin у).
Л-»«\ П I

Ихтиёрий г = х -f iy комплекс сон учун ег курсаткичли 
функцияни ушбу

w = ег = ех+‘у =  ех (cos у+  i sin у) (22)
муносабаг билан аниклаймиз. Бундан 16*1 =  0* ва Arge* нинг 
кийматларидан бирн у га тенг. х =  0 да эса Эйлер формуласи 
досид булади.

Энди комплекс узгарувчининг курсаткичли функцияси е* 
нинг хоссаларини курайлик:

1) г хакикий булганда ег функция ех нинг барча хоссаларига
эга;

2| бу функция бутун текисликда аналитик;
3) оддий дифференциаллаш формуласи сакланади, яъни

(«*)'=-«*; (23)
4) курсаткичли функциянинг асосий хоссаси—кушиш теоре- 

маси сакланади:
е**ег> = «*+*. (24)

Биринчи хоссанинг тугрилигига ишонч хосил килиш учун 
У = 0 десак, (22) формуладан ег = ех келиб чикади. Иккинчн 
хосса эса комплекс аргуменгли функция дифференциаллана- 
диган булишининг зарурий ва егарли шартидан келиб чикади 
чунки текисликнинг ихтиёрий нуктаснда Д а л а м б ер — Э й л е р 
шартлари уринли булади:

(ех cos у) = — (ех sin у),дх ду

— (e'cOsy) —• — — (^ s ln y ) (25 ■
ду дх

ва ег нинг хакикий Ва мавхум кисмлари дифференциалланувчи.
6 - 1 7 5  8 !



II бобдаги (20) формулага асосан:

(г ') ' = — (г*cosy)+ t ( e ' s i n y )  —дх дх

— — ех (cosy -J- i sin у) — е' (cosy +  *sin у) = ег
дх

булиб, (23) формуланинг тугрилигини курсатадн. Нихоят, т^р- 
тинчи хоссани исботлаш учун г, =  х, -f- /у, ва г2 = дг2 + /у2 лар- 
ни олнб, (22) формулага хамда комплекс сонларни купайтириш 
Коидасига асосан ушбунн ёзишимиз мумкин:

е г, е г, =  е * х ( c o s  +  / sin у,) ■ е*’ (cos у, - f  i sin y2) =

— e*i+x. [cos y,cos y2— slny,sin y2+  i (sin у cos y2 + cos y, sin y2)] =
= e*‘+*> [cos (y, + y2) -f /sin (y, +  y2)l =»

Ш у билан талаб цилинган нарса исботланди.
Охирги хоссадан фойдаланиб, курсаткичли функпиянинг хеч 

кандай чекли нуктада нолга айланмаслигини курсатнш кийин 
эмас. Хакикатан, (24) формулада г, = г, г1= — г деб олсак,

ег е~г = 1 ёки е~г = J-
е*

тенглик хосил булади. Агарда бирор ? нуктада ег нолга айла- 
нади деб фараз килсак, — г нуктада бу функцнямиз аниклан- 
маган булар эди (яъни чексизга айланиб кетади), бу эса ('22) 
формулага зиддир, яъни фаразимизнинг нотугрилиги келиб 
чикади.

Комплекс Узгарувчининг курсаткичли функцияси (1) — (4) 
хоссалардан ташкари янги специфик 5-хоссага эга, хакикий 
узгарувчининг курсаткичли функцияси эса бундай хоссага эга 
эмас; бу функция да вр и й булиб, унинг асосий даври соф мав- 
хум сон 2тЛ га тенг. Хакикатан, ихтиёрий бутун k сон учун

(26)

чунки Эйлер формуласига асосан е2кН = 1.
Агар г =  | г | ва <р = Arg* = argz-|-2Aj:<A—ихтиёрий бутун 

сон) деб белгиласак, комплекс соннинг курсаткичли шаклини 
куйидагича ёзиш мумкин:'

z=\z\eiKtt2 = \z\e,,rt'.

I — - / *
(« 2 / - 3 Масалан, — 1 =- е ; i •= е ; 1— i\ 3 = 2е .
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4-§. Тригонометрик фуикциялар

Ихтиёрий комплекс г сон учун тригонометрик функцияларни 
куйидаги

ёг-е^г «» /07.sin г —------  созг = ------  > (27)21 2 '  ’
тенгликлар билан аниклаймиз.

Бундан tgz ва ctg г функциялар ушбу
t t r _ с̂о»ж _  i ( J * (28

cos г Це1г+в—1г) '  sin г eIt —e-iz
формулалар билан аникланадн. Бу функциялар мос равишда 
cos г ва sin г нолга айланмайдиган барча нукталарда аналитик 
функцнялардир. (28) формулаларга асосан, tg z ва ctg г нннг 
даврий эканлигини ва даври * га тенглигини курсатиш мумкин. 
(27) формулалар билан аникланган функциялар хакнкий аргу* 
ментли тригонометрик синус ва косинус функцияларнинг асо- 
сий хоссаларини саклаб колишини курсатиш цийии эмас.

Курсаткичли ег функциянинг даври 2к/ га тенг булгани учун 
комплекс аргументли sin z ва cos z функциялар хам даврий 
булиб, уларнннг даври 2т. га тенг эканлиги шу билан бирга 
sin г — ток, cos г—жуфт функциялиги (27) формуладан келиб 
чикади. яъни

sin (г +  2л) = sin г, cos (г -f 2s) — cos г, 
sin ( — г) *=— sin z, cos (—z) = cos г.

Хакикий узгарувчи тригонометрик функциялари орасидаги 
муносабатларни ифодаловчи барча формулалар комплекс соса
ла хам Уринлиднр. Синус учун йишнди хакидаги теоремани 
текшириб курайлик:
sin z, ■ cosza -f COSz, -sin г, = --- ^------- 2-----1---- 2--- *

_■»—<*« JUi+zt) _-~Цг,+г,)
X ---- 27----=  --------- 21-------  =  sin +  **)•

Худди шундай усул билан ушбу формулани хосил киламнз: 
cos г, cos г, — sin г, sin г2 = cos (г, +  z2).

Юкоридаги муносабатлардан:
sin ẑ-f- y j  = cos г, sin(2 + к) = — sin г,

тулдириш, келтириш
COS^-f-^j = — sin 2 со*(г -+ *) «=■— COS 2

формулаларини ва исталган г учун sln*z+cos*z= 1 эканини осон- 
гина курсатиш мумкин. Шуларни курсатишни китобхонларга

' )  Каторларга багишланган бобда курсаткичли е* ва тригонометрик 
функцияларнинг каторлар оркали ифодасини келтирампз.
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топширамиз. Энди sin г ва cos г функцняларнинг кайси нукта- 
ларда нолга айланишини текшириб курайлнк. Фараз этайлик, 
sin z — 0 булсин. У холда

е1г—е~1г=0 ёкн е*‘г=\. 
z = x + iy десак, e2,ix+iy)— i ёки e~2y-eVx =  1. (30)

Бундан
2х=>2кк (31)

тенгликни хосил киламиз. Демак,
у = 0, х = kit.

Шундай килиб, sin? функция
Z =  kit

нукталарда нолга айланади, бундаги k  — 0, ± 1, + 2, . . .
Худди шу усулда cosz = 0 булиши учун z = kit -f -j були

ши зарурлигнни курсатиш мумкин.
(27) формулалар билан аникланган sinz ва cos? барча те

кисликда аналитик (чунки ег— аналитик), ундан ташкари булар 
учун ушбу

(sin z)' = cos z, (cos г)' =  — sin z
дифференциаллаш формулалари урнилидир.

A m m o , хакикий аргументли трнгонометрик функцняларнинг 
барча хрссалари хам комплекс сохада саклана бермайди. Маса- 
лан, хар кандай г учун | sin z| ва | cos г| бирдан ортмайди, деб 
тасднклаш мумкин эмас. Хакикатан хам, агар (27) да z — i де
сак, у холда

sin i =  ~  1,17520/, cos i -  e-^Y~  =  1,54308,
яъни:

| sin /| > 1 ва )соз/| > 1.
М И С О Л Л А Р
Куйида берилган сонлар курсаткичли шаклга келтирилсин:
1) -  1, /, -1  + /. — 1 -/•
а) — 1 = cos я +  / sin *  Эйлер формуласига асосан бунинг унг томонини 

курсаткичли шаклда бзамиз, у  лолда: — 1 —е"* .

б) - /  - co s  +/ sin [ - y j .

—  i2
(25) га мувофиц—  / — e.



3*

д) _ l - / - / 5 [ c o s ( - ^ )  +  l » l ' n ( - j ) ] - l  2е \

2 Куйидаги сонларнинг молуллари ва аргументларининг бош кийматлар» 
топилсин:

а) е3*1, б) е—3+3<, в) е3+Ч, г) е * 3-*', д) — ае‘т(а> 0, |?|< «)

Бундай ынсолларни ечншда (22) формулага эътибор кнлсак, унинг мо
дули ва аргументининг бош кийматлари куйндагилардан иборат эканини 
курамиз

Л  “  |**| — |в-*(С05 у +  / sin у)| = ^ jcos  у +  / sin у| —

— V  cos2 у  4- sin1 у — 6х.

Ф = arg ег =  arg [s-^cos у  +  / sin у )]  — у.

а) *з+/ _  — ^ (cos 1 4- / sin 1), бундан: R  — |«3И| ~  ё3, Ф  = 1 радиан.
б) t-*+31 — e-t-e3* — e-*(cos 3 +  I  sin 3j, бундан: R  — «-*, Ф  — 3 радиан.
в) *з-И< = e* eil -  e^cos4 +  /sin 4), бундан: R  — e3, Ф — 4 бки Ф —4—2к, 

чунки 4 радиан бурчак учинчн чоракда ётади, шу сабабли, Ф < 0  булиши 
керак.

Г ) е-ъ-н _  e-3[COs (— 4) +  i sin (— 4)], бундан: R =  в- 3,
ф -- — 4 +  2г., чунки (— 4) радиан иккинчи чоракда ётади, шу сабабли Ф > 0  
булиши керак.

3. Уш бу йипшди дисобланснн:

j +  c o s r  +  cos2r +  cos Зг +  . . .  +  cos nz — S„.

Бу ердагн косинуслар Урнига уларнинг (27> даги цийматларини келти- 
риб кЗ’ямиэ:

5« -  7  + \  + «-") + \  (**' + •-*> +••• + }  (•'"* + е~1пг) -  
1

- j (#“ ' "  + ... +в~1'  + 1+ *  + ... +

бу sea геометрик прогрессия .\адларининг йигнндиси булиб, а =■ е*г.
Шунинг учун

1 e-inz -eim .glz
S" ~ 7  ‘ 1 - е 1г '

и
1 “ 7  4Бунинг сурат ва махражини — в га купайтирилгандан сунг (27)

21
формуладан фойдаланамиз, у  холда

I  . - И ) 0 .  J  I  ,|° ^ " + т ) *
2 2/L J  2/ 2 *

2
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куринишда хам ёзилади; k =  0 булган холни, яъни 1пг + /ср ни 
логарифмнинг бош киймати дейилади ва In z оркали белгила- 
нади:

1пг =  1п|г| +/ср. (40)
Буни эътиборга олиб, (39) формулани куйидагнча хам ёзиш 

мумкин;
Ln z = In z -f 2kxi.

Биз (3£) тенгликка эътибор килсак, z нинг хар бир кийматнга 
логарифмнинг чексиз к^п киймати мос келишиии курамиз. чун
ки k = 0, ± 1, ± 2.........Шунинг учун хам агар биз г ни эркли
узгарувчи, яъни аргумент деб кабул килсак, у холда (38 даги 
логарифмик функция куп кийматли булади. Таърифга кура 
(37) дан (38) келиб чиккани учун w = Lnz  функция г = ew бир 
кийматли функцияга нисбатан тескари функциядир. Энди (39) 
«инг баъзи хусусий холлари билан танишиб олайлнк.

1) ? = /и мусбат сон булсин. У холда г = |г| =  |от| = от, ф ~ 
= arg/n=»0 булади. Мана шуларни (39) га куйсак

Ln от =  In от +  2kr.i
кнйматларга эга буламиз. Элементар математикада шу киймат- 
лардан А-=0 булган холи, яъни In от ишлатиладн. Агар Ln т  
нинг барча кийматларннн ёзсак куйидагича булади:

. .  In от — 4тт/, In от — 2г/, In от, 1пот + 2к/, 1пт + 4 я/,. . .
2) 2 = — от манфий сон булсин, деб фараз килайлик. У холда

г «= \z\ =  I — от| =  от.
Буларни (39) га куйнлса,

Ln(— от) = In от + /(* +  2/гк)
ёки

. .  In от — -/, In от + к/, In от -f 3s/,.. .
Бунинг бош киймати

1п(— от) — In от -f- т/,
яъни манфий соннинг логарифми комплекс сондан иборат. Бош- 
цача айтганда, хакикий сонлар сохасида манфий соннинг лога
рифми мавжуд эмас. Шу сабабли элементар математикада 
манфий сонларнинг логарифмларн текшнрнлмайди.

Логарифмлар хацидаги асосий теоремалар. Сон логариф- 
мининг юкорида берилган таърифи мазмунан элементар мате- 
матикадаги таърнфдан фарк килмайди. Lily сабабли элементар 
математикада исбот килинган логарифмларга тегишли теоре
малар бу жойда .чам уз кучида колади. Улар куйидагилардан 
иборат:

1. Ln(z, г2) =  Lnz, + Ln га.
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2. Ln — =Ьпг, — Ln?,.
Бу георемаларнинг исботлари хам элементар матемагнкада- 

гидан фарк килмаганлнги учун бирннчисини исботлаш билан 
чегараланамиз. Фараз цилайлик,

ew‘ =  г,. ew’ = z2,
яъни

wt =* Ln?,, w2 = Lnz2
булсин. У холда:

zr z, — ew-ew> — ew‘+w•.
Бундан, логарифмнинг таърифига кура

Ln (г, -z2) =  хе>, + w2,
яъни

Ln (г, • г2) = Ln z, -f Ln z,.
Биринчи теореманннг исботи шундан иборат.

1- м и с ол .  Ln  (— 1) — ?
Дастлаб ( — 1) ни тригонометрик бки курсаткичли шаклда бзиб оламиэг

— 1 «> cos я +  / sin т. — е1ж.
яъни г =  |—  1| =  1, <f — arg (—  1) — к.

Демак, (39) га асосан:
Ln (— 1) =  In 1 +  / («  + 2/tn) -  (2k +  1)*/.

чунки In 1 =  О, (Л — 0, ±1, ±2, . . . ) .  Шундай килиб. (— 1) нинг логарифм- 
лари •

. . —3*/; — Ti\ */; Зл/; . . .
соф мавлум сонлардан иборат булиб, жуфтма-жуфт узаро кУиша сонлардир. 
Геометрик томондан булар мав^'ум Укка жойлашган ва координаталар бо- 
шига нисбатан симметрик нукталарни тасвирлайди.

2- м и с о л. Ln I =  ? К
К  1C 1—

/ - c o s —  - H s l n y - *  2,

яъни

Г -  |/| -  1, <р -  arg / -  - J.

L n / - I n l  + / ( - | + 2 А с ) - (2 А  +  -^-)*/, Л - 0 .  ±1, ±2, . . .

3-м и с о  л. L n U  +  /) — ?

1 +  / -  Y~2 (co s^ -  +  / s l n j ) .

L n O + O - l n / T t  i ^  +  2ft«J.
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4- ы и с о л, Ln (2 —  /) — ?

r=  V  2‘ +  ( —  I)*  -  У 5. fg ?  5ки ?  «  arc lg ( -  

<f—  туртннчи чоракдагн бурчак. Демак.

Ln (2 —  /) -  1п у '1Г + / | 2* *  +  a r c t g (— j ) J .

Зарурмят булганда 9 бурчакнипг цийматннн жадвалдан топиб олинади.

Ихтиёрий даражали функция. Биз даражанинг энг умумий 
г* холини текширамиз, бунда

г = х + iy ва л = а + ib
комплекс сонлардир. Хакикий л ва а сонлар учун jt>0 да

„а ла1пхх =  е
айннят Уринли булгани учун г* ни хам куйидаги тенгликдан 
топамиз:

.«Ln гг = е
Кулай булсин учун буни w оркали белгилаб олайлик.

w = z '~  е'иг.
Логарифмнинг кийматини (39) дан бунга куйилса,

щ,— g’(|n r+lf+2»*l)

ёки (40) га кура lnz = ln r +  /? булгани учун

w= е е
булади (Л = 0, ±1, ±2, . .  .)• Агар k = 0 га мос келадиган 
кийматни

= е,1пг (41)
деб белгиласак, у холда

га =го0е2Л'*‘ (42)
тенгликка эга б^ламиз. Бу ерда k = 0, ±1, ±2, . . .  булгани 
/чун г* к^п кийматлидир, яъни

W  =  2*

2 узгарувчинннг куп кийматли функцияси булади.
Агар даражанинг (42) дагн барча кийматларини ёйиб ёзилса, 

куйидагича булади:

. . w0e 4” ',  , ® 0, w0e2l,i, . . .  (43)
Энди (42) нинг баъзи хусусий холлари билан ганншиб у там из. 
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1. а = я  — бутун мусбат сон булсин. У холда, (42; даги
e lk x , i  _  gikr.nl _  (g t * l  у п  —  ]  * я  _  ] j

чунки кп — бутун сон ва
g i r l  _  c o s 2 «  .(. / s in  2к =  1.

Демак,
w = г1 =  гп =  w%

бир кийматлидир. Агар а=  —я<0 булса хам олдинги ифода 
бир кийматли булиб колади, чунки

g lk r* I  в  g-1kr.nl —  n l j—kn e  J —kn — 1

бундаги (—Ля I — бутун сон.
2. а =  — — кискармайдиган каср (рационал сон) булсин. У

Ч
холда

2 *2L«i
е1кш =  е ш (44)

А РАгар k = 0, 1, 2, . . . ,  q — 1 булса, курсаткичдаги — каср кис-
кармайди. Шу сабабдан (44) даги ифода к га мос равишд» 
(q та> турлича кийматларга эга булади. Агар k = q, <7+1, 
q 2, . . . булса, уша кийматлар такрорланади, холос.

Демак,
р_
я я —  w =  z = i  гр

факат q та хар хил кийматга эга экан. Бу бизга олий алгеб- 
радан хам маълум, чунки <7 дара + али илдизлар сони q та бу
лади. (42) га мувофик уша илдизларни

Л 2 *»/•_£.
w = 2 Q =w0e 4 (451

(А =  0, 1, 2, . . . ,  q — 1) куринишда ёзиш мумкин.
3. а — иррационал сон булсин. Бу холда г’ чексиз куп хар 

хил кийматларга эга булади. У ни исбот килиш учун тескари- 
синн фараз килайлик, яъни г* нинг узаро тенг кийматлари бор 
деб курайлик. У холда

g ik tr t l  _  g2b,r.tl ^  /1^J

булиб, бу тенгликдан
2fc,ita/ = 2k2*u  -f 2kr.1

ёки
(А, - кг * — к
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келиб чицади, яъни

» а ~ т Ы
рацнонал сон булиб колади, холбуки а - иррационал сон. Ка- 
рама-каршиликка учрадик. Демак, а иррационал булганда

w =«г®
чексиз куп кийматларга эга булиб, улар узаро тенг эмас. 
Мисол учун

YT  / Г  / Г  г , г  , г , г”, ге
ларнинг хар бири (г нинг тайин бир кийматида) чексиз куп 
■кийматларга эга.

Энди
N  —  И  —  К |  |<?2**а'|,

\е-кШ\ -  1
булганн учун |г’| =  |а>„|, яъни г® нинг барча кийматлари бир- 
гнна модулга эгадир. Шу сабабли, а иррационал сон булган
да 2® нинг *амма кийматларига тегишли нукталар |и>0| радиус- 
лн ва маркази О нуктага жойлашган айланада ётади.

4. а = Ы — соф мавхум сон булсин (ЬфО). У холда:
W =  2® =  i bi ш w0e~2ktb.

Бунда
И  = |г6'| =  \w0\e-2kxb (к =  0, ±1, ± 2, . . . )

булгани сабабли г" нинг модуллари узгариб, аргументи узгар- 
майди. Демак г® нинг хамма кийматларига мос нукталар битга 
н ур  устига жойлашгандир.

1- мм с о  л. (— 1)* даража \исоблансин. Бу мисолда 2 =  — 1 ва а = I-

г — I—  1|— 1. ?  -  arg (— I) -  г..
(40) га асосан

In z — In (— 1) = In 1 -f *1 = rl,
(41) га мувофик. t

_-«in® 0 =  е — е ~е ,
<42) га кура 

Демак,

(_!)*_,-<  * + »«, * - 0. ± 1, ± 2. ...
К^рсаткнчдагн минус ишорани ташлаб юбориш .\ам мумкин, чуики к мусбат 
на манфий цийматларни кабул килмокда.
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2- м и с о л. ( - 1)1 — ?

г  -= -  I. а - 1. Г =  I-  /1 -  1. 9 -  arg ( — /) —  — ; 

In г  — 1п (— 0  — In 1 — у *  — —

_ -»1П2 .Wo — $ тт в
Демак,

(— I)1 = Woe 2k* —e

3-м и с о л .  1_<— ?

г — 1, а --- I. г =  |г| — 1, <f -= arg 1 -  0.

Шуларга асосан

In г — Id 1 =  0, w0 — е~1'0— — 1. 

eik*»l

1-'

.—4* .—2* . 2* 4*• •и е I м с I с I •••

Демак,

бки

лар уша даражанинг кнйматларндан иборат кетма-кётликдир.
4- м и с о  л. (1 — /)>+< — ?

в -  1 +/, г -  1 — I. г  -  |1 — /| - / 2 ,  7 -  arg (1—/)—  j .

In * — In|/”2"—  “ /; a In г  — (1 +   ̂ln|^2 — —  / j  =a 

- ( ln ^ + - ^  + / (ln / 7 — 1 ).

У  лолда
i n / r + i  i  f m / 7 — 2Л

__ aln . 4 ' 4 /,и>о — e =e • e ;

в2*и/_в’*«(1 + /Нв в -2*«1

Демак, (42) га асосан:

in V T  + —  - г*« i ( m y T - — +2**^
( l- ^ + '- e  4 . * ' 4

СУнгги купайтувчннн очикрок 5зиш учун Эйлернинг вl* =  co s?  + / s in ?  
формуласини ишлатиш лозим.
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7-§. Тескари тригонометрик 
ва тескари гиперболик функциялар

Бу параграфда комплекс узгарувчининг тескари тригоно
метрик функцияларини текшнрамиз. Агар

г — sin да
функция берилган булса, да узгарувчи унга тескари функция 
булиб, у г нинг ар кс и нус и дейилади ва бундай

да =  Arc sin г
. ёэилади. Худди шунингдек, агар

г — cos да, 2 — tg да, г = cfgw
функциялар берилган б^лса, уларга тескари булган функциялар 
мос равишда куйидагича ёзнлади:

да =  Arc cos г, да = Arc tg z, да = Arc ctfc г.
Хозир биз г нинг циймати берилган вацтда унга мос булган 
тескари тригонометрик функцияларнинг цийматларини топиб 
берадиган формулаларни келтириб чикарамиз. Дастлаб аркси- 
нусга тегишли формулани чицарайлнк.

(27) формулага асосан:
Jw_-_iw

г =  sin да = —  --- (А)21
ёки касрдан куткариб бир томонга ^тказилса,

e,w — Иг — e~,w «= 0.
Бунинг икки томонини elw га купайтирнлса: 

evw _  2izeiw— 1 = 0.
Агар вацтинча k =■ e,w деб белгиласак, ушбу •

ft1 — 2 izk — 1 = 0  
квадрат тенгламанинг илдизлари;

k =  iz ± V  1— 2*
ёки

e,w = и  ± V  1 — г*
\осил булиб, бундан:

да = у  1лц/г + У 1 — г*).

А) га асосан
да = Arc sin 2

эди. Демак,
Arc sin г - -j- Lm/г + У  1 — <*). (46
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Бунда /  1— zl илдизнинг алгебраик циймати олинди.
Мана шу усул билан осонгина

Arc cos г — — /Ьп(г +  У  г1 — 1) (47)
формулани чикариш мумкин.

Энди арктангенсга тегишли формулани чицарамиз:
г =  tg w дан w = Arc tg г.

Иккинчи томондан, (28) формулага асосан
1 e‘w _ e.tw

ёки
iz (elw +  e-,w) =  eiw — e~‘w.

Бунинг икки томонинн elw га купайтнриб, сунгра куйида- 
гини топиш кийин эмас:

gllw =  1 + ‘г
1 - и

Бундан
1 г  „  1 +  1 гw =  — L n ----

21 1 — iz 
ёкн w урнига арктангенсни куйилса,

A r c t g z - ^ L n ^ -  (48)

формула хосил булади.
Шу йул билан

Arc ctg z= Ln (49)

формула келиб чицади.
(46)—(49) тенгликларнннг унг томонлари логарифмлардан 

иборат булгани учун бу ерда, яъни комплекс узгарувчилар 
со^асида хам тескари тригонометрик функциялар куп киймат
ли эканлигини курамиз.

1- м и с о л. Arc sin I \исоблансин.
(46) формулага асосан:

Arc sin / — у  Ln (— 1+ К Т ) ,

Ln ( -  1 +  / 7 )  -  In (—  1 +  V  IT) +  2**1.
Демак.

Arc sin / =  2кк —  / ln (— 1 +
i -м и  со  л. Arc tg (l +  0  -  ?
* = 1+Л I + /z = 1 +/(1 + /)- !, 1- / * - 1- / ( 1+ 0 -  2- 1,

1 +  1г __1______<(2 + 0  — 1 + 2/
l — ix “  2 — I ~  2 * - Р  "  5 ’
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Энди, (48) га мувофиц:

У  .\олда:

1 , — 1 + 2/
Arc tg (1 + / ) - - L n  --- -----

„  I —I + 2/1 1 _____ Vb 1
л _ |— 3 | “ T ► ' " + * = — - 7 ?  

b 2 —1

<J> =  arc tg ( — 2), Ln — _  |n — L t- E f  ^  2/mi _
5 5

=  — ln 5 +  / arc tg (—  2) +  2kr.l.

Arc tg (l +  /) — у  In 5— -  ̂ arc tg 2  +  kn.

Тескари гииерболик функциялар. (32) формулалар цуйи- 
дагилардан иборат эди:

z =  sh w =  i  (ew— е~а), г = ch w =  — (<?®+ e~w),2 '  '  2 
e W _ g - W  g W  +  g - w

■—----2 =  cthw = —------
e

O '* — p — w i л—W
2=thTO =  ^TT— =• 2 — cth ® =  ;• (50)

Бу ерда биз w ни аргумент ва г ни функция сифатида кабул 
Килдик. Мана шу функцияларга тескари булган функциялар, 
мос равишда т е с к а р и  гиперб ол  ик ф у н к ц и я л а р  дейи- 
либ,

w *= Arsh г, w =  Arch z, w — Arth г, w — Arcth* (51)

куринишда ёзилади.
Агар тугри гиперболик функциялар берилган булса, уларга 

мос тескари гиперболик функцняларни топиш учун (50) тенг- 
ламаларнинг хар бирини w га нисбатан ечмок керак. Мисол 
учун (50) нинг биринчисидан w ни топайлик:

ew— e~w — 2г ёки ёт — 2zew— 1 =  0.

Бу эса ew га нисбатан квадрат тенгламадир, демак, унинг 
илдизлари

— z± "K F+ T  
дан иборат. Икки томонини логарифмласак: 

w =* Ln (г +  V 23+ 1).
Шундай килиб,

Arsh г — Ln (г + К г 5+1)* (52)
66



Бунда *ам ]/zl + 1 илдиз алгебраик маънода, яъни радикал 
икки ишорали деб тушунамиз. Худди шу уеулда (50) дан цу- 
йидагиларни келтирнб чикарнш мумкин:

Archz=Ln (г + У z2 — 1), Агtli г = ~  Ln ,' 2 1 — 1
Arclh г = 4" Ln . (53)2 г -  1

Равшанки, тескарн гиперболик функциялар хам куп киймат..и-
дир. _______

1- м и с о л. A ich  21 -  Ln (21 +  У (2i f  -  1) -  Ln (2/ +  / ^ 5 ) -

— Ln U (2  +  | 5)1 -  !n (2 + / 5 )  +  ^24 +

2 - и и с о л .  Arth (1 —  /) -  Ln j ^  -  —  Ln ( — 1 — 2/) =

-  J  ln 5 + j ^  8ГС tR 2 +  ( a +  y )  « ] /,

( * - 0. i  1, ± 2 _____ ).

8-§. Айрим элементар функцияларга мос акслантиришлар. 
Риман сиртлари хасида тушунча

Берилган
« - / ( г )

функция (г) текисликдаги бирор О сохани (ш) текисликка акс- 
лантнриши бизга маълум. Бу хилдаги акслангнриш турли бу
либ, улардан бири конформ ва иккинчиси конформ б^лмаган 
акслантирншднр. Биз баъзн элементар функциялар ёрдами би
лан бажарнладиган акслантиришлар билан танишиб чнкамиз*

1. Даражали функция ва радикал, уларнинг Риман сирти. 
Берилган ушбу

____ ... Ш ! "  (54)
даражали функция ёрдами билан (г) текисликнинг (до) текис
ликка кандай аксланишини текширамиз. Даража курсаткичи 
п = 2, 3, 4, . . .  сонларни кабул килади.

(54) функция бир кийматли булгани учун (г) текисликнинг 
хар бир нуктаси (к1) нинг тайин бир нуктасига аксланади. 
Жумладан

2 = 0 булганда w — 0,
* «= оо булганда да — а?

булади. Бошка нукталарнинг кандай акс эттирилишини осои- 
рок текширнш максади билан (54) да кутб коордннаталарига 
утамиз. Бунинг учун z — x-\-iy ва w = u-{-lv ларни тригоно
метрик шаклда ёзиб оламиз;

, '  у л

г — г (cos <р + i sin f )  = re‘\  w = p (cosS -j- / sin 6) ■= pe . 
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бундан

Мама шуларни (54) га кУйсак:
ре'® = (ге1г)я = гпе,п\

р =  t n, 0 =  я ?  (5 5 )

тенгликлар ,\осил булиб, иккаласн (54) га эквивалентднр. Л\и- 
сол учун, агар (г) текисликда, маркази г — О нуктада жойлаш-
Ган г =■ у  радиусли айлана олсак, унинг (да) текисликдаги ак
си хам, (55) тенглнкларга асосан, айланадан иборат булиб, 
унинг маркази да — 0 нуктада ва раднуси р = j га тенг бу

лади. Шунингдек, z = 0 нуктадан чикарилган ? = ~  нурнинг

акси (да) текисликда да = 0 дан чикувчи 0 — у  нурдан иборат
булиб колади. Умуман (г) текис
ликдаги z = 0 дан чикувчи о = 
= const нурнинг акси да — 0 дан 
чикувчи нурдан иборат булади. 
Хусусий холда Ох укнинг мус-

и

щ  ■
1 0

1  и

I S

_

4С-чизма.

булиб, унинг акси 0 = 0 нурдир, 
яъни Ои укнинг мусбат томони- 
дан иборатдир.

Шундай килиб, (54) даражали 
функция(г)текисликдаги г= const 
айланалар оиласини (да) текислик
даги р = =  г" =  const айланалар 

оггласига акслаитиради. Шунингдек, z = 0 нуктадан чикувчи 
у — const нурлар онласи эса 0 = /i? = const нурлар оиласига 
кксланади. Мана шу мулохазаларга ди^кат килинса, куйидаги 
ходнсаларни пайкаш мумкин:

я) агар г> 1 булса, бу айлананинг акси ундан каттарок, агар- 
да г < 1 булса, акси кичикрок булади, агар г = 1 булса, у 
холда айлана узгармай аксланадн, яънн иккала айлана айнан 
бир хилда булади. •

б) (?) текисликда ётувчи иккита нур орасндаги, масалан, 
<р = 0 б» 9 = <р0 нурлар орасндаги ушбу

%  0 < <р < «рв (56)
бурчак (ш) текисликка кенгайиб аксланадн ва

0  <  0 <  л ?о  -  °о (57)
бурчак х°сил булади (46-чизма).

-Демак, агар да — г" функция воситаси билан (г) текислик
даги, учи 2 = 0 нуктада булган бурчакларнн акслантирсак, 
улар уз холича эмас, балки шаклини узгартирнб (кенгайиб)
О»



аксланади. Бошцача кнлнб айтганда, г — 0 нуктада конформ 
акслантириш уринли булмайди. Дархакикат, агар берилган (54) 
функцнядан хосила олсак,

^  = / ( * ) - я* - 1 di
булиб, 2 = 0 нуктада

f  (0) — 0.
Бизга маълум эдики, функциянинг г нуктада конформ акслан
тириш хоссасига эга булиши учун унинг хосиласи уша нук
тада нолдан фаркли (/' (г) 0) булиши керак.

Агар биз (56) деб, — катталикка эга булган ушбу л
0 < <р < — л

бурчакни олсак, бунинг (ю) текисликдаги акси, (57) га мувофик,
0 < 0 < и

юкори ярим текисликдан иборат булади.
Худди шунга ухшаш, — катталнкдаги ушбу

Л

0<<р<-  • (58)П
бурчакнинг акси эса

0 < 0 < 2« (59)
дан, яъни хакикий мусбат ярим укдан ташкари бутун текис
ликдан иборатдир. (58) бурчак ичидаги кар бир г нуктага (59) 
бурчак ичида битта w нукта мос келади, яъни бу икки бурчак 
орасида узаро бир кийматли мослик уринлидир, бошцача айт
ганда 0 < 9 < — кенгликдаги бурчакда функция бир варакли-П
дир. (58) бурчакнинг 9 = 0 томонинннг акси (59) бурчакнинг
6 = 0 томонидан иборат ва ® = — томоннинг акси 9 = 2г. то-гг
мондан нбораг, лекин 0 = 0 ва 9 = 2т ларнинг иккаласн хам 
Ои укнинг мусбаг томонини билдиради. Демак, 9 =  0 ва 9 =
= — нурларнинг акси битта Ои чизикка аксланади, яъИи уз-П
аро бир кийматли акслантириш бузилди. Бундан кутулиш учун 
Куйидагича иш курамнз. (да) текисликнн Ои хакикий укнинг 
мусбат ярми буйлаб (ноль нуктадан бошлаб) „кесамиз*1. Ку* 
полрок килиб айтганда, Ои чизик буйлаб, губ биз канал (арик) 
утказамнз. Каналнинг икки „киргоги* булганндек, уша кеснм- 
нииг хам юкори ва куйн „киргоги* бор деб кабул киламиз. Бу 
хилдаги текисликнн биз к е си л г а н  т е к и с л и к  деб атаймиз 
(47-чнзма). Энди 9 =  0 томонни уша текисликнинг юкори
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„кнргоги* га, <?—— томонни куйи „киргок* ка акслантирамиз.Л
( 2̂
<Р, <  — j нур соат стрелкасига тескари

2яйуналиш буйича <р = — нурга якинлашса, <р «= <р, га мос булганП
0 = л -f, нур Оа Ук«инг мусбат томоннга куйидан (пастдан) ин- 
тилиб боради.

Биз даражали
w = z" (54)

(я  =  2, 3, 4, . . .)' функция воситаси билан бажарнладиган 
акслантиришни куриб чикди\\ Бунда хар бир г нуктага битта 
w мукта мос келншини, яъни (54) нинг бир кийматли функция 
эканлигини курдик. Энди (54) тенгламани г га нисбатан ечсак,

г = \гъа (60)

хосил булиб, у (54) функцияга нисбатан тескари функция бу- 
лали. I бобдаги (33) формулага асосан (60) даги w нинг хар 
бир кинматига г нинг п та кнймати мос келади. Шу сабабли 
(бО) функция куп кийматли функциядир (аникрок килиб айтсак, 
п. кийматли функция), w ва z ларни кутб коордннаталари ор
кали ифода килиб, аввалгидай муло.\аза килсак, (60) дан куйи
даги икки тенглик келиб чикадн:

r = l /J t  ? = -  + —  , (61)п п
бунлап! к = 0, 1, 2, 3, . * . ,  п — 1. Агар биз г нинг калиги п 
та кийматини ?0, ги г, . . . ,  zn-\ оркали белгиласак, булар- 
нинг ^ар бирига (г) текисликда битта вектор мос келади. Бу
векторларнинг модуллари узаро тенг булиб, у г = >̂ р мусбат 
сондан иборат. Уша нукталарнииг аргуменглари эса, (61) га 
мувофнк, мос равишда"



9 0 , 2я _ 9 , 4 *  _ в , 2 (п —  1) *
ю =  -  , 9 ) =  — --- , ? 2“  " г  I • • • I ? л -1  —  i
Yo я я л  я л  л л

лардан иборатдир. Курсатилган сабабларга асосан г, нукталар 
мунгазам купбурчакнинг учларидан иборат булади (48- чизма).

Агар биз то нинг хар бир киймагига г нинг факат битта 
кийматини мос килиб куймокчи булсак, г га тегишли нукта
ларни куйидагн

„  „  ^ 2* 2к ^ \х 2 ( я  —  2) * ^  ^  2 ( я —  1) *
О < ?  <  ~  , — < ? < —• ••• э ------- < ? < -------я п п п- п

48- чизма.

бурчакларнинг факат биттаси ичидан олишимиз керак. Уша бур- 
чаклар (г) текисликдаги сохалардан ибораг булиб, уларни мос 
равишда

G0, Gf, Oj, • • • у Gn _ i
оркали белгилайлик (49- чизма).

Мисол учун, G0 сохада олинган хар бир z нуктага (то) те
кисликда битта то нукта мос келади ва аксинча, (то) текислик
даги хар бир w нуктага (мусбат хакикий ук нукталаридан 
ташкари) О0 сохада битга нукта мос келади. (то) текислик би
лан О0 соха орасида узаро бир кийматли мослик урнатувчи 
функция (60) нинг бир тармоги аталиб, уни куйидагича ёзади- 
лар:

?0 =
Худди шу усулда (се») текислик билан О, со?(а орасида уз

аро бир кийматли мослик урнатиш натижасида (60) нинг иккин- 
чи тармоги

*1 — 1>
келиб чикади. Умуман, 0\(* =  0, 1, 2.........я — 1) сохаларнинг
Хар бирини алохида-алохида (w) текислик билан узаро бир кий
матли мослаш натижасида (60) куп кийматли функциянинг ушбу

г« =  (> »)о. г. = (Г то)„ г, = . . . .  г, - 1 = (» то),-^6^
тармоклари хосил булади.
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Мана шу акслантириш жарасннда шундай ходиса руй бер- 
мокдаки, О'о соханинг акси (да) текислпкнинг барча нукталари- 
дан иборат булиб, (j , акслантириш учун (да) да буш жой кол- 
мади. Бошкача айтганда, G0 нинг акси (да) текисликнн бутун- 
лай коплайди, шу сабабли G,, 02, . . .  ларни акслантириш учун 
жой йук. Ана шу кийинчиликдан кутулиш учун куйидагича иш 
киламнз. О0 нинг аксини бир варак когозга тушнриб, уни 1-но- 
мерли текислик деб кабул киламнз. О, нинг аксини бошка бир

варак когозга тушнриб, 
уни 2-номерлн текислик 
деб кабул киламнз ва хо- 
казо Ол_ 1 нинг аксини 
( л — 1) варакка тушира- 
миз. ,

Бу текисликларнинг 
хаммаснда, олдпнги па- 
раграфда айтилганндек, 
кесим хосил киламнз. да= 
= 0 булганда (60) га асо
сан, хамма со^алар 
учун г = 0 нукта умумий 

булади. Шу сабабли халиги номерланган текисликлардаги да = 
= 0 нукта умумийдир, яъни бир жойда булиши шарт. Шунинг 
учун уша варакларни устма-уст куйиб шундай тахлаймнзки, 
натнжада да = 0 нукта (координаталар боши) хаммаси учун уму- 
мий булсин. Ундан ташкари, хаммасининг хакикий укларининг 
мусбат томонларн бир-бирннннг устига тушсин. Демак, у хол
да хамма текисликлардаги уклар бир хилда булади. Сунгра 
1-варакнннгластки „khpfofh- ни (чеккасннн) 2-варакнннг к>ко- 

» ри »khpfofh“ га „ёпиштнрамиз-. 1иунингдек, 2-варакнннг паст
ки „киРгоги“ ни 3-варакнннг юкори „khpfofh* га „ёпнштира- 
мнз“ ва хоказо. Мана шу усулда >;осил килинган сирт Рим а  н 
сирги деб агаладн.

Агар энди, z нукта (г) текисликда бирор эгри чизик буа- 
лаб узлуксиз равишда харакат килнб, О0, О,, G2, . . .  сохалар- 
нинг биридан иккинчисига ута борса, да нукта хам Рнман сир- 
тида бирор чизик буйича узлуксиз ^аракат килиб, мос равиш
да, бир варакдан иккинчи варакка утиб боради (50-чизма).

Натижада, (60) тескари ва п кийматли функция воситаси 
оркали (г) текислик билан Рима» сиртн орасида узаро бир 
кийматли мослик урнатилдн.

Агар г нукта |г| =  г айлана буйича г = 0 нуктани айланиб 
чикса, (61) га бнноан, да нукта да=0 нуктани |да| = р айлана буйи- 
ча п марта айланиб чикади, яъни Риман снртида да нукта бир ва
ракдан иккинчисига, ундан учннчиснга ва хоказо суигги варак- 
Ка утадн. Худди шу усулда, агар z нукта z = оо теваракда 
айланиб чикса, яъни етарли даражада катта радиусли айяана- 
ни соат стрелкаси буйича айланиб чикса, унга мос да нукта хам
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id =1 со теваракни п марта айлапиб чикади. Мана шунинг на-
тижасида z ^ y w  функциянинг (62) тармоклари келиб чика
ди Шундай хусуснятга эга булган ш = 0 ва w «— оо нукталар 
л-тартибли т а р м о к л а н и ш  н у к т а л а р  и дейилади. (60) 
ф ункциянинг w — 0 ва w ■= оо ларда» бошка тармокланиш иук- 
талари йук-

2. Жуковский функцияси. Жуковский функцняси куйидаги- 
дан иборат:

^ = 1(г+ т )' (63)
(63) функция нолдан фаркли барча z лар учун аннкланган, 

бир кийматли хамда аналитик функциядир. Дастлаб бу функ
ция воситаси билан бажарнладиган акслантириш узаро бир кий
матли булиши учун кандай шарт кераклнгини текширамиз. 
Унинг учун аксинча фараз киламнз, яъни г, ва гг (г, ф г2) кий
матларга биттагнна wt сон мос келсин:

Бундан

ёки
1---— = 0, яъни: г.г, = 1.

*\г1
Демак, (63) функцияда узаро бир кийматли мосликнинг сак* 

ланиши учун (г) текисликдаги G со.̂ а ичида ушбу
-  1

тенгликни каноатлантирадиган икки хил г, ва г2 нукталар бул- • 
маслиги шарт. Мисол учун | г |< 1  бирлик донранинг ичини 
ёки \г \ > 1 ташкарисини уша G со.\а снфатида кабул этиш мум
кин, чунки дойра ичида |г,|< 1  в а | г г|< 1  булгани учун 
1г ! га1<1| яъни г,ггф\. Худди шунингдек дойра ташкариси- 
да | г, г, | > 1 булган« учун z, g2 J* 1 булади.

Эиди (63) функциянинг геометрик маъносини текшириш 
учун куйидагича ёзиб оламиз:

г = г (cos ? +  I sin <р) = re1* ва w = и -(- iv 
бунда r = \z\. У ^олда (63) дан

™  \  [ (Г +  "г) 003 ?  +  / ( Г “  г") Sin ? 1 *
Бундан

« - ■ ? ( ' ' + 7 ) c o s v “ Т ( г “ 7 ) s,nV (6+) 
тенгламаларга эга буламиз.
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Энлн бнз (63) функциями (64) куринишда ёзиб, унинг ёр
дами билан (г) текисликдаги |а| — г айлананинг (да) текислик
даги акси кандай чмзнкдан иборат эканини текширамиз. Бу 
ерда икки хол бор: r <  1 ва г>  1.

а) г <  1 булсин. Куйндагича белгилаб олайлик:

a '  =  j [ r + 7 ) “ 1’ ' ------ i ( r ~ 7 >’ (65)

бунда Ьг> 0, чунки г < 1. У холда (64) нинг куриниши
и = a,cos <?, v = — b, sin ® (64')

дан иборат булиб, (w) текисликдаги эллипснннг параметрнк 
тенгламаларидир. Бунинг фокусларн, с = 1 агг — формулага 
мувофик (±  1, 0) нукталарга жойлашган.

Демак, (г) текисликдаги \г\ -=г айлананинг (да) текислик
даги акси (64') эллипсдан иборат булар экан. Энди эллипсдаги

_  мусбат йуналишни аник- 
лайлик. Агар айлана ус- 
тидагн нхтиёрий г нукта

----- — мусбат йуналнш буйича
(  \ g>A  ̂ (соат стрелкасига теска- 
\ ~  и рИ) бир марта айланиб

1— чикса, v бурчак 0 дан 2я 
п гача узгаради. Аналитик

геометриядан маълумки,
31-чизма. ЭЛЛИПСНННГ ушбу

x = acos?, y=*bslr\f (65) 
параметрик тенгламаларида а> 0 , Ь>  0 хамда 0 < 9 < 2* бу- 
лали. Холбуки (64 ) эллипсда — <>,<0. Мана шундан курима- 
дики, 9 бурчак 0 дан — 2г. гача узгариши керак: — 2- < 9 < 0. 
Бунинг учун эллипс устидагн нхтиёрий да нукта соат стрелкасп 
буйича харакат цилишга мажбур (51-чизма).

Агар биз айлананинг г радиуснни нолга якинлаштирсак, (65) 
га асосан

аг -*• оо, Ьг -у со ва а, — Ьг = г -* 0,
яъни эллипс катгалаша бориб, айлана шаклига якинлаша бора- 
ди. Агар г-» 1 (/•< 1) булса, у холда

а, —► 1, tr —► 0, (66)
яъни юкорндагн эллипс Ои укдаги |— 1, 1] кесмага тортнлади.

Шундай кнлнб. i63) функция воситаси билан | г |< 1 дойра 
Ои хакикий укнинг [— 1, 1] кесмасидан ташкари цисмига акс- 
ланар экан.

Энди |*| =  r — 1 айланага (да) текисликда кандай чизик мос 
келишини текшнрайлик. Унинг учун (64) да г = 1 дейлнк, у
холда

и — cos <р, v = О (67)
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булади. \ г\=  1 айлананннг устки ярмида 0 < 9 < *  булиб, (67) 
га асосан 1 > и > — 1, v = 0 булади. Айлананинг пастки ярми
да эса * <  «р < 2г б^либ, — 1 < и <, 1, v = О булади.

Демак, | г |=1 айлананинг акси Ои укдагн икки цаватли 
1— 1, 1) кесмадаи иборат булиб, — 1 ва +  1 нукталар кузгал- 
май колади. Шу билан бнрга |г| = 1 айлананинг ABC  юкори 
Киемига

У 
^ '

в и

е ( — 0 1 ГГ 11111 т г
D1 Л '
ИНГ “ ТТЛ -

ЧJ
В

п п Н И д II II 11Ш u 
— tj *w

62- чизиа.

[— 1, 1] кесманннг куйи А' В ' С' „KupFOFH* ва айлананннг паст
ки ADC кисмига эса кесманннг юкори «кнргоги* мос келади 
(52- чизма).

б) г > 1 булсин. Бу холда (64) эллипс тенгламаларидаги ко- 
эффициентлар

> ( , + ! ) > „  . 1 ( , - 1 ) > 0

булгани учун |г| = г айлана билан эллипедаги йуналншлар бир 
хил булади. Агар г-* 1 (r>  1) булса, у холда

ar -* 1, Ьг-*0, • .
яъни эллипс [— 1, 1] кесмага тортнлади (айланади). Агар г -*■ со 
булса, у холда:

а, -* со, Ьг -*■ оо ва аг — Ьг = ---► О,

яъни эллипс кагталаша борнб, айлана шаклнга якинлашади.
Шундай килиб, (63) функция |г|>1 дойра ташкарнсини 

(— 1, 1| кесманннг ташкарисига акслантнради, | г |«=1 айла
нанинг акси икки каватлн кесмадан иборат булиб, айлананннг 
устки ярмига кесманннг хам устки „khpfofh* (чеккаси) ва ай
лананинг пастки ярмига пастки „KHpFOFHa мос келади.

Юкоридаги мулохазаларимиздан |г |=1 айлананннг нчига 
Хам, ташкарисига хам | — 1, 1] кесманннг ташкарнси мос ке- 
лишн очик куриниб турибди. Демак, (63) функция ёрдами би
лан (г) текисликнн (да) текиелнкка акслантирпб, узаро бир 
Кийматли мослик урнатиш учун бнтта текислик етарлн эмас. 
Шунинг учун (да) текисликнн | — 1, 1] кесма буйлаб кееншдан 
Хосил булган иккита (^), ва (да)г текислик олнб уларни бир-
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бирига кесма „киргоклари* буйлаб ёпиштирамиз. Натижада 
(63) Ж у к о в с к и й  ф у н к ц и я с и н и н г  геомегрик тасвирн- 
дан иборат Риман снрти хосил булиб, да= + 1 лар унинг тар- 
м о к л а н и ш  н у к т а л а р и  дейилади.

Тескари функция. Юкорндагн (63) тенгламани г га нисба
тан ечайлик:

г -}- -j = 2да ёки г1 — 2 тг  -f 1 — О,
бундан:

z — w + V w '— l. (68)
Бу эса (63) га тескари булган функцияднр. Риман сирти- 

даги хар бир да нуктага битта г нукта мос келади. Бу снрт ик
ки варакли булгани учун (68) функции иккита тармокка эга 
булиб, • _______

2, — да -f V w i — 1 ва га = да — 1 ьуа — 1 (68')
деб олсак, г, • г2 = 1 булади.

Улардан биринчнси |— 1, 1] кесманинг ташкарисидагн w нук
тани |г| < 1 дойра ичига акслантирса, пккинчиси эса | г |> 1  
донранинг ташкарисига акслантиради.

Нукталарнинг акси. Юкорндагн г радиус турли мусбат 
КИЙматларни кабул килиши мумкин булгани учун j z | г айла
налар оиласи б^либ, унинг (да) текисликдаги акси (64) эллипс- 
лар оиласидан иборатдир (53-чизма). Энди (г) текисликда О 
нуктадан чикувчи argz = <p нурлар оиласининг акси (да) текис-

63- чизма.

ликда кандай чнзиклардан иборат булишиии текширайлик. Ш у
нинг учун (64) тенгламалардан г ни чикарнб ташланса, ушбу

и3 _ V‘ _  j

COS-I <f S l n ' f

гиперболалар оиласига эга буламиз ва уларнннг фокуслари 
хлм (± 1, 0) нукталардан ибораг булади.
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3. К^рсаткичли ва логарифмик функциялар, уларнинг Ри
ман сирти. Энди биз w = e‘ курсаткнчли функция воситаси 
билан бажарнладиган акслантиришни текширамнз. Маълумки, 
бу функция бир кийматлидир, чунки г=»х-}-/у нинг хар бир 
цнйматига w = и +  Iv  — ег нинг биргнна киймати мос келадн.

Берилган функцняни куйидагича ёзиб олайлик:

w = и +  iv  = ех (cos у -f I sin у).

w=^ez функция аналитик па хосиласи барча нукталарда нол- 
дан фарк-чи булгани учун, унинг ёрдами билан конформ акс- 
лантириш бажариладн.

Энди бу функция воситасн билан (г) текисликдаги баъзи 
чизик-iapiiH (w) текисликка акслантнрганда кандай чизиклар хо- 
сил булишини аниклаш максаднда w пи кутб координаталари 
оркали ифодалаб ушбу:

w =  р (cos 9 + i sin 0) = ех (cos у +  / sin у) 

тенгликни тузамиз. Бундан

? = ех, 0 = у ( А = 0 )  (69)

теигликлар хосил булади.
Маълумки, х -  а тенглама мавхум укка параллел булган 

чизиклар онласини бнлдиради (а — хар кандай хакикий узгар- 
мас сон). У холда, буларнинг (® ) текисликдаги акси, (69) га 
мувофнк,

р = са
маркази ноль нуктага урнашган аил а на лар о и лас ида н  
иборат булади. Худди шунингдек, у = Ь тенглама хакикий укка 
параллел чизиклар оиласидан иборат булиб (Ь — хаР кандай 
узгармас хацнкий сон), унинг (и») дагн акси

В - Ь
ноль нуктадан чнкувчи нурлар оиласидан иборатдир (54-чиз
ма). (г) текисликдаги х = а,, х — а2 ва у = Ь,, у =  Ь2 тугри чи
зиклар билан чегарсланган тугри туртбурчакнинг (w) текислик- 
даги акси о — еа'. р =  е°* айланалар ва 0 = Л,, 0 = Ь2 нурлар 
билан чегараланган со.\адан иЛоратдир. Шунингдек (г) дагн 
у “ 0 хакикий укнинг акси (w) даги 0 = 0 хакикнй мусбат Ои 
ярим у клан иборат. Мана шуларга асосан

у =  0 ва у * 
тугри чизиклар билан чегараланган (г) текисликдаги ушбу

0 < у < Ь
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полоса (о») текисликка конформ ва узаро бир кийматли акс* 
лантирилиб, ушбу

О < 9 < 6

бурчак хосил булади (54- чизма).
Хусусий холда, 0 < у < к й^л it кенгликка эга булиб, унинг 

акси (да) нинг юкори 0 <3 9 < *
кисмидан ибораг булади. Шунингдек, 2т. кенгликка эга булган 
0 < у < 2 ~  йулнинг акси О<0<2* ,  яъни бутун (w) гекислик- 
дан иборат булиб, у хакикий Укнинг мусбат йуналиши буйича

кесилгандир, чунки (да)-текисликни юкорида айтгандек килиб 
кесмасак, у = 0 ва у — 2я тугри чизикларнинг акси биргина Ои 
ярим укдан иборат булиб, г билан да орасида узаро бир кий
матли мослик бузилади.

Шундай килиб, биз да = ег функция ёрдами билан (г) те
кисликнинг бир булаги булмиш 0 < у  < Ь (Ь < 2я) йулнинг (да) 
даги аксини аниклалик. Бу жойда шунга этибор килиш керак- 
ки, (г) текисликнинг 0 < у < 2к кисмнн акс эттирганимизда .у 
(да) ни батамом коплайди. Демак, (г) текисликнинг колган 
кисмларини акслантириш учун битта (-») текислик етарли эмас. 
Бошкача айтганда, бутун (г) текисликни (да) текисликка акс
лантириш узаро бир кийматли мослнкка эга эмас. Хакикатан 
хам,

функция бир кийматли, лекин
г = Ln да = In | да | Агц да — In | да | +  I arg да -f 2 ктл (71)

(к = 0, ±1, ± 2 , . . . )  эса куп кийматли функциядир. (70) 
нинг даврий функция эканли'-и бизга маълум, яъни

У

V

54- чизма.

да — ег (70)
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Шунинг учун г нинг баъзн кийматларнда w — ег нинг цнй- 
матлари бир-бирига тенг булиб колади. Мисол учун z = г, ва

г7 кийматларда
ег' — е!' ёки ех' (cos у, + 1 sin у,) =- « r,<cos уа +  i sin yt) 

булсин. У холда
jr2 =  .r, ва у, -= у, +  2 Л*,

яъни:
Уа — У« ■= 2 ft*.

Демак, w = ег ёрдамн билан (г) нинг бирор ц и с м и н и  (щ,) те- 
кисликка акслантирсак, узаро бир кийматли мослик урнагиш 
учун

« ' Ф е 2\
яъни уа — у, =£2 ** (гг — г, =£2 й*0  булиши керак экан.

Хусусий холда биз айтган G соха 2 А* < у < 2 (к +  1) * 
йулдан иборат булса (к = 0, ± 1, ± 2, . . . )  е* бу сохада бир 
наракли булади.

Агар биз (г) текисликнинг хаммаснни ушбу
. . . — 4« < у < — 2я, — 2* < у < 0, 0 < у < 2*, 2-х < у < 4к,. . ,

.полосаларга ажратсак, улардан хар бири да =» ег воснгаси бн- 
лан хакикий укнинг мусбат томонидан кесилган бугун (да> те- 
кисликка узаро бир кийматли равишда акс эттирилади. Энди
2 кг. < у < 2(k +  1) я йулнинг чегараларнда хам узаро бир кий
матли мослик урнатиш учун куАидагича шарг киламнз. Паст
ки у —2кг. чегараиииг акси сифатида (да) даги кесимнинг 
юкори ,киргоги“ ни, юкори у =*2 (4 +  1) с чегаранннг акси си
фатида эса кесимнинг КУйи „khpfofh* ни кабул киламнз.

Маълумки, агар у *=6 TyFpH чизик у =*2кт: хола'гдан бош- 
лаб у = 2(4 +  1)*  га караб кутарилса, унга мос равишда в — 
—ft нур (да) текисликда, соат стрелкасига тескари йуналиш 
билан, 9 =  24* холатдан 9 — 2(4 + 1)* холатга утнб, текислик- 
ни тула равишда айланиб чикади.

Бизнинг асосий максадимиз да — е: функция воситаси билан 
(г) текисликнинг барча нукталарини (да) текнсликка аксланти- 
ришдан нборат. Бунинг учун, юкорида курганимиздек, битта 
(да) текислик етар.ти эмас. Шу сабабли биз чексиз куп (да) те- 
кисликЛар олиб, уларнинг хар бирини хакикий укнинг мусбат 
йуналишн буйича кесамнз. Мана шу текнслнкларнн (мисол 
учун kofo3 варакларини) куйидагнча

. . . ,  - 3, - 2, - 1, 0, 1, 2, 3, . . .

номерлаб, китоб вараклари каби бир-бнринннг устига кУАиб 
тахлаймиз, суигра 0 < у < 2* йулнинг аксн деб нолинчн па- 
ракни, 2* < у < 4л нинг акси деб, 1 • варакнн кабул киламнз 
ва хоказо. Шунингдек, — 2- < у  < 0 нинг аксн деб ( — 1)-варак-
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ни, — 4r < у < — 2я нинг акси деб ( — 2)- 
варацни кабул киламиз ва хоказо.

Хамма жойда узаро бир кийматли мос- 
лик урнатиш учун юкорида айтилган ва- 
ракларин бир-бирига куйидагича ёпишти- 
рамиз:

£-варакнинг юкори „kupfofh1* ни (к —
— 1)- варакнинг куйи „khpfofh" билан ёпнш- 
тирамиз (елимлаймнз). Бошкача килиб айт- 
ганда, хар бир варакнинг юкори .khpfofh'* 
нн унинг тагидагн варакнинг куйи .khpfo
fh* билан ёпиштирамнз. Бу иш чексиз давом 
этадн. Мана шундай усулда ясалган сирт 
Риман  с и р т и деб аталади (55- чизма).

55- чизма. Юкоридаги мулохазаларимиздан шун
дай натижага келиш мумкин: 

да = ег ёки г = Ln да 
функция воситаси билан (г) текисликни (да) га акс эттирсак, 
хар бир нук гага Риман сиртида биргнна нукта мос келади. 
Агар z нукта Оу укка параллел йуналишда пастдан юкорига 
кутарнлса, у холда Риман сиртидаги мос да нукта О атрофида 
бирор спираль буйича, соат стрелкасига тескари айланиб кута- 
рила боради ва бир варакдан иккинчи варакка утади. Аксин
ча, агар г нукта Оу йуналишда пастга караб харакат килса, 
Риман сиртидаги да нукта айтилган спираль буйлаб (соат стрел- 
касн буйича харакаг килиб) пастга туша бошлайди.

Агар да = рб‘6 деб олсак, (69) ни куйидагича ёзиш мумкин: 
z = Lnzp = lnp-f /0 + 2 Ы .  (69')

да0^ 0 , w Ф  со булсин деб фараз килайлик. У холда w — да0 
нуктанинг исталганнча кичик атрофида

г = Ln w
функциянинг бир кийматли тармошни аниклаб ёзиш кийии 
эмас. Бунинг учун (69) формуладаги к бутун сонни узгартмай 
Куйиш кифоя. Бошкача айтганда, да0 нуктада б аргументнинг 
аник битта 9 = 90 кийматини, масалан, бош кийматинн, танлаб 
олиш керак. Шу билан бирга да нукта бирор эгри чизик буйлаб 
узлуксиз харакат килган вактда 0 аргумент хам узлуксиз ра- 
вишда узгаради.деб фараз киламиз. Шундай килиб, да = да0 нук
танинг исгалганча кичик атрофида функциянинг битта тармотни 
ажратиб олднк. Бу холда w нукта да0 атрофида хар канча хара
кат килса хам 9 кийматларининг узаро фарки 2я дан кичик булади.

Агар к га турлича кийматлар берилса, олдинги мулохазамизга 
асосан г —Ln» функциянинг уларга мос турли тармоклари келиб 
ч и кади. Мабодо да нукта (w) текисликда да0=*0 нукта атрофндан 
бир неча марта айланиб олдинги холагига келса, у холда 9 нинг 
сунгги киймати билан дасглабки киймати орасидаги фарки 2рь
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rs тент булади, бундагн р — бутун сон. Масалан, w нукта ®„ =» 
До атрофида уч марта айланиб чиккан булса, р^З, яъни 2гр = 
J f i s  булади. Бу эса (69') даги k нинг киймати узгаради де* 
мандир, яъни г —Ln® функция бир тармоцдан иккинчи тармокк® 
утади. Демак, ® 0 = 0 нукта Ln ®  функциянинг тар мок ла ниш  
н у ^т а с и д и р. Худди шу усулда ®„ — оо тармокланиш нукта- 
си эданлигини аииклаш кийин эмас. Мана шу нукталарда z=Lnw 
функция биттадангнна кийматга эга.

®*=0 ва w = нукталар Риман сиртидаги барча вараклар 
учун умумийдир.

2 = I ®  ва z = Lnzc> функцняларнинг тармокланиш нукталари* 
нинг характери турличадир. ®  —О нукта атрофида бир хил
йуналишда п марта айланиш натижасида yf ®  функциянинг бош- 
лангич тармогига кайтиб келамиз. Бундай хоссага эга булган 
тармокланиш нуктасинн (л — 1)-тартибли алгебраик  тар
мокланиш нук тас и  дейилади. Бу Ln ® функция учун бош* 
качарок булади. ®= 0 нукта атрофида чекли марта (бир хил йуна
лишда) айланиш натижасида Ln®  функциянинг бошланшч тар
могига кайтиб келмаймиз, балки хар гал бу функциянинг 
янгидан-янги тармоклари хосил булади ва натижада Ln® нинг 
бошланшч тармогига хеч вакт кайтиб келмайми?.

Бундай хоссага эга булган тармокланиш нуктасини ч е к с и з 
тартибли ёки логарифмик тармокланиш нуктаси  
дейилади.

4. Синус ва арксинус, уларнинг Риман сирти. Худди юко- 
ридагидек, ®=»sin2 функция учун (2k — 1)у  < ftez < (2А+1) ~
йул (полоса) бир варакли соха булишинн кУриш кийин эмас,
бунда А— 0, ±1, ±2.........Куйнда биз г нукта (г) текисликда
узгарганда ®  нукта (®) текисликда кандай харакат килишини 
текширамиз. sin 2 функцияни ушбу куринишда ёзиб олиб,

®  — и +  /■» = sin ( х  4-/V) = sin х -cos/у 4-COS^-Sln i y =
— ь1пл*сЬу+ /cosJcshy

Бундан куринадики, z нукта л — с тугри чизикларни чизганда, 
®  нукта u = sinc-chy, t) = cosc-shy чизикларни чизади. Агар 
с = 0 [бу (г) текисликда мав^ум укка мос келади] булса, ы=О 
pa v = shy функция — оо дан + оо гача узгаради, яъни (® ) те- 
кисликда хам мав^ум ук и = 0 га эга буламнз. Агар сф  О
( ~ J < C< ^ )  булса, у ни чикариб, ярим Уклари | sin с | ва cosc
дан иборат булган ушбу гипербола тенгламасини хосил киламиз:

тенгликнинг хар икки томонини солиштирсак, 
ы = sinjt-chy, z> = cosx-sh у.

u3
*In*C C08*C
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м=slnс■ ch у булгани учун и т с  нинг ишоралари бир хил булиб, 
с нинг манфий кийматларига гинерболанннг чап тармоклари, 
мусбатларига эса унг тармоклари мос келади: (г) текисликда
у>0, — ~ <с< ~ ярим йул ни оламиз (56-чизма). Агар г нукта

х „ - w , #*-(- е~̂  лс —---тугрн чизикда булса, м -= — сиу=------- ,'о=0 оула-
2 2 7

ди, агар г нукта с— тугри чизик буйлаб у = + оо дан у = 0

гача даракат килса, «’ нукта хакикий ук буйича w = — оо дан 
w=-- 1 гача харакат килади. Хакикий Укда у = 0 булгани учун

и «-sine, v =* О
булади.

агарда г нукта хакикий ук буйича с = — — дан с = — гача ха-
2 2

ракаг килса. унга мос булган w нукта хакикий ук буйича w= 
*= — 1 дан № = 1 гача харака)- килади. с— ~тугри чизик булганда

у  I .  у

W  as Ch У =  ---— —  » V == О
2

булгани учун г нукта с— — тугри чизик буйлаб у = О дан у>=
—  4-оо  гача харакат килса, унга мос w  нукта \акикий ук буйи
ча w = 1 дан w = 4- ° °  гача ^аракат килади. Худди шунингдек
у < 0 , с = — га — оо < w < — 1 кесим, у = 0 , — — < с < Л

-  2 2
га — 1 < w < 1 кесим хамда у < 0, с = ~  га 1 < т  < 4- оо ке

сим мос келади. Демак, с мнкдор — у  дан — гача узгарганда
(г) текисликда тик йул (полоса) ннтулдирувчи х-с  тугри чизик
лар тупламини (оиласини) хосил киламиз, (w) текисликда эса бу 
текисликни — оо дан — 1 гача ва 1 дан 4- ° °  гача киркиш нати-
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жасида хосил булган совами тулдирувчи--------- = 1  гипер-
sln’c cos *с

бола тармокларинингтуплами хосил булади. Шундай килиб.юко- 
ридаги айгилганларга асосан бундай хулосага келамиз: w = $lnz
функция ёрдами билан — <х< ~  йул (57-чизма) —оо дан

6 т

57- чизма.

— 1 гача ва 1 дан +оо гача киркилган бугун (w ) текисликка 
акслантирилади, шу билан бирга киркимларнннг юкори четла-
рига (г) текисликда х =  — у > 0  ва х= у > 0 чизиклар,

куйи четларнга эса х *— — у < 0  ва х = ~, У < 0  чизиклар
мос келади. Arcsln w нинг 
логарифм орцали ифодаси- 
дан фойдаланиб ± 1  нинг 
тармокланиш нукталариэка- 
нини куриш кийин эмас.

sin (г + 2*) =- sin г ва cos 
(г-+«) .= — sinz булгани учун 
w = sinz функция ёрдами 
билан барча А ярим йуллар 
(полосалар) (58-чнзма) (w) 
текисликдаги юкори ярим
текисликка, барча В  йуллар 58-чнзма.
эса куйи ярим текисликка
акслантирилади. Шаклдан куриняптики, хар бир Л ярим йул учта 
В  ярим йуллар билан чегараланган ва аксинча. Бундан хар бир 
А ёки В  ярим йулга учта кушнн ярим йулдан ихтиёрий бит- 
тасини кушсак, s>inz функциянинг бир вараклн сохаснни хо
сил киламнз. Хакикатан, бир ярим й^л ичидаги турли нукта- 
ларда sine функция турли кийматларнй кабул килади; агар 
икки га нуктадан биттаси бир ярнм й^лда, иккннчиси эса ик- 
кинчи кушни ярим йулда ётса, бу нукталар w = sin г функция 
воситаси билан биттаси юкори ярим текисликдаги нуктага, ик- 
кинчиси эса куйи ярнм текисликдаги нуктага угади, яъни бу
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нукталар хам хар *нл булади. Яна шунга эътибор бериш ке- 
ракки, бир жуфт кушни юкори ёки куйи ярим йулларга шакл- 
да курсатклган Е  ёкн И со^алардан биттасн мос келади (59- 
чизма).

Е  хакикий Укнинг +1 дан 4-°° гача кием и буйича уланган 
юкори ва куйи ярим текисликлардан иборат, 2  эса хакикий 
Укнинг —  оо дан — 1 гача киемн буйича уланган юкори ва куйн 
ярим текисликлардан иборат. Хакикатан, z нукта ярим йул-
ларнинг чегарасн булган z = (2А — 1) ^  4 - iy (у уз ишорасини

сак'таб, 0 дан +оо гача узгаради) ярим тугри чизик чизса, 
w = <inг =  (— l)*~'chy нукта шундай чизикни чизиши керак- 
ии, бу чизик буйича («>) ярим текнеликлар уланади; k ток 
булса, хакикий Укнинг +1 дан 4-°° гача булган кисми, k жуфт 
булса,—оо дан — 1 гача булган кисми хосил булади.

z — Arc sin w функциянинг Риман сиргини ясашда, тасаввур 
Кили in осон булсин учун,аввал бу сиргнинг (г) текисликнинг 
юкори кисмига мос келадиган булаги, сунг куйисига мос бу- 
лагини ясаймиз, сунгра бу булакларнн бирга кУшамиз. Юко-
ридаги ярим Л| — < л  < йулдан бошлаб, бунга ундан
унгда ётувчи йулларни куншб борамиз: w узгарув-ш учун биз 
навбат билан юкори ярим ва куйи ярим текисликларни хосил 
Киламиз, шу билан бирга улар хакикий укнинг гох 4-1 Дан + ° °  
гача, гох — 00 дан —1 гача кисми буйича уланиши керак. Бу 
ерда хар сафар хакикий укнинг — 1 ва 4-1 орасндаги кисмлари
буш колади. Бундан ташкари юкори ярим Л '| — -̂< х <
йулнинг чап .KHproFH* мос келган биринчи (юкори) ярим те
кислик хакикий укининг — оо дан — 1 гача булган кисми хам 
буш колади. Агар А нинг шу „киргоги'га чап кушни ярим йулни 
кушеак, у холда бпринчи ярим текислик хакикий укининг буш 
кисмига янги ярим куйи текисликни улаш керак. (г) текис-
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ликда бошлангич ярим йулдан чапда ётувчи ярим йулларни 
бирин-кетин кУш,|б борнб хосил килинган Риман сиртининг 
булагига янгидан-янги ярим текисликлирнн улаб боришимиз 
керак, улаш навбат билан (—оо, —1) ва (4 *1, 4- °°) кесмалар 
буйича амалга оширилади. Натижада, z юкори ярим текис
ликка мос булган z = Arcsinw функция Риман снртипинг бу- 
лагини хосил киламиз: бу булак чексиз куп вараклардан иборат 
булиб, булар ичида бирннчиси хам 
охиргиси хам булмайди. Буларнинг .\ар 
бирида (— 1, 1| кесманинг (бнттасн 
юкори, нккинчиси куйи ярим текис- 
ликларга тегишли булган) икки чети 
буш колади.

z==Arcslnzz; функциянинг куйи ярми 
(г) текисликка (куйи ярим йулларга)
мос булган Риман сиртининг булаги _
хам худди юкоридагидек структурам оо-чизма
эга булади.

Бу икки булакдан бутун Риман снртини хосил килиш учун 
шу нарсага эътибор бериш керакки, юкори ва куйи ярим йул 
ларни битта сохага бирлаштирганда биз уларга мОс (w) ярим 
текисликларни [ — 1, 1) кесма буйича улашимиз керак.

Шундай килиб, Риман сирти биринчи булагннинг хар бир ярим 
текислнгига унга мос булган иккинчи булак ярим текислигини 
буш колган | — 1, 1J кесмалар буйича улашимиз керак. Амалда, 
когоз варакларидан ясалган моделда охиргн (чеклн сондаги ва- 
раклар билан чекланган булади) улашларни бажариш мумкин 
эмас, чунки—1 дан 4*1 гача булган иккита „киргок*ни улаганда, 
уланган вара к дан турлн томонда булган буш киргокларни улаш 
учун тусик хосил б^либ колади.бО-чнзмада Риман сиртининг икки 
булагидаги мос икки варакнинг уланиши схематик курсатилгаи.

М А Ш К Л А Р
Куйидагилар хисоблансии:
1. sin /. 2. cos (I +0- 3._tg(2— 0. 4- Ln(2 — 31)
5. l a  ( - 2 +  31). 6. \ V2 . 7. ( ~ 2 ) y T . 8. 2*.
9. H .  10. /*. 11. (3 -4 0 l+'.

СО- чизма.

IV  Б О Б
КОМПЛЕКС УЗГАРУВЧИНИНГ 

ФУНКЦИЯСИДАН ОЛИНГАН ИНТЕГРАЛ
1-§. Интегралнннг таърифи

Комплекс (г) текисликдаги бирор О со.\ада узлуксиз бир 
Кийматли

w (г) = и(х, y) + iv(x , у) . ( 1)
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функция берилган булсин. У холда /(г) функция О со\а ичи- 
дан олинган ихтиёрий Г  силлик 1 чизикда хам бир кийматли 
ва узлуксиз булади.

Бу чизикнинг тенгламаси г = г(1) булиб, унинг
бошлантч нуктаси г0 ва охирги нуктаси Z булсин, яъни г0 = г(а) 
ва Z  — г (3).

/' чизикда икки йуналишни аниклаш мумкин; булардан бит- 
таси t параметрнинг усишига, иккинчисн эса камайишнга мос 

келади. Одатда t нинг усишига мос йуналишни мус 
бат йуналиш деб +Гёки Г+ оркали, бунга карама- 
карши йуналишни эса манфий Пуналиш деб—/' 
ёки Г~ билан белгиланади (61-чизма).

Масала / iz ) функциядан Г  чизик буйлаб олинган 
интегралга таъриф беришдан иборатдир. Унинг учун 
Г  чизикни ушбу

?o. z\. г 2 Zn-V (2)
ГГ '  нукталар воситаси билан ихтиёрий равишаа п та ёйча- 

Z0 ларга буламнз ва шу ёйчалардан хар бирининг нетал-
ган жойидан битгадан нукта олиб, бу нукталарнн

01- чизма. М0С РЗВИШДа

■•I» Ĵi • • • » • • • * '•я (3)
ie6 белгилаймнз (62-чнзма). Юкоридаги шартимизга мувофик 
ю *= /  (z) функция нукталарнинг хар бирида аник чеклн кий- 
матга эга.

Ушбу У
/(С,), № ........./(С*)...........

/ (C J
сонлар билан куйидаги
Д ? ,— Z\ Zq, Zj---?j, . . .

....... Д z„ =
— in — 2n—\

айирмаларнинг мос купайт- О 
маларидан тузилган ушбу л

62- чизм л.

S. = /(С,) Дг, +/(С2)Дг,+ .. . +  /(С,) дг* + . . . + /  (Ся) Д гя =

=  У / (С , )А г *  <4)
*-i

1 Жордан чизнгн x + z(t)(a < t < Р) узлуксиз Уэгару»чи уринмаса »га 
б^лса, яъни i ‘(t) мавжуд ва нолдан фаркли булса, у .цолда бу чизикни с и л- 
л и к  ч и з и к  дейилади. Агар эгри чизик чеклн сондагн силлик чиэицлардан 
ташкил топган булса, уни б^лаклари силлик чизик дейилади.
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йигиндини одатда интеграл йнгинди дейилади. Бу йнгин* 
дининг киймати (2) ва (3) нукталарга боглиц-. Агар биз уша 
нукталарни Г  буйлаб бир марта силжитсак (г0 ва Z  ларни 

I  кузгатмасдан) яна битта интеграл йигиндига эга буламиз. Уму* 
ман, мана шу усул билан чексиз куп

СО) £<2> л<«)* °п  * • • •« » * ••
интеграл йигиндилар тузиш мумкин. Мана шулардан нхтиёрий 
бнттасн (4) даги S„ йнгиндидан иборат.

Агар биз (2) нукталарни кетма-кет тугри чнзиклар оркали 
тугаштнрсак, Г  эгри чизик ичига чизнлган синик чизик х°сил 
булади. Бу синик чизик звеноларининг узунлнкларн

I I» I ^ 2 I» • • •* I ^ к  I* • • • » I !

лардан иборатдир. Шартнмизга мувофик, Г  силлнк чизик б̂ л- 
ганн учун |Дг,| звено (ватар) нолга якинлашганда унинг кар- 
шисндаги ёЛ узунлигн хам нолга интилади. Мана шу ватар- 
ларнинг энг каттаси 8 булсин, яъни:

\ |Дг 4| < 8, £ — 1, 2, 3, . . . ,  п.
Равшанки, 3 нолга интнлганда п чекспзликка интилади.

Энди,
•г* =-•*»-Wyt, С* =*** +  />>„ Д?* = гд — гл_! —

* ( » г  **-• ) + 1 (V *— у *- | )  =  Д *» +  

булгани учун ( 1) га мувофик
f  (̂ *) Дг* I м ('*- +  Ъ ) 1(д Га +  ̂ У*) =

-  !“ («*. Ч*) Д**-® О*. ЧА)Ду»1 + *И$*. г1к)\я:*+ 11(Е«, ч*)Ду,1.
Шуларга асосан,S„ интеграл йигиндини куйидагича ёзиш мум
кин:

it—1 * - 1

+ 12 1® ^ л г* + й ’ь) ау*ь *-i
Таъриф. Агар 8 нолга интнлганда (4) интеграл йигинди

г ........ г„_| ва С„ .. . Д . нукталар Г  чизикнинг кайси жой-
ларидан олинганига боглик б^лмай, аник бир чекли лимнтга 
ннтнлса, шу лимит /(г) функциядан Г  чизик буйлаб олин
ган интеграл дейилади ва куйидагича ёзилади:



Г  чизик интеграллаш йул и ёки контури  дейилади. 
Таърифда айтилган лимит *акнкатан *ам мавжуд, чунки /(г) 
функция Г  силлик чизицда узлуксиз булгани учун (1) га асо
сан и(х, у) ва v(x, у) функциялар *ам узлуксиз булади.

У .чолда математик анализ курсидаги эгри чизикли инте- 
граллар таърнфига асосан куйидаги тенгликларга эга буламиз:

П
lim V [ b ( 5„  ^)Лдг4-г>(54, ъ)Ду*] = \и(х, у )d x - v (x ,  y)dy,

i t
П

H m V [u (|„  т;*) Дхд4-и (&*, 7jJAy*]=f'u(x, у)rf*4-«(x, у) dy.

Мана шуларга ва (4') га асосан (5) ни бундай ёзиш мумкин: 

\ f(z )dz  = \ и (х, y)dx—v(x, y)dy+t j  v(x, y)dx+

4- и (x, у) dy (6)

ёки кискарок килиб,

\ /  (г) dz = ( (и 4- iv ) (dx 4- idy)

куринишда ёзиш кулайдир. (6) тенгликнинг унг томони *аки- 
кий аргументли функциялардан олннган эгри чизикли инте- 
граллардан ибораг.

2-§. Интегралнинг асосий хоссалари

Комплекс узгарувчининг /(г) функцнясидан олннган инте
гралнинг хоссаларини исбот килишда биз унинг (5) таърнфига 
асосланамиз.

1-хосса. Узгармас купайтирувчини интеграл белгисч 
ташцарисига чицариш мумкин:

j  at (z)dz = a [ f  (г) dz.

Хакикатан хам,

V  а/(С*)Дг* = а- V/(C »)A ?jk
Л-1 ft-l

тенгликнинг икки томонида о- + 0  (яъни я-*оо) фараз килиниб 
лимитга утилса, 1-хосса исбот булади.
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2- хосса. Интеграллаш контурининг йуна.шши царама- 
царшисига узгартирилса, интеграл белгиси олдидаги ишора 
$ам узгаради:

f / (г) dz = — \ / (г) dz.
Г  *

Хакикатан хам, агар интеграл йигннди Г  нинг мусбат йунали- 
шида олннса, у холда Д?* орттирма г*— айирмани билди- 
радн, лекин карама-карши йуналишда олинса, (4) даги Дг* орт
тирма 24_, — :*=—(г* — г4_,) айирмани билдиради. Шу сабабли

П  Я

2 ЛС»)(** “ **-.) ва 
*-1 . *-1

йигиндилар факат узаро ишоралари билангина фарк килади. 
Демак, уларнинг лимитлари хам шу билан фарк килади.

3-хосса. Чекли сондаги функциялар йигиндисидан олин
ган интеграл унинг л;ар бир %адидан олинган интеграллар 
йигиндисига тенг:
j  1/.(г)+/2(г )+ . . .+/„ (z)]dz = J ft(z) dz+ j / 3 (2) dz + . . .  +

-f \/„(г) dz.

Хакикатан хам, чекли йншнди учун
Я

2  l/i<V + /*(V  + • • • +/««*)) -Л-1
я я я

- 2 а  Лг* +  2  А  (С*) Дг* +  • • * +  2 / »  К») Дг*,
*-1 *-1 *-1

бу тенгликнинг икки томонидан, 5-» 0 деб лимитга утиш кифоя.
4-хосса. Агар узунлиги I булган Г  чизщнинг %амма нуц- 

таларида М >0 сон учун |/ (г )|< Л 1  булса, у ^олда

булади.
Хакнкатан хам,

I П2/WДг*I «-1 
бунда

Я

2 | А г * |  = |Д21| +  |Д2а| +  . . .  +  |Д2в |
А-1

Я Я

2 | / ( ^ м дг* к ж  * 2 1«-I *-1

и»



йигинди Г  ичига чизилган синик чизик узунлнгндан иборат
булгани учун I дан катта була олмайдн, демак,

П

Бунинг икки томонндаи лимит олинса 4-хосса исбот булади. 
Бу хосса интеграл ни бахолаш теоремаси хам дейилади.

Баьзан интеграл модулнни яна хам аникрок килиб бахолаш 
талаб кнлинадн. Унинг учун куйидаги хоссага мурожаат ки
ламиз.

5- хосса.

бунинг унг томони, | / (г) | хакикий функциядан Г  ёй буйлаб 
олинган эгри чизикли нитегралдан иборат булиб, ds ёй узун- 
лигинннг дифференциалидир.

Хакикатан хам,
I ПV
I *-1

п

л-i
8 ->0 деб фараз килиб, иккала томонда лимитга Утиш кифоя.
Бунда ________

| dz | = | dx -f Idy | = 1 rdx',+dy'1 = ds.
6- xocca.

{ /(z )dz=  $/(z)dz + f f(z)dz + ...+  J  f(z ) dz,
I «4* • • • 4* I  n  ̂i ! n

бунда /’, + Г,+  ... -f Г„ эгри чизик гт ёйлардан тузилган бу
либ, Г т нинг охнрги нуктаси /’л+, нинг учи билан устма-уст 
тушган, яъни иккаласн бир нукта ( т  — \, 2,3, . . .  , л — 1). 
Бунинг нсботини китобхонга колдирдик.

3-§. Интегралнн хисоблаш
1. Комплекс узгарувчнлн /(г) функциядан Гсиллик чизик 

буйлаб олинадиган интегралнн (6 i формулага мувофик хаки
кий узгарувчнлн функциялардан олинган эгри чизикли инте- 
гралларга келтнрдик. Математик анализ курсидан маълумки, 
эгри чизикли интегралнн хнсоблаб чикиш учун дастлаб уни 
аник интегралга келгириб олинадн. Бунинг учун Г  чизикнинг 
нараметрик тенгламалари берилган булиши керак.

Г  силлик чизикнинг параметрик тенгламалари
х=-х((), у -  у(/)(«</<|1) (7)
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лардан иборат булсин, дейлик. Бу параметрик тенгламаларни 
комплекс шаклда ёзсак,

. * = *(/) = *  (О +  /у{/) (7')
булиб, ундан г0 = г(*), Z=zO> экан и келиб чикадн. Г  сил- 
лиц чизик булгани учун z(t) функция |я, ?| сегментда узлук
сиз ва уша сегментда нолдан фаркли узлуксиз z'(t) = х' (<)+■ 
-\-iy\t) ^осилага эга. Буни геометрик тил билан айтганда, 
Г  чизн  ̂ *ар бир нуктада урннмага эга булиб, уриниш нукга- 
си ^арикат цнлганда, уринма билан .цакикий ук орасидаги бур- 
чак узлуксиз равишда узгарнб боради.

Мана шуларга асосан, (6 ) дан куйндагнга эга буламиз:
J/ (z )d z  = \ и(х, y)dx-v(x,y)dy+i\v(x,y)dx-\-u(x,y)dy =

в  j  { « [ * ( < ) ,  у ( 0 1 * ' ( 0  — ® [ * ( 0 .  y(n\y’(tV ‘Н н
а

+ 11 И *  ( / ) ,  у ( / ) ]  XV)  +  и W 0 .  У (0 )  У ' ( 0 ) dk (7")
а

Унг томондаги интегралларнннг чегаралари бир хил булгани 
учун уларни бирлаштириб, сунгра нхчамлаш мумкин:

J f(z)dz = j{u[x(t), у( / )1 +  /г> [л(0 ,  y m [* V )  + iyV)\dt-

Иккинчи томондан
«1 * (0 . у (01 +  ̂ ( * ( 0 . у (01= /И 0 1

булгани сабабли
i

j/ (z )d z=  jf [z (t )\ z '( t )d t  (8 )
Г а

формулага эришамиз. Шундай к»либ, комплекс аргументли 
/(г)  функциядан Г  контур буйлаб олннган интегрални *и- 
соблаш масаласини аник интегрални .\исоблашга келтирдик.

1-м нсол . Фараз килайлик, (г) текисликдаги г0 на Z  нукталарни ту- 
таштирувчи снллмк Г  чизикнинг тенгламасн

г  -  Ж (/ ) (а < / <  Р)
булсин. Бунда:

*о = г (а), 2  -  г (р).
У цолда / ( г )  — г"  функциянинг ннтегралн куйидагича .\нсобланачн:

j ' \г ( 1 ) 1 * • a' -  j ‘ —  J t 1г (t)1" Н dt =
а  а
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Демак, Iг гпа г т , — 5 - (Z 'l+1- * 3 + ,) , (9)
п +  1

бунда п бутун сон булиб, л — 1. Агар я  — — 2, — 8, . . .  манфий бутун 
сонлардан иборат булса, Г  чизик г — 0 нуктадан утмаслиги керак, чунки 
акс холда интеграл белгиси остидагн функция уша нуктада уэилади.

Агар Z  — г0, яъни Г  ёпик чизик булса, (9) дан

(£ zndz — О

экани келиб чикадн. Бунда' ф  символ Г  ёпик контур буйлаб олинган инте-
Г

грални билднрадн.
2-ми с о л. Маркази а нуктага жойлашган г радиусли С айлана буй

лаб / (* )  = ----  функциядан интеграл олинсин.
г  — а

Уша С аййананннг тенгламаси
г — а — ге1* (0 < ?  < 2*) 

эканлмги бизга маълум. Бундан:

d (г — а) =  dz — tle l*d%
dz rie^df — 

z — a re1*
Idf.

Шуларга асосан:
2*

(̂ )——— — / j* rf? — 2* /. (10)

Г
Мабодо a = 0, яъни С айлананннг маркази ноль нуктага жойлашган булса, 
(10) нинг

i y - 2*i (10')

хусусий донга эга буламиз.

Биз (Э)формулада пф—1 деб таъкидлаган эдик. Агар энди 
п «=■ — 1 ва Г  чизик маркази координаталар бошида жойлаш
ган С аАланадан иборат, деб фараз килсак, (9) нинг чап то- 
монидан ( 10') нинг чап томонн хосил булади. Шу сабабли бу 
долин алохида текширднк.

Мана шу (9), (10) ва (КУ) формулалар кейинги параграф- 
ларда куп ишлатилади.



2. Ёпиц контур буйлаб олинган интеграл \акида. Юко- 
рида текширилган

\f(z)dz

интегралнннг киймати, умуман олганда, икки нарсага, яъни 
берилган / (г ) функцияга ва Г  чизикнинг формасига боглик. 
Бошкача айтганда, агар бнз z0 ва Z  нукталарни туташтирувчи 
икки хил /', ва Г2 чизикларни олсак 
(63-чизма),/(г) дан олннган инте- 
гралнинг киПматлари хам умуман ик
ки турли булади:

\f(z)dz*£ \f(z)dz.
Г, г,

Баъзи вактларда бу иккала ннте- ■% 
гралнинг кийматлари бир-бирнга тенг 63-чизма.
булиб .чам колади, яъни:

f(z )d z  =  \f(z)dz. (11 >
г.

Бундай холда интегралнинг  киймати интеграл л аш 
йулига боглик  эмас дейилади. Демак, интегралнинг кий
мати уша чизикларнинг факат бошланшч г„ ва охирги Z нукта- 
ларига боглик булади. Шу сабабли ( 11) ни куйидагича ёзиш 
мумкин: ^

j / ( i )d z =  f/(z)rfz = ]f (z )d z . < 11 ')
Г, Г, г.

У холда (11) дан:
0 = J /(z)rfz—J/ (z ) dz=\f(z) j  / (z)dz= J  f_{z)dz=p (z)dz

r, r, I  r, r, r,+r, r
келиб чикади, яъни ёпик контур буйлаб олинган ин
теграл нолга тенг:

j f (z )d z  = 0. ( 11" )

Аксинча, (11") дан (11) га утнш мумкин. Шундай килиб, 
/(г) дан олинган интеграл кийматининг йулга боглик булмас- 
лигини (11") тенглик оркали англатамиз. Энди,/(г) функция
дан бирор Г  чизик буйлаб олинган интеграл кийматининг ин- 
теграллаш йулига боглик булмасдан, факат унинг бошлангич 
ва охнрги нукгаларига боглик булиши учун /(г) функция кан
дай шартларга буйсунишн керак, деган савол тугилади. Бу 
саволга Коши теоремаси жавоб беради.
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4-§. Коши теоремаси
1-теорема:  Агар бир бог.шмали О со^ада f (z )  функция 

аналитик булса, у *олда О да ётувчи х,ар кандай Г  ёпиц 
контур буйлаб f  (г) функциядан олинган интеграл нолга 
тенг булади:

. <jf> f(z )d z  =  0.

Агар кушнмча шарг—/ (г ) нинг G да узлуксизлигинн талаб 
К или пса, бу теореманинг Гринли экани, Дал а мбе р—Э й л ер 
шартлари ва Грин (Ьормуласига асосан, (6 ) формуладан бе- 
восита келиб чикади. дакнкатан *ам, математик анализ курси-
даи маълумки, агар Р(х , у), Q(x, у), ~  лар ёпик Deo- 
када узлуксиз булса, у колда ушбу '

j P d x + Q d y - Щ - ^ d x d y

Грин формуласи $рннлндир, бундаги D  ёпик контурнинг ички 
Кисмидан иборат.

Равшаики,
л (у\ — ди м i dv -  dJL  _  /д—

'  '  ’ дх^  дх ду ду

нинг узлуксизлнгидан
ди ди ди ди 
д х ' д у ' дх ' ду

^осилаларнииг, шунингдек и(х, у) ва v (дг, у) функцияларнинг 
узлуксизлнги келиб чикади. Грин формуласидан фойдаланиб, 
Куйидагиларни .\осил киламиз:

j / (г ) dz = j (udx — vdy) + i J  (vdx4 - udy) =

D D

Даламбер — Эйлер шартларига асосан:
ди__ди ди ___ dv
дх ду ду дх *

У *олда охирги тенгликнинг унг томони нолга тенг булади, 
яъни

) f (z )d z  =  0 .

Бу теореманн / ' ( г) нинг узлуксизлигинн талаб кнлмасдан *ам 
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исбот этиш мумкин, у биринчи марта Э. Г у р с а 1 томонидан 
нсботланган. Хознр биз шуни келтирамиз.

Аввало куйидаги асосий леммани исбот киламиз.
Лемма: / (г ) функция G со.\аоа аникланган ва узлуксиз 

{функция булсин, Г  эса G со^ада ётувчи си л ли к ёки силлик 
б у л а к  лардан иборат ихтиёрий чизик булсин. Ихтиёрий ки
чик мусбат е сон учун G со^ада тула ётувчи ва Г  нинг 
ичига чизилган шундай синиц чизик Р  мавжудки,
К .  \ \ f {z )d z - )/ (z )d i\ < t

булади.
Исбот.  Г  чизикни $з ичига олган ва О га тегишли булган 

ёпик Е  со^ани текширамнз. Лемманинг шартига кура/(?) функ
ция Е  нинг *ар бир нуктасида узлуксиз булгани учун у бу со
сала текис узлуксиз булади, яъни̂  ихтиёрий кичик s (*>0 ) учун 
шундай S == 8 (s) сон мавжудки, Е  га тегишли ихтиёрий икки 
г' ва г"  учун | г — г"| < о булганда |/(г') — f(z")\ < е тенг- 
сизлик Гринли булади. Г  чизикни узунликлари 8 дан кичик 
булган п та s0, s,, . . . ,  s„_i ёйчаларга ажратамнз *амда Г  нинг 
ичига булакларн шу ёйчаларни тортиб турувчн Р  синик чи
зикни чизамиз.

Р  синик чизикнинг булакларини /„, 1п-\ лар билан,
уларнинг учларини эса г0, г „  .. .  , г„-ь г„ лар оркали белги- 
лайлик. sh ёйнинг (/* кесмаиинг *ам) узунлнги 8 дан кичик 
булгани учун битта ёйда (ёкн кесмада) ётувчи ихтиёрий икки 
нукта орасидаги масофа *ам 8 дан кичик булади.

Энди|/(?)//г интегралнинг кийматнни \f(z )dz  интеграл 
г >

Киймати билан таккослаймиз.
Бунинг учун 1 / (г ) dz интегралнинг такрнбий кнйматидан 

ибораг куйидаги йигинднни текширамиз:

' dz булгани учун ( 12) йигинднни бундай ёзиш мумкин:

S - \f(z0)dz + ]f (3 !t )d z + ...  +  f f (z n_tidz. ( 12')
«. *. *л_1

Иккинчи томондан, f /  (z) dz интегрални s„ ёйлар буйлаб 
олннган ингегралларнннг йигиндиси снфатида *ам ёзиш мумкин:

Э д у а р д  Г у р с а  (1858— 1936)— иаш.\ур француз математиги.
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f/(z)</z = l ’f (z )d z +  J/ (z ) </* + . . . +  J  /(г)£/г. (13)
Г • J. *• 'я—I

(13) тенгликдан (12') теигликни хадлаб айирамиз: 
[/ (z )d z - S  = f [ / (г )- / (г 0)] + J l / ( 2)- / (z , ) ]  <** +  . . . +

+ J  l/ ( « ) - / ( 2/i-i)l^.
*Л-1

Бундан:
I j / ( 2) -  s| < J  |/ (г )- / (20)| I </z| + J|/(z)-/(*,)| Иг| + . . .  + 

+  1 | / (г )- / (г я_,)||^|.
лл—1

Хар бир s„ ёйда |/ (г )- / (г*) | < е булганн учун
| ( / (г ) dz — S  | < t5( +  **i +  • • • +  £̂ я-| = */ (14)

булади, бунда / сон Г  чизикнинг узунлиги.
Худди шу усул билан \ f(z )d z  — S  айнрманинг модулини

бахолаймиз. Дг*— ) dz ни эътиборга олиб, (12) йигиндини ку-

иидгп и к у р и н и ш д а  taawno.

S — |/ (г 0Ы г+ ]/(г,)< *г+  . . . + J  / (г я_,)</2. (12" )
/. Л 1Л -1

Иккинчи томондан:
^/(г)</г = j f (z )d z + jf (z )d z  +  . . .+  j  / (z)dz. (15)

(15) тенгликдан ( 12" )  тенгликни хадлаб айирнб, хар бир 1„ бу- 
лакда |/(г) — f (z k)\ <е эканлигини эсласак, куйидагига эга 
буламнз:
\f(z)dz— • •4_в/я-1=£(^о'ЬЛ',Ь* • «"г^я-0 < £• I- (16) 
р
(14) ва (16) тенгсизлнклар дан: *

|j f (z )d z -  \f(z)dz\*= \ \j(z)dz - S  +  5 - j / ( 2)rfz|<

<| j  J  (2) dz —5 1 + | S  — J / (г) dz | < tl + tl = 2e/.

Лемма исбот булди.
Коши  теоремасининг  и с б о т и.
Исбот килинган леммага асосан Коши теоремасини Осохада
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ётувчи ихтиёрий ёпик синик Р  чизик учун нсботласак, у  колла 
тео р ем а  с и л л и к  ёки с и л л и к  булаклардан иборат /'чизик учун 
исбогланган булади.

Бу *ол осонгина интеграллаш йули учбурчакнинг перимет- 
ридан иборат *олга келтирилади. Хакикатан, Р  периметри бе
рилган купбурчакни днагоналлар 
ёрдами билан (64-чизма) учбурчак-
ларга ажратамиз. \f(z)dz ннтеграл-

р
ни ажратилган учбурчакларнинг 
периметрлари буйлаб олинган ин- 
теграллар йириндиси снфатида ёзиш 
мумкин:
\f(z)dz = [ /(z)dz+  f )(z)dz-\-

p ЛВСЛ ACDA

+  Г Л # ) А  (17) 
a d e a

Хар бир диагонал буйича интеграллаш карама-карши йуна- 
лишда икки марта бажарилганн учун уларнннг йищнлиси нол
га тенг. Шундай килиб, Коши теоремасини О со.\ада ётувчн 
ихтиёрий учбурчак периметри буйича олинган интеграл учун 
нсботласак, (17) га асосан ихтиёрий ёник А*синик чизик учун, 
демак, Г  учун кам исботлаган буламнз.

| j f(z)dz  | = М  >  0 деб белгнлаб оламиз. Энди Д да тео
рема шартларн бажарилганда М = 0 булишини исбот килиш 
керак. Берилган Д учбурчакнинг томонларинн тенг иккига бу
либ ва булиниш нукталарини узаро бирлаштириб, Д учбурчакни 
туртга Д1, Д11, Д1" ва Д1' уч>урчакларга ажратамиз (65-чизма):

J - - J + J .  J - J + j .  I = | + j .  Ы  +  Ы -
д1 FAD  D F  д[| D B E  ED  дИ1 В С Е  Е Е  Д1У ED D E  Е Р

Буларни эътиборга олнб, ушбуни ^осил киламиз:
j  +  j + f + j . f + f + j - f .  
д! I n  дШ  AIV EAD D BE  ЕС Е  А

Бундан:

Л-1Л<1Л+1Л+1Л+1Л; <18>
A A1 A11 A111 AIV

(18) тенгсизликдан курннадики, унг томондаги модулларнйнг 
энг камида биттасн дан кичик булмайдн. Шу шартни цано- 
аглангирган учбурчакни Д, билан белгилаймиз, яъни

| f / W « f e | > T  >
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Д, учбурчак учун \ам А учбурчак устида юритилган мулохаза- 
ларни цайтарнб, Д, ни шундай туртга учбурчакка ажратамиз- 
ки, буларнинг камида биттаси, масалан, учун

булади. Шу усулда бир-бирининг ичига жойлашган шундай
Д. Д„ А*, 
ламизки, булар учун

учбурчаклар кетма-кетлигини *осил ки-

>%г (19)

булади.
Д учбурчак периметрининг 
узунлигини з билан белгила- 
сак, Д., Д2, . ... Дя--- учбур
чаклар пернметрининг узунли-
ги мос равншда-p £ ...... ...

q булади. Энди J /(г) dz ннте-

гралнинг модулини ба^олай- 
миз. Хосил килинган |Д„| уч

бурчаклар кетма-кетлиги ичма-ич жойлашгаилиги сабабли улар 
учун G со?;ага тегишли ягона умумнй С нукта мавжуддир (бу 
*ол бир-бирининг ичига жойлашган кесмалар ^акидаги лемма- 
нииг умумлаштирилншидан‘дар\ол келиб чикади).

/ (г )  функция G со*ада аналитик булгани учун С нуктада 
чекли f  (ч) косила мавжуд булади, яъни ихтиёрий в > 0  учун

<ешундай 8 > 0  мавжудки, | z-Z | < 8  булганда
/ ( г ) — / С )

/ (» )- '(О 
г — С -/Ч«

2 — , • /' ( 0  Деб белгиласак,булади. а (г, С) •
*

/ ( * )  = / ( С )  +  Г  СО ( *  -  С) +  « ( * „  С) ( г  — С)

булади, бунда |г — С| <3 булса, |а(г, С) | < г.
Агар п0 етарлн катта булса, С нуктага тегишли булган 

Д„ (я > л0) учбурчак | z — ",\< 8 дойра ичида ётади, шунинг
учун \ dz = 0 ва ) zdz=* 0 эканлигини эътиборга олиб, куй»’ 

дагини хосил киламиз:

| j  / (z)dz | = | j  [/ ( ') + / ' (С) (г -  С) + а (г, I) ( г - Q] dz\-

IJk



e |/P)J< te+ ^C )J*d*-O T)fd*+  f« ^ С )(г-С )Л |<
*« A„ % A„

<J»l«-qirf«i  (20)
4„

|г —С! модуль Д я учбурчак пернметридаги нхтиёрий г нукта
дан шу учбурчакда ётувчи С нуктагача масофа булгани учун

1« - Ч < £ .
Демак, (20) тенгсизликдан:_

| J/ (* )< H < « £ - £  = £  (21)

(19) ва (21) тенгсизликларни солиштирсак,
м . о»— <  Е —
4" 4я

ёки
М < £0*.

Бундан, «—исталганча кичик сон булгани учун М = 0 экан- 
лиги келиб чикади. Шу билан Коши теоремаси исбот булди-

3-§, 2-бандда айтилганларга кура Коши теоремасидан куйи- 
даги му^им натижа келиб чикади:

Агар /(г) функция бир богламли G со^ада аналитик булса, 
у холда G га тегишли силлик ёки си л лиц булаклардан ибо
рат ихтиёрий чизик буйлаб олинган \ /  (г) dz интеграл-
нинг циймати Г  чизикка боглиц булмайди, балки бу чизик
нинг бошлангич ва охирги нукталарининг х,олати билан 
аник,ланади.

1- м и с о л. / (г ) — (г — а)", п = 1, 2. 3, . . . ва а — узгармас сон. Бу 
функция лар кандай G чекли со.\ада аналитик, чунки унинг хосиласи

/' (?) — п (г — а)"-1
лар кандай чекли г — х +  1у учун аник кнйматга эга. Ш у сабабли Коши 
теоремасига асосан:

f (г — а)" йг = О,

бунда Г  контур О соха ичида олинган ихтиёрий содда ёпик чизик.

2-ми сол . / (* )  = ---- -̂-- ,п  — \, 2 , 3 , . . .  функциям нук(г — в)"
ичига олмайдиган хар кандай чекли G со.\ада аналитик, чунки



косила г Ф  а нукталарда аник кийматларга эга. Ш у сабабли, Коши теоре- 
масига мувофик.

dr
-  О, (22)t (г -  «)»

бунда Г  чизик о ни ичига олмайднгаи ихтиёрий ёпик контур. Мабодо 
бирор ёпик Г| чизик * — о нуктани уз ичига олса у \олда берилган/(г) 
функция О со.\анинг г — а нуктасида аналитик б^лмай коладн. Демак, Коши 

’ теоремасининг шарти бузнлди, шунинг учун

+ 0.$г, <* — «»"
Мана шу интегралнинг кийматини кейинрок аницлаймиз.

2. К^п богламли со*а учун Коши теоремаси. Утган банд- 
да биз Коши теоремасини бир богламли со.\ада текширган 
эдик. Энди уша теореманинг умумий *олини курам из, яъни 
куп богламли со*а учун текширамиз.

Фараз этайлик, О со*а ташки томондан Г „ ёпик чизик 
билан ва ички томондан узаро кесишмайдиган оддий

Л .  Г г, . . •, Г

66* чизма.

Фараз этайлик, /(г) функция ёпик G со.\ада, яъни О со*а- 
да ва унинг барча чегараларида аналитик булсин. Бизнинг 
максадимиз /(г) функциядан Г  мураккаб контур буйлаб олин* 
ган интегралнинг нолга тенглигини исбот килишдан иборатдир:

j f {z )d z  = 0 .
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ёпик чизиклар билан чегараланган п -+-1 богламли со^адан 
иборат булсин. Мана шу G со*анинг *амма чегараларн бирга- 
ликда м у р а к к а б  контур  дейилиб, уни битта Г  билан бел- 
гилайлик. Бу Г  контурнинг со^ага нисбатан мусбат йуналишн 
деб шуни кабул киламизки, уша й^налиш буйлаб харакат

килган вактимизда G со*а 
доим чап томонимизда кол- 
син. Бунинг учун Г 0 буйлаб 
соат стрелкасн йуналишига 
тескари ва Г,, Г 3, . . . , Г п 
чизиклар буйлаб эса соаг 
стрелкаси йуналишн буйича 
^аракат килиш керак (6(5- 
чизма). Демак, мураккаб Г  
контур куйидагидан иборат- 
днр:



Соддалик учун п — 2, яъни G ни уч богламли со*а деб 
кабул киламиз. Мана шу G ни иккита бир богламли соната 
айлантириш максаднда Г 0, Ги Г 2 контурларни ab, cd, е/ чн- 
зик^ар оркали туташгирамиз. Бу чизик-iap хусусий холда туг- 
рн чизиклардан иборат булиб, G сохадан ташкарига чикиб 
кетмаслиги керак. Натижада G, ва Gj бир богламли со^алар 
хосил булиб. уларнинг 
контурлари мос равишда 
куйидагилардан иборат 
булади (67- чизма):

С, = abpcdqefla,
С2 = alxfeq,dcpxba.
Теореманинг шартига 

кура Дг) функция G ёпик 
со^ада аналитик булгани 
учун унинг G, ва G2 кисм- 
ларида *ам Дг) аналитик 
булади. LU у сабабли юко- 
ридаги Коши теоремасига 
асосан ёпик С, ва С2 кон- 
турлар буйича олинган - - 
интегралнинг *ар бнри 
нолга тенг булади:

<£f(z)dz = 0 , ^/(z)dz = 0.

Интегралнинг б-хоссасига асосан С, буйича олинган интег
рал унинг булаклари буйича олинган интеграллар йишндисига 
тенг. Биз ёзув киска булсин учун интеграл белгиси остидаги 
f(z)dz ифоданн вактинча ёзмаймиз. Шундай килиб,

1 = f + .( + j + j + S + S = °*
C, ab bpc cd dqc t f  /la

Худди шунингдек, ■ ,

f  ~  1 + J + I + J + J + I = °*C, al,f it  eq,d dc cp,b ba

Буларнинг унг томонлари ноль булгани сабабли узаро кУш- 
сак, йишндиси *ам нолга тенг булади. Кушиш натижасида 
яЬ, Ьа ва бошка карама-каршн йуналишлар буйлаб олинган 
интеграллар йигиндиси нолга тенг булади, яъни

Ы=Ы =о. Ы - И - * Ы - Н - аba ab ub cd dc cd cd •j >• 'l  ч
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ёки

$+$=(1+Л+ (1+Л+(1+Л=С, С, Ьрс срхЬ dqe /la a l j

- i + < f + 0 - 1  =о-
г, г, Г. г.+1\+г,

Демак,
ф /(г) dz = ф/ (г) dt + ф / (г) dz + ^ / (г) dz =0. (23) 
г Т. Г, Г,

Шундай килиб, Кошининг куйидаги теоремаси исбот булди.
Кошининг 2-теоремаси.  Агар куп богламли ёпик G со- 

Хада f(z) функция аналитик булса, у холда шу соханинг 
бутун контура буйлаб мусбат йуналишда f(z) функциядан 
олинган интеграл нолга тенг булади.

Баъзан бу теорема бошкача хам таърифланади. Бунинг 
учун (23) ни куйидагича ёзиб оламиз:

(£ /  (z)dz= (z)dz + (jj / (z)dz. (23')

Кошининг 3-теоремаси.  Агар куп богламли ёпик G со- 
ха да f(z ) функция аналитик булса, у холда функциядан таш 
ки контур буйлаб олинган интеграл ички контурлар буй
лаб олинган интеграллар йигиндисига тенг булиб, ха »ма 
контурлар буйича йуналиш соат стрелкаси харакати 
налишига тескари олинади.

Биз бу теоремани (23) тенгликка асосланиб ёздик. Унда 
биз курамизкн, Г 0, Г ,, Г 3 контурлар буйлаб олинган хамма 
интеграллар мусбат йуналиш буйича олинган. Агар (23 ) тенг- 
ликнинг икки томонини (—1) га купайтириб куйидагича

«к», § = §+ §
г. г, г, г, г, г,

ёзилса, хамма контурларнинг йуналиши соат стрелкаси йуна
лиши буйича олинган булади. Иккала холда хам хамма .кон
турларнинг йуналишлари бир хилда булади. Шу сабабли 
сунгги теоремада контурлар йуналишини „соат стрелкаси хара- 
кати йуналиши буйича“ дейиш хам мумкин.

Мана шу .усулда теоремани хар кандай натурал п учун 
\ям исбот килиш мумкин эди:

f  f(z )d z  = j> J(z )d z + j'f{z ) dz + . . .  + (j)/(г) dz.

Шуларга асосан:



Мабодо л= 1 булса, бундан

<^/(z)dz = j>f(z)dz (24)

тенглик келиб чикади, яъни, агар G икки богламли со:ца бул
са (68-чизма), ташки контур буйлаб олинган интеграл ички 
контур буйлаб олинган интегралга тенг. Коши теоремасининг 
мана шу хусусий *оли тажрибада к^п ишлатилади.

Юкорида исботланган Коши те- 
оремасида (бир богламли со*а учун 
*ам, куп богламли со^а учун *ам) 
f(z) функциянинг сохада ва унинг 
чегарасида аналитик булиши талаб 
килинган эди. Бу теоремани чукур- 
рок анализ килиш натижасида шун
дай нарса аникланганки, со^анинг 
чегарасида функция аналитик бул- 
май, факат узлуксиз булса, Коши 
георемаси уз кучини саклаб кола- 
ди, яъни куйидаги умумлашган тео
рема *ам уринлидир.

4-теорема.  Агар f(z) функция G со^ада аналитик ва 
G да узлуксиз булса, у %олда /(г) функциядан с о ̂ а нинг 
чегараси буйлаб (чегара шундай у пиан к и, со^а %амма вацт 
унинг бир томонида цолаои) олинган интеграл нолга тенг 
булади. Бу теореманинг исботига тухталмаймиз.

1-м не о л. Фараз этайлик, текисликнинг S  юздан иборат *исми оддий 
ёпик Г  чизик билан чегараланган булсин. Куйидаги тенгликларнннг тугри- 
лигини исбот килиш керак:

a) (£yd*—— S; 6) j ,  tdz =  2/S. 
r  Г

я) z = х + ty, dz = dx + Idy.

08- чизма.

Исбот. 

У *олда:

(j) У dz -  (j}y(rf* + Idy) -  (j)yrf* + / (j).

° § ydx+lf d[i)-
Эгри чизикли иитеграллар назариясндан маълумки: 1) тулик дифферен- 

циалдан ёпик контур буйлаб олинган интеграл нолга тенг, яъни



2) S  юзнн аниклаш формуласн куйндагидан ибораг.

S = ф  xdy =  -  ф  ydt = (£) xdy — ydx.

1) ва 2) дан

: = (j) *dy «» - (j) ydt = - j ( )̂ д< (A )

f
ydx =  — S.

6) z = x + ly, z = x - ty ,  zdi = (*  -  /у) (dx +  Idy) -  
=  (xrf< + ydy) + i (xdy — ydx).

У  *олда

1) га Kjpa

ф  z dz=<^) xdx +  yrfy + / j  xdy — ydx. 

(j) xdt +  ydy = ~  ф  d (л* + у*) = 0.

Шунингдек, (А ) формулага мувофнк:

(j) xdy — ydx = 2S.

Демак,

<£ zdz = 2/S.

2-м и с о л. Ушбу интеграл

xdt

куйнда курсатилган йуллар буйлаб *исоблана!н: 
а> * = 2 + i  нуктанинг ра'диус-вектори буйича;
б) | * | = 1  ярим айлана буйлаб. 0 < arg г < к (йулнинг бош нуктаси

* = 1 да);
в) | г — а | =  R  айлана буйлаб.
Е ч и ш. \ xdt =  ? а) Бундаги Г , чизик О ва 2 +  I нукталарни туташ-

тнрувчи кесмадир. Ш у кесманн уз ичнга олган тугри чизикнинг тенгламаси 
х

у  =  — ва Г , учун 0 < х <  2.

Мана шуларга асосан:

+ ldy)=^ xdx +  I J  xdy, dy —
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2 d<
 ̂xdK = | xdx =2; j"xdy -  j  x  у  = 1.

Г, о г, о

Шундай килиб, буларни тегишли жойига кУ'йгандан сунг ушбу натижа

j  кйг = 2 + I

лосил булади.
б) |г  | =  1 айлананинг параметрик тенгламаларини

х =  cos ?, у = sin <р (0 < <р < 2*)

куринишда ёзайлик. Буларни днфференцналласак: 

dx — — sin <fd<f, dy =  cos p;

xdz = j  x(dx + ldy)= \ xdx + I \ xdy.

бунда Г 3 ярим айланадир.

* * j i«J xdx — —  | cos f  ■ sin <f d<f =  J cos <fd (cos if) = — cos*<f 0;
Г , и и

f* С Р I +  cos 2? *
| xdy -  j cos f  cos <fd<p =2 1 ----- ----- a? = g •
г, о 

Мана шуларга биноан:

г,
в) \г — а\ — R  айланаии Гг деб олсак. у лолда

(£ xdi =  (j +  My) = ( f  xdx +  i ф 
г. К Г. r,

Бу тенгликнинг у^г томоиидаги интёгралларни алолнда-алолида лн£°б- 
лаб чикайлик. 1) га асосан:

ф xrf* = -1 ф rf (дСа) = °; (*)
Г. Г,

(А . формулага кура:

(|Jrrfy = S  = */f-; (•*>
г,

13Л



(*t ва (**) дан:

£xdz =  IkR j.

3-м н с о л. Ушбу интеграл
J | * l *

купила берилган доллар буйлаб .\нсоблансин:
а) г -  2 — / нуктанинг радиус-вектори буйлаб;

i t  i t

б) | аг | = 1 ярим айлана буйлаб, — < arg *< — (йулнинг бош нуктаси2 2
г = — I да).

Е  ч и ш:

a) j  | * | dz = f У х  + у* (dx + ldy)=  j  У  jcj + у3 dx +

+ I f  Ух* + у 1 dy, бундагн Г, чизик О билан 2 — I нукта орасидаги кесма-

х
дан иборат, f t нинг тенгламаси: у = — — (0 < х < 2). Бундан:

dy

Мана шуларга асосан:

=  - у ;  У *  +

- 0

б) Айлаиаппнг тенгламалари:

x — cos f, у -  s*n<p ( - y  <<f <

r. 0
Демак,

Бундан:

чункн | г | — 1.
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dx — — sin ip d?, dy — cos f  d% 

j  111 dz - I  1 • dz - J  dx + t j  dy,



sln̂ prf? — cos <f -0 .

J  dy — J  cosifrf<f —
2

- 2.

Демак.

—*
T

■ I "
| dz =  21.

4-мисол. Ушбу интеграл *исобл1нсин:

f 1/ '-
бундаги Г  чизик 69-чизмада курсатилган ярнм \ачкадан иборат.

Е  ч и ш. Агар г — х + 1у булса, г — х — iy. dz — dx +  idy булади. 
Буларни эътиборга олиб. баъзи соддалаштиришларни утказсак. куйи- 

дагига эга буламиз:

—  dz — 
z

( ■*7- У г
U * + y a

dx-
2*у

**+ у’ <Б |

Масалада берилган Г  ярнм халкани турт булакка ажратиб» хар бир 
булак буйича интеграл оламиз:

(В )

Унг томондаги интеграллар ишоралари остидаги —  dz ифодани кнскалик
г

учун вактинча бзмадик. Г , чизик г — 1 ва z — 2 нукталар орасидаги кесма- 
яан иборат булгани учун 1 < х < 2. у — 0 булади. Шунга асосан (Б ) дан:

•~r dz — dx; j - ~  dz — j* dx =  1.

Энди Г j чизик катта ярим айланадан иборат булгани сабабли
х — 2 cos <р. у — 2 sin ^

булиб, баъзи соддалаштиришлардан сУнг, (Б ) куйидаги кУринигага эга 
булади:

г
—  dz — 2(1 — 4 cos- <f) вш f d f  + <(1 — 4 sin sp; cos f d f ,  U s } < « .  
г
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У лолда

«  1C

i dz =  2 j*(l — 4 cos3?) sin ?tf?  + 2/ | (1 — 4 sln^Jco*?</? = — —• 
г, о о

Г 3 чизик г = — 2 ва г — — 1 нукталар орасндаги кесмадир. Ш у сабабли
—  2 < х  < — 1, у - 0 .  У  .\олда, (Б ) дан:

—  dt - dr, 
г

-I
f t ' "

■\d-
- 2

Г,

1.

Эндн Г 4 Чизик кичик ярим 
айланадан иборат булгани учуй

х — cos ?, у sin ?  я > ?  > 0)

булиб, баъзи амаллардан сунг, 
(Б ) кунндагн куринншга эга 
булади:

dt = (1 — 4 cos3?) sin ?rf? f  / (1 — 4 sin3?) C05 ?(/?.
z

У  \олда:

0 0 о
| dz — \ (1 — 4 cos* ?) sin ?rf? + / j  (1 — 4 sin3 ? )  cos ?  /? — — -
I', к *
Мана шу топилган кийматларни (В ) га кУйсак, ушбу

f
z . . 4 2 4—  dz - 1  + 1 -  — + — -  —
7  3 3 3

натижага эришамиз.
5- м и с о л. Агар С бирлик айланадан иборат булса, ушбу

f Ln zdz

интеграл .\исоблансин, бунда Ln 1 =  0 кУшнмча шарт эътиборга олннсин. 
Е  ч и ш.

111 бобдагн (39) формулага бнноан:

Ln z =  Inr +  Of + 2kr I, 0 < ?  < 2», * — 0, ±1. ± 2, . . .

m



Бнрлик айлананннг тенгламаси г — cos? + /sin9 дан иборат булгани учун 
г =ш | г | -  1. Inr = In I -  Q булади. Масалаиннг шартнга кура Ln 1 -  0 бул
гани сабабли * = 0 булади.

Демак, Ln г =  l<f.

Бундан;

аг = (— sin у +  / cos sp) dy.- 

2*
( j) Ln г d г — J /? (— sin у +  / cos y) dy «*

2* «
_  _  i J   ̂sin dy — j* у cos ydy.

о 0
2«

у sln<prf? — — 2*. j*<? co*«fd? -0J
булганидан:

f Ln zdz = 2я/.

5-§. Бошлангич функция ва аницмас интеграл
1. Бошлангич функция *акидаги тушунча китобчонларн- 

мизга математик анализ курсндан маълум. Ленин биз ком* 
плекс со. а̂даги бошлангич функция билан танишиб утамиз. 
Энг аввал биз куйидаги леммани исбот килайлик.

Лемма. Агар G со^анинг барча нуцталарида f(z) функ- 
циянинг .^осиласи нолга тенг булса, у %олда функция шу 
со^ада узгармас. булади.

Исбот.  a) G со^ада / (z )s C  узгармас деб фараз килай
лик. У *олда барча z£G лар учун

/'(г) = С 'аО .
б) Энди барча z£G  учун G со^ада /'(г)гзО булсин. У 

*олда:

дк дх ду ду
Бундан эса:

дх ' дк ду ду
* f a 0 , - в О ,  — =■ 0, ^ - 0

ёки
ди _  да ^ dv _  dv __q

дх ду ’ дх ду
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Икки аргументли и(х, у) ва v(x, у) функцияларнинг *ар 
бнридан иккала дг ва у аргументлар буйича олинган хусусий 
доснлалар айнан нолга тенг булгани сабабли барча G лар 
учун du(x, у) *= 0 ва dv{x, у) = 0, яъни

и(х, у) =  С „ v(x, y i=  С,
узгармас сонларга тенг. Демак, барча z£G  лар учун:

/ (г) = и (дг, у) + iv (х, у) =  С, + iC3.
Тенгликнинг унг томонидаги узгармас комплекс сонни С 

оркали белгиласак
/(г) =  С

булиб, леммани исбот килган буламиз.
Таъриф. Агар G со\анинг барча нуцталарида

-аг
тенглик бажарилса, у \олда F (z ) фукция берилган / (г ) 
функциянинг бо ш л а н г и ч ф у н к ц и я с и  дейилади Хаки
кий узгарувчилар сохасидаги кабн комплекс узгарувчилн 
/(г) функциянинг бошлангич функцияси учун а̂м куйидаги 
теорема уринли.

Г е о р е м а . Агар G со^ада F(z) функция /(г) нинг бошлан- 
т н  функцияси булса, у х,олда Ф (z) = F(z) С (бунда С—их
тиёрий узгармас) л;ам G да уша /(г) функция учун бош
лангич функция булади ва аксинча, агар F(z) ва Ф(г) лар 
f(z\ нинг бошлангич функциялари булса, у х̂ олда барча 
г £ 0  лар учун

Ф (г) — F  (г) =  С (25)
булади. '

Бу ^акикий узгарувчилар со^асидагн шундай фикрнинг 
такрорланншидан иборат булгани учун бунинг исботнни укув- 
чиларга колдирамиз. Демак, хакикий узгарувчилар со^асидаги- 
га ухшаш берилган /(г) функциянинг бошлангич функциялари 
чексиз куп булиб, улар бир-биридан ихтиёрий узгармас кушн- 
лувчи билан фарк килади.

2 Аникмас интеграл. Берилган /(г) функциянинг ^амма 
бошлангич функциялари аникмас интеграл дейилиб, ушбу

S/(*>dz
символ билан белгиланади. Демак,. (25) га мувофик:

j/ (z )az  = F ( t )  + C=  Ф(г), (25')
бунда:

Г (г )= / (г ) .
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Энди / (2) функции бир богламли О' со.\ада аналитик бул
син, G нчида к^згалмас бир г0 нукта ва нхтиёрий г нукта 
олиб, уларни G сохадан чициб кетмайдиган бирор Г  чизик 
билан туташтирайлнк (70-чизма). У вактда куйидагн теорема- 
ни исбот килиш мумкин.

Теорема.  Бир богламли G сохада /(г) аналитик функ
ция ва z0 шу сохада бирор цузгалмас нуцта булсин. У холда

Я

F (z )=  §/(z )dz  (26)
*•

функция G сохада аналитик ва /(г) учун бошлангич функ
ция булади, бунда интеграл г0 ва г нукталарни туташ- 
тирувчи Г  чизиц буйлаб олинган.

Исбот.  f(z) функция G сохада аналитик булгани учун 
4-§ даги Коши теоремасига мувофик юкоридаги ннтегралнинг 
Киймати Г  йулга боглик булмай, факат узгарувчи г нуктага 
боглик. шу сабабли уни F  (г) билан белгиладик.

Энди,

= - / (* )

эканлигини исботлаш керак булади.
Унинг учун G ичидан z га якин турган яна битта г + Л 

нукта олиб К ёйча оркали уларни туташтирайлик. /(г) функ
ция G сохада аналитик булгани сабабли у узлуксиз хам булади. 
Шунга асосан хар кандай 
е > 0 сон учун шундай |Л| 
сонни топиш мумкинки,
|С — г|< \h | булганда |/(С) —
— /(г) < s булади.

Энди, (26) га мувофик:
ж+А

F (2 + A)= J/r,)rfC. (27)

(26)ва (27) лардан куйи
дагн айирмани *осил кила
миз: 70- чизма.

*+л ж • Х+А

+ А) _  F  (z) = j /  (С) Л  -  | /  (С) Л  = j  /(С) Л



Иккинчи томондзн,
'4*
|< Г, = [С ] '/ А =  ( г  +  Л ) - г  = А.
г

У *олда куйидаги айниягии ёзиш мумкин:
/♦ А

/ (г ) = ± J/ (* )  Л . (29)

Энди (28) дан (29) ни айирайлик:
*+*FU  + h ^ -m ) _ т  _  2 . j* (/(С) _ /(г)]
1

Бунинг vkkh томонидан модуль олиб, t га тегишли тенг- 
сизликни ии-'.'чтсак,

булали. Бундан, функция ^осиласининг таърнфига асосан:
+  = / ( г ) ,

А-Ч) Л

Шу билан теорема тула нсботланди.
Теореманннг нсботидан равшанки, уни куйидагича таъриф- 

лаш \ам мумкин.
Теорема .  Агар /(г) функция бир богламли G со л; а да 

узлуксиз булиб, G да ётувчи ихтиёрий ёпщ контур буй
лаб олинган j f(z )d t интеграл нолга тенг булса, у .уолда

X
F(z) = jf(z)dz  

г,
функция G со^ада аналитик булади, шу билан бирга

F'(z)= f(z).
Теоремадан баъзи му*нм натижалар келиб чикади. (26) 

тенгликдаги F(z) нинг кнйматини (25') га куйилса, аникмас 
интеграл куйидагича куринишга эга булади:

* (* )  = j/(z)dz + С. (30)
*0

Интеграл таърнфига кура:

Ф(*о) = .1’/ (*) <*г + С = 0 + С = С.



' *олда (30) дан ушбу
I
|/(г)с/г = Ф ( г ) - Ф  (г0\

тенглик хосил булади. Баъзан интеграл белгиси остидяги 
*арф билан интегралнинг юкори чегарасидаги харфнинг ара- 
лашиб кетмаслиги учун охирги тенгликни куйидагнча ёзнш 
цулайдир:

| / ( С ) Л - Ф ( г ) - Ф ( г 0). ^ (31)

бу тенгликлардаги Ф (г) билан /(г) бундай богланган:
Ф ' ( 0  = /(*).

(31) тенглик Н ь ю т о н —Лейбниц  формуласи  деб ата- 
лади.

Демак, агар /(г) функция G сохада аналитик  булиб, О 
ичидаги г0 ва г нукталарни бирлаштнрувчи Г  контур буйлаб 
интеграллаш талаб килинса, тугридан-тугри Ньютон—Лейбниц 
формуласи буйича хисоблаш мумкин, яъни

/ ( С ) Л =  |/ (С )^  = Ф ( г ) - Ф ( 20). (ЗГ )

Агар Г  ёпик контур булса, г = z0 булиб, (ЗГ) нинг унг 
томонидаги айирма нолга айланади. Шунинг учун *ам

(£ / (С )Л - 0 .

Буни биз илгари хам курган эдик.
Аннкмас интеграл таърифн расмий томондан математик 

анализ курсидаги таърифдан фарк кнлмагани учун бизга маъ- 
лум интеграллаш формулалари жадвалидан тула фойдаланиш 
мумкин.

Г гн¥'1-м н с о л. I гп <1г — -------Н С.J  п + 1

чунки
г «+1  J
---- - гп. п + — 1.
п + 1 '

Агар а ва Ь нукталарни бирлаштнрувчи [  чизик буйлаб интеграл олиш 
талаб килинса.



2-м и с о л. «
— е2 4 С,

чунки .

Ш у сабабли
• ь

|' e *d z -  | Л * - И *  = # * - Л
*г  о

Р<** 13-м и с о л. I —  — — — |-С.J  ** г

( - 7 ) 4

чунки

Ш у сабабли

Я М М - 7
ь 1_ 1
<Г а ~  ь ‘

бунда Г  чизик ноль нуктадан утмаслиги керак. чунки / (* ) — —  функция2‘
г — 0 нуктада маънога эга эмас.

4. Рационал функцияларни интеграллаш. Биз илгари
j ( z - a y dz=* О

булишини курган эднк, бунда л = 0, 1, 2, . . .  ва Г  эса ёпиц 
контур. Хусусий холда а =  О б^лса,

(j) г" dz — 0.
/•

Шуларга асосан еутун рационал функциядан (полиномдан) 
ёпик Г  контур буйлаб интеграл олишимиз мумкин:

а) Р (г) = а0гп 4-0 ,2" 1 4* • • . 4" ая_,* + ап,
бунда

«о. f • • • * ип
коэффициентлар узгармас комплекс сонлардан иборат булиб, 
z = х 4 - iy — комплекс узгарувчидир.

<jrP(z) dz -  a j  zndz 4- a, j  z^'dz 4- . . . a„ dz — 0.

Демак*
jp (z )d z  = 0. (32)
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б) Агар а нукта Г  ёпик чизик ташкарисида ётган булса, 
/(г) = -----п функция Г  билан чегараланган ёпик сохада ана
литик булгани учун

$  — —  = 0
У  (г -  а)"

булишини биз 4- § да курган эдик.
г=*а нукта Г  нинг ичида ётади, деб фараз этайлик. Агар Г  

ичида маркази г = а дан иборат бирор С айлана ясасак (71-чиз
ма), икки богламли со^а хосил булиб, унда

функция аналитик булади. Шу са
бабли, Коши теоремасига асосан, 
ташки ва ички контурлар буйлаб 
олинган интеграллар узаро тенг бу
лади, яъни

f  ( г - а ) »  “ I *  ( * - * ) »  * (33)

(33) тенгликдан, 3-§даги 2-мисол,
4-§ даги 2-мисолларга асосан п нинг 
иккала холи учун: 71-чизма.

$ dz
(г — а)"

агар п =£ 1 булса, 0 
агар п *= 1 булса, 2-i.

(34)

Бунда, юкорида айтганимиздек, а нукта Г  ичида ётади. Хусусий 
Холда а —0 нукта Г  ичида булса,

( агар п Ф  1 булса, 0
[ агар п = 1 булса, 2

(34')

Сунгги иккала формулага асосланиб куйидаги оддий каср ра- 
ционал функциялардан интеграл олиш кнйин эмас:

_ Ап А, Ап |
R(Z) “  7--- — + ;---уПГ, + • • • 4---- •(г — а)" (г—a r  г — а

Агар а нукта Г  ташкарисида булса, *ар бир хаддан олинган 
интеграл нолга тенг булади. Биз аксинча, а нукта Г  ичида ёта
ди, деб фараз килайлик. У холда, (34) га асосан:

= А0 • 0 + Л, • 0 + . . .  + Лл_, • 2гЛ — Ап_х • 2гЛ,

10-175 115



яъни
ф / ? ( г )^ г = Л я_, • 2 п/. (35)

Мабодо рационал функция ушбу
Р (г )

/ ? ( * ) - <?(*>
куринишда берилган булса, дастлаб уни оддий касрларга ажра- 
тиб, сунгра юкоридаги метод билан интеграллаш керак.

Мисол.

f
(г+ 1)ri«- 

г*(г -  1) (г — 3>5

бундаги Г  чизик 1*1”  2 айланадан иборат.
Интеграл ишораси остидаги каср-рационал функцияни куйидагича 

оддий касрларга ажратиб оламиз:
г 4- 1 А_ б  С D

г * ( г — 1)(г — 3) г ‘ г г —  1 г — 3
Бундан, олий алгебра курсида баён килингаи усул билан, ночаълум 

А, В, С ва D козффициентларни топамнз, улар мос равншда куйндаги- 
ларга тенг:

- I  С - - 1  D - l  
9 9

У лолда
1 £  dz 7 Г  Л  С dz 2 С dz

' - T f T ’ + j f T - p m  + 9 р Г Г :Г
Бу интегралларнинг *ар бирини текшириб чикайлик: (34') формулагэ 
асосан:

(34) га мувофик:

Ф А . - * *г
энди, г — 3 нукта / айлананищ- таш- 
карисида булгани учун (72-чизма)--- -

2 —  а

функция / билан чегараланган бпик 
доирада аналитикдир Ш у сабабли, 
Коши теоремасига деосан,

72-чизма.
f r h - 0.
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Демак,
7 — 4

/  — _  . 2xl — 2x1 =  ——- xl,
9 9

6-§. Логарифмик функциянинг интеграл орцали ифодаси

Утган параграфлардан бизга маълумки, агар г = 0 нукта Г  
ёпик чизикнинг ташкарнсида булса,

$— *= О,
г

агар г - 0 нукта Г  контур ичи
да б^лса, у *олда

2w.

Бнзнииг максадимиз текис
ликдаги 1 ва г нукталарни ту- 
таштнрувчи, ёпик булмаган, бирор / чизик буйлаб олинган

(7 3-чизма) интегралнинг кийматини топишдан иборат. Маълум- 
кн, ноль нуктадан утмайдиган ĵ ap кандай / чизикда /(г) ——
функция аналитикдир. Шу сабабдан, Коши теоремасига асосан, 
ю'коридаги интегралнинг киймати I йулнинг шаклига 6of.ihk 
эмас, яъни

Бнз ^арфлар аралашиб кетмасин деб С ^арфини киритдик. Унг 
томондаги интегрални ?;исоблаш учун, олдин/ чизикни танлаб 
оламиз. Унинг учун ноль нуктани марказ деб, г нуктадан утадн- 
ган бир айлана чизамиз ва I сифатида \г",г чизикни. оламиз 
(74-чизма), I чизик ^акикий укнинг [1, г\ кесмасн билан айлана- 
нинг г*г ёйидан иборат булгани сабабли:
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яъни
<^R(z)dz*= Ап_х • 2к/, (35)
г

Мабодо рационал функция ушбу

куринишда берилган булса, дастлаб уни одднй касрларга ажра 
тиб, сунгра ю^оридаги метод билан интеграллаш керак

бундаги Г  чизик | * I “  2 айланадан иборат.
Интеграл ишораси остидаги каср-рационал функцияни куйидагича 

оддим касрларга ажратиб оламиз:
г 4- 1 А_ В  С  D

г*(г — 1) (z — 3) ”  г4 + г + г — 1 + г - 3 ‘
Бундан, олин алгебра курсида баён кнлинган усул билан, ночаълум 

А, В, С ва D  козффнциентларни топамиз, улар мос равишда куйндаги- 
ларга тенг:

Бу интеграллзрнннг ^ар бнринн текшириб чикайлик: (34') формулага

М и с о л.

У  *олда

асосан:

2
эндн, г — 3 нукта / айлананннг таш
карисида булгани учун (72-чизма)-----2 — о
функция / билан чегараланган ёпик 
донрада аналнтикднр Ш у сабабли, 
Коши теоремасига асосан,

(34) га мувофик:

г

72-чизма.
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Демак,
7 — 4/ — — • 2itf — 2itf = —— r.l,
9 9

6-§. Логарифмик функциянинг интеграл орцали ифодаси

Утган параграфлардан бизга маълумки, агар 2 = 0 нукта Г  
ёпик чизикнинг ташкарисида булса,

dz
г ■О,

агар 2 - 0  нукта Г  контур ичн- 
да б^лса, у холда

§ 7  = 2т. i.

Бизнинг максадимиз текис
ликдаги 1 ва г нукталарни ту- 
таштирувчи, ёпик булмаган, бирор I чизик буйлаб олинган

(73-чизма) ннтегралнинг кийматини топишдан иборат. Маълум
ки, ноль нуктадан утмайдиган хар кандай / чизикда /(г) ——
функция аналитикдир. Шу сабабдан, Коши теоремасига асосан, 
ю'коридаги ннтегралнинг киймати I йулнинг шаклига боглик 
эмас, яъни

I
Биз харфлар аралашиб кетмасин деб С харфини киритдик. Унг 
томондаги интегралнн хисоблаш учун, олдин / чизикни танлаб 
оламиз. Унинг учун ноль нуктани марказ деб, г нуктадан утадн- 
ган бир айлана чизамиз ва / сифатида Iг',г чизикни. оламиз 
(74-чизма), / чизик хакикий укнинг [1, г| кесмаси билан айлана
нинг гчг ёйидан иборат булгани сабабли:



Унг томондаги биринчи интеграл хакикий ук буйлаб олингн 
ни учун С = л булиб,

бунда г>  О.
Иккинчи интегрални хисоблаш уЧуН айлана тенгламасини 

ушбу куринишда ёзамиз:

Бунда унг томон логарифмик функциядан иборат булнй, уни биз 
интеграл оркали ифода килдик.

Агар / чизик г = 0 нуктани, чнзмада курсатилганидек, бир 
марта ураб олган булса (75-чизма), / буйлаб олинган интегрални 
нккига ажратамиз:

Булардан биринчиси ноль нуктани уз ичига олувчи ёпик 
1/ля1 контур буйлаб олинганн учун

Г Г Г

С = relf (0 < <? < 6). 
Бундан:

У холда
2 9

Г
X

74-чизма. Буларни юкорига куйилса:
I

J
>{оснл булади. 

Демак,
1

(36)



Иккинчи интеграл эса (36) га асосан: 

\ 1  Демак,
Ыг

- =  1пг.
С

яJ
Мабодо / чизик г = 0 нуктани 

икки марта ураб олса,
1

булишини худди шу усулда исбот 
килиш мумкин.

Умуман, агар k марта ураб 
олса, I

У Z.

m / \  \
» / % V  1

1 О 1 пГх

y t

75-чнзма.

J-  = 1пг + 2 Ы
С

булади. Бунинг унг томони логарифмик функциянинг умумнй

Lnz =  Inz + 2 М  
куринишидан иборат булгани учун натижада ушбу

-  = Lnz
С

(37)

формулага эга буламиз.
Агар I чизикнинг йуналиши мусбат, яъни соат стрелкасининг 

Карлкатига тескари булса, k -= 0, 1, 2, . . . ,  акс *олда k = — 1,
— 2, — 3, . . .  булади.

Диккат килиб каралса шуни куриш мумкинки, (37) нинг унг 
томони куп кийматли функциядан иборат булгани учун чап то- 
монидаги интеграл *ам юкори чегара г нинг куп кийматли функ
цияси экан. Бунинг куп кийматли булишининг геометрик маъно- 
си г = 0 нуктани / чизик ураб олишидан иборат экан.

7- §. Кошининг интеграл формуласи

1. Чегараси Г  чизикдан Лборат булган ёпнкбсо*ада бир кий- 
матли ва аналитик /(г ) функция берилган булсин. Бу деган суз, 
О ни уз ичига олган бирэр G' со.\анинг ^ар бир нуктасида /  (г)
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функция аник чекли лосилага эга деган с$гздир. Соханинг ичидан 
ихтиёрий бир г нуктани олайлик ва бу нуктани марказ килиб О 
ичида о радиусли 7 айлана чизайлик. У холда Г  ва 7 лар билан 
чегараланган икки богламли сохада (халкада) ушбу

/ С)

функция аналитик булади, чунки
С Ф г.

Шу сабабли, Коши теоремасига мувофик, ташки Г  контур буй
лаб олинган интеграл ички 7 буйлаб олинган интегралга тенг бу- 
ладн (76-чизма):

. (38)
т

Берилган t (г) функция G сохада аналитик булгани сабабли таби- 
ийки, уша сохада узлуксиз хам булади. У холда хар кандай нс- 
талганча кичик г > О сон олинган булмасин, шундай о > 0 мав- 
жудки, 7 айлананинг ихтиёрий С нуктаси учун |С — z| = p <,8 
булганда

1/(0- / ( * ) !< •
тенгснзлик Гринли булади.

Энди, ннтегралнинг хоссасидан фойдаланиб, куйидаги айир- 
мани гекширамиз (бахолаймиз):

f

< 2ut.

Ун томондаги г истатанча кичик мусбат сондан иборат булгани 
учун чап томондаги айирманинг лимити нолга тенгдир. Иккничи 
томоидан;

Демак,

Бундан

ф ^  = / ( г ) ф_£1_ 2 */. 
т т

Т 1
-  Ilm - J  (z) • 2xU -  0.

H J  1
T

Hni<f)7 ^  = /(*)•  2*/. p-о J  С — * т
(39)
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Агар (38) тенгликнинг икки томонидан р ни нолга интилгириб ли* 
митга утилса куйидаги тенглик хосил булади: *

р-*о ^  С — * р-*о j  » г

Г  чизик буйлаб олинган ин
теграл р га боглик булмаганн са
бабли лимит белгисини ташлаб 
ёзнш мумкин, натижада Коши 
фирм у л а с и деб аталувчи ушбу 
тенгликка эга буламиз:

(4° 'г
Тенгликнинг унг томонидаги ифо
да Коши и н тегра ли дейилади.

Коши формуласининг мо?(ияти 76-чизма.
шундаки, у О «данинг ички z
нуктасига тегишли / (г) функция кийматинн уша функциянинг Г  
контурдаги /(С) киймати оркали ифодалайди.

Коши формуласи мураккаб контур учун *ам уз кучини сак- 
лайди. G куп богламли соха Г 0, Г „  , Г„£одда ёпик чизик-
лар билан чегараланган булиб, / (С) функция G ёпик со^ада ана
литик булсин, дейлик. G нинг мураккаб контурини

/ '- г .  +  Л  + Л *  ••• +
билан белгилайлик. Энди G нинг ичидан ихтиёрий битта г нукта 
олиб, маркази уша г нуктадан иборат ва Г , ларни кесмайдиган 7 
айлана чизайлик (77-чизма».

У холда мураккаб контурга тегишли Коши теоремасига асосан

ёки охирги интегралдан бошкаларини чапга утказиб йнгиш- 
тирилса,

[ / о т  _  £ fi:)d : (41)

7 билан чегараланган соха бир богламли соха булгани учун 
унга (40) Коши формуласини татбик эта оламиз, яьна

т
15?



У *олда (41) дан
/ ( л -

4 2 « / Т С - г

Коши формуласи келиб чицади, бунда Г  — мураккаб контур 
1~ И зо АгаргнуктаСГсо^анинг

^ -- 2-----ташкарисида булса, у *олда функ-
ция О Co.'s а да аналитик булиб, (40) 

/  'к даги интеграл нолга тенг булади.

0 ^ —'  ] 2. Урта циймат ^ацидаги тео
рема. Агар (40) даги Г  контур

© g I радиуси г ва а марказли
/~\ / г — а = retv (0 <<р < 2к)

77-чизма.

С айланадан иборат булса, Коши 
формуласинннг куриниши бошка- 
чарок булади. ^акнкатан *ам,
/(г) =/(а + re'”), dz = d<p,

= id у.
г — а

У з{Олда

ЯЪНИ У*
/ (а) = j  / (а + ге,,р) d<?. (42)

с
Бу эса Гаусс формуласи аталиб, аналитик функциялар учун 

урта к и й м а т ^акидаги теоремани ифода килади. Бун- 
дай дейилишига сабаб куйидагидан иборат. С айланада <р нинг 
узлуксиз Ф (<р) функцияси берилган деб фараз килайлик. а мар- 
каздан чикувчи нурлар воситаси билан С айланани п та тенг ёй- 
га булсак, марказий бурчак *ам п та тенг булакка булиниб, *ар
бири Д? = — га тенг булади (78-чизма).П

Аник интегралнинг таърнфига к^ра
2* я-1 / 5h\
Г /(а 4- re'’’) df = lim V  / \а -j- re ' я ' 1 —J  п-»о п *

t i  А  — О

и

г- ( / (а + re1*) df “  Пт — V  1 [а + re \ я '].2г. J  П-оо Л
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деб белгиласак, лимит белгиси остидаги йигииди куйидагича 
ёзилади:

/(*о) + /(л)+  ... +/(*„_,)

Бу эса Дг) функциянингурта арифметик кийматидан иборатдир. 
Шунинг учун (42) интегралнн хам Дг) нинг урта арифметик кий
мати деб караш мумкин. Мана шу 
натижага асосланиб, (42) хакида 
хулоса чикаришимиз мумкин: 
аналитик функциянинг ооира 
марказидаги циймати уша дои
рани ураб олган айланадаги 
функция цийматларининг урта 
арифметик циймат ига тенгдир.

Мабодо донранинг маркази 
координаталар бошида булса, (42) 
нинг хусусий холигаэга буламиз:

A ° J =  142')

8-§. Модулнинг максимум принципи

Теорема .  Бирор О сохада аналитик булган ва узгармас 
сонга тенг булмаган Дг) функциянинг \/(г)\ модули О соха- 
нинг бирорта хам нуцтасида узининг максимум цийматига 
эриша олмайди.

Бу теоремани исбот килишдан аввал куйидаги леммани ис- 
ботлаймиз.

Лемма. Агар бирор G сохада: 1) / (г) = и + iv аналитик 
Функциянинг хациций цисми узгармас булса, ёки 2) б у функ
циянинг модули узгармас булса, у холда /(г) функция хам 
и да узгармасдир.

Исбот.  I)шартга кура j-  = 0; /(г) аналитик булгани 

учун Даламбер-Эйлер шартларига кура ̂  =-̂ ’=0 булади. Бундан



v нинг узгармаслиги ва натнжада /(г) *ам узгармаслиги келиб 
чикпди. Энди лемманинг 2) шарги бажарилган булсин, яъни 
1/(2 »| — Л1, М = const. Агар Л1 = 0 булса, лемманинг тугрилиги 
равшан. М ф О булсин. Бу *олда 1п/(г) = 1п|/(г)|+/аг»г/(гI функ- 
циянн текшнрамиз. Бу функция аналитик булиб, унинг ^акиций 
кисми (InMi шартга кура узгармасднр; у *олда биринчи шар» га 
асосан 1п/(г)  функция .чам узгармас ва, демак, f(z) *ам уз* 
гармасднр. Лемма исбог булдн.

Теорем анннг исбот и. М билан /(г) функция модули- 
нинг юкорн чегарасн кийматинн (яъни sup |/(г) | ни) белгилаб 
оламиз. G со^анинг бирор z0 нуктаснда /(г» функциянинг модули 
узининг максимумнга тенг булсин дейлик, яъни: |/(г0)| =М. Энди 
маркази z0 да ва барча нукталари G да ётувчи г радиусли айлана 
чизамиз. Урта киймат тугрисидаги (42) формулага асосан

2ж

/(*<>) = f(Zo + re,9)d ?

булади. Бундан
2к

l f z 0 + rel9)\d? . (43)

•ч

М  максимум киймат булгани учун |/(г0 -f- re lf) | < М, бундан ва
(43) тенгсизликдан |/(г0) | <  М  булади. Бу эса фаразимизга зид. 
Демак ихтиёрий ср учун\f(z0)\ •=-- |/(z0 + ге‘9)\ = М  булиши керак.

Шундай килиб, г0 нуктанинг етарли кичик атрофида |/(г)|=М 
булишнни курсатдик. Энди бутун бсо^ада | f(z) | = М булишнни 
курсатамиз. Бунинг учун G нинг ихтиёрий г, нукгасини олиб, бу 
нуктани z0 нукта билан G да ётувчи узлуксиз I чизик оркали ту- 
таштирамиз. / чизикдан G со.\анннг чегараснгача булган энг кис- 
ка масофани d(d > 0 ) билан белгилаймиз.7 чизикнинг ихтиёрий
нуктасинн марказ килиб, -̂ -радиусли айлана чизсак, у айлана G 
со.\адан чикиб кетмайди. Исботланганига асосан z0 марказли ва

радиусли доирада \/(z) | = М  булади. Радиуси — га тенг 6yvt-2 2
ган доиранинг марказини / чизик буйича z0 нуктадан г, нуктагача 
узлуксиз ^аракатлантирсак, .\аракатланувчи доиранинг *олати 
кандай булишидан катън назар, бу доирада | f(z) | =» Л1 тенглик 
бажарилади. Натижада | — М. Демак, г, ихтиёрий нукта бул
гани учун бутун G со^ада |/(г) | = М  тенгликнинг тугрилигинн 
исбот килдик. Бундан леммага асосан f(z) функциянинг Осо^ада 
узгармаслиги келиб чикади. Бу хулоса эса теореманинг шаргига 
карама-каршидир. Бундан фаразимизнинг нот^грнлиги келиб 
чикади. Шу билан теорема исботланди.
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1-нати.ка Узгармас сонга гпгнг булмаган f(z) функция G 
сохада аналитик ва ёпиц G сохада узлуксиз булса, у холда бу 
функциянинг модули узининг max \f(z) \ цийматига соханинг 
чегарасида эришади.

Хакикатан,_Лг) ёпик G сохада узлуксиз булгани учун | /(г) | 
функция хам G да узлуксиз булади, чунки

||/ (г + А )|- |/ (г )| |< |/ (г  +  А )- / (г ) |

тенгсизликнннг унгтомони Л билан бирга нолга интилади. Демак, 
ёпик сохада узлуксиз булган функциянинг хоссасига асосан|/(г)| 
функция узининг максимум кийматнга G соханинг бирор г0 пук- 
тасида эришади. Исбот килингал теоремага асосан z0 нукга G со- 
цада булиши мумкин эмас, демак, бу нукта G соханинг чегараси
да ётади.

2-натижа. Агар узгармас сонга тенг булмаган /(г) функция 
G сохада аналитик, Т} да узлуксиз булса ва шу билан бирга \ 
нолОан фарцли булса, у холда |/ (г) | минимум цийматга G 
ичиоа эриша олмайди.

Буни нсботлаш учун максимум принципини g (z) = 
функцияга татбик килнш етарлидир.

9-§. Коши типидаги интеграл

Кошининг (40) интеграл формуласини келтириб чикаришда биз 
/(г) функниянн G сохада аналитик ва Г  ни ёпик чизик, деб фараз 
Килган эднк. Агар бу икки фаразимизнннгбирортасибузилса, Ко
ши формуласи уринли булмайди. Маълумки, уша (40) формула- 
нинг унг томони Коши  интегра л и дейилар эди. Биз энди 
Коши ингегрзлига Караганда умумийрок бир интегралнн текши- 
рамиз.

Текисликда бирор силлик Г  чизик олайлик. Бу чизик ёпик 
булмаслиги хам мумкин. Фараз эгайлик,  ̂(С) бир кийматли функ
ция мана шу Г  чизикда у з л у к с и з г и н а  булсин. Агар биз А 
чизикда ётмайдиган бирор г нуктани олсак, у вактда

С—г
каср Г  чизикнинг барча нукталарида узлуксиз булади, чунки С 
нукта Г  устида ётувчи ихтиёрий нуктадан иборат булгани учун 

Шу сабабдан

2л/ J  г, - г
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интеграл текисликдаги хар бир г (Г  да ётмайдиган) нукта учун 
аник кийматга эга. Демак, уша интеграл z нинг функциясидир:

Бу интегралнинг хусусий холларини текширайлик. Агар Г  чи- 
зик ёпик булиб, у билан чегараланган О сохада ?(С) аналитик 
булса, у *олда:

а) z нукта О нинг ташкарисида ётган булса, (44) интеграл 
нолга тенг булади;

б) z нукта О нинг ичида ётган булса, (44) тенглик Коши- 
нинг (40) формуласига айланади.

Шу сабабли (44) нинг унг томони Коши тип и даги ин
теграл деб аталади.

Юдори тартибли хосилаларнинг мавжудлиги. Бу ерда Коши 
типидагн интеграл билан аникланган Ф(г) функция учун ушбу 
теоремани исбот киламнз.

Теорема.  Коши типидаги интеграл билан аникланган 
t> (z) функция Г  яизицда ётмайдиган, %ар цандай чекли z нуц- 
тада аналитик булади. Шундай нуцталарда функция барча 
юцори тартибли jfосилаларга эга булиб, улар

формула орцали ифода цилинади.
Биз хозирча я — 1 учун (45) нинг тугрилигини исбот кила- 

миз. Бунинг учун (44) дан куйидагини топиб оламиз:

Бундан (44) ни айириб, А га булайлик, яъни 
Ф {г + h) — Ф (г) _

Энди h ни нолга интилтириб лимитга утилса, расмий томондан 
куйидагига эришамиз:

Шундай усулда лимитга утиш конуний эканлигини к^рсатиш 
учун куйидагича муло^аза киламнз.

Г  чизикдаги С нукталар билан Г  дан ташкаридаги кузгалмас z 
нукта орасидаги масофалардан энг кискасини 2d оркали белгилаб,

(44)
г

(45)

г

Л

2r.i.) (С — г — Л) (С — г) г

(47)
г



|Л| ни шундай кичнк килиб олайликки, натижада |А| < d булсий1 
(79-чизма). У вацтда шуб*асиз

|С — г|>d, |С— (z + A)|-=|(; — г — h\>d
тенгсизлик бажарилади. <? (С) функция Г  чизикда узлуксиз бул-' 
гани учун чегараланган, |<pU)|<M булади. Шуларга асосан ку ' 
йидаги тенгсизлик *осил булади:

I *(» + *)-♦(*) _  J _  Г т(С)<г. I =
A 2* J  (С -* )’ “

| г  I

_  М  Г vQdl________ 1_ Гу(С)̂ :
2т.1 J  (С — г — А) (С — г ) J  (С—«)*

I Г  Г
e | _ L  f _ J W _  |A| M l j  Ml .
=  2и/J  (С —  г — А)(С —  г)* 2* &  2r.d*

I г

бундаги / сон Г  чизикнинг узунлигидир. А нолг а интилгандатенг* 
сизликнинг унг томони *ам нолга интилади. Шунинг учун чапто' 
мондаги айирма лимити *ам нолга 
тенг булади. Демак, (47) тенглик 
тугри экан.

Худди мана шу усулда (47) да
ги Ф ' (г) устида муло.\аза килин
са, куйидаги

Ф" (г ) =  П т  Ф (г + — f  J l )  
n-»o A

_  _2!_ ■
2* t j  C-r)3

формула келиб чикади. Умуман тула математик индукция метод1.1 
билан теоремада баён этилган (45) умумий формуланн келгирн0 
чикариш мумкин.

Юкорида исбот этилган теоремадан равшаики, (44) даги инте1" 
рал ишораси остидаги функция теорема шартларини каноатла '̂ 
тирган *олда уни параметр г буйича нсталганча марта диффере '̂ 
циаллаш мумкин экан. Дифференциаллаш коидаси *акикий узп1' 
рувчилар со^асидаги параметрга боглик интегрални параметР 
буйича дифференциаллашнинг узгинасидир.

Аналитик функция исталган тартибли ^осиласининг маг" 
жудлиги. Купинча (45) нинг куйидаги хусусий *оли ишлатилад)1- 
Контури ёпик I  чизикдаи иборат G сосала аникланган/(г) фунг* 
ция и да аналитик булсин. У *олда (44) формула ушбу

Фf m :



Коши формуласини ва (45) эсаrw-5| / с н :
(:-г)л+| (50)

аналитик функциянинг юкори тартиблн хосилаларини хисоблаш 
формуласинн беради. Агар я - 0, 1, 2, 3, . . .  деб олсак, (50) дан

хосилалар келиб чикади. Шундай килиб, биз куйидаги натижага 
эришдик: агар f  (z) функция О сохада аналитик (яъни /' (г) 
мавжуд) булса, у функция иккинчи, у чинки ва х оказо барча 
юцори тартибли хосилага эга булиб, уша хосилаларнинг хар 
биои (J сохада узлуксиз булар экан. Лекин хакикий узгарувчи- 
лар сохасида бундай ходисани курмаймиз, яъни бирор сохада 
биринчи тартибли хосилага эга булган / (х) функция уша сохада 
иккинчи тартибли хосилага эга булавермайдн.

Кошининг (40) формуласи ва (50) формула аник .интеграллар 
ни хисоблашда куп ишлатилади. Юкорида биз ушбу теоремани 
исбот килдик. _

Теорема .  Епщ G сохада аналитик булган хар чандай 
/(z) функция шу сохада исталган тартибли хосилаларга эга 
булиб, улар

формула билан ифодаланади, бунда Г  контур G соханинг 
чегарасидир.

1- ы и с о л.

интеграл *исоблансин, бунда С — айлана булиб, унинг маркази ноль нукта
да ва радиуси Я  — 3 га тенг.

Бу мисолда берилган функция / ( г )  — г* дан иборат б^либ, С 
айлана билан чегараланган ёпик доирада аналитик функция, а — <11 нукта 
шу дойра ичида ётгани учун Кошининг

/(2), / ' (2), / ' ( 2 ' / " ’ (2 ), . . .

С

формуласидан фойдаланамиз. Мана шунга асосан:



2-м и сол . Биринчи мисолдаги айлана радиуси R  = 1 деб интеграл 
зисоблансии. Равшанкп, а -21 нукта С нинг ташкарисида ётгани учун 
-уuia ёпик доирада

г — 21
лналнтнкдир. Коши теорсмасига мувофик Уша аналитик функциядан ёпик 
С  контур (айлана) буйлаб олннган интеграл нолга тенг булади:

i d г
- 0.V z - 2 1 с

3-м и со  л. Маркази / да, радиуси R  — 3 га тенг булган айлана С 
Зуйлаб ушбу

С sin г
- $ 7 Т 7 Л

/
с

интеграл .\исоблансин.
Берилган интегрални (40) Коши интеграли билан такк °сласак,

/ (г) -  sin г, а =  + /

эканнни курамиз.
Бу функция С айлана билан чегараланган ёпик доирада аналитик 

булгани учун (40') га асосан:

/ — 2*1 • / (+ / ) -  2*/ • s !n (+  0 - 2«/ • s in /.

е,г — в~,г . в-1 —* 
sin --------------- дан s in / ------— •

Бундан
— е 1 /- + 2к/ • — ---- (—*4-*“ 1) *.

4- м и с о л.
dz

интеграл кисобланснп, бунда С — айлана булиб, унинг радиуси R  — 2 ва 
маркази 2/ нуктага жойлашган.

Аввало бу интегрални Коши интеграли курннишига келтириб ола
миз: гг + 9 _  г* _  (3/)* - (г + 3/) (* — 3/),

1

/-£>— — ----- £ > ^^Г(*+з/)(«-з/) У х - а dz.

Бундан
1
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ва а — 3/ булиб, у С айлана ичида ётади, (— 3/) эса донра ташкарисида 
ётади (80-чизма). Демак, /  (г) функция С  билан чегараланган донра 
ичида аналнтикднр. У *олда Коши формуласнга асосан:

1=2*1- /(31) = 2г./ 

Демак,

1

f

31 + 31 3

*» +  9 3

(50) формула ёрдами билан купгина 
интеграллар жуда содда *исобланнши мум- 
кинлигини куйидаги мисолда курсатамиз. 
Ихтиёрий чеклн со*ада аналитик / (* )  — ег 
функция хоссаларига асосан ушбу

2«
J  е гсо>* . COS (rsln<p — 71?) rf?,

2*
j  g'c°*V . sin (г s in? — n?)rf?

9
интеграллар хисоблансин:

/<">(г) — e* ва / (в ) — еа 

(а — ихтиёрий чеклн узгармас) дан (50) формулага кура

еа -  —
2 я/
л!_ Г  е-’<12 

b i j  (г-а)[
e*dz___

булиб, бундаги С контур ушбу

г — а — re,f (0 < ? < 2я) 

куринншдаги айланадир. Бундан

dz -  ire1* </?. ** = ев+" ' ? =  • *г (С0‘ * + »•■“ *>. 
_  е" . ег С0‘ * •

У лолда

e’dt е° ■ е 'С01 * re1г со» V т Лг tin <9

( г  _  о ) " » 1

rle1* d f



Буни интеграл ишораси остига кУйиб, соддалаштирилгандан сунг куйидаги 
натижа хосил булади:

2~ ' г-  „  Г  t '  со* v . в И г .In 9 -  пг)' а
л! ,) о

Эйлер формуласига мувофик
в1 {Г *,п * ~  '"р) — cos (г sin 5 — n<p) +  / sin (/■ sin ?  — л?).

Ш у сабабли
2ж2-г"2ггп С

—  — I ег cos т • cos (г sin ?  — л?) </<р +п! о
г«

+ i |  ет со* * • sin (г sin <t — л?) if.
о

Бу тенгликнинг чап томони хакикий ва Унг томони комплекс сондан ибо
рат булгани учун унинг хакикий кисми чап томондаги сонга тенг, мавхуы 
кисми эса нолга тенг булади, демак,

2*

(* 2 т.га 
] в ' C0S *  • COS ( г  S in  < f —  л ? )  rf<p — ------>li nl
2»
J  er co* 9 • sin (r sin ? — fly) dr — 0.

и 
2*

Хусусий холда, агар n -» г •= 1 булса, 
2»

I в1-0* * • cos (sin <f — f) dy «■ 2я, 

sin (sin <p — ?) rf? — 0.
2«
j  / * * .
0

Буларга ^хшаш мураккаб ннтегралларни математик анализ 
курсида ургаиилган усуллар билан хисоблаш баъзан мумкин 
эмас.

Морера теоремаси1 (Коши теоремасига тескари теоре
ма). Агар f  (г) бир богламли G сохада узлуксиз булса хам- 
да G да ётувчи ихтиёрий. силлиц ёки силлиц булаклардан 
иборат ёпиц Г  яизщ буйлаб / (г) функциядан олинган ин
теграл нолга тенг булса. у холда / (г) G сохада аналитик 
Функциядир.

Исбот.  Бизга маълумки, бу теореманинг шартлари бажа-
2

рнлганда j / (С) ифода G даги г0 ва г нукталарни туташ-

тирувчи йулга боглиц булмайди ва 5-§ даги 2 теоремага асосан
1 Г. Морера (1856 — 1909) — итальян математнги.
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G со.уада аналитик F  (г) функциянн аниклайди, шу билан бнрга 
F ' (г) — / (г) булади. F  (г) функция аналитик булгани учун ав- 
валги пунктдан бизга маълумки, F ' (г) а̂м О да аналитик функ
ция булади, у *олда f (г) = F ' (г) *ам G со.\ада аналитик 
функциядир.

Морера теоремасининг шартини бир оз соддалашшриш мум
кин. Хакикаган *ам, Коши теоремасини исботлашдагн муло*аза- 
ларни эсга олсак, бу теоремада айтилган типдаги / (г) функ- 
циядан ёпик/' чизик буйлаб олинган интегралнинг нолга тенгли- 
гини талаб килиш урнига,/(г) функциядан G да ётувчи ихти
ёрий учбурчакнииг периметри буйлаб олинган интегралнинг 
нолга тенглигини талаб килиш етарлидир.

Коши типидаги интегралнинг чегаравий цийматлари туг- 
рисида. Бнз курдикки, Коши типидаги

интеграл г £ Г  нукталарда аналитик функцияни ифодалайди. 
Энди биз г нуцта Г  чизикда ётган холни текширамиз. У *ол- 
да бу интеграл х осма с интеграл булади ва уни текширнш 
учун аввало ^акикий Узгарувчилар одасидаги хосмас инте- 
гралларга оид асосий тушунчаларни эслатиб утамиз.

Хакикий узгарувчили f  (л) функция (а, Ь) интервалда бе
рилган булиб, бу интервалнинг бирор ички с нуктасида чексиз- 
ликка айлансин. Агар

лимит мавжуд булса, уша лимит чегараланмаган /  (х) функция- 
нинг (а, Ь) интервалдаги хосмас интеграли дейилади. 
Бу таърифнинг му*им жойи шундан иборатки, s, ва г3 кичик 
микдорлар ихтиёрий конун билан, бир-бирига 6o f .ih k  булмай 
нолга интилади. Математик анализ курсндан маълумки, 1 (х) 
функциянинг jc — с да чексизликка айланнш тартиби бнрдан 
кичик булса, яъни

<“ < • >
булса, хосмас интеграл мавжуд булади. Агар /  (х) функция 
х - c  да бир ёки бирдан юкори тартнбдагн чексизликка ай- 
ланса, у *олда хосмас интеграл мавжуд булмайди ёки бошка
ча айтганда узоклашади. Масалан, ушбу

1 Г? о * :
2 тЛ J  С — г

(51)
а
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интеграл хосмас булиб, цуйидагича ифодаланадн: 
*

_ £ !_ =  Игл
л — с »,-о .,»п

Г Г - ^ - 1  -  In -— - +  Hm In—. (52)
1 х  — с J  д — с с - a  $,—о «, v '

- a c-t*. -I

Охирги ифоданинг лимити е, ва г2 ларнинг нолга ингилиш 
усулига 6of.ihk. Демак, бу интеграл хосмаслик маъносида ?(ар 
доим мавжуд эмас. Шунинг учун уни м а хс у с  (с и н г ул  яр) 
инте грал  дейилади. Аммо, г, ва s2 уртасида бирор богланиш 
урнатил'” . унга аник маъно бериш мумкин.

Р^^анки, агар
* , - е 2 = г (53)

деб *исобласак, текширнлган ннтеграл аник бир маънога эга, 
яъни мавжуд булади. Шундай килиб, куйидаги таърифга келдик. 

Таъриф.  Ушбу

L а c+t J
лимитни махсус (51) интегралнинг Коши буйича бош цийма-

ти дейилади ва v ■ р \ — —  оркали белгиланади, бунда v ва
J  х — са

р бош циймат деган француз сузлари valeur princupal нинг 
бошлангич ^арфлари, (52) ва (53) ни эътнборга олсак, куйнда- 
гини -чосил киламнз:

* d x  , ь — с = In---- .V • р

Энди умумнйрок

л ах

J  ~ са

Л  (54)

интегрални текширамиз, бунда Г  — бирор силлик чизик. Агар 
(54) нфодадаги г нукта Г  чизнкца тегишли булса, бу нуктани 
Со оркали белгилаб, ушбу

< * >

хосмас интегрални комплекс со*ада текширамиз. Бунинг учун 
нуктани марказ килиб, етарли кичик е радиусли шундай ай

лана чизамнзки, у Г  чизикнн кандайдир иккнта С, ва '-.2 нукта- 
ларда кеснб утснн. 7 оркали С, С, ёйни белгилаб

9 (С) ,г. , d* (55)
г--,4 —

интегрални текширамиз (81-чнзма).
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Т а ъ р и ф .  Агар $-*■() да (55) интеграл аник лимитга ин- 
тилса, бу лимитни (54') махсус интегралнинг Коши б$йича 
бош киймати дейилади ва куйидагича ёзилади:

lim
.-*Г1Т- — *> г

Юкорндаги айтганларимиздан равшанки, агар интеграл оддий 
маънода (яънн хосмас интеграл снфатида) мавжуд булса, у хол
да бу интеграл махсус интеграл сифатида хам мавжуд булади ва 
унинг бош киймати оддий интеграл киймати билан бир хил була

ди. Бунга тескари фикр нотутри. lily- 
нинг учун махсус интегралнинг бош 
цийматини v-p белгисиз хам ёзадн- 
лар. Энди махсус интегралнинг мав- 
жудлик шартинн курайлик.

Те о ре м а .  Агар о (г) функция 
Гкизицаа Гёльдер (Н ) мартини ка- 
ноатлантирса, яъни Г  нинг ихтиё
рий икки нуктасида

I ? (?.) -  <Р (*?) I <  Л | г, -  г, |х, 
81-чизма 0 < >. <  1 (56)

тенгсизлик бажарилса, (54') интегралнинг Коши буйича бош 
Киймати мавжуддир.

(56) тенгсизликдаги А — мусбат сон б^либ, Г ё л ь д е р  у з 
г армас  и, >. эса Г ё л ь д е р  к у р с а т к и ч и  дейилади.

Исбот .  Аввало текширилаётган махсус интегрални куйи
даги куринишда ёзиб оламиз:

(57)
гV _ t " r i ,  /■-,— *

Г  чизикнинг охирги нукталарнни а ва b оркали белгилаймиз. 
У вактда:

‘ *  In (С — ̂ о) I + In (С — Со) I - l n ^ - l n ^ *
г-* ** Ч1

In (С — Со) куп кийматли функция булганлиги туфайли, унинг 
аник аналитик тармогини ажратнб олнш учун текисликда бу 
функциянинг тармокланиш нукталарнни бнрлаштирувчн кирким
утказнш керак. Шу сабабли аввалги тенгликдаги In ь~ "\  де-а — Сз
ганда 1п ^ з^  функциянинг Г«=а& эгри чизик буйлаб киркил-
ган текисликдаги аналитик тармогининг Г  дан чап томонда ^ 
нуктада кабул киладиган киймати тушунилади.
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Л ^кии

ln ^ = ^ = In | :- ^
С.— Со I Ci — Со

+ 1 [arg (С, — Со) — arg С , - У ] .

ц!арг буйича | C .-C.I =  | С, — Со | булгани учун юкоридаги ифо- 
дйнинг унгтомоиидаги биринчн кушилувчн нолга тенг булади. 
Урта кавслар нчидаги нфода эса СоС, ва СоС2 векторлар ораси- 
даги а бурчакка тенг, охирги айгганларнмизга асосан ушбуни 
*оснл киламиз^

г __г
lim ing— 2 — - iz .  (58)
»-*0 »i м)

Иккинчи томондан, етарли кичик г учун Гёльдер шартнга 
асосан

тС)-?Оо)1 А
i C-Со I I '  — ^1,-А-

булади, демак, ушбу лимит мавжуд:
lim I f С) — ? Со> = I г (•) Со) ^  (59)
.-о J- с — г. J  с — СоГ - 1  4 г '

Шу билан бирга охирги интегралнн оддий маънода тушуниш 
мумкин (яъни интеграл Коши маъносида эмас). Шундай к»* 
либ, (57) тенгликнннг унг томоиидаги иккала кушилувчи хам 
е->0 да аник лимитга интилади; бу лимит, таърифга асосан, 
(54) ннтегралнинг бош кнйматидир. Бу бош киймат (57), (58) 
ва (59) тенглнкларга асосан куйидаги формула билан ифода- 
лаиади:

('f iC lz z lM  d\ + 9 (Со) Г ш ^  + r.i 1. 
f  *—ч> 'j. С— ч) [ а — J

(60)

Хусусий холда Г  ёпик контур булса, (60) да а = Ь деб, куйи- 
дагн тенгликка эришамиз:

Ф Я  +  (61)
•j. . —Ч) с —

Энди Коши типидаги (54) ннтегралнинг z нукта интеграллаш 
чизири Г  га ингилгандаги чегаравин кийматларини урганамиз.

Аввало куйидаги леммани исботлаймиз.
Лемма. 9 (С) функция Г  чизикда Гёльдер шартини цаноат- 

лантирсин ва z нуцта Со га шундай интилсинки, h =  \ z — С01 
нинг z дан Г  гача булган энг кисца масофа d га нисбати хар 
доим чекли булсин (яъни z нук;та С0 га контурга уринма бул- 
мага н чизщ буйича интилсин). У х°лда

.. Г* (о-?Со)  .. (Ч(С)-<рСо) ..lim J  d, -  J j -  d,. (62)

165



Бу леммани исботлаш учуй (62) тенгликнинг чап ва унг то- 
монларидаги интегралнинг айирмасини баколаймиз:

J C  — 2 J  С“" »о V n>)г г г
Д интегрални икки кисмга ажратамиз:

4 -  1.<г- у 5 ^ л - д,+4’'

бу ерда 7 ёй Г  эгри чизнцнинг ёйн булиб, унинг нукталари 
|w — Со |<  8 тенгсизликни каноатлантнради, о исталганча кичнк 
мусбат сон, Г  ss Г  — f .

Бирннчи интеграл учун Гёльдер шартидан ва |С — z\> d  
тенгснзликдан фойдаланиб куйндагини косил киламиз:

|А,|< j | * -Ы  J t g = g g M. . A L ^ l l

_ hAf  \dl | 
d J  I C — k l1-4’* 1

CoC ёйни тортиб турувчи ватарнинг узунлигини г«=|С — Со| ор
кали белгилаймиз. Г  силлик чизик булгани учун унинг куйи- 
даги хоссасидан фойдаланамиз: Г  силлик чизик учун ёй узун- 
лигининг бу ёйни тортиб турувчи ватар узунлигига булган нис- 
бати узгармас микдордир, яъни

5 \ < М *dr I
бунда Af — узгармас мусбат сон. Демак,

|</С|< М \dr\.
Бундан:

, . , ^ hMA f* | dr I 2hMA f  dr 2hMA
| 4 l l<  — ; ----7 - J o— = — s -

Равшанкн, 3 ни шундай кичик килиб танлаб олиш мумкинки, 
|Д, | микдор берилган ихтиёрий — дан катта булмайдн, яъни:

,м<*
Г  эгри чизикка Со нукта тегишли булмагани учун тайин о учун 
Д2 интеграл Со нуктада z нинг узлуксиз функцияси булади, де
мак, исталганча кичнк Л = | z — Со | учун | Д21 микдор кам у  дан 
катта булмайди:

t
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У холда ана шундай h лар учун:
| Д | < | Д , |  +  |Д2| < е .

Бу эса лемманинг тугрилигини исботлайди.
Исбот килннган леммага асосан Коши типидаги интеграл 

чегаравнй киймятларини хисоблаш формулаларини чикарнш 
цийнн эмас.

Сохоцкий формулалари. Ушбу
Ф ( * ) _ ± Г . ш _ л

V /  2 r . / J c - z fll*

Коши типидаги интегрални текширамиз, бундаги ® (С) Гёльдер 
шартини каноатлантирадиган функция булсин. Г  ёпик эгри чи
зик деб хисоблаймиз, акс холда уни бирор эгри чизик билан 
ёпик эгри чизиккача тулдириб, тулдирувчи чизикда <р (С) =  0 деб 
хисоблашимиз мумкин. Ф (г ) аналитик £<^Пкциянннг чегаравий 
кийматларини мос равишда Ф+(Со) ва Ф~ (Со) билан белгилай- 
миз. Бундаги Ф+ (’-о) микдор Ф (г) нинг г нукта Г  нинг ичида 
ётиб контурдаги Со нуктага интнлгандаги лимити булиб. Ф -(С„) 
эса z нукта контур ташкарисидан Со га ннтилгандагн лимити- 
дир (контур очнк булса, улар чап ва унг чегаравий кийматлар
га мос келади). Со иуктадаги кийматни Ф (Со) билан белгилай- 
миз, яъни

Ф(Со) =  ±  f - ^ d C .
2k / j U - C o

Ф (г) функцияни куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

Ф1(г) - IHr,'- £Г 1* * 7 = 7 * л+ * 5 Г I « ® >

Исбот килннган леммага асосан унг томондаги биринчи инте
гралнинг г-* Со даги лимити

?С)-тКо> f
с —Се

иккинчиси эса г нукта контурнинг ичида ёки ташкарисида ёти- 
шига караб, 2тс * ёкн 0 га тенг. Буларни эътиборга олиб, (63) 
формулада z -*■ Со деб лимитга утсак, ушбу

d :  +  ?  W S  ф "  Л )  =

тенгликларга эга буламиз.
Бу формуладаги интегралнинг урннга унинг юкоридаги кий- 

матини олиб келиб кУйсак, куйидаги формулаларни хосил ки
ламиз:

( У  -  ® (С.) + j  т (С,), Ф* (С*) = ♦ (С.) -  \  Т (С,). (64)
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(64) формулаларни биринчи марта 1873 Аилда рус математиги 
Ю л и а н  В а с и л ь е в и ч  Со хоц ки й  исбот килган. Шунинг 
учун ,\ам бу формулалар Сохоцкий номи билан юритилади.

(64* формулаларни айириб ва кушиб, (64) га тенг кучли 
формулаларни чикарамиз:

(Со) — Ф~ (Со) =  <? (Со), (65)
Ф+ ГО + Ф- (Со) = 2Ф (Со). •

10 § Гармоник функциялар

Фараз этайлнк,
/ (г ) =  « (г ,  y)  + iv (x , у) 

функция О сохада аналитик булсин. У *олда косила олиш фор- 
муласига асосан:

+ = <661
дх дк ду ду

Утган 9-§ дан маълумки, G сохада аналитик булган / (г) 
функция барча юкори тартибли узлуксиз ^осилаларга эга. (66) 
дан яна бир марта косила олинса,

Г  (г) = — д— — I р  (G7)
J  '  д х ^  дх* ду> ду* v

келиб чикади. Илгари айтилган сабабга мувофик замма тартибли
ди дги
л • • • •дх дх%

хусусий *осилалар *ам мавжуд ва узлуксиздир. (67) нинг ик
ки томоиидаги комплекс микдорлар узаро тенг булгани учун 
уларнинг *аь;нкий кнсмлари узаро ва мав^ум кисмлари уза
ро тенг булади:

д*и д!и дЧ' _д%)
дх3 дуг дх* ду1

Унг томондаги *адларни чапга утказиб куйидагича ёзиш 
мумкин:

. д2и . дЧ п \ &'v I n ir q \
4 “ -a5 + 5 7 . =  0i ,68)

Буларнинг иккаласи *ам бир типдаги дифференциал тенглама- 
лардан иборат булгани учун биттасини, масалан, (68) ни олсак 
кифоя Демак, и (дг, у) ва v (дс, у) функцняларнинг иккаласи *ам 
(68) тенгламани каноатлантнради. Юкоридаги (68) хусусий хоси- 
лалн иккинчи тартибли дифференциал тенглама булиб, Л а п л а с  
т е нг лам аси ,  Д ни эса Л а п л а с н и н г  дифференциал  
опер ат ори  деб аталади. Баён этилган мана шу фикрларимиз- 
дан гармоник функция тушунчаси келиб чикади.

Т а ъ р и ф. Агар \акиЦий и (дг, у) функция G сохада бирин
чи ва иккинчи тартибли узлуксиз хусусий ^осилаларга эга
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булиб, (68) Лаплас тенгламасини цаноатлантирса, и (х, у ) 
функция G со^ада г а р м о н и к  ф у н к ц и я  дейилади.

Мана шу таърифдан ва юкоридаги муло.\азаларнмнздан ку* 
ринадики, биз куйидаги теоремани исбот килдик.

Т е о ре м а .  Берилган G со^ада аналитик булган 1 (г ) = 
-= и Ijc, у) -f- iv  (х, у) функциянинг %ацщий ва мав\уч цисм- 
лари шу со^ада гормоник функциялардир.

1-мисол. и —9 (ах + Ьу) кУринишга зга булган гармоник функции 
мавжудми, агар мавжуд булса, уша топнлсин (а. Ь — лак и кий узгармас 
сонлар)

Дастлаб г — ах +  by деб белгилаб оламиз. У лолда:
„ ди , дг 

и — ? (*); —  = ? ,  (г) • — -  а <р' (г);

д*и дг ди дг
—  = а? (г) —  -  а \  (г). — -  ? '(* ) —  = Ьу'(г); дл* дк ду о у

& и дг
— -  by’ (г) — -  Ьгч '(г ) .  ду* ду

чунки 9 (г) — бир аргументам мураккаб функция ва
дг д дг д
—  -  — (ах + by) = а, —  = — (ах -f by) •= Ь. 
дх дх ду ду

Энди юкоридаги иккинчи тартибли хусусий досилаларнннг кнйматларини 
(С8) Лаплас тенгламасига кУямиз. У лолда

До = (а» + *» )? ' (г )- О

булиб, а. Ь лар нолдан фарклн булгани учун у" (г) — 0 булади. Сунгги тенг- 
ламани ечсак,

<?' (г) -  С. <р (г) - С г  + В.

Энди, г Урнига киймати куйилса.
<р (ак + by) = С (а к + by) + В

лоснл булади. Демак, изланган гармоник функциянинг кУриниши шундан 
иборат экан.

2-мисол. и — курннишга эга булган гармоник функция мавжуд 
булса, уша топилсин.

у
г — — булсин, у лолда и — ? (г).



Буларни (68) га кУямиэ, у холда баъзн соддалаштиришлардан кейин 
ушбу

(* ‘ +■ У’) ? ' ( * )  + 2^у ? ' (г) -  О
оддий дифференциал тенглама хосил булади. Бу тенгламаии ечнш учун 
9' (г) — (г) деб белгилаб оламиз. Демак.

(х* + у») V  (*) + 2ху •} (*) -  О
{к и

2 2-
И  _ _ ? £ У _  -С .
* “  Д* + У* ”  , +(fj

у? — — булгани сабаблиJC

Бундов

яъни

Энди,

тенгламадан

djf гЛг
♦ “  1+**'

С
In *  -  — In (1 + г>) + In С -  In — - j

1+г1'
С

1 + *а

Г dz
<f (г) -  6 J  j + В  -  С • arc Ig г + В

хосил булади.
Шундай килиб. изланабтган гармоник функция ушбу

и -  ? t  * arc tg-j + В

куринпшг* эга экан, бунда С, В  — ихтиёрий узгармас хакикий сонларднр.

Кушма гармоник функциялар. и (дг, у) ва v (х, у) функцня- 
лар G со^ада гармоник б^лса *ам, и (дг, у) + iv  (дг, у) функция 
G со*ада аналитик булмай колиши мумкин. Агар и (дг, у) функ
ция шу со^ада гармоник булса, u + iv  ни аналитик функцияга 
айлантирадиган v х̂, у) гармоник функцияни топиш учун КУ* 
йн таги

ди__до ди__  dv
дх ду ду д*

Даламбер — Эйлер шартларидан фойдаланиш керяк. Мана шу 
шартлар билан богланган и ( к, у) ва v (д:. у) лар узаро К У Ш* 
ма г а р м о н и к  ф у н к ц и я л а р  дейилади.
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Берилган и (х, у) гармоник функцияга кушма гармоник функ- 
циянн бир неча усул билан топиш мумкин.

Бирин  чи у с ул .  Даламбер — Эйлер шартидан:

^ d x  + ̂ d y  = - f d x + d£  dy. (69)
дх ду ду дк

Математик анализ курсидан маълумки,
М  (х, у)d x  + N  (х, у) dy

ифода бирор Ф (jc, у) функциянинг тула дифференциалидан 
иборат булиши учун

д\1 _  dN 
ду дк

(70)

тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир. Демак, (70; 
тенглик уринли булса,

</Ф (х, у) = М dx +  Ndy. (71)
Мана шунга асосланиб, (69) нинг унг томонини тула днффе 
ренциал эканлигнни текширайлик.

д ; __\ ______д^и ва д 1ди,_^д*и 
ду \ д у) ду* дх*'

и (дг, у )  функция гармоник булгани учун охирги икки тенг- 
лнкнинг унг томонлари узаро тенгдир. Шунга асосан (69) ни

dv(x, у) = - y d x  + у  dy 
оу ОХ

куринишда ёзиш конунийдир. Бундан ушбу

интегралга эга буламиз. Сунгги интеграл киймати интеграллаш 
йулига боглик булмагани учун уни бундай ёзиш мумкин:

X
V (X, у) =  j  — dfyax + j{d y  + C, (72)

бунда г0 берилган О соз{адаги кузгалмас, г-=х +  /у эса узга- 
рувчн нукта булиб, С — ихтиёрий узгармас сондир. Сунгги 
генгликда С иштирок этаётгани учун и (х, у) га кушма гар
моник булган v (х, у) функциялар чексиз куп булиб, улар 
°ир-биридан узгармас сон билан фарк киладн, деган хулосага 
келамнз. С ни аникла' биргина v (х, yj функцияни топиш 
учун масалада кушимча шарт берилиши керак.
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Худди шу усулда, агар v (х, у) гармоник функция берилган 
булса, унга кушма булган гармоник и (х, у) функцияни куйи- 
дагича топиш мумкин:

« y ) ~ \ j yd x — £  аУ + С* <73)
г,

Шундай килиб куйидаги теорема исбот килннди. 
Тео ре м а .  Бир богламли и со^ада гармоник булган их

тиёрий функция шу со.\ада аналитик булган функциянинг 
%акщий ёки мав.\ум цисми деб цабул к и ли ниш и мумкин.

ArapGco.\a куп богламли булса (72) даги функция ва/ (г ) =
— u + iv  лар бир кийматли булмай колишлари *ам мумкин 
Шу сабабли теоремани исбот килишда О со.\ани бир богламли 
деб фараз цилинади. Мисол ишлашда (72) ва (73) ларга эъти- 
бор килсак, и (х, у) ёки v (х, у) ни топиш учун функциянинг 
тула дифференциали буйича узнни топнш методини куллаш 
талаб килинишини курамиз

1-м к со л. Д г )  = е1 функция хар кандай чекли G сосала аналитик 
эканлигн маълум. Бу функциянинг лакнкнн ва мавлум кисмлари G сосала 
гармоник эканлигини текширнш кнйин эмас. Хак»катан лам,

/(г) *= и + iv — е* (cos у + 1 sin у)
булнб,

и = е* cosy, v — е* sin у.
Булардан:

ди > дги •
— — cos у (е*)х ех cos у, ~ t — cos у (е-к) г ■= е* cos у.

ди , дги
-  — (cos y )v -  — ех sin у. — = — ех cos у. 
ду ’ ду*

Мана шуларни (68) га кУйнлса, тенгламанн каноатлантнради. Худди шу 
усулда

d’v ,  d‘v
- - ^ S l n y ,  -  - - ^ S l n y

ларни узаро кУшсак, (68) ни каноатлантнрганнни курамиз.
2-м и с о л. Шундай f  (г) = и (х, у) + lv (х, у) аналитик функция топил 

синкн, унинг мавлум кнсми
v (х, у) — х* -  8х3у — 6л* у’ + 8дуЗ + у*

дан иборат ва / (0) = 0 булсин.
Бунннг учун (73) формуладан фойдаланамиз:

dv
— = 4»3 - 24**у — 12 * у* + 8уэ,
Ох

dv-  -  _  i2 r ,  + 24.у + 4уЗ.
Оу
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ди ди dv <tu 
du (x. у) -  — dx + — dy -  — dx — — dy -  дх ёу dy dx

_  — (8»3 + \2x*y — 2Axy* — Ay3) d i — (4x3 - 24* у — I2xy‘ 4- 8yJ) dy — 
- M (x ,  y) dx + N{x. y)dy.

Бундаги:
ди dv ди dv

M  ■= — — —» л  — T  = — 7*- дл dy dy dx

Энди и (дг, у) ни куйидагича излаймиз:

и (*> У) -  ) Afdjc + ? (У) -  — \ (8*3 + 12*3 У — 24ду* -  4уЗ; dx +
+ ? (У) = — (2*‘ + 4*3 у — 12дг* у’ — 4 iy3) + ? (у).

Хознрча бизга <р (у) номаълум функцнядир.

— --- (4 «а _  24д*у -  12дсу*) + ? ' (у) -  N  -
ду

«, _  (4 *а _  24*’у — \2ху' + 8у3).
Икки томондагн ухшаш .\адлар узаро йуцолиб,

?'(у ) — — 8у3, яъни dtp (у) «> — 8y3dy 
досил булади. Бундан эса

<р(у)“  -  8 j  y’ dy = — 2у‘ + С
келиб чикади. Демак,

“  (*■ У) *■ — (2** + 4t3y — 12*!у* — 41у3 + 2у‘) + С,
f (z )  -  u + /V — — 2(*‘ +2*3у — бдс’у1 -  2«у3 + у1) +

+ / (* ‘ — 8«зу _  бдс=уз + 8*у3 + у*) + С.
Буни z оркали ифода килиш максадида ухшаш дадларнн куйидагича йигиш- 
тирамнз:

/  (*) = д* ( _  2 + /) + 4*3у ( -  1 -  21) -  6*"у; ( -  2 + 0 -  
_ 4 , у З ( _ 1 - 2 0  + у‘ 1- 2 -Н) + С.

Амыо
— l- 2 t  — P  — 2l — l (  — 2 + 0

булгани учун
/ ( * ) - (  — 2 +  0 [л* + 4хЦ1у) + бдс* (/у)9 + 4 с (/у)3 + у‘] + С -  

- (  — 2 + /)(* + /у)* + С - ( - 2  + 0*4 + С.
Берилган масаладаги /  (0) — 0 шартдан фойдалансак,

0- / (0 )- (- 2  + 0 *0‘ + С. 
яъни С — 0 булади. Шундай килиб.

/(г) - ( - 2  + 0 г‘.
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3-м и сол. Юкорндагн мисол куйидаги шартларла ечилснн:
2у

с» <дг. у) — -------- -----г ( 1) -  0.
л‘ + у' + 2г + 1

Сунн лам олдннгн усул билан ечампз.
ди dv 4 ( х 4 I ) у ди до 2 1(дг 4- 1)а - у») ^
ду дх Ц * + 1)1 + y*J* дх ду [(< г+1) + у')*

У лолда
du (х, у) — М dx + N dy 

дан и (х, у) ни топиш осон:

-  "<•4 Ч f . i T T ? T ^ 7 F + ’ ( , )  ■ 4 (' + 0  ■ ' + '
Бу интеграл у буйича олинабтганн учун х га бвглик купантувчнларнн ин
теграл белгиси ташкарнснга чикарамиз, вактиича

х + 1 — а
билан белгилаб олсак

---Т ^ + У ’Г 1 - - 4 - *2 2 ( i +  1;» + у>
Демак,

, . 2 U  + 1) , ,

Энди <р (* ) ни топиш максаднда нкки томонни * буйича днфференциал- 
ланмиз:

ди _  2|(-г4- 1)» - у » | 2| ( х + Г , « - 1«|
дх “  [ (« + 1)» + у>|* ? W  ”  “  |(* + 1>-’ + у1]* ‘ 

иккала томоиидаги клер узаро йуколнб,
? ' (х) = 0 дан ? (л) — С 

эканн келиб чикади. Демак,
, - 2( х+ 1)

••'•я " ( Т м > + > + с
Масалада / (1) •= 0 булгани учун <— 1, у = 0 булади. Ш у сабабли

0 -  и(I, 0) - — + С, лъни С -  1

лосил булади. 
Демак,

, .........................  2 ( г + П  . 2/у/  (г) -  и + tv = 1 -  -----—--- - +
(д + 1)' + у* (х + 1)* 4 у» 
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Унг тсмондаги касрларнн умумий махражга келтирнб, с$'нгра
(«  + О’ + У* -  [ (*  + 1) -  <>11 <* + О + 41  

(х + 1) + /у -  (х + /у) + 1 -  г + 1
эканлигини эътиберга олсак, куйидаги натижага эришамиз:

И к к и н ч и  у с у  л. Берилган гармоник функцияга асосланнб 
унга кУшма гармоник функцияни топншнинг иккинчи усули 
билан танишайлик.

Агар (70» шарт бажарилса, математик анализ курсидан биз- 
га маълумки, (71) даги номаълум Ф (дг, у) функция куйидаги 
формулалар оркали топилар эди:

* у
<t>(x,y)— jM (x , у) dx +  j  N (х0, y)dy + C (74)

Л, Уо

К|{
У *

ф (•*, у) = JiV  (х, у) dy+  j* м  (х, Уо)dx  4- С. (74')
У. «1

Агар Af (jc, у) ва JV(x, у) функциялар бутун текисликда уз
луксиз булса, у *олда х0«=у0 =  0 деб олиш яна *ам к У лай 
булади.

Энди, агар и (х, у) гармоник функция берилган булса, (74) 
ва (74')  формулаларга асосланиб, кушма гармоник v(x , у) 
Функцияни куйидагича топамнз. Маълумки,

dv(x, y) = ^ d x  + j-dy=  — °-^dx + d̂ d y ^
'  "  дх ду ду дх

= — и'у (х, у) dx и 'Х(х, у) dy = M dx + Ndy.
У *олда (74) га асосан

* У
® (* , у) = — J  и'у (х, у) dx + J  их (* 0> y )d y + C

х. У.

ёки (74') га асосан
у *

v (*> У) — J  их (х, y)dy — j* и\ (х , у®) dx С» (75')
у, *>

Аксинча, агар v (х, у) гармоник функция берилган булиб, 
унга к^шма и (л, у) гармоник функцияни излаш керак булса, 
худди шу усулдан фойлаланилади, яъни

, . . ди . , ди . dv . dv ...du (■*, у) -  -  dx + -  dy = -  dx -  -  dy —Ox oy dy 0x
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= v 'y (*» у) dx  — v x (x, у ) dy =  M dx+  N dy 
пфодадан (74) ва (74') ларга асосан куиидагилар ^осил килинади: 

* У 
И (*. у) = j  (х, y )d x -  j  VX (jt0i У) dy 4- С, (76)

ёки
У , Jf

« (*. у ) ----j v x ( * ,  у )  dy + j V y  ( x t y 0 )  d x  +  c. (76')
У.

x
4-м и с о л. и (дг, у) — ^77"^jra асосланиб унга кУшм?. гармоннк булган 

v (•*. У) функция, демак, / (* )  — и + iv а н а л и т и к  функция топилсин. 
ди д_/ х \ у’ — *а 

и* =  дх ~  дх ' дг+у‘ / ”  (х* + у*)»* 
ди д / х \ 2ху

“ у "  ду ”  <Ъ' 1(д*+у2/ "  ~  <д“ + у»)* ‘
Энди, (75) га мувофнк, >о — О фараз этсак.

С 2 xdx \'<1у

О У.

- , Г <*•+л -< (Д.+Л  - 11+С, - S li ia - 1] _  I  +1 + с, -
Г У 1 —1 J У Уо

~ 7 Т ?  + 7 - 7  + С— ^ Т -  + С- c - c' + h
Шуларга асосан

/ (г ) -  и + iv  -  -7 7 - , -  + 1C,
Да+ у а д '+ у ’ Д’ +  у3

д> + у> = (JC + (у) (д -  /у)
булгани учун

/ (* )--- J-т + /С -  I  + 1C
x +  iy г

Ихтиёрий Узгармас С ни тоинш учун кУшимча шарт, масалан,/(/)■• О 
шарт берилган булиши керак. У вактда

О -  / (О -  у  + /С; -----1
Stfii

i(c ~  1) — о. с  -  1.
Демак,

/ (* )-- + /•2
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У ч н н ч и  у с у л .  Аналитнк функциями, унинг ^ацикий и 
(х, у) 1‘ки мавдум v (x ,y ) кисмига асосланнб, топиш учун яна 
битта усул бор. Унинг учун аналитик функциянинг куйидаги 
хоссасидкн фойдаланнш керак булади. Агар

*осил булади. Энди, бу тенгликдаги х Урнига г куйсак,

б^либ, олдинги /(г) функциянинг узи келиб чикади, факат 
унинг унг томони бошка шакл оладн: и(г, 0)ва v(z, 0).

5 - м и с о л. / (г ) «* г- — Зг + 1 булсин. Бунн

/(* +  Ь )  “  (-* + 1У)' — 3( * + 'У) -t-1 “  (** — У" — 3*  T  1Л -

функцня келиб чикади.
Мана шу (77) тенгликдан фоидаланиб, (75) ва (76) лардан куйидагнлар- 

ни лосил цилнш кийин эмас:

Агар и(х. у) функция берилган булиб, f(x) ни топиш лозим булса, (78 
формуладан фойдаланамиз. Агар v(x, у) берилган булса,/(л) ни (78') орка
ли топишга тугри келади.

/(•*) функция аницлангандаи сунг, (77) га асосан, х урнига г ни кУйнш 
кифоя.

6-мисол.  и(х. у) е* cos у In У  x'J •+• у- га асосан f(e) аналитик функ
ция топилсин. (78) дан фондаланамиз:

/ (* )= -/ (*  +  iy) = u(x, у) +  iv(x, у) 
аналитик функцияда у = 0 фараз этсак,

/(х) = и(х, 0) -f iv(x, 0)

/(г) = u(z, 0) + iv(g, 0) (77)

+ / (2 *у- 3 у ) 
куринишда ёзиб, у  *= 0 деб фараз этсак,

/(*) = * » - 3* + 1 
лоснл булади. Энди х урнига г  кУ’йсак, берилган

/(*)-*=—Зг+ 1

/(*) = « ( * ,  О) + iv(x, 0) — и(х, 0) — /j и’у(х, 0)dx +1С, 

f(x ) -  j v ' y(x. 0)dt+(v(x. 0)+C (78')

(78)

u{x, 0) — e* cos 0 - In К  д2 — *-* In jt.

~  -  u ’ y  (x  , y) -  e*  ̂-  tin у In Y ?*+ У3 + COS у •
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Энди х урнига г куннлса, нзланавтган функция 
/(*) — е2 In г -1- «С

келиб чимш-
7 - м и с • л. «.'(дг, у) =  In (х* + у5) + х — 2у га асосан / (г) аналитнк 

функция топнлсин.
Бунннг учун (78') дан фойдаланамиз:

2у
» 'у — — 2; t/(x, 0) -  2 In * + х. v’y (дг, 0) -  — 2.

У  лвлда

/(х) — J  v 'y(r, 0) dx + /v(x, 0)+ С —— 2х + /(х + 21n х) +С —

- 2Л п х  — (2- / )х  + 6‘.
Энди х  Урнига г ни кУйсак. биз излаган аналитик функция цосил 

булади:
/(*) — 2/ In | г| — (2— 1)г + С.

Гармоник функциянинг айрим хоссалари

Т е о р е м а  ( м а к с и м у м  ва минимум  ^акида) .  Агар 
а (jr, у) функция G со^а 'да гармоник булиб, айнан узгармас 
сонга тенг булмаса, у $олда бу функция G нинг ички ну -̂ 
таларида. максимумга *ам, минимумга х;ам эга булмайди.

Исбот .  Теоремани максимум учун исбот килинса етарли, 
чунки и(х, у) гармоник функциянинг минимум нуктаси —и(д, у) 
гармоник функция учун максимум нукта булади.

Теорема шарглари бажарилганда и{х, у) функция G со.\а- 
нннг бирор г0=дг0 + /у0 нуктасида максимум киймагга эришсин. 
дейлик. К —маркази г0 нуктада булиб, G со.\ада ётувчи дойра 
булсин. К  доирада и(х, у) га кУшма булган х>(х, у) гармоник 
функция тузамиз.

К  дойра бир богламли со*а булгани учун / (г ) = м(х, у) + 
+iv(x, v) аналитик функция К  да бир кийматли булади (бу- 
нинг учун v(x, у) ифодасига кирган узгармас сонни аник ки
либ танлаб олиш керак (масалан, г>(дг„, у0) = 0 шаргнинг бажа- 
рилишипи талаб килиш мумкин). enz) функция *ам К  да бир 
кийматли ва аналитик функция булади ва унинг модули 
\cu*‘v\ = eu фаразимизга кура ички нуктада максимумга эриша- 
ди. Бу эса 8-§ да исботланган* аналитик функция модулининг 
максимум принцнпига карама-каршндир. Шу билан теорема 
исботланди.

1-натижа. G со.̂ ада гармоник ва ёпщ G со^ада узлук
сиз булган и(х, у) функция узининг энг к а т та  ва энг кичик 
кии чатларига со^анинг чегаравий нуцталарида эришаОи. 
Буига асосан, агар шундай функция О со.цанинг_ чегарасида 
Уз кийматини узгартирмаса, у *олда унинг ёпик G со.чадагн 
барча энг катта ва энг кичик кийматлари бир хил булиб уст- 
ма*уст тушади демак, бу функция G соэ{ада узгармас булади.
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2-натижа. Агар иккии,(к, у) ели,(г, у) функция G со.̂ а- 
да гармоник ва ёпиц П со^ада узлуксиз булиб, улар нинг G 
со.̂ анинг барча чегара ну к та  лар и даги цийматлари бир-бири- 
га тенг булса, у %олда б у функциялар G соцада узаро тенг 
б.лади.

Хак»катан, бу функцияларнинг айирмаси Ода узлуксиз хам- 
да G да гармоник булиб, барча чегара нукталарда нолга тенг 
булади. Демак, 1-натижага асосан, бу айнрма барча G сохада 
нолга тенг.

Те орема .  Агар м(г)' функция бир богламли G сох̂ ада 
гармоник булса ва цийматлари G да ётувчи г — с(С) функ
ция бирор D со.̂ ада аналитик булса, у х;олда u[f(C)] — £/Q 
мураккаб функция U  да гармоник функция булади.

Исбот цилиш учун хакикий кисми G да и(г) га тенг бул
ган /12) (куп кийматли булнши хам мумкин) функция туза- 
миз, яъни u\z) =»Re/(j). Равшанкн, /̂ (С) = / |? (ч )) функция О 
да аналитик, демак, U(',) = Re/,9(C) | D  да гармоник функция 
булади.

Дирихле масаласи. Пуассон ва Шварц интегралларн

Биз бу пунктда аввало гармоник функцияларнинг мухнм 
татбикидан иборат булган Дирихле масаласини курамиз.

G со.\а чегарасиоа аникланган ва узлуксиз у (г,) функция 
берилган булсин. G сох;ада гармоник ва ёпик G со^ада уз
луксиз булган шундай и(г) функция топилсинки, бу функ
ция G нинг барча чегаравий нукталарида берилган кий- 
матларни кабул килсин.

А\асалан, иссиклик майдонининг температурасини (вактга 
боглик булмаган холда) ёки бирор сохада берилган темпера- 
турада электростатик майдоннинг потенциалини топиш ва шун- 
га ухшаш бир канча масалалар Дирихле масаласига келади.

Аввалги пунктдагн 2-натижадан Дирихле7 масаласини нг счн- 
ми ягоналигига дойр куйидаги теорема келиб чикади:

Те оре ма .  Дирихле масаласи учун биттадан ортик 
ечим мавжуд эмас.

Биз Дирихле масаласини G coxa R  радиусли донрадан ибо
рат булган *ол учун ечамиз: ёзишни соддалаштириш максади- 
да доиранинг маркази координаталар бошида жойлашган, деб 
фараз этамиз. Донра айланасининг тенгламаси |С| = /? булади. 
Агар kvt6 коордннаталарн системасига угнб, кутб бурчакни 
<* деб белгиласак, C=-/?eri булиб,

?(С) — — <?(*), 0 < а < 2я
ва 9 (O' <р (2к) булади.

 ̂ Кулаилик учун u(>, v) Урнига и(г ёзяпмиз.’
Л е ж е  и Д и р и х л е  (1805-185J)-немис математиги.



Бу масаланн ечишдан олдин, гармоник функциянинг киймати 
дойра айланасида маълум булса, буфуикцняни донранинг ички 
нукталарида кандай аннклаш мумкннлигини куриб чикамнз./ (г) 
функция R  радиусли доирада ва унинг С — айланасида аналитик 
булсин дейлик. С нинг нчида ётувчи нхтиёрий z — гел нукта 
учун, Коши формуласига асосан, куйидагннн ёза оламиз:

H O - h  $ 7 Г 7  -  £  I  '< « « '’ > . ("»>
С О

С айланага нисбатан г нуктага симметрик булган г* нук
тани оламиз:

*  = 7 * "
/С)

г~* нукта С дан ташкарида ётгацлиги учун функция С
айланада ва унинг ичида аналитик булади, шунинг учун Коши 
теоремасига асосан:

п и- 1 Г f (R * ia) Rel'd '

• (80'
(79) тенгликдан (80) тенглнкни айирамиз:

2*
/ (г) — /  (re' ) — £  J / iRe‘*)eu [Яеи _геи ~  ~еы _^ ь  )  d* =

з*
У  /№ "> ; da.

(/?2+  г3)в<(Ив)—Ŵf(*!,e+ « 2<*)О
Охирги тенгликдаги интеграл ишораси остидагн касрнннг 

сурат ва махражинн el{i+a> га булиб, ушбу
е<(,~*) +  = 2 cos (9 — a)

тенглнкка асосан куйидагига эришамиз:

f ( re*) “  S№ e‘ ) ф  + r* — 2Rrcosifi — в) Ŝ1'и
Бу формуладан

/(re1*) = и(г, 0) +  /г>(г, б), f(R e l')= u (R , «) +  /г»(/?, «)
IftA



булгани учун чап ва унг томондаги хакикий кисмларни тенг- 
ла5, куйидаги формулани .\осил киламнз:

2*

и (г, 0) = -  f  u(R. а)------ -----------dа. (82)
'  2r. J  ’R ; + r- - 2 R r  соь(б-а)  Vо

Мавхум кием v учун хам худди шу куринишдаги формула 
хосил булади. Аналитик функциянинг хакикий ва мав.чум кием- 
лари гармоник функциялардан нборат булгани учун (82) фор
мула ёрдами билан ихтиёрий гармоник функциянинг дойра ичи- 
даги киймати айланадаги кийматлари оркали ифодаланади. 
Бундан шундай хулоса келиб чикадикн, агар Дирихле маса- 
ласидаги берилган s(a) функция донрада изланаётган бирор 
н(г, 6) гармоник функциянинг айланадаги u(R, в) кийматига 
тенг булса, (82) формула Дирихле масаласининг ечимидан 
иборат булади. (82) формуланинг унг томонидаги интегрални 
П у а с с о н 1 инте грал  и дейилади.

(81) формулада О десак, ва и(г, б) функциянинг г = О 
даги кийматини м(0) оркали белгилаб олсак, ушбу формулага 
эга буламиз:

2»

it(0) = l j « ( / ? ,  « )Л . (83)
и

Бу эса урта киймат хакидаги теоремадир, яънн гармоник 
функциянинг дойра марказидаги киймати унинг айланадаги кий- 
матларининг урта арифметик кийматига тенг.

(82) формулада u(R, a) = l булса, аввалги пункгдаги 1-нати- 
жага асосан и(г, б) = 1 булади, яъни

1 - 1  Г------ ----------- da. (84)
2z J  R1 + /-2 _  2Rr СО‘ (в — а)

О
Энди <?(а)— олдиндан берилган, [0, 2т.\ сегментда узлуксиз 

булган а хакикий узгарувчининг функцияси булсин. Бу функ
ция учун Пуассон ннтегралнни ёзамиз:

- Г2
г Л т(*>/?= -(- — 2Rr cos(0 — 9)

da. (85)

Бу интегралнинг биринчидац, г ва а нинг гармоник функ- 
цияси булишини ва иккинчидан дойра ичидаги г = ге" нукта 
айланада ётувчн ихтиёрий С — Re"1 нуктага ннтилганда <р(а) ли
митга ингилишини курсатамнз: R узгармас булгани учун (85) 
интеграл г ва 0 параметрларнинг функцияси булиб, б га кура 
Даврийдир (даври 2к». Ушбу

R ' + Г2 -  2/?лсо*(9 -  a) > R ’ - 2Rr + г2 (/? -  г)2
1 П у а с с о н  С и м е о н  (I7M -  184J) - француз математнги ва физиги.
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тонгликни эътнборга олиб, ушбу функцияни текширамиз:
2ш

бундаги А — хакикий узгармас. "  * нкция Коши типидаги нн-

ция булади. (91) формуланинг хакикий кисми тузилиши буйича 
П у а с с о н  ннтегралидан иборат. Бундан, дархол (91)формула 
юкоридаги масаланинг ечими эканпиги келиб чикади.

(91) формулани Ш в а р ц  ф о р м у ла си  ёки и н т е г р а л и  
дейилади. Шварц интегралидаги узгармас А ни топиш учун 
г = 0 деб, ушбу ифодани ^осил киламиз:

Урта киймат хакидаги теоремага асосан у-нг томондаги ин
теграл и(0) га тенг, демак, А = г^О) булиб, Шварц интеграли 
куйидаги курннишга эга булади:

Ярим текислик учун Дирихле масаласи. Хакикий укда уз
луксиз u[t) функция берилган булсин. Юкори ярим текислик
да гармоник булган ва хакикий укда олдиндан берилган кий- 
матларни кабул килувчи и(С) функциянинг г нуктадаги кий- 
матини топиш учун юкори ярим текислик 1тС 0 ни |ш|<1 
донрага конформ акслантирамиз:

м[С (ш)] =  U(<o) деб белгилаб оламиз Юкоридаги акслантириш
да г нукта ш = 0 нуктага утгани учун урта киймат хакидаги 
'•еиремага асосан:

Охирги тенгликни дифференциаллаб, куйидагини топамиз:

(91)
и

тегралга оид теоремага асосан доирада аналитик функ-

/(0) - и(О + iv  (0) = I- j  u(l)da -f- Ai.
о

(92)
о

(93)
О

бунда а — айланадаги нуктанинг аргументи,

i-x 2 уе dr-=.— =-?dt, бундан: d* — 
«-*>■

2 ydt 2yd I
( t - x ) -  + y*
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(93) формулада эски г ва / узгарувчиларга кайтиб, юкори ярнм 
текисликдаги Пуассон интегралини хосил киламнз:

00.
ы(гг> — — Г « (/ )--- У— ---. (94)

« J  (*-*)» + у»“ 00
Равшанки,

------Re 1
(t -  ху  + у3 / (/ - * )

Бундан фойдаланиб, юкори ярим текислик учун куйидаги 
Шварц ннтегралнни хам ёзнш мумкин:

/ ( * ) - f J  « ( О т ~  +  М , (95)
“ 00

бунда Л—хакикий узгармас^ Шу нарсанн уктириб утиш керакки,
(94) интеграл чегараланган и(/) функциялар учун *ам якин- 
лашувчи булади, лекнн (95) интегралнинг якинлашувчи булиши 
учун t/(i) нинг чегараланганлиги етарли б^лмайди (чунки (95) 
интеграл ишораси остидаги функциянинг мав*ум кисмндан олин
ган интеграл (94) ицтегралга нисбатан суст якинлашади). Бу 
интегралнинг якинлашувчи булиши учун, масалан, u(t) функ
циянинг 1/1-*оо да нолга —  функцияга нисбатан секин иц-1/1“
тнлмаслнги етарлидир, яъни |«(/)| бундаги ^>0 — ихти
ёрий узгармас сон.

М и с о л. Юкори ярнм текисликда гармрник булган лам да лак и кий Ук
нинг (j, р) кесмасида 1 га, бу укнинг колган цисмида эса 0 га тенг функция 
топилсин.

Изланаётган функцияни (94) формулага асосан дарлол топа оламиз:

Р
I f  ydt 1 / * а -  х\

а(г)=- — \---------- — — arc tg -------arc tg ----- .
* J ( t - * ) j + y3 *  l  У У I

a

Агар *—а ва ? векторларнинг лакикнй Ук билан ташкил килган бурча- 
гини ва оркали белгиласак, охирги формулами куйидагнча ёзнш
мумкин:

и(г) -  ! L _ ! l  _  “L ,  (90)

(*? ™ fa + " )  экани 82-чизмадан куринади).
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тенгсизликдан равшанкн, 0 < г < R  булганда
/?2 —  Г=

R- + г- — 2Rr cos(l — «) 8̂ б '
ифоданинг г ва б га нисбатан ихтиёрий тартибдаги ^оснласи 
уша параметрларнинг узлуксиз функцияси эканлигн келиб чи- 
кадн. Шунга кура (85» интегрални г ва 6 буйича интеграл ишо 
раси ост и да днфференциаллаш мумкин Лаплас операторида кутб 
координаталарнга утиб, (86) функциянинг Лаплас тенгламасини 
К&ноатлантиришини текшириб куриш цийинэмас. Бунибиз укув- 
чига тавсия киламиз. Шундай килиб, (85) интеграл г < R  да 
гармоник функциядир, буни биз «(г, 6) оркали белгилаб оламиз:

и(г, б) — — I » (« )------ —— --------d2. (87)
V * ’ 2п J  R- + г- — 2Rr соь(0 — а)о

Эндн z = re '\r< R) нукта С айланада ётувчи ихтиёрий Со ~ 
= Re1’* нуктага интилганда и(г, б) функция <?(а0) лимитга ин- 
тилишнни курсатиш керак. Умуыиятликни чегараламай, аи — О 
дейиш мумкин, чунки а кутб бурчакнинг киймати факат кутб 
уки йуналишининг танлаб олинишига боглик булгани учун, 
кутб Укни ихтиёрий Со £С  нуктадан утказишимиз мумкин. 
Шундай килиб,

11ш [м(г, 0) -  ®(0)J = О
Г-.Р. 1-0

тенгликни исботлаш керак.
(84) формуладан фойдаланиб, <?(0) ни бундай ёэиб оламиз:

*(0) =  -  Г ?(0)----------- ------------------dx. (88)
П  ' 2г. J  R 1 + г3 — 2Rr c®s(0 — я)

и
(87) дан (88) ни айирамиз:

„ ( г ,  » )  -  ф (0 )  - 1 J  [ f ( . )  -  ? ( 0)1 —  ^ _ У со, ( ,  - . ) *■• ( 89>

и
е—  ихтиёрий мусбат сон булсин. »(t)i функциянинг а — 0 нук- 

тадаги узлуксизлигидан фойдаланиб, S;s) > 0 ни шундай тан- 
таймизки, |а |< 2о(г) булганда

If  (а) -  <?(0)| < Y '
гоигснзлик бажарилсии. Сунгра нукталари |а|< 25(e) тенгсиз- 
.riiKHii каноатлантирувчи С айланянинг ёйини 7, билан, колган 
т;исмини Г, билан белгилаб оламиз. У *олда (89) дан.



(86) функциянинг мусбат эканлигнни эътиборга олиб, (90) тенг* 
сизликдаги j t буйича олинган ннтегрални ба.^олаймиз:

и  п  ± 1  Г _______R’1~rZ_______
\2г. J  I <  2 2т.) + г- -2 /?rco s (6 -a ) d a <  

т. 1.

с  -  • -  f ------ *!= £------ Л - i
2 2г. J  /?3 + Г- — 2Rr cos(6 -  a) 2о

<р(о) функция |0, 2я| сегментда узлуксиз булгани учун * (» )-  
—<р(0) айирма шу сегментда чегаралацган булади:

I«(«) — *(0) | < М.
(90) даги Г, буйича олинган интегралнн *ам етарли кичик

килиб олиш мумкинлнгини курсатиш учун (г, б) нуктани
1*1 < »(•)

шартнн бажариладиган килиб оламиз (г нукта С0 га етарли яцин
Килиб олинса, бу шарт бажарилади).

Г  ёйнинг нукталарида кутб бурчак а(23(е), 2« — 2»1е))ин-
тервалга тегишли булгани сабабли, шу нукталар учун (а — б)
(о(Е), 2- — 3(t)) интервалга тегишли булади. Шунинг учун куйи-
дагн тенгсизлнклар бажарилади:

_______ R --n _______  ___________________
COS(6 — a) < cos 0 (s); + ^  _  2Rf со$(() _  Ri + ^ _  2Rf cos % ^

I 1 . .  R ' - r* 1 f
. 2* < M  R- + r * - 2 R rc o s b ( i )2  J  Ыл <

Г, rt 
R  а -  Г- __

<  M  R- + r -— 2Rr cos »(•)*
Бу тенгснзликиинг унг томони r-*R да нолга интилади, 

дечак, агар R — г<о' (е)  булса,

Демак, | б | <  2(e) ва К — г булганда
I и (г, в) — ® (0) | < « 

тенгсизлик бажарилади.
Шундай килиб, дойра учун Дирихле масаласининг ечнми

(87) формула оркали ифодаланар экан.
Шварц интеграли. Агар |г |< /? доирада бирор / 12) ана

литик функция ни топиш талаб килинса, 6v масалани ^ал ки- 
лиш учун /(г) хакикий кисмининг дойра айланасида берилган 
«(») кийматларининг маълум булиши етарлидир. Хакикатан,

------ *!= £!-------- Re i± i ,  c_Re '- , г - r S



Шундай килиб, * нуктадан а'1 кесма <■> бурчак остида кУринса, и(г) 
функция шу ш бурчакнн к га булннганнга тенг экан. Бу мисолда Шварц 
формуласинн .\ам куллаш мумкин:

9 ^ ■1 (‘ dt 1 S — г 
/ (* )- -  ------- - In--- .7.1 j  t — г к1 а — г

(97)

Энди ^акикнй Укнинг я,, 
а2, . . . .  ап(—с о < а ,< а 1< . . .  
< ап < » ) нукталари берилган 
булсин.

Юкори ярим текисликда гар
моник булган ва ( — оо, а,), (а,, 
Яг). • • •. (а„ . » )  кесмаларда мос 
равшда узгармас и0, ии . . . ,  ип 
кийматларини кабул килувчии(г) 
функция топилсин. Бу масала 
(96) формулани цуллаш натижа
сида дар^ол ечилади:

и(г) = ЬНг. -j. fli _  ?1) +  -5 (к — <ря )
*  1C Л

ёки

и{г) = - ( ы 0 — « i)  +  ~  («1 —  «г) +• • • +  -  (и . — « я ) +  в*. (98)К X Я 1—1

М а  ш м а р

1. Ушбу

J dz
F 1

интеграл ^нсобланснн. бунда Г  чизик ярнм айлана булиб, | z | =  1, 1 = 
= 1. у > 0.

I. S  юзнн Ураб олган содда ёпик чизик Г  дан иборат булсин девлик. 
Куйидаги тенгликнинг тугрилигн исбот килинсин:

$ ■
I xdz «■ IS.

Т
3 Ушбу

J  ydz

интеграл куйида кУрсатилган йуллар буйича *исоблансин:
а) г — 2 + i нуктанинг радиус-вектори буйлаб;
б) |z| — l ярнм айлана буйлаб, 0 < arg г к  к (йулнинг бош нуктаси 

г  -  1 да);
в) { z — а | — R  айлана буйлаб.
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4. Ушбу

интеграл куйида берилган иуллар буйича дисоблаисин:
а ) | г |  = 1 ярим айлана буйлаб, 0 < arg г < я (йулнинг боши г 

нуктада);
б) 1*1 = 1 айлана буйича.
5. Ушбу

| г | zdz

интеграл «исоблансин, бунда Г  чизик I г | айланаиннг юкори ярим булагв- 
дан ва — 1< * < 1» у  — 0 кесмадан иборат.

6. Ушбу

§ Ln zdz

*/
интеграл дисобланснн, бунда С  — бирлик айлву ва Ln / — —.

7. Ушбу S

t
dz 

z*+ 9

интеграл дисоблансин, бунда С—радиуси Л — 2 га тенг ва маркази ( — 2/) 
нуктага жойлашган айлана.

8. Ушбу
dz

_______________  ( * 3 + 9 ) ’С
интеграл дисоблансин, бунда С — радиуси /? = 2 га тенг ва маркази 21 нук
тага жойлашган айлана.

9. Бундан олдинги мисолдаги С  айлана маркази ( — 2/) нуктага жой
лашган булса, интегралнинг киймати нимага тенг булади?

10. Ушбу
e*dz$_  r ( * + 2)* 

интеграл лисоблансин, бундаги Г  чизик ( — 2у нуктани бир марта Ураб ол* 
ган содда ёпик чизик.

И. Ушбу
dz

f ( 2 -  1 )3(,+  1)3

интеграл дисоблансин, бунда С  — айлана, унинг маркази 1 нуктада ва 1 < ^ R < 2.
12. Бундан олдинги мисолда 1 < R  < 2 ва айлана маркази ( — 1) иук- 

“ ага жойлашган булса, интеграл кандай дисобланади?
1 J3 .  Шундай ](z)-*u-fiv аналитик функции топилсинки, унинг дацикий
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и -х*  — у3
дан иборат булиб, /(0)=»/ шартнн цаноатлантирсин.

Куйидагн кУрннишга эга булган гармоник функциялар топилсин:
/ Jt*+y3\

14. и — ч(ху)\ 15. и -  ч(х- + у '); 16. и — <? I ——

17. « - * ( *  +  V ~ *+ ?y .
18. и -  ?(*3 + у) куринншга эга булган гармоник функция мавжудми?
Куйида берилган гармоник функцняларга кУшма булган гармоник функ- 

циялар топилсин:
19. и(х, у) -  Х-— у’ + х. 0 < | г | < оо;

20. «(г, у 0 < | г| <со;д3+ у3

21 и(х. у) -  -j 1п(*3 + у’).

Куйидаги мисолларда берилган хакикий ёки мав\ум цисмга асосла- 
ниб f\z)=u+lv аналитик функция топилсин:

22. «-^ - y3+ 5 t4 - y - j7 jy 3:

23. и -  е*(х cos у — у sin У) + 2 sin дг • sh у + л* — 3 ,*у- + у;
<■*

24 t>= 3 +  я 3— у3 — -— ---- ;
у 2( »3+ у3)

25. v ~  х + у — 3; 26. v - A * - y ’ + 2;
у

27. и = е*(к соч у — у sin у) — —— -.Д+ у

V БО Б

КОМПЛЕКС ^АДЛИ КАТОРЛАР

1- §. Сонли цаторлар

Хадлари хакикий сонлардан иборат булган каторлар мате
матик анализда чукур текшнрилади. Биз дадлари комплекс 
сонлардан тузилган ушбу

г 1 +  г2 4* • • • +  г п- 1 +  *«+••• )
куринишдаги каторлар билан танишиб ^тамиз. Бу катордаги 
*ар бир г л — хп-\- iyn *ад узгармас сондан иборат булиб, ха
уп лар \акикнй сонлардир.
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( 1) цаторнинг хусусий йигиндиларнни тузамиз:

s2 = г, + г2,

— z\ +  <2 +  • • • +  , (2)

Мана шу хусусий йнпшдиларнинг 
^1* 2̂* • • • 1 ,

кетма-кетлигнга асосланиб ( 1) цаторнинг якинлашишига таъ
риф бериш мумкин (II боб, 8-§ га гарант).

Таъ риф .  Агар п чексизликка интилганда (2) кетма-кет
лик бирор чекли s лимитга интилса, яъни (2) кетма-кет- 
лик якинлашувчи булса, у холда ( 1) цат or якинлашувчи, 
акс ^олда узо/улашувчи дейилади. f

Демак, таърифга кура, '

(s—аник сон) булганда ( 1) катор якинлашувчи булиб, s сон 
Каторнинг й и г и н д и с н  дейилади:

Агар (2) кетмй-кетлик оо га интилса ёки хеч кандай лимитга 
интнлмаса, ( 1) катор узоклашувчи булиб, унинг йигиндиси 
хакида сузлаш маъноснзднр.

Энди, sn йигиндини бошка куринишга келтириб ёзамиз: 
sn = г, + г., +  • •. + z„ = (* , +  iy,) + (дг, + iy2) +  . . .  +  (дя +

Шу сабабли ( 1) дан куйидаги каторлар келиб чикади:

Буларнинг хусуснй йнгнндиларидан мос равишда ушбу кетма- 
кегликларни хосил килиш мумкин:

Urn s„ — sп

х\ +  хг +  • • • +  +  
У| +  Уа +  • • • + У„ +

•  •  •  Э (3)
(4)

° 1* а2» •••»  ̂п » • • • э
* » та» •••* ‘л | •

Юкоридаги таърифга кура, агар

(5)
(6)
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l ima( «=o ва limtnc=t (7)
Л -» С Я 100

(а, т-аник сонлар) булса, (3) ва (4) каторларнинг иккаласн.\ам 
якинлашувчи булади.

Т е о р е м а .  Агар хадлари ^ациций сонлардан. иборат 
булган (3) ва (4) цаторлар якинлашувчи булса, у холда 
комплекс сонлардан тузилган (1) каторгам  якинлашувчи 
булади ва аксинча.

Исбот .  Фараз цилайлик, (3) ва (4) каторларнинг иккаласи 
*ам якинлашувчи, яъни (7) лимитлар мавжуд булсин. У *олда 
лимитларнинг хоссасига кура: _

lim sn = lim (ап +  i-n) = lim <зп +  i lim тя = о + iz = s,
П-too П-+00 П-+со

бунда s = о -f- iz аник сон булгани учун, таърифга кура якин- 
лашувчидир. Аксинча s аник сон булса, о ва х *ам аник сон 
булади.

Мана шу теоремага асосан, агар (1) каторнинг якинлаши- 
шини текширмокчи булсак, унинг урнига (3) ва (4) каторлар- 
нинг яцинлашишини текшириш кифоя. Сунгги каторларнинг 
*адлари хакикий сонлардан иборат булгани учун уларнннг 
якннлашиши ёки узоклашншини математик анализ курсида 
курсатилган аломатлар ёрдами билан текшнрамиз. Мисол учун 
Даламбер ёки Коши аломатларндан ва бошка аломатлардан 
фойдаланиш мумкин.

Энди, (1) катор ^адларнинг модулларидан куйидаги катор- 
ларни тузамиз:

I z\ I +  I zi I +  • • • + I гп I ■+■ • • •» (8)
бунда ______

I *п\ = \Хп+1Уп\=У У п + Уп- (9)
Т е о р е м а .  Агар (8) катор якинлашувчи булса. (1) ка

тор хам якинлашувчи булади.
Исбот .  (8) катор якинлашувчи булсин дейлик, (9) га асосан:

|*п|< /*Л4-У2я = |гп|
ла ______

\Уп\<.Ух‘я +  у2а = \гп\
булгани учун

I *11 + | Jfj 1+ • • • +  I х„ I +  • • •
ва

IУ11 + I У» I + • • • + | Уп I +  • • •%
каторларнинг *ар бир *ади (8) нинг мос ^адларидан кичик. 
Шунга биноан сунгги икки катор якинлашувчидир. Иккинчи 
томондан, бу каторлар (3) ва (4i катор ^адларнинг абсолют 
кийматларидан тузилган булгани учун (3; ва (4) катор абсолют
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якинлашувчи булади. У *олда олдинги теоремага асосан (1) 
катор якинлашувчндир. Ш у билан теорема исбот килинди. Буи
га тескари теорема умуман нотугри. Лгар (8) катор якинлашса 
(1) катор а б с о л ю т  я к и н л а ш у в ч и  дейилади. Бундай ка
торлар тажрибада куп ишлатилади. Агар (1) катор якинлашувчи, 
лекин (8) катор узоклашувчи булса, ( 1) катор ш а ртли я к и н 
л а ш у в ч и  катор дейилади.

1- м и с о л. Ушбу 

каторнинг хусусин нмпшдиси

Я — 1 1 - а п

телекс
1 — а 1 — а

дан иборат. Бу каторда <з—дар кандай комплекс сон.
Агар | а | < 1 булса, | ап | = | а |л сон, п катталашишп бнлан нолга ннти- 

ладн, яъни Нша', = 0. Аксинча, агар |e| > 1 булса, ап чексизликка инти-П 00
лади. Демак,

| а | < 1 булганда Ьш s„ — ---- = S,
fl ■* оо 1 “ Л

| а | > 1 булганда Urn s„ — оо,

1
1 — аяъни биринчи долда катор1 абсолют якинлашувчи ва йипшдиси s

дан иборат булиб, иккинчи долда катор узоклашувчидир.
Агар | а | «= 1 булса, катор яна узоклашувчи булади, чунки s„ аник 

сонга интилмайди.
2- м и с о л. Ушбу

каторнинг якинлашиши текширилсин, бунда п — О, 1, 2.........
Дастлаб каторнинг дакикий ва мавдум кисыларидан тузилган каторлар- 

ни ёзиб оламиз:
i i i

ва

3 9 3* ’ * *
Буларнинг дар бнри геометрик прогрессия булиб, махражлари | ? | < 1  дан 
иборатдир. Ш у сабабли мос каторларнинг йигиндилари куйидагилардан 
иборат;

— 2 ва х —
-1

1 “ 2 ‘ - 7

3_
2 '
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булади.
Энди бу каторнинг абсолют якннлашишини текшириб курайлик:

S ' l - ^  ( ? )  + ( - у )  ~ У

< / 2i + 2 T .  - f  ■ " " "  | ? - ? ' | <  
булиб, Унг томондаги сон

V* [ l 4' }  + ̂  + ” -) 
якинлашувчи каторнинг умумий *адидир. Демак, берилган катор абсолют 
якинлашувчи хам экан.

1̂ атор яцинлашишининг зарурий шарти Фараз этайлик, 
(1) цатор якинлашувчи булсин. У холда якинлашиш таърифига 
кура

Пш s„ - lim (г, + z2 -f- . . .  + г„ ) = s,
П - о
lim s„_i =  11т(г| +  z , -f  . . .  - f  zn- i ) — s. fl ♦ *>

Буларга асосан
lim z n = 11m ($л — 5я-0 =* 0, (10|
n  ^  то IX oo

яъни n чексизликка интилганда якинлашувчи каторнинг zn 
умумий хади нолга интилади.

Лекин, каторнинг умумий хади нолга интилгани билан унинг 
якинлашувчи булиши шарт эмас. Мисол учун

г„ *= — +  77= (л ■= 1. 2, 3 , . . . )  п У  п
лардан тузилган катор узоклашувчи. Чунки 11тгл =  0 булга-

Л-*оо
1 1нига карамай х„ = — ва уп = -г= дан тузилган каторлар узок-
п У п

лашади. Ш у сабабли ( 10) тенглик катор якинлашишининг зару
рий шарти (етарли эмас) дейилади.

3 - м и с о л. Ушбу

0 + 0  + ( |  + ^ / )  + ( {  + ̂ i ) + . . . +  (7  + ̂ )  + . . .
каторнинг умумий з̂ адн

1 1
Сп~ И + п*1

нолга интилса *ам у катор узоклашувчндир, чунки унинг ^а^иций кисма- 
дан тузилган --->

1 1 11 + ■=• + г? + . • *4--- !-•••2 J  п*

Демак, катор якинлашувчи булиб, унинг нигиндиси

s -  о +  h -  2 - 1  у
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гармоник катор узоклашувчн.
Энди ушбу вп ез i gnt

е + V + V  + •••+-, + —
каторнинг умумнй ладн нолга интнлиши билан бирга катор абсолют якин- 
лашувчи, чунки

|С . _  l f ! l  = I
' л1 л1 л’

булиб, ____________
I е"11 =  (cos л +  / sin л| =  V  cos* л +  sin* л — 1

ва — га тегишли катор якинлашувчн. п2

2-§. Цаторлар устида амаллар 

Цаторларни кушиш ва айириш. Агар бизга
z\ 4* г2 +  • • • + 2п +  • • • 0 )

ва
2!4‘ 2з4 "»«*4 *гл4*««» (П )

иккита соили катор берилган булса, у I vua бу каторларнинг 
йишндиси деб ушбу I

(г, + г}) 4- (*з + 2}) +  . . .  + (г„ 4- гй) + . . .  ( 12)
каторни ва уларнинг а й нр м ас и  деб

(г, — г!) +  (г, — г]) + . . .  + (г, — г'„) 4- . . .  (13) 
каторни айтиладн.

Фараз этайлнк, (1) ва (И )  каторлар якинлашувчн булиб, 
уларнинг йигнндилари мос равишда s ва s' булсин. У *олда 
докикий сонлардан иборат катордек (12) ва (13) каторлар *ам 
якинлашувчн булади ва уларнинг йнгиндиси мос равишда s ± s' 
га тенг булади. Якинлашувчн кагорларнинг бу хоссасининг исбо- 
ти хакикий сонлардан иборат катордагн сингари булгани учун 
исботни келтирмаймиз.

Цуш катор .\акида. Берилган ушбу
z \ 4* Zj 4" • • • 4* г п "Ь • • • 0  )

каторнинг -чадларидан чексиз куп шундай каторлар тузиш мум- 
кинки, ( 1) нинг бирор каторга кирган zk *ади бошка катор- 
ларга мутлако кирмайди. Л\исол учун (1) каторни куйидагн 
усул билан чексиз куп каторларга ажратиш мумкин:

z\ + z» +  ̂ 6 + 4* *is + гг\ +  • • • 
z2 4* zb 4" гя 4* гк  4* zio 4- • • • 

zi 4" za 4" zta 4" 4- . • •
4- гл 4- 2,8 4- . . .  
zn 4*̂ 1» 4" • • - 

zie 4*
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буладн.
Энди бу каторнинг абсолют якинлашишнни текшириб кУрайлик:

( ? )  + ( _  у )

< V I?-?1!' '*■
булиб, унг томондаги сон

/ 2(1 ^ 7  + ̂  + --)
якинлашувчн каторнинг умумнй ^адиднр. Демак, берилган катор абсолют 
якинлашувчн *ам экан.

Катор яцинлашишининг зарурий шарти Фараз этайлик, 
(1) катор якинлашувчн булсин. У *олда якинлашиш таърифига 
кура

lim s„ = lim (г, +  z2 +  . . .  +  г „ ) = s,
П - О
lim 5л-1 =* Н т(г, +  + . . .  +  zn-i) =  s.fl +-0

Буларга асосан
limz„ = lim(s„ — s,,_i) = 0, (101
n -* to fl~+ 00

яъни rt чексизликка интнлганда якинлашувчн каторнинг zn 
умумий *ади нолга интилади.

Лекин, каторнинг умумий ^ади нолга интилгани билан унинг 
якинлашувчн булиши шарт эмас. Мисол учун

z„ = — + Д= (я = 1, 2, 3 , . . . )
п у п

лардан тузилган катор узоклашувчи. Чунки \[mzn = 0 булга-
Л-* 00

1 Iнига карамай хп — — ва уп — -т= дан тузилган каторлар узок- rt у п
лашади. Ш у сабабли (10) тенглик катор якинлашишннинг зару
рий шарти (етарли эмас) дейилади.

3 - м и с о л. Ушбу

(1 + /) + ( {  + ̂ / )  + ( {  + ̂ ) + . . . +  (^  + ̂ )  + . . .
каторнинг умумий *адн

С „  — -------1— 5 1п пг
нолга интилса лам у катор узоклашувчндир, чунки унинг даки^ий кисми* v 
дан тузилган •

1 1 . 1

Демак, катор якинлашувчн булиб, унинг йишндиси

s _  о + /т -  2 - 1  у

1+7Г + -7 + . . . + --Ь • • •2 J  я
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гармоник катор узоклашувчи.
Энди ушбу вП g31 gni

* + 9  + 3̂  + •** + "^ + 
каторнинг умумий хади нолга интилиши билан бирга катор абсолют якин
лашувчи, чункн

, л1 л* ~ л »
б^либ, ______________

\en l\ =  (cos п + / sin л| — V  cos* л + sin* п — 1
ва — га тегишли катор якинлашувчи. п*

2-§. Цаторлар устида амаллар 

Каторларни кушиш ва айириш. Агар бизга
г \ 4* Z 2 4" • • • 4" z n 4" • • • (О

ва
2i4"2a4*»«« 4* *л "!"••• ( 11)

иккита сонли катор берилган булса, у | олда бу каторларнинг 
йигиндиси деб ушбу j

(г, •+■ z\) + (^j +г') +  • • • + (г«, *г 2д) 4" • • • 02)
каторни ва уларнинг а й нр м ас и  деб

(г, — г!) +  (г, -  г\) +  . . .  + (г, — г'„) 4- . . .  (13) 
каторни айтилади.

Фараз этайлик, (1) ва (11) каторлар якинлашувчи булиб, 
уларнинг йнгиндилари мос равишда s ва s' булсин. У *олда 
хакикий сонлардан иборат катордек (12) ва (13) каторлар *ам 
якинлашувчи булади ва уларнинг йигиндиси мос равишда s ± s' 
га тенг булади. Якинлашувчи кагорларнинг бу хоссасининг исбо- 
ти хакикий сонлардан иборат катордагн сингари булгани учун 
исботни келтирмаймиз.

Цуш катор ^ацида. Берилган ушбу
z\ 4" z2 4- • • • +  гп +  • • • (1)

каторнинг *адларидан чексиз к^п шундай каторлар тузиш мум- 
кинки, ( 1) нинг бирор каторга кирган zk *ади бошка катор- 
ларга мутлако кирмайди. Мисол учун (1) каторни куйидаги 
усул билан чексиз куп каторларга ажратиш мумкин:

+  ze +  гю 4* ̂ is +  22) +  . . .
Z2 4" 4" Z9 4* гн 4* *20 + • • • 

zi 4- 4“ ÎS 4* ZI9 4" • • • 
zi + гЛ 4* z\i “Г . • •

2\\ 4" 2,7 -f- . . .  
2 |в 4“ • • •
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У мумий *олда (1) каторнинг чексиз к$?п каторларга ажра- 
тилиши куйидагича бзилади:

* * ,+ 2», + **,+ . . .
2i,+ zt%+ *t+  • • • , (И )
гт +  2m,+ 2m,+ ••

булардаги klt I,, mt . . .  лар натурал сонлардан иборат.
1-теорема.  Агар (1) цатор абсолют якинлашувчи ва 

йигиндиси s сонга тенг булса, у холда (14) каторларнинг 
ĵ ap бири абсолют якинлашади: агар (14) каторларнинг йи- 
гиндиларини мос равишда su s2, . . .  , sn, . . .  деб белгила- 
сак, ушбу куш

si + s2 4" * * • + sn "Ь • • • 05)
Ка тор. хам абсолют якинлашувчи ва йигиндиси s га тенг бу
лади.

Исбот .  (14) даги биринчи каторнинг абсолют якинлашувчи 
эканлигини исбот килайлик. Теореманинг шартига мувофик (1) 
Катор абсолют якинлашувчи булгани учун

0 ”  l* ll +  |2jl +  • • • +  \z n | +  . . .
чекли сондан иборат булиб, (14) даги биринчи каторнннг ушбу

а'п ■=* 1г»,1 + 1г*,1 +  • • • +  1?*л1 
хусусий йигиндиси исталганча катта п учун о дан кичш., яъни 
о'п < о. Шу сабабли катор абсолют якинлашувчи ва йигиндиси 
бирор s, сонга тенг.

Худди шу усулда (14) даги бошка каторларнинг *ам абсо
лют якинлашувчи эканлигини исботлаш мумкин. Энди (15) ка
торнинг абсолют якинлашишини исбот киламиз. Маълумки,

l5ll = \гА, +  г*. +  • • . ! <  |2* | +  \г̂ \ + . . . ,
IsjI — lz i, +  *tt -+• . . .  | <  | ?,J + |г;>| +  . . .  ,

lsml Izp, *t* zpt “H . • • I ^  1 + |?^| +• . . . .
Буларнинг чап томонларини узаро ва унг томонларини узаро 
Кушсак, ушбу

W  + tal +  . . . + \Sm\ < Я
тенгсизлик *ар кандай исталганча катта натурал т  сон учун 
тугри булганидан (15) катор абсолют якинлашади, деган на- 
тижа келиб чикади.

Ни\оят, (15) каторнинг йигиндиси (1) нинг s йипшдиснга 
тенг эканлигини к^рсатамиз. Унинг учун т  чексизликка интил- 
ганда ушбу айирманинг

S ~  I s! + si +  • • • + sm)
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нолга интилишини кУрсатиш кифоя. Маълумки, (14) даги о̂ - 
дингит та каторнинг хамма ^адлари йигиндиси s, 4-s24- . .  • 4- 
4- sm дан иборат. Бу цаторларни тузилиш усулига асосан охирги 
йишндига ( 1) каторнинг баъзи ^адляри кирмайди, демак,

I* — ($1 +  *»+ •• • +  <  1г*,1 + 1г«,1 4- • • • » 
бунда а, X,, . . .  лар натурал сонлар. Энди, ихтиёрий натурал 
свннн я билан белгилайлик ва т  ни шундай катта килиб олай- 
ликки, натнжада а2, . . .  индексларнннг ,\аммаси я дан кат
та булсин. У колда ушбу

|s 7“ ( sl 4" s i  4* • • • 4* $m) < kn + ll 4* кя+21 4* * • . 
тенгсизликка эга буламиз. Берилган (1) катор абсолют якин
лашувчи ва йигиндиси s булгани сабабли исталганча кичик 
с > 0 учун шундай етарли даражада катта натурал я0 сон кур- 
сатиш мумкинки, барча я > я0 лар учун

|?*+i| 4* |*»+j| 4- . . .  < ® 
булади. Шундай килиб, етарли даражада кагта т  учун 

|s — (s, -f s3 4- . . .  + sm) | < e 
тенгсизлик бажарнлади, яъш*

lim (s, -{• *2 -f . . .  4- sm) — s•m-+
Теорема тула исбот булди.
И з о * .  Агар берилган (1) катор абсолют якинлашувчи бул- 

маса, юкоридаги теорема уз кучини йУкотади.

Цатор .\адларининг уринларини алмаштириш какида
Т е о р е м а .  Агар (1) сонли цатор абсолют якинлашувчи 

булса, унинг хадларининг уринларини исталганча алмаш- 
тирилса хам цатор якинлашувчи булиб, йигиндиси узгар- 
майди.

Хакикатан ^ам, биз ( 1) катор ^адларининг жойларини ал- 
маштириб куйидагича ёзайлик:

Я̂|| 4  I (̂Я, 4* . . .  (16)
бунда т и т ъ т 3, . . .  лар маълум тартибда ёзилган барча 
натурал сонлардан иборат. Энди бундай белгилаб олайлик:

Фаразимиз буйича ( 1) катор абсолют якинлашувчи булгани 
учун юкоридаги теоремага асосан ушбу

4" s2 4* s» 4* • • •
катор хам абсолют якинлашувчи булиб, унинг йигиндиси ( 1) 
нинг s йигиндисига тенг. Сунгги катор эса (16) нинг узгина- 
сидир. Шу билан теорема исбот булди.

Агар сонли катор шартли якинлашув ш булса, бу теорема 
Уз кучини йукотади.
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Каторларни купайтириш. Берилган ушбу
+ +  ••• + * я +  ••• ( 1)

г\ +  z' +  . . .  + г'п+  . . .  ( 11)
каторларнинг купайтмаси деб цуйидагн
г,г| +  (2,2* + 2г2{) +  . . .  +  (2,2л‘+ 22г^_ ,+  . . .  + 2лг‘) +  . . .  (17)
каторни айтилади.

2-теорема .  Агар берилган (1) ва (11) цаторлар абсолют 
яцинлашувчи булиб, уларнинг йигиндилари мос равишда s 
ва s' дан иборат булса, у холда уларнинг купайтмасидан 
иборат (17) цатор хам абсолют яцинлашиб, йишндиси 
S — ss' га тенг булади.

Исбот .  Дастлаб биз (1) ва (11) каторларнинг *адларидан 
тузилган ушбу

2,г|, г,г‘, г2г[, г2г ‘, . . .  (18)
купайтмаларни ёзнб оламиз. Мана шу *адлардан тузилган

2,2* + 2,г‘ + 2,2} +  2,2]  +  . . . (19)
Каторнинг абсолют якинлашувчн эканлигини кУрсатамиз Унинг 
учун (19) нинг модулларидан тузилган каторнинг хусусий

\ztz\\ +  |г,г'| +|г2гJI + |г2г‘| +  . . .  (20)
йигиндисининг чегараланган эканлигини курсатиш кифоя. (20) 
йигиндига кнрувчи (1 i ва (И )  каторларнинг хацларининг энг 
катта номери (индекси) п булсин. Энди, (20) йигинди ушбу

(1г1 + !*а1 +  • .. +  М)(1*|1 +141 +  • • • +  И )  (21>
купайтмадан катта була олмайди, чунки (21) дагн баъзи *ад- 
лар (20) га кирмай колиши мумкин. У *олда (20) Аигинди ушбу
( l îl +  |г3| +  . . .  +  М  +  . . . )  (|г[| +  |г‘| +  . . .  +  |г̂ | +  . . . )  (22)
купайтмадан албатта кичик булади, чинки (21) га караганла 
(22) купайтма катта сон. Демак, (20) купайтма ss' сон билан 
чегараланган. У *олда (19) катор абсолют якинлашувчн экан. 

Энди (19) каторнинг ^адларидан (17) каторни тузиб оламиз:
Sj = 2|2j, Sj “  2j2j “j" Z22{, . . .  , Ŝ  —Z\Z*n -\-Z2Z n*_| ... • . .
1-теоремага асосан (17) *ам абсолют якинлашувчн булади. 
Энг сунгида (17) каторнинг йигиндиси ss' купайтмага тенгли- 
гини курсатиш учун (19) нинг ^адларидан цуйидагиларнн ту- 
замиз:

*1 “ 2,*; + 2,2' + ? , » ' +  ••• .
Sj — 2,2] +  2,2‘ +  2,2* +  . . . ,

Юкорндагн теоремага асосан бу каторларнинг *ар бири якин-
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лашувчи булиб, куйидаги
Si +  s, +  . . .  = г,{г\ + г12-\- г*+ . . . )  +  га(г} z\ + 2* -f- . . . )  +

+ . . .  — (г\ + г\ +г\ +  . .  .)(г, + г, + г3 + . . . )  = s's
катор йигиндиси билан (17) нинг йигиндиси бир хилда булади. 
Ш у билан теорема тула исбот килинди.

Маълумки, чекли йигинди *адларинннг жойлари алмашти- 
тилса, йипшдининг киймати узгармайди; шунингдек йигинди- 
ларни узаро *адлаб купайтириш мумкин. Биз бу параграфда 
абсолют якинлашувчи каторлар учун хам бу хоссалар уринлн 
эканини курсатдик, яъни уша хоссаларни чексиз йишндн учун 
умумлаштирдик.

Каторларни купайтиришга дойр теорема шартли якннлашув 
чи каторлар учун умуман уринли эмас, чунки иккита шартли 
якинлашувчи каторнинг купайтмасн узоклашувчи булиб коли* 
ши *ам мумкин. Агар уларнинг купайтмаси якинлашувчи бу* 
лиши олднндан маълум булсагина шартли якинлашувчи катор
ларни купайтиришда юкорида айтилган теореманн куллаш 
мумкин.

3-§, Функционал каторлар
Хадлари узгармас комплекс сонлардан иборат булган катор

лар билан юкорида танишиб утдик. Энди *ар бир *адн бирор 
со^ада аникланган комплекс узгарувчили фучкциядан иборат 
б^лгаи каторлар билан танишамиз.

Фараз этайлнк, бизга лар бир *адн О са зда аникланган 
? =  комплекс узгарувчининг бир кийматли /п(г) функ-
цияларндан тузнлган ушбу

/«(*) + h(z) +  . . .  +  fn{z) +  . . .  (23)
функционал катор берилган булсин. Хусусий холда, агар у = О 
б^лса, бундан хакикий узгарувчилар сохасидагн

/Лх) + / i(* )  +  • • • +/п(х) +  • • . 
функционал катор келиб чикади. Албатта, сунгги катордаги 
хар бир хад факат хакикий кийматларнн кабул килади, деб 
тушуниш керак.

Агар О со^ага тегишли бирор z0 узгармас сонни (23) га 
куйгандан *осил булган ушбу

/ |(го) + /»(*о) + • • • +/л(г0) +  . . .  (24)
сонли катор якинлашувчи булса, у холда берилган (23) функ
ционал катор г = z0 н у к т а д а  я к и н л а ш у в ч и  дейилади. 
Агар G со*анинг хар бир нуктасида (23) катор якинлашса, ^ша 
катор О с о ^ а д а  я к и н л а ш у в ч и  дейилади. Функционал ка
торнинг якинлашиш сохасинн аниклаш асосий масалалардан 
бири хисобланади.

(24) катор якинлашувчи булса унинг йигиндиси аник бир/(г„) 
Узгармас сонга тенг булади. Шунингдек (23) катор G со*ада



якинлашувчи булса, унинг йигиндиси хам О со^ада аникланган 
z — х +  iy нинг аник бир /(2) функциясидан иборат булади, яъни

t ( z )  = Л (г ) + Л (г ) +  . . .  +  / „(* ) 4- ••• (25)
Бу каторнинг я-хусусий йигиндисини куйидагича

Sn(z) = /,(г) 4- /а(г) 4* • •• + А (г ) 
белгиласак, ушбу

/ М О - / < * )“ М * )  =/»+«(*)+/«+2(г) 4- . . .  (26) 
айирма (23) каторнинг к о л д и к  хадн  деб аталади. (25) ва (26) 
га асосан каторнинг якинлашиш сохаснга тегишли барча z лар 
учун
11т /?„(г) =  lim [ /(г) ->5я(г)] =  /(г) — Ит Ьп(г) -=*/(2)—/(г) «= О,П-* П-+оо Л-*»
ЯЪНИ

Нт/?я(2 )= 0 . (27)
/Iе* 00

Бунинг маъноси шундан иборатки, агар (23) катор G со^адаги 
ихтиёрий z нуктада якинлашувчи булса, у .\олда хаР кандай 
кичкина мусбат е сон учун шундай катта мусбат N  сонни то
пиш мумкинки, я>Л/ булганда

|/?я (2)1 = |/ (г )- S „ ( 2) | < «  (27')
тенгсизлик уринли булади. Бу тенгсизликнинг бажарилиши 
умуман олганда, икки нарсага боглик: бир томондан е га, ик
кинчи томондан, г га бериладиган кийматга боглик. Ш у са
бабли изланаётган катта jY сон хам г билан г га богликлир, 
яъни N = N (t,z ). Берилган г га кура (27') тенгсизликнинг 
уринли булиши учун зарур N (г, г) мавжуд булса, (21) катор 
оддий я к и н л а ш у в ч и  дейилади.

Баъзан бундай хам булиб колиши мумкин: О соханинг бар
ча г нуцталари учун, г га боглик булмаган шундай умумий 
Аг*(г) мусбат сонни топиш мумкинки, N (t, г) нинг хамма кнй- 
матлари шундан катта булмайди, яъни:

N (е, г) <
Демак, п > N *(i) булганда (27') тенгсизлик G сохадагн хамма
2 нукталар учун бажарилади. Бундай холда (23) катор т е к и  с 
я к и н л а ш у в ч и  деб аталади. Берилган функционал катор G 
со^ада оддий якинлашувчи булатуриб, текис якинлашмаслнги 
хам мумкин. Лекин, текис якинлашувчи катор, албатта, оддий 
хам якинлашади. Бундан кейин „одднй“ деган сузни тушнриб 
колдирамиз ва тугрндан-тугри .якинлашувчи” деб ишлатаве- 
рамиз.

Л\исол. Ушбу
а a z -J- Д2* -J- . . .  4- azn -f- . . .  (28)

чексиз геометрик прогрессияни текширамиз, бунда а — бирор 
узгармас сон. Маълумки, геометрнк прогрессии п та хадининг
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йигинднси куйидаги формула билан аникланади:

S„ = а+аг-\-аг2-{- . . .  +  агп = а-(| ~ * П+1).1 “• X
Бу формула 1 дан фаркли булган нхтиёрий г учун тугрндир. 
Агар | г | < 1 булса, lim гп+1 =  0 ва | г | > 1 булса, lim гп +1 = оо

IX -►30 / | _^00

булади. Шунга асосан:

Ит 5, = Ит (а + аг + агг+ .. .  + агп) = f H T J» Iг I < 1 булса,
Я-*.» Л-** I

I оо, \г\ > 1, афО булса. 
Демак, (28) катор |г |< 1 дойра ичида якинлашувчн булиб,
УНИНГ ЙИП1НДНСН

/(*) = - 2_I —Z .
га тенг.

Бирлик дойра ташкарнсида эса, яъни \г \ > 1 булганда катор 
узоклашади. | г |=»1 айланада зам (28) катор узоклашади, 
чунки бу ,\олда катор якинлашишининг зарурий шарги бажа- 
рилмайди.

Энди (28) каторнинг | г |<1 да текис якннлашиши ёки те- 
кис якннлашмаслигини текширамиз. Шу максадяа колднк чад- 
ни ёзнб оламиз:

Rn (г) = /(г) -  5»(г) -  — ____=, ajO±l
1 - г 1 — г 1 — г '

|<ия+‘| 
1 -г\„  (29)

тенгсизлик ёки \
1̂  < —11 т*1. «ьни (* + l)ln |*|<  In - 1 — ' 1|а| \а\

бажарилиши учун

1п|г|
тенгсизлик бажарилиши егарлидир ( \г |< 1 да 1п|г| < 0  бул
гани учун тенгсизлик ишораси узгардн), бундан

,„«11 — I

“ > - ^ 7 Г ----->• ,30>
Бу 1енгсизликнинг унг томони z -* 1 да чексизликка интн- 

лади, шу сабабли |г |< 1  донранинг барча нукталари учун 
умумий ва (30) тенгсизлнкнинг унг томонидан катта булган 
N (е) микдорни топиб булмайди, бу деган суз г га боглик бул- 
маган шундай N (е) ни топнб булмайдики, n > N (t) булганда 
| г |< 1 донранинг барча нукталари учун |/?я (г )|< *  тенгсиз
лик каноатлантирилсин. Демак, | г |<  1 доирада (28) катор те
кис якннлашмайди. |z| < 1 доирада ётувчи | г | < 1— 8, 6> 0

199



доирада шу цатории текшириб курамиз. Исталганча кичик е 
учун (30) тенгсизлик унг томонидаги каср мусбат булиб,
11 —г | > 1 — | г | ва | г | < 1 — 3 булгани учун (30) уша каср су-
ратининг абсолют кийматининг энг катта киймати In— га, мах-

|el
раж абсолют кийматининг энг кичик киймати эса |1п (1 — 8)| га 
тенг. Демак, (30) тенгсизликнинг унг томони \г | < 1 — о дойра 
нукталари учун

/V (е) =  -  1
'  '  ln ( l- S )

сондан катта булмайди, демак, n > N (t) булганда (29) тенг
сизлик | г | < 1— 3 доиранинг барча нукталарида бажарилади, 
яъни (28) катор | г |<  1 — 8 доирада текис якинлашади. Шун
дай килиб, (28) катор радиуси 1 дан исталганча кичик булган 
доирада текис якинлашувчи булар экан.

Хакикий узгарувчилар со^асидагига ухшаш комплекс уз
гарувчилар со^асида *ам берилган функционал каторнинг те
кис якинлашувчи эканлигини аннклаб бераднган жуда содда 
белги (аломат) *ам бор. Бу ерда *ам шу белги Вейерштрасс 
белгиси деб аталади.

Текис якиилашиш ( В е й е р ш т р а с с )  белгиси. Агар G со- 
Xада

Л (г) +  Л (г) +  . . .  +  fn(z) +  . . .  (23)
цаторнинг хар бир хадининг модули ушбу

at •+■ а2 +  . . .  •+■ ап +  . . .  (31)
мусбат хадли якинлашувчи сонли каторнинг мос хадидан 
к а т т а  булмаса, у х °лда (23) катор G сохада текис якин
лашади.

И сбо т .  Берилган (31) каторнинг колдик *ади 
гп = a,I+I +  ап+2 +  . . .  

ва (23) нинг колдик *ади
Кп (г) = /n+l(z) +  fn+2(z) +  . . .  

булсин. Юкорида куйилган шартга мувофик
(/,(2) | <  аи |/2(г) | < а 2........ \/„ (г )< а „, . . .

булгани сабабли
I Rn (z ) | < a„+i +  с„+2 +  . . .  = г„

булади. Берилган (31) катор якинлашувчи булгани учун 
lim r„ = 0, яъни *ар, кандай кичик мусбат w 4,он учун шундайП-+ ОВ
катта iV(e) мусбат сон топиш мумкинки, п>  N  («) булганда

г п < «
булади. Шуб^аснз. бу ердаги TVcoh г га боглик эмас, чунки (31) 
сонли кагордан иборат булиб, унда г = х ■+■ iy иштирок этмайди.
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Демак, /t>;V(e) булганда |/?„(г) |< е  булади. Бу эса таъриф
га кура, (23) каторнинг текис якинлашувчи эканини билдиради.

Даражали каторларни текширишда биз мана шу текис якин- 
лашиш белгисидан куп фойдаланамиз.

Энди хакикий узгарувчилар сохасидагидек функционал ка
тор йигиндиси t(z ) нинг функционал хоссаларига, чунончи 
унинг G сохада узлуксиз, интегралланувчи ва дифференциал* 
ланувчи булншига оид бир неча мухим теоремаларни исбот 
циламиз.

Т е о р е м а .  Агар бирор G сохада барка хad лари узлук
сиз булган ушбу

/1(2) +  /а(г) +  . . .  +  Л (г ) +  . . .  
цатор уша сохада текис якинлашувчи булса, у холда ца- 
торнинг / (г) йигиндиси х<*м G сохада узлуксиз булади.

И сб о т .  Дастлаб f(z ) нинг G со^адаги бирор ихтиёрий г0 
нуктада узлуксизлигинн курсатамиз. Унинг учун О га тегишли 
яна битта z0 +  А нукта олиб ушбу

Sn(z0) = fi{z0) -J- /а(2о) ■+■ •. « ■+• fn(z0)
ва

Sn(z0 +  A) = / t(z0 4-А) + Л ( ’о +  А) +  ••• *f/»(to +  ^) 
хусусий йигиндиларни тузамиз. Бундан: 
f(zo +  A) - / (z 0)= [/ (?0+ h) ~  Sn(z0-\- /t)\ +  [S „(r0 + A )- S „ (* 0)]-f

+  l S n( ? „ )  —  f ( z 0>]
ёки (26) га мувофик
f(z0 + A) —/(20) = /?„(z0 +  A) + 16’я(г0 +  A) — S „(2e)] — Rn (*<>) 

Бундан ушбу
l/(2o+A)-/(20) 1<|/?я(г.+А)| +  |S . (20+ А )- 5я(г,)| +  |Я„(г0)| (32)
тенгсизлик келиб чй\чди. Берилган (23) катор, теореманинг 
шартига кура, G соха\л текис якинлашувчи булгани сабабли 
хар кандай кичик е > 0 сон учун шундай /V (е) сонни топиш
мумкинки, n > N (t) булганда |/?„(г)|< — булади. Мана шун-3
га асосан, z0 ва г0 +  Л нукталар хам О га тегишли булгани 
учун

|Яя(20 +  Л )|<  j ,  | Rn(z0) | <  ■— (33)

Иккинчи томондан, (23) каторнинг барча хадлари G сохада 
узлуксиз булгани сабабли унинг п та *адининг Sn(z) йигиндиси 
Хам узлуксиз булади. Демак, узлуксизлик таърифига асосан 
хар кандай кичик з > 0  сон учун шундай 8 = 5(e) сои борки,

IА | <  й булганда | S„(z0 + А) — 5П(?0) | < ~  (34)и
булади. Демак, (33) ва (34) га асосан (32) дан;

1/(г0 + А )-/ (г0)| <*.
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У *олда берилган катор йигинднси Д г) функция G ^ г0 да уз
луксиз булади.

г0 нукта G нинг ихтиёрий нуктаси булгани учун Д г) функ
ция О «дада узлуксиздир. Шу билан теорема исбот булди. 
Бу теореманинг му^им жойи шундаки,/(г) нинг узлуксиз бу
лиши. учун (23) катор т е к и с  я к и н л а ш у в ч н  булиши керак. 
Агар катор оддий, яъни н о т е к и с  я к и н л а ш у в ч н  булса, 
унинг *ар бир *ади узлуксиз булса *ам йигинднси узлуксиз 
булмаслиги мумкин.

Ушбу
г +  (г* — г) +  . . .  +  (г" — г"+‘) +  . . .  (35)

каторни | г |<1 донрада ва г — 1 нуктада текширамиз. Бу ка* 
тор биринчи п та ^адининг йигинднси S„ (г) — гп, | г |<1 бул
са, етарли катта п да, яъни п -*■ оо да нолга интилади, агар 
г = 1 булса, у лолда 6'„(1) = 1, Urn S „ ( l)  = 1.

л- * «о

Демак, (35) каторнинг S (г), йигинднси | г |<1  донранинг 
ичида ётувчи ихтиёрий нуктада нолга тенг, бу дойра айлана- 
сининг 2 = 1 нуктасида бирга тенг. (35) каторнинг *адлари 
узлуксиз функциялардан иборат булишига карамай, унинг йи- 
гиндиси г — 1 нуктада узилишга эга буляпти. Бунинг сабабн 
(35) каторнинг | г |<  1 да текис якинлашмаслигидадир. (35) ка
торнинг | г [<  1 да текис якинлашувчн эмаслигини худди бун
дан олдинги мисолдагидек текшириладн.

4-§. Функционал каторни интеграллаш

Функционал катор *акида 3-§ да кискача тушунча бериб 
утган эднк. Бу параграфда биз функционал каторни, маълум 
шартлар бажарилганда, *адлаб интеграллаш мумкинлиги *а- 
кнда- суз юри^амиз.

Ушбу
Д(г) +  / ,(* ) +  . . .  + / „(г) + . . .  (36)

функционал каторнинг *ар бир *ади G сохада аникланган ва 
узлуксиз функция булиб, каторнинг узи шу сохада текис якин- 
лашувчи булсин, дейлнк. У *олда шу каторнинг

/ ( * ) — />(*) +  /*(*)+  . . .  + /я (г) . . .  (37)
йигинднси ^ам G да узлуксиз булиши 3- § охирида исбот ки- 
линган эди. Энди куйидаги теоремани исбот киламиз.

Т е о р е м а .  Агар
/»(*) +  .«• + /n(z) +  . . .

каторнинг %ар бир хади G сохада узлуксиз ва каторнинг 
узи uiy cojada текис яцинлашувчи булса, у холда G сохада 
ётувчи хар кандай Г  чизик буйлаб каторни хадлаб интег
раллаш мумкин:
)  /  (2) йг "  j  Ш dz +  j  Ш  dz+ . . .  + \ f„(z) dz+ . . .  (38) 
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Буни (37) га мувофик
j I /«(*)+ /*(*)+  . . .  +/*(«>+ •. .]</« — J  f,(z)dz +. 

+  f/ j(z )rfz+  . . .  + f f„(z )d z+  . . .

куринишда ёзиш *ам мумкин. Теоремада икки шарт куйилган 
булиб, улардан бири, катор ^адларининг G со^ада узлуксиз 
булиши ва иккинчиси, каторнинг текис якинлашишидир. Бу 
шартлардан бирортаси бажарилмай колса, у *олда теорема 
умуман уринли булмайди, яъни (36) даги /(г) дан бирор кон
тур буйлаб олинган интеграл унг томондаги *ар бир *адаан 
олинган интеграллар йнгиндисига тенг булавермайди. Бундай 
^одисани ^акикий узгарувчилар со^асида *ам учратганмиз.

Исбот .  (36) каторнинг S„ хусусий йипшдисини олайлик.

оркали белгилайлик. Теорема шартига мувофик катор текис 
якинлашувчи булгани учун *ар кандай кичик е > 0 сон учун 
шундай мусбат Л/(г) сонни топиш мумкинки, л>Д^(г)  булган
да |Rn (2)| = | / (г ) — S„ (г) | < е булади. Энди Г  чизикнинг узун- 
лигини I оркали белгиласак (83- чизма), интегралларнинг хос* 
сасига мувофик,

5„(г) = / ,(* ) + / ,(« )+  . . .  + / "(* )
ва каторнинг колдик ^адини

Rn(z) =  /(2) — Sn (2) =- /я+1(г) +/я+2(2) 4- .

l ( [ / ( 2) - S „ ( 2)l dz | = | f Rn(z) dz | < tl
г r

трнгсияликка эга буламиз. Б унинг маъ-

=  lim  [ \/,(z )dz+  \/2(z)dz f  83 -чизма.
n~* 00 L r

83-чнзма.

+ . . .  4* \ fn(z)d: 1 = j  /,(2) dz + f /2(г) dz 4- . . .  +  
г г г

г
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Ш у билан теорема исбот булдн. Сунггн тенгликни куйидагича 
ёзиш зам мумкин:

lim f Sn(z)dz— j  11т5„(г)</г — f l(z )dz .
Л-»» f f  Л-» ® f

Агар Г  чизик G co^a нчидаги ёпик коигурдаи иборат б$>л- 
са, теорема куйидагича тенглик билан ифода килинади:

I /Лг) +  /а(г ) +  • • • + /я (2) +  • • •] dt —

-  (j) U (z)dz + jM z )  dz+  . . .  + j/ n (z )d z + ----  (39)

5-§. Функционал каторни дифференциаллаш

Аналитик функциялар каторига дойр К. Вейерштрасснинг’ 
иккита машзур теоремасини исбот киламиз.

1- т е о р е м а .  Агар бирор G сох;ада аналитик функция- 
лардан тузилган

Л ( г) +  />(*)+ ••• + / * (* )+  (40)
катор G да тула ётувчи ихтиёрий ёпик О, сохада текис 
якинлашувчи булса, у холда 1) каторнинг йишндиси f(z ) G 
да аналитик функция булади; 2) каторни исталган марта 
хадлаб дифференциаллаш мумкин:

/<*>(*) = /}* (2) + /?\г) +  . . .  + Л  +  • • • (41)
3) дифференциаллашдан хосил булган барча каторлар G, 

сохада текис якинлашувчи булади.
Исбот .  (40) каторнинг задлари G да аналитик (демак, 

узлуксиз) функциялар булиб, катор G, да текис якинлашувчи 
булгани учун унинг йигинднси / (г ) функция G га нисбатан 
ички булган ихтиёрий ёпик G, сохада узлуксиз, демак барча 
G да узлуксиз булади. Энди t (Z) нинг G да лналитиклигини 
курсатамиз. G нинг ихтиёрий нуктаси г булсин. О, нинг чега- 
расини Г , билан белгилаб оламиз. О, со*а О га тегишли ихти
ёрий со^а булгани учун унн z нуктани $з ичига оладиган 
килиб танлашимиз мумкин. Г t нинг ихтиёрий нуктаси С булсин 
( t - г Ф  0).

Ушбу
/СО /.(О , /,«> , , /пС) ,:---= :----- г ----- г • • * т  :---- г • •.С — г  С— г Ц— г С — г

катор Г , да текис якинлашувчи булади, шунинг учун уни *адлаб

' В е й е р ш т р а с с  К а р л  Т е о д о р  В и л ь г е л ь м  11Ы 5 -  1897) — 
машдур немис математиги.
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интеграллаш мумкин: га купайтириб, Г i буйлаб интеграл-2я/
лайм из:

М Л

/„(г) функциялар G да аналитик булгани учун унг томондаги 
*ар бир интегралга Кошининг формуласини татбик этсак, ушбу

^ ^ = / ,W  +  / , ( ? )+  *•* + М * ) + . . . = / ( г )

тенглик *оснл булади. Шундай килиб, /(г) функция Г , да уз
луксиз булиб, / (г ) Коши типидаги интеграл оркали ифода ки- 
лингани учун IV боб, 3-§ даги теоремага асосан г нуктада 
аналитик функциядир. Лекин г нукта 
G со^анинг ихтиёрий нуктаси булгани 
учун Д г) функция G со^ада анали- 
тикднр.

Теореманинг 2-кисмини исботлаш 
учун G ва G, ларнинг чегаралари ора- 
сидан битта ёпик Т контур олайлик 
(84- чизма). О, билан 7 нинг нукталари 
орасидаги энг кичик масофа d булсин.
Т нинг ихтиёрий нуктаси С ва г эса С/, 
нинг ихтиёрий нуктаси булсин. G да 
тула ётувчи ихтиёрий ёпик со.^ада (40) 
катор текис якинлашувчи булгани 
учун ушбу

/С) , Ш  , Ш  ,
(С—г)*+1 (С — г)*+1 С - 2 )*+1 *

Катор *ам у кон гурда текис якинлашади

84- чизма.

+ /пС)
(С_*)*+2 +

бунда k — ихтиёрий 
ft!бутун мусбат сон. Бу тенгликнинг икки томонини —  га купай-2п1

тириб, интегралланса
*1 £  fC)dl _  И £

2М  У  (C-* )* +1 2 r.i у  (С—z)*+1
т 1 '

тенглик *осил булиб, аналитик функциянинг юкори тартибли 
*осилаларини *исоблаш формуласига мувофик

Г»(г) = /}*>(*) +  А*»(г) +  . . .  +  /<*»(«) + ...
тенгликка эга буламиз. Ш у билан биз (40) катор йигиндиси- 
нинг хосилалари шу каторни *адлаб дифференциаллаш нати* 
жасида *осил булишини курсатдик. Энди теореманинг 3- кие- 
мини, яъни (41) каторнинг текис якинлашувчи эканлигини ис
бот киламиз. (40j катор ? чизикда текис якинлашгани сабабли
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хар кандай кичик £>0 сон учун шундай Л  (г) сонни топиш 
мумкинки, /г >/V булганда | ; ( ’, ) — 5Я( )̂| <е булади. Шарти* 
мизга мувофик ? даги хамма С лар учун:

Тенгсизликнинг ^нг томони хар кандай кичик s, мусбат 
сондан иборат булгани учун чап томондагн айирма лимити 
нолга тенг булади, демак, (41) каторнинг G, сохада текис якнн- 
лашнши исбот килинди. Шу билан 1-теорема тула исбот ки- 
линди.

Изох- Агар (40) катор О да текис якинлашувчи булса, 
исбот килинганга асосан (41) кагор барча нукталарн G да ётув- 
чи ихтиёрий G, ёпик сохада текис якинлашувчи булар экан. 
Лекин бундан (41) катор хам G да текис якинлашувчи булади, 
деган хулоса чикариш умуман олганда, нотугри булади. Л\а-

зо ^
салан, V  — катор \г \ < 1 доирада текис якинлашувчи булади,

Л*

унинг ^атто Оиринчи ^осиласидан иоорат катор $ам,

| г |<1 доирада текис якинлашмайди (оддий якинлашади), ле
кин |г |<  г (г < 1) доирада эса текис якинлашувчи булади.

2-те о рем  а. Агар (40) цаторнинг Хилари G да анали
ти к булиб, G да узлуксиз булса ва G нинг чегарасида цатор 
текис якинлашувчи булса, у холда (40) цатор барча G да 
текис якинлашувчи булади.

Хакикатан, G нинг чегарасидаги С нуктани оламиз. Теоре- 
манинг шартига кура, ихтиёрий е > 0  учун п > Л'(г), Р > 1 
булганда

|C - 2 |>rf.
У холда интегралнинг хоссасига мувофик:

т
бунда / сон f  нинг узунлиги,

k\l
£‘ ~  2Ы п+1

(42)
булади.

• • • + /я + р(С)
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функция О да аналитик ва О да узлуксиз булгани учун модул- 
1:инг максимум принципига асосан (42) тенгсизлик О соханинг 
барча г нукталарида хам турри булади.

Функционал цаторнинг хусусий холи б^лмиш даражали ка
тор тажрнбада купрок ишлатилади. г —а айирмага нисбатан 
даражали катор деб мана бу куринишга эга булган

с0 +  сЛг -а)-* с2(г — а)* +  . . .  -f сп (г — а)" +  . . .  (43)
Каторни айтилади. Бу каторда катнашаётган

а — а t3 ва с„ = э„ -j- izn (п = 0, 1, 2, . . . )
комплекс сонлардир. Агар а — О булса, z =  х -f iy узгарувчнга 
нисбатан даражали булган ушбу

каторга эга буламиз.
Даражали цаторларнинг якинлашишига донр Абельнинг му- 

хим теоремаси билан танншиб у гам из. ,
Т е о р е м а .  Агар (43) оаражали катор г0 нуцтаоа якин

лашувчи булса, у холда бу катор \г — а\<\г0 — а\ доира
нинг химма нукталарида абсолют якинлашади. Шунингдек, 
у хар кандай ёпик |г — f l | < r  доирада хам текис якинла
шади, бунда г < | ?0 — а |.

И сбот .  Теореманинг шартига мувофик
Си + <Мг0 — а ) + сЛго — а >г+  • • • + cn(?o~  а) п +  . . .  

сонли катор якинлашувчи булгани учун унинг умумий *ади 
нолга ингилади, яыш

ва демак, барча п лар учун
|c„(z0 — а)л| < М.

Фараз эгайлик, z ушбу
\г — а\<  г, (г < |г 0- а | )  ' >

тенгсизликни каноатлантнрадиган ихтиёрий нукта булсин. У 
Холда мана шу тенгсизликка ва (43) нинг умумий хадига асос- 
ланиб куйидаги тенгсизликни ёза оламиз:

6-§. Даражали цаторлар

С0 +  C \Z  +  С22 * +  * * * 2 "  + (44)

|с, (г -  а)" | = | ся (2, -  в)" |■■ | j" < = М Г* №г — а Iя

бунда



деб юкорндагн муло.\азани такрорлаймиз. Шу хилда чексиз 
давом этилса, шундай R  сонга эга буламизки (бундай R  нинг 
мавжудлиги бир-бирига жойлашган кесмалар ^акидаги лемма- 
дан келиб чикади), натижада (43) катор

\г-а\< к  (46)
дойра ичида якинлашиб, унинг ташкарисида узоклашувчн бу- 
либ колади. \г — а\ = R  айлананинг узида эса каторнинг якин- 
лашнш ёки узоклашиш масаласи очик колади. (Айлананинг 
бирор г * нуктасидагн якинлашиш ёки узоклашишни текшир- 
мокчи булсак, у нукгани (43) га кУйиб, узгармас з̂ адли катор 
*осил килиб, сунгра уни текшириш лозим). Мана шундай ху- 
сусиятга эга булган R  сон (43) каторнинг я к и н л а ш и ш р а- 
д'и у с и, (46) эса я к и н л а ш и ш  д о и р а с и деб аталади.

Коши — Адамар формуласи'

(43) катор коэффициентларндан куйидаги сонлар кегма- 
кетлнгини тузамиз:

к \ ,У Ш ,  Р Е ц  • • • : V k \............ <47)
Б у  кетма-кетликнннг энг катта лимитини Шоркали бел- 

гилаб оламиз, яъни
L = Tim y / j T l (48)л-»» I я!

(43) даражали каторнинг якинлашиш радиуси R = у  форму
ла билан аникланади. (48) форму 1ани К о ш и - А д а м  ар фор
му л а с и дейилади.

Исбо т .  а) /. — О булсин, бу *олда R  = «> булиб, (43) ка
торнинг ихтиёрий z =  zQ нуктада якинлашувчи булншини кур
сатиш керак. Бу *олда (47) кетма-кетлнк нолга якинлашади, 
шунинг учун ихтиёрий г = г0ФО  нуктада ва 0 < 0 < 1 да 
ушбу

|,о_ в|

тенгсизлик п нинг исталганча катта кийматларидан бошлаб 
уринли булади. Демак, бирор п дан бошлаб,

М ?о  — «)"1 < ° л
булади. Бундан, дар.^ол (43) каторнинг ихтиёрий г нуктада 
абсолют якннлашиши келиб чикади.

> А д а м а р  Ж а к  (1865 — 1963) — атоцлн француз математцги.
* Математик анализ курснда.лар бир кетма-кетликнинг чекли бки чек- 

ш з энг катта лимнти мавжудлиги исботланадн (Ф и х т е н г о л ь ц, Диффе
ренциал ва интеграл дисоб курен, 1-т., 42-п.).



6) L=  оо (/?=-0) булсин. Бу ^олда (43) каторнинг г = а 
дан бошка лар кандай нуктада узоклашувчи булишнни курса
тиш керак. (47) кетма-кетликнинг энг катта лимити чексиз 
булгани сабабли ихтиёрий г ф 0 нукта учун п нинг чексиз куп 
п = п„ кийматлари топилнб, булар учун

Л ь ______ _ 1

171?*1 > \г^~т
тенгсизлик бажариладн. Бундан

кЯд( г -  а)**|>  1

булиб, (43) катор якинлашувчи б^лишининг ушбу зарурнй 
шартн

Ишся (г — а)" = О
л—*>

леч бир z Ф  а нуктада бажарилмайдн.
в) L чекли сон, яъни 0 < L < o o  булсин. Бу лолда (43)

каторнинг \z—a \< — тенгснзликнн каноатлантирувчи нукта- L
ларда якинлашувчи ламда \г — а\> — тенгсизликни каноат- 
лантирувчи нукталарда узоклашувчи булишнни курсатиш керак.

\г— а | < — булсин. L энг катта лимит булгани учун, бу 
/>

лнмитнинг хоссасига асосан, етарли катта п дан бошлаб

Y f t  <  L + е, е > 0.
в ни куйидаги тенгсизликни каноатлантираднган килиб танлаб 
оламиз:

2 \ |» — а\ . )

У л о л д а  олдинги тенгсизликни бундай ёзиш мумкин:
•/1—г ^  / , i / _ J ____. \ \+L\z-a\
^  2 \ |г — а\ )  2 \г — а\ ,

ёкн ж
У И | г - а | <  = 0 <  1,

чунки L\z — a\ <  1. Бундан
|<?*||г — о Г < б".

Демак, (43) катор \г — а| < — дойра абсолют якинлашади. 
Энди
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булганидан ушбу
М  +  Mq +  М<р 4- . . .  +  МсГ +  . . :

чексиз камаювчи геометрик прогрессия хадларидан тузилган 
катор якинлашувчи. У холда (45) га асосан, (43) катор ушбу

\z — a\< r
доирада текис якинлашувчи булади. Энди г ни |z0 — а \ га ис- 
таганча якинлаштириш мумкин булгани учун (43) катор

\ г- а \< \г0- а \
доирада абсолют якинлашувчи булади. Ш у билан Абель тео* 
ремаси исбот булди*.

Сунгги тенгсизликнинг геометрик маъноси шуки, бу тенгсиз
лик а марказли ва z0 нуктадан утувчи доирани ифодалаб, z лар 
унинг ички нукталаридир, | z — а ' < г  эса уша дойра ичидаги 
а марказли ихтиёрий доирадир. Демак, мана шу ички доира- 
ларда (43) катор текис ва абсолют якинлашадн, лекин катта 
дойра ичида эса факат абсолют якинлашади. Агар а = 0 булса, 
дойра маркази координаталар бошида булади.

Натижа. Агар (43) цатор г— z0" нуцтада узоцлашеа, 
I z— а | > |z0— а | тенгсизликни цаноатлантируаяи ихтиёрий 
нуцтада узоцлашади.

Равшанки, хар кандай (43) куринишдаги даражали катор 
z = а нуктада, яъни доиранинг марказида якинлашувчи бу
лади.

1-м и с о л. Ушбу
1 + « + +  Ззгз + . . .  + ппг" + . . .

даражали катор факат * — 0 нуктада якинлашувчи булади. Хакнкатан, их- 
тиёрий г + 0 нуктада бирор етарли катта п дан бошлаб л | * | >  2 булгани 
учун п — оо да текширилаётган каторнинг умумий <ади ппгп чексизликка 
интилади, чунки | ппгп | — («| г |)Л>2Л. Бу тенгсизликдан каторнинг ихтиёрий 
г + 0 нуктада узоклашувчи булиши келиб чикади.

2- м и с о л. Ушбу
г» гп

+ ^  + + + ••• 
катор ихтиёрий г нуктада абсолют якинлашувчи булади. Хакикатан, * кан-

дай булмасин, бирор п дан бошлаб *—  ̂ 1  килиб олиш мумкин булгани
я 2

учун

*) А б е л ь  Н и л ь с  Г е н р и х  — норвегиялик маш.\ур математиклардан 
бири бУлиО, 1802— 1829 йилларда яшаган.
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булади. Шундай килиб, каралаётган каторнинг маълум бир хадндан бошлаб 
барча хадлари чексиз камаювчи

1 + Т + ? +
прогрессиянинг мос х^зларидан катта эмас. Демак, ихтиёрий I  нуктада 
текшприлаётган катор абсолют якинлашувчи булади.

Биз юкорида куриб чицилган мисолдан биламизки, даражали 
катор булган чексиз камаювчи геометрик прогрессия | г |<1 
теигсизликин каноатлантирувчи нукталарда якинлашувчи, бошка 
нукталарда узоклашувчи булади.

Шундай килиб, ихтиёрий (43) даражали каторни текшир- 
ганимизда уч 30л булиши мумкин: 1) катор факат узининг мар- 
казида (г = а) якинлашади; 2) катор барча чекли г нукталар
да якинлашади; 3) катор айрнм нукталарда якинлашади, айрим 
нукталарда эса узоклашади.

Учинчи золни туларок текширамиз.

f 7-§. Даражали каторнинг якинлашиш доираси 
ва радиусн. Коши — Адамар формуласи

Юкорида айтиб утилган учинчи 30л руй берган вактда да
ражали каторнинг якинлашиш созасинн аниклаш масаласи би
лан шугулланамиз. Бунинг учун (43) катор г, нуктада якин
лашувчи ва г2 нуктада узоклашувчи булсин, деб фараз кила- 
мнз. У  золда, Абель теоремасига мувофик, |г — а\ <|г, — а|— 
= Л1, дойра ичида катор якинлашувчи ва |г — а\ >  |г2 — а|=У?2 
дойра ташкарисида узоклашади (Я, < R2) экани равшан).Катор
нинг *алкада якинлашиши ёки узоклашиши номаълумдир.

Агар R x =  /?2 = R  булса, \г — а\ < R  дойра ичида катор 
якинлашиб, ташкарисида узоклашади. Агар R t =56 R 2 булса,Д j п
-1—— :=/?3 деб белгилаймиз. Абель тео-
ремаснга мувофик, \z — а\ = R t айлана- 
нинг бирор г3 нуктасида (43) катор 
якинлашса, \z — a\< R 3 дойра ичида 
зам якинлашади. Аксинча, агар z3 нук
тада узоклашса, \z — a\> R 3 да зам 
узоклашади. Ш у ^илан биз ва R 2 
радиусли доиралар орасндаги чалканн 
торайтира борамиз (85-чизма).

Фараз этайлик, \г — а\ < R3 доирада
(43) катор якинлашувчи булсин. У 
вактда

+ Яг — р  •
. 2 * 83-чизма.
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булсин. L нинг таърнфидан ихтиёрий кичик е > 0 ва я нинг 
чексиз куп кийматларида

Охирги тенгсизлик п нинг чексиз куп кийматлари учун уринли 
б^лганидан сп(г — а )п лад п -* оо да нолга интилиши мумкин 
эмас, яъни катор узоклашувчи. Шундай килиб, Коши — Ада- 
мар формуласи барча д о л л а р  у Чу Н исбот булди.

1 • м и to  л.Ушбу

Демак, R  ™ оо, яъни катор текисликнинг дамма чеклн иукталарида 
якинлашади.

2- м и с о л.

Бу каторнинг якинлашнш радпусини дисоблашда Стирлинг формуласн- 
дан фойдаланамиз:

г а > / . - е
булади. е ни бундай танлаб оламиз:

Бу лолда

ёки
К \  \г  ~  а \п >  1

каторнинг якинлашиш радиуси топилсин. Бунда

г + 21"2 х3 + . . .  +  п'а пгп + $ •  •  •

Бунда
In л

п я-*.» л-*»
In п • In л

.V ,'»  я

«= Нт е — 1, демак, R  — 1.
3 - м и с о л.

п -+  со

ОО

•.
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п f  пп « Г  пп
L  — 11т 1 /  — « Н ш » /  ----------------------г -  — в.

~  V  -  —
Демак,

Л -  1 - 
е

4-м и со л.
1 + * + z4 + *9 + .•••

Бу мисолда:

(агар п квадрат сон б^лса, 1; 
агар п квадрат сон бУлмаса, 0.

Бунга асосан:

Шундай килиб, /  |с | микдор 1 га бкн 0 га тенг. Шунинг учун (47) 
кетма-кетликнинг лимит нукталари 0 ва 1 дан иборат. Демак,

1 — 1 ва R  =  1.

Куп золларда даражали каторнинг якинлашиш радиусини 
Д а л а м б е р  а л ом а т ид а н  фойдаланнб топиш зам кулайдир. 

Масалан, 3-мнсолда:
гп+1| / 1 \п

= (1 + й) W.
Ся+1 г

I Ся
Демак,

lim (  1 -f- - )" |z |  — *|z|. 
л-» 00 \ п /

Бундан, катор | г | < — да абсолют якннлашувчилиги, |г |>  —
е е

да эса узоклашувчилиги келиб чикади, яъни унинг якинлашиш
радиуси R  = —,

в

Шундай килиб, агар

lim N
(l-ос I

= L

булса, у золда якинлашиш радиуси:
D — 1



L -  irm Г- f ii I -  I I»  -  l,m — L -  .  0.Л-О0' n̂ 1 Л-.Х _  Л-*00 Я -f- *
я!

__ 1__

Худди шунга ухшаш,
г'1 г ‘ га

1 ~  z +й ~ ы  +
г3 г5 г7

г~  зГ + 5Г 7? + • • •
каторларнинг *ам якинлашиш радиуси R  =• оо, яъни бу каторлар маркази
О нуктада жойлашган дар кандай катта доирада якинлашувчнднр.

8-§. Тейлор цатори
Ушбу
г„ 4- с, (z — a) -f с2 (г — а)* +  . . .  +  с„ (г — а )п 4- . . .  (49) 

даражали каторнинг якинлашиш радиуси R > 0 булсин, дей- 
лик. Абель теоремасига мувофик бу катор R ' радиусли (R ' < И) 
*ар кандай доирада текис якинлашувчндир. Каторнинг *ар 
бир ^ади чекли текисликда, жумладан юкорида айтилгаи дои
рада аналитик булгани учун Вейерштрасс теоремасига мувофик 
кагор йитндиси
/ (z ) = с0 4- с, (г — а) +  с2 {z — a)* + . . .  4- c„(z — а)п + . . .  (50) 
шу доирада аналитик булади *амда (50) дан истаганча косила 
олиш мумкин булиб, ^осилавий каторлар | z — а\ < /?' доирада 
текис якинлашади.
/ '(г ) -  ct + 2c2 (г — а) +  Зс8 (г — а)3 4- . . .  4- пс„ (г — а )п~1+..., 
/ " (г) =  2 • 1 ■ с2 + 3 - 2- с3 (z — a)+  ... 4-жя— 1 )c„(z—я ),-2+...,

....................................................................................... ....................................................................................  • • •  •

f (*J (Z) = А (А — 1)(/г— 2 ) . .  .2 • 1 -ск + ( k + \) k . . .  3-2 -ck+iX
X  ( z - a )  4- . •. •

Булардаги z =  х 4- /у — якинлашиш доираси ичидаги ихтиёрий 
нукгадир. Хусусий *олда z = а дойра марказидан иборат бу
либ, сунгги тенгликлардан куйидаги
/  (а) =* с0, / ' (а ) — си Г  («) = 2! с2, . . .  , / {к> (а) = k\ch, . . .  

ёки
,, . / ' (л) / " (а )  г = / (к>(а) /С1\с0 =  /(а), С, =  — С2 =  — » • • • •  с* —- — • • • •  ,о1)

формулалар келиб чикади. Мана шу кийматларни (50) тенг- 
ликка куйилса

/ (г ) = / (a) (г -  а) 4- ^ р  (г -  а)* 4- . . .  +

4-/- ^ p L ( г - а ) «  + . . .  (52)л1
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хосил булиб, бу цатор / (г) функциянинг Т е й л о р  к а т о р и  
деб аталади. (51) нинг унг томонидаги сонлар эса Т е й л о р  
к о э ф ф и ц и е и т л а р и дейилади. Демак, хар кандай мусбат да- 
ражалн каторни Тейлор каторнга айлантириш мумкин. Шу би
лан куйидаги теорема исбот килинди.

Т е о р е м а .  Даражали
с0 + с* (г — а) + с2 (г — а)* +  . . .  +  с„(г  — а )п + . 

цатор йигиндиси яцинлашиш доираси ияида аналитик функ
циям/а н иборат булиб, бу цатор уз йигиндисининг Тейлор 
цаторидир.

00 со

с„ (г -  а )п ва 2  bn(z — а )п
л«^) п —О •

каторлар а нуктанинг \z — a \ < R  атрофида битта /(*) йигин- 
дига эга булсин, деб фараз килайлик. У х о л д а  исботланганга
асосан с „— Ь„ = Бу эса даражали каторга ёйишнинт

п\
я г о н а л и к  х о с с а с и н и  ифодалайди.

Функцияни Тейлор каторига ёйиш. Биз берилган хар кан- 
.дай мусбат даражали каторни Тейлор каторига келтирншни 
Урганлик. .Чили берилган функ
цияни даражали, яъни Тейлор ка
торига ёйишни урганампз. Бунинг 
учун уша функция маълум бир 
шартга буйсуниши керак.

/ ( г )  функция, А айлана би
лан чегараланган j z— а \ < ^дой
ра ичида аналитик булсин, деб фа
раз этайлик. Л\аиа шу К  айлана 
ичидаги ихтиёрий нукгани z би
лан белгилаб, маркази а нукгага 
жойлашган R' радиусли (R' < R) 
бир С айляна чизайликки, г нук
та шунинг ичида колсин (86-чиз- 
ма).

Берилган / (г) функция С ай- 
ланада ва унинг ичидаги доирада аналитик булгани учун Ко- 
шининг формуласи уринлидир:1

t.
бунда С нукта С айлана устидаги ихтиёрий нукта, г эса С ичи
даги нуктадир.

Куйнладнган масала мана шу / (2) аналитик функцияни 2—а 
нинг даражалари буйича каторга ёйишдан иборат. Равшанки,

С -г  (С— а) — (г—а) г г — а\
к —
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\г — а \<|С — а\, демак, <7= | ^ - ? | < 1.
IС — в I

— 1— = i +  p f + ( p L £ y  +  . . .  +  ( р ^ ) я (54)
! _  z — а С — а V С— в/ \С —в/

С — а
булиб, (53) га буни куйсак, ушбу

1 __ _ J ____I * — *  1 (г -  а)1 , , (г — а)" ,
С_ 2 С - а + (С-а)* +  ( С - в)з + - * - + (:_ в )п+1 +  * * - *  <55>

С нчидаги ёпик доирада абсолют ва текис якинлашувчи ка
торга эга буламиз. Бу каторнинг икки томонини / (С) аналитик 
функцияга купайтирилса хам у текис якинлашувчи булиб ко- 
лаверади, чунки |/(С)| чеклидир. Шу сабабли уни задлаб ин- 
теграллай оламиз:

a f S r  "  h ffT^ + <г -  i  f  ̂ +  
+ < * - * £ £ £ £ + • • ■  +<— >*• +  

Тенгликнинг чап томони Коши формуласига асосан / (? ) га 
тенг ва унг томоиидаги интегралларнн эса / (г) нинг а нукта- 
даги мос ^осилалари билан алмаштирилса,

П г ) - / ( а ) + ^ ( г - а ) + ^ ( г - а у + . . .  +

~̂ /{П)(а) ( г - а у  +  . . .  (56)

Энди, 86-чизмадан:

я!
Тейлор катори хосил булади. Демак, (51) га асосан 

,  /(Orf:
— "  n i 2 r.t %  (c —  a)',+l ^

(/t = 0, 1, 2, . . . )  Т е й л о р  к о э ф ф и ц и е н т л а р н н и  x и с о б- 
лаш и н т е г р а л  ф о р м у л а л а р и г а  эга буламиз.

Хусусий холда, а = 0 булиб (56) дан:

/ (* ) = /(0 ) + / ' (0)г + 0 >  *> +  . . .  +  гп + ... (58)

катор ^осил булади. Шундай килиб, куйидаги теорема исбот 
Килинди.

Т е о р е м а .  Берилган а нуктада аналитик булган хар кан
дай t (г) функцияни uiy нуктанинг бирор атрофида ( г— а )нинг 
даражалари буйича Тейлор кхпорига ёйиш мумкин. Бу ка-
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тор / (г) аналитик булган \г — а |*< /? доирада яцинлашув- 
чидир.

Изо.х. / (г ) функцня |г — а\ = R  айлананинг барча нукта- 
ларнда аналитик булиши мумкин эмас. Хакикатан, акс холда 
бу айлананинг хар бир С нуктаси учун |г — С| < г: дойра мав
жуд булиб, / (г) бу доирада аналитик булади. г радиус гс ра- 
диусларнинг энг кичиги булсин (бундай г нинг мавжудлиги 
Гейне-Бор_ель  леммасидан келиб чикади :агар ёпик ва че
гараланган G соханинг (G урнига узлуксиз чизик олиш хам 
мумкин) ^ар бир г нуктаси К г доиранинг маркази булса, у 
Холла G со.\ани цопловчи чекли сондаги шундай доиралар 
мавжуддир.

Бу леммани исботлаш учун О сохани бирор Q, квадрат ичи
га жойлаштириб, сунгра хакикий аргументли функциялар на- 
зарнясидагига ухшаш мулохазаларни юритиш кифоядир. У 
холда равшанки, / (г) функция \г — а\<  R  г доирада хам 
аналитик булади, демак, аввалги теоремага асосан, / (г) функ
ция Тейлор каторининг якинлашиш радиуси хам R-\-r га тенг 
булиши керак. Бунинг булиши мумкин эмас, чунки шарт буйи
ча у радиус R  га тенг эди. Шундай килиб, \г — а \ = R  айла- 
нанинг барча нукталарида Д г) функция аналитик булмас экан, 
яъни бу айланада функциянинг камида битта махсус нуктаси 
бор. Бундан куйидаги хулоса келиб чикади: а нуктада ана
литик булган t (г) функция маркази а да ва чегараси а га 
энг яцин булган / (г ) функциянинг махсус нуцтасиОан утув
чи доирада Тейлор цатори билан ифодаланади. Бу изох 
/ (г) функция табиати билан бу функция ёйилган даражали катор 
якинлашиш радиуси уртасидаги богланишни очиб беради. У 
даражали каторлар назарияси узннинг тула ифодасини факат 
комплекс сохада топишини курсатади.

Масалан, математик анализдан маълумки,
1— 1*> 

катор | <  1 тенгсизликни каноатлантирувчи х лар учун якин
лашувчи булиб, унинг йигиндиси -1—- га тенг. Бу функция1 I л
эса х узгарувчи — оо дан +  со гача узгарганда аникланган.

Хакикий узгарувчилар сохасида (*) каторнинг йигиндиси 
барча х ларда аникланган булишига карамай, нима учун тек- 
шнрилаётган катор J f<  — 1 ва х > 1 тенгсизликларни каноат
лантирувчи х нинг кийматларида якинлашувчи булмайди, де

рган саволга жавоб бера олмаймиз. Агарда юкоридаги каторни 
комплекс сохада текширсак, бу саволга дархол жавоб берамиз,
чунки ^  — функция учун г = ± / махсус нукталар булади,
шунинг натижасида текширилаётган каторнинг якинлашиш ра- 
диусл 1 га тенг. Одатда, /  (г) функцня а нукта атрофида (г — а)
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нинг даражалари буйича каторга ёйнлса, уни а н у к т а д а  
г о ло м о рф  ф у н к ц и я  дейилади. Демак, / (г) функциянинг 
а нуктадаги голоморфлнги билан аналитиклиги узаро эквива
лент тушунчалардир.

9-§. Элементар функцияларни даражали 
цаторларга ёйиш

Маълумки, ег, sin г ва cos г функциялар текисликнинг *ар 
кандай чекли О кисмида аналитик булгани учун маркази ноль 
нуктада ётувчи *ар кандай С айлана' ичида *ам аналитик бу
либ, уни каторга ёйиш мумкин.

а ) / ( г )  = <?*, /'(г) = \е ')'= е г, /"(г) — ег........../(я) (г) =»
= ег, . . .  ,

/ (0 )= еа=\, / '(0 ) = 1, / " (0) — 1......... / <я,(0) — 1, . . .
булгани сабабли, (58) га асосан:

е1 = 1 +  г + г- +  • .. +  — +  . . . .21 л!
Шунингдек,
б) / (г ) = sin2, / '(г )  — cos г = sin( г +  у  )• в!пг =

= sin (г -f  г), . . .  , / (л) (г) = sin ( г + п ^  j , . . .  
булгани учун

1 (0) = sin 0 = 0, / '(0) = sin = 1, 1" (0) = sin к = 0, . . .  
булиб, буларнн (58) га куйилса:

s in  Z  ^  Z ------ j--- ------- , , , ,
3! 5! 7!

Худди шу усулда cos г ни каторга ёйиш мумкин:
в) / (г) = cos г,

, г* . ** г* .COS 2 = 1 ---- -------- К . . .
21 4! 61 ^

а), б) ва в) мисоллардагн каторларнинг якинлашиш радиуси 
R  *= оо эканлигини курган эдик. Куп вакт ег, sin г ва cos г эле
ментар функцияларнннг таърнфи сифатида шу каторлар кабул 
Килинади.

г) /(г) = 1пг  функцияни г — 1 га нисбатан каторга ёйил- 
син.

; ' ( 2) — (in г)' = 1  = г-1, / " (г )  = -  г~\ У"(г )  = 2г '\

1 ,v (2) = - 2  • 3 • г~\ / v (г) = 1 • 2 • 3 • 4 • г " 5...........
Умуман,

/ * ’ (*) -  ( ~  1) (к -  1)! t~ \k  = 1, 2, 3, . .
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■
Булардан:

Г  / ( 1) = In 1 = 0, / ' ( l )  =  l , / '(1 )=  -  1. / " ' ( D = 2,
i / ,v (1) = — 3!........./ ,я’ (1)= (— 1) (я — 1)!.........
У холда, (56) га мувофик:

In г = (z — 1) —у  (2 — 1 ) ч { ( г - 1 ) 3+ . . .  + ( - р

X  - ( г -  1)я + ---

\П— 1X

Бунинг якинлашиш доираси |г — 11 < 1 дан иборат эканлиги- 
ни текширнб куриш кийин эмас.'

Д) / (* )  = arctg* ни z га нисбатан даражали каторга ёйил- 
син.

; у  ( г ) ----!—  у  (2) =  _ — ? £ _ ,  f  (г ) — -  2(1-~-3̂ - ) ,____
{ к 1 +  *s J v 1 (1 +  2*)‘ J v ’ (1 -M*)»

Б\мардан:
/ (0) = 0, /  (0) — 1, Г  (0) =  о, Г  (0) = 21, / (,у> (0) = о , . . .

хосил булиб, (58) га куйгандан сунг
. гз г'о *т

arctg г = 2 - j  +  y - y  + . . .
ёйилмага эришамиз.

Бу мисолни иккинчи усул билан ечиш кулайрокдир. Маъ.- 
{  лумки,

— = 1 -)- а -|- а* + . .  . +  a" +  . .  . ,
1 — Я

агар a =  — т? деб кабул килсак, 
!• 1

1- 1 +г- = 1 — г* -J- гк — гв + (59)

Г, каторнинг абсолют ва текис якинлашмоги учун |а| = |— 2*| — 
= г < 1 булиши етарли. Шу сабабли бу каторни хадлаб интег
раллаш конунийдир, демак,

г г г х х

Srctg z =  ̂ = | dt — +  j**4 — J dz +  . . .  *=
_  о 0 о о 0

г8 гт ,

“ 2 ~  3 +  5 7 +
Бу усулнннг кулайлиги шундаки, / (г ) = arctgz дан юкори тар
тибли хосилаларнинг умумий формуласини излаб утиришнинг 
Хожати й^к-

е) /(г) — функция куп кийматли булиб, унинг бир тар- 
могини ( г — 1) га нисбатан даражали каторг* ёйилсин.

1-1
Л * )- * ' .  ) г

- —2 т

ею



Энди г — 1 кнйматнн кУйсак,

/ < п - 1. / ' ( 1) = - , / ' ( о -  —f — — о ..........т  т  \ т  I

/ < » ' ( ! ) =  +  ............
т  \ т  )\  т  / \ т  /

буларни Тейлор каторига куйилса, ушбу
■Л . ,  +  1 ( , _ 1) + 1 ( Л _ 1) й ? + . . . +

+ № - 1 ) - - { - ! ; - п + 1 У Ч г + - "  (60)
натижага эга булинади.

Ш у масалани умумий равншда, яънн ,\амма тармоцлар учун 
Каторга ёйиш мумкин. Унинг учун узгарувчи г ни курсаткич- 
ли формада ёзиб оламиз:

г — г (cos <р + / sin <р) =» ге'%

/ (г ) — /г= * /  г (cos <?-Н  sin <у) =■/ г (cos? ~r2irt +
V /71

f+2fi*
+  l sln 1 ± ^ 1 ) ^ у р е « — f  (re1*),

TTL J
бунда k — 0, ± 1, ± 2, . . .  . Энди,

_1_ Ы  2ktl

/ ( ге' 1)= г т em-em 
тенгликнинг икки томонидан <p буйича ^осилалар оламиз, унинг 
учун чап томондаги f { r e ,v) нинг <? га нисбатан мураккаб функ 
ция эканлигини эсда сацлаймиз:

1_ VI

?  (re‘v) • rle‘f = rm е т . ет •т
Ш у сабабли

I__j 2ftni
р  (re'f) - i f "  -е тгт

Бунинг нккн томонидан яна <р буйича косила олайлик:
_! 2ь_| ( ! _ , ) ,  

f  (re,f) • rie lf — — rm • e m • e m • 11—  И  j
m \m J

буни соддалаштирнлгандан сУнг
1 _2 !*1' [ L1/1 . \ « m ' m V f
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, » ( „ » ) . l / l - t l . / l - r + i )  г " " р
т \ т /  \ т /

(/7=1, 2, 3, . . . ) .
Энди z = l  булганда |г| — г = 1 ,  <р =  0 булади. Шунингч 

учун

ва хоказо давом эттирилса:
1 гм  ( 1 ) I

2**/
т/ « ” ( ! ) =  1 ( ± _ П . . .  ( 1 - ^ + 1 ) в

т \ т J \  т /

ва *оказо. Буларни Тейлор каторнга куйилса умумий купай- 
тирувчи 2/Ы

е т
кавс ташкарисига чикиб, ушбу тенглик *осил булади:

2 Л х1

^ - . * [ , + i < * - , > + i ( ; - , ) s 4 f f i + — ] -  ( 6 1 )

Хусусий *олда, * = 0 деб олсак, бундан (60) катор келиб чнка- 
дн. Бу мисолдаги т  *ар кандай мусбат сондир (т ф  0).

к) f (z )  — cX\z гиперболик косинус г га нисбатан даражали 
каторга ёйилсин.

Маълумки,
t, ег + е~г ch г = — — .2

бундаги

ва
*‘  =  l  +  2 +  i + 3 T + i  +  - - ;

21 31 ^  4!
Бунинг иккаласини кУшиб иккига булинса,

c h « = l  +  -21 41 61 . 

л) ни г +1  га нисбатан каторга ёйилсин,6 — Z

/ (г ) -  (6 -  г)~\ f  (2) = (6 -  г)~\ Г" (2) =  2(6 — 2Г \  •.
Г  (г) = 3! (6 -  г) *4......../"* (г) -  п\ (6 -  г Г я“ ‘, . . .

Энди, г =  — 1 ни куйиб чнкамиз:
м - 1 ) -  T . / ( - l )  = i . r ( - l ) - | .

г ( - 1) = | .........А - о - ^ Й г
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Тейлор цаторига куйиб чицилса,

Бу каторнинг якинлашиш радиуси: R = 7.
Шу мисолни куйидагича ечиш осонрок булур эди:

7

бунда
Я = | -у- I < 1 > яъни 12 +  11 < 7

булиши шарт.
м) /(г) = ——  функция га ннсбатан каторга ёйилсин.sin z 2sin z

у • • • •

(Бошка хосилаларни топишни китобхонга колдирамиз.)

Буларнинг хаммасини Тейлор каторига куйиб чнкамиз, у 
холда

10-§. Коши тенгсизлиги. Лиувилль теоремаси

Агар /(г)  функция бирор \ г — а |</ ?  дойра ичида анали
тик булса, уни (г — а) нинг даражалари буйича Тейлор като
рига ёйишни олдин курган эдик. Уша каторнинг коэффициент- 
лари (57) формулалар, яъни

оркали ифода килиниши мумкнн эди. Бундаги С маркази а нук
тада радиуси [j = R' < R  дан иборат айлана.
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/(г)  функцня Тейлор каторининг |г — а\< R  якинлашиш 
доираснда чегараланган, яъни | / ( z ) |<A J  булсин деб фараз 
этайлик (М  > 0). У холда | С — а | = р ни эътиборга олсак, куйи
даги тенгсизлнкка эга булимиз:

1 л /(С)d:
K I а)/1+1

^  1 М о м
<  Г -  • — :  • 2-0 =  —  , 2* р»4-« р«

Энди, р радиуснн R  радиусга нстаганча якинлаштириш мумкин 
булгани сабабли ушбу

K I  < л - ° .  •• 2. 3..........  (62)•\
К о ш и  те н г с и з л и к л а р и га эга буламиз. Маълумки, /1=0) 
булса, сунгги тенгсизликдан |с„| тенгсизлик келиб чикади.

Агар текширилаётган / (г )  функция бутун текисликда ана
литик булса, у холда унинг якинлашиш радиуси R  — оо булиб, 
(62) тенгсизликдан

|с0| < М, |с „|< 0 , п -  1, 2, 3..........
яъни с, = с2 = . . .  = ся = . . .  = 0  булиб, Тейлор каторидан

/ (г )  = с0
иатижа келиб чикади. Шундай килиб, куйидаги теорема ис
бот килинди.

Лиувилль те о рем  а с и. Агар /  (г) функция текисликнинг 
барча нуцталарида аналитик ва чегараланган булса, у функ
ция узгармас сонданиборатдир.

и з о * .  Агар / (г) функцияни даражали каторга ёйганда у 
катор текисликнинг барча нукталарида якинлашувчи булса, /(г) 
б у т у н  ф у н к ц и я  дейилар эди. Демак, Лиувилльтеоремаси- 

'га кура, агар бутун функция чегараланган булса, у узгармас 
булади. Равшанки, ег, cos г, sin г лар бутун функциялар, лекин 
улар якинлашиш доирасида чегараланмаганлиги учун айнан уз
гармас сонлар эмас.

11-3. Алгебранинг асосий теоремаси.

Лиувилль теоремасидан фойдаланиб олий алгебрадаги маш- 
Хур теоремани исбот килиш мумкин.

Т е о р е м а .  Хар кандай
P {2 )- C 0zn + Ctzn~l + с2гп~2+  . . .  +СЯ_,2  +  СЯ

куп^ад ( я >  1, с0=£0) камида би тта  нолга (илдизга) эга 
И сб о т .  Берилган Р (г )  купхадни бундай ёзамиз:

р { г ) - ж - ( с , + ‘l + ih +  . . .  +
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У холда:
WmP(z) — оо (63)
Z-+ оо

булиши аён, чунки с* — узгармас сонлар ва п=  1, 2, 3..........
Теоремани исбот килмок учун, аксинчасини, яъни текисликнинг 
бирорта хам г нуктасида Р (г )  нинг ноли йуК. деб фараз ки* 
лайлик. У вактда

/ » - £  т
функция бутун текисликда аналитик булади, яъни текислик
нинг хар кандай г нуктасида

) '  (г) — —
7 v И *)]1

хосила мавжуд, чунки бизнинг фаразиямизга мувофик бу каср- 
нинг махражи нолга тенг була олмайди. Юкоридаги (63) ли- 
митга асосан:

Ит / ( г ) = ----- !---= 0.ПтР(г)
Z-+ao

Бундан, / (г) функция чегараланган деган маъно келиб чика
ди. Хакикатан хам, / (г) функция нолга интилаётгани учун 
(«-►оо холда) шундай мусбат R  сонни топиш мумкинки,\z\> 
> R  булганда |/ (г) | < 1 булади. Агар | z | < R  доирадаги | / (z)| 
нинг максимум кийматини М  оркали белгиласак, у вактда те- 
кислнкдаги хар кандай г нукта учун | f  (z) | <  М  + 1 тенгсиз
лик уринли булади.

Шундай килиб, бир томондан / (г )  функция бутун текис- 
лнкда аналитик булса, иккинчи томондан шу текисликда че
гараланган. Шу сабабли, Лиувилль теоремасига асосан, / (г) 
функция айнан узгармас сонга тенг булади. Лекин / ( 2) функ
ция z-+co да нолга интилаётгани учун биз айтган узгармас сон 
Уша нолнинг узгинасидир:

/ (г) = const = 0.
f(z ) айнан узгармас сондан иборат булгани учун (64̂ ) тенглик- 
ка мувофик, Р ( г ) хам узгармас сон булиб колади. Ammo P(z) 
купхад булгани сабабли Узгарувчидир. Демак, карама-карши- 
ликка учрадик. Ш у сабабли, Р  нинг ноли йук. деган фарази- 
мнз нотугри экан. Р (г )  нинг хеч булмаганда битта ноли мав
жуд. Ш у билан теорема исботланди.

12-§. Функциянинг ноллари

Бирор О сохада аналитик / (г )  функция берилган булиб,а 
уша U нинг ички нукталаридан бири булсин. Маълумки, ма
на шу а нуктанинг бирор атрофида / (г) функцияни

/  (г) = с* + с, (г -  а) + с2 (г — а)* + . . .  + с„ (г -  а)" + . . .
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даражали каторга ёйиш мумкин. Бундаги г урнига а куйилса, 
f (a )  — с0 тенглик хосил булади.

Таъриф. Агар с0 = / (а )  = 0 булса а сон f (z )  функциянинг 
ноли деб аталади, яъни / (г )  функцияни нолга айлантиради- 
ган дар цандай z нуктани, шу функциянинг ноли дейилади.
У холда каторнинг куриниши бундай

/ (* ) = ct ( z -  а) +  ̂ ( 2  -  а)2 + .  ,. +  сп(г -  а)п + . . .
булиб колади. Умуман, агарда

с0 0, Cj =0, с2 — О, . . .  , Cii—t “  О,
аммо с „Ф 0  булса, а сон / (г ) функциянинг п к а р р а л и  ёки л 
т а р т и б л и  ноли  дейилади. Бу вактда

/(г) - сп( г - а )п + сП1\ г — а)п+1+ . . .  =  (г -  а)"? (г) 
булиб,

? ( * )  — cn + c„+i(z -  а) +  Ся+2( г - а ) 1+  . . . .
Бундан, 8- § даги (57) формулаларга мувофик

, Н )  = С . - 1 ^ + 0 .п I

Демак, /(г) функция п- тартибли а нолга эга булса, у .холда
/ (а )  = 0, /' (а) =  0, /" (а) = 0.......... /<*-■> (а) = О,

лекин /<п)(а)фО  булар экан. Бошкача айтганда, /(г) функция
нинг нолга тенг булмаган энг кичик /<ч)(я) хосиласининг тар- 
тиби билан а нолннинг таргиби бир хил булади.

у (а) ФО  булгани учун 9 (г) функция а нуктанинг бирор
\ г - а \<8

атрофида (донрада) хам нолга тенг булмаслигнни курсатнш 
мумкин. Бунннг учун биз куйидагича мулохаза киламиз. 9 (г) 
функция, бирор донра ичида текис якинлашувчи даражали ка- 
торнннг йигиндисидан ибораг булгани туфайли аналигикдир, де
мак, у узлуксиз функциядир. Шу сабабли хар кандай *> 0  сон 
учун шундай 8> 0  сонни топиш мумкинки, \ z — а |<8  булган- 
да | 9 (Z) — 9 (а) | < * булади. Агар биз

е = деб, 9 (а) — сп ф О

ни эсга олсак, сунггн тенгсизликни

М О - г . к Ц *1

куринншда ёзнш мумкин. Бундан куринадики | г — а | < 5 ат- 
рофида ? (г) функция нолга тенг була олмайди, чунки 9 (г) = 
= 0 деб фараз килсак,

I -Сп\< '-^



каби нотурри натижа келиб чиркан булур эди. Бу фикримиз- 
дан келиб чикадиган му^им хулоса шуки,

/(г)== г - а ) У ( г )
функция \г — а |<8  агрофда а дан бошка зеч канлай нолга 
эга эмас. Шундай килиб, куйидаги теорема исбот килинди.

Т е о р е м а .  Берилган / (г ) функция а нуктада аналитик 
булиб, унинг %еч. кандай атрофида. айнан нолга тенг булма- 
син. У вактда, агар а сон f (г) функциянинг ноли булса, а 
нуктанинг шундай атрофи мавжудки, унда / (г ) функция
нинг бошка ноллари йук.

Мана шу теоремадан куйидаги музим натижа келиб чикади.
Натижа. Агар t (г) функция а нуктада аналитик ва г „  

гг, г*. . . .  , 2 „, . . .  нукталар кетма-кетлиги /(г)  нинг нол- 
ларидан иборат булиб, а нуктага якинлашувчи булса, у хол
да ч нуктанинг бирор атрофида / (г) = 0  булаои.

Хакнкатан зам, /(г)  функция а нуктада аналитик, де
мак, узлуксиз булгани учун

/(о) —  lim / ( г п ) =  0,Л—оо

яъни а сон / (г )  нинг нолндир. Энди, агар а нинг бирор атро
фида / (г ) ф0  деб фараз килсак эди, юкоридаги теоремага ку
ра, а нинг *еч кандай атрофида f (г) нинг а дан бошка нол
лари й^к. деган натижага келар эдик. Холбуки, г,, г „  . . .  г„, 
. . .  нукталарнинг к^пчилиги а нинг яцин атрофига жойлашган 
булиб, шартимизга мувофик,

/ (г ,)  =  0, / ( г 2) -=0........... /(г„) = 0.............

Демак, а нинг бирор атрофида:
/ (г ) =  0.

Теореманинг нсботи шундан иборат.
Агар п =  1 булса, а сон f(z) функциянинг оддий ноли 

дейилади. Олий алгебрада, ф у н к ц и я н и н г  ноли  дейиш ур* 
нига и лдизи  дейилади.

Умуман, берилган функция битта зам нолга эга б^лмасли- 
ги ёки чексиз куп нолларга эга булиши мумкин.

1- м и со л. / (г )  4-1 нинг ноллари: г, =  а, =•/, z3 — а3 = — / бу
либ, иккаласи дам оддий нолднр.

2- м и с о л. / (г) — Мп г нинг ноллари • — Ait (k =  в, ±1, ±2, ...) чек
сиз куп ва барчаси дам оддийдир.

3-м и со л. Г (г) -  (г + / )* (*-  1) нинг ноллари г , - — /, *3=1 бу
либ, улардан бирннчиси учинчи тартнблиднр, нккинчнсн оддий нолдир.

4-ми сол. /(*) — г*нинг битта лам ноли йук, чунки г Урнига дар кан- 
яаи чекли сон куйилс* *ам в2 нолга айланмайди.
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А-нуцталар. Л — ихтиёрий чек л и комплекс сон булсин. Би
рор О сохада аналитик булган t (г) функциянинг Л - н у к т а 
лар и деб, /(г )  = А тенгламанинг илдизларини айтилади. Бу 
таърифдан хусусий холда, яъни Л — 0 да функция нолининг 
таърифи келиб чикади.

13-§. Ягоналик теоремаси

Комплекс узгарувчили функциялар назариясида энг му- 
хим роль уйнайдиган теоремалардан бири куйидагидан ибораг.

Т е о р е м а .  Агар / (г )  ва <р (г) функциялар G сохада ана
литик ва G нинг ички а нуктасига якинлашувчи ги г3, . . . .  
г„, . . .  нукталар кетма- кетлигида бу функцияларнинг мос 
кийматлари узаро тенг булса, у холда Осоханинг хаммасида

/ (* )  =  ? ( * )
булади.

Исбот .  Ушбу

■ / (* )  — ? ( г )

айнрмани текширайлик. Теорема шартига мувофик бу айирма 
G сохада аналигик ва

ф(гя) — / (2Я)-  <р(г„) = 0, я—1, 2, 3, . . .  ,
яъни г„ нукталар ф(г) нинг нолларидир. Иккинчи томондан, 
гп а (а — лимит нукта). Демак, олдинги теореманинг нати- 
жасига асосан а нинг бирор

\г — а\<8„

атрофида / (г) — <р(г) = ^ (г ) =  0, яъни / (г) =  <р(г) булади.
Энди О соз?анинг барча нукталарида ф (г)= 0 эканлигини ис- 

бот килиш учун G ичидан бирор ихтиёрий г, нукта оламиз. а 
билан г0 ни барча нукталари G ичида ётувчи бирор силлик чи- 
зик Г  билан туташтирайлик (87-чизма). \г — а |< 80 дойра ичида 
Г  да ётувчи ихтиёрий бир а, нукта олайлик. Ш у доирада, а, га 
якинлашувчи z„ нукталар кетма-кетлигини топиш кийнн эмас; 
демак, а, хам уз навбатида лимит нуктадир. Ш у сабабли олдин
ги параграфдаги теореманинг натижасига асосан ах нинг шун
дай бир

| z — а, | < 8,

агрофи мавжудки, унда ф(г) =  0, яъни / (г )  =  <р (г) булади.
о, ни |г — а, | < 80 айлана чегарасига якин килиб олинса, шуб- 
Хасиз, кейинги |г — а , | < 8, доиранинг бир кисми олдинги 
\г — а |< 3 0 дойра ташкарисига чикиб кетади.
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Энди, \г — а, | С 8, дойра ичида па Г  чизицда ётувчн а2 
нукта олсак, бу хам уз навбатида лимит нукта булнб колади. 
Халиги теореманинг натижасига мувофик, а2 нуктанинг ушбу

| г - а 2| < 8,
атрофида ф (г) = 0 булади. Шу усулда давом этсак, г0 нукта- 
ни уз ичига олувчи (87- чизма)

\г-а „\< Ь „

87- чизма.

доиранинг хамма нукталарида ф(г) = 0 булади. Хусусий холда
ф (*<>) =  / (г0) -  <Р (?о ) —  О,

яъни /(г0) =ф( г0) булиб колади. Шундай килиб, О соханинг 
ихтиёрий г0 нуктасида / (г) билан <р(г) нинг кийматлари бир- 
бирига тенг экан.

Бу теоремадан куйидаги икки натижа келиб чикади.
1-натижа. G сохада аналитик булган икки/ha /(г) ва ?(г)  

функция шу сохага тегишли бирор нуцтанинг ихтиёрий ки
чик атрофида бир хил цийматларга эга булса, у холда G 
соханинг барча нукталарида / (г) = ? (г) булади.

2- натижа. G сохада аналитик булган иккита t{z) ва <у(г) 
функциялар шу сохага тегишли бирор кичик ёйда бир хил 
цийматларга эга булса, у холда G соханинг барча нуцта- 
ларида /(г)  =  9 (г) булади.

Чунки иккала холда хам теореманинг шартлари тула бажари- 
ладн. Теореманинг маъноси шундаки, О сохада иккита Д г ) ва 
9 (г) функция берилган булса хам, аслида булар бнтта- 
гина оункция экан. Ш у сабаб1и бу теорема я г о н а л и к  
т е о р е м а с н  дейилади. Демак, иккита функциянинг бирор 
G сохада тенглигини аниклаш учун факат G нинг бирор
2М

t



цисмида уларнинг узаро тенглигини текшириш ки^оя. Бу комп- 
леке узгарувчи функцияларгагнна хос булиб, биз уни *аки- 
кий узгарувчили функциялар назариясида учратмаймиз.

Ягоналик теоремасидан бундай хулоса келиб чикади: би
рор G со%ада аналитик булиб, айнан нолга тенг булмаган 
/(г) функция G соханинг хар кандай кисмиоа хам, G да 
ётувчи бирор ёйда хам, G нинг ички нуктасига якинлашув- 
чи кетма- кетликда хам нолга ай.ганиши мумкин эмас. 
Бундан куйидаги лемма келиб чикади.

Лемма. G сохада аналитик ва айнан нолга тенг булма
ган / (г) функция нолларининг чексиз кетма-кет лиги ли
мит нуктага эга булса, у холда бу лимит нукта соханинг * 
чегарасида ётаОи.

Масалан, / (г ) «= sin — функция чегараси О нуктадан утув
чи хар кандай сохада (0 <|г|  < оо) аналитик, чунки бу функ
ция учун О махсус нукта. Бу функцня г = 0 нуктага якинла-
шувчн г*„«= — (п = ± 1, + 2, . . . )  нукталар кетма- кетлигидаПК
нолга айланади.

14-§. Аналитик функцияларни даражали каторга 
ёйишнинг баъзи бир усуллари

1. Даражали каторларнинг катори. Биламизки бирор / (г) 
аналитик функциянинг Тейлор ёйилмасини топиш учун

/ (л'(а)
сп- — ~ ( п  = 0, 1, 2, . . . )

/II

формулалар ёрдами билан катор коэффициентларини хисоблаш 
керак. Аммо / (г ) функциянинг кетма- кет хосилаларини хи* 
соблаш хамма вакт хам осон булавермайди, буларнн хисоблаш- 
даги амаллар, мураккаб, баъзан бажарилншн кийин булиши 
мумкин. Лекин куп холларда Тейлор ёйилмасини аввалдан 
маълум булган ёйилмалар ёрдами билан чикариш мумкин. f(z) 
функцня бирор а нукта \г — а | <р  атрофининг ичида текис 
якинлашувчи аналитик функциялар катори билан ифодаланган 
булсин, деб фараз килайлик:

/ (* ) = 2 /« (* ). (65)
Я — 1

У холда Вейерштрасс теоремасига асосан куйидагнларга 
эга буламиз:

r k\z) = V
л—I
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ёки

l/*> (a ) = V-!L-^-. (66)
k\J  7 -d A\ V 7ix — I

Бунда ^  /яА) (а) ифода /я (г) функция Тейлор ёйилмасининг

(г — а)* ^ади олдидаги коэффициенги, — / * ' (а) эса /  (г) Тей-Л! -

лор ёйилмасининг (г — а)* олдидаги коэффициент
Демак, аналитик функциялардан тузилган текис якинла-

v 00
шувчи ^ Jn (z )  катор йигинднси / (г ) нинг мос Тейлор коэф-

л—I
фициентлари хар бир fn(z) функциялар ёйилмасидаги бир хил 
даражали хадлар олдидаги коэффициентлар йигиндисига тенг.

М и со л . Ушбу

/ (, )- 2 т з х
П

п
л—1

?п ?п „ ч* ?п
П Г 7 < — ' л ' “ " i . T T T '1"л—I

катор йигиндисиии текширамиз. Бу каторнинг дадлари ” /л(*) бир
лик доирада г нинг аналитик функцияларидир. Шу билан бирга бу катор 
бирлик дойра ичида текис якинлашувчи булади. Хакикатан, | г | < 1 — Ь —

гп
< 1 булсин. У холда __

тор якинлашувчи (чунки махражи р булган геометрик прогрессия) бул
гани учун берилган катор бирлик дойра ичида текис якинлашувчи булади 
/(г ) функциянинг г* дад олдидаги Тейлор коэффициентини топиш учун

гп ьj----- функциялар ейилмасидаги х" лад олдидаги коэффнциентларнииг
1игиндисини дисоблаш керак.

~  г» + г2п + г3п +  . . .  (я -  1, 2. 3, ...).1- * л
Агар k сон я га булинмаса, бундай ёйилманинг г* хади олдидаги коэф
фициент нолга тенг, агар * сон я га булинса, у холда бу коэффициент бир
га тенг булади Демак,/(г) ёйилмасида г* олдидаги коэффициент к нинг 
барча натурал булувчиларининг сони кадар бирлар йигиндисига тенгднр 
Буни биз т(Л) оркали белгилаб оламиз:

т (1) = 1. т (2) -  2, X (3) -  2. т (4 )- 3 ,  т (5) — 2. % (6 )- 4 . . . . .

У  холда изланаёгган ёйнлма куйидагича ёзилади:
оо

(*)• *. (67)
Д-1
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Вейерштрасс теоремасига асосан f  (г) функции бирлик доирада ана
литик булгани учун топнлган катор оирлнк доирада якинлашувчи булади.

00
(67) катор * — 1 да узоклашади. чунки катор V  т (к) кУринишга эга бу-

л-1
либ, унинг дадлари натурал сонлардан иборатдир. Бундан (67) каторнинг 
якинлашиш радиуси 1 га тенглнгн келнб чикади.

2. Мураккаб функциялар ^атори. / (г )  функция ушбу
/ (г) — F \<? (г)] (68)

курннишда нфодаланган булсин деб фараз килайлик, бунда:
? (г) =  а0 +  а, г + а2гг + . . . +  а„гп +  . . .  (| г | < г) (69)

ва
F(w ) = A0+At (w -а0) + А2(ии-я0)*+... + Ат № - я 0)т - К .. (70)

(|ю — a0\<R).
Ш у билан бирга (69) b i (70) даражали каторларнинг якин

лашиш радиуслар!) маълум. Фаразнмизга асосан г-»0 Ха
о (г) — а0, у холла йсталган /?> 0 учун шундай р (0< р< г) 
сон курсатиш мумкинки, | г |<р  булганда )?(г> — а0|<А* бу
лади. Ьу шартга кура ге = ? ( 2) нукта (70) каторнинг якинла
шиш доирасига тегишли булади, демак, / (г) = F (w ) = F  [о (г)] 
функция |г|<р да аналитик булади. Бунга асосан, | г |<р  да 
якинлашувчи /(г)_функция г нинг даражалари буйича катор
га ёйилади. Эндиги асосий маса а шу каторнинг коэффицн- 
ентларини хисоблашдан иборат.

У шбу

/ (г) = F  [ ? (г)] = J  А* [? (г) -  «„Iя (71)
л«о

каторни текширамиз, бу катор | г| < р да якинлашувчи були
шини хозиргина аникладик. Каторнинг текис якинлашишидан 
фойдаланиш максадида р ни ундан катта булмаган р'(0 <р'<р) 
билан шундай алмаштнрамнзки, | г |<р'  доирада

I ? (г) — «о | < 7• С •
О

тенгсизлик бажарилсин. (70) катор \w — «0| < — да текис
якинлашувчи булгани учун (71) катор | г| <р' да текис якин- 
лашади Демак, f  (г) Тейлор каторида zk олдидаги коэффи- 
цнентни Ап [<р (г) - а0)" функциялар ёйилмасидаги бир хил коэф- 
фицнентларнинг йигиндисини олиб хосил килиш мумкин. 
Ап [? (г) — а0]л ларнинг ёйилмалари [у (г) — а,] учун ту
зилган каторни узини- узига п марта купайтириш натижа*
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сида хосил килинади. Бу холда хадлаб купайтириш кону- 
нийдир, чунки даражали катор узининг якинлашиш доирасн- 
да абсолют якинлашувчи булади.

Шундай килиб, ушбу хулосага келамиз: <р (г) — ноль нук
та атрофида, F(z) эса <х0 = <р (0) нукта атрофида аналитик бул
син; / (г) = F [<р (г)] функциянинг Тейлор каторини хосил ки
лиш учун w ~v(z )  функциянинг (69) каторини F(w) функция- 
нинг (70) каторига куйиб, зарурий даражага кутариш, яъни 
К-<торларни купайтиришни бажариш, сунгра z нинг бир хил 
даражалари катнашган хадлар олдидаги коэффициентларни 
кушиш керак. Хосил булган катор f(z) функциянинг изла- 
наётган Тейлор ёйнлмаси булади. Бу катор |z|<p доирада 
якинлашиши керак, бунда р ни шундай танлаб олинадики, 
| z | < р да | <р (г) — <*„ | < /? булсин.

Даражали ёйилмаларни хосил килишнинг баён килингаи 
йулнни к а т о рн и  к а т о р г а  к У й и ш  дейилади.

М и с о л.
/ ( * '  — V COS г.

Бу икки кийматли функциянинг » — о да 1 киймат кабул киладиган 
ноль нукта атрофидаги тармопши текширамнз. Бу ммсолга аввалги цоида- 
ни к^ллаш учун / ( г) ни куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

I
/(<) — [1 — <1 -  COS г )]2 .

Бизнинг долда:

1  tP3- ^ W * - . . . ( | » | <  1).

Демак,

1 /23 2* Z* \

l/£ i_£ i V -L /— - ^
8 I 2 24 / 16 ' 2 ~  24 — *

Биринчи олтита даража олдидаги коэффициентларни дисоблаймиз:

1 — _ — \ £1 г1 /£! )3 £!
\ 2 24 ™ 4 24 * \2 ~  8 ‘

Шуларга асосан:



f(z ) — ^cos г функция | г | < — доирада аналнтнк булгани учун, бу функ

циянинг катори |г| < да якинлашувчн булади.

3. Даражали цаторларни булиш. Иккита даражали катор 
берилган булсин:

/, (г| = а0 + а, (г — а) +  . . .  +  а, (г — а)" -+■ . . .  , (72) 

/, (г) = b0 +  Ьх (г — а) -+• . . .  + Ь„ (г — а )"+  . . . .  (73)
Бу каторларнинг якинлашиш радиуслари г ва р булиб, 

/ ,(а) = Ь0 *  0 булсин. о оркали иккита г ва р сонлардан каг- 
та булмаганини белгилаб оламиз, яъни: o = mln(r, р) (агар 
г = р булса, о = г — р). У золда |г — a l < o  доирада иккала 
кагор *ам якинлашади. Агар бу доирада /2 (г) функциянинг 
ноллари булса, радиуси з дан кнчик булган шундай донра 
оламизки, янги доирада /2(г) нолга айланмайди (Ь0Ф О шарт- 
га асосан а сон r2(z) функциянинг ноли булмагани учун бун
дай дойра мавжуд булади).

Бу донранинг радиуси R  булсин. \г — а\< R  дойра ичида
f (2) — — д° + а|(*~~я)+  +0qll — 0)n+ • ••

U(z) Л> + *>\ (* - °)  + • ■ • + bn (* — a)n +
нисбат, касрни дифференциаллаш коидаснга асосан, аналитик 
функция булади. Шунинг учун \г — a\< R  доирада йитнди- 
си / (г) га тенг булган даражали

/ (* )  = с0 + сх (2 — а) +  . . .  + с„ (г — а)п -f . . .  (75)

катор мавжуд. Бу каторни (72) ва (73) каторларнинг булин- 
м а с и деймиз. (72) ни (73) га булишнн аникмас коэффициент- 
лар усули билан бажарамиз. Бунинг учун (74) муносабатнн 
бундай ёзамиз:
|с0 + с, (г — а) +  . . .  + c„(z  — а )л +  . . . ]  [60 +  M «  - а )  -Ь...-t- 
+ (г -  +  •• .1 =  ао + ° i  (* — я) +  • • • + a„(z  — a)n + . . .  .

Даражали каторлар |г — а | </? доирада абсолют якин- 
лашгани учун *адлаб купайтиришимиз мумкин:
*<А + + СА ) (г — а) + (соь* + схЬх + с А )  (г — а,1 + . . .  +

+ (СйЬп +  СхЬп- 1  +  . • .Cnb$) z и)п -f- . . .  —
= a0 + ax(z — a) + . . .  + a , ( z  — а )п . . .  . (76)

Бу тенглик чап ва унг томоиидаги каторларнинг йигинди- 
си | г - а | < А ?  доирада узаро тенг булгани учун, даражали 
каторла''нинг ягоналик хоссасига асосан иккала каторнинг мос 
коэффициентлари узаро тенг булади:
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C{fio= aQ 
c0b| -j- ctb0 —» at 

~b -}- c2b0 — a2 (77)

c0bn -f- ctbn—i c2btj_2 -J- •. • 4* c„b0 — a„

(77) система c0, cu c2, Cn. номаълум коэффициент-
ларга нисбатан чизикли тенгламаларнннг ч екСиз  система- 
сидир.  Шартга кура, Ь0Ф 0 булгани учун бу система номаъ- 
лумларга нисбатан кетма-кет ечилади. с0 ни биринчи тенгла- 
мадан гопиб, иккинчисига куйиб, сх ни топамиз:

«А  — «0*1С, =  --- .
• Оц

Худди шунга ухшаш с„ коэффициент узидан олдинги ко- 
вффициентлар оркали куйидагича ифодаланади:

с я =  -
ап с»1’п — | — ... — я—I

с„ коэффициентни а0, а „  а2, (in ва Ь̂ , Ь,ч Ь2з • • • | bп ко-
эффициентлар оркали д е т е р м и н а н т  к у р и н и ш и д а  хам 
ифолалаш мумкин. (77) система биринчи ( « + 1 )  та тенглама- 
сининг детерминацти куйидагича булади:

bo 0 0 . . .0
bt bo 0 . . .0
b2 bt bo. . .0

bn bn~\ b n —2 •

1 я + 1 
—  Ои

Демак, Крамер коидасига асосан
* , 0  О

1
с

Сп'
*, ь0
Ь2 bt

ао 

а2

п Ь п—\ Ь п —2 . . .  А

Бу формула ёрдами билан даражали каторларни булиш 
масаласи охиригача ечилади.

.. . . я „ sin*М и со л. | * | <  — доирада f ( i )  = tg * — ----  функция учун катор-
2 cos г

ларни б^лиш амали бажарилсин. Бу функцняга юкорида айтганларни кУлла- 
шимиз мумкин. Маълумки,
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*} г‘
/ , ( * ) -  cos* = 1 .

(_  i)* _ ( _  i)*
«»* - 0. e2*+l -  (2t + 1)( . *2*+l -  °-

* = 0, 1, 2.......
Бу коэффнциентларни (77) системага криб, ундан кетма- кет Го. ft. 

са, ..." номаълум коэффнциентларни топишимиз мумкин 8ки бу коэффи» 
цнентларни (78) детерминант ёрдами билан \ам дисобласак булади:

1 2 
е0 -  0, С, -  1, с, -  0, с3 -  — , ct -  0, сь -  — . с, = О,

J7
Ст“ 315.........

Демак, бу мисолда (75) ёйилма куйидаги кУринишга эга буладт
1 2 17 t g * - * +  j* » +  -  *»+ —  л» + ... .

15-§. Гармоник функцияни каторга ёйиш

Аналитик ва гармоник функциялар орасндаги богланишдан 
фойдаланиб, гармоник функцияни цагорга ёйиш кийин эмас.

и (дг, у) функция бирор \г — г0|» R  доирада гармоник 
функция булсин. У \олда бу функция шу доирада абсолют 
якинлашувчи катор йигинднси сифатида ифодаланади:

и (х, у) -  2  “  Xe)m (у ~  Уо)Л* (79*
т,  п—0

Хакикатан, IV бобнинг 10- § даги теоремага асосан, и(х, у) 
функцияни \г — г0\< R  доирада аналитик булган / (г) функ
циянинг хакикий кисми деб караш мумкин. Бу доирада / (г) 
функцияни куйидагича ифодалаш мумкин:

1(г) = '£ сп( г - г 0)п, (80)

бунда cn = an +  tfn, а„, р„ — хакикий сонлар, (80) катор у>.у* 
мий *адини бундай куринишда ёзиб оламиз:

с„ (г — г0)" = (ая +  i?„) [(*  — х0) +  i (у — у0)|л —
— К  +  <Ря) [(л  -  л0)" +  in (х — -г,)"-1 (у -  Уо) —

-  l£ Y - ! i  <* -  (у -  У -

-  I  ■ "- |><'-г> [X  -  д .)-  (У -  Уо)' + . .  J .

Бундан:
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ал |(л - Д Го )л - ^ - ^ р - ^ ( ^ - ^ о ) я 2( У - У о ) 2+  . . . | +  (81)

4  ?„ |-/г(х-дг0)^ Ч у--з 'о Н я-(--~ 13),(п~- )и - ^ о )л-3(у-Уо)3-  • • .]•
(80) кагор умумий хадининг хакикий кисми абсолют кий

мати буйича ушбу
M l  | ^ - - » о 1  +  | У - У о 1 1 я 

ифодадан катта булмайди (бунга ишенч хосил килиш учун 
йигиндининг абсолют киймати кушилувчилар абсолют киймаг- 
ларининг йигиндисидан катта эмаслигини хамда |ая|, ||5я |< |ся| 
тенгсизликни эсга олиш етарлидир).

Абель теоремасига асосан, (80) катор ихтиёрий |г- г0|< г< #
оо «.

доирада абсолют якинлашади, яъни 'S\c„\rn катор /■</? да
п—О

якинлашади. У *олда умумий хади (81) дан иборат катор 
|л — л0| + |у  — у0| </? сохада абсолют якинлашувчи булади. 
Бу катор и(дг, у) функция ёйилмаси булиб, абсолют якинлаш- 
гани учун унинг хадларини янгидан группалаб, талаб цилин- 
ган (79) каторни хосил киламиз. Агар кутби г0 нуктада бол
тан р ва & кутб координаталарини киритсак, (80) катордан ха
кикий ва мавхум кисмларини ажратиб, гармоник функциялар- 
нинг ёйилмасини куйидагича *ам ёзишимнз мумкин:ос

и(р, i) = e0-j- (â cos/г б — sin Sjp". (82)
Л —I
00

V (P, e) “  ?0 +  COS nO + ansln n 0) p\ (83)
/1*1

Бундаги tj(p, 6) функция f(z) нинг мавхум кисми.
(82), (83) ёйилмаларнинг хар бир хади хам гармоник функ- 

циядир. КЭкорида айтилганларга асосан, бирор аналитик функ- 
цнянинг хакикий кисми маълум булса, шу аналитик функция
нинг узнни аниклаб берувчи формулани хам келтириб чика- 
рйш мумкин.

7„ -  *„ -  /&. ва ая =  с-л±ел , _  f t z i *

тенгликларни эътиборга олиб ва и(х , у) функция каторининг 
умумий хади булган (81) ифодада айрим оддий узгаришлар
(масалан, а„ (дс — •*<,)" = ^  (сп + ся) (*  — х0)п га ухшаш) бажа-
рилгандан сунг, ?0 нукта атрофида и(х, у) нннг ёйилмасини 
Куйидагича ёзиш мумкин:

" ( л ,  У )  =  « 0 +  ^ 2 Ы ( * * - * о )  +  * ( У - У о ) 1 л +

Бундан, дакикий кисмини ажратсак, ушбу ифода хосил булади:
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+ с „ [ (х  — дг0) — i (y  — у0) 1я|-

Бу кагор Абель теоремасига асосан х0 ва у0 га егарщ 
якин болтан х ва у ларнинг комплекс кийматларн учун хам 
якинлашувчи булади Шунинг учун унда

y - v . - ' - f b

(С нукта гп га етарли якин нукта) деб олиш мумкин. У холда 

Уо +  ^ )  = «0+ 1 < ; ^ ( С - г 0Г -

+  Y  ^  г°^  ~  *2 Я° 2̂ (/(*•)■”  со1*2 _л-о -
Бундан

/ (С ) _ 2 а (х 0 +  ^ ,  У« +  С- ^ ) - 2 « 0 + с0.

Эндн С нинг урнига г ёзамиз хамда
п | _ — _ I * — *0 _  г + *0 ,, , * — *о _  г- ?о

— 2а0 -4* С0 =  со. ло+  2 — 2 ’ 2i — 2/

тенгликларни эътнборга олсак, ушбу формулага эга буламнз:

/ ( г ) = 2« ( ^ , £ г _ £ #) - ^  (84)

Агар г0 = 0 булса,
/ ( г ) ~ 2 « ( ^ ,  ^ ) - F 0. (85)

Куйидаги мисолларда хакикий кисми гармоник и (* , у) дан 
иборат аналитик функция аниклансин:

1- м и с о л. и (дг, у) — xJ — у».
(85) формуладан фойдаланамнз:

/г* г* \ 
f  г) — 2( — + —J  + С — + С,

/(0) — I булсин, у долда С
f(*) = ** + i.

2- м и с о л. а {х. у) — ** — 3«у».
(85) формулалан фойдаланамнз:

/ « - 2 ( 2 - з | . £ ) + с - , . + с .

3- м и с о л.
а -  In (* ’ + у2).
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*0“  1 булсин, у *олда (84) формуладан фойдаланамнз:

-f" С “  2ln z -f 6., и  + „ р £ ± И _ | £ = И ) .

4- и и с о л.
sin 2х Jt

В ch2y — cos2x’ 2*

2 sinhi)
/<•)----- p ;— ;-----7— ГТ- + С -

— * ) ~ C0*\ T/

(*+t ) f  С -  ctg г + С.
2 sin

Бу мисолларнинг даммасида дам С — соф мавдум узгармасдир.

М А Ш К Л А Р

Куйидаги даражали каторларнинг якинлашиш раднуслари аннклансин:
п  00 _ -Zn

‘ 2 5 -Л*«1 Л"0 л» 1

* 2 5 - * * Й - *  «• 2 ‘ - ’-Л“ 1 Л—1 л—
оо оо оо

3. V 2 "  • 8. V , »  9 V [3  + 1)»1» . г*.
1 —0 я—О я—О

Куйидаги функциялар г га нисбатан даражали каторларга бйилсин дам* 
да якинлашиш раднуслари аннклансин:

10. shz И. slnJ г. 12. — — 1Ь+0).
аг + Ь '  '

13- (7+ 1^ ‘ *4' Arctg * (Arc,S 0 “



VI БОБ
МАХСУС НУКТАЛАР.  ЛОРАН ЦАТОРИ

1-§. Манфий даражали катор
Купннча г — а га нисбатан манфий даражали

Ь, (г — а) -1 + М г  — а )"2+ • • • + bn(z — а)~п 4- . . .  (1) 
катор *ам ишлатилади. Бу катордаги а ва bit b2, bt, . . .  ко- 
эф |)ицнентлар комплекс сонлардан иборатднр. Бу катор
нинг якинлашиш сохасини апнклаш максадида вактинча Z =*I *
=  (г — а)- '*= ---- деб олсак, ( 1) катор

z — а
btZ  -f- b2Z2 -f* . . .  +  bnZn -J- . . .

мусбат даражали каторга айланади Бу каторнинг якинлашиш 
со\аси \Z\< R  доирадан иборат эканлиги бизга V бобдан 
маълум булиб,

' (2)г =  H m / fM . R  = - .Л-* 00
Энди Z урнига киймати кУ^илса

| 2 |  =  | —\г — а
< R  ёки \z — д | > г (3)

тенгсизлик хосил булади. Бу эса маркази а нуктага жойлашган г 
радиусли айлана ташкарисидаги г нукталар тупламидир. Демак, 
манфий даражали ( 1) каторнинг якинлашиш со.часи \г — а| — г 
айлана ташкарисндан иборат 
экан (88-чизма). Хусусий а =О 
холда айлананинг маркази ко
ординаталар бошига жойлаш
ган булади. Агар г = О булса, 
якинлашиш сохаси текислик
нинг, а дан бошка, барча нук- 
таларидан иборат булади. Агар 
г=  со булса, катор бирор нук
тада з̂ ам якинлашмайди, яъни 
бутун текисликда (г = оо дан 
бошка нукталарда) узок-та- 
шувчн булади.

Энди г ни чекли, яъни г  — 88-чизма

—Tim»7 М < ° °  деб чисоблай-
мнз. У холда берилган (1) катор |г—а |> г  дойра ташкарисида 
жойлашган хар кандай ёпик g сохада якннлашувчидир. Вейер
штрасс теоремасига мувофик Уша сохада катор йигиндиси би* 
pop Ф(г )  аналитик функцияга тенг булади:

* ( г ) * Т ^  + (Т^>  + - " + (7Г5̂  + "-- ( Г )
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Равшанкн, чексиз узоклашган г — оо нуктада бу функция 
Ф(оо) = О к'ийматга эга. Бу холда Ф ( г )  функцияни ч е к с и з  
у з о к л а ш г а н  н у к т а д а  а н а л и т и к  деб атаймиз. Демак, 
функциянинг чексиз узоклашган нуктада аналитик эканлигини 
бнлмокчи булсак, уни ( 1) каторга ёйиб, уша каторни г =- со 
нукга атрофида якинлашишини текшириш кнфоя.

1  1  11- М II с о л. — + —
г г* гп

Бу мнсолда в — О, Ь, — Ь} — ...  = Ъп — . . .  — 1 булгани учун (2) га 
«Ура г — 1. Демак, каторнинг якинлашиш со*аси |* | > I дан иборат. яъни 
маркази О нуктада булган г — 1 ради шли | г | — 1 айлана ташкарисидан 
иборатдир.

2- и н с о л. - ± - + ( - А _ у + . . . + (
Бу мнсолда

в - — 2, Ьп - 5 * ( л -  1.........).
(2) га асосан г — 5. Дсмак, берилган каторнинг якинлашиш со.\асн 
| г + 2 1 > 5 дан иборатдир.

2-§. Лоран цатори

Мусбат хамда манфий даражали хадлардан тузилган куйи
даги умумий катор билан танишайлик:

с0 f  с, (г — а) + с2 (г — а)2 +  . . .  +  с„ (г — а)п +  . . .  +
+  6, ( 2 -  а)-' + Ь2 (г -  а)~2 +  . . .  + Ь„ (г -  а)~п +  . . .  

ёки бу каторни
. . .  + t„(z  -  а)~п+  . . .  + Ьг (г — а)~2 +  bt (г — а)-1 +
+  с0 + с, (г  -  а) + с2 (г -  а)г +  . . .  +  с„ (г -  а)п +  . . .  (4)

курннишда ёзнш мумкин
Аслида бу катор икки кисмдац иборатдир:

А -  с0 +  с, (г -  а) + с2 (г — а )’ +  . . .  +  сп (г -  а)" +  . . .  , (5)
бу эса Тейлор каторн булиб, (4) нинг т$три цнсми ва
J 2 = й ,(2 - а ) - ‘ + ь 2(г - а )~ 2 +  . . .  + ь п( г - а )- * +  . . . ( 6)

манфий даражали катор булиб, (4) нинг бош цисми деб аталади.
Маълумки, Тейлор каториниЬг якинлашиш радиуси —

булиб,
L = Пт VfcTf.П- оо

Бу катор 12 — а \ < R  донра ичида якинлашувчи булиб, таш- 
карнсида узоклашади. (6) каторнинг якинлашиш радиуси (2) 
дан нборат булиб, |г — а\ > г донра ташкарисида якинлашади, 
дойра ичида узоклашади (5) ва (6) каторларнинг якинлашиш 
сохаси г <  R  булгандагина умумий нукталарга эга булади.
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Демак, (4) каторнинг якинлашиш со^аси
г < | г — а | < /? (7)

тенгсизликни каноатлантирувчи К *алцадан иборат булиб, унинг 
ичида кагор абсолют якинлашади (89-чизма). Уша ^алканинг 
ичида ёгувчи зар кандай сохада у текис якинлашувчи экани .̂ ам 
шуб\асиз. Жумладан, шу *алка ичида тула жойлашган торрок

г' <\г — a \ < R '
залка ичида (4) катор текис якинлашади (г < г' < R ' < R). Шу 
сабабли у катор йигинднси бирор / (г ) аналитик функцияни нфо- 
да килади. Кулайлик учун Ьп — с~п деб белгилайдилар, у *олда 
(4) катор
/(г) = . . .  +  c-n(z -  а )-л+ . . .  + с_!(г -  а)~2+  с_|(г — а )_1 +  

+  с0 + С\(.г — о) +  — аУ + . . . + с п(г — а)п + . . .  (4') 
ёки кискарок

/ (г )=  V  сп(г -  а )п
Й—  09

формага эга булади. Мана шу каторни математик Л о р а н 1 
чукур текширгани учун Ло р а н  к а то ри  дейилади.

Мабодо с_1 = 0, с_2— 0 , . . .  С—п —
= 0, . . .  булса, бу катордан Тейлор 
Катори келиб чикади. Аксинча, агар 
с - п  ф  о, с0 = с, = сг . . .  =  О булса. у 
Золда факат манфий даражали зад- 
лардан иборат катор э̂ осил булади.
Демак. Тейлор катори ^ам, манфий 
даражали катор *ам Лоран каторн- 
нинг хусусий ноллари экан.

Агар г < р < R  булса, (4') катор 
|г — а| =— о билан ифодаланган С 
айланада *ам текис якинлашади.
Бу каторни J-  (г — а )-*-1га купай-2 л/

' тирилса зам текис якинлашаверади, 
бунда k — зар кандай бутун сон. Ш у сабабли у каторни С 
буйлаб интеграллаш конунийднр:

Л * + 1
Сп 2 к//X—— 00 f2* 7  (с - )

Унг томондаги интеграллар
>(С — а)т Л ,  /п — 0, ± 1, ± 2, . » .

(8)

f
1 Л о р а н  П ь е р  А л ь ф о н с  (1813 — 1854; француз математиги булиб, 

унинг асли касби дарбий инженерлнк булган.
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куринишга эга булиб, IV бобнинг 5-§ ига асосан, улар факат 
т  =  — 1 булгандагина нолдан фаркли булиб, куйидаги киИ* 
матга эга:

А -  -  2 -I.С — ц
Равшаики, бунинг учун k = п булиши керак. Демак, (8) дан: 

Сп==2л<'ф (л = 0, ±1, ± 2 . . . ) .  (9)

Бу эса Лоран каторидагн коэффициентларни каторнинг /(г) 
йигиндиси оркали ифода килнб берадиган формуладир. Бундан 
шундай хулоса келиб чикади: агар мос равишда бизга К х ва /С 
халкаларда якинлашувчи иккита

ос п

<Ft(2) =* 2И а „ ( г - а ) п ва <р2(г) = ^  Ьп(г — а)п
П— — Л Л—— 00

Лоран катори берилган булиб, у халкалар умумий \г — а\ — $ 
айланага эга булса ва шу айлананинг барча нукталарида уша 
Каторларнинг йигиндилари бнр-бирига тенг, яъни — <р2(г) 
булса, у холда <?,(г) ва <?2(г) функциялар учун тузнлган (9) 
куринишдаги барча интеграллар узаро тенг булади. Ш у сабаб- 
лй ап*=Ь„, яъни иккала катор айнан бир хил булиб колади. 
Хусусий холда. агар /С, ва К2 халкалар бир хил ва .у халка- 
даги хамма нукталарда <р,(z )— <р2(г) булса, буларга мос Лоран 
Каторлари хам айнан бир хил булади. Бу эса Л о р а н  к а т  о* 
рига  ё й и ш н и н г  я гон алик  хосса сидир .

1- к и с • л,..........+ — + - - + . . . Н —  + 1 + ~ +  ( ~ ]  +  ••• +
г П  х  1 ■ | + ( f )  + -*'  

j-̂ -J +  . . .  каторнинг якннлашнш'соцаси топилсин.
г / г V> / г \п 1 2

л " 1+ Т + Ы  + -  + Ы  + ' " ~ 7 Ц ~  Г П

агар | q | -  — < 1. яъни | * | < 2 булса,

/, - 7 + i  + --- + i +-  ••■“ т [ 1+ 7 + ?  + •••]“
1  1 1

"  *
г

агар — < 1, яънн |г | > 1 булса, берилган катор
1 < | г | < 2

далка ичида абсолют ва текис якинлашувчи булиб, унинг йигиндиси:
2 1 г

2 — г + г — 1 ”  (2-г) (г— 1)”
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3-§. Функцияни Лоран каторига ёйиш

Олдинги параграфда биз тайёргина Лоран каторн билан 
танишдик. Энди эса берилган функцияни Лоран каторига 
ёйишни урганамиз.

/ (г) функция доиравий К  *алка
г < |г  — а | <  /?

да аналитик булсин, деб фараз килайлик. Ш у *алка ичидаги 
ихтиёрий бир г нуктани К '  ^алка

г' <\z — a\<R'
ичига олайлик. Бу *олда г < г' < R '< R  деб тушуниш керак, 
шу сабабли К ' халка К  *алка ичига тула жойлашгандир.

Энди, z нуктани марказ килиб шундай бир т айлана |С—г\ = р 
чизайликки, унинг барча нукталари К ' *алка ичидан ташкари 
чикмасин. У *олда Сц>: |С — а\ — R ', С,-: К  — а\ ■■ г' ва у ай- 
ланалар билан чегараланган куп богламли G сохада (90- чизма)

К W) = Рг,
функция аналитик булади. Коши теоремасига мувофик, О 
соханинг ташки контури буйлаб олинган интеграл ички кон- 
турлар буйлаб олинган интеграллар йигиндисига тенгдир:I . f
С^нгги *ад Коши интегралидан иборат булгани учун /(г) га 
тенг. Шунинг учун тенгликни бундай

С/?' V
ёзнш мумкин. Максад, /(г) функцияни г — а га нисбатан 
Каторга ёйишдир. Унинг учун дастлаб (10) даги биринчи ин
тегрални текшириб, каторга ёямиз. Уша интеграл ишораси
остидаги 1  ̂ касрни чексиз геометрик прогрессиянинг йи-
тиндиси куринишига келтирнб оламиз:

_1_ ==___ 1______1_ -_1_
С— * (С—о) — (г—а) С — a j _  г —

С — а

бундаги

16’

- г Ь [ ' + ? Е - : + С - Е Э г+ - 4
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чунки С нукта CV аЛлана устида, г эса айлана ичидадир. Энди 
( 11) катор умумнй хадининг модулини курайлнк:

(г — а)" I 
(С-й)л+| I R '*

Унг томондаги задлардан тузилган ушбу

^711 +  9 +  <?2 +  . .  • +  qn +  . . . ]

мусбат за дли катор якинлашувчи булга
ни учун ( 11) кагор Си- айланада текис
якинлашади. Щу каторни —  /(С) га2 я/
к^пайтиритдан зосил булган катор зам 
уша айланада текис якинлашади, чунки 
залиги айланада /(С) нинг модули чвга- 
ралангандир. Демак,

—  V - L  -/.£> . (г—а)*.
2* К  —* (С —л)я+|п**0

90-чизма Текис якинлашувчи мана шу каторнинг 
икки томонидан С/r айлана буйлаб интеграл олишга заклимиз:

Ъ  («-ay.-L/ft ,C-z ^  2т(/У(С_ а)^1
С/?'

ае
= у  сп (г — а)" «= с0 + °\(z — а) +  с2(г — a)2 -f . . .  +

бунда:
+ ся (г -  а )я + . . . ,

/(СМС

(12)

а)14 + 1 (Л = 0, 1, 2, . . . ) .

Шундай килиб, (10) тенгликнинг унг томоиидаги биринчи ин- 
тегрални г — а нинг мусбат даражалари буйича каторга ёйдик.

Энди (10) тенгликнннг унг томоиидаги иккинчи интегралнн 
зам худди шу усулда каторга ёйнб чикамиз. Уша интеграл
ишораси остндаги — -— - касрни куйидагича ёзиб оламиз:



бунда
(г - « ,л + ‘ *

fi —
а

г — а г' < ! .

бунда:
с— £ ( М С -

|г -л|
чунки С нукта С,■ айланада ва г эса унинг ташцарисидадир. 
( 11')  катор чам С,- айланада текнс якинлашувчи булгани учун
икки томонини / (С) га купайтириб С,< буйлаб интеграл 
олиш конунийдир, демак,

Сг > л—о Сг»
зо

■= \  c_„(z — а)-л=.с_1(г — а)-1+ г_2(г — а)~2-\----+
*md

+ с-п(г-а)~п+ . . .  , ( 12')

/1= 1, 2, 3, . . .  . Интегралларнинг (12) ва (12') лардаги кий* 
матларини ( 10) га куйилса,

/ (г) = V с„ (z -  а)п +  V ,  с-п(г -  а ) " л = К ]  с, (г -  в )" =шшА
Я—О Я— 1 Я—  0°

= . . .  +  c-„(z -  а)~п+  . . .  +  с_,(г — а) ~‘ + с0 +  с, (г — в) +
+  . . .  + c„(z — а )"+  . . .  (13)

Л г ) функцияни Лоран каторига ёйган буламиз. Сунгги тенг- 
лнкдаги иккита йигиндини битта килишга асос шундаки, биз 
г„ ва с-п коэффицнентларга тегишли формулаларни куйидаги
ча битта килиб ёздик:

Сл = (Я — ° .  ± 1. ± 2 ---) (14)

бундаги С калка орасида ётувчи маркази а нуктага жойлаш
ган ихтиёрий айланадир. Берилган /(г) функцияни Лоран 
Каторига ёйнш учун унинг коэффициентларнни (14) га асос- 
ланиб топиш кифоя. Лекин (14) нинг унг томонидаги интеграл- 
нн кисоблаб чикиш баъзан кийинчилик тугдиради. Бундай 
Холларда мисолнинг узига караб сунъий йуллардан фойдаланиш



тавсия килииади. Шундай килиб, биз куйидаги теоремани ис- 
бог килишга муваффак булднк. Теоремани таърифлашдан ол- 
дин Лоран каторига туларок таъриф бериб утиш максадга 
мувофикдир.

Таъриф .  Коэффициентлари (14) формулалар оркали бе
рилган (13) катор К  (г  < \г — а\ < R) ^алкадаги / (г )  функ
циянинг Лоран цатори дейилади. г — а га нисбатан мускат 
даражали ^адларидан тузилган (12) цатор Лоран каторининг 
т у г р и  кис  ми ва манфий даражали \адларидан тузилган 
( 12') катор унинг бо ш  к и с м и  дейилади.

Т е о р е м а .  Агар /(г) функция К  халцада бир цийматли 
ва аналитик булса, у функцияни шу халцада

оо
/ (г )  = V сп( г - а ) п

Лоран цаторига ёйиш мумкин булиб, с„ коэффициент лар 
(14) формулалар орцали топилади. Ш у билан бирга К  ни 
/ (г ) нинг аналитиклигини курсатадиган энг к а тта  халца 
деб тушунамиз. Лоран цаторининг myFpu щеми бутун 
| г — а | < R доирада ва бош цисми эса | г — а | > г дойра 
ташкарисида яцинлашади. К  ияидаги хар цандай ёпиц 
г '<  |г — а | < R ' халцада Лоран цатори т е к и с  яцинла-  
шади.

1-м и со л. / (* )  = — — —---— функция * нинг даражалари буйича
х «j* —

Лоран каторига ейилсин.
Дастлаб берилган функцияни энг содда касрларга ажратиб оламиз:

г*
Булардан одатдаги усул билан Л ва Б  ларнн топнО* олинади, у *олда:

Равшанки, /(*) функция г — 1 ва г — 2 нукталарда чексизликка айла- 
нади. Демак, куйидаги учта доиравий лалкада Д г) аналитик функция 
булади:

а) |*| < 1, яъни г нукталар бирлик дойра ичидан чикмаслиги керак;
б) 1 < |*| <2. яъни г нукталар мана шу *алка ичидан чикмайди;
в) | х | > 2, яъни г нукталар мана шу дойра ташкарисида 6y.iMOF^ 

керак. Биз берилган /  (г) функцияни мана шу учала со.\ада учта Лоран 
Каторига ёямиз.

а) |*| < 1 лар учун

-  - 1 + *  + * * + . . . +  *" + . . .  (а,)
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2 2
У  холда:

1 1 1 Л * *> \
2 ( 1 + 2 + F + ‘ - - ) + ( 1 + '  +

+ * + . . 0 - £  + ( l - £ ) *  + ( l - y J * + . . . +

+  ( 1 _  2 ^ Т) гЯ f  " •

Демак, | г | <  1 доирада / (г ) функция Тейлор каторнга ёйилар экан.
б) 1 < | г | < 2.

г
Бу холда (аа) катор уз кучида колади, чунки —

I

х— \
* 1 1 1 ’ . 1 . • \— • 1 ”  — — (1 + —* 1 _  _  * \ г г 1 г I

< 1.

(«>)

чунки I — | < 1. У  двлда (а3) ва (в3) га мув*фик

(«*>

. 2

/(*)

в) I * I > 2.
Бу холда (а3) катер уз кучида к*лади, чунки J— |< 1 .

1 1 1 1 /. 2 2» .2 "  \
---о “  •--- о — (1 + — + ~  + . . .  + ~; + •••)•* — 2 г  * \  г  гп гп J

г
I 2 Iчунки — <  1. У холда («3) «а (at) га мувофик:

/ 1 2  2» \ /1 1 1 \
/ w “ (7  + ?  + i5 + ‘ ' y  \7 + ?  + " *  + ?  + •*•)"

1 2>— 1 23— 1 2 "— 1 
"  ? +  гз +' Xi +  * • * +  ,«+ 1 + ----

Бу мисолда берилган f ( z ) функция г га нисбатан Лоран каторнга ёйнлади,. 
яъни 1 <  | г | < 2 халканинг маркази а — 0 коордмнаталар бошидаднр. 
Агар марказ, мисол у^ун, я = 1 нуктада булсин деб талаб килинса, / (*> 
функцияни г  — 1 га нисбатан Лоран каторнга ёйишга тугри келар эди.



2- м и с о л. sin i- ва cos -1 функцияларнинг 2 — 0 нукта атрофидаги 
Лоран ёйилмалари куйидагича булишнни аниклаш кийин эмас:

1 1  1 1  1
Sl" г “  г ~  3!г» + 3!*» ~  7!г* + ' * * *

1 , 1  1 ' 1 со5- -  1 _ _ _ +  _ _ _ _ _  + -------

Бу каторлар 0 < |zj<oo да якинлашувчи булади.
3- м и с о л. Ушбу

функция 2 — 1 нукта атрофида Лоран каторига ёйилсин.
Берилган функцияни бундан ёэнб оламиз:

2г / 2 \ „  2 , 2
sin --- - — sin 2 4---- - — sin 2-cos--- - ■+ cos 2-sin--- -.г - l  \ 2— 1/ 2— 1 2 — 1

Бундан, олдинди мисолга кУра дардол куйидаги ёйилма келиб чикадн:
2 cos 2 2* sin 2 23cos2 2‘ sin 2 . 2i -cos 2 

Stn “  ~  2 - 1  ~  2(2-1)* “  3!(? — l)3 + 4! (2 -  1)* + 51(2 -  1)» “  * * * *

4-§. T^FpH ва махсус нукталар

Функциянинг тугри ва махсус нукталари хакидаги тушун- 
ча катта ахамиятга эга булгани учун яна бир марта эслаб 
утамиз.

Та ъ ри ф .  Агар / ( г )  функция а нуктада аналитик 
булса, у холда а нукта f (z )  нинг тутри нуктаси дейилади.

Демак, бу таърифга мувофик, / (г )  функциянинг бирор 
а нуктаси тугри ёки тугри нукта эмаслигини билиш учун 
f(z) нинг шу нуктада ва унинг атрофида /'(г) хосиласини 
текшнриб курит керак. Агар хосила мавжуд булса, а нукта 
тугри нукта булади.

1- м и с о л. / (*) — е* нинг досиласи /' (г) = (е*)' — в2 булиб, г га 
дар кандай киймат берилса дам / '(г ) аник кийматга эга. Демак. текислик- 
нинг дамма чекли нукталари е2 учун тугри нукталардир.

2- м и с о л. /(*)«= -j нинг досиласи / ' (г) — ^  булиб, г — 0 дан бош

ка дар кандай г нукта тугри нуктадир.
3-м и со л. f (e )  — tgz  нинг досиласи / '(г ) — ----- булиб.

cos* г
л »2 — (2п ■+• 1) — дан бошка барча г лар бу функция учун тугри нукталар

дир (п =* 0, ±1, 1 2, . .  .), чунки cos (2л + 1) — «  0.
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в
Т а ъ р и ф  Берилган f ( z )  функциянинг тугри булмаган 

нуктаси махсус нукта дейилади.
; Бу таърифга кура, берилган / (г ) функция махсус нуктада 
яосилага эга эмас.

•
4- и и с о л / (г) = ctg г нинг махсус нукталари z — я* (я — 0, ± 1,

± 2 . . .  ), дан иборат.
5-м и со.т. / ( * )  -  —  нинг махсус нукталари /, — I лардан 

иборат.
6-мисол.  / (z) — е2 нинг г -  оо дан бошка махсус нуктаси йук.

7-ми с од. /  (*) -  ^  функция учун +1. — 1 нукталар махсус 
нукталарднр.

5-§. Ажралган махсус нукталар

Махсус нукталарнинг хиллари жуда куп булиб, улардан 
амалда куп учрайднгани а ж р а л г а н  м а х с у  с н у кта л а р- 
ди р

Т а ъ р и ф .  Агар / (г )  функция а нуцтанинг бирор 
0 < |z  — а | </? атрофида аналитик булиб, а нуцтанинг 
узиаа аналитик булмаса, у \олда а нукта f ( z )  функция
нинг ажралган (яккаланган) махсус нуктаси дейилади.

Демак, бу таърифга кура, а — ажралган махсус нукта 
булса, / (г ) функция \г — а\ < R  дойра ичидагн z =  a марказ- 
дан бошка хамма нукталарда аналитикаир. Бошкача айтганда, 
/ (г )  функция

г <  | г—  а | <  R

доиравий *алка ичида аналитик булиб, бундаги г исталганча 
кичик мусбат сондан нборат Бу залкани чизиш учун \г — а\ < R  
доиранинг г — а марказини „уйиб* олиб ташлаш кифоя.

1-м и сол.  — нинг ажралган махсус нуктаси z — О дан нборат, чунки

. . бу нуктада функция хосилага эга булмай, унинг хар кандай 0 < | г | < R 
t атрофида хосила мавжуд.

2- м и с о л. нинг ажРа1ган махсус нуктаси z — — / дан нборат, 
чунки бу нуктада берилган функция хосилага эга эмас. лекин унинг \ар 
кандай 0 < | г  + /| < R  атрофида хосиласи мавжуд.

Ажралган махсус нукталар уч типга, я ъ н и . к у т у л и б  
б у л а д и г а н  (ё#и ч е.тл а шт и р и л а д и г а н) м а х с у с  н у к 
т алар ,  к у т б л а р  ва му^нм  м а х с у с  н у к т а л а р г а  
бу.чинадн.

Та ъ ри ф .  Агар
а) 11ш/(г) = Л булиб, А ани\ чекли сон булса, у \олда

л-а

1 I!
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а нукта / (г )  функциянинг кутулиб буладиган (ёки четлаш- 
гириладиган) махсус нуктаси,

б) 11т/ (г )= -о о  булса, у холДа а нукта f ( z )  функция-
ж-а

нинг кутби,
в) lim / (г )  мавжуд булмаса, а нукта f ( z )  нинг му.\им

ж-*а
махсус нуктаси дейилади.

Агар функция ажралган махсус нуктага эга булса унинг 
кайси типга киришини асосан уша функциянинг Лоран катори 
ёрдами билан аникланади.

6-§. Кутулиб буладиган махсус нукта

Функциянинг ажралган махсус нуктасининг биринчи типга 
киришини куйидаги теорема аниклаб беради.

Т е о р е м а ,  /(г) функциянинг ажралган а махсус нук
таси кутулиб буладиган махсус ну к т а  булишининг зарурий 
ва етарли шарти шу функциянинг а нукта атрофибаги 
Лоран каторига ёйилмаси бош кисмга эга булмаслигидан 
иборатдир:
/(*) — *о +  С\ (z — а )+ с , (z — а)*+ . . .  +  с„ (г — а)п+  . . . .  (15)

Исбот .  а) Лоран каторининг бош кисми йук, яън и / (г ) 
функция (15) каторга ёйилган деб, фараз этайлик. (15) нинг 
икки томонидан г-* а фараз этиб лимитга утилса,

lim / (г) -  с0Ф  оо
ж—а

хосил булади. Бу эса. таърнфга кура, а нинг кутулиб булади- 
ган нукта эканлигидан дарак беради.

б) lim /(г) = А деб фараз этайлик, бунда А — чекли сон
ж-а

булсин. Бундан шундай маъно чикади: а нуктанинг шундай 
кичик радиусли атрофи мавжудки, унда / (г )  функцня чегара
ланган булади: \Г (г )\< М , М > 0 .  Энди,

р < \г — а\  <  R
^алкадаУ(г) ки Лоран каторига ёйсак, (14) формулага асосан:

\ Са\  = 2тА J  (С- a)n+l

бунда 7 радиусн р ва маркази а нуктада булган айланадан 
иборат. Энди п =  — 1, — 2, — 3,-... фараз этиб р-»0 да ли- 
мигга утилса, унг томони нолга тенг булади: |с„| = 0. Демак,

с -1 — 0, с—2 — 0, . . .  , C-п = 0, . . .
га асосан (4') Лоран каторининг бош кисми Ауколади. Шу 
билан теорема гула исбот килинди.
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• If

Бу теоремадан курннадики, бир томондан а нукта махсус 
нукта булгани учун / (г ) нинг а даги киймати аник эмас, 
иккинчи томондан, агар а кутулиб буладиган нукта булса,

А — И т/  (г) = с0.
х~*а

Ш у сабабли, агар биз
/(<*) = Со

деб кабул килсак, а нукта махсуслнкдан озод килинган 
(кутулган) булади. У вактда Лоран каторининг (15) кисми 
Тейлор каторнга айланиб, у \z — a \ < R  дойра ичида т е к и с  
ва а б с о л ю т  я к и н л а ш а д и .  Шу билан биз куйидаги тео
ремани *ам исбот килдик.

Т е о р е м а .  Агар f(z ) функция бирор ажралган махсус 
а нуцта атрофида чегараланган булса, у холда а нуцта 
f (z )  учун цутулиб буладиган махсус нук,та булади.

sin г „  „  , ,
Ми с о л .  / (* ) — ---- функция г = 0 нуктада аник эмас. г +  0 оул-

z /
ганда

sin г 1 1 / г3 гъ г1 \
— - - . I n  -  +  -  — J -

?! — —
” 1 _ 31 + 5 1 ~ Л  + , “

sin г I .  . **  ̂ ,Ит / (г ) = П т ---- -- lim [ 1 — — + . . . )  -  1.
х ■а ■ z—a Z 1 -а\ «Я 01 /

sin г
Демак, бу лимит чекли сондан иборат булгани учун z = 0 нукта ----
учун кутулиб буладиган махсус нукта экан. Шу сабабли /(0) — 1 деб 
кабул килсак. у долда / (г) функция г — 0 нуктада аналитик булади.

7” §- КУтблаР
Агар а нукта / (г ) функциянинг кутби булса, у $олда 

Кутбнинг таърифига кура
llm/(z) — оо
х-*а

тенгликка эга буламиз. Бунинг маъноси шуки, а кутбнинг 
ы- бирор 0 < |г  — а |< / ?  атрофида f (z )  функция нолга айлан- 

майди, яъни зар кандай М > 0  сон учун а нинг шундай бир 
атрофини топиш мумкинки, унда

1/(*>1> М
булади. Мана шунга асосан

ip (г) = —-— 
'  /(*)
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функция уша атрофда аналитик булади, чунки унинг / (г) 
махражи нолга тенг була олмайди. Ундан ташкари,

lim 9 (г) = -— !---— О
г-а  И ш / ( г )

г-а

булгани сабабли 9 (г) функция учун а кутулиб буладнган 
махсус нукта булиб, 9 (a) =-0 деб кабул килишимиз мумкин. 
Натижааа 9(21 функция \z — а \ < R  доирада аналитик булиб, 
а  нукта унинг нолидир. Шундай килиб, агар а нукта / (г )
учун кутб булса, 9 (г) =* учун ноль экан.

Энди, аксинча, а нукта 9 (г) ф  0 функциянинг ноли булсин 
дейлнк, у вактда ягоналик теоремасига мувофик а нуктанинг 
бирор 0 < |г  — а | < /? атрофида бу функция а дан бошка 
нолга эга була олмайди. Шу атрофда

/ (* )  = —ГГ  ?(*)
функция аналитик булиб, а нукта унинг кутбидир:

Ч т/ (г )  = — = °° ,*-о Нт?(г)
1~а

Натижада куйидаги теорема исбот килиндн.
Те о р е м а .  Берилган а нуцтанинг 0 < | г — а | < R атро- 

фида аналитик / (г )  функциянинг цутби а дан иборат 
булиши учун у

9 ( г )  =  —i-
/(*)

функциянинг ноли булиши зарур ва етарлидир.
Энди кутбнинг тартиби хакида суз юритайлик.
Таъриф .  9 (z) = - ~  функция а нолннинг тартнбига

/ (г )  функция а кутбннинг тартиби дейилади.
Куйидаги теоремани исбот килайлик.
Т е о р е м а .  / ( 2) функциянинг ажралган махсус а нуцта- 

си цутб булиши учун / (г) функциянинг а нуцта атрофида- 
ги Лоран цат ори бош цисми х^адларининг сони чекли були
ши зарур ва етарлидир:

/ ( * ) - 7 Г =Т Г +  “ • + — +(г  — а)* г — а

+ с0 +  ct (г -  а) +  с2(г -  а)* +  . . .  + сл (2 -  а)п +  . . .  , (16) 
бунда с_* Ф  0. «*41.

Исбот .  а) а нукта / (2) функциянинг ^-тартибли кутби 
булсин, деб фараз килайлик. У вактда олдинги исбот килннган
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теоремага асосан а нукта 9 (2) -■ функциянинг А-гар-
тибли ноли булади. Ш у сабабдан э (г) ни куйидаги катор 
шаклнда ёза оламиз:
9 (г) = ск(г -  а)к + ck+i(z -  с)*+' +  . . .  =  ( г -  а)к •$(*),
бунда

- ф (г) ~ ск + £*4-1 (г — а) + — а)г -J- . . .  
а нукта атрофида аналитик ва <Jj (а) = ск ф 0. Мана шуларга 
асосан а нинг бирор атрофида функцияни Тейлор като
рига ёйиш мумкин:

77- = а0 -f a,(z -  а) + а,(г -  а)* + . . .  .
+ (*)

У холда юкоридаги ва сунгги тенглнклардан:

/ (* )  *(г — а)к̂ (г) = -- {-~к К  +  а\(г -  а) + <*2(z -  а)*+  . . . ](г — а)"
До____ I

(г — д)* (г - а>*
«I З Т + - . . +

I
г —  л

ёки булардаги a ft ларни с* лар оркали белгиласак, (16) катор
га эга буламиз. Демак, Jlopan каторидаги манфий даражали 
хадлар сони чекли экан.

б) Аксинча, / (z ) ни ажралган махсус а нукта атрофида 
Доран каторига ёйганимизда бош кисмидаги хадлар сони чек
ли (к та» булсин, яъни Лоран катори (16) куринишга эга 
булсин, деб фараз килайлик. Энди а нукта / (z ) нинг А-тартиб- 
лн кутби эканини исбот киламиз.

Бунинг учун (16) нинг икки томонини (г—а)к га купайтирамиз
g(z) =  (z — a)*/ (z) — С-ь +  c.(*_i)(z — а) +  . . .  +

+  c_i(z — а )А_|+ . . .  , (18)
Агар g(a) = c-n деб олсак, g (г) функция а нуктада анали
тик булиб колади. Биз к ни (16) каторда’ги - энг юкори ман- 
фнй даражали хаднинг номерн деб тушунамиз, у вактда 
с-кф 0 булиб, сунгги тенгликдан

lim/ (z) — lim = 00
г->а z->a ( « —  а )к

хосил булади, а нукта / (г ) нинг кутбидан иборатдир.
Энди, (18) дан:

—  = ( z - a ) k—  = (г — а)к- 1
/(*) ' g(i) ' ' ст{к-1) <г—'*) + •«
=  (г — a )h [ft_* + ft_*+,(z— а) -f +2(z -  a )*  -l  . . . ]  

тенглик хосил булиб, —— = b-k =  -7 —̂ фО булгани учун а
£(<*)
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нукта ---  нинг А-тартиЗли ноли,---  нинг эса к- таргибли
/(*) £(*) 

кутби экан. Ш у билан теорема тула исбот килинди.
Функция кутбларини аниклашга дойр машкларда бу икки 

теорема катта ёрдам беради.
1-ынсол.  / ( г) — ~  ̂ функцнянинг кутблари аннклансин.\Z 4* *г т* *)

Унинг учун
я(г) = -Л____(j + y .y  + 1)
* f(z ) (* + 1) (2 — 3)

функциянинг нолларини аникланмиз. Улар г, = — 2 учинчи тартибли ноль, 
?s = /, гя — — I оддий ноллардир. Демак, шулар f (z )  нинг кутблари булиб, 
биринчиси учинчи тартибли кутбдир.

«а
2- м и с о л. f (z )  =

1 — cos г
Бу функция 2 = 0 нуктада аннкланган эмас. Равшанки,

г1 г4 г' \ zJ г«1 — cos 2 — 1 — 1 — — 4- — — — + = ------4- . . . .
\ 2! 41 6! / 21 41 Т  '

У лолда
!J 1

№ - 1 — cos г 1 г1 2*
2? 4!* + бГ ■*’

Бундан лимитга утайлик:
Ит /(2) = 2. г-0

Демак, г — 0 нукта / (г) нинг кутулиб буладиган махсус нуктасидир. Агар 
биз / (0) — 2 деб кабул к»лсак, 2 — 0 нуктада берилган функция аналитик 
булади.

Функцнянинг бошка махсус нукталарини топиш учун касрнинг махра- 
жини нолга тенглаймиз:

1 -  cos 2 = 0 ёки cos г - 1 .
Бундал 2 — 2кп (k — 0, ±1, ± 2, . . . )  нукталар досил булиб, берилган 
функцнянинг иккинчи тартибли кутбларндир, чунки г — 2kz лар ушбу 
функциянинг нолларидир:

3-м и со л. / (2) -  .

Бу функция 2 - 0  нуктада аник эмас, чунки /(0) = Буни аииклаш 
учун е* ни каторга ёямиз:

( *а \ 2а 
I +  * +  ^ +  • • -J -  1 “ 2 +  — +  . . . .
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Игл / (г) =  1,
г-0

яъни г = 0 кутулиб буладиган махсус нукта.
Энди бошка махсус нукталарни дам топиш учун каср махражининг 

нолларини аниклаймиз.
вг— 1— 0 ёки в2 -= 1;

бизга маълумки e2krl = cos 2Н  4- i sin 2kn = 1, бунда k = 0. ± 1. i t  2 . . . .  . 
Демак, г = 2kiti нукталар берилган функциянинг оддий кутбларидир.

8-§. Му\им махсус нукталар

Функциянинг ажралган махсус нукталари уч типга ажра- 
лиши бизга маълум. кутулиб буладиган (четлаштириладиган) 
нукталар, кутблар ва мухим махсус нукталар. Одатда ажрал
ган махсус нуктанинг кайсн типга киришини аниклаш учун 
Лоран каторига мурожаат килинади. Агар а нукта /(г)  функ
циянинг кутулиб буладиган махсус нуктаси булса, /(г) функ- 
цияга тегишли Лоран катори бош кисмга эга булмаслигн 6-§ 
да, шунингдик, агарда а нукта / (г )  нинг кутби булса, Лоран 
каторининг бош кисмидаги хадлар сони чекли булишини /-§ 
да исбот кил дик. Мана шу икки теоремадан хулоса сифатнда 
Куйидаги теорема келиб чикиши шубхаснздир.

Т е о р е м а ,  / (г ) функциянинг ажралган махсус а нуцта- 
си мул;и и махсус нуцтаоан иборат булиши у кун шу 'функ
циянинг а нуцта атрофидаги Лоран натори нинг бош щеми 
чексиз куп хаоларга эга булиши зарур ва етарли:

21 31 т  * * *
Бунлан лимитга Утилса,

/ (г )  = V  сп( г - а ) п.

Хусусий ^олда Лоран каторининг тугри кисми булмаслиги 
хам мумкин, яъни с„ =  0 (я  =  0, 1, 2, . .  .), бирок с-ьфО, 
с-2=̂*0, с. а ф 0, . . .  булиши мутлако шарт.

М и со л. / (г )  = е функциянинг ажралган махсус нуктаси z = 0 дан 
иборат эканлнги аён.

Энди
О Г

£ = l + f + ;r + *** + ~7 + •••21 п \

га асосан берилган функцияни г — 0 атрофида каторга ёйиш осон, бунинг 
1



1 л. „ Г • • • Г , „ Г t • • •z 21*2 rtiz*
Бу эса Лоран каторининг бош кисми'дан иборат булиб, дадлари чексиз

к^п. Демак, дозирги теоремага мувофик, г = 0 берилган е* функциянинг 
муднм махсус нуктаси экан.

Ю. В. Сохоцкий теоремаси

Агара  нукта /(г) функциянинг му*им махсус нуктаси 
булса, таърифга кура г нукта а га хар кандай йул билан 
интнлганда хам / ( г )  функция хеч кандай лимитга интнлмай- 
ди яъни чекли лимитга зам, чексиз лимитга зам интилмайди. 
Бундан шундай маъно хам келиб чикади: а нуктага якинла
шувчи камида иккита шундай

Zp «2, . . .  , гп, ва 2| | . . • | 2 п, . . .

кетма-кетликлар борки,/(г) функцнянинг уларга мос киймат* 
ларининг ушбу кетма-кеглнкларн
f  (2\ )■ /(z2), . . .  , /  (z,). . . .  ва /(*,), /(*_)» . . .  « /  (2„), . • . 
бир хил лимитга интилмайдилар, яъни

И т /(*;> = Л; lim/ (г ' )  = В
п - «  п-► 00

ва
А ф В.

Функциянинг мух им махсус нукта атрофидаги хатги-зара- 
катини характерлаб берадиган куйидаги viyxHM теоремани 
исбот киламиз.

Ю. В. Сохоцкий1 т е о р е м а с и .  Агар а нуцта / (г )  функ
циянинг му^им махсус нуцтаси булса, у холда %ар кандай. 
(чекли ёки чексиз) комплекс А сон учун а га якинлашувчи 
шундай г,, г „  . . .  , г„, . . .  нуцталар кетма-кетлигини то 
пиш мумкинки (мавжудки), натижада

*  11т/(гя) = А
П-Оо

булади.
Бу теореманинг мохияти шундаки, музим махсус нуктанинг 

хар кандай кичик атрофида / (г )  функциянинг кийматлари, 
ол дин да н берилган, зар кандай чекли ёкн '"сиз сонга нетал* 
ганча якинлашади.

■ С о х о ц к и й  Ю л и а н  В а с и л ь е в и ч  (1842 1929) рус матема- 
тиги. Бу теоремани 1808 йилда исботлаган.



Исбот .  а) Дастлаб А = оо учун теореманинг тугрнлигини 
исбот киламнз. а нукта / (г ) нннг мухим махсус нуктаси бул- 
ганн учун а нинг хеч кандай атрофида / (г) функция чегара
ланган булмайди. Агар / (г ) чегараланган булса эди, а — ку
тулиб буладиган нукта булар эди. Демак, чегараланмаган бул
гани сабабли хар кандай натурал п сон учун 0 < \z — a\< -П
атрофда шундай гп нукта топиладики, унда \f(z )\>n  була
ди. Агар /г = 1, 2, 3 . . .  деб олсак, ушбу

^1* ”̂2э • • • » • • •
нукталар кетма-кетлигн ^осил булади ва

О < |г, — а | < 1, 0 < | г2 — а | < -̂, 0 < | г ,  — а|<-^, . . .  (19)

атрофларга эга булиш билан бирга п -* оо да гп нннг а га 
интилншини курамиз. Иккинчи томондан,

1/ ( г . )1> 1, | / (* * )|> 2, I / (*») | > 3, . . .  
лардан курамизкн, /(г)  нннг модули ортиб бормокда. Шулар- 
га асосан

П т га*=а ва Нт/^(гя)-=оо
Л оо п — оо

натижага эга буламиз, Л = оо эдн, демак,
И т / (г я) = Л =*оо.

Шундай килиб, Л = оо хол учун теорема исбот килинди.
б) Фараз этайлик, А Ф  оо булсин. Бу жойда икки хол бу-

лнши мумкин: 1) хар кандай 0 < |г  — а | < — атрофда шун-
тх

дай zn нукта топилнши мумкинки, у нуктада / ( ?п)=*^ була
ди. У холда п = 1, 2, 3, . . .  деб олсак. zu г,, г,, . . .  кетма- 
кетлик хосил булиб, (19) га мувофик бу кетма-кетлик а га 
якинлашади ва

И т / ( г „ ) - Л
П + ее

булади.
2) а нуктанинг шундай 0 < |г  — а | <  — атрофи булиши

N
мумкинки, унда / (z) ф А  булади, у холда, сунгги атрофда

ф(г) = ---!— - (20)
т ' '  f ( z ) - A  '

аналитик функция булади, чунки
s ( Z )  -  Л  + 0 .

а нукта ф(г) функция учун хам мухим махсус нукта булади, 
чунки, аксннча, а нукта кутулиб буладиган ёки к у т б  десак,
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у холда (20) га асосан чекли ёки чексиз lim/(г)— И т ( А +  — \
г-»а '{ '( * )/

лимит мавжуд булиб колар эди, бунинг булиши мумкин эмас, 
чунки а нукта / (г) учун мухим махсус нуктадир. Демак! 
ф(г) учун а — мухим махсус нукта экан. У холда а) холга 
асосан, а нуктага якинлашувчи шундай z„ г2, гв, . . .  кетма- 
кетлик мавжудки, натижада

И т  ф [ г \  =  оо 

булади. Бундан, (20) га мувофик,

lim/Tz ) = Ит (л -- —  )=- А
«—  { п1 «— I + (*„)/

тенглик келиб чикади. Ш у билан теорема тула исбот булди.
_i_

М и с о л. /  (г) — е функция учун координаталар боши му.\нм махсус 
нукта эканлигини курган эдик. Энди бу функция учун Сохоцкий теорема- 
сининг туррилигини текшнрамиз.

А — оо булсин. Бу цолда гк —, к = 1, 2, 3, . . .  теоремадаги {гА| кет

ма-кетлик ролини Утайди, чунки lim / (zk) — lim в* — оо. Агар А — 0 бул-

са, гк = — —, к — 1, 2, . . .  ларни олиш мумкин. чунки 

Ит / (гй) — lim = 0.
к-*- jo к

Нидоят, чекли сон булсин. Ушбу
_1_

е = А
тенгламани ечнб, гк ларни танлаб олиш мумкин.

1 1 - 1— — Ln А. г — ■
г Ln A In А + 2kvl

Демак, гк лар учун

* * "  \пА + 2 Ш  * * " ° '  1* 2' —  
ярайди. Бу кетма-кетлик нолга якинлашади, шу билан бирга 

lim f  ( * . )  -  lim t iDA+2**1.  А.
* - »  '  *  А-оо

§-9. Чексиз узоцлашгаи нукта атрофи

^озиргача биз ажралган махсус а нукта атрофидаги бир 
Кийматли t (г) функциянинг хатти-харакатини текширишда 
г — а ни чекли (г = а=£оо) деб фараз килган эдик. Холбуки 
чексиз узоклашган z — оо нукта хам / (z ) нинг ажралган мах
сус нуктаси булиши мумкин.
258



Агар бир цийматли / (г) функция чексиз узоклашган нук
танинг бирор

R  < |г| <со
атрофида (г*=оо дан бошка нукталарда) аналитик б^лса, у 
^олда г = оо нукта/ ( г )  нинг а жр ал  га н м а х с у с  н у к т а 
си деб аталади.

Бу нукта зам 5-§ даги каби уч типга б^линадн:
а) агар 1 ! т / ( 2 )  =  Л, Л — аник сон булса, z — оо кутулиб

2 +  эо

буладиган махсус нукта,
б) агар l im / (z )  = oo булса, 2 =  оо кутб,

2 -*  оо

в) агар lim /(z) мавжуд булмаса, z — oo нукта / (г )  функ-
Г-#»

циянинг музим махсус нуктаси дейилади.
Мабодо z = оо нукта/( г )  нннг ажралган махсус нуктаси 

булса унинг кайси типга киришини аниклаш учун бу функ
цияни z =  oo нукта атрофида Лоран каторида ёйиш зарур.
Бунинг учун z=*\- алмаштиришдан фойдаланамиз. Бундан ку- 
ринадики, г — оо нуктага С = 0 нукта мос келади, чунки

lim - =  оо,
с-.о С

Шунга асосан /? < I I < ° °  Дан С = 0 нинг К |  < “  атрофи
I С | R

зосил булади.
Энди куйидагича

/ (* )  = / ( { )  = ?  (С)

белгилаб, /(z ) ни z = оо нукта атрофида Лоран каторнга ёйиш 
урнига ?(С) функцияни С = 0 нуктанинг ушбу

0 <|С|<-£

атрафида каторга ёямиз. Шуб*асиз, С =  0 нукта ?(С) учун аж-* 
ралган махсус нукта буладн. Демак,

/ U ) = ?(») = ••• -1— ~  + . . .  4— —■ +  До 4* 4- flj ’! +  • • • (21)С С

ёки С Урнига — кийматини куйилса, г = оо нукта атрофидаги 
/ (г )  нинг

/ (г )  = . . .  +  а_ г" -j- . . .  +  a_,z-f- с0 4- — +  ~  4* • • • ( " )" -1 z I1
Лоран кагорн келиб чикади.

Утган параграфлардан маълумки:
К 9



1) агар С =  0 нуцта кутулиб буладиган махсус нукта булса, 
(21) катор бош кисмга эга булмайди факат тугри кисмга эга 
булади), яъни

<р (С) = а0 +  + а 2̂ г +  • • •
булади. У  вактда буига мос катор (22) да куйидагидан иборат 
булади:

/ (* )  — f lo + j  +  +  (23)

Шу сабабли (23) катор (22) нинг т у г р и  кисми  дейилади.
2) агар С = 0 нукта <р(С) нинг А-тартибли кутби булса, (21) 

катор куйидаги

(С) — —y  "Ь  • • • +  +  ао 4* +  ai^  +  • • •с *•
куринишга эга булади. У холда (22) даги мос катер

/ (* ) = а_лгл + . . .  + а_,г + а0 +*- +  Ь  + . . .  (24)

куринишда ёзилади:
3) агар С = 0 нукта ® (С) нинг мухим махсус нуктаси бул

са, (21) нинг бош кисми тула булиши, яъни манфий даража- 
лн хадлар сони чексиз куп булиши керак. У холда мос ра« 
вишда (22) да мусбат даражали хадлар сони чексиз куп бу
лиши керак. Ш у сабабли (22) даги мана шу хадлар унинг 
бош  кисми  дейилади.

Агар биз а_п = сп (демак, ап = с_я) деб белгиласак, (22) 
ушбу куринишни олади:
/ (г) =  <ч> +  ctz +  сггг +  . . .  + спгп + . . .  +  Н— ^  + . . .  +

+ ± , + . . . _ 5 У + ^ .
я—О п-1

Булардан биринчи йигинди г = со атрофида Лоран каторининг 
бош  к и с м и, иккинчиси эса т у  гр и кием иди р.

Демак, агар ажралган махсус а нукта чекли (а ^ со )  бул
са, унинг атрофида / (г )  функцияни Лоран каторига ёйганда 
бош кисми, (г = оо) чексиз узоклашган нукта атрофида ёйил- 
ган Лоран катори учун тугри кием булиб колади. Шунингдек, 
биринчи каторнинг тугри кисми иккинчи катор учун бош кием 
булади. Бошка суз билан айтганда, бу иккала катордаги кисм- 
ларнинг роллари алмашади. Шундай килиб. ••''идаги теоре
ма исбот килинди.

Т е о р е м а .  Агар чексиз узоклашган z — оо нукта куту- 
либ буладиган махсус нукта булса, f (z )  функциянинг шу 
нукта атрофидаги z нинг даражалари буйича Лоран като 
рига ёйилмасида мусбат даражали %адлари булмайди. Агар
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z— оо цутб булса, у холда бунда х %адлгрнинг сони чекли, 
агар г — оо ну^ин махсус ну к; т а  булса, у вацтда бундай 
хаолар сони чексиз куп булади.

j1
1-м и сол.  / ( г) —  ̂ функция учун г — эо ажралган махсус нукта-

ОО? оо
дир, бунда f  (оо) — ----- — = — аникмас.

2  +■ о о 3 о о
Мана шу г — оо нуктанинг цайси типга киришинн аниклаймиз:

г3 1 
lim / (г) — lim —--- - lim

1 .9 0  ;-*оо 2  4 “ z* z -*-*> 2  ^

7 »  +

| бу эса чекли сондир, демак, г — оо — кутулиб буладиган махсус нукта. 
Шу мисолнн каторга ёйиш усули билан ,\ам ечиш мумкин:

1 + -   )гг'+ни-гн-я*
2 2> 23 

+ — 1—~ +  — — “ :+•••. г’ г* г«
I 2 Iбунда — — < 1, яъни |г| > К 2 фараз килннади Сунггн катор г — *>

нукта агрофндаги Лоран каторн булиб, факат тугрн кисмдан нЗоратдир. 
Демак, г — оо кутулиб буладиган махсус нукта экан.

2- м и с о л f (z )  — 2 + г3 + гь функция учун z = оо нукта кутб, чунки
lim /(z ) — 11т (2 -t- г3 + гь) — со.

Г-»оо Z-» jo

10-§. Бутун ва мероморф функциялар

1. Бутун функциялар

Биз V боб, 10-§ да бутун функция тушунчасини киритиб, 
чеклн текисликда махсус нуктага эга булмаган / (г) аналитик 
функцияни бутун функция деб атаган эдик. Демак, бутун 
функция учун факат чексиз узоклашган нукга махсус нукта 
булиши мумкин. Бутун / (г ) функцияни г=*0 нукта атрофида 
Тейлор каторига ёямнз:

/ (г) =  с0 +  с,г +  с2гг + . . .  +  спгп + . . .  (25)

Бу катор г нинг барча чекли кийматларида якннлашувчн- 
дир, демак, (25) катор бир вактда /(г) функциянинг г = оо 
нукта атрофидаги Лоран ёйнлмаси хам булади. Бундан шундай 
хулосага келамиз:

1) агар / (г ) бутун функция учун г — оо тугри нукта бул
са, с, =»с, — . . .  = сп = . . .  = 0  ва / (г )  = с0. Бу натижа Лиу* 
вилл теоремасига асосан хам дар.\ол келиб чикади.
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2) агар 2=оо иуцта бутун / (г ) функция учун л- тартибли 
Кутб б^лса,

ск + 0, с*+1 = с,+2 = . . .  = О
булади, демак,

t { z)  =  c0 +  ct2 +  . .  . +  скгк,
яъни / (г) k- тартибли куп^аддир (бутун рационал функциядир).

3) агар 2 =оо нукта / (г )  бутун функция учун му*им мах
сус нукта булса, у *олда f  (г) функция ёйилмасининг коэф- 
фициенгларидан нолдан фарклиларн чексиз куп булади. Бу 
*олда / (2) куп^аддан фаркли булиб, уни б у т у н  т р а н с 
цен д е н т функция дейилади. Масалан, ег, sin г, cos г —транс- 
цендент функциялардир.

Шундий килиб, чексиз узоклашган нукта бугун функцияга 
тугри, кутб ва музим махсус нукта булишига караб, бу функ
ция мос равишда узгармас сон, куп^ад ва бутун трансцендент 
функциядан ибораг булар экан.

2. Мероморф функциялар
Маълумки, г=оо  чексиз узоклашган нуктани уз ичига ол- 

майднган текислик ч е к л и  т е к и с л и к  дейилади. Бошкача 
айтганда, маркази ноль нуктада жойлашган зар кандай чекли 
R  катта радиусли донранинг ички нукталари тупламидир. Бун
дай текисликнинг аксини сферага туширилганда шимолий кутб 
хисобга кирмай колади, яъни тупламга кирмайди. Агарда г = 
—оо нукта зам текисликка киритилса, у к е н г а й т и р н л г а н  
т е к и с л и к  дейилиб, унинг акси сферанинг барча нукталари- 
дан иборат булади.

Таърнф .  Чекли текисликда цутблардан бошка махсус 
нукталарга эга булмаган аналитик функцияни мероморф 
(ёки каср) функция дейилади.

Ш у нарсага эътиборнн жалб килиб утамизки, *ар кандай 
чегараланган сохада мероморф функция факат чекли сон ка- 
дар кутбларга эга булади. ^акикатан, агар бундай co.vua 
функциянинг чексиз куп кутблари мавжуд булганда эди. у лар
нинг бирор а нуктага интилувчи кетма-кетлиги *ам мавжуд 
булар эди. Бу а нукта мероморф функция учун, кутбдан фарк- 
лн булган, ажралмаган махсус нукта булади, чунки кутбнинг 
таърифига кУра у ажралган махсус нукта булиши керак. Ме
роморф функциянинг таърифига асосан бундай булиши мумкин 
эмас. )^ар бир рационал функция мероморф функцияга мисол 
була олади. Хакикатан,

Рог« + + ... + рп ./

9o*m +  9i*m_l + •+ q„
рационал функцнянинг барча кенгайтирнлган текисликдаги 
махсус нукталарн кутблардан иборат (п > т  булса, чексиз
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узоклашган нукта п — т -тартибли кутб, а <  т  булса, чексиз 
узоклашган нукта — кутулиб буладиган махсус нукта булади, 
бу нуктада функцияни керакли раришда аниклаб олиб, нук- 
тани тугри нукта хисоблашимиз мумкин).
, Т е о р е м а .  Агар аналитик f  (г) функция бутун кенгай
тирилган текисликда кутблардан бошка махсус нукта.шр- 
га эга булмаса, у холда / (г) рационал функциядир.

Исбот .  Берилган f(z\ функция учун чексиз узоклашган 
нукта теореманинг шартига кура факат кутб булиши мумкин, 
у холда чексиз узоклашган нуктанинг бирор \г\ >/? атрофи
да / (г ) аналитик функциядир. |*| </? доирада мероморф функ
ция таърифидан чикарилган хулосага асосан чекли сондагина 
Кутблар мавжуд булиши мумкин; бу кутбларнн ги г2, . .  . ,  
Zn оркали белгнлаймиз; буларнинг тартиби мос равншда 

____ Ря булсин. Хар бир кутбнинг атрофида / (г )  функ
цияни Лоран каторига ёямиз. Zj атрофидаги ёйилма куйида
гича булади:

с<'\ с<Л
/  (2 ) ” •------ г +  • • • Н-------- h £о} (2 —  *у) - 4 - . . . .(г- i j f J  *~г) К

Бу ёйилманинг бош кисмини g j (г ) оркали белгилаб оламиз, 
яъни

с %  С<Д
g, (2) = ----+ . . . +  —— .
'  г~ г)

Равшанки, £ ,(г ) — рационал функциядир.
Энди / (г ) функциянинг г=<х> нукта атрофидаги Лоран 

ёйилмасининг бош кисмини g(z) оркали белгилаймиз:

g (2) = ^\г +  * * '  +  • • • +  Apzf’

(агар /(г)  учун г =  оо тугри нукта булса, я (г) функция тек- 
ширилмайди, чунки бу холда бош кием булмайди).

Ушбу

<Р (г) = / (г ) -  « (г ) -  j^g, (2)
/ - 1

функцияни текширамиз. Бу функция барча чекли z + z, (/=  
«=Т7~я) нукталарда чекли сондаги аналитик функцияларнинг 
йигиндиси булгани учун аналитикдир. Бу функциянинг тузи- 
лишидан равшанки, хар бир zf ва г = оо нукта ? (г) учун ку* 
гулиб буладиган махсус нукта булади, чунки унинг Лоран 
ёйилмасидаи бош кием чикариб ташланяпти.
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<р (г) функцияни Zj ва z — oo нуцталарда керакли равишда 
аннцлаб олиб, кенгайтирилган текисликда аналитик функция 
деб к&рашимиз мумкин. Лиувилл теоремасига асосан:

<р (г) — const.
Бунга асосан:

/ (г) = const +  g (z) -  V  gj (г).
У-I

Демак, / (г ) — рационал функция экан.
Lily билан бирга бу теорема хар кандай рационал функ

цияни оддий касрларга ёйиш мумкннлигнни хам курсатади:

Г 4Л 1
/ (г )= Л 0+/4,г +  . . . +  A zp Л  ----+ . . .  +  .

Энди мероморф / (г ) функция кутбларининг туплами чексиз 
булган холни курамиз. Хар кандай чегараланган сохада ме
роморф функция кутбларининг сони чекли эканлигини эъти- 
борга олиб. / (г) мероморф функциянинг барча кутбларини 
маълум тартнбда номерлаб чнкишимиз мумкин. Масалан, f(z) 
нинг кутбларини zt лар оркали белгиласак, буларии модулла- 
рн камаймайдиган тартнбда номерлашимиз мумкин:

I г, I < | z21 < .. . < | Zj | < ---
/(г )  функциянинг z} кутби атрофидаги Лоран ёйилмасннинг 
бош кисмини, худди юкоригидек, gf (z) билан белгилаймиз.

Текширилаётган холда хам мероморф функция ёйилмасини 
хосил килиш учун аввалгидай, яъни кутблар сони чеклн бул
ган холдагидек, / (г) функциядан барча gt (z) бош кисмлар 
йигиндисини айириб, натижада, айирмада бутун функция хо
сил килишга уриниб курнш мумкин. Лекин бу холда бош кием-оо
лар туплами чексиз булгани учун У  gf (z) каторнинг якинла-

J- 1
шиши тугрисида, умуман, хеч нарса айтиб булмайди. Бу ерда 
келиб чиккан кийинчилик Миттаг — Леффлер' томонидан хал 
килинган. У хамма вакт шундай ЛДг) купхадларни танлаб 
олнш мумкинлнгини, натижада

У,\ё) (z )-h j(z )]
)-1

катор ихтнёрий \z\'<R (агар бу дрирадан унга тушган кутб- 
ларни чикарнб ташланса) доирада текис якинлашншини кур- 
сатган.

‘ М а г н у с  М и т т а г  — Л е ф ф л е р  (1816—1927) — швед математиги.
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Унинг теоремаси куйндагидан иборат.
Миттаг — Леффлер т е о р е м а с и  Мероморф f (г) функция 

учун z — zj, | г, | <  | г, | < . . .  < | | < . .  нуцталар цутблар
дан иборат булиб, б уларга мос бош. цисмлар g,(z) булсин ва

А/* ( г) — gj (0) +  g) (0) г . . .  +  г"

ифодалар gt (z) ларнинг г нинг даражалари буйича Тейлор 
ёйил чаларининг цисми булсин. Бу холда бутун сонларнинг 
шундай ри р „ . . р/. . . .  кет ча-кет.лиги ва шундай бутун 
функция h (г) мавжуд бу ладит, булар учун барча г ф г ,  
нукталарда ушбу

f (z )= h  (г) + 2  I*/ <*> “  h(r >]' <2»  (26)

ёйилма уринли булади. (26) цатор f (z ) функция цутблари~ 
ни уз ичига олмаган ихтиёрий чекли \z\< R доирада аб
солют ва текис якинлашувчи булади.

Бу теереманинг нсботини келтирмай, кейинги бобда айрим 
мероморф функцияларни оддий касрларга кандай ёйиш мум- 
кинлигини кУрсатамиз.

М А Ш К Л А Р

1. Берилган — функция | * | <  2 булганда Лоран каторига ейилсин.
1

2. Берилган — ----- функция г ■■ 1 нукта атрофида, яъни 0 < | * — 11<
< 1 булганда Лоран каторига ейилсин.

3. Берилган е ~ г функция | i |  > 1 булганда Лоран каторига ейилсин.
4. Берилган —--- ^ --- — функция | г | > 3  булганда Лоран каторига

ейилсин.
Куйидаги функцняларнинг махсус нукталари топилиб, уларнинг турла-

ри аннклансин:



КОЛДИКЛАР НАЗАРИЯСИ ВА УНИНГ ТАТБИКЛАРИ

1-§. Функциянинг ажралган махсус нукта атрофидаги 
цолдиги1

Маълумки, агар / (г )  функция а нуктани уз ичига олувчн 
бирор G сохада аналитик булса, у холда а нуктани ураб ол- 
ган и ичида ётган ёпик Г  контур буйлаб олинган интеграл, 
Коши теоремасига мувофик, нолга тенг булади:

<j>f(z)dz = 0.

Агар а нукта f(z) нинг ажралган махсус нуктаси булса, 
у вактда бу интеграл нолга тенг булмаслиги хам мумкин. 
Мана шу интегралнинг кийматини топиш талаб килинади.

а нукта /(г)  функциянинг ажралган махсус нуктаси бул
син дейлик. У вактда f(z) ни 0 < | «  — а | < Я  ^алкада Лоран 
каторига ёйиш мумкин:
/ (г) = с0 + с, (z -  а) + с, (г -  а)* + . . .  +  сп (г -  а)" +  . . .  +

с - 1  с о с ,
+  7 Г ^ + (Т ^ .  +  --- +  ^  +  -- - •

Энди 0 < | г — а | </? халка ичида битта силлик ёпик Г  
чизик олайлик, у а нуктани Ураб олеин. Сунгги катор Г  кон- 
турда текис якинлашувчи булгани учун уни уша контур буйи
ча хадлаб интеграллаш мумкин. У холда IV боб, 5- § га асосан

J  \ 2zi, агар k = — 1 булса

булади. Демак,

V I I  БОБ

( г )  d t - 2 n i  (1 )

Хусусий *олда, Г  чизик С айланадан иборат булиб коли- 
ши хам мумкин.

Та ъ ри ф .  Агар / ( г )  функция 0 < | г  — a \ < R  халкада 
аналитик булса, шу функциянинг ажралган махсус а нук
тага нисбатан колдиги деб

» Колдик термини русча .вычет" деган создан олинган булиб, баъзи 
Узбекча китобларда (масалан, Н. X. Т е ш а б о е в а ,  .Математик физика 
методлари*) ч е г и р м а деб дам ишлатилган.
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интегралнинг цнйматнга айтилади ва

колд. f  (г) -  (f> f ( t )  dz ч (2)
”  г

куринишда ёзилади.
Баъзан к о л д и к н и  куйидагича ёзадилар:

Res / ( а ) - ^ | / ( г )< * г ‘

ёки
Res [/(г), а] = (z) dz. (3)

Биз колд. / (г )  символики ишлатамиз.
Агар ( 1) тенгликка эътибор килсак,

c_i = —  f  / (г) dz = колд. /  (г) (4)

эканинн курамиз. Шундай килиб, колдикни бошкача таъриф- 
лаш хам мумкин: fiz ) функциянинг ажралган махсус а нук
тага нисбатан цолдиги деб, шу функциянинг а нукта атро- 
фидаги Ло р а н  к а тор и  (г — а)~1 хадининг с_, коэффициен- 
тини кабул килиш мумкин.

Равшанки, агар а нукга /(г)  функциянинг тутри нуктаси 
ёки кутулиб буладиган (четлантириладиган) махсус нуктаси 
булса, у холда Лоран каторининг бош кисми булмайди, яъни 

=0, с_2 -=*0, . . .  . Бундан, (4) га кура
—  (6/ (г ) dz = колд. / ( 2) = с_, = О

U J  f a

булади. Демак, юкорида кайд килинган икки турли нуктада 
функциянинг колдиги нолга тенг булади. Энди / (2) функция- 
нйнг колдикларига тегишли асосий теоремани исбот киламиз.

Т е о р е м а .  Агар f(z) функция Г  чизиц билан Уралган О 
ёпиц соханинг ажралган махсус а „  аъ . . . ,  а„ нуцтала- 
ридан бошца хамма нуцталарида аналитик булса, у х°лда 
/ (г ) функциядан Г  буйлаб олинган интегралнинг циймати 
Г  ичидаги барча махсус аь нуцталарга нисбатан функция 
цолОицлари йигиндисининг 2r.i га купайтирилганига тенг:

к

1 Res французча Restdu сУзидан олинган бУлиб, .колдик" деган маъно- 
ни беради.

а Кошининг умумлашган теоремасига асосан (IV  боб, 4-§) / (г ) функ
ция Г  да аналитик булмай, узлуксиз булса лам бу теорема уз кучини "сак- 
лао колади.



Исбот .  Функциянинг махсус нукталарини марказ килиб, 
шундай С,, С2, . . Ск айланалар чизамизки, улар узаро ке- 
сишмасин ва бнр-бирига уриниб *ам колмасин. Ундан ташка- 
ри, шу айланалардан бирортаси зам Г  дан ташкарига чикиб 
кетмасин. Шундай айланаларни ^акикатан зам чизиш мумкин, 
чунки аи а2, . . ак нукталар бир-бнридан ажралган золда 
туради.

Юкоридаги Г , С,, Сг, . . Ск чизнклар билан чегаралан
ган куп богламли ёпик сохада f(z) функция аналитик"булга
ни учун Кошининг мураккаб контурга тегишли теоремасига 
асосан ташки контур буйлаб олинган интеграл ички контур
лар буйлаб олинган интеграллар йигиндисига тенг, демак,

Колдикларнинг таърифига мувофик, унг томондаги интеграл- 
ларнинг *ар бири махсус ажралган нуктага нисбатан/и) функ
циянинг колдигидир. Демак,

/ (г) dz = колд. /  (г) + колд. /  (г) +  . . .  +  колд. / (г) -=

(г) dz= |колд, /  (г) +  колд. / (* )  +  . . .  +  колд. /  (г)]. (5)
•Г ‘—а, г—а, ж~°к

Шундай килиб теорема исбот килинди.
Бу теоремадан куринадики, / (г )  функциядан ёпик Г  кон 

тур буйлаб олинган интегралнн зисоблаш учун Г  нчидаги аж
ралган махсус нукталарга нисбатан барча к°лдикларни знсоб- 
лаб чикиш талаб килннади. Мабодо ажралган махсус нукта
лар кутблардан иборат булса, уларга нисбатан колдикларни 
Лсран каторларидан фойдаланмай, куйида берилган осон йул 
билан бевосита зисоблаш мумкин.

2-§. 1̂ утбга нисбатан функциянинг колдигини зисоблаш

1. Агар а нукта / (г) функциянинг оддий кутби булса, а 
атрофида / (г )  нинг Лоран катори

куринишда булур эди. Бунинг икки томонини [г — а) га ку- 
пайтириб лимитга утилса,

г с.

ёки

}  (*) *> — + с9 + с , ( г - а )  + с3( г - а ) г + . . .ж — а

Нш [(2 -  а) / (г)] — lim [с_, + с0 (г -  а) + с, (г -  а)‘ + . . . ]
г-а  l - е  L J  1
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Дв>мак, у холда колдик
с_х = Иш[(г — а )/ (г ) ]  (6)

г - а
формула билан аникланади.

*31 - м и с о л. / (*) = —  функция г — —2 оддий кутбга зга булгани
учун

-  колд^-^-') -  Ит [(г + 2)/(*)] -  Ит *э -  (_2 )з---8.
1 г— 2  ̂ г  +  21 г — 2 г - - 2

2. Агар а нукта / (* ) нинг fc-тартнбли кутби булса, унинг бу нуктага 
нисбатан Лоран* катори

—*
/ (* )- -------- : + . . .  + ~ ~ — + Со + 1̂ (г — а ) + •••

кУринишда булиб, с_, коэффициентни (колдикнн) топиш учун тенгликнинг 
икки томонинн (г — а)к га купайтириб, (А — 1) марта досила оламиз:

1<г - I = fu r  Iе-* + f-*+. («-«> + ••• +
+ « _ , ( * -  а)к~ х + е0 (* — а)к + с, (* — а)к+‘ + . .  .J -  

Энди г-*а деб фараз килиб лимитга Утилса.

c- i “  ,ь * n i 11т ~ к ^ \1(* “ a)k f  (,)1* (7)1 (* — 1)! i -я аг
I

2-м исол . / (* )  — ------  функциянинг кутбларига нисбатан колдик-
(лг+ 1)3

лари топилсин.
Бу функция кутблари

гх — / ва г, — — /

дан иборат булиб учинчи тартиблидир. Ш у сабабли (7) формуладан фой- 
даланамнз, бунинг учун дастлаб берилган функцияни

1
/ (* )- (г + <)3 I* -  *)3

куринишда ёзиб оламиз. Аввал функциянинг г — / га нисбатан колдигини 
топиб олайлик:

j  \(г -  I f  f  {г)\ -  f  1(г + 0~*| - - 3 ( 2 + 0 " 4;
• dz d г
d‘ U
-- (*-<)*/(') J - ~4г* dz~  \(z -  03/(O J -  f  I -  3(* + 0 "*) -  >2 (* + /Г*.
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Бунинг икки томоннии — га купайтнриб лимитга утилса, г — I га нис
батан колдик келиб чикади:

сЩ -  колд. /  (*) -  -̂ • 12 lim [(г + О-5] -  
х—1 я  г-1

6 _3_ 3/
“  (2/Р "  16/ 16'

Функцнянинг г — — I га ннсбатан колдиги дам худди шу усулда то- 
лилади:

(г + /)з/(7) = ( г - 0‘ 3; £:.((*■+ 03/ W ] - 12( r - 0~5-йг-

а  код». /(») - i . m i. l(, - о-ч - ̂  1  

*2"
3- м и со л. / (* )= ----- - (л > 0 ва бутун сон) функцнянинг кутбла-

<* —1)
рнга ннсбатан колдицлари топилсин.

Бу функция учун г = 1 нукта л- тартибли кутбдир.

~ Т  [(*  -  1)"/<*)1 -  U J"1 -  2л (2л -  1) . . .  (л + 2)*"+1 
d r  dz

тенгликнинг унг томоннии (л — 1)1 га булиб, лимитга утилса,

с-1 “  12Я — 1 )... (л + 2) Пт -(л — 1)!
(л + 2) (л 4- 3 ) . . .2л (2л)!

1

( л - 1)1 (л — 1)! (л + 1)!*

4-м и сол. Тенгламаси хг +  у» — 2* — 2у -  0 дан иборат булган С  ай
лана буйлаб олннган

г _____ dz
®  (г -  1)= (г-

dz

~+ О
интеграл дисобланснн

Берилган С айлана тенгламасини
(д _1 )3 + (у _1 )1 .2

куринншга келтнрсак, унинг маркази « — 1 + 1 нуктада ва радиуси /? —
— \г2 га тенг эканннн > курамиз Берилган

/ (* )-  '( г -!)=(*= + 1)
функция учун г — 1 — иккинчи тартибли ва г, — Z, г3 — — / оддий кутблар 
булади. Булардан — / нукта С  нннг ташкарисида булгани учун унн 
эътиборга олмаймнэ.
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Бу масалани дал килиш учун, цолдикларга дойр асосий теоремани 
куллаймиз. Дастлаб функциянинг * — 1 га нисбатан колдигини .\исобланмиз:

~  К* -1 Y f  (01 -  7  [(** + 1Г‘] - - (* ' + I)-2 • 2*.d i аг
Бундан, (7) га мувофик, лимитга Утилса,

cil{ - - 2  Пт [г (*» +  1)~*J -  -  2- ^  -  -  j .  

Энди z, -  / га нисбатан колдикни топамиз:

.(* — 0/(0  - (*- !)» (*  + О
(6) га асосан лимитга утилса, %

(« 1 1 2  
c-i "  1!?, (* _  1)}(,  + I) "  (/- 1)» • 21 ~ -Г

Демак,

| „ - „ м -  + 1) - * '  W + « )  —  (-  ? +  j )  - - V

3. Агар / (г ) функция

1 '  + (О
каср шаклида берилган булнб, оддий а кутбга эга булса, кол- 
днкнн хисоблаш яна хам осонлашади. У холда

9 (а) ф  О, 1?  (а I =  О, У  (а) ф  О,
чунки ф(2) функция учун а оддий ноль. (6) га мувофик

( 2 - а ) / ( г )  = ^ - а)^ - ■?(г)—  
v и у  ' *(*) 1 (0 -  К О

г — а

дан лимитга утилса,
Mm <р (0  / *

к * - « > / < * > 1  -  д а й - ?
* ,а г —а

демак,
с , = 1 М . * (8)

* '(0
ёки с_, Урнига, колдикнинг таърифига мувофик, кийматини 
куйсак,

±  ^ 1<0^г — (8' )
2 * )г * (0  +'(«)

формулага эришамиз: бундагн Г  ёпик контур булиб, а оддий 
Кутб шу контурнинг ичига жойлашган.
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5-ми с о л. /(«)•- *  ̂ функциянинг колдиклари топилсин.
Бунда <р(г) s  1, <(/(*) — sinг булгани учун /  (г) нинг кутблари ^(*) нинг 

ноллари, яъни
ак “ * ' ( * “  0, ±1, ±2, ...)

дан иборат булиб, оддий ноллардир, чунки
У  (г) — cos г, У  (eft) — cos Лл — (— 1)*.

Демак, (8) га мувофик:

Мисол учун, агар Г  ёпик чизик факат ав = 0, в, — * ва о, — — * 
(яъни * — 0, 1 ,- 1 )  нукталарннгина уз ичига олса, у долда колдиклар да- 
кидаги асосий теоремага мувофик:

j  ^ 7  -  w  №  + сЩ + с(_2),) -  2* / 1(- 1)0 + ( _  1)1 + ( _  1Г 1) -

-2г/|1 — 1 — 11 — — 2л/. 
cos г

6- ми со  л. / ( ? ) — —— — функция биргина оддий а — / кутбга эга

булгани сабабли (8) га мувофик:
?(а) cos /

—1 ™ | / . в  * — cos /•• 1 у  («) 1
Маълумки»

Шунга кура:
cos / -  у  (в"1 +  *+’ ), « -  2,71828 . . .

е~х -  j  -  0,3679 . . cos / * 1,54308.

Демак. колдик ушбуга тенг:

2
Агар Г  ёпик чизик Уз ичига факат г — / кутбни олса, у долда

/•cos г .
(р - dz — я/ (е + »-1).

c-i -  Т  (* + *~’)-

7- м и с о л. f(z) — tg г нинг колдиклари топилсин.
sin г „ л

tg 7 "  cos / 1 С°*  * "  ДаН г “  (2* + 1)-2 ' * “  °* *  *• ± %  **• 
? (г) -  sin г, ф (г) -  cos г. у  (г) = — sin г.
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z = л* =» (2* + I) ■— оддий цутбдар булиб, (8) га к$’ра:
At

sin (2ft + 1) ~  
f  (at) _____________ 2cr.(ft)_  * '“ *2_____________ = _  j

Демак, дамма колдиклар узаро тенг булиб, улар — 1 га тенг экан.к к
Агар ft = О, А = — 1 деб олсак, у долда а0 =  —, в _ , =  — — кутолар 

досил булади.
Г  ёпик чизик ичида шу иккала кутбдан бошка кутб йУк, деб фараз 

этанлик, у вактда асосий теоремага мувофик:

tg г dz =  2т.1 (cL°| + с<!{) = 2*1 (— 1 — 1) = — 4я/.

'  2. 2. 2.
8-мисол .  Тенгламаси х 3 +  у 3 = 2 3 булган Г  астроида буйлаб олин-

зГ*

Г
ган

интеграл дисоблансин.
(г2— I )3 = 0 дан: г, — 1, га =  — 1 лар иккинчи тартибли кутблар бу

либ, Г  ичига жойлашган, z3 = 3 кутб эса Г  нинг ташкарисида бтади.

____________ 1_______________________

/ ( г ) _ ( г - 1) Ч * + 1)* ( г - 3 ) ! ’
а) функциянинг «1=1 га нисбатан колдигини излаймиз:

(* — 1)*/ ( * ) в  К* + 1 ) ( * — 3)1-2.
Икки томондан, бир марта досила олиб, лимитга утилса,

СЩ = _  4 lim { ( z - 1) | (2 + 1 )(л - 3 )]- 3} =0. 
г-1

б) Энди г3 = — 1 га нисбатан колдикни излаймиз:

(*  +  1)J / (*) •=((*— 1)  (* — З)]-2.
Бундан дам досила олиб лимитга Утилса:

eL2! =  — 4 Hm |(* -  2) ((г -  1) (* -  3) Г 3) -

Демак,

9- м и с о л. / — ф  I ‘  1 “  — --- I Лг интеграл дисоблан-
1 Г  Г * + 2 18 sin г *1
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ту
син, бундаги С контур | г — 21 =  3 айланадан иборат булиб, унинг маркази 
а = 2 нуктада ва радиуси R  — 3.

Ишни осонлаштириш учун интегралнн иккига ажратайлик:

j V — 1
* + 2 , 1 Г  18 sin*

dz ва / , -  —  Г

Дастлаб бпринчи интеграл белгиси остидаги функциянинг кутбларнни 
топамиз:

вг — 1— 0, ** — 1, г =  2/Ы дан at — 2Лт:/
оддий кутблар келиб чикади, бунда * — 0, ± 1, ± 2, . . .  . Бу кутблардан 
факат «о — 0 берилган С айлана ичида булиб, колганлари унинг ташкари- 
сидадир. Ш у сабабли г — 0 нуктага нисбатан колдикни (Ь) га асосан топ- 
сак:

I  .0.(л) е°

Демак, колдикнинг таърифига мувофик: А — с*!) — 2.
Энди /3 интеграл белгиси остидаги функциянинг кутбларини топамиз:

М) (г1 + 9) — 0 дан z — z — ± 31

булиб, ± 31 кутблар С нинг ташкарнсидадир. г — га нисбатан колдик
те

(6) га мувофик:

,21 - 1,«[ ( , -  ■!]/(,)] .  ,8 ,,m
* Т  *—Т  — +92

Натижа да:
72 2**2-

Я* + 36 К* + 36 *
Агар / (* ) функция учун махсус нукта кутб булмаса, у долда махсус 

нуктага нисбатан колдикни дисоблаш учун, таърифга кура Лоран ёйилма- 
сидаи фондаланиш керак.

3
10- мисол .  s in --- j- функциянинг г — 1 нуктага нисбатан колдиги

топилсин. Лоран ёйилмаси куйидагича булади:

Бундан:

3 3 33
S \ - l  "  z — \ ~  3 ! ( г -  1 )3 +  * • *

3
колд. s in --- - — 3.z-i г — 1
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И-ми сол. /(z ) = *3cos— —̂ функциянинг г — 2 нуктага нисбатанX Z
КОЛДИГН топилсин.

1 . * 2: -1-1— С деб олсак, г — — -— .
г — 2

У  \олда

•/ w . f i ± J £ _ i e ± J £ . P+

Колдикни топиш учун С олдидаги коэффициентни топчшимиз керак. £йил- 
мадан дар.\ол аниклаимиз:

\
3-§. Функциянинг чексиз узоклашган нуктага 

нисбатан цолдиги

Чексиз узоклашган z=  оо нуктанинг а т р о ф и д е б  хар 
кандай R  радиусли доиранинг ташкарисига айтилар эди. Уни 
биз

|г| > /? ёки /? <  |г | <  оо

куринишда ёзар эднк./(г) функция учун г = оо нукта ажрал
ган махсус нукта булсин дейлик. У холда мана шу чексиз 
узоклашган нукта атрофида / (г) функцияни Лоран каторига 
ёйиш мумкин:

/(г) = . . .  + - ^  + . . .  + —  + с0 + сгг + с,г* + . . .zn г

Бу катор | г | > /? сохада абсолют ва текис якинлашувчи 
булгани учун р радиусли (р>/?) ихтиёрий С айланада хам 
текис якинлашади. Шу сабабли бу катордац С буйлаб инте
грал олиш мумкин. С нинг м у с б а т  йуналнши соат стрелкаси 
буйича булади, чунки z=  оо нукта (умуман \z\>R  соха) чап 
томонимизда туриши керак. Маълумки, худди шу йуналиш 
г = 0 нуктага (умуман, \z\<R  доирага) нисбатан манфий йу
налиш булиб колади, чунки г — 0 нукта унг томонимизда ко
лади.

Ушбу

t i nd z - [  агаР — \ булса, О,
I агар п = — 1 булса, 2тсI
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, ^ 7  = 2itl ( - c _ t) (9)

формула хосил булади.
Чекли г - а ф  со нуктага нисбатан функция колднтнинг 

таърифи бизга 1-§ дан маълум. Куйидаги таъриф хам шунга 
ухшаш киритилади.

Та ъ ри ф .  Чексиз узоклашган г = оо нуктанинг бирор 
атрофида бир кийматли ва аналитик булган / ( г )  функции- 
нинг уша нуктага нисбатан колдши деб, Лоран каторидаги
— \аднинг минус ишораси билан олинган коэффициентига 
айтилади:

цолд. f { z )  =  — с , .
со

Баъзан
— <?_, = Res/ (оо) ёки — с_х = Res [/ (г ), со]

куринишда хам ёзадилар. Демак, мана шу таърнфга кура (9) 
тенгликдан куйидаги формула хосил булади:

; ( , 0)
с- 1

бундагк С нинг йуналиши г = со нукта атрофига нисбатан 
мусбатдир (лекнн г - 0 га нисбатан манфий йуналиш). Мана 
шу (10) тенгликнинг унг томонига караб, колдикка бошкача 
таъриф бериш хам мумкин.

Таъ ри ф .  Чексиз узоклашган г — оо нуктанинг бирор ат
рофида бир кийматли ва аналитик булган f ( z )  функциянинг 
г = со га нисбатан цолдиги деб ушбу

интегралга айтилади, бунда С етарли даражада катта ради- 
усга эга булган айлана булиб, унинг йуналиши соат стрел
каси буйича олинади.

Колдик хацида сузлаганимизда мухим бир нарсага эътнбор 
килмогимиз керак. Маълумки, / (г) функцияни чекли а нукта 
атрофида Лоран каторига ёйганимнзда у икки кием дан иборат 
булиб, мусбат даражали хадларнннг йигинднси унинг т у г р и  
К и с м и  ва манфий даражали хадларн йигинднси бош  к исм и  
дейнлар эди. Агар а — тугри нукта булса, Лоран каторннинг 
бош кисми булмайди, шу сабабли с_, = 0 булур эди. Бошка
ча айтганда, Лоран катори

J  (*) = c0 + ct (z — а) + с2(г — а)> + .. .  
дан иборат булади.

формулаларга асосан сунггн катордан интеграл олинса,
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Аксинча, агар / (г ) функцияни г =  оо чексиз узоклашган 
нукта атрофида Лоран каторига ёйсак, бу хам икки кисмдан 
иборат булиб, мусбат даражали хадлар йигиндиси унинг бош 
кисми, колганлари эса тугри кисми дейнлар эди. Агар z — co 
т^гри нукта булиб колса, Лоран каторининг бош кисми бул
майди, факат тутри

С_I С о
/ (г ) ”  —  + ~рг +  •..

кисмигина колади.
Бундан куринадики, с_, нолдан фаркли булиши хам мумкин. 

Иккала колдикнннг бир-биридан мухим фарки шундан иборатки, 
а-чекли ва т>три нукта булса, унга нисбатан колдик С-, = О 
булади; агар z = оо тутри нукта булса, унга нисбатан колдик
—с-хф 0 булиши мумкин. Масалан, /(г)«=-^ функцня учун
г — оо тугри нуктадир. Шу билан бирга колд. / (г )  = —1=£0

Энди куйидаги теоремани исбот килайлик.
Т е о р е м а .  Агар кенгайтирилган текисликда бир кий

матли ва аналитик / (г) функция ажралган махсус нукта
лардан бошка хил махсус нуктага эга булмаса, у холда 
функциянинг хамма колоиклари йигиндиси нолга тенг булади.

Исбот .  Маркази координаталар бошида булган ва етарли 
даражада катта р радиусли шундай С айлана оламизки, /(г) 
нинг хамма ажралган махсус а,, а2, . . . .  ак нукталари С нинг 
ичида колсин. Чексиз узоклашган г = оо нукта С нинг ташка- - 
рисида булиб, у нуктада / (* ) функция аналитик булиши хам 
мумкин. У холда, колдикларга дойр асосий теоремага мувофик,

(г) dz = 2Ki [колд. /(г) +  колд. /(г) + . . .  + колд. / (г )] (11)
г— , * - « .

тенгликка эга буламиз. Бундаги С нинг йуналиши соатстрел- 
каси харакатининг йуналишнга тескаридир, чунки махсус нук
талар чап томонда колиши керак.

Иккинчи томондан, (10) га мувофик, z«=oo нуктага нисба- 
ган /(г ) нинг колдигнни куйидагича ёзишга хакчимиз:

(£ / (г) dz «= — с_, • 2гЛ = 2к< • колд. / (г)
I-

ёки С нинг йуналишини узгартириб, тенгликнинг икки томо- 
нини (— 1) га купайтирилса;

(г) dz = — 2«/ • колд. /(г). (12)

Энди (11) тенгликдан (12) ни айнрамиз:
2гЛ [колд. / (2) +  колд. / (г) + . . .  + колд. / (г ) ) = О

1—0О в, *~ak

с+
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ёки икки томонини 2r.i га булиб юборилса,
колд. t (г )-j-колд. / (2) + . . .  + колд. / (г ) + колд. / (г )=  0 (13)
г—а, г-а, z~*k z~ '°

хосил булиб, теорема тула исбот булади.
Агар тенгликнинг чап томонидаги сунгги хадни унгтомонга 

утказсак, хамма чекли нукталарга нисбатан к°лдиклар йи- 
гнндисини излаш урнига г = оо нуктага нисбатан колдикни то- 
пиб, тескари ишора билан олиш кифоя эканнни курамиз. Баъ- 
зи мнсолларни шу усул билан ечнш кулай булади.

4-§. Логарифмик цолдиц. Аргумент принципи

1. Логарифмик цолдиц. Бу тушунча колднклар ёрдамида 
ушбу

< , 4 >с
интегралнинг кийматини хисоблаш билан богликдир. Бу ер- 
да / (г ) силлик ё^« оулакларн силлик ёпик С контурда анали
тик ва унинг ичида эса чекли сондаги кутблардан бошка хам
ма нукталарда аналитик функция, / (г) функция С контурда 
нолдан фаркли, <р(г)эса С да ва унинг ичида аналитик функ
ция деб фараз киламнз. С контурнинг ичида аи аъ . . .  , а„ 
нукталар / ( г )  функциянинг мос равишда а2. •••, <** тартиб- 
лй ноллари, Ь„  Ьг, . . .  , Ът нукталар эса мос равишда ?2, 
. . . ,  jtn тартибли кутблари булсин. У холда:

(15) формулани исботлаш учун (14) интегралга к°лдиклар
f '  ( I )назариясининг асосий теоремасини куллаймиз. F(z)=<f

функциянинг С контур ичидаги махсус нукталари факат кутб- 
лар булиб, улар t(z ) функциянинг ноллари ёки кугбларидан 
иборат булади. <р(г) ва / (г) функциялар а, нуктанинг атро
фида куйидаги Тейлор ёйилмаларига эга:

f  (г) =*<p(ai) +  ^ ( z - a <) +  . . . ;  /  (г) = А, (г -  «,)*< + ---

Демак,
Г  (z) = А,*, ( г -  а,)1'- ' + . . .  (Д, 0)

F(z ) -  [? ( a , )+ . . . ]  А* (г~ а' | + • • • ^ -liiy ■+ • - ’ М л  + •••).
Al (g — ai) i  + ... (г — ai)[Ai -t-...)
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Бундан курннадикн, г = а, нукта F  (г) функция учун оддий 
кутб экан. Бу нуктадагн F (г) нинг цолдигини (8) формулага 
асосан топамиз:

колд. F (z ) — у-- 'М,а-' = «,? («,).

Агар <р (я,) = 0 булса, бу колдик нолга тенг булиб, F  (г) функ
ция учун z = at нукта кутб булмайди.

Энди /(г)  функцнянинг бирор bt кутбини текширамиз. Бу 
кутб атрофида ушбу ёйилмаларга эга буламиз:

<р (z) — <р (bj) +  . . . ,  
i  (г) = B ,(z — b,)~ff + . . . ,  /'(г) -  -  B tj(г -  1 - . . . .  

Буларга асосан:

Охирги касрнинг сурат ва махражини (г—bf)b+l га купай- 
тирамиз. У колда:

F  (г ) =  1т(^) + .. •][—Д/Э./1 *"•••_
В)(г — bj) + . . .

Демак, z= b j нукта F (z ) функция учун оддий кутб булиб, 
унинг бу нуктадагн колдигн — Vj’f(b j) га тенг (худди олдин- 
гндай, агар у(Ь,) = 0 булса, колаик нолга айланади).

Шундай килиб, F  (г) функциянинг С контур ичида барча 
махсус нукталарга ннсбатан колдикларининг йигинднси

/-1 i-i
га тенг. Бу эса (15) формулаиинг тугрилигини исботлайди. 
Агар (14) интегралда f (z )  урнига f(z ) — A олинса, у *олда 
а „  . .., ак оркали / (г) нинг нолларини эмас, балки А, нукта- 
ларнни белгилаб олиш керак. Бунда юкорида юрнтилган му- 
ло*азаларда *еч кандай узгариш булмай, (15) формула уз 
кучнни саклаб колади, яъни

гЬ Ф  ? (z) m - л  йг = X  (15 )* с 1-1 1 - 1

Энди (15) формуланинг айрим хусусий нолларини куриб ута- 
мнз. a) <f (г) = z. Бу *олда формула куйидаги куринишда бу
лади:

С 1-1 1-1
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б) «р (г) = 1. Бу холда:

С  7 - Г  У-1
*

Бу ерда V  аt = N  сон / (г) функциянинг С контур ичидаги иол* 
i-i

т

ларининг сони, \  Эу = Р  эса уша функциянинг контур ичидаги 
У-1

Кутбларининг сонидир. Бунда *ар бир ноль ёки кутбнинг тар- 
тиби канча булса, узи хам шуича марта хисобланади.

(16) тенгликнинг чап томонидаги интегрални t (г) функ
циянинг С контурга нисбатан логарифмик цолдиги дейила-

V (*)ди, чунки ннсбат In / (г ) нинг досиласи булиб уни лога-
рифмик досила хам дейдилар. Натижада биз, ушбу теоремага 
келдик.

Т е о р е м а ,  / (г.* ^уикциянинг С контурга1 нисбатан ло
гарифмик цолдит /(г)  нинг С ичидаги ноллари сони билан 
кутблари сонининг айирчасига тенг (бунда хар бир ноль 
ёки ^ар бир кутбнинг таргиби канча булса, узи хам шуича 
марта хисобланади).

2. Аргумент принципи. Логарифмик колдикнинг геометрик 
маъносиии аниклаш учун, уни куйидаги куринишда ёзамиз:

z~. (£) f-^-dz  = — (f) — |In [/(г) ] )  dz —
2*/ J  / (* )  "

= 'kifd~* i lni ' ( * n i d* + i<§!r, i arg / (« )w * .  (i7 )

бунда In ва arg, бу функцияларнинг С контур буйлаб узлук
сиз узгарувчи кандайдир тармокларини билдиради. С контурда 
ихтиёрий г0 нуктани олиб, бу нуктани интеграллаш йулининг 
бошлангич ва охирги нуктаси деб хисоблаймиз. Шу г0 нукта
дан бошлаб С контурни тула айланиш натижасида 1п|/(г)| 
функцня яна узннинг аввалги кийматинн кабул килади. 

Шунинг учун:

f £ [ln |/ (2)|Jrfz= 1п|/(г,)|-1п|/(г,)| = 0.

г нукта С контурни мусбат йуналишда айланиши натижа
сида w = f(z ) нукта (w) текисликда бирор У'ёпик эгри чизикни 
чизади. Иккинчи томондан, агар Г  контур w ■=■ 0 нуктани ай-

1 С  контур силлнк ёки снллик булаклардан иборат ёпик чизик деб фа
раз киламиз
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ланнб утган булса, С ни тула айланиш натижасида arg/(г)  
нинг киймати" узгаради. arg / U 0) нинг г нукта С контурни 
айланмасдан олдингн кийматини <р„ оркали, айлангандан кейин- 
гисини оркали белгилаб оламиз. У холда:

^);^larg/(*)]<fc =

Демак,
Х & О й а г - ъ р .2.1 У  /(«) 2.

С
<р, — <р„ айирмани, одатда, V»,c arg/(z) (Varitlo — латинча уз* 
г ари ш  демакдир) оркали ёки Acarg/(z) оркали белгиланади. 

Шундай килиб,
JV-P  = l A c.arg/(*) . (18)

микдор — С ни айланиш натижасида f  (г) функция аргументи 
т5гла узгарншининг 2* га булинганидир, геометрик тилда эса 
z нукга С контурни тула айланганда w = / ( г )  векторнинг охири 
координаталар бошнг0 = О атрофида тула айланишларининг 
соннни билднради (тула айланишлар сонини 2« га купайтмаси 
arg / (г) нинг узгаришини берадн) (91-чизма).

(18) формулани а р г у м е н т  пр инцип  и дейилади, яъни 
/ (г ) функциянинг ёпик С контур ичидаги ноллари сони билан 
кутблари сонининг айнрмаси, z нукта С ни мусбат йуналишда 
айлангандагн arg/ (г ) узгаришннинг 2к га нисбатига тенг; ёки 
/ (г )  функция ёпик С контур ичидаги ноллари сони билан 
кутблари сонининг айнрмаси, г нукта С ни мусбат йуналишда 
чизганда w —f(z )  векторнинг координаталар боши атрофида 
айланишларининг сонига тенг.

Аргумент принципинииг тагбики сифатнда куйидаги теоре- 
манн исбот киламнз.
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б) «р (г) =  1. Бу *олда:

k
Бу ерда V  а, «= N  сон / (г) функциянинг С контур ичидаги нол- 

1—1
т

ларининг сони, \ З у  = Я  эса уша функцнянинг контур нчидаги
7-1

цутбларининг сонидир. Бунда *ар бир ноль ёки кутбнинг тар- 
тиби канча булса, узи *ам шунча марта ^исобланади.

(16) тенгликнинг чап томонидаги интегрални } (г) функ
циянинг С контурга нисбатан логарифмик цолдиги дейила-
ди, чунки нисбаг 1п/(г) нинг *осиласи булиб унн лога-
рифмик косила *ам дейдилар. Натижада биз, ушбу теоремага 
келдик.

Т е о р е м а ,  /(г.* ^ункциянинг С контурга' нисбатан ло
гарифмик цолдит /(г)  нинг С ичидаги ноллари сони билан 
цутблари сонининг айир часига тенг (бунда *ар бир ноль 
ёки .чар бир кутбнинг таргибн канча булса, узи *ам шунча 
марта *исобланадн).

2. Аргумент принципи. Логарифмик колдикнинг геометрик 
маъносинн аниклаш учун, уни куйидаги куринишда ёзамиз:

—- (f) f-^-dz  = —  (f  — [In (/(г) ] )  dz =27.1 У  / (г) 2г/ У d!

=  гЬ  f i t l ln l/ (* H l< * *  +  £ $  О 7)

бунда In ва arg, бу функцняларнинг С контур буйлаб узлук
сиз узгарувчи кандайдир тармокларини билдиради. С контурда 
ихтиёрий г0 нуктани олиб, бу нуктани интеграллаш йулининг 
бошлантч ва охирги нуктаси деб *исоблаймиз. Шу г0 нукта
дан бошлаб С конгурни тула айланиш натижасида 1п|/(г)| 
функция яна узининг аввалги кнйматини кабул килади. 

Шунинг учун:

$ £ l l n | / ( « ) | j r f z = ln | / ( ? , ) | - ln | / ( * e)|.=  0.
С

г нукта С контурни мусбат й^налишла айланиши натижа
сида w = f (z ) ну^та (w ) текисликда бирор Г  ёпик эгри чизикни 
чизади. Иккинчи томондан, агар Г  контур zo = 0 нуктани ай-

<16>с  7—Г /—1

1 С контур силлик ёки силлик булаклардан иборат бпик чизик деб фа
раз киламиз
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ланпб утган булса, С ни тула айланиш натижасида arg/(г) 
нинг киймати" узгаради. arg / U 0) нинг г нукта С контурни 
айланмасдан олдингн кийматини <р0 оркали, айлангандан кейин- 
гиснни ?! оркали белгилаб оламиз. У холда:

К  ^ £ l « g /(*)!<**

Демак,
± ^ a n d z = 4 ^ s ,
2 / ( / )  2»с

— <р0 айирмани, одатда, V ircarg/(z) (Varltlo — латинча уз- 
г ариш демакдир) оркали ёки Дс arg / (г )  оркали белгиланади. 

Шундай килиб,

N - P = ± b c n g f(z )  . (18)

микдор — С ни айланиш натижасида f  (г) функция аргументи 
т^ла узгаришининг 2~ га булинганидир, геометрик тилда эса 
г нукга С контурни тула айланганда w = / (г) векторнинг охири 
координаталар боши w = О атрофида тула айланишларининг 
сонини билдиради (тула айланишлар сонини 2* га купайтмаси 
arg / (г) нинг узгаришини беради) (91-чизма).

(18) формулани а р г у м е н т  п р и н ц и п и дейилади, яъни 
/ (г ) функциянинг ёпик С контур ичидаги ноллари сони билан 
Кутблари сонининг айнрмаси, z нукта С ни мусбат йуналишда 
айлангандаги arg/(z) узгаришининг 2я га нисбатига тенг; ёки 
/ (г ) функция ёпик С контур ичидаги ноллари сонн билан 
Кутблари сонининг айнрмаси, z нукта С ни мусбат йуналишда 
чизганда w = f {z )  векторнинг координаталар боши атрофида 
айланишларининг сонига тенг.

Аргумент принципининг тагбики сифатнда куйидаги теоре- 
мани исбот киламнз.
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Руше т е о р е м  ас и. Агар / (г ) ва <р (г) функциялар сил- 
лик ёки силлик булаклардан иборат С ёпик чизикда ва унинг 
ичида аналитик б$лса хамда С да | / (г ) | > | <? (г) | шарт ба- 
жарилса, у холда / ( г) ва / (г )  +  <р(г) функцияларнинг С 
ичидаги нолларининг сони узаро тенг булади.

Исбо т .  / (г ) + <р(г) функцияни ушбу куринишда ёзиб ола
миз:

/ (* ) + ? ( * )  = / ( * ) [  1 + ^ J j .
Бундан

arg | /( г ) + ? ( г ) ]  =  arg/(2) +  arg|l +  ^ j |  

булгани учун:

\  апг ( / ( * ) + * ( * ) ]  - A t arg/(z) +  Ac.arg[l

А/ теореманинг шартига кура С да | ^ | | < 1  булгани

учун г нукта С буйлаб харакат килганда нукта
Хамма вакт \w — 1|<1 дойра ичида харакат килади. w = О 
нукта бу доирага тегишли булмагани учун г нукта С контур
ни т^ла айланиб чикканда, w нинг аргументи узининг бош
лангич кийматига кайтиб келади. Демак,

Ac aig 1+Ш 1 = °  83 At arK l/ (2) +  <P(i )l = \ a rg / (2 ) .  (19)

С контурда |/(г) > | ? ( г ) |  булгани учун |/ (г )|> 0 , |/ (г ) +  
+  <р(г)|> |/(г)| — |<р(г)|>0 булади. Аргумент принципига асо
сан, f (г) ва / (г) 4- <р (г) функцияларнинг С контур ичида кутб- 
лари булмагани сабабли, уларнинг С нинг ичидаги ноллари- 
нинг сони (19) тенгликка кура бир хил булади.

1- м и с о л. Ушбу
+ 1 -О

тенгламанинг бирлик дойра ичидаги нолларининг (илдизларининг) сони то
пилсин. Бу мисолни ечиш учун Руше теоремасидан фойдаланамиз. — 5ze 4- 
+  1= / (г), г* — 2*1 — ? (*) деб оламиз. |г | =* 1 айланада

1/(01-|-5**+ И>5|*|«-1-4.
1т(«)|-|*»-2И| <| *Р  + 2|ж|*-3.

Демак, Iг  | =  1 да |/ (* ) |>1у (*) |. Руше теоремаснга асосан |/|<1 дои
рада / ( 1) -f «р(*) = 2» — 5г« — 22*-f 1 функция нолларининг сони / ( f )  =» 
=  — 1 функция нолларининг сонига тенг. Охирги функциянинг бир
лик доирадаги нолларининг сони эса 6 га тенг. Шундай килиб, берилган 
тенгламанинг бирлик доирадаги илдизларининг сони 6 га тенг.

Ж



2-ми сол. Ушбу
г + е~1 = X, X > 1

тенгламанинг унг ярим текисликда бирдаи-бир хакикий илдизга эга экан- 
лигини исботлаймиз. Бунинг учун (— //?. //?) кесма ва |  ̂| = /? айлананинг 
*нг ярмидан дос и л булган контурни текширамиз. / (* )= * —X ва (г)=ё~я 
деб оламиз. (— //?, //?) кесмада' г *= iy булгани учун \f(z ) | «= | ly — X | > 
> X > Ь  I ?  (*) I ** I 1=1; | * I — Re * = х > 0 ярим айланада етарлн 
катта R  учун (R  = X + 1 деб олиш мумкин): |/ (* )  | = | х - Х | > | г | - л  =
= Я - Х >  1,|*(2)| = * - с < 1.

Руше теоремасига асосан берилган тенгламанинг юцорида олинган 
контурнинг ичидаги илдизларининг сони г — X = 0 теН^лама илдизларининг 
сонига тенг, яъни факат битта. Демак, барча унг ярим текисликда (R  ни 
етарли катта килиб олиш мумкинлиги сабабли) берилган тенглама битта 
илдизга эга. Бу нлдиз хакикий сонднр, чунки *=  0 да тенгламанинг чап 
томони 1 га тенг (1 < X), г = х -+ оо да эса чексиз Усади, демак, шундай 
г = х топнладики, бунда тенгламанинг чап томони X га тенг булади.

3-м и с о л. Алгебранннг асэсий теоремаси. Олдин биз п- даражали 
ихтиёрий купХаднинг камида битта илдизи мавжудлигини исботлаган эдик, 
энди, п та илдизи борлигини курсатамнз, яъни ихтиёрий л-даражали

Р(г) = с0"г+ Ci*"-1 + ... + сл (" > 1. Со + 0)
купхад п та илдизга эга (дар бир илдизнинг тартиби канча булса, узини 
дам шунча хисоблаш керак).

/ (2 )«=г0*л, <?(*) = схгп~1 + . . .  + с п деб белгилаб оламиз. гп *ад- 
нинг ^аммаси нолга тенг булган п та илдизи бор.

Руше теоремасидагн С  контур сифатида R  > 1 радиусли дойра оламиз.
I * | = R  да

|/(*)1 = |«б1*я.
|9(*) <*|Ci|Rn~l + ... +|c„_,|/? + |f«l< (|C i|+  ... +

+ |ся |)Ля-1.
Демак, R  ни ушбу

д > l cil + «»• + U/»I
*0

тенгсизликни каноатлантирадиган килиб танлаб олсак, | г | =  R  да
|7(2)| <|/(*)|

булади. Руше теоремасига асосан, | * | < / ?  доирада Р {г )  =  / (г )  4- <р(*) 
нолларининг сони /(г) нолларининг сонига, яъни п га тенг. Лекин lim Р (г )=/-*оо "•
= оо булгани сабабли Р (г )  купхаднинг барча ноллари | * | < / ?  доирага 
(R  ни етарли катта килиб танлаш хисобига) тегишли дейишимиз мумкин. 
Шу билан теорема исботлаиди.

5~§* ct£ * ни оддий касрларга ёйиш

ctg 5: =  ££f_L мероморф функция булиб, унинг учун sin z нинг 
sin г

ноллари, яъни = Ат:(Л «О , ±1, ±2, . . . )  н>кталар оддий 
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кутблар булади. Бу нукталардаги колдикларни бизга маълум 
(й) формула ёрдами билан хисоблаймиз.

Колд. ctg 2 = 1С08<| = 1 .
z-A* (S in * ) '

Демак, ctg г функциянинг z = kn кутбдаги бош кисми

г—kit

булади, хусусий холда, z = 0 кутбдаги бош кием — дир. Шу- 
иинг учун

/(г) = ctg г ---X

функция г = 0 да кутулиб буладиган махсус нуктага зга була
ди. Бундан, /(г)  нинг токлнгига ва г = 0 да узлуксизлигига 
асосан, Н ш / ( г ) = 0  келиб чикади.г-О

Агар текисликдан /гк марказли ва г радиусли \z— kit\<r 
доирачаларни чикариб ташласак (г — ихтиёрий берилган мус
бат сои), citf г, бутун текисликда чегараланган булишини кур-

сагиш мумкин. (92- чизма). 
ctijz функция даврий булиб, 
унинг даври т. га тенг бул
гани учун |2 |<г ,  \ г — *|<г 
ярим доирачалар чикариб 
ташланган. S : 0 < R e z < » t  
йулда текшириш етарлидир, 

x S  йулнннг ?<ар кандай чега
раланган кисмида cigz уз
луксиз. демак, узлуксиз 
функциялар хоссасига асо
сан модули буйича чегара
ланган булади. Энди S  йул
да г = х + iy ну^та ихтиё- 
рий равншда чексизликка 
интилганда |ctg г | нинг че- 

гаралаиганлигини курсатиш колди. Шу максадда ctg г нинг 
ушбу ифодасидан фойдаланамиз:

92- чизма.

Бундан
Ч *  е - У  -  еУ е ~ и  '

| ctg  г  j =  +  * Ув~1* 1.
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Демак,

|ctg z |<  (чунки \г, + г 2|< |г , | +  |г2|,

| г , - г 2| > | | г , | - | г 2||).

у  -* ± оо да охирги тенгликнинг унг томони 1 га интилади. 
Демак, у нинг барча етарли катта кнйматларида ^ам, масалан, 
уш£у

I ctg z | < 1,5
тенгсизлик уринлндир.

Сунгра маркази координаталар бошида ва радиуси -jj к
га тенг булган Сп айланалар утказамиз. г ни етарли кичик
*нсобласак ^масалан, г < ажратилган доирачалар буйича

утмайд1П ^озиргина исбот килинганига кура бу айланаларда

| ctg г| < М.
Ушбу

с 1~ г
2 г./

п
интегралнн текширамиз, бунда интеграллаш Сп айлананинг мус
бат йуналиши буйича бажарилади, z эса гк = kr. лардан фарк- 
ли булган Сп ичидаги ихтиёрий нуктадир. 

f С) функция учун Сп нинг ичида i  = z, £ = гк нукталар 
оддий кутблар булиб, булардаги колдицлар

„ п л п  /(О _  /К )
С—« — (С—*)' С-А*

С cos С — sin С I 1
С (С *)(Sin С)' j — г

ф
булади. Колдиклар назариясидаги асосий теоремага кура:

« Ь - —  - / ( * ) +  У ' г 1-'- <20>к т . —  z
А—-д

1 Бунда Пи р и н л и  белгисидаги штрих к — 0  га мос *ад чицариб ташлаи- 
гажннн курсатади -  О нукта / ( ; )  учун кутб эмас).



Охирги формулада z ни нолга интилтириб, 1 1 т / (г )« 0  экан-
*-*0

лигини эътиборга олсак:

(21)
ft-

(20) формуладан (21) ни айирамиз:

у '  >- +  £ ' ± + ± ф а а е .
J b J  ^   ̂ 2г./ J  С Z

2 */;сл ft— я

ft— л ft— л
л

1 /С,/(ОД -  V 7  1 I М I г
2-/J : W  (* — *к) 2-1 }  с (С — г)

С *— я С„

Демак,

/  (г) -  V 7  — + 1 )  + —  |  (22)
а к / 2тЛ J  с (С — -г)

А— л

Бу тенгликнинг унг томонидаги интеграл л-*со да нолга ин- 
тнлади. Хакикатан хам,

Т Т ^ Й ” ^ , '  бунда:
| J L  х n ^ \ < J l l^ L ± h L - ^ o
I 2rt f  C(C —  *) I 2rpn (p„ — | г l) я—»

Л

(г тайин нукта). (22) формулада п ни чекснзга интилтириб, 
лимитга утсак:

ft—-оо
ёки ч

3D

c t g * = ! + y ' ( — +  г ф к ~ * <23>г \г — An Ля/

ёйилма хосил булади. Агар |г |< /? доирада кутбларн булган 
чекли сондаги кушилувчиларни чикариб ташланса, (23) катор 
уша доирада абсолют ва текис яцинлашади. Хакнкатан, (23) 
Катор умумий хадини бахоласак:

l l . l l l  * I 1 |*l  ^  R 1



Исталганча катта k учун шундай чекли мусбат X мавжудки,
00

R -<Х булади. У *олда ^  катор якинлашувчи бул-

гаии учун (23) катор ихтиёрий |z|</?  доирада абсолют ва 
текис якинлашади. Бунга асосан, (23) каторда ^адларнинг тар- 
тибини узгартиришимиз мумкин. k ва —к индексли ^адларни 
бирлаштириб, куйидаги ёйилмани *осил киламиз:

ctg2 = -L+ у  ( - * -  +  - ! - )  (24)
ж J  \* — к* г  ■+■ £*/

ёки

c t g z - i +  (24')
А- I

(24') формулада г ни жг га алмаштирсак, куйидаги формулага 
эга буламиз:

* c t g « =  + V - ^ .  (25)
А-1

Энди (24') формулада г ни /г га алмаштирамиз, у *олда
00 2г

C,e te = , 7 - ‘ SЫ
ёки ctg — I cth z формулани эътиборга олсак:

(26)А—1

_1 _______ I + i £ ! ± i ---- 1  +  i c t h i
e*— l 2 2 t * — l 2 2 2

тенгликдан

——  = 1 + V — ----- -- (27)
в2 -  1 г 25+ 4**п» 2A- 1

ёки

A - l Г = 1 * * «  V 4*-’W
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1 + 22* V - J - f l -  — + — ---. . Л4£2яа \ 16£4n* /л-i

е* +  1 2 2 r.i к *  8*‘ ^  а*
**-i *—I

Иккинчи томондан, ——  функция даражали каторларни бу- в — 1
лиш коидасига асосан куйидаги ёйилмага эга:

~ j  =  с0 + схг +  с2г2 +  . . . .

Ушбу
*3 »3е* - \ - Z  + -  +  -  + . . .
21 31 ~  j

ёйилмани эътиборга олиб, олдинги ёйилмани бундай ёзамиз:

г = (с0 + ctг +  с2г2 "+■

Бундан:

C i+ c„j-  = o, =

С,+ 1 + 1 - 0, с - 1 ;  с , - 0; с , = - ± . . - . :

Одатда с„п\ сонларни Б е р н у л л и  со н л а р и  дейилади ва 
В п билан белгиланадн, яъни В п = спп\

Демак,

Т ^ Л  + 1  ■=1 + f 2” ^ + -“  (28'>

(28) ва (28') ёйилмаларни тацкослаб, куйидаги тенглнклар- 
ни *осил киламиз:

оо со

2^ ш J  к% 12’ ^  Л* “  6 *
А -1 Л=1

Y 1 ± -  Щ V 1 1  —
2 j  k* 90’ А* “  945’ ‘ * *

tgz sa — ctg [г — эканндан фойдаланиб, (24) дан fgг 
ёйилмаси учун формула чицарамиз:
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tg z ----
- 4 — V
*“  2 V  2 “  ** * 2  + ** /

ЯЪНИ

1 ____1 1 __ 1 _ _ __ 1__
it Зя it 5л 3 it

*~2  " I  ‘ + I  ' " 2  ‘ П

■ -  2  f  2k — 1 + 2k — 1 \  
— Г -  *+ —

tg г  =  ~  ri _  (2» -  l)3*a *
(29)

—i _ - I .  ^ctg-  ̂+ t g булгани учун, (24) ва (29) лардан куйи

даги ёйилмага эга буламиз:

=b-T[v*S(iir-Tbr)-S г __*2fe—1

1 \ i  ^  1 _ j_____ 1___ 1 1
г 2*—1 ) * —2*^"*+2я г —я г + к^"* — 4я^" 
*2 2 * '  ^

7 Т к - г ^ _ Г ь 5 ; + " - - т +S j (_1)* ( r ^ ; + r M ; }Г—О* Z -f on z ___
А- i

Демак,

sin z ___
A—I

(23) каторни дифференциаллаб (Вейерштрасс теоремасига ку
ра дифференциаллаш мумкин), ушбу ёйилмани топамиз:

оо оо

_________ j _  V '  1  _  V  1

sin3 г "  г3 + ^  (Z-Л я)3 ”  (г -  Ая)** ( '
А —  — оо А— —л

6-$. Бутун функцияларни чексиз купайтмаларга ёйиш

1. Чексиз купайтмалар, асосий таъриф ва теоремалар. 
Барча ^адлари нолдан фаркли

{1+ ^1
19-175  289



комплекс сонлар кетма-кетлигидан тузилган ушбу
30

П (1 + с „ ) (32)
А-1

символик купайтма чексиз купайтма дейилади. 1 +ск (А=1, 2,п
. .  .) эса купайтма %адлари (купайтувчилари),

эса чексиз купайтманинг биринчи п т а  %ади купайтмаси 
дейилади.

Т а ъ р и ф .  Агар Р п купайтма л-*оо да нолдан фарцли 
булган чекли Р  лимитга интилса; (32) чексиз купайтма 
якинлашувчи дейилади ва <

^ “ П ( 1 + ^ )  = И т П  (1+ с*) (33)
*_i я-*ао*. I

лимит чексиз купайтманинг циймати деб кабул килинади.
Агар чексиз купайтма хадларидан (купайтувчиларидан) баъ- 

зилари нолга тенг булиб, уша хадларни чикариб ташлангандан 
сунг, колган чексиз купайтма якинлашувчи булса, у холда (32) 
купайтма нолга якинлашувчи дейилади. Бундай купайтма учун 
Я = 0 деб хисобланса, (33) тенглик уз кучини саклайди. Равшан- 
ки, бу таърифга кура чекли купайтмаларнинг хоссалари чексиз 
купайтма учун хам сакланади, чунончи чексиз купайтма, ку- 
пайтувчиларнинг камида биттаси нолга тенг булгандагина 
нолга тенг булади.

Ушбу
1 + 0 , = - ^  

г/1 -1
тенгликдан чексиз купайтма якинлашишининг зарурий шарти

• lim сп = О
П-+ 00

дан иборат эканлиги келиб чикади.
Агар, хакикий узгарувчининг функциялари сохасидагидек,

In Яя = 2  In ( 1 + * „ ) - $ „  

деб олсак, хадлари a* — In (1 + ck) дан иборат

2  1п(1+ с*) (34)
*-1 Л-1

катор *осил булади. (32) чексиз купайтма билан (34) катор
нинг яцинлашиши узаро боглик эканини осонгина курсатиш 
мумкин. Х акикатан *ам,

a) Sn = ^ \ n ( l+ c k)
А-1
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логарифм тармокларнни, яъни In (1 +с*) кийматларини мос ра- 
вишда танлаб

Sn = In Рп « 2 1п (1 + ск)
А-1

га эриша оламиз.
Агар In (1 цийматларни кандайднр танлаганда

2 > ( 1  +<?*) (34)
А—1

катор якинлашувчи, яъни limS/t — S мавжуд булса, у *олда
п-+ 00

рп — eSn купайтма Р  = ^лимитга интилади, яъни (32) чексиз ку« 
пайтма хам якинлашувчи булади. Бу ерда шуни таъкндлаб ута* 
мизки, (34) каторнинг якиилашишидан, ft -> оо да унинг умумий 
хади In (1+с*)-»0 эканн келиб чикади. Бундан бирор ft дан бош- 
лаб Im In (1 + с*) нинг кийматлари — я ва * орасидалиги келиб 
чикади, яъни In (1 ck) — логарифмларнинг бош (асосий) 
Кийматлари булади.

Аксинча, агар (32) чексиз купайтма якинлашувчи, яъни 
Рп -*Р=£0 булса, у холда In (1+с*) киймачларини шундай танлабП
оламизки, исталган п учун V  In (1+£*) йир инд и  In Рп нинг бош

*-i
КнПматини берсин. У *олда п-+ оо да Sn аник лимитга интилади, 
П р м я к

I lim 5п -  lim In Рп =  In Р
П П " оо

мавжуд ва (34) катор якинлашувчи булади. Юкоридаги натижа- 
ни куйидаги теорема шаклнда ифодалаш мумкин.

1-теорема.  Ушбу

р = й  ( 1 + ск)
*-1

чексиз купайтманинг якинлашувчи булиши учун 1п(1+<^ 
логарифм лар кийматларнни мос равишОа танлаб тузилган 
ушбу

S - 2 ,n 0  +  <*)
*-i

каторнинг якинлашувчи булиши зарур ва етарлидир, шу 
балан бирга

Р - е 5.
Таъриф .  Агар (34) катор абсолют якинлашувчи булса, 

у  холда (32) чексиз купайтма хам абсолют якинлашувчи 
дейилади.

Бу теоремага асосан куйидаги теореманинг уринли экани 
келиб чикади.
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2-теорема .  Абсолют якинлашувчи купаитмаоа купай- 
тувчилар тартибини ихтиёрий равишда узгартирганда ха.н 
купайтма циймати узгармайди.

3- т е о ре м а .  (32) чексиз купайтманинг абсолют яцин-
00

лашувчи булиши учун цаторнинг абсолют яцинлашув-
А-1

чи булиши зарур ва етарлидир.
-\акикатан хам, теореманинг шартига кура Нш с»=0 (катор

к
якннлашган холда хам, купайтма якинлашган холда хам) бул
гани учун, бирор k дан бошлаб |с*|<^- булади. У холда

|1п 1+с*> _  1 I I £*,'1 I J. , J. , 1
I с* I I 2 7  * * * | 2* 2» * * * “  Ц

булади, чунки
с2 с3

In (1 -j- сА) — ск— зг + *зг — • * •

Демак,
1 J ln(l + Ск) I 3
2 I с„ I 2*

00
Каторларни таккослашга оид теоремага асосан, V  J In (1 +г*)| ва

А - 100
2 K I  каторларнинг иккаласи бир вактда якинлашади ёки узок-

лашади. Бундан, юкоридаги таърифга кура, бу каторлар бирин- 
чисининг якинлашишидан чексиз купайтманинг абсолют якин- 
лашиши келиб чикади. Шу билан теорема исбот булди.

Энди функциялардан тузилган чексиз купайтмалар хакнда 
тушунча берамиз.

Таъриф .  Агар Gco^ara тегишли исталган га нуктада ушбу

П | 1 + / * ( * о ) 1  
А-1

сонлар чексиз к$пайтмаси якинлашувчи б£лса, у \о, да

п п +/*(*»
*—I

функционал купайтма G со\ада якинлашувчи дсьилади 
Чексиз купайтмалар хакидаги бу кискача маълумотдан сунг 

бутун функцияларни чексиз купайтмаларга ёйиш масаласинн 
урганамиз.

2. Вейерштрасс формуласи. Маълум! и, хар кандай л-дара- 
жали купхад п та нолга эга булиб, бу купхаднн нолларга мос
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чизикли купайгувчиларнинг купайтмаси сифатида ёзиш мум
кин. Фараз килайлик, аи а,, . . . ,  а„ сонлар P(z) купхаднинг 
координаталар бошидан фаркли ноллари булиб (булар орасида 
каррали ноллари хам булиши мумкин), 2=0 эса т -тартибли ноль 
булсин (Я (0 )^0  булса, /л=0 хисобланади). У холда

P(z) -  A'zm(z -  а ,) (г -  а2) . . .  (г -  ак) = Агп^  (\ — i-),

бу ерда А' ва А — узгармас сонлар.
Бутун функция умуман нолларга эга булмаслиги (масалан, 

ег) хам мумкин, чексиз куп нолларга эга булиши (масалан, 
sin 2, cos z) хам мумкин. Бу пунктда нолларга эга булган хаР 
бир бугун функцияни, купхадга ухшаш, купайтувчиларга ёйиш 
мумкинлиги масаласини хал киламиз.

Аввало нолларга эга булмаган бутун функциянинг умумий 
ифодасини тузамиз.

Лемма. Нолларга эга булмаган хар цандай бутун /(г) 
функцияни

f(z) «= eg{i) (35)
куринншда тасвирлаш мумкин, бунда g(z) ихтиёрий бутун 
функция

.\акикатан хам, /(г) функция нолларга эга булмаганн учун

—  -Ц п/(г)]<
/(«) 1

хам бутун функция булади. Бу функцияни нолдан ихтиёрий 
г гача ингеграллаб, яна бутун ^дг) функцияни хосил киламнз:

* w - f т аг = ы 'л .\
.1 /(■) А»)О

Бундай
/(г) _/(0)ес,(1)«  е'(,)*,ц*0)- e*{g) 

бу ерда я(г) = g%(i)  + In /(0).
Энди /(г) бутун функция чекли сондаги 0, 0,. . О а „  . . ап

нолларга эга деб фараз килайлик.
F(z) =  zm (1 . . . (1 ——)

куп\ад *ам jfiua нолларга эга булгани учун^|~ нисбат нол
лари булмаган бутун функция булади, у зол да юкоридаги 
леммага асосан / (г ) функция учун куйидаги ифодага эга бу
ла м из:

Л * ) - « * (,)< " П  ( i - f ) .  (36)
ft-1
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Чексиз куп нолларга эга булган бутун функциянинг (36) га 
Ухшаш ифоласини хосил килиш учун аввал камида битта, бе
рилган нолларга эга булган бутун функция тузит керак. Куйи- 
да бундай ф>нкциянинг доимо мавжудлигини исботлаймиз.

Т е о р е м а .  Нолдан фарцли, мооуллари камаймайдиган 
( K K K J )  тартибда жойлашган ва чексизга интилувчи 
ихтиёрий комплекс сонлар кетма-кетлиги \ап\ учун, нол- 
лари ап лардан иборат f(z)  бутун функцияни тузиш мум
кин, шу билан бирга, кетма~кетликда ап канча марта так- 
рорланса, аг нолнинг тартиби %ам ушанча булади.

Исбо т .  \р. | — манфий булмаган шундай бутун сонларнинг 
кетма-кетлиги булсинки,

+  ‘ (Ш)

катор ихтиёрий /?>О учун якинлашувчи булсин. Исталган(ая) 
кетма-кетлик учун рп снфатидаy?„-=[lnп] ([In л] — In п нинг бу
тун кисми) сонларни олиш мумкин. Хакикатан, агар я> Л '0 да
\ап\ / le - K ^ / i+ i  2[(ln я|+1) 21п п ,^  >ег булса, >е >е  =я* булади, бундан:

(г М  Р'  + ' <  “ • Демак, (*) якинлашувчи булади. Айрим хол- ' 1дя1' л3
ларда рп сифатида узаро тенг сонларни хам олиш мумкин. 
Масалан, агар |а„| =л булса, р„ =1 (л— 1, 2 , . . . )  деб олиш мум
кин, агар, ап —я* булса, р„ = 0 (л — 1, 2 , . .  .) дейиш кифоядир. 
Энди изланаётган бутун функция /(г) ни ушбу

пю
A—f

чексиз купайтма сифатида тасвирлаш мумкинлигинн курсата- 
миз (агар р*=0 булса, у холда мос даража курсаткнчни нол
га тенг деб хисоблаш керак). /?—ихтиёрий мусбат сон булсин. 
N (R ) оркали шундай натурал сонни белгилаймизки, л > ISi(R)П
булганда \an\>2R булсин, n>N  (/?) деб ^исоблаб f ]  кисмий

А—I
купайтмани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

* — о. 1 ( * \* л. М Ч  * \Р* N(R> п
П С - г . ) ^  1 =  П П .  W
*-1 *-1 k—N(R)+1

Бу тенгликнинг унг томонидаги биринчи купайтма нолларн бе
рилган а „  а , . .  . ,aN(li) дан иборат бутун функция булади; де
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мак, \г|< 2R доирада бу купайтманинг ноллари теореманинг 
шартларига тула жавоб беради. Иккинчи купайтмани куйида
гича ёзамиз:

-  П  ♦ " • ♦ s t e p .п
k-N(R>+1

2  И 1 ■ £ ) +£ +Н=9* + • • • + ? Н £ Г  ].*- WW+I= е
Бу даража курсаткичдаги йигиндининг умумий хадини ба- 

холаймиз. |г|</? ва |а*|>2/? да I —1< булгани учун

\ ак I ак 2 \ак / P k 'ak I

I 1 ( г \рк+х '  1 / *  рк +* I I *\ .

■ t r n l r . )  + , .  + 2(«.1 +

| * | '*+* , I R у*+> /, . \
+ie* i />*+*+ ••• <(|fl*i) ( i«*i 1**1* ’ ' ‘ Г

1А-\Рл+' 1 -"f R \Рк 
" ' I е* I . ч«*1/ * 

i - * i

ЯЪНИ

<2(йг‘ ( к > т ’-

Бу теигсизлнкдан , а»да V ( - S-Г** ’ Ч"»Рнииг
\ак\1

якинла-

шувчилигидан

к tl
Каторниниг |г|< /? доирада абсолют ва текис якннлашувчили- 
ги келиб чикади. Демак, бу каторнинг йигинднси ? R(z) функ
ция |г|< /? доирада бир кийматли анвлитнк функция булади.
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(37) тенгликда я-юо да лимитга утамиз:

Нш
п

S IR )  <„

- П  6 *• <38>
Л - 1

Бу лимит |г|</? доирада олдиндан берилган нолларга эга 
аналитик функциядир. Юкоридаги мулохазаларни етарли катта 
R  радиусли дойра учун хам татбик килиш мумкин булгани учун

*  J L  4. . * (  * \р

(39)

чексиз купайтма барча чекли текисликда аввалдан берилган 
нолларга эга булган аналитик функцияга, яъни / (г ) бутун 
функцияга якинлашади.

Бу купайтмадаги

купайтувчиларни, одатда, б о ш л а н г и ч  к У п а й т у в ч и л а р  
ёки ф а к т о р л а р  дейилади. Бошлантч купайтувчилар чизикли

— + — (— V +
1̂ — — j кУпайтувчилардан ташкари еа* 2 Iе*/ курсат-

кичлн купайтувчиларга хам эга. Мана шу курсаткичли купай
тувчилар (39) купайтманинг якинлашувчилигини таъминлар 
экан.

1- м и с о л я „~ я 3 булсин у .\олда р „—0 деб олиш мумкин. Бу ноллар
га эга булган бутун функция куйидагича ифодаланади:

л— 1
2- м и с о л. \ап) — кетма-кетлик 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5, 5, 5 ,5 ,5 ,... 

кУринишга эга булсин. Бу долда />я~1 десак, етарли. Бу дол учун чексиз 
купайтма бундай булади:

ли-<1-ИН)‘*],[(,~т)*#Г- • • •
Энди /(г) айнан нолдан фаркли, яъни /(г\фО ва чексиз куп 

н01ларга эга булган бутун функция булсин. Хар бир |г|</?<оо 
доирада бу функциянинг факат чекли сондаги ноллари булгани
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учун, бу нолларни модулларнинг кийматлари камаймайдиган 
тартибида (худди мероморф функциянинг кутбларига ухшаш) 
жойлаштиришимиз мумкин:

О, 0, • • • , 0, flj* 2̂> • • • • @я» • • • * (*п
^ Л ОВт

Агар рп > 0—шундай бутун сонлар булсаки, исталган /? > О
оо  ̂ ^

учун \ ^ ( —  Г" ' катор якинлашса, у холда исбот килинган
i d ' l  I/л=*1

теоремага биноан ушбу

F (г ) = * - П ( , _ * )  "  + ' ) "
Я* I

функция бутун функция булиб, унинг ноллари У(г) нинг нол* 
лари билан бир хил булади, яъни нисбат нолларга эга 
булмаган бутун функцня булади, демак, леммага асосан:

j_  • (j_\* , + _!_
/ (г )  -  • гт П (1 - ~ )  е я ~ * '*  * (40^

• -1 Я
бундаги g(z) бутун функция. Бу формулани В е й е р ш т р а с с  
ф о р м у л а с и  дейилади.

Ми сол /(г) — Мп г функция учун (40) куринишдаги ёйилма тузилсин. 
Ноллари я=  0, ±1, ±2, 1 деб олиш кифоядир. Демак,

бу ердаги штрих л —0 иидексга мос хад чикариб ташлангаиини к^рсатади. 
Юкоридаги купайтмани, хадларни группалаб бундай езиш хам мумкин:

Л— I

Бу тенгликнинг хар икки томонидан логарифмик хосила оламиа:

I V *  V(In sin г)' -  cig г = g\z) + -  + гз -  д М *
я—i
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Бу муносабатни (24) формула билан солиштириб, g '(*) — 0, g(z) — const 
эканлигини аниклаймиз:

sin С •
•I

С  ни аниклаш учун олдииги формулани бундай ёзиб оламиз:

л—1
*-►0 да лимитга Утсак, С —1 булади. Демак,

л—1
ёки

-̂п (•-■£). («)
л—1

(41) формулада х ни пх га *амда ix га алмашгирсак, мос равишда ку&ида- 
ги формулалар лосил булади:

sin к х 
кг -п(-*>л—1

т - П ( н ^ ) .

Вейерштрасс формуласидан фойдаланиб, f(z) ихтиёрий ме
роморф функцияни иккита бутун функциянинг нисбати си
фатида ифодалаш мумкин. Хакикатан, кайси нукталарда /(г) 
кутбларга эга булса, шу нукталарда нолларга эга булган /2(г) 
бутун функция тузамиз, шу билан бирга хар бир нолнинг 
тартибини мос кутбнинг тартибига тенг килиб оламиз. У *ол- 
Да /»(*)/(*) — /,(г) бутун функция булади.

Бундан:

т - Ш
f » ( * )

Масалан, tg z па ctg z функциялар иккита sin z ва cos z бу
тун функцняларнинг нисбати билан ифодаланади.
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7-§. Цолдицлар ёрдами билан цаторлар йигиндисини 
\исоблаш

Айрим холларда колдиклар ёрдами билан

5] /(л)
Л  — — ао

куринишдагн каторлар йигиндисини хисоблаш мумкин.
Аввало бундай катор бирор контур буйича олинган интег

рал билан алмаштирилади. Бунинг учун г — я нукталар оддий 
кутблари булган ва чексизликнинг хакикий уцдан ташкари кис- 
мида чегараланган функция танлаб олинади. Бундай функция 
сифатиД! rcct̂  т.г нн олиш мумкин; г = я=0, ±1, ± 2 , . . .  нукта
лар бу функция учун оддий кутблар булиб, шу нукталарнинг 
хар бирига нисбатан олинган колдик 1 га тенг. лсоьеагг ни хам 
олнш мумкин, бунннг учун хам г = я —0, ±1, ±2, . . . нукталар 
оддий кутблар булиб, хар бирига нисбатан олинган колдик( - 1)” 
га тенг, от, от+1. . . . ,  л нукталарни уз ичига олган ёпик С 
контур билан чегараланган ёпик соханинг от, от +  1,. . . , я 
лардан фаркли чекли сондаги аи аг . . .  ,а„ нукталаридан бош
ка барча нукталарида /(г) аналитик функция берилган булиб,
о,, а2, . . . ,  а* бу функция учун кутблар булсин, деб фараз 
Килайлик.

Ушбу
^uctgicz /(г) dz

интегрални текширамиз. RCtgit г • / (2) функция учун С контур 
ичида от, от+1, . . .  , я, а,, . . . , ак нукталар махсус нукта- 
лардир, яъни кутблардир. от, от + 1 , . . .  , я нукталарга нисба
тан бу функциянинг колдиклари /(от), / (от-fl), . . . .  /(я) 
булади. Демак, колдиклар назариясининг асосий теоремаси
га кура:

ф я ctg « г-/(г) dz =- 2*1 ( /(от) +  1) + . . .  + / (я) +
с

+ 2  колд. 1C ctgz- /(*)]. (42)
«!•... ап

/(г) кутблари бутун сонлар булмаган рационал функция булиб, 
етарли катта |г| ларда /(г)=0(|г|-2) (яъни |г|1/(г) = const) бул-
син деб фараз килайлик. С контур сифатида учлари
Х (± 1 , ± 0  нукталарда булган квадратни оламиз. У холда, С да 
|ctgitt|<Af булгани сабабли

2 »



Бундан: п-*оо да фк ctg я г • Д г) dz — 0.
с

Шундай килиб, (42) тенгликда п-*со да лимитга утсак, 
Куйидаги формула косил булади:

** ^ о̂с

,11m y(/n) = V ]  /(л ) = —^ \ о л д .  к ctg к г  • /(*). (43)
Щшм —  П о, , . . . , ап

Агар к ctg г урнига к cosec «г ни олсак, юкоридаги усул билан 
Куйидаги формулани косил киламиз:

( — 1)л/(л) = — ̂ к о л д .  Я cosec «г- Дг). (44)
00 *1» • • • • в*

1- м и с о л. Ушбу
00

V I  1
(а + Л)>П=»- 00

( я — бутун сон эмас) каторнинг йипшдиси дисоблансин. Бу мисоллв f(r) — 
»  ^  булиб, г — а нукта иккинчи тартибли кутбдир. Шу нуктага нис-

батан * ctg я * .  “ 7—  функциянинг колдигнни *исоблаймиз.(a+zy

колд* (Д + 5 If avl = “  «'cosec’»*.г—  а (Д “Г  * ) z-a dz \ (г  -f- fl)3J
(43) формулага асосан:

ОО

122________ ( < * + Л ) 3
Я — — <

2-м и с о л. У ш б у

У ( _ 1 )«П8|пя“ — т. < а < я.
________  а 2 — Л 1 ’

Л - 1  .

я —бутун сон эмас, каторнинг йигинднси топилсин. Бу мисолда / (* )— —S-tn —а3 —
булиб, ±л нукталар оддий кутблардир. (44) формуладан фой-

л я „  Г sin га даланиш учун, бу кутбларга нисбатан я cosec nz • —--- - функциянинг кол-
дикларнни лисоблаш керак.

is in  z а г sin ааколд. тс cosec nz •
а2 — ** 2 sin n a 

z— — a нуктадагн колдик дам шу ифодага тенг.

300



Демак, (44) га асосан:
Ов

п sin па т. sin аа «sinaa п sin аа
П ...... -— шя ' --- X ■ =  ■

Л3 — Л3 2 sin па 2 Sin ха sin па

лекин
002 ‘ - 1’'

п sin па V I  п sin m
а»— п * ~  ^  аа- л 3

булгани учун;

„ n s l n m  я sin еаI п----- —------
а- — п3 2 sin м

8-§. Колдицлар назарияси ёрдами билан 
аник интегралларни хисоблаш

Колдиклар назариясининг асосий теоремасига кура, ёпиц 
контур буйлаб олинган интегрални хисоблаш урнига интеграл 
ишораси осгидаги функциянинг шу контур ичида ётган махсус 
нукталарга нисбатан колдицларини хисоблаш кифоядир. Куп 
холларда бу усул ёрдами билан хакикий аргументли функция- 
лардан олинган аник интегралларни хам хисоблаш мумкин. Бу- 
нинг учун аввал бу интегралларни ёпик контур буйлаб олинган 
интегралларга алмаштирилади, сунгра колдиклар хакидаги 
асосий теоремани кулланилади.

1. Т ри го н о м ет р и к ф у н к ц и я л и  и ф о д а л а р н и  ин
т е г р а л л а ш

куринишдаги интегрални текширамиз, бунда /?(sln дг, cos л) 
функция sin х ва cos х га нисбатан рационал функциядир. Ха
кикий узгарувчн х урнига комплекс Узгарувчи г =еи ни кири- 
тамиз. Равшанки, х 0 дан 2п гача узгарганда комплекс узга- 
рувчи г бирлик донра чизади.

Эйлер формулаларига асосан:

Буларни (45) га куйиб, рационал касрдан бирлик С(|г|=1) айла
на буйлаб олинган интегрални хосил киламиз. Бу интеграл эса

(45)

dx=-^— dz.
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Бундан: л-» со да (fit ctg nz-f(z)dz  О.
с

Шундай килиб, (42) тенгликда п-*со да лимитга утсак, 
Куйидаги формула хосил булади:

** ос

} И п 1 ^  У ( » * ) = 2 ^  /(/») = - \ ^ к о л д . к ctg * г  . /(?). (43)

Агар к ctg г урнига «cosec яг ни олсак, юкоридаги усул билан 
Куйидаги формулани хосил киламиз:

( —1)"/(«) = — ̂ ^колд. * cosec кг- /(г). (44)
Я——00 «I....... «я

1- м и с о л. Ушбу
ОО

V I  1
(в + пу>

(а — бутун сон эмас) каторнинг йигиндиси дисоблансин. Бу мнсоллв f(z) — 

"  (а + г )3 бУл" 6' г “ а нУ«та иккинчи тартибли кутбдир. Шу нуктага иис- 
1

батан и ctg пж • функциянинг колдигини дисоблаймнз.(a+z)*

Колд. = Ит £  I (г +  а)2 — гг] = -  ** cosec’ ra.
г— в (в + *)J г-в dz | (г + а)7\

(43) формулага асосан:
ОО

1и («-НО*
Л -  — ОО

2-м и с о л. У ш б у

«= ** cosec5 ка.

V f - 1  " я5|пяа
2 и ( h  а*— пх'

—  j: <  а<  к,
я—I .

л—бутун сон эмас, каторнинг йигиндиси топилсин. Бу мисолда / (г )— *  Sln *—в1— ж-
булиб, г — ±а нукталар оддий кутблардир. (44) формуладан фой-

,  2 sin га даланиш учун, бу кутбларга нисбатан к cosec кг • —--- - функциянинг цол-
дикларини днсоблаш керак.

* sin z к к sin ааколд. к cosec rz •------ ------------- .
г—в а3 — г* 2 sin it а

г — — в нуктадаги колдик дам шу ифодага тенг.
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Демак, (44) га асосан:
»

Л Sin па тс sin аа п sin аа л Sin аа
Iя -----------------------— . J - --------------------------------------------------------.

f lj—Л3 2slnita 2 Sin *a Sin па

лекин

булгани учун;

ЧвШ яа я Sin ва
Iя ---------- — -----------

а• — л3 2 sin ка

8-§. Цолдицлар назарияси ёрдами билан 
аник интегралларни ^исоблаш

Колдиклар назариясининг асосий теоремасига кура, ёпик 
контур буйлаб олинган интегрални хисоблаш урнига интеграл 
ишораси осгидаги функциянинг шу контур ичида ётган махсус 
нукталарга нисбатан колдикларини хисоблаш кифоядир. Куп 
лолларда бу усул ёрдами билан хакикий аргументли функция- 
лардан олинган аник интегралларни хам хисоблаш мумкин. Бу- 
нинг учун аввал бу интегралларни ёпиц контур буйлаб олинган 
интегралларга алмаштирилади, сунгра колдиклар хакидаги 
асосий теоремани кулланилади.

1. Т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л и  и ф о д а ла р н и  ин
т е г р а л л а ш

куринишдаги интегрални текширамиз, бунда /?(sln х, cos д) 
функция sin х ва cos х га нисбатан рационал функциядир. Ха
кикий узгарувчи л урнига комплекс Узгарувчи z =elt ни кири- 
тамиз. Равшанки, х 0 дан 2я гача узгарганда комплекс узга- 
рувчи z бирлик дойра чизади.

Эйлер формулаларига асосан:

Буларни (45) га куйиб, рационал касрдан бирлик Ct|z| = l)  айла
на буйлаб олинган интегрални хосил киламиз. Бу интеграл эса

(45)

Z — %
Sin X  =  —2 i---- : cos х = 2

dx= —  dz.и
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интеграл ишораси остидаги функциянинг бирлик айлана ичида
ги махсус нукталарга нисбатаЯ цолдиклар йигиндисининг 2it/ 

та  купайтирилганига тенгдир.
1-м и со л. Ушбу 

2*
С м/— j ' [ < (в—хакикий сон ва а> 1)

интегралнн цисоблаймиз. Юкорида кУрсатилган алмаштиришларни бажариб 
берилган интегралии куйидаги куринншга келтирамиз:

■ 1

-+ —  5

Бирлик айлана ичидаги JT+2^7+~l ФУНКЦИЯНИНГ махсус нукталари
' ы  -  — а ± I/ а2 — 1 нукталар оддий кутблар булади. Бу кутбларидан 
в>1 булгани учун факат -  -  e + У  а? -1 С  айлана ичида бтади. Шу 
нуктадагн колдикни лисоблаймиз:

колд. -----!-----_  ----- = -------------- У . . ---
*-*. л» + 2ах + 1 (2* + 2 л ) , 2 (—a +V а* -1 +а)

1
“ 2 V d ^ X  ’

Демак,
h

1. ____Й -
J  а + cos t У а*— 1'

2 - м и с о л. Интеграл 
2«

, f  sin4d t
/- — — : ( «>»> о)J  a+ft cos *о

^исоблансин. Аввалгидай, тегишли алмаштиришларнн бажарсак, интеграл 
бундай куринишни олади:

(г1— 1)*
- - <* .Й  '  £  ---- л .

|Г j  «»->-1 /* 2 ? J  г 8 (»га +  2ал •+■ Ь) >
а+Ь 2z 

Интеграл ишораси остидаги
(гa—I)»

^   ̂ г2(*/2 + 2«  + Ь) 
функция учун * ■* 0 нукта икки каррали кутб, г „ , — ь
нукталар аса оддий кутблар булади. Вулардан * -  0 ва г, бирлик С 
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\

айлаНа ичида «тади, га «=------ -------  зса С  нинг ичида бтмайди. * —
— а — У а ’ — Ь1 

»
„ О  в^,* — *1 нукталарга нисбатан колднцларни дисоблайииз:

d Г .  (** — 1)> 1 2в
КОЛД. / М  -  lim -  e i ( W  + 2 e i+ i J | —  у .

( * » - ! ) »  I 2 — &з—2>»
колд. (г) j,f^je* + 2 a /+ *)r l*- *1 *2 (2eJ - 2 a

v
Демак, ^

1 Г 2а 2 - в )’1 2* , - ч/ - --- - 2*/ —— + — 1------ ------------- --- (a — I V - i 3).
2* 1 *  *5 (2a’- 2 a / 5 i = * - a * ) J  *’

Интегралларни юкоридагидек хисоблашда. хамма вакт хам 
берилган интегрални бирлик айлана буйлаб олинган интеграл
лар билан алмаштириш шарт эмас. Баъзи холларда радиуси 
бирдан фаркли айланалар буйлаб олинган интеграллар билан 
алмаштириш кулай булади.

3- м н с о л.
К

/— f Clg(< — <»)<#

интегрални днсоблаш керак, бунда а = « + Гр, £ *  О, (Р — 0 булса, интеграл 
узоклашувчи булади). Узгарувчи t ни куйидагича алмаштирамиэ:

Бундан:
dz . . ./+ 1d i - - ,  c.g (< -  а) -  / ^(1_в) _  —  -  / — г

t 0 дан к гача узгарганда г нукта

айланани чизади. Шунинг учун:
г z + \ dt 1 г * 1

1*1-» 1*1—гэ
Интеграл ишорасн остидаги функция учун * = 0, * — 1 лар одлий кутблар 
булади. Агар | J>0 булса, в® > 1 булиб, бу икки кутб ам |г| = е айлана 
ичида бтади. Бу кутбларга нисбатан колдиклар куйидагилардан иборат!

Демак,

*+1 . *+1колд. —---- =* — 1. колд. —--- — — *•/_о *(*—1) *-1 *(*-•)

у -  ~  2 * / (- 1  + 2 ) - * / .  Р > 0 .
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Агар р < О булса, е® < 1. Бу *олда факат z = О кутб айлана ичида 
бтади,

/ — -J * 2 /̂(— 1)--- ? <0. /
Бу икки долни бирлаштириб, бундай бзишимиз мумкин:

/ ■  j c l g  (t — a)dt т.1 . sign j),
о /

( 1. P > 0. /  
lm a = P * 0 .  sign p =  | 0, p = 0,

I -1. P < 0.
2. A ft p и м х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и  х и с о б л а ш .
/ (z ) функция хакикий Укдан юкорида ётувчи чекли сонда- 

ги аи а„ махсус нукталардан ташкари барча юкори ярим 
текисликда ва хакикий Укда аналитик функция булсин. Шу 
билан бирга чексиз узоклашган нукта / ( г )  функция учун ка- 
мила иккинчи тартибли ноль булсин. Бу шартлар бажарилган- 
да куйидаги формула тугри булади:

оо

j  / (х ) dx =  2nl V  колд ./ (г ). (46)
-  ® в,...........

Хакикатан, координаталар бо- 
С* шини марказ килиб, юкори

ярим текисликда етарли катта 
R  радиусли шундай Сц ярнм 
айлана чизамизки, а,, а2, ..., а„ 
махсус нукталар шу ярим ай
лана ичида ётсин. Натижада, 
чегараси C r  дан ва хакикий 
укнинг (— R , R) кесмасидан 

Я ташкил топган ярим дойра хо
сил булади (93-чизма). Кол- 

93- чизма. диклар тугрисидаги асосий
теоремага кура:

j/ (x )rfx- j-  f f (z )d z  = 2r.i 2  колд ./ (г).
-ч C/f «■...... ап

Энди R  ->оо да J / (z)dz~*0 ни курсатамиз. /(г) функция-
ч?

ни чексиз узоклашган нукта атрофида Лоран каторига ёямиз: 

ёки

/ ( * ) = * ? ( * ) .  Т (г) =  с_2+ +
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,<p(z) функция учун чексиз узоклашган нукта тугри нукта 
(ту^пироги, кутулиб буладиган махсус нукта) булади, шу билан 
биргв lim <р (г) = С-ъ\ демак, ? ( г )  функция чексиз узоклашган
нукта\ атрофида чегараланган, хусусий холда, агар R  етарли 
катта рулса С/? ярим айланада чегараланган булади, яъни

|? (г)| < М ,
М — бирор мусбат чекли сон. У  холда

СЯ Cr

jim J / (г ) dz — 0.
CR

R •
Нш j* f(x ) dx =  j* f(x ) dx

-R —«

Демак,

R

булгани учун (46) формула исбот булди. 
1- и и сол. Ушбу

/- Г —J  (**-И-И)3
— оо

интегралнн текшнрамнз. Интеграл ишораси остидаги • функция
учун чексиз узоклашган нукта олтинчи тартибли нолдир; г — ± / нукталар 
бу функция учун учинчи тартибли кутб булиб, г ■= / юкори ярим текис
ликда ётади. Ш у нуктага нисбатан колдикни \исоблаймиз:

1 1 0} \ ! г — О3] 3 
К°Д Д/ (г*+ I ?  "  2! I 1™ ах‘ [(*>+ \?\ ~  161*

Демак,
1 3 Зя

/ -  2r.i-колд. -  2*/- — ■ = —.
г-1 (** + 1)* 16/ 8

2- м и с о л. Ушбу

/ - Г  * * * - -  (а > 0)
J  уХ* + в')*— 00

**
интеграл хисоблансин. Бу мисолда + функция учун чексиз узок
лашган нукта иккинчи тартибли ноль булиб, г = ± al нукталар иккинчи 
тартибли кутблардир.

Булардан г - a i нукта юкори ярим текисликда бтади:
»» * Г U-aQ*t% 1_ 1

K°- a i ( в 1 +  ггУ  [  {г  — off* (х +  ai)* J 4а/'

20-175 Ж



Демак,
zJ 1 к/ = 2- / колд. — ---- —  —2s/- —  — —.

t~at <z* + a*)’ 4al 2a
Худди юкоридагидек усул билан тригонометрик фуикция- 

лар катнашган интегралларни хам хисоблаш мумкин. Бундан 
ташкари /(г) функция учун чексиз узоклашган нукта камида 
иккинчи тартибли ноль б^лмаса хам,

j  /(x)dx
—  OD

интегрални айрим холларда колдиклар ёрдами билан хисоблаш 
мумкин. Бу айтилгаиларга мисоллар келтиришдан олдин куйи
даги леммани исбот киламиз:

3. Ж о р д а н  леммаси .  Агар F(z) функция юцори ярим 
текисликда ва хацщий уцда z-*-оо да 0 га текис интилса, 
у холда ихтиёрий мусбат т  сон учун

lim f F(z) e,m2dz = 0, (47)
С*-

бунда Ср — маркази координаталар бошида ва радиуси R га 
тенг булган юцори ярим текисликдаги ярим айланадир.

Исбот .  Кутб координаталарга утсак, г — Re1* булиб, (47) 
интеграл куйидагича ёзилади:

1C

\ F(z)etmxdz *= f F(Ret*) elmR<“ • » + »•«»* iRe‘*d<?. 
ся о

Бундан | ieimR cos * +l* | — 1 булгани учун
*

J  F{z) elmzdz | <  j* | F(Re,%) | e~mR *'* * Rd<?

ёки

Ушбу

CR
*

j J  F(z)elmzdz\ <max|/:(z)| J  e-mRllaf -Rdf. (48)

e~mR*in*Rd<f

интегралда интеграллаш оралигини иккига ажратамиз:

ВЯ (т*  * ) ’ с^нгРа ^  дан * гача олинган интегралда узгарув
чи <р ни * — ? га алмаштириб, интегрални бундай ёзамиз:

2

*-■*.!•¥-Rd<t = 2 j  e-mRtla*Rdrf. (49)
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8 ни дан кичик ихтиёрий мусбат сон десак, у холда 
« *
Т  * 2

= 2 Г e~mR%la*Rdf + 2\e~mR‘,a*Rdf. (50)

(49) ва (50) тенгликларга асосан, (48) тенгсизликни куйидаги 
куринишда ёза оламиз:

» Т
|J FW ^dz]^ < 2 maxl/ )̂! [ С e~mR * Rdf + je ~ mR *ln *Rdf]. (51)

Агар 8 < ?  <  ^ булса, s ln ?> sin8  ва e-mRtU4  < e~ mRtiui 

булади, демак,
ж *_
2 *
J e~mR.1»? Rdf < Re~mR,lnsj d f  = cRe-mK,iai, (52) 

бунда с — -jj- —8. Агар 0<з<8 булса, cos?> coso ,^f >1 булади.
2 COS 0

Демак,
5 J  COS W i.-  *ln f  ff l f ,- .»  « . . * , <  «  .U *  _ _  | _

« .-тЯ»1п8 i
=  — -------< — Ц-. (53)m cos ft m cos о

(52) ва (53) тенгсизликларга асосан, (51) тенгсизликни куйида
гича ёзишимиз мумкин:

| Г / Ч ф - Л | < ^ ^  + ^ т ах№ )1. (54)

Лопиталь коидасидаи фойдаланиб,

I  « " т А т - 0
эканлигига ишонч косил килиш кийин эмас. Лемманинг шар- 
тига кура, R -* оо да <? (О < <р < г.) га нисбатан |F(/?e'*)| нолга 
текис интилади, демак, (54) тенгсизликдан лемманинг тугри- 
лиги келиб чикади.

Энди /(г) функция, хакикий Укдан юкорида ётувчи чекли 
сондаги аи аг, . . . ,  ап махсус нукталардан ташкэри, юкори 
ярим текисликда ва хакикий укда аналитик функция булиб, 
f ( z )- e inuF (t )  кУрииишига эга булсин, шу билан бирга /^г» 
функция Жордан леммасининг шартларини каноатлантирсин,
20* 807



дейлик. Бу холда 2-пунктдагига ухшаш ярим дойра учуы кол- 
дикларнинг асосий теоремасини цулласак, Жордан леммасига 
асосан, бу функция учун (46) формула келиб чикади, яъни:

| / (* )  dx — f F(x) elmxdx = 2r.i ^  колд. / (z)
- » —» «I . .  a

ёки

\\F(x)eUnx+ F (— x ) e lnX]dx = 2*1 ^  колд. /(2). (55)
0 e„ . - ., о/I

Иккита хусусий холни курамиз. F(z) — жуфт функция бул
син, яъни F (—i)  — F(z), бу холда (55) формулани бундай 
ёзиш мумкин:

JF(x)cosmxdx =  ru V  колд ./ (г). (56)
«I......оп

Агар F(z) ток функция, яъни: F (— z) = — F(z) булса (55) 
дан ушбу формула келиб чикади:

f F (x ) sin mxdx = * V  колд. / (г ), (57;
О а,...... а п

1- м и с о л. Ушбу

/ - Т  с°» т х  дх (m > 0)
о (■** + •)* 

интегралнн *исоблаймиз. Бу лолда

F(t) ”  (*»+ 1)*
функция Жордан леммасининг шартларинн каноатлантиради ва у жуфт 
функциядир. Бу интегралнн *исоблаш учун (56) формулани кУллашимиз 
мумкин. glmz 

f(Z) “  («*+ 1)*
функция учун * — / нукта юкори ярим текисликда бирдан-бнр иккинчи 
тартибли кутбдир. Шу нуктага нисбатан колдикни лисоблайыиз:

d Г «*■* 1 «-m(/n + l) колд. /(*) -  IIш —  (г — /)’ -------------  ----- -— 1— .V ' ' (*_/)»(*+ /j»J Ai

Демак,
e-m(m 1) я ( я +11/= 7.1 КОЛД. /(*) — 7.1*

Ж-Г 41 4ет
2- м и с о л. Ушбу

Г— Г ЛГ8*п *
■»* + 4< +

dx
+ 20
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интеграл лисоблансин. Бу мнсолда

/•(z)- *» +  4* + 20
функция Жордан леммасининг шартларини каноатлантиради,

ге21
^  ’ *» + Ах + 20

функция учун г * + 4*+20 — 0 тенгламанинг — 2 ± 4/ илдизлари
оддий кутблар б^либ, *! — — 2+4/ илдиз юкори ярим текисликда ётади. 
Берилган интегрални хисоблаш учун (46) формуладан фойдаланамиз. Бунинг 
учун /(*) функциянинг г = z, нуктага нисбатан колдигини хисоблаш керак:

и "  I (— 2 + 40*-21-4
КОЛД. / ( * )  = (*» + 4г +  20)' \ 2(— 2 + 40 + 4 

г -г,

е~4 е~*= --- (2 cos 2 + sin 2) + - (cos 2— 2 sin 2).
4 4

Демак,

'c x (cos x + / sin ж) . „ , Г е ~ 4 ,о „  . . .\ — --------- —— dx = 2it/ 1—  (2 cos 2 + sin 2) +
J  * a +  Ax -f- 20 L 4

+ I (cos 2 — 2 sin 2)|.

Бу тенгликнинг хар икки томонида дакикий ва мавдум кисмларни таккос- 
лаб, берилган интегралнинг кийматини топамиз:

1 — ^  (2 cos 2 + sin 2).

3- м и с о л. Уш бу

интеграл дисобланснн.

-d x

е“
“  Т

функцияни текширамиз. г—0 нукта /(*) функция учун махсус нукта бул- 
ганлиги сабабли 93* чизмада курсатилган контур бу ерда ярамайди. Буни 
эътиборга олиб, уша чизмада курсатилган ярим доирадан исталганча кичик 
1*1 < г, у > 0 доирани ажратиб, сунгра г ни 0 га, R  ни эса оо га интил- 
тирамиз (шундай цилганда интеграл бош киймат маъносида мавжуд була
ди). Хосил булган сохада (94-чизма) /(*) аналитик булади, демак, Коши 
теоремасига асосан:



Жордан леммаснга к?ра,
lm Г —  i t  - 0. *

CR

lim
R

С ,  буйича олинган интегрални г -0 да бадолаш учун /(£) функциянинг 
0 нукта атрофидаги Лоран ейилмасини текширамиз:

ё* 1 / Iz (1г)* (/*)» \ 1

бунда Я(г) бйилма *—0 нуктада узлук
сиз функциядир. г-*0 да Сг ярим айла
нанинг узунлиги нолга интилувчи булиб 
Р (г ) функция чегараланган булгани 
учун,

r “ J  PW de-°-

94-чизма. J  * г—0 L J  ** г С г
+ Г / > (. )* ]- . i . j ' f .

Сг сг
С , ярим айлананинг тенгламаси z — re, f (it < f  < 0) булгани учун

тенгликни эътнборга олиб. г -  0 ва /? -  оо да куйидаги ифодани доем 
киламиз:

бундан

Бу интегрални si ®  оркали дам белги- 
ланади.

4 - м и с о л. Ушбу
оо

J  I Sin X d X
”  J (л *+ 4 )(*-и

— оо
интеграл дисоблансин. Дастлаб ушбу

в1*
/ ( , ) “ (*>+4)(г-1)
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ердамчи функцияни текширамиз. г — 1, г — ± 21 лар /(*) учун махсус нук
талар булгани сабабли, контурни 95-чизмала курсатилганлай килиб оламиэ. 
Бу контур билан чегараланган сохада /(*) функциянинг г — 21 оддий кутби 
бор. Колдимар назариясининг асосий теоремасига кура

1-г , Я
f  J xdx Г ё Ч г  J*
J  (л *  + 4 ) (* — 1) + 3 (г » + 4 ) (г — 1) +  J  (х »+ 4 )(д г-1 )-Я t г 1+г

+ Г  и - м  ’ колд-f(t)-(г  + 4 )(г — 1) г—21
ь

Жордан леммасига асосан: R  ■* оо да | -► 0. | интегрални бахолат учуя
Сц t г

/(г) функциянинг г=1 нукта атрофидаги Лоран вйилмасидан фиадалаиамиз 
Бунда

^  -««*■«>- 1 + [/(*_ 1)| + 1<(-~ * - + . . .  

бйилмани эътиборга оламиз:

[ ц . № -|,1+1 ^ 1 Л !+ . . .  ,  <+|

/ ( , ) “ ‘  (** + 4 )(г— 1) = 5(*—1) в(*'+4)

[ / ( 1 - 1 ) ] + ^ ^ + . . .  j  
+ в1 (* *  + 4 ) ( * -  1) 5 (r— 1) +  Р(г)'

бундаги Р (г ) вйилма * — 1 нуктада узлуксиз функциядир. 3-мисолдагидав.

11ш Г Р (х ) dz — 0.r-o А

I I .  j  п . » . - I i . [ £ |  ,- T 7 + j 'W « ]
С г С r Cf Cf

С , ярим айлананинг тенгламасн г — 1 «• ге1* булгани сабабли
о

-р Um С f  — T - (со* 1 + I sin 1).
5 r - o J * — 1 6 J  5 6

er *
Внди * - 2i нуктага нисбатан /(*) функциянинг колдигини дисоблайжШ

е>г I (/ — 2)е~г
Ем * /W “  1(аЧ4Ж*-‘)]' Г  ‘ 20

311
i



Вуларни эътиборга олиб, г -* О, R  -*■ оо да куйидаги тенгликка зга буламиз-

( * x d K  * 1  ...........................................................С e xdx * I  |
J  ( « Ч 4 К .- 1 ,~  » <со' 1 + | " п Ч 20

Бу тенгликда мав.\ум кийматларни таккослаб, берилган ннтегралнинг кий- 
матинн топамиз:

R'ZtlC

5- м н с о л. У шбу

»axdx
1 +**

интеграл дисоблансин. Бу интег- 
рални хисоблаш учун

/(*)-
96-чизма.

е°г
1+е*

функцияни текширамиз. Узгарувчи х га 2 я/ орттирма берилса, f  (х) функ
ция el' al Узгармас купайтувчиг» эга булади, Буни эътиборга олиб, / (* )  ни 
96-чизмада кУрсатилган тУртбурчак контури буйича интеграллаймиз.

Бу контур ичида /(г) нинг битта *1 оддий кутби бор. Ш у кутбга нис
батан колдицни дисоблаймиз:

е°гколд. Дх) -  
г—*1 (1 t в ) I /—«I

Демак, колдикларга оид маълум теоремага кура:

R Я+ЪА —R+2il -R
f f(x)dx +  f f(x )d x +  f f(x)dx +  \ f(x)dx---2T.le
- R  k R+ui -fi+sn

- a*l

\ n,)d' -  ]  J’
-R  -R R+UI -R  T

e“  X+'itl)
ax —

к
С e °x

* *  J Н ? ' х--я

SI2



R  ва /?+2«/ дамда — /? + 2я/ ва — R  ораликларда / (* ) функцияни 
нос равишда куйидагича бадолаш мумкин:

еаШ+1у)

1 +

aR Aa-\)R 
< — —  — ---- —. чунки |1+ г*+,у |>«я — 1.

е *- \  \-е
I t "(-R+ly) I e-aR

|/(,) 1 “ I I * И Г * ’ ,унки 11 1 > 1 ■ ‘
Я+2«/ -R

Демак, агар 0< а <1 булса /?-><» да -* О, i -►О.
* -Л+Ы

Шундай цилиб, R  -  со да

C M * _ _ 2rU,el 
J  l + г» J  l+e*

-oo - »
бундан

С e °xdr , ' “ i 21 it1— 1 ---- - — — 2*/----- — *-------- — = ---- (0 < a < 1).
J  1 +  e* , -ixai e 'a ,— e ~ w l  »ln a *

— Qe r

Равшанкн, a < 0 ва a> 1 учун берилган интеграл узоклашувчи булади. 
Бу мисолдаги интегрални Эйлернинг Г  (г) функцияси билан алокадор- 

лигини куриш кнйин эмас. Гамма-функция

(58)
О

Бу интеграл Я (*)> 0 да абсолют якинлашувчи булиб, аналитик функцияни 
ифодалайди.

(58) интегралда t ни « ' га алмаштирамиз:

Г  ( г ) - 2  j t - W - 'd B .
U

Агар сунгги интегралда г ни 1 — г га алмаштнрсак,
*

Г (\ — г) dv.
О

Буларлан

Г(*)Г(1 — /) = 4 «“ (“ ’+С,)( - )  dudv.

Охирги интегрални (а, 1>)текисликда и > 0, v > 0 сода буйича олннган 
икки улчовли интеграл деб карашимиз мумкин. и ва с ларни кутб коор- 
Динаталарнда ифодалаймиз:

и — р cos у, v «= р sin f.
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У w ua

Равшаики,

Демак,

Ж

Г (1)Г( 1 — г )-  4j |<?-p'(ctg

f«■'V? -  j *

Агар ушбу

<p — arc ct g Y  x, d<f I
2^ 1 ( 1+ x)

адмаштиришни киритсак, куйидаги тенгликка эга буламиз:

J

('x*~ldx 
Г ( '»г ( , •U

гралда л:»** алмаштнришни бажарамиз:

x.‘ ~ xdx в1' ж
— ---“  , , . dz — ---- (5-мпсол).1+ Л  J  1+«* 8ln 11?

Демак,

Г(*)Г (1-*)=
sin п

в-ми сол. Ушбу

"  е<>х -е>*
d\I

интеграл дисоблансин. By инте
грални

?  *“хах Г ,bXdKJ \ - * *  J 1 - * *—в —ж
иккита интагралга ажратиш мумкин эмас, чунки д:—О нуктада интеграл 
ишораси остидаги функциялар чексизликка а|1ланиб, интеграллар узокла
шувчи булади. Агар * -  х + in десак, 1 — *  -  1 — в* +,(-  1 + **
614



ифода х шт 0 да нолга айланмайди, шунинг учун берилган интегралнн ди- 
соблашда 5-мисолдан фойдаланиш мумкин.

двб олиб, интеграллаш йулини 97-чнзмада курсатилгандай танлаб оламиз. 
Бу контур билан уралган содада /(г) аналитик функция булгани учун, 
Коши теоремасига асосан:

/(*) функция z — 0 нукта атрофида куйидаги ейнлма билан ифодаланади:

Демак. г — 0 нукта Д О  учун кутулиб буладиган махсус нукта булиб, 
*-♦0 да / (г) чегараланган булади:

Худди 5-мисолдагндек, агар 0 < в < 1 ва 0 < 6 < 1 булса, (59) тенглик- 
дагн туртннчн ва олтинчи интеграллар R  — оо да нолга интилади. Шундай 
килиб, (59) тенгликда г-*О, R  -* оо деб лимитга утсак, куйидаги лосил 
булади:

Я Я+«/ -*+*/ -R

-  (Ь - а )  + с,х +

о #а(дг+*|) _  е»(х+»/)

еки

1+ r
t tx dx

5-мисолдан фойдаланиб, охиргн натижага эришамиз:



7 - м и с о л. У шбу

в ax'cosbxdx(a > 0)

интеграл дисоблансин. Бу интегрални дисоблаш учун

/ (» )-*-“ *
функцияни текширамиз. Бу функциядан дакикий Ук буйича олинган инте
грал Пуассон интеграли булиб, у ушбу кийматга эга:

у «• h тугри чизикда f(z ) функция
.л  уш6у

е~ в<х + ,А)‘ -  *ah’ • e~ox\cos 2ahx- 
— / sin 2 ahx)

функцияга айланади, охирги функциянинг дакикий кисми h — — булган-2а
да. берилган интеграл ншорасн остидагн функциядан узгармас сонга фарк 
килади. Ш у сабабли интеграллаш контуринн 98-чизмадагидай танлаб ола- 
ыиа. Коши теоремасига асосан

Ы+Н-°- (60)

Бунда | интегралда х У  а — t алмаштнрншни бажариб, интеграл остидагн
I

функциянинг жуфтлигидан ва> Пуассон интегралидан фойдаланамиз:

R • RV~a 
f-  f e~0X,dx--L  f l/ l .
J  J  У  a  •' /?-*•• У  a  2 f aI -R

R Г .  , i< V* P R
f -  f e- f ll a )  d x ~ - e ia f  

III -R -R
r txldK.

II ва IV  кесмаларда x  — ± R  булгани учун

| | -  ‘ I*’-*’) < (  у < £  ).
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Демак, а > 0 булса, R  -* оо да j  ва J  интеграллар нолга интилади. 

Шундай килиб, (60) тенгликда /?-»оо деб лимитга утамиз:

J dx>

Бундан лак»кий кисмларни таккослаб. изланган интегралнн топамиз:

“  .

/ ». J  t~ ax' со» Ь х d к — — у  — • е 40 (а > 0).
О

Юкорндагн тенгликда мавлум кисмларни бирлаштирсак.
оо

J  в~ ajr‘sln bxdx — О
—  оо

натижага келамиз. Бундай булишини интеграл ишораси остидаги функция 
ток экапидан фойдаланиб чикариш лам мумкин.

4. К у п  к и й м а т л и  ф у н к ц и я л а р д а н  о л и н г а н  ин- 
т е г р а л л а р н и  з и с о б л а ш .г
1- мисол.  Ушбу

1
/ _  Г I/ я\\—х)

j  (1 + xf dx

интеграл лисоблансин.

У У (1 — г) 
(1 +*)3т >

функцияни текширамиз. Бу функ
цнянинг (0,1) кесма буйича кир- 
кнлган текисликда учта бир кий- 
матли тармош бор. ^акикатан,
О ва 1 нукталарни уз ичига ол- 
ган ёпик контурни соат стрелка- 
сига карши тула айланганда. arg г 
ва arg (г — 1) лар + 2п орттирма 
кабул килади, arg г* (1 — г) эса 2 • 2* 4 2* = 6т. орттирмани кабул килади. 
демак, »^га(1 — .г) функция бошлангич цийматнга кантиб келади. Биа /-(г) 
нинг (0,1) кесманннг юкори чеккасида мусбат кийматдар кабуд килувчи 
тармогини танлаб оламиз, бунинг учун arg г — аг|> (1 — *1 — 0 д*б кабул 
киламиз. 99-чизмада тасвнрланган контурни оламиз._________

У X* ̂  1 —ДС)
1 чеккада arg V  г* (г — 1) = 0, яъни Д х) — — --------  II чеккад»,(1 + гр

яъни г ~  1 нуктани соат стрелкаси буйича айлангандан суиг, arg*
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О га тенглигича колади, arg (1 — г) sea — 2* га тенг бУлнб колади, 

afg V (1 — * ) - - J .  » rg / (* )= — J .  ЯЪНИ

- T  i 'V d - . o
(I + д|1

булади.
Бу ерда лам колдиклар назариясининг асосий теоремасига асосан:

+ J  + J  +  j  + j  -  2т.1, колд. /(*). 
с- К с* с* *—  1

Равшанки 6Г ва С* айланачалар буйича олинган интеграллар г-*0 да 
нолга интилади. /(*) функциянинг *ар бир тармоги учун чекенз узеклаш- 
ган нукта иккинчи тартибли ноль булгани сабабли етарли катта R  да

 ̂ — 0 булади.
LK

Шундай килиб,
J,. _________ JW о  ̂ 2*1

2*/
1  ST. колд. Дг).

* ■» — 1 нукта /(*) нинг учинчн тартибли кутби булгани сабабли

— 1
/(*) функциянинг тарыокларини алмаштирмаслик учун, колдикни кнеоблаш* 
да бир оз эцтибт булиш керак. Бнзнинг танлаб олган тармогимиз г — — 1 
нуктада arg г — я, arg(l — *) — О кийматлар билан характерланади, шу 
сабабли дифференциаллаш амали бажарилгандан сунг, г — еш1. 1—*—2кий- 
матларни куйиш керак (аргумент билан боглик булган шартларни алмаш- 
тирмаслик учун илднз остидагн кавени очиш мумкин эмас);



Демак,

У - 2'1 1
tl
зГ ' *

2з 9^3- У  \

2- м и с о л. Ушбу

интеграл дисоблансин. Ердамчи

/(*)- In ж
*«+а»

функцияни олиб, интеграллаш контуринн 100-чизмадагияай килиб ола
миз.

Агар Iах логарифмик функциянинг бош кийматини (0 < arg *< *) 
тушунсак, текширилабтган контур ичида /(г) функция бир кийматли бу
лади. Бу функция учун г — ai нукта оддий кутбдир, шу кутбга нисбатан 
колдикии дисоблаймиз: *II л I

In ai
2al

ln*
к я - m  -  5 ^ ai 2ai

С̂ олдиклар назариясинннг асосий теоремасига кура

—г Я ш о -Г .

—R сг Г Cr

Ср буйича олинган интегрални ба\олаймиз: г — Rel?. О < <р < *  да етарли 
катта R учуй

| In г| -  Kin"/? + чг < V ^ 'R  + *■■*<: 2 In R,
_ J__  1

демак,

Бундан

2 In /?

R -* oo, J  -* 0.

Худди шунга ухшаш ж — г***,
0 < у ч  * да етарли кичик г учун



бу интеграл *ам г -* 0 да нолга интилади. Бпринчи интегралда г к _х
алмаштиришни бажарамиз:

- г  R
(* С In X + к/

—R г
Шундай килиб, г-» О ва R  -* оо га интнлганда лимитга утиб куйидаги 

ифодага эришамиз:

_ Г С dx2 \ —  dx + тс/ I —----- 2г/J  a  *+e’ J  л’+в»о о

1пв + у !  
2о/

Бундан:

, р In jtd t я Г*

и
8-м и сол. Ушбу

dx т
хЧ-а*~ 2в*о и

С ха~ *
/- J  \ -ZTx dx (0 < в < 1)

махсус (х — 1 махсус нукта) ннтегралнинг бош киймати цисоблансин. Бу 
интегралнн зисоблаш учун

.о-l (o-l)ln*
/<*)-— , — ГГ7 -

врдамчи функцияни текшнрамиз.
Интеграллаш йулини 101-чизмада курсатилгандай танлаб оламиз. Бу 

контур ичида /(*) аналитик функциядир. Коши теоремасига асосан

/ ♦ T + M + J + T + M - *
с  Г г V  1 + г  C/f R  Т 'Г  1~Г  

Кесимнинг пастки четида

f(xe™ )
булгани с«баблн, аввалги тенгликни бундай бза оламиз:

l - г  R

<** + О - *2’0') [  j  A * ) d< + j  f(x) </л] +

+ j  / ( * ) + J / ( * ) + i* /(*)d* -  o. C'l)
V  l ' r  Cr
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Равшаики, г -  0 да j  -  0 ва R ■* со да -  0 . ва ^  буйнча олинган
С г CR

интегралларда мос равишда
г“-1 - 1 + О(г)1, г0" 1 = 2«) _  + 0 г).

\ - г -  ге1\ dz--tre '*db бунда ? О дан -  я гача (7, да) ва — в дан 
—2я гача (7' да) узгаради.

Демак,

f + J‘ -«/(1 +е?а*1) + 0(г).
V Тг

(61) тенгликда г -* О, /? - оо 
да лимитга утиб куйидаги ифо- 
дага эга буламиз:

+ +е2«<) = 0.
Бундан: ,

,2«ai + 1t I е "г 1/ ” ~f • 7^ _  ! -«ctgait.

М аш клар

Куйидаги функцияларнинг 
барча ажратилган махсус нукта- 
ларига ннсбатан колднцлари то- 
пилсин:

25 + 31. ---- .г - 2
_ cos г 
г-

1

У

^ V v  

^Гт _Д

4.

5.

6.

(**+ I)3' 
1

г3 — г-' 
гг

(*+1)л 
sin3r

■
7. ctg2f.
8. sin

(п > 0 — бутун сон).

г +1

101-чизма.

КУ р с ат м a. sin

9. 1
1- ^ ’

г + 1

1 0 (г) оркали г-+Ф дагк чексиз кичик микдор белгиланади.
21 — 175 821



10. zn sin —.

Куйидаги тенгламаларнинг |г| < 1 доирадаги илдизлари сонини Руше 
теоремасидан фойдаланиб топилсин:

11.  г ‘ - 8 *  +  1 0 - 0 .

12. + — 8z - 2- 0.
13. е*~х — г. * > 1.
sin г ёйилмасидан фойдаланиб, куйидаги ёйилмаларнинг тугрилиги 

исботлансин.

14. СО»* -  п(!—
Л— 1

v  и 8,п 2 гК у р с а т м a: cos г = ----.
2sin г

15. sin * -  .in г0-  ( ,  -  ,0) П  * [ 1 ~ S ^ S ’}
Я—1

10. с о . *  - - ±  (  I -  -  ~ j  (1 -

л*»1
г

Курсатма .  — 1 — 2/ ‘ s,n —•21
Куйидаги каторларнинг йигиндилари топилсин:

IN
* утун сон эмас‘

Л“ —  ао

19. V 1
___ la1-)- я»«—•о

Куйидаги интеграллар дисоблансин:
С gdz

20- ф  "j------- , бунда С — айлана: | г | -  2.
с  — — sin* I&

21- jj) j. С — айлана: хг + у1 -  2х.
с

22 Г— f  а >  I.J  (a +cos/)‘
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с dt23. I :-- -------- (p — комплекс сон),J  1 -  2p со*/+ p‘ ^0
Ж

24. j tg( «■ + la)dx(a — лакикнй сон).
0

25. J (*» +
— eo

( dt
1 (** ■+• а*)‘ (дс* + b*)
0
00f  со? x dx
J  *J + 9 *и
г x cos xdx
J  *»- 2* -t 10*

— 30

_ ’ sin xdx
•  ̂x (x » +  1 )**

^  f  cos a X — cos bx J . _ _30. I ----- j----dxt a >0, b > 0.
о
l

32. f ln ’ Jtrf*
J i r r r

V I I I  Б О Б

АНАЛИТИК ДАВОМ ЭТТИРИШ ВА КОНФОРМ 
АКСЛАНТИРИШНИНГ УМУМИЙ ПРИНЦИПЛАРИ

1-§. Аналитик давом эттириш
ч ^

1-§. Аналитик давом эттириш тушунчаси. Тула аналитик 
функция. Агар /(г) функция бирор О сохада аналитик б^лса, 
у холда табиий равишда бундай савол тугилади: функциянинг 
аникланнш со^асини, унинг аналитиклигини са^лаган *олда
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кенгайтириш мумкин эмасми, яъни О сохани уз ичига олган 
ва ундан кенгрок шундай D соха тузиш мумкин эмасмикинки, 
/(г) функция уша D  сохада аналитик бу’лсин. Аналитик функ
циянинг аникланнш сохасини бундай кенгайтирилишини ф у н к 
циянинг  ан а л и т и к  давом э г ти р ил и ши  дейилади. 
Аналитик давом эттиришга хакикий Узгарувчили ех, sin д ва 
cos х (бу ерда О хакикий ук) функцнялардан бутун комплекс 
сохада аналитик булган ег, sin г ва cos z комплекс узгарувчи- 
ли функцияларга утиш мисол була олади. Шуб.\асиз охирги 
функциялар G сохада мос хакикий узгарувчили функциялар* 
дан иборат булади. Бу хилдаги утншга ушбу

ех — — sin а: = ‘ cos* = W — ПяZdn\' 2 л  и  (2л—1)1» COSA- ^ (  1) (2я)!

даражали каторларда хакикий узгарувчи х ни комплекс узга- 
рувчи г билан алмаштириб эришиш мумкин. Равшанки. бундай 
алмаштириш каторларнинг якинлашувини бузмайди. Шунинг 
учун *ам бу каторлар билан ифодаланган функциялар бутун 
текисликда аналитик булади. Фараз килайлик, бизга иккита 
/,(г) ва /}(2) функциялар берилган булиб, булар мос равишда 
G, ва Gz сохаларда аналитик булсин. Бундан ташкари О, ва G2 
ларнинг умумий кисмндан иборат О,,, сохада (102-чизма) /,(г)«* 
=/г(г) булсин. У холда аналитик функцняларнинг ягоналик 
хоссасига асосан, G.t сохада аналитик ва G,,2 да/2(г)=/,(г) кий- 
матларни кабул кнладиган /2(г) функциядан бошка функция 
мавжуд булмаганидек, G, да аналитик ва G,,, да /,(г) = /2(г) 
К'ийматларни кабул киладиган /,(г) дан бошка функция мав
жуд булмайди. Шундай килиб, /2(г) функция С,,2 даги кий- 
матлари оркали, яъни /,(г) функция оркали тула аникланади. 
Шунга ухшаш /,(г) функция хам /2(г) воситаси билан тула 

« аникланади. Демак, G, ва 02
со^алар 102-чизмада курса- 
тилгандай булиб, /,(г) функ
ция G, сохада аналитик бул
са, у холда ёки 02 да ана
литик ва (у,,2 да /,(г) билан 
бир-хнл булган биргина f.2(z) 
функция мавжуд ёки G2 да 
бундай функция мутлако 
мавжуд эмас.

Агар шундай /2(г) функ
ция мавжуд булса, О, соха
да берилган /((г) функция 

102-чизма. 0 „ 2 со*а оркали G2 со\ага
аналитик давом эттириляпти деймиз./,(г) функцияни/,(г) функ
циянинг G сохада бевосита аналитик давоми дейилади.

Равшанки, /,(г) функция, уз навбатида, /2(г) функцнянинг
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O', co.\ara бевосита аналитик даюми булади. /,(г) ва /,(г) 
функциялар бири иккинчиси оркали тула аникланганлиги сабаб
ли, уларни G = G, + G3 кенгайтирилган сохада аналитик булган 
битта ^ (г ) функциянинг элементлари деб караш табинйднр, яънн

П г ) j G, да /,<*),
Ot да /2(г).

Мисол.  G, со*а_|г|<1 дойра, G, с®*а эса маркази— / нук
тада ва радиуси V 2 га тенг булган |г-|-/|< К2 донра бул- 
снн (103-чизма). G, сохада

/,(*) V
п=Ф

функция берилган булсин. G;, сохада аналитик ва G „ да/,(г) 
функцияга тенг булган функция тузиш керак. Агар бундай 
функция мавжуд булса, у албатта ягонадир. Изланаётган функ
ция бундай булади:

« « - r b  £ ( ш ) “я—®
Хакикатан, охирги катор ~ |  <1  да яъни | г + » |< ]/ 2

да якинлашувчи ва унинг йигиндиси
Л ( * ) -  ' '1 -И 1 -

г + I 1 — г
Г Т 7

га тенг. Демак, 0 ,,2 соханинг барча нукталарида /2(г) = 
Шундай килиб,/, (г) ва /2(г) функциялар бири иккинчисининг 
бевосита аналитик давоми булиб, улар кенгайтирилган G =
*=G, + G2 со\ада аналитик булган битта F(z) — -— - функциянинг
элементларидир

103-чизма. 101-чизма.
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Биз юкорида айтиб утдикки, агар G, ва 02 сохалар 102 ёки 
103*чизмалардагидай булса, яъни улар битта умумий кисмга эга 
б^лса, у холда /,(г) функциянинг С2 сохага давоми ягона булади.

Ammo G, ва д2 сохалар (104-чизмада) курсатилгандай бир 
нечта умумий кисмга эга булса,/, (г) функциянинг Gu2 ва G'u2 
умумий кисмлари оркали G, сохага давоми хам бир-биридан 
фаркли булиши мумкин.

Агар G, ва G, сохалар факат битта умумий кисмга эга булса, 
юцорида айтилганларга кура, Р(г) функция бир кийматли була
ди. Агарда G, ва G2 сохалар бир нечта умумий кисмга эга 
булса, у холда F(z) функция куп кийматли булиши .\ам мум
кин (яъни G2 соханинг z нукталарнда /г(г) функция турли кий
матларга эга булиши мумкин). Аник мисолда шундай були- 
шини бир оз кейин курамиз.

Энди, G,, 02, . .  . , Gn сохалар занжири берилган булиб, 
хар бир жуфт (икки) кушни G»ea 0*4.1 сохалар умумий G*, *+J 
кисмга эга ва хар бир G* сохада /* (z) аналитик функция берил
ган булсин.

Таъриф.  Агар \ар бир k = 1, 2 . . .  л — 1 учун /* (г) ва 
fkv\(z) функцияларнинг кийматлари G*,*4i сохада бир хил 
булса, у холда f „ (z )  функция /,(г) функциянинг \Gk ) со\а- 
лар занжири оркали G„ со.\ага аналитик давоми дейилади.

Бу холда хам, тайин Glt G2........ G„ ва G,, 2, G2,s, . . . ,
G„-i,n сохаларда /,(г) функциянинг Gn сохага аналитик давоми 
(агар у мумкин булса) бир кийматли (бирдан-бнр) аникланади. 
Лекин (G* ) занжир халкаларини узгартирганда ёки бирор G*. **i 
лар узгарганда аналитик давомнинг киймати узгариши мумкин. 
Занжирнинг охирги халкаси бошлангичи билан бир хил булиб 
колишн хам мумкин, масалан, 105-чизмада занжир Qu G „ G „ 
G4, Gs, . . . , G5, G, дан иборат. Бу холда, шу занжир оркали 
аналитик давом эттириш натижасида хосил булган функция
нинг киймати бошлангич функция билан бир хил булиши шарт 
эмас.

Юкорида айтилганларни мисолда туш у нтириб утамиз. G, соха

\г — 11 < j  доирадан иборат булиб, /,(г) = булсин, бунда
1

L — шу доирадаги 1 ва z нукта- 
ларни туташтирувчи йулдир, у 
Холда

/,(г) =  1пг= In | г | -J- г arg zr.
шу билан бирга arg г бош киймат- 
ни и(|одалайди; юкори ярим 
доирада arg г мусбаг кийматлар- 
ни, пастки ярим доирада эса ман- 
фии кийматларни кабул килади.
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G2 ва G 5 106-чизмада тасвнрланган со^алар булиб, G, улар
нинг умумий кисми булсин. Равшанки, /х(г) — In г функция
нинг 02 ва GJ со?{аларга аналитик давоми ушбу функциялар 
булади:

бу ерда Ln ваL* лар 1 нуктани г нукта билан туташтирувчи ва 
мос равишда G, ва G\ со^аларга утиб кетган чизиклардир.

Бу функциялар .\ам In \г\ -И arg2 га тенг булади, лекнн /2(г), 
учун argz мусбат кийматлар, Гг(г) учун манфий кийматлар ка. 
бул килади. G, со.цада бу функциялар/,(г) = In г функцнянинг 
турли аналитик давомларини аницлайди — чунки, масалан,/2( —
— 1) = zi /’( — 1) = — -i. Шундай. .килиб, аналитик давомлар# 
.^акикатан кам, со^алар занжирларинннг танланишига боглик 
булиши мумкин экан. Бу мисол оркали юкорида айтнлган бош
ка фикрларни *ам яккол тасаввур килнш мумкин. G со.ча G, 
ва G] со^алариинг нукталаридан ташкил топган булсин. Бу со^а

G, билан иккита бир-бирига боглик булмаган G ^ e a G J  уму
мий кисмларга эга булсин. /,(г) = In г функциянинг О, со*адан 
G,,, ва G’,9 оркали G га бевосита аналитик давомларн бир би- 
ридан фарк килади; буларнинг б'иринчиси учун ln|e| + t'argz 
мусбат кийматларни, иккинчиси учун манфий кийматларни ка
бул циладн. Ни^оят, / ,(г)—In z функцнянинг G, создан G,G, 
G*G, занжир оркали яна G, со>5ага аналитик давомини текшн- 
риб курайлик. Бундай аналитик давом эттириш натижасида G, 
сохада янгидан ^осил килинган функция, равшанки, бошлан-

У

X

106-чнзма.
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гич /,(г1 функциядан узгармас 2r.i кУшилувчи билан фарк ки
лади. Шундай килиб, юкорида киритилган аналитик давом эт- 
тириш тушунчаси тула аналитик функция тушунчасини кири- 
тншга имкон берадн.

Таъриф.  Фараз килайлик, бир кийматли ва аналитик 
/ ,(г ) функция С, сохада берилган булиб, уни шу соха таш- 
Карисига давом эттириш мумкин булсин. Бу функцияни бар
ча имкони бор со^алар занжири буйича мумкин булган ка* 
дар аналитик давом эттирамиз. Мана шундай давом эттириш- 
лар натижасида косил ки-|инган кийматларни, битта F(z ) 
функциянинг кийматлари деб (яъни: F(z ) =*/* (z), a rap z (•(?*, 
к = 1, 2 , . . . ,  п булса) караймиз. Бундай фуцкцияни тула 
аналитик функция дейилади. Уни ташкил цилган бир киймат
ли аналитик функцияларни (/,(г) нинг давомларини) эса F(z) 
нинг т а р м о к л а р и  дейилади.

Аналитик давом эттириш бажарилаётган занжнрнинг барча 
кисмларини хам битта G сохага бирлаштирамиз. By G co.̂ a F(z) 
функциянинг ма в ж у д л и к  со х а с и дейилади. Равшанки, F(z\ 
функцияни умумий мавжудлик G сохаснда эмас, балки унинг 
Кисмларида хам текшириш мумкин; бу холда F(z) тугрндан- 
тугри аналитик функция булади. Аналнтнк функциянинг бундай 
таърифи II бобда берилган таърифнинг умумлаштирилишндан 
иборатдир, чунки бу таъриф, куп кийматли функциялар учун 
^ам уринлидир.

2. Аналитик функцияни элементларига асосан тузиш. Ана
литик функцияларни тузишнинг содда усули Вейерштрасс тв- 
монидан тавсия этилган. Бу ерда биз шу усулнинг кнскача маз- 
муни билан танишамнз. G , сохада /,(2) аналитик функция бе
рилган булсин. Gi со*анинг ихтиёрий а, нуктаси атрофида f x(z) 
функцияни ушбу

и  (2) “ 2 с «(г” а,)я ( 1)л—О
даражали каторга ёйиб, унинг якинлашиш радиуснни /?, билан 
белгилаймиз. Хусусий холда, /?, чексизга тенг, яъни (1) катор 
бутун комплекс текисликда якинлашувчи булиши мумкин. Бу 
холда ( 1) каторнинг йигиндиси барча текисликда аналитик функ
ция булиб, у /,(г) функциянинг G, соха ташкарисига давоми- 
дан иборат булади. Аналитик давом эттиришнинг ягоналнгига 
асосан, },(г ) ни давом эттириш воситаси билан ( 1) каторнинг 
йигиндисидан бошка функция хосил килиш мумкин эмас.

Мисол. Ушбу

катор барча текисликда якинлашувчи булади. Ну нинг йигиндисини Дг) ор
кали белгилаймиз. Сунгра.

1 + z + г* + . . .  +*4 + • •.
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каторни текшнрамиз. Маълумки, бу каторнинг якинлашиш радиуси I га 
тенг. Охирги каторнинг йигиндисини <р(*) билан белгилаб, /(*) <р(г) функция
ни /|(*) оркали белгилаб оламиз, яъни:

/,<*)-/(*)?(*>.
Бу формула билан ифодаланган /,(г) функция факат | г | < 1 двирада аник- 
лангандир. Энди f t(e) функцияни ноль нукта атрофида (а — 0) каторга ёя- 
миз. Бу каторни йигиндилари Дг) ва<р(г) булган каторларни купайтириш на* 
тижасида лосил киламиз.

, 1 1  1^1 1  (п _  , о ч
~ 2! "  3! “  •1' “  л! л! ( '

тенгликни эътиборга олсак, /,(г) учун
г г* гп

/•(*) - 1 + + • • • + ^
ейнлма лосил булади. Бу катор барча текисликда якинлашади. Шундай ки
либ, берилган f x(z) функция учун барча текисликда Уринли булган ёйилма 
лосил килдик.

Агар /?, чексизга тенг булмаса, у бирор мусбат чекли сон 
булади. ( 1) каторнинг якинлашиш доираси ичида, марказдан 
фарклн булган бирор о3 нуктани танлаб олиб, унинг атрофида 
Куйидаги ёйилмани тузамиз:

£ С £ > (г- аа)", (2)
л—0

бундаги
Св> = !/ (« ( „ , ) .

(2) каторнинг якинлашиш радиуси- 
ни R2 билан белгиласак. ушбу /?2>
>/?, — | а2 — а, | тенгсизлик уринли* 
дир. Агар /?2 = R, — \а2 — а, | булса, 
у *олда (2) катор, функциянинг (1) * 107.чизма 
катор билан аниклангаи нукталар*
даги кийматларинигина беради. Бу колда(1) ва (2) каторлар 
якинлашиш доиралари айланаларининг уриниш нуктаси, /,(г) 
функция оркали аникланган функцнянинг махсус нуктаси була
ди (107-чизма). Агар R2 > R, — | а2 — а, | булса, у *олда R2 ради
усли доиранинг бир кисми R , радиусли доирадан ташкарига 
чнкиб кетади ва биз берилган якинлашиш дойра ташкарисига 
(а,. аг) радиус йуналиши буйича давом эттирилган /,(*) функ
цияга эга буламиз (Ю8-а чизма). Функциянинг биринчи эле- 
менти ( 1) ни имконн бор булган йуналишлар буйича давом эт- 
тирайлик; худди шундай янги элементлар уз навбатида яна 
давом эттирилган булсин ва *. к . Шу йул билан (1) элеменг- 
дан бошлаб, умуман айтганда, бора-бора кенгаяётган сохада 
тула аналитик F(z) функцияга эга буламиз. Айрнм лолларда
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(1) каторни бирорта *ам йуналиш буйича давом эттнриш мум
кин булмай колади.

М и с о л. О, со.\а — | г | < 1 дойра ва

/.< *)-2 * *  
л-i

булсин. /,(г) функция учун г — 1 нукта махсус нукта булади, 
чунки закиций z=k лар учун, И т/ (х) = оо булади. Дар*а’кикат,-Г-1

Ит демак, ихтиёрий п учун шундай Цп) сон топи-
х-' й !

л

ладнки, х > \  — о(л) булганда ^ / > л - 1  булади. Бу.н-
*-iоо

дан /г(х) = V  х2* > п — 1, сунгра ушбуни ёза оламиз:
А-1

М г )  = +  +  /,<*).
Л-1

бундан 2* -  1, я ъ н и :г = 1Т  (г = ± 1) нукталар *ам /,(*) функ
ция учун махсус нукталар булиши келиб чикади. Худди юко- 
ридагига ухшаш
/|(г) = г* + г*1 +/,(г*2) ........ /,(г) = 2»+**’+ . . .  + г- '+

Я̂/Т“демак, г — у 1 нукталар цам махсус нукталардир. Бу нукта- 
лар |г| = 2 айлана ичига чизилган 2"  бурчакнинг учларидир. 
Шундай килиб, /,(г) функция махсус нукталарнинг туплами 
12 1 = 1 айланада зич тупламдир. Шу сабабли /,(г) функцияни 
*еч кайси йуналиш буйича давом эттириш мумкин эмас. Бун- 
дай лолларда О, со^ани /,(г) функциянинг мавжудлик со.\аси, 
G, нинг чегарасини эса/,(г) функциянинг та б и ий чегараси 
дейилади./,(г) функцияни эса ту л а аналитик  функция  
дейилади. Даражали каторни хамма йуналишлар буйича давом 
эттириб булмайди, чунки якинлашиш донраси айланасида ка-
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мида битта махсус нукта борлиги сабабли, бу махсус нукта 
янги якинлашиш доираси ичига тушиши мумкин эмас. Демак, 
махсус нукталар йук булган йуналишлар буйича давом эт- 
тирилади.

Давом эттириш вактида янги донра ёрдами билан яна бош- 
ланшч доирага хам тушиб колиши мумкин. Масалан, 108- б 
чизмада бошлангич дойра маркази координаталар бошида ва 
радиуси бирга тенг булган доирадир, шу билан бирга унинг 
айланасида бирдан-бир z=  +  1 махсус нукта бор. Бошлангич 
элементни кетма-кет давом эттиришда бешинчи дойра бнрин- 
чиси билан умумий кисмга эга; бу кием штрих билан курса
тилган. Бу умумий кисмга тегишли булган бошлангич якинла
шиш дойра нукталарида янги даражали каторнинг кийматлари, 
бошлангич даражали каторнинг кийматлари билан бир хил бу
лиши хам мумкин, булмаслиги хам мумкин. Биринчи холда, 
функция бир кийматли, иккинчи холда эса куп кийматли 
булади.

Куп кийматли функцияларни геомегрик тасвир килиниши 
учун унинг элементлари якинлашиш доираларидан Риман сирти 
ясаш мумкин. Бу сиртда функция бнр кийматли булади. Бу 
сиртнинг кандай ясалишини элементар куп кийматли функция
лар воситаси билан III бобда курганмиз.

2-§. Симметрия принципи

Аввалги параграфда биз О, ва Gt со^алар умумий кисмга 
эга булган холда, буларнинг биридан иккинчисига аналитик 
давом эттириш тушунчасини аникладик. Энди биз бир хусусий 
холда, яъни сохалар умумий кисмга эга эмас, балки умумий 
чегарага эга булганда, бу аналитик давом этгиришни бажара- 
диган битта амалий усулни курсатамиз. Шу мацеадаа, аввал 
узлуксиз давом эттириш принципи ёки Риман номи билан юри- 
тиладиган теоремани исбот киламнз.

Теорема .  Агар /,<г) ва /2(г) функциялар умумий нуц- 
таларга эга булмаган О, ва О', со.\аларОа аналитик булиб 
бу сохаларнинг чегаралари умумий С циемга эга булса ва 
бундан ташцари /, (г) ва f 2\z) функциялар мос равииюа О, + 
-+- С ва О, + С да узлуксиз ва С да бир-бирига тенг булса, 
у холда /а(г) функция f,(z) функциянинг G2 сохага беросита 
аналитик давомидир, бошцача айтганда бу функциялар бир- 
галикда 0, + C + G, сохада би тта  F(z) аналитик функция
ни аницлайди.

Исбот.  Теореманинг шартига кура 
/>(*), Gx да,

F (z ) — t\(z) -  А (г), С да,
/2(г ), G2 да
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функция G = G, + С + G2 сохада узлукснзднр; бу функциядан 
G да ётувчи ихтиёрий ёпик Г  контур буйлаб олинган интеграл- 
нинг нолга тенглигини курсатамиз. Агар Г  бутунлай G, ёки G3 
га тегишли булса, бу интеграл Коши теоремасига асосан нолга 
тенгдир. Агар Г  контур G, ва G, га тегишли б^лса, у холда 
Г, ва Г , оркали Г  нинг мос равишда G, ва G2 да ётувчи кисм- 
ларини хамда Т оркали С нинг Г  ичида ётувчи к»смини бел
гилаймиз (109-а чизма).

Коши теоремасига асосан:

— ( .  F(z)dz=*0.
Л+т г,+~

Бу тенгликни кушиб,

^ F (z )d z+  $ F (z )d z=  f F(z)dz=* •{ F(z)dz = 0 
Л+т л+~ л+г, г

ни хосил киламнз. Бундан Морера теоремасига асосан F O ) 
функциянинг О со.\ада аналитиклнги келиб чикади, яъни /2(г) 
функция /, (г) функциянинг аналитик давомидир.

Бундай теорема хакикий сохада, умуман, нотугридир: агар 
иккита хакикий узгарувчили f* (x) ва х) функциялар кушни 
(а, Ь) ва (£>, с) интервалларда дифференциалланувчи булиб, бу 
интервалларнцнг умумий b нуктаснда узлуксиз ва тенг булса- 
лар. бу функцияларни бирлаштириш натижасида хосил булган 
F  (х) функция (а, с) интервалда дифференциалланувчи бул- 
маслиги хам мумкин. Масалан, куйидаги графиги 109 б чизма
да берилган t (х) функция учун Ь бурчак нукта булгани сабаб
ли функциянинг бу нуктада хосиласи мавжуд эмас.

Бунга у = | jc | функция хам мисол булади.
Симметрия принципи (Б. Риман ва Г. Шварц принципи).

Агар /(г) функция G, сохада аналитик булиб? бу соха не- 
гарасининг бир цисми цандайдир айлана 7 ёйидан (ёки тугри 
яизиц 7 кесмасидан) иборат булса, шу билан бирга /, (г) 
функция 7 да узлуксиз булиб, хациций цийматларни к,абул
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килса, у ^олда ду функция 7 оркали аналитик давом эта  
ди; ГМ ) функция бу аналитик давомининг G, ташкарисиоаги 
кий матлари 7 га нисбатан симметрик булган нукталарда 
/ ,(г ) га кушма булади.

Исбот .  Аввал ? хакикий УК* 
нннг бирор (а, Ь) кесмасидан ибо
рат булсин, дейлнк. Аницлик учун
О, соха шу (а, Ь) кесмадан юко
рида ётадн, деб фараз киламиз.
Хакикий укка нисбатан G, сохага 
симметрик булган G, соха ясай- 
миз ( 110-чизма) хамта шу сохада 

(г)функцияни куйидаги конда 
билан аниклаймиз: бу соханинг 
хакикий укка нисбатан г, нуктага 
симметрик булган хар бир г, нуктасида

110-чизма.

/2<г2) = /,(2а) булсин, г2 — г,(г, = г 2)
булгани учун, олдинги тенгликни /2(г2) = /1 lzi* куринишдаёз- 
са булади. Бундай хилда тузилган /2(г) функция G, сохада 
аналитик булади. Хакикатан, г, ва г, га бир вактда берилган 
орттирмани Д оркали белгилаймиз; Дг2 ва Дг, лар £заро куш* 
ма булади, яъни Дг2 = Дг,;

/а (г , + Дг,)— /(г}) _  U * 3 + A * j ) — f i ( ' : )  _  I /1U1+ j
^ г а Дг» ' Дг» '

бун дан:

lim/з(*з + —/г(*г)
Дг, = Iim(f

Д га

ёки / 2(^2) =/,'(г2).
Шундай килиб, /а(г) функция Ga соханинг хар бир нукта

сида чекли хосилага эга экан. демак, /, (г) функция G2сохада 
аналитик, (с, Ь) кесмада /, (г) функциянинг кийматлари хакикий 
булгани учун бу кесмада /, (г) ва /2(г) функциялар бир хил 
кийматлар кабул килади. Демак, исботланган теоремага асосан 
/2(г) функцня /,(г) функциянинг (а, Ь) кесма оркали аналитик 
давомидир, яъни 7 хакикий укнинг (а, Ь) кесмасидан иборат 
булган холда симметрия принципи исботланди.

Агар т хакикий укдан фаркли тутри чизикнинг кесмасидан 
иборат булса, г '—аг-\-Ь чизикли алмаштириш ёрдами билан 
хакикий укнинг кесмасига айлантиришимиз мумкин.

Агар 7 бирор айлананинг ёйидан иборат булса у холда уни
,  А

каср чизикли алмаштириш ёрдами билан хакикийг,= аг
сг + &



Укнинг (а, Ь) кесмасига утказиш мумкин. Маълумки, бундай 
алмаштиришда 7 ёйга нисбатан симметрик булган нукталар 
(а, Ь) кесмага нисбатан симметрик булган нукталарга утади. 
Демак, 7 га нисбатан симметрик булган нукталарда /, (г) бн- 
лан унинг аналитик давомининг кийматлари узаро кУшма бу
лади. Шундай килиб, симметрия принципи тула исбот булди.

Бу принцип конформ акслантиришлар назариясида жуда куп 
татбик килинади. Хакикатан, чегарасининг бир кисми кандайдир 
айлананинг 7 ёйидан иборат шундай О, со\а берилган булнб, 
7 га нисбатан G, га симметрик булган 02 со?{а О, дац бутунлай 
ташкарида ётсин. Фараз килайлик, G, со*а юкори ярим текис
ликка акслантирилаётган булиб, бу акслантиришни w — / ,(г ) 
функция бажараётган булсин. Бу *олда, симметрия принципи- 
га асосан, 7 га нисбатан узаро симметрик булган нукталарда 
/«(г) функцияга узаро кушма кийматларни бериб, бу функция
нинг 7 оркали аналитик давцмини ^осил киламиз.

w = / ,(« )  ёрдами билан акслантиришда 7 ёйнинг акси w 
текислик з{а(<икий Укининг бирор кесмасидан иборат булади. 
Шундай килиб. 7 оркали аналитик давом эттирилган w = /,(2) 
функция 0 = 0 , G, + 7 со>(ани, w текисликнинг какикий Ук- 
дан 7 нннг аксидан ташкари нукталарни чикарибташлагандан 
сунг, колган кисмига конф орм  а к с л а н-т и рад и.

Мисол.  Симметрия принцнпига асосан ушбу

У - 0, — - j  < л  <  О

кесма буйича к»ркнлган
It я

АУлни юкори ярим текисликка акслантирилсин.
Е ч и ш. III боблан бизга маълумки, t — sin г функция

~ 7 < * <  J y >0

прим йулни юкори ярим текисликка акслантиради, шу билан бирга г текис
ликдаги | — —, 0 j ва  ̂О, — j кесмаларга мос равишда I текисликда 
(— 1, 0) ва (О, 1) кесмалар т^ри келади. а'пг функцияни юкори

я я
“ 2 < * < 2 ’ У>*

ярим йулдан (в. — j  кесма оркали давом эттирамиз. sin» функция барча 

текисликда аналитик булгани учуй, унинг ^0, —j  кесма оркали давоми 
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яца sin г булади. Симметрия принцилига асосан, t — sin г функция

~ 1 < Х< 7* ><°
куйи ярим йулни t текисликнинг куйи ярмига акслантиради. Шундай килиб.

йулни, дацикий Уки ( —оо, 0' ва ( 1, оо) кесмалар буйича киркнлган барча t 
текисликка акс эттиради. Охирги текислик эса

функция ердами билан юкори ярим текисликка акслантирилади. Демак, из- 
данаётган функция куйидаги куринншга эга булади:

3 ■§. Конформ акслантиришнинг умумий принциплари
1. Аналитик функция ёрдамида со.\ани акслантириш. да—

= / (г) Ф const функция G сохада бир кийматли ва аналнтнк 
булсин Бу функцнянинг G сохада кабул циладиган кийматлари* 
нинг D туплами хам соха булишини курсатамиз. Бунинг учун 
хар бир w0 = /(г0) £ D нукта узининг бирор атрофи билан D  га 
тегишли булишини ва D  нннг исталган икки нуктасини D  дан 
чикнб кетмайдиган узлуксиз эгри чизик билан гуташтириш 
мумкинлнгини курсатиш керак.

G сохада шундай С„: |г — г0|<р ёпик дойра чизамизки, бу 
дойра G га тегишли булиб, w0 кнйматни функция уша доира- 
нинг факат г0 нуктасида кабул килснн. Бунга хар доим р ни 
етарли кичик килиб олиш натижасида эрншиш мумкин, чунки 
акс холда г0 нуктанинг ихтиёрий атрофида шундай нукталар 
мавжуд б^лар эдики, бу нукталарда / (г )  функция битта w0 
кнйматни кабул киларди, ягоналик теоремасига асосан бунинг 
булиши мумкин эмас (f(z )^ w ^ ).

min | / (г) — да0| ни ja оркали белгилаб оламиз; f (z )  узлук- 
f

сиз ва |г — г0| = р айланада w0 га тенг булмагани учун (а>0 
булади. Ко деб \w — и»0| < ц доирани белгнлаймиз ва унн D га 
тегишли эканини курсатамиз. Хакикатан,/(г)—о>0—0 тенглама 
С0 нинг ичида камида битта, чунончн г — г0 илдизга эга (бу 
илдизнинг тартиби канча булса, узини хам шунча хисоблаш 
керак): w '£ K 0 ва w0 дан фаркли (wf Ф  w0) булсин; | w'—wa\ < 
<ц хамда |г — г0| = р айланада |/(г)—да0| б у л г а н и  сабабли, 
Руше теоремасига кура бу айланадаги |/ (г )—w0]-f-(a»e — w') = 
= / (г) — w' = 0 тенглама илдизларинннг сони /(z) — we =  О



•енглама илдизларининг Сонига тенг, яъни камида битта нл- 
дизга эга. Уша илдизлардан биттасини г' оркали белгиласак 
/(г')=*к/ булади, яъни Ко доиранинг хар бир w' нуктаси / (г) 
функциянинг С0 ичида кабул киладиган кийматидан иборат 
булар экан. Демак, К 0 дойра D  сохага тегишли булади.

= /(*/) ва w2 = / (z2) — D  тупламнинг ихтиёрий иккита 
нуктаси булсин. г, ва z2 нукталар О га тегишли булгани учун: 
бу соханинг ичида zt ва г2 ларни туташгирувчи узлуксиз, 
z = K(t), а < / <  ?(>.(а) = ги Х(Р) = г2) куринишдаги ? эгри чизик 
мавжуддир. Равшанки, у холда w = / (г) ■= / [X (/)] (а < t < £) 
функцня графи ги хам U  тупламга тегишли ва w,, w2 (w, = 
= /(г,) = /[х(/)]), w2—f(z2) —/Щ Р)! нукталарни туташтирувчи 
узлуксиз эгри чизик булади.

Юкоридаги натижаларни куйидаги теорема сифатида таъ- 
рифлаш мумкин.

Теорема .  Айнан узгармас сонга тенг булмаган (/(г)ф  
ф  const) аналитик функция сосана сохага акслантиради.

2. Шварц леммаси. Агар f(z) функция бирлик доирада 
аналитик булиб, / (0| = 0, |/ (г )|<  1 шартларни цаноатлан- 
тирса, у >;олда, |/ '(0) | <  1, |/(г)|< |г| шартларни хам на- 
ноатлантиради. Ш у билан бирга |/'(0) | = 1 ёки |/(г0)| = |г0| 
тенглик доиранинг камида битта  нуцтасида бажарилса, 
/(г) функция

куринишдаги чизицли функция булади.
И сбо т. /(г) функцияни | г |<1  доирада даражали катор 

билан ифодалашимиз мумкин, яъни:

функцияни текширамиз. Бу функция |г | < 1  да аналитик б у 
либ <? (0) — с, — /' (0) шаргни каноатлантиради. ® (г) функцня- 
нинг|г|< 1  доиранинг ихтиёрий z' нуктасидаги кийматини 
аниклаймиз. Агар р сон | г' | < р < 1 шартни каноатлантирса, 
.модулнинг максимум принципига асосан.

/ (г ) = еыг (а — хациций сон)

/ (г ) -  с,г + c2z* + . . . ,  с0 = / (0) = 0, 

<р(z)‘= f—  =1 с, + с2г ■+• . . .
г

• • • 9

I ? (* ') I < n iax |?(* )|

булади. Лекин
шах |<р (г)| = шах 
i*i -р  ̂ i*l-p

чунки | / ( г ) | < 1. Бундан
и-р

/(*)
Z <

р

1т(г'Л <-• t
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i ' ни узгартнрмай, р ни 1 га ннтилтирсак,
1?(г')| < 1

тенгсизликни хосил киламиз. Хусусий холда z' = О учун
I «Р (0 ) | =  I Г  (0 ) | -< 1

ва г' =  г0 Ф 0 учун
I <Р (*o) I :

/(*о' <11яъни|/(г0)|< |г0|.

Агарда |/ (г0)| = |г0|, яъни | <р(г0)| = 1 булса, у холда мак
симум принципрга кура, бирлик доиранинг бирор z' нуцтаси- 
да |®(z)| бирга тенг булган максимумга эга булар эди. Бу фа
кат <? (г) = const = е{* учун уринли (чунки |< ?(г )|= 1. Демак, 
/(г) =•<?'* г.

Х у л  ос а. Шварц леммасининг геометрик маъноси шундай 
иборатки, бу лемма шартларини каноатлангирувчи w = f (z)  
функция ёрдами билан акслантнриш натижасида хар бир г нук-
1 анмнг образи ёки унга кура координаталар бошига якинрок, 
ёки акслантирнш координаталар боши атрофида айланишдан 
иборат булади.

3. Функция бир варацли бу-лишининг локал (ма^аллий) 
крите(,ийси.

Бу пунктда биз ёпик С0: |г — г0|<р доирада ш = /(г) акс- 
лантирпшни чукуррок урганамиз. Фараз килайлик, f  (г) = О,. . . ,  
/ ф' |> (г0) = 0 ,/ /” (?о) фО (р > 2) булсин. f  (г) факат ?0 нукта
дагина эмас, балки С0 нинг бошка нукталарида хам нолга ай- 
ланншн мумкин: лекин г0 нукта / ' (г) функция нолларининг 
лимит нуктаси булмагани сабабли (акс *олда / '(г ) = 0, / (г ) = 
= const булади», р ни етарли кичик килиб олиш мумкинки, С0 
доиранинг гп дан фаркли булган нукталарида ) ' (г) нолга ай- 
ланмайди. Бу ерза хам 1-пунктдагн белгнлашларнн сакласак, 
ихтиёрий w' ф и’0, | w' —- w01 <  {л учун /(г) — w' = 0 тенглама 
илдизларининг сони / (г )— wn = О тенглама илдизларининг со- 
нига тенг булади Охнрги тенгламанинг р та илдизи бор (г0 
сон/? каррали илдиз); шу сабабли f (z ) — w' = 0 тенглама *ам р 
та илдизга эга булиб, улар оддий (карралимас) булади, чунки 
г 'ф г 0 (акс *олда w' — }(г ')  = f(zu) = а ’0 булар эди, р нинг тан- 
ланишига асосан бундай булиши мумкин эмас). Демак, /' (г')=/> 
=£0. Шундай килиб, С0 нинг ичида г (z) — w' = 0 тенглама р 
та -Nap хил zt, г2, . .  . , гр илдизларга эга, яъни С0 атрофда 
бнр-биридан фаркли р та нукга мавжуд булиб, бу нукталарда 
/ (г )  функция битта ю' киймагни кабул килади.

Бундан, G соханинг камида битга г0 нуктасида досиласи 
нолга тенг булган / (г )  функция бу со.\ада бир варакли були
ши мумкин эмас деган хулосага келамиз. Бошкача айтганда, 
агар /(г) функция G сохада бир варакли булса, yiua соха: 
нинг бирорта хам нуктасида унинг хосиласи нолга айлчн- 
майди.
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А-# доирада г = <?(ш) функцияни даражали каторга ёямиз:
г — 9 (то) = са + с, (w -  w0) -+ . . .  + c„ (w — w0)" +  . . .  (3) 

( I W — W0 I < r0).
Бу каторнингся коэффициентларини аникмас коэффнциентлар 

усулидан фойдаланиб хисоблашимиз мумкин; бунинг учун те/— 
1си=/(г) — (г0) урнига коэффициентлари маълум деб хисобланган

111-чизма.
/  (г) — /  (г0) -= а, (г — z0) + а 2(г — г0)* +  . . .  

каторни кУйиш керак. Масалан,
1

Со *0. » • • •
в‘

Энди /' (г0) = . . .= / ' ’" |>(г0) = 0, 2^ (г 0) ^ 0 (р> 2)булсин. 
Бу холда | г — ?0|<р доирада якинлашувчи булган ёйилма 
куйидагича булади:

} уг)  =  а0 +  ар (г — г0у  +  . . .  (а0 * / ( г в) = w 0tap = J— ^ +  0)(4) 

ёки
/(г) = о0 + я , ( г - ^о)'I 1 + “ (*> I.

бундаги

а(г) = ££±1 ( г _ г 0) +  — ( г - г 0)* + . . :

функция |z — г0|<о, доирада аналитикдир. Фараз килайлик. 
Р| (0  <  Pi <  р) шундай булсинки, | г  — г01 <  Pi доирада | а (г) |<  1

булсин; бу холда ? (г) — [1 + в (г) У  — 1 + фуик-
ция|г — г01< рдоирада бир кийматли ва аналитик булиб, ?(г0)— 
= 1 шартни каноатлантиради. Шу сабабли ? (г) = (а— 20)Р(г) функ
ция хам |г — г. | <р, доирада бир кийматли ва аналитик булиб,



Y  (г о) — 1 ф 0 булади. Равшанки, / (г )  функция ? (г )  оркали 
Куйидагича ифодаланади:

и> — / (г ) = а0 + ар\т(г)]р. (5)
Ушбу

С«= Т(г) = (г — г0) + Ь2(г — г0)2 +  . . .  , (6)
функцияни текширамиз (? (г) функция | г — ?„| < р, доирада ана
литик булгани учун уни катор билан нфодалаб ёздик).

Бунга f  (zn) Ф  0 холдаги w = f(z ) функция учун аникланган 
натижаларни татбик килишимиз мумкин. Демак, | г—г0 |<р дои
рада г0 нуктани уз ичига олувчи шундан g0 со*а мавжудки бу 
со^а (6) функция воситаси билан бирор |С|< г, дан иборат К0 
доирага узаро (икки ёклама) бир кийматли ва конформ акслан- 
тирнлади С = т (г ) функцияга тескари булган г =  о(! )̂ функция 
IС |< г, доирада куйидаги ёйилмага эга булади:

z-8 (C ) = C +  c2t» + . . .  (7)

(4) ёйилмани хосил килиш учун аввал (6) алмаштиришни ба- 
жариб, сунгра К 0 доирада

w = а0 + a j f  ( а0 = w0, а„ = —PJ * n> ф о) (8)

алмаштиришни утказиш етарлидир.
(8) алмаштириш узаро бир кийматли булмайди; чунки К0 дои-

i -  I -  (0 -| )
ранинг бир-бирндан фаркли булган р та С, С г р р
(Cv*0) нуктаси битта w = а0 +  aprJ> нуктага утади. Лекин дои
ранинг образини р вар€кли Риман сирти, яъни маркази я0 — 
= ic’0 нуктада булган р варакли дойра сифатида ифодаланса, бу 
ерда хам тасвирнинг узаро бир кийматлилигига эришамиз. Бу 
р варакли доирани куйидагича ясаш мумкин. К 0 доирвни узаро 
тенг булган 2р та секторга буламиз:

S , : ( / ~  1)— <  в < / —, 0 < г < г, (/ = 1,2......... 2р):
р р

\ар бир сектор учун (8) алмаштиришни бажарамиз. Натижада 
юкори ва куйи О, ярим доираларнннг 2р та нусхасини хосил 
Киламиз: D ,i (/ — l)it < 9 < /я,0< /■</■*(? ва г—координагалари 
боши хо0 нуктада булган кугб координаталардир.) Энди ^ар бир 
D) ярим доирани умумий <р = /к (0 < г </*) радиус буйича
D/+] (/ — 1,2........ 2р — 1) ярим дойра билан улаш керак. Охир-
ги Dip ярим дойра умумий ? = 0(0  < г < rf) радиус буйича би
ринчи ярнм донра билан уланади.(7) ва(8)формулалардан дархол
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Функциянинг бир варакли булиши учун f '(z ) ф 0 (г £ О) 
шарт факат зарурий шарт булиб, у етарли шарт булмайди. 
Масалан, ег функциянинг досиласи (е1)' = ег *еч бир нуктада 
нолга тенг эмас, ег эса г+ 2k-i(k =  0, ±1, ± 2 , . . . )  нуцта- 
ларда бир хил киймат кабул килинади.

Аммо, / ' (г0) ф О булса, z0 нуктанинг шундай С0:\г — г0| < рв 
атрофини тузиш мумкинки, бу атрофда / (г) бир варакли булади.

Хакикатан, г0 нуктанинг бирор | г — г9\ <  г атрофида / ( г ) 
функциянинг ёйилмаси оо

/ (г )=  V  a„(z — г0)"
/»=Ц)

булсин (а, “ / (го ) ф  0). Ш у атрофда00
/ ' ( г )  =  V  /Ifln (Z  — Z 0) Л—1 •

я—1 00
катор якинлашувчи булади, демак, р < г  булганда V  я!а„!рл-1

л—2
катор *ам якинлашувчи булиб, р-»0 да унинг йигиндиси нолга

оо

интилади. р0 ни (0<р0<г) шундай танлаб оламизки, ^
я — 2

< |я, | тенгсизлик бажарилсин. У *олда \z — z0\ <р0 ёпик дои
рада ётувчи ихтиёрий иккита г, ва г2[г1ф г2) нукталар учун 
куйидаги ифода уринли булади:

V  а„ [ (г, -  z0)n -  (z2 — г0)л] =
Л—Ооо

= lfli ( ?i — гг) +  ^ ° я [  (?t — го) 4*” «'Ь(г2—го) ] (г1—
я- 2 а

V  • - I г .  ̂ Iл— 1 , , thm _ ,л-11
я-»2

! / ( * . ) - / ( * 2) 1 =

> | г , - * 2|| |а.1 -  2 |ал1П г‘ — го1" ‘ + ...+  |г2- г 0|л ‘]

>  | г ,  - г 2 | [  | а ,  |  -  £ « | a « l p ?  1

I л - 2
> 0,

яъни / U )  ф f lZ 2).
Шу билан / (г )  функциянинг ёпик \z — г0|<р„ доирада бир 

варакли булиши исботланди.
4. Аналитик функцияга тескари функция

w = f (г) функция чексиз узоклашган нуктани уз ичига ол- 
маган G сохада бир кийматли, аналитик ва бир варакли булсин. 
Исботланганига асосан, бу функция G со^ани бирор D сохага 
акслантиради. Куйида бу функцияга тескари z = ?  («') функция
нинг *ам D  сохада бир кийматли, аналитик ва бир варакли були- 
шинн кУрсатамиз.
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а) z = 9 (w) тескарн функциянинг бир кийматлилиги w =• / (г ) 
тугри функциянинг бир вараклнлигимн келиб чикади.

.\акикатан хам, агар ьу=>/(г) бир варакли булгани да г = 9(гс) 
бир кийматли булмаса, яъни D $ w0 битта нуктада 9 (и>) функция 
узаро тенгмас икки г, =   ̂сгс’0), z2 = y(w0) [zt Ф  г2) кийматлар 
кабул килса, /(?») ф / (z21 булиши керак, бу эса /(г) нинг бир 
вараклнлнгнга зиддир. Демак, г = ? (шI функция I )  сохада бир 
Кийматли.

б) Юкоридагига ухшаш f (z ) нинг бир кийматлилигидан 9 (w) 
нннг бир вараклилиги келиб чикади. Тескариснни фараз килсак, 
яъни / (г )  бир кийматли булганда, f (w )  бир варакли булмасин, 
бошкача айтганда w, Ф  w2 учун 9 (да,) = 9 (io2) = г0 десак у 
холда G ^ ?0 битта нуктада бир кийматли / (г )  функция икки 
узаро тенгмас, да, = / (г0)вада2 = / (? 0) кийматлар кабул кили- 
шн керак Бунинг булиши мумкин эмас. Демак, г = 9 (w) функ
ция D  сохада бир варакли.

в) Энди 9 (w ) функцнянинг ихтиёрий U J  w0 нуктада узлук
сиз булишини курсатамиз, 9(да0) = г0 булсин; 1-пунктдагидай г0 
нукта учун С0: | г -  z0\ < р ёпик доирада тузамиз. Бу холда К0:
| w — к',)| < (л, jj. = min| / (г ) — да01 > 0, доирага тегишли хар бир

li-Zj-p
w' нукта,/(г) функциянинг С0 ичида ёгувчи бирор/'нуктада- 
ги кийматидан иборат булади, яъниагарда' £ К 0 булса,/' — 9(0/) 
нукта С0 нинг ичида ёгади. Ихтиёрий мусбат s сон учун р<е сон- 
ни танлаб олсак, бу сонга мос ц = ц(р) учун | w' — a j  < jx булган
да! с (» ')  -  9 ( ic'o)| < р булади. Ш у билан D сохада 9 (да) нингуз- 
лукснзлиги исбот булди.

г) Нихоят, 9 (да) функциянинг ихтиёрий D ^ w„ нуктада днф- 
ференциалланувчи булишини курсатамиз. 9 (да<>) = го булсин, w Ф  
Ф  о учуй, да-»дао да 9 (да) — г-»» (да0) — z0 булади (z^z0), демак,

lim - и т  -— Г "  = Т г Ч
w •* w0 W — W<) z~ z0 / ( * • —■ /(*0) /  (*o)

(/ (г )  бир варакли булгани учун / '( г )^ » 0 ). Шундай килиб. 
юкорида айтилган фикр тула исботланди. Бу натижадан фойдала
ниб, бир кийматли аналитик (умуман айтганда, бир вараклимас) 
та = / (г) функцияга бирор да0 = / (г0) нукта атрофида (яъни ло- 
кал), тескарн булган г = ©(да) функцияни текширамиз.Аввало 
/ ' (?о) Ф  0 булсин; бу холда 3-пунктда курсатилганига асосан, 
шундай С0: |z — z0|<p0 дойра мавжуддирки, бу доирада /(г) 
бир варакли булади. Ундан ташкари бу дойра w *= f  (z) функция 
воситаси билан w текисликдаги w0 нуктани уз ичига олувчи би
рор Д , сохага узаро бир кийматли ва конформ аксланадн.

Юкорида исбот килганимизга кура тескари z = 9 (w) функ
ция D0 сохада бир кийматли, аналитик ва бир варакли булиб, 
\w — к ’0|< г 0 (г0 — w0 нуктадан D0 соханинг чегарасигача бул
ган масофа) билан нфодаланувчн л 0 доирани (г) текисликдаги 
z„ нуктани уз ичига олувчи g0 сохага узаро бир кийматли ва 
конформ акслантнради (111-чизма).



w„ нукта атрофида w =*/(2) функцияга тескари булган г = ? (хе>) 
функция келиб чикади. Чуноняи, (8) формуладан

_i_

С — ( J  J  (v> — И'о)* (9)

1
/ \ \р(бу ерда *I — ) учун илдизнинг аник бир кийматини олиш

мумкин: битта w га мос келувчи С нинг турли кийматлари w0 
нуктанинг айланиши натижасида хосил булади).

(9) ни (7) га кРиб, куйидаги тенгликни топамиз:

* = ? ( * )  = У  An(w — w0)p (Ап = с „ ( -  V , с ,  — 1). ( 10)

]w — wa\ < г? да якинлашувчи булган (10) ёйилма и'0 нукта
2 = ф(о>) функция учун d —  1 тартибли алгебраик тармокланиш 
нуктаси булишини курсатади. Юкорида ясалган р варакли дой
ра эса w0 нукта атрофидаги у (w) функция Риман сир!ининг 
булагидир: бу булак (10) функция билан г текисликда жойлаш
ган бир варакли g0 со^ага акслантирилади.

Шундай килиб, бу пунктда куйидаги теоремани и^богладик. 
Теорема .  Бир цийматли аналитик w = / (г) функция 

билан G сохани акслантиришда хар бир г„ £ G нуцта учун 
бу нуцтани уз ичига олган ва G да ётувчи g0 сохани кур- 
сатиш мумкинки, / (г функции g„ ни маркази w0 = / {г 0)нуц- 
тада булган бир варацли (агар f  (г0) 0 булса) ёки куп ва- 
рацли (агар / ( г 0) = 0 булса) доирага узаро бир цийматли 
акслантиради.

Изо* .  Агар z0 ёки / (г 0) со га тенг булиб колса, z' =
— ёки w' «= —  алмаштиришлар ёрдами бнлан бу холларни юко- 
* ;(*)
рида текширилган холга келтириш мумкин.

5. Конформ акслантириш назариясинннг асосий теорема-
си. 13нз G, сохада аналитик функция воситаси бнлан амалга 
ошириладиган турли конформ акслантиришларни урганднк. Чу- 
нончн бу функция бир варакли булган ихтиёрий G соханн бош- 
Ка бирор U сохага узаро бир кийматли ва конформ (биринчи 
турдаги) акслантирншини аникладик. Эндн конформ акслантн- 
риш назариясига оид умумийрок мулохазалар билан танишамиз. 
Illy муносабат билан куйидаги теоремаларга эътиборни жалб 
этамиз. Уз вактида Д. Е. Мен ьшов томонидан тубандаги тес
кари теорема исботланган эди:

Кенгайтирилган текисликдаги бирор G сохани бошца Сир 
сохага узаро бир цийматли ва конформ (биринчи турдаги) 
акслантириш G сохадаги бирор бир варацли аналитик функ
ция ёроамида бажарилади
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Конформ акслантириш назариясининг асоснй масаласи куйи- 
дагндан иборат. (г) ва (w) текисликларда берилган иккига бир 
богламли G ва D  со.\аларнинг бирини иккинчиснга конформ 
акслантирувчи ва G да аналитик булган w = /(z) функцияни 
тузишдан иборат.

Бу масалани ^ал килишда, умумийликка зиён келтирмай, со- 
\аларнинг битгасини, масалан, L) ни бирлик доирадан иборат 
деб карашимиз мумкин, чунки ихтиёрий иккита бир богламли 
С?, ва О, со){аларнинг бирини иккинчиснга конформ аксланти
риш учун буларнинг хар бирини бирлик донрага конформ акс- 
лангириш етарлндир. Дар.\акикаг. —/, (г) ва zw = /2(£) функ
циялар G, ва G2 со*аларни I w j < 1 доирага узаро бир киймат- 
ли ва конформ акстантнрсин. w = /2 (С) функцияга тескари функ
ция  ̂= <р (<о) булсин. Бу *олдч С — функция G, со а̂- 
ни G2 сохага узаро бир кийматли ва конформ акслантиради. 
Конформ акслантириш назариясининг асосида Риманнинг куйи
даги теоремаси ётади: шунинг учун бу теоремани конформ акс
лантириш назариясининг асосий теоремаси дейиш мумкин.

Риман т ео р ем ас и  (1851 йил>. Чегараси биттадан ортиц 
нуктага эга булган ихтиёрий бир богламли G со хани бирлик 
доирага конформ акслантириш мумкин, uiy билан бирга бу акс
лантиришни чексиз куп усуллар билан амалга о тирса булади.

Гарчанд биз бу теореманинг исботйни келтирмасак .\ам, G со- 
.\ага куйилган шартларнинг мукимлигини курсатиб утамиз. Шу* 
ни кайд зтиш зарурки, куп богламли со. а̂ни бир богламли со- 
.чага (масалан, бирлик донрага) узаро бир кийматли ва узлук
сиз акслантириш мумкин aviac. Фараз килайлик, куп богламли 
G со^ани бир богламли О сохага шундай акслантириш мумкин 
булсин. G сохада шундай ёпик С эгри чизик оламизки, С нинг 
ичида G соханинг ташки ёки чегаравий нукгалари бор булсин 
(бундай эгри чизик чамма вакт мавжуд булади). Текширилаёт- 
ган акслантириш С ни О да ётувчи бирор ёпик Г  эгри чизикка 
утказадн. Агар Ь со.\а ичида Г  нинг барча нукталарнни узлуксиз 
равишда бирор I J  wn нуктага якинлаштира борсак, аксланти
риш узлуксиз булгани учун С эгри чизик G нинг ичида колиб, 
узлуксиз равишда G нинг бирор нукгасига тортила боришн ке
рак, лекин бундай булиши мумкин эмас, чунки С контурнннг 
ичида G га тегишли булмаган нукталар бор. Энди G соханинг 
чегараси битта С нуктадан иборат, деб фараз килайлик. Агар
Сфоо десак г' = ——- алмаштириш билан С ни то га утказиш % *" »
мумкин. Бундай алмаштириш утказдик, деб *исоблаймиз, у *ол- 
да G чекли текисликдан иборат булади. G ни | w\ < 1 бирлик 
доирага конформ акслантирувчи w = /  (2) функция эса бутун 
чекли текисликда аналитик булиши керак, бундан ташкари у че
гараланган: |/ (г )|< 1  булади, Лиувилл теоремасига асосан, 
t (2) = const, яъни барча текисликни битта нуктага аксла-игира- 
ди. Бу карама-каршиликдан чегараси факат битта нуктадан ибо-1
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рат сохани доирага акслантиришнннг мумкин эмаслиги келиб 
чикади. Теореманинг шартлари бажарилган холда конформ 
акслантиришни чексиз куп усуллар билан амалга ошириш мум
кин. Чунончн, G сохани бирлик доирага конформ вкслан! ирувчи 
® — t  (г) функцияни турли шартларга буйсундирса булади Ма
салан, G соханинг тайин г0 нуктасини доиранинг марказига 
(/ (г0) = 0) утишнни талаб килиш мумкин, бундан ташкари г0 
нуктада эгри чизикларга утказилган уринмалар йуналишлари уз- 
гартирмаслигини (бу деган суз, arg /' (г0) = 0, яъни f  (z0) — ха- 
киций мусбат сон) талаб килиш мумкин. Бундай кушимча шспт- 
лар бажарилганда, конформ акслантиришни амалга ошируичи 
функция бирдан-бнр булади, яъни ушбу теорема уринлндир.

Конформ акслантиришнннг ягоналикт еор е м ас и. G соха
ни |а>| < 1 билан ифодаланувчи бирлик К  доирага конформ 
акслантирувчи ва t (?„) = 0. > 0* го £ G,шартларни /»а-
ноатлантирувчи функция ягонаОир.

Исбот.  Теореманинг шартини каноатлантирувчи иккита w, — 
= /, (г) ва w2 — It (г) функция мавжуд булсин, деб фараз килай
лик, w2 = / ,(г ) га тескари булган г = <р2(и>2) функция |tt’2|< l  
доирани G сохага акслангнради, шу билан бирга <р2(0 ) =  г0, ®’.(0)>
> 0 булади. Шунинг учун то, = /, |?2 (то2) ] 'функция | то,1 < 1 
доирани узини узига шундай акслантирадики,

dw-.
dw,

ш . - 0  d t

dz

t - b dw* I » . - o
булади. |Л 1?г(“>2)|<  1 булгани сабабли /, |?2 (то2) | функцияга 
Шварц леммасини татбик килиб,

0 < (г0) < 1
тенгсизликни хосил киламнз.

Юкоридаги мулохазада/, (г) ва /2 (г) функцияларнннг уринла- 
рини алмаштирсак, 0 < /' (г0) : /[ u 0) < 1 тенгсизликка эга була- 
миз. Иккала тенгсизликни таккослаб куйидаги тенгликка келамиз:

rf“ ’« 1»,-0
(яна Шварц леммасига асосан), бундан: то, =.еы ■ то2, лекин
—  = 1 булгани учун еы купайтувчи бу холда бирга тенг бу-(/u’j
лиши керак. Шундай килиб, /, (г) = t2(z).

Ху л о са .  Бу теореманинг t(z0) = О. f  {г0) > 0 шартлари шу 
нарсани курсатадики, конформ акслантириш учта хакикий па
раметра боглик булар экан, чунки /(г0) = 0 тенглик иккита 
Хакикий тенгликка эквивалентдир. Конформ акслантиришни бир- 
дан-бир аниклаш максадида учта параметрга боглик булган бош
ка шартлар хам ишлатилади.

Масалан. G соханинг битта ички ва битта чегара нуктаси 
нинг образи бернлади:

/ Л )  “  « ’о, / U i) = ®»
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(2q, ъи0 —  ички, ги w , — чегаравнй нукталар) ёки учта чегаравий 
нуктанинг образи бернлади:

f (z k) = w,,(k = 1, 2, 3).
Бундай шартларни одатда конформ акелантиришни н ор м а- 

лайдиган  шартлар  дейилади.

6. Конформ акслантиришда чегараларнинг 
мослиги тушунчаси

Бу пунктда исботсиз булса хам Риман теоремасидан келти- 
рнб чикариш мумкин булган конформ акслантиришдаги чега
раларнинг мослигига оид теоремани келтирамиз.

Агар G соханинг чегараси ёпщ Жордан чизигидан иборат 
булса, G ни бирлик дойра га акелантиришни бажарувчи w=f(z) 
функция G нинг чегарасида узлуксиз булади ва бу чегара ни 
бирлик доиранинг айланасига акслантиради.

Бу холда тескари функция бирлик доирада аналитик б^либ, 
ёпик доирада узлуксиз булади.

Теоремани кискача бундай ёзиш мумкин. •
Те о р ем а  Иккита Q ва О ёпик Жордан чизиклари би

лан чегараланган сохаларни конформ акслантиришда, улар
нинг чего рала ри уртасида узаро бир кийматли ва узлуксиз 
мослик урнатиллди.

Конформ акслангиришнинг тагбикида юкорндагн теоремага 
тескари булган куйидаги принцип катта ахамиятга эгадир.

Чегараларнинг мослиги принципи G ва Г) бир богламли 
сох'глар С ва Г  эгри чизщлар билан чегараланган булиб, 
w =  / (г ) функция G да аналитик ва G да узлуксиз булсин 
хамда С ва Г  уртасида айланиш йуналиши са^ланган холда 
узаро бир цийматли мослик урна теин. У холда w - f (z функ
ция G сохани D сохага узаро бир кийматли конформ акслан
тиради.

Бу принцнпни исботлаш учун аргумент принципидан фойдала- 
намиз1. G соханинг С чегарасида / и )  кабул кчлмайдиган их
тиёрий w0 комплекс киймат учун (яъни D  нинг w0 нуктаси учун) 
G нннг ичидаги / (г) функция а 0 — нукталарининг сони 

N (W°) = ^  Ас аГЙ ^  ~~ Wo1 
га тен!*, бунда Дс arg (/ (г) — w0) микдор г нукта С контурни 
айланганда arg (/ (z) — нинг тула узгаришидир (7-боб, 4-§ да
ги формулага каралсин; О — да / (г) кутбларнинг сони 0 га тенг).

1 Бу принцнпни чикаришда функциянингсоланинг чегарасидааналитик- 
лигини талаб килган эднк. Лекнн функция чегарада факат узлуксиз булганда 
дам Кошининг умумумлашган теоремасига кура (4-боб, 4-§),бу прннципнинг 
тУгрилигини курнш кинин эмас.
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рат со^ани доирага акслантиришнинг мумкин эмаслиги келиб 
чикади. Теореманинг шартлари бажарилган *олда конформ 
акслантиришни чексиз куп усуллар билан амалга ошириш мум
кин. Чунончи, Осо\ани бирлик доирага конформ акслантирувчи 
w — / (г) функцияни турли шартларга буйсундирса булади Ма
салан, О соханинг тайин г0 нуктасини доиранинг марказита 
(/ (г0) = 0) утишйни талаб килиш мумкин, бундан ташкарн г0 
нуктада эгри чизикларга утказилган уринмалар йуналишлари уз 
гартирмаслигини (бу деган суз, arg /' (г0) = 0, яъни /  (z0) — ка 
кикий мусбат сон) талаб килиш мумкин. Бундай кушимча шсг>т 
лар бажарилганда, конформ акслантиришни амалга ошируич 
функция бирдан-бнр булади, яъни ушбу теорема уринлндир

Конформ акслантиришнинг ягоналик тео р ем ас и .  О co.su 
ни |г»| < 1 билан ифодаланувчи бирлик К  доирага конформ 
акслантирувчи ва t (г0) = 0, /'(*„) > 0, г0 £ й^шартларни ка- 
ноатлантирувчи функция ягонас)ир.

Исбот.  Теореманинг шартини каноатлантирувчи иккита wx — 
= /, ( ? )  ва w2 — /j (г) функция мавжуд булсин, деб фараз килай
лик, тог = /, (г) га тескари булган г = <р2 (ш2) функция |К’2|<1 
дои ран и С? сохага акслангирадн, шу билан бирга <р2(0) = г0, в^0)>
> О булади. Шунинг учун wt = /, |?2 (хе>2) \ ‘функция | wt \ < 1 
доирани узини узига шундай акслантирадики,
A19S( 0 ) ] = 0 , ^  ^  = / ;(20) :/ ;U o )> 0<1г Wt_ 0
булади. |/, (®2(ш2) | < 1 булгани сабабли /, 1?2(го2) | функцияга 
Шварц леммаснни татбик килиб,

О < t[ (г0) : /'г (г0) < 1 
тенгсизликни *осил киламиз.

Юкоридаги муло^азада/, (г) ва /2 (г) функцияларнинг уринла- 
рини алмаштнрсак, 0 < /* (г0) : f\ u 0) < 1 тенгсизликка эга була
миз. Иккала тенгсизликни таккослаб куйидаги тенгликка келамиз:

rf“ ’. L.-O
(яна Шварц леммасига асосан), бундан: w, = е ы • лекин
—  = 1 булгани учун еы купайтувчи бу *олда бирга тенг бу-dW-2
лиши керак. Шундай килиб, /, (г) = Г2 (г).

Ху л о са .  Бу теореманинг /(г0) = 0. f  (г„) > 0 шартлари шу 
нарсани курсатадики, конформ акслантириш учта ^акикий па- 
раметрга боглик булар экан, чунки /(?„) = О тенглик иккита 
^акикий тенгликка эквивалентдир. Конформ акслантиришни бир- 
дан-бир аниклаш максадида учта параметрга боглик булган бош
ка шартлар *ам ишлатилади.

Масалан, G соханинг битта ички ва битта чегара нуктаси 
нинг образи бернлади:

/ !*•) -  « ’о. / U i) = wi
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(z0, w0 — ички, ги w, — чегаравий нукталар) ёки учта чегаравий 
нуктанинг образи берилади:

f (z k) = wk(k = 1, 2, 3).
Бундай шартларни одатда конформ акелантиришни нор м а- 

ла йд иг ан  шартлар  дейилади.

6. Конформ акслантиришда чегараларнинг 
мослиги тушунчаси

Бу пунктда исботсиз булса хам Риман теоремасидан келти- 
риб чикариш мумкин булган конформ акслантиришдаги чега
раларнинг мослигига оид теоремани келтирамиз.

Агар G соханинг чегараси ёпиц Жордан чизигидан иборат 
булса, G ни бирлик доирага акелантиришни бажарувчи w = /(г) 
функция G нинг чегарасида узлуксиз булади ва бу чегарани 
бирлик доиранинг айланасига акслантиради.

Бу холда тескари функция бирлик доирада аналитик б^либ, 
ёпик доирада узлуксиз булади.

Теоремани кискача бундай ёзиш мумкин. •
Те о р е м а  Иккита Q ва D ёпик; Жордан чизицлари би

лан чегараланган сохаларни конформ акслантиришда, улар
нинг чегаралари уртасида узаро бир кийматли ва узлуксиз 
мослик урнатиллди.

Конформ акслангиришнинг гагбикида юкорндагн теоремага 
тескари булган куйидаги принцип катта ахамиятга эгадир.

Чегараларнинг мослиги принципи G ва П бир богламли 
сохалар С ва Г  эгри чизицлгр билан чегараланган булиб, 
w = /(г ) функция G да аналитик ва G да узлуксиз булсин 
хамда С ва Г  уртасида айланиш йуналиши са^ланган холда 
узаро бир цийматли мослик урна теин. У холда w = f (г функ
ция G сохани D сохага узаро бир кийматли конформ акслан
тиради.

Бу принцнпни исботлаш учун аргумент прннципидан фойдала- 
намиз'. G соханинг С чегарасида /(г) кабул килмайдиган их
тиёрий w0 комплекс киймат учун (яъни D  нннг w0 нуктаси учун) 
G нинг ичидаги / (г) функция а 0 — нукталарининг сони

N (•<) = ^  Ас arg { }  (г) — w0)

га тен!1, бунда Acarg (/ (2) — гю0| мнкдор г нукта С контурни 
айланганда arg (/ (г) — нннг тула узгаришидир (7-боб, 4-§ да
ги формулага каралсин; О — да / (г) кутбларнинг сони 0 га тенг).

1 Бу принцнпни Чикаришда функциянинг соданинг чегарасида аналитик- 
лигнин тала5 килган эднк. Лекин функция чегарада факат узлуксиз булганда 
а̂м Кошининг умумумлашган теоремасига кура (4-боб, 4-§),бу прннципнинг 

туррплигини куриш кийин эмас.
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С ва Г  контурлар нукталарннннг уртасидаги узаро бир кий
матли узлуксиз мосликка асосан:

Ac arg | f (z )  -да0} = Д/arg (w -  w0).
Аммо, равшаики, Д/-arg (да — zw0) микдор Г  нинг ичида ётувчи 
барча w0 нукталар учун 2- га тенг, Г  дан ташкарнда ётувчи 
барча нукталар учун эса 0 га тенг. Демак, Г  нннг ичида ёгувчи 
барча w0 нукталар учун Л/ (a y  = 1, лекин Г  дан ташцаридаги 
Хамма нукталар учун Л/ (хе*0) = 0. Шундай кили") w — / (г) функ
ция D  дан олинган хар кандай кийматни G да факат бир марта 
Кабул килади ва бошка хеч кандай кийматни кабул килмайди, 
яъни G ни D  га узаро бир кийматли (бир варакли) конформ 
акслантиради. Шу билан теорема исботланди.

4-§. Кристоффель — Шварц формуласи'
(Ярим те к и с л и к н н  к у п б у р ч а к к а  

ак сл ан ти р иш )
1. Кристоффель — Шварц формуласини чицаришнинг би

ринчи усули.
Ярим текисликнн купбурчакка акслантирувчи формулани чи- 

каришдан аввал, соханинг бурчак нукталарида конформ акслан- 
тиришнинг кандай булишини текширамиз. Соддалик учун А со
ханинг wt бурчак нуктаси атрофидаги чегараси тутрн чизикли 
кесмалардан иборат булсин, деб фараз киламиз; бу кесмалар 
орасидаги бурчакни як, 0 с а < 2 оркали белгилаб оламиз. w = 
/  (21 юкорн ярим текисликнн Д сохага конформ акслантирувчи 
функция булсин, шу билан бирга wt бурчак нуктасига хакикий 
Укнинг z0 нуктаси мос келсин.

/ (г ) функциянинг ?#нукта атрофидаги характерини аниклаш

максадида ёрдамчи ш = («; — и;0)' узгарувчи киригамиз.
Ушбу I

<“ = [ / ( г ) - « , Г  — ® (2) (11)
мураккаб функция г, нукта атрофининг юкори ярим текисликка 
тегишли кисмини, <о = 0 нукта атрофининг ярим текисликлар- 
нинг бирортасига тегишли кисмига конформ акслантиради, шу 
билан бирга г текислик хакикий укининг кесмасигатугри чи
зик кесмаси мос келади (112-чизма.)

Симметрия принципига асосан u>(z) функция г0 нуктанинг 
тула атрофига аналитик давом эттирилади, демак, куйидаги Тей
лор катори билан ифодаланади:

«> (г) =  с\ (z — zt) +  c'2(z — z,)1 + ---

• Э л ь в и н  К р и с т о ф ф е л ь  (1829 — 1900) — немис математиги.
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<i)(r0) — 0 булгани учун 0 булади, лекин с[ — ш' ( г 0) Ф  О 
чунки функция конформ акслантиришни амалга оширяпти. ( 11) 
дан фойдаланиб / (г )  функцияга кайтсак, у НИ ?о Ну^та атрофи
да бундай ифодалаш мумкин:

/(г) -  w0 = [а> (г)]*.
/  (г) =■ w0 + (г — г0У  [с, + сг (г — г0) 4- . . .  ]*

2 . ( г )

112-чизма.
Урта кавсдаги ифода г = гв да нолдан фарк ти булгани учун 

20 нуктанинг бирор атрофида | с , +с 2(г—г,» 4-.. .  ] ‘ функция
нинг бир кийматли аналитик тармогини ажратиш мумкин. Ну 
тармокни Тейлор каторига ёйиб. / (г )  функциянинг г0 нукта 
атрофидаги энг охирги ифодасига эга буламш:

/ ( г )  =  w 0 +  (г  —  г0) ‘ [с0 +  с , ( г  — г 0) + . . . ] .  (12)
Бундан куринадики, а > 1 да / ' (г0) = 0, а < 1 да f  (г0) =» оо. Тес
кари z = <р (w I акслантириш учун, аксинча, а < 1 да <p'(w» )" "0  
ва а > 1 да <р'(zw(,)— оо булади. ( 12) формуладан яна шу нарса 
куринадики, г0 нукта *ф \ ,  а «А 2 да / (г) функциянинг тармок- 
ланиш нукгаси булади. Энди юкори ярим текисликни купбур- 
чакка акслантиришга угамиз. w текисликда А,А2 . . .  А„ ёпик 
купбурчак берилган булиб, унинг бурчаклари мос равишда микдо- 
ри a,*, a2it,. .  . ,  а,« катталикка эга булсин. Риманнинг асосийтео- 
ремасига биноан текисликнинг юкорисини Уша Д купбурчак 
ичига акслатувчи w = f(z ) функция мавжуд. Бизнинг асосий 
максаднмиз ана шу функция аналитик ифодасини тузишдан ибо* 
ратдир. Купбурчакнинг А* учларига ^акикий укда ёгувчи г =
— a„(k  = 1, 2, . . . ,  п) нукталар мос келсин дейлик, шу билан 
бирга бу ак нукталар бир-биридан чекли масофада ётади, деб 
^исоблаймиз, акс ^олда биз бунга текисликда каср чизикли ал- 
маштиришни жорий этиш ёрдами билан эришишимиз мумкин. Бун
дан ташкари а, — чапдаги охирги нукта, а„ эса унгдаги охир
ги нукта булсин.

w — f  (?) функция хакикий Укнинг ихтиёрий (ал, а ,+,) кнс- 
мида Ал, Аа+1 кесмада ётувчи кийматларни кабул килганиучун 
симметрия принципига асосан, / (г ) функция (а4, aAfl> кесма, 
буйича куйи ярим текисликка аналитик давом эгади. Бу функ* 
циянинг аналитик давоми куйи ярим текисликни Ак , Ак х̂ кес
ма! а нисбаган Д купбурчакка симметрик булгаи Д'купбурчакка
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конформ акслантиради. \осил булган аналитик давомни яна би
рор (^ , аь 1 ) кесма оркали юкори ярим г текисликка аналитик 
давом эттириш мумкин, шу билан бирга аналитик янги давом 
юкори ярим г текисликни У  купбурчакка Ак, кесмага нис
батан симметрик булган А" купбурчакка-конформ акслантиради 
(113-чизма). АгА} томонга хакикий укда #ядан оо гача, сунгра
оо дан а, га кетувчи кесма мос келади, г текисликдаги чексиз 
узоклашган нукта АпА̂  томонда ётувчи бирор нуктага мос ке
лади.

113-чизма.
Виз курсатилгаатипдаги *ар турли аналитик давом эттириш- 

ларни бажардик, деб фараз килайлик. Натижада, умуман айтган
да чексиз куп кийматли w = F  (г) аналитик функция *осил булиб, 
бунинг учун бошлангич/(г) функция юкори ярим текисликдаги 
бир кийматли тармоклардан биттаси булади.

W ath \ z) функциялар F (z ) функциянинг юкори 
ярим текисликдаги ихтиёрий иккита тармоги булсин. Ьизнинг 
ясашимизга биноан, бу икки тармок юкори ярим текисликни ик
кита А, ва Д3 купбурчакларга конформ акслантиради.

Бу купбурчаклар бир-биридан томонларига нисбатан жуфт 
сондаги симметриялар билан фарк килади, чунки аввал юкори 
ярим текисликдаги бирор тармокни ихтиёрий (ал, алн) кесма
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\орцалн давом эттирилади.сунгра куйи ярнм текисликдаги анали
тик давомни яна бирор кесма оркали юкори ярим текисликка ана
литик давом эттириб, юкори ярим текисликдаги бошка тармок 
эюсил килинади.

Лекин ихтиёрий иккита тугри чизикка нисбатан хар кандай 
бир жуфт симметрия бирор силжиш ва бурилишга олиб келади, 
бу холда барча юкори ярим текисликда /2 (г) = ei4f x (г) +  а, 
бунда 6 ва а — узгармас. Худди шундай муло?{аза F  (г) функ
циянинг куйи ярим текисликдаги тармоклари учун хам тугри бу
лади.

Ушбу

' М - 3 2  - f , 1" ™
функция юкори ярим текисликда аналитикдир, чунки /'(^кон- 
форм акслантиришни амайга ошираётган функциянинг цосиласи 
булгани сабабли нолдан фарклидир. F (г) функциянинг тармок
лари туррисида айтганларимизга асосан:

А (О . ч . ,, чдемак, ——  = —  булгани учун g(z) функция / (г ) нинг тур-
М*) /i (*)

ли аналитик давомларнда бир кийматлилигича колади. Шундай 
килиб, g (z) купбурчакнннг учларига мос келадиган нукталардан 
бошка барча юкори ярим текисликда бир кийматли аналитик 
фуикциядир. g (г) нинг чексиз узоклашган нуктадаги аналитик- 
лиги 2 = оо ни купбурчак учига эмас. Л„Л, томонда ётувчи би
рор нуктага аксланишндан келиб чикади.

g (г) функцияницг г = а* нуктадаги характерини аниклаш 
учун / (г )  функциянинг бу нукта атрофидаги бирор тармогини 
олиб, (12) формуладан фойдаланамиз:

Д г )  — Ак + (г — ак)\ { {г0 + с, (z -  ак) + . . . } .
Бундан g ( j )  функциянинг г=*ак нукта атрофидаги Лоран 

ёйилмасини хосил килиш кийин эмас.
12) = С Ш  D 0 (»-*»)а»-; го + .. .  _

f  (г) акс0(* — ол)в*-> <0 + • • •
1 як (l/t - П Со (я — <7»>0,~2 + . . .

г ~ °»  ■’кс0{г — ак)а*-1+ ...
Бу тенгликнинг унг томонидаги иккинчи купайтувчи г = ак 
нуктада аналитик булиб, унинг бу нуктадаги киймати (лк — 1) 
га тенг, яъни г = я* нукта атрофида куйидаги ёйнлма уринлндир:

g (г) + с'0 + с\( г -  ак) + . . . .
г - ак

Бу ёйилмадан г = ак нукта g (г) функция учун оддий кутб бу
либ, унинг колдигн — 1) га тенглиги куриниб турибди. Шун-



дай килиб, g (г) функция тула текисликда п та ( « , , . . .  , а„) мах
сус нукталарга эгадир. g (2) функциядан унинг уша махсус нук- 
талардаги ёйилмалари бош кисмларининг йигиндиснни айириб, 
Куйидаги функцияни }(осил киламиз:

G (z )- g (z )  -  !=— 1 -  . . .  -
г — в, г - а 3 * -

Бу функция барча текисликда аналитик булади. Энди бу функция 
чексиз узоклашган нуктада кандай булишини текширамиз. Юко- 
ридагилардан бизга маълумки, г = оо да f (z )  функция АпА, то- 
монда ётувчи кийматни кабул килади, демак, чексиз узоклашган 
нукта атрофида

f (z )  =  ~  ~  +  • • • •X 2*
ёйилмага эга буламиз.

Бундан g(z) функцня учун куйидаги ёйнлма келиб чикади.
*(*)■ .£* +  £  +  . . . .

• i
яъни г=оо да ̂ (г) ва G(z) нолга тенг. Лиувилл теоремасига асо
сан G (г) узгармас сонга тенг, лекинг*=оо да G (г) нолга тенг 
булгани учун бу узгармас сон нолга тенгдир.

Шу сабабдан:-

g (г) ~ f  In/ '(*) = “-^ 1  + й = 1 +  . . .+  .аг г — я, г — а; г — а„
Бу тенгликни юкори ярим текисликда ётувчи ихтиёрий йул 

буйича бир марта интеграллаймиз:
In/' (2) = («1 — 1) In (* — а,) + (о3— 1)|п(г — а2) +  . . .+

+  (*« — 1) In (z — a„) + InC
ёки

/' (г) =  С (г -  а ,)**"1 (г -  аг)''~1 . . .  (г -  аяу *~ '.
Ни.\оят охирги тенгликни интеграллаб, куйидаги Кристоффель — 
Шварц формуласига эга буламиз:

/ (2) = С | (г — (z — аг)’'~1. .  . ( г - а я)‘»-‘ dz+Cu (13)
г,

бу ерда г0, С ва С, — узгармаслар.
Бу формулани чикаришда биз кУпбурчакнннг учларига мос 

келадиган >; а к и к ни укнинг аи . . .  а„ нукгалари маълум, деб фараз 
Килдик. Лекин конкрет масалаларда факат А„ лар берилиб, z — 
= ак лар эса номаълум булади. Конформ акслантиришнинг ягона- 
лиги тугрисндаги теореманинг шартларига асосан, учта хакикий 
параметрни, яъни учта нуктани (масалан, аи аг, ваа3) ихтиёрий бе- 
рпш мумкин, цолгаи ак (Л=4,5,. . .  и) нукталар ва С, С, узгармас- 
лар масаланинг шартига кура аникланиши лозим.
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Кристоффель — Шварц формуласига асосан, конкрет масала- 
л^рни ечншда р^й бераднган энг мухим кийнчилик мана шундан 
иборатднр. (13) формулвнн чикаришда, купбурчак Аи Al t . . .  
учиари хакикий укнинг бнр-бирндан чекли масофада ётувчи нук- 
талррига мос келади, деб фараз килган эдик. Энди шу нукталар- 
дан бигтаси, масалан, ап= со булсин. Бу холни аввалги холга кел-
тириш учун С = — — -\-ап алмаштиришни бажарамиз; бу ал-
маштирнш Imz > 0 ярим текисликни 1шС> 0 ярим текисликка ва 
а „ .. •, ап = оо нукталарни чекли а ' , . . .  ,а ’п нукталарга утказади. 

(13) формулани куллаймиз:

w -  С' J  (С -  e ;r- f С -  а2Г*-‘. .. (С -  + С, =

= с  -  т ) ‘ "  ( < — ; -  т р  • • ( -  т ) " "  v
Хар бнр кавсни умумий махражга келтириб ва хар биридан 

а ’п — а'̂  (4 = 1, 2, . . . ,  п) купайтувчини кавсдан ташкарига чи- 
карамнз, у холда:

w - ф г  -  о,)-"1 (г-а,)'*-1 ...(г-ая_,Ha, . , )^ +̂ я-кЯ +С"  

бунда —--- 7 хакикий узгармаслар, С — комплекс з̂гар-
ап - а'ь

мае.
Купбурчак бурчаклари йигиндиеннинг маълум хоссасига асо

сан:
ai + а2 + • • • + ял ”  п — 2.

Демак,
w = cf(2 -  at)e'-\z — «а)4" 1. . .  (z -  an_xY + С,. (14)

*0
Шундай килиб, купбурчак учларининг бирортасига чексиз узок
лашган нукта мос келса, Кристоффель — Шварцформуласида шу 
учга мос купайгувчи булмас экан.

Кристоффель — Шварц формуласини чицаришнинг иккин
чи усули. Энди IV боб, 1С-§ даги Дирихле масаласининг i ярим 
текислик учун) ечилишига асосланиб, Кристоффель — Шварц 
формуласини чицаришнинг кисцарокусулини курсатамиз. Шу 
мацеадда юкори ярим текисликни купбурчакка конформ акслан
тирувчи / (г ) функция *осиласи логарифмннинг мав^ум цисмини 
текширамнз:

и (z) = Iml п/'(г) = arg/' (z).
//(г) функция юкври ярим текисликда гармоник функциядир. Кон
форм акслантиришдаги косила аргументнинг геометрик маьно- 
сига асосан, ( — о», а,), (а1э а2) , . . . ,  (ая, оо) кесмаларда и (z) функ-
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ция узгармас и0, ы,, . . . ,  м„ киймагларни кабул килади, чунки dy 
кесмалар купбурчакнннг томонларига утади. Бошкача айтганка 
«0, , ,  «я лар ( —оо.а,), . . . ,  <а„, оо)кесмаларинннг конформ age- 
лантиришдаги бурилиш бурчакларидан иборагднр. ( — ва
(а„, ос) кесмаларда и0 — и„ = а, бунда о — AnAt кесманннг Хаки
кий ук мусбат йуналиши билан ташкил этган бурчагнднр. Л*<4*+1 
кесма Ал_ 1Ак кесмадан соаг стрелкаси харакатининг йуналишига 
Карши (1—вл) г. бурчакка буриш натижасида (1 13-чизмага каранг) 
Хосил булгани учун и (г) функция ак нуктадан утишда (1 — а*) к 
микдорга ошади, демак,

ик_х — ик = (<** — l)it.
IV боб, 10-§ даги формулани куллаб куйидагини топамиз:
и (г )  =  (*| —  1) ? ,  +  (®2 — 1) 4- . • . +  (<*/. -  1) ?«  +  * =

П
= <*-+ V ie *  — 1) arg (г — ак).

*  Л - 1

Маълум булган бу мав^ум кием буйича куйидаги аналитик 
функцияни топамиз;

п
1п/(г)= In С0+/а + ^  (а* — 1) In (г —а к). 

к-1
Бундан потенцирлаш ва интеграллаш натижасида Крнстоф-

фель — Шварц формуласини хосил киламнз:2
/ (г ) = С / а £(г -  а1),," ‘(г -  а,)'*-1. . .  (г- ал\**~хйг + С,.

г,
3. Юкори ярим текисликнн туртбурчакка акслантириш.

Туртбурчак учларининг координаталари куйидагича булсин:
(Uj <о, to), to>, .

~~ 1 ' 2 ' 2  + “ °2' + 
бунда о», ва и>2 — тайнн мусбат ^акикий сонлар. Бу туртбурчак- 
нннг учлари

* (1), (О,О, -  + 1и>2, /Ш,
нукталарда булган уш ярмини оламиз. Берилган туртбурчакнинг 
бу кисми г юкори ярим текисликнинг унг тдмонига конформакс- 
лантирилган булсин, дейлик. Шу билан бирга, хамма вакт(каср
чизикли алмаштириш ёрдами билан) 0, /<*, учлар О, 1 ва оо
нукталарга утади деб хнеоблашимиз мумкин. Бунда туртбурчак-
нинг -j 4- гш2 у чи 1 ва ос нукталар орасида ётувчи хакикий Укнинг

бирор нуктасига утади. Бу нуктани i  оркали белгилаймиз, бунда 
0 < k  < 1. Симметрия принципига асосан туртбучакнннг чап ярми 
г текисликнинг чап ярмига утади, шу бнлан бирга — —, — — /и,а
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лад мос равишда г = — 1 ва г = ---нукталарга утади. Энди бизk
1 1 1 1 1 #1^ 1, (22 — » =» — 1 ВЗ 3j = в2==̂ з ■= О. = —к к 2

(114-чизма) деб, Крисгос|)фель — Шварц формуласидан фойда- 
ланишимиз мумкин:

С' j ( 2  -  1 ) "  ( 2 + 1 ) "  ( 2 -  i p (2 + i ) ' Trf2 + С, =гг;

(15)

(г0 узгармасни 0 га тенг килиб олдик, бу билан умумиятлнкка 
зиён етмайди; 0 нуктага U нукта мос келгани учун С,=0). С ва k
узгармасларни аниклаш учун^ва —+ /ш2 учларнинг 2= 1 ва г= —

2 2 /г
нукталарга утишидан (мослигидан) фойдаланиб, куйидаги тенг- 
ликларни ёза оламиз:

- У ---- —  (16)
2 J K ( 1-<*)(! - * 3<3) Я, а,0 W)7))W))?)))»)

- ‘ -4- -/ь I Т А

с, я, 
'п п тш и 'ч,

^  + ( 4 - c j = c j + c j ,
1 0  1 4 

бундан (16) га асосан:

<0. ■ с Г - rf<
J  1)П — I

<17) -Н? \
К ( * 2 1)(1 *-/*) 114-чизма,

(16 ва 17) формулалардан параметр k ни аниклаш учун ушбу
I

dt . г  dt: о)2 = 2 I —  
J i 'n  - = 1;^ (1 — **)(1 -  Л2/2) J  y'ffS -  |) (1 _  *2*3,

тенгламани *осил киламиз. Демак, k тургбурчак томонлари- 
нинг нисбатига боглик экан. Узгармас С эса туртбурчакнинг 
улчамига, яъни ш, ва и>2 га боглик, (16) дан С хакикий мусбат 
сон экани куриниб турибди. %

(15) интеграл элементар функциялар оркали ифодаланмай- 
ди, уни I т у р д а г и  э л л и п т и к  инте гр ал  дейилади.
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5-§. Якоби эллиптик функциялари ,\ак;ида тушунча

Ушбу
dw (18)

J  /(1 — «г*)(1 — *:»=)

эллиптик интегралга тескари булган функция 
w = sn (г, к) ёки w = sn г1

Y (\ — »’*) (1 — к-w-)

оркали белгиланади ва Якобининг sn эллиптик фунщияси 
деб аталади. k сонни бу функциянинг модули дейилади.

(15) формулага асосан

функция 114- чизмада курсатилган туртбурчакни юкори ярим те- 
кисликка конформ акслантиради. Биз бу туртбурчакнинг ул-, 
чамини С = 1 шартни каноатлантирациган килиб оламиз. Шу 
туртбурчакни (1) раками билан, унинг томонларнни эса I, II, 
III ва IV ракамлар билан белгилаб оламиз (115- чизма).

Дастлаб (11 туртбурчакда аникланган o>=snz функцияни тург- 
бурчакнинг томонлари оркали, масалан, I оркали, (2) туртбурчак- 
ка давом эттирамиз. Бу давом (2) ни куйи ярим текисликка акс
лантиради. Сунгра бу давомни (2) туртбурчакнинг II томони ор
кали (3) туртбурчакка давом эттирсак, ®=snz функция (3) турт
бурчакни яна юкори ярим текисликка акслантиради ва хоказо 
(115-чизма штри*ланган туртбурчаклар юкори ярим текисликка, 
штрихланмаганлари эса куйи ярим текисликка акслантнрилади).

115- чнзма.

1 Бу функциями .эс эн г k' бкн ,эс ан *' деб ^килади.
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Шундай килиб да=-5пг функцияни барча текисликка давом 
эттирамиз. Бунда функция бир кийматли булади, чунки бирор 
ёпик контурни айланиб чикиш натижасида ьайтадан масалан, (1) 
туртбурчакка кайтиб келсак, snz нинг янги кийматлари эскилари 
бнлан бир хил булади (чунки булар хам (I) ни аввалги нормалаш 
билан юкори ярим текисликка акслантиради). Сунгра, бу функ
ция туртбурчакларнинг ичларида ва чегараларида /и>2 нуктадан 
ва давом эттириш натижасида унга мос келган нукталардан бош
ка барча нукталарда аналитик функция булади. г = /ш2 нукта ва 
давом эттириш натижасида бунга мос келган нукталар да = snz 
функция учун кутб булади, чунки конформ акслантиришда бу
лар ©=оо нуктага утади. Демак, Я1 z мероморф функция экан. 

115-чизмада функциямиз sn г кийматларни кабул киладиган
нукталар кора доирачалар билан, snz кийматларни кабул ки
ладиган нукталар эса ок доирачалар билан белгиланган.

Ни^оят, snz функциянинг 2/иш, +2' 1ог курннншидагн (бун
да /и, л — 0, ± 1, ± 2, . . . )  даврларга эга эканлигини курса- 
тамиз. Бунинг учун 2<о, ва 2/ш2 сонлар давр булишини кур- 
сатнш етарлидир (одагда бу сонларни асосий  даврлар дейи-
лади). Чизмадан snz' = snz, snz"— snz, бундан snz = snz" 
экани куриннб турибди. Равшанки, г " = г  + 2<»,.

Демак, sn (г + 2ш,) = sn г. Худди шунга ухшаш:
sn (z + 2/о>г) — sn г.

Шундай цилиб, snz икки даврли (2», ва 2/ш2) функция бу
либ даврларнинг нисбати соф мавхум сондан нборат экан.

sn г функциянинг юкорида текширилган давомларидан [(18) 
формуладан xaMj, унинг ток функция эканлиги келиб чикади:

sn ( — г) = — sn г
хам да

sn 0 = 0.
Бу хоссалар snz функция билан оддий тригонометрик sinz 

функция орасида айрнм ухшашлик борлигини курсатади. (18) 
формуладан £=*0 булганда z — arc sin да хосил булади, демак, 
ьп (г, 0) функция оддий синусга айланади. 

snz функция билан бир каторда ушбу
сп г =* У  1 — snaz, dn z = 1 1 — £asn2z 1 (19)

функциялар хам текширилади, булар хам Якобинннг эллиптик 
функциялари деб аталади.

k - О булганда спг функция оддий косинусга айланади ва 
dn(z, 0) = 1 булади. спг ва d nz ларнинг даврий функция экани 
ва асосий даврлари мос равишда 2ш,, ш,-|-2го>2 ва «о,, 4fw2 ларга

1 .це эн г• ва .де эн * ’ деб Укчлади.
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тенглигини осонгина курсатиш мумкин. Биз унга тухталмай, Яко
би функцнялари орасидаги айрим муносабатларнн келтирамнз. 

sn z функцияни ифодаловчи (18) формуладан
= V  1 — W*) (1 — k ’w*)

ёки o> = snz ни бу формуладаги w урнига ц^йсак, sn г ни 
дифференциаллаш формуласи хосил булади:

= сп z • dn г. (20)dz
Бошка формулаларни топиш учун (19) тенгликлардан дархол 
келиб чикадиган ушбу

sn2z + cn*z =» 1, £’snJ z — da*г = 1
тенгликларни дифференциаллаймнз:

den г . ddn* , ,  /01.----= — snzdnz, ---- = — /rsnzenz. (21)dz dz
£ = 0 да. (20) формула ва (21) нинг биринчиси sinz ва cosz 
функцияларни дифференциаллаш формулаларига айланади.

Нихоят, Якоби эллиптик функциялари учун кушиш форму- 
лаларинн (исботсиз) келтирамнз:

. .. sn г сп * dn С *4* sn С сп z dn zsn (Z + !.)= —

sn (Z + 0  ■ 

dn (z-K )

1 — k* sn* z >П” С 
сп z cn  ̂— sn г sn С dn г dn С

1—A2sn22sn*C * 
dn z dn I — k- sn z sn С cn г сп С

(22)

1 — b1 sn* 9sn11
k = 0 булганда (22) формулаларнинг бирннчн иккитаси оддий 
синус ва косинус учун кушиш формулаларига айланади.

Шундай килиб, юкорида биз танишган Якобининг эллипгнк 
функциялари икки даврли мероморф функциялар экан.

Умуман, *ар бир икки: 2wt ва 2и>а даврли (бунда 2о>2 2 2 «, — 
нисбаг мав.\ум сон, лекин соф мав^ум булиши шарт эмас), /(г) 
мероморф функция э лл иптик  функция деб аталади. 

Таърифга кура:
/ (*  +  2«,)- / ( * ) ,  / ( г + 2u>2) - / (* ) ,  (23)

бундан: —
/(г  +2/яш| +  2чш ,)=/(г) (т , п = 0, ±1, ± 2 , , . . ) .  (24)

Изох- Эллиптик функцияни таърнфлашда 2ш2: 2ш, нисбат- 
ни мавхум сон деб олннади. Агар бу нисбат хакикий сон булса. 
f ( z )  функциянинг оддий даврли булишини ёки узгармас сон- 
дан иборат булишини курсатиш кийин эмас.

Энди икки даврликни тасвирлаш учун комплект текислик
да туртта нукта оламиз:

20, ?о + 2®ь г0 + 2ш, 4- 2u»2) z0 + 2u)2,
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бу ерда: г0 — ихтиёрий узгармас комплекс сон ва 2ш,: 2й>, нис- 
бат мав^ум сон булгани сабабли юк'оридагн туртта нукта би
рор параллелограммнинг учларини ифодалайди.

г0 4  2тш, +  2яю3 ни гй оркали белгилаб оламиз. Бу холда:
го' го + 2е0!. го + 2и», 4  2и>2, г0 4  2ю2•

нукталар асосий /? = pw параллелограммни бирор даврни тасвир- 
ловчи векторга силжитиш натижасида доил булган ртП парал
лелограммнинг учларидан иборат булади. т  ва п га турли бу
тун кийматларни бериб, узаро 
конгруэнт1 булган ва бутун те- 
кисликни копловчи ртп паралле- 
лограммлар турини *осил кила- 
миз (116-чизма).

Ртп нараллелограммларни давр- 
лар параллелограммлари дейи
лади. Айтилганларга асосан (24), 
тенглик/(г) функциянинг барча Хо 
конгруэнт нукталарда бир хил 116-чизма.
киймат кабул килишини билдира- 
ди Демак, эллиптик функцияни бутун текисликда узини кан
дай тугишини билиш учун уни битта параллелограммда ур- 
ганиш етарлидир.

Эллиптик функциялар математика ва механиканинг куп маса- 
лаларида татбик килинади. Шу сабабли эллиптик функцияларни 
урганиш аналитик функциялар назариясининг таркиби, бир бу- 
лимидан иборат булиб, унда З̂ундай функциялар $ар томонлама 
урганилади. Биз китобнинг зажмини эътиборга олиб эллиптик 
функциялар назарияснга тула тухталмасдан, балки бу назария- 
нинг иккита му^им теоремасини келтириш билан чегараланамнз.

1-теорема Эллиптик функциянинг jfосиласи я на эллип
тик функциядир.

. Хакикатан, (23) тенгликларни дифференциаллаб, ихтиёрий z 
учун

f  (г +  2(*>1) = / '(г ), / ( г  + 2«2) = /  (г)
муносабатларга эга буламиз. Бундан f  (z) косила учун *ам 2ю, 
ва 2о)2 ларнинг давр булиши келиб чикааи.

Иккинчи томондан /' (г) косила *ам / (г) каби бир кийматли 
булгани учун чекли масофада кутблардан бошка махсус нук
талари булиши мумкин эмас, чунки /(г) бирор нуктада ана
литик функция булса, унинг ^осиласи /' (г) \ам шу нуктада 
аналитик функция булади, агар бирор нукта f(z)  нинг кутби 
булса, уша нукта / ' (г )  учун *ам кутб булади Демак, f  (г)

1 г-Ь2т<*>, 2mco3 куринишдаги нукталар г нукта билан конгруэнт дейи
лади. Агар М т^плам N т^пламнинг нукталарига конгруэнт булган барча 
нукталардан ташкил топган булса, М ва N тупламлар к о н г р у э н т  дейи
лади.
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хам иккита 2ш, ва 2ша даврли мероморф функция экан. Таъ- 
рифта асосан бу / '(г )  эллиптик функция булади.

2-теорема .  Узгармас сондан фарцли булган 1 (г) эл
липтик функция даврлар параллелограммида камида бит
т а  чутбга эга булади.

Хакикатан, агар кут5лар йук, деб фараз килсак, Д г) функ
ция даврлар параллелограмида (модули буйича) чегараланган 
булади; демак, юкоридаги айтганларимизга асосан,/(г) функ
ция бутун текисликда аналитик ва чегараланган булади. Бун
дан эса, Лиувилл теоремасига асосан./ (г)  нинг узгармас сон
га тенглиги келиб чикади. Хосил булган карама- каршилик 
бизни теореманннг тутрнлнгнга ишонтиради.

М А Ш Ц Л А Р

!. Ушбу
оо

/ (* )-  V z *
д-#

функция z — а (| а | < 1) нукта атрофида Тейлор каторнга ёйилган а нинг 
кандай кийматларида бу ёйилма /(Z) функцияни аналитик давом эттириш- 
га имкон беради?

2. Ушбу
00

\ 1  z n

пл« 1
1даражали каторнинг йигинднси г — — нукта атрофнла Тейлор каторига

4йилган. / (* ) функция давом эттирилалнган сода кандай булади? 
К У р с а т м а

*3 23Щ(1 - г ) --- х - — ....

ЧШилмалаи фондаланнлсин.
3. Ушбу

j = V 1 (— п,+| —

функцияни

/(*) пЛ—1

1 п 2  2 ) 3 ___

2 2 • 21 3-2*
катор билан каттарок содага давом эттириш мумкинлиги исботлансин.

4. Ушбу 9



даражали катор билан ифодаланга*1/ ( г) функцияни бирлик дойра ташка- 
риоига давом эттиришнинг мУм*11* эмаслиги исботлансин

К у р с а т м а  Агар р ва тУб бУтУн сонлаР ^либ,п > д
булса,

w

( Л 1- "-
г 1—1 1

-  ( Д  (1 - Ж)3

5. Ушбу
» 1 -1

dz

функция юкорн * ярим текис**»» томонининг узунлиги га
тенг булган учбурчакка акслантнр,,ши исботлансин.

К у р с а т м а  Учбурчак учлар*|Га Укнинг 0,1 ва оо нукталарн-
нн мос килиб олиш мумкин.

6. Юкорн ярим г текисликни

_ J l < K e # ' <  * .  Imw >  0

йулга акслантирувчи функция тОпИлсин-  ̂ ^
К ур с а т ма .  Бу йулни учлари ™ ^з* 00 нукталар-

да ва ёурчаклари — — , — ва 0 6? лган учбурчак сифатида мраш керак.
7. Бирлик доирани к»пбурч#К1Са акслантирувчи функция топилсин. 
К урсатма .  Аввал юкори ярим текисликни \t\<\ бирлик донрага

[ . - ± ‘-±11 / <— 1 /t- 1<+1
г +  ̂'

формула билан акслатнб олиш керак- . .
8. Юкори г ярим текисликни w текисликдаги А учидаги бурчаги а* 

ва томони d га тенг булган ромбга акслантирувчи функция топилсин. Нук- 
таларнинг мослнги куйидаги схема билан берилган:

W {А -  0. в  -  а, с = d + dt"1*' D “  в*'"> -  * 'в- *•
Бундай мосликнннг мумкннлиги ас^слансин*



М А Ш К Л А Р Н И Н Г  Ж А В О Б Л А Р И  

I боб

. . r r [ c „ s ( - i )  + , s, „ ( - i ) ] .

,  к г [с » ,(- З г' ) + , .1п( - 1') | .
X Г.3. cos7J" 4-1 sin —.

5. /29|cos(-68M0 ) 4 / sin (— 68е Ю')1.
_ , 7 —/ . 3к 3«\6. \ 2 I cos — + i sin — J .

7. 2 (cos-j + / sin - j ) .

8. cosO + Ы п  0
/ 4ic 4s \9-2(cos7 + /sIo- ) .

10. V 2j|cos 4 arctk> -|- / sin îc + arctg ^ j j *

11. cos ic + / sin ic.
12. 2*2 (l -j- /)
13. 2* (1 - i V T y  14. (2- /3>»,

__ _ » / Til n t  v15. 2 cos “  | cos — -f* / sin ~ | .

1 -f / tg т  л / aic niz \
16 :---7-^— . 17. 2n (cos-— — i sin — ). •1— itgn* V 6 6 /
18. cos5 * — 10 cos3 r sin* x -f 5 cos * • sin4 к.
19. 6 cos5 4 sin к — 20 cos3 к sin3 x + 6 cos r • sin5 x.
^  6 i g x -  12tg3* + 6 t«5 xzii. —-----------------—

1 — 15 tg* л -f 15tg4 * — tge*

21. — (cos \x — 2 cos 2 % + 3).
о
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22. — (cos 5* -f 5 cos Зл 4 10 cos л),lo
_  л 2л г. пт. пъ
23. 2 cos —  . 24. cos -Н sin — ,

J о  «5

26.

п
,2* ПК

cos —4
п

пъ
Г sin—4i ( * " '  

я . ! ( * • + » « » = ) .

- —
28. — ( 2я-1— 2‘ sin 4 ) .

» i ( j .  + s „ ? = . 4. ) .

30. V 2 (cos — я + / sin — it j  . * - 0, 1, 2.

31. V iO (cos(U3°5r f  120° • *) + /sin (113° 51' + 120° • *)]. * = 0, 1, 2.
_  / 8* — 1 8* — 1 \ „ . „
32. /2  ĉos ^  »+/sln ~12'" 1C). *- 0 .1 ,2 .

J — / 24» + 19 24* + 19 \ „  , „  ,  . .
‘V Г  ( C° S — 72-- * + ‘ Slt*--- 72-- * ) ’

, 2* + 1 2* + 1 \ л . „  ,34 . У  2 (cos —-—  л + / sin — -—  r J  , * — 0, 1, 2, 3.

35. Маркази t нуктада ва радиуси 5 булган айлананинг ичи, яъни 
дойра.

36. Маркази — 3/ нукта за ва радиуси 4 булган доиранинг ташкариси 
(айлана дам шу сохага киради).

57. к — — 6 тугри чизикнинг чап томони
38. у — 2 тугри чизик ва унинг юкорисидаги текислик.
39. Хакикий Укнинг мусбат томони билан j ва ф бурчак ташкил цилув- 

чи тугри чизиклар орасидаги бурчакнинг ичи, бурчакнинг учи координата
лар бошига жойлашган.

40. х + у — 1 тугри чизик билан чегараланган ва координаталар боши- 
ни уз ичига олган ярим текислик.

4U Радиуси 2 ва маркази 3 4- 4/ нуктада булган айлана.
5

42. Фокуслари — 2 ва + 2 нукталарда, катта ярим Уки “  га тенг бул*
гаи эллипс.

43. x'J — у* — а гиперболалар оиласи.
а44. ху — — гиперболалар оиласи.
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1. ф-о. 2-ф~77* *-6.
4 5г.3 Ф = - 2arctg — , £ — 75. 4. Ф — — , к *= 12.3 о

5. | г |>1 донра ташцариси кискариб, |г| < 1 дойра ичи чузилиб 
ту шали.

III бо^

'■ т ( ' - т ) -  *• i l ( *  * - т ) са* 1 - , ( * - т ) * “ , Ь
sin 4 — / sin 2 1 / 3\3.  ---- ------—  4. —■ In 13 -|- (2Ьг. — arctg —■]/.2 (cos2 2 + »in*l) 2 V * 2)

(2A + 1) * — aictg~j/.

II боб

5. ~  ln 13 +

6. cos (2 *it V2 ) + I sin (2*г. У 2 ).
7. 2/ r (cos(2ft+ l)n  | 2 + /sin (24 + 1) ir yT ].

2 b r  4kx8. e (cos In 2 + /sin In 2). 9. e

. J " ‘ *  и 5 . / “ 1Г+“ , [со»(|.3— , 18 j )  +

-f/sln ln 5 — a r c t g , барча мнсолларда к = 0 ± 1, :t2 .

IV боб

1 . - 2 ( 1 - 0 .  S. а) 1 +  — 5 б) — J •

4. а) — 2; б) 0. 5. */. 6. — 2*/
* 1C г к/ Зг/

7- -  3 - 8* 54 9 -54- ,0-5?- 1К Т -
3 к/

12.- —  . 13. f ( z ) - i '  + l. 14. и - С « у  + &
О

15. а -  C ln (i3  + y2) + Л

16. и --- — . + S. 17. а -  С V .* + К л*+"у’ + В.** + У*
18. Мавжуд эмас. 19. v (дг, у) = 2*у + у + С.

20. v (х, у) ---- + С, 21. v (ж, у) -  arg * + С.л*+у*

22. A(z) - « 3 + ( 5 - 0 * - j  + C4 23./(*) = ^ + 2 /co s*  + *5-

—  I* + CL 
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24, , { z ) ~ h * и з + 31+ с -
25. /(*) -  (1 + /)» -  3i + С. 26. /(*) -  + 2 + C/>

27. f (z )- z e * -  у + 67.

V 6o5

1. Я - 1 .  2. 00. 3. 0. 4.2. 5. e 6.1. 7.1. 8.1. 9. - .

12. V ( _  1) " .  R  -  | - | .  13. У^ (-  1 )n(n -  \ ) i\  R  -  1.
л—0 *“ 2

■4- д -2>i -f 1 /.—0

VI боб

г—0 , л-О
, 1 1 1 _ L  12~ . . 1 , 1 , 1 !  §5 .

8> / 2г2 6гз + 24г* 120г* ** * *а *з ,4 ‘
^ 2"

5. 3-тартибли кутблар: ± “ 0 -  0* 6- Му*им махсус нукта:

7. Биринчи тартибли кутблар: * »  (& »  0, ± 1, ± 2, . . .)•
8. Мулим махсус нукта: г — — I.
0. Кутулиб буладиган махсус нукта: * = О,

V II боб

1 1 \ 3
1. г — 2 да 7. 2. z -  / да — ^  3. г -  / да — .

4. * — 0 да I; г — ± 1 да — ~  . 5. г — — 1 да

, а | (я + 2) (я 4.3) . . .  (2/t — 1) 2л 
* } (л- l ) !

1
6. г — 6 да — — . 7. z = Ьк (k — 0, ±1, ± 2, •..) да 0.

8 *=» 1 да — cos 1. 9. г — 2£г/ ларда — 1.
10. Агар п ток сои булса, (п > 0 Ски л < 0); z — 0 да 0; агар п



(— 1) 1
бки п > О — жуфт булса ----- .

(л+1)!
11. О. 12. 1. 13. 1 — мусбат хакикий. 18. rJcscna • ctg ха.

1----------------------------------------- * V T  19- О + *а cth га). 20. -  *i. 21. -  — -- I-2а? 2
2ка 2*

22. . 21. Агар \р\ < 1 булса,-----агар \р\ > 1 булса,
У (d‘— I )3 * “  Р

2к та— -. 24. */ sign а. 25.*—.Р ' — 1 * 2

2 * G4
Л3

Л  Г
VIII боб

— — агарда а сон (0, 1) интервалга тегишли бул- 
Д <1 - а)я+|

маса, бу ёйилма бнлан f (г) функция |г| < 1 доирада бутунлай бтмайднган 
| z — а | < 11 — а | доирага аналитик давом эттирилади.

2 / 2 \ л (г + г')п 
2» / (* ) — *п у  + Z j ( " j )  ---„--- • каторнинг якинлашиш доираси:

п—I
1 1 3

Г  * 2* < *2 w “  arc sin г.
I

7. v  -  С  j  (I -  M ,,_1 (/ -  ft,)*’* 1 . . .  (t -  ‘ <M r C*,

k-iбунда: f t * - --- , |6* | - 1.
г



А Д А Б И £ Т

И. И. Пр ив а л о в .  Введение в теорию функций комплексного пе
ременного ОГИЗ, Гостехиздат. .Наука*.

A. И. М а р к у ш е в и ч  Краткий курс теории аналитических функ
ций, Фнзматгнз. 1961.

М. А. Л а в р е н т ь е в  ва Б. В. Ша ба т .  Метоаы теории функ
ций комплексного переменного, 1960 йилги ва ундан кейинги нашрлари, 
1965.

Б. А. Ф у к с  ва Б. В. Ша ба т .  Функции комплексного перемен
ного и некоторые их приложения. Физматгиз, 1959.

B. И. Смирнов .  Курс высшей математики, 111 том, 2-кисм.
Г. Л. Л у н ц ва Л. Э. Эл ьс гольц.  Функции комплексного пе

ременного, Физматгиз. 1958.
Е. Т и т ч м а р ш. Теория функций, Госиздат технико-теоретической 

литературы, 1951.
Энциклопедия элементарной математики. III том, 195Z 

Р. Н е в а н л и н н а. Однозначные аналитические функции, ОГИЗ. 
1941.

Г. В и т т  их. Новейшие исследования по однозначным аналити
ческим функциям Госиздат физ-мат литературы, 1960.

М. А. Е в г р афо в .  Аналитические функции. .Наука', Москва, 1965.
А. В. Б и ц а д з е. Лекции по теории аналитических функций комп

лексного переменного, .Наука*, 1959.
Л. И. В о л к о в ы с к и й, Г. Л. Л у н ц. И. Г. А р а м а н о в и ч. Сбор

ник задач по теории функций комплексного переменного. Физматгиз, 
1960.

Н, Л\. Г ю н т е р  ва Р. О. К у з ь м и н .  Сборник задач по высшей
математике, 3-том. Гостехиздат, 1963.



М У Н Д А Р И Ж А

Биринчи нашрига с$'з б о ш и ..............................................................  3
Иккинчи нашриг* суз б о ш и ..............................................................  4

I боб. Комплекс сонлар

1-§. Комплекс соннинг таърифи.......................................................  5
2-§. Комплекс сонлар устида амаллар . . .  * . . .  7
3-§. Комплекс соннинг геометрик тасвири ва комплекс текислик. . 9
4-$. Комплекс соннинг тригонометрик шакли . . .  . . . . .  10
5-§. Комплекс сонларни даражага к^тариш ва илдиздан чицариш . . 12
6-§. Со*а туррисида тушунча. Жордан чизиги................................. 26
7-§. Баъзи бир мисоллар. .............................................. 28
8-§. Кетма-кетликлар ва уларнинг лимитлари.................................... 34
9-§. Стереографик проекция. Чексиз узоклашган нукта ................. 37
Машклар . . . .  ........................................................................... 39

II боб. Комплекс узгарувчининг функциялари ва уларнинг
^осилалари

1-§. Комплекс узгарувчининг функциялари........................................ 40
2-.§. Мураккаб ва тескари функциялар ...........................................  45
3-§. Функциянинг лимити ва узлуксизлиги.................................... . 4(5
4-§. Комплекс узгарувчи "функциясининг хосил ас и . . ....................  52
5-§. Аналитик функццялар.............................  ..........................  56
6-§. Хосила аргументинннг ва модулининг геометрик маъноси . . .  57
7-§. Конформ акслантириш....................................... .......................... 60*
М аш цлар...........................................................................................  о 4

III боб. Элементу функциялар ва уларга мос конформ 
акслантиришлар

1-§ Чизикли функция ....................................................... • . • . 65
2-§. Каср чизикли функция..............................................................  67
3-9- Курсаткичли функция.................................................................  80
4-§. Тригонометрик функциялар.......................................................  83
5-.§. Гиперболик функциялар..............................................................
6-§. Логарифмик функция ва ихтибрий даражали функция . . • . . 87
7-§. Тескари тригонометрик ва тескари гиперболик функциялар . . 94
8-§. Айрнм элементар функцияларга мос акслантиришлар. Риман 

сирти хакида тушунча.................................................................  97
М аш цлар...........................................................................................  115

IV боб. Комплекс узгарувчининг функциясидан 
олинган интеграл

1 - §. Интегралнинг таърифи........................................................... 115
2-§. Интегралнинг асосий хоссалари............. ......................... ... 118
3-$. Интегрални хисоблаш........................................................... ... 120
4-§. Коши теоремаси . . .  . .................................................
5-$. Бошлангич функция ва аникмас интеграл.................................  139
6-$. Логарифмик функциянинг интеграл оркали ифодаси..............
7-§. Кошининг интеграл формуласи.......................  . . . . . . .  149
8-$. Модулиинг максимум принципи.................................................
9-§. Коши типидаги интеграл........................................................... 155

10- §. Гармоник функциялар....................................... ... 163
М а ш к л а р .............. ... ..............................................................................  186

366 X



V боб. Комплекс ^адли каторлар

1-§. Сопли цаторлар . .............................................................. 188
2-§. Каторлар устида амаллар.......................................................... .... 193
3-§. Функционал каторлар.................................................................... 197
4-§. Функционал каторни интеграллаш................................................. 202
5- §. Функционал каторни дифференциаллаш . . . . , . . . % . .  . 204
6-5. Даражали каторлар. . . . . .  ...................................... .... 207
7-§. Даражали каторнинг якинлашиш доираси ва радиуси. Коши— 

Адамар формуласи........................................................ . . . 209
8-§. Тейлор катори............................................. ' ........................... ....214
У-§. Элементар функцияларни даражали каторларга ёйиш............. ....218

10- §. Коши тенгсизлнги Лиувилл теоремаси................................... ....222
11-§. Алгебранинг асосий теоремаси................................................ ....223
12-.§. Функциянинг ноллари . . ................................................... ....224
13- §. Ягоналик теоремаси . . .  . ........................................................227
14-§. Аналитик функцияларни даражали каторга ёйншнннг баъзи бир 

усуллари .................................................................................. 229
15-.§. Гармоник функцияни каторга ёйиш..............................................2*5
М аш цлар..............................................................................................-38

VI боб. Махсус нукталар. Лоран цатори

1-§. Манфий даражали катор.......................................................... ....239
2-§. Лоран катори . ........................................................................240
3-§. Функцияни Лоран каторига ёйиш............................................. ....243
4-§. Тугри ва махсус нукталар...........................................................248
5-§. Ажралган махсус нукталар . . . . . ................................... ....249
6-*>. Кутулиб буладиган махсус нукта.................................................25<>
7-.§. Кутблар............................................................. ..........................251
8-§. Мухим махсус нукталар..............................................................255
9-§. Чексиз узоклашган нукта атрофи............. ............................... ....258

10- §. Бутун ва мероморф функциялар • .......................................... ....261
М аш цлар ..............................................................................................265

VII боб. Колдицлар назарияси ва унинг татбицлари
1-§. Функциянинг ажралган махсус нукта атрофи дат и колдирн . . . 266
2-§. Кутбга нисбатан функциянинг колднпши .укоблаш................ ... 268
3- §. Функцнянинг чексиз узоклашган нуктага нисбатан цолдип! . . 275
4-§. Логарифмик кол дик. Аргумент принципи................................ ... 278
5-.§. ctg г ни оддий касрларга ёй и ш ................................................ ... 283
6-§. Бутун функцияларни чексиз к^пайтмаларга ёйи ш ....................... 289
7-§. Колдиклар ёрдами билан каторлар йигиндиснни хисоблаш.  ̂ . 299
8-§. Колдиклар назарияси ёрдами билан аник интегралларни зисоблаш..301 
М аш цлар......................................................................................... ... 321

V III боб. Аналитик давом эгтириш ва конформ акслантиришнинг 
умумий принциплари

!-§. Аналитик давом -эттириш............................................................. 323
2-§. Симметрия принципи................  ..............................................331
3-§. Конформ акслантиришнинг умумий принциплари................... ...335
4-§. Кристоффель —Шварц формуласи................................... ............ 346
5-§. Якоби эллиптик функциялари хакида тушунча . . .  • ............. ...354
Машцлар . . ....................................................................... 358
Машцларнинг жавоблари................................................................. 360
Адабиёт.............................................................................................. 365



На узбекском языке

Ш ермат 7аш иатович Максудов, 
Махмуд Салахиддинович Салахиддинов, 

Сагди Хасанович Сиражиддинов

ТЕОРИЯ ФУНКЦИИ 
КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

Исправленное второе издание

Учебное пособие для студентов 
университетов 

и пединститутов

Издательство .Уцитувчи*  
Ташкент — 1979

Биринчи нашриннкг 
махсус мухаррири М. ХОЛИ КОВ

Редактоэлар И . Л.\мтджонов, ЛУсанов 
БадниА редактор Е. И. Соин 
Техредактор Б. Гольдштейн 
Корректор Ж . Нуриддинова

ИБ № 1091

Теришга берилди 9. 11. 1978 й. Босишга рухеат этилди 21. (6 1979 ft. Форматы 60X90*/.*. ТИП 
когози М 3. Кегли 10,8 шпонсиз. Юкори босма усулида бос ил д и. Шартли б. д. 23.0. Нашр *

24, 3. Тиражи 10Ю0 • Заказ М  175. Бахоси 90 т.
.Уцмтувчи* нашрибти. Тошкент, Навоий к^часи, 30. Шартиома 10—78

НашриСтлар, полиграфия ва китоб савдоси ишлари область бошкармасининг Морозов мом* 
босмахонаси. Самарканд, У. Турсуноп к?часи, 82. 1979 ft.

Типография им. Морозова, Областного управления по делам издательств, полиграфии и 
кннжяоА торговли, Самарканд, ул. У. Турсунова, 82.


