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ПРЕДИСЛОВИЕ

Книга содержит неопределенные и определенные (в тем числе кратные) 
интегралы, конечные суммы, ряды и произведения с элементарными функ
циями. Она написана с целью удовлетворения запросов широкого круга спе
циалистов в различных областях знаний и включает результаты, изложенные 
в аналогичных изданиях, а также в научной и периодической литературе, 
опубликованной в последнее время. Ряд результатов публикуется впервые. 
Отметим, что, интерпретируя некоторые интегралы и ряды как обобщенные 
функции, интегральные преобразования обобщенных функций или рассматривая 
их регуляризации, можно придать им смысл в более широкой области изме
нения параметров.

Достаточно подробное оглавление позволяет ознакомиться с содержанием 
книги и отражает ее отличие от ранее выпущенных справочных руководств 
в этой области математического анализа.

Найти вполне оптимальную систему упорядочения материала книги вряд ли 
представляется возможным, но мы надеемся, что с помощью оглавления чита
тель сумеет отыскаль нужные формулы.

Применяемы  ̂ обозначения, как правило, общеприняты в математической 
литературе и приводятся в указателях в конце книги. При ссылках запись 
вида 5.1.4.3 обозначает формулу 3 из пункта 5.1.4; kt /, m, п = 0, ), 2, ..., 
если не указаны другие условия.

Для компактности изложения в ряде формул используется сокращенная 
запись. Например, формула

представляет собой сокращенную запись двух формул:

■'-rril+VfJ
(берется только верхний знак и верхнее выражение в фигурных скобках) и 

(  » |  Г [ < « + » * ]  I -

О
(берется только нижний знак и нижнее выражение в фигурных скобках}.

Следует также отметить, что для некоторых интегралов имеется несколько 
различных представлении, которые записываются под разными номерами, 
но без повторения левой части.

Книга содержит три приложения, которые могут быть использованы при 
вычислении рядов и интегралов, а также при приведении их к виду, содер
жащемуся в книге.

При составлении настоящего справочного руководства использованы 
литературные источники, список которых приводится в конце книги.

Мы будем весьма признательны всем читателям, которые обратят наше 
внимание на неизбежные в работе такого объема недосмотры.



1.1. ВВЕДЕНИЕ
1.1.1. П р ед вар и тел ьн ы е  сведения.
В этой главе содержатся неопределенные интегралы от элементарных 

функций; постоянная интегрирования для краткости опущена. Например, 
вместо

Г л а в а  1. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

В ряде формул, где при интегрировании возникает логарифм абсолютной 
величины, знак абсолютной величины для простоты опущен.

Некоторые формулы при определенных значениях параметров теряют 
смысл. Если эти значения следуют из структуры формулы, то соответствующие 
разъяснения опускаются. Выражения для интеграла при этих значениях 
параметров, как правило, даются в последующих формулах.

Ниже используются следующие обозначения:
jr, /, st и, и — независимые переменные,
Л £ —функции,
Р* Q• Qi — многочлены,
R  = —  рациональная функция,
а, b, с, d —действительные числа,
Р, Я» а, к, (1, V —комплексные числа.
k , /, ет, п  =  0 , 1 , 2 , 3, . . .

В случаях, когда имеются ограничения на значения параметров, делаются 
специальные оговорки.

1 .1 .2. О с н о в н ы е  и н т е гр а л ы .

пишем

[а>0, а £ 11.

С* * - 11-



ПРЕДИСЛОВИЕ

Книга содержит неопределенные и определенные (в тем числе кратные) 
интегралы, конечные суммы, ряды и произведения с элементарными функ
циями. Она написана с целью удовлетворения запросов широкого круга спе
циалистов в различных областях знаний и включает результаты, изложенные 
в аналогичных изданиях, а также в научной и периодической литературе, 
опубликованной в последнее время. Ряд результатов публикуется впервые. 
Отметим, что, интерпретируя некоторые интегралы и ряды как обобщенные 
функции, интегральные преобразования обобщенных функций или рассматривая 
их регуляризации, можно придать им смысл в более широкой области изме
нения параметров.

Достаточно подробное оглавление позволяет ознакомиться с содержанием 
книги и отражает ее отличие от ранее выпущенных справочных руководств 
в этой области математического анализа.

Найти вполне оптимальную систему упорядочения материала книги вряд ли 
представляется возможным, но мы надеемся, что с помощью оглавления чита
тель сумеет отыскать нужные формулы.

Применяемы, обозначения, как правило, общеприняты в математической 
литературе и приводятся в указателях в конце книги. При ссылках запись 
вида 5.1.4.3 обозначает формулу 3 из пункта 5.1.4; k, /, m, п = 0, 1, 2, ...» 
если не указаны другие условия.

Для компактности изложения в ряде формул используется сокращенная 
запись. Например, формула

/ ~ » * - £ ( { ^ й г г[Г++.Л)
представляет собой сокращенную запись двух формул:

(берется только верхний знак и верхнее выражение в фигурных скобках) и

J  Г [Г++а/22] ,Rei><*
О
(берется только нижний знак и нижнее выражение в фигурных скобках}.

Следует также отметить, что для некоторых интегралов имеется несколько 
различных представлений, которые записываются под разными номерами, 
но без повторения левой части.

Книга содержит три приложения, которые могут быть использованы при 
вычислении рядов и интегралов, а также при приведении их к виду, содер
жащемуся в книге.

При составлении настоящего справочного руководства использованы 
литературные источники, список которых приводится в конце книги.

Мы будем весьма признательны всем читателям, которые обратят Иашё 
внимание на неизбежные в работе такого объема недосмотры.

|Rea>—I*



1.1. ВВЕДЕНИЕ
1 .1 . 1. Пр с двзр итсльиы е сведения.
В этой главе содержатся неопределенные интегралы от элементарных 

функций; постоянная интегрирования для краткости опущена. Например, 
вместо

Г л а в а  I. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

В ряде формул, где при интегрировании возникает логарифм абсолютной 
величины, знак абсолютной величины для простоты опущен.

Некоторые формулы при определенных значениях параметров теряют 
смысл. Если эти значения следуют из структуры формулы, то соответствующие 
разъяснения опускаются. Выражения для интеграла при этих значениях 
параметров, как правило, даются в последующих формулах.

Ниже используются следующие обозначения:
х, /, s, и, и — независимые переменные,
/. £ —Функции,
Р* Q. Pi» Qi — многочлены,
R  = -q—  рациональная функция,
а, Ь, с, «/ — действительные числа,
Р, Я* а, к, р, V —комплексные числа.
к, /, т ,  п =  0, I, 2 , 3, ...
В случаях, когда имеются ограничения на значения параметров, делаются 

специальные оговорки.

1 . 1 .2. О с н о в н ы е  и н т е г р а л ы .

пишем

[ а > 0, а £ 1 1 .

I*  * - 11.



dx

ГЛАВА ПЕРВАЯ НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

dx
sin- х

х

ctgx. tg х .cns2 ж
С sinx л 1л С cosx .1 — s— dx — secx. 10. I --V- dx =  — cosec х.
J соь*х J SU1-JC

И. jjtgxrfx = — In ! cos jc |. 12. jc tgx tfx—ln |rtu r|.

,3- i  Ш =1п|,g 2 |- M* i d f e =,n|‘s(-4 + г)|- 

,5‘ J I 4 ^ = a  arCtg a
1 A f  ^  1 » «I *  1 1 !«*— <* I

a  A r ‘ h e  =  2e  I x + e I

17. f
J  К а а-

,e i

, *arcsm —
xi a

th x.

[ a * C ] .

!«*<>].

Г в * 0].

-7 = = *  Arsh —«* In (x-\-Vx* +a-)
V x1 -f a* a

19. f  -7 = ^ = -Arch x = ln | * + / * 2-o*|
J  У хл — a* и

20. \ sh x dx = ch x. 2 1 . J  ch * dx =  sh x.

« • i im r — c,h*- a j i
24. J  th xdx=  In ch jr. 25. J  cth xdx = In | sh x |.

« • i a r E - '- K I -  27. J ^ L _ 2 a r i .,e „ .

1.1.3. О бщ ие  ф о р м улы .
28. J  (af (x) +  bg (x)) dx — a j  / (jt) dx +  b j  g (x) dx.

2». С ~ H x )d x ~ H x ) .
щ) **X

30.  ̂ g  (X ) d x ~ l  (x) g  (x) —  J  / ( * ) ~ - d x  |интегрированиг го частям].

31. J  / (дг) <**■= J  f (g (у)) g' (у) rfy (интегрирование подстановкой; х »  g (^)J.

1.2. СТЕПЕННАЯ И АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ
1.2.1. В ве д е н и е .
В этом пункте кратко изложены некоторые сведения общего характе

ра, которые могут быть использованы при вычислении неопределенных интег
ралов.

1. Если Я, (х) и Q, (х) — произвольные многочлены, то их отношение 
может быть представлено в виде



где Р*(х). Р  (х), (Ц *)— многочлены, причем степень Р(х ) меньше степени Q(x). 
Пусть* a,*, f »= 1. •••» т ,  — корни многочлена (?(х), л, — соответствующие крат
ности корней. Тогда
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Р/И Ai l> « I  А{2) А  А {,п)р  \х) у ___ __________у  л к у
<?(х) “  —  (Х-О*)* ~  (Х-О*)* "t'* ‘e (JC-Um

A = l * =  l

Если /I, = 1 для всех i, то
Р  (х) у

где y4f,,«*P (в|)/(У (<0 .
При Объединении пар слагаемых, соответствующих комплексно сопряжен-

Л х + £  . . .ным корням, получаются дроби вида -т2 , v ■ где трехчлен x3-f bx-f-c имеет
X ” “р OX -j- с

действительные коэффициенты. Поэтому вычисление интеграла  ̂ ^ ( i )  ^х сьо*
- . С dx С ‘ Ах + В  . дится к интегрированию рациональных дробен: \ I —  ■ 1 •dx.

J  ®/ J  |X -pOX-f CJ
2. Интегралы вида \ x  ̂(oxr + fc)? dx (p, <7, г — рациональные числа) выра

жаются в виде конечной комбинации элементарных функций только ь сле
дующих случаях:

а) д — целое число;
б) (p-f J)/r — целое число; тогда

£ *Р(<ЦГ+b)idx- у  J

в) — —̂  + 0 —целое число; тогда

j  д»>(а  ̂+  6)«</х=»у^ +»>/'+«-!<# I# — VI-

3. Интегралы вида  ̂ R (х. > —)«**• г »  Р, q, ...-pa-
аиоиальные числа, приводятся к интегралам от рациональных функций под
становкой

< ^± ±  =  1т
cx+d

где т  — общий знаменатель дробей р, 7, ...
4. Интегралы вида

Г * .
J  R3

R\ (*) + Rг (х) У  Р  (х) ^

/?ь Р 2, /?3, Р 4 — рациональные функции, а Р  (х) —многочлен 3-й или 4-й 
стч*пени с действительными коэффициентами и простыми корнями, приводятся 
к ьиду



р R l (x )Rt (x) — Rt (x )Rt (x )P (x ) 
R\ (X) -  R l (X) Р  (х)

Г‘ !r\  l R * R i  —  R l  (jc) R * (х )) Р  W  
М ' R H x )- R ](x )P (x )

Эллиптический интеграл jj ^ ^ r dx при помощи замен переменных кото-

рыс указаны ниже, может быть приведен к форме, содержащей рациональные 
функции от эллиптических функций Якоби. Интегралы от эллиптических 
функций Якоби см. в [24|.

I) Пусть Р  (г) = Оо (хг ± аг) (хг ± Ьг). Тогда интеграл \ может
J  У Р (х )

быть представлен в виде линейной комбинации трех интегралов: j  р ^ = г #

26 ГЛАВА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ (1.2.1.

С хЧх Г  dxj 7Щ* з (*•-,*)/те
Выражение } гР(х ) м о ж н о  записать (после вынесения множителя I ' k T )  

одним из следующих шести способов:

V ( a * - x '- )  ( * * - & * ) ,  » ' ( а * - * * > (* * - * * > .  V ( a *  +  x>' ) ( * * - ж=).

* V + **)(**-&*), l V + в1) (*■ +  **)• > V  + PS) (x*+ p*),
где a*, ^  — действительные числа, p* и p* — комплексно сопряженные числа. 

В первых пятя случаях подстановка

где sn а — эллиптический синус Якоби и Ait Av  B L. В , — некоторые постоян
ные, приводит интегралы к виду  ̂Rb(snu)du, где /ч«— рациональная функция. 

В шестом случае следует использовать замену

где сп и — эллиптический косинус Якоби и Л4, i4t, £ |t — некоторые посто
янные.

2) Пусть Р (х )—а0(х-{-а1)(х  +  а2)(х + а9)% где все Я/ различны. Интеграл 
R (х) dx может быть представлен в виде линейной комбинации трех интегра-

лов С dx Г  х dx С dx______
J V p Jx) '  3  Y p Jx ) ’ J ( x - p )  У р Щ

Выражение \rP (x ) м о ж н о  записать (после вынесения множителя V\ а? |) 
одним из следующих пяти способов: . ;

\\х — а) (х — Ь) (х—с), V {a —X) (* — 6) (х — с), \ (а — х) (Ь — х) (дс — с).
\г(х -  а) Цх -  + 6; |, Y (a - x )  |(* -  + Ь\Ъ

гельны и а > 
функций Я ко*
/4 ,4 - i4 ,sn J a

где а, Ь, с, bit bt действительны и а > Ь > с .  В первых трех случаях к инте* 
гралам от эллиптических функций Якоби приводит подстановка



где А* В,, В3 — некоторые постоянные. Если два корня многочлена Р  (х) 
комплексны, то следует сделать замену

сп и _ . .  .
Д. +  ВГсп» (0 ^ и ^ 2 К ) .  .  ( . . )

3) Пусть Р (* )  =  в0 (ж+о,)(л+о*)(х+о,)(дс+в«). где все щ различны. 
С R  ( v)Интеграл  ̂ ^ A = d x  может быть представлен в виде линейной комбинации четы-

f  dx С х dx Г x'dx  * С dx 
рс% интегралов, j  у р щ '  J  У Щ ' )  y p j f i  ’ J  ( x - p )K P ( i j  *

Выражение У Р ( х )  можно записать (после вынесения множителя V71 и0 ) 
сдним из следующих шести способов:

У {х  — а)(х — Ь) {х с) (x— d), ) (а — х )(х— Ь)(х—с) (x—d) ,
У ( а - х )  ( Ь - х )  ( х - с )  (x - d ).  V ( t - a X jr - b JK x - f c ^  +  t»],
У ( х - а )  ( Ь - х ) Ц х ~ Ь ^ + Ь Ц ,  VrU * - » J *  +  6IJ | (x -W *  +  *JJ.

где а, Ь, с, d, 6Ь Ь2, &э. Ь4 действительны и a > f r> c > d .
В первых трех случаях следует сделать замену (*), а в остальных— за

жну (*♦).

1 .2 .2 . И н т е г р а л ы  вида \хР (axr-\-b)̂  dx.

f  + 1 7 Т 7 + Г  J

3.  ---- r  - J + T ]  + W 1**-
xP r+* (axr b )W  o — r-1-1 c

4.  ----- г — гг-----------г-г^п—  \ +(9 + 1) га (<7 +  1 )'а  J  '

akbn kxP,kr*

) 1  СТЕПЕННАЯ И АЛГЕБРАИЧ. ФУНКЦИИ 27

*/ Р + ̂ г- fl 
k^O

k Г xPdx _  xp+1 (</ — 1)r — p — 1 Г
‘ J  (ахг + Ь)Я “  (</~1)г6(адсг4-Ь)? * +  (q - l ) r b  J  (шг'+б)* I *  

j
ft _ * / >  m  Р  —  ' - Н  Г

{q - \ )ra (ax r + b)l * + (^ - 1 )^  J  (<u'+  & )?**
1 * 1  - 1

" S '

(алг -f b) / (q — )) ra (axr r  *) ' 1 ’ 
x" *dx 1 . , _ ,

=8 ~ ,n l flX + м .ал'-ф- b та



1 2 . Г ______ _________ _____________________!_______________ +J  х*’ (ахг+Ь)Я (q — 1) rbx? 1 (axr -f- Ь)Ч~1 ^
. P ± t o ~ l ) r ~ l  С dr

( 9 - \ ) ' b  J  х 'Ч о х '+ б ) * - * *

13. f ----- ------- -------------!--------- 9. f  dx
J  x * ( « 4 - i )  (p — l ) 6x*> * 6 J  x*-',(axr + 6) *

28 ГЛАВА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ (1.2.3.

I I  V l , |  xr
*  X(AX'4-6) fiT 1,11 ахЧ-д Iеi

1.2.3. И н т е г р а л ы  ви д а  \ — --- —•
J  Xя j t a n

f  dx  I П\У  _  2* f l  , ( л ______ 2k  + 1 . #\ .
• J  l S  + flW = ~ 2 ^ ГГ ^  cos 2/i л ( — x cos 2л Л /

Л - 1 2 ^ + 1  . » V • 2*+. , x ~ a c o s  2n Л
+  7 I ^ - T  2 . « " “ S r ^ - r e l e ----- - j j - p ---- .

Jt =0 Q Sin -- ~  - Я

*■ J  ”  (2n+ l)oM ,п'*+ в; 
I " v  2ft + 1 , ( , n 2ft+t ,

— ( й + 1 ) а -  2 сге2 ^ л,Ч х 2ахсда̂ й т л+а*)
* =  0

2  " v 1 2 * -f- 1  ________x _ “ t o s 2M n
+ (2я+ l)a*" 2d 81,1 2л + 1 Л g . 2*4-1 

к ~

3- J  2^ г г ,п|т+ 5'| +

2 * + 1n 1 x — a cos тс— r-r-JZ

*=o в “п1 Ш л

+ д а - г  ZcoêL|n(x,_2ajrcoê +fl,)“k=mi

я "~| x —a cos k n
t V  к л--- - T S ill---sin —  arctg n

nQtn  i  ^  —  я  *  . fc i
i . i a sin —
* a

4 ‘ j  х* л а _ а гл i  =* (2 n 4 - l )e * «  ,П X

I " v  2*  + 1 , / , .  2 * + 1 ,
:T T S e r  1  с о т 2 ^ л 1 Ч  +  < к 2 ^ Г + Т я + в ) “(2я+ .

* = o
.  I . 2 ft -f- I
"V  • 2ft + 1 . х+аС(* Ь Г + Т Я

s *  2 я п 2м п - лагс,в(2 « + 1><“ Д  *• + » • * - ! $ { ■ «



- I 2 * + 1
С X™ 1 V  £ < т+ 1) ( 2* + 1) , *  вС08 2л л

5. С 1 В Г ^ Г Л --Д=Г5П- 2  5' " ----- Тп----- nardg— 5 Й П -----
*  * = о Д « п  2<> л

Я —1
1 V  ( т  +  1 )(2к+1)я . 0 2* +  1 , Д— ■ ■ - —  у  сое —— !— -х— I—!—  In Л1 — 2fl.tcos —  ~— л + <?5 1 

2naU m 1 2п \ 2/1 1 у
к = 0

1 !< т < 2 (л ~ 1 ) ] .
Г xm dx (— 1 )т

6• J  Х1лУ1 + а*п (2n+\)aU m
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In |х +  а ! —

п — 1
1

(2/i + 1) oU т
к—0

У  cos (” 4-0 (2*+ ! ), я ln ̂ _ 2flJCC0Ŝ _M _n+alj +

v  (m + l) (2* + l )  . Jf-flC0S 2^ Т Г Л
1  sm ’ 2п+1---- ЛаГС,К---- - Ш Г г Г -

*=» 0 МП* Г + Т Л
(2я +  1)в*" "  2п + 1  * . 2 * + 1

" sin И Г+ 1
|1 < т < 2я - 1]

7- m T lb ix - a l  +  C - ^  » in |* + e ||+
•/ я —1 *

1 v  ( т + \ )к я  . / * 0 h  , Л  +  л— 4—=гт * cos----- -— In I х* — 2ахcos--- М  ) —T  2/ш1'1 m 1 w  л \ л У

n — 1
* = ]

£лjr— ecoe
1— 1. V  sin (/Я..^ |) * Л arctg------- r-5— ll< m < 2 (n - l)]/Ш-* w 1 ^  /I Адk^i a sin —n

*■ £ ' in  » _ а1л .1 =* <2rt+l)a=» "  b
П —1

!)<**> m j .
k = 0

V  ( т  +  1 )(2*+ 1)я . 2* + l , Л\  cos—  ---- Ь ^  +  t e M ^  n + t f )

Я- I  ^ I а cot 2* +1 л. 2(—l)ml1 V  ^  (« + 1)(»+1)я * h "*  2л+1 Л
+  I Z T F u ^ n r  I  » -----5 Г П —  « *  — | ± T T

1.2.1. И н т е г р а л ы  внда  f
J  (* + «)*

I Г xP dx xp p С xP l dx
* J  (*+ «)v < * - !) (* + « )* *  +  fl“ l J  (* + « ) ' i e

2.
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8- f f t' i- a r  °  x a V «/r>(v ' Х: [Rd>oi.
5
оо
(* JĈ -1  dx JĈ -V л \

4- 3 Т Г м г Г ^ Г Л ( У ’ V _ X ;  l + v - X ;  ~ T /  i « a < * *
X

Г xmdx у  fm\ (— a )* (r+ e )m 7 * “
3 L  [kj m — 7 — * + 1 

ft = o
если fc = m — 7 + 1 , то вместо соответствующего члена в сумме следует взять
( « , ! ! , )< - e>m «, 1 1п |*+ « | .

Г x"dx _  V  ( т \ (- а )"- *
' 3 (*+<*>* “  ^  [ k j  (<г-к- | ) ( х  + в )'?-* -1 ; ft * 0

если fe = 7  — I, то вместо соответствующего члена в сумме следует взять

( „ * | ) < -  ' Г ' * 1 |п !ж+ °!-

7‘ f  ТЙ-»Й (л — Щх + а)*'4 * * ’ f  ~х+а _1" 1 * + а 1*
Г xdr | 1

*' )  Т П ^ Г *  “  “  ( я - 2 ) (* +  «)»■* +  ( я - 1)(х + а)я
,0  С _____________1 | ^3 (г + а>« ( п - Щ х + а ) " (я-2)(х + а)«* ( „ _  | ) ( Х + а ) л  i  •
|| f  * * * * _____________1 , _______ 3£

■ 3 (* + «>" (я - 4 )(х  + а)* « т  ( „ _ з )(х(я —3)(х+а)«-»
За* а»

(я — 2 )(х + 2)я ‘* ( „ _ | ) ( * +<!)«-*•
m — I

С х*1 dx \* (— l)*a*xm * . . ,•2. J  7 ^ =  2  J " +(—a) In |x+a|.x + a 

xdx

лиft-

x + a
x*dx X*

* + « . 3

xm dx
r

(X  +  fl)*
1

xdx

io f  x'-Mr V ,  kct*-iK" -* , ( _ i r » a «  , 
,6- 3 1 г т ^ г =  L  ( - i )  « - *  +  x + a ■ +

ft- 1
+  (— i)m-i in | x+ a  |.

x* dx a*
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...
г* jrdx 1 . а

25- 3 * + a  +  2 (.*-(-а)* "
Г x*dx 2а а* , . , , .

2 1 .  J  - ( j r + 3 j »  “  7 + 7  ~  Т ( 5 - м ) *  +  , n  1 х + а  , e

22. С т Х . % - = х ---^ ---f- —За In | jr + fl (.J  (* +  а) *  +  а 2(дг+а)* ' r

1.2.5. И н т е г р а л ы  вида  J  ^ '(х + а К *

f  dx _ _________ — I____________ p + g — 2 Г dr
'• 3 хЦх + а)Ч (р-\ )ахР  *(х + а)я I <р-1)а J  х» * (* + « )* ’
2 = ___________ !___________ I Р + 'У —2 Г dx
*• ( « - ! ) « » ' ^  ( f - l ) a  J  л Р (д + а )» 1 -

/п + я — 2
dx 1 V 4 /я! + п — 2 \ (я + аУ" '* ' 1

>*=0
если Л = m— 1 , то вместо соответствующего члена в сумме следует ьзять

г  ^  -  1 у  / д\»и/^»+я —2 \ (ж + д г ? : 1
J  ^(дс + а)" **♦»-! ^  у 9 \ к J ( m - k - l )  X™ * * •

I ft == m— 1 , то вместо

А —I
. Г ___ dx___  у  ______ 1 ___ 1 . I х+ а

3 х(х + а)п ка* ^ (х +  а)* а» Л | х

s. =  _ L " у  i n !>1  ( п - v) ( - * J f -  - L ща» к \ k J  \ х а / а " 1
А« 1

- « - 1  "I
^  Г dx = ________ 1________ л \ 1  _ _  J ______  _  1 1 | х+ а  I

J  л1(х + а)п ах(х +  а)п 1 а ка’’ * (х -f а)* а4 | л ||‘

7 f  *** (п +  1)х — а п (п + 1) С dx
’ J  дг’ (*+а)» 2a*Jt*(*+a)* ‘ 2а* J  +

8. Г d* _  у 1___ (-1)* ■ (-1У» 1п| * + * I
J  хт (дг + а) ( т  — Л)а*дст  k ат  | X |

о С djc 1 .1  х |
J  х (*  +  а) “  а 111 х +  а Г

"J dx 1 1 1 . 1  x+ aIn'x*(x +  a) a*x 2ал2 a3

12. f  _ *  1 / 1 _____l ln |£± £ .|\
J  * (*  + aj* a U  + a a I Jt |/'



I I  Г d* 1 / 1 | 2  а 3 1й%\ х+ а  \\
3 **(* + «>* “  & \ х  +  а v  2х« а \ х \Г  

вс С dx I . I 1 . 1  х+ а  I
15- J  x (jc + o)3 ~  «*(* + «) +  2о(х + а)« в3 I ^ Г

С d x ________I_____________2_________L i  3  1 I х + а I
3 **(дг-f-o)3 2a*(jc-fa)* a*(jr+a) Л г a4~ П| x |

|7  f  ric 1 Г 3 fl , 3 ___ fl 6 in| *  + f l l1
J  * (* + « )*  fl4 [x  + e t 2 (x-ffl)*t x 2jc* a [ *  | J e
1.2.6. И н т е г р а л ы  вида   ̂ (x+c)P  ̂ dx*

Ш -
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<7 (6 —a) +  p(ft+a)
M

dx~М 'Ш '
(х-fa)? Ь (х + а )т I У [(<7 — 0 (g—b)—2b\ I* / x + a \«~< ,

= 2 (* + *)«-• +  (?- l) (x + ft )«  ‘ ^  2 ( * - l )  } \ x + b )
(x+ a)*tl q (b — a )+ a + b  f / x + a \ f . , _

3‘ = 2(* + *>*■-»■-------2—  J  IT+frj ^
С (x+o)P (x+a)» p Г ( х+ а)Р »
J  (x +  b)4 ax (q - l)(x + b )4   ̂ v — I J  (*+»)*-*

„ I* (x+a)P _ I /x+a\Pft 
U x + b r * dX“ ( p + l ) ( b - a ) \ x + b j  * 
f  (x + a)p <x+e)'<4x +  (P + l ) ( * - « )+ * l  
J i J + J F *  </>+l)</> + 2 ) ( * - e )* (x + * ) ',l:‘ *
Г I / x + a \ « __________ - 1  ( 1 (x + a) ? ' 1 ,
J  (x + c)P\x+ b ) '  ( p - l ) ( e - c ) ( 6 -c)\ (x+ c)P  ‘ (x + fr)« i ■**

+  I(p_ 2 ) ( e + 6 _ 2f) _ , {» _ fl)| J _ L _ f i ± £ j ^ x +

— [(S-E 7 ) "  — 1 ] ln 1 * ^ * i -ь( 2^ ) ' *  l* \ *+ c\ .

Ч Ш ’ -
я  — 2 ^

--- 2  (л - * ) (n - fe-T )- т г т б р п г + я <« + «> -"(» -  «H« I x-П U.
* = 0
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я — I

—  2  [ k l i ) i f c jr & + x+n(a- b)lalx+b]'
= I

xj t^ d x - x + (a  — b) In | x-f-61. 
x + b

x. dx = * - + (a — b) (x— b In | x -f b [).
JC+ 6  *

^ ± | d r - £ + ( a - * )  -6 x + 6 4 n  | x+b  |). 

J L t£ —dx= %  In | x | — >n I *+*!•x(*+ &)

x ( ^ ± | ) 2 d * « y + 2  (a - b ) x+ (a  ^ b ) | A i £ ^ l + (a-3 * ) In | x + b |].

* * (i * l )  ^ = 3 + < a - fr)xS+^ T ^  +
+  (a — 6) ((a — 36) (x + 6) — 26 (a — 26) la | jc+6 |].

fc ± y L d x = ^ + (2 o - » )x + (a - 6 )* ln |4 t+ 6 |.

x T p T  3  + (2a - 6) X* +  (a — b): (x - b  In | x+b  |).

* + ( * _ * ) • ( * —  b x + P ln \x + b \ y

dx -  x + 1  (a* In | x | - ( «  -ft)* In | x + *  I).

X  -f- Q » CL —  6  . . § » I
( x + ^ j*  j r + f t  |X  !*

X (x ' t w d x = x + b(x+bb) + (a ~ 2b) In I X-Ь* I.

** (7 ^  dx = * + (a - V > )x - -  b (2a -  36) In | x+b  |. 

l ± ° - d x -  - «  J * + 6 I
F j ^ W "  6 ( 1 + 6) ~  b* | —  Г‘

.2.7. И н т е г р а л ы  вида  1 ----*P <lx____ .J  (x+ 0)9 (х + Ы  
. Г  x P d x  _________ 1 (  x p 1

J  (*+<»)« (x + fry p - q — r + 1  \(x-f a)V ‘ (x-t-fr)' i

<2 А. П. Пруцяиков я др.



2 Г *****
J  (х+ а)т  {х+Ь)п

т — 1 г  т — р — 1 -1
V  (— ])m+*+p îI y  /k\ fm +  n - p - q - 2 \  а* ч
Zd р (х+а)Р Id  W l  л - 1  j i b - a ) ” '* - f « Н  

р = I L 0 = 0 J

_ Лу  (-IVя Г  " v  № /л  + я - р - ^  2 \ (-  *)»-f
Р (х  +  6 ) р w / \  m— 1 / (6 — а)т*л-р q - i  |T"

p = 1 L $ = 0 J

+<-,>■***■'" 2 'C ) ( " +; r r 2) 7 ^ W i ->*+«!+ 
p=0

+ < - 'г 2 е ) ( " +; : г 2) т 5̂ г н . +н
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p= 0
dx

3' I  (x +  a )U x + b y
1 (<?+r — 2) P dx

*) J(r— 1) (e — (■*+*)*“* (х+ ьу 1 {r- \ )(a - b ) )  (x + a W  + b f l '
4 __________________ !_______________  ,

( f - 1) ( a - * )  (1 + e )* - »  (Д + * / - *  +
, _ f l ± r - 2_  Г dx

1-t i - l ) ( a - b )  J  (х + а)ч Цх + Ь Г ‘ 

5. f  *  J  (х+ аУЧ х+ ЬУ
m + n - 2

(_iyn+/i * Y  ( _ , ) »  /т  +  л _ 2 \/ж + а\я * > .
-* L  n - k - l  \ k )\Z+ b ) +аучп

k ~0  
k^ n-\

//n + n — 24 (- p m - 1 \x + a <
\ л-1 ){Ь  — ауп*п Air,| jt-I-6 Г

6.
m— 1
V  (—Dmt* fm +  n— k— 2\ 1
Jmi k \ n— 1 J(b  — a)min * +* = 1

n — 1
__ /_jyn V  -1 (m + n - k - 2\ 1_________ 

k \ m —1 )(b  — a)min * + "r  
, (-1)"»» /ш + я-П , IлгН-аI

+  ( b n — 1 J ln | l+ l | *
7 f  d* _____1 , I x+ a  I
' J  (*+a)(x+fc) fl — b n\x+b\-

*' I ̂ T+aHx+b) = ^ T j ( “ ,n l- * + » !- * ln l*  + ft|).

J  ( i ' + 5  (x+b) ln I * + *  I ~ e* In | ДГ+Л I) .
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Iл f  —--- ^ =  Л  In I X Ц --Т—?—— In | Х +  а |— Г-Т-!— In | дг +  61.10. 1 x (x + a )(x  +  b) ab 1 , 1  а (а — Ь) 1 1 Ь(а — Ь) ' ‘ ‘
f  dx______ ______ 1___ a + b . , ,

! l * J  х*(х + а) (х-\-0) abx a*b2 1

~  t ^ h b ) ln 1 x+ a 1 +  Щ а - ~ Ь) ln l*  + H  •
С dx — 1 1 . I Jc-f-а I

>2- J  (x+a) (x+b)* (a - 6) (x + 6) ^  (a - b )* | *+ & | '

J xdx _ _______ b_____________a \x±a\
(x + a )(x + 6)s — (a — 6)(x  +  6) (a — b)1 П | Jt-f-ft |*

J x1dx — ft2 . aa i i , t .  &2 — .
(x+a) (x +  b)* ~  (a - b ) (x +  b) +  (a-ft)* ln 1 X+ a  +  ( a - 6)> l * +  * 1'

J

dx 1 1 - , ,
x(x+ a)(x  + b)* e  * (а - * ) (х + * )  +  a/>2ln|x|

-  l n  1 x + a  1 +  I n  1 x + 6 1 '

x + a
x +  6

2a& . I x + a  
н  In

Г dx -  1 (  1 \ 1 \ \ 2 i l x + a l
J  I* + * P & + W l (я — by [x + a '* ' x +  b ) ^  (a - b )*m \x +  b\

17 Г - 1 (  Д I b \ a +  b in 
J  (x+a)a(jc+6)* (a —6)*\х + а х +  6 / (a — 6)1

18 Г x%d* _____1 / a» 6« \ 2a ___
J  (x+ a)J (x + 6)2 (a —6)* \x+ a x + 6/ (a— 6)? *“ |x +  6 1*

1.2.8. И н т е г р а л ы  ви да   ̂R (x, ax2 +  6x + c) dx.

I. J  (ахг +  6x + c)n dx =  J ( 2/i'\-~i) a +  ̂  (ах- +  6х+с)Л —

— n (b1 — 4ac) J  (ax! +  6x + c)"-1  dx j .

’ 2 < - < ) ( ^ r v +- +«».
4=0

3 Г (ft*2 + 6x + c)n dx __ __ (ax^frx  +  c)” **
J  x** ~  (m — Ocx*-*

, 6 (/i —m + 2) Г (ax* +  bx+c)n dx а(2я — m +  3) Г (ax*-\-bx-\-c)n . 
c (m - l )  J  xm l  +  C (m - l)  J  X”  *

4. f  * m dx  Ж * 1
J  (ax2 +  te- fr)* “  (2л — m — l)a (ax 2 +  &х +  с)*л

, (m — l)c  Г xm~2 </x (n — m)b Г xm ldx
(2n — m— 1) a J  (ах2 +  6х +  с)л (2л — m — 1) a J  (ax2 -f- bx +  c)n *

5. f ___* * l dx 1 f  х2* 2^I x^ j rfx _  l Г* 
J  (aX* +  bx + c)«~~ a J (ax* +  bx +  cY1

_ с Г x ^ 'd x  b С x**~*dx 
« J  («X2+  &x + c)* a J  (aac4 +  6x + c)*"



6 С  xdx = _ _ _ _ _ _ _ _ _ !_ _ _ _ _ _ _ _ Ь f  dx
J  (e*H* bx + с)* 2 (/i — |)а (ах *+ 6х + c)” ~* 2a J  (ах2+ 6х + c)**

7 e ____________ bx-\-2c______________
(/i — 1) (62 — 4ac) (ax2 +  bx + c)n

dx
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. (2л - 3 ) 6  Г  
(я — 1) ( 62 —4ac) J

j ____ x* d x ____________ (6s — 2ar) (2ax -f b) — b(b2 — 4ac)

( o x ^ & x  +  c )*  * *

(ал2 +  bx+ c r  2 (л — 1) а2 (б2 — 4ас) (ajr2 -f 6x + c)*~*
__ 2 (2/1- 3 ) (^ - 2 f lr )- 2 (n -  1)(fr3-4or) f  dx

2 (л— 1) а (б2 —4ac) j  (ax3-f- бх +  г)*'* *

dx 1
xm (ax2-f 6x-f c)11 (m— 1) cxm l ( a x * b x c ) n~l

_(m + /i — 2) 6 Г _________dx___________(m-f 2/i — 3) д Г _________dx________
(m — l)c  J  xm l  (ах*+Ьх+с)* (m— ])c  j  xm~* (ax*-J-fcx-f c)n *

10. f  rft ______________ !______________
J  x (ах2+ 6х+ с)л 2 (n — 1) с (ax2 -j- bx-f- c)n 1

___b С dx________1 С dx
2c J  (ax*+bx+c)n с j  x (ax*+bx + c)71**

f _____ £*_____=,
J  (O l* + fc jr  +  C )»

_____________ — 2 ax-b  2 (2/1 —3)a P dx
“  (n -  1) (b* -Aac)(ax'- +  <>.< -ft)» * (n -  J ) (fc> -  4ac) J

, 2 . ^ l  +  b
2 n - l  *

я  —2
V   2» (2л— I) (2n —3) ... (2tt —2fe — l)a*_________
«ы (n - l ) ( n - 2 )  ... (n -A - l)(4ec- J> s j* ,>(<u*-ffc*-|-r)'»-* 1 +

к ~  0
(2п-3)1!(2в)ч-> f* dx 

(я — 1)! (4ас — 63}'1̂  J  ax»+6* + c*

| P - 4 c f> 0 J .,3. --- -- ' . » ndx______
ax2 + bx + c У б2—4ac

2ax + 6 —V b1—4ac
2ax + 6 +  V  b1 — 4ac

. .  2 2ax + b
14. *= -7=  a rc tg  — -  4ac <  0].

r4ac— 6* V 4ас —

,5 ‘ ~ ~ Ш + ь  

16. -  _ >a(p — q) \ x - q \ 9 
тле p, 0 — действительные корни многочлена ox2 +  6x + c*

17 f  <** 2ах +  Ь 1 2а Г dx
J  (ax2-f bx +  с)2 (4ac— 62)(ax2-f bx + c) 4ac—b1 J  ax2 + bx -J- с *



Г dx _  2ах + Ь_______
\ (ax '+ bx+ cr 2(4ос-6*)(ах* + 6х+с)2 “h

За(2ах + 6)_______ 6а* С dx
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(4^: — б2)- (сис*4-6х4-с) (4ас — Ьг)г J  ах* + Ьх +-с *
>а* f
- 6V  J

f  ___ I  In |0JC* + 6r-hr| —
1 J  ах* +  *х +  с 2a * ^  ^  1

b
a К  | b* — 4ac

1 , |2 a x + 6 - K 6 *- 4 a c l—  In ---- '------ ?------ [*• > iac\.
2 \2ax + b-\-\ 6* —4дс

2ax + b_ 
\ 4ac-b*

arctg [4*064

f  x2 dx x b I , - , bt — 2ac С dx
J  ахЦ-бх+с ^  а  2а* 1 +  + C * +  2а* Ja x *  +  6x + c*

x**</x
ox*+6x + c ”

ax* —26r 6*—ас. . , . 6(&*-3oe) f  rfx
=  — 25г - + - 2 ^ |п|шг1+<,* + с |-  ^  ^ o ^ + te + г -

Г xdx________________6x-f-2g________ b Г dx
J  (ax*-f-6x-f c)- “  (б2 — 4ac) (ax* +  6x+c) *’ b* — 4ac J  ax*4-6x-f-c*

Г jfidx___________ (2ac —62) x —frc__________2c С dx
J  (cufi +  bK+c)* ~  a (6* — iac) (ax* +  6x+c) b2 — 4ac J  ax* +  6x-fc*
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‘ )  (ax* +  6x+c) < a-(4ac— Й  +
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J  (х1-*»2) '  ~  2 (я — 1)а3 [(х г —вг)4 > —

я - 2
_  V  / _  D *  <2я-2"»-3)(2л — 2т  —  5 ) . . .  (2я - 2т - 2« - 1) 
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J  (x4 л а 4)* 4 (/i — I) a4 (x4 л  a4)7* * *  4(/t — Da4 J  (x4 л a4)*  * *

J xmdx _  x"*3 _  (m — 3) a4 (* xm~4dr
(^ ifca4)'* ~ ( m - 4л+ !)(* «  + a*)* 1 * (т - 4 л + 1 ) J  (x« i  a«)’> *

xm4 dx 
a4 *

,  Г x«rfx xm 3 ___ x^ 4
J  x4± a 4 ~  m —3 + j  x4^



1 .2. »3-J 

4
г dx __ _  _____ 1 ___________—

• j  хт  (л4 X  о*)п ^  (m— 1) а*хт  1 (х4 J l  а4)п 1
4n-f т  — 5 С ______dx
(tfl— IJo4 J  хт ц х ?  ±

J  Г dx___________1_  Г dx
* &  -1 a4 J  х”» (х4 ±. о4)'1-1 a4 j  xw 4 (х1 J:  а4)" *

1 ^ х» + охУТ -f о3 , 1 ^ / 2

4а3V 2  х3-ахУ'2~ + ва ^ 2  а»
л4

1.2. СТЕПЕННАЯ И АЛГЕБРАИЧ. ФУНКЦИИ 45

а4)'

fl3 — xa
1 ,-T—r  In 4̂ 3

*-fe
X —  Q

. 1  . X
+ 2 ? * ^

г [  - * —r* J  

} f _ £ ^

1 . X*
2^ ardg^ -
_ L i n i i ! n £ i l  
4а* л* +  а2

1 , x* — axY'2 -fa* . 1 „ . ax V 2 
4a V i "  x* + a x V 2 -fa* 2a V i * C 8 в3- д

V T

-- J-  In4a
x+ a  
x — a

i 1 . x  
+  S  * 'llS  a

11 Г dx _  1 _  1 f  x3 dx 
j  x3 (x4 ± a4) 4 a4x 4 a4 J  x4 > a4 *

„  C *  _  i _  i |2 arc,e ^
3 **(*« + 0*) ~  4 2а«х»'*4аМ, !*»-o*|

lln* + *

In4a4 j a4 ± a4) *

xm+1i*  f
• J  T * ±  a 'r  =

14. ? ____^ ___ =
J  (x4 Hr fl4)i 4a4 (a4 ±  x4)

4a4 (a4 JL x4) 

x

± 3 — m 
4a4”

f x”  dx 
J x4 л а 4 *

ln *»-|-a* / 2  + 0»
16a*V 2 д: — a* У 2 -fa2 8a’ ^ 2

3 , a j r / I  arctg
i- —  j :3

15. f  _■ xdx 
J  (x4 л  a4f

16a’

x3

ln x + a
x —a

3  4 *
+  8 ^ arctg7

4a4 (a4 ±  x4)

1 . x3
T ? * ' cl*3 -  

1 «*+«■
8a4 |xa — a21



46

16. I

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23. 

— ft

24.

25.

26.

ГЛ А В А  П Е Р В А Я . Н Е О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Е  И Н Т Е Г Р А Л Ы  (1.2.13.

A*dx JК*
(X* ± а4)* 4а4 (а4 ±  х4) ±

1 . х* — a r K 2 + a *  1 а х ^ 2
ln ~ I ----- 77^----Г  Н----ГТ Т ^  arct816ЛУ2 х*+ ахУ 2+ а* 8сАУ2 аг-х*

1 . I х — а  1 , 1  . х
1п Т Г Т  +  -S^T arctg -16а4 I х +  а I 8ai 6 a

x*dx 1
(x4 ± a4)* 4 (x4 + a4)*

dx 1 , 1 ,
+  ТЗ-1П

xm~*dx

s

s

У
J  x (x4 + a4)2 ~  4a4 (a4 ±. x4) 4a« ]  x4 ± a*
С dx \__________ x®_________ 5__ С x*dx
J  x2 (x4 ±_ a4)4 =  a*x 4a* (x4 ±.a4) 4a* J  x4 + a4'

J xmdx _______________xw~8_______________
(ax4 +ftx2 +c)* (m — 4/1+ 1) a (ax4 +  ftx2+cy* *

(m — 3)c Г xm~4dx (m — 2n— 1)ft С
(m — 4/ i+ l)a  J  (ax4 +  ftx-+  c)* ~~ (w —4/i+ l)a  J  (ax4 +  bx1 +  cy1 *
_ J_  f  xm * dx________Г xm 4dx___________

“ a J  (ax4 +  bx2 -|-c)'*-* a J  (ax4 +  ftx* +  c)*
b С xm~1dx 
a J  (ах4+ 6х*+с)л *

______ dx______ ____________aftxe +  fft3 — 2ac)x___________
(ax4 +  ftx2+c)', 2(n — \)c(b* — 4ac)(ax4 +  bx2-{-c)n~L "■

(4/i—7)aft С x2dx 
+  2 (n — 1) с (ft2— 4ac) J  (ax4+ frx*+ c)« 'i+

2  (я — 1) (ft2 —4ac) +  2ac— ft2 Г  dx
i  2 ( n —  1 )с (6 s — 4ac) J  ( a ^ + ^ + c ) »  * *

________dx__________ ______________ —1________________
xm (ax4 +  bxi +cYl (m— l)cxm'i(ax 4 +  ftx2+c)'1-*

nx + 2n — 3 Г _________ dx m +  4/1 —5 С dx
(m — 1) с J  xm_2 (ax4 +  ftx2+ c)n a (m — l)c  J  x"1 4 (ax4 +  bx*+ с)* #

f  dx ^  2a  ̂f _________ dx___________
J  ax*+bx*+c У  ft2 —4ac \ J  2ax* +  ft — К ft2 — 4ac

I  2aje» +  6 +  V  &*— 4 a c )

_  1 fcin a  In ** + 2* V<& cos (a/2)+ /а/ё 
За sin a  L 2 x2 — 2x y^a/c cos (a/2) +  Ka/c
+ 2 cos — arctg---x-j-VaA:---1 [и<4<*> ссиа-- —±— 1

2 2x У a/с sin (a/2) J  I  2/ас ]•
______dx______ __ aftxs + tft* — 2ac) x
(ax4 +  bx2 +  c)* =  2c (ft2 — 4ac) (ax4 +  ftx2+ c) ■"

, ft2 —t o  f* dx______ _______ah Г  x* dx
2a(ft2 — 4ac) J  ax4 +  ftx2+ c ”t" 2c(ft* — 4ac) J  ax4+ftx2+o*

f



Г xdx -  1 ln 12ахг + b — У  Ь2 — Аас 
Я '  J  ах' +  Ъх*+с 2У ь*-4ас  12ах* +  Ь +  VЬ*- Аас

[6*> 4лг].
1------------------ ж 2ах* +  Ъ 

ос «= ■ ----------arctg л [6* <.4ас ].
Y  iac — b1 У  4ас— Ь*

— f  *»<lt _  Ь + Уь*-4 ас  С _________dx____________
29, 3 ах* +  Ьхг+ с Уь»-4ас  3 2ах* +  Ь+ V  Ь* — 4ас ~

- Ъ - У * - 4 а с  С _________ dx (И>
Yb* — 4ас J  2ах* -\-b-Vb1 — 4ас

^ _________ 1_________ / С _________________xdx__________________
4<*(\\/4а — 6/4а) 1 /2 \ J  х2 —2 (yrc/4a —&/4a),/2x-f 2 Kc/4tf

f  Jtdx \ .. . . ___ I .... — - . . j 16* < 4ас].
J  х*+ 2 (У  с/4а — b/4a)]j2x+2 Vс/4а )

1.2.14. И н т е г р а л ы  вида   ̂ R(x, axik+  bxk+с) dx.

I .

j  (aJt2* + -f с)" dx —

— (<я +  2л* +  Ц + | ) а  f jm + U ^ U + ^ - j- c y id r .  
(m +  l )c J

I . m-f-l m-f-1 J

(or** +  fcx*+c)n »dx.
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2ank
m -f-1

(Дж2» 4 .б:с> +  с ) я п  _  (m  — 2 ^ - f  l ) c  
“  (m + 2/i*+l)a (m-t-2/i*4-l)a

x  J  Xm-H (axib +  bxb+c^dx — У Д Д + » »  j  jc'rf’ *(o*i * +  bx*+c)n dx.

хГЧЦах'-ь + ЬхК + с)* 2 nkc
“  т  +  2/iA+l +  m -f- ink  +1

X  С Xя1 (ax2* +bx*+c)“ l dx+ w +"i J  л т *̂ (<и2* +  6д:%+ с)л 1<ix’

Б. f  xm<tx _____________________________________
J  \ajfik+bxk+ c)n ~  (m — 2nk+\)a(ax2k +  bxk+c)n l

_  (m — 2k+\)c С xm~2kdx________ (m — nk — k+\ )b  С хт  к dx
(m—2nk+\)a  J  (ш ^  +  бд^-Ю* (m — 2nk +  \) a J  (ax2k+  bxk+c)n*

6 . f  —  _ d x  __________________ z J ______________________
J  *m(<u2* +  fcx*+c)'» (m — l)гд:л,' 1 ( ^ 2Л4 -^k4-^,, 1

(m-fn& —ft — 1) b f __________dx____________
(m— l)c  J  xm k (ax2k4- bxk +c)/l

m-\-2nk— 2k — 1 С __________dx__________
(/7 1— 1) с J  xm - (аде2 * +  bx* -f- c)* *



I. J  xm+‘ l/2(ax + fr),,</x = 2xm + 3/2 2
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1.2.15. И н т е г р а л ы  вида  J  R ( x {,2t ax +  b)dx.

[1.2.16.

* = 0 2* +  2 « + 3  *
>T

f  Jfe£± 
J  x"  *-1/2 j/n

n
2 /л\ a*bn~*x*

fc=0
к/ 2* —2т  + Г

Г ________ jn  + u* 2m-Ц Г xm~ x' cdx
J  (a* — (л — I) a (ax _£ £)я * 2 (я — I) a J  (ax±fr)/l“1 '

X ^ 1'2^  yn + l/2
3- 3 1 5 7 1

2 f*
“ a *  J  (t* n  6/a)*

f> 0 у  (T  l ) V x m ~ fc~f"l/2  M " * 1  Г  dx
3 ax±.b (2m — 2£-f- l )a*'* V a / 3 xl/2 (ax J :  &) *t=o

2m -f-1 f  xm- l,'l dx
с +; 6)«-i

[<= / F i c«. 1.2. ю|.

ax ±b  

dt
i  jtm + 1/2 (ax ±  fr)'1 * (2m — I) fcxm —1/2 (ax ± 6)"~l  +’ 

2/i — 3) g Г _______dx________= 2 Г
— 1)6  3 x "  “ 1/2 lax X  b)n ~  a« J

dt

7.

(2m

x!/ t</x 2X1'1Г x',Jtc 
J  at ±

b \l/«

(ax J :  b y  a* J  /*"(/* dt:6/e)* 
1/*

2 eretg (  -£-)

, | ft1''* —(ax)1''*
I б‘/* +  (ах),/1

Го » /ах у
С x»'*rfx 2ах3/* *  Gftx1'* / «Н\« * * аГСе\ * /
З а х ^ О 3  3j* " U 5/ in I * l/*-»-(ejc) l/*

x^ rfxГ _ L _
3 (ax i:  by

L/«

a (ax J :  b) (a4<?)1/2

arctg

b ^ ( a x ) v t  
ax \^*
*

I , I 6l/* — (ax)1'*— tn
2 U l'*  +  (a x )^

f  x3/* £ 10. \ ----
J  {ox±L by a* (ax _L

it/9 arctg
( " )■ '■  I

) — In 
2

bv t  + (ax)v t  I
U 1', - ( « ) t' i‘ г

Ч dt
xl/i (at ±b) (аЛ) i/*

f2arct« ( ? ) M 
bl/* + (ax)l i itn
bl t - (a x )l/i
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ах \V*

49

dx _
31 (ах*: f t ) * ’ bx

2 _  , * \ V *  
1/1 \ b * J

2 arctg (£ £ ) '

6 l/* —
6v *+(ox)I/*

f  *  .  ■ "  , I ( “ Ч т Г3 ft (ax > ft) (aft3)1 2 1 * lnl ^
l  о Т П  \ Wft1 *-(ax> 

t/t

l/ i (ax±ft) \ ft*
3 / M  1

i t

. f ax \ a r d g f x J

1/t

вяе: a > 0 .
Xя . '1/1 yn f3 /t 

-■ - — dx =a*)* -  ‘2 (а — I) a- (x*

f  _ d c _ _ _ _  —3 x^ 1 (ax J ;  ft)* I r x  . _  ___ M( ________________

2 " V ' + W * *
1.2.t6. И н т е г р а л ы  ви д а  J  (xl/f, x1  ;£.a*)dx.

4/i — 2m —7 Г xm ,/* 
Т ^ Е р П  —  4 ( л —  l>a* 3 ( х * ± а ¥  *

^ f  £  £ Т + г  «ч* f  to
ft = l

1 Г xl",i3'‘  г/х « V  f * ai)* Jta-u+i/t _________С x* *dx
4- J  7 I ^ rfj:=2 2  4«--4A+1 x +<+ 0 > )  1 * T * »  '

5. j  ^ * rfx

fc=o

J ___,n x+ a — } r2ax I , V2ax arctg
x*-j-e« 2 У 2a х+ а +  У2ах У  2a x —a

С xl,2dt | .
1 "1 ----- = ---- r= r laJ  *»-а* 2»/a

V x - K o
K x + K a

L T C f c j / j .

7.

Vi-V x - V a +  V a  arctge. f - ^ L . 2 K r - + j V  h,
j  xa —a* 2 p j r + r e

1.2.17. И н т е г р а л ы  ви да  J  x±/n (ax+ft)'* +l/2dx.

'• f  2 (ахН -6 )л + 3/г у  ( -  |)»6* /m\
J  a ’1' i  2/n+2n—2 Н з (*  Ha t +*) •

a —a 4 •

2- ( ( « + » ) « + • / *  Л « _ 2 5_ (а х + > )-+3/1.



- е т  $ 2  С ) ^  (-+«)••
л =  0 '  7

4 Г (а» + Ь)п+1/2^  = _  (ах+Ь),,+3/2
J  Xя» (m— ljta '71 1 

, (2 я - 2 т  + 5)а С (ах +  6 )"+ ,/2 , ,  
2 (т - 1 )6  )  х "Ч  

_  2 (ах +  Ь)я+,/3 , (2п+1)Ь С (ах +  Ь)я ~ ,/2 . 
“  (2n-2m +  3)Jt"»-i 2я — 2/п +  З J  х”» “ • 

.  f  (ax+b)n+ i/7 . 2 (ах+ *)п + |/2 Г (ax + 6), - I/2 
6* J   i  dx=  2 М П  + * )   S dx-
,  ( { a x + b ) ' ^ dx_  (ox +  6)3'2 , (5-2m)a f  (ax +  b)xt2 J  

J  xm (m-\)bx^-i 2 (m — 1)6 J  J5= I

8. ^ (ax + 6) ,/2<fx = ~  (o *+ 6)3/2.

9. j  * (o x  +  6) ,y2 r f x = - ^ - [ - ^ i ^ -  _  A j ( o r  +  6) 3/2.

, 0 . J  * ( « + « « * * -  -  » « 5 J ± i L  +  ^ ] ( „  +  ^ .

1 1 . J  xs (ax +  6) I/2dx =

-  А  [ 1 2 + Й .  -  ^ ± ^ > 1  +  * » < *  +  *> _  *  ]  (ax +  6)3/r

12. J  (ax+ 6)3/2 <ix=-j^-(ax +  6)5/2.

13. J , ( o x + 6)3/2^  =  ̂ [ i ^ - A ] ( a x + 6) ^ .

14. J  x. (ax+ 6)3/2 dx =  4 - [ J S + £  -  +  I ] И + 6) » *

15. ^ з (вх +  6)3̂ = ^ _ [ ( £ £ + ^ _  3 4 ^  +

Ь,/2 ln
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, 6. J i ^ ± ^ = 2 (ax  +  6 ) ' /2 +

( а л + 6) 1/2 _ 6 1/ 2

(ax + 6)1/2-f 6,/2
(ox + 6) 1/2 

( - 6 )1

U > 0 ] ,

- 2 ( - 6) V 2 a r c t g ^ L -  U < d .

1T Г  (ax +  6),/2 . (ox +  6)I/2 . o f  dx
,7- J  X» — 'dx = ------ x---- + 2 Jx T ^ + 6 ) '/ 2*



f  _  *  f  — ! *  .

J  X» 4 bx* 8Й J  x(ax+b)1' 2

19. £ <ax+ p .—  dx =  J-(ax +  &)3/2 +  26(ax +  6)1/2 +  &* J  * ( « +  &)'/*'

. J  «“ ± * £ 1 * ,  _  J £ i + ^ i  +

2 '. J  ДГ--- ( a g r + w ) ( “ + » W + ^ .  j  ('” ,+,>>М

Г  tfjc1.2.18. И и те г p а л ы в и д а !
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(о х  +  &)', + 1 / 2

f* xmdx __________2________  у  (— 0 * 6» /m \ , Mm_*
J  (ax + fr)n + 1/2 a'n+l (ax +  b)n~ £ d Q2m-2n—2k +  l [k j

С dx 2

2- J (aJf +  fr)', + ‘/ 2 (2 n-\ )a (ax  +  b)n- l/2 ’

3. Г **"** -  2 я » / „ , » ■ / »  2wA f  * "  rf*
J  (a.r + * ),/2 (2m+l)a (2m + l)a J  (ajc-ffr),/2

2(ax + b)l/2 
a m +l

6. f ----=  — (aje +  &)l/2.
J  (ax + b) l/2 0

6 . f  ■ * rf*  -  ( „ + 6) '/ » .
J  (ax + fr)1' 2 3a

7 . f  — = А Г ( ^ + 6)1 _  2ft(^+ft)_ +  fc, l (ajc+6)|/»,
J  (ax+6) ■ e [  5 3 J

8. f --- * * L _  2  Г («+&)»__  3b Jax± W _ bi + b )_ X + * ) . / . .
J  (ax + b)l/2 e« L 7 5 J

9. 1 2».
J  (ax4-t(ax + ft)J/- а (ax +  6)1/2’

1 0 . f  x d x  -  2  (<**+%>)
J  (ax +  b)y i  a* (a*+ 6 )1/2



52

С dx1.2.19. И н те г р а л ы в в д а  I  --- ---------- г— .
J  *", (ах +  * ) " + 1' 2

f  dx
У х т (ax +  6) ,+ ,'*  =

______________ L  (2л + 1) a f  dx
-I) J x m - 1

ГЛАВА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ [1.2.10.

(m— Dx”* 1 (ox+6)*+1/1 2 (m— 1) J  х”1' 1 (ax +  b)*13'* '
2  e ________________ z i l _________________________2 m Г ____________dx____________

(2я-1 ]ax"‘ (ах-Ь-Ь)*-1'*  (2л-1)а J  x"*’1 (ox + Ь)п },г

3. -  2d"-l j  fBr p _ by i \1-YaxTi. « .  1.2.10}.

4. f  *« -  2 I 1 f  **
J  х(ох + 6)"+1/г (2л-1)6(вх +  *), -1/2 fc J  х(ах + Ь)п~ъ,%'

Б. С . (ax+fe)1'* (2 /n — 3)a Г  dx
J  x "(ax  +  6) ,/a (m -l)ftx"1- 1 2 (m — 1)6 J  f 1 * («*-f-fc)1/s*

«. г * т^1п I <«+̂ 4̂ *1 I4>*
J J f a x + b ) 1'* 2  , +

» < *

7 Г dx = _  (a* + *>)1/a _  о Г dx
3 x*(ox + i>)l/* 6x 2b J  x(ex+fc),/* ‘

8 f  dx 2ax — 2b , ^ i ;1 , 3a* f  <■'*
'  x*(ax + 6) 1/* 4 & V  ~ 86* J  x(ax + b)tyl *

9. f  _____ dx_______________ 2_____  , j _ f  dx
J  x (ax -f b)3,i Ь (ах+Ь)1/3 b J  x (ax + 6),/2

f _____ dx e  —3ax — b_______ Зя_ Г dx______
’ x*(ax + 6)*/l =  b2x(ax +  b)l/i 2b* J  xtux + t )1'* *

„  f  dx I ______I . 5a 15a1 \ 1
' J  x3(ax + i ) 3/* \ 2bx* 4b*x 4b3 )  (ex + 6)1'*

. 15ад Г dx 
8b3 J  x (ax -f b)l1*

l2- f  Г £г Й г Т 7 <1х- * + 2 —  [ ( a x + ^ - d ln k a x + ^ ' . - M l J .•J (ax + 6)*/e4-d «j

1.2.20. И н т е г р а л ы  ви да  K a x + i,  K c*  -f d)dx.

1. f  lOM+bY*W(CT + d ) 'M d X =  (Q X + t r 'l '*(cx +  d)n+*'*
J  (m  +  n +  2 )c

10



1/1 V  (— I)* (2m -f-1) (2m— I ) ... (2т —26+ 3) (ad — bc)k 
2* '  ^  ( т  +  п +  2) ( т  +  / х+ 1) . . . ( т + л  —Л +  2) с л *4
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к -0

X {ах+ Ы Г-* '1,1 +  - J j~ I  K S + *  X

dx

s

у  (2я+1) (2я — I ) ... (2я —26+3) (ad-bc)m™
Х ~  2 * (т  +  я + 2) ( т + я  +  1) . . . ( л  — Л + 1)а * и

* — 0
п« - * ы  т'Л n\\(ad-bc)m+*** С

X ( «  + <!>■ +  ( « + я + Я ) | (- 2 е)-« №«)•♦» 3 У(ах+Ь)(сх+41

(ах +  Ь )""1 1* rfy_  » . ( «  +  > )"* :1/1 _
(cx + d )"^ *  (m - n + l)e  (cx+d)"-1/*

(2m+l)(ad-frc) Г (ах + ьуя-1‘г dx
2 ( т - я  +  1)с J  (jx + d)rt' v *

2 (адг+6)т '3/1 .
(2n - l)(a d - fc r ) (cx+d)"-l/*

2 (я — m — 2 ) a Г  (ax + b)m' l!% 
(2я -  I) (ad-be) J  (cx+d)n~l/t

я —m —2
к 1лгЛ-. h\m 1 */* V  (Л -  W -  2) (я -  m -  3)... (n-m -k-1 )2»' 'a*,. 
“ • l<w+ ' (2я- 1)(2 я - 3 ) . . . (2 я - 2 Л - I ) (ad-bc)b4  X

У

ft—0

*  (cx + rf)"-*-»/» 
dx —2

(ах+ 6)"rn^ (cx+</)'",/в (2m— I ) (ad—be) (ax -t-ft)"1 _ i/1  (cx -f d)*' 1/1"
_  2 (m-f-/i — 1) f ___________dx___________

(2m— I) (ad-be) J  (ax + b)m-l>*(cx+d)a^ i
m — I

7  _  t V  (т  +  я - | ) ( т  + я - 2 ) . . . ( т  +  я - » )  (- 2 )* (1c*
(cx+d)"-1/* £  (2 m - l)(2 m -3 )...(2 m -2 *- tH «/d -6 c )* 'A >

X  -  1 I

+ _____({и+ я — 1 ) (т-Ья  — 2 )... (я — fe)2*4|a*
1 '  (2л — •) (2я — 3)... (2л — 26— 1) (ad — bc)n '* 11

X
(cx+d)"-*-V» •

^ (« * + * )(«  + *) =  ln (K rc(e* + fc>'+Ke(ac + d)) ♦
[a c > 0 ;  * > m «  ( - * / e ,  —



1.2.19. И н т е г р а л ы  в и д а  С ------- — - г т т т г ” *
к J  хт (ах + Ь)п+ 1' 2

h

ГЛАВА ПЕРВАЯ НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ [1.2.19.

dx______
(ах + 6)',+1/*

1 (2л+ 1) а Г* dxс
— 1) J  х" - 1(m — l)x'n' 1(ax+6)*+1/* 2 (m— J) J  х"*'1 (ах +  6)’1|3/а 

— 2  2т С dx2т  Г _
(2л- 1 )0 * " ' (ах +  6 ) ,,~1/*  (2л-1)а 3 х”* 1 (ах +  6) л‘ ,/г 

2а'" ‘ * J  f a ^ - ь г  V-VZTTb. с-. I.J1CJ.

f - ^  2  | ■ f  _
3 x(ax +  6)',+1/i (2л — 1)6 (ах +  О  I

dx
(ох +  6)"+1/г (2л — 1) 6 (ах +  б)4*1'* * J  х (ах + b)a~1/i " 

f  dx______ __  _  (ах +  б)1̂ ______ (2m — 3)a Г ______ dx______
3 х^ах  + б)17* “  (m -ljftx™ '1 2 (m — 1)6 J  х"1*1 (u*-f fc)1/J

dx
J J*x(ax +  6)

dx (ax +  6),/s

6,/2 I {ax +  b)J'*+ b h * 
2 . (ax-f6),/S 

(_ 6)>/»ardg

:  dx _  (ах +  6) д/д a r  dx
' x2 (ax-f6) l/* bx 2b 3 x (a x + 6)1/2 *
f  2ax — 2b i ;j  3a2 f  dx
J > < « + « »  “  4 * V  <“  +  ад "‘ 86*3 x (ax+ 6) ^

dx 2 + 1  С _____ £*,
6 3 x (ax 4-I x(ax + 6)3/a 6(ax+6),/S 6 J  x(ax +  6),/1

* dx =  —3ax —6_______ За_ Г dx
х*(ах +  6)*/ 1  =  6*x(ax +  6) l/J 26* 3 x(ax-f6)1/J * 

* dx _  / _  1 5a 15о» \ 1 
x* (ax-f 6)3/* =  \ 26x* 46*x 46s / (ex + 6)1/2

863 J  x (ax-f б)1̂ * *

~ ± 1 ^ ± £  d , = ,  +  2 [(ax + 6)1 ' 1  -  d ln | (ах +  6) 1/! + d I].
(ax + 6)1/z +  d a

.2.20. И н т е г р а л ы  в и д а   ̂R  (x, Vax +  b, Kcx-f d) dx.

(ax + 6)m4ly* (cx +  d)n4,/2 d.V =  (e*-f fc)mtl,a (f*-f d)"*3'2 
1 (m +  n +  2)c



V  (•"!)* (2т 4- О (2m— I ) ... (2 т—2ft-|~3) (ad — bc)k 
2в * ' ' ( т  +  л -f 2)(m-f-/i-f l)...(m-|-/i—*4-2)с*И
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* - о

х  ( а х + 6 ) ' " - * ^ *  +  V ^ + ь  X

dt

у  (2/i-H) (2я — I ) ... (2я —2ft+3) (ad — b c ) * '
X  Z i  2 * ( « + я  + 2 ) ( т + я  +  1 )...(я  — * + 1 )а * ч

*  =■ о
ml! я »  («*-*)"•+ "♦ * Г 

X (c x  +  d) +  ( т  +  я + 2 )1 (- 2 С)'» п (2 д ) '" ‘ J  ^(Tu-H^cx-J <f)

f  (ах + б)""1̂  . _ 1 (ax+»)"4l/>
' J  (cx +  d)n' l/t ( т - я + 1 )с  (cx+d)n i f i

(2m-\-l)(ad-bc) С (ax + b)m 1,2
J  (j j

4.

2 ( т - я  +  1)с J  (jx + d)'*'1'*  

( «  +  6Г ,3/* .

ix.

(2 я- 1 )(Ы - 6 с ) (сх+<0я-1/*
2 (я —

(2я — 1) (ad— be) J  (cx+<0"-l/*

в -  inrj-h\m ia/* V  (я — w — 2 ) (я — m — 3 )... (я—w—ft— I )2** 'a* ,
1 ^ ' —  (2я— I) (2n — 3)... (2я — 2A — I) (ad — 6с)л,1

2 (я  — w — 2)a  Г  (ax +  »)mt ̂  
(2/i— I) (ad—6c) J

я —m —2

ft—0

dx — 2
(ax + 6)mil/* (c jt+ d )'"1'* (2m-1) (ad-be) (or +-6)m-1/f (cx 4<*)я -l/*

2(m-f-n — I )  f ___________dx___________
(2m— I) (ad — be) J  (ах + Ь)т -Ч*(cx+ df '^ *  ’

m — I
7 _  » у  (я»+ я  — I)  (m-f-n — 2 )... (m -f я  — ft) (-2 )*H c*

( c x + d ) * -1' 1 L i  (2/Я- 1) (2m - 3 ) . . .  (2/n -2ft -  1) ( v d - b c ^ ' l  x

1

+  ± ^ г у ^ Г Г ь  у  _____( m + n - l ) (m + n - 2 ) . . . (n - k )2 ^ a “
1 '  (2 f l- l ) (2 f l- 3 ) . . . (2 f l- 2 f t- l) (a d - 6 c ) ', ,* lt

( c x + d ) 4 -*-1/* •

У (ax + b)(cx + d) =  F v  In (/ с (в *  + ̂ )+ Ка(«ж  + «<)> *
[ a O O i  ж > та х  (— Ы а, — d/c)].



— In (V —с (ах + *)+  V —о (сх+</))
У ас

[лс>0; jc<max (-Ь/а, -1/с)).
1 . c (a x + b )+ a ( c x  +  d) 

a rcs in  — -  — — — 5 — -  [ас <  OJ.

ГЛАВА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ (1.2.20.

J  (x - p )

V  —ос \ad — bc\
dx

V(ax+b)(cx+d) 
1 [ V  (cp + d) (ax + b) — V(ap  + b) (r.v + d)]*

V (ap+b)(cp+d) \x-p\
Цар + b) (cp +  d )> (K  (cp +  d) (ax +  b)>0; (ap +  b) (cx +  d )> 0].

. » ]n [ } r^(cp + d)(ax + b T - V —(ap +  b)(cx+d)]2 
Y(ap+b)(cp+d) | x—p |

[<«p +  b) (cp +  d )>  0. (cp +  <f) (ОДГ+ 6) <  0. (ар +  b) (cx + d )<  OJ.

=  1 arcsin (cp+d)(ax+b) +  (ap+b)(cx-i-d) 
V —(ap+b)(cp+d) \ad — bc\ \x—p |

: _____________& ____________ H r =

) А У ах+Ь-\-ВУ cx-\-d

“  -Ш - Ш  (pn J  dx+ Д  J v ^ T i dx)  -

“  ~aA3-cB*  (* "  J  1  d* +  Д  pa " $  **'* }/7* + d dx]
r - b A ‘ + d B  1 
LP "  aA 1 — cB* j

=  bA1 — dBi i  X"  * ^ bdx~ b A 2— dbl J  X"  ^ cx+ ddx
1аА‘ - с В * = С ] .

Y ^ l d x - i V b + i *  / 

* V \ a p + b m  

2arctgV ^  lS + f  1-Н -КЧ.

a V ^ ± l V ^ _ dx^ a ya ± ^ c  x_ a &± Py y  
7  \ ox-f-ft-f-6 Vcx+ d  T^e+6*c v2a +  62c

+  b K S + » - H V 5 + 3 | -
(у*а + 6V) («6 - Pу) (ad -  be) f  dx 

2 (у'-а-Ыс)* J  V (ax + b)(cx + d) ’

x—p
In  I __ _______ .

У ax +  b— \ ap + b
i« \ Yax + b +  Vap + b |
1 1 /— ^— ГГ------. ( «Р -f ft > OJ,



1.2.21. И н т е г р а л ы  в и д а  $ Я (х, у ax +  b) dx.

1. ^ R  (дг. n/ a x  +  b ) d x = ^  ^  Л  * )  tn ~l ( U  I * ” »' « + * ! •

2. $x -P (ax+ 6),/'I rfx=.

«= ---- !L — - xP(ax +  b)l + l/n- - —  ЬПР -- \  xP-4ax +  b),,n dx.(яр +  л +  1)а v ^  («P +  n + l ) a J  v ^
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m

* fc = 0

4. J  (« + * ) ''"  ^  = (-^4^W (ax+&), + l/',• 

C (ax + 6) l/', . „  (ax+ft)1* 1'"  (mn — 2я — l ) a f  (ax+ ft)'^
5e J  x"1 c (m— \)bxm-k (m — \)nb J  л ’* 1

6 £ (ax'h b!— dx =  n (ax+ b )x/n +  nbl,n J  — ̂  [/ = (ex/6 -f-l)|//lJ.

7 С X™ d f _  = ______ n______xm,ax + b )I -  1/Я________ 2*25_____Г  J Z L  ' J *
J  (ax-J-fr)17"  (тл  + л — l)a ( т л +  л — l)a J  (ax-f

о 1 . Lit — l/я V  (— Ь)к
am

* — 0

9‘ J  ( «

1 .2 .2 2 . И н т е г р а л ы  в и д а  § Я [x. (ax +  6)p/rt] dx.

1. J  x » ( « x + * ) « "  + » • _

—  ,mn  ̂ f  * « - » ( « + ft)"" rfx.(/7w  +  n + p ) a J  v

2. =  " (ax +  fr)’ +  p/n X

x  V  __________m ( «  — Q ... (ffi — fc-H )__________t bn\* k
^  (тл + р-1-л)(тл4-р)...(тл + л+р—£л) \ a/*=o

*  =  o

4- J ( ^ + б Г ^ х = _ ^ _ (ах  +  й )1+ ^ .

Б f  (ах + »)р/л ■ ________ 1 (ах+6)1
(x — <x)m (m — [) ( a a b )  (x — a)*1-*

[(л! — 2) л — p] ct Г  (ax -f b)p,n
(m — l ) n ( a a  +  b) J  (x — a )m~l d* ‘



9. «= — —̂ т=г In ( \г—с (ах +  Ь) +  \ —а (СХ +  d))
У  ас

[ос>0; х < т а х  (—Ь/е. -dtc)).

ш 1 • г (ax + b )+ a  (cx +  d)10.  ----- - - —  arcsin —-— ■——— -— i— - [ас < 01.
V - vc  |ad-*c|

dx

54 ГЛАВА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ (1.2.20.

и . f -------------
j  (л- p ) V (a x + b ) (cx + d )

=  1 [ V (cp + d) (at + b) — \ r(ap +  b) (cx+ d ) f
V (a p + b ) ( c p + d )  | x—p |

[(ep-fb) (cp-f </)>0; (cp + d) (ac + b)>0; (др-f b) (c* + <f)>0].

,2. 1 ]n [ V —(cp +  d)(ax +  b) — V —(ap +  b)(cx +  d)¥
V (a p + b ) ( c p + d )  | x —p |

I  <cp + b) lep + d) > 0. (c p + d) (ax+ b) < 0. (ар +  6) (r* + d) <  0].

13. = 1 gjj.j.j,, (<7>-M)(ax+6) + (ap + f>)(cx-M)
V —(a p + b ) (cp + d )  \ad-bc\\x — p\

[iap+b){cp+d)^Ql

■ 4

xn dx
A \ ax+ b + B\r cx+d 

S ~aA* р̂я j  -~̂  b- dx+ ^ p H ^ ^ x b - iV a x  + bdx^-

j  - J - p  dx+  2  P"~* J  ^  ̂ cx + d dx̂a A *  _
\ «  ~  Г  f t . l

Г  ал*-св* J* 

,5- - M g - З У  f  * " }/^ ~ bdx~ FA^-dB* f  * V 5 + * * x
laA‘ — с B ' =■ 0].

K a T + b16. С Vax + Ь dx = 2 Vax + b + 
J  ̂ P

* V \ a p  +  b

i_  , К е д г + Ь + У 'е р  +  Ь  |1п|к^+ь-уар+т1 Iep + ‘>ei
2arct6l ^  S + F  h H - K *

J?  f  a V ^ + ^ V ^ ^ dx= aya± ^  K ( ^ + ^ T W ) 4 -
J  7 F'fljc-f-6 -f-6  Vcx-l-d y2a +  №c уЪ  +  ЬЪ

+  | r / 5 r F i + 6 K —

_  (Ŷ fl + 6^) («6 -  P V) (ad — fee) f  dx
2(f-a-b*c)* J  V(<w + 6)(« + d) *
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1.2.21. И н т е г р а л ы  вида  \ R (x t y lix  +  b) dx.

1. J R (*. ^ S T + 6) c l r - J  R t )  t*- 'dl [< = ;  -57T*l.

2. (ax + b)llndx =

= --  n .xP(ax + b)l + l/n- —  *’ПР— - \  xP '(ax + b)x'n dx.(np+n  +  l )a  '  ^  (яр + я - f l j a j  '

3 . у  ^ a x W "  + » > ' J + Г + ш  ( » )  ( " + » ■  »•

£ (ах +  Ь)'1'1 ( f lx + 6 ) l +  l/"  ( m n - 2 n - \ )a  С (ax+b ) l/n
•? J  x** 1 (m— l)6xm 1 (m— \)nb J  xm 1

6. £ n- dx =  n (a x+ b )Vn +  nb'ln J  [/=(ax/ft + i)l/"].

е т 2  5 = П Т = Т г ( б ) < " + ‘ '*"*-Qftl
* = 0

9 - |/я-

1.2.22. И н т е г р а л ы  вида J  Я [x, (ax + b)pfn\ dx.

1 . J  ^ ( „ + » ) « " * _ ( Ж Т 2 Т Й 7 , . ( « ,+ » ) '

(nm + n+ p )iij v
2. =  X

x  V  _________m (m - l ) . . . ( f f i- fe+ l )_________( - — )k }t"i-*
4 (mn +  p +  n) (mn+p) ...(mn +  n-\-p—kn)\ a )

k = Q

m f m ) ( __ 6 )*

3- - ^ n  (“ + » ’ * * " '  2  ( , „ - / + 1И + р < " + |’>->-
fe=»0

4- J  (ax + Ь Г п dx= (n +"p)-  (ax +  ft) 1 + р/я-

5 f  (ax +  fr)'»"1 __________ I (a x - ft )1* '* »
J  (x—a)m (m— \)(aa +  b) (x — ay*~i

f(m —2) n —pjd Г (a x + ft)^  
(m - l ) n ( a a  + 6) J  (x - a )« ^  *'



6 . ={ах + Ь)1+ р1пх
л — 1
V  i 1\* (т ~  р —2п) (тп  — р — Зп)... (mn — p — nk) а* 1 1_______ •

(/я — 1) (ш — 2)... (ш — к) 1 (ось -}~ b) (х — а )т  *

56 ГЛАВА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ [1.2.23.

Р (Р +  \) - . (р + т - ] )д т  * ^  (ах + Ь)Р/п

— пат ~1

ь г & Ы р л . . ( Я1+| ^ Г |^ ! ф  

[ - ( S t i T :  * - ± « . * « . - 1 « - » • « ] .

1.2.23. И н т е г р а л ы  ви д а   ̂ / ?(х, | / *

1 f o /  "/ajc-f d\ . n(ad-bc) С п Г — adt* -f be * f a  .1 /»->
' • )  * ( '•  V  = + з Г ‘ — — l ^ l . y - n  • V  - '‘\ w = w d'

Г  Z/'C (ax -f L) 1
L Г a(cx+ < oJ*

Г /ах+Ь\Р/я. njr + ft fax + b\p/n p (ad — be) f a \P/n С t* 'P-1
2- J  IcT+ d J “ a -  + --- s —  I t ;  }  *—  Л

[ n /  с (ax + b) . л Л
' - у  г й г п » ; c“ - , 23J .

3 f  xm ( °* +  bY /n dx = iax + bX <:x-t ‘I )xm~' (ах+Ъ\»т 
' J  \сл +  ̂ У (m+ l)ac \cx+d) 

_  (ad — bc)p + mn (ad+bc) Г m_, fax +  b\p/n 
(m + i)nac  J  * \cx+d]

_  (m - l)b d  С n .,(qx± b\m  ^  
(m-H)ac J  * [cx + d j " •

4 f  x f££±*\p/n ^  - (Q-r-f ft) (c J+ d ) tax+b\pm _
J  \cx + d) 2ac \cx+d) 

(ad — be) p + (a d b e )  n f  fax + b\P/n , 
2nac J  IST+d/ dX’ 

С 1 fax+b\P/n (ax +  b) (с-дг + f/) fax +  b\P/n 
‘ J  (x— a)”»u \cx+d) ' (x —a )”» \cjt+d/ 

, 1 [ax + b\pm f  I l ах +  Ь\Р/я . 
J  (•*— a)m [cx + d ]  + J  (x -a )"-»  [ex + d)  ' 

. — 1  p — n (w — 1) (a J +  ftc + 2aca) + p(ad — fcc) 
m(aa + b)(ca+ d) ’ mn (aa + i )  (ca -f d) 1

— (m — 2) ac
ni (aa + b) (ca +  d) *

»■ S (Ш"' J й —(*П A*
.  .a/ c (at-f . . « Л

У  («a -f & Ж * -f J )  • j /  a (or “ * I •2•3J ,



1.2.24. И н т е г р а л ы  d л д а $ Я (х*/л, х* ± a2) dx-
р хр,п dx ^  ± x l 'p/n ^ (2т — 3) л — р Г хр,п dx
\ ± azY* ~ 2 ( т — 1)о*(х*± о*)*-* ~  2 ( т — ))а*л J  (х* * а2)"»-1*

/я — 1
1 (П/, V  (2/пл —Зя —р)(2я1я —5я —р )... (2 т я —2я*+л —р) w 

*■ “ * Z i  ( т - 1 ) ( т - 2 ) . . . ( / л - * )я *  i ( + 2а->*
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* = I

а 2 )т

Г x ^ * d X _  Я _  Р АР/Я dx
*• J  х* ± а® р — п + J  х1 ± а2 ’

С  d x  = - n x U p , n  - I f  d x
*' J  ^ ‘" (х Ч .а 1) = (я- р )а *  + a* '

1 (я — p)(3n — p) ...(2mn — Зл — p) P xp,ndx
i)'n * + (m — ])! ( ± 2a*n)'»-* J л3 ♦ a*

x P ^ d x

x?‘n (X1 ± a3) (П- p )  a* в» J  *p/n' 2 (л- i  a5) ’

4*-H cos 
+  c° s — рл arclg--------- 4 И П ----  ) fp « l. 2. —l; «>0).

в,/я™ - * г я  /
. f  f  /"4p l ,, яар/"*1 f  f"'*-1 ^

j  Jt»-#1 2 J  / "-1  ’ 2 J  <*+!
[ / * ( x y e ) ^ e ; P « i l ,  ± 2  . . . *  f l> 0 ; cm . 1.2 э ].
x

1.2.25. И н т е г р а л ы  вида  j j/ ? (K x  — fl, К х  — 6, У д  —с) dx.
а

Условие: х >  а >  Ъ >  с. ____  ____
Обозначения: ф = arcsin ^ , * = ^ / Г~ ~ - е
X

1. f  -г  dx - ■ =  - 2_  Ftif. к).
J  К{-х — в ) (х- b ) (х—с) У а - с
X
\  V 7  / d\  =  — 4 = И а ( а - 6 ) П ( Ф , l , * )  +  W « p ,  * ) ] .
J  г (х — о) (х — Ь) (х— с) Ьу а—с

а Г dx 2 К а —с г , м 2*• \ "Г/ ---■:--=====--= = Г  =  -----------  £ (ф, А)-------- / - F  (ф, Л).
*  г (х — о)(х — 6)3(х — с) (а — 6 )(6 — с) (6— с)\ а — с

X
2.

а
х

а
х

4* \  1 7 7  ^ ___________= ------------- K = [ F ( y ,  * ) - £ ( ф ,  *)J +
J  М *  — «)(«< — Ь)(х —су (Ь—с) У а —с
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(< — Р) У (* — а)(х — Ь) (х —с)

=  - ----- w  2 t l / Г ( » - « ) п ( ф.  Ь~ ~ ,  k )  +  ( a - p ) F  (<f. *)1 l P i -а].
(b — p)(a — p )V a —c l  \ a —b J  J

X
dx6. \ i  := rr .

J  K (x - a )(x - 6 )* (* —сЯ

(a — b) (b — с)а V a  —с
[(2a —ft—с) E (ф, й)—2 (a —ft)F (ф, *)J +

a
x

8- \ V  ,  V  Л ) - 2 ) ^ ? £ ( ф , Л )  +J  * (jc — a) (jc—c) ) a —с

+ ‘ У

»• j  j A g z S h f * - » » ' l f ( » .  *>-£<Ф. »)!+« / Е 5 В .
a 
X

10
a 
x

J  К  ix - b )(x - c p dx~  
a

2 1^а—с p ,_ 2 (a — ft) p/_ 0 л /~ x ~a
ft—с (ft—с) У  a —с r (x—ft)(x—c)'

,2- /  К  ‘ > -2 i 5 f / f n w = F r

,3- J' / »
a
x

14 J  У  dx =  -2 у —  l ( a + ft _  2c) £  (4>f *) _ {a _  6) /г (ф, A) I +
a

+  3 (x+ 2c—a —2ft) |/ ~ (JC-~ ?j^ Xt—a) (x—£) 
6



15. (  j /  - ~ ? - b~ C)dx= J ^ r E ^  Ua + c - 2 b )E (v, k) — (a — b)F(q>, к)] +

Щ у  +ilv0 ) ^ - ^ Y q E ^ 1 -

16. £ V T = ?  12 (a — b)F  ( f . *) +  (6 +C-2a) £ (<p, *)] +
a

+  ~  (x + 2 a-2 b -c ) У  — -” ^ 6~— •

СО

1.2.26. И н т е г р а л ы  вида  $ Я (К х  — а, К х  — Ь, K x ^ c )d x .

Условие: х ^ а > 6 > с .

Обозначения: ф = arcsin v H -  ‘ - V H -

х

2. \ ■■■■■ ^  - — «= ----- 2 —  Е(ф, ft) 4
J  К (х  —o f  (х — 6) (х — с) [Ь— а )У а —с
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со

3

■ 2 1  /  х — b 
f l - i  Г (х — а) (х—с)

________dx____________ 2 К а  —с
 ̂ / (х ^ а Н х - b f(x - c )  (a _ t ) (b_ f) £(<р’ —

______2_____  г ч 2 -■/ х — л
(6—с) V a —c а —6 г (* — 6) (х — с)*

со

J  V  (х — a ) ( i^  Ь) (х—с)*~ (6—с) у  а —с ^  ^
со

| e f  __________ dx_____________
' J  У (Х- а Г (х - Ь У (х - с )  =

(Ф. *)1.

---- /  ----[(а -  Ь) F  (ф. *) -  (а +  6 -  2с) £ (Ф, *)] +
(а — b)2(b — с) У а —с

___________2х — а — Ъ_________
(а - ^  К (х  о) (х - Ь ) (х—с)

[х >  а].



■ У .
J  V (* — « )*(*— 6 )(х— (

СО ГЛАВА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ (1.2.26

09

(a _6 )(fr_c )K (a-c> *

с)1

((а+ с-26 )£ (ф . к )—(о—6)F (ф, *)]+•

4------ ------ 1 /  ■ х ь 1*>"|.(а - 6 )(а - с )  У  (х—а) (х—с)

7. С >■ ■■ -rziX  
J  У (х—а) (х —(х — ЬУ1 —с)3

=  --- - 2 [(2д —> —с)С(ф, k )- 2 (a - b )F  (ф. *)1 -
(а — Ь) [Ь—с)г У а —с

------- z----- ~ |/--- *~~а —  (*>*!»(а _* )(* , _ С) \  (Х- Ь ) (х - с )

09
я ( dx ______________ 2___________ v

^ (x - a )* (x - * )» (r- c )*  (а—|> )*(6-с)*/(а-сИ
X[(о — b)(2a — ft — с) F (ф, £) —2 (ar + br+ct — ab—ac—bc) Е  (ф, *)!+• 

2fx(o + ft —2с) —д(о—с) —6(ft—с)|
(а — 6)* (а—с) (6 - с ) Г  (дс—а)(х—fr)(x—с)

аг>
в. f ----  rfc

J  (*-/>) V (x - c ) (x - b )(x - c )

10. [  I F .--- * л г  t ; dx.1 Г (x -aV  ix —b)
К

(x - a P (x

2 с/ 2 .. , 2 (o---- F (V. k ) - ~-' ~  E (Ф, *)+ lA — * b ■ [«>»].
г я —с a —6 a — b * (x—a )(x—c)

ao ____________ _

"•  t  r  ;— ^ ( ф- * ) -£ ( » • * ) ] + 2J  '  (ДС_А)3(Х - С) К  a —с r (x—o)(JC-c)
U > « J*

00

12.
Jt



14. \ Л [ --- ------- dx=—JL =  £ («р, к).
J  У (* —в)(х —с)3 )  а —с

15. f l / -  Х7 а—  Е (ф ,* )-----2 {a~ -L - ~ F ( y t k)
J  f {х - Ь )(х - с р  Ь - c  (b - c )V a - c

a
1.2.27. И н т с г р а л и  вида   ̂R (\ra — x* Vx  — b* V  x — c) dx.

X

Условие: a >  x ^ b > с.

Обозначения: <р = arcsin У Ш -  ‘ - / H -

1.2.27 ] 1.2. СТЕПЕННАЯ И АЛГЕБРАИЧ, ФУНКЦИИ 6)

a

** j  K (e- * ) ( f - * ) ( « - 0  “ f  <<P* k)'
a

2. f  — = л ^ == = =  =  - J L =  F  (Ф. *) + 2 « £ «Р. A).
J  V (д — x) (x b) (x — с) У a —с b
X

a
3. f  - dX = ----- 2 . f(q). * ) -

J  r ( a —* ) (* —&)3(x —с) ( а - Ь )У а - с

—————  £ (<p, A)-f-_____ I _____ l/ < f l I*> *]■

a
5

(a-fc) (й- c ) (a c)

4. f  dX = ----- 2,____  £ (<p, A) —
J  |/(a — x)(x — b)(x —t)3 ( 4 - f ) V a - c

2 -»/(« — * )(*  — *) 
{b - c) ( a - c )  X  x - c  *

( ------  *  ----- l _ n (9 .
J  (*— p) |/ (a — x)(x — b)(x—c) (a—p )V a  — c \ a — p J

ip&a).

«• f  dx
J  V (a - x )(x - b )* (x - c ) '

~ ( 7 r 7 ) ( t _ V r r c l| t ~ t> f('1’- •»+
2( a - f c-c  + x) , /~ a - *  > fc).

(a - fc )(& - c )(a - c ) Г (x-ft)(-v-c)
a _____________ _

7' i  V  с/^  = 2 ]/ ~ c | f  (<p. A)-£(<?, A)].
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s - j У ^ = ^ ^ - г У ‘ - ’ С № - *’•

»• J' *>+
ж

(a — * ) (* — с)
- У—с г X—b [х > Ь ] .

"• У У  »>-
JT

-  J =  f  (ф. k)--- *-  у Г ( а - хцх- b )
а —с b — с г JC — ск<

12. f  1 / ----iH * --- rf*= * )- £ (ф , *)] +
J  Г (а - * ) (* - с )4  У  а - с  '

■ 2 -|/~(a -*> (*-6 )
а — c r  x —с

15 f  V  »• * > - * '* • 1)l+

► » »
e -------------

,4- S  V  {a~ Xx)l X~ b)dx= l  Г ^ [ ( а  +  6-2с)£(ф, k )- 2  (b-c)F(<f. A)| -

— I  V (« — ■*) (x— b) (x—c) .

15. [  Y la *]}*6 Г )^х = 1  \ra - c [ (a + c - 2 b )E (V, k) +  (b - c )F fr , k)J -

— o V (a ~ x )(x - b )  ( r - c )  .
a

16
x

• J V (X a - x  C )dx= 3 \ V °- c lp a - b - c )E t o ,  k )- (b - c )F (V . k)) +

+  % V (a - x ) (x - b ) {x - c ) .
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х
1.2.28. И н т е г р а л ы  вида $ R (\ ra — x% У х  -  b, У х ^ с )  dx.

b
Условие: а ^ х >  b> c.

Сбозначсния: <p = arcsin | / , * = ] / — •

*' j  V (a —x)(x— b)(x—ef У  a - c  F  (<P’

2 - | 7 5 = з Й у 5 = 5 " ^ № _ ')П(9' **• Ч+С/Г(''’ *)Ь 

*• ‘ > -f  <* *>•+

■ 2 -| /  x — b 
+  a - b  V  (a - x ) (x - c ) ,Jr<e1-

4. f  .. dX-  ------- 7 7 = E  (*• *>•J  Г (e— jr> (jc — 6)(* — c)3 (6 —c ) V a —с

f  _ ________ dx__________ ^
* ^  / (e - x )M x - 6 ) lF ^ )3  “

l (b - c )F (ф, * )- (2 * - а - с )£ (ф ,  *)] +
(a — 6) (6 — с) V  (a —c)3

2 i  Г  * — b , ^  ,
(a — b) (а—с) У  (в-лг)(х-с) * *

e. f -----  *  . .  -
^ (л—P) K (e —*) (* —b) (x—c)

„ ( , .  p cj z £ ,  * ) + , » _ „ f „ ]

X

’ • $ У 5 = 5 ^ 7 Л - 2,Л“ - С|Г(9’ * » - £ (*  ч | + 2 / “о

8- j  l/~-— ; -dx=2VZ=-cE(<f, k ) ~ y ^ F ( < t .  k )-  
g У (e _ jc )(x —с) У  а —с

-- х) (-t- b ) 
с

X
9

_ 2  у  (а~ х) ( 

S * - i y ^ 3 g = 5 .



ю. f  л [ --- — --- dx = -  -/■ != ■ Е ( Ф. *) + 2 l / " ----— ---  (*« ,].
Г j ' a - c  Г (< ,- * )(*—с)

I I .  С л Г --- — --- dx---- 2(b-ZCL ^ F  (ф. ft)-
J  г (д — jc)3(х — b) (a - b )V a  —с J

2 V а — с - , .. , л а — с л Г  х — Ь 
~  Т = Ъ -  E ^ k) +  2^ b V  (а —х) (с —с]* 1х<д1-

>2. l / ~ - -* г ; - -  - rfr = - Д =  [ F (ф. ft) - Е  (Ф. ft)|.
J  * (а —г ) ( г —с)1 м - с

G4 ГЛАВА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ (1.2.29

,3- f УО a * £е (ф . » ) - г 4 = - р (ф . *).J  '  (x — 6)(x — cH 6 —с V a  — сb

(4 J  y O i  д » )- 2 (* - c )F (* .  *)| t-

+ 2 / E 3 3 E S .

X

15
ft

x
to. 1 

ь

• f  V {a « - »  C| 3 / « - c ( ( * - c ) f  (9. t )+ (a f c - 2 » E ( y ,  ft)| +

+  2 (to_ e _ 2c+ x)y ( H B E H .

J  j/ ~ — a l Kx~ C) dx= l  К ^ [ ( 2 а - 6 - с ) £ ( Ф, k)- (b-c)F (< f. ft)| +

+  -* (Ь+ 2 с-2 а-х ) Y

ft
1.2.29. И н т е г р а л ы  вида  ̂R ( V a —r t Kfr — r* V x —c)dx.

X

Условяе: a > f t> x > c .
i  /*(£1 —c) (fc — r) . -■ f b  —oОбозначения: ф = arcsin I /  —---^ k =  I /  ----.Y I  ( * - c ) ( a —*)• Г a - 0

1. С , ____ . rfJ L  ft).
J  У (a - x )(fc ~ x )(* - c ) r a - c  
ь

2. f  ,  * rfx = -  -  - Д = - Г (* - С )  П (ф. Г-. ft) +<»F (Ф. ft)l.
J  K (a  — *)(t»— * )(*  — c) y a —c



}  } (а-хУ‘ (Ь—х)(х—с) (а — 6) I  а —с
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X
Ь dx 2

*■ \ = 71— 77— = lf ^ ’ ')-П(ч. *)] +| («— х )(Ь -х )(а  - с; '  (b — t ) \ a —cX
, 2 , г 1Г~х '

+  Л - с Г  (а - х Ц х - с )
ь

—___ _ dx
5 ,» I (а — xY1 (Л(> ~.r) (x—f f  х

*)
— —---f — .------- |f.i — 6) Г <•(-, fr)-|-(2*-a-c)C((f>. *4 +

— b) » ( j  - ty
I 2 I  b—x

+ (ft-c)(u  -c) » (в —* ) ( i —c) 1<>£J
h

в С ____________ d x _ _________^
(p — .t) > (<! - Xflh - л * \x c)

" j B v  * )+ » > - • > '* * > ]  «•*«•

’ • i  * » - • »
X

e- \ — -dx = 2 } а —с E  (y, U )-  F(<|«. *) —•’ * (a - x ,(x —t) | и - s

_ 2  l / ^  ~x>(x f >
I a - a

*• )  V  ( ^ X)(b— ) dx= 2} a ' С  I F i l ,  k)-E(< f. *)i +

■  + 2 I
f {b  -  X ) (A - C )

a — X

" ■ j  *>-*<*• *"•
3 A. n. II|*; дннкоа ii др.
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ь _____________

f  л Г  а — х
}  У {Ь - Х ){Х  -суах

о а — Ь 21 а - с  г . , ч л о — с-и2 - ---—  = т-Г(ф . * )--- ----- /Г(<г, *)-Ь2----
(6 - с) I и с Ь — с Ь — <' f I(3 - * ) ( * - г)

*
I 1 ^ ---------- r fx----- _L=- Е  («г, к) ; 2 1 --- -  — ---
. f (а — д )(д ~ с ) 1 | а — с * (а — дс) (х — г)

lO f ) .

\ | Л ? . *>(6 x)Jx =  2 ) ' j Z 7 |(e  а. * _ * ) £ ( , ,  * ) - ( „ - 6 ) F (.г, А )| +

+  ‘  (2c - 2 j - 6  +  a )  '^ 7 “ *— -

ь _____________
J  2 , —  №l_ * ) F fr> *) + < 26-а-г)Г (р , к) 1 +
X

+  \ (2 В+ С - 2 6 -Х )
J  f  £Х —  Д

Ь ____________
\ у  •̂<,х= з • «— с [2(6-о)Г(«р, /.) + (2.1— 6 — г)С(р, *)| f-

f + > - * - »
*

1.2.30. И н т е г р а л ы  внда  ( Я () и - д, I 6 —д, | х — г) г/д.
«

Услсвнс: а "> b Z x У> с.

Обозначения: tt - arosin I f — -i 1 ? —T P 6 —с I a — с
x
С dx 2 r  /\ --------------- :-- * r « F ( f ,  *).
.* | (a — x) (b — x) (д — c) 1 a - cс

X

I  -------- --- -------- д  F  (f, k) — 2] a —c E  (<p, ()•
J  > (a — д)(6 — д)(д— с) I  a —с

i   —--------- --------= / Г ( ф , * )~
«’ У (a — jr)*(6~ д)(д—с) ( e-f t ) )  a - c



.• и* • 2
4 [ ______________— -----------  -  -------V --- г - .Г (ф . « -

I <а — х) (Л - дг)1 (ж — с) (&-с)1 а —с

3)1 ! -• СТЕПСТШЛЯ I! ЛЛГГСРЛИЧ. ФУНКЦИИ С7

2 1 о — с г . |Л , 2 ■ (а —ж)(х—с) _ ... 
(а — Ь )(Ь -с) 1 (а — 6 )(6 -с ) 1 Ь — х

Г  ________dx_____________
5- I ш - х )г (Ь- х)‘ (х -с ) ”

=  На — b )F  (т. к) -  (а + Ь -  2г) Г. (q, к)] +

6. \

(я — &J2 (6 с) I а —с
2 |я2 -f Ь- — аг Лг —х (а f fc —2r)| i  /* л: -  с

(и -«-^ -гС )(а^ с .) I (а - х ) (b- х ) %Ж< }

dx
• (/»- *v) | (а -  х) (Ь-  л ) ( г -  с)

2 п с Л*= * . -—  П ^• • *  Ip r-tj-
(/> -  с) ) а — с V />“ с /

т
а —х7. \ I/  я — -гг----- с/х*2 I а — с L  (ср, 6).3 Р р-  д) (х-с )

8. \ I --- -— ---- с/.г = 21 а —с Е (  ф, Ar) — -~£4=̂ 2- F (ср, Аг).
(а — дг) (х - г) I а - :

*• ) 1 ' H S f c s * - * ' *  ~ c | f *, _ С ( Ф - 1,1
Ц Т  -

г
/ ____ f _ £

(d  — X 1 (t> — X ) 
C

io. J

2 l r - c ^  „  2 r/_ „  2 i f ( b  -х)(дс-с>
a —x

L i ! — £ E  (ф, k) —  p . — =- F ( т .  * ) -----—  1
a — b I a —c a — b *

I I .  \ j ---* _ i --- d x = - JL ^ lF t o ,  k)-E(<\. *>J +
•' '  ( a - * f ( j c - c )  I u - c

,___ 2_ |  f  (ft -ж ) <*_-?>_
a — с f

— c f  b — x i . < h
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X
13. \ '[ / '— — -dx= - 2 ^ a -. с £(«г. *) +  J  Г (<i —х)(6 —xjJ а —6 w

, 2 х) (х —с)
+  « - 'б Г  6~ х---

,4‘ )  I  з  I a-c[(a+fc-2:)JL'(<r. b)--(a-b)F (у, *)| +
С

+  3 > ( « - xj<6 ̂ 7 ) (x ^ c j.

С -ш (и  х) ( v i') 2 г
>5. \ |  1 ---irfx--* з  I a - с  |(26- в  г)£(ф. k\ + (a - b )r « f .  * ) ] -

— j  I (« x ) (6 - x )(x - r ).

.T

16
С

■ 3 I  <~~̂ о - х ‘ Ж~ <ЙГж 3 1 Д— с|(2а—6—с)С(р, ») 2(а-Ь)Г(ц , *)J —

— о Г (и - х) (6 - х) (х -  г).

1.2.31. И н т е г р а л ы  в и д я jj Я  (| а - х, | ь ~  х, Vc^~x)dx.
X

Условие: а
г

Обозначения: f=arcsiii J  ^ к--Л/ а- ~

«. (  г — -— ---- -- г Д =  f  <ф. *).J  I (а —х)(/>-х)(с—х) | а — с

с
2 I* xdx________ __

" У (® —х) (6 х)(с-х)
г Д =  |сР«Г. * )+ (а - г ) я(ф. *)] - 2  1/^1°  f (I  а —с * Ъ — х

з. * <!хГ —
К (а —(а—х)*(6—х)(е —х)

•>
* ^ Т * 7 Г

--- - | f  (Ф. * ) - £ ( ф. )̂1 Н— ^— 1/^7— “ 777—- 6 )1  и-с а —с У (а—х) ( 6  — х)



.  С dx___________
4* J  I '(а-х)(4-х)>(1- л)

Ж
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2 1 а — с 2 п€ (f . *) —---- -=  F (q , *).
(а — (£—с) (а — 6) ) и — с

(• dx5. 1 и 'trr— г-- -I t i  —J  I  ( J  - л )» (Л  - X P (C - - X )

*>
--- -— 4— — —=  |(u + 6 — 2c) £(q\ k) — 2(b-c)F(<f, *)| +
(u-6)=(A c ) l a -c

С X

e. i  —
.1 (p -

2 l /  «________
(a &)(« — с) P (a —x){b(- Jt)

dx 2 (c-- fc) w
x)l (a — x l(ft-x )(c  r) (p 6) (p —c) I a - с

XH  *)
V p - c  > ( p - 6 ) l u - c

’ • У  / И Ь ‘ -Т 1 E (*  *>•+ M  * ИР "0 — x

8. \ I  --- ------ -<fx~~(L = ^ F ( f t * ) - 2 f u - c £ ( # r ,  *) +•’ r a —x>(c—x) I a —с
ж

. , o1  JT)

j  I  г К ~ с г | т - » н - 2 |/

Г

10. Г ,, . £ £( . 'Z E Z Z .
J  '  ( o - r f ( c - n  I . - .  T  I  ( o - * ) (» _ * )

X f 2 | a -

X
"■ * 1 *>-

- - ^ = 4 = r « . .  , _ , i / p E Z _
( a « 6 ) h ~ c  * (a—x)(/> — x)

/ c —to I I  c —  x , 21 a —  с
' 3 I (a - x )(b - x ) ‘dx “  T T "  <* ~  C (»•



14. jj1 у  1 a - W - - * ) J x ,  2 V — c \ 2 {b - c ) F & .  * )+
. Л

-Н2 — e-b )£«p .  *)|+  j  (а |-2Ь-2г-х )|/Л(а Т ^  х>. 

'5- (f ] / ("  |(2» - в - с )  £ («р. k )- (b - c )F ^ ,  *)) +
К

. 2 , , . . л {а — х) (с -  л:) +  3 I  L _ - л — . . 

\ ' dx^  3 , и _ ‘ 1(2' —Ь —<)£(<г, *) — (* —с)£(ф. **)| +
К

+ з (Ю-ав+с-х) |/ fcrJ l fc£ 5 .
*  ____  ‘ ____  _̂___

1.2.32. И н т е г р а л ы  в и д а  \ /? 0  а — х, V 6 — х, )  с — x)rfx.
— со

У сл см с : в  >  L >  с ̂  х. § <
I ш Г а  — с 1 /^с — 6 Обозначения: ср~ arcsin I /  , £ =  I /  . 

Г о —х  г а — с 

1. \ -  - J ’L  =^- = F  (<р, к)
J  }  ( а — х ) (Ь ~ х ) (с  — х) > о - с

f .  ч - £ ( т .  41.

г

70 ГЛАЗА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИИТЕГРАЛЫ 11.2.32.

г
1G.

X

( а — х ) ( * — х ) (с — X)

X'

2- \ Т~,7=  а т ^ ~  ,,  -> = ;— r ,r= ^ =  ff  <f• *> “  £ (f .  *)!•» ( в— ( а-t )  | u —с

3. £  (if. h) -
• M  («—•»)(/> —А)4 к  л) (а-fc) (ft- с )

----- у - =  F  (Ф. * )--- —  1 Г --- — ---
(a — b) \ a —с b—c * (a—x)(b — x)

4. f  ^ _______ _
-  со ^ ~ X) {Ь ~  X ) {C ”

*= 7" . v ■/ — — E  (f, k) -)— -— 1 --- -— X — (x < r).
(f и—с 6 —с r (a — x )(c—x)

s I* _____________dx____________
-oo(p _x ) K(a-XM<)-X)(c-X>

- g ra W , [" (*  h ?  *)-'*■ 4
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dx
*• J (,a - x f(b ~ x )> (c- x )

— X>

|(в +  6-2г)£(<г. < r)-2 (fr- r)f(T. k)| -
(b —c )(a—bj* I a —c

_____ 2_____ | /  c — x
(a - b )(b - c ) f (a—x){b-x )

. I (a —x) (b - x f  (c—xp— 30
----- |(ft-c)f(<p. k) — [a + b —2:) E  (p, ft)) +

(u — b) (b — с)- I a —с
г » + с - а д  ■ ^

1й-с)Ч  (u -x) (b - x) (c - x)

(ft
«• f I — *r I "  “  *t Iе* “  *r

{(2Ь - а - с )Г . (ц . k) — {b — c)F(<f, 6)1 +

9. \'

I (a - x ) l (b -x )(c-xH
________ 2______

(a - b ) (b -c ) I (a ^ c y  _____________
2 I b — x

(b — c ) (а—с) I (e - * ) (c - x )  {x^ cl

dx 2
/ I (0 — х"у*\ь — x)^(c — x) * (a b)-(b— с)2 I (a — c)1

X l(-> — c) (a -f b — 2r) F  ( p. k) — 2 (c* 4- a2 4- b- — — ac — be) E  (<p, fc)| 4-
2 lc (a - c ) + b {a - b )- x (2 a  — r — 6)| ,

T ---  ”  —---  ~ ■ ' '' ~ IX ̂ * J«(u - b) {a -  c) (b - cy  \ (a x) (b -  x) {c -  x)

l* -» / б- x . 2
М . \‘ 1 --- — ---- </* = -Д = Г £ («Г. 6).

• * (<i —x)*(c —x) I a —с— oo 
X

11. \ 1 --- i - ± --- dx = 21 “  — £ («г. к )-----F ( T, t).
r ( a— x)‘ (6 — x) a — (j  +—b) У a с

12. f  \ r --- --------dx= .-^-Lrf (T, * ) - 2 |—  -£(<p. 6)+
r (b—x) (c — x)3 I u —c b — c

, 2 (a— с) i  / £ —x
*■ fr-c J  (и - х )(с - х ) Г* <с|(< j- x ) (c - x )



14. I  1/ ----— л ^х=*,1 } ( a - x ) (c - x f
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-  Г- ^ | А ' (Ф .  *>-£<Ф. *)1 + 2 V  --- -------  |дг<с).
\ а — с f (а — х) (с — х)

«■ S— оо

*>-*<»• *и+г/*г^ - 1?=ч-
г

1.2.33. И н т е г р а л ы  вида  J( Я (К  * —а, У' х— Ь9 У х —с, У  х —d) dx.
а

У слови**: х > а >  6 > с >  d.
. | ,r (b — d) (х — а) ж Г  (b—c )(a —d)Обозначения: u> = arcsni Г  }--- —--- r-f  ̂ ---- гтг— ;к**   ̂ (a - d ) ( * - & ) ’ I (a - c )(6 - c i)

* i* <** 2 r1. 1 i - ■ ■ ?■■ ■ -  ^  =  •- — — — - F  (<pT k).
J  \ (x — a) (x — b) (x~  c) (x — d) } (a — c)\b — <Л

2. '  * rfX
a)(x — 6 )(x - c )(x - d ) a

-  ■■ Л г = =  Г (« - » ) П 'y,  f L - i ,  *)1.
v («—<$(•—<oL V ft-*i у J

3. f  *  -
J  x I (x — a)(x — b)(x-c)(x — d)
a

- ---- _ _ 2_ ---- —  |(fe — a) И [ф . b(a-~Q t * 1 + а £ (ф ,  *)\
afcl (e-c)(fc-rf| V  L u(fr--J) J  J

dx 2
(p — jr) I (x— u) (дс - />) (x-c)(*-< i) (p —«/) (p -  ft) J (a —c)(b — d)

Ж

x {(e —ft) п[ф, g - f- JJ— J .  * ]+ (P - « ) f (V .  *)}

( I  2 g L T * u r , i f y . *х| _ £ (ф,*)1.
•J r (JC - 6 )(X - C )(X - J) f  (a-c)(fr — J ) L  4 b-<i у J

* i* 1  / x — 6 2(a — b) t l f a — d ,\
Ь. 1 I/ ----- --------------  dX= — Z= И ф, -----, *  .

•* У (x — o) (x — r) (x — d) У (u—c) (b — d) у b — d J

5.
a
x
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|.2W I

-7- \ }  (x -u )(x  — b){x—ii)

« - ^ L = = | ( < . - * ) H  V  а-^ - ) k\ + (b - c )F (ф, *)|.
I (a - c )(ft- d )L   ̂ b~ d / I

8- \ | (x —a) (x — b) (x — c) i
a

V r 4 . ^ ; [ ( » - H l l f f ,  - 2 - .  A>1
> (a — \ b — d J  |

t ( V V & ie''*•9
л

10
a

Г I л 2 r  (в —C)(6 *»/)
1 J  I  (»— »)(x-f>*(x-</) * “  (* —O(--rrf) :)

— a ^ r = F (v , б ) - 2- 1/ <*_-.а )^ > .
(6 ~C)  I (ii— C)(6 — J )  C — d f (X —  b) (X —  c)

a

c— d \  b-~d ^  c — d f  (x — b)(x — d)'
x j __________________  ______________

12. 1‘ » / .--- * '  h :,x I " (х-а)(х-г~) .
£  I (■*—u ) ( x — c)(x-d>* ( a —</J<e-d)| ( x - 6 ) ( x - « f ) ^

* — 4f c a ------
(a — rf) | (U—c) (6— d) (a —d )(c—d)

>3. I / —  A ~ °___ dx=J  Г (x—a) (x—cf* (x — d)

«= — 2—  b~ r .  (ir к) ____ J L * - ~ c) 1 / r ( x - « » ) U - J )
c - d  V a -С  Wt (a — c)(c — </) f  (х - Ь Ц х - с )'

M. i ______x— с___  2 i  /  a —с
J  r (x - a )(x - b y (x - d ) x a ^ b V  b ^ d C {if ,k ^

>5. \ I x - f
J  Г (x-u){x-b)(x-dyI * ) - £ ( » .
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х
х —d

(х — а) (X -  by1 (х — с)">• ,\ I ■л

« и - - <><»-*> с „ ------- Г „ .  „
(fl — b) (Ь— с) (6 —с) I (a —c)(b — d)

а
1.2.34. И н т е г р а л ы  вида  \ r (\ а — х, I х -b, I л - с ,  I *  — </) tfx.

А

Условие: a > x Z ? b > c > d .
jb-~ d) (а  а )  1 " b){ -  d~)Оа.зкгчснил: ^  arcs in I '  -'и! , , * -  1 5°-Г-1м -1 а\ 

t

*• \

а
xdx

I (а — х )(х - * )(х  —c )(x -d )

2 Г * - л  \ 1
= | ^ c ) l C T ) | . (e- rf)n v‘f ’ iZ 2 *  *,;+<**«■ « J-

a
2 k* __________dx_________________ _____ 2 ^  ̂ ^

; I (a -  a)1x - 6) ( v - 0  (x — d) | (a — сДЛ -  d) (<l ’ *'

3. (  . ' « _ Д
J  »* I //» _  * W  »• _  h » / »* __И jc I (a — jc){k  — b) (x —t)(x  — J )

*= — — - j - { (*- fl) 11 Г«Г» — -— “  *A
аЛ I (a — ; ) (b —d) t L «(> — </)* J Г

4. f  -------- * _________________ 2
<P — ■*)> ( a — x ) ( * — i ) ( *  - c )(x - d ) (p~a)(p-d)  | ( u - i ) ( 6 - r f )

x f a ■ ■d)n  I ■* ,7-3 ^ : * . * ]■ * « - - .)f №. *>} i- *

• Й  ^ n d ~ " ]' I ”  ' i  * — - i'l Л г  -'1•’ * {x - b )(x ~ c ){x - d )  |  ̂ ь - j  j
a

6‘ '  * (a - A ) ( x - i ) ( x - d ) (tx
X

— 2 . } ( r f- q )n  ' f . ~ ,  к - l b - d )  F (4 . /)] 
(n-c)(&--d)L \, Ь - d  J
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а. Г ' х — с
7- \ I  ( a - x ) (x - i ) { x - d ) ,lX

X
«  4  = ^ . | ( g - J ) l l ; V .  k) + (d - c )F {4 . * ) }

f  ( л — 4 ( * - « / > L \ ь- d )

i  x —d 2(a — d) „  ! b —a Лс I 1 ---------------- dX= -____ ]=---i=r-n ф, —  , к i
.* I (a-x ) (x - b )(x-c) V  (a — c)(b—d) b - d  j
X

»■ ( И  &  - V '  - +
о

+  - —  I / (a - x )(x  -c)
- c |  (Jf — Л) <JC - d)

О
-  .  ■ 1 n  X  ! . 2 |  (a  r)(b id )  „

,0,  ̂ I  (x 6)(* c)*(x — d) (6 — c) (c — dj
JK

a
11.

---- « С - - * ) - ;  r (T
— c/) > (a — c) (6 — d) b—c V  [x—c){x—d)

(x - b )(x - c ) (x - d ) 'dx~ c - d \  b -d ^F{<V' ** *>*•

12. \ 1f~ —  X~ ______ J.vP (a — дг) (jt — с)' (x J )

13. \ 1 _______ ___________ (ix
I (a — x) (x — c) (x - </) *

2 j, <«-.-*) ( »T« ' )£ ( T , k)-------- 2 (ft- r) -  F(,f . к).
(a — d){c — d) (c—d) I (a—c) (6 —4)

П  p = * )(*  —Ь)*(Х-<0

2 1 / " 5  —  c t r /  «л Г  M l !  2  1 U - - A * ) (X — c )
— b \  b—d [F *  k )- E to' k )]+ Z = h \  (— ж Г ^ Г )
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к I х - d . 2 (a —d)1 I -----------------d x ^ ------ f  (rf Д.)
•’ f (a — x)(x — by(x—c) (a—b) I (a —c){b —d)

2 1 (a - )(b d) , 2 (b -d ) -д <a-.v)(x c)
(1- &>(*-<> ( | - ,+  (< J- *> (»-0  I  (X- fr)< X-d ) | J '

) l  e=
x—d

x )(x-6 ) (x-c )3</x

^  J  I b_ZJL r  fa k) -  2<c ~^> 1 Г <“ x)<Х~ Ь>
b —c f  a —с v * ; (л — c){0 — с) I  (x - с)(л; —*V

JT
1.2.35. И н т е г р а л ы  вида Jj / ?V a —x* J  x —fc* I  x—c, I x ~ d ) dx.

*>
Условие: a '  x>  b > с ^  d.

Обозначен и a: q arcsin 1/ j--—f M r. ft — 1 l i l - — ,* P (n -& )(x - c )’ I  (a-c)(&-< f)*

i  -T=---- ■________ = ^ L ^ - . F  (<f , A).
. I (a _*>(*•- 6)<x c)(x-</) > (a —c> (/> — </)

Г  ____________xdx___
£  I ( в - ~ X ) 1 F ^  6)<Л~- C)(x - d)

^ ----z?̂ === ==. I (b — с) П <f*. -— fc-f-cFfo,
I (a—c)(b—</)[_ \ a —с j



ж . - с 2 (6- г) а -  Ь А
- 1 1/ •--------- -- dx ;--- - - II (| . — k ).
7* )  f (и —х) {x - b )(x ~ d ) I (c/- l)(6-t/ J \ и — с * У 

ь

/>
2 I '  a — b ' 1  1

- г т а г ^ Г  01 ’

*• (  | (ZT ' a j ' u  "i>7(7="t')‘,A a b I u I'-'; / » /; <»• *>1 +
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___________ \x-d
*• I I (<J— хЦх Ь) (л . ) ‘

• 2 , Ху Ь) ( у d) 
а - б |  \а х) (дс — с)

j  У .  ( . - » ( “

(6 — c){c~d ) (с — d)\ (и — с) {b dj

а х
J  y f  (Х-Й )(Х -0(л <0‘ ,л

2 I a - c i r / ~  м  г-/ » ■ \* I 2 * г(а - х )(х  Ь) 
с —d I  i - d 1 ,,Г* * ( f ‘ (*

2  1 d  P M -L. - 2_  I  Л * -  » Н л  «0
d — a f  u —с a —d | (a —x) (x—c)'

X Г
*))■

М. к 1/ -------f __ ? ------ d x * ----------- ; —V--x
r (a — x) (x — cj(x — dp <«i — </) (c — <i> I id — c){b — d)

b

X |(a- c )  (b — d )/Г(«р, k)— {a — d)(b—c)F  W . *» ^ J

>5. (  l / _  .« - *  Z * - ------« * . * ) -
£ r (a —x)1 (x —fc) <x —d) («1 — 6)1 (li -c)(h d)

V 2 V {a - Q (b^~d) J (a  c) -*/ {T~b )(x  d) . .
(a—6)(a — d) (e - b){a — d) \ (a —x>(x—c)
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X
Г
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х

16. 1Г 1 _______ X с_______ , ^
)  Р (U -X ){X  - b ){x - d )1 х "■
ь

=  —  I  I  ^ £ ( < г  k ) - — d I  Cf r - * ) ( x - f t ) l  
b ~ d L ^ ' R) b - d  I (f- cM s- rf jJ*

,7' j  I '  (a - x )(x - ft )  ( x - ( f dx==z Ĵ ~ c 1 ^T^~c C (<p‘ fc)' 
b

b
1.2.36. И н т е г р а л ы  вида  \/?0 a - x . — jc, I "jc — c, V x —d)dx

X
Условно: о >  6 >  x ~ r >  rf.

Обозначения: q - arcsin I/  I?  ~ . * = l / " I ' I t— v:*F ( f t -c ) ( a-A ) ’ r  (a—c)(o — J )

>• \ - ■  ----------- z =  =  — - r .2 . F  (4 , k ) .
J  I  (u -  x )  ( f t - x ) ( x - c )  ( * - < * )  I ( u - c ) ( f t - r f t

*. у -----
.’ I (К A) (6-А ) ( X- f )  ( X - d)

* ■ ■ [<♦-«) n f f . — . * i + e f ( T .  «1.
I (a c) (!) d) \  a — с )  J

dx
A' I (О — r )(f t- X )(X - C )(X -  d)

, — i _ — — /(a —ft)П ftp. ^Sb- ^ £ l, * l  + ftf(«f, k)\. 
oft I (a — c) (ft — d) I. [  ft (a — c) J  J

4. (  * * _____________ 2
2 Ip —x) l  fT^A) -x) ( x-c ) ( x-  d) (p — a) (p — ft) К  (a — <) (ft —d)

x {(f t- f l)n |q ,  fej +  (p-ft)F(<y. *)[ [РФ Ы

5. f I Г  .«£* I  rfx,  2(a-ft)_ п , ft_c , \
P (ft— x)(x — c) (x— d) ) ( a - 1 ) (b — d) \ a — с /

6. \ I  ------ - ~ A------- dx*° 77=-- -- f 11 f> *— ~ t  *  — f  (<F. * ) T.1 I (u —хдх —c)(x—<f) I (u-t)(ft-< f,L \ e - c  j  J

7 '  1 (a - x )(f t- x ) (x - d )* *

12 --====Г(»-о)И 4. -— * +(<j - c) £ ( t . *)]I (a- f)(ft-b ')l_  \ a - с  } J
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" к . - гн . - 4 <>~ ‘" "  л  ‘ ) + < — » f ( T .  *> ].

,? /------- _________________________2(а — Ь)______
М  |  (*- х ) ( x - r ) 1 ( x ^ r f j ^  ( Ь - С )  У  { a  —  c ) { b - d )

_ 2 Г  (о- 0 ( ^ 4) г  ( к) 2 (а -  с) y r (b - x )(x - d )
^ —c)(c-d ) * (6— с)(с — d) \ (а — х) (х — с)

,0- \ У  (Ь-х ) (х с)<* dVliX
_____  I ____________

2 I *л t (o - d )  !  <4 —дг><.Г —с)
c — d \ b ~ d {b - d ) ( c - d ) t  (a - x )(x - d )

"•  f  V ’a  - i y '(* - ! , ■(,  - д  д  V ^ c  ' f  <*• 4 —£{ф. ч | .

— X

J
X) (*-<** (x Ф

t X l f t= ± E i%  f t ) f — 1 Г ^ Е Ш Е З  [x>fj.
d - c f  a - c L ™ '  R,^ c - d \  (< i-x)(x-c)

x
2

b - x  
*) (x-c ) (X-</)‘

(a - d )(c- d ) | (ci-c)~(*—<Q
T = |(„-f)(6-d)£(<p, k)-(a-b)(c-d)F(<p. к)] —

2 | /  № —x>(x-f) 
c - d r  (a — x)(x —<*)'

h _______ ______  __ _
14. f  1/ * ~ c dx^

J  Г (a —x)*(b —x)(x —</> ж

_ У 5 Е И Е З £(т. *,------? < £ z 4 _ F (t. 4.
(д —6)(a —</) (a — cO У (a — c)(b ~d )

h
is. i 1 / _______ £ z £ _______ dx-

J  r (u — x) (6 — x) (X — if)*1
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' I х ~ Л  2 л[ Ъ - Л
( в - » Р (*  Ч1.г г) 1 a - f t }  а с ^

X
Ь

(а -  х) (Ь х) ( x - c f ‘iX^ b - c  1 а -  г (<Г' k) Е  (<Г’ fr)l +
X

Г (Ь~ х )(х  --#/)
С)

. *  |  у** -*) - «J
Ь — с г (и  —  х> (а* — с)

Г* * с|.

1.2.37. И н т е г р а л ы  в и ц  \ я ( \ а  — х, Y b  — x, ) х —с, \'x  — d)dx.
с

УСЛОВИЯ <J>6 X> C > d .

О б^ чси и я . ч . « m in i  ';iZ 7’7 7 ^ .» —rf)’ P (<i -«) (*  — </)



.  С \ f  - ---- А— ------ dx- — — i t k ) - F (y .  * )].
7* 3 I VIA- d) I (a —C)(* t/il \ 6 — d ! J

r

p j r . , s ~ d — L d x ^ ^ r ^ ~ J L ^  n  f<c, — , * ) .
J  " (<i~jr)(& —* ) ( * —c) M 41—  ̂ 6 — d I
с

X шя- — — —— - - - ' 1 ’ --- - 1 ■ ■ •  — ■■ ■

*’ j  | (F^xy»<x - c)(x- d )dx = b^~c |  5 k) — r to' *)| +
С

к |  : I + b ~ V W ^ ,  ►<*

У I '  j»— ж " — ‘ т ^ л Т - - з 1  i f j 1 »- *»■
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X

to.
f

__b_-x_______  .
jrW *- < * (* - л  *

. 2  l/ "^  — -v tv ..  2 -|/ (6—x)(x—«)— J  a - c ^ , k ) - E i f . k ) ]+ .— y

b  —  A'

(a — x)(x — c)(x — d f (a — d )(c—d ) l  (a — c>(b—d)
w

X|(*J — <)(&— d) L  (цч /•> — (<i — j ) { c —d)F(q , *)J.

1*1 f  1 /  /  * r ^  2 ^ (д —<)('» —<*)J  Г  |0  —  — x l<.r— c/> (a —  b ){a- d ) * t

-------- 2(c_ z ± ^  F « ,  к) — 2 - 1  Z * f H 5 1 Z H .
(e — <•)  ̂ (a —() (b — df c — 'j * (a —x (x —d)

l4, J  1^ (0  — x ;(i —x)’ (x—d)dx~ b = a  I  C (ч ’ * ) +
С

, I Л д — x)(x^7j
a — b f  (b - x )x - d Y

l#* i  V  1 f i- x )(b - x ){x - d rdx a - d ]  b - d  l/ ((f> k) £

16. \ | Г ------ E - J_______ dx
(a — xy (b — x) (x — r)

2 i  / ”b — d r . 2 (a — d) |  ' ( f t- xj (V-c>
fl- 6  I u c * (a — — г) P (rf —*)(*  — </)*



С л [ -----------------dx--------F  (<p. *) -
.» "  (a — x) {b — x)”1 (x — c) (b—c ) l  (a — i )(b  — df

2 V (a - c )  (Ь - d )  „  2 (*-</) -,/■ (a-x)(x-.->
--- -(<T--Sj>37T£ ( f ' *) + (Т - б й Г - и  I  (b = t){I= d ) lx < n
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1.2.38. I! к те г p а л ы вида

Условие: u >  b >  с >  х "  d.

с
J / ? ( l a - x ,  I Ь-х , I  с — х, У x—tl)dx.

п* 1  (b — d)(c — ж) ’’(a — b) (с—iЛОбозначения: if = arcsini/ ' --  —  к -  I  ' --- -V---- г ,> (c — d) (b - x) I (a- i)(6 -d >

f _____________Ac____________ , _______ 2______
I (<i-x)(fc — x )(c-x )(x  -d) I (ti c) [b - d) f ’

С 

f xrf.t 2
J  I (a — x) ip — x) (c — x) (x — d) \ (a - c ) (b - d )

х [ (с - 6 )П  f f  * ] + fcf (<f. *)].
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1* I ” х- J _______  ,
\ I  (а — х) (Ь — х) (с — х )1 Х

г а  * )+ < *- » '< *■  *>]

*• )  V  <* — r>*fc JC) (л - 7 )dx~ b = c  V 1 (Т' **•
X

е
С -ш / а — х . 2 л ^ а —с вгщ. , ... .

10 3 | ^ - i j (c - A )  (x - f l1*  = ~ Л  ]  b = d [F (* k )- E  {* ’ к)] +
X

+ Л - \ П Е Е Щ Е * \
(6 -x )(x - d )

и . f  ,
b x -zr dx(a — x)1 (c — x) (x-d )

X

= _ ? _  1 r&_I ?  r  (,r M ____ » (■ - » ) -I А <*-*» <*_d)
a — <f P a —с (d—r ) ( a —</) P (a — x)(fr — x )e

Й  i  1 (u -  xj\c -  X )  ( * - < / ) ' d x  ""К
•rzl(b — c){a — d)F((f, k )- (a  — c){b — d)F.(4 , 6)1 +

(u —(/) (c—<f) Г (a —c) (6 — d)
, 2 (b -d ) ■ (f l^ x )(r£ x ) . .  j, 

“•“ ( a — d )(c  — <f) P (6 - x ) (x  if)

13. 1 ■' ________c ~ x________dx = 2 ■■—  —̂— — V (<f. *) — 
(d — * )* (& —x ) (x - d )________(d — 6)(d J )

_________ 2 < ^ £ U ^ F ( 9 .  f t )- -
(a — 6)1 (d— c)(b — d) a — d * (d — x )(6— x)

1 4 . ( t V ^ - W - a ^ r a l  r r a > f «• * * )

x
(a - * ) (& - * )  (x-d)*

2 Г I ‘ « “ « е / .  n  |  /~(a - < )(c - * ) l  (r>i/J 
1 b - d E ^ ’ k) I  -*)(*-<0J
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е

16■ У У
X

2 л f b ~ d  яал .V - . ,Ч1 , 2 т Г  (с -  х) (х "*)
“ г - Л  г ^ к - л * > - « » » . 4 1 + ^  е = ц ф - > -

.Ул= «г£ЬлЕ(л «-----y °_7A --_= . нт. ч.
(a — 6)(fc —г) (а —6)1 (г:-с)(Ь — (1)

х
1.2.39. И н т е г р а л ы  в и д a J  R  (\ra ^ x % V  b ~ x , V c  — xt I \x — u)dx.

d
У слови.: а >  b >  с ̂ х  >  г/.

r (»i-c) ( * —</) 1  ̂(я — Ь) (с—rf)Обозначения: cj --- arcsin 1/ g Z a g .Z g , / 1 ‘ ^  !£ Z “ > 1 Г (С—* )(• —Ж)’ » ы -<ц/>

1. \ -..■------- = — = L =  f vp. л)
.* I (а — *) (6 — х)(с — х)(.v-  d) V (а—с) (b—d)
X

J2. ■ х Л

= = = = r(d-o)n  . V  — k] + aF(<f, *)]. 
» (e - c ) ( f r - ^ L   ̂ e - c  J  J

X

3 ■ *VИ дс I (а -  дг) (b - jr) (с -  X) <x—J )

«= — — r J = =  / (a  —  d ) 11 T ‘f ,  - A-~ -  , Л + d f  (<p. / . ) } .
ad I (a — c) (b — d) I  [ d (a — с) J  J

4 f ________________ d*_______________________________2______________
j  ^P-x)^ (a -x T (b -  x) (с -  хГ(ж — d) (o o) (/;-</) | (u - i)7 *  - 7)

X  j (d - « » )n [< p ,  +  * ) }  lе + Ъ

5. \ |  ----- dx~  -г 2/0 : ,?L r-  П V . — , *Y
j* * (6—x )(c - x )(x —J )  | r (a _ c ) (6  — d) [  a - c  /

*■ V  (в—x )(c- * )(x  <0аЛ

.- , Г (а-«0П  Ф. — , k )- {a - b )F ( f .  * )]. 
У (a - c )(b -d )L  \ л— с J  J



7. j| ] /  (а-х ц Ь  -x)(x-<l)‘h

8- \ I  (в —дг) — х> (с — х )‘/л "■

-  11 «V  — , * ) - F ( f .  *)1 .
Г (er «K*-d)L V а~с J J

• •  )  V  <Р - Xf  ( Г  x T ( x ~ ~ j )  dx~
d _____  ________________

____2 _  , Г а -с 2(а —Ь) (х- <0(с- х>
Ь ~ с  I  (b—c)(b—d) г (а —х)(6—дг)в
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10. С |/ ■■■■ ---rfx==--- Д(д_  j- *»-
Р (* —х)(с—х)*(х—J )  (c — J ) t  (a C )(b-d)

» (а - с ) (■■> - <<) я - с  J  Л » -*>(»-«0 (х < с]
2 <*-c)(c-rf) *> (b — c)(c — d) I  («. - x)(t — х)

11. [  I Г - ■ л , -г:-- -jr( dx = — l /  (q, ft).,1 » (а-х)*(с-х)(х-<<) а - d  » - '• jc)9 (c — x) (x — d) ~ a — d f  a —с
F  d

n - ) ' | A ( .  -  „  {l - ' r t,  I ' *>-*<»• » '+
4  

4. . JL -  1  / <*TX><£r</) U  <C]. 
T c - ( i  I (fl- Jr)(C -X )

13. f  1 Л_______---------- rtc=-
J  I  1fl—xp{b—x)(x—<0
о

_ П Л Ш З ц (т . „ --------« f c £ U = F « . « .
(я — 6) (a — J )  (a — 6) I (<i — c) (6 — </)

14. i* | / . . . _ .  d x »  
jl I (o - Jt ) ( i- x ) i* (x - d )

I  - A V r a ^ ’ »>-*<»•*"+ ^ 3 Vr& ^ 5 - 

15 I I *»
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с

2 i  /"b — d tr  . .. » ... 2 "■ r (c — jc) (x
r a l  г а " <*• *>-*«•• t ) l+ r a V  i r a h r a j -

l7'  I  1  (J- .V ) |Ь — л/‘ (с -  ■>)

(a — (fc — c) (a -  6) | (a -  c) (fr — J )
i

1.2.39. И н т е г р а л ы  в и д а { # 0  o"^x, ~v, J  t -- x, |Лг ^u) dx.
d

Условн.: a > 6 > r ^ x > r f .

Обозначения: cp «= aresin k = l / " /Г (c —J ) ( a - A ) f I (*i - t )[b - d )
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j  {o - x ) (b - x ) (x - d ) ('X 

j  | ( в - ж ) ( 6 - х ) ( с - х ) ‘/л "

=  г Л ^ Ц - Г п  V ,  *)1 .
Г (a-c)K*-^L \ о-с / J  

j  I (ft ^  '/V =А
2 .. 2 (а — 6) 1 Л *--< 0 (с- 'Д

ь
I

f  t / -----u — ------ ------dx=-----------* <д_  j> ..— - / (у .  * ) _
* Р (5 — х)(с — х)*(х—<0 (С—с/) >(<? Г) (& —</) 

в

У (0 - с ) (6 -  rf) О -С  1 /  <*- *> (*  ~ rf) [х < г]
J  {b - c ) (c - d )  o r  ( а - х ) ( с - х )

i‘ I ■ ■ -- *  = - Ц  /Г (4, *).}  f (a — x)*(c — x)(x — d) a —d f a —с

W  iV W . r b -  w - £ «f- * " +
mr

f  ---— 1 1 __ f? *f_ fH (x <c].
c—ii ) (a — x )(c—x)

/  r -----------------
J  1 (a—x f {b —x)(x—d )dx

g jLfP-  k) --------2 (* j g ____ — F ( f .  *).
(a b) (a — d) (a — 6) ) (a — c) (b — d)

J \  [a —x){b — x r (x —d )dX

- A * Y & r *  *>*»• **+Ays=3£3-
S’ I  > - -, f Щ 4> - £ W'  *>■•
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Г |  Г _______ X — d_______
I (а - х )(Ь  — хУ 'Ц -х ) 1

2 1 (а-с )(Ь  -  d)
(а — Ь) (Ь - с )

2 (a - d ) т , . 2, — 4 ;— . f  <ф . * )- ь_Л _  ■■ /  <<•-*) <*-«*>
(а — 6)1 (а— 0 ( 6 - 4  6 — с Г (а —х )(*—х)

17. И  5 =х ,(6 —х )(с—х)>dx

J Z 2. I b ’~tlE l y  И 4  2 1 r <*-* )(*-< 06 - c  I Ч т р - (  ^

1.2.40. И н т е г р а л ы  вида  $ / ? (Г о - х ,  Г б —х, Г « - д ,  |ftffc^ d x .
X

Условие: а 

Обозначения:

*  I

<Г = arcsin 1 Г(а— /-)(</~  Y> * L  1 / f c c >4 У (а—d) (t — х) ’ f  (a — c)(b—d)

1 к* 21. 1 —  ■— ----- - ----- —  — - Г  (w к)
•; I X)id-x ) } (a — г) (6—d)

i ____________xdx_____________
I (a -  x) {b - x) (t -  x )Jd - x ) Г

[ с н ( т .  * )- (с-< 0 ^ («Г . *>]I (. -  17 (6 -

3. \  -------------  , <X ,
V x * (“  —X)(6 —x)(c —x)(d — X)*

*=—  2 ( ( c - d ) n k  Л + ^ ( ф . * ) } .c<i I (e—r)(6 — d) 0  L d (a - c ) '  J  I

«• \
dx Xу (P— X) I (a —x)(6—x)(c — x)(d— x) (P — Г) (p — </) v' (u—c) (6 — d]

Ip  £<*)•
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:• .  г _  ь - х _______ dx
\ |  W  - л )  (£ — А) ( * / ~ А )

-  - \(с -  d) п V  а— ± , ft' +  (Ь -  с) Г  («г. «1  •
\ (a —c )(b —d) L \ с J  J  

к \ [   г - х - .. .d x=  V . —  . *').
.* f (а — x) (b —■ x) (d — a*) I (a — c)(6 — d) \ a —с /

“П / d-~x .
)  I  Ф - х Н Ь - х ) ( с - х )  x

\ (a —r) (> —t/) L \ a - с  У J

* /------------* 1 a — x
(b - x ) '( c - x ) {d —.\) dx

2| (u -c )(&  —d) c , LX a —b 2 r  / 1.x
--- *------*------ £  (ф, Ar)------- . - i—  7= -  f  (<F* *)•

(b — r)(c  — d) b —c\ {u—i){b  — d)

b~ x jdx( J - . . )  ( C - X )  (</ A”)

— r I — -|F(«Г. ft) —F(sr. ft)] -1— —̂r 1 ~—?\^-PX). a — d ) a —с 11 ^  a — d f (.i —a)(c —a)

b ~ X J  2 1 b ~ d m  u,
dX =  — d V  a - c C ^ k)-(u —x) (с — л ) ‘ (d - x )

\ у ------ ^ ------- rfjr==-------2£ r * _______f ( T , * ) .
J  r  ( a - j ) '  (й ->.)(d^x) (u - d )V  (a — c )(b -d )

2 } ( a - c ) { b - d )  2 (a- с )
(a - 6 ) (c —<0 ’ (a — b)(a —d) X  (a — x )(c— x)

)  I  (a — x )(b -x )t (d - x )dx'm

=  —2—  1 u ~ c. f  (a t\ — 2 c) i  r (a~  x) (d — x) 
a ~ b \  b - d b {* ’ k> b )(b-d,) \ (b ^ x )(c-x )
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d

d — X dxX) *(b Х ) ( с -  X )

J —  1 f  t z L  E  (ip, k) + -?-• i f  !L= *L< ± Z-a } a - c  T a — b f  (a - x )(c  x

л... i I d x . 2 Y (a —c) (b — 
)  I" ~(a ^x)(i> ' .v)'(~ I P  '  "  “ (a T ) (6  - ^  (<Г ~

______ 2 <с ~^> f /л 2 I  (a - x ) (d ~ x )
(b с) I (a — c) (b — d) ’ u - b  f  (6 - x ) (c - x )

l7 ‘ )  V  xW - f * d x - b = z V  l F ^  Q - E <*‘ *))•
X

1.2.41. И н т е г р а л ы  в и д а  ^xm(x2 ± а-)я ‘l: 2 dx.

1. J j t *  (x* ± a2)n l J =* 

m + 2n+2  m T 2#i i-2 J  ( ~  '  Дж*

2. f  д*" (r* t  o-)" *11 <f.r =* X  .1 2/i-j-2m -j-2

X  f.v** «+  X  (T  ц О 8* ^ 1} (2m -  3 U J2 m Z I2fe+1) 1
_  2* (in4-я) (m ,-n— ! ) . . . ( « -fn *-(-|)

. f  ( T l ) m ------g^"_(2w- I)!!_________  Г  a*)"+1'*<ix
T , f  ' 2 " (a-fm 4-1) (n-| »;i)... (n +  2) * '  '

x -  1 (X* +: a*)" V  * »/«
a .  * /  2/» i-2A -j 3

jc (л:1 t  ur)n ’11 dx Г о---•
Zti «5

(x > ± a Y  ' - (2/> |:.П..- I* (v* . a:) " ' l  ~dx. 
2 (n + l)  ~  2 (/»-}-1) J  '  ~  ’ “ *•

« *(** * <
--------------& Н Й Г

1 2

x  [<■• *  < *  1 ' 4* - ^ T j ^ f r f r 2  • *  <«* *  * ]



7  J  (x* i  « * 1 *  2 dx^ l \ [r„ ^ I  j y -  X  /  . *

I „  , +  -  ■]+

g, С (л* t  a1)1, ’ dx — \ лг(л* i  a:)l , t .i. 2 In i * + ( i i  Lu 1)1 *|.

9. С * (x- X  or)1 г dx=   ̂,A* — a~>‘ i ‘
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,0. $д*(х* i  « V  i(tx =

mr ‘ *  (r> .1 О*)1 * 4 £  X (X* ► O-)* ! -  In | A" +  (X4 X  0 »)l/*|.

11. f  X  e*)l/*dx =  i  (x* 1 u-)4 1 -» “3 (X- .L u>)3*
V

12. \(x* 1 a-,3:tdx =

— I  x <x* *• o:)32 .» g ч-x (X2 J- U-)1 ; +  * a*ln i x +  (x- J :  a-)1 11.

13.  ̂x (x* t  u4)*'* dx =  ! (x1 X  a-)6 *•

14. jj xJ (r- * a*)*1 rfx =

=  g- a (x* X  u-)4 1 н “ } *  <*2 ±  u2)’ /2 ~  ’i6 r <|J 1 oi>'1 T

-• l"  |X+ (X4 J ie * )1'*!-

15. j  *»(** ± a-)*'* dx =  |  (x* + a * ? '1 + ^  (x* ± u-)4/*.

1.2.42. И н т е г р а л ы  в и д а   ̂ ^  "'>д°<|----—dx.

,  f  tx- J; a-)"'»/* .ta-’) " 4  * 2я -  w -H  {  (x* X  a-)"112 .
J  < A ~  1 ( m  —  I ) о - X м  1 * (ni - l ) u -  J  л * * ' 51

(л* i «-)"’ 11 , 2 n - l  f  (X- X  a-)4 ' ‘■ «->_____, za — i i
(Л1— |j V»* I m _  | \ jrDI J ox.

3. f  * _ ,  (x* t  « Г  3 *
J  Ai ,  <**- ♦ {2m- \ )a- X

_ .
X*m~T “b V  (Т1)^2*(Л1—я — 2)(m — я — 3)... (m — я —Л — 1) 1 1 .

—  (2m - 3 ) (2m 5)... (2m- 2 t  — I) n-* x*" -* »

^  j j l j -  2» (i,, -  ц -  2) (w -  я T  3>.,. j -  I» M -  л - 1 ) f
e2m — 1 >!! J 1 '
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I f- 21.

(х* ►а*)"*/* V  / it* !п  — п — 2' 1 ^  . 0JV* 
" ( Г « !) *  * ‘ л*"'* ^  1 \ Л у2« +  2* +  3 \ ~ I s ~

Г (*- »• О-)'
J  **"

*

*•

_ (*- « о-)" 3 * у  и * (2/1 - 2/н + I) (2/1 -2w + 3)... (2/1 -2/» f2fe - I)fJ . аЧп *'* ж , .-----------  7 ( M ) * -------- ----;_______________ :_________:______ _ i
2n-'2m + i mm ****A=»l

+  , ,)m (2n -  2m j- 3) j'2n -  ?m +  5)... (2/i -+ I ) у  {л- » a-)m l 2
c/A*.

V  t 2
2/i — 2Л4-1 - ly

b j

10.

(Jf • • <* v  -
Л

Гдг- * a2)1 2
X3

(X2 1 О*)1 2
xJ

(*2 • i 2)M

</v=*(x2 .t o*)l t - a  J
jarvxos
i

I
а +  {х-+а*)1г 

x
a 
x

in 

a i\s n a

dx = (x- • я ) (- In ’ x +  (jr2 t  a:) 12 |.

dx

ln 

агсссъ

а +  (л* + а-’> 
x

a 
x

= 3 (xJ 1 a-)*r i . t  a2 (x2 > a2) l/f + a*
In а -И **+ д*)м  j|

arccjs

,2- JГ (r2 » a-)a 2

дс-
ix* • a2)*1 2 , 3



,з. =  1
a-f-(**+лг),/*
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In

arccos -ш I
Г  (л- ' o-t

М.  ̂ д«>:

у  1 /ж5 * г*\»-* •/* ^ . ,
2/i-2ft + I

А =  О

/*2 , Г2\*-* 12 , .________
, —~i ■■ J  +\n x+Yrx* j  «*|.

С (х* 4 О*)* ’7* (х= « в*)"4**  /  
•5- 3 ££П * •’ ,2/i+3)a1x=*, ‘ * —

J

xm dx

Р хт  d x __________— хт  1  ̂ //I — 1 Г хт  -dx
3 (X* ±  о2) " 1 м  ~  (2п-1)(х ! ± о*)” 11 2/1 — I J  (X* J- ог)"  1/1 ’ 

х1" 1» 2/1 — т  — 2 Г x^i/xА р . ^ _ _  | \ __ ________
(2л — I ) о* (х2 х  в5) " 1 4 -  (2/1 — 1) вг ( х Г Г и "  175 *

_ ^  хт  1 _ (ш — 1) о- £ хт  - dx
^  ( т - 2 л)(х< '  /и- 2/1 (х: .« а'-)яЛ1* '

*• f х1™ dx x:m' I V x= i a*

+

• (*s J  о5) (2/i -  I ) a1
rt — 1

1 . V  п *2*(л — m— I) (/i — m— 2)... (/i — m— к) n~2k 
( a* j  j 2)/, “г ^ ( - 1 )  (2 n - 3 )(2 / i- 5 ).. . (2 a - 2k-\ ) (x* • a*)* *

, ( М ) " 2 » ( я  — m — 1 )(я- /л — 2 ). .. (— m +  l ) (— m) f* <f r
a-" (2/1— 1)!! ‘ . l j  rF T ^ 2 *

Л — ГИ— I
i. ~ ( , | V .  ™a.«  *, V  (-1 )» — m — I \ / x» >-»*»« »

_  2/»i -j- 2ft +1 V * j\ x s ±a* :*— 0
(*>r* f  I).

L f  dx _  t a*
• ► .♦ fli 2m X

X I x*- * +  y '  i T l j * ( 2 m - l ) ( 2m-3). . . (2m--2»+n * s* ,1 
^  2* (/n — I ) (m — 2)... (m — ft)

+  ( ?  I Г а - "  (^ | )!' lnjx +  K F T 5 i | .
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т
8. f  t ^ 'd x  _  V  ____________

’ <х- < a-)n ii * —  V*y (2/1 — 2A— 1) (\3 _t o3)',_* 1/1

„  С dx = , _________ *____________  , 2/»- 2  t * ____ rfx
* (л* • u3, " v,/* '  (2/j - h a 1!*- ho:)"-lfl (2/i — I ) в3 3 (x3± e 3)” 1/s<

0 Г  dx______ ___ • x (x- » аг)1/г w
.1 /Д* , о5)',4*/* ~(I* ± o»r (2/i — I ) o;

4 -1
__ -4 V , 2*<я-»>'«-2)-.<я-») ____ !__
(Xs Щ - У  n im  - (2/i — 3) (2я — 5)... (2/i — 2k — 1> * o**(A* J:U *)" *

it *=l

I I  V  ( - 1 ) * x-
*  я 3» 2 * + 1 \ к )[x *  • a*/

i2. Г  xdx - _____________!__________
'  (x- • a - )"71' *  (2/1 -  I ) ( X s » e * ) " '1/ * *

f  xdx d j /2
l4‘ 1 ------- iTt =*<x # а2Г  •.1 (л*“ .1 a*)1'*
ir  f  t-</r t(jr2 • o2)1/* _  a2 ,
1Г>- (,< ■ ,*,> » -------2---- - 2 ln 1 r + « *  1 * ' ^ U

16.

' a* ( A5 J :  a2)1/f
f* V i/r18.

19.

(X3 . в*),Л
</x

(X- . a*)3*
xdx

(X5 1 и3)3 *
xi dx

(X* . o3,» *
т;| dx

<*• . a-;3 4

1.2.44. И н т е г р а л ы  в и л а  i  ------ *  ,
J  X"* (A- t  0Sf  '

(% _____ dx
)  xm (a2 t  a-)

= t-

n 1/2

dx____________________________ m f  2/i -  2 f  ________________
(2л — I ) a'-x™-' (x- t  a-)" 1/1 (2/t -  i ) a- )  xm (x- 7  a5)" l/* 

____________ —  1 __ f/i ь  ! 1*____  dx
(2л -  l ) x "  « (v- t o 5," '* /S 2/1-1 3 x"1’3^ 1 • o3) " l /s '
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3* (Л _ ! ) * » “" 1 (л- • а-)п llt  т  — I 3
dx
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xm - (а- ±

*■ 1 Ы е * ~ - ’, , я ~  ■
V  (— *)* /m +  я — Р ./  а*2 '*  т\  1/2 

* ^ 5 Г '£ Г  _  2Л - 2/н |-1 х Л )\ х * ± а ? )

( И ) *

*=~ О
л—1

С <** _  V  f ' 1 > 1
5- J  А (л! Л в*)" 1 * — 0 (2а -  2* -  I ) а-* - <х- » в*)п к I 2

(.• П* 1
л +  (.т*-! a*)I/f !

!агН х |
dx

8.

10.

" i

A (A*

dx
x- (a* • <r-)M

dx
А * (Г : :£  «*)l/2

</a
A (X“ •

dx
1 • <?-.5 *
dx

A3 (A- . <i*p'* 3

. М ; f  (х*Н в ! ) '  г
игла>

(х- » /I- 1/1 
а'х

т  (ДГ- » д*)1*  t
2a2x- 2л1

In

а г coos

о +  ̂ + о 1)1''' !

в*(х* • a-), J  o'

In

arccos
I *

. i__________________з______ r  3
2o-j(i (*2 t а*)1** 2o ' (Xs • « у /4 2л»

In а + (х--Ю-У * I

31ЧХЧ*

*2.45.>. И н т е г р а л ы  вида  i  ------ -* --- г=т, С ------
J  (a +  6)" I  J ?  • a* J  (JC* J :  £*) ^ .t* -t a1

L  I  -  _____________ __  - 1 I h ^ i *
J  <*-f 414 I \*T7T*~’ <л- | ) (^  • u*) I (ж +  fri" 1

— (2n — 3j t --- J> , -j-(n -2 ) i* ----------- * L _ _ | .
J  ,A-f 6/1 * | Xs J  O* •* (X +  b)* 2 I A- J  */- I
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dx
11*45.

Л —  In
J  ( * 4 " М  a24>0* I ci24-ft2 

dx I

<i* bx — | (ца + б»)(ха + а;8) 
*  +  *

(x-f-/») | x * - e *  | 6 2 - 0 *
In II- l  б.г-f у (ft2- а 2) (а- -a*) 

x +  b

- ™ U - . r il« l S E 2 i 5 E f 5
) a- —b* a~ 4~ bx

I a2 4- ftAarccos
I o 2 - f t 2 

dx
a (x I- b)

> q>j. 

(o* > 6*j.

l«J > fj.

j* _______dr______ 1 i f  X — a
3 (a 4  of I a2 —a* a J  x 4-a 

dx
ч •’ (a- a) \ A- 

dx

------1
a - — a 2 л “ a  — a

• f -(л1(JT*+**)"■(**+a* )" '1/1

2 (m - lM u ‘ — 1>г)Ь*(Х*+ Ъ*Г~1 <*Ч ° г)"
(2m — 3) о2 — (2n 4  4ш — 0) ft2 i* с/а

"  3 (A* 1

Т г  +

2 (m -  I) (a* - ft2) ft2 J  (a*4-6*>w 1 (a2 4-a*)*' 
m 4- n — 2

Г 2  +

.. f -----*J  ( r i X W l f v M

(m — 1) (a2 — I*) b1 
— A

_  I* _ f r ____________
)ft2 J  (A2 4-ft2/" f (A‘- +  il2)n l 2

J  (a* 4-ft2) (v24-o2) T IT (2n — I) (a2 — ft-') a2 (x‘4-02/1 12
(4/? — 3) ci- C2n -  2) ft2 i#

(2 я  —  I ) (cj1 ft2) o2 3

dx
(a 2-fft*) iAe+e*;

________ 2/1-2 i
" <i>/i — 1 > <<i * — 3

n 12
c/a

10.

I I .

f -J  dri
dx

J  (a2 4-ft2) I i 2+ a 2 ft I ft2-c i2

I A | Cl2— ft2= — 7 = r ^  arctg — —--r—  
ft I a2 — ft2 ft > a2 4-a*

I

In

ia 24-^2; (a 2 * f  cj2i  

a > ft i- n 24-ft к I 24-0*!

...я а

С dx12. \ —  
J  (a 2 —  ft-) I A2 4 o 2

,3. f

(a 2 —  ft-) | л ^ -f ог 2ft I <j24- ft2 

dr I

In

I A*4-ft2

a V йг 4- ft- — ft \r a2 f  a-

( P  > « ’1 

Ioi ^ ft*i-

In
J  (A*4-ft*)| a2 — cj2 ft I a24-ft2

14. 1 ----
J  <A2-

C/A
(A2 — ft2) | -V2 — U2 ft I ft* — Ci2

In

I  » e* +  fcs -|-fc I *=+<1* 

* I а* +  6*-И > * * ^ * |

лг •' Ьг — a- — й ^ jt* — a1 
| x- — U*

Ift* >  t'J-
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1 . * |  д=-в* .■ arcsin — :—  -
i1 —Ь1 а V  х* — Ь

I . 6 |' л* — а*

• е ** —, ,... =z arcsifl -- :— [et ч VII
,Ь  61 в*- **  а I л* — М 1«>*1

,6- ~  ы ^ Г ь * агс1я 1ш>>̂

1.1.46. И н т е г р а л ы  ви да  \ *'« (я* — гг)я<| *</дг.

,  j  < .......+

К  + £ £ £ £  J «- Л .

х L .  .  +  V 1 i2ffl-l)(2»w-31...t2«i- 2*4 I) Л .......... 1
£  2* (m -f я) (m -f я — I ). . .  ( т  -f я — А -г I )

+  2 » ( т  |- я+ 1|(я1 +  я ) . . . ( я+ 2 |  , Г  '

A. J a г * ’1 ( а * d c - V
’• * в--0

5. ^ х a * — =  —  (а*— хг) " ;* г.

в. J * *г>" ‘ ,+“ йрг~

x|(a«-xv+ V  <2JL+ j)^ - ' )  -< * » fl8t(я>_ ^ .  /| +

, (2.1+пн a* * дг
I)! arcs,n |e j-

— , 2*/i (я — 1)... (/1—^ 1)

в.  ̂ (a *_x t)i *dx*= * (о* - | * ) !/| +  fl arcsin -*7.
* 2 2 о ,

* J  J  {+ - * ,* * .

I0* ** (at _  * j x== x 2̂j f* « a2) (a* — jr-i1 *-f'1 arcsin
О о  | O J

5 ,-----   _"• i  rl ( * - *• / '*  * -  ‘ (a* -  **>» * -  " J  (o> -x*,* *.
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12. f  {а- -  х2)* * dx = * (а- -  х2)* г +  ̂ < « 2-  х2/  * + arcsi п — .

13. С V (О- — Х-’)я '  fix-*= — J  (А-— х 2»4 * .
,! 5

Н . С t- (а- -  V-)3'* dx -  — * (ЙЛ-* -  l+u- r- +  За») (а-  -  х2)1 * + “ * arcsiti — ..» lo ; а ;

15. j  xl (a '--x*f *d x ~  ]j (a1 — x2)7 *—*£ (a^-x-)*'1.

1.2.47. И н т е г р а л ы  вида  ^ --- dx.

f  to :-  X= ■* («г- Л - ) " 2 n - m + 4  f  (n- -  д*)*f 1 * ^
J  x "  <w-|)n*x« * J  x*" 2

2 = _  (g~ — X*)* 11 _  ^ (a2 - t2)*  1

,  (

(m — I ) xm 1 м - l  J  a*”1

• (a- — *-)"+1 - . (a- — x2)" * *
F S --- dx= —

»#» — I
X  1 + V  2» (m—n — 2)(m --я — 3)... (я)— n — к — I) o~-»

I  j/ш i  £ г  (2 ,--Зц2т — 5 — 2.-- I  x2'"
2 * (/ и - я- 2 ((;и  , i- 3 ) . . . (— ЯМ_ П_ | У i* , ,

+ ------------- ^  (2/^TTjn------------- j  ( *

Г  (пЧ _  Х-)Л4 1 *
i. \ {- — y — dXxm

k T b 2 n ~ 2k+ i 2  |o  +  ( f l* - X S )

B f  (e *-X * )*rl * V  (— I )* *1 /aJ — x:\•-** V * ................ . x
s- J  --- ;rS T :--- d x  =  2  & — 2к+ 1 \ x* J  + jh - D " f , «rcsfn ,e T

f  <«2 -  fW  ^  («- -  A*2)" ,  !
• 3 * *  1 I2e + 3)e*jr»«^e

7. j| (Я 1 ^ р ^  dx_  ( a - l x 2)1 » - g  ,n | l + g r - g g [ .

8. V ^ ^ = - ^ ^ - a rC5inJ  x* x a

,  j  e = j p ! : * - i  | ! ± e = a i :  I

o.  ̂ ^ ' -p -— dXmm з ( « - - x = )3 2+ а - (я - - х * )|/* - о ‘ 1п «+ (в 2—x2)1'*  I



Г  (в *  —  Л * * /„* ^ 3  2 ^ '  /л* y t^ / t  ^ Y n rc+ ln  Х ,,  ̂ \--------dx =* v (я- — :г2) — 2 (о— х*> — £агс$т  ̂ .

f  <в- - х - )3 г (а* — ж®)*'* • 3 Л1, |а  +  (о2 - х * |  
12. )  1 *, —  rfjf=  аГ- 2 +  2 |п I — -5 , |-

. .  С Хт  dx1.2.48. И н т е г р а л ы  вида  1 ------- i- r*-
J  f  1 *

г* х”* dx__ ___ xtn 1 _  т  - 1 Г г™ - dx
1 )  (а5-х*)’  11 " (2/1 -|)(и1-х-)" 1/4 2л — I 3 <a--A-y,*1' i *

_________ лт  1 ^ 2/1 — //I — 2 1» -Г"1 J.V
~  (2/1 - 1)о-(л* х2)*  1 * (2я-1)<Н J  (в*-х*)" У * "  I

Н ь к  ^ ___________л ' " 1 (т  -| )а- 1* у'" -dx
(т  - 2/1) (я1 — a3)" 1 '  т  — 2.1 3 (а- — х2)”

Г  х-«11 <!х у  (— l)* a*" »* /от J____
*' 3 (</; -  л-)” ' 1 'J 4л 2/1 -  2* - 1 *,/( * -  х3)" ** 1 * ’
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t -и

■  С хгт dx Xм  1 I и- -X- ^5. \ -------И г 7j — ------------ X
J  (<1‘- — Дг> 2 <2/i-l)«i3

| I  ̂ у  2* j/i ' i*< / (я —m — k) а~%*  1
|(и--х-)'» (2/1 - 3) (2л — 5) i.. (*2л — 2/г — 1 > (t f- x - y1 к |

l  ^  (п т  - 1) (я —/я 2 ) . . . (- / » - Ц ) (- в О (' x'*dx  
и-* (2 л - 1)1! 3 I

л—ет - I
Г  x ^ r fx  1 V  1 (п-^т— | W  X- ,*» * V*
3 _  А'-Г 1 - _  —  2//i i 2 * + 1\ *  )  \а- — хг/(г —О

F. С 2'/лг а*'» *
(«5 - Г3," 1 2 (2/1 -1) а- (и- -  Х - Г ^ *  * 

Jf-'" </г (я- — X-')1*, I _ X-'" dx _  (Д-— X-)* - 
J  (а- — х2) ^  2:И

П1 — 1
V  <2/я I) (2
—  2* ш  — I > (//* — 2^.. (Я! — k)

X | х-т  1+ V  (2/^ IM 2..1-. 3). 2* !-1)с^ 1м , L

I. С ___  dj c ________ Х (а -  - * • ) «
J  ! -  2/1 - I

n  — I “ I
_____ I__  , V  2* ( n - \ ){n - 7 ) . . . (n - k )______a =» »
(а- -  XVе я* —  (2.a -  3) <2/1 -  o )... (2/i - - 2k — I) (u- — t f f  L' j

^ Л. п. п,.>диикон И Др.



10.

11.

12. 

М.

15.

IG.

18.

19.

9в

I v  1 ( п - 1\ (  х* V  11
~  2 * + Г ч к )\ а *- х * )  
а=* о
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я — I

11.2.41.

х tlxг ___________  ___________________
.. (вг-л- )" ' 1* (2/1 - 1 > (U* д Г  ‘ * ’
Г  dx х Р xdx _ .1 ------- 1^- = arcsin— . 13. I  -------.-nr — vSi1/*

(o= -  Д*) * u J  <e* - д-V * *  x * ■

(
x9dx X ,  « л  <i2 X
----- Г7* “  — (tf- — X ') j- urcsln

(a* -  xs)Vt 2 2 e |

П ------- ‘— n -  «■ f  - " 4 ;J  («2 -  JT3r  *2 (ii- -  Х2)1'* J  <«2 -  A-2)
С x-dx x . x\ I  .■ ~  | ЯГС31П -•
J  {а*— ж*,м  (<i2— x2>,;2 \a\
f  * 'dx 
3  U/2- X 2iS/*

u r

2a- - x5
(<i= -  x -)x2)1'2’

1.2.49. И н т е г р а л ы  видя  f  ----- —--- i-r
J  X"«(<i2 —  X2/ ' 1/2

J
Jx

x"4 (a2 — x-) 1/2

_____________ 1_____________ m 4- 2я — 2
<2л — I ) «г*-» 1 (u* -  x*)w (2/i -  I ) u2

/М-4 2/1 - 2 I*
(m — \)u-x* 1 (в2— x*j* 1 

(2/i - 1) x*

/*M 2/1 - 2 Г ________rfx
2 (m — l>a- 3 a"  ̂ ( a 2— x2/ " 1' 2

1____________  m-f l  I* _______dx________
, | («12- х 2)я 2/1 — 1 )  x*"t2(a®—х*)я #

Г rfx
3 **'■ (aJ - X 3)" *'*

m-f/i—lm l /i — l
- 1 V  I /m+v-l\/d* —

иач-дт —  2/fi — 2/f - I \ к 
k-^o

J
<fx

/I —I
_  V

* (« * -  x4) " ^ *  — 0 (2/i — 2* -  I ) a-*' 5 <e= -  д-)"* l/*

I
,-sAr»1In

f — — 1 * = - '  J  x (e * — X2) 1*  a
*-)
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СХ *
1.2.W I

7. I  *■"— г  m  ~  — - (а* ~  х~)1 *• 7 J  х= {о -  Ж-;1
к* dx

*• )  х « ( в * - 2 
dx
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2а-х- a i-ч

“  * . *»,3. 2 X (0- - X’J fl2 (at _ Д2)*/* a3
dx 2х*-д*

* j " »»■* • A (U- “  X-) e*x (a1 — x5)1 2
dx

- . - - ,12
1

... 1 9

In а ~ (а- — л*5)
дг

1/2

3
Т  2а« (*#—**) 2t/5 

1.2.50. И н т е г р а л ы  вида  \ ------ ~ — ____
(х Ь ^ л I <*=-**’

dx

In о-Кд— д:2)1̂
X

dx

Г _______™_____
;  (х« ± **)(«--ж*/1 1

/I
■ 1

х

J  (т+ 6 )* |  в2—х* (/I — I) (62— а3)
dx» а* — ДГ"

2.

; +  (2 ..- 3 )»  \ - _ £ ? _ _ (, , _ г)

' С ------ 1
[ ( Х - а ) *  J  ( x - a ) *  1 1 <**- a 2 |

_____ _  _ rf* 1
■ и г 1 ;  (х + ь у  * }  0*_x *  '  ' :  (х+ ьуг*  | ^ г - д,; I

l*> £-oj  

el.

3. \

(2/i — l)o  
dx — I

F l J T + ^ l  e*-xe I о2 fr2 

I

In frr-fflS +  l (g* ^ )(а* - x$j 
x + b "

I fc'-o-

4 ' -  *

Г Р т г й  ar(f • *5 + *x
: arcsin ®* + ̂

a x + b 
I | Г ~ х

•’ (* + а) I a f « + *

£ ________  _  1 I £ Е *

|as<i*|. 

|e* ,6‘J 

[a OJ. 

[o >0|.• ( * —a) | a^-x2 a * a ~-x
_  ______ x_________

(fr* - A;r  (uu _ xt}n I?* ■ - 2 (m — I) (a- -  b-) b- (b'- -  \ * r  ' (0J _  x i)n- i/s +|U- —Д-; 4\П1— l/ lu--* u V17---- Д-/ - __xzy
+  (2>>1 - ifg s - 2 (m  + 2n -3)»- i * _________ dli________

2 (m — 1) (os -b-) b- )  (A1 -  .v^m ‘ (<J- - x1)"  1/1 +
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9. С *** __________ - * ___ ___  I
J  {Ь*-х-)(а-- ж*)И 1/1 (2я- ! ) ( « * - * * )л* <в*-х*)"', г

(1»-.ч)»г- 2 (я -  1) Ь* Г ________ dx______
(2п-1Ца*-Ь*)0* (fc- - л-) (и-

2 (я — I ) __ .* dx
»2i /»- J<2я -  I) (fli -  6*) a* J  (/y2 x~) (a* -  J t y  3 * •

, л f  </* 1 t f ^ ~ 6 *  + 6|10. I  --------  ■ -ТГ■ =  ---r= = — In ----------—--------- i lfl*> / .1
J  I a--x* Ы  а*-Ь* lx * - b *  1

I . x\ W  a*11. «=----arctg —

I . x V b * - t f12. «=— г :.-r=r arcsiii — —----  [a*<b*i
b \ b-— a1 и i 6s — jf*

|3 f  dx _____I ^  { л- I jH T S i
J  (6 4  л;)1 a2-x * б ^ У + Р " 14 Д6*

1.2.51. И н т е г р а л ы  вида  J x - w (ox* +  6x + c )* 'l/ tdx.
Обозначение: X  — ш.*5 4  bx + c.
(  ■ • rm-\xn 3 I

i. \ *я л " ‘ ,/* л - т Ц - Е - га—J  (/л +  2я + 2)а
_  (2 ^ _2 я+ Ц »  Г * , . ____( m - l ) r  Г t H+l/i

2 (*+ 2 » i+ 2 )«  J  Л M  <,«-, in  ,-2)a J  *  Л *“ •

1/14. ,_<2<ijr \-b) X я'
“  4 (/ | f | ;0  -

я-  I
v -  . V  (2л +  1 )(2л-1)...(2я — 26+1) / 4 r— 6*\*+i

л я 4  7 ------------  ---  ---- — ---------------------i Д я  к  I
8* *я (я — 1)... (я — 6) \ а )  лА — О

+

(2я+1>?! / 4аг-6*  ̂ » I* ji-v 
8" ' (/I |-1)! \ а / 3 А 1,5

5. f  v-A1/1 dx = \ ^  dx -J  (m-f 2 )а 2 ( т + 2 )а  J

j 44 £ ( m w *(м г 2) a J

6- {  А 1;* dx — А 1/1 + l n j ^ + А ^  iJ  4/j «а3 * I 1! I а
2ax+6 . 1/2 . 62 —4<л: 2шг f-6 .i7. «=--- — A '  + ----7T= arcsin -7— =  Ja<0; bf><efr

4a 8o I a , ^6*-4ac



i* «•» 1 - л — . 3/* 56* — 4ис i ' tyi9. \ дr \ l 'd x- л +—(й-  J A dx.

I* .12 ... ‘‘Л/'л5 - 42о*х ; 3.%* 32ое v3 . 7/>’ -  12оЛе Г „ ,л  .
Ю. \ х *  d x - ---------- 2|би*--------- А " 32д’ J  dx'

(2л- 2т Ь)Ь i X "  12 , (2/1- m-f 4 )а р А* 11 , 
*Г ~ 2 ( ш - | ) с  ,1 у н 1 ядг+ („  _ J  - * Г Т ~ ах-

m у  и  ■ I 2 v  it-t 1/2 1. '• р  \ n - \ f r

*  $ - r ~ d x - Ъ ,  i г +  2 )  х "~ * </х 1 - г - л * )

• 3 (2я — 2/п Ь 3) Ьхт  ( ^
2 ( т  «г*2л-3) а f  (<i*’  +  6x)"+l/2 

2/11+3)6 3 Я-" ^

; "  х »  г *
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15.

16.

17.

18. 

19.

хХ1*
К А "  , А - - i’ аз$ . ь г

f .n z t t s U  . г ___*  .
J  х- х «■ (их1 1 Лх*1-1

\ V' " 1 + A ' n f - ^ ' H VJ  х* , 2л- 4с х / \ 2 8г хА 

(l&ic -*»><. i* j/x С dx
+  I fa  3 A ' f +C

20. f  _А * * Лг А* * flx + ft vSS 3(2..г . V » , .J х1" FT ■* с 4  ■ “ 4 Л | 4‘
3(4tffi Ьг) I* dx ЗЛс f  dx

+  * ~ i  , )  З Ч * Т )

ч . г  л _ . й £ ± » а Е !  +  з» ( _____& _ .
j  х* 2х 4 8 J  (Ах* +  6х)|,5£



-  № « ~ № + - Ь ) * ч -
ubx -f- 2ас b5 v а 2 | 3 (uto 2ос //*) v j * ,+ -----^ ---- А + ------- - ------ Л +

?*Ь Г dx , 3(4вс 4 Ь*) 4* dx
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1/2

23. С i * f + * И  dx =  (a — »- \ (a* + fa)» Vf 1 *  f — 1*  
•’ a* \ x  J  2 .* (ал1 fa)1 1

1.2.52. 11 и т e г p а л u  в и да  f ---- *---—— — .
<ex«+ **+ < )" ;

Обозначение: -V ■«ox* -j* bx -f c.
xm dx _  x™ * (2m 2л-  l)fc f  xm 4 x

^ н П
(i« — I ) С к* X м 2 </x

A 1 1 *  ( « — 2 n ) a A " ' 1 *  2 (От- 2/1)а ” )  X " 1 1

(m — 2/i)a  *  A * i '  *  * 
_  2 v™ , 2 (2/i —  m I )  f  i *  1 J x  2 r  i* j r *  '«<*--  171 —  I J  к A  t i *  ^ ' 1

С2п-\)ЬХп ГТ  (2 n - \ )b  }  A " 1* ~  b )  A * 412 
I С xm -dx с С x’n 2 dx b С x'n 1 dx

X-”  dx
н 1 2

I X " ~ (IX _  C i x - tlx 0 i x " '
a  3 Л * - “  (I 3 A "  12 ~  a  3 A " ’

i x-n ax _  .V2» 1_____  b t* a -»-» <tr f 1 »' x2
3 A * Hl1 (2/i — I ) «А " 11 2n 3 A *  1 2 ‘ a 3 A

5 i‘  _ f_ 4 5 _  = ______________!______________‘  f  « it
3 A "  ' * (2/i — 1)аА" 11 2a 3 A* *T#

fi С dx_____________2(2ax-t ft) Я ( я-  | )д Г rfx
3 Л ^ “  (2/i — I ) (4 /и --  ft5) А "  12  ' ( 2 я -  П М а с - * * )  3 А "  * *

7.

(2/1 - |)<foc - Ь*) X  (2/i I ) (4ш: — Ь*)
2 (2сд f-Л)

(2л— |)(4лс- д*)Х 
я —1
V  (Я — I ) </1 - 2)... (/ !-*) о*А*
^  (2я- 3)(2/1 5)... (2л — 2fe — I) (4ac-b*)k

С >1х 1 . I 2ax-f * I ,
* J  1 ^ Т - ^ а \ - Т Г Г + х \ 1агпI а | 2 I а

„ I . . 2их + Ь9. *=-—  Arsh
I а | 4 м  Ь*

%л — 1 „ . 2ох -f bМ* = — r-rrr arcsm— ====• !«.<* **>4<к|.I — а I № — 4ас

II# * * :  In(2ex-j-6) ^а*4вс)(
I а

1а> О; Ь»<4ог\.
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Xdx 
1 ? г 
х- dx 
Л

1 2

2ох -3ft  ̂j 2 ЗУ2 4д<~ 
12 ‘  4^ ' 8а2

\ - -  3 А
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10 I  T* a- = a ( ф’ а ) - 0/Г1;'- „ ) + *  V  T O » *

а
дг

.. Г * i **  ̂ 1 r ! b \ 1 i *г e* 
x* I  ~x*-a* а \ф> a J  x J  х*-Ь*



l2 i  | (х»-в=) (*•—=»*> dx — "  J(a» +  b■) Е  I t .  * -

И - к  M + J<«•— -»>| 7 --S-

,3‘ I T d j -  I)7r- fj-)
________J L ^  [ r  '.re in  Й О Е 2 .  l> g r llA  t

} 2 a ( a + l ) ( .   ̂ I 2 («-t-1)/
_ / . » j x - l ) | i  aj I и -|» I »]± Г  агсяп — ----- ------, —  -  —  : I

v ix — У a I I 2 ( a+ l ) .  |
| a) »|

• I ’ ( r o ix i l .  0 )< t < o o | ] *

С Y J f t .----------^ - — Гг 'а гЫ п  , 
' J  > (Л- IM-V- -U-) I 2 ( l  +  u |  \ X + t a I ;■«/ II

_  r !  . ■ 1 t* l) (x —<|)  ̂ a + 1 \ :* F « агем п--- ------ -------, —r - = = i
V | JT—1 a I 2 ( a + I ) ,

IЛ. СТЕПЕННАЯ И ЛЛГЕБРЛИЧ. ФУНКЦИИ 117

L  ft а) I I
I * lm « x (l.  a> **ooJ J '

ot>
1.2.62. И н т е г р а л ы  в и да  Jj R (x , У х 2 —a-» I x- — t»2 ) dx. 

Усл-яие: x~~-u >  b >  0. 'f <
a

Обозначение: u =  arcsin1 x

■ Д р * .  I  I . /  I  <
•J I  (X *— df5) ( Jf* —  62) (i \ a /

M  ч  ’ -  j -  п р  я • -  £ v 6 a
* * l  ( * • — — ft*) oft2 [  \ a \ O / J

OO
2.

a>
3. i* ____  dx I I . .  p .  h

3 (x~ — p) I (V- —  я 2) (x- — b2}  up [  (*  o A  a/  \ ’ ’ a }

«• V ,  ___________ ! _  I '  i 6 -  “  I  — — I
•J » i * s - a 2) V * — ** ) с ( 6 2- а * ) |  V f l y  x » x- — ur J

Ip  V OJ. 

(*>л|.
CO

5. I   ______ * 2 сI v __ a I a * v- — P  ' . f b \ 1
I  I ~  a3— 6* [  x I  x2 -л *  о I

[  + «  * { '* - a )  ,('>e!-





* 2 ° Г Л А В А  П ЕРВА Я-  Н Е О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Е  И Н Т Е Г Р А Л Ы

л:

*■} гаггЖ.г», •“ *«■ ">-'х 1
г

« I *  dx I _3- 1 — -лГГ=Г.г Г = —  == --- Е  (ф, к).
3 х- у( а*  -  х*) (х2 - Ь*) I ib*
О

Г
4. С ---------_____________ - =.

^  (Л  х-) Г  (a 5 * * ) (л г 6-)

= a j ( h b i )  1*‘"  [»* + *>} 'Р ' Ь').

f  - . 1 5 з ^ р №  * » + ;

X
5.

6
U < e J.

s 1‘ _______ * d x  ____
‘ У * (,,* _**)*(*- b*) =

-  r , ? b i  [ * *  <* *» -  «** <*• *1 + 'Г  | A S 1  '■ -; ' 1
X ___

7- jf I  ^-^<te = e|F(4), k)—E  («p. Ar)J -f  ̂ I V  -  ,v->(** -  6*j.

»■ a  i V ' i  i * *■  * » -  i  '< * . *
i

°  f  *>-*<*• *>*•

— ** r f l~  j / ' I f .  Ц - — Г1Ф, * ) -  |

■ 4 V ^ 5 * - : V S = 3 - W «
b

*
12. \ K(o*--x*)<x*-.**)<ix-? l(^ + ^ )E (c p ! *)-2/>*Р(ф, *)) +  J  J
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х

1.2.65. И н т е г р а л ы  ви д а  \ R  (х, | и2 —л-, | b*—x*)dx.
и

Условие: а > Ь ^ х > 0 .
хОблачение: у  = arcsin

С <?* 1 г f Ь \I I  ... - —  =  F  ф, — ).
J  I (а г - х - )ф * - * ) а • а ]
о

I* ^ </дс Г г '  М  г / *  М 1• к --- - — = г — / ; <Р, I ф, I.Ж 3 К(«г-л  )(^ --*г) I I «/ V « J

Г *  1 п '  л* ft\
*• *  " Г  V  о )  *

& _ - * • -----------------J— т  Г„Е( ,
I» — х2) 42 * (и2 — 6-) |_ \ а ) w а— x2J

о
х

6.
О

.  I **</* 1 Г жг / h \ 1 / / '* - х П  ! » ' *>\—  ■.■j!-L= -̂ = - .- r g ----- Itffc ;<f. — - х  I/ -----  — - F  (р, -).
| (а2 —x2>*(ft2—х2) a*-fc2l  V а У f и2 — x2J  а \ а /

f  ______rfL_______ I j L f L  6 \ -
J  ufr3 \ ’ в /

Ж . , .  “  г ^ г Ь з »  H  (»  ‘ ) - * ] /Гр Щ  1,<w-

7. ( К "  » «  .  — !— Г* / 2 3 - а Е  • ) |  U O l .
J  u--b-[ f b--xi V  а / J

H i  л -------— r U . - ) -J  I («— х-)‘ {Ь*~ ..-*)* ab'- (u- — b'-) \ a I
-----«1+ 6L_ £ ( b • ____ | * 4  M -< *4 _6*) Q , _

ab- (в5 -  lv a j  a'-b-((!--&)-[ («З-Х -Д & ^ х 5)

J  1 ^ (»■ - J) .

/ / ^ * - £  I ' t e - M *  г Ж  V r a  «■**

8.
5'

ДГ
10
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п .  г, 5)-г=й/{ , . * ) .
О

.*> к* ' I [ F  f Ь\  v t ъ\ X 1
)  | (<J2 — A*2)* UX « |_ \1* * а 1 ° /  О I  fl2 —О
х

13. \ | {u--x-)(b--x-jdx =  J  * ' -
О

-  (а'- -  ft!) F  <Г. д ) ]  -Ь з > V  - X s) (У- — х=),

ь
1.2.М . И н т е г р а л ы  вида  jj R  (х, )  Га2 -  a-, | V 2 —x2)rfx.

Ж
Условие: о >  b >  х ̂  О.

. а , /r b*- jfl (Хк.зисчсиис: <r=arcs;n _ I/  ~ ----г./> > С2 — А2

1. ( ------- =  A r L l i
•’ I ( u '- x - j^ - x 1) а \ а )
h _____

« Г Гг   ̂ М  - /  ^ \ 1 . ъ Г ъ * - #2. 1 — ======̂ -77--==— =fl I F  ' ф, — Ф* — } 1+Х я/ ----- .
| (и- — х:) (b- — а2) I  а )  \ в / J * о2 —а2

ь
3• V -  ~  U Ч. ‘  -  £ .V  -11 +  — IJ  a- I (а X1) (&*— г̂2) о^2 (_ \ а у  ̂ а / J Ьгх * а2—а2

4.
х

h
dx

U>oj.

\ -------- * r
.' (р - ,-fif I (а- -  д.-) ( ia -  Jt-)

_  ‘ 1 д . ,  п Гт l * l r - at) *1 .
а(р  — а=) (р — Л3) 1( [ ф* аг ( р - U*) ’ а |

+  (Р —

к* ^ _________________t F  / * \
I (иг — х*У (Л5 — х*) а (а--Ь*) \Ч ’ а ) '

Ь
р к’ _____ **d*_______  а г /_ Ь\ I _/ Ь\
' 3 а~ — b- I  a ,' a Y ' a )'

h
5.

4Ji
b

ЧЧ



Г  I ■./’аг ~~& а * - ь * г ( _  Ь\ а с ( _  Ь\  , с» ,  л5 ^ »
8- \ I  Ь * ^ * 1 аЬ* \4 ' а ;  1г \Я ’ а ) +  Р х   ̂ a* jr*

1*>о).

\ rW ~ 7 *  ,.t ь\ ,i*-b*.r ь\ л /ь*~х*
»• \ -t. r - ^ JX  oL * ' а Г - Г - ' К * '  » r X V  Z — x5-
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". г ь П Г -х* ,  6\ ,x *- b *L l  b\ ,/ fc *
1 \ J  З = * » л — М т - . / “ ‘ г

X

» j  1 [ f  ( * • » ) - £  (»• * )]•
JC

1 i  А * - x 3 . 1 ш Г **- Х *  1 г [  Ь\  ' л1
*** \ х* \  в*—** х \ а* — ж* а /*’ и )

X

12.  ̂ | '(^- jf- )7bs-x*>«/jr= з | (и* } fc=)/Г ч . * —
дс < ! ' I • '; ,| г j

В  * )]+ з  y l S -
1.2.67. И н т е г р а л ы  вида  J  Я (х. I' (х* -j- f»;) (x*+p*))<fx.

^  . Х*-ОЙ . I i / "  (р — W* - [Обозначения: с  — arceos , *=  Л I / --- 1 ^— , р и о — комплекс-т **+РР 2 ► РР
но сонря кснныс числа.

»• \ ’—  £ (Ч>. *).
I  (х» + р=)(д* ! я ) I рр

ГО

2 f ___________ jr ir fx __________ __
.* <**- рр)* }  (Jfi+ p»)(Jt*+#*)"

_  2хУ (х-з , (»*) (л3 - р») <
(p + p)*(Jc« — p̂ »J) ( P f  р)11 f'P * '

СО

f  — ----- - £ J L = =  ------- ' (F <4>. *>- £ («Р. *)J.<** + pp)* I ( v« 4 pi) (X1 + Р») (P P)- * PP
0 9 1 r'T-z

*• \ ---- ~ dx = ---£ (i|, *) + ----------- !— --- F  (V. *) -
;>»(** + ()-)’ (л* -r pi)3 (p* - f)J)J (P~ P )J * PP

1 ___________________________

(P + Р)г (Jf* +  pi») I' (x* + PJ) (x J  + Рг)
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ОТ»

5.

со
6

(Р -  Г*)3 (**. +  I »р) ► (** + р1) (X- +  р2> •

С---------« Г - м у  , =  « +  1
<**+('!*)■ Ц х *-Г Р»> <** +  Р»> IP  — (»)■

+  — Pi (Ч>- *). <J»-PJ- 1 14* 1

7 .  f ---------------------- ------------------------------------------- -------- L - n ( t , * *
!(**+ РР)*-4рччмг| И * , г1»*)(*, -| P*) j K p p

s. I f  ^

1.2.68. И н т е г р а л ы  в и д а  J  R (x, | дг» 4- I ) dx •).
УслоАо: x ^  I.

x + l  — К З  . . 5 л  K 2  +  > 3Обозначения: e » ---------- k--$ui «  —— — — .
* + l- H  3 12 2

С Xя  2 ----- 2/i 4 гя *». \ - i= r=  </* = — =—  v" * I  *4-1 - - - - -  \ -7 
.’ I JT* f  I 2 / t - l  J 2 л - 1 J  I  «a+ l

T - r ^ *  :

‘ i f ?  f *  .Т п £ г
24. \ rfx =  I i- -|-|.

.' I X ^  -l 3

5.  — ----- --------— 1------- F (.f , * )-
(x p) I r ' I i 3<(. j 1 +  1 3 )

----!-------- \H 1 1 ! „ , (1_ pi, fr); f -------- 5 * ? *
2 § 3 (|>-f I) I»» 1 1 3  • (1 : I*i :̂i:- лг) I I - A *  sin* *1

lp.-_.rJ*'* L L L ?  *L; P5t-I, >1-1 3 ; CM. I S 33. 1Д-М j.
I 413 1) / J

>. Г  ;------- — -- - —  =s h' , /.) -j iirrsfn (A sin q).
}  (x 1 I 3 M X* I *

r. 1 1 ' 1 ------ J  '{ к) „  2 t (<| . *)!•
(X  I)  I -i I 1 3  ( *  +  1) н  » з ) 3

•) См. также 1.2.73.
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*■ x M  1

l Л - L r u . »  * • . ' я и v . ?  ^ « )  -• j . > 2 j Л «  4 х. 2 21 .V f  I

1.2X9- И н т е г р а л ы  вида   ̂R  (х, V Jt1 — I )  dx *).
* уклоы:с: х >  I.

I 3-j- | — x jr — 1 — ] 3Обозначения: <f *■ :.гса* — — j— -, if = area*. -— -— —  f

b ^ iin  ?- —— V 2 ~ 1 3  
12 2

.fe%-(l’3+}Vf№' *»-2!/3£«- «+тЩ-
oo

4. = !-5- IF It. к) — 2C (ф, *)] +
(x— U K jc1 -  1 I 27JC

2 VX* ' x + l  +  i I (*>•}.
» 3 ( * - ц  I 3)1 7=1

5. *
L 11 3 д) I x1— I 13  Xs — 2x - 2 ;-27

6. ( _____ {x - \ )d x _______ g(g  1 3) V F = 1  . «
jM l +  h  j f h M  13  x--2x- 2 ;  27

7- \ r -  -  °  IF  (» . k)-E(9„k)).
|M x - H - »  З П * » - 1  » 27

*■ \ ----- ( t — Drfx _ 2  ■-1 3 p  h)—E (Ф A’)l

9. «
f ( * - !  +  > 3 ^  x » - l  { 3
'jO

10.  _  J _  £  „
; ' ( * - !  П ) « ^ — , {/3 (f> '
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х
II. ( ---- {£— L>*i5—  =  k )-

}  («« +  , + I) l ' x » - l  27

_  2н Г з  .. _ 2 - V S  2 (лг — I> <I 3 ;.|- х)
j 27 4 » 3 ( I  3 - И  .г) \ Х‘ ~ Г

12- f  т.--- г т П  («г, р=. *).

оо
13.

( ( ж - |  +  | 3>* — 4 1 3 р= ( jc — I ) J I х ' - l  | 3  

( х - 1  +  | '3 )* Л г  If  (х - 1 + 1  3 )V x  I „
• 3 [ ( .v - l + | 3)1-4 >  3 ^ ( х -  ф ^ Г \ 3  W ’ ^  '*

1.2.70. И н т е г р а л ы  в и л а ^ Г г ,  I I — r3) dx •).
Условие: .v<: 1.
r** jc — I -Ьf  3 ^ У 3 - 1 +jc Обозначения: го — arccos-----—. if = arccos Ц------- 1 .

x - 1 - 1 3   ̂ 34-1 —jc
**T

sin 5л_ }^2 i-1 3
12

I f  * ” tix — ~ - xm ; > 1 - , ?  (м -2> Г* x” -3dx
J  I 1 - xJ 2m -I 2m — 1 3

2 -  i  Г К ? ”  Л ' * *— oo X

'■ J п % "(п _г3)/г|*’ *>+2i'4c«-
s. f  « , - Ь т а .

» I —XJ 3

6. I -------—.... - ■ =  ---------------- F  (ft ft)4-
)  (X  - гм I  l -х» J 3  (p  —  1 - | ' 3 )  W ’

+  — ---------[ ? ^ b O I1(lf. _ ri>*) +  i* -----------------
2> 3(|> — l>lp — 1 — I 3 •’ (I 4 p , dnJ a) | 1 - Ar- stn* x I

p * i .  i + Га: л .  1.5.3J. i j - m ]I  4 » 3 ( p - l )  J

7- У  ( T r r r y V r a  ■» '* < “ "» )•

•j См. также 1.2.74.
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______dx_______________21 л~3 -j- х -f 1_____
)  (X -  1)1 1-х* }  3 { x - l - V 3 ) V T ^ X

I (<Г. *) -  2Е (<г, *)) f* < IJ-
» 27

Г Ах Г 3 - 1 г/ „ , 2 - - Г з „ ^  3 + 2*'3 Л  .
•• J ~ТГ* I T T  V* ~ ' +

, 1 и 1 Ч - » - » > ' | н ;
4 ж3 (-2 i 2 V I -х *

Г (ж— I ) Ах _ 2  + Г з Г г/„  |4 2 j . n i  г1]
№  )  7 ^ 3 Г Г Г з > * Т Т ^ 5  f - i x ^ r r— >

f  (х — \)dx К З  — 2 tr. y |Ч r /  ...
"• J  ^ " - Г м , г П ^ З " Т я  1 №  ’ ’—  JO

I
12. \ ------1 L - ! 1 ^ _ _  =  L ® _ ?  IF ( f ,  k) -  E  , *)|.

J  u - l - l  3)*» l -х»  { 27 * *  71

X
. .  k- ( x » 4 x + l ) A t  1 „
11 )  t - i - n f i i t - j  i i ^ *

—  JO

I
M. f  - — —  =  L  E  ( t ,  *).

’ ( i - h  i  з)*> i -к» ; з
X

I
IVv  f  ---------- *'1j Lx --------------------=  I  n<«f>. P\  *).

J f l f c - i - » з ) * - и у 3 ^ (X I>JV i ~ ^  V i  p * b

18. | ___________ (x — i — I  3)*dx______ __  1 Ц pi м
} 0 U * - i - V V s -H \  3p= (jc— l>] ► I — x* j 3
I

,7- j| l T ^ ? d x =  ' (V'27F(»r. * ) - 2x | T = x 4 .

18. i* | /  T ~  dx I [ J -  1 - d + » 3 )x >\ V i - У 3)1 I/  ------------ 1 F arccos---— ---- — , --- ----  ^
tf f 1 — x* & — x * 271 \ |+ < У З - |)ж /  2 /

- 2 £  arccos * 3 ) x , *  2 ~ J _ 3
\ 1 + ( l  3 — l)  x 2

2 K x ( l - f  x + x*>
’ 13  I Г ^ х (\  +  У ix - x )  

lx<H.



1.2*71. И н т е г р а л ы  u n j a  {  R (х. I а? ~Г) dx.
1

Обозначения: q -- сгслл — , if arctg J o + J  2 )- j-^ |, 

* = ,4 32(| 2 - | ) .
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С х "dx х* 3 %r-.---г п -3  С дг« «I* I —— = -  vl 1 \ -dx.
)  I  f*  i И — I Я - |  J  I ' l T f T
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1 i« T T 2
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J f i i f x x 1
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1 a* 1 2
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In +  + 1).
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Ж
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,5. j*
х- dx

i7i(*2+ 1 )Ч  х*+1

x'-dxf  * ' dx в  *  * ** + 1 -  1 £  ̂ ! Л2\ 
3 (jc=-1)4 F + T  2(дг«-1) 4 \Ф’ 2 /лг

f _____(«■ +»•*___ _ 1  п L
3 ((**+ 1)5 —4ps**| ( * * + 1 2 V  2 /

,8. f _ £ z l »
(х*-Ы)*Кдс« +  1 V  2 /  2 V 2 /  

Г / ] ? + Т Л  I / V"2\
• J w = 2£if 'Y |

Ж
OO

(jc= + 1)» 2 

^ г Ч Т  d* 1Г Vx* +  ldx  1 1 /  V i\  c ( _  V'2Y| , x )
• 3 (**- !)>  - l №  Т / ~ Е Г  2 - / J+ - ^ r n

X

1.2.72. И н т е г р а л ы  ви д а  $ Я (дг, К;*Гхг 5 П ) </*.

2<**+ l)» x« +  l
(*>«]. 

* > I J .  

(*> il. 

U>1J. 

[*> ib

I* >11.

4.

dx 1
V * '~ \ V  2

x*dx 1
F iT Z T 1 1

x*dx 1 f
7*~=~i 3

dx 1

(*>4-

[ o i l

(*< !].

5  А . П . Прудников и др.



5- j ут= ?-т (*  т ) ~ М *  т )

X

1.2.73. И н т е г р а л ы  вида  $/ (х, V x+ x*)dx .
Условие: х ^ О  или х г^ — 1.
^  (1 — V 3)х+1 . . 5л V 2  +  V3  Обозначения: <р = arccos ----- —ч— — , k = s\n —  =  -— Т-_г— .

( 1 + V 3 )x + 1  12 2

'• 5 * # Г Г з ,№ ‘)-

2 — V 3 п ( 3+2/3 Л
“ Т Г Г  г 1 ~ 6 ~ '  Г

г **</* ( i + v D V i M ^  , / з — i „  „
’ • J  F 5 + 5 — 1+  Г + Т з Т "  Ц Т  №  * ) - v 3 e w .  *)•

, ______ dx______________- I - У З
J  (x - p )V x * + x  » ' 3 ( l + P  + V 3p) ’

--- T - J ----- 1 П «p.-p,. *) +  (  -------- C0sxdx ------1
2 ^ 3  (1 + p ) p L l  +  p + )  3p J  (1 + P i  sin2x) V I — k2 sin2x |

L . C - t - P + ^ P ) * ; p * 0. ..5.33. 
L — » / 3 p ( l  +  p ) 2 J

5 С dx _______ —2 V x *+ x________
* J  ( x + \ )V * + x  Кз(дг+1 +  /Зх)(дс+1)

+  2 | З ^ Ц - И /Г((р *) +  £(ф

6. С ---------dx =  F (ф, *) +  ? ± U  arcsin (k sin ф)1.
J  (2x +  Г 3 - 1 ) \ x*+ x  6 L * " I

„  f  dx 21 '7 + 2  , 1^3— 1 г/ о « ro г  / «.*
’ • 3 ( , + 1+ к з , ) ,  + T 3 ~ f №  ♦ )-»  »■»<*• »>•

1.2.74. И н т е г р а л ы  ви д а  J  R  (x, K x — xl)dx.
Условие: O ^ x ^ l .

*3 0  ГЛАВА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫ Е ИНТЕГРАЛЫ 112.73.

Обозначения: Ы 1 2 ± ^ £ ,l+ ( V 3 - l ) x  2



Г  * d x  х - х *  1 +  } А3  г , , 2  +  VA3  „  f  3 - 2 } л3  Л*• J ^  *)+тггп̂  -г—*)-
f  X - d x  __ ( l - V 3 ) V x - X *  1 + Г З г / _  1 1 | 1 Л ; Г /

3- i  — F a , - , + i -----Т { / Т  ■*£(?■ *)•

Г  dx______________ - 1А3 + 1

3 (х—р )У х —х* { 3 (| — р + К З р ) <г'
1______ | 1 — р — У Зр „  , С cosxrfx 1

_ 2 » 'л3 р (1 — р) 1 . 1 — р +  )  З р  » • “ * • * > + J  { 1 + р ,в д .  х , | Т Г р Ш 5 Т |  
Гр,= <*-Р+ ^-р)» , ._ 1 ± £ з  1
L - * / З р ( 1 - р ) ’ 2 1 J

Г  d x _______________ 2 У Т ^ х « __________
3 (х— 1) У х = *  ^ 3 ( * - 1 ) ( К З х - х + 1 )

; - Ф | Я г ^ < * .  ч _ £(ф . * ,].

*• 5 (г .+  | +  Г з ) |  ^ ? - ^ 3[ , ' ' ф'
7 С dx - 2  У ^ 7 *  1 + Г З

}  x V x — x* дс(КЗх—х+ l )  у 'З

|- t .7S J »-2- СТЕПЕННАЯ И АЛГЕБРАНЧ. ФУНКЦИИ 131

f(T. *)-2 |гЗЕ(ф, к).

1.2.75. И н т е г р а л ы  ви д а  $ R (х, Ух* + 2 b-x* + a*) dx. 
У с л о в и я : а  >  6 >  0, х ^ О .
л -  х 2 — аг V а- —Обозначения: ф = агссов----- , fc =  ------— #

** + в* а У  2

I и  1  . V
-  е (Ф. *)•

оо

1. Г;
г  1
оо

2. f
J JX

со
3. Г

X
оо

4. Г
J 1

оо

5. ГJ
дс

в*

1/х* +  26=х5 +а» 2а

1 x< +  2&V + a«
i V  + u‘ 2а3 агх (хг+ а2)

[* > 0J.
x*rfx 1 [£(Ф. * ) -£ ( ф , *)|.

(х*+ a1)* Кх« +  2&*хг +  а‘ 4а (а1 -  йг)

______х* dx х y rx «+ 2ftix* +  e* 1 £ (Ф. *).

[* > о].
(** — °* )г dx_____________ а gi +  fti Р/_

(** + о!)*К'х« +  26*х, +  а« аз- fri 2а (а*- 6*)
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со

6. I  -----------=  J- П (ф, р2 к).
J  IU»4-d*P-4<iti>8x8U  x«4-262x* +  a« 2аX
со

_ (• x2dx а с/ |7. 1 > .—  —  = -- ----- Е  (ф, к )----------- F  (ф, к) —
J  V (х* +  2Ь*х* + а*У> 2 (а4-Ь*) 4а(а*-Ь*)X

со

V (ж* + 2Ь-х* + а*у> 2 (а4 -  Ь•) 4а (а* -  Ь'-)
х(х*-о*)

2 (а* +  *«) (х» + а'-) \гх* -)- 2Ьгхг -f- и* '

я Г (** +«»)»«/« о г (а*-Ь'-)х (х* — в*)
' > (x*-f2**x*-fo«)» и* +  й»

OO

9. j
(x« + 262x* + a*y> u* + 6* (a* + 62) (x*+ a2) \  x* + 26*x* + a* ’

(x2- a 2)2rfx

or
V(*« + 2b*x*+a*Y

a [F ( f .  * ) - £ » .  *)]•* X(X* ° t]
a* — b* (**+ a1) V x* +  26Jx- +  a*

Г  \ *  + 2b**+ a* 1
J  (*s + es)* 2a (<p’ '•
X

CO _

"•  J  1 = 2a|f(<Pl *>“ £ <* * И + 1 Г Г 5 Г ^ * '+ ^ + “ 4-
JC
a

S' dx- —  =  
b 4 2 l » V + a *

_________/ 2  c [ _  „ tJ a V 2 +  a - x \  2V  a V 2 (a2-  »-
=  e ) ,2 +  »/t f + P  Г * 1  J ? + * *  « + * / ’ fl» 2 +  V e , -ft*

I0s5*<nj.

1.2.76. И н т е г р а л ы  вида  § /? (дс, l) dx.

( I — V  3) x* +  1 . J f i + I - V lОбозначения: ф = arccos ^ --1 , *  =  arccos — --- ------ ,
( \ + У з )х * + \ 9 T xi + i +  V3*

12 2

»• f  ~r^ —  = ~T~ F (<P. *)-J  I *« +  1 2 И

’ ■ J > to^ + K 3 r n ) '



4 J f F + T  х*+1+г з L 6 J

6- )  | / ? + T  2 (l+ > /3)x* +  2 4 , 3  2
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Xs 1
6. dx=m~VX* +  1

3J f ^ + T

7' J ( x - p ) K * *  +  i г Т р з С ^ + У з ^ * ’ fe)“

- 2т а ^ ¥ П(+’ - р1’ к )- Т ^ Г ) ' ^ P l’ л)}  +

+  2 j l L : -M + V 3 p -  f(<r’ A)” 2p*(p, +  i ) ( p * + l + ) ' 3 p j )  П (<P’ ” P“  * * -

•M~- “  2p*(p«+l) 1 (<P' Pt* **}

/«T.P.*> = ! -------- W 4 f l .  * > o ; P * o ;
J  ( I  4- p Sin* <1) 1 1 — fc*sin* <J>

(p,+ l + /3)l; -(p«+ i+_T3p!g.; CM. 1 2 501. 
4/3(p*+l)  4V3p»(P* + D J

.  f  dx «  . 2 - / S „ L  3 + 2 / 3  л
*■ У г Т г т Г - ^ ' ^ - Т Т Т 11^ ---------- ё ’ Г  _____

_ 1 | П х « + 2 + 2 Г х « - н
8 x* +  2 —2 ) x «  +  l*

1.2.77. И н т е г р а л ы  внда  $ R  (x, V l  — Xе) dx.
Условие: O ^ J t ^  1. _______

( l+ / 3 ) x * - l  . . я  V  2-1  3Обозначения: ш = arccos —̂— 1— 7+ ------, A'i =  sin — = -------- ;
* (— I +  K3)x= +  1 12 ______2

x = - l+ / 3  t  s 5л | / 2 +  )  3 
^  = arccos------—77~’ — Sln —  =  --------•■ 1 ■ ■ ■ / =  ,  K J = S I M  ----------

- 1 - K 3  12

'• J r i £b " 2T 3 f l 't ' 2- S  V T ^ dx~ i h F i t ' * *  

’ ■ 1 й т = 5 л - 1 1ГС!," « -

•• 1 r t = * dx- f z r ^ i - l y r ' 1*  ‘■)+*'3£«- «•

'■ + ir f i F ^  «-¥*<»• ‘J -
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7 f  dx - > f  dt » P f  dt
J  (x— P) V l - * «  2 J  (/ — p2) |/ 1 _  /3 2 J  (/ —p*) —

I# =« x*; cm.
„ f  dx > з — 1 r/ l_ t 4 l 2 - V 3 „ L  3 +  2 \r3 Л .
8- J7PT=9 7 T T FW' ‘J+ 7 i T nl',’ “ i— •4' +

[/=3 xe; cm. 1.2.70 и 1.2.74],

+  !
8 < Ч 2 + 2 Ц - л *

1.2.78. И н т е г р а л ы  вида   ̂R (xt у x* T  l) dx.
1. J /?(*, |/x*+ l)4xa .

= -2 Г27 f *(2 0£1-' )^<Р + ̂ 3+Л
J  V (1— cosq)- 1 — совф j

w 2+совф —2Л2 sin* фX --------  ■ r  - dф
(1 — cos ф)2 У  1 — k1 sin2 ф

, „ , - l Z £ b j 2 b l ; , . 1 2 2 1 1 .
L  {/ * ■ + ! - f / 3 - l  » / * . +  | +  y 3 - l  2

2. $/?(*, f  1^=7)) <fx==

= - 2 ; 27 f /? (2 и + Ц . ^ + ^ - Л  xJ  \ (1 — COS (fj- 1 — С05ф У
2 + cos ф — 2A2 sin2 ф .X /- U ф(1 — СОбф)2 V 1—Л*5Ш2ф

L „ . . 4 ^ E L y e i - G s n .
L j  i ' - l  + l + p  { / A * - 1 + 1 + ^3 2 I

1.2.79. И н т е г р а л ы  в и д а  J  Я  (дг, у хг ±  l )  dx, J  Я  (x, ^  1 — x*) dx.
1 ) — Vx* — 1Обозначения: ф = arccos -—  .... , \b == arccos-----  ,

y x l +  \ i +  y x* - \ 9
X =  arccos { 1 —  X*.

'■ /  Г5 Т т-К2Н ф- г 2)- 2£(^ n ) ] + v m

*• j r m T r - v l f ( « v i )

<• 1 7 w m - i V i [ i *  й ) - “ (*  к'-2)1+г # т
[А>0].



I \ . 2x«Vx*^7
.  I *  T7v J - “ |T. i:
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5 f  *  j '  1 " g f t  1 ) I * * * - '
5- 3 V  » '2 / \ J '2  J  l + / x * - l1

«• }wnr-'(*TT)

1 — V x *— 1 | Ax ^ T
1+1 xs- I

(x* +  2 К x* — 1) J/ x* --1

x*</jc
(x*+2 У  * -1)J

dx -1^2 1 2E i A. 1
V i - * 1

- r *■ 1 l л. Vi
x*dx ___ 2 ^ 2 ' | '

^  1—JC* 5 1
2c i2 Е ( 1' Г ? - ) - ' : ( 1Т т ) ] - х ' л г

к - 1 т Ф щ г - т {к  n )

1 1 1-Iт В г - ^ т г Н ^  
"  |W d w i^ - ^ K 1' w)-£(1' йг)]+

xj/ 1-X*
i + K T ^ 1**

JT

I5' J i + к п *  * _ 1 2 [2£(x> F t )  4 ' F ?

2jc V  1 — jc*
1 + К Г ^ 5*

[ ж >  I] .

(*>U-

[*>■!•

|c>lj.

[*>11. 

(0 < jt < I J.

10<дг^1|.

lO<x<IJ.

[•<*<!].

№<«<11.

) )-  
£0 <«<11.

135
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1.2.80. И н т е г р а л ы  ви д а  J  R ([/ ± .(х—а) , J — 6) ) dr.
а — Ь — 2 У {х  — а) (х—Ъ) 
а — Ь + 2 V (х — а) (х — ft) *

Обозначения: <p = arccos

;  (х — u) (JC — &) г 2 L\ | 2 У \ K 2 / J

2 (2x — a — ft) J (x — a) (x — ft)
o - ft+ 2 K  (x-a ) (x- f t j

»■ f , *J  v ( (x - e ) (x -
V 2

ft)|3 I a - ft ' w )

U>a>6].

I*>a>6].

3.

4.

)  i  *.-*(•-»> *"* П Е (гт ‘)+в(*- f t ) ] -

- K; w ) - f (*-T r)}

j  f l H f e = 3 F  "  г ^ т  [ к  > Т г ) + f  ( *  t t )1

[о>А>И

1.

У7 ^arccos

1.2.81. И н т е г р а л ы  ви д а   ̂/? (у  x*+ 1) dx.

\  - !  m £ 2 ± I ± £  _  ■ „ e g  i s n .

2. J  ж I  x* + 1 d x -  1  x* J 'x* + 1 +  — ± =

1.3. ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ

1.3.1. И н т е г р а л ы  в и д а  J  / (е°х) dx.

1. j / м л - ^ М л

2. j* I  (ft*) dx =  J  l (e xbb)dx

V ^ + T  У  2v r )

3. \ tO*dx= ' eQ*.\
*  \  6' " « - т п -  

5- У - Й т — y l « — •■«“ + * »

16 >0; 6*1]. 

U>>0j Ъ±  I] .



«■ J ' s 4 ^ r - W a,d8 ('“ / ? ) _
. — ■_____ in « + > " У ^ й

2а V —6̂  с— е°х У  —Ьс

7. $ £ ^ * - ! ь ,<!“ я + ' ' " ,я >-

8 (' . *  _  ' - m a g - K i-
J  V ь+се*х а | ь |

2 j  1.3. ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ

| Ь г се°х а у Ь у  Ь+<***+ \  b
2 . У ь +  <#»*'т=г- arctg

л V— ь V —ь

1.3.2. И н т е г р а л ы  ви д а   ̂/ (*. е °х) dx.

1.  ̂x V 1* dx =  ^ д^аг— j  х̂ ~геах dx.

« f  1 ^г л iCLr а  f  *** ,

X
3.  ̂ дА-1̂ -алгdx— -Д 7(Л, ал)

и
со

4. | dx = Г (Л, ал:)

5. I дЯ-я-v-ojrd* ---  ( ^ l ) ^  t —  /• Ĵ -ie-oJf</jr +
J  (л —А) (п — X— 1) ... (1 —X) J  ^
Л X

е ™  у ?  (-1)»(<х*)»
ля * _  (л — Я) (п — X — 1)... (п — X — /г)

*«=о

6. J  **еадг d i s e « j r | i l  -j- ^  (— i)fr п (я — 0»*^(я — *+  0 д„  * 

ГДе Р  М —* многочлен степени т .

Ifcc > oj.

Iti <0].

[Ь > 0 ]. 

1*<о].
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[R e X > 0 ].

lRea>0>

[Rea>0].



_  1  j - W f *  V  _  (2/i-qh  (2ахгк
a Ld  (2/1—2Л— 1)11 (2аг> •
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10.  ̂ x',-I/V a r dx=s(2n - 1 )!! Уя2~ "а“ я' 1г* erf (Y ax ) —

*»0
п — I

Г е°* . Vi о*** л*-1
' J ~Х*~ Х= е“Хк£  (Я- 1 ) (л - 2 ) . . .  (я-А )**  * +  (л -1)1 E i

С е°х12. j  — dx= Ei(ax ) [дф 0|.

■’ • - ‘ ■ 1 * 1 + 2 ^ -кшш I
оо

И. J  ^ - d x - ---E i (—ах) [в>„ .
X

|5‘ § 7 1  dx= V i i erfi 1“>0|'

•в. J Y t erf (̂ eJc)  ̂> "•
|7-  ̂ ~xV*~dX~ ~ ~ Y x ‘  аХ~ 2 crf(^at) [а>0J.

18. J  х-п-1Ъ - « *а х =  L  erfc ( Г ^ ) +

Я — I
(0  V  (2/1 — 2Лг — 3)!! (—2jjc)*

+  *я-1/* (2«— l)!l
Л — 0

[а >0].

«
н>. J  - у г * * ~  V T  erfc (К ах ) [a > oj.

J gOf рО.С
~ jC dx = --- ^— ha E i (ex).

f  <*»* . <*>-« ae°x , o* .
J  xJ 2x* 2x 2 E l (ax)"

22- J  "Y ^ T  = <r°*  E i (ab+ ax)‘

2 3 -  J  =  2  - Ч г 1  ( ? )  J  , * ' " в “ / Л  I , “ '  +  W
*  =  0
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С wax еах
24- ) “ Т + Г  =  ~а---Ье~°Ь E i (ax +  ab)-

(• х1еа х dx ax— ab — 1 ,л .
25- }  ~ Т + Г ------ Н5----*ox+ bie-°‘>Ei(ax+ab).

С e°x dx е°х
26- =  +

С хe°xdx Ъеах
27- J  (Х +  ̂ ) Г -  ~ х +  6 + (l-flft)e-"» E i (ax +  ab).

S' х*еах dx /1 \
- J T f W  =  Га ~  ~х~+ь } e3XJr(ай2~ 2b)e' ab E i (ax+ab).

С е*х dx i
28- J  ~Т*-\ а- = ~ to [eaEi (- « +  « ) - « ' "  E i (a +  »x)J.

30-  ̂ ^  le' e E i (a + /x )+ *»E i(- e + ix )J.

32> f  = Re [ela Ei (x— i‘a)|.
X

33. i (x) —C - l n x  [л>0]. 
•о

34. I —— -— b ll.  = C  +  lnx — ci (x) +  i Si (x).
J  X0
1.3.3. И н т е г р а л ы  в и д а  J  / (x, dx.
*

1. l % - e,**<&=-LiLerf (ax), 
b’ 2е
£

2. ea'x'd x -  -^-erfi(ax ).
0
«>

3* e~atxt dx=  — erfc (ax).
X

<• J  * V « * * d x —  4 ^ - J ^ W d x .

5. x2ne~a2*2dx~

д2л-1̂ -п*х2 (2/1— 1)1! Л- 11 1
— 2a2 A. 2* (2л — 2/? — 1)1! (ax)2*

k=Q
, / я  <2/1—1)11

2п+да1лЧ* СГ
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6 С **я+*«_влг*^г** Х е ^  я 'Ь. j  л е dx--- 2e ^  ( n - k y . a W

7. J » - ' ’'d x -----± - e-~ *.

8. J  <£*—  +  - ^  erf (адг).

9. § x 3e-“ 'd x --- £?l+ ± e-**\

.A  f  e_<“ ‘  л  e ~ ax %  2 a  f  р - " " *  ,
J  *p * (р - 1 )*Р »  p - I  J  x* *

"•  f  ^ i ' - s W + W ' " ‘ ' ' 2  (- |>‘ Г  ( " " * +  5-)“ “ *“k = i

+  2Г (я +  1/2) erf<e^- 

11 ,f
* к — I

1 — * - £ Е 1 ( - чО Д

14.  ̂ ^ — dx =  — j e ~ a,x* — V n  a erf (ax).

' 5- f  £ r - d‘ ~ ~ s > , ~ "  - f E I  < - * '’>■

16. J I  (x) e-(ex’+6*+c) dx=«

*<■> [ , - r . ( . + i ) .  •>•].

17. (,- < “ •+ »•+ « d jr= i j / " ?- ,»•-<»«<•) e,f Jjt I 'a  +  j .

-  2  (I) (6-̂ r - " J **** Р-сСж-*). «*•].
0

19. $ Jt’’e“ e,**+6x</x—

2  ( г Х » Г ‘  [ ' - — У
1

ft —0



1.4.2.] 1.4. Г И П Е Р Б О Л И Ч Е С К И Е  Ф У Н К Ц И И  M l

х
20.  ̂ е ~ Ъ Ч * '  dx= ^  71 |e*«* erf (ах+  ~ ^  +  е~гаЬ ег* "*

— «••*+#“••*J  (Re Ь» > о].

1.4. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ
1.4.1. В в е д е н и е .
Если R — рациональная функция своих аргументов, то интегралы вида 

jj R  (sh х, ch х, th x, cth x) dx приводятся к интегралам от рациональных функ
ции при помощи следующих формул:

1. J  Я (,Ь х . «й«. j  d ( ^ i .  Ц 1 ,  5 = } ,  f

It-**]-
2.  ̂R  (shx, ch* л) ch *</*=$ R  (/, 1+/*)Л l/ = shxj.

3. J  R  (sh*x, chx)sh*dx = J  R (ts— 1, t)(U [/-ch*].

4. ^ R  (th x, cth *)<!* = J  R (t, -j-j K - t h  t).

1.4.2. И н т е г р а л ы  вида  ̂sh^x dx, J ch^x dx.

m — I
1 v  (+  D* /2m\ (sh (2m — 2 k)x\

2Jm "l Z l  2m —2k \ Л / \ch (2m — 2tt) x )'* = o

, Г fshx^2">+» J „ \ i  (T lV^ * fm\ fch^**n
3* i  tchxl dx= Z - 2 k + T \ k ) U x )  ‘

* = o

.  1 V  (T  D* fch(2m — 2 * + l)x l
*=2* ™ ^  2 m - 2 *+ l \ At J  \sh (2/n —2*-}- l )x j  *

чеэнгэ-
У Й Э ’Л- т Л2,тт-

’• s e y * - - v  е л + ё e a  - 1 и + 1  ear-
* - j { d ! 3 ‘ ' " - « - 1 ,T T * 2‘ + a ,h4 ' -

- 4 ” т Л ' Л* + т 6 У б З -



6 f  * * * * *  V  я1 .\ X е dx--- 2a Ld (п — к)\а*х**
о

7. $ » г « вА ----- JL-e- Л

8. ^ Лс = — «■л*л* +  erf (at).

9. J A ^ A —

,л f  ^  j  ‘ ~ax'  f  ^
3 *p ( p - d * p ‘ p - 1  J  * " s

" •  j  х гл d x  =  2a - T  ( П + М 2 ) ‘  ( ' , ~ *  +  г ) 0 ’ * " * ' *  * " ’ *  +

+ 2Г (я+1/2) (0JC)'

“ • f  - s r a ^ ' "  2  <-' »<«- * > “  ' + t w E i
If ■* I

J #“ ■**** I

14.  ̂ - ^ 5— dx = — j e ~ atx' — a erf (ax).

“ • J  ^ л ~ s » '" " '  — T EI<— '«*>•
16. ^ I(x )e~ lax'+bx+c)dx =

=  7 J ^ b,-4ef>/‘4a) J  / ( — & — ) <U [ ' - ( *  + &)• e> ° ] ’

17 . f  * - » *  +  * *  +  *> < / * = 1  y r i l  е< Ь > -< а с ) ,а а )  e r f  ^  , A -  +  - A - J .

18. 5 (x - e )"«- c,(jc- 6>*d*=.

-  1  (ft) J  Л  ^ °1 -  
k — 0

19. $ Л - « вдв+6х<*х-

Z C X s T J * - * *  [- “ -У- 
f c - 0
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х
20. jj d x-  j Q L ^ e r f  ^ах+ ~ )+ e - ^ e r f

— J  > 0j

1.4. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ
1.4.1. В ве д е н и е .
Если R — рациональная функция своих аргументов, то интегралы вида 

jj R  (sh х, ch х, th х, cth дг) dx приводятся к интегралам от рациональных функ
ций при помощи следующих формул:

1. j  R (shх, chх, thx,cth-x)dx- £ R ( ^ l ,  H + i ,  «

I f=<4-
2.  ̂R  (sh x, chsx)chxdx=$ R (/, 1 -f/:) Л  (< = sh *|.

3. jj R  (sh! x, chx)shxdX=J R ((s— 1, t)dt [/-ch*].

4.  ̂R(thx, cthx)dx= j  R ^ S . V - t b x J .
1.4.2. И н т е г р а л ы  вида § sĥ x dx,  ̂ch ĵt dx.

*■ И *
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1 V  (+ 1 )k ( 2m\ |sb (2m -  2k) x\
"t-2im-i ^  2m-2k \ k i 1сЬ(2/»-2Л)лГ 

* = о

0 С (*hx\**+* ^  V  (T  Dm** /m \fch*t*+l
3- J l c h x }  dv= 2d “ a F + r W U x f  •

* = 0

4 1 Y  (7  1)» /2fn-HWch(2w — 2 *- fl)x l
=  2*" Z j  2m — 2/r4-1 \ * ДвЬ (2/П-2Л + l ) x [ *

че>чЬ-
*• П л Э ’ Л - Т Л 2 , т Т -
■7 f  l s h * ) * . i  -  3  / c h * \ j _  1 l c h 3 M  _  - / e h j t \  . _ L  l c h x \ *
' J  IchxJ ‘ T (s h x I  **” 12 \sh3x( + \shxj +  3 \shxj *

®- ]  Ichx}‘ rfjt= 8 Х Т 1 &Ь2Л +  325Н4ДС =
3 _  3 . . . 1 |sh xl3 (ch x\ 

- I ^ g ^ ^ + T l c h , )  {shx}*



22. f  chaxch te c h « r fx - S V £ ± > ti> £  +  *Л~-а + » + г)* +J  4(a + ft + c) л 4 (— а -f-ft-fr) ^
sh (a-b-\-c)x sh(a-f ft—с) x

4(a —6+c) 4(a + ft-c) *

1.4.4. И н т е г р а л ы  вида  J  g f * .  \ % ± d x .

t f  shPx 1 shP-1X p -1  CshP-*x .
' J c W x  /> — <7 ch?"1 * p—<7 J ch?x **

2 _  1 sh*” 1 * р - ? - 1 - 2  f  shPjc ^
(7—I ch*~*x <7 — 1 J с/i? 2x

* I shP‘ x . p - 1  f  sh*'*x ,
<7 — 1 c h ? l x q — 1 J 3fF** ** 

f  ch*x . I ch? »x <7 — 1 f  ch?*2* . 
j  sh^x <7 — p sh** ! x <7 — p J sh?x x%

a _  1 chf^x , q — p + 2 f  ch?x ^
~  p « l s h P  i jc+  p - 1  J  shp *x
_  1 ch?-! x <7 — 1 f c h ^ X j  
“  p -1  s h ^ x  +  p - l  J  shP *-xax'

_ Г bhPxch**x\ 1 /sh x \P ^ r/ch x \* ^ n
J  W x s ! r * « x |  * 2*1—1 (chx) L(bh jc / +

" v '  (-t О* (2л —P —2) (2л —p —4)... (In — p — 2k) Ich дс) «♦**«]
+  —  (2л—3) (2л—5)... (2л —2Л — 1) \sh xf j  "**

+ (± l) l  - »  j  g ; ) V  

Ч {Ж > - ^ Й Г К 2 Г +
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n — Iу  (±1)»(2л-р-1)(2л-р-3)...(2л-р-2*+1) jchxl-“ *«*[
+  Z t  2* (л — 1) (л —2)... (л — k) \sh xf **

* =  1 J
.........(2л —p— I) (2л —p —3)...(3—p)(1 —p) f  (shPxch л_
+  ( : t l )  --------------- Ш ----------------J  W x * h  >x/"'

‘  j  с г : с з л - |  ^ й э “  ■+<*»■

+<->” » (, l * i } -  2



Hsh^^xch **х\. _  У  (T \ )m*k (т\  fch x l2*-2*1* 
ch2mUxsh ^х) Х~~ ^ш^к — Яп+Х \k) (shx/

^sh2mUxch у  (Т1У^* ZmWchxV* 2/1
chsmujfsh 2/1 *xj x“  jZ. 2A —2л \/f/\shxj

k*n

+<*»-*■ CH 2#

j I  4.J ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ H 5

[л < m].

V  ( T l ) m+*/m\ fchjri2* *"
1 3  "  2 i r a r ( * ) { s h x }  1 я > т ь

ft S  О

shxd rP jfl . 1 fchxpP*114. fr'M V- . ih ,J  lchxsh-Px| p — 1 \sh x\
С (shPxch-P *x\. _  1 f t h x j ^ »
J  \chPjr sh~P~2x| X~  ~ p - f1 Icthx)

e_ £ /sh2 x ch"1*) . /sh Jr i _  / arctg (sh x) 1 
j  {d^xsh*1*/ * (chx/ * (1 n|th(x/2)11"

• je iJEh - w ^ sa-
|9 f  fsh4x ch■»x\ . 1 /sh x\* __ fsh x\ ( arctg (sh x) \

J  ic^jrsh^xj 3 \chxl 4 \chjr/ lln|th(jr/2)|J*

«• j e s s s * - * - t t a -

“• У{£:21Э*-ЙЭ*ЙГ-
,4 Г (shxch'*x\ . . I М Ь х 1*
M- J  {chxsh'3x| У  Icthxl
25 f  j sh* x ch-* xi , _  1 (sh x ch * x» I I arctg (sh x) \

' J  W x s h - s x f " -  2 \chxsh"*xj +  2 \ 1n,th(x/2)| Г
2в P lsh*xch-*x» . 1 /thx\*  . ( c h x t

•-J  W x s h - 'x f ^ --- T U t h x /  {  shx j
27 f  ish«xch-»x| . 1 (shxch^xl  , fshx» 3 j arctg(shx) \

• J  \ch4xsh*»x| 2 ich x sh' 1 x I \ch xf '* 2 I In j tli(x/2)i | *
28. i‘ 1Л х Л "**\их^  J  Khxi-*

J  \chxsh~4xj 3 Ishxf *



м с й ю *--с з м е г
I* /sh«xch-‘ х \ . 1 / th дг X3 j th дг \

31- J  (cM xsh-"x )d* = -  3 {c th x f  - {c th x ( + Jf-

1.4.5. И н т е г р а л ы  вида J

, С d x ____________ 1____________ р + я - 1 С dx
J  sh^xch'/x (р— l)shP »xch«-»x р — 1 J

,4<i ГЛАВА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ [ | 4 5

sh? 2xch'/x‘
2. — 1 i Р+ Я — 2 С dx_ ____________________  (7-2 С ___________

(q — 1) sliP 1 x ch? 1 x <7—1 J  shPxchv * * ' 
m-f л — 1

____ to____= У  _ ( - ! ) »  (m + n-\\
A t"x c h *x  L  5 Г -  2Л-1 \ k r h *'J k = o

m + fi

«• S  " h "-

_ f  Гsli' *m дс ch 1 jr) .
J  (ch s"«xsh-»xl *

_  V  (T l ) »  ( s h x !* " 1**-» ( arctg (shx) l 
Z )  2m-2k+\ (ch x] '  1 In j th (x/2) ||

С (sh >xch »xl . V  ( + ')*  lsh-4"2mf2* 2
J  {c h *» >xsh •*) 2 .  2m-2k + 2 IchxJ +  <+>) ln;thx|.

t=o

m

f t -  I

dx 
sh х ch x7. J  »s-“A — = In th * ’.

e f / sh l x c h * х \ .  . jc h x r i ilnl 4h(x/2);i 
J  \ch 1 * sh 2 jcj ~  Ish xf - \  arctg (sh x) Г

мчг.‘,;г;;}— м л н »
,л С (sh ‘ xch-*x\ , fchxl» 1 ichxl-» jln | th (x/2) 1 

J  \ch >xsh «xj Uhxl _  3 ishx) +  \ arctg (sh x) J

‘' J dx = — 2 cth 2x.sh2 x ch2 x

^sh 2 x ch-3 x \ . is h x r1 1 /shx ch J x\ 3 (arctg (shx) 1 
ch‘2xsh 3xl Ichxf 2 tehxshsx) 2 \ln | th (x/2) |J*

„  Г jsh *xch «x\ . _  1 /«h ‘ xch *xi 8 
J  (ch *xsh-*xl “  3 (ch 1 xsh 3xl 3

»• J" ; к ж  - 4 «1*'  - т c"1’ 2 ln 1 ^



С fsh*®jcch“«xi .
J  {ch 3хsh 4х) х~

=  Т 2 I е'1 ХУ 1 — L  fch -  J f c h  * sh * *1 5 /In I th (x/2) |1 
Ishxf 3 \sh xf 2 tshxch *x| + 2 \ arctg (sh x) / 1

I.4.7.J 14. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ Д И К Ц И И  147

= 8 ctli 2x— ■„ cth’ 2x.sIHxch'x 3

1.4.6. И н т е г р а л ы  вида  JthPxdx, JcthPxrfx.

* = 1 
n

f  /thx\*»+t V  _ l _ _ / t h j r  »*«-«*+* , , i Ch* \
J  ic (hx ) 2d 2n-2k+2  (cthxl +  {|sh jc||‘к=я 1

y Z . - T - U i W  +  \|sbjt|lК = I

«• у № - 4 »
1.4.7. И н т е г р а л ы  вида J  R  (sh xt ch x, th x, cth x) dx.

1 f  Л +  flchx +  Cshx . __
* J  (a+b ch x+cshx)n X~~

Be — Cb + (Ac — Ca) ch x +  (Ab — Ba) sh x ___________ I_________
e  (I — n) (a1 — 6*+c2) (a-j-6ch x+cshx)* * (n — 1) (a2 — b-+cz)

С (п— \)(Ла — ВЬ +  Сс) — (п — 2)(АЬ — Ва) ch x — (n — 2) (Лс —Ca)sh x
 ̂ J  (a +  ̂ chx+cshjc)*1

[a*+€**»}.
* Bc — Cb — С a ch x — Ba sh x

e  (n — l )a (a + fcchx-f-cshx)'1 ^
, r  A . п(ВЬ-Сс)],_и_ ,

+  [ d +  (я — l)a* J ( +  J (2я -1)11 X

v  V  (2я 2fe__511:---------- !--------  [«*+<•=и .
(n — * — 1)! a* (a +  ftchx+cshx)"-*к = 0

+ ^ у * + ( '|- ^ у ) Ь + > А тад
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С Л + Bchx + Cshjr С + В /и . х .
*' J  r f r a , ± l f i * -- 2а~ !М +

С ± В  А (С т  В) b
2Ь ]■»(a +  6chx±6sh х)

5 .

6.

7 .

8.

j dx
+ b ch jc+csh дс K&3 —a2 —c3  ̂ K&1 — a*—

(6 - a ) t h ^ + c

[b*>e*+c*; a^b ).

In
(a-&) th i - _ c  +  Ka2--£i +  ca

K a2- 6 2+c* {a_fr)th *  c - K a 3- 6 3+c3

!n (a+ c  ih 0

(a —6) th ~2 + c

9 . f  *  1 С
J  (a ch л + b sh xy* (a3 — b2)ni2 J

dx

dx
ch'1 ^jc-fArth—j

,0- " (6. - 1 у « З л л , + Ar«h -J.)

U>«<a*+c«; a*b\. 

[a=b, c^toj.

I6*=fl« f c * j .

[a>\b\\. 

lb > [elJ.

A -f В  ch x + С sh x d:t = -> --
achx-b&s*1* M * - ^

arctg j sh [jc +  Arth — ) +

f  [(Ca -  Bb) ln ch (*  + Arth ~ ) +  (Ba -C b )x  \a >1 M>

12.

13.

14.

I
ln th

£I -j—-^ (С & -Ва )х+ (ВЬ-С а) Insh^JC +  Arth “  j j

1 [ £ ± с ж_ в - с ^ _ Н

I \ B - C  , B  + C-X-

lb>!« I-

(fl**)*

[«=-*]•

In
a th —6 + r  a*4-b* 

o t h | —

.



16.

№ i  
18.

19.

2L i
й - ]
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2 A. 4Ue t h T " “* 
F a ^ P  A f l h  *

dx
a  +  b c b x  \  62 — fl

ares in 6 - f- g c h  jc 

a -f b ch x
1 . b+a  chx■/ I— ir:- arcsin — -------

K61 —a2 a-f6chx

In
a + b + V a t—b* th *-

I a * - * 2 a + 6 - K a *- fc * th  y

(M > e « ;  JT <01- 

[6* >a*; Jt >0).

Ce«>6*l.

Л -f-B ch jr + Csh xdx В  shx
(I — n) (I ±  ch X)n ‘ 1 — n (I J ;  Cll X)n

П — 1
(1 ±. ch x)n

+  ( - ! - В * л )  А .  Y  g — » - » '
1 /Г2л— Ml! —

1 +

\л-1 

Л + fl ch jc -f С sh jc

(л — Ar— 1)! (I ± c h x)n *

1 ± ch x dx=± BxxC \n\  1 ±chjt ; +  (/ l4P B ) chjf-b 1sh x
/t-fBchx-fCshx

(ai -f- bi ch x 4-Ci sh x) (at + b2 c!i x +  ct sli x) 

at + bt Qhx + ct d\x

dx
dx

«i + ̂ i ch x+ck sli x
+  A

+
dx

a* + bt chx-t-ct sh x 9

at ct 
A B C  
a2 b2 ct

i
a, ft, 
a, ft, ' + s s r -

C, fl, j* 
C2 Qt 1

A\

<*l bi C\

12 SI|C|
\C A 11551

a2 b* CtГ1\<*i ЙГ+ ft, ct
ft, c,

* _ | C ,  а, I* 
К* о, 1

A2

0\
I С fll

|C A \ В A I
I е* bt |K t  o j ft, a,|

a, ft2
la, ft, 
|a, ft, ’ + Г ‘ c* f -

4 * .  <jl
C, 0,1*

a ,l
|o. 6.1

i\a, 6,1
bt Ci |« 
b% f* is ::П
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23 \ ^ ch2 лг + 2В sh дг ch х+  Csh2 jc ^

где

Их)

ch2 х -f- 2b sh x ch x+ с sh- x

-  4 v - l + ф  U W - t f + Q  (a+ c)]x +
+  [(>4 + 0  b — В  (a+c)) In (ach2JC + 2& sh jcch jc+csh2 jc)-f- 

+  [2 (A — C) b2 + 2Bb (a — c) +  (Ca — Ac) (a-fc)J / (jr)},

с th x-\- b —Vb 1 — ac 
2 Vb*—ас с th x+b  -f \ bz—bc

ln

V ac— b*
1

arctg с th x+b  
Vac-b*

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

s dx

th

с ih x+ b
A + B  ch x+ C  sh x 

sh x (a+  b sh x)
- Х [ л , „

С ,4 4-B ch x+ C  sh x . _
J  sh x (a +  b ch x) ““

=  [(^a  + B&) In | th ~ 

A + B  ch jc+Csh jc

[b*>acft 

< tuf, 

\Ь* =a*].

+ B  In sh x

+ (A b-Ba ) ln

a +  b sh x

a + b ch ж
sh X IM = dx 

+ b ch jc ’

sh x (1 ±. ch jc)
dx

В ± A  I / th (x/2) \ I А т  В  ( th (x/2) \ш 
2 j \cth (x/2)/ I 4 \cth (x/2)/

ch x T  1 
sh jc

A + £ ch x+  Csh x
ch x 
1

a -f- b sh jc) dx

(Aa+Cb) arctg (sb x) +  (Ab-Ca) l n | i ± ^ ! l i  |j +  B  J  _al +  b2 
Л + /? ch jc-f С sh jc 

ch x (a +  b ch jc)

dx

dx

~a arctg (sh jc) —  С In j
a +  b ch jc 

ch jc b - + r a r r l-

1 Ь/а > 1].f  --- —  = _ 1 arctg [ l/ ~  — — 1 thx)
J  a +  b sh 2 jc } a (b — a) \ w a I

= . . 1 . =  Arth 1— — th x\
V a (a - b )  \ f a J

[0< 6/а< 1 ] или [b/a< 0; sh*jr< — a/b). 

=  ;_ =  Arcth ( 1/ 1— — th JC ) lb/<l < 0; sh*x>— o/b).
У a (a- b ) \ r  a J

— th x a
\a = b].



I fArth (/2 th jc )l
4 3  ■ * — V /  ( e = a — 6 ;  s h * * ^ I J .
33 а V 2 lArcth(K2thx)/

^  f --- -----=  : 1 =  arctg l/ ^ — cth*) [ft/e< — 11.
W J  a + b ch*x V - a ( a + 6 )  e \ r  \ a / /
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35. =  ‘ г-г-т: Arth ( j /  I +  —. cth x j  [— l< 6 /a< 0 ; ch*jc>— a/b\2
F a  (a+6)

36. e  T--_* Arcth ( l / "  1 -f — cth jc)
Ka (a  +  6) \ f  a /

[6/a>0J или |— 1 < 6/e < 0; cli*jc< — afb\
1 .  . .  У . Л ,  . .  V

37. 1 Arcth (\r2 cth x) [a =*M.
a V  2

38. *  — cth X [ва-6].

*  И в+Ч с ь З Г ^  = 
= 2 j ^ [ its,,^ K e+^ c l;3 T +(feT2a)f ( e+6G 3 T <,j:]- 

*■ f dx ____ l |
a +  b th2 x a + b l

41. --- 1 _ Г х + _ »  K ^ g - M h x l  [eft<0; e+^ oi>
a- ffr l 2 K — «6 У — a6 +  6 th x I

42* = ^ X + fe sh2jf [a+6 =01.

1.4.8. И н т е г р а л ы  вида  J  I? (eh (a*+6), ch(cx+d))dx.
t f  fsh (ax-f 6) sh (at +rf)\

J  \ch (ax b) ch (cx+d)f

c  2 (a V c) Sh Ka + C) * + <> + <*] + -2 (a - c~) sh Ka ~ c) x+ b ~ dl-

2. J sh (ax+6)ch (cx+d) dx=*

=  2 ( ^ ) chl{'a+ c)x  + b+ ^ + 2 ^ ) Ch[('a - C)X + b - d]- 

*• f ct:sssa>*-*f-*•-«+£*<*+.+*
 ̂ sb («+6)ch(ex-i-d)«i*= | s h ( & - d ) + i c h ( 2ax +  6+rf).

M.9. И н т е г р а л ы  вида  J  shP* { ^  “ *}<**, J  chP x | *  " J  dx.

'■ f *-* СЗ*-,-Ы*" е э -' i  * " ‘CS=834



*■ }' 63 f ̂ C5=S34
з. c Sh 2 „  ,} | ^ 2 | f ; +
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п — I
V  /. . > „ -2-)  (4л*- 4»)... (4я*- 4k'-) (sh дсГ-*'р1>1

+  (2*+ 1)!(2*+ р+ 2) \ch xf J*
*= l

\р~Ф‘т“ 2| —4, ••• | to2n],

*■ Jc"2“ !chT‘"-(ii>"f {*3’'ь+
+  V  u  J

»• s e::ss+i»3—<*
к V  n* |(2я+1)»-1*Ц(2я+1)«-У|...|(2я+1)8-(Ц-1)»|

+  L  (- U (2A+ 1)1 X

* Ш П " ‘4
f  ishP x ch (2n +1) x\ , ( ♦: 1)" (sh x\Pn

' J  tch^xsh (2n+ 1)дс) p + l \chxf 'r

. V .......... •. |(2/i + 1)* — 1*| |(2n+ 1)* —3*J... [(2/t + I)* — (2  ̂— 1)*] ..
+  ^  U  D "  ---------:  ( 2 * ) !  (2A- +  P + 1) X

к= 1

f  fsh(2/i+l)xsh l x\ n v  n * sh(2/i-2«x
9* J  (ch (2/i + 1) jc ch"1 jc ) м  2 n - 2 if-+ (± , )

4 = 0



12. J  c h 2 « { * J 3  ‘ <fc=

= 2 V  (± ° *  1** (2л~  * * ”  !) *\ -I-/+ IV* Я "  ' ,Ь <*/2> 1\ _  2л—2Л— 1 Ish (2/1— 2Л — 1) jcJ '  1 arcsin th л: | *
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ft —о
2 П

и- Ул2* {л З ’л —

"• j  - * с г * — i  е ;  s a +1 е т . 1}-

“ • j  {5££>3Л-,Ь2',±*

f  fsh3xsh-*x\ o/cthxi
20- J {cli Зх ch-3 х\ { th х | "

С (sh Зх ch- я «  4 (chjrt»-«_ 1 rchjcV'*
»  J  Ich 3x sh » jfJ 3 — я jsh xf 4 I — л 1 shx I *

м й £ £ з * - ч {г ,г +<ч »
1.4.10. И н т е г р а  лы вида  J /? (sh 2ax, ch2ax, V^n 2 ax)dx. 
Условие: ax >  0.
л- 1 — sh 2axОбозначение: w = arccos -r—,—r-s— .T 1 +  sh 2ax

'■ | к а Ж л - й ['’ (”■ ? ? ) - “ (* кт)]+

г. f* у х ш - л , -  _  I  r f  / 1 \ _  £  / M l
j  (1 +  sh 2ax)s 4a|_ \ К Т /  р 2 / |

1 l^sh 2ax (1 +  sh2 2ax) 
a 1 +  sh 2 ax
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J  Vsi\2ax 2а \ V 2 )

С ch* 2ах dx J  / 1 \
.] (1+sh2ax)*Ksh25x 2а \Ф’ V i ) '

5' I  ( 1 + Л 2 а * ) * ^ ^ Й “ ^ [ 2£ (ф> у7 ?) ~  f  ( ф* Р Т ) ] '

f  (l+sU2axT-dx = 1 п /_ J _ \
.’ [ ( !+  sh 2ajt)J -  4 sh 2axJ | sh 2ux 2a V ’ \r2 ) '

•-4-I1. И н т е г р а л ы  вида  J  R (sh 2ax, ch 2a*, F  ch 2ax) dx. 
Условие: а * > Э .

Обозначение: ф = arcsin J / ch 2ax — 1 
ch 2ax

I.
о

x
2ax^ ‘ -Ж ['(*ртМ *£)Ь5

,  С V ch 2ajcdx I  _ /  . l \
•J P- +  (I — P-) ch 2ax a V i  у ’ P ’ \г2 )

з. f  *  w Ф • v
.J Kch2a* a^2 \ V  2 )

C$\\2axdx 1 w r_____  ,
'• |  7 W S ~ a ^ cl,2ax- ' ]-

( # м . . ! 3 л ,  i \ +i 4 t a № s
.J Vch 2ax 3a \ V i )  3a

.  CW -iaxdx V ?  f  1 \ th 2ах
3 V ch 2ax 3a V 2 )  3a |^ch2ajc’

ch2ax

7- [  v S w x  = ̂ [ 2Е(Ф’ n ) ~ F (ф> V i ) }



1.4.12. И н т е г р а  лы вида   ̂R  ( sh xt ch х, V a  +  bsh x)dx.
Условия: а, Ь >  О, х > х г.

V  a2 -f Ь2 — а — b sh х

j»4 .I J .f  14. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ )55

Обозначения: ф = arccos
| а2 +  62 +  а +  b sh х *

а +  V а 2 Ь* а
k ~ V  2 +  'А” Ь 7-

I. V V a  +  bshxJx = i'a *  +  b'-\F(ip. b) - 2Е (<p, *»  +  + bshjt
J  К а2+  b2 +  a +  b sh x

С V a 4- b sh x , i / 4 t „  , 4- Ь2 — а y
2- )  — ЕНг Г - ^ = К ^  +  ^ £ ( у , fe) ~ ^ T - Q, +  6i ^(Ф. * ) -

_____  _____  _______
а +  V a 2 +  b1 У a2 + b2 — a — bsh x V â +  b sh x 

b У  a2 4- 6* +  a +  b sh x ch x

J  P  + ?shx Г q у  aq — bp
[b s>h x >  0\ (aq—bp)/q >  0].

It  sh дг <  0; (04 — 6p)/f >  0J.

4. = 2  l A Art!, l / l f r ± - * shf>V Я V aq — bp

5. _ 2 / E 5 Arth/ - i S 2 3

4
*»

V a  +  bsh xdx 
[ V a*+b2—a — b sh x]2

J --------- E  (<p, A)-l_____& c h x re  +  ftsh*
у  а2 + Ь2(у  a2+b2—a) У a2 +  b2— a a24-b2 — (a4- b sh x)2

7-  ̂Tr —  =  ^  1 /=• (<p, k).J  К а  +  t sh*  Уа*+ Ь*
I

Jt
o f  chxdx 2 . -------
* \ 7Г - :  , =  =  ~r V a +  b shx.J  V  a +  b shx b

X

9. С _  ch2 x dx 1 F (  ^
J  (K a 34-&*4-e4“ ^shx)2J a4-fcsh* b2y a2+b2*«
X

|t> 5.h X >  0; a >  0].



11* +  — ^  X (fr shx<0; а > 0].

I2- =  V ^ a  Arth — ( | -j-_  shx) [e<0|.

1.4.13. И н т е г р а л ы  вида  J  (shx, ch x, V 6 chx—a ) dx.
Условия: b >  a >  0, x >  0.

Обозначения: ф = arcsin l / " М СЬ * — 0  ̂= 1 / "£+5
Y Г 6 ch x—a • V  2b

X  __

I. f  l  b ch x - «  dx = (b- а ) л [ \  F  (ф. * )- 2 » л2Ь£(ф, A)4--J i 5.h * . 
у f t '  ) ь chx—a

*• i  ^ c h x - 7 °dx= < * ■  *> - £ *>ь

I5G ГЛАВА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ СМ . 13.

о
X

_ f  I  b ch x — a dx / ” 2 „  , . . .
J  p4>-a + 6 ( l - p 5 ) c h x ~ У  У 11̂ ’ p'' *)•
0

4' f p j l h r

s- |rral=s-V/l :|f"t-‘)-2Eft-‘),+rfe-  
•• S I f iib  ~ f

7- J i „ V  т[2bE <*■ t)-(t-,,> f <*• *>'•
.  г  ( с Ы + О й  _  2 W - T

3 У (6 chx — a)1 b—aV b

1.4.14. И н т е г р а л ы  вида  J Я (shx, ch x, | rb chx —a ) dx. 
Условия: a >  b >  0, x >  xl . _____

Обозначения: ф = arcsin j / ~ . * i-A rch  "

X

I. j| ^ i»chx—adx—  2 /о+ 6 £ (ф . fe)+2cthg-/ftchx—a.



1.4.15.) 1.4. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 157

г- I
*1

3. г- cthl * * *\ -|/Т” г----  • Е  (Ф*.1 I  bchjc—а а — bУ  b ch х—а а — ЬXl

4. \ —  f Cr i f =  =  Г7-== 1F (Ф. fc) -  £  (у . *)] +  2 ̂ Д * ! *  ~  Д J  (ch х+  1) У b ch х—a V a  +  b (a + b)shx
*%

'■ k)- v h F '*■ *’•

f  H ix+ l ) .T td . , - .  -  WWW [(а+гь)1F«^«-<“ + 3»)£ <*■ *>' + *1
+  V 6 c h x - 0 /g a + 3ft thi x \

3 (a + fc) sh x \ a + b 2 ) '
X

7 С _________ dx
j  (ch x — 1V" V(ch «r — \)-V bchx — a *%

1
“  3 (a - b )- v ^ + b  1 (а~ 2b) {Q ~  b) F  (<P’ k) + {3a~  b) (a +b) E  (<P’ *)Г+

|  *  + « S n j S g 3 v r a * = s

1.4.15. И н т е г р а л ы  вида (sh дг, ch x, У  a — b ch x) dx.
Условия: a > b >  0, 0 < x < x t .

Обозначения: tp = arcsin *, = A rch~ .

*«
*• J  / a - 6 ch x dx = 2 [F (<p, k) — E  (<p, /?)].

X

X t  x

2. (  2 _ ,  f. n I* shxdx 2 лг--- -—:—\ 77я =  -7=  F  (<r, /?). 3. \ — = =  =  — > 0 — dchx.
 ̂ J a — fcchx  ̂ J  У a — bchx b

*t ____
4. f  _chxdx 2yz+br . 2

3 =  — Г " £(ф* *) _ > 7 н т ^ (ф’ *}-



5 С ch'-xdx =  2 (ft-2а) ^  +  4й.)  _?_+ ?  /г {ф, д.1 +  
i V a - b  chx 3 Ь У а + Ь  '  3fr*

ГЛАВА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ CM. I*.

2  _____ ___
+  ^  shx V a  — bchx.

X

*1
7.  ̂ -------  —  =  ——— £ (ф, ft)---— th *  V a  — b ch x.

J  ( l- fch x )K a  — ftchx Va-t-b e +  ft 2

8. [ --------d* ________ = — 7=L ^  [(a + 36) E  (ф. k) -  bF (ф. к)] -
J  (l+ ch x )‘ / a  — ftchx 3 V (a  + by> 1 1

. th-* / в  — 6 chx 
~ 3 (a  + 6)* chx+1 l2a+4* +  (a + 3*)chxJ.

С dx 2
}  ( a - b - a f  +  b p Z ch x fV a-b ch x ^  (a - b ) l  a +  b {(f,p2’ k)'

1.4.16. И н т е г р а л ы  в и д а $ R (sh х, ch х, V a  +  bch x)dx.
Условия: a > 6 > 0, дс> 0.

Обозначения: q> =  arcsin ̂ th у  j  , Л = j / "  •

1. \ V a  + bchxdx =  2 V a  +  b (F (ф, * ) - £ ( ? ,  *)] +  2th -о У а  +  бсЬх.
I

*• |  '■"‘ - • ' J + Я :  <Ф. »)•

Г Л х ^ Щ с Т !  ^ _ 2| ^ h E S  Arcth 1 ®
J  p+q chx f  Я f  aq —

ch Jt) 
bp

[(aq — bp)!q>0].

4. = 2 l / frp- ai7 A r th l/ y < a.±*-cJli> [ (a « - 6 r t / f < 0 ] .
Г 9 Г tp — aq



1.4.17 1 

7 -  /
0

ch xdx
У a + b ch x

X

• f0

ch jt — 1
Y a  + b ch x

X

• j0

(ch x— I)2
У a + b ch jc
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2 =/г(ф, k) — ~ 1 а -+Й Е((р, А) -Ь — th - -Ь ̂  ch д:.

Аг=-^-Гн1 -- Y a  + Ь ch jc — V H +Ъ Е  (ф, ft)J.

dx = 4- Y £ ± ± l{a + 3b)E(<t, k )- b F (q>, *)] +

+  & [ b Ch* }  ~  (a + H th 2 ^ a + bchx-

10. i <IX—^ = 2  ̂ “  A rcth l/” 1 +  -  chx.J  К  a + b ch x f a

11. f  — У  IF  (y. k )- E  (ф, *)].J  К a +  6chx a —b

X  r ______
« o f  dx [Aa + b c/ .x 2b r/12. 1 ---------  - ==----- £ (<p, k)________________ F  (cpt k).

J  (ch x+  1) V a + b ch x a — b (a — b )V a  + bо
X

13•  d* = ------?— = [ 6 ( 5 & - a ) F ( y ,  k) +
J  (ch JT.-4-1)* I  a4~bchx Ъ ia — b\2 V aA-bQ (chx +  l)a V fl + ftchx 3 (a — b)2V a  + b

I  + < «-a ,  <«+*)£<*, *) I+ _ L _ ^ ! Т Л П Т Ш .

14‘ С ;---------(l+chAT)rfx _  2 -  n  ^  p  k)
g 11+Pa +  (1 —p2)ch x | У a + bchx У a-\-b

1.4.17. И н т е г р а л ы  вида
J/?(shjt, chjc, Y  or sh2 x ±. b*» У Ь 2 — a2 sh2xt V a 2 ch- x ± b2,

Y b 2 — a2 ch2 x) dx.

'■ Уякт»{;эл- (сэ+’т а >
*■ S гз^ £ Зл_|” ((П+Кда1=г)
3. f  1 (sh*\ fr farain [(сЬж )/^аЧ Й П  llh.x<a‘V

J  \ a2 — sh2 x *ch X' larcsin [(sh x)Ja\ J

'■ $ у ^ П ' Ч О + г г ш т т '>  

t  s 7®Ы|{ГьЗл“1" (S3+|/ая=?) ,tM'>w
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6. С 1 fsh X\dX = f  arCSin ,(ch \
У a3 — ch- x Ich xf larcsin [(sh x)/Va2 — l]/

x

7‘ J  Г т т № * = f  (arcsin th *• к г = р )  1ж>0: *• < 4-0 r 1 + Л2 sh2 x

9- f  =  = F  arcsin -r- *■
J  M - * 2ch2x \ 7 \ - k *  )

lo< x< ch(i/rr^P);
oo/•

10. 1 - 7 ^ -  ■ =  F  (arcsin sech x, k) (*> 0; k* < i j .
J  Г ch2 x — Ar2ж
oo

11. J  p = p = =  = F(arcsin sech JC. К  Г=Т2) («> *

1.4.18. И н т е г р а л ы  вида   ̂/? (sh jc, ch x, У  a sh jc + b ch jc) dx. 
Условиям 6 > a > 0 ,  jc> JC|.

Обозначения: ф = arccos ; zL JL =-?-j= x , jct = — Arsh °
V a  sh jr+6chjr I 62 —a2

X

I . J  Va  sh x + bdxxdx = {' 4(ft- —a- )|f ( V  J - J  _ 2 E  '«p. ] +

2 (a ch x+6 sh x) 
1 a sh x + b ch x

2. f  - /  1 » f -  '  )
J  I a shx + 6chx * 62- a 2 \ V 2 )

3. (  dX ~  1 ̂ -------1 2£ Ap, J — \\
J  I (ash x + 6 ch xy‘ » (62 — a2)1L \ Г 2 /  \ I' 2 / |

4. t‘ O ' f t ^  + a shx + ftchx) rfx _  „  c / _ j_\
J  У (a shx +  bchx)3 * 6*—a2 \ К 2 /

1.4.19. И н т е г р  алы  вида  ^y'ffixdx, J Kctlixdx.

1. J  Kth"xrfx = Arth )^Thx — arctg I thx.

2. J  Kcth x </x = Arcth V^cth x— arctg V cth x.



>• ^ез*л-т 'е п ;2з-?-*- <2з*+
к f -ез'**
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1.4.20. И н т е г р а л ы  внда ^ * j ? dx.

wnM
+2rn (m-f I) 

n — I
*. j -еэ”—«*■»■(?)

+  2 ^ T  2  •> *(?) J  * "ch(te-2fc)*rf*  
k = 0

 ̂ i  < *»*тн2Г2::;зл-*=»o

4. С т ( 5!1ХГ % ----- ! ~ " У ( Т  1)*^ + D ("> « - 1 ) ... (2я —2fe+ I) ^
В  J  \d i Jfj 2л- )- I 2 *1,л  (я  —  I )  . . .  ( я  — A)

Г - I  /sh xi •* r /sh*" =*> jt ch jt l l  (2я-1)1! x*
л  [2/i -  2k \ch x| Icli*» **-» xsh x/J + 1  ̂ *' (2/i)ll 2 '

_  С (sh  x \ ^ i .
5- 3  X l c h x [  *

_ J  V  / - 14» 2*( " + » n ... ( « - * + »  Г - I  fsh x»*"-**+‘ ,
n + 1 —  ; (2л+ 1)(2я-1) ... (2 ;- 2 Л - Н )|2 я- 2 *- И  Ichxl fc = 0

xch jn l
+ x \ch**-*xshjr|J’

‘ J 'G 3 < — ' С З - ' М Э *
* n

у Xгл fchxi
r. —I
v fsh x i]

fc = 0
(2*)! Uh xf L  (2Л+1)!

fthO
Ich xl ]

s. j  - « с э * - » +«. д  ь й ^ е э - д  e s t

*  У * { 2 3 л - * { 2 3 - { 2 э '  

,0- H 2 3 ‘ « - < * + < 3 - 4 2 3 - 
*«+t

J  Ichxf 4 2 (я + 1 )^
, ГГл/2] f(n-l)U l -1

^  У  — rĴ — ' " 4U - o  ( * .  и 2 « .» (я —2*— 1)1 I
ft  An  А. П. Прудников и др.
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3 Jsh-Jrt X Jsh3jrt 
~  2  ̂ Ich л) \Ь tch Зл J *

1.4.21. И н т е г р а л ы  вида  J  dx.

Г 1 j s h . t l f . _ _  1 fshxW q fsb fijcch*) ^
J  Ich jc) X (p— \)Xp ~i  tch jc| <p— 1)<р-2)л*-* W 'l j r s h j r j  —

. q ( 9 - 0  f  1 ] sh*W-* i f  С 1 jsh x lf
"  (P— 1)(P — 2) J xP *\chxf (p — ))(p  — 2) J  xP~* tchx j

2. f - U ,h' U ______ i— Г у  i»+»!f  П +
J  x »  \ch x) * l2 n - l ) l|  -- Ish x)

, (ЗД1 fsh x\ I 1 fchi Л  
*>>e X »  \ch л/J  (2л -  1)! \shi xj

j_/shj(\ dx=__— Гу s®  /ch 4+
jfiit+l \ch х/ X (2л)! I x2* Ish xj

n — I
у  (2*+1)1 fshxn  1 rshlxl 
~ 0 Uh дг/ J (2л)! \chi xj



| . 4 .2 2 . |

4.

6.

6.

7.

8.

10.

II.

2.

3.

4 .

1 /sh 
x \ch x| dx 1

1.4. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

n — I

1G3

2*«т  2  ( T o* f 2; )  сы ( 2п - 2 * )х + ц ^ ( 2; ) 1п|х|.
к = 0 

n1 ishH V ( T H k ( 2n +  l\ l*b 'V n - 2 k + \ )x \
T l c h x f  dx- 2 *  ^  !) [  k J  Ichi (2 / i-2*+ l) xfe

1 is h x ^  
x* (ch x| dx = —

* = 0 
(T  \)n (2n

22/tx [ n
n — 1

“ 2-STT 2 '  <T l ) *
2a\ fch(2/i — 2k) x

0
(2n — 2k) slii (2n — 2k) Jtj

A-0
П  l s h ( 2 n - a } l ) » |  ic h i(2 n - 2 Jf  1) x ll
[х  \ch (2 л - 2*-H )x J (in  "  +  *) \shi (2/i-2/fc+l)xlJ‘

т Й З Ч »  ‘ / г — *

chx — I dx = chi x —Inx—C.

I f sh k\ 
x* е > ~ т е э + $ з -

4.22. И н т е г р а л ы  вида  ^ x*> dx.

xPthx</x = УL  (2АГ + Р ) (2Л:)! *
k = i

oo
x^cth xdr

* =o (2Л +  Р) (2*)! x**fP [ I x | < я; p> lj.

ч и г - н ^ кя — I



1. ^ xr sh/>х ch?xdx= ^ [(р + д) xr sh^x х cĥ ~̂  j:—

— rxr~l sh^x ch? x+ r (r - f1) J  xr~2shPxch9 xdx +

-f- rp J  хГ-l sh P-i x ch?*» x dx -f (q — 1) (p -f q) J  xr shP x ch?*2 x dx j .

№  ГЛАВА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 11-4.23.

1.4.23. И н т е г р  алы вида  J  xr sh  ̂х ch? х dx.

1 [(p + ?)* r shP~*xch?41jr —
(P+q )2

— rxr~l s\\P xchQ x + r (r— 1) J  xr' 2 sh*xch?x dx—

— /•<7 J  xr_1 sh? 1 x ch?"* x dx — (p — 1) (p + q) J  x' sh*-* x ch? x dx j .

*■ 1 ffe-oj-ca-'*k = 0

*=0

-1 у- e r * 
‘ j*c:s3*-*cr+cssa-

1.4.24. И и те rp алы  вида \ -rz—dx, \ ^  dx.J s h ? i  J c h ? x
i f  * i sh* T * , i  — pxP l  fshx\"?+2__ xP /chxsh"?M x\ 

j  ich x] X~  (q— 1)(<7 — 2) lehxj q — 1 |sh x d rf*1xj
^  И Р - D  f  (sh «-*♦» dx q - 2  f  &  ( sh ХУ * ”  dx. 

(<? — 0 (9 —2) J  Ich л) Ц— 1 J  Ichx)

2 . f  J ^ . jx =  У  £ = * ! l h * xr*u  
J  sh x ^  (2*)!(P + 2*)

[ |дг |< л; р>0].
A =  0

oo
3. f  V  <OM, ( E f* , xP"-»+t Цд|<д/2; P>0J.J  ch де (2Л)! (p + 2 *+ l)

*=o
со

4- J  ^  cth *+ p  2  (p +  Г - П  p>1)- 
* fe = 0

5- J c ' S i ‘iJC=J[PthJf~ P 2  ч * 1̂  ' > ч -* = 1
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С l*hxW -  L  V  I-H п> Дя(2"-2) -  У п - и  + У  у«• J 2л (2л — I)(2л — 3) ... (2л-2*+ 1)

г fchxsh** *» »х) _ 1 _  рл-|(2л — 2)11 Г
< [  \shxch2* 2/1 *х/ 2л — 2fc Ich х| J  + ̂  (2л — 1)! !J  Ichxf

2  ( _  ,)fc (2лЧ- I) (2/1— 1) ... (2Л-2Л + 3) ^
2л (2л — 2) ... (2л —2Л +  2)

ИсЬ х sh2* 14 5х» 1 fshxi2* ** »1
sh х ch2* 2/1 2 х) 2л — 2Л -f 1 Ich х) J +

__ \ |ch x sh x\ q — 2 С 1 (sh x V 0+1 
(tf— l)Jt^ \shjrch’f f l *j <7 — 1 J  x*\chxj

. P (P+ 1 ) Г _ L  
— (<? — 1) (Q — 2) J  xpti Ich xj

•• J f 5 « — « + < - « ■ ! « 1 * 1 +  Z  m w = » B^

IJ.

dx 2/t t -1 V 2-2**

* = 0
**n/2

Eik

к=* 0
(2Ar)f (2Ac —n-f-1)

Х^Я+1-J-

■■•I
{fjC cth x

« . sh=« -  -  ^  ' ' " l  м П Я  8« ln 1' 1 -
CO

___ —  \  ----- ^ ----- (2x)s*
Z j  (2/c>! (2A? — n — I ) 1 ; Cl*l <Л].

p  f  tb t  , fe . ч 2* (2nfl — 1) п n . . . .
J  xn ch- x e  ж* + l  * (/t +1)1 I +

< 2*- l ) B 2k

(n+\)\
CO

*  у
x n t l

к  =  I k*(n±  l)/2
(2А:)!(2Л-л-1) (2xj*

13. Г * £
J  sh*

2-22*
oo
Vg  <m  (2fe+1) В и х *ч

Цх|<л/»1.

11*|<л1.
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f И * К « Ч .

(sh х\~* . х ĉh х sh 2х\ 1 (shx\“ * 1 С fsh , 
ichx} dx= * 2 \ * x c h - « x P a tc h x J  ^ 2  r i c h , }  dx

и л _

x
x i ь 1 dx (ch xj

1.4.25. И н т е г

Г x^bxdx _  __ x ^ I th (x/2) \ 
j  ( i ± ch *)* “  ch x ±. 1 ““ \<

1.4.26. И я  тег

j ch x sh 3 x\ __ 2 j sh x\~2 , ?  Jcthort 2 f|shxl 
Ish jrch"* xj “* 6 jchx) 3 ^ I th jt j 3 n \chj r J '

р алы  вида  J  r [ Xp , g ^ * e + 6 f i l l } ) * *
С xp ch x dx _  xP p P xP'l dx
J  sh *)<* (q — ]) b (a+b  sh х)ч~ъ (q— 1) b J  (a+b  sh
I* xn sh jc dx _____________ x*>_________  p С x*> 1 dx
)  (a -j- b ch x)4 ~~ (q— l )6(a +  6ch x)4 1 (q— \)b j  (fl + fcehx)*'**

С xdx -  Г /  ,h (X/2)\  _  2 In /  Ch (J[/2) i  
}  I _r. ch x \cth (x/2)/ \| sh (xj2 j )  *

| th (x/2) 1 
Icth (x/2)]’

р алы  вида  ^ (te+ c )*  n dx.

s <*+«>■ 1«:зл- j [<*«+'>•+i] е з  - ̂  ea- 
- ^ и ^ е а - ^ + ж а

f  - 1 I s*1 ax\ j  _
J  (bx+cy* (ch axj X “

J 1 jsh ax\ , _  1 , ac jshi (ax+ac/b)\ 1 . oc Jchi (ox +  ac/6)l __ 
6x-fc \ch exj X ~~ b C b \chi (ax+oc/6)J 6 s b Ishi (ax-f-ac/J>)j

“  2b e~ ° ‘Jb E i <"+«■/*) + 2b е“С1Ь E i — у )



j 4 27.1 ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 167

J 1 fsh ax\ ________ 1 fsh axi o f  1 fch axl
(frx-f c)2 \ch axl X ~~ b (J>x+c) (ch ax] ' b j  bx+c \sh ax] 1 X"

J 1 fsh a x l _______ 1 jsh axl _
(ftx + c)3 \chax/ L' 2b(bx+c)2 \chax/

______ a____ (ch a il a* С 1 fsh axl
2&2 (ftx-j-c) (shaxj "* £!/2 J  bx+c Ich ax/ *

1.4.27. И н т е г р а л ы  вида  \R (x t eax% sh bx, chbx)dx,

. C ( sh (ftjr+ cH dx „  - i H .  [a /sh (**+ cH _  <, /ch (fr* + cH 1.
J  \ch(6x+c)) a2 —6-L \ch(6x+c)J \sh (6х+с)|]

4. J  xPe*x dc = -~ j  xPela*b,x dx+ £ xPe(a~blxdx [cm. 1.3.2). 

x

5. j  **'**■•* {ch t< }i * ” T  [(«—4 * * Y (* i ax—bx) + ( c + * ) a Y(a. ax +  frx)| 
0

[R e a > - e . « - ( ' } ] .
00

6. J  *«->*-<« Ц  dx = i  [(a- 6)-« Г (a, ax — ftx) + (a +  * ) «  Г (a, ex +  6x)I
X

Ч ” “ е а ^ й г [ ( “ - э д с э -
Ш

R f  ( *  b*  i r  ;  « «  2 (ai + 6*) 2a (a*+3ft*> 1 (sh bxi
J  tch&xf a * ^ L  a^ - b - X+  (a*-**)* J  \ch *xf

«** L - . <ab 26(3a» + 6=) Hch6x| 
e* - 6 * \ °*  ai _ 6i * J\sh frxj *

“ • J ~ e 3 * - r ( ' + 7 + - i K -
И. j  j *  dx— y  [E i (ax + bx) + E i (ax-frx)I 

00

**■ j  ~xe~ax {chfr^}rfjr= ~  у  IE i (frJC- ax) + E i (— « - * * ) !  [e>i6i].
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х *»т
13. £ +  l E i ( i * - a x ) - E i ( — ajr-fc*)][a>|fc;j.

О

X
15.  ̂ ~  e±xsh xdx = ± ~  [Ei (±  2*) — (С +  In 2х) ] .

о

м - Н ' - " 6 3 л - ? " п ' 5 :Е1 (- 2“ )|-

■7- f  i  - ^ Э л — В  *>- 

,8- f sr«-*{sa*—
19. С -vj —  = — th ax— lln jc h a x l.J  ch2ajc a a- 1 ‘

x k= 0

«■ j  ^ - д т [ ‘ (,- | ) - t (,+T)+2L( i) ]
[e  = arctg ( t h "  c t g ' ) :  *±2лк; A =  0, ±1, ±2, .. . J .

J ê=4arctg (th ~  ctg 4arctg(cth ~  c t g tj=2nk; k=Q, ± 1 , ± 2 t ...J-

1.5. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

1.5.1. В в е д е н и е .
Если # — рациональная функция своих аргументов, то интегралы вида 

 ̂R ( sinjc, cosx, tg jr. ctgx)<& приводятся к интегралам от рациональных функ
ции при помощи следующих формул:

1.  ̂/? (sin jc, cosx, tgx, ctg x)dx =
С f 2/ 1-/* 21 1 -/M  2dt г дг1
J  W  + / **  ! + < * ’ 1— 2t J  \ + t *  L 2 i

Если
/?(sinx, cos jc) =  — (— sin xt cosx),



Т° % и
2.  ̂ R  (sin х, cosx)dx =  —  ^ R (V \  —  А  /) I/ =  cosx}. 

Если
R(sinx, cosx) = — /? (sin х, — cosx),

то
3. j f f (s in x , cos л) dx = ^ R (t, / l - < s)-p = = -  K-s}n*j 

Если
#(sinx, cos x) =  # (— sinx, — cosx),

то

1.5.2. И н т е г р а л ы  вида  ^sinPxdx.

1. I sin^xdx=---- s in ^ x  cosx+  ̂ \ sin^"2xdi.
J  P P J

2. ^ sin2rl xdx =

8 " --- (2« — 0(2n — 3)... (2/i-2* +  l)

* L * _  i

,  5  2 . |  1.5. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 169

2/i I A* 2 * (n - l) (n - 2 ). . .< n - * )
sin27* x I +

n — I
s!n (2/i — 2k) x

k= 0

4. J  sin2,l+*xdx= 

cos

2/1-2Л

—  [sin^X-f У  _ _ _ _ 1L-: ft_ _ _  sin^- 2̂ -2̂  I
-1 [  &  (2Л — 1) (2/1-3) ... (2л —2Л — 1) ' J -2/1 +

L A = 0

2/i +1\ cos(2/i — 2k + 1) x
2л — 2Л +  1ft=o

2 J  1 -  D*n  /л COS2***  X .

7 $ sin xdx = — cosx.

J  sin! xd* = _ l sin2x + l x  = _ - ’ sinx cos x+-i-x.
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х **т
13. J  ~ е  «х shbxcLx= ’ +  | - (Ei (ftx -ax )-E i (— or-fcx)] [а>

О

и  Н ' " й Э л Ч |Е|(2“ |,:|п' 1-
X

15. J  у  e**shx<te =  ± :y  [E i(± 2 * )- (C + ln 2 jr )J.
О

” ■ J  i i  ' " Й Э Л ‘« В  « t a ) - S F  » “ *  ')•

19. С *Л*— = — th ax— К  ln j ch аде |.J  ch2ax a a- 1 ‘

» b e y * - * !* ™ —+»->•k=0

Л т [ ‘ Ы ) - ‘ Ы ) + * т
|e= arctg ( t h "  1&2лк; A = 0, ±1, ±2, ...J.

»• / ^ ® г * - л !и К т ь т -
Ĵ e=4 arctg (th ™  ct* £)* ^=4arctg(cth т с!ст ) : ^ 2лЛ; * =0» — *• - 2* •*•]*

1.5. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

1.5.1. В ве д е н и е .
Если # — рациональная функция своих аргументов, то интегралы вида 

J #(sinx, cos х, tgx, c\gx)dx приводятся к интегралам от рациональных функ
ций при помощи следующих формул:

1. J/?(sinx, cosx, tgx, ctgx)dx =

x Л - 0
x

гЧ
xdx 

cos/ — ch ax

( 2t 1—/* 2/ 1— 1*\ 2dt
\1 +  /*’ l + f l '  1— 2/ ] 1+1* 1/ 2 J

Е сли
/?(sinx, cos x) =  — /?(— sin x, cosx),
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то
2.  ̂ tf (sin x, cos x)dx = — ^ R (V I  —/*, /) [/ = «>•*). 

Если
#(sinx, cosx) =  — tf(sin x, — cosx),

TO

3. ^ R  (sin x, cosx)dx= ^ R (t, V l -1г) у ~ = т  1<=!1ПЛ> 

Если
R  (sin x, cos x) =  R  (— sin x, — cos x),

TO

*  $ * ( , а ' - ” ' ) ~ Н 7 т Ь , | у 1 т ? ) 1+ е
1.5.2. И н т е г р а л ы  вида   ̂sin P xdx. 

f.  ̂ sii\Pxdx=-- - s in ?1 x cosx+  ̂ j* sii\P~2xdx.

2. J  sin2* xdx =

£  \лп*+ж+  V  <2n-3 J).^ -3 )... (2/i —2̂  +  1) ^  1cos
2/i

n —I
sin (2/i — 2k) x 

2/1-2Л
Л=о1 *= 0

4. J  smS/l+Jjr<lx =

- _  “ e x _ [  " y ____ 2 ^ « <« z j ) - -  (« - * ) ' sm*»-*-J
2л+1 [  п + ^ (2 л - 1 ) ( 2 л - 3 )  ... (2Л-2А-1) J '

5. = r_ i\n+ i 1 V /  +  cos (2л — 2А+1) х
<— » " +ж w  2 (— |>А ( 2п^ 1) 2 /1 -2 Л  +  1*=0

•• - 2 W 0 — “* = 0 4 '
7 $ sin xdx =  — cosx.

*• J  sin2x d * = _  1  sin 2 x + l  x = - \  sin xcosx +  i  x.



'
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S 1 3
9. \ sin3 jc</x=*— cos3x—  ̂C0SJ:== з  c0s3jc“ c0sjfe

3* 1 • о. . 1
Г “ 4 Sm2*+ 32

3  j i
---- Sin X СОЗ X —-j- sin3 x cos x+  -a- K.о 4 о

10.  ̂ sin4 x</x = -^--- ‘ sin 2x + ~  sin 4x

f  5 5 1II.  1 sm5, x rf* = — -g- cos x - f - c o s  3x——  cos bx

,2- J
1 4 4=  — sin* X  COS X  -J—г*- COS3 X—-£ cos X.о 1j b

. . . 5 15 . 0 , 3 l - rsin* xdx = -r-r- x — sm 2х +-б т  sin Ax— rprr- stn 6x=*
10 04 04 192

1 . , 5 . , 5 . , 5
=  —  -* SUl* X COSX  —  -хт* sin1 X COS X --- —  SinXCOSJC +  - n r  X.

G 24 10 Ю

P dx _ ________cos x______ P — 2 Г dx
J  sin*7 x ~~ (p — 1) sin*7 i x ' p — 1 J  sin*7 2 x13

a j  лsin*71 x

L 2* (л—1) (л—2) ... (/»-*)
. (2n- l)H  ж | 

+  24n! 1 I e 2 J*

«6. \ - E - - l n | t g ^ |  =  ln| l r i £ 2 ^ | « | n | - 4 l £ _ | =  > la 1 1 ~ « «

COS X

In

' • f

dx 
sin x = ln |tg |- | = ,пГ
dx

sin2 x
dx 1 COS X , 1

sin3 x 2 sin2 x 1 2
dx COS X 2

sin1 x 3 sin3 x 3 c
dx cosx 3

sin^x 4 sin1 x 8 :
dx cosx 4

sin® x 5 sin г x 15

SU1X I I l+COSX| 2 I 1+COSX •

18.

20.

1.5.3. И н т е г р а л ы  вида  J cos*7 x dx•

1. J  cos*7 xdx = ~  sin x co& 'i x+-l-^-  J  соб**~2ж dx.



* L ^  +  V  — 1)(2я — 3) ... (2я — 2А+1) Л
' L kT i  2*(п— 1) ( я —2) ... (я —А)
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2. ^ cos2* xdx=*

8П)
2/1

. (2/1-!)!!
+ 2"я1 "■*

п — 1
1 /2л\ . 1 V  /2л \ sin (2л — 2£) дг

3. “ 2* \ « ) Х+ & П  1  ( k ) - - ta ^ 2 k  •
k — О

4. ^ сов-^

—  Гcos2'1 х4- У  2*f l /i(/i— I) ... (n — к) coĉ  , ; i  
И  + *1 (2я— J) (2/1 — 3) ... (2/1 — 2Л— 1)L к—О J

sin
2М-

'• - ^ 2 (  » ' )
/2л +1 \ sin (2/1 — 2£+ 1) дс

2 / 1 - 2 Л + 1  
*=0

2*+1 \* 
*=о

7. J cos xdx— sin х.

8.  ̂ cos3 дс sin 2* +  ̂  =  en дс сое дс +  ^ дс.

С 1 3 19. I cos* xdx — ~i2  s*n 3jc + s i n  дс = sin x—  ̂ sin3*.

№. ^ cos4 xdx—  ̂ *+ "£  ®n ^+*52 ^  **="
3 3 I
~8 * ^ 8  * coe *+"4 sin x coe*

J r C j
cos* xdx = -̂  sin дс+^g- sin 3* + -до sin 5x

4 • 4 « . 1 __ _— 81П ДС---- r=- Sin3 ДС +  -^  С064*  Sin ДС.О 10 9

12. J  cos* xdx= A  * +  -JJ- sin 2x+Л  ш  ix + 1L .  sin 6*

5 5 5 1-T^X +  -TF- Sin ДГС08ДГ +  -йТ  sin X  COS? ДС +  -* Sin ДГСОЙ дс, 
l o  JO  0

13. f  *** = Sin X p — 2 f  dx
J  со^дс (p — 1)COS** * ДС p — 1 J  CVS? J x '



14. Г * -
J  СОв2лХ

п * L ^ - t  r , V  2»(/»-1 )(*-2) (л - * )  А 1
- I  [  i (2я — 3>(2л—5>... (2л—2^— 1 ) ^  Ч*

1 7 2  Г Л А В А  П Е Р В А Я . Н Е О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Е  И Н Т Е Г Р А Л Ы  [1 .5 .4 ,

2л

</х15. С

I sec- Х + "У  (2 "- l) (2 » - 3 )  . ..(2 Я - 2 Ц .1 ) м  1 
L * - i  2*(я — I ) (я —2) ... ( я —k)

COS*7* 1 x
Я - I

sin x '
2л

2"л!

M ^ 4 * M H * (b iK 4 - S 5  
n- )& - < -
• Ч ^ 7 - Т ^ Т + > | < * (Т  + Т)|-

sin х 
sin x

19. 1 e,,,~ e * 1

cos*x 2 cos* x +  2
dx sin x i 2 tCOb4 X 3 cos1x 1 3 ‘
dx sin x 1 3

cos*x 4 cos1 x 1 8 1
dx sin x

f  4

^  Г dx sinx , 3 sinx . 3 . I. /х . д\| 
j  cos*x "  4cos4x 8 cos*x 8 П I \ 2 4 / 1 *

м
1.5.4. И н т е г р а л ы  вида  j  sin?xcos?xdx.

• f  • n n j  sinP -1xcos?u x , p — I f  . _ ф л»• j1. 1 sin * x cos? x «X --------- —----+  - ■■ T- 1 sin  ̂ 2xcos ?'*xdx.
J  <7+1 <7 + 1 J

.  s in ?1 xcoe?41 x , p — 1 f  . „  « - .2. = -------- -------- |- —  \ sin** * x cos? x dx.
P + <7 P + <7 J

sin/*1 x cos?*1 x , p + q + 2 f  .3. =»------ —------h \ sin  ̂ x cos? x dx #
P + l  P + l  J

sin^fl xcos?1 x , <7— I f  . n+, .4. = ------ —------I- 4 \ sin*** x cos? - x dx.
P + l  P + l  J

sin î l xcos? 1 x . a — 1 С . n „  9 .5. = ------ ;------- 1- —  1 sin? x cos?"* x dx.
P + <7 P + <7 J

6 _  _  s i n i ^ x c o ^  p+q +  2 f  sinPjccos7„  xdx%
g+1 <7+1 J

sinP_1 xcos? 1 x f „ <7— 1 \ ,
7- ------ Г м ---- .[“ ■

+  . (<!~ , l,l l , . ~ "  o. f  «пр“| *  «И Г* к it- (P + 4)(P + 4 - 2) J
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g. ^  sinp JTCOS^tir

sinP' l j c i r i . ( 2я-1) ( 2я-3)  ... {2n-2k+])cos"-«-'-* >xl  
+ £  (2л + р-2 )(2л  + р - 4 ) ... (2л +  р-2А) J2/1-fp

P " - ' ) » ___________  f  sin^xdx
+  (2n +  p)(2« + p - 2 ) ... (p + 2) J

9. ^ sinPxcos271** xdx=  . <"

sfoPflx Г V  2*n (/i — l) ...(/> — * + 1) cos27» 2» x ]
2 / i+ p + l[C0S" &  (2л + р-1 )(2л  + р - 3 ) . . . ( 2 л  +  р -2 *  +  1) |

lp ^ t- 1 , - 3 ........ — (2/i-f I) ] .

.0. J  COS** X  Sin271 х<1х = 

cos**1 * U - .  , X  V  (2я— О (2я —3) ... (2л —2fe-f 1) x
р [ Ш ' f a  (2n +  P —2) (2n +  p — 4) ... (2л+р —2A) J +2n+p

+  12Н+Р)'(2л2+ 7 - 2) -  (Р + 2)" J  cosPjtd* ...........................

I I.  J  cosPxsin:n ,,Jtd* =

совР+,х _ Г  • , V  2»я(я—1) ... ( я -б -Ю ы п ^ -^ х  1  
f l  [ (2« + P — 1) (2n + o- j) ..Г (2л +  р —2Л + 1) J2л +  р+

12. J  sin xcosPxdx=—  . * -- cos^^x —1J-
Ip * - 1. -3, ..., -(2/i + l)|

1_
P + l

13. i sinPxcoexdx=— ^-г-ыпР+1х — 1].
J  P i- 1

M.  ̂ sin2xcos*xdx = — “§ ( “4 sin^x —x^.

*5.  ̂ sin3 x cos1 xdx = ---~ s i n  5x+-^ sin3x—2 sin x̂  ==

,6* ^ sin2xcos«xdir =  -*r +  “  sin 2x — sin 4x — ^ а п б х .

17.  ̂ sta* x coe1 x d x ^ ~  f ^ coeSx—у  совЗдс—2coe x j =. -i-cori x — coe*x.

,8-  ̂ sm’ xcos1 x d x = ~ -^  ^-cos6x —-|-coe2xj.

I9. (|* suv’ xcos^xdxssy cos*x {— — sinJx+sin« x j.
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20. J  sin4 х cos2xdx =  — sin 2 х - - ^  sin 4 *+ -^-sin 6*.

21. ^ sin^cos’ xdx^  ̂sin* + -j! cos2* —cos*xj.

J 3 | |
sin4 x cos* xdx =  •*— [28 sin4j;+ ] M Sin &X’

23. i  sin ax sin bx sin cxdx=*-s
1 Г cos (a — b +  c)x cos (b+ c—a) x cos (a +  b — c)x cos(a +  6+c)x

-  T L  л +  ■ - - ' +

24
a —6+ct ' b+c—a 1 а + 6—с a + 6+c

sin ax cos bx cos or dx =

иcos (a-f 6 + c)x cos (b + c—a) x cas(a +  b — c)x cos(a+c — 6) xl
я “f* b +c b + c—a 1 a + b - c 1 c + c - b  J

$25. 1 cos ax sin bx sin cx dx

Гsin (a +  b —c) x sin(a+c—b) x sin (a +  b+c) x sin (b +  c—a) *1
I  a +  b - c  1 a + c —b a + b + c  b + c—a J

$26. 1 cos ax cos to cos cx dx
sin (a +  6+c)x sin (b + c—a) x s in (a+ r— b)x sin (a +  b — c) xl

a +  b+c 1 b + c—a 1 a + c —b 11 a + b - c  J

« с  с f  A l ^ X  Л1.5.5. И н т е г р а л ы  вида  1 — —— dx.r J  cos?x
Г sin**x . ________ sinP^1 x p— i Г 5*пР~ * * Лг
J  cos?x (P — Q)cos?‘Ax p —q J  cos?*

Tsinan* P — q+ 2 Г sin^x
“  (</— 1)cos?"1jc — 1 j  lcos?*f x

3 _  sinP~Lx______ P — 1 Г sin*'2x .
(g— l)cos?">x </ — 1 J  cos?"2*

, С sin^x . sinPf*x _
4- )  - E ^ tt7 </x = - 2 T - x

X  [sec* , + У  ^ - р - 1 ) ( 2 п - р - 3 ) . . . ( 2 Л- р - 2 * + П  ^  1 +
L 2 * (« - I ) (n - 2 )  ... (rt— Л) J

(2 n - p - \ )(2 n - p - 3 )  ... (3 — p) (1 — p) f* sinP\X dXi
J  cosx

.  f  SinP X . SinP+ l  X
6- \ Т ^ П Г  ~2rT^T

X  I sec*-» x + V  S? n - P -2 ) (2n - p-4 )  ... (2n - p - 2 k ) J  +
X^sec x-t £  (2/i — 3) (2/i — 5) ... (2 n - 2 k - l)  S J

+  (2 я - р - 2 ) (2 n - p - 4 )^ .. (— P +  2) (— p) J  siflP^



«• JSKr*-i 2 ‘->*{ЭтЗ£+«-'>и,С)“|-«|* *= о -
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к^п
[я <  т ] .

1 V  / П* М  cos2* -дс
7. =  2 2d * \ k ) n - k  [»>т].

к —О

Г sin-^£ у  cogj*»»*
8* J  cos*»* 1 '  \А/2Л-2л +  1*

*=о
С sin х _________ I_______

* J  cosv X Х ~~ (<7— l)cos? *дс *

,0 С »пРдс dt_ 1
,0' J  cosР'-х р + 1 “

44 Г юп2л,1дг - v  sin**дг . , .11. 1 ------- <& = — 7 — —---- In cos х •J  cos * jL  2k
k = \

n ’ "  21 (~4 fe * 1 ( " ) cos** x~ ln 1 cos*>*
*= l

k=\

,4> J ^ 7 dx= - ln l coejtl-

,5- ) - S f * — ,tax+,n|,«(I-+|)|*
,6' ji 7 ^ 7 ^  = - - 5^ 1£-ln|COeJt| = yCOS»X-ln|COSAC

,7- J - S r -*—
lft f  sinP* j  slnP l x , lV f  . .
,8‘ J  ■ ^ 7 Лс=-Т ^ 7 “ (р - 1>3 ™ p~i * ‘b '

»is§—«ь
*• J •Sf
M sin3* . , 1- d x  = cosx+ -cos- * ’ cos X
oo f  8in4JC . 1 . 3

)  ^ 7 dJC=tgJC+  2 sinJCC0SJC- T  *•



23. [  ^ L d x , _____ L _  = l t g .xJ  cos1* 2cos; x 2 * '

*  1 3 7 * "Й г е - И < « (т + т ) | -
“ • i  S t * — 2 ж г + |л1с0,'1-
. .  f  sin4 x . 1 sin x . , 3 .  I ,  f  x я  \ I

• J  coe’ x 2 cos*x + япх 2  j V 2 f ) r

27. f  g L d x - f - L - .  28. f  ^ d x = I  »g»x.J  cos4* 3cos‘* J  cos1*  3 s

17G ГЛАВА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ |.5 б ,

29. f ^ r f x _______L _ I _____!___J  COS1*  cos* 3cos3*
f  sin4* , 1 . ,

30- J ZZTxdx- з lg '* - * * + * ■

p coŝ  x1.5.6. И н т е г р а л ы  вида  У dx.* J sin p x «■b
I f ees'7*  . COS? * *  1 P  COS? 2*  .

J  sin** X~~(q — p )s in * l x q — P j  sin**
— _  cos f̂ l*  9 — p +  2 P  cos?* ,
=  (p— l)sin*-1* p — I J  sin*“2* X*
________cos?-1* q— 1 f  cos'? -x

(p — I)sin^_1* p—1 J  sin**2**
f  cos” * . coe*^1*  f ,4. \ . ,—  </* = ---- =---(cosec-**+J  sin ’1 * 2/i

, Ч »  (2в—P — l)(2n— p—3)...(2я—p—2ft +  l ) ---
+  Z  -------2*(я — l) (я —2 )...(я —k) “ * *

fc =  l
(2n—p — l)(2/i—p—3)...(3 —p)(l — p) Г COS** А  

2я/|1 J sin*

" v  (2я p—2)(2я —p —4)... (2я—p —2fe) 1 ,
+  Z ,  (2я—3)(2я—5)... (2я—2fc — 1) 1^

k= 1 . 1
(2а — р — 2) (2п — р _ 4)... (2 — р) (— р) С c„ n r(ir 

+ ------------ (*Г= Ц Я------------ 3 cosPxdx■

к£ т
[т  < л1*
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n
n\ sin** ■*m x

7. - t 2 < - ' > * h w  — **=o

f  cos*"*1*  . V  i\* f n\ sin**
8- 3 «in*™Jt 2* —2m +  l"

f  COSJT . _  1
J  «in'1* x ~  (p - l)s inP  ‘ x *
С COS'? X  , 1 4 Л4.1

,0- J  V+T '
n

r  COSs" f I JC . V  COS***
"• J  - 5 H T - * = Z  T + , n ' sinxl- 

*=l

,2- = ‘- i in r i ( 3 sinS* x+ ,n :sinjfi-ke I
n

—  A  , ,  , A

^ F r r  +  lT g 2 fc-l

„  fcre^JC .  V
“ ■ ) - a n d x = l

,4‘ 1 ж 7 Л := ,п !а 'п * 1- 

l5- 1 ж т Лг-=совх+1п|‘в||*
,б- r £ </x= - y L + in ' sinxi-

17- ]  SЙ Г Г ^ Ч  coe»*+co.*+ln|tg x |.

I8‘ \ 7~' X dx =  - C-^ —X — (p— 1) f  cosp~2xdx.J  sin-jc 8U1 JC 1 '  J

19. f  « « * _ _ ■  20. f  c t g ^ r .
J  ип*х sin x J  sin-x

2| f  v & X j
)  а д * - " n ,

20 Г сов*дс 1 . 3
J  SH * idx==— cte* _ 2 smj;cosr— 2 *•

23. Г “ • !< * ,_ ______!___
J  sin3* 2 iin2x *

*■ $ г Й л ‘--- - Ж ? - 1" ! ™ ' ! '

COSX 1 , 1 *  X
2sin*x 2 I 2 Г 

I
2 sin-х

[*i > aj.

177
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соеX у  lnjlg-g- |.

f c o s x .  1 ло Г С08* дг, 1
эт- )  Ш Гх **—  З Ш 7 -  28‘ 3 Щп*х з g '
^  С cos3* . 1 129. 1 . -~dx = —------а■ . ♦J  an4*  sm* 3sin3*

“ • J i K <to“ “ - T c V * + c l* x + A

1.5.7. И н т е г р а л ы  вида  j

, Г < * » _________ _____________ Р +«?—2 f  rfx
J  sinpxcos7x (p— l)sinP >xcos? *x p — 1 3 sm<’'*xco*5jf

2  ___________ !____________ P-f <?—2 f
(</— JJsinP'i.tcosf*** «/ — 1 J  sin^xcoe^"8*

[см . такж е 1.5.4).

С dx /m +  n— 1\ tg2»
J  3 3 *  jccos2* *  \ k у2Л — 2//I +  1 *

л=о
/n4- n

f  d* v  /*я +  n\ W *  2mjc . Ли+лХ. I*- i
J  «ta*»+*xc«*»+»x ~  2d \ k J  2Л-2m + \ m ^ ln 1 *«■»]•

* = 0 
feyi m

m

5‘ ^ sin2m+*xcosx ~~~ (2m — 2k-\-2)smim~ib*2x~  ̂*n 1^*1*
m

6‘ J  sin^*cos* =  “  2  (2m-2* +  i;sm*» +  l" Щ *  ~ 2') I"
*= l

d Щ 1 
7’ J  sin * c o =  2  (2m -  2ft +  2) cos2"»-2****+ln t ̂ * I-

*= l
m

f  <** _  V  1 . i J  4- *  I
J  sin*cos2m* k*\ 2ft +  l)c°82/n -***x n| 6 2 [*

9. f —r——̂--- = lnjtg*|. 10. f  —— = — ?--- (-1в I I f I .J  sin*cos* 1 b ‘ J  sin*cos-* cosx r  I 2 I

П * j  an*cos3* = 2cos2jc +  1п 1*8*1*

,2‘ 5 staxcoe*x“  cosX +  3coe»x + ln | tey j *

13. f  . ----- = ln | tg (£  +  I — cosecx.J  sm2*cos* I \ 4 ‘ 2/1



*«• J  dn*fc5 ^ 7 ~ ~ 2ctg2y-

«• У ‘и т а ^ " ( т э т - т ) - е т + т |п|,‘ ( т  +  т ) | *

*6, j  sin*хcos'* ’ Ззтхсог'х  3 Ct<*

J  sin3* cosx — 2 sin*x *n !̂ 8 -*l«

l8, f  «in5xcoeJ x = _ 'с ш  , 2 sinJ x ~  J )  +  T  ,n| *e 2 |*
f  <** 2 cos2x • л• i 4 ,

,9' J  *in»xcos3x “  sin*2x +  2 ,п I J8 * | .

f  2 . 1________ cos x . 5 . I . x 
J  einSxcos4x cosx 3cos*x 2sin2x * 2 П |  ̂2 *

2I* J  "sÊ xcosx ~ ”  sinx 3s W T ln I tg( y  4 1 1#

J  em4xcos*x ~  — 3cosx sin’ x ~~ У  2лГ*
23 f _  2______ 1 . sinx 5 . | f / x л \ 1

J  sta4xcos3x sinx 3sin3x 2 cos*x 2 | * \ 2  4 /|

M- f  i E W *  — « e42«~3-ct8»2r.

1.5.8. И н те гр а л ы  вида J  tgPxrfx, J  ctg Pxdx.

Ч Й Г * - *  i

| 5.e.J 1.5. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

к =  l

n

Ч ( = Г Г +^ - 2 ' - ' ' * г а { с , 88' Г !,+ ’Ы
Hh

*  - ^ . Ч Р - О С Э ' *  * « - ■ » ■ » { № ! } •

‘■ И й — С ! Ь

ч а д * * - *  д а * * »



^  С COS*X . 1 COS X 3 . 1 .  X I
“ • J  Я К Л — T S P 5 - C0,Jt“ T ,n|t* f | -

С COS X . 1 ло f  со® **  » 1 4 ,
” • 3 28- J  3 Clg х*
2Я f  COS3 *  , _  _ J ____________ 1___

J sin4* sinx 3sin3x*

^  --- y c tg » * + d « * + * .

С dt1.5.7. И н те гр а л ы  вида I -r-=---r J  smPxcoe^x

I f  <** _ _________ _____________ P + <y— 2  Г
J  sin^xcos'x (p — l)sinP *xcos' *x p — 1 J  sm*~a.*coe'x *

I 7 8  ГЛАВА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ ц.5.7

2. g- 2  f  ____ dx
— 1 J  sin^xcos(<7— l)sinP'*xcos?"*x 1 4 — 1 J  sinPxcos^'2x

[си. также 1.5.4].
m + /1 — 1

f  rfAC у  (m + n — 1\ tgs* *™+»jc
J  sin^'jccos^x iL  i А / 2А - 2/П + 1 *Jt= 0

k = 0 
k -f. m

5* ^ sinim^xcosx e  2  ̂ (2m — 2k +  2)sinim'**+3x^  *n 1̂ *1*

6‘ J  sin^xcosx = 2  <2m-2*+i:sin*» **‘*x + ln | ^ (4  ”  2')|* k= 1
m ^

7e J  sin xcoe^ix = 2  (2m- 2ft + 2) cos2"»'2̂ ax + ln !lg x **
*=1

8’ J  sinxcos2mx 2  ̂ (2m — 2k-f-1) cos-m -k* *x *n| ^ 2 |*

9. f  . ***--- = ln j tg x (• 10. С . A *  -- » _ 1 — + ]n | lg ^ LJ  smxcosx J  sinxcos-x cosx I 2 I

"• f  ■̂ xcoiJ7 = 2coi>7'+In 'tgJfl*
l2, i  rinxca/i' = cos x +  3cos3x+ ln | tg 2'|’

С dx - I . / я  , x \ I



и  У — 2с(е2х-

И- f  T f r i f l W  =  (~ С Т 7  ~  4 )  -^Н Т+ У  1пЬ  ( т  { ) [ •
С dx __ 1_______8 .

*6, J tin * х cos1* " Ззписсо^х 3 Сь *
«7- f  -5пзГсБ^Т = -  2Ж + 1п118<1-

С dx _  1 / I 3 \ . 3 1 1 # х I
|8’ J  *in3*cos2* cos* \2**па* 2/ +  2 | 6 2 Г
. Г rf* 2 cos2* . . ,  ,.

•9- )  Ы х с & х ' = - 1 5 ^ 2 7 + 21п 1 tgxl-
С dx 2 . 1________ соз* . 5 . I. * |
J  ein3*cos4* cos* 3cos3* 2sin-х ' 2  П |  ̂2 |

*L J  ЛИ*сов* = ” Sn7"“ Tsin3* + ln i tg( 2*

У ш 4*сов4* “  ~~ 3cos*sin’ * ~~ T  C*g2х*

^ ■ ^ - - ф - Т О + Т ^ Ч Ч Ч т + т ) ! -

н - f  т * Ш Ъ — ,с '* 2г— з с,«*2'-

1.5.8. И н те гр а л ы  вида £ tgPxdx, £ ctg Pxdx.

ч ц ^ - ^ й т ч а г * *

1 J С Г —  2

J J . U  15. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

* = 1

п

Ч № Г * - *  2 ^ * = Ы £ Г “
-2 *4 -2

Л—I
— / |ЧМ I Г I сое* чь (— I )71 ln{ .

'  l | S U l *

,  - ^ Ч Н Э С Г  * < - » ■ ■ ■ »

J  и » * — 4 ! r ; i t -  j  й э ’ * - * с а - *
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Hdx=z- ~  [in (sin x+coex— К « п 2 х ) + arcsin (sin x— cosx)].

t [ I Ы Й м ± 1н + „ „ 6 4 2 Е - 1 .
1 + 1 2 tgx + tgx 1- t g x J

1.5.9. И н тегр ал ы  вида J R (sinx, cosx, tgx, ctgx)dx.

j
Л + Bcosx+Csin x dx(a-\-bcosx+csinx)n
{Bc — Cb) + (Ac—Ca)co&x — (Ab — Ba) s i n x __________ j________
(n — 1) (a*— 6*—c*) (a +  fc coex+с sin x)*“i  "** (n — 1) (a2—b* — c2)X 
K, £ (n— 1)(Ла— Bb — Cc) — (n — 2) l(Ab — Ba) cosx— (Ac — Ca)sin a] ,
X 3 ---------------- ----------- ----- ---------------- dx(a + b cosx + с sin x)*~* 

Cb — Bc+Caco&x—Ba sinx
2. а*фЬ*+с*у.

(A  , n(Bb + Cc)\ „  
[a  +  (n— l)a* yX(n — 1) a (a + b cos x+ с sin x)n 

я - l
, к • ч (Л—1W V  (2/»-2*-3)l! 1

ccosx+ sinx 2̂n — 1)!! (/»—Л — l)!a* (a + b cosx+ с sin xj*-*
k—Q

[/i>2. a»=b*+<*].
0 Г Л + Всовх+Csinx . Bc—Cb. . , . , . . ,
3- 3 fl + bcosx+Vsinx ln(e + *cosx + csmx) +

Bb+Cc _ t f л В6 + С с ^ Г

1 Г dx С d (x - a )
J  (a +  bcoex+csinx)* J

m9/ a Bb+Cc Л  f  dx
6*+c* \ 6* + c* / J  a + ̂ cosx+cslnx*

la+z’costx —a))* |£=rcosa, tssrsina].

j
dx (a - b )tg j+ c

j (a —ftjtgg+ c—Кб* + с4 —a1

Vb*+c'--a- (a-fc) tg |+ c + )/i>-+c*-a»

± ln (a  + c t g | )

- 2
c+ (a-*)tg  y  

dx 1

j
dx

С0.Х + 6 Й1Х)» ]/(a* + 6*y J  ^ j x + u d t y )

[<i* >** + <*]. 

[•*<**+«q.

[o *=£>). 

[cm . 1.5.21.

A + Bcosx+C sinx ^  Ba+Cb
a2 + b2

10. f A +  Bcos~ I ^
J  <IC06X + f c s m X *+

Bb—Ca 
a2 + b2 1„ to  ( , + « Ч 8 1 )  + y ~ =  In tg [ i  ( ,+ „< « .  A ) ] .
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II* \ acosx + bsinx
______ dx_____
(acosx + bsinx)

C 3 dx— 5q ^ № } x:F Й ,n (асозх+6 sin 4
1 a sin x — b cos x 

ar + b1 acosx-f&sinx

2 etg|- + &(• dx___  _  2 2
|3, J  0 + b sinx “  у аг — ьг ^  ** Ya% — b%

14.
, a i g j + b - V * - *

In

Va*-&*-tg 2-J dx 2 .
a-j-Ьсоьх ~~ — 52 аГС g a + 6

16. In
y p - a H f j + a  + b

fb * —a* V b f- a t ig ^ —a - b

[a* > 6*J.

(a* < 6*J.

17 Г Л -f flcosx-f Csin x 
J  (I ±. sin xyl dx 2n 1

2 С
n  — 2

V
—fc = 0

fc= 0
2Ar -f-1

_  В i /1 — 1 (I it  sinx)*1-*

IS. - JtC x  + (A + t f l ln ( l .tsinx)

■ a f  Л + flcosx + Csin* J „ I „ „  V / « - 2\ t? 2 .
J  — (Ttcwx)-»— rfjr= * r T  2B k j ' -a t + i ~

[*Э=21 

[я = IJ.

tg±(2ft4-D *

Л = 0

20.

л  — 1 ( ff± ( 2 *  +  l>

* « «  2 ( V )  к = 0

-г R \ f<t± 1 2L T"

Л —  1 ( I  JlCO SX)'»-*

±.Bx±(A  T  £ )tg- y T C  In (1 Jicosx)

C«>2J. 

С*- II.
2|. f  Л -f flcosx-f С sinx 

J  sin x (a+ 6 sin дг) dx
A

2 2 . f  A + B
J  sin x

. . x В  . a-f 6 sinx , Ca — Ab fIn tg ^ --- In —------- ------- I , . .a ** 2 a sinx a J  a + bsinx
dx

coex-f Csinx dx(a -f b cos x)

[ (-4a -  Bf>) In tg I  + И » -  So) In g+J g ? - ]  +C J  - dx



„  f  Л + Bcoex+Csin* , А ± В  . . * В т  А I _/ x\^t
23 3 - « . « ( Н о . , )  * --- 2- ' " , е 2 — 2- т i t s n r ± c V‘ i )  ■
24 I* ^-fBcosx-f С sin х

J  cosx(a + 6 sinx) * “ *

- ^ “ •‘ « ( т + т Ь ^ ч ^ М и я ?
25 J  A + Bccax+Csinx^

142 ГЛАВА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ ц 59

cosx(l ± sin x)
A ±C

ln ,g ( т  + t )  -*• ■ (T tr ii. i )  + fl tg ( 4“ *  2 )
26 J  Л -t-Bcosx-t-C

cos x (a+ 6  cos x)

- 4 tol» ( T + i ) + § У

& > -■ }
Icoe X)

28. E j r -_ signa Arth /1 /~ — £ ± j f U>* Л  
К — e(a  +  t )  \ r  “  И в * » /

29. - - ***"• . • - 4 lr ~*y i M )V —a (a + b) a \ctgx|/

[ t  < — 11 С Э * » - т ] .

*>• I  Д  К Т  " С“  (c<«x})-
\cOSXj

" • J l I « a r - * U S 3 -
\cosx/

^   ̂ dx 1 Г 0 M f  dx b*rnxco*x' J H O ’f ^ T ' J "«+*сэ*1
-  « F b r ^ - ^ ^ Я

f  ( а - Л т ^ ° Гв ^ [ ( 3 + ̂ + ^ ) аГС<8(Р<8<) +
+  (3+ ^  -  | i )  i + /? i * +  ( ‘ ~  ? ,e* * ) о  +p* tgj ip l

[ * _  .+ !> » }
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30. J

37.

- й г [ ( 3- | * + | > ) А' № й ' |!' |+

j V =  — I — " > 0 ;  sin*jr< — при s ln **> — ^ 

следует A r th (f t^ x ) заменить на Arcth (9

« Г & Ь т р  ~  £ [ ( » + ?  + ? Н  <* de ' ,+
. , 2 3\ Р ctgx Л » » с1е«Л  _2 p ctg *_- | 

+  V Л Р* PV »+ P ! clg»*+ \ Р1 Р* * /0+P*ctg*x)*|
[р*=1 + |>о].

[(3- | J + f ‘) Arlh^ c,8x) +

38.

, L f 3 - j . - l V J  Ct* *—  + f 1 + 1  +  1  ctg* Jcl — ^  ° tg ̂  — 1 +  \ ^  W  l- ^ c t t fx ^ V  **clg /(l-</2 ctg2x)*|
|^*e  — l- .  — >Q; cos*x<— при coseJr> — 

еледует Arth ($ ctg x) заменить на Arcth ($ct*jc )J. 

Д-f Б cosx+C sin x
(at -f bi cos x -f ct sin x) (a2 -f- 6* cos x+ c2 sin x) dx

dx
ай + Ьл cos х+са sinx at + bi cos x+cx sin x

+  Л f  <**
" J  al +  ̂ 2 COS x +  ca sinx*

ГДО
д в е
ai bi Cl
Oj bt ct

At =

a i &i
a, 6* 

в  С
6| Ci 

<*i 
Qj

ai 6i 
a* 62

С в 
^  bt

«1
a4

Л C 11 S  A 
a, с, 11 bt al

fri
6,

Cl
Ct

ft I

.с , о 
Л fl 
a, bt

Cl 
Ct

bi Cl I* I I ci <*i\*9 
btCt\ \ct at 
С A 
ct at

la, biP 
|аа bt \ l i S N

Ci Oi *
c2 a 2

W * ' N *+ I c, at
L I в. *. I + 1 c% a, ч5гГ‘* ■•••“ }



39.

40.

41.

42.
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dx

a cos2jt-j-b sin xcosx-f-c sin2 x
1 ln

\ Aac— b2 
2

arctg

2ctgjr+fc — У b2 — Aac 
\ b2 — Aac 2c ig x + b+ У b2 —Aac

2ctgx-f b 
) Aac — b*

4

2cigx + b 
A cos8 x + 2B sin x cos дг+С sin3 дсdxcos3 x -f- 2b sin x cos x-\-c sin3 x

_ _ L _  { [4Bft +  (A -  C) (a - c)J x +  [<Л -  Q  b -  В  (a-c)J
X ln (acos3x+2& sin j c c o s x + c  sin2jr) +

+ [ 2 (A + C) b2 -  2Bb (a+ c)+ (aC -  Ac) (a -
где

/(*) ln cigx + b-Vb* — ac
2У b2 — ac с tg х+Ь + У b2 — oz

1 . cigx+barctg
\ ac — b2 Yac — b*

c{gx + b

[b*<4ac\. 

1**^4 ac).

X

0  J /(*)). 

{ » > * ] .  

|b*<ec].

0 5 9.

43. b dx

44.

45.

cos2 * 4-6 sin дс cosx+ с sin 2 дс)3
= ________ b cos2x-f(c — o) sin 2лс__________
e  (Aac — b2)(acos2x+b anxcosx+c sin2x)

2 (£+£) Г ____________ dx____________
Aac— b* J  acos2Jic+& sin jccosjc+c sin2 jc

Г dx
J  (2acosx +  b sin дс)416a3

I »±4acb

С igxdx 1 , . ..
J til+^ = ^ n ljc- eln(ec0sjc+ su,jt)j-

i8  Г tg дс — a .  1— a2 2a . . . . . . 
43, )  igT+a = H fa 5 * —Г+а* an (X ■*" 8

47 i’ -  ** -  _JL_J  a3 +  tg**“ a3- l

48. f --—_____fL.J  a2 —tg2* a2+ l

* * tgx
( r a T 5 arctg-V-

_ _ _ _  tg лс — a 
2 (a*+ l)a  *“  | tgjc+a

J  н ^ г г - |+ т йп2г-
гл I* tg xdx In (a3 cos3 дс -f- sin3 дс) 

J  a2 + \g2x ------ 2(1 - a 3)



,.5.10. И н те гр а л ы  вида * £ * 1 2 * .J  lc0s(ax+ 6) cos(c*+</)J *
J  sin (ax -f b) cos (cx+ d) dx.
С |sin + . J  fcos(<ix + !>)) 
j  Icos (ax -J- 6)) b a \sin(<u + &)j
С I sin (a*+ 6) sin (cx+d)l v

z* j  tcos (ax + b) cos (CJC+<f) I

1.5.11] 13- ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ JS5

1 sin

3. j  sin (ax +  b) cos (cx -f d) dx =
cosf(a—c)x+ b—d] cosl(a+c)x-t-b + d]

2 (a - с )  2(a+c)

( { - " ( « + » )  " П <"+*>} dx=*- cos (b-d) + ™ ^  +  Ь + <».J  lcos(ax+&) cos(ajr+(/)J 2 v 4a

5.  ̂ sin (ax+b) cos (ax+d) dx= * sin (b — d) — C0> (~aXj£  Ь  ̂ ^•

1.5.11. И н тег p а л ы вида J sinP x sin axdx.
« f  • о j  — l.+ dn*x  cos ax p f  . n . , .. ,1. 1 smPjrsmajrdx = --- -------^p+ a J  em#"ljrcoe(a —
• sinPjccosQx p sin** 1 л: sin (о— 1) jc

“  p + a +  (p+a) (p+fl — 2)

-  (p + f / ^ a r g) J  staP‘*'* ° n (a ~ V * “ *•
3. J sin** sin 2nxdx =

P+ 2 +  ^ '  ; (2*+ l)!l2 * + p + 2) */
—2, — 4, . . .  i —■ 2 / iJ

4- J sinP x sin (2n-\-\)xdx= (2n + 1) { J smPnx dx+

+  V  / ff2n+ 1>а— I 3) [<2n +  1)« —3»)... [(2/1-Ь 1)a —(2^— 1)al .. 
kt \  '  ‘ (2F + 1J 1 X

x j  sin**+̂ J xdx}.

5* J  sinP'Jxsin(p-}-l)xdx=-^ sinPxsinpx.

*' J  *®р'**йп  |^ (p + !)^ - _x ^ d x = ~  sinPxcosp^- — x j.

7. f^ n o fw __ о f  cos (a— l)x  . f s in (a - 2 )x ,
J  s in P x ^ - 2 }  - H nP i x - йпё~х



8. f *|l«f Л .2 £J  Mil X I k  —  I*= I

9 г rfx = 2  у  « a g i + x .
J  sui x Ld 2k

18G ГЛАВА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 115.12;

<л f  sin 2jc . 
10. j «in'* x (л — 2) sin^x*

“ • J ж i l rf,= 2,n|s'n Jr,• *2- J

13, J  Ш 1с  rfjc = 3 ln | ‘« 2 | +  4 C0SX’

14. f  3jfrfx = — 3ctgjc—4x. \J  sin1 X &

1.5.12. И н те гр а л ы  вида J sin** xcosaxdx.
< f  i n j  sin^xsinax p f  . .  . . . IV ,1. 1 sinPxcosax</x=*---- --------- 7— I sinP ix  srn (a— 1) xdx.J  p+a P + a J  v 7

2 __ sin^xsinax p sin?'* xcos (a— 1) x
~~ P + « (P+ o)(p-fa —2)

— --- BSE.— 4— — f  sin^"* ж cos (a — 2) x dx»(P+o) (p + a - 2 )  J  1 1 1

3. J sinPxcos2rtxrfx = JsinPx</x-|-

+  2  (-» )* ^ (4 n ,- 2 i ) (^ ~ (2' ~ 2)81 f  
Дс = 1

4.  ̂ s in P rco e (2 n + l)x d jf= ^ ^ p  +

+ V  / - K2^+D«-(2fe-l)M
&  (2/-') I (2A + p + 1) sm *

IP7” "” 1» — 3» —5, ••• i —(2/1 -f- l)j.

5. ^ sinP-ljtcos(p+I)x</jc=-i sin^xcospx.

6.  ̂ sinP-»xco9 £ (P + l)^ y  — xjjrfx —— sin^xsinp^y — xj.

7. f  cJ ^ dx = - 2  f  C C(W^ .2)^ tJ  suî x J  smP-ix J  smp x
n

CcosSnx. v  cos(2A— l)x  . . I ,  x I
«• 3 - Ш Г ах= 2 1 — 2 к = Г -  +  1п\ *  2



Г с с в Р я + Д * ^ ,  у  п >
1 Sin X md k 1

J  * = 1

■о "■ — С е ,- г » .

С cos Здг . _ ______4_____ _________ 1______
*3, j  sin"* V~(/t — 3) smn 3 x (л— 1) sma

f  со^Зх 2 sin2x+ ln  | sin х|«
11 J  8ШХ
,5. С £ ^ rfx= _ _ J L _ _ 4  1n!sinx|. j  sm3Jf 2sm2x ' '

1.5.13. И н те гр а л ы  внда  ̂cos* x sin аде dx.

1. Ceos* x sin axdx= ■— C0S '^ QS—--|---f  cos0'* x sin (a — \)xdx.
J  P+ e P + e J

2. ^ cosp x iin 2nx dx={—1)" j  +

*=l J
—4, ••• i — 2л].

3. ^ cos* x sin (2n +  i)xdx = ( — l)*+* |C(̂ ^_-|X 4-

. V  / «V* l(2/i +1)*— lf ) f(2/i + 1 )* — 321 ...{(2/i-f-1)* —(2fc — 1)*1 w
+  Z  (2*)!<2* + P-H ) X*=l

ХСоз2*ь*+*х} IР Ф - i .  -3. .......-12«+i>).

4. J  cos* *xsin (p+1) xdx = — cos*xcospx.

5. f  g ig f  ̂  = 2 f  sin f  sm(q_-2 )x
J  COS*X 3 coe**x 3 COS* X 

fe=*i

г £j3.j 15. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ М7



11. f  ^fL^f с/х — 2 sin2x + ln | cosx|.J  COSX 1 1  '

12. f  - n —  4 In jcosx|.J  cor X 2 COS2 X  1 1

1.5.14. И н те гр а л ы  вида J co$P jc cos ax dx.
• f  n . coe^xsinax , P С n . § • v •1. 1 coŝ  x cos ax dx = ---- ------ ---7— 1 cos** *xcos(д— I)xdx.J  P+<* p+a  J  1 7

2.  ̂cosr x cos 2лх dx =5 (— 1)л cos** x dx -j-

+  v  J  с * » * , , } .

3. J  соврхсоз(2л + 1) xdx = (—1)* (2л + I) cosP+1xdx-\-

188 ГЛАВА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ £1.5.14,

. Г  sin Здг , _  4 _______ I______
J  cos'1 х 64*  (л — 3) cos'* Зх (л — I) COS^X*

n
, V /  t\b № n + l)2“  I5) 1(2/* + I)* —3*|... [(2л-f I )2 —(2fc — 1)?| „

+  L  ( _ , )  ------------------й Г П Л ------------------*

X J  cos2*+*f* x dx} ,

4. ^  cos^■| x c o s ( p 4 - I) xd x* ^ cos^xsin px.

5. f ̂ = 2  f Ĉ V rl)X^- f ™ l aJZ ? l* d x .J  cos^x J  coê  Ax J  cos^x

*■ J 5s r r '< * - 2 2 < -"* * * £ * - Г 1' | * + (- |Н | , ( я  + j ) | .  fc = l

7. f  ” <g ± !>£*.- I  ^ + (-iy.x.

8- r S ' ,Jr = 2Sin Jt_ ,n | ,g ('4 + 2)|-

9‘ J l ^ rfX=2jf“ tgX-
Г cos2.r . sinx . 3 .  I. /л . x\|
J cos3 A. * 2 cos- x 2 П | * \ 4 2/|*

I I.  I cll2 ljx= :sm  2x — x.J  cos X

12- У ^ = 4 «п X-  3 1"  |ig (- J + - J)|.

13* j s rfx“ 4r_3ter-
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С fs*n х\ т  fsin nx\~l j1.5.15. И н те гр а л ы  вида J  dx,
sin mxdx

$sin (2л-И ) *

2/1 + 1
sin Г (k—n)n х~| 

12 (2n-f-1) 2 |
• 1Л+Л+ 1  x\

Sin [2  (2/i + 1) Л 2 J

J
s in ^ x . (— 1У*
sin 2nx dx 2 n J in ; cos je[ +  ^  <-l)»cos“ * ’ ln jc0s»jc-sin3^ | j

+ ' l  <-n,£» " ‘ S  ■" I ' « ( * £ ' - ? )  “ ( t ' — J- )}

[т<л].

5. J
sin2mf| xdx 

cos (2/t+ l)x

(- I)»**
2/ i+ l

■fin iC O S X ! +  У  ( -
I  * = l

1)* cos2m+» In I cos2 x — sin2
кл

2n + \\j 
(01 < л].

2л—1

* - 0

X In

7 f  c<xrm*1x dx 
J  sin (2/i + 1) x

i_ / 2Л + 2/1 + 1 _ x \
яп I— sa—  2 )

[m <  2л].

"2jj~pj- |ln I sin x I +  ^  ( - 0 *
I  k= 1

COS2m+1
m

2/1 + 1
In sin2 x —sin2

Ад
2/i + 1

fm <  л].
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+ 2«-«— ^ г - | * ( » + 1 5 г ) Ч т - Й 1 ) |  * < *a-1 J
С cos* " * 1
J gin 2лл dxsin 2nx

n —I
1 ■

2 nг р " ?  I+ 2  £ "  [ “ ( I +-£) *«(y - - £ ) |}
[т< я ].

J  - s S  * — Я  | ln I *  * 1+(2  (_ u * “ “  U  *■* £  |
kn^nl

J  cos/и n L d '  7 2л • / 2Л-Ы 
8111 (  4л * - т )

1.5.16. И н те гр а л ы  вида J  Я (sinах, cosax, Vsin2ax)dx,

Обозначение: © =* arcsin л Г  — — ----.Г 1 +  sin ax -f- сое ox

н.:г.п
e  3-9*1̂ /* Г tlm +l'dt \*ша!« *ж\ Щ

J (I + tA}n*m*t L I W  J

2. Г + ,Л с-J  (.cosec jcJ

= -yn+a/i |ctgx\'/2" у  f n - m - 1\ I rctgxVn-2i.+2*
I tg*/ Zd \ k )  2 т-4л + 4й-Ы \tgjc Jk=Q

t - r e n
‘  J  * г а С З л - * т б :э > '* * +

+  4 Dn (s*n x+ cos x j :  Ksin 2x) +arcsin (sin x—cos x)J*



5- Т й }

г 1 (sin дЛ2л+1 .
** 3 sinn+1/*2x (cosx/

. „-n+i/afigx\V2n у  1 /я —m — 1\ 1 ({gxyrn-n+ik
\ctgjrJ Zd \ к )  4 т-2л  + 4* + 3 \ctgx/*=о

[/«> т  + 1J.

= -g- [in (sin Х + С06 x + V*in2x) + arcsin (sin x — cos *)].

8. f ---- ’ — Я* * *  \2m+ 'dx=
J  sill'*k i 2x \coscc xj

. 9 1 /a - / .Я g *  \ W m\ n(m+n\ (tax \2m+n-2k
(ctgjrJ лтЛ \ к )  4m + 2n—4k+\ \ctgjrJ 

*= 0

,#5.K».J 19. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ # 191

_ f  shl X 4 2 m J*• \ — ГТ5— cos - x dx J  sin 1 ' 2x
n % m—1

- г * ' * * - ,  V  ("T r ' ) i S ^ T
k = Q

, 1 1  f  C 0 8 I . + 2m  j  М. I  -- —775--S10-^mJf =
J  51ППч1/22х

*= 0

11. f  -  H ^ x d x  =
J  tjn,m4lxsinn+1̂ 22x 

- S - V d ^ ,  2  » ) J + 2 , T 2l - 4 ,;~ -  
* =  0

12. f __ «g-7 JCtfx _ 2-Я+1̂ . 1/2 у  /т-ья\_tg2* j-' ~ nx—
J  совгт+1 * sinn+1;12* * o ' * '  Ak~ 2l~ 2n + l

*  7 l H ( *  w ) }



№  ГЛАВА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ [1 5 .17

14. Г ---
а’  0 -

sin ах dx \Г о

О

( I — sin ax + cos ax) I sin 2ax « L

(1 + cosax)</x - V * L
(1 + sin ax + cos ax) 1 sin 2ax L

a

(1 -f-coeax) dx -  V i  П
(I —sin ax + cos ax) I sin 2ax - L

(1 — sin ax -f cos ax) dx

("• 7Г)

- г Г (ф- т?)- £^ т т ) +Г1' “ ]
Л/2 J.

18. f ------ d_+sin йх -j- cos дат) d x_____  = V 2 п / ^  I \
J  (1 — cosat + (l — 2г2) sin ах] )  sin 2ах а [  J 2 /

1.5.17. И н тегр ал ы  вида  ̂Я (sin ax, cos ах, l̂ cos 2ах) dx. 
Условие: 0 < ax я/4.
Обозначение: <р = arcsin ( V i  sin ах).

I.  ̂R (sin ax, cos ax, )Vos2 ax)dx = -~ j  R (da t, cost, V i  — 2 sin-/) dt
CM. I

. . j i ^ Е * Л ( ,  7 ? ) ' T P T f ( ’ ’ ? ? ) •

r  ‘ n —I
-lOx +

-*

J  Icos4  2 W J  2K 2  l arcsin ( ^ 2 sin x) J



в ( 4 А .j  Усо$‘2ах а\ 2 \ | 2 /
о
г I  ̂sin х\ ^  _  __________ !________ fcos х\ ^
3 cos'1 1/2 2х tcos (2л — 1) cos'* 2х Isin лг/

•  Г  " х  (7 nft+i 2*^ <" Z .!) cos^ 2x1.
X l l h (2л — 3) (2л 5)... (2л — 2/? — 3) J

п —I
__I___ fcosх\ V  ( т  I ) " * » * 1 2* /л — I\ ___ I___JCOSл »

*  f̂ co$2x \sin х / ^ о 2/г+ 1  I  k / cos*2x Isinxj

». I  ■ 1
J  К  COS 2x (cos xj I 2 (arcsin ^ 2  Sin ж) I 

_  f  Sfo*OX _j 1 ,, t_  1 \ I c f  „  1 \
,0- f f e i i  T y S T ’ w ) " T ^ E r  w

11. f  " ^ Л х - ' e U  4 Л
J  Kcos 2ax а У 2 \ ) 2 /

12. 1 . ^ “  . - Y * r L  J _ \ _  • f L  > ) - L , tc x y ^ S i .
Kcoe 2ax a \ }  2 ) a У 2 I 2 j a

13. f B t s L * .  I p f^  ' 1— * L ^ L _ №  .
^ > cos2ax 3a I 2 \ У 2 J 3acos:,ax

»«• I ----- dx . r-  = — £ (V  - Д П -  —  Vrc « 2ajt.
gJ cos2 ax У cos 2ax a \ У 2 j  a

15. i ------------ *L--- ------  =  —I  n fФ. /-5, Д - ) .
у (I — 2/2 sin2 ax) У cos 2ax a V' 2 \ \ 2/

- jjy . j  * б ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 193

16.
X

Г dx
 ̂ cos4 ax К cos 2ax

-  2 Г2 £ (V _ U  _  i l  F/f> П  _  j6 cO ^ ± 0 rin «
\ V2/ 3a V 12/ 3acos^ax

17. f  dx _  1 - / 1 \ K2 -/ 1 \ sin 2ax
Г j  T^coe3 2ax a I 2  \ * \ 2 )  a \ ' V 2 J a \ cos 2ax #

7 А. П. Прудников и др.



194 ГЛ А В А  П Е Р В А Я . Н Е О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Е  И Н Т Е Г Р А Л Ы  11.5.1*.

х
в_ С sin2 алс . sin 2ах 1 с /  1 \
18. 1 . - ■ — - dx = ---- m -■ --------- - 7 —  Е  ф, ——  .

I cos3 2ах 2а \ cos 2 ах а \ 1  \ У 2)

1.5.18. И н те гр а л ы  вида ^R (sin ах, cosax, У —  cos 2ах) dx.
Условие: л/4 ^ а х <  л/2.
Обозначение: ф = arcsin (У 2 cosax).

1. ^R{s\nax, cos ах, К — cos 2ах) dx =
/» _________

=  — 1 R(sint, cost, \r2sm2t— \)(U [t =  ax; см. 1.5.38],

л/(2a)

2. у  w ) - f ( *  w ) ] -

л/<2 a)
3. i* -  1 * Г  TT>

f  sin2ax<£r 1 I \
• J  У = ~ а П  Г  WJT

я/(2л)
S. \ cos=axrf£_ = _ l _ r f  / 1 '\ _ e L  * \1

J  К  — cos 2a* a 1 2 l_ \ K 2 / \ У 2 )  JX
л/(2 a )

л /(2 в )

7- i  x

У — cos 2ax a V  2

sin 2axdx 1
V — cos 2ax a V 2

cos2 ax dx I
V —- cos 2ajc a }  2

ctg2 ax dx 1
У — cos 2ax a ^ 2

cos4 ax dx =3

к И *  т г М *  т г ) ]-

3 . 7 f [ s  ( ” • Й Н *  T i ) ]  ,2a
л/(2а)

— — ctg OJC V — COS 2a*.

1---- sin 2ax V  — cos 'lax.

8. \ ----- dx------ - = E  (q>9 - i—\ — --- ctg ax V — cos 2a*.
J  sin2 axV — cos 2ax a \ У 2 ] a

С dx 1 „  19. 1 --------------  ■■ = -- 7— П W, Г2, —rrr
.J (1 — 2r2 cos2 ax) V — cos 2ax a V 2 \ ^ 2

я/( 2j)
1° .  \ ------ ** = _ j _ '\ _ 6£ (V  4 - ) l -

J  sin4 ax V — cos2ax 3a V 2 [   ̂ V 2 J  \ У  2 j\
coe ax

3a sin3 ax (6 sin2 ax +  1) V  — cos 2ax-

J
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Т т ^ -т к М *  7гН* 7т)]~лё2 ах

х
п /Ра )

^  — cos3 2ax a \ 2

cos2 ox с/х 1
^  — cos8 2ax a V  2

cos 2ах

sin 2ах
2а \ — cos 2ах

1.5.19. И н тегр ал ы  вида  ̂R (sin х, cos х, } а  ±b  sin х) dx.

Обозначения: ф = arcsin "J/ 1 — sin х

. -«/ 6(1— sinx) . -■ Г  26 
^ = arcsin J/  -  а— й k = V  Т + Ь '

1. j  V e  +  fr sin xdx = 2 Va + b £  (<p, Л) [«>6>0; — *
X

2. { )  + 2 / 2й£ '^ , 1 )

£o < | a I <b: —arcsin ®- <x < *  J.

я/2

»• f  k) [ » > » > 0 ; - | < х < | ] .
J  F fl + frSinX | fl + 6 L J

4. =YtF{'<1' t) [o<!e|<*; —train?-<*<£].
я/2 r____

5. - * nxdx = j l a ± frC((p ---
J  f a + 6sinx b b ) a + 6

[o>&>0; — f  <*<?]•

в. -6)-F(*. J)} [o<|a|<6;-.resin
я/2 ____

7- f  ДПгxdx = _  4o f fl + ft fe)+ 2 (2a!, i i f ( y , *)+
J  \ a  -J-6 sinx 362 362 |/a+ 6

+  ^-cosx v a  + 6 sin x [a>*>0; —f  < * < ;]-

7*

> l ( T f (+’ l ) - - £ '£ (*- D j  +  ̂ co sx / e + is in x
Jo<|aj <6; — arcsin



9. . lZ''xdx = ._ Z .1— /Г(фг *)------- ** ,____ £(ф, *)-f
J  K e + 6 sinx У а  + Ь (а — Ь )\ а  +  Ь

■ b a sin х лг— —  Г, 1 я *т 1
+  W ^ ) ^ 7 Va+ bsm х 10<к<а; -¥< *< ?]•

,0 « = _ ! /  2 (_ 2£ ± »_f /t  M + _ 2* _ £ L  -М1 +
г  * \ 2 ( в + 6 )  +  а * - * *  к ) ) *

+  j£ ^ ^ n V a  + bsil' X [o<|e|<*; — »rcs!n J < x < 5 ],

л/2
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л / 2

I I .  \ -----------——  ■ — . = - Д = г  П (ф, р2, к)
J  (2 — p2-f р2 sin х) 1̂ а + 6 sin х Vа + Ь

|о<Ь <а; < *< ?]"

« . f -------------а .— , — 1_ у  Г  п  (♦. л  1 )
J  (а+ 6 — р26-|-р-7> sin х) К  а+ 6 sin х o-j-ft '  b \ к /

fo< а ! <&; — arcsin |- < *< у ]*

л/2
,3. Г 1 Г -_»П * ----/ -  V^+ b Е  (ф, к)+

J  1-fsinx } a + b sinx a — b I

+  Ц *4 “  * ^ V a  +  b sinxj [o < *< e ;- f <*<£]•
л/2

i .  Г dx — 2b cosx , 2 «.ч14. I  .—  ■ ■ --------- 7— —  -A--------■ ■ E  (rr, k)
«3 I (a-f b sin x)1 (а* — b2) У a + b sin x (a — b)Va + b

|o<ft<e; — ~ <*<-]•

,5. ^  l / T  / _ ! _  f U .  1 ) ----—— £ Af, ----■ CQS- ^ -
f b \a + 6 \ */ * 2 — a2 \ k j)  b *-a*V a  + bf>\nx

|o<|e!<b; — arcsin J  <x< ̂  J«

16. ^ (1 ± sin ах)"ч1/* dx = T   ̂ К  1~+ sin x ^  (— 1 )* [ ̂  2 * '* * 1 ^ .
*= 0

dx17. f ---
J  (1 ±

L  , , " y  (2/t— 1) (2/i —3)... (2/1 —2& — 1)

[  * ~ 0 <2л —2> (2л —4>...(2/i—2Л —2)

sin ax)"'1*
n — 2

COSflX

ла2Л (1 ± sin ах)я+|/3

X 2" * a {, - -  V  (2/,--1)П 1 -  V 2 + V l *  si"-^
(2/t)!! 2я I 2a ^ 2 — К 1 + sin ox
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1.5.20. И н т е г р а л ы  в и д а  (sin х, cos jc, \ а ± b cos х) dx.

■ Ь (1 — cos jc) Обозначения: ц> = arcsta у ■■ — --

. |  (a-h^)(I— c o s jc )  .  Г  2b
У  2(а--Ьс<*х) ’ к = У  Т + Ь '

X
1.  ̂ | 'a  + fccosx</x=*2 I  a + b Е  ’ k) 1«>*>0» 0<х<я]. 

б

2. = |  J {<«-*>*(* 1) + 2ЙС(ч. 1)(

3. I 6 c o s jc  Jx  = 2 I a + b E f t ,  к)— -
j У a— bcus к

| б >  а |> 0 : O ^ x d r c c o s  ( — £ ) ]•  

2b sin х

[а > Ь > 0 :  0< х< я].

f  i / J = * S » £ a _ .  ----» К ---- , »\
j> f l + pcosjf ( l+ p )la + *  \ (o + fr)(l+ p ) I

la > b > 0 i  0<jг< я ; >1].

к Г 2 г/ *  Л
1 17=̂ т == ' == 1 7 = T T f l « •  *  £«>*>0; 0 < «< 1 ф  •J У а + b cos х re+ ft \ 2 /

в- «= | ' ~g ? (fP* [* > !* ! ><fc 0<x<*rceo§(—

с
8,

У  a + b cos x }  a + b

1 /~ 2 j. -f 1 \
= 1 6 f l̂  i )

dx 2 ,
У a — b cos x ) a + b

cos xdx 2

x

7* j  . / — “ :- = ^ = — ‘  f  (t .  *) te>6>0: 0<x<n|.

у I a + 6 cosx b У а-|-И \2 J  \2 jf
[a > fc >0: 0 *£х<я].

** ~ V $ { * * { *  т ) ~ р [ *  i ) }

). f cos 
}  » « ~

[b  > I a I >0; 0 < x <  arccos J J J .

fcl/_  l(b-a) П (*. ft*, k )+ a F (t . ft)} b сиь x b | a + b
[a >  b >  (fc 0 < x <  я].

JT
10. f  cos x dx 2



"• ) ' т т Ш Ь - 5̂ т 5 ^ ‘ +‘Ч Ь  *)-»><‘ +*>£ ( f  *)}+
2 -________+  3^8ifl х } e +  ̂ COSJC [в > Ь > 0; 0<дг^Л),

,2- - s V /’? { '2«+‘)f (». т )- “ (»' 4)1 +
+  ~  sin X у а + b COS X |b > | в I > 0; 0< х < arccos °b N| j e

х -
L* гле! v /7if О

13. I  — ■■ ■ -  ■■ w  - |(2a» + »*)f (», *)-2a «» + *)£<♦. A)} +
j’ J a — bcosx Zb*\ a + b

, 2 . a + 6 cosx г  ̂^H--- Sin X ——  [a > 6 > 0; 0 <  r  < л !
3£ V  a — b cos x

14. ^ (1 ± cosax)nn/*dx= ±  V i  т  cosax V  (-1 )" j  2" » » .
Д? = 0

15.  — --  .... = ■ J L .  П / - , p\ k)
•J (2 — p* + p* cos x) ) a + b cos x V a-f-b \ 2 /

|a > 6 >0; 0 <*<*).

16. f ------------- —---- » ---V 2— П p2, —)
J  (a -f b — ргЬ +  p-b cos x) } a + b cos x (a + b) \  b \ k )

[б > I a I >0; 0< x< arccos

, 7. С ■ -” « dx̂  =  ̂ i g J L V 7 + b b T x - * Y ° ± L E (± ,  k)
J  l-j-совх |'fl + U ,osx fl- 6  2 a — b \ 2  /

[a > 6> 0; 0 < х < я ) .
x

j g  Г dx 2 -  / x Л  2 b sinx

J98 ГЛАВА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ П •*.*).

( ' _____ dx________ _______2______^ / x Л  26_______ sh
.' К (a + * cos x f  (a — b) Уа + Ь \ 2 ’ J  u* —b- V  a + b cosx

(a>b>0; 0<л <Я].

” ■ - i r h V i {<— *>''(•■ т )+ *г (*  -i)l+
, 2 b sin x г _ л / a \1

+  —----: -T r--- ■■■=“ b> |a |> < * 0< x< arccos ( -  . )  •
6s — a2 V a+bcosx *• '  b

X

20. i  —  ̂— _ .1 £ (ф, A) fe>b>0; о<х<я)"
.J У (a — bcosx)* (a — b)V a + b



С _____ (h___________________sin ах_______
3 (1 ± cos ах)**1/2 “  па2п (I + со$ах)* 1/2 *

^LZI-!) ( ^ - 3) - ^ - ^ - - » ) 2.  .-»n ^совихун*  ‘ ^  (2л — 2) (2ft — 4) . . (2 л —2£—2) J  (! = cos ад:)
L *=о
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(2л — 1)!! I |^ 2 + K l Т  cosaxIn
(2л)!! 02" У 2 М  -  K l + cos ах #

1.5.21. И н тегр ал ы  вида \ R (sin х, cos х, Y а + b sin х + с cos х) dx.

Обозначения: ф = arcsin^/ - 62+с* — Ь sin х —с cosx
2 |/> + £*

2 К**+с*
7 ===-. Jfi = arcsin

+ Vfr*+cs V** + c*
/ г. л I iA1. J Ya + b sin x + ccosxdx = 2 | a + Y & + 9  £ (<p, k)

X

(0< Гб*4-Г*<в; X|—я<дг<г,|.

2. -= 2 Г 2 ^ (Ф. *> ~  f  (Ф. *)

0̂ < |e|< /6*-|-c*, ж,—arccos <jr<jr,j.

. f  dx — — __ _ . 2______ /г £)
I a + 6 sinx+ccosx ^ 4 . у

1о<Гб* +c*<e; *»—*< *< *.]
/ 2

*«
3

4. - - 1 — F t o k )  
f  b- r c*

dx

[ о < | а | < | Ф 7 й  xt— arcco*

5. f  —  sin * 
J  I а 4- b sin+ £ sin x+c cosx

 ̂ {2£ (ф, fc) — F (q>, fc)f 4-- —— Kfl + b sin x+ccusx
f(b*+<*p b-+t*

^0 <  I a | <  Yb* 4- С»; x, — arccos p r ^ = r - j  <  x < z , J

— c sin x) dx
+ b sin x+c сот x = 2 r o+ft sin x+c cos x.

7. Г l ^  + c^+ft sin x+rcosx . Л | r  , , .— - -- - n , |v J  ^ T ' , . . - r f x ^ V a  + F 6*+c*£(<p, * )-£ > a + 6 sm x+c cosx

~} Q— ^ ^ - F  (ф, k) [ 0 < l r 6*+ c *< a ; xt—X < x < x J .
T o + r P + 7



I I .  f  T C- ' XhdX = , м . 2---г l(2u» + fr*)f ( | ,  * )- 2 а(о + Ь ) Е ( ± к  \ +^ У a +  b cos х 36* I  а +  6 * \ 2 / \ 2 J) ^
2 -_________

+  ^ Ы П  X V  в  +  ̂ COSX |а > Ь > 0;

+  ^  sin X V а +  Ъ COS X [б  >  I а | > 0; 0 <  х < arccos

ж •

13. * dX = -к. , 2— - H2a* + b'-)F (♦. *)-2а (« + ») £<ф. *)} +
J  У a — bcosx ЗЬ*\ а + Ь

, 2 . ar+6 cosx .  wн-- sin Х --  [а > Ъ > 0; 0< X < л!
36 V  a — bcosx

Н . ^ (1 ± cosax)n4l/2dx= ±  V \ Т  cosax V  (— 1)n 2n~**1 ^
* = 0

15. С ---------- — ________ = -■ J L -  п ( * .  Р».
.J (2 — p1 + pl cos a ) V a +  h cos x У a + b \ 2 /

№  ГЛАВА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ II.*.*),

|a > 6 >0; 0 < х < я ) .

•в. f ------------- —— .________ - — L L _ n j V  p ’ . —)J  (a + 6 — p*b +  p-bcosx) \ a +  b cosx (a +  b ) \b  \ k )

[& >  I a I >0; 0 < x <  arccos  ̂j e

* A____f  1—cosx (/jc 2 . x  лг— rz---  2 У  a +  b г /х Л17. \ ------- _ _ _ _ = = -----ig \ a + b cos x ---- -— — £ — , fc
J  l-fcoex V a  + L cosx a — b 2 a — b \2 /

[а> Ь> 0 : о < х < я ) .
x
( ' _____ dx_____ ________ 2______p I  x \ ____ 2b sin x
3 K(a + icosxf (a —6) l'a + 6 \2* J  a* — b* V a  +  bcosx

(a > 6 > 0 ; 0 < x < * ) *

l8' - i n b - . / v { ( — 4 f ( » .  т ) + Я £ ( ^  - ! ) )  +
. 2 b  sin x г _   ̂ / a \1

+  — ---- :  = -  b > | a j > f t  0 <  x < arccos f — . ) I •
b*-a* Va+ bcosx  L V b ' J

x
20. \ %/ —  dX —  = ------2 £  (♦» *) fe>6>0: о < х ^ я *

J  )  (a — bcosx)^ (a — b) У a +  b



Г _____ dx_____  _  _______sin ад:_______
*1# 3 (1 ± совах)**1/2 “  ла2'| (1+собадг>,в 1/2 *

.. 12- , t. " у  № »-1) (2 я- 3 )... (2/,- у - 1) ]
*  Г  L i  (2п - 2) (2* - 4)... (2л - 2* - 2) 1 O le o sa * ) л

^ (2л — I)И I ,п \Г2 +  У \  т е м а х  
~  (2я)!( а2п У  2 У'2- V l  + сов ах ’

1.5.21. И н те гр а л ы  вида /? (sin дг, сое х, Уа + b sin x-f-ccos x)dx.
___. , /  I &*+«•— 6 sinx—с cosxОбозначения: ф = arcsin I/  -------- ,

V  2 Vb* + f
Тс* , ь
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,  /  2 1 ft*+ С*л = |/  ---■%■--- , Xj = arcsin
V  a + V P + c * V 6»+c*

*1 _______________  x------
1. Га  + 4 sin x + ccosxdx = 2 ]  a +  VtP+d* E  (ф, A)

X

|o< Гб14-г*<а; X|«n< x< xJ.

2. -  2 »a2 Г т е » £ (<p, k) -  *-2 (} F  (ф. k)
V o* + c-

0̂ < | a | < Vft* 4- с*. X,—arccos ^ ..'j  ^x<x,j.

d x + — ■-> - >-— ^  «J  I a-\-b sin x -f- с cos x y/fl + |'ft2+ c*
l o i ' - f - c * < e :  х ,—л < х < * , ]

*i
3.

i/’j
I  ft- T C*

* 1
dx

^0 <  I а  J <  /ft* -f- c*  X j— arccos j  < x < x tj

5 С _  sin x 
J  I а -1-6 sin

 ̂ ^  {2£(ф, k) — F  (ф, £)} H-- —— V a + b sin x+ccosx
V (b '+ t*?  ' ' ’ W  "  ’ **+«•

^0< |e|< /ft*4-c*: xt —arccos < x < x , j .

в. Г (6 COS X — С sin x) dX 01/r-— —:--- ------
1 p ---- ■ - = 2 \ a+b  sm x-}-ccoex.

J e + ft sinx4-cco*x 
*» л

7. f  * + c«-fft sin x+rcosx . o1/ , , r  , ..J  ^ х = 2 Г а  + > 6*+с*£(ф , A )-у I а + 6 sm x+ccosx

~г;°—  ̂  ̂ ~̂~C - F (ф, A) [o< lV-f с*<а; X,—я<х<*Л’ 
T a + Vb*+c*
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Г 1 Ь9 4 г* + b sin х -f с cos х dx = 2 V 2 j b- + c* £(q>, k)
a-*-b sin x+c cosx

Jo<ia ! <Yb* + c*\ лг,—arccoŝ —p-=^=rX <jc<x,j.

1.5.22. И н те гр а л ы  вида J  /? (К I — k2 sin2 x) dx.
Условие: 0 <  A?2 <  1.
Обозначение: А = У 1 — k2 sin* x.

1. j  S"dx = ^ - ( 2 - k ’-) J  Д» '-dx-

— ^ \n *d x+ ~  Д»^ sinx cosx

2 =J  Д"+|
k2 sin x cos x (n — 2) (2 — k2) С dx n — 3 С dx 

” “ ( * -  1)(1-А*)А« 1 4 / i - l ) ( l - * a) J  A" 1 (л — 1)(I —Л*) J  A " ^

3. $ Adx = E(x, k).

4.  ̂ Asdx =  ̂ (2 — k2) E  (x, k) — x, * )+ *  A sin .r cosx.

_ P dx , л f  dx 1 . .. fc2 sin x cos x
5. j  T = f  (x. *). e. j  Д1 = - j- p . e  (x. *> -  1_ pr — T —

1.5.23. И н те гр а л ы  вида  ̂R (sin x, \  1 — k2 sin* x) dx.
Условие: 0 <  k2 <  1.
Обозначение: A «* V 1 — A* sin* x.
С sin xdx —cosx p — 3 f* sin xdx
J  AP “ (p —2 )( l—**) ДР 1 + (p — 2) (1 - к 2) J  А Р»  #

Л f  sin xdx _  ___ V  2*(я — 1)(л  — 2)...(n  — / — 1)*. 1 " . 4- . “ — “ * C№ Л —' 11 ' 1 ” •
J  A ^ o(2 / i- l ) (2 a - 3 ) . . . (2 / i- 2 / - l ) ( J- * J)b ‘ A*" *' *

1 " y ' (n -  1 \ (— **)' COS»' n X
— (1—**)n Z d \  k J  21+1 Д ^*/ = 0 '

Г sinPxdx — sinP 3xcosx
4* J  АР з̂ (p + 1) ** (!- ** ) Л*” 1 +

2(p— 1)Ar* — p + 2 f  sinP 2xdx p—3 Г sinP 4 xdx
+  (p + l)A * (i- A 2) 3 +  (P + 1)А*(1  -A*)3 1

5.  ̂A sin x dx = — ~ — * 2k " *n (A cos x + A).

С A I _  b* 9k- — 1
6 . j  A sin2 x dx = — sin x cos x + ■ —a- • F (x, A?)H— ^ — E  (x, *).



С * щ j  2Л* sin* x-f ЗА2 — I . , 3/г* — 2Лг- — 1 . .. . А»7. I A sin3 xdx=---------------- A cosx И----- ^ --- In (A cosx-(-Л).

»• . . . ЗА2 sin2 x-f 4A2 — 1 A g. I A ski4 x rfx«-------- ----------A sin xcosx—

f 4, . . 2A* sin2 x 4- ЗА2 — 5 3(1—W  ,
9. 1 A3 sm x</x = ------ g------ A cos x ----- ---- In (A cos x+ A).

V
С • 2 л 3Ar2 sin* x + 4A2 — 6 .10. 1 A3 sm-xdx = ------ —------A sinx cos x-f
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11 i Д» *± gg  ^ - 15*4 ~ 22feî 3 A cosx-
^ - 9̂  + 3 *.-И 1п(йсо5х+4)_

1GA3

f  sin" xdx sinn~*x-л r  sm" xax sin ""^  t
,2' J — ^ = -{n = iy * Acf* X +

. n — 2 1 -fA2 С sill" *x . n — 3 (’ sin» «X .
+  Я - Г  k *  )  д

f  sinxdx 1 , A — A cosx 1 . . . .  1 * . « . .
* J A = 2k S + T c S T  = A (A cos x + A) =  ̂ In (A — A cosx).13

14.

15.

sin2 xdx 1 c/ \ c . .
д - A* (*'  ̂ A2 

sin1 x dx A cos x 1 + A2
A 2A2 2 A3

In (A cos x-f A).

16. Г *D'xdx _  Asinxcosx 2 -fA» 2 ( |+ ***Е (х  AI
J A “  ЗА* +  ЗА* 1 ’ ' 3A« ( ' 7

17.

18.

19.

20. 

21.

sin x dx cos x
A3 “  ~“ (1—A2) A *

eta** dx 1 _ 1 p . L. 1 sin x cc* x
Д* _ **(1-*S) (X’ * k2F (x' k) fTT^r Д

sin»xdx _  cosx 1
Л* **(1-**)Д  + А» ln(*cosx+A).

АИх</х 2—k* ni „  2 r/ „  sin jt cos x 
Л* Л* (I —k1) {X' ' k* (X’ ’ ~  k* (1 — А*) Д "

1 A + coex . . . . .  . AV s E T  = ~  2 >"-дГ^ 7  + * 1п <*со8дг+Д).

**■ J й Й  = (1-**)/Г(х. * )- £ (x . *)-Actg

23. j' A d*  A/osx , I - А * ,  Д +  cosx
J  sin' JC 2 sin*x 4 Д — cosx



24. СJ  sm4x
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3
dx

Л sin" х
Acosx (yi~2)(l4-/f2) С dx _  (ir—3)*» f  dx

(я — I) sin* 1x"t" я - l  J  Asm" *x n— 1 J  A sin11 *x '
oc i — 1 . A + coftx t A + cos26. I т :—  = — о *n T - -̂------ *n — ---A sin x 2 A — cos x sin x

. С dx _  1 Im A-{-cosx Iw A-f-cosx

27- h) — E  (дг, *) — Д ctg x.

28 Г _  Acosx 1-ffr- A-f cosx
J  A sin3 ~  “  * *2 sin2 x 4 Д —cosx*
L!* Иг29.i. J  A sin4 x

= 3 (— A ctg3x —A (2^ + 3) ctgx +(Ar*-(-2) F (x, k )-2  (A* -f 1) E  (x, k)\.

1.5.24. И н те гр а л ы  вида J R (cos x, } 1 — k1 sin2 x) dx.
Условие: 0 < k* <  L.__________
Обозначение: A = V I — £* sin2 x.

cos xdx sin x . P —3 f  cor xdxf i cos xdx sin x p — 3 Г  cosxdx
J  AP '" ( p - 2)AP 2 Ь /Г^2 J  A*> * ’

n —1
С cosxd.

• J  д м и
xdx tiiLJ V  2; (л — 1) (л — 2)... (л —/+ I)

/  =  0

/̂ -j) (<2л — I).(2л —3) ... (2л —2/ — I) А271 *  **

/л — 1 \ ^  Sin2/f|X

\ 1 } 2/4-1 А*1*1

4.  ̂ A cos х dx = ^ -ŝ rl-_  +  ^  arcsin (* sin x).

p д i-_Ь2 yt _i_ I
5.  ̂ A cos2 xdx = 3 sin x cos x --- — F  (x, fc) + —  t - E  (x, *)•

,  Г  , . 2*2cos*x-{-2*«4-l . - , 46*— I . . . .  v
6. 1 A cos3 xdx —------gp------ A sm xH— gj£T" arcs,n (* s,n *)•

,  Г  A . 3** cos2 x +  Э*4-1 % .7. 1 A cos4 x dx = ----- -------- A sin x cos x+
2(1 —/г*) (1—3^) ш , ЗДг4 + 7Л?* — 2 r / _ w 

H-------15*4------ ( + --- I5 F--- E (X '
_ (* 4 •  ̂ —2£* sin2 x + 5 . . , 3  . .. . .8.  ̂ A* cos x dx ------ g----- A sin x + ̂  arcsin (Л sin x).



n 1* 4» * л —ЗЛ* ып*дг+А* + 6  А .9. V А* соь5 xdx —--------J '—  A sin х cos х—
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О - » ? ™ - ! ' * * -

10.  ̂A3 cos3 х dx
8Р4п*ж—2Р{60 + 7)«п*дг+3№ + 3 4 . ,СЛ* - 1  . .. . . 
-----------  4 8 ^ ----- ----- —  S,n “ iG*3"" * '*

f  cos" xdx ctxn *x A . . n — 2 2Л* — 1 f  cos" *x
"  3 — ^ = (^ ч н Г»»Ач8,,1Х + п - Т  * « +

tx — 3 I — k2 С <*osn 4x, n — J  I — I
** J

f  cos xdx I . .. . ч 1 . Л е т  ж
12.  ̂ ^ ^  arcsin (k sin x) =  ̂ arctg — -—

.e fcos2 xdx 1 r  . . x13.  ̂ — д—  = ki E  (x. * )--- ^ — F  (x. *).

'cos3xdx Asinx . 2fc*-l . %arcsm (£ sin x).ч Л 2k2 2№
• ccs xdx sin x15 f  C0S*

15 J - ^  A •
,й С cos,2 xdx 1 r . .v 1 r/ . v , sin x cos x16. j  ^  F (*. A) -  A, £ (x. A) +  д----- •

„  1гей1

i* cos4 xdx Asinx cosx , 4k2 —2 L4 , ЗЛг4 — 5Л* -f- 2 c /ee ^
• J  Д =  за*—  +  - 3 * r - £ (^ * )+ ---- 3*1----F l*< *>■

(1 — k2) sin X COS X

19

2i- i

20. f  —  = Г.* !  Щ Д + 1 Ч|П-Г+^ arcsin (A sin x).
J  cosx 2 А — У 1 —** sinx

A dx
cos* x f  (x, k )- E (x , k) + \\gx.

* A dx Asinx . 1 . A -f-1 1 — k2 sin x22. i +  ______
J  cos* x 2 cos* x 4 I 1 — Л* A — К  1 — k2 sin x

*>• i s & - T ' f l * * ~ T ^ H A+,F <'•*»+££*<*■ *>}•
-• S dx i A — V 1 — k* sin xIn

25.
A cosx 2 F 1 - k 2 A + V \ — k2 sin x * 

j  Acos*x = 7 7 l —Л* 1— k* Л tg*‘

- s
dx __ A sin x 2/г2— 1 ln A —V 1 — sin x

A cos3x 2(| — k2) cos* x 4 (1 — Л*)3/2 "  A + sin x

dx,
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dx27 А Д cos4 .v

ЗТГ
28.

tg»x— A tgx —(ЗА8 —2)£(х, k) +  2- ^ - J ) . E (x, А)].

Г dx _
J  \оъп X ~

Д sin х_________ (п - 2) (2ft*-1) С dx
(л — 1) ( 1— Л*)cos'1 *х (л — 1>( 1 — ft*) J  Acos" Зх

(я —3)ft* f  dx 
+  (п - 1) ( I -к*) J  Дсов'гТ Г в

1.5.25. И н те гр ал ы  вида  ̂sinm х cos'* х У ( [ —к2 sin2 х)Р dx.
Условие: 0 < к- < I.
Обозначение: Д = \ 1 — ft2 sin- х.

1 ,  1
Др sinm хсов* xdx = ;— -----— — 5 sinm 3 дгсоз" 41 x-f

(m+ л+ р) ft* I ^
+ [т  + л — 2 + (/я + р — l)ft2) J A/, sinm * х cos'1 х dx —

— (т  — 3) J  Д/1 sin* 4 х cos'* х dx}.

2- * - — -— 1-- —  (:V*f* sinmfl xcne* 3 x-f-(/п + я -f p)ft* I
+ I(,l + P ~  1) k'1 — (т  + л — 2) (1 — к1)] J \ p sinm xcos* 2xdx-f

-Ь(л — 3) (1 — ft2) J Д̂  sinm xcos* 4xrfx| [т+п + рфО\.

о f  • „ л  A*-*coe" l x (/»— 1)(1 —/?-) С Kn „ , . .3. \ \P sin x cos'* x</x= —------- -— . — L—  * . . _ I дрсos'* * x sin xdx.J  (п-гР-\-\)к* (,»-fp-fl)^  }
a k* %« : m j Д̂  - sin m 1 x . m — 1 I* . n . e ,4. \ ДЯ sinm xcosxdx — — — --- гтгт^+ ,— ;---Г-ГГГГ \ Apsinm *xco&xdx.J  (n + p + l)k *  ^ {m +p+ l)k* J

5. J \p sin3 x cos'1 xdx —
e  _(n + p ^ l) ^ x + [ (p + 2) j 4 H l l  Apf2cosn-i 

(п + р+\){п + р + 3)к4

^ lJg + 2)^  + i.+ ^ ( ii- .l ) lL z fQ  ДРcos'1 2xsinxdx. 
(Я +  Р +  1) (n +  P  + 3) A4 J  Л C0S

6 . J ДЯ sinm Jf cos3 .r dx = 
(m_-rP 1.1) A* sin«*- [(p-/n+ l)A * + m-Hl

(™+ P-H)<m + p + 3)A« a * +
i ((P — /я-f I) ft*-f/п-f 11 (/я— 1) Г д . _ .+  — /Д. 1 Д̂  sinm - х cos х dx.(m -fp-t-l)(m -f p + 3)k4 J

7. ^ A sin x cos xdx = — Д»
3k*'

f  A . * . 2ft2cos*x -f 1 — ft2 ( I — ft2)* , ..8. у A sui x cos-xdx = -------- ^ ------ A cos x-f In (ft cos x-f Л).



1.5.25-1 15 ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 205

9 I  Л sin х cos3 . _  Зк4 sin4 x — к2 (5fc*-b 1) siii2x-t-5fc2 — 2 
Т5Л«

10. j Л sin .v cos4 * dx
— 8kt &m*x + 2ki (7ki -\-\)sii^x-3k*~8ki + 3 .
-----------------4gfei-----------------Л co* * -

16*» In(fccosjc-j-A).

(* 2î " sin2 x ~  1 1 П.  ̂ A sin3 x cos .t dx —--- ------ A sin x-f- ̂  arcsin (fc sin x).

r .  , 3*2cos2x — 2fc2-f 1 ,12. 1 A sin- x cos- xdx=----------------- A sbi x cos x —

13.  ̂ A sin2 дг cos1 x ifx
- Ьк4 sin4x + 2fc2 (6fc2-f 1) sin2x — 6£2-f 3 . . 
 4gf4 ------------ A sinx-f-

2fc2 — Iî r- arcsin (£ sin x). 
10/c°

f  4 . , , ЗД’4 sin4x — к2 sin2x — 2 .14. у A sin3 x cos x dx =-------- — |------- A.

__ Sk4 sin1 x — 2/f2 (fe2 +1) sin* x — ЗА:4 -f- 2/г2 — 3 A л 
&  48/t4 cos X j"

15.  ̂A sin3xcos2x</x
1 x — 2/f2 (Л2+ 1) sin2 x — 3/

48к*
. (1— *2)2 (fc*+ 1) , , A> + !---- 16̂  — In (ft cos x+A).

10 f  »  j  .  .  8fc4 sin4 x—2ft2 sin2x —  3 1 . .. . *I0- \ A sin4 x cos л* <fx = ------------------- A sin X+ -rmr arcsin (ft sin x).J  4 8k1 lti**

17.  ̂ A3sinxcosxdx = —

18. \\* sin x cos2 x dx =
— 8ft4 sin4 x 4-2ft2 (ft2 +  7) sin2 x + 3ft4 — 8/г* — 3 %_____------------------щ ;---------------- ДССЯЖ +

4- — In (* cosjr+Д).

**• \ A3 sin* x cos .t dx

Э_  д «Ш , + 1^  arcsin «  sin ,).



1.5.26. И н те гр а л ы  вида С _ * V l  — Ar* sin8 х dx. r J  cos'* *
Услоеве: 0 < Л8 <  1.
Обозначение: \ = \ { —Л8 sin8*.

. f s i n * A . С А . . уТ = **1. I --- Д4*= 1 MgxdX = — &-\--------ln ^  ----.
J  cosx J  2 Д —}  1—

2. f  - A -  \dx=— ---k ln (k cos x + Д).J  cos-* cosx '  '

3. f  ----£ _  +  ̂ = , „ i +>''r r ? r
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cos3 x 2 cos8 x 4 | 1 — Л* Д — 1 — Л* *
4 f  si" x \d - ( 2*H-l)Ar2 sin2*-f З*4- - / ^ ! 

J  cos4* x 3(1—Л*) cos3*

5. J  cos*
A sin x , 2*8- l  . .. . V \ - P  Д-f-j/T^Fsin jc ------1------ arcsin (k sin * )+ ------ 11

z 2k 2 A _ V r = F s m *

6- { S t A</x= j  ^ t^xd x= A tg*+ F(x , k) — 2E (x, k).

sin дс д | 2Л*— 1 , Д + V T — sin x . . .. . .k arcsin (k sin *).

a - K P F '
sin*x—3 „ 3*s—I , „ , , v 
IFcaTx- --- 2k  ̂ cos x+ Д).

sin4 * a • 2/?8 sin8 *-f 4£8 — 1 A ._ Adx = -------- ---------Д sin x +

, № - t f - l  ................ i T ^ F .  A + V I-—ft* sin xH-----------arcsin (k sin *H --------In ----- ---- ---- .
2 Д - » ' l - * 2 sin*

, ,  fcos3* , ^  Ksin** —3)F— I . , 1 , 1.—Д
13 J Ж 7 Л Л = ---------3fti------  "*̂ 2 Г+Д’
„  f  cm** A ^  ~2#*sHi*x-f5**+ l 4
14 J liiT7Adx=---------- 8fr*-------- Acosx+

, I . A-fcos* , 3^+64*—I , ■ â
+  2 ln i = s n  + --- Ш --- In (*cosx+A).

I5- f  S  A rfx= ~  Ж 7  ~  * arcsin <*sin x)•



16. (  хЛ dx = — Д ctg jc (1 —Л*) F{x, J i )~  2E (x. k).

fco 6*x KA sin2x + 2 . 2*2-fl . . . .17. 1 -. j— Adx = --- 0 . ■— A --- -— arcsin (k sin jr).
1 J  an2* 2sinx 2k '  '

С cosx
,8- J «in1*
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19 J  и л JA

20

» . A , k* . I +  A&dx=— — ----- f- —  In — —r.
2 sm2x ' 4  1 —A

A2
x 3 sin 2 x *

cos2x . , cosx A k*+\ . A + cosxJcos*x . . cosx . **+1 . A fcosx . . .— — Arfx= — - . A--- j —  ln -r-i-------*ln(*cosx + A).
sin3 x 2sin2x 4 A —cosx '  1 7

'•j

1.5.27. И н т е г р а л ы  в
Условие. 0< Л 2<1. 
Обозначение: А = ) 1—62 sin2x.
* sin^xcos? xdx

f  sin^xcos^x . и д a I  Г/ ■=  dx.
J  У (1 — Л2 sin2 x)r

Ar
— kr sin? * 1 xcos?! 1 x p — q — (2 — k*) (p — r + 3) Г sin^x cos? x .

“  ~{Г^2)~(Г^Ъ-) Ar '* + (/* — 2) (1 — A2) J  Ar“*
. P + f - '+ *  С sinPJccos^x

+  (r - 2 ) ( l- * * )  J  Д '*
Л 1 С sin  ̂ 2 xcos?x , 1 f  sin? 2xcos?x .
2- “= *  J ----Sr---- 3 dx-
# /f2— 1 С &\f\Pxcos*-*xdx 1 С sin^xcos^x .

e  Л2 J  Аг +  Л2 J  Ar_i

• i -  

•s

- I sin x cos x dx 1
A' “ ( r - 2 )* 2 A'"*'

Г sin x cos x dx A
A k*

Г sin x cos2 x dx cosxA 1 — ** . /fc , A1«• J ---д-------2*- + -2*Н"(*с<** + Д).
7. jjnxcofgrf* = _  1 t cos5x_ 2 + 2Г-) Д.

J  A JAr4
8 С sin jc cos* x dx — 3 — 5k- + 2*» sin»x ^  уД _  № - № ± 3 fm ̂  + д) 

J  A 8** w?
a I* sin2 x cos xdx A sin x , arcsin (k sin x)

J  ---- A---- = ~ ^ Г  +  2Л* *
io I* sin2xcos2xdx Asinxcoex , 2 —A2 c/_ LX , 2/?2 — 2 c /ee tl 

1 -----Д------ ------- 3*5--- + T**“ £(X> +
it  Г sin2 xcos2xdx 2/f2cos2x 4*2A*2 — 3 462— 3 , . ., j i  am =  __ 12----- —1------- A sin xH--- srr— arcsm (k sin x).

J Д OK* OR*.
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f  sin2 х cos4 х dx 3k2 сое* x -f 3k* — 4 . j  ---- д--------------- -------- Aslnxcnsx-f
, 9fe4— 17ft1+ 8 .. Зк* -13*5 + 8 „  
f ---- 15A«--- F <* *>------ 15^— *>•

С sin3 
•»

x cos x dx I /n , . • . .  ч » —д ---- = -  3k, (2 + *2 sm2 x) A.

f  sin3 x cos2 x dx 2fc* cos2 x — A*2 — 3 /r* -h 2Ar* — 3 e 
J  -----5-------------8*5------AcoSJt------8**--- И *см х+ Д ).
f  sin3 x соя3 x dx ЗА*4 sin4 x — (5k4 — 4&2) sin2 x— \Ok-4-8 A 
\ -----д--------------------- 15*------------- A-
С sin3 x co<
J A

cos4 x dx

8A*4 sin4 x-  2Ar2 (7A*2 -  5) sin2 x+ ЗА*4 -  22*2 -f 15 .
------------------ 48*V---------------- AcnSX-

** + 3*4-9*= + 5 ,
------- ictT----- 1п(*со»х+Д).

sin4 x cos xdx 2£2sin2x + 3 % , 3  ---- д---- = ------ ----- л Sin x+g^-, arcsin (k sin x).

sin4 x cos1 x dx 3$2 cos2 x 2Ar2 — 4 .----- T-----  =5------ rs-r;------A Sin X COS X fA ISA*4
■ fe^7*f -8  2<r* -f 3*1 — 8

I5fc* 1 ' '*
cos3 x dxС sin4 xco

J S
8Д’4 sin4x —2A-(fwj* — 5) sin: x — 18**4- 15 . . , № - 5  , „  --------------- -48A.--------------- A *n *H— ^ ,г, - arcsin (/• sm v).

Ssinm x cosn x dx sin*1 1 x cos*-1 x

Т ГП5̂  IT ИV П — 1 (* clnfll %* nrtcfl 2 t*
dx.

A3 **A
m — 1 f  sinm 2 x cos'* xdx . /i — 1 C sin* X cot" *x— 1 С sin* 2 x cos'1 x dx n — 1 Г 

At* J  A +  “ F *  J
f  sin xcosxdx _  1 
J  A3 *  *2A •
С sinx cos2 xdx cosx 1 . .. ,
J  ---- д5---- “ W “  Ж !n ('co sx + A ).
(* sin x cos3 x dx A’2 sin2 x-\-k* — 2 
)  А3 **A
f  sinx cos4 xdx k- sin2 x-f 2A2 — 3 3(1— * * ) . , .  ,J ---- д5---------- gF\-----COSX+— 2^—  ln(*cosx + A).

J
j  -  t i f B .  *> - ’  £ («. »>+*=£=

У dn.! £ £ * !£ * £  =  ** Sin :^  ^ - —  «in x -  arcsin <* sin x).

sin2xcosxdx sin x 1 , . ч ---- —---- = Т ,д -  ^  arcsin (* sm x).

sin2 x cos2 xdx 2 — /r2 , v 2 , . v , sinx cosx

A3 2 P\  2A*
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sin3 х cos xdx 2 — k* sin1 x
- I
•s

Д3 *4Д
sin3 x cos* x dx — A2 sin*x+3

Д3 2^A
sin4 x cos xdx — Ar* sin2 x + 3

Д3 ИЛ‘Д
1 Mil’ л сиэлил — ft- »lll“ A  T  3 _ . »« , »

SO. \ ---- S',----= ---- nu* s,n х~~2& ( s,n ^

- .. .. f  sin/** dx1.5.28. И н т е г р а л ы  вида 1 -------- _ —J  cos* x \ (I — A2 bill*x f 9
? cosP x dx
Ssin1? x r ( l  — fc3 sin5 je)'- * 

Условие: 0 <  Ar* <  1. 
Обозначение: Д= г 1 —A?3 sin* x.
. sin^x dx sinPf lX
J  cos^x Л (0 — 1)(1 — A^Jcoe^xA*4"* 

p — 2 — (p — 2</ — r-f-5)A2 f  sin^* dx (p — g — r + 4)k* Г sin^x dx 
* (<7-l)(l-*2) J  cos* 2x Ar (</— 1)(1 —/f*) J  cos'' 4* Ar

■ s'
cos?xdx _  — cos?! 1 x_____ p — —2 -f“ (p-f/’ —3)fea
sin^x Дг — (p — 1) sin* 1 x\r 3 p— 1

Г cos?x dx (p — q + r — 4)k* Г cos^x dx 
X J  sinP Зх Д' +  p—I J  suî  4x Ar *

J sin x dx
cos:m x Д*л ^ 5=3

= / _ nml„ ft*'■»«-«■ m+x T '  (m +n-1\ ( - 1У (совх\" *' »
1 ( I — Ar2)"1»* \ I )  (2/1—2/ —1)* \ A )f = o

m 4- я  — 1
4 Г cosx dx у  //И + Я — 1\ -I» ^Яп x
* J  sin2"1 Л** Z , \ / у 2n — 2/ — I \ A J  

1 = 0

5. f  — x d* = Г ,gx д  . _ j = J  in A + > T 5 L  
•* cosx Д J  Л 2У i —к* Д —V 1 — A1

6. S!
J  CO

sin x dx
cos- x Д ( 1—fe-)cosx*

7 f  sin x dx f  . , . , . dx

______A______________A*___ ln \ + } T ^ V
2(1 — /f2)cos*x 4(1—A*)3/2 Д- I  P i *

2/c* cos* x — 1 -f Ar3 
3(1— A2;3 cos3 x *

8. \ s5n v dx 
J  cos4 x Д =

9. k* sif|5x dx | Л-f K T —S* sin x I , t .
1 r^T7  ~T~ =  --■■ - In --- , ---- ------arcsin (к sin x),J  cosx Д 2 V I — A* A —V 1 — A2 sin x Ar



in С* sin*X dx f  tg2X . Л 1
J  cos*x A “  J  ~A- (| — **) (1 — A*) (X' k)-

f  dx A «in x____________ I ln A + K T ^ F s in x
'  cos3  ̂ A 2 (1 -*»)cos*X 4(1— к*)3/2 "  A — \  sinx*

12. f  sit|3jc ^5 =  A  +  I ,n A -\-V\ - k*
J  cosx A A* 2 V l — А* " А — У 1 -A* '

, ,  f  sinsx dx A
,3> J cos*x ~A " f i- ^ c o s x + T  ln (*cosx + A).

f  sin4 X
J  cosx

2*0 ГЛАВА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ .ИНТЕГРАЛЫ

14 x dx 
A “
_Asinx  , 1 A + K l  —-A* sin x 2A*-H . /t .= —— -- h — ■—  In ___ _ __________________— arcsin (k sin x).

2k- 2 F l  — k1 А — V 1—-A2 sinx 2№
t С cos xdx Г dx 1 e 1 — A
1S- ] е т  = ) С̂ 4  =  2 1п Щ '
,o f  cosrxdx 1 A-f cosx . 1 , „  . . .  
,6- ) U 7 I “  2 ,п A = ^  +  A ln <*C0S x+ A)-

f  cos*xdx_ A 1 , 1+A
7‘ J  sinx A ~  k* 2 1 — A *

fo f  cos* xdx A cosx , 1 A+coex , 3**— 1 t /t , A%18. 1 . ■ X  = ~~OM-- Ь -Q- In -j---77Г7— In (Ar cos X + A).J  sin x A 2k* 2 A—cosx 2№ ' 9

,9. (  dX AJ  sin-x A sinx
. .  С cos* xdx fctg 2x .  . . p< „
Л  J siH*T A = J Д =  ̂ x E (x* *)•
21. f  COŜ  * -* *= ——  — J  arcsin (k sin x).J  sm2 x A sm x k '
^  С cosx dx А Л* 1 + A

J  sin3 x A "  2 sin2x 4 l- A *
P cos2 x dx A cos x 1 — k1 . A -f- cos x

Z3, J  sin3x A “  2sin*x 4 In A -cosxe
f  cosx dx 2Л*sin2x+ 1 *

4> J  sin4x "A “  3 sin* x
л- f  * f. tg«-*x AJ  tg x A - (n_ 1)(1_ * S) cos: x

(я — 2)(2— A*) (  tg" »x n -3  Г
( n - !) ( !- * * )  J  A (n— 1) ( 1—А») J

26,
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1.5.29. И н т е г р а л ы  вида (  1 ^  dx.
Условие: 0 <  A* <  1.__________
Обозначение: А = K l — A2 sin2х.

S dx i . I —д , Д-ИП"=1 * In ----- 1------- ln
'• J

f a

sin xcosx 2 1 + A 2 A — V 1 — A*
Adx A . I .  A + cosxlnJ  sin x cos2 x cosx 2 A —cosx *

- I

Ad* д L  In I± *  + 2~** А +
sin x cos3* 2cos*x 2 1 — Д 4 )'1  — Л» Д — V l — Л*

4 a_l. 1 I- A —  Д + у 1г. 5

A — V l  — A2 sin x

Adx (2A2 — 3) sin* x — ЗА2 -f- 4 I A-fcosx 
sin x cos4 x ** 3.(L-A?)a**x + 2 A-cosx*

e С A dx - А  Г+А* .5. I -------  --------- —_ ln __________
J  sin2xcosx sin x 2 I 1 — A* A +  r T — A2 sin x

®* .f ejn*xcos*x ~  tgx—ctgxj Д + 2f  (x, ^ £ (x , *).

7, f  A<** 3sin*x-2  ̂ 2fe*-3 ,n A + / r ^ * s in x  
J  sin2 x cos3 x 2 sin x ops* x 4 H i — А* д _  у  j _ * *  sjn x*

8 *

Adx A , K l- JS * .  A + K l - ** . **'-2 . !+ AIn ---- H------------In
sin3xcosx 2 sin*x 2 A —Y 1 —A* 4 1—A

9 Г A dx __ 3 sin* x — 1 . , A2 — 3 . A —cosx 
J  sin3 x cos* x 2 sin* xcosx 4 n A -f cosx*

10e j  A dx________(3 — A2) sin2x + l д ) T ^ A * |n A - \1~4P  sin x
sin4 xcosx 3sin3x 2 A +  K 1 -  A2 sin x

dx1.5.3Э. И н т е г р а л ы  вида 1 —
J  sisinm x cos'* x I (I — A2 sin2 x)' 

Условие: 0<  A*< I.
Обозначение: A = \  I — A* sin2 x.

l.  С dx
J  A sin x cos x

( д - щ * - 1 -  I - 4 ' -  1 . - Л + ' ^  
J 1 ’  r  " l  2 1 + 4  2 П —J=

2t f  dx A______ 1 Jn A —cosx
J  A sin x cos- x (1 —A*) cos x 2 n A + cosx*

3‘ S a ^ T ^ 7 =  f  (ct8 JC + 2 t8 Jt+ ,«Ix ) i X ^
I .  I + A ,  2 — 3<r5 , A + K l - ( ?  

I " --- г +  — — гггтг,n2(1 — fc^cos1 * 2 I- A  4(1 — A - K l - ^ '
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j  f  ___dx_______ (5А2 — 3) sin*х —  6fc2-f-4 . 1 . А + cosx
J  Л sin х cos4 x ~  3(1—А2)2сое3x ~  2 П A — cosx*

5 f  dx __ __ _A_______ 1 ,n A — V 1 — A3 sin x
J  Asin2xcoex sinx 2 K l —A8 A + V 1 — jfc3 sin x*

*’ J  i  sin*xcos*x ~  (г ^ И  ~  Ctgl)  Л + r = F  £ (JC’ *) + 2/r(JC' *)•

7. f  dxJ  Л sin2 x cos3 x
(3-2A2) sin3x—2(1 —Ar2)  ̂ 4fr*-3 A + v T = ^ s in x

2(1 —A2) sinx cos2 x 4(1 — A2)3 2 A — K l —A2 sin x

8. f — e ----------- i - 4 — 0 — in 4 ± ?- .!- » - £ + »  ■■■ + *J  A sin3 xA sin3xcosx 2 sin2x 2 I 1 — k2 Д — K l — k1 4 1 — Л
g f ____dx_____ __ (3 — k*) sin3 x — I + fe2 . , 2̂4-3 A —cos x

J  A sin* x cos3 x 2 ( I — A2) sin2 x cos x 4 11 A -f cos x*

10. C — ^ ____ -  <3+2И)*.»«+1 .  1 , ,dx (3+2*s)sin*x+l . I , A - / i _ f c J sin.t
-------  ---------------------- A -------7----- III -------- ----------

A sin4 x cos x 3 sin3 x 2 ( l -Л* A + \  1 — A2 sin x
1.5.31. И н т е г р а л ы  вида 

J  R (sin x, cosx, Г  1 — p2 sin2x, ) 1— <7-sin2x)dx.
Условия: 0 <  p2 < <?2 <  1, 0 <  x ̂  я/2.

yr~r~Z—5 •Обозначение: w = arcsin ——  & smjc 
У 1 — p2 sin8 x

i .  f .  *  ,  1 - f T . 1 ^ .
j  r(l-p*rti*x)(l-fl*sin*x) У l- p *  V I 1 - W

2 f __________ Itfxdx____________
J  У (1 — p* siiisx) (1 — q3 sin2 x)

= tgx Y 1—y*sin-x______________________ i  ~q*-_______  ___Е Ф. V  -—(I — <y3)K  1 — P2 sill* x (1 — </-) I 1 —/>* \ } \-Р*1

3 Г __________ sin* x dx__________ __ yr\ — p* p ( - y f д*—рЛ __
I (1 — p- sin*x) (1 — q- sii^x)3 (1 — q2) (q-— p*) V ’ V  1 —p*/

1 f  / ,  _____________ sin x cos x
(q* — pt) V  1 — p* v Г [1-p*/ ( I —</*) V (1 — p*!».ii*x)(l —fl*sin*x)
X

4 f  __________cos8 xdx_________  _
3 | (1 — p* sin2 x)3 (1 — g3 sin2 x)

« = £ L  i / E 3 ________'- « *  L  1 Я З ] .
9* _ p j  ,ф’ Г  | _ p * /  (<y* — p=) J- 1 _ pa \ X  1 _ p * /
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(- !- 1 f  = (VJ 1 -  р: sin1 х  " I — p- sin-x V i  —  p* V * 1— p1/
JC

5.
0
x r _______________/ I — p* sin - x• 1 / 1 — p1 sin - ДС

6- 3 У ( l- f l*  «n«xy
0 ___

_  ) 1 — P8 £ l  /~9*-Р* ‘ 9*-P* sin xcosx
l _ ( , i  1Ф’ r  1_<y2 \ ‘  1 — p-l 1 — q2 У (I — p* sin*x) (1 —  q2 sin* jc)

Г I i " i — p*sin*jc
7. I --------------------------I/ ------------- dx=»

J  14-(pV2 — p* — r2) sin2* * 1— <?2sin2xi  l + (p*r- —p2 — r2) sm-x * i —q2sin2x

- n h A ^ 'Y  T ^ )-
. „ вл Г (a -f sin jc)p .1.5.32. И н т е г р а л ы  вида 1 —-- -г—- — . dx,J  \ I — k* iin* x
Условие: 0 < k2 < I
Обозначение: Д = У 1 —k2 sin* x.

I. f

~  (p _* I ) ^  | (a + sin *)* * cos jcA -f 2 (2p — 3) efc2 ^ + ^ 4 .

+ (p _ 2) ( l +*»-&!«**) f  (°  + £■"£ >*_ ? о (2p-5 ) (1+ - 2a-A-)x

X | ( £ ± 5 ^ d , - ( p - 3 ) ( l - « » ) ( . - a . 6 . ) | $ 5 ± f ^ < l , ]

ĵ fl* I# ПРИ Р=а —I, —2, ...J.

4 Г d x ____________ 1__________ Г cosx A
J  (a -f- sin *)л Л ~~ (л — 1) (1 —a*) (1 — a*k2) [  (a + sinx)" 1

!  - № ■ - 3) ( i + f - a . W ) . ) ' ( д + Д п , а -

- ( .0 - 4 » )^  $ ^ I f  rin x y-*Д - (я - а) ** |  ( н П К Г м ] -

5- f - *J  (a-fsinx)A

*= —  n  / * , — , f e U  - 1 ------- i n l S l - / 1 - * ! ? 8 ” / . .
O \ a* У 2 | (l — a*) (1 — a'-Л*) I 1 -а- Д + У t - IA i -cvsx
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dx 1 Г А « * «
(a -f sill х)1 А (1 — a*) (J — fl+ « n i

(«+  sin х)1 dx
ч
—  <•+ *-"*■ >  |  S + B l i A - 2"4'  J ' J

f  dx
7* j  (fl + sin *)3 A ~

1 Г A cosx л .. . .. л С dx
= 2 (1 — a*) (1 — a-k1) [  (а + й и ф  * ( * + *  2eW > J  (fl-f sinx)-A’

f  ,T + £ , ) A  + 2° W <«' *> 
„ Г  dx 1 Г _  Дсовх
' .* (1 ± sin ж)" Д (2/1-  I) ( I -#»)[■* (1 t s in * r

+ ( . - « < 1 - 1 *  J  j )  ±

- < " - 2>‘ !  f  ( Г Т Ж ^ З

*' ^  (I ± «In jr) Л “ <1 — **)<! ±  ~  1 -  *< £ (*' bi'
10 I dx = 1 r _  (1-*^A«)S«C _ (1 — 5A;) A cosx ,

J  (1 ± sin x)» Д 3 (1 — A*)* [ 4 ( I Jt sin Jt)* 4  1 + *in x
+ (1 — 3AS) (1 — A*) F (x, A) —(1 — 5A-) £ (x, A)

11 f  dxJ  (I i :  A sin х)л Д ~  

2/j — 1) (1 — A*) [~  (1 + A sin X)" + (“ - ,) (5-**) J  (j“ T(2n — 1) (1 — £*) L (1 ±. k sin x)n J  (1 ± * sin x) * -1 A
— 2 (2n — 3) j  _ _  + (в _ 2 ) J

to f  -Ш- k A cosx 1 c* /
J  (1 ± Л sin x) A “  (1 -**)<* ± к sin x) ^ \ - k *  {X% h

13 f  dx 1 Г ^ (l-**)Acosx
J  (1 ± k sin x)1 A 3(1 — /?*-)*- L (l:t* e iin # *  ““

*  ~T I J k * ! 7  * 2 ( * ' < * ■  *) + (5-A-)£(x. A)
1.5.33. И н т е г р а л ы  вида f  I L lH 1 sin*j?g* ^

J  f  1 — Л2 sin1 x
Условие: 0<A*<1.__________
Обозначение: A » V T ^ F 5 ? J .

J |  ( l +аып x)p dx=— ~ y ^ ki |̂ a; (1 +a sin =х)Р-*Д sin x cos x -f- 

+  (2p-2)(3A* + A*e+«) j  (l ± ^ ^ J ^ l d x -  

— (2p — 3) (ЗА* + 2aAs + 2a + e!) J  C + a s‘™1"*P * dx + 

+ Sip-2)ai*+.l)W+a) У  (- +  a ^ |iA )— ^ j-



р tfc+a sin2*)* . fl* - ,
S. I 1------ д ------ Ж  sm * c o s x  +

Г _____ dx__________________ 1__________ Г A sin x cos x
J  (a + sin2 XY* A 2 ♦*“ * Ь>(*1-Ьл)*(а-|-Л*) [('1 +a sin8 x)n 1 

I  + (2 „- 3 И. .  + 2.  + а ,«-+3. - , | т п ^ ; р г ч -  

+ 12" - 5' ‘ , 1' ( Г Т Ж ^ ] -

*• j f c j « s r s r  »•

t  ( —  " x ______J  (Ь-f a sin̂ -t)* A
I Г a2 A sin x cos x . . . .л - . . . .  _ . . . .

“ 2 ( 1+а)(Л? +а*)[ 1 г » ш *х  +(a + > (Jt* ^ + (x’ >+

+ (e? + 2a+ 2ak- + ЗА*) 11 (x, —a, *) J.
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, <*\ жг/ а с  i  их-----д----- djf =  ^ l + A1 jF ( jC ,  k ) - p  Е (Х , Л ).

7. I| ----lrl л ,!x-- ^ __ *_______ i_ V I +Д A — \k--V- acosjc
о <'+«*п«дфД К (1+в)(#« + а) (У г+в - М * +0)Г  1 + esin**

le>—**j
e. __________ !________ ..

2 * - ( 1+в)(АЧ-а)
X I arcsin (l+ a ) А- + (*г+ а)с .^х  I -f 2a+ k- ]

L ( 1—*7(f+asin-x) n i _ * 2  J
1 |,| V  — (# + a )c oe»—V — Ц-1-afcA

I  0 + в ) ( * * - г о )  I V - ( * s + a ) _  (1 + f l ) J  у i  + а  sin » jt
[e <—I; 0<5|п*жч;—l/ej.

Ю. I sinjcdx д j
j ’ (Т= ^д-)Д  = (1_ л,)со5л. -j-ZT]jF-

Ж
" .  f  -___™ "*dx rmx ,

J  (1 — k* allsin*jt) А (1 - * г) A +  I — Ar* *

,2. =, _ r=j = aret8 » .^ t £  
$ (I-basin2*) A V k *+ a  A

sin x



1Я ^  1 \п А + V — '(** 4- и) sin х
2 У  — (Л* а> Л — К — (Ь* + a) sin х

[fl<—**; 0^sinfjr<— |/ej

xdx sin x
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14. f ___.1 (1  - k 2 sisin2x)A A

. . .. г (a + cosx)P1.5.34. И н т е г р а л ы  вида 1 -------—  Лл
J  г 1 —A* fin* x

Условие: 0 < A2 <  1.
Обозначение: A = \ 1 — A2 sin2x.

, j  (a + og x)P ^  = | (a +  cos *)/> » A sin x+

+ 2 (2p - 3)a**^ (o + ̂ -t)P » dx_ {p_ 2 ) ( l__2k2 + 6a.ki)x

X   ̂ (o±--” *)P 1 </л+ (2р-5)а(1-2А* + аЦ»)  ̂ <*±5? x)p dx +

+ (p — 3) (I — о-) (I — **a=) J  * dx j Ip #-li o*iti. -(!-*«»/**].

2. j  e + lix = (■*• *) +  arcsin (* sin x).

0 С (o + cosx)* a5A24-A8— 1 r/ I .4 .2<i . „  . .3. 1 --- ^--- dx = ---- ^ ---- F  (x, A) 4- £ (x, A) + arcsin (A sm x).

I* dx_______ ______________1_____________ | A sin x
J  (а + созх)л А — (л — 1) (1 — а2) (1 — A24-a2A2) | (a 4-cosx)" *

- « I» - 3 ) ( .- 2** + 2a=**>« If ъ + £ г  1Д ~

- ( . - # < » - | - ь ч ч  f  (. + Д . < А -  

-< «»- "»«**  f  T T k 5 W + (" - 3»‘ I  ) ' с + Д - м ] -
__________ 1___________ I sin xA
(2л — 1) а (1 — 2А34-2а2А2) | (a4-cosx)"

4-(л-1)(1-2А24-6а2А2) dx
(a 4- cos x)n 1 A

— 2 (2л — 3)k2a f  —  ■■ ■ ** ■ ■ 4-(л-2)А2 — -■ ***---— 1J  (a4-cosx)" 2 A 1 J  (a4*cosx)" 3 A J
U — ±1.

c f  dx ± 1  —cosx . , . ,  ux „ . ,xe- 1 71------ n r  = --- «---- A 4- F  (x, k) — E  (x, A).J  (1 ± cosx) A sinx \ \ /
P __________ dx____________
J  ( l ± cosxkilV 1— A2) A

A2 sin x cosx(I T  cos Ai/xK 1 — A3) _  Ar . . f _ , M------------------------------ — T  —r= = -  A sin x -|- E  (x, «J-
A K l- A *

7.



1...................................... V 1-a* Д + f t / l+/№»*-** «In* 
+  , . ................ . . -=̂ ln
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2 »(1 - о г)(1 + ft*a*-ft=) I 1- а : Д - Н  \-\-k-a--k- sin*
sin x \

COS X
Г dx = __________I_________ I _
j  (a -f- cosx)t Л (1 — a2) (1 — **-{-a2fc2) | a

_ ( l - 2 f +>№). j  Х; ~ ^ +Ы‘ j

( dx 1 Г A sin x
m (a+coex)K\ ~  2 ( l- a * )( l- ft*  + a*ft*) [(a+coex )3 

■ г "  - » 1 | | - 1> + « М | { ( [ ^ ]у 1 -  

L  - t t t . - 1- a w )  |  (»,*>].

f  (a-ftgx)*> ^
1.5.35. И н т е г р а л ы  вида J
Условие: 0 <  к2 <  1._________
Обозначение: A = V 1 — к* sin2 x.

i. j
1 |(«+ tg * )*  3 A .

'e 1 7 % U ) [  cos2 X 2 (2p —3) a (1 — At2) ^ (a + ** *)P - dx -  

В Г ’ - (p - 2 ) (2  + 6a»-fe*-efe«a«)  ̂ (°~ i' t| x)P * <tt+

-H 2 p -5 )a (2  + 2a*-ft*-6ft*a*) ^ (a-ftgx)P» __

В  - ( P - 3 ) ( l+ a » ) ( l+ a « - f t V )  j  (- + y P * dx]

2. С S+ ^ JLd x^ g F jx , ft) + , 1 In Д + ̂  '.тЛ ! .
J  Л 2 V I -ft* Д —К I - * 1

3. у  ift+*g*)J ^

-  1 Д tg x+ eV  (x, ft)---- j—  f(x , ft)+ -- .a .— In A i t / | - fel
1-ft* 1-ft* К 1—** Л - K l - * *

dx _______________1_____________
(a + tgx)"A ~  (n- l)(l+ a*)(l+ a*-ft*a- ) X

- *  1- x

J  * r r W T r l
[ пф\,  a*#.— I .  -  I M l — **||.
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- f  dx а , 1 „ [  I-fa* А
J  (e + tgx) Д "■ 1-1-0* (* ’ a* г )

I ta ^  1 -f о* — £2а* -\-V I 4- л2 А
2 1  ( 1+а2) ( 1+а*-**а2) F  1 + а2- * *а *- У  1 + а Ч ’

6- J  (а -f ctg х) А = ТЙГ^ °  {* ' Т м * ’ * ) ~
____________ I_________  |п _______V  1 -f-Q2 Acosx-bfl у Q*-f- I —k-

I ( I + а!)(а5 + I — k*) (V 'T + a *л + )Aa * + l- * * )  \
-l«> IJ.

7 e dx ■_______ r -a .
J  (a+tgx)*A '  ( I-fa5) (1 -f-a* — k-a-) L(a + tgJt)cos; x ^

—2a (I —k*) j  a± ^ * dx + ( I- * » )  j  (a+ ^gx)1 rfxj.

8 Г dx ___________ 1___________ Г - A  ,
■ J  (a + tg x)* A 2 (1 -f a*) ( I + a* — k*a") | (a -f tg x)1 cos* x

+a.e+2..-».-«W) J  -jf+fgrr-
- ( 2 + 0o>-*>-e*W) j  (а + ^ 1)д + a ( l - f ) f ( « ,  * jj.

„  f  (a +  tg»*V I r(e  + tg*x)^ *tgxA .

' J  A (2p— I) (1 — A1) L «я*х
-f-(2p-2)(2-3a-A» +  3*’a) j  (.l + tg*>p 1 dx +

+  (2p — 3) (1 — 4a + 3as +  (2a — 3as) A5] j  (« + <8^)р 1 ^  +

+  2 (p - 2 )a ( l- a ) ( l- a + * * a )  (a + t^ x)P— <farj.

’ J  - t fx - j js i- tg x  + a f f r .  fc )- — l- - £ (x , A).

“ * .f (a + tg’ x)A = 7 ^ T f ( i ( , *) + a ( l- a )  П \*’ в^~  ̂ * )*

1.5.36. И н т е г р а л ы  вида J R (sin x, cos x, V 1 — p- sin2 x) dx 
Условие: p2> l.
Обозначение: f  = arcsm (p sin x).

1. j  ^1-P*sm *xdx = p£(«r, j ) ‘

2. Г — *J  )  | —pi sin2 x P \ p /

10



 ̂ f  ___________ dx___________ — _L П (л  -* 1 1
«> (I — г* sin* х) У T^~p*7in2х р \̂  р* ' р ;
Для вычисления интегралов вида

 ̂R (sin д:, cos jc, V 1 — p2 sin2 jc) dx
при р2>1 можно пользоваться формулами пп. 1.5.22 — 1.530, произведя 
в них следующие замены [5|:

n r v . 4 ~ j r  ( » . у ) ;

» £ ( « .  *> - p £ ( f . i . )

3) к -►р.
1.5.37. И и т е г р а л ы  вида Я (sin jc, cos jc, V I +p* sin2x) dx.

У 1 + p2 sin x Обозначение: © = arcsin ,
V \+  Р*яп*х

1. \ V 1 + р2 s\n-xdx = V  1 + p2 E  <p, — =
•’ \ V H
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. sin X cos X- rfi ---------
+ p* / \ 1 -f p2 sin2 x

2. f  _____V  l + P 1 Sin^jcdx _  = ----!... n ;V  r \  P
1 + (Ps — r-p* — /■*) sin* x Ц + Л »  V*l+(p*-r'-p*-r*) dn*x V l+ P *  V  ' К 1+ W '

3.
•’ r l+ p*s in** V 'l+ p* V V\+ 1*

, С sin x dx 1 . ( pcosx \4. 1 — ■ --- = ----arcsin ■>— ■ ■■ .
J  V\+p*sm*-x p \ l \+fi*)

5. i cos x dx---= -L |n (p sin x + 1  1-f-p2 sin2 x).
J  У  1 -f p2 sin2 x p

«. — *  -■ - 

f

dx 1 , V 1+ P2 sin*x —cosx------= = ■  = — in — ■■ ------
sin x У 1 + p2 sin2 x 2 V l + p! sin2 x+cos x

dx 1 ln V 1-f p2*in2x-f-V'I -+ P* sin x
J  cosxV 1+p2sin2x 2 V 1+ P* V 1 +p* sin2x — \  1 p2 sin x

R 1* tg xdx__________ 1 ,n f  l -f pa sin8x-\-V \ + 0*
J  V l + p- sin*JC 2 / T + p *  > I+ p 2*!!2* - *  1+#»* ’

9. i’ cigxdx _ 1 ,n I — V 1 + P2 sin2*
J  ) I -f p- slii2 x 2
Для вычисления интегралов вида

^tf(sinx, cosx, V\ -f P*sin- x) dx
можно также пользоваться формулами пп. 1.5.22 — 1.5.30, произведи в них 
следующие замены [5]:

|) Г - ^ - р 2;

2)' л ч - ? т Ь ' ( ’ ' Т т Ы :



Г / .  I.V 1^— —  г- /~ Р  \ sin X cos X3 )Г (х , k)-+ » 1 + р- Е  ф, -  . 7^==; )- Р-  — -=— = == ;
\ V 1+ Р-/ I  l+p*sin*JC
I pcosjt4) In (fc cos X + Д) -» arcsin —7= = - ;

* Р У 1+P*

5)  ̂ arcsin (£sin x) -*•  ̂ In (p sin Jf+ V 1 + p* sin-jt).

1.5.38. Ин т е г р а л ы  вида  ̂R (sin Jt, cos x, }  e- sin-x— l) dx. 
Условие: a* >  1.

a cos xОбозначение: ф —arcsin —
V a * - 1

1.  ̂ У sin*x — 1 dx =  ̂ F Ф» 1 ‘i^ ~ 0 - a £ :V

2. f  *  - - I f  ( v . V at~ l ) .
•" г в* sin*JC— 1 a \ a )

0 f  sin xdx ф
1 — . . . rrr~ — •
J  Г a2 sin* Jt — 1 a

4. f  — = * ln (a sin дг+ Ka* sin* Jt — 1).
J  ) a* sin* Jt — I a

- Г djt . cos x5. 1 ---- ----  ---= — arctg—
J  sin дс I u'-sin'-Jt— 1 | a* sin'-Jt — 1

ГЛАВА ПЬРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ IU.38

________dx_______ __ I |n l_ a" — ! sin jt + ) V - sin* Jt — 1
cosx I a*8in*Jt— 1 2 I a3— 1 V a* — 1 sin Jt — I <j2 sin*Jt — 14

7. f -------- -dX~----■■■•.., 1 Ц f  V t f -  \ \
J  (1 — a2 sin* х)У a* sin* x — 1 a(r* — 1) \ as(r*— 1)* a

[r*> I
ft f  tgxrfx = ___ 1____ ln у  a* - 1 +> a* >in*x- 1

J  ) a* sin*x — 1 2 1 a * ~ i  1 a* 1 — | a2 sin* Jt^T
q (• c t x dx 19. I —= = = ■ = »  — arcsin----- .

J  I a- sin-Jt — 1 a sin x
Для вычисления интегралов вида

J R (sin x, cos x, V a-sin2 x— I) dx (a2 >  I)
можно также воспользоваться формулами пп. 1.5.22 — 1.5.30. Для этого надо 
произвести в них следующие замены |5|:

»  F ^ - ^ F  [ ь  У Ш . у .

»  Е С . (ф. у

3) \  In (ftcosx + Д) ->—  к ш 9
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4)  ̂ arcsin (k sin л*) -> In (a sin х+ V а2 sin* х — 1) ;

1 , A — cosx 1 . cos х
5) ,п “Г Г ” ---- * — . arctg —

6)

2 А + cos х

I ___^  А 4- У I — к2 sin х
2 I Т ^ Т 2 А — У Т^~к2 sin х

I a2 sin* х — 1

In 1 а2 — I sin х -|- У a2 sin2 х — 1

1. arcsin

2 i V а* — 1 \ а2— lsinx —) a*sin-ж— 1

1

8) In

a sin х 9

A + V T ^ l*  i
ln I а2 * 1 + 1  с2 sin2 x — 1

2 \ I - * 2 A — | 1 -A2 2/1 a- — 1 \ a*— l — у a* sin2 jc — 1

9) Оставшиеся A - ^ if a2 sin2x — 1»

10) k-+a\
11) умножить полученные равенства на f.

1.5.39. И н т е г р а л ы  вида J / (tg д:) dxt J / (ctg x) dx. 

Обозначение: t (x )«  {Jtgx }’

1.  ̂ #(sin2x, cos2 at, tgx, ctg x, У a* ± b2 tg1 x) dx~*

2.  ̂ /?(sin2 jrp cos*x, tgx, ctgx, У a2 ±. b2 ctg2 x) dx =

_  I n f T>—  ̂ * T V ai i- I — ——
J  * ^ 1+ * * ’ 14-т2* т ’ ’ 14"T*

3. \ (a2 + b2l2 (jc)]'1 + 1/2 / (x) dx =*

- J : K *  + W 2 (x) V  (flt- fry  (Q<2^ —  ̂ +

± 1 Y + - * - * * * » *
* 2  V a 3—V*+V a*+ b2t* (x)

(— l)n + l (Ь3- 02) Л+1/2

a*-j-62/2 (x)
« ' « V 4 5 f

li=ctgjr}.

[a*>os).



4.  ̂ Iа2 -  6*/- (x)|n f  1/2 * (х) dx =■

, ---------- V  . f<i2 — 6*/*(х)1я *

* - 0

± ±  (a* 4- ft*," *•«/» in
2 Va* + 6-+> a*- М г (x)‘

5 Г _______
J  [a* + ft*/-
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(x))" + ‘/з
I  n - t

1 V
Уа- +  ЬЧ-(х) * - Q (2* 4 - 1)  ( a * -f t * ) » *  (a*+ft*<* (jc)I'

V'a'--b* -  V"a3 + ft=/: (x)ln
2 (a- - й - )п + 1/- V а* -  ft* + V a- + ft*/* (jc> 

л /- a- -)- ft*/* (j 
r  ft*-e-(— 1)"

^ 2_ д 2)П-Ь1/2

arctg

,  ^аъ + ЬЧ*(х)arccte У - ft*-J .

[a* >  b1],

Ia*< 6’J.

I. f ----- -J  lo*-ft=,
/ (X) rf.r
t- M l n+  1/2

я — I
V

V e*—ft*/* (x) (2* + I)(a* + ft*)« *[a=-ft-/-W|"

ln_________________ V a* + ft--Fa*-ft*/* (x)
2 (a*-f-ft*/*+ ,/2  К a*+ft*+ /a* —ft*/* (Xj *

7 Г dx 1 H >/ft*-a8/ (x) -±Уа'- + Ь'-Г- (x)
.* Ve*+ft*/= (x) У  t (x) T  Vo*H-ft*/* (x)

[<и< **|.

8.
I a*-ft= ■ j  и

’
arctg

la* >6*1.

У а Ч Ь Ч (х )  
У a*- ft* / *  (X ) 

Ka* + ft*/(x)arcctg

in. f  dx „  1 In V ^ + ^ / (x ) л  у ft2/-* (x) — a*
J  Kft*/*(x)-a* 2 1 a* + ft* > a* + ft* /(x) + F  ft*/*(x) -a-

(x) dx
arctg

Ko* +  W * (x) 1 6 - — a-
I ft*—a*

Va- + ft-;-(*)
)  ft*^ P

[a* <6*1.



1-5 40 J

12.

1.5. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

1 . У  а* - Ь* нГ Уа* + ЬФ (А)In
2 Y a* —t* \ а2 -  6* ±  f а2 + М*(х) 

t(x)dx

223

f  / (л) dx 
' J  | аГ--ЬЧ-\х) 2 Г

) а2 + 62 т )  a- — b-t- (x) 
а* f f *  > ♦ * aa- * V * (ij

In

f  '(*)<** ___ 1
J  Уь*Г-(х)-а* у а*

15. ( ----
J  [а2 ±

а2 + б2

arctg

arcctg

) № 2 (х)-оа 

VV/S (х)-а-
V о- -j- Ьг

[а*±Ь°-1*(х)\п + Х12
П — 1
У

у  а* ±ь-!*(х) {2k+1) (о* ц- Л2)"-* (а* ± Ь-Г-(х))*
t (х) </Х

У а1 _L t»-;-(X) *

1.5.40. И н т е г р а л ы  вида  ̂х? dx.

j - e y ^ c r *
* Ю * Ч Л ] + ^ И ~ Г Л - ^ М ‘£ У '‘‘- 
г- I - С  7 * <

хт  I
2*  ( т + 1) 

л — 1

+  2J  r  ^  (-• ,)"+* (* nj  J  хт cos(2/1 — 2* )xdx. 

3. f  x - |sinn 5', t ldx= - i- iV ( T l ) » ^ ^ ,,+ ^  f x m i ^ - ^ + ^ UJ  W x |  21* i  tcos(2e —2Л+1)х/к =0

‘ 1 ' с э * - * 2 “ с и с е т -Л= 0

5. f  х=" * } dx=J  (cosx)

(2/.)!L \ (- I)* ■■■*-“ Jcns x) + V (_ p* . ** “ 1 /sin *\1_  K } (2n — 2k)\ \sin xf ^  Ad 1 '  (2n—2k— 1)! \cosjcj L к = 0 к =0 J

e-1— -С Э * -
(2л +  1)!



- f  (sin Xl*»
’ ■ )  ' U J  л -

(2л — I)!! х°- t 1 " v *  (2п+ I ) (2л — 1) ... (2я-2* + I)^ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ — ^
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(2л)!1 2 2/1+1 2* */ i(/ i- l) ... (я - А )
Г 1 I sin х\** ** («taxi** ** 1 (стехП 
| 2/i —2А \cosxl ' Icos*/ I sin xf J *

8 f  x *1" " d x  1 V  ___ 2» (n + l)n  ... ( n - t + l)___
‘ J  (cosx) л я+1 (2/i + 1) (2/i — 1) ... (2/i — 2A+ 1)

к ~0
Г 1 | sin x;2n 2* * __ (sin xYin 2* (cos x\ 1 
L 2n — 2A: -f- 1 Icos xj X [cos xf (sin xf J *

9. J  (cosx) (cosx\ (sin x)

у-еэ*—» **-• ез-
“ • I ' C 3 ’* - i S i r ‘

/ m /21 

± "1 V
4 I A

[(/»—11/21 \ 
(— 1)* 'X» 2* . „  , V  (-  I ) * 1*" 5* 1-— — -------—  s ill 2.Г+- > — 1----------------ere 2л! .
2«(п-2А)! —  2i* '1 (/i — 2A — 1)! j

С Isin *11 , I n
,3- 3 X \cosx} T + 4 Sln2jC - 8 cos 2*.
«* С . №  xH . * ® _ / x 2 1 \ . о

3 {cos x| 6 " + ("4 8 J
1C С  ,  f s i n * > »  x * _ / x *  3 * \  . _  _ / a x »  3 \

l5- + \ т — в ) т 2 х  + [ т -  1 Ы СМ2Х

+  X. COS 2.X. 
4

16. f ^ ( s!nn 3dxJ  (COS xf
1Я/2]

л! I Y  (— l)»x2" * | 1 

4 i*-o  <n - 2̂ !
[ — !—  Z008 3jci  —  з  /co® *V1 
L 32* ' 1 Isin 3xJ (sin xf I

_  y  (— 0 * xn zh 1
(n —2* —I)!

1__Г sin 3jrt _  «'(sin x[ 1(
р%м \cos3xJ 4 Дсобх) j I

f  fsinx)3 . 3 (sin x\ __ 1 (sin 3x1 _  3 (cosx) x [cos 3x1 
J  X Icosxl * 4 \cosx( 1 36 lcos3xJ 4 (sin xj 12 Isin 3x1*
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х

19. \ 2  ( | )  К ,а >^МТ  (И . <■ *) » ( ~  »о> MV ( l ‘ . - Л » ) 1

[  \ | R e ,,> { V } : *>•]•

л  i  « j  { i }  ,/м*/2г 0‘’ - 0̂* )+ '̂ ' ' ЙЛ/г,' (»•• <«)1

IRep* <  I ;  x >0f.

И * > - К  s-
x

1.5.41. Интегралы вида  ̂  ̂ dx.

J  Icosxl
______1 ism x\<r ______ q______ (sin x\Q — * Jcoexi

** (p— 1> Чсовх!  ̂ (p— l)(p  —4)x/>'Mcr*xf (sinxl
+  _ JL < ?Z L !i_  i* J _  | si» n v ’ </*_______ ? !_____(P-D (P“ 2) J  x̂  Mcosxl (p— l>(p —2> J  x ^  (coexf

0 С 1 (sinx! l Г Kin x) 1 P I (cosx) ,
3 x*\a*xj X (p —l)x/*~l (cosx) p — 1 J  1 Ыпх/

* _________ 1 /sinxi _ ________ I________jcosxi
= (P— l)x^ 1 (cosx! 4 (p— l)(p  —2)x^ * Isin xl

_______ 1 (* I (sin xi .
(P— 1)(P — 2) J  xP * Icosxl X'

4 f  1 fsinjfU ,  t- » " '1 / V  (-1)*(2Л+1)! |cosx) .* J (cosxp x (2JT̂TT! * Z  ------------ lsinx/ +
к -0

, V  (—0*42*)! (sin xi f (— 1)» 1 (ci (x)i 
ш  & k \cos xl ~ (2n — 1)! (si (х)Г

5. f  __L  f *■" *\ ,/r -  f c j i -  "V  * (-»>* f (2*)! jcos x)
Jx*«n[ccisxj х(2л)! ^  X** (sin xf

к =o

ny  (—1)»-1 (2̂ -4- I)? 1 sin XI , (—iy  fsi (x)l
шш x2̂ i Icosxl (2Л)! \ei(x)/’ *=i0

*• j  и * г м 2; ) ^ + ^ ' ' f
к — 0

f ;  r xr i d * ~ 1 v  ( , i ) ' " +*/2,n + iv fsi(2m“ 2<r+,)jciJ  x |cosx| 2»'» < + u \ k j  lc i(2« - 2*+ l).r f
0

8 А. п. Прудников и лр.



s. f  i f * 1* ) 2" л — И i - *J  х- (сое х) \ т  I  2*тх

2 ' < * . ♦ ■ ( г; ) Г “ ,|г ">- м , + р » - э д . 1[№ » - 2» л |]. 
к =  0 J

-■ И  £ Г +1— ^  Г ”*+>к =  0

*[ieS:SJS3*^-*+*CS=St,,l3]- 
“ Н С З М * ! 1  "• Н С Э - * — Сй)-X

12. ^ ^ r f x  = Si(x). 13.  ̂ !~ ^ 08JC(/x = C + lnx-ci(x).
& б

М. f  1  |sinX]d x --- 1 | Sin1 ± f Ci^ } .J  x1 (cosx) л; (cosx) (si (x)l

15. f  1 /sin *1 </x = -  - L  /Sin П х 1  |cos * } -  1 /sl M l 
,1 r* (cosx) 2x2 \cosx| 2x\sinx/ 2 (ci (x)J*

,6- Н Ю 2 * - 2 l a ' x i *  2 Ci (2jt)-
, (* I /sin x\3 . 3 (si (x)\ _  1 (si (3x)\
,7' 4 {ci (jc)( "* ~4 {ci (3jc)!"

1.5.42. И н т е г р а л ы  вида  ̂ xP 4 dx.
CO ^

1. С xPtgx rfx= V  (-!)*+« Я .** '"1* IP > - I; ! XI < Л/2].

OO »
2. j  xPctgxrfx= 2  <-*>%> + 2^ ) !  *P1* Ip 2= I; 1х|<л1.

k — 0
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k = 0
[ c m . 1 .5 .4 4 ,  1 .5 .4 5 ] .

/1 — 1
2Я 

* +
* = 0 

/I — I+<-■>■ j I  Sf;) S 0 “ “*
[ c m . 1 .5 .4 4 .  1 .5 .4 5 ] .

к = 0



«• г е г л-н& }+1"1|гк-
1.5.43. И н т е г р а л ы  вида  ̂xr sin? xcos? xdx.

1.  ̂ x'’ sin**xcos? xdx = j- ^ |(p + f)x /’sin^xcoe? ‘ x-f-

+ rx? 1 sin̂  x cos? jc — r (r  — 1)  ̂ * sin** x cos? x dx —

— rp^xr~l sii\P 1 xcoe? l xdx + (q — \)(p+q) J jc7, sin*7xcos? *xdxj.

2- “  (7 q ^ f ~  (P + ̂ X 'sill^» *coe*+»x-f-

+ /’jcr * sin̂  x cos? х — г(г— \)^хГг sinp x cos? x dx -f- 

+ rq J  x'-i sin̂  1JCCOS? 1 jcdjc + (p— 1) (p-f </) J x'sinP 2 xcos? xdx],

3. 1 jc sin  ̂x cos? x dx= —?— Г jc sin^hl jc cos? 1 x —
J  P + ?L

— J  sin* * 1 xcos? 1 xdx + fa — 1) Jjcsin^jccoe? ' 2 jcrfjcje 

*• = Х5шр_1хсов?а х + j  sin? * 1 xcos? ' 1 xdx-J-

+ (P — О J * sin*"* x cos? x dxl.

m
6. C .v - p B ^ 5 ^ =  УJ  COŜ X _  \/f/ J  cos'1 **xft = 0

7. С у|» rfr *P___________ P Г xP->
J  COS'1 X (/I — 1) COS'* 1 X n -1  J cos'* 1 X *

k = 0 
m

9 1 */> c°s2m41 X V  / I\b/m\ f  xPcosx .3 2. J i5 ? n n * “ * ,-5-46i-
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(см. 1.5.46].

[cm. 1.5.45].

[cm. 1.5.44].



1.5.44. Ин т е г р а л ы  вида i  *--77—.,1 siiiVjc

I  С xPdx _  хРл [р sin x-f (q — 2) xcosx| 
J  sin*x“  (<j-l)(<j —2) sin? 1 x

■ 9~ 2 I* , p(p— 1) P x/> *dx
q- I  J  sin'/ -x — 1) — 2) J  ЙГГг^-

oo
С xpdx xP V 4 . 2 (2** *— П
j  sin x " p + ^  ' l p  + 2k)(2k)l BlkXP ** Il* l< *  oj.
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* I' xp dx n . , p , v  .. 2**xp rt*13‘ J SiJ55— ^ d* * + ? r i * ^ + » »  1  <-')* Bik\r ~r — it \*.*nk=i I (л4-2Лг - 1) (2/?)!
(I x | <  л ; p >  lj.

4 С *<** XCQ9X________________I | q—2 С xdx
J  si” v * (</-)) sin? «x fa — I) (0 - 2) sin? 2x + ^— I J  ёп*-*ха

5. f _ ^ £ _  =J  sill2" x
n — 1

I V _____ 2n j2n - 2) ...(2* - 2*+ 2) [sin x + (2л- 2*) xcos*1
2л (2n — I) (2/t — 3)... (2n —2A+3) (2л — 2A + I) (2« — 2*) япгл **"x  +

. 2» * («— I)! , . .
+ —(2я —"l)M (,n ' S,n * 1 “  6X)'

6 I' xdx
J  sin2" *1 x

л — I
1 V  (2 л+ 1) (2/1— 1).. .  (2/i —2*4-01 ski x+(2n —2*— l)xcoax)

2n+ 1 _  2n (2/« -  2)... (2л — 2k + 2, (2/1 — 2k) (2n — 2* — I ) sin2" ** x* = 0
(2л - 1)!! f  xdx

-K— 2nn\

dx Р COSX

) ’ xax 
| sinx'

r* f  xf Sill* x (q — I) (q —2) xp ' sin* " 1 x (<; -  I ) xP sin» 1 x '
, Я — 2 l* dx p(p + 1) 4* dx _

J  xPsin» «x («— 1)(a — 2) J  Р тг3п* 3*

t. f  _ J ^ _ = _ X _ [ i + ( _ i ) * j ( _ l ) n/2 ? l ^ l i f l 4 ln x -J  Xя sin x л х "  л!

_ V (— p* — j 2 * * 1 ~1.IL B j l x 2*  *  li»>l; | X | < ^
шл 1 Г  (2*)1(2Л -л)

*= I h?-nj2
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dx Ctg X Л

Хп («+1 ) # 1

- ц  -  (-•)-) ( - 1)(л + " /2 (- ^  В»Ч  «п * -

л V  (— I (2х)а*
Х*77 2d (2Л)! (2Л — Л — I) 3*

Ю С V- = х 4- V  (_1)̂ *1 Въь&Ъ'1J  sin х (2Л + 1)! *

f* x*dx х- V  / i^ f i __?* 1 ~Г !— B-lX-1̂  2 
,le J  itax 2 k̂ { (2k)\(k+ {) -** e

12’ J  ' ^ T  =  ~ xctgJf+ ,n sinx|*

14 f  sin x x c o s  x I Г xdx
J  sin* x ~  2 sin2 x 2 3 sin * *

xdx xcasx 1 2 . , 2 . . .И. I  ----- — — ъ—. -4----— ----- -- xcti»x+^- In smx .
t1 sm«x 3 sin x 6 ein2x 3 * 3 *

(* xP dx
1.5.45. И н т е г р а л ы  вида 1 — — .J  coe* X

I f  yP ,ix _ __ x̂  4 [p cos x — (q — 2) x sin x|
J  cos'? x _  (̂  — 1) (?  — 2)cos  ̂ 'x

, Я - 2 f  x/’dx P</»— 1) f  ** ^ x
v — i J  COS* *x fa — iW f-  2) J  coe* * x ’

2. f  ***** V  £«* *P , -M К Х К Я Г »  » - 0 l
3 cos x ^  (p-f 2*-|-l)(2*)!

* = o

ч f  . V ,  2** (2**— I)*»»*-»* * „*• J 5 * 7 “ * '*х+р 1  (p + 2fc-i)(2»jf  fii* 
*= l

f/>> Is IX | < Jf/2 ]

I. f  JL^ L
,1 cos2" .

._ 2л + i у  (2n -f 2) 2n ... (2/1 -  26 f 2) 1(2л - l2k) x sin x cos x|
№* + 2) 2n ^  (2л + 1) (2л—1) ... (2л—2k { 3) (2л—2*-И) (2л—2k) сое2* tA lx+

x 
л— I

2я 1 (л — I)!
+  (2/i—-Ijtl ^ tgJC + ln cas* ■>■



5. С . xdx... =
J  С08*л 1 X

1 V  (2л + 1) (2/J — 1) ...(2л—2*+1)|(2л — 2*+l)xsin х—cos.v]
--- ■* ------- ----- ---- -— "— ------- --- -— -— ~ Г Г  "Ь
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2 л + \ tmi 2/1 (2п -  2)... (2 л — 2к 2) (2п — 2к) (2л ~  2k — 1) cos-'1 «  х 
к = 0 ,

■ (2я — 1)!! С Ы х  
2"nl J  cos jc

Г dx_________________ р___________  sin х
J  xpcmix (q— \)(q — 2)xPr,cos4 t x (q — l)xi)co&4l x

---cosv
, <7— 2 С dx p(p+1) С ____ dx

— 1 J  xp cafl-*x ' {q — \ )(q — 2) J  xP - c

’ f  1 I I  Г | Н | £ » ' ! | п т 1  V  I E »  ■ '**  "  1j  ж" cos дс— 2 ( } 1 (n — 1>! "  + 2d -(2* - n + l ) ( 2A*(2* - n  + l) (2*)! 
fe — 0 .» fc^(n-l)/2

I *! < л/2].

I. f n dX. =*^-(1 - (-1)") (-I)*" + W  -'Itt (2'|tl— 1) B„ ц In jc —  J  Xя cos2 x xn 1 (л +1)! ' '

v  (— I ) *  <2**— 1 )(2 jt)**  d7 —ТлТ----- 1 4 VnTTi-- alk I r ' < л/*]«л” 1 (2k —n — 1) (2V)!
*:£(л~4- 1),2

n С xdx V  ^2* *"* 1 £ xdx i i i9. 1 --- = 7  .ДЛГ» 10. 1 --y— = xtgx-f-ln cos.v .J  cosx _  (2* + 2)(2Ar)! J  cos2x b 1 1 t
Ar = 0

I* **** _ * sin x —cosx 1 f  xdx 
J  cos1 x ~  2 cos2 x 2 J  cos X *
С xdx xsinx 1 , 2 . , 2 , , ,12. I — -— = --- ---- --- --- \- _ xtgx 4- - In cosx».,1 cos4 x 3 cos3 x 6 cos2 x ^ 3  ь r 3

1.5.46. И н т е г р а л ы  вида § R (xP, sin x, cosx, a + b sin x-f ceosx)dx.
f  xP cos xdx ______________ xP__________ p С xP 1 dx

* J (a +  fcsinx)'/ — (̂  — 1) ̂ (a-j-fr sin x)V 1 (̂  — 1) ̂  J +  & sin x)v l*
I* xP sin x dx ___________ xP_______________p (* xp 1 dx
]  (a + b cos х)Я ~  (q — 1) b (a + bcosx)4 1 (7 — \)b J  (a+bcosx)*~l  *
f  xdx Г tg [(л-  2x)/4] I I jcos [(я-  2х)/4П I
J  l J is in x  t ctg [(д —2x)/4]| * I Isin [(л —2x)/4)j |‘

4 (  xdx -  4- X ( tg (дс/2) h  2 In (cos (x/2)*J  1 .-t cos x — (ctg (x/2)) + isin (x/2)/ *
4* xcos xdx x j tg |(2x — я)/4П
J  (1 :!: sin x)2 ^  1 ± sin x ' \ctg ((2x — я)/4 JJ *
С x sin xdx _  * f tg (x/2) \
J  (litco ix )*  ~  1 Jt  co6 X \ctg (x/2)) ’



Г xdx 1 __  tgx—а
*  J  (asx  + o sU f^  = an r i » M c « .^ a s1n , ) + x ^ + « (|+ a tg jr ).

x2dx xsinx-fcoex
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8* )  I (ax — fc) sin x + (a + bx) cos x J2 b |(ax — b) sin x \-(a + bx) cos x| '
Г ______ cos* x dx_________________ tg_x_______

9' \ [a cos x -f- (ax + b) sin x)2 ~~ a [a -f- (ax 4- b) tg xj *
« _ л Г xsinmxcos*x .1.5.47. И н т е г р а л ы  в ида !  —■— - dx

J  V  (1 — sin2 x)r
Условие: 0 <  k1 <  1.
Обозначение: S=*V  1 — £2sin2x. 

f  x sin x coe x . хЛ , 1 _ .) ----- л----- +  *>'
„  I’ xsin®x cosx . 1—**- ,  .. . 2A*+5 _ . ,,2- J -- д-- (*>*) + -9^~£(̂  *)-

— (3 (3  — A*)x-f-fc* sin xcosx] A.

Г x sin xcos3 x . i _ * t  7/r*—5 c/ ..3. I  ----^----d x = - - ^ r .F(x, *) +  _ ^  E(x, * )-

— 13 (A* — 3 + ЗЛг2) x — Ar2 sin x cos xj A.

. Г x sinx. xcosx , I . . . .  .
4‘ }  ~ ~ ЕГ + T o ^ p j u
- f  xcoex. xsinx . 1 . , Av5. j  — +  _  l n ( * c o s x + A ) .

f  x sin x cos x . x 1 r  . . v
*• J — 53--- Л - * Ч — »  f l

’ • f  — ' E <* » + F " ’ *>'■
я Г xsili xcos3X .  fc2 sin2x + £2 — 2 , 1-Л ! г/ . 18- j  ---£5---dx = x ----^ ----+ _ _ F ( Xt *) + _£ (* , к).

1 -5.48. И н т е г р а л ы  вида  ̂ (х+ Ь)— л dx.

[ [я/2]
т  V  ( i y t ( l \*k ix + bV  ^ [cosax^

мт '  \ а )  (n — 2k)\ Isin ах) 
ft = 0

[(/I—1)/2J 1
, V  J nk (x + b)” **-* /sin ax\

2mi \ a ) (n — 2Л — 1)! (совах/ Г* = o J

*• f < *W £ eV - * ±< *W ^ af U  ‘ (sinen.•> (cosaxf a 1 '(sinaxj a* \cosax/



+ * Н > ,- * Ю Э -
С * fsin ах\ . f Г I (sin /I .
1 “7—  ! } dx = an 1 cosafc 1 — { \ dt T  J  (*+&)я (cosад;) \ J  /* (cos/1

»•*"-» j  Д -СГЗ-*) »-•*+*»•
00

1’ 1 (sin ax\ .
(x + b)" Icos d
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n — 1

* = I
V (*-»! (jr . ft)-* /_ a),-* i J«* Г« (»■-*)#~ «*П _

(/* — 1)! * ' (sin [л (я — k)/2 — ax\j

\cHab + ax) j C0S{аЬ + ЛЛ/2Н si lab + ax) /Si"  И  + ЛП/2)| 1 («-1)1 L ' lsin (а* + ля/2)/ “  ( ‘ ’ (cos (ай +  лл/2)) J ‘

f  —1— | sin " j  cosub /Si <eJC + abA  T  sin aft |Ci i " + e2 l.J  Jt-f 6 Icos ax) (ci (ax + ab)j \si (адг-f ab))
С 1 1 sin , ______ l f s i naj r i   ̂ С __1_ecoe ад:\
J  (Jt +  6)2 Icosaxj X ~  x+b IcosajtJ “ * °  J  x+b \sin ад:I
(* 1 I sin ax\ . ______1 Гsin ax\ a (cos аде)
J  (x-f Ы  Icos ax] 1X "  2 (дс -j- by- [cos axf * 2 {x + b) \sin ax)

- f  f  ‘2 J  x + b (cos их j
oo

j* 1 1I sh\axdx= b [cosab si (ab + ax) — sin ab ci (ab -f аде) — si (ojc)J.
X

1.5.49. И ii те г p a л ы в ида  J е°х sin** Jt сое? x dx.

J e°x sin*> Jt cos? x dx =

= +  ̂  -yi { e°x sinP x cosy 1 x [a cos x -f(p -f ?) sin дг) —

— pa e** sin*1 1 x cos? 1 x dx + (q — 1) (p + <?) J e°x sinp x  cos? дс rfjt}. 

e  {*** sinp 1 x cos? д: |a sin x — (p + q) cos x) +

+ qa^e°x sin  ̂ 1 Jt cos? 1 x dx + (p— \) (p + q)^ e°x sin? 1 x cos? a* dx J .

=  % , }  ,— г; [е°х sinP 1 Jt cos? 1 x (a sin jt cos Jt-f a sin2 Jt — a- + (p + <7)-I
- p cos2 x) + q (q~  1) J  ей* sinP x cos? 2 x dx +  p (p— 1)  ̂e°* sin  ̂ 2 Jt cos? xdx}.



4. «в -У- ,— ;—rs le** sit\P 1 х cost 1 JC (a sin х cos х +

+q sinsjc—pcos2x)+q (q— 1) J  e^sin^ *xcoaff 2xdx —

— (<? — P )(P+ q — 1) J*®-* sin* 3 jc coe? jc dx J .

5. *= .. , * ,—г* sin** 1 jc cos? 1 jc (a sin x cosx+q sin3 jc —a* +  {P+q)-\
— p cos3 *)+ p (p — 1) J  €** sin/1 3 JC cos? 3 x dx-f-

+  (<? — P ) ( P + ?  — 1)J sinPjccoe? 3jcJ jcJ .

ч  «-esr*-
= a «** /sin bx\p x  <* ^.v Iе08 isin 1 , 

aP+pPb* (cos bx) Q2-\-p2b* Icos bx] Icos bx]
P i P - W  f  ^.г/*п Ц м  Jjr 
a*+p*b* J  (cos to J

’• S '-cir—
/i — l
V  (2/1)! &**<**

= (2/i-2*)l|a* +  (2n)i &*||a* + (2n-2)1*i | ... |a* + (2/i-2/f)*b-j X л = о
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*[*с2Г ,*<--«**еэеянч
(2/1)! b**e°*

+

1 la* -f (2л)3 fr-J la3 +  (2/1 -  2)3 fr3] ... (a3+ 463J a

2/i\/2/i\
\ n )  23ла +

n
e °x / 2/i \ 1

+  25ГГ 2 , (** (acos^  + ̂ 8in2^ )

*• и ^ г *a
У  ____________________ (2л-Ц)> Ь**е**

Л о ( +  ,)! И + (2 п +  l)363J|a*+(2/i -  I)3*3] ... |a3+(2/i-2* + D '^ J

n
>• e f*! V  (то* /2я + |\..

2*" _  a- -t- (2fe -(- I )* 62 \ n — fe / *=* o
V  I .  /si" (2H  D  Ц  _  m  , i u  ) c* (2 t +  I)»X>1
*  I 0 (cos (2Л+ 1) bx) -  (2* + *> * {sin (2* + I) to lj*



«■■ j-Ga*-*&[-ca*»cs]-
,2' ]  * "  !а "  -  35 *  а-^Ть! ( ? « • » « + » * » * ) .

13. (j е®* sin bx cos cx dx —

е^Га sin (6 -f c) jc — (6+c)cos (6 +  c)x a sin (b — c) x — (6 — c) cos (b — c) x l
= ~2 L *+ (b+ cy*  +  a * + ( * - c ) *  J*

14. Jj sin* bx cos cx dx =

*̂A Г0 о coscx+c sin cx a cos(2b +c) x + (2b+c) sin (2b+c) x
*  4 [  a* + c2 a* + (2b+c)*

a cos (2b — c) x+(2b —c) sin (2b —c) xl
a '+ (2 b - c f  J*

15.  ̂e°x sin bx cos2 cx dx =»

еЛХ f o a sin bx — bco$bx a sin (b + 2c) x — (b +  2c) cos (b + 2c) x 
~ 4 L а2 + 62 + a* + (b + 2cY~ +

a sin (b — 2c) x — (b — 2c) cos (b — 2c) xl
+  a2 +  (& — 2c)* J*

*  J - С Э ’ * -
-  -  4 °  -  « ' - * * е э  е э л +

. a’ + (g-2)4<  Г rsinfa:|->'s
(p— 1)0*—2)6*j U k l

17 f  #-*• i sin алг\ / # г -О р -в в/4Пт erf (x - ia j2\
J  icosflxj 2 (Re erf (x— w/2j*

1.5.50. И н т е г р а л ы  вида J  e0*  dx.

- A I ~{«sr*-f Ч 5 Г  “•

1.5.51. И н т е г р а л ы  вида  \R (x , eax, sin bx, cos bx)dx.

Обозначения: sin <r = -----cos<r = —— — .
)  a* 4 -^  V a * + p

'•y-"ea*-»s[*cs**csi-
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e  f“ n ibx+ ф)) _  p С xP leax (sin (bx + ф)) ^
Ka2-f ft2 \cos(ftx + (p)/ | a2-j-fr* J  \coe (ftx + ф)/

t
3.  ̂ V- le ox £*} dx-  j  { I } l(e+ f*)"*T (V  ax + ibx) +

0
+ (a-lb)->- V (X. ox i*bx)J [Re>.> 

f ' aX { m 3  Л - 1 {5 }[ (« + / » )  (X, «х+Лж) *
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CO

4.

T  (a — /6) * Г (A,, ax — iftx)}.

5. f л «  I sin dx=e°* " y  rdn <6x+,fth
J  Icos bx\ ^ i (n-*+ l)!(e*+ **)*/a lCoe(6x + f* )J

Ч - С Э * -
*flJf 17 Q2—ft2Vfsin bx\ __ / 2ab \fcos6x\l 

~ а 2 +  ̂ *[\аЛ: aP +  b*J tco&xj * \ * a2+d*J \sin bx)J*

’ • J — C ! 3 * r
^  Г 2 (a2 -  6s) 2a (a2 -  3ft2)l f sin bx\ _

a* +  6 4   ̂ (a2 -f- ft2)2 J\cosftxH
*** Г 4afc 2Ь (3a2 -  fc2) 1 i cos 6xi

*  a*+ b *l e2 +  **X +  (a2 -f 6s)2 J  Isin bx) *

J  (cos (bx
П  +  I

«** у  / .|t . ( " + ! ) "  ••■ ( » - t  + 2) (sin (ftx + c-ffrpfr
n + 1 (a1 + Ьг)*г1 Icos (dx+c+k<[:)J

9. (  xeo '(sin(bX+C)}dx=J  kos (bx + c)f ° X
= » fSifl <»* +  *+  fft _  _ J  ^  /Sin (ЙХ+С + 2<f)|

Va*+b* \cos(*x+c + ip)/ u* -f- b- (cos (6x-f c + 2<p)j
.Г

10. f  l^ r in x r f x -  Si(2x)+ i (C+ ln(2x) — ci (2x)J. 
t) *0

1.5.52. И н т е г р а л ы  J  { * J " + J j ( "  { ”  (“  + Ц } '*



» г Ь * « “ +**СГ£й1-

Ч Ч £ 3 Л - Х Э * ; М * 3 -  

‘ J * H S 3 * - i * * C 3 * i * ‘ C3-

6. Л Jh * " (« + f r )s in * « (c * + d )^ - t^ { 2̂ ^ ) x +

+  § й р £ т  С ” ‘) Д  ф Г - щ с  ( 7 )  * п ,(2" - 2*) icx+d)i +  

( - . v V V  с - « ^ ( ? ) ( ? )
•TySTKTi ^  ^  (2т -  2/)* о* + (2л-2*)* г*

/=»0 / -=0
X {(2т — 2/) a sh |(2m — 2/) (ах -f 6)J cos (<2/i — 2k) (cx+ rf)J +

-f- (2/i — 2k) с ch |(2/n — 2/) (</x-f-fc)] sin |(2/i — 2k) (f*+</)|}.

6.  ̂sh2m (ax + b) sin** 1 (cx + d)dx=*

£  g rа $ в г Г . +,) - » - * +,»**+«+
«-■ «. ( _ , ) / '* /'2mU 2" + ,\

, (-1)» V  V  1 l l A  * / w
* *jrim1 in i ^  ^  (2/n-2/>*a*+(2/l —2 *+ l)* c 8 

/ sO U O
X {(2m — 2/) a sh |(2m — 2/) (ax + b)| sin [(2n — 2k + I ) (cx-f- d)] —

— (2/i — 2k + l)cch 1(2/11 — 2/) (ax + 6)| cos ((2л — 2Л+ l)(af+*0H-

2 ^  ГЛАВА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 11-632.

7. J  sh2"1 11 (ax b) sin2" (cx + d) dx

Й  v t ! C ! )
Д ( 2 П - г ,+1, . с” l(S", - 2' +  •><“ +»>•+

m я — I (_ | V t * ( 2'n + I ' ) ( ^ )
. (-1 )" V  V  V I J \ k J _ „

“» j *« i ^  ^  (2m — 2/ +1 )2 a2 -f (2/1 — 2/?)* c*
/ о * ~ о

X {(2m -  2/ + I ) a ch |(2/n -  2j+ 1) <«* + *)1 cos 1(2n -  2fc) ( «  +- tl) | +
(2n — 2к) с sh ((2/n — 2/ + 1) (ax + b) | sin l(2n -  2k) (cx + rf)J b
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8 . J  sh^ ^ iax+ b ) shiu +l (cx+d)dx=*

т  п
_ b i r v  \  • '■ ■ ■  j I t  i

2»т.2л ^  ^  (2m —2/-}- l)*ae | (2/i -2k \- l)2c*
/«=0 k = 0

X ((2m — 2/ -f- 1) a ch |(2m — 2/+1) (ax 4- ft)| sin |(2л — 2ft 4- I) (cx-f </)| —
— (2/i — 2Л -f 1) с sh [(2m- 2/ + 1) (ax + *)! one|(2л -2k 4-1) (cx-M)JK

9. J  sh*" (ax+ ft) a*** (cx+ </) dx = b J  ̂  j 2m д  ; x +

( 2n) m - l ( _ | ) / (2:")

"I" 2-’"  in i 2  (2m — 2/) о ^2m ~~ 2^ I +

+  - 2Й П Я Т -  У  (2/i'-2k) с Si“  U2« ~ 2*) («+ **)! +
* = 0 

m — I n — I
- у  у ________
- j L  —  (2m—20*• M  2 ^  ^  (2m — 20" a* 4- (2л — 2Лг)- ?

/= 0  * « 0
X {(2m — 2f) a sh |(2m —2/)(ax f  6)) cos |(2л -  2*) (cx4-</)14-

4- (2л — 2fc) с ch |(2m — 2/) (ax f- 6)) sin |(2л — 2k) (cx-f J ) J }.

10. J  sh2/n (ax 4- £) cos3"  *1 (cx 4- d) dx =

(_|)m  ( 2/” \ » ( * + l \

---- 2 * 5 ^  2  ъ Ы к + if c  Sin l(2n ~  2* + 1 >(CX + <*>1 +

* « - .  - ( - » К Т ) ( 2пГ ' )
j . ___ !___ у  у _______ :
Г 2Й| M -i ^  _  (2т —(2т  -  2/)- а2 4- (2л -  2* 4- I ) 2 с* ~

/= 0 t — о
X  | (2т  — 2/) a sh | (2л* — 2/) (ах 4- 6)| cos |(2л — 2* 4- I ) (cx 4- <01 +

4-(2л — 2*4- 1)с ch 1(2т — 2/) (ax4-fr)J sin |(2л — 2k4-1) (cx 4-</)]}.

11. J sh2m'1 (ax -f- b) cos2'1 (cx 4- d) dx

2 - -  _  (2m -2/+ l). cht(2— * - H H “ + ‘ >l+

; ~ y f - < - » r r ) ( ? )
22f* i'»-* ^  ^  (2/л — 2/4-1)2 a24-(2л -  2/f)2c*

/ « 0 * * 0
X J(2m—2/-f l)ach  l(2m —2/+ 0  (ax-f Wl cos|(2/i —2/e) (cx4-<0] +

4- (2л — 2/f) с sh |(2m — 2/ 4-1) (a*  + b) | sin [ (2л — 2k) (cx 4- */)!).
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12. J  sh**11 (ах +  ft) cos2'» (сх+ d) dx=

, х  
“ 2smrM ^  ^  (2m — 2/ -f-1)- а*-(-(2л — 2Л -J- 1 )2 с2 

/=0 * = 0
X { (2т — 2/ +1) а ch ((2 т—2/+1) (ax+ft)]cos |(2л — 2k + 1) (cx-f d)\ +

+  (2л — 2k +  l )c s h  I(2m — 2/ + 1) (ах+ ft)] sin [ (2л — 2/r+ 1) (cx +  <f)]|.

13.  ̂ch2m (ax + ft) (cx + <f) dx =»

22mt24B *  22т12л'А ^  (2л — 2£)c Sin  ̂ 2fc) (cx+d)] +
* = 0

/2л \ m — l /2m\

2  (2m - 2/ )a Sh IP ” -«/> < «+ »»  +
/ = 0

(— IV* ___________ < - | > * ( 7 ) ( 7 )

(2m —
/ = o * = o

(— »>” у  V  V / / \ fc /
22mi 2/1-2 ^  £  (2m — 2/)2 a2 -f (2л — 2Ar)2 c:т-s X

X  { (2m — 2j) a sh [(2m — 2/) (ax +  ft)] cos 1(2л — 2k) (cx+J)1 +
+  (2л — 2k) с ch [(2m — 2j) (ax +- b)J sin [(2л — 2k) (cx +  d)\}.

14.  ̂сЬ2*"fl  (ax +  ft) Gin271 (cx+d)dx =
/2л \ m /2m + l\

=  22т+2л i  (2m—2/ + l ) a sh l(2m—2/ + 1) (ax + ft)] +  

m " - 1 <-,) * (2m/+ 1 ) ( !? )
(2m— 2/ + 1)2 a2 +  (2л -  2 *)2 c2 ~

/ = 0 ft = 0
X  {(2m — 2/+ 1) a sh [(2m—2/ +  1) (ах +  ft)] cos |(2л — 2/?) (cx+d)l +

+  (2л -  2k) с ch [(2m -  2/ +  1) (ax+ ft)] sin [(2л - 2 k)(cx+d)]}.

15. J  ch2m (ax +  ft) sin2/1+1 (cx+d)dx=*

( - , ) л и )
=  - y A  '  >  ^  -  2 ^ )  с cos [(2n — 2A' -f I) (cx-(- d)j -f-

0

, J z d > L  У  у _____L _  V L/.A » /____ x' 2 'imr-in l ^  ^  (2m — 2/)2 a2 +  (2л — 2£-j- l )2 c2 
/— 0 ft = 0

X  {(2m — 2f) a sh [ (2m — 2/) (ax +  ft)] sin [ (2л — 2k -f 1) (cx + d) | —
-  (2л - 2k +  1) с ch [(2m— 2j) (ax+ ft)] cos [(2л -  2* + 1  )(cx + d)\\,

m- 1  п
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16. $ ch 2<" *(<w +  6 ) sin5'«f » (cx+ < 0 d * =

ь « - « ■ Г Л Г Л
m п
V  у  .......................... х

2*яч*<« L i L i (2m — 2/ -f- 1 )г a1 +(2/i — + 1 )* c*
/ - 0 k ° 0

X  {(2m - 2/+ l)a sh [ (2m — 2/ + 1) (ax-f ft)] sin |(2я -  2* + 1> (cx+d)] -
-  (2л - 2k +  I *  ch |(2m- 2/ +1) (ax+ft)J cos [(2я - 2A + 1) (cx + d))}.

17. J  ch2"» (ax + ft) cos2"  (cx+ d)dx=

m  т -i? r a
22m 2/» * +  2-т * 2л i ^  (2л_2k)c s,n  ̂ <Ы*)(СХ~\~ *01 +

f  " , ( Г )  v  ( 7 )
"1" 22m-» 2« -1 ^  (2m_2/) a ^  (*** +  ̂ )H*

/ - 0

m — i я—i /2m\ /2л\
. _ _ J ____  v  V  \ I  ) \ * J  *
• 22/я 12/i 2 _  Д  (2m И  2/)2a2 +  (2a -  2 k)k* *

/ —0 ft« 0
X {(2m — 2/) a sh |(2m — 2») (ox cos ((2л — 2Ar) (cx +  </)] -+-

+  (2n — 2k) с ch [(2m — 2/) (ax+ 6)1 sin [(2n — 2k) (cx+d)]}.

18. J  ch2m f 1 (ax + b) cos2/l (cx +  d)dx =
(2n\ m /2m + l\

[  - 5 = r t  2  (2s d i + T ^ ,h|(2” " 2 i+ l| ( " + b ,l+

m n - i  /2m +  l\ / 2n\
. _ ! ___ V  Y  ' i i \ k l_________ x

L i  Ld (2m — 2/ +  1 )2 dr +  (2л — 2*)* c2 
/=0* = 0

X  {(2m — 2/+1) a sh [(2m — 2/+1) (ax+ 6)) cos |(2n — 2*) (cx+d)l +
+  (2n -  2к) с ch [(2m -  2/ + 1) (ax +  ft)] sin [(2/t -  2*) (cx+ d)J }.

19.  ̂ch2m (ax -f ft) cos2n 1 (cx + d) dx =
(2 m\ „  /2n + l \

-  1  W = S t W c ^  I P « - » * + » » 4 - O I+

* " L ,  -
i___  v  У  w~ Д  k !

*| 2-miin' 1 £  —  (2m — 2/)2o2 +  (2n — 2k+ l)*c*
/=0 * = 0

X {(2m —2/) a sh [(2m -2/) (ax+ft)) cos [(2я — 2k +  1) (cx+d)] -f
+  (2я — 2к+  l)cch  [(2m — 2/) (ax+ ft)[ sin [(2л — 2k+ 1) (cx +  d))}.
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2 0 . J  ch*7"  1 (ах 4 - 6 ) cos2'1 1 (сх +  d) dx =*

(1.5.53.

а *22т *» —  —  (2m - 2/+ l)*as +  (2л -  2ft 4-1 )2/«=0 fc 0
X  {(2т — 2|-Ь l)o s h  |(2/л — 2/ +  1) (де 4- * ) | cos( (2/1 — 2ft-f 1) (cx 4- </)J-f-

4-(2/i 2ft -f I )  с ch |(2m —2/4- l)(ax-fr-6)| sin ((2/i — 2ft4- 1) (cx4-</)]|.

1.5.53. H н т с г p ; л ы вида  ̂ | *21 dx.

С * 1  ,/*_ г хР 1 fcnK # Р ~  1 г,- 8 /сое 
‘ J *> c*x* l </Х~  f ” 2 'Is in  х Ч * - Г )  хР \ т  хА«Х'

(Л 4J
(COS ДГ*1

4ft 4-3)!! (sin х2! ’*
* 0

Т ____ ^ ____ У + _______b i g ____ __  I* 1*  * и
2s* (r t- 4*4-1, !f 2*1" 41(я-4|/|/4|-1,М  J  Icoejr*/

з. г г а - * - !  о i r S i -  <•,1 lcos.v2| I 2 1C(дГ-)1 J  (cos*2/ 2 (shut*/

5. MJ  (cos Xm I 2 I wn л-1 2 f  2 (S(x-)J

I' v3 И "  Л  J  *  I " * * ' )  . 1 *П 
,i Icoex2) 2 Isin x2J 2 U06x2J

7 f  J  Ч $1(Х*Н.J  x Ь л х 8) 2 lei (x2)l

4 i c > - - : a * № P ’
k* |sin (ax* ! frx + c)i , _  » " я  I 4ас-Ь* (S |<2ях+й>г/(4а)Ц 
J  |cos(ux! -f fr.v+c)f ' I  2a| 4o 1C |(2o.t-(-ft,J/(4u) I

- 4e lS[(2ox t-W (4o)|)J

1.6. ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ

1.6.1. И н т е г р а л ы  ви д а  Jj хР ln« * dx.

1. J  / (x) In g(x)dx = F (x) In g (x) — ^ F ̂ ^ y-- dx [P W —ftW lx ].

2.  ̂ In £ (x> dr — x In g (x) —  ̂ y ^ y  dx.

:  f  (x)я i t* IJCI
8. V / (X )  1пя xdx- s f  (JT) !пя x - n  у —J — 111n l xdx

4. j| xp inv xdx-=xP lq  ̂ X? ln*n  xdx.

[P (.r> =  J  / (V) i*\.



а
6 . С хР \l\n xdx =: — г—\ ^  (— 1)*(Я  +  1) Я (Я  — 1)...(л — k+  I) 

J  я h i от
* ^ 0

\ъ**хх
7* ~ Я + 1

••f Ш 7 л “
О»

9. =  In I In X I +  V  In* X.
*= I

• л С М * Х  i  In^X , 9 f  In*
3  ^  ( p - l ) x M  +  p - |  J  X*

п . f f i i s * .  In^ ,x

,>e.|.| 1.6. ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ

1

X» (л-НОх"11 _  (m — I)* ’*
k^O"  J'

13. J [t fx d x ^ x  ln?x — q J  In? *x Jx
n

14.  ̂ 1пя х</х=х V  (— I)* Л! In" *x.
*~o

15. j[ lnxdx = x lnx  —X.

16. J  ln*xdx=x In**—2x ln x + 2x.

17. J  In71 xdx —x In1 x — 3x In*x-f 6x ln x—6x.

18. \ xP\nxdx=xt»i\ — — ■■т а 1.
«J Lp + I  ( P + l )4

1». \ x P ^ x d x ^ x P  ^ ^ - l ^ + ^ lJ  I P + l  (Р + IP  ( P + W
20. +

•’ LP + 1 (/>+!)*
6 In X

6 1
( p + l ) 3 (p + i )4!

21. 22. f  l ^ r f j r  =  — —  — — .J  x 2 J  X* X X

23. f  ifL£d t= _ !! l£  _ _ L  24 f!i2ifdx= i2-^. .1 Jfl ax 2.vs 4.r- J  x 3
25. C l! l! fdx=___ln8x 2 lnx 2

J  x2 X X X *
2«. I* i « l £ _ l ! LfE_ 1 

.1 x:l 2x2 2x* 4 a*2 *

(p.

In* *x
< P+ lF **

Ip**-* lj. 

1/ ^ - 1].

[p.

(« * —IJ.
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In? X*
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1.6.2. И н т е г р а л ы  вида  ^ хР dx

- С хРdx -хР * р+\  f  xPdx
• J  ln?x f a - l ) ln ?  J  ln?~* x*

2 f  **dx ________(m+!)»-«_________ .
J  In'* x n (Л — 1) (/1 — 2)... (/I — Лг) In'* *x +  (/I— 1>! '*  *

3- J n S T - 11

4 f  <*x - 1 __________ л - l  f  </x
J  XP ln?x fa— Ijx ^ ln ?  *X I J  X* In ?'1 X*

/1-15 f d* = 1 V (-1)̂  (m-1)» *
J  X"* In'* x ~ nxm 1 м  (n— I) (/i — 2)... (/i — k) In'1-* *  '

l* > '*

k= I

1.6.3. И н т е г р а л ы  вида   ̂(х +  а)? In xdx.

I.  ̂ (x + a )"  ln x d x = ^ i- j(x  + a )"4 I In x - ^ - ^   ̂ djf>

2- - s r b  « * + “ )“ *■-— 4 ' " ' -  1  ( T ) t o F -
* = 0

3.  ̂ (x +  a) In xdx =  ̂ (x2 +  2ax) In x — ax— * .

S '* J v3 ду2
( (x + a)2 lnxdx = y (x ®  + 3ax2 +  3a2x)lnx--^ a2x.

J* j x* ax* 3 a2x2 | (x + a)3 In xdx =  ̂ - |(x + a)4 —a4J ln x— J(. --- -̂---- -̂---а*х.

(• In* x d x _________x ln*x_____________n f  In'11 xdx
J  (x + a)m ~  (m — I) a (x+a )m_4 (m - l)a  J  (x-j-a)*"1*^

m — 2 P In'1 x </x 
(m — 1)a J  (x-f-a)m A*

f* lnxdx
• J  ( I T ^ " 3

/1 — 2______ Inx_______ .______ I
(/ i- l) (x  + a)« 1+ (/i— l)a "
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С In xdx _  __ ln х I x 
*' 3 *  + а а П x~+~a'

f  \nxdx In *  1 1 * 1  x
,0- J  (х+ а)»-  2 (х + о)- + 2а(х + а) +  Й5 х + а"

J  ^  - [ < -  * - •  “ +«>,л + « и  - > *

12. = 2j^(lnx—2) (х+ в)1*-}-2 (—а)1̂ a r c t g j  *J lo< 0).

С xm ln x1.6.4. И н т е г р а л ы  в и д а  I  -------- *dx.
J  (a2 ± х Г  *

Условие: a> 0 .

'• f  ln‘ ' * " le Y  - V lm Ll* ( » ) •

*• | ? f » ' b - T L I- ( - 5 ) + T b,* ' lo ( l + S ) -  
0

4 3 >~W’*rO-
— “  C l, ^л — 2 arctg -̂ -j +  x lna  — a lna ■ arctg

«• J  *t“  sL [ ,n*■ta | Щ  l+Llf (£)'_Li* (“  i )] •

*• J  S djC= - - i  L i , ( i - f s) +  2-lne- ln (a*-x*)- ln= fl +  24. 
f

X

f  - x— dx =  ln -- arcsin - — — Cl, 2 arcsin .
f  V e*— 2 a 2 \ a j

-J n * — dx — In - • arccos — +  — Cl2 я  — 2 arccos \ .
Va*-x'~  2 2 2 V a I

{ L i{ I i ( ' - ' ;F rT T ,,’l 4‘

0
x

6

In X . ----- dx
I x- ± a-

, 1 1„ S * + Гх* + а* +  in о . In ■
' 2  2a

1.6.5. И н т е г р а л ы  вида   ̂x** ln (ax +  b) dx.

*•  ̂ /(x)ln"(ex + fr)rfx = y  £ f ( ~ j r )  1ч " /Л
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2. j  х*-> Щ ( « + * ) * - £  in « * + » ) +  ,F , ( I . a; a  + 1; .

m+1
I v  (— l ) * * " 1 * «

« i+ l —  (m —fe+2) « fT *  *= i

3. j x ™ l n ( a * + f t M x = ^ [ x " ' H ( - i r ^ ) l "  (a* +  ft) +

(m — k +  2) a*
*=» i

4.  ̂ ]n (ax -f ft) dx= ^ (ax + ft) ln (ax + a) —x.

5. J * l n ( a *  + ft)Ar= *

«. J f - t a <•, + » ) « , -  J  ( « • + £ ) ! „ , « , + * ) - { ( £ - £  +  £ ) .

_ Г In (ax + 6) ■ In (ад; + ft) a f  <tx 
J  X'' ( P — l)xP , _ r  p — 1 J  (ax + ft)xP 

8. f  t e .+ f t j x »

— I In (ax+6) , 1 /— aY "'1!", ax + ft , V  1 /—ft\*l
- i S =r - + ^ г т \ т )  1,1 —  +  1  * ( « )  •

®* J  ^ 7 ± ^ ) ‘,x = ln , 6 |- l n j x ! - L i i f ~ )  Iflb^O).

10. «= In , x| • In (ax+ft) —о f ! n * <te.J  ax+fc

- h | » | | l n x | + 2 f c ^ ( « r  
*=1

» .  j s t e j t a * . ;  + »).»<«+«.

H . j- Й Ц ± а <U=.n<»-o,, in ( i± £ )  -  L i, [ “- £ £ ]  +  Ц . Ц Ц .

„.,(2«+2?)+  ^01,(2», ч-2ф>-^С1,(л-20> + 

+  'с [ , (л-2ад  ч * - } .  ч * - 5"?-]'

И .

G lnS_ox



1.6.6. И н т е г р а л ы  ви да  i  x-Lm In dx.

С n I 1 f>~ll *  +  a _L. 2a С1. I  JC/» In —2— dx = ——r x ^ ' n -------- —7 \ -5---; dx.■* )  x - a  p +  1 x — a p + 1 J  x* —a2

2.  ̂ *"* In ^  C-«mf 1—(—a)m'4  ln(x + a) —
m-J-l

I flm l % !  I — f—  IVя "*** (  X \*N  ! _ Ц > ----  * ) .
*= l

3. С In dx=(x-f e) ln (x+ a) —(дг—a )ln (x ~ a )= jr  ln(x®—e*).

4. f  x\n£±^dx= I  (x*- a*)ln 5 i5 + ax .J  x—a 2 '  x—a

5. f  x 4 n ± ± £ d *«  * - x » ln i i5 +  * a ^ in (x * - a * )+ ^ .J  x —a 3 x —a 3 '  3
* f  «1 *+<* j  x4 —a4 , x-f a , ax* , anx6. 1 Xе in —i—- dx =  — -—  ln — ---f  -fJ  x—a 4 x—a 0 2
_ f  I . x-f a . I . x—a ,

J  *m 1 x—a "v (m — l)x m ' 1 x-f a

. .. . J ____ 1 (__ l)»»"! | n * ± f -  Ш 1 - < ~ , r  — .+  (m - l)e - - » r  *r  *  x ^  k \ x )
L ж=1

*• I  J  h S * - u-U-)-u*(-v ) Bf *

- £  * b ( * r -  *=»0
in f  I 1 x-f a , I . x —a I . I x*—a2!10. I  ~  n ——  dx =  — In — ;------ In -— --- .J  x- x—a x x-f a a x-

1.6.7. И н т е г р а л ы  вида   ̂x~ m ln (x2 ± a 2)dx.
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1.  ̂ x2* In | x2 _t a2 j dx
2a-f 1 x2* H in j x2 J t  a* 1 —

_9 V  <̂ |УВ
Ld 2k+ [ 
*=* 0

t  I f(— l)» 2a*»+l arctg-
_  д‘»л гкх2к-1 I J

-  1 П
2- j * * "+1 In[X* te*J</« =

I  /1 -4-1 ^   ̂  ̂ j

8=5 2o^TT I^л2лч* — J ) * * 1 о1я+,1 In | x2 i t  a2 1 — V  L L l £ _ ^ a2* tk iX2k{,
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2a arctg j

х+ а  
х — аa In

3.  ̂ In | х* ± a* | dx == х In ■ х2 ±  а* \ — 2х

4.  ̂ х In , х2 ± а* i dx =   ̂ |(х2 ± a2) In j хг ±  а2 | — ж2].

5. jj х2 In j х2 ±  а21 <1* == ~- х3 In J х2 ♦: а2 j — ^ х1 ± ?  в * х т |

6 .  ̂ х3 In | х1 ± а2 , d x =  ^ ^ (х 4 — а4) In] х2 ± а2] —  А2 ± a*x2j .

f  In | х* ± а2 1 j  — In ! х2 ± а'
J  х*»

а3 In

7‘ — dx (2m — 1) Xs"* *
т— 2

, ( Т 1 У “  V  (T D *  / а \ «  » (T l ) «  1 
(2m — I ) агт 1 2* 4* 1 \ *  / (2т - О в * "  1

f2 arctg * 

111

8. In | x2 ± a21
xtm<l dx

x 
a

x+ a
x—a

_  In ' x2 ± a2 1 ( T i y  Г U 2 a2 ”y  (:+ 1 )* ( a
2mx2m ‘ 2та2гп x3 ft \ x /

L A= 1

9

10.
f  In ' x* ± a2 | . . t , 1 f . / _  a2 \

• j -----7---- * - № * + T L it ( + Ji-)

ln a * .|n « — J )

«i t i f 2 arctg *

n a *o  v|
*e> w r  
* £ 0*1

f  ln i x* ± u2 1 . 1 * f , , 1 — t---- d x - _ T ln | * * ± e * | ±  a a
x + a
x — a

12. |  ln X‘J In l i> ± t f  l±  j t o « .

и .  J i g
In (x2 4- a2)

+ a2
</x

4 е  arctg Ъ  +  L  ln 4 (Jti+ ° 5) arctg a -  a ,m L i* (£ 4 r ) *
Г (х + Д) |п К х + а Р ± 6»!<£ж 
J  (x +  o)i+c*



16. J  ^ |п 2 ((в - с )» + 6 *+ * ]- ^ С 1 ,(л - 2 9 )- |-

, (0 — <Г) I 1 — V I — е1 11 - / 1 —V I —е* \ 1 _+  L _ 4 _ m ---- --------J  ----- ------j  2d

+  ^  CI, (40 -  4Ф -  2n) -  ̂  Clj (49 -  4Ф)

1  I r l T '
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fr*4-(fl —с)* — d**
^e = i±£. t * „------ » !"<«>-2,r>____ 1.

“  I -f-ecos(20— 2ф)—1 I —e*J

1.6.8. ' И н т е г р а л ы  вида  J x±m In (x -f V хг ±  a*) dx.

1. J/ (x )ln  (x+Vx*+a*)< fx»

[ * = &  #- » - i - , + i - i ± 2 5 ± E . e>o].

2. ^ (x ) !n ( *  +  | ^ - a s)rfx =

—  J  ' ( тйгг) ( T r h ? * +I
K .  [ ' — «>#] •

3. f  x P ln (x + V * T t ^ d x  = l ^ l n { x + V r* n t t f ) ----—  [  -̂ Ы х г.
J  P~r* p + 1  J  У x- ±a-

4. J ln (x-\-Y& ±  o*) dx = x\n (x +  ) x2 + a*) — V x 2 ±  a*.

5«  ̂ *  ln (x+ Kx* ± .a*)dx*= (^  *n ( x + V * ± * ) —^ y  * ± a *

6- J* 4 n  (jc +  V V 2 ±a*)dx=*

=  ^  ln (x + K x T F a 5) - —  ± ^  К х П Г о 2.

7- j  ^  ln (jc -)- | i !  ±  0*) dx =  ( j -  ln (x + Vx'- -± a*) -

—  ^  V x* ±  a- ±  ^ a '-x  | jc* .! a s .

8. f M s + K * *  > H J r  ln(jt +  V V : t a » )  1 Г dx ___
*  *p (p— \)Kp i p _ i  J  */>-*i  х*~±~ап"
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С In (x-f I x2 • a2)
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In (x-f V X2 :t a1)
I» 6.9.

X2'1
dx Kx* • a*

(2n — I) xtrt 1 (2/1 — I) (2/1 — 2)

Г | I V  (2/1 — 3) (2/i —5)... (2/t —26 — 1) / a \tn- » \
X I а*х4» 4 — ( * * 2 * (/ i- 2 )(n - 3 )...(n  —* — I) \ x j

( : , ! ) "  (2n — 3)1! 
■*"(2/ i-  | ) а * ч  (2л —2)!!

In а +  V x2 + o- 
x

V x * - a *

10.

arctg

Vx* + a* 
(2/j — I ) 2л

1 , 1 2» ( я - 1) ( я - 2) . . . ( и - * )
а*хм  1 e* " 11 Zd. '  (2л — 3) (2/i— 5 ).. . (2/* — 2Л — 1) \ x /

k = I

n  y n (x + V ?_ +  e I . m Ix I dt \ m - | J |  Jt

Х \ 2 к Л

-  1 ; <2Л—2)!! (2Дг>» Ч x /
it =  l

.г. - > ; . i - n . ! t V r f
k—0

,3 . j i ! l i f ± £ £ ^ <lx=ln|e | .if l | , | + ^ ln * | ^ |  +

X  (2 k - m  f a \u  
^  jL  (2Л— 2)f! (2k f \ x )  

к =1

14 (  ln (x+ V x *  »: a2) 1п (д е + ^ ^ ± а 4) _  1 1,1 
J  x *  о

i±x/a> 1).

||jr|>|e ). 

a-f V  x*+a*

arete

x

,.  f  ln fx + K x 2 t  a~-) ln (x +  V x 2 ± a2) _  V i-  f  a*
J  Jt* 2x2 "*■ 2а2х2x2

x/>1.6.9. И н т е г р а л ы  вида  С — ln (х +  V  х1 ± 1) dx,
J  У х4 ±  1

$ In/» (x + K x * i  l)dx-

1. s In (x -f V x1 ±  1) dx =  ——  у X2 ±  1 In (x + K x * t  l )  —
У x* Jt I

__ xP _  p — 1 r  jcP 2
p* ' p  J  K x T t T

ln (x + K x 2 ± \ )dx.



2. \ - -/ s h --  In (х +  У х* ± \ )(1х= I  1п3(*+>  X3X  1 ).
J  У  х1 ± 1 г

3. \ / J L z -  In (х + У X3 J .  1 )<&Е= У X3 ±L 1 ln (x+ V 'x3 V  l )  — x.
J  К  x* 1 1

4. \ ln* (x +  K ^ T T )  dx =  x In* (x +  V * ± T )  -

- Р ^ х Г Г Г  ln* +  l ) + P ( P - D  J i n *  * ( x + ^ x * ±  1 > <lx*

5. J  In '1 (x +  ^ x 3 t  1) dx =
И/2|

-=— I t  У  (/1+ 1) я ... (n - 2ft + 1 ) X In'»-3* (x +  Гх* 1 I )  -Я + 1  ^
A=r 0

|л/2|
-  2  Л( Л— 2ft)»^x3 ±  I In " '3* 1 ( x + | 'x 3 j  l ) .  

k= 0

6. J  1п3( х + К гх Г П )< / х  =  х 1п3( х + К х 3Т Т ) - 2 К х 3Т Т  ln (x + V /x3T T )  +  2x.

1.6. 10. И н т е г р а л ы  в и д а  J / (x ,  lnx , **•*, sinx, cosx, ...)dx.

1. $x« le a*\nxdx =
— a ay (a, ax )lnx—a ^ x V ^ a ,  a; a+ 1 , a+ 1 ; — ax) [a. Rca>0|.

X

2. I  e-** In xdx— * (E i (— ax)—erax lnx— ina — C). 
.1 aо
CO

3.  ̂ e ax In xdx— ^ le_ar lnx— Ei (— ax)| lRea>cj.
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X

CO

4. jj -* £~ox in x d x  =  [(C -}- In a x ? + 1 (2 )-  2 In x E i ( - ox)) +  У  
x

X

5. ^e~ax \n (x + b)dx

=  J  |ln&-<r-»*ln(x+fc)—e«*Ei (— a*)-f «-^Ei (— ax—a*)).
X

6. ^e~°x In (b— x)dx =
0

=  -■ |In 6 — *“ejf In (b —x)+e~atf Ei (ab—ax) — e ** Ei (a6)| Ib>o).

x
7.  ̂ ln (*3 — J(2 )r« r fx =  ~ {21n&  — *-e.4n(63- x 3) —

0
—* o * [E i (ab) — Ei (ab — ax)) — e°b [E i (— ab) — E i (— ab—ax))J.



X
10.

О
ж

8. V In х (sin ^  1 [ f  f !вДСН -  ln дг fC0S° n ]  -  ( ln e , t C)*}  Icos аде) a List (ах) I (sinax/J a (  л/2 f
о

»• j  1п {coeo*} ^  =

_  т  j  m < *- ,) * '  1=1 «•*- « i - «  («»>: ( x " ) +  

+ i i s i * » - . x ) - s i ( . 4 i ^ " ) + ] { ' ; * ) .
X

\ I  ln(l+ax")c/x = — ln L i2(— ax*).
о

"•  ) '  { ] n S ' l " - T L i-«-t ‘ “ ' - ' " ’ 2+ 2  T M 0 -

12.  ̂ In (tin x )d r - — ^ L i ,  ( r * 1-*)-.* In 2 +  * (  '2 - x j* .

OO

.8. -= x ln x-x+ ̂  (—0» i*)i 4k(2х)ЦП II *!<«]•
*=l

14.  ̂ ln(cosx)cfx = Li* (— eSIJf) — x ln2  — * x2.

,s- -  i <-■>* c w “ k  « * к « »
A = 1

16. f ( ‘nsinn d x  = - x l n 2  4: ' |Г1С;* (2Х> 1.J  \ln coe xj 2 \C1, (л — 2x) J
0
x

17. J  In (cos a — cosx) dx=C\t (2a)—Cl2 (x + a )—Cl2 (x—a) — (x—a) ln2.

250 ГЛАВА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ (1.6.10.

18. \ In (sin a + sin x) tfx-= — / L i2 { ? ' * — 1 Li* (e*1 (*  в+Я4) +
0

+  i Li,(e-'®) +  i L i, (e* ln 2+-* x (x - л).
X

19. jj In (cosa+cosx)dx=Cl2 (л+ a — х) + С12(л —a — x)— xln2.
о
X

20. J In (tgx + tgfl)</x=3
о

*= — x la cos a — — Cl, (2x + 2a) +  |  Cl, (2a) -  J  Cl, (л -  2x).



х
21. j  ln ( I  +  s in a co sx )ifc c *~ x ln s in *^ — T| In tg= —

— Cl, <2jc) +  Cl, (2x -  2n) +  Cl, (2n) fte n = sin r/<tg <o/2) + со* x)).

X

22.  ̂ In (1 — 2a cos x +  a2) dx = Cl, (2x -j 2a>) — Cl, (2x) — Cl, (2<o) — 2o> ln a
о

Itg <o = a sin a/( I — a cos jt)).
x

23. i  ln (a cosjc +  6 sin *)*/* =
I  •: *

-  * In '  |Li, ( -  «*-*•)-  L i, ( -  e*4 )-x (x  -  2«p)J
Itgv=b/e; ;ф <л/2; |ф-*1<л/2].

24. In (I — a! sin-* jt)  dx =  (я  -  26) ln [( l +  \r\^ tf);a \  + 2x In (e/2) -  
0

-  2 ln 2 + L (6 +  x) — L (9 — x) +  L (я/2 — 2*) 

[| дг | < л/2; clge — tf JfV I—e*; |a|<l)«

25. «=* In a  — L  |л/2+  x — arcsin (l/a)| +  L  (л/2 — x — arcsin (l/a)|
|| ж | < л/2; a } sin дг | <1; e>0).
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x
• sin 2x In tg x26. i SIM lni ^  dx =>

J  I —fl2 sin*2x
о

-------- ; ■—  I ^ In 2 + L (6 — arccos a) — L (6 + arccos o) — L (л/2 — 2 arccos я) I
4а У  I —a2 L * J

(tgO cos 2ж/К I —a*. 0<«<я/2; | a J < I ].

27- 1  С ! п З </х=1 (!“п ,пхтсоб1пх )-
я —I

J  (IllX+ fl)" — П Х  m m  n (n— I) . . .  (л — *-J-l)(lnx +  a),,~* ^(/1— 1)1 *'

29- ^ T-^T— =e-a \\(xe«).,1 Inx + a  v

1.6.11. И н т е г р а л ы  вида  j  In (ax+b)U\(cx + d)_

=  ln x ln* (1 - x )  +  2 In ( I  - x )  Li, (1 - x ) - 2  L i , ( I  - x )  +  2 Li, ( I) .
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X
2. (  |п* (| +  х) щ х In*( I  + Х ) -  2 | п " (1 + Х )-

I  х  3

- 2 , „  (I + « > -  2 L i . ( i ^ j ) +  « L I, ,1).

3. (  |п -У|n ( 1 — dx =  L ij (jt) _  in д; L i, (X).
0 *

X

4. У lnAclnj Jf-T.l>^ ^  J  lrf> x+ lnxLi,(l/x )-2L i,(l/x ) + 2 L is ( l ) .

X

5. С ln lx ln ( l- x )  d x = _ 2  L i4 ( x )  + 2  In x L i, x -  In* xL i,(x ). 
b x

X

6. f  - ~ - d x = - 6 Lu (x ) + 6  ln x L i,(x )- 3 ln = *L i,(x )- ln :,x ln ( l- x ) .

7- \  V - x — " ) </jf = 2 [ Li« П - * ) - 4 i  ~  +
О

+  2 Ĵ ln (I - x) Li3 x— ln x L i , ( I  — x)+  L i, ( I)  In | +
+ 2 In jc In (I —x) Li, (I — jc)4- 

+  jg ln= (I —x) 16 ln*x + 4 ln x In (1 — x) — ln: (I —x) —2л*|.

X

О
-  Li3 (1 -  ox) +  L i, (1 /a) +  L i3 (1) +  ln.< I -  ax) | L i2 ( I fa) -  Lit (x)| +

-f In (I — x> (L i , ( I — ax)— L i,(l/e) +  n*/G| +   ̂ ln a ln * ( l— x).

Г ln(ax + 6)ln  (rx± d)rfjt = |n / /
J  x+gif df-cg  ,vy bf-ag

+  'n dT= 7 ju'b r1 ^ ' n y +  jj > n ( l - y ) l n ( l - % ) ^
[h ^(c/a) ibl —aR)/(df —eg): i/—a {fx b  JO/(ag — 6/); ag—hfjz  0; cg — df фО\.

10. *= In---Li2 (y) +  In , -rf. In -j-— -------- In у —c[ag-bf) <r(ug-bl) bf-ag

—  * In  — —̂гг\пгУ+  {  \пу\1\(\—у)^У [ag-bfJzO : cg - d f =  OJ.
I  ag — bj J  У



i  J  to, ta(1_ „ |

7 ag~ bf=  O’ cg — dfzfe.o |.

t С 112. =  2 In — ln*c>+ * In5» f»= a </* + *)/*; ng-6/= 0: eg-

1.7. ОБРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ
1.7.1. В в е д е н и е .
Интегралы от обратных тригонометрических функций сводятся к интегра

лам от тригонометрических функцнй при помощи следующих формул:

^ с г э ь - ^ с и е з *  ь с п
- и - г а - *  и й н с г - [ '- о ]

[  t - r a i
- j  <« е я л - '«  K ' s i  -  j

[f* <*) =  J  f (JT) dXJ .

,  j - , ( ,  с г э ) * - *  и с ь  с н е з -

с С* и  v (arcsiiurt . . jarcsinjrt _  f  F(jr) . r
J  ^  {arccosjcf x ~ larccosjrJ J  y \ Z L xt [^ U )* | / U )^ ] .

1.7.2. И н т е г р а л ы  внда  \ |a r c s i n dx.J  (arccos (x/a))

1. l arcsin(*/a)\ nd x = x larCtin ̂ \ ) a ±J  (arccos (x/a)I (arccos (x/a) I
■/-3---5 lares in (jr/ah'* — * . С (arcsin(x/a))'* — 2± n V  а*—х*\ ) . — n (n— 1) 1 { ; [} dx.(arccos (x/a)J J  (arccos (x/a)J

|л/2]

,  O w C S S S 1 **=0

* ^ v  •" in C S S 3 P *  •
* = I

3 C (arcsin dx = x larcsin (*/<,)}
J  (arccos (x/a)) \ arccos (x/a)J
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4. f  la,^*in larcsin<x/o)|2 ^ — -^larcsin Cx/e)l ^
J  larccos (x/a)j larccos (jc/a)) I arccos (x/a)J

5. f (arcsin dx~~x (arcsin (-*/вНа ±
J  larccos (x/a)j larccos (х/а))

± 3 У а ^ [ агЫп(х/а)] 2-6 х  ( arcsin <*/*)) T  6 УИ ТТ ?. 
larccos (x/a)j larccos (x/a)/

1.7.3. И н т е г р а л ы  вида  i x— n | arcs,n x\ dx.J  (arccos xj

1 i* x« i arcsin (x/e)\ dx = /arcsin (*/e)l -  » Г x*^dx
j  ' larccos (x/a)J ' л +  l \arccos(x/a)f 1 n + l J  }  tfZTx* *

2 l* »-2л |afcsln ^  = **"n  (arcsin (x/a)l
J  ~ larccos (x/a)| 2л +  1 larccos (x/a)) ““

I 'a T T *  Г " у  2 *> in (n - l)...(n -k ) fx \ * n - 2^ 2]  
(2л+ 1)Н  ^  ^  (2 л - 1 )(2 л - 3 )...(2 л - 2 *- 1 ) U /L  fc=o J

3 f x » ' i  /arcsin(x/aH dx =  * * "*  i 8rcsin (x/e)l  J  \arccos (x/a)j
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2л + 2 larccos (x/a)(

rs/m., V  (2n +  1)(2л — 1)... (2л — 26-J-3) / x \2n — 2» -f 1 
«  2*л(л — 1 )...(л —fc+ 1) \ a /~ ( 2л +  2)* [

_  (2л + 1)И ц I arcsin (x/e)»
(2n -J-2) 2" (n -f-1)f “  \arccos(x/a)| ’

. f  (arcsin (x/a)\ . /x2 a2\ ( arcsin (x/a)) x ----
*• )  '  { « « o s <*/«)) * - ( ?  -*4  )  W c c o i(,/«!>

- f  . (arcsin (x/a)\ , x» (arcsin (x/a)i 1 , . , . 3
5- J  larccos (дг/e)} 3 larccos (x/a)J ~   ̂  ̂ —

(• (arcsin (x/a)) /x« 3a1 \ fares in (x/a) 1 1 ----
' J  A wrccos (x/a)J \ 4 32 )  {arccos (x/o)| ± 3 2 ~ x~"

7 f  i { arcsin^ a!W x =J  x" larccos (x/e)J
_  — 1 ("arcsin (x/a)i  ̂ 1 f* dx 

(n— l)x " i \arccos (x/o)| — л — 1 J  xn

8 Г  1 /arcs in ( x / a ) | ________ 1 (arcsin (x/ett _
,1 x54 larccos (x/a)) (2л — l)x*" 1 \arccos(x/a)/

_  1 a- — xJ Г 1 1 V  (2л —3)(2л—5)...(2л—2Л— 1)
■*“ (2л - 1) ( 2л - 2) [  а-х* * + а*» L l 2* ( л - 2) ( л - 3 ) . . . ( л - * - I )  Х

^ / в \2я - 2* - 2] _  (2л — 3)!! t_ \ a + V t f = s .  
\ х )  J -* (2л - 1) 2»-*а«- ‘ ( л - 1)! | х 1*1 >2].
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[arcsin (х/а)\ . 1 /arcsin (x/a)]С 1 (arcsin (x/a)\ ^ ________ 1___(arcsin (x/a)(

9* j  x2* 1 I arccos (x/a) I 1 2nx-n (arccos (xla)\ 1

Уа*—Х* Г 1 , I " v  2 * (я - Т Н я - 2 ). . . (л - * )  / a \2/i-2*- i] 
+ '2n (2/i—"IT J a'2x2n~l ' а**7* (2л—3)(2n—5) ...(2/t—2ft— J)  \ x )

1 jarcsin (x/a)l __
^  e  2nxtn (arccos (x/a)| —

_ _  1 1 fn — I\ / \/i — * — 1/2
Z m 2 n - 2 k - \ \  ft )\  X* )

f  L  {a rcs in  (x/fl) b
"• J  x (arccos (x/a)fax

. (arcsin (x/a)l  ̂ . a2 +  a l a2 — x2 . a + K a 2 —x2*=lnx{ '  . ; 1 ±  In — !---------arctg------------T(arccos (x/a) ) 2 * x
— о i t • f -a +  V a 2 — x2 \ _. t . (x + ia  +  i l^a3 —x*\ T 2 Im L i ,U  ^ ------ J .

,2 =  *• V  (2fe — I)!! / x  \Д* Ь I . я  Г 0 1
~  tmd (2*)!* (2/f + 1)= V в У ^  2 Un xj ‘ fc = 0

x t
(• arcsin x . 1 ,л . a . *13. V — -— dx= ~ Cl*(2 arcsin x) +arcsin x ln2x.
о

)4 C 1 .arcsin (х Ш  dx= _ \ _  {arcsin (x/ab \ I a + V *= T >  ,
J  x2 (arccos (x/a)J x (arccos (x/a)) a | x

15. i' - L  (arcsin.(A/an = ____ 1 _  {arcsin (x/o)| _ 1 _  y Z T lf l.
J  x» (arccos (x/a) j 2x2 (arccos (x/a)) 2a2x

1.7.4. И н т е г р а л ы  вида С (1 ±. х )- я + 1/2 j a,csin *1 dx.v J  (arccos x)

1. ( l + x )- + ''* iarCsinXU = ^ ( l + x ) - + ^ ( arCSinX} i :J '  1 1 (arccos xj 2/1+ 3 '  ' (arccos x|

2-+* К Г ^  " v ' f и ь(п + \\  ( I- * ) *
151---2n"-f3 2  ( _ 1 )  I  * j W F + T TЛ = 0

2. f  ( ! _ * ) » + I/alarcsinjt\ rfx,______ H__л __x)"+3/l (arcsin X|
J  larccos xf 2n + 3 1 W ccosx J-

- ,2 " ^ Г Г м " у  ,//. + 1\ (l+ x )»
2/1 + 3 M  ft / 2* (2ft +  I)fc = 0



3. ( ----- !--- (arcsinx»
)  /1 4-rV1 -Ь 1/2 I arccos х(

ГЛАВА ПЕРВАЯ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ (1.7.5-

<1+ *У
2

(2л - 1) ( 1+х)
п- 2

____ i aresin n  * ___________ H i- _£ ___________L  * .
_ l/ 2  wrecoexl (2л - 1) ( 2л - 2) 2" » (|+ х )" i|

V  (2л -_3 )(2 л-5 )...(2 л--2 *- |) s> 1
(2л — 4)(2л —6)...(2л—24 —2)

(2л- 3 )»  I . 1 2  — У T —x
(2л — 2)!! (2/i — 1)2" * Г  2 F T + x

P I______ J arcsinx* , _3 (1 — x)" t '2 (arccos xl

=_________ 2_________  (arcsin xl ____________ К I + x_________L .  .
' ( 2л — l ) ( l — x )"_ ,/ * I arccos xf  ̂ (2/i-  l ) (2/i- 2) 2" 3( l - x )"  *| ‘

" V  (2л —3) (2л —5)... (2л Ц - I )  _  Л
( (2л — 4) (2л — 6).. .  (2л - 2> — 2)

(2 л - 3 )Я _________ I V 2 - V  1+х
(2л 2)!! (2 л - 1)2" » | '2  "  У 1—X

f - arcsinx d x - ---- ------------- 2 =  arctg l/ <*
(ox +  6)s o(ox + *)s Г (o-f 6) ( l  +  x)

fa* <

— о) (I — X)

6 _  _  arcsinx__________ I |n I (a t - t ) ( l - b x ) - f h a - l> ) ( l - x)
u((ix-j-fr) о I as —fr2 У (a f  ft)(l +  x) — У  (a — b) (I — x)

r f  Xi 
' •’ <«

arcsin x j_  arcsin x , I __У  c + 1 x.  Л IV. >111.1. , Idx — -----------1------у ■ arctg
+ rx2)2 2c (I +  cx2) 2c I c + 1 V 1 ~ x 2

& ^  arcsinx 1 |n К 1 — jc18 + JrK — (r + 1) * 
2c(l+cx2) 4c J - (c  + I) К Г ^ 5 * - х ^  —(c + l)

K - I J .

1.7.5. И н т е г р а л ы  вида   ̂ (I — x2)* + 1/2 * j dx.

Интегралы этого пункта выражаются через элементарные функции в сле
дующих случаях:

|) р% г = о, I, 2, ...; = — I. О, I, 2, ...;
2) r=  I; 0 . 1. 2, . . . ;  </ = - 1. - 2, . . . ;
3) р = — 2, -4 .
4) р = 0; 7 =  — I.



, С хт ( , _**)"+1/2 { a r c s i n * ! ^
J  '  larccos xj 

хт-х (j — дг*)г* 4-3/2 (arcsinxl 1 V  JC’n 2ft 
ss~  m + 2n-f2 larccosxj ± m +  2n + 2 \ ft )  m + 2* +

k = 0
+ • m~ ?—  f  х*"2(1 - x 2)" + 1/2/arcsin +  m + 2/1 + 2 J  * 11 (arccos xj

2. ( x ( l - x * ) » + l/2 ( arCSInn d x -  J  (aiccosx)
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П  4- 1( 1 _ уд)" + з/г .arcsinx. ,__  t /n + n  x»*+«
2/i-f3 larccosxj 2л4-3 ^  ' \ * ^2fc+l

fc =  0

4- 1/2
3. f (1 - x y  + w (arcsin dx= x(l~Ari|)P0 fai CTin n ±J  '  (arccos ж J  2p + 2 (arccos jt)

( l _ x»)pn 2p + i Г _ , 2)р -  1/2 /arcsin X)
-  4 (p + l)*  2p +  2 J  '  (arccosxf

A. f ^ =L = { arcslnT d Jr - j : _ l - T- *1 '+ '.J  V  1—X1 larccos jt) p+1 larccos x)

5. f  •= f arCSinn - 'r f x  = J ; l n | arCSinn .  J  у  1 —Xs larccos x) larccos a*J

6. J ^ L z £ i arcsin* b x
x larccos л /

= l/ r = F f arcsinjrU x +  f — Д ... f arcslnxU .(arccos xj J  x f  1__x* (arccos xj

7. Г (1 —x:)n + 1/2 jarcsin x>
J  X"» larccosxI * —

_  (1 — xa)n + 3/2 (arcsinx) t 1 " y  , +
(m — 1) xm I  larccos x) ~  m — 1 \ /г / 2/г —m +  2fe = o

2n —m +  4 f  (I —x2)'14" 1/2 (arcsinx)
m — 1 J  xm l tarccosxf^**

8. 0  — *2)n 1/2 (arcsinxi ^
(m — I) x"l_A larccosxj

-4-___1 V /  n* 2л + 1  f  (1 — x2)'1 1/2 (arcsinx) ,
ю - l  A d K } 2k —m + 2 m — 1 J  x™ * larccosxj X' fc=* о

Если k = m/2 — 1, то соответствующий член в сумме следует заменить на
( _ , Г / 2 - | _ 1  / Я + 1 \

т  — 1 \т/2— \ ) ШХ'
н  А. П. Прудников и др.



( 1 1/2 farcsinxi (1— x*)n + l/2 {arcsinxl _  
х tarccosx) ~  2п +  1 tarccosxj ь

1
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I

>о

Г . *  rfx= _  / 1 - ?  1ггЫ пП  + X.J  Y \ _ * 2  larccosxj larccosxj

С 1______ /arcsinjr)  __________ f _________ fares in x\ __
J  (1— x2)* + l/2 \arccosx/ X~ (2p— 1)(1 — **)*“ ■1/2 tarccosxj '

1 . 2p — 2 P 1 (arcsinxl
4 (2p— 1) (2p —2) (1 —x-)P 1 2p— 1 J  (1_д*)<»-1/2 larccosxj

f  1 farcsinxl . x (arcsinx\ . Лг-л--- 7
J  (l_x2)3/2 (arccosx) X~  | \ —х* {arccosx) ~ n ~~

Г * ^ | a r c s in x | rfx=_ Ix m  , K — rarcsin^l x " 
j  У  l — x2 larccosxj m larccosxj m- r

. m — 1 (* xm 2 fares in х)
m J  |/ (arccos xj

f*_____ x______{arcsin x)
J  (1—х*)лч1/а tarccosxj ’ ~~

1_________  f arcsin x\ „ 1  С dx
“  (2n— 1) (1 —x-)n~1/2 tarccosxj 4 2n -  1 J  (1-x-)'*"

f* xm {arcsinxl _______ xm 1_______  farcsinxl __
J  tarccosx) X~~(2n-m) (1 —х2) * ' 1' 1 tarccosxj

__ 1 С xm l tx _  m— 1 С xm » farcsinxl ^  
2n — m )  ( 1—x2)* 2/i — m J  (1—х2)я 1̂/а \arccosxJ **

J xm {агенпх! дх __
(1 —X'i)nJrl/2 tarccosx) =

= _______ xm 1_______ | arcsin xl __ 1____ P xm 1 dx
= (2/t— 1)(I — x*)',_,/a larccosxj b 2n -  1 J  ( l- x * )»  “

— m~  1 f  xm~a {arcsin x |^  
2/i — 1 J  (1 —jc*>n_1/a tarccosx) X*

Г*_______1_______|arcsinx\ . __
J  ^ ( l  _ « C2) '“ J/2  tarccosx) X ~~
_________________ 1__________ { arcsin xl ^ 1 f* dx________
=  (//»— 1) Xm-1(l lerccosxj -  m_ !  J  xm J ( 1_ X2)» +

2n +  m — 2 (*________ 1________ farcsinxl ,
m - 1  J  xm-2 (| - x * )"+,/* tarccosxj
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р 1 i arcsine

18* J  _ .х2)л+| * Wccosx) Х ~~
_________ 1 farcsin xl __ 1 С dx

“  (2л — 1)(1  —x*)w” v * larccosxj ^  2л - 1  J  ( 1- х 2)*
С _______I______ farcsinxl .
J  х (1 - х г)п 1 * larccosxj

19 f  {arcsinХ\ Р dx=:x(arcs\nX\P
J  larccosxj (arccosx)

•шп--- 7 farcsinxiP —I , e4 f  (arcsin x^p — 2 .± p r  1 —x2 < } —p (p — 1) I   ̂ \ dx.(arccos xj ' 7 J  larccosxj

oo

21 С . dx - =  V  J  arccosx ; (2/ f+ l)(2/?+l)I

1.7.6. И н т е г р а л ы  вида  С х*> { arcscc dx.r J  larccosec (x/a)j
t f  n x . x? 41 x __ a f  х*Мх1. \ х? arcsec— ax = ----- arcsec — ч------1 —  -—

J  а P + i  a p + 1  J  V xs—a*

j ?  [ Ш < *ГС5ес¥ < { Лл2}] .
о f  „ x . XP+1 X а С xP dx2. \ xp arccosec — ax = ---- arccosec — ± ----- I

J  а p + 1  a p+ 1  J  r  x*- flJ

[ { - * * } <e,eee,eeT  < { * ’ } ] .
3. С x2"  / arcsecW ° )  \ ix _  f arcsec (x/a) 1

J  \arccosec (x/a) | 2л 4-1 I arccosec (x/a) j\arccosec (x/a)f 2n + 1  (arccosec (x/a) 
r _______  ' л — 2

ах*">у Jfl—0» Y  (2 я - 1 )(2 л - 3 ). . . (2 л - 2 4 - 1 )/ a \ » 41 
2л ( 2я + 1) Z j  (2 л - 2 )(2 я - 4 ). . . (2 л - 2 * - 2 )\ х /fe = 0

_ -- ! _ ( 2 f l - J ) ! [ i n I arcsec (x/a) I *1
2я+1 (2я)!! I | L I arccosec (x/a) J 2 J ’

С ,»лц / аг«ес(дг/в) i x*">* I arcscc (x/a) 1 
J  larccosec (x/a)J 2я + 2 larccosec (x/a)J

_  ах*” } rx*-g t " у  2я (2я — 2) . . .  (2я — 24) / а \**^1  
(2я + 1)(2я +  2) (2л - I )  (2л - 3 ). . .  (2л- 2 4 - 1 ) )  |*

_  ( arcsec (х/а) > а^+ЧЛс* —а* \ ( п \  I /х*—а! \*
2я + 2  larccosec (х/а)) ц 2я + 2 —  * /24 +  1 у а» j

fc =  0

Го<( ,гс,ес<х,а) 1< -1 .L larccosec (дг/a) J 2J



6 С 1 [  arcsec (x/a) \ ________ i { arcsec (х/а) \
J  хгп \arccosec(x/a)| ' (2л — 1) х2* 1 larccosec (x/a) J ““
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п — 1

г______  я —2
Кх* —а*
(2л)2 ах2*

+  г  * г - а *  у  ( - 1 ) »  / п —  1\ /х;  — a *\*  r r arcsec (дг/а) I  л 1
(2л — 1) а4* **х 2ft-f-l \ ft ) \  х2 / L larccosec(*/в)/  ̂ 2 J*

* = О

7 f  1 { arcsec (х/а) = ____ 1_  { arcsec (х/а) 1 ^
J  х2я+1 larccosec (х/а)) глх2* larccosec (х/а)J ““

п —  2
V  (2л — 1) ( 2л — 3)... (2л — 2ft— 1) / х

^  L i  (2л — 2) (2л — 4)... (2л — 2ft — 2) \ а /Аг = о J
(2л — 1)?1 | arcsec (х/а) \ Г A  arcsec (х/а) 1 л 1 
(2л)!! 2л larccosec (х/а)) L ^ larccosec (x/a)} Т  J*

8. J  arcsec *- dx = x arcsec ~  + a In | х +  V  х2 — а* |

[ Ш <вгаввТ  < { " ’ } ] .

9. \ arccosec - </x = xarccosec - ± a In ] х4-У х2 —а11

,А С х , х2 х а  .л-г--- -10. I х arcsec — dx =  -jr- arcsec— T  J x2 —а*J  a 2 a 2

[ Ц } < ,га*с т < { яя}1-
i f  x . x2 x a -r—---211. 1 xarccosec dx=-?r arccosec — л V x2—а*

K - u < — f < m i .

x2 arcsec * dx= 0- arcsec - т  ~  V x2 —а2 Ta 3 w a 6

T  £  In | X +  v  I | { _  * /2}  <  .rcscc I  <  { " *  } ] .

13. \ x2 arccosec ~  dx=-~ arccosec — ± Kx2 — а2 ь J  а 6 а 6

-  I T  In  I I [ { _ ° я/2}  <  -rccosec * - < { ^ 2}]-

Г 1 x . я  . . . .  а , V  (2<r— 1)!I /e\**+*14. j  T a rc se c- d *- T ln | * | + - +  ±  ( 2 Щ ^ Н ? Ы

[0 <  arcsec (x/aJ <  л/2]*

15. f  i lra « c  '  Л — i -  у  J J .  f i r 1
J  X а X (2frj!! (2ft-f-1)2 \ x j

[— л/2 <  arccosec (x/a) <  л/2].



f  | х , 1 х } х2 —а2к arcsec - dx —--- arc sec — ±.--------
1 J  x2 о x a ax

f  1 x I x __ Vx* — a*17 l , arccosec dx —----arccosec — T --------
1 J  x2 a x a ax

В  [ { -  °л/2}  < ,rccosec v  <  { T i l -

f  1 x . I x yrx2 —a2 1 I a I18. \ -i arcsec - dx =  — — arcsec — ±  — -A— 5—  ± . ^ arccosJ  xJ a 2x- a 4ex* 4a2 j x |

!; i -  [{л/2} <агс5ес г < { ял }]•

<л f  ! x . I x _  | 'x *- a *  1 I a I19. 1 arccosec </x = — arccosec - — 5— T  y-  ̂arccosJ  xJ a 2x* a 4ax* 4a* | x |

В  [ { - я / а }  < arccosec T  <  { T H *

1.7.7. И н т е г р а л ы  вида  f  (x±  1)- n + 1/2 f arcsec * IJ  larccosecxj
Л I arcsec x \ я  Условие: 0 <  { Г <  i t  •\arccosec xj 2

1. С (*+  1)" + 1/2 I  arcsec * 1 dx= -  2 fx +  n «+ W  J arcsec * I  TI  J  larccosecxj 2/1 + 3 ^  larccosecxj
n 4-1

2  ( " Г )  J (y*+,)ft 1<fy

2. f  (ж_  ,)»+•/* (  arc^  x j  rfx= 2 +!/J j  arcsec x j
J  (arccosec xj 2/i +  3 (arccosec xj

т « Ь ! £ 1 у ' f
2/1 +  3 ^ x + i  + 1 2/1 +  3 ^  \ * / J

U - /7 T T J.

3. Г 1______ | arcsec x ) ^  _______________2_________ | arcsec x | ^
J  (x+ I )71 + i/2 larccosecxj* — (2/i— 1) (x+ l )n " " 1/2 tarccosecxj

n — I

± 2 C T arC'8>/7=rT- 2 ^ T  1  5  JjjT f? )—>
k = Q

4. f ______!______| arcsec x 1 ,v______________ 2_________ f arcsec x j  ^
J  (x— l)n + 1/2 larccosec xj X~~ (2/i— 1) (x— I/1” 1/2 (arccosec xj

* ^ | . р ± Ы д1Ь1е*у(-|,.г а  и-^+ч.
2n~ l  > x + l + l 2 rt- l ^  J  (ь--2)л *
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1.7.8. И н т е г р а л ы  вида   ̂ х"« (х2-  1)±я + 1/2 dx.

Условие: 0 <  {  arcsec *  ) < £ •(arccosec xf 2

Интегралы \ хт  (х2— 1)п+ 1/2 { arcscc х i dx при целых т , л, / с помощью j  (arccosec xj
f arcsec х 1 С , fsin у) 2,14 2

подстановок 0e { arccoscc л-| СВ°ДЯТСЯ к интегралам вида \ * j cos } X
[ COS 1/1 ~ (2л+Я*+3)

X  4^ г dy. Результат выражается в виде конечной комбинации эле
ментарных функции в следующих случаях [18]:

1) / ^  1, л 1, 2л — 3;
2) / =  1, л < — 1, т  2л — 3;
3) / =  1. т  — нечетное, — 2л — 3;
4) m = — l f л = — 1.

f  (  arcsec* | (х, _ 1 Г У 1 ^ , ( ^ - 1 ) " 41/̂ /  arcsec* ) —
J  (arccosec xj 1 2 (л+ 1) (arccosec xf

-  ( - ^  \  /__i\* W  2л + 1  f  r arcsecx l .
2 (л +  1) 2m ( '  \kJ2k +  l 2л+  2 J  larccosec xj  ̂ * 

a = o
2. f  V 2 (  arcsec

J  x '  (arccosec xj

xm-i(jc2 — 1)я+з/г / arcsecx 1 _  ( - IY * 1 " y  \ y ( n + l \ *m 2h l
лг + 2л +  2 larccosec jc) 4 Л1-f-2л + 2 \ £ / т  —2Л— 1

A= 0
- i__^LZ l!__  f  xm 2 (Хг _  n«+1/21 arcsec x \

m -j- 2л +  2 J  ( J larccosec xj
3. f arcsec AT arcsec* |

J  x ' (arccosec x) 2л+  3 (arccosec xj

-4- Ы >1 ш + ± ^ п\  /__])*
-  2/1 +  3 2 (2/*-{-3) ^  1 l) \ k J  к

k— 1

4. f  ^ l̂ ,1/,( arcsecx}d x -  J  xm (arccosec xj

_  (x2- ! ) " ^ 2 ( arcsecx \ _ ( — iy»n " у  / л + п  *2*-m+i
(m— \)xm-i larccosecx] 4 л*— 1 ^  ( M  k J2 k —m4-1

* = o
__ 2л —m-f 4 С (x2— I)”41/2 r arcsec x \ .

/л— 1 J  xm - (arccosec xj **

5. =  _  f r * - ) ) " * 172 / arcsecx \ _  (— 1)" у  , nA fn\ ,
(w— l)xm' 1 (arccosecх/ /я— 1 ^  ' ' \k/2k— m + l

2 n + l Г arcsec* 1 .
/я— 1 J  xm - larccosec x/
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Г (* -  { arcsec * }  dx= (x » - l ) " ^ _2 f arcsec x |  ,
°* J  x larccosec xj 2л+1 (arccosec xj

- <-,)n In-rT ( ~ 1 ) Я  У  ( 1 )b ( n) Xtk Г j arcsecx i ^
*  2n+ i 2 (2л + 1) ш  '  \k) k J  x larccosec x]

k = 1

,  V * = L  [ arcscc4  </*- *  i  f arcsec* 1* + V x^ t { ar;sec M т  m x.#* J  x (arccosecx) 2 (arccosec xj larccosec xj

f _ x * _ r  arcsecx \ dx= ±  xm f l  arcsecx
** J  y 'x s - l larccosec xI m (arccosec xj

__ xm l  m— 1 j1 xm 2 | arcsec x  ̂^  
m (m - l) m J  V x ^ T  larccosec x] X'

^  С x { arcsec x \ ^ ^ ________{ arcsec x 1
J  (ж*— 1)яч1 2̂ (arccosecxi (2л — l)(x 2 — 1)я~ 1,2 Iarccosec xj ~~

n — l
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. ( - 1)" V  (—1)* /n — 1\ / x» . „ У * 8- I
- 2  (2« - l )  L  k \ k J\x * - i ;  ■* 2« - l  x '

fe = 1

С _______I_______( arcsec x \ ^ _______________I___________ / arcsec x 1
J  xm (x2__ |)*+V2 (arccosec xj ~ (m — I) x™ 1 (x2— 1)л~1/2 (arccosecx/ 1

J -  ( ____ j g _ +  2« +  m- 2  f -------1----  (  arcsecx » rfjfc
— 1 J  xm (X2 -  1)" ш -  1 J  Xя  Чх1-  1) я+1/1 (arccosec x)m— 1 J  *"*(x2 — 1)* tn — 1 J  xw *(x*— 1)'

и . f — • f arcsec x 1 ^  __ T^x2 — 1 r arcsec x | ^
J  xm ) x2— i larccosec xj (m — 1) xm 1 larccosec x) "

1 m —2 P ______ 1______/ arcsec x (
± (m -1 )J Xя* 1 m — 1 J  x m~2 V  larccosec х Г /дс-

12. f  > { arcsec x l A___T^x2— 1 ( arcsec x 1 1
J  x2 V x2 — 1 (arccosec xj — * larccosec xl * #

13. С x ( arcsec x i . — r ( arcsec x ) .I 7T-~ - { } J x  = V x 2 — 1 { >-*-lnx.J  r x 2— l (arccosecx) (arccosecx)

14. f  * | arcsec x\ , _  ___________ x________ ( arcsec x l  +
J  (*2 — 1)я+1/* larccosec xj X ~  1 (2n— 1) (x* — l)*~1/2 (arccosec xj '

1 С dx _  2л —2 I* 1 | arcsec x | rf 
2л — 1 J  (x2 — 1 )* 2 л - 1 J  (x2- l ) ' I' 1/* (arccosec xf **

,5- \ ----L  / arcsec x \ . x f arcsec x 1 1 . x— I
(*2 — 1)3/2 larccosec x) * y xг_  j (arccosec x) * 2 П x +1



•я С X " ( arcsec х \ 
j  (arccosec xf

e  _______ х™ 1________ | a r c s e c 1 Р хт  2dx __
~  (2л - /л) (х* -  1 )"_,/1 ' arccosec х) “  2л - т  J  (х*-  |)«

т  — 1 £ хт ~* f  arcsec х ( v 
2л-m  J  (x2— (arccosec дг) *• 

l 7 e  1 ( arcsec x \ ^  1 Г xm~2dx
= (2 л - I) (х* - ! ) " 1' 1 (arccosec xl ~  2n -  1 J  (x *- l)*

m— 1 Г xm 2 | arcsecx |
2л — 1 J  ( I T T i p T i  larccosecxj **

|8 Г ______ 1 Г a rc s e c x )^ ^  
J  x(x2 — l)n 1/2 larccosec xj e

e ____________ j_________ | arcsec x (  f 1 С dx
(2л — 1) (x1— I ) " '* / 1 tarccosec 4  2n -  1 J  x (x* -  I)"

f ______ 1______ ( arcsec x )
'  x(x* — I ) " 1/* (arccosec Jtj ‘ r'

19. f ---± ^ |  arcsec4 dx = + ± {  arcserxl*
J  x У x4 — 1 larccosec x| 2 larccosec xj

1.7.9. И н т е г р а л ы  вида  Г  x W  arc*8 dx.
J  larcctg (x/a) I

1 f  ^  / erctg (x/e) X _____ xP'1 I arctg (x/a)) _  a f  xP'Mx
J  ‘ larcctg(x/a)I p + 1  larcctg (x/a)J ц p+ 1 J  x*+a* *

2. Г хг» / arct8 (x/a> I dx = x' n 1 J  arctg (x/a) 1 _
J  \arcctg (x/a)| ' 2л +  1 \arcctg (x/a)J *

- 2 1р З У 5 * З г + * - ^ ^ +4* = 0 J
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2 (2л -f 1)

3 Г X4" H ) arc‘g (*/°) b , = I arctg (x/a) 1
J  larcctg (x/a)f 2n + 2 larcctg (x/a)J “r

a*i+s
.................. , x l

kZ ~ S = r [ a )  -H<— 0"arctg  ̂J-

6 C rs I arctg (x/a)) X* I arctg (x/a)> _  ax* a’ , , . , „  
.1 larcctg (x/a)| 3 larcctg (x/a)I + 6 ~  6 ln (* +<*-)

7 Г x’ I  arctg (x/a)\<ir- 1 tr* n*\ 1 arct8 (x/a) I _  ax* a»x 
J  larcctg (x/a)} T  <**-“ > {arcctg (x/a)f ~  4 *
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f  1 j  arctg (x/a) \ - 1  Iarctg  (x/a)) a C dx
8' J  x" larcctg (x/a)( (n — l)x n 1 larcctg (x/a)/ л — 1 J  x '1' 1 (x--f a-) *

f  1 < arctg (x/a) 1 ________ 1 f arctg (x/a)» _
9- J  x*«" larcctg (x/a)/ (2n — l)x 2/I"1 larcctg (x/a)| ^

f i t  arctg (x/a) 1 ____ l _  Г arctg (x/a))
J  x2* 11 larcctg (jr/a) I 2nx2/I \arcctg(x/fl)j

V  .(-*>» ( arctg (*/a))"
2ла2Л 2/i — 2Л+ 1 \ ж j  * '  '  larcctg (x/a)\^

12. - >  •’  i " ' « ; +  £
Ac = 0

13. J  U c c tg |d x  = ~  ш ;ж ! -  V  0 x |< |а ).
k= 0

И V  (“ D* f a x * * 1
"•  ■ i i f i F i ? )  № > l1 -* = 0

oo

■S. - П|" ' < - Д т » ^ ( « Г ”

•‘Huasa*-*'-u-(i)+n!ii.i»-
17. f  -L i arct6 <*/«> \ dx=^ L  {  ard« W fl) \ ь I  In 

J  xl larcctg (xja)j x (arcctg (x/a)) 2a x24-a*

is. Г J . l arcte J  (±  . J L \ / arc,g(^/a)\--J _
J  x3 larcctg (x/a)] 2 \x* ‘ o r  )  \arcctg (jx/a)] 1 2ax'

19. f  - 1 I arctg (x/a) l 
J  + larcctg (x/a) |

=  ±  — -—  Г In —^ ^ = -  —  _£Lz*£. arctg - 1 -----
0 “ -j-b~ Vx2-f-a2 a(x + b) a ]  2 (x + 6) U J

2° .  j  ? I £ t e ^ ^ _ e ln ! !!i ^ ^  +  ^ c l i ( 2(p+2e )+ _1. c l i ( j I _ 2e)

[ tg  $  =  e i  —  b e ;  t g 0  = ax -f 6J.



Интегралы этого пункта выражаются через элементарные функции в сле
дующих случаях (18):

1) р, г=  1, 2, 3, ... и <7 < — 2 — 1;
2) г=  1, р —четное;
3) г=  I, 2, р— нечетное, <7 =  — 1, 0, 1, 2, . ..;
4) р =  0, </ = — 1.

_  Сarctg(х/а)\ у  /я' _  у  п Г* x” ‘»*'t 
— |arcctg (х/а)/ ^  \*/ /п +  2*+1 ' л ^ т+ 2 Л + 1  J  1+х- *’ 

*= 0  *= 0

2 f  х*-« (х* + а1) I  aret* (х/а) 1 dx= x*m+1 f  *  +  °*   ̂I 3rC,g (ДС/0) 1 Т  J   ̂ larcctg (х/а)| 2̂^  + 3 2т  +  l j  larcctg (х/а)/

 *  ___________  Т ____ t J T _____ У  ( - 1) * а ^ - ^ /т\
*  (2т + 2)(2/л + 3) (2 т+ 1)(2т-ЬЗ) L i  k \k ) К ^  ’ *

з. j — ^ + - » {Д 5 ,® }*-
1 rflgjgtwfg У2т ч 1 а2/п+4 ~| f arctg (x/a) )
2 L m+1 m-f 2 (m + I)  (m +  2) J  (arcctg (x/a)j

__ ах2т+3 а*1 у  / п ь <*-bx-m tkn
4 2(m + 2)(2m + 3) + 2 (m + l)(m + 2 ) Z )  ( _  '  2m-2* + l *
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1.7.10. И  н т е г р а л ы в и д а  j  х*>(х- +  а*)я dx.

*= 0

4. r
J  xm larcctg (x/a)/

(arctg (x/a) \ у  a*»-**x**-»»+‘ _  у  а7" г*1-» /я\ f  х5* '»fl
larcctg (х/а)( ^  \А/ 2к — т + 1  ’ ^  2/г —т  1 \к) J  х2+ а4 *'

* = 0 к =0

Если fc = (m— 1)/2, Л = 0, 1, л, то соответствующие слагаемые в сум

мах заменяются на a** mfl ( п\ In -  I  агс^  и агп m+* I ” ) Г dx.\kj a larcctg (x/a)J J  x- + a*

5. f  — Jf —  / агс{* (* /а> Ь х  J  (x* + a2)" l arcctg (x/a) J
( ard 
(arcc

m — 1 f* xm 2 J  arctg (дс/a) \ . 
r  2 (n — 1) J  (xs 4- a2) * 1 larcctg (x/a) J

_______xm l_______ / arctg (x/a) \ ^  a Г xm*Mx
2 (я — 1) (x2 + a-)*~J \arcctg (x/a) J ~  2 (л— 1) J  (x*+a*)/l



1.7.Ю.1 1.7. О БРАТНЫ Е ТРИ ГО Н О М ЕТРИ ЧЕСКИ Е ФУНКЦИ И  267

6- )  (хг + а’)'
__________ *___________( arctg (x/a) 1 ___________ I____________

“  2 (л— l)a*(jc* + aS)»-‘ |_arcctg (x/a)f ~  4 (/i- l)*a(x*+o*)» 1 т

+
2n-3 С _ 1 ( arctg (x/a) \ 

(2л — 2) aJ J  (дсг+ a-)n l larcctg (x/a)I

$ w r w m,s‘ ix
‘Л — 1

arctg - V  (2n — 24 —2)!! (2/1—3)!! x 1 (2/i-3)!ll
j L  (2/1 — 2)!! (2/i — 2k — 1)!! o1* (jc* +  a-)» * +  2a * » 1 (2/ J - 2)!!
1 =  1 J

+

Л  —  1
a V  (2/i — 3)!! (2/t — 2* — 2)!! 1

+  2 Z  (2/1 — 2)!! (2n — 2k— 1)!! (n—Л) Я** (X*+a*j* * -

8 f _ _ £ ___ | arctgx}<k=J  (x*+a2)'1 larcctg x)
_ J ___ I arctg (x/a) 1 Г (2/i —3)!!____________1_____]

e  2  (n — 1) I arcctg (x/a)j L(2/ i  —  2 ) ! ! aln 2 (x2+ a2)* -1 J

x
- " 4 ( n - l ) 2a(x2+ a 2)« 1

k= 1

• f  *" J  arct* \ dx  =
’ J  X*+a2 (arcctg (x/a))

1  - j  &  и е т  *
10. f  ( arctg (x/a) 1 __ (— 1)”  a2m 1 / arctg (x/a)

J  x2 +  a2 (arcctg (x/a)J ' 2 (arcctg (x/a)J "r

I arctg (x/a) 1 V  nm * a*"-*»*» *
+  \arcctg (x/e)/ £  1 '  2A- 1  +

m
Y  (__1 )m ■ ̂ a21" 2* 11 f  x2* _1 ^

*  2d 2*^1 J  x’ +  fl5' ^
*=1

п . C _jL2m4 Г arctg (x/a))
J  1-fx* (arcctg (x/a)J =

Л [ arctg (x/a)\ V  /_  fl2m T
2 (arcctg (x/a)J smm к

k=* 1
m

„ . Д  j  ^ + „ „  „  j  U X )

12 i f t a w -

n- 2
v  (2n — 3) (2л — 5)... (2л — 2fe — 1) /x2 +  a2\* 

+ —  (2я - 4)’(2/1- 6) . . . ( 2я - 2Л - 2)\  a2 J
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13 С *  / arct*  \ Аг = »1  In * +  / arct2 (*/<*) \ -  
J  * 2 +  a2 (arcctg (x/a)/ 2 2a (arcctg (x/a)J

15 С у~ f arctg (х/о) >
J  х* + а* (arcctg (x/a) j

arctR(x/0) 1 T  °  In (x"- +  a=) + -  I arctg (jr/0) ' ! larcctg (x/a)J 2 ^  2 larcctg <x/a)j *

16. f  _ ^ _ / агс,в (^ в) ь х==
J  Jt= + eHarcctg (x la )iax

= _  «  +  I  (д*+ a!) / ard* W«> 1 _ 0г Г _ J L _ / ard* (*/«)I  dx
2 2 (arcctg (x/a)J J  x2^  a2 larcctg (x/a)/

17. f ____ I___ | агс,е (х/0)Ь х  =
J  (*- + e!)* larcctg (x/a)j

=  * | arctg (x/a) |  ̂ 1 Гarctg (x/a)l* _ _ 1 _____
2аг (x1 -f a') larcctg (x/а)/ — 4a1 (arcctg (x/а)/ " 4a (x! + as) *

У Й З К Й }’* -
е я - •- « *  *  m +т  {,„ л ..,1  •

IQ f  1 / arct8 I- 1 / a rd 6 (*/e ) l m
J  **+ a* larcctg (x/c)J (r 4 -1) a (arcctg (x/а)/ *

20. f  — i—  / arctS Г '  t/x = -i- 1  ln |  ardg (X,Q) 1 J  x2-fa-(arcctg (x/a)| a (arcctg (x/a)/*

21. е ^ = 4 = / агс‘8(дс/а)\ ^ =
J  I a2 — x2 larcctg (x/a)j

= _  / a^tg (*/«» _  fl arcsjn x + V 5 a  |  arctg [ V 2 x ) (a- x5) ~
larcctg (x/a)) a \arcctg [ \  2 x (a2 —x2) 1 у

оо f  arctg x . x arctg x 1 . л Г  ax*+ b22. 1 -----^-— dx = ------ 2-1-5---- t =  arctg I/  --- 1—  [a >6].
.Moxi +  b)s' 2 Max* + ty1' 2 b V a - b  Г a - b

«, _  * arctg x 1 V a x - + b - V b - a  ____ _c&, — — --- - 1П ,. . --—v.---z. [6 ><*]•
b X ax1 +b 2b \ b — a Yax2+ b + V b  — a

1.8. ОБРАТНЫЕ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

Неопределенные интегралы от обратных гиперболических функций вычис
ляются по формулам раздела 1.6 после следующих замен:

Arsh х = In (х -f- \гх* -f- 1),
Archx = ±  ln (x + K * 2 — l)



1

Arlhjr =—= j  In l _ x

1 . x + 1 Arcth *=  2 ln — -

1.8. ОБРАТНЫЕ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 
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U > 0].



2.1. ВВЕДЕНИЕ
2.1.1. П р е д в а р и т е л ь н ы е  с в е д е н и я .
В  этой главе содержатся определенные интегралы от элементарных функ

ций. Интегралы, у которых один или оба предела интегрирования ЯВЛЯЮТСЯ 
переменными, в случаях, когда подынтегральная функция от них не зависит 
(в частности, интегралы от иррациональных функций, сводящиеся к эллипти
ческим интегралам), помещены в главе 1.

Указанные в формулах условия сходимости интегралов обеспечивают их 
существование либо в обычном смысле, либо как несобственных интегралов, 
либо в смысле главного значения [20].

В начале соответствующих разделов помещены интегралы общего вида, 
зависящие от нескольких параметров и позволяющие получать более общие 
результаты, чем содержащиеся в последующих пунктах. Эти интегралы выра
жаются через функции V j % V^  приведенные в приложении II I ;  параметры, 
входящие в них, указаны в каждой формуле в фигурных скобках.

В качестве примера вычислим интеграл

Г л а в а 2. ОПРЕД ЕЛЕННЫ Е ИНТЕГРАЛЫ

а

В силу формулы 2.2.2.5

где у=с/(аЬ), г =  2, 0 = 1/2, р =  0. Пусть, например, \у \^ \  (c^ab ); тогда 
/ =  —g" У Г» Подставляя значения г, р и р в параметры £ 7, и, а3, Ь3 г3, г 
функции V j  и учитывая, что р =  2, (7 =  1, получаем

/1, А (2. 1 -f-Л), A (I.  (<*+Л)/2); (-у)-* 
х ' г* [ Л (2. 1 -f-Л), Д(1, (1+а+Л)/2)

(2, 1+Л), А (1. (а+Л)/2); (-у)-*\ 
(2. 1 -f-Л), А (1, (1+а+Л)/2) ]
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Таким образом,

Г ^ г Г  «/2 1 Л  «  « ± 1  * и \
J  / а 2—*2(**+ с) 2(7 L(1 +®)/2j \ 2 2 с2)

V n a«b  Г(а+1)/21 г Л  « + ! . « , , .  « V  \ 
— ^ “ r L i+ a /2 2 * "ЗГ ” ? • ;

ĵ Rea >0, а >0, | аг* в £ | < л ] * 

функции V t +  V i  и V j  в формуле 2.2.2.5 аналитически продолжают друг 
друга, поэтому полученная формула справедлива не только при | у | =  | ~  | ^

^  1, но и при | a r g ~ | < n .  Подставив, в частности, в эту формулу а= 1  и 

используя соотношения Г (1/2) = V л, Г  (3/2) =  V л/2, tF l (a, Ь\ Ь\ г) =  (1 — г)~а,

л ( * * 1 : “ гг) = т а п - получим

С dx я  ( t а262 \-1/* 1 /, oV\-V* . ab1  -----=  — 11-------------- 11----- arcsin —
j  \ а*—Х*(Ьх+с) 2c \  с* / с \ с2 / с

[см. 1.2.50.5].

2 .1.2. О б щ и е  формулы .
Некоторые свойства определенного интеграла:
Ь а

1. \f(x )dx= — \f(x)dx.
а ь
Ь с Ъ

2. \ l(* )dx= \H x )dx+ \f(x )dx .
о а с

Формула Ньютола —Лейбница: 
ь

3. \ f(x )d x = F (x )fc  = F  (b )- F (a )  [F '<0 =/<»>!•
а

Интегрирование подстановкой:

с р4. ) f ( x ) d x ^ f ( g {t))g ’ (t)dt
а а

le=g(oc), 6 = g (p ), g(t), g'(t) непрерывны, g*(t)^zO и a < x’=*g(l)< b при a < /< P l-

Интегрирование по частям:

? b
S- J I W  g' (x) dx=f (jc) g(x) | * - J  g (x) /' (дс) dx.

a a

Теоремы о среднем: 
ь b
\ f  (*)g (x) dx = / (5) J  g (x) dx [f непрерывна на [a, fr], & (x) >0, a<&<6].
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Г 17- f(a)^g(x)dx [ f>  о. монотонна н не возрастает;
а а

Ь
8. е= f  (6 ) ^ g  (х ) dx 1/>0, монотонна к не убывает; а < £ ^ б ] .

ь I  ь
9- \ l ( x )g (x )d x  =  [  (а) $ g  (х) d x + f (b ) ^ g  (х) dx [f монотонна;

а а £

I  Ь
10. =  A ^g (x )dx+ B\g (x )dx

а I
[ A ^ f i a -f 0). B ^ f ( b  — 0), если f монотонно убывает: A^f(a-\-  0), B ^ f ( b  — 0), если f

монотонно возрастает; а ^  ^  ь\.

Дифференцирование интеграла по параметру: 
ь ь

“ • dP \ /(х- p )dx= f (b’ рС ~ /(а- p)t + \ дР ,(х ' p)dx-
а а
Ь Ь

12. *ь jj f(x)dx = f(b). 13. ~  J* f(x)dx = - f (a ) .
а а

Некоторые формулы замены переменной:
ь h d

b — a С . (  .b  — a \ b — a C t (ad — bc + (b — a )x \ .14. \ f {x )d x = - r \i f [a  +  - 7 r x y x = 1 - c \ f [ ----- d_ V -  ) * •
a 0 с

b b
15. \ f(x )d x = \ f(a  +  b-x)dx.

a a

16. f  f (x) dx = (b — a) f  / ( i ± £ )
a 0

a a
17. $ f(x )d x= \[< (x )+ f(-x )]dx  =  0 у ( _ „  = -/(*)!. 

—a 0

i s .  = 2 \ f (x )d x  [/(-•») - / M l-
0

a a a
19. i| f (x )d x = j I (a — x) dx= g J  lf (* ) +  f (a _  *)1 dx-

20. {/ (r ) t fx  = 5 [/ (* )+ / (2a - x ) ] J x  = 0 [ f (2a-x)=-MOl  
о 0
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a
21. =2^f(x)dx [/<2a -*)«/(*)].

0

f  / (хг) dx _  (' J  1 - y *  \ dy
n - J  к  ( I - ^ ( l -*•**) I  V1 - k*y*j 

0 u
6 ______ ____

23. J  / (*> )  x Ot I  b - x )d x =i
a

C S _  , 4 (Л -а )у»  21 6 = ^ у l ' p ^ ( ! _ y * ) ] 8 ( f t - e ) y ( l - y t )  j
“ j  T +  ( 1 + ^  ' 1+У* • 1+i/3 J (!+»*)» y’

л/2 _____

24. = (6—a) jj /[a+ (6—a) sin-ф, J b - a  sin <p, Vb — a cos (p] sin 2<p tftp.
о

25 - ffr- fl) f  /Г®+*1! l / " l / ^ e l  *У
( a )y i i + y '  V  1+У  ’ V  I + y J o T ^ -

“ • / / и *® = э т = э *- * - «  [ / ($ * .
a 0

» .  j / ( ,  Й | ) ^

V

23. Г I  f— —  , c!g ф) - (ftpJ  уСОЭф* ЬЧ / С08*ф Yu
[0 < с <  a < b. cos м =  c/a, cos у =  r/6 .̂

»• f / ( * ,V r Z ^ d * = 2c f / ( r ^ '  4 ^ ! _ d y
•’ J  U +г/2 i + ^  У 0  + ** )•
“  a

I — f < a < f c < c ;  a  =  a~*(c  — >^c«— fl*)l P =  6-* (c — V'c* — ф!) ] .
о

30. = c^ f(csтф , ссоэф)совф<*ф
и

[— c < a < J> < r ;  sin a =  a/с; sin r  =  fr/cj.

* ’■ f ^ r S ‘ ^ = 2 a f  (/,<re)0

(/(x, f)=ReF(z), г —r (cos.r + fsln jc), F (г) аналнтнчна при |* I< rl.оо
32. I* *8(х> г) л

J  лс*4-а2 2 I (Ге л) — Z7 (0)1 [?(*, г) ~  Im F (а); см. 2.1.2.31].



J  Щ ^ - d x ^ ^ lF  ( r ) - F  (0)J [CM . 2 .1 . 2 . 3 1 ] .

)
оо

S [F (r)- f(^ 1 icu- а-'-«ч.
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00oo

33.
о
oo

34.
О

00  ̂ я/2

36- j  С / (х ){с ^ х]Л с  !/<* + л) = + /<*), /(— дг) = / (*)|. 

37 ? U & b i M d x - I I  (0) - /  (+  oo)] In -1
8 P 
Гp, g>0; fix ) непрерывна на [0, oo), / (- fo c )=  lim /(дг) — конечная величина].
1 jr-*-foo

38. = / (0) In — 
P

£p, g> 0; f(x )  непрерывна на [0. oo), н существует f  xr*f {x) dx,

я/2

39. $ I/W — /(2*)Jctg jrdx~/(0 )ln2 [/ (л - *) = -/<*)!• 
о
oo 00

40. f  I  (x) r-  (<u*+ 2bx + '> dx =  - L  e'b‘ -•ac)/e С / _ - i \ e- ^  dy 
J  У  a J  \|/ a a )

b/Ya
[a>Oj.

41. f  f(x )e - a lax,+ 2bK + c'dx =  4 = /«P-acV a  f  f ( j  L \
_*L  W a  a )

l a  =  1 нлн {; a >  0].

« .  f  i; . . • » *  
0 2 /fl*
oo oo

^ l/2/^ax-f b̂ jdx  = a T (2±X)/2  ̂ у 1/2 (x/ +  V^aS) (1 — ,>/2/(|/ + 2

[e, 6> 0J.
oo — 5/2 ° °

44. i  x±3/2/^ax+-^-jdx = |^ _ 1/2|  j  y” l/a( ^ + 3 l^ y + a 6 ) e/ (y+ 2F'a5 )4 f

OO

43.
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2.1.21

_  оосо

со

46.

*  f т /( т +^ )|пж<,х=,по1 Т /Й  + ̂ )Лс 1а>01-
у 0

j  т ' ( х+  i ) arc‘e ^ “ T  J  т ' ( * + т ) л  

4?. ? т / ( ?  +  5 ) ,пдсЛс“ 7 £ | т / ( ?  +  ^ ) Л  Iв•,,;*0,•
о •

48.
О

49. | ^ / ( [ « - 4 Г ) Л “
О

-  ^  J / ( v M ( i -»— »-»)■  ( | - ^ г ) +

\а. 6 > 0 ; а х - ± - Т У  при 1 _ *  < /4 /в  }  1 . L * 1/б/в<*<оо| |
оо оо

50- £ / ( [а* ~ т ] 2) ^ = ^" ^ [в. »> °].

ОО

51. \ *±2/ ( [ах—4 ] 2) dJt=={&-‘} \ (yi + ab)6f ( ^ ) d9
о 5

а. 6 > 0; в = {ц
00

52■j^-4 r)*-wjKsr+n'«*
[а. Ь>  0]

оо m

Б3- J  / ( « - 4 ) ^ = [ 7 ]  J ’ f ( x)dx 1в6>01
—  оо

оо да
и - \ / (а sh х + Ь ch ж) sh х dx = 2а $ /' (sgn 6 } V - a ! ch х) sh"- х dx.

~ Jj О
оо

"  J п Ь /(в' + б П Т * ) * с .



Ь Ь-f- 2лл
56. J / (sin х, cosx) dx = jj / (sin x, cosx)dx. 

a a -f 2л /1
* + (2/1 + 1) л

57. *=  ̂ / (— sin x, — cos x) dx.
o + (2/i+ l) л 
& +  (n -f 1/2) .1

58. =  J  / ((— l^ C O S X , (— l)*sinx)dx I*— 01 ± 1, ±2, ...].
fl + (/i + 1/2) л 

(2/1 4- 1) л я/2
59. \ I  (sin x, cosx)dx = J  / (sin x, —cos x) dx.

(2/i +  1/2 )я  0
(2/1 +  3/2) л Я/2

60. /(sinx, cosx)dx = jj / (— sinx, — cosx)dx.
(2/i +  1) я  0

(2/i +  2) л  я/2
61.  ̂ /(sinx, cosx)d* = J  / (— sinx, cosx)dx.

(2/i+  ̂ 2 ) я  0
ПЯ л/2

62. J х/(sin x)dx = лл2 J  /(sinx)dx [/(-*) = /(*)].
о 0

я/2
63. = ЛЛ (— I )'1' 1 J  /(sinx)dx [/(_*)«_/<*)).

0
я/2 я/2

64.  ̂ /(sinx, cosx)dx = J  /(cosx, sinx)dx.
о 0

1

65. =  J / (x ,  V T = T * )^
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dx
V.............................................................1 - X *  

66. ■’ .............................-= f  |Л  — x)- ,
J  W x ( l - X )

я/2 я/2
67. / (sin 2x) cos x dx = jj / (cos2 x) cos x 4x.

о 0
я/2 я

68.
0

 ̂ / (sin2 x, cos2 x) dx = 2" ^  ! (sin* x• cos2 ***'

69, “ t  S
—  00

тг/2 oo
(• ,  1 f  ./ И  1 \ ___.  ̂ I  (sin* x, cos* x) cosa~* дс cos ax dx =» -j- J  I [ j + y t '  T + y i)  ( I — iy)a "
о

70



71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

2.1-2
я 2
С [/ (е/дг cos х) + / (<? ,Jf COS х)] dx =■
о л

1
°  2 0 - л

аналнтична при 1*1 <  l j
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я »
^ (/ (eix cos х) + / (<-'* cos х) J dx = ~   ̂ f (е>* cos х) dx = я/ ^

Г  f ( * х  cos x) +  f(e~lx cosx) I  I* / (e** cos x)-H(e cosx) .. ^
1 a2cos*x+6‘: sin2* • 2 .1 a2 cos* x + 62 sin2 x 
I  0

I P f (eix cos x) dx _  л . f b \
I 3 a2 cos2 x + 6* sin* x ~  ab \a+b)

л
1
2 

— я
[a, 6 >  0; f  ((2 -f 1)/2) аналитична при J г j ^  1 J.

1 — 2£ cos x -f-b1 * 1 — ^  9
[. 6 J <  1; / (г ) анэлнтична в | г  — a ; <  1].

[ :Ь |< 1 ;  /(* ) аналитична в |z — a | <  I].

J  i fft̂ S ^ ! x a+ b ‘ ',r) (l ”  ■bcosx) dx= 51 и ia + b)+ f (°>i
0

[: 6 i <  1; f ( i )  ан

(' /(a +  e**)—/(a + e” **) . , n l tg/ .. . . . .
J  - - Г - 2 & Со з х  +  6» s m x e fa — fc- !/ ( «  +  » - / W 1
0

[i 6 ! <  1; / (2) аналитична в |г  — a < I J .
л я/2
J  / (sin x, cos x) dx = \ [/ (sin x, cos x) -{-/ (sin x, — cos x)J dx.
0 0 
Я  Л/2
jj / (sin x) dx = 2 J  / (sin x) dx.
о и
л Л

\ Vn) (cos x) sin2" x dx = (2n — 1)!I f / (cos x) cos nx dx.
о о
*  л

j  / ( * • * ) *

С f l ^ j d x  10 <1 ft I < 4
6

■feff «/ 2
3 /(sinx, cos x)dx= ? l/(sinx, cosx)+/(— sin x, cos x)] dx.

— л/2 J

Я/2 л/2



л/2 я/2
81. jj / (cos х) dx =  2 jj / (cos дг) dx.

— л/2 О
2л я

82. / (sin х, cos дг) dx =  ̂ [/ (sin дг, cos х)+/ (— sin дг, cos дг)) dx.
о о

я/2
83. =  ̂ I/ (sin х, cos х) -f- / (sin х, — cos х) +

о
+ / (— sin х, cos x)+/ (— sin дг,

2л 2л
84. / (a sin х + 6 cos х) dx =  J  / (К а * + 6* sin x) dx.

о о
я

85. е= 2  ̂/ (Ка* + 6* cos х) dx.
о

оо я/2
86. V J ^ d x =  * £< *!*> * у ,

О 6
л/2
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88. Г  cos х dx= e 2£i«!L£) cos* * dx „3 X  jJ sin X

оо Я/2

89.
b
j f j™ ± x )tgxdx= j  /(sinjt)rfjt

оо Я/2
90 i‘ /(sinx) sh22 С /(sinx)

J  Х*+г* 2г J  ch* г —cos*x

I* f (cos x) ^___sh г {• / (cos x) cos x dx
B1* 3 х*+г* йХ~  г J  ch* z — cos* x 17

_  F  xf (sin x) cos* x ( 1 ) T I (sin x) sin xcos*^x ̂
92- J  ---&+ 7*  Ich i/ j) sh* г +  sin* x

[/ (_ * )---

fr ft
93. \ f (x) fg(x)l>- 1n«* (x )d x = (* ^  J  / (x) [g (x)]* dx.

, — cosx))*.

— x) --/<*)]• 

|/(-x)-/(*)]•

(—  X )— —  M *)l-

I/(-*)=*/К)].

I/ <—  X ) =  / (• » ) ]•

<— дс) = —/(Л)]-

/<0; a-{J}].

12.1.2.



ь ь.
94. (  f(x)\n"g(х) dx = \ f (x) [g (x)]>- dx

a "  “
h h

95. \ /(*) j  X>j(x)dxx. t.
i  a
1 !r296 С f (jc) In (tin ях)Лхя* (1 +  a) ) f (x) In (sin лх) dx [f ( I -x)=af (jc)].

* 0 0

2.2. СТЕПЕННАЯ И АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ
2.2.1. В в е д е н и е ,
Интегралы от степенной и алгебраических функции представляют собой 

широкий класс интегралов, к которым с помощью замен переменных сво
дятся многие интегралы, содержащие различные элементарные и специальные 
функции.

2.2.2. И н т е г р а л ы  о б щ е г о  вида.
В этом пункте помещены формулы, которые позволяют находить инте

гралы, содержащие степенную и алгебраические функции. Некоторые частные 
случаи этих интегралов, соответствующие конкретным значениям входящих 
в них параметров, приведены в последующих пунктах. Интегралы общего 
вида представляются с помощью функций V p 9 V^ /= 1, 2, 3, ..., помещен
ных в приложении II I.  Конкретные значения параметров, входящих в эти 
функции, приводятся в фигурных скобках после каждого интеграла. Значения 
интегралов этого пункта при jy|=*l получаются предельным переходом при 
\У -*■ I. Кроме того, r — p/q% где р и q — взаимно простые натуральные числа, 
если не указаны другие условия.

m in (l, у)

1. j  жОЭ-»(у—x)V-1<bc= {^ S > u < U '

1Е!-= r [ P-Y. '/ +  «  1 Е - _ ±  г V. (« + * )/ ' 1 
LP—/. Т + '/  +  « Г  /• 1р +  (а+А)/л

s =  r j+ a  +  Y— 1, u = y —h — 1, a1 =  /-/ + a, 6i= l  — Р+/,
y + r j+ a ,  a3 =  1 — Y +Л, b3 = (>x + h)/r, с, =  р +  (а+Л)/г, z = i/P} 

[R e a > 0  и Re у >  0 (при 0 < y  <  1), или Re p > 0  (при y >  1), или Re О  4- V) >  I
(при v=* 1)].

2- f
max ( I,  у) U

{£^=-Lr |P> v. 1 — Р+ г-‘ (1+Л —а —Y)'
r L l + f  1(1+Л — a  — y), f —h J ’

£- _ r [ P>  V. 1—Y - a  +  ̂ O — P +  /)l
, . 1 I p -/,  i —<*+/• ( i — p +/> J ’

■ u =  V + a - l - M l - P + / ) .  a , - l - Y + * .  &2= 1 - Р  + /-1 ( 1 - Т - а  + Л).
^ - . l+ r - i ( l _ Y _ a+ A ) gt — i — v _ a  +  /,( l — P+/)* *4 = 1 -P+ / .

c1= l _ a  + r ( l - P + / ) > г — уР] 
[R e (a - J- v 4-rp) <1 - fr  и R e ft> 0  (при 0 < y <  I), или Re v > 0  (при I) .

или R e (P  +  v ) > l  (при I »  I) ].
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1
3. 5 X»-» <1 — (JC —y)V id x = V t +  V i  

У
ipv Г 1 Р. т. I —T - e - ' / l  J L r  [P- Y. ^ ( v + a - l - A )  1
1 LP —/. l - a -г/ ] ’ C* r | p _ r - i ( l - Y - o  +  ft), v - A J ’ 

s - r j  +  a  + y — 1, t = h, a ^ a  +  rj, =  1 — PH-/. c ^ y + a  + rj, 
a » = l- y  +  h, Ьг= \ - Р + г ^ (1 - у - а + к ) ,  Ci= I + r l ( \ - y - a + h ) ,  г = //Я}

I 0 < i f < l ;  R e p . R e 7 > OJ.

У
4. l (xT- 1)3 > ( y - j t ) v +  V;-

I
i p - _  i_ p f P- Y» I — P — (a + h)/r 1 r fP, y. a - r ( l - p  +  /) 1

r | |-< a  + A)/r, y - A  J ’ * IP - / .  Y + e - M J - P + Л Г
u — y — h — I, t> = v + a  — /-(1— p+ /) — 1. flj— 1 —Y +  A, b9 = (a + h)/r,

Cj = P + (a + A)/r, o4= I —a —Y + r ( l — P +  /), *4 = 1 -  P + /.
C4 = 1 — a  +  A (1 — P +  /), r = y "} [*>1; Rep. Rcr>0J.
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I

I v >H
5. $ * * - » ( !- ,* )* , (jj +  x)P-><lx={^+ V *

0  ̂ 1

/F^ = r I P ri + a ' \ - р - а - г П  2. rp, r-»(a + p - A - l ) ,  1 - p  + Al
1 ‘ L l- p .  Р - /  J ’ ‘ Г 1 L l —P. РЧ-r M «  + P —A— J) J*

F - _  1 Г  Г Р ’ (®  +  Л) //'- ' - Р  +  Л | c i11 —P. P +  (a +  A)/r I- ^ ,  +  a  + p - l ,
t = h, и = р —A— 1, e, =  /•/' +  a, A,= l — Р +  /, Cj = a +  r/+p,

a,=  l —P +  A, fc2= I — P + /-*( I—p - a  + A), ca=  1 +/■ 1(1 — p — a+ A ),
o3= 1 - Р  +  Л. A, = (a +  A)/r, c, =  p + (a+ A )//,1 г = (— i/)P}

I  a r g y j< n ;  R e a .  R e0 > O J.

i F + * r [ 1” a +/* a  +  f/* 1—p —a — r/1
11  L l - a .  1-p  J»

I l f  l< 11
I У > \ ]

£,-=Г
']■

']•
(a + p —h — l)/r, l — o + r - ^ l — a - p  + A), 1— p + A 
l — o, 1—p
(a + A)//-, 1— o — (a +  A)/r, 1— p + A 
l - o ,  1—p
1—o+/, a —r ( l — a+/), 1- p  —a  + / ( l —o+/) 
l —o, 1—p

s— r/ + o + p — 1, t =  h, и = р— 1—A, t» = p + a — 1— r ( l  — o+ j).
Oi — ri + ®. 6i — I — а+/, C! = p +  a  + r/, e ,=  l — p + A, 

ft1= l — o + /-»( l+A—a  — p), ct = \ + r  1 (I +  A — a — p), a ,=  1 —p + A, 
fc»=*(a +  A)/r, fj = o+ (a+A)/r, a4 =  1 — p — a  + r (1 — o+/), *4= 1 —o+ /,

c4= l - a + r ( l - o + / ) ,  * = (—l)/»+'i/^} 
[1 &*1lv\ <  л ; Re i  >  0; Re (a - f  o r- f  p ) <  1 + ']•

']•
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6

[ Е i  =  я ctg[ (а + г Л я ]Г  [ р * J , E i --- -J- В ((J, ,

10< *<  1]. 
[у>\\

г  \  г  )  9

S = r j+ а — 1, / =  Л, н = — Л— 1, а1==1— р + /, а ,=  1 - 0  + (1 + Л-а)/г,
^i = 1 +(1 -М  —а)/г, а3 =  (а+Л)//\ />3 =  р +  (а + Л)/г, г =

(R e a > 0  и Re 0> О  (при у ф  1), или R e f i>  1 (при у =  I)).

£ , = 1  В (р ,  “ + М

[О <(/<11. 
1J

л с»« К '/+ а) я )  Г р  '  ,

> О  / а — 1—л , _ , 1+Л — о\ 1 „ / «  + Л , _ а+Л\
* 7" (--- — • ‘ - р + --- — )• * =  Т  \~~r~ * ‘ - р ----7 " )•

1—ур

£ , = n c t g [ ( a —  /• +  г р ) я ] г | 1

s = а  +  г/ — 1, / =  Л, ы = — Л — 1, t» = a  — 1 —/■ (1 — р),
I л . j I л . 1—а  +  Л , f , 1—а + Л а  + Ло,= 1-р  +  /. а ,=  1-рн---- у 1—  , 6,= 14---- --  , а, =  — ,

** =  Р + ^ у ^ ,  04= 1— р +  /, г =  (— 1 )чуР) 
[l/Х У . Re а  >  0; Rc (a  +  r p )<  I +  г).

со
9. I х * 1  dx =

J  (1 — хО 0/ —дг)

а — * р — 1 1

2  c tg [ ( ' / + « ) Л ] yr f +a- i  +  -1 У  с|« ( -
/ = 0 Л = Q ' j

tO < K<  IJ.
Я — I
2  ctg l(r +  rj — а) л) уР+а-/-а+у>*1 4 - 
/= о

+*'2 *С4 *-)Н
Л = 0 J

I

‘О- 1 (|Лу+ , ^ ) а ^ = /
О I  V*

№ь *= — 2°Ч*«^2/Г0р [Р» /> + «. 1—а — 2а —2уУ|
LP —/• 1— о — а — /У J*

УР _ 1

[у > 1 ]. [О <  R e a <  I +  г ].



£ J = _____g _ B fp, о +  2 а ^  г р - а / 2 . 1/2-Л-.
2 г У я  \ 2г )  [ l- a / 2 - Л

_______ ^ в ( Р . а +  2 « - 2 Л - П г |(1-а)/2 + Л, -  1/2-/П
’ 2л У я  \ 2r )  [ ( ! —а)/2 —Л

e r — f  г> - в (ц . « ± * ) г [  “ - « J ,  s- » / 2 + « + ,/ .

t — h, tt =  1/2 +  Л, и = o/2 —Л, а ^ / г  +  а, *1==а +  /г + а,
C j= l — Р +  /, d, = 1 -f-a/2 +  /r-|-a, *i =  (l +  о)/2-|-/У-(-а,

Oj = А —а/2, б ^ а/2  + А, ct =  1 — р -f (2Л — 2а — o)/(2r), rf,= l/2 + A, 
^ Ц ^ г Л - г а - а )/ ^ / - ) .  а, = (1-о)/2 + Л, 6, = (1+о)/2 + Л, 

с,=  1 - Р  +  (2Л-2а-о+1)/(2/-), <*, = 3/2 +  Л, <>,= 1 +  (2 Л - 2 а - а  +  1)/(2л), 
at = h — а/2, &4 = (1 —о)/2 + Л, с« = (а + Л)/г, rf4= l  — о+Л,

^  = Р + (* + Л)/Г, г =  (— у)Р} [ а гг^Кя; Rea. Rep>OJ.

О
! £ * _ _ 2  W *;>ог[Р’ 2a + 2/>1 - o / 2 - a - / r |
1 ‘ IP - / .  l - o /2 +  a  + ,V J*

£+■ = __— 2°"*Ав (р  q + 2«  — 2Л\ г |2A—a 1
* /• \P’ 2/- )  [ l - o + Л Г

a „  (a a + A \ n M/2—A, A—o/21
S T i  I  L l - W S - H  I '

C ; _______ * ± » + ' \ Г | - | д ~*- « - 0V» + » 1
2 r V n  \ 2 r )  [ (1 —o)/2—Л I ’

s = a/2 +  a+/>, t = h, и — а/2—h, ut =  (a — 1)/2 —A, al =  jr  +  a, 
bi=  l/2 +/r-f-a, f i = l — Р+/, d4 =  1 -fo/2 +  jr +  a, <?!= 1 —a/2 +  /> + a, 

a,=A-a/2, *, =  (1-о)/2+Л, c,=  1 - Р  +  (2Л-2a-o)/(2r), d,=  l - a + A .  
p,= 1 + ( 2A — 2a — о)/(2л), at = h — a/2, 64 = a/2 +A, 

c4 =  (a+A)/r, d,=  l/2+A. ?i =  P +  (a + /i)/r, a» =  (l +o)/2+A,
6» = (1-о)/2 + Л, c,= (2a +  2A+l)/(2/-), ds = 3/2+A, 

е.= р + (2а + 2Л+1)/(2л), г = (- у )Р }  [ i arg у | < я; Rc a, Rc 3 > 0].

12. f ^ i i + ^ Q r i + V f + f r t o ^  Vy i % Vv \ + V*  i w t n

^£  ̂= - 2 °+*«+V 'o г Г , - p 'И ,  i r + a ' — 2/r — 2a—a l 
L l— P. 1— o — a —jr J*

о „ / a  +  2 a - 2 /» . .  а +  2а-2Л\ „  | A-a/2, 1/2 —Л1
£ , - " i 7 F S B l  “ * , _ P ----- 2/ i l l — о 12 — h I ’
£j ------a n /a= ll± 2 a-2 A j , _ р_ Я - Ч - 2 а - 2 » \  y

2л К я  V 2r 2г )

*]•
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na+ta-vч -p+J)дГ f 1 Р~Ь~!’ «  + M P - / - D .  2 М 1 - Р + / )- 2 « - о 1
E l -  — 2 L1 —Р. 1— о - а  +  г (1 + /- р ) J ’
s=o/2 + а +  //\ t =  h, /,= 1/2 + Л, и = а/2 — h, к =  о/2 +  а  — /■ (1 — р + /'), 

в1 = а+ /г, f t ^ a  +  a-fyV, = 1 —Р-Ь/. <*i= 1+о/2 + а + /г,
,  = (1+ о )/2 +  а  +  //-> а2 = Л-о/2. b2=a/2 + h, с,=  1-р+(2Л-о-2а)/(2/-), 
‘ <*.= 1/2 + Л, е,= 1+(2Л-о-2а)/(2г). а, = (1-о)/2 + Л, fr, = (l +  о)/2 +  Л, 

1_ р  +  (2 Л -о -2 а  +  1)/(2/-), е*, =  3/2 + Л. е3= 1 + (2 Л - о - 2 а +  1)/(2г). 
в4=Л —о/2, 64 = (1— о)/2 +  Л, с4 = (а +  Л)/г, rf4= l  — о+Л,

,4 =  р +  (а+Л)//\ о« =  /-(1-р +  / )- а - о / 2 ,  fc,= г (1 - р  +  / ) - а  +  (1-о)/2, 
св= 1 — Р +  /. d « = l- a  +  /-(l— р +  /). с ,=  1 - о - а  +  г (1 — р+ /),

* =  (— 1 )Ч¥р ур) [!» ге ^ |< я ; Rcа >0; Rc (а + рг -f а/3) </■].

. .  Г  ^ A V - y + V V + t ) ° .  ( V t + V i + V t  ю < » < и
,3 J ^  ---- Т= Г '----^ - { V i  +  V ;  •

^ - ( - l K ^ * ^ :;>а/1 Г [ “  + £ _  ~  2“  ~  2;>] ,

P i  o j^ n  4 /2Л —2а —о \ Г |Л —о/2, 1/2 —Л]
*~~2г~^ \--- 2?---- / 11 —о/2 —Л J*

г+ o V " M a/ 2 A - 2 a - a + l \ [(1-о)/2+Л, — 1/2—ЛП
2r Ctg\ 2 г )  1(1— о)/2 — /* J '

£ f =  (— 1)//I ая2° !2а ^ ,1̂ г [ ~ с ~ 2“  + 2г(1+/) ’ а - г ( , + / )17 ' [ l - o - a  +  r ( l  +  ;) J ’
c= o/2+ a+ /r, t — h, ti — 1/2 + Л, и = о/2 — Л, f  =  о/2 +  а — /• (1 +  /),

ei= a + / r ,  6, = о +  а + />, ^ = 1 + / , rfi = 1 +  о/2 + а  +  /7,
*i = ( I +о)/2 +  а  +  />, о, = А —о/2, *2 = о/2 + Л, с, = 1 +  (2Л — 2а — о)/(2г),

d2 = 1/2+Л, <>, = <», а3 = (1-о)/2 + Л, 6Э = (1 +  о)/2 + Л,
Сэ=1 + (2Л-2а-о+1)/(2г), d, = 3/2 +  /i, е, = с „ а4 = А-о/2, &4 = (1-о)/2 + Л,

с4 =  (а + Л)//-, d4= l — о + Л, <’4 = с4, о, = л (1 +  /) —а —о/2,
*•-/•(! +  /) —а + (1—о)/2, с«=1+/, rf,= 1- а  + г(1 + /),

<\,= 1— о — а  +  г(1+/), т  = 2р или 2р+ 1, г = (— ^)р}
[у. Rc а > 0; Rc (* -f а/2) < г].

14. Г <У~у + У 7+~*)° d x (  v i + v j + v t .  п * к ч .
0J  ( i + V i + x ) v  W r  +  V^ +  V?.

{ £ + » _ 2o+*o-Vor[“ ’ — ° - 2al  £ ;  =  Yr  l®  +  a/2’ V — 2 a 1 2*o+o-v 
L I—a —a J* • r L1 + Y — a ~  °/2 J

«т+гг““].
E~ = 2<J+2a-Y i уоГ 0/2. 1 +  Y—°  2a 1

1° *   ̂ L 3 /2 - a - a  + v/2 J ’
^ « а  + о/г, sa = 0, Sj= 1/2, s5 = a  + (a —y)/2. % = a + (a —y — l)/2.
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s- = a/2, а, = а, *, = а + а, с, =  у/2. <*i =  ( 1+y)/2, <4 = 1+ а /2 + а,
Л = ( 1+ а )/2 +  а, г, = 1+у. а» = — а/2, 6, = а/2, с, = (у —а)/2 —а, 

rf2 = ( l+ V  — о)/2 — а, <?4= 1/2 , /» =  I Y — « — а/2, g2= l — а  — о/2 , я3 =  (1 — а)/2, 
&3 = (1+о)/2, c3 = (l-f-Y — о)/2 — а, <*з= 1 +  (Y ~ о)/2 — а, <>3 = 3/2,

/3 = (3-а)/2 — а  +  Y. g3 =  (3 —а)/2 —a, as = (Y — о)/2 — a, *s =  (l + Y ~ o )/ 2 -a ,  
<s=Y/2. <1ъ = — у12, <’5= 1— a  +  v/2, /5 =  1 — a — a+ Y/2, f t=  1/2, 

ee = ( l + Y  — o)/2— a, * ,=  1— a  +  (y — o)/2, r* = (1 -fv)/2, </* = (1— y)/2,
<’« = (3 + y)/2 — a, /» =  (3+y)/2 —o —a, £« = 3/2, a, = — a/2, 67 =  (1 — a)/2, 

c7 = a, dj = a —Y, <’7= 1— 0 . /,= l + a  —y/2, g, = (l —v)/2 +  a, z = j/}
[ ! * r g y | < n ;  Re a > 0; Re (te - f  о — v) < ;0J.

is. f  д- i
•’ ( K * + y t + x ) v l  И  ̂+  Kj- [ 1* 3*1]

{ £: — ' • - ’ •’ ■ " ' • ' ( Г в - м ' '  a + ‘ “2] .  

£ , - 2 - . Tr [ f ++ -

£¥ = 9l гоГ I* (Y a +1 )/2 a i
* l(l+ Y + o )/2  +  a  J»

£- =  _  2®4*0 2>аГ [ «  — Y/2. v ~ a - 2 a ]
L l — a — a + v/2 J*

£-_o<i -2a vr  1^*’ a l
* V Ll+Y/2 + а Г

s, = a + a/2, s» = a  + (<J +  l)/2, s, =  0, s4= I/ 2, % = (— y-f a)/2 +  a, s* = a/2, 
a, = a, *, =  a + a, ct = — y/2, dl =  y/2, f ,=  l+ a /2 +  a, /, = (1 +  a)/2 -|-a,

£i =  1/2, <ij =  a-f  1/2, 61 = a + a +  1/2, c ,= (1- y )/2. rf, =  (l +  y)/2. 
p, = (3 + a)/2 +  a, /, =  1 -f a/2 + a, gt =  3/2, a3 - —a/2, 63 = a/2, c,= (y—o)/2—a, 
<*3 = — (y +  a)/2 — a, e*= 1/2, /,= 1—a — a/2, g3 = (1 —a)/2 —a, a4 = ( I — a)/2, 

6« = (l+a)/2, c4 = (I + y  — a)/2 — a, d« = (l — y — a)/2 — a. e4 = 3/2, 
f« = (3 — a)/2 — a, g«=l — а/2-а, а5 = (у — a)/2 — a, i>s = (l +  Y~o)/2 — a, 

fs = Y/2. </» = (l+V)/2. <4=1 +  y/2 — a, /» =  1 — a — a  +  y/2, &=1+Y- 
a« = — a/2, *, = (1—a)/2, r« = a, d, = a  +  l/2, <’« = 1— a, /,= l+ a  — y/2.

< ? e = l + e  +  Y /2 , Z =  —  y) t l » r g y | < n :  R e a > 0; Rc (2а  +  а — v) >  ° 1-

i.r- - r---- tJt ... __ __
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.6. с ^ (1-^ и (я + !д у Ф,  n+vt+vt
J  f  y + x iK f

|£<-_2< »»»«Я , Р >’ a  +  ir ' l - o - 2a - 2jr 
‘ * IP —/. I — а —а —/У

E i= ——  в р ,  Д + 2«-2Л -1\ г 
г V я  \ 2л У

д у ,  » в (р ,
’ г У  я  V 2г }

( 1_а)/2 + Л, 1/2—ЛИ 
(1 — а)/2 — Л I
l- a / 2 +Л, — 1/2-Л 
— а/2-Л

£ Г - ^ в ( ц .  Ь р /  [ J _ J  + " | ,  > - ( о - 1)/2 + « + / '.  <-*•
/i =  /r+l/2, и —(а — 1)/2 —Л, ai =  a+ /r, &i = a + a+//\ с£== I — Р+/*



^«=(1+ о )/2 +  ое + /л el — a/2 + a  +  jr, а4= (1 - o)/2 +  ft, А, = (1 + о)/2 + Л. 
f |= l - p  +  ( l - ° - 2 a  +  2A)/(2/-), 1/2+/». <>,= I +  (1 -  о -  2а + 2Л)/<2/-), 

0,=  1- о /2 +  Л, 6,=  1+о/2+Л, с,=  1 _р  +  (2 - о - 2 а  + 2Л)/(2г), </, = 3/2 + Л, 
?, =  1 +  (2 — о — 2а +  2Л)/(2г), а4 = (1-о)/2 + Л, 64= |- о / 2  + Л,

с4 = (а + Л)//\ <*4= 1 - о  + Л, f4 =  P + (e +  A)/r, г = ( — у)Р>
[ i * r g | f j< n ;  R e a .  Re0 > O J.
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I 9  <*Ь 
I I *  > J|

,7. d x = { V ' + V '
J  M  + * \ V ; + V ;

.г 4- _ 21-м-»у/- г  Г^’ 2a + 2'V ' (• —о)/2 —а —/г1 
I Р —/. (1-о )/2+ а+ /г J*

* - = : « ( *  ! ± й £ - = ! ) р [ ■ - . + » ] .

_ 1 „ Л ,  а  + Л \ „ |  1/2-Л, (1 — о)/2 +  Л~|
‘ 7 F S  V ’ “ Г - ] Г [ ( 1-а )/ 2 - А  L

В (р. 2а + 2/|+ 1\ г | — 1/2-й, 1-С/2 + /П 
/•Уя \ 2г У L - a / 2 -Л

s= (a— l )/2 +  a+ /r, t — h, и = (о — 1)/2 —Л, u, = o/2 — 1—Л, а, = а  +  //-, 
ft,= l/2 +  a  +  /r, с1= 1— р+/, d, =  (l — o)/2 + a+ /r, e, = (l +  o)/2 +a+/V, 

аа =  ( 1-о )/2 +А, Aj =  1 — о/2+  ft, c , =  1 ~ P  +  (1 -  о -  2a +  2Ji)/(2r), 
di=  I — o+ft, et =  1 +(1 —о —2а + 2Л)/(2/,)1 a4 = ( l -о)/2+Л, A4 =  (l+o)/2 + A, 

c4= (a  +  A)//\ dt =  1/2 + ft, е4 = р +  (а+Л)/л, a5= l —о/2 +  Л, 
b\— 1 +a/2 +ft, c& = (2a + 2ft +  1 )/(2r), d5 = 3/2+ft,

* 5 = P  +  (2a  +  2f t + l ) / ( 2/’), г  =  (— y)p} [ | « г < у ! < л ;  R e a , Ref)>OJ.

le. f  ^ Ч1+ ху - , 0 2 + У Щ £ „ х. 1  v t + v i + v t
0J  V y + x  l v j  +  и ,-

{Е+ = 2"+*а+*АгГ, _ Р  + /- l- o - 2 a - 2 / r ,  a  + /rl 
F  LI —P. 1 — о — a  — /> J ’
£ J=  1 B /o ± 2a - 2f t - l  .,i 2 a - 2 M ] x

»  \ 2r 2r )
1(1 — o)/2 +A, 1/2-ftl
1(1 — o)/2 — ft J ’ 

E + » - _ L  d /o + 2 a —2ft — 2 l o +  2 a - 2 ft- 2  ,,
' K n  V 2 r  ’ 2 r  /

. г Г1 — o/2 + A, -1 /2 - ft l
x  L — o/2 — ft J ’

£ f = 2o+»i-vn-p+;, p Г1 —Р +  /. a —r (1 —p +  /), l - o  + 2 r ( l- p + / )- 2 a l  
[ l - p ,  l - o - a  +  r ( l - p  +  /) J ’

s= (a- l)/2+ a+ //-. <=*. /,= 1/2 + ft, u = (o - l)/2 - ft,
d ~ n  ! ° ~ 1)/2 +  а ~ л ( , - р  + ̂ ’ ai = a  + //'> *i = 0 + a  + /'. с ,— 1 -Р+ /,
1 w + o)/2 +  a + />, «, =  a/2 +  a  +  /V, oi=  (1-o)/2 + ft, fr1 = o +  (l-o )/2  + ft.

I I*  <4. 
l lv  >>1



с*=1 — Р +  (1— О—2<x +  2h)l(2r), dt = l/2+h, ег=  1 +  (1 — о —2а +  2Л)/(2г), 
в3=1 — о/2 +  h, 63= 1 +  о/2 + Л, с3= 1 —р +  (2 — о — 2а + 2h)/(2r), d3 = 3/2 + /,, 
<Ъ=1 +  (2 — о — 2а + 2Л)/(2г), а4 =  (1 — о)/2 +  Л. *4= 1 — о/2 +  Л, c4 =  (a+A)/r[ 

1 —а+Л, в4 = р +  (а + h)/r, а, = (1 — о)/2 — а + г (1 — р+/),
^•= 1 — о/2 —а +  г (1 — р+/), £«= 1- р  + /. <*,= 1- а  +  г ( 1- р  +  /),

е *= 1— о — а  +  /-(1 — р+/), г = (— 1 )9+р ур } 
[ I arg у ! <  л; R ea> 0 ; Rc (2а +2гр 4- о — 1)<г1.
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19 Г rfr_  f И^+ ^  +  Kj-
J  ( 1_ х О К у + х  i K f + K r  j

{£+ = (— 1)//1 2»+*a+W r J^ 1, “ ® ~ ^ â /2r/* “  +

£ 4- К д  /l - o - 2a  +  2/i \ [ ( i - o )/2 +  /., 1/2 —/il
r _ C,H  2,  nj l  L ( 1-o )/ 2 - A  J*

p<- _ К л  /2 - о - 2а  +  2Л \ П - о /2 +  Л. - 1/2 - / .1
/• Ctg\ 27 / j.— o/2 —Л J*

£ - _ /_i \/m /I Г M °  —2<* +  2/(1+/), a  f ( l+ / ) l
L l - o - a  +  r ( l + / )  J ’

s = (o- l)/2  +  a  +  /V, /=Л, /t =  ft + 1/2, « =  (о-1)/2-Л,
o = (o— l )/2 +  a  — г (1+/), a, =  a+ /r, *, =  o +  a+/V, <4 = 1 +/, 

rf, =  ( l + o )/2 +  a  +  r/, =  o/2 +  a  +  rj, e2 =  (l — o)/2 +  /r,
&2 =  (о+1)/2+Л, <*=<>*= 1 + (1 - о - 2 а  + 2Л)/(2г), <£.= 1/2 + Л, 

о3=1-о/2+Л, £»3 =  1 +  0/2 +Л, с3 =  е3= 1 + (2 - о - 2 а  +  2Л)/(2/-), 
dj — 3/2+Л, а4 = (1—о)/2+Л, 64 = 1—о/2+Л, с4 = et — (а +  Л)/л, 

r f « = l- o  + A, ee = (l — о)/2 —а  +  г (1 +/), 6»= 1 — о/2 —а +  г (1 +/),
с«= •+/. dt = l  —a  +  r (I +/), <>.= 1— о — а  +  г(1+/), г = (— у)Р)

11*гг^|< л: 0 < Re а  </■ +  (I — Re а)/2].

(У у  +  У у + 'х Г  f П  +  П  +  V ii Ц , | < 1].
0J  U + V l+ хГТу+ДС 1 И г  +  К ? +  Кг. I | V|> I|

{E f  = 2° +!a vB ( a ,  1 — о — 2a),

£+ = 2':a,a V-iу Г  Га  +  (а Y ~ 2a — o+  11
Y L 1 + Y - «  +  (1 - o)/2 j*

£+ = 2гакг-у-* Г I a +  a/2 — 1. V +  2 — o —2a I t le - 2  yo I [ 2 +  y _ a _ a/2 J ,

£ ? = 2а^ уг [ “ ^ - 2а | ( £- =  2, ( a . Y B j a _ ^  , + Y_ o  — 2a ) ,  

r-  ___2ia+®_ Y~i \>Г Г® (V"b П/2, 2 2a  + Y о I ̂ [ 1 —a —o+(y+1)/2 J 1
Sl = ( o - l )/2 + a, *2 = 0 , Sj= 1/2, s» = ( o - 1)/2, s, = ( o - y - l ) / 2 + a ,

*7 = (o— v)/2 + a  — 1, a, =  a, 6, = o + a , c^ y/2 . d, =  (l+Y)/2. 
el =  (l +  o)/2 +  a, /t =  o/2 + a , g i= l+ v .  a2 =  ( l — o)/2.

20.



*1==( 1+о)/2, г, =  ( 1—а +  у)/2 —a, rf2= l + ( y - o ) / 2 - a ,  ^ = 1/2,
/, = (3 — a)/2 - a  + y, &  = (3 — a)/2 — a, a3= l  — a/2, ft3= I+ a/2 , 

fj== 1+(Y— o)/2 — a, t/3= (3 + y —a)/2 —a, <’, = 3/2. /3 = 2 +  y —a —o/2, 
л = 2  — a  — o/2. o» =  ( l —a)/2, 65= 1  — a/2, cb = a, rf» = a — y, <-,= l —o, 

/==l + a - y / 2, f t =  ( l - y )/2 +  a, a« =  ( l - a  +  y)/2 - a ,  fce = 1 +  (y-o )/2 - a ,  
f»=y/2, =  — y/2 , f» = 1 +y/2 —a, /,= 1—a - a  + y/2, g ,=  l/2, 

e.=  l+ (y - a )/ 2 - a ,  i ,  = (3 + y - o )/ 2 - a , c, =  (l+y)/2, </, = (l-y )/2 ,
*7 =  (3+y)/2 — a —a, /, = (3 +  y)/2 - a ,  £ ,=  3/2, г = у} 

[  i  a r g  У  J <  л ;  R e  a  >  0 ;  R e  ( 2a  - b  a  —  у  —  1)  <  O J .
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2.2-J

п у к а  
( 11/

f  ( ^ + V y + i ) "  , f ^ + ^  +  Kfc +  yfcJ1- J '  ir t+ V W lt e 11"  K;+V.- 
0

{££==2<ига В (a, 1 —a —2a), £►= -  2°>**+« yB ;'<* +  -J-, -  o - 2 a V

£+ _ 2i a » vr f 2a + ° - 1* ( l+ T - o )/ 2 - o ]
10 V la  + (y + a + l )/2 J*

_ 2 2  a-га vor  I 2® +  °  — 2, ( y — o)/2+ l — a l
“  '  l(y  +  a)/2 + a  J*

£ -  — 20  ** уГ [ ̂ a ' ^  — ® IY l l+ y /2 + a J ’
£^ =  2ff+»-jvB(a-y/2, 1 — a — 2a +  y),

* i= (a — l)/2+ a , Sj =  o/2 -f a, % = 0, s4 = 1/2, s5 = (a — l)/2, 
s, = (a— 1— y)/2 + a, a, =  a, fc, =  a + a , c4 = y/2, dt =  — y/2, e1 =  ( l+ o )/2 +  a, 

/х = о/2 + a, g i=  1/2, a2 =  a-f-1/2, 62 = a + a - f l/ 2, e2 =  ( l — y)/2,
^2 = (y + 1)/2, 2̂= 1 +a/2 + a, /а = (о-J- l)/2 +  a, g2 =  3/2, я3 = (1—о)/2,

*, = (l+ o )/2, c, = (l — o +  y)/2 — a, rfs = ( l —o —y)/2 —a, <-3= 1/2,
/* = (3 — o)/2 — a, g3= l — o/2 — a, a4 =  1—a/2, 64= l +  a/2, 

f« = l+ (y  — a)/2 — a, d4 = 1 — (y +  o)/2 — a, f4 = 3/2, /4 = 2 — a/2 — a, 
g4 =  (3 —o)/2 —a, a5 = (l — a)/2, ft,= l — a/2, r5 = a, rf5 = a +  l/2, 
?» = l+ V /2 + a. /s= l —у/2 + a, £s= l —a, a« = ( l - o  + y)/2- a ,

* e =  1 — ( a  — y )/ 2  — a ,  г ,  =  y / 2 ,  < / «  =  ( y + l ) / 2 ,  < > , =  l + y ,  / * = l + y / 2  — a ,  

l ? « = l — O  —  a - J - y / 2 ,  Z  =  y )  ( | a r g ! / | < n ;  R c a > 0 ;  R e  ( i i  - f -  о  —  у  —  1)  < 0 ] .

22. ( * - ,  (V 'y +  V ^ T x T d x  ( V t  +  V j+ V t '  I l f K I ] .
f  0 + K l+ * ) v K ( l+ * ) ( y + * )  t V ;  +  V ;  +  V t0 l\v\> '\

<£,v=>2°+»  YD(a,  1 — a —2a), £ f= 2**+o v 1B ( a + ( a  — 1)/2, 2 + y - 2 a - o ) ,  
£f« = 2 *-v+ot2ao B (a  + о/2- l ,  3-f-y —2a —o), £ r= 2 °+** vB (a , l + y - 2 a ) ,

£ i =  2« “  v * B ( a - ( y + l ) / 2 ,  2 —a —2a +  y),
£fo =  — 2° ,sa*v-*y B (a — y/2 — 1, 3 + y - a - 2 a ) ,

* i= (o - I)/2  +  a . Sj =  0, Sj = 1 /2, ss =  (a — l)/2, Se = a  + (a - y )/ 2 - 1,
*7 = a  +  (о — у — 3)/2, at =  a, &4 =  a + a , c1 =  (l+y)/2, dt =  1 +y/2, 

ei= ( l  +  a)/2 +  a, f i — a/2 + a, ft =  l+ y ,  a2 = ( l —a)/2, ft2 = (l+ o )/2, 
c2=  1 + (y  — a)/2 — a, t/2 =  (3 +  y — o)/2 — a, <’2=l/2, /2 = (3 —o)/2 —a,
« 2  =  (3— o )/ 2 + y — a , a3=  1— 0/2, 6S =  1 +  a/2, cs =  (3 +  y  — a)/2 — a, 

d 3 =  2 + (y  — a)/2 — a , c3 =  3/2, /3 =  2 — o/2 — a, g3 =  2 +  y  — a/2 — a ,
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о5 = (1— о)!2, *»= 1 — 0/2 , r* = a, rf&=а  —у, е4= 1 —о, /» =  (1 —Y)/2 + a, 

gs = a  — y/2. e ,=  l + ( y  — o)/2 —а, 6. = (3 + у— o)/2 — а, <". =  (l+y)/2, 
rf. = (l — Г)/2. <•, = (3 + Y)/2 — o — o, /.= 1/2, f t  =  (3+Y)/2-a, 

a7 = (3 —o+y)/2 —a, *j =  2+ (y  —o)/2 —a, c,=  1+y/2, rf7= l — y/2,

23. ( Г у + Г у +*)"</* _ f ^ + ^ + n . + n ,  I l * i < a
J  ( K i + / l  +  x)Y K ( 1+ * )(* + * )  I  K j  +  K r 1\у\>ц

{ £ |  = 2*‘« П ( а ,  I — о — 2a), E,f =---2 °!*»+‘ yB ( a + 1/2, - o - 2 a ) ,
£f. = 2 * ^ « B ( a  + 2 a - l ,  1 — a  +  (y— o)./2),

«  °о В (2 а  + о - 2 , (3 + y- o )/2 - a ), £т = 2̂  *“ **B(2a, ( l + Y)/2-a), 
£- = 2:a hj-*y-i В  (a -  (y + 1 )/2, 2 +  y -  о -  2a), 

s, = (o— l)/2 + a, s, = o/2-f a, s3 = 0, s4=l/2. s, = (o— 1)/2, 
s, = a  +  (o — y)./2— 1, flj = a, *, =  0  +  0 , C! = (l+y)/2, </4 = ( l —y)/2. 
p, =  (l+o)/2 + a, /, =  o/2+a, g,=  l/2, Oj = a+ l/2 , ft, =  o + a+ I/2 , 
сг=1+у/2, d,=  l — y/2, f2 =  I +o/2 + a, /j =  (o+  l)/2 + a, g2 =  3/2,

° i  = (l — o)/2, 6s = (l+o)/2, <*= l +  (y —o)/2 —a, </,= 1 _ ( y  +  o)/2-a. 
^з= 1/2, /3 = (3 -o )/2 - a , g ,=  l- o / 2 - a .  a4= 1-0/2, 6«=l+o/2, 
c4 = (3 +  у — o)/2 — a, rf4 = (3—y —o)/2 —a, ^  = 3/2, /4 = 2 —o/2 —a, 

g4 = (3 —o)/2 —a, a, = ( l —o)/2, *>s= 1— 0/2, c» = a, </» = a+ l/2 ,
<•»=!—o. /»=  ( I — y)/2 + a, g» =  ( l+ y )/2 +  a, 0,=  1+ (y  —o)/2 —a, 
fr« = (3 + y - o )/ 2 - a , f, =  (l+ y )/2, t/,= l+ y/2. <>. = (3 + y)/2 -  a,

e, =  2 — o-a+ y/2 , /, =  3/2, g, =  2 + y/2 —а, ? = {,} 
(iargjr|< ii; R e a  >0; Re (За + о — v) < Ij.

oo

/« = (3 + y)/2 — a  — o, ge= l+ Y ,  г=у}
[|argjf|<«; Re (За + О — v)< l; Rea>OJ.

n — —

v'r.
с и г к а

C |a r f | f |< J i ;  R e a ,  R e f l> 0 ; | у | < л ;  r > 0  — произвольное].

oo

l'.*rgy.<n: Re a > 0; Re (a -f rp)< r -f 2; iVi<n; r >0 — произвольное].
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оо

„  V  JilD  К« + * '-1 )т1  ии^х г . 
sin у L  I sin ((а -(-lr) л]

/ = о
+  ~ Ctgf—— ^— - л )sin (/у )/ "* ! [О<»<•!•

я у  f sin [(ее — г —/г — I) у|
U"~ sin у —  I sin ((а —г —/г) л|

1=0
+  ctg(2 £ L n j  sin (fy+ у ) lv>  I]:

lO < Rca<r4-2; r>0 — произвольное].

n I" * fl+i 1 + *r)g jx ( vu+vtl [ifkij.
^ V*+2xycosy+x* l  Иг. +  Кг, l u > U

{£+ = —2°+ 2 <ot_2),rn (- a )« .  £,t = 2° f  2 (a ~ 2)/ra/'-1 Г [ -  a +  2Г 1 (/-f1 —a)], 
£ -  = 2 °+ 2(а- 2,/,- 'ал. £^  = - 2 0+ 2<3- 2) ^ - 1, z ~ 2 - 2' ry. h = - a )

[. argy i < я ; R e a >0; Re (2x -for) <2; iу . < Я; г >0 — произвольное].

28 f  0  + К Г и Р У *  dx _ Г y j i  +  ̂ Ь  [ V <11.
И г  V *H - P  (уг -f 2ху cos у -{-х2) \ V7t +  V *  И#1>4

{£+ = -2 °+ 2(а- 2>/''л(1 - о)„, £+ = —2 °+ 2<“ - 2,/V-11 [I-0+2^-V + •-<*)]• 
£“ =-- 2в + 2«в - 2>/г- ,л. £ -  = 2 °+ 2(a- 2>/V 1, z = 2~Vry, Л = 1 - о }

llargj/ <л: Re<x>0; Re(2a {-or) <2 ^-r/2; Jv  <л; г >0 —произвольное].
оо

29. V _ ______________ х° 'dx________________( V'J-. +  V'f, [ v <4.
j* (1+  2хг сов А. +  х2')  (у--j-2jh/cos Y +  *2) I +

[. argi/. <.*t; 0 < R e a < 2 r- f  2; J v !• IX: < л; г > 0 — произвольное].

30 f-«-,  d - ^ 1 t У Г ,+ У й + У & + У Ь
И & Г  (]/*+‘2xycosy + x ^ ax- \  VT, +  V Ti In  >4

{ £ i5 _ ( ~ I),tl 2sln*y ( I - P ) ' 4'"1' £ и =ш— 2r sin»T Г [р +  ( а - / — \)/i\y *'

£ + = ( - l ) ' - ( l - P ) , ,  £ + - -gp-1 j)/ r  >

£- = ___ !____r f  P I . - ,  £ - ______ L r  P l i
“  2/-sin*y LP +  (a +  l)/r\y ' “  2r lP  + (a + /)/r|l

I *'gv\< я ; Rea. Rc0>(fc i v  1 < л; г >0 — произвольное].
оо

81. f v a i L  (1 + х П Г ' . ( У Ь  +  П ,  +  У.,к +  У Ь  С v <11.
3 (У* +  2ху cos у -+- х-)- ад:_\ V^ + V^ +  V^ + Vr, II У > 4

1£и = — —Л _ л  Г1 1 г | 1 —р —(в  —/— 1)/Л -
'  2 sin3 у  ̂ p)iy • Е "  2rsta*y L 1-р  Г  ’

Е * - <1 с 4-_ 1 г [ 1 - р - (а- /- 1 )/л 1t u - y ( l - p ) , .  £f . — ( _ р J ,
, Ю  А. п . Прудников н др.



F- 1 г Г 1 ~ Р - (g + Q / 'L - ,  £ - = _ £ 1 _
11 2/* sin3 у |_ 1— р J  * u 2 sin2 у ’

£- _____ L r f 1 — р —(сс + /)/ ^
2 г * [  1 - р  |} 

[ ) • '* # !< * :  R e a> 0 ; R e (a- f p r )< r + 4 ;  | у !< л ;  /■>0 — произвольное]
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со

32- \  1— х ' (уг - j -  2ху  cos у + х1)* у  (у sm V) 2 ^  +  ^ *  (см. 2.2.2.26]
о

М . -  я  У  ( («  +  ' ' — 1) COS [у  («  +  /!•-2)1
2 sin2 у \ sin [(a  -J-/г) л ] у ~

/= о
+  — r—  lco s (y- ly )c tg ^ a ~ l , ~ l-n jy1-^ №<и<щ

. . .  я  У  f d - a  +  r  +  W) cos [у ( g - r - W - 2 )| .
2 sin2 у  _  \ sin I (a — r — rl) л] y

i» o

+  (/ + 1) COS (у / +  2v) С tg  ̂ л  j  lv  >  11.

lO<Reac<r+4; |у !< л ; r>0 — произвольное].

за e V -  d + / i r ^ ) °  г у,^ ,+ у , \ + п ,+ ^ ,  п . <u.
3 (</* +  2х(/ cos у  +  Xs)* I  V 'r. +  V 'r. +  V'.-. +  V '^  ( i v  >>1

/ n o 2 (a  — 2)/r—l_

2o + 2 ( a - 2) / r - l 0

£ » °  ----Г [ - о + а г * ( / + 1- а ) 1.
£ J0 = 2<’+2<a—4)/,—'л  (— о),/, 

£+ = — 2°+  2 <a “ 4)/г —|ол"1г [— о + 2/--1 (/ +1 -  o )l,
F -  n o  oQ-f 2 (a — 2) /r — 2,.->  p — 2 < J + 2 ( « - 2 ) / / - - l  -2
14 ып4 у ’ “  rsinJ y

£ -  = _ 2 а+ 2‘а- ',)/г- 2ло. £ -  =  2',+2«х- 4>/л- ,ог-11 г= 2 ~ г,гу, Л = - а }
[|argry|<n; Reot>0; Re(2a + o r)< 4 ; |у |< я ; /’> 0— произвольное].

1 > .  [ н П В У ------Л _
J  К  l+ x r (t/2 +  2jcycosY +  x2)2

| v fc + v f» + v fc + y fc  I l f ^ 4 ;  
=  I Vr. +  Kr. +  V'.-. +  y,-, U v > 4

£+=_______1— 2 °+ 2(а- ,,/г- ,Г [1 - о  +  2г-1(/+ 1 -а )]у- *,
14 r tin* y  ,

£+ = 2«+ 2(«-< )^- 'л (1 _о )1/, £ + = r120+2(e-''>/r- ,r [ l- o  +  2r I (Z + l'« )b



_ я  g<7-f 2(а —2)/г —2 -2 £- ___ оО + 2<0С —2»//-—
sin-y у ’ rsin*v У ’

£- se2*+ 2(« - “ /' - 2„ ,  £^  =  _ г-120+2<а - 4)/гг ' ,  г = 2-г/гу. ft = 1 — о j
[| argjj/i < л; Rca> 0; Re (2a + o/-) < r  + 8; | v IС  л; r>  0 - произвольное].

И г  ^  * rfx
35» j  (1 + 2*г cos A, + x~r) (y* +  2xy cos y +  *2)2 ~  ^ l’

1^ -2  -1 0/ sin y)_* [ИЙ + VS1 + VS+VS HSlSI}]
[ arg j/;< jr, 0<Rea<2r-f-4; |v f. !М < я ;  r > 0  — произвольное].

rtl 2.2. СТЕПЕННАЯ И АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 2912.2.2J

Л Xa 1 tfjt
*•* ) ( I  + 2xr cos /. 4- x- 'jr (ij- + 2x,, cos V + *-)'- 

6
(2 sin2 X)"1 Ux +  U f [cm . 2.1.2 35]

я  I V  (- ! ) * (/ + l)cns(X/ +  2X)
1 4 sm* X sin2 v I sin Ца +  lr) я]/=0

x [ “ " lY(“ „ j '  111 -(« + fr-l)Hi|T(» + (<— »|]>4fr-4-

у  L - j y i ,«•--■^.№■7,4.c o s f j - 2' ) ] X  _  /■ sin [(ot / 1) л/TJ L V r j I
/ = 0

X  [/ cos(y/ - Y ) - - ^ y ]«^ *| [ iv K U .

*  f V  (—I )7 f cos(Xf — X)
1 4 sin2 /. sin2 y \ ~ { sin I(a  “  r) Л1

OO

f av ua л <r-«_L. V  ( - 1У [ (а  +  0 / r-11  cog | U - I  (g  +  / - 2r)|
^  —  /-sin [(a + 0 я/г|

/ = 0

X  [ ( l-  I) cos (Y/ + 2T) +  Sin^ ^ У>] г '  4}  liv >D.
[i*rg//|< n ; 0 < R e a < 4 (r - f l ) ;  |y l.  | Х !< я ;  r> 0  — произвольное).

mind,#) ____ ____
37-  ̂ vq-»(1 хг)В-. (^ У  + Г у - ^  + О ^ - Г у - ^  rfr

_ / V f  [0<»<i].
l v r + и -

- (- ! )/  2V+~2/r (I _ p )y в  ( a + y,t Y + a  +  /Г).
£ f  =  2Y sAf i (Y —2Л)л В (p, r 4 a  + h)),

= 2-V-sA/-» ( -  Y -  2/1)а В (P, /• 1 (a + Y + Л)).
$ = a + / r  + ( Y - l ) / 2, u = (Y-1)/2-A, «, =  - ( !  +y)/2-h,

10»



в, = a + jr ,  Ь1= а  +  у +  /г, с, = 1 — Р +  /. rf, = a+y/2 + /r, 
e i- a + (T + l)/ 2 +/г. а4= 1-у/2  + А, *« = (1 -у)/2+А. 

г4 =  (а+А)/г, d4= l  —у+Л. <?t =  P + («  + *)/'’. а5— l+ Y/2+Л,
&» = (!.+  7)/2+Л. <Ъ = (« + у + Л)/г, <*»=1+у + Л,

*»= Р+ (в+ Т + Л )/л  г — iypj 
[у. Rea. Re(a + v)> 0  и Rc3>1/2 (при j/=l), или Re0>O (при

38. \ ^-»(хг- 1 )Р 1 ^  У+> y - * ) YJ - 0  У - } ГУ-  * )Ydx= v- +  V ; +  V j
.> V y - x

{£ Г = г -‘2У-»А(7-2А)а В (Р , 1 - Р - г 1 (а +  Л)).
£_ _  г_12 -у-*л (— у _  2Л)А В (Р, 1 -  р -  г * (а + у + Л)),

=  (-1)/ 2V+«-vi-P+/> (1 _  р), В  (а -  г (1 -  р + 1), У + а  - г  (1 -  р + /)), 
и = (у— 1)/2—Л. «! = — (1 +у)/2—Л, о =  а  +  (у— 1)/2 —г(1—р +  /), 

а4=1 — у/2 +  Л, *4 = (1 — у)/2+Л, c4 =  (a+A)/r, d » = l — у+Л,
<>4 = Р +  (а +  А)/г, а5 =  1 +у/2 + А, fcs = (l +  у)/2+Л, с» = (о +  у +  Л)/г, 

^»=1+У+Л. <Ъ = Р +  (а+ у+ А )/л  а ,=  1— у/2 —а  +  г(1 — р +  /), 
й. = (1 -Т )/2 -а  + г ( 1 - р  +  /), с ,= 1 — р + /, rf4= l - a  +  M l - P  + /l.

f « = l — у — а  +  г(1 — р + /), г = уР) [ у » .  Re0>oi.

39. i х ° » (1 + i')P- ‘ ^ У + ^ У - * ) ¥ + (^/У - У Лу - ^ )У^г=в 
o’

f 10< (/<!].
I  V ; +  V ; +  VT ^>1]

{£* =  2V+ta+*/'' (i _ p)> В (a +  /г, у + a  + /0.

£ Г = ̂ 1 1 (у _2Л )л в ( ^ ± ^ ,

£- = 2V **»*'■<*-*>+/> (1 _ p)y В (a —/• (1 — p + /'), y + a  — r (1 —p + /)), 
s = (y— l)/2 +  a  + /V, « = (y — l)/2—A, w, = — (l+ y)/2—A, 

t> = a  + (y — 1)/2 — r ( l  — p + /), flj =  a  +  /V, fr, =  y + a  + //-, c, = 1 —p + /,
<*i =  Y/2 + <* + //■, =  (y + 1)/2 +  a  + jr, e4= l — у/2 +  Л, A4 = (l — y)/2 + A, 

с4 = (а +  Л)/г, r f»= l— y+A, <>4 = p + (a +  A)/r, as= l+ y/2+ A ,
^  = (1 +Y)/2+A, fs = ( a + Y + h)/r, </»=I+y+A, <>» = p +  (a +  y+A)/r, 

fl«= 1 — у/2 —а + г (1 —p + /), A« = (l — y)/2 —a + r (1 — p + /), r « = l- p + / .
d « = l— a + r ( l  — p+/), <?«=•=! — y — «  + /•(! — p+/), г = (— \)ч Ур^

[Rea, Re(a + V)>°l-

40. f  ^  (У ^  + У у - * ) *  +  ( ^ У - ^ У - - * ) \ т
 ̂ l - X '  / у - *

“ W j + V j + V f  lv>4
[££ = (— 1У /! 2Гиа+v/ В (a +  jr. у + a  +  //■),

£ r - f c » g (^ i± ^ - n )2V-**(y_2A)*,
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£- =  ̂ 2 V-*  (— Y -  Щи ctg (  “  + * л ] , 
£Г - ( _1)/+‘ /!2у**« »•'/«■ В («-!■(/+1), Y + a - r (/+!) ).  
s = o + (Y— 0/2+/'. «=■=(Y — 0/2 —А, «! =  — (1 +у)/2-А, 

p==(Y— 1)/2 + а  — г(/+1). о1 = а +  />, *i =  Y + a + /r. <4— 1+/. 
y/2 + <* + /'. «1—(Y + 0 /2+ a  +  /r, e4= I —Y/2+A, 64 = (1-у)/2 + А, 

с4 = *4 = 1 /2, di =  1 — у +  я» — 1 4- Y/2 + Л, — (1 -f- v)/2 -f- Л, 
r, = <4=l/2, ^ “ l + Y  + Z1- e#*= 1—Y/2 — a  + r ( l+ / ) ,  

t, = ( l —Y)/2-o + r ( l+/ ) ,  r ,=  l+ / . d ,=  l - a  + r ( l+ / ) ,
**• =  1 —  Y — a  -J- Г ( I -J-/). Z ^ y P )  [Rea. Re(a+ V)> 0 ].

Г ^  ( V i + y ~ ^ ( V y - V V ^ - x Y  dx^
41, j  ( I  + V\-\-x )°\  y - x

_ ( v * [0<i/<u.
I  V ;+ V ;+ V T'  + VTl u> U

{£ i = 2»a+t+0B (a , y  +  ®)> E- = 2V4<’ ,K‘ В (a + a/2, a + Y+o/2).
£;  =  2v+® *a 'aB (a -f (a — I)/2, v + a  + (o-I)/2),

£ Г _2<Л!аПагГ®’ _ ° - 2al  £ - = _  2 o ^ w o r|®  + Y’ - °- 2 < *- 2 y1  
*• [1 — a  — a J ’ 11 [1 — cr — a — у J*

s,«=a + (y — l)/2, s»=-a +  ( t + a — 1)/2, s, =  a  +  (Y + o)/2 — 1,
*7 — ( t — 0/2. s, = — (1+ y)/2, o, = a, f t^ Y  + a. ct = — a/2,

d, = ( I —a)/2, <’i  = y/2+®. /i  = (Y + 0 /2 + o . £,= 1-0,
o5= I — a  — (y + o)/2, ft, = (l — Y —a)/2 — a, r» = o/2, = — a/2,

p»= l—a —a/2, ft = l — y — a  — a/2, gs=l/2, a« = (3 - a  —y)/2 —a,
&•=*!— (Y+a)/2 — a, c, =  ( l — a)/2, d, = (l+a)/2, <•, = (3 —a)/2-a,

f* = (3—a)/2—y —a, g, =  3/2, a7= l —y/2, b, =  ( 1 — y)/2, c7 = a +  a, d7 = a,
e,= l+a/2 +  a, f, = (l+ a)/2  + a, g7= l  — y, a ,=  l+v/2,

*e = (1 +  v)/2. c. = a + a + Y. <*8 = а  + у. ?»— 1+ a/2+a + y .
/* =  (l+ a)/2 + a + y, «»=1+Y. г = — у} [Цеа, R«ta+v)>0].

42. f  ^  . (v /y  +  K F ^ r 4 ( K y - v 7 ^ ) Y l r
5 ( / x + V  1+ x )- °V y —x

f  V t+ V f  [0<*^i],
I V-t + V i+ V ^  (V>1J

{ Е ' = 2' 1мВ (а ( Y + a), - 2»**»+*oB (a + 1/2, Y + a+1/2).
£ , =2Y «J « . I i ( a  +  0( 2( Y +  a + o/2), E ,  =  -  2Y «> а Г  | ^  .

£Г, = _ 2  « - n a r | ? *  + 2*  - a - V _ ° /2|.j l + a  + Y — o/2 J ’
*i = a + (Y— 0/2, s, = a  +  y/2, s6 = a +  (a + y — 0/2, s, = (y — 0/2,

*7 = — (1 + y )/2. ai = a, =  a  +  y. c, = — a/2, d, = a/2,
e» =  Y/2+a, /i = (Y + 0/2+«, g i=  1/2, a3 = a +  l/2,

*= = a+ Y+ ,/2 , f, = (l- a )/2 t d3 = (a + l)/2, <-t - a + ( T+ 0/2.
fc =  *  +  l+ Y / 2 , г ,  =  3/2, a . - ! — (y + o )/ 2  — a .  6, - ( l - v - o ) / 2 - a ,

c»--- ®/2, = o)/2, r6=  1 — a —a/2, /ft= 1 — y — a  — o/2,
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f t = l  — О, а«= 1—y/2, =  y)/2, с« =  а, d ,=  а+1/2, 
р,= 1—Y, /« = 1 + 0/2 + а, £»=1 — о/2+а, а7 = 1 +  у/2, 6,= (1+-у)/2, 

ст—а +Y, rf, = a  + Y+l/2. е7= l+o/2 +  a  + Y, /7= 1 — o/2+o + y,
^7=>+У-г = — У) [Rea, Re(a + y)>0].

« .  м + ^ + г г - у у = з >  -
•J ( l+ ^ l+ Jc )  V ( l+ J t ) ( j /- J t )

I  V f  m< *,<!].
I V.' +  V i +  V.-. +  Vn l ^ i j

{£+ = 2Y+o+wB(a, Y + a),
£ - = 2Y**a^-iB (a +  (o - 1)/2, v + a  +  (o -  l)/2),
£ Г = 2vtJa+o-s0B ( « + o/2 - 1, y + a  +  o/2 -  I ),

£7, = 2<J+*<I+V+iB(a, 1 —о —2a), £ 7, = 2 ° '» т » В  (a + Y, 1 - о - 2 а - 2 у ),
Si =  a  +  (Y— 0/2, s5 =  o +  (y+o)/2— 1, s, =  a  +  (Y+ o —3)/2, 

s? = (Y— 0/2. s, =  — (1+y)/2, «! =  «, i ^ a  +  Y, c,=  l —o/2, d, = (l — o)/2, 
<?i =  Y/2 +  a, /i =  (Y+  0/2 +  a, g i= l—o, os= (3 —y —o)/2—a, 

<>5= 1 — (y+o)/2 — a, c5= ( 1 +o)/2, d5 =  (l — o)/2, <?5 =  (3 — o)/2 — a,
/* =  (3 — o)/2—y —a, ft =  1/2, a* = 2 —(y+o)/2—a, ft, = (3 —7 —o)/2-a, 
c«= 1+ 0/2, d,=  1— 0/2, f, =  2—0/2 —a, /, = 2 —o/2 —a —y. £ .=  3/2,

«7 =  1 —Y/2, fr7 =  ( 1 — y)/2, c7 =  a + a, d, = a, e7 =  (1 + o )/2 +  a,
= a/2 +  o, gj— l — y, e, =  l+v/2, fr8 = (l +y)/2. c8=o + o + y.

ê = a+Y> e, =  l+ Y , /, =  (1 + o)/2 +  o + y . g8=o/2 + a  +  Y, z = — y} '
I Re a, Re(a + y)>0].

44 f  ra-l ( Г у  +  Г у ^ ) У +  ( Г у - Г  ̂ ) Y ,
■ ( Г * + Г 1+ * ) ° V ( 1+ *) (y-x ))

K+ +  VJ- 10<#<I).
.̂- +  ̂  +  ̂ 7,

{£ t  = 2Y,s“ B (a , Y + a ), £;T=2Y<»m 'oB  ( a + 1/2, y +«+1/2),
£ 7  =  2Y+2°+2a-iB (o +  (0 -  1 )/2, о +  y + (о - 1  )/2),

£ - 2V-M+1B (2a, (1 -  o)/2 -  a). £f„ =  21 *» 3vB (2a  +  2y. (1 -  o)/2 -  a  -  v). 
*i =  «  +  (Y— 0/2, Sj =  o  +  y/2, S5 =  o +  (y +  o)/2— 1, Se =  (Y— 0/2, 

s? =  — (l+Y)/2, 0! = a ,  *! =  a +  Y, c1==(l — o)/2, dl =  (l+o)/2 , 
ei =  a  +  y/2, /, =  (y+  l )/2 +  a, ^ = 1/2, a2 =  a  +  l/2, 62 =  y + «  +  !/2.

c2= l  o/2, da=  1 + 0/2, 2̂ =  a  +  (y +  0/2, /j =  a  +  l+Y/2, 
g, = 3/2, о» = (3 — y — o)/2 — a, Z>5= 1 — (y+o )/2—a, c5 =  ( l —o)/2, 

d b =  1 —o/2, e5 =  (3 — o)/2— a, /5 =  (3 —o)/2 —a —y, gs =  1 — o, ae =  1 — I’/2, 
6« =  (1—Y)/2, r« =  a, rf* =  a + 1/2, =  1 — y, /« =  (1+o)/2 +  a,

^« = (1— o)/2 + a, o7=1+y/2, fc, =  (l+v)/2, c7= a  +  Y, 
d7 =  a  +  Y+l/2, e, =  1 +  y, /j =  (l +o)/2 + a  +  y.

g, =  ( l — o)/2 +  a  +  Y, Z =  — y} (Rea, Re(a + Y)>°l-
у

45.  ̂ *<*» ->r * ' "  y T v r  dx=t/<

ГЛ А В А  ВТО РА Я. О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Е  И Н Т Е Г Р А Л Ы  [2.2 j

{

( Г у + Г Д Ч ^ у - Г Г ^ ) *  
0 (1 + 2x cos y +  •**) Г у  — ■*

( Vf, +  Vf, +  V J4 [0<**=•!' 
\ V „



2> *  г Г ^ - Ч
{Е Г .= - - 5 Г7  U - 2 / J*

2X + 2 (g-/- l)/ r , х + (а _ /_ 1 )/<. ,
11 /-siny [х + 2 (а  —/— !)//■]’

Г х " 2 / Я  Г —  / — X 1 г .  + + ^ [ A .  +  f r + Q / r  1)
sin у L— А. — 2/ I* 11 г sin у U  + 2 (а +  0//* J)

IReac, R e (a  + A,)>0; 1 у |< л ; г >0 — произвольное].

и  ( Г у + ) У ^ ) Ч ( ^ у - Г у ^ ) х _
J  (1 + 2 *cos Y +  *2)2 К у  — *

=  2 ‘ (ysiny) 2(У, + | V[* +  Vt» + V’}:> «• 2 22 45]

/£ . = 2 ^ - п г [ Х - '  1 2 ' ^ * - ' - " " - '  |Х + (а - / - 1 )/ г  1
ш [ X _ 2/J- £ >* ,  [А,+ 2 (а —/ — 1)/г | ’

£+ «2-*-*'-,я г Г - / _ Х  1 f - = _ 2 ^ ! j ^ Z l r |X +  (Z +  a)/, 1) 
t . i - 2 л* [ Y _ 2 (X + 0 r  '* '  [x + 2(/ + a),v|{

I Re a. Re (a + А.) > 0; | у ! < л ;  r >0 — произвольное].

2.2.3. И н т е г р а л ы  от (д̂ 1 + aM)P и (<#* —*М)*\
а

1. f  (at*-JCM)P »rfjt =  n  'аМ 'Р »'+1В ( р 1 1/(1)  [а. И. Rep >0].

о

». Г (« .- „- «Л - » »  I- >.)■
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а

*• J  1,>*

<• j  (*t, -et*)P «dx=n > at*'P-»H iB(l-p-l/n1 Р)
а

[а . ц >0: 0 < Re р < 1 — 1/ц].

оо

5 ) ^  +  ̂ )  ^  = И - ^ рВ(1/И.Р-1/И) [|1>0; и I arg2 I < я; |4Re р > 1].
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2.2.4. И н т е г р а л ы  о т * ®  (а*1 ±. х**)Р.
а

1
о

а

3 • *
*(x+fl )  2 Г а  * 1с>0,‘

5. \ -—-—-г dx = n (— flV11 Jin  2 4- V  i — !2̂ _ _i_ S— ]Л
k 2n

а г л — l
• J ( - « ) - *  Jin 2 +  У

0 I  A= 1
[a >0; /1 *1 , 2. 3. ...).

а
f  jc° 1 a *

6 ‘ 3 Т х Ц - я )”  d x =  —  B (a < « )  lo. R e a > 0 J.

7. \ - X*4 t -  = l n [«>01. 
Kx»+a*0

/u= ln ( i+ / 2 ) .  /, =  а ( К 2 - 1), /, =  ̂ [ ^ 2 - l n ( l + K 2 ) ] ,  

[ ( Я -D /21
a»V 2 ' V  - (  2 )*

У- -----  2  ( °  (1 — л/2)*л
к = О

+  (_  l)K " +  1 )/*]«» ( i — <zJ .g  (  2 j [ (" + 1)/2l  In (1 + / 2 ) -  
I  2 (— n/J)j(/l + ,)/2]

! - ( - ! ) «  ( ~ 2 ~ L , +  n/2l[
2 (/I +1) (— п/2)1(я + | )/2| I

8. (| JC*-* (<jM _*M )M  <** =  <** ^  , p j lo. ц, Rea. R*P > °)‘

9 f  x*- (a9- x*)* ~  *'* d x-  TUjim >Vl (2/n — 1)11 (2n — 1)11 „  >о].
J  1 ; 2*+*+1(m+i»)l
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Л .  «ч/i — 1/2 j  a2m*2n+l2mrn'. (2п — I)!!
I  = (2т  + 2я 4- 1 )И >  0].

о

{ * " ' *  ^ - о ^ (2/Я +  6-  DU ( !01 Г а > 0 ; д « П 1
j "уЛа2 — jc- (2//1 +  6)!! 1л/2/ L lo i J  

а

12. j  )Р~1(а

/? 1I х**'1 (2a — x)a~]dx=~^ (2a)2a~1 В  (a, a) [a. Rea >0].

- J c )  « d x  =  - ^ ---  [e >0; 0< R e a  < I].7 sin ал

a

13.
0
1

14. f ---^ ± ^ _ d x  =  B ( a + l ,  P + l )  [R e a ,  Re 3 > — 1].
J  (X + l)“ * +*

1
f* *a -l 4- r  -a n

15. 1 ----7^-- dx = —.----- [0< Pea< 1].J  jr+1 sin ал

*a_у-a i
16. \ -Z— -?— d x= ----- ^ —  [0< | Rea | < 1J.x-fl а 5шалif

+  *”»” /> 1 дх ftn  — 1 — p/n\
(xn +  l)m \m — 1 / n sin (гл/л)

[m, n, р в | ,  2, 3, тп > [*% pin — нецелое].

18 (р / л —  1)! (/л—  1 — р/п)\~ ---- ------  1т, п, р =  1, 2, 3, тп> р\ pin — целое].( т — 1)! п
1Т•о (>- * ) °+р+* . Sin [(а +  Р) л/2)

[R e (а +  Э) < 0; Rea, R eЭ > — I ].
1

on 1* ^  — Jfi
и‘ J  “T T ] r ‘i* = 'H P  +  1) - W a + 1) IRea* к«э>-1].0

1

«9.. ^ »п ( ( « - Р ) л / 2 ) В (а  +  , р ,)
I» П  —  jrV»+d+* ctn \(п тт/91 х

21. Г я41' 1 — х а .J  — ■" ак = л ctg ал [0< Rea < I].
о

I\ &22. Г Д^-дс а . 1
J  \ - х  -«*«*ctgcu i  — — f | Re а | < 1].



о
[ц > max (v, Ot-f-I. 3 +

оо
С х*л

24‘ \ (7 + г )р  <1* =  *Х рВ (а . p- а )  И » Ч * | < я ;  0< Rea< Rep,.

2Э8 ГЛ А В А  ВТ О РА Я . О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Е  И Н Т Е Г Р А Л Ы  (2 2 ^

оо
(* f * '1 Л2а~1

2 s- з  Т + 7 а х = Ж м  D « * « l < *  e < B . « < q .
о
оо
С xa l dx26. I  — —  — — juia-ictgajl [fl> 0;0<Rea<|j. 
0 •

o-T I* jr® 1 . fla 'Pcos(a — р/2) я  n , «27. I  ------ 7rd x = ------ }— — -— В (a, p —a)J  |x—flip cos (рл/2) v
0

»• . f ^ ^ -  (д~'о1лг » д  i t < — *>

[a  > 0; 0 < R e a <  R e p <  lj.
оо я — I

oo

'■  ̂ (x + ljp dx==0 1° <  i аГ8 г I <  л; ° < R e a < R e p ] ,
—  00

2.2.5. И н т е г р а л ы  от (cP ±. (bv T  xv)a. 
Условия: a, bt с, d —действительные числа. 
ь

1. j  (x-fl)“ -»(6-x)P-M x= (ft-a)«f3-IB (a ,  0) [Rea. Re? >0J.

( * - * ) “ • rfr (6 -e )«  V /л\В (а  +  £, л —Ar+1)
(cx + «Oat" a (ac+ d)(bc+ d)° £ QU /  (frc +  d)*(ac+d)'» *

l(ac +  d){bc + d)>b

( * - “ )“ -l (ft-a )1» [(ac -f d) (be + d) >0ia  (ac+d) (bc+d)a

(f t- x )M  rfx (ft-a)P V /п\ B ( * + l .  p +  Л - «
(cx+d)t»+" +l (bc + d)(ac+dfi \*/ (ftc +  d )* (ac+d)"*
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Ъ
с \ J z — ¥ - — d x = ------5----- '----- Г- Hac +  dHbc + d) > 0; Rep > 0].
5- 3 (cx+d)t“  t(b c+ d )(ac+ d p  

а 

,? / д _ х \Р -»  2л(1—Р)а
«• \  ( 5 * * )  ------ »  [0 < К е Р < 2 . ^ Ц .

— а 
а

,  г  g y ~ j r „ ,  g g ? -  o ' s + a - m a ) - "
7* .1 (cx+<0m +,/2  (2m +l)l!

— a
[ d > ! ac | > 0].

*• i î ^ dx=2(2a)mQm{i) D"l<el-
—  a

*• { у & л ~ ' ¥ ' + ° ' с'г 'г р ' [ т т & )  • - * * * • * * - +

Ifc £  ia'~]r—y--- л " ± n sg n y (y*—аЧ±1/2~
—а

[— oo< y<  — а или а< у< о с].

H* £—«<*<«]•

io Г dx t V y  +  V a
ш  \  T T j---- w  = i n  V7- 1 / - ' [0 < < I< I, ] .V (a  —*)(y  —*) V i/— V a

С dx 2 . K fl- f-/a4 i/
1 w — ;— r~ ~  17'—7~ * n ----- 57=-----  U > 0 ; Itrg ifi < я].J  r (e—* )(*+ * ) \  a + y  у  у

a
14 f  dx 2 , 7

1 ■ *  ---- - =  — —T = r  arctg I/  -----  Iv > e > OJ.j’ F a - *  (* _ { , )  F y - a  * У- e

15. 1 (а1—X1)- 1/2 / a \ (a +  nu/2\
J  j r p ----d*= :tsgn  у arccos + Qy )

[— со < у < -— а или a < y< o o ).
16. = (a*-y*) t ./2 ln | a ± } r* r r p  | _  |а + лУ/2|

17. f
J  -Б^гт-^= «»* [С+^(И +

0 
a

13.

1)1 [Кец> — 1).
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о
оо

20. f  -----=  - *  |„ 2 4 ± Ш ^ |)х + г (х -а )  У г  + а рг- * г + а |
[° >0: !*re(l+e/»)!<nj.

ОО

2,. Г dx !

о (х «+ **)* (*-у ) 2 (п — 1) г2'1 »(<*+**)
оо

(2п — 3)!! т  1 f  dx
(п — 1)! 2"г*» ‘ (г* + У*) +  г- + у» )  (х* + г*)» * (х —у)

о
II/. Re* >0; п = 2. 3. «. ...].

„ „  ™ rfjf (+ I)"-* 3»-» / i/я , у\
' J (*=+ *=)(*-£ у)» (л — 1)! (гг +  у*) дуп~1 2г Ш г )

О

[->* J]
23. f .  t ---- t = L =  .  № ? Т ? + . )

.> I х4+г- (х+у) V гг+у* у О  г4 + у4 —у)
[Re г >0; |a rgy l < Я).

24. ( _ = £ ------------» « * ! * = £
V х4+ г4(х4 + у4) у У г-— у- у

[Re 2, Re |/ >0; I *rg (г*—//*)}< я; жфу]*
25. = У '1 ’ U — Я  R**>°J*

2 8 . __________ J ------ In
У У у*—г* г

[Пег. Rei/>0: J a r — 2* ) !< я :

27, Г (а-х4 +  й4) (C'x* + d>) = 2 ( а ^  +  М с * ) [ т - ( аг т ) У ^ ш \
[а. Ь. с. <*><>).

2S- f (*+■»(«-»> ~ !iKSr Г Л  {%?*('•'-" 2 ' ?£»)— оо
[R e 2, R eр >0; Im y - 0*

ОО ^  р  j

29‘ \ -Ц-Г Г | — ,2 ; - <** =  0 (г,. г,>0; О<!0, < Я . 0 < | * |< я ;  в А « *  Р > №
— ао



0*i/
30. - е ехР 'е,яР - (Р- Р) (9. + в»)] ^Р-Р~'(р _ Р)

{г и '*> 0: Р> 3: ' • « I  г } 4  2г,Г ,005(0,-0,). r,sin0,= :rf sin(0,— 0,).

„ « . f c- f .+r .co .w ,— * = { - ; •  ^ ;/л ^ в Г < Г Д <Д < о ] -

3'- J  "(о+l*Ab~ i-*)v “ 2л (в +  6), '1’ VГ [ И +цУ7  1 ]  (а, Ь>Ь H + V > IJ-
— 00 

32. = 0  }У  % |вЬ <0; I].

Щ  ?  Ах \
М - 3  ( в + 'Х ^ * Ь  +  ? *Г ' = 0  IR * « .  И е Ь Х к  |» +  V > I J .

— 00
3

2.2.6. И н т е г р а л ы  от П  (в* ± х)Рк.
к= 1

Условия: a, b, с, d —действительные числа. 
ь

1.  ̂ (дс—в)®*1 (6 — jr^"1 (cx+d)Vdx =
а

^ (Ь —а ) ° ' (ее + </)'' В  (а, Р) ,F , (а , - Г. *  + f- ~ r )  
[R e a , R e p > 0 : |a rg (</ + cb)/(d +  .a ) , < л ].

г. » ” » - « » ' •___ »-«)•♦ в |». г)
J  |ДЕ-у:“ +1» iV — e ,*» jy  —*

[R e x . R e p > 0 ; y < a < b  или a < b  < y ).
b

,  f  (* - o )« > (ft- jt )M  . ( f r _ e)<x+3-x b—a \
J ---------- 7=rj, -  — B (a , p ) ^ ( i . P ; - + P ;  * 3 7 )
a

[R e a ,  Re 0 >  0; y < a < b  или a <6 <y).

«= (y — a)*"1 (6 — я ctg ал —
- ( t - ar N B ( a , p —D / . j l ,  2 —a —P; 2 —P;

[R e a ,  R e 0 >0 ; a < y < b \ .
b

5. I* f x - a y - i  dx я  /I a - y  |«-*_ \
e* —j; J  x —y sin ад \\ b — у j /

. [0 <  Rc a  <  2; 0 <  a <  b ил и a <  b <  y\
1  _ я  Г tu  — aN®'1 .1

[0 <  Re a  < 2 ; a < .y < b ] .

2, 6J 2.2. СТЕПЕННАЯ II АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 30j

Sill ад
b

7. f  jg - a )»  » « я  I a - y  [«-«
о * sin ад (ft — y) j b — у jsin ад (b — y) | b — y

[0<Rea<l; y<a<.b или a<fr<y).
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8. = — л ctg сед --У-Г а\—nctgoui C °< Rca< l;a  Су^ь).

о

' • I
(х - а р - Ч » - » ? - 1 dx

(cx + d )*^ »

_  у  [п\ П («  +  *, p+w-fe) 
(6c-f d)u (ac + dfi \kj (bc + d)* (ac +  d )" *

[{ac + d)(bc + d)> 0; Rea. Re0>o].
b ________________

tn f  I (jc — a) (b — jc) . .
J  (cx+dy* “  [**0; ас + rf, & + d>0J,
a

Л  — - ^ т ( / a c + d — / &r +  d}*, 

j  ^  я  ( Г ш г -f d — K t e + d ) *  ;  n (b —a)*
* 2c2 K (a c  +  J)(fte-f d) ’ * 8 [(ac + d) (fcr +  d )]3/2 *

I I .  ( x " {x - a )* (b - x )P  dx= ? i b- * \ Z  У  Ln +  k)Um +  p-k)\ ^  
J  v (/л +  л - fp + l)! ^  Л! (m — k)\

*= o
lm, n, p=*0, 1, 2, ...J.

о

12.  ̂ x '" (x - e )'!/2(ft-x)',/2dx=-
a

(— l)m m! r , / я , , \ , t V  /— n/2— I\ /— n/2— 1\
= i ^ w i j r r 4 2 + , ; (6- e )n H l (  * ) a4

A = 0
[ / n 0, I, 2, «и j л = ■" 1. 0, 1» 2, ...I*

ft

l3' I  x*\ $ - a ) (b - x )  ~  Vab {2 Ч а  ' +  б 1)}  [ e

J  (c*+ d )"+<m 
a

=  ( Ь - а р  у  fm\bbam_ „ n ( *  + k, m-fe+ 0 .
(ac +  d)(fc: +  d)a (6c+d)*(<*+<0*

[(ac+</)(fcc + rf)>0; Re a >01-
a

15.  ̂ - ^ 'Ч 0—*)P"1 (<+2)-Pdx=aa+P ',2-PB(a, P) (a , p; a  +  P; — y j

[I arg2 1 < л; e. Rea, R e0 > °le
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2.2.61

|6* I  Ua — х)(у — х)ХА 1/2
ха 1 

J  [ (а - * ) (У - * ) ]

=  Г ( а ~ ^ (д3/2~ а) { ( Г у - Г а ) 2 2а- 0 1 ? + Г < Г 2а}
[ у > а ;  0< R e a  <3/2].

Г *** -  71 Г /в- * > ° П
,7’ j  Ух (а  — х) (х ± с) У с  (с ± а )  LU>e>0/J‘

С Xе"1 ах . .
18. 1 ■■/—= •— ;—  — /« Rea >0].

.1 \ а — х х+ а  о
/i/4 =  e-5/4r-V2 +  Vr2K  (1//2 )], l V i= a ~ 3' 4л/2,

/ 5/4 — -  в"  1/4 [ л/2 -  V 2 К  (1 //2 )].

|9' f l^ 7 re - s [K2™ - 2£(v- УТГЯ)1
[а> 0; 0 < *< !].

on C/a—x \ tW  dx __ я  1 у —а 1+1/2 / а\
20* \ Г Г Т Т  -----=  + -0- ± Р - —  arccos----   ̂ \а+дс/ *-</ 2 j y-j-а |--------- \ у )

[— о о < у < —а или а< у< о с ].

*'• -*j+ fe f)±‘% l£±Jr EZ-|
ъ

22. ( *»(»-*)»‘ ^  (fe-^)p У  В<*+»' Р +  >"-»>
J  («+<0""Р+1 (bc + d)(ac +  d)0 ~ У к1 (bc + d)>< (ac + d)” -»

Нас +  </)(* + </>. И еЭ> 0].
00

23. У -  я*-1 iL. [у +  г + Ч ( * - Ч )У у г ] У *  \ а - 3  ]
i  Ц * + г ) (* + у )р - 3/2 2 {У у  +  У г Г  4 [«  — 3/2]

00
24. j  Дс®-» (х+у)-Р (дс +  г)-  ̂dJc

Ц arg* |, | arg if| < л ; R «x > 3 ].

->у*-РВ (а / p -fX —а ) 2^ fa , X; р +  Х; 1— у )  

ila rg ^ u  »а г** |< л ; 0 <  R ea  <  Re (р +  Х)].
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09
26. \ ' ( * + г )  =  Я,; 1+ Л ; ! + »\

5 Х */
[ !« г * (- * ) {< л ; 0 < Re а < 1 4* Re X],

27. =  — л  ctg (а  — Я) л у ° 1 (г - f у)~Ь —
г3 *, +> В < « Д - « )Л ( , .  1 _ к

Li/ > Os 0<«ea<.l + ReXj.

28 Г ' rf* » я  рГ 1 I
[(х +  г ) (х  +  у>р —1/2 (| г + J  у) ' а ■* [а  — 1/2J

[| a rg i|, j t r g ^ K .T ,  R e a > l).

3
2.2.7. И н т е г р а л ы  от П К *  * « "* ) "* •

*=*1
Условия: а, Ь, с, d — действительные числа.
ь
(* х2тI. j  j^ = = Y = = ^ - d x  = 9m(b, a) [0< a< »< t; m-0. ± I. ±*. ...|.

a

в„(&. a) = F (ф, 6), 9| (6, a)*F(«p, *)-£(<р.
I , Yb '-a 'lФ =* arcsin —  ■ ... I ,
L b Y l- « ’J 

(2m+l)9mrt(6. a)-2m (A*+l)9m(&, a) -  (2m -1) 6"-9m ,(6. a )-
=  —  flj-ntl У '(1  _ a J )  ( * l _ a 2) lm =  I. 2. 3. ...*

e_, (&. a) = & ![£ (ф . b) — E  (q>, i ) ]+ *  *a > V>*--a-)/(l -a-),
(2m + l)b«e_ a)-2/n(&=+l)9.m(*. a) + (2m -  1) 9t_m (b. a) =

= a ***» K ( l —a1) (6*-a*) I™ - I. 2- 3- +

'« (if)
[a. Re ot. Re P > ®1*

I* ( a  +  x\t dx я>■ j [m r ^ T F - s s ^ ir  ■— a

?  х(а- — х*)т  = _  w!2>» ( + а? — Tr J^ a c )Zm "3 
‘ J  (ac + d)m f  1/2 ~  (2т +  3)(2я»-1/!1

[i>  of l> 0,‘

j  2 Ж :
О * =0

l r ,  R e a  >  0; \tar \ < 1 ; I. 2, 3. — Iе
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2.2 м

.1 dx 2-*-» V  2*
6. \ - J T T "  (e +  * )"t l а —  * [<•-!. 2. 3. ...].

•' к =* 1

7- ,) ■(?»< + 1 )(^ + "T J =

“ вм япГ«л/й )[,+ З Г 2  ( | г  +  4 ) ~ 4 sin ( ^ Г  ~  6 ) ]
10< Rea <5nJ.

7 ______ ха 1 dx_______ __ Зл a _  5/з 1 — 4 cos2 ад 
** j» (х+у) U ^ + V 273) 8 7 sin ал

[I *rSV I <  л; 0 <  Rea < 5/3].

»• J  ( t p w )  Т ^ * =0 с ы « > - ц.

оо
г™ </дг

_  V  ( ?  1 ) ^ * - » »  Г 1.̂ / ^ g L _ ln У У|
*«о  (л—Л— 1)! dy*-* "1!. 2*+у1 \ 2г г / |

Гое• > о «я0 . ...11
L ^  > 0; п -  1. 3. б, ... /J- 

п . ____ * * * * * _____  
J  х—у у sin ал sin (а •+• ц) я

[^>0; 0 < R e a d ;  0 < Ro (a -f ц) < I].
оо

,2’ )  { ~ х ~ - У ~ ) Лх=* 2 (* — 2лИ C,S 2|»я) [I R j ц|  < I/2J.

ОО

13. у И1М /** -  *"** \ ix  _  Я sin (ц л А )
5 \дг*- — x~k J  A, Icos (fin/X) + cos (ад/А,)]

[ц — > .< Rea< ji+  Rca<M-

"■ Н Ш т - '-
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ОО
Г* __ |

,5‘ 1 ”(*~ 0 * " С** -  U dx—n (A. cfg А-л +  ц clgji.T — (ц+Х) cfg (ц-f А) л] — 1 
&

[ Х ^ - ц ;  I Rc (ц +  А) |, I Re Я. I R c m ^ , ^  

16. =  2 (ЛЦ < ^Ц Л  —  1) [Х = -д ; IRenl-Clj.
Я

2.2.8. И н т е г р а л ы  от (а£* ±  хЦ*)Р*, 4.
А= 1

Условия: а, b, с, d—действительные числа.

1 Г (*-<!)«■-t(6-x)P-Ч х + г ) "  ^
* J (cx +  d)*^*»

_  (*-дУ ” Р-* V  В («  + М  + я ^ ) у  ( 'п ) [п - т \  . . .

(ftc +  d)« (ас+</)& (^ +  d )*^  +  d)n * ^ 1 / Д * - / )  ( +  ( +г)

[(pc + </) (&c +  rf)>0-. m <  a: R ea , Re 0 >0].

Г (x—a)a -1 (ft—x)~a .
■ J  (ср+ 4)(ФН -4>

n rc, K .  + rf,)0-1 r^ac. + d^-v I
(c,d2 — c2rf,) sin ал L (ftci+ di)a (ftCj + ds)a J

3 f  Kx~ ° )  l J  = nsgn(y-c)ctgg.4
• .1 (x-y)|*- fl»< »- ' 4 ( y - a ) ( f t - y ) l l «

a
[ r = 0  или 1] a < y < b i  a < c < b ; 0<2 R e a < l- f  r].

b
r  [(x — o)(6 — x)]*-1 sgn(x — c) (— ly n c tg a n
J  (x у) | x с ,** r \y-c\» - M (y - e ) (A - y ) ] l-e
a

[ r e  0 или 1; a < y < b ; a < c < & ;  0 <  R e a < ( l  +  /,)/2J-
a

5. J x*1*1 (a — дс)Р-1 (1 — шг)~Р (1 — vx)~^dx= 
о

= e“ +P»B (a , P)F, (a, p, A, a + f; ыл. ta)
[I er^ ы | <  я  или л I к  |<  I ;  la rg o  |< я  или a | v ) < l ;  a. Re a . Re ti > OJ-

* ал — 1 <xl — 1 a_ — 1

1-x*

n 4A - * •* I - ■ ’* -
6. я dx

0
=  *,-> [а,Ч> (a,A) +  ...-f a„\f (ая/Х)-о0̂  («•/*>!

[fl0- o 1 +  aJ -f . . .+ f ln ; A, R e a 4> 0 ; 0, I .  2........ nl-

n f  JC®*1+ + . . . + ха' 1/я— пдс"1' 1 7. \  j - 1  dx = n Inn
0

£Rea>0; n - I .  2. 3. . Л



f  Х т  dx П t Я
8- \ Т + х + х - Ч - . . . +  *-'"■ * 2/п +  3 2 (2 т  - f  3) '

о
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Г jr^  +  ̂  g +  ...-|-xg+l , Я Л
9. j  7$5ГГГрХ2,л +  ... + х2+1 я 2(/п +  2) ^ 2 ( т  +  2)‘

I

К  (*+1)(2дС+ 1)...(/1д:+1) =п! 2 ( - ,^ 1(Лл) 1п(* + ,)

о
I

10

[л-1. 2. 3. ...].
09

II. J  уР-~х (* — в)^*1 (* —«)~р (х — t^rfx-so®*!*-X-t-ix

x B ( l + f c  +  p — a  — 0, p ) F l ( l + X + p - a  — p, p, X, 1 + X + p — a ; w/a, ufa) 
[a>0*. 1 trg e  |< Л  или I u \ < a ; i а г * о |< л  или J v [< a ,  0<  R eЭ <  Re (A.fp — a) +  IJ.

^^|oo
P (A x+ B )d x  Дс, - M  . £t^i , Bc3— Ad3 Cjd,
J  (Ci^+ <*i) (<V+ ^») ( V + <*t) РЯ ctdl qr c*d3

{p  =  cxd% — ctdu q =  cld$ — cldl , r= ctd t - c l dt\ ct/dt > c  s/dt >  c jd ,  >  OJ.

00С rM_i/iv-v__1 л
13, \ -7 1 :^-7 1 1 7 ^ = 7 3 7  Ki'!,+v— l)ctg(|» +  v ).i —

_ y n  (yv _  I) ctg va — (у»1 — 1) ctg цл +  у*4
[y> 0 ; y ^ l ;  х ф  — ц: |Re |*|, I Re v |, | R e (ц -f v)j <  1J.

u-) 7- i ' dx= t = 7  ['̂ d lny-2(̂ -|} ctg H
[if>0; 1; I Re м I <  IJ.

00

15. Л»*, + Л,х"-1Ч— .Ч-А.
J  (c*+dy>n

-p+W[̂ cr+w(;r+-+^(;n
. . .  +  Л 2„

(X*4-2*)«+l dX
n n_I■ Г  1 -----  * 1

k=Q
[Re * >0].



ж

00

" J ( Л , + В») Мз** + В«) ■ ■ ■ Нп-1** + Д/. l) ^
(CjX* +  с/ж) (С,** +  <**)... (СПХ*4-(/л)

я  ( {АЖ  — BxCi) (Ajdi — BfCx) ••• (^я-1^1 — Bn_xcx)

ГЛАВА ВТОРАЯ. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

Я ( {Axdx — B xCx) (
2 I  / f A M i -

12.2.9

^ i )  M l  -  4 * i ) .. .  (cnd i —
М Д  — ( Л Д — Дз*з)  ••• (An-idt — B n_xc J  
Vc& (C\< k-dxc J  М * - ^ з ) . . .  (Cndt-d^i)

M A  —  B xCn) Mgrfu—  ̂ зО») ••• (An-\dn — B n-\Cn) Д  
V cndn (C\dn djCrt) (ĉ dfi d^n) . . .  (cn. xdn —  dn_jcn) j 

Ici* f /■* Ь  2, 3, ... i л; /1=2, 3, 4, „.j^

oo

,8- J P „ (* )
<?„ (*)< ?«(-*)

dx = /,

[p „ (x )= ^ !»-1+ v * " ‘4 + -  +’ - V i.  <?». M -  во*' +  В л ; все корна
Qn (д) лежат в верхнеЛ полуплоскости].

- * МЛ
"~ В о  Дя

м,

Ag . . .  A n . i fli B , в» . . .  0
Bo B t B% . . .  0 B. . . .  0
0 B x Bn . . .  0 . A „  = 0 B i B3 . . .  0

0 0 0 ... fin 0 0 0 . . .B n
М\^=А9, Д4— ZJj; M j--- ^о +  АХВ0ВЛ *, Аа = £ 1;
Л̂ з =  — /Iq/̂ 2 "h =  B qBq — BiB*\

М\ — Aq (— В ХВ  ̂4~ В2Вх) — B0B3Ai 4- flc^i^i +  Bo^41 «̂ з (^о^з — В ХВ^, 
Д4 = £0Д* 4- B\Bt —

19.
DO

J
X'"

14-x 4-x*4-...4-^ dx »frh (т4-1 )я
n +  1

ctg ( т  +  2)д 
л4-1

[n > m + 1J

2.2.9. И н т е г р а л ы  от xf1 (ax3 4- 6x 4- cY> A (x). 
Условия: a, b, с—действительные числа.

1* да-i Y  n> sin у * ctg у + cosy*
.1 x* +  2jccosy-j- 1 _  a  + *
0 * = o

lR e a > 0 ; lv  <»>

x^-,(1 x)q-* 88 _
.1 ( ^  + 26х + с)“ -*/*'е 

_ [ft-Kr+(a-2 +  e)VrcKo +  2fr +  cl2» ° - е/ Я Г ( а - 3 +е) {(<»+2i> +с)'3,*|
( b + c + V c  \ a  +  2b +  t ) a  i  e Г  ( a  — 3/2 +  e ) I  « - » *

|c, a 4- 2b 4- c> 0; a < (v̂  с 4- Ус + 2b +c )*i Rea> 3—e. e *  \3iJ



3* 3 (axz + 2bx+c) 
 2 <**°Гл Г (а - о )  I  с-,/г \

~  (й + с + | с |  а + 2* + с )а о Г (а + 1 / 2 - а ) l(a + 2i>+c) l/2i
в + 26+ с > 0: а < ( » Т  +  1 a +  2 ft+ c )s; R e a > 0 ; 3 = { „  “  2}' 0 = { l ) J '
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(. ' ( I - ' )  “ («’ +  J « l '(c ™ j'}+ » ’) dX-

- кетТ ^ ел + 'Г** '

(sin [v-ocardglsin Y(y + C<* Y)"1!!! Г(!аго1< я; 0< Rea< l; |? |< я П  
X  ̂ s»i [y —a  Arth [sh у (y +  ch у)"1]) J  Ll; *rgу|<я; 0< Rca< l j j '

I ° °
f  JCa_1 (I +JTC08 Y) V  / .vb cos fry» r ,

s- -^ S cS T T r "  ( - Ч ' м Э -  “ " < *  ' " >01-
5 k=o

6. Ж *  + Х а  , < *- [0< |vl< n: I Rea I < I].
J  a- -4- 2* cos y 4- I sin у sin (а л ). +2* cos y 4-1 sin у sin (ад)

00

7‘ J  (а*г+26л Ч с>|' ‘V2ca/I“f>B(a - 2p “ )«F i (  2 » p 2 ' P+  2 * 1 ac)
0

[ a > 0 ; 6*< ec; 0 < R e a < 2  R e p ].

8 ^  1 ,
'  J  llJt + o r - ^ J i '  x=*

=  В (в ,2 р - а ) (а*-6*)в^ . ( а .  2p -a ; p+  ' ; ‘ ( 1 - ^ = = ) )
l^ < a ;  0 <  R e a  < 2  Rep].

~r>

*• I  --- --- — — -xn , —  =  / „ [a, c > 0; Re a  >  2n — 1; &> — l V J .
J (£а- +  2йЛ +  £)а^/* " "

/..=---У я  _ Г a  I  . ______________ У п  „  Г а - 1  1
Ус  (г К  ас+гб)® U + 1 / 2 J’ 1 J а (2 V ас+2б)а~1 L* — 1/2J’

/1= [(« -2 )У ^ 4 - ь1 / л г Г « - - 1
а*'г 12Уж  +  2Ь)а г  [а  —3/2] ’ 

/,= 1 1 ^ 2 )(а- 4 )а с  +  3 (а - 3 )& / д а  +  3й5 , r - r [  а - 5  1 
* /к(2 У ж + 2 Ь )а * U -5 /2 J-



?? ^m+2* t l /2  

10> 3 (аХ*+2Ьх+сГ 'ix=~
л ( 2 т -  1)1! г, 21

У а  Й*ж+1/* (я — 1)1 "> * 1
[а, с >  0; 0 <  т  +  ft <  п — 1; п •* 1, 2, 3. ... при Ь1 <  ас и п =  1, 3. 5, ... при 6* > ас] 

оог* xm+2k 
" *  j  (ОХ-+ 2Ь х+ с)п d x ~

= (л-1 )! 2 Ш да»дЬт дс* т  к 4> /o c ^ '^ arCdSK a c ^ P ’)  ‘Ь’ <" 1-

12. _  1 = !£ 1 2 - - .----- * 1 ----- / 1 ± К ^ \
(л— 1)1 дакдЬт дсп т 'к ' 1 \К 62—ос Ь — У ь-— ас1

[от < Ь*],
/ & \т+м-л+х ( т  +  2*)! (2л- 2k- т - 2 )!

13. - ( - ]  Ь * --------(2я"=Т)!--------  [ос = ^
[о, Ь, с> 0 ; О ^ т  +  k — \; п =  1, 2. 3. ...].
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оо 

м - !
JC с/х

15.

(ах2 + 2Ьх+с)п

(_1)я-1 д"~ъ (  Ь . Ь 1 \ ‘ ,
=  - — -----------i --------- =7*  arcctg f ____________________ ) [ас >  b*J.

2 (л — 1)! дсп *\(ас — Ь2)3, У а с- Ь *  а с- Ь г)

Ц , т — Z S = -----Ч
2 (л — 1)! дсп 2 \(Ь- — ас)/ b+ У  Ь*-ас ас-Ь"- )

,6‘ ^  2 (я - 1 ) (2л -1 )6 »-* 1ас= ЬЧ
[а, Ь, с> 0 ; л =  2, 3. 4, ..•]•

17. ? ----- * ----- - ( - l y ^ - V  1 * \
«J (ах2 +  2^х+с)'» (л — 1)! дсп~х\У ас — Ь- У  ас — b2 )

[ас > ЪЧ

18 _  (- 1 У  » - /  1 , . г е  ]  , . : < л
(я — 1)! дс* 1 \V Ь2 — ас Ь-\- \ Ь~ — ас!

19. ■= (2 Я — 1 ) ^ 1  [в- =  6=]. la. 6 . 0 0 ;  п=1. 2. 3. •••)•

Г xm ™dx______ (—1 )>"->"-» 2"-»-'ml дп т -i / _______ 1 \
‘ («*+ 26x+ c)"+i/* “  (2я— 1)!1 Оакдсп~т ~к~1 \ / с  ( У м  +  b)' >

10 < т  + ft < п '



?  dx - (~ 2)П~1 ^ 1 (  1 \
3 '(axi +  2bx+c)^i/k (2л — 1)!! дс* \ К с  Кос + Ь )

[а, Ь, О О ;  п=а I,  2, 3,
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7  ^ _______ d x =
23.  ̂ (Ха-|-2дгусо8у4-4/2)р

1 / а  а  \ - /а  а  1 , \
= * 2 ^ { В (Т -   ̂ 2~) \ 2~’ Р “ 2 : Т : C0S V) ~

п / а -1  а — 1\ г /а— I а - 1  3 , \)
— (а — l)co syB^ ^ —* Р --- 2 j 2 Р --- 2 ~ ; 2 ; cos 7/

[! arg у  1 <  л; 0 <  | v  I <  я; 0 < K e a < 2 Rep] .

09 Шь\ .  . . .

"•  I

со

25. ^ ^  ~  " г л .=  —  [0 < |?1 < я ]
О 
00

26 f __________________ ______________________________________
J (Jt*+2xy cos Y+y*)2 2у4 а sin3 у sin ал
о

[ а г £ 0 ' < я ;  0 <  | у I <  я; 0 < R e a <
оо

97 Г dx 2у— sin2y , ,
I  J  &•+ 2xu cos v 4-1/*)2 ~  ~4z/3 sin3 v < V < я  .

ft
00

--- «----- —;— - dx
jc2 + 2A:i/cosY+y-

dx

y3 a sin у sin ал 

[i arg У1 «

Y
x2-f 2xy cosy4-*/2 У sin у

xa l я  {sin [(1 —
(x2 +  2xycosy +  «/2)-

[;аг£|М<я; 0

dx 2y — sin 2y
(x* 4- 2дгу cos у + 1/2)- 4y3 sin3 у

xdx sin y —Y cos Y
(xz 4- 2xy cos у 4- y2)2 2y- sin3 у

*2dx 2y— sin 2y

[ 0 < !у | < я ] .*1“ COS V -4- W* 1* sin* V

oo 

oo
30. i* dx_________

l** +  2xycosy4-y2)* ^

—tt)vl — 3(1—a) sin ycos[(2—a) y] ~ 0  ~ a ) (2—a) sin3 у sin [(3 — a) yU 
8y6 a sin5 у sin ал 

(I erg у ! <  я ; о < I Y I < л; 0 <  Re a  <  6; a  ^  1. 2, 3. 4. 5].
oo

31. I* x"dx
j  f f + s r a - TW - '«  [о< 1ткя1 .

/0 __ j  2у — 8 sin 2y 4- sin 4у . . _  9 sin у + sin 3y — 12y cos у 
32у* sin5 у ’ 1 32y4 sin5 у ’



/ -г (24-cos 2у) —3 sin 2у . _  9 sin y-f sin 3y — 12y cos у
2 16у’ sin4 у * 3 32у2 sin5 у *

. _ 12у — 8 sin 2y-f sin 4у
4 ~  32у sin5 у

3*2 ГЛАВА ВТОРАЯ. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

00
32 С хп dx

'  J  (** + 2 ху cos V + У3)4 ~  "

f _  15у — sin у cos у (15+10 sin2 у +  8 sin1 у)
48у7 sin7 у •

, _  15 sin у — 15у cos у — 5 sin3 у —2 sin5 у 
1 4 ^ 1 й Г у  в

п / , 1 ± 1 1 ± 1\
33. 1.Р ,,g +  2 , g  2 )

(х2 + 2*х + уг)и (2j/ + 2*)3-(l± ,,/2
[0 =  2р — 2 а -{-1 ±  1; R e a > ( l± l ) / 2 ;  Re (р  — а ) >  ( *  1 — 1)/2; у > 0 ; *> > -*).

f f 2р — а  — —? —•) У + (2р — 2а +1 ± 3) i l  
я* •/— 3 — 3)/2 _______________2___/___________________ __________ J

(Р~1)(2у +  2 )̂а - (|±3,/2

х в ( » - « + 1 | » .  * - Ц 1 )
[3 = 2р-2а + 1±3; Re а>  (1 J_3)/2; Re (р - а ) > (Т 3 -  1)/2; и, Ь + у>  0\

34.

?  х* * ^  Од =  nsh 1(1 — оь) ф)
ах2 + 26х+ с а (г —у) sin ад аа/2 sin ад sh <р

® .  i f - »-- * ,
о

JO < R e a < l; 0 < ас< Ь '\  а Ь > 0; в у =  6— V 6 *- а с .  02=  ft-f V !>*- а с ,  ф =  A ic h (;6  JV a c )\

я  sin [(1 — a) i>] сх/г~1 . . .-и 
-------------- ---------  i0 <  Rea< 1; а с>b*; ♦=» arccos (b/V ас)ЬЗв.

37.

38.

аа/* sin ^ sin ал 
_  я  (га ' 1 +  уа 1 cos ад) 

а (У +  г) «и  а л
(0 < R e a < l;  вс<0; о2 =  Ь +  Vb*—ac, ау =  — Ъ +  Уъ*-ас\

^ _ _ L -  г°  ’) c t g  а .ч  = ^»h_K 1■ Г '») *1сД/> ‘
а (г — у) aa/ ,sh<p

. [о <  Rea <  I; bl > a c >  0; a b < 0 i ay  = — b — V  Ь*— ас. аж— — Ъ +  У ь ш
Ф = Arch (i fr

оо

39. i -------—------ -- ——— Л __ — [6*<ar, а, Ь>0У
J  V x(ax24-26x4-c)J  Fx (ax*+ 2*x+ c) |/*2c W a c + f r

Г Лх»4-В**4-Сх4-Р . 1
J  (ox2 +  26x +  c)4/f 3 (/ a c +  *)*

X [(2  Vac +b) ( J p  + ^ j  +  ±  +  ^  la. c><k b> — \rac\

i



t2.Hl

Ч?_________ dx___________ __  JL  in g ( '  y 'c+ g c — hb)
41- \ (gx + h) У  ах* + 2Ьх -+- с г h (rV a + g b  — ha)

|«. Л. а>0: cSsO; b > - V a c ; r= V a h ‘ -2bKh г c«* > о].

« .  W ^ ]
\g. h, a> O. c> 0; b>Var. r = V _ a/j** + > о].

2
------7=---- -7 =- [ah* — 2bgh -f c£* = 0; a, h > 0; 0; gb — ha 0J.

43‘ h V a + g V c
CO

2.2. СТЕПЕННАЯ И АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 313

«• J (a*1+ 26* |-O'1
[m/21

= ( 1)стла" V  ( ;" ') (2 * _ l) ! ! (2 n - 2 A  —З)!!(вс-Ь=)*й **
(2n—2)!l (ас— 6г)ч ,/

|в > 0; d f> 6 ‘; m =0, 1. 2, ...» 2л-2; /1=1, 2, 3. ...].

f  ________dx________ (2/f —  3)!1 яд ” *1
J  (ох* +  2Ьх +  с)" ~  (2л —2)!! (ас-— 00

[а>0*. ас>Ь*; n*= 1, 2. 3, ...].
2.2.10. И н т е г р а л ы  от х* (ax*+2b.i*+cy>.
Условия: a, b, с—действительные числа.
I оо
Г - J L + 1 d x ~ - "  2. {  *i+ l  й — J U .
^*♦±.**+1 2 К 2  + 1 х*_£;сг+1 2 V 2 _t 1 

,  f х«-‘ Жс 1 Г л® '*'1**
J  (а*< + 2*л-Ч-с) - = 2 J  (ахг + 2Ьх + су> ,см' 2 2 9 7*
о ь

4. f x*dx _ *
j  8 * + S !? + 7  e  * *>0: 6i>efl*

2\^2c (b +  V ac)
loos b > - V a t ) .

I _  1 ln 6 +  ̂  b* — ac J  _ ________л_______
2 V l f i - a c  Vac 9 1 2 V 2 a  (b +  Vac7

CO

5. I  1 » 1 [(ajc2 -f М2_1.СЛ*21-р^= -------- L i _________  f [ P  ^ 1
{/ 11 + j +  J ^ U D / V l t D ^ - l / * 1 L P J

___________I
И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  Л 0  u.v24-^jr-fc).

[c>  0; R e p >1/2].



ОО
\т-я+ 1 —  2)!
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*■ |(FOT= (t) 
1

2 (т  + 1)( т  + 3)... (2л —т  — 1)
|Re * >  0; т «  0. 1, 2.........л — 2; я=э 2, 3, 4.

[ R e * > 0; 0 < R e a < t R e Vj.
оо
С _______  2я,г'"-'|' |п ■ т !
'  (К х *+ г*+ х )" (я — т — 1)(л — т + 1 ) ... (л +  т + 1 )

[R e *  > 0 ; т= а 0, 1. 2........ п — 2; я =2, 3. 4.
оо

5

6.

I* ________x°~l dx________  _ o l  + a..,a-v/ Г (2a) Г (v ~ a ) Г_1 О +<* + v) \
' ;  ( , + , + / _  (г  ' г ^ - 2 « ) г (, ) г  ч . +2>-«)|

[ | a r g * I< n ;  0 <  Rca< RevJ.
оо
С __________xmdx__________^

Ь [ х + г + У { ^ }  +  2хг) 
= inzm~n+l2~m (2т +1)! (л — т  —2)1 [(т  +  л + I)! ]  П 

\ 2л(2а)Л|- ^ 1т ! (2 л - 2 т - 3 ) ! [ (2 л - т - 1 ) ! |  * / 
I I  * r f  1 1 <  л ; т  =0, I, 2 я — 2; л =  2. 3, 4.

г ____________л4* 1 ах____________ ^

Ь [*+*+j/"(ж+гС-у1]̂ } |
- ™ ~ В С . ' > - « > л ( ± ±  |  +  |  { ” } ,  i - ; + - ’ ( 5 ;  1+v: # = { Д } )

, а г г г ,< л ;  0 < R t a < R e v
оо

8. . dX - , =« — (д +  ̂ д З - й * )v [ Ж а :  Rcv>0J.
J  Vx*-tfl (x + V x '-~ Ь*У vО
OO
f  *•-*&

V * 7 * + y  { £ £ , } ) ’

в  ( я ; ! = * ) л (4  { ’ ; * ) .  Ц 1 ; , + „  i - v j M )
IR c y ,  R e * > 0 ; 0 < R c a < R e v J .

S* jr**-1 dx
^** + z * (K **+ **+ » )v

-(2г)а-'-*В 1 - a  +  v V . F / l- o  + v. v; I +  v -  2 ! )
I R e « > C | arg (jr/*-f 1) | <  я ; 0 <  R e a <  R e V -И)*
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■ Ь т а ч 7 г - е̂ ,в(1'|+—)
О

[R e 2 > 0 ; 0 <  Re а <  Re v -f 1].

х"» dx_________ ____________гт ~п (п — т  — 1)!_________
п - )  i^ ? + z i (K * i"+^r + * )', ~  (2л — m — 1) (2л — m-f 1)... (m-f-1) 

о
lR e 2 > 0 ; m =  0, 1, 2, • •• | л*“ 1| л — 1, 2, 3, •••].

13. f ^ r ( K i n i 4 - « > - * « _

*  - 2 -~ ° + v ) , f , ( v .  «: ° + ;  +  l ;
[R e * > 0 ;  ! a rg (i- f  1 ) |< л ; 0 <  R e a <  Re v - f  1J.

о
[R e 2 >  0; 0< R e a <  1 ± Rev].

J5 С xm (V & + г*  +  хУп _____________ zw~” ml___________
B j J E  Vx*+z* * (я — т ) ( я  —m + 2)...(n  + m)

[R e z > 0 ; m = 0, 1, 2, л — 1; л=»1, 2. 3,
оо

x<* 1 dx>6. т-- =  2а-х,г'х-у-1/гВ (а, 2v — 2 a + l)
b' V lx + z  (x+z + J- z--j-2z.v)'

[! arg г | <  я ; 0 < R e a < R e v - f  I/2J.
oo

xmdx V 2  m! (2л —2m — 2)!
6> r 2x-f-z (x + z +  Кг* +  2zx)4 (гг)"""-1/2 (2я—m - 1)!

[1 argz | < я ;  Л1 =0, 1, 2........ л — 1; л=*1. 2. 3, ...J.

I* ^<j_|
l8‘ i  7 =  [* + * + i/ + 2 V y  (X+Z)]“ V dx

=  2-a sv2e-v-1 ^ !/B (2 v _ 2 a + 1  a ) j/7 i('v +  1 _ a v +  ± .  2 v -f 1 —a; 1 — J-)

[. a rg 2 |, I a r g ^ j ,  I arg (y/г) J <  л ; 0 <  R e a <  R e  v  +  1/2J.
eo

,9‘ H У Т Т Т Г * П ‘ * ! / -  .. = 21/2-°tz,x- v- 1''2B (2a, v - a  +  -1-) o '  JC +  2z(x-f-r +  K x J +  2xz)v \  2 /
[I a rg 2 1 <  я ;  0 <  R e a <  R e v - f  1/2].oo

20- \ ___ *m dx________________________ (2z)mrl/iz~n (2m+  1)1__________
b Jt + 2z (x+z +  K x - f  2xz)n ~  (2rt — 2/Л—l)(2 n -2 m + l)...(2 n  +  2m+l)

1 arg г | <  л ; m =  0, 1, 2, . . . ,  л — 1; л = 1 ,  2, 3, . . . ] .
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21- [  ^ L= = [x  +  xy +  z +  2 \ rxy(x + z )Y  
61 * * +  г

- 21-***в- ''- ./*К»В (2в, J  + v - a ] tF1( « + | . v +  l ; a  +  v + i . : , \
( ЯПГ 9 I I *Г<Т М ! «— Я* П Da /» -• и . . •I аг**|. I argIf К я :  0 < К е а < Н г у 4 - |/21>

Г ( Х  +  2 )- - У *  [ X +  Z +  K ( X - f  2)2- y 2 f

_ 2-vz«-v-iB (a, l+ v - a ) tF , ( — ®-±1, 1 + ^ ;  | +V; £ )
l l j r l < l * i ;  I *rg * | <  я; 0< Rea<  Rev-f IJ.

23■

oo
x« 'dx

о > (*+*)* —*и * [х + г  +  У (х + г )*— x *^ f

=  2 - v ^ - « B ( a , v - a + l ) ^ 1( “  , H + L ;  , +v;

[ ! If X< 1: Ie rg i |< я; 0< Reot< Rev +  IJ.
a

I- i* *----[(г + I 'a  -  x)v +  (z — I a -  jc)vJ dx
,> l a - *

24.

' + «  5 )
[a, Rea> 0 ; 2 *^ [0 . aJJ.

a
25. j  _ J ^ [ ( e  + l '5 * ^ F ) v +  ( e _ y ^ r i * ) v]d*- (2e)e»v-»B 'J’ , v + “ )

[a, Re a. Re (a -f 2v) > OJ.
00
f  jja- i

26. \ ............  . --- --- .----- — dx =
5’ > (*’ +  г*) (X* +  у*) (у x* + г* + Vx* +  V5)v

— - . в ( ? . 1 + т ^ ) . г . ( | + ^ ,  v- ± i; v + l :  1 - 5 )

IRe /, Re у >0; 0< R ea<  Rev-f 2J*
oo

o7 i* Я®”1
J  ) (д̂  +  г*)(х*у* +  г*-) +  V

_ 2^ _ lza ^ . ,B ^ v - a  +  1 ® ) Л ( ®  , l+ ± .  v + l ;  1 - r )

[Re if. Re г > 0; 0< R ea<  Re V  + 2J-
oo

28.
0
i’ - 1 Г ■ 1 +  1 -- ld jc = ? i- ^ K  ( V l - u 1)
.) I * *  +  *» L l  ( * - C ) '- 4-1/2 J ( x  +  c)* +  y 5 j  | / уг

21^=с* + и  + *!; Re7* Re^>ol*



2 2 12. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  р а з н о с т и  а л г е б р а н ч е -  
сК„хфУ><ки1,п-

2.2. СТЕПЕННАЯ И АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 31/I*»*-1

6 '
(l- JC 1 - W

г x° 1 1,
[ ( JC + 2 )a

Г x * 1 X~*

[(*+*)“ 

г га

(Jf-hz)1 a 

*• 1
L(*+*)“ ( * + * H

(] argX|< я; Rea. Re ( a - X) >01.

I a r g i , < л; Rea, Reo> 0J.

3- j f ~  (X +  г )1' °   ̂=  Л Ctg а  Д Г1«гв*|<л; 0 < R *a < lj.

СО

4. И тз- т- И а  ~  Л Г Т ^ х а ! V  =  * ( ° )  — *  <a ) [l*rgz  < л; R<a. R eo > 0 J.i
00

5. \ x*-'\(x+iy>-i-xf> 4 < k - » °+P->B(a, l - a - p )
0

[I trg г I < m  Re a  > 0; 1 < Re (a 4- p) < 2]. 

1:аг£*1<д; Re p >0; R e p > R e o ).
1

_  f  /Xе -Ж
7. 1 I -------------- dx =  In X I агцX ]< л; Rea, Re(Xa —X)>0).

jf \I —X 1 —JĈ  /

8. =  * }
^ \1 ±. xy у ± x j  sin ад Icos ад)

[о < Р е а < 1 .{| ;;00 " ли I " * » :< * } ] .
a

9- 5((JC+a)V-'(o-x)P 1 +  (x+o)P-, (a - * )v‘1J<^ = (2fl)P+v' , B (P , ?)
0

[a. R ep . R e y  >01.
I

,0- $ 1 ^ ~ Ч а  +  6 -а ;г )М  + бРх(»-1(а +  *>-6*)»-,]Лс =  (а +  &)а 'Р-1 В (a. P)

[a, b, R e a , Re fr> 0 J.

•' K i T r W ---- 4 — - M  I » »5’ \V I — X *  1 +д(Ц j  x Ц
OO

12. (  (<M-&r)P — (a±cxY> сI -------- ^ с д р 1 п С Г в . ь . о  C; Re p < 0]
о



”  а ( х + 0)Р 'Х °  ' + Ь(Х + Ь ) 'Ч Х0-' ^  В (а. р)
J  Цв + 6)*+а&]“  м ааЫ> 1> • Rea> ReP >01.
О

" •  Я ( ' + £ Г - К Л ? - < ‘ * - ' > Чо

П  I 1 \dx А

jrP\vlrfjr

318 ГЛАВА ВТОРАЯ. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ |0 ,

15.

Ш '+тГ-КШ
In у  In г Г / 1 1\ Ч> (— ! * ) , ♦(— V) 

~  а  р \ а  Т У  5 —
La, 0, Re у, R e 2 >0; Ren, R e v< 0J.

2.3. ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ
2.3.1. В в е д е н и е .
В этом разделе содержатся интегралы, в подынтегральные выражения 

которых входит показательная функция. Одним из способов вычисления таких 
интегралов является сведение их с помсшью замены переменной к интегра
лам, содержащим степенную и алгебраические функции. Кроме того, некото
рые интегралы, содержащие показательную функцию, могут быть получены 
из других интегралов с помощью предельного перехода по параметру; напри
мер, если

оо
jj (<*+*)рф (x)dx=f(a. Р),
О

то при соответствующих условиях
оо оо

(  q> (x)e-Px dx= lim С ( l + *  )  ° P <p(x)dx=* lim — ap)].
g  e-* +oo a J  a-*-foo

2.3.2. И н т е г р а л ы  о б щ е г о  вида.
В  этом пункте помещены формулы, которые позволяют находить интег

ралы, содержащие степенную, алгебраические и показательную функции. Не
которые частные случаи этих интегралов, соответствующие конкретным зна
чениям входящих в них параметров, приведе» ы в последующих пунктах. 
Интегралы общего вида представляются с пемощью функций К/, /**
= 1, 2, 3 ,..., помещенных в приложении II I.  Конкретные значения параметров, 
входящих в эти функции, приводятся в фигурных скобках после каждого 
интеграла. Кроме того, r = p/q, где р и <7 — взаимно простые натуральные 
числа, если не указаны другие условия.

у
I. \jfl-1{yr —xrp-1e tx dx— Vt,

о
В (Р ,  (a +  h)/r), u = a  + r (P  — 1) +  А, 

a = (a + h)/r, 6 = р +  (а + Л)//\ i  =  (— sy/p)P} fv. R*a. ReP >o1'
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Tx*-4xr - y r)*~ 'e~txdJC= v t<>J

,С „ / - « В(Р, 1- Р - ( «  +  *)/'■). ^7  =  ( - 1К ( 1- р ) / Г [ а - М 1- Р  +  /)1. 
• ** и ^ а  +  ' Ф — •) +  *• *4 —' О - Р + Л —«. в =  (а+  *)//■,

b^fi + (a + h)/r, Я1= | - р  +  /, *, =  1 - а  +  г(1-р  + 0. г = (—siilr)p)
\U, R e fl> 0 ; R c s > 0 (h .ii i  R e s= 0 . Re (a-j- r0) < r -j-1)].

3. \ * * '1(yr+ xrY)~1e~sxdx = v *  +  v n  
0

{£h =s 1 b ( ^ ,  l - P - ^ ) .  Я „- (1 - р )/ Г [в - г (1 - р + / )1 .
u = a  +  /-(p— D +  Л. U| = /7, — r ( l — p+/) — a, a = (a + Л)/л,

& = р + (а  + Л)//\ о != 1 - р  + /. * i = l —a  +  r ( l —p+/),
z = (- l ) P ‘7(sy/p)P}

(R e a  >0; г | arg у  | < л ; R e s > 0  (или Res =  0, Re (a - f гр) < г -f-l)J.

oo

о

{£» = 7 ctg n ) , Egi- (-1)/+1 /! Г [ a -/• (I +  ffl.
u = a  — г + Л, «!=*//, t,i ==/,(l+ /)-“ a » а = 6  = (а + Л)//\

«1в 1+/. * i- l - a + '( l+ / > .  z = (-sy/p)P} 
[* , K e a > 0 ; Res > 0  (или Res — 0, R e a < / ’ h l) J.

5. jfXе-1 (//* +  V / + ^ ) V *  dx=Vu +  V » + V M 
0

i r _____о г Г/-о/2. 1/2-/, a - r (/ - o / 2 ) l
‘ 2 У я  U — o/2-/ I*

p  _ о „Г (1 -о )/2  + /. — 1/2—/. a  —/•(/ + ( l —o)/2)l
*  2 7 s r [(»- o )/2 - /  J ’

--- ^ 2 e+,<“ +* > / ' B ( l + ^ f - o — ?-(« + * )],

«i =  /r, Mf » (/ + l/ 2)r ,  w = a-f ro/2 + /i, »!*=(/ — 0/2) r — a. 
p»=[/ + (l- o )/ 2 1 r- e , e, =  / — a/2, ^  = / +  0/2, cl=  1 - a + (/- o /2 ) /■. 

^i=*/+l/2, oa = (l — о)/2+/, 6г = (1+о)/2+/, 
f ,=  l - «  +  [/ + ( !-o)/2] г. dt - № + j ,  a3 = (a + h)/r,

‘>з=о + (о+А)/г, г,=  1+о/2+(а + Л)/г. d, = (l+o)/2 + (a + ft)/r,
z = (_|)P*?(sy/p)P}

[Re a > 0 ; r  | arg у 1 <  я ;  R e s > 0 (^ iH  R es =  0. Re (a  -f or/2) < I ) J .
00

•• J  **-» (^ /2 +  V '7 + T r)a Г * » dx= V „+



£ »  = ------ —г 2—2 <а "*■ — 'В ( 1 +  — (а  +  А ), - * ± * \w а  +  Л \ ' r v 1 "  2 г у»
« i - г / ,  и =  а  +  го/2 +  Л, t»t =  г (/— о/2) — а, at =  / — а/2,

&, = (! — о)/2 + /, ^ « 1 —а + г(/ —о/2), с/ж— 1 — а+/, а3 = (а ЬЛ)/г.
= (а + Л)/г + 1/2, с3=  1 + а /2 +  (а +  Л)/г, (/3 =  1 — а/2 + ( а -fЛ)/г *
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s = 0. Re (a fo r/ 2) ^ |П[Re а >  0; г | argк I <  я: Re *> 0  (или Re —  .х* ^  т- ч г ц ) ^

7. Г д« -I (У . e s.r dx д  у  + v a + v „

, Г ___ I г Г(‘ ~ °)/ 2 + Л  1/2-/, а - л (/  +  (1-о)/2)-|
{ ** Г й  1 (1 -о )/ 2 -/  Г

_ I Г 1 -а / 2 + / . — 1/2 — /, а  — /• (/+1  — о/2)1
£“ “ Г й Г 1-а/2-/ J ’

„  _ 20 +  2(a +  ft>/r п /а +  Л , 2 , , t l\
£ » ----------- ----------В — -— , 1— <т — у  (а  +  Л) ,

" i  “ « “ ''(/+1/2). и =  г (а — 1)/2 +  а  +  Л, f 1 =  I(l — о)/2+/|/• — ос, 
l't =  ( I — ®/2 + i ) r  — a, а, =  (1 -о )/ 2 +/ , А, =  (1 +  о)/2+/. 

с ,=  1 - а  +  г[(1 — а)/2 +  /|, <*,= 1/2+/, а , =  1— о/2+/. 6 ,=  1+а/2 +  /, 
с* =  I — а  +  г (1 — о /2 +  /), <*1 = 3/2+ / , в, =  (а  +  Л)//-,

*з =  <* +  ( *  + А)//-, с3 =  ( 1+ а )/2 +  (а  +  А)//-, d3 =  о/2 +  (а  +  Л)/г,
г =  ( - 1) Р ^ (5у/рУЧ

[R e a> 0 . r | a rg f |< K ;  Res> 0  (или Res = 0, Re (a  +  or/2) <r/2 -f l)J.

s. Г ̂  i ^
J  I  уг+хГ

{ £ „  =  2®-*/Г [  [ ~  ® +  a  “  г ( 1 ~ 0 +  2/)/2j ,

г  21- 2(а +  Л,/'  „ ^ 2  , , „  1 — а а  +  А\
£ з , -  7 В ( - ( а + Л ) ,  ~ 2----------— )•

u, = r/. и = г (а— 1)/2 + а  + Л, р,=./- ((1 — а)/2+/') — a, at = (I — а)/2 + /,
6,= 1—а/2 + /, с,= 1—а+ л [(1—о)/2+/1, rfi = 1 — а +/. а3 = (а + Л)/г,

&з =  1 /2 +  ( а + Л)/г, с, =  ( 1+ а )/2 +  (а  +  Л)/г, d, =  ( l  - а)/2 +  (в  +  А)/л
г = (— ЦР+Ц*/р№  

[Rea. 0; /•;»(**! <я: Res>0 (или Res = 0, Re (а + ог/2) <г/2 +
да
Iе х * ' е * х

* ' 3 Jt^  И- 2 (xy)r cos у +  в
о

// = У V  1)7 sin [у((а +  /)/г— Ш у _  
r sin у —  sin [(а +  /) л/r)

/=*0

_  V  , у г (ОС -  Г  -  / Г ) ^  ,/+t . с с у Л “  
L  sin Y

l=*Q
[Rea> 0; \y 2r . &т$ у \<n\ Res>0 (или Res=»0, Re a  <2r-r



?.ЗМ

_  - ** V 5Х dx
10. J  ^гг +  2 (*УГ сое у +  ** 

о
U . V  (—1); (-Г -ь f—г) cos rv (f« -ь о/^—2)1 у

“ ^fau^Y 2/1 ®п* Y ' ! Л Ц а + О я /rJ

4- У  (— l '1 r  (a -  r - ,r) 1C?  ^  ~  T) %r 11 V м 'x '  2 sui: V
/=.0

|Rc x >0. | vl# 2/-|1Г^у|<Я и Rc«>0 (едя Re*=*0. R e a < 4 r+ t); (/cm. 2.3.2.9J. 

п. f
J  V f —*

.(s±i..+=±i)1
и = /-(а— 1)/2-f-а+ Л. а, =  Га + A)/r, Ь,=<т+(а+А)/г,

г3 = а/2 + (а+Л)/г, с/3 = (а + 1)/2 + (а + >!)//', z= (— s/lp)P\
Uf, Rea. Ke(x + o/-)>0|.

on

12. f  [(x,/?+ V ( t 2 -  v ~ 7 ) " ]  г « i r = V 'M+V'M+ n J, 
J  l- V - y '

{Гм = (a -  2/), 2» VT [a -  r ( I -  a + 2/)/2|.
£ „  = (— a — 2/)/2 ff-VT [ос- r (I +  a + 2̂ /21,

Г  21;_2(а + *,/л „ f \ - a  a  + h 1+ст а  +  Л\
L * ------- л \ 2 Г - ’ “ 2 — )•
«••* = /'(<*+/), u = r ( r — 1)/2 + а  + Л. »! = /■ [(1 —а)/2 +  /] —

«’* = /’ [(1+®)/2+/1-*, в, =  (1-а)/2 +  /, * ,=  1-а/2+/. 
е ,»1 -а+ г[(1 -о )/2 + /1 , < * i- l- a + / . а, =  (1+а)/2 +  /. * ,=  1+0/2 +  /.

с * = 1 — a  +  r [(1 +а )/2  +  /|, </..= 1 + а + / ,  а3=  1/2 +  (а  +  А)/г,
Ьз = (а+Л;//-, Cj=(l +  a)/2 + (a+A)/r, <̂ = (1 — а)/2+(а+Л)/г, г = (— ад/р/}

Lv > 0; Re s> 0 (нлк Res =  0. Re (a _£ar/2)< I + f/2)J.
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U. ]jx«->e-e~'’- ‘' <i r = (/t [ г” ( т ) П( « ) ,: Re* ’ Кгз Rcs>0]*

UXJ \  Ы Ш г ы  +  гП , *-'/ ,F I х' S { r ' a  + rf): ( ~ 1)Чг\^  „  (<*+'/)* i + 0  j

t«r< <■<!].
Г — I

t / i=  У  - Ы £ г Л Н - * \ . - 1 я ± к и , л  F  / I .  A(<7. ( a + A )/ r ) ;  (— l)/»z-i\
a“ o Л,г  v f / Р \д (*»• ‘ + л) /

% |r> II.
11 А. П. Прудников и др.



14. </х=
и

- * | ( Н Г г « « - " > * "  д „ .  , + , ' ) +

+ 2 ; . + . . + Ч Л  ^  1+а

r« i > i ] ,

2.3.3. И н т е г р я л ы  от  х °е Р х.
со

1. U*®-1* Р*Дс =  Г (а )р  <* JRta. R fp > 0] или lO < R *a < l, Rc/ =  oj.

СО

2. J x*e P*dx=n\pr*~l  fRep>c],
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СО

и
CO

Г2/1— П!? К ло Г Я— 1/2 - Л Г 1 (2/1— 1)!! К я

с
V-4- 100

4. J  ^ ^ (_ f / r” (1. B) Q  I K 3 :  * ,«< »; v>o].
V —  io o

2.3.4. И н т е г р а л ы  от (x ±  oy e ?x.
CO

1. $ l e-Px dx = p Р*-Р"Г(Р)
a

|e> 0 : R ep , R e * > C  (или ©< R e fu e l ,  Pep= © )].
со

2.  ̂ * V W (1  — p, Г?) |Rep>0; j arga i <л].

01
l^ L d x = _ * P *  E i ( — pr) IRep><4-

CO

3. У х + г 
о
со

f l »  л 14. Г J ^ l - d x =  -+ /T f^ E i(— гг) lRcp>0; |arg*|<*J-
J  (*+*)- z 0
CO /- ---

f. i . f  » — rfjr=al/ Я ^ e f l c ( ^ )  (1аг^2|<л; Rc р>®1*
J V x + г  '  P0
CO

6. f _fl£L_dXe J — iV n p e P *  eric (Vi*) (J.n*|<* R 
J  (д + г)-'2 У  г
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7. j  £ j - A — E l ( « )  [». Rep>0|.

8- J  9 = Г  Ц  J  rfx =  f - e“,’i E‘ (P IУ I) ±  ̂ 1 Ei ( -  P I у !)] *}

[Rep>0; In  v — 0|.

9- J  £ ± ix y  dx= i> 7 kP 'e Ky{o } [f t< o ): Re*  ■«*>•]•
— Ю

,0- j  Ip . ». Rep >•].
-/oo

2.3.5. И н т е г р а л ы  от (дс* J :  a*)P 
Условие: a >  0.

1. J  (a’--  x*)*» 1 *-r*  ix = 2» - 1/2 К я  Г  (?) (p/a)1' 2 /? _  ,/2 (ар)
— a

lR e f l> 0 | .
a

2. ^ д - л г )* 1 i f  P Jfd lt =  p  Pe -opv (p , _ ap )  ( Re f) >  OJ. 
0
a

3. jj (a« -  jc^ - i ел » Л с = у гя  Г  (.ft) (2 u /\ f ~ 1/2 / „ _  |/a (aX) iRe & > 0|. 
—a
oo

«• j  Г (H) ‘  ( а д  IB .» . № ,> n

f  P ^ i- t  г  (Ц , 2> -*>  (  ̂ -),Л (Ъ ,  ■

[ e » ± l ;  Re 3 > 0. ± R e ( f t )< 9  (<u> e < R < p < ! .  R e (A ) =  0)|.

(х*+г*)Р J

00
e~P*

2 -P - •« K «  Г  (1 - p ) ( i ) ,/2 _ p (pz)— Y in  _ p („ г )]

IR e г, Re/> >0|.

7 J .  ( ^ Т ? р ^ =23/г “ p ? * r  O') { )  У  1,2 x p - 1/2 (XZ)

<n Re г > 0; 0 < Re э < IJ.

J  JC*-f*a T e [R e *> 0 ; Im K  =  OJ.

11*



L С + Jmx.q.
—*00 ^

" f ir^*-£'-',‘i+&-‘-'‘M ,|*'¥+?)— QD

00 1 / \v
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I*. 3.6,

2.3.6. И н т е г р а л ы  от я* (х ± аУ> е’Р*. 
Условие: а >  0.

№**•>0; ImX»0].

1. С хв-1 (д—x)P*, <_A»<jx«=B (a, P)aa 'P-,iF, (а; a + fr -ар) 
о

[Rea , Яер>С].

2.  ̂**■' (а— л)®'1 f pjt = V n  Г  (а) (a/pf ~  lJ2e~ opy2/a -  1/2 (ap/2)

4-

|Rca> 0].

5' L
OO

6. 5хв-, (х-о)Р , #-'’ЛГА г = Г (Р )а “ ^ -^- °РУ ф , a  +  p; ap)
a

[R fp . R ep> CJ.

7. j  <*-«)•-*«-*** - ±  {±  j “ “  1/2Г (a )e - ‘ * * K a _  1/2 ^

[Rea, Rcp>fl-

-̂pjf dx n 

г У ~

a

oo

8. \ * . =  =  ——— erfc* (Кар ) |Re p  > °*
J  V  x—a x 2 У a+a
oo

01 J  (~ f ^ p e Px^ ^ r (a ) 2̂ P V (a ,  a - f1 —p; рг)

[P ea . Re p >  0; |arg2 |<*>
oo

10. J  *0-1 (Jt-f г)0-1 e~t*dx =  p ir  Г  (a) (Р/г)'12- а е ^ 2К а _  1/г (рг/2)

[Re a. Re p > 0; I erg 2 I < * 1



J 1-г‘ К Ч -  
о

12. [ * • '* ( * + * ) * 1/2 — « ' " * = 2 » { ^ r ,/2J r {a )s * r .D b in {V 2 jz )

^Re a . Re p >  0; i a r j z l< n ;  Л =  {o} J *

13. J ^  Г  («> *- 'е Р Ч  (I рг)

[ в г з г |< л ;  R e a  R e p > 0  (или Pc r  = 0. 0 <  Rc % <  2)J.

14 j| ^ ^ Л^ = (- ,)ЛП^ Е ‘ (- р г )+  V  (* _ ! ) , ( _ p-*

lR e p > 0 |.

c f - x n  Bx
15 ) i T f r e * м » 7 5 > +

+  2l ', K n p l - * ^  (2л—2A -4.3)|, (_2рг)* [RepXh |»п*| <л|.

OO

,6- J ; £ * ^ * * - Г (* - 1 )р * - « Л ( Ц  a ; — py) — jty* '1 ctg ал» -ру
0

[y. R e a . R e p > fc  a ^ l j .
oo

•7. J  **-» (X T  ^ - r P 4 = ±  0^ 5  [s (a) / £ jW  — eT /яд х

l l k  [». Roa. Re p > OJ.

, s - 5 ( * - I X )  P ( i r - / j r )  < V » . irfr= I
— GO

=  2я  e * V »  (a: 0  +  -  x  (г -  у)) j° J

■— >•* ■ .« P + tx j-

9‘ 5 (* +  <*И> (y-/jt)-<T^r rf

+  2 - p - cn  |X| (*+*)>
Нег>0, Re (p + a) > |; 6=, „  при  ̂<0. в=  p при H> OJ.
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12 З у.
2.3.7. И н т е г р а л ы  от ха (дг2 ±. а2у> е Р* и дп (а2—х2)е Р*л 
Условие: а > 0 .
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1. \х*~*(а*-х2)* 'е  P*dx 
о

2  
“  2

- I  К + г ± ! ;

ОО
3. J  -'e-P' dx=

■= J  (p, I - P -  “ )  Л  ( I : -J , “  + fc ^ * )  -  

_ . i  .B (p. ^ - р ) л ( 1 ± ^ ; ® , 1± ^  + P; ° j f j  +  

+ (2p)- “- # r(o  +  2p - 2) 1F , ( l- P ;  2 - p - “ , l z “ _ p . 2lj!J
IRep, Rep>OJ.

CO

4. J x»t»(*5- o 2)p-, e pv<if= 
a

- ( —  r  ( W — ; [p ,/2 ~ p/Cp+  1 /2  (a/>)] IR .  p, Kep> 0).

CO
7? vn — 3/2

|R»p>0>

*а -1  

(х*+г2̂8. |j . Г-.-— . f px dx

- p - - - V M - W l,r ,! iK  l + P - j . i y S + K  - +

+T5«H--s)*(f>f -4)-
- $ -и*1. ̂ )л(^= 4. -*r)

|R c ? .  k c a > 0 , R c p ^ O ;  если Rep*=0, vo яобюляетея условие R e (a - * 2 p )< ^ ’
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1 3 . 7 )

З Ч з - v r * .  (-2 ) ' Р/_ « \"“ i w
( 4 « a * J  *9

О
X {г1'*\с1рж"** яа//2Г (2 — а, / р с ) + е ( 2 - а ,  — /рг)]}

[Rea , Rep, Rez>0; я »  I, 2, 3. ...J.

Ч ? / - 1Пг~рх (— I)**" 1̂ /2~ пп д* ( д \"-1 
10. 1 ‘ 1 — (я — 1)! dp* \г dz / Х

X  {г V* [cos (рг) (1/2 — S (рг)) — sin (рг) (1/2 -  С (рг))]} 
[Rep . ReI >0; А = 0, I, 2, ...; а =* 1, 2, 3, ...J.

С pjf (~1)т1я 121-л д"» (  д \«“ * w 
П.  ̂ С_" (л — 1)! 0рт  г дг )  Х

Х { г  1 ( sin (p z )c i (pz) —  cos(pz) si (pz )|} [Rep . R e*> 0 ; л »  I, 2. 3. ...].

?  jn - W fP *  {- l)T *nnw  Vя ( * V»
J  (Ki+z*)n + 1/2 4 (2л — 1)1! дрт  \гдг)

X | K p [/ i/4 ( ^ )  +  Kf/4 (^ Z) ] }  l Re^'

13* f dx=*'n"1 [sln (** ” т ) с1(рг) —
о

[т/21
—  соз^рг — ~ J  s i ( p z ) J + p l " *  (ет— 2*)l ( — p*z2)*  *

* = I
[Rep , R e2 > OJ.

U  J  7 ^ Л - Г ( « - ? ) р » ^ Л (| ;  2 - f .

У® 2Д
2 sin ад

(*Ptf+ CO SaJie~W ) [у, Rea, Rep> 0J.

ir. Г* . z/m-i
J  F 3 ^ ^  = - 2- U - i r ^ E i ( - p ( / ) - ^  ^ E i (p y ) ]  +

[m/2|
+  pl”m 2  (m —2*)! (py)2*”1 [y. R ep> 0J.

к — I
16. Г 5 * Г РЛГ . 1̂ »-з г 

^ K T j r ^ f  =* -  Ei (py) + (- !)«♦ 1 ̂  E i ( -  py) +

+  2 ci (py) sin ^py — ~ j  — 2 si (py) cos ^py — j- -f
[m/41

+ P 1_m 2 ]  (m —4fc)! (py)4* '4 [*. R ep>0|.
Jk~ I



,7- \ ^ ~ - d x - 4 tix a~,/ J - ’n il2  (г НегХк Х « к  0<цев^
—  oo — tf

2.3.8. И н т е г р а л ы  от ха П (
k

а
1. Jx’  * (а - х )У '{х + г )- 1>е-Р* dx = B (a ,  0) г  Ра“ 'Р - »х

О
Х.Ф 1 (а , Р, а  +  Р, — о/г, др) (а. Rea, Re0>O; 1 (I Ь о/г) | < nj.

2. 5 *а 1 (х+ 2)“ а (2* + 2 ) - ,/2 e~pjr dx=*2~ l/2epi/2r  (а) [О а (^рг)]2 
о

|а, Re a. Re р >  0; | erg г \ <  Л].

3- J  ,*+ ,£ ^ + 3  {ci (р I* :)[*" ( г у - ™ ) + « * ( » - ™ ) ] +

+  sgn у s i (р I У !) Sin ру -  ™  ) —cos ( ру -  — ■ j  j -

— (—\)т еРУЕ\(— ру)) |Kep>0; )m» = q.

CO
«Д9
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4* f  V + x * ){, +  ix ) °dx=-t *t U {y± > r°
— OO

[Rev. * . ,> *  R eo > - ,; ^ J ] .

** <ад (!)
[G < o }: *>ft

6- I  S  I I 2nr*-<« J  I (,+,*)“* {J}
—00—Ир * = i * * i

I |ре2< о}’  ̂ * * 1 .  2, . . . ,  я; R ca> — 1; Re fa +  V
L \  *=1 /  J

7- i  ^ T 7 = H  (г* + dx = №'*•* га~* J  J  (г+ 2„f>
—с® — /? *= 1 b l

[x . V. Ие*. Re24> 0; A *  I. 2.........л; Re f a -4- £  « * y <2; P «a > ~ ^ J



j.J.lO-J

2 3.9. И н т е г р а л ы  от  х* (V  х ± г-\-а*'+  Ъг»У е-Р*.

1. f  r " Xdx= <* v)*-*-x

ХГ [,  + „ 1 “  J  ^ ] Л ( “ * °  +  Г ’ , + а ± ^ - ' ‘ > + « * - * - г .  гг) +
+  2V * * ,rt' V " e:?VV i ( '  _  v i 1 T JV  +  г. j - v> ] + , _ а  -  V ;

(г=0 или 1/2; Rea. RepXfc |агв 2 |< л].

2 J  д« - , г * * « < ±  v)1- ^ ,»W , * ( « + :* = » ) x 

л (1+2, Ц ? ,  | - 2 r . ^ - a ;  p») +  (± v ) V ^ * v‘' V r ( «  +  J - 2 , ) x

Х Л (2 г + - | .  2r— J ?  2 +  2' 1 1+ 2 r _ y ~ ® :  /*) +
+  2̂ v ev/2,a- , ( f v ) ,- . r J i

+  «. a; i± ^ ’-fa, l + a + ^ - 2 ) ' ;  /*) 
(г = 0 или 1/2; Rep. Re<2a -f v + v ) > 0; ja rg * ;< n j.
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со i i
S. f  ГУ7+7 + К *  ) U<V p v dx= 21~a/2/Ta'2 Г  (a) ep:^D-a ( V  2^ ) 

с '  * + *
(Rea. Rep>0; |arg*|<n).

4- f  d x = V 2  21/*ep i/iK i/ t ( P̂  [R c p > 0 ; | « r t » |< n ) .

2.З.Ю. И н т е г р а л ы  от х? (V хг+ г*+ ах+ ЬгУ  e'P*

I. f  *a-i { V ^ T z l^ j c y
(x *+г*у  *I
к  2г, ®-1(Т  [ a r ~ ( a  — V^2 1 >_

l> v ;  |_ 1 +  (a + v)/2 — r J
X»F3( ~  S L ± J . i  i  I tt - v . , , v „

• \ 2 * • 2 » 2  2 2 • ~4~y
— 2^-e-tnyi+e+v-ir /x vV_2/' Г f a  ̂ ’̂ r “ (a - v + W * lv

1 '  L |3 + s +  \)/2 — r J X  
y tF „ (?L+ ] a _ ! ,. 3 3-f a ± v „ 3 +  a  + v _  p-'r  ̂ ,

\ 2 * 2 2 ’ 2 2 4 'y

+  2 * V ' * v- < V * v r ( e ± v - 2r )x
X«F./r г  v . , 1 T V  . _  , ,  a + v 1 ? v —a . р*;г\ 

\ T *  + —2~* 1 + v ’ , + ' ----2 ’ --- 2--- + ' ; “  4 !
[r = Q или 1/2; Rea. Rfi>. Re»>0J.
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г '  j  " S h ' й 1 л • ( " 4  “ J  * <">>

-------
J  V  X V  Xх - f  1г

= ( 2 ) 1 ^ p W - V / J ^ )  K-l/4— V/»^2*) ~  ^ - « / < - V / 2  ^ 2  j  Kl/4-v/sf^

r
-  <* J ; *  ]x

x ,f,(^-4±2, | j j-. i±i±2.1+2^2-m -£|2)- 
 2vfa (T  v)l~*/'pza1"v *̂ +,Г 2r —v —a — lj^

v  r  /«+• l+ a  +  v ± v  3 v + a  3 +  v +  a  pW\ ,
Х Л [ Т *  ----- 2----- » T *  "I 2 ’ ----2----- ^ --- 4 " )  +

+ P1 a v (± zv)i-^ r(v  + a - l ) x  
/1+ v 1 - v .  3 v +  a  3 —a  — v р-г*\ ,

, - j - ,  у - 2 л  1--- 2 ’ --- 2---5 _ _ r j  +
+  p*-v e (+ rv)* 'T (v  + a - 4 r )x  • 

х л (|+ * . * - f ; i- I$ 2 + *. 1=5=2+*,. J  + 2,. - ^ )
[r  =  0 или 1/2; Rep, R e * . Re (a  + v  +  vj > OJ.

O) ______
5. I  -■ #±/Xjr£ fx « 4 2 Ve±/VW/t/Cv(A^) [X. R e/> 0 ; | Re v| <U-

2.3.11. И н т е г р а л ы  от  xa [(|'/ax», -|-6 J :  Кгх* + </)** ±
±: (V ajtf‘ -f-6 T  Kcjcv-f -d K ] ? pr-

1. f  -  - t ( Г а  +  У — х У - {-  i p  ( Г . " - _  
s  (a - x K

_  2*a +vav/*+a- r v 1' i r r  Г V +  ® l v
L v+2a — 2л + 11 

X *F ,(a , v +  a; l ± l  +  a . * + « + i_2/-; -<v) 
(/■=0 или 1/2; a. Rea, R«<a-fv)>®1*
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,v/t I* (a+ V a- - ** )v/* -  ( - 1P  (а - У д » -  дQv/a
(о2- л гК-2V1

( r = 0  пли 1/2; CM. 2.3.11 3].

з. | H ...dx~

— 2afV Jv* *rea+v**rr  Г v ^ a/^ l *[v  +  a + 1 — 2/-J

— 2V4a/n*l_2/’a,tafv 0/2 + vj^

К )  х л ( а- ^ ,  5 + i+ v .  * . I t a + 1 .  2 ± J± 3 _ 2 , ;  ° У )
(r«=0 или 1/2; a. Rea. Re (a  f  v )> 0 j.

4. Г И1-1 o r i + V t = z r - { - \ r  ( Y i - y — a r
J  (x - a )r
a

e  v l-tr2*r-*xevy* ha-rr  | /■ -  a + v/2. r -  a  -  v/2 j  x 

X»F, (a, + a; l- fa - / - - * *  — up) +

+  ( - V +v',  a r  ( a - r -  | ) x  

X »F j(r  +  -£, — +  r; 1-fv, 1+ r +  y  — о; — opy +

+ ( - l ) 1 ^«- '2V-v/*-a Г ( « + * - r ) x

Х Л  ^ — 2 • +  r> 1 — v* 1+ r  — -j — a; - e p j
1^=0 или 1/2; a, Re/>>0J.

CO

5> У ** i i K *  + o + Kx-o> v —Г— nW l^ jr- i/i — У 'Т Г Д '1
« -------- ------------------------ f ‘,x=

-  2v/* f  ,«  i <*+v**  -  «ov,a -  <-' p  (* -  v ^ ^ - У '2 „ P f .
J  (x - - a Y

I r  =  0 или 1/2; CM. 2.3 11.7].



6. \ [ ( ) f 7 + Z + V x = i) v- ( \ '7 + Z - V I= Z ) v]e-P*dx=> 
а

“= ( p ) ( 2fl)' " A'v/i(ap> fa.

7. f . Ь ± У ^ ' ^ - у и - У * = * г г „ л _
a

__2ir l_aa<lfv ’̂vl l/’r | r "^(v ~ a)/2, r — (v-f-a)/2J^

У F I — l+ q t- 1 1 I a ~ v г I . v + «  r. e*P*\
\ 2 * 2 * 2 * 2 • 2 * 4 ) ’

_2*л a *vl ’trpe*fVI>l‘ lrr  Ĵ r "l“ (v ” a  0/2, r —(v + a-f-1)/2 J^

~ г /! + q i_i_a . 3 3+ e —v _ 3-fa-f-v _ e*p>\ .
Х»га  ̂ 2 ’ + 2 '  2* 2 ~2 ~4~ У

+ (— ty m*2 ~va*vp*rty a Г (a — v — 2/*)x
х л ( ч } . ^  I+ V . ,+ r+ '- = Z .  i ± ^ 2 + , ; * £ )  +  

+ (- !> l va-*vp*r-v ap (a-j.у — 2r )x

x / f  J .  i f - Ч - .  . - V .  l + r ^ + 2 .  1 ^ 2 + , ;

[л= 0  или 1/2; a. Rep>0J.

J  V i V * = Z * ~a
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9. I  (y + l' x* a*) V x x a-)*g_px^  [a. Rep>e> 
J I  x*—a*a

oo

10. 5 l(x + Kx*- a*)v - (x- V x*- aOv] « Pjcdx^2p »vav/Cv (ap)

[a. R<H>>4

11 f  x r ( K x  +  z +  / x ) v - ( - l ^ ( ^ x  +  z - K x ) y e_pxdx

J
i  - ( * - « K

tvz \ j r  ■ ( K x  +  K x ^ ) v - ( - l p ( ^ x - ^ t - a ) v „ W f ! , . /

(/• =  0 или 1/2; Rep> 0; |a rg *|< jr. cw. 2.3.1 •‘H i



12. f  I ( У Т + г + У * У '- (У * + * - У Г* )',]<~Р*dx~
0

e=vp“ г%/ €р:‘ К\/2(рг/2) (Rep>0; | arcs к  л]. 

Г -f l^ + 2 ? + ^ x )v - ( - l p ( V /T + 2 i- ) ^ ) v
13. | •*" ( Т + ^ Г о ^ З р  е dx-

1

. 2 « , "  f  »• • b + y v z s r t - t - n r u - t t t r * л ,
J  (ДС2- и~)Г ° Л и-Х
а

|г= 0  или 1/2; Rep> 0; |*Г£ 2 |< я ; см. 2.3.12.7].

м Р , . л * + н - у т а 5 ) у - ( - 1 р  ( * + » - v i 4 r a v 
U ■ \ * (* +  *)> <*(* + 2*)-' * р dx =

о

( x + / F ^ g ) v- ( - i ^ ( , - y ^ i = g ) v  
J  * pjr"  «-*а

|а =  0 и л и  1/2; Рер > 0 ; !аг£2 |< л ;с м . 2.3.12.7J.
оо

15. \ 1(Угх*+г*+л)!¥л  ( У  x*+z*-x)';]e-P*dx—
о

(2V),, + 1»*

в 3 и  J 2 3. ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ 333

р  * (1-+1)Л. v^**J IRep, Rc*>OJ.

16. Г ( У *  + г-- 4- хУ ± ( У Щ Г ^ - х )
ШШ Рл*+г* ш ш

V
е~Р* dx

- 2 » V U 1 )/ * S (±1_1)/e>v(p*) IR ел  Re*>0].

—с*+ хг+ сУхг +  2гх + с*)11* (с + У х г + 2гх+с~-)1-а  (_рх ^  _  
{х+22)Ух*+2гх+с3 

-  К 2  Г  (a) cP--D_а ( ]/ 2 р (г + К  г5̂ 5)) D а ( V  2р ( г - К Т ^ Г - ) )
* IR ca . Rep>0; |a rf2 |< x j.

^•,2. И н т е г р а л ы  о т х о ^ + г ^ - Р * .

j ! £ ~ d x - - L L a ) V  (»+ » )«- ,(- « )*
' + г>* (я - 1 )!  ^  <р + *Л +  <?/.)«

*«*. Че(р + ет)>0. |2|<1; 2^ _ | _  Rea>0. или г « - 1 .  Rea>n; 2.3. ...].

2. Г _  )П 2
.! (<'*' +  U*OJ.
00

3. i ' Х*"е-рх
g ( - ^ Ч р Щ '1 (2»»-»- 1 )n*>BM Ip/cj.

17. J x a - i ^

a

■}
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12.3.12,

ОО
xV (m,l/5)X .20. I ------- j-rdx

J  (е* +  г)п*1/г— да '

f  г \m~n (2m — 1)!! (n —  m-
Ы (2/1-1)!!

m я — m — 1
2 У  * V  1

—  2/г — I _  /;
к = 1 A = l

m

4 УZ i  (2ft
fe= I

я — т  — 1
I V  IV  1 , 2

* = I
m=0. I. 2......... я —J ;  я — I, 2. 3. .J

°® г /  m — I я — m — I

.1 (e* + z)"a (л- l ) !  +  £  k L  l \  
—<» L\ *=»i *= i /

/ m — I л —m — 1 v / m — I m — n — 1 v

+ 3 te . +  21-2 i f -  2 i- 2 iV
\ *= l * = l / \  * =1 4=1 /

(m — I я —m — I v

2 i -  2 i к - l *=»| /J

—I a —m—1
I \ I

(|аг£*1<л; m^*l. 2.......... я  — 1; я = 2. 3, 4, ...J.

OO f  лЛ1 (2/.-2/И-I) ! ! ( * - ! )  I . .
+  (2л- I )  »------*

f m —I я  — m *3

to,+ 2 i - 2 2ab+2'»2 + k k=i к=1 /
/ m — I я — m i / m — I я —m \

+>(-+ 2 i-2 2 ̂ + 2'"2 !«■- 2 i-  2 V
\ A=l / \ ft=| *= l /

/ 'H - l я —m oo .

+2 2А- '2я^+ »2^  \ * - l *= l * = i ^ 
Ц а г .г К л ;  m = l. 2......... я; я — I. 2. 3, • r

l Л * " * ' * '23. 1 ----- -— dtГ x?e
\ А ' К +  г Г  + Ш—  DO

/ г (2m -  1)11 (я - m -  ln [Y, V  _ J _____” y “ ' | _  , 2]  +
\ 2 j  (2л —1)11 Г  ^  2Jfe — I ^  k }  j.

LX *= I A=l1 * =» 1 к *  I
/ m n — m — 1 v

+ > (• «• + * 2 s r i -  2  t - 2 H'  I = 1 /
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J.3.13J

л — m — 1 >
V i
*-d **

* =  1 J
n — m

V
— 1
1

2
*=*

11
L  (2Л — 1У

\ k »  I
1 ,а г т * |< л ;  m =  О, I, 2, . . . .  л — 1; л — 1, 2, 3. . . . ] .

2.3.13. И н т е г р а л ы  от х* (<Л* — гУ■*Р*.

I. J  (*с_1)Р l - p [  ^ o 2- p+/iJ

2- (’ ^ = 7 rfx= 2 * Ц ^ 0 - ^ ) Ч * ( 1 + р > - * ( 1 + р + * ) 1

(Rep <2. оф\\.

k= I
I0< n < ln 2j.

3. = - ( ^ - | ) - > »  v  0 ± g ^ ( L j p  * (ф (1+ р)4 .
* = 0

+  | + ~Р~+ *  -  * U + P  +  *) +  In (<• -  I)! +  *' (I +  pj [a > ln«l.

In 2
. Л*

Г 12' I -
Ol

J  7 *r= idx^ 1 (a)'

Or>
PXfi I J& rP *  Ar

{- « • - ‘ ^ { в О - л  p + p ) W ( I + p> - * (H - p>]>
IR e  (p -f p) >  0; Re p < л +  I; л =  I, 2, 3, . . . J.
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IRe  p. R e « > 0 ;  | * r g r l< " T*
OO

Б. £ I 1V dx = 2 p '1/k Г J  I  j [v. «. R e p > ®

П ( ^ )  45= 2K0(: I >.i>) 6* | C '

*3-17 1 2.3. ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ

,. Г  a 'i
J
T + ico

е-*/Хд
' 2Я

q \a/2

345

In. Jt> cj.

|X>0. |»>01.

8. (  xr̂ -i fPx~<llxdx — 2 n i (^ p j  J v (2 V p q )  [p. «. v><* R ead ].
Y —ioc

2.3.17- И итегр  а лы от A  (x ) e ~ i y  , , - a‘ ~ f:x.
00

j. f  — —  схр ( —  Ь У х * — a2 — рх) dx =
J  V х —аа

= Ь | / " [ у  « Р  (— а V V - И  erfc (г ) — -1 ехр (а У р 2 — А-) trfc (гч)̂

[ij. = V а (р i  v'pJ^7"0; Rc fc. Rc (р + 1) > о].

S грЬ? г,р (_ ‘ ,'1ПГг5~") *1■ К»'(?) *,я (?)a
[ j ’( = o (p i V p ! — b‘); Re b. Rc(p-ft)> i],

oo
3- \ .7 --- ------ exp (— t V'a2 — u2 — px)dx =  2 1 /  — erfc (г.) erfc (г,)

J K x - a ( x + a )  r a

[г% = a (p± Vpl- b ‘}. Rc b. Rc (p + t) > с].

jV  (x+opP
1  ---- exp (— b I л- — a 2 — p x ) dx

- У -  r ( i - 2 P ) V i / i ( ^
[ Л  = a l p i  Y  p- — b,)\ Re fc. Rc (p + t) >  0; Rc p ^  1/4].

5- 1 l k t V x ^ ) v e x p  (b У*Г-Г ? )  + ( x - ) 7 ^ ) v exp ( - t t ' ^ - a 1)]
( X 

Xe P* 2oV (p-J- 6)V/* (p— /fv (e V'p* —fc*) l R c ( p J i ) > 0 ]00

J  ( -  * K iH ^ - p x Jd x -  ^ K1/4 (r /̂2)/C1/4(rL/2)

— a (b J_ Y t ‘ — p‘); Re a, Re b, Rc <p + t) > о].
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7. 1‘ ( « ■ + > ' схр ( -  Ь V * + T ' - рх)dx =»
J  у Xs +  а*

=  ехр ( - а  Ь'- Р - )  erfc ( О  ехр (а К ^ - р < ) erfc (г Л

[г\_ = a (b ± Y b '- p ‘); Rев. Reft. Re (/> + ■• -

». (  « “л ' i , t o . 2 V I «■» «rtc м  Ыс  (,.)
J  Кдс* +  в ‘ (а +  К * *+ а * )|у| * a v+ v ;

[zV=»a(i + »• 6* — p‘): Rs a. Reft. Rc (p + 6) i>o]
2jl 1 /2

9. i  A _— ^  (a +  V x *+ a-)^  exp (— b V  хг +  а* — px) dx =•
J  Vx *+ a*

= \  Г (  2" — 2̂ ) W 2 г+) (^2 г )
[*  V  =  я ± V b* — p*); Re a, Rc ft, Rc (p -f- b) > 0; Re (J < l/«Je

oo

n. [{Vx«+^ + Jt)ve*'+ {Vr^ + ^ - xYeb*]e~c vx’ + y ^ =  =■

-  2av (e + fr )v/2 ( c - * r v/t /Cv (в  К l Re , .  Rc (,  ± »,>о» 

2.3.18. И н т е г р а л ы  от ei ,x,f (x).

j  Pk l
I

I. [  x P*dx=  У
i  A  **

2. J  x* *e-P^dx^

OO

3. J  e-P*xdx= — E l (— p)
0

oo

4. J ’ ( a - n | * ; ) g - U l  + a c cic =  2 ~  (X ^  +  6
— OO

s. J
— oo 

oo
6. jj ли* *■* rfr =  c.

[M. Rea. Re 0 > № 

[Rcp>0> 

[A >01-

hi. Re /» >

{K«*
„.о  И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  р а з н о с т и  а л г с б p а н ч e- 

, ,  в ' п о к а з а т е л ь н о й  ф у н к ц и й .

Г : £ j l - * L ) dX = Hp)-lnr 1. H T T F  i - x j х 
0

i  j V ’"- « '> r i r=3г » » )  
i

J  I  l — x / x
0

J ,  ,-x—e~Vx

5. j  х“  1 j* '* *  — V  j dx= Г (a) p

CO

6.  ̂х 4* * —(*+i)~pJ«fr = 4>(p)
0

чк-ггё)?-:-»0
oo
(• g~px__ 1 1

8- j  7(1+1)^ = г- IePi Ei (~  - ln 0»)1

‘ J(—TfWf-H

[r, Re p > 0].

[Rep > 0].

a [Re p ̂  0; — л < Re a  < I — nj.

[Re p > 0].

[Re p > 0; I arg4 | < я].

[Rep  > 0; i arg г | < я].

[M. Re p > 0; |i! arg«j < я].

4(0) - I

u. \ -A______ L_\dx=c.} \e’i* - 1 хеч* j

12. i? ( d L ____J_ '\dJt= -  ’ inn.I  \ 2 1 +  ̂ J  x 2

и. ? ( c i ____1 i n n .
^ \ 2  T + ? )  x 2 4

||i, Rc o, Re p > 0. д ; arg < я].
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м* J(5—i +гг= п )ф л - 1 п г (р)-(р-  ‘- jinp+ p-j |п(2л)

[Re Р >0|.

,5‘ j  J  + 1 + i~ ^ r } L T 1"r=[p- 2 ) ln',+ 2 ln (2я)—Р —In Г

2 х *  У* 2

17 )'

(р)

[Rep> 0|. 

[Re Я > 0|.

[Rep, R e 7  >0].

[Re p > 0].

19. \ l(P — r)e-1 *+ (r—q)e-P*+(<t— p )e- '* ]d’C'
or»

J. J  [(/>-,

=  ('■—Q)P lnp +  (p — r)q  I n<7- f - — p)r \nr Re?> Rcr>0].
on

20. ^ [̂ (p — 7) e rx +  J -  =

=  p In p —?  1Ш7 —(p — v)^l  +  ln [m. Rep, Rc », Rer>01.

on

21. j  ( j4 r^ + ^ j- )« r*pjf <**=♦(?+*)—M '+ rt
[Re (7 + p>, Re(/ + p) >01-

22. [Rc,. ц,(#+,,>-|].

• j  [ 1 —gJC — ■* PX* Y x = ln P ^ iRep- Rc»>01'
I
oo
(* /  ________ \ rfjc a+b q
J  \ce*x+g+he 1 * cePx-\-g + he p*) x c+ g+ h  n p

23

24

[Re p. Re » > 01-

2.4 11

g-рпл; — е~чп* e Pmx—e ^mx \  dx , , m—---------- -----Jv,=(9-P In —n m ] x i n
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[m, n, Rc p, Rc « > 0].

26. J  I I  (/i — J}! dpn m

X V;* ( -  i p n  (p + v /l +  vI,+ . . .+ v ,>)'> ‘ ln (p  +  v/l +  vJl +  . . .+ v lt ) 
»=0

[O sjm tf'i; Rc p > 0; R e p > - R e  + * lt+  —  +Vjjt) ;  символ^* означает, что fc-A член

суммы содержит слагаемых, которые отличаются наборами индексов l |( ifc ...,
взятых нэ множества i =  I, 2....... я].

27.

28.

29.

00

Д'^ ____ У?— ]* * = ( ' _  П, с - 1 п у - ^ 4 - ^(л'+уТ J * W q) q г

j  (е-рхч _ e-nxr) dx = 1п Л4_С-_ In p±C

uu

J'

u .  q. Kep, Re о > 0; r ! arg у | < я].

|r, q, ke h. Re p > 0).

a*

Г In (g/P )̂  ̂ a J, P >0; 0< P< O ^P< vl.
Г  ln (7/P) JH(V/P)’ ,p  P ’ J

2.4. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

2.4.1. В в е д е н и е .
В - Этот раздел содержит интегралы, в подынтегральные выражения которых 

входят гиперболические функции. Для их вычисления можно использовать 
следующие свойства. Интегралы, содержащие гиперболические функции, могут 
быть преобразованы к интегралам от показательной или тригонометрических 
Функций если воспользоваться соответствующими формулами, приведенными 
в приложении 1. Интегралы, содержащие функции sh" bx и chn Ьх, сводятся 
к интегралам от функций sh bkx и ch bkx, если использовать формулы для сте
пеней гиперболических функций (см. приложение I). В ряде случаев интег
ралы от гиперболических" функций с помощью замены переменной сводятся 
* интегралам от алгебраических и других функций. Например,
Q а а а

[  <Р (х) ch: bx dx = J   ̂ <p(jr)djc +  Y   ̂ ф (x) e2bx dx + ~   ̂ <t(x)e&>* dx= 
о о 0 0

a a

«= j  (Ĵ (дг)сов2 ibxdx = ~  J* ф {x) (1 + c h  2bx)dx =

ch ab
' In (x + V x 1 — l)  \ dx

b )Y x *  — \\ b
разделе «Гиперболические функции! a, b, с — комплексные числа.

[«. * > С].



350 ГЛАВА ВТОРАЯ. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 12.4.2.
2.4.2. И н т е г р а л ы  о б щ е г о  в и д а .
В этом пункте помешены формулы, которые позволяют находить ингег. 

рэлы, содержащие гиперболические, а также степенную, алгебраические ипок , .j. 
тельную функции. Некоторые частные случаи этих интегралов, соответствующие 
конкретным значениям входящих в них параметров, приведены в последующи* 
пунктах. Интегралы общего вида представляются с помощью функций VP, V'
/ = 1, 2, 3........  помешенных в приложении I I I .  Конкретные значения пара!
метров, входящих в эти функции, приводятся в фигурных скобках после 
каждого интеграла.

В п. 2.4.2. приняты следующие обозначения: r = p/q, где р и q — взаимно 
просты* натуральные числа, если не указаны другие условия;

g | 1, если взят shftjt, (— l)f'‘/2l + * ,  если взят sh bx.
10 , если взят ch bx; 1, если взят ch bx}
( 1/2, если взят sh" bx, /» =  I, 3, 5,

Y =  { 0, если взят sh" bx, п=  2, 4, 6, . . . ,
I  0, если взят chn bx, я =  I, 2, 3, . . . ;

, .  ^  « • - • ► - « I» - g ty  * -

(f — / п» /т  \\ттУ п П(Р. I)
 ̂ ( и  (-*-!> 2" / Т ( 1 / 2 + 2 у + Л ) ’

и =  а  +  2/ - ф - 1). at =  g. &i =  P + g ,  с , =  1/2 - | -2у +  Л. г = ( 5/р р }

[I/. R efJ> 0 : Rca^> — 6я; |» г ;6 |< я |.

2 {  -! ( » '  +  У у гг- х * 'У + 1 у '-  У  у-' - х * У  /sh « Нг =
' J  У у % г _ хгг Ich bxjf

n\-n+a/r-l ,/XrfV п ' . У л  Гос/12/-), v  +  a/(2A)|
2 У f  цл/2))р  [  v+ a/ r  J

{*.-< - к* <т ,**«■ г [ v+2£‘- , ^ +J .

u = a  + r ( v - I ) ,  0l =  5, *4 =  v + j ,  C| =  v /2 + g , <*, =  ( v + I) /2  +  &.

<-,= 1/2+2у+Л. z = (£/?>)-'} 
[y>0; R e a > —rift. K e a > — n6- l r  Rev: ja rg f tK * !-

. fj I 4\( W. /-*- | > / » / * я1 r M
2 (+,) 2 s 4 W I *  Ы

1 4.3-J

(/в2| л1/"  2  (+ »* x
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г а + 2 т 1  ( A <2. «  +  2Х);
Xs V ' r [ ,/2+J / i \  i/2 + 2y /

= I,ft( ‘ ])l‘ ' ]2"r Г [ l/2+2y+л]’
u = — a/(2r), t'i =  2(/i +  y), ip = 2 г (n—2i )  bs~1/(tr\  

at = l, bi = l/2 + 2y+h,
|Re»> 0; Kta^> ~  6л; а’цЬ произволен при г >  1/2 (a |R e i|< .K e s  при г — l/2)J.

2.4.3. И н т е г р а л ы  от А (х) .

Обозначение: .

*• /а
[R e c> 0; R ee>  11.

о̂ = 2<П̂ а Г (аК ( а) — 2с-°Г (ci) ^  (2*+1)а*
*=0

2*» — 1 / я  \м  . _ . . л* , л*'2/1 2п

2.
J  choc “

[Rea, Rec>0],

f Rc О  0. Rca>261.

U=Vm

W
/а = 2с-»Г (а) У  = -ПГ (а) [t (a, l/4)-&(a, 3/4)1.

=  I f »  I. Л = ” , ' *  =  ( £ ) ’  Icm. 5.1.4}.

/a=2^-ac a (1_ 2'* oo u « < Г (аЦ  (a -  1), 1и п  = ^  » (1 - 2<» «' <i-«>) | |.
OO

4. I* In 2
} Ъ Г Г х  =  - 7 Г  [Re 0 0 ] .

OO

5. I' j b  (2r — 2)!! (1 — s) , (2r— 1)!!$л
* j j c h ’ cx (2r — l ) ! !c +  (2/)!! 2c

[/■ =  [л/2], != л  — 2r: Rec> 0; л =2. 3, 4, . ..J.



3j2  г л а в а  в т о р а я , о п р е д е л е н н ы е  и н т е г р а л ы

а
6. ЧЛ(1; Р + 1; * ) ? Л ( | ;  р + |.

о
[a. Re 3 > 0; | trg6

Э4)|

ч-ц I.I.I.1
2.4. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУ НКДИИ

2* In 2
19. я

*= 23/*»С» —2я-‘ In (I -Н V̂ 2)J2Э

1 + сИ(лКз/2)3/2))
[“’ Re(J>0; « ««К *

о

= 2 «** ‘В (а. Р) [lFl (а; а + 0; ab) т  ,F, (а; а + р; _ 4)) 
la. R e3> 0: R e a > - 6 ; |arg»;< 4

[я, Rea> 0; !argft|<*|.

{£ £ }*■

? _ л а _________1 л . 2 -
2<- 3 (i«+ * ),h bx 3 '

e .  J  “ , - g ~ g  I-  '>"* — i—  I c «1-

8.4.4. И и т е г р а л ы  от  1 1  { £ j £ } .
ft

Обозначс. <ие: « - { * } .

'• J shcx 2c g 29

[2йг=я: Re *>01. 

[46.-= л: Re*>0|.

[6г=я; C|«rff<|<nl.

353

tfig+wb-% /а+вв (г ± * .  ,.)л ( * + * ; 4 +«.р+ г + » ; * )
[a, Re£>0; R e a > —в: |агз*|<*|.

« Г Л*' , 
1 ¥. '
* sh*- be ^  с — лЬ cttj (Ь-/с) 

cx ~~ '

[R e c> iR c* |J.

[R e c> |R e * |].

la. Re3>0:

[в>0; |агё'» |< ^

[ft* = n: Re*>*

н у »  | Я » |  2с COi |&Л/(‘2с)1

4. rf,  . 2v- ‘ /у с + М  / у с - М
J  chVfx сГ (v) \ 2c j 1 2c )
on
f i t  . 1I™ “ “  • II*-\s. i * ! ! ^ 5 i ^ eA f̂*ec[ta/(2c)| 1 l ]  Г,*_Х)2__ *Ч
x ®  cx (« — 1)1 \cosec l&rt/(2c)J/ I  I  [  4c4 J

[Re (vc) >| Rc ft|].

14. = ln 2 —

15. = ” -!
10. = 2_,/5[л+21п(1+Уг2)]-2
17 f dx______I I Ьг , l \

J  (x* + z*)chfct г p \ я 2 /

[26* = л: Кег>'1,
[4*- = л. Ке»>*

[Re г>в

18. 2;х (2-я) f6* = lt Re*>*

] 00
•• J  sb‘ - i^ c h i l -i b x d K = y  [*> 0 ; 0 < R e i i^ t - R e » ] .

7- h " ' 0 ~
'  / * "  [6я/(2а)|1 r(v+6)/21 / J_ - v  M  / I - v  6 \ 
К л  lcostfm/(2a)lf L 1 — v/2 | [  2 2a j  [  2 2a J-a

12 a n Прудников и др
[з>0; — 0 < R e v < l — |Re6|/n|.
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- «.
8. j  sh*-1 ах ch лх j**

_ b _  (cos |ta/(2fl)ll г  f ( v  +  6)/21r  I  b — \ a \ (  fc +
“  _  4o*K n Wn l&n/(2o)]J L ( l - v ) / 2] \ 2a )  \

[о>в;

»■ f-as-et}*-
тГСЙЭ+СП К-i—И^И]

lKe;>|Hcej + |RH|
to
(' jsh ox sh fcxl dt 
^ Ichaxchfcx) chcx —

-  7  С  c« !S m !}1'"  <“ ''> + '« <te« i ■*

I л  ( 3 c- a —b\ _  ( 2t +  a+ b  \ _________ 2n sin (on А) 1
\ 4c J  \ 4c / cis (an/c)-J- cos (tn/i) J

I R c O j R e  3| + iRetJi

M[* th ax sh cx
|Rec>|Reni].

2.4.5. И н т е г р а л ы  от A(x) J f J  |*jj *'xJ # 

Обозначение: Й = / Н .

1Вс*>1-8; ReOlRf**
CO

2 f  x'n' a /sh fcjr| . _ л is
J  shcx (ch bxj x ~~2c cb nia ^

CO

„ C shs 6x 1 . bit
3- J  - ж г ^ - 2  lncosJr  в

bn
2c

; 4 -5-1
?  W.6xi 

«• )  *3icx (c li bx\

W ( ‘  4 r ) *  «(«• * £ ) - « ( « .  ^ ) ]
[Rea>—в: Ref>|Reft|J.

2.4. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 355

[R e r> | Re&iJ.

« f i  
7 r *«-1 “ £1^=Г(а) > (-1)МИ2*-И)-*Га + И2*+1)-И1 <4

S1 sh Ьк . я . . bn f . bn bn
xZEtt ^ ~ Ьлс,ъ '■2s

[Rea>0; R e o j  Re & Ц. 

'Я /„ . bn , bn\
t~ [2 c  sin —  ftnCOS l2 R ec> |R f» |J.

10. f  x«-‘ sh CJf dx V  (tt) V  ’>*J  cMcx c« ia  (2*4-1)“ L

[Rea, Re*>fr. R e a > IJ .  

(R e cX fc  R e « > — I; cm . 6.1.4].

k — 0
OO

'• f  *ct**-*axshaxrfx = -  J L H . F  Г . ]
$ 2(ta! L(‘ —^)/2j

[«> (* Re|i< 0 ].

11 j  ~  2  W t f ^
fe— 0

<n
13 f  shaxshftx 1 cos |(a — b) л/(2г)]

J  xshcx Х ~ 2 ' П cos l(a -\-b) n/(2r)l

09
14. С 5hJ axch(>x , 1 . 14-cns(M/c)______

J  x A c x  4 cos (2ал/с) -(- cos (&Д /<)
OO

15. f  sh ax ch bx _  1 cos lfrn/(2f)| +sin |ar'(2f)l 
J xcbcx 2 coslftn/(2c)| -  sin [ j  - >(2c)\ 
12»

[R c c> |R ea | +  |Re»|].

[R e f  > | Rea | +  | Re&|.

[R e c > |R e e |+  | Re * jj.



356 ГЛАВА ВТОРАЯ. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ |2.«, J.4 6 I

2.4. ГИПЕРВОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

f  j Sh Ьх ^  л V  ( — l)* i sin (bkn/c) J? dx____  2
I  sh cx г ^  «  +  /.л * г • R«»J  f  2. j  '^ T f r c h jP  У  b*— a% a + &

17.
/1 — 1

2/i 2лп _  n — k*= 1

18.

19.

[ л = л л ;  R ee>  | Re 6|; R e .? > 0; n =  I, 2, 3 
b ~.bn . c . /« Ья\ 

‘=--2С08Т + л аПТ ,П(2с0в^ )
. bn 2c bn . . fc—b \ e r e n _ _ _ c o , _

I
[ f t e . i ;  Re с > IRe j  ̂  

[2сг = я; Rec>|Ret4

„л f  x sh ft* n Ъг , n .................... ...  Ьг +  я
*°* )  ? + ^ аГ(«/«) * ' " ■ 2 * 1 +  2 sm ̂ ~ ch Ьг ,n tg —4“0

[ l> 0 ; 2 | R e i | < 4

P  (— \)k cm(bkn/c)21.

22.

______ ch bx , я
xJ -f 2J  sh cx ~2сг

bn

~*” Л 2  сг +  kn *= l
[Re*> 0 ; Rec> i Re4 J.

H

*  т  -  a + г  ra 7  4 *  ( ' +c“ 7 ) ]
я  bn t o .  . fc+ b  \

= 2 008 2c ~  2c \~4c~ /

2<- f ] H ^ ^ ^  = ' f e + ^ eXP[c-(n+ 2 );i] [ - ,'<’ +
о

+ |  ] + ̂ 2 E g f f ! ’ v  ^ - , « 1

[сг=я: Rer>;Re6T. 
|2сгад| Rec>|Rct|]>

k = 0
с ex p [|'Ьл/(2с)| 
л(2я + l)(n+l)

25. 2r bn с 6л . 2c . 6л . .
я cos 2 - - 2 COS с +  - A T ,nlg

2c bn , / 6л  ̂+ ft sin 6л
л C0S2c (2COS 2c 2c

V i(n+ I. 1; я+ 2;
[сг-я(я+ |/2 ); Ref> iR«t 'J'

( « = л :  Rer>  R»*1*  

[2;г = л; Ref>|He*®’

2.4.6. И н т е г р а л ы  от (a +  ftch4 ftx +  csh" ftx)P J  J  {chc*jc }̂*

1 f  ch bx dx 
J  (ch a — ch a)v

(a>0; R ev< l!l*4 H<*

i .n a+ft+Kfl1—ь*
3. ■■ n a +  ft — ^  a* —ft1

4. =a4

djc ■In а + Ь + Уа* + Ь*
a +  b — a* +  b1

(l»l>|e|l-

[0<|»К|вЦ.

[»-«!•

[aft jtOl-
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C dx - ____-___
5- 3 0 + !>^х r e*+6*

I
<• chft* < r л _ ГА^ Г <h ( — A r c h [д>1; Rec>|Rc*|).

•• J  e + c h «  C } 'a * - l  с \ c  I  
0

- _  _ _ J L _  cosec sin [  — a r c c o s £— K e e l ;  Rec>|Re»||.
7- с К 1 - в 1 с Vc )

(’ chftr__rf .. • V  . [ReO lRcklJ.
3 l+ ^ 'cx  c1 sm (ftn/c)
0

»■ 7  V I  <“■- " v‘-,/,r Г Г  ’ “ */eV ,! 2 r «  w
0

(a <£[-1. 1J: Re<v±fr/0>0j.
00
f  ch bx . n bn n
1 ,/ dx— -7-— sec ></: —1/2 ( )
^ Va+C.icx  cK2  с

(—1<в<1; Rec >2| Rci I].
OO

1 1 t* ch bx ix______ я \t> sin 1 сг>з (ЬЧс) —czoi> sin
3 (cosZ+c*1 c*)* ~  c1 sin* / sin (frn/̂ j

OO
12. I’ ch6-cha: , 2v' t „  / . k b\

\ ^ h R ^ - dx=1—  B (v+ -C-’ v" T j
[Rev >

to
13. CcrgT-сЬбдг Я 5щ [й(Я-/)/с| я- >

J  cos/ —chcx ‘ с sin / sin [bn/c) с sin t
[Rec > I RcOO

14. H shaxshbrt dx n f 2bn rn.2an\~\
5 'chexclibx] cosf+chcx csin/ \C°  с с J

L2Rec>|Rei|; |/|<л1.

[Rev>0; Re(vr)>Re£-HRc4|j.

[Rec>| Re61; 0<х<я; 0<*<я1.

x  I sin [a (n —l)/c\ sin [ft (л +  /)/с] — sin [д(я4-/)/с] sin (6 (л —/)/c]l 
Icos [a ( я —/)/cj cos 1ft (л +  t)lc\ — сот |я (л +- t)/c\ cm (ft (я  — t)/c\ 1 

[0<|/|<n; Uec>| Real+ | Re*i: я  Rec > | Re (rf) IJ.
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СО

|5  I* J  sh ах sli bx\ dx _ 2л
,1 tchaxch fcx) 1 - f  ch где ~  ~  £- |coe (2i.i/c) — cos (2an/()\ X

12 4 t.

w Г. (sin (ал/с) cos (Ьл/с)\ (сов(ал/с) sin (А»л/г)П 
[ (со* (ел/f) sin (Ьл/г)/ °  { sin (ал/с) cos (Ьл/с) I J  ' c > 1 +

л sin (bt/c)16. *(cx!2 )shbx 
cos/-f clux

17.

2с ch (Ьл/с) sin (// 2) 

л bsh (cx/2) s’l bx _
-f-chcx ~ c z cos (6 л/с)

CO

18. I shrxshfar rfT _  bn мп (bt/c)
}  (cos/-fch cx)- ' t-sin/sin (Ьл к  
o
со

19. f ---------
.} fc ch x

20.

21.

-f-cshx y'b2—t2 
1

Vb--c*
b+c

■f >

ln >-fr+W-fr=
b + c-V c^ P

22 С jsh ax s’i 4x^_____ dx л fbj
.J Ich ox ch bx) ch 2ux - f  ch 2fcx ~ 4 (a2-b-) b  J

CO

23. ^

24.

lRe ;> 2;Rct> |; 0< 1 /1с nj.

IRef >2!»ct J. 

lR c < > |R tt | ;  |/i<nj.

D*l>kU.

Ю< »b!< fj. 

|Rto, Ro6>0].

dx

•J a +  f tchx+cshx У  a2— 

2 (a-b )

In а f-f Vd*—
a  +  b +  c —  У  a2 —

c(a — b—c)

|6*>e> +  c*. e= 0  при (6— o )(o +  6+c)> 0; t = l  при (Ь—о (a f  6 f  c)<0, o<fc-fr; r=  — 1
при (6 — a) ia j- t- H ;<  0. o>6-f<J.

26 Г£!!£«Ь»,л _  « to Г» ( ^  1 
.1 l + c h -сх 2cK 2 2c \2c \
CO

chfcx . я  /  , ni . *>л\ - 1  . bt
sPT+xHJTx 7  \ 2t)  7

IRof > |R c t|j.

28. cbtx л 4>л л
V^Z + ch’tx 2сКС2̂  %2«)-l/2(ch2<}

[2 R fc > 'R i i ! J .

[Rcc>|Rci>4

,.4M
оэ
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0

F  rfx _  1 . с 
*®' ^ frch*x-|-csh*x V  ftc 8 К bo

1
31. In

с — V  —be
b + V  — be

[6c >0]. 

[6c<0J.

2.1.7. И н т е г р а л ы  от A (x)(a +  6ch"6x+cs!i"6x)P J  J  {c |,^ x } '
к

• f _______x rfc —  =  л arcsin t'.i — [<» >oj.
' 3 sh (r/2))/ ch a— clix sh (a/2) 2

Xе 1  dx/• f  -at _ . 
*• )  cost —j Oil X ~  a

[Rea >0;

• - " J Z v L m  И 1— ' t + b ) ] “
2Г (a) V  sm M

sin / L d  ka  * 4=1

Г  ** 1 (sb (*Ю\ dx=s ,a2ja-* fsin W  COS(ОЛ/2Л - •
.1 cos/ +  cl ix  (ch(x/2)| ' \cos (t/2 ) sin (ал/2)/

*[«('-«• ■ т + и ) * ^ 1—• ч + « У -

-*(■- v-a
00
f  xshftx . я  . ,b n f  , bn . Ьл\1  - j- ;—;------ a x = j s l r *  —  [cs in ----------Ьл cos — )J  1 + c lic x  e* с V с с J
о

Г x ^ f'shftx я  Г 2 — v 1 Ь
J  (l-f-clicx)v Х~  с1 |_ v — 2, 2v J дЬ-п' I 8Ш(6л/с)

(Rea>0: 1<|<я|. 

[Rec >| R c6Ц.

[ R e (v c )> |R e 6 | l .

F  * "h (*/2) U _____ 4 _ Г я  ln2_ L (4 ± T \ _  Л * = Л 1
J  coT/-|-clix cos (//2) 1_ 2 ln - L V М  4

(<^я(3*+1); *=*0. ±1. ±2, ...J.
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Хгп * * sh с xdx
(cosZ-J-chcx)2 п о

/ ___2(2л + 1)! V  (—1 ) * 1а»м
"  с24*3 sin/ в .  »

* = 1

1 = _ J± fL  / _  /(д*-/*)
4 с2 sin/ ’ 1 с4 sin/ *

|гЧ

>0; „ к %

ch ftx ibx
со

8’ j  (х: + г2) (cos/ -f ch cx)dx =  2г (cos сг +  cos /) +

^cn у (exp f—|&л[(2*-Ц)я—/]/(лс)1 ехрГ-Лл[(2*+1)л + л//чЛ1. Sh' *= о tV—[я(2*+1) —/J2 с»г=-[л(2*+0-нр—)
[R e c>  Rcfti; | Г < я ;  Re*> 0|

в. f  p h6* b r ^ i / g i  v  / м *«
j  l+ 2ch*« Ichг>л) r  t Z H )  --- jk = l

(hc + Vkb*—b* V'2 .--- SUI —
3

|2Re . >, Re*3,

JO. . H
x24+1 ch cx

-f ch2cx sh bxdx>
~  i b r  [*“  S ch (27 ,n ( l+ ) ) ]  >Rcf >'*»»

oo
11. 1‘ * °  ^baxshftx^  Г (a) Г/д +  Ь\а/2 М + М - а / г ] у  (_ ) )*

bJ ch2ax-fch2ftx 2(в2- 6 2)а/г [\а-6/ U - * j  J  2d (2A+I)
[Rea. Reft > 0, Rea > — 2; см. 5.1-4}

12 Г # d X  (2/1)! . /с —ft j\
.W ch x + cs h x  (64-c)2nti  Vc+6 ’ n +  1, Y J  [».*>*)■

2.4.8. И н т е г р а л ы  от Л fx) ch bx ( sh ^ ° 3 ~  * 4 .
v................  ^ 'h ^ - WУсловие: a> 0 .

1. f  (a=—-r-)<e-1)/2ch ft* (Sh = -£У-У I6(a V v + ? )
b Wh (s К  a*—x2)/ 2 (ft1+ c2)®'3

2. Г _  ch bx /sh(cV V ^ ) ) .  
•J (e2-x2)3'* U (cVa^7-)i

[ - « f t

(? Г V-d±J?  -  »] '±./. [ 2 +"I-

2.4.Ю 1

* T T ? c h  (c V a 1-  x2) ch *xdx =
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3.
- яаЧг ■ Гlt ( а — т /'~ —  #»(« К Р +  ё*)1.
! (&* +  с*) L ос2Уб*+ с* J

( J ) 3/2 Vbi.l/t [ f  о^+ з-с)]/ .^  [ |  (К&2+с»+с)].
2.4.9. Интегралы , с о д е р ж а щ и е  thax, cthaxH р азн ос ти  гипер

болических и алг е б р а и ч е с к и х  ф у н к ц и й .
ОО

1. f  x»->thflxd* = 2‘-“ e “ (2‘- a _ 4 r (a )S (a )  [Rea >0;-1 < Rea<0].

2- J  ^ { d b « - l }  rfjc =  210‘a' a r ( a ) i (a) f  1 ' }  
*0

1  f  'т^Фо’’”111̂  ^ = 2 0

4. f -h f?x/2) dx=ln2 J  xchcx
-

CO. i‘chftx—1 . , 6л
5' J I S F * -----  008 2c

OO7' j)i*-2(l-2̂ )r(«)t(«)
2‘4-10- И н т е г р а л ы  от x**Px

1
CO

2. (е - р х й ^ г  _ J ____ ( 2b1 \1 I \eh6xj p(p- — 41/-) \p2 — 2ft2)

[- >0; Rea > |® Jj.

IRe p > I).

[0 0].

[Rec>|Reft|],

[Rea, Reft>0].

[ | Rea | < 1].

[R e p >  Reft!].

[Rep  > 2 1 Re ft;].
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3.  ̂ e-Pxslinbxdx = bnpi °п\ |  |  (p2-ft*(2*+o)*| *
л
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оо 12.4 1

k = 0
оо

4. j  е -Р* shv_1 bx dx =  2~v'ft-iB ^v , ^  +  ' ~ v j
IReftij,

t<n — D/2J
(Rev. Re ft >0: R e * > R e(v* _

Ыl \ «  —  J

5. С f '*ch«ftx*x=2^« У  f " )  . ■ -P 1+(Г  " У  " U .
J  —  \k p*—(n — 2k)-b‘ 2- n-f[ 2SJo *=0 \-2-j

[Ro p > n ; Rc M; л =  I, 2, 3, ...],oo

6‘ j  ~b&rc x dx=,n JRep > —n| Reel],

2t/n 2 |
— fl(«. rn)— 2^-.

7. J  x °  V - я *  Ц  J * |  d x - ^  10»- * Г в  T  0 »4-&) “ I  
t>

8- f  — -shftxrfx=
. i x  2 p  — ft

9‘ j  ~ -  Sh2ftATdx= I  In j/ ~ I - 4ft*
p*

^Rc p >  | Re ftj; R ee > - {J } l j  

(Rep > | Re&IJ.

[Rep > 2 1 Reft I]

(ch  bx 

[(m — l)/2J

2* "Г (а ) ( + l ) fm/2,_* (^ j( lP - f t ( f f i—2*)1 “ T[p-bft(/n-2*)|'<x} +

+ 1+(~ --)Я; 2-*р-Ч*(а) (  [не» > -  {J}; Ие* >*H “« *«}

.11]
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Я— 1
. у  (_])* ^ 2” ;ln [p2-4(n-^ J- (- ))»2  *"(‘^lnp,
*= 0

,  V  , 1 ) t/ 2 / »+ l\ ) P +  ft (2 > .- 2 A - fl)  I p +  b
; 2я + 1 s= 2 ^  ( M v Ar y p - f t ( 2 / i- 2 *  f  I ) ’ '*  2 p - f t ’* = o

13.

ft , p+2ft , 4ft*\
^ T ln^ 2 f t+ 4

4 - 0

С n2"*2
,4- \ J‘“ U3T7IdjC= 2 F + lp ^  fl2ntl1

[• . I / Л  \
,s- . H lh T F ^ e  lc )

1 /я\4_12 у
c* L  (2A — 1 )*

* =  I

[ R e a > l ;  Rep>  — | Rer|].

[Rec>0J.

[R c f> « ; •=  », 2, 3. . ..] .

*■ ^ ' S ‘u “ 2,” ‘ ° r «“ , K a' i + £ ) - : (“ - < +£ ) ]  0

CO
«_ f  p-cjr oi a

J ^  W dx=V (1_21 “)r(aR(a)

r fJf 1 _  2 1 ^
cticx * =2(n-f Л‘ " 21 Bi'11*1

18. f  jftiin  g j  1 -  2 1 *»

[R e i> 0 ; R ep >  — |Rec[J.

[Rea. Rec>0J.

[R ec> 0 J.

19.
J c h «  с ch |ал/(2г)] [в. Re с >  (J.

2.4.11. И  н т е г  р а л ы о т  е р х  и г и п е р б о л и ч е с к и х  ф у н к ц и й .ОО
м е рдг1*Ь*х|йх=-А_с1йГЛ

(Г p * - ft*  K 2ft

F  ^  /п\ /— I)* kli *" К * РЛ I С*1 bx ' rfjc=!72~T5 (р  — b coscch ofclI I .  \ x*<r**sh*ftxAr=2 "m! Л  ----АГ .Р  [Rep>«|Rc»^ P2-f t*Y  2b)
* *™o и>-ьп + * *г *  .M m .*

[Re p >  | Re 61].

[Re ! Re ft 1J.

,2- a
* e'px 

x "‘ sh" bxdx=/n (R e  p>  n | Reft I; nu «  =  I .  ! .  *• •• '4 ]  * 'M l«hfct|*4tr-________5_____ rshP5nfi-b  v + p 1 + * _ £ Ц  1(v-J-1) 2**1 ft [ 2ft \ 2 2ft' 2 2bj]
|Re p >  Rc v | R t ft I).
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оо (2.4 'г.

5.

OJ
6. i  ft г  . I n bn

У  ^ dx- T ~ 2 c cte23
oo

7. U P A ^ L £ l ^ = l ^ ln 2  
1 ch4 p* p

[c. Re p > oj.

[Re p >| Re 4 —I Re - Ц.

[2 Re г > | Re b J.

[Re p >0|.

2.4. 12. И н т е г р а л ы  от A (r), e~f* и г и п е р б о л и ч е с к и х  ф у н к ц ий.

1.  ̂ x*Va*—x*ePx^ bbKĵ dx=*?-£-l[te(ap+ab)+: rk(ap--ab)\— л
l ^ O  или I; a, Rep> 0; | ar* b | < я|.

oo oo

2. i 6* ix = (—I)" ftp'" -1 ^  ( ^ )U L~n~ 3k~ x{pz)
о * =» 0

[Re p> | Re 6 i; I argzK.iJ.oo
3. J  **-•<?»« thcxdx =  2‘ - « c - e Г (a) ^  ( a ,  -  & ^a , -  P '°  r  (*)0

IRe p >0; Re x > — IJ*oo

4. ^ у  е~?х th cx dx =  In - f  2 ln Г — 2 In Г I*. p >°J- 0
5. J  *?■ ЧгР* cth cxdx=T  (a) ĵ 2l ( * .  £ . )  ~~ P “ ]

Iе- Rep>fc R..a > i j .

[Re p > 01•
6.  ̂ xe~P* cth pxdx — — •) 

о

7- V 7 e PX Shaxibbxdx= j  ! n [ R e  p>| Rea|-H ReHlО

2 4.13)
cc

S
• P
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X  f'P* sh a* sh bx dx —

- 4 - ln J

365

а .„ (Р+ ^ -а8 , 6 + , p, pi_(e + fc)»
______  4 (p- i)= -a= + 4 №(p _ a)s _ i» +  4 ,n^— (a _ i}»

[Re p >  I Re a I +1 Re »  Q.

1 J ^  'wsh" ehftx<to—4

. 1 shs bx . I . bn
10. \ - * px sj, pX  x _  2 П p sin {bn/p)

[Re p > | Re e | + 1 Re 6 !; p‘ +a*>b‘].

[Re p > ( Re Ь I].
cc 

]'

I e-*P*u px

|Re p >0].

[Rc p > OJ.

2.4.13. И н т е г р а л ы  от  **  (ex +  a)(,c 'Px

| Rc a  > — fl; Rc a > , Re b 1; в = j ̂  j J.

'■ Ji£lC3*-Xr‘«>[t(«. ^)]
R̂e a > | ® J: Re-x>iRet'J.OO

’• j 5S ± 5J1i4 ^ U l , , 2)i I * - » - » .
OO

. f  x ch bx . n* 1
*■ \ — -.dx---------- 1:__________ !_  [Re о >  I Re t |J.o* ~ 1 2a* sin1 (bn I  a) 2b*

00

* \ %~T\*x= — ̂ [c  + Re^^-^j] [Re а > 31 Re t Ц.

*  IRca>ajR«MJ-
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4. J  А — р ( Ч . f ( ‘ ) -£:

[2.4

D
о)

[Re a >o j

[Re а > 1), 

[Rc a > Oj,

a > 0).

W
S. f  — г - ®-** sh bx dx =  — erf f  -Д г Л

J  *  2 W a )

 ̂Гл-еа^йг-(£)['*»(£)+'.«р]0

о

»• j ‘^ x r

ir*

 ̂Re a > 0; Rea> — ( J Jj.

J *^сэ*~± > ^ч^ч-7э e
Т М ч [ , Е Н ] * ^ +Ц .} №.>•

"• j-ssea- 
- 7  tK *ca — {■

Î Rc a. Re г >0; в = { о } J*

0 *=| л[Rc a >*

•>• f— ca^-vi-'Weisss} i“*’*—  CO
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2.4.16. И н т е г р а л ы  от А (г) exp ( — р \rx* +  i l ) j ^ ^ J .

1 \ exp (— Р V * l +  i 1) ch bx dx =  - Г1=~  AT, (г Y p- -  b\ 
’■ J  V Р*— Ь*

f  exp (— pVx'-j-  г»)
2. л* sh bxdx = J a

0V,-г

[Rc p > | Rc ft |; Rc г >0].

[Rea > — I; Rc*>0: Rep>|Reft|).

J r
db-*

Ьг*
(Зр2 +  *!) AC, (г Гр* -  V )  +  — .-я  (г K ^ F ) .

f  ra-1 exp ( -  P  \r x-  +
В  ' К х' + г1

(pl_^3/*

ch 6 jcrfx=/a [Rea. Rez>0; Rep >| Reft |],

■ . - ()2Л -
l»nH — ~0frin Ко (*   ̂ PS — *“)»

* l (г |Л̂ Гр )‘ь^ 1  (г

4. f  *-* /«/л-рг _ и± '/a«P(- Px^ F7i) » j  fr

[Rc * > 0; Rc p> | Reft I; 4 |g J J .

2.4.17. И н т e г p а л ы  от Л / » Р ' I .
IcbM

'• |  й  а - i  i<mw» « *  * • .« (,,i
oo I* -  2 (ft/3>3/*a— 1/*; Re а > oj.

‘F^ ea*-
=<?*'*[(p - Ь )- */г К x (2 V W Р = ь ) T- (p + 6)-*/2 *4  (2 V"? / ^ T * ) l

oo [Re p > | Re ft l; Rc 4 > 0J.

3> f ЛГ*'V p*-«/* Jsh 6xl , r =0J  Ich frtr'3’ 

a  ̂ гГ-о/4 [ ( P - » ) (* ~3)/4 ci? ( -  2 Vq (p - т
И > + * )< * - ;|1/4);,|) ( — 2 К q (р +  fti)! [*-»l или J; Re p> I Re ft I; Re<j>.0J.
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4> X "р {ах~^ ® ®dx=*1 ■г (а~ь) 1 ̂  з
['-•■тгё^гг

2.4.18. И н т е г р  а л ы  от / (х)exp .

Обозначение: 6 =  |  ^ j .

и
=  ± ( t g ' V » ( « ) - J * ( * ) l - "  [Eft(a )+ y*(«)W *S-e.*(« )

/U ГЛАВА ВТОРАЯ. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ (2 4 |8

[ Rc о > 0; Ь — исцслое].

[Rc в>0].*• b " ,'bjrG t 3 chjrd*=? s‘-«»<e)и

»• j ' - ‘b' { * a sh' v '''fc”  ■■и

= Л 8|^[£’ЛЬ///«1"+ *)/з( 2 ) W0-t)/i( 2 )+ ‘’ Я<,,/2я! !-»)/>( 2 ) Я0 +•)»( 2')]

СО

4.  ̂e '<,chjrch6jrd*=/C4 (e)
о
со

5. j* е“а ch А sh bx sh х dx =  ~  (в)

[Re о >0J. 

[Re а > 0].

6 F  -ach л f h Sh fcT\  d x =  т  { '  Im  *1/*-* (0)\
6- 3 Ich (x/2) ch Ох] 4 \  Re /С1/2_л (а) /

[Re а >0).

[в, Ъ >0].

7* f  rechA' ^ * " / L  lRta>c,‘

i  e-<»chx ch bx sh x _ r f r=  
J J ^ c h x K c h x — 1

= K„(a)

9 f  ,-ash д-р.» f/x =  - J L -  [ j„  (a) -  J p (a)]

[Re о >  OJ-

lRcfl> 0 J-

, .4 .19 1

oo

10.
a

1/4-p/s \ 2
[Re a >01.

[Re в >  0J.

[Rea  >0J.

[ | Re p I < 1; a>0|. 

[ i .  Re (fa) <.0J.

1* -a sh x-px dx
j  V shx

= 2 У  2 [ У1/«-р/2 ( т ) У-1/«-^л(т) +  Kl/4-p/2 f '2 ) K-

u J ^ c h.v-p.̂ x = ̂ [ j > c ^ c o s P^ _ n,p(alj

12. f  e-act, x-pxdx= 2KP (a) {
— OO

13. J  J *sh x~fK dx= 2e~pMf* Kp (a)
— OO

14. J  e -<l*ch v' p v J c  =  _t nie+ pxlfffjiW  T  1/2) ^
— 00

2.4.19. И н т е г р а л ы  от /4 (.r) e~P* f ŝ  ^ ax* +  + clkh Vax^ +  bx + ci

Обозначение: 6 =  |  ̂

'■ 1 т г У * . ^ л ( с Г ^ и ‘ -

= — 2  [ V «  (*+) fu* (*-) ~~l -VA (zt) r-l/* (*-)]
= Vc* + p* ±Г, в. f  >0).

a
2- С ^ = =  ch (сV 5x^7*)rfx =  n e - * p / t l t  ( “2- К р Ч Т *) [“• « > el

s' J  Л-РЛ Sh (с К  * = * )  A f-  -  ^ 4 . (« ̂ P * - Cl)
[e=>0 н.ш 1; a >  0; Re p >  | Re с |J.

4 . f  e -p x  /sli ( с  v x«—а») | H r^

J  V x +  a tcii (c Y  х1—аг)>

=  l / "  ”  - JL =  +  p)T ''4 exp ( -  a
r 2 V p-—c* [a >  0: Re p > | Re <

*• ' Y
[a >  0: Re p > I Re

2.4. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ .
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j  /•«-«{££

o t 1Я (  б\
“  Г  \ ® +  у ]  ®\/4-а. 1/4 (г * ) + 1/4 (г.)

Г‘ ± '  а (р ± / р *  — С*); о> 0 ; Re р > ; Re с

г f --fsh (с * ^ p erfc (г+) (erf (*-)]
J  К х —а (х+ а) ĉh (с Vx-— а-)' V2а  I  1 '

[г  +  =  а (р ± У Р ,  — с' ) : < *> 0 rR e p > |R e t ],

„  f  е  Р* jsh (с У'хг- а гЛ  л Г ™  v  , w  , ч 
)  (x * - e*)s'< (ch (с У  2 К 1'«(г+) 7i»/« (°

[2 ^  = а(р l l V - t ' ) ;  в >0, Reр >| Re <'].
ОО

•• Ь ,  и " - » .сЬ (с ,0=J) * - Fw  *«'(г<) ̂  в
[2»-j = а  (р 4 Кр« —с*); Д >0; Re р > | Re < |J,

,0- J ~ ^ = ^ cb {' V x i~ a2)dx==W - % e , i К е {аа
[г= 0 и л и  1; а>0; R e p > |R e t !J .  

,, f  (*+ / *• —a*)v T (jr - V rx*-e*)y __B,f fsh (сУ х *—e*J^ j
"• J ----------------  (ch (с У х*^а*) J =

=  ° У [ ( р ^ ? ) '  2 ^  ( р ^ т )  V/* ]  K v (e K p *  —С*) |о >0; Rep>|Re<;J.

19 f  /sh (* V x * + ?)\
^ Г х К  х=+г: \sh (* V xJ -f-z»)j

[22j_ =  2 { y  p*— b* ±  lb); Re 2 >0; Re p > j Re 6 ].
00

13. ^ e'/« sh (6 K i i+ x i )  dx =  ^  >zp ^ p j

IRe p > i Reft j; |argz|<n]-00

14. \ -1= e*Pjr ch (b Vx*+ xz) dx =

■  ] / * T  exP [  2 0»- К р * - й ]
(Re p > I Re 6 j; | arg ;  ; < л).

ГЛАВА ВТОРАЯ. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 12.4.13
*.4 20 !

ф e~px /sh (b V  x- +  xz)

373

л e-px isn̂ o v x' + xz)},
,S- J V x+z Uh (ft Vx*+-xz)>

=  У  ~  b6 (p +  K p *= **) T 1,1 (PJ -  1/1 exp [-J- (p -  V P * ^ ) ]

2.4. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

[Re p > I Re 6 |i |a rg *|< n ].

16

IS

19

=  г ^ (®  +  у )  ®Р*/,^1/4-в. 1/4 (*♦) M l/4-a. ±1/4 

[гг± =»г(р l i ^ P 4 — ft1): 2 Re at > —в; R ep > |R e ft| ; | а п ;г |< я ].

J K x (x + * )  lch(6F x*+xz)j V * J

[2iV = i (p ± Vpr -b‘)i ReP>I Re41; |агвг|<я].

L j  ргД Г!-—- cl, (»/х *  +  хг) 4х=*еРг/гК^ г2 Yrp*—b* )

[R ep > | Reft|; |аг$ г|< я].

, j - / f ^ w - » w

[ l г + =  z (p ± y  !*  — bl)\ Rep > 1  Re ft I; ] аг ' г |< л).

[Re p >| Re ft |i |агв^|<я1.

2.4.20. И н т е г р а л ы  от  A (x) ef,x> j 5̂  X^ U .
Ich lrx/(a--xJ)J|

Обозначение: ^ =  |g | -

I. Я * * - 1 exp / -  ft g !± £!\ l*h [gx/(a*— x*)h ^  д  
P  У Т е *  — X* V аг — хг)  Ich [cx/(a*— x*)]J

t  . _ 2 3 ,<*^,/4 4̂ / |  г  ( ^ + в )  ( |/~4a*6s—c*+ 2 a b f"  x

wr. / . /  V \аУ*-с* +  2Ы>\ w /К 4a!6s—c*—2aft\
Х£>-< *\|/  --------« -------- / M l/4-a/S. 11/4V------- to ------- j

[R ;  3 > —4; 2aft>e>0: a >0|
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12 4 •

*■ 1т&-'(-гЬ)ЙЕЯ5=̂ *-
-  « Р  (£ )««■  (!± $ *)W V = ™ + > ‘ Г *

хВ^ (т Ш Ё Ш ± ) w  lw . ( b ^ 3 |

ГЛАВА ВТОРАЯ ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

ГО

S I х1— аг

\ au-IRf а< I -f &, Ь>ас>ъ «>%

ехР ( -  ь г М  ( s;  «*)П dx=
\ л2-а=/ \ch |fJf/(JC*— e-)J|

, gS-dotD^M^/if ( l ± |= .tt j  ( Ы +/45565— r«)V4 x

(R e a< 1 +  6; 2o t> f >0; e>0(,

XM (b+V 63+с*г*\ /У ^ -f
l/4-a/l, H 1/4  ̂ 2^2 J  a/2 -1/4. i J/ 4  У 2z* /1

I—1< Rea<  1 -f 6; b, с, Ke*>®l i 

Б. f  f-  л  -
j) Ki-+i‘ \ z2-\-x*J ̂ ch !«/<•*- +г2)] I I

) r ^J-a±»)
Y ^ ~  {— ’■ [— j — jx

' “ > __ J
iV*b*z*+c*+2bz\ .. IVAb*2-+ ^ B£ \*  Л71/4-а/г. ii/4  ̂  2г у ; ,a/2- i/4 j  1 4  27

( - t < R e o < l + 6 ;  i .  « • R , * ? *

2.4.21. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  A (x), ef**’, shg(x), ch £(■*)•

1 .  ? e - P . v J s h e W U  = ___________ ____________________ i s h e  1  , R e p >  " f < >J  \ch a [Jt]| p(t*P— 2tPcha-f-l) и ? — ch ej ■0

, f c-ptM<s h H U -  fP->______ /*sha )  I

.. i ? 1!
[ R c  p >  I n i  +  I R * e  !•

1.221
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</* с**\ d i bx dxс -**'ГСЛ'\3. j  e \ch cx-l

1 -m f  я »—дЛ ( я fshc.4)_g fell r/4) \ }fn  . —g a Tsh С |
s + ^ y  e*—c* \ * \ch с A I ~ Jsh c A j, 2 [ га*—с* tcllC J

e ± = { 2  (а ^ > 5ПГ7г)} 1,2- 2С = 211п ^ 7 - Лс; R e a > i R e c l J .  

, .  { * % £ % } * • -

L _  1 i„ P + * , .. ( |/«> + *)(<7 -t-O I <р-6М«-е)\ 
Г  4 1,1 ^  <p“ bT(V > (P  +  ft>(« +  J ’

r  = \ P1 — (»*. s = J  <г* — с*; R ep >  Re !> ; Re <; > R e c l j .  

2.4.22. И нт егр алы ,  с о д е р ж а щ и е  р а з н о с т и  A (x), erP*,

-hat 1 / a2 \
----- dx =  y l n ^ l —  (Rep  >| Rea I].

_ V P t —a* a , p4-a
---- P l a -----p-------2 { n J = i  [Rep  >| Rea I].

1.

r "0
00

2. f  ff p v

o’
OOf3. 1 e-PJf
у

л

/3
00

4. Г ? Pv

1 — ch ax 
x* ix

[R e p > I]

4

— In- j-  [Re p >0|.

[Re p >0J. 

[Rep>0J.

[R e a > I; Rep > —2].
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?  /1 « , ( " “ 1 >/а
8. ( x-'-r-{ ' - e X)i___ dx = ____ 1___  V  , _ n * i v

) ch дс -j- cos (тл/я) sin (тл/л) Zd '  ’ Х

ГЛАВА ВТОРАЯ. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ |2 4 22

^_ктл, г Г(п + (-1/*+1)/М. <* + (— 1 Г * +!)/('•'»). (* + 2)/(гп), */(,„)-. 
X  sm —  In Г  [ (п + (_ 1)гЛ)/(гп)1 (П + (- 1 У  * +  2)/(гл), (* +  1)/(гп). <* +  1)/(г„)]

frr = 2, т  +- л*= 1. 3, 5. .11 
[ ( г »  1, т  + л =2, 4, 6, .../]•

‘ f
sh2*

. т “ ' , т-1
j ,  =  —  —  V  т ~ к  ,  _ т Г / «  V  « - *1 6 *2 » - / » - Ч (3 )— > --Тд ■■ ,

*» |
т —1

f _  1 4 3 V  m ~ k* 60 — У  2  1 Г - *

1—1

0 *=1
ооС 1-1-/_Птр-зтлгj  „ Ш  J „ .« t , , , . .

*=I *=1

<о f 1_евЛГ J
,2- ) )[1 Ь Г Й - 2 ,,[,Т

—  ОО

I» е-ах— е~сх ch Ьх . 1 Сг — Ь*13. J --- j---
|| Re о |< 1).

О

[Rea>0: Rec>|Reft!J.

[Rea, Rec> | Rc b (]•

Ce~**— e * * . .  , о c‘ — o‘ , с c-j-o a .  a+ o  . \ ^  sh bx dx -  2 In ai_ bi +  2 ln c_ b 2 InA  in * *- **  _i_ — in £± * _  a in £ ± *
a — b

IRea, Re с > j Rc t J*

s- i
• | + ,_ ^ ■21„г(г+ 1 ) —2tar ( f )- * (e + i)

[Rep >01"

t-*1.22-1
2.4. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

xshx
[Re о > —11-

377

if t / sh a*\ . e , c* — a* . C c-\-a Г J .  f ae-bx— trc* ----J d* =  „  In — n----1- о In a
x J

- V
00

J00 1 1 — cha* . 1 2c sin [вя/(2с)1 , 1 V  , a2 \
T &c7=*T,TTTTcF 2 1П----+ 2 2  ,n  ( *  “ 4*i?)

1«<2(» + 1|(: о< 2/icJ.
Г r ax—e b* dx 

М ' 1 ch jt —cos (тл/я) x 
о Mrt-l)/2

_ 111 ----2 с —о
[Reft >0: Re с >1 Re a I-

‘ sin (тл/л)
' У sini s * ]n r\(n+b+(- ,)rk)/(rn)‘

Z t  '  "  L(n + a + (—1/k)/(rn), (b +  /:)/(rn) J
r _  ,  </•=•2.  m - M  =  I ,  3, 5, . . . 1 1
[ *• Reft>-I; | г_ ,  m + „«2 . 4. 6. ...)]•

?  Г m i r nx sin (т л /n) 1 dx 
21. \ \ r x tg 2„- ch x + Cos (тл/л) J  *

0 f <n—1)/2

» = 1

тл „ V  , i л , • Ьит11пГГ(*+«+(-1У,*)/(м)1tg ^  In ( r n )  +  2 >  <— !)*-* «in —  я  ln Г  [ (а+ Л )/(Гп) J
l _  , ( r =  2. m +  a =  1. 3. 5, ...11|Ree>-l: |r=1 m + n=2. 4. 6. .../J*

[Re p > 1 Rea!. I Re b }J.22. f  ,- ,xC h «-ch >bXdx-l „  
i’

1 . p* —Ь* . p , л*-0* . ь . p—b , a .  £+£
1= ^ pi-’ e2’ * = 2 p*—6* 2 p + 6 + 2 p — a '

23. f  e~P* *** x~ xc*l£ d x=  J 
}

[Rep>l].

M ,  . 1 P + l P , , P i„  P + l
1 2 p-1 p3- l  * г 2 p —1

J . - I [ ( f - l ) l n £ ± [ - 2 p ] .
OO

24. (  е- ,,* Ь £ - ^ *с !1 *  £  р*-4_
^ *> 4 pS

!s- ( » » “ ) - * « (- J- )

[Rep> 2 J.

[I Rea l< IJ.
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[ ' at ^ iM c x - c e ^ s h a x  ^  ас /:»-а* , ch Л +  a ab , ь 4-„
j  ------ * ------- 2 |Л^ +  2 ,n/f=S- 2 1п*Г~

IR e  ft > J R e e l;  Reft > Re
, 7 Г I char —ch ftr . _  I Г(1пс<к[&л/(2г)1 — In cos [ал/(2с)Ц 

j  jc emcx—etm 11 сл x ~  2 [  (In sin (*л/(2с)| — ln sin (an/(2c)J / ~

•I

I(m —l)/2J
_  V  In 2>.)g— , f 0 > 

2. с * (2 * - ^ - ^ + ип(а/4))

28.

[«<'— »» •< '-> « R : i ft i i i i j ; ; ) ] .

| I - 1-+т[*(е)-*(5)]
IRea. Re4 >j].

2.5. ТРИГОНОМ ЕТРИЧЕСКИЕ ФУН КЦ И И
2.5.1. В в е д е н и е .
В этом разделе содержатся интегралы, в подынтегральные выражен*! 

которых входят тригонометрические функции. Для их вычисления можно 
использовать следующие свойства.

Интегралы, содержащие тригонометрические функции, могут быть преоб
разованы к интегралам от показательной или гиперболических функций, есл 
воспользоваться соответствующими формулами, приведенными в приложения I. 
Интегралы, содержащие функции sin" bx и cos" bx, сводятся к интегралам or 
функций sin kbx и cos kbx, если использовать формулы для степеней тригоно
метрических функций (см. приложение I). В ряде случаев интегралы от тр«- 
гонометрических функций с помощью замены переменной сводятся к интегр» 
лам от алгебраических и других функций. Например,

о  а  а  а

J  <Р (*) sin2 bx dx =  у   ̂ ф (х) dx— ^ ф (х) е*6'* dx — - j - 1 ф (дг) e~*bx dx =>

j ;— \ ф (дг) sh2 ibxdx =   ̂  ̂ ф(х) (1 — cos 2bx) dx--

sinat
S'

1 С , /arcsin х\ dx
i  )  **»(— ) t t = W [afrsj*'5 1-

2.5. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 379
гу,.2-J

если взят cos bx;

2.5-2 приняты следующие обозначения: г =  p/q, где р и </ — взаимно 
В п' j,arypa.ibiiue числа, если не указаны другие условия;

'■ /• 1, если взят sin bx, ( (— l) ln/2l+  *, если взят sin bx,
0, если взят cosbx; I  I,
1/2, если взят sin" bx, n = l ,  3, 5, . . . .
О, если взят sin" bx, п =  2, 4, 6, .. . ,
О, если взят cos" bx, n— l, 2, 3, 

r~x ( а /2 + 7 + Л ) ,  b =  by(n — 2k)l2.

l-H-D"
2

2-n-JX

___5!--ц (а r)
У гЦл/2)1РВ \2г’ P/

u=a+2Mp- |)-
e» = l. *i“ P+E. c>— l/2+2v+A, z = (—b*/i,s)p}

Iy, RcflX fc Rea>  —Ал; |«гк6|<л].

: v „4 -  n iyV ifi-D ia--- ?i!--- в /ft J _  a  _ a \
* * 2 / |(л/2)!р \ 2r Pj

~ о n в  (P. l - P - l )  
гГ(1/2 + 2у + Л)2 •»-j

и = а + 2 г (Р  — 1), р4 = 2г (1 — P +  /) — a, a, =  £, fc, =  P-f£,

2.5.2. И н т е г р а л ы  о б щ е г о  вида.
В этом пункте помещены формулы, которые позволяют находить ия1*Г 

ралы, содержащие тригонометрические, а также степенную, а л ге б р а и ч е ск и '’ 
показательную и гиперболические функции. Некоторые частные случаи 1 
интегралов, соответствующие конкретным значениям входящих в них naP3̂ J . I 
ров, приведены в последующих пунктах. Интегралы общего вида преД^Д * J
ляются с помощью функций V'/, / =  1, 2, 3........  помещенных в при-10
нии III.  Конкретные значения параметров, входящих в эти функция, пр*** 
дятся в фигурных скобках после каждого интеграла.

— 1/2-J-2y-j-Л, °а  — 1 — Р ■+■ /• Ь2= 1  — у  — а/2  +  т ( I — () -f j),

с, =  (1 -  а)/2 +  у + г (1 -  0 +  /), г = ( -  ЬVP)*] 
\У. Ъ. Rep> 0 ; Re (a h 2»Р) < (l -  ( - l ) n)/2 f  1' I

-V,, + ̂  + i± ^ 2 - .V > '» ' '* " TR4 ! F D (“ . ! - , _ « )
l - p -E ) E - у ^ 2 » г [ , - р+ л* ’ - 6ll Ш -  ,T (\l2 + 2y+ hy Ез* ~ у  Д 2 Г 1 I _ p ,  Cl |.

“ =  2r(p— l) +  a, vt= 2r (1 —p + / )  —a, a, =  *, fc, =  p- f5,  
ci  =  l /2 +  2v +  /«, a2= l — p +  /, fca= l — 7 _ a / 2  +  r ( l — p - f  /),

ct=  (I -  a)/2 +  Y + / -  (1 - P̂ +  j), * =  ( - 1  У* « Ь°-Рр-2/1}
со [ft >0; 2r | argу I <  л; Н еа>  — 6а: Rc (а ^ 2rp) < (l — (—l )n)/2 -f- 2/ J.

j  ^  - -' /sin b*\n 
■№  \cosftx| * .- v n+vH- i ± L M t -  V ~ r M v r ~ . wп!л . an

r,cis
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я3/2_ c t g l *  „
13.5.2.

.F ___ c(g I*___________  с _,Уя г п - Ч
i fcw 2ПГ Г(1/2 +  2у +  Л ) ’ ** 2» L Ь3 J’

u =  a  — 2r, vt =  2r ( l  + j ) —a, al = l/ 2  +  2y+h,  а ,=  1 — т + '(1 + / )  — «/2,
6, = (1 — а)/2+у+/-(1+/). *=(—?*//)»)*)

U. *> 0: Rea> — вя; Rea< (l —(—1)")/.'ч-2г1.

в- Г**-1"-• 'Г*{ £ $ " * "

*»№• «— а
У я  2~* sin [(ст/2+|) я] В (J, 1—<т—|) _ n/ . -v i/jTo-

<Е ”  = ----- r s .и (ло/2)Т (Г/2+2у+Л) ’ ( (1 в)/  ̂ ”  2 *
u = a  + 2/-(o — 1), vt = 2 r ( l—a + D —a, a, = £. *, = а+ |, 

сх= 1/2-|-2у + Л, а,=  1— а+/, *,=» I — -у — а/2+ r  (I — a + i),
с* =  (1 — ® )/ 2 + у + (1  — о + О  г , г =  ( —  Ь!/ р У ]  

[у. Ь. RcoXfc R ea> —вя; Re (ot +  2/чг) < ( i  — (—I)*)/? f  2r).

в. i‘ ^  i ( f + V &  +  »* )*  fsin 6лг| я
J  (x*+*»'>> \сов Лх/ p [p =  0 1Д1

Ар=^ж+^л+^я +
I + ( - ! ) *  „ v - я —1+ а/Г л  -*р *1 «rv-vp+аг Г«/С2 )̂. 2р — v — а/Л

+ 2 * 1 V) Й(^2)ГРУ L l-v-e/(2r) J

р — (__v)-ip*i2sp i «гГf* +  /-Ь (I V)/2, 1/2— /, 1— djl
"  * L (1—v)/2—p —/, e, J*

u = a  +  r (v  — 2p). vt =  r  (2p— v +  2/)—a, «, =  /• (2p + 1 — v-f-2f) — a, 
<*.=v +  ?. ft,=S. C i= l- P  +  v/2 +  $. dt =  (l +v)/2— p+g,

Ц 2 + 2 \ + h ,  at — p — v/2+l,  b3 =  v / 2 + p + i ,  e ,=  l/2-f-/(
* i=  *— Y + '( P  — v/2-f/) — a/2, <fs =  ( l — a )/2 + Y + r(p — v/2+j) ,

° j  = P + ( l — v)/2+/, 63 =  (1 +v)/2-f-p+/, Cj =  3/2+/t d3= d 3 +  r/2,
(.,=«!+>/2. ? =  (- l)PW (*/p )V |

[&>0; 2/-1 arg p | < я; — вя < Re а<2/-р — r Re v + (l — (—I)'1)/2!'

7 Г м  -l ('cr+ V r*v + y v Y  (sin bx\n
J  • (*Г + т>  W * [  dx=J* [p = 0. 1/21.

+ V я +
+  И 1( 1 ) Я  2»р-я-1 -а/г, v)i-tp___ Id Г П И,Г  Гр — v/2—а/(2/-), air

2 г ((«/2)1 J* LI —P —v/2-J-oe/(2/)

. ^ К Л ^ - П - я г Г  2?, р —v/2 —|  1
 ̂ г L l- p - v / 2 + g ,  1/2+2у+ Л]’

£„ = <- V)>-*P /л 2V-V-T
k «=o +/-(v — 2р), о,-=г(2р— v+2/) — а, a, =  £, &, =  5+l/2,

C i= l— p — v l2 + l,  d,=  1— p+v/2 — I ,  ?j=1/2+2y+/i, 
aa= p  — v/2 +  /, *j =  P +  (l — v)/2 +  /, c3= 1 — v +  /,

4,=  1— Y+»-(p —v/2 +  /) — a/2, e, =  (l — a)/2 +  Y+/-(P—v/2+;T 
■ r  * = (- l)P-«(6/p)V }

[*>0; 2г|ггг^|<я; — вл< Кеа<2лр — r Rev + (l — (— I)',)/2j-

, ( y '+ V W ^ y + f Y - V y ^ ^ V  I «П bxydx =
^ ' У  yV  _  xir (cos bxj

V  ■ 1+ (- > )"  о '-я -1  Лаи nurv ta  я1 г  Га/(2'-)1 v  +  a /<2' ) ]
2 y r[(n/2)IJ* L v+ a// J

•г s,v+5 1/• L v + 25, 1/2 +  2 y + a J’
u = a  +  r (v — 1), ^  =  5, 6 ,= v  + *. cJ =  v/2+g, <<i = (v+ l)/2  + *,

е,=  1/2 +  2у +  Л. *-= (-  l*/p*)P]
[*f>0; Rea>  —яв; Kea>  — яв — 2r Rev; 1аГ([|>|<л]. 

0 f  ,^ .,(х>- +  / 1 5 ^ > ) У  +  (хг - ^ х3л _ у 8г)У (sin йддп ^
J  У х У — угг Icos bx)

- v u+vM+v„+ 1+(~ |)я 2 V  (*~1Hax
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m p [(1 +v)/2— a/(2/i), (1 — v)/2— a/(2r)1
(я/2)!1* I 1 - a/ r JК  Л  г ((я /2 )ф ‘ L 1-a/r

2-» * l«  x m + v)/2-S. ( i- v ) / 2 - £ l
' * ------- — У п Г [  1— 2Б. 1/2+2V+/. J '

£-  = 2 » v * / / Я  , - d=], £эт =  2-«^-г/ / д

« = a  +  /-(v— 1), i>, =  r (1+ v  +  20 — a, v3*=r (1 — v +  2/)— a, ai =  £,
*i =  S+ l/2, c, =  ( l- v )/ 2  +  g. Ь - i l+ v )/2 + ?. el =\/2 +  2y+h. 

o, = (l+ v )/2  +  /, 6 j=  1 +v/2+/, r ,=  l+ v + / ,
d , - l - Y  +  / 'I(l+ v)/2  +  / J-a/2 . ef «= (l- a )/2 + T+ r ( ( l+ v )/ 2 + / ]t 

Я р  a3 =  (l — x)/2 +  j, b3= l — v/2+ i,  c3= l — v + j ,
1 — Y + r 1(1 — v)/2+/)— a/2, <’,  =  ( l- a )/ 2  +  Y +  '' 1(1—v)/2+/).

г =  (— lJPftifp  JP} It. b>0; Re a < r (I — I Re vj) + (l — (—l)4)/2l-
OD

“• J Jfl-l
dx--_  - fsin ftx\n

J  x*, +2(xi/)'-cosP +  j/^ \cos6x)

_ V  4-V -  1 ± Ы £  2 n lu~ir+a ПП' ”П (a- ' ),r]-— V'ss +   ̂39 2  ̂ r ((n/2)!Js sin 0 sin (да/г)

sin P ’
/л-2~n -r^-s, u =  a  — 2r, sm 8
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tfi = 2y +  2/. с, = л (1+ 0 —«. а/ = Р (2у+21 + а — г) г~\
*/ = (2у + 2/ + а)л//\ С/=1/2 + 2у+/, <// = &/, <?/= 1 + < — а/г, 

//-Т+в/*-'0+0А =(1 —ot)/2-ьY4-л(|
"■«««I,

(|/. *>0; ) 31<я; -ne<Rea<2r + (i_(_|)")/2; г>0 —произвол
Г  .**- { sin bxy  dx= u + 2— 1 г ( « \
q \cos6x/ 2 г ((п/2)!]1 \2г).

u=vu ['•>1Л1

{ c «> =  2v  Г [|/2  + 2у + л ] ’ U~  2r' ° i “ 2 (A+Y).
Ф =  2-, («-2А)б5-1/**'’, а, =  g. bt = l / 2+ 2y-\-h ,

г ( п ,Г (я - 2*) *12%'.-7- р г Г Y+ '/+«/2 1
2— J  «**-*. 41 ~2«r [,/ 2-f-v — rj — а/2| ’ 

vl = — 2r/-a, аг = у+г/ + а/2, ft, =  ( l + а )/2 — Y +  '/.

lRet>0: Ree> —вя: Mg* произволен (при r>l/2): *>0 (при л< 1/2);
a|Im ft|<Ret (при /■ — 1/2)|.

12. Г  * * - ^ • * - * { £ 9 " * “

I/ М / , >+(— IIV* п-л-1.а/(*л) п! г /- - 1
--- 2---2 s г 1(а/2>Гр V */

/ Е  - Y n  г  Г - £  ]  £ = l j *  г Г у - '/  +  «/2 1
I  w 2<V LI/2 +  2v + A J’ “  2я [ ( I  — e)/2 +  Y +  r/ J ’

« =  а/(2г), p ,= 2 (y+ A ). vt = 2 rj- a . ф =  2*'<» ( n - 2*) sl/(trl, 
e i- l/ 2 + гт+ А . *1=1+5. et = l- Y + ''/ - « / 2 .  &1 =  (1-<x)/2+y+'/- 

г = ( —  1 )Р*Я  i^ L Z ? *  ь  ̂  S l q I * .  Re j  >  (h R e a < ( ( —■(—

,3. I .

|(m — l)/2|

L a \ l )\ m - 2 t )  Ip+  1/2 — */(2/-)J

+. bJm tV^ l<" у )m (n\ f 2 у  rC
2 [(m /2)tp L  \к [7Г=2к) ‘ L* = o

1гф1 <r =  I CM. 2.5.13.20-21); c=  I при л = 2, 4. 6. . . . ;  c =  0 при л =  I. 3- 5>

Y
Ly +O

4-а /2
-7 _»V «

, . 2 - r -  I  • ;  -  '  T W N - ч  • *=0 /=0
*̂ -7 (—lVmi'/tptr Г я‘ 1 F  /А (Р. <Jj). А(р. б,). 1; г\ 
У  Ч г г  к  A to. со. л to. 1 + .) )

2 5. ТРИ ГО НО М ЕТРИ ЧЕСКИЕ ФУНКЦИ И

И К * -D/21 |(я! — 1)/2|

383

Ат:
rv ' (_1 )Л 2|Г Г Р+1 ] х
2 - Щ " Ф [ l /2 +  p - l .  1/2 +  2у + л | Х
* = о

V  f  £ +  Р). Л to. J/ 2 - P  + 1). I; г >\
19+1 2р\ Л (р. |/2 +  2у+Л). Л(р, 1+Л) /

jfl,=:Y+a/2 +  /'0 + Р ). *i =  ( l+ a )/ 2 - Y + / ’ (/+P).

l-dj.

[ '> IJ

с,-1/8+2р+/, <P-° (W2 20 ( (—J l l p  ) '  ■ * -  Ы У  Р 'Я
|a, b>0; — 6n — Of m — 2c < Ri

— orm — 2c < R ea  <

14. j  *■* * cce7* oxr (cj ; ; ; : c} < ь = ц о ,  о. о

|a, Ь >0; — вл —Orm — 2с < R e a < 0  (при m + л =  2, 4, 6, ...), или 
— 6л — огт — 2с <  R ca< m ax  (I. /) (при ш + л =  I, 3, 5. ...)J.

|см. 2.5.2.13).

= о

XiFipt34  ( a  to. а,). &(р, *,). Л (/), f,). a  to. 1 + » )  +

\ л '  ( - ) ) *  f  р _ ^  1
+  Z  ” ^ л г  L1/2 +  P  +  J ,  l/2 +  2v +  A j х  

* = о

г « Ц"« — • f * |
4-11+1—I)" * |0Паа-г/л у  T/mW  

L 2 2я |(n/2)tp IcJ J г 2m ^

1 ^ P  +  l ) .  A  to . 1/2 +  P  +  l ) .  Л  ( P .  I  + Л ) ,  А  (р ,  1/2 +  2 Y  +  /1)
_ l(m - l)/2J h

/ т - 2 / W  г р - а / (2 г )  1
'  2 /  [ l/ 2  +  p + o / (2 r ) |  '

/= о
И-(—!)”  2 т-пг,-а)/йх

К  л -  D/2J
т\ л t ( n\ (  2 Y *r 1 V + «/2 ]

l(m/2)lj* 4-  W  U - 2 > j lv  +  (l — <*)/2 J* = 0
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tfi = 2y + 2/, vt =  r (I + /) —а, °/ = Р (2у + 2/+а — г) г~*, 

ft/ = (2y + 2/ + a)n//, С/=1/2 + 2у+/, dt =  $l, e ,=  l + t —<x/r,
/, = у + а/2-г(1+/)/2, й - 0 - ® )/ 2 + у + г (|+/) 1

[(/. » > 0 ;  I 3 I <  я ;  —  л в < Н е а < 2 ^ + ( |  —  ( — l ) n )/2; г  > 0  —  п р о и з в о л

И . Г •«**■ {sin ЬЛ П d x -U  +  Ь ^Т-'У. r-ij-a/l*-) - ”1 г ( а\
3 \сов 6х/ т  2 г ((л/2)!|- \27) •

U = V „  
U=V 4l

1 7Д1л ('I *  +  2Y 1 ^ / л (2. «  +  2y):

1/2 + 2y
I*" = i/ij

{C« = 2V Г [1/2 + 2у+л]’ U = ~2r' t,‘ = 2(/l+Y).
<p = 2 ' 1 (/ t- 2*)fts-,/<l,'\  а1 =  5, f t ^ i / 2 + гу+ л ,

, , п „Г(/«-2*)Ь12Р Кя Г у +  л / a/2 1
( L 2p J * ’ £4‘ _2^ Г 1|/2+у-л/-а/2]'
vt =  - 2r j - a ,  а* =  у +  /7 +  а/2, ft, = (l+ a )/2  — y +  r/.

[< !Lz^]-2V « )
lRes>0; Rea> —Ля; sn;& произволен (при r>  1/2): *>0 (при '•<1/2):

<|lm(|<Rc> (при '’—I/DI.

12. Г л - И А Ц " Л вJ (сое ftxf
_i/ l i/  I l"f“ ( IV* о-я-i a/itr)-Kn + Ke+j--g-- 2 S M(/i/2>!p 1*1

(e .  = i ^ l l T  5 1 f  , ^ » p f  y —f/+a/2 1 
I  “  V r  Ll/2 + 2y+ /iJ’ 43 2" [(1 — а)/2 + у+г/J '

и =  а/(2/), ст| =  2(у+ Л), vt = 2ri — a, у = 2 'lb (n — 2k) sl/{tr), 
eA-  1/2 + 2у+ Л , <>,= 1 + 5. а ,=  1 - у  +  /7 - а / 2, *, =  (1 - a )/ 2 +y+»-/.

* » ( _ l ) * W ^ L z 2 * t , j 2'’ J *,r * J  (*. Re 5 >0; Re a < (l — (**

IS. [ y  * - « - { * ' * ' _ H | t « i w ] ,

,<p. +<-■>■ „ д , г -  3-  v i *

|(m-l)/2]

+

x У  1 ( m\ ( - * - ] * "  Г  [  P + «/(2") 1 +/L  \l)\m -2l) lp+l/2-a/(2/)J +
l< « - D / 2 ]  л  1

Hr 21 •CDfebTrU ^ J
1 = 0 

l +  ( - D m2 m-я ft am! 1
2 l(m/2)f|* * = 0 . . J

tГ Ф  1 ( '  =  I CM. 2.5.13.20-21); c =  1 при л =  2. 4, 6, . . . ;  c = 0 при я= 1 . 1

,yt)

Г=0

,__!>✓ ■ (/н>)г Г «1 1 Г /А(р. Л.). А(р. ft,). 1; г\
V  L J -  <9- 1 р,Г [Сь , V « f «* \ Д Й1 с,). Л (-/. 1 + Л  /
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|<я-!)/21 |(л! — 1)/2|

|/ = 2,-'я-п* 21 *(*) _  *=0 1=0

Ап* ^  '■
/ - 0 к  и.

Ч м -О * «г Г р+* 1 *
i  “Т л Г  [l/2 + р  —5, 1 /2 +  2у +  А I

Я 1” * v  F  1 +  Р). Л(7. I/2 - P+ 1 ), 1; г П
Х2?+1 2;,\ Л (Р. 1/2 +  2у + Л). Д(р, 1+Л) ) 1 > 1

)flj = v + a/2 +  /-(/-fP). fti =  ( l+ a )/ 2 - V + ^ (/  +  P).
fl =  1 /2 + 2р + /. «г = °l!!Lz2 !)  ( (— . г = (-1  )/> * v 27ф27)

|а, t> > 0; — £п — огт - 2с< Re а  < 0 (при m •)• я = 2, 4, 6, ...), или 
— 6л — огт — 2с < R c a < m a x  ( I,  /) (при л14-л= 1, 3, 5, ...)J.

'<• г - с“ т ̂  ц п; л  j   ̂«о. о. о
о

■s. 1. (- i ^ i+ ' ] ,

/». о. ч -a— - » " ” 2 ' !| , ( ; ) “ " 2 ’' ’|, (7 ) х
t — о /=о ' '

I  г [ ; ; ^ ] х
\j=  о

X l F » p * = < / f a i) i  Л(р> fc,), д  (p. Г ,). Д«7. 1 + у ) )  +

■ +  1  Ц л Г ^ '1 [|/2+р+?Р и  + 2у + л]Х
А — 0

|см 2.5.2.13].

4)) +Р +  У . А (</. 1/2 +  р +  Е). Л (р. 1+Л), Л (р, 1/2 +  2у +  Л)У

+  Д Ь - Р "  я  1011 аа"  У п  1<т у 1" 1 /т \ 
щ  L 2 г^ кп /г )» )2 \с }\  г 2*~ 2 d  T l i ) x

у / т - я и , ,  г р — а/(2л) 1 , 1+ ( _ 1)я.~
Д  »f / [l/2 + р + а/(2/-) j 2 2>"-"ft-“ Knx
i f e .Г  х -  У  г(П)( 2 )а г Г у+ а/2 1К .  Кт/2)1]* Z o W U - 2 * ;  1 lv + (l-a)/2j
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{л1=1/2 +  2р+/. &!= 1— у- а / 2  +  г(р+ /). =  ( I — а)/2 +  Y +  r (Р +  /)•

tf=-e [ь ̂ ~ Y ^ j . *= (- 1Г « 1^Р-*"Ч «7,

Ja . Ь>0: —2с — йп — arm <  R e a c ^ 1 +  1
с — I при п —2, 4, 6, ; с = 0 при /1=1. 3, 5, ...]

16. J •** ,СО»,"вХ '''|со̂ П&̂ _^с| dx=~J(0, 0, 1) Геи. 2.5.3 15).

оо
17. J  дС* 'с-** sin ахГ £*}" d x = l (а) [<• >0|,

W  ( ? ) - ( ?  -  *  —  г).

V n  t(I \V /я\  V  (—0A (no n> , a \ w
"=*П7 1  eU ) 2  — со,1 т - 2багс!« * ) х

* =  0 h =  0

*: = 0

-(•ййгГ-
oo

Л *(г ) =  2 У  arctg ?-] X

“ « в ] ' ^ ( ‘ !г Г  |,|<l

Xt^  +  o1)^1 ^  ~~5~~) 1 "P " I * I ^  *
I)

[a. Re«> 0; R c x >  — аг — вп; ft — произвольное (п р и г> 1 ). | Im f t |n < R e s  (np« f l (| 
и b>4 (при /•<!)! или [Res =  0; a. ft>0; — аг — вя <  R e a < m  ix (г, I) (при '

или — or — вя < R e a  <0 (при r — ,,r
oo

18. Xя  ic '1* ' cosaxf dx =1  (a) |(,_0 (/ (a) cu. 2.5.2.*^

*5*1
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,9. с;;г^=;(в>-..
(—I)'__(on

* = 0 ' ■ /^0
v r r T+(a-^)/2 l , ;. , il.,//jfk"-2 ‘ \r'-a 

Iy+(1—e+^)/2j f l fr—  J
l('i — l»/2J

l  Я

+

'n\ V  ( —  1)A /ад

» = o A'/ mm h\
A = 0

( °£  + 2* arclg "  j  X

+' т а у ч т ^ " * ;- ) гИ )
[a. ft>0; R e a < f o ( l —<—l) 'l)/2 и R es> 0  (или R es =  0 к R e a >  — r — n6>J.

20. f jf l ' П З ^ Х=хУ(0)|О. 
0

oo

21. f  *" «e ^ sinfl.v,g '^ )V v = K (a )| _ |

{CM. 2 5.2 19).

w /ЛЯ « . fl \
° *\ 2 — r arc,8

[(n-D/2)
" " w  2  <T '>*(") 2  Л!с0в( т “ 2‘гагс12т ) х

ft = 0 A = 0
•-Г 2S 1 / . ,  .v - s / < .« - 2  *\2Л + 2у 

xl ll/2 + 2v+//|(S' + 0*) ( 2 )
|(n — 1)/2)

2  C T V Q * »
i =*o 

Л % - 2 1  \2 
( V s 4 ^ ;  •

oo

л* (г) =  2 V  ^  cos P™  -  (2y -f 2ft +  a )  arctg ® j X  
ft =■ 0

!<■ > IJ. 

fr-lj.

r f 2у +  2Л+о1 „ »v-v-A-a/2 Л я — 2A\*A + 2y
X r |l/2+2V + ft|(S + в  ) V "—  J  при |г1<1.

13 А. П. Пруапккпв п др.



386 ГЛАВА  ВТОРАЯ. О П РЕД ЕЛ ЕН Н Ы Е  И Н Т ЕГРА Л Ы

„ j Г2л-1)!!л"-
t  ^ xV*"J 'xdx- '~  2 (2я)!1 “ •
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Y + (a + 0{ L l ( s * W W f t ^ ^ M ' a ~ ' п„,. , я* я ( я - ! ) ! !  (яА*. я = 0. 2. 4, ...
i  ~ а Г" 2 ' '  ^  \ 'х *Ы "*л “ " 5 Ш “ \2*. я= 1 . 3. 5, ...^ и г л о е :  a .  R p  s S О- D p/v s __/■»*■___А И- и ______________________ __ я .  1 '  '  4( f -произвольно; нецелое; a, R e j> 0 ; R ea  > ~ ar- tn ; Ь -произвольное <при Г>1

л| Rtfc)< Re, <11рц , '  ***

2.5.3. И н т е г р а л ы о т х ° I s'n .
kos bx)

Обозначение: в = |^ | .  

f
я/2

*• J *С ТЛ-

I*

lf “ - 2 3.2.21J

(Rea> -|j.

[<я-»)/2)

\  \ I  ^ J / 4л» А .  (— n/2|»(n-2tf
М =  I при я =  I. 3, 5. . . . ;  А*= я/2 при я = 2, I, 6. ...J.

я/2

|  « * С З Л -
[т/21

Д  <- « « р т а  ( 5 Г “ "*+<- ̂ ' - ( , [ - ^ . - 4

я/2
4. jf ^ < £ х = 1 [ С  +  1 п л - с1 (л )].

1)
* 1</п -f в —1)/2]

вп«) (-1 )»в+* -,  Г  _  (sin/ur) . (— IV  в+* V  у tv* %/
v* 3 * icosruj п " +* ^  ( * (m - 2* + 6- l ) l

о ,n i
Х(лп)'"-**чв“ , +  (— f)r(0,-4t , , ' ,,m!n-m l  ( 2 [ W — 2+ l ] t- ,” + {o))'

n-"‘X &  

|Rea >2—я; л - 2. 3* **

6.  ̂x* *an*xdx— ^  ssin'»xdk:+l=-!-1 x* »sшя' SJ(<1,

. Ji

9_ k' gmcosnxdx^- 2 j  n*-i \ * ) ( 008 2 *
' * =  °  [n. / - 1, 2. 3. ...].

?  Гsin ft*) . _  ПоО (sin (ОЛ/2Й 
10- J  ^  \cosW ba \cos (ал/2)/

«. CS*-1  ’2 b

(ft >0; — в<  Re* < IJ.

|ft>0].

f  sin bx . л12. J  _  rfx=2 sgn ft [Im ft = 0].

13. t xa l sinnbxdx= l a r 
6

[ I m ft =* 0; — я < R e a < 2J.; n - l .  2. 3. . . . ;  X=  ( l — ( — I )" )/ * ! .  
1(я — !)/2J

2  h ^ « ? 0 S :
при а ф  — 2(Я,+А), fc =  0, 1, 2, . . .»  

/. =  lim/a. „  при a  -<—  2X — 26,

/i/j-m, = ( _  Y n 2” -*'+3/2 (2^  _-tj j]- sgnb X  
/

t> ■ 7= 1 [m-l. 2..... 2/1.
. :' \ /_!/,. г =  V^2n | ft sgn ft, /-3/», * =  з & i I  ■

'- 1/*. s=  - ~ 4~  sgn b>

V  , _ i y . m 7f| t L U l 15i4n*.

13. '= °
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V  {Ьп, 1)/(1я+1) =  2^-tn-D/itnn) в ((2т +  1)/(4я +  2). (2т +  1}/(4я +  2))

Ife >011<л —1)/2) *
2 "Ь т л  у  п К я - П / 2 1 4/ n\(n-2i)m 

т .  п т \ Т (/пл/2) i L  1 '  /! (/»—  /)1/=о
[А>0, Г (* )  =  со5ДГ при я = 2/ — I; 7"<дг)= siiuc при л=  2/. /= |, 2, 3, . i 

л!6 |(2< -3 )!! , л * | * | /п| „ (2 / -Г»)!!
'  - Ы 1  —  2 (2/ — 2 )!!  ’ 4 (  (2/ —  211! ’

ГЛАВА  ВТОРАЯ. О П Р ЕД ЕЛ ЕН Н Ы Е  И Н Т ЕГРА Л Ы  |2.5 l

/а , , = - 2 “  *Г (в ) 14 |~в  сов (ал/2)
/а , з =  2 216 (3 — З а) sin (ал/2) Г  (а ) sgn ft

■ *  ИИsgn*. |  * 1пЗ. *  л4|*|.

(2/-2)!!'
1—2 < Rea < 0|_ 
I—3< Rea^ |j_

14. С &  lcos2nlibxdx =
О

= 2<J гп I У л(2п + 1)1Ь ®гГ a/2 1 V  (2/1 — 2/;+)) 
L (l- a )/2 j jL  U (2 n - k + ]*= о

2.5.4. И н т е г р а л ы  O T * '" f sinx\ " 
Icos xj

/1(2л — *+))| 
fft>0; 0< Reoi<|j.

i  I  OO

1. I  — *”  I I , Am у
.1 an*x \ 4 J  [  л (m 1) +  д **(2*)!(m  + 2 * - l)  j

(m=2. 3, l, ...J.я/1

2’ j  isin x|2 dx= Y  ln 2 +  16 ± G. 
0 icos xf

я/l
3. (  —  =

•J «* "*
fn/21

- 2 1̂ ^ ‘Ч"-2И ) т Г м . +̂ )

Я/2

5. \ -A-dx=2C..1 an л: 
о

.  V  *m j  / л у п - 1Г 1 , v  (— !)*В,*л«
j  sin ĵ» (  2 / / n - l + 2 d (w +  2A - l ) ( 2/t)l
0 L *=1 J

[m-2. 3, i. --J-

In - 1 . 2. 3, ..•>

Im =  I, 2. 3. • ••>

j.J.6 I
K/l/• **'=" j  1- ' 

7- J  iinTxdX~~2J £(3 ) (a  = 0 или IJ.
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j iw  яго и . „  Эл a x ----- In 2 ------- —

я
I* J L - d x  —  40.
J  COSX 
0

2.5.5. И н т е г р а л ы  от ( * + ^ * ( ^ 9 *

Обозначение: в= {о}*

‘о
|а. Rep >0: |а гг * |< я ].

*• f ^ - c s a ^ c s i s a  ■-*>* •<*’ <»•
а
ооС 1 Jsin bx\ . __
J  (* + * )p I c o s Х=я

fre?i*0i> Л . З - р  P 6*г*\ .
"  (p _ l ) ( p _ 2)6 ‘f * l  ' 2 * , + в  2 ’ 4 )

К  l*. Rep> 0: |вг*и<я|.

< [p jp is a *-
Ц  = |f l ,  [cos бг т sin Ьг - 2C (6г) { Z  *!} - 2S (6г) С  й  1

у  l&>0: |»ггг|<я1.

•• J  r b  { *  3 л  ^ ci <w { * « / - “ <“ > {“ »;} “ >*

•• f < ^ c i 3 * - * c a w 'w + ,,i - c ! 8 d w  0

’• £ * ? С Э * « е Э
2.5.6. И н т е г р а л ы  о т  («■£ аЧ» { ” * '} "•  («’ - * 4 *  { ™  •

I f  . Isin W  ; V n  (2a\fi - 1/2 p (e*)\
'• j  * U 4 * — r ( . )  r № \ v „ , ( « * ) i

( i  >0, Im i  ф OJ.

te, ReP>o; |агв6|<я].
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1/2-Э '
[о, Ь >0; 0<Rep<,l

2

оо

о
I*. R<P. Re*>oj,

. I* cos ftx /2г\>/2 —P V n  „ v
■ )  (& + & ?  \ b j  Г (р )  l/ * - p ^  I*. Kep. R«1>0J.

OO

5- \ El <**)-«*'EJ(-ta)] |b. R**>oj.

»  m
r, I cnsbx пе-ьг у  (2т-*)1<26г)*

(л- +  гг) " " ‘ (£*)*«+> ml Z< k\ ш - к ,\—  t*. R**>oj.о k=o
OO

_  I* sin bx . I , , ,
7- \ ui  dx°~ u Icos ЬУ Sl (ЬУ) ~  sin ЬУ c‘ ( M J  

0
oo
Г  c o s b y  . я  . .

*■ J  I T Z T yT ^ - iy^ b y
CO 

OO

, ,  i* sin2*x . я  . ..
"• }  * + W dx=>uV-r**)

lb. i/><q.

I*. »>4"

It. Rc г > OJ-

|6, Rez>CJ.

,2- i* sin2* 11 ftx 
x* +  z* dx--

Sn-f I
= 2  <-,)*(2rt̂ ,) <,'SW‘’E i((2*-2/.-l)te] + 

v *=o
2ч + 1 л

+«-«■♦»'*» 2  (-» )*-> ( 2,‘ + , )e « * ^ E i[ (2fi +  l- 2 * )f t7 )J |6.

[ й ^ - : - Ц р ( 5 ) + т г  2  (»+»)•-“ *•

cos2 ftx
И- \ Х*+г» “ “  4г<**-£ (1 +«-**)

о09

[6. Re* >0J.

f». Rei >0]. 

16. Re* >0].

391

i* cos2'1 H_ftx d _  — я —  ̂ у  / 2n +  l V ifa 
15.1 x* +  zs адс 2г" , ,г Z i \/i + *  +  1/*0 * = o

2.5.7. И н т е г р а л ы  от * « ( x ± #  { * J J ,  * *< «- * )“  £ £ £ } •

Обозначение: 6 =  j ^ .

0
=  (— 0e 2 lB( a ,  (a; a  +  P; tab) + ,F, (a; a - fP ; -ia!>)]

[a. Rej5>0; Re a > — 6; |a rg 6 |< n ].

«• j «“-*<«-«- C3*- (̂:r#,CSS5K»/«-(t)0
[a> 0 ; R e a > —6; |а гг 6 |< я |.

’• Ж ,!-» с  э  - у ^  ■» (?) “>o;
OO

4. ^ x “ ->(x-e)P-i | ^ ^ | r f x  =  B (P , l - a - P - 6 ) f t * r f * ^ t e ‘ X
a

>.+* - « £ )  + 

+ ® - 1)г ( ,+ ()-2) {*[<“ + р ;^ ]}«»--»х
v f / i - P -  3~ P  3 о «  + Р 3 —a —P . a-b'-\ 
x *r * \ 2 ’ 2 * 2  2 ’ 2 ' 4 /  

згГ/a-UR п /а*[(а+р)п/2П
* г с + р —D W + w W * 1 p*

y F / , _ P  i z i & . l  I «  +  Р 3 — a — p aaft2\ 
* *\ 2 ’ 2 ' 2 * 2 ’ 2 ’ 4 /

[a. 6, Reg>0; Re ( a p )  < 2J.

“  r ( f B 'w  [/«.(j) * 1’.'«(т) {SSS> I
[a. 6> 0; 0< Re< x< IJ.
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оо

хл(Ц2. *+т- *+i±i=-p. -*£)+

ГЛАВА  ВТОРАЯ О П РЕД ЕЛ ЕН Н Ы Е  И Н Т ЕГРА Л Ы 12.5.7.

(sin |(а —р) я/2П 6Р~“  х+ Г<а 0) {cos [ (а - р )  Л/2)/ 1 
v  г  / Р  Р + 1 .  I , , Р - а  1 - а  +  Р .  ,

\2 ’ “ ■ 2 * 2 ’ --2-- ’ -- Г )  +
+ ^ ^ - < К :З Я - №*х 

хл(Ч^.1+;; *.•±5=2. 1+
I*>0; Rea> —6; Re(a —р)<1; |arg*|<.ij.

7.
J  х +  г (costa/

ie2 >Г (а) > 1г <»-Т (I -  а, -  «6г) т  (I - а ,  ■&?))
16>0; | argг ] < д; — «< .R ea< 2 J.

. (* х* 1 (sin ftxl . 
,1 (х +  г)‘ *  (cos bx)

V я /  г( L \ a 1/2 г  га) I J  ( Ьг\ /с<*  (Ьг17)\ ь У /6г\ i sin (bzM\ 1 \ ь ) г(а) 1 ^ - в \  2 I \sin (Дг/ 2)1 ± *-«\ 2 j  \а»(6г/2)/]
[ft > 0; | arg г | < я; — 6 < Re а < I].

* w c « c s i2 8  * e a i т ̂  v i2b
[с — 0 или I; ft>0; |a rgz |< n j.

10.

[ft. U>0 ; — 6 < R ea< 2 l-
OO

I I .  J  **« KP +  to)-* *  (P -  <X)-V] g  J * }  dx -

: •* (2л)! л**-*»-V 4#| V - 2„ —»(ftp)
(ft. Re p> 0; 0 <  2n <  Re vj-

J.5 8 J 2 5. ТРИ ГО НО М ЕТРИ ЧЕСКИЕ ФУН КЦ И И £93
со

,2. j  * in ' KP +  >*) V i  (P -  ix)-vJ { *  £ }  <to =
0

= 1T {£ r  Л'в(2“ + ,)! •̂ V' ,'"*^*^V2a+r 2 (fcP)
(ft. ReP>0: —2 — в < 2ч< Rev — IJ.

2.5.8. И н т е г р а л , ,  о т  * ■ < * - - *  { £ £ } .  **  £ £ } •

Обозначение: б = |(| .

р)Л (г±*; ;+«. и + Ц Ь - .- Щ
(о, Rep> 0 ; R e a > —6; |argft|<nj.

dx =

У  л  /2а\0 —1/2 = ± - у - а ( | ) ’ " л г в» { ^ «  « }+ < .- «  * 1
la, Re р > 0; ja r g & K n ] .

j . J - . =) » - . £  £ } * , _

_ *  #н».«чв(|1. l- S - i i- 5 )л ( Ч ^ :  ( 1 + ^ .  «+ J  ; +

. О / М ^ г Г ^ ^  + Р - Ч  F It ft- 9 ft ® 3“ а ft- в***\
+  ~ Ы  1(3+5— «)/2 — р ] \ Р 2 ’ 5----р- ----Г ]

[о. ft. Re 3 > 0: R e(a  + 2P) O J.  

<. f  “r№
[a. ft>0; 0 < Ro Э < I/2J.

5- 1  ̂ Ч ? )  Ч ! )  *  *>ч-
е. [ g r * * : 1 „ „ t o -

а

{ » [  yi/2-p И ) H-i/2-p <“*> н1/2-е «*>]}2 sin I
la, ft>0; 0<Rep<3.'2|.
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7. (  J E L L  f sin Ь*\ dx= / ‘в (ад/2) sin ЫЛ _
J x — у- (cos bxf -  2 (ctg (ал/2) cos byf

Г  /— „  /sin (ал/2)1 / а  3 - а  6V \
 ̂ \сов(ал/ад 2-  2 ,

(6. у>0; -4<Roe<;3j

8. (*----/■*" &JC\ dx = /(Л/2) cos ̂  \
•> *3 -  У2 Icos ft*/ Isin by Si (fry) -  cos 6y ci (67)/

„  _ - ,, x* ism OJC»'»2.5.9. И н т е г р а л ы  о т  .

Обозначение: в =  |^|.

t* x'1 1 (sin 6x1 . _
.1 (x* +  г2)1’ \cos 6x| X ~~

.„ ,(«+ • , „ _ « + * )A («+_«; , + | .  . - , +2± »; i ^ )  +

<«-адК ! ^ : й " ' } / , ( р ^ +р. .-*-+ « « ? )
[ft, R o *> 0 ; — 6 <  R e a  < 1 2  RcpJ.

Г  ^  1 /sin 6x1 , _  яг'* 2 /cos (an/2)V 1 (sh 6г ) _
’ J  x2-j-г2 (cos 6х/ V_" 2 \sin (ал/2)J  \сЬ6г/ о

rtr, 0 ,/sin (M / * ) ) , j .e  r f i . S - *  2  a  . fc1**'
 ̂ >{со.(ал/2)|  1 \ 2 2 ’ 4 )

[ft, R c *> 0 ; — 6< R oa< ;3 t

3. i x2-1 sin bx dx 
(х2 +  г*)Р

- < -  *>" ]- F  Г  (1 “ p ) (2г ),/* 'Р £  I 6" ' 1/2 [ 7Р-1/г ( ^ ) - L ./i-p N 1
[ft. Re г >  0; R e p > * J

0 '
f̂t. R e *> 0 ; R e p >  п +в/2; в = | 0 }]-

?  х*я,в fsin 6x1 / d l
s- 3 ( F + г5)™ (cos 6x J dJC “  (m - 1)1 2 (г * • '

0 1
[ft. R e *> 0 ; л =  0, I. 2........m — I: m =  l, 2, 3. —r

6 ? _ ^ | « п 6х | (/х==1+ в - 6г яе.6,  Г ft, Rc<> 0; в - Ш ] .  
J  (х24-г2;2 \cos6x/ 4z‘ « 1 1

395

о

с х sin bx J ___ яЬе b* \ T  (2m -k-  4)! (26i)*
J  (**+ **)" jL  k\ (m — 2 — *)!

[ft, R « *> 0 ; n»= I, 2. 3,

.5  e b* [ft. Re г >0].

2Л ТРИ ГО Н О М ЕТРИ ЧЕСКИ Е ФУН КЦ И ИJ.S.9.1

i* x sin 6x 
*• )  (** +  *’)'0

л  f  x sin bx . я
d y \ 1T f ^ dx~ 2 e

0
00
С sin 6x , я  Г, e 01 ,n . . .1 

,0‘ 3 * (х * + г 2)2 2г* [  2 (2+ йг)]  
о

. f  xsin bx V я
j  (jfi+z2)» Г (р ) \ b )  KHt-p <b2)
0 
oo

'*• [  Л г-  -  J  I* '* 4 E i (**) +  « *  E i ( -  6г)]
о

[ft. Re2>0J. 

[ft, RezX); Re p > 1/2].

[ft. П* г > 0).
0
00 Jxcos6x . J

«3 -. -«uT dx ~
w
С xcos bx

,3, j  ( i q ^ F 1 0

•- — 7 a 1;i l r P r  ( l  “  p) V 3/*<i ? 1 + 1 '2 л1'0 ■ 2p)/4 s  p 1/*. 3/2 p (‘*г)]
[ft, R e *> 0 ; R e p >  W2J.

*#
H [ Lt f '- tx  „ tl(ft ,

,J X* + 23 2s»4*0 • » .

(I _в»<»И1. •*)([.

----- A

*• « ^

,e-3ft.-)M4 _  2 V  (— I)* ( 2n^  ' )  e2*i>‘ j
J

[ft, Re*>0J.
f*

,5‘ J  рГр Ц - %  ^  <2 Iе + ln (6f )l - 1' 4-’ E i (6г) + Ei  ( -  6г)И

16, R e i> 0 j.
00

,6- J “ • Re*>0)-
CO

17. f ____xdx n ^ „
f  i**+ ^ J) sin 6x ~  2 sb 6* **
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’ jtcos- "'1 bx
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J -dx = —

гя + i

. 2л (-1 p и/н i> »i
2*"'

12-8.Ц

2  f2" J ' l)«eW,EU(2/.-2ft+l)67],
_л ' '

-  -&ПТ- 2 (2я t 1)* * *  Ei [(2*-  2я -  6г1 16• Re* ' «1- fc = 0

M W .  И н т е г р а л ы  o r  + +

•- J  
0

|̂ >>0: - в <*</1 + Ц А  I «гггi < jV  в *= (q} |•

2 Г  6 ( sin 6jf1 rfr -  T  Л- г** rt - *• - в " у  exp f -  6г sin —t i  л )  fcos' I J  а2* +  г*4 (cos bx) 2л м  2n / tsin/J
0 1 —  0

J/= ?i± ±  dft 4 .1 — в) л -f 6r cos — я: 6> 0; 0«£fc</i + ®: |M jf*|< 2" :  e “ {o }].

dx= lk [fr> 0: l« r* * |< * ],

:}•

|б> 0: I arg*| < 4 ]>

4
[* r* sin bx 

х*+г*

\ * *•/ X» *■ I
/ _  я  evn/ 6г \/sin (б г/ГгЬ
,*1 '- 5 г г т “ ' г п : Ц (№ к » )

. Г* г* СОЧ hx
«• 3 v + s r * - '*

я Г г

r Г  x3*cos6x .
5- J  x*z r^ r*x ~ -

2 ___ f  bz\f bz _  . hr \
T T  CXP I ~  Т Г  cos . - -«-sin 
+ l V \  2. V 1 2  12/

^ exp by sin J  sin ~  In +  by cos ^'|
П — I

S* 11 2/1 V

lb. u>0; 0<*</!.'• 

[». l/> 0; k = -  1. 0. I. 2. 3],

(е~Ьу +  COS by — 2),V

* l±  I = 4p T T  f2cos Si (6v )— 2 sin by ci (*y) + e'1» Ei (— by)±e~b» E i (6jr)|.

/» - i“ 4y r T ( coe*v=t^)-

о

e j l0 ]  2.5. ТРИ ГО Н О М ЕТРИ ЧЕС КИ Е Ф УН КЦ И И

Ifc. »> 0; * = 0. I, 2, 3).

397

V i I (sin by т  е by).

J 2 > | =  — ^ i V i  I2 cos ЬУ ci №  +  2 sin by Si (by) ± e *» E i (by) ± ebv E i (— by)).

L Г т^ Т л-?<*±“-,) •*""*>«
— OO

9. « - ( с о в у — 1) U*=j/; 1m j/ = 0].

[ 2A^=  V/‘ + !/* + /»; t. Re 2. Rcy>0].

jt* 1 sin 6x 
§**+**)* +V*

F  xi T , cosbx . Я« ^ ' c O S b *  Я „ +Ь (24+  t)-l/t
"• I  (*• +  «*)* + »* -У

X  г1 1 (A + sin Â b-\- A . cos /L6) + |^ |  У (^< cos ^ b— A. sin A_b) J
[2Л\_—Y F T 7 ± * :̂ b, Rci, Rey> oj.

и. f  ■■ “ t i!_  ( *  ‘/ I  {-tV7=7>)Г, Г  ‘П  i  j f c i l
J  дг* -{- 2г/х p IcosftxJ L Ism bq) \ p — <;2J— 00

00

* { n =
00

14. f -----J  Jt(l—;

sin2* тхя
- Х2/12) (1 — Х=/2г) ... (1 — ДГ=/я2)

sin2*41 тхл

dx = О

(6> 0; p > t i

ll. m. n= 1, 2. 3, ...J.

: (1 - x'-Jl>) (1 -  x*/2-)... (I - x'-ln-)U

00
IS Г xm sin bx dx

: c*x+cx1 i  x3= ln

2 (2/1)! \/l J Л
u. то, я=  I. 2. 3. ...].

(6. c>0J.

Л=(4с)*1 <л (e_6c— сов be) ± [e ** E i (6c)— e*c E i (— be) —
— 2 sin 6c ci (6c) +  2 cos be Si (6c)J), 

*1= 2'* [e*e E i ( _  bc)—e~ic E i (6c) +  2 ci (6c) sin be —
— 2 Si (6c) сов 6c] ±  л (e~bc+ cos 6c).

xm sin bx
X* + 2a1x1+c<dx >m la, b, c>0],
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7-1=25 { ‘ _схр ( - b Y *

* Iм* (‘ Y ^ i r ) +r^ s  (*

00,, С Xя* cos bx j
}  x*+2a*x*+c* l«.b.c> oi

,,' п 1 ; 4 ‘1/Гт ) х

* b b 4  V ^ i  - p s b *  (‘ v^-F! 

j  ь ^ ^ с т ы е э * - ?  -*^2}
[ 6 > 0 ;  R e * > l ir a *11-

■»• J  ■ M

U?> 0; R e * >  I Ira*U-
to 

* 1
sin bx dx

x (**+ 2*)... (x*+4n*) 

я
"p S jl

[6>0; n= I. 2. 3‘ ’•*.

21- s
_______________ cos bx dx____________
(*1+ t s) ( * 2 +  3i)...[jc» +  (2rt +  1)4

Ы ) п . " .  V  / _  iyt /2я+1\е,и-*я-и* [»>ft (2л+1)1 2 ^  ^  ( ; V к I
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2.5.11. Интегралы от* (V # ±  **+« + to)v^
Обозначение: б = |Qj .

?  л _, 1уя+2+*У I ** 6*\
1. ]  *  "  (** +  2 = r  (c o s  6 * /

=  T  (w )i »l  ■«■ v Г  (о +  V - 1) ( fOS +  v)n/2]l 
1 J '  (sin | (a + v )  л/2)/

„ / l + v  1 —  v  3  ,  a  +  v  3  — a  —  v  b*t*\ . 
Х*Р»\~2~> 2 ’ 2 ’ 2 ’ 2 * ~ 4 /

'r*i+.-«es+35-533x
x a ( * - } .  * + ? : * + * •  * + 4 ^ -  1 + ^ - 4 - .  T ! )  +

+ ■(- v),-vГ [la+|S-v-2|cT+sj“ _ 61 x

x , f . ( 2 ± - e . » + ^ ; « +  5 .  ■' + v t ° + e . i + s ± ^ ± i — J r .  i £ )

[r = 0 11.111 1/2: fc, R e*> 0 ; — 6 < Rea < — Re v 2r +  IJ.

2. f x»-» /*«
К »  ' М ’ +г* (cos 6л/

" Т  1 ^ - 6  Г  (  2 )^ 1 /< - в/2 , ±  1/4 (* г) ;Ч х /2 -  1/4, I 1/4 ( * г)

3. ^ ( £ ч ^ + г ) 1 / ^  frin
> л- + г1 (cosiucj У  2b

СО ________

4. k *a-i ^ *г + г*+хУ (sin bx1 
oJ  (*»+**)' (cos bx J

|6. R e*> 0 ; R e « > — в). 

[b. Re * >0; в = Ц ) }

* = 0

vy-v _гл1 r« + 6, , _ (a + v + 6)/2l 
* )  L l + ( a + 6 - v ) / 2 - r  I х

У Л (4 - .  ?+ « : « + { .  i + *± *± » _ ,; ‘^ )  +

+"^c+.-*»es+3Sw!3>«
Х л ( ' - Ь  '^ r + n  l- * .r  + ‘̂ = ? ,  ,+ 1 - Ц * ;  «£ )

и  ['• =  0 u.111 1/2; ft, Rc i  >0; — в < Re a  < — Re v + 2r +  I}.

I t .  Re *> 0 ; Re v < 3 /2 >
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___  (я 4-1)!! ( I. я=1. з, 5.
 ̂ s in " * * -  (л/2, я = 0, 2, 4,

[«> 0 ; I arg6 |<л|

Га. Ь~><У. | Rev|<l).

им, I
„  С ( \х-4-г*4.x)v Т  (\rx- + z'-~x)v fsin Ьк\ „ . v fsin (vn/2h ' я/« ..я  ... (m— 1)11 (2n — 1)!! (л/2. m = 0, 2. 4. ...
Ч  ---------- Г Л Т Р ---------- {cos bxf ~  (cot (\'л/2) }  ^  ( т  +  2Л,И U  m= 1- 3- 5’ ”

lb. R e *  >0; I R e v |< (^

7 f  (*  4- г 4- y'jfi -(- 2хгГ +  (x + г — I  Ax* +  2xz)v fsin Ддл Ar __ 
f  V &  + 2хг (cos bxf

=  лг* Г [ cos {bz ~  nv/2)l  J v m  - / * "  {Ьг ~  v^/2)’| y  ,
[(sin (Дг — лу/2)1 (cot (Дг — v.t/2)( v(**)]

[fr>0; | R e v K I ;  i -Гг *  l< a|.

8. Г  (* +  • > ^ * ^ ) v + ( * - Q ^ ^ ) v fsin bx)  ̂
j ’ V o* — x5 (cos Ддг/

_  л<Л f cosec (v .t /2)» _
~  2 I  sec (ул/2) l [ v ( )  + J -v(o*)l

9 f  (x 4- V &  -  o->v 4- (x — \r x- -o» )v fsin b*\
•* К  Xs — a2 (cos Дх/

|9 ^ (x +  ) /' ^ ~ ^ ) v +  (x - V A^ ^ ) v fsin Д.
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8. -  * /2 
пП

9.

[Я = I. 2. 3. ...].

[ я - 2. 4. ...J. 

[n  -  I .  3, 5. . .  .J.

яП
, Y coe(2n+_П_5Jx = (— I)'1 "

cosx

Ix(x--a-)
fsin Дх) . я  v{ U x  = ----К Д а у Х
(cos Дх) 2

X  [ y i  •/« + V/J (*2 )  Y ±  1/4 -  v/3 ( ^  )  +  y_t 1/4 -  v/8 ( v f )  K1 1/4 f  Y/l ( f  )1
la. 6>0: , Rcvj<3/4

2.5.12. И н т е г р а л ы  о т  I T  f8"1 a‘T *  Г '" М Г * .J  1 (cos akx\ Icos bkxf *

sin M* crAx cos' * Д*х.
к

n/i

*• j '  ^ 5 ^ - 2  - M )
0
Я/1

S’ mst1
д а ^ * = 2 5>‘В(ц + 1. Ц + !)

о

[— 1/2 < Re M <̂

11. j  sin“ ' I j ; {cŝ 3 * - 2 Mn { г ['(1+ м _д)/2. о+ и+ го/г] *

(Sin (Дл/2)1 Д r  1 (cos (Дл/2)1
\со8(Дл/2)| 2 11 +  (ц +  Д)/2. I 4-(ц-Д)/2| \sin (Дл/2)|

Я/2
12. i’ sinn-l Jt | Sftl О1 +  »  П  dx= !  | Sin (ИЧ/2)|  f Re ** > t- ( 111 

у  Icos (ц -f I ) x| [I \сов(цл/2)) L l ° * i

nn
13. \' аП*л+в .  I sin (2m 4-1) x\ ,  _  ( - 1 Г  '2n + в' (  л \ 

f- Icos 2mx j 'pnTTTb {n  — mj (1  I

[Re M >-II-

u - = 0
nn

- - ( i l l[
m ж

•5. i‘ si„ t ,*6 i x fsin (2m 4-1) x\
$ \cos 2 mx )

i‘ co s "- ^ 2c (2̂ | ) l !
0.1 cos*^1* 2 (2n)!! Я*

Я/4
„ С sin", xcoev 2x  ̂ 1 n / « 4-| . .\
4* j  2 V + ' )

IRe v>— Ij*

___ -l)m (2/i— 1)11 (я — I)! г4 ' 1 (2n 1
(2n - 2m - l ) ! ! ( 2m + 2/i4-l)!! (2m + 2/i4-l/

•б- ir-D" (я - I >! 2« -42m — 2я — П! I <2я — Til I < 2/1 (
(2m 4-2n4-l)!! (2m+ 4-11

[ т > я : в = {о } ]
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*дсап 6х</х=л62-‘-*Г v V
L 1 +  (v +  b)/2, 1 +  (v — b)/2 J

17. j  cosv-*

V  F ( У * + v  1 . 1 , V +  6 . , V — Ь
X ,1 \2 * ~2~' 2 ' 2~’ I+ ~ : lJ  lRev>0;

*n
18. |  COSV I X si

4

я/2

sin (v +  l)x d x =  —
V

к - I
l j  V  n! (m+ л—2/—2)11 , . nl(m—я —2ill19. \ cosn x sin mxdx =  ?  ;  ... , ' +  9 — — ■— - fill
J  imd (л  — /)! (m-f/i)!! r  (m  +  n )l!0 y = 0

l*=min(m, n), 0=2 при m — n= V + 2> 0; 6= I грн m — n = 2/ + I > 0; 6=0

я/3
20. i  cos "x s in nxd x= ^ TJ 2  T *

0 /-I
я/2 m

21. j* cosv-»xsin (2m+  !)*</* = (—!)"» ( ? )
0 > = 0

я/Э

22. J C0ev-ixC09ftJC<l*=2-vnr[(1+v+1))AV(I +  v_ 6)/2] 
0
я/2

23. J  cosv" 1 дг cos (v -j- J) x dx= 0 
о

я/2

(R e v > 0; l a r j i l o ) .

[Rev>q.

24. i  cos" x cos mx dx-------- —________/ *• n — m= I, 3, 5, . . . ,
£ (n — m)!l (n-j-m)l! \л/2, n—m = 0, 2, 4, ...

25. =  fl nl
(m — n) (m — rt +  2) ... (m + n) 

l/i<m; B = 0, если m — n четно; B = i . l ,  ( ш  /» — «I = 4/«. >. 0. ». *.•••*

26. |  smi‘-»xcasv-1*dx= -I B ^ £ ,  {Reiu R«V>,J-

Я/2

я/а

28. Tsln^xco.v-ixf‘Jn;»l+v>Jt}^ -J  (co e (n  +  v )  дг)

_ . 4 |sec(n«/2) ) „ r  v  1 r _  ---> —{o )}

,5«M
H

0

я
so. j

fsin (ц + v ) X) , _  I sin (ЦЛ/2П n  ,
-> x cos X |cos ^  _|_ VJ \C08 (цЛ/2)/ ^ ’

2.5. ТРИ ГО Н О М ЕТРИ ЧЕС КИ Е Ф УН КЦ И И 4.3

sin ЛХ COS MX dx =  Q 
sin X

31. =  Л

JRe  v >0: Re ц> — {p }]-

[n < m  или n>m; т  +  п =  3к]. 

(n> m: m + я = 2fc — I, t » l ,  2, 3, ...].

1 ‘t f c l ) "  В f —у - .  ” У “ )  (m4-n = 0, 2, 4, ...].

S3. J sir 
sii
sin/u
SUI X

«• \ 4 £ r dx- ^ ' t' i  1  ^0 k = 1

35. гУ (2я + 1)х^д
J  COS X

«с f  • п-i (s,n *̂1 j  21 i'.-t fsin (6.'x/2)\
"■ J  *m X Icos bx) ax ~  nil ((|i + 6+1 )/2, ()1 -  b + 1 )/2) Icos (6л/2)I

[Re ц > 0; | arg 6 | < я].

38. J  sin*" x cos 2mx dx =  b g L ?  ^  ̂  J  
0

39. = 0
я я/2

*■ i  с05ЛхЦ Й ^о 4 7 о

"• Ч 2 '  -■)
lb̂ to. ±1. ±2.п

,2*  ̂ coe"*cosmxdĵ  = 0 [m + n = i. з. 5. ••• или т>п- т + я = 3> 4- 6> -"1- б

(см. 2.5.12.13-16].

[п>т]. 

[/» < т].

[см. 2.5Л2.19—25].
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о + 2л

( _ 1)т*д-121-»л ( _  п)/ (/)< 
(т + /!)(/— 1)! [ т  <  л; т  -f я=  31, / = |, 2, з.

I2.5.IJ

2.5.13. И н т е г р а л ы  от х®sin>*а с cosv bx. 
я/4
I* Sint»-1*  . Я  _  1 ,/Ц + 1 \
.) cos»* ' 1*  4|i 2ц 2 J

' '  Г
Я/4

’ г
COS»* + 1X

sin'1 дс 
cos"*2*

IRe ц>^|

dx=

+ ; + i ±fc! >:  ,)  _  " Y '  Ы .
1 *=o J

Я/4
, P , sin x . ln 2 я  , я*
'• \  c o ? T x =  ~2 4 16*

Я/4
. P , sin*x . 1 /, я  . . я  . я* _\
'■ ) ' " г г ^ л - з ( | - 4 1" 2—j  + ie+ 0)-

Я/4

5- )' ^ т т а 1 г - 5 1" (,+К2)-

'• S * 5 £ * - № + » № )]Я/4
Я/2

7 I’ v / sinM_,JtC0SJr\ w r -  ™ / 1 \ -  V я  Г  Г (И + , )/21
g (cost*-1 х sin дг) 2ц \ 0 / + 2ц [ц/2 + 1  J
я /2 

Я/2
I. \ д: sir 

о
t/2

[Re u>®J*

[Reu>  —{ i } ] ‘

9. \ xsm:,I+Ixcosx<ix 
■o

Я/2

. 1 Г (2я + 1)111
4 (« + l ) L  (2/1+ 2)1! J*

dx=4G - я*
T *

n/?

.J sin*x d 2 ln 2 — 16*

IJS.'3 '
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, я!! (U  я= 0 , 2, 4, . . . ,
12. \ хсовЯ А sin *  =  (л +  1)1! (« + 1) 1Л» л =  1. 3, 5, ... 

i

10 < i  Re и < 1J.7  (cos х>" > /Sin *1 »• I Я
13. ) *  |sin xf (cos xf 2ц cos (|i л/2)

nft
14. \ x sin" xcosSw 1 xax =»

Г  n!3
В  (я/2. w +  1/2) ,____ ------- I X sill"' * x cos1"1 1 X rfx [m. л = I. 2, 3,

*=‘5(2/п + "-1) 2/n + n - l jl

" ?  V-. . . _ я , 4 ((v +  » 4-l)/2) - t K ( v - f t + l ) / 2)
15.  ̂ xcos xsm 6x rfx - 2Vll (\) p ((v +  fe+l)/2) Г ((v-fc + l)/2)

1 [R cv> 0s— I —Rev< Re6 <H-Rev|.

16. i| x ein**-‘ x cos x dx *  ~ц~~ Г j [Г/2 + 1 J IRe u> OJ. 

.. P . . я ( ,  ... . I — С—I)" (2 C(n+ D/21— 1)1П
3 *ceef * * .  = { ( - • ) "  + --- 2----- Щ й + т д а г ] *

я
18. i x - — </x =  — л !п 2.J  COS x 

0
я

•9* J x s in ^ 'x co s ’"  xdx =* 
о

Я
l l —  Ilf- '- n + ' U , m~ 1—  f  xsill"-" 1 x cos’" - - I ) "  v 2 ’ и  2у 2я +  m — I J

(-1Г-1 
’ 2 (2/i + m -

*xdx 

[m. я  •  I, 2, 3, . .  .J.

*&• Jx *-1  sin" ox sinm bx dx = /£• m, 
0

[(я — I )/2)

* =0
,(" « ,МЧ rm,o, , , m! . . (n-a*)«a« 

x i  <-,) 11 (m—7)1 и*,(0, '" ( т - г о * * ' 
i ~0
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7. I  — exp ( — Ь }гхг+а* — px)dx=* j  Vx'+a*

=  PJ ■??.- (  1 exp ( — a \b '-— p-) erfc ( i j  — - e x p  (a  V b 1- p - )  e r f ;гг Л
Vb*-p* U- ___£«- ' J }

— />*): Re a. Reft. Re (p + ft )i.0j

8. {  ? XP1 ~ *  > dx = 2 l / ~ — ̂  erfc (г+) ei fc (г .)

‘ '15 *j t f I
2 3. ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ Ф УН КЦ И Я 347

[*V=»a(* ± * ft* — P'Y. Re a. Reft. Re (/>

9. £ p - = = p (a + K x , + e 1)lp exp (— b ^xi -\-Qfl—px)dx=*

— У \  Г ( 2 ~  2̂ ) w 2 *+) D -̂1/S (К2г )
[ * V  =  я (ft ± Г f t '-/>*): Rea. Reft. Re(/> + 6)> 0; Rep< l/«],

CO

I э. f  [ ( / 1 *+ ^ + x)v + ( K ? + 3 f _ x)vе-ь.лt-c / F + P  __.<**. = 
oJ  Vx*+a*

=  2av (с + б ) ''2 (т_6 )- '/*  ATV (а К с 4— 6s)  [Re a. Re (г _t»)>0|

2.3.18. И н т е г р а л ы  от ei <*»/ (x).

1. i  x '*dx=  У
J  M  fr*
0 * —I
CO

2. f  x« [M. Rea. Rep>»J

OO

3.  ̂ c~^"Xdx =  — E i (— p) [Re /> >®J
о

4. J  (a +  6 1 x ,) f  ' * 1 + a t ±k =  2 X'-(a(~ t
— OO

OO

5.  ̂ xet ^ d x —I**4, ( ^ )  P '1** [ *  ( £ ) — tap ] [ц. Rc/>>№
— 00 

OO

6. J  X£v ** dx =  C.

2.3.19- И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  р а з н о с т и  а л г е б р а и ч е -  
, х и п о к а з а т е л ь н о й  ф у н к ц и й .с к и * "

1

2. (<* 1 V- J‘ / х (1 - х )‘
I
г /«*-*-' e '*-1 \dx

S- )  (  1— Xr 1 — X / X 
0
/• 1_p~~x__(T̂ x̂ ■

— л » с-

5. j' ««■[«-<“ - V

CO

6. \ x •> [e~x — (x +  1)'P] t/x = ф (p)
о

Ч Н - н У ? - 1" ’ -0
oo

8- j  r £ r ? )  dx~ i Iе*  Ei (-  F‘) - ln o»)]

[r. Re p > OJ.

[Re p > OJ.

[r > CJ.

e px— .— 1— I n — — Сl+ V Mxt‘/ x

[Re p> 0; — л < Rea < I — nj.

[Re p >0J.

[R e p > 0 ; I argy | < nj.

[Re p > 0; i atg г | < nj.

[ц. Re p > 0; | ia r g * |  < nj.

|M. Re o, Rep >0, j i ; argq\ < nj.

OO

J ( » r r i - ^ r ) * - c .

_____ I_\d x  1 ,
o '  T T ? J x 2 l nn-

- 1 \dx l n 
I +  * 7  x 2 4'*
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м- ~ х  + * rh i)€T-dx= to r(P )- (p -\)\п р+р - ~ \ п

123.19.

(2я)

[Re р >0]

2.4-1] 2.4. ГИ П ЕРБО Л И Ч ЕС КИ Е  ФУН КЦ И И

- I g - p n x —. f - ч п х  е  р т х _ с - ч т х  \ d x  т

25. Ц - ----п--------------т ----- и - Ь - А * *

349

[от, л, Rt р. Re д > 0].

I5‘ j* ( 2  +  1 + r ^ r r ) 4 “ i r = (p- l )  1п/,+ 2 1п (2я) —/Г—In Г (Л) *■ J  rPX I I  ^  * (»->>> дРп т  Х

ie. Г (р*-* Р , 1 —trPx\ dx 
}  \ 2 х х

1— erp*\dx pt ,  3/й ------- — In р------ f-

»
[Re /»> 0|. 

[Re p>01

17. J f c 2 L j f 2 £ * _ v t a ? a . + J, b . | _

[Rc p > OJ.

19. i  [(p - +  (/• -<7) +  (7 - p) ̂ ,jrl *
0 x

=  ('’- ? )P ln / > + (p - A )7 ln 7  +  (< 7-p )r[nr [Кея. Re,. Re,>oj.
00

20.  ̂ Ĵ (p — q)e~rx -\-~(e-mpx_e =
0

= p Inp —q In ?  — (p—q)(^\-}-ln [m. Rep, Re». Rsr><^

on

J ,  g-qx g-rx  \
U > ~ [  -\-—̂ -)e~pjcdx=^(q+ p)— In (r +  p)

0
[Re(7 + P>. Re(/ + p)>01-

22. J  { ( К * -  ■ Г * * }  ^ ° 1 п Г  ' ]  [Rer. Re(» + , ) > - l ]

23. j  [ l - e~* — ~— Щ ~е-х C -X) j ^  = 1п U СР. Я\ [Rep. Re « >0].

CM
+ bc-i* a-\-berP* \dx a+b q 

< *t*+g+hrlx ~ceP*-\-g + he v*) x ~  c+ g+ h J

X 2 * 1̂ +rl <p+ v/i + v«2 -b - - - 4- viA)n 1 In (P + vl-, + v/j + ... + v,*) 
k = 0

[0 < m tfn'. R c p X k  R e p > — Re^v,.^ +  Vjj4----^vi* ) j  симР° л £ *  означает, что fc-Д член

суммы содержит (^ j  слагаемых, которые отличаются наборами индексов l)t i}i ... , i't i
взятых нэ множества i = 1, 2........ л].

28. jj ( r P 3*  — е пхГ) “ д
dx _  In Л-f С* In p-fC 
Х ~  Г ч

[/-, q, К ер, Re о > 0; г | argy |< nj.

[л q, Ке Л, Re р > 0J.

29. f  а*  . _  а '^ ч *  p [И. ^1 
J  (а|И+ fryT ln(v/P) L P  J

2.4. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ
2.4.1. В в е д е н и е .
Этот раздел содержит интегралы, в подынтегральные выражения которых 

входят гиперболические функции. Для их вычисления можно использовать 
следующие свойства. Интегралы, содержащие гиперболические функции, могут 
быть преобразованы к интегралам от показательной или тригонометрических 
Функций если воспользоваться соответствующими формулами, приведенными 
в приложении 1. Интегралы, содержащие функции sh" bx и chn bx, сводятся 
к интегралам от функций sh bkx и ch Ькх, если использовать формулы для сте
пеней гиперболических функций (см. приложение 1). В ряде случаев интег
ралы от гиперболических” функций с помощью замены переменной сводятся
* интегралам от алгебраических и других функций. Например,
■Ш , а а а
J  <Р(х)ch-bxdx= 2 j* <р (х) dx+ -J j  <p(x)e*6xdx +  j  j  <p(x)e

a a
«= 4, (x) CO62 ibx dx =  у  J "  <p (x) (1 +ch 23x) dx =

M*dx--

ch ab

T  I 4
In (x-f У x- — l)  \ dx

J  V xJ - l
la, t > C).

[Rep . Rc 1 ■■ . Разделе «Гиперболические функции» a, b, с — комплексные числа.
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2.4.2. И н т е г р а л ы  о б щ е г о  вн да .
В этом пункте помещены формулы, которые позволяют находить интег

ралы, содержащие гиперболические, а также степенную, алгебраические ипок , j. 
тельную функции. Некоторые частные случаи этих интегралов, соответствующие 
конкретным значениям входящих в них параметров, приведены в последующих 
пунктах. Интегралы общего вида представляются с помощью функций V^, у
/=  1, 2, 3........ помещенных в приложении I I I .  Конкретные значения пара!
метров, входящих в эти функции, приводятся в фигурных скобках после 
каждого интеграла.

В п. 2.4.2. приняты следующие обозначения: r=*p/q, где р и q — взаимно 
просты.; натуральные числа, если не указаны другие условия;

б - С :
I , если взят sh bx.

если взят ch
bx, ( 
bx; е ~ \

(— |)f,,/2l + *, если взят sh bx. 
1, если взят ch bx;

f 1/2, если взяг sh" bx, n=  1, 3, 5,
Y =  < О, если взят sh" bx, n=  2, 4, 6, . . . ,  

I  0, если взят ch" bx, «= 1 , 2, 3,

6 - '- * ( !- + T + * ) . Ъ = Ь£{п-2к).ф

( !) 7Гй72+27+7Г)’

и =  а  +  2/ ( р - 1), fll =  g, =  p +  ^ - l/ 2  +  2V+A, z= (5 /pp }
ll/. Ref$>0; R e a >  — 6л; i» r j6 1 < n |.

2. J *  
0

л (</' +  V  у1' -x-’)v-\-(y-  I ry-r -  X^Y  (sh bx\ *
У y t r _ xv  Ich bxf ix-

- Y j . I l+ (~  IИ 1 o v - n - W r - in lV n  \al(2r), v + a/(2/-)| 
1,1 2 > y r [ ( n m -  L v+ a  lr  J

I  1 ' r |v + 2g. I/2+ 2r+ Aj'
“  = a + r (v— I). aL = l, ftl = v + 5. <i = v/2+£. rf, = (v4-1 )/2-f-£.

r ,- !/ 2  +  2r+ A . г = (£//>р} 
[jOO; Re«>—.чй, Rea>—лб— 2r Rev; |arg6|<.il-

j 4-S l
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* = о

X S  V vr [l/2 + 2у] V 1/2 + 27 У
[г= 1/21

{£* = ( - 1)1 ‘ ']2"г Г[|/2+2>’+л1’
и =  — 0/(2/-), г, =  2 (А +  у). <Р = 2 1 (я — 2А)

в , =  ?. 6.-1/2 +  2Y+A, * ~ [ Ь{П2р2к)
[Re»>0; Rea^» — tn; trgb  произволен при r >  1/2 (fliR e i|< .R es  при г — 1/2)].

!sh bx\ ® 
ch6*f *

Обозначение: б =  |^ |. 

со
1. \ j^ — dx = l a |Rec>0; R e a X l

J  She*
0 CO

= Г (и) t fa) = 2c “ Г (a ) ^  мГ-уТу**

' ■>-TTL ( " T ' • - £  SM l 

| г г з Л -'<»
IRe a. R«c>  0].

/ a = 2 e T ( a )  V  “ Г <«)«(<■, W b

P  Л — J .  K - 5 , , ‘

CO
3. f  1 *d*=/a [Rec>0; Rca>26J, 

1<х—2г~ас » (1 - 2 '*  ®  “  4l Г  (a) С ( a -  1). /w u  =  n“ c гя * (1 — 2,s « ’ “ -«>) | B2n |.

4. E j f r  „ i l l  IR e o o j. 
J  ch cx c1

U + 2 1
U = V „

oo
( T  i r * 2-«-V«/lV ) Я ' „  /a\  5. r  .d *  (2r — 2)11 (1 — s) , (2 f— 1)Яя1

M («/2 > !J*  ^ h * «  ( 2 r - l ) ! ! c  (2 r )!1 2 c
I-—ln/21£<•> 1/21.
[сж_[л/2]. « — л — 2r: Rec> 0 ; л =?. 3, 4. ...J,
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а

6. Ч Л (1 ; Р + 1; ab )* lFl (I; Р + 1; —о*)|
о

[а. Rep >  0; | arg 6 | < Л]

7 С 1а* d x - t l  ( 2в\М / * Г l L* 'V i И , 17- \ (а* - х Г  [л Ь х )* * =  2 [ „ )  r <W l / . . 1/t (e6)/  о

ГЛАВА  ВТОРАЯ. О П Р ЕД ЕЛ ЕН Н Ы Е  И Н Т ЕГРА Л Ы  12.

А '

[а. Re р > 0; |« g 6| - л)

_  ^ a<ifp 1В (а, P ) [ ,F ,  (а; а  4-0: вб) т  |F t (а; а  +  Р; — об)] 

la. R e ) > k  Re<x>— 6; ; trgb <л|.

- f-  ‘« - ^ e a ^ f t r - c s s a ^ '- ^ )0

[a, Re<x>0; |argfti<nj.

, ) л ( « + 1 4 + , .  , + г + * : ^ )

[a, Rep >0; R e o > — Л |аг;й |< я].

u .  j  , ( « . - * ) *  ■(ch J * - l r » (- r J  r » » | 4  + , „ w ) + W ' * )

f  I

"• | т^ = у й а *- ;- ^ » № )

■ ) («‘ + .-Ч Ж »Г“  2й"-Р ( v  + l)13

И .

15.

ln 2 —

— I

I

10. = 2- |Л [л  +  21п (|+ > л2 )]- 2

,7- f  ( * + & . * . - M S + t )u

IS.
2л (2- л )

[a, ReP>0: large-* <я|. 

[fl>0; | argfr| <*!■ ■

1Кег><Ч-

[t>2 = л: Ref>0|-

(2*г =■ л; Re г > 0|- 

£4fc? —n. Re г >01-

lRe;> 0h 

[Ьг—Л; Кег>01-

i.4 .4  J 

19.

2Э> *=23/гб [1 - 2 л Ч п (1 + у г2)]

2.4. ГИ П ЕРБО Л И Ч ЕС КИ Е  Ф УН КЦ И И

26 . „  . —  In 2 л

OJ 

2‘- i*
дт» 4*

sh 6r  3
f ln 2 - l + —
V сИ (л К з/2)У

[2йг= jt Ref>01. 

[46r=in Ke?>0|.

[6г=л; C |arg«|< n J.

353

»■ J  + У Д ' —  |- " * i J T t |  g- '•

2.4.4. И н т е г р а л ы  от I I  i h  6**}’ 
к

Обозначение: 6 = J .
03

. I* sh 6r . л . 6rt
'• \ w 7 r dt= 2 ? i g !b

CO
С — дб ctg (frr./c)2. I 4 ^ i * _1 s|i- cx

3 Г* J __ lsh 6tl _________я _________ 1 . /_6 +£_\ [I
j  chc* \ch 6x| K ~~ 2c cos [бл/(2c) J с  ̂ 2c J  \0,

[Reo iRcftl].

[R e c > |R e * | ].

[Ree>| Reft|J

(Re(vc) >| Re*|],A l' cli 6* j  2v l  r  ( v c - \ - b \ r  {xc — b \  '
4- З т е £1г=т 1 > у г 1 ~ 2 Г - у г 1 т ]

Б. [  V " * - 3*  bi i x c^  («с  t»n/(2c)T 1 11 U _ k)t ___ £ 1
|  U i" cx (ft — 1)1 \eosec 16я/(2с) j/ 1 1  L J

[iR<;c>|Re6i; X= l>” . n 3» l]
OO

6- 3 «Ь1' 1 бдг ch>1 ‘1 bx dx ■= ,ly D (  t  1 — ) lfr>0; 0 < Rc |i <2 — Rc V].

[ * " “ й а л -
e  1 /Sin 16л/(2а )1> r (v + 5)/2 j г / I — v b_\ r  / 1— v _  b \ 

2o7 7  (cos I6n/(2tf)]( L 1 — v/2 J  \ 2 2u / \ 2 2a/

12 А. П. Прудникпи и др
la>0; —e < R e v <  I — | Reft|/e|.
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-  ±  — -  |C0S Г rcv +  e va i р ( Ь - у д \ , ь .
4а- У л b ill [6л/(2а)]/ [(1 _  v)/2 j ( )  Г ---- г-2-)

1а>в; -*<Цеу<-,КеТ,/а/
00

-*• (-?+ - г)"{* Й Э +г л  M 4 - R ^ ) i
lKe.->|»coi+(Re» j

00
]0 Г  <sh ax sh fc.tr> _rfr_  

j! \ch <xr ch ta j chrjc ~

я  Jsin [ал/(2с)) sin [*л/(2с)])
с (cos |ал/(2с)] cos [4.i/(2c)]j 'COS (ал' с) + cos (*л/<)1 1 I Rec>: Re о |-f| Re * J. 

"■ f ( * = £ * ) - ♦ ( * £ * ) +

M I* ihflurshc*

2л sin (an /с)

dx=
cb2c* 2t- cos [an/(2f)J

ct» (en/c)-f cos (бл/t) J
I Rot > j Re j ;  - ( • ,  Rc t J.

(Ret > | Ree J.

2.4.5. И н т е г р а л ы  от А (л) J  [  .
к

Обозначение: 6 = |^ |.

• [ £ е э * - в » [ ‘К - ± ) * ‘И +±я
[Re x > I —ft R c c > lR c t '^

2 P x ^ l  /shbn , =  _л c)«"»o 6л
J  sh cut (ch i * J  2c о6-л 10 fc’ 2c 
о

„ (' sh! bx j  13. i — r— d x = — „  In cos —J  i s h a  2 с |Rec>2i Rc*!1*

i< 5 l
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f  Jta * jthbxi
«• J  a777\ch6*J

. r « . , [ 5 ( « .  * £ * ) _ c ( „ .  a g i j j
--- *  p.. 6 11.

s2-i»e

00

5- ^ TctTcxs,,ftr ь ь ( Ц г я)

[Rea>—в; Rec>|Reft|l.

[Ree>| ReftiJ.CO 

[
J? х2я ь4 |sh&*l . я  d***4 6я Го . f '11в I  ---- ! . . > dx = -------- - s e c —  lR e o iR e M ; в -  [ .
J  ch cx 1с1|И  2c db*"*  2c 1 l0 ,J

to on
7. t ^ a' l - ^ 7 7 4 r= r {« ) 2  ( - 1> * ^ (2Л + 1) - 6| «  +  № - И ) - И 1 “ }
В  | (Rea>0: Rec>jRefr|].

oo_ (* sh bx . n , , bn f  bn . Ья\ wtk_8. I  JC-n— dx =  -y— sm * I 2c sm — 6л cos J [2Ree> Re»|j. J  ch- cx 4c* 2c \ 2c 2с /
0

*■ «  2 + £ )  + a ( - ' ! «  T - w ) ]
IRce, Re*>«; ReaOlJ.

* = 0

,2. P ^  Л а _  V p _  V
J  sh- cx cn _

1

*=0 (2Ar-H)a 1

13. f  shatsh ft* . 1 . cos |(a — b) я/(2г)1 
J  x sh cx 2 ' n cos l(a + 1>) я/(2с)]

[a><k Re|i<01-

[Rea >2: cm. 5.1 4].

[R e f> | Ree| +  | Reft |].

[ R e O I R c i i ;  * = { , } }  И . Г  jg « £ c h fa r  I l+ c o s (fr * / c )_____  [R ec > 1 Re<. 1 + | Re M
•] *shcjt 4 соз (2cui/c) cos (Ья/с)

г--- то '
15. P sharchfty 1 coslfrft/(2f)| -f- sin (ап./(2с)1 [Rcc > | Rea 1+ I Re »jl- 
£•. J  xshcx 2 cos 16л/(2с)| — sin 1ал/(2с)1

1 2 »
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ь [cos [6л/(2а)]| р [ Ь - уа\ / 6 + Лв.
"  4a*V л  b in  1&л/(2в)|| L(* — v)/2 J \  2а )  [ ~ ~ ь Г )

»■ [4 & е э * -
- * (- ?+ -  " г е  й э +р л  [♦ (^ —

1Ке.- > | Рсо i + , R c j j

to. f  =
j  IchojccntoJ chc*

И " » * » » » » »

ф ^3c— a — fcj  _  ̂  -fa -f b \j ______ 2 я sin (ал /с)
]

tr

, 2 i
sha*shcr .--- r«----dx= ■cb2**

TUI
2t- cos 1ал/(2с)]

2.4.5. И н т е г р а л ы  от А (л) J  J  .

c<* (en/ t)+ c«  (/>л/<)
|Ro<>|Rea; + ,Rctj^

|Rec>|ReaiJ.

Обозначение: 6=

? £ С Э * - 5 £ [‘('т-± М - 1 + ± Я0
Rcc>|Rf t l -

?  tsbbx\ n д*пю t i n 
J  shcx (ch bx) 2c db-n,°  8 2c

,  f  sh= bx 
j  *sh

bndx=— In cos — - Rc b IJ*

1.43-1
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[ R e a > — 6; R ec> |R e » IJ.

[Ree> | ReftjJ.

• isl1 И  t r = n дгЯ'*  *cc *— [ Ree>|Re»i; « = » ['} I.
2с dbM'b 2с L

f  j £ L [ * bx\dx=
4- ) chcx \chbx)

- U  * « [ ; ( *  * £ ) « ( »  * £ ) - : ( *  ^ ) ]
-----  Ж- D .» i.v iD .1fcl|

?  Xs"  ̂  (sll bx\
6- J  dTZT Ich to/

01 or*

7. f ^ ' l -^7 7 ‘t r = r (« ) 2  (- !> *{(=  (2ft+ D - * I  «  +  [c (2*- (- i)+ & ]-"}
I  |■ № '  [Rea> 0: Re*> i Reft|J.

oo. Р sh bx . n . , Ья Д, . bn . Ья\ „ „I. 1 * 7 ; --4x = T -T Sill * - tie  sm . ---6яСО$ l2Ree>  Reft J.
J  ch* cx 4c* 2s \ 2c 2c I
0

•• « ] + £ ) + * ( - ' ! «  T ~ s r ) ]
[Rea, Re*> e; R e e > l| .

,0, j * 11 K ^ I w F  i* “ > *  * « > - *  -  51

00

' 4

k^O

x '*- fa x * *x d x  = - V j L r  [ ( | _ ^ /2]

>2. * £ L * . _ ? L £ L  V
J  sh2 cx t l —

1

fc—0
(2ft + 1)'1

[<>t Re|i <0].

[R c «> 2 : cm. 5.1 4J.

13, f* shaxsh bx 1 cosK a-*)n/ (2c )L  iRcc>|Rta| + |Re*|].
J  x sh cx 2- cos[(a-J-»)n/(2c)]

[R«c>|Re»|; . - { ? ] }  Ц. F s M « d l» x  I ____ l+cn»(to/f) lR „  > | Rea |+ | Reft|
•j *shcjc 4 ая(2ал/с)-|-соз(6л/с)

, Щ • OO
15. C jhoxchfrx I c n № B « 2 t )l+ * l(« n W I [R e r > | Rea | + I Re ft |J.

■ ^ K i c H c x - 1 2 cus (&n/(2c)| -  sin 1ал/(2с))

12*
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Г 1 sh bx я  V  ( — 1)*'* sin (6* л/с)
J  l ^ s h c x b - T  1 - ---S + H ---1
0 *= 1

n — 1

[f*=  ля; R ef >  | Re 4 1; R e J> 0 ; n =  I,  2, 3, .. » 
ic  b bn С bn, /. bn\
18. « = _ - 2 co s— +  - Я П  — ln^2coe [ «  =  я; Re с >  I Re 6 1). 

io i bn 2c bn , , tc—b \
19. = c s in  - - C O S  l n c t g ^ - n j  [2 «  =  л; R e o i R t i l l

X

A l
j _  n Ьг , л .............................6г +  я

x*+i» ch (nxlz) dx = ~ 2sin y + a  « n ta — chfcrln lg— r _

[ i> 0; * I Re41 < л).
oo oo

o. f  *  ch bx я  V  (— l)*cos(6fai/c) . „
J  1ч :Г*51Г5ГЛс=2^+п 2 -- ------- IRei>0: Ref>;R'*1J
о *= |

22.

23.

6л bn 1 1  ta  . [ . / .  , 6л VI
^ ° п Т - “2 +  2 СОвТ  lnL2 \ ,+ C 0S T ] j

31 .„.bn bn, . fc+b \
coe o7 ~  1 +  ^  ln tg ( ~ * Г Л)

OO

24- h

2 2c 

1 ch6x

[ « =  л; R e f >  I Feb !). 

|2сг = л; Re.">|Re»iJ.

+  г* chcx dx = (— I)1*
2n + l 4 ? K ) » ] [ - e +

25.

26.

+ 1  j ’
k = 0

, cexp [ib .i/(2c)| _  J»n/tj
+ n(2/i+ l)(n+1) *• я + 2’

[ « =  л (я+ |/2 ); Ref> iKeftJ-
2c bn с  ___6л  , 2c . bn , . / 6  +  c \

"  л  2c — T  T  +  я  ап T  ln lg ( - ^ - л)
( « = л :  R eO JReftH ’

=  “ co s^ ln ( 2 c « ^ )  +  6 sm ~  [2с *= я : R e O l K e i l

2.4.6. И н т е г р а л ы  от (а + бсЬ'1 6jc + csh"6*)o J  

f ch bx dx 1 Г~п _n>—v) pv-1/2 , h ч
3 ^ b a - c h x y  V  2 «hv-V*fl F»~ i/2(Cha)

|a>0; Re v < l ;  I arg H<«>

J.4 6-1 2.4. ГИ П ЕРБО Л И Ч ЕС КИ Е  ФУНКЦИ И

a + b -V a*-b *

5 С ____ !---- =V — * —  In
3 e +  >shx K a * + 6*

a + b + Ya* + b* 
a+ b — V  a* +  6*

[0< |*K I«ll. 

[4 = o|.

[aft jtOj.
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Ii» l > |a;i.

c I ---------- dx= —7̂ -____cosec —  sh ( — Archa\ [a> I; Ref >| Reft|].
3 а+chcx < Va*- l с W  У 
о

я  bn . /  b \7 =  — , cosec sin — arccos a )
c K l - a ^  с \c I

ШлШ

8- J’
ch bx . nb■dx-1+ clic* cd sin (йя/с)

Г ch 6r

[Rec > I Reft I].

\ f e w 4'-  7  / 5  («■-«■'-"•r ['+»*•
U

00
,« f  ch bx . n b n  n , t•0- \ -y _  - dx= — ,—  see -  Яй/. _ , л <а)

•J Ke+cUcjc с К 2 с !/-

00
!!_ t* ch bx dx______ л \b sin > cos (b//c) — ccos' sin (bi/c)|

J  (cosZ +  dicx)1 — c1 sin1/ sin (Ьл/с)

00
12. i* chft-chcx . 2v' t о  f  , b b \

I  “ ( l+ c ; , c * ) v x ~  с  i ' ^ " c ’ V с /

00
13. f  CST—Ch fry _  я  sin [6 (я — Q/c}______ л — f

J  C03/ — chc* с  sin / sin (6л/с) с sin t

(a <£ [— I, I]; Rc(v± 6/c)> 0l.

f— I < e < 1; Ref >21 Reft |J.

[2Rcc>|Reft|; ]/|<л1.

[Rev>0: R e (v r )> R e f +  | Reft;]. 

COST

[Re f >| Re ft I; 0 < т< я ; 0 < /< л ].

И. Г fh o j r  sh bx\ dx n ( 2bn 2ал\-«
I  " |e » ch ftx ) cos / 4-chcx  с sin/ \C03 с C09 с /

x  p in  (а (я — /)/c] sin [6 (я+/)/с] — sin [а (я  +  /)/с| sin (& (л — /)/с j \ 
Icos [а ( я —/)/c] cos 16 (л -f /)/c] — cos [а (я  +  /)/с| cos 16 (л — l)/c] I 

10< |/|< я; I t e o i  Ree| + | Rcft|; я  Ree > | Re (rf) ij.



л

СО
15 С ish ojcsh bx\ dx _  ^ ____________2л____________

,1 tcliexchix) 1 -f- tl) cx ~  ~  c- |cos (2Ьл/с) — cos (2ил/с) I X  
0

Г*. fsin (ал/с)cos(6л/г)1 (cos(ал/с) sin (6л/с)П
[  (сое (ал/с) tin (Ьл/с)) °  I sin {ал/с) cos (Ьл/с) | J  1 сс>| ee| + | lm tJ-

СО
16 С s!) (сдг/2) sh bx я  sill (bt/c)

'  cos I -j- cli cx
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29 .
Г  — г|.1.-1.—  dx=  -- — Sh Г— In ( l+ K 2 ) l [2Rec>]Rc*|J.
J  1+chicx 2c V 2 2c L2e J

17.

2c ch (Ьл/с) sin (t/2) 

nbsh (or/2) sh bx д
+ chcx ~c- сое (Ьл/с)

CO
18 I* sh cx sh bx j  _ Ъл sin (bl/c)

,1 (cos/-f-chat)- c- sin t sin (Ьл/с)

^ _ f ^ = _ _ L _ arctgy P = 7 i

20.

21.

fc c h x + c s h x  b2— t2 

1

b+ c

(Rer >2, R e t I; 0< |/|< n j 

(Rrr>2[Rct;].

[R e t > |R c t|; |/1 < л].

ll*l>|c|J.

С dx 1 . с 
30. 1 - ---—  =  — — - arctg

31 .

6ch*x-|-csli*jc V  be 

1

v'bo

2 V  — be
In c — V —bc

b-\-V — be

2.1.7. И н т е г р а л ы  от i4(x)(a +  ftch"6x + cs !i"6r)<> J  J  {ch cx }*  

г  xdx я К гxdx л V 2 . „  a-------  ■ —  = ------ arcsin t.i —
sh (x/2) У cli a — ch x sli (a/2) 2

[4c >0). 

t*c< OJ.

[« >0J.

OJ

a
xa^dx

cosf-f-chx

У с  * - b *
*e  *

ln
i + i ) ]> +  <- +  V c s-fc*|

10<J *!< f].
“  sin 1 sin (осл/2) L

b + c - V ^ f c l 9 Г М

CO
9,  r  jshars’i i j^  dx я  <Ь»

.1 Ichaxch bx] ch 2 ux ch  2fcx — 4(a2— b-) M

P - 4  

|Ree, Ro»>0].

[Rea >0; |f| < rtj,

2Г(а) у  sink/
t Lk k* '

23.

24

CO

f
dx

a +  ftchx+cshx У  u2- l 2-\-Cl

2 (a-b )

■ ln a Ч-fr-f f Ч
e-f b + i— У a2— P + i*

№*<*»+*»; 1в|^|Ь|1. 
|t>=e‘ 4 *  с {a — I  —».)< CJ.с (a — b—c)

25. *= 2 ( arctg . . \
У  b2 — a- — c*\ o-f-/>-)-c + enJ

|»>>e> + c>> e = 0 при (Ь-о)(а + 6+с)>0; e=| при (Ь-в.(о f Ь + с)<0, a<b+c. r= - t
при (6— в) o> i-f< J.

3. Г f*< "*> l d W 2 - *  ( ^ ( ^ ( а я / Щ - t
.1 cos/-|-cli x  (d t  (x/2)) \cos (1/2) sin (ал/2 )/

T - 5 r ) * t ( ‘ -«- T + « ) « ( ■ — • V + « ) ~

uu
9Й f  chrxchix j  я frn ,Г 6  . , 1

"• J 1+5» "SF5"» li

»■ I a r a r a * - f ( * —
0 '
CO

oo 1 _____ch&x л bn _
•] Fsii*/+ ch *«  2c 2c W * » -  '/* (C Й )

lRec>|Rc4|J.

[2 R ec> ; Rifcl).

[Rcc>|Rct!1

oo
i  Г  xshftx . я  . .b n t  . bn ■ йл\’• I  T-;—;---dx=_r s h t —  (csm---- &ЛС03 — )J  I -(-die* с* с \ с c l  

о

Б. Г  я  Г 2 — v 1 ь 
J  (l+ clirx )v Г — c2 L v —2, 2v J  sin(&.T/c)

6. C £cl.(x/2)fx 4 Гя  L /«+ n
■  В р + Н Г ё  oo»(//2) L 2 \ 4 J L \ 4 /J

[R e a  >0; |/|<я1. 

[Rec >| RefrlJ.

JRe(vr) >| Re 61J .

[< *я (2 *  + 1); k=0. ±1, ±2, . . . ] .
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ОО

хгп м sh cxdx 
(coef +  chcx)4

12.18.

IRec>0;

2.4. ГИ П ЕРБО Л И ЧЕС КИ Е ФУНКЦИ И 361

, _  2 (2*1+ 1)! V  (— 1)*-»совИ 
п с*"+* sin / Zd k ’

*= 1
t+ n  
с2 sin /

_  /(л4- /4)
’ 1 с4 sin / *

ch bx
OO

8. I ------------------u* = __________________*_
(*a +  г2) (cos /+ ch cx) 2г (cos сг +  cos t) '

a £ V  |e»p[— ibn[(2ft + 1) я — А/(лс)1 expf-ift.nf(2* + 1) л +  f l/ M i,  
sh< l с4г * - (л (2 Л + 1 )- ф  с*гг — (л  (2A + 1) +  f J- }

(Rec> Refti; |/:<я; Rei>0|.

). f  ^  lsh bx]dxi/ E  V  /_n*u (*стУкУ-Р \]'2 . k*
,1 l+ 2 ch 4cx \ch6jcJ r  3  ̂  ̂ V kW — b* )  sal 3* 
о * = 1 '

|2Re:> ;Re6 .].

xln+1 ch cx
,0- |  shtotfe-

• ^ ' [ SeC i Ch( ^ ln(,+VT))] l«~> !Re»J*
CO w

11. f  ^^shaxshftx  dx =  Г (a) f  a +  fe' a/2 _  /a +  ft\-a/2]  у  (-1)*
 ̂ ch2ax+ch2ta 2(a*— 6*)a/* L U - * /  \e-ft/ J Z i Q(2A+l)»

[Rea. Reb > 0, Rea>—2; см. 5.1.4].

12 Г **dx - (2л>! 1 \
,J &chx + cshx (ft+c)2nti  \c+* Т /  I*. <>0J*

2.4.8. И н т е г р а л ы  от A (x) ch bx ( sh K a* ~  * 4 .
v:h У  a4—jc*/Условие: a >  0.

[ - » }
2. f — ? .**

i  (a~— x1)3'* Ich (< :/ ? = * )/

“  ( T  Г ' "  / с / + [  I  ( K c ^ 4- 6 )]  /±|/1 [ J  ( K * + P + 4

2.4.Ю1

^  (  / a * —*2ch ( c / a 4 — x2)ch bxdx=

=  _ f w V f _ r / (0 ^ i q ^ i ) + — - ;,(q
2 (6s + c4) L oc4V64+c* T  J '

Г ch feYa*—**) nt,
.1 V  x (a2 — jc-)

" (f Г '-V [f [f (I'TO+c)].
2.4.9. И н т е г р а л ы , с о д е р ж а щ и е  thax, cthaxH р азн ости  гипер

б о л и ч е с к и х  и а л г е б р а и ч е с к и х  ф у н к ц и й .
ОО

I. f  xa _ l thaJtdJC = 21HIfl a (21_a— Ч Г (о )$ (а ) [Rea >0; —1< Rea<0j.
Ь

2- 1 *“ -l { c t h « - i ) П - 1 }  [а>0; * » > С ) ] -

з- [  -т а  *  . th л* dx= 2 :P--j (2р -  3)

4.
.) Jcchcx

6л 
2с

с I ch ftx— I . J*• 1 ——г---dx = — lncos-, jj xshcx

6- М ^ - т а ) ? = < &- а)1п2 0
oo

7' .) xa' 1(^ H 7 - y )^  = 2(l-2 “ )Г(а)Е(«) 

*•4.10. И н т е г р а л ы  от &t~Px |*|| ̂ j ° *

If >0].

( Ret > | Re b (J.

(Reo. Reb>0].

11 Rea | <1].

[Re p > Re b;].

[Rep > 2 | Re 6 J.
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V  [я/2|
3.  ̂ e-P*sh«bxdx=b«pi °п\ |  |  |Р2 _  (2*+(,)*)

12.411

к = 0
Rop>n|Re6il

4. ^  e rr*  shv-i bx dx =  2 ' 6 ' В  (v , £  +
o

(Rev. Reft >8: R.'p >Re(v6 —
oo [<n-l»/2J

5. f  e *‘ (&bxdx=V-*  V  ( " j  p --- ■;+ 1 + (~ n Y  "  , \ - L  
.1 L i  \ k j рг — (/« —  2k)-b- 2 - n ± l  2*p 
в k—0 \ 2 /

(Rc p > n j Rc b !; я  *■ 1. 2, 3, ...],oo

6‘ v frc x  йх =  ,я  lR e p > - n |R e c ! l

'•-t K t )- '• - > ( £ ) - T-
2*я»-* • i

W -  —  в ( т ,

7. |  j *  W  g j  rfjf =  L JO  ((/> T  6 ) « J

j^Rc p > | Re ftj; R ea  > _  j^ j j.

8. f  — shbxdx- *- ,n£± tj  X u* “ *  2 ‘ (Rep > | Re ft I).

9- j  sh«6xdx= 2 In | / " I  _

10 f ^ { 5 is * —

46*
P* [Rep >2 | Re ft IJ

[(m — 1 >/2|

в.4.11 J
2.4. ГИ П ЕРБО Л И Ч ЕС КИ Е ФУНКЦИ И 363

я — 1

j :n ^ 2-2л ^ (-1 )*  I (2r ) ln|p,- 4(', _ W - ( - ,)"2'* "(2" ) 1n/>.
A=0

, -1^1 V  ( ц,/2>. +  П  Р +  6 (2 л-2 *+ 1 ) 1 р + ь
/? ‘  « _  ' ' \  к J  р-6 (2 л-2*+ 1 ) '  У‘ 2 p - b '

* = o
* i„  J .  P In f 1 4*S\

/ J = T ln^ 2 6 +  4 ln l I _  P ^ i ’

« > - 4 - 5 & - М т г + * - £ £ .

0
j? -̂rjr д2/1 + 2

'< J  ^ Д 5 й - Ц. + 1 ^ |В" а|
0

f  . 1 /л\» 12 V  1
,5’ ] *  Ш х  8' ( f )  c« ^  (2k— I)*

о * = l

,б- ? * " д з * ,- а,-"г *г Ч ' ( « - - !+ £ )- '(« •  < + £ )]0

CO
Г 9i a

°>r («)t(«>

[R e a > l ;  R ep > — |Rer|J.

[Rec>0J.

[Re г >0; *  = ». 2, 3. .. .J .

[Rea  >0; Rep > — | Rec[}.

[Rea. Rec>0].

,9- s,  ^ d * = _______,1 ch cx с сЬ[ял/(2г)]

[Re с> 0].

[в, R c O IJ .

2.4.11. И н т е г р а л ы  от e P* и г и п е р б о л и ч е с к и х  ф ункций .

[Re р >  | Re t| J.

- » - r w  у  (T  ijt™/!]—* _ а)Г>|+
* = 0

+ ш = Я ! 2- ^ . Г ( а ) ^ )  [ « . . > - { ; ) :  ________________

"• 2  » ,> »*> * Ш в л - ч - р Ы '- * — 5>
*=0 oo

OO
12. i'J  x"*

[Re p >  ! Re ft [J.

sh* bxdx =  r [Rep > я | Reft |; т < я ;  т .  я =  I. 2. 3. •••!•
\ « - " l A t a i * * . __________ 5______Г5Ь Р ? п 1̂ +  у +  P 1 +  ! _  JLYT1
0 ( v + l )2 v , J6 26 V 2 2b’ h 2 26/J

|Re p>  Rc V | Re ft |J.
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12.4

4.
О

оо
о f  -г, sh bx . 1 я  . Ы6. 1 е <х ----dx = --—  - - etc -J  shcx b 2c 6 2с

к . Re

IJ.

P>0j.

OO

P X  sh PX  I — In 2 
ch» px * * ---- n—

[R*P> |Re * |- |R ec(l 

й-*е -" > I Re * ц.

[Re p >oj.

Ц к й.2.4.1*. И н т е г р а л ы  о т  A & .  ,  px и г и п е р б о л и  ч е с к и  х ф у  „ к .

а

I.  ̂ дг* ^ e*—х * Н *  **}dx—^— [/t (ap +  ab) Т lk (ap — ab)\
— Л

[ft- 0  или I; a. Re p >0; | a rj b |< я).
oo CO

2-  ̂ sh bxdx==(—\)n bp~n~l ( ^ )  L,~n~~^ *—1 (p )̂
о * = 0

[Re p >  | Re 6 i; | ars z | < я).
00

3. j  thcxrfx = 2l '*a c_a Г (a) [c  (a. £ j  -  £ (a . -  P ' °  r  (*>

IRe  p >0; Re x > — *)•
oo

4.  ̂ i<rf*thcxdx=ln £ + 21пг(£)-21пГ^Ь^) [c. R̂ >0>

OO

5.  ̂ jc* 'e~P* cth cxdx= Г  (a) ^a, ^ j  — p-“ j
о

[f. Re p >0: R: ас > Ч* 

(Re p>sl-0.

oo

7. j  |  e l *  sh «X sh 6xdx= j  In g ^ g  ~  g  £Rep>,Rea, + |Re»i]

2.4.13 1
oo

- U
о
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Д. sh ax sh 6x dx

e ,n (p-f +  b ta (p + a)»-fr* p p»- (a  + fc)»
4 ‘" (p  — 6)s — a2^  4 * " (p - a )S - 62+  4 ' " ^ - ( a - i )1

[Re p > | Re a i -f j Re 6 i).

,  j  I '- r- sh ax cb b x d x -  J  | „ ! г ± £ ^ _ |

Г 1 i г / Р + ® \  i т* ( P 1 , P
n - j  x с Ш  (  86 J  h  [ 4b j  2 86

12. f  — -c~— th P~dx= 2  In —~J  x chpx 2 2 У2

2.4.13. И н т е г р а л ы  от з Р (ex-\-aYrPx * * j.

^Rea> —6; Rco>,Refc|; 4 = |^ jj.

*■ у *Ci е а * - х г « к *  *f)]
p K  ĵ Rea > | °  J; Rea >1 Ret'J.

00

3. [  -sh bx _  1 я f 1 1
^ *“* ± 1 x 4 2b ~ 2a sin (bn./a) icos (6.i/2)J 
00

4. Г ££h_fcjc _  n*________ 1
f  * °v— 1 2a2 sin* (bn/a) 2b*

i[«+**(-S)]

[Re p > | Re e | +  | Re i> I; p» +  e‘ >fc«]- 

[Re p > i Re 6 I].

IRe p >0].

[Re p >0].

[ Re а > | Re 6 jj.

[Re e> I Re b |].

[Re a > 2 [ Re ft I].

[Re a > 2 i Re 11].
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[Re а > 21 Rc Ь ] |.

ГЛАВА  ВТОРАЯ. О П РЕД ЕЛ ЕН Н Ы Е И Н ТЕГРА Л Ы  [2.4.Ц

_ Г  к '1 sh* bx . I . f a  2bn\
0

О f  €  ^  U  L. J8- 1 / -v:/, ,v,  ch bx ax =  0 , . ,, . r J  (?'** + 1)2 2a2 sin (&л/а)0

»■ f e - = 2T h i M ^ H ( S ) ]0

I

10 Г  ^  Sh * c dx d8" Г »- - !  tg [<>n/(2c)H  4. ,u- J  _ e.m 1, c.c -  dbM 1_- 4c \ctg 16л/(2с)] I ^0

[Rea>| Reft||,

[max (Re a, Rec) >| Re6||.

J  (*4-l> *lch  bx}dx- ’o— nr>

Гйе (m f-6 )b .O ; Re [ (m - J ) c _ f r i  > 0; /* = 'Z3- I.  3. 5. . . . 1 1
U = 0 .  m — "2, 4, 6, .. j J '

[0< Rea-H Reft|<pj,

i ± _  1 f— П т г !
» ~ f ( W l  Re г p  г = Г  (a ~ * )  r  (p-a  + b), 

7f  =  +

t  _

___________5___________/cos ал sin 6л\
sin (a b) л sin (a 4- 6) л [sin ел cos bnf *

4 -r~.---------------- Г/t /cosал sin bn\ rein ал cos bn\ 1
<“ -*> <« +  *) л L( ' a) {sin an cos 6л) +  6 icos ал sin 6л) | •

i « =  1(Л-  1 1 - bln~  l]  [« = 2.3.4. ...J.

2.4.14. И н т е г р а л ы  от jfierP*
^ 4-chajcjоn

I. ^ e-P* (ch x—ch a)v-> dx =  — i  | / " ~  Г (v) shv_I/I aQvpZ  (ch a)
a

V

2. f Д - Г Г  d x ~ ± \ l  +  2 l ,  V  t ± l £ l * l  J  dir-f-cha sh a ̂  p ^ ^  pz — k* J
со m

3. i ~  P-— dx = ____—  X  sin ak
J  ch X —cos a —  7  ~  ~

[a. Re v >0; Re p > | Re v — 1 Ц.

si*1 a p-\-ak

[a>0; Re p > — I; cm. 5.2.51. 

[Rc p > _  l; аф±2лп; см. 5.1.3].

2.4 15 I

4
0

X c ( , _ a * ^ ш г )  ~  C0S ( 2°  ~2 а л у  ( 1 ~ a ' ^ ^ г ) ]  lRea’ Re/,>0; '"K X l-

у
l chpx — cos a рР-ьтаА Ь — П

2.4. ГИ П ЕРБО Л И ЧЕС КИ Е  ФУНКЦИ И 36?

sin a*
(Т Р И *

■Rea, Rep>0; а ^  + 2ля; см. 5.4.3].

IRc p >  0].

[cm . 5 4.2].

[Re p > 0; | a | < я].

с (  Х2ПП L P—  C°* ± dx = /
K r  J ch px — cos и n 

и

*=1

f  eP* -f cos a ^  I ( a 1 \
J  (chpx+cose)l ‘“ p \ .sin a 1 -f-cos a/

"  CO

8. j* e~Px (chсдс — l)v <ir =  2 V D ^ - v ,  2v +  l )
0

IRcc 2 R « v > - l ;  Re p > Re (nr)].
oo
(• p-ibx inpiab

9* \ —u , C - T V ' - u (ch bn — e*ab) [a. b>0\.J  sh x + sh a  sh^A cha ' e
—  CO

2.4.15. И н т е г р а л ы  от Xrie-axl-cx ^

. r< a )« p ( £ ) [ о - ( - р У i ( р У ]  iR*.> fc « . « > - { ! ) ]

OO

3. J  jpHbj-aЛГ» |sh fcxj dx_ (_ , )Я+в̂ Л ^ - r 2n-l-ee-n-J/2-«/2x

I  X e x p (£ )w M )e ( j J - )  [Rea>0. « = { ; } ] .
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ГЛЛВЛ ВТОРАЯ. О П РЕД ЕЛ ЕН Н Ы Е  И Н ТЕГРА Л Ы

4. j  Q « .

оо
5. f  1 г-®** sh bxdx = — e r f f - ^ ^

J  x 2 \2 F i /

‘ f ^ e a - f ( s r - * © [ '* « - Q +'*»Q ]о

о

e- С S л-т/! М ^Ь fes)
«-т - ш

12.4 IS. 

[Re a > oj.

[Rcab.0],

[Re a > 0]. 

[Rc a i  OJ.

[Re a > 0|.

2 (2-1)
£ Re a >0; R e i>  — | J JJ.

*<И-Ч«ф [ f  «4 ^ ]«fc Щ  + Ц , }  » .> *

"• J * * s e a -

[R e a .  Re z >0; в - { ^ } ) -

.2. J ^ ' * l ( 2- + l ) « l { * 3  V - { l , } j / l [ 2L +  V u  U*
0 L I

[Rea >0|.

j -— cta-^-i^T—№ 5 esssa

2.4.16. И н т е г р а л ы  о т  А (х) exp ( — р У'х‘ + z1) i*** ах1.Ich ах)
СО

I. \ exp ( — р Угх* + г1) ch bx dx =  -т-^== K i (z Yp* — bx) 
g V px — bx

[Rc p >| Reft I; Rc г >  0].

^
[Re *  > — I; Re * >  0; R e p > |R e ft|] ,

^ r r ^ i (3pi+6S) * *  (г 7~T~T7Jrt K i  (*

F  t exp (— p Y x x + z*)

2,4.17.1 2.4. ГИ П ЕРБО Л И ЧЕС КИ Е  Ф УН КЦ И И  309

. J v ,- Zdb^

3Г К х ' +  г1

(р * - & У /2

ch bxdx=l9 [Reat, Rez>0; Rep>|Reft|],

Г щ ц — jj ju , K 0 ( * Y p x —  b-),

4. f  ^ l/3CXp(~ ^ + ^ ^ ^ ) f r

_  &e ( _  ,
Г 2 ^p1 — b*

[Rc z>  0; Re p >  j R cftl; 6 =  { q ]]•

2.4.17. И нтегралы  от лс°Ч/,лг’ f sl' b. z\ .
■ о,'■ |■f“' й a ‘"-a s*- и (,,i

ra Ь - 2  l4/3)3/*a-  V i; Re а > oj.

1 ( S L > -

•f*4(p-b)-,tK% (2 Yq Y7=b) + (p + 6 )^  Afa(2 VqYp + b)]
LRe p >| Re 4 1; Rc t  > 0J.

"  ̂ ir r i]7 i liP  -  ftl(" “  w< ci|> ( — 2 Vi (p -  Я» С 

* fp + f t )< * - W e x p (- 2 К Г (Р - Г *))1 l* " ‘ l ил“ 3: Re/> > I Rc i  I: R e o o j.
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1.

2.

3.

_  я

4.

5.

6.

7.

8. 

9.

а/у ГЛАВА  ВТОРАЯ. О П РЕД ЕЛ ЕН Н Ы Е  И Н ТЕГРА Л Ы 18.
2.4. ГИ П ЕРБО Л И ЧЕС КИ Е ФУН КЦ И И  .

S схр (ад- ' г) 6  Э * 1 г (a~ fc) 1С 1}— ОО

[‘-•"тгЕЗгг
2.4.18. И н т е г р а л ы  от /(х)ехр ^ } .

Обозначение: 6 = |  ̂j .

и

. !» (« )]- ^ [ E t W + l ' . W b ^ - U l o )
[Rc а > 0; 6 — нецелое).

со

J  '■e Shл {ch Ix j  Chxdx= « l Rt »>0J-
и

• -и

$ <fach* c h 6x d jr= K b (a)
о
со

^ е~а ch х sh bx sh xdx = ■— Кц (a)

[Rt a >0J. 

[Rea >0].

lR f f l> 0 ) .  

[в, b >0].f e- ch  , / sh ^ * h t n <lx« T  f  ,m *./*-> (fl>\
3 e Ich (x/2) ch bx) ax 4 \ Re К ш . „  (a) /
0

?  - .h , chfcxshx_^_s ,n)
J  V ch x V  ch x — 10
COJ  е-л*~р* d x= -^U p(a)-Jp(a)] IRce>«

[Re a > OJ.

[R*a>0J-

: dx 
J shx =

j .4.19 J

09
С -л sh

=  2 T  [ У1/4-р/2 (  2' ) /-l/4-p/J (  2“)  +  K l/4-p/2 (  2 ) K -i/4 p/2(  2 ')]

12. \ ° h X FX dx = 2KP (a) {

[R e a  >0). 

[R ;  a> 0 {.

13. \ t/aih x-pxdx^2e-Pni/i K p (a)
—  oo

14. \ e,Ja ch x' px dK = ± n/e- ря‘Г.и ОП f  1/2) (a)

[Re a >0].

[I R« p|< I; a >0|. 

I± Re (la) < 0].

2 .4 .19 . И н т е г р а л ы  о т  A (x )e~P* [ ^ a f + Ь Т Щ  
. Ich Vax*+bx+c)

Обозначение: 6 =  | q }•

j ' F i  (v = g  Ch (e K d*~

=  -  У  V w  [/ |/4 (г+) /1/4 (г_) (г+) /_1/4 (г .) ]

[2г^=  /с« + р« + с; в, г>в].

в
2* f  ^ = = = c h  ( c K « —хг)</х= ле_лр/,/# ^ p *+ c* j [в. c> 0j. 

«• j  х*гР* 3h (с V rfx-  ̂  e>7 i *»«« (a V P*-с») 

[e —0 или 1; a>0; Rep>|Rec|J.

4. f  g pjr (sh (с V  x* —a*)| /jr=t 
J  V  x + a Ich (с К  x* —a1)’

=  | / '^ y = = = ( ]/ 'T r z c'l  + p )' |лгехр (— a V p *— c*)
[a> 0 ; Re p >1 Recti-

**' j  cli (с V x l — a*) dx = V I /  P*—C* exp  ̂ a ^  ^

[e> 0 ; Re p > I Re с |J.



. .  j  ( Х - . Г Ч . + . ) —  

2 ± 1/2 (  6 \
=  а Т Т  Г  I * ”*" Т /  ° 7i/4*<x- 1/4 i  i/« (*-)

[* ± =  а (р ± У р г — с*); a >0; R e p > | R e i  ].

7. \ {Г^ . ----*  SPeric
J  У х —а (х+ а) kh  (c \ x : — а-)* У 2a I  1 >

[*  +  =  a (p  + Vp* — c>): a> 0 ; R e p > |R e c  ].  

f  e-*** /sh(cV'x=-a*)\ i  /*яс „  . . .  . .
J  (x »- a *),/4 (ch (c V ' i W ) j  V  2 K »'4 (*+> ; i i /4 <*->

[to± = a (p i_Vp*—c'); a>  0, R ep > |R c<  ].
00

*• f  r ;  v Z - * th (t | / к г я  ̂  -  F W M  K“ ■ (°О
[2*-, = a (p 1 К p' — c'h a >0. Re p > | Re t i].

10- f  f S ?  th (~ -  ̂ -^«/> K‘ {a v ^ )
u  =  0 или I; a> 0; R e p > |R e c IJ .

,, f  (x + K ^ T Z ^ )v T  k . v ^ n r ^ )v ^  J sh (c
J  K x *— a1 \ch (с к  X1—aJ) j  x =

=  ° V [ ( p ^ ? ) V 2 ^  ( p ^ r )  V/,]*v (< » I/P *-C *) l»>0: Rep>|Re<i).

12 Г Г Р *
^ I jc Fx^+x* [sh (b К х 2 +  гг) |

[2г±  =  г (У р »-6 *  + й>); Re*> 0; R e p > ,R e ft ].
00

13. f  e-P* sh (6 У Щ Т г )  dx =  — Ьг ерг<гК 1 ( ~  } rp--bA
$ 2Vp*-b*  \ 2 У

[Re p > j Re ft j; |arg*j<n]-
CO

14. \ -1= r f '  ch (б Ух2-f хг) d* =  
g Vx

"  / т  ] /  g j j r - ^ T >‘- « Р  [  2 0>- V p 511*5) ]
[Re p > | Re ft |; I arg г j < я)-
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c e-Px J s h ( f e V x * + j« ) \ ^ _  .
,S- )

=  У ~ ^ b °(p  +  У ^ Щ * 1/1 ( P * e x p [ - ^
[Re p > | Re 6 |; |a rgz |< n j.

=  г Г  +  у )  +1/*

[2zj- =  i ( p l : » 'p J — t ') :  2Ret*> —в; R e p > |R e ft| ; la rg z |< n ],

17. f  _ i ^ L _  { stl r F + ” H  dx =  -£= erfc M  | erf ,(г )}
. 3 I 1x(x +  z) 4 h (b I- х*-\-хг)> У г I * J

[2zV =  2 (p _£ Vp1 — bt); Rep >| Re ft |; 1 arg г |< л ]. 

°?  \
18. j  y ^ - —  dl (b У ** +  « )  l r  =  e^'^Ka ̂  *- )

[R e p :

l j ,«■+«)-'•«-«£  <* ■ *  _ / f  «"'•/<„, w  ,I1(1 w
[^ « - ^ z C p J iV p ' — fc1); Re p > | Rc ft I; | a rj г | < л ].

1тЙ =г[(1‘+' +,/;!Т“Г T x

[Re p >| Re ft I; |argz|< n|.

19

20.

[Re p >| Re ft |; |агд г(< я]. 

sh [сх/(аг — xs)] i2.4.20. И н т е г р а л ы  от A (x) с/,x> ^ ^ (в* **)H 

Обозначение: 6=  K V .

1. Г л**-1 ._, / /, e*± ^\ /sh [cx/(a*-x*)l[ . 
p  )  У а '- х ‘ [  a1—xs/ Ich [cx/(a*—x*)]J

=  2S.(t-x-3) / « ^ / | ; r  J a  +  ej ( K w ^ + 2 a 4 p  x

I  x0- ( l / -
4 a V —c«-j-2a*M д/ {У и *Ь *- с*—2аЬ\ 

■] M l/4-a/s. tl/« \------ 2a------ j
[ R : s > —в; Ш>с>0-. a >0|.
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2 ± 1/3 / 6 \
= аТ^с Г \ Т /  ° 7l/4' e' 1/4 ^ ±  1/4 (г )

[ * ± -  а (р  + / р * —с‘): а >0; Rc р > 1 Re с

7. --- {Sb (с *  ^Perfc м  ferf <*->}
J  V х — а (х + а )  l c h ( c K x J — аг)> V  2а I  1 >

[ * V  =  “ (p ± V p *  — с')'- o>0i R e p > |R e c  ],

„  f  r P *  f s h ( c V 'x * - 0 * ^
J  ( * » _ ei)*/« \ch (c V i i w ) j  V  2 * » л (г+) ; i»/< (°

[2 *^ =  а (p 1  >лр*—c1); a >0, Re p > | Rc < '].
oo

9- |  г т т е т ch (c V^ S) ̂ T W  к' " (г+) K" '  (°
[2r^ = a (p i  V рг — с‘); a >0; Re p > | Re « |],

,0- j  7 & ch (" **= *e (a
|г =  0н.И| I; a >0; R e p > j Reel].

11 f  (x  +  V x *  -  a * )v т  (x  -  V x *  -  a-)v t _px /sh (c У х * — a4) _
J  K x*— a* \ch (с к  x1— а1) ]  * =

==flV[ ( ^ 3 7 ) V/* :i: ( ^ 7 )  %/ ] * v ( а У р г — сг)  [n>0; Rep >| R e t ;}.

12 Г '~px f s h f r V W z Q l ,
j  Г х К х = + г -  ^sh (ft Y W + 7 - )\

[ 2*j_ *= г (V p1— b* ±  lb); Re*>0; Rep >» Re b ].
00

13. J  e-P* sh (b V * + 7 z )  dx =  — у  - -  ерг,2К 1

[Re p >| Re ft j; |a rg i|< n ].

M. [ f j — ch (ft^x*+ x*)dx =

1^ T  exP [ 2 (p -  ̂  -  fri)l
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f  g 'pjc /sh (ft Kx*-t-«)\ ,y _  .
l5- J  ^ x + lV h C ftK x ^ + w V  =

=  y j  b6(p+У р *= *» )*  V* (pi _  ft»)-V* exp J  «.

[R e p > I R e6 |; |а гг г |< я ].

“  - jjr^ - Г  (a  + y ) e ,I/ , IP ,/4-L 1/4 (г .) <!/<(*-*

[2ij- =  z (p i ;V p J  — ft1): 2Reas>—ft; Rep >| Reft |; | a rg * l< * ].

f  _ £ ^ 1 _  ( sh [b } ' *  + Щ  dx =  ±  er* erfc (,+) | erf [z ) ]
В .  у У x (x+ /) Wh(ft У х*+хг)' V  г 1 1 /

[2z\.=i z(p ±Vp* — ft1); Re p > I Re ft I; | »rg г |< я ] .

I8, j  dl ^ л1+хг) = ( т  )/Г̂ пг*г ')
[R ep > | Re ft I: |аггг|< я1.

,9. j <„.+ g  £ ! + | > }  W  /±, „  W

[ tz+;= »z(p i:y '#A^6i); Re p > 1 Re ft I; | arj г | < я  j .

a - \ г ^ Ш +х+у^ ) ' * £ +х- у щ :5 ) ' ] г , ‘ *

[Rep  >| Reft |; |а гвг|< я]. 

[sh [сх/(аг — x5)] i

[R e p > |R e ft|; |argг!<я]-

2.4.20. И н т е г р а л ы  от A (x) ef,jn tcr/f(a*
Г  Ich [cx/(o*— x*)JJ

Обозначение: ® =  |q[*

1. f  ^   ̂ . a*+x»\ Ish [cx/(a* — x*)h .
I  )  У а * ^ х *  ‘ (  e3- x V  \chlcx/(a*— x3) j j  x=*

I  = 23'<^-»»/4 | / | r ( i ± « ) ( K i 5 ^ I + 2 a f t ) 1'"  x

I  x i u ( j / Z » = S S  w  tl/, ( —W-b'-—c*— 2aft\ 
1/4-a/s. t l/4 ^------ 2a------ /

lR ;s > —в; 4ab >e >0: a >0]
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,  / _  ь \ fsh [« / (д ’ - о ’Щ  d x .
J  |' Д" - а 2 Р 1 Д! _ 0г/ \ c h l« / (x s- o * ) ] j

У с « р ( ^ ) г  ( i ± $ = i ) [ l O > = S P + » ] " x  

ty  уЬ*-а*с*+ь \ .. 1ь-Уь*-и-Л
x ua-i\ ~ ) 1/4-а/г. 11/4 у 2и2

|R«а< I -f-*t Ь>вс>И a>tj.

J  ( л*-а*  \ д*— я1/ V h 1 "/^  — л‘)11а
e 2 e-(*o+l)/«ect-*/4t-i/sr  (2о6 +  У '4 и ^ - . '2) ,/4 X

х£>° - , ( | / Г
2oft + К  4a2*1 - с 1', „  l 2a b - V 4а*Ь* -  с*\

а  у  7,1 а/2-1/4, i  1/4 \ 2д J

[R e a < l- f i ;  .’o l> t> 0 ; о>0).

4. I ' ^ T U e x p f -----
j) К л * + 2» \ л-Ч- г2/ Vh  |fлс/(дс-г-»I

2*6-1/» j.a-l/2 г
( • ^ д а м - в ) *

х м /6 +  ̂ Ч Л М и  lY b > + c*z--b \
1/4-а/г, i i/ 4   ̂ 2г- |  o / 2 - i/ i, i)/ » \  2г2 ) 

[— 1< R ca<  1 -t 6; 6. K**>0j.

5-

X  M

V n c  '  \ 2 / '  \ 2 J

/У'4Ь-г2+с2 + 2Ьг\ „  (\'4Ь*г--\-с*-2Ьг)
1/4-a/2, ±1/4 \ 2z j  «/2-14 J  1/4 у 2г /

[— 1< Rea<  1 +  6; Ь. t, Re г >0].

2.4.21. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  4̂ (дс), Ы ш , sh g (дг), c h j ( x ) .

^ С :й > *- ?рт-^ .+ „С1а|Л 

, f  <-'V'i(sba|'n,*  —  (‘” ba !2* ,1 (ch a [x ]j p (e‘zP — 2beP ch a b2) — b ch a j

IRe p>  ln6 +  | Re a I;

j ’
- l l / j ! ___ - 4 4 f*hc.4) „  (choq\ v *  _—aA fshC)--2  X a*—c* l S+ \ch сИ/ -  8 - (sh сЛ )/ = ? (cli С )

[ Л = 4 { J -л 'У  f l- t=  { j k - t f V - c * ) ] 17*. 2С = | |п^ з | - 4 «  Rea >| Re с | J .

= ¥ 1  exp L  «  V / (P - b )(q - c )\ /sh d)
Г \ V (p - b )(q - c ) К  {fi + b)(q+ c)j ĉh d)

[</=, I  ing±A + M ( li / ’ip + n m - n
L 4 ( „ - б н ^ - с ,  К  (p + it ie - t-o / ’

'■ = j AP '- 6 * .  J=  */ </»— C>; R ep >  R e i |; Re « > | Re с I J .

2.4.22. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  р а з н о с т и  A  (r), e P x, Ь*\.
[ch bx)

■ f  -вх * — ctl ак J  • I ! .  а* \

I  OJ 

1

i h ' -

в .

[R e p >| R ea l].

_ i I —chair . , p*—e* a . o4-a
2. \ ? P -*----_ ---- ix  =  —  p I n --- -----------[Re/>>| Real].

p & p — ax*

— sh x 
~x" d x =  I . [Re/»> IJ

‘ ‘ -  J -  2 ln f ^ f • '■ ” T 1,1 ( ‘ “ ^ )  +  f f r f - 1 •

1 [ ^ r 1 ( '  -  г т т ) Л  " 2 r ( т 1) - 2 ln r (?-r-) - ln v

OO

oo

7- j  x* ie-рдг (cth cx—  1) i x =  21-®с-аг (а) 4 ^a, 1 -f ̂  J

[Re p >0J.

[Rep>0].

(R e a> l: Re p > —2].
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*• j cfa x+̂  iL'/n) * -  аздГ) 2 (_|)* ',х
V • »Дя .- г Г (я  +  ( - 1К * + 1)/ М .  (л +  ( - 1Г * + 1)/(/-л), (* +  2)/(гл), */(,л)1 
* s,n л L ( '4 - (- l/ * )/ (''« ).(n  +  ( - l ) 'A  +  2)/ M . ( * + ! )/ (^ ) .  (*+ I)/ (fn )J

Г<г = 2, л1 + л=1, 3, 5, li 
LI/- =  I .  m + n= 2 . 4, 6. ...jj-
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со  ̂ г (л —1)/2

9. -dx = j „

m —1 m—1 -
r т л  V  у

* « 1 “ l 
m— 1

, 1 . 3 Y  m—k
* =  60 m ~  Л  —2 jB. Л* *

m—1— f— IV* e~lmx m m __ь
^ = f2nS+ 2  (-•)* V -  

* = i

+  (— l)m «-*** dx— I.

*= l

io.
J
00

- I ' 1
m—I m—I

i V  "г— * , 7тл* , 3 Y  , n* m~ *
/*=-Г с ( 3 ) ~ 2 ^ “ w + r l ^ n p

A - I

»  1 » T

ОС 

ОС"• f

[|Reo|<lJ.

,• e_aj:— e~cx ch bx 1 , c*-b* 
13. V ------ ------- dx = Y  | n - y _

' e ^ r - r «
X 2 e*—6*

[Ree> 0; Ret>|Rel> i). 

[Rea. R ec> !R eH >

CX

» .  r
e-ox-c-tx . . .  6 , c* —6* . с . c+6 a , o + 6 

^ --- sh bxdx = j  ln +  2 1" c^6  “  T  a ^ b

[Reo. Re с >: Re *

16' J  Н Л Г Г 1 « •  * - «  to Г  ( t f l )  -  J  In Г ( | )  -  *  (E + i)

[Rep >«■

1.4.22-) 2.4. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

?  ( | - г “ ^ Д  dx- Ы п г
17- j  ж sh х

[Reo > — 1].

377

— a

[Re ft >0: Re с > I Re a !1

e [ / ,,$hax\ . a c*-a’ c . c+a
18' J  7  Г  ~ )  =  2 _ *Г ~ 2 c ^ aI

r 1 _ 1- c h дх___ _________ 1 2csjnj£^42c)I +  1 \  ,n f
19. 1 x gtncx—fitn+ucx 2 ал 2 _  \ 4кк*

g-ax— e~bx dx
[о<2(я+ 1)с  a <2,и].

Г  f~al_____
*®‘ * ch* — cos(тл/л) x 

&

2 Y  / + * + <a +  * V M l
= 5п (тл А 0 id  1 J я 1(л + а + ( - 1)'*)/(/'л). (6 +  /:)/(rn)J

Гт> о I /»■-=*. 3, 5, ...11
[ > —*• [f  я= I, m + n *2 . 4, 6, ... j j*

F r  г а* т ( т л [п )  1 dx_
21‘ 3 [/ g 2rt ch x+cos (тл/л) J *

, m.i , . . - „  Y  / п*-1с;п*т т.1п г Г (а +  п + (— ̂ Ук)КгпЦl 8 a to(m| +  2 ^  n - "to r [ (.  + »M ra)

22. j t- x tbax- a ,b x dx.

m +  n =2.

| Re p >| R ea l, iR e t i ] ,

. 1 .  p * - 6* . p . п*-а* , 6 . Р - 6  о .n £+ £
/ l=  2 1п ^ТГГ=- / ,=  2 ln ^ T f t i+  2 p + 6̂ 2 p ^ a ‘

24 f  sh x —*ch x . . 
\e ------- dx=Jn [R e p > !] .

1 , _ P +  1 P Г _ , _ P  ,„ £ ± 1  
l _ 2 p -1  p3- l  ’ 2 2 p — 1 *

24. J  e-px sh * - *  sh x dx =  £  In g ^ l  

“ • J i g S —  ) - . - 1 п ( к « ? ) - * ,п г ( ф )  li Rea I < lj-

[Rep  >2].
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20,
' I

ае Ьх sh cx — ce hx sh ах . ас. /:8— а2 . ch , h + a ab , ь 4-0 
^ = 2 ,П^ + 2 1П Г ^ - 2 1П 6~ ?

[Reft >| Rec|: R eA > |R ea^

1* I ch ax— 
27- \

0

ch ax—chbx
m :a cx

. I Г(1псов[6л/(2с)1 — In cos [ал/(2с)]1 
' X ~  2 [( In  sin 1&л/(2с)| — In sin (ад/(2с)]/

[(m—l)/2J

-  у ln c*(2k-2k)--b*
Lk c*(2* - 2X)=

[a<  (m — 2) c; » < (m - 2 )c :

u
[a  < (m — 2) c; * < (m - 2 )e; ™ “ ‘;  *  J ;  •■}].

28. J  (в « - ^ 0  cth cx dx- l - i + 1  [♦ ( I )  -  «  ( I ) ]

[Rea. Re6 >#].

2.5. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ
2.5.1. В в е д е н и е .
В этом разделе содержатся интегралы, в подынтегральные выражении 

которых входят тригонометрические функции. Для их вычисления можш 
использовать следующие свойства.

Интегралы, содержащие тригонометрические функции, могут быть преоб
разованы к интегралам от показательной или гиперболических функций, если 
воспользоваться соответствующими формулами, приведенными в приложении I. 
Интегралы, содержащие функции sin" bx и cos" bx, сводятся к интегралам от 
функций sin A-ftjc и cos kbx, если использовать формулы для степеней тригоно
метрических функций (см. приложение I). В ряде случаев интегралы от три
гонометрических функций с помощью замены переменной сводятся к интегм 
лам от алгебраических и других функций. Например, 
а а а а

J  Ф (х) sin2 bx dx =» ~  ^ ф (х) dx— ^  ф (х) etibx dx —  j  ф (х) e iibx dx =

а а

=  — Л ф (х) sh* ibxix  =» ^ j  ф (х) (1 — cos 2bx) dx=*

si пай

- т j ^{=f^7T=T
2.5.2. И н т е г р а л ы  о б щ его  вида.
В этом пункте помещены формулы, которые позволяют находить ин1*£* 

ралы, содержащие тригонометрические, а также степенную, алгебраически^ 
показательную и гиперболические функции. Некоторые частные случаи 
интегралов, соответствующие конкретным значениям входящих в них пара**Г 
ров, приведены в последующих пунктах. Интегралы общего вида пред-т® 
ляются с помощью функций V/. /' =  1. 2, 3, помещенных в прил°*Г 
нии HI. Конкретные значения параметров, входящих в эти функции, при®  ̂ I 
дятся в фигурных скобках после каждого интеграла.

ji.  2.1 
В "

прост*

2.5.2 приняты следующие обозначения: r —p/q, где р и (/ — взаимно 
натуральные числа, если не указаны другие условия;

{], если взят sin bx, ( (— l)ln/'-l + t l если взят sin Ьх,
0, если взят cos bx\ (. 1, если взят cos bx;
1/2, если взят sin" bx, п=  1, 3, 5, ...,

если взят sin" bx, л =  2, 4, 6, ...,
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0, если взят sin" ьх, п 
0, если взят cos4 **, л = 1, 2, 3, ...; 

{ W 1 («/2+?+ *)<  b = by(n — 2k)/2.

dx=V3l +

{ tu - V *  ^  ГГ (1/2 + 2y + h)

Xutr ф-m a___ 5!---(Л
X y  r l(n/2)!Js \2r’ )

, u = a + 2r(P— 1),

=  *i =  P +  £. 1/2+ 2Y+ft, z = ( - IV ^ ) p ]
In, Re O f t  R e a >  — 6л; |a rg t |< n j.

: V „ +  V ^ + L t i --------------------- —---
,1+ 2 r |(л/2)!J*

Jp _ У Г » - Л » ,  1 - P - l ) F  _  уГ- 9_яГ Г P. I - M
^ ^ ■ * ^ ^ ( l / 2 + 2 v  + ft)’ E» ~ V n *  Г |p — /. c, J '

u = a  +  2r ( P - l ) ,  Vj= 2 r(\- fi + i )- a ,  a, =  £, 6,=  p + E.
Ci— l/2+ 2y+/i, aa= l - P  +  /, 62 = 1 — V — ct/2 +  r (1 — Э +  /),

c, =  (1 — a)/2 +  v + r (  1 — 0 +  j), r =  ( -  b>/p°-y}
|v . b. Re |i >0; Re (a b 2/p> < (l -  i - l ) n)l2  t- 2, |

3. \ * 3~. ( X » + j/»t>  • |  " n b* ) n d x =  
o Icos bx)

«= V  +  у  I * - Н ~ * ) Л 2-" i,.if m - ш в  u f aн - гг» +  2 У — |(/i/2)!]* U \2,> 1 P 2,J
\£31 = К л  2Я jL ff.y 1 —p —Ю E _ y - 2 ВГ f , — Р + Л’ l — I ' Г ( 1/2 + 27+й)> £3 2 - К л 2  I j  j _ p Cj j,

u = 2/ (p l )+ o , vt = 2r (1 - p + .O - a ,  Ui-=5. * i= P  + 5. 
i — 1/2 +  2Y +  /1, a2= l — p +  /, 1 — v — а./2 + r (1 — p-fy),

ci=  (1 — <*)/2+y+r (1 — p+/), г «=(-1 y»9lippr*p} 
[ь >  0; 2r | arg у | <  я; Rea  > — вл; Re (a 4 2лр)< (l — l)n)/2 + 2/J.

1  J  /Sin b*\n
81 \c<xbxf dx= V „  + VM-  —t L .!)_  2-n lya-ir nln . ал

»c ^ 2r
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if  _  *3n cte^ ____  F г Г1- ^ !
2"г Г(1/2 +  2у +  А ) ' См 2" I  ft, j*

u = a  — 2r, vx = 2r ( I  +/) —а, а1= 1/2 +  2у+ Л, <4 = 1—Y+/-(l +  / ) _ a/2>
ft, =  (l — a)/2 +  Y + ' (I +/). г = (-&»/p y|

[y. ft>0: R e a >  — fln; R e a < ( l  — ( —l)" )/ j

5. f
0 v ’
-  +•1 + (~ 1)Я « - b «  — ^ L _  sin K «  +  w )/(2r)l

л  2 * У г I(/i/2)l J* (in (да/2) x

ГЛАВА ВТОРАЯ. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

c<g$* „  K i i  „  Г 1-<
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- + н

хв
У л  2 «ып[(а/2 + ?)я1П(5. I- ff- fc ) F , ,w,, ,

<Е« “ ----- гЛ (яа / 2 )Г (|7 2  +  2у+А)-----’ ~ ^  « 2--.
u = a  + 2/-(o — I), v, = 2r ( I — o+D — a, в»— ftt—а+ |,

Ci— 1/2 + 2у+ А, а ,=  1 — а+ /, ft,— I —f — а/2 + г ( 1 — о+/),
с, = ( 1- а )/ 2+ у + ( 1- о + / )л  * “ ( - S W )

[y .ft . Re о >  0: R e a >  — бл; Re (<*+ 2/4»)<(i — (—I >'I)/2 Зг].

^  ■ W +  У  *v  + Vy )V fsin ftx) « ,
.1 (x^+y1̂  Icos ftx/ p lP л

^P==̂ 3s 4-^M+^J7 +
I + (-!> « у - « - 1 + a/r , л -*> n\ Гa/(2r). 2,» -  v - a//1

+  2 ( V) /■ 1(я/2)*1ж4Г L l- v - a / (2 r\ J

Д ] .

£  _ / __у)-ки-12*р-1-«гГ*>"^^"^^—V^ ’ */2 — /, 1 rf,l
^  L ( I- v )/ 2 - p - i . e ,  J*

u = a  +  r ( v — 2p), », =  /■ (2p — v +  2/)—а, », =  /• (2p + 1 — v +  2/) — a, 
O i= v +  g. ft,=g. С|=» 1 —P + v /2 +  5, di =  (l +  v)/2—p +  £,

<?!= I/2+2y +  A, a, —p —v/2 +/, ft, =  v/2 + p+ /. c ,=  l/2  +  /‘. 
rf1 = | _ Y + r (p  — v/2+/) — a/2, e, =  ( t —a )/2 + v+ ', (P— v/2+/).

«3 = P - H l- v )/ 2+/. ft, = (l+ v )/ 2+ p+ /. c, =  3/2+ /( <*,=<*, +  <72.
r, -  f , + л/2, г= (— 1 У» * ' (i/P)** 

[ft>0; 2л |a rg y |< n : — вл<  Re а<2лр — r Re v +  (l — (—

’ f  u i- . ^ + K xV + j^ v /яП <,х, ч
oJ  ^  f r r + f Г  "{совftx} ^ = /р " *

I=  ^ Jt +
+  2^— » ^  ( _  y)t-«P___л| .улу г у а г  f P - v/2 - a /(M . «/; ]

2 /■ l(/*/2)l J* L i _ p _ v/2 +  a/(2' ) J

I  .  P - v / 2 - 5  I
'  L l- P - v / 2  +  6. l /2 +  2v+ftJ*

£ * = ( _  v)»-*> У  я  2V V - Г  [ *  7 ^ ’. 1 “  **],
B*= a+ r(v  —2p), p , - r ( 2p - v + 2/)—a, <4 = 5, fti = £ + l/2, 

c,= l — p — v/2+£, d,= 1—p +  v/2 —£, е,= 1/2 +  2у +  Л,
a,=p —v/2 + /, ft, = p + (I — v)/2 + /, c,= I —v+/,

4 ,- 1 — Y+ f(j> - v/2 + ;)-a/2 , ‘,i  =  ( J- a )/ 2  +  V +  ' , (P-v/2+  /)
Z =  ( - i y » 9 (blp)V)

I* > 0; 2 r|srg i/|< n ; — 6n <  Rea<2/-p — r Re V + (l — l— 1)п)/2).

( ® .  l - ( i - « \  ?  .  . ( / + K f - ^ ) 4 ( / - l V - ^ ) v ( sin ft*) 
2/j 8. J  1------------ --------------------- tcoeftx/

dx-

2^*» Л г Г
l£»  = V n  7 L v + ^ . i^ + ^ v + f t J ’

U = a  +  r ( v — 1), fli = 5. + Cj— v/2+5> <*i = (v + l)/ 2 +g,
г,= 1/2 + 27 + Л. г = (-Ъ чр )Р )

0; R e a >  — пв; Re a  > — пв — 2л Re v; i a r n t ^ n j

f  . ( t ' + ^ - f r + t x ^ - F ' ^ - f r  (sinftxin^
J  Ух1'  —i,-' Icos ftx)

- V w +  Уэ.+  + 1 + 2̂— }- 2- ^ V (v-1)4qX
w nl r [ ( l+ v )/ 2- a / (2r), ( l - v ) / 2- a / (2/)1

т [(я/2)!]1 I 1-«*/r J
{ F , _  2-" ^ ’ . / - р Г О + у у г - ! .  ( i - v ) / 2 - n

г ,5 x r L 1—21, 1/2+2у+А J*

u = a + r ( v — 1), vt — r ( l + v + 20—а. о ,— г (1 — v + 2/)— a, f li= |, 
ft^ l+ 1 /2 , cl =  ( l - v )/2 + £. ^ - (1 + у )/ 2 + * . с ,=  1/2+2у+Л. 

° i  —(l +  v)/2 +  /, ft, =  1 +  v/2+ /, r ,=  l+ v + / . 
d» = | - Y + M (l+ v )/ 2  +  /J-a/2. f, = (1 — a)/2 +  у +  r | (  1 +  v)/2 +  /), 

fl, =  ( l _ v )/2 +  /. ft, =  1 — v/2+ /, c , - l - v  +  /, 
^ - l - T + r l ( l - v ) / 2+ / l- a / 2. f ,= ( l- a ) / 2+ v + r [ ( l - v )/2 +  /l.

г =  (—  \)PbiFp ?P) !v. b>0. R e a <л (I — | Re v|) + ( l — I—l) 'l)/2]-
OO

>»• i ' __  X*-1________ /sin ftx\" .
j ' ^ + 2 (x y )r  COs p -j_ ̂  ja \cosftxf X=*

= V J .V  1 яя!  s in [P (a- f)/r] 
38 *• 2 г [(я/2>!J2 sin p sin (яа/л)

. .  . 1 H-(— 1)" nv n-lta/r „  . , v t a ___ « ! _ Г Г«/(2г). v +  a/(2r)-|
V* + --- 2--- 2 У r [(n/2)lJ* L V + a !r J

I f . 2  i - n

sin p 1



t»i — 2у + 2̂ , vt = r (I +/) — а. а/ = Р (2у +  2/ + а —/•) л-*, 
bi — (2у +  2/ + а ) п/r, с ,=  1/2 +  2у +  /, <*/ =  {$/, <?< = !+< —а/г.

Ш ГЛАВА ВТОРАЯ. О П РЕД ЕЛ ЕН Н Ы Е И Н ТЕГРАЛЫ
12.S.1

//- ?+ «/*- '■  0 + 0А  f t = (»-«)/2  +  Y +  /-(l+,)/2}
произвольное̂li/, Ь>  0; ! 3 | <  л: — лб<  Rea<2<- +  {| — (— l)n)/2; /■>(> —

}  W * * /  *х~ и +  2 2 * т й й д а r U ;j-
u = v u
U = V ,  |

{ * - - ? ?  r [w + n + * ] ’ “ — *■ I,' " 2,‘ +,)-
Ф - Г * (я - 2 к )б 5 - 1/1*г', a, =  g, f t i- l/ 2+ JT + A , 

г  I  U r \ (n - 2k)bY P a‘- ‘f  F  Y +  '/ + « / 2  1
L---2T “ J  * * “ " 2̂ " r [ l/2 -HV — r/ —«/2 j*

vt =  — 2rf—a, at = y + r i +  a/2, 6, =  (1+ a)/2—Y +  '/.

lRe$> 0; R e a >  — ftn: srgft произволен (при r >  1/2): » > 0  (при /■<1/2);
л I lm ft i <  Re s (при л =  1/2)1-

12. Xx-ie -sx-tr { , i n ? T ^(cosM

— V. Л-V. . [ - f(— 1У 2-/»-t.a/i«ri nl r f - - )
2 г Цп/2)!]1 \ to)

f E = - £ г Г  1 £ г Г Y-'/'+«/2 1
I е  2я/’ |_ I /2 -f 2у +  Л J  * 45 2» [(1 — a)/2 +  Y +  r/ J ’

u = a/(2/). v, = 2(y+h), vt = 2ri—a, <p =  2*'<>(я — 2Л)s1/,Irl, 
e1= l /2 +  2V+A, * i= l  + 5. a ,=  1 —Y+/-/—a/2, bt =  (1 - a )/2 +  y + '/-

Z =  (— iy ’t» ^ ^ ^ b j 2'’ s»</-9| I*. R e » *  Rea< (l- (- l)")/2I-

и . J * i.

f(m- l)/2|
x  У  T ( m) (  *  \в/гг Г  P + a ^ >  1 +

L  J \ l )\ m - 2 l)  lp +  1/2 — a/(2^)J1 = 0

+ l ± iz D m2m n b*m1Yrn *' y ’ ‘J [n\f 2 Y + a/2 1
2tQ “ ( * ) ( « - » )  l V +  ( l - * V 2'2 '  [(m/2)! J 

1гф I (r =  I CM. 2.5.13.20—21); с = 1 при я = 2, 4. 6. . . . ;  «• =  0 при я = 1. 3, 5.

2 5 » )

I  -й 2 -(ТЫт**!*-

25. ТРИГОНО М ЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

|M -1)/2J |<т-1)/2|

383

1=0

А т '/ v V ^ u  ■)
/ = о I- < и.

и*/
y V d* *гГ р+| 1х2  ф L1/2 +  P - 6. 1/2 +  2V +  /11 х

/Д(<7, Е + р), А<*. 1/2-Р + 1), 1; г »\
Ж*«+,Л*Р \ Д(р, 1/2 + 2Y + /i). Л (Р. 1 + Л) ) 

{(Ji=Y+a/2+/'0'+P). » i“ 0 + « )/ 2 - Т + '-0+ Р).
* - 1/2+ * + / .  ф = £ ± ^ 2 0  ( _  .__2 _ „ у  , г=  F» 4 ,v , }

(а, Ь > 0; — fn — arm - 2r < Re а  X 0 (при m -(■ я = 2, 4, 6, ...), или
— 4л — orm — < R ea  < max (I, г) (при т  л =  I, 3. 5 ....)).

14. J *  -» COS'" ОдГ {cj ; x 1  cj JX = / (0, 0, 1) (CM 2.5.2. 13].

'“ г Г - Ю 'Х ’Ох
x [ ^ ’] ' ' { V ^ f ....r | - . | x

x  F  /1.
*P4, ? U(</, a,), Д (p, bt), & (p, r,). A (q, 1 + » /  +

P — I

+ 2 Ч Мh= 0

P - E
1/2 +  p +  S, l/2 +  2v +  A

1 - p  + y , A (?, 1/2+P +  5), Л (Р. 1+Л). Л(о, W2 +  2T +  0 )  +

[, , , . l(m — ))/2|
l + ( - i ) » _ n (Q jl V  T ( mW

2 2’ |(n/2)!JJ V / J  r 2"* ^  \ / j

jj^ ^ K  x iw 5 ip  2. * ( i)  (s=2*^ Г [т+ (Г-2>/г]
h = 0
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1/2 +  2р+/, «^=1 — V — a/2 +  r(p+ /). C| — ( l — « )/2 + Т + ', (Р +  /),

ф = а ( б  ^ ) Г , * = ( - 1Г * **flp-Vr 4 }

Ja . »> 0 : —2<г — Дя—grm < R e a c ^ 1 ~ * ~ 1>
с =  I при я = 2, 4, 6, . . . ;  с =  0 при л =  з 5_

16. J  д«-1С09т ах'г {С0̂ П£Г^ С}  Лх̂ ш J  (0, 0, 1)

17. 5 ** **~,хГ sill ax' dx= I  (a) U_t

fc“ - 2.5.2.15).

х г Г  + “ |/2 l w + a ^ f » — V ” ^l y + 0  —rf —®>/2j V 2 / к а

«'-йТ*© i чНт-»*-*?)*
x r | 2«

l/2+A +  2yJ
_ 1< я-1>/2]

[/■>a

[r- a
2  ■ © * «  t >0

/. n—2k \2
f T F 3 q i5 r ) *

<Мг> = 2 У  Ц ^ - с о ^ у — (2г + 2Л+а> arctg “ j  X

к 4 й + % +Д ]< '+‘ Г , ^ ( * Т 2 Г "  « .  I‘ !<L

n -  2 k\-*1X (s«+ a‘),/2^ ^ - y = j  при
(a. Res>0: R c * >  — d r —вя; b — произвольное (п р и г> |). | Im b\я < Re* ["• r tV  

и 6> 0 (ара r < l ) |  или [Res=*0; a. b>0; — ar — On < Re a  < m ik <r. О ^
или — or — 6/i < R e a < 0  (nP“

18. |j x01 co9 ax'" { “^  ̂ j '  dx =  / (a) |<,_0 [ / ( a )  c m .

J r ~r sin <ix~r { * £ £ } "  * *  =  ' « » )  o-i.

[(Я-М/2]

*5-2 1

* = 0  /= 0
у-гГ T+ (« - / ')/ 2  1 . l/t(  п - м у '- *
X r |v  + ( l - «  +  /0 /2 | (S + 0 )  1 2 J  +

..  + ^ * T  • ю Д ^ - е ?*»- * :)*

[о, 6>0: Rea  < <o (-(l —(—l)'I )/2 и Ие5> 0(нлн  Re s = 0 н Re a > - r  -  n6)J.

ОЭ

» .  с ш . ,
0

CO

IC(o)- |/+L K z J ) 1 (t  o ^ r  ( « ) (s.+ei)— x

x « ( y  “ “ “ **« :■).
!/■— (<я — l)/?J oo

" ■ i ? v  ^  <r >.*(:) v  ,;,™ (™-2-,.гс и “ )х

/■— 1(я— U/2J

u = ^ r  21 (T  ’> *(3 ^^
к =m0

-2k  \2

[ '  > IJ. 

U - IJ .

- ( * W )
-

л * (* )= 2  \ l  1 Гл<т а Л
*4- « “ Ч * — (2v + 2ft + e) arctg 7]x

„  ,  X ' - I S S S W * - ” - ' * ( » ^ - T +,'np«!<:<,.
Прудников в др.
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1=0
л ( г ) _  j ,  +<*+.д а «

Ч Й Е 2 ^ И ^ ( * т Р Г "  ■*■
ецслое; о. Res> 0 ; R e a >  —

22. j  *e-*»-“ rc o s « f g J J J " * - K « | >i
о

« г о  и  „ |sinftx><»2.5.3. И н т е г р а л ы  о т *“  .

[<• -  произвольно: нецелое; a. Re s > 0; R ea  > — or — 6a; 6 — произвольное (при г > |, HJ)I|
л! Ret>|< Res (при r== ijj.

(см. 2.5.2.21).

Обозначение: 6 =
я /2  I

Of*

i
IRea > —)],

* L
- i  * {

я/2

™ X) ndx*cosx)
[<л —1)/2]

(— n/2)*(n - 2*)*
* —0

M — 1 при я= 1 . 3, 5, А=я/2 при л = 2 , i, s. ...J.

J -G3*-

я/2
4. f  —  Л — 4 (С  +  1пя-с1(я)]. 

«  *

- Г  m (sinrurl . (— 1У 6+i V  . n*  « I_v
5‘ ,\ *  {cosrul л «+* ( ) (m—2k+6— 1)1

0 k=*0
Х (ял)'"-шА“ 1+(- (2 [m-^± .!]-m+{o})>

6. ^ ^  »si.»^djc =  - (a ~ l]|ia ~ 2) ^ ^  »sin"x<t7+ 5- J - |  д(« ^  
Ъ b o .

(Rea >2—я: л=2. 3. !• •*,r

j,5.3l 2.5. ТРИГОНО МЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 387

г (2л — 1)!!я*
7- J  * cos -  2(2п)!1 *

S  ■ • . . ,  * ( п - Щ  (як\п=ш0. 2. 4. ... 
»  ----2 (Н П Г (2 * . з. 5. ...

ь
2 я/

9. I' xm cos nxdx = — 2  „ Щ  - ( ” ) (2я/)*-*со8 ц 
8 * = 0 '

Г л , / Й  ft*\ г  ( a )  (sin  (ал /2Й
<0- J  ‘( c o s ( c o s (W /2)J

о

... ?«--СЭ*-У5
о
оо
(* sin ftx , Я ___.

12. » — - d x = g S g n f t

[я , 1 =  1.2, 3. ...]. 

[6 >0; —e< Reot < IJ.

I* >01-

[Imfr =  0|.

13. \" хГ1 ‘ sinnbxdx= la.n 
b

[ 1 m fr = 0; —ч< Rea < 2X; л- I ,  2, 3, , . x= (l — ( -  1)")/|], 
Кя — 1)/2J

при а ф - 2 (\ ^ к)' k = 0i i ( 2........
I  я =  lim  „  п р и  a - * - — 2 \  — 2k,

lut-m. «-, = ( -  1)Г«/»1|^2” -,,^ - ^ ^ - $ 8п6Х
l

x 2  (0< « < 2/-U .
/=1 4

W  , -  <- + *  *  -  - f t S S I r  i  «- .V (, * ,) /- t/1

■  /_ ! /* ,  1 — У 2 л  ! ft j sgn ft, l-3 /i.  2~~ 3 * ^  j f t | ,

1/*. S =  —  ̂  -3  K S T ftj  sgn ft.
/— 1

[m= I. 2........2/J.

13*

W ,- 2 ‘ 1» V  м у »я, (g_ ^ 5gnfrt 
/ - 0
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'u. (ьп, 1)/(*лч 1) = 2 в( ( 2т +  |)/(4я +  2). (2т +  1)/(4п + 2))

[<л — 1)/2)
n «rt-l)/2J+/ *___________

/! («— /)•

ГЛАВА  ВТОРАЯ. О П РЕД ЕЛ ЕН Н Ы Е И НТЕГРАЛЫ  |2.5 4

2~яЬт я  у  п « я -  П/21+/ п! (я ~  2/)т  
т "  “ | 'г/— ^  /! (п— /) Iт !  Г  (тл/2)

/ = 0
(*>0, Г (*) *» cos* при п=2/ — 1; 7" <*•>= sIhjc при л=2/, /= I. 2, 3, , 

л 6 |(2 / - 3 )! !  , _ л 6 ;6 : /0( 1к (2/—5)1!
2 (2/ — 2) 1! ’ 4 * '  (21 —  2)!! ’

la .i = — 2 а~*Г(о)16 |~в  со*(ал/2) (—2<R<»<0],
/а. э = 2 * | Ь j-*  (3 — 3"®) sin (ал/2) Г  (а ) sgn & I—3 < Rea < ij,

л  * , 3 , 3/о4—  ̂ *в*1б, 1-ц— ^ 6 In3, !-гл =  "g лЬ\Ь |.

14. [ X* ico&tn^bxdx-- 
о

= 2°  г* » у гл (2л + 1)!6 « г Г  а ' 2 1 V  (2я — 2А + 1) * 
r ( +  '  L(l — я)/2] L  / ! (2я — * + )) !

(&>0; 0< Rea< ij.
2.5.4. И н т е г р а л ы  OTxm { sinJt\ " .Icos xf
я/4 I oo

, I * "  ____ /Л\Я1 4m 4га у
.! sin2Jc \ 4 j  л ( т - 1 )  +  л Zd 2г*(2*)!(т + 2 А -1)

1т= 2, 3, 4. ...}.
„  Xs . Л , ___Л3 _
2- J  JsirTxp 4 16 ~

0 (сов X)

з. Т — ■=,) cos"x 
о

(я/21
V  С - Д и у д .«  ■ (п 2 Г п 1У 2|,,/21- |)1! 1пП  I У  2)L x((\-n)l2)b L 2 J,/ (2 [л/2])!!

Я/2 Г  00 -1
L С V  — 22* 1~ 1 г ,2J)  sinх ™  \ 2 ) ["* Z i  4= *»(т +  2*)

(л - 1. 2. 3. . . }

О

Я/2
[т=  I, 2. 3.

Г -A-dx=  2G..1 sin х

•• Г£г*--(1Г[= Ь+ 2о L * = 1

( -  1)»В ,»я*  
(m +  2f t - l ) ( 2*)l

[т = 2, 3, 4, •••У

*.9-в|
Я/2
к- j f l iv

7. }
0

sin̂ X

Я
С X

в. 5cosx

л!° “ . „  9до,
4
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(<7=0 ИЛИ I].
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-- ил)

Обозначение: в = |^ | .

?• R (sin 6xi , 8 р ( .  - , Р ! +  Р I д. а'Ьг\I. J р(р+|)л л г  2 * — +6, г)
°  |о. R e ? > 0; |«гв»:<я1.

о i’ ( t _ o )P  l | S,t1 d* = £ i& l ( Sin (а* +  Рл̂ 2)1 0 Rep<
2‘ 3 (X 0) \cos 6x) “  <,0 \сов(а6 + ря/2)/

(• 1 (sinfcx^ _

*• j  (х + г)Р Icos 6x| * “

(p — l)(p  —2)в \ 2 2 4 /

,. f  ■ (•‘• ‘ • U -  
J  p x + l  V o s H

= \ Г  lb [ C0S 6z T Sin Ьг -  2C (6г) {см б!) ~  2S (&Z) (sin Э  1
(6>0; |«ггг|< я|.

0

*• f;=yfi3''-*t*s},,l(w+’1_{~s}d(w 
0

7. f  1 (sinfafl r f r - - ( C08t4  (»>0.3 * + T  Icos6x1 \sin 6г|
— 00

(sin 6x1'» / , . .... (sin 6x1"
2.5.6. И н т е г р а л ы  от • (a “  *’?  { coe 6xJ *

t «  D;[а, Re($>о: |агв»|< я].
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12.5*

*■ т ( т Г а
I-. *> *  °< R ,e<ll

3' .j ( x i + z - y > d x : = ~ T  г0 —Р)(2г),/г ° bf> ,,2[Vi/»<^)-Li/t-p(**)J
I», Re p, Re* >0j_

< 7  cos Ьх /2г\1/2-Р>/л
' )  (х*+гг)Р Г (Р )   ̂ lfc. K«P. Reooj.

I*. Re?>oj.

ГЛАВА ВТОРАЯ. О П РЕД ЕЛ ЕН Н Ы Е ИН ТЕГРАЛЫ

t* cosby n .8. \ —--- - dx = — ^  яя *</

5- J - ^ r p - * f “ ^ l «  ^ E i (** )-«* , E , ( - * 2)J 
0

в i' - C(* bx dr ™  V  (2w - » ) l (2<*)»
(л^+  «*)""» (2г)-т 1/н! ^  * !(m -A ;l

о * = 0
OO

_ f  sin 6jc , 1 _ ( „
7- \ ~xi _  ui **  ~  u lcos ЬУ Sl (*y) ~  sin ̂  ci (by)) 

о
OO

f  COS b'j
)  * - y  о
CO

„  l’ 1 fsinbx)2 J  n . . .
}  {cos bx) dx= ± -4y s,n 24У

,0- J 5+$ dx = Щп7 j2-"sb;"6г-  2 У ( - 1)* s’l [2 (n -  *) bzJ J
OO

, ,  I* sin3** . я  . ^ , 
x2+"i*~ = 4i e )

о

«■ . t e * -  о

( 2/1 + 1
to m * ,  J  ( - 1)* (2я + , ) е- ^ Е М ( 2* - 2л - 1)* г] +

*=o
2-1 + 1 ■.

J  <-l)*-*(a , jf",)« iM ,EI|(2ii +  l- 2 4 te j |  I*. * 'г>*

It, Re» >0).

(b. *>CJ.

I». *>«)•

It, »>4-

|t. Re»>4- 

p, Rt2>4-

-zitbt

2.5. ТРИ ГО НО М ЕТРИ ЧЕСКИЕ ФУНКЦИ И

m - 3 ? + * *  4г

15.  ̂ - jq r jr - 0* 2***‘Z k£ g\n-h*-hl/r

2.5.7. И н т е г р а л ы  от * ( х ± а Г  { * £ } ,  *»<«-*)••{“ £ } .

(». Re*>0J.

(*. Re» >0]. 

It. Re* >0].
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Обозначение: 6 =  |Q|  •

/*■ { £ Э *
. (— <)e 2-»tf»*P lD (a, W [ iM « :  a  +  P; M )+ , F t (a; a  +  P; -iab)\

[a. Rep> 0; R e a > —в; |a rg fti< n j.

,  j  < ,.rn  ( ; ) - '« { - < * « } ,  «  v „ ,  ( ? )
о

[a> 0 ; R e a > —в; | a r j t | < n J .

*■ .(уТ5=5Г«Эл-2 h>*
OO

4.  ̂ дса 1(д._в)Р-1 Jx = B(P, 1 -«-Р-в )6 *й ^ ^ М "1 х
a

* Л ( « + 1 , _ L + » _ ; * + § ± 1 , «  +  >-+ ” - .  } + « ;  - * * ! )  +  

+ o - i ) r (« + i i - j ) { * | g + ; ; ^ > r t . - i ' x  

х л {|- |, Ц 1 ; 2 ,2-1±г, 3-=i=S.. _ !*!) T

« ► « - ■ C E t g : ® 1- * *
v  Г Л  _  P 1 - P .  1 , «  +  Р 3 —a  — p »W \ 

* i\  2 ’ 2 ’ 2 * 2 ’ 2 ’ 4 /
00 [a. t, Ke3 >0; Re (a  +  P)<2J.

[a, t>0; 0< Rea<ll.
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СО

6- \ (7Т1)рЙ^}Лс=в («+6- Р-«-*)А«*-*х
О

Х / э ^а+ 26  а+ 1  t , 1 а+ 1  — р 2 +  а  —р Ь*гг\ .
, 2 ’ “ У 1 6 + 2 ' 6 + --- 2— - ~ 2~ ^  )  +

4 - n a - o W s in | (a _ f> )  Л/2И ЙР-в v  +  Г ( “  icos [(а — р) л/2]/ * X
~  г  ( Р  Р + > . 1  , , Р - а  I - a  +  Р  6ггг \ .

\ 2 ’ “ • Y 1 1+^ ~ ’ --2-- •-- Г )  +
+ Рг  . « - р _ {s !S - :>  -** -

х л ( ф , 1+ ' ;  l - , 3- + ^ .  I + 6- J 2 ;
(6>0; R e a > —6; R e (a  — р)< 1; !агдг|< л].

7.
J  x+z\cosbx) 
о

= 1*2 >Г (а) 2"  > [е «*Т  (I -  а, - (Ьг) т  о,4гГ  (I - в ,  <6г)|
[6>0; | arg г К  л; — e< .Rea< 2],

,  С х* 1 fsin&x) .
J  (х+г)‘ “  \cos6x/
О

в У л / ^ \ в - |/2 Г /ftzUcoe(fr?/2)i /teWsin (6г/2))1
2 U y  L *yj_e \ 2 / l sin (*г/2>| - V*-a\ 2 ;  Icos(&г/2)/J

|6>0; | arg г | <  л; — 6 < R e a < lJ .

»• j  t + t  c a  с е т  -

*  • ' « « « С & К Я  *  С Э 1  -  V I
[o= 0  или ); 6 > 0; |argz|<«J-

J s e a - - •"••-сэ-

C S S a ('* - 9 9
16. »> 0 ; — 6 < R eo< *>

CO

11, j* x** [(P +  u)-v zp(P _  a)-vj j ™  J J  dx =  
о

-  *• (2л)! Jibv-*',- V ie Z .J-  -n "  ’ <*0
16. Re p>0; 0 «2 /» < R* v,‘

2-5 9 I
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а. 1 * - " Ы > + «)

2n + l (*P)
[6, Re f$ >  0: —2 — 6 < 2rc <  Re v — I J.

2.5.8. И н те  r  p а л и о т х* (х»-а*>* { “  , x* (a>-x^  { ™  

Обозначение: 6 = .

. ^ 3 ^ -  P )‘F* ( ^ =  2+S- P +
[a, Rep> 0; R e a > —6; |a rg6 |< n j.

dx =

V.1 /2в\Э —1/2 
' — ” 2“  e

[a. Re p > 0, |a rg6 l< A j.

|_,-5$»)л (2ф*. р+г+«, 6+ J . _ф)+

[о, 6. Re 0 >0; Re (a  + 20)<3J.

P-J/2 '
[а. 6>0; 0< R j P<I/21.

Ь = л С Э * - 1  “•

а

' ш ;  ( ' < * >  "-.«-в « - • '- « - »  <“«  * w  <° 6)l}
'  I .  1 ч П <[a, 6>0; 0< Re (3 <3.'2|.
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1*5».

7 ?  1 (sin bx\ dx=±  я  ( tg (ад/2) sin 6*1 _
.1 х- — У~ (cos bxf 2 (ctg (ад/2) cos byf

(6. v > 0; - e < R .a<r,/

8. f  — /*" 6x\ dx = /(л/2) coe *  I
J  * s—£2 Icos 6x/ (sin by Si (by) — cos by ci (6j/)J

x« fsin ftjc'J'*
(x * + * y  (cos bxf *

*^Jj.

16. »> 0J.

2.5.9. И н т е г р а л ы  от 

Обозначение: б= 1
ОО

. 1‘ __Xх 1 fsin 6xi
J  (лг +  г2)Р (cos bxf о

_ 6«
2

»■ > («+ », , + _ i ,  , _ p + « ± i .  * £ j + 

+ ‘ * ,' * г (« - а д { * [ < * « 1 » ” 1} л ( ).; l ^ s + P . i - « + B  * * )
[6, R o*> 0 ; — f i< R e a < I  |-2RcpJ.

2 (’ ** 1 /sin 6v\ . лг01 2 fcos (an/2)V * fsh 6г)
J  д;1 -|- г2 (cos bxf x~' 2 (sin (ад/2)/ (ch 6z|

_ r  f a - 2) ŝin (ajt/2)\i*-a f / i. 3 - a  a  . 6* \  
1 (a  z) (cos (ад/2)/ 4 lF * \ 1 * ~  • 2 -  2 • T V  

[6, Re*>0; — 6<Kea<3J-
oo
[* jc2rl sin 6* rf*

3- J (х2 +  гг)Р

= (_  ,>* V *  r  (i -p ) (2*)V*-p (fro-v* [/pi/t m - L Ui_p (И 1
I t ,  Re2> 0; Kep>*J

r  _ fsin * * Ь Х = (_  1)я,л (2;)i/2-p * " п  Up-i/V  ,
J  (x- +  2* f  (cos bxf ( Г ( Р )  '  '  дЬ-п Л Ь p-1/2'

^6. R c *> 0 : R ep> n+ 6 /2 ; 6 = { o } ] ’

C _ x ^ _  rsin bx\ d ( - l )m+n l  2—т д •;
J  (x +  г3)т  (cos bxf ( т - 1 ) !  \z<fcj (2 '

[6, Re г> 0 ; n =0, I. 2........я  — li m =  I, 2, & •••*’

6. f «-( ; ) ] • 
J  (x- 4- *-)- (cos bxf 4г1 6 L

J.S.9J
2Л ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

[». R e O O ) .
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x sin bx dx_ ^ *be ft-  ̂ —  у '  (2/п-*-4)!(26г)»
mm “
* = 0

e. \ 2й1» *(/n— 1)1 * * ! (m - 2- * ) l

16. Re * >  0; m = I, 2. 3.

16, R« г >  OJ.

J6, Re2>0J.

0 

0

"•  .*• » * • > «  « . . > » *  
I
oo

W. f  [e b ,E , ( б г ) E i ( - бг)] 16. n .* > o j.

о
со .

,« (* xcos bx . i

0
-*/*-р лр -1/2

?2  i2~°r (‘ -  P) 5 р.1/в> J/t̂ (ite)]
J6, R e *>  0; Re p>  W2J.

H. h j n ^ '  bx ( -  IV» * „ М|й ,
Л х* + г3 г5" 41

X  ^(1 6z) (1 _ e-j6Z) M H _  2 V  (—  I)*  ^2/* ^

(6. R e *> oj.CO

,5- jl {2 [C-(-ln (fcz)J— [« *-' E i (6г )+ г^  Ci (~bz)))

|6, Re2> 0j.

' 6. f _ ^ 6x я
л  &  + г**— i)

0*M *  - fz2)sin fcx  2 ih 6 *

It. Re i  >  OJ.

|R e*> 0 J.
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2п + |
(* х cos-* 1 bx с Ьг ^  /о.. I |\

'*■ J  d— - & Г Г -  1  ( » » + ! ) » , , ,
О t = 0 ‘

-f 1f '2Jiu»frr v  /2я-И \
2~i i з i  \ к j C К 2̂  —2я — I) 6г] С*. Re*i.gj.

<: = О

г.^ЛЭ. И н т е г р а л ы  от

i '4 £ C £ }* -

дг'п /sin bxV'____________________ _  Т
вл*Я+Ол-1*'1_| +  ... +  О0 (cos 6*/ *

- - с )

1* х"-* " в
,1 х-‘ + г- 
о

j t > 0: - в < *< п  + ̂ Д  1®ге * :< 2-1; * =

[ ' “ Т Т "  <•* + I — в)л-f 6гc o s *: *>0; 0<*<и+®: |*rg*|<£; в = {д}].
ОО
С дг* sin ft*

£б>0; ! a r g * ;< * j t

/ «  [ ,  t  Ьг\ / *г\ 1 /. д = —  I I  — е.хр — cos ,2г4 [_ * { У 21 { ^ У
, 2 , , = _ / Ц .  е.\р ( -  ** \ ( sin 

~ 2г 4 V 12, 1сов(*г/^2)/

4- f  'x C f^ r d X  —  Jb  [б > 0 ;  | a rg * |< “ ] ,

, я У  2 [  Ьг \ {  Ьг _  . Ьг\

5- \ *j,tt ifa— »Ц11Ц ^  схр(— frysin ^ j s i n f ^ - l / . i  + frycos^J
о ;= 0

It. *>о; о с*< «1-

(6. | » 0; * = - 1. 0, I. *• 31

l -i = l y i {e-bv + «*by-2 ).

11 ± 1 = — ,^T (2 cos ЬУ Si (fcy) — 2 sin by ci (by) + tt>V Ei (— by) ± е~ь» Ei (bg)l

,2±1ЯШ ̂ r n  <cos ЬУ -  e‘ 4tf)-

?^cosbxdx^ j  
7. J  ъ Г ч ?

; J. 10-J

I*. у> 0; *=0. I, 2. 3].
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</j+ I "
,____ rU-j [2 cos by ci (by)+ 2 sin by Si (by) ±  e ь» Ei (by) ±  eb« Ei (— 6i/)].

4 у +
CO(' Sin X 
J  * ( * “ *

,^ ( c o s y - l )

I± lm*>0J. 

U = KI lm j/ = C).

** ♦ 1 sin bx 
(хг+г2)*+ у2

dx^
2y \

г1 + 1 sin Л.6 + у  cos A bj
oo

,0- f  0
[2> lV — v « * - f  fc. R e2. Re j />  ©J.

4 < й ^ л - ^ <г* + л ' , / , х0
X Г± ** ■*■1 (A^ sin A 6-j- A . cos /L6) + j^| у (A , cos Л ft — A. sin A ft) |

[2Л^= V F + T ‘ ± 2>; b. R c i.  R ey> 0 ].

и. f  _ i £ ± i _  “ U  _ . ,  t , p ( - 1 K F T !) L  f 0* * }  ± j ^ = i l
хг+ 2qx + p Icos bx) I Ism bq) V p — q- \

13.
J - =

sin1* tnxji
“ **/!*) (1 — хг/2г) ... ( I — л-3/nl) dx = 0 I/, m. n =  I. 2, 3. ...J.

N. f ---J *(1 — sin1'41 тхл
z ( l —*г/1') (1 — .v: 2-’).. . (1 — x-,n-j dx-- (2n)f \/ !, 

т .  П-  I. 2. 3. ...).00
IS. f ___sin bx dx

g *± c*x+ cx1± x 3 ~ ,m It. f>0],

/i = (4c)-i {л (e'®«—cos be) + [e-»c Ei (bc)-e>‘ Ei ( -  6c)- 
/*==2" * —2 sin ftcci (6c) + 2cos be Si (6c)]},

[e c Ei (— be) —e-Ь  Ei (be) + 2 ci (6c) sin be -
— 2 Si (6c) cos 6c] ±  л (e~bc + cos 6c).

4
__■>rm sin bx
*t+2a2̂ r r * dx= l 'n la, b, e>0],
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' - - р -  { ■ - « * { - »  X ______  ______

* l~ [" Y Sf)_+ г ? Ь  *“ (* / г̂-’)]) • 
' • - ( “ '* Y "1^ ] *  (* / и г ) ''

/ . .  I  « р  ( - » [ с»  ( » j / ^ j  -  - у | _ ,  »„(<. у ^ ’) ] .

оо
xm cos ftx

х* + 2а*х»+с« dx = J r [а. Ь. е>0).

/0 = —г-—  схр[— 61/  х
2 Г  2с* \ Г 2 /

*  [ р Т ? 3 “  { "  V ̂Г - 1) + F 3 = i * "  ( ‘  / ^ Т 2, )]•- 

‘ > - ^ » { - ь У Ц г ) х  ______  ______

х (‘ / ‘■iT L‘/ -  F i t ? sln (6 У Т ^ )1 '

18 И ! _  1 1 (sin fcx) я  . ("sin ab) 
(х -  а)- +  г* + (х + а)1 +  г'-J (cos bx j  ~  г \cos abJ

16 >0; Re г > ! Cm a ].
oo

to

>1

x—a _  x+
(х-а)«+г* (х + а)Ч-Ы “sin bxdx=T ле~tw /sin ab\ 

\cos ab f
l f t > 0 ; R e z >  | Im a I] .

sin bx dx
x(x* +  2*)...(x"- +  4«») 

я
~  (2Л)!^■ УГ- [г  2  < - » * + < - ' К * )

[ft>0; п = 1, 2, 3. ...]•
OJ

21- S cos ftx dx
(х* +  1г)(х г +  Зг) . . .  [хг +  (2л +  l)1)
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2.5.11. И н т е г р а л ы  от x * ( ) fхг± **+ex +  ft2)v Л (х )/5Ш 

Обозначение: 6 =  М .

У  , ( К ^ Т р - м Г р б х )
1 J  (х* +  г=К \coe ftx)

о

= Т (Vi)‘ *̂ ft« a-' 'r (o + v - l ) | cosI((a+v)jl/2,| X (sin [(a-f v) л/2)/ x
X A ( i + i ,  Ц 1 ;  ’ - 2 , .  , _ « + * ,  ! = « = J ; « 1 )  +

+««c .̂--r«.+»-v)(Sjg+5«i*;!3x
х Л ( * - у .  s r + | i  4 + 2 , ,  2 , + l = « = i ,  l+ 2 r- « + - » ;  * £ )  +

j .  ^ezai\46-2/-2atvie i / _  v\ i- jrrf (a +^V2. 2r —v — a  — 6 |
L l- v - (a + 6 )/ 2  J X 

yy г  (4l+ 6 .. , a + fi. x ,  » » + v + a + 6  . , v + a+ 6  Л b'-z»\
X »F»\— •  ̂ 2 ’ 2 ’ ---- 2---- * , + ----2----- 2' ; ~t )

[/ =  0 или 1/2: b. R c 2 >0; — 4 < R e a  < — Re v +  2̂  +  IJ.

2. U - , l l 2 p ± j ^ L l  ( * » « ) » _
V x- +  г* \соб bxj

~  T  V ^  ft Г  (  2 )^ l/ < - a / 2 , ±1/4 (ft* )'Ma/2-l/4 , + 1/4
1*. R e*> 0 ; R e a > —i) .

1 [*• - » * - u ) }

4. i* xa-i (Ух- + г»+х)у I sin ftx}
F  ^  (xs +  г*)' tco e ftx / "-

= *в / _ ^ У '* ' г^у-!,.«Г Г«+в. r-<a + v + 6)/2]
2 \ 2 )  L l+ (a + 6 - v )/ 2 - r  j X

ХЛ ( Ф .  J  +fc «+?• l+ 2 ± « ^ - , .  l + i± i± * _ , ;  * jn  +
+  2v4v-e-vr  (a +  v _  2r) i  ̂  l(“  +  v>/2 - ' 1*1 x  
^  M  + \cos[(a + v)/2—г] я|

v- r  _ v l —v i .. . , 1—v—a _ , , v + a  ft*?2\ X 2f 3 ̂  — 2  i ~ 2  b r '  * v, r - ]--- -̂- , r  + I ---- g— ; —  J
[/■ = 0 или 1/2; b, R c*  >0; — fl< R e e <  — R ev  +  2/ +  l|.

(2« + 2  ( - l ) * ( 2n + , )e '4*-s»-1'* [6>0J. f t : /  V x  J + V  {cosft.v}л  ‘/4- v/J ( f )  *±  !/< + v/э ( 6f )
I t .  Re 2 > 0; Re V < 3/2)
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6. f  ( Г 5а.±.гг + А>%’ т (> Ч + гг-/ Г  f in bx\ dx = 2 * ' f in (уЛ/2)\ Км (Ьг) 
J  У x3 -f г1 Icos bx) (cos (v.i/2)/

[6. Re i  >0; | R e  v  I < i j

7 У  (x + z+ y'j?T2xz)v+ (x + z-y'x"- + 2xz)v fsin bx)
J  У х ’ +гхг (cos bx)

_ v ffcos(*2 — nv/2)\ , fsin (*г — v.t/2n ,, „  l
= Л г Lisin lte-«v/2)( JAbZ) -  { с о . (6 * - у л / 2 )Г * Н

16 >0: | Re v  | <  I; I «i j  г I < л).

g Г  (*  + »')  ro'  -  x3)v +  (*  - 1 Vo- - x3) v ("Sin 6Л dx ^
•' К  a*— *8 (.cos 6jc/

яву fcosec (v.i/2)\ . . . .
= 2- j sec(v.t/2) l [ J '’ (fli) + J  v W I

9. Г (x + ) A^ ~ ^ t v + ( x - V ^ ^ ^ ) v fsin bx) dx 
J  V  jfi—a* Icos бдт/

к а з н е й » * » ]
о . f  ( ч - к т а г + О т ^ т а ' ц ы » ! ____

J  M ( J ( s- a !) (.cos bx) 2

x [/•  i/4 + v/a( 2 j^ ±  1/4 — v/2 f  2' j  +  ^ fc i/«-v/a (^ ) 1/4 +v/a ( °2 )]

[e >  0; I arg 6 | < л).

fa. 6>0; | Re v  J < 11.

[e . 6 > 0 : | R e v i< 3 / ; j .

2.5.12. И н т е г р а л ы  от Ц ^ ^ Г С м Р '  

J |  sinM* akx cos' b b̂ x. 

sin2»1 x

к
Я t\

'■ j ‘ ; S 5 e * - *  - I *
0
Я/4

2- J  ^ ^ * - = 2, и В 0‘ + «. И + !) 
o

.  coe"- l/* 2x (2/1- 1)!!
J  cos2" +1x 2 (2 / i)!fo

Я/4
. Г  s i n ^ c o s '  ^x , I / т  +  1 \
4* )  - Щ К а Т ? * * -  2 В (к_ 2“ * V + l )

[— 1/2 < Re д<0).

(Re и > — Ч-

lRev>-U-

1/2 2 х . (m - l) ! ! (2 n -  1)!! (л/2, т  = 0, 2. 4, ... 
1х * — ( т  +  2л)П ( 1, /л = 1, 3, 5, ...

5 |2 ) 2.6. ТРИ ГО НО М ЕТРИ ЧЕСКИЕ ФУНКЦ И И

ч
*[' sin”  л- cos4" 1/2 2х

.1ЯШИсо*-

С . ( / » + ! ) ! ! ( ! ,  /1=1,3, 5 . . .  
6.  ̂ sm xdx-  я ,( ^  я = 0, 2, 4. ..

я/2
,. f  * « 4 . !  У' J  sin х 2k— 1

■ я/2

1 !И ? л -<-11’ 2 1  Я = Г
б *=  I

я/2

В COSX 2

l«= l. 2. 3.

[/. = 2, «. . . .J .  

( я  -  I. 3. 5. . .  .J.

ii. |  ,in" ' I j f { c M ^ }djc- 2" Л { r [ [ i + f l_6)/2. о + и + ^ /г ] *
v  |sin (6л/2)1 _  b [> 1 (cos (Ья/2)\
X  (cos (6л/2)1 ц 2 [ 1+ (ц  +  6)/2, 1 +  (ц — b)f2\ \sin (6л/2) I

X / , ( { , ^ ,  1+ Н Г *  ‘ + ^ : *)} l « « f > - { i } : l T i 6 K K I.

Я/2

м - - 'с г э д з * - г с £ эо
Я/2

l i  Г • |sin(2m + l)x\  (—IV" f2n+6\ (я »

14. = 0

Я/2
15. (' Sin3' " *  « x ( sin(92mt+ l ) j r ]t/x = 

• • J  (cos 2 mx )
(— l)w (2n-~ 1)4 (я — 1)1 2't l f2/t 1

’’ (2n-2m — I)!! (2/П +  2/1+ 1)!! (2m +  2/i +  l J

«=* { o } ]  

[ "» > *  et ( i } ] -

16. ( _ 1) л ( „ _ 1) ! 2»-1(2т - 2л - 1)! ! (2я - 1)!! ( 2n \
‘  (2/П +  2/1 +  1)(2m+  2/1+ 1)!!

['П >а; « = { ’ }].
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17. j  cosv-‘ jcsjn6xdx=n621- ^ 1+(v + 6)/2( ,+ (v_ ft)/2] x

X * F i ( y ,  \ : l+ ^ y ^ ,  > + ^Ц р; l )  l Re v >0; lafgftlcnj

л{* I
18. ^ cosv'*xsin (v + l)x d x  =  — 

я П к — 1
I* V  n! (m + n — 2/ — 2)!» , a nl (m — n—2)11

1 j  « * • '— “ * -  2  . - Д Гй £ рГ  +  « ,» .+ »)ll ■
0 » = 0

[Re v >0].

|ft=min(m, n), 8= 2 прн m — я =  4/ +  3>0; 6= I при m — я =  3/+ |> 0 ; $=0 np»
m— n = « > 0  или n» — «<coj.

я/3

20. 1 cos" a' sin nx dx = i ' " '  __
t-  1

я/а
(Re v> 0).

f  cos"xsin
8 /= I

я/3 m

21.  ̂ coev-1 ж sin (2m + 1) x dx =  (— 1 )m У  ( j )
0 > = 0
я/3

22.

23. $ cosv-1xcos(v +  l)xdx = 0 
о 

я/J
f  . n! f t ,  n — m= 1 ,3 ,5 , . . . ,24. J  cos"xcosmxdx= - - ^  n_ n x Q  2> 4 *

[Re v>(fc larjft |<л).

(Re v>0].

25. (m — n)(m — n +  2) ... ( т + л )  
[я< т; В = 0, если т  —я четно; В = _*. I. ссли т  — п= 41 ± I, / = 0, 1,3,

26. j  sin'1-1 х cosv~l х dx =  D (2  ' 2 )

Я/3

»■ J  ( 4 т )  ^
.та sin ал [2a P (e )- » l

[Reit, Rcv>CJ.

[a ><•>

28.

, 5 . 12.1 

я

. 2.5. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 4-3

|*ev> 0i Rei»>—{ J j j .

Гап л х со*jnxdx=Q 
*  J  sin x

| l.  = n
a-f я

[ я < т  или n>m; m + n =  3*J. 

[я> т ; т  4-я = 2ft — I, Л=1, 3, 3, ...].

S t  J  sin"1 xcos’1 x</x = l+ *2 
a

. f  s in n x .  I — ( — IV*

0

34. у  И ) ! ,
J  cosx 2ft— 1
0 *=  1

35. Г с м ^ л + Д х ^ ^
cos X

[m + n = 0, 3, 4. ...].

4fi С ■ u-1 / s in  ^Aj _____________________ 2 1 >'л_________ /sin (& Л / 2 Н
к  i  sin x |cos bxj  x — ^ B ((n - f 6+ l)/ 2, (ц — & +  l)/2) (.cos (Ьл/2)/

оК  [Re ц > 0; | arg Ь | < я],
я  я/2

(- D m
2 m

я/ 2n X 
\n  — m)

39. =0

[cm. 3.5.13.13—16].

(л > т 1. 

[я < т].

*• i  } — С З dx0 0

. .  f  , . (—1)" sin 6л _ ( b +  n . __1 \
<». \ cos'* x cos bx dx = 2я(/, +  6)- А ^ - п’ ~a~> 1 2 * )

[cm. 3.5.13.19-25].

[6 * 0 . ±1. ± 3. . . . ] .

cos'1 xcos mx d* = 0 [Я1 + Л - 1 , 3, S. ... «ли т> в , т  + л = 3, 4, в. ...].
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404

[от^я; m-fя = 2/. /= |, 3. 3, ,

ГЛАВА  ВТОРАЯ. О П РЕД ЕЛ ЕН Н Ы Е И Н ТЕГРАЛЫ  [2 .5.13

о + 2 я

(— |)».+я-12»-яя (—  п)/ (/), 
(т  +  „ )  (/ _ [ ) !

44. |  cinWI Р  M ^ l t l + f  U ^ I q / W + I  tl + 1 'j

2.5.13. И н т е гр  ал ы  от х« sin  ̂ах cosv bx.
я/4

I  1* л 1 0 / ц + 1\
J  cos»1:1дс 4ц 2ц 2 J (Re u> —ij,

г./*

’ • }  « а % * -

-  ,- т т  { т  -  + " т  I + ' « 2)  - ' 2 ' 4  £ = й ) .
* = о ‘  J

Я/4
3. Г ** “ i i <** =  ! ! ? _ * + п*

* cos’ *  2 4 16*

Я/4

п/4
5- ^ --- —7_____-«' sin х у cos 2х 2

я/2

Я/4 '
Я/2
f  х Гяп^ 1 дс cos дг̂  ^  f I  ̂ K ft  г  Г(^Н- D/21
}  (cosi1-1 х sin xj — 2ц \ 0 / 2ц [ц/2+ 1 J

[Re u><4-

6'
я/2

[Reu> —{i}]*

8. i  xsinSrtitcosx<fjt = ——-— — Гл---2 (2/i)!! l
j  2 (2/.+ 1)L  (2rt +  1)1! J

Я/2

9. i xsin5n+,xcosxdx=T—-—r  f l  — 2 l i I E ' l .  
•j 4 (n + l)L  (2/» +  2)llJ

f - H H H
10.

4*
Я/2
1 coe*  j  Зл . o л* 
•J sin** 0 In 2— ic16*

nr- 
12. f  

0
пП

fj.13 I 2.6. ТРИ ГО НО М ЕТРИ ЧЕСКИЕ ФУНКЦ И И 405

x cos'1 д: sin xdx - /»!!______ f l.  л = 0, 2. 4........
(я+ 1 )Н («+ |)\л , я = 1, 3. 5, ...

[•  ̂(cos X(»' ‘ |si!l Jt) . я
**• J  x (sin xf (cosx/ * “  L 2ц cos(ЦЛ/2) [fl< i. Re u < IJ.

я/2
14. \ x sin* xcos1"1 1 xdx 

0
B(/i/2. m + 1/2) , / i- l

я/2

2 (2m +

я/2

1+ 1/2) , /i— l 1*
/ Г Й Г  +  2W + /I-1  \ *xcos^«xrfx  (m. „ « I .  2. 3. ...j.

15. f f « v - » r « n * ,w r -  J 1 г ^ i  ((v + » + I>/2)~  j  ( ( v ■— ft+ I >2)
J  2' “  Г ((v +  ft +  I)/2) Г ((v — ft +1 )/2)((v- ft+ D /y  

[Rev>0; — I —Rev< Refr<l + Rev].

IRe u>0].16. i  xein**-' x c c K x d x = —  —  Г f *^2| 
j ’ 1‘ I M/2+1 J

Я

•7. ( jt cm " r  sin [ / _  | »i I 1 ~ ( — I)" (2 t(n+ l)/2] — l )!t)
$ Я + К  2 (2 Ц/J +  0/2]>H ]*

,e- j  * £ п [ л — ■я|п 2 -о
я

**• jj х sin2'1*1 xcos'"xdx=»
0

(— I)'4— I „ / / я  . I \ .  m— I ”
2 (2/.+ /,1-1) П [ 2  >n + 2 J +  л Г-Г т - l  J  * sin5'’ ' AC0S'" xdx

I'M, n s i .  2. 3, . . . ) .

Jx*-i sin" ax sinm bxdx= /"• m 
0 “  *

[(л —1)/2)
^  т = Кл2|-т- л+* V  / пГя/21-f-*

1 '  A !(/ i- * ) !Xft =o
l(m -  H/2|

X  V  ( _ ! / * / » ] + '__ «•__Abl(/) t _<*
L i  K ’ /I (m — /)! k l'  (n — 2f)3 ft* ’



Х<*М*+Т+<*/2. X - V +  (I+ a )/2 ; 2А +  1/2; 0 +  2 X -1 J +  
- f(2 y- l)4 V r va-a(n_ 2 * ) - a r ^ + J + ® /̂ a)/2]  при 0 < / ^ |>

ЛЫ (0.4УГУа-« (п - 2 * Г «  r [ J + J f + ^ a)/2]  X

Ж < Л (Х + т + « / 2. ? - * + ( ! + a)/2; 2y + l/ 2; / >) +  2v - « }  +
+  (2X-J)(4/)> 6 « (m - 2 / ) - * r [ J+ J+ “ ^ a)/2]  при / > 1,

H « (l)= «  <*(«-2* )- * { / * l  [ j l j J (|^ e)/2> v _ x + ( , _ a)/2f *  +  v _ a/2]+  

+ * » - »  г j ‘ i  j+ “, ' i a);2l + «  <*»- ■) r |‘ l  ;+ * I  „ j
—  l~ l) , y=  1 ~ * ~ >) - ; a, b > 0; — от — я < Н с о < 0  (— от — n < R e a <  I, <c.» 

«дно из чисел т .  я нечетно или если от, я нечетны и офЬУ, т .  я = I, 2, 3, ...j.

Ji '=  \ 1п д—*7 W *  t t  я * =  ^ min ( « . ь) ;

4-' =  —  16 < 2*1, 16 = 2*]. /* ' =  0 [6> 2aJ;

. . .  а . 2в+6 . 6 . ! 4а2 — 6* | ,
1 ~  2 12а — 6 ( 4 61 

/£•,»« a In 2 [б = 3а]; 1-1=^ 6 (4a- 6) 1б < 2о). 

° s *b > 4 '*  = ̂  mi n (e, 6); 
. . .  а» !e! — 6*| . 6* .  |as — 6* | ab. a+b  In _ _  +  _  In _ _    In T^ ¥ T  [0 * 6].

/1» =  a: 111 2 [6 = 0]; /!•’ =  ]- na! (36 — a) [o < 6].
О

/£ *= {я6 3(3а-6) [6< oj; [ g ± g ^ | >[ ,6* 0. 6* * *

^ 6 [6<0]. 71,'= g (3a- 6 ) (*< 6< ?o J. I l l  = 0 1 6 ?3*>

(  I(no — t)/(2o)] Л
an- ~  2  (- !)* (!):« («-2*)-6J»j [6-

I2 l\  =  ̂  a4 [6 = dm, /n >  л, HI = I, 2, 3, ... J.

ce
21. \ Д*-* sin" ax cos’"  6*  4* = J n- m j  a >

*06 ГЛАВА  ВТОРАЯ. О П РЕД ЕЛ ЕН Н Ы Е И Н ТЕГРАЛЫ  [2.5.

-/■ rtl-ffl-HXl
Ja

2Л. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

«п-|>/2]

2 Г 1)[я/2] + » nl 
'  Г Л1 (п — к)\

407

* = 0
[(т -  1>/2|

X 2  щ £ =Ц( Bkl (/) +  Vn^-m-na «
1 = 0 

|(ч _  |»/2j
„  У  /_1)["/2]+ *___ 5!____( r t_ 2 * ) - « r f ^  + a/2 1 I- ( я  —  2^)2
X ( Ar! (я  — * ) ! ( [ Д +  (I — a ) / 2 j * ( m - 2 / ) s 63’

* =  o

e * ; W - ( 4 0 ^ ( m - 2 0 -  Г ( Л ( X +  « / 2 ,

X +  ( l+ a )/ 2; 2Я +  1/2; f ) - l + 2X} при 0 < / <  l,

(I +  a)/2 — Я; 1/2; /-*) +  ( 2 Х - 1 ) ( 4 0 Ч * ( * - 2 / ) ] - « Г  при / >  1.

( I) =  -  4 V *  <п -  2/) «  r [ (Xj + ^  ] (1 -  2Я -  a  * 2  — »)

[ 1 — ( —|)П
-̂-- ; e. 6>0; — e < R e a < 0  ( —n < R e a < | ,  села m или п нечетио); m.

Я — 1, 2, 3, . . . J ;

,t.! V n y f a  + Va*-b*  1 I r n
J 1/2=--- g- 1/ ■ t ° > 6I. ^1/2 =  -f  | /  - [ft= * l.

л * — O | / * = E O1/2 2 > 63 —as ! * > * ] : ^• '=  -2- 1«> H .

^ i'l = *4- [*-6|. yj-' =  0 [6>of.

Ĵ-1 = I  In 4a~ ~ fc~ '■ 16 2oJ; J i {  = 2 (2a -  6) [6 < 2a|.

УЦ-; = 0 [6 > 201;

[o > 26 J;

I*  <261. 

я  [*> 61.

^ ’ = , я  I * -161. 

Л - f- ”  1*< И :2  .................. 4 "  “ 4

[6<oJ. J 't-' =  ~  [6=aJ,

/* '= — -g- [*<6<3oJ, ”  [6 = 3a|, J i ' =  0

3a. I 9as — 6s I 6 .  |(а-6)»(3а + 6)| ,
8 ln | a3-6= | + 8 ln |(a + 6f(3a-6)| [Ь* 0, Ьф3а]‘

[6>3o];

J'-l In 2 16 = *], J ' j }  =  -r (ln 3— 2 In 2) a 16 = 3o];

У1,1= *1 (3aJ  — 62) [6 < o l.  Л - , '=  ”g (3 a - 6 )2  [a <  6 <  3o],
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126 < о].

J>>, 16

J i -

[a<26 <-’o], 

= 32 я [2ft = Sal ^o'i=  g (26 > Sat

J l i i= 3jn3 3 л!п 9а-- (а-2Ь)*(За+2Ь) 
8 16 аг-АЬ- 8 (a+2*)*(3a —2i)

Л ? . 3 In 3 + 2 In 2 
8 а (26 >а]. (In 3— In 2) а |2*^3а).

j '- i = g (За1 -  26:) 12ft < a l J'j }  = ^  [6aJ +  (3a -  26)-) (a «  26 *; з,]. 

J ' j j  = y6 яа* 126 >3o],

»._ • в . [= ± 1 ]+ -*) _
(2/ - l ) ! ! ( 2 [(m + l)/2) - 1)»

“ =2, + l + l(m + ,)/J,,(/+ I(«  +  l)/2J)!

/2/. i _<2/—3)!1 ЛД
"* (2 p  2 1 *

in. I 
•'I —(

[fan —6)/(2a)J
ЯЛ у  (— 1)*
2* w  А! (л-*)!

* = 0
[в (я  —2/:) — ft]"*» (6<no).

............... 2.3].

С Sint*-1 X COSv 1 X I „ /ц— 1 V \
■ ) ---- *---- 4 - i B ( V - T )

I t t> l.  v> 0 ; u = 2k/(2l + I), V  =  2/ПД2Я +'!)•
OO

I. J  ^ " ‘ coe" axcoe"1 ЬхЛ х^УИ 21~т  »+*Г a)/2]  *

([(я — 1)/2| l(m— l)/2|

2  Т ((л - А )! 2  /! (m - t )\Ckl(/) +
*=0 /=0

l + ( —I)" n\b-« 
4 l(n/2>!)

I(m — l)/2J
m!

/=o

1 + ( —l)m m! ara

l\ (rn — l)l

((я — l)/2]

I

(m - 2/)-? +

[(m/2)!)1 i i  А! (я- * )! 
* —0

(/* — 2 * ) |  *

j * '41
2.5. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

. (п -2 к ) '-а »
‘ ~(m  —2/)2 ft-*

c « ( 0 = (m- 2?)"aft V i  (  *  • 2 > ' )  ПРИ 0 <  / <  1,

С*; (0 = (n - 2*) « a - V . ( *  > ~ t J  ’> 2 Г ')
f 6>fc 0<Re®<,: m> n=1, 2' 3....... кроме случая, когда m и n четн

2.5.14. И н т е г р а л ы  от — sin»1 axcosv fcx.

«> ,
, I* _ i_— J sin" ax sin bx dx= 1* b [a=i. 2; a.1. 1 xi+zt

i ik—1 (— 1)* 1Я f/ , jaj42*-l
*1, (2fc—2)a 2s* *г I ”  ' — ljshoz.

I. (2* —l)a ‘

I. (2kfl)a-

•2ft —1
' I ,  3{2*-l)o 2z

e . - i . - T t r  «“  [ ( I - О * - 1).

[a = I, 2; a.
ГJ  7"+Ti sjn4 ox cos bx dx = J *  b

-1 > . « [ 0 -e- ie0 u -1 - 1  ]. 

^ 2-(* _ , )e = i = ^ i L  [ ( , 1 ]e- « t

4 * i i i +,)e= - * = ^ -  (1

4 f 7 ('2* _ I)e =  i l ^  д sh5*-1

при />  !
ы одиовре- 

пенно].

6. Rei>0J.

6, Re*>0],
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.2* (— 1)*Я  ,,
■'1.2 ка--- 2 '  *

(— 1)*Л /, .-гаг
1. 2 (k-ft)a— 2 *+1 г и - г  ) е ,

,2* (— 0 * Я . .44ог .,.2* „
■'l, 4*0=— 2г--- *

ГЛАВА  ВТОРАЯ. О П РЕД ЕЛ ЕН Н Ы Е ИН ТЕГРАЛЫ 12.5.,4<

Г хй-1
3- 3 хЧ-г- coe"  a* sin ='*■ *

п

Л яа= 2^717  ̂ (") [ ^ " E i  ( 2 t e ) Е1(-2/ог)Г,
/=1

л . <«««> a =  2 ^ 1  * oz (1 +  « " * " Д  /,. я„  =  -j^T  [(1 ~  11.

Я
2Л.«я-кв*= jT iT  (• + « * " )я е ог, / , . „ ,=  £ е мг ch”1 аг. 

х*+г*4> )  -^цт^-cos'1 ах cos bxdx=lb [а, Ь, Re?>0],

Лл+*.а=  2̂ 17г' !Я ,( 1+ г мгА  /,ЯИ )а= ^ 1- е  " ( I + e  W-)- 

Лм =  2<тг (I ~Ь* ■Л/)я. /|Я 1>а= 2577 '̂ев* (I "*“ *)"•

-2 ■« «бд5.
J  x1— у1 (cosanxj 2 a \sm any/

| ч « | ,  2. 3. . . . ;  o>0: e = J
00

.  1* I sin ftx . ___я sh Ьг
J  хг- fг- sin ax X~  2г sh az 
и
00 . ,

_ (* x ’ 1 sin bx . _ я  I , ,  s'ltz7. \ -v-—-------dx = T  z —1 —---J  х*+г! cosax 2 diaz
x -1 sin ftx 

x'- +  г2 cos ax

x cos ftx . я  ch Ьг—--— —:----UX =S - _ -0 (* x cos ftx j  я  ch Ьг
"■ )  x^+T! sin ax 2 sh"a7"

OO
9. i* * cos Ьх . я  ch Ьг

J  х2 +  г1 cosax 2г ch аг

[0<ft<a: Rc»>oj.

Л»
/ n

I0<6<e; Re»>0]-

(0<;6<a; Rcz>0J. 

10<fc<o; Rc»>0J"

(•<*«r, »>0).

2.5. ТРИ ГО НО М ЕТРИ ЧЕСКИЕ ФУН КЦИ И  411, J . lS )

?  j sin ftx я  sin;  (ftiy/2)
10. \ ~x*— y- sin ax “ V — у  sin ay

*-> sin ftx dx — O-y- cotax

2.5.15. И н т е г р а л ы  о т xa J~ [ sin»* a*x cosv ft*x.
к

Обозначение: б = J .

CD n

| j  X* П  sin ft*xdx =  0

[0<fc<a; v>OJ.

* = 0
00 я Я
С x я-1 1 I  sin ft*x dx= 2 I I 6* 
$ * = 0 ‘ k=0

3. ]j x ° 1 sin ax sin ftx sin cx dx= ! a  
0

[— 3 < R e j< l;  a > 6 > o > 0, исключая n = b> c= 0 J,

[ _ (a +  ft +  c) a +  (a - ft+ c ) « +
+ (a + & - c )- a - e |a - ft- c |- < 4  

la ^ O , —I, —2; *= sgn(a—6—с). «= 0 при a =  *+ c}.

/.,=£ ± ^ h £  in (a+ b+ c)— -— j ^ b i  (a —6+c>—

* *  -  0 + * ~ с in(a+ f t- c )+ a ~^— ln |a- ft- c |.

/-i= -i" |(a+ft+c)*-(<j + &-c)*-(a-ft+c)*+e<a-<>-c)’l.

)  ^  ' I !  Sin^ ] [ C03ft*x{c^^x=- 
® /-1 *-1

_2»+n«-l|/'- t-a-fn-l,2p | («  +  Л1 +  б)/2 I

v  |г(#я  4- /I) [  a ~ b w  Д  +  Д »-}-1 3  3  I  I
0 I  2 ' 2 » 2 » ” • » 2 » 2 * ’ 2 •

" о ]  c l  ftf ft« l
ja t ••• • . p  i ••• . -|j-J 

........ ..... *,....... IX k  »>«, + ••• + «,„ + + ••• 4 6,: -т-в< Рез< 1 ].
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2.5. ТРИ ГО НО М ЕТРИ ЧЕСКИЕ ФУНКЦИ И 413

5. Г х *  — » | [  sin о/х |  [ « * » * * { “
О 1=1 *=|

1*1........ °т -  6г  •••• V  * > *  5 > «1+ - .. + в,„ + 61+..- + 6я:

....... [ ^ ] - | ; ‘ - С/=0. 

I t-i/a\ Х Я 11  [  Si"  а'Х 1  Г  cos<’** sin £х Аг =  2 яа, ...а т *‘
О (=1 * = |

1 ° 1 .........а т- ь1........... */!• &>0: t> e l + 'V + " e  +  >l+ -

7. f  —  J  J  (W *  a*x sin bx sin x dx= *-
5 fc —i

2.5.16. И н т е г р а л ы , с о д е р ж а щ и е  |a + b j  •

Обозначение: 6 = Ш .
Г

I.  J  (cosx — cosa)v l  cosbxdx = Vn/2 sinv~,/* лГ (v) (cos° )
0

(ft, Rev>0: 0<o<.-tV

о f  C0S(/1 +  |/2)X . я  _
i ----- ~~ dx —--- P .  (cosa).» Y cosx-cosa | 2 я11ЛЛО'5'

я/2

J Ar
а -f-fcsinx Га *  — b*

arccos

4.

5.

I
Гб* —a* 
I la

b + Vrb°--a- 
a

*t* . J  я/2
sin x dx (• cos x dx я

[a>0).

(!»!<«]•

[0<|e!< |*J

[ft-el-

. Г sin x dx (■

0
л/2

1 -J- sin x J  14-cos x 2 - I .

6'

я/2

m-ijx7 i" 1 —0cos2«x я  V  /ffl\ .
7- J  T ^ ^ 2̂ 4^ r cosm-'c° s ^ ^ = ^ s r T r  2  U ) fl* +  2

[ ia ,  <1; я — I. 2, 3,
я/2

, I* cos4 x sin ях sin 2x . я  Г/ I 4-a- ! \" _'• ) l-bĉ +a- ^-gU-V-J -2 "J
• I

1* sin^xcos P xcos Bx . У  M l —a)2"  1 / 1 \
f t l  J — 2acos2x 4-aJ ‘ — 2l P (1-f-a^’ P ' l  \aP/ 

о
!(!:!»!)= •<•-«■}

dx 1 f a  b b\ .----------- --------- arccos------) [a > | ft ij.
(a4-6cos•*)2 flS — 6s \K a*—b* a a )

я/2

„ ______ ! _ ( * _  « _ h i t » 2 E S )
” • ЬЗ-дЗ \д Г  б1— as a /

V c o s ^ - P x c o s ^ ^ ^  я ( 1- а )  V /H W 2«-*\
1 J  (1 — 2acos2x4-аг)л+1 2“  Р>» (a - f l )* "  — о\ * Д  я Г

я/2

J1 sin-"

|ft > a > 0].

l|a|<l; P< 2a-f 1).

sin;,n x cos»1 x cos ftx 
-2a cos 2x4-а г)л dx=

n —I n — k —1
( - l ^ ( l - a) ^ l  у  V  /p\/2mW2n-ft-/-2\ y
^ Э - ( 1 4 - а Р +Р+1 £ о  Ь  W W A  « - I  /

0  = 2

* ] Ь г * - - » Г + ( г Г " +ч[

|0 =  2л— 2<n — ц — 2; |а|<1; |A>—1]. 

2

__ у  t  (2k) ]
i i  4=* J (/,4-2*4-!) I*

“ !L i r f x = 2 - 4 .cosx 2

Я/2 oo
16. f  _ *cos*rfx _  л , / o i ' i - a - ' i '  У  (~ ai)* 
’к £ l 4-2as inx 4-es 2a J L  (2* 4-1)*

*/2 Я/2

J
[{!:£!)}

xdx я
l-fcosx 2 — In 2.17. С *d* in 2.

J  I +  sm дс о

П/2
21. I*

i  1-
==4 С + Я , п 2 - ^ .  cosx 1 4
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22. Г . соях „  л / > У - У - а \" 
j’ в +  6 сое х | а- — Ьг \ Ь /

23. fJ  cos а — с
s ях . я sm ап--- ах =----j----cosx sma

le-OJ. 

[л = 2, 3, 4. ^

,2-5 X

24. f  2« 1в fjSLziL, Л + 1 \
J l  + совх  ̂ 2 ' 2 /

n
nr Г  sin4x .25. \ ;-----dx =j  a+  b cos x

= 2» i JL V ( b'— ai V-1 e я+1-г/\ f  b'- -a* ■*
6 * ^ 1  46= j  2 * 2 У+  O ’* " j

[и  = л>-*(в —Ya, —bt) при n =  2ft -f 2, A —  ̂ In при л =  2* + 1, 0< b ^ e j.

26 С sin nx sin xdx  =  я  1 я_ ,  Г/|а|<11. я- I  2 3 1
J  1— 2acosx+aJ 2 L l:e |> ir  1. 2, 3. ...j.
0
Я

0 r  cosnxcosx . я  / 1+а2 \ Г П а К П  1

28.
31

Г
«£___rfx_  я(а--6гГм/г

jl (а +  ftcosx)»* (1-и),

*»• f  1 ( " +* " ‘) *  

хГг-г2)'-1’-')*
Л

30 I* «м ях  ^  /2я\ а"я
.1 ( I — 2а cos x-f a2)"*1 \  п )  | 1 — а* |*»+*

Я

31. J  (1 — 2а cos х -f- а!)п cos mx dx = 0 
0

1(я — m)/2]
к .  у

la > : ft II.

(e l> t 11 
1Д/=2я +  т - 2 ,  |e |< lJJ

7 > 
Цв|*П-

[*<*)■

2.5. ТРИ ГО НО М ЕТРИ ЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

COS nx dxJ cos _
1 — 2acosx -f a2 ~  11—e*|

0

34.
sin ях — a sin (я + 1) x 

"  1— 2acosx +  a* d x= 0

f, я .
С  — -TM

35' J  (a+Ь cosx)» "  (в*- 6*)**

Я  ^

36.  ̂ (1 —2а cos x-f о-’)'1 dx = л У  а2*. 
Е  I  к =0

415

№ ! £ »

[|в'<11.

(iftKaJ.

-2а cos x-f а2)"

- т г ^ П  1  Д Г г Т . ' - г 8) » - - ^  

1> * " *

cos х I sin 2ях \ . =
1 +  (a -f Ь sin х)- tcos (2я -f 1) х) =

-  Т  £ sin [(2я +  {®}) arctg |/Y[[tg( i  aTCC0SY  2̂ )1
[»= a«-i*-l-f/<а‘- И - 1)* +«а»; а>0; я= 1. 2, 3» ...]•

пП-Ь

<0. Г _____
,) (а2 —

sin х sin рх dx nbP-ic Р
(а* — 2ай cos х -f b:) (а 'Р  — 2аРсР сов рх -f с*») 2а*'1 (с® — Ь?)

(0<а<е; 0<a<h  р>0J.

41. Г ип=У 'х  
.1 (а-f Ь cosx)»4

= 2 - / *  У п  <_ Л р ”  Г  (v) ( У * Г - />У 2 - 1 г/г ( 7 ^ - )

la>|*|; Rev>0].
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42. f
J (а +  ft cos

f2.5|6.

dx
cos x)n'

-------- Л У  / - n *  (2 / »-2 ft- l) l| (2 *- |)lt  /а  + ь м
2"(а  + Ь Г У а * - *  L o{ ( — )

[о> ь >0|.

Il»i <Ь' Rc м > 0|.
я, Г  sm (n+ l/2)x  j  я  „  .44. 1 - - — dx=——  Р п (cos а)

J  К  cos а — cos х }  2

45- f ^ = = ^ =  =  - J = K f i / ' I B
^ > a j;ftco sx  Иа + ft \ r  a + b )

“ ■ / т ! = Т - 7 7 ^ ( : |
я

47. Г ■_ / *  = 2К (а)
^ (  1 + 2acosx +  a3

4S. С *п<</х Г>|aj
•' > 1 .£ 2a cos х + a* \ 2 J

4». f \ .  - » | K W - g W |
«1 M — 2acosx+ a3 в

(a > ft > oj.

it*»: <i|.

м  C cos(n + 1/2) x dx _  (— 1Г я  
.1 K cosx+ l 2

s i. f  _ £ * L  
J  a ±bcc*

л*
6 сов x 2 К a*—6* | a ! -f t : - (2*:+ t)-ft-*f»

f* x sin x dx _  л a +  T a- —ft3 
J  a ft cos x “  ft 11 2 (a — b)

n

“ f

4____ у  ( a - ] ^ F ) m l

f a > t> > 01- 

la>;ft >»!•

со Г  X — sin X
53‘ J T^cosT 

0
dx = 2. 1 -+ sin x

«/х = я1п2 —4G.

f  X * [X d x  _  я  |n(| , t)
55*  ̂ i — 2flCosjr+fl- о 

o

j  (fl-j-6 cosx)a b \a — b J a-—b*J 
о 
я

,, . 2.5. ТРИ ГО Н О М ЕТРИ ЧЕСКИ Е ФУНКЦИ И

-cosx = 4л In 2.

f  ,  acosx +  ft 2.t 2 (a —ft)
58. \ x«------ — dx — -— In-----

J  (a + ft cosx)- ft a +- V' a3 — ft1

*  Го— *rO -c-o - iS rfl 
6 
2it

60. \ (a +  ft cos x)m sin nx dx — 0 
о
2Я n

61. ■ ______dJ L _____ =___2л V
J  ( I — 2acosx4-a-yu  | l — a3|"11 —  (k\)-(n — k)\

(* + кУ___1в + 2.

62. i  —,— gfe_(*/2) dx----_  1в\-гл|
J  ( l — 2всо5Х+-в3)яП — 2/ia ' I + J I

u .  f T° » ( —  ■»>«, ^ _ o  
J  1—2acosx +  a- o
2л

64. f  { s!n 2n* \ _
J  \cos(2л +  I) xf U

Ца[ф1; n =  0.

dx
i -j- ft sill x = 0

65 И sin (2/1+ 1) x) dx =  (— !)*♦* 2л (a— V a--  b"-)inJl6 
cos2nx f  a +  ftsinx b-"16 | d- — b-

66. \ | sin (nx/2) sin (x/2)) dx
$  « « (ях/2) cos (x/2)/ 1 - 2a cos x +  a3 “
2д

67. f  *in (я — 1 
jf 1 — 2a

— 1/2) x sin (x/2) л а ш 
cosx+-a3 i-}-a

lm — n —I при |а|<1; m = — n при |о|>1; я 
'■* А. П. Прудников и др.

417

н е т
(0<|ft|«.j.

10<|ft|<aj.

[в> |4|Ь

- l l- *

к е т
ItSSft

±1. ♦ 2, . . .J .  

(|а|>!»!>01-

[le|> ' 61 > 0|. 

- I .  2. 3. . . . J .
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со J cos (л 1 /2) х cos (х/2) .та"1
1 1 — 2а cos х -( a2 j 1 — a f

69.

2л

Г
[ т =  л —1 при |о |<1; т =  —я при |а|>1; я= 1, 2, 3, ...j.

Г --4=ГкУ1̂1)+̂ е(гАЖ1
^ (a — bcosx)1 М  а +  6 L \г  а-\-Ь! а—Ь \г  e-fft/J

ха
70. f  — ^  

.) в ±
О
2л

xsinx . 2л . a + v  а2 — Ь*----- dx = ± —  \n—~ ---- гг--b cos х b 2 (а +Ь)

[а > 6 > 0).

71. f  _ i i ?
.) а ±. I dx*

у ^ { ( Т » ) - [ ( . + / 5П Г р ) . _ ( а - ^ - П Г р )- ] | „  +

Я —I

+ У -̂ь~  [ ( a + / a i ^ P ) * - ( a - |а>i* 1 >0|.(я — *) )
* = l

У а * - Ь *  \ ± Ь  1

С xsinx Jx  2 л . /, Г/Ю!<П1
73- \ l - 2a co s x + a»= - r ln ( t - ° ~  >

2я
72 С xcosnx 

•> а ± bcosx

о
2л

74. I* — l l jl
J  ‘- 2в

х sin nx dx 2л Г.
\a~" — a”) ln ( l  — « - ')  +

■dx
b cos 2x 2 Г  a2 — 6*

76.

77-

78.

2acosx+ aa 

sin bx

dx = л 1 — a - '
2 (1 — a)*

л 1+ а - 2а,Ь1+| 
2a cos x-fa1 2 (1 — a2) (1 — a)dx

79. „  am + a [M+i_ 2  _
"2 (1 — e2) ( l  —a)

[*)

n—I 1
v  a * —a*

' Z l  Л - *  |

[{iei>!}: 2- 3- - }  

Dei > i»;> 

II  в i < ;*;?•

[ Г С П  - •  ’• *■ •■•]•

|0 < a < 1; Ь ф 0, I, 2, ...)•

[a> 1; ЬфО, I, J ,  ...J-

j.5.161 
4Лr  sir_________

80- l  и  — 2u cos x±a-)n 
b 1

2.5. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 419

sin (mx/2) dx _

81. \ ( ,g ' '' *  C ^ l  +  ^  a)'  ^ I T  2a сов 2* -t-u* ™

-< -«- £  ('+**"<“*-•> П
^ | e | ^ l ;  - l - « < R e t i < l ;  * = ( J } ] *

с X-* (tg'lw  V
82- J  ( l — 2acos2x +  a; )«fl \sin xf X 2 ; I — fla i5*71 “  • '

СИ

s .  ? «
tgx

■dX:

84.

a-b&cosfec 2) Ф —Ь*

x-i sinsm+i x

tie | 11-

[* = 2. 4; |o |> |6  Ц. 

|fc =  2, 4; |в|<|611.

2acosx +  a2

k=0

fie P X’1 sin2'’11'1 x cos'1 x . ______________Jw!____________x
• j  ( I — 2a cos x-(-as)v 2'1+l (2m +  n + 1)1 (1 + a)*v

I- l)* (2 m  +  2n — 2 *- И )!! v,
x  2  — w ^ k ) \ --------- *

k~ 0

X (2m + 2* - l) ! !* f ,^ m  +  n - *  +  3/2. v; 2m +  n +  2; (1 ^ r ]  0*l*U- 

dx л l +  a g ™87. f _________ I
j  1 — 2a co2acoscx +  a2 *2 +  z3 2* (I — a2) I — as1

Ь  ~ » « t

88. f  1 dx _________ ЯД «n cy__________
J  T — 2a cos cx + a- x ^ y 2 — У | l - a * | < l- 2acoscy-fa*)

le, i/>0; lol^tlj-
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С06&Х dx Я е*Ь* + да± *<*—«*

12.5.17.

1— 2acosor+aJ Jt5-f га 2z (1 — a2) 1— аг1

cos bx________ dx
2acoscx+e- x2-y-

я  11 —a* | sin 6y + 2a~ U>+c)Jc Sln ^  
2y\\— a*| 1 — 2acoscy+a*

0, I* x sin bx dx я  e-bt-a<^blc
J  1— 2aa »cx + a *  дс*+г* ~  2 (1— e r « ) ( l  —e<«)

[ ,  b.ReOO;
во

92 f  *  bx____ dx_ _ _ я  a~t Ь/c— cos by ( | \
.* 1 — 2acos;x+a- x-—y- 2 j 1—a-j 1 — 2acoscy +  e* |вг/

со
I* 1 — cos ax sina$

M - j  T ^ - y )  ^  =  —  [o>0; lmy —0).
— OO

2.5.17. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  (acOsx +  6 sin x+c)£. 
a

cosx+tg a sin x cosx tg а *П 1 C0S a 1
о
я/2

г. i ----------
J  cosx +  tg

dx / я
+  tg a sin x sin x ^  + aj In ! sin [e> 0J.

„ I* A cos x+  В  sin x j Л6 — Ba , (a +  ft)s , Aa + Bb я
3- 3 ^ osx +  fesinx ** =  2 (a* +  6*) Ы - 2 * -  + - *Т ь*- Т

Л/4
. t* cosx— sinx . я  , „  О
4- )  Ŵ x + s in x ** —  1n 2~ T -  

0
Я/4

»• j= IT S7 C .T *- !Fi ‘,,+«{l>-

15.171 2.5. ТРИ ГО НО М ЕТРИ ЧЕСКИЕ ФУНКЦИ И

xtgx dx _ я  я  In 2
cosx+sin x cosx 4 8 2

6
Я/4

xdx
(a cosx+ 6 sin x)'- а* +  62 а | 2  4 (аг +  6; ) (а +  6)

[
„  (* cos X T  sin X я  . n _9. \ x ------- :— dx= + -r In 2 — G.,j cos x J :  sin x 4

о
Я/2

6'
я/2

0
Я/2

I0. (  ------xdx t . , " | n 2 ± C.1 (cos x ±  sin x) sin x 4

r  ]  (в
xdx

cosx+ 6 sinx)| sin 2x

v k X ^ Y  у + * ) + агс‘в ( ] / " ? -  *) -  arc,g ?]

tb j <si| 
Я/2

U  У (О

A- dx Л*. .. -■ - - -"r̂ y*
(sin x+ cos x) | sin 2x 4 1 2

xdx I
cos x +  6 sin x)- a- + К +5)

я/2
14. \J  (a cos x

sin»*-1 xcosv*1 x
in jrUl+V dx;+  б sin

П(М- v)
avWl [a, 6, Re u.

15. j  (acosx + b sin x)" Jx  = l+ *2 1)Л 2л (о- +  Ь-)п'*.

2л 

,6- 1 ;
dx 2л sgn a

у а +  i6 cos x +  ic sin x J a2 +  b-+ c'1

17. =0
OO

**• I  —  sin4 x (cos ax +  sin ax) dx =*

r- nя  У 2

[в, 6>0J.

i. *>ov

I. 6 > 01.

Re v> 0 J.

[аф 01.

[a> л].
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2.5.18. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  (aco62x + 6 sin2x+c)-».
Я/4 

■1ь
__________х sin х dx_________
(a* cos3 х+  b- sin® x) V cos 2x

arccos b\ я ,  . /я  , arccos b\
T  \~8------ 2 J /Г аП ( e + — 2— )

2. I  _________ * L _ _  =  /
(a2 cos2 x +  62 sin2 x)" "

0
/ = J L  I  _ J L  1 \ » _  31 /3 . 2 , 3 \
1 2a6 ’ 1 4ab\a^+ b1)^ 3 I6ab\e* +  a262 +  b*)'

1 M 5 I 3 , з , 5\
4 32a6 \o* ^  a*b* ^  a26* ^  6«У*

я/2
1 cos2nx dx _  /2n\ (62 — a2)"
.) (a2cos2x + 62 sin2 х)',+1 ~  \ л /  (2e6)2,»1‘ Л

[о*+М = |]. 

|а. t > 0].

о
я /2

[о. 6> 0).

iо
я/2

(a2 cos2 х + Ь2 sin2 x)**TVdx В (ц, v) [в. Ь. Reji, Rev>0].

5 I* cosP*2"  x cos px dx у  (2n-k\  /p+ft- П
)  (a2 cos2 x+ b2 sin2 x)*11 ’ ^   ̂ n j\  ft J  (2a p

fcP-J

Я/2
в. I* ____1 !!!

.) a- cos2 x
x sin 2x dx

* = o

0 
Я/2

b

+  62 sin2x a2— ft2 26 

cos цх cos»1 x
cos*x+62 sin2 x 2a (a +  6)»1 

I* sir
3 °!
j  ________ xctgx

0
я/2
l* sin |ix cos**'1 x sin x

s
Я/2

8‘ '  2 cos2 x +  62 sin2 x dX 26 (a + 6)**

6
я/2

10.

a2 cos2 x— (— 1 )* 62 sin2 x 2*a2 

xsin xdx

dx = J ^  ln °*  +  6*6*

*+> (a+6y>* 
(a , 6>0; p > — 2n— IJ.

la. 6> 0J. 

(a. b> 0; i»>— IJ. 

[a. b, u > OJ- 

[a. 4 >  0; k=  I или .’)•

t' xsin xdx 
,] a2cos2x —62 sin2x =

CO

•--- — — У  ------ ---- sin [~(2ft+ 1) arcsin —  1 |a, 6><4-6^a2 + 62 ^ o(2*+l)2 K«2+62J

.
Я/2

J.5.18 J

l — ^ r ^ l 2 \f"

2.5. ТРИ ГО НО М ЕТРИ ЧЕСКИЕ ФУНКЦИ И

r _ £ 2 ^ tf, „  М Ы , ( Ы ± = » ! _ ) '
J  1 — 62 sin2 x 2 r  1 — 6* \ 6 /6'
Я/2

i2- a A cos2 x + B  sin2x . _  j t _  f A 8 \ 
(a2 cos2 x +  62 sin2 x)2 Л — 4a6 \a2 62 )

sin 2x . я  }  1+ 6— 1 x ...............~ dx —,3‘ ' ( l + 6 sin*x)*“ ~ 26 1+6 
0 
Я/2
f  *  sin 2x . я
J  (a2cos2x + 62sin2x)2 X ~2ab*(a+b)
6
Я/2

x cos® x dx
^  ^ sin x (a2 cos2 x + 62 sin2 x)2 2a*

Я/2
С _„cosx(1 — a* +  sin2 J 

l6- J  ---(a- '-c^-x )~

__î  + ± у4a* ‘ a

17 f j j n / A , "  „ d g / I
.1 a + 6 cos2x К  ab f  о

V a  + V  16

!а‘ 1п( ,+  б )  4as (в +  6)

я 2 , 4 V  sin [(2* + 1) arcsin a]  
(2*+1 )'■к —0

18.

19.

2 }r \ab\ ,П } ri- V \ b t

xdx я*
cos2 x+ b- sin* x — 2a6 

x sin 2x dx. 2л In
a +  6

cos2x + 62 sin2x a2 — 62 2a

21. ( _ £
J  a2-

22.

23.

dx я*
j' a* — cos2x 2a j  a2 — 1

f  xcos xdx _  4 V I sir 
•1 a2—cos2x K l — a* (2A + 1)2

^ sin ((2ft +  1) агссо» a) 

k =  o

24‘

(161 < Il

ia. *>0].

[a. 6>0J. 

[a, b >0].

llal < l|. 

[a. 6 >0J. 

[a>—6> 0J. 

la. 6>0J.

[a. 6>0J.

n « i > l l .

l la l  < IJ.  

[|a|<U.

423



2.5.18. И н т е г р а л ы , с о д е р ж а щ и е  (асоь2х + Ь sin2x+ c)‘ ".
Я/4

I  I* _________ х sin х dx____________
j* (a* cos2 х-f b2 sin1 x) V cos 2x

51 in m  f я  arccos b\ n . . f n , arccos b\
= 7T COS U --- 2 j "  У  ,n an ( 8 + — Г " )

T

*22 ГЛАВА В10РАЯ. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 12.5.18.

2. dx
(a2 cos2 x+й- sin2 x)4 =  /„

T
3- J0

я 2 

0
Я /2

/ = » —  / _  11 / 1 . 1 \ , я  / 3 , 2 , 3 \  
, , - 2a*’ 4аЬ \a* b*)' '* = Ш ь \ * + W  + &)•

1 Л ( 5 I 3 , 3  , 5\
4 32o6 \a« ^  a<6* ^  a2J>» ^  fc«7*

^  ( У - а У  дcos 2nx dx
(a2 cos2 x + 62 sin2 x)"+1 

sin2***1 xcos2V_,x

(2ab)*^ [a, &>0],

dx = В (Ц, v) [a. b. Re|i. Re v> 0).(a3cos2x+  b2 sin2 x)**

5 I* cosPf2"xcos pxdx у  (2n — k\ (p + k— 1\
£ (a2 cos2 x + 62 sin2 x)n ' 1 ' n )\  k )  (2o p

I

fcP-i
*+1 (e +  6)P'» 

la, 6> 0; p>— 2л— 1].

X sin 2x dx
"  ln.e+&e2 cos1 x + b2 sin2 x a2 —b2 2b

f  cos цх cos»» x Д
,1 a2cos2x + 62 sin2 x X ~  2a (a+ 6)^

я/2
8 I* sin (ixcost*-1 xsinx

J  a2 cos2x + 62 sin2x * 
о
Я/2

9 I* ________ *ctgx________
,J a2 cos2 x— (— I)* 62 sin2 x “ *  2*a2 
о
я/2

10 i* x sin x dx
J  a2cos2x —62sin2x —

la. 6> 0].
0
Я/2

2i  (a + by 

dx я  ]n a* +  6»
t*

(a, *> 0; ц>—1].

Io. 6, ц > 0].

[a, b> 0; k— 1 пли

bV a2 + b* LdQ(2k+\)2
sin I (2* + 1) arcsin ■> Л— 1 (a. 6> 0J-

Va* + b* J

J.5-18 1

Я/2
f  _со» 2лх— dx*>* -fc^===f 
j) 1 — 62 sin2 x 2  ̂ 1 — fr* \
Я/2
Г /4cos3x + fl sin2x

T
irJ

2.5. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

1 _ | / Г Г б 2  \*Л

О
Я/2

. ____М  , В \
(a2 cos2 х -f bs sin1 x)1 л ~4а&\а2 b2)

sin 2x , я  }  I -f b — I x  ̂ dx —
о
Я/2

(I +  ft sin2 x)2 

x sin 2x

2b 1 +  6

dx = -
6
Я/2

15. i  -j ^,1 sin x (a

nr

4

cos2 x+b2 sin2 x)2 2ab2 (a +  6) 

x cos3 x dx
2 cos2 x + 62 sin2 x)2 2 a*!o*ln ( ,+  & ) 4o* (a + 6)

,e. * jc;c o s x (l- a 3+ ,in3x )efx:
(a2 —cos2x)2

л2̂ _4 у  sin [(2k + 1) arcsin a]
' ~  4a* ~a Zd (2 k + \f-

17 f .x s in x jx _ =  я  arcte t / A  
.1 a +6 cos2 x Г  об r  a

18.

я
19. )■

Я

20.
61,
я

21.
}

22.
я

23. \•J0
я

24. j•1
0

я 1п V^a+ K l_fej 
2? T ^ T  Г о - K f fc ]
xdx я1

: cos2 x+fe- sin2 x 2a* 

x sin 2xdx. 2я
a2 cos2 x+ 62 sin2 x a2 — 62 

xdx я*

In a + 6 
2a

cdx
-cos2x V 1=  2— as Ld

p sin [ (2 * +  1) arccota)

* = o
(2Л + 1)2

l i* I  <  Il

ia. *> 01. 

[ft > - l| .  

[a. 6> 0J. 

[a, b >0].

[!« l< l|. 

[a, * >01. 

(a > —6>0|. 

la . 6> 0J.

[a. 6>0].

11*1 >H- 

0*1 <4- 

0*1 <IJ.

IleK H -
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25. =2.1 In [2(1 — а34-а Vat1— 1)]

f  x2 sin 2x я1 Va*— 1 —а
3 (а2— cos2 л)" 2 в (а*— 1> 
о
л
I* . 1 —es4-(2as— 1) sin2x . . . . . .  ,ч,

27- ---- J - a ^ x ) * ---- Л - »  In [4(1-в*)]
о

28. «=2л In [2 ( l —а! +  | а | Vd*—T)]

424 ГЛАВА ВТОРАЯ. О П РЕД ЕЛ ЕН Н Ы Е ИНТЕГРАЛЫ

I* . cos х (а3 — 1 — sins х) . я  . I — а
29' \ Х' --- (О» — ~ dX =  — 1П

О
а 1 4-a

я  б*™-»

COS" Jt)1

J~“ 1 sin x cos__________  _____________
x a3 cos2 x 4-ft2 sin2 x — 2a (a + ft)2'"

dx

Ilo :^|J. 

IIе I н IJ.

12 5.1*

[a, 6>0; я = 2т нлн 2m—IJ.

. J sin* Jt  cosf x 
‘ '  jt a2 cos2 x 4-ft2 sin2 x cos 2*

= /*.i le. »>0J.

'2aft ft2 4-a
L / i , i = / i . » .  
i*» 2а a3 4-ft3, /*•« — 2ft в* 4-ft**

7  J ____________dx___________________ -nsh 2z_______ /ft _  a  _  2 \
\ x3 4-г1 a3 cos2 x 4- 6s sin2 Jt — 4г (ft3 sh2 г — в2 ch2 г) \ a b sh 2г /

(a. ft. Re г > 0; lln^o/ftj.

i* _________x sin 2Jt dx_________ __ __________ я _________ /ft — а .Д
]  (x2 4-г3) (a2 cos2 x 4-ft2 sin3 x) 2 (ft2 sh2 г — a2 ch2 г) \ft 4- а )

[o, ft, Re»><4-

;in* x cos' x dx /*•'4- ft2 sin2 x)m x m

l\' *—4 ’ — 2дЬ' ,3' " ,%i °  2ft (а 4- fc) ’ 2а (u 4- ’
/I. « _  /I. -i =  -* = _ 4 T,

2b (a 4-6)
J L .  =  *  За44-2a-b-4-

я  301 + я а34-3*>*
/1 — Л  =16 * * '  16 o»ft> *

.. . я  5a»4-3a«ft34-3a3ft*4-5ft» я  5в* +  2 а ^  + £ .
*1 “ 32-------- Ш -------- ’ * * “ 32 e W

=  л  5 ^ !± ft:  I.. .-/■■■. - я  Q44-2a-624-5fcl 
*« 1 .42 Я1*7 » * * 32 /iJA4 •
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32 a’ftJ

4 * 32 a1*4 * '• 32"S t* - *

a’W

p 1 (1 — cosx) cos' x dx j 
35- \ x (a2 cos2 x-f ft2 sin2 x)m sin x — "• 

6
[«. t>ej.

I. =  .я_ ii _  я  _ i _  t« _  я  a8 4~ft*
* 2aft’ 1 2aa + b’ 1 4 a ’ft* *

. , _ _ я _  я  За* 4- 2a2ft2 4- 3ft* я  a2+ 3ft*
#* 4a:,ft ’ * 16 (fib* * * ~  16 asftJ *

fl _  я  a* 4- 2a3ft3 4- 5ft* „  я  a- 4- 5ft1 
* 32 a'bi • 32 a;ftJ '

2.5.19. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  (acos2x4-ft sin2x4-c)1/*.
a

'■ t -. ’ Sill

dx
— -7—  In I tg я  — 2a

J  sin x tg3 a cos2 x — sin2 x 2t g a 

AC sin X dx
J cos2 X у  tg2 a cos3 x — sin2'x  4 cos a

a
i‘ x sin x dt л  a
J  cos3 x V sin2 a — sin2 x

“■ ■ sin 
cos2 в 2

a
x sin x dx

(1 — cos a)

|e>CJ.

j' (I — sin2 b sin2 x) У sin2 a — sin2 x

= (2 cos ft V T ^  sin2 ft sin2 a )-« я  ln ^-*-0+ / 1  ~  Г  ^  « [e>CJ.
2 cus a cos2 (ft/2) 1 h

(o. ft><4* Цв| <n/2J.
5. Г x cos xdx я  .

J  ■p'rj-j— — =  - In (I 4- cos a) jf r d n 3x — sm2a 2
Я/4

в. f ----- ^ginxdx ! Г / я  V T - я  1
• cos x ( cos2 x 4* Л3 sin2 x 1— A2 [   ̂4 J  2 ^2(1 4-*2) J

nn 1

7* j  0  ~ Li { c « 3 * ) ’ 1 2 ^  =  С*)4' 1 К ( K 14-*12)  [0< *< li
ЯП
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dx
ft2 sin2 x

= 2)AI — ft2 — 2E (ft) +  K (A) 10 ̂   ̂I J.

12-5.1»,

10. dx,

™ T  § F  [ t  {ft's} + * ' *  <*) -  2 0  + * '1) E (*)1 [0<* < I; It' = ГГГ*7|.
я/2 ___________

II. jj соз2лхр1 — ft* sin* xdx =»

Я/2

. / _ iu . t i "  V  (2*» +  2/—3)(l (2я-+2/— 1)11 /l:\in\4
1 *Д  Л(*« + /)1----------Ы

,2- У ' л З * г , - > « - » Т = Ч
Я/2

, ,  (* дг sin 2jc . I13. \ --7-. -dx=- [я -  2E (ft)| 
j' F I- f t * c o s *x  ft* 1

Я/2 oo
14. I* - C08 2nx , п . "  V  1(2я + 2/— l)!lp / ft V 

^ > I — ft*sin*x  2 ^  /! (2л+  /)( \ 2 /
,tnV

15. dx
.) (cosx/ V \cosx/ I  p i  _ 4* eintx

=  2 (ft')*!® (sin 2P V 1—Л '*8т*р )_1/*х

х [ г ‘ _ K W £ (P- * ' ) - E (* ) f (P ,  ft') +  K (ft)F (P, ft')]

• < *< *  . - - . т = т  «- (!)]•
Я

16. J sin nx (\r \ ft* cos*x)—1 dx=0 10< * < 1; *=.2, 4, 6. ...> 
0

17. = 1  (!_*!)+>* r / - J L  JL j. , , n n ft* \
"  \ 2 ’ 2 1 '  +  2 ’ T *  f t* ^ f j

[0 < ft< l;  n = l. 3. 6. —I-2Я
is. J cosЯХ( P i  —ft*cos2x )-1 dx=0 10< *< 1; /1- 1. ». s.

19. я (л —3)fl ft" r - M  /_п^ 1  n + , V
(л/2)! t "  — I/ 2 1 \ 2 4 2 •« +  !.* - ]

10 <  ft <  I; я — 2, 4, 6,

*5.19-1
2.5. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

■ ЛЛ2К (ft)

2, { . , J UnX— dX: 
2Ь }  p |  — ft* sin2x 

0

(— 1)" ЛЯ ]n 1-ft
2k 1 + *

ь

«• {¥(-** С Т Г Л-К<*>0

- }% ж(‘+ е э т — й «(^-

■ ф - О + С Э Г * - M n )

*■ У т к « - > -
/, = /, = ft-2 [E  (ft)-ft J K (ft)],

/3=/1==3 i*-i [(2— 3ft2) ft'2 К (ft) —2 (ft'2 —ft2) E (ft)].
OO

29. f  sin x cos”  x . f
}  xVT=k4&-x dx~ Jn

J l = J t- k i\ K(ft)-E(ft)l,
./,= i 4 = 3- >ft-4 1(2 +ft2) К (ft) -  2 (1 + ft2) E (ft)J.

[0<»<1J.

[•<*<1|.

[•<*<1; f = 1. 2J.

[0<* < IJ.

427

№<*<1)1

I f -  I. 2; 0 < ft< l).

I/-I. ту.

I0<* < 1; ft'=/T^T*],

10<ft<l].

I f - I .  2).

j  7  »'n* X cos- X Jl -  ft* (cŜ * }2j ' 1 2 dx = [(1 + ft'*) E (ft) -  2ft *K (ft)]

I f - 1,2; 0<ft<1; ft' = / !—*«].
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[О <*<!].

м- j  « T T ^ fe *  “ <iIK (t,- E (Ч1

37. F  с«* 2х tg * ( t  -  ft. ( sin d x = + '  f f  < * )- (!- * * ) К (*м 
j) * \ Icos2*/ У - f t* \ E (f t )- K (f t )  I

38. f  “ £ £ а £ - * - К 2Г к Ш - е Ш 1 .
,) x F I  + «ta*2* [  \Г2/ U  2/J

, Q 1* I fs in 'x tg r  \ f  /cosjt\*\-«/*
39- ^  (cos* x tg (*/2) / \ (sin xf  ) dX =

0

=  3jr [(2 ± 3**)A', K ( * ) - 2 (f t '* - *• )£ (*)] [о<*<1: *’ = »ТЛП-

[0<»<U-
09

41. \  ~ ^ ^ J 3J = d x =  —  ((2 — *=) E (*) — 2(1 —*2) K(ft)| [0<*<•!•
•> * M - f t J sm52* ЗЛг» v

«• j  а л - . » ) - « < « ]

[Re г > 0: 0 < »< ‘*

43. Г ------ -/dr.-  д  — c t h e l l , ft\ [0< *< I; Re*>w
J  I —ft5sinsx г \2 sh'-г /

J.5 2' I

44 f  ----- = Ch г [ к  (ft) -  П ( j*, j - , k ]  [0 < k < I ; Re i  > 0].
3 (JC*-t-г*>r  I —*4 a n 2*  L I 2 sh*zо

.. л / » I®0 ism (*•*+c)iv2 5.20. И н т е г р а л ы  от Л (jcH } J  '  ; ,‘ •э-г v Icos ал) Icos (bx -f- c)J *
jsinaxV1 /cos (*j:+ c)|v

^ Icos axf \sin (йдс+с)/
a

I. \ <” п<1ф 1 (/- о с )- Ф »  (/)) -  сое t [Ф , ( t- ac )-  Ф2 (/)]},
о

(/) =  t~l cos / +  si (/), Ф 2 (/)= /-> sin t — ci (/)
| l = c (2 +  n); a, c > 0 ;  |» г д л |< л ) .
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I* xdx —
*" \ COSXCOS (a — x) ~  sin a 

0
--- т—  In cos a 0 < a < я/2].

3. f  r i n ^ x c o s [ a ( | - x ) ] ^  = 2.->r[^ aJ ^ + +a)f '  »*] lRe„> 0

Л
4. I  s in "1 xcos (m (a — ,t)] l i t  =  — ---- —

S 2"->лВГ
я cos [m (а — л/2)]

1 /I — tit ~j~ 1
•)

[/>>m; т . n =  I. 2. 3, ...J.

s. J ” £ 3 * .

Ic= a!Va1 f  6*J- 

W  — bh cos c\6- |  [o + fr  сое (с - х )Г  (d + ft cob йх<=2л y = = =  p v ^ d ~ b h am c ĵ

[« = VV-iJ) W'-/|«); |6 | <а; |Л|<а).00
7. i va-i /s>n (*Jt+c)\ . . . (sin (с-(-ал/2)|

}  (cos (бл + с ) } ^ - *  (a) Icos (c+ ал/2)I l6>a‘ °< Kea< |J- 
00

8. \ ra -i Sl*i (ла/2 — bx) n ( ла \f  ̂ -- d*= — 2 &  cos  ̂ 2- — byj I;/. 6>0j o<a<2j.

2-5-2t. И н т е г р а л ы  от |si"  (вД  ̂+  ̂ + с ) \
1 + 0 1сов(в*Р +  6д*+с)/*

*• J  *°sin ( « i- 2 e x )dj( =  l ^ J ) ! ! ! . {S i (e )_ „ lC2(a) +  SS(a))j
о <L

[0 = 0 или I] a > 0].
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2. £ 1  sin (ах--Чах) dx= i  si (в) +  - J [1 - C  (a )- S (a )J

12.5 гг. 

[e^ej.

le^OJ.

4. If isin(ax*T2ax)rfx = |  [ i- C ^ (a )- S * (a )T C (a )+ S (a ) I  ja^o]. 
6

.. J  - * » » n

[ f=  — -r 2̂ + 1 -та о, 6. p. 7> oJ.

00 г  -1“ jsin (ах* + 2йх+е)т . - ./ я / в ш Л  г * . в с - 6 «  я^Л
7- )  {coe(a**-|-26x+-)» Г  a lc o s i )  L T  + —в e>°j-

S. (  Si"  ‘  ^  -  со» а  ̂ у Т + ^
J  x у— 00

2.5.22. И н т е г р а л ы от х* { * "  ахР„ sin Ьх\ , х* ( sil Icos ахР cos bxf' \_сс

(a>0) Im y = OJ.

sin axP cos bx' 
cos axP sin bx

Обозначение: 6 =
}•

o '

> sin bxdx-

-  т/ i  17“ *  c ( ~ \  »  f™  s ( '? '\ l
r  2a L\sin [6V(40)j/ \4a J  -  \cos lft*/(4a)]/ \4a j j

J  (cos ax5/

» --(«+*'/*r /5L±J\/cos и* -'*> л/4*\ F  « ± 1  . 1  1  5 _____*
2 \ 2 Д й т [(1 - в )я / 4 )/ ,р ,у 4 • 4 ’ 2* 4 ’ 4 '  64a*/
Л _ ( м , /, „ / « + 3 \ ( С0, [ ( 1+ а) я/4П P / 5 + a  3 +  a  3 5 7 ____ * J\

12 V 2 / \sin [(1 -f- а) л/4]/ *^*\ 4 * 4 * 2 ’ 4 * 4 '  64a I
la. b>Oi - l- 2 e < R e ® < 21-

*• J * {” 2} *s* ̂ - s Y i ~ £)

4

2-5-22. J 2.5. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

[о. »>0*

[в. »> 0 J.

431

j  «-u  {£ £ } *

S- 1( { ™ Э с“ 6' л - г > /Г- * (с“ Гг,:йля )

а~°/а p / a \ /sin («л/4Л - /2+ a a 1 1 3 b* \ —
*  2 \ 2 у (cos (ал/4)/2 3\ 4 * 4 : 2 * 4 ’ 4 ’ G4a* )  +

. . .\/сов(ая/4П / a  2 + « . 3 3 5 . й* \
* T a Г ^ 2 + % ш (а л / 4 )К Ч  + 4~'“ Т “ 1Т , Т > Т ’ _ &4^]

[a. b>Oi — 2 6< Rea< 2 ).

} cos bxdx=
' • | « 0

■i^^ieSS5a>45)*C:S15S8*№Il
1 f  ̂ C S5  -*•— ’ т / I  t t : } (£)

9- I* х|/г cos ax* /sin *■*! d t______я  т»/*Г|5ш 1(6*-ла)/(8а)П  , /йМУ  Wto)*— 57f(7j 1\сс.И*+яф(ва)]Г±««(*/
Ic= (&* —Л0)/(8а); в, &>«).

+

cos [(6s — ла)/(8а)Ц 
sin [(й*+ла)/(8а))

lee
u

10.

\\, / *2Y|r ±3/4\5rJJ
f  ~  Sin ax* cos b x d x J^  [ s  ( £ ) - C  ( ~ )  +  VnS sin

[o. 6>0J.

[o. 6>0J.

11. f  /*in a3x1 sin 6x\ я  й Г .  . . . .  , Л
 ̂ \сов а>х» cos bxj ba У  За [  ^  + ^  + “  1/3 (C*J

т  1с -  ЯЬМ1{30)Щ а.Ъ>  о].

- У ^ [ С Э е« *Й З в"]*
* У ^ [ С Э с«*й:Э*«]

о>Oj <( = с—~Ь‘ Л= 7 Т б ]*
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[с =  6 > 0; а > oj.

ГЛАВА ВТОРАЯ. О П РЕД ЕЛЕН Н Ы Е ИНТЕГРАЛЫ 12-5.23.
1.5-Я-1

2.5. ТРИГОНО МЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

_  1 1 Г  л Г а'  г  ( а'\  — /сов [ ° !/(2с)П С (<£Х]13. =  2 у  -  [cos ^  С l$in [aV(2c)lj [  2с) ]

14. С jc'1 * sin (2а Vx) cos cx **} dx =•

15.

[*>6>0; «>0;

_  _! i / j l Г/сов l«V(2r)n c  f sin s  f — VI
2 I С [(sin [а*/(2с)|| \2 с/ ‘ 2c \2c/J

lc = fr>0< a>0J.
CO

16. ^ x-11 cos (2a \f x) sin cx dx =■

=  ]  ] / " 2 l ^ 6 j (COS d -  Sin 6’‘ T  2 V  W T F ) (C0S'1 ± Sin H) 
[e>ft>0; a >0, * = r |V J-

I !  /"n  / a* • <** \
•7. = *  4 V  ~c \C0S 2c — sm 2c)

OO

18.  ̂ x"l/* cos (2a I х x) cos cx ^  dx =•

[ft =  e> 0 ; a> 0 J.

V 5 f T 5 < “ *  *  * « +  j  V l p r s j < ‘ in  ̂*  * *

[•
|& = с>0; e>0|.1 1 / ’ я /  аг _  . e* \

19- - т У т К т ш г )
. ,  . fsin (ax + ft/x))2.5.23. И н т е г р а л ы  от A (x) | cos (дх +  ̂  j .

Обозначение: 6 = .

f  y S rC C JS 3 *- * (fr  ," ' ' w''M-r'" lw”1
14ц=* — I - 2 * — 2ft. 4 v= .3 + ia-2 fl; e> 0; —l<Re<*<*r

[a > OJ.

433

-2  / e f t

[Re*> —•>_ l !  а>01'

r  ('sin (ax+fl/Jf) sin (ax-e/xtt _dx_ _  я  fsin (—2a) 1 
s- )  (cos (ax+ а/х) сев (ax—a/x)f 1 тx* 4 (exp(—2e)/

?  . fsin (ax + ft/*)) _  я / 6 \o * /сое (ая/2)) r /„ i/~n  , л / ш
4-  ̂ *•” \cos(ax+ft/x)J 2 \ a / {sin (ал/2)) ty « (2 * o6)J

0

' ,-1/1 /«to (“ + */ * )}rfjc = i / j L / sinfl
(cos (ax-j-ft/x)/ r a (coscj

. fsin (ex + ft/x)\ . i  А л  /sinc)
(cos(ax +  i/ x ) r X“ K  У  (cosс/

'  -i /sin (ах-Ых) 1 л _ 2 /М «/*/Л . («л/2)1 ,
^  (cos(ах —ft/x)) dx~ 2\ a )  ( cos (ая/2)} (2 * ab)

s. f x-M («,n; « - ^ n d x = i A f e- ;J  (cos (ax—b/x)f } 2 a

». f  x s 2/sin (ax_6/x)\ rfx=+ l / i T p - 2 ^У  (сое (ax— ft/x) j 2b

t )

h  *• Re^ ° ! e *= {i}]

2-5.24. И н т е г р а л ы  от x> fsi"  {a,x) sin bX\ x° fSi"  (a/x) cos Ajrl (cos (a/x) cos ftx/ ’ (cos (a/x) sin ftx/ ’
CO

I. i xa-i fsin (a/x) sin bx\
J* (cos (а/x) cos ftxj л =

«, J / «  No/» |
4 \*/ S i  (ал/2)" ['-L* aft) -(- 2л-1 sin anKa (2 | ̂ aft)]

[oft >  0) | Re a  I <  1 + fl; * = { ^ } | .  

)  * {cos (a/x) Z  ftx} dx=± 2 K« (2 +  Л'о (2 Taft) lo. ft > 0J.

[a, ft>0: I R e a l < I J .  

I« = 2 Yab + Я/4; a. 6 > 0].

[ f= 2  Yab +  Я/4) a, ft> 0 ).

[a, *> 0 ; |R e a |< I J .

[a, 6 > 0 J.

[e, ft>0J.

[e. 6>0J.
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[о. 6>0].

I". t>Cj.

J  (cos (a/x) cos bxf

^  2b Ŝin (2 K oS) —cos{2Vab) ± e~ ‘2̂ ^>\

4. f  x‘ 3/* I s'"  {a,x) Sin bx\ dx =.£  (cos (a/x) cos bx f

=  ± l } //^ l sin (2 Vab) — cos (2 Vab) ± e ~ 2

5. J  (sin (a/x) cos bx)
0

■= ^ ( f  )а/2̂ 0б(1 л/2) ^ а ^ )+  J-* (2 ± 2л' ‘ sin азх (2 /aft)]
lo. b>0; |Rea|<lJ.

в. W * ) bx\ dx=.
J  I  sin (a/x) сов bxf

■= у  j / ^ ^  [sin (2 / a i )  +  cos (2 /a b ) _t е-2)/а4] fa, i>>0].

2.5.25. И н т е г р а л ы  от Л (x) ( sin K al ~ sin
' W s K ^ T P J c o s i x / ’

>i(x)(sin5: y ? £ 5 coe6x) .
Icos (c j/ a2 dt Xs) sin bx)

* .
1. f  sin (c / a 1 —x3) cos bx dx =  - -t ac ■ ■■ J .  (a Vb* +  <?) 

j  2 Vb"-+c* ’

(в. 6>С].

n i sin (с V a 1—x1) . .2. \ ---—----z-rr-t-cos bxdx=
I (ar — x2)

" % Y t  J V i [ 1  < » '* + * - * > ]  ' t «  [2  ( K c M ^ + t ) ]

3. i C0s ^  j^ ?__ x’  ̂cos bx dx=— J a(a V  b- +ca)
J  V a1—x* 2

(o> 0].

[a > °J- 

I a>®>

' cos (c V a ! — x*) , .— 5 ’ cos bx dx =

jj.25.1 2.5. ТРИГОНО МЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 435

Jcos(c l  a2 — j
(a2— x2)3 4 

0
*= ( t )  V + c 2- 6 )j j_ l/t (v ft* +c*+ft)J [в >01-

a ____ _________
5. j Vo" — x: cos (с Va- — x2) cos bx dx =

~ f  ̂  ['• ̂  Г 5 Ч ? ) +« . r  *+«■'* (a

. f  cos(c Va* — X-) L j 
f-)  а , ш ‘ ~

= ( у  )3/* y-l/‘ [  2 (Vb- +C* -  c) j  /1/4 (Kfrt+C* + 0 ]  [a > OJ.

_ Г sin (с \rx- + y') . n .7. \ ---- sin cxdx — - sin cy
J  xV x*+ y* 2y

J (x*+v2)- 
0

(C. if >01.

[6 > tf > OJ.

i k s »  >»]■

sin (с / x 2-f-</;) 
l*г + Уг)

cos bx dx ■■10. f  * ! l i l  
0J  ^

=  (  2 ) S/I Vb  /-1/4[ I  ( c - V t t ) ]  J v t  [ I  (c +  V * = & ) ]

OO ____  ____
I I  I* sin (e ) лх2 +  у") cos bx ifr_  я e'ab sin (c 1ry- — a*)

* J» (x *+ a*)/ i*+ 7  X _ 2a

[f> t> 0 ; #>0J.

[6> e> 0 ; в. »> 0; а фу]. 

[6 > c>  0; a =u>  0J.

13.

=  jic (2a)-»e-e*

?  ^  c o ^ c / F + 7 * )  rsin 6Л dx= * e - ° b  cos (c 
eJ  x* + e* \cosftx/ 2al‘e

[fr> с >0; a, j> 0 ;  в =  | ^
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1=5.Ч

14. 4" х~1/г cos (с V х* +  У1) fsin
У х* + у* Icos bxj

“  " Т  V^T J±  w*[ 2 (c-Kc*-6*)] Kjy, [ ;  (c + V^rr^l

,s- Г£2т Ш г)и*‘' л-'<«,' ^ з>
ViOj.

=  — ”  Y»(yV е* — **) l*>6>«;

2.5.26. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е

Обозначение: б = j . 

я/4
1. j  t « f * x d * - l p ( ! i ± i )

о

f  t i t l T !  /  м + " y - 1

J  4 (In 4) j L  /и —2A— 1

(Rcn>-i).

* = 0

Я/4
H i n a

3. Jj x tgm xdx= I „

. О я  , „  , /In 2 , n* n\ . я  1 . я  . „  G
1 = 2 — "8 *'---2~ 32 4/’ *“ T _ _ 2 +  a In 2 — 2 •
Я/4 oo

5* 2 \ 4 / J* 1 42*-1 (я + 2А)

s. T * - c t g x d * - L W [ i -  у  — SLee— 1
J  2 \ 4 / [̂  /» " | 4 (n+2A)J
Я/1

6. ^ x c tg x d x = y  ln 2 + ®  .

я/3 ’ ,

о

8. I— J
J  \ 2/ L n * " 4*(« + 2*)J

jJ.26-1
*/l xdx = — Л In 2.
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я '2
9. I* xclgxdr -  In 2. 10.  ̂ *|g

B f

11. f  -*  -  i r - 2 -  <* ± »/*л sgn *. 
0
Я/4

* f * 'С :У *-Ч £»№ ) (Reu>— I].

0
я/4

l5> J  cos 2x 2 8
о
я  n

(2с = (ц+ '’)д: Reu<l; Re (u + v) > I — ft).

lR e u > - l | .

"(•* . fsin 2x) ._____ лц /sin (<in/2)W
14.  ̂ W  x (сое 2x/ 2 (cos (цл/2)/

0

я .  f  
о

(2c = (u + v) я:

Г ' tg*1 (x/2) . _  1 /4" 10» +2)/3| — f  1(Ц+ D/3I\
J  Т Т Л п х  3 (ti Hit + 2)/3J 4-P [(H+ D/3|J 
0
я/2

17 С *8W (*/2)
* J  I+cos (In In) sin x о

- * 4 ™  2  <- • » *-  % "  [* (I± £ H ) ^  № ) ]*=o
I'-f

'*■ - i s i s '  2  * “ " [« (“ И (= *-*)1* = 0
[/ -f л = 0, 2, 4, ...; m = l. 2. 3, ...J.

я/2
li ctS x cosV J x sin vx dx =  л/2 о

Я/2
21. I* _«ctgx . л , „  

g cos i t  "х=ж 4 ,n2*

[/ + Л -1 . 3. 5. ...1.

(R e u < l+ 6 ; R e (u + v )> l) .

[Rev>OJ.
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5.J

« К  R
1* c tg i» - » x . я
J  sin2 х 2|л cos (цл/2)
О

2 3  Г * ____________ xdx_____________ 321/Зя»
‘ J  (tg ^ x + lM a n x c o ^ x )1'3 4 '

24 'У  x (tg x )W *  0.и . , я а/>Л  <7 1
J  (tgVje-f-1)27 cos* де р lfl +  1/2J  b>4.
0
a

25 i‘ *<g*_____________ dx=x
)  У  tg  a a  —  tg2 jc (tg- г» —  tg2 jc) cos2 x

_____ я ______Г , cos 6 я"1
2У tg*b— tg2a L  8 V/8in (b — a) sin (6 + a) 2 J  1°< в<&<я/Ч-

26. j ^ r d xx2 +  г* 2г cos (цл/2) th »аг la. Иег>0; |R«|t|<|).

„  I* x itgax ) . _ я  ( th a ? l _
j  х2+ г2 IctgaxJ X ~~ 2 {clhazj »*>0Vо
ee

28. ^ х-гя sin ^-'х cos (2n -  1) x tg x dx= ( - 1)" ! 2=«*»л | Е гп \
0
oo

29. J  x n sinSm x cos 2mx tg xdx = 0

|n = i, 2. 3. 

I»= I, 2, 3...... 2m+IJ.

30. Jj x "  sin2'"-1 xcos2/nx tg xdx = 0 |n = l. 2. 3...... 2/Я).

2.5.27. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  т р и г о н о м е т р и ч е с к и е  
ф у н к ц и и  от т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  ф ун к ци й .

Обозначение: 6= |д |.
П/2

isin (2я + 1)х\^___я
|«ж2ях

, Г /sin (a sin х) sin (2я + 1) х\ . я  , .
J  (cos (a sin х) cos 2пх 1 — 2 1л+* ^  11 »rg о <*1-

л/2
0 I* (sin (acosx)) . .
2- )  {cos (a cos jc)) COS

=  ± /eos (6л/2)1 F /6 +  1. , , 6 + в . . « - f t
b \1 — b2)  (sin (ftn/2)J 1 *\ 2 ’ ’’ 2 ’ 2 ’ •* /

■s
f  fsin(«n«in*) cos*) t / Гш1) +  (± 1 )!1 » [Л -1.-2. 3. ...,.

4. ) * (sin (ПЛ cos x) sin x) 2л £л

[Rev>0; |arg*!<Jtl.

2.5. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

Я/2
5. $ sin (г tg x -  vx) sinv‘ 2 xdx= 9  

0
mn I

6.  ̂ cos(ztgx— ye) cos' xdx = лг 2 p (l+ (v+ T)/2 ) ^v/>. 4v+i)/t ^

[ 9 *  (Rev> — I; iarg*;<*; v + v ^ —2 . —4, —6. ...J
Я/2

7. J  C06(ztgx+Vx)c0sv xrfx = 2 v ‘ле’* [Rev> - I; |arg*|<nl. 
0
*a

8. f  cos (г tg X — XX) C0SV * X dx =  j r ^ r  [Rev>l; | a r j r K * J .
s
Я12

9. f  sin(n tg Х + vx) x dx=  [Rev>0; л —I, 2. 3. . . J .  
0

Я/2

10 С *j** x — ях) +  sin nx co&n-i x j x =  n  (|arg*|<n; n « l ,  2 , 3 , ...J.

U r

"• f  4" (■ *» *> [I”  Э  dx = 2 cos ~  {“ %  »(а) 
о 

"• ] «•11» *  *> С  *9 *  —24 ™ ?■ С  ! Э s- *w
*  JC S S ^ S * - 11

л
U I- fsin (vx —a sinx)\ _  IE v (a)\ 

j5 \cos (vx—a sin x)f U v (a) J ’
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Л

17. \ cos (пх — а sin дг) d x = n J„ (а), 
о
п
(* /sin (ecos х)\ .

,8- \ w sm nxdx=0.,1 (cos (a cos дг) J 
—л

,9. f  / и л _ 2л | Л  (m ,2)|
Icos (о cosx)/ (cos (пл/2)/ " '  '

2.5.28. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  х’1 и т р и г о н о м е т р и ч е с к и е  
ф у н к ц и и  от т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  ф у н к ц и й .  

я/2

'• J  * { 2 1  S  tgx) 4 e °  lC + ln <*> *  Ei < - ^ 1  l » 4 .
0
Я/2

2. j  x c c . ( a t g x )^  = - - * E j ( - « )
0
Л/2

3. i  x sin (a ctg x) ^ ~ e~ *-sin2 x 2a l«>q.

4.  ̂x cos (ял cos x) sin x dx= So „я . 
о
n

5. ^ x sin (пл cos x) sin x dx = ^  [(— 1)" — У, (пл)) 
о
ОО

6. f  7  *n (a tg x ){coM d x = * ( l  _*-<•}
0

7. J I  » (,lg,) (l+a)r° )f)
OO

8. J* 1  sin (a tg x) tg x (  ** * }  dx= »  * - 
0

9. J l  sin <« tg x) ctg x { ,  ™ ‘j  dx= *  ( 1 -e-  )
CO

.0. j l c o s ( a ,g x ){tgt^ ;2) }d x = ^ 0

In = I, 2. 3, ...J.

[а>0].

la>0J-

(a>0J-

1 в>®^

[a>CJ.

441

CO

12. 1 x sin (a tg= x) =  J  [exp ( -  a th г )- e» ]  Ie_ Rti>0J> 
0
oo •

13. J  cos(atg2x ) c o s x ~ ^ j=  J[ch ?e .x p (- a th r )- « - a s h .’ )
О

2.5.29.] 2.5. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

. .  С _C08(etgsx) dx я  „  .
14 }  X “ sin 2x х* +  г* =  2Ж &  0xp (- e ,h 2 )0

CO

15.  ̂ x сов (в tg* X) tg x [«-a ch г -exp ( -  а 1к,2) sh ?J 
0

OO

16. j  Xcos (a tg- X) ctg 2*x |  (cth 2*г exp ( -  a th г )- e-«)

|*=1 пли 2; о, Иег> 0].
2.5.29. И н т е г р а л ы , с о д е р ж а щ и е  р а з н о с т и  т р и г о н о м е т 

р и ч е ск и х  и а л г е б р а и ч е с к и х  ф ун к ц и й .

Ха, Re г>0]. 

p . R e ^ X J J .

[а, Rci>C].

(в. Ь>С].

[e>CJ.

, Г I — cos bx ,
*• \ ------- dx= C+ ln  (ab) —ci (ab)

о

CO J
4- i xa-i(cos-n bx— ])dx =  2-2n У л  г>-а (2-01гГ a/2 1 V  (л ~  *)~° 

j* L («-a )/2 j Ld  *1 (2я-*)1
k = 0

№>0; — 2<Rca<0; я *  I. 2. 3. ...Ioo J

k = 0
oo

в. i’ x* — sin" x
Г  J  xan  — J a

l*> 0; 0<Rea<l; я=|, 2, 3. ...J.

l«= J. 2. 3.
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[(я — D/2J
1?S.28.

2я (П +  1)|

. п . п .  13 , 7  
i 4 • ■'* з *  * — 32л * 4 — 15 я *

_ Г / сое дг — I 1 \ dx С 3
’ J \  ** 2 (14-х)/ "jf = 2 4 *

О

о

*• ? Н - н Ы ? ~ ' с 2].

"• / ( - « * - * ) т £ » - * Г Й 1

Г2. Т & - K * x d x ~ $ ln 2 + % ..) cos 2х 8 2

Я/2 Я/1

|5- j  » ■ ) '

. Г Ь ^ £ л _ ^ “ 1! г л . с + |„(а»)

«

• Jо
а

Я/2
’ 4х- cos у 4-(я  — г) х 

ып х dx =  r.s In 2.

15,

. совах—cos 6х .  , &16. \ ----------- dx= 1п —И  Я  а
о

С совах—со*Ьх . я  . .
— •----  2'1 ^

{в, 6>0].

[в. »>0].

[а. *>«]•

, 8 j  _  Ж - 1И f r - 1) H jtn Ь_

о
[о, 6 > 0 ; л - 1. 2. 3. ..-J-

f  sin^ax — sinM bx . (2n — 1)!! , b ,  ,
J ------5----- * —  L^ i) T - ln a “ • *>Q; “ - L *• - J-19.

глго-t

U. *> 0J.
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0
00 .

i

’ cos ax — cos bx 
- ««+ ■ )

°  M=  I [ c i  (яг) cos az 4-si (ог) sin az — ci (bz) cos bz — si (Ьг) sin fc*4- In — J
la, 6 > 0; |агвг|<я).

» .  f  [(Ь- a ) z+e-b‘ - e - °‘ ] I|>. b. R « > 0).
OO

) '
OO
I* cos ax sin ox яг °*  г-»1/2 
^  Jt* 1'2 (х2-Ьг2) zV  2

и. f  !* *= *£ » £ < ,- J1

[Re2>0. а> 0].

I
• it /  2я  «j л |3___i j _________^

—g— t J *ss ■Ч— 4 * A  j5»

y j= j- in 3 4 - y t ^•“ зг» ^*= 40 'n To*

25.

e n-i «I/  ̂/
J ' =  T92n’ У'  = Ш - Т Т 2 0 1п3* 2560Я’

OO ,

S3 — 4 sin - ax . . , 1 n 2 »л >. л, ---- -----sin2 ax dx■  [e>oj.

a\  dx /exp (— a)\26. I cos ax J ;  COS — I t----- = л < . >J  \ x / i i  x3 I  sm a /
a
Я/4

27. (  *  (^ 2 ~ - l) .  
j) (sin 2x) ' 2 ^ 2

Я/4

28-

Cp n П Г  n
•* С -i- 2  a*cosi>*x<tr=— ^  a * ln 6* I ^ 2  ° * =0 Г

л* V . 4=1 L * = 10 * = 1

30 у сое" ах cos (anx) -  cos" bx coe (fenx) ^  ^-n) )„  L

(a, t> 0. /i— l, 2, 3. ...].
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со

Г. (sin х—хспеху* . . .31. \ '---- — -----sinbxdx— 1"п

I l-ft=! . 1+ft , Ь
[(>>01,

12.5.3*

1п Г Г З б Т + 2  {Ьф" '  '• !*=- Ifc

4 6 ( , - у )  16<Ч* /{=■-§•
ft. 14 — ft* | , 2-ft*

8 4 ft* +  ft( 4-ft*) 1 ^ 2,:

/•= 3 (2 —6») [ft<21, /|— --g- [ft=*2J, /1 = 0 [6> 21;

„  ft (ft*-6) .  ft* , 1 , ft +  2 ft 
* 24 |4 — ft*j 6 | ft—21 6 f6* 2*1

^4= 3 (In 2— I) [ft = 2J; /г=^6(&»-126+1С) [*<21.

/*— 0 |65. 2|;
F . _  ** /ол ft* , 4 -5ft* 2 + ft , 122 +  ft*
/‘ - 4вО(2 0 -6  ) ,П уТ=У*] +  — 60~ ln l 2^ftT +  <’ ~ W “  [6- J b

' 5 = 3 0 ~ |85 ,n2 l& = 2,; ^ = 2Ш ( 192* - 8063+ 3064- ^ )  1*< 2J.

/? =  ^  (ft>2j.
OO
I* (sin x —xcosx)" . . . »  .. „32. I ----- —j----- cos ftx dx = У" 16>0J.

d

У» ° °  2 ln 1 ! + ft +> / i =  £ ( , -ft*) I6<4*

j ',= 0  [ft>l|; y j = _- ^ ft  (*< 21. J*  =  0 lb> 2f.

J l= ^ T^ ln]4=Wl -  J  [ft* 2J: y5 = 5(*S_W, + 4)
/ !- 0  Ю .1  y . _ ^ „ 2 - » 4 l n i T ^ 1- f l ni4 ± | 1 +  S ± ^  (•*«•

/S" | 52 - 4 ln 2  “ - 4 -

2.5.30. И н т е г р а л ы  от r f J  ( sin .(cos ftx)
["/21

I. J  erP* sin’  xdx =  pl *) n\ J  | [p* +  (2A + 2X)*] , X

(р* + 4Я*)(р* + 4(Л+1)*) ... (р*-М (*-И -^12/ Г ["Л1
с | |- р » е 1<|Я', ^ |+  ^  — (2* + » ) l

5.S.30.)

Я/2

2.5. ТРИГОНО МЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

[п/21

445

.  ( g-Px cos" xdx = pl a-nl ]  | [p* + <2ft + 2X)*J >x 
F  )  *= оо

xfc-«
Г ["/2J

■_ ,)" ^ + ^ [ . +  V  (pi + 4Xi) (p, +  4 % . > y  + 4 a - f .- , ) * ) |

[ {w o .2- * i i i  6 ; . " } : '— « 4
,-лр, 2

i j , A * s m x d x  2V ( v + J ) B J 1 + ip + lt  l _ ! £ + 1 j

«• )*е" “ С « } <1х=л {I)®-—

lRev> — 1}.

0
л т

5. $ e-PXsin"xd* = n!p1 *, [ l - ( -  1 )* " «-«"Ч  [  | [p* + (2A + 2X)=]-*

я (т  b 1/2)
6. \ e-P* cosn x dx = 

n/2
["/21

=  n\e~pnJ2 (— p)1-** {exp [— т л  (p + 2iX)J — J } | |  ip* + (2/ + 2X)-’] ‘

'- « " I -
a> (n/2]
У r W  *X dx= Anle-P** j ]  [p* +  (2* + 2A)=)-»x

p* + 4X* . [p*+4X*]|p* + (2X + 2)*|
■2X)( + (4 +  2А)!

|p* +  4X*]|p*-K2X +  2)*) -  |p* + (n-2)*| 
л! ]} 

00

*• J  e“p■,гsm*ftx(^x=2ftsp-, (p*-(-4ft*)-* lRep>2|ln)J)l).

10 Г 1я/2)1 e - p x  sinn ftxdx =  ft"pi-*>.n| J “J  [p* +  fts (2A +  2>.)*)-*

[ f i : f
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е~Р* cos" bxdx

и п - ч т
, 21-я V  ( п) Р ■ « + ( - 1)" I

£d \к/ P2 +  (n-2k)-b-  "г  2 * ~2*р 44[Rep>n| Im61; n = i, 2, 3. j

2.5.31. И н т е г р а л ы  от )fie~P* /S*n .Icos 6x|
Обозначение: 6 = |^ |.

я /2 д
f  А„е-Р,  («п  я  djc= Р 1а +  ( - Р )^ - рл/21
.1 Icosxl '  r dp" L l+ p *  J

*• j т а -

»■ f — Р * - < ^ [^ + '> +Г^ }]Я/2

4- J

=  - ^ 4 r (a + 6>*F i — + * ; 6+ ~ ;  -  — W — fsin 4P \ 2 2 2 psy +  \cosfJ
[c=a arctg(6/p); R es> —6; Rc p>| lm!> |J-

5. j  x"£rP* л . _ / _  .чя ftV - e 

[|n + l - 6)/2]

2
fe=0 .

CO
6. J  xne~Px sin bxdx =  l n

s. f a  * - ( - , ) •  - £ - £ ?  _J  Icos 6x| '  dp* ps+ 6*
l(n + l - 6)/2]

[Rep>|Im6 I: л=~ — I, 0. I. 2. 3. 4b

/ - « w »  6 I b . 2pb , 26{3p*-6s) 
-* g p * °  &2 +  p: . ; i (pt +  frtp - 7* -  ( P  +  p=)* 1

24 ft -<5p‘ -10p=62 +  6‘).
246p(p* — 6г)

* (Ь*+Р*)' * , ‘ - (Ь2 +  р*)%

7. J xne~P* cos bxdx = J n 
о

[R e p > llm6 ’̂

1 J3 2 ]
„  p s _ fts 2p(p=-36*)

y + 6*- <6*+p*)3> (6»+p*)» ’
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x-zne-P* an bxdx = У 2 л  (K p J + 62- p ) 1 /2
J

.. f  W { s t 3  "■ V T | r ( ^ ^ ) ,s

[Rep>| Imb J.

[Re p> | lm (|].

(sin bx\n 
cos6x)
Г(я —1)/2]

2* = 0

IW-1W4 . . . .
2»-T (a) ^  (:F 0 l4/2,~ ft ( j )  l*s ( n - ^ + p * ) ^ / 2 j “  * } +

"•  i

• г-р-» sin" bxdx =1"

+  l+i-2 .!>■ r w i r t f a )
[f=aarctg|* (n — 2*)/p]; Rea>—в; Rep>n I ImbtJ.

[Re p> n\ Im il; m < n; m, n = 1, 2. 3, ...],

у?я-  -  4Г '  2 (-  *>* ( ? ) ln [pS+4 (n ~ *)s 6:1 ~ 2 _гл (2” ) ln p>
* = 0

72»+l ^  ( -  1)»(2,,+  ’)  arete [ £  (2n—2fc-f 1>],
* = 0

/i =  a rc tg £ , / f = l l n ( l + ^ ) ,

/,* =  4 arctg In ( l + - ^ ) .

2.5.32. И н т е г р а л ы  от >4 <jc) I s1"  *■*}.
(cos bx I

Обозначение: 6 = Я1

** \ V a 1— x1e~P* i s'n bx\ dx - 
_ a Icos bx j

i*a»
"~2~ < [a (P-  <6)1 т  ; 0 [a (p + .6)]} [a, Rep>0; |argft|<nl.
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l i

(2.S.33.

2.  ̂ х\га?-хс* (ГР* £*} dx = у  а» { [а (р -  fft)| Т  /, [а (р +- ift)|}

[о. Re р > 0: !ar*6 |^ „ ,

3  ̂ e-pv sin bxdx= (-  1)" ftp-"-» V  ( _  I)fr (  (лг)
5 *=o

[Re p> | Im 6 ; |»гва|<я^

[p>0; агигКл/»).• I4. I ^ L c o s  p x d x - ^ e - " ^X« + Z‘

' sin pi/ (*• P>0|.
r* xe-P* . я  „„  .

5- ) > T T ^ rcos^ rfjc = - SU1
o
я /2

6. i  e'P* sin*1 xcosv xdx=2  i‘ v_l X  
о

х { ^ « , - . - о п в ( г = 5 = 1 , i+ e = £ ± r : _ , ) +

+ ^ i , + . « » ( » = 5 = l ,  „ + | ) л ( _ , .  £ = | = i ;1+ £ ± f i r l : _ , ) )

[Rep. Rev>—1|.

. , (sin OXW« (sin ftxlv ...2.5.33. И н т е г р а л ы  от xaePx { > ! . > , JPeP* sm»1 ax cos' bx. r (cos ax] Icos bx)
я /2

I. J  c/(**+v)^sin11 1 xcoev 'x </х = еЯ|Ц/2В (ц, v) =

e2i-i—V«wi П iFl(,_ Vf |+ц:_ 1Н-±,Р|(1-|». I; |+v; - I)}
IReH. Rev>0(.

Я n ie 7U (p—\)/2

2. j^ s in n - ix cosv ix rfx-  y l v .,| lB ^  + v - P > H - v  + P , 7 y X

X ^ ( i - v .  ^ P + i ;  i + i ^ ± £ ;  - i )  i * * »  * ''> «■

3. f  e P* sin*,_txcos xdx = ------— —r  iRcn>e*
}  0 . - + Л  B ( l ± a , l f )

4.  ̂ e-*,v sin" ax dx =»

2 -/«-s /1 - б  + л Д „
2— Л‘) \  „ 2

[  b-\-ip +  па 
2 
+ 1 )  * < - • ” (

a. b. Rep>0: в=\о/Г

I

2.5. ТРИГОНО МЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

f  их " n6jci r  - 1 I *  ^  +  /С— ft — «>\]
^ - ^ - 2 : ^  2c j * [ 2c J J

5 (6. Rep>0: сфо].

I - ( - I V  »
2 P

(Rep>0J.

4(9

я — I
7 . ( ^ c o s ( 2n + l ) x t g x d x = ^ t l T F + ( - l )'.2  V

1 p S + (a  +  ft)*8.  ̂ ‘ «-** sin ax sin ftx dx = * ln у  +  (д _

9 i J L  f-p-t sin ax sin bx dx =
5 *

a , 2/>ft . ft
= о arc>g . ... ~i~ + ■> arc,g

2pa

ft—0
[Rep>0J.

[Rep>; Ima; + | Im b |J.

+  J>
p* +  a2- ft3 T  2 6 p* +  ft3— a3 ^  4 p3 +  (a +  ft)*

[Rep>  | lmal +| Imftij.
OO
С I 1 2op f 0 )10. \ -  e~P* sin ax cos bx dx =  ̂  arctg -p-;~  +  { n/2J

[R ep > |lm a |+ |Im *|;

2.5.34. И н т е г р а л ы  от x41/? («*•*) .

Обозначение: 6 = Oj’

f  * *  * Г Si* i uj\ | t p

3 i = q T V  ■ dx
(sin ftx) 
(cos ftx] 1 ц * - е т +

- i ) }

2. i‘ J i n ftx _  J  я
j* e° j :+ l  X ~  2b ~  2ash(fta/u)

[Rea>  —*; Rea>|tm6|l.

[Rea > limb I).

f l

•О А. П. Прудников и др.
(R e o > l—6; Rea > 1 Im 6 ! ].
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, f  sin ЬХ . Л  .. &Л 14. I ——— г  ах = cth — —  „г-.1 еах— 1 2a a lb
о
оо

х cos bx , _ 1 _____ л*__
j  е°х — 1 X==t 2b* 2a2 sh2 (bn/a)
0

6. f ^ i * , _ i [ € + e , t ( j t  » ) ]  
0

e  a x

,} (e“ x+  1)2 
0

cos bx dx = nft
2аг sh (ft л/2)

( -  «)*

12 5.34. 

IReei> | lm b

lRea>| 1т6|1>

[Rea> 2 1 |m6 ц.

[Ree>] Im MJ.

e . j  [» ( » ,  £ ? ) , . ( » ,  £ ± » ) ]  
0 /J

IRea > 0; Re p> | Im ft]; Re0> — 6J.

„  i* sin ftx , 1 f . f a +  ib\ ( a — ib \ 1
3 I* * —* *  2i ( a - c )  \ e - c  [  a - с  ) J

oo I  sin bx \ 
f  |jcco s6x ) ,

'• I  emcx___e im 2>CX

= (- i ) «
г̂я+1-в

dbin+i-6

[max (Rea, Rec)>| Im6|].

[<m —0/2J
J L  /th (fr31'(2c)] \ ____L  /o\ _  V
4c \cth [Ьл/(2с)]) 2ft IU  Zd b1 -f c- (2k — 2X)*

[*• г :::)]•

' f - r i s  {« ” !}• - r c + m r i . — » k

______________n_____________ [cos ал sh Ьл\
1 1 sin2 ал ch2 ft.n -|-cos2a.T sh- ft л ( sin ал ch ft.tj ’

sin2 ал ch3 ftn+ cos2 ал sh2 йл
, , j sin ал ch ft.ill 

[cos ал sh Ьл) J  ’

, (cos ал sh Ьл 1 
(sin (—ал) ch Ьл]

i t = T = r k n- 1- a ) I t - i * b,J - l]  i— *•3- 4" " y

2.5.35.
«Г «о Т
I . i  *~х ssn <sin * )dx = — th 2 

0

2.5. ТРИГОНО МЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИгл.зб1 — -
5. И н т е г р а л ы  от / (х, епх, sin Ьх, cos ftx).

451

[Rep>|Im b J. 

[Rep>| Im b I].

2 . i V ^ i s in  ftx;dx = - ^ - ^ c th  f b-
i
CO

« ( |  +  -J +  2 J-, '+ - 5 — - £ ) ]

[2 Re p > Re v Imft|J.

5 Г ____ê l ___ dX = - ? - \ - '—  + 2 У.) cha±cosx sho p2 +  l ^  Ps-t-A2о L * = 1 J
Я/2

- Г (e1* cos x)* +  (e~ix sin x)n . _  n / ft 
p  J  a* ax? x +  b- sin2 x X ~ ab [ a+ft /

яГ1
7.  ̂ г<р.г cosn-i x (a V v +  b°-eix)v dx 

—n/2

[a. Re p> 0J.

la. b> 01-

лc*vF ( — v, (ц-fv T p - D / 2 ;  (ц- v  ± p+l)/2; (a2/62) v ’) 
2 *- V B ((± p  +  n - v + l)/ 2 . (v +  |i + (i+ l)/2) 

[c=m.x«,. Кец> 0;

[«> !]•

n

\ (a-f-cosx)v einxdx = — ——  (a'-— n v/2 P n f ------- \
Л  (v + 1 )n

2.5.36. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  “ /S’n bx\ .
(cos ftx)

Означение: ®=^q|*

J * -" '  £  Э  ■“ - V i  '-“ im t  ‘ r,'j/(2 K5>1}

, + . д .

r<«+3)./2^ ~  rsec(a.n/2) \ ^ ,/2 / ft1 \| _  / ft „  / ft M  
(eosec (ал/2)} a exP (  & / {  “ ‘ Ч  ( f i a )  ]

t * ,  [Ree>0: R e a > —6].

(Rco>0J.
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lRea>oj.

Г:.5.1в.

j Э * “

5. Г  { л  “ )  Л ,
.1 Icos bx)

 ̂Hin\6( MV 4a \2Ta)
[Rea>0; M i}}

6. \ — е~°х' sin bxdx — я erf ' ———'j 
2 V 2 У a J

I Rc а > OJ.
oo

» ]4 < -

7. +  £ ) « l  |»,.>4.

»• -C3*-
- w \  h m -  ш *  - и -  ( Ш

9.

i*r (a) /c*-
2 (2a)a/2 ' \

exp:

fsin;*u-|cos ft*j

[Rea>0; Rea>-®J-

10. V дк

*  »-»>“ » [*  (t t t ) } + " S r
[Rea> 01-

2.5. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 453

Г r (l.t l>/2 e fsin ft*) .
II. Г  ~jpZ£^t |cosbxf ™

0

. ^ ^ • 1  ± «-* erf ( z Y ^ - b )  -«*< erf (г -f— W 2 *П1 
4 L \ 2 У a )  V I 2a (chft*(|

IRea. Re/>0|.

13. \ x eax' tg cx dx — Ca У ~  V  ( _  l)*  k exp ( -

L  Г e~ax' dx__________ 1 i  f h \ \  , у  ! k* \ +
V "  J  1 — 2ccos*+c* j l — c*| Г a I 2 r  _  eXf\  2a ) C 

0 L *= l

2.5.37. И н т е г р а л ы  от /“ П b*\.(cos bx)

[Rea > 0].

[Rc(c«/a)' 0|.

[«•о» {:,> !)}

Обозначение: б = :i-

-  «в (  J ) ’ /2 [exp ( — «а  (2еЯ1/4 IЦ )  T  exp KrjL (2Г  *"« ) rqb) |
[t, Re»>0: Ree< IJ.

• » « *  ч  £ 3 * -
■ (V /2 [ ( 0  +  <*Г“ /2  K<* (2 K<7 / p  -f eft) T  (P -  (ft) * ® 72 /(a (2 V *  > ^ W f t ) ]

(Rep.> Im i.; Re<j>U|.

' H
fsin bx\ ,  Л »  2/,-f+ fsin (2г_ >'*)l 
[cos ft*/ J  <? lcos(2*_Ko)<.(2  z.V q V

[2г\  = Y p ' + b‘ X P; Rep>]Imfc;; Ref> 0 ].

4. i  х~1Пе- р х - ф  fsin ft*)
j’ Vos ft*/ dx-

l /  л - 2Г?г+ I .  /sin (2г_ ) "<?)) Гсгв (2г 1 <?))] 
г рг +  Ьг I U o r(2*_ Uin (2г_ I q) 4

[ * Л  вКр * + 6*J.p; Rep> Imftl; Re$>o|.

-
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L a  . e* p ( - p / F  + *j)
Xs-j- Z*

sin bxdx = J а

12 5 4^ 

[6, Rер, Re*>0;
o' »

4. \ X1 " ,— - y 4 ^ E 5 ^  COS bx dx = l a [6. Rea, Rep. Re^OJ.

/2л+1 =  ( - 1)л J S -  [/Со (г » 7 * + * )]-

5. J  x° ■ ( * * + J )  (*’ +  *=)a/1 1 exp(^ 6 } ^ + ? )  g j  £ }  dxa  
0
/ 2 \a-i/2 't + 1/2 „  Г a  4-6/2 “I „

“ ( у )  * [(5+ l)/2 — a  J <*+I/2  ̂  ̂ [Re at > — 6; Л, Re2>0J.

.. J  e g  «-

Jft, Rep, Re*>0; 6 = toil*
2.5.40. И н те r p а л ы, с о д е р ж а щ и е  п о к а з а т е л ь н у ю  ф у н к 

цию от п о к а з а т е л ь н о й  и т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  функций
(sin 6*|
(cos bx j "

I. I  exp (ax-e*) { “  £ }  d*_| Г (a +  ib) | { £ * }

[<р =  агК Г ( а + Я > ) ,  «rgT ( » ) - - < I11 R e e > I  • e H ) ’

я /2

2.  ̂ xe2 sm r cos x dx = -  (ch г — /#(*)! [ ] argz|<n] .
-Л/2

3. Jj e* cos* cos nx dx =  л/„ (г) 
о
Л

4. хе*с05 * sin xdx = j  [/„ (г) - r * \

5. е1г cos х cos nx dx = inn J„  (г) 
О

(I ar̂  г | <я1- 

P ,rg i|< ^  

tl «r«Z i < «J*

j.5.41 I

6.

2.5. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

f  « " *  sin'- 1 xdx = К л  ( у ) * - 1»* Г  (-?-] V l ) / l  (*) 
о

7 f e± ««*-**>"'>d ir - n | Jv (г) ± iEv (г)]
о

8. J  je,4<v” ,)Jr — **ln*l_^<KV+ i)* - is im ji dx

[Rev> 0; |аггг|<л].

I  arJ * i  <л].

457

2л [ j v (z)-f iEv (?)] (I argi 1 < л].

dx
9‘ j  1 — c.xp(— 0 — 16 cos x — ic sinx) ‘ Л ^  C kaJ» (k ) b--j-c-)

— л * = 0

a  -  2л
[a, b, O O ). 

1!аггг|<л; n= 0, ± |. + 2,...).10. J ^ пх— алх'< Ь = Ъ и л (г)
а

со со
Н I* IP* — г5|п *> Wr— * I о V  Р I /*г\

J  р '  m m Pi + J-  k \ p )  lReP> 0; 1 « Ч * к л ] .
H r

л/2

12. I е+М1 -u)Jt-vctgjr 
J  sin5»* ло

я/2
13. f  J L " * ^ ___ (—I)*-» г Л »

J  sm!’,t ’xe* * ‘ '« * _ 1 2я +  1 \2' s (2/i — ]))

[* "Ш : « - ' . * . 3 . . . . ] .

tg*A Sin;in x dx V  я
00

к  Ч  и те r p а л ы, с о д e p ж а щ н e i4 (jt), с1 *■*», /s'n r* + "̂ "fh ,
... \cos (a x -+  6* ̂ ' +  <;)/'

^означение: 6 = ] 4 .
OO  ̂ ^

*• Г f-p.r|sin (ftjc+ 0 \ л___1 r /sin л  /cosc\\
I  (  Icos (6x-j-c)J p2 + b- \ (coscj {sin cf j  ‘

CO

2- f  * - p * f sm a [ * n ___ CP -  1 f sin а 1
I I  U'osa (xjj p{e'iP — 2ePcosa+1) UP — cos a/ [e. Rlp>0).

x coss X 2 *
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ОО

ч С /sin а l* l(  _________еР~ 1________/ 6 sin а I
3 (cos a [x]/ p(e*P—2beP cos a +  b*) \eP — b cosa(

[e > 0; b> l; Rep^|n6J

- j '-"{»:?/ * - Y l CK [ i - V I C3[i-e»]
lz-Р 'М Ы . b. Rcp>0J.

-  2 r b  [ -  < (t  + 5)1“ -  ( j f e  '■ " " )  *

T exp I' ( t +0] { v a  e“/’)} '*•
«■ J /!К(5)И*Ч£)&}]

[f = p«/<fi*) + я/8; b. Rep>0J.

»• j — e a - i + f  / f — { c s t i - e * ] *

*  { s m ! } [ i “ S w ] }  6. Rep>oj.

8. J ^  sin b *dx=  -J [ I - C ( * ) J  +  »  [ 4 - S W ] 2

[r-p»/(46): 6, Re p > 0).

9. f  *«-.e-p* /•»« (bx* + px)\ dx = Г Н  / _  2p*\ jsin (оя/2)1 / M  
J  (cos (ftx3-f px)f (2b)Oji ' P у b у \cos (ОЛ/2)/ a [y 'b )

[6 >C; Ree> — 6; |argp|<.1/<l-

j .5.42]
2.5. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

У  я  :

459

?  _ 1/2„ - />*-*/* ( sin (ftJC +  C/x)) ^  =  - 2MCOSM + B ) /*»П Л
13. \  x  L (cos (6x-f c/x)J r icos dj

6 , _______  _______
(d=  A + 2rs sin (>4 4- B), r=  j p» + 6>, s = J ««4-c»,

2/1 = arctg (fc/p). 2B = arctg (c/fl); Rep>|Imf> ; Re ̂  > j Im с J.

(* -SJt--px-9lx /Slrl (ft*+  £/•*)( j  _  1 Я — 2м cos (/1 + В) ( sin /)
14- \ v 1 (cos (ftx+c/x)j s (cos fj 

6
Ц — В  + 2rssin </t )-B>, r, s. Л, В  CM. 2.5.41.13; Rep>| Im ft ; Re « > | 1 m с

F  л -  «»•+ * +*»/sin <**+ 'H dx=
15- 3 (cos (<?*+/■)/

—  CO
____ [n/2]

(  1 V» 1 л /ft3 — 4ac — iy3 \ V  n*a
2о/ У  a eXp V 4a )  L i  (n -  2k)Tk\X  

k — 0
n — 2k

V  /n — 2k\ . . . fsin h\
*  —  [  i  )  4 [cos hf lh = r ~  ЬЧ/(2а) -  Л//2; Re a > 0].

/= 0

I6. f  ,-<«•+*+*> (sin OmJ  +  ̂  +  ' J  djc =
J  (cos (px- + <?x-f/•)/

— OO
/ я  PYn I a (ft3 -  4ac) -  (aq2 -  2b pq + 4cf3) ~\ 

V~a4rPi I 4 (a2 + p*)
v  /sin Г 1 arrto p P (<?* ~4pf) -  (У-р-  2abq + 4a3r) ]\ 

(cos (2  R a 4(a- + p3) J/

п7 '- +̂ С Э * л С З]*-т{!}

[Rea>0J.

,0- j  Xe_pJ(c L 6i  !Z $ dx— 4 ' V  i eXP ( - £ )  l6>0; 2.5.42. И н т е г р а л ы  от Л (х ).-р 4 5|п + ̂  + Ч
0 Щ ,  Icos Vox* + bx+c)

[с = 2 / 06 ; а, Ь > 0).

11.  ̂ х"-е рх [ sin (bx* _t рх) _t cos (bx* ±  px)] dx = 
и

=  2- 3/26“ 5/2 К л  (ft -  Ps) exp J -  j  [6 > 0; I агг p I < */«!•

[ А=*Т(а^+с=Г' +c* ± а ) 1/2' 20 = arctg (с/о) — Лс; * > 0; Reo>l lmf ]•

Обозначение: 6 =

'■ 3 ~Vr - .- = r cos (c v^a3 -  x2) dx =■
0 r •* r a3 —x3

■= -  - J / J v  [ j i/t (f+)  / 1/4 ( * _ ) - / _ , / 4  (*+) y -./4 ( г-)]
[2? = с i  V'c2 — p1; a, f> 0 ],

a

f  cos (c^ ° x —x*) dx = ne~ap/2J 0 Vc2 — p-j I«. c>° J



оо

J  х>е-Р*ш(с V **-<«*) *•+* <а ^ Р Ч ^ )

1*=0 или 1; а>0; Rep>[ Imc ]

Г  е Р* j  sin (с V V  —а2) \ .х ^
3 I х + а (cos (с У х2 — а-))

I ”  «*

ГЛАВА ВТОРАЯ. О П РЕД ЕЛ ЕН Н Ы Е ИНТЕГРАЛЫ  (2.5.42.

1 2 Гр'-+с*
(>Лрг+сг+ р ) 1/2 4 ехр (— а У 'р г + с-)

|а > 0; Re р> 11ш с J.

\ Г— —  COS (с ) гх-—а-) dx = ~ \ f— \ / ~ — Р- ■ с'  ехр (— а У  р* с-) 
И I  x — a г 2 К  рг + с*

[а>0; Rep>ilmc ).

( « + . ) - -  ( *  !с л -
J  Icos (с К *2—агл)

2 * •/* / д \
“  а у  с Г К̂ +  у  J V  1/4-а. 1/4 (г+) ^ а —1/4. +1/4 (г-)

[ * х -  a(/p*-ft* + р); а>0; Rep> |Im c ].

?  тт=£=—  ( ”  *  л . Ь 2 1 2 ^ « ь  w  (■» <">1J  M —e (*+ a ) |cos(c к  x2 — o=)| 12a t • )

[гY “ «(* p ' f f ' i p ) ;  o>0; Rep>|lm< ]•

I — Iе 1 (Ц) I CUI M
j '  (лг-a*)-' \cos (с V x2 — a2)] '  2

[ * i “  2 (^P1 f-c‘ ±p): a > 0; Rep>|
CO

\ ----e P ... . cos (с |г хг — a-) dx =  —J —  К\ц (*+) К 1/4 (г.)
N M - « ! У 2лра

[j_L = 2 e > °: Rep>| Imf j-

\ i ^?ZL ^ e-P*co$(cVx'--a’)dx = —  amp” j -  K m (а У р '+ с * )
I x3—a* (p2+c2) '-

[m = Q или 1; o>0; Rep>|lmrll*

^  (x + | \ ; - a ;)v У  (x I rx2 Q~)v g_px (sin (c 1 x2 - a !) j  ^  ^
3 У х *—О* (сое (с Ух* — a*) J

=  2av /Cv (a I  Ps +  c*) (d = v arctg (с/p); а >0; Rep>|ImfJ-

2.5 <2 I 2.5. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 401

f t  F  rP X  ( sin (b * ** + ггН dx
v *  ^ V x У  хг + г2 |cos (ft У x2 + г2))

[2^«_-=i(»/6, + P* i ft): Ke» >0: Rep> Imft ]
CD

(  e~P* sin (ft Y J*+ T z ) dx = - _*!___ eP"-Kl * У ^ + Ъ A
J  2» p* +  b* /

|Rep>, Im b ; arg*:<flj.
OP

14. i  —^  trP* cos (b Ух* + хг) dx =  
о l x

-  / !  У р% ^ ^ [ -  i  w  * + * - » }
(Ro p >  | Im b ja rg i|< n j.

,5. С Г ,Х  f«n ( b V ^ + ^ \  - 
I  I  v  х + г Icos (b ► х2 + хг)]

=  | / Г^ * в (КГр5+ 65+ р )Ш - в (р* + 6Т 1/2 ех р [-  * ( У р  + ь5 _ p) j
[R e p > |lm i ;; аг8г|<л].

4
16. х“ - ' ( х  + г)

_ a _ ,/ 2 t, - p J s i l l ( M / X2 +

(cos (b У x* f « Vf « ) J
2A + ,/2 / 6 \

=  ~ 7 J7 y  r  |^a+ — J e ^ ^ l / l - a ,  1/4 (г *) ^ a- l/4 . j  1/4 1*■)

^J_= 2 ( t T T l ’ ip ); 2 Rea> — в; Rop> | Imft ]; ,»tgz i< nj.

17. f  . ) ( - " ? < "- > 1
V X (x  + z) \cos(* ^ х ^ х г ) ]  h  I  1 1

^  = 2 P* + **1 Re P > I lm 6 i; art; г I < я j.
OO

18- f  д-^Г  —  cos (6 K i q ^ )  dx-e»**K0 {-  V P + b A  
ll M l '  х +  г \ 1 /

19.

[Rep> I Im ft J; I a r j i | < л].

f  (x2-j-хг)-3/4 e~px ( Sin ̂   ̂ Гг |̂ ix =  l / ~ еРгП&\ц (г *) 7» 1/4 (г-) 
j/ (cos (б У  x*+ xz)j r I

|i^_=»-J (V p’ + 6* I  p): Rep>| Im 6|; | arg г, < л|.



[rf = v arctg (ft/р); Rep> !Im ft; |arg*|<n].

2.5.43. И н т е г р а л ы  от Л (х) е1'х> [ sin X[^* fc ° ’| ! l .'  (cos [сх/(x* ±  a2)])
Обозначение: 6 = |^ j.

, l? * a~‘ ( _  b *  +  * \ /*> !«/(«*~ * !) 1\ -  
‘ ^ J a « - x * eXp\ a2 — x! / l cos \cxl (e* — •**) ]J

„  264 (2a-3)/4 j / j T r  (£L+e )  ( +  2aft)1'/« X

(/
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X D
V 4a26» +  c* +  2a6

’)  **a/2—1/4. +
/ К 4a26l +  c*—2aft

■)2a
[o. ft. о  Or. Rea> —в].

2. f  exp(--- *--Vsin [«/(**-«г)п
J  | х! - а !  V x2—а» у (сов (сх/(х2 —а2)]/

^  j/ с за/2+ 1/4-6 СХР (^ 7  j  Г  ^~ +  2 U J  (V  Ь* +  аЧ- + *)'/< х

..г, ( V  Y V+a'-c* + b\ „  ( у Ь* + а Ч г - ь )  
х и <х-1  у ~ / л> 1/4 —а/2, 1 1/4 \----- 2в2---- /

[a. ft. с >0; R e a < l+ 6J.

з. Г ехР f- 6 *±*' {sin ;-аз  ах=
)  У х *-a*  I х2 —a2 lcos [сх/(х* — а-)]/ 
в

= 2й*  (2“  + ‘>/4а* -  3/4с~ *Г [-■±^ ~ a "j (У Ш Ч Т *  + 2аЬУ' х

X О ^ У ^ ^ Щ У' Аа-Ь'г + с- — 2аЬ 
1/4-а/2, ± 1/4 2в

[a, ft. с>0; R ca< l+ 41-

4. Г схр ( -----l$in [«/(** +  **>П rfjt =
jl I  x i+г*  ̂ х2 + г2 У [cos [схДх’ +  г2)] j

- т ! И ^ ; г *
V.*! / * 4 К б * - А * \ .. I  b - V b '- c '- z l) 

1/4—в/2, ±1/4 ^---- 2р-----) М \Ц-<хП. X 1/4 у----- 2 ?---- I
- *- - -«—  — I -1. А1«

к Г ^  1 ехо * « *~ *М  /si"  !«/<** +  *!)] \ At _
f  J  У  хг + гг \ гг+ xs / (cos [сх/(х5 +  г2)| /

-  2 l/2 y i a ~ l/2r  /«±L\r fi= 2± tyc
У  ПС \  2  }  \  2- У

w / 2г6 +  К46*г2- с 2 \ ,, ( 2 гЬ- V *Ьггг - с Л  
X  «1/4- в л .  11/4 ' ------- £ ------- J Л«1/4_ а/2. ± 1/4! ------- 2i ------ )

I ft. с. Re* >0; — 6< Rea< I + 6].
2.5.44. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  п о к а з а т е л ь н у ю  и т р и г о 

н о м е т р и ч е с к и е  ф у н к ц и и  о т т р и г о н о м е т р и ч е с к и х ф у н к ц и й .
Обозначение: б = |^ |.
я /2

о
Л/2

•>«-<*о
л

A f  Г ( s *n  ( г  s *n  * )  s , n  » Я 2 Я д  ж*• J ег“* icos(zsinx)coenxj<,JC = ̂ r 1,вге*|<я: п-'’ *• 3’ -1'о
л

4. ^ “ “ 'cos (г sin х +  бх) dx = z~b sin (Ьл)у(Ь, z) Il*rg*|, |аггЫ<я].
б
я

5.  ̂ г̂соз г cos (г sin x-f x/2) dx= l/~  — erf (V z ) 
о ’ 2
л

6. I V  (cos ft* + cos cx) /sin (? Sl'n bx) sin (z sin cx)) _
i  J  \cos (г sin bx) cos (г sin cx)f

2,6+fl* +  Г0\*  v _____________________
2 £  Г  (1+6*) Г  (1 +c*) ^ \ л

16, с, k e i> 0 ;  — e < R e a < l + 41'

7. f  ггсо»д: fto (z Sin f L  dx = л sh г
.1 sin x0

я n~ 1 lt+I
8- f  e*COS)t cos (г sin x) 8™п27 ^ *  = л 1  (2*+1)1 

o fc=0
л

9- \ егс<их sin (г sin x) tg^* * dx= ±n  (1 -**)о

11 *ГК*!<л].

[|аггг|<л).

11*гг*!<л].
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10. i* £ 2 t< L ™ A .jx =  м ^ - с )  
•' cosx-|-c У с*— 1 l atg! lc;H

Г2.5Ц

** СО
• I к* jc o s* • / ? sin ftx . я  V  а*г**И. I с*™3'  sin (г sm х) т— К--------- - dx =  - > —

.’ 1— 2acosftx + as 2а ^  l'(*ft + l)
0 ft- l

1!»г«г*,Чл; вг<1,
я оо

I ,  I .cost / • ч 1—a cos ftx . Я V  акгкь
12. \ е cos (г sin х) j- - 2a cog ох +  а, “ х= 2 N  Г ^ Т Т )  +  Д

о *-1
[ arg*, !в|<гп

2л *•
13. \ ^accHx+bslnx (sin(pcosx + </sinx + nx)l

\cos (р cos х -f <7 sin x 4- ях) J
0

= (—0®л [(/>-6)4(74fl), ]- ',/?|(-44 i8 )n/! /,.(» C ^ iD ) T (A—iB )n,2l n(\ сТЩ\
I(P—&)*+(« fa)*>0; A^a'-b'+p'-q', li -2 (ab+pq), C^a'^b'—p'—q1, 0-=2<epfftgjj.
2:1

14 i* jcosx^ftsinjt /sin(ftcosx-osinx-Hx)) 2л , ,  . . , /2 ,sjn(pl 
J  (cos(i coex—a sin х + лх)/ я! + 0 '  \a « 9f* ф 'И

lq - n arctg (6/e)).

15.  ̂ 1 £°го* r sin (a sin x) cos ях dx = ~
n—l 1

,*>_ V  a* a" 
1+  А! 2л! 
*-0  I

n —Iда n — l 1
10. i 1 e a 005 * cos (a sin x) sin лх dx =  * V  -j. I [a>o; я—1.2,3.. 1-

»'  ̂ * mam 2/i! I
0 j

^всо** sjn sjn x_|_nx) dx= ' e® [a >4-

I ч (  x V co,f* |sin (a sin rxN . _  я  a  а  t0i af /cos (a sin nc)l _
J  Xs—у* (cos (a sin cx)j ' 2 \sin (a sin ac)| 2

[a, c, »>0: *—{o}I*

la С x V ro,cr |Sin (a sin rx + ftx)) Л .
19 3 ~x*+TS_ (cos (a sin cx +  ftx)/ =  2 *в-«*Р  < - * * + « '“ )

[a. ft. c. Rez><>;

20. [ Sin ( °  sin « + « П  dx -  ^  [tw cjcp ( a f ^ - « ) l,j (*- + &) s*n cx Icos (a sin cx cx)} 2 sh cz '

[a.r. Re*> 0;*-{yr
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*  ^cosf* sin (a sin of) dx= л —  [f<» — exp (ae f-)| [a. c. Re* - 0|.
21. \ 7 T ** " 2zshcz

b
,  eeco*cr " — f- e *  +<eco»r„ cos (a sin q/)]

. \ -^ГГГуГ sincx 2y sill cy22.

?  x I cos (a sin cx) (1. ____ я_
23. \ " Js + ir  siiTcx 1' " 2 sh гг

[а. с, jf>01.

[ea — exp (ое_Г*)|

[а, с, Rez>0|.

J? x 1— «*eo,rjr« * ( a  sin cx) , я _aco*ri/ ■ , v
24. \ ------ ЙГ77-------а х = 2 Ш ^ ^  ^sHKasm cy)

fa, c, v > 0].

25. f  <t- «in (a «in cx) tg11 ex dx = ±-2^ th ' 1 сг [exp - « " ]  
b

la, c, Rez>0J.
л/2

26 \ sinv_1x cos'1 *x | Si"  |P/2“ (f' ~  l)Vl]  dx =3 W U > /2 -U »- l)x J|
0

»  У л .  „1/2-МГЛЛ (,,/24  [v—1/2—ц или v=l—2ц: p. Reu>0).
2 P \ r u_ , /2(p/2)J

Я/2

27.  ̂ e—л ig*» cos v-i x coe [2p tjj x — (v -f-1 )x]dx =  —  ̂ Г ( ~  2 )  ^  P sin ~ Г~

fR?v<0; p>0|.
2.5.45. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  р а з н о с т и  ф у н к ц и й  А (х), 

r p* Isinftri 
\cosftx) *

I I I — е а*
■ 1 — j ; ---sin ftx dx — I п

/| = arctg a~, /г = а arctg ® +  * In h  -f | j j .
OO

2. \ 1 — «r'n r 1 / a* \
*  J  ~~x—  coe^  ^ = 2  >n у 1 +  ft*)

OO

^  )  ( 7 * —T----J j  cos ftx dx = ln ft — 2 I t  ('*) + 1 ( ~ ib-ib) 1

[Rea, 6>0],

[Roe, 6>0J.
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1 —совал: . 1

466 ГЛАВА ВТОРАЯ. О П РЕД ЕЛ ЕН Н Ы Е ИНТЕГРАЛЫ

4. \ erf* 
о

f  —n- 1—совах . 1 , . в*\
) е Р  ----i ---  ^  ( "/**/ 1«*Р>Пт.ц.

г Г nr 1—сов аде . а  Р  а-\
5- ) е_Р ---* --- А с * а  arctg J  l n ( l + - , J  IR«P> |l«eJi

„ I дс— sin х . , 6. \ е~Р*-------dx = l .f
11 =  р~1 — arectgp, /2 = 2 1 ln (1 +p~*)-fp arcctg p — 1, 

/, =  2 1 [p ln (I + p *) +  (p *+ 1) arcctg p - p j.

P 1—совах . а , 1 . 1— e~a

I Rep>0],

_ i 1— совах , а , 1 . 1 — e7. \ — — гг dx =  4- „  ln ----j  x(eiTlx — 1) 4 2 a 
о

• oo
. f  cos ax—e-°x . я  / az \ . / az \ .9. \ -----------dx= ----exp — = sin -г-И [a>0; iarg*:<n/4].

J  x(x* + z*) 2z* *Д У 2 J  \V2 )

10

oc

u -

.* e~ax—e~cx cos bx 1 . c2-)-62dx=  x- ln2 a2

-OJf_e-CJC I b2 -i-c2
--- cos bx dx= w  ln2 62 +  a*

[Rca>0; R e O 'Im ilJ .

IRea, Rec>|Imft|J.

e-ax—e-tx b . ft*+c* . . b . b■ sin bx dx =  J  In + c arctg — -  a arctg —

[Rea, Ref>l ImHJ*

13.  ̂ l^ae-bx-g-^ * 0 J l ^ d x = j  in ° ' ^ C- + c arctg ~ - a

|Reft> 0; RcO llm elJ*

. .  ”  1-совах  J „  1 . 2csh [ал/(2с)1 1 V . - Л  , _ ? 1 Л
,4- \ x [e* ,c x _ eb „ - i ^ dX 2 ‘n -----ал-------- 2 L  ' T + 4 * W

b *=i ,
[a, e>0; n— I, *. 3>

oo

[Re p>|Ima!, |Im*lb^  cos ax—cos bx ^  
xn

; ‘ =  T ,n /j =  l  In +

*.*.461 2.5. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

f  sin X - X  COSX
16- J r  aX Jn

b
[Rep>0],

467

j l = arcctjp — • Л = * ~ parcctgp. /3 =  2 [(p2-f 1) arcctgp—pj.

f  oe ft* sin ас—ar**  sin ах ac a2 +  A2 . , . ft . 6
17. | --------- ^ ----------dx =  2" ln F + i 2” + arcctg a ~  arCCtg с

o
[Reft>l !тс|| ReA> | Im а 1 ].

cos OX-cos bx dx
18- |  7 [^якх_е<т-гсх)'

Kin Chi___ ________________
tn sh [6л/(2с)1 -  In sh [ал/(2с)1j  ^  111 а2+с* (2А-2Л.)* '

[(m—1)/2]
1 f f  In ch [*я/(2с)1 — Inch [an/(2c)]) у  **+cs (2* —2Ji)* ,

*A I I Im ch I hrt UOrW  —  In ch In n //9/Л1 ( /  , ^ n 2 X  л2 /Ofc Ol 42 Г*
* = i

2xcosx — sinx .sinx dx-- [Rep>0J.

2x cosx— sinx sin x dx=^-^~ (1 — e_1).

oo 

j .

oo

2.5.46. И н т е г р а л ы  от Ц  g

n /shaftX-ln* fcos6*x|vft 
Ich a*xj \sin **xj

Обозначение: 6=
я/2 цп-+-и/х|

<• ]  I I  [ a > + ( » + a w

V  " ; i ;  i; t  ;;;)]■

0

[(n + l)/21
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lR*c > 1ш4 j.
. ( cos bx . я . Ьл 5. \ —г— d x ~ n sech 0-,1 chcx 2с 2с 

о

„ I* cos bx , 2V 4 _ / v ib \ f v ib\
ЯлТ* с Г (v) ( 2 + 2cJ (2  2c) !»*<«)> Imftij.

o
oo r<n-imi

7 l,CM to  d r - 2" ' *n b' l i  Г £  + №_ » » 1
3 ch4 cx (л— 1)1 Icosech [6я/(2с))/ I  I  14c- 1 |

JnR ec> | lmft I: { £ ” *• \  *; ; ; ; } ] .

8 ? Л « | Л А Й Л в  
,1 sh cx (cos bxj

4  к ь ^ + ^ и  ■ е т + £  [♦ ( ^ ) ]

9- \ ~iir— sin*xd.t== ^,1 she* 2c ch (Ьл/с) -j- cos (ал/с)
о

[Rec > ( Rea . 4- Imfc J. 

IRcc >i Rea; + ] Imt J.

. fsh ax sin bx'i dx 
ich oxcosfr-tf chcj:

[Rec >1 Rea ' + i lmt ]•

OO 

0
_  я  /sin [ол/(2с)1 sh |6д/(2с)Ц / . Ь л . гг_ оя\- ' 

с \cos [вя/(2с)] ch [йл/(2с))/ \ с с )
СО

j j (* Ish ах cos ftx) dx _
J  (ch ax sin bxj ch cx

+  2л [cos (ал/с) + ch (&Л/С)] >

00
12 f  /s,n ax sin bx\ dx _

.1 (.cos ax cos bxj ch cx 
о
_  я  Jsh [ал/(2с)) sh (/>л/(2с)П f . ал Ья \-l 
-  с \ch [ал/(2с)1 ch [6л/(2г)]/ \ с ^  с )

00
. „ (' sin ax cos bx . я  sh (ал/с)
,3 \ — ih -------- -

IRec >, Rea j + , Im b J-

I cx

' sh cx sin bx
ch2 cx dx--

2c [ch (ал/с) + cli (бл/cJJ 

л b
2c2 ch [йл/(2с)]

[Rec > |lma 

( R e c > ’!n ia l +  ; l ! , , t ^

[R e O . * 1" 4

t. 5.47-1
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<2 (sinfrxl .
,5. \ s l " ' ‘ « { c o s M

1 /sh [6л/(2в)П r  r(v + «)/2] f l - v  ib\ f l - v  _  ib ] 
=  2аУл Ith 1*л/(2в)]/ L I -  v/2 J \ 2 ^  2a) I 2 2a)

[R e v > —6; Re[(v— l)a ]< —ilrnftl].

°? (sin kx\
16. \ shv-‘ « c h «  lco sH dx-

b (ch [йл/(2а)П r f(v + fi)/21 t lb - s a \ „ ( _  lb+xa 
1 (sh [Ьл/(2а))} L(l — v )/21 \ 2a ) \ 2a

[Rev>—6: Re(va)< — I lm6 ).

,7- H l _  {cthaxj ] Sin b x d x~ b  2 a {cth [6л/(2а ) ] }
0

г» I  1 fSh fsin2.5.47. И н т е г р а л ы  от ** | ,
b

,h a*x\u* /cos

[6. Rea >0).

l i e s
Обозначение:

(sin bbxf

— a

Ш ^ - т К К ) Н И Н ) ] }
[R e a > l—ft; Rec>| Im 6 !].

Rec >| Im 61; 6 =

[Rec >2| Im&|].

, .  Г £ ^ ( » п » П л , [,
J  she* \cos6xJ 2c дь*»п-й 2с L
OO

,  I* sin2 бх I Ьл
3- 3 ,nchT0

'  [ £ £ £ } * -

[R e a> —6; Rec>|lm6||.

s' S' S  [«•«»— « -

J r a S * ,“ 2*rc|e[” I’ ( S ) ] _  S"
[Rec>| Imbl].
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7* \ хъ£гх<Ьсж=£* со̂ 1* %  (ЬясЪ £  “  * А S )  ,2Rcf>;im‘H
Ъ

, ?  сое бдг Г th ох\ . (cth (*л/(4а)] \
«• 1 —  (cth ах) -  h  \2sh [ЬЩ(2а)\) R"> 4 .

о

( t g ^ th ^ )  |Re^>iRea:-*-| lm6|j
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(' sh ax sin bx 
.1 xsh cx dx= arctg

f *3=**- H1"th (Чг-ЬИт-)]
ch bx sin2 ax , 1 . ch(2a,i/c)+cos(ftn/c-)I I .  f  ± bx™ -l¥dx  =  xsh cx ln 1 -j-COS (Ьл/с)

•2- i
sh ax cos bx A _  1 , ch (ftn/(2t)] +  sin [ал/(2с)1 

xchcx ~  2 Ш ch [bл/(2с)] -  sin [a л/(2с)]

xchcx dx_arctgch[en/(2c)l

|Rec>4mai + |lTn6 |J. 

[Rer >, Reft |4-' Ima jj.

IRec >; Ro a | 4-; Im b Ц.

[Rec > J Im a 14-1 Imft|J.f  ca 

0

2.5.4S. И н т е г р а л ы , с о д е р ж а щ и е  A (x) (a+ 6  ch x)v

2. \ cns_ dx= --- ---- cosech >>Л sin f — A r c h | a > l ; R e O
J  а +chcx c \ a * — 1 с \c  /

3. = ---- t 4 L =  sech — sin I — Arch (— o)l [a<— 1; Re О
с V a* — 1 с L c

4 =  —  Л cosech sh I — arccos a ] r—
с V  1 — о2 с V* /

CO
(* cos bx , ______nb
3 T-pchcx — c2sh (6л/с) 
о

6 ?  cos f tx _  ^ = ( a 2  _  , y-vyi г  I V -  №/c1 (  * \
J  (a +  chcx)v с L  v J  vK о— 1'

• l <a < 1: Rcc>

I m b ]•

Im b О»

Im 6 13*

im t> ll"

(6, Re (cv) > 0; а ф 1-i. 'Я-

7. f  S F ^ = _  dx =  ̂ r o Wch 7  P .6/c-l/2 (e) t-I <a < I; Re 0 2 1 Im ft IJ.

* .S  481

0®

1 у  ^+chcx с У 2 
о

8- J  (i+ chcx)v с V с с )  
o'

[Re v > 0; Re (ус) > Re г 4- 1 Im ft IJ.

9- f  Т Т е Й  dX~ i  COS0ChS F  (*Л Ch F  “  ■C Sh f )  lRec>| Im ft il. 
0

У  х*” fl fsin ftx) rfr_ (— O'146 1 л I 2 — v 1 сГ-'>̂  b 
* ‘ 3 (1 +chcx)v Icos ftx/ c1 |_v — 2. 2v I db^ 16 sh (Ьл/с)

[Re (vc)>| Imft I; e = {^ }]-

OO
С (sh ax sin bx} d x _____  я  / , 2Ьл 2ал\-1
3 Iе*1 axcosbxf cos/ +  chcx ~  с sin t \C 1 с ~  C0S ~c~ J  *
0

I sin [а (я -  t)!c) sh \b (я + t)/c] -  sin fa (я  + t)/c] sh \b (л -  /)/гП 
Icos [а (л -  0/c] ch (b (я +  О/с] -  cos [а (л +  t)/c\ ch [b (л -  t)/c] I 

[0<| / |<я; Rec>| Rea| 4-1 Imft j; л R e o j  Re(J/) |].

dx 2л
ao

j2 t‘ fsh ax sin />*)
‘ 3 \ch ax cos fc.v ( 1 4- chcx _  c- |ch (2*л/с) — ci* (2ал/с)|

X [ft ( sin (m /c) ctl (Ьл/с)) __ (cos (ал/с) sh (ftn/c))1 
L \cos (ал/с) sh (Ьл/с)} 1 a (sin (ал/с) ch (Ьл/с))\

13. Г s h o w  bx я  .b t ,Ь л
1 . 1.—  dx =  ch - cosech -cos / 4- ch cx с с с

14. Г d iet cos ftx . л .b t  ,Ь л
J  w iT + d iT ; dx= ~  ~c ih 7 cts / coseeh v

15. f £ hc*cosft.r , nb
. f  ^+chcx x -j cosech

[Rec>| Rea I 4-1 Im ft |]. 

[ft. c>0 . 0< I / J < nj.

[6. O O ; 0<| 11<я].

[ft, 0 0 ].

OO

•8. f  ?!l^/2)jin6jc я sh (bt/c)
J  о ^ Г г 7 \ и х -  dx =  7 Г -0J  * » t  + chcx 2c ch (Ьл/с) sin (t/2) W e o » |  I» 6  b 0<, ||<я].

'7. f  ?h («£ )s in  Ьх . лб
»+chc* * - c-Tch (*л/с) [Re0 2 1 Imft |J.



sh cx sin ftx ^  _  Ьл sh (Ы/с)
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18. '  (cue t ch сх)2 с- sin I sh (Ьл/с)

cos bx__________________ле Ьг______
;) (coeZ +  chcx) — 2z (cos cz-p cos/)

lRec> ; Im ft ; I/ (• ____,/.v -  7
3. \ JTdTFt-iosx) 4 [ я =  I .  2. 3, . . . J .
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?  X s*n bx . b ft* -f 2c* ft
4.  ̂ x1 — ̂  ch cx — cos bx x~~ 2c ft*-j-c* — arc “  c~ (fcv = 2л; ft, P r o  OJ.

oo

*■ J  (x* + z*
0

сл V  /ехр [ -  Ьл l(2k +  I) л  /]/(лс)] _  exp [ -  Ьл [(2* +  1) л «. b _

~ o  Л  1 я » *+ ,>-/Р С ^ -Т М Щ Т ЬГТ )^ 1) s. f g z y  ch« 1 ^ -■* arc,g c- + {ftc(c2 + ft2)-«}
lRec>  | lm 6 I; !<|<л; Re'• Re»^0J.

2.5.49. И н т e г p а л ы, с о д е р ж а щ и е  A (x) (a +  ftchsx)v j su' rv\.

. (* cos ftx , я  6л . ft ln (\-\-\'r2)1. 1 ------- dx=--- — coscc sm------1--- -
J  1 +  ch2 cx 2c V 2 2c 2c

(* ch cx я * l n 0 + K 2)2. \ — —  cos ftx dx =  — :—  secli ' cos 
1 +  ch* cx 2c I 2 2c 2c

OO
„  С cos ftx , я / ,Ьл\-‘ . Ы
3- I  l« j , u.—  dx=  sh 2/ sh sin—,J sh2/ + ch*cx с  ̂ 2c J  с

о
CO

, I* cos ftx . я  . Ья _ пл4. \ -у-......... ......r- dx = — sech - P . , , . (ch 21)
/sh*/ + ch*cx 2c 2c ,4ЛгаЬ1/;!

(cos cxf'

12 Re с > j Im t (J.

JR c O j  Im { j.

12 Rcc>| Imi J.

(Rc с > | Im b

f  — X~ ™  -  bx) d x - V  * ”  V  ( - Q ™  ^ ^ s in  ?J  1 -f 2 ch1 cx 1 cos ftx I \  3  ̂ с*Л* + 6* /
о * = i

12 R cc>< I™ 6 Ij"

Д.8Я+1 chcx . . .
6. \ -T-.——-- sin ftx dx ■■.) 1 + ch2 cx

; (— iy»tl _ J L _  1 sech -  cos * ln-̂ ' +— 2Л  !Re<->' 
2 c V 2 d b ^ l \. 2a 2a I

| sin c*
2.3.50. И н т е г р а л ы , с о д е р ж а щ и е  Л (x) (ch ax > cos ftx)‘  ^c0SfxJ

0°
I* jsh ax sin i x l ______dx________  я  / ft 1
J  [ch ax cos bxj ch 2ax +  cos 2ftx 4 (a1 ft2) ( a /

)b.

OO

*■ a
Xе1' sh ax
ch 2ax -j- cos

sin ftx . Г  (a) . / . ft \ V  (— 1)*---- dx=----  —. sin «  arctg — ) 7 -----—
os2ftx (a2 +  ft2)  ̂ \ a )  ~ Q(2k+ l)* J k

[*. Rc а > 0! R e * > "

lby = я; у. Re с > 0). 

ll/b = л; 6, Re а > OJ.
С x ch ax sin bx ft’

6- \ x*—y: ch 2ax—cos 2ftx * 2a (a1 -f ft2)
0

2.5.51 . И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  (x2 4- г2) '1 ŝl1 ax\ ' / sin
(c h a v /  (c o sftx/ '

/x. + 2« - i/ shex\ X/cosM .Iх 2 > (ch axj (sin bxj

i‘ __ [  sin ftx л ___ л(’~Ьг у  (_и**-®*я/е
. J  х*1гг sh cx v 2с г2 2г sin сг — сл л Ч 2 — с2г2

IRe c> | Im i I; Re*>0; сг^лл].

/ i m *  ЬпЯ,с , c V  Г— П*
■ ( - l )  ь — * Г  +  2л л  1  - ~ k e - b^ c +

»• « - - " c h
(c* = nn; Re c> J Im b I; Re * >0; /1 = I, 2. 3, .. .J.

■cl+ ^ ShT ,n (2chS )  1с1 = л:
4. .  ft-t 2c .Ь л  . / , Ьл\

2е ~  я  2c arctg fsh ^ -
- J  [^ я/^ а г с 18 ^ А * П _ е-*ял2е»агс{ггйя/(1,,] R c f> ;Im ftJ

5- «= - 2 >̂ 9 «-*«/>*<•) j 2 V 2 c ;h ft.T|n ch|ftn/(4c)|+1/K 2
я  4c ch [6л/(4с)] — 1/^ 2

, 4 V 2  , 6л , 1т-----cch — arctg -T- I fc j- л ; Re с > I I m ft J.

1/21/f

я  4с У 2 sh [*л/(4с)]

6' У  (_ 1}* (* Ь ■ /2) * e~br — (^ +  1 /2) g -*л 1 * f
I  »  hfJC л - ( * - f - 1/2)»— c*zJ

(Re с >| Im 6 I; Re*>0; «  я  (я + I/2)J.

2c t 2 s"  Т _;гсп  с arctgthS“ ' 2 S h £  +  T s h T - 2 c h 7 t arct6 t h ^  R e o l l m f t  J.
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8 =  Л  е-ЬяпV) J  Sh [6л/(4с)| ln ch [6л/(4с)) + 1/^2 _
У 2 ° У 2 ch [6л/(4с)| — l/ Y 2

6л . 1

. 1

- K  2 c h  -  arctg-
4c |/,2sh[6n/(4eji 1Ш~ *  вве> ,,**В .

q f  * совбх л, V  -
'  x* +  z* sh сх 2 sin сг ~  л - Р — с-г- 

о * * 1
(Re с > | I m 4 : Re * > 0; сг *  лч[.

|0- —  т + 1  е~Ья1е+ch ? 1п (1 +е' ЬЯ/С)=

“ S sh7 + 2 ch<c ln[2( 1+Ch? ) ]  1сг = п' Ref>|Im* 11.

||. =  2sh £  arctg +  £ *- *л/“ е,- 1  -

=  2 c h ^  — 1+sh 2  ̂arct^sh ^  [2сг = я; Rcc>; imfti).

•2- \ x» +  z« C-h'7 7 d X = 7  1  (_1 ) -------я * (At+1/2)*—с*г1
к »- о

[Re О I Im ft I; Re * > 0: сг ?t л (n 4-1/2)1.
( - 1)"13. = k + T eXp[ _ l  ( я + 1/2) л ] [й  + J l n ( l+ e - 6n' e) ]  +

а Г Ья,(%С) п y ‘ (_ [ )k  мя/с «,-**/<*> 4я/(.
+  ^ Г П ) 2 1 Г Г 7Г е л " (2 я + " Щ я 1) '• п + 2’ “ * 1

к — 0 [гг = я  (л + 1/2); Re О I In ft Ц»

14. =  ^  ch ^  — еЬя,с arctg (е~*я/,1с')  —e~bnfc arctg (еЬя/уге))
[с* = я; Ref >1 Im HI-

15. = Ье~ья/(гс) + 2с- ch b-  In (1 +«Г**Л/С) [2м = я; Re с> i Itn * il*
Я  с

16. =  2 ^ 2« Г 6Я/1<С> sh — arctg -у---- ?--------л 4с Г 2 sh [6л/(4с)|
_ j ^ chb*\n * W M \  +  '^ 2  ^ . „ . R e o i l - m -  

я  4с ch 16л/(4с))— 1/1 2
ОО
1* th ах sin bx , , Ья 2а Ья . /. . 6л \ „  . Re,> ol-

,7- ^  - #  +  г -  ^  = 6 ch 2a-  - sh 2a In (2  sh [ * * - « ; » . * «

18. =  — In cth ^  -f- 2 ch6гarctge*x [<аг = я; ft. Re,>^’ 

oo(* x th ax cos bx . . ...» „  _ . R e ^ * -19. V — 6M-**+sh 6г In (1 — e **0 [2аг = я. ft. Ke

2.5. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

— ”  «**ch bz In cth +  2 sh 6г arctg c**6г
20. “  -  2 ................... 1 2

2 .5 .51-1

?  d h « s in A r dx = 2iJ sh In cth^-
21- \ x»+ 7- я  2a 4u

[4ог = л; ft, Re*>0). 

[2вг = я; ft. Rez>0].
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j* * c*h в* cos dx = — 2 + т e'ft^-fch bz ln cth -f- 2 sh 6г arctg с bz 22- \ jfl+z1 2 2
В  • 14аг — л; ft, Rez>0J.

p  | /sh ax cos bx\ dx  ̂ я  f * ’ (sin аг( ^
23. 1 (ch ox sin 6xJ sh cx — 2г sin сг (cos az)

+ ™  V  / _  nk exp ( -  кЬя/с) /sin ( * / c ) |  ( 0 \
~  ‘ ‘ ' л2k: — c2z- (cos(аАгл/с)( \л (2сг2)_ ,|к— 1

[Rec>| Rea | + l Imftl; Нег>0; сг^ля].
1 / 6л \ Г /sin (ал/с) I /cos (ал/с) | 1
2 \ с I (cos (ал/с) | I sin (ал/с) ( J  

I  L  Jch (6Я/С) sin (ал/сМ ,n , / _  6л\ сов ал / _  26я ̂ \1 _
+  2я (sh (6л, с) cos (ал/с)/ I  \ с )  с c )  J

_  с (sh (br./c) cos (ал/с)( ______ sin (an/с)
"* я  \ch (Ья/с) sin (ал/с) j аГС g »(ch (6л/с) sin (ал/с)

25. , ( — Ья\ /sin 1ал/(2с)П _
+ CCXf>̂  2c j (cos [ал/(2с)]/

exp (Ья/с) -f cos (ал/с) 
[«= я; Ref>|Rea| + |Imft|J.

26.

_c /ch |6я/(2с)) cos (ал/(2с)]1 ch [6л/(2с)| + sin [ал/(2с)|
4 я  (sh [6л/(2c)] sin [ал/(2с)]( "  ch [6n/(2c)J — sin |ал/(2с)]

2c /sh [6л/(2с)1 sin [ал/(2с))( cos |ал/(2с)| 
л (ch [6л/(2с)J cos (ал/(2с)|| sh |6л,(2с)|

[2сг = л; Ref> Rea i-f| Ira ft I].
1 /sh ax sin bx\ dx 

**+ г1 (ch ax cos 6x j ch cx —

exp ( _  Гб /sin 1ал /(2с)!\ fcos [ал/(2с)]П _  
\ 2c/ cos 1ал/(2с)11 Isin ItinUOrW i +

/sh ax sin 6x1 dx 
•*l + 22\ch

[2сг=я; Rec>| Rea +| Im ft |],

яе-ь* /sin а г) ,  у  * схр (— кЬя/с) /sin (акя/с)\
2 sin сг (cos аг/ Л ^  лг*2 — c-z1 (cos (акя/с)]

[Rec>|Rea,-f llmftl; Re»>0; сг^ял].
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29.

л ( Ьл\ Г. /sin (ол/с) 1 _  /cos (ал/с)) 1 1 (Oj _
— 2с еХр \ с ) [  jcos (ал/с)( 4 (sin (ал/с)/ J 2 (I f v

1 fsh (Ьл/с) sin (ал/с) ) Г / Ьл\ ал / 26д, ,
*  2 \ch (Ьл/с) cos (ал/с)/ 'П 1 + Р 1 е J cos с + ехР( г j j  + 

/ch (Ьл/с) сое (ал/сЛ . sin (ал/с)
(sh (ftn/c) sin (ал/с)/ ехр (Ьл/с) + соГ7~'“ ^

( 0 \ л J  Ьл\ /sin [ал/(2с)Д 
e  \— 11 2 Р\ 2с/ (со® [ал/(2с)](

- Сое(а
| «  = л; R e o .R c u  + ; 1т6 ^

+
I (cos [ал/(2с)| sh [ftn/(2c)n ch |6л/(2с)| -f sin [ал/(2с)] _

+  2 (sin [ал/(2с)| ch [6л/(2с)|| ch (ftn/(2c)j — sin [ал/(2с)] *'
_  /sin (ал/(2с)] ch |&л/(2с)Ц cos [ал/(2с)1 
"* Icos (ал/(2с)] sh (*л/(2с)] Г sh |*л/(2с)| 

[2« = л ; Rec>| Real + Hmtjj,

ch х
I ch2x — 1

[(ch x + J  ch'-jc— l )v — (ch x +  }  ch- x— 1)  v] cos bx dx -

[ft. Rev>0].ch bn +  cos \’Л
2.5.52. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  A (x), sh bx, ch bx, sin ахг, cosbx*.
oo

' t - Г , '  ' t - ш ■ I

x- /sin лх*) _  ^ 1 / И _____l _
,1 ch.nx (совлх5/ ~  8 \2л/ 8V 2
о

„ Г sin bx (sin ax2/ , я  , Ьл Г/sin [6*л/(4сг)П / О \1
J  shcx (cosax*) — — 2cC0SeC 2с [(cos[Лгл/(4с*))/ (ch(ft.*i/c)/J

[ал=с«; а. b. R «> ^

, (* cos bx (sin ax*) . я V  / i\* i Г * \ ftnl/sind*) _■
4- J  E » » . 4 - 7 Z 1 1 1 '

0 * = 0

, , r n v  r Ь с ' ь . 1 У11*ПМ  + V  exp L“  a [k+ 2 j j icosA* 

['.-?(*+ })•• - *■ — *

5. (  “ *1 <fx=£ sech *  г УJ  clicx (cosax-/ 2c 2c I (sm dj t-<j In •- r ■ l -*0r
[й = Ь*л/(4с*>. o*=c :

2.5.53) 

6.

2.5. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

?  sin ftx/sin лх*1\i d x = + 1 th b / Sin [л/4 + *=/(4л)| )
i. \ "ПГлЗс (совлх2/ 2 2 (cos (л/4 + 65/(4л)1 -  1/

6

?  sh bx (sin лх*) , =  1 b / sin [6*/(4л)1 \
7- J  shЯХ \cos лх*/ 2 2 (cos (6/2)-cos |ft*/(4n)]/

0

? chftx (sin лх2( ^  2. 3,lscc » r , '2 ( cr* W ( 4* m _  , |
8- J  ch лх (cos лх2/ 2 [ (sin |*2/(4л)|/ J

l»>0J.

[IReft <л].

[, Re b ; < nj.
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I* cos ftx (sin ЛХ*) ,
9- J  l+ 2ch  (2хл/( 3 ) Icos nv-|

\ К З  / Is»' dj I  1 J

„  f  x sh (хл/2) sin (хл/2) sin ax- 1 rTO, (г, e
ch хл + cos ХД <A“  1 0z L=0

0

2.5.53. И н т е г р а л ы  от A M  / ^ ( Г а--х2) sin ftx|
Ч-h (| a2 — x2) cos bx> ’

A(x) ;sh ( i ^ ) Cosft,|
Wh (У a*—x2) sin bx!

a

I. \ sh (: (Aa> — x2) cos bx dx = ---^ __/. (a yrc- — b-)
Ш '  2 J сг — ft2

fe>0).

л a-=c
' _ 4

лас . / ---------
^ = = A ( a V f t ‘ - c 2)

[0<6<r, a > 0]. 

[i=4>«! a > 0]. 

№<c<t>; a > OJ.

■ cos bxdx-
4. Г sh fcV ^n i^ )

I  (a* — x1)3,4

2 ~\f 2J  < [2  *2—c*)]yi/i (* +V/*ft2-c-)j [o>0).
5. l '£ h H ^ n r ^ )  ______

b’ cos bxdx = 2 /o 1

2  (a K ft2 — c2)

[0<b<c, a>oj.

[6 = 0 0 ;  ai>OJ. 

[0< e< 6; a > OJ.



9. С sl' <а s!n .fl sjn х sjn 2/iдг cos (a cos x) dx =*
&’ *

«=(_|)/i-i — — f l  -j_____ “.I_____ 1
1 ' 8 (2я — 1)! L 2л (2/ Г П 7 ]

00
I Hi (a sin л)_ sjn xcos (2л — 1) x cos (a cos x) dx =■
5 *

* .  ла2я "* Г . л2 1
= ( - 1)я 872л - 2)! L 2/1 (2л — 1 > ]

оо
I* sh (a sin дг) л . ч . к ---- cos х cos 2пх cos (а cos дг) ах =*
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СО

10

j
Я Y  (— 1)*а**м (— IV  1 Л в * "1 Г За* 1
2 Z  (2* 4-1)! +  8 (2л — 1)1 [  2я (я -f 1) J

12.5.5*.

[а>0].

V

к =л -f-1
оо

12 i* ch ( °  sin bx) (sin (a cos bx)\ .
3 x- — У'1 Icos (a cos bx)]
0

Л (cos (fl COS Ьц)\ . , . . V 
о {  • / к W sh (fl Sm H f)2у \sm (a cos by))

oo
I* x sh (a sin ftx) /sin (a cos ftx)l ,
3 ■** — У~ lcoe ( °  cos *>x)f

=  T  "  Г {« «  (a cos ch sjn 1 11
2 [\sin (a cos fty)/ (a cos by) J

00
f  ch (a sin /sin (2a cos5 

' j  ft-cos2x +  cs sinsx \cos(2acoss

{o, 6. it>0).

[a. 6. »> *

3 } * - * C 3
t<<=2oc(6 f  e)-‘; fl- *• >̂0,■

15.  ̂ ^  *- sin (a ch x) dx =  ^  sin a

2.5.56. И н т е г р а л ы , с о д е р ж а щ и е  e~P*, sh ax, ch ax, sin

(a ><4 

bx, caebx-

r  PV |sh cx sin cx) dx =  _ p  12c=j 
3 \chcxcoscx/ p‘ +  4cM p2/

tRep>|ReS

2.  ̂ e-P* /shcxcoscx|dv
(ch cx sin cx

с (o'  T  2r*) 
p* + 4c«

JRep>l el + l |iof1

J . 5 . 5 M  

3
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i* fsin ftx)
l. ‘ ' ^ « { c o s f t x } * * -  

b
(— i)6 Г (ц +  I) / Г (p -  цс-  ib)l(2c) I Г (p -  цс -f ift)/(2c) Ц

■  "  2M(«c I L(/’ + ^-<ft)/l2c) + l J *  1 L(p +  ̂  +  ,ft)/(2c )+ l I/
[R e p > :R e (Uf)| + |lmfti: Н е ц ;- |- й ,  в = { q} ]•

. sin ftx Ья It Sin "л • si . | C'.l
5. I f ^ - r — dx =  „  clh —--- -в 1 sh cx 2c 2c ft

IRep>| Reel +! !m ft !J.

[6. Re e>0].

sh (2b.i/c)
■ +

f* sh ax sin ftx ^  ft я
^ «fjr— 1 2 (a5+ 6*) 2c ch (2b.у :) — cos (2вл/_)

^ ( ^ T ^ + l ) ]  [6>*  ReO IReeU .

,  l* sh ax cos bx .
7' ) - ^ r r r d x = T

oo
R f  ch ex sin ftx ,

j  ~ s r r r dx

71

2 (a- +  ft=) — ac ch (2fta/c) — cos (2ал/с)

[®*={J}: b> OS Rec> | Rea |J.

sin (аал/с) |ch (*л/с)|

_  я yti (Аал/с)--------- . _  ■ ■ - /cos (ал/г))
____________  2 (a--j-fc=) ас ch(2.‘-л/с) —cos (2ал/с) \ 1 /

[<, = { ‘ j: 6>0; R e O IR c a  j .  

•S.57. И н т е г р а л ы , со д е р ж а щ и е  e>1X1, sh ax, ch ax, sin ftx, cos ftx.
OO

1. f  в-рдг» f h «  sin ftxj =  1 | А л  exD / c*-ft^\|sin [ftc/(2p)Jl 
^  cx cos bxj 2 l a  ; 4p j {cos |ftc/(2p)]/

2 \ x*e-px* /sh cx sin cx\ I э / ’ л !  /sin d\ fcos rf) 1 
| j  lchcxcoecx/<6f=T  Г  p3 [  {cos d) (sin df J

lRep>0].

ld = c ,/(2p): Re p> 0].

j  x-»/Vp.v« f«-h cx sin rx) j j _  Г  c_ , / c* \ /cos [c*/(4p) +  л/4]| 
ich cx cos сх/ 24' 1 r p _ 1 / l  \4p / (sin [с!/(4р)+л/4|/

® A- п. Прудников и др.
lRep>OJ.
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1 2 .3 .» ,

[</=6с(Зр)->1Ь* + с»); Rep>0J

»• ё) 
о

I' ,,, -вч' (fhcjr sin cx) . я  л г с . (& Л  /«* [-*/(4р)—я/4П
6- \ х е {shotcosсх) 2®/4 V Р 1/4 \4рУ \siii [с*/(4р) — л/4)}

&

7.  ̂х Ч  Р*' sh рх- cos bx dx = j/ " ^ r  exp f — g, y ~  *4* erfc 
0

”  , . fsin Ьх*\ , V *  ___Г y t ____1 (sin d\8. \ r  P* ch cx |cos dx -  ^  exp ̂  4 (p2 +  fcJ)J  lcos d}

[ d = T (^T5;) + ̂ arc,% : Rep>e]*

9. ^  x-1Ae px' (sh c* ± sin cx) dx =  -J У  C2p l l:t ( J p )  g  I ^ J J }

[Rep>oj.

(ft, Re«>oj.

10. j  x-1/2e-px' (ch cx ±  cos cx) dx =  -  | / *  ̂  /-1/4 (^) (sh [с*/(8р)!}

1R*P>0].

[Re p> 01- 

la. ft>°>

ft >01.

11. J  e~ ° ch * sh (x/2) sin bxdx= Im K J/t4b (a)
0
OO

12. e_ech jrch(x/2)cos6xdx =  Retf1/J+(4)(a)
0

“ • f « - " '14 c h . - c « J ‘fa ° ' “ ^ K 2cP' § )+ * • (> »  £ ) H ^
• I Re c. R C P ^

fcfe x>= ' У  <-* + *»<_ У  е- *+ « *Д
^ Ь Г о  * ~ i  J

2.6. ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ  

'  t.C.I. В вед ение .

483

В этом разделе содержатся интегралы, в подынтегральные выражения ко- 
входит логарифмическая функция. С помощью замены переменной они

т< |1”т быть преобразованы к интегралам от показа(ельной и степенной функ- 
**• Некоторые интегралы от логарифмов можно получить путем дифферен
ц и р о в а н и я  по параметру. Например,

*а-1 In" (1 + *) dx =  j  f e *  (г-*— I)*-1 dx--

СО

I V » (1 -f дг)р dx
p-0 [—/i<Reo<0].

2.6.2. И н т е г р а л ы  о бщ ег о  вида.
В этом пункте помещены формулы, которыэ позволяют находить интег

ралы, содержащие логарифмическую, а также степенную, алгебраические, 
показательную и тригонометрические функции. Некоторые частные случаи 
этих интегралов, соответствующие конкретным значениям входящих в них 
параметров, приведены в последующих пунктах. Значения параметров, входя
щих в интегралы общего вида, приводятся в фигурных скобках после каж
дого интеграла; r =  p/q, rasp и q — взаимно простые натуральные числа, если 
не указаны другие условия.

I.

r . (s ± i± L . , ) ( т ? ) \ l+ e ^ . ( s . , ) M
а —  и

4 r***"r- , V l I „ Л х - л - l  0\ / _  d \* ,
-------- :  л + т  (  г ' * ) [ + * )  «■+

[I . С  Л;].

л=о
«—1

+ S  Ф -I, ( £  Vх я  V  <'+Р)л /С05СС К «  + !" )  л1 »М \Агу .
\с / ' Zd «  (a + Лг) \ctg[(a+/w)n] J \су) ь  +

(I ejr|>!rf |J.+ 1Л+̂ / - * Б  0 L , pj In (су) +  *  -  ф ( *  +  ($)]

{Если г > 0 —произвольное, то p = q =  00 и у/ = 1, /=  1, 2, 3; если л > 0  —
Рациональное (/■»„/,) то

Xi /1, (ft-f-D/P. А(?. (а +  Л + !)/->); г \ 
Ч 1 + (Л + 1 )/ Р .  А(<7, р +  ( «  +  / ,+  [ ) г-»)/'

16»

Xi =  ? nFe+I( { ’ (Л+ 1)/Р. Д(<7. 1 - Р - г  1 (ос —Л— 1)); г П 
\1+(Л +  1)/Р. Л(?, 1 — г 1( а —  Л — I)) )•

Хз =  e+а/7,.*. 1 • Л ^ ’ Ч-Л —Р). (« +hr)/p; г*»\ , _ / _ с у \ Р  1
\А(</, 1+Л), 1+(а+Лт)/р J*  г =  \-*- S )  7

[«еа. КеС >6; {I аг*<^ + Л1 < я  ЧР« 0< *<|,П
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ОО

Id = be (3p)-> (6» + £«); R«.p> 0J

о

6 f  r- i/vp ** i ch cjr sin cxl  dx= -'-— l / Т  j  . V fcne Ic,/(4p) ~  n/44' 5 \shcxcoscx/ 2®/4 r P 1/4 \4p / (sill l£2/(4p) — л/4]/

7. (| x V  P*’ sh px* cos bx dx =  exP ( ~  &  ) ~  T  erfc j

lRep>oj.

|6, R c o  0).

8. J  r  P-v* ch rx { *  dx -  cx p [  4 +  fc-)] {cos d}

*• *eH -

9. f  x-1̂ - *  (sh cx ±  sin cx) dx =  ”  У  C2p /1/4 (£ - ) g

[ R e  p >  0].

[Rep > Ol

io. b> Ol

io, b>oi-

10. j  x-1/,e~px‘ (ch cx ±  cos cx) dx =  £  ( £ )  { £  g ' j j j j j }

11. § e- achjrsh (x/2) sin bx dx — Im K J/t4b (a) 
о

12. $ e~a ch * ch (x/2) cos bx dx =  Re K J/2+/6 (a) 
о

|з- И М ж ^ ) л - ” ' ' ,К 2£'’- £ )+ • .(* *  S ) ] - t / »
• [Rec. ReO> 0J’

! i W  * ) - ^ [  У  , - * + '» • -  ~ f  « ■ * + • " ] .
* " >  J

2.6. ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 
2.0.1. В в е д е н и е .
В этом разделе содержатся интегралы, в подынтегральные выражения ко

торых входит логарифмическая функция. С помощью замены переменной они 
2о!гут быть преобразованы к интегралам от показа1елыюн и степенной функ
ций Некоторые интегралы от логарифмов можно получить путем дифферен
цирования по параметру. Например,
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я®*1 In* ( 1+х) dx=\ хЪ* (е*— 1)»-» dx-.

—  i' dp",)
x * l (l+ x )Pd x

P-о Ф
д»
iS B (a- — Р - « ) р-0

I —n<Re в<0].

2.6.2. И н те г р а л ы о б щ его  вида.
В этом пункте помещены формулы, которыг позволяют находить интег

ралы, содержащие логарифмическую, а также степенную, алгебраические, 
показательную и тригонометрические функции. Некоторые частные случаи 
этих интегралов, соответствующие конкретным значениям входящих в них 
параметров, приведены в последующих пунктах. Значения параметров, входя
щих в интегралы общего вида, приводятся в фигурных скобках после каж
дого интеграла; r — p/q, где р и <7 — взаимно простые натуральные числа, если 
не указаны другие условия.

/ос -j- h -f-1
rd

р—1
yxt-r-p-m V

dyw-fr-

A + l

p— 1 iK w K H i l .

2 * * г ' ( И = Ч № - -h=*0
<7 — 1
V  (l- fp )o  fcosec [(a +  hr) л]) (d \h r

\c  )  L ih \  (л +  hr) \ clg [(a +  /?r)^] j \cy) ъ  +  
h =0

+уа+Р/-/-,-*В ^  ( p \ J ,  in ((:y) + ф ( “- ) - ф ( ^ + Р ; | [| си I > ! i  [J. 

Рациональное'/ S T p / ^ ^0° ° ’ 70 P =  и X/=>* / =  1, 2, 3; если r > 0 -  

y ,=  j  (\, (h+\)/p, \ (q ,(* + h + l)r- * ) ,  г \
**er« « \ I + (A + 1)/Pl Д (q, p +  (a+ /t+ l ) r 4 ) / ’

/1, (h+l)/p, Д(? , 1- p - r  ! ( « _ / , _ l)); z -i\
VH-(/«-(- l)/p. Д(<7, l - r - i ( e - A - l ) )  ) '
/1. A(tf. 1+ft — P). (а+Лг)/р; z~l\ (_cy\p  1 

lU fo . 1+Л). 1+(а+Ь-)/Р ) '  V  d )  7

,в.  К  **> * Г ‘Л>о*‘<Я ПР" 0<X<V}\

ь- 9ЧГ Я+1

?+2Fa
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У

■8у г ф и |  xrn-fi>-*-ny-r__xrfl Ч п  (dx+c)dx+

\Г

[o<;ReP<l-Rea/r; j ! arefr* +j|> I <Д прш

4.

р — 1

А~0 '

4. f f . V ~ r p _ a T ву  (— !)* (! ~Р ) л  fcos?c [(/•— гр — а  +  г*) л)> Л у УА 
W /  ’ - Л1 (/■ — /■ р — a  +  л/i)\ctg[(л — гр — a  +  /-Л) л ] ) \ d / *»+

+  — П |̂ 2 . l- p - y - ) ln < *  [|<у|<|411

5. - * w ( ± Y я ( ' - p )» ( - | ) * fC0MCк « + л ) л п / * у \  ,
\ с /  ^  Л!(а+/-Л) I c lg [(a +  /-/i)Aj j  \су/ * j

Л = О

+ ^-"1 '’2 iir « (= K  -»+± 4 = K )W

{Если /■>() — произвольное, то p =  q =  oo и */=1, /=  I, 2, 3, 4; если г >О — 
рациональное (r =  p/q), то

, =  Р  / l ^ + D /Л 4(». ( « + Н 1 Н  М  
Zi ? «  «+»\1+(Л +  1)/р, Д(<7. P +  (a + A + l)/ - » )j '

с /*. 1—Р+Л). ( I — Р+Л)<? 1 — <*р »; *\
/а я** 9+i{ Д(9, А+1)( 1 + (, _ р+ А^  1 _ а р 1  )•

V =  Р /'• Л ^- , _ р + л)* («  +  'Л )Р *; г 1\
гч* 8+1U  («. 1+Л). 1+ (а + 'Л )р »  / ’ 

у ,=  р /'• Д ^- 1- р  + ( 1+ л - « )/ - ‘). (Л+D/p:
*  ?+* ?+,U fo .  1 +  (Л+ 1-о)/-»). 1+(Л+1)/р / ’ .

.-.-■.«и)-}
[  Re а > 0, Re(« + rp )< r. г |.гв , |< л :  | ' + rf) |< я  при 0 < * < * ) }

6.
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f  >’ , Л ' ч ( г ± Ш » ) хJ  х' — /  \1п|сдс— d\j rd id  A+ 1 \ /■ У
г В л = 0 в — 1

I  *У\Н~ ni/ '£ V _ a  V  1 (coscc[(/• + rh — а)л|| /су'/*.. 
* 1  ■* d / ‘ W /  о  а  — /• — rh \ctg [(/• +  /■'«- а )  л) Д  «< / 1» h = О

л _ , . ел . .— — у® ctg — In d

О — I
„ t ir-rf^\a V  ___!__ /cosec [(a -{- rh) лП ( d \rh

b  = [ c j  2d a  +  rh |ctg[(e + r/t)nl ) \cyj x* ‘*_
A = 0 

p — I
ndua~r~l V  1 , (h — a \ f _  d\h

+  - i 7 T -  2 5 + Т сЧ ~ л ) г »  I , _A = 0
— я  r~-y'1-r c .g "?  jV ln (q/) — 2л со? ec ~  я  j  f! cy > rf).

{Если r > 0  — произвольное, то p = q = co и yj =  1, / =  I, 2, 3, 4; если г > 0  — 
рациональное (r — p/q), то

X l- Л О .  (Л-h 1)р-1: 1+ (Л + 1)р-ь г),
Х»“ Л ( 1. (/■ +  /■/1 — a)p  l ; 1+ (г +  гЛ-а)р->; г),
Ь —tF  1 (1. (e +  r^ / r1; I + (а  +  /Л)р *; г 1),
Х4 =  Л ( 1 .  (Л + 1 )р - ';  I + (Л +  1)р~‘ ; г 1), z =  ( i  cy/d)r.}

[0 < R e a < r;» > 0 : { l *r* <f, + d>l « "*>«*> ° } | .

в. \ та-.(уГ/2+ W  i ^ ) v (|п ^  ^  
J  (*r + y r)p Un tx - d ij  р [р = 0,1/2]

+Г-НТP - » H « B ( l- p - i  , y ) [M n (c y )  +  t ^ O-K'-o-5)] fv'2V+2(A+a+iV,‘ /
U/ Л+ 1  V

Vf \ l - 2p
а + Л + 1 /  Х

 ̂ хв(«±1±1, 2p _ v - 4 (« +ft+.) ) (^ Cj ) \ 1 +

+ v‘-*pn (  с V (1 ~ v)/2 - “  '/*-'Р f - l ) A(( l- v )/ 2 U (( I -f у)/2)„
\ й )  у hmh\ (3/2 -  2р)д[/ (1 -  v/2 + h r-  а ] х

А = 0
(■cosec[r(l— v)/2+/w — e |n W a »y*
Ictg lr (I _v)/2  + /w — а |л  / U y  +

( £ \ 2 r ( > -■"/ * ^ * V  (— 1)л (2р — у/2)л (2р+ у/2)л 
W  у ^  /;1(1/2 + 2р)А l(2p-v/2 + /0 '- a ^

А= 0
fco<ec[(2p —v/2 +  Л)/- — а(л»/су\'Л 

. (ctg|(2p — v/2 +  /i)r — а |л  / \ d /
+ ^ 2, . ^ ( _ _ ^ _ ) , - V v ^ u ( „ i 2p_ v _ ^



_ /1, (а + Л + г6)р->; г \
/ , _ , г , »+* |\1+(а + А + /-б)р-'. Д (9. Л+1). Д(<7. Л+в+1/2/’

гв < Н е а < г ; 6>0; +  < Я  " ри * >0}1
ОО

.2. у  <*->с » *✓  { ! ; < " + ; }  ^ « = ^ (* )|в=0  I » ®  с-, ь 2.6. , , а
о
2.6.3. И н т е г р а л ы  от х* 1п°х. 
а

1.  ̂ х’ -Чп0 "  4х=а“ а-°-,Г (а + 1 )
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3. (  а ln (1 + Ьх) ~ Ь 1"  (1 +^ d x  = ab In ah \ х3 Ь

(а. Rea>0; R e o > _ n  

IReaxq . 

(а. Ь> 0).
U

2.6.4. И н т е г р а л ы  от
а

_  Ха
. (*
0

1

х°-
1п"х.

I. \ — — -— ln° а dx= aa- w r(o  +  l) У  -С1}  (&  + *•>> х М  + ; Д И ( а  + |г*У»+‘
la. ц. Rea>0; Reo> —I].

2 1ln i d x  =  J n ^ n ^ p  Р
(x '+ * l}> цг’

1 + x»*

(д. Re p>0; niargz|<*J- 

[(i. Re а >01.

r  =  -1 6 ' ^  /•*» -  Ы ^ Г лг . " у 1 <-•>*
“  I I I/ *  *  12+  2  “ P ~L * = i

I * 12 =  _  .1 G /ц/2 ~ 1 — />*/2 + 1 — я * sin (я/и) 
I*1 ’ ** й ~  ц5 совг (л/ц )'

I
Г ^ -Ч п »х  л ,  

*• .1 l + x ‘ **
о

In, Rea>0; n =: I, 2, 3, ...V

JV% 2/ — I 1 —
* = 0

j .6 .4  I

' Л\2/+ 1 1
it*/:. v = v  _

t —n
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я  21 / * \ « + ‘ 1 . y<i(i. 2 2 у  ( - I ) » 1* , ц/3. 2 _ _ ^
^  “ U j  '2 w * “  _ Ц* ^  /г» '  ̂ _ 2ц”к=*П

f  /?[•" Id. Rca>0; n= 1. 2, 3. ...J.
k 3 (»+*">

2ц’

/[i. I _____|Зц/2. I __________
u • ' u ----

4 In 2

( - 1)"

цг ’ •* 
rt-2

>u/2 . 2 л3  /пн'u  — o..:i > 'u2ц-‘

( п - 1)л *  " у  ( - ] ) *  1  ip, 2 _ Я*
,n 2 ----- Г2-----"  = Wi J

[  2 (« -  1); (3) + 2 Д  ( „ _ * _ ] ) _  * * j,

*4 (-^ r8-y,[g Д  (-1)*-1 я~̂ ~' “ ш(*~1}]»
6 ?  x^Mn^x djc_  1 / d у- Г / <« « \1 

^ (xi- ц \do/ L U i ' И/J

l(i > 0; u ; arg * | < я; 0 <; Re n < (i Rc pj. 

[d>0; u 1 arg* j < л; 0< R e aC u  Re р].

«• f  7^ \ Z  n z ^ y  ---- л с (ка ^jl ( r '- r . i ' j "  (m— 1)! ji- sin (ал/ц) у  k~ l h1— a  I1 J

|u>0; u! arg* | < л; 0<Rca<um : m = I. 2. 3. ...J. 

fi F  Inx . 2z''t m (  "Сл2 1 £Wv  3 A
г ( ' " * + 21л 2-  >  * - «  2  т )

\ к — I k — m—1 /
со

0. I" *a 1 In1 x
j) (5г+г**)к

2^ Up /

Р ~ м )  <1и1пг+^(а/ц)-^ р-а/ц))*+Н>'(о/ц)+»|>'(Р-о/ц)} 
lu>0; u I ar j  г , < л; t  < Rea -,u Re pj.

II argi| <л; m= I. 2. 3. ...].



,,  С х»'р/* 1 In2" X . .. V  О - Р — Wfr
J  (x^+IJ** dx— 2 -ц (2n). _/ b, [u.Rep>oj.
0 * = 0

\ м - } Г  м  v  ■ lu>01
.1 x»*-|-l 2 и ,u>°b
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ОС
x® •* In" x , л д* г* i1 dx= —х“  +  г  ̂ ц 0an sin (ад/ц)

;• x*~l in2 jc

[u > OJ.

[ц>0; ц I ar„'г ]< я; 0<Reoc<u].

^ ‘ In^x 
j  хР +  г» ax

Я2« ‘^ Г » i • n l » aIt i я * Л  i •> ®Л\1, . ,— j-? иг ln- г — 2дц In г ctg--- 1- 11 +cos---]
а &ш (ося/ц) [_ ^ I* sm  ̂(ал/ц) V Ц /J

ОО 

№ !

ь '

1 In х dx= О
(**+*•) (х* +  г* ) 1 “

lu > 0 : д ; a rg*|< n ; 0 < R e a < u J.

1г> 0; a — u O J.

X*
2.6.5. И н т е г р а л ы  от . 

x“ ‘ ln"x  a>‘ ’М »  d*
J  h 
0

lnCTx.

J  Ц «**« И *  “- )]
|а, ц, Rea, Re0>O (Ro0> — n при a =1)1. 

a  m

2. j  x®-*(a^-^)"4n»xdx =  (- l ) " n !  У  ( ” )  (a (~ J ^  n  H. u>°J- 
0 * =0

3. j  x®- (*• -  x**)-» ln ° J  (a +  I) V

С Xе-1 In x . аОШФ-1»
4. \ ------- - d x = -

J  {a» — x»)1(at1 — xt*)1

_ (• x®'1 In* x ,5. \ --------- rrdx
J  (a»* — xH)i P

-  в (,. ? ) ( ,  ,„ .« (« - )- ♦  |»+ 2 )]‘+ f ( f ) - f ( l> + ’ J
la. ц, Rea. Rep>0 (Rep> — 2 при a » » r

k- 0
la, u, Rea>0; Re<j> — m —

b ( „ .  t ( i ) _ , ( , +  S ) ]

la, ji, Rea, Ke|5>0 (Rep> — 1 при a = Dl-
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fi f  *** * lna 1 ^ _ Г (а + 1 )  у  * -M*
1 г»* —x>* X U0fl 2- bon" w X); Reo> — IJ.

0 *= l
I

I
8- i r S ' 1"'’ l  ^  = r  ( a + 1) ( « + 1)

6

I

9- f r ^ 5 ln" xAf- C  "•
о f

/“«• i . i f ?  1 _ я2̂  
“ 6J

(Rea, Reo>0J.

[u, Reo>0J.

tun,
H

i™- 1+/*-"•• '■----

[it. Re*> 0; /1 = 1, ?, 3. ...J, 

[/1 = 1. 2. 3. ...J.

Яг
I* > mj.k- sin* (mл/к)

.и/?, I ____ я!. #u/2-l. I I /ц/2+ l. i = _________5*----
#й  ̂ J»1 cos2 (л/ц)

уЗц/2, 1 _  4 Л  _  Я*\ и/6, 2 _  ^ 3 ,  2=  8 К Э  ,
V  ц*\‘ 8/’ V  V  цз •

ОО

/И('«4 Р). 2* - Я  У  -- 1--  |р=1 ИЛИ 1/2],V  цЗ ^  (А +  р)>
А*п

/<” + 1)Ц. 3_  1 
Ц4

10

Г6" v '__L____ |(«+i/*n.3_j [96y  _ 1 — -я«],
6 2 ( * + T ) J  15]’ '** 1‘* к̂ о { +  ) JL k — 0 J  *

]».
ti - 8 ( П \ \  J ^  =  -  S ( Л-\*‘ 6 i  ( |» ) 15 ( ;т -

[ц>0; л-1 . 2. 3. ...J.

[|i>0; я - I .  2, 3, ...J.

-^1п^х</х =  (2/.)1ц-*я-1(2*я-1>£(2л+1) 1и > 0: л = 1. 2. з. ...j.
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xfl-l
( 1-хК)- \ппxdx — J J :  а [u, Rea>0; m = I, 2. 3,

12.6Д

ju. I _учи. I , -г Г V  п ~  Ь — 1 л* 1 
•И [ 1 — с - » }

fU'J. I _  /<л + 1/2) ц. 1 _  u-* 4 V  п ~ к  _  n :lt
“  “  м [ ы \  ^ - l ) *  2 I ’

' ? +1п‘-г- £ к '- < ( » + 2  ¥ ) ■
кш  I

/П. 3 _  »(<! + |)ц, 3 = J L  (с, \  п ~ Ь  _ ял<
«* ** И  \  *  ,  * *  1

/ ц '2 .  3 _  , ( п  +  1 / 2 )М> 3 _  j f a g  У  П - k  \
•* '»* Й*Д (2Л-1)4 "  j*

/ и .  4 _  4 л *  fU / 2 . 2m  I / W 2 ,  2m  / 2 я \ * * 2 » *  —  1 

14. Г . ^ - |П̂  4х=-{- ] Г л  clg^ l) (0-1 Г  H (m - l) !d a « L ^  !»/«,., g |i J

le P  In" X
15- 3 XM-1

[О •ч. Re a < um; n >  m; m, n = 1. 2, 3, ...J

2  — 1
Л" 4-11 fln+l I (1 — (— 1)") Ui>0J.

(л+1)ц»+*
и

"• j  т )
о
со

, ,  1‘ х*-» In х  н у *  И Г п  , а л !
3 Jt**—у** Х— И* Lsin2(an/n) ^ п у с ® ц J

[и. »><>; 0< я#в<^

Г Jt®11пгдс л>Л м Г 2я / 1 * „а я \ г in»»etc ^18. \ —^--- jr- d x =  -r-y----—  ( u ln y  — n c tg —  — fiMn-f/cig t
.1 X»*— ja Lsm*(^n/H) v  Ц /

о О с . j  ln °  Ж2.6.6. И н т е г р а л ы  от . --г— ;— .r e**-f 6x+c
b

. (’ ln x dx ln (ab) . (a +  6)»
J  (x+a)(* + i ) “ 2(6-a) 4a6

U . y> 0 ; 0 < ReO

[0<e

.nl-
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,  f  J 2i l ^  * .  > Ч  V 2"  +  »\ (м1ь. и  Г 
*• ) ( * + ! ) *  1 — 2/1 ■— А 2* У * (JC4-1)2О к ~ 0  а

[о = 0. Ь =  ос, иди а = 0. 4 = 1. „ли 0 = 1, t  = ccj.

С In X п
3- \ д!-)-а2 2и 

о
1

dx— n In a ---- а (o>cj.

. Г _  .*L1 ______ in» J  dx = L ( ”± ' \  V  rin (» y )a ->-i
*• ) X- — 2excosy +  a- x sin v (a +  * — 1)°+»

о *=  i
la> l; 0<v < 2л: Rect>0; Reo>-l J .

5. f .  2 gjL^K1* — 1) (у —я)) )
J  jr=-2a*cosy +  e* 'd<i"\ и „о л  /
о 1

lo>0; 0<v<2n: Rea>0].

10<у<2л].
J n**  j r  У (У - 2л) (У - л ) 

■ \ x- — 2*cosy-f I 0 sill V
0

7- $7=
ln«JT

(4л5 — Зуг+Сул)^ д:2— 2*cosy-f 1 ЗУ sin у 

L f - * i Л _ А -
J  ^ ± x — 1 ± *
0

/••I = — 0,7813024129..., /^-'=— 1,171953C1935 .
/ V '“  — 0.157CG014915 . . . ,  / L 1 =  -  0,3118211319

(0< У< 2л1.

П'-= 8 л '
в Г Г з ’

/L‘ = Юл3 
81 У З ’

8. 1 ( — х ое) In лс л sin [(у— л) а ) ,  . , дI! j  WScoey+T dx~  —ш  ftui Яд <лс1е«л-(у-л)rtg [а(у-я)]}

I. f  t»*+ x Д)1п2дг 
.' jc2 — 2х с.«« I I

1С<7<2л: | Rea, < 1].

cosy+ l

л sin |(v— л) a l ,
йгГу sin ал {т— 2у л + 2я ctgал { ( у - л )  ctg [а ( у - л ) ] - л  ctgа л }}

1 10< у< 2л; | Rea; < 1].

lR ca> 0J.



Гг в в. 

[Re*>Oj.
б

[|»ГВ(1-*)|<.Я. Rca> — I] вли [>Ш|, Reob-oj.

,5- )7̂ л--Н?-и ( } Н Ч

оо
1? Г  In "xdx  ,
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1*3*1].

(х +  а) (х +  Ь) flma ж ImЬ =0|.

» I I а
/e~ J = 6 ,n Ь ’

'2  (а - Ь )  
1

= 3 (а — 6)

* (In* ja  | — In* I b j +  A sgn a) 1-4 = 0 при ab>0; Д « « ' При ОКО]. 

(In* [ a | — In* ] 6 | +  Влг)

/!■

V "  v“  — “ /
[Вж1п|а/6| при a, b> 0; В =  In (ab') при e>0. * < 0: B  = — In (a’ft) при e < 0 ,  b > 0 ;

B = 2 In | b/a | при a, t^OJ.

*—  ln-x Я <** « «to ( (» — ») ( Г ~ Я)П
* sin у да” (  sin ал f

[ a > 0 :  0 < у < 2 л .  0 < R e o < 2 J .

19.

2axcoe y+a- 

x* 1 ln XС —i— ~ — ln x dx= . ™ . ..—  {In a sin ал sin [ (a — 1) (у — л)] +  J  x* — 2ax cos у + a2 sin у sm- ал

OO

“ • S  ^

2ax cos у +  a* UA sin у sin2 ал

+  ysin ал сое [(a — 1) (у— л)] +  л sin Iy (a  — Ull 
l a > 0; 0 < v < 2 n ;  0 < R e a < 2 ,

(n - y ) ln a  [a>0; o<v<»l-ln X dx -2axcosy +  a2 a sin у

[0< у < 2л; |Re®

21. f  Г - * - а)1г14  dx =  * ™ n 1а .<! - П"  {л ctg ал - ( у -  л) ctg [а Л x*— 2 x co sy + l sm ysm a.T  '• '

00

1
22. f x2— 2xcos y +  1

2л sin [a (y— л)] {у » _2 уЛ +  2л ctg ал { ( у - л )  ctg {а ( у - л ) ] - л  ctg a*!) 
sin у sm ал  *  * , 0„-,<iJ.

(0< у< 2л: I Re0tl^

2.6.7.)

[n>0; 0 <7 < 2л].
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С _ _  « " 4  d x ~ ^ L ( ln»a +  t  л») 23. 1 —2tiXCOsy + a- a sin у \ 3 /

’_ J i l ! l^ - d x = o
i* + 6x T T [1 6 1 < 2 ;  л - I .  2. 3 . . . . J .

01

и }
2.6.7. И и т е г  p а лы  от х«(а! — хг)Р 1пя х.

, f  ^/<-1 (fl« - ^ )- V "  In Xdx -  л ct* [я/(2п)1 В  ( ~  ± \
Ш  J  80 cos [л/(2я)] \2л ’ 2л ^

[ e > 0 :  n =  2, 3, 4, ...]

2. Jx*(a2 —x*)*/l 1 lnxdx =
0

Г [л/2] “I
=  ВапП — In а-1------- V  ____?____ ( i — /■) In 2 I(я +  I)!! n + 1  ж- 2k - r  (l r>ln z \

[a >0: В  = л/2, г =  0 при п =  I, 3, 5, ... ; В  = I, г = I при п = 2, 4, 6, ...].

3. j  _ ^ L  dx= „ а *  |̂ (_  1 Г «  2+щ  а + ( - 1)~ »  V  J

(о >0; А =» л/2 при ч ^ О , 2. 4. ... ; /4 = I при т  = I, 3, 5, ...].
а

4. $х* К *  — х2 In х dx =
О

[о>0: Л = л/2 при т  — 0, 2, 4, ...; А =  1 при т  = I. 3, 3. ...j. 
t  г In/2)

(в> 0: В  = п/2, г =  0 при п =  I. 3, 5, . . .;  В  — I. г =  1 при л =  2. 4. 6. ...).

р / я й * -

( ^ + 1)1

1в>0; Л=л/2 при т  «0 , 2. 4, ...; Л = 1 при ш = 1, 3, 5, ...J.



In xdx 1 / ) Ь'- -  о* \ , , „-= ------- —  =  —  К ---------- 1м (ab)
(jt*-a*)(6*-x*) 2b V Ь J
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2.6.8. И н т е г р а л ы  от A (jc) In* х.
12-6.8.

I. f  _ |П <
J  I (**-e2

a
О Г ______ IrurJ*________ I Г „  /_________ О >, . . я  / г V-,

5 > (в*-дг*)(х»-|-**) 2 > e* + i* [  ( V а*+г* J  "  “  2 ‘ \Fo* + ? j ]
I a, R»r г > 0J.

.1 I (а--х-)(Ь*-х‘) 2Ь [  \ Ь ;  2 \ Ь !\

«■ \ ,n хЛх- 1 - 3 • 5- I Ш  xdx-~271 лг-
о 5

6. f -----
^  + г*>1 I — г*

_______________ —  In------- -----
(*= + **) I 1—х2 2г К г * 1 г+ р  г2-(-1

Ю < а < 6).

[Re / >0J.

х- In xdx 
(1-**)<! +x*)

Я*

[0< Rep <l|.

0

« F ’ j./* I -t: » '3 r r I ) v , ,  2 r / _ v \  . / 2 f v \ l  4
'• ) v — v7i^ r T—  ” J : ^ i' K *  t ) - ' i - r ) r P

n i* ______ In xdx________  In (гк) R 1 У г" - о- \ 
}  У\х* + г*)(** + У*) 2г V г J

[ 1  R e V <0; м > 01-

II . \ xi‘ • ii- ^ B E L - l iL in "xdx=*J  (X»» _J. \ y

( ,  v)1 *• ,v  /„ Л1 I (V T  v)/2 +  o/ц. 2r — v —2а/и1) 
и d-xn \ [  1— о/ц— (v x  v)/2 j#

[/•=0 и л 1/2; n>0; n R e (i;V  —v(/2 < Rea<fW  —^ ReV 

•2- < * * + £ ф 1)Г.1п xdx-

_  (T  V)1 2r „ччга,мpI a /ц + ( V T  v)/2. 2a — v - 2а/ц1
ц- ‘  I 1 — a /ц —(v ± v)/2 | ,

x [ » « + ♦ ( ; + ч * М « - ;  ■ ; Ц
[/•=0 или 1/2; |i>fc И Re (.tv  —v)/2 < Rea

2.6-M
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1S r Z E * * 2 L b f i x * .1 * 4 ^ 7  xtur

(T  v)1 * cb- ( а-г*л,г \Ы\1. r T  v/2—о/ц1\ 
3 a «\ ”  | 1 —г +  а/ц T- v/2 Jj

[/•=0 или 1/2. ji >0; 0< Rea<+ p Rev/2 + |i/J.

14. **
5

( K F + T ± ^ . v h T , r ,
(iM-h IK

(/■=0 ИЛИ 1/2; |»>0; 0< Rea<p/--*p Rev/2J.

‘ f
( I + K l  —xt‘)v + (— Ip  - (I - V  I - *> )v

(I —ДС**У

у  i-tr 9я /оД/un Г а/м, v+ a/n  "]\ 
ц да'* \ 12я/ц +  у + 1— 2г |/ 

[л = 0 ИЛИ 1/2; |Д. Rc a. Re(a+jiv)>0J.

(1 - * г

2'ча/ц

+ч'(У+м ) " 2̂ ( ? '+У+,-2/))
(г = 0 или 1/2; п. Rea. Rc(a-f-pv)>0J.

17. (  (K l+ A M  + V̂  I -x>')v- K - I P  ' (У  1 + * - V l  -<*■) In" xdjc =

= ovHtr-г Д" /лд !Г I а/(2ц), а/(2и) +  v/21\ 
И <?ач V I а/ц4-у/2 + 1 —Ъ  Ij

[/ = 0 или 1/2; ft, Rea, R i ( a -( p\i > UJ.
I

18. C ra t ( K l + j e M - f K r ^ r ’- K — I F - ' ( К Г + х ^ - У 'Т ^ ^ Г ,  ,
J  - (r ^ v * 7 --------------------In xdx =

+ ' { £ ) + * { £ + 1 )- г*{1  + г + 1-* ')}
[г—О или 1/2; Й, Rea, Re (a + |»v) > 0J.

" и 2



12.8.9.

(*д «- Ч „» (а+ х )< *- в « 2
О к —О

[а>0; Rca>0 (Rea> —я при 0 =1)),
а

2.  ̂х®-1 In (а-\-х) dx=aaa -1 (In (2а) — (5 (а + 1)1 
о

(а >0; Rea>0 (Rea> —1 гри a =1)J.

3. f  х«-Чп(а+х)£/х=-яП- Г (- 1)»-1 V  i z d l i  +  l n a + i ^ ^ - l n
б L *=1

4. j  д - ^ Ш  (e + * )d fc - g ^ 2 1 n  (2а) +  (-1 )" ^1-4 V  ^ p y j j
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2.6.9. И н т е г р а л ы  о т х® In" (ах + Ь).
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lo >0J.

1«> 0].
0

5.  ̂ л®-1 In" (а — х) dx=aa [а^В (а, Р + 1)1 !р_о

(a. Rea>0 (Rea> —я при о=1)].

1 |
6. t- ln » (l- x )< fc  =  (— 1) " л 1£(я +  1).

О * 
а

7. jj x °_1 In (а — х) dx =  a~1aa [ ln a —С — ф (a-f- 1))
О ..1[о. Rea > 0 (R e a > —1 при o=DJ>

в. f  x " f a ( i ± * ) * « - ^ f f i -  21  ( , Г ~ + ~!~ 4 т т — ,п2'
о к—1

и О

11. \ x - * * ln ( l± x )d x = n {‘ } - { ^ }  1п 2 .
О
а

12.  ̂ха"Ч п г (a+x)dx=*

I  v  < = ! £ * Я= eaa - i ! 2 ( ln a —C )[ln 2 — P (a + l ) ]  +  ln5a +  2a k(a + k> J
I *=• .  a*n\-

lo > 0; R ea> 0  (R c a >  — 2 r-P* |

а  ,n5 (a - * ) dx== e° a_1 { l ln e -  c  - 1  (1 + « )]г +  Лs/6 -  4' ( I + a)}
l’ [a >0; Rea>0 (Rea > — 2 при a= l)J.

г  1пг а+*> v  ( - i N w
14. 1 g k- G

o *"<

15. j  - 1(  ̂—  dx  = 4  (3). 16. j  L".* (»-«>** =

Я  +  1
17.  ̂ ln [x] <fx =  ln(nl).

l

к =0 р-0

[о > 0; Re ot < 0].

1». [о > 0; Re а < 0J.

п —Iао г-п —I
20. У х-»-> In (х + a) dx = ^ - \  V  

i  1 к =1

М ) » ^ + 1„ . +  |п 4
к ]

[а > 0]. 

(—1< Re с  < 0].

[а > 0 ].

21. С Jt^-Чп ! I ± x ]d x = -------/ 1 I
■  J  a  sin ад (cos ад/

22. J  jf4 ■+•/!> (x+a) *  = In (2a) + (-1 )" | * - < V  I z U l j

OO la

м. У x*-i Ins (jc-1-а) </* =  а -1аа |г  Ĉ +  A- -  Ina j [ln 2 +  p ( -  «)] -f-

|  as * = 1 fe = l

*• j  **-i In® (x - a )d x = -  a-V* J[C + if ( -  a) -  ln a]* +  -?* +  f ' ( _  a )J

[a> 0; Rea<0].
*•6.10. И н т е г р а л ы  от x* (ax +  6)& In" (cx-f-<f). 

1 1 V

(a>0; Rea>0(Rea> — n при a = l)].
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lo>0j.

12.6.1*

2' j  - F T IF |п" (“ +х> *  ”  ^  Т = Г - )
I „

з. \ (1 ±  дс)Р-> 111" (1 ± X) dx =  т  ±  ]) „| 2Р- 1  у  {l^ O n ty i- »
а р £ 0

а  l R « P > 0  Д л я  1п"

4‘ \ - Й ^ 1П(в + ДС)<,Д: =О
со

=  аа-рр(а)[1па +  ф (р )]_ ^ - р  V  t (p + J)

[a> 0; R ea > 0  (Re cc > — 1 при a *I)|.
h n ja j- x )
jl ( а + ^

а'-р
-4- {(2>-*>- I) [1 -I- (p - 1) In а] +  (p- 1 ) 2‘-P ln 2} 

dx =  \n 2 ln (2a)

[° > ®! P^IJ. 

|e>0J.

In (1 +  *) rfjc _  n2 In2 2
2 *

f  ln( l  +  
J  1+ * 12

„  ( !+ * )»  X  kk\
0 *=1

10- М Ш + 1У0

j^ Jnd+ x)
J  (1 + * )4 24 \ 9 , т л ) '

12. x*
(а + дГ In2 (a + x) dx = a*-P0 (a) [(In a + if (p))= -  if ’ (p)] +

00

+  aa' P 21 ( J+ I lf e l  &  + *) +  ♦’ <P'+ *>~ 2» (P + *) С" д + ♦(Р)>1
*=o _____ л-iU-

2.6 Ю 1
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ОО

,3. ( | ^ Г " Т =  2 1 i ^ !r W 1 (p+ * ) - * ' ( P + i ) - 2 t ( P + * ) ’»>(P)]- 
6 *

+  2  Ъ + i 7 ( i W [* 2 + * + 2>+ * ' (р+ * +2) - 2*  * + 2) * (f>);! •
* = 0 I

In (1 - Х )  ,, v  'Р +  ! ) * ( - ! ) *  ,г  , . . . . .  Я*
,5- ж (1+" ^  Р 2 . — ( * + ! ? «  (С + 'И 2 + *)>~1 Г -

J  *=о

16. j* (1 In (1+*)<<«— у  ^ , ( 1. I. 1; 2, р +  1; - 1) IReЭ>0].

,7 Г 1п,<1— t ) (to- 
jl Х(1+Х)Р

ОО

= Р  2  ^  ( * + 2) - ^  (fe +  2) (♦ (fe +  2) +  2 C )- C - - n V 6 J.
к =  О

“ • . i v r r r f  {^<'>+-т+

+«*<р+’> 2  ? & > £ ? »?[-Т■ *+ ">+*+*o + w ]}.
о /

(1 —Ж)Э-1
In2 (1+  *)<& =

[о>0; Rea>0 (R ea> —2 при

~ I  [ | ( Т Т 5 ^ + - ^ - С Л (|- '• l; 2’ i + ,: -'>] >s’t>"
I  да

*0. f  <‘ — х)Р~' 2 V  (- ! )» * !
1 3  X* 1п 0 + * ) л - р  ^  (Р +  1)а(* +  2) 1 + ^ ( +  1

*=о

I
21. f  M l  ±

г? FT

[Re Р > 0].

а: х) dx _  3 _t 1 
1 + *  ~  4

я  In 2 -2 0 .
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1 » _
3. i (1 ± xfi~‘ In» (1 ± x)dx =  T- +  (1 J t  1) n! 2Р » V  {^ i^ j(ln 2 )« J

• * = 0

[Reg> 0  для In" (
(* Xе -14. \ In (a+x) dx
S (а + хГ  0

oo
■ cfl-Pfi (a) [ln a +  ф (p)J _a*-P  V  Ш *  щ+Ц

k—0
[e>0; Rea>0 (Reat> — 1 при a*

5- J
.* In (a+x)

I)].
5. \ dx-(O+X)*'

a l_P
*= -  7T=^)2' •> П +  <P - 1 ) In a] +  ( P - 1) 2‘-P ln 2}

6- j  ~lna+ V) <<x~ ln2ln(2a)

7- f--1/,Ĵ ^ - 2 a - ^ ( f l n 2 +  -J lne-c)

In (1+x) dx я* In*2

1°> 0; p?ii]. 

le>0J.

1<I>0].

10.

1+x X 12 2 * 

In (I -f-x) dx _  Y  (— 1)*
(l+x)»> x L i  kk\

*= l

In  (1 + X )  л_ 1 / 2 \  
(l+ x )«  ** 24 \iln2+ 9 j*

I f  (P)- * « >  +  *)].

I I .  i dx = ~  ( —  — 71n2^
J  (•+*)* 24 \ 9

,2- j  ‘( f + l ) ?  In*- (a +  x) dx = a*-pp (a) [(In a + if (p))= (p)] +  
6

+  tP rV  L i  7»  +  ' L  №  &  +  *) +  ♦' » '+ *>~  2*  (P +  *) C11 а t  
*=o „*»)•[a>0; Rea>0 (Rea> -2  при «

2.6.Ю 1 2.6. ЛОГАРИФМ ИЧЕСКАЯ ФУНКЦИ Я 501

I
,3. (  - T “  2  I* * (Р+ * )- ♦ ' (Р+ 2* (р + * ) * (p)l. 

i  1

+  J  ^  + (й ( ? ш  1 (p+ * + 2) + 1 ' (p+ * + 2) -  2t  (p+ » + г) t  w  i •

(• In (1 x) J _ ,  V  :p + D * (- D *  я ’
*5- \ 1Т(г+хр 2 .  “ < * + w ~ (C + *  <2 + *»-- o r-

5

■ /
16. \ (l *} —  ln(l+ x)dx= ' Ft (U  1. 1; 2, P +1; -1)

(• ln* ( l-x)

[Rep >0J.

______ - dx =*x(l+ x)p

„  V  <p+l)>

k = 0
(A+ 1>2*I 1Г  (* +  2) — it (* +  2) «■ (* +  2) +  2C) — C- -  n‘/6J.

18. f ln * (l- x )
x*(l+ x) dx=a*1_P !«• («+ x '

+‘,(,'+l, 2 » + m i + . ! ^ i  [ f  g+q+ic+tp+ ч]•k — Q •

: (i-x )P- i In* (1+x) ix =
" I

- I [ I l S + T - 0* 11' '• '•*•l+l>: -"]

*° j  + ')“ < - } 2  (?|Ты»И+2)1С+,>1>+а1k =0

1

21. f  J "U  Ax) dx 3±1 . „ or
J  4TZ----——  = ----- n ln 2  — 20.S r x  1+x 4

[ReP > 0].
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22. I  x*~l 
i

, In" (e — jc)
(cx + d jf

ГЛАВА ВТОРАЯ. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

dx—

12.6. *

23.

“=<,' Рва- $ г [ аРВ (а ’ P +  , )* f ‘ (p- а: а  +  Р +  !:
[а. Rea>0, |arg*e» + </) < я  прн

< г £ Ы - “ 7 «< ‘ + Н ‘>
к = 0

[a. Rea>0, |arg(«* + d) < я  при 0 <  дс <  а, вс; <, rf.j.
а

24. ( ж® * 1 (а — x)P_1 In" ( а — х) dx =  а* " 1 [af*B (а , р)]
0 ^

(а. Rc0>O; R e a > 0  <Rea> —л при a=l)J
а

25. J  xf1' 1 (a — х)Р_> In (а — л) rfx = aa+P-'B (a, P) (In в +  ф (P) — (a-f P)] 
о

[a. Rep>0; R ea > 0  (R e a> —1 при а —1)1.
1
f  *■ In (1 - X )  d x =  —  У  (P) |Re0>OJ.n . j

a[• ra-i
27. I  ------- — In2 (а —at) dx-

3 (a - x )4 *
да+Э-i

D (P. « ) { Ж Р ) - * ( Р  + а) +  1па]г +  * ’ < Р )- Г  (P + a))
|a. Re3> 0t й .х > 0  (Rj-X > _ 2  i ри e= l)J.

28. xf11 (a — xft' 1 In" (cx+d)dx=

= P ) ^ r [ ^ ,  ( - p .  * ;  a  +  |>; -
I a, Rea. Re f) > 0; ag  (ct f  d), < л  при 0 < * ^ el-

29
“  a

». J ( e  — дс)Э-1 In (cx+<i)ix = J  дсР-i in (ас+ d — cx)dx.

«■ J
In» 2 я*_

2 12 *

31. J* * - , (a-.x)p-1In(r*+<f)dv=a«fP-1B (a , p )ln./+

+  c d - W * B ( a + I ,  p ) ,F 2 ( x + l ,  1. l ; 2 , a - f p  +  1; - « 7<J  
[e, Rea, Refl>C; iarg(c*-[- d).l < л при *

f .€. W-1

32

2.6. ЛО ГАРИФМ ИЧЕСКАЯ ФУНКЦИ Я

|n J(|- fr)x /a  +  ft|_ _ * £ _  _  _  _2 _  , rccos2
V * а — ж У  a

503

la>9; 0< »< 4.

In (a C*V_ л- — 9t  ln 1 — — — —+ я  lna
**• 3 T x F a - j c

o

[0 < C < 4

f  y — x ln (d± cx) dx = ли ln d + y  +  ™  l ^ - K r f  +  ac
3 V x  2 2 Kd  +  V d + i

\n h[o. ft. c> 0]. 

[О <e < 1].

[0<f <  IJ. 

[c > I].

*■ j  т ^ ‘ = ы г ~ ‘ - ' }

36. Г -ln ^  ~ 1*~ dx= -—  2 arccos2 Г с 
J  x V 1— x 2

37 . =  л * /2  +  2  ln ( V c - с— l )

Г  i In’* (cx-M ) . . . . .  d4 Га“ -РсР / d \ l
j  *  ^ " (- Ц "а ^ Ь = 5 - « М р’ р~ а; l+p- g: ~ ^ )|

 ̂ t* [Re (а — P X O ; , arg ( «  + </) <л при a < * <  ooj.

39. f  x a~ lJ^ iCX+
J  ( «  +  d)P

B t  A M I

J 3 ^ - { l ,n (“ ) +  *  (p)]»/ri (p .  P - а ;  1 + P - a ;  — £ r )~

- » - « >  j j r - i+ k ) k i [ - 4 r ) * b  (p + *) - p ^ 4 + f e ] }

a“
P

*=o
[Re (a —p) <0: I arg (c* + d) |< я  при a< *< oo. jrf!<|«e|J.

- Л ln 2-f 2G.40. [ ^ L ± l l dx = l ^ l  
J> K x (x + 1 ) 4 
cx>

41. f  j n " (x - a )
3 (cx + d)Pa

"=e':‘' Pc'<)- ^ - [e pB (P  +  1. P - « - P ) * ^ i (p .  P - а - Р ;  1+ P - a :  “ i ) ] p_,
[Rc (a —p) <0; a >  0. I arg (cx +  i )  | < я  при a<«<oo)J. 

“  p- K  - i -) -

IRe (a - p )< 0 ;»> 0 , ,arg(cx +  d) l < л  при а ^ х < а о . | d\ <  ас |).
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43.  ̂ л:'* 1 (дс — а)3-Чп'1 (дс — а) йх = сР-~1 [а-чВ (Э, 1—а  —P)J

[a, R c p x *  R e ta- t-p ,^
OO

44. jj 1 (x — o)P_1 In (дс — о) dx=*

=  a“ * * B ( P .  1 - а - р ) [1 п а  +  ф (Р )- ф (1 _ а _ р)1
[a. Re P > 0; Re(a j-p)

45. \ xа-i W <x ~ A dx^
J  (jc —a)l_p

= a“  Э > B ( l- a - P .  P){[<f (P)-4> ( l - a - p )  +  lna]* +  * '(p )+ 4 ’' ( l - a - p ) }
(a. ReP>0; Re«x + P)<;]J.

° °  6я46.  ̂ x * »(x-fl)P 1 In’* (cx + d)dx =  a'1* - * X

X  l(ac)P В  (p. 1 — a  — P — p) tFx (— P. 1 - a - p - p ;  1 -  a -  p; -  d/(ec))]p_, 
[a. Re p >0; Re (o + 0) < 1; | a rg («  + d) | < я  при a < * <ooJ.

eo
47. x®"1 (x — a)&-1 ln (cx-f-d)dx=

= 0“ * - 'B (P , 1 — о — P) [In (ае) +  $ (I — а )—ф (1 - а - Р ) )  +
+<к >аа+Р-Щ (Р, 2 — а  — Р) jF j (2 — а — р. I, 1; 2. 2 - а ;  -d/(ac))

[a. Re Р > 0; Re (a -f p> < I; I arg (ex -f- d) | < я  при a < * <ocJ.
00

«• \ (cf + V ln" <“ +4>dx=l-  *>"( i r  [dr9B (a’ p_a)1
1 , 

[Rea, Re(p—a)><fc 1 ar*(cx  + d) J < л при 0<*<ocj.
oort yOi-l tfiL-P

49.  ̂ — — -̂r ln(cx +  J)<i* =  - ^ r- B ( a 1 p —a) [Ind +  tK p )—ф(р —a)]
0 .

[Rea. Re (p — a) > 0; | arg (cx + d) | < л при <®1-

so- f^ R ,n
(0 < Re а < 1; | »rg (cx +  d ) l< n  при 0 < * < "

oo

5,‘ j  T x T d >П> (c* +d) ***" с ^ а л  {[ln d ~ С ~ *  (1 ~ g )]*- я»/6 + ♦ ' (»- a)}

10 < Re а  < 1; ] arg (cx -J- d)| <  л при 0 < * <ee*

“ • f - W T F - T - » w  "“ ' >w

a^ Jn 4 x + a l :dx,С л  . |п м *т» !
53. \ *  ~ T Z + * r

0 B(ot, p—* ) { [ t  (Р) — ’Kp  —a)+ Ino ]*  —<f'(p) +  tj!'(p - a )}
ll arg a I < я; Re(a —p)<;0; Rca>0 (Rj a>  — 2 при a = 1».

* ( 1+ ^
lR ep > 0J.

(Re p> 4 .55. f ^ } ^ - ^ - 2+ '(P + l)+ P * , (P + l)
&

56. j  Р - а ^ 1 п 6  +  ф (р )- ф (Р - а )  —

- ? - (1 - в 6 - 1 )Л (а + 1 ,  1. I; 2, p+1; l - 0*->)j
[Re(a — p) <0; j arga | ar« 6  J <л; Rea>0 (Rea> — I при b IJ.

oo

57- \ J ( x T ^  ~ ^ r  W  <P) -  a  -  <») « М » . !• »; 2- P+>:
0

lR ep > 0; 1 arg a | <л].
oo

58- ^ l £ w ' n', (cx+d) dx=

t ( ~ 1)n { i f  1г<г-ВГ 1±̂ В (а ‘ Р + а - ^ А  (<т. *;а + о; 1 — ш//(*с))1р_.
i Re (а — о) <0, Rca>  0; ; arg (cx + <i) |  arg (ад; -f Ь ) , < л при 0 <л <coJ.

59. J  *a-i (* _  0)Р-1 1п (х +  <J)d x = *
U

= {В (р , I - а - Р )  (1па+Ч> <« - « ) - ♦  О - * - Р ) ]  +
+  В(Р,  2 — а  — Р) j F 2 (2 — а  — р, 1. 1; 2 - а ,  2; - 1 ) }  

[а. Re 0 > 0; Re (а + 0) < 1J.оо

J  7 « T t F  1п(« + < 0 ^  =  (^-)а * - °В (а ,  о —а ) |[lnd —t{;(o— а )] +

И  *= 0  ;
Х О . Rea>0; 11 _  ad/(bl) | < I; ,'arg(c* + <0|, | arg (ах + 6) | < л при 0<x<ocj.

61. f J ^ L + d L ^  2л V H d + V T i
о У *(«х +  Ь) ' У Ж  V a d - У ь с

II arg («  + d)l, | arg (ax Ь) | < л при 0 <  х < ос].

60

fRe(ci_
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62. Г  »?<« + *> d x = * r  arctg T / ' g
J  К х ( а х —Л) К  в* * ad

12-6.1I.

[a. »>J): I irg(or +,<() | < д при o^ j
^<4

63, f  XT 1/2 d *  a_ »i  l/26- 1 *  xpf [nV b c+ V a d  V
.) ( « + * )*  2 \ у  a + У ь^ уЪ )

[I arg( «  + </) I, arg <ах + * ) |< я  Прн 0 ^ х ^ да1

64. f . J ;± L - / ’ .djc =  - ^ - in (a  +  6)
J  V x (b + x ) l b

2.6.11. И н т е г р а л ы  от x ° (ax2 +  6)P In (cx+d). \

'• j) lM 7  erctB £  [ ln r+  2' ln (ui!+cd)]

1°. 6>0|.

11“ . OOJ,

0

4 Г In (cx +  d) ^  я  l f |  d+Vd*-a*c* 
 ̂ У  аг — x* 2 2

5. =  (л/2) ln (2ac/d2)

6. f
^ а 2- х 2 2 2

,  (? l»i(cx+ 1) , л» 1 .7. I  --- . . 1. .■ dx=-------- arccos1 (ac)
j) xV  a*—x3 8a 2a

8. ( x J " f c * ± * U « .  
b> K « 2-x *

[a>!>: d>a\clJ. 

L0 < rf< e id J. 

[a>CJ.

(e>0; I ec |

[л (d - V d l - аЧг) +  2 К ^ - а Ч 2 arcsin (ar/d) +  2ac (Ind-DJ
(i/> a|c|; « о 0*

T n  +  2 / a 2c2- d 2ln--+ ^ c' ~ ‘ia +  2a c ( ln d - l) |
I0<rf ^e|el: *>0*’

f.o lM 2.0. ЛОГАРИФМ ИЧЕСКАЯ ФУНКЦИ Я 507

Г 1П (СУ+ d) ■ 1 /с ftc d \
12- (ax + &)*■" b: — ad \a a b )

,з. -дгОп-'+О
fbc^ad; | arg(or -f d) ] < я при 0<*<ooJ 

1*с=в* l агщсх+d) к л  при 0< jc< ooJ.

/» in 11 ^ x <jbttm= я  ln 
14- \ l+ x 2 4 —

I
” ln (ax+ ft)j___а г Л  1 1 . 3 3 . ° Sc*\ ,

IS. J  H F + ? "  6 3 2 [ '  T *  2 ’ 2 ’ 2.* - W J  +

. 1 Г. b , b +  ac я  , /, aVs\ T
+  2* Г « ' 1П 2. \ b*~ у "Ь л In *]

(Re r>  0; | arg (a* -f 4) | < л при дг > OJ.

6‘ I
In ' a — x

(b+xy> dx - я  h '- '*
2* ln (a +  6) i л^ '/ 2

a +  ft [a. 6>0J.

• xlnlcx + d | 
1 (г*+х2)2 2 (<Р+с2г2) H w  +2сг r  c'-t~

Id, Rci>0; Imc = 0J.

18. IfT ^ F ln (cx+d) A<= (•* lnl T  | -  ~ )
frf. Re*>0; lmc = 0J. 

2.6.12. И н т е г р а л ы  от x® (а^ + й ,)!5 (a^+frJV'ln« (cx +  d).

1. f -  ln *- »  rf, 1"(*-а) + Ф(«)+С .
(x — a)»*"“  (6 — x)'x "  sin алa

+  с1* ал  ( l .  « : l + « ;  “  j E f )  [e <  ̂< 6; 0 < Re a < IJ.

*■ £  In [ X>- tf. I dx= ла  (^ _  o) ,-lDJ6 -  ^ +  1) +  C -  1 _
a 7 Sin OtJl

“ Л 1Е ^ Н - + я ^ р г ( У - " ) а-1(*-У )-а ^ , . ( 1. a: 2 + a; -  | = i . )
lRea.= 0, a?tO; a <y < ij.

lo<U< *].

,0. f  ln < ^ '>  dx= ^ ln  2 + (9 1 . 11. Г  4‘ ^ ' ( . i ) /  ,
}’ x2+ l  8 1C/ jl x2 +  x + l  0 1 3  Ь Г Г ^  dx=+ 2  ~  j  У. T

/= I *“ i
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/= 1 fe =  l

•• i  
&

=  ̂ аа' 1^ Г [аРВ (а ' Р) 2f 1 (pl а: а  +  Р: -  add)]
[о. Rea. Re р > 0; | arg (с*+</);< л при

7. j j p - i ( a - x p - ' '£ £ = $ d x =
о

.rf-W > *- iB (a . p ) J tF,|'p, а; а  +  Р; (lna + if (P )|-

V  (Р)*(«)» (  ж \л . . .  .Л 
2 о (а +  р)*Л!\ d )  * (« + ?+ * ))

fa. Rea. Re P>0; i ac |<rf; | arg {cx + d) | < л  при 0 <r<a|.

p )( Д . ) " “ t f ,  «  K + H: - “ ])
[a, Rea, ReP>0; | arg {cx + d) | < л при 0

,
О

e a ®^-‘B (a , P)rf-p|(lnd-f^(p)l,F, р̂. а ; а  +  Р; — * ) -

_  V  (РН(«)> (
a L ( a  +  p)»*IV d )  »

» = °  , а,
la, Rea. Rep>0; | ае |< | d |; | arg(гх + <0 |< л при

10. f  1 Ь - 5 1 М ± Й Д _
.1 (о»+ Ц '(»л  + а)=“

11 J  ( а . ^ ^ + > - М ^ Н ) [ т  <°’ + |>-г ‘ гс1‘ д1“ " ]  J
О (*> *

?  .А-, ! п " (х — в) J ___
,2. ( c x + W

^  [вв^Р-'с-РВ (P. l + p - a - P h f / p .  1 + р - а - Р ;  1 + р - а ; |
'' ‘ [Re (р — а  — Р )> — I; Re р>0; | arg (cx +  d) |< л  при a <j«<ooJ.

?  i  .In  (х—а) .
13. \  - & T f d y dx=

в в а+Р-р »c-PB(P. l + р - а - Р )  P. 1 + p - a - P ;  l+ p - a ;  — X

. x » .+ ♦  «■- v  ?)*♦<■+»-■->+*>}
(Re (a-f P — P) < I: a. Re P>0; 1 ac |> | d |; | arj (cx + J)  !< л  при а< л< сс].

F  ,и . ln" j

 ̂ Й" г 
““ ^ ф ч 00 ' ,С*РВ(Р’ 1+ p - a - f ' ) x

X ,F , (p .  1 - fp - a - P ;  l+ p - a ;  -  ^  ]  
(Re (a -f P — p)< I; Re p > 0; arg (cx -f J )  . < я  при a <  x < ос].

oo
15. J Jta-i(Jt_a)3-i^||^d* = o“H»-P-»e-PB(P> l + P - a - p ) X  

a

X i (p. 1 - fp - a - P ;  l+ p - a ;  — ~ j  [ln (ac) + $(p)] —

• j k y i- g  i t ( p + t ) + 'K | + p - » - n + » ) -

- ф (1 + р - а  + *)И
IRe (a + P — p)< 1; a, Rc fl>0; | d | <| ас |; | arg (cx + d) i < л при j«£x<.olJ.

16. 1‘ **~1 + . __
j) (ex +  6)°(cx + d)P * =

= . ( _ 1) | . (A )  b a ^  [d PB (a , p +  o - a ) / , | o ,  a; o + p; l - ^ ) j
|Rca>0; Re (a —о — p )< 0; | arg (at -f 6)!, | arg(ct -f d) | < л при * <ouJ.

17. f -*01 In (cx + d) da-p _ С _ / ad\
}  B («- P +  o - a ) J « F ^ a .  a; o +  p; 1 - ^ j X

X  (ln d —ф (P + a —a)] +  V  W s Jg t .  ( l  _ £ ) %  (a +  p +  *)}
I * = 0

°~ P )< ft  R e a > 0; J < ,;1 .rg ( „  + ,») |. I erg (a* + i)< .i при 0 <*<ос].



-1 (х+а)* (х+ 2а)Р  1п (дс+ 2а) dx=
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12.6.1,t

18. J  ха~1

19.

“  (а + р - iy> Г  [ а * р ~ а  - * ]  [In (2а )+ 1 (Р) -

- f  f lP - « - * )- A < a + p _ .H l
[ » = 0  или I; Re а > 0, R e (a - p )< _ * ; , 4rg ' I

f , * * » + «
•> V x(ax+b)(gx+ li)

+  \ b i i { \  ah +  V b g )  v>e* aH- “ • »• '• *■ i .  A>0J.

t* Vx\n  (cx+d)
J  (ax+ b ) (gx+A) ”

=  _ ^ Ё _ Г т / Т  m f, +  l / S )  _  l / T  tnf l +  i / C T  , л In d
b g - a h l*  ad \ r ad) V gd \ r  ) gd/ Г  7 7 e ( V b t + M

lbs ̂  ah: a. b, c, d, g, fc>oj.

2 , Г I- x «  ln ( l+ x )

20.

dx-J  (ax 4- ft)- (ftx+e)* ab (a- — ft*) a

2.6.13. И н т е г р а л ы  от xa I n " j .cx+d
ь
f  i n £ ± * ^ ,  J  x+ a x

1 . . *
2 e"

П

№
dx я  _/ . b a\~ — — Г  arcsin — , —  I

x K (x *- a ^ (6 2 - x 2) b \ с b j

lаф Ь \  a . 6>0J.

[0<a<M-

[161 < 1* 1. e<H

*  . [ ( я  4 - 11/2]

3. \ ln«£--f  - * L  =  У  (л1-)2*ап J „  + 1 -2* b - y
—  y —a

fc = 0

a

j  x —a x —y
a

[a <  у <  ft; a"k находятся no рекуррентным формулам

2 ( 2, Т , Ц - Д - '- ( а ) .  “ »■ <•*......m  ( 4 И/=о
я/2 — I

2.6.13 »
2.6. ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 

([(я -  D/2] f[<n -  l)/2] ̂
f" ln£ ± frfx= -2- a ^ .  V  _ L _  + l± f- » )"  |n2

5. \ cT—x n + 1 | л-2А  +  2 ln -|

f .  a+ x  dx =  я*
6- \ 0 —x x 4 

6

7.

f«*oj.

511

I«  > 0].

0
/ 5 - 2

0

(/5 -  0/2
,  J  ^

1+x dx Л2 3 , . ^ 5 - 1  
x x =  6 ~2 ln 2

.ж С —1/2 1 a +  ftx dx . , . я — arcsin ftM*. \ x ‘ In-—■----- ■ - 2л ln c tg -------
a —bx V a — x 4

11. I" ]n t t l
J  b-x

b+x dx л a- — — arcsin —  
Va*-x- a b

I— !< 6 < k  a>QJ.

[R eо >01.И. J  In. Ш * _ а. г „ + „  V  t l j f l  
■  • I

11 ) |' Й ^ - « - » П . + | ]  V  q . - » r r).№ + i- p )- ^

a [Re a>  — 1; Re p< l, a>0}.

M. \ ln i± i
i ' a - x  K a *- *2
OO

**" 1|" x ^ e <lx =  — ^ [ ^ ( Ц — )  +  C +  ln 4 j  [Re a  <  I, a ,tO ; а>0].
ОО

16. i  )n x+a  dx л*
J  x ~ a x ~ T

,7- \x-n\n i± a  а'-* [ | + ( _ 1)яГ  ,1
a * - «  ---2--- | |П4+ 2  * |  +

Ня — l)/2J ^
+  l l - ( - l ) ' ,l У  2 F^T f ,a>0:

* = 1 >

[a > QJ.

n = 2, 3, 4, ...].
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ОО

,8- \ ln °£± !< fr =  2a r ( a + l )C ( ° )  t R * I ;  a>0j.
а

х + а dx (2о)‘-*РГ(о +  1) ^«9. \ 1п°

20. \ In

х — а (хг — аг)1‘ 

х + а _  dx
I ^

* = о

л*
х —о Кх* — а* 2 

21.
J  cjc -j- b а sin ал ' 7о

22. Г ж«-Ч„ I | dx -  Л** ~
J  I cx—b j ас* sin ало

U f x - M n l £ ± £ ! d x _ ™ VI х — fl j а  6 

x + о | dx л*

23 ал
2

x—а x 2

25. f  =
J  x х+ а 4 
о

26.

27.
oo

28. In £ ± f  I ---* L _  =  *  arcte 1
.1 х - в |х (х *  +  г*) * * a rc Ig J

ft! (ft-p  +  ! ) °  1 

Iе >0". Rep<l; Re (CT -f 2 p ) >» IJ

[a>0J.

(A, c. d~> 0; 0<Rej^ |j. 

[6. e. i  > 0; 0 < Re а < l|. 

[а > 0; ; Re а | < 1, *  £ 0|.

M>0]-

[e>*|.

fj/<a <b или 1Г>Ь>*1- 

[a <*<»!•

[e. R«*>#1-

2.6.14. И н т е г р а л ы  от A (x) In (ах*+Ьх+с). 
Обозначение: k' = У  1 — ft*, 0 <  ft <  1. 

i
.. f  х- , „ ( ,+ « * )  i .  - j i ,  { " - < - ,/ « 1+ 1»  2 _ л- ^ + 2"  v “ 1 _ i d d  

) . . .  ,  

, [ .  y j  y r  +  _  i ± i  _ ,  t  in i f j

2. * +(c +  dx)=

- ln a i <>
' с (с + «0 fld2 -f 6c2

(о. ft. f-

? .6 .n .|

i
2.6. ЛОГАРИФМ ИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ

la. b><y, o/ftj.

513
r j jg In ( I  - * )

(a +  ftx) Г  I —x* V e2 — ft* f l+ K e*- ft*

4 \ l / ’i j z i j f ?  In (I -  A*x*) Ar =  (2-ft*) к (*) — (2  — ln * ') E  (ft).
6

i ------ —

6. f  j /  ] ~ j ^ s  In ( I  — ftsx2) dx = ft' 2 ( l  -f ft'5 —ft'5 In ft') К  (ft) — (2 — In ft') E (ft). 
0

6 I* — jn (l-x*)rfx  =  In ** К ( f t )- — К (ft').
.M  ( l- x * ) ( l- f t 2x-) ft 2

7. f  _  1 In — *■ — К (ft) -  Л К  (ft'). j  K (l-x= )(l-ft-x-) 2 I  ft 8 1

8. f  In (j j - ft*x*)rfx_ =  lnA#
^  K ( l  — x*)(I — ft2x2)

9- f  ] /  ln( l  — ft*xs)dx=»
j

-= { (— 2 +  lift* —6ft4 +  3ft's In ft') К  (ft) + 12- 10ft2- 3 ( I - 2ft-) lnft'J E  (ft)J.

10 j K «+P+*1E <*>'-
I

12 Г  yz In ( I  — h-x2)dx I

)  г Т Г - ж . ) Г Г = Щ  =  V  l(" : - 2 + ln r >K (*>+<2 - ‘n * ') E (*)!•
«3. Г

$ (c +  d x p - ^ .

tot I *  A r X f  • +  2 *  in '  + t ' «  i )  • » *• * '* *  cd ^  ad: -{-be2 }  b d d bi.

,4. C jn fr  +  ftx2) rix= Я _ tn L r a +  л Г M  lo. *. c  ->«!•ft с 4- dx- f  Ы  '  * •
1 , 17 А. П. Пруди икон и "•*



со

‘8- Ц W,j £ i * - * r (®+l)CW IRea> ,;a>
а

х± £  — ^ _____ (o,.u-*,r/„ , м V  (2р— * — ! )* (- ! )*
- a  (**-e* )P  W  * “  * ' ( * - Р + 1 ) ° 1'

x-fa dx я*
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U .6 .I 4 '

19.

20.

In'7'

— а / х * - а *  2а
оо

21. (* х<Щп -i±-f dc = - ЛГ~а (da _  ba) 
,) cx- fi a  sin а л '  '

( * - p + ! ) «  

lfl>0; Rep< l; Re <a-f 2p)v>,,

U>q.

22.

23.

^a-i in cx+ d rfr_  я (d«-ft» cos ал) 
cx— 6 ac* sin ал

x0-. In i i - ?  I dx = —  tg ^  x —oi a  6 2

25.

26.

27.

28.

1 x — a | x 2

x + a dx я*
x x + a 4

| x - o 1— - 01X —6 | x - y

=  я

| x+ a 1 dx J* . <arctg -| x (x* +  г*) г* 
и
2.6.14. И н тегр  алы  от А (х) In (ax* +  ftx-f-c). 
Обозначение: к' — V I — А*, 0 <  к <  1.

16. с. rf>0; 0-с Reac ij. 

[6 . с. d > 0; 0 < Re а < IJ. 

[а>0; i Re а I < I, » ;£0].

t«>0|.

[в>0|.

U/< a< b  или у>4>«1- 

[а<у<* !• 

(о. Re * > *!•

1 ( fn/2| — I ^ 1

• | « ‘ |" ( ,+ ^ л -ят1 \^ (- '," ' я+|п2- ^ +г 1  А ' 1)
I

2. Г ln <a +  ftg>dx
(c +  d* )1 • —

In a . b [' -. Г  a Г~Ь be—ad . a+ b  „  e .n l i - l
7{F+d) +  r t T f & l 2 V  b arctg V  V  +  bJF+d) 1п~Б d ‘ y

p In ( I —*5) j  n I °  -f у 'a- -  b-
- к _____ -_____ ---—  dx =  -y  . _  I n _____—,__ _____ [e, * > 0; O^ftLW >  Л  {а+ Ь х )У 1 - Х *  ) a--b'- a +  V a*- b *

4. \ V X-T= zr  ,n c  - * * >  dx=(2 -к*) К  (*) - (2 - I n * ') E  (*).
6

5- f  — 0 + *'* — (2 — , n . ) E ( t ,
0

6. f  M l -**><*» = *' _  Я 
J | ( l - x ’) ( l - W )  *  2

_  С l n ( l ± * x 5)d x  I , 2 > 2 л
* j  ^ ( 1- х г) ( Г - * ^ )  2 I  / Г  8 (Л )"

8. f  ^  — - =  In A' К  (*).J  У ( l- x * ) ( l- * - x 5)

I _______

9- \ r'  -J ln(l —**xs)dx=I 
й

“ at* M— 2+ 11**-6* *+ 3* '1 In A') К  (*) +  [2 -  10̂ 2- 3(1 -2*-) In * '] E  (*)). 
i

in к 1н ( I — krx: ) dx I

)  -  г -  K <*>+<*+'»*•> e <*)i-

2.6. ЛОГАРИФМ ИЧЕСКАЯ ФУНКЦИ Я 5132.1». I *• I

11. f  -g ln ( f =  _ L _  [ (2 +  In * ') E  (к) -  ( I +  к'* +  к '1 In к ') К  (*)].j  У (T—X*)(l—**X*)S (k ’kp
I

I2- J  =  1  l(ft* - 2  +  In A') К  (Ar) +  (2 -  In A') E  (*)|.K f  V  (I —лг*) (1 —к-x-j к•
\ OO

13. 1‘ ln (g +  ftx=)
}  (c+dx)- йХ~

m v r + 2 j ' » ;  +  г  - : )  >

6 К  Ы  \ r d !
' 4-

^  A- П. Пруд,,,,,,,,,,
fa, ft, c. rf>0J.
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|0< Ke* < 1 при *7 tl; — J  ̂ R e a <  1 при *=  |: r , 4 v ^
I

Г dx я*16.  ̂ ln ( J+ 2ftx +  x*) - =  g -

,5- (  ^ 1 n (x *  +  **)<ix =

arccos5 b
I ’ b ! s* IJ.

17 f  ln (I + 2ftx — ax*) ^  _ ? . |[1V 'J+ | + V " ( t  c- H )*  +  J  
‘ .* Y x V \ - x  4

I0<26<O<I; e=|+a>-al
OO

«о Г л - и  it i DL , -4 j  2л cos (et arccos b)18. \ x* • ln (l+ 26x + x*)dx = --- —' — ---- - t - K » < i:- i< R e/ a  sin ал *<oj.

19.i.  ̂ In (a* — 2abx + x5) х?*~г. =  у  In (г5 +  2az V \  — b* -j- a*)
—  CO

la. Rc*>0: - l< »< IJ.
1/2

20.  ̂ ln " [x ( I—X ) ) | ^  =  /„ [n = I. 2. 3. ...J.

ЯТ11"”'1 J  + i £ [ B(v> ,+ l)- v I v
/« =  у  In» 2 +  8 118: (5) -  я*5 (3)J.

2.6.15. И я т с г р  ал ы  от Л (х )1п^|^|.

1. i|j x°-‘ ln ( J+ x  + x* +  ... + x "4,) ^  = a - J ^ ( a + ] ) - « l ' f ^ 2+ 1) ]

JR e *> - l. ®^<Ч-
2. =  я* (л +  1)/(6л +12)

ОО

3.  ̂ х®-11п (1+ х + х * + . . . + x "n )dx= fla-*^ ctg ^ p £ — ctgeuxj
о n,

[—1 < Rea<wJ*

^ Ь £ ± а * _ - й ± 1 ) М

I
_ I* x ln (x~l ± x ) . я  , n G 
s- ^ i+ i5  dx= 16 ,n 2 — 4 *

*  <><«*■
I 

!
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9. )  1,1 !
0
CO

10. ( ln :
0
00

11. i  ln lI0
12.

00
13. 1 X«-l

0

a  sin an 

= In* a

(I —ax) (I +ox*) dx 1

— o = ^ F ~ T T ^ ~ m ‘ ra ‘ y ’ ,n 0 + ‘ )

[Reo>— I; o>0J. 

[a = 0; a> 0J.

[a>0J.

— 0

[a. ft S* OJ.

[0 < a < f if | < ft). 

L t v  [«. ftj; 0<a<6J.

a [ (** + ct)a/*cos ® arct8 } )  — (a* + c*)a/*cos a arctg  ̂ J

14. i *a-i In °*  + 2о&х + хг . 2лafl [cos (л arccos b) — 11 
P  < (a + xp ajc---------~ ~  — -------

(0< Re a < I; a. 6, O O J.

15. |n (L+ x )(x + c*) dx , ,
J  (x+e )—  * =!*'■«

(I Reai<l ;  - !< * < ! ;  a>0J.

la >0J

2.6.16. И н т е г р а л ы  от Л (x) In® ( V W  + b*“ + « v).

, i! ln (^ i*^ 7 *  +  x)dx
I  F r a  “

- {a r c c o s c + » - ” V n c +  '  L (arccos a +  4 ) — '  L (arccos в - <p) - L  №). \ 1 , 1

2. С 0 8 ф * |/  —
' ^  =  (arccos С -  л/2) lllc

l- o *  
c* [c<o< IJ. 

[a = c<IJ.



з. J  ,«-» In <*х = *‘ {in  « + Ц ?  г [(<х* f)/2] -  Г̂ }
О

а

4■

OIO ГЛАВА ВТОРАЯ. О П РЕД ЕЛ ЕН Н Ы Е ИНТЕГРАЛЫ
12.6.

[а.

0n-vrz^ r  ,)п 
|i д\-п 

Т
■\,i ‘ 2

Г2 > V i  uv/2 и (V I V)/J / *  t v  4 v V 1 . .
г  ц 2 J

„  _ / a  . v т  v I • v o. _  v a  v i v an\i
* * ■■ *» ’ 2 ’ 2 ц 2 * 1 *** |v

( г «»О НЛП 1/2; a, M. R ea> 0 ; ц « г*г |<Л|

5. f  — ^ 4 =  In (Kx** + *•' * ги/г) rfjc = 
J  VxP +  i»

11 (l *  0  ( i T * ?  -  »n e ) - 1 (2* +  ») +  ♦ (* + 1)]
[a, u. R e a > 0; д , argt |<л]. 

a
6. j j * ® ‘ ln (Yxp+gk  ч  t*n )dx=* 

о

_  o« у  W 2)* f /о u/n l  +  l ,  , n l
= + 2 ^ ( Е + Й Я м а Г * )  - « Г  (2* a-')J

fa. li, Re a >  0; u arg * I <  *)•

a
7. Ij 1п ( Г ? + ^  + х)</х = в [ | - / 2 + 1п ( | + К 2) + 1по] l<»eJ 

o

*• 2 l m r v -0 Ar = 0

9. С Xl l 3 i^ d x = :  1 In ( I  +  У 2) fin ( I + / 2 ) +  2 In а] И - 01- 
j) V x i + e* 2

a
10. f  x >n ( К * + * + « ) - i )  ln a + V '2 >fi (V 2 +  0 - »1  la>$]

J  V x» + a*

u  r‘ In (ax + V l ^ J x .  л ,n 2 _ u  ( « r c s in a j ,^
V J -дс* 2 4 2 / \

/я—arcsin a \

I  « *  +  »•

*.6.|6 I 2.6. ЛОГАРИФМ ИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 517

12 )  | - « * + f V  2f I
0

I \
t = = =  (  arcsin b t y T  71 111 ( I  - a * )  +

-\-2L (arcsin b) t [2L(y) — L  (arcsin b +  y) +  t  (arcsin 6 — y)|)
I * -  -t-t= .- - =  ; r* <o*; cos v  “  * ; 0 < 6 < а <  I I.I  / I  + c« — о» a J

r  in (I ± У _ У ^ ) « *  __ 4L* „  m  - (  I . ■'
13 ^(1 — x*)(l — 2 \ 4 2 K ( * ' )

( 0 < * < l ;  * ' =  V i  — *«}.

С In ( V I + kx •: |AI — kx) dx In 4k „  ... я
14 I - Т ( Г - = 4 (‘ )+  8 (2 • •>K <**>

f .  \ + a V l — ** dx15. 1 In ---- ——------- = л arcsine
.1 l - а К  I - jP I - x

Г - » Т Г Р | .  

( l a i C  IJ.

*  f  In l ± f - L L l i !  ____ лa (V \  + j* l-a + r V l- T ^  m
J  1- в Ц - х * х * + г« к  i - e *  V F T + * » - « _ >  ~ a * !

Ci O K I ;  Re *> 0 J.

X + V \ — x* (tx Л* 
x— У I —д:= I — x* 4

I
17.  ̂ x ln

18. С In Id b f i . 1 ~  b1*'  dx . ______
I  i Т Т Т Г Щ г Т ё Щ  =  л/7b ™ "  «• »

I !e|< I; 0<*<lj.

19. ( i n f .  (I — xs) (a3- x*) dx _  n (n аЬ +  } /Га3Ь3 +  ( l +  V  1 — b3)* 
{  a-b\ (l-Tj(3)(ai-jc») \ l — *1 J +  K 1- * *

la:

20. ( , „ » « ?  arcsin-» 
i  a x x 2

”  \ * ~ l ,n (x + K x *- e. )  rfx = -  ^  [in e + i i L  r  \ ^ 'l)r i ] }

OO

**' i  * " ' l ,n (x+ l^*3 — a3)dx=  ^ - ( \ n a  + B  _j yfj")

( а > 0; Ь=»л/2 при я —1,  3, 5, . .. j  В —I при я —2. 4, 6, . . . J .

|а>0; 16 j <  IJ. 

(I fti^lJ.

le>0; Uea-^OJ.
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23.  ̂ 1п(в+Кдс*+0*) ~  [2 - / 2  +1п ( | + К 2 )  +  1п в]
а

24 i  In” (х4-Кх2 — | )___ —— «•=21 =Рг (о4-1) V  — (з])^_(2(1 —л .  j  Iirvx-t-r X i  • [0 4 -1 ^  А !(2Лг+1- 2В)°Т~

12.6. Ц, 2.6. ЛОГАРИФМ ИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ

2ft)o

lRe0<l/2; Rc(o + p ,^0]

25.

26.

 ̂ In (х +  V ^  -  l )  — г̂ —  = 
*1

 ̂ In (a+Vx*-fa»)

t4.i6i

? l n O ¥ ± * ! ± £ d X - 9n lnz +  ™32. I ? + ?  2г г
0

f  |п (/х* +  г*+ х) rf _ f I ^ r f p - 1 II
33. \ x--- (jc= f  г Т  2 (I — p) (. 2 [p - l/ 2 | l

1

». f  <“ '—  'уЩ— (- + D V J
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[Re * > OJ.

[Rc p > 1; Re*>0].

?  ( - ! ) * ( « - * ) »
(2A+ 1 —a )0 ' 1

[Reo< I; Re (a-f 2a) >01.

xVx* +  a*
dx-

r  x , }Лх* +  г* + х . г2 ар25р-««s I --- ---- In /--■■ —  dx ----------В (p — I . p — )
* '  3 (x»-f*T  \ xs + z'--x . u p ;p - 1

2a

CO

1 ( I +  / 2) [In (l +  у h ) -  2 In я ]+ а>  V

I Re г > 0; R ep> IJ.

0].
J  (х2+г 2У' У хг +  2гг— х p — 1 \ 2 2 /

27. x* (x* _ o s p  ‘ (x J ;  / x s - e * jv ln (x ± K x ! - a 2)i/x = 
a

=  v )*2 *-»-iav<sa+*->r I 2<Z’ v)/2 — «1
1 Г  ' l d V v + * ) / 2 + a  J X

37.
.1 K x= -f г- -  a- I л- г-

■ я arcsin —

2 2
[*«■0 или l| о, Rea>0: Re(2aiv)'^.l— Ч*

[Rei> 0; Rep> IJ. 

[0< e< |*|; Re*>0J.

х Ы п о ч - Ч ^ - Ь * ^  I * . ' +  k 38 i‘ 1 Mn \аг + Ь* + х- +  У  (*2 + (a + b)4 [x2 + (u-ft)2|} -  In (2aft)}
L V 2 J  \ 2 J  v J  + [x*-f(a-6)’j

7 , f e ^ rt a/2* (3‘ Г - / " а)/2] ^ ( ^ )  •<*•<«■

*■ J *“'* , n -  *“/4)'4e-

*  -  U  v ) -  ( i  +  l f * ) ~ 2^  X

28. dx =
.J V x** + i*

ln>u, 0<Rea<|»/2, p (»rj I

\ x«-‘ —  ~ "у-.-- тГ  ~— ' dx = 
•’ VxM + rt*

га-ц/2

[ц>0, ц|»Г(1*|<я; 0<Rea<ji/2, * ^ l  (|2 Rca;<|i при l —Hb

30.

31.

Г In (У х*' -f I I AJI/t) dx _  t .1^
•* V & T l  x “  ? 2|i

00

ji X»-1 ln ( * V + I  ±  x"/I)dx =  T2-*a/Ma-,B  (2а/ц, — а/ц)

ж . ( ! | г + 5 . * - . - й ) *

X  J~In (4г*‘) - 2 ^  ^ v - 2  ®- +  2r\ +  2ф ( + v + ~ j - 2 v *  1 (1 - 2r) |
[ '  = 0 ИЛИ 1/2; Ц>0; 2 Rea> u Re (_hv — V); Re (uv -f 2a) <2pr; u ,a rg j|< n|.

О (х*‘ + ги)'-
г *  м/,

[ц>0: —u< 2R*a<e^ - » « b  z *  ^  -  f i  *  ’  ( ' *  -»-+ ? - ' ) +2v"  ■ <' - H
-* . *'e (-* i l i V )  <-Vu; U I arg г < л; Rea>0 (->Rea> —ц при г —I)].
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4K J <* + /*)Р
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^ [ 0  ж*+г5 + ж )'1пО лж* + г* +  ж) +

12 6.1,

+  (— •)*(> х*+ гг — x)v In ( J  х* + г* — х)]<1х = 
’ v — k— I

В 1 +  р, Р - — * — ) X

X | 2 »n»+»(V~ * ~ ' +р) -  ♦ (р~— *+--) + 2*v *1
{* = 0 или I; R e iX fc  je * P > k  + l + |Re v ^

[ ( | х 3+ 2г3+ж)'' In (к  ж*+2г* +  ж) +(2т* + х'-)'" 1,/г 
(х* + г'-р

+ (- 1 )* 0  ж* +  2г3 - ж)' In (Г  ж* + 2г* -  ж)] dx
^ v/ J+ p - U - ^ v- * ,, | в > — 2* +  2р 2р — v — 2<г'

4 8 )х
х [ 21„ , 2г.) + » ( 3 ^ » ± 2 Е ) _ * ( 2 £ - г » )  +  4Л-.]

[* = 0 или I: Re*>0: 2 Repb-2* +; Re VjJ.

2.B.17. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  А (х ) и 111" х

Р+1‘ т + Г IRe p. Rey >—11

2. \ (х*-  I)» ~  =  V  (_ ))»  *('•) in (I + а*)

[ я R e»> —I; я *  1. 2. 3, ...)•

3. [  - ш *ж-* -J-1 In ж 4
5

[I ИеЭ :<!/*!■

1- жР-жУ dx _  ,11+1 V  / » + * - ' U |„ » + * + !  
J  ( !- « > *  l n x ~ ln V+ l  +  —  \ * У Т + й +1

(IСI < 1: КеЭ. Re

ч
жР-жУ dx | ( d f ( *  +  l)/(2n). (v+  1)/(2.ч) I 
ж!‘ +1 ln ж U V+Й + И/(2ц). (Р+1)/(2ц)|

Rep: ReV>"®’
I
; x*~l - x  «  <t* 

+1 In ж«ж1-1 
ЖМ “ ( О

|i»> 0; 0<Re* <0-

J.6-*M
2.6. ЛОГАРИФМ ИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ

8. \ * ' ‘ жМ +  l 1» « ' 2
Ы>о».
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9 _ j ’ ( * * - « ■ e j -

u n m

■= 2  (_ I,*C ) 2  (—>)/(7) ln I«+T</« — л + э  (n —fc)J
t c O /=o

|Rea> max (0, —<iRep. — mRry, — я Re p  — h i Reyj).

1

[Rea>m ax(0, R e v .—nRep, Rey—aReP)].

q (P + V + q )

Г x— 1
M S

rfx

|Re'»>max (0, — Re P. —Rey. — Rep— Rev)1- 
I

71
it+ 1 (x2+1) In ж 21,12 13. f * » * - 1 rfr

o ж+1 (ж-+1) 1пж
ln

2 1 2

14. С д.-а-1 ( * Р-1 ) (жУ-И  d x _ ,  p Г а/ц. (a +  p +  Y)/H 1
J  жИ — 1 In ж |(a  +  Pi/ri <a +  y)/nj 
о

|li>0; Rea > max <0, —rtep. —Rev. — ReP — Rev)).
I <». — l>/r

,5‘ \  Г +2Ж = Г — 1-  У  (— 1)* sill ~  Xс cos (/пл/л)+ж- ln ж sill (тд  n)

X ln  Г

n - ( - I K A + l  n - ( ~  1Г <*+1 . *  + 2 r* 1 
2/1 ’ '  2n Г 2/ Г 1 2/i

. *+1 r * + l  / ,_ (— l ) '*  я — (— Ii/' t 4 2  
" t2/i * 2/1 ’ 2n ' ’ 2-i

[ » i < n ;  r  =  l п ри  т + я = Й  — I ,  r = i 2  п р и  m l-n -  U ,  / =  1. 2 , J .  . . . ) .

Ifi. f  (&  — ЖУ 
6

I

dx 
X ln ж H lnP

(ReP, R ey> —IJ.

(ReP. Re у > 0).

fu. ReP>0J.
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12.6.17

IRe

luboj.

,9-
о

20 F  Г (^ — I ) (х — I ) 1 , 1 1  dx
. U  х* X +  ж»* J ( x - l ) ln x - ,n r ( , l )

Ч| i* хР —xv dx
}  X)* t  I In X =
0

=  L 1,1 ( Sin Ж -  n)  -  ln ( cos i2T r  Л)  T  ln ( si"  ^ г л)  +  In (c o s l+ U j
oo ltt>0; Rep, Rey^-ii 
(' (xP — x P)2 dx
\ x * - l  TnT =  —2 In (cos ря) I! R«Pi< I/2J.
0

ГЛАВА ВТОРАЯ. О П РЕД ЕЛ ЕН Н Ы Е ИНТЕГРАЛЫ

24 V  f* , <*+* , . a
l i f t ln p T fe + l n p

C x o i - j f  1
• J  lux «"< »+ «) =

0 k=»l
(Rea. R eP> 0; |e|<l).

»■ У  ( - и * / ; ) x

V1 //71 \
X ) !« + < *- * ) P +  ( « - / ) v I  In {a +  (/ j- * )P + (m -

/ —о
i

/) vl

JRea>  шах (0. —яКер, -m key , — n ReP — m ReylJ.

26. X«-‘ 1} dx ■■
0

= a  In a  — (ct +  P) In (a +  P) — (a +  v) In (*  +  v) -K^ +  P f ? )  ln (afP+ Y>
IRea. R e (a fp ). Re(a-fv). Ke(a + P+Y)> 0̂

7 (xP-xY )2
27- ln2x dx-

= (2 v + l) ln (2 Y + l)- 2 (v  +  P-f-|)ln (v -f-p-f-l)-j-(2p+ I) ln(2P+l>
IRe v. R c P > - ,/J)-

м - И ® 7 - ( Г ^ ] Л - С -7 -
0

*>• !(тк+ «-рт/+' [ R e / » 1

2.6.17.1
2 .6. ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 

dx
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3,,. i  [x f■‘ t t - ' ) + i f ‘, <r “ ^ + ^ - , C P - « ) l- p r 7 -

*=p(q — r)\np-\-q(r — p)\nq-\-r(p — q)\nr \p. Q. r>0].

1 r XP 1__________________ X*^_________ ._________x^*__________
зь 3 I (p-Q ) ip— ' )  (P -  s) (9 -  p) (4 - ') (< }-  s) ( '• - P X r-«)(/■-*) +

J дс1' 1 1 dx _  1 I _______p2 In p________
+  <s —P)(s —<7>(s — ' ) l  ln'-x 2 \ (p - q ) (p - r ) (p - s )  +

q* ln q________ .________г- In r________ ________ s- In .<______ ]
+  (q - p i iq ^ O lq - s )  (r -  p) (r - q ) (r -  s) (s- p )  (s-  q) (s л) |

f  1x4— I \ dx
**■ ;T in 7  _  41 In x

Ip . q. r, *> 0|.

[«>•).

34 i  [irTx + 2Т Й )]  TH7  —  I" Г (a) + (« -  J  ) in « - «  + In V-2л
[Rea>0J.

35. \ -7L _  +  _ 2-r X,T^ L = ln 2 .J  Jflnx 1— )f i j\ n x
0
I

36. С [ J _  4. *(3  — *)1 dx _  In (2л)
I Inx 2(1 — x)J x Inx 2

0

37. (  L  -i- 1 + **  \ <** _  |n g I 
. b l n x +  l - x * j  Inx _ l n 2  **0 7

oo

*■ |  *a" ‘ ,n ( , + J f ° ) [ ( P  +  a ) x P - ( 4  + a)x?  +  ^ :^ j

I p  > 0 1

? — xPl dx 
ln x

- a l n ( t e g c t g ^ ) [p + *. « + « < 0; p. «> 0).
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I

л  f  /** — 1 Я Я'-\ dx q1 . 3 , 
i ' х III* х х In дс 2 j  In х ~  2 "  4  ̂

о

« .  i i ( - . - i ) « > + ' ( ^ - ' - i ) ( i - Tj r ) ] I^ -  ( { _ , )  (1„ ,  _  „

41 Г Г (п -  1 .  хА»-1 хГЯ' 1 dx
3 I \Ч 2 )  In X + p l- x P  '  l - j ^ J l n x  "О J

=  (/> — r ) [U 2 —q— In Г (» ) +  1пК2л]
I

J ,  Г (*>— 1 q q1 q3\ dx q3 . II
.1 \x In* jc x In* x 2x In x С / In дс (j ? 3G9

i
45. j  (Jf— (I — In *)*) j - j -  « = - * , ( _ , )

2.6.18. II и т с г p а л ы от -‘y f f i  *П In™ x + a
I

'• i ' l r r + i -  — - E I C )
0

12.6.,^

Ui-ej.

I/>>0|. 

I* 0|.

[Re»<0j.

1« * П

2.0. ЛО ГАРИФМ ИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ

f  * * ' dX
* (In дс ±  a)n

r n— I
: (Т-Л)!" * " ' ,eTcta Ei (>  a a) (rt - k  -  1)! a* 1 (± o)*-*

L **=i

or»
rf.r

(In t + я ) =  -< -*Ei(— a)

Ив. RcoOO n =1. 3. 5, •• l l  
a. Reoc>0, n — I, 2, 3, ...IJ*

[â Oi-

I

4’ f  li^ lT ^ a*  d* =  \ ^ lsin ааС' (<*«)! ,a'
o
i

5.  ̂ ^   ̂ <tr = sin aa si (ад) +cos аа ci (аа) (“ • Кев>в** 
о

6. (  Лх -  1 л ( ч 1+ я )
ln-дс + а* l-f-x»1 2ti \ 4л I

(в» > -я: и > *

2 6.19)

7.

8.

9.
1 °1‘ х*-~ х а dx 2.1 У  t sin кая

*®- \ In* х t а* 1 — ** _  а ^  2а  + /ел

= 8л<4 - Л>
М In 2 

1 2л

Д '^ - [ л  + 21п ( К 2 - | ) ]

12.

13.

(2 - л )

i - [ 2  К 2 - я  +  2 1 п (К 2 -  1) ]  
21 2

4* ж In ДС dx I [ л 
” ■ J  Ы*х+а* 1-х* ~ 2 [ 2а

|вц *= 2л].

[ад = л). 

12ац = л].

[a>0; Rea,<I) .

(а = л)

[2о = л]. 

|4а = Л].

(Rea>0).
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+ 1,’ а + *  л ) ]

«  С 1.1 X dx л* V  /2л \и-г
,5- J  ( 1 Й Г = Т  = “  а* -  Га j Bj*1

о * - 1

»• j  J & 3 S — :  b r ( * F ) + i * m - S  ( h | + . )

|Rea>0].

(a, ц>0|.
2.6.19. И н т е г р а л ы  от п р о и зв е д е н и й  л о га р и ф м о в .

I
I.  ̂ ln x ln (l± jr )d jc = 2  —^ 4- л * - (1  .t  I) In 2.

2- \ х" In ж 1п(| • 
О

Л Н
I  I)"

Л+1
'v  I* I)* 1 / 1 4. М 3 т 1 -1*14.(| • ’> к—«У ' —П
2 .  ~~k \ S + T +  *V 24 л +  2 (я + 1 )* 

fc =1 J
In 2 .

3- \ In'" дс In" (1 — дг),/JC = /„
6

[т . л » 1, 2. 3, ...].

/m " = 5 S ^ U(v> ^ « U . .
Л  ,80, в ; (5) -  А  (З). у, . , = g;* (З) -
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4. ----Г ( , +  1)С ,0 + » { 2" ’ '1- ' |  (й, , ь

О '
I

6. (  l n ° i  l n ( l - W ) ^  =  - ! l ^ r ! ) L i 0 , 1 (* )  l« > 0 :  R e a > - , ; ; t K | ]  
О
J оо

7. I| In”  х Ln (l— 2W  cosу + *г̂ ‘) ^  =  - 2Г (а +  1)ц  V  —

ОО

8. I ле“ -‘ In л 1п — --- ------ - =Л в (дг-1) ( * - о )

fc = l
In  i-  0; R c e > - I ;  J*| ^ |

: (Т ^ ' О^п-ал l(aa~‘ +  О In fl -  2л (a«-i - I )  ctg ал)
lo>0: 0^11; 0< R ea< 2. e^tlj.

9 s9. i  In x In dx In a
a ( x - l ) ( x - a )  ~  6 (a — 1) 

* In | I fc x ; дг \nx—x—a

(4л! -f In2 a) (a > 0. а £ 11.

(* + а

1
* ln»;rrf* 2 ,-- - ■ - - g— Л- .

(x— 1)= 3

>2- jj* ln(l+ oxS)dx = n / a ^ l —

OO

1Э. J  lnx  in * ± * d x - n ( k - a + \ n £ }  

,4. J l n x l n g i 26^ -*-2ft*-fjc2 .v 2л In a arcsin —

[Ree>0]. 

(J. »>•!•

15. J  In ( l+ e V )ln (* * + c * x * )^

2лу  ((ofr-f с) In (ab -f c) —ab In а —с Inc] la- *•

2.6. ЛО ГАРИФМ ИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 527

is. 1* m(> + аг*г) 1п ( ' + с*х*) ^  =  
б

= [вс(в+ с) +  »’ Ine+c* Inc — (и1 + с3) 111 (а-|-с)| [в. е>0|.

17. С In (l + Л ‘ *) In (b* + c*x1 *) “ iT i =  ((* + af) In (6 + ас) — 6 In b — ac) 
о

(а. 6. с > 0 ) .

2.6.21 1

2.6.20. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  In In jr.
I

f Im X. = 0).
0 *=>

( In ln~ i f ; - - C l " 2 +  2  ( - , ) * т г -  
6 k — 2

0

4. f  In  ln 1  *  ( (2 л )у /я Г  Г( Л + I T K 4  
.1 дс I + 2xcosy+x2 2 sin v Г L(« — у)/(2л)JJ
0

5. J i n  In — i+ X! +X4 + ... + x2',rfx= 2^+2' tg2n+7 1,1 T  +

+  - 5 -  V  ( - 1)*-  sin -^2- In Г [ r (n + 1 - <-, r  k),(2n+ 2)1 Я+1 '  n + l I rk/(2n + 2)
К  [ r c !  п р и  n — 21, r  =  1 п р и  <t =  2/ —  I , / =  1, 2. 3, . . . J .

6-  ̂ X * 1 In In x In" 1 dx=a-°~,r  (a-f I) (if (a-f 1) — ln i ]

. (R e a ^ O : Re <т>—I).

7' | ln ln -x ~ 7  . d* . =  У К  У  [In (2k +  1) -f 2 In 2 + C).
6’ x (1 + x2) V  In (I/x) -Q Г 2* +  1

2 .6 .21. И н т е г р а л ы  от jfle-P^  In»ж.

'• 'r ( f ) ] [(i, Rea. R e />> 0 ].

C>#1- "*■ S ** pjr“  In дс</дг —ц-2/}-'а/',Г (oc/|i) I ( a / | i )  —  l n p j  (n , Rea, Re p  >  0).
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4. )• W  i  |л<1 .1  « > f  -  -  Г  « .+  !>{ (•+  ?) j 2" " ,  - ' }  № ,

5. \ lnM х In (t ±  х) —  =  -
д2я ! 222Л Н

(2/1+ 1) (2л + 2)

I
6. J[ In" l- In ( I bxP) ^  U ^ t (b) [U>0; Reo>—|; ,*1 С If.

OO
7.  ̂ ln° lx In ( I — 2ix*' cos у +  b-x*') ^  =  —2Г (a +  I ) ц o i V  ^ ^ Н * У )

*=1
lu>0: RcO > _|;

dx8. \ xP~l In x In *  ■ --- rJ  a (x— 1) (дс —e)
0

Д3
(а - l )  sin- ал H0* "  +  »  In с -  2л (ea-i I ) ctg ал] 

la>0; a it I; 0< Rea< 2. a?tl).

* In | 1 ► x| x ln x — x — a
(x + a)* dx = I

2 (a , 1) ( ,n5e +  {.- |a>0J.

I I  I  W' X(,X 211 \ "(F^i)5' з

*2- \ ln(l+ax*)djr—n V a (\ — 
о
oo

13. J  I n x l n g ^ A r - j i ^ - a + l n J )

CO

• j I* i i a ' +  lbx + x* dx 0 , . b14. 1 ln x ln ^ — ni_  , —  =  2л In a arcsin —a5 — ibx +  x* x

[Rea> 01- 

fa, »>*)•

15. J* In ( I + a5x** ln (ft*+c*x*) ~

■■ ~  ((ab+c) ln (ab +c) — ab In a —с Inc] lfl. b. «>*4

2.6. ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 

dx

527

16. f  ч»(* + а’’х1) ln (l +cixi) ^
0

=  ^  [oc(a + c)-f o' ln a + c-1 ln c — (tr* + c3) In (a+c)) [a. OJ.

17. f  ln (l +  In (»*+ c V  * )-,^j-= [(ft + ac) In (i>+ac)-Mn ft-ac)

2.6.21 1

2.6.20. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  lnlnx.

I. \ ln ,n 'x J + W  =  1  ■Цг_  e ' k> (C+ ln 
0 * = l

«■ — С Ш 2 +  V
6 ft = 2

(a, b. e >■ 0).

flmX = 0J.

9- \ a (x'- lH x - a )  = 6~(!гЛ)(4лг+ 1п:а) [a>0, .* lj. 4. Jin  In 1
dx

I + 2xcosy +  jc* - re r- H '^ E iS S t

5- '
5. \ In ln 

0

x»-*1
X  T+ *s-f x* + ... + x-'

n fr

dx = 2n +2 2n + 2 r

J — —  V  sin_*2_ , n г гм «  +  1 - ( — 1К *)/(2« + 2)1
я + 1 11 я -f-1 L rk/(2n + 2) I

■  ; [r = 2 при n — 21, r = 1 при n =2/ — I. / = 1, 2. 3, ...).

6- \ **-» In In-* In'» -1 rfx = a-«-> r(a+ I)(t (a + l)- ln c t ]

■  - f  IRea's-O: R e « r> —I].

2.6.21. И н т е г р а л ы  от jCVP-**1 In»  x.OO

»• j  *< *-*■^ | n - x « l *  =  L d . ) " [ p - e /M r ( « ) ]  Rea. Re p > OJ. 

oo
I *  j  * *  •< PJt*1 In  х<1к =  ц -гр -< *Л 'р  (a / , , )  [ц, (a / ( l) _  In  p ) [д , Rea, R e p > 0 |.
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3. x d x ^ U  V  J - C - ln p ) 
о’ '*1Г| /
со

4.  ̂ е р* lnx dx =  — ~  (С + In р)

5. ‘ Vя -  In х dx -  У Л  <2п—  Л !!
j’ 2V +l/s 2 2  2F r j - c - |n(4'))

*= I ■]

“ ■ )  V i 1" 1* ' --- 1 i  (C + lo (<P)I

7. f ,  V W |n = ,J,.„ V « r ( “ )

[-‘ .6 22, *.6.24

f R e /> > ej.

CO

4 . \ f ' le'  
0

oo

6 .
0

( R e p '  0|.

oo

k ^ o

ll*. Rea. Rep^cj.

f  In3 .r dx = „  «р“ '*‘Г ( *  ) { [ t  (  ® ) -  In +

— ,npi^ ( M ( и)} [M' Rea' Rep>0)*
2.6.22. И н т е г р а л ы  от xrV >‘, + **' 1 In "x.

( LI . f  х’ Л  *** *»' In" X dx = jn f(4p)- “ /2 Г  (a) V  (a/2. I /2; <?Vp)]
o

{Rea, Rc p > 0] или [Rea>0, Rep = 0, Re«>0] или (0<Rea<2, Rcp=Re*=<>.
Imp» 0|.

m
2 !i x'x- ,e - px‘ - 2,rl lnxdx = — 2- b - tp - a n r  (a) In pV (a/2, 1/2; q"iP) + .

0

^ .Р ~ ап r ( * \  V  (a/2)*4>(0/2+ *) /«»\*
+  4 \ 2 -  “  (1/2)»*! Ы  “

_  </ r — <a 4- l)/2p /a +  1' V  ((a +  I)/2)* ф ((a -f I)/2 + *) fq~ *
2 —  (3/2)* *! PЛ =e 0 ..

JRea. Rep> 0| или (Rea>0. Rep = 0, Re?>0| или |0< R ea<2. Rep= Req — 0. im p r '
OO

3. J  x(px2 — qx— l)e ~ px' + 2<ix |n xdx=»
о

= AP +  4p | p exP (Я*/Р) 11 +  erf (qЛГ ~р)\ [Rer *

2.6. ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ

4. f  xe  - “  4lX ln "  x  dx =  2 [ k  f  [ (  P Г A “  (2 1 w)]

_ - A -  [ ln p/-a (2  Ypq) + In <//« (2 Kp</) — sin a n 1

529

[Rep, R e « > 0 |.

(pq)k V <pq>k

i  =. о 1
lRep. Re 17 > 0; а?Ь0, +1, +2. ...J.

/ • ц . л . Ы ф С !  V (pq)k x_____  __  * ! ( * + « + 1)!
6’ * = °

X lln J <7 — ln2p — 2 ln<?«f (* +  л + 2) + $2(* + л + 2)- i f 2(* + !)  +

+  4 '( * + ! )- ♦ '(* + я +  2)1 + Р 2! — ^ ^ ( « - W l t ^ - ^ + O - l n p l
I  Rep , K c « > 0 ;  я - - I .  0. 1.2, ...J.

ОЭ

7. J  e~px~*/xIn x d; - l n  qp K0 (2 K w ) (Rep, Re«>0J.

8. \ x-«±</*e-W -7/* In .v dx - 
0

=  l /  -  ( P V1 T 0/4 [ 1 In q T  ^  Ei (- 4  K w ) l\ p \ q )  L 2 P I
OO

®- \ P —X, y'je~px~',fx \nxdx = 2Ko(2\ pq)

(Rep. R e g > 0 |. 

[Re p. Re <j >  OJ.

2.6.23. И н т е г р а л ы  от x"*c Px ln (a + bx). 

>• ji xex In (I —x) dx= 1 —e.

9 k‘ e P X . 1J  - j -  In (6x — aft) rfx = E i3 (— ap) — ln (ab) E i (—2ap) la. b. Re p > oj.
2a
oo

3 I* JC® 'V  P*
3 7^+ й)р  ,пя dx =3

= (—,)л ( ft )e r (a) (ф)" («’ >-р+«- Т)]
(Re Г>0: аг,' (О I- 6») I < л np.i < >0. Ко a > 0 vKen > — п при а — IjJ.



ОО

4. jj -tg-P* ln (a -f ftx) dx =»

— ( т Г « * ~ л ( " a+,; ”" )+ r (“ i 'r,,f |nT-»<“ i]+

[Re p > 0; I arg (fl bx) I < я  при дг>0; Rea>0 (R ca > —| при o=|jj,

»• J  < - « J  E i( - !; ) ]

["»>»: { ’""Л  >.<”)]•

6. J ф  In (1 + 6ДС) dx = J  'ln= .J + 2C ln  pb + V  + ^ j  -
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V  2*'« +  t ( * )- !n p + ln f t  /p\* 
“  —  k\k [ b )  

*= I
[Rep. Re 6 > 0).

7.  ̂ *-PMn(x+a +  f t ) ( jq ^  + j^ d x = ( l+ ln a l n f t ) l n ( a  + ft) +
0

j_g-,a+»,p {E i (— ap) E i (— bp) -{- [ 1 — ln (eft)) Ei (— ap — bp)} [C. ь, Rep>0j.
OO

8. i  e~P* In I I dx =  — [s!ii {ар) cli (ар)—chi (ар) sh (op))
}  1*~в| P>1 P

2.6.24. И н т е г р а л ы  от A (x)e~P* ln (axs-|-ftx-f c).

OO

2. J  In (*s -  a'-) dx = -  /С +  ln 2A  K9(ap)
a

oo
3. jl ^ | n [(x-a )(x - ft))d x  =

fl + ft

4. ^f-P*ln [(a+ x)(ft+ x ))

Ei (— ap) E i (— bp) — ln (ab) Ei (— ap — bp) 

dx

[o ,  R e  p  >  oj.

[a Rep>01 

[a, Rep>0J-

|o, t. Re p >

X +  a + b

-epta+b) | E i ( _  op) E j ( _  bp) _  in (ab) E i ( _  a p - b p ) )  
[Rep>0; l* 4 (o  + b)l<»l-

2>Й I
2.6. ЛОГАРИФМ ИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ

2^  Г  e-P* ln (x2+ a 2) dx -= - |ln a -  ci (ap) cos ap -  si (ap) sin ap]

{>31

(Ren, Rep>0J.

ao
6- f  e Pr ( ! " ( . ? - A " } dXm‘ J  [2 In a —e°P E i (— ap) —c~aP E i (ep), 

o
I  [ Яе<’ >0: { | .т .>;в>о}]-

on
7. J  ^ r| n ( l+ e * jr * )d t - c P ^ )- f s i* ^ j

8. J  C~ ~  ,n , ,  —e*x* | <1* — E i ( £ )  E i ( _  -£)

[Rea, Rep>0J.

2.6.25. И н т е г р а л ы  от e РЧп<4(х).

i

[о, Re p > 0J.

la. Re p > 0J.1.  ̂ e~Px \n(x+\r xi —ai ) dx= V  lK 0(ap) + U\ae"PI
a
oo

2.  ̂ e'P* In (l^jTfe-l-^x — o) dx = 0̂  [ ЛС0 (aP) +  ln (2a)e~°P| [a. Rep>0J.
a

I 00
3. \ e P* In ( V 7 + 1  +  V x ) d x = ^  [e ^ K , ,  (рг/2) +  In г] 

о
[Rep>0; I arg *| < я).

09
«• \ fP-' In (y'TTTb  + V lT T b ) dx = [н 0 (ftp) -  K„ (bp) +  In V5b]

[6. Rep> 0J-

5.  ̂ e~P* In (V x - + z2 + x) dx = ̂  IH0 (рг) — Y0 (pz)\ +  p •
2
oo

6.  ̂ x’e-PJf In (Vx*  -f- гг + x) dx =■

oo

7.  ̂ xe p* In ( J rjfl+ z*+ x)dx =
в г ,

-=~  ih u (рг) -  v .  (pD i + : > ,  <p*> -  ̂  &»h - гр + р * 'пг
[Rep. Rc г > OJ.
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9.

1.

2.

3.

4.

1.

2.

3.

4.

5.

ал г
12.6.28.

СО

\ с-Р* l n ( k ' ^  + 22x+x+z)dx= ' 1<*-7С,(/*)+1пг] 
о

lRep>0;

ГЛАВА ВТОРАЯ. О ПРЕД ЕЛЕННЫ Е ИНТЕГРАЛЫ

S
ггР*

\ X*+Z*
In (v^х2-f-г2 ч-х) Лдг=

=  2 In г (Н0 (рг) -  Y0 (рг)\ -  S .,, 0 (рг) IRe Re г > 0J_ 

2.6.26. И н т е г р а л ы  от R  (ех) In х.

\
In х 

ё*+ а dx==ar1
— **= I

In Ат—С In (1 +u) [- !< « <  IJ.

t‘ x*-' In x ^___Г («) Y  (- D *  (* +  „ _ ! ) !
)  (<•*+!)» ( « - 1)1 _  k\(k+ nfi (♦ (« )- In (ft+n)]

* = 0
|Rea>0; n= I, 2. 3, ...J.

e* ln x
2** cos Y + 1!

=  27,—  {y  In (2л) -  л ln я + я  In сое ̂  +2л ln Г  io < v < «J.

Г e* ln x . С , I . я  
J  (**+ !)* 2 2 2*

2.6.27. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  x*. e~P* н 
i

1

x’ -'-x*1 •

к — О

In* (x+a)*

(Rea. Re p > 0; |trf# |< * l

0
со

\ A  [X(P. a  — 1)—X (p, P — I))

i ' L - ,  x d + x r v idx 
.1 L in (l+ x ) Jln ( I  +x) J X ■ In q

IRe a. Re ft, R » » > *  

(Re « > °J-

[RcV >oy

2.6. ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ

7 •>" M V " (P )- fpl
*• 3 fn, * + n*

0
2.6.28. И н т е г р а л ы  от x °ln (a  + *e p*)

? я v j ! 2 ' "  + 1 я " -R„ .
1. i x " l n ( l —« *) , a j  (/i + 2) (я + 1)

5

2. + Ц 1 , ) -

•. “ ( " I ' "  I2'1“ ) *  ‘и, ) ]  +  2 ( '  + S )

5
2 .6  29. И н т е г р а л ы  от xaR (sh x, ch x) Inx.
oo

. C sh mx . . я , т л  . 2л I. 1 -г— lnxdx=„  tij In +  j! si i nx 2л 2я г
w -  I )/r

+  » v  r t , * ! !

[e>0|.

fa. Re г > 0). 

[a + 6, pq > 0|.
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( R e p  > 0 | .

In Г
t —  I

Г (я — (— I )r ft) г/(2я)1
ft >7(2/1) J

fr=  | при m+ я = 2/ — I, r « 2  при ш)-л = ?/; / = I, 2, 3, ...J
,  1* ch mx . n /2л \ mn
г- ) ® г г |* , л - 8 ,|" Ы ” а; +2/i 

(л — I )/r

1
|Со .Щ р !> « л  2 я

In Г Г ' (2я —(— IK  (2ft— 1)|/(4я) J
r (2ft— 1)/(4л) J

(л= 1 при т  +л = 2/ — I, /• — 2 при т  + п — 21, 1= I. 2. 3, ...J.

[Reo > 0|.*■ J  Л ГЙ  л  ”  г !  I 4 to Г (4  )  ~ 1,1 ("• )]

*■ )  кТ сГ/’ - 2^  Д  ̂ Ц - т с а + к + ы + с ! .

•• l f e - . - u . i - c .

*■ [ 'T ^ + 7 4, “ K f = i [ ! l " r ( 17 i )  +  £ M I - M +

+  (/— I) In .-! +  (/— 1/2) In 2J  [— 1<с<1; nt = агссо- с)
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9.

1.

2.

3.

4.

1.

2.

3.

4.

5.
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 ̂ с-Р* \п (У  х'- +  2гх+х +  г) dx= ' [еР‘К» (рг) +  In г]

от
trP*

In (Vx*+z*+x)dx--

=  2 In г [Н* (рг) -  Y0 (рг)] -  S . , .0 (pz) (Re p. Reг > 

2.6.26. И н т е г р а л ы  от У? (er) In х.
СО

1* In х

О I I

(  х*-> In * А___Г (а) V  (- П *  ik +  n -  1)1, L , ч , ,t . v,
‘ (с* + 1)" (я — 1)1 2 .  * i\iT+np I 'Н а > ~ , п < * + «)1

C - K e ^ ij.

|Rea> 0: I. 2. 3, ...J.

J e* lnx
e-x -f 2<;*cosy+ 1 dx =

1

2 sin v |v In (2л) — л ln я - fя  In cos J -  +  2л ln Г  ; [0 < v < *].

I* f* ln x
J  (e*+\)* 2 + 2 2 *

2.6.27. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  x*, e~P* н 
i

ln’Mx-j a)’

i _ dxC-*.—  =  0.ln x

TO
J" [*(p , 4 - \ )- \ ( p ,  p - l )1

(Rea. Rep. ReP>®* 

(Re e>°J-

(Rc«> °*

2.G. ЛО ГАРИФМ ИЧЕСКАЯ ФУНКЦИ Я

* |?  J ^ - ^ r  <** =  (—  1)л M V -  (p )- e P \
6 -  \  Гп ' - Х  +  Л  -

o
2- в .28. И н т е г р а л ы  от x® ln (a +  be p *)

°? / 2 \"  -И я ” "R„ «
J * l n ( l - . - > * — ( „  Й + 2П Й Т Т )
5

2. f  in (i = "  'n r ; £  +  Ц 1 " )  -

- 4; [ i n (2.n« ) ± in ( - ) ] + - ;  ( , + i n f j )  

c dx
a +Ьё-** xr , n i ± S rfjt= ln - ^ ln " -P

( Re p > 0|.

[e>0|

fa. Re г > 0|. 

(a + b. РЯ > 0|.
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2.6 29. И н т е г р а л ы  от x^R (sh x, ch x) In x.
oo

. I1 s!i mx. . я  . ш  2л ,I. I  ----In xdx== t»< ln +,1 sh nx 2л 2л r ‘
in -  \)/r

+  Л У  (— 1)*-‘ sin —  In Г  [ (л/I л
Jt= I

- ( - 1К * )г/ (2л)1 
*г/(2л) J

l '=  I при m + л = 2/ — I, r = 2  при т + л =  ?/; /= I, 2 , 3, ...J
I* ch mx. . л /2л \ « я
J  с|Глх 2я \T’j SCC2rt +

(я-!)/<■
( 2 - 1 )  COS-— --- - /ЛЛ2л

С '(2я-(-1К(2<г-1)]/(4л|| 
r (2/t— 1)/(4л) J

[г = I при m + n = S/- l, c =  2 npu m n — 2/, /=■ 1, 2. 3, . . . )

(Rea  > 0|.

*■ I  Р Ж 4 - 11̂  Д  - ^ щ ( " ' ( 2* +  »  +  1Л4+С|.

1 [  ̂ ■ fa- f 4 ^ ? [ 2lnr(i 7 i ) + {'"<1+0+
+  (/— 1) In Я +  (/— 1/2) In 2j l—l <c sj I; я/ = агссос|
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• I

ГЛАВА ВТОРАЯ. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ |0ли  о.з̂

\ _ . lni —  d x .  j  т / »  V  (_ , )*  C ± ]n J4 ^  2*.
1 2 ch *x + l “  2 Г 3 * 1/* з
о *= i
оо по

о I* x sh x  . , „ г  . . V  (— 1)*м
J  х ch*x In x dx — 2Г (а ) ^  (2к-\- 1)а lRe*>oj.
6 к — о

о
оо

«л 1* (2n +  l ) chx—jrslix . . /л \2п -J-1
,0- )  **"---- Ж ----- 1пхл— (-2) |£М |.

о
оо

.1 Г  . . .  . /ish2ax— ах , . 1 /гг\2я
"•  )  ---sh'-ox ' lnxdx =  - n l 0 j  |В м |о

оо
(' . .  , 1пе ах sh ox —ох . . 1 f  л12. \ Xs" * 1 ----- г;------  lnxdx= — — - )  В....1 shs ах 2п \ а J  1 гп1о

[л>0: я= 1. 3, ...J.
оо

.о i" . .  2oxchox— (2* + 1) sli ах . . 1 f  л \2я
13 \ * ------ Г О ------ ta* * - ¥ U )  |*“ |

(а >0: п - 1. 2. Л ...*го
. j  I* »■ 2oxshox—(2я + 1) ch ох , . 2 , ,ч/л \ 2п .
14 ) * ---------- И -------- 1п * & - - 0 » - ' - 1) ( й )  ! В «1

О

2.6. ЛО ГАРИ ФМ ИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ

16'

Ja > С: я = ?. 4. 6, ...J. 

(а > 0; я=  I. 3. 5. ..J>

2.6.30. И н т е г р а л ы  о т  А (х) R  (sh х, ch х) In А (х).

1. f  IS l* * * * )* -  ?5 In г| (2 V ic+Зя П )/ (4 л  / Ш  _  Я ,П_ г
J  chtx с [  (2сУ a + a V b ) l (\ n V b )  \  с 2л К *

|*. * .« > »

2. {  *1( ! +>»**>d x - 1  f in  - V  +  i f f  -  J 1 + '  V I I
J  shJ cx c [  л Н  2c \ n V  b j\

*■ ГипИ '+ ^Ь-т-2 l‘>*

*  « • )< « - i C . - . I ' S - l + l K J h O + K : 2)1 

b

i* chcx +  cxshcx. /, . 4c2 ,\ 4c, „
\ x;  cli- cx \ л ^ X* j  л
o

0

», f  + 5 L  sh 0  K F = 3 ) in i± £ 2 E ?
.1 У х *- а3 а

£OOJ.

(a. fr > 0|. 

|c > 0J-

[O 0 J .
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- dx-

2 lnp“ 5 P *-** ) (a > 0; Rc p > I Re b IJ.

9. ? - 7̂ = s h ( * r ^ + 2 J 7 ) l n * ± Z ± ¥ * ± * « d X ' 
j  I х-+2гх г

=  e*P  In 4±!L K 0 (г | rp' — b*) {Re p > ! Re 6 I; |a rg i|< n j.
p — b

2.6.31. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  л о г а р и ф м и ч е с к у ю  
ф ун кц и ю  от г и п е р б о л и ч е с к и х  ф у н к ц и й .

1. (| с~Р* In (sh ах) dx=* — ̂  2 т  2р^" ^ \2оу С]  
о

2. j| е~'-пах In (sh ox) dx = ~  [  ),' + ,п 2 — ' ' ]  
б

ОО

3. J  е~Р* In (ch ox) dx =  1  [р  [ Q  ~  р ]
о

°? оэ /
4- j( х In ch х dx=0. 5. Inchx-j— 5̂ = 0.

— оо o
oo oo

л . 4‘ in ch x _ ^ _  = о  _ л  7 1 m th x d r— л*/в.
ch 2x 2 В

(a. Re p > OJ.

(a>0; л — 1, 2, 3, ...J.

(e. Re p > 0J.

■
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00

8.
i * "0
CO

9.  ̂ In 1
0
CO

10. (f x*
0

X [ ; ( - a

2.6.32.
CO

1 . I  x*
0

OO

2. I  JfO-l
0

ГЛАВА ВТОРАЯ. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

<та 1о а
1 In thxdx=^—:------- Г2ап  — 1)£(—ala  sin (ал/2) '  , { '

,, dx n  , л
x chx =  ~  2

I2.0.3J 

[Rea

: (—  ® i ? M —  = 4 ? )+ t ( - *  ^ ) ]
lR ea> 0; 26>л).

2.0.32. И н т е г р а л ы  от A (x) (яп **] In" x.(cos bxf

<У

x d x = -  2 (C +  lnft)3.
о *

4 J  P 7  { “  3  ■ » * * — ^ [ l "  (46) +  С т 5]

[ » 0 .  { 0'}< Rca< .].

[6><Ч- 

[»>«!•

С Э 1- " -

- Ч ?С £ Э  J « "? ]’+♦■«- Г £ # ЗП
[й>°; { ^ l}< Rca<1}

«•  ̂ In* jcd!x=-~ (c*+  2̂ + 2С ln ft+ ln *tj

7. j * ! L b * b x d x --- *£ [C+ 1„(26 )- I| * > *
<1
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л -(±>-1>/*[*' *- In (ог) + e*-' Ei (— bz) —e b: Ei (bz)) [ft. R<u>0; |argo|<*l. 
~  2

-  \ZZ\ i M
16. i/>0;

jo j  cosax —cosft.t ln  ̂dx =  ,n a ^  +  ,n (fl&) j  [a ft>QJ

0
CO

I I .  i' cosax~ cosfr t ln x d x =  ^ |(o — b ) (C — l )+ a  ln a — fr I11 b] [a, 6 > 0).
0

2.6.33. И н т е г р а л ы  от A (x) In Л (x).
a

I.  ̂ sin frxln(a — x)dx—  ̂ {In a — sinuftSi(efr) — cosu* [ci(u*) — C — In*]}

[a. 6>0) 

[0. 6> 0J.

[a. 6>0J.

■ J~ to 0 + * * )< b -  [siS(a )  + Ci*(^ )]
CO

J  sin bx ln J j - j ?  j dx = ^ sin 11b

CO

j  c o s fcx ln | ii? jr fx =   ̂ £ 2 (cos b: -  cos ab) +

+ cos be Si (be) 4- cos ab Si (ab) — sin b: ci (be) — sin ab ci (ab) 1
во

f  ? * bx JQJ  x I j ^  -  Л si (ab) 

a

j  COS 6x ln ( a * - * )  d x -  [c i (2ab) _ c -  In A ]  _  ^  Si

a

SCOS bx j
Г ^ 7 »  ,n («*“ **><** =  у  Г0 (ai) -  J  У0 (ab) (C  +  ln = )  [a. ft>CJ.

[a. ft. c><4. 

[e>0. 6> 0j.

(2a*)

[a. 6>0).
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8.  ̂ ^ ^ l n ( l + a x 5)dx =  — n E i^ — y j^ j

9. J ™ * *  m (l + a * )d x - n  [ft E i ( -  f y  +  V b  ex p (-  J - V |

I0- f  ,n <*’ + ** )л  =  ~  (c + 1*1 j )  *• <*)
0
OO

11.  ̂ coe&cln^l+^dc* (1— e~**)
0
00

12.  ̂ ooeto ln |l — ̂  J d x = ~  (1— cos (by)]
0
00

13.  ̂ cosftx ln ^ - j|^ ix = - ”  (e * —e-oc)
0
00

14.  ̂ xsin6x ln ^ ^ r f j c  =  ̂  [ ( l+ * f )e _6c— (i+ a ft)e "0&!
0

0
00

16.  ̂ sin ftx ln ~3 dx =  у  e~ab sin (be) [6. Rce>0; | Imc; <R««1- 
6
00

17. f  In (x +  Vx- +  z-) dx =  { KQ (bz) +  In г [ /„ (ft?) -  M * * )]}
J  V  **+*• 2

Rei>01-
OO

18. \ t t^ = = ; In (x+ Vx- +  z-) dx =  ■' ■ [S j. .  (1 bz) +  S _ ,.,  (— ibz)J +  In z K„ Ф*)
0 V X '  +  Z' [b, Bc i> °le

J« 2 L *5  ln

la.

la>0. »>0|. 

I». Rej>oj.

I». Re*>0J.

(6. y>tV

lb. Pea. ReOOJ.

[ft, Rea, Rer>0). 

[6 . g. A. Rea>0|.

19. (x + V x - - l)d x .

j.6.341

2.6
*/♦

2.6. ЛО ГАРИФМ ИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ

;Я4. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  In | аП b*\.Icos ftx/

’J»4 fsin x\ .

0
j / * Y * [ ln2 + -2 m _  v  i w  f i л

* "  2a \ 4 a  \0J ^  4-* 1 (a  +  2k) 125*-* — 11
L k= I J

"• , (sin x) А_ 7 + 28 л „  л * . _
2- j дс|пЦ д - }Лс =  " Ш - " (3)- 8 32

0

3- I  ta { £ $ * — £  1п2т 2*
и
Я/4. i‘ sin" x , fsin xl .4. 1 — —r- In < dx =,1 cos" -x (cos x)
0

---- L . f ln- 1 M ) ^ '  C l .  "  y ~ ' (-1). 1
"+> 2 4 Un4 ) ' _  я - 2 *- 1  +L k=0 J

Я/4

S. Ij cosv'
0

Я/4

6 .  ̂ coev
0
Я .1

7. \ X « 4

k(k\)>

| ' " й л — i * 1

*• .\<1“К З л-±17бС(3|“ “ 'п2'0 7
я/2

I m"• j &ГЧ23—-:*r'r[A>w

♦- 1 ± 2 (— 1)"
2 (rt + I )* ’

[Re v>0).

[Rcv>0).

JRca>0).

[Re|»>0J.
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(2 .6 J*

(- 1)*
I,г- i  к з " ,п i

0 I = I
(/4 — 1. если я — I. 3, 5 , ... ; <4 =  я /2, ссли п = о, 2, < ,

я  2

13. n sinJCb n ( sintU = > n 2 - l .,1 (cos дг J (cos Jt)

»• [ £ Г
- - ir r U + w ] [ c +J l " 2+ ,(ET i )]

is- j'£3' inO-'- ...i
/.--- "  Ш 2. / ,—  1.

, («1 + 1) 2)
/, =  - ” (1+2 In 2). /я =  V  I

! I Id  k - r
I *•=! j

(А = я  !, г —О, II =2 In2, если n = 2, 4, 6, ...; Л=1, r=l/2, B  — 0, если n = 1, 3. 5, ...J. 

0

Пйсц>0. Rcv>-21] 
Rcv>0. Rcn> -*/J’

Я /2

17. i  '-I?— - lncoexdx=— ' i ' ( l )
,1 sin x 4 1 \ 2 /о

Я /2

18. j  co.2n x l n { * ^ — 4Лл { (_ ' 1)я}
0
я /2

Rcv>0, Kc|i>-

[R e  v > 0 |.

[л =  1. 2. 3. ...J.

•» i*  { ; э in е э * - * ' »•0
Я/2

20. cosv 1 .t sin vjc sin x In cos x dx =  2"v' 2n [C + 1|> (v) — 1/v — In 4] [v>#.
оо

Я/2

2I' j  (0 Sin At+  6 СО» Х)5 |П I '  I ' |П | * | ~  2 ]

[o > 0 ;  6 # 0 ,  I ip » » 01

T*2 1 i-  /®nJtl  j .  Л [  I |*j I
B *  J  a1 sin2 a- r b3ars- x "  (cos xj *x ~ 2ab П | a r b |u/ J

0
! *V  «in -X ... Is in t j  1 ( V O  , a

**• 3 (a sin-x-)- 6cos*x)s (cos xf 2(6 — a) (a /Г
0

/  a- sin; t — 6; ais-x | sin v| ___n _  | 6 П
**• 3 (вгяп **+ *»с« 4х)* (cosxj ■* '  1 2(0  + 6) |u>/

1
я/2

“ ■ i  rV- Д » ^ "' К З * 1—  2 к **>
О

K i !  — 4 К (| 1 ~ Р )  ;  ̂ (I т  I) In (1 — **)K (*)

Я

26. J  Sin!‘ - » x In sin xdx---- У К  Г  [ ((1 V f )/21 p (|l)

2 6 J| 1 26. ЛО ГАРИ ФМ ИЧЕСКАЯ ФУНКЦИ Я

28. L | n | , Sin* . U  = - J
J  l! cos x if 2 In 2.

f H T  в
29. С jc4nsinxdx = -- j  ln2— 2

b
ЯП ?,

30. f  xln s i n x ! d x = - ^ ln 2. 3«. \ sin 2/ix In sin x dx = 0. 
j  о

•1 2 (  " y  ,________ 1 \
32. ^ sin |(2n+l)x]lnsinxd.t= j^-r-j-yn2 —2 _ 2 J k + l  2 n + lj

Я

33. \ cosl(2n + l)x ] ln sinxJx =  0.
I
Я

\ cos2nxlnsinxdx =  — ^  
о 2,1
Я

J  * * ‘ x c o e [^ - x j ] ln s i i i . v A t = - 2  ^ 1n2

ln=l

la, b>  OJ.

la. b > OJ.

[0 < *< IJ.

(Re|i>0J.

(R e ii> 0 ).

541

la. 6>0).

2. 3. . ..J . 

(H>-»J.
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36.  ̂ ыпг
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Л (2 л - |)Н8т г"2х сое 2х In sin л; dx = —

37. -  
•J a
[* in sin xdx

-------=  In — --у
+ *cosx У a1 — b2 a +  \a '--b "

4/t + 2 (2/i)!l *

Va* — b*
о
nn

12.6.34.

fa^O. a i* j.

*■ .f T= iгаавх  +  а*1" (cosftx/ ax 11 —c-, ln 2

(/i=l, 2; <p= sjnd — I a !>. le l^ lj.
Л

, Q I* cos x In sin xdx я  |1 + as | , ^  яо*1п2
39- 3 T ^ w 7 T ^  =  2e | r ^ | ,n ( ,- fl̂ ) - r r ^ i

(1*1^1; f  = sen(l—;a ,».

*■ J  1 - 2асотх-f-a-,П С (*/2) }  Л  =  (0 +«=)ln(l Ta<P)- 2̂ <.In2j

I lo i it l ;  <p=sgn(l — |d >i.

41. . I n j ^ d x - O.1 1 — 2acosx-fas (cos bxf

fsin bx\ dx „  ял In

0
2Л

40 ( ' cos! (x/2)Insin(x/2) ^  лa(1' ,p>/, . _
42’ J  1 —2acos.v-t-a- dx = 2a И »  ') ~  - r^ T T  ln 2

o 1 1
( |a |^ l ; 9 =  sjn(l —|e !)!•

я
43.  ̂ —  Sln *—  In sin jrrfr =  — — In?,

V l +  sin2x
Л

4 sin3*
V 1 +  sin*x

• ln sin xdx —

8

ln2— I

u
45. JГ ln | cosx I . я  —  dx— j .

46. *1п/1*П" [ 1 _ ^  " l „  
.1 (I cos ax |j Xi + z 3 2г

л ,  1+ е~2аг

sin ax Ц dx ( I t  1) л2 л a
- - 247. ‘ in ( : finex- i - ^ ______oJ  l| cos ax j x — i/s 8y 

0
CO

48.  ̂ ln|cosax|rfx= ^-(61n2 — a)

(a, Rei>®J- 

[a. *>°J- 

(a. b>0)-

2.6.35.) 2.6. ЛО ГАРИФМ ИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ

(0< i< 2a; Rci^OJ. 

(a. b, Re*>OJ,

543
oo

49. \ ^TfT* in ’icosax dx= 2z Ich6* ,n( l + е~гаг) —е~1>:\n2] 
о

rj) \ __c°sbx in cos ax dx =  l n
*  \ x" (х= +  г2) 1 1 

о
/ ,=  *- z~*(shЛгIn (1 +<"*“*) — (1 — <"**)In 2],

/j =  2 г"» f(bz+ e~b:) ln 2 — az — ch 6г ln ( I -f г *'»-')J.

0©
51. J  p T " ?  * ”* si0 bx *n совг ах dx = л ln (1 -f- e~iaz) z~* sh bz — z~s-\- яг ‘V~ft*l n 2 

*o
[0<6<2o: Rc г > 0).

OO

52. f  ~  ln ; cosx I dx =  — g ln 2. 
о

f  f t p  1п<2+2смх)^ = т  л i - t y  inf +«■*>
0

(Rci-^O: 0<6< IJ.

64- J  x*T** & x 1  ln (2 2  cos x) dx =  4 : л { Д ^ г}  In (I - o

|Re*>0: 0<b<IJ.

2.6.35. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  I n " ,
Я/1

»• \  <gAin"-«cos2xdx =  ̂ t!-(2n )!t(2« b l)
0

Я/4

2- j  lg x ln ^ 4 o s 2 x d x = l^ jl!.4*» 'VB2, 4,|.

Я/1

3- j  cos'-’2xlgxIn"cos2xdx= * P ">(v)
0 2 

Я/4

4‘ I  ( I ± x )  ln^ in2xdx =  / ^ ); 2(̂ ' ;;(,I+1, t0} CReM>0J.

•1/6
e 4* - .

j  ,n, (2sinx)dx =  ̂ .  e. J  x l n * ( 2 * . * ) d x - ^ .

{/1=1. 2, 3.

[Rcv>0J.
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’• W C 3 * - 5 - (“ +a-
я/2 1=-о.зв

Я /2

8. In', (2sinjr)d* = /„. 
О

/. = 0. / ,=  24* /.= - ^ { ( 3 ) .  U - м * -

пП
9. \ х In* (2 smx)dt=Li4 (  J  )  +  2\  Ш *2- £  Ш-2+ J  1п2С (3) -  ^  д«. 

0
я /2

10.  ̂ jr*ln*(2Ax)d!r=nLt4f g W £ , In*2+ в n te2C ( 3 ) - ^ .  
о

*/?
11.  ̂ ln! (2sinx)ln(2cosx)rfx = л£(3). 

о
Я

12. ^ x5ln5(2 sinx)dx =  — 
о
2.6.36. И н т е г р а л ы  от А(х, sinx, cosx) ln(acosx+ftsinx-f-c).
Я /2

1.  ̂ In (1 »:smx)dx=—  ̂ In2± 20.
о

Я / 2

2.  ̂ In (1 >cosx)dx = — f, In 2 • 20. 
o

я/2

з w*+-C3 C ?0
Я / 2

л t cosx In (I i.ocosx) J  p 
J  1 — a* coe*x

= ---- - Г/-; — arccosa^-------- In (1 — a!H ----- jx In ( I — o-)l
a *  l - e 3L .2 / 2 4 J

10<«<4-

5. I* ln(aHt*cosx)dx = n ln ^ i- L^ ---— (e, ft>°J"
о
я

6.  ̂ ln (l+ frco sx )^ ^  = narcsinft ( l * ^ 1*-

г д  36-1

2.6. ЛО ГАРИФМ ИЧЕСКАЯ ФУНКЦИ Я

i _£rin_*£_ in/i ±cosx)dx =  — n sh fc ln (l >е~*) — e b: In2 
"• I  x--t-*- 2

b

a  f  In (I -t cos x) dx =  ^ jd i 6? In ( I ±  <r*) -  -J c-»- In 2]

W  f
П

9. (  !n(a2 — 2abQO&x+b*)dx = 2n\n\a\ 
b

» J C 3 ' i" " - 2“c“ ' + e 4 i--t T
г

I I .  = я In : a x  я/(2о) 

P ln (I — 2acnsx-fe5)rfx 2я ,, . . .
11 j  - T 3 ~ 7 t — ,T = P i '» < l- • * * ')

“ • - f r i j i i 1" !— ‘ '̂1

[ft. Rei^OJ. 

[ft. Rez>01.

tl ft К  loll*

545

14. " (  1п (о *-2оКовх +  &г)</дг =  2лп1п|в|
6

[l*!< l|.

|!e|>l|-

[ I l i iJ D -  '• '« ']■  

I t »  “ ' 4

*!•’ _v , ЯП i m
15. \ cos mx In (I — 2acosx +  a-)dx= — -/(l a

яя / fcm-l fcЯ1-1 \
i (• 5п-=т)

i - , .  » * - l-
tx

17. cos ((m — 1/2) x] In (1 — 2a cos x + a") dx=0 
0
2л

•8. V (sin (x/2) sin/ix| |n (| _ 2acosx + a: )dA==0 
.1 (cos (x/2) cos nxj v

19. |«n(Jt/2)sin|(n — l/2)x]\ ln ([_2 acosx- | а:)Л« =  лГ_!: * — £ r j |
J  \cos(x/2)« e l(n - l/ 2)xlJ v l

*°- \ In( I — 2ncosx+ as) —r-J-j* — *  1ч ( 1-й*’ r) 
0
18 А. П. Пруди «кок и яр.

H A  SS!).... ... ]•
[ !« !< !: Re*>0J.
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1-о.зв.

о
Я /2

8. \ In"(2sin дг)dx = /„, 
о

Л  = 0. / ,=  £ ,  3). Л  = 4^ л » .

я/?
9. J* дг In* (2 sinx)dx = L i4 (  J-j +  2’4 ln‘ 2 -  J*  ln*2+ -J- ln2C(3) - л«.

О
я /2

10.  ̂ x4lns(2sin*)rfx = л Li*  ̂2 у "Ь lii42-f- ^ л1п2£ (3) ~
о

*'• I11.  ̂ lns(2sinx)ln(2cosx)dx = л£(3).

12. ^ x2ln-(2 sinx)dx =  - | ^ - .

2.6.36. И н т е г р а л ы  от А(х, sinx, cosx) In (a cos х-|-ft sin Х+с).
Я/2

1.  ̂ ln (! tsm x )d x = — Л In2± 20 .
о

Я/2
2.  ̂ In <1 ± coix)dx = — Л In 2 • 2G. 

о
я/2

3- J  ,П ( » + °  (о* 3 )  С 'х /  ' dX=  8 -  2 arCC0S* а
О

Я / 2
. rosxln(l | а cosx) 
.1 I — a1 cos:x

! -1 - - Гл л — arccosa'l — afCO>sa- In (1 —а*) -f л In (I — ° :)| 
а У  1 —о= L \2 / 2 4  J

|0<«<1|-

. . . . . . и +  У а г ~ Ь '5. | In (a tftcosx)dx = n In— '— ^----
о
Я

6.  ̂ ln ( l+ 6cosx)j^~ = narcsinft

{в. ь>»У 

цмс***

гдзс-1
2.6. ЛО ГАРИ ФМ ИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ

■Р 9  mln hr7 f  i* l|L p - li i( l  ±coax)dx =  — A s lifo ln (l ±e~z)— ”  e ft.- jn 2 

b

8. \ ~ ~ \ n (\ x c o * x )d x =  ”  | c h fo ln ( l  ±<r* )— £ f-*.'|n 2 ]
• ■* 

я9. \ !п(а; —2лй cos x-f-i2)rfx = 2л In|a|

[ft. Re*^*OJ.

(ft. Rez>0]. 

(!»l<l*l]>

645

I I .  = л In ; в I Jt  л/(2в)

„  Г  l n ( l— 2асо*х+в?)(/х 2л ,,
12 \ i - a ^ s x T ^ -  P T ^ i ,n (  )

0

«’ • - r r i ^ r i n ! — ^ 4
ЯЧ

14. \ In (o'-—2ab toe x -f ft2) dx =  2лn ln | a |
6

яп
15.  ̂ co»mxln(l — 2acosx+a2)dx =  — a±>

[l*i<»|.

и »  °< ' i

[ »  « и -

и ::s ;v  *•••1
ЯЛ _ / ft*n+l ft»»-1 \

2*
17. Ij cos[(m — l/2) x ] ln ( l— 2acosx + e: )dx=0

0

1- ...........

,9. t7 (sin(x/2) sin |(n — 1/2) дтЦ ln (1 _ 2aco .x+ e*)d r= nf ± *" -  ^ 1
.1 Vos (x/2) cosl(n- 1/2) xj} 1 1

2®* V In ( I — 
$

2dcr>sx4  а-) Л In (I — «- z)х*+г* г 

18 А. П. Прудников и др.

....... ]•
l ! « K I ;  Re*>OJ.
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■ - In (| a J — sgn а<г-')
12.6.37.

* R e * - 0J.

СО

22. j  In (1 -  2а cos дс+o=) ^  =  Д , In (1 -  цг*) -

23. 71С~г
; &  1"С а |— «вп а е - П - ^ ^ р 7

2гЦе--а)

[|а|< 1; Re?i-oj.

11о!>|; Rei^flj.

°?  . 1*1 

24.  ̂ |n(l-2acos*+a"-)</* =  — ^  I 1 +sgn(6 - * ) J

25.

26.

--2_| k2 x [,+sgn(fr“ *),-2in!e|}

[Ь> 0; !в|<|]. 

1Ь>0:

\ ln ( I— 2acos* +  a:)d *=  *  {ch bz In (1 — ae—')-f-

,6'  * к' я*v  а*+  У  -.-Л[г(А — *)]} J!e|<l; Ь. Rf*>0).
кож I

Г I»! fc 1
27. =  у  jch 6i ln (|a |  — sgna<r-) +  sh(*(& — Л-)) — sh6г1п;« !•

Ца1> 1; b. Rcz>OJ.
Я/4

28.  ̂ In (cos* ± sin*)d* =  — ln 2 i- g  G.
о

2я
29. ij ln (a -f b cos * + с sin x)dx =  2л ln [(a  -\-V a- — b-—c-)j‘2\ [e*>4*+<**

2.6.37. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  ln cos*~t~ sin x r ct_̂
агсо&х+Ь.г sin дс-j-r*

я /2
, 1‘ . a +  6sin* dx , bI. 1 ln ---г—:-----:---=  Я arcsin —,J a — b s i r ---

о
> sin *  sm *

' " i i
a-f&cos* dx . b

о
я /2

7 " — «I ol 1ocos*cos*

COS* 1 +&COS*3. \ , ° ?  * , In f ±  J 1— a-coss* 1 — 
0

____________ 1 +qft +  K (T - a - ) ( » - ^
bcos*UA 2a У Г = & ‘"  1-аЬ + У 0 - а гн Т ^ & )  I  .

[0 < »< e< l*

dx-- ln

2.6.33-1
2.6. ЛО ГАРИ ФМ ИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ

f - п
I+ £ l l i . '4 L  =  arccosx a sin* sm *

?  i I +  2acos * -f a! , 2ла-(* "+ ,•
6 .   ̂ s i n  ( 2 я  + 1) J f  In , — 2acos jc-i-u2 X ~ * * 2/1+1

о
2.1I**** . 1— 2acos*+ as . 2л , +m/n + .

6. J  cos mx In l _ 2acosnx +  a-dx~  m *na ~ a ) 
0

2i
С x . 14-2a cos x +  a- , .

7. ^ ctg 2 11 i +  2a cos лх + a- V“

CO 0 0
f  f I +  sin x dx rt* f  1 I cos x+  sin x I </x л*

8- \ ы Т = Я П И Г =  - 2 ‘ 9- 3 l a \ ™ r -  s in * l *- = -r-

н е т

[ ( ; : & ) ] •  

|ln a = OJ.

547

I!«; < i j .

"■ . f \ =
1 — 2a cos bx -f a- dx 

2a cos cx+a? x •^o-.*')to|f| s i;:- )]•
2.6.38. И н т е г р а л ы, с о д е р ж а щ и е  ln (a cos2 * +  6 sins*-f c). 
Обозначение: k' =  ) A1 — k'2, 0  <  k <  I .

Я  -  _____

1.  ̂ In ( I  +  b sin2 x) </jc = л ln -  ̂^ i ь > -  I].
0

Я/2

б’ lC0SXJ 2 \ 2 2 l + K l  +  ft/

ЯП
3 . I* ln (I — Q i c o s :  * )  

й’ 1- 6=0

Л.-2

dx = ____ = 2 =  In I + »
fr=cos=* У l- b *  Y  \-b '-+ yr \-cfl

1 In (a- cos- x -f b- sin: *) dx =  я  ln a 6
о
Я 1

H > -  tj. 

l iaU  l i l C I J .

lab ф OJ.

Л .
27*т[3л {1 . , ( 1 ~ 3 ln ±  im - ' +  6k* -  3*-’ ln * ')  К (*) T

+ (2—A*) (14 — 6 ln * ') E ( * ) ] ,  
J
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УI -  ± к *  1(2—**) К  (А) -  (4 -  In А') Е  (*)| +  л А * | 1 ,п *'>}, 

J V  =  ± к~'- р  2 - * * - { * '  }  In А') К (к) — (2 — In к') Е (А)],

J [  =  + А *  (2+ In к') К (А) +  лА 2 ,n* 'V * ' j .
я /2

6 Г 1п /1 +  " П ф с ^ х | +  sin ( у/2)
J  \1 — sill Ч’ сое- ху cos («I /2)п

1 2 6 .3 8 .

11ЧРI < л/2}.

=  i  ш 2^  к ( * ) - J к ( и Г ^ ) .* V к о

* I *Ч г^ ('- ‘■СУГ*•"(■ - С У )* - *о
/ Ь “ » — /!*,• =  (2 —it*) К  (Дг)— (2— In /г') Е (Лг). /}••=/}• • =  In к 'К  (*), 

! }• » - + *  ! [ ' 2 - **- Г | * }  1П*’)  K (* )- (2 - ln A ')E (A ) j ,

/.. =  , =  ± k -s j -̂ _ 2 +  Д О  ln k'\ к  {k) +  <2 — Infe') Е (А )],

/■• • =  /<* -I = *'-* [(А2-  2) К (А) +  (2 +  In к', Е  (к)].

/ j . . „ / . .  . _  j .  кг- { ^ . j  |/2-  А* + 1J fJ  In A 'j К  (к) -  (2 +  In к ') Е(А)1,

Ч  " -  /}• -• =  Т  к - {*', } [  2 —л=-ь {* ' }  In А ') К  (к) -  (2 +  In Г )  Е  (A)j-
СО

9.  ̂ In (a2 cos5tx+fr: sin: cx) 'p (l~ j i  =  j  I In (ech n  +  6sb zc) — jc)
6

10 i‘ tg (*/2) In (sin2 x+A'cos» x) rfr 1 |n 2 (/:')** „
^ К 1—A*cos2x 2 I+  A'

n  P I j tg x j ln (sin2x +  A'cos*x) ^—  1 , „ 2 ( W  
.* X 1“ пх/ К  1 — A*cos* x 2 1+A'

ia. b, c. Re г > OJ.

0
л/2

,2J In (sin x +  V'sin2 x— sin2(p)
1 — a- cos2 x dx-

‘ “ 17т~гг Гагс(6 r4̂==?) In «п ф+ я ln - l+Kl-a* 1 
К 1 — a- L I —a-sy 2 К I - a 3 + V I - a 2coe*<p J

I ,e  i <  l; 0 < ф  < я/2].

«Л.30-1 - G ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ
2.B.39. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  In A (tg х).
*:А У 4 ,

I.  \ In tgxdx= — G. 2. V sin 2х In tg х dx — — In 2. 
6 i  
Я /4  ,
i* In JC _ Я*

0
It A

\ I i  a sin 2x 
o
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c°s2x in tg x dx =  — —  Щ1— (я  T  arcsin a)

n f  Arsh V : a ; 1 
I > a sin2 2x 41 e, ‘ arcsin X  ,u '

V  ms 2x In tgx
6 )  T±о

nl*

.fx=--

[ O K U .

I ;« l < ll-

в. (  In (I Jttgx)<fx= g ln 2 — I®  j . 
6
Я/4С Я \ dx n*

7. J  l n ««(4 ^ * ) 5 r 2i = J : -8-*
6
Я  4
Г . , / я  \ rfx я*8. \ l n t g (4 ±xy
в
ft'4

9. f  lntg(-4' ; t  x )(In  tgx)*- =  ±  4 („ % V + T )  1B^ * ! '
6
Г.4r.4

1°. j| In tg(?- ±  xj (In tg x)5" 1 -^Yx =  ±  (2«)! С <2n +  •)

In - I ,  2, 3. ...].
Я '4

И. j| In tg f ?  + x j( ln s in 2x V ^ ^  = t ^ n ! C ( n  +  2).

[L (arcsin a) — arcsin a In 2]
я 4

12.  ̂ sin 2x In tg x dx-« ---------------------------------UA =  -------------- _
j* 1 — в2 sin2 2x 2</1'' 1 — a2

t  в I < IJ*

л 4

13. i' —
•’ (si

sin 'x In tg x dx
(sin2<p +  tg21> sin2 2x) | sin2 2x — sin2 q>

= _  Я COS2 l' gin t' + V  1 -  C»*_ У C««2 V_ 10<»<Я/2) 0<Г<Я/2].
2 sin ij> sin t' sin 4 ( 1+ sin c)

nil
14. Ij intgxdx = 0.
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я/2
15.  ̂ cos'I_1xcoe(e +  l) xln lgxdx — ~  

о
л/2

J6.  ̂ cos"- 1 л:ctgх sin (a + l)x ln  tgxdx = 1С +  ф (a+  J)]
6
n i

17. \ tg x In tg (x/2) (In cosx)" dx = (— I)" 2 "~*n! J  (n +  2, 1/2). 
о
я/2

18. \ -  lntgX dx =  — \ n V T ^ K ( h )
•' У \-k-  sins x

2.6. ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ
t-«40. Jj6.40l

i* -q x In X dx =*
[a i. OJ. 4. \ e x

_  1 in ( | )  [Ко (2e-«‘l  V  Vq) -  Ко <* Я</* V * j \  h

[a > -  |j. +  J  [Ко (2слГ< V"ft?) + Ко (2е-я,/4 / ft? ) ]

551

о
Я/2

19i.  ̂ ln (l+ tgx )d x  =  ̂ In 2-fG. 20.  ̂ x ln Igx 'dx = 0.
6

2i- a
, In I tg x . я  , .., -dx =  -. lnthz х*+г* 2г [Re г >  о].

w . f  i n i ' l l *  *
.1 I 1 — tgx I x 4 
0

fa. b. Rc*>0J.

2.6.40. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  п о к а з а т е л ь н у ю ,  л о г а 
р и ф м и ч е с к у ю ,  г и п е р б о л и ч е с к и е  и т р и г о н о м е т р и ч е с к и е  
ф у н к ц и и .

-  P T F  [ ( -  3  " t,e  I  -  с  й  -  '2 Q 1п “ ’ + р!|]  1“  »=•1 '  *

■ г  <«> [ *  w - i  ш <р=+ и  ±  агс1к }  { ' , '* ; } ]

ĵ c = a«rc«e*j Rep> | Im 6 |; R ca > | gjj-
OO

3. ^ e-P* ln xdx =  — arctg ^ |c  +  ~  In (ps-fft*)J [Rcp>|im* :)•

CP
5.  ̂ sin ft* In (1 -\-e~ax) dx -=»

[6. Rc о > OJ.

en
6. (* sin ftx ln (1 -  e-**) dx---- i-  [2C + Ф -J 1 +  + *  (1 — ~ ) ]

6 '

oo
7. j* cosftxlnd ± e - ° * ) d x - ~ -  f a  (^я/д)}  [6. Re о > OJ.

0

8. j  sh <u sin ftx ln (1 _ ^ ) ^  = _ £ _  { J * * _  _  «  th g )
0 [6. Re a > 0].

9. \ ch ax cos ftx in (1 - e ~ » * )  dx =  ̂  ~ Г  “  2 ( 5 ^ th fa
lb. Re a > 0J.

от
l6>0; |ксо|<л1-

ОТ)
и  С l i chx+ sino . я  shaft  ̂ „ , „  , _ ,1 cosftxln-r—— --- dx= . ■ [6 >0; 2 ,Rea<nJ .

J  chx —srna ftch(ft.i/2)

ОЭ

1 cos ftx ln -*? *  +  cosa dx =  — f  — (ch eft — ch aft) [6>0; |Rea|, |Rec|<.^. 
jl chx +  coss «shaft '

f  e-PMnf2 :sinox!\dx=___ p V  (± l)* [Rc p > 0J.
^ |2 I coe ax I/ ^  к (p- +  4a-/:-)

oo m
И. j  e-PMn;ctgax|dx =  2p v  2+'4(2, _ i № - [Rep><4-

0 * - i

12

13



552 ГЛАВА ВТОРАЯ. О П РЕД ЕЛ ЕН Н Ы Е И Н ТЕГРАЛЫ 127.2.

15. \ S  cos л (In (2а ч]ц 3 *) + С| dx =т — Л К» (а) 
и

16.'  У х Г Г Т  «*п (* V x * — I ) In (x + V x *— I )  dx—arctg (  p )  (V p* +  b*)

( K e p > |  lm 6  J.

,7. f  sin ( * У Я + Ш ) In a+ x ± ^ ± 2ax
Vx* +  2ax

dx-

•= c«p arctg (  ^  j  Л’, (a V W + p* )

«■ 1-^-С2ЙЭ— >r'-+-»!e:SF£+S

£Rep>| Imft Ц.

R e a > ] Im 6  ; агу г  <x) =  — i In Г  (дг)
|Г(*)| J*

2.7. ОБРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ
2.7.1. В в е д е н и е .
В  этом разделе содержатся интегралы, в подынтегральные выражения 

которых входят обратные тригонометрические функции. Они могут быть пре
образованы к интегралам от логарифмической функции и от степенных функ
ций, если воспользоваться соответствующими формулами, приведенными в при
ложении I. В ряде случаев интегралы от обратных тригонометрических функций 
с помощью замены переменной сводятся к интегралам от тригонометрических 
функций. Например,

I I ______  я/2
К arcsin х dx =  — i ln (i'x +  K l  — x-) dx =  jj xcosxdx.
o o  0

2.7.2. И н т е г р а л ы  о б щ е г о  внда.
В  эгом пункте помещены формулы, которые позволяют находить инте

гралы, содержащие обратные тригонометрические, а также степенную, алгеб
раические и тригонометрические функции. Некоторые частные случаи этих 
интегралов, соответствующие конкретным значениям входящих в них парат 
метров, приведены в последующих пунктах. Интегралы общего вида представ
ляются с помощью функций V/, i — l, 2, 3.......помещенных в приложении II I.
Конкретные значения параметров, входящих в эти функции, приводятся в 
фигурных скобках после каждого интеграла. В  п. 2.7.2 приняты следующие 
обозначения: r =  p!q, где р и q — взаимно простые натуральные числа, если 
ие указаны другие условия;

( I, если взят sin bx, f  (— 1)[',/21+А, если взят sin bx,
I 0, если взят cos bx; I J, если взят cos bx\

I 1/2, если взят sin"**, л =  |, 3, 5, ... .
Y = j 0, если взят sin"**, п =  2, 4, 6........

I  0, если взят cos"**, л =  I, 2, 3, . . . ;

__ , fsin **1"Xх1 [ . !• arcsin! (cos bxj

( j  +  V+ л ).  S =  ̂ (n - 2 A ).

f —у  <\yj dx = / (о)
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. V ■ l - K - O y . . .  n tg*V n  f «у .г11/2+а/(2г)1
/ (а) = «/ + 2 2 ос|(л/2)1р [ 1 + а/(2/-) J  + 0> л ) •

[(я — 1)/2| л-1
г_ 1 Г  2 " ‘л у  /п\ у  (- D *  I (г [ |/2+Ч х

U -----^-а Zd \k) *d  hI £Г(2у+1/2 +  Л) П  1+6 Jк = 0 h~ 0
( l , l/ q ,  A (<7. 1/2+ E ); *\

|+ t )t A(p, 2y+l/2+/i). A (p, 1 +Л) J
+  ( - l ) ° o ^ . n  «'!Ч > . » ( д ^ + | /2+ Л) ( д (р 1 | +  /1)> | +  t / * ) } .

Г =  (— I )PbrPp--P li/. 6>0; He* > — ro — 6/i).

o = 0 [cu. 2.7.2.1).
I* . fsin bx\n IX  V  . . . .

2- dx- Ц о )
5

3- \ ( " ) r^ ==y(o)U . »
и

, (o)=£/_ l± < z d l : 2  »-i ( ( - D - r r ^ - ^ l + a / ^J { a > u  2 аЦл/2)!J* V  L l-a/(2>) J  j*
u« --D/2J p -1

V  J " )  у  <n!i!itv+s* r | ,/2-£ Ix
—  * W  L  6ftl L »- S .  l/2 +  2v + /«|Xk~Q fcaO

■V
(— 1)0-12 "  'л i/a

I. ч , A (q, I) ;

(—1 )°К  
2"

-  К" -1) 21 </ -  I

■** 2  * 0 2
( 1/2) ,

1 = о/1( 1+ 2/)

v  *м 1+ 2/)_ ,Г Г7+ (а- '')/2-/>  I *
1у + (1+ г—e)/2+j> J х

9+»Г 2р)7И

1+ 2/
2у , 1. A (q, !+ / )•

l +  AW, !+/■)• л ( л  V +  —  -+/>), Ру'У
1 (я — D/2J

v r [w T++»-« ] 2  ■ © *• '-

; V

1— од3/*2-''"1— V  (______________________
г —  &/.I Г  (1/2 +  2V +  /0 л

А =  0

у  F  ('•  V q ' г\X S * P 4 [  1+5/?1 \ {р> 1/2+2-,+А). Д(р, 1+Л,;*

г =  (—1 )РЪ*Рр--Р l3=l-V+/>+U-e)/2;v. 6>0; Rea<01



551 ГЛАВА ВТОРАЯ. О П РЕД ЕЛ ЕН Н Ы Е ИНТЕГРАЛЫ

' С  » Т "" [v ( I ) ' ] * -  *  (»)
п

К  (о )=  Ка  +  1 + (— IV  2-"-e/' _ ?g j---(_v \° „а+Мо-1)
W  J +  2 /• [(я/2)! J2 \ 2 )  У X

12.7.2.

[СИ. 2.7.2.3].

Х Г Га/г
l a /(2/-) +  (v+ l+ o )/2 , a/(2/-) + ( l + a -  vO/2]

f f v \° я 3/2 л [ 25 I
Г *  \2‘/ ^ 7 2 ' гГ  |e +  ( I + o  +  v)/2, |  +  (1 + 0  — v)/2, 2 y+ I/2 + /J*  

и = а + г (а - 1 ) ,  o, =  5, *1 =  5 + 1/2, fi =  5 +  (l +  o+v)/2,
di = 5 + ( l+ ® — v)/2, fi =  2y+ 1/2+A, г =  (— Ьг/р-)р}

(у. b>0; Re«> —в/Ij.

6. j  Xя 1  ^ - / O ' 1/2 * * } "  COS [ v  arccos ( y ) ' ]  d x = If  (o) |„.e

[CM . 2 .7 .2 .5 ].

7- f  Хв"‘ { £  ftx}" Si" [V аГСС“  dX=L (o) ;°-‘-

L  (о) = \'я  +  VM +  (~  1 )П 2rn *1 '- ' r j | ^ ]S X

хца+по-и r  11 o — a/r
* Ll -h v/2— al(2r), 1 -  v/2 -  ct/(2r) J

l  л  /• l i+ v / 2- 5, i - v / 2 - 5, гу-ы /г+ л ]*

е и Я. л3/Ч °2-"-0 4 т ж - r  I ! _ d * . . I ,(1/2)/ L l -Яг. 1 - b t, ег\’ 
r  . ____3/2 ,aot-n-o ( У ’ p Г1 dj 1

3‘ (3/2), [ l - a 3, l _ f t „  e j *
и =  а + г ( а — 1), P|=»r(1 —a +2/)—a, v3 =  r (2 — a-f-2/)— a,

fli =  5 —v/2. *! =  5+v/2, c1 =  (l+ a)/2+ 5, di =  o/2+5, 
f i = 2y+  1/2 + Л, o2 =  ( l —v — o)/2 + /, *>i =  ( l + v  — o)/2+/, 

cs=  1/2+/, d2 =  1 —v — а/2+ r[(1  _o )/2 +  /J, 
ег =  V +  0  — «)/2+ r 1(1 — o)/2 +/], flj =  1 — (0  +  v)/2+ /,

* ,=  1— (a— v)/2+/. rs =  3/2+/,
d3 =  1 - v - a / 2  +  r ( 1  - 0 / 2 + / ) ,  <*j =  y +(1 - a ) / 2  +  r  (1  — <r/2 + / ) .

г =  (—  b*/p-)P\ [y. 6 >  0: Re a  <  л (1 — a)J-

8. j  x * '1 3 " c o s [v  arccos (£■)'] dx =  L (o) |
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9. f  ̂ ( ^ + ^ { “ 3 "  arctg {  * )"Jdx  = Af (о)
б

M (о) =  V’»  +  У *  + v 3i +
. 1 + (— 1)"(— \)a V л2'1,г п п\ а ,-v г I а/2 +  ®/(2«'). — V—а/г] 

+  2 Г  (— v) [(я/2)!]3 у [ (1 +о)/2 —а/(2г) J  
t ... 2*4-яд „ Г  — V— 2Е, а/2 +  Е 1
| =  ,Г  (— v) | (I+ o )/2 -5 , 2V+  1/2+//J ’

о v-/i-i~

£ ** =  (— ^ Ч Г ( _  V) (1/2),
2 у-« »Д г  Г а*. 1-ЛЛ

1 L1— fr*. J ’

£ „ = , ( -  1 fr-S l ' Z o s .  Г f , X
l - d 3

Г  (— v) (3/2)/ 11 - * э, <>, J* 
u =  a  +  rv, t', =  r (2/ —v) — a, vt  = r (2/ +  1 — v) — a, 

e, =  o/2 +  5, *i =  (I- o )/2 + S . с» =  1 + v/2 +  j, 
rfi =  (l +  v)/2+5. е, = 2у +  1/2 +  A. a* =  (o — v),/2 +  /,

6j =  (I —o — v)/2+/, Cj= 1/2 + /, d4 = 1 — у — e/2 +  /■(/ — v/2),
с, =  (1— а)/2 + у +  /■(/ — v/2), aa =  (l — v+o)/2 +  /', 

t3= l- (o + v )/ 2 + / . cs = 3/2 +  /, rfs= l —y —et/2 +  r(/' +  ( l  — v)/2),
f»= (l — e)/2 +  v + r  [/+(1 — v)/2), г = (- 1 )Р  V }

o .v].[<>. j/>0: —n i- ^ o < R c a < i— ----r Rev|

10.  ̂ xa-1 (x2'  +  i/5r)v' 2 ^  cos [̂ v arctg i * j  J  dx = M (o )1

[CM . 2.7.2.9V

11.

[ c m . 2 .7.2.7).

) ’ *а ‘ < ^ + ^ ) V/* {cos L T  “  [ v ardg (  J  Л  Л - ^ (a

^ (0 )= ^ » + ^ , ,+
, 1 + ( -  I)"  ( -  l )q V Я 2-v-" tt/̂ l  n r«/r, (a — v)/2 —a/(2r)l

2 Г (— v) |(n/2)!]- y ~ [ ( l + o  +  v)/2 + a/(2r) J
{ £ , - . l z _ l ) ! i L 2-(I-vHir r2S. (o - v )/ 2 - 5  ]
I  ' r ( - v )  [ ( I  + a  +v)/2+5, 2y+ 1/2 +  Л J *

f  ( -  1Г  я  IH, r  I a -  v +  2/, 1- Л1 
34 r (_ v ) 2 l \ct,e t J-

« = a  +  v/\ vt = r  (2/ +  0 — v) — a, o, =  5. *1 =  1/2+5,
ci =  ( I +  о +  v)/2 + 1, d |= l+ (v  — a)/2+5, =  1/2 + 2y+ Л,

a ,=  (o-v)/2 +  /, ft1 = ( l+ o - v )/ 2  +  /, ct =  I /2 + о + /,
d,=  l - y —a  +  , j /  +  (0_ v)/2,, c, = |/2 + y — «/2 + r I/+ (0 — v)/2|,
2 =  (—  l ] P ‘ 4 bl Pp iP ) ifc, i/ > 0; — n 6 < R c a < ( l— l)")/2 + r o — r Re v].
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12. х1-1 (х^  +  0*г) '  /* **■ j " cos [v  arctg (  ^ )  J dx = JV (a ) ! 
0

„  _ „  .. (arcsin 6x)2.7.3. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  \ . >.* K (arccos 6x/
I  

I. (j arcsin (e'fx) dx=sgn (cos ф) arcsin (\r  I — sin <j) —

12.7.3.

Icm. 2.7.2.11J.

-Совф +  у  2 sill (| cos |<2y-f л)/4| +  f {in ( I  1 -f sin ф +  К  вйГф)+
+  sin 4>—V  2ыпф sin 1 (2ф +  л)/4 j } |0 < *  <

4 0

4
1 0

5- Jf 
0

0
I40

8. j
0

9. f

x*-
(arccos xi 2 a | l0 j V л [ l+ a / 2  J J  l  Ю/J*

* Jarcsin fcn _  л (In | ' 1
Г  ( I — x*)(l— A*x=j (arccos*x/ ' 2* tin (I + *) 1

<rP* arcsin xdx = —  [/ , (p )- L , (p )- f " P |

xt~Px arcsin x dx — ^ I L , 0 » ) — /,(/»)+ p L ,(p )—p/, (p )l+  ^

"  < - С П  Л _ :Ы |<т 

- C S S ! } * - * * '- « ■ • - { V } -

arccos x ____Y  (2k - 1)1! ln (2* + 2)
lnx ^  2**1 2A+ 1  *

fc=o

[0<* ;  I].

I 1 » Г ’ Р  < я ] .

In  **>!<«]■ 

[n — 1, 2. 3. ...].

/arcsin х) л ffch a\ 1
(arccosx/ a L(«~e j  J

I
10. \ ch ax arccos x d x = ”  she •' a— l

(а?0У

1аф0у 

l„  о  I, 2. 3,
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2.7.4. И н т е г р а л ы  от А (х), * } " .

I* 1 a rr lg (^ x )) я  _  со*ф _  ф
'• \ (arcctg (^ х )/  4 + ~ Г  1п (2C° S» ) + 2 Я ^

о
-  Т  | 2 1п Г ^ г Г ф +  sin ф ,n (2 tos Ч>>— ф совф ] Ц »  к  .я/2].

2. ^ arctg* х dx = р* +   ̂ In 2 -  О.
6

3. / — { S 3 S S S 8 - - S [ « * № ) ]  [.>«-•>-(:>]• 
0

а

4- \  ̂ arctg (x/a)dx = G. 
d

5. f x - f ^ M d x -  .1 (arcctg (x/a) I ,
о

- в  { ;  -  * - * - - [ ! f l = p Q + i ± ^ t « ] *  Т й £ }
k^O I

6.  ̂ arcctg" xdx — /„

[a > 0). 

(n = 2, 3. 4. ...].

/а =  я  In 2., / n I I , V  ( -  1)»Я**В1 > 1
лШг\2/ [ й = Г  +  ; *-  (п +  2*-1)(2*)1 J ’

7- о

8. \? J r- № = d x =  *  In (a b + V T + W )
J  x I a- — x2 2a
a

9. * (  arc,8 dx = -  (aft i  2 /l+ flSft* + a»+ 2 ) [a. Re6>0). 
,1 )/ог — х'-(arcctg bx/ 46

10. f  dx = , ” — Г arcctg by - arctg V  1У a*—xi (x1—у1) 2У y*—a*L '  ^U/* e ) |

№ < T  Re <*<i).

[a. Rot>0].

(0 <, a y, Uc 6 > 0].



j у '•|1>
, ( п ’ 1,13У —  ' ( р 5 'Й '  ') se ”1'

' ( / ! •  л  ,,5)- - з о - '( г з 'Г 2 ’ r s ) - rro ( S  - « / т - а ) -  

' ( f V  ^  -5- '<г *  п  S-

К Ю  Г Л А В А  ВТО РА Я . О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Е  И Н Т Е Г Р А Л Ы  (2.7 4

/ ( 1. К г , К з )  —

12. Г arcigl*± d x = ln)  х*+г* " о

'■ - т [ т  - Т  11+‘ г>-4 “ • ( т т я )  -  i LI-"  - Н -

. ( 4 й )]-
ОО

13. \ _а1£^£*£_dx_  я  [a rc tg (J 26г + l )  +  arctg ( У ъ Ь г — l ) — arctg6г] 
J  } х (х + г )  | г

lb, Re г > 0],

О

15. | arctga, - ar c t g ^ , ln .

Г  -T f „ J . M > / « + l / S16. |  arcctg ax arcctg b x d x = ~  —

OO
I* arctg ax— arctg bx . , 1 a17.  ̂ ----— ------—  arcctg cx dx =  2 лг In -g-

—  OO

i* arcsin ax arctg bx . b.i . а+ У гаг + Ь: ,18. t -------------- ax= —  In—  -■ — p
J  x- 2

, я  a . b +  Var +  b1
”2* ----- 5----

.а Г  arctg ax arctg bx я  (а +  6)»+6
*9 3 J5 dx= 2 а°Ы>

О

-*та— 2- arctg fl

[»>0; |argz|<nj. 

lb. Rc г > OJ.

[fl. i> 0 J.

la, 6>0J. 

[a, b. c>  0].

(a. b > 0 ]. 

la, b>  OJ.

20

2.7-5 J
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1 . f i ( , - 7 arcl*x) * - ,T*
О

2.7.5. И н те гр а л ы  от А(х), е~Рх , /агс,2**1(arcctg bxf

lt>. Re р > OJ.

~ W r (a )  {о} T  ̂ Ь ~  Г ( а _  1),Р* ( т  • 1: ~ 2 ~ ’ 1 _  2 * '2 : “ ■ & ) Т
рлй-а_1 _ / 1 +  а  . 3 3 -{- а  _ *** \ —

2 (а  + 1) sin (ол/2) 1 *\ 2 * 2 ’ 2 : 46- j

2а cos (а щ - л ( 1 4 - 1+! ; — да) “ ■ R" >0;

3- .( {‘rat* ‘ *1 -  Ж  [ In/г}+с| ( v ) Л  7 т  11 ( I )  “ • х ] *О

*  рь [si (ft) sin ft ~ ci ( ft-)cos ft 1 lb‘ * 'p>ai-
ro

4. Jj x*~xe~,x ' arctg bxdx=* 
и

_  яр~tt/1 r /'«\ "ft-06 с / « .  i . 5 .  P _ \ _
4 \ 2 / 2а сое (ал/2) 1‘ 1 \ 2 ' *2 ’ "ft* )

„rt-cc)/2
2b

■ r ( — 1-—  -3 ~ a  • — ^ (a, Rep> 0; R c a > - IJ .\ 2 J* * U  ’ ’ 2 ’ 2 ’ b3 )

5- J T iq r jp  { / _ !* )  a r c t g x d i- ^  {* } .

OO

"• |  ^ f " -  7  [>" r  ( - S i )  -  T # ln 25» +  S  -  T H
16, R e O O J .
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10. Rec>0|.

от»
9. j| ; 2 arctg  ̂ ^  = с  +  1и*

о

I * Й г  * - 7  (2 / ? ) ]

2.7.6. И н те гр а л ы  от А(х), /sin0JI\ i | arc*^bx 1
(cos ax) larcctg bx -1)

Обозначение: 6 =  Ш .

*• \ * - ' { 2 b x \ arcisaxd? ~  
о

nb6a a i  (sin (ал  2 )|-* - [  a-f f i  . , а + Я  - . 1  b- \
=  2~(cTf~5Г i ‘« s (ал  2)t 1 + ~ 2 ~ '  6 +  2 : 4«~ ) *

|сов(ал 2)| , . , / 1  . .  3 3 — а  а  . b- \
± —  (sin (ал/2)) Г (а - 1 ) Л  . 2 * '• 2 ’ ~ 2 ~ ’ ‘ ~  2 : T t :  +  

i b an fsin (ал '2)t
2 (Я ) (cos(ал/2)} ‘~ 6< Kee< l: 6>01-

2.  ̂ arctg ax dx = — £ Ei f— la. ft>0|.

fa. ft > OJ.3.  ̂ sin *.t arcctg a* dx ( l — e~b,a)

CO

4.  ̂ cas arcctg ox dx=  |e~ ,/a E i  ̂^ j —eh,a E i  ^ ’ J (а, b >0J« 
0

5- f * 4 ” * S arctg“ <,jt~0
_  baa '1'6л fsin (ал/2)| _l _ / а + в  .  I a +  fl o4>-\ _

=  ’ 2 (a  +  й) (со*(ал/2)1 , F , l ~ 2 ~ 1 +  2 ’ l + — 2 ~ : T " j  ^
- /I n r / , v (cos(ал/2)1 r  /, I 3 a  3 —a .- a * * ^ ( a - D ^ y  / , ; . ,  2 ; 2 . > - 2 . ;

I — 6 <  R e a  <2: o, f t> °l-

6. ^ cos ftjc arctg **- dx=  ”  e—b V a li sjt1 b ^ j  (a. ft >0!‘

_ t‘ sin cx . a . я  . d + I -|-1 f/J — I7. 1 ---------arete dx= -In.1 l-f*.*coscA + d с e-” c-\-d+ J cfJ — I
fa. O0-. d > f t

2.7 8.1 2.7. ОБРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

< б*_______________ Я  -------—  I n f 1 J-  *
8- f  T O ^ - i k ^ T arC,g x Лг= ^ Г 1п( 1+ с  the)

9. f  L’ arctg 'x -cmbx': =C + ln6\ rfx

(a. ft, с > OJ. 

I» >01.

561

2.7.7. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  arctg ax и л о г а р и ф м и ч е с к у ю  
ф у Н К ц и ю.

С . 1 j  1п2 . я5 я1.  ̂ In х arctg х dx — — — Ь 4 *
б
I оо

2. f  -х In'-» lx arctg bx dx =  Г  (v ) b V  - J m & y  I  *! < U *«•'* >••■ 
5 ~ o
i

3.  ̂ In*-1 jc (ln x +  я) arctg x dx =  (—  2 Г *~l л! (2 "  — I ) £ (я + 1), 
о
<y>

4. i  In (l-fo*i*) arctg bxdx sb ”  (a* -)-(a'- — b-) In (<i b) ^ In ft — a- In a) 
о

I a, ft>0J.

)  ► i I
Я  (2n)v

v cos (ул/2)7 5 r (C (- v .  3 / 4 )- C (- v ,  l/4)| [—1<Rev<0|.

2.7.8. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  J ^ [
CO

«• i sin bx arctg —^ L-  dx = :! e ~ b *"a‘ + c’ sh ab x-+c- b
CO

2- \ Xе-1 arctg (ae~x)dx =  -~a~,a r  (а ) Ф  (—os, a  + 1, 1/2)

*■ i 1 P T 3  т ! * 1" 'a  dx=  о in(l+ae-«) 1 •* + 1* I + о cos cx 9 '

la. ft. c>0j.

[a. Rca>0|.

(a>—*r’l-

J  arctg (tg k V  \-k*x*) dx --

^ [Б (Я .  » )- c tg X ( l- / l- ^ s in » X ) l-  - (l^  ^  F 0 l. k) {‘J
I0<t<lj.
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(Я = 0. I; o>0J.

С («in nxcoexj a sjn x _  ̂  n
,1 (сое nx sin x) 1 — a cos x 4 \ n -f 1 n — I /0
71

. Г  cos'»* . о sinx , я  , v ., ,
6‘ J  “ rinx" arC g T ^ a co e 7  2 1" I d — ) (Ч - « )— 4

о

7 /arctg (a / 1 — ** sin5 x) \ ______dx _  л (arctg a, it) -j
3 larcctg (a V 1 — sins x)l V 1 — A* sin: x 2 I f  (arcctg (а V 1 —k1, ft))/

|0 < * < IJ.

2.7.9. И н т е г р а л ы , соде p ж a щ не ' ^{arcctg^x) ) ‘

i. f i - ^ e - ^ C S S S J + Э * -  

-  - ■ £ * - * * « • + « I C S J S  ' — ( 0 3 С Й Й 1  ^  f t )]

2. Г ___ sin (v arctg x) ^  1 £ (v)
•’ (*1+ 1)'7*(е= ™ + 1) 2 (v — 11 2V

(R c  p > 0; R e v > — IJ.

(R c v > I J .

oo
3 Г  sin (v arctg дх) ^  ;  (y, or') j I

(a*xs +  J)v/I (<*"-»-1) 2av 2a(v — 1) 4

[Rea>0; Rev>IJ.

4. I  ~~~̂ 7T-'— trPX 008 bx cos (v arctg Vx)dx =

£6. Re p > OJ.
OO

5 1‘ fx*4-и*)-*'7* (x'- 4- z»rv'* /Sin afctg (x/v)l sin [v arctg (х/г)Н 
j l  t y >  W i t *  arctg (x/y)] cos Iv  arctg (х /гЛ Г^ -

я Г ц Х у . П
^  2'(y +  z)»*,v-‘ Г [ n , V J  I». *> 0: R e (n  + v)>IJ.

CO
/sin (2p arctg [a sin ?./(x-fa cos Х)ШI x a - i

(x* -j- 2ax cos A, +  a2̂  (cos (2p arctg (a sin X/(x-f a cos A.) j)

■=aa~sPB (a , (0 < Re a < 2 Re p; o>0: 0 ^ < » l

2.8 I
2.8. О Б Р А Т Н Ы Е  Г И П Е Р Б О Л И Ч Е С К И Е  Ф У Н К Ц И И 563

2.8. ОБРАТНЫЕ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ
Интегралы, содержащие обратные гиперболические функции, сводятся 

к  и н т е г р а л а м , содержащим гиперболические функции, с помощью подстановок 
вида у =  Arsh х, i/ =  Archx, i/ = Arth х, // =  Arcth х.

Кроме того, они могут быть сведены к интегралам от логарифмической, 
степенной и других функции, если воспользоваться формулами, приведенными 
в приложении I. Полученные таким образом интегралы отнесены в соответ
ствующие разделы.

' Например, с помощью формулы

ch (v Arsh х) =  \  [(У хг +  I +  x)v +  (V х г -f 1 +  *)~v]

получаем

5 ха-«г ? *  ch (v Arsh х) dx -

Г ja-xerpx(Vx*-\-1 +x)v dx+ *  ̂ & ~ЧгР*(Уx?+\+x) v dx 
0 6

[Rea, Re p > OJ.



Г л а в а  3. К Р А Т Н Ы Е  И Н Т Е Г Р А Л Ы
3.1. д в о й н ы е  ИНТЕГРАЛЫ
3.1.1. В в е д е н и е .
В  этом разделе помещены дно.'|;ые интегрллы и указаны некоторые способы 

их приведения к одномерным интегралам. Кроме того, указаны различные 
системы координат на плоскости, которые могут быть использованы при вычис
лении двойных интегралов.

Отметим, что основным способом вычисления двойных интегралов является 
сведение их к повторным |20|. Например, для вычисления двойного интеграла
\$/(*. y)dxdij его можно свести к одному или нескольким повторным 
с

ь Ь /*.<*) \ Ь *,((/>
$ jj / (х, y )dxdy~ ^  jj / (х, y)dx dyz~^dy \ f(x ,y )dx , 
a Jt.(V) a »,'<!/) / a x,(v)

ИЛИ
P U,U) \ В «М*>

\ 5 '(•*' y)dydx =  \[ jj / (X, y) dy dx =  ]j dx / (x .y)d jr,
«» iW  1 //,(t( a *,"<*)

при этом сначала вычисляются внутренние иитегралы.
В частности, если G —треугольник, ограниченный прямыми i/ = 0, у =  х и 

х = а (а >  0), то
а х  ' а а \

55 / (х. y)dxdy = \ Ц/(х, у) dy 'jdx — ̂   ̂/ (х. ‘/)dt dy.
С 0 0 / О н  /

Кроме того, часто используется метод замены переменных интегрирова
ния [20|.

Пусть задано взаимно однозначное отображение х =  х(и, р), </—{/(“ • 
области Г плоскости переменных и, v на область О плоскости переменных х. у. причем

а) х, (/ как функции и, v непрерывны в Г  вместе с первыми частными 
производными;

б) якоЗчан

* “ 1 5 2  S S H  ■ г-
Тогда справедлива следующая формула:

I  (*. У) dx d y = ^ f  [х (и, v), у (u, t>)] 1 Д ! du dv.
Ъ Ь

3-I2-I
3.1. д вой ны е  ИНТЕГРАЛЫ

длины.

= <Г).

6С5

П р и ве д е м  некоторые системы координат на плоскости (d/ — элемент 
jc  _  элемент площади) |1С|.

|) Полярные координаты:
х =и  cos с*, у — и sin t>.

0 ;и < о о ,  0 S  v <  2л (обычно используются обозначения »/=(>, v- 
f: dl4 =- du- -f- и* dv-, dS =  и du dv.

2) Обобщенные полярные координаты:
x = au сое i\ у — bu sin v, 

a, b >  0, 0 и <  oo. 0 : e <  2л, 
dl- — (a- ens- v +  t* sin- v) dn- +  (b* — a2) и sin 2v du dv + (a- sin -v +  b- can- v) u"- dv-, 

dS = abu du dv.
3) Эллиптические координаты (x, у >  0):

.. | (M +  a-)(f j а=)1^  .. |(и +  ̂ ) ( г  f * 2)|i/J
[ a* -fr* J  ’ " “ I VTZ*---| '

0 ?.■ fr2 <  a-, — b* <  и <  oo, — a- <  p <  — b*,
I a — v , . и — v

dl- =

dS

4 (u 4 <•’-) <“  +  <>*)d * ( c' +  “ : ) <1' +  ft">
d:13.

— du dv.
4 I — (ii -)-«-) (ii -f6*) (c +  a1) (v b-)

4) Вырожденные эллиптические координаты:
x=ch нолей, |>= sh и (in c*.

О - i K . c c ,  0 -s; t1 <  2д, 
dP — (ch; ii — cos5 v) (du1 -j- dt'2), dS -= (ch- и — со*2 v) du dy.

5) Параболические координаты:
x = u- — tP, у = 2нс,

— 00< U < < X), 0 -С г  <<», 
d/s= 4 («г i'!) (du- +  dv-), dS — 4 (it- c2) du du.

С) Биполярные коердинаш:
ih и _  sin v

^~ch  и ) tosu*

dP —

~  ch k + c o s c '
— oo <  « <  oo O c - K  2л, 

du*-\-di* I
(ch и-j-cos i')1' dS = (ch u-|-cosi'):— dii dv.

3.1.2. О б щ и е  форм улы ; и н те гр ал ы  от а л ге б р а и ч е ск и х  
Ф У н к а и й.
^  В  этом пункт.1 предполагается, что все рассматриваемые интегралы суще-

у *>0. 03»О

’I/^  г  «х/р. р/7 1 Г р М я - Х л  {в , р. , >0). 
ГЧ a/0 + P/V.l 1
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I
13 1.2.

2' „  ^ < / (0U+^ + T ) * ^ = 2 j K r r 7 у(//55+ ]г*+ т ) л
- I

3- J J  f (x + y )d x d y  =  \ f ( l)d t .
l '1  +  i i r K I  -

1а*+ 3*^0; а, Ц, у —деЛствительные числа)

— I
I I

4. $5j/(*y)(l-x)“-> ^ (l-y)^ rfxd (/ =
0 о

I
=  В ( а ,  Р )  J / < / ) ( !  — / У » '» - *  Л  I R .  a ,  R e 3 > 0 ] .  

о
1 I

5. jj j| дс«-'уР-‘ (1 -*)>'-«-« ( I  -y)Y-P-i (1 -x yz )-V Jxd y  =  
и о

- r f j  А « ^  Р. г  »
|R cv> R ce> 0 ; Rc 7> Rc Э>0; | arg Я — г)| < л].

6. jfi-t.jfi’ -i (| _ х _ у)у-3-3'-* (1 _ их— Vy)r<* dxdy —
х>6. i/>0* » 0 ,  !/>0

= Г | Р .  P . Y  Р  Р  J  /=■, ( а .  р , р ' ,  т ;  и, v )  |R .-3 . R ep - . Re< v - 3 - 3 ' ) > o j .

7. ( 1  (| — ux)~a (l-vy)-< *' dxdy =
* > 0,. #>0

_ r  P'. Y  P P ' ] f s(a. a ’, p. p'. v: ")
fRcp. Red'. Re < Y-3-3 )> °J-II

8. \\ (1 -x)V-3-« (1 -y)V '-P'-« (1 _  u x - v y )-« dxdy =
00

_ r ^ : V v ,  „  

[Rc 3. Rc P\ Re (V —3). Rc(v -3'»>°1*I I
e С С дО-'уЗ-» ( i  _  y)>'-a-i (| _  y)\'-З-i dx dy___________

J  J  ( J — их)УП '-а-» (1 _  ̂ )V V '- P - i  (|  _  их — l’l/)a t P-Y-Y' f l  =

* = Г [ * ’ у  У a ’ У  P .  Y . Y ' :  “ ( I —  » ( ! “ “ ) )

(Rea. Rc 3. Rc(y — a). Rc Jy '— 3)>®J* 
10. f  f  dx dy =  - / -I  Г  I “ /P- P/<? I

.] J  „ а</ + Р,ч L«/P +  P/<?J* > 0. (/ 5: o, f^o . (/>0
U ) '+ (:)*«■

(p. q. Re a. Re 3 > ®J-

3.1.31 

I
*>0. |/>0

<• f* d x d y  _ (  , л

,2’ 3 ) (а-+х=+уГ { ■-«
* —  ш  { я  ln (

3.1. Д ВО ЙНЫ Е ИНТЕГРАЛЫ  

ab
3 (а  +  *>

1(а* + л*)1-»-в»,1-в'1 

( 1 + ' !)

567

[а*И.
f«= U

3.1.3. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  п о к а з а т е л ь н у ю  ф у н к ц и ю .  
Условие: a, b, р, q >  0.
со ОО

1. jj (j f  (ax +  by) е-рх-чу dxdy —

CO *1

(fcp - a ? ) [ a<? j  f(x )e~ px,a dx— Ьр j  f(y )e ~ ” '* d y ^

[ CO OO I
P i  e-VUfiy) dy +  q \ e-P*f (x) dx . 

_______________ о o' JOO OO oo
3. \ \H xy) е-рх-яу dx dy =  2 5 K9 (2 Vpqt) f (I) dt.

0 0 6

4. П  ‘ / [ J S L S e - P x - ' i d x d y ^ - r X L -  Г e-V~P + r W ‘ HO dt.
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5 6
oo да ,A -

52.  ̂  ̂e-P*-4« sin (2 dx dy = — 2— О’Я +«)"л-З П

5 5
OO 00

J

53. \ \ y*i-P*-4v sin У 'xy dxdy =* — — ^ 5 5 * 
3 . y  n!(4p<? +  l ) " ,3/a

oo 00
54 • \ \ ty e~px~rj sin ( r Vv)dx dv = p 9 erfc ^

6 0
19 А. П. Прудников и ap

577
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со со

55.  ̂  ̂ ^ e-Pt-ЯУ sin ( iV axy ) dxdy =  ”  1/

tS 1.5.

I 0
00 oo

p</ + u '

56.  ̂  ̂ sin (x V y ) dxdy — — «**♦ Ei (— p*q). 
О О У
00 оо ___

57. I i —J— c~Px-QV cos (2 У axy) dx dy = --
1 h: v *  P7+a
OO oo _____

58. I i —L  f-px-яи sin (2 У axy) dx dy =— — -—  I /  Ла.
l y  « + а r  P6 0

OO OO

59. I* i -4— е-Р'-ЯУ cos (* V y ) dx «fy = eric (p \ (). 
b’ J? V y

60. \ l --г—  е-рх-яу cos Vxy dx dy = — 2-<2fl>! .
5W y  п!(4ет+1)-»'*

OO OO

61. I* С J — e~Px-4’J  cos (2 Vaxy) dx dy = —r=5--̂ =r.
•> J  V xy V pq + a

I
сю CO

62. 1 I* ——  е~Рх~ЯУ cos 2 Vxy cos 2 V2ay dx dy =  n(p<7-f-l)~,/V '<,J,/tp‘?fl>-
5’ i y xy
CO 00

63. \ jj (xy)~l/le~px~gy [cos (2a Vxy) ± sin (2aVw)]dxd,j =
0 0

- К Я  U .+ - T * *  {■  [ / K . T p j A y ) ] -

64. \  ̂ (ху)~г1*е~рх~*у [cos (2а У ху) ± sin (2a Vxy)\ dx dy =
« 0 ______ _

v *  ( , , + * — » I Y \ (1 ± p ^ = r ) }

00 CO /  / - -----------p  j  \

6 5 - S  J  ^  Г Р Х - Я У  d t n V J y  d x d y = 2 n \ n  \ y  ,  +  ^  +  ^ / -

3.161

2л

3.1. Д В О Й Н Ы Е  И Н Т ЕГРА Л Ы 579

I* f  _„(o  + ik cos * + tc sin *> dx dy = ——  ...... .
66. \ \ у [ '«Ч ^ '+ с»  

j’ _ «
00 00 I

67. \ J  ^  (cos ^  ~  1 > f ' P V' ,S/ dxdy = ~ 2 Arih:

00 00
68. j  К cos Vxy е-рх-яу dx dy -  -  4 (4p<, + I ) '3-2 Arsh

b 0
00 00

69. f  f  —*— е-Рх-ЯУ sin Vxy dxdy=------- Arsh —-j
J  J  Ylcy (4P9+D 2»
0 i
00 00

РЯ

79. J  j  (xy*)~l/t е-Рх-ЯУ (Vxy — sin 1 xy) dxdy =

_  2 
”  pq

3.1.8. И н теграл ы ,  сод е р ж ащ и е  л or a p ифм и чес к у ю ф у н к 
ц н ю.

Условие: а, р, q >  0.
ОО ОО

1.  ̂  ̂ (\пху+2С)е-Рх-яи dxdy^ —^\п pq

ОО 0 0

2. j  |  [|„ (* + «,)+ С] е-рх-яу dx dy = .
& 6

j  I  In (x-+ У1) е-рх-яу dx dy -  -  Д  Jc  + Inp -  -  |(' 2 (p» +  ̂ +~ ~ ] *
0
00 00
f  f  In (1 + g )  (l"  O- t g -
0 0
00 00 

5. V i*j  j  ~\ny~ e~fx~qy dxdy = \ (q«P, a).
b

 ̂ I 1
6. ^ W v^ ^ d x d y^ ix x d x .

00 0
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3.1.7. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  о б р а т н ы е  т р и г о н с ч е т  

р и ч е с к и е  и о б р а т н ы е  г и п е р б о л и ч е с к и е  ф ун кц и и .
Условие: р, q >  0.

2д (In q — In р) +  лр1. С е-Р*яу dxdy Р ) '
? ■* 2q(p! +q->U О
сю оо

2. \ \ arctg 1/ У e-px-4yd\dy —---- — -г— .
& Ч  * Х 2q(p + l  p i)Cl о
ОО ОО

L \ [  Ars’i X-e-P*-<iydxdy =  ■— J = r  In р- ± 1 + У .^  ±£- 
.» .1 и р\ Р-- Н *  P + q - V  Рг i-q*и о

3.2. ТРОННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

3.2.1. В вед ен и е .
В этом разделе помещены тройные интегралы и указаны некоторые спо* 

crlbi их приведении к одномерным интегралам. Кроме того, указаны различ
ные системы координат в пространстве, которые могут быть использованы при 
вычислении тронных интегралов.

Отметим, что основным способом вычисления тройных интегралов является 
сведение их к повторным |20|, которые находят путем последовательного 
интегрирования по каждой из переменных в отдельности.

Кроме того, часто используется метод замены переменных интегрирования. 
Пу.ть задано взаимно однозначное отображение х — х (и, р, w), у —-у (и, р, ip), 
г —г (и, и, ср) области Q пространства переменных и, р, w на область V про
странства переменных х, у, г, причем

а) х, у, г как функции и, р, w непрерывны в <2 вместе со всеми первыми 
частными производными;

б) якобиан
дх/ди дх/ди dxjduo |

Д =  ду/ди ду/дс ду/ды !=t 0. 
dzjdu dz/dv dz/dw j

Тогда справедлива следующая формула:

С J  \ I (*, У, z) tlx dy dz = ̂  \ \ f \x (u, v, cp), у (и, t', а ), г (и, v, a.))! Д ! du di dw.

3. Некоторые системы координат в пространстве (iU — элемент длины, 
dS— элемент площади, dl''—элемент объема) [ 10].

1) Цилиндрические координаты:
х= u cos и, у= и  sin £', z = w,

0 ^  и <  со, 0 =5 р <  2л, — со <  zp <  оо,
dl*—du* 4- и* dv2 + dw*,

dS1 = (a du du)1 -f (du dw)2 4- (u dv dw)1,
dV — и du dv dw,

(обычно используются обозначения u=p, p = <p, w = z).

2) Сферические координаты:
х = и cos с sin w, у —и sin v sin cr. г = и cos ср.

0 ^  и <  oo, 0 v <  2л, 0 w sg л, 
dl2 —- du2 -f и2 sin2 ei dv2 -f u2 dw2, 

dS- = (u sin ii’ du di )2 J  (u du dw)* + (it- sin w </-■ dw)*, 
dV = u2 sin w du dv dw

(обычно используются обозначения и=р, p = g\ cp = if).
3) Обобщенные сферические координаты:

х = an cos v sin w, y = bu sin c> sin u\ z — cu cos w.
0 ^ u  < oo, 0 p <  2л, 0< в ^ л ,  

dV — abcu2 sin w du dv dw.
3') x = a:i cos'" v sin’1 w, у = b:i sin* v sinT w, z =ct cos'' cp. 

dV = abcmnu* cosm_l v sin* 1 v cos'1 1 w sin2"  l wdudy dm.
4) Эллипсоидальные координаты:

, (»4 « :l (t'+a2) (w f a 2) (и-f *2)(p4 /<2)(cp + 62)
* -  (b- -  fl2) (c2 - a2) • J  (a2 -b‘-)(c--b-) "*

(и +с«)(с- + с*)(а>+с2)
(a*-c*)(b*-c*)

0 ̂  c* <C b2 < а2, — e* <  ip < — fr*<ci<—c*< « <  oo.

3.2. ТРО П Н Ы Е И И Т ЕГРА Л Ы
3.2-1-1

581

dP = |;i (и} (и — v) (u — w) du2 — p (c )  ( i i  — c>) (p — ct') dv* 4-

H p (ui) (« — w) (ci — cp) dw*J.

dS- =m — (— |i (u) p (p) (u — с)2 (и — к’) (p — a-) (du dv)2 f-

4 p (u) p (if) (u — c) (ii — w)* (v — w) (du dw)* —
— p (v) p (o;) (ii — p) (u — w) (v — к-)2 (dv dui)2|.

IdV = g V*— p (u) p (p) p (w) (u — p) (u — w) (v—w), du dv dw,

■ p (/ )= ((/+a*) (t +  b2) (/+ с* )Г1.
5) Вырожденные эллипсоидальные «вытянутые» координаты:

Jt=sh и ease sin w, у — sh и sin v sin e>, z = ch и cos w, 
0г£м<оо, 0^ р <2л , 0-gl oti^ л, 

dl* =  (sh2 и 4  sin5 ш) (du2 4  dw*) {■ sh2 u sin1 w dv*, 
dS2 = (sh2 ii sin2 w) sh2 и sin2 w (du24  dw2) dv*4-(sh2 и  4  sin1 cp) 2 (du dw)*, 

dV = (sh2 ii 4- sin2 w) sh и sin w du dv dw.
6) Вырожденные эллипсоидальные «сплюснутые» координаты:

х= ch и cos р sin ср. у ch и sin p sin w, z= sii и cos ui, 
0 ^ a< oo , 0 ^ p <  2 л, 0 =£ cp ̂  л, 

dl2 T=t (sh2 u 4  cos2 cp) (du* 4- dw2) 4- sh2 u sin2 cp dv2, 
dS2 = (sh2 и +- cos2 ip) ch2 и sin2 w (du* + du.'2) dv2 4- (sh2 и -f- cos2 cp) (du dw)*, 

dV = (sh2 и -J-cos2 jp) ch и sin cp du dv dw.
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7) Сферо-коническис координаты:
1*1.1.

(а2 — Ьг)а 2 * 9 ( Р - а 2)Ь- •
— a2< w <  — Ь* < V < 0 < U < C O ,

и-Ь*'

dS* =

~  4 [*li—  ̂^  U (ш) и (у— ®) da^J,

[ — Я (г) (и — к1) (<2u dv)1 -f Я (а1) (у — w) (du dw)* —

I
• Я (t) Я (w) и1 (v — w)1 (dv dw)1 J,

dV = I  V — u\ (f) Я (a>) (v—w)du dv dw,
О

Я (0 = 1 /(/+!«*)(/+**)]-».

8) Параболоидальны? координаты:

x = 2uwcosv, у = 2ии) sin v, z=u*—w*,
0 &' u <  oo, 0 *S г <  2л, 0 w <  oo, 
dl2 — 4 |(u5 -f w1) (du1~{-dw1) -f u2a,J di.'2), 

dS1 = 16 |(u2-fa>2) u-w! (du2-\-dw2) <&* + (ц*-|-а>2)2 d/Ato2], 
dV = 8 (u* -J- w1) uw du dv dw.

9) Торокдальные координаты:

sh и cos v
ch и — cos a  ’  ̂ ch и — с<* a>' * ch u — cos w ’

O^S:u <  cc, 0 s& < 2л,
I

sh и sin v sm w

tU^-

dS1--

(th и — cos is))2 
1

(du2 + sh2udi>*+dw1),

(ch и — cos a')4 (sh2 и (du1 +  du.'1) dr1 -f du1 dw1],

dV Sh и
' (ch и — cos u,’)1 

10) Биполярные координаты:

sin a sin V

dudvdw.

sh wsm и cos v ^______________  г _ ___________ _
ch to — cos л ’ cha> —cosu * 2 chw—cosu '

0*T-u< я, 0< t» < 2n, — оо<ш<оо,
1dP = (ch ш — cos, u)%(du1 + sin2 и di* -f dw1),

dS* —
1

(ch » —cos u)4 [ sin2 и (du2 4  dx") di»3 -|- du1 dv1],

dV sin и
(ch a»—cos up du dv dm,

3.2 2-1
3.2. ТРО Й Н Ы Е И Н ТЕГРА Л Ы 5аз

3.2.2. О б щ и е  формулы; и н т е г р а л ы  от а л г е б р а и ч е с к и м  
ФУ  "условие: а, Ь, с p. q, г, а , р, у > 0 .

,. У И j-)*+(»)*+(?-}
ж>о.»г>о*>»

( ? Y + ( iY + W < *
Г Г а/р> */г 1 /(/)^+»/«+т/г-1 

р?г [а/р + р/7+Y/H J  /(0 "
О

(при условии, что интеграл спраиа сходится абсолютно].

2.  ̂ ^  j-a-y-ijv-i dxdydz= -^-X
r > 0 .  <1 > 0, * > 0с r+cr+a-)r<'

p Г a/p, y/r 1
Lot/p + P/? + Y/',+ U ’

a a —x a —r  — у
3. 5 \ (х + у+ г )dxdydz: о о a

о
(при условии, что интеграл справа сходится аЗсолю1 ио|.

Ш** fr* г* 
+ ^ +

*уг dx dy dz
x2 +  yl  +  z*

aW-c*

Ml.
8(a2-ft2) (b»—c2)(c2—cfl) 

oT«(l/4)

|W » ln  * +с*-а» tn - l+ a 2*2 In * ].

dxdydz ■
*> 0 . v ^ d : * >0 

+ И + г* ^  a‘
48 л Vх 2 *

®- \ \ С  - 7 ^ - .. ^ ^ 1,:= =  i  Л/5 (a2 -H2 f Ct )-•/»

(a* + 6» + c* > r«j.

dx dy dz7. [ ( [

( ж\г / у \2 / г \2 К * * + у * + г*
w )  + (»-) + ( ? )< «

2.naftc J  1 a1 — c3 -, / a* -  **\ 
■ p ^ ^ c s i n — — . }  aTZ^ j ta >*>r,.
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XU7

13 2.3.

х 0, у >  0. г 5* О.

е . у + а - т + с - ) ' * '

dxdydz-

1 a-b\* - ô  + fec fra  
15 (a + * )(*+ c )(t + UJ *

3.2.3. И н т е г р а л ы ,  с о д е р ж а щ и е  п о к а з а т е л ь н у ю ,  гипер . 
6 о л и ч е с к и е и т р и г о н о м е т р и ч е с к и е  ф ункци и .

Условие: а, Ь, с, р, q, г >  0.

1. е~х'~  у1~ ,г~ а>1 dx dydz=*

а У 2
■ С + а)‘/2. — 1

г- шООО

(v г./*
(дсу + уг + дгг)1'  1/3

e-px-qy-rz dxdy dz

P M
3- ш --------* •’ (1 — sh .v sh

v ( v — l ) (v  — 2) l lp  + y q + У r )v- 

ch * ch у ch ? dx dy d z _________

lRev> -2].

ana у sii г) (1 — sh- x) (1 — sh- y) (1 — sh2 г)
=  4лК2 (*) [ a -  In(/2  -  l). P = In W i + 01-

4. |j  ̂ Jj/ {[(асову-f b sin y) sin ж-f cchx] sh г + dch z] sh2 г sin xdx dy<lz =  
o o o

CO

«= 4л { f (sgn d У сР— a2— b- — c* ch l) sh21 dt lira /</)=o]-
Q I *-+ “> 2

Я  Л  Л
1* (• i* _______ dx dy dz_______ =
1 * 1 3  — cos x — со* у — ci« г
0 00

•= 4л (18 + 12 У 2 -  10 V i - 7 У б ) К2 [(2 -  / з )  (К"3- У  Ш

1-f Г -------------------= К з л К 2(«п М.,1 .1 .1 3—cusxcosy — cosxcosz— coeycusz \ 12/
0 0 0
Я  Л  .1

Ш т i , d > ^----- 4дК-, .- cos x cos у сое z \ 2
V i

)•

З.з.2-1
3 3. МНОГОМЕРНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

3.3.1. В в е д е н и е

3.3. .М НО ГО М ЕРН Ы Е И Н Т ЕГРА Л Ы 585

Обошачгння: X = (х„ хг .... х„). а = 'а,....... а.,) лс2=х’ +л* +  ...+ х ’ ,« ЛДА»»’-  ~----  -  — '

I X |-  Y x\+**+•••+*«• « * “ «,*, + V * +• •■ + * W  JX -  Jxt dx.x... dxu. 
Замена переменных (сферические координаты/

jc,=pcos«p„
Х2 =  р sin ф, COSIfj, 
х3 = р sin ф, sin ф4 cos ф„

*п-1 = Р «п <ГI sin ф1... sin фл_, cosфв_„ 
х„ = р sin Ф1 sin фа ... sin ф„_2 sin ф ,.ь 

о ? р < ос, 0*£ф»г£л, * — I, 2, ..., я —2, 0 ^ ф „.,< 2 л , 
dV — р4' 1 ап*~*ф| sin4 J ф4... sin*<(>„., siiHCrt.jclj) J/p, tiq.j ....1фя, , —

— элемент объема.
При х* 1 можно использовать формулу 

л л
t  ... j/ (jr)< tr*» (— I ) "  Ij ... J /(совб„ sin 0, cos Oj, sin 9, sin cos 9j , ...
*•<1 о о

..., sin 6j sin ft,... sin 0„ ., cos 0„) sin" в, sin" 1 Oj ... sin- 9„_» sin 0„ df., ц62...
* *» */.-• %

1. <P (Xl) djrj ф (x j dx2... ]j ф (x„) dxn  ̂ f(t)dt = 
a a a a

" "г//(°() Ф(У)Л7) л
f  (• ' " г 1 '*  f

*■ J  tir» A djf2 --  ̂ ^  \ / (0 d: =  -li i  (х- t ) ”a n  ~ Z
OO JT,- r ..l ' m -i со

3. \ J  e^u J  e-ar-... j  J r " « . i x
0 ** 0 xtn

X*£ ,4.idx.dx1...dx<, , = ___!— ("» + O'(m + 2«.)l (fl. CI
+ 1 2 2,111 a ’" ' 2"  ' n! (m-f-я-)-1)1 (‘,> C J-

*•2. И нтегралы  по области  + +

2. f  С д('>-1)/2



8.

58*

Ш  7 5 5 + ? * * * “*3*0. »>о. *5*о. г * г*

ш= У а*Ьк* —  рь+ ь+ м15 (в + 6)(*+с)(с + и> •

3.2.3. И нтегралы , содержащие показательную , гнпер. 
болнчески с  и тригоном етрически е  функции.

Условие: а, Ь, с, р, q, г >  0.

I. 555 e-x,- ^ - {I~a^dxdydz=. 
f+y* +*•</■*

* * №
~  "v(v-lj(v-2T  * (/p+Vv + y'W^ lReV>_2,‘

ГЛАВА ТРЕТЬЯ. КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ у  2 ^

РРРя j  j  f ______________chxch у ch г dx dy dz___________
■ ■' ( I  — sh дс sh у si. z) ^(1 — sh*x)(l — sh*y)(l — sh1 г)

=  4лК1 (ft) [a -  In (Ка — i). P -  in (K2 + l)l>

4.  ̂ jj Ij / {((acoey+fr sin y) sin x+ cchдг) sh г +  dch г} sh* г sin xdxdydz=*
o o o

= 4л [ f is g n d V d r- a '- P - C *  ch t) sh» / dt I <»*>«* + &* + **; lim /<0=01.
3 I t-*-t-co I

dxdy dz

0

я  я я

3 ' * 3 — C08 X — СОв у  —  COS Z 
ООО

«=4л (18+12 V 2- ю /З - 7  /б) К* [(2 -/з) (/3-/2)]-

в. ----------Ax̂ L ------------ y in K * ( - i f A3 — сов х сов у — сов х сов 7 — сов у сов г \ 12/
ООО 
я л я

,. * * * ______М , ( Щ .
.1 1 — сов х cos у сов г Ч 2 /

3.3 2 J
3.3. МНОГОМЕРНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ
3.3.1. Вв еде ние .
{УЬиначгния: X = (xt, xt .... хп), e = (e,, ..., в,) х1 = дг?+а* +  ...+дг’ , 

] х Ь . У * + * + - " - '  х'*' • * - вЛ  + вЛ  +  -  + « А .  ■iJc^Jxl d.xi ...dxu, 
Замена переменных (сферические координаты}: 

х,=рсовф„
X, = р sin ф, cos ф,,
*з = Р sin ф, sin ф4 cos ф„

* n - i = p sin ф, sin ф, .. sin фя_, cos Фд-1,
*П = Р sin ф| sill ф2 ... sill ф„_, sin ф„_„

ОгСр< сс, 0 ^ф *г£л , *== I, 2 , ..., л —2 , О ^ ф ,., < 2я, 
dV  =р»-‘ sin*-* ф, sin" •* ф ,... sin2 ф„_, sin фя. , ф  J/p, <<ф2 . . —

— элемент объема.
При дг1 ̂  I можно использовать формулу 

л я
J "$/(Л)<*Х=»(— 1)" Ij ... Jj / (cos в,, sill rt l cos О.,, sin 9, sin С, с о в ... 
л><| о о

..., sin в, sin 02... sin 9Я., cos 9„) sin" в, sin" - 1 Cij ... sin- вя . 4 sill 0„ d(., d62 ... d0„.
* ‘ i xn-i **

1. Jv tx jd jr , J  ф(ха) ^ 2... |j Ф(дся)<Ьгя J /(/)Л =  
a a a a

■ a '/
i  '• хч 

1 J  J  j  J  /</)*=„' f  (.x - v n o d t .
“  0 в о a

, f° *1 “> •Г2я-1 oo3. J  r e-art> i" , - « „ +I

- “ »! .1
x*3u, «•>«■

3-3-2. И н т е г р а л ы  no о б л а с т и  * ?+ а2 +  ... + *5
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J C 2л(',_1,/2 Г Г*... 1 Цх*, ах) dx = ———— \ /я-i j/ I щ*' 101 / cos и) «„ч tudu
г [-j-j <Г oJ

l Ime*“ 0: *..... «j.
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4. \. .\Г (ах+ Ь)(г*-хгУ"<1х

5. $...![ /(дг*, ах. bx)dx-

Ч-I) я' — '' С

2ля/«-1 L VTTjzn?
'г (я / 2-1 ) J  dt )  *  J  0"-*/(/*+«*+о*. l e l f . f W + v a j J  

~ r a

J
2д(#|—l)/2 /» /«
_ _ _ \  l г с « 10(1-/*)<'•
r l ~ i °  J ‘

- M | ,

7. 5...(F iM F ’.M ...F,Wdx>
П 09

I* r »+ '«)4Fj W i r |2л J t + iu
— to  *  =  1 — oo

l< > 0  — п р о и зво л ьн ы й  параметр].

S. J ..J F(x*) П  cos a*** it; 
*«•!

3)/2 du.
n"/V

' (л/2 + 1) •

1Э. я"»
х*«:г *" П «  + 1+л/2)*»< Г

11. J- Д(вдс)«яи4х = о.
x«< i

J2 \...\ < V I + а*х*+ ' ’11'+ {bx)lidx=
\l я

.n -2 ,

3.3. МНОГОМЕРНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ
4JA 1
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я ” -'2 (21)!______ pm
(I + m+ 1 + п№ v

2.u
(m +  n/2)'

IM P -
<• (• . j n"/2 (2m) I at3. " 2** Мп + 2/-Ь2т)Г
V < 1

f  f  (« 3 ^  dx=-?—  Г Г 2m+l 11 a14. 2" *я [m + 1, я/2 + mJ
JT‘<I
r* r ___  (ax) -m dx

( m

* = 0

jrf+ м З+ -..+ М я)'

* л г Г 2т+ 1 1 f  /v > I I (1 + М Г ,/2 ( У  T - m V ** 2 5 Г Г [у, я/2+ m - v+ I. m + lj j  I  I  1 \ ^ i  l + V )
К  j. о /—I « - I  /

[ m > l ;  0 < v < ( f i  +  n/2; b4 > 0 . *  =  l ,  2, . . . ,  л ] .

ie. J .5свхл*=(2лГ2|в Г "/г/./2<1в|)*

17. J ... 5 (1 -x*fe“  Лс = (2л)" V r  (p+ 1) | a С e »• 
■**<1

18. J... J  e«/u Irfjt- | в Г ,/а+1/«,а-1 (| a I).
19.

*•<)
J . . . J  e~alyl~x,) dx = J  (a, n) [e>01.

( m+ 2 ,
J(a , 2 w + l)=  ■ — - r̂r-e-ol I X

«  г ( * £ ! )

Л — 0

(SI= (- 1 Г -
д(2яи 3)/2

W 1)

J(a, 2) = ne~a (1 +oe a Ei (— o)J.
J (a, 3) = 2™ е-в/2[(2а+ 1) К, (^ )-(2a+3)K,(-*)].
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'‘ dt

(1«па*-0. 2.....

A. J - J  \ Х - Ь ? Р
Л +х}  + ...+*1<\
•\ “ i  “ »

S.3.3.J
3.3. М НОГОМ ЕРНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

dx
589

ух. «„
3.3.3. И нтегралы  по области  —  +  JL  4.

в* в» вя 
Условие: г. ак, bt . а„, pfr, v*>0, *= !, 2...... я.

\ * = i  '

рл"'2 Г .- » . (, V  *’ \"Л М / «  ,
Т(р+1)1(^-Р- ') 3  ̂ fat+alj I J ,  (ai 1 j

|0<р<л/2; м  см. в 3.3.3.1].

И dx = r(p+ l> r (я/2 — р)
рп

«I «I «5

5. Г  "  ̂ Т, *1 *Г ^ E U *  '* *  "
*1>0, •••• *»> 0 ' *2 ■'* *п ' 4=1 

# + # + „ + , aS < i

г Г v,/a„ v-j/a,....... v„/a„, 1-ц  ]
L l- H  + v1/a1 +  v*'aJ +  ...+  vn/ a J  Р I  * Im< ij.

,,=r L  7To| ' P,=0' еСЛИ fr’' ■"* 6" пР"''«Длсжат области интегрирован  ̂ * f  f  f  I  I  V  A  rfjr

*. 6, j(*+#+...+*yi"В HDOiHBHOM fiives' »•__ nr. *л * ....ft_____  . ____  lll °2 #> л• протянем случае (-.-положительный корень уравнения —— - ( ^  | +
*,+ «1  Р,+ о}

+ А - 1*.+eS J

»,>0. Xt>0. г„>0 *=i

k f + d ' " - +k ) K< '

5-5 11

♦ f e f *
Г Г v./p.. V P ,......У’Ж  11 I  е»!.
U / p l w f » . +  -+  v p * + u  м  р*

*.>0, Х.^0. хя>0 *-»
*U

г Г v,/p,. .............. v„/p„ 1 |  | “ V  (’ /(<wvl/Pl +vt/p> + ...+v„.1»fl' ,A
= k /p l + v1/pt + ...+v„/pJ I I  ЙГ J

l ^ - l .  f t — + 00. — c o < \ k « o  при О : (^ 1/ « i )P l + ( V e l ) r * +  . +  ( , » /e" )  Я > 1 ,  <l ’ « I  

<,-1. v*>° «PH О: (*t 'el)P‘+ (Х*'в») + - +(V°««)P" ' j

-  еГ Г v,/a‘f v</a*........ v" /a'1 ] ________________ 1_______________  I  E - i
b i/ a ,  +  v / a ,  +  ... +  v „/ a „  J  ц -  v j/a , -  v,/<z, - . . .  -  v „/ a ,  I  I  *

fc =  l
[ t » l ,  —co<v,....... \< V > .  !»>»,/<*, - t- v ^  при Q: +

+ *«" ^ * ]  “*■ [ « - —I. l»<v,/a1 + v4/a4+... +ve /an u v , ...... v„> «  при Q:

-?• + +  -.-+#< ij.

7- f  . . . f  — - ^ V  2 I  I  v * - |

-,>o. ;Lc. 1 ,1>eW x ; 4 ^ + . . . + ^ /  "
<ljc=

, Уд P [ViM. v,/at...... v„/a„, p/21
2 L P, (P + l)/2 J ~

— Г Г vi/a** •••. v,/a„, (P+1)/21 | V  , 
L P. (P + 2)/2 J  I l a*

km 1
lP- v1/e, + vJ/ai +... + vn/e/,J.
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L Г  У ( ' - У  НЧ)<Ь,

3.3.4. Интегралы  по области X jX ) ,  х*Х>, ..., дгя ^0 , х, 4. 
+ *, + ...+*„ ̂ а . 1Т
1. ] \ f i W ^ W -  М О * * -

ж^О. * ,> 0. .... г„> 0

— CD * — | 0
[a>0; <>0 —произвольный параметр].

2. $...$ F (*!+*,+...+*^ем  П  х**_1<1х =
^>0. rt >0t .... Х„>0 к — 1

*1+г» + - + *Я<в

* =  i О —о

gylt+la) . du
~ °° [ J  (<-a* + f«)v* 

» ■ !
[а>0: O O - произвольный параметр].

’ • Г У  - Ий±^ Т Г 5 ^ П ,‘ ‘"‘ А‘ '^ > 0 . r/>0.... . гя > о (в х  +  *) 1 * "  k J i
I

[a *> 0 . f t-  I. 2....... ...  & > °|.

4. (1
..... »«>°

. . .  (i l ( i - x j  Ц  # -1

- П  w - u * '
I*ft“ •** + + ••• + <*я + vft+l + v*+l +... + v„. ft-1. 2......n — li *„ = “*]*

5.

* Л *  1 3 J. М НОГОМ ЕРНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 501

J . . . J  (  f |  * к *  ' V  ( * » + * * +  ■■■ +  Х п )Х
, >0. *,>0. .... *П>° I

/*« +  *»+•••+*■ \ г /Х> + Х4 +  ... +  ЛГд\ !  х„ \ ,___
х ‘ (*i + jr* + -..4-*J *\*1 + *» + --.+*я/‘‘' " '(* » . !+ x„j =

-  J I I  S!^“ (,-MV r , V 1(Md'ft 0 * = 2 0 
■ при условии, что интеграл в правой части равенства сходится; s* = vA+ v4+1- f...+ уя>

lm V jc d ,  ft— 1, 2, ... .  л ] •

‘  У У -Jt^o. *,>0. .... *„50

о,“2 On
э [в.>0, /— |. 2. .... и].

У У (ax)mdx -- ml V
,ч -f Я1 “  I

*,^0. xf^0. .... Хя>0 
ж1 +  дг1 + ... +  дгя <1

(Л1 +  Я)1 ф > * )

| f  (* )“  ( * “ *a) ••• ( * — *л)1»

5-5Xi >0. *^0..... *я^0* = |
*l + *a + ••• + %  1

Я

“  ft 

2

»
*771 +  2  «Я1 +  *» ® f tU + J

1 1 «
m = 1 

к
m *  1 
ft + 1

A— 1
£ *m +  “ » +  * + *

_m= 11 m — 1

-  £  J
m «= 1 v  “ *• X4 + e 4> - l ,  f t - I .  2........ n

'• s s  n w * ' . + * s ‘4 + - + * i4 r * » : * ‘ '* -*1^0. *,5 0, .... лгя>0*=-1 
*l + xJ + ... + , <|- - n

v l. vSf . . . ,  v „ /
=r n n

2  mft+ X  v* + 1
L*=  l k i

* » = i

[ у , - . } » * ,  +  ai 24 + . . . + а ^ , .  <-1. 2......../; Vy>0, / - I .  2......... я ].
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, УоУ
*1-°’ ‘г 0..... гя - ° * “ *

'1 + *1 + ~+Ч<«

О к-1
[“ *• V  *  v»+»t + ~ + % - M  + i> eji

II. . Г У
(ЬхУ

J T j ' - O .  JTj i r О............ г , - О  ( *  +  < •* )

*4 + *t + ..+ *„«£«

|vl +v1t- + v ,+ » ,Hй Е К ‘ 'dx

12.

-̂ КД;::̂ -+№Д&^Ги
У,У
«*< I

n 
11

m
I I

(«*>0. * = |. ..........

*! + *, + ...+*„<«

1 [п + » + м г «
■Iе*. b. ve. ук, •»>* Ve-|-Vi+ - + VB>I« *—I. 2....."Ь Г

*=■ t
{“ *• *. V  V  **>в: v» + vi +••• + '•„= и; к-1. 2. .... "1-

•5. = (_ | )ч г Г '« *  V,....... V. "I
Lv»+V| +  ...-J-ve — |»-f m,

x  1 ( , + w r v * | f n + ( e * + * ) / r v ‘ | i l

о v * ,  | I
I V  ®> V  V  •*>0: v*+ vi  + -~+v„ < m: *=•• *• —’ "I'

3.1*1
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*  M

- y y . —,,2=0. »tV30. 2=0 I

[ W - C - ei) (*-“*) ••• (* - “ЛЬ
о I)

3.3.5. Интегралы  вида J ... J/(x)Ar.
a a

1. <5..^/(х1+ж2+...+дгя)|? (хЛ ...х)|)х;/-^« . . ; ^ г Г  dx=
0 u

=  У n  (У  f  ‘Я - ' 8 ( П  dt f  у 'п- * )/гЦ у + Ш )  dy. 

r ( — )  « i

2. + x\",q n ... x̂ - ,» "11 (x,x4 ...x „)dx-
0 0

OO OO

*■ J _ " *  5 F (et f+ e^ + " + <v cJ ) e,* '<<* -
2л(""/* -  '

[«*>0. * -I. *. .... tu r —*i/ai+t|/02 + ...+*i/an].

сГ-[вта̂ -П*-'*-
-г [ у .... v-] J . - - Д , . +м - .«

l ° * .  V. ц > 0 и либо a% >0, либо a ,= 0 «  vi  +  vt  +  ••• +  v„  >  В].
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- r [ V  -• V”  ! ! ( ? ; )
f t .

©о со n

I  1 11 +  (a ,*/* +  ( W > + . .. + «ад /» ]*  П  X** * * “

_ r JV jh .  v,/»!,....... v„/pa, *-v,/n1- v i/|iJ - . . .- v „/ m j

* - i
l\ er  "*• v*>* *«». a..... *y.

oo ooЫ— OO — 00 ... I
Д » 0 *+ v — я/2 ) Г — t ) v - w

Г Г (v) J  +?* ( I - 1) + t  (1 -/) (а -
IRe* кеv>0].

сю ОС

f  J
dx

—  ВО — 00_*L lPi + (*- e )1J("+1,/2 [«*+ (X—
„»«+!)/»

rp± i) р|(р+<?Я+(в-»П'*',,/

9. J  ... J  e~Q(xr  * r  ~  •*„) + ” * + 'dx =  Пе-Ы А
— oo — oo

I я
I У =  ^  aHr ixi  — положительно определенная к t ал рати чи а я J орч~, ац = а/{, А ** L !,/=.]

-  del Q «  del (о;/). В  -  del ( ^ г ) ] *  

«=. 1 (2л)л/2е~(п + u* I*»®.
/л  + 1

S J5 . I
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12.

[при условия, что интеграл в правой части сходится абсолютно]. 
, я I я 2г
{ (*!*,...ХЛ*- 11 0 - * * ) Н П  <*/-*>
* ■ и</

dx;

И" ' Г 1 + * г .  <х+(*-1)г, Р +  (*-1)*-| 
‘ U+*. а + р + (я+*-2)г J* - 1

(Rea, Re ft > 0; Rei> тах<-1/я, — Ria/(a —1>, — Re|t/(fi — !*>]-

*Нд л + ч ,+ ...+ ^ * г - 2 е { +!>.

14. .. 
о о * = 1

^ p fO l. «*. •••• «Я. Pi —®1- Р»—®*........
LPi. Р*....... P« J

Хя+Л(*. <*1. а*. •••. «»: Pi. Pi......Ря! г>[Rep*> Rea*>0: I are <1 — *)| <я].

15. Н {
!с

ху-1* ;- 8 ...r„_,dx „(”+*>/•

ч
(Я + п/2 ”  я! 2яПГ (я/2 +  3/2)*

i + s *m - < ;

' x y ^ ^ - x ^ d »

I , V  «М - **
(л +1) (я + 2) (п — л+ I) (п—*+ 2 )J

(п + IV*

(я + \)я(а+1)п 
V  JT+2 Г (п/2+3/2)"



Г  л а в а 4. КО НЕЧНЫ Е СУММЫ

4.1. ВВЕДЕНИЕ

В этой главе помешены некоторые конечные суммы, содержащие различу 
ные элементарные функцги. Отметим, что для вычисления конечной суммы 

можно ввести вспомогательную сумму £ аьхк (или привести данную сумму 
к такой форме), записать ее в виде обобщенного гипергеометрнческшо ряда и 
получить ответ в виде обобщенной гипергеометрической функции. Иногда 
может охазаться полезной следующая формула замены индекса суммирования:

в частности,

я, Л — Л|

» = я ,  k — n —n,

2  “*=  2  °п-к-*=0 к=о
Всюду в этой главе I, т , п = 0, 1, 2, 3, ..., если не указаны другие ye- 

п.
лсвия; кроме того, по определению 2  а*=0 при

* -  я ,

4.1.1. Суммы вида £(+ 1)* Р (к).

'• i  *‘ - 5 Т т £  ( “ J ' l) » .C + 1)- * " .
*.-1 * = 0

*• -i <-<::) 2 <-<)"•к - I  1— 1

3- ~  ЙГТГ lB" +1 (П + ,)~  В" Л  tm -U*.* ...V

5. „  ( „ +  ))  +  ( _  |)я £ я (0 )1 Im-1.2. *•••>

V  ь п ■ в. j , *

4.М I
4.1. ВВЕД ЕНИ Е 597

7. ^  ( - ! ) * * ■ (  . V [  ^  J  [w e b  J i i i l —целая часть (я + |)/г|,
* - l  J

я п
I- Z  6 я :,,+ |) (2л+|)- »• 2 ] (-!)**•

к - I
« .

to. £  «-(«+')*.
кш1

У  (_1 )**з=  ' [ ! _ ( _ ! ) "  (I —6/.S —4/т*)1.
Ш  8*-1

•г. 2 * * * i (- + '> (2« + l)(3«*+ rn - l).
А I

13. 2  <-И|* *• -< -«*
к - I

14. 2 1 ^ - 1 2  яг(я +  1)*(2л* +  2я-1).
А-4

п
<5. 2 ]  I I + (-D "(5 rt*-5 rt«-2 fl*-1)1.

П
•6. ^  ( * + а Г - ^ ГГ{0я,и (я + « + ‘')- в я , .1(а)|.

кт. 0

,7> 2  (—I;* (Л+оУ" = |-{(-»>"£я.(а+ «+ 1)+ £ « 1а ) ]- (- 1)''o'».
4« 0
п

,8- 2  12Аг 4- 1У" — 
к ^ ц

11 -2(т 2‘-<)"Н»£<-НА»1 <я| L /~0 Ja
la гч я• 2i (2*+1)-(п + 1)*. 20. V  (—1)̂ (2̂ Н-1) = (—IV (/i-Н D-^ ■ 1«й А~Ги

Л
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21. У  (2*+1 ) * - А (л +  1)(2л+1)(2л +  3).

*=0

23. 2  (2*+1)»«(л+1)*<2лЧ-4я+1).

»+(-!)■

24. j  ( k + a Y i k + b ) ” -.

Л

( а ~ Ь У  21  ^ f c m + I ) ( Ь ~ а ) ' к  1В*4ЯИ (Я + 6 +

25. У  <* + a)(*+ i> )«g л(л+1)|2л+1+3(а + *)] + ла*. 
*= 1

26. У  * (* + 1)...(*+ ,л )=  —* „ ( л+ 1) . . . (л + т + 1).
*= I

/я + 2

27. ^ я (л+1)(л+2).
»с. I

у28. 2  * (*+ 1) <*Н-2) -= 4 л Ti+l)(fl + 2)<fl + 3).
»= I

29. 2 ) *(*+3)<А + 6) = -~л(л+1Нл + 6)(л+7).
1

30. ^  *(*+4)<А+8) = 1 л (я  + 1)(л + 8)(л + 9).
А = 1

п
31. 21 (2*+l)(2ft+3)(2*+5)-g +  g (2л+ 1) (2л+3) (2л+ 5) (2л+7).

* = 0
п

32. ^  <3*+»(3* + 4)(ЗА + 7 ) « У  +  А (Зл + 1) (3л + 4) (3л + 7)(3л + И»*

4.1 I I
4.1. ВВЕДЕНИ Е

*=о
Y U ^ 1)*

4. 1 .2. С у м м ы  вида 2d~ W ~ '

Л! ( я — *)1 *-5л» S i= 2 ,  S „ -------  5/1_ 1-}-л1.

1. У  п -;(*)-:(>• «+»•

*=н

V  1 
L iк = I

■ Z  i= c+*(n+t)==s"
255.-1. St- Р  3 , - f .  S4 = ̂ .  S , - f .  S . - - .

2283
840 • *'»—2520* ~u> — 2520’

[m - 1. :

147

S 9 _ 2283 с _  7129 7331
420 ’ Rlfl ’ — 1# =  осол*

—* = l
r _ i  t _ ®  r  49 20') _  элм
*1-1. ' * - 4-. Г * = 36* '«  -  |77 - r *=-^7^-144’

5269
'3000-

6- 2 ^ " С(3)+Т<,'(Л+,)- 
#1

*  2̂  Ц г " " V " ' “  »> С (*> “  2“ 4 (*. у+»}+С(*. n+l).
П

7‘ ^  - (-йггпг<-,)т ( , ) _ ( _  1,я p<m' 1’ {n + ,)I-

я V  (—l)*H8' £  = 1п2- ( - 1)', Р (л + 1) = У<|.
*=i

t/ i- i. v t— * y , - | ,  t/4- I .  i / .- g ,2 , - . - g .  “ 12* w*~60’ W* " ® »
U  _3J9 _  533 _  1879 _  1627

7 420* — 840’ * “ 2520’ “ “ й г о '

9. V  (—I)**-1 n*
’  — = Т2 - ( - 1>я Р '(л + 1)= » 'я

v ,  =  1 V  - ±  V  =  01 I ' 1,5 I '  л и а  I * v* ~ i > * 36* ‘ зооо*
3019

599
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U 1 *>=1
V 1 ( 1  У*4.1.3. С у м м ы  вида ^ (А; ; -„у, •

*' 2  fl)~ t(s> л+ а+ ,)-* = о

L  * + а 4 \Р (а )/+ '~  иИл + я + О/* =0

1 i  -STH "  2 [* ( “ + i ) + c] + ln l
А= О

*• Z  - 4 + i <-■>■*(-+D*

— (ft+a)* -№'(0)/ ( IP '('« + <>+0/* = o

ь i W i ? -
•V (•*• 1)*4.1.4. Суммы вида

, V  <>■>* 
*’ ~  *(*+ «) A— I

4.1 6-1
4.1. ВВЕДЕНИ Е

I

60)

6. \  f a + b) (ка + та  + b) т а  ka + b .  ba-\-bj

„ V  <-’>* -
*  L  (*+a)(ft+*) 

*•» о 
= ^ ( P ( a)- P ( * )  + (- l ) ’, !P(n + a+ l )- P (n  + fc+l)]}.

П
9* 2  = 2o['1, <« —e + 0  — + ')  +  t|j (a) — ̂  o)J.

t - о

io V ___!__ = ___?. _
*=-1

V  м ? »  _ _ _ L _ S (y ° , _ n, f _ j _ _  (- 0 *  \ 
A  (* + 2m)(ft+20 2(m—0 ^  ' *' \fe + 2i Н 2Н-л]'

4.1.5. Суммы вида У ----- ___________ ,Z .(*+ a) (ft + *>)(* + r)*

4[И»«к8-»"-8:а::ет
» у

ft(ft4-m) m jL  ft(ft+n)* -  { * (eJ ) l + _____ !_____ Г<> ,yin /♦<"+*+ in  _  » (* n i.
iP (e )/ J^ (e-*)(c-*> L(- i r  \p(n+ fr+ i)/ ip ( i ,/j

»• I - ,  *=. 0

*= I
m — /
Vm—/ _  *>= i

I

U  * + « J
r

n
2. У  1

+  ( c - f l ) ( c - * )  [<■*

[> V  1

1)П.1|+<Я + Г)| 
■ lP (n  + f)J

m
' у  I

f *  WY1 
lP(c)/J

1
1

(ft + /) (*+< +  /!)
»t* * (‘  + « ) ( Н / )  

fl
m - l [ /  ^  *(ft +  n) I*

1 »• У . _______i
, ^  * (*+ i>  (*+ !» ;-

1 1
a (na-J-a+ft) * 4 2 (л+ ])(п + 2) *
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« Ч

I. у <-»>* 1 f 1 V f  n t f 1 ы > 1 1kL k ( k  + 2m)(k + 2l) 4 ( « - / ) | / aZ '
2m А

т L* *+л Jj

у
* = 0(тк+1) (mk+m + l) (ml: +  2m+l)

H i
I

2д||_/(ст+/) (mn +  m + l) (mn -|- 2m + /)]*

« V _________ !__________ I 1
^  ( * + a ) ( * + a  +  l ) ( *  +  a +  2) 2a (a-f 1) 2 (n+ a +  1) (л +  a +$*

7. У  ____________ !____________- о  V  « 2я + 2
( * + l ) ( 2 * + l ) ( 2 *  +  3) ^ S + S + I  & Г+ 3 *

в. У 1
£л (2 *+ 1 )(2 *+ 3 )(2 *  +  5) “  12 4 (2л +  3) (2п +  5) *

П
6/1 + 17

^(2А-Н)(2*+3)(2* + 7) “ 180 Т2 (2л + 3) (2л + 5) (2л + 7)*

4.1.6. Суммы вида ^ -фщ- и другие.

I. V  - *
(*+ «)! mk ■ mn+l

2. У  1
*(*+!> •••(* + «>

(m — 1)( (m-f я)1 *

J _ r _ L _
т  |_ ml (л + 1 ) ( я + 2 ) . . . ( «  +  т )

(* +  а) ( * + « + ! )  ••• (А + а  +  т )‘ 2*= о ............................................
_ ± Г _____________ !_________________________________1______________ 1.

т  L а (а + 1 ) (а + 2 )  ... (а +  т - 1 )  (л + а  +  1)(я +  а +  2) ... (n +  a + « ) J  

л V  Г ( * + д ) ______1 Г Г (л + а + 1 )  Г  (а) ]
“  ‘ “  ' "  1> J*r (k  + b) а - Ь + l  I  Г ( я  +  6) Г W.

5 V  Г  ( а - * )  I Г  Г  (а — л) Г ( а + | ) 1
' Д  П М  b—a — 1 [ Г  (b — r W “ J-
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" 1 1 
в- 2  1Л н г̂ = 1- "(^ + Ж *

* = 0

V У -1- — f -Цй -У  к (1-0*.7. 7 --- А- ш  Ш ,1 1 -* I ' '
,Т | ь

6■ 2  .*9 *+ П Т51" 2 (2я + 1)1 
H i - i я+*-1

кк\ 2*= -I -  я1 ,г.- 2я~К

v ,  («+*-»)' v  J_  = _L
»• 2 /  (п— *)! (*!>* i L  т  я»*

1^0

" v  1 .* 1 1
U - 2л l - в * * * 1 “  1 —а 1 — а*" "*-о

4.1.7. Суммы вида £ а*дг».

1. У  хкш |~ Х’,П . 2. У  кх* = (1-х)г* 1ж+(яж—Я— 1)JT»**].шт 1 —X Лшяк =0 k=1
л

8. 2  **** =  ( ! —х)** { jt(1+*) —*яМ |(л +  1)* —(2л* + 2я — 1) х + я*д*]}.

п
4. V  (РдГ* =  дГ(1 _д Г)-4[х* +  4.Г - }-1_(я +  1)»ДГ» +

1
+  (Зл’ +  6л* -  4) *•"1 -  (Зл1 +  Зл! -  Зл +1) х* "  +  я’* " '■3}.

П
Б- S * ( * + D * ‘ =ft. I

-= (1-*)-» [2х - (л  +  1)(л +  2 )*» ”  +  2л (л -f 2) хя — л (я -f-1) л "13].

е. VУ  и * - Г
■ 1 —ДГ/*=•= О л

И . 2  _̂ ^ ) Г  = ф (х' *• в)-ДГ"',Ф(*. S. Л + О+1).

n 1 6 v  1 Д
' Z i к ** = -  In (1 —ДС) —je"*» \ / "(l- Jt+ x O "''* . 

U |  й
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•• 1 6 $ * " - « * * + < - « , / д а»-0 о

lu j.

“ ■ 2  к-о

II. у  » L _ t v - . w
*То (* +v) г (я +у) я (г)*

Г«/2|
12. V  ,< — '>* И» * ! ( « - 2*)1

* * 0

IJ. V  ,... ( -  ’>* X*-* л ■ О"
[J=0 ьлк I).

[*>«!•

(2k +  б)! (я — А)! (2я -(-6)1 Нгя**\2

„  у  0 1 = ^ н я > , » . и . + .я [„ я+ 1я ( 24_ г 4+ 1я р ,ч .
* - 0

ДО]15
кшО

f ) —

t =0 

F«/?l
•9. V  = ( _  ly. J  X- [Е-я-1 (*)+Н_я_1 <1)1.

*=0

у  (2я- *И  ^  * J+ M fV K n +lJ i ) -
£ з Ь Ц п-к)\ >л "+U*\2/

[пП\
»0 V n* Г (v+"~*) xVt p , A (JL\

Z i /  '  kl (я — 2ft)l lV , rC «\2x/‘
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” r-n /.)’

“ • . I ,  -"■•*)
1ЛХМ11 J/-  ■ -  i/J (*) -  /1 +1/2 (* )}

(2я ) ! г Ц  , ; * + l/J W  + ; - *- l/ ! W *

^  (— !)*(«—* — 1)1 T« _  2x- /1 \
22. 2 , '---k \ (n ~ W  n * \ 2 x ) '

Y (n + lr+ l- + b )
\ 2 ! r'-*H

■<- l>,2“ '* T z ^ r r (*+ J+ s) '>- '* ( i)  "•
,, V  . y * .... L i* 1̂ 1____*a*ie =24. 2  ( (2*-1-6)! ся— Ar>!

ы п л у Г ( я  + 1 + 4 - V )  c »*+ «  *  ( а )

„  V  x* -  (hrJ'>’L p ( л / ~ x )
Ш с 2 *  (2*)1 |(я- * ) ’)- (2я)! » \ r  x — 4 / * 

к 0

26. V  (_  ,)* .(«  +  »-»>  1 т  f 1 -  * V
—  ' J (2А)!(я-А)! n a \ 2 /

rr V  (- !)* {«  + *)! 1 ,, f. *\
27‘ ^ о(2 * + Г ) ! ( я - ^  * * - T f T  " V  2 У

4.1.8. Суммы гида У ( Ь 0 * | 'д | »
Всюду в этом пункте [о) означает целую часть а. 
l«/:j

’• Д  [ J  ]  -  \ [;]■ +  i  |1 - (- 1 )"я|1 i i+ « ( - |)и/я1.
.. |а/2)
2. \

1 < -  » > * [ { ]=  I  [ ; ] { « + < -  »)(,,/21}-

У _  { !+ ( _  ])») { I —(— 1)'л/?1} +

+  {1 — (— 1)"} { » + ( -  |)I<» + *V2J} .

8- ^ < -
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Г"/2|

4. £  ( -  D [k/2J [  J ]  =  ■ ( ~  ! ) “ • - W41 { I  - ( -  1 ) ^ } [ ^ ]  +

+  I  ( — l)t(«-n/4J [ ( _  l)f(«+2)/4|_ (j

5- 2  [ з ] = 4 (я - ! ) («+ 4 )- [-?V - ] - 6M ( - 1 P /3,+ (- i)»+ [«/3 j}.

n

«• 21  (~  1)4[ y ]  -  4 {< -  ‘)ГЯ/3,+ 2 (-  1)1я/3,[  з  ] - 1}  -

(I— I
7* ^  +  — — ] =  [rtxj +  2 (m — 1) (n — 1) Im, я — взаимно простые числа

* —О

4.2. БИНОМИАЛЬНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ
Обозначения: а, Ь — любыг комплексные числа, при которых биномиаль- 

иые коэффициенты существуют (относительно определения и свойств биноми
альных коэффициентов см. приложение I); /, т, л= 0, I, 2, ...

4.2.1. Суммы вида

д о -  |< - '> * (з- (“ г ) - н к ) .к—О

»■ т-*~+-̂ ц)-к—О 
[<п-1)/2]

к =0
[пП J fn/2J

«.г»1
(я/21

*-0

/ я V\2Л + 1/

4.2. БИНОМИАЛЬНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ

А = 0 
|<я-1>/2|

*-0 

»=о
|(л —1>/3|- 2 иг.)- к = 0

* = 0 
t«/4J

” • 2 ( « ) - т [ г,+ г"’+г’Яс“ Т ]-*=о

Г.)-»*- In/ml
18. У  (  »  \

|(ч — m)//J 
19. У  /A v

*=1
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W — Я
20. V

к^о
1пП)

22. У
* = о 
1*1/21

[л> т> 0 ; 1 -1 Р тЪ

L \ ) — + (V )-  
1«/2|

23. У  ('n-fe\ м (1 + ^ 5 ) » ^ - (1 - | / 5 ) в а  
» * V  * / 2»«"р5
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24. ' У  ( -  I)»(П ~k\ *  (- 1 )М/3| + (-1 )Г(', + 1>/31 ^
*м» * 2

»• i (‘r)-<-o<-'>-(V)-к — т

26. У  (а- к\=(а+1\-(а-я\Аш\ ё )  \* + 1/ \ё+1)' ft = 0

27. V ( e + * U ( e + n- M W  * \
L* \ т  )  \ m-h 1 )  U + i r  к —О

28. У  ( в + * ) - ( в + Я + Ч .kL  \ а )  \ п )

2 9 .  у <
к- О

30. V  ( * W "  + !W  "  \L  [a) \a+ l) \a+l)-к^ т

* =о >*=о J

\1 /л*\^  а» ( )•

,.  _ * . - ( ; ) - t+ г v ( ; ) i y , - «/ ( ; )
* —I /-1

ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. КО НЕЧНЫЕ СУММЫ
t ' b  ■ 4 ***

4.2. БИНОМИАЛЬНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ 
я

И ^ - 2 " - 1 .  7. v  j g - 2 - - 1».
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*=•

*=*

V * ^ )= 2 "- « я (я  + !)(я* +  5я-2).
•

,1. У  (_!)*(*)„, (? )- 0

\ ’ , /2я\
“ • 2 A * f = я2м-‘.

k~i
Я

15. V (_,)*(*+a)«gj^o
«I

,б- У  (-1)*(*+а)- 
k*0 '* 7 

#1 
17 ( j ) - o

* = o ' '

18. V

<«>U. 

И -P. I. ..-^-1].

4

In .  1. г  .... «1.

3. У  (-  l)*A" (")=.o 
ft-0  '  '  

n

* ‘ 0

1* <**• v

4• 2 < - » * W ; ) = ( - i > - A t
л =0

n
*T o  W

6. ( „  +  ,), 
* - 1  '  ’  * , 2

2 , < -0M (*+e)"f l- (* + W ,*1] ( J ) a- (-  !)•(* + № («-* )

I F
20 А. П. Прудяпков и др. - 1601



22. У  (-  ])*(* + о)'— 1'2 ( " ) «
*«0

оо
~  i  <— 1)П ~ 1/2 Г  (Л+ 2 )  j  {с<*  К " ■+ I ) -  ш  |<л.+ 2а) I)) Г '—  W  й
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sin" /д

34. У ( - 1 ) * ( « - ^ и  
*«»

55- Я * ’* " ' W  Я'

4.2. БИНОМИАЛЬНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ

г2я\
I

fc = о 
* ?я /2

I я /

/л\ л зв. 2 **- 1('|- * + ,)я-*и)
( * Г ° |Я1 сО, Г.-8, ...j. I к«1

24. У  (-  1)* (л — 2*)"—2я*+1 (*) = 0
*>0

* А 0/2
14" — 0/21 оо

25. V  (-  1)* (я — 2k)s Q  = I  2»Г (s+1) sin (п-~ 5)- С /-*-> si,
* = 0 О

("1 = 1. 2. 3, ...J,

И/21

»«и 
1«/21

sin" < (Й 

|/| « 1, 2. 3. ...; — )<s<nj.

г .  2 ( i  °* G )=* (я -  
*=l
* — 1

38. V  (П ~  к)к~1 ( I )  = 2ПП~* 
к = I

я

39. 2  ( -  0* *"-* (* *  0*-‘ ( J )  = + (±  !)■.

(")(я-2*)«-2«-,я1 Я
40. > (я-*)"-*(<:-!)* м;

27. У  <Т ’>* <я -2*)-'2( J ) -  з 2"_гя (я + 2)1 

я\ я (2я — 2)!
* = 0
II"-П/21

2  <~ 0* (а + Лс)*"1 (6 + йе)«-* И  = 1  (»-«)«

2Р. У  (я — 2fc)J 
к-0

к*/ |(я-1 )!]»*

п  4  .  .

29. 2 (л _ 2t)i ( * )=2,я- ^  2 ,)к (я ~ 24)1 ( 3 = ^  •* 
к - 0  * - 0  

fl

ai. 2 < - 1 )* (» - 2*г ( 2; ) - 0
**.“ /2 Im + Ч—нечетное число, я» «О. А». !*•

м. 2 ( -  .).(»_*». ( ? ) -

33. 21 <— *>“ СГ) “  '4 <2“1'

1«<» < * *

,3. (р | 1 ( ; ) . (. , г . . . ( - + - р

44. У  (-1)» /я\ I /т + я\-‘
*=0 т  + * \*/ *  \ т  ) *

45. у  (— 1)» /я\ я!________
' trT# k+a  w "  a ( a + l )  ... (« +  " )•

ас*

= 1. 2. .... я —I].

[я  >11- 

[я > 21.
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т!я1  I
-*)! (я+*)! J ’

(т<л].



47. \ J b J £ l / " U V  ' 48 у  _ J L  .'п\ _  . * * * ! * ,  _____
^  к  \к/ * . * •  • _ * + , 6 V  я̂ ' * ) х * - 2  - Ч « + ^ Г ,/1[ ( 1 + Г » + 4 х Г 1- ( | _ К Г Т 4 1 ) « » « ] .

Д  / 1Ч»М
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»• 2 ^ 0 - s f r -

я 2k
I. У  ( _ i ш . К  V  1 = 1 . J?n —2)!l

m о» • л .  _  hn*53
k ~ l  
In/2]

' ■ m4 ,  2я (2я-  W ' Y  /2/1 - .  = I  (2.Г+1 ±Г|+4л;»',<Ч(2х)V  /2л _  . I  (2r-f I ± V I +4*)i 'm i4-(2x)z" '1
Z \  * / 2« (2*+ I > V  I +4*)"( « + • ± I ' I  +4*)*

54 ‘V  <-»)* fo-*\ Г (- П ” 2/я , *“ *■ д i»j I » v*(V)-*“- "• Д̂ Гг*)-̂ -
55. V _ L f e - * U - i - ^  • ‘ Г

£ oa-k\n-k) a —n \#i/* у  ' » .  У  <-.)‘ 2* * ( "+ * )- (- l )- (2«+l)u
2 V * '  к -o V '

56. У  - L ( e+ *] = i f f e + llL 1l
,— « + *1 * J  o i l  n J  J* .. V  1 /«+*\ »-” +»

£  2* l  2* / ”  3 -2 ~ *n / я \ / я \ t >0

~ o  (* + «)- \*) + * + - )  1 0 ...............1 15. У  (—I)* ( * 2^ j  Jf5* = sec (arcsin * j  cos £(2я + 1) arcsin -*-J.
Я n+ l „ k-0

58. V  ( _ ] ) * ___!___V  i  59 V  п- 2* /n\
k- 0  (*+*>J W  n + l ^ k  ^ ( n - 2 k )- - a '\ k j  ,e. J  (—1)*2**(Я^ ^  ' ) =. (— «).

I «0
4.2.3. Суммы вида Y  a* (**)**. я r

,*/, ,7‘ 2  (- 1 )* (Я^ ++, , ) Х**, , ” ‘ гС( аГС“ П 2 ) ein[ 2(n + l)arciin I ] *
■■2 ‘ ; °  m

i"-*i/2j *“ ° 18 2  2  ^ ‘ C O irw  2
, V  l  я >.* O + lM ’ - O - К * ) "  *=0 w  t = o / = 0

—  \2.i + 1 / --------- T77"--------• - _
k-0 2V x I9 V  k*_(2k\

|я/2] , j  L  W U r 4" ’
4 V  (-3)kfn\x f <-!)■*• ,n^ , t  I  4 °
• ^  \2* J \ ( - 1)я-12я-1 I- - 3-»- 5.-2 l+ i/2n\ „  „(3*4-2) с « (I5n*+18я+2)

I J  ^ U j *  S*-15-S*’ S’ --- 5---1sT7 Д»I ' " - ! * " ]  f 0 (я — 3mJ. J  я
5. У  ( _ 3)k (  n \ = J  2Я-- |n-6m + l. ««•+ , 1 ,  20. У  ( t l ) *  /я\ . f  /

^ 0  ( 3) \2k +  l )  !■ -*. + «. « • + *  |  1^0. —I , J » , — «j.
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Г> V  — (п) , * _ 0 +*)»” - !  
(5+1УЗ • 

|./2J
шл V  1 f*\M (|+дг)',"-(1-х;я‘1

• 2ft +  1 \3k) 2 (n+ \)x-----*

I — !
24. V

к - о
|M -  K/2J

* = 0
I

*+1
! n \ -п! (l+Jr)»M + ( l - ^ ,-2  
\2ft+ 1 / (/*+ J) дг*

25.
|n/2|

*»• -  2'- l<1 + V ' r a r  ^1= 4^)"].

\пП]
27 V  6* 'n~h\ 3*-f-(—I)" 2"

I/.-2J

0 w

«• i  c i d -s - V *
*«0

m

92‘ 2  ( " J , ) (,*+ 2*+-+ «*>“ (*+»)fBU- i .  
*-0

I<2j| V  4.*-4 *

4.2.4- Су м м ы в,1Да S a* (&*Г-^  \С*/

4.2. БИНОМИАЛЬНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ 615

я-И
", лл-i «±± V

I. 2  W  2яП А  *
*-о

*,0

4 - 0

t iCiT-̂ r-'.r-CT-
t =0

*-1

—л =0
—* -  !

»• д (iVi Г •
2л — I n

9 V (-U*/2«\-1 /9n, м У 1 • 2 0 H T l f e j  ( + (*+»)•* 

10. 2y ' / _ , ) * « У 1 = У  '
1 } U /  £  «  2 (/i+l)s 2л + 2 ^  fc

" * l  m «■ 1 k —1
2« + l ft 2/1+2 

П. V У  У 1.
\ A / ж  rn 2/i -f-3 ^  ^

*  1 m~l

,\ | „ (Г '* - < » + '> (1 т т Г  2 т ^ ( ^ * -
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4.2.5. С у м м ы  в и д а  V  ( t  j)* ( “*) ( ^ ) .

Иг.*., 4*5-1

|<л -  l)/2 J

<. v
к^оg,crr-ia+i-rar-

(И- 0/21V / я * 1 /2я\ с—1)ж/*[И-(—I)"] / п \
• Z q \2k + l J  2 \ п )  4 \я/2/‘

( ( "- 0/21

»• 2  и ъ м а - т е + ^ г а г -  

■« 2  0 © -  2  <-"*(’ г а) ( ‘ +Г* )-4= 0 * =- О

"• 2 Q ( V ) - ( : ) -  “ • 2  ( - П П - Ш 7 -*= О t = 0

»■ 2  ® и . ) - Г Г >А «О

и. У  f- °V  а U — /_ e _ ,V e-M^ о\ к ] \ т+ к ) а — т \  п ) \ т  + п ) '

l O U ) -  2  ©(.--.)•

4.2. БИНОМ ИАЛЬНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ

Г«/2|

2  2 < - ‘>*(:)(.‘- « )-  |cO i —о

*=0

V  М / 1—д\ _  (Я— 1)(1—g) —<я/а—1\/ — в \ 
_  \Ч\п—к) Я (я —1>  ̂ т  ]\п — т —\)*^о

*  2 Ю - ( а+«+">А^О

-  i o <-»*(2")(2- = г )- < - » - с )а е г-

**• 2 <-•»*©(?-“)■ «г N <“+'-«)•4=0 4=0

*  2 < - « * (Х - ; )

|д>2} !< « <

(—!)>» ? Г» -К—1)-1 (  а \ /2в\/2в\-‘
2 [п /2 )\а )\п ) *

*  =  /л И

“ Д Ю в Я - Г С Я -  2 ,0 U O - C S ) -

- I -  i . o u i » ) - ;  © + *

-  . I ^ O W - W +СП-

fn/2|

“ • Д ' - ' К ; ) ( л ) - н . с ) .
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я

31. 2 ® Uft =0
Гя/21

32. 2  <-»*(;4 = 0
2я

33. 2  <-•>*(4=0
2m — я + I

ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. КО НЕЧНЫЕ СУММЫ
U ix 4.2. БИНОМ ИАЛЬНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ

“ • l { at T + l ~ kH +i+n " + 'y

” ■ Д С П П - Г Г ' ) -

38. V  (_ ,)* ( “ + *) (в+  ̂“ *) = (e+"/2j  L±M>2.

к =* m 7fc =» rn
я — 1

-  Д О Р П - Ю С П о т -

42' Z  ^ + 2* + ,j^ , + 2ff,- 2*+ « j = 1 2̂m + 2n + 3 j _  J[^rn + rt + l j.

«• i  r s x - t ) -  £  c + ! 3 V .к * 0 It « 0

*  2  e v e w - * - ^ - ,s- i o c n - oк— m

(0 < m < / i- l ) .  

|m —nj.

619

(0 <*n < я].

4m <

* = o

,To * “ '»

» 2 '- « * С ) Г +- 1 " ' ) - аft-0

4 - 0

* = 0

ft = J

* ,£<-»* ©rr)-<-'>•(/_.)•
a

57. V  /4л\/2п-*\ 2*"tl /3rt\
Д \ * Д  « U >
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620 ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. КОНЕЧНЫЕ СУММЫ (4 25.

-• 2.«-•>*OfcJK- l < M W +Z - r 'h -

* —о
И/2|» I «-ога-Н:)- к >0

* —О

ы - ' fк =»о

65. V (- l)* M P ,~^+eW ',_a- 2\.1 Г  w l  я - l  У I  л-1 /ft =0

*• 2 <-ОГ:-Г'Н:)-*=o 

2
*=0 
1(Я - »/2!

* =o
(<m — I) (л — D/ml

*>■ I  (- * * С )Г - Г — >-(” +-7*)-

™- i «-■>* ©C-Т)-»<k —0

*=o ‘ =o

Pn>2«|.

4,2.5 ) «.2. БИНОМИАЛЬНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ

I  |©e;:J3— ffl+~
G21

* = 0 
я — 1

*  2*-0
I  |л/2|

” • 2  W O - — . - i f T 1)'
m

«• £  £ ) ( : = : b - W £ " >* = 0

«■ £ ( ^ ' ) С : : ) — (T )-

“• igr^n-rs^
> l"/2| n

м ,2  ( ; ) № - № ) ■  “ • Д Г . П Г . - ' К С : ) -

“ • д е : » ( й ) - й * № ) -

87. V  ( « \/«+ Я-*-1 \ /«+2л\
*«o ’ в “ *1 '  \2* + 1/



88.
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л — I
V  ! 2а 
шЛ \Ы+\ * - о

[(«-П/21
у
ш* = 0

[(я — I >/21

г а - А - С Г ) -

«■ 2к«0
1(Я -  2т)П\

—  \2ft+l/ \2m-2k) 2 \2т + 1/ 2 \ /п /*
*=0

f(/i — D/21

* 2 6 J  <-2- БИНОМИАЛЬНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ

* г ч ^ о с г и к*-l A=l

i £ $ ( V ) C J -

-  2к = 0
Г,,-.)/21 a в (_ 1)Я/г[t + (_ 1)Я1 . д

L i \2А-иА«-2*-1/ 2\«/ 4 №*/» = о

4.2.6. С у м м ы  вид а  2  '

•• 2 ‘ О О - Г Г 1)-

*• i - c ; - -

*- (? )•  *> -!(?)•  w C r z ? ) .

*■ 2 4* - l  m-1 \k- l * = «+1 /

’• 2  ‘ (• i‘ ) c ; ‘) - ^ [ ( ; : ,1) (/ +1) - c : ; t ,) c ^ ) ]-

л + *-1

2 <-’*(Ж"1-Т‘) 2
*= 0  m ■=I

2H w (:)(*:v)2 i^*= I m — I

, 1. У  t= a »  V  ± . b ! £ .
H  n + k \ k )\  n L i  n n*

* -  0 m - 1

12. ^  » t2 k \! 2 n -2 k '  (2a+l)(2<i-f3) ... ( 2 a + 2 a - 1 )  
Ld^a +  k\k  )\  n — k )  a (a t  I) ... (a-j-n)

13. V  (-D*/2ft\/n + ft\ ( ~ l ) " / a — lWa+n\-»
a (-* U / \  2ft J — [ n ) {  n )  *

U V  1 /2A\ /2/1 — 2ft\ я-ет+ l /2m\ /2я-2я»+2\
' ^  f t+ lU /  \ « - *  ) ~  2(«+1) \m )\  n-m  + 1 Г  к Щ

15. V J L / 2* W 2'» - 2M _ / 2 a  + l\
*-h\*/U-*- »У N - 1 /*

17 V  1 /2ft\ (2n — 2k\ 2*« f2n\~l
' ^  » + ц * Л  «-ft ) ' 2n -f-1 \ n ;

18. V  > /2ft\ /2я— 2ft\ (2д + 2)Г
t̂ ( * + l ) ( «  —ft+ ()\ ft/\  n - k j  (n +  l ) f (л +  2)Г
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—  <2А— 1»(2«к-О
19 V _______

ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. КОНЕЧНЫЕ СУММЫ

w , ( ? )  г : = г ) - » - " - с ) .

20. У 2к\ [Чп-Чк
(2Л — I) (2/1 —2Л+ \)\к )\  п - к  } я (2я + 1)

-»у.- к

21 У  fa+kc'. (Ь-кс\ р + дк ^ p (a + b — nc) + nag fa + b\
' Ld \ к ) \ п - к ) (a + ty ib —hc)** а(а+Ь)(Ь — пс) \ я ) ’

22.

*=о 
я — I
У  _ !

я — I
-  ка ЧаГпа' у  ___ [_

к (п — к )\к  ) \ п — к I п \ п )  L *  па—п + к ' 
к = 1 *»1

V   !_________ (тк+ 1\Гтп-тк+ 1\  __2 _ /2 +тл\
шт (тк+ 1 )(тп-тк+ 1)\ к Д  п—к У“ 2 + /чя\ я ) 'к «О

24 У  2» + 1 (a - k - iU a + k ' [а\*
Z» я +*-(-1 \а— я — 1/ \а — п) \п )  * 

к >0

»• io-zWrr)—*= | /=о
|2<i/4 [к/2|*• 2 2  (;=?)(*7,)-iti+«-",,a4- *=0 1-0

4.2.7. Суммы вида V  ° * (* * )(^*)**•

ioo-iorrV"*- 
к - 0  к — 0

к = 0 * - 0

»• 2 ОС)**-2 ОСП- к=0 *-0 

* 20‘**-20ГЛ«*-"- к —0 к =0 

»• 2 О***-2 ОГГ)''-»-*- /  V

*=0

- 2 - O ’ - I ‘- ' ' О Г Л  к =0 к=0

И .2 >  Н  4,2.7 ! 4.2. БИНОМИАЛЬНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ 625

*=о 4

“ ■ 21 С ) ( т ) '* - ( т ) * ” (,+'>— - к =■ 0

к=0

2  ( ; )№ - '• < ■ + « ** = 0

.« V  <-!>Ч * и * + * \  п \
13- Z  ~W-[k)[m \-n)- 2- \(я —я»)/2/к—m

» i  < - * ( : ) ( \ - к  н* = 0 к — I

*• Ь-»*‘{;)ГХ:у к —0
^  ( _ 1)"/»[|-К— 1)"] n̂ + mj ̂ я + 2/nj ̂ * + * у \

-  - * С ) Г : +% -  Щ *' +<-.>î (;2)(V)d-»r

(я — m — чгтяог числв|



18.

19.

20. 

21. 

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.
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V  (-*)* / " \(2k\ _  1 /2«\
Z 0 2rk [ к ) [  k j  2** 1 я J*

у  ( - 1)* /2я' 2я + 2*\ _1_/2л\
" о  3* U /1 «+ * / 3 * Ы ‘

|(2m -  n)/2J
У  J _ / . y  m — k L r i i /2«\

*-o 2 **\*Д л-т+ */ Vn/

* = m 
I"/?]
V  1 a \ / a — k \ _  1 /2a\
^ о2 « 1 * Д Я- 2 * Г  2" \ я /

2m

* = 0

*~0

V ,  n» \ -  2fc\ = [ 1 + (—*П / 2a \^  (- l)*2-*l j -  2 \ W '
* = o

» In/2I

2 « - » ( : ) № 2 C C ^ D -  *=0 *=-0

V  / a V2««-»\ ■( - i r ^ t l - K - y l/ « \ 
Z l - W [ k ) \ n - k ) -  2 \я/2/

*=•0

aY l ( _ 2)*/n + *- , W 2m+2" + *W o .Л  ( '  { n-1 j\2m + l - k )  
i - l

ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. КОНЕЧНЫЕ СУММЫ t u / 4 'Д М

fn/21

4.2. БИНОМИАЛЬНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ 627

■у (- D *  (n - k \ {  k\  f—I)-»/ я +  l \
3,‘ —  21* \ k ) { m )  2" \2m+l/’*=m

*  £  <-■>* *•* ( i ) (“ i ‘) - <-•>"C i “ ) ̂ ^ t- 

» .  v  < - »*»» ( ‘ ) ( ; + * , )  -  < - » ~  (£+■•,) «“ •
*=o

* = 0

35 У  (zdl!2«*( M ( n + * W - = ^  2*11 fn + mV 8o- Z » 2 f e + r  \ m ] \ 2 k )  2 л+ 1 l  2я« j '
* = o

36 У  _I_/2*\ /2я-Л\ J _  /4я + 1\
' \ k ) \  n )  2*" \ 2n ) '

In /2]

»• 2 ( X - ) « ™ - К К Й -  *«0

—  \ 2 k )\ n - k ) \2n)'
Ik* 0

«■ 2 2“ " ( » ++' , ) ( Г Л ) - ( Ю -* = 0

«■
[n/2]

43, v  ( - 1)» / я - » \ / * \  (—IV* 2*-”  / * \ 
*“ т  (я - ^ г 5*^ * Д т /  Я

ш
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Н.2Л

к—о 

*=о

4.2.8. Сумыы вида 2 ° * ( с * ) ( е * )  ’

•u‘+,r-u.) cm2  v .к -т
Ь+1

ft) Ь — в+1|Д/п

к-0

*■ 2 < - » ( : ) r r r — '2 ^  к-l к-=0

с 2̂ (;)(*гг=̂ а+-т-к—о
, V* , .^я\/2я\-‘ (I + <-!)») (2я+1)
5- Z ^ U J W  “ — 2(S+ d—

«• 2 « * ( 2 ) P i T - + »

7 У  /_,)» ( * \ '*" + ‘ Г  -  11= Ы >!1 +  (_!)*7 - J ( ' \ k ) ,2k+ l) 2(я + 2) U •

B. J  (—1)* I
k = 0

2n\/n\-‘ !+ (- ! ) "
= 2 (1 — n) ’

v  M fc + f c y *  2а + я + 1^еу*

2n + 2a + l\-‘

9- zOr.t?) k-0
2л + I

2a+l

'«■ I ' , - " * r . + ' ) (  » +.  у 0.
k-0
2л

u  ®i
4.2. БИНОМИАЛЬНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ

*-0

13. 2 i (" ^ l » + « A * /  n— 1 2я(я — I)*
* = o 

t -0

*  £ k-o
e _  °  c _ — Я

а + я* 1 2 (2n — I)*

* i <-»•*•'(:) с:т-°к = I

it Х ь , я \ ( а \~1 _____ я (1+а)
7> Z A f t j v f t /1 **(я—а —1)(п—в —2)"к— I

IS V  , . /я\/а\-»  И( |+ а ) (а _М  + |)
’ ^  \ к ) \ к )  (n- е -  1) ( п - а - 2)(п-а  — 3) ‘

mi У  *—к- I
» .  у  t ± i / « u f t + « + i p _ .  , п м +|/2 \-

^  2f t+ lVftA  я +1 j “ <Л + ' Ч  я ]

*1. У  « + L . W  2п \ /2п + 2ft\-1 j 
^ #2я + 2 *+ |-  \я + * А  я + ft )
П

22. V  ,а + я + 1 —2ft / а  \ /а-Ья—ft\-t
*«в °+я+•—* \ * А я j

\?^)ПтЧ“+('+,,~ ?̂Я"̂ НТ)
п

*• У

(I <.2т < 2л

У

У

1)*2г* п \ /2ft -1 I
к .о f t / U i  “  I — 2л’
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2 п Н а »

и .  у ^ т а - . 2 у  ■.
* = 1 *= I к= I
8л-f I

26. V  (_1)*2»|/ 3/1 + 2 \ /2я+2*+1\-' _  I /Зл + 2\/2я+|\ I
А  \«+ *+ »Д  п+k )  " d ' U + i A  « / •

( n y *  3 (n + l)V /2я + 2\'
n-f 1

1 у JI * /  2я + 3 1l « + l  )
к В I

*  I * / ’

м- , | - С ) Й Г — f f f ,

4.2.Я. С ун ны  »н 1а 2 « * ( £ ) ( Л ) ( £ ) .

,. i o<- .» ( ; ) *  -  £ = п ^ м + (- £ 1

«• ДСУС£*)-(5Г- >' iOT^yr.r
*• icrr̂ - r̂r)1- 
'■ i  й п л и х г )- 

- i <-■)* сг^-'̂ .-^игл ш*'

\2<-'>*(2Г ) Г . - ^ ( - ^ Р Г Г ) П 1 7‘

4.2. БИНОМИАЛЬНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ 631

•. ^  <-'** (*) (*) (<!-*) "  "  (•/»)( «Л )■

*-0

*-0

V  , ,^/m +  n\ /« +  f \ / / + m \  1 ± я г± я М .
12. 2d ( - ir [ m + k)\n+ k)\l + k )  Л mint •

* = — т
2л

*= 0

»• £  { Ш тХ ? Н т 1 Т  *-0 '

«■ 1 Ш ‘ +,л : +' И а+: +"){а+: +’ )-
4 = 0

* ^ 0 ( Э С +Д П - ( " Л ‘ П -

, _ lv, (f + m + я)! (2/)l (2m)!(2n)l 
1 4 11 ml я! (l-t-m)l (l +  п)! (ni +  n)l ’

si-men
p ( 3 ( . : , ) C ) - C ) ( * r - . ’ )- 

■* 1 © W ( V ) - (»-.)(:)•

‘ iowra-o©-
"Unfm, n)

V
A o

6 \ / в  +  6 +  Я - * \  /e +  m \ / *  +  n\
, * Д т  —n +  fcJv a-H  j  \ n ) \  m ) ’
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**■ 2  2 < - .....к-01=0

п. V  fm-a+b\(n-}-a — b \fa+ k\_(a\/b\
2 \  * Д п-к )U  + n] W\»J*

24.
Y  fa\ (а + т  — 2\ [a — k— 1\ _  /а + m — 2Wa + n + m— 1\ 

\Л/ \Л + т — 1 Д а —л — 1/ — \л + т — 1/ \ я /*

-  2ft = лих (/. т)

f t « m

V- ... /л'. /2*' /2п-2к\ 1 + (- 1 ) "  (  Л V  
ЭТ- 2  (- °  --- 2--- \я/2/

ft=0

1я/21

«■ 2  <-'>*(“ +; +,)(“ +г ‘) ( ‘ +г ‘) - С ) й  к =0
V  (— 1 )*/2я\/2л-*\* 1 /2л\/2л+ в\/а+л\-» 

31- Д  я  j  — - Д я Д  Л Д  я )  •
fc —о

, ,  V  (- » *  (2я\ f2п - * ?  = — 1— . Э2, 2d 2п — /; +1 \ * Д  я У 2л + 1
*  =  О

I4 2 #.»

” • 2  ft =т

»• 2

35.

<4
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• , Л / 2 » \ / я  +  *\
. 4  F s * \ * j U  Д  « 1 W

4.2.,0. Суммы вида

Р «  . I л\* (тп + л\- = _____ |(>ля)!|Д____
1. ^  W  \ *  / ( т л - л ) !  ( т л  +  л)1

,. V
А = 1 

п

г. V
*-0

4. V
* = 0

5. V
4 = 0

в. V
* - 0

7. V
к = 0 
2/t 

в. V  
* = о

П
9. V

*=1

10. V
*= о

П. у
| £ о

12. У
А

= Г ( ; ) ' С Г - 22 т - 2 1

aftr-metr-
-i)* j

Гт> я> 1 ].

’а\(Ь\(а +  Ь -  l\-i

1т< я].

- ''• © ( 'Г ) ( ‘ Г Г Ч Г ! - т^ т >

^ ( : ) ( ” Г ) ( Т - 2 т - = 2 тА * = 1

- » Ш ' " - Н ) -

т*-<хг*-ыущ-

П < т < я + 1 ) .

u j л=* = 7\ ( - ? ) •

Я
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14. У  (—1)*
*=о

ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. КО НЕЧНЫЕ СУММЫ

л\ [а—п +  1/2\ [а\-1

«■M* 1 <Л<1
i !  \ 2 \ „

{ ' - , ) ■  1 2S. V
о»0

■ ' • H  1 27. V

”1/2 (1 — 2дг). 28. V .

«• i  <- ■>*(;) о  (*)■* -*)“

С"/*|

“ • Z  <- ■>* ( » )  ( ? )  (» )'1 ̂  -  (»)'■ ( i )u  с 
Гя/2|

»■ i ^ючу-^лж'-
23 (—о* 0.*/я\/в + *\/2*\-1 2« (п—а—М2\ /2л\-1

• 2  м ф т 214 U a  * 2л+1

(

л — а — 
«

- 2 ^ Т ^ ( ; ) ( ? Г - 2К - 2 т -  *=i *=i *=1

4.3. ГИ ПЕРБО ЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

f c K W l V t i m r - f e f t .

635

*2 с: ::)0("+;+г-гг)("Г)г+:+,г-
4.3. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

4.3.1. С , » » ы  2 а * £ Й  + “ )}-

*2CSiS-— *̂(283+3-4 = 0

2 У  ( _ J ) * / Sh(faC + flH =
—  ( I1 \ch (** + *)!UO

sech (х.2) Г /sh |а-  (х/2)1\ /sh [<2м + * + 2в)/2Ц I
2 I\ch [а — (x/2)J| ' r  \сЬ1(2а.г + ж + 2л)/2](Г

3 V  t |sh (**+<,)( =
“  Ich (fc* -(- <i)|

| ! cos«:hs *

1 l̂ esss}-
“ iechJ-x Г(_1у.г„ . n /sh('«+<«)\ , , ,y ,„/ sh('ur+* + <,)\2 [( U" in-+ 1) (ch (ax + fl)}  + (- 1 )» n ( ch {nx + x + e)J -  Ц  a) J.

‘  Jocsa}-* icsaa- 
X'-'HwtztH)-

- 2» i sh* * II + (-!>»! / *  ,(nx/2) + tfH -  2 | l + (  ЧсЬЦлх/2) + «1/

2 s" 2 1 ' Г Msh |(nx/a>+e|/



7- 2 ] (“  *>*(?) Л  ( " ” * )* -
4-0

оо
. b i i r v ^ x  J  -r L 7?Sin-/d/+2"— iht, ^  

6 2е
п

8- У  (— sh (2/1 — 24+1) х = 2*я sh*"Mx.
*-о

9. V  Ш И  f2” ) sh (л-* ) г = 2*я_1 С (rf, W * " <£t_ ( ^ l> l f 2n\
Z . я - *  U ;  1 ' 3 ish(x/2)i “  2 U rft —о 0

10. 2  ( -  ‘>‘ ( ^ ) ch (я -  *) x - 2* -  sir-- * + t z ^ L  ( * ) .

П If

"• 2  2Л-Ц-Ц ( ^ ' j r t P o - t t + U x - g *  У ch«»*xdc. 
ft —0 6

,2- 2  ( I ) * ( * - * 4 * - * r t «h, * + i i i + H > ' i ( lJ i )-
*«o

- д-сэ-
=f W [ - I S 5 : 5 3 -  С Э  - Й З +Й1-
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Л

i
4.3.2. Суммы, содержащие sech x и th x.
я —I

I. ^  21* sech5 2*x=cosech* x — 2м со sech* 2я*.

2. У  J
ft—I
£  2sF sech* 2* 211 —  2яcosech* — —cosech* x.

3- 2  =cthx~ ' i ' cth'S'*
ft—I 
я — I

4. £  2* th 2*x =»2я cth 2ях —cth x. 
ft —o

AA. Т Р И ГО Н О М ЕТ Р И Ч Е С К И Е  Ф У Н К Ц И И  

J ' m Т Р И ГО Н О М Е Т РИ Ч ЕС К И Е  ФУН КЦ И И
V  fsin (ftx-fa)l 

4.4.1- Суммы вида ^  (cos (*x + fl)j •

* fsin (kx-'ra)) .., 1)m *±m_ V  (*'"
V  - \coe(ftx+a)j d x *« ^ 0\cos(ftx + fl)J

*=>°
", , (sin (ftx+ a)\= V  (cos (ftx + a)\

2. ilm \cos(ftx+a)J Isin (ftx + a))

637

|t = i | ,  если m — нечетное; е = ч 1, если m — четное].

V  , n* m  /*" (*x+e)\ = (_»«» d-'n- V  _nft fsin <** + ° n . 8. '  (—•) * (cos(ftx-fa)J ( _  ' ' (cos (ftx -J- a)/
*Го  *= °

\cos(ftx +  fl)j dx-m -1 Zm \sin (l.x +  a )f
»=i *= '[e = + I, если от —нечетное: e —ч-К если m— четное].

У  fsin (kx+a)\ _ X (л+Дх /sin |(лх/2) + аП
*■ Z  \см (/*+<»)/ С 2 2 \сов1(ях/2) + в1/

ft —О

‘  2  <-■>*{,
(sm (ftx + a)) х .< ' ;> = sec . sm (cos (ftx + a)f 2

(я + 1) (х+я) /sin (я(х+ я)/2 + а]\
2 [cos [я (x+ я)/2+я]/ *

7. V  t fsin (ftx+ n)) 
M  Icos (ftx+ 0)/

— > +,, C S : 3 - C E J * . + 3 - G 3 ] -

fi. V  /_п*ь /sin(ftx + o )\_  
tT , \cos (ftx+o)j =

«sec* * Г/_1\я . n )йп (flJ‘ + e)\-W _lV n lSin ("*+*+•)! _/*«  <41 k : 2 L( * (n_M ) (cus(nx-(-a)J * \cos(flx+x + e)/ (cc*a) J

•. Y  («W r in  (kx +  a )) x (
AW \cos(ft.t + e)/-- cos 2 \A W l a »  (ftx + a)

x /sin 1(ях/2) + аП 
;cos [(n.r/2) + a]/‘

10. V

J
У (—nft /л\ I s*0 (̂x + °)l _ / _ 1)я 2я sm" —- I Sin [/l(X + n!«te!l-

\k) (cos (ftx+e)/ 2 \ cos [я (x +  n)/2+a) j
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И 4.1

4.4. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 639

11 ( а \ /dn *х\ = Iш* ' 2k j  \coskxj

-4-iCSSS+‘-«—ictswaj
[</i-D/J]

у  / я \ fsin (2*+l)jrt
L  \2A + 1 / \coe (2£ + 1) xj U O

= 2"-« [cos'. x /sin ("Х/2Н -  (-1И sin- [П (Л + *>/21ПL 2 \cos(nx/2)/ { ‘rSln 2 \coel/. (n+Jr)/2|)J-
[(n -  D/21

13 V  ( n \/sin*Jt\ =I
—  \2A+l/lcoeAx/ tsQ
= 2«-« U -  4  | Sin K "~  2)x/4,l  - (- 1 )" sin" -x- |sin 1(2лл + ях-2х)/4]П L 4 \cos i(n — 2)x/4J/ '  4 \cos [(2лл + лх — 2x)/4JJ J’

Jn/J|

»■ д < - п * ( ; ) С Э -

[«.-tig; +(_„ *.■*• cssjsat
I(/i — D/2J

-  1  < -■ > *(»+ ,){£ £ }-

e jn-i an, *± £  /«• [(Зяя+лх-2х)/4П
 ̂ L1 Г  4 \sin ((Зял + ях—2x)/4]J

_  fn.„ я + * /сое [(ял + лх -  2х)/4П1 
4 \sin [(ял + ях—2x)/4Jjj

,e- Д « « — 1

17. ^  (± » * ( 2Я*+  ‘) « * (2Л-2Л+1) x=(_fc I)" 2*» g j Х}*"П .

(я/21 “ »

п

19. 2  (“ !)* ( „ 1  ь) к*т ~1 **п 2Ах = (—l)m 2tn~tm sin5'1 х. 
к — 1

20. 2  (—•)* (n—k) ktm cos 2kxx(—|)m 2*я_*л_1 sin“ *-

1.4 J.1

У  (- 1)» ( 5 5 J ) (2* + C0S (2л+ ,)x=»(-l)mM 2*« ein*"f ,x  
*-o

22 J  ( ? - *  ) (“ + 1)lm ^  (2*+ U X = (~ ,)ffl 2*" S  ‘‘и*'"1 *
* = 0

*  [ I -££(*)■ “"

■p fessr*-̂ -̂
м V  ( Ы ) * p  + IU sin (2n - 2̂  + l)x\ огя Г jrcex)*"'*^
24- i  2л —2*+ I \ * ! (cos(2л - 2*+  I)x j ' J  (sin xj

* = 0 0

2S. 2  ( ^ )  f )  « » («  ~  2*) *«4 »P . («**)•
*=o' 7 '

2«. J  1 1 * ± ^ 1 1 ^ ± 2 1 с о в(я-2^)х=Р(а)С^(со9х).

* Д - С Й Я } - ‘,- * ~ '+,,г,[- ,,С Э +' С й А +
. гяи I*™ ('ut+ aH _ r» u  /sin К " * ’) *+ en 1

\cOS(/U >в>/ \со$ 1(я |-1) x-f u)/ J ’

l i ,  г  V 1 (sin Ах)"»' С У * МЫ внда 2 -*{cosfer}  •

1. У  /<*1*Х)2«. 1 Y  к (  2/я \
4  U  kxf = 2̂ .  2  ( *  1) [ т  -  k) Х 

’ . • * “ 1 " v co*("  + 0 *х sin nkx п (2т\
*  '  sin Ал + 2“  \ я | / '

П
2. у  (* )  fct’ltwfl 

^ { с т к х }

^  J  у  . /2/n4-»\ jsin |(2̂  + 1>(я+»)х/2П sinH2*-f Q/U/21 
23"* *' \ in—ft Дсовl(tft+ !)(/» + ! ) х/2Ц
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1Ч «.

3 V  <_»*-*
3- Z *  ( (cosftx)к - 1

- ?= 5 <* '>•(,-.)"“,+(~гг^ +ШйРф
k = l *=0

/sin |(2* + 1)*/2|\ |VI_JsSn I(2/i+ I) (2ft + 1) x/2ft 
.. |cos|(2ft+l)x/2] r  ' lcos|(2« + l) (2ft+l)x/2lf 
X cos ((2V + I) x'2| •

*• Д { * £ } ' -  }* * ■ * « « » • + • > * < « ■ * « .

,  V  /sinftx\3 3 -„nx x fain [(л + 1) Х/2Ц 
7- 2 . Icos ftx} ~  4 S,n 2 eoiec 2 \cos ((я +1) x/2|l -

1 . Зях 3x fsin [3 (я + 1> Х/2П • 
’ ’ '  2 \cos [3 (п + 1) Х/21Г

Y  fsinftx^ 
e- Zd Icos ftx)

, * {Зя T  4 sin /jxcoe(n + l)xcojecx + sin 2лхсов2(л +  1)хсо*с24 
8

я - l  |
9. V  (_|)*COS- " - y ( l - ( - D " f"l  

ft = 0

10. V  (—l̂ cos” ~  — 2̂ 1- 
ft = 0

. nk n /2«i\ t
11. 2  *

к = I
in V  • •11я*  1 -U n ( * m\12. 2 ,S,n 2^” T  + 2^Vm)

(m = 0. I. 2. -Л

f

«.4.41
4.4. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 641

•-I
[m. / — l t 2, 3, m /< n j.

v  /«n (2л*:/я)! = L n f i + coeлл т  sin ^ .14- У  \с«(2л**/п)/ 2 + cos 2 2/
*-o V  f sin 6bXl "*
4.4.3. С у м м ы  вида 2 a* W * x j  ‘

, Y  2»* Sin* 2* -  2s» sin= £  -  sin* x.

t  У  COS» 3*x -  ?- [cos X +  b g l  cos 3*«x],
*-0

»• 2  ^ « ^ х - ^ с я ^ х - ^ с и ^ + ^ и н ^ ™

. _ V  fstoftxV (sin ftl/l'n
4.4.4. Суммы вида 2 * *  {«•**} {cosfty} *
Л — 1
Уmd*«0

, V  . Met . mkn . 1- ’  *fci —  sm---- - 0

1л и бо числа l  — m. l  +  m не делятся иа 2л, либо оба дел «лея ва 2л]. 

=  %  V — т  делится, l-f m не делится иа 2л].

р — m не делится, 1 + т  делится на 2л].

V  ft/л „У Й1 —— cos —  = 0. 
г-о "  П 
1-1
У  т .”1** bln _7. cos——cos —  =0 К  я  лк - 0

fm, / — целые: m+Л т —/ не делятся на л; m^/J.
" - I

^  ^  СОв" ^ ~ со* “~ —==0 {I —т ,  I  +  т  не делятся иа л].

7. °
J_ =  Л/2 [лишь одно из чисел I  — пи 1 +  т  делится на я].

=  Я [<-m. f + m делятся на я].

________  . . . ________ [m, I < п].= 0
•• У  • ta*™ .* ,* '?  ГО, т * /-

ft«-o п я \ л, т  — 1ф( 
® П. Прудников и др.



642 ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. КО НЕЧНЫЕ СУММЫ
2л —1

V  . 4 тл  kin  10. '  sin---cos —

2n -1

sinZ^coe — =0 n n

V  mftn kin „11. 7 cos---cos —  =0л  n
ft—0

U.4*

12.
13.

= л
= 2n

[m — / не делите* ц
[m = / делится ■*

я — 1
ч  V  / ,чь 2km* т кя п /п\ 

ь о  
U/4

15. ^  (—0* sin**xсо*»***х = совях.
* =о
[ (я  — 1>/2]

16. 2  (—1)* j J  *л**- х сое*-**"1 X— *kl ЯХ. 
ft = 0
" .

17. 2  2 * s t a £ ^ * g£ r -*»-‘ * i £ - j « i n 2 * .
* *  о

Я
18. У  (-2)* sin £coe* *s =  g Sin4x +  (-2)» '* sin ̂ . 

ft = 0
4.4.5. Р а з н ы е  суммы,  с о д е р ж а щ и е  smx, cosx.

1. У  ----- *""*24+1— s*ntm+1 л = л sec nx sinim x lm<'*
ft = o cosx-cos-^j- я

CO.X-CO.-5J - »  (' <л

3. У  ___ cos*™ = -j- cosec fcosec 2л cosec nx cos11*-* g )
& l 2/1 4 • \ •

COS X — cos —

4. У _____

II

fc=i cosx—cos ^ “ • " " a r f T
2я +1--- 2n + 1

-  I  cosec j  [cosec *— (2n+l) cosec (2я + 1) * cos1”  * J

u  ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 643

-  -J- (2я + 1) cosec (2n+-l ) * Sin**-1 * [m<2n+2].

Я-»
V ( - 0* 24+1 ЯХ»-* - sin —гг— Л=—6. '  ^ ----- 2ft • 1 , , S,U 2я 31 I+x*»*A  I - 2x c « - g - *  + x*

24+1___ 2_ 24 + 1Я — I
v_  .  .______ b ! ) * _

S T .  2ft + 1*-o cosx-cos— -̂
„—-/ил sin'—=— 2л 2я

|(я -  2)/2J
e. V

я = я cos mx sec ях

В  со» x—cos [(2ft+1) л/я] ~  2 cosecx,8 2 -  g U (—1)»] sec* g 
* = о

Cm < я].

*• 2  2 сое (2*x) -  1 sm (2*x) 2» cos (2"x) + i sm ^  2 cos x +1 ft —0

2 Ц > '- ^ = 3-
* = 2 m = i 

я * — 1

. тл
T

л + 2
2я-1 *

И- J  П с ‘» Х “ - 5 ^ {2 " + (- 1 )Г,|/2,+3(-1)С<" + ,>/21}.
k»2m=I

*  Д П  “" й т т - И " - ^ 1й,+" )]-* ** 1 Я| as 1

/п = I
V» 2*

м- У  И  со, « (= !> !_  1 
* - | й  24+1 5 -4я 5*

,5> ^  <-!)*** 1 = ____ 1
*Т , 1 1  24+ 1  3 • 4я 3*т -*0

16. у
*4 
21*
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* - I

п . v
к = I т  — 0

к «  2 т  — 0

«9. У  | |  (- 1 )"  sin ̂  я -  * + * = ^  | ! - 2  (-1)-J.
*= I т — 0 

и * - I
on  V  I  f  j 2 m + i  г" '— I20. Л | |  2/_ 1).

к » | т - 0

■ г*
V  I  Г  . я »  , . 2*"#— (— !)* '

21. ^  | |  cos g q r j - (  ^ 2 * "' (г^ —(—l) 'j  *
к» |т»\

„  V  I T —  | 2»"-И- , »« 22,/ — (—1)я/
2 . I  I  -I* ( ^ ■

к = 1 m -  О
4.4.0. Суммы, содержащие secх и cosecх.

кя . sec —  =0.
*>о

к*я/2

„  V  2*д , 2л +1 . 1 
2‘ >  х с2 К + Т ~ ^ ]у,- 2 - + 2 ' к-0

a. v ‘

к-1
я—1

„ V  1 *я ”s ~  •5. 7 cosec* —_  лк-1
1(я-')/21

а (2л* + 1).

6. V  cosec1 ^ - 1  (я*- 1) - |  |1 + ( - 1)"].^  П О  4
А-1

1(я-2)/21
7. V  cosec1 я « -j + 1 1(—1)» - 1|.

4.4. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 645
14.1^ ] I  «,4.в1

« л* я (2/> + 2)
8. л  5Г+Т “  3 • 

к- 1

" в  Й *  I*+ *̂Я/Я)1 1* = л* /C0SCC <2х + л)'/2112 e- 2d  (cosec [х+■(кя/п)]$ \cosec лх / *
*-о

fsec Iх + (2*я/я)1 \* 1 м , п.,, /cosec [л (2х + л)/2Д*
'О- 2  {cosec [*+ (2Ая/я)1/ 2 “  1 1" \cosec ях / +

’ + | [ 1+ (- !)- ] я*/СОвес1(2ях + л)/4]1*т 4 1>-Г1 'П л  \cosec(ях/2) / ’
2л

п. 2 (- , ;‘ ,|„ , Я Т Г 8еС й г |т  = ( - 1>/,(2я + 1} 
к-1 
НУ

12.

кя

У  coe[(2m -H )(*+ “ )Jcosec(x+^p-j = nctgnx 
*» о

[л|«0. I.......л —1: / н л— взаимно простые числа].
я

13. 2  cos(x+-—^cosk3^ + " ]  = «* cos лх cosec3 лх.

14. V  /*«(**+*) sec[(A+l)x+oJ )
\cosec(Ax +e) cosec |(A+-1)x+a]f ~

-coscc x\± {* * t(n + ! )x + ° H  *  /** <*+ °> \1 L lc*8 Hn + О х + aj/ tctg(x-j-e)/_T
я- i

13. V  /_!)* fsec(*x+e) sec[(* + 2)x+aj 1 
„To (cosec (Ax+ a) cossc [(* + 2) x + a]/ "

"  о sec xf(ssc <•*+“) x c a  \ _ / _ iy i  |sec(flx+o) sec {(я+ 1) x+a] П  
L (.cosec (X+a) cosec a) \cosec (ях + a) соьес ((л + l)x + a]/J*

П

17. у  1 " х i
* * * * *
"- I

к ?ф ? Ih* 5ПТ cosec j j  «. 1 cosec x - ^  cosec

"2*« c05ecl 2<»*
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Ч-Ч

,9- 2  i  “ п 2* *** 2* = 2*» c0s 2* c0sec’ ^  — 8 сое 2jc cosec» 2*. 
*=0
4.4.7. Суммы, содержащие tg в* и ctg а*.

, V  Пв I* +  (*тя/я)1 \ /ctg [(2лх+ я)/2П 
’ (ctg [х + (Ыл/л)]/ \ctgnx J

bn. а—взаимно простые чнсл»].

2 / - '^  (с.сК2»+ 1)« Н « )1/ <Т1^  "•
in — 1

3. V  (—1)* ctg —gjj— я —2л.
*~0

4. У £f IIе ,(2м+я)/П‘.id  Ictg {дс -i- (Ал/л>]/ т  \clg nx jкшО
l«l-l)/2]

5- 2  ‘в * ^ “ {(я->)12л-1-(-1)"(я+1)]. 

у  (л— 1) (я —2).

А = 1
я — I

6. У  ctg»*" 1i d  * п
А-1
|(Я-1)/»1

* «  1 
п

8. 2  £tg*;
к = 1

кп п (2л — I)

2  <е42Й т =  3 (2'> + ,)(4«2+ е я - 1).
к =» I 

п

,0- 2 С‘‘ 42 Й т “ £<2л- ,Н4'1’ +10л-9).
А*=1

п

»• 2 i tg5 - i ctg2^~2c‘« 2x-А-0
п

К - 2  2*  2Я- ”  зТ^ГП <2гл+2- 1)+4 ctg’ 2х-  2-=* ctg* J , •

«.4. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

" v l /«g(ЛJ,: + в),g^(* +,)JC + в, l - « t a * | V /***“ +•> 1 - 4 . 1Ц. 2  {dg(fcc + e)ctg[(ft+l)x + ej/ * L~  ictg (лх+сО/ -► **ej —'

647

*То
l8 V  2* йп tg* gFTT = tg * — 24 8̂ 2» * 

’ * -  О
/п\. COSflX

•в. 2 I2*) X “  cos" X '

f e l K I sin nx
C09® X '

[(/I —U/2J /  \
.r. 2  <-■>■(»-и)

*-0

»■ i  П ^ й г - 4 - l C C + n - ' -

V  i t '  2m-ft t — (—O'*
л  2 1 1 ‘в ~ й “ я:------ 2  *

ft.1  m=»l 
n n

- I I I  Ctg(** — Xm)*=*tn Tf •
ftml m » l mj-k

я n n
2  dg ** |  [  ctg(x*-xm) = sin^ ^ -‘)- - K - l) " fl ]  [  ctgx*.
*-1 m=l * » l

т ф к
4.4.8. Суммы, содержащие логарифмы.

Я

'• У  ! п ( А в + 6 ) - л ! п а  +  1 п Г ^ + я + 1 ) - 1 п Г ^ + | ) .

" я 4-1
2- 2  <«+*)!« <«+*)- С 1пГ(в+ 0 Л + (п+ !)в+ у(п + 0 (я-> п 2 я)

[О >01.
п I

3‘ 2 ^ - 0* ( J )  In (fta+ftJ-J (I-#»)» ,1-1^ .  [в. 6>0|.

* I

( " )  In (&—*e)-  ̂  [«>* 6> «J.
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'•Ч

5' 1  ( .Ц Г & Щ  g " - ‘-gr |
* = 1 о

6- 2  (« - * )1и + * + 1)1 1п(2А+,)’
со

-  *■ f  '  *  I-  - 1.1 Ц
0

ft r  n 1
7. V  k*  ln (ft!) = ^  Bmn (я+ l) In (я!) -  V  Bmn (ft) ln *

A = 2 L A*| J
n n 4 - 1

8. 2  In (ft!) = (я + 1) ln (я + 1)! — V  ft In k. 
k=2 k=2

n ft
в. У  ft In (ft!)-" ("  + П ln (я!) -  ~ У  ft (ft- 1) In ft.

k=2 h=2
n n

10. 2  **ln(Jkl)- J  (я + 1) (2я + 1) 1п(я!) — J  У  ft (ft- 1) (2ft- 1) In*.
4=2 k^>
n — 1

11. v  lnr( f te+t)-  
*»o

■  ! - +  -■■- т г  - « " г Е -
j4 \ 2 / e '- l  (l-<re ) ( « '- ! )  M

и i
12. 2  (—O*-1 In Г (fta + ft)-= j  (1 -t~°) t” *»-1 (, _  ̂  Ie<ft *>“ пвУ

k — 0 
n— t

13. 2  [1 - (*  + 1 )1 п § ^ ]- я - я 1 п (2 я + 1 )+ 1 п ^ .  

I/a
j  sin 2/ix/ ctg д/ d/.

*=0
я—I 1/2

14. У  cos ftx ln sin кл П 
Щ  *—I 
(«/>—1)/2]

2д 2x

„  v i 2ткл , . fe.i I Г. „  , . (m \ , _1 . я 4 я*я 15. > cos—  In sm -  -  2 [ ln 2n + ♦ ( „-J+CJ+  4 c<8

(m-1. 2. .... И-I; n -2. X 4*

16.
lm -1 . 2.......n— l ; / i« 2 .  3.

449. Суммы, содержащие арктангенсы.

I. У »rctg  ̂■= -  ? -arcctg я - arcctg (я+ 0 .

я a . na
2_ ^ 1K*8Т-рГ(*+1 7 о̂  аГС  ̂1 + (я+ 1)aJ 

* * 1

>• I  - d i t o E T № + V - ’ rd i <“ + » - ‘" d“ -
* — 0
vi 2ft , я + n24. 2  arctg -2+А<ф1Г = arctg

*-1
2л

5. У  arctg ĵ x secт-^уу = arctg {sh (2n Arsh x) sech [(2n + 1) Arsh x]}.

_____ . » + ] _ *
6. V  (—1)* arctg

4.4. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

2  (—1)* arctg
* = 0

. 2ft f  I
аП 2n Л 

2ft +1 
, Ш 1 Г Д

= arc tgx-- "[l+ (- l)» J.

2ft+l--- аГС,8ЛЧ-l - x c o . ^ «

649
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Г л а в а  5. Р Я Д Ы

5.1. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ
5.1.1. Введение.
В этом разделе приведены суммы рядов вида ^  ак, где комплот

к
ные числа или функции некоторых параметров, причем зависимость от пар* 
метров такова, что они не записываются в виде степенных рядов (см. 5А 
или тригонометрических рядов (см. 5.4).

В некоторых случаях для вычисления суммы ряда ал можно ввесл
к

вспомогательную сумму 2 ] ***** а затем воспользоваться формулами из (5.2) 
к

и теоремой Абеля:
оо

Пусть ряд ^  akxk сходится при |х j <  1. Если сходится также ряд

2 ак “  0 < х <  1, то

lim £  «*** *  Е  в*- 
t l - 0fc=o *=о

При суммировании рядов могут оказаться полезными следующие форму** 
в которых функции / (х), F(x), 0 (х), Л1 (х) и <р(х) связаны соогношевМ»

00
F(x) = S e~**f (0 dt,

1
OO

Af(s) = $ (0 dt,
о

F(s)r(-s )«= J e-‘ '<f(f)dt.

5.1. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ 

Jft(x . y)e-P*dx=e-vs<p>.

, V  3- 1  J ^ r * -

651
fU l
tJfi

* 1
e +  loo

. V  G(k+a)~£ti j| M ( s ) l ( s , a ) d s
_ 0  c —laa

CO 1 oo

J. V  F Q n k )=  [ d x  У (' ^ ^ d y + [  j { y ) l  (y) dy. 

i -i • Ь Г

7- 2  (“ 1)kS-f ( *} ” 2Hr i  F  (s) osr  ( s) ds = ф (ln a).
k - 0  e—lco

*= 0 0

.____  OO ____ oo

f  W  = У  £  J  /с (0 СОЕ X/ dt = у  J  J  fs  (0 Sin xf Л .
0 * 0

Ряды вида

I. V  X  .  i ?  /f-i 
«,*■

*• f  -!- = jb P "

[« M l

[Re i >  I].

(2n)l

(it- 2 .  3, 4. ...). 

[n - 1 . 2. 3. ...].

Jl*S*=*7T-1,64493407, S,=  1,20205690,

5 * - ^ =  1,08232323. S, -1,03692776,
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S,=

S»

s a

я»
= 945 =

Я»
'9450 
5 • 2*я10

ГЛАВА ПЯТАЯ. РЯД Ы
15.1,

33-10!

1,01734206, S,=  1,008349277, 

. 1,00407736, S, -1.00200839, 

= 1,00099458.

*• г к 1 г т г л - г *
* = i о

Г м = -рй)Г(1“ 2*я' 1)я*,,|В1л|

IRei^H

t'» = i. a. 3l

7\ = — In 2 = —0,699214718, Tt =  -  — --0,82246703.

Г , = -0,90154268, Г« = -  Ц  = -0,94703283,

Г» = -0,97211977, T‘ — w m — '

Tj = -0,99259382, r -  m '.M s o "  о д а “ ° '

r #= -0.99809430, ^ - - Г ^ П Л г - - 0’999® ® 1-

4 « м .  
fc = l

y ( _ I ) I W l  „  1
5- Z  k + l 4 2fc=0

V  /_пГ* »^1 
6. ^  ( 'k — 0.5154.

k-1
V  (± 1)* 

5.1.3. Ряды  вида (fe + a)V *

*=в

,  у ___!_____-
L  (*+<»)" l « - i ) i Tк-О

3- 2  (Тw —

и «1
8.1. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ 653

i-o

V  -Тег P mе- 1  (*+«)'" t» - ’)1 
о

У  1)"-* Л ~ - Г С05<
7- 2  (*+в)", =_ »

, у  £ !£ .—  (£><<«.
*■ ы  (* + «>* jJ '  + 'i —О О

V  ( t  D* 
5.1.4. Ряды вида ^  (2.7+1? ‘

1* У  ;«■. ! ,м = (1 ~  2~*)t (5) = Л

IR e*  > 0 ] .  

(/и = I. 2. ...J.

[ я - 1 .  2. 3. ...J .

i J  (2*+ 1)5'кшО
(Res > 1),

^ = g S= 1.23370055.

ЛА 3=gg= 1.01467803, 

At = | i=  1,001 i4708,

A3= 1.05179974, 

/*«=1,00452376,

17 л* 1,00015518, 

1,00001704.

Ат= 1 00047155. 

A,=  1.00005135.

0
JKet > 0],

^*я+1™2 (2/i)l (  2 j  

/,= -"-0,78539816, И , =  0  =0,91596559,

/« =  0,98894 55,

At =  0.99868522,

32=1,96894615,

Л‘ *бЩГ*-0.»в15783,
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0,99955451 ’ Ж-0.99984999.

^  = 1Ж Т Г 0,99994968* ^ - о .а ю а ш б .

*• 2  S f i p “ K ,c ( *  т ) + « ( *  l ) - 2“ p ' - o t « ] - c ,  
к =  0

1Че«>ц

г  Г  '  * Г
W --------- 1 — > Ь | ----------0 7  » С » ‘

у  (- 1)№ +ИД .
— (2ft+ 1)» я

Зл* У  2
‘ V

19л»/2  
24 . с7. 307л7 У 2 

5 • 21® •

Л - ^ ^ + О *  3.2.
n*V 2̂ л П л * ^  

3
*  З б ^ К З  А 24 611л»/2  
С*“  15-24 ’ L%~  9-35-2* '

.  V  (-1)г*/31 5л
Z  2Л+1 = 12* к-0

U .S . Риды  ,»д а  2 ^ Й -

2 8 г - < Й г - 4 » ( 1 ) -* = 0
оэ  ̂ {(<1 — 2)/2] Я1

*■ 2 £ й - £ — ? - т  2  - [ в и . в = Н - ^ » * 1
* ” °  [я •= 2, 3. 4. Л Т ж - 1 .  2. .... я —1; СМ. првложе**

у  (-1)* Л  у  И . у Н ] .
■ Zd kn + nl + m '  '  \ Zd kn+m Zd An + ml 

k —0 U  = o k-o J

4- 2  2  П Г *
oo oo oo

•• 2 £ ? - 2 fcF - “ - 2
(_ j)k  _ л 
2A + 1 4 ‘

5.1. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ

(e— l или 21

655

7- ^  e 3 \r 3 /
» = o

,  y k f r - 7 K i » « " ( i + «
®* U  4 *+ 2 i 1 4 ' 2

V  0*5.1.6. РЯДЫ вида ^ (*+«)(* + б)'

v  (± 1)* 1 ГЧ> (&) —^(e)l
*• 2d (T+«) (k+b) — *—a \p (*) —Э(а>/ k-0

UO Lfc = 0 fc = 0 J
oo

4- 2  р + ^ ^ = ^ (с‘« яв- с‘* я*) km —oa

•- У д- 1 1 ?y  14-“ 0 Ц*+Я1) (ftn + nl + m) nl Zd^ kn + m

1 V I___1.V Г
^  (*+/)"(*:+  m} ^ m - /  2 ,  k +  f  k= I00

». V  <—1)* ,
* . t f + 0 ( f e )  - S ± i K - i r - l - W  1" J +

К  » « *CO fc=l * = »
,0‘ 2  ^7Trl-  = l / ,,’(a+ ,)+ C \

la = 6 см. в 5.1.3].

(см. 6.1.5].

[a— 6 см. в 5.1.3.5].
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1 , у  ( « :!)*  _  I я  (схило) 
шт ft(ft-t-a) = a- a sin ла ( 1 J"

12. У  z—г 1
к (кп-\-т) ■ № + ' №

13.

14.

V + JL vJrnu к (kn -f- nl -f- ni) til -j“ tn I 4 k/l 4- ttl /I k (ktl -4- ttt) | l * » |  7
OO »|
V  _ J _______L У  *
_  ft (ft + n) n L i ft 

t - l  * « l

" ' « 2+b 2 i ^ .

Ie v  ( *  »*____ 1 /+' ("'/")>
L a (ftn+ffi)1 n* (m/n)J** — о

5.1.7. Р яд ы  Dll да У  уjmd ft (ftn+m)

t^ ( ft(ft+ 0 I. 2
^  *(*+!>

L у __ !___ = A . 4. у^  ft(ft + 2) 4 ’ L i* = I
CO

5- 2* =. i

* (ft+ 2)

2 In 2.

4 *

I 11
ft(ft+3) 18'

V  1 25
Xj  ft (ft+ 4) = 48**=• I

V  (-1 )»  5 _ 2  
^  *(* + 3) 18 3 2’

у  (_ ! ) * «  _  7
‘ ^ ,* (* + 4 )  48’

1
ft (2ft+ 1) - J - . b t .  10.

OO

2  Ы
8 2 .

/.(2ft+ 3 )“* 9 3 n

12. V  (-'>V .  4 I * » ,n;
^  ft(2ft + 3) 9 6 3 1 2‘

l5-l.7.
5.1. ЧИ СЛО ВЫ Е РЯ Д Ы

!»• * 7 з  2
3 ---- i - - - l n 3 .

jt S= 1

V  H i i -дЗ— £ L-21n2.
14 ^ ft (3 ft+ l) M

tl V  _ J —  = 3- -  -  -3 in 3. 
11 X . ft(3ft + 2) 4 4^3  4

16.
у  (—1)* = 3 ____л _

^  ft (3ft+ 2) 4 2 К 3

"• ^ г .п т п - 4- ? - 3'"2- *-i

' \ | , - S T o - 4- r r b2- ^ ta(l+^>-

,9' I t ^ f t  + ̂ r  9 + 6 _ln2,

20. |  4 _ _ Д _ _  1 ,п2 + 0 .п(1+ Г 2).
^ , * ( 4*+3) 9 3 f 2 3 3

OO

”  42 Ш г р у - 8 - ^ ( К 2 + 1 ) - 4  1п2-»А2 1п(1+ К 2).

oo

Li^ ft (8ft -j- 3) = 9 ~  e (^2 — 0  —у  In 2+ —? In (l + K 2).

*S. У  __ I 8
t2 * (8ft + 5)=,2 S ~ i O ^ ~ 1,_ 5 ln2 + ̂ M l + K 2).

OO

*T*, *№ft + 7) *  4§ + 28 ^ _  f  ,n 2 “  ln ̂  + * 

5-'-8- Ряды вида У  „  . П*
L i (h + l)  (кп + т ) '

I  J — — > .  1 V  1
*«0 ^^‘ *)(ft + /n) - я _ ,  ^  •

* = l

657
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w  (ft+l)(2ft + l) ft = 0

ГЛАВА ПЯТАЯ. РЯДЫ

= 2 In 2. 3. У  ( 1)4

л“ 0(*+1)(3*+1)

Id  (ft+l)(2ft+l> ** 2 ~ ,n2*

■ —1ПЗ+-5» .  5. У — <-'>»____ « |
4 4^3 Д Й + О Й + Ц  2F T '

£ 0 { k + l ) O k + 2 )  2> — ln3—
w v

7. У  ■■ < -»»■ ■
,£ „< *+ l)(3ft+2) n

- — 2 ln 2.

>• 1
1

(ft+l)(4ft+l)

9. У  ----
* = 0(Л + 1,(4й + ,)

-6 +Ш2.

— у ,n 2+ Dn (3+/ 2) + я].

* 2
1

(*+l)(4ft+3) =3 ln2 —y .

,2 У ______ !______—  (ft+l)(8ft+l) u o

,3  У  1______-d (ft+l)(8A + 3)4 = 0

,4 У  1______
(ft+l)(8ft+5)ft —o

,5 V  1
—  (ft+l)(8* + 7) 

4 =  0

.— ln 2 + ^  — | ^  In (3+2/2).

= д ( / 2+ 1) + у 1п2+ ^ 1п (/ 2+ 1).

= T"  ( / 2- l )+ 4  I" 2- ^  In( / 2+ 1).

| l n 2 - |  ( / 2 - l ) - ^ ? ln ( / 2 + l ) .

.6. УZa (*+ 2) (2A + 1)
4 = 0

= 4 ln 2 - £  (/2  + ]) + / 2  ln (/2+  !)•

£  <=!£— = - - 1 +  1 1п2.17. 2  ТР+2) (2Л+'Т 6 3 3 -
ft.О

V  (± 1)*
5.1.». Р я д ы вида Z  (2ft + 0 (ftn + /n) *

у  » - - Л  2 У  <-’>* ц  "
*• 2d 2 ^  (2* + l ) (2ft + 3 )~  4

* = 0 *ж=0

1 Д ^ + | ) ' ( » + Г )~ ? 7 1 ~ г " ' г + г 111Х

4 =  0 
00

1 Д с + ц ' м + г Г Ш ' 1-2 ' " 2 - ? ' " 3-

’  (а+Ц(«+|)“  4 + г |л2- 

00

1 J j B  I »J(lft I 3 ) "  ”4 ~ i ln2-

H * ? ; ^ + (i)!«+ 3 ) =■ т  ( , ~ y ^ + }~ Y ln^ 2-  *)•

»• V  -  1 2 _ я _ Л
ft^, <«+>)(4ft + 5) ~  3 12 6 
00

Щ $ * "  “  iV+ + ^ + ^ < / * - 0 .

5.1. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ
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1VI,

14 2  Щ +  » т + 1)-  Гг(Ка+ ')+  3 '"З + Т Г  '"< ^ +  ')•U O
со

15 2  т + ш + з г  4 ( П - о + 1̂ - у ' " ( и + о .

"• 2  щ + w m rr i  (^-'>-'"»+^m(KSH.i).
**= о

оо

17 V  _______ !_______= Я (1^5+1)____- In 2 — - 2 ^  (^2+ 1).—  (2А+ 1)(8/: +  7) J2 3 6 '

18 V  1U  (2*+3) (4*+1)“  5 ^ 2 0 ^  10* = о
= 4 + ™ + > л 1п 2-

19.

20.

У  -----L J 2 ! -----=  _ . l  +  *  ( | + уА2)+ _ 4 _  1 п (1 + / 2 ) .
^ 0 (2* +  3 )(4*+ 1) 5 20 / Т 5 К 2  '

V 1 - Z + l  In2.im (2A-f 3)(4*+3) 3 12 6*«= О

21. У  ------------= _ l  + ” ( i + / 2 )----—  1п(1+*л2).
/ £ 0(2А +  3)(4А +  3) 3 12 3 , 2

5.1.10. Р яды  вида ( t  D*
(3* + 0 (кя + т )  ’

(—1)*
*-o(3*+ 0(3*+*) 3 К З * ^ (3 *+ l)(3 A + 2 ) 3

* ln2.

s. V ______ !______ .  JL.£л (3A + l)(3*+4) 3* 
k — Q

V

5. У

(-»)* _ »  2 Ш2 " X I
(3*+l)(3* + 4) 3 9 3

- U -
» = о(ЗЛ+,,(3* +5) 8 12)3

(-»)* я  1
^ о(3*+1)(3*+5) 6К З  8

ИI
S.I. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ 661

S , ______J ____________ "  +  2 1„2.
7- 2  (‘5иЛ)(0Л + 1) 3F3  3

V   =” ( i _ 0 ) _ l i n 2+ ' 1п(2+ К з ).
»• 2  (анПйбА+О з V з У з з к з

v L - i ______ - i / i - h t v*• -  (3*-Н)(6*+5) 9 \r 3 J

V  _ .  (- U !--- ---------------- * .  ln(7 + 4^3).
l0, — (3*+ l ) (6A + 5) 9 V 3 / 18 13

*-o'

у  1 I ____«
"• t4-o(3*+2)(3* + 4) 2 6V3*

13. V  _______:________  _
k-0 (3* + 2> (3A+5) 6

,2 V  (- ')*____
^ о(3* + 2)(ЗА + 4) 3V3 2

У  „ J - D *  . 1 / m 
, t ,e<ak+2,<3* + 5) 9 , 3  > G

15. У  ----- !----- = _ 2* + 2 ln2.
*Го<ЗА+ 2>(6А+ 1> 9^ 3 9

11 i  (~ !)>--- = - ( l -  — ) + - l n 2+ — U  1п (2 + К з ).
»-o(3* + 2H6*+ l) 9\ 3/ 9 9^3

5.1.II. Ряды вида У ----ir- Л*--- .Д L ( 4  k + l)(kn + m)'
I -1

*• У  _ ___  •____________i v __L _
tA,0(4ft+m)(4*+4/ + m) = 4 / ^  4*+/n’

Д  W * + i ) f e j = T F I In (3+2/§)-



s. У — _____
, .0  («  + ')(«+ 5 )

662
00
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_ i + 8 F i [n+ln(3+2^ )]-

1 J
(4Л+1)(4* + 7) 18 24*

а = о

, V  ( - 1)* я  1
*4‘о<4А+1)(4* +7) ,= 12^2 18

(4А + 1)(8А+1)

в V  1
• L  (4А+1)(Й* + 3)А = 0

•о. У

г. V

(4Л+1)(8* + 5)

(4*+1)(8А+7)‘

^ о(4Л + 3)(4А + 5)

,3. У  ---- Ь » ----
^ ( 4 *  + 3)(4А + 5)

СО

14. У  ----- !----- <
(4* + 3)(4* + 7)

15 У  <-»>* - ■
Ld (4*+3)(4А + 7>

А =  О

16 У  1"■ id  (4Л+3)(8Л+1)'
А — О

1
(4A + 3)(8* + 3)

12 К 2 18

+ In 2 + ~  In (/2+ 1).

~ (2- К 2) - |  1п2+ ^  1п (1+ / 2).

^ ~ Т 2 {п2+1 ^ ы (1+^ -

*  (2 + / 2 ) - ±  In 2 - §  ln (1 +  V I ) .

J __ я
2 в*

4 \ 2 2

1_
12*

:- Д т--- Ь - 1П(1+>^2) - — •
8 Г 2 4 V 2  12

= ?n (2+ / 2) + i l n 2+ ^ 2ln ( l+ / 2).

^  + У2 1п 2- ^ 1п (1+ 1/Л2)-

ISl.li Ц.01
5.1. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ

« . 2  (2- к э + т 1л 2- т И . + к э .
А*=°

I». 2  (4/к+З) (8% +7) 8 4 ‘п 2 - ^ - 1 п (1 + К 2 ) .
А = 0

5.1.13- Р я д ы  . . . .  2 р Г Т Щ Щ ^ ) -

а  • ■ ■  ■ у '  .
*• l i  (Ък + т)(ЬИ+ Ы + т) Ы U  5ft + лГ 

*=0 *=0

• V  1 1 3 V*  7 <5*+l)(5* + G) 5 ’ 0 7
А —О 

оо

у
i^O

^ о(5А + 2)(5Л + 7) IQ'

(»+3)(5ft + 8 )~  15 ‘

1 2
4 - 0

00

‘ 2

I !
(»+4)(5fe + 6) ~  2■ y i + F I *

( - 1)*
-----------L +  .

2л

а = о(5* + 4)(5Л+6) 2 5>Ло—2 Vb

1-У.

00

\ 2
00

1 2* Г 0
00

* 2*То'
00

1 1-

А = 0( + 4)(5* + 9) 20*

5-,.13. Ряды вида У ____ <*»>*

1 / _ l  1
Йп) = 6/ 2  бГ+m*

А-0

я / з

+ In (2+V3).

L 1 I
И-ТУ(6Г Г Г ) “  o'-

663
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5.1.|в. Ряды  . . д .  Z n t . J Z J v H . T G - 

: V  I ** . « V  (“ О* П* .
-  А*(*'+!) “ 6 — *»(*+*) 21 12 ~

Hi*

3. V  
* - 1

________ =  2_ « *  4 V  (- ' ) *  ..2  Я* 2 In 2
Zd А(А + 1)* 6 * Z  *(* + 1)* 12 21П2>

5 V  1 'Z l t * (*+ l)(A + 2) 4 ’

*(*+•) (*+3) 36-

9. УZd k(k + 2)(k + 3) 36'

*• 2^* (А+ 1 )(*+ 2 )_  4 2 ln i

8 V  (-!>* _  I 1 .
L  * { *+ l ) ( *  + 3 )“ l2 3 W i

io. У ____ i z * ___ = _ ' 9_ i i n,Zd k(k + 2)(* + 3) 36 3 WA

w
... I *(ft+l)(2A+l)« v l

OO

,2 V  <-»>*____ _
1 ^ ( * (* + 1) (2* + 1)

«3—4 ln2.

»3—я.

4 ln 2 - 7* (*+ l)(2 *+ 3 )“  3 9*

i i  V  -  17 ”  4 ■-»
Zd Ar (Л-H I) (2*4-3) 9 3 3 *

1 , 1 n V i  9 ln3A(*+l)(3*+l) 4 4 *

i7 V  1 -  I 1Zd *(/:+!) (ЗЛ + 2) 4 4 ln 3.

18.
V  (-1)* _ «  n^3 0|n9
2  * (*+ ! )  (3* + 2)~ 4 2 + 2 ,n/ '

1
19. J

*■=>

»  (—1)* 
го. Z 'T t T F o W H ) "

H-lH
2л 
3

6.1. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ

5 - ?- 4 1 n 2 .

= 5 - ^ - 2 in 2 - ^ |n ( l+ K 2 ) .

»■ 2d

у  (-П*
Я- Z  »(*+1Д4* + 3)'

23. ?

24. У

1

(-D*

й' 42 f ( h + i ) ( 3 * + i ) '

И. V  — ( - ’)*_____
4t ‘,* (2*+l)(3*+l)

со

»• У  1

■ J + |  1п 2+ 1̂ 1п ( ! + К 2).

18-3  1п2‘

> 2 - ^ + 4 ln 2 — |ln 3 .

■ 5 + я (1 - / з )- 4 1 п 2 .

j + ^ - 4 1 n 2 + | l n 3 .

а. V  - г  (—п* 7 / /з\
» ? , * £ * + >)(3* + 2) 4 - » ( > ---2 " J- 2 1 n 2 .

= 6—я —4 1п2.

6+ - J ( l - 2 K 2) - 2/ 21n ( l + K 2).
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32‘ А(2А+ 1Д4А + 3) "  3 + 2 ^  ^ 3 1п2 1,1 ^ + ^ 2 ).
ОО

33' * (4*+ 1) (4*-f -3) “  9 ~  У  ~  1п 2'

34. У  ---- Л _  + 1^1п(1+К2).
" , /;<4* + 1)<4* + 3) 9 ЗУ2  3 v Т Г

5.1Л7. Р „ ы  . . д .  2 (>+ l)(f ,,(| l j ( ^ + ^ -
00

*• 1  (А+1)(2А + 1)(2А+3) ==2,n2~ l '*>=o

2 V  <-'>* - !  1п 2^ о (*+1)(2*+1)(2А + 3)

• V  1 яУ 5  . , , 9 . „
1  (М -1) (2* + 1) (3* + 1) -  6 41п2+4 1пЗ.

* —о

4 V  (-«)* _ о 1п2 , Л  У з У
L o (* + I) (2*+1) (3*+1) 2 ,п 2 П\1 2 )

к V  1 я К з ,  1( .  9 .  ,
^ о (*+1)(2А+1)(ЗА+1)”  2 +4,п2 2

®' Ё  (А +1) (2̂ . + О (ЗА+2) = 4 1п 2+ * *1 ~  ̂к = 0

7. У  1£  (А+1)(2А+1)(4А+1) 3*tsO

£ ? Г Н ) ^ ^ Т ) - Т (2)/'5- :,)+Т 1" 2+Ф ' " (1+,"Э '* = о
00 ^

®* 2  (А+1)(2А+1)(4А+3) = Я-41п2*
* = о

1  (i,+ щ й  ц («+3) -  7  <' ~ 2 >/5>+ '“ 2+ 2 ^  С + ^
t a t

»ы м 8.1. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ 669

2  (*+1)(2*+1)(4А + 5 ) = 3  +  |- ,n2-  J-  1 * = о
оо

,2' 1  (*+.)(2А+)1)(4* + 5) = 4  + » ( i  “ * '*) -  1Н2-2К2 1п <1 + ̂ 2).

13. V я 8
(А+1)(2А+1)(4А + 7) = 5 1п2— 1*5 ~  45** = о

(-D*у
14 +U Т*ТТГ(2Г ;- 1) (4к , 7) 

* = о

-  « + J  ( ‘ - т )  -  { ,п 2+ т г  С + г ъ
V  _________ 1_________  л 4 2

<А + 1) (2А+3) (4А+ 1) = 15 + 5 5 *Г *«=0
[ оо

(А+1)(2А+3)(4АН)

' т  -  а  <3- 2 ̂ Э Ч 2+ т г 1л ( ' +^>-

17. У
к = О

_________1___________8 л _  2
j »  (А + 1 ) (2 А + 3 ) (4 / .  +  3 ) ”  3 1 3  3 *

18. V
к*̂
оо

19. V

(£+ 1) (2*+3) (4А+3) = 3 + 3 ^  1п 2+ а ,п ( 1 + УУ-*«= о
2V T

1
*^о <А+1)(ЗА+1)(ЗА+2)

я / 3  3 . . 
■—  4

(—I)*20. V  _____________________
, £ „ ( * + >)(ЗА+1)(ЗА+2)

= 2 1п 2 —
г У з ’

оо

I  :21 (А + 1) (ЗА + 2) (ЗА+ 4) “  2 (,П3 ,}* 
* = о

J2 У (—О*
J L 1 (А+1)(ЗА + 2)(ЗА + 4) 2 к» о

„  -  2 In 2.
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о» V  1 я  I "
L  (ft+l)(4ft+l)(4ft +  3 )“ ~3 ,П2‘U 0 ' 
оо

"•  Д ( * + ' | )  ( « + Щ « + 3 ) - ” Ш +  s  ln2+ Y  1л ( |+ Г г ) /
ОО

25‘ 2 0 ( * + 1) (4*+1) (4ft+5) =  6 +  1п 2 - К

25 V  (-» )*__________ я  I .  , ,  К г  . ,  ; |
А < * + , ) <4* + ,Н 4* + 5>“ з 7 2  3 + з 1" 0+ > 2).
00

27, 2  (ft+ 1) (4ft +1) (4А+7) "  {  ,п 2~ lj'
ООY  1

Z Q (ft+ 1) (4ft + 3) (4ft+5) =  3 In 2 -2 *

у _________ !_________  , ,  я »
’ (ft+1) (4ft+3) (4ft+7) ,n 2 6 “  T *

31. У ------------------ =  1 +  " --- - In 2--- Д-rtaO + V^
(*+  •)(4ft+3) (4ft +  7) 1; 6 ? 2  3 3 ) 2

OO

32‘ (ft +  1) (6ft +  5) (6ft +  7) =* 2 ln 3 + 2 In 2~ 3*

5.1.18. Ряд ы  вида У  -̂ т------------------
id  (2ft+ m) (kni  -j- mi) (ft/4 -{* mi)

CO

У  1 I
^  (2ft+1) (2ft+  3) (2ft+5) 12-

V  (-» )*  я  I
^  (2ft +  I) (2ft+  3) (2ft+  5 )“  8 “  3*

33

t i .  ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ 671

J. ^ b + l ) ( 2 t  + 3)(2ft + 7) 180-

Z m  (-»)* я 4
<• 2. i2ft + l)(2ft+3)(2ft + 7)~24~45- 

* = o
£  j  Л  I

5‘ 2  M O  III* I III II I II = 10 + 5 ln 2 -  10-

ct  <-!£________- 1 '  -  i U -  I + &  In ( , + V i ) .
2 o(2.fc+l)(2ft+3)(4*+l) \3V2 lO) 10 3

Щ  1 ”  1 »-o 1
7* 2  ^fc+l)(2ft + 3)(4ft + 3j' G 3 Sm

6 •

V  ( — 0 *  _ _  1 , Я  ( l  О l / ~ y )  _  j . . ? .  9 —  l ) .
^ R t t + 1)(2ft + з Т Р Т з Г  ”  6 + 12 u 2Y2) 3 lnU^
*=0к• I 5 31 1 In О

• i-fc»+l)(2fc + 3)(4A r 5) “  6 6 3 •

J I -  ( - » *
*-|OM-l)(2ft + 3) ( l '-4 5) =

--f+“(iW H '”2+ir MW'5)-

tr - ^ + ') (4 f t+ l) (4 f t  13} -  2 ta 2*
00

, J - ^  ----------- (—  1)* / , ^ 5  , )  Я
^ (p r nr(4ft+ l)(4ft + 3) - {V2~ l} 4*

H. , я  1 1
+ = 12 +  6 ,n 2_ T-

00
f— n*__________1 ■ я  ̂^ 2 Л  ■_____L _ in (1 + / 2).

|H * * J <2*+ !)(4 ft+ 1)(4ft + 5) ”  6 12 X 2 j  6K 2
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Y
!6‘ (2Л+1)(4Л+1)(4Л+7) = 30 + “Й) 

к = 0
оо

«7. У ,

^Т +  4г1п2— 1 -.

1 Я 1 , „  IZd (-2*4-1) (4*4-3) (4*4-5) 6 "6 3* 
/ь«=о 30. 2  (2* +  з Ш *  - г " I

( - 1 ) * ( 1—К 2) > + ± 2

“ ■ 1 р . +ц^ - н¥ - Т - ¥ (|- ,,,8 + ^ - « ч -У» "• *  ...............2  * + * « & £  (»+.*•А  (2* + *)(4Л + 3)(4*+5)
ОО  ̂ ^

,9> 2  (2* 4-1) (4*-|-3) (4* 4-7) "" 20 “ То 1п2“  30 •
* - 0

оо 1 ^ ^

20' 2  (2* н-1) (4* 4- 5) <4* 4- 7) “  "15 “  Тб “  30 ,П 2*
О

2, V _________ !__________= J L ___ L  In 2___LZi(2*4-3)(4*4-I)(4* + 3) 15 30 * 15 * 
к —О

И * 2  (2*4-3) (4*+ 1) (4*4-3)" "  Т5 “  60 ^ + Т5 ^
/к—о

v  1 3 я 1 |„о
"• Z j (2*4-3) (4*4-0 (4*4-5) “  Ю 20 10 *к—О

24 У  <-»>* Л _ А  + 1 Я т (1 4 - ^ -24- L  (2*4-3) (4*+1) (4*4-5) 20 \ 2 / 10 + 20 
А —О

оо  ̂ 4 1 Л

25- 2  (2*4-3) (4*4-1) (4*4-7) = 45 + Т0'1п2-30*
о

оо
М V  * *1■ £  (2*4-3) (4*4-1) (4*4-7)

* - 0

(-1)» я Л 2/2\ V  + j l l n ( l - H ^
4*4-1)(4*4-7) “  20 \ 3 ) 45 т  »°

V» ___________ !___________  J2 _  я  _  1 .  2
Z  (2* 4-3) (4* 4-3) (4* 4-5) ”  3 6 6

4 =  0
ОО

VО» у  ( - 0* М т К 5 . u l x J l l n O ^
Z  (2*4-3)(4*4-3)(4*4-5) 12 '  '  '  3 ^ 3  

к^О

V я / з  1
>• L  ^ 4 - 1 ) (3* 4- 2Г(3*4 4) 18 6 * 

*-о

■ В и ' ( - ! ) *  I ______я _  2
1 - I (3*4-1) (3*4-2) (3*4-4) 6 9 К З 9 ,п2*

Y __________ I________________я______ 1
(3*+Ч  (3*+2> № +5> ~  121 3 24 *

4. У ----- t z * _____ = 1&  (3*4-D(3*4-2)(3* 4-5) 4 36 1 3 ' 26
7Я +  —  In 2.

A  P * + D (3*4-2) (3*4-7) з / з  60*
ОО

•• ^  -тп  П> 2 In  9 ___ L
Я  < ^+ ‘)(3*4-2) (3.4 7) “  15 40 •

* ? 0 *В ^ 'И » 4 - 4 ) 13*-г 7) _  24 *

8. VА ( - о * 2д
* _ u (3*4-1) (3*4-4) (3*4-7) 27^3 27 72

1». У  _________ |
*^о"^+2ПзГ-;- 5> (ал- , -<) =

^  Jif c * — <= <>*

lb * *  *■ П- ПРУЛЧ:1ков и

13
* 0 (3/г+2из*4-5) (3*4-8) =  27 » 3 27 1п 2 180

In ( 14- / 2).
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5.1.20. Р я д ы  вида У -
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(±  О*

[5.1.201

(4ft+/n) (ik+mx) (4ft +  tfi*) *

« . У (4ft+l)(4ft + 3)(4ft + 5) 16 8 ‘

2.
к

СО

8- 2к--= 0

У  ------- ----------- -- 1---- ^  +  ---jrr In (3+2 /2 ).
(4* + 1) (4Л + 3> (4* + 5J 8 16 V 2 16 К 2

л 1
(4А + 1) (4* + 3) (4Л+7) 48' 72*

4 . У ______________ ------------------ = * J ----------*  +  '  l „ ( l + / 2 ) .
(4ft +1) (4ft + 3) (4ft + 7) 72 48 F2  8K2

5- УZ  (4* + 1) (4* + 5) (4Л + 7) 72 48*

6. У ( - 1)*
Zq (4*+i)(4A + 5)(4/:+7) 48^2 72 8 К 2

7 V ___________!__________ = A _ J LL  (4A+3) (4*+5) (4*+7) 24 16*
* = o

8. У _________t z J l ------ = _ *  _ A +  ‘ ln ( ,+ / 2).
ZlQ (4* + 3) (4*+5) (4A+7) 16/2 2 4 ^ 8 ^ 2

2 ( v  1)*
! F h

1. У

f.nt +  (ftn2+ m j (ftn,+ ffij) (ftn4 +  m j ' 

1 1
Z  (ft+a) (ft+a + 1) (ft+a + 2) (ft+a +  3) =  2a(a +  l) (a + 2)

* = 0  |j / 0 ,  - 1 .  - 2 .  . . J *

_________ (цО?_________
(ft+a) (ft+e+ 1) (ft+a+2) (t+e+3)

4 V  (-  1)* 7 2__________ \
‘ 3 Z  ft+a 6a 3 (o + 1) 6(o+2) 

i —0

„ V  (±  »)*
a* Z  (к +  аУ(к +  Ь)'

. 2 ГЧ» (a )- *  (6)1 <«) + ♦' <*>}.
(& - "a7 \P (a )- p (*)/-  (6-a)* IP' (a) + P' (b>>

1.21 I (.1. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ

oo n nV  1_______ Л*_ _  ! у  | _  2 у  1
4- Z/ **(*+«>* 3n* Л* Z i  ft* r? Z  k '  

t — 1 *  =  i * — l

09 

* — i

А - I  k = i

oo
у  (-1)*
- d  f t * ( f t + i ) -

л* — 9
r U  A* (*+ D* 

* = i

- =  4 ln 2 —3.

8 V  1 .  "*  11 9 У  ( - ' ) *  5 л*
Zjf **(ft+ 2)* 12 16* Z* **(/. + 2)* 16" “ 24*

OO

10. У ft (A + 1) (ft + 2) (ft+3) = 18*

( - 1)* 8 — 4- In 2.* (ft +1) (* + 2) (ft + 3) 9 3

12. 2  v____J .  g - i ln 2 .ft (ft + 1) (2ft +1) (2ft + 3) ” ‘9 3

( - D ‘
ft(ft+ I) (2ft+ 1) (2ft + 3) — 9 3 ^ 3» " + * l n 2.

ao
и. v

ft (ft+ >) (3ft+ 1) (3ft + 2) 18 б У з  '
«J

l5- 2
* = i

( - 1 ) *
ft (ft + 1) (3ft + 1) (3ft+ 2) . -V— 41n2.

>6. \ ____
M  '.'- +* & o

OO

\ 2i * = o
2 2 »

I I л*
1)* (2ft+1) (2ft + 3) ~  2 24*

( - 1 ) * л 1 л* 
(ft+ l)2 (2ft+ 1) (2ft + 3) = 4 2 24 '



18. V ____________ !____________  =  i _____ " ____ А
, ( '+  1)! (3*+2) (ЗА +  4) 2 6 К З  54

,9 V  (-»>* _  я  _ 1 ___
' <А+1)1(3* + 2)(3*+4) З К З  2 108*

20. У ______________ !______________= 8 1 п 2 - 5_  <*+1)(* +  2)(2А+1)(2*+3) 3 3*
А—0

21 V  __________ Ь Л ! _____________ 5 _ я _ 2
• —  (А+1)(* +  2)(2А+1)(2А +  3) 3 3 3* = 0

оо
22. У ____________ !______________ L

—  (*+1)(А + 2)(2*+1)(2Л +  5) 9*
* =о

23 У  ___________(ZJ>*__________ =  5 — 2 In 2.ш  (A + l)(*  +  2)(2A-f 1)(2/: +  5) 9 з ' ^*-0

?4 V  1 1 2л 2 I
• (А +  I) Щ +  1) (2А + 3) (4*+ 1) = 5 +  15 5

00
25 У  ___________ t l  .!>?_ - _______L  (А+1)(2А+1)(2А + 3)(4А+1)

- > ’ + т ( 4 Ч + ^ ' " (|+™ - Ь
„  V  1 2я 10 . . .  1
2 . j  (А+1)(2А+1)(2А+3)(4А + 3) “  3 3 +  3 * 

к т О

со
,7 у ___________ ___________________

L  (А+1)(2А+1К2А +  3)(4А-|-3) 
к—О

-  J ( l - 2 / 2 )  +  i ^ l n ( l + K 2 ) - J *

V  1 2я , 10 13 
28> ^  (*+1)(2А-Н)(2А+3)(4А+5) 3 +  3 3 *

*-о

V  ' л '0 | о I ■*
29‘ ^  (А+1)<2А+1)(-**+3) (4А + 5) = Т “ Х  "  +  V

676 ГЛАВА ПЯТАЯ. РЯДЫ |5., ^

оо j я
*• 21 (А+1)(2А+1)(4А+1)(4А + 3) = 2 , п 2 _ 3*

А *  О

 V  Ь 2>!___________ =
»' и  <*+<)(2*+1)(4А+1)(4А +  3)

*-о
-  * / 4 ^ 2  Л I . 2 *1

2 \ з— / У ----Г

V  • 2 2 . „
**• Jd  (А+1)(2А+1)(4А+1)(4А + 5) ~  3' 3 •*=о

. V  1 я  14 , Л , 2
” • (А+1)(2А + 3)(4А+1)(4А + 3) ~ 5  15 1П' + 15* 

А=о

34 У  _______________!__________________ ± 1 + 6 1п2 - «
и  (А+1)(2А + 3)(4А+1)(4А + 5) 15 ^  5 5*

А—0

,, у __________ >___________ л . 1 о in о__!°
L i (А+1)(2А + 3)(4А + 3)(4А + 5) “  3 + 3 3 *

А — О

зе у _______________!_______________ « = 1 +  я  - - 1пз
’ *“ 0 <*+l)(3*-H)(3A+2)(3A + 4) = 2 T F T  4

37. У ---------- -------------- - I .  *  + 1  , „ 2.
A-о ( * + ‘)(ЗА+1)(ЗА+2)(ЗА +  4) 2 2 К З  3

38. У _____________ • _______________"  to 2 + >
L i  (A-|-l)(4A+l)(4i+3)(4A + 5) 12 2 *

39. У  1 »
К  L i  (2А+1)*(2А + 3>* 16 2*

А - 0

«0. У  ( - 0* I _  я
^  t2A+l)*l2A+3J* 2 8*

? А— О

« . У ________ !________ л’ _  _1_
W y f a  (2/:+1)1 (2А +5)1 64 9*

42 у  (- 1 )*  1 С _ _ П _
^  (2A-t-i)*(2A+5)* 8 й 144*

y j l . j  5.1. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ 677

1п(!+К2).
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43.
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Я  Я*

I5 1.21.

Zd (2ft+l)*(4ft+l)(4ft + 3) 2 8 *  
к=0

44. У ________----------------- ' ,„(3 + 2 /2 )- - U .
(2ft +  !)* (4 *+ 1)(4*+3) 4 У 2 4

V  *
45- Z  (2A + l)(2ft + 3)(4ft-H)(4fe+3) = Ж  ^  15'1,1 * 30 

*-о
1 J .  4 1п9 "+ Т я 1п2 — "ад •

46. (- D *V __________________________ _
Zd (2*+1)(2Л +  3)(4*+1)(4*+3)

V'
- - ^ г  +  | г ( 8 К 2 —7) —^ - In d - f/ S ) .го т  во

. .  V  _________________ !_______________________ —  4- —  1п 2 ____—
Id  (2/:+l)(2t +  3)(4*+l)(4ft + 5) “  15 ^  15 30* 

*-0

1 я  148 V  ______________ _________
,в - ^  (2А+1)(2* + 3)(4*+3)(4* + 5) 6 2* 

*=о

49. Zd (2Л+1М4-+1)(4*+3)*
*«о

= М  12742.

50 V  1 1 I О *  I 1
'• L  (2ft+ 1) (4*+ 1) (4ft+3) (4.V + 5) = 6 24 +  12 *

. .  V  1 7я . I L ,  I I
5Ь Zd (2ft + 3)(4ft+l)(4ft +  3>(4ft + 5) 120 10 60*

*•= о

-л V  1 Я / п . л/~ r|\ 1
(8ft +1) (8ft +  3) (8ft + 5) (&’•+7) 95 '  ’

* —О

, ,  V _________!________  я  (я —2)
—  (4А+1)1(4* +  3)1 32 *

А-О

«  !  n i t K g - » " " 1'
ft— О

V ________1________  я  . я» 1
Zd (4ft+3)-(4%+7>* =  16 ^  32 2*

J.I.22 J С.1. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ 

I  S .1.22. Р я д ы  вида ----------- (± J )*

. V  * _ 5я* ..  . 
'• Z iQ (*+1)* (2k + 1) (2*+ 3)T = ' -- 12-- 4lll2‘

OO
V  J 3

*• Id  (*+  1)<2Л +  1)*(2А +  3)» = 2 _21n2-

*■ ^ 2  (*+  I) (2 *+ 1) ia + 3 )  ( « + 1) , « + 3) —

1 2Л — 0
oo 

•• 2

_ ___________  1_________________ 17 2я 14
( * + 1) (2*+ 1) (2ft +  3) (4/fe +  l) (4.t+5) “  15 “  IS ~  75 In 2*

(A +  I) (2*+1) (2ft +  3) (4A+1) (4/: +  7> =  Ж  “  15
Ю 2 . _г--- re- In 2.

Z < H - 1) (2*+ l)(2ft + 3)~(4ft+3) (4ft + 5) ”  3* 3
I 1U . A,--- In 2.

OO
7 V  * 2 14 . _ 11
‘ L  (ft + 1) (2*-(-l) (2ft + 3) (4Л-J-3) (4ft+7) = T5 ~  15 ln 2~ 45 *

83
*=0 (ft+ 1) (2* + I) (2* + 3) (4*+5) (4* +7) = T F  + 15 ta 2~  45■

2 (fc+l)
__________!_________________ e  4 |n2  я 1
(2*+l)(4A+l)(4ft + 3)(4t + 5)_  3 ~  **

_______________(ft +1) (2к + I) (4ft + 1) (4ft-f-3) (4ft+5)

679

15 15 *

. я - 6  In (3+2 V2) + 1  (I-A , 2) ] .

M  (* + I) (2* +1) (4k + i) (4* + 3) (4* + 7) = 758 . о я •
TO 135 •

W Y ________________ 1 43 4 я
^  (ft +1) (2ft+1) (4ft + 1) (4%-1-5) (4ft + 7) = ТГ5 15 30 *
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Я 16 29
,3‘ ^  (А+ 1)(2*+ 1)(4<  +  3)(4* +  5 )(4 * + 7 )”  30 15 1п 2 45 *

к —0

U  —  (*4-1)(2*4-3)(4*-Н)(4*4-3)(4*4-5) = 15 30 15 
*—о
у ________________ 1_________________  я _  4

^ d ( * 4-l) (2*4-3) (4*4-1) (4*4-3) (4*4-7) = 30 15 135*15.
13

V ________________1_________________ ________ _
' Zd  (* + 1) (2Л +  3)(4*+1)(4* +  5)(4* + 7) 1 0 ^ 1 5  

*—О

17Г. У  
* = 0

(*4-1) (2* 4-3) (4* 4-3) (4* 4-5) (4* 4-7)“  6 3

( y  1 _ 13 1 1пП
,8‘ 2d (k+  1) (4*4- 1) (4*4-3) (4* + 5) (4*4-7) “  Ы ~  '3 

*«0

,9' 2  (2 »+ l){2 4 + 3 K 4 »+ l)(4 *+ 3 )c«+ S ) ”  15 
к =О
со  ̂  ̂ ^

* °‘ -  (2* 4-1) (2* 4-3) (4* 4-1) (4* 4-3) (4* 4-7) = 45 +  15 ,п2“  60* 
*«0

1 оТ + ТГ ,п 2 — 5 •2, У  __________________:____________________ . _
^  (2* 4-1) (2* 4-3) (4* 4-3) (4-4-5) (4* 4-7) 2J ^  15 

*=о
со

оо V  • я 1 I о 4
2d (2*4- О (2*4-3) (4*4-1) (4*4-5) (4* 4-7) ~  60 + К  " 45'*

о
о»V  • 7 1 . „  Я
Zd (2* 4-1) (4*4- 0 14*4-3) (4*4-5) (4*4-7) "= 180 + 30 60*

кшО

24. V 1 я , I о 13+ M ™ 2"  180*Zd (2* 4- 3) (41 + 1) ( 4 4- 3) (4* 4- 5) (4 * 4- 7) 60 "r  30 
*=o

5.1.23. Р я д ы  вида V  (t„ i +  /rli) f a  + J j  ... (ka, + m j * <ж“ 6, 8' 9

У  ____ !____
Zd *»(* 4-1)* * - i

40-я*.

К « П  (— |)A о
г- i  W W  = l0~ ,21n 2~  f  ' (3)** - i

,  V  1 _ n* 393- Zd **(*-H)J (*4-2)- ~  4 lT*
1

j,|.»-l 8.1. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ 6S1

_  ( - » *
Zd Ф Щ Т )Ц к  4-2)» -  24 16 * t- i

4 V  (-1)» я* 7

*• 1  Ar(*4-l)'(2*4-l;i “  2л‘ + X  ~ 23-
OO

*  2 ( P ( S + T ) * ( 2 * 4 - 1)'- =  '2 In2 - 2 3 4 -  ICC.

V 1___________________________  “  i- а Я 3
■ № < * +  •) (2*4-1) (2*4-3) (4*4-1) (4*4-3) (4*4-5) 5 15 5*

8 у  ____________________ 1______________________  2 я  7
' Д  (*4-1) (2*4-1) (2*4-2) (4*4-1) (4*4-3) (4*4-7) "  5 '15 135 *

9 V ______________________!______________________ _67_____ я  2
' 4f j< *  +  О (2*4-0 (2*-1-3) (4*4-1) (4*4-5) (4*4-7) ~  135 15 5 ’ Z'

10. V _____________________ !_______________________ ^  _ J L _ A ln2
A  (*4-1) (2/.+1) (2*4-3) (4*4-3) (4*4-5) (4*4-7) 45 15 5 W A

и. у _____________!____________  2 я Л
^  "(/.-4-1) (2*4-1) (4*4 I) (4*4-3) (4*4-5) (4*4-7) "  Ъ 30 135*

12. У _____________________L_______________________ J 2_ _ " _ l ,n2
^  (*4-1) (2* 4-3) (4* 4-1) (4* 4-3) (4* 4-5) (4* 4-7) 135 30 5

13. у  1___________ 1 ?я»
(2*4-1)1 (2Л4-3)4 2 64 *

OO14. у (—1)» _ 1 Зя _ я»
ШВц^Ы <T9*-J_ I n O b x ie  “  "o *•" i>> ioe •(2*4-1)42*4-3)» 2 r 32 128 '
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л —2

15 12«.

v 2 * T s W - (- , r  2 ,(“ +i

+"£ <- ч*("+;-1) {<«-«+(-■)-• ( " j : : 1).
kE i

9 V ____!___
*• L  ft» (*+•)” *= i

(-1)» у  (2я —2ft — 1)1 (2л)»* , я , , t)n_tПп- I\ 
(a-2ft)!(2ft)l 4 \ Л-1У

10- 2  '* "- ‘ ’2  ( ” + r l) o - * ’-’ ' * ) u » - « +
t « l  *=0 

m —2

+  2  <-'>*(” + H ~ l )<I ^ " * > ;< « - * > +

+<- ■>- (”■ ̂  “7')+<- •>— (т™-7г) 2 "* *• 

"• 1 т ^ ^ - г‘- 1>'-‘,'"2 ’,,1(г“ » - Г г) (|- 2'" )!<“ +|,+

CO

V  1
,2' 2  (2ft + 1)™ (2ft+ 3)" =

L /t=o 

+  2  ( - D * ( " +* _ , ) ( 2'« - *- I) ;( 'n - * ) +

+,- .» - 2 ,(я+.‘ - ,)Н -

*=o

*=0

13. V  * 1------£  (2ft+  1)» (2*+ 3)" 
fc = 0

I -  1 ̂  {>\  (2л -  2 f t- 1)1 (2л)*4 (2** - 1 )  p . (- JVL3-.
•(я- l ) !  i L  (я — 2ft)! (2ft)! *■* 22 ^ (л

1.1231 5.1. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ 665

<-!>*
(2t + l)-(2t + 3)"

! ( -  0 ”  v  /m-ьfe — 1W  1 \* | (-  pm-i.-t (m+n- :
*M> v 2 1

15.
(- D *V

_  (2ft -J-1)" (2ft -J- 3)я
(-1 )" +

f(4 —1)/2|
^ 2*" ( л - 1)1 ^  (л—ft—1)! (2ft)l **•

p , j u  у -у к у .

2 / H
'• 2  t P + S 5 r " r “ + T ^ M ,/i"  У «*>*
К tm —oo о

IR e *>1/2: )o ;< ij .

*  2 a> + ^ - f  -  w <-+»)-«

3. V  1 .  *  Г/ch 2Л* j  _  Y  fch 2лb )
_ —  (k + аУ ±b* b Llcoe 2.1ft/ C0S *"* } \ып 2л*J*я — — со

к- I

*-*0

ftv1 ±  в*

1
77—  Я*

(- . ] ) *
ft5 ■Jz а*

(л=1. 2. 3. ..•>
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( — 1к^п

V  (- 0 *  .  8
Zd **-4л* 16п» * 

ft —I ft*2n

2  — Ц г - ^ ^ + ь ')-1
t- i  k — r*4tn/2 4

,0 У  ( -  1)ft * = 1 /Р <*»> + * (“  fa>\
l0- Z ( 0  i*± e* 2 (P (a) + P (— a) Г

P .i.j*  

I* - » .  2. 3, ...j.

[»= t. 2. 3. ...J.

2 w —“■2M6"- ”• Zferw—1“•5'6'28' *=i ft-i

.1 V  ( * » *  J _ / t ( l+ f a )+ t ( l- t a )- 2 * ( l ) l
£  * ( * * + « * )  = 2 a * \ p ( l  +  «e) +  p ( l - j e ) - 2 p ( l ) / *

2  J W + W - ° ^ m - ,5- I t & F V — о в з д а -

16 "•  2 »
(-<)* 

(** + 1/4) * — 0,708078.

“ • 2  т а г г ш _4<21" 2- ,)- 2  Т т У
(- D *

(A*-1/4) = -  1,227411.

20. i t  *(*2_l/9) 2 
ft-1

«• Д и г а я в — :K e + M in s iF .n to i

м  V  1 1 я* я /cth ла\
Zd k* (/.* ± a*) -  2a* -  6o* 2a3 (ctg яа/* 

ft = i

V  (— 0* 1 _  Я* я /sh яа \ -1
Id  k* (fc* i  a*) ”  2a* "*■ 12a* 2a» (sin яa/ *

Ц.2̂ 1 5.1. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ 687

24. 2  <- *>* * э Х *  =  j  P («) + {  P (a*2" " 3)  +  {  P W ^ ) .
К ft-l
В 00V  1 1 . я  /cth яа) я* /cosech яд)*

25- (** ± a'-)* ~  2a* + 4a* (ctg naj +  4rf (cosec яа / *

26. V  1 _  J L  . _ ! _  (a /c,h * b\ - b  /cth M \ \___ —| ^ e(*, ± o,)(* , + i !) 2ab a* — b1 \ (ctg л* / (ctg яa )J a-b1'

V  (— *)* 1 I n /cosech я а \ / , ,я/, /cth яв\\
Zd^k' + a*)* =  2a* +  4e» (cosec яа J \ + (ctg ju./J *

f  CO

n - 2  w h ? - - L w w
' OO oo

2  T J r b ? - 0.297117- »• 2  i J q W - 0’825042-

H3

31. L i x (*s —1/4)*- =  2.

82‘ ^ 2 * ( * ‘ -l/4)J = 16('2  2,n2)-
oo

33 V  1________ ji*_ 1 Зя /cth лЛ _  я2 /cosech яа-»*
Zd k*(k2 ± a2)2 6a* — a* ‘b 4a% (ctg яа/ + 4a1 (cosec яа J *ft^l

34. V  (— !)* _  . 1 я ^ _  я /cosech яа\ / /cth яа'П 
^Zd ** (k2 ±. a*)s — a* 12a* 4 4ai (cosec яа J \ (ctg naj) ’

35. V
im

1

**_________  J i_  (  /cth жЛ _  /cosech яа1*\
id  (A* ±. a1)* ~  4a \~  (ctg яа/ ■*" (cosecяа )  ) '

3« V  (— 1)*** я / , fcth яа! \ /cosech яа)
{№ ±. a1)* = 4a + ^  {ctg яа// (cosec яа j ’

37, V  1 _  1 Зя» fcosech na}* ^
(A* aJ)̂  = 4 2a* — 16a* (cosec яа / —

Зя /cth яа'! я» /cosech яа! 2 /cth ла! 
“  16a6. (ctg яа/ — a3 (cosec яа J  (ctg яа/ 1
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38. Ld  (** ± а'У1 16а3 * = |
V  *».

ос»
я (Cth .та) я jcosech яа\* f . /с»1 ЯаП |2 V  __________ !__________■
6а* (ctg ла/ 16а* \ cosec ла / \ (ctg ла] J * L*o (2*4-1) 1(2* 4-1)2—a*J 4а* \2 )  2 ) 2 jj*

За V  (- » ***  
2d  (** X а-у

, _ я_  /с05есЬ Лв1 U  я?о* —2л*а* (c0scc1’ яа\* + 1  +ла |cth 'T0U 16а* \ cosec ла \cosccjw/  ̂ ^  \clg nafy *

у
(2*4-1 )*-£<»* 4а

я (th (да/2)» 
\tg (ла/2)| *

2 \  1 
L t  (2*4- »>* —п3 8 п- к=0к*  (я- 0/2

3 у  <-«>* . » Г я — ^ ( а + х \\■ Zd (2fc+ l)*—a* 4а [ сое(ла/2) 2 /J
к «=0

*• 2  " ( Э + т ^ н  “ 0,425841‘ '• 2  д а й й ' 11'7* *

V  ____tz U i.
и  (2*4- I)-— 1/4 к-0

У  (—1)* (2* 4-1) _  я (sech (ла/2)1 
’ _  (2ft 4-1)* х  а* 4 \ sec (ла/2) I*

8’ 1  (2*4-0 1(27:4-1)«4- Ч к = 0

V

= 0,547701.

L t  (2ft г 1) 1(2* 4- I)* 4- 1/4J 
*

9. У (2*4-1) 1(2*4-1)-— 1/4]

- 0,83069734.

= 1,386294.

,, V  _______ (->)*________ я Г. fsech (ла/2)1 I
Zd (2* 4- l)!(2ft4-i)2-ta=j “  4в* \  sec (ла/2)/Г

13. <-П*V  _
g 9 (2*4-01(2* 4-1)* 4-1J

.4. У (-D*

= 0,47233807.

- 2 In 2.

15.

(2*4-1) 1(2*4-1); —1/4J 

_______(—I)* 3 я

к=0 
СО

V  , _
£  (2*4-1) К»4-«)*~  1J 4 4 ‘

,6 V  __________ 1_____________. л* _  я (th (ло/2)\
' ZdQ (2*4- 1)‘ 1(2*4- l)* ia * j = ~  8a* ' 4a* (tg (ла/2)/ *

,7. V  _________ (- ' ) *  _  i Гй Г 1 - Ь \  flM + to\1  I R,/ l \
U i (2*4-1)-Ц2/:4-1>*4-а*1 4a*[P V 2 j  2 yj ~  4^ГР V 2 /*

(—0 *18. У - ___ _______L?o (2*4-1)41(2*4-1>*4-1| = 0,490124.

19. У ( - 1)*
—  (2*4-1)г 1(2*4-1)2 4-1/41 = 0,789204.

20.
2 !  (2*4-1)2

( - 0 *
(2*4-1)21(2*4-1)*- 1/41 = 1,32193954.

21 У  » я_ I th (ла/2)1 _  _л*_ /sech (яа/2)1*
f • Ld^ [(2*4- 1)* j l  a-J- — 8a* \tg(.iu/2)j * 10a* (sec(ла/2)/

(-D*22. V  __________________
Ld 1(2*4-1)* — 1/4J*К k—*>

23. V  _ J ? * ± L

■ 1,700030.

LdQ 1(2* 4-1)2 i  a*J-

24. У g'+l

H3I
U o 1(2^4* I)2 4-1 Is = 0,293986.
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8 V  1 , -—  (**-а«)*
о

"  i  + W  (ctg Ла + Cth М ) + W  (C0SCCS Лв+c0secl,! л°)-

9- 2  i  + W (cosec ла + fosech ла)+
t —о

л*+  (cosec ла ctg ла +  cosech ла cth ло).

п  у ______________ _ 2 f t l 2 a + i _________________ а
[АЧ-(2а+1)*Н-а-+а +  Ь*]* + ̂  и- + Ь-'

4-0

V  *s + (2 a f  1)Л-(-а*+£-6»___  а
—  1** + (2а-+-I) Л + а1+fl +  6sJ*+fc* u* + i » '  

*»0

I*. V12. <_!)* f * * + < 2 e + l ) *  4-<*= +  «!-&!]_

а* 0

у  ( - I)*!*4 L (2a+ l)*-t aM-a-M5] (2* + 2u-H )______o__
,3‘ 2d Т Р + р о  + a-ta-b'-^-r^k , 2j  f  l)S s u--j-b3 * 

*-0
OO oo
V  * 1 is v  2'i ~ 1 1

,4 i l F T T = 4- <> 4*4 + 1 — 2 *

5.1.28. Р я д ы  пн да

V

(*-!)* 
К г н О ' К ' Г *

я  sh У  2 ла-Ь tin / 2 л а
—  ̂(2*+ 1)* + «Н 2 I 2 u3 ch У 2 ла — сое | 2ла

я  sh (ла/| 2) -f tin (лд/1__2)_. 
4 I 2 в» cli (ла/1 2) — cos (ла!)' Я

ОО
* V  1  ̂ ™  41 Па\

2' —  (2 * + 1 )* - а *  =  8Ь* \ g ‘ 2 ' *2 )*
*—0

1  2  W ^ T T - o t> m a *• 1  W n P T W - 0-” 0130-

»• 2  W i j £ w — "  *—0

I оо
V   1

в- £  |(2* + 1)* + в«]» ”  
f * = о

ал sh > 2 ла -Ь«in У'й ла_______Зл sh (ла/Уз) -f «in (лд/> 2̂)
^  8 } 2 a7 ch ) '  2 ла — cos \2  ла 16 У 2 а7 ch (ла//?) — сов (ла/^2 j 

л* sh К2  лв sin V2 ла л* sh (ла/У 2) sin (ла/К 2)

. 1,1.29 ] 5.1. ЧИСЛОВЫЕ РЯД Ы  693

7. У

4о* (ch У 2 лв — cos У 2 яа)* 10вв [ch (ла/Г 2) — сов (лв/К 2)J*

I
^  !(2*+!)*-a«J* 
*=о

- а л
32а»

ла яв \ . л* / . ла . .  я в \
1 в  2 2 )  +  64в* \ Т  ~  т ) *

пТПП
.*.1.29. Р я д ы  вида 2^ ь» ~ V  дДГ • 

^Обозначение: q=exp (— лК ' (*)/К (*)|.

*■ 2  ±т ^ - °  -  8- +  к  <*> Iе <*> - * *  <*»• 
L  я***

Л =  1 

00

2 1 т ^ = 2^К(*)1К(*)- Е(*)|
*=i

4. У  (-D*q,nt1^  » к гм 1 
L  1 * *  2л ( 4

5- 21 ( T W  = -  I  +  2НГ К <А) lE W ~ * !К (*)Ь

п-1 

7. V o ^ F  = 2T + w K <fe) » - * * к  <*>- 3EW I

1  21 ■( l . y ^ - s r K w t E w - o - * ,^ w i-

2л* К  (*) [К  (*) — Е (*)1
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,0- 2  1 J ;  2q*b Ci* 2л -f </•* *«l

О»
*cu

_  1

,, V  «*" =. n: J  cosec 2x I®* {X' «Ч ‘ ‘ - - 1®*(X' 4)\
f1 , —  l +  a?** >cos2.« +  fl«*ts 4 \94 (AT, <?)J Ac \e« (JC. fl)/

*- l

- | 0т^ Л -^ гГЛ
13. 2  > у = т 1 -

11*1 <||. 

[{!*!>!}!•

№ iS№

5.1.30. Р яд ы  вида У -p-
OO СО

1. У  р-=  1,291285997. 2. V  ± ^ . — 0,78343051.
Л  *-»
оо оо

3. У 1,87985386. 4. У  ( - 1)*-^  = -0,65583160.

5.1.31. Р яд ы  вида У

С̂м. также ряды вида П‘ 5 ^ ПРИ — 1 •)

**  о

«• 2 " - -  
4=0

S*.»—1, S. = 2, S ,-5 . S4= 15, S*—52, S.=2C3,
n

S,=877, Se = 4140, S<.+i=-J7^T 2  ЛГ5"-*'
t “ 0

i40—1, Hi——1. 0, i4»— 1, Л - 1. Л — 2.

1 J.2 .M 5.J. СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ 695
/*<*) \

[  5.1.32. Р я д ы  вида 2 a* \ 2  Ьт) ‘ 

t  *=l \m-l /

I  *=i V - i  /

В  *- l \m = l /

f 5.2. СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ

5.2.1. Вве д е н и е .
К  В  этом разделе приведены суммы рядов вида V  а1х*- Ряды, в которых 
о* содержит тригонометрические функции, логарифмы и т. д., помещены
• соответствующих разделах этой главы.

Многие ряды могут быть записаны в виде обобщенных гипергеом:трических 
Рядоз

V  (Д|)»(«>)» - Ю * ** _  г /. Л „  ■ h h h -
Z o *г  л ( l’ *....... v  l> 6........ }

И  суммируются тем самым к соответствующей обобщенной г и пер геометрн ческоГ) 
ПГНКЦ1Ш. Отметим, что в теории степенных рядов естественно возникает понятие 
■Мма-функшш, частным случаем которой является факториальная функция 
(Г  (k i- !) — £!); в связи с этим было сочтено целесообразным помесгить в  этой 
Главе некоторыз степенные ряды, коэффициенты которых содержат гамма-
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функцию. При этом могут быть полезными следующие формулы (см. также 
приложение 1.6):

*»■ - - r g 1 - * -  '>* f  ( V - : - . )  - ( - + 1>

Al = (!)*. (2*)! = (!)*( J-^2**. (2* + l)! = ( l ) » f | j>2*-*,

(2*)!! = (1)4 2*. (2Л + !) ! !- (  3 ) t 2*.

* +a — (a+l ) ( a+2) . . . ( a+*)  = (<i+l)4.

Если известна сумма ряда

£  a*x* = S (v )t 
к—0

то с помощью почленного интегрирования и дифференцирования (в области 
сходимости) можно найти также следующие суммы:

Г  (1-о)

nk + m

л

 ̂ **-'S (х") dx.

У  (at -f m) аихпЬ*т  = x [xm' *S (x*)J

H

V  k*akxk~(x-*~y S(x). 
k*~ 0

Другие способы суммирования степенных рядов изложены в (20, 23. 42).

5.2.2. Р я д и  вида V  Р (k) х*
Условие: j x ;< l .
ООу ̂  .
—  1 - Х

*=0

2. 2 ( и ) * ^ * Ч Х £ ) ’ г Ь -  
к =0

- 2  —  Н у - 5- 2

5.2. СТЕПЕННЫ Е РЯДЫ 697

й V  у,,» _ *(»+<« + «*)
. г .  •

7-

8. 2 . ‘ <‘ + |) * * - (Т ^ Г -  "• 2  <‘ + « , * * - [Й 5 Г -
* о

(Я- 1)1 
(1-Х)**10. 21  (* + 0 (*+ 2) . . . ( * + « - l ) x * - ^ lM .

*=0
6.2.3. Р я д ы  вида У±d(k + a)*

I С
1 1=1-7
(Rc о>0; - ! < * < ! ;  К е *> 0 ; если *  -  I. то Ке . >  I].

V  * I С ts~xe~<it
'* 2  т=згт7л = ф (^ *.«)
С к — 0 о

V  х*
г- 2  v =jc® (XiS* •)•Р к = I

[я > 2. I х : < I; л -  1. -1 < X < |].

[Rea  >  ft 1 <  х <  I).

з- 2  £ - « • «
i  * =i

у ,  f  x1’"1 .

f CO
Б- У  f T J  е‘кяЬ = л cosec ол exp [i (2m — 1) ял]

Я  Ь = - с о
;■ ^  I «  — цело: число, дли которого 2m <  а <  2/я +  IJ.

в' 2  "Т Т в "  е'*Л* = я  coscc ал « Р  1‘ (2/л -  6) вл]
I  Л = —оо

fm — целое число, для ксторрго 2m — 1 < в  < 2/я].
к  6.2.4. Р яды  вида У  —Д 1**- х*.Ld nk+m
В  ”  , . Г К«-1)/2)1 Х1/Я1к1 —

S  M T S 1* - I * ' " ’  2 У, lin— » « d c __________-—  —
А ” * + "  * L A ,  *  1—. ,/ea» —

1(л -  1).'»] Л
-  У  cos^lnfx*/»-2x^co6“ il+lU  

А  "  '  л '
-  1п (1 - x 1/,l)  +  ( - l ) ," t l  ■1 + (~ 1)'' 1п(1+ х,/л) ]  

£1x1 <  1; т  «5 л; т .  л «  |. 2. 3, ...J.
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[[(41 — 1)/я|

пк + т

, Г [(* -  0/я] 

■ * 1 -
(<■-*«)/«

1)*-1?=г-тг- +

[(ч-2)/2]
+  1  V

" А

т —кп
х1, п ^ 2к±±я

п
2k+\

_ 1  У  cos"±lm.-x.n(x*/-_2xV-cos2* ± l n+ l]  +
я А  х п >

+(-1),п-1 1 ~£~-1)Л «п (I + *1'* )] [И. * - 1. г. э . ... J - I < , < ̂
со m — I

3- 2  r l l i * * * " ----И » - * » -  2  V х* [ - • < * < ! !  m-1.2.3...!.
*- 0  * - l  

оо оо
4. У r-i-r-Jt*"- У  -1-х»--- ln ( i- x )md * + i id  к v [ - 1

к — I
oo [(m — 1)/2]

-  2  £ £ > ” -  2  < - » * - £ £ +  
к - 0  к -  I

+ s m a r c t g  x - 1  сое In (!-x * ) С Jt l < IJ.

•• 2  T
4=0 4=1

— yC 08^1 n(< *-X+ l) + (~ 1̂1" ^ (l+x) [_!< *< «.
oo [(m -  l)/4J

7 Y J - I ) *  у  х *ч»
i i *  4 k +  m i d  '  '  m — 4.V

4=0 k= I
+  — sin arctg T r i--- 1- * sin arctg -*=-—  —

2 1 r 2 - x  2 4 V 2 + 7
e o s ^ ln ^ - x K i+ O + ic o i- ^ ln C ^ + j tK S + t )  pxK'l-

у  (H i)»  J2 - 4 n ((»+ r)/ (l-x )n
~m 2fc + l ( arctg x J

2 3A + 1

-  I  ln (x* + x +1) - 1  ln (t -  x) + -4 arctg - i lG L
0 3 r  u jc+ 2

ifijsab

t- i

10 V
,0- Z t 3A + 2 ■ к — 0

*2.S.J 5 2. СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ

II. У  —
£  4 A + 1

4 = 0
^*4  = -* In4 !n j ^ +  2 arctgx

I- l  <■*< IJ- 

II* l< IJ-
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I2, id  4 *+ l
■  4 — 0

' „ d 8 i l l +  '  ,„ i± £ > 3 ± £ . 
2 Г  2 1-х» Г Р Т  I-xK 2+ x*

,5- 2 Г 5 Т 5 * а 1 ,“ 1 ,п 1 = 5 - | аГс!в *
■  * “ °

S r  У  i ~ ' ) *  *1 k fi_ _ •  arctg ----! _  ]n l ± j K2_+x«
кТ о * к +  3 2 V 2  B J-x*  4 К 2 1-хК2+х»

II * К  IJ- 

I M K I J .

v 2 d - ,
x****.

I . 1 + X  , 1 . 1 +  X-f X* , 1
“ e T ^ + i i  7 I * + ? + 2 7 i

«0. У  < = ^ L = l , r c t g x + -, a rc tg - J^  +

I-l <* < 1].

IM K I J -

1+ х?'з + х» 
1-x* ‘ 12К З  1-хКЗ+ х»

1Й I < и-

х У з
I-x*

P  Б.2.5. Р я д ы  вида 

^ Условие: |x |sS l.
В  00I. у  1

*То

^(nA-j- /я) (//<+/)*

(лА+ т)(1к+ 1 )'

\ц 2«*л\ х '  ехр —г- —
L к=0

Д  « * (- т т Н  Т ? "  “ р ̂ ) +' . 2 т ф И
Im < я; nj—lmj- 0; * -  целое мело, для которого if </<<• + I) /J-
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1 I v  гк
ц ^ Г п ^ - ^ - х̂ п 2 ^

*> i

х*+«
(* + m)(ft + /i)

*= Г -~  I 1п (1 — Х) —Х,|' т  In (1 — х) +  У  I  х*-х"-"> У  **1
*- А *  *-£*, * г

ft(ft+2) * * ,2 = J  +  f  +  I  0 “ **) ln(I -x ).

ц И р 3) **”  = Й  te*+ 3««+ W + e(l -х») In (1 —x)|.

_ U i> L _ ,U M  = 2, _ 2  /Ar,!l П _ Х /I з; и 
/.(2*4-1) (arctg х/ * ln I 1 + *>•

1
ft (2ft H-2) 

(±D*

xs*n = 2* +  _  * |n (j _ x.j _  2 arctg ̂

___ (-Ы)* *Ш 1„ 2x fArth xl . . .
(ft+ •) (2ft + 1) — (arctg xj '  + •* ).

xS*4 =(<r+|)(3ft+l)

— ^  x* a r c t g + 1  (xs+2) ln (1 - x * ) - |  x* In(1

^ , , ; Ь +„и ,)+,«-с:Й ]

701

V  (—1)*x®*'» f  I
14- Z  ‘12Г П )* _ = .Г/  arcigtdi't = о о

* V  (±1)* 1 /, _  ...JA rth x l ^ X
,5- 2  (2ft + I)(2ft + 3) * ~  2 (1 4 A‘) {arctg xj *  У

,6* 1  (3ft+ l)(3ft + 2) *** S *=o

■7 (JC— I) [In (1 —x») —3 ln (1 (x+ 1)arctg ХУ Ъ
О КЗ  x-J-2

X3* '1;

' 9 + 7, --*5) I3 ln (! - * ) -  In (1 -  ̂ )l - r p r  (! + **> «rctg £ y- L .* *• 2 f 3 £-f-2

,8- 1  И* 1Д4
k- (J

x‘* '*=  8 [ ( I - * 5) In j~ + 2 (x * + l)a r c tg x j .

19. (-D*v  .... .......... ...
—  t !/{+ i)(4ft-j-3) 

k — O
X4»4 =

20. V
»T* о(4ft+l)(4A + 5)

' „  „ clg _ * n  +  ■ <■+«■> h  £ ± '* a + i .
2 V 2 I — xs ( | !  i ‘ - i | 2 + 1

я. V ____ f c i e ____A  (4ft+I)(4ft-t-5) к -■= о

“  ~  ~  + — Т7- О +**)fln £1-+x-p ± l  + 2 arctg -). 4 16V2 V x3- x *  2+1  1 —x*J
CO

*2- 2  2 - { ( л:3- 1) ,пй -  ]  (**+ 0 агс«Кx.< к ~ r\*■- о

23- V  (- ')*
^ (4 A  + 3)(4* + 5} 

I  * = o
* +  - J— (X*- 1) arctg -  —7^ (x*+1) In l ± l p ± ! \  
2 4 r 2 * l- x *  8^2 1—xY 2 + X*

l+ x ^ 2  + x*



24.

25.

26.
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В-Ч

2 (4*+3)'(4*+7) Jtaf7"j|+ Ш(Х*“1)(,ПтЙ_2вГС<вХ)- к = 0 '  /
со
v ____ (- ')*

* =0
(4ft+ 3) (4ft+7) *0+7=

2  ^ + 1 х* - 1  *

■;гк«'4-1>(2-ге'вгВ-,“-ВШт5).

6.2.6. Р я д ы  вида У  тт----- г— (г:1)*х*___________ /^ я
Условие: | , | < | .  L  № + ^ ( ^ + - 4 >  .••(*»/+««/> * 7> *
оо

*• 2  F (F + I)* k+1- C *- I)ln (l- Jr)+jr[Lit (1f)--!].

ОО

2* 2  * (~ +1> * * *  =  2* +  0  -  *) In (1 -  х) -  L i, (х).

2 * (ft+ l)(ft + 2)

oo

«. (ft+ l)(2ft+ l)(2A+3)
«•**+3 =

6.. У (± 1)*
L  (k + 1) (4ft+  3) (4ft+5)k=0

2 1 + 121/2 ln [(x*+x / 2 +  l)/(x*-x / 2 +  l)]j
± 1п (1т ^ ) ± ( 1- ^ / * Й х r r _, Л * *

\2" /s arctg [x V 2/(1 —x*)]/

7’ 2  (2л+1)(ан-з>(2*+5) ***^ = й  [ 3 (l T  xi)t {arctg x } ~ 3* -  5v3] ‘ ,

5J.M

V
8- ,1, (4ft+l)(4<- r j)(4;- . ' I  

» ,0

6.2. СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ

X**f*=

703

*-0

-  ~  [(1 -x*)« ln [± £ + 2  (1 +x*)* arctgx-4x].

— t z l l ! --------xl* ts =  -\yr2 (x«+2x* — I)  In
I) (4ft+ 3) (4*+ 5) 64l +  x * - x / 2 + l

+ 2K5(x«-2x*-1) arctg j^ Q + fix ].
.

,0- 2 j F F H F  X*+1 = 2 In (1 - X )  - 3x+ (x+1) L i, (x).
1

00

"■ 2 v < S l V "  t  < * * + '> U . M + 4 f - D t o d - , ) - ! - " /
* = l 
00

12. 2 'Jk ( ik +  1)(ft-f 2) (ft + 3) * * >=36 П<*»-15х*+6х+ 6(1-х)з1п(1-х)].

•< V  x*+s 
' • 1 &(к+ \)и/ГУ2у

-1 [(1 + 4 х+ 4 х ») L i, (x )- 4 x - ^ x *+ 3 (l- x = ) In ( l- x ) ] .

.. f  j J  У  » H J
*t»("*+ m )i « « " L A  e*‘ A  (m- n*)l J

[e* — один иэ корней степени л из 1: Ок =rJ/T= cos +1 sin = «2/*3I/'lJ.

1 !  4 — - >• £
**=0 * = 0

4. V  J  /sin [(4я)/4П t _ w / T  /sin (X//2)-! 
i t ' / l  Icos [(*Д)/4]Г “  icos (xlV2)>

5. у £ Ы ) »  fc h * l
(2A)I * -[cosx/- Z o (2ft+1)! \sinx)

7. у  (—!)[(»+0/21 fsh (x/y 2) cos (x//2 )l [в -  ( 111.
»To (2'c •;-!}! Ich {xjV2) sin \x/V2)'  ̂ *
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V  I ГГ 2 Г * '« С О » ^ Х „  
im  ( 3 A f e ) !  3 *  3 е с о ,\ 1 -------- 3 ~ У  1е

[5.J.J

If» V  ( H V ^  .* =  /2 - * (ch x + co s* ) |
"  t^ 0 (4*)! W (x /r2 )ch (*/V '2 )f

OO

11 2  l 4 F n F * a !,=  2- (ShX + Sinj;)-

6.2. СТЕЛЕНН Ы Е РЯДЫ

«. £  -грГч-Т-н, »>■

- 5.2.8. Р я д ы  в и д а  ] ? (я »  +  „ “ ц ь + ^ г « * •

9 ( -  D*

705

* = o
A I(A + a ) • x* = x_CTv (°. *)•

oo
1 У  xn7~ r Jt* = - l (-ж )»[ф (п+ 1) - 1пх1- х "Г (- я . X)_lZ |  At (* — л) rtJ 

» = u
It *rg*| < 1»J-

” • 2 c^ * u" - w ( !l,T T “ W +d,^ ,,nn )-  >• c-in«+Ei ( i « )- |74--'- .)*.

* 21^0  L m —0 J

13 V  <*!>* H^-p-M chx-eosx) ) 
иЬй (4 ' + 2,1 W “ ^ 2) sh W / 2)i *

И. V  x«*t3 =  -j— ( tin —j— ch —----cos — sh - iL )k~ 0 ( « +  3)1 У 2\ У 2 У 2 У 2 К  2 / ’

15 V  х4* 13 1
• i  fW +зЯ -  a <*h >̂- 

к *= 0
f jT  I

,e 2  П Й "»
k= 0

17 v  -g*—r±x«fcrfc(~x)\
,7‘ —  Г(*/2-И) ^  \l+erfi(x)/*

* - о

1Я V  ( * » *
l8, 2ч Г (A+  3/9 \erfi (x)j

» - o

” • 2  п я т Ё  W  - 21*" <*>T r ' “ nwl

|P> H

20. у Г  (A + v  + 1 ) Г  (v  4- 1 )'

V I
6' 2  *! ( A + T ) h *■ At (A+2) 

k ^ i  * - 0
- x * '» = (x -  !)** +  !.

7- £  i s w  2  и + ^ ш -
* - t  * = o

8 V  ■ ( * ’>* x**н = }—  /eff‘ (t)\U  АЦ2А+1) 2 \crf(x)/*
* — 0

«. V : ( *  ■)*

10. V

V  '** х«н = / я  x [  * f[ (jr)}  T  «***£  (A+I)t (2A+1)* K n x lcrf(.x )/-»c 
* » a

u j

'• ,2  [■’ <*>«  »  - J  <“ «  < 4

*. V  ( ± _ W * = fchl( ,)i
(2*)' A lc .(r) / ^ ,nx л -

I  23 А. П. Прудникоа и др.
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,3' 2  (2*)1(4А+ 1) ~  4 lcrf (-0 + erf' (•*))•
А — 0

Г  со “|

М- 2  & Т Ш — а) ^  =  ̂ ^ 1  -  Г (2а- O tosna- f  sin / *  .

15 У  (±• Д ( 2* + 1)!(2А+ 1) ’A — 0

<± D*

/Shi (дг)1 С I  / s h n
■\Si(*)/“  J  F is in /H -

/. — 0 0

17 V  (-  l )^ >n _  л Г п  
2* (2*)! (4*+ 1) ~  V  2 (J^ ’t — 0 

18. Уimi* » o

K r
(2*+1)1 (4*+ 3) “  4 ,erfl<Jr) ^  (X)1

19 V  (-  !)**«»+» -. /ПТ 
2< <2A+l)l(4A + 3) “  X 2

A - 0

_  (*+ 1)Г (*  + ?/2) у
* = C 0

X

С /* erf (/) J L

21 2  c*+i№ + m ~ ^ r erf(x)Ы1 <*
A — 0
OD *n

я - 2  f x,elWA a = о 0

23, 2  (1 + Ж 1 + g +̂ ,»± g *± ig ! лш ,  = сь (arcsin Ж)^с (arcsinx)-1. 
A - 0

*  2  •и . - ! * » — * - ' .
A n l

5.2.9. Р я д ы  вида У ( А ^ 0 ! А
Обозначение: х = аг_в.

2

ia l
OO

S.*. СТЕПЕННЫ Е РЯДЫ

* 2
A - '

S. S„-

У

2  4 е !  2  < - .rq  - l ~ .
A = l  Im  = I '  J

St= xe*. S ,=*(*+!)<?*, 5,=*(.**-ЬЗ*-М)г*

L i <■!
A — I

Of>
В у .  ** ^
5- L  (*+ !)• '

A — I

S-‘ = “ - 5,= Т^а* «Ь-|Г=

« " - I

( I- a )3
_ a J2a£J>

* (1- aP  *

OO
л fe* '1 * * = • -

—  1.

(I — a) — 1

у _**_
- I  (4+2)1

A - I

a ( l—a)

I -2яЧ-4аг'- f *1 1
4a* 2

J.

у  **“  *  1 + 2аея —c*1
Li (fc + 2)1 2o*

A= I

I  5.2.10. Р я д ы  вида ^ f j k ^ f W Jk F + d ) ^

1. У  U »
Z  k l(k  + „ ) ! *  *  \/л (2х)Г 

* =0

2. V  (- ■ > * * * ____L / * D
i « r [ l + ( « - 4 / 2 |  " ' 4  2 / '

J .  V  ( + I )*  t I //0(2х) + /.(2хД
м  1(26)! I* 2 (2 ber (2x) J*

I  A-=0

4. V  ( *  ■>* j***i > (/,(2x) +  / l (2r)1 
F  Ld (2*)l (2ft +1)1 2 \2 bei' (2r) / '

«• У  1 F.(2r)-/o(2r)1
&  ((2*+1)11* 2 \2bei(2*) J*

23'

707
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» - 0 Й + 1,1 (2*+2)1 2 \2 Ьег' (2*) /”

7* 51 г г .~  ******______^ о*1Г (*+у+1, дг ( j v(2jl)J .
ОО

в- У ---1 *_  1 „  , V*
*^о r ( v ~ * + 0 *  “ r ( v + l ) (,+ Jt) *

в. V  — ( *•■ и»*» „ ,
*  -  0 +  V + 3/2) ДГ

10.

(Lv (2х)\
\Н,(2х)Г 

00

V  х*
* » ,оП*/2+ я/2+ 1) Г  (ft/2-  л/2-f 1) =  * ЙЯ/2 *J '1 + ,Е*

If. V  ^  »*
к - О Г ̂ /2 +1) г (ft/2 + л + 1) “  ЛГ" 1У" (2/̂ —,Н * (2ijf)l-

ОО

12. V  — (— I)**1*
H t+ 'v- f f)r (fe _ v+ 1 )= Jav (2*) совУЛ +  E 1V (2r) sin v.i.

13. V  Ь I )****+» ,

— о (*1)а (ft -f 2) ̂  * t2*)-

14.
!***>•]

15. У  -  (-1 )*Jmi* «  0

sin /3v 3ft\ }

1 ( ?  + ? ) ” ] lberv(2x)̂ ‘
1в. у  — (—1)*X**

^ 0^ ( * + i + i ) ( *- n )
кфп

2 (- !)* ,*л r ,г 1 ] ,. „
я !Г (ч ^ - у + ] )  [ 2 ' ^ ( л + 0 +  2  Ф (я  +  у +  1) — In jtl — 2-Vx2n  ̂ W v W

17.

ii(Re|i< 1/2, |i + v=»-^' * 
2/ iV  IV» »

>4 f« + 4 i T i 5 r a ‘‘ - ^ , v ' )
® iReV>®

1.2 11 I

18. У, (-I)V-*

5.2. СТЕПЕННЫ Е РЯДЫ 70Э

£  I’ (ft-f-3/2) Г (ft+v-f-3/2) (k~n-\-1) **_  It =0; *4 я-«
2 (—i)"***-* Г I / | \ I / I \-|

f  (« + 1/2) Г (n +V+ 1/2)Llnx ~2* [ n+ 2 )-  2 <’('*+ v + 2̂ )1 —

-2-Мдг«я * ]  f>Hy (t)dt CReB <l/2. m + v-- 2лJ.
2*

I  « . . .  РяДЫ . . . .

1 V  (̂ Mhft)f _______ ml_______  Y  r*
'• Z i (я+/.)Г^ ( « - i)!(i-*).-»-«u Z  ( _ l 1 1 ft

■  *-3 » * 0  ' T
m! /«— 1\Г(—1И-"

*■ = (7ГГ7)(( m +
. Я — m  m  +  » - l  -I

+ *  2  * - < - £ 7 ' )  2  * r ]* = l i » i  J
[Л > Я | | .

. V  im +■ *)* nl
3- 2  II  (i — Х)"Н ‘*r *=0

4. У  ___ =
— (ftft + m+l)!* - 0

(m

m—I ГШЛ

^ T ji 2  ( _ I )^  l  к J l H  2  -С Т  + Г  +к — 0 
[(я — l)/2|

2 V  2^
+  n 2d  n (* +  !) Я arctg/=. 1 

1(л - l>/?|

х'/вт - я

-JC1' cos я
IV» -

+  I  2  003 ̂  (*+  ч  n ln (xVa-2xl/n cos2- я + 1)  +
* = l n I

+  I  In(1 - j r )+ (- l )w i± b .f>!  ln(l+x)].

»■ У . и . 5 .‘ .

r h ?  [ ' £  <-'>• < « - » -  + (- ' r  ' " " - 4

*T 0 tmJ J 2L
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в  V  I  .  1V  * ’  _  I  -» £ 2 .  * ,± **/ 4  (-*/2) \
6. ^  \егП(х/2) ГU  о

7- L  (2A + 1)! Г  ЛГ \erfi (ж/2)/ •*= О 

1«  О 

А» О

,0. У ___ Ii* 2 ± r t  * . J  Г л ^ „ _ /)ял
Г (* » + и + « + » ) «1 1 —*tv Гк=* О О

*= I о

12. J )  Г (^ ,+ - ) * * «  (  « р  (хГ>-1) dt 
к — О О

оо Г оо

1?- 21 П Е Г  (-дг)* “  V I J  Н E i {~*,V)dt — (1—v)C— Щдг]

tRc

00 r ( * + v^
М. 2  — ^ j-  **= 2|~Л'Г (2x h*»D -„ ( -  y j j .

I5‘ 21  f W  J  ^ " ‘ ( iT ^  rvdr |Rcv. K » V
к — 0 0

oo

«в. 21  - (M V )^ - r ( v )0 ~ ^  Щ |< 1; д* I •*■*>*
» = 0

17. Z & "  IM|< . ;^ . » p . v > '^

|v>ej.

t Re д >  0; 0 <  R t v <  I).

S.J. СТЕПЕННЫ Е РЯДЫ 711

5.2.12. Р я д ы  вида 2 ,  Г (Лв +  fr) Г (Ас*+<<) Г (4*4-/) ***

V  (± !)**«* __Y. jberj (2*) +  bei* (2х)\
1 Z  И Г (к - » - у - н 1) Г ( 2*  +  у-(-1) * ‘ \ / v (2x ) / v (2x) j *  

■ M -  •

* — ^ Г ( *  + у + 1) Г ( 2А-Ьу+2) “
-  [berv (2x) bei; (2x)-ber^fir) belw (2*)]

3 J  *1Г(*  + у + 1)Г  ( »  + v)
* = 0

x**

= 2xitv  [bet v (2*) ber  ̂(2*) +  beiv (2x) bei; (2*)j.
.

V  (-1 )* cos [(*+ v) я/21----  _i* = yv (2jr) ^ v (2r).
*■ Z  • (*/2 + v/2+ I) Г (A/2 -  v/2 -f I) 

fc— 0
V  а*Г (<ta + &) I

5.2.13. Ряд ы  вида 2 г ( * г  + « Г ( к Г й

-V* (-|/4<*<1/Л-

(-1/4 < *  <■/«]•

2  »
Г * в0

»• £  ( - 1̂ ' ^ ( » ж )*= (1  + 1(к * Г ,/2[(1 + 1йг*)'/, + 4дг]'/*. 
г * *0

* - 2 ^ '- 1 - * 4 < — >И 

1 2  < 1 1 (!£ £ *  I} ?  «*'<'«•

[-1/4 <*<1/41.

* = I

•• , 2

.т £ - * • ■ = *  f̂ n{-!} -ь 1 “  — *> к - 1

[-1/4 <*<1/41.

а «*<(/>!•
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(2*)! 1 (1 -4х*),/*- 2  arcsin (2*)

о V  С2*)* 1 fi _ м - 1г)»/М
— *f (*+ 1)! 2 1 (l } 1 

О

10 У  ( н ) * <2*1 _ 1 /arcsin <2*>\j L  ' (*!)1 (2Л+1) 2 \Arsh (2х) J
*•0 
оо

П. V  (2*)! 1 f(l 4jt)3/2 I 6jc - li— *!(* + 2)l 12 1 J 
*=0

,2- 2  w + $ r** * “  i i1

13* 2  -i^rjn5-x*+,= - ,ni , t ( l- 4 x ),/ ,1 + ,n 2u o
oo

I4, -  *!(»+'3)i I 30*  - ,0* + 1 -  c  -  « > - ] II * К  W*
k — 0
oo

is. 2  т * + з ) Г ^ " s t6x~ 1 ~ 6х>+(|
*=o

16. У  ĵ + ^ i x *- 4 ( l_ 4 x )- ^ [ l+ (l- 4 x ) ,/l] 1 
* = 0

17. У  Щ Г Г Ж 1х*“  з t , +<I-4x),/1l  * n« <M  
*«0

IS*.,,. 1 Ц14)

[U| '̂/4.
v  <» + я5! 

Ik Z  *1 (* r 2)! 
»To

£  (2* + 3)1 
22- 2  *f(*+ J)l 

1.0

VI <2* + 3)!
**■ Z  *»(*+4)! '

5.2. СТЕПЕННЫ Е РЯДЫ

If* <1/4.

11*1 < 1/4]. 

II*! <1/4].

18. V   (— )!----- *!*t3 =  * Г4* — 2* (1 — 4лг) |/2 — arcsin (2*)J^  A !(*+ l)l(2A+ 3) * 8 ’ j  ^
* = o ц/ К 1̂*’

Ю . I/41

20- 21 ~kUk+3)i x*= 8<• - 4x>~m D + o - 4x),/lJ 1 l' , / 4 л

JkoO

[8(1-4x)1/»+4]

1-1/4 <*<1/4]. 

[— 1/4<*<1/4].

I I* I < 1/4 J.

[*«»<«+*>: |jf|<2/33«j.

П*1<1/4]. 

t—1/4 <*<1/4].

713

v  (—l)* (Зй+1)!
**• 2  Щ 2Л + 1)! (2* -J-1) “ a‘ct8 tf 

t-o

. . .  V  («>» -•* n + d T lS x * )1'^ *
25. 2  <-‘>l(2A>fJ' _ L 2(1 V 16*-) J  

»*0

*  2  Й р ' “ - ? Ь ' - « - * я + (1+4«)-»]
* = 0

I
28. У л » . _____ kL xk_____________I рДт/2 f  -jtl/tp ,л i.

—  Ю - У + 3 / 2 )  Г  (* +  v -f Щ  ~  2 J  *-V* ( '

2*. У Ш ( * У | Ц )  j/+
— ( Av-i t  +  H) “ ( l - v f j T f v  [ * « U - » / * v: l* l< i< v- l)v“ V * ' J-

*>• V | l  Г  (fry  4 - i l l  j

*TU *! Г -  к + ji) (*v + ц; * ~ ц — 1 y

1 1  У  f e a ________  г № + > | ) ____________________
Д ц  ' +14 v-r 1/2) Г (£-f fi + v-j- 1/2)

I*-  { у- I)/*v; l*l<!(v—1)V_1/*V;J.

. _ _________LOO__________ /*Y
Г  (ц — v — 1/2) Г (ц -f- v — 1/2) \ 2 /

- l- u
V*/*.

‘ •2 ,«- Р яд ы  вида у ,  П »а  + Ц Г (» С + <0 
, « , -  * * '(ke + l)

. ( ! )■

[! Jf I < 2J.
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3 V  ( H ) > <*!)t farcsin3- £ 1 - 1 )  (2A + 2)I J \An>h(x/2>/

lU K U

I® 2.15.

4. 2 1 ( t i ) * 
к -0

oo

5- 2 ^ ‘>*

(*!)»
(2А + 3)! ■ 4 (4 T  x*)^  [ 3rCSin W *4 + 2  ârCSi"  ,-  14 \ Arsh (x/2) j (Ar (x/2) J ' *

*I(*+Q? 
(2Л + 3)!

- »
Ш ' О

1 £ '- " , [3STTFT'“ ' ,- “,,<(f)-

*• 2 И р Ы й - ' - Кt =0 */J

4- 2  <-,)* [ ( 1 ^ Г ^  = 2ЛН‘(2)-

5* £  (- l)* (2fc +  1)1 ( L  +  2)l Х,* ,1 =  2л j  }н1 У ,} dL

*' £ ( - |)* 1m++3jl. ^ tl= 2lnjr-4  + 2C+^
*  =  0  1/2

5 2 16 Р я д ы  » i a  > V  П » » 1 + 0 - Г (Ц .- + с ,) ^  5.2.16. Р я д ы  вида £ a* Г (k d ^ e j ...V (kJ, \-cf) * '

П*1

11*1=54.

[в « 0 ыви Ij.

з.

[«.£ U J 6.2. СТЕПЕННЫЕ эды

2*
У  ( + п » ____ ft*).! . v«*m ̂  1 f  («*» i\ <u
£ 0 |*!(2Л +  1 )ф Л 2 j W / f

. V  (— 0* (2А)! x**
4> Z j W  Г  (* + v+  1) Г ( * - v +  1) ~  ;,M  У-» t2*)’

1 V  (— 1)* Г(2* + ц)х**
5‘ Z o k\ Г (* + |i) Г (* + v) Г  (* + jT L v + i j '^ 'V v ( 2 x )  J \ ~ i <2x).

I  у в , а  = 2 к м
w  (Al)« л *  w

cix/<i/ai.

715

f  £  W
у  _ L ! W j ! I e _ 2  .

7‘ Ld 2k- 1 (*!)« л WW  к- о

[ | * jd / 4 J .

IU K I/ 4 J .

' A= 0

4 2
К ®

IA

Г  Б.2.17. Р я д ы  вида У [ак ( У  -т ^ А
ft V f

■-i  ( i -:)**- 
■  * =  I \(r, =  I /

*■ 2 l(2 iV -> < '
В  * e 2 \m— 1 /

 ̂2 ; (2  bF)*-4-r)- j+ 4 i“ - *M
■ »- >  v - , / lu

К  *“ 1 Vn = l /

«ям ■. «ваш
* \ I 

l- x )

l-x )

f*<»<l/«l.

)1
»•<*< 1/41.

IlxKO- 

I - K k U 

* ]

tl*l<U-
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В у  (±»>»и ( У __ L _ \ _  (Arth XJ»
В- L  к \ L  2m +  l I \arctgxj 

к - 1 'т = 0 /
0 *1<1|.

P2.I7.

6. 21 2 * Т г (  2  '„•V**,,i~ ,nO+x,)»rctgx—xarctg*x+ С arctg*/d'
*_и 'm=l / о

0*1 <4.

л i f e p r f i  .» )'” *—
* = « ' т =  I /

Ы  Vm=0 /

• Ё гм М М '* = | 'm = l /

О * I < IJ.

о *кц .

In jr In* (I -x )+  In (I -x ) Lis (I —*) —Li, (I -x) + Li, (I).

,a. V  У  л\**=.е±'[С + 1пх-Е1(« r)|.Ю —d in I* = I -n-t /

"• 2£2^Н '[> + гг-«г-* - 1 m—0 L 1

‘2. V  ^ ( 2  m ** -  {  " *  (jt*+ 8*1+ l4*+<)-
A -- I 'm — I /

13 У  V  J  \ rtk- (c4 -  1 injr*\//* (2x) +  K' (2r) \,3- 2  IF !)*  \ 2  /п I \ 2 / \/»(2*)-(.n/2> K„ (2* )Гk = I 'm — l * *

M* 2 1 i ( W | = ( i  i ) x «  = l« r{2x )+ (c + ‘ lnx)b«r< W -Jbei< 2*). 
t- -0 4n=l /
со /2» + ! \

, 5 У  _<=!>*_[ У  lx*««-
'*• Z i кгл-ыиг V "* _ 0  'm el /

8 у  -(*»)»(  У  Л  
(2* + 2)!

: kci (2*)+(c + * In xj bci (2X) + ”  bcr (2*)’

x**'* = -* arcsin4 * .

1.2.18.) 5.2. СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ 717
со /* + 1 \

- '■ .■ З я й ч гГ *=и 'т-1 /
~  ^  1<1п х + 2Q У, (2*) -  яУ , (2х)) -  2^  /. (2л).

5.2.18. Р а зн ые  ряды вида V, atл».

V  (—1)* Jt»*4*^1
*• ^ 1 6 * + 1 )* —v*l (0»+3)*—v*J... | (n + i*+  l)*- v* J **>*• * W-

5 V  ft i+ l)(2 H  + 3)...(2n + g *+ l)
.** Z le l0 i+ i)* - v * l l(H+2)*—v4). . .  |(|1+* + !)* —v*) -

=  (2 ц + 1 )*^  v (x).

to  I

4. ^  (  t " *  dt-
I  *“ * o 

«• | t[ i .

5. У  1 + ^ .1
■ t>| V m=0 J 

i  oo /(*/2J  )

’■ 2  2  ё £ ( * : ‘ ) **-■■0- *+ ^I  »=i w o  J

■ kmn U a l  J

I  Л= 0 Lm==o J

■ *=n >-m = 0 J  

К  *= rt *-m = 1 J  * =  l

x** = 2*"-« sin2»

;* = 2n cos" x.

x**+,= 2*« sin**+1x.
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оо p/nj ч

,3' «; «*; •*)• 
* —I

v  ** I ^
Z  б * т г  "  2  ,ф‘ (а’ - а; х>к о
оо

2? X* 1
J  « « * . ! _ !  =  »ф 1 (в*, в ; «*; X).

»>е

X*

15 3.1.

1C
■ 1л*о a* + ft

(* sin (I In ft) — x sin (I In eft) . |
' ft  ̂ 1— 2xcus(/ lne)+x*_c0scc Я /Л + 2&<1-ж)' ГяГ. 6 > 01.

G.3. РЯДЫ С ПОКАЗАТЕЛЬНОЙ 
И ГИПЕРБОЛИЧЕСКИМИ ФУНКЦИЯМИ

5.3.1. Р я д ы  вида
ООv  I |

1 L i  * * * - (- !)*  =и41Г(2*Я - , )а ‘« ~ 4 ^ в"  =Ш — 1 '

2. V  ____
Z i 8л +4*k» l
09

[я><НL  е*»-1 2 4л+2 *=|
ОО

л V  * 1 _  1
L i  е***— 1 24 8я *

- v  ____  ** _  I ял3 (—1(*+сИяя д3 V
• £  (е«*я_  i)(4t«+ n4) 9G О Г * (—1>я—с й я я + 32 Z i  2ft*—2*яЧ

*=1
оо 2я+2

Д — i t < * + * - $ $ $ !£  С » * ) в“ 8“ - ' "

: (.5 2 I 6 3 ПОКАЗАТ. И ГИПЕРБОЛИЧ ФУНКЦИИ 719

у  ( 2 f t + i r « _  t _  Binlt
7. ^  ^  6rt-f 4"
■ '* - 0

у
*=0

2ft+l
[е чк t и я +  j j [(2* +1)4 +  4„4 j

я — 1
Я (—I)" —ch ял , 1 V  1___________

З2я* (—1)л +ch пл 8я Zd (гл+ ^-глсгл+ о+ гя*1
А — 0

53.2. Р я д ы  вида У1 а ^ (*д + <,>*.
• Условие: | fl | <  1.

_-*/* 1
1. 21 V*te),-4 i("e. ея‘/1п* ) ,п'

Р* к-—я>

, iuev-i+ ifcsa-
Ъ-=- о

во

8- 2  • " * * " -  
*-о 4

«. и ^ -  т  4 - < - ш , ) - • ? - U p ( ^ ) { ? ; , v  » < .< "•
• *-• "

Ь. 2  ( - 1)* (2ft + О fl* {  * ' ,/4 &  в. и. <?) Ц -
j А— о

оо

в. 2  </,2*п,,« ^  м °. V4). 
и о

7 У  / - m o c r tn ,» ,  J i - f  ^ c r e ^ f - l n g ^ l  
Za Г  л /*+2^ c «  4f ^  — in fl4-1

L  *=o 0
IP - ■ a* 00
«. £  <a+i n ' » ' - ’ — *> *'* ^ (и ^ ) * 05” 2 к ' л ’

2  i
* * « l

Sa = 0,28621800, Sj «-0.37247207, S4 = 0,36902569.
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I  Ь £ 1 г * - т т

Г , =0.34908710. 7-, = 0.36331424, Г , = 0,36073624.

I
(2Л + 1)-

ои 

2»=(
tf, = 0.3G800285. ^  = 0.36792068, ^=0.36789315. (/4 =0.30783003.

ОО оо
•2. V  (—О**-'****»* *0,36775603. 13. У  (4лА *- 1) *-**'=  ?.

* о ^  2* *=о

Д  г ( i . J_ o .o c s i3 « .

к . £
А = — оо 

оо

10. У  (> 1)* а**о* «*«• *  - /®* (~  11п а' ^  \L  У~ Г  Г  а \«в1 (— « lu д. <,)/*® =*—09
5-3.3. Ряды, содержащие she** и cha*x.

£ ^ » 3 - “ 4 f^ )G K
2. У  1 г* Р  И  __ mf ch г /sh (г sh х) i 

Ld  ̂ftl \ch Ax/ (ch (r sh x)J *

3. £  ,-**• ch kx=y+ ( «  , ,-*•/**).
*=o
oo

ch /IX
:K (t)dne —

^ с Ь г л х Ч а  x К  2 (a-f-1) ' 2 (e + l)

[ C” ^ ( * P  e” ch 1П*Т: 1 tm Afch‘" < R<‘4
OO

б. У _____ !t_______
cl i (tx-f-af-f-b

ОЭ
2 1* cos at — r cos (a — b)t

= j7 y 3 p  \ T~—2r cos x/ + f  ^  V 3KCmb) cos?ch *  *

К  B-3-4- Р я д ы  в и д а  V  a . cosech Ь„х.

S J  ПОКАЗАТ. И ГИПСРЬОЛИЧ. ФУНКЦИИp.5 I

* - ¥ < ? •  ‘ ,< 1-I ^ 5 ...

, £  (- I)»-1 cosech ^ n -  2 ) х = я  K (*>•
Я =1
0°  ,

t  V  л coscclt ax -  ̂  К  (ft) [К  (ft) -  E  (ft)].
I

J_ Д  (—I)»-' n coscch ftx = л*. К (ft) E (ft) — Ks (ft)-
n I
00 I I

4. 2 | $ Г - Т  coscch (2л — 1) x = — 8 In ( I  — ft*), 
fl 1

5. £  cosech* лх =  I  +  2(* ~ ^  K ’- (ft) -  * К (ft) E (ft).
ft з |

IF °°
«. V  cosedi* (a  -  2 ) Х=,д1^ (*) ^  (*) “ ^ (fr)|.

я 1̂

7- £  Ч г 1  ( “ ““ *  “  -  “ “ Cl "a ) = 2 (a  ~ e)
П =* I

| Ш .  Р я д ы  вида 2 а* с05есЬ*л-

i. £ * « « * * » - ^ р г < ( - ; ) - ^ .  
f * = l 
[
2 £  ( - 1)* ft cosech *я= .-^- .

* i 
[ ° °

*. ^  (—1)* ft***1 cosech kn = 0

721

[a>0|.

[л = I. 2, 3, ...|.

£  Ц ^ Г  cosech < я -
к I

2я -f 2
V  ( - 1)*_____ п - 2« -*)(I —2й "**'^ 8j*8 1(I^*,1

= n Z< (2*)1(4л-2* + 4)1 ,v
[ « . I .  X  3...1.* = 0
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s .  ^  ! = £ i c < » ^ „ -
к —I

, V  (—1)м ‘ w  13п* 

л-1
со

7- 2  Т * + У cc9ech *Л = i  lch ( 1̂ 2 яа) — cos ( V 2 па)) '  -  
А= 1

со

8. 2  V-» —я̂ ~ С0Е€С̂  *« = — coscc лa couch пл.
* = 1

СО

9. 2 ] cosech* /я = I - - L .
ft—I

к~0
со

| ! ' 2  *»-н*+ 0 * coeech tjtC08ech (* + ^ я ~*= *
•=2 ^  coeech л^2 +  2лсИ»л —n*tM " j .

OD
12. V  (— I ) * 11 coeech Ал clh *я  = ^ *  

k - l
OO

13. 2  » + S  +  iS SSS r , ( i ) -

„ .  2 —
к — 0

5.3.6. Р я д ы  вид а  У ] a„ sech 
лК* (И)Обозначение: , ^ < 1 .

СО

I. У  s e c h (« + f l )= | K ( * ) d n ^ K '(A ) j  [|lni(2*A)l< Яе<Я/‘))-

2. 21  sech м  — д *  (*)•
л=- — оо

53. ПОКАЗАТ. И ГИПЕРБОЛИЧ. ФУНКЦИИ 

,. £  (— I)* sech пх= 2Л Г пк')1*  к  W .

4. 2  « < * ( я - у ) ^ “ к(А).
K n s  “ ° °

Е w
5. 2  *есН*«=Дк(А>Е(А).

В *  = --»

£ «оЬ*(Я- 1 )г = 2  К (А )Е (А )- 111^ К * ( А » .
Щ- п =- I

I  00
7. 2  -' *" se<:t,*2 * "г  = _t coeech* х + .

К  п-о

5.3.7. Р яд ы  вида У', ак sech Ькп.
I оо

1. 2  (—1)* (2А+!)««'»scch ?^-!-я= 0. 
к — О

I оо
г. 2 ( - « ) * ( 2 A + . ) - ^ h ? * + i „ K 3 = o

723

4 (4л)! \ 2 / ^  \2А;
к—В

[я - 1. 2. 3, ...»

Cl*P«n »*•

к  V  ( — 1)* .2 А Н -1  Я
“ 2  й т т ^ — я = 8 *
Е  к = о

6- 2  < s r n i sech 2
к О

2A+I л*
' 768’

•. У  (-«>» xch2*+1 (гл-н )* * * 11 2
23л* 

1720 320'
к о

я«яч у  _________2**11 — 1_________
(—') * —j ~  2* (2А+1)! ((>л — 2А)! (А + I) 

к В

2A+I _ 
Ви,1*В*я-**<х»— п

[я- i .  #. 3. ...]
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( - 0 * h 2» + l я
2А + 1 —2 ~  * 24'

(-1 )*
(2 *+ П ? sech2- i+ In K 3 я* 

г 23 040’

( - ! ) * ( 2 * + 1 ) » , 2*+1 я  яд . яа  
-(ЁЧ-О '-а* sech 2 Л“  8 * *  2 *“ *  2 •

_______ ( - 1)» ...и2»+ » я /  ла , ла \
(2*+1) [(2А+ I1)*— a*] SCCh 2 п ~8а« 2 ieeh 2 ~  * )'

( - 0 * 2*4-1
(2ft+ l)J(2*-t- l)« |-a‘ J " " " “ Г  Л “

-  А  Г| 2 1
«в4!. сов (яв/К 2 )+ eb (ла/К 2) |

scch* * я —— -I -f - -f —L_ r« (  * Л  -1— *— Г» (2 Зл 24л» \ 4 / M W  X 4 )

2 Зл ЗЙл* (4 /

t. Р я д ы  в и д а  2]a*th&*.

(2/: + I)'*'»
.24+1

1 „« ч , V  ( - 1)*(2s* - l ) ( 2««-s* * - I )  D „  .... 
'2  2  (2А+2)!(4я-2* + 2)! “

_ L _ th2*+ l я* 
(2* + 1)* 2 "32*

24 + 1 
(2А+ 1)«-о« J

L . d

I  * "  1
8. ^  2 * ( l- t h 2 * x )= c t h x - I  

*- о

8.4. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ РЯДЫ

I

725

[ * > «

; th* J L  — cth*x— J,  — J .В  £  2Я‘п*2м 
j  * = i

К  6.3.9. Р я д ы  в и д а  ^abCthkn.
СП Я

I  2  / ^ С‘Ь*Л= 2 (2л),ЛП 21 W,1+
k = t

.  (—1)*2* '"1я*»'« „

+  (2^+ 2)! * "*
К  on

I  2 * ' cth Ля = Л я,
180

* = t

2 s
* = i

+a*
, . я  ch (лд |^ 2 )-Ьсо»(яаУл2 ) ____ 1 _

С Л 4<i*ch (яа У 2 ) —cos (яа У 2 ) *na*

К 00

6- 2 k ^ cthkn = ̂ ~ ^ ,:tgnacih3ia’к = 1
5.1. ТРИГОНО МЕТРИЧЕСКИЕ РЯДЫ

5.4.1. В в е д е н и е .
В этом разделе помещены ряды, содержащие различные тригонометрические 

[один, в том числе ряды Фурьг. Отметим, что в некоторых случаях триго- 
|“ ">ичгские ряды сводятся к рядам другого вида, например, к степенным 

(6.2), к рядам, содержащим показагельную и гиперболические функции
г-
При суммировании тригонометрических рядов могут оказаться полезными 
""'■аде формулы:

к = I

С f(l)dt 
j c li/ — cosx

2 '« • - ‘- Н е т ' " -

Р К х < 2л|,

£0^*<2я|.

Гдг * - 1

о
Ряды, содержащие логарифмы, приведены в 5.5.1.
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М Л . Р яд и  ВНЯЛ

“ м - ы  . Г ^ ' С Э - Й ) ' .  '• 2 i C S - r k f  . - r f - i w - -
к — I О

R**> 0  или U l> 0 .  R*,v>„ 

|Ке»>1; 0< ,<гя^

»• i ^ e a - T ^ f  » ! » - & ' *  «■>»A« 1 0
<2яИ fco<ec(»s/2)U / H » \  ./ .  - Я -*У |

4  4 T (s j( sec (ла/2) / L \ 2 / \ S' ^ " j j
I R t O I ;  -»<J4<*J.

OO

5- 2  sin *Х=3Г(5Г+Т)| (a )t -1 |0<л<2л при я »  I, 2. 3. ...: 0<̂ дг<2л пр* и = CJ.

(- Ж 1 < я ;  яш О, 1̂ 5. ...>
оо

7- 2  ^ совЪс=т а г (2л)1"Вгя(^ )*= 1

| т С К Э - * т С З - ‘-(***)С 53. - '

»• д ч р с & Я }-* -s{sr:}+’"(2“* ?){»“}

i » l  о

, ,  2 ^ - * - - А Г Й Й " }  11

!*<*<г*У

|-Я<

- • S 3 *

,41 5.4. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ РЯДЫ

К  а „  kx =  х /**-Зя*+2я*1
и. Ь  П р  121 х*-л* /

Г " ,  Р я л ы  Р  и я з V  ( h l ) * f**> (** + *>)
РЯА Я А-(Л+ ЗЙ Ь»(*х  + А)}-

727

[ { i S t f j y i

v  L  . ( - < «  ' Г  H I 1-"
>• £  (ft + «)•* Ь*» ftx/ Г (s> J  , _  coe x 

*-0

V  i (*п *xl e
1 Zt к + a (col ftx/ =

+ «_*/
lRee>0; lh i> 0 при хфО, Rej> I при jc«0J.

t-0

/sm(«-x)ej 1 f ( * « r - w  + (*- l/ 2) m c *
(cos (л — x) в/ ~  2 J  \co9 [-x»+ (a- l/2 )/|/COMC 2

J »  (-!>* (■■*"'' <\
' —  ft f a  ( o e / r |  

*=u

T d w f ^ i  ± * f  * » I - «  + (a-  1/2)/Ц /
2 J  \«nl-xa-b(d-I/2 )/|i ^  2

1 )я- х |в )
(сов [(2л + 1) л —xj aj

S. V  <n'j* /*"' *x\ = _ ™  v  (2ял -  x) a\
(сов ftx/ (cos (2/1Л — x) в/

[2яя <*-ч.2я (я + l>J.

[(2л - 1)я<*< (2я + |)я].
«• У  _ j __ / *'» (»*-М>\ = Я • /sin 1(2л + I ) лв/х|(

* « £ в * * + “ №»(**+«>/ х sm (да/х) (cos((2rt +  1) ло/х||

7. Y  1 _ _ /sin (Л х ( сг>) 
£ в **+/, (« « (* r t a>(

(2ял < х  <(2л +  2) я|.

=  ~  У [(2ft —т)  л 4-х| f t *  ‘а -  <х +  “ л> л/тН _
^  * (а -(х+2Ля) п/т|/

-  ' У  /5‘п Гв - (х + 2 *Я)/,//пП. / I х + 2*л |\
«  (cos (а -  (х + 24л) я/ш|/,п 1 * "  2/;< |/ +

1(я — 1>/т|
+«(/, — « )  У  l_ [s in (a - ftx ) l 

к т —л (сов(a — ftx)J

Г/я >0; 0 < it < 2я; в(я-/я) = ( ! ' Л^ т |. L 10, л</п|
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[cat {kx+a)f
m — I

2m* к-О 
т  —I

V  |(2ft —от) я + *1 { С“  la4  (x+2i.i) я/ml/

1 у  ‘ {sin 1а+(*+**я)» N j  1„Г2|ш>* ± ^ 1 1  +
~ ~ т  l i  \eosia + (x+2*n)n/mU I I 2n U k- 0

’ y 1 1 f sin (fex + d)\ [m>Os 0<*<2я; n/m**. I. 2t ...). 
+  2 . km —n (cos (ftx -f o)J к = 0

( _ i )k  Г sin (ftx + aft
** ы  ftm + n\cos(*x + a)/

- i'iC S^ K SS3 S3 ,,(**l*±4ejl!!D+
l("-^)/ml (_ !)»  Г*|(«-»х»

-f в (n — m) ^  km —n [cos (a - kx)f

[*>№ - ж к л ;  «tn- л Ц - Ц  ; j ; ] .

Ю V  (** + «))
km -  n I cat (ftx+ ay.

*  1 V  j /оь _ m jik  ,  i «I /сов f<* -}- (x -f-2Ая -J- л) п/тП 
2m* 2  l(2fc Я + 1)Я + *, \Л .1в + (* + 2*я + л )Я/т1) “

r + (2ft+l).n
2 in

_  1 у  fsin (а + (х + 2 *я  +  я) л/т]. / |x- 
ni Ld  \co« [a +  (x + 2*л+ я ) л/т j/ ln \z m |

(я/mJ 

*** 0

- J; t  -*>■ е э  *[-(*- .2 , Т - ] c:^

U.4.] 8.4. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ РЯДЫ 729

К  V  (—1)* /«in kx\ _  П.»Г У  an ftx4- x 1 lco* rx  ̂
«• I  H l W u f 1 1 —  * + 2 MsinnxJ■  к «= I 1к = I

р- *-1 ^ ( - 1)» !п (2 сов*) +  Y f c j £ „ J i frin nx'l
к^| [cos nxf

СО
1п * 1. 2. 3. — л< *<n|.

13. У
kTo

1
2*+1 е э -

я tcae (х/2)1_/sin (х/2)]
4 (sin (х/2)/ 4  (сое (x/2)JI In Ctg* i Ю<*^2nj.

Е оо

« 2¥  * — о
(-D* 
2ft+ 1

/sin кх\ _  
(сое /а/ =

1 /со* (х/2)) . /д «ь-1+

th I
I

1
1

5.4.4. Р яд и  вида V  —----L* *)*_
!-«<  < тел).

/sin ftx)

|0<дг<гП].

In-1. 2. 3, ...; 0<*<2я]"

im  (АЛ|+/Л|)(*я,+лц) (cos Axj’

Г ‘ —  f(TS34— 
‘ Й Й Й С З ™ Я 5 : Я *

Ё "  **-}es34*-s)to 

I  -slnxln(2sini){S«] + i fl
I  V  I (Щ  (» + ! ) . ! _

W  *<*+!) (coe (* + 1) x)

— i{s a - (* * i)+C3r«—- f c a
5.! V  (-»)» /sin (ft ■+1) A  x /cos (x/2))
I  J  ft (ft + I) \cos (ft+1) xj 2 (sin (x/2)/ +

+ Ш - 2~  2- { с « Э ,П( 2С08т )
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Д4зься-*т<»—
> - Ч * - Й С » + т О

оо
V  • fsin feel I . х . , , х fcos xl 

(2А +  I) (2A + 3) lcoe*xj ”  4 S,n 2 l" C g'  4 (sinx/ “

+  i 1 « „  М “ П Х |  1 / s in X l
~  4 2 \cosx/ 2 (cosxf

2'  (— 1)* fsinbx\ X  . x-j- я  /cosx\ _
i (-2*4-1) (2* + 3) \-0i  kx) "  4 c°® 2 ln ,g‘ 4 Isin xf *  

*=* 0
— я x /»пх\ . • /sin x\
-  4 2 (cos x) ^  (cos xj

M i5 .  Р я д ы  в и д ,  У  J *LdOИ ± в !) "  \cos kxf

2} I . я  fd i [ (n - x )a ]  cosech яа) 1 
j ft* _t а* 2а (cos [(л —x) а| cosec яд J  2а*

V  /, _  я fch ах cosech яа» I 
Zd̂  ** + а* 008 K~  4 2а (cos ах cosec ла / ~  2а»

<ю
V  • , 1 , СП9ЯХ (л  — х ) .sin я г
2  » = # а* кХ- & + - м Г — --- 2л---- ’

* •
* * «

оо

2? *  sin *х =  я  [ * М я — х )а  cosech ла| 
^ А* + а* 2 (sin ( л — х) а cosec яа  /

2  &»—п» si"  ** = 2 (п — 008 лд:~ 471 **п пх

1®<‘ <2л), 

[-л<г<я|. 

19<г<2я).

to < г < ад

[-*<<<*!■

lQ<x<i*b

154*.

к = I
**./»

(0 <лг < ’Д; я

2  k*ZTiC09kK=-  2 - ^ - c o s x l n j 2 siii * )
* — 2

t <-6 J в.4. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ РЯДЫ
В  oo

.  у * гНпЬ-->л /shejr «*»'«* M
*• Р Т * йпАдг=2 (яп ox cosec л а /

R- (°
i  V  (— 1)* 4 . . sin x . x cos x
*• 2 1 ч ал*, = т + - г

,0- 2  4k^— l C0S *X==_ 4 ~  4 cos - ln ** ^

| - я < х < л | .

[- я < * < л]. 

№ < л < 2л].

T3I

к °°
, V  *я. 2 .

\ -
COS кх ■-Та*?

, J _  . я  /сожЛ Jw \ f / c h (n - x )e l  /sh ( л - х ) а П  
2а* 4а> \cosec ла / |Дсов (л — х) а/ (sin (л -  х)а| | '

, л* fcosech ла )2 Ich ах 
4а* 1--- - -

: i ch ах ) 
\cos их)'

к ГО
£  У  _ t ! > L ,  
■  -  - •| к 0

I
К  ■" 2а«

9*Х =

. я  fcosech яа\ Г fch ах ) , . . fsh ах Л  
4а» (cosec ла / | (совах/ °  ^ {s in a x ) | +

л* fcosech л а (2 Ich (х я ) а |
4а» (cosccлв / Vos(д { я )а/ '

L *  (к- л а*)* sin кх-

л* fshax\ fcosech ла)2 _  лх fch(n — х)а  cosech ла) 
4а (sin ил) (cosec ла /  4а (cos (л -  х) a cosoc ла / '

14. V  J - » * *  сц, кх -

_ _  л*̂  fsh (х + л ) a )  fcosech ла1 * _  я  . fch ах coscch ла) 
4а \ып (х+ я) a j \cosec ла / ^  4а +  \сов ах cosec яа / ‘

й I , - f  - ( i r  f  ™ г а  *  

с . . . » 24;g:s3*
V  » /ап (2ft + 1) х\____ 1 fan х) f  (1 ± г* ) м

, о (* + в>5 1сов <2* + >> г (J) х/ j  1_ 2«-/сов2х+г »'
|Ree, F cs> в].
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/sin f-к.
Y  > (sin (2ft + I) х\____1_ (* \ lcos3urt (cosxi/ ^
Zd ks (cos (2ft -f-1) xf Г H  J  2^ cos 2x4-1

k = I 0

&-U 1*4.6.] 5.4. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ РЯДЫ

* =0
10< t < IT. я  =  0, I, 2. ...j.

*■=0
[- я Л '< * < я / 2 :  я - l .  2. 3, ...j.

6' 2  c>ft-hiFсте(2* + 1)х = ? р ^ ) Г /Г“ ->(д )
* =0

[ 0 < « < Ж  я - I. 2. 3, ...J.

•• £  - < »+ • >
* -0

I— п/2< х< п/Ъ  я - 0 .  I. 2. -.J.

7 V  t f«n(2ft + l)x ) я /П 1 /01 x_
7- 2  2ftTTlcoS(2f t+ l)x )-  л \o/ +  4 U / ' 8 4 

* 0

V  ( ^ («П (2ft + I ) x\ n {01 _  1 tn  (x_±x\
2d 2Л-м|а»(2*+1)х/ 4 \tj 4 \0/ \ 4 ) к 0

со *

*’ 21 (2ft-i-T F 'gkl(2* + l ) * ~ ~ 2  J  ln te 2 dt к - 0 0

к - 0

п. 2 ;^ * и » +. Н м 1 , и  
к 0

*=o о

£ w T ir * '< “ +1’x = r ” (« - |x D

14 2  W T ) T COS(2̂ + ,)T  = 3n2(nl- ^
I k = 0

■N- °°V  1
15. ^  *(>+1) “ Н (2л+ *) — 2 sin x ln (2 sill дг)

oo
W. ^  ^ щ ^ т ( 2к + ])х = я п х - 2хсмх

CO

17. У ] o*(2ft+  l)x  = cosx —nsinx+2xsinx

18. У  ^^_p-jyCoe(2ft+l)x=coex —2coexln(2cosx) f-

[0 < t < я].

[— */2  < r  <

[0 <*<*!•

I—я<х<>*

[-

I-

I-
Vi f— 1)*+1 л

W’ 1  (2ft— 1) (2ft-f3) *m (2* + , ) jc== 8 ш 2 *
К U O
I 00

*°' 21 (2ft— 1) (2ft+3) coe(2* + 1) Jt==— 8 и» 2х
К * ==0

*'■ 2  (2 *- IH 2 *+ 3 ) SU1,2fc+1,X=4 c<e2*

"• Z (- |̂ 'e F= re s+ ¥ “ 5(2‘ +1,' - J ra2'■ * = 0

й - 2  (4g-iTHa+3) co,g*+ l)x -4~c° |gx В  * = o
i 00

*4. V  t n* 1 dn (2*4-1)* = -  fshax •ech (вл/2ЧГ  Zd̂  (2ft-f l)1 _t a* ' 4a (sin ax sec (ал/2) /

C-
Й. V  1 с ™  n , =  « fsh (л — 2x) a sech (ол/2)\
p . Zd  ̂(2ft + l)! ta >  4a (sin (л—2x) a sec (ал/2) J

*«. V  ___2* + ' sinm +  n ,=  я i**f31” 2* )a » * (e-t/2))
i (2ft-f 4 (cos (л — 2x) a sec (ал/2) /

I-

(-

(-

-л/2<*<я/2]. 

|0<x < я].

- я/2 < x < я/2].

Ю<х<я]. 

~ Я/2 < х < я/2].

- л/2 < 1  < л/2).

I® < х < я). 

-я/2<д:< л/2]. 

л/2<д<я/2].

- л/2< *<  л/2].

[0<«<я).
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/ _ ! ) * _ “ ± 1 _  cos (2 k , n я  /cho* sech (ол/2)> 
'  Г  (24+ I)» j .  a* C0® l" + ' 4 (cosax sec (ал/2) /

_______________|_________ _____ fsin И * +  l)xfl
(4 в+ *)(А а+ »+ 1 )...(*а+ * + лЦсое((2А+1)х]/

I (sinx) f  f*“ * (I - fp (\  ± П  *
= /if (coex/ 3 i —г^совгх-м** h>0i 9<х< ч

(24- »)» pin [(24+1)хП 
(24)!l I» »  1(5

1 fsin((2x+n)/«|l 
l(2^+ 1) x\j У Ш Г х  \сов((2х+л)/4]/ \cosx/

/ _ 1Й (2*- О »  / * " К2*+ »  *П =  » /sin (х/2)\ _  /cosxl 
(24)!! l« *  1(24+ I) х)/ =  у 2 cosх V »  (*/2>J (sin х(

. Р я д ы  вида 2 й { « Э *

1 Je in tx ) , 05,  /sin (sin хП 
4! (cos Ах/ (coe (sinx)/*

(—<)* I *'П 4x) со,x ( sin (sin x)\
4! (cos 4x/ (со* (sin x )j ’

1 /sin Ц  /sin [ sin (x/2)| sh (coe (x/2)H 
(24)! (coe4x/ =  (cos [sin (x/2)) ch (coe (x/2)j/‘

(—I)* fsin 4x) _  fsin (coe (x/2))sh (sm (x/2)]l 
(24)1 (сое Ax/ — (cos (coe (x/2)| ch (sin (x/2)|/*

1 /*in Ax) x fsin (sin (x/2)| ch (cos(х/2)П _  
(24+1)! (соеAx/ 2 (cos(sin (x/2)| sh (coe(x/2)|/

_  x (cue ( sin (x/2) | sh (cos (x/2)U 
■*" 2 (sin ( sin (x/2)| ch (cos (r/2)J I

(—! )* ( sin Ax\___ _ x (coe (cos (x/2) ( sh ( sin (x/2)|) _
(24 + 1)! (cos fcxj 2 (sin (cos (x/2)| ch ( sin (x/2)[f ^

_  x /sin(coe(x/2)|ch(sin(Jf/2|j|.
2 (cos (cos (x/2) | sli [ iin

$A t  1 Б.4. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ РЯДЫ

К . „  _ V  /яп(4х+о)\
5.4.8. Р я д ы  вида {cos(4x+u)/*

К у  _______1 (ип Ах)
’• + .*  (4+1) (4 + 2) \соеАх/ =

I  ' ( l - c o s x ) [ T { ^ ^ ln (2  —2 с о е х )Т (л - х ) {^ * } ]+  J  { J

"V  (-1)* ffin кх\ 
I (сое Ах/2- 2d * (А ') (V + 2)'

У  ________________________ I________________________ /Я П  (*х +  а))
L i  (*/ +  *) (* ' + t + l )  ••• (*/ + <' + л) (cos (4x+o)f

1 С f^ M I-О» Г(ап«) 
я! J  1 — 2/' сое х + tv  [(cos a) (cw (х -  о)/ J

у  ______________(-1)*_____________ /sin (Ax + a)\ _
L  (4г +  6)(Аг + 6+1) ... (4г+ * +  /») (сое (Ах + о)/

К  к- о
* Г <>~| (1—0* Г (sin а\ _/**”  (* - « )) 1 ш 

* * я! J  1+ 2/'cosx + ̂ lU o s о/ (cos(x-«)/J
О

7. У  К2»)’!* /*> (24+1/2) х| = 1 ГК (sin (x/2)h

Е .  *То (л!)< *** *tos {2к + 1/2) ^  л ' к ,с<* (Jt/2)l*

8 V (24)' (24 + 1)1 f«n (24 + 3/2) х̂  __
Г. L .  (4!)J (4 + I)! 2** (сое (24+3/2)х/

4 ГЕ|мп(х/2)П _  2 /К [sin (х/2)П 
“  — л (К  [сое (х/2))( я (Е  [сое (x/2)JJ
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(•</<.2*1.

1 /sin х)
2 (cos *| 

|-я<х<я].

[г. »>#}.

(г, *>«.

I— *<*<«!•

[О < Jt < я).

Г0^д<я).
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9 V  ОО» (I* + V -  D> Й»1 0> + v +24 -  I) х j 
4t(v)* (cos(n +  v+24 — l)x fUk -0

Г (V) я4 ,л . л п ^ / PyZ'J,| (сое к) \
2Г (ц -(- v — I) ШХ) (20“ 1 '«(совх)/ 1° <г^

Д  к ц Ц т »  m + J i+ W  « *  i^  + m +n+Dx  

= 2-t-т-Ы (jj|1 х)-»рт (COSJf)

.. \1 sill Ь* я 
' Z l fc1 + 4jj -  lea** -= I

(О <■* <*; m. я = 0. I, j_ j 

cuc cos а (я — x) +cas ax ch а (я — x) |L  ch axcosa (я —x) 4-cog ax ch а ( я — x) I 
ch яа+сов яа J

(-  D*
^ r ( v  + l+ ]t )r (v + l- 4 ) cos 4x=

13. V

Г (2v + I) (sin (x/2)J 2T*(v+ l) l a lo< *< 2« / }

( i <)*_________ /sin (24+ I) xl ^
^  Г (v +4+3/2) Г (v - 4 +  1/2) (.cos (24 + 1) x 

2*у~* fsin х,*»2* T1 fsfci xj«v I Rev> — 1 • / « < '< *  11 
Г (2v+ I) (cosxl L J '

5.4.*). Р я д ы  в и д а  У  r ■ ■- ( * " ' * * 1 .^ (4 + d ) ' (cos4x/
Условие. j r |< | .

■ •Д рйр еэ-гО г'-^ *^-"-
2 у  г* [ш  ^  г с <<~| ( ^ Ц х } ~ г { ? 1) л

~dl k* V o s  kxf Г  (s )e’  1 — 2nr cos x +  rV * '

[x^O. Re s > 0| или (|xl>0. Res>4-

>- д -сэ-*-*-* 

*• д ^ с т а з - ^ 'р ^ г ^ ^ с з -
s 2 .........." t t S & M - 'f f * *
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*•= * 
oo
V  r* /s’n ь*\ =

4' km + и (cos 4xf =

. \ m\  fcos [я (x+24л)/т|) Л '»  sin f(x + 24л)/«| _
'~~тгя/т \sin |я (х+24л)//я|/ ' ** 1—,л"fc = 0

m — I
, сов((х+24я)/т1

I .  » у  |®п Iя (*+24л)/т)| . ~i/m х+24л */ж\ 
| Р|р т .^ Д со в1 / .(х + 2 4 л )/ш Гп11 * ' tos m + e  ̂ )

4 « (Л - И )
|(л -  1)/ет|

V  I (sin 4Л
/■* (4m — /i) \cos 4xJli - I

|6(/«— m) = I при n > т, Л (ai —m)—0 «ц>а n m-»0; 0<*

у  #* |Ю  fact
■  ^  Ar/:i — n (c<« 4xJ 

г1""  sin ((х+24я)/т}

(cos I 
m— I

я_ гл:т у  fcos|/i(x+24n)/m|\ . _£^8 |п
“  m ^  (sin l« (x + 24л)/ш|( b i 1 ■ "»«*|(x + 24л)/т|

1 ^ 'у '/ « п [л (х + 2 4 л )/ т П  /, _ 2rV « cosi± 2 ^  , ,t/»\ ,
2m (cos (л (х+24л)/т|/ \ m j ^

\n/m\
+  У  Г* ( SHI (я/т^ 0. I. 2. ...; * > 0; 0<x<*nj.
1 ^  4/h — n (cos 4x)

9. V  = V  _ £ i_ / ^ 4 (x + n ) )  lm>9; _ я<х<п]
4m t  n Коз /a ) 4m i  /» (сов4(х+л)(

»  * = o ft —о

м. у  'Г * 1  £ ! * , * +
4 + rt T I mm П- k

1 .. k^ i L *- l
+cos /IX arctg I 1 ^ ~ z ± i  sill nx In (1 + 2r cos x+r*)J.1 4 f  COS X 4

и.
В- Ab 4 +  rt rn I n — * + lВ  L * » i

+ sin r.x arctg , *  .1 cos n* *n (• + 2r cos x+r*)l.1 | T COS X L  J
24 А. П. Прудников и др.
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12. ^  sin ft* = arctg ( j------- )._  ft \1— a cos*/*= I

13. £ cos kx — — ■ In (1 —2 rcos *-{-/■*).

14 V  '»*М **1 = 1 cos X /arctg Г Ъ  -
2*+1 (cos kx] 2 2 (Arth 11 -» /■- (cos 'x/2)JJJ *

■  rn

1  00

7  V

I  00

8 . 2 .

T  ' sin * /Arth Г Л .  /сое (*/2)1 Ц 
2 2 (arctg[ \ U r ‘ (sin (x/2)j]}•

15. V  (- } } к г'~*" i sin kx\ = 1 cos X fAr,h ^  2r i sifl W 2H1\2A+1 (cos kx] 2 2 (arctg 

_  1

[cos (*/2)/ JJ

sin x far^ g r  2r (cos (дг/2)' 
2 2 (Arth [ j  н л- (sin (jt/2)

6. У  /si"  <2* + » * U  1 arete Г - * -  i Sin ХП2ft + 1 (cos (2ft+1) дг/ 2 8 [ 1 и r* (cos */ J  *

17. У  (- '> *'***' / « " (2*+ I ) *) =  J  J _ 2 r _  /sin*)V.
2ft + 1 (cos ( 2 f t I )  */ 2 8 [ l  > r~ (cosjt/J^

5.4.10. Р я д ы  вида У  J f 1 J *  +«>}.^»ft! (cos (kx -f o)j

1 у  r* fsin (**+ «» =  C04(si" <r sin * + a)(
ftl (cos (ft* +  a)/ (cos (r Sill *  + a)] *

2 V  fik i sin kx\ (sfl lr coe (*/2)) sin (r sin (дг/2) |)
<■ (2ft)! (cos ft*/ “  \ch |л c o s  (*/2)| cos |a sin (*/2)|/’

*®° /
3 у  (—I)* /■-* /sin ft*) _  _  (sh [/• sin (*/2)] sin \r cos (*/2)])

(2ft)! (cos ft*/ 4 (ch [/■ sin (*/2)J cos \r cos (*/2)]/"

v  '**** /sin ft*) _  /ch (/• coe (*/2Ц sin [/ sin (*/2)|) * _
*ш10 (2ft-f 1)1 (coe kx] Ish [r cos (*/2)J cos [r sin (*/2))/ Coe 2‘

{sh ]/■ cos (*/2)| cos [r sin (*/2)]\ sin *. 
(ch Ir cos (*/2)) sin [/■ sin (*/2)j/ 2

5 V  (— *)* /-=*+l /sin ft*) [ sh [r sin (*/2) | cos | r cos (*/2)J) *  _
—  ̂ (2ft + I)! (cos ft*J =  [ch [r siu (*/2)j sin (r cos (*/2)JJ COS 2 ^

/ch |r sin (*/2)) sin [r cos (*/2)J) * 
Ish [f sin (x/2)] cos [r cos (*/2)]/ 1

5.4. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ РЯДЫ 739

>1 .
) Г

nft)l (сое ft*/ п \ п ) (С08 [/•*/« gin (х/я)]*

т  » |1+ (—|)»,exp(-r»/-cos * (*/Л)])
2я 1 *4 « / Icos [г1/я sin (*//•)]/

/ П, _  |«п[« я - 1>/2| I/. . 2кл + х rl,a sm--- 1—
ехр

coef > " s in ^ ± £

т  ехр г 1" cos1/Я,

X
2кл — х >in ( rl/n sin

ĉoe (rl'n sin

V  _ ^ i / sinfar\ =  1 / ' ] \f„ (2re'4x/t) + /. (2relx/t)].—  (ft!)4 (cos ft*/ 2 \ 1 /1 0 ̂  + ,J’ к  *=o

10. V  ( sin (2* + 1) X) = I {  I )  ,2re-ix) -  , areix)]
— ft!(ft+l)! (cos(2ft+ l)*] 2 ( 1/ ' 1' ) + /,(^e )|.

[  5.4.11. Р я д ы  вида Y  аьда ( ЯП(cos ft*/
нЗДмовие: | q | <  I:

■  5.4.12. Р я д ы  вида 2 ! °* e"*‘, {r « f t * } '

*• ^  ( i l ) * e~ka sin ft*= — * -- sin* —_  2 cos* + ch a■  * = i
I  ° °
* У  (e l)*  e-*° cos kx =. У -----'»  2 ch a i cos * 2■  * - i

I  24*

2 ftn-x 
n

2кл — x
)U
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оо
4 V  < М  l1' г-'»*-*-11 а со; I2h I 11 jg — СМХ /she)L t ( ' «• («+ !)*■ =ch2e -i coe2* (chaj*

*=о
ОО

.  V  (»•!)* Ьл . . . sinх
2  — e"“ ‘ sln*x= - ,,rctg^ T 7 5 -

кш  I
со

в. \  е-»“ совkx — 2  ~   ̂ ln [2(cheTcosx)J. 
t= i

у  (±]>* (i*uia fdn(2ft+l)*> I t М / я п х П  
Zrn 2к+1 lcos(2* +  l )x j  2 l_sh a (сов xj J*

к*= О

_  2A-+I (cos (2*+ I) xj

5.4.13. Р я д ы  вид а 2 < V * { £ J J  •

V  rk fsinlx\-m 
__  Л (cosA’xj =

* = 0

■ ̂  2 . (■ - * ) (| - *  с«**+',' - ^ П ,п (|

2. V  - * * » * .  
*tTi

. 1  Y  ( - m ^  + Marctg ' * » 0 *+ D «
2 - J . 1 \ m — k )  аГС,в ГТТГов (2*+1)^

з V
л «* I

».4 "  I 6.4. ТРНГ01ЮМЕТРИЧЕСКИ1: РЯДЫ 741

V  ( — 1 )*-!»•* (s . i lU x l* '»
4- * icosfcxj
I  к = I

| <’ ■>*( „ ’ " * ) •"«  «*»2* ,+ ^ »+ j ,  ( ^ )  in<1 + ,)

I oo lm/3]
у  Г» /sin (kx+a)V* \  ( « »*

8> ш  k\ (coe(*x + o)f 1 * ' ^  *!<m-A)!X
L t a t  к — 0

I xexp (rcos(/n — 2*)xJco*|a sin ((m — 2A)x] +  (m — 2k)a— ”  | l —

OO
№ Обозначения: д^е~ я К' |  |

(i—O
К У сло ви я : j q | <  1, | к j <  1.

у  ( » !)* <?" . 2 . I /c»« xJ I Гсп « dn« ns« 1 
’ —  1+0“ 4 1 tg дг/ 2д '  ц I — 4s) sn и nc и nd u j

!■ Im « *< Re (— In «)1.
( oo
L X 1 <fcl)*0" . „  I r tg x l . I ... fsn и dn и nc tri 

l+ (— 4)" К,П ПХ~  * 4 |ctgx}~*2Ji  ̂ {си и nd li n» u}I  я - I

v  rin2«x= ‘ qy 4 - f t l x' f 5Ld 1-0** 4 K (v .  <?)/ ax (.8, (x, q)f
К * *  I

A- !+«*" 2Л U  l- * * n d ij  4

6. V  < Я > ! ^ . ^ 2 я х - а  ' I
■  j i .  I + </-'’> 4 I tg x / 2л № I —**sc«J

' It Im 4T|

6 V  (*-»)"»*" dn 2#ir — 1 »®> <*• *H" 1 A  /«• <*• T 1 /ct* 4
I — 0s"  4 (0*(х, 9) j dx (e, (.v, q)j 4 \ tg r  I

12 i I m x ; <  Ke (— In f)].

(21 Imx | < Re(—fo«>|>

' I, Im (< < R ;(— Ina»l-

12 Imv <Re(-ln?)|.

7. 2 ] a » 2«  -  К» (*) (I - ** «I* « )- ^ з-  К (*>£<*)
12, liu v,< Ke(— ln<jl].
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12 i Im  x; <  R e (— |Пу ^  

T ~ ^ r  coe2« =  8 cosec* ДГ+ -Л- к (*) {К  (A) [1 - n s * i iJ- E  <*)}

lJ lm x | < Re (— in ̂  

|2| Imx i < ке (~ )Под- ^ ^ * п 2п х = \ а т и - Х2-

7T(l+ g") C0S2,U= 2 ln( i  *‘ V 1/4 cosecxsnu)

f
(♦ 1)»9"

12; Imx!< Rc(— In до.

n i l+ (-!)««»] >2nx =

2 (спи/ 2 ksco6xf 2
I2jlm jr|<Re(—ln«)j.

V ( l  - V " )  C0S2,,JC= 2 ln (?»“  2 ,П Й (x/Л)} l2‘ lm-‘ < * еЬ ‘

^ ^ s i n ( 2« + l ) x = - M - / ^  \
92" ' 1 2лК</ l^ l- A *sd u /

l-£«-"ri 2л I' q \od uf

ll Im  x i < K’e (— I» fl)J-

(2j Imx |< Re(— ln«)]< 

J2, lm.t,<Re(—l»ff)>

T f ^ 7r «n(2« + l)x= 4 : -J c o s e c x T ^ K ^ / ^ j

(I Imx < Re(- l"«» l-

(2"+»«- i  V “  Ёг *<*> { KT̂ “  1
121 Imx | < Re (— Ы Й *

J

743

К  5.4.15. Р я д ы  вида У', а к 1 | sin kx, ]  [  cos ky,.

у  ( t l ) *  I , (sin \{x+y)!2\ cosec ((дг—v)/2]\*
_  k Ky 4 ( coe((x+y)/2J sec ((x—y)/2J f

I  k=t
f/X±V5tO. 2Я. 4Я, ...11 
llx_ty?!:rt, Зл. 5я. .../J*

■ 4.115.1 5.4. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ РЯДЫ

v  ш *k cos&xcos ky = —  ̂ In (4 (cos X T  COSf/)J ]

r rx  tv * 0 .  2я. 4Я. .. .1 ] 
L l x i i r ^ n .  Зл . 5л. . . . / г

К <”  J f — 1/2. О < x < y ,
3. ^  k sin kx cos ky = |  (я — 2y)/4, x — y, (0 < у < я|.
■  l  ( я — x)/2, у < х < я

L Y  1 • , ■ 1 ( x(n—y)/2, —y-^XiSu,
*= i

L i  k*
*= 1

sin kx sin ky = -jj-

№ V  I i  t • ( 3x*-f3(y—л)* — я*, О г <:у, I k  т т г  cos kx cos ky ----J - r  9- J **t —I
12 ( 3*/*+3(х— л )*— л*. ys£ :X ^ n

|0*у<л|.

Цх±#;<я|.

«_ *•- ^  12 ( 3 (x — л)г-f3(у —я)г — я5, л - у ^ х  ^л + у
■ fc=i *■

10<|/< я ).

8. V  ( ыП/хсоз*у =  -^-(л; - х * - 3 ^ )
К *=i

9. V  + * k x * k y =  [ i n  +Г Ld к у 4 4а sin* [(х—у)/2] +  (а — 1)*
■ *=  t

in V  (•-1)* <7* . . . .  I , в, [(х+у)/2.
,0- 1 1 с т я п Ь я п ^ 4 1" M x - k l j
I  *= l

и. X

[ | х 1 « ; < л ] .

7
ЦГ?а<1|.

M l-

1 6,|(х + </)/2. <71 I /sin [(r+v)/2) cosec [(х-у)/2|1 
=  4 ’ ^ Цх—у)/2, с/1 4 1 ( cos[(x+y)/2)sec[(x-y)/2| ( 

I Imx I + J Imy I < — i  Re In ?|.
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12. У  ' sin *xsin-&/ = Jяш к ^ 1 0 , 2у с х <  л

13. ^  ■— sin ky sin к у  cosAr* = 
*= I

[5.4.Ц

!•<*: U<4

I | 2 (я -у)х. о < х < у - г .
— 4 | (* + * - * )п - 2ху, у - г < х < у + г .  ie<*<*<*/^

I 2(л — х)у, у + г < х < я

14. У  -—^ —  sin kx sin ky sin кг = -.

(Точка U. У. ») лежит внутри ииогограннина |*i + llfi + !*|<*].

15. У  ^  sin3 Atjc sm-Jtx/ = 
*=i

|0*S*sSi/sS.4/J|.

16. X  ~  sin* be sin* ky = ̂ -ш  к- a*-l
[0<»+2л<л).У  ±—  ft4 k-l

OO
17. У  ^  sin4 be sin3fy = ^ ~ .

*=i
TO {(/ J — 11/2)

'*• I f * " — ¥  i  s ] -
*=l k—Q

-  J  (- i)* />i i+ (- i ) * i | ( 5 ) ] ' * ^ .
[0< л <2л при я =1: OsCjf ̂ 2л/л при *>Ч-

I__lyk+l хя
19. '  --^ --Sin" -т  kx= Лт ,9 [и|<Л(2д| + я); а-1,2. 3. .■•)■

*=1
со а I- '1т  п

»• 2  ‘- Л Ь
*-| 1 ;=|

Г * я + 2гп 1
|я>1: 1  !Ху)<я при m—0; V  при т> Г
I /=• /=1 J

со /Я 4-2т  . / р . Я

«• 2 ^  И * * » ( l l H - W n **=• \/-1  /\|=| / , 1

[ я + 2т  Р ,1
•>* 2 , !'/!+ S , 1" 1*  J

5.4. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ РЯДЫ 745
t 5.4.16. Ра зные ряды, содержащие триговомстоиче,-«и» 
ф у н к ц и и .

I. У  з* Sin1  ̂ (ж— sin дг).

2. У  2s*sin* *к-=х*— sinJ x.
I  * =|

з y f f i  dn тл  W x(l2~ x)
“ + | J  ,4- " ’

*• З т г м ‘ з,' - ! ™ ‘  
ft *-i

6- J  ^ а г - а* ,2"х= го ~  J

L 00- V  cos A x sec* x я* х» I . , /0 .
6- 2 ---24*---=12 “  2 ~  2 ln*(2cosx>
В  *=i

_ v  2* cos* x . ( я\»7. >
I

oo 2fe

*• I I I 06'[ *^-i m—i
2Jt

2A +  I 2 * - T

2 ( П - й г ) - — ** = » Vii—I /

l l* !< 4 ).

t— л Э<дг<л,3).

|я/Э<*< J.4/3J.

,0-
I

I I  £  ( iD "  cosec (nx+o)= ± ~  K(k) { , " “  }
I  f t a -  — OO

[дг = _  ,ЛК’ (*)/K (k). u = »K’ t*) -  2eK (ky.ii 11 m (u/K (*)) | < Re (K' <&)/K (*»)■
OO

,2* 2  75r?rc0sec^ n ^ “

К  (— 1)” ■i3" 11 " y  ,M a
■  2 ^ 2 -  I)  [ I  +  (V 2 — 1)4” J 4- (2*)!(2n-2* + 2)I **«-*+ »

I»—I. 2. S. ...J.

Л
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,3. V  Л  cosec(* .,v '2 ) = - 1 ^ l r  
k=i

ГЛАВА ПЯТАЯ. РЯДЫ

13.-0

15 5.1.

к = 0 

V __L 2к+  1
,s- Z i 5 F W ,“ ^ ' ' , / 3 - « (3- jK 5 )- 

*=0

16- 2  2^  ‘3* 2?  = cosecS х~  i  -  3 • 
* = 0

(3+Jt)
(1+*)*

18. У  (— l)<ctg(/*+e) =  ̂ - K ( i)d n u
I  - C O

,9. у  i ct e [ i ± p L t a \ - -  *
*» V  ̂ У 45 r 5

oo 2k
V  я I  т л  л fl

“ • 1  l | ctg2 F r r = 4 - 1-

Ct*i < IJ.

[см. услосие к 5.4.16. II].

V  1 i ы  kn _  л f — l/(2n+l).
—  * C0S * 8 2л + 1 2 \ (_i)m_j/(2n +  l), x не кратно, 2̂  (2/i + 1)

x кратно 2л/(2л +  П. 
x не кратно; 2Ь/(2Л + I 

( m—целая часть (2я +1)г/(2л): 1; 0< * < 2я].

5 .5 . РЯДЫ С ЛОГАРИФМИЧЕСКОЙ И ОБРАТНЫМИ 
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИМИ ФУНКЦИЯМИ

5.5.1. Р яды  вида ^]а*1п6*.
ОО

1. У  _ L  In *a =  ;(s) In a —t'(s).

OO

2. V  ± z lL lnA = E2‘-^(s)ln2 + ( l - 2^ )t '(* ) .  
fc

3. V  ^ L | „ * . C l n 2 - J ! | i .  ». ln*-0.096№.

I IX K IJ.

5- m W 1п (2* +1) = -  2-4 W in 2 -  (1 -  2-») ;• <s).
|  “ и

оо во
6. У  ~2ife+l ln (2 *+ l)o =  ^ \ п а - £ —  *  ̂ In t sech / Л.
[ *=о 5

[  7- 2  ■ a x r t a l ^ + ^ + i l - y  ? 7  * * * £ * •
I  '

*• .............. + » ~ Й  £ т ) * тI  *-1 о

•• 2  I  ** ' " т т т — |л V + i  о +">т£г-
Щ  .*=>. 2

«,. v  (- D ‘ ( J ) * * i n i± j . —  in “  + 1- 
К  “

2  — >% + . (  r - '* > 0 - « > " 7 W -В . fc=i о

12 £  111 (* +  !) = Г (а) У (1
I  *=•! О

оо |
„  V  (2*— 1)!1 я  . а 1* arccos/ ..

I I  2 м Т *ё *+ Т )1п(* + ‘, ‘,- 2 1п 2 - 1  - К — " 'Щ к ~0 о

"  I  .  I ) ]

I5' Z  ('* - 1пн г - ) = Са+ 1п1> + ,)-

к оо - —

**' ^  ( °к ~  *П ~ТГ~) = *п я̂в cosec ал)-
I  к =—оо 
[  * * »

V  _  I n i t i )  -  In (-^  и

I& S . I . I  5.5. ЛОГАРИФМ. И ОБРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЯ. ФУНКЦИИ 747

к  *  —  ОО 
*^0
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*=•0

» ' 2 ( Н ‘"-§тт)- ‘ - < -
\

V  [ , _ , * + ! ) J ( I „ 2 - I K
к^О

оо

22. 2  |2 — (2ft -Ь 2а + 1 )Цп 381я 2я -{-(2а — I ) In а —2 In Г (а) — 2а.
*=о

ОО

и - 2  и  ' ^ [ гГ- а- н  ln W - ' + V * *  -аг+ ъ+ т 1п (2к+а+  И д
*-о

я/4
-  *. ( In n - C ) -  j ' (Ш 111 ctg 0 f ^ ,2'}  (ctg-1 4 tg-

5
oo

24. У  k sin kx In ta=—
*=i

(х-я)/с-1п “T)+  ”  ln| 's in  *  l + n l n r ^ )  10<Г<2Д).

V  ( _ | ) *  . x /_ . o ' я  Г (я  +  х)/(2я)1
2o. 2  — £—  мп kx ln Aa 2 ln у +  2 In Г _  х)/(2л) |

k=l {_  Я < X < *1-

26. У  —J L -  ^  (2ft +  I) дг In (2ft +  1) a=-jgm 2k-\ \
*=0

=  4 ( ,n 4 д ” С + ,п ‘g 2 _ 2 1 п Г
Г(л+х)/(2л)1
L */(2-t) I

09
27. V  sin {2k +  \)x In =  \  со вд с+ ^ ( л ^+С +  1п2л|«п x

ю<

T
V  * + » f  • cosec,, « .* .

I * r ,  I
f  oo

2. V  (_  ,)* arctg _ J L _  =  « arctg Jsh « »

I  00

*• 2  farctg ( l i * )  ~  T T f I  = <*>) -  arg I' (b + i°)
1Ь + 1афО. —1. -

4. V  (±  ,)* rarclg f  « \ « 1 1  arctg (th ад ctg Ья) 1 _  * « 
L \ft-h*/ ft J  (arctg (sli ал coscc Ья)} ® b

*.5.2 ) 5.5. ЛОГАРИФМ. И ОБРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЯ. ФУНКЦИИ

5.5.2. Р я д ы  в ид а  У ] а к arctg bk.

k ~ — oo k* 0

■ V  ( 4 ) - . r c lg T r .M  =, arctg *  _/*"< « (ll> «»c lg fc i) 1 
k- -f a-— b1 b (arctg (sh ад cosec bn)J^

CO

 ̂ ** \2 # arctg ft3+ (2fr+ l)ft+a*+6»+ft = arcte y*

7. V  (- t)* arctg ^ ~ | ^ =aretga-K.
I  « . I

CO

8. 2  (- D * n  arctg _ ^ _ =  arctgo.
* = i

9. У  ( _ t )*  arctg <2»+2»+l)q a ^ (  i)  drcig jp + (2 * + J ) *  +  ̂ +<, _ aj= =ar'- «

oo

10. Д  « « *  | 7 W r ^ f + J T + 3 - “ 8 ' r  <*+'“ > r  ( » - « + 1 -  toll.

”• Д <*»•«*« »-* :§•
12 2  " " ‘ F + I+ T - T -

•3. У  arctg - 2a&

*^0
: arctg (th ал tg 6л).

749
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14. £  (-1)* arctg + Д аа, =  arctg (sh f  sec Ц ” ) .
*=o

15. V  {_ i ) *  (2 *+ 1) arctg - J ? — =*4n (-l)»-> arctg (<r««). 
k .o

[ « ‘ • - « • ( - S I ] .16. V  (—!)« arctg9я+1'*=-* arcsin*
Ik — 0

5.6. КРАТНЫЕ РЯДЫ

*• 2  I ( 2 7 j * = ,n2- 2- 2  £ ( 7 T ^  = r b -
11 = 21=1 Ik = 2 / — 2

OO oo

3- 2  1  i?r= T F- i 'л2-A ^ l I
oo oo

4. У  У

oo oo
4 V  V  1 _ 51

2  —  (4/-2)-* “  8* 
* = !/ = !

-1ft зв | /as |
OO OO

у  V  (*+ 0 ’ ^ / --- ! _
Ld Ld kW. 1 — 2xk ^ 0i ~0

6 у  у  у  (k+l+m y. хкН,т____j__
^  ^  h  к\Нт\ 1—3x

lc =0 l —0 rrt —0 
OO 09

9 У  V  1 - ~ 'V 3_  
Ld id  k*(*•—«+/*) 30 
= l /=1

1 13л*V* V
l0- 2d 2  ^(fe2+/-) =  28350*

*=.!/ = !
0°  00 . _4
2 i Y ________I__________________ л

 ̂ Ld (2*+ l)1 Ц2*+ l)- +  (2/+ 1)=J ?2* 
» * 0 l = u

I oo oo

12 2  2
Ik^O~ 0

oo oo

5.6. КРАТНЫЕ РЯДЫ 751

7л*

13.

15.

16.

17.

18.

(2*+ !)• |(2*+ l)i + (2/+ l)3] ~  23040’

У  У  p -** ,= 31 14 У  У  (2/ - l)» - (2*- l)«  _  я
S * , + 4 ' ’ —  A  l(2f-l)*+(2*-l)*J* 16** — I I — I ft = 1 / = 1

V  V  (2/ — 1 )* — (2*)* 1 Г I r in\]
L i} 1(2/ — I)2 + (2Ar)-J2 “  16L +  8л Г y 4 JJ*

+1"№

к — 01 =0

V  V  «*)»-/ (P)* №')i . ,
2  2  (V)* (?')/*»! x V = f , (a ' P- P • T. v ;  *. У)

* = 0 / - 0 
oo oo I I

19. ii

"■ 2  2  Ш Й В И '- '* *  * * * * « •  к — 01 — 0
Другие ряды вида (17) — (20) см. в [1), т. J. стр. 219. 

Г (* )
______ К~ 1Г гТ;

* = |/ = 0

у  у  /* +  / — 1 W * + / - l\  _ £ V j

A i , (  ‘  '  >с^

<*ь

I ;

I

. ' [ 1— у —^ i - 2 (x+«,)+(*-«,)*].

V  1 л2*
2  кЩ...к% - (2я+1)1*

V  ( - ! * + * + • -  + *■ *,
^  А,!**! ...*Я!Г (*, +  *, +  ...+ЛЯ+ У + 1) *• ** 

*....... *- “ О
1 (*» + **+•••+*/»)”V * (2 V *i+ **+>■{+■*»)•
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Г л а в а  6 . ПРО И ЗВЕД ЕНИ Я

6.1. КОНЕЧНЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ
6.1.1. С т е п е н н а я  и а л г е б р а и ч е с к и е  ф у н к ц и и .

П П
»• П  (*+«)* = {(«+ 1),р. 2. ] | * *  = <nt)*.

*= I

>■ i t <-+«-*•- m ' -  -•

^  (1+ «)„(! - a ),.

кжж I

I I  **+« з fc = 2
n n

*. Ц ( * + « ) * - ' ' ' е + « + " Н г т г г а -

». Ц о + Л - 1^ -  I I  «
,« Я «  я

I- = I 
— I I _  •.s"

10. I  I  le - «
*= 0  * “ •
6.1.2. Т р и г о н о м е т р и ч е с к и е  ф у н к ц и и ,  
л—I

1.

|  |  (яп|х +  (*я/я)Ц „..„/sin nx I
'• I  I  \со8[х +  (*л/л)Ц - 1яп1л(2х + л)/20‘ 

к - 0

г. | | » й . £ = 2« »„.

ткг .1.1
«л — l» !̂

6.2. БЕСКОНЕЧНЫЕ ПРОИ ЗВЕДЕНИЯ

.1,4I I  Гып(*л/л)1 _ 2,Ч.Я> *(n,s  1
3’ И  1сов(*л/я» | l+ (- l)" пм  ,

|  |  (sin fjt-f 2л*/л)\ , „u-я i c08 Iя <2x - nV2J - « *  Ил/2»
' I  I  |сов1х+2я*/я1/ '  cos (лл/2) -f* coe nx J*

К к — 0
|</i -  l)/»|

- I f  (sin |(2*-Ь 1)л./(2л)П ft )
I I  (cue l(2ft+1) л/(2я)|/ * 1 Ч - »  nl/« ( » + (- l ) * F

2/i-I
6. |  |  cos ( (- ! )- - 1| . 

я — I
7. j | Га; —2eftct*3 + 2a',V»cos/U+*s",

k —0

*  f t  ( * _ * , « ,  f +1) ,

IK - — й+О-^т®- * - 1
».2. БЕСКОНЕЧНЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ
6.2.1. С т е п е н н а я  и а л г е б р а и ч е с к и е  ф у н к ц и и .

по со
I

I I

.. ( ( ( . и -  •- )_« , 2. 1 |  ( i - * ) - o .
* - I * —1

*• 1 1 1 1 г [< Д б+ 2)/2. (*—a-f-D/2]

**■ I

•• И  (• * * )- * & " }■  *• H ( '- i )
1 \ I

2 '

763
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I  к

* д [ '^ ] - е т -  •• 1Т['-ёгЫ-£

,0- I I  [ | * ( * Т № ] - | ± ™ « , а * ! 1 ™ } ’ - *■« — 00

оо

” • I  I ( '  + i T i ) { ' ~ * ^ ь ) - < г Ь ^ ,‘ + 4<” «»«*■ •

- I I  О ^ К Й * ^

«• n ( ' + : ) ( ' + ^ ) ( ' - ^ ) - ^ r [* ;;c+j- : j 

*~ 0

... I  I  *<А +  а + Р) ар „ у_
1Ь‘ | I  (А + а )(A+Ji) «Нрр Р)

17. H f l  ± ^ Л _ _ 1 _ { сЬ^ 2 яв-сов/^»Д
I I  ~  к* J  2п*а- 12 sin ла sh яа • у
*■= I

18 I  I  Г г .  04 1 1 /cos(ла//2 ) + ch(ла/К2 )\
I  I  L ” (2*+ 1П  ~  2 12cos (ла/2) ch (ла/2) /* ft = О

'»■ Д  [ 1 +  (ч т = т р = т ]  [ ' -  ( « Т 1 ? ]  ”  »■ г ‘  ( ! ) •

ю-1 [ ( ' - » ) — !• i l n = W  ......................... .ft—l *- 0

l i

I I

П

[а . р * о .  - I .  -2, ...J.

I  III

н

I I

V  П ['+ (*Ш Ч^Л -
1Я/21

•= <2 *in л*)-я е*р (2лаа* :- )П п _2а*сов (б+р*)+ай|/>хft«= I

1*.2.| 6.2. БЕСКОНЕЧНЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ
755

Х[1 —2ofc сое (ft — Р*) +
[О <  ft <  I ; а к =  ехр <—2яи sin [(2ft - 1) л/я J), =  2 ли cos ((2ft — I) л n|).

- П Ы )\ '- ^ У г ^ п -

«  Г 1 (|+ т)’ ( ,+ 1 Т - г<,+"-
' 6.2.2. П р о и з в е д е н и я ,  с о д е р ж а щ и е  (I ±xn)m. 

Обозначение: х = ехр [— яК ' (А)/К (*)). О <  А* <  i .

1. 1 1  ( !- ** .)= [:*  л
I  Я-1 9
f °» . , :

2. |  |  (1+х»)» = ^
Я а |

f оо3. \\  (1 —х")* =  4л-*х-1/*А,/*( 1 —А*) К* (А).
[ Лв|

< I f  V - * * * - . 4 _ „ .
п = I

со
5. |  f (l+ x *» )«  = -* х_1/*А(1 — **)-•*.

П ял I

СО
6. (I -  х**)» -  2л-»х",/f* (I —  А*)1 * К* (А).

I  Л ** I

I '  007. ]  | (I +х*яМ)* = 2х,-4А_|/* (I — А*)-,/*.

в. п  w 17*-
П — I

I  1

i t

1 I
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ОО

9- ]  [  (1 +ax*"+jr4" )=  I  х~1'9 (2*)1л (1 х
П = I

х—К »"*»H)]K,W(|'15 ”ссо,(- »)• '][*•■* 4-.Г-
«= (Kw**!)-1/*(1— A*)-,/u sec ̂  arccos 2 ) ^ ( 2  arccos 2 1 Х) 9* ‘ (°* *).

ОО

,0* П  (I +вх*»+»Н-ж««‘*)=-
я = 0

arccos а2 , s ) v  (0. х). 

- a W d - ^ ^  arccos ( - * ) ,  х ]в ; * (0. х).
ОО

л . 1 1  о + х "'* ) ( i —х**1) » (-—Y 7* х~чы i*k  (*)i,/e.
л =  0

12. f ]  (I -  x F  (1+ x**-‘)*= 8« (0. x).
* - 1

» =0 • n=l

•5. ] [ Г Ь Й - ,  =  [(2дГ1х ^ ^ / * К ( * ) Г .
П=»1

16- #1=1 

Л -»  1

,8- 11 (r^ p i)*  - ir x к <*).

n = l Я - 0

6.2.3. П о к а з а т е л ь н а я  ф у н к ц и я .  

* = 0

M-4.1 6.1V БЕСКОНЕЧНЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ
оо

2. |  [  (!+ «-= *)=  2 (1+cthe)
В Дг — I

»■ й к г ^ - г й к г * - * .
4. f j

I
00

6. 1 1 II+ e- '*»*»■ *1—2vV n/1*.
*^0

I I I  * + *.' Г (*-«+!>I 1

* — 0 
00

8- И  ( ,+ F Ь )ЛO/*=Ŝ TA,,ntЛ<0+fr,,C0SeCЯ&•* — — OO
00

I I  ('

[e>0j.
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IReft. Re(6- e » 0|.

I±
*=»-<*̂ 0

k sin ла.

'»• I I  ( '-а т т )-" №,,“ ™ ”If — — OO
6.2.4. Т р и г о н о м е т р н ч с с 1 йс ф у н к ц и я .

со
I. I  I  MX- у  — 8,70003» £3.

2* I  I  Jrx <2* *> **”  =0’ ,8055054-
A; - •

00

3- l l ( i- S H * =o,8G885742-

4. J  I  CO.
x sm x 
2* ~  x

lU K ii-
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П р и л о ж е н и е  I. Н ЕКО ТО РЫ Е ЭЛ ЕМ ЕН ТА РН Ы Е 
Ф У Н КЦ И И  И ИХ СВОЙСТВА

I. I. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ
1. Некоторые соотношения.

I  ?

sin х = — sin (— х) = ± V I — совгх = ± у   ̂ (1 — cos 2л) = .

- о ^ . / х * \  i _  2tg(x/2)
\ 2 4 )  H -te»<jr/2> =  2i •

соедг= сое(— *) =  _*. У 1 — sin: х =*± >, + сов2х' =

= 2cos- * 1 ' " * * * (У ®2 1 + tg- (x/2) . 2 ’

1 —сое
sin

36 2x l-cos2x 2 tg (x/2)
2x “  V  l+coe2x — 1—tg*(x/2) =  1 *»-v4-«r*r ’

. . , coex --- s-- 1 I-4-cos 2xctgx=— ctg(— x) =  -г—  = ± Г cos c2x— = —Г.—-—  = b ^  sin x w sin 2x
tin 2x ^ / r fc o s lx  I —tg8 (x/2) . ‘ “ Л ? ' 1*

"*1 —coe2x — f  1—cos2x 2tg (x/2) “ * е**—е и  ’

sin2 x+cos- x = 1. sccsx— tgsx= 1. coe.c*x—ctgsx = l.

2. Формул ы  дифференцирования.
d sin x d tg x ___ 4 d see x sin x

dx dx = secs x,

d cosx dctex— Sin x , — A -  =  —cosec2 X,dx

dx cossx ’ 
d cosec x cos x

dx dx sin2 x *

3. Ф о р м у л ы  Э й л е р а  и М у а в р а.
e**ix = е* (сое х+ 1 sin х).

(cosх 1 sinx)’, =cos/ix+i sin лх Гя=0. ±1. Jt2. ...j.
4. С в я з ь  с г и п е р б о л и ч е с к и м и  ф у н к ц и я м и .

sin (ix) = / sh х, cos (ix) = ch x, 
tg (fx) «■ f th x, ctg (ix) =  — i cth x, 

sec (ix) =  sech x, cosec (ix) =  — f coeech x.
5. Ф о р м у л ы  с л о ж е н и я .

sin (x ±  y) — sin x cos у ±  sin у cosx, 
cos (x _t y) = coe x cos у т  sin x siii y. 
sin (x _► iy) = sin x ch у ±  i sh у cos x, 
cos(x t  iy)=cosxchy т i  sin xshy,

tgx -fc.jgjr d  (x ) = I _» tg xtgy 
I =» tg x tg у * c,i,x  - tgx .ttg y  * 

tg x 4 i th у _  sin 2x t  i sh 2y 
I 4 i tg x th у ~  coe2x+ch2y * 

sin 2x T  i sh 2у 
.t ctg x i cth у ~  ch 2y — cos 2x

6. Ф о р м у л ы  п р и в ед ен и я .
sin (x > ял) = (— 1)" sin x, cos(x t  ял) = (—I) " cosx, 

tg (x J t  ял) = tg x, ctg (x ± ял) = ctg x,

1.1. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 759

tg(x±y);

tg (x ± iy) =

, . . . I t  i ctg x ctg у 
ctg (x t iy )  = —

(x *z —t —  A  =  — (—•)" coe x cos x ± :\ I») -  T  ( -

tg (x  _t 2- ~̂— Л j = -  Ctg X, Ctg (x  ± Л̂  — tg X,

sin^x.t ^ (s in x  j ;  cosx),

coe (x  _t ”  j  =  (cos x T  sin x),

. f я\  
tg(X ~  4/

1)" sinx.

sin x t. cos x 
cos x T  sin x 
cos x Г  sin x

tgx t  I
' l i  tg X  ’

ctg X t  I
= 1 Л  Ctg X •sin x J: cos x

С у м м ы  и р а з н о с т и  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  ф у н к ц и й .

sinx± sin у = 2 sin cos —|  -■,
2 (cos |fx+y)/2| cos [(х—у)/2Ц 

I sin |(x+y)/2) sin [(x—y)/2|f ’
■ *!<« * » > , ctg x J: ctg у = — «in (x  ̂У), cosx cos у * s - sui x sin у *

cosx ± cosy- 

tg x i  tg у =

tgx-ctgy =  - - ^ (x+ y ) .& 9 cus x sin у
flcosx+6  sin jx~r sin (x+q)*»/* cos(x — f̂),



где
760

г =  Ka*+ 6 l> sin ф=а/г, совф*=b/r, sin ф — 6/г, cosф = а/г, 
sin* х — sin* у = cos2 у - cos* х = sin (х+ у) sin (x — у), 

sins х — cos* у — — сов (дг +  у) cos (х — у), 
sec* х+ cosec5 х — sec* х совес* х.

8. П р о и з в е д е н и я  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  фу нк ц ий .
tin х sin 1/ = ^ |coe(x-y)-coe(x +  i/)l,

cos x сое у = g |cos(x—y)+coe(x + y)), 

sin х cos I/ = | sin (x—у) + sin (x -f y)|.

9. С т е п е н и  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  ф у нк ций .

k = 0

e x ^ i  I Y  k /2n+ IW rti(2n-2< (+ l)x»
xj “ 2*" \ * / (сое (2n — 2A +1) xj *

ПРИЛОЖЕНИЕ 1. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ

4=0
2
2• ^ c o e Jr+ i»

Isin x\> 
tcosxf
(sin x) * _  _ 2  /я" 3x) 3 /sin x) 
tcosxj = "* 4 Icoedxj + 4 (coexf*

{ sinx)* • . • „  , 3 cosx} “  8 006  ̂ 2 сов2x +   ̂,
<sinx)b_ 1 | sin 5x) _  5 ( sin 3x| 5 fsinx) 
(cos xj = 16 Icoe 5*j H 16 Icoe 3xj 8 icoe xf * 
j dn xl*
\coex) T  ^  c°e Gx +  3 сое 4x 4 £  coe 2x +  * .

10. Тригоном етр ически е  ф ункции крат и их аргумен»
в.

|«i-l>/2|
*ппх =  \  <-,) * (2*+  ,)«*п**+» хсов-**-х.

|<»-1)/2)
-sinx  У  ( - 1р ( а- 1 - , ) 2* - » ч а Я '-г+4 Х' 

*-0  '  '
(я/21

совлх = 2  (— 0 * (лА  sin** х cos'1-5* х,
“ о '

К*. — 2)/J|
- 2- Г х + » У  ^ ( " - J - 2) 2— cos— х.

I

J

761

t| sinx+ У  (-1)* -
L lT.\

*- l* )(n »- 2*)...(n*- 
(2* - 1)1 —  4* sm**'1 x ].

в  (—|)я-1 совх sin1" 1 х +

+  У  (_ ])*  (2" ~ * - 1) (2" - » —2) , . . (2/1- 2* ) 2гд. ц . , 8.пгя. г>, 1 1

ft-l J

t= i

1.1. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

Г
sin 2лх= 2л cos x

. ( - 1У г*'»-1 sin*» X—2:л_3/1 sin!я~* х+

+ „  2  ( - 1)* f t - » - 3» ••• < » r » +
* — 2 J  

sin(2n+ l)x= (2/t+ l)X  

■= (— 1)* ^  shi-"f l x-2*"-*(2n+ l) япг"-1х+

, 2л+1 V  ( |)t <2п —Л) (2 /> - *- J)„ . (2п-2А-+2)г . ^ ,  1

* = 2 J
cos(2n+ l)x  =  cosxX

J ' ,  + 2  l - V  " 2П+1У~  1M - И2Я+ iin**x1t
I- к- 1 J

(—I)'»cosx |2-'" 8inin X—

_  V  (2Я- * ) (2п - * - 1) . . . (2Я- 2*- Н )у я _а<[ ^  1
_  A’! ‘ I*

t - - l  J
sin 2x= 2  sinx cosx, cos2x= 2 coe*x— 1,

{ sin 3x) _  (sin xl . Isin x\ * 
cof 3xj = ~ °  (cos xj "* (cos xj * 
sin 4x = cos x (4 sin x— 8 sin3x), 
cos 4x = 8 cos' x-  8 cos2 x + 1.

{ sin 5.vt .(sinx) (sin r is , ... isinx\* 
cos 5xJ = {cosx} ~  {совх/ +  16 {cosx} •



762 П РИ ЛО Ж ЕНИ Е I. ЭЛЕМ ЕНТАРНЫ Е ФУНКЦИИ

sin Gx = cos (6 sin х —32 sin3 x+32 sin1 x), 
cos 6x = 32 cos" x — 48 cos* x+ 18 cos* x— 1.

tg2x = -* l* -x. .  t f ; ? x - 3 t g x ~ tgix tg 4x = 4tg3jrgJX l-tg*x* 8 X 1 — 3tg1 x 1 8 X l-6tg*x+tg»x’
I I .  Тригонометрические  функции некоторых углов. 

I. sin ял=0, cos лл =  (— I)", tg ял = 0.
(-1 )" ,_лл 1 —(— 1У*2. /sin (ял/2)) _  Гя/21 1 + (-О* , ™

\cos (ял/2)/ K '  2 * 8 2 l +  (— l)n‘

S. sin = (- l ) l " / 3 l l^ [|  T  (_l)l"/3 IJ 

cos ™  _  (—l)*(n + 0/313 н (-))!<"+0/31

t g f  =  (-1)*<" + 2>'3> i ^ I - 1  -(-!)*<» + 0/3]]

= ( - 1/я/31 -23 [ ,+ (- ' ),<Я+1)/31]

4. * ” - (- l ) I« / 4l l z ± ^ f l  

=  ( _ ! ) « " - »)/4]J_
V 2

(_]/< " + D/4] _JL 

18 T  < '» i + (_i)l"/*l
=  ( _  1)1(2" + D/4J

r.£p — четное \ 1 
Ц я — яечстнсс! J  *

Г fn четное I ,
Ц я  — lieqeiHoeJ) •

1л — четное), 

[я — нечетное].

—(я — четное), 

(я — нечетное J.

| я — четное), 

[я — нечетное).

[А — четное),

[я  —нечетное).

5. sin q? =  У  Ю —(—I)!*1/2! 2 У 5 (я-четное].

( _ ]  )Ня + !>/5| 1+ ( 1)*(<л O/Sj j / ю _ (_  ц( я,Э) 2 у 5

О *™  (-1)4» -Ш/Я^ - К - р И * 1
5 4

6. sin ~  =  (_ l)f"/ cI 0 [ t _ ( _ ! ) ! ( " +1)/г)]

«  (_  |)И/*13 - (- l) | (,,f 11/31

fn — нечетно?]. 

{ я * 0 .  ±5, ± 1 ), ...]•

|я — четное], 

(я  — аечетнее!

1.1. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

=  ( _ ) ) « "  + 0/6] 1 3̂ j j  _ ^ _ ,у (я  f  l)/3fj j

=  $ [ l - ( - l ) l < -  + »/3)j

7. sin " *  =  (_l)t<« + ‘>/S| j  у  2_ ( —i)l/,'4l L (_ |)((3 n  H)/4J 

= (-I)*"/8* -! У  2 —(—i)Ha*+■ '»/■• I 2

C0S ^  =  ( _ ] ) | ( я  + 5)/8) ^  | / 2 +  ( — 1)С«Л1 ( _ j ) I ( J n  + I )H\

I I
tc, » ?  =  /_])ll* . f  .,/8] 2-(-1)»^»-(-1)Г«Д"-ИУ41

8 ' '  * ( _ ] ) I ' l/4|_(_|)l(i<l-t- l)/4J
«= (_])1(2л+ l)/8) J ^ 2 - ( —l )^ +  ‘>/4JJ

8. sin *  =  1  ( K 5 -  1). * g - ' ^ e  + 1).

C0s 10= 4 cos^ = J  ^  10— 2 |^5,

18 10 “  Г5 * 18 S '"  Л  '
d g ^ - У П П .

/sill (л/12)1 _  1 /̂ 6 _  ^  /sin (5л/12)1 _  Уз . 1
Icos (я/ 12)/ 4 2}t Vos (5л/12)/----T W  ’
Itg (л/12) ) _  (tg (5л/12) 1
i t g  (л/12)/ -  2 4 У  3* idg  (5Л/12И -  2 ~  K *

isin (7л/12)1____I ( (sin (Пл/12)! ,
/cos (7л/12)/ 2 К  2 (cos (Пл/12)/ 2 ^ 2  —
J*g (7л/12) j ____ „  т У з  1*8 (Пл/12) ) _
V-tg (7Л/12)/ \ctg (I I л/12)/--- 2 ± У З -

io. sin J  =  J- [ -  V i  ( Vb  - 1 )+ K lO + 2  V 5 ),

COS j”  =  I  ( K 5 - 1+^31^10+2 ^ 5) ,

tg 1 5 = 4 (3~ ^ 5 )  (2 У З - У  10 —2 К б ),
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^ — четное), 

'^нечетное]. 

• '* - четное). 

1-4 нечетное).

^  — Четное),

1 ~ нечетное), 

*** — четное]. 

1*1 _  четное],

четное].

'^нечетное].
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ctfijr>= i  (1 +  ̂ 5) (2 К З  + К Ю - 2 Г 5) ,

«" fa = W 3 (К5+1) - V  10 -2  Vs\,
« *  fs = j- (K e + i+ r '3 K 'ie - * K e ) ,

*Sf5 = | ( 3  + К5) ( —2 V З + У ю +  'У 'Ь ), 

ctg = |  (К б —1> (2 К з +  К 10+ 2 К 5) .

С ЗК Й -Л ^ тгя .

“• CJSS-¥<^+i*»TRFe; 
й 'й ) | - >'5+,т ,/5 +2»'5- 
С 8 Я - ¥ о т а !+|*»^

“ • C S S S - iV J T F . + f l .  

С Н Я - ' ш У ^ я .
f t S w S ) } - (>' i j :  D O  3 1  К г ).

14. Sin J  =  g ( _  (^ 5 + 1)+ Кз K io  -  2 V  5] ,

“ *36 =  8 l> 3 0  5 + 0  +  K i o - 2 J  5|,

,g3o = 4 ( ^ 5 - i ) ( K io + a 7 i- 2  » 3),

CtR30 = 4 (3 + K5)(Kio + 2 F'5 + 2  Кз).
30' =  8 ^  5 _  ' ) +  >/з  KlO +  2 » 5),

cos30 = 8 I^ ^ S -O  + V 10 + 2  К si.
**ar “  {  ^ s +*> (2 K 3 - V 10—2 v 5) ,

CtK 30 = I  <3- ^ 5) (2F 3 + V  10-2 У 5).

•5 {£  Я  -  в W 2 T V 2 V  ю-21/5 т  V T T T i u + V b ) ] ,  

I d g ^ S ) }  = 4 U ‘ T  V 5 + 2 * 2) I^ 10- 2 ^ 5 ■* У 2 (У 5 -  1)1.

*6. { ^ J ' ^ 3  -  V82|K (2  *- }/ 3) (3 — У 5) . V  (2 , V 3)(5+» 5)|, 

{ctg'(i/eO)j “  i  ( 2 T V 3 ) ( . |  +2 V 3 + V 5 )(K lO —2 |/5 + 2).

1.2. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ
( .Н е к о т о р ы е  со о тн о ш е н и я .

sh х=  — sli (—x) = J t  Kch*x— 1 — ± j /  2 (cl12*— О = — -y—  •

1.2. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 765

dut = ch(—*) = |//*Ь*х +  1 = | / Г 2 (ch2x+ l) =  2ch* * — 1=—

1L 1L/ 4 shx sh2x ch2x— I e*— e~x 
X---4 ) -  -h - l h i r  e f i  +«r* »

.. . . .  . chx sh2x ch2x+l e*+e~* 
cth ж--- |̂| x ch2X— I =  sh 2x ~  e*-< r* 9

s e c h x - - ^ ,  ««echx^-gL- .

ch*x—sh9x=  1, thsx +  scehJ x = l,  cthJ x—cosech*x=l, 
(shx+chx)" = sh/ix +  ch nx l*=0, +1. 12.

2. Ф о р м у л ы  д и ф ф ер ен ц и р о ван и я .
d sh x . d coeech x ch x
” 5 Г “  ’ — гГ-^-ПЙТ»
d ch t . dthx
~ d jT =  ’ —̂ -  =  sechsx,

dseohx shx dcthx
Jx  ch- x dx = — cosech*x.

3. С вя з ь  с тригонометрическими функциями.
sh (ix) = ; sin x, ch(ix) =  cosx, th (ix) =  i tg x, cth (jx) =  — i ctg x.

4. Ф ор му лы  сложения.
sh (x • tj) = sh x ch j/ ± sh i/ ch x, 
ch (x ;£ y) =  chxchу  ± sh xshy.
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sh (х ± iff) = sh х cos у ±  I  sin у chx, 
ch (x ±: iy) = ch x cos у ± i sh x sin y,

t th x ± th у sh 2x .t sh 2y 
( x _  y) —  j  ^-thxihy ch2x+ch2y*

th (x ± iy) = th x ± i tg у sh 2x i sin 2y
1 t i t h x t g y  ch2x+cos2y ’

.. . . . sh 2x т  / sin 2у 
cth (x t  iy) — с112х _ сжф

С у м м ы  и р а з н о с т и  г и п е р б о л и ч е с к и х  ф у нк ц и й .

s hx±shy  = 2 s h ^ c h ^ ,

ch х > ch u-2  Ĉh KX+y)/21 ch K * “ lf)/2I\ ch x _  ch y - 2  lsh ((jt + y)/2, sh [(*—y)/2)J ’
sh (x±y)  . sh(x±i/)

,Ьх±т’—ш ш т-  с",,,±с",!'“ ±1гапг>
sh2x—sh2y =  chax—ch2 y=sh (x+y) sh (x—y), 
sh2x+chs y=ch (x+y) crt(x—y).

П р о и з в е д е н и я  г и п е р б о л и ч е с к и х  ф у н к ц и й .  

shxshy= j  [ch (x+y) —ch (x—у)], 

chxchy= g (ch (x+ y) + rh (x—y) J , 

shxchy=~2- (sh (x+y) + sh (x—y)|.

С т е п е н и  г и п е р б о л и ч е с к и х  ф у нк ц ий .

k—0

/sh x\*»*-‘ _  I у  ..k /2я+ 1\ /sh (2п —2A+ l)x |
\chxj “ г2" jL  ( > \ /-• / \ch (2n—2.'. + 1 )x j ’

{ c h '} ’ “  i  <'b2« ■ 4 I * » » * * *
/shx)*
\ch x j (ch 4x 4  4ch 2x+3),

{jhx}i=a4 (sh5xT5s,,Cx+10shJr)'

еэ*

8. Г и п е р б о л и ч е с к и е  ф у н к ц и и  к р а т н ы х  а р г у м е н т о в .
|<«-H/2j

U * + i j

1.9. ОБРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 767

sh пх= У  L , "  .^sh**+,xch»-**-*x.

(ch 6х Т  6 ch :х+ 15 ch 2х Т  10).

*=- о
K/.-H/2J

= shx
* = о

— 1)/2|
У  2»-*-'Jn _ * - , jch'»-«-«x,

Г"/2]
ch лх =  У (£ \  sin2* х cos1" 2* х,

[я/2]

=  2"-*cos«x+ 2 2  ^ 1 + г ( ЛТ - 2 2) 2" S* '* ch',' 2* ' lx< 

sh 2.v = 2 sh x ch x, ch2x = 2chsx— I,

sh 4x=ch x(4 sh x+8shsx), ch 4x = 8ch«x —8chJ x+1,
/sh5x\ (shxl* ^.^fttshxl3 .(sh x l 
{ch5x/= {chxj ± 2 0 {ch x /+ 5 {chx}*

sh Cx = ch x (32 sh* x +  32 sh» x + 6 sh x),
ch6x = 32ch*x—48ch*x+ 18ch*x — I.

1.3. ОБРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

I. Н е к о т о р ы е  с о о т н о ш е н и я .
Главны: значения обратных тригонометрических функций определяются 

неравенствами

— я/2 ̂ arcsin х*£ ”  '• О -S arccos х <  я
— л/2 <  arctgх <  я/2; 0 <  arcctgх <  л [-<*> < *< «].

arcsin (— х) = — arcsin х, arccos (— х) = л — arccos х, 
arctg (— х) = — arctg х, 

sin (arcsin х) = х, 
tg (arctg х)=х,

arcsin (sin x) = x — 2ял
—  х+ (2я+ 1)л  

arccos (cos x)= x —2ял
= - х  + 2 ( я+ 1 ) л  

arctg (tgx)= x—ял 
arcctg (ctg x )= x —ял

lim arctg x—±n/2,
oo

arcctg (— x) = я —arcctg x, 
cos (arccos x)—x, 
ctg (arcctg x) =x.

[2n л -  Я/2 < * <  2ял + л/2], 
Ц2п + I) я  -  л/2 <  x < 2 (и + I >Л + я/2].

[2лл<х<(2п+ I) л].
[<2я + |)я< ж< 2 (я + Пя].

[я Л — Я/2 < X < яя + л/2), 
(я я < х < (я  + 1)я]. 

lim arcctg х = л/2* Т л/2.
д-* + оо



. \Г\̂ Х *arccos х = я + arctg-- ;—

I J .  ОБРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

• arcc'g —. Х .
V l - x *

2 arccos (2х* — I) 
I= я — - arccos (2х* — 1)

arctg х = 2 — arcctg х.

= arcsin -■ *  - 
V I +х*

У 1+х* 
I

V I +х* 
I-  arctg

- -  2 - « Ч  7

■ aicctg -

• arcctg  ̂—я
я . I —ж 

= 4 - arc,gT T i
-  -  4 л - а 1с!ь 

1 arctg 2jC

I -x
i+Jt

2
1
2 1 - x 4 
1 . 2x n о arctg 2

I —X*
2x . Яarct.l i— -г +

’ I —Xs
я I . 2x

--- 2 " 2  arc“ nT + K
I 2x= 2 a r c d n ^
я I . 2x

= 2 - 2  arrsm Г+х*
I t- x 5 -  2 arccosj-^

I l-x*
--- 2 аг;совГ Й ?

2 3  А- П. Прудников и др.

С-I < jr <0J.

f-1 < « < Ij. 

f_ l <* <0j.
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[r> 0).

t* < 0J. 

[« >0J.

C*<oj. 

(*>•). 

U <01. 

I* > -  IJ. 

I* < — IJ. 

I I * K I | .

t* > IJ. 

I*< —4» 

К  -  ij. 

[ - ! < * <  IJ. 

lx > IJ. 

U > 0J. 

{'<•].

_



770 ПРИЛО ЖЕНИЕ I. ЭЛЕМ ЕНТАРНЫ Е ФУНКЦИИ

arcctg* = — arctg x, 

= arcsin ■ J —

=  л —arcsin
V l+ x *

V l + F ’ 
1

I* <01.

I« > OJ. 

I* <01.

I*5>0],

S. С у м м ы  и р а з н о с т и  о б р а т н ы х  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  
функ ций.
arcsin х+ arcsin у = arcsin (x V I —у* +У V 1—х2) <о «ли ** + **< IJ.

=  Jt л —arcsin (.x Y  1— y * + y V  J —x2J

*»;£ arccos[1^(1— хг) (1 — y!) —xy\
----- « K i = P + t y T = y

K ( l - X * ) ( l - y ' ) - X J

IM. »>0)|  
lb .  *<<

[дгу <  0 или л» + Jf‘ <  IJ.

...... * ...
F  (1 — X*) (1 —y*)_xy

arccos x+ arccos у = 2л j®j ± ar:coe [xy — V'(l — x1) (I —t 4)J 

arccosx — arccosy=  Tarccos[xy-f-V (l-x-) (1 — »/2)J

arctg x+ arctg у= arctg х+У 
1 -xy

-> J :  Я + arctg

arctg x—arctgy = arctg

=  ± л + arctg

х + У 
l-xy

к : : : ; ' . ) -  *•+*•> •]. 

ic::?ai-
IC5 .1 I- 

[(:;:)■ - >

х - У
r s  I C S ! )  -»<-']•

1.4. ОБРАТНЫЕ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

I. С в я з ь  с л о г а р и ф м и ч е с к о й  и о б р а т н ы м и  т р и г о н о м е т 
р и ч е с к и м и  ф у н к ц и я м и .

Arsh г=  In (z + V г*+ IJ —— /arcsin («),
Arch г =  ln (г + V гг— l) =  i arccos г,

1.4. ОБРАТНЫЕ ГИ ПЕРБО ЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

Arth г — J  ,n] ~ 7  =  — 1 arcctg (/г),

Arct h г — i  ln = — I arcctg (— fc).

2. Ф у н к ц и и  о т р и ц а т е л ь н о г о  а р г у м е н т а .
Arsh (— *) =  — Arsh г. Arch (— г) = Arch г, 
Arth (— г) =  — Arth г, Arcth (— г) =  — Arcth г.

3. Фо рму лы  дифференцирования.
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-- Arsh 
dx

X 1
a =  Vx*~+a'

— Arch 
dx'

X ± 1
a Kx*^a*

i-  Arth dx
X a
a ~  a*—x*

Arcthdx
X
a

a
~  a*-x*

IArch(jt/a)20. дг/в>11.

[*•<«*].

[**>о»1.

4. С в я з ь  м е ж д у  о б р а т н ы м и  г и п е р б о л и ч е с к и м и  ф у н к 
ция ми.

Arshх = Arch V х1 + 1, Arch х = Arsh Kx* — I,
1А̂ тгг

V  x* +  Г  

Arth x =  Arsh

«= Arch

=  Arth-

F r a *
i

KT= x*’
= Arcth-j.

5. Суммы и разности обратных  гиперболических
функций.  _____

Arsh х ± Arsh у = Arsh (х V 1 +У* + y V  1 +х*).
Arch х ± Arch у= Arch [xy ± К (х ! - 1) (у1- 1)].

Arth х + Arth у = Arth у - | ^  .

Arsh x ± Arch у =  Arsh [xy ±  V(x'- +  1) (У*— 1)1*
— A rch [y/x*+  1 ± x > V  — l]. 

xy±  1Arth x +: Arcth у = Arth y± x

— Arcth y± x

28*
xy T
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1.5. БИНОМИАЛЬНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ

/я\ ■ Я»
W  *!(/!-*)!

а (о— I ) ... (q—fr-f |)
В l* -i. г. a, ...j. 

I. а. а....; • * -! .  - z  -з, ...j,

[ * - 1 . 1 . . .  л ).

г*— —г. - з .... или *>*).

[я> *> 0].

(ft) =  (в  — ft) Г » * - * .  * + «. где * — I. -2. -3, ...],

в +и .к :э -

( Г ) ( Л Н Т Г ) - ( Х 7 ) .
( Т Ь З Д - с - о - ^ .
/1/2\ (- I )» -  /2л—2\ (2я —3)!t
\ л /  л2*"-‘ V « —1 / ( '  (2я—2)!1 л *

/ я \ 2*«”  /2л\-1 / л \  2» /  л \ 
\1/2/ л \ л /  * \я/2/ ™ л \(л— 1)/2У*

1.в. СИМВОЛ ПОХГАММЕРА (в>*

(а )*- в  (о + 1)... ( о+* - 1 ) - ( _ , ) * .

« . - I ,

(1/2)* -  2*« , (3/2)* =  2-** ̂ ± 1 )1 , 

(")« ; * = Ия (в + л)*. (<»)„-* - ■■(,~д*_[Дп)”> ,

г ( I- а )
Г  (1 —в — А-) *

l«*  I. 2. .... *; * « 1. 2. 3. ...],

I I . I .  ГАММА-ФУНКЦИЯ Г(г) 

(а - mi)„ к =  (— 1 )m* (a)nft-m* ( 1 — °)т *
(1 —а)ть(_!)«*

(1 — °)mfr- я *

(я >  ml. 

[п<т].

773

( « - * ) *  =  (— 1 )* (1 - в )* .  (Д -  т)> =  || _  д "  .

(а + т<г)„_,* = (о)я (о +  я)т*-<> 
(а)тк

. .. ( - 1)'*(в)я(1-а)«» «  _  (- ! )* (« ) , ( !-fl)*(в ----_ _ _ _ _ _ _ _  . (а *)„_*- (1 - в - л )1я

П р и л о ж е н и е  I I .  Н Е К О Т О Р Ы Е  С П Е Ц И А Л Ь Н Ы Е  
Ф У Н К Ц И И  И И Х  СВО Й СТВА

11.1. ГАММА ФУНКЦИЯ Г (г)
ОО

О п р е д е л е н и е :  Г (г) =  ̂  t*~le~f dt fRe*>0|.

При Re г ;£ О функция Г (г) определяется как аналитнчгское продолжение ин
теграла.

Г (г) — аналитическая функция во всей г-плоскости, за исключением точек 
*=0, —I, —2....... в которых она имеет простые полюсы.
Г (г+ 1 ) = гГ(г), Г (л -И )= л !. Г (1 )- Г (2 )= 1 .

г ( г ) - к ” - 

г ) — *

Г ( » + ? ) -  ' , -7 ^ - а  r ( i ) .  г (1 )- « 7 И 0 8 . . . .

* ( ■ + ! ) -

г ( т )-  г ( $ ) - м » » . . . .

г ( .+ 4 )- 3'7' "  , . <<,1~ "  r ( j ) .  г ( | ) - 1,225417...

Г  (г) Г  (— г) = Г (*) Г ( ! —*) = sin лг

*и+*м;-)-=йг
Г(г+1) = ( *\ Г (г+ л )_  

Г(ю + 1)Г(г-ю + 1) W  Г (г) 
я — I

Г  (лг) = (2л)11*я)/* л"'-1/г Д  Г (* +  -*-) •
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22̂ -1
т т

r w - 4 r r » r (« + i)r (•+})• 

1Г <,Х> * “ Л П Й *  |г(?+ 4 Г “ агЬ’
| Г (1 + «),* = ̂ ,  г ( |  +  «х)г ' J  - ^ “ сЪя^^Дья**

11.2. ФУНКЦИЯ ф(г) 
On ре деление:

Г' (*)
Г (г) *

rj- (г) — аналитическая функция во всей г-плоскости, за исключением точек 
г = 0, —1, — 2, ..., в которых она имеет простые полюсы.

л — 1 я

Ф(г + л) = Ф(*) + 2  г Ь 1 ♦ (* - " )“ ♦ (*)- 2  Т=Ъ*
* = о *=*

ф ( г + ! ) - ф ( г )  + у .

*<*)-♦<— *)—  ncfg JU— J  , ф (* )- ф (1 - г )=  — nctgm, 

4 > (l+ *)- 1 > (l- * )- y- n c tg « , ф (~  + » )- ♦ ( -J—
я — I

ф(пг) =  ̂ \  ф (* + -£ j  + ln я, ^(2г)=  ̂ф(г )+g ’f ( * + 2 ) + ln2*

Re ф (ix) «= Re ф(1 -  &). Im ф (ix) = ̂ 4- *  cthiu.

1тф(1 + :х )* .- ^ +  ”  clhnx, I m g  +**) = £ lhnx-
П

^ (Л + 1)==_ с +  V  I ,  ф ( i )= —c.
U l

t ( - J  1 « ) - И Ы + ! Д я Т | ,  ’ ( i ) -----С - 2 1 П 2 .

ф| С ---3 ln 3, ф f 2 ')- - CH— 7--------- 3 ,n3*
\ 3 /  2 К  3 2 \ С /  2 ^ 3 2

* ( i ) — < H r “ 3to2' ♦ ( J ) - - c + - J - 8 i n a .

I I .3. ФУНКЦИЯ P(?>

f(7 -D /*l

♦ ( f )  — 'C - t a W - l S ct« 7  + 2 21 co* ^ l n « " y9 V
[p-l. 2. .... q-

I
(A+ l)(* + a)

OO

2  (j+ ipra- 

ф<«» ( ! )- (- ! )» «  я! {(*+ !>

♦ '( I ) » ? .  ф""'(/.+ 1) = ( - 1Г т ! ^ - : ( т  + 1)+  J  , * Ц

s я — I m — I

= 2  **• 4’ * " ' = O'*/»! }
* “ l *=o

(-1) -  (-D -«  nf (2^‘ -  О С (я + 1)

2  ^  * G K -
ф<я. (г +  1)=^<я» (* )+ (— 1)я  „ I  г-я-1.

d«
(1 - * )+ (- l ) " fl *'"• (*)“ (—1)"

11.3. ФУНКЦИЯ Р(г) 
Определение:

M - f  Г Р *

ко- 2
ft-О

оо
• » -  2

I
(2*+г) (2* + г-И)

_2л>_ 
sin дг -Р (г ).

I: * - 2. з. 4,

1см. 5.1.7, 5.1.8].

(я- i, г  | , . . . ] .

1;
I

(* + г)»п 

[я-1 , 2. 3, ...J.

775

(Re*> O J. 

(см. 5.1.5]. 

[см. 5.1.9].

Ji
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я — I

О п
(Мя + •)*=(—I)" 1п2+(—I)" ^ Н Г - ’ Р(1) = 1п2. 

к-1

» / £ ) _  » _ ^ _ l" v ,'3|a , e ± i ) f i i „ ( 2 - i « . e ? ± i i 5 )p \q ) 2 ап(рл/(/) Ld q \ q I..[p= I, 2. 3. e = 2. 3. 4. •••!•

11.4. ДЗЕТА-ФУНКЦИЯ РИМАНА £ 1*1
On реде лен не:

ОО
c(2)„  ^  ^

* — |При R e z ^ l ,  ж чЫ . Цг) определяется как аналитическое продолжение 
этого ряда.

2*я-1д*я

f  (1 —2л)---

С (— 2я) = О
t ' ( ° ) ----In 2л,

СО
т -  У  i

к — I

11.5. МНОГОЧЛЕНЫ БЕРНУЛЛИ Вп (дс)
О п р е д е л е н  н е :

* *  у  в  (х) <*
? = 7  = 1  Вк{х)мА« 0

п

B n  ( * )  =  У
*=о ‘ 7

B . W - 1. в» (X)—Ж— J ,  B,(x)=x*-x +  j ,  

в,(дс) =  д »-4 х * + 1 дс ,

( я -  I .  2. 3. ...]. 

|л = 1. 2. 3. ...I 

( я - 1 .  3. 3. - J .

1п~г. з. 4 . см. 5.I.2J,

н »!<*»]•

1см. 11.6).

11.8. ЧИСЛА ЭПЛЕРА Ея 777

£ » ( * ) = * » - х«+  Pr JC *- |  JC. В.(х)«=х*-3*» +  I  х *-  '2 * * + 1 .  

В „ ( 0 )  =  В п , В „ ( 1 ) « ( - 1 ) " В я .  В „  ( у ) ”  —  0  - 2 ‘- » ) В „ .

П.в. ЧИСЛА БЕРНУЛЛИ В я

О п р е д е л е н и е :

* V  л  '*
-  в *«" к —0

в. = У  ( I )  в к> ВЛ=  I. В п = В „ (0).
к = 0 '

в,

£.= 1.

(-1)»-Ч2л)!
[я=  I. 2. 3. ...].

I
6 • В4--- 30* "42*

Вв= - 30*
5 

= 66 ’
В „  = — 691

2730'

11.7. МНОГОЧЛЕНЫ ЭЙЛЕРА £ „ (дс)
Оп ре деле н не:

2?* у  _ ./*
? + Т  = 2  Е>(Х)Ык —О

£ , ( * )- ! .  £ ,< * )= * - J ,  £ , ( * )- * • - *

£,(дс)=дс1— 2 * * + J  . £4(х)-=х*-2дс»+дс,

£»(дс) =  дс»- * *«+ ! * * -  J  , £,(дс)»дс*-3*»+5дс^-3*.

11.8. ЧИСЛА ЭЙЛЕРА £„
О п р е д е л е н и е :  .

00
1 V  с  <*dw- 2  £ft* rк —О

£„ = 2Я£, (!)•
£о= 1, £ ,=  —!, £4 =  3. £ , = -61. £ ,=  1385.
£ „  = -'30521, £ „-2702  765.
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Обозначение:
r=plq; р и q — взаимно простые натуральные числа; m =  2р + <?-(-1; «= р  -f- 
-+9+I*

v 'b l l W  F ,('• Д(р’ fll)* Д(?- r * 2i /I £‘*v *-,Uo». с.). А (?.«+/) гу *  о 
р — 1 -

V  ( - 1)*

7-7S П РИ ЛО Ж ЕН И Е П1. ТАБЛИЦА ФУНКЦИП V( п V *

1/f Ру ‘ (—н* Р4-> Г  / I. АО», о»), Д(<7, *t); *\
V * "  2- “ лГ -  £,У " "-1 (до». 1 + л). А (9. <i) / ’

А = О

» -  Ру  ( - » * £-„■ р  /1. А (Р. *э). А(?. 6д); г ‘\
AI t , y  * "- ‘ U o » .  1 + Л ).  А(7, с,) ; *

а = о

= L  Т ~  Е'у nFn'1 U  о». с«), А (<7. 1 +/) }•
/-о

?у ‘ (~ 0 У С4-Х Г /•. А (<7. el): *\ 
F* = 2 “ r £^ “ F*U « ? . 1+Д Г/“ О

I/+ V r ^  г /*• д (?- в»): *\
и ,=  2  £ ‘^«+iF« U ( ? .  *») /* h- 0

*- 0

* V  (— 1У Г--.В С / Ь  A (? ,  fl«); r » \
y«“  2i ~ £‘y U (f. »+fl J*

1 - 0

I/+ * V *  ( — ^  с+ в»  Г  t 1'  в , ) '  Л ( Р ' Ь д '  Д ^> ^  *\K* s 2 i i r \ д (p. d j. д (p, ?1). д (,. i +/) ;• 
y-0

I/+ Ру ‘ (—!)* C4-./ г f l .  A (p. a,), A (p. 6t). A fa, с,); *\
V* = L  ” Й Г  с '*г"»г "- 1 VA (p. 1 +  A), a  (p. <y, A (q. f j  У * 

u o

,.v v ' h ) * » , , - ,  Г /I. A (P. O,). A (p, A fa. cj; г\ 
V>“  2 i  " w T  ,y  mf"- 1 U  (p. l +Л). A (P. <*,). A fa. j*  

h = 0

„  Pv '  <=U? r - „ *  f  /1 . Д (P. 04) .  A (P. t>«). A fa. C4); *-*\ 
Z  “ A T  \д (p. 1+A). Д (p. dj, Д (?, e«) J *

„  у  (— 1)* г-.j, с / I. А (Р, в»), Д (р, А»), A fa. <■»);
V“ ~  Ld А! £ ,Г  m m-*\Д(р, l+A). Д (p, rf5), Д(А, <ч) г/i = 0
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p — I

ft = 0
Q — I

V -  V  (-W r - - B r  /« .  Д(Р. в«). A (P. 64), A (9, C«); r*\
V'~ L  | !  тГя,- Ч А ( Р .  <*.)• A (p. A (?. 1+ y )  J'1 = 0

v r+ .- 4 + yv . (£  '*'•') i*-i.«. *. <1

v ; +» - £ ; + t» ' V ,  ( “*• i ‘;  £  • " )  i* - » .«. 7. •).

к “ _ «ы /I '* dn|(/r-i-a)al ^/—0
00

V £ ,=  У  г  ( ” ■->-— )  f  Га Sin (/V) (—
/ — 0
00

П .=  У  Г  f^ ± i)  £ 7, sin 1^4-1) vl (-1У  Г '-*. 
i —0

v . _______л _  v  (1— p)< ( - 1 ) '  p - s i n ( Y ( « - l + / ( p - ? - l ) ) |  - , , ,0-1-1,-t
v * '“  tin у mm /1 11 яп |(а  +  г ( р - / - 1) ) л Г  J

1—0

V v =  У  sin I (//• 4-ot — 1) Yl
'* /_г /1 1 (1 — 0)1 sin Ц (г |а ) л] sin у ’1 = 0

V  = У  ( -П<£ sin ^у) Г  •)//■ 1 ;_l
*■ Ld '   ̂ ,J sinv [ l - о - ( а - /  — 1)/г] ’/=о

V  (-1 )1 F- Sin[(« — /г/2—Ar/2— 1>vl [(/ + А)/2 1 .а-r(/+*)/»-»
м Ld I! sin v “  sin [(a  — (lr + hr)/2) л] [ l  —о —(/ +  A)/2J / — О

V f n , £ - «п К '+  0  Tin f(«+/)/2 . A - 2  («+/)/!•] , .
V u = 2 ( 0  £ “  iSTv---  [ l  —a — (a + l)/r J z *1 = 0

u> =jt У  ( П > + -ft)  «П Iv d  —«  — /r)| . tn_,
K>* л ^  sin Я sin у sin l(o + Ir) л | y

1*0

у _ я  V  . .\, «П (<v) s<n |?.r-« (a — / — 1 -A)l
17 г m̂d sin Я sin [ («  — /— 1) л/rj sin у *



V- „ д  V  ( .»  И" (Ц )8»п [у(« — 1)1 
“  LrnK ып Я sin т Sin [(а-/-//-) Л) 4I =■ О

v- = л V  / .'/ «in (у +  ly) Sin [Хг-« (/•-«-01 
"  г Zmy ' sin X sin у sin |(а + /) л//] * */ = 0

V- -  V  Ы > 1 г  («  +  /r- i)cos fT (g +  /r-2)l /r_,
1 ’ ^  /I “  sin* у sin l(a + lr) -tj *

1 = 0

П .- V  M)<£;.r 
/ 0

П , -  2  ( - i y ^ r m < ! ± i > 2 , f ± s ,
/=-0

_  я Y  (—I)7(I —p)/(a —r ( I  -p + /)- l|cns[y (О- г  (I - Р  + П-2)!
* — 2 sin*у —  / !s in U a - A (l- p  + / ) )n ) j r “ '-P*-«'« ’/— 0

v< _  V  (//•4-g- l)co8 tY^+ «-2 )|,n,/, „
v , 0 _ i «  /! c,e sin-у sin ((f/Ч-а) л| ( I- o ) „  '  

l=- o

1Л _  V  [CM ^Y-Y ) Г(а-/-1 )/г  1
V»‘ sin* у L l- o - (o - < - l ) / d

1 = 0

v- = X (-[i '£-x Z- n t,,x
1 = 0

(а - г (Л  + Г)/2 -1 )ст1 г(а-г(А  +  П/2-2)1 ,.[(/ +  Л)/2
sin* у sin ((a -/•(/« + /)/2> „ j  jM * ' <•/*»*-« I I —a —(/ + ft)/21 ’

V  / (<+1)сш[(/+2)у1гГ(« + 0/Л - - 2 (<x+0/'1.W-i
y , . - 2 , s i *Y 1 L i - a -(*+ ')/>  J  •

l = o

я Y  , n/sin (^  + X)cos|Y(a + /r —2)1(1 - а  — / г )-ц^л
“ ~ 2  м  ; sin Я sin1 Y «in l(a + ff)л I *

/^0

4 ”  '  .m /c08 (Y’—T) «in ( « - / — t —01 j . a
\  '  sin Я sin* у «in Ka  ~  ~  П  л/л1

Y

A
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— г/ — I) sin (Я0 cos [y (rt — r — rl — 2)1 
sin Я sin* у sin [(a — lr — г) л j

\

ПРИ ЛО Ж ЕНИ Е I I I .  ТАБЛИЦА ФУНКЦИИ V, и v f  

V- _  *  у  , щ (/+l)cos(Yf + 2y) sin (Яг-1 (г —g —0) ,
I  ** 2' sin Я sin* у «in !(« + /) л/rj y *

V = У  £► «in [ ? (/ г + Я г + а - 1)1 
“  II Cf* sin [((r +  A/H-g) л) y •< — 0

v  -  V  ( - 'И р ,  (/г+Яг + а-1)со«1т(/г+Лг + я -2)1
£ ** i L  /I ** sin l(/r+V-f g) л] » •i —0

V PV ( - 0 * F г /I. M * . «); *\
Л1 £s^  « llF« ^ U ( P .  1+Л). Д(<7. *) y*h = 0

v  V  ( - « V p  /». M *. «•); *\
v ” -  2  ~ !  " *  s W W U o > .  Д(*. 14-/) }•/*=о

V 1= V  ( - V f  uu*sv* F  /I. A (?. “ *). A(<7. <>*): *\ 
V l7 “  2 0 7Г 171‘ y  « " F i *4> \A (p . C„), A (q ,  d „). A(<,. 1 + / ) )

V „ = Py  Ы ) ! г  ,|WsA г  (U  А (я, as). A(q, Ь,У. z\
V,3“  Z  Л1 ^  ^*«: Л «'Р\Д(р, l+A ), Д (</, cj. Д (</, (<,) J*  h = 0

[(a-l)/C] p - l

i
* —0 h=0

_ / I. Д(<;, oj); *\
, f l  *4,р\Д(7. *0. Д (р. Ci). a  (P. 1+Л) ;•

f(4 — II/2J q -  I

2  •(»") 2  ‘i P ^ x* = 0 /-0
_ /1. Д(<7. о*): г\

Х « '»^*Р\Д (,, 1+/). Д(р, *,). д (р. Гг) )•
«я — 1)/2J р-1

v3,= Д  е( ” ) 2  т £*yablv l\F*P (д (р( 1+Л)( Д(Р1 fli) г).
R = U /1 — 0

[< я - 1)/2] » - 1

v,1= i  е ( * )  2  £^ 0,,/Г*р(д(р. fll)> до,. 6l) г) .
*=о /=о

Г(я -  1)/2) р - 1

2  . ; ) 2 Ч ^ * * ~ ** = о л = о
„  /1. Д (?. во, Д(<7, *\

Х * +1 К4М \Д Cl)> Д(9( dj)( Д(р> fi)> Д(р> 1+А) ) .

I» -  I. 2].
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С(« — 1)/2] 9 -1

1 - 0
w - /I. Л (<7, a j, b(q, bt); t\
X w+i 1 +  /)> Д((?1 ft)> A (Pt «щ, Д (р, Pl) y-

f(«-l)/2] 9-1 1W 

U O  /-0
/I, Aft, at). b(q. b jr. г\

x 4*l t *H*P\b(q, 1+1), \(q. с,), A (p, d,). A (p. e,) J '

„  " " у "  ( M V H l ' r  ?Г| sin q<
^и = У“  e 1 A ) 2  П Г "  £s* г (с,) sin 6,*

*=o /=о

fc=0 /=0 
t(n-i)/2] . - i (_ iyk /I, Aft, о,): *\ 

V'«= 2 j e U )  2  "7 Г Г £40* 9 ♦+ l,pVA(p. *i). Д(Р. 1+л) Г
*г = 0 Л - 0

, {(Я у >/2] / п \ Су  (-1У _ » г, г /1, А (р. в*). А (Р. **); г*\
v « =  2  • * 2 r £ t f , v , k i + л  г  

к =  0  / =  0

[(я-1)/2]  ̂Р- 1 / л ... гч
V«  = 2  * (  * ) 2  “ л Г  1 * (a  (p . I +Л). А (р. *i). Д («. »i) ) ’“ о л-о

{ (n -u /3 ] . 9~ 1, ,ч/ / I .  г\

2  е С а )  2  (д (р ,  fl|), д ^ . б , ) ,  Д (9, 1 +  й  )•

Г(я -  D/2]

к=0 /-о
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УКАЗАТЕЛЬ ОБОЗНАЧЕНИЙ ФУНКЦИЙ И ПОСТОЯННЫХ
А ( г )— алгебраическая функция или степенная функция с произвольным показа-

am u s  am (и. *) — эллиптическая функция Якоби, и -- *Ч>

агссо; г, arccosec;, arcsec г, arcsin г. arcctg г. arctg г — обратные тригонометрические функции
Arch;. Arcosech г, Arsech г, Arsh г, Arcth г, Arth г — обратные гиперболические функции
arg* — аргумент комплексного числа г (* =  | г |**аг**)
В ,  — числа Бернулли п
В п (г) — многочлены Бернулли
Ье1у (г), Ьегу <г). I el (г) = Ье10(г). Ьег (*) -  ber, ( i)  (berv W  +  < belv (г) — 

«  / у (43я'/4*)) -фучкции Кельвина
С = 0.5772156649 ... — постоянная Эйлера 

X
С (дг) — j  с”  -  dt — косинус-интеграл ФренеляV 2я о У <

оо
С(х. «)=> J <a~'cos t dt (Re a  <  1]*—обобщенный косииус-нитеграл Френеля 

x
i (2JC)_ ( I I —*\

C „ (г) =  - j j j i  ,F , I —n. n +  2X; X +  j :  — g— 1 — многочлены Гегенбауэра

cd и =£££-■ cn u ** cos ( in  и) — эллиптические функции Якоби 

ch г — гиперболическая функция 
я

chi (j t)  —  С In х -f-  ̂ с  - ^  —  интегральный гиперболические коеннув 

со
c i(c ) — — J  —^— dt — интегральный коеннув 

х
*

С1,(г) — — ̂  In 2̂ sin dx — интеграл Клаузена

сов г. cosec I  = j j i j .  ct2 * — тригонометрические функции

cosech г — cth ж — гиперболические функции



Я/2 f
О <*)= (  —4=====-»= D f * .  ^  — полный эллиптический интеграл 

J V I — к*$1п*ф , 2 )

ФГ siп* ф d<t>D  (Т, *)«= \ —  -—  — эллиптический интеграл J / I -  *« sin* ф

Ov <») = 2v/2«— — функции параболического цилиндра

=  dnu = V'l — **sln*(amu). dsu =  -^ j-  —эллиптические функции Якоба

я /2
E(ft) = J  Y I — ** sin*ф</ф — полный эллиптический интеграл 2-го рода
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ф
£(ф. *) = t  K l — ** sin* фd<t — эллиптический интеграл 2-го рода 

О
— числа Эйлера

£ „  (2) — многочлены Эйлера 
я

Е у ( г ) «  *,$ sin (Уф — i  sin ф) </ф — функция Вебера 
О

00 к
£р(г. (1)- Г()Т+»р-‘)' f P > ° l - Функция Миттаг-Леффлера 

*•0
* /

Е> (ж) — j  —  Л  — интегральная показательная функция
— 00

I  = 2,7IS281823459 ...
= exp г — показательная функция

*
erf (jr) — интеграл вероятности

*'П О
се

eric (х) в  | — ег1*=»— ?- (  е—<*Л —дополнительный интеграл вероятности 
Уя х

г
erll (*) — — («**<« — интеграл вероятности мнимого аргумента 

** о
С «ФF (ф, * )=  V ---- --------эллиптический интмрал 1-го рода
J  V I —fc* sin* ф

(» )i (Мь **F lo . b; г, г )s , F , (a. b; с; г) = V  — 2-— - — гипергеометрическая функция
*-о (f>* “

Cl
p ,a a . h Ь F  ........V * U  V  ••• Ы » ** _

'  ‘.......V  ‘........  *• ) p f l  U l ......»я ) •• (*,)* *'

Гаусса

обобщенная гипергеометрическая функция
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оо ^  ^

tF ,(e; 6: »> = ^  ш * » |---вырожденная гипергеометрическая функция
* = 0 * 

г. С) (/*■!• 2. 3. 4J —функции Аппеля

V i  ( fl)fc+/ (М ь  ( ^ ) ь
О -  2 ,  - * ( < * ,  НТК ®»*.1СК11

л о -  »(/ * W  11.; + :: <11
л. / в  о * 4

V I  ( в#)/ <*>* (6 #)|
*• * • ' •  в - 1 ^ || 5ПГ I t <и

о -  l i  1. э т +. т г <,1
А . / » 0  *  1

ОО *
О -  -г^р ’|— -0.*159055942...-постоянная Каталана 

* - 0

Ну (,> С г ) У ̂  Г  (v + 3/2) | f « (l: 3/1, V+3/*  -*•/<»- ф у х ч я я  Струве

w y '( t> - y v U ) + /Vv (»>. Ну (г) -  J v  (г) -  /Ку (г) -  функ цин Бесселя 3-го рода 
(фун1.ини Ганкеля t-го и 2-ю рода)

Н М )  = ( — lH e *1 ** — многочлены Эрмита" dJ1
л\ i I -ж

*„ v (,> "m V„*-v*»Fi (l’ М + 3/2: l*-v + 2- И + v + 2; 2»)

................................  » 'я Г ( ц - » + 1 ) Г ( | 1 + у  +  1 )Г , . . .  . Я п ( у - м ) я  „  . л
" • V  «  “  V v  --------* . - Т и н З , 2) I ' * «  + "- „- с «н я  * *  W J

h.’ lv (« . herv (f). hH (г) = hel,(г). her (г) .h e r ,  (г) (herv (?) + /bely (t) -  
> Я * " (е 3л«/**) )  — функции Кельвина

/ v (г) «» p-v | (  а )  *f , ( v + ,: 4 )  = — модифицированная функ
ция Бесселя l -ю родз (функция Бесселя мнимого аргумента)

1т г  — мнимая часть комплексного числа * = *  + (1т г  = у)

J v  ( * > - ( ,  ) V f ( v V  I) f  I ( v +  ~  « )  _  Фуяк^ия Бессели l-го рода 

Л
J V (I)=»^ j  С05(\-ф — г 3inv)tf« — функция Ангера 

О
Я/2

К  Ik) =  V —  = f ( ~ .  к )  — полный эллиптический интеграл I -го рода* | '| - * * £ 1п»ф W  !
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«(/_,(*)-/yW l Iv ? tn ]. K , (z )=  lim K v (t) [я = 0. ± I . i . 2. ...)-  
"  v —/1X v u >“  2sinvn 

функция Макдональда (модифицированная функция Бесссля 3-го рода)
к, к' (0 <  к <  I; к ’ =  V I  — к*] — модуль и дополнительный модуль в эллиптических 

интегралах
*»<*>“ ---ттг---г  *4/2. 1/2<2-*)-функция Бебтмеиа

г(а + |)
keiv (x). kery (x). kei <х) = kci„ (2), ker (*) = ker# U ) (kery « )  + 1 kel„ <*) =» 

t— \ai/2K ^(гЛ|/4г ) )_  функции Кельвина
X

£ (x) =  — J  In cos I  dl — функция Лобачевского
О

|.у (г) = «— <v + — модифицированная функция Струве
Ln (г) = ( I)  — многочлены Лагерра

£•« (*)=  * — — —— (хл * V * )  — обобщенные многочлены Лагерра 
nl </*"

L lt U ) -  V  i j -  I I . K I J  
k - l

г f i'-'dt
“  Г  (s) J  jn « — *

(R e s > 0; I ar»(l — 2) !  < я ]  — поли логарифм порядка*

X
II (г) = E l (In t). II <*) —j  —  интегральный логарифм. In f  ж  In |*| +  <erg* — «ату. 

0
Галышй логарифм [*=  г е<<агв* +  2як)_ к =  =  0, +1, 12 , ...]■

n t~ 4 \ F x(1/2 — н + |» 2ц + 1; ж) — вырожденная гипергеометриче- 
ская функция Уиттекера

гсв, ndii, паи, пс “ nd и =» dtuT’ “ “ “ " j J j - млиптические функции

Якоби
я (я — к - 1>1Оя (*)= .4 ^  — — ( Л  — многочлены Неймана

к = О
п-П j/I

Я  (г) ж ------ — (** — \)п — многочлены Лежандра
п п\ d in

»F , ( —V. 1 + v; I; - Ц р . )  l :« r * ( l+ * ) l  <  я ) — функция Лежандра

I-го рода

pv w °r T i W )  ( f r r ) 1* * S '  (~ v- , + V: l- ,*: Ц 1)  I ar*<* ? '> <»]•

Р »  U ) - f T, i .  ( Ш )  , f |  ( ~ у' , + V: , _ w  ^ T 1)  I - 1 < • * < 4 - присоединен
ная функция Лежандра I-го рода

/>**• р) (1)=Л ~  (I - х)~“ (I + а Г Р [ ( I -  2)“ 1"  (I + *)Р+Я] -  многочлены ЯкоСи 
"  2"я ! dtn

<?v d ) = Q$ («- Ф ун кц и я  Лежандра 2-го года

<#**>- г  [*VV3% M  ((H+V+ l)/2, (m + v)/2+1; V +
+  3/2: г~П Ii arg (* ±  I) I. I arg z i <  я].
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0*у‘ W - J  (*  +  Л» +  , ' un/2( #  (х -  Я»] -
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”  2«1пцл [ Р “ ( * > « » и я - г [ *  + “ + } ] р у И <*>] t - K * < I J - присоединен
ная функция Лежандра 2-го рода

/?(*> — рациональная функция
Re * — действительная часть комплексного числа * =  *-f iy (Re г = х) 

х
S  (ДГ) — i—г \ — ■ - dt —синус-интеграл Френеля

V 2« J  V t
оо

S(x . e )=  J  <a_ I sin I dt [R e a <  I] — обобщенный синус-интеграл Френеля 
с

v  v -  v  v<*>+*i~lr fv;,+у -1^ /*](*/г)"ул<| -*«/4)+2**-« х
*  Г  [  О - ^ - v T /2>/2] <*/2>V»F «<1 + '’■• -*•/<) -  функция Ломмеля 

JU+1
V v W -  (ц-v-f iUu + v+ l) i V ; <»-v + 3)/2. Cu + v + 3)/2; -*•/«)-функция 

Ломмеля
x

Si (*) — J  -1”  * dl — интегральный синуа 
О

00
si {*) — Si (x) — ~  ——j  dt — интегральный синуо

X

**c z = ‘cas'i— тригонометрическая функция 

«ech*=-£jiy — гиперболическая функция 
I. * > 0.

sgn*. { 1. *>e. 
0. x =  0. 
- I. *<0

»hz —гиперболическая функция 
x
С sh tshl x — \ —j— dl — — <S i (Ix) — интегральный гиперболический синус
О

sinx—тригонометрическая функция
snu—sin (am и) — эллиптическая функция Якоби
Тя (г) =  cos (я arccos *)= [(* + Y F ^ X Y 1 + (* — »Л*«^ Т )")  -  многочлены Чебышева

I-го рода
sin хtg j — ------ тригонометрическая функцияCOS*

th i — гиперболическая функцияc h i %

У я  (») -  ,ln -  многочлены Чебышева 2-го род,я / I - * *

k / f \ v + 2k
v y u . о -  2 j  <-,)Ч с /  /у+1* ^ - Ф У “ кция Ломмеля Двух переменныхU  О
w x (* )= *»  +  1/2,- * Д 4f  (1/2 -x- f-и. 2ц + 1; *) — вырожденная гипергеометриче* 

ская функция Уиттекера



cos vjU  v (*) — У _  *  (*)
Vw? i )= -------------------  Iv^tnJ. Кя (*)«= 1И" Vv (i> [я = 0. ± 1. ±2. . . . ] _

функция Неймана (функция Бесселя 2-го рода) 
уп (г) — многочлены Бесселя

В<«. S)- -aeu tTHKUH»

оо
Г (*) = J  le ~ t dl [Re*>O J — гамма-функция

О
со

Г  (а, *) = J  I * - I*- * Л  — дополнительная неполная гамма-функция
х X

у  (а, л) *  Г  <а) — Г  (а. * )= J  — неполная гамма функция

m

r l ° i ........"m l *=■ ^

......Ьл хП  г (6,)

а л . ) - ' ,
6 — I ? '  т : ^ П’ — символ Кронекера 
ш» я I I, т  — п

со
{ ( , )=  V  -I [Re s > I J -  дзета-функция Рнмаиа 

*-1  **
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С<*.и у  1 [R e i> l;  о * 0 .  - I .  - 2 . ...] — обобщенная дзета-фуикция
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dq>

793

П «f. п. ■ ■—  — эллиптический интеграл 3-го рода
J< l- n s in ‘ »>Vl-fc*sin*«p

00 *
Ф и . «. I-)- 2  — £—т  г * °-  - I .  - 2 . -1

V . . . . . .  . . . . . . . -  —
ный гипсргеометрчческиЛ ряд

« » > ,.* = (|- в ) (1_ 0в) . . . ( | _ 0, * - 1) [ * - | .  2.3, ...].
(с)у. о-«.

ччв . 6; * ) “ г [ , +, 7 1 с ]- #г«(в: «5 *> + r [ f “ ,J * < - V . U + * - c ;  2 - с  *>-выро*.
ценная г н пе рг сэметрм чсск о я функция

♦ <*) = [•» г  ( I) ] ’ — — ncii-фу нкцня

**">(«>—7Т» <*)Лгп

£ о ‘°  + к)'

е ,(0 ,д )=1 +  2 2  ( - D * « ~ * ,x ,Jtco»2*pj«.
* = 0

00
е, (о. Jt)-2 v  ( _  !)*»-<* + 1/2)*я**Sin(2* + I) V1U 

*•=0

в,(с. * ) - 2  V  f - (*+1/2)*л«хсо, (2*+  
к “ О

00
е,(о, x) = l- f2 v  «-ft*.4*JtCos 2*ся,

*-1
04 (у, дг) я  0#(t\ х) — эллиптические тэта-функции

а
к(х. e )- Jx -< r « + 1)<Н

П Г Г П *



У К А ЗА Т ЕЛ Ь  ОБОЗНАЧЕНИЙ СИМВОЛОВ
<a)ft = a(a -f-1)... (а + k — I) (4 = I, 2. 3. ...]. (a)0 =  1 — символ Похганмера 
я1 =  1-?-3 ... (Я — 1)я. О! — 11 =  1 
(2/1)!! =2-4-6 ... (2я) =  2"я!

(2ч +  1)11 - 1-3.5 ... (2л + I) Г  ^я + ^  2*

/ (*» )!!. Я =  2». ... . .... .
\ ( 2* + 1)!1, я = 2А + I, °» - < — •)»“ •
я ( я - 1) ... ( я - *  +  1) я! ( _ | ) * ( _ Я)к _

Пй-----------

я!!

С)-; AI (Я — *)1 kl биномиальные коэффи

циенты

©-■
Ree, Re6> c означает R ee> c  и R e 6 >c
(дг] =  я  [ я < * < я  +  1. я =0. + 1. + 2, ...] — целая часть числа * 
t  = x — iy 1г~х + Щ  
|*| =у*грр

П 04 = eme„ . . в„ [я >  «1

[Я<Я11

(4П at (*) = lim П  а*
А=1 я — »  I

£  ° * “ <,m +  e m+1+ - + вя ft *=>m
OO я
V  efc(x) = lim £  eft(<> 

fc-l * < • - » * - 1

У К А З А Т Е Л Ь  РА ЗЛ О Ж ЕН И Й  Н ЕК О Т О РЫ Х  Ф УН КЦ И Й  
В РЯД Ы

ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ

| l+ « )v  4.2.3 1, 5.1.29.12—13> 5.2.2.1-10.
5.2.10.8. 5.2.11.17 

U -д гГ" 5.2.11.3 
(I —дг) Ья/2 5.2.|3.|_2,5.2.13.в 
<1 + x-f- ...хт )>> 5.2.18.12 
г*  5 2 7.2 
ov 5 2.7.3
th дг 5 2.7.6, 5.4.5 8, 5.4.6.24-25 
ih*, n x 4.3.1.0 
!1Г-*д 4.3.1.10
ch х 5.2.7.5, 5.4.5.I—2. 5.4.6.26-27 
ch8" *  4.3.1 12
cot-'chx 4.3.2, 5.1.25, 5.1.275. 5.3.5.8,

5 3.6.7. 5.4.5ь5, 5.4 5.8 
coscch1 x 5.3.6.7 
tech x 4.3 2,5.1.26 
thx 4.3 2. 5.1.23, 5.1.28.1 
cth x 4.3.2, 5.1.25. 5.1.26.16. 5.1.27.3—4.

5.3.8.4—6 
erchx  sh (rsh x ) 5 3.3.2 
^  ch x ch (r th л) 5 3.3.2 
th ax scch у 5.4.6.24 
ch x scch у 5.4.6 27 
tcchxsccx 6.3.7.10—11
-Jt th<tgx 5.3 8.3 

-Jt cth x ctg x £.3.9.5
tin x 5.2 7.6. 5.4.3 4 - 6. 5.4.5 8. 5.4.6.19-20.

5.4.6.24-25 
tin*’  .» 4.4.1.16, 5.2.18Л 
sin***1 ж 4.4.117.5.2.13.10 
cosx 5.2 7.5. 5.4.3.4 -5, 5.4.5.1-2, 5.4.6.21-22.

5.4.16.4. 5.4.6 26 —27 
Cos* X 5.4.6.25. 5.4.16.5 
cos'* x 4.4.1.16-18.5 2 18 9

gX si n x 5.2.7.4 
t x cos x 5.2 7.4 
shx sinx 5.2.7.13 
ch x tin x 5.2 7.7 
th x cos x 5.2.7.7 
ch x cos x 5.2.7.10 
shx — tin x 5.2,7.15 
sh с +  sin x 5 2.7.11 
chx-fcosx 5.2 7.10 
ch x — cos x 5.2.7 13
---Sl" \  5.4.121cosx> chu

cosx V -сЬа 8 "-12-2
,1  cosxs|n(s|nA)t f cos r COS(S|n 5.4.7.1—2 
sin ex sec у 5.4.6.24 
cos x sec у 5.4.6.27
(со* г)- i/2 tin * 5.4.6.30

(cosx)- ^ с о я  *  5.4.6.30. 5.4.8.0
cosec x 5.1.25, 5.127, 5.2.3.5-6. 5.3.5.8.

5.4.5.5, 5 4.5.8, 5 4.16 10. 5.4.16 16 
tec x 5 1.26.3,5.1.26 
tg X 5.1.26
c t "x 4.4.7.I. 4.4.7.4, 5.I.6.4. 5.1.25.4. 5 1.25.22, 

5.4.16.14
521^- 4.4 7 16 
cos'* X

4.4.7.17
cos"x
In (I ±x) 5.2.4.3—4, 5.3.4.4 
(l - X я )  In (I - x ) 5.2.5 2-7 
(I — x)*‘ In (I —X» 5 2 17.1 
ln ( l- x + x » )  5.2.18.7 
ln l i i -  5 2.4.8, 5.2 4.13 
In ( I -2r coix +  r‘) 5.4.9.13
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(| + д')* In (I + дг) 5.2.18.6
In* It — jt> 5.2 17.2
In (I + х) In (I —х) 6.2.17.4
tn fin x 5.4.2 9
In cosx 5 4.2.10
In c tg  x  S.4.6.7—«
tin * In sin X  5.4.6.15
cos « In  cos j : 5.4.6.13
cos x  In sin 5.45.7 

cosxlntg-* 5.4.5.10

sin x In ctg* x 6.4 3.13—14
cos * In ctg* x 6 4.3.13—14. 5.4.5 10
In* cos с 5.4.16.6
arcsin x 6.2.13.10

СПЕЦИАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ

i n  и 5.4.14.10
B n 6.1.12. 6.12.4. 51.4.1
B n (jr) 5.4.2.5—8
b il(x ) 5.2.10.5, 5.2.17.14—15
le i'(x ) 5.210.4
* - vtHv<x> S2.I0.IS
I er (дг) 5 2.10.3. 5.2.17.14—15
ter'(x ) 5.2.10Л
x—v t erv (jr) 52.10.15
x~*v [t e rj (x) + bcl j  ( o ]  6.2.12.1
x tv 1 [bery (x) I  erv <*> — terv W  •«•у <*’]

5.2.12.2
«*"*'■ [bery (x) bery (*> +  beiv u )  beij (* l]

5.2.12.3 
C (x) 5.2.8.17

C*(cosx) 4.4.1.26 

M  4.1.7.20"  \ * .
C^_ " ( r ) .  c £ - £ f  * (x) 4.1.7.24,4.2.10.17 

C ~ V ” ,;* ( I — *x) 4.2.10.15 
ж„ с , _ у _ я ( ! )  4 2 I0 I9

JC"Cn_ " + l/?( l ”  * ) 4.2.10.13
,»cj + v-2n^|/|_i j 4.2.10.14
Mv (jt) 5.2.10.22-23 
H.(x) 5.2.15.3, 5.2.15.6—8 
хН,(л) 5.2.15.1

(1-4- л*)'/2 arcsin x  5.2.14.2, 5.2.14.5
arcsin* x  5.2.14.3
arcsin* x 5.2 17.16
arctg x " 4.4 9.6—7
arctg** 6.2.17 5
(l4-x*)p arctgx 5.2.18.5
In (I -f- x*) arctg x  6.2.17.7

In ( ^ 3 7 )  *rcte* 5.2 17.8 
r  sin Xarcti : 5.4.3.12I — r cos x

Arsli t 5.2.13 10, 5.2.13.19, 5.2.11.1-5,6.2.10.3
(I » x*)l/2 Arsh x 5.2 112,5.2.14.5
Arsh»x 5.2.14.3
Art ti x 5.2.5 8-15,5.2.6.7
Arth* x 6.2.17.5

H, (x* 5.2.15.2, 5.2 15 5 
X_ V  ‘ « V (X } 5.2.10 10

* " K . ( - i )  + " . +. ( v ) l  4,-7,r
Xя [ E _ „  , (Г )  +- н _л_1«л‘1 4.1.7.19, 4.2J.T3
Hn {xt 4.17.13

x*Hn ( y )  4.1.7.12, 42.7.45

**V  v (r) 6'218 2
J n (x) 5.1.25.1. 5 2.10.1 
/ t {x) 5.2.10.13 
x ~ XJ 4  (X ) 5.2.10.7 
j'. U ) 5.2.16.2 
J J x U ^ J x i  52.16.4

5.2 16.5

'' [•'я 4-1/2 <*> + ^-я-1/2 <*>] < * T 21 
J n (IX ) f  /Ея (ix) 5.2.10.10 
J v (t! cosnv I-Ev (x) nn .tv 6.2.10.12 
X  я ( J .  (<x) — iH (ix)l 5.2.10.11 
#„(«* 5.2.10.1 
X_V/V (X) 5.2.10 7 
t± * lv (x) 5.2.14 27. 5.2.16.1 
J ,  («) J: /, (x) 5.2 10.3, 5.2.10.5 
J ,  (X) + (i (X ) 6.2 10.4 
J» (x ) + /i(x) 5.2.10.6 
/y (0 ./_¥U> 52.12.4
x_ ,vyv (x ) lv (x) 5.2 12.1

К  (ft) E (ft) 5.3. 6.5
К  (ft) 5.1.9.2, 5.1.9.4, 52.16.6, 5.3.6.2, 5.4.8 8, 

jj 5.4.14 
*K (ft) 5.3.4.1, 5.3.6.4 
К  (ft) dn и 5.3.3.4 
хп + ,/2*хК п+1/21х) 4.1.7.19 
ker(x) 5.2.17.14-15 
L .  (x) 5.2 15.5 
*-V~IL v (x) 52.10.9
^  4.I.7.M
t* (x )  4.1.7.11
U n (x) 5.2.3.3, 5.2.5.4, 5.2.5.13, 5.2.6,

5.2.17.3, 5.2.17.9 
Xя f *Оя (x) 4.1.7.15 
Ря(х) 4.1.723, 4.2.10.18, 4.4.1.25 
Я я (1 + 2Х) 4.2.7.12

XяP n ( у )  4.2.7.11, 4.2.10.20 

4.2.10.10

хпР я  4.2.7.38, 4.2.10.16

(1- л),/,я (т ^ т )  4278
( I -  X)- '/ 2 />М4 , ( / Г ^ 5 )  42.7.9

( х - 4 ) « Р „ ( / - ^ )  4.1.725. 12.10.11 

42.7 8
Я у (0  5.2.13 28

/■“ (V) 5.4.8.9

( х W (х) 4 2.7 30

<?“  (X) 5.4.8.9-10

S(x> 5.2.8.19
»U iV U ) 5.2.18.1
Shi (x) 5.2 8.15 
S lU )  5.2.8.15

г« ( ' “ т )  i ,1 M
Tn ( t )  5-2'3'25

42НШ 
* " Г * ( т )  4-, 7 И ' <-2.3.28 
Un ( l — x) 4.1.7.27 

X*UH  ̂ 4.2.3.7, 4.2.10.21 
t/v (x, 0) 5.2.721,5.2.11.8-9 
0(x) 5.1.3.6, 5.1.5.1, 5.1.6.5, 5.1.6.10, 5.1.15.5. 

см. также 4.1.2.7—9, 4.1.3.2—5, 4.1.4.1,
4.1.4.8, 4.1.4.11, 4.1.5.1. 4.4.8.16, 5.I.3.6.
5.1.6. 5.1.15, 5.1.21.3, 5.1.25.10, 5.1.25.13. 
5.1.25.24. 5.1.26.3, 5.1.26.17, 5.1.26.33 

З'я> 5.I.3.6 
Э <*» — P (u) 5.1.6.2 
x~°V(a. x) 5.1.31.1, 5.2.8.1 
хпГ (я, x) 52.8.2 
**Г(я, x) 4.1.7.10 
t (x ) 5.1.2 1 
(2,_ Jt- l )C (x )  5.1.2.3 
( l - 2 _jr) t ( x )  5.1.-4.1
;  <x. v) 5.1.3 I, СМ. также 4.I.2.6, 4.I.3.I,

5.42.1-2
0, <x. q) 5.1.29.10, 5.3.2.5. 5.3.2.16, 5.4.11.1 
0, (x. g) 5.1.29.10, 5.3.2.Э, 5.3.2.6, 5.3.2.16,

5.4.11.1
в,(х. q) 5.1.29.11, 5.3.2.1—2, 5.3.2.15, 5.3.3.3.

5.4.11.2
0« (V, q) 5.1.29.11, 5.3.2.2. 5.3.2.15. 5.4.11.2 
Ф  (x, s. t>) 5.2.3.1—2
♦ (x) 5.1.6.10. см. также 4.1.22—5. 4.13.2-6, 

4.1.4 I, 4.1.4.7, 4.1.4.9, 4.1.5.1, 4.2.10.28, 
4.4.8 15, 5 1.3.2. 5.1.6.2. 5.1.6.12, 5.1.6.16, 
5.1.15.2-3, 5.1.15.9, 5.1.212, 5.1.24.1, 5.1.25.2. 
5.1.25.13.5.1.25.28,5.126.12,5.1.2:23,5.5.1.19,
5.52.3

♦ '"’ (X) 5.1.3.2
♦ (fc) — <t>(a) 5 1.62 
* ln x * ^ ~ )  5.5.1.27



У К А З А Т Е Л Ь  И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Х  П РЕ Д С Т А В Л Е Н И Й  
Н Е К О Т О Р Ы Х  С П Е Ц И А Л Ь Н Ы Х  Ф У Н К Ц И Й  
Ч Е Р Е З  Э Л Е М Е Н Т А Р Н Ы Е

С(*> 1.5.53.3 
С ( r .a )  1.5.4121
С1, («> 1.6.4.6—7. 1.6.10.16. 1.7.4.13 
chi (О  1.4.21.8
ci (v) 1.3 3 34. 1.5.41.13. 1.6 10А  2.5.29.1 
Ov (*) 2.3.6.12
Е  (*> 2.2.5.13. 2.5.19.13. 2.5.19J>3-24
E v <*) 2.5.27 3. 2.5.27.14
E i (г) 1.3.2.14. 1.3.2.22. 1.3.2.33. 1.3.3.13,

1 5.1.15, 1.6.10.3, 2.3.4.3. 23.4.7, 2.3.18 3.
2.3.19.8. 2.5.28.2, 2 6.33.8, 2.7.6.2 

E i U> E i (—*)  2.6.24.8 
eif (x> 1.3.2.16, 1.3.3.1,2.4.15.2,2.5.44.5 
erf* U )  2.3.6.4
erfc (*) 1.3.2.19,1.3.3.3,2.3.4.5 
erfc»(0  2.3.6.3 
cffi (л) I 3.2 15. 1.3.3J  
,F ,  la ; b: *) 2.3.6.1.2.3.6.18 
Hv (») 25.6.1,2.5.8.2

Н у " l*>. Н у ' W  2.3.5.5, 2.3.6.17, 2.4.19 14 
H n U ) 2.3.15 10

/v (*> 2.3.5.1, 2.3.6.2, 2.4.3.9, 2.4.3 11 

/ f „U >  2.4.3.12
J v (*) 2.3.5.3, 2.3.16.8, 2.5.6.1—2, 2.5.8.2, 

2.5.27, 2.5.55.1-7 
j | /4(*> 2.5.7.3 
J v («) 2.5.27.16

J v (дг) -  J v  U> 2 3.11.?, 2.4.18.9, 2.5.12.8 
K<*> 2.2.5.18. 2.5.16.47, 2.5.19.20-26. 2.6.8.I.

2.6.8.10, 2.6.14 .8, 2.6.38.10—11, 2.6.39.18 
#cv l* ) 2.3.5.4, 2.3.5.7, 2.3.6.7, 2.3.10.5, 

2.3.11.8—12. 2 3.16.1, 2.5.6.4,2.5.9.11, 2.5.11.6,
2.5.23.7, 2 6.22.9 

K v  +  t/1 U )  K v -  |/4 (v ) 2.3.11.8, 2.4.18.7 

«1 ,4 (0  2.3 7.8

*l/4<‘ >*3/4<*> 2-3.7.7 
*1/4<*>Л/4<*> 2.5 9.7 
L v (t )  2.4.3.11
Ц . (*>— /„<«> 2.5.6.3. 2.5.9.3, 2.7.3.4 

L ® (0  2.5.7.11-12
l.i^ U ) 1.6.5.9. 1.6.6.8, 2.3.14.5
li ( I )  1.6.2.3 
P „U >  2.5.16.2, 2.5.16.44 
/>v ( «  2.1.6.10, 2 4.6.28, 2.5.48.7, 2.5.49.4 

P“ u> 2.■‘..6.1 
<>” («) :.4.11.1, 2.5.48.6 
S(t>  1.5.53.3 
•S (дг. a )  1.5.41.21 
shl U> 1.4.21.8-9, 2.5.44.2 
SI (*>. si (дг) 1.3.2.31, 1.5.41 12. I e. 10.9. 

2.6.33.5
sl»(x> +  Ci’ (x) 2.6.21.7,2.6.33.2 
v v <o 2.S.6.2, 2.5.8.4 . 2.5.54.2. 2.5.54 7

'1/4 <*>+  •/!/«<*» 2.3.7.12 
> '| / | « )У | / 4 ( 4  2.58.5 
К .  (*» — H. (я) 2.6.25.5 
Эи> 2.2.4.1, 2.3.12.6, 2.4.10 6. 2.5.12.27,

2.6.31.3, 2.7.4.3 
Г  (а ,* )  1.3.2.4.1.5.40.20.2.3.4 2
V (а. г) 1.3.2 3. 1.5.40.19. 2.5.И  4 
tU> 2.3.14.2. 2.3.14.6. 2.4.Ю.17, 2.6.58.

2.6.U’.4, 5.6.31.8, 2.7.92 
t ( * .  V) 2.3.13.22. 2.4.10.13. 2.4.12.5, 2.4.22 7.

2.6.5.7. 2.6.Э.6, 2.7.9.3 
O U .  S. О  1.2.4.2.2.3.13.21 
*U >  2.2.4.20. 2.2.5.17, 2.2.12.2. 2.2.12.4.

2.3.19.1-2. 2.3.19.6, 2.4.22.5-6. 2.6.13.15. 
2.6.17.19. 2.6.17.43, 2.6.18.14. 2.6.31.1,
2.6.31.5, 2.6.31.14, 2.6 34.17, 2.6Л4.20.

V ia .b . x )  2.3.6.6.2 3.6.9
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