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П РЕД И С Л О В И Е

Предлагаемая вниманию читателя книга продолжает ком
плекс учебных пособий под общим названием "Индивидуаль
ные задания по высшей математике". Он написал в соответ
ствии с действующими программами курса высшей математи
ки в объеме 380 — 450 часов для инженерно-технических спе
циальностей вузов. Этот комплекс может быть использован 
в вузах других профилей, в которых количество часов, отве
денное на изучение высшей математики,,значительно меньше. 
(В последнем случае из предлагаемого материала рекоменду
ется сделать необходимую выборку.) Кроме того, он вполне 
доступен для студентов вечерних и заочных отделений вузов.

Настоящий комплекс пособий адресован преподавателям и 
студентам и предназначен для проведения самостоятельных 
(контрольных) работ во время аудиторных занятий (АЗ) и 
выдачи индивидуальных домашних заданий (ИДЗ) по всем 
разделам курса высшей математики.

Во второй книге комплекса "Индивидуальные задания по 
высшей математике" содержится материал по комплексным 
числам, неопределенным и определенным интегралам, функ
циям нескольких переменных и обыкновенным дифференци
альным уравнениям.

Структура второй книги аналогична структуре первой. 
Нумерация глав, параграфов и рисунков продолжает соответ
ствующую нумерацию в первой книге.

Авторы выражают искреннюю благодарность рецензен
там — коллективу кафедры высшей математики № 3 Белорус-
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ской государственной политехнической академии, возглавля
емому доцентом В. Ф. Бубновым, и заведующему кафедрой 
высшей математики Белорусского государственного техноло
гического университета, профессору В. М. Марченко — за цен
ные замечания и советы, способствовавшие улучшению книги.

Все отзывы и пожелания просьба присылать по адресу: 
220048, Минск, проспект Машерова, 11, издательство "Вы- 
шэйшая школа".

Авторы



М ЕТ О Д И Ч ЕС К И Е РЕК О М ЕН Д А Ц И И

Охарактеризуем структуру пособия, методику его исполь
зования, организацию проверки и оценки знаний, навыков и 
умений студентов.

Весь практический материал по курсу высшей математи
ки разделен на главы, в каждой из которых даются необхо
димые теоретические сведения (основные определения, поня
тия, формулировки теорем, формулы), используемые при ре
шении задач и выполнении упражнений. Изложение этих све
дений иллюстрируется решенными примерами. (Начало ре
шения примеров'отмечается символом ►, а конец — 4  .) За
тем даются подборки задач с ответами для всех практиче
ских аудиторных занятий (АЗ) и для самостоятельных (мини
контрольных) работ на 10 — 15 минут во время этих занятий. 
Наконец, приводятся недельные индивидуальные домашние 
задания (ИДЗ), каждое из которых содержит 30 вариантов 
и сопровождается решением типового варианта. Часть задач 
из ИДЗ снабжена ответами. В конце каждой главы помещены 
дополнительные задачи повышенной трудности и прикладно
го характера.

В приложении приведены двухчасовые контрольные рабо
ты (каждая по 30 вариантов) по важнейшим темам курса.

Нумерация АЗ сквозная и состоит из двух чисел: первое 
из них указывает на главу, а второе — на порядковый номер 
АЗ в этой главе. Например, шифр АЗ-9.1 означает, что АЗ 
относится к девятой главе и является первым по счету. Во 
второй книге комплекса содержится 26 АЗ и 12 ИДЗ.

Для ИДЗ также принята нумерация по главам. Например, 
шифр ИДЗ-9.2 означает, что ИДЗ относится к девятой главе 
и является вторым. Внутри каждого ИДЗ принята следую-
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щая нумерация: первое число означает номер задачи в данном 
задании, а второе — номер варианта. Таким образом, шифр 
ИДЗ-9.2:16 означает, что студент должен выполнить 16-й ва
риант из ИДЗ-9.2, который содержит задачи 1.16, 2.16, 3.16,
4.16.

При выдаче ИДЗ студентам номера выполняемых вариан
тов можно менять от задания к заданию по какой-либо си
стеме или случайным образом. Более того, можно при выда
че ИДЗ любому студенту составить его вариант, комбинируя 
однотипные задачи из разных вариантов. Например, шифр 
ИДЗ-9.2:1.2; 2.4; 3.6; 4.1 означает, что студенту следует ре
шать в ИДЗ-9.2 первую задачу из варианта 2, вторую — из 
варианта 4, третью — из варианта 6 и четвертую — из вари
анта 1. Такой комбинированный метод выдачи ИДЗ позволяет 
из 30 вариантов получить большое количество новых вариан
тов.

Внедрение ИДЗ в учебный процесс показало, что целесо
образнее выдавать ИДЗ не после каждого АЗ (которых, как 
правило, два в неделю), а одно недельное ИДЗ, включающее 
основной материал двух АЗ данной недели.

Дадим некоторые общие рекомендации по организации ра
боты студентов в соответствии с настоящим пособием.

1. В вузе студенческие группы по 25 человек, проводятся 
два АЗ в неделю, планируются еженедельные необязательные 
для посещения студентами консультации, выдаются недель
ные ИДЗ. При этих условиях для систематического контроля 
с выставлением оценок, указанием ошибок и путей их исправ
ления могут быть использованы выдаваемые каждому препо
давателю матрицы ответов и банк листов решений, которые 
кафедра заготавливает для ИДЗ (студентам они не выдают
ся). Если матрицы ответов составляются для всех задач из 
ИДЗ, то листы решений разрабатываются только для тех за
дач и вариантов, где важно проверить правильность выбора 
метода, последовательности действий, навыков и умений при 
вычислениях. Кафедра определяет, для каких ИДЗ нужны 
листы решений. Листы решений (один вариант располагается 
на одном листе) используются при самоконтроле правильно
сти выполнения заданий студентами, при взаимном студенче
ском контроле, а чаще всего при комбинированном контроле:
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преподаватель проверяет лишь правильность выбора метода, 
а студент по листу решений — свои вычисления. Эти методы 
позволяют проверить ИДЗ 25 студентов за 15 — 20 минут 
с выставлением оценок в журнал.

2. В вузе студенческие группы по 15 человек, проводятся 
два АЗ в неделю, в расписание для каждой группы включе
ны обязательные два часа в неделю самоподготовки под кон
тролем преподавателя. При этих условиях организация инди
видуальной, самостоятельной, творческой работы студентов, 
оперативного контроля за качеством этой работы значитель
но улучшается. Рекомендованные выше методы пригодны и 
в данном случае, однако появляются новые возможности. На 
АЗ быстрее проверяются и оцениваются ИДЗ, во время обяза
тельной самоподготовки можно проконтролировать проработ
ку теории и решение ИДЗ, выставить оценки части студентов, 
принять задолженности по ИДЗ у отстающих.

Накапливание большого количества оценок за ИДЗ, само
стоятельные и контрольные работы в аудитории позволяет 
контролировать учебный процесс, управлять им, оценивать 
качество усвоения изучаемого материала.

Все это дает возможность отказаться от традиционного 
итогового семестрового (годового) экзамена по материалу все
го семестра (учебного года) и ввести так называемый блочно
цикловой (модульно-цикловой) метод оценки знаний и навы
ков студентов, состоящий в следующем. Материал семестра 
(учебного года) разделяется на 3 — 5 блоков (модулей), по 
каждому из которых выполняются АЗ, ИДЗ и в конце каждо
го цикла — двухчасовая письменная коллоквиум-контрольная 
работа, в которую входят два-три теоретических вопроса и
5 — 6 задач. Учет оценок по АЗ, ИДЗ и коллоквиуму- 
контрольной позволяет вывести объективную общую оценку 
за каждый блок (модуль) и итоговую оценку по всем блокам 
(модулям) семестра (учебного года).

В заключение отметим, что усвоение содержащегося в по
собии материала гарантирует хорошие знания студента по со
ответствующим разделам курса высшей математики. Для от
лично успевающих студентов необходима подготовка заданий 
повышенной сложности (индивидуальный подход в обуче
нии!) с перспективными поощрительными мерами. Например,
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можно разработать для таких студентов специальные зада
ния на весь семестр, включающие задачи настоящего пособия 
и дополнительные более сложные задачи и теоретические 
упражнения (для этой цели, в частности, предназначены 
дополнительные задачи в конце каждой главы). Преподава
тель может выдать эти задания в начале семестра, установить 
график их выполнения под своим контролем, разрешить сво
бодное посещение лекционных или практических занятий по 
высшей математике и в случае успешной работы выставить 
отличную оценку до экзаменационной сессии.



7. К О М П Л ЕК С Н Ы Е Ч И СЛА  И Д Е Й С Т В И Я  
Н А Д  НИМИ

7 .1 . О С Н О В Н Ы Е  П О Н Я Т И Я . О П Е Р А Ц И И  
Н А Д  К О М П Л Е К С Н Ы М И  Ч И С Л А М И

К ом плексны м  числом  называется число вида z — х +  iy , где х и у  — 
действительные числа; i =  у/—1 — так называемая м ни м ая единиц а*, 
т. е. число, квадрат которого равен —1 (корень уравнения г 2 +  X =  0 ); 
х называется дейст вит ельной  (вещ ест венной) част ью  ком плексного  
числа, а у — м ним ой его  част ью . Для этих чисел приняты обозначения: 
х =  Re 2 , у =  Im z. Если у — 0, то г =  х  €  R ; если же х  =  0, то чис
ло г =  iy  называется чист о м ним ым . С геометрической точки зрения, 
всякому комплексному числу z =  x + iy  соответствует точка М (х, у) плос

кости (или вектор О М ) и, наоборот, всякой точке М (х, у) соответствует 
комплексное число z =  х +  iy. Между множествами комплексных чисел 
и точек плоскости О ху  установлено взаимно однозначное соответствие, 
поэтому данная плоскость называется ком плексной  и обозначается сим
волом (z) (рис. 7.1).

* В  технической литературе для мнимой единицы используется также 
обозначение j  =  V —1-
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Множество всех комплексных чисел обозначается буквой С . Отме
тим, что R  С С . Точки, соответствующие действительным числам г =  х, 
расположены на оси О х, которая называется дейст вит ельной  о сью  к ом 
плексной  плоскост и, а  точки, соответствующие мнимым числам 2 =  
%у, — на оси Оу, которую называют м ним ой о сью  ком плексной  п лос
кост и.

Д ва комплексных числа равны, если соответственно равны их дей
ствительные и мнимые части. Числа вида z =  x  +  i y n z  =  x  — i y  назы
ваются соп р я ж ен н ы м и  (см. рис. 7.1).

Если z\ =  x i + iy i ,  гг =  £2 +  »!/2 — два комплексных числа, то ариф
метические операции над ними выполняются по следующим правилам:

Zi  +  Z2 =  ( ц  +  i y i )  +  (Х 2  +  ij/2 ) =  {x i  +  х 2 ) +  i ( y i  +  у 2),

21 -  22 =  ( x i  +  iy i)  -  ( х 2 +  i y 2) =  ( x i  -  x 2 ) +  i(y  1 -  i/2 ),

2122 =  ( x i  +  i y l ) ( x 2 +  ij/2) =  (X1X2 -  J/lJ/2 ) +  «(хЦ /2 +  Х2У1),

21 _  x i  +  i y i  _  2122  _  X1X2 +  У1У2 •  ̂Х2У1 — Х1У2

22 X2 +  *3/2 2222 x\ +  y\ X$ -(-

(последняя операция имеет место при условии, что 22 ф 0). В  резуль
тате получаем, вообще говоря, комплексные числа. Указанные операции 
над комплексными числами обладают всеми свойствами соответствую
щих операций над действительными числами, т. е. сложение и умножение 
коммутативны, ассоциативны, связаны отношением дистрибутивности и 
для них существуют обратные операции вычитания и деления (кроме 
деления на нуль).

П р и м ер  1. Даны комплексные числа 21 =  2 +  3t, 22 =  3 — 4i,
23 =  1 +  i. Найти

z i  +  2122 +  2?
2 - --------------------

21 + 2 3
► Последовательно вычисляем:

2 i +  23 =  (2 +  3i) +  (1 +  ») =  3 +  4 i,
2122 =  (2 +  3»)(3 -  4t) =  (6 +  12) +  i(9  -  8 ) =  18 +  t, 

z\ =  (3 -  4 i) 2 =  9 -  24i -  16 =  —7 — 24i, 
zi +  2122 +  z\ =  2 -1- 3i +  18 + 1 -  7 -  24i =  13 -  20i.

13 -  20i _  (13 -  20i)(3 -  4t) _  (39 -  80) + 1 (-6 0  -  52)
3 +  4t ~  (3 +  4i)(3  — 4i) 25

_  41 _  .112 
“  25 * 25 ‘ 4

Число г =  \OM\ =  \/2?  называется м одулем  ком плексного числа

г. Угол ip, образованный вектором О М  с положительным направлением 
оси О х, называется аргум ент ом  ком плексного числа  и обозначается <р =  
=  A rg2 .

Тогда

2 =

10



Очевидно, что для всякого комплексного числа z =  х  +  iy  (см. рис. 
7.1) справедливы формулы:

х  — г  cos ip, у  =  г sin ip,
_______  (7.1)

Г =  у/X2 +  у 2, cos tp =  х/т, sin Iр =  у /г ,

где главное зн ачен ие аргум ент а ip =  arg z удовлетворяет следующим 
условиям: —7Г < arg г ^ п  или 0 ^ arg z < 2тг.

Всякое комплексное число z =  х +  iy  может быть представлено в 
тригонометрической форме

z  =  r(cos tp +  i sin ip) (7.2)

или в показательной форме

г =  re''*’ (7.3)

(так как по формуле Эйлера e t{p =  cos <p +  i sin ip). Формулы (7.2) и (7.3) 
целесообразно применять при умножении комплексных чисел, а также 
возведении их в степень.

Если 2i =  r i(co s  ipi + ts in  ip\), 22 =  т*2 (cos ip2 + 1sin tp2 ), то справед
ливы формулы:

2 i 22 =  r i r 2 (cos(¥>! +  ipi) +  tsin(v?i 4- tpi)) =  r i r 2e‘^ 1"*'v’2\

—  =  —  (cos(ip i -  1P2) -)- ts in ((? i -  1^2)) =  —  e, (¥>1-v’ 2> (22 ф  0),
22 Г2 r 2

zn =  r n (cos nip +  is in  nip) =  r ne in v . (7.4)
Формула (7.4) называется формулой Муавра.

Для извлечения корня п-й степени (п  > 1, n £  Z) из комплексного 
числа в формуле (7.2) используется формула, дающая п значений этого 
корня:

_г- - г - (  <р +  2жк . . tp + '2nk\
zk =  \fz =  s/ t ( c o s -------------- 1-1 s in ------------  ) =\ n n /

=  r f t e i{v+2T,k)/n (fc z= 0,71 — 1).

(Под \/r понимается арифметический корень.)
П р и м ер 2 . Вычислить (1 +  i ) 12.
► Представим число 2 =  1 +  i в тригонометрической или показатель

ной форме, используя формулы (7.1):

г =  \/1 +  1 =  л/2, cos ip =  1 /V 2 , sin ip - 1/л/2, ip =  ir/4,

2 =  s/2  ( co s  — +  isin  —)  =  v^e1"/ 4.V 4  4 /

Тогда по формуле Муавра

г 12 =  (y /2)12 ( c o s ( l 2 - +  isin  ( l 2 • ^ ) )  =  # e 3 ,i  =  '

=  64 • (cos Зя- +  i sin Зтг) =  —64. ^

П р и м ер  3 . Найти корни уравнения г® +  1 =  0.

(7.5)
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► Данное уравнение можно переписать так: г 6 =  — 1 или z — 
Согласно формулам (7.1), число —1 в  тригонометрической форме имеет 
вид:

— 1 =  1 - (cos it +  t sin гг).
С учетом формулы (7.3), корни исходного уравнения:

я/—г . / 1Г "|" 2кп  1Г +  2кт \ :: - > п .11 I
2fc =  V ^ l  =  1 • ( COS---------------- 1- ts in  —-----------  ) =  e *(v>+2wfc)/n

V 6 6 J
где /е =  0 ,5 . Придавая к  последовательно значения 0 , 1 , . . . ,  5, находим 
все шесть возможных корней данного уравнения 2е +  1 =  0 :

7Г . . П V3 1 . /я
20 - cos — I- ism  — = ------ t- - i  =  е * * '0 ,

6 6 2 2
7Г , , 7Г , • /п

21 =  cos — I- ism  — =  i =  e ** '*
2 2

5 . . .  5 л/З 1 . - . . .
22 =  COS — 7Г +  tSin — 7Г = -----—  +  - t  =  e-07r,/ ,

* 7 7 1
23 =  cos —тг -)- is in  -7 r  = ---------------- i =  e 77r</ 6 =  e - 5 * ’ / 6 ,6 6 2 2

3 3
24 =  cos — 7Г +  tsin —ir =  —i =  е ~ ж'/2 =  e37r*/2,

11 , • • 11 \/3 1 . „
25 =  co s —  я- +  ts in  — 7Г = ----------- 1 =  -4

6 6 2 2

П р и м ер 4 . Найти корни уравнения г 3 — 1 +  iy/З  =  0.

► Так как 23 =  1 — гу З̂ =  2 • (cos — — isin  ^  , то по формуле (7.5)' О '
зг  з/х (  1Г/3 +  27Гк . . 7Г/3 +  27г/г \ _ _

2* =  V 2 =  V 2 (cos —— - ---------- х sin — - --------J  (к  =  0 , 2 ).

Следовательно, корнями данного уравнения являются:

2о =  \^2 ^cos — — t sin — ̂  , 2 i =  У2 ^cos ^  — i sin ,

3/77 (  137Г . . 137Г\Z2 =  v 2 I cos — ----- г sin I .

А 3-7.1
- 1. Найти значение выражения (z\ + 222)z3, если =  2 +  Зг, 

гг =  3 +  2г, гз =  5 -  2г. (Ответ: 54 +  19г).
2. Даны комплексные числа z% =  3 +  5г, г2 =  3 — 4г, гз =

=  1 -  2г. Найти число г =  ((21+ г3)г2)/г 3. (Ответ: ^т +
\ 5 5 /

* 3. Представить в тригонометрической и показательной 
формах комплексные числа z\ — 2 — 2i, z2 — — 1 +  г, гз =  —г, 
Z4 =  —4.

12



’ 4. Найти корни уравнения zs -  1 =  0. у Ответ: z0 =  1,

у/ 2  у/2 . у/ 2  у/2 ,
zj =  —  +  — г, z2 =  г, zз =  +  — г, z4 =  - 1, z5 =

у/ 2  у/2 . . у/ 2  у/2 .\
=  — 2--------- 2 " * ’ ге =  1’ Zr =  ~2 2~ 1')

Самостоятельная работа

1. 1. Найти значение выражения Zifa +  z$)/z2 , если z\ — 
=  4 +  5г, Z2 =  1 +  г, Z3 =  7 -  9г. ( Ответ: 40 — 32г.)

2. Представить в тригонометрической и показательной 
формах комплексные числа z\ =  \/3 +  г, Z2 =  — 1 +  у/Ъг, 
г3 =  -1 / 2 .

2. 1. Найти значение выражения (z\ + Z2Z3)/z2, если Z\ =  
= 4 + 8г, Z2 =  1 — г, 23 =  9 +  13г. {Ответ: 7 +  19г.)

2. Решить уравнение z2 — г =  0. (Ответ: ±  (1 +  г)/у/2.)
3. 1. Найти значение выражения (zf +  Z2 +  23) / 22, если 

z\ =  2 — г, Z2 — — 1 + 2г, z3 =  8 + 12г. (Ответ: 2 +  2г.)
2. Представить в тригонометрической и показательной 

формах комплексные числа z\ =  2/(1 4- г), гг = —*\/3 — г.

7 .2 . Д О П О Л Н И Т Е Л Ь Н Ы Е  З А Д А Ч И  К  Г Л . 7

1. Представить в показательной форме следующие ком
плексные числа:

a) z =  —y/l2 — 2i: б) z — — cos ^ +  isin 
' - 7 7

(Ответ: а) 4е77" / 6; б) е6’1'1/ 7.)
2. Доказать формулу

/ О; \
(1  +  c o s  а  +  г s i n  а )  =  ^2 c o s  —  J  e ina ( п  €  N ,  а  €  R ) .

П
3. Найти сумму £  elfcv-

fc=0
4. При каких целых значениях п справедливо равенство 

(1 + г)" =  (1 — г)п? (Ответ: п =  4fc, fc € Z.)
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5. Используя формулу Эйлера, найти сумму

cos х  +  cos 2х +  cos За; + . . .  +  cos пх.

. пх 
sin —  COS

п +  1
— —̂ я

6 . Доказать тождество

х 5 — 1 =  (ж — 1)(х2 — 2а; cos 72° + l)(z 2 — 2а:cos 144° + 1).

Найти и построить на комплексной плоскости (z) области, 
которым принадлежат точки z — х + iy, удовлетворяющие 
указанным условиям.

7. \z — zi \ < 4, где Z\ = 3  — 5i. (Ответ: внутренность круга 
радиусом R — 4 с центром в точке z\.)

8 . \z +  z\\ > б, где Z2 = 1 — i. (Ответ: внешность круга 
радиусом R — 6 с центром в точке —Z2-)

9. 1 < \z — г| < 3. (Ответ: кольцо между окружностями 
с центром в точке z =  г, радиусы которых ri — 1, г2 =  3.)

10. О < \z + i\ < 1. (Ответ: внутренность круга радиусом 
R =  1 с выколотым центром в точке z =  —г.)

11. О < Re(3iz) < 2. (Ответ: горизонтальная полоса, 
заключенная между прямыми у =  0, у =  —2/3.)

12. Re(l/,z) > а, где а =  const, а € R. (Ответ: если 
а — 0 , то х > 0 — правая полуплоскость без границы; если 
а > 0 или а < 0 , то получаем точки, лежащие соответственно 
внутри или вне окружности (х -  1/(2а))2 +  у2 — 1/(4а2).)

13. Re((z — ai)/(z+ai)) — 0, где а =  const, а € R. (Ответ: 
точка z =  аг.)

14. Im(iz) < 2. (Ответ: полуплоскость, лежащая левее 
прямой х =  2 .)



8 . Н ЕО П РЕД ЕЛ ЕН Н Ы Й  И Н Т ЕГРА Л

8 .1 . П Е Р В О О Б Р А З Н А Я  Ф У Н К Ц И И  
И  Н Е О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Й  И Н Т Е Г Р А Л

Пусть на интервале (а;Ь) задана функция f ( x ) .  Если F '(x )  =  /(х), 
где х £  (а; 6), то функция F (x )  называется первообразной функцией  
функции f ( x )  на интервале (о; Ь). Любые две первообразные данной 
функции /(х) отличаются друг от друга на произвольную постоянную.

Совокупность первообразных F (x )  +  C , где С  — произвольная посто
янная, функции /(х), х 6  (а; 6), называется неопределенны м  инт егра
лом  функции / (х ) :

!■
f (x )d x  =  F (x )  -)- С. 

Приведем основны е правила инт егрирования :

1) J  f ' (x )d x  =  J  d f(x )  =  /(х) +  С, d j  f (x )d x  =  d (F (x )  +  С ) =  

=  f(x)dx\

2 ) J ( f ( x )  ±  tp(x))dx =■ J  f ( x ) d x ±  J  ip(x)dx ;

3) /  a f( x ) d x  =  a  J  f (x )d x  (a =  const);

4) если J  f ( x ) d x  =  F (x )  +  С, to

//(ax +  b)dx =  - F ( a x  +  b) +  С  
a

при условии, что a, b — постоянные числа, а  ф 0 ;

5) если J  f (x )d x  =  F (x )  +  С  и и  =  у?(х) — лю бая  дифференцируемая 

функция, то

1 f (u )d u  =  F (u )  +  С.[‘
Правильность результата интегрирования проверяется дифференци

рованием найденной первообразной, т. е. (F (x )  +  С )' =  /(х).
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На основании определения неопределенного интеграла, правил ин
тегрирования и таблицы производных основных элементарных функций 
можно составить т аблиии основны х неопределенны х  ,|ЦП1>’:,рл nrtf\'

u a du  =  ——  (а  ф - 1); 
а  +  1

/
du
—  =  In |u| +  С;

3) [ a udu =  -----1-С ,  а  >  0 , а  ф 1 ;
J  т а

4) У  e udu  =  eu +  С;

5) У  sin udu  =  — cos и +  С;

6 cos udu =  sin u +  C;

Г du 1 и _  1 и
) / 2 I 2 =  "  arct6  -  +  С  =  -  -  arcctg -  +  С  (а #  0);У а 2 +  u2 а а о а  '

. /* du 1 
8) /  ~2-----J 1пУ а — и 2а

и +  а
и — а

+  С  =  In 
2а и +  а

+  С;

9) / v ^ l ^  = ln|U +' / “2±a2|+C
-.лч /* U ^  U
10) / -  -  =  arcsin -  -ь С  =  -  arccos -  +  С  (а ф 0 ); 

J  у/ a z — и2 а  а

С du
11) / -— —  = t g u  +  C;J  cos и

ч f  du
12) / — 2 =  -  ctg и  -f C\J  sinz и

. /* du I и  I I 1

13)y ^ r  = ,nltg 2l + c  = lnf e “ ctgu +C;

14) f =  ln ltg  + C  =  In —L . + t g u + C ;
J  cos u I \ 2 4/1 cos u

15) J  sh udu  =  ch u +  C;

16) J  ch udu  =  sh u +  C ;

17) I Ĵ =thU + C;
/* du

18) I  — =  — cth u +  C.
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Интегралы 1 — 18 называются т абличными.
Отметив, что в приведенной таблице буква и  может обозначать как 

независимую переменную, так и непрерывно дифференцируемую функ
цию и  =  <р(х) аргумента х.

+ l)d x .

►

П р и м ер 1. Найти неопределенный интеграл J (4х3 —2 v/x 2 +  2/х3+

J  ^4х3 -  2 v 'a? +  2/х3 +  l )  dx =  4 J  x3dx -  2 J  x 2/ 3d x +

z®/3
5/3

f  x - 3dx +  f d x  =  4 .  ^ - 2 - ^  +  2 - ^ + x +  C  =  x * -

-  % V l p ---- 7̂- +  x  +  C. -4

/ 1 H~ 2x2
r.;------

x-*(l +  x^)

/• 1 +  2x2 J  _  f  (1 +  x 2) +  x2 j  /• 1 +  x 2
J  l 2( l  + I 2) . 1 J  x 2( l  +  x2) 1 J  x2( l  +  x2) 1

f  x 2 f  dx Г dx  1
+  / ,— J 7 <*x =  / —  +  / — — -  = -------1- arctg x +  C.

J  х *(1  +  х г ) . J  x 2 J  1 +  x 2 x

П р и м ер 3 . Найти J  3xe2xdx.

П ри м ер 4 . Найти J ( 2 x  -  7)gdx.

► f ( 2 x -  7f d x  = -  f  (2x — 7)9 • 2dx =  i  i-2*  ~ 7^ °  +  С  =  —  x
У '1  2 J  y ■ 2 10 20

x (2x — 7) 10 +  C. <

П ри м ер б. Найти J  cos(7x -  3)dx.

► J  cos(7x — 3)dx =  -  J  cos(7x — 3)d(7x — 3) =  i  sin(7x — 3 ) +  C. 

П р и м ер  в . Найти J  X  ̂ X dx.

► f  X ~ arC tgX dx  =  [  X dx -  [  arC tgX dx =  -  f  d(1 +ж 2)
J  1 +  x 2 . J  1 +  x 2 J  1 +  x 2 * 2 J  1 +  x 2

/ 1 1 
arctg xd(arctg x) =  -  ln (l +  x2 ) -  -  arctg2 x +  C. •«

П р и м ер 7 . Найти J  ctg 3x dx.

cos Зж , 1 Г cos 3x 3 d x  I f  d(sin 3x)

<



=  i  In | sin 3x| +  C. -4
u

Д ля того чтобы в примерах 4 — 7 применить правило 5, некоторые 
сомножители подынтегральной функции мы "подводили" под знак диф
ференциала, после чего использовали подходящий табличный интеграл. 
Такое преобразование называется подведением  под зн ак  дифференциала . 
Так, например, для любой дифференцируемой функции /(х) имеем:

П р и м ер  8 . Найти [  — 2*  dx.
J  4 +  sin2 х

^ f  sin 2i  j  f  2 sin i  cos x ,  f  2 s in x
J  4 +  sin2 x  ~  J  A +  sin2 x ^  =  J  Г + s in» X) =

Г d(4 +  sin2 x) , ,
- J - 4 + sin2 *  = l n ( 4  +  sin * )  +  <?.<«

/ x +  2
—--------------dx.
x 2 +  4x +  5

^ f  x +  2 1 f  (x2 +  4x -(- 5 )' --------------
> i  x 2 + 4 x  + 5 2 J  x2 +  4x +  5 =  ln v 'x 2 +  4x +  5 +  C. «

A3-8.1
Найти указанные интегралы, результаты интегрирования 

проверить дифференцированием.

- 1. [  ( ь ’ - з  2. [  — У 2*, д,.
\ х  /  У COS2 I S i n  I

з . 1 ( з в ш х + г - з * - - ^ у г .

.  4. f  у щ г п & ь .  

6 . [  ( sin 7х -  е3_2х + — ^ --Л  dx.
У \ c o s z 4 х )

7 . J  ( е - 3* -  +  3 -  -  sin3 X cos х )  dx.

®* f  tg 3x dx. 9 . ( ^ £ L ^ d x .  
J  J  V T ^
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1 0 . [  % ..t  dx. 1 1 . f  3* dx. 1 2 . f  2 — ^ d x .
J  y/fPH* J  v/9^9^ J  1 -  x2

Самостоятельная работа

Найти неопределенные интегралы, результаты интегриро
вания проверить дифференцированием.

1 . а

б

2 . а

б

3. а

б

8 .2 . Н Е П О С Р Е Д С Т В Е Н Н О Е  И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Е  
Ф У Н К Ц И Й

Задача нахождения неопределенных интегралов от многих функций 
решается методом сведения их к одному из табличных интегралов. Этого 
можно достичь путем алгебраических тождественных преобразований 
подынтегральной функции /(х) или подведения части ее множителей 
под знак дифференциала.

П р и м ер 1 . Найти J  tg3 xdx.

► [  tg3 x d x  =  [  ( — \------ 1 J tg x d x  =  f — t g x d x -
J  J  \ cosz x J  J  cos x.

f  tg x d x  =  f  tg x d (tg x ) -  f  ^ d x  =  ^ + f  =
J  J  J  cos x 2 J  cos x

=  i  tg2 X  +  In | cos x \ + C . <

19

J  (dx -  Vx^ +  2 sin x -  3 j  dx;

J  ŝin За: -I- x\/l + x 2j  dx; в) J  - ^ —j-^dx.

I { x 7 ~ i s + 2 ’ ) d i '

J ( x* V r ^ + - r ^ ) d x ;  в ) f y + 1 1- 3 <b-

I { x ^ + 7x ‘ - 2 7 i ) d x ’

J  ^ -^ = = =  — cos7 xsin x^ dx; в) J ctg(3x -  2)dx.



/
 х  -f- 3 
------- dx
i  +  5

f x  +  3 ,  f x  +  5 — 2 f . f l
I ------- ax  =  / -------------- dx =  I dx — I

J  x +  5 J  x +  5 J  J x +  5
dx ■

=  x — 2 f  ~-X ^  dx =  x — 2 In |x +  5| +  C. 
У x +  5

П р и м ер  3 . Найти h dx
2 — 4x +  8  ’ 

dx f  dx Г dxГ dx _  Г dx  _  Г
J  x 2 — 4x +  8  J  x 2 — 4x +  4 +  4 J  (x —2 — 4x +  4 +  4 J  (x — 2 ) 2 +  4 

/■ d(x — 2 ) 1 x — 2
J  , ..; ■/_ ^  =  о arct8 +  C - <4 +  (x -  2)2 2 

Д ля отыскания интегралов вида

J  sinm x cosnxdx, J  sin m x sin n i  dx, J  cos m x  cos nx dx 

используют следующие формулы:

t sinm x cosnx =  i(s in (m  +  n)x  +  sin(m — n)x),

' sinm x sin nx =  -(co s(m  — n)x — cos (m +  n)x),

i cos m x cosnx =  ^(cos(m — n)x  +  cos(m +  n)x).

П р и м ер  4 . Найти J  cos(2x — 1) cos(3x +  5)dx.

► J  cos(2x — 1) cos(3x +  5)dx =  ^ J (cos(x +  6 ) +  cos(5x +  4 ))dx =

=   ̂J  cos(x +  6 )d(x +  6 ) +  ^  J  cos(5x +  4)d(5x +  4) =

=  -  sin(x +  6 ) +  sin(5x +  4) +  C. <Z 1U
При нахождении интегралов вида

* J  cos'" x sin" x dx  (m, n G Z)

возможны следующие случаи:
1) одно из чисел m или п — нечетное, например т  =  2к +  1. Тогда



=  у (1 — sin2 х )к sin" х d(sinж),

т. е. получили интегралы от степенных функций;
2) оба числа т и п  — четные. Тогда рекомендуется использовать сле

дующие формулы, позволяющие понизить степень тригонометрических 
функций:

* 2 cos2 а х  =  1 +  cos 2 а х ,  2 sin2 а х  =  1 — cos l a x  (а  6  R ) . 

П р и м ер  5. Найти J  cos7 х sin3 х dx.

► J  cos7 х sin3 x d x  =  J  cos7 x sin2 x sin x d x  =

=  — J  cos7 x ( l  — cos2 x)d(cosx) =  — j  cos7 x d (co sx )+

cos9 x d(cos x) =  —  cos8 x +  —  cos10 x +  C. <  
v '  8 10

П р и м ер 6 . Найти J  cos2 3x d x .

f  2 о . f  1 + cos 6® , 1 /". I / -► I cos 3x d x =  I -------------- dx =  -  / ax 4—  / cos6x a x  =J  J  2 2 У 2 У

=  - x  +  —  [  cos6x d (6x) =  - x  +  —  sin 6x +  C.
2 12 У 2 12

/ dx
------------о .
5 — 4x — x '4

► Для отыскания данного интеграла в знаменателе подынтегральной 
функции выделим полный квадрат. В результате получим:

dx _  Г d(x +  2) _Г dx _  Г dx _  Г d|
J  5 — 4х — х 2 J  9 — (х2 +  4х +  4) У 9 — (х +  2)2

1 , |х +  2 +  3 
■ In

2 - 3  I х +  2 — 3 

*5

+  С =  i  In 1 I  + a  -4
6 x — 1

f  x 5 +  1
П р и м ер  8 . Найти / —г------dx.

J  х г +  4

► Воспользовавшись правилом деления многочлена на многочлен, 
будем делить числитель подынтегральной функции на ее знаменатель 
до получения остатка, степень которого меньше степени знаменателя. 
Это позволит представить подынтегральную функцию в виде суммы це
лого многочлена и некоторой правильной дроби. Выполнив необходимые 
преобразования, получим:

Г х 5 +  1 , Г (  о „ 16х +  1 \ , Г . з „ . , 0 Г 2xd x ,
] ^ n dx^ j \ x - 4 х + ^ т т ) dx = j ( x + 4*)d* + 8/ ^ n +
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+  I 1? T l d x  =  т ~ 2 х 2  +  8 1 п ( х 2  +  4 )  +  \ a r c t g \ +  *

АЗ-8.2
Найти данные неопределенные интегралы.

• 1 » J  (е2х +  е~2х) dx. ' 2 . J  y/l — 7x3x 2dx.

/ 2х — 3 С
- j= = = d x .  4. I cos3 2x ■ sin4 2xdx.

. 5. J  cos2 Зж • sin2 Зж dx. 6 . J  ctg3 2x dx.

_ f  x 2 -  9 , . f

’ J  x 2 +  9 /  Ŝn S*n x̂ '

9 - / ; ? + £ + . 1 3 - - 1 0 7 :

da;
ж2 -  6ж +  7"

1 1 . [  1 2 . [  I d x .
J  ch Зж У ж + 1

Самостоятельная работа
Найти неопределенные интегралы.

/■ sin3 ж , Г
/ ------- аж; б) / cos 2ж • sin 10ж йж;у cos ж J  

/
1 . a

2 . a

3. a

tg2 7xdx.

/ *2 + 1  +  5 ^  6> J  зт(7ж -  1) sin 5ж cte; 

f  Зж + 2
J  x + 9

/ ж2 — 1 f
x2 ^  ^dx; 6) / sin3(l -  Zx)dx\ -

f  dx.
У  ж + 1
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8 .3 . И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Е  Ф У Н К Ц И И , С О Д Е Р Ж А Щ И Х  
К В А Д Р А Т Н Ы Й  Т Р Е Х Ч Л Е Н

Рассмотрим интеграл вида

/ Ах +  В  
х 2 4- Ьх +  с

dx. (8 .1)

Если А ф 0, то из числителя можно выделить слагаемое 2х+Ь, равное 
производной квадратного трехчлена, стоящего в знаменателе. Тогда в 
результате простых преобразований получим:

hА х  +  В
dx

2 +  Ьх +  с

+ ( В - А Ь /2 )  J

-II
dx

i 2 +  Ьх +  с

(2а 4- 6) +  (2В /А  -  Ь)
dx

х 2 +  Ьх +  с 2 J  ■

=  ^  In |а2 +Ьх +  с\ +  (В  — АЬ/2) J

2 х +  Ь
2 +  Ьх +  с 

dx

d x +

х 2 4-Ьх +  с

Для отыскания последнего интеграла выделим в квадратном трех
члене полный квадрат, т. е. представим трехчлен в виде

ж2 +  Ьх +  с =  (х +  Ь/2)2 +  с — Ь2/ 4 

и в зависимости от знака выражения с —Ь2/4 получим один из табличных 

интегралов вида

П р и м ер 1. Найти 

3® — 2

Г du
J  и2 ±  а 2 ' / Зж — 2 -da.

►/
-®/

а:2 +4ж-(-13 

dx

dx

х 2 +  4s  +  13 

2 х + 4 > 4  —4/3
_  3 f 2x 
~  2 J  х + 4 i> f l3

dx -II 2x +  4
x 2 4- 4x +  13

dx-

(x +  2)2 + 9  =  1 1П |Ж" + 4 *  +  1 3 | -8  - |  arctg ^  4- C. ^

/
5x  — 7

—----- --------dx.

x 2 -  8*  4- 7

2x -  8 4- 8  -  14/5

_  5 
“  2

4-13

7
/г

5x - 
x 2 — 8x 4- 7

2x -  I
2 -  8x 4- 7 

dx

! * =

dx  4- 13 

5

/:
/ p r

x 2 — 8x 4- 7
dx =

dx
2 • 4x 4-16 -  9

■ In |x2 — 8x 4- 7|4-

(x — 4 )2 — 9
In |x2 -  8x 4- 71 4 -1 3 ------In

2 2 - 3

=  -  In |x2 — 8x +  7| 4— -  In 2 6
x — 7
x — 1

x — 4 4- 3 

+  C .<

4- C  =
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З а м е ч а н и е .  Если в интеграле (8.1) квадратный трехчлен имеет 
вид а х 2 +  Ьх +  с (а  ф 0), то для отыскания этого интеграла коэффициент

о в знаменателе выносят за  <скобки: а х 2 + Ь х  +  с  =  а ( х 2 +  - х  +  — } .
\ а  а )I

Г 4х — 3 1 Г
J  —2х2 +  12х — 10 Х 2 У i 2 - 6 i  +  5 b

4х — 3П р и м ер 3. Найти / ------ ------------------dx.
'  2х 2 +  12х -  10

4х — 3

_  _  [  2х — 6 +  6  — 3/2 ^  _  Г 2х -  6  - _  9 Г dx  
j  х 2 — 6х +  5 У х 2 — 6х +  5 Х 2 У

=  — In |х2 — 6х +  51 +  -  • -  In 
2 4

Методы нахождения интеграла вида

Лх +  В

9 1 , 2 +  х — 3

/ :

2 - х  +  З

:dx

(х — З)2 - 4  

+  С .-4

V a x 2 +  Ьх +  с
аналогичны рассмотренным выше, однако в результате получаются дру

гие табличные интегралы. При А ф 0 имеем:

2ах +  Ь — Ь +  2 В а /А
ах  —

Г  Лх +  Б  _  А_ f  
У V ах2 +  Ьх 4- с 2а J

=  А [  2ах +  Ь d x + ( B _ b A \ Г 
2а У V ах2 +  Ьх +  с \ 2а  )  J

— \/ах2 +  Ьх +  с +  У

Vах^ -)- Ьх +  с 

dx
V  ах2 +  Ьх +  с 

dx

-£)
62

Тогда при с ф —  и а >  0 последний интеграл можно привести к виду

[  7 -Т -Г "о  =  1п Iй +  \Л*2 ± 9 2 1 +  С, У ±  q* 1 I

ь2а при с > —  и а < 0  — к виду 
4а

I
du и  _

=  arcsin — Ь С.
у /д 2 ~ и2 Я

/ Зх — 1 
—= = = = = = =  dx.

л/х2 -  4х -I- 8

З х - 1  ^ - 3  / • ( 2 х - 4 )  +  ( 4 - 2 / 3 ) , _ _  
У V x 2 — 4х +  8 2 У Vx  — 4х +  8
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=  -  /  * X ~ 4 d *  -  5 f  dX o ...... =  Зч/х2 - 4 x  +  !
2 У V x 2 — 4x +  8  У y /(x  — 2)2 +  4

—5 In x — 2 +  ^ ( x  — 2 )2 +  4 + C. <<

, 4x — 5 
П ри м ер 5. Найти / = dx.IV —a 2 +  2x +  3 

4 1 - 5  ' , /•- 2 x  +  2 +  5 / 2 - 2

2
Рассмотрим интеграл вида

=  — 4\/—х 2 +  2х +  3— 

+  С. ■«

/ (82) 
где fc — целое, к > 0\ р 2 — 4q <  0. При Л ^  0 (А: ф 1) по аналогии со 
случаем (8 .1) выделим интеграл

Л [  2х +  р Л (х2 +p x  +  g ) - fc+1 
2 У ( * » + p x  + , ) * ‘f a -  2 --------= Т + 1 --------+ С  ( f c #1 ) '

Тогда задача отыскания интегралов вида (8.2) сводится к нахождению 
интеграла

/ dx /* dx /* du
(x2 + p x  +  q )k У // p\ 2 4g — p2 \ J  (u2 +  a 2) fc’

i ( I + 2 )  + ^ - J

где u =  x +  p/2; a  =  \ /(4g — p2 )/4; 4q -  p2 >  0.
Интегралы вида (8.3) находят с помощью рекуррент ной формулы

п о н и ж ен и я  ст епени  зн ам ен ат еля :
Г du

J  (и2 +  a2)k 2a2(fc — l) (u 2 +  a2) fc_1 

2k — 3 f  du____ z ! _  [ . _________ .
2a2( k —l ) J  (u2 -+-a2 )fc_1

/ З х _(_ 5 

(x2 +  2x +  5)2 <̂X'

Г 3x +  5 3 y 2a: +  2 - 2  +  10/3
^  J  (xJ  +  2x +  5)2 2 У (x2 +  2x +  5 )2

(8.4)
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- I f
+ 2

d (x 2 +  2x +  5)
(x2 +  2x +  5)2

(  x +  1 
^8 ((x +  l ) 2 +  4) ' 8

, 1  x +  1

+ 2

+

( 8 .4 ) *

/
1 Г dx \ 3 
8 J  4 +  (x +  l ) 2 / _  ~  2

((x +  l)2 +  4 )2 

dx

3 1
2 x 2 +  2 x  +  5 "

1

x 2 +  2x +  5

1 x  +  1
. о +  _  a rc tg ----------1- C. ■<
4 x 2 +  2x +  5 8 2

A3-8.3
Найти указанные неопределенные интегралы.

L  /  * ’ + 4 *  +  20' ( 0т “ т: J " * 8  + С')

/ Зх — 7 /  3
'x 2 + x  + l dx- [Ответ: -  In |х2 + х + 1|-

17 2х +  1 \

1 . 3 * /  ^ Xl~Sx + 7 dX- ( ° твет: IЬ 1x2 “  8а: +  ? 1+
> \ 1 ,
"Ь

|х — 7
& х  -  1

+ а)

[  х3 +  Зх (  (х — 2)2 5 , , ,  „
4 -у  х2 +  2х +  2 ( О т в е т : - ^ —  + - 1п|х2 +  2х + 2|-

-'Э arctg(x + 1) +  С.)

5. [  - 7= = = = = = = d x . ( Ответ: 3%/х2 -  6х +  18 +
У у х ^ - 6х + 18 '

+ 5 In |х — 3 + \/х2 -  6х + 18| +  С.) 

в . / 8х —11  / ----------------
ах. ( Ответ: —8у5 + 2х — х2 —

—3arcsin

V5 + 2х — х2 
X — 1

+ а )

.о  (®-4).Запись =  означает, что при переходе к последующим вычислениям 
использована формула (8.4). (Подобная краткая и удобная запись будет 
встречаться и в дальнейшем.)
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Г. f  , „ ( Ответ:
J  (ж2 +  2х +  10)2 V

4х +  13 
х 2 +  2х +  10

1 х  +  1 _  \
+ 54 “ " S —  + С )  

 ̂Л г 2 — Зх /   
8 . )  - ■. dx. ( Ответ: 2 In la; +  \/4 +  а;2| — 

v 4  +  x 2 '■ 

-Зч/4Т ^2 + С.)

Самостоятельная работа

Найти неопределенные интегралы.

Ъ  а ) /  2 З3« + 9  1 0 ^  б ) [  /  оХ ~ 3 d x 'J  х2 -  6х + 12 J  \/х + 2х +  2
. / ■  х — 7 . Г 7х -  2

2 - * > / * * - 1 0 * +  9 * *  6 ) У  V 5  — 4ж —

з .  а) Г 6 ) Г - 4 l ~ 5  <fc.
у 2х2 + 4х + 9 у >/а;2 +  10х + 29

8 .4 . И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Е  З А М Е Н О Й  П Е Р Е М Е Н Н О Й  
(П О Д С Т А Н О В К О Й )

Если функция х =  </?(£) имеет непрерывную производную, то в дан

ном неопределенном интеграле J f (x )d x  всегда можно перейти к новой 

переменной £ по формуле

J  /(*) = J (8-5)

затем найти интеграл из правой части формулы (8.5) (если это возмож
но) и вернуться к исходной переменной х. Такой способ нахождения ин
теграла называется м ет одом  зам ен ы  перем енной  или м ет одом  подст а
новки.

Отметим, что при замене х =  <p(t) должно осуществляться взаим
но однозначное соответствие между областями Dt и Dx определения 
функций <p(t) и /(х), такое, чтобы функция <p{t) принимала все значения 
х £  D x (оно обозначается Dt <-> Dx ).

П р и м ер  1 . Найти J  хуЛГ^Хdx.

► Введем новую переменную t по формуле t =  \/х — 1. Тогда х =  
=  i 2 +  1 , dx =  2tdt, Dt'. 0 ^ t <  oo, D x - 1 ^ x < oo, Dt *+ Dx и,
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' согласно формуле (8.5), имеем:

J  ху/х -  1 dx =  J ( t 2 +  l ) t  • 2td t =  2 J ( t *  4- t2)dt =  g t5 +  ^ t3 +  C  =

П р и м ер  2 . Найти f  — a ~dx.
J  x 2

► Воспользуемся подстановкой x =  y>(t) =  a  tg t ,  где область опре
деления D f. — тс/2  <  t <  7г/2 удовлетворяет следующим услови
ям: D t ++ D x : (—оо, +оо) и в  Dt производная <p'(t) непрерывна. Тогда 

a d t
dx  =  ---- 5— и, согласно формуле (8.5), имеем:cos* t

У х а +  о2 f  у /a 2 tg2 t 4- а 2 a d t  _  [  у /1 +  tg2 t
sin2 t

Г y/x3 +  а 2 Г у /a 2 tg2 t -I- a 2 a d t  _  t
J  x 2 J  a 2 tg2 t cos2 1 J

_  f  1 ,. f  cos2 t +  sin2 t Г cos t ,
— I , . 2 i — I : : 2~1— — I “—2— ^J  cos t sin* t J  cos t sin t J  sinJ t

Г 1 1 I 1+  / ------dt = ----------- 1- In t g t ------
J  cos t sin t cos t

+ c  = - ^ ± m + 
tg t

\/l 4- x 2
-I-In tg t  -)- v T + t g 2!  +  С  = ----------------- 1- In X +  v / lT x 2 4- C. ■«

I I X I I

П р и м ер 3. Найти J  s / a 2 — x 2dx.

► Применим тригонометрическую подстановку x =  osint .  Тогда 
dx  =  a c o s t d t ,  D f.  -  тг/2 ^  t ^  тг/2, D * : -  a  ^ x ^  a, D t ++ D x 
и

J  %/a 2 +  x 2dx  ̂=?' J  \/a 2 — a 2 sin2 ta  cos td t  =  a 2 J  | cos t| соя t dt =

i f  2 , 2 /" 1 +  cos 2 t , a2 /■ , a 2 /■=  a J  cos2 td t =  a 2 j  ------- ------dt =  у  I dt +  —  I cos2 td t =

a2 , a2 a2
=  —  t +  —  sin 2 i  -f C  =  —  £ +  —  sin t cos t - f C .

*  4  Z Z
В полученном выражении перейдем к переменной х, использовав ра

венства t =  arcsin — и cos t =  \/1 — sin2 t - у/1  -  x 2 / а 2 . В  результате

[  у /a 2 +*x2dx =  —  arcsin — 4- —  1 — +  С  =  
J  2 о 2 а у а2

° 2 . X X  /-г-----г- Л
=  —  arcsin — I- — V в  +  *  4-С . 4
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При интегрировании накоторых функций часто целесообразно осу
ществлять переход к новой переменной с помощью подстановки t =  ф(х), 
а не х  =  ip{t).

П р и м ер 4 . Найти J  у/1 +  sin х cos х dx.

► Применим подстановку 1 +  sin х =  t. Тогда cos х dx  =  dt и

У  v 'l  +  sin х cos х dx  =  J  t^ ^ dt =  +  С  =  — ^/(1 +  s inx )4 4- C. ^

П ри м ер 5 . Найти J  e~ x x 2rfx.

► Воспользуемся подстановкой — x 3 =  t: Тогда имеем —3x2dx =  dt,

x 2dx  =  — i  dt и
3

J  e~ x3x 2dx =  J  e‘ =  +  C  =  - i e - 1" + C . <«

/* dx
П ри м ер 6 . Найти / ------------ . .

J  (x +  l)\/x2 + 2x +  10
1

► В этом случае целесообразно применить подстановку t =
х +  1

Тогда х =  -  — 1, dx =  -  ^rdt и 
t . ti

1
f  dx_________  =  f  ____________ t2dt

J  (x +  l )V x 2 +  2x +  10 J  i  j /  \

i  V ( b ‘ )  + 2 ( b ‘ ) + 1 °

=  V ^ n  =  - / ^ m  =  - 5 ' ” ls ‘ + v ® r r |+ 0  =

1 , 3  / 9  

=  " 3 ln J T T  +  V ( ^ W
З а м е ч а н и е .  Для нахождения неопределенных интегралов методом 

замены переменной (методом подстановки) предлагается схема вычисле
ний, которая дает возможность компактно и последовательно изложить 
ход решения задачи. Воспользуемся этой схемой при решении уже рас
смотренного примера 3:

/
,-----------  х =  as int ,  I Г !--------- ------тг~

V a 2 +  x 2dx  =  =  I V а 2 — a2 sin ta  cos t dt =
dx =  a  cos t dt| J

o f ,  , , 2 /" 2 , 2 /" 1 + lo s  2 t =  a  I | cos 11 cos td t  =  a I cos td t  =  a  I -------------dt =

=  —  [  d t +  —  f  cos 2 td t =  —  t 4- —  sin 2t +  С  =
2 У 2 У 2 4
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=  — t H------sin t cos t +  С  =
2 2

t =  arcsin —, sin t =  —, 
a a

cos t =  \A — sin2 t =  ^/1 -  i 2/a2

a . x  a  x  „  a  x x  г-т,------ тг=  —  arcsin — (- -x \  1 ----- - +  С  =  —  arcsin — I—  \/a2 -  x 2 +  C.
2 a 2

A3-8.4
Найти неопределенные интегралы.

1- J  -̂ L j—  ( Ответ: 2(y/x +  3 -ln  jl+л/а: +  3|)+C.)

2. J  xy/(5x2 — 3)7dx. ^Ответ: ^  (5x2 — 3)12 +  C. j

3 7 w T O $ '  +  .

f  v T + T n z  , / ------------
t 4. / ----- -̂------dx. ( Ответ: 2%/l + lnx -  lnlnx +У x m x ч 

+2 In | \/l +  lnx -  11 +  C. j

5. J  (Ответ: 2>/х -  4- /̂x + 4(1 +  ^ x) +  C. j

a f  dx I n  , x + 2 + 2\/x2 +  x + 1» о. I — ТТГ-- ■ ■ —  Omeera: — In-------------------------------|-
y X\/X +  X  +  1 \ X

+ c.)

«7. J  у/144 — x2dx.  ̂Ответ: 72 arcsin ^  +

+  | v / 144 -  X2 +  c . )  

.  8 . f  — *  . ( Ответ: С  -  +
У x2Vx2 +  9 V 4 9x /

‘ Здесь и далее при записи решений примеров, в которых используется 
метод замены переменной и интегрирования по частям, все промежуточ
ные выкладки мы будем заключать между вертикальными линиями.
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2 4- -s/4-

/  е2х ✓ 2 ______  \
—r = d x . ' ( Ответ: ~(ex — 2)\/ex 4  1 4  C .)
\Jex 4 1  \ 3 V '  /

10. f  — X (  Ответ: In -------- X 1
J  x V l T x *  v l +  V ^ T l|  /

Самостоятельная работа

Найти неопределенные интегралы.

1. а) [  х3\/4 -  3x4dx; б) [  ■■■■- -  Х dx.
J  J  1 + V х

( Ответ: а) - ^\/(4 -  Зх4)3 4  С; б) ^ч/х3 -  х 4  4-у/х -
V 8 3

- 4 1 п ( 1 4 ^ ) 8 +  С. )

о \ f  х 2 . Г dx2 . а) /  zdx; б) / — .......... ...
J  \/9 — 2х3 J  х\/4 — х 2

( Ответ: а) -  ̂  { /(9  — 2х3)2 4  С; б) — ̂  In 

4<7. )

3. a) J  y/l +  cos2 х sin 2xdx; б) J  —  - Х dx.

(  Ответ: а) — ̂  л/(1 — cos2 ж)8 +  б) С -------— -----V ' 8  х

— arcsin х. )

8 .5 . И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Е  П О  Ч А С Т Я М

М ет од инт егрирования по част ям  основан на следующей формуле:

J  и dv =  uv — J v d u ,  (8-6)

где и(х) ,  v(x)  — непрерывно дифференцируемые функции. Формула 
(8 .6 ) называется формулой инт егрирования по част ям . Применять ее 
целесообразно, когда интеграл в правой части формулы более прост для

4
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нахождения, нежели исходный. Отметим, что в некоторых случаях фор
мулу (8 .6 ) необходимо применять несколько раз.

Метод интегрирования по частям рекомендуется использовать для 
нахождения интегралов от функций х к sin а х , х к cosax, х к еа х , х п lnfc х, 
x k chax ,  а.Рх sin а х , а@х cos а х ,  arcsin х, arctg ж и т. д., где п, к  — целые 
положительные постоянные, а ,  /3 £ R , а также для отыскания некоторых 
интегралов от функций, содержащих обратные тригонометрические и 
логарифмические функции.

П ри м ер 1 . Найти J  x e~ 2f d x .

► Воспользуемся методом интегрирования по частям. Положим и =  

=  х, dv =  e~ 2xdx. Тогда du  =  dx, v =  J  < cdx  : -e. 2x +  С  (всегда

можно считать, что С  — 0). Следовательно, по формуле (8 .6 ) имеем:

1/ - 2* j  (8-6) х е dx  =  х

П р и м ер  2. Найти J (х2 +  2x)co s2x  dx.

(8 .6 )r и =  x 2 +  2x, du  =  (2x +  2 )dx,
/ (x 2 +  2x)cos 2xdx = Г 1

dv — cos 2xdx, v =  / cos 2xax =  -  sin 2x
У 2

=  - ( х 2 + 2х) sin 2x ) sin 2х dx  =
и =  х +  1 , du =  dx, 

1
dv =  sin 2 ж dx, v ■■

- J  ( x + 1) si

=  ^ (я 2 +  2x) sin2x — (x  +  1) i  cos2x +  J  i  cos2x d x )

cos 2x

=  i  (x2 +  2x) sin 2x +  i  (x +  1) cos 2x +  -  sin 2x +  C.

П р и м ер 3 . Найти J  x  arctg xdx.

u =  arctg x, dit =/x arctg x dx 

x 2dx

dx
1 +  x 2 ’ 

dv =  x d x , v =  x 2/2

2

x
—  arctg x -

1 f  x i dx x 1 f  x i  + 1  - 1  , x l  I f ,
---- / ----------- =  —  arctg x ----- I --------------— dx =  —  arctg x ----- I dx +2 J  1 + x2 2 S 2 J  1 + x2 2 6 2 J

+ l / r
dx
+  x ‘

X 1 1
=  —  arctgx — - x  —  arctgx +  C.
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Пример 4. Найти J  е2х sin х dx

/ '
► I е2х sin xd x =

и =  sin х, du =  cos x dx,

dv =  e2xdx, v =  - e 2x
2

1 f: ----I i
2 У

e2x cos x dx =
u =  cosx, du =  — sin xd x

dv =  e2xdx, v =  - e 21
2

=  - e 2x sinx 
2

1-/1  j ,  /• 1 ox • Л  ----- - e  cosx — / - e  sin x ox I
2 \2 У 2 У

=  - e 2x sinx — - е 2х cosx +  -  / e 1̂ sin xdx.
j / '2 4 4

Перенеся последний интеграл в левую часть равенства, получим:

ме2х sin x d x  =  - е  s i n x -----е cosx +  - С .

Следовательно,

[  е2х sin x d x  =  -  е2х sin х -----е2х cos х +  С.
У 3 3

П р и м ер  б. Найти J  х 2 In2 xdx.

=  In2 x, du =  2 lnx • —dx 
x

dt; =  x 2dx, и =  x3/3

/ з  1 x 3 ,  2 /■ о
x In x • — dx =  —  l n x -----/ x In x d x  =

x 3 ЗУ

T3
=  —  In2 x -  

3

u =  lnx,  du =  dx/x ,  
dv — x 2dx, v =  x3/3

2 1( х 3 f  х3 1 , \
- —  lnx — / — —dx ]
3 1U  У з х У

=  - ж 3 In2 X — 2 3 , - х  h
3 9

*3 , 2 2 з , 2 /* 2 j ---  In X -----X lnxH---- / X d x :
3 9 9 У

2 3 —x 
27

A3-8.5
Найти данные неопределенные интегралы.

1. J x c o s i x d x .  ^Ответ: ^xsin 3x^ ^cos3a; +
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* 2 . J arccosxdx. ( Ответ: x arccosx — \/\ — x2 +  C. j 

, 3. J (x2 — 2x +  5)e~xdx. ( Ответ: — e- x (x2 +  5) 4- C?j

4. J  In2 x dx. ^Ответ: x In2 x — 2x In x +  2x +  C.^

f  X COS X (  X ' X\
5. / ---- 2— ( Ответ:---------- (- In. tg — -f- C . )

J  sm x V sin x 2 1 /

6 . J  x3e~x dx. ^Ответ: — ^e_x2(x2 + 1) +  C.j 

, 7. J  e'fi'dx. (Ответ: 2 e ^  (y/x -  1) + C.^

8 . J sin(lnx)dx. ^Omeem: ^(sinlnx — coslnx) + C.J

Самостоятельная работа

Найти неопределенные интегралы.

/ 1п х Г
-~2~dx; б) / xe~7xdx;

в) J  arcsin х dx.

2 . a) J  xelll+ 1dx; б) J  ln(l + x 2)dx; 

в) J  xcos(x/2  +  l )dx.

3. a) J  ln(x — 3)dx; б) J  xcos(2x -  1 )dx; 

в) У  х • 23xdx.
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8.6. И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Е  Р А Ц И О Н А Л Ь Н Ы Х  Ф У Н К Ц И Й

Р ациональной  функцией R (x) называется функция, равная отноше
нию двух многочленов:

ч Qm(x) _  b0x m + b i x m - 1 + . . . + b m f 0 ^
ЩХ) ~  Pn (x) ~  a0x "  +  a i x +  . . .  +  a ,  ’ ( ’

где m ,n  — целые положительные числа; Ь, , a;  6  R ; г =  0, т , j  — 0, п.
Если т  < п, то Д (х) называется правильной дробью , если т  п , — 

неправильной дробью .
•Всякую неправильную дробь путем деления числителя на знамена

тель можно представить в виде суммы некоторого многочлена и пра
вильной дроби:

Q™(x ) _  м  (х ) +  Q<(a )
Рп(х) - М п~т {х )+  Рп ( х ) ’

Q i(x)
где M n-m (x ) ,Q i(x )  — многочлены; — правильная дробь; I < п.

Рп (я)
х 4 +  4 

х 2 +  За: — 1
тель на знаменатель (по правилу деления многочленов), получим:

Например, д п------ - — неправильная дробь. Разделив ее числи-

х4 +  4 2 о ,г. —ЗЗх +  14=  х2 -  Зх +  10 +
х 2 +  Зх — 1 х 2 +  Зх — 1

Так как всякий многочлен легко интегрируется, то интегрирование 
рациональных функций сводится к интегрированию правильных дробей. 
Поэтому в дальнейшем будем рассматривать функции Я (х) при условии 
т  <  п.

П рост ейш ей дробью  называется дробь одного из следующих четы
рех типов:

U А  - А  ■ M x +  N  ■ 4\ M x +  N
х -  а ’ (х — о)* ’ х 2 +  рх +  <j>' (x2 + p x  +  q )k '

где А, а, М, N, р, g — постоянные числа; к — целое, к ^  2; р 2 — Aq < 0.
Очевидно, что интегралы от простых дробей первого и второго типов 

находятся легко:

— —dx  =  A In |ж — а\ +  С,
/ :

/  Л / < ’  ~  “  ( , - „ ) * - ■ ( ! - * )  +  С ' 
Методика нахождения интегралов от простейших дробей третьего и 

четвертого типов рассмотрена в § 8.4. Таким образом, всякая простей
шая рациональная дробь может быть проинтегрирована в элементарных 
функциях.

Известно, что всякий многочлен Рп (х) с  действительными коэффи
циентами на множестве действительных чисел может быть представлен 
в виде

Р „(х) =  а о(х  -  a i ) kl . . .  (х -  a p ) k0 (x 2 + .p ix +
(8.8)

+ g i) ‘ i . . . ( ж 2 + р ах +  д3)1*,

35



где c*i, . . . ,  ctp — действительные корни многочлена Рп (х) кратностей 
fei, . . . ,  кд, а р 2 -  4qy <  0 (7  =  TTs); fcj 4- . . .  +.кр  +  2 ti +  . . .  4- 2 t , =  n; 
числа fci, . . . ,  kp , t i , . . . ,  ta — целые неотрицательные. Тогда верна

Т е о р е м а  ( о  р а з л о ж е н и и  п р а в и л ь н о й  д р о б и  в  с у м м у  п р о 
с т е й ш и х  д р о б е й ) .  В сякую  правильную  рациональную  дробь (8 .7) со 
зн ам ен ат елем , предст авленны м  в виде (8.8), м о ж н о  р а зл о ж и т ь  в 
сум м у прост ейш их рациональны х дробей т ипа 1 — 4. В  данном  р азло 
ж ен и и  к а ж д о м у  корню  а г крат ност и кг (г =  1, /3) м ногочлен а  Рп (х) 
(м н о ж и т ел ю  (х — а г )кг)  соот вет ст вует  сум м а кг дробей вида

A j  А 2 Аь
----  +7-----^ 2 + --- + T----- иГ- ■ (8-9х — а г (х — с«г) (х — а г ) г

К а ж д о й  паре к ом п лексно-соп ряж енн ы х  корней крат ност и ty м ного
члена Рп (х) (м н о ж и т ел ю  (х2 + р у х +  q-,Y '' )  соот вет ст вует  сум м а  Ц 
прост ейш их дробей

M ix  +  N 1 +  М2х +  N2 +  M t1 x  4- jVt7
x 2 + p yx + q y (x 2 4 - py x +  q-,)2 (x2 +  p-,x +  qy )*i ’

Для вычисления значений A ,M ,N  в разложении функции R (x)  на 
сумму простейших рациональных дробей часто используют м ет од  
неопределенны х коэффициентов, суть которого заключается в следую
щем. С учетом формул (8.9), (8.10) данную дробь R (x ) представим в виде 
суммы простейших рациональных дробей с неопределенными коэффици
ентами А, М, N. Полученное равенство является тождеством. Поэтому, 
если привести все дроби к общему знаменателю Рп (х), в числителе полу
чим многочлен Q * _ х(х) степени п — 1 , тождественно равный многочлену 
Q m (x), стоящему в числителе выражения (8.7). Приравняв коэффици
енты при одинаковых степенях х в этих многочленах, получим систему 
п  уравнений для определения п неизвестных коэффициентов А, М, N  (с 
индексами).

В  некоторых случаях с целью упрощения вычислений можно вос
пользоваться следующим соображением. Так как многочлены Qm (x) и 
Q * _ 1(x) тождественно равны, то их значения равны при любых число
вых значениях х. Придавая х конкретные числовые значения, получаем 
систему уравнений для определения коэффициентов. Такой метод на
хождения неизвестных коэффициентов называется м ет одом  част ны х  
значений. Если значения х совпадают с действительными корнями зна
менателя, получаем уравнение с одним неизвестным коэффициентом.

Г 2х -  3
П ри м ер 1. Найти / —--------—---------dx.

]  х(х — 1)(х -  2 )
► В  соответствии с формулой (8.9) разложение на элементарные дро

би имеет вид

Г 2 х - 3  (.  ■) Г ( Л  _ В _  +  _ С _ \
J  х (х  — 1)(х — 2) J  \ x  x - - l  x  — 2 /  ( >

Если привести дроби из данного разложения к общему знаменателю, 
то он совпадет со знаменателем исходной подынтегральной функции, а
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числители подынтегральных функций в левой и правой частях формулы 
( 1) будут тождественно равными, т. е.

2х — 3 =  А (х  — 1)(х — 2) +  В х (х  — 2) +  С х (х  — 1). (2)

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в обеих ча
стях тождества (2 ), получаем систему уравнений

О =  Л +  В  +  С, 'I
2 =  -З Л  +  2 В - с Л  

-3 =  2 A, J

решение которой: А =  —3/2, В  =  1, С  =  1/2.
Теперь найдем коэффициенты разложения методом частных значе

ний. Подставим в тождество (2) вместо х частные значения, равные кор
ням знаменателя a i  = 0 ,  а г  =  1, а з  =  2. Получим равенства —3 =  2А,
— 1 =  —В , 1 =  2С, откуда следует, что А  =  —3/2, В  =  1, С  =  1/2. 
Подставив в равенство (1) найденные значения коэффициентов, оконча
тельно имеем:

Г 2х — 3 , /■ / —3/2 1 1/2 \
У х(х  — 1)(х — 2 ) Х J  \ х х — 1 х - 2 , ) Х

=  — ?  In |х| +  In |х — 1| +  i  In |х — 2| +  С *, 

где С * — произвольная постоянная интегрирования. ■<

П ри м ер 2. Найти [  ------- ^  .
У ( х - 1)(х +  1)2

► На основании теоремы о разложении правильной дроби в сумму 
простейших дробей имеем:

[  x d x _____  <8=9> [ ( - А .  +  — 2 —  +  - £ - )  dx.J  ( х - 1 ) ( х + 1 ) 2 У Vх  -  1 ( х  +  1 ) 2 Х +  1У
Приведя дроби в обеих частях последнего равенства к общему зна

менателю, получим:

х =  А (х  +  I )2 +  В (х  -  1) +  С (х 2 -  1). (1)

При х =  1 и х — — 1 находим, что 4А =  1, - 1  =  —2 В , т.е. А =  1/4, 
В  =  1/2.

Для вычисления значения С  приравняем в тождестве (1) коэффици
енты при х2. Получим 0 =  А  +  С, т. е. С  =  —1/4.

Окончательно имеем

[  , « f  „  .  [  f  = ^ 4 .  -  J  1» | - 1|-
У (х — 1)(х +  I )2 У х  — 1 У (х +  1)2 У х +  1 4

———- -  iln | x  +  l| +  C * =  i l n
2 х +  1 4 4

х dx

x +  1 1 2 x +  1

Пример 3. Найти
/ < п(x -  l) (x 2 +  1)
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► Согласно формулам (8.9), (8.10), разложим подынтегральную 
функцию в сумму простейших дробей; выполнив приведение к общему 
знаменателю, получим:

[  xdx =  Г ( _А- + Mx + N\ dx
J  (х -  1)(ха +  1) J  \x - 1  x 2 + 1 /

/
[  Л (х2 +  1) +  ( M i  +  N )(x  -  1)

(x -  l ) (x 2 +  1) 
Следовательно,

x =  A (x2 +  1) +  (M x  +  N )(x  — 1). 

При x =  1 получаем 1 =  2А, т.е. A =  1/2. Далее, 

x 2 A +  M  =

откуда M  =  —1/2, N  =  1/2. 
Окончательно имеем:

f  * d*  [ (  У 2  , —x /2 +  1/2 \
У ( x -  l ) ( x 2 +  l )  У U - l  x 2 +  1 /

=  ^ ln|x -  1| -  i  ln|x2 +  1| +  i  arctg x +  C. •<

П ри м ер 4 . Найти /(x) =  J  Ax4 +  3x2 -  5 , ax.
3 +  2x2 +  5x

► В  данном случае подынтегральная функция является неправиль
ной дробью. Путем деления числителя на знаменатель выделим целую 
часть рациональной дроби и правильную рациональную дробь:

х4 +  Зх2 — 5 2х2 +  10х — 5
=  х — 2 +

х 3 +  2х2 +  5х х 3 +  2х2 +  5 х '

Следовательно, с учетом формул (8.9) и (8.10)

j /  \ Г , . . .  , Г 2х 2 +  10х — 5 ( х - 2 ) 2 
/(х) =  у  (X -  2 )dx +  у  , (да +  2я +  8 ) «Ь =  — J -  +

M x +  N

■ / ( 5
dx.

х 2 +  2х +  5 ̂
Приведя к общему знаменателю дроби в последнем интеграле и при

равняв числители подынтегральных дробей в левой и правой частях за
писанного равенства, получим:

2х2 +  10х — 5 =  А (х2 +  2х +  5) +  М х2 +  N x.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, имеем:

2 =  А +  М , \
10 =  2A +  N ,\

- 5  =  2 A, J
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откуда А  =  — 1, М  =  3, N  =  12.
Окончательно получаем:

(х -  2 )2 , . . 3 Г 2г  +  2 п Г dx
~ 2 ln W + £  /  а;2 +  2г  +  5 У  ( *  +  I )2 +  4 =

=  ^  ■■■■—----- In |х| +  ^ In |xs +  2х +  5| +  ^ arctg —™ -  +  С.

АЗ-8.6
Найти данные неопределенные интегралы. 

ь  ( 0m *em: 1п + С )  

Г х5 + х4 -  8 , /  _ х3 X2 .
„ 2. /  ---- 5---- ----- dx. ( Ответ: —  + —  +  4х+

J  х6 — 4х V о 2

+ 1п
I х2(х -  2)5

+  а )
(х +  2)3

3 . [  Х„ + \ dx. ( Ответ: х +  -  + In ^  +  С.)
У х3 -  х 2 V х |х| /

' 4 - /  ( 0meem; ? ^ Т +

+  | п у ' ( х - 1 ) ( » - 3 ) + с , ' )

|х| /

Г 2х2 - З х - З  ■ / _  1 х — 1
6 - у  ( х - щ ^ - г х  +  я ^ -  ( 0 “ - 2 MC* s — +

i n V ( ^  — 2 ' + ? .)- + с . )
|х — 1| /

/ X 2 / 1 1 1  — X \—з----- dx. ( Ответ: — arctg х +  -  In — —  + С . )
х4 -  I V 2 4 1 +  х )
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ч 2х
(х +  1)(х2 +  I )2 

+  ̂  1п(1 + х 2) + С .)

х  — 1 1
■ -- I n  х + 1 +

2 (х2 + 1) 2

Самостоятельная работа

Найти неопределенные интегралы.

1’ ^  /  (* -  1)(ат 

( Ответ: а) — In
V '  12

Чтг

+ 2)(х + 3 ) ’ 

(х -  1)(х +  З)3

6)/ 4 dx
х(х2 + 4) ’

2. а

( Ответ: a) In 

3 *  а

(х +  2)4 

2х2 +  41х -  91

+ С; б) In V x2 4- 4
+ а )

1)(х +  3)(х -  4) 

(х —1)4( х - 4 )5

dx; ‘б) [
J  х (х + 1 )

(х + 3 )7 +С; б )^ТТ+1п

} / х ( х 2 - 1) ; б ) /

+ С; б) In

х +1  

13 dx
И)

х(х2 + 6х + 13)'

+  С . )

V x2 + 6ж +13
+

+5 arctg х +  3

8 .7 . И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Е  Н Е К О Т О Р Ы Х  
И Р Р А Ц И О Н А Л Ь Н Ы Х  Ф У Н К Ц И Й

Не для всякой иррациональной функции можно найти первообраз
ную в виде элементарной функции. Рассмотрим интегралы от некоторых 
иррациональных функций, которые с помощью определенных подстано
вок приводятся к интегралам от рациональных функций новой перемен
ной.

Интеграл вида

где R  — рациональная функция, a ,b ,c ,d  — постоянные, г ,, s, — целые 
положительные числа, i =  1, 1/, приводится к интегралу от рациональной
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а  х +  Ь т '---------  =  и
сх +  d

(здесь число т  — наименьшее общее кратное (НОК) знаменателей дро
бей — , . . . ,  — , т. е. т  =  H O K ( s i , . . . ,  в*),  

si  а и
В частности, интеграл вида

функции новой переменной и с помощью подстановки

J  R {x ,x r^ ‘ i , . . . , x r‘'/a ‘')dx

приводится к интегралу от рациональной функции новой переменной и 
с помощью подстановки х =  um.

y/xdx

/
yfxdx

■4 7 = -----------.

V i 3 +  4

► Так как НОК(2,4)  =  4, то
/■ y/xdx Г x 1/2 d i

4
X =  U ,

J  V x 3 +  4  j j .3 / 4  _j_ 4 d x  =  4 u 3 d u J

= = 4 / ^ = 4 / ( u 2 - ^ f l ) d u = r 3 - T l n | u 3  +  4 |  +  C :

_  4 4 /-Т  16 

поскольку и =  tyx. М

1  in | 4^ 3 +  4| +  С,
3 3

_  Г V  х +  1 dx П ри м ер 2. Найти / , .................~ ■ — .
J  V F + T  +  V iт т

► Так как НОК( 2, 3 , 6 ) =  6 , то

Г ____v z + ц ? ___ J I + 1  =  u6’ L  f .......у _  6u5du =
J  у/х +  1 +  у/х +  1 I dx =  6u6du I J  u 3 +  u2

=  6 f  — — du =  6 f  ( u 3 — u2 +  и — 1 -|----- -— ^ du =
J  u +  1 У \  u +  1 /

: 5 U4 _  2u3 +  3u2 — 6u +  6 In |u +  1| +  С  =  ^ \J(x l )2 —

-2 y /x  +  l  +  3v 'x  +  l -  6 v/x +  l  +  61n|v''x +  l  +  l| +  C.

Интегрирование некоторых функций, рационально зависящих от 
у /ах2 +  Ьх +  с, описано в §8.3, 8.4.

Рассмотрим интеграл вида

Г Pn {x)dx
J  y/ax̂ ~+~biT+b

41



f  —r  =  Qn- i ( x ) \ / a x 2 +  Ьх +  c +  Л f
J  v o i J +  bx +  с J

=, (8 .11)

где F „ (x ) — многочлен степени n. Оказывается, что данный интеграл 
всегда можно представить в виде

dx
у / а х +  Ьх 4- с ’

где А 6  R ; Qn- i (x)  — многочлен степени п — 1 с неопределенными ко
эффициентами, которые находят следующим образом. Дифференцируем 
равенство (8 .11 ), в результате получаем тождество, из которого опреде
ляем коэффициенты многочлена Qn - i ( x )  и число А.

х4 +  4х2I -dx.П р и м ер 3. Найти . „ —
У v ^ + 4

► Согласно формуле (8.11), имеем 

1 х4 +  4х2/ х *4~ 4х /•
—pj===-dx =  (А х3 +  В х 2 +  С х  +  D )\ /x 2 -)- 4 -(- А I

последнее равенство. Получим

=  (ЗАх2 +  2 В х  +  C )V x 5 +  4+

dx 
х 2 +  4

Продифференцируем последнее равенство. Получим 

х4 +  4х2

х/х  ̂+ 4 

+ (А х 3 +  В х 2 +  Сх +  £>)
( 1)

V ^ + 4  у/х2 +  4

Умножим обе части равенства (1) на %/х2 +  4. Тогда

х4 +  4х2 =  (ЗАх2 +  2 В х  +  С )(х 2 +  4) +  (Ах3 +  В х 2 +  С х +  D )x +  А.

Воспользовавшись методом неопределенных коэффициентов, полу
чим систему уравнений

1 =  ЗА +  А,
0 =  2 В  +  В ,
4 =  12А +  С  +  В ,
О =  4 В  +  D,
0 =  4С +  А,

решение которой: А  =  1/4, В  =  0, С  =  1/2, 0  =  0, А =  - 2 .  
Следовательно,

Iх4 +  4х2
у/х2 + 1

dx  = х 3 +  2х у/х3 + 4  — 2 In |х -(- \ /х 2 +  4| -(- С *.

Интеграл от дифференциального бинома 

xm(o -I- bxn )pdx,
/ •

где а,Ь — постоянные, отличные от нуля, т,п,р — рациональные чис
ла, можно привести к интегралу от рациональной функции с помощью 
подстановок Чебышева в следующих трех случаях:

42



1) если р — целое число, то имеем рассмотренный выше случай ин
тегрирования простейших иррациональных функций;

2) если (m + l)/ n  — целое число, то применяется подстановка а+ Ь х п — 
=  и ‘ , р  — r / з ,  з  >  0 ;

3) если (m +  l)/ n  +  p — целое число, то используется подстановка 
а  +  Ьхп =  и‘ х п .

dx
П ри м ер  4 . Найти / —— 

J  х'у

► Так как m =  — 7, п  =  4, р =  —1/2, то ( т  +  1)/п +  р =  — 3/2 — 1/2 =  
=  —2 — целое число. Имеем третий случай интегрируемости дифферен
циального бинома. Тогда

/ ;
dx 1 +  х 4 =  u2x4, х =  (u2 — 1) J/4, 

dx =  —i ( u 2 — l ) ~ 5/4udux 7 V l  +  x4

J ( U 2 - l ) 7' 4u ~ l (u2 - 1)1/2 0  (u2 -  l ) _5/4u du =  -  i  / ( u 2 -  l)du =

1  з  1

=  ~ 6 U  + 2 U  +  C  =

v / I T

A 3-8.7
Найти данные неопределенные интегралы.

1. f  - — — f  Ответ: §  In |3>/x +  4| +  С .)
У Зх  ̂V х V 3 '

2 . f  Ответ: | -Уж® +  ^  ^  In | v̂ sc® —
J  ■ v ^ -  у/х '  5 5 5

- 1 |  +  С.)

‘ 3 . [  . ____ ^  ------= . (О т вет : х(^\/3х +  4 -
J  у Д х + 1  +  2 ^ 3 i T 4  V 3 \2

- 2 ^ 3 z  +  4 +  4 In (^Зсс +  4 +  21) )  +  С .)

4 . [  _  л ' . ( Ответ: 4 (  ̂ r^/x +  7 у/х  +  49 In \у/х—
J  у/х — 7у/х \ \2

- 7 | ) + а )
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* - 1 \ 1  Ы т -  ( ° ™ ' т:Ы
у/1 +  X -  у/1 -  X
у/ 1  +  X  +  у / 1  -  X

+

+ 2 " c*e V T + l  +  G )

6. J  х5 \/(1 + x3)2dx. ^Ответ: g \/(1 +  х3)8-

- | { / ( i  + * 8)8 + a )

Самостоятельная работа

Найти неопределенные интегралы.

1. а) f  6) f  - Й Й = .
J  V ^ + l  J  y/x2 + 2

( Ответ: a) -  (y/x3 -  In ^v'x3 + l j )  + C;

6) ( £ - 4 ) y g + 2 + g  ч
3 /

2 . , )  f  d x . 6 )  f  <*<*■■
J  tfx ’ J  V(x  + 1)2 + y i + T + 1

(Ответ: a) ^ v'x® -  ^  lVx™ +  C\ 6) 3 $ х "+ 7  -  4(x +  1) +  C.j 

Я яЧ f  fa f __________ dx_____________
’ a  J  у х  + у Д ' J  ^ /( 3 x -8 )2 - 2 ^ 3 x - 8  + 4' 

(Ответ: a) 6 ^  +  ^/x -  In (1 + +  C;

6) i < / ( 3 x - 8 ) 4 +  | ( 3 x - 8 )  +  a )

44



8 .8 . И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Е  Т Р И Г О Н О М Е Т Р И Ч Е С К И Х
• В Ы Р А Ж Е Н И Й

Интегралы вида

i?(cosx ,sin x)d x, (8 .12 )
I '

где R  — рациональная функция, приводятся к интегралам от рациональ
ных функций новой переменной и с помощью универсальной  п одст анов

ки  tg ^ =  и. В  этом случае

1 — и2 2и , 2du
cosx =

1 +  и2 ’ 1 +  и2 ’ 1 +  и

(см. § 8 .6 ).

П р и м ер  1 . Найти J  —

dx  =  --------- (8.13)

dx
. +  sin х +  cos x

► Полагаем tg ^ =  и. Тогда, согласно равенствам (8.13),

[  ^х  _  Г 2du/(l +  ti2) _  Г du _
J  1 +  sin х +  cos x J  2u 1 — u2 J  1 +  ti

1 +

=  In |1 +  u| +  С  =  In |l +  tg ^ I +  C. ■<

1 +  u2 1 +  u2 
x |
2 I

В  случае, когда имеет место тождество

Я (— cosx, — sinх) =  R (coax ,  sin х),

для приведения подынтегральной функции к рациональному виду мож
но применять упрощ енную  подст ановку  tg х =  и. При этом

1 d x = - ^ .  (8.14)' . .  < WO О/ --- . . . » I Чи*/
\/1 +  и V I  +  и 2 1 +  и

dx
3 +  sin2 х

П ри м ер  2 . Найти J
► Положив tg x  =  и, согласно формуле (8.14), получим:

Г dx  _  Г d u / ( l  +  u2) _  Г du _
J  3 + s i n 2 x J 3 +  u2/(l +  u2) J 3 +  4u2

1 2u 1 2 tg x
=  — t= arctg —r= +  С =  — =  arctg — = -  +  G. < 

2ч/3 v/3 2 ^ 3  V b

П р и м ер  3. Найти J  tg5 2x dx.

► Применим подстановку tg 2x =  и. Тогда

1 1 1 jx =  -  arctg u, dx = ---------- -,au,
2 2 1 +  u2
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[ tg5 2 x d x  =  ^ f  и5 - - - ..i du  =  -  [  ( и 3 — u H------ du - i u 4 -J  2  J  1 +  u2 2 J  \ 1 +  u2 J  8

- \ u 2 +  i  ln (I +  u2) +  С  =  i  tg4 2x -  \ tg2 2 x + \  ln (l +  tg2 2x) +  C. -4
4 4 8  4 4

При нахождении интегралов вида

J  /(cosx) s ins dx и J /(sin x) cos x dx  (8.15)

целесообразно применять подстановки

c o s i  =  i n  sinx =  t (8.16)

соответственно.

П ри м ер 4 . Найти / - ■- dx.
J  cos4 x

► Положим cos x =  t. Тогда

f  sin3 x Г 1 -  cos2 x . Г l - t 2 , , , Г 1 ,
J  ^ dx = J  smxdx = J  — 1b * )  = ~J Jidt +  

+f  i dt=b~3--t+c=l^ k - ^ b +a*

П ри м ер 5. Найти I
- / ■

cos 2x dx
у /(2 +  3sin 2x ) 2

► Положим 2 +  3 sin 2x =  t3. Тогда cos 2 x dx  =  - t 2<ft и

, 1 /• i2<ft 1 f  , 1 1 3/------- 7----
2 j  W  =  2 j  d t = 2 t +  2 ^  + 3 S n 2 x  +  C - *

A3-8.8
Найти данные неопределенные интегралы.

* ■ /

dx ( 1
- — -------- . ( Ответ: -  In
3-1-5 cos x V 4

x 
g 2

2 -  tg
X + c.)

2. f  —-..2 -----— . f Ответ: —J=  arctg —  + C.) '
У 3 sin x + 5 cos2 a; V y/15 6 -/5 /
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> • /

dx
8 — 4 sin x +  7 cos x ■ (

Ответ: In

x

t g 2 ~ 5
X . 

t g 2 _ S  
,13 .

+
« • )

. /" з • Ю . ! rs sin i  sin i4. I cos x sin xdx. yOmeem: ——------------—-----h C.J

5 - /  — T -J  sm x +  3 sin x cos x  +  cos2 x

( Ответ: —= In 
 ̂ y/ b

2 tg x  +  3 — \/5
+ c . )

2 tg x +  3 +  \fb

6 . J  sin4 3x dx. (  Ответ: ^x — sin 6x +  ^  sin 12x + C.̂ j

+( Ответ: -  In
1 +  tgx

V 4 1 -  tgx

+ ̂  sinxcosx +  cO
Z J

S . f
cos x sm x \

. ( Ответ: In | tgx|
2 sin2 x

+ a )

Самостоятельная работа

Найти неопределенные интегралы.

dx
4 — 5 sin х6)/

( Ответ: а) -  cos5/ 3 х — 3 cos х 4- С; 
\ 5

6 ) i l n

X

t g 2 ~ 2 + С
'■)

cos 2х
- dx,

. Г sin х dx 
J  sin x +  1\/3 +  4 sin 2x

/ i ____________ 2 \
I Ответ: a) -\/3 + 4 sin 2x + C\ 6) ----- -— ™ +  x 4- C. )

1 +  tg -
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, f  sin За: f  sin2 x dx
3. a) / --dx j 6) / -

J  \/(3 +  2 cos За;)2 J  1{ /(3  +  2 cos 3x)2 J  1 + cos2 x '

( Ответ: a)  ̂л/З + 2 cos 3a; + <?; 6 ) \/2 arctg J —x + C. j

8 .9 . И Н Д И В И Д У А Л Ь Н Ы Е  Д О М А Ш Н И Е  З А Д А Н И Я  
К  Г Л . 8

И Д З-8.1

Найти неопределенные интегралы (в заданиях 1 — 5 ре
зультаты интегрирования проверить дифференцированием).

1

И  [ З + Ю - Ь  1 , 2 . /~2 х^ +  3 ^ г - 1
J  у/х J  2х

1 0  f  3\/ж + 4а:2 -  5 f 2 y / x - x 2 + 3 J
1 Л - У  — г г — У  — w — Л с -

1 . 5 . j & z g + l b .  1 .6 . j 2j L z £ ± ± i x ,

1.7. У  (  J  j  -  ^  + 3 j  dx. 1 .8. f  —  ~ — 111

i.9 . + V  1 .1 0 . / ^ - ^  +  4 ^ .

1Л » . / ( , * - £  +  l

1 . 1 4 . | M z | f i ± l

1.15. J  + 2a;3 — 4^ da:. 1.16?^ ^  ~ ^  + 2 dx.

1.17. J  ^2x3 -  3Vx® + dx. 1.18. J  2x2 +

dx.

dx.
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1 . 2 1 . / ( ^ - > + 4 ) * .  1 . 2 2 . J

1.23. f  ^ - 2̂  + 4 Jx. '1 .2 4 ;  f ( s i - ^ L + 2)dx.

— 2x2 +  3

1 .19  . / 3* г - ^  +  У  1 .20 . J

’ J  X

1.25. J  ( t f x -  ^  + 2  ̂ dx. 1.26. J  — dx.
x

x x3 •y/x X

X X3 V x

2.1. J  \/3 + xdx. 2.2. J  \/l + xdx.

2.3. / t f l  + i j b .  2.4.

2.5. [  , .*■■■ 2.6.  f  dX 
J  ^ / ( Г = ^ F  Jv/(l - x ) 3 ' ’ ‘ J  V 2 + ^ '

2.7. / ( 1  - 4 x ) 7dx. 2.8. J ( l  + 4x)5dx.

2.9. ^ ( 1  -  3x)4dx. 2.10. J  V l +  3xdx.

2 .11 . J  \/5 -  4xdx. 2 .12. J
^ 5  +  3 x  

dx
2.13. [  - = £ = .  2.14. [  ..

J  -y/(l — 4x)5 J  { / ( 3 ^ 1 x p

2.15. [  ( 2.16. Y  V^^Zxdx.
J  ^ 2 ^ 5 i  ____  J

2.17. J  \/l + 3xdx. 2.18. J  \/l + 3xdx.

\//x2 7 K\ , ,, [  ( 5x21.29. / -----------V 4- 5 dx. 1.30. / - =  -  Vx2 +  2 dx.
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_ _ _ Г dx Г dx2.19. /  ........ .................2.20. /
J  yj(3 — a;)5 J  \/3 + x

2 ’21 ' /  ( 2 ^ ) 3 -  2 ‘22 - /  ^ ^ dx-

2.23. J  \/5 -  4xdx. 2.24. J  V(6 -  5x)2dx.

2.25. J  y/2 -  5 xdx. 2.26. J  У  A -  2 xdx.

2.27. J  V3 -  4xdx. 2.28. J  ^3 +  2xdx.

2.29. J  </(3 + 5x)3dx. 2.30. J  {/(2 -  x)2dx.

■ 3

3.1. f  3.2. [  3.3. f  - * U
У 3 -  X J  3x +  9 J  2 -  Зх

3.4. f  3.5. f  - *  3.6. [
У 1 -  4x J  2 + 3x J  2 — 5x

3.7. f  - * L . .  3.8. f  - * U  3.9. [  - * L _ .  У Зх — 2  J 2x + 3 J  3x — 4

3.10. f  j ^ r - .  3 .11. f  3 .12. f  _ ^ L _ .  У 4 -  Зх У Зх +  4 J  4х — 2

3.13. [ *  3 .14. [  J i - . 3 .15. [
У 5 -  Зх У 4 -  7х У 5х -  3

13л Л  /  *  3 .17. 3 .18. [
> У 3 -  2х У 5 +  Зх J  З - Ъ х

3.19. [  *  3 .20. f  *  3 .21. /
У 5 + 4х У 6 — Зх У

3.22. [  dx . 3 .23. [  dX . 3 .24. fJ  1 -  7x У 1 +  6x У

3.25. f  —fo- ■■ 3.26. f  dX . 3 .27. f
J  7 -  Зх У 5 -  2x J

6 +  5x

dx 
2 +  7x

dx 
2x +  7 ’
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3.28.
Г dx f  dx „ ■ л f  dx
/ -------- . 3 .29. / --------- . 3 .30. / --------- .J  2x + 9 J  7 x - 3  J  6 x  +  l

/ 4  '

4.1.

4.3.

4.5.

4.7.

4.9.

4.11.

4.13.

4.15.

4.17.

4.19.

4.21.

4.23.

4.25.

x .

x.

j  sin(2 -  3x)dx. 

J  sin(5 — 3 x)dx. 

J  cos(3 +  2 x)d 

J  cos(5 -  2x)d. 

f  sin(8x — 3 )dx. 

J  sin(3 — 4 x)dx. 

J  cos(3 -  4x)dx. 

J  cos(3a: +  5)dx. 

J  sin(5 — 3 x)dx. 

J  cos(5x -  8)dx. 

J  cos(5x -  6)dx. 

J  cos(7x + 3)dx. 

J  cos(3x -  7)dx.

4.2. J  sin(3 -  2x)dx.

4.4. J  cos(2 +  3 x)dx.

4.6. J  sin(4 -  2x)dx.

4.8. J  cos(7x + 3)dx.

4.10. J  sin(3 + 4x)dx.

4.12. J  cos(4x 4- 3)dx.

4.14. J  cos(2 +  bx)dx.

4.16.) J  sin(5x — 3)dx.

4.18. J  sin(3x 4- 6)dx.

4.20. J  cos(3x — 7)dx.

4.22. J  sin(7x +  l)dx.

4.24. J  sin(7 -  4x)dx.

4 .26. J  sin(8x — 5)dx.
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4.29. J  cos(10a: -  3)dx. 4 .30. J  sin(9a; + 7)dx.

5

e i  f  /3 d x  Г dx f  dx
J  9x2 - 3 '  ' J  a/9x2 +  3 ‘ J  9x2 + 3'

5 - 4 -  I v n - ™ -  /  7 ^ 1 -  

5 -7 - / a l r r  5-8- / « £ ? ■  5 -9- / s ? b -

5.10. [  5.11. [ - J *  . 5.12. [  —  dx
J V 3  -  5 x 2 У \ /5 х 2 + 3 J  у/4  -  7x 2

5 . 1 3 .  5 . 1 4 .  f  * °  5 . 1 5 . f  d *
J  V 3  -  4 x 2 J  y / 2 x 2 -  9 J  y / 2 x 2 + 7

5 . 1 5 .  f  - = t = = .  5 . 1 7 .  f  5 . 1 8 . [ - ! & =
J  V 3 x 2 +  2 J  3a;2 +  2 J  y / j  _  2 x 2 '

5.19. [  -f ^ dx . 5.20. [  ~ dx 5.21 [  dx
J  2 x 2 ~  7 J  8 x 2 +  9 J  3 x 2 -  2 '

5-22' f  J T T V  5 -23- [  - 7 ^  5 -24 - f ---- —___■/ 4 * 2 +  3 У V 4 x 2 +  3  J  V 3  -  4 x 2 '

5.25. [  -  dX K 9fl [  — dx . 5 .2 7 . f  dx
J  V 9  -  8 x 2 J  4a;2 -  3 J  8 x 2 -  9 ’

5 . 2 8 .  5 . 2 9 .  [ Л * .  5 . 3 0 .  /
У 4 z  +  7  У 4  +  За:2 J  у/\х г _  3

б

е л .  6 . 2 . [  ■ x i x  . 6 . 3 . /  J ? - 1' 1  .
У \/5 — 4а:2 J  \/5 — З х 2 J  4 х 2 +  1

4.27. J  co s(8a ;-4 )dx. 4 .28. J  sin(9a: -  l)dx.
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т

4x dxf  Axdx Г 2xdx Г A
в л ' J  J  J  V a ,

6 .7 . [  xdx  6 .8. f  - ^ M L .  6.9. f  2xdx
J  V9 -  8x2 J  \/3x2 -  2 J

6.10. [  J S £ ^ . 6 .11. /  6 .12. [
J  V7 -  2x2 J  2x2 - 7  J

e .U . /  6 .14. f  - ? ф = .  6 .15. [
J  3x2 -  7 J  y/2x2 +  5 J

„ Г x dx „ f  5xdx f
' ' /  2z3 + 9' * J  V 3 -5 x ^ ' * I  \/3(C2 +  8

6.19. [  6-20. [  6 .21. [
J  V5x2 +  3 У За;2 — У 5x2 + 1

V3x2 -  2 

x dx 
3x2 +  8 '

xdx  
V7 -  3x2 ' 

x dx

>•-- / m -  “ ‘ • / т г *

> • -  6 . 2 6 .  / ^ . 6 . 2 , /

e - 3 0 '  /
9x2 

3x dx 
\/9x2 +  5 

7x dx 
7x2 + 1'

7 X  / е т  7 -2 - /

7 -4 - / « ? Ь -  7 -5 - /

Г ^  f

7 -7 - J i s T «■ ' 8 - /  

7 1 0 ' /5x2 -  4'

7Л47

dx
7.3. f  dx

2x2 - 5 ' 1 V7x2 - 3

dx
7.6.

Г dx
2x2 + 3 ! V 5x2 +  1

dx
7.9.

Г dx
V9 -  2x2 1 V 9x2 + 2

dx 7.12.
f  dx

3x2 — 7 ’ 1 3x2 + 7 '

dx 7.15.
Г dx

7x2 + 6' 1 y/7 — 3x2
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dx
3x2 - 5'

dx
\/3x2 + 8

dx
4x2 3 ’

dx
y/ b- 4x2

dx
3x2 —2 '

7 1 в - 7 -1 7 - / з £ т  7 Л 8 - /

7m - ! v S w - 7 -2 0 - / е т /

7 - 2 2 -  /  v s r a - 7-2 3 - /  2 ^ Ь -  7-247  

7 -25- /  * £ т  7 -2 6 - 1  т ё  ? 7 -2 7 - 1  

7 -2 8 - / т г а -  7 -ж  / т а - 7 Ж  /

8.1. J  e2x~7dx. 8.2. J  e3+5xdx. 8.3. J  e2~3xdx.

8.4. J  e2x+1dx. 8 .5. J  e7x~2dx. 8 .6. J  e5x~7dx.

8.7. J  e5x+7dx. 8.8>, J  e7~2xdx. 8 .9. J  e3~4xdx.

8.10. J  e10x+2dx. 8 .11. J  e2x~10dx. 8 .12. J  e4x+3dx.

8.13. j  e4x+5dx. 8 .14. J  e6x~1dx. 8 .15. J  e5~2xdx.

8.16. J  e4~3xdx. 8 .17. J  e3~5xdx. 8 .18. J  e ^ d x .

8.19. ^  e2~5xdx. 8 .20. J e6x~4dx. 8 .21. J  e8x+1dx.

8.22. J  e2~6xdx. 8 .23. J e2~4xdx. 8 .24. J  e3~6xdx.

8.25. J  e4~5xdx. 8 .26. J  e5~xdx. 8 .27. J  e7+3xdx.
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8.28.

( 9  \

J  e2x+3dx. 8.29. J  e8x+1dx. 8.30. J <,4-7x dx.

9.1. J

9.3. j  

9.5 . j

f dx
9.2. j  -

9.4. [  -

(2x +  l)^/ln2(2x +  l) 
f dx

(1 — x)^/ln2(l — re)

9.6. / ■

9 .7 . J
f y , n ( 3 t  +  i ) dx 

3x + 1
9.8. [  - 

J  1

9.9 . j
f  dx

9.10. /
(x +  1) v/ln(x + 1)

9 .H . ;
^•v ' t o V  +  D (fc

9.1 j . j .

9.13.
1 X +  1

9.14. /

9.15. [ № {Х +  1 )<Ь. 9.16. J

9.17.
ГЫ \Зх +  1) 

1 Зх + 1
9.18. /

9.19.
f  dx 

1 (x +  5) ln3(x +  5) ’
9.20. J

9.21. J x +  4
9.22. J

ф п 2( 1 - х )
dx.

dx

U - I ) VV ( 1 - I )

2z -  1 

dx
(x +  1) In (.£,.+ 1)

da;.

da:.

\/ln2 (a; +  1) 
x +  1

y i n 2 (x  +  1 )

X  +  1

dx
(x + l)V ln(x +  l ) '  

dx
(x +  2)i/ln (x +  2) 

dx
(x — 3) ln4(x — 3)

x — 5
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f  \/ln3(x +  3) f  {ЛпЧг -  5)
J '23 ' J  У x +  3 ^  9 '24 ' / - x - 5  <*

9.25. [ ----------^ ______ . 9,26.
У (x + 3) In (x + 3) J  x -  8

r J l n 3(x +  6) /•
).27. /  V-----— — dx. 9.28. /  -------

J  x + 6 J  ( x - .(x -  4) ln5(x -  4) 

, , 9 . / ^ x .  , 3 0 . / m

1 0

1 0 .1 . f  sin4 2x cos 2xdx. 10 .2 . [  ^ ^ - d x .
J J  sin 2x

10.3. / “ ^ x .  10.4. f - S ^ r f x .
У COS Зх У ^/cOSX

/ sin 2? /*
cos5 x dX' 10.6. /  cos7 2x sin 2x dx.

10.7. [  ~ ° S X dx.  10.8. [  - ^ - d x .J  sin x + 2 У 3 -  : •smx

10.9. [  10.10. f  -  ShlX dx.
J  v  cos x + 3 у у cos x + 1

1 0 . 1 1 . f  - - - ~ o s x  — rfT Ю .1 2 . f  - ‘п 3 ж  dx.
У ^/(sinx -  4)3 J  cos2 3x

10.13 . [ - p t - d * .  10.14.
У V cos 5x у sin 4x

10.15. J  sin3 4x cos4xdx. 10.16. J  v̂ cos 2xsin 2 xdx.

10.17. f  Vcos32xsin2xdx. 10.18. f  -^ ^ L = d x .
 ̂ У cos2 4x

10.19. J  sin3 5xcos5xdx. 10.20. J
V  cos2 4x 
cos 5x

V  sin3 5x
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/ sin 5ie С
— — dx. 10 .22 . / v c o s7 xs in 7 xd x. 
cos4 5x J

/ г  cosбж
sin6 3a: cos 3a: dx. 10.24. / — =— dx.

J  sin 6®

10.25. J  Vcos3 2 x sin 2x dx. 10.26. J  sin4 8x cos 8xd x.

/ г  sin  4 x
sin5 4a: cos 4a: dx. 10.28. / , dx.

J V cos 4x

„  f  sin 2a: , „ „ „„ f  cos 6a:10.29. / ------dx. 10.30. / — j— dx.
J  V ^ 2i  J  sin4 6a:

11

1 1 . 2 .  /  / *  .
У cos x  y. cos2x y t g 3x

U .3 ,  f  . 11.4. f ^ d * .
J sin a: ctg x J sm 2a:

/■ tg34x , „„ л f  \/tg bx
11.5. / & „ --d x . 11.6. / v dx.

у coŝ  4x У
cos2 5x

n j .  [  n . s .
J sin x  У sin  x c t g3 X

11.9. [  J x 4 ,  . 11.10. /J cos2 3x tg4 Зх У sin  7x

l i . i i .  U . 12 .
у sin За: У cosJ 7x

U . U .  f  11.14. [  Щ р Л г .
J  sin  6x У cosM®

11.15. [  ^ 4 ? d x .  11.16. [  dX .
J  sin  3x J cosM xVtg4x

11.1T. f  . - ^  3J . 11.18. f-^g-dz.
J  sin  3x ctg3 Зх у cos2 6x
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„ „ „ л Г dx 11.19. / — 5----J sm x ctctgJ x
ctg5 4x

.21. J sin  4x

.23. J
cos2 3x 

dx
dx.

.25. f -
J  s i

.27. j  tS' 21
cos2 2x 
\/ctg2

dx.

I11.20 .
sin 4x

l ' 22 ' /  cosJ 7 i

11.24. f ^ P * L dx. 
J SIX

sm* x у/ ctg4 x .26. /

.26. [ *
J  s i

sin  bx 
dx

cos2 x v^tg2 x
V ctg5 :
sin2 x-dx.

11.29. f  уЩ-̂ dx. 11.30. [  J sm x J11.30. I -S\3x dx.
cos2 3a;

12

12

12

\J arctg6 3a;
+  9a;2 

arccos2 3a;

V I  -  9x2

V arccos2 x 
Vl — x2

dx.. 3 .  /

. 5 .  /

.7. [  _______
J Vl — 9x2

12.9.
J  VI -  4 i2

da;.

12.11.

• 2 '  /

.4. /  =

v7 arcsin x
v l -

dx.
arcctg3 2x  

+  4x2

dx

dx.

12.6. f  7-------J (1 +  x

O f  V  arctg
•8 - J  T + ^  

•10- /  7 Г

2) arctg3 x  

\/ arctg2 x
-dx.

x 2 arcsin4 x

12.13.

________ 1 2 . 1 2 .  [  ^ CCtg7f ^ .
V l — 4x2 J 1 +  9x2

/" arccos 4x /■ arcsin4 x ,
/ =dx. 12.14. / —==dx.
J V I  — 16x2 У V l  -  x2
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12 

12.19 

12 

12

12

12

1 2

\/ arccos 2х 

у/1 — 4х2

arcsin2 5х

V I  -  25х2 

arctg8 За;
1 +  9а;2

13

13

13

13

/

. г г . /  

■/

■217

. 2 3 . /  

. 2 5 . /  

.27. J  

. 2 9 . /

-  /  

.3. /

.5. /

■7 '  /  

• /  

• /

arcsin3 2а: 

л/1 — 4а:2

v/arctg 2 а;
1 +  4а:2

у/ arcctg3 х  
1 +  х2

dx
(1 +  a:2) arctg5 х

dx.

dx.

dx.

,u , , / da;
(1 +  a:2) arctg7 a;

arcctg6 3x 
+  9x2

dx

dx.

dx.

dx.

dx.

\/ arctg3 x  
1 +  x 2

dx.

xd x  
e 3 x 2+ 4  ’

x 2dx 
e*3+1'

_ 1x 2dx.

e7x +2xd x.

13.9. I e4x2+5xd x.

13.11. I e5x 3xd x.

ж  / ( Г + г  

• /

2)v/arctgx

12.22

.24. /  =  

.26. /

arccos1 a: 

\/l — x 2

arcctg4 5x 
+  25x2

dx.

dx.

dx

.28. / ™  

. 3 0 . /  =

V l  — 25x2 arcsin 5a: 

arccos2 7x

12 

13

13.2. 

13.4. 

13.6. 

13.8. 

13

49a:2 

arcctg4 8x

zd x .

+  64a:2
d x.

xd x  
ex 2+ 3  -/

/

/ sina: , 
------- ax.
g C O S  X

I’3- x  dx. 

dx
у/1 -  X 2earcsinx

.10. /

13.12. J e1_4x xd x.
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13.15. [  e4~x\dx. 13.16. [  etsx-Ar-dx.
J J  cos2 x

13.17. J  e3cosx+2sm xdx. 13.18. j  e4*'™-1 cosx dx. 

13.19. J  e5x2~3xdx. 13.20. j  e5~2x\dx.

13.13. J  e3x*+4xdx. 13.14. J  esin1+1 cos xdx.

13.21. J  e4~3x\ d x .  13.22. J ecos2x s in 2xdx.

13.23. J  el - * x\ d x .  13.24. J  ex3+1x 2dx.

/
„arctg x  /•

Y ^ 2 dx- 13.26. I  e3x x 2dx.

1 3 -2 7 '  /  1 3 - 2 8 .  /  ~ d x .

13,29- /  ^ T i dx■ 13 ,3°- J е4~Ъх*xd x.

14

14.1. [  X 1 dx. 14.2. f  - _____ —dxJ 7x2 + 4 J 5x2 - 1

14-3- / ё т > -  14-4' f  w h

14-5- / 1 Н > -  14Л- /

14-7- / з З Т Т * '  M 4 -8- /

1 4 - 9 -  / 1 ^  i4 -io 7

+  3 dx .

5 — x dx.
3x2 +  1

2x — 5 
\/7x2 +  3 

3x -  2
з х ^ Т Г  4
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14.13.

14.15.

14.17.

14.19.

14.21.

14.23.

14.25.

14.27.

14.29.

14.11.
/

/

/

/

/

/

I
I
I
I

2x +  3 
5 z2 +  2

x  — 3 
1 — 4x2

5x — 2

x -  1
5 -  2x2

dz.

dz.

dz.

dx.
x 2 +  9 

1 -  2x 
\/3z2 +  2 

2z — 3

dz.

\/4 — z 2
dz.

3 z +  4 
5 -  2 z2

5z +  2 

v/®2 +  9 

z  — 5

dz.

dz.

8 -  4x2 

3z +  2

dz.

14

14

4 / 2 Z 2
zdx.

/

i i /

I k ? ) /

/  

/  

/  

/  

/

I 

I

2z +  3 
1 -  3 z2

z  -  3 
4 z2 +  1

3z -  1

dz.

dx.

dx.

14.18.

14.20.

14.22.

14.24.

14.26.

14.28.

14.30.

4 — x*

2z +  5 
\/5z2 +  1 

2z — 4

dx.

x 2 +  16 

2z  — 1

dx.

V5 -  3 z2 

3z — 3

:dz.

%/1 — a 

3 — 2z

dz.

dx.

x  +  4 
7 z2 + 3

z  — 5 

\/4 — 9 z2

dx.

dx.

Решение типового варианта

Найти неопределенные интегралы (в заданиях 1 — 5 ре
зультаты интегрирования проверить дифференцированием).

, /* 3  — 2 х 4 +  У х 2

1 J  — и — * ’■

► Разделив числитель подынтегральной функции на зна
менатель и использовав второе и третье правила интегрирова
ния, а также таблицу основных неопределенных интегралов,
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получим:

J  3 ~ 2а^  ^ dx = 3 j  х - ' / Ч х - 2 j  x15/4dx + J  x5/12dx = 
=  4 а :3/4 _  ^ 1 9 / 4  +  1 2 х 17/12 +  с  =  _  А ^ +

+ ^ V ^  +  a

Проверим полученный результат:

( 4l3/4 -  й х ” /4 + И 1' 7' 12 + с)' = 4 ' Г " ‘/4 ■ й х

X ^ ж 15/ 4  +  1 7 ^ 6/12  =  За;- 1 / 4 -  2 х 1 5 /4 +  Z 5/ 1 2 . «
4 1712

2. [  - й
J { / ( 4  -  8 х ) 2

Г  d x  [ { 4 _ 8 х ) - У Ы х  =  - - ? - ( 4 - 8 х ) 3' 5+
J  </(4 -  8х)2 J  V . 8 • 3 7 

+ с  =  - ^ У ( 4 - 8 х )3 +  а

Выполним проверку результата:

( _ ^ ( 4  -  8* ) ^  +  е ) '  =  - 1 | ( 4  -  8х ) - ^ ( - 8) =

-  ( 4  -  8 х ) - 2 / 5 .

J 6 - 7 х  

' 7 e ^ k  =  ~ ? ln|6- 7 l| + c '
Проверим полученный результат:

( - 1  In |6 -  7*| +  с ) '  =  • ( -7 )  =  <
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4. J  cos(2 -  bx)dx.

► J  cos(2 -  5x)dx — — i  s in (2 -  5x) +  C.

Выполним проверку результата:

1
sin(2 -  Ьх) +  С ■ cos(2 -  5а:) • ( -5 )  =

j"  3 dx

J  у/4x2 — 3 

/ y/4x2 — 3 2 

3

/
2 dx

=  2 b
2a: — у/ 4a:2 — 3 

Проверим полученный результат:

+  C.

f  ̂  In 2a: — у/4x2 — 3 +  C
2 +

8a: Л
2V 4x2 -  3 

2a: -  V 4 x2 -  3
\

6.
/

3 2 (у/4а:2 -  3 +  2a:) _  3 

2 (2a: +  у/4x2 — 3) \/4a;2 — 3 \/4z2 — 3 

7xdx
3a:2 + 4 '

► Преобразуем подынтегральную функцию таким обра
зом, чтобы в числителе получилась производная знаменате-

Г  7x d x  _  7 Г  

J  За:2 +  4 _  б/

6x d x  7 , 9 Л
+ < >  +  с . ч

ч
dx 

у/6 — 5х2
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I" dx _ • ! / ■ '  d(VEx)

J  V6 -  5x2 V b J  ^ (У б )2 -  (\/5x )2

1 . \/5x „
—=  arcsin —t=- +  G. -4 
л/5 л/6

8. I  e5~4xdx.I
► -J  e5 -4 ldx =  J  e5~ix d{5 -  4 s) =  -  ̂ е5" 41 +  C. 4

{/ ln 3(x +  2)
-----------1-------- -ax.

ж +  2ч
r  \/ln3(x +  2)  /•

► / ■—---------- da; =  I  In I  (x  +  2)d(ln(x +  2)) =

=  1  ln 10̂ 7(x +  2) +  С =  ^  y in 10(x +  2) +  C. <

f  cos 3x dx
10. / ..........

J  v^sin Зж — 4

-  /  =  5 / (sin31 “ 4 r,/S3cos3x,ix  =

i  J  (sin 3a; -  4)_ 1/5d(sin3s -  4) =  “ (sin 3s -  4)4//® +  C —

11

=  —  у/ (sin За; -  4)4 +  C. <
1Z

d xI sin 2 4 s ^/ctg2 4x

/  sin» 4 i  V e ts * 41 =  ~ i  / Ctg~V 3 fa  =

=   ̂J  ctg-2/3 4x d(ctg 4x) =  ctg1/3 4 s  +  С =



=  — -  { / ctg 4x +  С. <

1 2  ,

■ ■ 1 4

- 1  T S 2* ^ = 4  /  “ cctg5/2 21 (■  r n ? ) d x =

I f  1 3
= — -  I  arcctg5/3 2x d(arcctg2x) =  —-  -  arcctg8/3 2x - f  С  =

2 у 2 8

=  -  arcctg8 2x -f C. <
16 v

13. J  e3 cos x+2 s in  x dx.

► J  e3cosx+2 sin  xd x  =  ~ \  j  e3cosi+2d(3 c o sx+  2) =

/■

/
f  3x+ 10  f  3xd x f  dx 1 f l2 x d x
J 6x2- 4  21 J 6x2-4 ^ "  J 6x2- 4  4 J 6x2-4 ^ "

л/бх — 2
V 6 x  +  2

+  C.  <«■
10 jT V 6dx 1 2 л 5 

H----7= I  ---7=-----------  =  -  In 6x  — 4 H------7= In
v/6 J  (\/6x )2 -  22 4 1 2^6

И Д З -8 .2  

Найти неопределенные интегралы.

/ 2 ~~ 3 x  / 2» з  \
- у —— dx. ( О т в е т :  \/2 arctg —j=  -  -  In |x2 +  2| +  C.J
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ю 
| с

о
/ 3 — 5® / ______  \

—j = = = d x .  у О т в е т : 3 arcsin x  +  5\/l — x 2 +  C.J

f  8 —13a; / i ______  _____  \
1.3. J  —— - ^dx. [О т в е т :  81n|®+\/®2-l| -13v/® 2- l +C.J

1 A • / S ~ i dX- (0 т в е т : Ь n|2®2 - l| + ^ ln  +C.)

1.5. J  —j -  2 dx. ^О т в е т : — \/2 — x 2 — 2 arcsin +  C.J

f  3 — 7® , 3 7 ,----------- \
1 .6 . / — ...  m x . О т в е т :  -a rc sin  2®+ - \ / l  -  4®2+ C .)

J  V 1 -  4®2 V 2 4 /

/ 5 — 3® / 5
—= = = d x .  ( О т в е т : —■= In I y/2x +  v/2®2 +  11 -  
v 2 ® 2 + 1  '  V 2  1

л/2®2 +  1 +  C . )

/ 1 -j- Ж / 2» _____  ч
r  „ d®. ( О т в е т :  axcsin —=  -  \/2 — ®2 +  C. I

V 2 - x 2 V У

/ 3® +  2 / 3
2a;2 +  1^ '  \Pmeem: ^ln|2®2+ l| + v /2arctgv/2®+C.

/ 1 __x 1 X
1 +  25®2 dx' [ P meem: garctg5®-— ln|l+25®2|+<7

• 11 . J 2x2- 4 dx- {p meer^: ^In|3®2- 4 | - ^ ln

V 3 ® -2

-\/3®+2

/
5 Ж _i_ /

—j= = = = d x .  [О т в е т :  5\/®2-6+1п|®+л/®2-6|+С'

1 ,1 S* / ~c^rpjdx' (0meem: “ ln|9®2+7|--^=arctg-^|+C.

,  , . f  5 -3 ®  . / 5 у/Зх /-------- д-
1.14. / ■.—... =a®. [О т в е т : —y= arcsin--------h v 4 —3®2+C.

У V 4 - 3 ®2 V V3 2

/ 4 — 2a; / 1 _______ \
—j.= = = = = d x . [О т в е т :  2arcsin2® +  -^J1 — 4®2+ C.J
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/ 1 4- Зх / 1 _______
. dx. ( О тв е т :  -  In |2x +  V l  +  4x2|+

V I +  4x2 v 2

v l + l x 2 +  c .)

/
£)_4 X  / \
■... .....- dx. ( О тв е т :  5 arcsinx +  4V I  — x 2 +  C . )

s f l ^ x 1 V J

1 Л 97 т й  dx. ( О т в е т :5\/x2-3-ln|x+\/x2-3j+C.^

1.20. [  I  dx. (Omeem:\In ^ ^  -^ ln| 4x2- l| + C .)  
J  4x2 -  1 V 4 2x  +  l  8 1 1 /

1.21. J  ^ ^ 2 dx. ( О т в е т :  —^ In |3 -  2x2|+

1.16. J  [О тве т : - ^ a r c t g - ^ - i l n | 2 + x 2| +  C ĵ

5 , \ V 2 x - V Z  
H-------7= I n ' +  c .■)2\/6 j \/2x  +  л/З

/ /£ ^ / ________  ££ \
dx. ( О т в е т :  —V9 — x 2 +  4 arcsin — +  C .)

V ^ i 2 '  3 /

c . )/2 x  — 7  / 7
—z— -d x. (О тв е т :  In I x 2- 51------- т=1п
x 2 -  5 V 1 1 2 -Л  x  +  Vb

“ ‘ ' / т г г г г  dx. (О тв е т :  7\/x2 — 1—21n|x+\/x2 — lj+ C . j

1.25. [  -yr't--,—- dx. (,Omeem;ln|x+Vx2+T|+3v/x 2+T+C '.) 
J V x2 +  1 '  '

/x _  ̂ 5 ж \
- 75— -d x. [О т в е т :  -ln|x2-t-7|------=arctg—тг+ С 1.)
x 2 +  7 V 2 1 1 /̂7 v 7  /

/ 3 — 7x / 7 \
j - j - —j (^Отпвет: 3arctgx — -  In |1 +  x 2| +  C.J

/ g _2^, .  ̂  ̂ .

-j dx. [О т в е т :  — arctg \/Зх—~ In |l+3x2|+C.J

1.29. J  - ^ = = L d x .  (О т в е т :  3V x 2+ 4  +71n|x+Vx2+ 4 |+C.j
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1-30' /  ^ h dx' ( 0 т е е т : ~ 7 5 ln i ^ +

W 3 x 2 -  4| +  C.)

2

/ sin  2x  / 1 \
— —г------7 T dx- ( О т в е т : -  -  ln  11 +  3 cos 2x1 +  C . )
1 +  3 cos 2x \ 6 /

Г Зх3 / 3 . \
•2 . I  - — ~^dx. [О т в е т :  — - ln  |1 -  x 4| +  C.J

„ f  sin  Зх , /  л  1 , \
’3 ’ J  3 -  cos3x [О т в е т :  — In |3 cos3x| +  C.J

* /  2e x + 3 dx- ( 0rneem: ^ In l2eX +  3| +  C.J

/ sin 2x  (  \
— 2-------J dx- ( О тв е т :  -  ln | cos x  -  4| +  С. I
COS X  4  \ /

1.6 . J  ̂  ^ x dx. ( О т в е т :  ln |4 -  3e*| +  C .j 

'7' /  7 - 5x 3<fa~ ( 0meem; ln I7 “  5x3l +  C)

2*®' I  о . 2------- -d x. ( О т в е т :  ^ ln  13 sin2 x  +  41 +  с Л
7 3 sin  x  +  4 V 3 /

/ g^1 / 1  \
5 -i- e2i dx' [О т в е т :  -  ln  |5 +  e2x\ +  C.J

/ A.X  ̂ / 1  \

7 +  2x4dX' \0meem: § ln  I7 +  2x4l +  C,J

/ 4 X  __ 5 / \

2x2 -  5x +  17dx' (  0 meem: l2a;2 ~  5x + 17| +  C.J

2  

2  

2.4 

2  

2  

2

2  

2  

2  

2.12 

2  

2

/ 7x3 / 7  \
2x 4 -  5 dx~ ( 0meem; g ln  l2x4 ~  5I +  C-J

• 13. I  .... ^ X==dx. ( О т в е т : ~ \/sin 3x -  2 +  C .l 
J v  sm 3x -  2 V 3 /

/ sin  2x  / __________ \
—.■■■ ==dx. ( О тв е т :  - 2v  1 +  cos2 x  +  C. 

V l+ c o s 2 x  '  /
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2.15 . f  -— — dx. ( О т в е т :  —^ In I I  +  3 cosx\ +  C.) 
J  1 +  3 cos x v  3 /

2.16 . [  —S*n <2xr> dx. ( О т в е т :  — In  14 — sin2 x| +  <7.1 
J  4 — sin  x  V /

2.17. J  — -d x. (^Omeem: 1 In \e3x — 5| +  C . j

2 -187 t T  -^-^dx. ^О т в е т :  i  In |7 +  3x3| +  C. ĵ

/ Зх +  3 / 3 \
—2— rd x . ( О т в е т : -  In  |x2 +  2| +  C. ) 
ж 4 " «  '   ̂ *

2.20 . f  ■■■:- dx. ( О т в е т : \/е2х +  3 +  C.)
J  Ve2x +  3 v /

/ Зх2 + 1  / \
—5----------- rzd x . ( О т в е т :  In |x3 +  x  — 101 +  C . )
х л +  x  -  10 \ /

2.22. J  — -d x. ^О т в е т : In |3x6 — 7| +  C.̂ j

2.23 . f  Ж- dx. ( О т в е т : %\Jxb +  3 +  C .l 
У %/х5 + 3  V 5 /

/ Зя-2 _  о / ___________ ч
—dx. ( О т в е т :  \/2х 3. — 4х +  С. ]

V 2 x3 -  4х V /

/ cos 7х / л  2 ---------------  „  \
— ....... ■— dx. ( О т в е т : - - у / 5  — s in 7 x  +  С .)
л/5 -  s in 7х V 7 У /

2.26 . [  —p = = = = d x .  ( О т в е т :  — ̂ л/cos 4х +  3 +  С.) 
У Vcos4x +  3 V 2 /

/ 1 2 х 2 +  ' i r r4 / \
—_ dx. ( О т в е т :  In |4х3 +  х 5| +  C.J

/ 4g *̂c / * • _________ \
-----------dx. ( О т в е т :  —4\/1 -  е2х +  С .)

л/1 -  е2х V /

.29. [  sin x̂ _ d x . ( О т в е т :  2\/б — cos2 х  +  С.) 
у V 6 -c o s2 x  '  '

.30. [  . — dx. ( О т в е т : \yfbx1 — 4 +  С.)
У \/5х2 -  4 \ 5 /69



.  ,  Г  1 -  2х -  х 3 . / х  l , i 93.1. / — ------5— dx. ( О тве т: — ——  -  ln |х2 +  1 +
J 1 +  х* V 2 2

+  axctg x +  С. J

f  7  — \
3.2 . I  --------- dx. ^Omeem: —  +  x  — 61n |1 — x\ -I- C.J

3.3. f  X2 ^dx. (  О тве т: ln |x2- l| + ln  - —  ̂ +C.J
J  X  1  \ L L Ж T  1  /

/ Ят^ — 1 / 4  \
—------ — dx. [О т в е т :  - x 3 — x 2 +  x  — ln |2x + 11 +  (7.)
2x -f 1 \ 3 /

/ и® — 2 / 1
^2— ^dx. [О т в е т : - x 4 +  2x2 +  8 ln|x2 — 4| —

1 , I x — 2 1 \
---- d  +  C.)2 | x +  2 1 /

/ 2x4 — 3 / 2  \
~x2 +  1 dX ( О тве т: - x 3 — 2x — arctg x 4- C.J

3.7. f  ------\dx. ( О тве т: ^x3 — ^x2 +  ^x—
J  2x +  l  \ 6 8 8

_ A in | 2x +  l| +  C.)

3.8. J  T X x 3 dx. ^О тве т : ~ ^ x 3 -  ^ ln |1 -  x3| +  C.J

3.9. J  x2 _̂ з ^х- ( О тв е т : x — \/3 arctg = +  C.J

о  i n  f  6 x 3  +  x 2  ~  2 x  +  1  j  / ' л  3  23.10. / ------ —— j------ dx. yOmeem: x3 +  x +

+  i ln | 2x -  1| +  C.J

3.11. f  —яг—rdx. ( О тве т: ^-+3xH— -p in  - — ^  +C .) 
У x 2 -  3 V 3 2%/3 x  +  л/3 /
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3.12. J  X dx. ^О т в е т : +  2 In  |x2 +  1| +  С

3.13. f  - — -~X~ —dx. ( О т в е т : x  -  | ln|x2 +  4|+
J xz +  4 \ 2.

+  arctg | +  C.)

dx. ^О т в е т : ^ x2+ 9 x —28 In |x+3|+C.y

3.15. J  - ^ —jd x .  ( О т в е т : ^ x2 +  ^ ln|x2 -  1| +  С .)

3.16. J  X2 ^  j  dx. ( О т в е т : ^ x3 -  x  +  2 arctg x  +  C.)

3.17.
Г x 4 — 2x 2 — 1 / X3 \ .... /■//** ( Лтдсш • — —t- 9 ЯTT'f'CT T  4- 1

/ x 2 +  1 V ‘ 3

3.18.
/ £ * ■ ■

/ x 3 9 
[О т в е т :  —  +  4x +  -  In

x  — 2 
x  +  2 +  C.)

3.19.
S ^ b -

/ x  ̂ 5 
[О т в е т :  ——  - x 2 +  25x—

-1 2 8  In  |x +  5| +  C.J

3.20.
m -

О т в е т :  ^ x2- !  In|x2+l|+arctgx+C .^

3.21.
m * -

^О т в е т : — j j x 3 +  2x — arctg x  +  C.'j

3.22. f 2I>
J  x  — 2

/ 2
( О т в е т :  - x 3 +  2x2 +  8x +

+13 In  |x - 2| + C .)

3 .23. / 2l2  +  5 ^ .  
J  X +  1

^О т в е т : 2x +  3 arctg x  +  C.^

3.24 . [  X +„3 X ~̂  1dx. ( О т в е т : %- +  ^ In  |x2 +  2|+ 
J x z +  2 \ I  l
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+ ^ arctg^ + a )

/2x2 +  5 / \
— — — dx. [ О т в е т :  x 2 +  I4 x  + 103  ln  \x -  7| +  C.J

/2 x 3 +  3 / 2  \
— — — da:. [О т в е т :  - x 3+ x 2+ 2x+ 51n  |x-l|+C.J

/ J _^  д. \
—2— jd x .  [ О т в е т :  -  —  +  4a: — — arctg — +  C . ) 
x  +  4 V 3 2 2 /

3.29 . J  ~ ~ ~ ^ d x. ^О т в е т : +  3x +  13 ln |x -  3| +  C.J

3.25. У  ^ ■■■-■- dx. ^О тве т : — ̂ —  3a: -  61n |x -  2| +  C.J

3.30. f  Д  ^dx. ( О т в е т : x  +  \/2 ln  — -  +  C.J 
J  2x2 - 1  \ J 2 x  + 1  /

V 2 x -  1

.1 . J sin2( l -  x)dx. [ О т в е т :  ^x +  i  s in 2( l -  x)  +  C.J 

.2. J sin3( l-x )d x . (Omeem; c o s ( l-x )-^  cos3( l-x )+ C .J  

1.3. J  1̂ — 2 sin ^J dx. ^О т в е т :  Зх +  20 cos ^ —

4 

4 

4

- 5 s i n y  +  C.)

4.4. J  cos3 5x sin  5x dx. (  Omeem: -  cos4 5x  +  C.J

4.5. J cos3( l - x ) d x .  ( О т в е т :— s in ( l - x ) + i s in 3( l- x ) + C .J

4.6. J ( 3 ~  sin 2x )2dx. (О т в е т : ^ x + 3  cos 2x -  ̂ sin  4x+C . J

/ Зх / 1 1  \
sin2 — dx. [ О т в е т :  - x  -  -  s in  3x +  C.J
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4 "8 ‘ J

4 . 9 . J

4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

4.22.

4.23.

f cos3(x43)d x. [ О т в е т :  s in (x 4 3 ) — ^ sin3( x 4 3 )4 (7 . j

/ • 3 4 x j  (  ^ 5 4x 5 ,  4x „  \sin  — ах. I О т в е т : — — cos —  4  —  cos° —  4  С . )
5 \ 4 5 12 5 /

J (1 —cosx)2dx. ^О т в е т : ^x —2 s i n x + i  s in 2x  +  C.^

J  sin 2(2x  — l)d x. ^О т в е т : ^ ^ sin (4x — 2) 4- С
J  sin3 6 xd x.  ̂О тв е т :  — ̂  cos 6x  4  cos3 6x  4  C. j

J  sin2(0,5x) dx. ( О т в е т : i x  -  1 sin  x  4  <7.)

J  sin2 4  1  ̂dx. ^О т в е т : ^ x -  ^ s in (x  4  2) 4  С. j

J  cos2 2x  dx. (Omeem: ^x +  i  sin 4x +  C.)

J  ( l + 2 cos dx. (О тв е т :  3x4 8  sin ^ 4 2  sin  x+C.^j

J  cos2 3x dx.  ̂О т в е т : ~ x  4  ^  sin  6x  4  C. ĵ

/ sin4 2 x dx. ( О т в е т :  ^x — i s i n 4 x 4 --1 -s in 8x 4 (7.)
Л 8 8 64 /

J  sin 2 3x dx. (Omeem: ^  s in 6 x  + C)

/ (1 —cos 3x )2dx. (О т в е т :  ^x—̂  sin  3 x4 ^ r s in 6x4 (7.1
'  Z  О /

f  2  2x , / л  1 5 . 4 x _ n
/ cos — ax. ( О т в е т : - x  4  -  sm —  4  С. I

f * t  5 * « * .  ( o ^ - i c o s S x  +  i c r f 5 *  +  C .)

( (cos x 4  3)2dx.  ̂О тве т: ^ x  4  6 sin x 4  ^ sin 2 +  (7.^
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4.24 . f  sin4 x  dx. ( О тв е т :  ^x -  ^ sin  2x +  sin  4x  +  C.) 
J  V 8 4  32 /

4 .25 . [c o s4 xd x. (  О тв е т :  +  7  sin  2 x +  sin  Ax +  C.) 
J  \ 8 4 32  /

4.26 . J  cos3 4x dx. ^О тв е т :  i  sin  4x — ^  sin3 Ax +  C.J

4.27 . J  cos2 7x dx. ^О т в е т : ^x +  ^  sin  lA x  +  C.J

4.28 . J  ( s in x  —5 )2dx. (О т в е т :  sin  2x +10  cos x+C.J

4.29 . J  sin3 Axdx.  ̂О тв е т :  — i  cos 4x +  ^  cos3 4x +  C.^

. f  . 2 3x / 1 1 . 3x \
4.30 . / sin  — ax. ( О тв е т :  - x  -  -  sm —  +  C.J

5.1. J  tg2 xd x. ^О т в е т : tg x  — x  +  C.J

5.2. J  ctg3(x — 6)dx. ^О т в е т : —^ctg2(x  — 6) —

■ ln  | s in (x  -  6)| + C.J

5.3 . J  tg4 3x dx. ^О тв е т :  ^ tg3 3x — ^ tg 3x +  x  +  C.J

5.4. J  tg2 7xd x. ^О т в е т :  ̂tg7x -  x  +  C .j

5.5. J  tg5 x  dx. ^О т в е т :  i  tg4 x  — i  tg2 x  — ln  | cos x| +  C.J

5.6. J  x tg 2 x 2dx. ^О т в е т : ^ tg x 2 — ^ x2 +  C.J

5.7. J  ctg3 xd x . ( О т в е т :  - i  ctg2 x  -  ln  | sinx| +  C.J

5 . 8 . J t g 2 ^dx. ( О т в е т :  2 tg ^ -  x  +  C.J
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/ X ( X X I \
tg3 -da;. (О тв е т : tg2 — +  2 In cos - 1 +  C.J

5.10. J  tg2 4a: dx. ^О тве т: ^ tg 4x -  x  +  C.J
. <r

5 .11 . J ctg3xdx. (^Omeem: —^ctg2x  -  In|sinx| +  C.J

5.12. J  ctg2 5x dx. ^О тве т: -  ̂  ctg bx — x  +  C.J

5.13. J  tg3 ^dx. ^О тве т: ^ tg2 ^ +  31n cos +  C.J

5.14. J ( l - t g 2x )2dx. (О т в е т : In | cos2x| +  i  tg 2x 4- C.J

5.15. J  tg5 2x dx. ^О тв е т : ^ tg4 2x -  i  tg2 2x— 

i  In | cos2x| +  C.J

5.16 . У ( 2х +  tg2 7x)dx. ^О тве т : x2 +  ^ tg7x -  x +  C.J

[ л  2x / _ l , 2 x 3  2x _ \
5.17. J  tg4 — dx. (О т в е т : -  tg:3 у  -  -  tg у  +  x +  C.J

5.18. J  (tg2x+ctg 2x)2dx. ^О тв е т : i  tg 2x - ^  ctg2x+C.J

5.19 . y*(l — ctgx)2dx. ^О тв е т : — 21n|sinx| — ctgx +  C.J

5 .2 0 . J  ctg3 3xdx. ^ O m e e m : c t g 2 3 x - ^  In | sin3x| +  C.J

5.21 . J  ctg 4 xdx.  ̂О тве т: — i  ctg3 x +  ctg x +  x +  C.J

5.22. J  tg2 ^dx. ^О тве т : 2 tg ^ -  x +  C.J

5.23 . J  tg4(x -  6)dx. ^О тв е т : ^ tg3(x -  6) — tg(x -  6)+

+x +  C.J
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5.24 . J  tg3 4x dx. ^О т в е т :  ^ tg2 4x +  ^ ln  | cos 4x| +  C.J

5.25 . J  tg4 ^dx. ^О т в е т : ^ tg3 ^ — 4tg ^ +  x  +  C.J

5.26 . J  tg4(x  +  5)dx. ^О т в е т :  —- -tg (x + 5 )+ x + C .j

5 .27. J tg3(x —3)dx. ^О т в е т : i t g 2(x — 3)+

+  ln  | cos(x — 3)| +  C.J

5.28. J  tg2(5x 4- 1 )dx. ^О т в е т : i  tg(5x +  1) -  x  +  C.J

/ j x  / 4 7 x  \
tg — dx.  ̂О тв е т :  -  tg —— x +  C .j

5.30 . J  tg5 4x dx. ^О т в е т : tg4 4x -  g tg2 4 x -

—i  ln  | cos4x| +  C.J

6

6 .1 . J  sin  3x cos xdx.  ̂О т в е т : — g cos 4x — i  cos 2x  +  C. j

6.2. J  s in5 2x  cos 2 xd x.  ̂О т в е т :  ^  sin6 2x  +  C.J

6.3 . J  sin2 3x cos 3x dx.  ̂О т в е т :  i  sin3 3x +  C.J

6.4 . J  cos3 5x sin 5x dx. (  О т в е т : -  ̂  cos4 5x +  C.)

.  _ f  . x x , / л  2 Зх X
6.5 . / sin  — cos -dx. ( О т в е т : -  -  cos ——  2 cos — +  C. 

у 2 4 \ 3 4  4 /

6.6. J  cob x sin  9x dx. (  О т в е т : ~  cos 10i - ^  cos 8x +  C.)

6.7 . J  sin4 2x  cos 2x  dx.  ̂О т в е т :  s in5 2x  +  C.J
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/ х  ’ Зх , / л  1 „ 1 „  \
sin — cos — ax. yOmeem: -  -  cos 2x +  -  cos x +  C.J

6.9. J  cos5 x sin x dx. ^О тв е т : -  ̂  cos6 x +  C.J

6 .10 . J  cos 2x sin 3x dx.  ̂О тв е т :  ^  sin 5x +  i  sin x +  C.J

6 .1 1 . J  sin 5x sin 7x dx. ( О т в е т :  ^ sin 2x - ^  sin 12x +  C.J

6 .12 . J  sin 4x cos 2x dx. ( О т в е т :  — ^ cos 6x—̂  cos 2x+ C.J

6.13. J cos34xsin4xdx. ^О т в е т : cos4 4x +  C.J

6.14. y'cos_ 32x s in 2xdx. (О тв е т : ^ cos-2 2x +  C.J

6.15 . J  cosx sin 9xdx. (О тв е т :  — cos 10x - ^  cos 8x+C.J

6.16. y^sin4xcos2xdx. ^Omeem: — i  cos6x —^ cos2x+C.J

6.17. J  sin 3x cos 2x dx. ^О т в е т : — cos 5x— i  cos x+C .J

6.18. J  sin3 7x cos 7x dx. ^О т в е т : ^  sin4 7x +  C.J

6.19. f  ^ П„Ж dx. ( О т в е т :  i  cos-2 x +  C.J 
У cosJ x \ 2 /

6 .20 . f  coŝ x  dx. ( О т в е т :  ----- ^-------(- C.J
J  sin 2x V 6 sin 2x >

6.21. J  cos2xcos5xdx. ( О т в е т :  i  sin3x+ sin7x +  C.J

6 .22 . J  sin2 2x cos x dx. ^О т в е т : ^ sin3 x — ^ sin5 x +  C.J

6.23. f  ° ° Г  dx. ( О т в е т :----- Ц --- 1-C.J
У sin x V 3sin x /
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6.24 . j  sin  2x sin  3x dx. ( О т в е т :  ^ sin x — — sin  5® +  C.J 
J '  2 10 /

/
(  OOS^ X \

sin  x cos3 x dx.  ̂О т в е т : ------ -------1- C.J

6 .2 6 . J  sin  5a: cos x dx. (^Omeem: cos 6x —  ̂cos 4x +  C.J

6.27. I  sin  x cos Ax dx. (  О т в е т :  — —  cos 5x +  -  cos 3x + C. J 
J V 10 6 /

6 .2 8 . J  cos 3a: cos xdx.  ̂О тв е т :  ^ sin 2x +  ^ sin 4a; +  C.J

6.29. J  cos4 2x  s in 2x  dx. (О т в е т :  — ̂  cos5 2x  +  C.J

6.30 . [ cos7a;cos5xdx. (  О т в е т : - s in 2 x  — —  sin  12x+C .J 
J V A 24 /

7

7 Л ' f  t x * - l x  +  i ' ( 0 ш в е т :ж 1 л ^ - ж + с )

7-2 - /  « . + £ + i o  ■ (

n o  f  dx 1 , 4 x - 7 - V S
7-3* / — n------ 7 - ( О т в е т : —=  ln  ---------------- =  + C .)

J  2x2 - 7 x  +  l  \ y/Al Ах - 7  +  V aI  /

dx
Ax2 — 5a; +  4

dx
x 2 +  4x +  10

dx
2x 2 — 7x + 1

dx
2x 2 +  x  -  6 '

dx
5x2 +  2x +  7

dx
2x 2 - 2 x 4 - 1

dx
2x 2-- l l x + 2

dx

2x — 3
+  C.J

7 2x +  4

7.5. f  ------ - .  f  О т в е т :  —L= arctg i L *  +  C.J
J  5x2 +  2x  +  7 V /̂34 6  ^/34 J

7.6. J  2a;2 _^2x  +  1 ‘ { p meeTn: ar°tg(2x  -  1) +  C.J 

. _ [  dx / 1 4 x - l l - \ / l0 5
r -7* / “̂ 5— 71------о- [О т в е т :  - ------l n -----------------= = +C.)

У 2x 2 —l l x + 2  V л/105 4 x - l l+ \ / l0 5  /

.  a f  dx /  2  4x +  l  \

Г-8 - /  2^  +  , +  2 - l ° “  7 Й ” C‘g W + C )
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dx
З х2 -  12x +  3 

dx

• ( О тв е т :

2х2 +  За; 

dx
с2 — Ьх +  6

6\/3

. ^ О тве т: ^ In Х 

■ (
О тв е т :  In

х  +  3/2 

х  — 3

•7 
.10. j

, , /

„ _ Г  dx / 1
.12. / ------- ------—-г-. О т в е т : --------=  arctg .—J 2 х - 3 - 4 х 2 V У П  л/ТТ

/“ dx / 1 За: — 9
.13. / — =— ------- - .  I Omeem: —  In

J  Зх2 — 8х  — 3 V 10

х  — 2 — \/3 

х  — 2 +  \/3

+  С.)

+ с.)

4х — 1

4-С.)

+ а)

Г  dx (  1
.14. / - — --------- г-. ( О т в е т :  — -  In

J  8 — 2х — х 2 V 6

dx (
^ 6 ' V

Зх +  1 

х  — 2
х  +  4

с . )  

+  0 . )

•1б7
•1в- /  ;  

. 1 7 . /

Д 8 . /

» . /

. 2 0 . /

.21 . /

5х — х 2 — 6 

dx
2 +  4х +  25 

dx
2х2 -  8х  +  30 

dx

О тв е т :  — In
х  — 3

+  С.)
х  — 2 /

/ _ 1 х  +  2 \
.  ̂О т в е т :  — arctg —̂ ==- +  C.J

1
О т в е т :

Зх2 — 9х +  6 

dx
2х2 — 2х +  5 

dx

2 v T T

.  ̂О т в е т :  ^ In

\/21

х  — 2 
arctg-ж

+ с.)

+  С.)

X -  2

X -  1

/ л  1 2х  — 1 _  \ .  ̂О т в е т :  -  arctg— ------- 1-C.J

+  С.)О т в е т :  -  In
2х2 -  Зх -  2 (

- .  (  О т в е т :  — In 
1 V 2л/7

2х — 4
2х  +  1 

2 x - 3 - V 7

7
. 2 3 . /

2х 2 — 6х  +  

dx
2х2 -  Зх +  2 

dx
х 2 +  7х +  11 ■ ( О т в е т :  —=  In 

7 5

2х  — 3 +  %/7

2

2х +  7 — \/5

2л/7

2 х 4 Х - 3  _ \  I О т в е т :  arctg — -=г— +  С. I

+ С .)

2х +  7 +  \/5
+  С.)
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dx

dx

.24 . f
J  2®2 -  3® + r ( О т в е т :  ln

2® — 2
2x -  1 + a )

•25 ' /  5 * » - u L  +  25- Й  arC*g V  +  ° )

dx / „  1 . 2® +  3 -  л/З7ЖIt f  t t t i - (0meem' ^ ln 

T -2T 7 « » - t e  +  8 ' { 0meem: 5 ln

7 M ' f  1 - t o - 3 x > '

2® +  3 +  \/3
+ C . )

® — 4
+  C.

® — 2 

3 ® -  1
3® +  3

+ a )
_ f  dx / 2 4® +  3 \7-29- J 2*>+to + 6- (0m“m; ТВ arc*e “ЯГ + C)
Г.30. 1 dx

3®2 +  5® +

V ^ 9  

6 ® + 5 -\ / l3
6® + 5+ \ / l3

+ C . )

v 3 ^

8 .1 . f  -■■■- dx -■■■ . ( О тв е т :  arcsin -  -__5 +  C.) 
У V4 +  8® -  ®2 V ^/20 /

8 .2 . f  — -  - fOmeem; —̂  ln
У \/3®2 -  4® +  1 V ,/3

2

* ~ 3  +

+,/^-|* + || + c.) 
d®3. /

V2 -  3® -  2®2 ‘ V ^  

dx
’•4. f  — ■ ===■ (  О т в е т :  ln|®+3+\/®2+6®+8|+C'.')

./ V +  6® +  8  ̂ /

dX= = .  ( О т в е т : ~^= arcsin ——-  +  C.^
-  2®2 V >/5 У

. 2® — 1

.5. f  - ___ __
J у/2 +  8x

•6 . f  f О т в е т : -~̂ = arcsin — - - 1 +  C.)
У V3 +  2® -  2®2 V ,/2 s/7 J

•7. f  ^  ===• ( О т в е т :  axcsin ^  1 l1 +  C.)
У V 2 - 2 ® - 3 ®2 \ v/3 v/7 У
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a a f  dx / . 2х  -  1 _  \
8 .8 . / ------------ . [ О т в е т :  arcsin----- ■=— НО.

J  у/ 1  +  х — х2 V s/Ъ J

8.9. f  ....... dX ' . ( О тв е т :  -4= In
J  у/Ьх2 -  lOx +  4 V д/5

x  — 1+

+  \l x 2 -  2x +  -

8.10 

8

I y/2x

+  C.) 

dx

, , f

+  3 -  x 2 
dx

+  \ x 2 -  2x  +

у/ 4x2 — 8x +  3 

“ 3

■ ( О т в е т : -  In 
2

+  C )  

dx
r ( О т в е т :  arcsin8.12. /

8.13 . f  -~X ..... ( О т в е т : - I n
J \/4x2 -  x  +  4 V 2

2

x  — 1+

x  — 1

a)

y/1 +  2x  — x 2 '  л/2
1

a)

1
-x  +  1

. 1 4 . /

.15. [  - j =
J  y[4x

+  C.)

dx

y/2 +  4x — 3x2 
dx

1
+  \ x  +  +  1

. ! « . /  

' /

8  

8.17

2 +  2x +  4

+  a )

dx

1 • З х - 2  О т в е т :  arcsm — +  о.
V \/3 л/ТО /

 ̂О т в е т : i  In х  +  -  +  
4

\/3x +  2 -  2х 2 
dx

/ л  1 . 4х -  3 _  \
( О т в е т : —=  arcsin — ------- 1- С .)
V v/2 5 /

+  \ х 2 — 4ж +  -

, . 1 8 . /

у/2х2 — 8х  +  1

‘ +  С7.)

.  ̂О т в е т : In 

81
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dx

у/х2 — 5х +  6
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8.19 . f  —- = = = = = .  ( О тв е т :  arcsin— — -  +  C.~) J s/3x -  2x2 V У 2  3 )

8 .20 . f  .. ( О т в е т :  —7= In
J  s/2x2 -  x  +  3 V s/2 x ~ 4  +

+  \ x 2 ~  + + a )

•21 . f  = - ■  ( О т в е т : ~ =̂ arcsin 4. q  \
J V 2 - x -  2x2 V s/2 s/ff /

dx
.22 . f  = .  f  О т в е т :  In  aH-^+Vx2+3a; - 1  l+C .)

J V x 2 +  3 i - l  '  2 \ )

8.23. f  —-  -■■■■ ■ . (Omeem: -1= arcsin +  C.)J V5 -  7x -  Зх2 V ^  У 109 /

/ dx / 1
■ ■, ( О т в е т :  - 7= In
V 3 x2 -  a: +  5 V s/3

+ , / * *  -  i * . +  I +

8.25. f  -----  = = .  ( О т в е т :  arcsin — -~t +  C.)
./ V I -  ж -  x2 '  y5 >

8.26. j  -■■■■, = = .  f  О т в е т :  arcsin - +  C.)
У V I  -  2a: -  a;2 V s/2 1

/ c?x / 5 I \
V ^  +  fa  +  l - ( ° " “ «™'-1” * + 2 + V ^ + 5 x+ l| +C.)

•29. f  = - .  ( О тве т: arcsin ^  +  1 +  C.)
У V3 -  x -  x2 v л/Тз >

•30. f  - -  dx = .  ( О тве т: In x+2+\/x2+4x+T\+C.^  
J s/x2 +  4x +1 V \ J

8.27 

8  

8  

8

9 Л ‘ /  2x 2 + ~ 3 x - 4 dx' (omeem: i ln | 2 x 2 +  3 x -4 | +
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1 , 14x +  3 — \ / iT 
: 111 +  C.)

+

4\/4l | Ax +  3 +  \/4T

9.2. f  — „X —̂ dx. ( О тв е т :   ̂ln  |3x2 +  x  4- 1|+
J Зх2, +  x  + 1  V о

35 x 6*  +  I  
_ _ a r c t g _ + c , )

9.3 . f  — ^ — ------dx. ( О т в е т : i  ln 13a:2 — 2x  +  6|—
J 3x2 — 2x +  6 V 3

1 Зж — 1 _  \
_ _ a i c t g _  +  c . )

9.4 . f  — tt— --------dx. ( О тв е т : \ ln  |2x2 +  x  +  5|-
J  2x2 +  x  +  5 V 4 1

I A x +  I _ \
-------=  arctg — 7= ^  +  0 .

2\/39 V39 '

9 .5 . /   ̂+ -- - -d x . ( О тв е т :  ^ ln  |x2 +  x  -  2| +
J x z +  x  — 2 \ I

3 , I x -  1 1 ' \
+  2 1П | ^ Г С')

9 ' 6 ' /  fa » -  з Л  2 r f l ' ( 0 ™ - ^ ‘” l ^ - 3 l  +  2' -

I I  lOx -  3 N

s ^ S T  6 ” v 5 r  /

9 .7 . f  — 3~ ---------- dx. ( О т в е т :  7 ln  |2l 2 — 6ar — 81 +J 2x2 — 6x — 8 V 4 1 '

1 1 , I x  — A I \
+ 2 0 l n | i T i r a )

9 .8 . [  — ----- dx. ( О тв е т : — ln  |2x2 — 7x +  1| +
J  2x2 -  7x + 1  V 4

t o - 7 - ^ + c . )
4x -  7 +  v/4 l >

9.9 . f  — — - — dx. f  О тв е т :  7  ln  |2x2 — 5x +  2| +  
J  2x 2 -  5x +  2 V 4

23 ,
H----- 7 =  In

4v/4 l
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/ 4х  — 1 / \
4 х2 — 4х +  5 dx' ( 0 т в е т :  2 1п 14x2 ~ 4х +  51 +

arctg 2

4 х2 — 4х +  5 

2х -  1
+  С . )

9 Л 1 ’ J  2 ^ + ~ ^ T ldX' { 0 т в е т :  ^ Ь | 2х 2 +  х  +  1|+

4 х  +  1 + с . )

d i. f  О т в е т : ^ In |3l2 -  2х -  3[+

+ v ? arc ts^

.12 . /

+

9.12

2

х + 1

+

3\/1о

9.13

5

In

Зж2 — 2х  — 3 

За: -  1 -  л/10
За: -  1 +  VlO

4а;+  8

+  G )

[  4х +  & / 1
” J  4 х2 +  6х  — 13 2 Ь  |4Х +  6Х "  13|+

2 л/б Т
In

4а: +  3 -  л/61

4х +  3 +  \/6l
+  G )

/ 5«с j 1 ^

х 2 — '4х + 1  dX~ ( 0 т в е т :  2 1п Iх2 “  4х +  *1+

11 ,
Н------ 7= In

2\/3
х  — 2 — УЗ

+  а )
х  — 2 +  %/3

9 1 5 ' /  +  5 * '  ( о ™ » ' " 1' J  Ь  |2*г +  2 *  +  5|—

2 1  +  1 +  С . )- j « t g

/ д» _ ^ / j

X2 - 5 x  +  4 dx' ( 0meem; 2 1п Iх2 -  5x +  4|-

1 . I x  — 4 1 ^ \
- p i n  --------r  + C . )6 I x  — 1 | /

/ 2х — 1 / I
Yx2 +  8x - 6 dx' [ 0meem: 2 ln l2x2 +  8x “  6I-



5 x  +  2 -  s/7 

' 4v/7 П I a: +  2 +  v/7 

2 — x

+c)

. 1 8 . /

+

9.18 

1
In

4a;2 +  16a; -  12 

x  +  2 — s/7

dx. (О т в е т : — ̂  In |4x2+16x—12|+

2y/7 

9.19 . j
1 , |x -  3

1 2 1 п ^ т т

x  +  2 +  s/7 

2x  — 1

+  a )

'■— -d x. ( О т в е т :   ̂In |3x2 — 6x  — 91 +  
3x2 -  6x  -  9 V 3 1 1

+  C.)

/ 2х — 1 / 1
----------- — rd x. ( О т в е т :  - - In | 2 x 2 -  x  -  31 +

3 +  x  -  2x2 V 2 ' 1

+  C . )

x  — 4

1 12x — 3 
+  To П 12x  +  2

9.21

25

>. 21 .  /

б у ^ з
In

3x* +  x - l dX’ ( 

6x  +  1 — s/13

О т в е т : — In |3x2 +  x  — 1|- 
6

+  c . )

/ Зх 4- 1 * / 3
- 2— -------dx. ( О т в е т : -  In |x2 -  4x -  2|+

x — 2 — \/6+  ̂ = l n
2\/6 j x  — 2 +  -4/6 

5

+  C.)

" 2 3 "  I 2x̂~-
+

9.23

21
In

2x2 +  x  — 4 

4x +  1 -

dx. ( О т в е т : -  In |2x2 +  x  -  4|+

4

4\/33 14x +  1 +  \/33

2x +  3 
3x2 +  2x

3x +  1 — s/22

+  C.0

.24 . j9.24

7
6 y/22

In
3x +  1 +  -s/22

► / 1 
-— -d x . ( О т в е т :  -  In |3x2 +  2x — 7|+

+  c . )
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9 ' 25 ‘ /  4^ X+ 2 x ~ 3 dX' ( 0гп ве т: | ln l4x2 +  2 x ~  3|- 

+  C . )
ч/ТЗ , |4х +  1 - ч / 1 з

- In 1
8 14x  +  1 +  ч/Тз 

x  +  2
•26 - /  3 ~ / - x2+ 5 dx- {О т в е т :  i  ln |3x2 -  x  +  5|+ 

6x  — 1
+

9.26

13
= arctg +  C . )

9.27
• /

3x -  2 , / _ • 3 , „ 
x 2 +  5a: -  1 ( 0m6em; -  in |x +  5x — 1|-

19 , 12x +  5 -  4 2̂9
: III +  C . )

+

2ч/29 J 2x +  5 +  v/29

9 '28 ' /  4x2 +  3x — l dX' { 0тп ве т: £ ln I4* 2 +  3x -  M~

59 18x  -  2 \
40 |8aM-8 + C ')

/ 2 x  -j- 1 / 1

5x2 +  2x +  1 0 ( ° т в е т :  5 Ь  |5ж2 +  2X "  10| +  
3 5x + 1  \

^ aiCtgW + C )

9,3° -  f  x +  7 dx' ( 0тпвет: ^ ln  15x2 ~  x +  7|-

39

5 ^ 1 3 9
arctg i ^  +  C .)  

\/l39 /

10

/ 2x — 13 / 2

^ - З х - V 1 ' ( ° ™ в т ; з у 3 1 2 - 3 1 - 1 6 - 

a )-4v '3 In  Lr — -  + t l x 2 — x — —
2 V 3

10.2•7 X — 3
V 2 x2 -  4x

= d x . ( О т в е т : ~y/2x2 — 4x — 1- 
1 ' 2
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-v/21n x — 1 +  \/x2 — 2x — - +  C .)

/ U  — X / 1 /______________
. dx. ( О т в е т : -y /3 x2 — x  4- 5—

\/3x2 -  x  +  5 V 3

i “ W i 2 “ I  + 5  + c )

dx. ^О т в е т : — ̂ л/1 +  x  — 3x2 +

: I n
6v/3 

10.4. /

H------=  arcsm-----y=
3^/3 \/3

y/1 +  x  — 3x2 
6x  — 1

+  c .)

K f  2x +  5

J
______________dx. (  О т в е т : -у / 4x2 +  8x  4- 9+

V 4 x2 +  8x  +  9 V 2

“ ' +  C .)

10.5

+  -  ln  x  +  1 4- \ x  4- 2x 4- -

/ 2x  — 10 / ________
. '-------dx. ( О тв е т :  —2\/l 4  x  —;

V l  +  X  -  X 2 V

2x  — 1-9 arcsin
V 5

+  C .)

/ 2 ^ , __g  .
---- dx. ( О т в е т : 2у/1 — x  — x 2 —

Vl -  x -  x2 V

—71n x — ^ 4- \/x2 — x 4- 1 +  C .j

10.8. 8 . / .
3x +  4

V x 2 4- 6x  +  13 

-5 ln  |x +  3 4- s/x2 +  6x  4 -13| +  C.  ̂

Зх — 1

dx. ^О т в е т : 3\/x2 +  6x  4- 13—

4-

10.9

11

• /

Ay/2
ln

y/2x2 — 5x +  1 

5
X " 4  + V 2-\X + \

dx. ^О т в е т : ^л/2х2 — 5x 4  14 

+  C . )
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/ 5»с j 2 /
, -  dx. ( О т в е т :  5\Лс2 +  Зх — 4- 

vx^  +  Зх — 4 v

+  C . )In  x  +  -  +  у/x 2 +  Зх -  4

10Л 1' I  Т Ф = 7 Г = ,* * -  +

+  с . )4л/2

10.12. J

+2 In

2х — 1 / ____________
- j= = = = = = d x .  [ О т в е т :  2у/х2 -  Зх +  4+

' +  & )X -  -  +  V x 2 -  Зх +  4

/ 4зт 4 -1  /
= = d x .  [О т в е т :  —4\/2

V  ^  ~i“  X  X  '

+  X -  х 2+

+ 3  arcsin

10.

2х — 1
+  С,-)

,.14 . /

-4>/21п

5х — 3

+ 5  arcsin

х  +  1 +  4/ х 2 +  2х -  -

V @ r _ _ _ d , .  ( £ W m ;- V 2 x *  +  4 z - 5 -  

С0

/

За- _j_ 2  /
= = d x .  ( О т в е т :  -3\/4 +  2х -  х 2+  

у 4  +  2х -  х 2 V 

«  + С ')

10Лв7 тт̂ЬгЛ (0m“m'5V3ii‘“2i+i-
20

3 V 3
In + с.)

- ^ = = = = = :d x .  [ О т в е т :  -\/3 -  6х -  х 2+
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, о  • ж +  3 -f2 arcsin
v/12 + С ')

/ 2х +  4 / 2 ____________
............■■. dx. ( О тв е т :  -\ /3x2 +  х  — 5+

v/Зх2 +  х  -  5 V 3

+
11

3v/3 

10.19. /  

31

1п |х  +  ^ +  4 / ж2 +  х _ х
3 3

+  с .)

7х -  2

у х 2 —5х +
=dx. ^О т в е т : 7л/х2 — 5х  +  1+

+  —  In х  -  -  +  \/х2 — 5х +  l| +  C.J

10.20. [  ......... ..........dx. (  О тв е т : \^/4х2 +  х  — 5—
J  \/4х2 +  х  -  5 V 4

+  а )
65
16

1 / ,  1 5 
Х + 8 +  Ф Х +  4 Х ~  4

...................  dx. ( О т в е т :  —3\/2 +  Зх — х 2+
V2 +  Зх -  х 2 V

2х  — 317
+  —  arcsin

V 1 7
■ +  с . )

10 .22 . [  . Х _̂___dx. f О тв е т : —s/3 — 2х — х 2-
J  V3 -  2х  -  х 2 VV 3 - 2 x

. х  +  1 \ 
—7 arcsm —------ h G.J

2х  +  3
т/2х2 — х +

10.23. J

+  ^ ' ‘ \X - 14 + \ l J Z h l \ +  C )

zdx. ( О тв е т : у/2х2 — ж -f 6-f

/ 2<_ Q /
.■. dx. ( О т в е т :  —\/4 +  2х — х 2-

\/4 +  2х — х2 V

- 8  arcsin +  С. ̂

10.25. J 2х +  7

V x 2 +  5х — 4
dx. ^О т в е т : 2\/х2 +  5х — 4+
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+21n x +  -  +  у/х2 +  5x -  4 + C.)

/ Зх — 4 / 3
Т Ж - б х  +  А  ( 0m eern:2 V 2 x 2 - 6x +  1+

+
2л/2

ln
3 / о 1 \

X — -  +  4/ x 2 — 3x +  - +  C7.)2 / 2

/ 2 x  -j- 5  /  2
dx. ( О т в е т :  -%/Зх2 +  9x -  4+  

V3x^ +  9x — 4 \ 3

2 , +  —p  In 
V 3

3 / 9 4 \
X +  -  +  Л/ x 2 +  3x — - +  C.)2 / 3

10.28. J  2 ^   ̂dx.  ̂О т в е т : 2\j2x2 -  x  +  5+

+  C .)-f-2\/2 ln

> .2 0 . j

1 / 2 ® . 5 
Х - ~ 4  +  У Х  2 +  2

10. 3x -  7
\/x2 — 5x +  1

dx . ^О т в е т : 3\/x2 — 5x +  1 +

+ |ln
5 ______________ I .

x  — — +  \/x2 -  5x +  1 +  C.J

/ Tx — 1 /  <__________
,... ... „ dx. ( О т в е т : —1\J2 — 3x — x 2 —

\/2 -  3x -  x 2 V

+  C.)
23 . 2x +  3 

- —  arcsin — = -
2 V l7

Реш ение типового варианта

Найти неопределенные интегралы.

3 — 7х .
У  4х2 +  5 “~’

/■ 3 -  7х , Г
dx = 3J

dx
- i f  —  J  4x2

dx

(2х)2 +  (У 5 )2 У 4x2 +  5 

=  3 f  d(2x) 7 [  8xdx 
2 J  (2х)2 +  (ч/5)2 8 У(2x )2 +  (ч/б)2 

90

4x2 +  5



7;

3 1 2ж 7 , о  r\ п
2 v ! " " 6 7 1 ' 8 4 4 1  +  5> +  с - «

dx
е3х(2 — е~3х)

► Воспользуемся подстановкой и =  2 — е~3х. Тогда du =  
=  3e~3xdx и

Г  dx 1 f  Ze~3xdx 1 Зх|
/ ез , ( г - е- з , ) =  з / ? ^ = 5  =  2 1° Р - ' =  1 +  С ->

/■ Зж5 -  4а:
3- J  ж2 +  1
► Разделив числитель подынтегральной функции на зна

менатель, выделим целую часть неправильной дроби, стоящей 
под знаком интеграла. Получим интеграл от алгебраической 
суммы:

/ 4^Tdl = / (Зх3 -31 - 5тт) ̂  =
=  ^ж4 -  ^ж2 -  i  1п(ж2 +  1) +  С.

4. J сов3(7ж +  2)dx.

► Используя тригонометрическое тождество соэ2(7ж+2) =
— 1 — э т 2(7ж +  2), получаем:

J  cos3(7x +  2)dx =  J  сов2(7ж +  2) cos(7x +  2)dx =

=  J  (1 — s in2(7x +  2)) соз(7ж +  2)dx =  J  cos(7x +  2)dx—

— J  sin2(7a: +  2) соз(7ж +  2)dx =  -  sin (7x +  2) —

— 1 J  sin2(7x + 2)d(sin(7x + 2)) =  у(7ж +  2) —
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sin3(7а: +  2) + C. <

► Та к как ctg2 5a: =  — I --------1, to
sin 5a:

/ ctg4 5xd x  -  I  ctg2 5a: ( — \--------1 ] dx -
J J \sin  5x /

=  j  ctg2 5 x - : 2 dx — I  ctg2 5x d x  =
J sm ox J

=  [ ctg2 5a: ( — dx ~  [  ( — \--------Л  dx --
5 J \ sin2 5 x j  J  \ sin 5x  J

1 3 -  1=  ctg 5x +  -  ctg5x +  x  +  C. <
15 5

я Г ■ 7 • 3 ^о. I  sm - x s m  -x d x .

/ 7 3  I f
sin - x s in  - x d x  — — I  (cos2x  — cos5x)dx =■

5. J  ctg4 5a: dx.

=  7  s in  2x  -  ^  sin 5x  +  C. <  
4 10

dx
6x 2 -  3x +  2 '

► Выделим в знаменателе подынтегральной функции 
ный квадрат. Тогда

f  dx _  1 Г dx
J  6x 2 — 3x +  2 6 J  2 1x 2 -  - x  +  1/3

_  1 f  dx 1 Г
~ 6 J  (x  —l/ 4 )2 +  l/ 3  —1/16 _  6 j  ^7

( * - s j

dx

Ж
4 V 3 ,
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4V3 х  — 1/4 _  2^3 (4 х -1 )% /3
arctg /̂ |/;  ^  +  С  =  ^-7=  arctg ------- +  С. <«

бу'ТЗ v/13/(4v/3) 

Зх — 6

3 ^ 1 3 \ /1з

/
rdx.

2 — 5х — х 2
► Выделив в числителе подынтегральной функции слага

емое, равное производной знаменателя, получим:

- и

„ d x ----- -9
2 2

Г  Зх -  6 
J  2 — 5х — х 2 £

_  3 Г  —2х — 5 
2 J  2 — 5х — х

- ! l » | 2 - 5 ,  +  ^ |  +  | / ^  

~ 1п | 2 - 5 х  +  х 2 | +  y J

-2х +  4 — 5 +  5 
2 — 5х — х 2

d x  =

/
d x

2 — 5х — х 2 

dx
5/2)2 -  2 -  25/4 

dx

= — -  ln  12 — 5х +  х 21 Н— l n 
2 1 1 2\/33

— — ■“ ln  12 — 5x +  x 2 J +  ln
2 1 1 2 \ / lT

(x -  5/2)2 -  (v/33/2)2 

x  -  5/2 -  \/33/2

x  -  5/2 +  \/33/2 

2x — 5 — \/33

+  <7 =

2x — 5 +  \/33
+  <?.«<

I  \/5x2
dx

c2 +  2x — 7
► Выделив в знаменателе подынтегральной функции пол

ный квадрат, получим:

[ ______dx________  J _  f

J  V 5 x2 +  2x  -  7 _  л/5 У

dx

\/5x2 +  2x

■ я /

X  +  —x  — —

d(x +  1/5)

=  - p in  
V 5

V ( *  +  1/5)2 -  7/5 -  1/25 

x  + 1/5 + 2 2 71 H— x -----
5 5

+  C < «
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10.
f  2 s -  7 

J  V l  — 4x —3x2
-dx.

► Представим данный интеграл в виде суммы двух инте
гралов, предварительно выделив в  числителе подынтеграль
ной функции слагаемое, равное производной подкоренного 
выражения из знаменателя:

/

-и

2 х - 7
dx

у/1 — 4х — Зх2 

- 6х  — 4

V I  — 4 х - З х 2</Х Зу/З

1 [  — 6х  +  21 — 4 +  4 

V I  — 4х — Зх2

25 /■ dx

i f dx =

Ь г
з " з х - 12
dx

\ т - х + 0

=  _ _ V l - 4 x - 3 x = - 3 v f
25 . х  +  2/3 _  

arcsin — ^ — h С =

=  — -  \ / l — 4х — Зх2 —
25

3\/3
arcsin ■

V 7 / 3  

Зх +  2

7 Г
+  с .<

И Д З -8 .3

Найти неопределенные интегралы.

Г  \  1 — х 2 (  1
1.1. / ------------ dx. ( О т в е т : -  In

J  х  \ 2

+ У П ^ 2 +  С.)

V x 2 — 1

V l  — х 2 — 1

V l — X2 +  1
+

/
у  — J / J v
-----------dx. ( О т в е т :  V x 2 — 1 — arccos — I- C.J
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1.3. [  + A dx. (О т в е т : У 4 + ^ + 1 п  2 V * t X + C .)  
J  x \ 2 + V I + i2 J

1 A ’ /  V lx* X dx' ( 0m eem :C - \ ^ ^ ^ X ) •)

1.5. J  у/ 4 — x 2dx. ^О тве т: 2 arcsin ^ +  \̂/4 — x 2 +  C.J

1 6  J  V x  4-  ̂dx .  ̂О тве т: \Jx2 +  9+

+  c .)
3 , 3 - V x 2 T 9  

+  -  In
3 +  V ^ + 9

1.7. f  7 ^ + l dx. ( О тв е т :  ln  X + V — X -  У--'■..X- + C . )
J  x2 \ x - y / I + x 5 x J

f  y/4 — x 2 / _  _  1 \/(4 — x 2)3 \
1.8. I  — — dx. [О т в е т :  С — — ---------=------- .)

J x4 V 12 x3 /

1.9. f  . d x ..=  . ( О тв е т : X.— _ +  С.]
У ^/(1 +  x 2)3 V у / Т + х *  /

1 Л 0 .  Z ^ + l d z .  (om «em. C - l ^ H ^ Z . )
J x4 V 12 a;3 /

f  J ( 4  -  x 2)3 / 1 v/(4 -  z 2)5 \

1 .1 2 .  f  , ‘b  ( 0 m ,e m ; _ L = - I _ i = + C .)
У \ /( l +  x 2)5  ̂ v T + x 2 3 ^ ( l+ x 2)3 У

/ V x 2 — 9 / ______  3 n
------------ dx. ( О т в е т :  \Jx2 — 9 — 3 arccos — I- C.J

1.14. f  = .  ( О т в е т : С ----- . .5. . _
J yj( x 2 - 1)3 '  V i 2 ^ !  /

1.15. J  x 3y/9 — x 2dx. ^О т в е т : i  \/(9 — x 2)5 —

-3 v /(9  -  x 2)3 +  C.)
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1Л 7 ^ 7 ( £ - 1 ) 3 -  ( 0 m“ m ;C - v r f r T “ ^ E I

1Л7 *v*»-r (0meem; +С)
л/х2 -  9 +  х

\/х2 — 9 — х

/" у х 2 — 9 / 1
1.18. / ------ j — dx. I Ответа: -  In

J  X \ Z

X  /

1.19. [  -dx. ( О т в е т :  i  arccos — -f— — ^+ С  
у x V x 2 — 1 '  2 х  2х 2

1.20. [  — - ~ Х2dx. ( О т в е т :  С - ~
У х 4 V 27 х 3 /

1 .2 1 .  [  f X  . ( 0 т в е т : С - — + х 2 . )
J  i 2v/? + 9  V 9* /

1 .22 . J  x2\/l — x2dx. ^О т в е т :  1 arcsin х —

- ^ х \/1 -  х 2(1 -  2х 2) +  С.)

> • /  х 3\/1 — x 2dx. ^О т в е т : 1^/(1 -  х 2)5-1.23.

- | Х>/ ( 1 - х 2) 3 +  С .)

/" v/(4 — х 2)3) / х
1-24. I  --------- г--------dx. ( О т в е т :  arcsin — |-

J х 4 \ 2

/ 4 - х 2 1 у Х 4 -  х 2)3 _ ^   ̂
х 3 ^  +  7

1*25. f  —= = = = = .  ( О т в е т : — ~  +  С.)
J  у/{А +  х 2)3 V 4 \ /Т -Г х2 /

1.26. [  V x \ + 9 dx. ( О т в е т :  С -  —
J  х 4 V 27 х 3 )
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1.27. [  dX —  ( О тв е т :  j- ■ f — =. +  C.)
J  у / (9 +  x2)3 V 9 V 9 T P  '

x 2dx x  1
1.28. f  X - f  О тв е т : -  arcsin ^ -  -x\ /9  -  x 2 +  C.) 

./ v 9 — x 2 '  2 6 2 /

1 -2 9 - /

V 1 6  -  X 2
1.30. J  - ^ ^ 2"-“ dx■ {О т в е т :  С -  arcsin^ = )  T —X2 /

•‘ ■ / й д а ? '  ( o ~ c - ^ i „  

■)

X +  l

\ / l  +  X 2
2 v/2(x +  l)

2 .2 . f ------—dX, (  О т в е т : J X ' +  C-)
J  (x +  l ) V x 2 -  1 V \ x + l  J

2 .3 . f  d x  (
J  (x -  l)y jx2 -  1

2 .4 . f  —  dX ( О тв е т : С — ln
J xy/l -  x2 '

2.5 . [  — 7= = .  f  О т в е т : С — ln
J  x v / T T F  '

.6 . f  — ,^X f  О т в е т : С -  arcsin -  
J x\Jx2 — 1 '  ® '

О т в е т : С -  ^ ~ Т ’)

2.6

2.7, 7 . /
dx

+

_ _ ^ = .  f  О тв е т : С — ln  I — h - +  
x v ? + x  + 1  '  Ix  2

\/x2 +  X  +  1

•)

;. f  —  . (Omeem: C - ln
У x\/x2 - X + l  '

1 +  \/ x 2 — x  +  l  1 
x  2 ■)

97



2.9. f —  .... = . ( О тве т: С  -  arcsin Ж Л
У ж^/ж2 +  ж -  1 V v/бж '

. аг -Ь 2 
arcsin2.10. [  — ■. = .  ( О т в е т : С — _____

У ху/ х  — ж — 1 v у/Ъх
dx

)

+

ж у Т Т ж  — а; 

у/1 +  х  — х 2

1 1
ж +  2 +

I-)

.12. /

. 1 3 . /

da;
ж\/ж2 +  х  

dx

1 \/ж2 -  ж +  1
2 л/3(ж +  1) 

2 . !4 .  /

(ж +  1)\/ж2 -  ж +  

■)

= = .  ( О т в е т : С -----\=. arcsin - — - Л
-  2 V у/2 Зж /

= . (  О тв е т : С -----4= In
1 '• V 3 ж +  1

da:

3 у/х2 — ж — 1 
~ 2  + .... ж + 1

2.15. [  —
J  (ж

(ж +  1)\/ж2 — ж - 

■)

т (
О т в е т : С — In

ж + 1

dx

(ж +  1)\/ж2 +  х  +
—-.... .. [ О т в е т : С — In
ж +  1 V ж + 1

1 V x2 +  ж +  1
+

* +  Ж +  1 I \

ж +  1 I /

2.16. [ - ........  .... = .  (  О т в е т : С -  arcsin ж
У (ж+ 1)\/ж +ж — 1 V у/Е(х+1) /

2.17
/  dx (

J (ж + 1)\/1+ ж -ж 2 '

dx

г-т 1 г *

О т в е т :  arcsin
Зж+1

\/5(ж+1)
+ с .)

1 у/х2 +  х  +  1
2 д/5(ж -  1)

(ж -  1)\/ж2 +  ж +  

•)

ж — 1 +
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2.19. f ------- =  . ( О тве т: С — ln
У (x -  l)V x 2 - x  +  l  V x  -  1

1 y/x2 — x  +  l  |
'2 '

г.20. f —
J (x

dx
(x -  l)\ /x2 +  : t (

О тве т: С — ln
x  — 1

+

3 , \Jx2 +  x  -  1 1 
2

. r  +  x  — 1 1 \
+ - + — т  !•)

2 .21 . f - -------  , = .  (  О тве т: С —arcsin
J  { x - l ) V x 2- x - l  V v / 5 ( x - l)  /

2.22. [ —
J (x

1 V l  +  x  — X
2 +  x  — 1

2.23 . / —
J  (x

(x — l ) v T + x  — x  

2

=====.. f О тве т: С — ln
- x 2 V

)
dx

( x +  l ) v T
О тве т: С — ln

x + l
+

1 V l  — x
+  2 +  x + l •)

. 2 5 . /

+
v T 3 X  -  X

( x —1)\/I- 

dx
xs/1 — x — x 2 

’ ■)

О т в е т :  C -a rc sin  ^  1 .)
V 5 (x -1 )  /

( О тве т: С  — ln
1 1
x  2 "̂

2 .26 . f  — 7= = = .  ( О тве т: С -----a rc sin -—
У хл/х2 +  x  — 3 V v/3 х%/3 >

2.27 . f  --------■ . = .  (О тве т: С — arcsin——" ^
У ( x + l) V x 2+ x  —2 V >/2 3 ( x + l)  /

г.28. f —
У x\

dx

+  -

c\/x2 — Зх +  2 

\/x2 — Зх +  2

■ ( О тве т: С ------=  ln
V2

1 3
-----------7  +x  4

2x ! t-)
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/ dx / 1
------------ - ■ ■ ( О тв е т : С ------7= In

(ж +  1)\/2 - х - х 2 \ V2
+

1
ж +  1

1 \/2 — ж — г 2 
+  т  +4 х  + г Я - )

+ -

/ dx /
— . ( О тв е т : С — In

ж\/1 -  Зж -  2ж2 V

\/1 — Зж — 2ж2 I \ 

ж I/

1 3
ж ~ 2  +

3 .1 . [  ^ (c° s х ) dx. ( О т в е т :  1еж1п(совж) +  tgж — ж +  С.) 
J  cos2 ж V . /

3.2. J соз(1пж)йж. (  О тв е т :  ^ (s in (ln x ) +  соз(1пж)) +  С.^

3.3. / ^ ж .  ( О т в е т :  С -  * £ ± ± . )
J  X '  X  /

3.4 . У  1п(ж+2)йж. { О т в е т :  ж1п(ж+2)— ж+21п(ж+2) +  С.^

/ In (cos х) / \
— —̂2— -йж. ( О т в е т : С — ctg ж ln(cos ж) — ж .) 

sin  ж V /

3 .6 . J  ——П- — dx. ( О т в е т : 1п ж 1п(1пж) — In ж +  (7.^

3.7. J  In2 ж dx. (  О т в е т : ж In2 ж -  2ж In ж +  2ж +  С.^

3.8 . J  ^Дйж. ( О т в е т : 2^ /s ln x  — 4^/х +

„ Г  , 1- £ , я 2 , 1 —ж 1 , 1 —ж \
3.9. / ж т ------ dx. [О т в е т : —  in - ---------ж—- I n - --------1- 0 .)

У 1+ж V 2 1+ж 2 1+ж /

3.10. / м  ж +  \ / l  +  x2)dx. ( О т в е т : ж1п(ж +  ч / Г + ж 2) -  

-\/1 +  ж2 +  *С.)
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3.11. J  ln (x+4)d x. {О т в е т :  x ln (x + 4 ) -x + 4 1 n (x + 4 )+ C '. j

3 .12. f  X- X —dx. ( О тв е т :  \/l +  x 2 ln (x +
J  , VI  +  x2 v 

+ V T + X 5) -  x  +  C.)

3.13. f  dx. ( О тв е т : С —x —ctgx —c tg x ln (s in x ) .)  
J sin  x  \ /

x 2 ln (x  +  lW x . ( О тв е т : —  ln (x  +  1) — — -f — — 
\ 3 9 6

-| +  i in ( x  +  i )  +  a )

16
+

3.15. f  X X) dx. (О т в е т :  i  In2 x  ln (ln  x) -  \ In2 x  +  
J x  V 2 4

•)

3.16. J ln (x2+ l)d x . ( О т в е т :x In (x2+ l ) —2 x + 2 arctgx+C^j

3.17. J^dx. (Omeem. C - ^ - i . )

3.18 . J  %/xln2 xd x. (Omeem: ^ V x3 In2 x  -  ^\/x® lnx+

27V^+c.)

/
2 _X /  1 _X \

ln  --------dx. I  О тв е т : x  ln  ----------- ln (x2 -  1) +  C.J
X “I- x  \ X ~f“ x  /

3.20. J (x2 -  x  + 1) ln x d x . ( О т в е т : ^ — y + x ^ l n x —

X 3 X 2 \

y  +  T  ~ x +  a )

3.21 . J  \ /x ln xd x. ( О т в е т : ^ V x^ ln x  — gVx^ +  C.)

3.22. f  n̂ Ŝ^ -a'- dx. ( О т в е т :  tg x  ln fs in  x) — x  +  C.)
J cos^x V /
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/ / x 2 x 2

x ln ( x 2 +  1 )dx. [О т в е т :  —  ln (x 2 +  1) — —+

ln (x 2 +  1) + C.J

/
(  X 2 X 2 X ‘̂  \

x\n2 xd x. yOmeem: —  ln 2x  -  —  ln x - f  —  +  C.J

3.25. J  x 2 ln x d x . ^О т в е т : ln x  — +  C.J

3.26. J xln(x +  1 )dx. ^О т в е т : ln(x +  1) — ^ — 

ln(x +  1) + C.J

3.27 . J sin (ln x)d x. {^Omeem: ^ (s in (ln x ) -  cos(lnx)) +  C .j

3.28. J (x2 — 4)sin5xo(x. ^О т в е т : ^ x s in 5 x —

2 - 2 1  N
—------cos 5x +  G .)

5 /

3.29 . J ln (x+5)d x. ^Omeem: x ln ( x + 5 ) — x+51n(x+5)+C .^

/ 2 — x  / 2 _x \
I n - ------ dx. [О т в е т :  x  In - ----------21n |4 — x 2| + C . )

2 -j- x V 2 +  x /

4

/ , 2 2 
\J\ — x  arccos -/xdx. [ О т в е т :  -л / х 3 — ~^y/x—

\ /( l — x )3 arccos y/x +  C.J

/ , 2 2
\/l — xa rc sin \fxdx. [О т в е т :  -л /х  — -V a ?3 —

— x )3 arcsin +  C.J
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Г / X
4.3 . I  х arctg2xd x. ^О тв е т : —  arctg2х — — +

+  ̂  arctg 2х  +  C.J

. . /' arcsinх  , /_  ,------- ,------- \
4.4 . J  - j= = = -d x . [О т в е т : 2s j x + l  a r c s in x + 4 v l- x  +  C.J

/ arcsin x  (  ____  ____  \
=  dx. {О т в е т :  4 у 1 + х —2 у 1 —xa rc sin x  -t- C.J

/" arcsin \/x / _  ,------- \
4 .6 . J  —- ^ = = —dz. [О т в е т : 2 y / x - 2 y / l- x axcsini/x +  C.J

/ x  arctg x  / /---------
dx. I О т в е т :  v l  +  ж2 arctgx—

V l  +  £ '

-  In |x +  \/l +  x 2| +  C.)

f  x  arcsin x  . / ,--------  ̂ \
4.8 . J  ■ ..... 2~ax. ^Omeem: x  — V l  — ж2arcsinx +  C.J

/
'/ X 2 X

x  arctg x  dx.  ̂О тв е т :  —  arctg x  — — -f 

arctg x  +  C .j

/
/  X 2 X

x  arcctg x  dx. у О тв е т :  —  arcctg x  +  — ■-I-

+  ̂  arcctg x +  C.J

4 11 Г gagooste ( 0m ee m ;C _ x _ _
J  V I  -  4x2 V 2

—-\ / l — 4x2 arccos 2x.^

4 .1 2 . J  arccos 2x  dx. ^О т в е т :  axccos 2x ~  ^\/l — 4x2 +  C. j

4 .13 . J arctgxdx. ^О т в е т : xaxctgx -  ^ ln ( l 4- a;2) +  C.^
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4 .14 . J  aT̂ °S.̂ -dx. ( О т в е т : С — 2y/x- 
—2\/1 — x  arccos s/x.^j

4.15 . J  X-^ Y ^ ~ -dx: ( О т в е т : С — x  — \J\ — x 2 arccos x^j

л - f  arccos ж , ( л  _  z--------
4 .16 . / ........  dx. I О т в е т :  G — 4V1 +  x —

у V l  — x  \

—2i / l  — x  arccos x. j

4 .17 . J  arcctg 2x  dx. (Ответ: x  arcctg 2x +  ̂  In ( l4 4 x2)+ C .j

„ ,  „ Г  x  arcctg x  , / _ /--------T
4 .18 . I  — __ -__.. dx. ( О тв е т :  v l  +  x^arcctgx+

У V l  +  x 2 v

+  ln  |x +  ч / Г Т х 21 +  C.̂ j

4.19 . J  arcsin 2x  dx. ( О т в е т :  x  arcsin2x + i y l  -  4x2+ C .)

/ x  arcsin 2x  / „ 1
—■ = = = d x .  ( О т в е т : - x -

V I  -  4x2 V 2

— i  \/l — 4x2 arcsin 2x  +  C.'j

„ _ /■ arccos x  / _ „ /--------
4 .21 . / .............ax. Omeem; 2 v l  +  xa rc c o sx-

У V I  +  x  V

—4V1 -  я  +  C.^

/ ( Я/3 1
x 2 arctg xd x. ( О т в е т :  у  arctg x  — - x 2+

+  — ln (x2 +  1) +  C.)

/" ( x4.23 . / x  arctg 2xdx.  ̂О тв е т :  y a r c t g 2 x - - +

+ 1  arctg 2x  +  C .j
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4.24 . J  arctg(z 4- 5)dz. ^О т в е т : x arctg(x +  5 ) -

— i  ln|z2 +  lOz +  26| +  5arctg(z 4- 5) 4- C.J
<u '

Г 9 / Я3 X‘24.25 . / x  arcctg a; dz.  ̂О тв е т :  —  arcctgz 4  — —

- i l n ( x 2 +  l )  +  C.)

/ (  x 2 1
z  arctg2 z  dx. yOmeem: —  arctg2 z  +  -  arctg2 z —

- z  arctg z  +  ^ ln (z2 +  1) +

/  X ■ (  X X
z 2 cos -d z .  О т в е т :  3 z2 s in  -  +  18z cos -  -  

-5 4  sin  ^ +  C.J

/ t  z 2 1
z  arcctg2 z  dz.  ̂О т в е т : —  arcctg2 z + -  arcctg2 z +

+ z  arcctg z  4- i  ln (z2 +  1) +

/ о ( x z 2
z  sin 2x dz.  ̂О т в е т :  — sin  2 z — — cos 2 z+

+  ̂  cos2z  +  C .y

4 .30 . J ( z 2 4- 4)e2xdx. ^О т в е т : ^ (z2 4- 4)e2x +  -xe2x+

+ W c . )

5
„2/ ,  / X X

x  cos 2z d£. ^О т в е т : —  sin  2z 4- -  cos 2x-

— i  sin  2z  +  C.J

105



/ 2 / X2 Xx sin xdx. [О т в е т :--------sin2x—
V 4 4

- i c o s 2 x  +  C.^

5.3. J  x sin a: cosx dx. ( О тве т: i  sin 2x—

— ̂  cos2x +  C.J

/
2 /  ' X  X^

x (sin 2x — 3)dx. (  О тве т: — sin 2x — — cos 2x+

+  ̂  cos 2x -  x3 +  C.J

5.5. J  x 2(sinx +  1 )dx. ( О тве т: 2xsinx — x2cosx+

x3 \
+2 cosx +  —  +  C.J

5.6. f  (x2 +  x)e~xdx. ( О тве т : С — (x2 +  Зх +  3)e_x.^

5.7. J (x2 +  x)exdx. ( О тве т: (x2 — x +  l)ex +  C.J

5.8. J (x2 -  x +  1 )e~xdx. ( О тве т : С -  (x2 +  x +  2)e~x.J

5.9. J ( x 2 — x +  l)e xdx. {О т в е т : (x3 -  3x +  4)ex +  C.J

5.10. J  x ctg2 xdx. {О т в е т :  ln | sinx| -  xctgx -  у  +  C.J

5.11. J  x2e~xdx. ( О тве т : С -  (x2 +  2x +  2)e- I . j

/ x dx / \
. о • ( О тве т: ln I sin x| — x ctg x +  C. I 

sin x V /

/ x dx ( \
— 2—• ( О тве т: x tg x  +  ln | cosx| +  C . )
COS X  \ /
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5 .1 4 . J x tg 2 xd x. [О т в е т :  x  tg x  4- ln  | cosx|—

5.15. J ( x 2 +  2)e~xdx. ^О т в е т : С  -  (a;2 +  2x 4- 4)e_ x .̂

Г /
5.16. / x 2 sin2 xd x. [О т в е т :  —-------— s in 2 x +

X  1 \
+  — cos 2x -j- -  sin  2 x  +  C.J

4 8 /

/ / x 2 x
x 2(cos2x4-3)dx. [О т в е т :  x 34 —  s in 2 x + -  c o s2 x-

— i  sin 2x  4- C. j

5 .18 . J ( x 2 +  2)exdx. ^О т в е т : (x2 -  2x +  4)ex 4- C.J

5.19. J (x2 4- 3) s in xd x. ^О т в е т : 2 x s in x -

— (x2 +  l)c o sx  4- C.J

5.20. J  (x2 -  3) cos xd x. ^О т в е т : (x2 -  4 ) s in x +  

+ 2xc o sx +  C .j

5.21. J  (x2 +  l)e _ x dx. ^О т в е т : С -  (x2 4- 2x  +  3)e~x .J

5.22. J ( x 2 -  1 )exdx. ^О т в е т : (x -  l ) 2ex 4- C.J

/ / X 3 X 2 X
x 2 cos2 x dx. [О т в е т :  —  +  —  s in 2 x  +  — cos2x—

— i  sin  2x  +  C.J
8 /

5.24. J  (x2 4  x) sin  xd x. ^О т в е т : (2x  +  l ) s i n x -  

- ( x 2 +  x  -  2) cosx 4- C.^
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5.25 . J  (x 2 +  x ) cos xd x. ( О т в е т : (x2 +  x  -  1) s in x +  

+ ( 2x  + l)c o sx  +  C.J

5.26 . J (x2 +  1 )exdx. ( О т в е т : (x2 — 2x 4- 3)ex +  C.^

5.27. J (x2 -  1 )e~xdx. [О т в е т :  С -  (x +  1)2е~г .̂

/  / X2 X2 1 \
x s in  xd x. ( О т в е т :  —------— s in 2x  — - cos2x+C .J

5.29 . J  arcsin 9x dx. (О т в е т : x  arcsin 9 x +  — 81x2+C'.j

/ (  X ‘̂  X
x arcctg 2x  dx.  ̂О тв е т :  —  arcctg 2x -f — +  

arcctg 2x +  C.J

а л . /"{х +  1 )e2xdx. 6 .2 . j f  (x  — 2 )exdx.

6.3. ; j* (x — 7) cos 2x dx. 6.4 . Jf  ( 1 -  x)co s5xd x.

“ ■ J
f  (x +  2) cos3 xd x. 6 .6 . J( (x — 2) cos 4 xd x.

6 .7 . Jf  (x — 4) sin  2x dx. 6 .8 . j f  (x  — 3) cos x  dx.

6.9. jf  (x +  4) sin  2x dx. 6.10. J  x s in 3 x d x .

6.11. J  (x  +  5) sin  x  dx. 6.12. J  (x  — 5) cos x  dx.

6.13. J  (x +  9) sin  x  dx. 6.14. J  (x +  7) sin  2x  dx.

6.15. J  (x +  4 )s in 3 xd x . 6.16. J  (x +  3) s in 5 xd x .
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6.17. 

6.19. 

6.21. 

6.23. 

6 .25. 

6.27. 

6 .29.

7.1.

7.3.

7.5.

7.7.

7.9.

7.11.

7.13.

7.15.

7.17.

J *(x — 4) cos 2x dx. 6.18. у  (x -  8) sin  x  dx.

J ( x  +  4)cos3xdx. 6 .20. J ( x  +  8 )s in 3 xd x .

J { x  +  6) cos 4a: dx■ G.22. J ( x ~  6) sin  ^ dx.

J  (x + l) cos 7x dx. 6 .24. J  (x +2) sin  |dx.

J  x s in ^ d x . 6 .26. J (x +  4) cos -d x .

j ( x  +  1) sin  ^dx. 6 .28 . J (x +  2) cos — dx.

J ( x  +  3) sin  |dx. 6 .30. J (x -  9) sin  |dx.

7

axctg 2x  dx.

e~4l dx. 

arctg 3 xd x. 

arctg 4ж dx.

j ln (x  — 5)dx. 7.2. J
f x2e~xdx. 7.4. J *(x +  l)

{ x2e~2xdx. 7.6. J

j ж cos 8 xdx. 7.8. J
j arcsin5xdx. 7 .10. J(x + l)e~xdx.

J  x  arctg xdx. 7.12. J  x2e3xdx.

J  xcos(x + 4)dx. 7 .14. J  xcos(x —2)d:

J xcos(x +  3)dx. 7.16. Jxex+2dx.

Jxe-7xdx. 7.18. J arcsin 2x  dx.
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7.19. J  x s in (x  +  7)dx. 7 .20 . J  x  cos(x -  4)dx.

7.21. J  x s in (x  +  4)dx. 7.22. J  xcos(x +  9)dx.

7.23. J ( x  +  3)e~xdx. 7.24. J  arccos x  dx.

7.25. J {x 2 -  3)exdx. 7 .26 . J  x e -4xdx.

7.27. J  xcos(x +  7)dx. 7.28. J  xe~5xdx.

7.29. J x e x+3dx. . 7.30. J x c o s(2  - x ) d x .

8

8 .1 . J  arctg2xdx. 8 .2 . J xcosGxdx.

8.3. J  arcsin3xd x. 8 .4. J  arccos 2x dx.

8.5. J  arctg 8xdx. 8 .6 . J  x s in (x  —2)dx.

8.7. J  arcsin 8xdx. 8 .8 . J  x s in (x  +  3)dx.

8 .9 . J  x  cos(x +  4)dx. 8 .10 . J  arccos 7 xd x.

8 .11 . J  xcos(x —7)dx. 8 .12 . J  x s in (x  —5)dx.

8.13 . J (x — 4)exdx. 8 .14 . J  xe~6xdx.

8.15. J  arctg7xd x. 8 .16 . f  arcsin5xdx.

8.17 . / ta(x — 7)dx. 8 .18. J  x  cos(x +  6)dx.

8.19. J  arctg T^dx. 8 .20 . J  ln (x  +  8)dx.
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arctg — dx.

.23. j

8.25. J  ln (2x  +  3)dx.

f  x  
.27. I  arctg —dx.

.29. /  arctg 6x dx.

.21. /

arcsin —dx. 
5

8 .22 . J ln ( x  +  12)dx 

J  ln (2x  — l)d x  

.26 . /

'I
I

8.24 

8 

8.28 

8.30

arccos — dx. 
5

arcsin —dx. 
7

arccos —dx.

Реш ение типового варианта

Найти неопределенные интегралы.

x 2dx.

►

(8 .5)

x 2dx
x  =  4 s in i,  dx =  4costdt, 

s in i =  x/4 , t — arcsinx/4

J  X2y / l6  

J  X2 y / 16 -

/ 16 sin2 t V  16 —  16 sin2 14costdt =  256 J  sin2 1 cos2 tdt 

64 J  sin2 2t dt =  32 J (1 — cos At)dt — 321 — 8 sin At +  С —

+  C ==  32 arcsin — — 8 sin 4 
4

= 32arcsin 7  — 7(8  — x 2)\ / l6 — x 2 +  C. -4 
4 4

4
dx

x s/x 2 +  5x +  1 

dx

dx.

x \ / x 2 +  5x +  1

(8 .5 ) f  dt

1 1
X  =  7 , i  =  - ,  

t x
dx — —  

tz

(8 .5)

,27 V p  +  ? +  1 

111

/
dt
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7
dt

И И
- l n t +  -  +  y/t2 +  5 t + l +  C =

■ ln
1 , 5 / 1  5
— *" о “М /  ~2 ------ h ix  2 V x 2 x

+  C =

С -  ln
1 5 V x 2 +  5x +  1 
x  2 ^ x

) si n 5x dx.3. j ( x -  7) s i 

► J  (x  — 7) s i

=  - - ( a :  -  7)cos5a; +  -  / cosbxdx — 

■ — -  (x -  7) cos 5x +  sin  5x +  C. ■<
' О 25

I sin 5a: dx — 

(8 .6) 1

и =  x  — 7, du-= dx,

dv =  sin  5a: dx, v =  — -  cos 5a;
5

(8.6)

4. I  arccos Ax dx.
> ■ !  

./ «
► / arccos 4x dx 

(8.6)

л j  ^dx и =  arccos 4a;, du = -----■
v / l - 1 6 x 2

dv =  dx, v — x

(8 .6)

x  arccos 4a; +  4
/

x  dx

=  x arccos

\/l — 16x2 

4a; — 7  \/1 — 16a:2 +  C. 4

5. J  xex 1 dx. ,

/ х _ 7  , I u — x , du =  dx, 
xe dx =  ,

|dv =  ex 'dx, v — ex 7

-  J  ex~7dx =  xe

(8.6)

(8-6) x — 7=  xe x  — 7 x —7
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6. [  ~ ^ = = = d x .
J  Т Г Т х 5

/ v T T x 2

u =  arctg x , du —
dx

du =
x  dx 

\/l +  x :

1 +  x 2 ’

v -  V l +  ;

(8.6)

(8̂ 6) _|_ д.2 arctg  x  — J dx
V T T.

=  у Г + х 2 arctg x  — In x  +  \ / l +  x 2 +  C .<

7. J (x2 -  4x +  3)e 2xdx. 

► J  (я2 — 4x +  3 )e~2xdx =

u =  x 2 — 4x +  3, du — (2x — 4)dx, 

dv — e~2xdx, v =  —^e~2x
(8.6)

- ^ ( z 2 — 4x +  3)e 2x +  J ( x  -  2)ee 2xdx =

и — x — 2, du — dx, 

dv =  e~2xdx, v =  —jre~ 2x

(8.6)

(8=6) ~ ( x 2 -  4x +  3)e_2x -  i ( x  -  2)e~2x -  ie ~ 2x +  C. «

Г ln (ln (x  +  l) ) ln ( x  +  l)
J  X + l

^ J  ln (ln (x  +  1)) ln (x  +  1)
x  +  l

и — ln (ln (x  +  1)), du

dx =

dx

du =
ln (x  +  1) 

x + l

(x  + . l) ln ( x  +  1) ’ 
1
2

dx, v =   ̂ ln2(x +  1)
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-  -  +  ^  ln(ln(x +  1)) -  1  ln2(x +  1) +  С. <

И Д З -8 .4

Найти неопределенные интегралы.

[  Зх2 +  20х +  9 /  Л
1 Л ' У  (х 2 +  4 х  +  3 )(х  +  5 ) 'Ь ' ( 0 “ -'61»|х +  3|-

-1 п | х + 1 | -2 1 п | х  +  5| +  а )

„ „ Г 12 dx /
1 - 1 - У  (х — 2){х2 — 2х +  3 ) ' \ 0 7пвет: 31п |х — 3| —

-41п|х -  2| +  1п|х +  1| +  C.j

1 ’3 - /  ( ^ " - 1)(х 2+- 6х7 -  12) dX' (°т в ет : 21п | х - 1|+ 

+51п|х — 4| — 7 In |х +  3| +  С .) 

1 Л ' f ^ V x - 2 ) T x + ~ 3 ) d x - ( ° т в е т : х \ +  51п|х +  3|+ 

+  In |х +  2 | -|- In |х -  1| +  С .)

1 с /" 8xd x /
1 Л -У  Р + 6 х  +  5 )(х  +  3 ) ' ( 0 “ «"> '--51п |х +  5|+

+61n|x +  3| — ln|x +  1| +  С .)

1 с У 2х4 -  7х3 +  7х2 -  8х /  9
‘ •6 ' У  7х"2" -  5х +  6 )(х  +  1) (Ответ: X +  х +  

+21п|х +  1|+41п|х —2| + 3 1 п | х -3 |  +  С .)



„ _ Г 2х4 +  8х 3 -  45х - 6 1  (  2 . , .
1Л- ]  Г* -  ! ) (* »  +  5* +  6) ( ° ~ ' *  — 81п |х — 1| +

+5 In |х +  3| +  In |х +  2 | +  С. j

■в Г 2х4 +  17х3 +  32х2 -  7х /  2
1 .8 . / —г-s--------------w--------г—ах. Ответ: х * -  х —

J  (х2 +  4х +  3)(х +  5) V

—5 hi |х +  5| +  31п |х +  1| — 31п |х +  3| +  С.^

1Л' ! т Л ( О т в е т :  31л | х+  11+

+  In |х — 1| +  2 In |х +  2 | +  С. j  

1 Л 0 - {
—7 ln |х +  3| +  3 In |х — 4| +  С. j

1 .11 . /  ЗЖ + 3o4/ ' ~~T\dx- (Ответ: 2 Injx —У (х2 -  х -  2)(х -  3) V

+31п |х -  3| — 21п |х +  Ц +  С .)

Г 2х4 -  7х3 +  Зх +  30 , / _  2 ,
1 .1 2 . / т--------г7—г------------rrdx. Ответ: х z +  х —

J  (х -  2)(х2 -  2х -  3) V

—4 In |х — 2| +  31п |х — 3| +  31п |х +  1| +  С

1 -13 ' /  ( x - i K ^ + L  +  e )^ '  Н *  +  2|-

-  In |х -  1| +  31п |х +  3| +  C?J

1Л 4- /  ( , - W ^  +  fa  + 8 )f c  ( C W m ; 18 Ь 11 +  3|“

-  In |х — 1| -  16 In |х +  2 | +  С .)

1 Л 5 -  /  * + % * * - — *  ( 0 т в е т :  1 п  1 1  ■ 1 | +
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/ 4x2 +  32x +  52 /
( * » + t e  +  S)(x +  3 ) ‘fa- ( 0 “ ' 3 4 x + l | +

+ 2  ln |x +  3| -  in |x +  5| +  C.J

f  2x2 +  41x -  91 /117 J  (x* + 2x -3)(x-4)‘il- (Опи«"-'4Ь|1- 1|-
- 7  In |x +  3| +  5 In |x -  4| +  C.J

,  ,  Q /" 2x4 +  8x 3 -  17x -  5 / ,  , ,
1 1 S - J  (x2 +  2x  -  3)(x  +  2 ) 1  “  ln |x -  1|+

+  In |x +  2| -  2 In |x +  3| +  C .j

1 1 Q / '2 x 4 +  17x3 +  40x2 +  37x +  3 6 J /  ,
1 1 9 - i  (x +  l ) (x 2 +  8x  +  15) ^

+ 3  to |x +  1| +  31n |x +  3| -  3 to |x +  5| +  C .)

/ •6x 2 /
(x — l) (x 2 +  3x +  2 )^X‘ \Omeem: ln|x -  1|-

-31n|x +  1| +81n|x +  2| +  C .)

/
(x2 -  l) (x  +  2 )dx' ( 0m eem : 3x2 -  ! 2x +

+  t o | x - l| -3 to | x  +  l| +  32to|x +  2| +  C .)

/■ 2x 2 -  26 /
1 '2 2 ' /  (х" +  4х +  3 )(х  +  5 ) ‘Ь - ( 0 ™ « ”> '2 b|x +  3|-

-31n  |x +  1| +  31n |x +  5| +  C.J

Г 2x2 +  12x -  6 /
1 -2 3 - J ( x  +  lKx^ +  Sx +  l S ) * -  (0>»eem ;61„|x +  3|-

-21п|х +  1|-21п|х +  5| +  С .)

+31n|x +  l| — 41n |x +  2| +  C.J
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Г 2х4 -  5х3 -  15х2 +  4 0 х - 7 0  /
1 2 4 ' /  (»* +  2 х - 3 ) ( * - 4 )

+4 In |х — 1| — In |х +  3| 4- 21п |х — 4| +

'•“ • Z  F r s f r f ' ’ ' ( о — . ^  +  I +

+2 In |x -f 1| 4- In |х — 2| 4- In |х — 3| +  C.̂ j

Г 6х 4 -  21х2 4- Зх +  24 /  о
1 .26 . /  —̂ ---------- -гг------7Т~^х. ( Ответ: Зх2 — 12x4-

У (х2 +  х  -  2 )(х  +  1) V

+ 2  In |х -  1| -  31п |х +  1| +  10 In |х +  2 | +  С .)

1 '27 ' /  T ^ - ? x  +  4Kx+~3)6<fc' ( 0 т в е т : ** + I +

+ 4 In |x — 1| +  ln |x +  3| — 21n |x — 4| 4- С

/ 7x2 — 17x /
------ — -------— dx. ( Ответ: 21n |x — 2|4-

(x -  2 )(x 2 -  2x  -  3) V 1 1

+31n|x — 3| 4- 21n|x 4  1| +  C.^

,  f  6x 4 -  30x2 +  30 , / _  о 21 .29 . I -7—5— —7------=rdx. ( Ответ: Зх2 — 12x4-
У (x2 -  l ) (x  +  2) \

+  ln |x — 1| — 31n |x +  1] +  21n |x +  2| +

/ Зж2 — 17ж +  2 /
( * - ! ) ( ^  +  5х +  6 ) ‘Ь - (O ™ »"»'201n|1 + 3|-

— In |x — 1| — 16 ln |x +  2| 4-

2

д dx. ^Ответ: x +  — —ln |x| + 21n|x—1| +  (7.^

f  x 3 - 2x 2 - 2x +  l .  /  _ . . .  1
2 .2 . / --------- =------ =------- ax. Ответ: x  4- In x H-------

у x 3 -  x 2 V x
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/ Зх2 + 1  /  2
( » - l ) ( ^ - l ) ‘fa- ( 0 ~ . - 21n | x - l | - —  +  

+  ln | x + l| + C .J

W ;  ~5~~,2 dx" {О т вет : -  — 31n |a:| +  3 1 n \x -  1| + C.j

f 4a:4 +  8 ж3 -  3a; -  3 t л ,
2 .5 . /  -------5— — г----------- da;. ( Omeem: 2a: — 3 In a ;—

у x a + -2 x * + x  \

2.6. j  ■ j da;. (  Ответ: ln (a; +  1| — ln |ж| — — +  С.)
J  X X \ x  /

2 -7 ' J  ( x Z - 2 x  +  l ) ( x +  l ) dX- { 0т вет : 31n I* “  4 -  

+ 1» II  +  4  +  c . )

/ 2д|2_2x I 1 / 1  \
— ^2— ^3— ^  (Om eem : ——31n|a;|-|-ln|a: — 1 |-+-C'.J

_5«c —{— ’ i /
— —y - ■■~da;. (О т вет : ln|ar| + ln|a: — 1|+

-2 1 n  |x -  1| +  С .)

2
+

7 = i + a )

2 ‘10, / ^  +x { f + i y ~ 2 dx' ( 0m eem : 2x2 ~ 21n | x | ~

-2Ы \х +  1 \ - ^ - 1 + С .) '

[ 2 x 4 - 4 x 3 +  2 x 2 - 4 x  +  1 / „
*•1 1 . I ------------- 7------ — ----------- -ax. ( Ответ: x  +  m \x\

J  x(x  -  1 у  \ 11

■ -  In \x -  1| 4-----+  C .)
x  — 1 /
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/
Зх — х — 2 /
— 7--------TTT'dx. ( Ответ: ln |х +  1| — 21п |х| —

х(х  +  1у  \

-----+ С)х +  1 )

/ 2х 3 +  1 f  1
—тг,------ rrdx. ( Ответ: ix  — In |х|--------
x z(x + 1 )  • V х

-  ln|x +  1| +  C?j

/ х 3 — 3 /  1
т------—гт—x— rrdx. ( Ответ: хЛ------- -+ 21n | x—1|-
(х -  1){х* -  1) \ х -  1

- 1п | х + 1| +  С .)

„ Г х 2 — Зх +  2 , / п  , , ,  62.15. / —j— —=----- ах. ( Ответ: In хН ---------  —
J  х 3 +  2х 2 +  х • V 11 х + 1

— In |х + 11 +  С .)

/ •2/ 2 /
—г— — г------dx. ( Ответ: .2 In |х| — 2 In Ix — II —
x̂ j _  2хг -f x  V

~ d h + a )

2.17. /" 7- ? ——ту----- тт^х. f Ответ: 2x2 — ln Ixl —
У (x +  x )(x  + 1) V 1 1

—31n|x +  l|------ + (7 .)
x +  l  /

/ 4 x  dx /
(x2 - l ) ( x + l ) ' ( 0 m eem ;ln| z - l| - ln | x  +  l| -

/ dx /  1 \
—j------2 • ( Ответ: ln |x +  1| — ln |x|------- 1- C. J
x ”i x  V x  /

/" x 3 — 4x2 +  2x — 1 /  _ , . 12.20. /  --------- 5------5------- dx. ( Ответ: x — ln x --------
J  Хл — X \ X

- 2 1 n | x - l |  +  <7.) 119



X 

2.22

f  6x  — 2x 2 — 1 /
2 '2 1 ' J  ^ ~- 2x2 +  x dX' \0твет: ~ b  |x| -  ln |g -  1|-

f  2xs -f 2x2 +  4x -f 3 , /  _ , ,
•22. / ---------- 3— —2-------- dx. I Ответ: 2x  +  ln \x\ —

J  x  x  \

- ln | x +  1| + C .J

/ x 3 — 4x ~}~ 5 (
(x2 -  l)(x  -  l ) dx' { 0m eem : * - l n | ® -  1|-

~ x _  I +  21n |x +  1| +  C .J

/ Зх2 +  2 /
x (x  +  l ) 2 ^ '  [Ответ: 21n |x| +  ln |x +  1|+ 

+ ^ -  +  C .)
X +  1 /

/ ж I 5 /
—------ 2~------ — dx. f Ответ: ln |x + 1| — In |x -  1|-
2/ X X T  1 V

/ Зх2 — 7x +  2 /
(^2 Г x )(x  -  l ) dx' { 0т вет : 21nN  +  ln | x - 1|+ •

+ ^ l + a )
I л, 1 2 /

— j ——j~dx. (Ответ: 2 ln|x+ 1| -  ln|x|-
X “p X \

- 2- + c.)
X /

2 -2s 7 ^  ̂ 2 - (Ответ: i  -  ln|x| +  ln |x -  1| +  C .)

/ 2x 2 +  1 /
—3 _  д̂.2 . j .  x dx- yOmeem: ln |x| +  ln |x -  1|-
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х -  1
+ с .)

2 .3 0 . [  2Х ~t^X ,— -dx. ( Ответ: 2х +  In |аг| +  -  +
J  X3 +  X2 \ X

+ 2  In |х +  1| +  C.J

3

3' 7 ( х -  l)3< y + L  +  5)dg- ( о ~ ' ' 2 Ь к - 1 | -

1 х  Ч" 1 \ 1
-  In \х2 +  2х +  5| -  -  arctg —------ h C .J

3 .2 . f  - — J* X^  8 dx. ( Ответ: 2 ln \x +  2 |-  
J  x 3 +  8 v

ln |x2 -  2x +  4| -  -J= arctg +  C .)

3-3 ' /  ( x - M ) ( x ^ x + 1 3 ) f e  ( ° ~ ; ta|1 +  1|_

-  i  ln |x2 -  4x +  13| -  arctg X +  С .]
2 о '

3 -4- / ( x ^ M ^ + t T + s ) 1*1' ( 0ro“ m :3 1 n il“ 1|_

-  i  In |x2 +  2x +  5| -  2 arctg — +  С .]
2 L /

3 ' 7  (x +  i)(x* +  ^ W x ' ( 0meem;lnix2+ 6 x + i 3 | -

-  ln |x +  1| +  ^ arctg —4 — +  C-)
2 b 2 

' x 2 +  3x +  2
3 .6 . J  X +J*X dx. {Ответ: 21n|x -  1|-

l , o  , 1 2x +  l-  ln |x2 +  x +  1| +  - Д  arctg —- Д -  +  C .J  .
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„  _  f  36 dx /
ЗЛ' j  (x + 2) ^ - 2* + 10)’ (°meem; 2I"I1 + 2I“

-  ln \x2 — 2x +  lOj +  2 arctg “Цг— I C .)
o /

/ Qx — 9 /  1
( i + l K x ^ t e  +  l S ) * '  ‘n | xM x+13|-

- ln |x +  1| +  2 arctg -  +  C .)

/7x — 10 /
х з -|- 3 dx- [Ответ: ln \x2 — 2x +  4| —

-2  ln |ж +  2 | +  -^= arctg ^ 1 +  С .)
v 3  v 3 ' >

/ 4x2 +  3x +  17 /
^ F r l)(*> +  2» +  6 ) dB- ( ° ~ ’-3 1 n | x -l| +  

ln \x2 +  2x +  5| -  ^ arctg +  C.J

ЗЛ1'J ^ T ^ dx- ( 0meem;lnM -  ~

- i  ln \x2 +  4| -  j  arctg | +  C.J

/ x 2 — Ъх -}- 40 /
W + 2 )(x ‘ -  2x +  10)dX- ( 0 ™ . '3 1 n | *  +  2|-

— In \x2 —2 x +  10| +  arctg —r— +  C . )
o /

/4х — x 2 _12 /  1
------ g— ----- dx. ( Ответ: -  In \x2 -  2x +  4| —

X ~r о \ Z

- 2  In \x +  2 | -  -^= arctg +  C.J

/ x2 — 13ж +  40 /
("i +  l)(a:2 — 4a; +  13) ^  3 h .| *+ l| -

— ]n\x2 — 4x +  13| — arctg X „ +  C .J
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/ 3 — 9а: /
—— -d x . (Ответ: ln |х2 +  х  +  1| —

2х I X \
- 2  In \х — 1| — 4\/3 arctg ——̂ — I- С .)

/ 6 — Qt /
—5— -d x . ( Ответ: 2 In |х +  2|- 
х л +  8 \

-  In \х2 +  2х +  4| -  л/З arctg +  С-)

3 .1 7 . f  — 77Xdx- {Ответ: \\n\x2- 2 х + Щ -
J  ( x + 2)(x 2 —2x + 10) V 2 1

-  ln \x +  2| -  i  arctg -  +  C.J

З Л 8 7 ( х  +  D ^  +  f a  +  i a ) ^ '  ( 0 m e e m ; 3 1 " l I  +  i l -

-  In |x2 +  6x +  13| -  5 arctg — +  C. j

3 - 1 9 7 ( х - 1 н У + 2 х 7+ 5 ) ' ' Х ' ( 0 ™ « m : 2 1 n | x - l | +

3 x  +  1 \
+  - arctg —  +  C .j

3 .2 0 . f  ---- “ f, J °  34 dx. (Ответ: ln |x2—4x+13| —
У (x +  l ) (x 2 -  4x +  13) V

-3 1 n  |x +  1| +  3 arctg X 2 +  C .j

3 .2 1 . [  ^  ,  +  -----77Xdx- ( Ответ: 3 ln |x +  2| +
J  (x +  2)(x 2 — 2x +  10) V

ln |x2 -  2x +  10| -  Ц arctg X 3 1 +  C.J

3 -2 2 ' /  (x +  l ) ( x '+ 6 x --+-T 3j- ( ° maem; ‘n | l+  1|_

-  i  In |x2 +  6x +  13| -  arctg X +  С .]
2 A '
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3 .2 3 . f  2x2 +  4x + 20 , /
** J  (x"+ l)(x2 — 4x +  13) (Omeem: ln |x +  1| +

+ ^  ln |x2 -  4x + 13| + 3 arctg +  C -J

/ 5x -f 13 /
( г + 1 ) ( * ’  +  б* +  1 з Л  ( 0 " “* " > - - 4 *  +  i| -

to \x2 +  +  13| +  ^ arctg — +  C. 'j

/ 4x2 +  +  io , ( „  . ,
— ^— dx. (О т вет : 21n\x + 2|+

+ In |x2 — 2x + 4| + \/3 axctg X * + C.)
v 3  '

3 '26 ' /  ( ^ l ) ( x 2?+ 2x +  5) dX‘ ( 0т вет ; 21n|x-l|+  

+ ln |x2 +  2x +  5| +  ^ arctg * + C.)
2 Z J

3-27. J  — " 3  _  ^  dx. ( Ответ.: 21n|x — 1|+

+ - ln|x2 +  x +  1| +  -^= arctg "XJ^  1 +  C.J

3.28. J  —— j-. {Ответ: 21n|x -  1| —

— ln |x2 +  x +  1| +  2\/3 arctg +  (7.)
v 3  /

Qon f  5x2 +  17x +  36 , /
3 -29 - y  (x +  l)(x 2 +  6x +  13)dx- (Omeem:31n|x+l|+

+ ln |x2 + 6x + 13| — ^ arctg 3 +  C.)
Z Z /

/ 2x +  22  /
(x +  2 )(x 2 — 2x +  10) dX ( ° ” ; ln |x +  2 | —

- - In |x2 -  2x + 10| +  | arctg +  C .J
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4Л - /  х< I t - 4 - 5 ь  |х -  1|+

+ ̂  In |х -Ь 1| — — In |х2 + 4| + С.^-

4 .2 . J  —2ж4"̂  1 dx. (О т вет :  ̂In |х + 1| -  х 2-

In |х -  1| + i  arctgx + C.j

/" х4 + ж3 +  2х2 + х 4-2 /  1
4 -3, J ------х4 + 5х2 +  4------  [О т вет : х +  ̂arctgх+

+  \ 1п к 2 + 4| -  Л arctg | 4- С.)

4 -4 ’ /  х4 + £  - 4' ( 0meem; |ln|x -  i| -  |in|x +  i|-

- I  arctg | + C .)

4 '5 ' /  Хх4+Лж~2" ^ -  ( 0m eem ;21nla;| - ^ -

- i  ln |x2 +  4| -  i  arctg | + C.)

4 -6- /  ( x - l ^ T x ^ + V 1- I 0 ” -' ■" 'l !  +  4' -  J T T +

+  ia r c t g |  + C .)

4 .7 . f  X ^  X------X ^dx. ( Ответ: ln |x| -  — -  ln |x -  1|+
J  X 4 -  X 2- \ X

+  ln |x +  1| +  C.J

/ /y»3  ___ gn _ ^  / J

x 4 4- 3x2— 4^X‘ ( ^ meem; 2 n̂ x̂  +  ^ _  2^П Х̂ _ 1 +̂  

+  \ ln к 2 +  4 K  ^ arctg | +  C.J

4
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/ X3 — х  — 1 /  1 1
— з------ тг-dx. ( Ответ: ln lari-------- --- ln |x — 11 +

x 4 -  x z \ x  2 .

+  — ln \x +  1| +  C .J

Л in  f  2x 2 —7x+ 10  /  1 2 л4 .1 0 . / 7-----  ----- —̂ ------ Tzdx. Ответ: -  ln x ‘!+ 4 -
J  (x — 1) (x3 — x 2+ 4x — 4) V 2 1 1

— ln \x -  1|------ +  arctg ^ +  C .)
x — 1 2 /

4 Л 1 ‘ /  х^++4х 2^ -  ( 0 m eem ;lnla;| - ^ - ^ l n | x 2 +  4|- 

arctg | +  C .)

_|_ 2 /  2
— ------ r—dx. ( Ответ: ln Ixl ------ hlnlx —II —

x4 — xz \ x
— In | x +  11 +  C .)

/ x2 -}~ 2x ~f- 4 /  1
4  ̂ 2 ^dx. [Ответ: -  In |x2 +  1| +  arctg x—

- i l n | x 2 +  4| +  C .) .

4 .1 4 . J  — — dx. О̂твет:  ̂In |x+l|+ln |x2+l| —

— ̂  ln |x — 1| — x 2 — i  arctg x  +  C.^

С x4dx (  1
4 Л 5 - /  *« +  S J + 4 - +

8 x . _  \
— -  arctg — +  C.J

/
д»з __ 2 x  l 5  / q 
----- j— -— dx. ( Ответ: ln |x — 1| — -  ln |x +  1|+

X 1 '  /

+ ^  ln|x2 +  1| -  ^ arctgx +  C .)

/‘ x 3+ 4 x —3 ,  . . .  3 3 A x  _\
4 .1 7 . / — j— 7- 75—ax. ( Ответ: ln x + - — arctg — + C .) 

J  x 4+ 4 x -2 V 4x 8 2 /
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/ 7х — 2 / 1т------„ ■----- —dx. ( Ответ: ln la; — 11---------- -
(x — \)\xz + 4) V x — 1

— i  ln |x2 + 4| -  arctg | +  C .J

4 1 9 ' /  ^ х 4 +  3^ 4- 4~ 2 ^ -  ( 0meem; ^ h | x - l | +

+ i  In |x +  1| + arctg | +  C.)

/ 4x2 — 2 / 2 \
—;------^dx. ( Ответ: ln lx -  1|------- ln|x+l|+C .)
a:4 — xJ V x  /

4 -21, j l* +  3x2 - 4 dX' (0meem: 5 ln|x+11-  

ln |x -  1| + ln |x2 + 4| + i  arctg | +  C .J

4 '2 2 7  ( x - 1) ^  +  4 ) ^ '  (O m eem M n lx-H  +  j i ^ -

- i l n | x J +  4| +  C .)

/■ x2dx 2 x
4 -2 3 - ]  x 4 +  5x 2 + 4 ' 1 ° “ ' j  arctg — —

— i  arctg x + сЛ
o /

/ 2 _• 8x /
■■j  ——^dx. (О т вет : ln |x2 + 4| -  21n |x|-

1 1 x
— 2x — 4 31 s  2 ^  /

4 .2 5 . [  —---- jr  +  4 x ^  (от вет : ln |x — 1| +  ^ ln|x+ 1| —

3 1 \— -  ln |x2 +  1| — -  arctg x +  C.J

. n a  f  2x3 +  8x -  3x2 -  27 (  | 2 .
4 -2 e - J  x 4 +  13x3 +  36 ( 0m “ ro; Ь  |X +  9|‘

- | a r c t g f + C . )
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. Г 5х3 — х 2 +  21х -  9 , (' 3 . 9 .
4 -2 7 7  ^  +  1 0 ^  +  9 ^  ( о ~ - 5  In И +  9|+

+ In |х2 +  1| — arctgx +  СЛ

. „ 0 [  2х5 -  2ж3 — х 2 , (  _ 1 , , , .
4 .2 8 . I -----—------ j------ аж.  ̂О тв ет .- -  In \х — 1| —

— i  In \х +  1| — х 2 +  In \х2 +  1| +  ^ arctgx +  C .J

4 -2 9 - /  £ ^ Т 5$ Т Г & - ( ° ~ - - ^ п |х2 +  4|+

5 а; 2 \
+  g arctg -  -  -  arctg а; +  С. J

/ 2х +  3 /  1
( 1 - 1 ) ^ 3 - ^ + 4 3 - 4 ) ^  [ О ш е е ш :  -  — -

- i a r c t g | + C . )

5

5.1. /  ^ L = = . (Ответ: 2 \ /x+ 3-41n | V a:+ 3  + 2| + C .j

/ 2* r/Tj / О _ _ _ _ _ _ _  v

—г ^  ̂Ответ: -  \/(а; +  З)3 -  6\/ж +  3 +  С.J

—====. ( Ответ: -  J ( x  -  З)5 -  4л/(ж - '3 ) 3+  
у х  — 3 ' 5

+ 18ч /ж ^ З  +  С .)

/ х  d x  /  о
j - j — ^ = = . [Ответ: - - / ( z  +  4 )3 -  2(ж +  4 )+

Л-2\/х +  4 -  41п |л/х +  4 +  2| +  С.^

5.5. [  . ( Ответ: ^ у /(х +  I ) 7 -  у /(х +  1)5+
J  у /  х  *4" 1 '  7  5

+ 9 ^ /(х  +  1)3 -  5 4 v /F + T  +  а)
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5 .6 . I ■ X ~̂  .̂.dx. ( Ответ: 2\Jx +  2+
J  x V T 7 2  \

\/x +  2 — y/2,
+  —7= 1П

V2 \J x  -}- 2 -t- \/2 

dx

+  C.

-------- -—. f Ответ: —=
(ж +  1)\/х  +  4 V V3

\Zx~4-~2

5.7. /

5 .8 . [  ^ X dx. ( Ответ: 2\Jx +  2+  J x -  3 V

\/ж +  4 — %/3
\/ж +  4 +  v/3

-K7.)

+л/51п
sjx +  2 — V&

+  C .)
\J x  4* 2 +  y/E_

5 .9 . J  ^ X, g - (Ответ: 2sfx — 61 n |-у/х +  3| +  C.^

5 .1 0 . f  ,. . f  X . f  Ответ: arctg \ ~ +  C.')
J  s/x{x + Z) V V 3 V 3 '

5 .1 1 . [   ̂ ^  ^ dx. ( Ответ: x +  4 J x —
J  x  +  y/x \ 3

-41n |</x +  1| +  C .)

5 .1 2 . [  Х ^Х . ( Ответ: ^ \ /(x  -  l )3 +  2\/ж -  1 +  C .) 
У Vx -  1 V о /

+ C')5 .1 3 . f  ( Ответ: 2s/x +  ln
J  X — 1 V v y / x + 1

*-и - 1 г г т т -  (Ответ:2y/x+ 5 —6 In |\/х+5+3| +  С.  ̂

5 Л 5 7 т т ^  = . (Ответ:2у/х — 1 — 2 ln 11 +  \/x — 11 +  C1.̂

5 .1 6 . [  — ......... .. f Ответ: 2 arctg \/x — 7 +  C .)
У x\Jx — 7 \ ■ >

5 .1 7 . [  X ~̂  dx. (Ответ: 2y/x — l +  2 arctg s/x — 1 +  C.) 
У x y x  — 1 \ /
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5 .1 8 . f  (  Ответ: — 7)7 +  7)5+
У V  x — 7 ' 7 5

+ 2yJ(x  -  7)3 +  2 y ^ 7  +  C.J

5 .1 9 .  [  X . ( Ответ: ^ J ( x  -  4)5 +  ^ v/(a; -  4)3+
У \/a; — 4 V 5 3

+ 2 V F ^ 4  +  C.J

/ yjX -4-~4 /  \ 
---------- dx. [Ответ: Isjx  +  4 —2arctg\/x +  4+ C .J

5 .2 1 . J  -^ = = = . (Ответ: ^ ^/(х  +  2)7 _  "jj"л/О*1 +  2)5+  

+ 8 ^ /(х  +  2 )3 -  1 6 v / i T 2  +  C .)

5 .2 2 . f  . ( Ответ: 2y/x — 2\/l0 arctg .. +  C'.') 
у x  + 1 0  V V 10 '

 ̂Ответ: ln

rH 
i-Ч

1 + +  C .)

(Ответ:2\/ r — 2 — 21п |1 +  \Л/ dx
--------= = = .

1 +  s / x ^ 2

5 .2 5 . h  ——— ^Ответ: \/2 arctg \ jX ---- +  C.J

5 .2 6 . J  X \  [Ответ: ^ V ( x  ~  2)5 +  ^y/ ( x  -  2)3+  

+ 8%/ x  — 2 +

5 .2 7 . I X.  ̂ dx. ( Ответ: 2\/x — 2—
J  xsfx=2 \

-y/ 2  arctg у  +  C.)

5 .2 8 . [  ^ . ( Ответ: ^~\/(x +  6)7 +  ^ -y /(x  +  6)5+
i  v i  +  6  '  7 5

+8-^/ (x +  6)3 +  16>/x +  6 +  C .j
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5 -27 з т т Ь  = . (Omeem:2\J х —6 —6 In |\Ле —6+3|+С.^

5 -зо 7 е т  ==. (О т вет :2\ /х-8-4\п\ у/х-8+2\ +С ^

6 .1 . [  --------— -Х * \------dx. ( Ответ: З-^х +  1 —
У (1 +  ^ /x T V jy /x T l  V

\/(х +  l ) 2 +  6\fx +  l-31n | v^ x+  l +  l | - 6 arctg \/х +  l +  C .j 

^   ̂ dx. (О т в е т : х + - v ^  -  2 -v/x -  4-^х+

У v / x + T + ^ x + I  V 7 '

(x +  i) +  ^ y ( x  +  i ) 5 +  a )  

6  4  Г ( ^ + 1 K V 5 + I ) da  ̂ / 0 т в е т ;  х +  3 ^ 2  +  2 v/ J +
У v x 5 '  2

6.5. /  (о™*™..
у х (1 +  у  х) V 2

+ 6  axctg ^/х +  С.^

6 .6 . [  ^ Щ ± Ш ± 1 ах . (Ответ: ± (2* + 1)+
J  у 2 х  -f 1 ' 2

| ^ ( 2*  +  i )5 +  c . )

„ _  f  л/х — ldx /  6 „л--------гг
в ' 7 ' J  Ух - И - У х - 1 - ( ° “  7 V, < * - 1>7-  

-(х - 1 )  + 1 ^ + 2 v ^ t  -  з , г ^ п :+
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+6 V  х  — 1 — 6 1 n | ^ = l  +  1| +  c^J

r  V x ^ l -  2 t f c ^ l  J / .  л 24 /7----- -r=-
6 .8 . I — .------ ------. -dx. [О т вет :х — 1 — — v/(x —1)5+

J  +  V ^ T  V 5 vv

+12^/(x -  l)2+96v/xr r T -384v/xTrT+7681n|v/x_ r T+2|+C.j

6 .9 . f  _ + X .. ( Ответ: 3)7-
J  V 5 T 3 + V S T 3  V 7

- ( x  +  3) +  I  $ /{x  +  3)5 -  I  V (x +  3)2 + 2 ^ + 3  -  3 ^ + 3 +
o z

+ 6tyx +  3 -61n|V x +  3 +  l| +  C.)

el°-/ (0ra"m:I
- 2 s / x ^ l  +  3 -  6 # г п :  +  6 1 n I  +  1| +  c . )

6 .1 1 . f  —X~jM^Lz. ( Ответ: -  {/(x  +  3 )7-
J  1 +  V x T 3  V 7 VV

-  ̂  ^/(x +  3)5 + 2\Jx + 3 -  6 V х  + 3 -  arctg s jx  +  3 + C .J
О '

6.12. f  '^X_dx. ( Ответ: x +  ^ V x ^ —  ̂л/х2 — 2y/x+  
J  у х  + V х '  5 2

+3v/x +  6tyx -  31n |y/x +  1| -  6 arctg ?/x +  C .J

6 .1 3 . f  . +  ^ X . . - ■ ( Ответ: ^ { / ( x  +  3)2 -J  ^ х Т З  +  л Д Т З  v 2

—2у/ x + 3 + 3 v̂ x + 3 — б-уЛс + 3 + 6 ln | tyx +  3 + 1| + C.^

U 4 . J -

^Ответ: ^ ^ (x  + l)2 + 6 arctg \/x + 1 + C .J

6 .1 5 . [  , ^  , - dx. ( О твет: \\fx* -  Z \ [x -§ \ fx +J  ( ^ i  +  l)v/S V 2 v v

6 .14. / x + l + V ( x + _l )2 + V iT T  
(x + l ) ( l + ^  + I)
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6 .1 6 . f  — ~ ~ ~ X  ̂ dx. ( Ответ: ^(Зж +  1)-
J  V 3x +  l +  2 ^ T l  V 3 V '

-  \ У (з1 Т Т )5  +  2 У ( З ^ П р  -  4у Д Г + 1  +  12^ /3 F + T -
О

-48^ 3ж  +  1 +  96 In | УЗх +  1 +  2| +  С .)

+ 3  ln | +  1| +  6 arctg tyx + C.J

6 .1 7 .
/ 3 ___ _ _ _

—: :........ ...... ( Ответ: -  \/2а: +  1+
(2ж +  I)2 — у/2зГ+\ \ 2

+3^2ж +  1 +  31п|^2ж +  1 -1 |  +  а )

6 .1 8 . [  ^  dx. ( Ответ: ^V x^ +  ~ V x^ +
J  у х - t y x - 1  \ 7 5

2 ^ i -  1 -  >/5
2$fx -  1 +  \fb

+24 ln |-у/ж — -y/x — 1| +  C.J

6 .1 9 . [  ( Ответ: — ̂  x/x5 — x — ^ tyx^ — 2y/x—
J  1 — у х  V 5 3 v

- 4 -  4 ln 11 -  -Ух\ +  C?j

6 -20- /  v S m ^ W T T * '  5 5/(31 + 1 ) 4

+  —\/ЗаГ+~Г +  2v^3a; +  1 +  4\/3a: +  1 +  4 ln | \/3x +  1 — 1| +  C Ĵ

6 .2 1 . f  —V^dx—  f  Ответ: 2y/x +  24^/x+
J  x — 4 v x 2 '

+ a)+24 In
\fx — 2

\ ^  +  2

6'22' I  X+x(f++J ^ dX- (°твет: +
- 6  arctg ?Jx +  C.J
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+3 1nl w r r |  + c ')

e-2 4 7 i T f f p '

+  arctg V9x +  C.J

„ /" J x d x  ( -  пл t y x - I  (
6 .2 5 . / ------ -y=. ( Ответ: 31n —7=— -  -  ;

J  l - # x  \ Vx +  1 -

- 7  — 2-v/x -  6 - ^  +  C .)
5 /

6 .2 6 . f  - 7 -— ŷ r-\ dx. ( Ответ: \tya? -  tyx+J  х (1  +  Ух) V 4

+  ln|V® +  1 | +  C.J

6 .2 7 . f  ( Ответ: -  x  +  ^-Vx3-  
J  1 +  tfx \ 5 3

- 2 v/x +  4-^x -  41n I f/x  +  1 | +  C.J

6 .2 8 . f  . +  1 dx. ( Ответ: i ( 3 x  +  1) -J  V 3 S T T  +  v / 3 F + l  V 3 V

~ l $ / {  Зх +  l )5 +  I  ?/{3x  +  l )2 -  ^v/3 £ T l  +  2 ^ -
0 J» o

- 4V3iTT + 41n|^TT+ 1| + c.J

6 ‘ 2 9 ‘  I 4̂ %S- (0meem: \̂ +
+ C.J

6 .2 3 . J  [О т вет : 2\/x +  Ъ\/х+

3 , 1 2 ^ ® -  1 
4“ ~TT ln v

32 2 ^ i + l

6 .3 0 . f . X + 1 ] - dx. (Ответ: | y/(x +  l )2J  ( ^ х Т Т + 1 ) \ / х Т Т  V 2
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- 3 ^ + T - 6 ^ 3 x  +  l  +  31n|tfT +T  +  11 +  6 arctg У х + Т  +  C .)

7 .1 . [  dx
J  5 +  2 sin x  +  3 cos x

(от вет : ±  arctg >S(l^  +  1 +  C .)

_ _ f  dx
7-2. /  r---- ------------ -------- .

J  5 — 4 sm x  +  2 cos x

( O m e e » :A a r c t g 3 tg(* J ) - 4  +  C .)

__ f  3 sin x -  2 cos x , /  _
7 .3 . / ----------------------dx. [Ответ: 2 t g —+

У 1 +  cos x \ 21 +  cos

+3 ln |tg2 ^ +  1 -  2x +  C.J

■ 4
dx

5 + 3  cos x — 5 sin x 

dx
5 cos ж +  10 sin x

tg (x /2 ) —4
tg fx /2 ) —1

+ 0.)

( Ответ:
5V5

In
tg (x /2 ) -  2 -  V5
tg (x /2 ) -  2 +  y/b

+  C,

7 .6 . f ,  „ . (  Ответ: arctg
У 3 +  2 cos x  — sm x V 2 /

7 '7 ' /  5  — 3 cosд 5 “ ' ‘ e ( 2 ‘ i s f )  +  C .)

7.8. f  ( Ответ: ln ^  ~  °  I+ C .)
У 8 —4 sm x +  7cosx  V tg(a:/2 ) — 3| /

- — ^ ----- . (  Ответ: — \ ln
3 +  5 cos x V 4

. 9 . /

•10- f 7\—---J  2 sm x

tg (x /2 ) -  3 

tg (x /2) -  2

dx
— . (Ответ: ^ ln 

+ 3 c o s x + 3  V 2

tg (x /2) +  2 

1

+ C )

2 tg — +з| +  c j
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. п . /

л * /

7 

7 

7 .13

dx
5 +  4 sin х 

dx

.  ̂Ответ: ^ arctg
5 tg (x /2 ) +  4

+ с)

8 +  4 cos 

dx

—. ( Ответ: — arctg +  С .)
*  V 2\/3 \/3 /

. Г_______
У 3 sin х 4cosx  

tg (x /2 ) -  1/2

7 .1 4
• Ь

tg (x /2) +  2 

dx

’ ■)

f Ответ: —== ln

T . U .  /

sin x — 3 cos x

3 tg (x /2 ) +  7 - V 5 8
3 tg (x /2 ) +  7 +  v/58 

dx

+  C.
О

f О т вет :------L= ln
V >/21

’• /

2 +  4 sin x +  3 cos x

tg (x /2) -  4 -  л/21 
tg (* /2 ) - 4  + л/21

+  C.■)

7.16 .
4 cos x +  3 sin x

1
( Ответ: — ^ ln 
V 5

tg (x /2) -  2

f  2 — si
У —

tg2 | +  l j + C . )

7

- ln 

7

Ответ 

7 

7.20

tg (x /2) -  1/2  

sin x +  3 cos x

+ a)

dx. ( Ответ: Зх — tg — - 
+  cos x V 2

5 +  sin x +  3 cos x 

2 . 2 tg (x /2 ) +  1

л/15 

Л 9 - /У 4 si

a )

dx
sin x +  3 cos x +  5

Ответ: С

• /

tg (x /2) +  2

7 +  6 sin x — 5 cos x /  x
----------------------------ax. Cwieem: 12 tg — +

1 +  cos x V 2

■)
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+ 6  ,ln

7

tg2 f  +  1| ~ 5x + C') 
.21. f .

3 +  cos x  +  sin x 

arctg-21S W 2) + 1

7.22

V 7  & V7
sin x  +  cos x

+ c.)

■ I - i +  cos® ' (dx. ( Ответ: 61n tg2 о +  1

- t g | + *  +  C .)

/ dx /  1
------------— — . [Ответ: С  — -  In
3 cos x — 4 sin x  \ 5

tg (x /2 ) - l /3 |

.24. J  

. 2 5 . /

dx
5 +  3 cos x 

dx
4 sin x — 6 cos x

tg(® /2)+ 3  

. ( Ответ: ^ arctg +  C.J

( Ответ:
2-/I3

ln
3tg(®/2) +  2 -  а/ТЗ

Г.26. /

3 tg (x /2 ) +  2 +  ^13  

dx

c.J

3 + 5  sin ®+3 cosx ■('
Ответ: -  ln 

5
5 t g | + 3  

. tg(® /2)

+ C.)

7 .2 7 . f ------- — . ( Ответ: \ arctg Ч ^ г) +  a )
J  cos x — о sin x  V 3 y/3 J

7 . 2 8 . /

(  Ответ: — ln

7 .2 9 . [  — — -
J  3 sm x

4 — 4 sin x  4- 3 cos x  

tg(®/2) -  7
tg(®/2) -  1 

dx

+  C.

(  Ответ: —1=  In
v vTo

— cosx

tg (s /2) +  з -  V w
tg(x/2)  +  3 +  VlO

+ c.
_ f  dx
7 .3 0 . / - — --------------r

J  2 — 3 cos x +  sisinx
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(
Ответ: —=  ln 

ч/б
5tg(a :/2)  +  1 -  л/б
5tg(ic/2) +  1 +  \/б

+  c . )

л .  f — b --------------. ( o meem: - U l g I - 2
у 8 sin ж —16sina;cosa; '  lo

.2 . [ --------5— -----------------• (Ответ: ^ In
У 16sin ж —8 sina;cosz V 8

tg z  

2 t g x —1
2 tg x

+  C )  

+  C )

•3 ' f  i---- o X 2 • ( Ответ: ^arctg +  C .)J  1 ~f~ 3 cos ж V 2 5 2 )

8 .4 . f  — 2 tg ж +  3 — (от вет : ln | tg2 ж +  2 |+ 
у sin ж +  2 cos2 ж V

3 tg ж ^  \
+ T i arctgT f  + c -)V 2 V2

, .5 . /
йж /  1 2  tsr x  \

f Ответ: — -= arctg — j=- +  C. J
3 cos2 ж +  4 sin2 ж V 2\/3 \/3

8 .6 . I — 1^ 3' 9—dr. f Ответ: \ ln I tg4 ж — 1| +  с Л  
J  I -  ctg x \ 4 /

8 . 7 . /
ЙЖ

4 sin2 ж — 5 cos2 ж

Ответ:
( ” .......4v’Vj

8.8./

8

ln
2 tg ж -  \/5
2 tg ж +  \/5 

dx

+  C )

1 V ^ tg x  _\  
. I Ответ: —=  a rctg -----■=— |-C. 1

7 cos2 ж +  2 sin2 ж V у/ы  6 \/7
sin 2ж.9. [  —  s*n 2a: — ^ж. f Ответ: arctg(tg2 ж) +  C .)

У sin ж +  cos4 ж V '

/ с£ж /  1 \
----------- 5—. ( Ответ: - — -̂----1- ln I tg x\ +  C . )
cos ж sin ж V 2 tg ж /

/ dx {  1 \
----------я—.- ( Ответ: —= arctg(v/2tg  ж) +  С .)
1 +  sin ж л y 2 >

$.12 . f ----
У 4 si

dx
sin ж+ 8 sin ж cos - A

tg x
tgж+ 2

+ c.)
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/ sin 2ir / 1  \
------ 2----------- -—dx. ( Ответ: -  arctg(2 tg2 x) +  C . )
4 sin x +  cos4 x  V 2 /

f  dx
8 .1 4 . /  — 5----------------------------------— .

J  sin x — 4 sin x  cos x +  5 cos  ̂x

 ̂Ответ: arctg(tgx -  2) +  C.J 

, /  -8 .15 .

(

4 cos2 x  +  3 sin x 

x
Ошееш: - i ,  arctg

2\/3
+ 0.)

, 1 6 .  /

S.17. [  -
J  si

dx
3 cos2 x — 2 ■ (

Ответ:
2\f2

In
1 +  \/2 tg :
1 -  %/2 tg :

dx
sin x +  sin 2x +  3 cos2 x

> 1 tg x +  1
Ответ: —= a rctg ----- =—

y/2 y/2
C.)

8 .1 8 . [  —
J  5 si

dx
sin2 x  — 3 cos2 x

Ответ:
1

ln
2y/l5

.19 . f  - r - j -  
J  sm x

y/btgx  -  \/3
i/5  tg x +  %/3 

dx

+ c.)

( Ответ:

+  3 sin a: cos a; — cos2 x  

2 tg x +  3 — \/l3
ln

2 tg x +  3 +  л/13 

sin2x

c )

’■)

f  sin2x , ( n  1 , tg^x \
.2 0 . /  — 2--------------;— dx. ( Ответ: — arctg —-- -----Ь C . )

J  sin x +  4 cos4 x V 2 0 2 /

.21. f —
J  7 (’ cos2 x +  16 sin2 x

/ 1 4 tg x  _\
I Ответ: —j= arctg — -=- +  G. I
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8 .2 2 . f  —---- ^ ------ .  ( Ответ: —̂=  axctg ж _|_ q  \
J  2 cos2 a: +  3 V / 1 5  '

8 .2 3 . f ------——2 ~- ( Ответ: ~̂ = arctg +  C .)
У 3 — 2 sin a; V y/3 y/3 '

8 .2 4 . f  — 5  ̂  Ж —dx. (  Ответ: \ ln|tg2 x +  4| —
J  sin x  +  4 cos2 x  V 2

- i  arctg ^  +  C .)

/" 1 2\/2 tg x8 .2 5 . I ------------ . ( Ответ: — =  arctg ---------- = ------t -C .)
У 5 +  3 sin x V 2л/ 1 0  \/5 /

/

dx /  1 \
----------5—. ( Ответ: —-  arctg(\/2 tg x) +  C .)
1 + sin  x  V \/2 '

8>27> /  9 ...у 2 sin X

dx
sin 2x +  cos2 x

( Ответ: arctg ^— -  +  C .j

/ dx /  1 \
- — ------5—. ( Ответ: — arctg(2tgx) +  C. I
6 - 3  cos-2 x  \ 6 /

8 .2 9 . f  — 5— ---- —  dx. ( Ответ: ^ ln I tg2 x  +  3| +  с Л
У sin x +  3 cos2 x V 2 1 1 J

_ f  sin2 x  , ( _  x
8 .3 0 . I ------5----------- x~dx. I Ответ: — +

У 3 sin x  — cos2 x  V 4

+  2 4 b
%/3tgx -  1 

\ /3tgx +  1
+ a)

9 .1 . [  cos4 3x sin2 3x dx. (  Ответ: z~x  — — sin 12x+  
У V 16 192

+  777  sin3 6x +  C .)
144 /

9 .2 . J  у/sin4 x cos3 x dx. (Ответ: j j v W x -
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ю 
| 

C
O

_5_
19

V sin19 x +  C .J

9 .3 . J  cos3 x  sin8 x  dx.  ̂Ответ: ^ sin9 x  -  sin11 x +  C .J

9 .4 . J  cos4 x  sin3 x dx. ^Ответ:  ̂cos7 x — -  cos5 x  + C. J

9 .5 . f  ^°S X dx. ( Ответ: С  -  3  ̂ ^ Vsin5 ж.)
У Vsin4 x  V Vsina: 5 )

9 .6 . J  V sin3 2x cos3 2x dx. ^Ответ: V sin8 2ж-

V  sin18 2x +  C.J
36

X

3_
IT

9 .7 . f  3C° S X dx. ( Ответ: 3 Vsin ж -  ^ V sin7 x  +  СТ1 
У V sin x  '  7 /

9 .8 . [  S‘n X= dx. ( Ответ: 3 ,  ̂ ^ y^os5 ж +  C .)
У Vcos4 a; '  Veos:c 5 '

9 .9 . [  3 dx. ( Ответ: — ^---------- ------1- C.J
J  cos4 ж V cosJ ж cos ж /

9 .1 0 . J  sin5 ж cos4 ж dx. ^Ответ:  ̂ cos7 ж — -  cos5 ж— 

cos9 ж +  С. j

9 .1 1 . f  f™  X dx. (  Ответ: V cos12 ж - 1 V cos2 ж +  С .) 
У v cos3 ж ’ '  12 2 /

9 .1 2 . J  Vcos2 ж sin3 ж dx.  ̂Ответ: ^  Vcos11 ж—

V cos5 ж +

9 .1 3 . J  V sin2 ж cos3 ж dx.  ̂Ответ: ^ Vхsin5 ж—

V  sin11 ж +
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9 .1 4 . /  \/cos3 2х sin3 2х  dx. ( Ответ: ^  \/cos18 2х —

- ~  V cos8 2х 4- С .)
16 /

9 .1 5 . [  C0S ~—dx. ( Ответ: -  V sin2 х — —■ sin12 х +  С .)
i  vsin i   ̂ 2 12 /

9 .1 6 . I sin2 2x cos4 2x dx. (  Ответ: x -------- sin 8x +
J  \ 16 128

+  4 :  sin3 4x -f C, 
96 '■)

/ s in 3 /  3  \
--------dx. I Ответ: -V co sT x  — Зх/ooiTx +  C .)

v'cos2 ® V 7 '

9 .1 8 . V cos4 x  sin3 x dx. ( Ответ: ^  \/cos19 x —

— ̂  v7 cos9 x  +  C .)

9 .1 9 . f sin4 2xcos2 2 x dx. (Ответ: \ x  -  ±  sin8x +
J  \ 16 128

+ i s i „ s 4x +  a )

9 .2 0 . f  cos 2x ^х. f  Ответ: ^ v̂ sin 2x — \/sin"7 2x + С .) 
J  v'sin2 2x V 2 14 /

9 .2 1 . f  2x= dx. ( Ответ: v^cos7 cos2x +  C.\ 
J У cos2 2x V 14 2 /

9 .2 2 . j s i „ ‘ xcos’ xd x. ( Ответ: ~ sin5 x  — is in 7 x  +  C .)

9 .2 3 . /  sin2 xcos4 xdx.  ( Ответ: —  x — —  sin4x+
7 \ 16 64

4--^ sin3 2x +  C .)
48 /

9 .2 4 . /s i n 4 xcos2 xd x. ( Ответ: 1 ,  -  1  s in 4 x -  J  V 16 64
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- sin3 2х  +  С .)
48 /

9 .2 5 . J  sin3 z cos8 a: dz. (Ответ: cos11 х -  -  cos9 х +  С.^

п г,я [ 3 c o s 3 x (  3 1 \9 .2 6 . / ----- -л— dx. Ответ: —------------- о-----1- С . )
J  sin а; V sin a: sin0 а; >

9 .2 7 . /  V  COS3 х sin5 х dx. [Ответ: ^ V cos18 х —

- ^  \ /COS8 X  — V COS28 X +  С . }
8 28 /

9 .2 8 . J  sin4 х  cos5 х dx. ^Ответ: i  sin5 х -  -  sin7 х +

^ sin9 х +  C^j

9 .2 9 . f  sin4 За; cos2 Зх dx. (  Ответ: ^ -x  -  —— sin 12a;—
J  \ lb  192

4 -  sin3 6x +  с Л
44 /

9 .3 0 . f  -̂ r J L zdx. (  Ответ: . 3 ■ - - +  | V cos5 x  +  C .)
J  Vcos4 x  '  Vcosa; 5 '

+ 9

Р еш ение типового варианта

Г ix  — х- — ‘i 
1. /  т—  .w  о---- : — — dx.

J  {x-

Найти неопределенные интегралы.

7x — x 2 — 4 
+  l) (x 2 -  5x +  6 ) '

► Подынтегральная функция представляет собой ра
циональную дробь. Разложим ее знаменатель на множители: 
(х +  1)(х — 2)(х  — 3). Согласно формуле (8.9), в разложении 
правильной дроби на простейшие каждому множителю зна-

А
менателя вида х — а соответствует слагаемое ------- . Поэтому
в данном случае имеем:

7х — х 2 — 4 7х — х2 — 4
(х +  1)(х2 — Ьх +  6 ) (х 4- 1)(х — 2)(х — 3)
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+
в

+
с

х + 1  ' х - 2  ’ х - 3 "
Приведя правую часть последнего равенства к общему знаме
нателю и приравняв числители дробей, получим тождество

7х — х 2 — 4 =  А(х  — 2)(х -  3) +  В (х  +  1)(х -  3)+

+ С (х  +  1)(х -  2).

Коэффициенты А, В , С  определим с помощью метода 
частных значений (см. § 8 .6 ):

х  =  - 1  - 1 2  =  12А, ' 
х =  2 6 =  - 3  В, 
х =  3 8 =  4С,

откуда А =  —1 , В  =  —2, С  =  2. Подставив найденные ко
эффициенты в разложение подынтегральной функции на 
простейшие дроби, получим:

/
7х —х 2 —4

(х +  1) (х 2 —5х +  6 )
dx

У \ х + 1  х - 2  х - 3  у 

=  -In | x  +  l | - 21n | x - 2 | +  21n|x-3| +  C* =  
(х -  З)2

dx

In ■ +  С*,

где С' 

2 .
/

/

|х +  11 (х — 2)2 

постоянная интегрирования. -4 

15х -  х 2 -  11
(х -  1) (х 2 +  х -  2) 

15х -  х 2 -  И

dx.

(х -  1) (х 2 +  х  -  2 )

« 7 ( г 4 т  +

dx
_  Г 15х — х 

У (х -  1)2|

+
С

( х - 1)2 х  +  2

И  (8 .9 ) 
, —rdx =
{х -h 2 )

d x §̂ 6

§8 .6

15х -  X2 -  11 =  А (х  -  1)(х +  2 ) +  В (х  +  2)+
+ С (х  -  I )2,

3 =  з в ,
- 4 5  =  9С,

- 1  =  Л +  С,

В  =  1,
С  =  - 5 ,  
Л =  4
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/ ( А
4-

1 5
( х - 1 ) 2 х  +  2

1
) ■

=  4 In \х -  I I --------- - — 5 In |х 4- 21 +  С*.
х — 1

Отметим, что для нахождения коэффициентов мы исполь
зовали комбинированный метод: метод частных значений и 
метод неопределенных коэффициентов (см. § 8 .6 ). <

-4 -  8х 3 +  23х2 -  43х +  27
3. 1(х -dx.

(х — 2)(х2 — 2х +  5)

► Так как подынтегральная функция является неправиль
ной дробью, то путем деления числителя на знаменатель мож
но представить ее в виде суммы целого многочлена и правиль
ной рациональной дроби:

j х -  4 +

4- f ( = h

—2х2 +  Зх — 13 
(х — 2)(х2 — 2х +  5)

А В х  +  С  
х 2 — 2х 4- 5

dx
3.6 ж

У
4х+

dx =

—2x2 4- 3x - 1 3  =  A (x2 -  2x 4- 5) 4- (B x  4- C )(x  -  2),
x =  2 - 1 5  — 5Л, CO1II

X 2 - 2  =  A +  B , > В  =  1,
x° - 1 3  =  5A -  2C, C  =  - 1

х . Г (  —3 х  -  1 \ х
У “ 41  +  У +  +

—31n|x — 2j +   ̂ln|x2 — 2x +  5| +  C '.  ^  
z

4x-

4 ~  

4

2x3 — 5x2 4- 8x — 22
4 4- 9x2 4- 20

2x3 — 5x2 4- 8a: — 22

dx.

x4 4- 9x2 4- 20
dx

■ /

/ (

Ax 4- В  C x  4- D
x 2 4- 4 x 2 4- 5 
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dx



2х3 -  5х2 +  8х -  22 =  (Ах  +  В )(х 2 +  5)+  
+ (С х  +  D )(x2 +  4),

2 =  А +  С, 
- 5  =  B  +  D,

8 =  5 А +  4 С, 
-22 =  5 В  +  4 D,

А =  О, В  =  - 2  
С =  2, D =  - 3

5. f _ z
J  3 - S

+  1
V/F = “2 

f  x  +
J  3 — \/x

dx.

+  1
\Jx -  2 =  t, x -  2 =  t2, 
x =  t2 +  2, dx =  2< dt

-2 ( - t J +  - ^  +  124 +  36 ln|i-3| ) + C

=  - - i / ( x - 2 ) 3 - 3 ( x  -  2) -  24л/х~^~2-
О

—7 2 ln |\/x —2 — 3| +  C.

s7

/

6. / ..у ................. dx.
v/^ r 2 +  2 V x : r 2

4V x -  2 +  V s -  2 §8.7
► I —pr...... .......... ax —

у /х ^ 2  +  2 ^ /х ^ 2

§8.7 I го =  H OK(2,3 ,6) — 6, x — 2 =  t6, 
x =  t6 +  2, dx — 6t5dt

f  (4t3 -  t)6t5dt e N t 6 - ^
=  J  fi +  w  = в У " Г Г 2 " *  =
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6 J  ( i t 5 -  8t4 +  15i3 -  3012 +  60* -  120 +  dt

=  6 ( - t 6 -  - t 5 +  —  i4 -  10t3 +  30t2 -  120*+
\3 5 4

+240 ln \t +  2|̂  +  С =  4(x -  2) -  у  { / ( x - 2 ) 5+

45
+  y  </(x -  2 )2 -  6 0 V ^ 2  +  1 8 0 / r  -  2-

-720л/ х -  2 +  1440 ln | л/х -  2 +  2| +  C . <

4

4

dx
3 sin x  -  2 cos x  +  1

dx (8 .13)

3 sin x  — 2 cos x  +  1

(8 .13)
t =  t g - ,  Sm x - 1 +  i 2 ,

2t 1 -  t2 
cosx  =

1 +  i2 ’

2 dt
dx — . . . o, x =  2 arctg*

1 +  i2 ’

=  2 /  

- I /

dt
6* -  2 +  2*2 +  1 +  *2 

dt 2
i 2 +  2t — 1/3 ЗУ (* +  l ) 2 — 4/3

=  2 /  

/

dt
3t2 +  6* -  1 

dt

2 y/3
3 4

ln
t +  l - 2 /у/З
t +  1 +  2 / л/3

+  C

: 111
V/3tg (x/ 2) +  v/3 - 2

л/3 tg (x / 2 )  +  л/З +  22\/3

J  2 sin2 x  — sin 2x +  3 cos2 x

dx
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I 2 sin2 x
dx___________ ( 8 Л 4 )

sin 2x +  3 cos2 x

(8 .14)

t1
t =  tgx,  sin2 x  =  r — cos2 x

sin x  cos X =

1 +  t2 ' 

t

1 +  t2 '

1 +  t2 

dt

, dx
dt

1 +  t2

f  dt- . _  1 f  dt 1 f  dt 
J 2t2 - 2 t  +  3 ~  2 j  t2 - t  +  3/2 ~  2 J  (  i \ 2

i ~  j )  +  5/ 4

1 2  t -  1/2 „  1 2 t e x  -  1
5 7 1 1 +'0 = 7E:atctg‘~Ж~ +la -  

». ■ cos84^ -
• /

I sjsin Ax. (8.16)

у/ sin Ax

COS3 A x  (8 .15) sin 4a; =  t, 
dt =  A cos Ax dx

1 f  (1 — t2)dt
I r t

=  —  V sin4 Ax -  —  V sin14 Ax +  C. 4  
16 56

8.10. Д О П О Л Н И Т Е Л Ь Н Ы Е  ЗА Д А Ч И  К  Г Л . 8

Найти неопределенные интегралы.

1. J х 2 л/A - x 2dx.  (Ответ: ^ (х2-2 )  \/4 -  х 2 +  2 arcsin

I. [  —
J  (x

dx
(x2 +  A)VAx2 +  1

Ответ:
4л/15

ln
x i/lE  +  2\jAx2 +  1
xy/lE -  2\/Ax2 +  1 
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3. J (x +  l )\/x2 +  2xdx. ^Ответ: ^V ^x2 +  3x)3 +  C .j

4  7 ln< x  +  \ /l +  x 2)dx. ^Ответ: x ln (x  +  V l  +  x 2) -

- V l  +  x * + c ) )

5. /  arccos * /  — —̂ dx. (  Ответ: x  arccos , / ------- +  \ fx ~
J  V i  +  i  v V a: +  1

— arctg \fx +  C.̂ j

„ f  2x d x  / _ x  — 1 1 , . ,.
J ( x + l ) ( x 2 +  l )2 ' \Omeem: 2(xM -1l) _  2

+ i l n ( l + x 2) + C . )

7. J  ^ = = ^ d x .  ^Ответ: 2\/x +  l( ln (x  +  1) — 2) +  C.^

8. J  e^*dx. [Ответ: 3e^*(v/x 2 — 2 ^ x  +  2) +  C .j

I



9. О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Й  И Н Т Е Г Р А Л

9.1. П О Н Я Т И Е  О П Р Е Д Е Л Е Н Н О ГО  И Н Т Е Г Р А Л А . 
В Ы Ч И С Л Е Н И Е  О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Х  И Н Т Е Г Р А Л О В

Пусть функция у — f(x )  определена на отрезке [а; Ь]. Разобьем произ
вольным образом этот отрезок точками а  =  хо < х\ < хъ < . . .  < х п =  b 
на п частичных отрезков длиной А хi =  е, — х,_ i , t =  1 , п. Выберем в 
каждом из них точку < & < ц  (рис. 9.1). Сумма вида

П

Sn = f(£ j)A xj 
i=l

называется п-й интегральной суммой  функции и =  f( x )  на отрезке 
[а; Ь]. Геометрически сумма Sn представляет собой алгебраическую сум
му площадей прямоугольников, заштрихованных на рис. 9.1, в основании 
которых лежат частичные отрезки Дх,, а высоты равны /(£{)■

Предел интегральной суммы Sn , найденный при условии, что длина 
наибольшего частичного отрезка стремится к нулю, называется опреде
ленным интегралом  от функции и =  /(х) в пределах от i  =  а до 1  =  6
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обозначается
о

J  f(x )d x , т. е. по определению

lim шах Дхi—>0
г

=  у }(x )d x . (9.1)

Функция /(х) называется подынтегральной функцией, f(x )d x  — подын
тегральным выражением, [а; Ь) — отрезком интегрирования, а  и Ь — 
соответственно ниж ним  и верхним пределами интегрирования, х — пе
ременной интегрирования.

Т еор ем а . Если функция у =  /(х) непрерывна на отрезке [а;Ь], то 
она интегрируема на  [а; Ь], т. е. предел интегральной суммы (9.1) су
ществует  и не зависит о т  способа разбиения отрезка [а; Ь] на частич
ные отрезки А ц  и выбора на них точек &.

Р и с. 9.2

Если /(х) 0, х € [а; 6], то геометрически определенный интеграл 
выражает площадь фигуры, ограниченной графиком функции у =  /(х), 
осью Ох и двумя прямыми х =  а, х =  Ь. Эта фигура называется кри
волинейной трапецией. В общем случае, когда функция у =  } {х )  на от
резке [а; Ь] принимает значения разных знаков, определенный интеграл 
выражает разность площадей криволинейных трапеций, расположенных 
над осью Ох и под ней, так как площадям криволинейных трапеций, 
расположенных под осью Ох, присваивается знак « —». Например, для 
функции, график которой изображен на рис. 9.2, имеем

О
J  f(x )d x  =  Si — S i +  S3 .

Перечислим основные свойства определенного интеграла (предпола
гая, что функции /(х) и ч>(х) интегрируемы на соответствующих отрез
ках:

!)  У (/(*) ±  4>(x))dx =  j  /(х) ±  У  ¥>(x)dx;
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о о
2) У  c f(x )d x  =  с j  f(x )d x  (с =  const);

а  а

Ь а

3) J  f ( x ) d x = - J f ( x ) d x ;
а  6

Ь с  Ь

4) /  f ( x ) d x  =  j  f ( x ) d x  +  J  f ( x ) d x ;
а а  с

5) если /(ж) ^ 0 на [а; 6J и а < 6, то

Ь
J f ( x ) d x  > 0;
а

6) если f(x ) , х  Е [а; 6), и а < 6, то

Ь 6
J  v(x)dx  ^ J  f(x )d x ;
а  а

7) если m = min /(х), М =  max /(х) и а < Ь, то
х € [а ;Ь ]  х Е [а ;Ь ]

6
т(Ъ — а) ^ J  f(x )d x  ^ М(Ь — а);

а

8) если функция /(х) непрерывна на отрезке [а; 6], то на этом отрезке 
существует хотя бы одна точка х =  с, а  ^ с ^ 6, такая, что верно 
равенство

ь
J  }(x )dx  =  }(с)(Ь  — а);
а

х

9) если функция /(х) непрерывна и Ф(х) =  J  f( t)d t , то имеет место

равенство а
Ф'(х) =  /(х),

т. е. производная определенного интеграла по переменному верхнему пре
делу х равна значению подынтегральной функции при том же х. Следо
вательно, Ф(х) является первообразной для функции /(х);

10) если F(x) — какая-либо первообразная функции /(х), то спра
ведливо равенство

О
J  f(x )d x  = F(b) -  F (a )  =  F(x)|\
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которое называется формулой Ньютона — Лейбница или формулой 
двойной подстановки. Ее целесообразно использовать для вычисления 
определенных интегралов в тех случаях, когда известна первообразная 
F(x), нахождение которой при ж =  а и ж  =  6не вызывает затруднений.

2
Пример 1. Вычислить определенный интеграл /  3(ж — 1 )2dx.

■>'" , 1
2

► J  3(х — 1 )2dx =  (х- 1)3|* = (2 -  I)3 -  (1 -  I)3 = 1.4 
1

8
Пример 2. Вычислить J  (V2x +  \/x)dx.

о
8  8 8

► У  (V2x +  tyx)dx =  J  \PIxdx +  J  \/xdx =
0

i(16 )3/2 + ^(8)4/3 = 33i .  41 (2x)3/2 8 ^4/3|8 :

o 4/32 3/2

Пример 3. Вычислить J  sin3 ip dtp.
7Г / 2

ir/2 ir/2

J  sin3 ip dip =  -  J  (1 -  cos2 <p)d(cos <p)

—  COS ip
y / 2 cos3 ip жI2 2 

+  ~

Пример 4. Вычислить f ^ d x .  
J  X 3 + x

► Подынтегральная функция представляет собой правильную раци
ональную дробь. Разложим ее на простейшие рациональные дроби (см. 
§ 8 .6 ):

2 х - ±  =  А +  В х  +  С , 2ж _  !  =  л ( 1 2 +  +  Вж2 +  CXi 
ж 4- ж ж ж2 Ч* 1

О =  А +  В , ^

2 =  С, I
откуда А = — 1, В  — 1, С — 2.
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7 * 3 + х Д  *  +  1 +  х2 +  l  +  x2 J  1 1

= In |х| +  ^ 1п(1 +  х2) +  2 arctg =

= — 1п24-^1п5 + 2 arctg 2 — -  In 2 — 2 arctg 1 =
2 2

1 5
=  -  In -  +  2(arctg 2 -  arctg 1) «  0,38. *

2 8

Пусть функция у =  f(x )  непрерывна на отрезке [а; 6], функция х =  
= ip(t) непрерывна вместе со своей производной и монотонна на отрезке 
[а;/3], ¥>(а) =  а, <р(0) =  Ь и сложная функция f(<p(t)) непрерывна на 
[а;/3]. Тогда справедлива формула замены переменной для определенно
го интеграла:

ь 0
J  f(x )d x  =  J  f(<p(t))<p'(t)dt. (9.2)

Следовательно,

}  2х — 1 }  (  1 х 2 \

Пример 5. Вычислить
8

х dx
/ л/1 +  X

► Сделаем замену переменной по формуле y/l +  х =  t. Тогда х =  
=  t2 — 1, dx =  2t dt. При x =  3 получим t =  2 =  а, а при х =  8 t — 3 =  /3. 
Все перечисленные выше условия, при которых верна формула (9.2), 
выполнены. Следовательно,

уД

2 ( ? - ,)|'  = 2(!>- 3) - 2 ( § - 2) -
тг/2

/ . dx------------ -
2 cos х +  3о

► Положим tg(x/2) =  и. Тогда cosx =  (1 -  и2)/(1  +  и2), dx =  
=  2 d u /( l  +  и2), а  =  tgO = 0, /3 =  tg(7r/4) =  1. Следовательно,

ж/2 1 „ 1
2 du

Г dx Г 2 d u /( l +  u2) Г 2
J  2 cos х +  3 ~  J  2(1 — и2)/(1 +  и2) + 3 ~  J  и2и2 + 5о " ' ' о

= ^ arcte7 E l  = 7 E aicts7 E * 0'38- *
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Если функции и(х) и v(x) имеют непрерывные производные на от
резке (а; 6], то

Ь Ь

J  u(x)dv(x) =  u (x )v (x )|  — J  v(x)du(t). (9*3)

о а

Формула (9.3) называется формулой интегрирования по частям для 
определенного интеграла.

■п/2

Пример 7. Вычислить J  х cos xdx.

тг/2
и = 'х , du =  dx, 

dv =  cos xdx, v =  sin x

7Г , 7Г
sin x dx =  — sm -----0 +  cos x

2 2

0
тг/2 

- /0
e

Пример 8. Вычислить J xIn2 xdx

e

> j x  l„2 xdx =

=  X sin X
jr/2

0

7Г / 2

1.

u =  In2 x, du =  21nx • — dx, 
1 1

dv =  x dx, v =  - x 2 
2

Ьх2 1п2 х Г -  / 
2 lx J

2B

x In x dx —

• l n x

ix =  lnx, du =  —dx,

dv =  xdx, v =  - x 2 
2

dx I =

ie 2 
2 2

-  f  - x 2 —a
i  У 2 2

I

- e 2 +  -  f  xdx  =  - x 2| =  i ( e 2 — 1). 
2 2 J  4 U 4 v '

A 3-9 .1

Вычислить определенные интегралы.
2

1. J  ^ 2 x 2 +  dx. ( Ответ:
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4

2. J  y/xdx. ^Ответ:
l
e 3

l
l

/ dx (  1
2 — :—— Л  1 Ответ: arctg 3 -  arctg 2 ±= arctg -  

x  +  4x +  5 V 7
о

:0-^ — «  0,14.)
180° ’ )

5. ’j  Vcosx-cosSxdx.
— 7t/2

4
/" 'dx

6. / ------- v (Ответ: 2 -  ln2 «  1,31.)
У 1 +  v ^ F + T
о
v/3

7. J  x5y/l + x 2cte. (yDmeem:
о

2

8 .  J  у/ 4 — x 2dx. (От вет: 7Г.) 

о

9. f  ( 0meem; l n I ± M . )  
У aV x2 +  5x +  1 v 9 /1

5

10. f  ------- f Ответ:  ̂ln 112.)
У 2x +  V 3 x T T  V 5 /
о

Самостоятельная работа

Вычислить определенные интегралы.
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i - * ) / ( 2*  +  ^ ) ^  6> / ^ Т &
1 4

(Ответ: a) 21; 6) 7 +  21n2. )

2. a) 6) / - ^ = .
'У  v /S + l  4  1 + V i4 0

(Omeem: a) 23/2; 6) 1 6 / 3 -  2 In 3. )

3 - a> / ( T W 6> / r r ^
о 0 

(Ответ: a) 3/16; 6) 3 +  41n2. )

4 9

9.2. Н Е С О Б С Т В Е Н Н Ы Е  И Н Т Е Г Р А Л Ы

в
Если функция у =  f(x )  непрерывна при а  ^ х < +оо, то J  f  (x)dx =

а
= 1(B) — некоторая непрерывная функция В  (рис. 9.3). Тогда предел

lim
В —>+оо

а
f t  м * (9.4)

называется несобственным интегралом с бесконечным верхним преде
лом  функции у =  f ( x )  на интервале [а, +оо) и обозначается

+оо
J  f(x )dx . (9-5)
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+ о о

Следовательно, по определению

/ ,f(x )dx  =  lim I f(x )dx . B-++oо J

Если предел (9.4) существует, то интеграл (9.5) называется сходя
щимся, если же предел (9.4) не существует, в частности бесконечен, — 
расходящимся.

Аналогично определяются несобственный интеграл с бесконечным  
ниж ним  пределом  и несобственный интеграл с обоими бесконечными 
пределами:

ь ь

/ ,f(x )dx  =  lim / f(x )dx ,
A - t - o o J

— oo A

с  В

I  f(x )d x  =  lim I  f(x )d x  +  lim [  f(x )d x ,
J A -+  — 0 0 J  В -4+О О  J

+ o o

•5

-t-oo
где —oo < с < +oo. Если сходится интеграл J  \f(x)\dx, то интеграл

а
(9.5) называется абсолютно сходящимся. Для установления сходимости 
интеграла (9.5) можно пользоваться следующими признаками сравне
ния.

Т ео р ем а  1. Пусть для всех х ^ а справедливо неравенство О 
^ f ( x )  ^ <р(х). Тогда:

+ о о

1) если интеграл J  ip(x)dx сходится, то сходится и интеграл
а

+9°
причем

+ о о

У  f(x )d x ,

J  f(x )d x  < J  ip(x)dx;
a  a

+ o o

2) если интеграл j  f(x )d x  расходится, то будет расходит ься и

+ o o

интеграл J  (p[x)dx.
a
IM , Ч ТО  В С Я !

/ dx
—  (a >  0). Установить, при 
xa

Отметим, что всякий абсолютно сходящийся интеграл сходится.
+ 90

1х /
каких

значениях а  этот интеграл сходится, а при каких — расходится.
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► Предположим что а  ф 1. Тогда

в  в
J  ха  1 — а
1

+оо

1 1 ” а
(Вг- а -  1),

/
—  =  lim (В г- “ - 1 ) .
ла В-++оо 1 — а

1
Следовательно, если а  > 1, то 

+оо
Г d x  _  1

J  х “  а  — 1 ’

т. е. данный интеграл сходится; если а  < 1, то
+0О
Г dx
/ —  =  +оо,J  1 “
1

т. е. интеграл расходится. При а  =  1 имеем 
4-оо В
[  —  =  lim [  —  =  lim ln В  =  +оо,

У X B —*+ ooJ х J3-++oo '
1 1

т. е. данный интеграл расходится.
+ OQ

Отметим, что рассмотренный интеграл / —— относится к таблич-У х
ным. 4

1 +оо
Пример 2. Вычислить несобственный интеграл J d x

х 2 +  4х +  131
или установить его расходимость.

► Имеем
4 -0 0  В  D

d x .. f  d x  ,, I  * ® +  2/* dx Г d x  .. 1 . 5/ ------------------— lim / --------- —----- =  lim -  arctg ■ л
J  x2 -f* 4x 4* 13 В-4+00 у (x 4~ 2)2 +  9 в —►ч-оо 3 3
l i

1 / B  +  2 \ 1 / * 7Г\ 7Г
= 5 bIToo r ctg —  ■ arc41)  = 5 ( 2  -  4 )  = Й -

+00 
/“ dx

Пример 3. Доказать, что интеграл / 2 ■ сходится.
У ( I  т

► Так как 1 ^ 1 - -  при х ^  1 и интеграл 
(х +  1)е* х2 4-1



= lim (arctg В  — arctg 1) =  —В—►+oo 2
7Г 7Г

4 “  4
сходится, то исходный интеграл также сходится (на основании теоре
мы 1). <

З а м е ч а н и е . При вычислении несобственных интегралов с беско
нечным промежутком интегрирования часто пользуются символическим 
равенством

_1_ ЛЛ
+ о о

J  f(x )d x  — F(x)

где F'(x) =  f( x )  и F(-foc) =  lim F(x).
x - * + o o

Пусть функция у =  f(x )  непрерывна во всех точках отрезка [а; Ь], за 
исключением точки х =  с, где она терпит бесконечный разрыв (рис. 9.4). 
Тогда по определению

о t - e i  о

/ ,f ( x )d x =  lim / f( x )d x +  lim I f(x )dx ,ei-+0 У £2-»0 J  ’ (9.6)
C+C2

где £i > 0 ; £2 > 0. Интеграл (9.6) называется несобственным интегра
лом от разрывной функции. Если оба предела, стоящие в правой части 
равенства (9.6) существуют, то данный интеграл называется сходящим
ся , а если хотя бы один из них не существует, — расходящимся. В случае, 
когда с =  а  или с =  6, в правой части равенства (9.6) будет только один 
предел.

Пример 4. Найти условия сходимости и расходимости несобствен-
1
Г dx

•о интеграла / —  (а  =  const > 0).
J  ха о

► Подынтегральная функция терпит бесконечный разрыв при х =  0.
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}  dx  Г dx  x - “ +1
/ —  =  lim / —*- =  lim ----------

J  Xa  e—►O+Oy x a  £-40+0 -rQ -f 1

Если а  ф 1, то

=  lim £-►0+0

Если a  =  1, то
l

(  1 _  £ a+1 ^ _  I  x 1 ~ ПРИ a  < 1. 
\ —a  +  1 -*a - ( - l/  при a  > 1.

/dx I ̂—  = lim lnlxl = -  lim lne = +oo.
X  e —>0 + 0  fe c — 0̂ + 0

0
Итак, данный интеграл (который также относится к табличным в 

теории несобственных интегралов от разрывных функций) сходится при
0 < a  < 1 и расходится при a  ^ 1. -4

1

/

dx
^ = = .

0

► Подынтегральная функция терпит бесконечный разрыв в точке
1  =  1. Следовательно, по определению

[  ^Х =  lim [  (1 -  x )_1/2dx =  l im (-2 )( l  -  х )1/2 ! =
J  s/T^x  e-» 0  J  ' * - 0 v lo
0 0

=  —2 lim ( V l  — 1 +  e — V l  — 0) =  2 lim (1 — \fe) =  2 (e >  0 ), 
e - fO  t-> 0

т. e. данный интеграл сходится. <
Т еор ем а  Z. Пусть на отрезке [а; Ь] функции /(х), iр(х) терпят

бесконечный разрыв в точке х =  с и во всех точках отрезка [а; Ь], кроме
х =  с, выполняется неравенство <р(х) ^ /(х) ^ 0. Тогда:

ь
1) если интеграл J  <p(x)dx сходится, то сходится и интеграл

а
ЬJ f(x)dx\

а
Ь

2) если интеграл J  f(x )d x  расходится, то расходится и интеграл

ь
J  сp(x)dx.
а

Утверждения 1 и 2 называются также теоремами сравнения.
1

/ dx
у -  ^  2 а з •

о
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► Подынтегральная функция терпит разрыв в точке а: =  0. Очевид
но, что при X ^ 0

dx J  1 
%/х +  2х3 N %/х 

Так как несобственный интеграл
1 1

2 .. 2[  ^ =  =  lim / ■$=== lim -у /хJ tyx « - + о  J tyx e - * o  3
= - l i m ( l - v ^ ) = 3  (« > 0),

0 0 + c

т. e. сходится, то сходится и исходный интеграл (на основании утвержде
ния 1 из теоремы 2). <

А З -9 .2

Вычислить данные определенные интегралы.
е

1. J i n x  dx. (Ответ: 1.)

о
V3

4 . J  х  arctg x dx. ( Ответ: —  -  — Л
3 2 7

о
1

5. J  x 2exdx. (Ответ: е — 2.)
о

Вычислить несобственные интегралы или установить их 
расходимость.

ОО

в* [  , ? Х <■> • (Ответ: 0 ,5 .)J  x(In x)J
е
оо.

7 . J x 3e~*3dx. (Ответ: 0 ,5 .) 
о
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00
f  2 +  sina; .

8 . I ------7=— dx. (Ответ: расходится.)
J Vх1
1/ е

/ dx
— ---- -г. (Ответ: 1.)
x(lnx)'2 

о
2

10. [  X. dX . (Ответ: 8 /3 .)
J  у / х - 1
1

Самостоятельная работа

1 .1 )  Вычислить интеграл

1

J X e ~ xdx;
0

2 ) вычислить несобственный интеграл или установить его 
расходимость:

Г dx
J  xVhxx
1

(Ответ: 1) 1 -  2/е; 2) 2.)
2. 1) Вычислить интеграл

7Г

J  х  sin х dx; 
о

2) вычислить несобственный интеграл или установить его 
расходимость:

ОО

/ x d x  
(1 +  х )3 '

о

(Ответ: 1) тг; 2) 0 ,5 .)
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3. 1) Вычислить интеграл

1

J  xe3xdx\
0

2) вычислить несобственный интеграл или установить его 
расходимость:

2
dx

х  In х ' ~
1

(Ответ: 1) (2е3 +  1)/9; 2) расходится.)

9.3. П Р И Л О Ж Е Н И Е  О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Х  И Н Т Е Г Р А Л О В  
К  ЗА Д А Ч А М  Г Е О М Е Т Р И И

В ы ч и сл ен и е  п л о щ а д ей  п л о ск и х  ф игур. Как отмечалось в §9.1, 
определенный интеграл в случае, когда /(х) ^ 0, i  Е [а; Ь], с геометри
ческой точки зрения определяет площадь криволинейной трапеции. Но 
площадь всякой плоской фигуры можно рассматривать как сумму или 
разность площадей некоторых криволинейных трапеций. Это означает, 
что с помощью определенных интегралов можно вычислить площади 
различных плоских фигур.

Пример 1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривой у =  
=  х2 — 2х, прямыми х =  — 1, х =  1и  осью Ох.

► Вначале построим фигуру, ограниченную данными линиями 
(рис. 9.5). Искомая площадь S  =  |Si| +  IS2I =  5 1 — S2, поэтому

О 1
(х2 — 2x)dx — J  (х2 — 2x)dx =

ч ? - * ’ )  Г , - ( ? - ’ )  1 >  ( И —
В более общем случае, когда данная фигура ограничена двумя кри

выми у =  f i (x ) ,  у =  /2(2?) и двумя вертикальными прямыми х =  1, 
х =  6, причем f i (x )  ^ /2(я), х €  [а»Ч> имеем (рис. 9.6)

ъ
s = J (/г(х) -ti(x))dx. (9.7)

а

Пример 2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями у = 
=  Зх — х2 и у =  —х.
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► Нахрдим точки пересечения данных кривых и строим искомую 
фигуру (рис. 9.7):

Решая последнюю систему, получаем: ®i = 0 ,  хг =  4, yi = 0 ,  уг =  —4.
Следовательно, согласно формуле (9.7), имеем:

4  4  ^

S = У  (Зх — х2 — (—x))dx =  У  (4х — x2)dx - ^2х2 — | = 
о о 0

Если кривая А В, ограничивающая криволинейную трапецию 
(рис. 9.8), задана параметрическими уравнениями х =  <p(t), у =  то 
площадь криволинейной трапеции

0
S =  у 1l>(t)ip'{t)dt, (9.8)

а
где а  и /3 определяются из уравнений </j(q ) =  о и </>(/3) =  Ь (V’(t) ^ 0 на 
отрезке [or; /3]).

Пример 3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной эллипсом 

а2 Ь2
► Запишем параметрические уравнения эллипса: х =  a cost, у =  

=  bsint. С учетом свойств симметрии фигуры и формулы (9.8) получаем 
(рис. 9.9):

а 0 тг/2
5  =  4 У ydy =  4 У  as in t(—bs'mt)dt =  4оЬ J  sin2 td t =

О п/2 О

7г/2
/• 1 -  cos 2t / 1 \ 

4ab I ----- ------ dt =  2ab I t — -  sin2t I
т г /2

= irab. ^
0

В случая, когда непрерывная кривая задана в полярных коорди
натах уравнением р =  р(<р), площадь криволинейного сектора OM\Mi 
(рис. 9.10), ограниченного другой кривой и двумя полярными радиуса
ми ОМ\ и О М2 , соответствующими значениям <р\ и if>2 полярного угла, 
выражается интегралом

Ч>2

s = i  У (p(v>))2<V- (9.9)
<Р1
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Р и с. 9.7

Р и с. 9.6

Пример 4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной лемнискатой 
Бернулли (х2 +  J/2)2 =  а2(я2 — у2) (рис. 9.11).

► Запишем уравнение данной кривой в полярных координатах. Для 
этого заменим х и у в исходном уравнении выражениями х =  pcosip, 
у =  р sin р. Получим р2 =  а? cos 2tp или р =  a^/cos 1<р. С учетом свойств 
симметрии фигуры искомая площадь 5  может быть вычислена по фор-
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муле (9.9):
1Г/4

5  =  4- C l  2 1I a  cos 2<р dip =  2а ■ — sin 2<р
ir/4

В ы ч и сл ен и е  д л и н ы  дуги  кр и вой . Пусь дуга АВ  кривой задана 
уравнением у =  /(х), где /(х) — непрерывно дифференцируемая функ
ция. Тогда длина дуги А В  (рис. 9.12)

Ь
I =  J  \Jl +  y'2dx. (9.10)

В случае, когда кривая задана параметрическими уравнениями х =  
= ¥’(*)> У =  V’(^)> гДе ifi(t) — непрерывно дифференцируемые функ
ции, длина дуги I вычисляется по формуле

0 '
1 = j  y f f T t f * .  (9.11)

а
Здесь а ,  /3 — значения параметра t, соответствующие концам дуги А к В . 

Бели гладкая кривая задана в полярных координатах уравнением
р =  р(<р), то длина I дуги M iM j вычисляется по формуле

Ч>2
I ■■! = / , / ? (9.12)

Где ipi и <Р2 соответствуют концам дуги М\ и М?. 2
Пример б. Вычислить длину дуги кривой у =  -  у/х3, абсциссы кон-

3
цов которой XI =  ч/З И 12 =  \/8.

► Согласно формуле (9.10), имеем:
v's

l = / V i  + ( ^ ) > *  = / V T F i 4 , =
V5 Уз
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2тг

Пример в. Вычислить длину одной арки циклоиды у =  а(1 — cost),
х — o(t — sint).

► Поскольку все арки циклоиды одинаковы, рассмотрим первую ее 
арку, вдоль которой параметр t изменяется от 0 до 2тг. Тогда, согласно 
формуле (9.11), имеем:

2тг .______  2тг
I =  j  \Ja2( l  — cost)2 +  a2 sin2 tdt =  J  a\ /1 — 2 cos t +  cos2 1 +  sin2 tdt =  

о 0

2ir 2ir
— a j  \/2(l — cos t)dt =  2a J  sin ^dt =  —4a cos ^

0 0 - 
Пример 7. Вычислить длину первого витка логарифмической спи

рали р =  ev .
► Из формулы (9.12) следует, что
27Г 2тг

/ =  J  v/e2^ +  e2vdip =  J  у/2е* dtp =  =  V 2 ( e 2"  -  1) »  1 0 8 ,1 6 . <
о о

В ы ч и сл ен и е  о б ъ е м о в  т ел .  Пусть в пространстве дано некоторое 
тело, проектирующееся на ось Ох в отрезок [а; Ь]. Всякая плоскость, пер
пендикулярная к оси Ох и проходящая через точку х £ [а;Ь], в сечении

с телом образует фигуру площадью 5(х) (рис. 9.13). Тогда объем V этого 
тела вычисляется по формуле

(9.13)

В частности, при вращении вокруг оси Ох криволинейной трапеции 
аАВЬ (рис. 9.14) площади поперечных сечений равны: 5(х) =  п (/(х))2.
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Поэтому объем тела, полученного вращением криволинейной трапеции 
вокруг оси Ох, выражается формулой

Ь

V* dx. (9.14)

Пример 8. Вычислить объем тела,'ограниченного поверхностью 

= 1.-  +  ^ + -  
а2 Ь2 с2

Р и с. 9.15

- ► По данному уравнению строим эллипсоид (рис. 9.15). Рассмотрим 
сечения эллипсоида плоскостями, перпендикулярными к оси Оу и прохо
дящими через произвольную точку у 6 [—6; 6]. В сечении с поверхностью 
получим кривые

-2 . .

у =  const,+ -  - 1 - £  +  с2 Ь2
или, если 1 — у2/Ь2 > О,



т. е. эллипсы с полуосями ai =  a^/l — у2/Ь2, c j =  c^/l — j/2/b2. Площади 
этих сечений

S(y) =  7 Г 0 1 С 1  =  1гос(1 — у2/Ь2).
Тогда из формулы (9.13) следует, что

ь  2 Ь 2 
V = J  пас ( l  -  dy -  2тгас J  ( l  -  р - )  dy =

( » - £ ) [
4. i,3 \ |ь ,

=  2пас I у — I I =  -тгабс. ^

Пример 9. Вычислить объем тела, полученного вращением вокруг 
оси Оу фигуры, лежащей в плоскости Оху и ограниченной линиями j/2 =  
=  4 — х, х =  0.

► Очевидно, что (рис. 9.16)

d 2 2 
Vy ~  п J  x2dy =  7Г | ( 4 - y2)2dy =  2п J  (4 -  y2)2dy =

с  - 2  0

2 ^
=  27г J (16 -  8у2 +  y4)dy =  27г ^16у -  ^у3 +  ^ - ) )  | =  

о 0
/ 64 32 \ 512 

=  2тг (. 32 -  — + — ) =  — if «  107,23. М 
\ 3 5 / 15

У
2

Рис.  9.16

Вычисление площади поверхности тела вращения. Если ду
га А В  кривой у =  /(х), где функция /(х) непрерывно дифференцируема 
и Л(о, /(a)), В(Ь, f (b ) ) ,  вращается вокруг оси Ох, то площадь описанной 
ею поверхности выражается формулой

ь _______
> Qx = 2nJ /(х)^/1 + ( f ' ( x ) ) 4 x .  (9.15)
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Пример 10. Найти площадь поверхности, образованной вращением 
дуги параболы у2 = 2х + 1, заключенной между точками с абсциссами 
X I = 1, 1 2  = 7.

Рис. 9.17

► Как видно из рис. 9.17 и формулы (9.15), искомая площадь по
верхности вращения

7 ____  / / 1 \* Г _______
2х + 1 -)- 1 dx =

1 . . . . . .  -

7 I------ -----------2 7
Qx = 2ir J  %/2x -)- lW 1 + (-̂ =====) dx = 2n J  \/2x

7

= 2n J  y/2!x + 2dx = 27Г • -1 (2x + 2)3/2 7 2 _  112*
2 3/21

A 3-9 .3
1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

у 2 — 9х, 2/ = Зх. (О твет; 0,5.)
2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

у = х2 + 4х, у = х + 4. (Ответ:  125/6.)
3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

у  = 1/(1 + х2), у  = х2/2. (Ответ:  тх/2 -  1/3.)
4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной замкнутой 

линией у 2 = х2 — х4. (Ответ:  4/3.)
5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной первой ар

кой циклоиды у  = а(1 -  cos t), х = a(t  — sinf) и осью Ох. 
(Ответ:  Зпа2.)

6. Вычислить площадь фигуры, ограниченной петлей ли
нии х = 3f2, у  = 3t — t3. (Ответ:  72\/3/5.)
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7. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией у  = 
= хе~х I2 и ее асимптотой. (Ответ:  2.)

8. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кардиоидой 
р  = о(1 — cosip). (Ответ :  Зпа2/2.)

9.. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
х2 + у 2 — 4, х2 + у 2 = 9, у  = х, у' = -х/у/З. (Ответ:  
25тг/24.)

Самостоятельная работа
1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 
а) у 2 — х + 5, у 2 — —х + 4; б) р  = a  cos 2(р.

(Ответ:  а) 9у/2; б) 7га2/2.)
2. Вычислить площадь фигуры:
а) ограниченной линиями у  — (х — 4)2, у  = 16 — х2\
б) заключенной между первым и вторым витками спирали 

Архимеда р = aip (а > 0).
(Ответ:  а) 64/3; б) 87г3а2.)

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями:
а) Ау = 8а: -  а;2, Ау = х + 6;
б) у  — At2 — 61, х — 21 и осью Ох.

( 49 \
[О твет :  а) — »  2,04; б) 9/2.J

АЗ-9.4
1. Вычислить длину дуги параболы у  — 2\[х между точка

ми с абсциссами х\ = 0 и х% = 1. (Ответ:  \f2 + 1п(1 + \/2) к, 
и 2,29.)

2. Вычислить длину астроиды х = a cos31, у  = a sin31. 
(Ответ :  6а.)

3. Вычислить длину кардиоиды р = а( 1 — cos ф). (Ответ:  
8а.)

2
4. Вычислить длину дуги кривой у  = -  у/(х — I)3 от точки

О
с абсциссой xi — 1 до точки с абсциссой Х2 = 9. (Ответ:  
52/3.)

5. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 
х2 У2z = — + —, г = 1. (Ответ :  7г \/2 .)
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"f 6. Вычислить объем тела, полученного при вращении во
круг оси Ох фигуры, лежащей в плоскости Оху  и ограничен
ной линиями' у  = х2, х = у 2. (Ответ:  37г/10.)

7. Вычислить объем тела, полученного при вращении во
круг оси абсцисс фигуры, ограниченной первой аркой цикло
иды х = a(t  — sini), у  = а ( 1  — cos*) и осью Ох. (Ответ :  
5 а 37г2.)
J., 8. Вычислить площадь поверхности вращения, полученной

при вращении вокруг оси Ох дуги кривой у  = -̂у/4х — 1 от

точки xi = 1 до точки Х2 = 9. (Ответ :  1047г/3.)
9. Вычислить площадь катеноида — поверхности, образо-

Xванной вращением цепной линии у  = a  ch — вокруг оси Ох от
а

точки х\ = 0 до точки Х2 = а. ( Ответ : - ~ - ( е 2 — е~2 + 4).^

Самостоятельная работа

1.1 . Вычислить длину дуги кривой у  = i  у/(2х — I)3 меж

ду точками Mi и Мг с абсциссами х\ = 2 и Х2 = 8. (Ответ:  
56/3.)

2. Найти площадь поверхности вращения, полученной при 
вращении отрезка прямой у  = Зж, заключенного между точ
ками с абсциссами xi = 0 и Х2 = 2, вокруг оси Ох. (Ответ :  
12л/Т0тг.)

42. 1. Вычислить длину дуги кривой у  = - х ,  заключенной
О

между точками с абсциссами х\ — 2 и Х2 — 5. (Ответ:  5.)
2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 
х2 z2

У -  у  + Т ’ 2/ = 1 ‘ ( ° твет: *■)
3. 1. Найти длину дуги кривой у  = lnx между точками с

абсциссами х\ = \/3 и х2 = V8. ( Ответ : 1 + ^ In ^ и 1,2.)
^.Вычислить объем тела, полученного при вращении во

круг оси Ох фигуры, лежащей в плоскости Оху  и ограничен

ной линиями у  = 2х — х2 и у  — 0. ( Ответ :
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9.4. ПРИЛОЖ ЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 
К  РЕШ ЕНИЮ  ЗА ДА Ч ФИЗИЧЕСКОГО 

И ЭКОНОМИЧЕСКОГО СО ДЕРЖ АН И Й

Вычисление пройденного п у т и  по скорости. Если v = f(t) — 
скорость движения материальной точки по некоторой прямой, то путь S, 
пройденный ею за промежуток времени [ti; tg], вычисляется по формуле

*2
5 = J  f{t)dt. (9.16)

‘1
П ример 1. Материальная точка М движется прямолинейно со ско

ростью v(t) = 312 + 2t + 1 м/с. Найти путь, пройденный точкой за про
межуток времени [0; 3].

► Согласно формуле (9.16), имеем:
з

s = J (3t2 + 21 + 1 )dt = (t3 + t2 + t)|o = 39 m . <
о

Вычисление работы переменной силы. Пусть под действием 
силы F(a) материальная точка М движется по прямой Оз. Работа этой 
силы на участке пути [о; 6] определяется по формуле

Ь

А = j  F(a)ds.
а

Пример 2. Вычислить работу, которую нужно затратить, чтобы 
растянуть пружину на 10 см, если известно, что для удлинения ее на 
1 см необходимо приложить силу в 1 кН.

► Согласно закону Гука, сила F, растягивающая пружину, пропор
циональна ее растяжению, т. е. F  = fcx, где х — растяжение пружины (в 
метрах); к — коэффициент пропорциональности.

Так как по условию при х = 0,01 м сила F  = 1 кН, то из равенства 
1 = 0 , Olfc получаем к = 100 и F  = 100г. Следовательно, искомая работа

0,1
Г я 10,1

А — I 100х dx = 50х = 0 ,5  кДж. <
0

Пример 3. Котел, имеющий форму эллиптического параболоида 
х2 у 2z ~ — + — высотой Н = 4 м, заполнен жидкостью плотностью о =

= 0 ,8 т/м3. Вычислить работу, которую нужно затратить на перекачи
вание жидкости через край котла.

► Выделим на высоте Zj элементарный слой жидкости толщиной 
Azi (рис. 9.18), объем которого ДV, = п ■ 2^/zi■ З̂ /zlAzi, а масса Дто< «
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«  67r<5zjД г,, так как в горизонтальном сечении получается эллипс с по
луосями а = 2-y/ij, Ь = \fzl- Работа, затраченная на перекачивание жид
кости,

П Ч
А = lim ^2, 67rg5zi(H — zi)Azi = I 6irgSz(H — z)dz =

/ г 2 3 \  | Н
= 6?rg<51 Н—------— I I = nSgH3 = 64g7r<5 яа 1575,53кДж. ^\ 2 3 / |о

Вычисление силы давления ж и д к о ст и  на пласти н ку. Метод 
решения данной задачи покажем на конкретном примере.

Пример 4. Треугольная пластинка с основанием а = Зм и высо
той Н = 2 м погружена вертикально вершиной вниз в жидкость так, что 
основание параллельно поверхности жидкости и находится на расстоя
нии d = 1м от поверхности. Плотность жидкости <5 = 0 ,9 т/м3. Вычис
лить силу давления жидксти на каждую из сторон пластинки.

►. Для определения силы давления жидкости воспользуемся законом 
Паскаля, согласно которому давление Ар жидкости на площадку AS, 
погруженную на глубину h, определяется формулой

Ар = SghAS,
где 5 — плотность жидкости; g — ускорение свободного падения.

Прямыми, параллельными поверхности жидкости, разобьем тре
угольник на элементарные полоски шириной dy (рис. 9.19), отстоящие 
от поверхности жидкости на расстояние у + d. Из подобия треугольни
ков ABC  и A iB iC i имеем:

■ Ц 1 .  I А Л | . | о г - А

т. е. площадь вырезанной плоскости

d S = ^ ( H - y ) d y ,
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а давление на каждую из сторон полоски треугольной пластины

dp = jj6g(d  + у)(Н -  y)dy.

Интегрируя обе части последнего равенства, получаем: 
я  2

Р  = J  ^Sg(d  + у)(Н -  y)dy = <̂5g У (2 + у — y2)dy =
о о

= | * g ( 2V+ Y ~ t )  [  = 5<58 «4 4 ,1 к Н . Л

Рис. 9.19

Вычисление м о м ен то в  инерции. С помощью определённого ин
теграла также можно вычислить моменты инерции плоских фигур.

П ример б. Вычислить момент инерции однородного круга массой 
М  и радиусом R относительно его центра.

► Момент инерции материальной точки массой т  относительно точ
ки О равен произведению массы этой точки на квадрат ее расстояния 
до точки О. Момент инерции системы материальных точек равен сумме 
моментов инерции всех точек этой системы.

Рис. 9.20

Концентрическими окружностями с центром в точке О разобьем 
круг на п колец шириной dr, площадь каждого из которых dS = 2-кг dr, 
а масса dm = 2лтdrS, где плотность 6 = М/(7гЯ2) (рис. 9.20).
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Элементарные моменты инерции выделенных колец dlo = 2irSr3dr. 
Суммируя (интегрируя) элементарные моменты инерции, получаем:

П

■ -/
2nSr3dr = 2-к& = -7ГД'д М 1 24— -  = -M R 2. 

■ k R 2  2

Вычисление координат, ц ен тра масс плоской фигуры. Рас
смотрим следующие случаи.

1. Координаты центра масс С(хс,Ус) плоской материальной дуги 
АВ графика функции у = f(x), имеющей линейную плотность S = 6(х), 
определяются по формулам (см. рис. 9.12):

о о

+ y'2dx J  у5(®)\Л + У/! dx

хс УС

J  6(x)yjl + y'2dx J  6(x)\Jv+y^2dx
a a

2. Если фигура ограничена снизу линией у = fi(x), а сверху — у = 
= /г(х), т.е. / i(а;) ^  fa(x) на отрезке [а ;6] (см. рис. 9.6), поверхностная 
плотность фигуры 6 = 5(х), то вычисление ее центра масс С (хс ,ус)  
выполняется по формулам:

о о

JxS(x)(f2(x)-fi(x))dx  ^ Js(x)(f%(x)-f?(x))dx

xc = - УС-

J5(x)(fi(x)-}\(x))dx Js(x)(f2 (x)-fi(x))dx

Пример 6. Найти координаты центра масс однородной дуги окруж
ности радиусом R с центральным углом 2а.

► Выберем систему координат так, как показано на рис. 9.21. Тогда,
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вследствии однородности и симметричности расположения дуги, имеем 
УС — 0. Находим х с  по формуле

х с  =

а
J  xy/l + x'2dy
—а

а »
У  л/ l + x'2dy

так как S = const.
Воспользуемся параметрическим уравнением окружности х = 

= Я cost, у = Я sin t. Тогда

хс  =

а

J  R2 cos tdt

а

I
sin t

= д  J -01 = R - ^ .  <4 a
Rdt

П ример 7. Вычислить координаты центра масс однородной плоской 
фигуры, ограниченной линиями у = 6 — х2, у = 2.

► Из однородности и симметричности данной фигуры следует, что 
х с  = 0  (рис. 9.22). Для определения ус  воспользуемся формулами (9.17). 
Имеем:

2 2
I  ((6 -  х2)2 -  22)dx 2 /(32 -  12х2 + x4)dx 

1 ^ - 1 {
УС ~ 2 2

У  (4 — x2)dx 2 J ( 4 -  x2)dx

3\ |3 

0

192/5
2 16/3
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З ам е ч ан и е . Вычисление моментов инерции и координат центра 
масс плоских материальных неоднородных фигур в общем случае, когда 
плотность 5 = <5(®, у) является функцией двух переменных, выполняется 
с помощью двойных интегралов.

Вычисление количества продукта для населения. Известно, 
что численность населения региона определяется формулой

У = Уоеы , (9.18)
где уо — число жителей в начальный момент времени t = 0; к — коэф
фициент естественного прироста (к > 0) или убыли (fc < 0) населения; 
t — время, измеряемое в годах. Потребление одним человеком за 1 год 
некоторого продукта составляет р кг.

П ример 8. Подсчитать, какое количество продукта понадобится на
селению региона в промежуток времени [<1 ,<г].

► Очевидно, что функция P(t) = pyoekt определяет потребное коли
чество продукта для населения региона в момент времени t. За малый 
промежуток времени At потребуется продукта А Р  яз pyoekt At, а за про
межуток [t i, <г] — следующее количество продукта:

*2
Р = Jp y o e ktdt = -  ektl). (9.19)

ti
П ример 9. Численность населения в стране на 1 января невисо

косного года 10 млн человек, коэффициент естественного прироста к = 
= 0,015 = 1,5%. Потребление хлебобулочных изделий и мяса на душу 
населения составляет соответственно 0,4 кг и 0,16 кг в день. Подсчитать 
естественный прирост населения за текущий год и количества хлебобу
лочных изделий и мяса, необходимых населению на год.

► Величину естественного прироста находим с помощью формулы 
(9.18):

А у = у — уо = Ю7(е0’015 1 — 1) »  151130 человек.
Одному человеку на 1 год (365 дней) потребуется хлебобулочных из

делий и мяса соответственно 0,4 ■ 365 = 146 кг и 0,16 • 365 = 58,4 кг. По 
формуле (9.19) находим количество каждого продукта для всего населе
ния на 1 год (t 1 = 0 , <2 = 1):

_  146 • 107 ,0,015 _ ! )  и  146 . iq7 . 1 00754 = 1471008т,
0,015 v

- _  58,4 • Ю7 о,015 _ 1) « 5 8 , 4 - 107 • 1,00754 = 588403 т. М 
0,015 v

Вычисление объема произведенной продукции. Известно, что 
производительность труда работника (объем продукции, изготовленной 
в единицу времени) в течении рабочего дня изменяется. Зависимость 
между производительностью труда у и временем t (в часах) выражает
ся функцией у = /(t). Тогда количество продукции Л, произведенной 
работником за всю смену, которая длится Т часов, определяется по фор
муле

т
Л =  J  }(t)dt. (9.20)

о
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Пример 10. Производительность работы комбайнера по намолачи
ванию зерна в течение 12-часовой смены подчиняется закономерности 
у = а(1 + sin(7ri/12)) т/ч, о = const. Сколько тонн зерна (Я ) он намола
чивает за смену?

► Согласно формуле (9.20), находим:
12

Я  = a + sin(jrt/12))<ft = —а ^ ^  -  cos | = а ( l2  + — J  =

= 12а(1 + 2/тг) «  12а • 1 ,669 яа 20а т. 4

АЗ-9.5
1. Скорость прямолинейного движения материальной точ

ки v  = te~°'01t м/с. Найти путь, пройденный точкой от начала 
движения до полной остановки. (Ответ,: 104 м.)

2. Найти момент инерции, однородного стержня длиной I
(  1 Р  \и весом Р  относительно его конца. I О т в е т : ---- I2. 1
\ 3 g )

3. Вычислить работу, которую необходимо затратить на 
сооружение конического кургана, радиус основания которого 
R = 2 м, а высота Н = Зм, из однородного строительного

материала плотностью $ = 2,5 т/м3. ( Ответ:  —п ф Н 2Н2 =\ 12
= 7,5ng  »  231,0 кД ж .)

4. Вычислить силу давления воды на каждую из сторон 
прямоугольника, вертикально погруженного в воду, если из
вестно, что его основание равно 8 м, высота 12 м, верхнее 
основание параллельно поверхности воды и находится на 
глубине 5м. Плотность воды £=  1т/м3. (Ответ:  1056g w 
«  10 359,4 кН.) J

5 . Найти координаты центра масс однородной дуги цепной
линии у  — a  ch — от точки х = —а до точки х = а. ( Ответ:  а \

. а 2 + sh 2 хс =  0 ,  ус = 74 sh 1
6. Найти координаты центра масс однородной дуги первой 

арки циклоиды х = a( t  -  sinf), у  = а( 1 -  cost) (0 ^ t ^ 2п). 
(Ответ:  х с  = 7га, у с  — 4а/3.)

180



7. Найти координаты центра масс однородной плоской фи
гуры, ограниченной линиями у  — х и у  — х2 — 2х. (Ответ:  
(3/2,3/5).)

Самостоятельная работа
1. 1. Вычислить силу давления воды на пластину, имею

щую форму параллелограмма с основанием а = 2м и высо
той Н = 3 м, опущенную вертикально вниз на глубину 4 м, ес
ли основание параллельно поверхности воды. Плотность воды 
1т/м3. (Ответ:  16g «  156,8кН.)

2. Найти координаты центра масс однородной дуги окруж
ности радиусом R  с центром в начале координат, расположен
ной в первом квадранте. (Ответ:  (2R/tv,2R/tt).)

2. 1. Скорость движения материальной точки v  =
— 4te~b м/с. Какой путь пройдет точка от начала движения 
до полной остановки? (Ответ:  2м.)

2. Найти координаты центра масс однородной фигуры, 
ограниченной линиями у  — sinx, у  — 0 (0 ^ х ^ п).  (Ответ:

3 .1 . Вычислить работу, необходимую для того, чтобы вы
качать воду из полусферического сосуда, диаметр которого 
20м, если плотность воды S = 1т/м3. (Ответ :  2,5gl037r «  
«  76969кДж.)

2. Найти координаты центра масс однородной плоской фи
гуры, ограниченной линиями у 2 = 20х, х2 = 20у. (Ответ :

9.5. И Н ДИВИДУАЛЬНЫ Е ДОМ АЩ НИЕ ЗА Д А Н И Я К  ГЛ . 9

Вычислить определенные интегралы с точностью до двух 
знаков после запятой.

(тг/2, тг/8).)

(9,9).)

ИДЗ-9.1

о
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1 2  f  U x d x  ( 0 m e e m ;  5156 ) 
У Vx6 + 1

2 v̂ 3

0
1

1 / x dx
— -. (Ответ:  0,21.) x2 + 1 '

0
7t/ 2

1.4. J  sinxcos2 xdx.  (Ответ:  0,33.) 
о
тг/2

/ COS ж
-----------dx. (Ответ :  0,57.)
1 +  COS X '

0 -
4/3

1.6. J  - 2 ^ . (Ответ:  0,41.)
3/4 

-3

1-7- / v 5 m s '  (0ra" ’" ; ~0' 67')0

0
e

/ 1 4- In X
—------ dx. (Ответ :  1 ,50.)

l
l

1.10. I i dz. (Ответ:  0,20.) 
о
тг/2

/ dx
Г -  cos 2 s ’
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1.12. f  ' d*  —:■ {Ответ:  1,57.)
J  л/5 + 4x — x2
i
l

1.13. J  x3\/4 + 5x4dx. (Ответ:  0,63.)
0

7Г

1.14. J  sin2 ^dx. (Ответ :  3,14.)
— 7Г

1.15. / —j - dx .  (Ответ:  1,07.)
1 

1/2

.16. [  xdx (Ответ :  0,13.) 
у V1 -  * о
l

.17. J  3 (x2 + х2ех3)  dx. (Ответ:  2,72.)

l
1/2

1.16
о
l

1.17
о

ra
1.18

тг2/9 

? » №1.19

. J  C°SJ ^ dx. (Ответ :  -1 ,73.)

.19. j  ^ е ' (Ответ:  0,09.)
1
е

.20. J  ̂ k ^ rix. (Ответ:  0,46.)1.20

1

1.21. [ — . dx (Ответ:  0,52.) 
У XV 1 -  In х
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1.22. J  Vx + 1 dx. (Ответ:  12,67.) 
з
7г/2

1.23. / sin a  cos3 a  da. (Ответ:  0,14.)
тг/ 6

7г/6

1.24. / 12ctg3xdx. (Ответ:  2,77.)
т / 1 8

1

/ dx
—= = .  (Ответ:  0,67.)

40
V2

/ х dx
^  2. (Ответ :  0,32.)

1

е „

/ 1п X
----- dx. (Ответ:  0,33.)

1

о

/ dx
^ 2— q • ( О т в е т : -0 ,13 .)

-1
7г/2

1Лв; /  . cos a  sin3 a  dc*. (О твет; 0,23.)7г/6 

у/п/4

1 3 °- /

о
2.1. J y l n ( y - l ) d y .  (Ответ :  1,02.)
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и
2.2. f  x2e~x/2dx. (Ответ: 5,76.)

-2
7Г/2

2.3. J  xcosxdx. (Ответ:  0,57.) 
о
7Г

2.4. У  х2 sin xdx. (Ответ:  5,86.) 
о

1/2

2.5. У  arccos2xdx. (Ответ:  1,57.)
- 1 /2

2
2.6. J ( у  -  l ) ln 2/dx. (Ответ :  0,25.)

1

0
2.7. J  xe~2xdx. (Ответ:  -0,25.)

- 1 /2

7Г

2.8. J  xsinxcosxdx. (Ответ :  —1,57.)
— 7Г

-2 / 3

2.9. J  ~^dx. (Ответ:  0,82.)
-1 / 3  

е 2
2.10. J  ^ ~ dx. (Ответ:  0,16.)

1

е2

2.11. J  \/xlnxdx. (Ответ :  18,33.)
1
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2.12. J  arctgy/xdx. (Ответ:  0,57.) 
о

7Г

2.13. J ( x  + 2) cos ^ dx. (Ответ:  6,28.) 
о
7t/ 8

2.14. /  x2 sin Ax dx. (Ответ:  0,02.)
0
2

2.15 . J y 2 l n y d y .  (Ответ:  1,07.)
1
2

2.16. J  dx- (Ответ:  0,15.)
l
2

. 1 7 . /  arctg(2x -  3)dx. (Ответ :  0,21.)

1

l
2

2
3/2 

n/2

2.18. /  (x + 3) sin a: dx. (Ответ:  4,00.)
0
e

2.19. J xln2 xdx.  (Ответ:  1,60.)
1
о

2.20. J ( x  — 2)e~x/3dx. (Ответ :  —19,32.)
-3  

■к/9
2

о

7Г/У

/ х dx
— тг——. (О твет; 0,12.) cos2 Зх
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2.22. /  arcsin(1 -  x)dx. (Ответ:  0,13.)
1/2
V3

2.23. J  arctg— dx. (Ответ:  0,47.)
l
0

2.24. J x ln (l -  x)dx. (Ответ:  — 0,25.) 
- l

1
_ Г arcsin(x/2) , 2.25. I  —■ —dx. (Ответ:  0,23.)

J  v  2 — x0
2

2.26. J\n (Zx + 2)dx. (Ответ:  1,87.)
1
4

2.27. J x3\/x2 + 9dx. (Ответ:  282,40.) 
о
о

2.28. J ( x  + l ) e~2xdx. (Ответ :  1,10.)
- l
Я-/4

1.29. /  x tg2 x dx. ( Ответ:  0,13.)
0
1

5.30. J  x arctg xdx. (Ответ:  0,29.)

/■ Зх4 + Зх2 + 1
3.1. I ---- -̂---------- dx. (Ответ:  1,79.)
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3

/ x 4- 2
----- 7 \dx. (Ответ:  0,53.)

X ^X 1 J
2

3
„ . f  dx , _J x2(x -  1) • ( ° meem; °>12‘)

2
1

3.5. J  у  ^ 2 ' ( О т в е т : -  0,09.)
- l

3

3.6. J  — —- dx.  (Ответ:  1,62.)
2
1/2

/ х dx
(x -  l ) 3' (Ответ:  -0,375.)

1/3 •

5

3-8- /  ( x - lK x  + 2)-
4

4

/ dx
( x + ! ) ( * - 2 ) ' 0,16.)

3

1

/ 2x 4- 3
— ^уз^х. (Omeem: - 1 ,6 3 .)

о
3

/ dx
(Ответ :  0,15.)

2
5

3.2. f —— 3dx. (Ответ: 9,67.)
J  X X
2

ЗЛ2’ /  (Ответ: 0,50.)
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3.13. [  Х .+ ^  -  dx. (Ответ:  -0 ,20.)
У (х + 1 ) 2о
о

3.14. —2Х st - - dx .  (Ответ:  9,38.)У (х -  2)л 
-1

ЗЛ57 ^  + Зх + 2 ' (О”* »" 1-'0- 12')
0

10 2
3.16. [  * ± ̂ ——dx. [Ответ:  0,29.)

J  х6 — х1 — ох
8
л/З

/ dx—----- 5-. (О твет: 0,16.)
х4 + х2

1

3.18. / Ж ^Хл . (Ответ :  -16,67.)
У 1 -  ж4
2
3

/ dx—— - . (О твет: 0, 02.)
X 1

2
О

3.20. [  у —- . (Ответ:  0,37.)
У х3 -  1
-1

3 2
3.21. / 2ж + - — -dx. (Ответ:  2,27.) 

у Xй -  х2 -  х + 1
2

5

/ с£ж----- —. (Ответ :  0,01.)
х (х -  1)

4
2/ /7-7’

(х + 1)(д:а + 4) (O’»»»™-'0’ 23-)
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9 „2/ х х ~t“ 2 
ж4 -  5х2 + 4 ^Х' ( ° тв ет :  ° ’ 04-)

7

V̂ 3

/ х dx
^ Г 1 6х2 + Х_ 6 - (Ответ:  0,14.)

0
2
Г dx3.26. I 1 . (Ответе: 0,25.)

1

V3

/X 4~ 1
—̂----- jdx. (Ответ:  1,44.)
х ~f- х

i

3 3 2
- 3'28’ /  х(х2 -  l ) 2̂ ' ( ° т в е т ; -°>12-)

2
5

/ 21̂  _ 2х2 4* 4
х3(х — 2)2 dx' ( 0гпв ет:  ° ’ 35-)

3

1/V3

/ х2 dx
- j  . (Ответ:  -0 ,08.)
X X

2
« . у  х2у/ 4 — x2dx. (Ответ :  3,14.) 

о

/” v̂ 4 — х24.2. / ----- -— dx. (Ответ:  —0,47.)

6 ' _____

/ л/х2 — 9
— ^ — dx. (Ответе; 0,02.)
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1
4.4. J  \/A — x2dx. (Ответ:  1,91.) 

о

/ аг + 1---- . dx. (Ответ:  1,02.)
x2s / A ^  ’i

Vs
4.6 . J  \/3 — x2dx. (Ответ:  2,36.)

о
3

4.7. J x2\/9 — x2dx. (Ответ:  31,79.) 
-з

/ л/ J —
-----g— dx. (Ответ:  0,53.)

■/2/2

1
4.9. У  ^/(1 — x2)3dx. (Ответ :  0,59.) 

о
i

/ dx
x V ( l  + ^ ) » ' “ ° '62')л/3/3

2 ,____

/ \J3̂2 _ l
---------- da:. (Ответ:  0,68.)

l
l

/ dx
(a.2 + з)3/2 - (Ответ:  0,17.)

о

V2
4 .13 . J  s/i — x2dx. (Ответ: 1,29.)
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l 1 4 - /  ( x ^ l ) 2 ' ( ° meem;0’ 14-)
0

6

/ Idx
----- - j = .  (Ответ:  0,04.)
x2v x 2 — 9

1

2\/3

l

/  dir 
——= = = .  (Ответ:  0,59.) 
x2v l  4- x2

i/Vi

V3/2

4.17. J  \/T~--x2dx. ( 0  m e em :  0,26.)
1/2

з

/ dx_______ ______  (Ответ:  0,08.)
(9 + x 2) \ / H ?  V 'о

4  _______

/.J x 2 _  4
---------- dx. (Ответ :  0,68.)

2
1/2

/ dx

- 1/2

>/2,5

4 ‘21, /  ( 5 - x 2)3- (°™eem ;0>20-)
0

1/2 4
4.22. f  X...dX- = . (Ответ:  —0,20.)

J  y/(1 - x 2)3 V 70 v
2

4.23. f ---- ........ —. (Ответ:  0,05.)
У x4v x 2 — 3Уз

192



4  ___________/ л/10 — г2
----------- dx. (Ответ:  0,11.)

2
VV3

4.25. J  x3\/7 + x2dx. (Ответ:  -502,09.)

/• Vx2 -  84.26. / ----- j— dx. (Ответ:  0,01.)

4V̂ TS
V2

4.27. f ---- (Ответ:  0,29.)
У x5v x 2 — 1l
з

4.28. J x4\/9 -  x2dx. (Ответ:  71,53.) 
о
з

/ х dx
~ ^ = = .  (Ответ:  5,31.)

о
v/6

4.30. J  \/б — x2dx. (Ответ:  4,71.)

7г/ 4 оЗ ,/ COS X dx. (Ответ:  —0,09.)
Vsinx

тг/2

тг/2

5.2. [  ———— . (О твет: 0,60.)
■J 2 + cos х '
о
■к/4

5.3. J  sin3 2хdx. (Ответ:  0,33.)
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7Г

5.4. J  sin4 T̂ dx. (Ответ :  1,18.) 
о

5.5. J^cos3 x sin 2x dx. (Ответ :  0,39.) 
о
тг/З

5.6. J  tg2 xdx. (Ответ:  0, 68.) 
о

7Г

/ sin x
7----------- rxdx. (Ответ :  0,38.)
(1 -  cosx)'3тг/ 2

7t/ 4

5.8. J  2 cos x sin 3x dx. (Ответ :  1, 00.) 
о
7Г

/ X Xcos-cos -dx . (Ответ:  1,80.)

о
ir / 3 2

5.10. /  (32cos2 4x — 16)dx. (Ответ:  1,41.) 
о

7t/2

/ COS X
— 5-------dx. (Ответ :  0,785.)
sin x + l  v '0

7Г/3

5.12. / tg4 y>dy>. (Ответ :  0,93.)
jr / 4

7Г

/ 3/ 3x cos — cos —dx. (Ответ:  0.)
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5Д4. /  sin3xcos5£dx. (Ответ:  —0,25.) 
о

ж/3 . ,/ sin х
:— j—dx. (Ответ:  1,33.) cos4 х к '

о
7Г/ 6

/ dx , ч------. (Ответ:  0,55.)
cos х

о
тг/2

5.17. /  ctg3xdx. (Ответ:  0,81.)
7г/6

7г/2

5.18. /  cos a: cos Зх cos bxdx. ( Ответ:  0,16.) 
о

5.19. j  cos4 х sin2 xdx. (Ответ:  0,20.)
о
тг/2

5.20. /  sin6 £ dx. (Ответ:  0,49.)
о

7Г

5.21. /  \/1 + sin xdx. (Ответ :  2,00.)
п/2  

тг/4

5.22. / -̂r̂ -7r~dx. (Ответ :  0,38.) У sin 2х
7Г/ 6

7Г/3

/ sin 2х— г—dx. (Ответ :  1,69.) cosd х
7г/ 6
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5.24.

5.25.

5.26.

5.27.

5.28.

5.29.

5.30.

6.1.

6.2.

6.3.

7г/3 

7Г/2

J  sin х sin Зж dz. (Ответ:  0,05.)
о

7Г

/ sinzsin2zsin3zdz. (О т в е т :—0,21.) 
п/4  

п/1

Г dx (Ответ:  0,55.)

7 2

п/2

/

dx
— 5—. (Ответ :  0,60.) 
sin х

73

7Г

J  sin4 ^dz. (Ответ:  1,18.)

п/2

п/2

7Г/3

6
з

f  ю + ь - г - {0твет: ° ' 0 6 ' )
г
0
Г dx/ . ....... . (Ответ:  1,10.)
1 у/х2 + 2z + 42
-2
f  — 7 ~— ?гг- (Ответ :  - 0 , 14.)I х2 + 4 z - 2 1  v ’
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6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

6.10.

6 .1 1 .

6.12.

6.13.

Л  2
f  ,n ---- «• (Ответ: 0,26.)1 1 3 - 6 x 3 + x 6 v '

2
Г dx
I x* + x : ( ° meem;0>29-)

1/2

/ dx
toS + to + s- (O’"»™ -'0. 20-)

1 /2

1

/  Т Г п Н » '  <0 '"“ ", ' 0'5 2 >
1/2

2

f  (Д + 5f + 4 ' (Om.em:0,07.)

2
f  о X* X—n- (Omeem: 0,28.)I i 2 + 3i  + 2 1 '

2
f  X' —̂-dx. (Ответ: -2,79.) 

J  x2 -  2x + 2 v '
l
l

/ dx
x2 + 2x + 5 ' < ° ~ ' 0-39->

-1
8

/ dx
2^ ‘ (Ответ: 0,03.)

6
l
f  dx (Ответ: 1,57.)

У у х  —x2

i 
2
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о
6.14 . f  2х 8 j x [Ответ:  3,99.) 

J  y l  — x — x2
- 1/2

2
6.15. f  , - . (Ответ:  1,11.)

J  \/2 + 3x -  2x2
3/4

2

e l e ' /  3 ^ ^ , + T  f 0 ™'™’ ° '77->
1/6

6.17. f  „ ..—. ( 0  m e em :  9,35.)J  x2 -  6x + 10 v '
3

5

/ X Q.X

^ - T x + 1 3 - ( ° ~ ' 4. 94-)
3,5

3

/ Зх — 2—  ----- -dx. (Ответ:  3,19.)
x2 -  4x + 5

2
2

•20- /  (Ответ: 2,41.)

2
2

6.20
-3 / 2  

5

6 .2 1 .
4

1

I x>-£ + 3-
6 /  ^ + Sf + 1 : (Om»em; 0,08.)

-1/2
10

/ x^dx
x2 - i x + 2 - ( 0 m e e m :  38’ 67')
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/ х2 dx
.......... ...........  . (Ответ:  51,81.)

v8x -  x2 -  15
3

l

/ dx
(Ответ:  0,14.)

о
о

/ dx
. . .  — -т. (Ответ :  0,21.) 

v2 -  6x -  9x2
- 1 / 3

7

/ dx
—~— ------—. (Ответ:  0,09.)
x-2 + Зх -  10

4

4/3

/ dx
- p................... . (Ответ :  0,52.)
v/8 + 6x -  9x2

i/ 3

3

6.29. I , 37 ===. (Ответ :  1,57.)
7 V 4x -  3 -  x22
l

/ dx
ж2 + 2x + 3 '

5

-1

29

7.1. f  — 2 — dx. (Ответ:  16,16.)

In 2

7'2 ' /  e-(3 + « - ) ' <0m“ m' 0- 13>
0

5

/

dx
(0meem: 0,94-)
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7.4. f  .X * ~̂—dx. (Ответ:  11,77.)
J  v /x +T -  1
3

8
7.5. J  -^===. (Ответ :  10,67.)

з
In 5 ______

/ е х \/ex -  1— x ^—dx. (Ответ:  0,86.)
о
2 In 2

/ dx------ - .  (Ответ:  0,41.)
ex -  I

8 _____

In 2

7.8,
In 2

'•8 7  y/ex — ldx. (Ответ :  0,43.) 
о
5

/ х dx
■  ...... . (Ответ :  4,67.)

Vx + 4
о

4

7.10. f ------dX (Ответ:  1,31.)
о
.7/3

7.11. J  . (Ответ:  0,96.)
2/3 

ln 3

7.12. f  — —— . (Ответ :  0,20.)У ex — e 21
In 2

Г
7.13. J  J .  (Ответ:  0,04.) 

о
о

7-14 - I r r W T i  -1
200



J in  2

/ е х dx
-----------. (О твет: 0,20.)
е х + е  х

о 

^  о/ у2 J y
—у===. (Ответ:  0,67.)

о
5

7.17. [  —? '~Х . (О твет: 4,00.)
У v 1 4- За;о
2

7.18. [  -■■■■- .........(Ответ:  0,52.)
J  у/^+1+^(х + 1)3 

о

/ 1 -  е х■ ~dx. (Ответ:  0,29.)

1п 3 
п/2

7.20. [  c o s y d y _ ' (Ответ:  0,22.)
У 4 + y/siпу
о

/ x2dx , „

2
In 2

/ dx----  . (Ответ:  1,05.)
в1 VI — е~2жо/ dx— ..... .......  (Ответ:  2,00.)

X у  1 | 1Д X1
In 3
Г dx , .7.24. J  -^===. (О твет: 0,22.)

In 2
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с
7.25. f  ——-  -■»—-dx. (Ответ:  —0,49.) 

J  x ( l  -  ln x)
ea

9

7.26. [  ^  dx. (Ответ:  8,39.)
J  v x  -  1
4

V26

/ x dx
(а.2 + 1)2/з- (Ответ :  22,88.)

Vf
13

/ X + 1-g^====dx. (Ответ:  38,06.)
о
In 12

/ dx
.....  (Ответ:  0,26.)

v/e* + 4 v 'In 5

1

/ 2* /7д»
. „ (О твет: 0,17.)

\/5 — 4x- l
8. Вычислить несобственные интегралы или доказать их 

расходимость.

оо 1

“ • *  > / й = ? ь0 0
оо 3

о о f  16xdx /• d
8-2 - a) У 1 б ? з т '  б) У

dx
6x + 9l l

oo 1/3

8.3. a) 7 - 7 # = ;  6) f  ± ± l£ ix .J  V16X4 +1 ' J  X2
0 0
OO 3

8-4 - * > / т и ; 6> / w ^ '
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8.5. а)

8.6. а)

8.7. а)

8.8. а)

8.9. а)

8.10. а

8.11. а]

8.12. а)

8.13. а)

8.14. а)

8.15. а)

U

/
-ОО
оо

/

х dx
s / W + w

x2dx

OO

A
xdx

{/(16+ x2)5’

/ xdx  
s/x1 — 4x

OO

h-1
OO

■/

4x + 1 

dx
(x2 4  4x 4- 5) ’

xdx
x2 + 4x 4- 5 ’ 

arctg 2x

dx
20x2 -  9x + 1'

’ J  Зх -  1
1/3

6 ) /
1/4

6 ) / ( I ^  1/2
2/3 

6 ) /

dx.

In2dx
(1 -  x) ln (1 -  x)

У1п(2 -  3a) 
2 -  3x dx.

1
/■ x dx

б ) У0 
7г/б

« /
cos3x

\/(l -  sin3x)5
dx.

/ arctg2x . f  2xdx
l a T E S ) * 4 6) J

OO
16 dx

1/2
OO

/0
oo

/0
oo

/

(4x2 4- 4x 4  5) ’

xdx
4x2 4- 4x + 5 ’

x + 2 dx;
y/(x24-4x4l)4

3 -  x2 
x2 4  4dx;

б> / т а
-1 / 3

3/4 
7Г/2

« /
ptg*

cos 2x dx.

2е 1- ( 2/тг) arcsin a;

V l -  X2
dx.
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8.16. а)

8.17. а)

8.18. а)

8.19. а)

8.20. а)

8.21. а)

8.22. а)

8.23. а)

8.24. а)

8.25. а)

8.26. а)

оо  __  ___________ 2

Г /2 л/arctg 2х , dx

о
оо

2 - 4

sin х dxf  4 dx f.) [  s*
J  x (l + In2 x) ’ J Vcos2 X
1  тг/ 2

0
dx/ Г d:ж sin a; da:; 6) / - - -=

J  \/4x + 3
0 -3 / 4

- 1  2

/ 7 dx . f  xdx
(x2 -  4x) ln 5 ’ J  y/(x2 -  l ) 3 ln2

-O O

OO 1/3

/ 7Г dx . f  dx
(1+9x2) arctg2 3x ’ J(l+ 9x2) arctg2 3x ’ J  9x2 -  9x + 2

1/3 0
oo ^ / 2
Г dx . f  3 sin3 x dx

'  ( Л Л .  2\ L  * 2:5 J  ^ C° S X  '2 (4 + х^Ь/тГarctg — 0

з
f  dx . f  y 9 x d x

J  (x2 4- 2x) In3 x ’ J  v̂ 9 -  x21 о
OO 1

J  e~3xxdx;  6) J
о о

- o o  0

oo 1

/ dx . f  dx
2x2 — 2x + 1 ’ J  ?/ l-2x '

0 1/2
oo 5

/ dx &\ f  x2dx
x2(x + iy  6) J  V31(x3 - 1 ) '

x4dx
W ^ '

x2dx
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у/Ъх — x2 — 2l

3/2
dx

8 -27' » / i ( 6 ) /
e 2 1

oo 4

8.28. a) J ---------- ^ -------- T ; 6) f  “ i £ = .
/ ( 6 ^ - 5 x + l ) ln |  {  W 6 - * 2)3
OO 1/-

8 '29' “> /  9 ^ T 2 ; 6> /

4
1/4

dx

1 о
OO

8'30' a) / ^ T 2 ; 6> /

^1 -4a :'  

1/2
dx 

(2x — l ) 2

Решение типового варианта

Вычислить определенные интегралы с точностью до двух 
знаков после запятой.

} d x ..
J  х (1 + х 2)
1

6
► Используя формулу Ньютона — Лейбница J  f (x ) dx  —

а
= -F(fe) — F(a) ,  вычисляем интеграл от дробно-рациональной 
функции:

[  dx } ( А  Вх + С\J х(1 + х2) J \ Х  +  1 +  X 2 )
1 1

1 = Л(1 + а:2) + (2?а; + С)а:,
аг = 0 1 = А, л =  1,

а:2 0 = А + В, > Б = -1 ,
X 0 = С,

оIIО
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г i

/dx f  xdx
x J  1 + x2 = ln Ixl _ i l n ( l  + x2)

= ln 2 ---- ln 5 + -  ln 2 = -  In 2 — -  In 5 =
2 2 2 2

= | ■ 0,69 -  i  - 1 ,6 1  = 0,24.-*

/
2. I ln xdx.

► Дважды применив метод интегрирования по частям, по
лучим:

е
Г ,

2 1 и  = In х, du = 21nx—dx,
/ In х dx = X = x In2 X

J
i dv =  dx, v  = x

е

-2 J l n x d x  
1

и = lnx, du = —dx, х
dv = dx, v  = x

= e In2 e — 2(x ln x — x) 

4

— e — 2 e -Ь 2 e — 2  — 0 ,72. M

ч 9x2 — 14x 4- 1 
x3 — 2x2 — x + 2dx.

► Подынтегральная функция представляет собой пра
вильную рациональную дробь.

Разложив знаменатель на простые множители, а затем по
лученную дробь — на простые дроби, имеем:

f  9х2 — 14х + 1 , [J х3 — 2х2 — х + 2 J 9х2 — 14х + 1
(х + 1)(х — 1)(х — 2)

з

= + _ ® _  + =
J  \ * + 1  х - 1 х - 2 J

dx =
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9х2 -  14х + 1 = А(х -  1)(х -  2)+ 
+В(х  + 1)(х -  2) + С(х + 1)(х -  1),

х = — 1
х = 1
х = 2 

4

24 -  6А , ' 
- 4  = -2  В,

9 = ЗС,

А = 4, 
В = 2, 
С = 3

= / (  4 т + А + Л ) * -У \х + 1 х — 1 х - 2 /

= (4 In |х + 1| + 2 In |х -  1| + 31п|х -  2)

= 4 In 5 + 2 In 3 + 3 In 2 - 4  In 4 - 2  In 2 =

= ln(54 ■ 32 • 2) -  In 44 = In = in = 3,78. «44 256

’■ /0
1

4

x3dx 
\/x2 + 1

x3 dx \/а2 + 1 = t, x2 + 1 = t 2, xdx = td t ,  
t = 1 при x = 0, t — v/2 при x = 1\/x2 +1

V2 V2
= 0,20. -«

7t/4  

5'  / ;
dx

4 — 3 cos2 x + 5 sin2 x

► Подынтегральная функция является четной относитель
но sin х и cos х (рационально зависит от sin2 х и cos2 х), поэто
му применим подстановку t = tgx  (см. формулы (8.14)):

7г/ 4

/
dx

4 — 3 cos2 х + 5 sin х
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t — tgx, dx dt 1 . 2 ■ * 
s in  X =1 + t 2' l  + t2’ ““ “ 1 + t2 ' 

t = 0 при x = 0, t = 1 при x = 7t/4

dt
j  „  t)\ i 3 512
0 ( i  + t ) ( 4 1 + t2 +

f  dt 
~ J  9t2 + l ~

1

1 /2  

5 / ;

arctg 3i

2a; — 11

-(arctg3 -  arctg0) = 0,42. 4

\/3 — 2a; — x2
dx.

► Разобьем данный интеграл на два интеграла таким об
разом, чтобы получить в числителе первого производную от 
квадратного трехчлена, стоящего под знаком радикала в зна
менателе, и проведем необходимые преобразования. В резуль
тате имеем:

1/2

/
2а: -  11 
— 2х — х2

dx
1/2

-2а: -  2 
л/ 3 — 2а; — х2

dx—

-13

1/2

/
dx

— (х + l ) 2
-2 \/ 3 — 2а: — а;2

1/2

-13 arcsin

10/3

X + 1 1/2 13

/
2/3

2

a; dx

= 0 , 8 2 -  1 1 , 0 4 + — т г « -3 ,4 2 .  ^ 6

(Заг — 1)л/3а: — 1 *

► Данный интеграл приводит к интегралу от рациональ
ной функции с помощью подстановки \/За; — 1 = t. Имеем:

10/3

/
2/3

xdx
(За: -  1)ч/3х -  1 
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1 2 
s/3x -  1 = t, За: -  1 = t2, x = - ( t 2 + 1), dx = ^tdt,

t = 1 при x = 2/3, f = 3 при x -  10/3

-s3 з (*2 + 1 ) - ^ _ 2  ? t 3 +t  2 /  1
tH ~ 9 I t* 9 I t

■ 0,59.
l i
8. Вычислить несобственные интегралы или доказать их

расходимость:
ОО

dx
х2 + 4х + 9 ’ , /

-1

Зх2 + 2 
■Ух2

dx.

ОО 

а) /
dx

с2 + 4х + 9
Г dx Г

J х2 + 4х + 9 J  х2 + 4х + 9 
о

dx

о
:im / -г- ■+-00,/ (хИт

а —>

dx + lim+ 2)2 + 5 /9->оо J  (х + 2)2 + 5 
о

р

J
dx

1 * a: + 2 lim —р  arctg —
а - f - o o  V 5  V 5

г 1 * X+ 2 + lim —= arctg—-=-
a /з-»оо y/5 v 5 0

I 1 2 1 a  + 2\ ,
« i™ » 1 ^ 7 !arctg 7 1 _ 7 s 6 ~\/Г

« 1 /3 + 2 1 2+ lim I —F arctg-—p ------- t= arctg —j=
V ^ V v ^  6 V5 v/5 y/b,

1 2 1 / 7 Г \ 1 т г 1 2  7Г

7 s a r c t s v 2 ) + 7 ! 2 8 7 ! , "  v 's5

_  /■ 3x2 + 2 , } 3x2 +2 j  , /• 3x2 + 2
б) У - H T ix=\ ~ n r dx+l — *•= = -1 -1 0 'X*

4
^lim J (Зх4/3 + 2x~2/3)dx + QUm+ J (Зх4/3 + 2x~2/3)dx

-1 а
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= lim ( |x7/3 + бх1/3  ̂ + lim ( ^x7/3 + бх1/3  ̂0-40- \7 )  _1 «->o+ ^7 J

= Д ^ ( ^ ,/3+^ ,/3 + ?  + 6)  +

( ^ б - ^ - б а 1̂  =14 = . ^+ limа->0+

ИДЗ-9 .2

1. Вычислить (с точностью до двух знаков после запятой) 
площадь фигуры, ограниченной указанными линиями.

1.1. р  = Зу'сов^. (Ответ:  9,00.)
1.2. у  = х2, у  = 3 -  2х. (Ответ:  10,67.)
1.3. у  = у/х, у  — х3. (Ответ:  0,42.)
1.4. х = 7 cos31, у  — 7 sin31 (Ответ :  57,70.)
1.5. р = 4cos3y>. (Ответ:  12,56.)
1.6. р — 3cos2(£>. (Ответ:  14,13.)
1.7. р — 2(1 -  cosyj). (Ответ:  18,84.)
1.8. р2 = 2 sin2<,с. (Ответ :  2,00.)
1.9. х = 4(t — sin£), у  = 4(1 -  cos t). (Ответ:  150,72.)
1.10. p  = 2(1 + cosy;). (Ответ:  18,84.)
1.11. p  = 2sin3y>. (Ответ:  3,14.)
1.12. p = 2 + cos (p. (Ответ:  14,13.)
1.13. у  = 1/(1 + x2), y  = x2/2. (Ответ :  1,23.)
1.14. у 2 = х + 1, у 2 = 9 — х. (Ответ :  29,87.)
1.15. у 2 = х3, х = 0, у  — 4. (Ответ:  6,05.)
1.16. р — 4 sin2 <р. ( Ответ:  18,84.)
1.17. х = 3cost, у  = 2sint. (Ответ :  18,84.)
1.18. у 2 = 9х, у  = Зх. (Ответ:  0,50.)
1.19. х = 3(cost + tsint), у  = 3(sin£ -  t c o s t ) ,  у  — 0 

(0 ^ t < 7г). (О твет: 29,25.)
1.20. у 2 = 4х, х2 = 4у. (Ответ:  5,33.)
1.21. у 2 = х3, х = 2. (Ответ :  4,51.)
1.22. у  = х2, у  = 2 — х2. (Ответ:  2,67.)
1.23. у2 = (4 -  х)3, х = 0. (Ответ:  25,60.)
1.24. p = 3sin4v?. (Ответ:  14,13.)
1.25. у  = х3, у = 1, х = 0. (Ответ:  0,75.)
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1.26. ху — 6, х + у  — 7 = 0. (О твет: 6,76.)
1.27. у  = 2х, у  — 2 х - х 2, х = 0, х = 2. (Ответ :  3,02.)
1.28. х2 — 4у, у  = 8/(х2 + 4). (Ответ:  4,95.)
1.29. у  = х + 1, у  = cosх, у  — 0. (Ответ :  1,50.)
1.30. х — 2 cos3t, у  = 2sin3t. (Ответ :  4,71.)
2. Вычислить (с т о ч н о ст ь ю  д о  двух знаков после запятой) 

длину дуги данной линии.
2.1. х = 2cos3t, у  = 2sin3£. (Ответ:  12,00.)
2.2. х = 2(cos£ + t s i n t ) ,  у  — 2(sin£ -  t c o s t )  (0 < t ^ n). 

(Ответ :  9,86.)
2.3. p = sin3(y?/3) (0 ^ (p ^ 7г/2). (Ответ:  0,14.)
2.4. p  = 2sin3(y>/3) (0 ^ ip ^ 7г/2). (Ответ:  0,27.)
2.5. Vx* + %/y* = (Ответ:  18,00.)
2.6. x2' 3 + у 2' 3 = 42/3. (Ответ :  24,00.)
2.7. у 2 = (х + I)3, отсеченной прямой х = 4. (Ответ:  

24,81.)
2.8. у  — 1 — lncosx (0 ^ х ^ 7г/6). (Ответ:  0,55.)
2.9. р = 6cos3(y>/3) (0 ^ ^ 7г/2). (Ответ:  8,60.)
2.10. х = 4cos3 i, у  = 4sin3t. (Ответ:  24,00.)
2.11. у 2 — (х -  I)3 от точки Л(1,0) до точки В ( 6, л/125). 

(Ответ :  12,41.)
2.12. у 2 = х5, отсеченной прямой х = 5. (Ответ:  24,81.)
2.13. р  = 3c o s (Ответ :  9,42.)
2.14. р  = 3(1 — cosy?). (Ответ :  24,00.)
2.15. р  = 2cos3(y>/3). (Ответ:  9,42.)
2.16. х = 5cos2f, j/ = 5sin2t (0 ^ f ^ 7r/2). (Ответ:

7,05.)
2.17. 9j/2 = 4(3 — x)3 между точками пересечения с осью 

Оу. (Ответ:  9,33.)
2.18. р  = 3 sin уз. (Ответ:  9,42.)
2.19. y = lnsinx (7г/3 < х ^ 7г/2). (Ответ:  0,55.)
2.20. х = 9(i — sin<), у  = 9(1—cost) (0 ^ t ^ 2п). (Ответ:  

72,00.)
2.21. р = 2(1 -  cosy?). (Ответ:  16,00.)
2.22. у 2 = (х -  I)3 от точки А(2 ,-1 ) до точки В ( 5 ,-8 ). 

(Ответ :  7,63.)
2.23. х = 7(t -  sini), у  = 7(1 -  cost) (2гг ^ t ^ 47т). 

(Ответ:  56,00.)
2.24. у  = е х/2 + е-1,/2 (0 < х ^ 2). (Ответ:  2,35.)
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2.25. х = 4 cos31, у. = 4 sin3 t. ( Ответ:  24,00.)
2.26. x = V3t2, у  = t - 13 (петля). (Ответ:  4,00.)
2.27. p = 5sin<y9. (Ответ:  15,70.)
2.28. p = 4 cosy;. (Ответ :  12,56.)
2.29. p  — 5(1 + cosy>). (Ответ:  40,00.)
2.30. у 2 = а:3 от точки Л(0,0) до точки В (4 ,8). (Ответ :

9,07.)

3. Вычислить (с точностью до двух знаков после запятой) 
объем тела, полученного вращением фигуры Ф вокруг ука
занной оси координат.

3.1. Ф: у 2 = 4 - х ,  х = 0, Оу. (Ответ:  107,17.)
3.2. Ф: y/x + Vy = V2, х — 0, у  = 0, Ох. (Ответ:  1,68.)
3.3. Ф: х2/9 + у 2/4 = 1, Оу. (Ответ :  150,72.)
3.4. Ф: у3 = х2, у  = 1, Ох. (Ответ :  3,59.)
3.5. Ф: х = 6(t -  sinf), у  = 6(1 — cost), Ох. (Ответ :  

1064,88.)
3.6. Ф: x = 3cos2i, у  — 4sin2t (0 < t ^ 7г/2), Оу.  

(Ответ:  37,68.)
3.7. Ф: у 2 = х, х2 = у, Ох. (Ответ :  0,94.)
3.8. Ф: у 2 = (х — I)3, х = 2, Ох. (Ответ:  0,78.)

3.9. Ф: х = у/\ -  у 2, у  = 2/ = 0, Ох. (Ответ:
1,24.)

3.10. Ф: у = sinx, у = 0 (0 ^ х < 7г), Ох. (Ответ:  
4,93.)

3.11. Ф: у2 = 4х, х2 = 4у, Ох. (Ответ :  60,29.)
3.12. Ф: x = 2cost, y = 5sin£, Оу. (Ответ:  83,73.)
3.13. Ф: у  — х2, 8х — у 2, Оу. (Ответ :  15,07.)
3.14. Ф: у  = е х, х = 0, у = 0, х = 1, Ох. (Ответ:

10,05.)
3.15. Ф: у2 = 4х/3, х — 3, От/. (Ответ :  90,43.)
3.16. Ф: у = 2х — х2, у  = 0, Ох. (Ответ :  3,35.)
3.17. Ф: р  = 2(1 + cosyj), полярная ось. (Ответ:  66,99.)
3.18. Ф: х = 7cos3*, y = 7sin3t, Оу. (Ответ:  328,23.)
3.19. Ф: х2/16 + у2/1 = 1, Ох. (Ответ :  16,75.)
3.20. Ф: х3 — (у — I)2, х = 0, у  — 0, Ох. (Ответ :  6,44.)
3.21. Ф: ху = 4, 2х + у — 6 = 0, Ох. (Ответ:  4,19.)
3.22. Ф: х = \/3c o s y  = 2sint, Оу. (Ответ:  25,12.)
3.23. Ф: у = 2 -  х2, у  — х2, Ох. (Ответ :  16,75.)
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3.24. Ф: у  = - х2 +8, у  = х2, Ох. (Ответ :  535,89.)
3.25. Ф: у 2 = (х + 4)3, х = 0, Ох. (Ответ:  200,96.)
3.26. Ф: у = х3, х = 0, у -  8, Оу. (Ответ:  60,29.)
3.27. Ф: х = cos31, у  = sin3 t, Ох. (Ответ:  0,96.)
3.28. Ф: 2у  = х2, 2х + 2 у - 3  = 0, Ох. (Ответ:  57,10.)
3.29. Ф: у = х - х 2, у  —0, Ох. (Ответ:  0,10.)
3.30. Ф: у  = 2 -  х2/2, х  + у  = 2, Оу. (Ответ:  4,17.)
4. Вычислить (с точностью до двух знаков после запятой) 

площадь поверхности, образованной вращением дуги кривой 
L вокруг указанной оси.

4.1. L: у  = х3/3 (-1/2 ^ х ^ 1/2), Ох. (Ответ:  4,25.)
4.2. L: р = 2 cos t p ,  полярная ось. (Ответ :  12,57.)
4.3. L: х = 10(t -  sint), у  = 10(1 -  cost) (0 ^ t ^ 2тг), 

Ох. (Ответ:  6698,67.)
4.4. L: у  = х2/2, отсеченная прямой у  — 3/2, Оу. (От

вет:  14,65.)
4.5. L: 3у  = х3 (0 < х ^ 2), Оу. (О твет: 24,09.)
4.6. L: у  = у/х, отсеченная прямой у  = х, Ох. (Ответ:  

5,34.)
4.7. L: х = 2(t -  sint), у = 2(1 -  cost) (0 ^ t ^ 2к), Ох. 

(Ответ:  267,95.)
4.8. L: х — c o s t ,  y = 3 + sint, Ох. (Ответ :  118,32.)
4.9. L: Зх — у 3 (0 ^ у  < 2), Оу. (Ответ:  24,09.)
4.10. L: у  = х3/3 (-1  ^ х ^ 1), Ох. (Ответ :  1,27.)
4.11. L: х = c o s t ,  y = l  + sint, Ох. (Ответ:  32,28.)
4.12. L: х2 = 4 + у, отсекаемая прямой у  = 2, Оу. (О т

вет: 64,89.)
4.13. L: а: = 3(t — sint), у = 3(1 —cost) (0 < t ^ 27г), Ох. 

(Ответ:  602,88.)
4.14. L: x = cos3t, y = sin3t, Ох. (Ответ :  7,54.)
4.15- L: р = y'cos2у), полярная ось. (Ответ:  14,82.)
4.16. L: у2 = 4 + х, отсекаемая прямой х = 2, Ох. (О т

вет : 64,89.)
4.17. L: у 2 = 2х, отсекаемая прямой 2х = 3, Ох. (Ответ:  

14,65.)
4.18. L: Зу = х3 (0 ^ х ^ 1), Ох. (Ответ:  0,63.)
4.19. L: р2 = 4cos2y>, полйрная ось. (Ответ:  14,80.)
4.20. L: р = 6siny>, полярная ось. (Ответ :  354,96.)
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4.21. L: x — t -  sin£, у  = 1 -  cost (0 ^ t < 2тг), Ox 
(Ответ :  66,99.)

4.22. L: p  — 2 sin ip, полярная ось. (Ответ:  39,44.)3
4.23. L: p — -  cos ip, полярная ось. (Ответ:  7,07.)
4.24. L: x — Bcos3t, y = 3sin3f, Ox. (Ответ:  67,82.)
4.25. L: x — 2cost, у  — 3 + 2sint, Ox. (Ответ:  236,64.)
4.26. L: p2 = 9 cos 2ip, полярная ось. (Ответ:  2-16,38.)
4.27. L: у  — x3 между прямыми х = ±2/3, Ох. (Ответ:

0,84.)
4.28. L : х = 2cos31, y = 2s in3t, Ох. (Ответ:  30,14.)
4.29. L: x — cost, у  = 2 + s in t ,  Ox. (Ответ:  78,88.)
4 .3 0 .L: p  — 4sin<p, полярная ось. (Ответ:  157,76.)

Решение типового варианта
1. Вычислить (с точностью до двух знаков после запятой) 

площадь фигуры, ограниченной линиями у  — lnx и у  = In2 х 
(рис. 9.23).

Рис. 9.23

► Найдем точки пересечения данных кривых: M j(l, 0), 
М2(е, 1). Теперь воспользуемся формулой (9.7). Имеем:

е

S = J  (In х — In2 x)dx,
i

/ In2 xdx =
1и = ln x, du = 2 l n x —dx, 
x

dv = dx, v — x
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ln xdx,

i xdx = и  = lnx, du  = — dx, x
dv  = dx, v  = x

Тогда

/ ln

= x ln x — J  dx = x\nx — x + C.

e e

S — J  In x dx -  J  In2 x dx = (x ln x -  x)

= x In2 x -  2 J

-  (x In2 x -  2x ln x + 2x) = elne — e + 1-

— (eln2 e — 2elne + 2e) + 2 = 3 — е й  0,28. 4

2. Вычислить (с точностью до двух знаков после запятой) 
длину дуги линии х — (t2 — 2) sin t + 2t cos t, у  = (2 — t2) cos t+ 
+2tsint (0 ^  t ^  7г).

► Воспользуемся формулой (9.11):

Находим подынтегральную функцию:

dx
dt

dj/
dt

= 21 sin t + (t2 -  2) cos t + 2 cos t -  2t sin t = t2 cos t, 

= - 2 1 cos t -  (2 -  t2) sin t + 2 sin t + 2t cos t = t2 sin t,

( S )  + ( l )
cos21 + 14 sin t = t

Окончательно имеем:
7Г

- I t2dt  = -
о
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3. Вычислить (с точностью до двух знаков после запятой) 
объем тела, полученного вращением вокруг оси абсцисс плос
кой фигуры, ограниченной параболами у  = 3 — х2 и у  = х2 + 1,

► Находим точки пересечения парабол: Mi (-1 ,2 ), 
М2(1,2).

Объем V данного тела получаем как разность объемов Vi — 
—Vi, где, согласно формуле (9.14),

1 1
V2 — 7г J (3 -  x2)2dx, Vi = 7г У  (х2 + l ) 2dx.

- 1  - 1

Таким образом,
1 1

V = V2 -  Vl = 7Г J (3 -  x2)2dx -  7Г J (х2 + 1 )2dx =
-1 -1

1 1 
= 7Г J ((3 -  х2)2 -  (х2 + 1 )2)dx = 7г у"(8 -  8x2)dx =

- 1

= 8тг -  у )  = 16тг (1  -  i  j  «  33,50. <

На рис. 9.24 изображены плоская фигура в плоскости Оху  
и тело (из него вырезана четвертая часть), полученное вра
щением данной плоской фигуры вокруг оси Ох.

У 
3

ft'/Osinf

Рис. 9.24
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4. Вычислить (с точностью до двух знаков после запя
той) площадь поверхности, полученной вращением окружно
сти р  = 10 sin у? вокруг полярной оси 01 (рис. 9.25).

► Воспользуемся формулами (9.15) (записанной в поляр
ной системе координат) и (9.12):

¥>2 ______
5 = 2тг J  y\Jр'р2 + р2 dip,

Vl

где у  — р sin <р. Далее находим: p'v  = 10 cos ip, у  = р sin уз = 
= 10 sin2 <р, tpi =0, ч>2 — я,

S — 2 n J  10 sin2 ip\J 100 cos2 <p + 100 sin2 ipd(p = 
о

7Г 7Г

/ о f  1 — cos 2<p , sin (pdip = 2007Г / ----- ------ dip =

о о

= Ю07Г i  sin2y>) J «  985,96. <

ИДЗ-9.3

1. Вычислить работу, которую необходимо затратить на 
выкачивание воды из резервуара Р. Удельный вес воды при
нять равным 9,81кН/м3, 7г = 3,14. (Результат округлить до 
целого числа.)

1.1. Р : правильная четырехугольная пирамида со сторо
ной основания 2м и высотой 5м. (Ответ:  254кДж.)

1.2. Р :  правильная четырехугольная пирамида, обращен
ная вершиной вниз. Сторона основания пирамиды равна 2 м, 
высота — 6м. (Ответ:  118кДж.)

1.3. Р : котел, имеющий форму сферического сегмента, 
высота которого 1,5м и радиус 1м. (Ответ:  22кДж.)

1.4. Р : полуцилиндр, радиус основания которого 1 м, дли
на 5м. (Ответ :  ЗЗкДж.)

1.5. Р : усеченный конус, у которого радиус верхнего осно

217



вания равен 1м, нижнего — 2м, высота — Зм. (Ответ:  
393 кДж.)

1.6. Р :  желоб, перпендикулярное сечение которого явля
ется параболой. Длина желоба 5 м, ширина 4 м, глубина 4 м. 
(Ответ:  837кДж.)

1.7. Р :  цилиндрическая цистерна, радиус основания ко
торой 1м, длина 5м. (Ответ:  154кДж.)

1.8. Р  : правильная треугольная пирамида с основанием 
2м и высотой 5м. (Ответ:  106кДж.)

1.9. Р :  правильная треугольная пирамида, обращенная 
вершиной вниз, сторона основания которой 4 м, высота 6 м. 
(Ответ:  204кДж.)

1.10. Р :  конус, обращенный вершиной вниз, радиус осно
вания которого Зм, высота 5м. (Ответ :  578кДж.)

1.11. Р -  усеченный конус, у которого радиус верхнего 
основания равен 3 м, нижнего — 1м, высота — 3 м. (Ответ:  
416 кДж.)

1.12. Р :  конус с радиусом основания 2м и высотой5 м. 
(Ответ:  770кДж.)

1.13. Р  : правильная четырехугольная усеченная пирами
да, у которой сторона верхнего основания 8 м, нижнего — 4 м, 
высота — 2м. (Ответ :  576кДж.)

1.14. Р :  параболоид вращения, радиус основания которо
го 2м, глубина 4м. (Ответ :  329кДж.)

1.15. Р :  половина эллипсоида вращения, "радиус основа
ния которого 1м, глубина 2м. (Ответ:  31кДж.)

1.16. Р : усеченная четырехугольная пирамида, у которой 
сторона верхнего основания равна 2 м, нижнего — 4 м, высо
та — 1м. (Ответ:  56кДж.)

1.17. Р :  правильная шестиугольная пирамида со сторо
ной основания 1 м и высотой 2м. (Ответ :  26кДж.)

1.18. Р :  правильная шестиугольная пирамида с верши
ной, обращенной вниз, сторона основания которой 2 м, высота 
6м. (Ответ:  306кДж.)

1.19. Р : цилиндр с радиусом основания 1 м и высотой 3 м. 
(Ответ:  139 кДж.)

1.20. Р  : правильная усеченная шестиугольная пирамида, 
у которой сторона верхнего основания равна 1 м, нижнего —
2 м, высота — 2 м. (Ответ :  144 кДж.)
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1 .21 . Р : желоб, в перпендикулярном сечении которого ле
жит полуокружность радиусом 1 м, длина желоба 10 м. (От
вет :  65кДж.)

1 .22 . Р :  правильная усеченная шестиугольная пирамида, 
у которой сторона верхнего основания равна 2 м, нижнего — 
1м, высота — 2м. (Ответ:  93кДж.)

1.23. Р :  полусфера радиусом 2м. (Ответ :  123кДж.)
Вычислить работу, затрачиваемую на преодоление силы

тяжести при построении сооружения Q из некоторого матери
ала, удельный вес которого 7 . (Результат округлить до целого 
числа.)

1.24. Q : правильная усеченная четырехугольная пирами
да, сторона верхнего основания которой равна 2 м, нижнего — 
4м, высота 2м; 7  = 24кН/м3. (Ответ:  352кДж.)

1.25. Q : правильная шестиугольная пирамида со сторо
ной основания 1м и высотой 2м; 7 = 24кН/м3. (Ответ:  
21 кДж.)

1.26. Q : правильная четырехугольная пирамида со сто
роной основания 2м и высотой 4м; 7  = 24кН/м3. (Ответ:  
128 кДж.)

1.27. Q:  правильная шестиугольная усеченная пирамида, 
сторона верхнего основания которой равна 1 м, нижнего — 2 м, 
высота — 2м; 7  = 24кН/м3. (Ответ :  229кДж.)

1.28. Q:  правильная треугольная пирамида со сто
роной основания Зм и высотой 6 м; 7 = 20кН/м3. (Ответ:  
234 кДж.)

1.29. Q : конус, радиус основания которого 2 м, высота 3 м;
7 = 20кН/м3. (Ответ :  188кДж.)

1.30. Q:  усеченный конус, радиус верхнего основания ко
торого равен 1 м, нижнего — 2 м, высота — 2 м; 7  = 21 кН/м3. 
(Ответ :  88кДж.)

2 . Вычислить силу давления воды на пластину, вертикаль
но погруженную в воду, считая, что удельный вес воды равен 
9 ,81кН/м3. (Результат округлить до целого числа.) Форма, 
размеры и расположение пластины указаны на рисунке.

2.1. Рис. 9.26. (Ответ :  98кН.)
2.2. Рис. 9.27. (Ответ :  85кН.)
2.3. Рис. 9.28. (Ответ :  248кН.)
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Полукруг 
Рис.  9.38

Рис.  9.42
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Рис.  9.39
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Прямоугольный треугольник 

Рис.  9.46
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Рис .  9.55
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3. Найти координаты центра масс однородной плоской 
кривой L.

3.1. L : полуокружность х2 + у 2 — R2, расположенная над 
осью Ох. (Ответ:  х с  — 0, y c  = 2R/n.)

3.2. L: первая арка циклоиды х = a(t  — sin t), у  — а(1 —

-  cost) (0 ^ t ^ 2п). ^Ответ : хс = тга, ус =
3.3. L: дуга астроиды х2/3 + у 2/3 = а2/3, расположенная 

в третьем квадранте. (Ответ:  х с  = УС  = —0,4а.)
3.4. L : дуга окружности радиусом R, стягивающая цент

ральный угол а . ( Ответ:  центр масс находится на биссек
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трисе центрального угла, стягивающего дугу, на расстоянии
„_sin(a/2) \2R ---------- от центра окружности. Ia  /

3.5. L: дуга цепной линии у = ach(a: — a) (—а ^ х ^ а).
/„ „ a 2 + sh 2 \
 ̂О твет: хс  = О, у с  -  ^ gh 1 ■)

3.6. L : дуга кардиоиды р  = a ( l + cos уз) (0 ^ ^ 7г). 
(Ответ:  х с  — Ус — 4/5а.)

3.7. L: дуга логарифмической спирали р = aev (7г/2 ^
, , /_ a 2e2,r + е7Г a е 2* -  2е7Г \<»><„).  [О т в ет :  хс  =

3.8. L: одна арка циклоиды х = 3(f —sint), у = 3(1—cost). 
(Ответ :  х с  = Зя-, у<? — 4.)

3.9. L: дуга астроиды а; = 2cos3(f/4), у = 2sin3(t/4), 
расположенная в первом квадранте. (Ответ:  х с  = Ус — 
= 4/5.)

3.10. L : дуга кривой х = е ь sin t, у  = е* cos t ( 0 ^ t ^ n / 2 ) .
( _  ге^-Ы е * - 2  \
[О тв ет :  хс  = i/o = ^

3.11. L: кардиоида р — 2(1 + cosy>). (Ответ :  х с  = 1,6, 
Ус = 0.)

3.12. L: кривая р  = 2siny> от точки (0,0) до точки 
(\/2, 7г/4). (Ответ:  хс — 2/ж, у с  = (7Г —2)/7г.)

3.13. L: дуга развертки окружности а; = a (cos £ + tsint), 
у  = a (s in f-f cost) (0 < t ^ 7r). (Ответ:  x c  — 2(tt2 +4) / (an ), 
у с  = 6a/n.)

3.14. L: кривая p  = 2\/3cosy>, заключенная между луча
ми y> = 0 и у> = 7г/4. (Ответ :  х с  = V^(n+2)/n, у с  — 2\/3/п.)

3.15. L: кривая а: = \/3t2, у = t - t 3 (0 ^ f ^ 1). (Ответ:  
хс  = 7л/3/15, ус  = 1/4.)

Найти координаты центра масс плоской однородной фигу
ры Ф, ограниченной данными линиями.

3.16. Ф — треугольник, стороны которого лежат на пря
мых х + у  = а, х = 0 и у = 0. (Ответ:  х с  = Ус — а/3.)

3.17. Ф ограничена эллипсом х2/а2 + у 2/Ь2 — 1 и осями 
координат (х ^ 0 ,у > 0). (Ответ :  х с  — 4а/(3я-), у с  — 
= 46/(3»).)
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3.18. Ф ограничена первой аркой циклоиды х = a( t  — sint), 
у  = а(1 — cost) и осью Ох. (Ответ:  х с  — к  а, у с  — 5а/6.)

3.19. Ф,ограничена кривыми у  = х2, у  — у/х. (Ответ:  
х с  — Ус ~ 9/20.)

3.20. Ф ограничена дугой синусоиды у  — sinx и отрезком 
оси Ох (0 ^ х ^ 7г). (Ответ:  х с  — */2, У с ~ п /8.)_____

3.21. Ф ограничена полуокружностью у  = y/R2 — х2 и 
осью Ох. (Ответ :  х с  = 0, Ус — 4Д/(Зтг).)

3.22. Ф ограничена дугой параболы у  = by/xja (а > 0,Ь >
> 0), осью Ох и прямой х = Ь. (Ответ:  х с  — 36/5, у с  —
= ЗуДр / (8у/а).)

3.23. Ф ограничена дугой параболы у  = b y f x f a  (а > О, Ь >
> 0), осью Оу  и прямой у  = Ъ. (Ответ:  х с  = За/10, у  с  =
= 36/4.)

3.24. Ф ограничена замкнутой линией у 2 = ах3 — х4. (От-  • 
в ет :  х с  — 5а/8, у с  = 0.)

3.25. Ф ограничена осями координат и дугой астроиды, 
расположенной в первом квадранте. (Ответ :  х с  — у  с  =
= 256а/(315тг).)

3.26. Ф — сектор круга радиусом R  с центральным углом,
равным 2а.  ̂О твет: центр масс лежит на оси симметрии

2 n sina „сектора на расстоянии - R ------ от центра круга. Ьсли Центр
3 а

круга находится в начале координат, а ось симметрии секто-
2 sin a  \

ра — на оси Оу, то х с  = 0, у с  = )

3.27. Ф ограничена кардиоидой р  = а(1 + cos(р). (Ответ:  
хс  = 5а/6, у с  = 0.)

3.28. Ф ограничена первой петлей лемнискаты Бернулли 
р 2 — a2 cos2ip. (Ответ:  х с  = V2na/8, у с  — 0.)

3.29. Ф ограничена осями координат и параболой у/х+ 
+у/у -  у/а. (Ответ:  х с  — Ус — а/5.)

3.30. Ф ограничена полукубической параболой а у 2 = х3 и 
прямой х = а (а > 0). (Ответ :  х с  = 5а/7, у с  = 0.)

Решение типового варианта

1. Определить работу А, которую необходимо затратить 
на выкачивание воды из резервуара, представляющего собой
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лежащий на боку круговой цилиндр длиной L и радиусом 
основания R, через находящееся вверху отверстие (рис. 9.56). 
Удельный вес воды 7 = 9 ,81кН/м3. Вычислить работу А в 
случае, когда L = 5 м, R  = 1 м. (Результат округлить до це
лого числа.)

► На высоте z выделим слой воды dz (см. рис. 9.56). Его 
объем

dV = 2\Ol B\Ldz = 2Ly/В? - { R -  z)2dz = 2Ly/z(2R -  z)dz.

Этот слой нужно поднять на высоту Н — 2R — z. Элементар
ная работа dA, затраченная на выкачивание слоя dz , опреде
ляется формулой

dA = H'y dV = 21L(2R -  z)<Jz(2R -  z)dz.

Работа А по выкачиванию всей воды равна сумме всех эле
ментарных работ:

2R 2R

А = J  dA = J  2'yL(2R -  z ) y/ z (2 R -  z)dz = 
о о

2R
= 2 7 L  J  z 1/2( 2 R  -  z ) 3/2dz. (1 )

0
Теперь вычислим интеграл (1), который представляет со

бой интеграл от дифференциального бинома при т  = 1/2,
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п  — 1, р  = 3/2. Так как (тп + 1)/п+р = 3 G Z, то для вычисле
ния интеграла (1) воспользуемся подстановкой а + Ьхп = и3хп 
(см. § 8.7). Имеем:

2R
A = 2^L J  z1' 2{2R -  z)3,2dz =

= 32 y L R
ОО

/
и du  

(v? + l ) 4 ’

2 R — z = u 2z, 
dz = —ARu(u2 + 1 )~2du, 

z = 2 R/{u2 + 1), 
если г = 0, то и — оо, 
если г = 2R, то и = 0

Подынтегральная функция в последнем несобственном ин
теграле является правильной рациональной дробью, которую, 
согласно формуле (8.10), можно разложить в сумму простей
ших дробей четвертого типа (см. § 8.6). Интегралы от этих 
дробей легко находятся с помощью рекуррентной формулы 
(8.4). Последовательно получаем:

ОО ОО

Г u4du Г / 1J (■и2 + I)4 = / V (^  +о о
+

1
+ I)2 (и2 + I)3 (и2 + I)4 du  =

7Г 3 7Г 5 3 7 Г _ 7 Г

= 4 _ 4 4 64 4 = 32'
Таким образом,

А = 327ЬД37г/32 = n'fLR3.

Если L = 5 м, R — 1 м, то

Л = 3,14-9,81 - 5-1 и  154кДж. -4

2. Вычислить силу давления воды на пластину, вертикаль
но погруженную в воду, считая, что удельный вес воды равен 
9 ,81кН/м3. Форма, размеры и расположение пластины ука
заны на рис. 9.57.

► Выбираем систему координат относительно пластины 
так, как показано на рис. 9.57. Тогда простейшее уравнение
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параболы имеет вид х 1 =  —2ру. Так как парабола проходит 
через точку >1(1/2, - 1 ) ,  то р =  1 /8  и х 2 =  - у / 4.

Выделим на глубине х  горизонтальную полоску шириной 
dx  и площадью ds =  (1 — \y\)dx. Давление воды на эту полоску

А Р  =  7 z ( l  — \y\)dx — 7 х (1 — 4 x 2)dx.

0

—  Н-0,5м 

~  ~  1 ~А
х —

X __
—  —  Л*- 4 р У ----------------

Р и с .  9.57

Тогда давление воды на всю пластину 

я

Р  =  7  j  x ( l  -  Ax2)dx -  7  ( у  -  х 4)  = 7 ( ^ - - Я 4 ) ‘ 

При Н  =  1 /2 м  и 7  =  9 ,81кН /м 3 получим:

p  =  9' 8 1 G “ 5 )  =  T r “ ° ’ 6lK H -

3. Найти координаты центра масс однородной фигуры, 
ограниченной кривыми у =  х 2 и у =  у/х.

► Координаты центра масс данной фигуры (рис. 9 .58) вы
числяются по формулам (9.17), где Д (х )  =  х 2, /г (х )  =  у/х.
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Так как точки пересечения кривых 0 ( 0 ,0 )  и В (  1 ,1 ), то а =  О, 
6 = 1 .  Тогда имеем:

J ( y 2 ~ Vi)dx =  J ( y / x - x 2)dx =  Q z 3/2 -  у )  

о о

l l

J  х(У2 ~ y\)dx =  J  x(\/x -  x2)dx = {^ x 5^  ~ ~ 
о о

l l

\ f ( y 2 + 2/i)(2/2 -  yi)dx = ^ J ( x -  x4)dx =

3 ’

£

2 0 ’

= 1 ( x ^ _ x ^ \  
~ 2 V 2 5 J

откуда хс =  ус =  9 /2 0 . -4

2 0 ’

9 .6. Д О П О Л Н И Т Е Л Ь Н Ы Е  ЗА Д А Ч И  К  Г Л . 9

1. Решить уравнения:
X X

\ f  dx _  7Г ps [  dx _  7Г
J  х \ / х 2 — 1 1 2 ’ J  \ Jex — \ 6

у/2 Ь 2

(Ответ: а) х  =  2; б) х  =  In4.)

2 . Доказать справедливость равенства

1  1/х
[  dt f  dt . .

J  T + f i  =  J  T + f i  ( I > 0 ) -
Ж 1

тг/4

3 . Пусть In =  J  tgn x d x  (n >  l ,n  — целое). Доказать,

о

что /„  +  In—2 =  1 / ( n  -  !)•
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4 . Вычислить площадь криволинейной трапеции или фи
гуры, ограниченной заданными линиями:

а) у -  х 2/у/ (х -  3 )(5  -  х ), х  е  (3; 5);
б) у =  (arcsin у /х ) /V I  -  х , х  €  [0; 1);

B ) p  =  t g y > ,  p = - L - ,  у? е  [ 0 ;  т г / 2 ) ;  
cos <р

г) у =  х е “ г2/2, X е  [0; оо);

Д) У =  у /х / {х  +  I ) 2, х  е  [1; оо);
е) ху 2 =  8 — 4х  и ее асимптотой;

ж) (х  +  1 )у2 — х 2 (х  <  0) и ее асимптотой.

(Ответ:  а) ЗЗж/2; б) 2; в) 7г /4; г) 1; д) 7г/ 4  +  1 /2 ; е) 4» ; 
ж) 8 /3 .)

5 . Вычислить объем тела, ограниченного поверхностью, 
полученной вращением указанных линий:

а) у =  е~ х2 и у =  0 вокруг оси Оу;
б) (4 — х)у 2 — х 3 =  0 вокруг ее асимптоты;
в) у =  1/(1  + х 2) вокруг ее асимптоты;
г) У — е ~х sinTrx и х  0 вокруг оси Ох.

(Ответ: а,) п;  б) 167Г2 ; в) ж2/2 ;  г) 7г3 / (4 (1  -+•
6 . В  цилиндрическом баке, наполненном водой и располо

женном вертикально, имеется малое отверстие в дне. Поло
вина воды из бака вытекла за t мин. За какое время вытечет 
вся вода? (Считать ц  =  1 и v =  n\/2gh, где v — скорость 
истечения жидкости из отверстия.) (Ответ:  (2 +  V 2)t  мин.)

7 . На резистор с постоянным сопротивлением R  подано 
переменное напряжение U — Uq sin ш£. Какое постоянное на
пряжение следует подать на резистор R, чтобы выделяющее
ся в нем за время Т  =  27х/и  количество теплоты было равно 
количеству теплоты, выделяющемуся за тот же период при 
подаче переменного напряжения? (Ответ: Uq/\/2.)

8 . Электрическая цепь имеет в начальный момент време
ни сопротивление R  Ом, которое в дальнейшем равномерно 
возрастает со скоростью v О м /с. В  цепь подано постоянное 
напряжение U В . Найти заряд, прошедший через цепь за t с.

\ v R  )
9 . Вычислить массу земной атмосферы, полагая, что ее
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плотность р меняется с увеличением высоты по закону р =  
=  рое~аН, где h — расстояние от поверхности Земли до рас
сматриваемой точки. (Земля считается шаром радиусом R.)  
(Ответ: (4тгp0(a2R 2 +  2aR  +  2 ) ) /а 3.)

10. Тело окружено средой с постоянной температурой Т  =  
=  20 °С . За 20 мин температура тела в результате охлаждения 
понизилась от 100 до 60 °С. За какое время с начала охлажде
ния тела его температура снизится до 3 0 °С ? (Ответ: 1ч .)

1 1 . Материальная точка массой т  расположена на рассто
янии I от однородного бесконечного стержня линейной плот
ностью р. С какой силой стержень притягивает точку? (От 
вет: n^pm/l,  7  — гравитационная постоянная.)

12. Пуля, пробив доску толщиной h, изменила свою ско
рость от Vi до V2- Считая силу сопротивления пропорциональ
ной квадрату скорости, найти время движения пули внутри

доски. [О т вет : h(vi -  v2) / ( v i v 2 ь ? ) . )



10. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
ФУНКЦИЙ НЕСКОЛЬКИХ П ЕРЕМ ЕН Н Ы Х

10.1 . П О Н Я Т И Е  Ф У Н К Ц И И  Н Е С К О Л Ь К И Х  
П Е Р Е М Е Н Н Ы Х . Ч А С Т Н Ы Е  П Р О И З В О Д Н Ы Е

Пусть каждой упорядоченной паре чисел (х, у) из некоторой области 
D(x, у) соответствует определенное число г £ Е  С R . Тогда z называет
ся функцией двух переменных х и у, х, у — независимыми переменны
ми  или аргументами, D — област ью определения или существования 
функции, а множество Е  всех значений функции — област ью ее значе
ний. Символически функция двух переменных записывается в виде ра
венства z =  /(х, у), в котором / обозначается знаком соответствия. Этот 
закон может быть задан аналитически (формулой), с помощью таблицы 
или графика. Так как всякое уравнение z =  f ( x ,y )  определяет, вообще 
говоря, в пространстве, в котором введена декартова система коорди
нат Oxyz, некоторую поверхность, то под графиком функции двух пере
м енных  будем понимать поверхность, образованную множеством точек 
M (x ,y ,z )  пространства, координаты которых удовлетворяют уравнению 
z =  f( x ,y )  (рис. 10.1).

Геометрически область определения функции D обычно представля
ет собой некоторую часть плоскости Оху, ограниченную линиями, кото
рые могут принадлежать или не принадлежать этой области. В первом 
случае область D  называется замкнут ой  и обозначается D, во втором — 
открытой.

Пример 1. Найти область определения D  и область значений Е  
функции z =  1п(у -  х 2 +  2х).

► Данная функция определена в тех точках плоскости Оху, в кото
рых у — х2 +  2х > 0, или у >  х2 -  2х. Точки плоскости, для которых 
у =  xs — 2х, образуют границу области D. Уравнение у =  х2 — 2х за
дает параболу (рис. 10.2; поскольку парабола не принадлежит области 
D, то она изображена штриховой линией). Далее, легко проверить непо
средственно, что точки, для которых у > ®2 — 2х, расположены выше 
параболы. Область D  является открытой (на рис. 10.2 она заштрихова
на) и ее можно задать с помощью системы неравенств:

D : { —оо < х < +оо, х2 — 2х < у <  +оо}.
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Так как выражение под знаком логарифма может принимать сколь 
угодно малые и сколь угодно большие положительные значения, то 
область значений функции

Е : { —оо < z < +оо}. 4

Определение функции двух переменных легко обобщить на случай 
трех и большего числа переменных. Величина у называется функцией 
переменных ц , х з , . . . ,  х„ , если каждой совокупности ( x j , 12 , • • • 1 х п ) пе
ременных х\, Х2, • •., Хп из некоторой области n-мерного пространства 
соответствует определенное значение у, что символически записывается 
в виде у =  / (x i,x 2, . . . ,x „ ) .  Так как совокупность значений независи
мых переменных x i , 13 , . . . ,  х„ определяет точку n-мерного пространства 
M (xi, Х2, . . . , хп ), то всякую функцию нескольких переменных обычно 
рассматривают как функцию точек М  пространства соответствующей 
размерности: у =  f(M ).

7 'fU ,y l

Р и с. 10.1 Р “ с- 102

Число А называется пределом функции z =  f ( x ,y )  в точке 
■Мо(хо,уо)| если для любого £ >  0 существует 8  >  0, такое, что при всех 
x i Vi удовлетворяющих условиям |х — хо| <  S и \у — уо| <  8, справедливо 
неравенство

|/(х,у) -  А\ < е.
Бели А — предел функции / (х ,у )  в точке Mq(xq, уо), то пишут:

А =  Нт / (х , у) =  lim / (х , у).
X —¥XQ A f —►JVfg
V-+V0

хг -h у2
Пример 2. В ы ч и с л и т ь  п р е д е л  А =  l i m  .  7 *

5 ^ 8  v ^  +  y 2 +  1 - 1
► Преобразовав выражение под знаком предела, получим:

Л _  ________ (х 2 +  у 2)(\/х2 +  у 2 +  1 +  1) _

( \/х2 +  у 2 +  1 -  l)(v/*J +  Уг +  1 +  1)



=  u ( х ^ у у ^  +  ^  +  ь м )  =  ^ T s T T  + 1 )  =  2. «
* - > 0  X 3 +  у 2 +  1  -  1  х —+0 vv-*o * у—>о

Функция z — f( x ,  у) называется непрерывной в точке М о(хо, уо), 
если справедливо равенство - ’

Д т о/(х,у) =  /(*о,Уо).
у-»уо

Например, функция г =  1/(2х2 +  у2) непрерывна в любой точке плос
кости, за исключением точки М (0,0), в которой функция терпит беско
нечный разрыв.

Функция, непрерывная во всех точках некоторой области D, назы
вается непрерывной в данной области.

Бели переменной х дать некоторое приращение Дх, а у оставить по
стоянной, то функция г =  /(х, у) получит приращение A xz, называемое 
частным приращением функции г по переменной х :

A xz =  / ( х +  А х,у) -  f(x ,y ) .

Аналогично если переменная у получает приращение Ду, а х остается 
постоянной, то частное приращение функции г по переменной у

Ду2 =  f(x ,  у +  Ду) -  f( x ,  у).

Если существуют пределы:

.. Д*2 _ dz  _ f _ -I . vlim ——  = —  =  z' =  1х(х,у),
Д*-ю Дх дх

то они называются частными производными функции z -  /(х ,у ) по 
переменным х и у соответственно.

Аналогично определяются частные производные функций любого 
числа независимых переменных.

Так как частная производная по любой переменной является про
изводной по этой переменной, найденной при условии, что остальные 
переменные — постоянны, то все правила и формулы дифференцирова
ния функций одной переменной применимы для нахождения частных 
производных функций любого числа переменных.

Пример 3. Найти частные производные функции z =  arctg —.
► Находим:

dz
д х  1 -(- (у /х )3 V х2 / х2 +  у2

dz _  1 1 _  х 
ду  1 +  (у/х)2 X I 2 +  у2 

Пример 4. Найти частные производные функции ш — 1п2(х2 +  у2+ 
+**)■
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► Находим:

dw
—  =  2 ln(x2 +  v2 +  z ) 2 Г  2 • 2x>dx X* + y 2 +  zi

^ = 2 1 n  (x2 + y 2 +  z2) 1 
Sy +  y2 +  z

^  =  21n(i2 + y 2 +  z2) \ 2 • 2г.9z x2 +  у* +  г''

Дифференциал функции г =  /(х,у), найденный при условии, что 
одна из независимых переменных изменяется, а вторая остается посто
янной, называется частным дифференциалом, т. е. по определению

dxz =  }'x {x,y)dx, dyz =  f'y(x, y)dy,

где dx =  Ax, dy — Ay — производные приращения независимых пе
ременных, называемые их дифференциалами. Это справедливо и для 
функции трех переменных ш =  /(х, у, z).

Пример 5. Найти частные дифференциалы функции ш =  (ху2)г .
► Имеем:

dxw = z3(xya)z3-1y2dx, d„w =  z3(xy2)*3~12xydy,

dzu — (xy2)*3 ln(xy2) • 3z2dz. <
Пример 6. Вычислить значения частных производных функции ш =

=  у/х2 +  у2 4- z2 — xyz в точке М(2, —2,1).
► Находим частные производные:

дш X дш у
- УZ9х ^/х2 +  у2 +  z2 ’ ду у /х2 +  у2 +  г2 

du z -  ху.
dz у/х2 4- у2 +  z2 

В  полученные выражения подставляем координаты данной точки:

дш 
дх

2 8 дш— — 4* 2 — —, —  
М 3 3 ’ ду

=  _ Н _ 2 =  _ 5
и  3 3 ’

dz
1 „ 13

= з +4 = Т *м  Л  6

А З - 1 0 .1

1 . Найти области определения следующих функций:

a) z =  у/у2 -  2х  4- 4; б) 2 =   ̂ ^  -  У>

в) z =  In х  +  In cos у; г) z =  у /х 2 4- у2 — 9.
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и
a) z =  (х3 +  у3 -  ху2)3\ б) z =  arcsin

2. Найти частные производные указанных функций:

х

в) z =  х^/у = у/^/х] г) z =  1п(х + а/х2 +  !/2);

д) z =  ln(xj/ + lnxj/); е) и =  arctg(xj//;z);

ж) и =  In у/(х2 +  у2)/ (х2 +  z2); з) и =  (ху)г .

3. Вычислить и'х +  и'у +  и'г в точке А/о(1,1,1), если и =  
=  1п(1 +  х + у2 + г3). (Ответ: 3/2.)

4. Вычислить значения частных производных функции
z =  х +  у +  \Jx2 + у2 в точке Мо(3,4). (Ответ: 2/5,1/5. )

5. Найти частные дифференциалы следующих функций:

a) z = In у/х2 +  у2-, б) z =  arctg
1 - х у

\ vz \ X2 +  у2 -  Z2в) 14 =  Хуг; г) U = -5------2----- 2 .
Z* — х 1 — у 1

Самостоятельная работа

1. Найти:
а) области определения и значений функции

z =  1п(4 -  х2 +  у2);

б) частные производные функции

z =  sin2(x cos2 у +  у sin2 х);

в) частные дифференциалы функции
, xyz и =  In-

х3 + у3 +  z3 '

2. Найти:
а) области определения и значений функции

z =  \/4 -  х2 +  у,

б) частные производные функции

и =  arcsin у/xy2z3-,
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в) частные дифференциалы функции

г =  у/(х2 +  у2)/ {х2 -  у2).

3 . Найти:
а) области определения и значений функции

Z =  у/ху+ V х -  у\

б) частные производные функции

и — tg2(x  — у2 +  z3);

в) частные дифференциалы функции

z =  { / ( х 2 -  у3)2.

10.2. П О Л Н Ы Й  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л .
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И Р О В А Н И Е  С Л О Ж Н Ы Х  И Н Е Я В Н Ы Х  

Ф У Н КЦ И Й

Полным приращением функции z =  } {х ,у )  называется разность 

Az =  f ( x  +  Ах, у +  Ау) -  }(х , у).

Главная часть полного приращения функции z =  /(ж, у), линейно 
зависящая от приращений независимых переменных А х  и Ау, называет
ся полным дифференциалом функции и обозначается dz. Если функция 
имеет непрерывные частные производные, то полный дифференциал су
ществует и равен

dz =  ^ dx +  -тг-dy, (Ю.1)
дх оу

где dx =  Ах, dy =  Ay — произвольные приращения независимых пере
менных, называемые их дифференциалами.

Для функции п переменных у =  f { x  1, 12 , ■ ■ ■,х п) полный дифферен
циал определяется выражением

d y =  p - d Xl +  ^ - d x 2 +  . . .  +  ^ - d x n . (10.2)
дх\ дХ2 ох  п

Пример 1. Найти полное приращение и полный дифференциал 
функции г  =  х2 — ху +  у2.

► По определению

Az =  (x +  А х)2 -  (х +  А х)(у  -I- Ау) +  (у +  А у)2 -  х 2 +  ху -  у2 =

=  х2 +  2хАх +  А х2 — ху — хАу  — у А х  — А хАу +  у2 +  2уАу +  А у2 —
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du =  41n(x2 +  у2 -  z2) ■ g ' 2----+ 1/rfy +  zdz). ■<

- x 2 +  xy — y2 =  2xAx — x Ay +  2yAy -  у Ax +  Дх2 — Ax Ay +  A y2 =
=  (2x — y)A x +  (2y — x)Ay  Ax2 — A xAy  +  Ду2.

Выражение (2x — у)Дх + (2у — х)Ду, линейное относительно Дх и Ду, 
есть дифференциал dz, а величина а  =  Дх2 — ДхДу + Ду2 — бесконечно 
малая более высокого порядка по сравнению с Др =  \/Ах2 +  Ду2. Таким 
образом, Az =  dz +  а .

Пример 2. Найти полный дифференциал функции и =  1п2(х2 +  у2 — 
- г 2)-

► Вначале находим частные производные:

g  =  21„(x2 + y2 - z 2) - ^ - L _ . 2 x ,

Т у = 2 ^ 2 + У2 - ^ ^ Т ^ Т 2 -2У'

^  =  21п(х2 + у2 -  z2) 1 ----- j  • (—2z).
02 Х̂  +  у̂  — 2

Согласно формуле (10.2), получаем:
1

' X2 + у2 — Z2 '

Полный дифференциал часто используется для приближенных вы
числений значений функции, так как Az т dz, т. е.

/(хо +  Дх,уо +  Ду) w /(х0,уо) +  dz(x0,y 0).

Пример 3. Вычислить приближенно (1,02)3,01.
► Рассмотрим функцию z =  ху. При хо =  1 и уо =  3 имеем zo = 

=  I3 =  1, Дх =  1,02 — 1 =  0,02, Ду =  3,01 — 3 =  0,01. Находим полный 
дифференциал функции z — xv в любой точке:

dz =  yxv~1Ax  +  xv 1пхДу.

Вычисляем его значение в точке М (1,3) при данных приращениях 
Дх =  0,02 и Ду = 0,01:

dz =  3 - I 2 0,02 +  I 3 • In 1 0,02 =  0,06.

Тогда 2 =  (1 ,02)3,01 яз г0 +  dz =  1 +  0,06 =  1,06. 4
Функция 2 =  /(u,v), где и = <р(х, у), v =  ф (х,у), называется сл о ж 

ной функцией переменных х и у. Для нахождения частных производных 
сложных функций используются следующие формулы:

dz _  dz du dz dv 
dx du dx ^  dv dx'
t h _ d z _ d u  ( h d v  (10-3)
dy du dy dv dy

В случае, когда u =  <p(x), v =  ф(х), вторая из формул (10.3) исчезает 
(т. е. превращается в тождественный нуль), а первая преобразуется к 
виду

dz _  dz du dz dv 
dx du dx ^  dv dx
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Если же и =  х, v =  у =  V>(x), то формула (10.4) имеет вид

d1 = d z + d zd y  (105)
dx дх  ду dx

I
В последней формуле —  называется полной производной функции 

dx
(  9z\I в отличие от частной производной —  I .

Пример 4. Найти частные производные функции z =  sin(uu), где 
и =  2х +  3у; v =  ху.

► Имеем:

—  = vcos(uv) ■ 2 +  ucos(uv)y  =  cos(2х2у +  Зху2) • (4ху +  Зу2), 
дх

—  = vcos(uv) • 3 +  ucos(uu)x =  cos(2x2y 4- Зху2) • (6ху +  2x2)* 4  
ду
Пример 5. Найти полную производную функции и =  х +  у1 +  г3, 

где у =  sinx; 2 =  cosx.
► Имеем:

dz ди  du dy du dz 2, • \—  = -------------- -  Н----------=  14- 2ycosx +  3 z ( — smx) =
dx дх  ду dx dz dx

= 1 +  2 sin x cos x — 3 cos2 x sin x. ■<
Если уравнение F (x , у) =  0 задает некоторую функцию у(х) в неяв

ном виде и Fy(x,y) ф 0, то

dy F'x (x, у)
dx П (х ,у )

(10.6)

Если уравнение F (x ,y ,z ) =  0 задает функцию двух переменных 
z(x,y) в неявном виде и F'z (x ,y ,z )  ф 0, то справедливы формулы:

dz - F j.(x ,y ,z ) dz _  Fy(x, у, z) Q
dx Fz (x ,y , z) ’ dy F'z{x ,y ,z )

Пример 6. Найти производную функции у, заданной неявно урав
нением х3 4- у3 — еху — 5 =  0.

► Согласно формуле (10.6), имеем:

dy _  Зх2 -  exvy 
dx 3 у2 — exVx

Пример 7. Найти частные производные функции z, заданной неяв
но уравнением xyz +  х3 — у3 — z3 +  5 =  0.

► Воспользуемся формулами (10.7). Получим:

dz  _  yz +  Зха dz _  xz — Зу2 
дх  ху — 3z2 ’ ду  ху  — 3z2
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А З - 1 0 .2

1. Найти полные дифференциалы следующих функций:

а ) z =  х 3 +  ху2 +  х 2у; б) z =  ех3~у3;

в) и =  sin2(xy2z3).
2 . Вычислить приближенно данные выражения, заменив 

приращения соответствующих функций их полными диффе
ренциалами:

а) ( 1 ,02)3(0 ,9 7 )3; б) у /( 4 ,05)2 +  ( 2 ,93)2.
(Ответ: а) 0 ,9 7 ; б) 4 ,998 .)

3 . Найти частные производные функции г =  у/и2 +  v2, 
если и =  х  sin у, v =  у cos х.

4 . Найти частные производные функции ш =  ln(u3 +  v3 — 
—t3), если и — ху, v =  х /у ,  t =  еху.

5. Найти производну^о функции z =  tg2(x 2 — у2), если у — 
= sm.y/x.\ ^  ̂>

6 . Найти производную функции у, заданной неявно урав
нением sinxy — х 2 — у2 =  5.

7. Найти частные производные функции г, заданной неяв
но уравнением xyz — sin2 xyz +  х 3 +  у3 +  z3 — 7.

8 . Вычислить значения частных производных функции z, 
заданной неявно уравнением х 3 +  у3 +  z3 — xyz =  2, в точке 
М о (1 ,1 ,1 ). (Ответ: - 1 , - 1 . )

Самостоятельная работа

1. Найти:

а) полный дифференциал функции и — z a rctg (x /j/);

б) производную функции у, заданной уравнением sin3a:j/24- 
+  cos3 у х2 =  1 .

2 . Найти:
а) полный дифференциал функции г =  ctg3(ху2- у 3+ х 2у)-,

б) производную функции г =  arctg л /х 2 +  у2, если у — 
— е~х3.

3 . Найти:
а) полный дифференциал функции z — ecos (х ~у >■
б) частные производные функции z, заданной уравнением 

x 2y2z2 +  7у4 -  8x z 3 +  z4 — 10.
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10.3. Ч А С Т Н Ы Е  П Р О И ЗВ О Д Н Ы Е  В Ы С Ш И Х  П О Р Я Д К О В . 
К А С А Т Е Л Ь Н А Я  П Л О С К О С Т Ь  И Н О Р М А Л Ь  

К  П О В Е Р Х Н О С Т И

Частными производными второго порядка называют частные про
изводные, взятые от частных производных первого порядка:

~  дх  ( в * )

= Ъу ( * ; )  = f yy{x’ y)’ 

d2z =

a  z 
дх 2

а 2*
ду 2

д х д у  ду \дх )  
d2z д

( ~ ) = Г\ву) ух(х,у).
ду дх дх

Аналогично определяются производные третьего и более высоких по- 
д п z

рядков. Запись — г--------г означает, что функция z к раз продифферен-
д х кдуп~к

цирована по переменной х и п — к раз по переменной у.
Частные производные f xy(x,y) и /"Х(х ,у) называются смешанными. 

Значения смешанных производных равны в тех точках, в которых эти 
производные непрерывны.

Пример 1. Найти частные производные второго порядка функции
2 2

z =  ех у .
► Вначале найдем частные производные первого порядка:

J W V . 2 ху2, ^ = e * V . 2 x V  
дх ' ду

Продифференцировав их еще раз, получим:

d 2 Z - 2 .  2 ,  4  2 2  2
—— = e x v  ■ 4х у +  е у -2у2, 
д х *

f t = e * V . 4 lV + exV . 2x2;
ду2
d 2 Z - 2 , 2  ,  ,  „ 2 2

у ■ 4х у +  е у ■ 4ху,
дх ду 
d 2z ех У ■ 4х3у3 +  ех у ■ 4ху.

ду дх
д 2г д 2г

Сравнивая последние два выражения, видим, что
дх ду ду  дх  

УПример 2. Доказать, что функция г =  arctg — удовлетворяет урав-

02г д 2г 
нению Лапласа - —г- +  —~z =  0.

дх г ду 1
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dz у dz

► Находим:

dx x2 +  у2 ’ dy x2 +  у2 ’ 

d2z _  2yx d2z 2ху

Тогда
0 Х 2 ( х 2 + у 2 ) 2 ’ $ у 2  ^д.2 _|_ у 2 ) 2

32z i 9 2z _  2ух 2ху _  п
Q. О 7  О ! 0 \ 0  / О ! Т \ О —  0 *  ^dx2 Зу2 (х2 +  у2)2 (х2 +  у2)2

Полный дифференциал второго порядка d2z функции z =  /(х, у) 
выражается формулой

А - £ * , +
Пример 3. Найти полный дифференциал второго порядка функции 

г =  х3 +  у3 +  х2у2.
► Находим частные производные второго порядка:

dz 2 n dz n п
—  = Зх +  2ху , —  = Зу + 2х у,

а 2 2 ,  ^22 •? d 2z
d ^ =6X  + 2 y ' W =6V +  2 X ’ д ^ =4ХУ-

Следовательно,

d?z =  (6x +  2y2)dx2 +  8xydxdy  +  (6y +  2x2)dy2. -4

Если поверхность задана уравнением z =  /(х,у), то уравнение каса
тельной плоскости в точке М о{хо,уо, zo) к данной поверхности:

Z 20 — /i(xo,yo)(x -  Х0) +  /у(хо,уо)(у -  уо), (10.8)

а канонические уравнения нормали, проведенной через точку поверхно
сти Мо(хо, уо, zo):

_  _ y j - y o _  _  z_ -zo  
/£(ао,Уо) fy (xo ,yo)  - 1

В случае, когда уравнение гладкой поверхности задано в неявном 
виде: F (x ,y ,z )  =  0, и F(xo,yo,zo) =  0, уравнение касательной плоскости 
в точке Мо(хо, уо, zo) имеет вид

K (x o ,y o ,z o )(x  -  хо) +  F '(x 0,y0, го)(у -  уо)+
+ F '(x o ,y o ,2o)(2  -  20) =  0, 

а уравнения нормали —

X — ХО У ~ УО 2 - 2 0

(10.10)

(хо, Уо, Z o ) Fy (хо, уо, 20) F'z (хо, уо, 20) *
(10.11)

Пример 4. Найти уравнение касательной плоскости и уравнения 
нормали к поверхности х3 +  у3 +  г 3 +  xyz -  6 =  0 в точке Af0( 1,2, -1 ) .
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► Вычисляем значения частных производных в точке Мо(1, 2, —1): 

F£(x0,yo,zo) =  (Зх2 +уг)\ Мо =  X,

F ' ( x o ,2/o , z o )  =  ( З у 2  + x z )|M o =  1 1 ,

K ( x 0,y o ,z0) =  (3z2 +  ух)|Мо = 5.

Подставляя их в уравнения (10.10) и (10.11), получаем соответственно 
уравнения касательной плоскости

(х -  1) +  11(у -  2) +  5(z +  1) =  0 
и канонические уравнения нормали

х — 1 _  У — 2 _  z +  1 
1 “  11 _  5 *

А З -Ю .З

1 . Найти частные производные второго порядка указан
ных функций и проверить, равны ли. их смешанные частные 
производные:

а ) z = \ \/{х2 +  у2)3;. б) z =  1п(х +  ^ х 2 +  у2);

х -у
в) z =  ex (siny +  co sx); г) z — arctg --------- .

1 — ху
2 . Доказать, что функция z — ez (x co sy  — у sin у) удовле-

d2z d2z 
творяет уравнению =  U.

3 . Доказать, что функция z =  е-  cos(x+3i') удовлетворяет
d 2z d 2z 

У м е н и ю  9 ^ 2  = ^ .

4 . Найти уравнение касательной плоскости и уравнения 
нормали к поверхности xyz2 +  2у2 +  3yz +  4 =  0 в точке 
М0(0, 2, - 2).

5 . Найти уравнение касательной плоскости и уравнения

нормали к поверхности z — ^ х 2 — - у 2 в точке М о (3 ,1 ,4 ).

( „  „ . х - 3  у -  1 г - 4 \
I Ответ: Зх -  у -  z =  4, —- — =  ■ -  . I

6 . Для эллипсоида х 2 +  2у2 +  г2 =  1 записать уравнение 
касательной плоскости, параллельной плоскости х  — у +  2г =  
=  0. (Ответ: х — у +  2z =  ± ^ 1 1 / 2 . )
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Самостоятельная работа

1 . 1 .  Найти частные производные второго порядка функ
ции Z =  1п(ж2 +  у2).

2. Записать уравнения касательной плоскости и нормали 
к поверхности х 2 +  2у2 +  3z2 =  6 в точке М о(1, —1 , 1).

2 . 1. Найти частные производные второго порядка функ
ции z =  еху2.

2. Записать уравнения касательной плоскости и нормали 
к поверхности z  =  1 +  х 2 +  у 2 в точке М о(1, 1, z q ) .

3 . 1. Найти частные производные второго порядка функ
ции 2 =  ( Х +  у ) / (х  -  у).

2. Записать уравнения касательной плоскости и нормали 
к поверхности x 2z — xyz +  у2 — х  — 3 =  0 в точке М о(—2,3 ,  z q ) .

10.4. Э К С Т Р Е М У М  Ф УН КЦ И И  Д В У Х  П Е Р Е М Е Н Н Ы Х

Точка М о(хо,уо) называется точкой локального максимума (мини
мума) функции z =  f ( x , y ) , если для всех точек М (х,у), отличных от 
М о(хо,уо) и принадлежащих достаточно малой ее окрестности, выпол
няется неравенство

f ( x o ,  Уо) ^  /(аг, у)  ( f ( x о, Уо) ^  f ( x ,  у))-

Максимум или минимум функции называется ее экстремумом. Точка, 
в которой достигается экстремум функции, называется точкой экстре
мума функции.

Т еор ем а  1 (н ео б х о д и м ы е  у сл о в и я  э к ст р ем у м а ) . Е с л и  т о ч 
к а  M q(x q , уо) я в л я ет с я  т оч к ой  э к ст р ем у м а  ф ункции  f ( x , y ) ,  т о  
f'x (хо,Уо) =  fy ( x o ,  Уо) =  0 и ли  х о т я  бы  о д н а  и з эт и х  п р о и зв о д н ы х  не  
су щ ест ву ет .

Точки, для которых эти условия выполнены, называются стацио
нарными или критическими. Точки экстремума всегда являются ста
ционарными, но стационарная точка может и не быть точкой экстрему
ма. Чтобы стационарная точка была точкой экстремума, должны выпол
няться достаточные условия экстремума.

Для того чтобы сформулировать достаточные условия экстремума 
функции двух переменных, введем следующие обозначения: А =  
=  f x x ( x o , y o ) ,  в =  / " У(х о ,у о ), С  =  fyy(x0,y0), А  =  АС — В 2.

Т еор ем а  2 (дост ат оч н ы е' у сл о в и я  э к ст р ем у м а ) . Пусть 
функция z =  f(x ,  у) имеет непрерывные частные производные до тре
т ьего порядка включительно в некоторой области, содерж ащ ей ст а
ционарную точку Мо(хо,Уо)- Тогда:

1) если Д > 0, то точка М о(хо,уо) является точкой экстремума 
для данной функции, причем Мо будет точкой максимума при А < О 
(С < 0) и точкой минимума при А > 0 (С  > 0);
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2) если A < 0, то в точке Мо(хо,уо) экстремума нет-,
3) если А =  О, то экстремум м ож ет  быть, а моэюет и не быть.
Отметим, что случай 3 требует дополнительных исследований.
Пример 1. Исследовать на экстремум функцию z =  х3 +  у3 — Зху.

_  dz dz► Так как в данном случае —  и —  всегда существуют, то для
дх  ду

нахождения стационарных (критических) точек получаем систему урав
нений (см. теорему 1):

=  Зх2 -  3у =  О,
дх

^  = Зу2 -  Зх =  0. 
д у

Решаем систему уравнений

х2 -  у =  0,1 
у2 -  х =  0, J

откуда x i = 0 ,  Х2 — 1, yi = 0 ,  уг =  1- Таким образом, получили две 
стационарные точки: Мг(0,0) и Мг(1,1).

Находим:

а 2 2 d2z d 2z
Л = ^ = 6*’ В = ^  = - 3’ С = ^ = 6^

Тогда А — АС  — В 2 =  Збху — 9.
В точке M i(0 ,0) величина А =  - 9  < 0, т. е. в этой точке экстремума 

нет. В точке М г(1,1) величина Д = 2 7 > 0 и Л  =  6 > 0 ;  следовательно, 
в этой точке данная функция достигает локального минимума: zmj„ =  
=  - 1 .- 4

Пример 2. Исследовать на экстремум функцию г =  х3 +  у2.
► Решение системы уравнений д г /д х  =  0, d z/d y  =  0 дает одну ста

ционарную точку Мо(0,0), для которой А(Мо) =  12x|Mq = 0. Получили 
критический случай 3 из теоремы 2, который требует дополнительно
го исследования, чтобы ответить на вопрос: экстремальная точка Мо 
или нет? Приступая к этому исследованию, заметим, что из определе
ния локального экстремума следует, что для любой функции 2 =  f(x ,y )  
в окрестности экстремальной точки Мо(хо,уо) ее полное приращение 
А2 =  /(хо +  Дх,уо +  Ду) -  /(хо,уо) не меняет знака. Бели iWq(xo,yo) не 
является экстремальной, то Аг меняет знак.

Для рассматриваемого примера в точке М о(0,0) легко находим, что 
А2 =  Дх3 +  Ду2. При перемещении в окрестности точки Мо(0,0) по 
оси Ох имеем Ду =  0, а Дх и, следовательно, Дх3 меняет знак, т. е. Дz 
меняет знак и Мо (0,0) не является точкой экстремума. -4

■ Пример 3. Исследовать на экстремум функцию z =  х4 +  у4.
► Как и в примере 2, легко находим, что данная функция имеет 

единственную стационарную точку Мо(0,0), а в ней Д(Мо) =  0 и Аг =  
=  Д х4 +  Ду4, т. е. А г знака не меняет. Следовательно, в точке Мо (0,0) 
имеем экстремум. Так как данная функция в точке Мо принимает наи
меньшее значение, то 2mjn =  г (0 ,0) =  Q. 4
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Экстремум функции 2 =  f( x ,y ) ,  найденный при условии <р(х, у) =  
=  0, называется условным. Уравнение <р(х, у) =  0 называется уравнением  
связи. Геометрически задача отыскания условного экстремума сводится 
к нахождению экстремальных точек кривой, по которой поверхность г
- /(х, у) пересекается с цилиндром <р(х, у) =  0 .

Если из уравнения связи <р(х, у) =  0 найти у =  у(х) и подставить в 
функцию г — /(х, у), то задача отыскания условного экстремума сводит
ся к нахождению экстремума функции одной переменной z =  f(x ,y (x )) .

Пример 4. Найти экстремум функции г =  х2 — у2 при условии, что 
у =  2х — 6.

► Подставив у =  2х — 6 в данную функцию, получим функцию одной 
переменной х:

г =  х2 — (2х — 6)2, 2 =  —Зх2 -I- 24х — 36.

Находим г' =  —6х +  24; г' =  0, откуда х =  4.
Так как г "  =  —6 < 0, то в точке Мi(4 ,2) данная функция достигает 

условного максимума: zmax =  12. -4
Дифференцируемая функция в ограниченной замкнутой области D 

достигает своего наибольшего (наименьшего) значения либо в стацио
нарной точке, лежащей внутри области D, либо на границе этой области. 
Для отыскания наибольшего и наименьшего значений функции в зам
кнутой области D необходимо найти все критические точки, лежащие 
внутри данной области и на ее границе, вычислить значения функции в 
этих точках, а также во всех остальных точках границы, а затем путем 
сравнения полученных чисел выбрать наибольшее и наименьшее из них.

Пример б. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 2 = 
=  х2 +  у2 — ху +  х +  у в области, ограниченной линиями х =  0, у =  0, 
х +  у =  -3 .

► Находим стационарную точку М\ из следующей системы:

dz
—  = 2х — у +  1 =  0 , 

dz
—  = 2у - х  +  1 =  0 , 
ду

откуда х =  —1, у =  —1. Получили точку М\(—1 ,— 1), в которой z\ = 
=  2 (-1 , -1 )  = -1 .

Исследуем данную функцию на границе области. На прямой ОВ  
(рис. 10.3), где х =  0, имеем 2 =  у2 +  у, и задача сводится к отыска
нию наибольшего и наименьшего значений функции одной переменной 
на отрезке [-3 ; 0]. Находим z'y =  2у +  1 =  0, у =  —1/2, z”y =  2. По
лучили точку условного локального минимума Мг(0 , —1/2), в которой 
22 =  2 (0 ,-1/2)=  -1 / 4 .

На концах отрезка О В  23 = z(0, —3) =  6 , 24 = 2(0 ,0) =  0.
Аналогично на прямой О А, где у =  0, имеем: z =  х2 + х, z'x - 2х+1 = 

=  0 , х =  —1/2 , zxx =  2 , т.е. М з(—1/2 , 0 ) — точка локального минимума, 
в которой Z5 =  z (- l/ 2 ,0 ) =  —1/4. В точке A ze =  2 ( - 3 , 0 ) — 6 .

На отрезке АВ  прямой х +  у =  —3 имеем, исключив у из 2 в соот
ветствии с уравнением у =  —х — 3: z =  Зх2 +  9х +  6 , z'x =  6х +  9 =  0,
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х =  —3/2, отсюда находим стационарную точку М^(—3/2, —3/2), в кото
рой zt =  z ( - 3/2, -3/2) =  -3/4. На концах отрезка АВ значения функ
ции уже найдены.

Сравнивая все полученные значения функции г, заключаем, что 
2наиб = 6 достигается в точках Д(—3,0) и В (0 ,- 3 ) ,  а 2„аим = —1 — в 
стационарной точке M i(—1, — 1). 4

Рис. 10.3

Пример в. Определить размеры прямоугольного параллелепипеда 
наибольшего объема, полная поверхность которого имеет данную пло
щадь 5.

► Объем прямоугольного параллелепипеда V =  xyz, где x ,y ,z  — 
измерения параллелепипеда, а площадь его поверхности 5  =  2(ху +  xz+ 
+yz), откуда

Sxy -  2х2у2 . . 
V = ——— :— г— = V(x,y).

2(х +  у ) ’ ' 2(х +  у) 

Найдем экстремум функции V =  V (x,y) :

av_
дх

у2 (S -  2х2 -  4ху) _  
2(х +  у)2

dV_ =  х2(5  -  2у2 -  4ху) =  
0у 2(х +  у)2

- м
- = о. J

S  — 2х2 — 4ху =  0,

5  -  2у2 -  4ху :

Так кгис х > 0, у > 0, то из последней системы следует, что х =  у =  -У5/6. 
Получили единственную стационарную точку Mo(\/S/6, л/^/б), которая
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является точкой максимума функции V — V(х, у) (т. е. задача имеет ре
шение!), поэтому проверять выполнение достаточных условий максиму
ма нет необходимости. Далее находим:

2 : S - S / 3  =  =
4 v W §  4 y /S /6

Таким образом, наибольший объем имеет куб с ребром, равным 
у /Щ . 4

А З - 1 0 .4

1. Исследовать данные функции на локальный экстремум:
а) z =  х 3 +  3ху 2 — 15х — 12у;
б) z =  х 2 +  ху +  у2 -  2х -  у,
в) z =  3ху — х 2 — у2 -  10х 4- 5у.

[Ответ:  a) zmin =  z ( 2 ,l )  - - 2 8 ,  zmax =  z ( - 2 , - 1 )  =  28;
6) zmin =  z ( l , 0) =  - 1; в) точек экстремума нет.)

2 . Найти экстремумы функции z — х  +  2у при условии 
х 2 +  у2 — 5. (Ответ: гты =  - 5  при х  =  - 1, у =  - 2 ;  zmax =  5 
при х  — 1, у =  2.)

3 . Найти наименьшее и наибольшее значения функции z =  
=  х 2 — 2у2 +  4ху  — 6х  +  5 в области, ограниченной прямыми 
х  =  0, у =  0, х  +  у =  3. (Ответ:  zHaHM =  ~ (3 ,0 ) =  - 9 ,  
^наиб =  z(0, 0) =  5.)

4 . Найти наибольшее и наименьшее значения функции z =
— х 2у ( А - х - у )  в области, ограниченной прямыми х  — 0, у =  0, 
х  +  у =  6. (Ответ: zHa„M =  z (4 ,2) =  - 6 4 ,  z„a„6 =  z ( 2 ,1) -- 4.)

5 . Определить размеры прямоугольного параллелепипеда 
данного объема V ,  имеющего поверхность наименьшей пло
щади. (Ответ: куб с ребром, равным f f l . )

Самостоятельная работа

1. Исследовать на экстремум функцию z — х 3+ у 2 - З х + 2 у .  
(Ответ:  zmj„ =  z ( l ,  - 1 )  - - 3 . )

2 . Исследовать на экстремум функцию z =  Ху/у — х 2 — у +  
+ 6х  -I- 3. (Ответ: zmax =  z (4 ,4) =  15.)

3. Исследовать на экстремум функцию z =  Зх2 — х 3 +  3j/2+  
+ 4 у. (Ответ: zmin — z ( 0 , - 2 / 3 )  =  - 4 / 3 . )
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10.5. И Н Д И В И Д У А Л Ь Н Ы Е  Д О М А Ш Н И Е  ЗА Д А Н И Я  
К  Г Л . 10

ИДЗ-10.1
1. Найти область определения указанных функций.

1.1. г =  Зху/(2х -  Ъу). 1.2. 2 =  arcsin(x -  у).

1.3. 2  =  у / у 2 -  X 2 .

1.5. z =  2/(6 — х2 — у2). 

1.7. z =  arccos(x + у). 

1.9. г = ^/9 -  х2 -  у2.

1 .11 . z — у / 2 х 2 -  у2. 

1.13. г  =  у / х у / ( х 2 +  у2). 

1.15. г =  1п(у2 -  х2). 

1.17. 2 — arccos(x +  2у).

1.19. 2 =  1п(9 У2)-

•1.21. 2 =  t/y /x2 + у2 -  5.

1 .4 . 2 =  1п(4 -  х2 -  у2).

1 .6 . 2 =  у/ х2 +  у2 -  5. 

1 .8. z =  3 x + y / (2 - x + y ) .

1 .10 . 2 =  1п(х2 +  у2 -  3).

1 .12 . 2 =  4ху/(х  -  3у +  1).

1 .1 4 . z =  arcsin (x/y ).

1 .1 6 . 2 =  х3у/(3 +  х -  у).

1 .1 8 . 2 =  arcsin(2x -  у). 

1 .20. 2 = у/3 — х2 -  у2.

1 .22. z =  Ax+y/ (2х-Ьу).

1 .2 3 . 2 =  ч/Зх-2г/ / (х2+у2+4). 1 .2 4 . 2 =  5/(4 -  х 2 -  у2).

1 .2 5 . z =  \n(2x-y).  1 .2 6 . z =  7x3y / ( x - 4 y ) .

1 .2 7 . 2 = у/1 -  х -  у. 1 .2 8 . 2 =  e V ^ +У2- 1.

1 .2 9 . 2 =  1 / (х2 +  у2 -  6). 1 .3 0 . 2 =  4ху/(х2 -  у2).

2. Найти частные производные и частные дифференциалы 
следующих функций.

2 . 1 . 2 =  \п(у2 -  е~х). 2 .2 . 2 -  arcsin у/ху.

2 .3 . 2 =  arctg (x2 +  у2). 2 .4 . 2 =  cos(x3 -  2ху).

2 .5 . 2 =  sm у/у/х3. 2 .6 . 2 =  tg (x 3 +  у2).

2 .7 . 2 =  ctg у/х\I3. 2 .8 . 2 =  е_х +у .

249



I

2 .9 . z =  ln(3x2 — j/4). 2 .1 0 . z =  arccos(y/x).

2 . 1 1 . г =  arcctg(xy2). 2 .1 2 . z =  cos y/x2 +  y2.

2 .1 3 . z =  sin y/x -  y3. 2 .1 4 . z  =  tg (x 3y4).

2 .1 5 . z =  ctg (3x  -  2y). 2 .1 6 . z =  e2x2~y*.

2 .1 7 . z =  ln (y/ х у  -  1). 2 .1 8 . 2 =  arcsin(2x3y).

2 .1 9 . z =  a rctg (x2/y 3). 2 .2 0 . z =  cos(x — y/xy3).

2 .2 1 . z =  s i n 2 . 22 . z =  t g ^ ^ - .
x - y  x

2 .2 3 . z — ctg . / --------. 2 .2 4 . г =  e - v ^ i V .
V x - y

2 .2 5 . г =  ln(3x2 — y2). 2 .2 6 . z =  arccos(x — y2).
з

2 .2 7 . z — arcctg — . 2 .2 8 . z =  cos X У
J/ X2 + у2

2 .2 9 . z =  sin . /  —- — . 2 .3 0 .  ̂ =  е“ (х3+«3).
V x + у

3 . Вычислить значения частных производных / '(М о ) ,  
f'y{M\о), / '(М о ) для данной ф икции f ( x , y , z )  в точке 
M 0(x 0,y 0,z 0) с точностью до двух знаков после запятой.

3 .1 .  f ( x , y , z )  — z / y / x 2 +  у2, М о (0 ,-1 ,1 ) .  (Ответ:

гх(о,-1,1) =  о, /„(о,-1,1) =  1, /'(о, -1,1) =  1.)
3 .2 . f ( x , y , z )  =  l n ( x + J “ )>  Af0(l>2,-1). (Ответ:  

/ i (  1 ,2 ,1 )  =  0 ,5 , / ' ( 1 ,2 , 1 )  =  0 ,2 5 , / ' ( 1 ,2 , 1 )  =  - 0 ,5 . )

3 .3 .  / ( х ,у ,  г) =  (sin x)9*, Мо(7т /6, 1 ,2 ) . ^Ответ:

/ х ( ? ) 1 ,2 ) = 0 ’ 87’ / i ( J .  1 .2 )  =  - 0 ,3 5 ,  / ' ( | ,  1 ,2 )  =  - 0 ,1 7 . )

3 .4 .  f ( x , y , z )  =  1п(х3 +  2у3 -  z3), М о (2 ,1 ,0 ) . (Ответ:  

f'x(2, 1, 0) =  1, 2, / ' ( 2, 1, 0) = 0 , 6 , / ' ( 2, 1, 0) =  0 .)

3 .5 . f ( x , y , z )  =  х / у / у 2 +  г 2, М 0( 1 ,0 ,1 ) .  (Ответ:  

/ '( 1 ,0 ,1 )  =  1, / '( 1 ,0 ,1 )  =  0 , / '( 1 ,0 ,1 )  =  - 1 . )
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3 .6 . / ( x ,y ,z )  =  lncos(x2y2 +  z), Mo^0, 0, — ^Ответ:

л  (о,o , J ) = o ,  / ; ( o , o , J ) = o ,  / ; ( o , o , j )  = - i )
3 .7 . f ( x , y , z )  =  2 7 ^/x +  y2 +  z3, M0(3 ,4 .2 ) .  {Ответ: 

/ ' ( 3 ,4 ,2 )  =  1, / ' ( 3 ,4 , 2 )  =  8, / ' ( 3 , 4, 2) =  12.)
3 .8 . f ( x , y , z )  =  arctg(xy2 +  z), M o (2 ,1 ,0 ). (Ответ:

/£ (2, 1, 0) =  0, 2, /у (2, 1, 0) = 0, 8, / ' ( 2, 1, 0) = 0, 2.)
3 .9 . f ( x , y , z )  =  arcsin(x2/y  — 2), Mo(2,5,0).  (Ответ:  

/ ' ( 2 , 5 , 0)  =  1,33, / ' (2 , 5 , 0)  =  -0 , 27,  / ' (2 ,5 ,0)  = - 1 , 6 7 . )
3.10. f ( x , y , z ) =  V z s in (y /x ) ,  Mo(2,0,4). (Ответ:  

£ (2 ,0 ,4 )  = 0 , /£(2,0,4) = 1, / '(2 ,0 ,4 ) = 0.)
3.11. f ( x , y , z ) =  y / V x 2 +  z2, M o(—1 ,1 ,0 ) .  (Ответ:  

/ ' ( - 1 , 1 , 0 )  =  1, / '( ^ 1 ,1 ,0 )  =  1, / ' ( - 1 , 1 , 0 )  == 0 .)

3.12. / ( x ,  y ,z )  =  arctg (x z /y 2), M o (2 ,1 ,1 ). (.Ответ: 

/ ' ( 2 , 1 , 1 )  =  0 ,2 , / ' ( 2 ,1 , 1 ) '=  - 0 , 8 ,  / ' ( 2 , 1, 1) = 0 ,4 . )

3.13. f ( x , y , z )  =  ln s in (x -2 y  +  z /4 ) , Mo(l, 1 / 2 ,тг). (От-- 

e e m :f 'x ( 1 , 1 / 2 ,тг) =  1, / ' ( 1 , 1 / 2 , тг) =  - 2 ,  / ' ( 1 ,1 /2 ,  тг) =  0 ,2 5 .)

3.14. / ( x ,y ,z )  =  -  +  - - - ,  М 0(1 ,1 ,2 ) .  (Ответ:
X у  Z

/ ' ( 1 , 1 , 2 )  =  - 1 , 5 ,  / ' ( 1 , 1 , 2)  =  - 1 ,  / ' ( 1 , 1 , 2 )  =  1,25.)

3.15. f ( x , y , z )  =  1 /\ /х 2 +  у2 — z2, М о (1 ,2 ,2). (Ответ:  

/ '( 1 ,2 ,2 )  =  - 1 ,  / '( 1 ,2 ,2 )  -  - 2 ,  / '( 1 ,2 ,2 )  =  2 .)

3 .1 6 . / ( х ,  у, z) =  ln(x +  y2) -  V x 2 -  z 2, iW o(5,2,3). ( О т 

в е т ; / ' ( 5 , 2 , 3 )  =  - 1 ,1 4 ,  /£ ( 5 ,2 ,3 )  =  0 ,4 4 , / ' ( 5 , 2 , 3 )  =  0 ,7 5 .)

3 .1 7 .  / ( х ,у ,  z) =  х у, М о (1 ,2 ,4). (О т вет :  / ' ( 1 ,2 , 4 )  =  4, 

/у (1 ,2 ,4 )  =  0, / ' ( 1 ,2 , 4 )  =  0 ,2 5 .)

3 .1 8 .  / ( х ,у ,  z) =  - z / y / x 2 -f у2, М о(л/2, л/2, V^)- (Ответ: 

/ ' (V 2, V 2, л/2) =  0,25, / '(ч /2 , \/2, V2) =  0,25, / ' (У 2, V 2, \/2) =  
=  - 0 ,5 . )

3 .1 9 .  f ( x , y , z )  =  ln(x3 +  -  z), М 0(2 , 1, 8). (Ответ:  

/ ' ( 2 , 1 , 8 )  =  12, / ' ( 2 ,1 , 8 )  =  0 ,3 3 , / ' ( 2 , 1 , 8 )  =  - ! - )
3.20. / ( x ,y ,z )  =  z / ( x 4 +  у2), М о (2 ,3 ,2 5 ). (Ответ:
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/ ' ( 2 ,3 ,2 5 )  =  - 1 ,2 8 ,  / ' ( 2 ,3 ,2 5 )  =  - 0 ,2 4 ,  / ' ( 2 ,3 ,2 5 )  =  0 ,0 4 .)

3 .2 1 .  f ( x , y , z )  =  8 { / x 3 +  у2 +  z, М о (3 ,2 ,1 ). (Ответ: 

/ ' ( 3 ,2 , 1 )  =  2 ,7 , / ' ( 3 ,2 ,1 )  =  0 ,4 , / ' ( 3 ,2 ,1 )  =  0 ,1 .)

3 .2 2 .  f ( x , y , z )  =  ln (^ x  +  tfy — z), М о (1 ,1 ,1 ). (Ответ: 

/ ' ( 1 ,1 , 1 )  =  0 ,2 , / ' ( 1 ,1 ,1 )  =  0 ,25 , / ' ( 1 ,1 ,1 )  =  - 1 . )

3 .2 3 .  f ( x , y , z )  =  - 2 x / y j y 2 +  z2, M o (3 ,0 ,1). (Ответ: 

/ ' ( 3 ,0 , 1 )  =  - 2 ,  / ' ( 3 ,0 , 1 )  =  0, / ' ( 3 ,0 , 1 )  =  6.)

3 .2 4 .  f ( x , y , z )  =  z e - ^ + y 1^ 2, M0( 0 ,0 ,1 ) .  (Ответ: 

/ '( 0 ,0 ,1 )  =  0 , / ' ( 0 , 0 , 1) =  0, / '( 0 ,0 ,1 )  =  1.)

3 .2 5 . f ( x , y , z ) =  Sin^ — M 0 ( ^ ,  ^ ,% /з ). [О т вет :

^ ( г ’ з ’ ^ ) = 0 ’ 5> / « ( г * 3 , v^ )  =  _ 0 ’ 5’ ^ ( 2 ’ 3 , v ^)  =  

=  - 0 ,1 7 . )

3 .2 6 .  f ( x , y , ‘z) — v ^ ln (v /i  +  yjy), M0( 4 ,1 ,4 ). (Ответ:  

/ ' ( 4 , 1 ,4 ) =  0 ,1 7 , /у ( 4 ,1 ,4 ) =  0 ,3 3 , / ' ( 4 , 1 ,4 ) =  0 ,2 7 .)

3 .2 7 .  f ( x , y , z )  =  x z / ( x  -  у), М о (3 ,1 ,1 ). (Ответ: 

/ ' ( 3 ,1 , 1 )  =  - 0 ,2 5 ,  / ' ( 3 ,1 ,1 )  =  0 ,7 5 , / ' ( 3 ,1 ,1 )  =  1 ,5 .)

3 .2 8 . f ( x , y , z )  =  %Jx2 + у2 -  2ху  cos г, М0 (з ,4 , ^ ) .  ^ О т 

в е т ; / '  (3 , 4, | )  =  0 , 6, f'y ( 3 ,4 ,  | )  =  0 , 8, / '  ( 3 ,4 ,  | )  =  2 ,4 .)

3 .2 9 . f ( x , y , z ) =  ze-X!/, М о( 0 ,1 , 1). (Отёет: / ' ( 0 ,1 , 1 )  =  

=  - 1 ,  / '(0 ,  1 ,1 )  =  0, / '( 0 ,1 ,1 )  =  1.)

3 .3 0 . / ( х ,у ,  z) =  arcsin(х^/у) -  yz2, М о (0 ,4 ,1). (Ответ:  

/ ' ( 0 ,4 , 1 )  =  2, /у (0 ,4 ,1 )  =  - 1 ,  / ' ( 0 ,4 , 1 )  =  - 8.)

4 . Найти полные дифференциалы указанных функций.

4 .1 .  г =  2х3у — 4ху 5. 4 .2 . г =  x 2y sin x  — 3у.

4 .3 .  г =  a rc tg х  +  ^/у. 4 .4 .  г =  arcsin(xy) -  3ху 2.

4 .5 .  г =  5ху4 +  2х 2у7. 4 .6 .  г =  cos(x2 — у2) +  х 3.

4 .7 . z =  1п(3х2 -  2у2). 4 .8 .  z =  5ху2 —■ Зх3у4.
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4 .9 .  z: =  arcsin(x -1- y). 4 .1 0 . г =  arctg (2x  — y).

4 .1 1 . z =  7x3y -  y/xy. 4 .1 2 . z =  \Jx2 +  y2 — 2 xy.

4 .1 3 . z =  ex+y- 4. 4 .1 4 . z =  cos(3x +  y) -  x 2.

4 .1 5 . z =  tg ((x  +  y ) / (x  -  y)). 4 .1 6 . z =  ctg (y /x ) .

4 .1 7 . 2 =  xy4 — 3 x 2y +  1. 4 .1 8 . z =  ln(x +  xy -  y2).

4 .1 9 . z =  2x 2y2 +  x 3 -  y3. 4 .2 0 . z =  л/Зх2 -  2у2 +  5.

4 .2 1 . z =  arcsin((x +  y )/x ) . 4 .2 2 . г =  arctg(x  -  у).

4 .2 3 . z — \/3x2 — y2 +  x. 4 .2 4 . z =  у2 — Зху  — X4.

4 .2 5 . z =  arccos(x +  y)- 4 .2 6 . z -- ln(y2 — x 2 +  3).

4 .2 7 . z — 2 — x 3 — y3 +  5x. 4 .2 8 . г =  7x — x 3y2 +  у4.

4 .2 9 . z =  ev~x . 4 .3 0 . z =  arctg(2x  -  y).

5 . Вычислить значение производной сложной функции и =  
=  и (х ,у ) ,  где х =  x(t),  у =  y(t), при t — to с точностью до 
двух знаков после запятой.

5 .1 . и =  ех~2у, х  =  sint, y — t3, to =  0. (Ответ:  1.)
5 .2 . u =  ln(eI + e - y ), x  =  t2, y =  t3, to =  - 1. (Ответ:  —2 ,5 .)
5 .3 . u  =  yx , x  =  ln(i -  1), у =  e4/ 2, to =  2. (Ответ: 1.)
5 .4 . u =  ey~2x+2, x  =  sint, y =  cost, t o = n / 2 .  (Ответ:  —1.)
5 .5 . и  =  x 2ey, x  =  co st, у =  sinf, to =  ж. (Ответ:  —1.)
5 .6 . и =  \n(ex + e y), x  =  t2, у — t3, to — 1. (Ответ:  2 ,5 .)
5 .7 . и  =  x y, x  =  е‘ , у =  Inf, to =  1- (Ответ:  1.)
5.8.u — ey~2x, x  =  sint, y =  t3, to =  0. (Ответ:  —2.)
5 .9 . u =  x 2e~y, x  — sint, y =  sin2 t, <о=тг/2. (Ответ:  0.)
5 .1 0 . u =  ln(e~x +  ey), x  =  t2, y =  t3, to — — 1. (Ответ:  2 ,5 .)
5 .1 1 . u =  ey~2x~ 1, x  =  cost, y =  sint,  £ q = 7 t / 2 .  (Ответ:  2.)
5 .1 2 . u =  arcsin(x/y),  x  =  sint, y — cost, to =  n. (Ответ:  1.)
5 .1 3 . и — arccos(2x /y ) ,  x  — sint, у — co st, to — к. 

(Ответ: —2.)
5 .1 4 . и — x 2/ (у  +  1), x  — 1 -  2t, у — arctg t, to — 0. 

(Ответ:  —5.)
5 .1 5 . и  — x /y ,  x  =  е‘ , у =  2 -  e2t, t0 =  0. (Ответ:  3.)
5 .1 6 .  u =  ln(e_ I + e _2v), x  =  t2, y — t3/3 ,  *о =  1. (Ответ:  —2.)
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5 .17 . и  =  y /x  +  у2 +  3, x — lnt, у — t2, to =  1 . (Ответ:
1,25.)

5 .18 . и  =  arcsin(x2/y), x  =  sinf, у =  cost, i0 =  7Г. ( О т 
вет: 0 .)

5 .19 . u  =  y2/ x ,  x =  1 -  2f, y =  1 +  arctg £0 = 0 .  (Ответ:  4.)
У X 7Г

5 .20 . u = -------- , x  =  sinf, у =  cost, to =  —. (Ответ:  - 4 . )
x  у 4

5 .21 . и — y /x 2 +  у +  3, x  =  ln£, y — t2, fo =  1. (Ответ:  0,5.)
X

5 .22 . u =  arcsin— , x =  sint, y — cost, to — n. (Ответ:  0,5.)

5 .23 . u — -----—, x =  sin2f, y — tg2 t, £o =  t -  (Ответ:  —8 .)
у x  4

5 .24 . и —y/x +  у +  3, x  =  lni, y =  t2, to =  l . (Ответ:  0,75.)
5 .25 . и —y /x ,  х =  е‘ , у — 1 -  e2t, to —0. (Ответ:  - 2 . )
5 .26 . u =  arcsin(2x/y), x =  sint, y =  cos<, t0 =  ir. (Ответ:  2 .)
5 .27 . и =  1п(е2ж +  e y), x  =  t2, y - t 4, t0 - 1. (Ответ: 4.)
5 .28 . u =  arctg(x+y), x =  i2+2, y =  4 - t 2, t0 =  1. (Ответ:  0.)

5 .29 . u =  -y/x2 +  y2 +  3, x =  lni, y =  f3, t0 =  l- (Ответ:  1,5.)
5 .30 . u =  arctg(xy), x  =  f+ 3 , y =  e‘ , t0 =  0. (Ответ: 0,4.)

б. Вычислить значение частных производных функции 
z(x, у), заданной неявно, в данной точке М0(х0,у0, z0) с точ
ностью до двух знаков после запятой.

6 . 1 . x 3+ y 3+ z 3 -3 x y z  =  4, М0(2 , 1 , 1). (Ответ: z'x (2 , 1 , 1) =  
=  3, < ( 2 , 1, 1) =  - 1.)

6 .2 . х 2 +  у2 +  z2 -  ху  =  2 , Мо( - 1 , 0 , 1). (Ответ: 
z'x( - 1,0 ,1 )  =  - 1 ,  < ( - 1 , 0 , 1 )  =  0,5.)

6 .3 .  3 x - 2 y  +  z =  xz+5, М0(2 , 1 , - 1 ) .  (Ответ: z'x (2 , 1 , - 1) =  
=  4, 4 ( 2 , 1 , - 1 )  =  - 2 . )

6 .4 .  ez +  х  -I- 2у +  z =  4, M0(l ,  1,0). (Ответ: z^(l, 1,0) =  
=  - 0 , 5 ,  < ( 1 ,1 ,0 )  =  - 1 . )

6 .5 . x 2 + y 2 +  z2 - z -  4 =  0, Af0(l ,  1 , - 1 ) .  (Ответ: 
4 ( 1 , 1 , - 1 )  = 0 ,6 7 ,  z'y(\, 1, - 1) = 0 ,6 7 . )

6 .6 . z3 +  3xyz +  3y =  7, M0(l ,  1 ,1). (Ответ: z'x( 1 , 1, 1) =  
=  - 0 , 5 ,  < ( 1 ,1 ,1 )  =  - 1 ,0 . )

6 .7 . cos2 x-I-cos2 у +  cos2 z =  3/2, M0(7t / 4 , 37r /4 , 7t / 4 ). (Om- 
eem : z'x(тг/4, Зтг/4, тг/4) = - 1 ,  г^(тг/4 , 37г/4 ,тг/4 ) =  1.)

6 .8 . e z~l =  cosx cosy +  1, Mo(0 , 7r /2 , 1). (Ответ: 
z ; ( 0 ,Tr/2 , l )  =  0 , < ( 0 ,тг/2 , 1) =  - 1.)
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6 .9 .  x 2+ y 2+ z 2—6х  =  О, M0( 1 ,2 ,1 ) .  (Ответа: 2 .̂(1 ,2 ,1 )  =  2, 
z'y( 1, 2 , 1) =  - 2.)

6 .1 0 .  ху =  22- 1 , М 0(0, 1, - 1 ) .  (Ответ: zx (0 ,1 , - 1 ) =  - 0 , 5 ,  
4 ( 0 , 1 ,  - 1 )  =  0 .)

6 .1 1 . х 2 -  2у2 +  З22 -  yz +  у =  2, М0( 1 ,1 ,1 ). (Ответ:  
2^ (1 ,1 ,1 ) =  - 0 , 4 ,  2^ (1 ,1 ,1 ) =  0,8.)

6 .12 . х 2+ у 2+ г 2+ 2х 2 =  5, М о (0 ,2,1). (Ответ:  2 .̂(0 ,2 ,1 )  =
=  - 1 ,  2 у (0 ,2 ,1 )  =  —2.)

6 .13 . х cosу + у cos2 + z c o s х  =  7г/2 , Мо(0, 7г /2 , 7г). (О т вет : 
2^(0, тг/2, 7Г ) = 0 , 2у (0, 7г/2 , 7г) =  1.)

6 .14 .  Зх2у2 +  2xyz2 — 2x3z +  4у32 =  4, М 0( 2 ,1 ,2 ). (Ответ: 
z'x (2 ,1 , 2) =  7, 2у(2, 1 ,2 ) =  —16.)

6.15 .  х 2 -  2у2 +  22 -  4х +  2г +  2 =  0, М 0( 1 ,1 ,1) . (Ответ:  
4 ( 1 , 1 , 1 )  =  0,5, 2у(1,1,1) =  1.)

6 .1 6 . x  +  y +  z +  2 =  xyz, М 0(2 , - 1 , - 1 ) .  (Ответ: 
2^(2, - 1 , - 1) =  0, 2^(2, - 1, - 1) =  - 1.)

6 .1 7 . х 2 +  у2 +  z2 -  2x 2 =  2, М 0( 0 ,1 , - 1 ) .  (Ответ: 
2 ' ( o , i , - i )  =  1 , 2 ; ( o , i , - i )  =  i . )

6 .1 8 . е2 — xyz  — х  +  1 =  0, М0( 2 ,1 ,0 ). (Ответ: z'x (2 ,1 ,0 )  =  
=  - 1, z'y(2, 1, 0) =  0.)

6 .1 9 .  х 3 +  2у3 +  23 -  Зху2 — 2у -  15 =  0, М0( 1, - 1 ,2 ) .  
(Ответ: z'x ( 1, - 1 , 2 )  =  - 0 , 6 ,  2^(1 , —1 ,2 ) =  0 ,1 3 .)

6 .2 0 . х 2 — 2ху — Зу2 +  6х — 2у +  22 — 82 +  20 =  0 , М0(0 , - 2 , 2 ). 
(Ответ: z'x (0 , - 2 , 2 )  = .2 ,5 ,  4 ( 0 ,  - 2 , 2 )  =  2,5.)

6 .21 .  х 2+ у 2+ 22 = у —2+ 3 , М0(1 ,2,0). (Ответ: 2 .̂(1, 2 , 0 ) =  ■ 
=  - 2 ,  2 ^ (1 ,2 ,0 )  =  - 3 . )

6 .22 . х 2 + у 2 +  22 + 2 х у - у 2 - 4 х - З у - 2  =  0, Мо(1,- 1 ,1 ) .  
(Ответ: zx ( 1, - 1 ,1 )  =  2, z'y( 1, - 1 , 1 )  =  2.)

6.23 . х 2 -  у2 -  22 +  62 +  2х -  4у +  12 =  0, М о(0,1, - 1 ) .
( Ответ: 4 ( 0 , 1 , - 1 )  =  - 0 ,2 5 ,  4 ( 0 , 1 , - 1 )  =  0 ,7 5 .)

6 .2 4 . s j х  + у 2+ 22—З2 =  3, М о (4 ,3 ,1 ) . (Ответ: z'x ( 4 ,3 ,1 )  =  
=  0 ,8 , 2^ (4 ,3 ,1 ) =  0 ,6 .)

6 .25 .  х 2 +  2у2 +  З22 =  59, М0(3 ,1 ,4 ) .  (Ответ: z'x (Z, 1 ,4 ) =  
=  - 0 ,2 5 ,  4 ( 3 ,1 , 4 )  =  - 0 ,1 7 . )

6 .26 .  X2 +  у2 +  22 -  2ху -  2X2 -  2уг =  17, М 0( - 2, - 1 ,2 ) .  
(Ответ: z'x ( - 2 , —1 ,2 ) =  0 ,6 , г£ (—2, —1,2 ) =  0 ,2 .)

6 .27 .  х 3 +  Зху2 — 23 =  27, М 0(3 ,1 ,3 ) .  (Ответ: z'x (Z, 1 ,3 ) =  
=  2, 2 ^ (3 ,1 ,3 ) =  1 ,5 .)
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6 .2 8 . Inz =  x + 2 y - z + l n 3 , M o (l ,l ,3 ) .  (Ответ: < ( 1 ,1 ,3 )  =
— 3/4, < ( 1 ,1 ,3 )  =  3/2.)

6 .2 9 . 2ж2 +  2у2 +  z2 - 8 xz  -  z +  б =  О, М0( 2 ,1, 1). (Ответ: 
< ( 2 , 1 , 1 ) =  О, < ( 2 ,1 ,1 )  =  0 ,27 .)

6 .3 0 . z2 =  ггу — -гг-I-а;2 — 4, М0( 2 , 1,1).  (Ответ: < ( 2 , 1 , 1 )  «  
« 1 , 6 7 ,  < ( 2 , 1,1)  « 0 , 67.)

Решение типового варианта

1. Найти область определения функции г =  1п(х2 - З у  +  6).
► Логарифмическая функция определена только при по

ложительном значении аргумента, поэтому х 2 — Зу +  6 >  0, 
или 3у <  х 2 +  6. Значит, границей области будет линия х 2-  
- 3 у +  6 =  0, или х 2 — 3у -  6, т. е. парабола. Область опреде
ления данной функции состоит из внешних точек параболы 
(рис. 10.4).

2. Найти частные производные и частные дифференциалы 
функции z — е~ V x*+5y2.

► Вначале найдем частные производные функции, исполь
зовав формулу дифференцирования сложной функции одной 
переменной:

| £  =  е -  У Л 5 ?  ( _ ! ( * *  +  t f y W  , =

-  2 Х  г - У х * + 5 у *  1

з  </(х2 +  5у2)2 ’
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з ~ i / (x 2 +  5г/2) 2
Теперь находим частные дифференциалы:

dxz =  |- d x  =  -Ц-е~  v/l2+5y2- T = 1 d x ,
^  3 ^ /(х 2 +  5у2) 2

V  =  ^  1 ^  .
оу 3 */(х 2 +  бу2)2

3. Вычислить значения частных производных /'(М о ) ,  
fy [M 0), /г (М 0) для данной функции f ( x , y , z )  =  V ^ y c o s z  в 
точке М о (1 ,1 ,7Г/3 )  с точностью до двух знаков после запятой.

► Находим частные производные данной функции, затем  
вычисляем их значения в точке М о (1 ,1 ,7г/3):

f'x ( x ,y ,z )  =  —^=zCosz, f x ( 1 ,1 ,тг /3) =  0 ,2 5 ,
2у/ху

fy(x ,  у, z) =  r Q =  cos /»(!>  тг/3) =  0 , 25,

f z( x ,y ,z )  =  - y ^ / s i n z ,  / ' ( 1, 1, 7г /3) =  - 0 ,8 6 .  4

4. Найти полный дифференциал функции z =  arctg у /х /у .
► Находим частные производные данной функции:

dz  _  1_______ 1___1 _  у УУ  1 _  у /у /х
дх  l + x / y 2 s / x j y y  х .+  у 2 у / х у  2 (х +  у )'

dz _  1 1 /  х \ ___ у у/у (  х \ _  у /х /у
ду 1 + х / у 2 у / х / у  \ У2 )  х + у 2 у / х \  у2 )  2 ( х + у ) '  

Согласно формуле (10.1), имеем:

. у / Ф  . V * 7 y  j  ^dz =  —г------- rd x  -  —у-------- r-аг/. <
2(х  +  у) 2 (х  +  у)

5. Вычислить значение производной сложной функции z —
X2 _ f3_L1=  arcco s— , где аг =  1 +  In t, у =  — 2е , при to — 1 с 
У

точностью до двух знаков после запятой.



► На основании формулы (10.4) имеем:

dz _  dz_dx dz dy _  1 2x 1
dt d x  dt dy dt jy i  у %

При to — 1 получаем, что x  =  1, у =  - 2 ,

dz 4

dt t~ j \/3

6. Вычислить значения частных производных функции 
z(x, у), заданной неявно уравнением 4 х 3 -  Зу3 +  2xyz -  4xz  =  
=  3 — z2, в точке Мо(0, 1, —1) с точностью до двух знаков по
сле запятой.

► В  данном случае F ( x ,  у, z) =  4 x 3 - 3 y 3+ 2 x y z -4 x z + z 2- 3 ,  
поэтому

F'x =  12х2 +  2yz -  4z, =  - 9 y 2 +  2xz, -  2xy -  4x  +  2z.

dz _  F'x _  12x2 +  2yz — 4z dz _  F £ - 9 y 2 +  2xz  
9 x  F'z 2xy — 4x +  2z ’ d y ~  2 x y - 4 x  +  2z '

Вычисляем значения ^  и ^  в точке M 0( 0 , 1 , - 1) :

1 . Найти уравнения касательной плоскости и нормали к
заданной поверхности 5  в точке М 0(х 0, уо, z0) :

1 . 1 . 5 :  х 2 +  у2 +  z2 +  6z — 4х  +  8 — 0, М 0(2, 1, - 1). 
1 . 2 . 5 :  х 2 +  z2 -  4у2 = - 2 х у ,  М 0( - 2 , 1 ,2 ).
1 . 3 . 5 :  х 2 +  у2 +  z2 -  ху  +  3z =  7, М 0( 1 ,2 ,1 ) .

Следовательно, по формулам ( 10.7 )

flz(0, 1 , - 1) _  
d x

И Д З-10.2
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1.4. S
1.5. S
1.6. S
1.7. S
1.8 . 5
1.9. S 
1.10 
1.11 
1.12.
1.13.
1.14.
1.15. 
1.16 
1.17 
1.18.
1.19. S
1.20. S
1.21. S
1.22. S
1.23. S
1.24. S
1.25. S
1.26. S
1.27. S
1.28. S
1.29. 5
1.30. 5

x 2 +  y2 +  z2 +  6y +  4x =  8, M o(—1 ,1 ,2 ) .
2x 2 -  у2 +  г2 — 4z +  у =  13, M „(2 ,1 , - 1 ) .  
x 2 +  y2 +  z2 -  6y +  4z +  4 =  0, M o (2 ,1, - 1 ) .  
x 2 +  z2 — byz +  3у =  46, M o (l ,2, —3). 
x 2 +  y2 -  xz -  yz =  0, Mo(0, 2 , 2). 
a;2 +  У2 +  2yz -  z2 +  у -  2z =  2, M0( l ,  1 ,1 ). 

y2 -  z2 +  x 2 -  2xz +  2x  =  z, M 0( l ,  1 ,1 ). 
г =  x 2 +  у2 -  2xy +  2x  -  y, M0( - l , - 1 , - 1). 
z =  y2 -  x 2 +  2xy -  3y, M0( l , - l , l ) .  
z =  x 2 - y 2 -  2xy -  x  -  2y, M o (- l ,  1, 1). 
x 2 -  2y2 +  z2 +  xz -  4y =  13, M0( 3 ,1 ,2 ).
4y2 -  z2 +  4xy -  xz  +  3z =  9, M 0( l ,  - 2 ,1 ) .  
z =  x 2 +  y2 '-r- 3xy -  x  +  y +  2, M o (2 ,1 ,0 ). 
2x 2 - 2y2 +  2z2 +  xy +  xz  =  3, M0( 1 ,2 ,1 ) .
x 2 -  y2 +  z2 -  4x +  2y =  14, M o (3 ,1 ,4 ). 
x 2 +  y2 -  z2 +  xz +  4y =  4, M o (l ,l ,2 ) .  
x 2 -  y2 -  z2 +  xz +  4x =  - 5 ,  M o ( - 2 ,1 ,0 ). 
x 2 +  y2 -  xz  +  yz -  3x  =  11, M0( l ,4 ,  —1). 
x 2 +  2y2 +  z2 -  4xz =  8, M o (0 ,2 ,0 ). 
x 2 — y2 — 2z2 — 2y =  0, M0( - l , - l , l ) .  
x 2 +  y2 -  3z2 +  xy = - 2 z ,  M o( l , 0, l ) .
2x 2 -  y2 +  z2 -  6x  +  2y +  6 =  0, M 0( l ,  - 1 , 1). 
a:2 +  У2 -  z2 +  6xy -  z =  8 ,  M o(l, 1 ,0 ). 
z =  2x2 — 3y2 +  4x -  2y +  10, M 0( - l ,  1 ,3 ). 
z =  x 2 +  y2 -  4xy +  3x -  15, M0( - l , 3 , 4 ) .  
z =  x 2 +  2y2 +  4xy -  by -  10, M 0( - 7 , 1 , 8). 
z =  2x2 -  3y2 +  xy  +  3x +  1, M o (l ,—1 ,2 ).

2 . Найти вторые частные производные указанных функ
ций. Убедиться в том, что z”y =  z"x .

2 . 1 . z =  е1 - »  .
2 .3 . z =  tg (х /у ) .
2.5'. z =  sin(x2 -  у).
2 .7 . z =  circsin(x -  y).
2 .9 . z =  arctg (x  -  3y).
2 .1 1 . z =  e2x2+y2.
2 .1 3 .  z =  tg v/xy .
2 .1 5 .  z =  sin л /х 3у.
2 .1 7 . z =  arccos(4x -  y).

2 .2 . z =  ctg (x  +  y).
2 .4 . z =  cos(xy2).
2 .6 . z =  arctg(x  +  y).
2 .8 . z =  arccos(2x  +  y).
2 .1 0 .  z =  ln(3x2 — 2y2).
2 .1 2 . z =  ctg (y /x ) .
2 .1 4 . z =  cos(x2y2 — 5).
2 .1 6 . z =  arcsin(x -  2y).
2 .1 8 .  z =  axctg(5x +  2y).
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2 .1 9 . z =  arctg (2x — у). 2 .2 0 . z =  ln(4x2 — by3).
2 .2 1 . z =  ev/a:+!/. , 2 .2 2 . z =  arcsin(4x +  y).
2 .2 3 . z — arccos(x — by). 2 .2 4 . z =  sin у x y .
2 .2 5 . z =  cos(3x2 -  y3). 2 .2 6 . z =  arctg (3x +  2y).
2 .2 7 . z =  ln(5x2 — 3у ). 2 .2 Щ г  =  arcctg(x — 4у).
2 .2 9 . z =  ln(3xy — 4). 2 .3 0 . z =  tg [xy2).

3. Проверить, удовлетворяет ли указанному уравнению 
данная функция и.

о д211 д2и  2 d2li у
3 .1 . +  2xy-z-w- +  У я~2 =  ° ’ и =  -• ох* охоу oyz X

3 .2 . х ^  +  у ^  -  З(х3 -  у3), и — 1 п - + х 3 - у 3.
д х  ду У -

„ „ д 2и д2и  „ , / 9/
а ^ 2 +  а ^2 =  ’ u =  ( (2/ +  } ) ’

9 2U 0U

3 '4 ' !' з д  =  <1 +  !' 1п 1)& '  “  =  1 *-



ди ди у2
3 .1 4 . х 2 ^ -  -  xy-Q^ +  У2 =  0, и -  —  +  arcsin(a'.у).

о д 2и  д2и 2 д 2и
З Л 5 , Х № ~  * ХУШ ~ У + У  W +  2xyU  =  °* U =

о  1 C  д 2 и  п ,  Х +  у
з д в ' =  ° '  g T ^ v

З Л 7 ' =  0.. “  =  Ы х ‘  +  У2 +  2х  +  !)•

д и ди  „ 2х  +  3 у
3 .1 8 . х —  +  у —  +  и =  0, u - ~ y - — 5-. 

д х  ду х 2 +  у2

З Л9 - ( ё )  + ( Ю  + ( ё )  = 1 * u = v * 2 + y 2 + * 2-

3 .2 0 . х ^  +  у ^  =  2и, и =  (х 2 +  у2) tg  
d x  dy у
(filL eft'll

3 ,2 1 ‘ 9 f a 2 +  dy2 = 0 ,  U =  e_(x+3!/) +  32/)-

2 d2u d 2u nd2u ,
3 .2 2 . x  j j j  +  2 * ^  +  =  0, и  =  xe ■

0 2U. C?2U у
3 ' 2 3 - a ?  +  s ? =  ’ “  =  arcts ^

3 .2 4 .  =  0, u =  a r c t g - .
аж ay  x

о n r  ^2U Л , / —4 \
3 -2 5 - э г а г д ; - % а ?  =  0 ' « = ч * + « -• )•

3 .2 6 . X ? — +  У ?— =  0, u =  arcsin 1
d x  dy ' x  +  у

l f l u  1 9 u  u v3.27. , u = *
ж 9a: у dy y2 ' {x 2 —y2) 5 '

q oq ди  . ди Х +  У x 2 +  y23 -2 8 - +  sr. = z r.i u ~d x  dy x  — у ’ x  — у
du du
d x  dy
d 2u d 2u

3 -3 0 - Й ?  ~ l ?  =  0 ' “  =  ln(x J -  » ’ )■
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4 .  Исследовать на экстремумы следующие функции.

4 .1 .  z =  у^/х -  2у2 -  х  +  14у. (Ответ:  zmax(4 ,4 )  '=  28.)
4 .2 .  z — х 3 +  8у3 -  6ху +  5. (Ответ: Zmi„(l; 0 ,5 )  =  4.)
4 .3 . z  =  1 +  15х — 2 х 2 — ху — 2у2. (Ответ: zmax(4 , - 1 )  = 3 1 .)
4 .4 .  z =  1 +  6х  — х 2 — ху — у2. (Ответ: zmax(4, —2) =  13.)
4 .5 .  z =  х 3 +  у2 - б х у -  39х +  18у +  20. (Ответ:  zmin(5 ,6 )  =  

=  - 86.)
4 .6 . z — 2 х 3 +  2у3 -  бху +  5. (Ответ: zmin( l ,  1) =  3.)
4 .7 . z =  Зх3 +  Зу3 — Эху +  10. (Ответ:  zmi„(l, 1) =  7.)
4 .8 . z =  х 2 + х у  +  у2 +  х - у  +  1. (Ответ: zmin( - l , l )  =  0.)
4 .9 . 2 =  4 (х  -  у) -  х 2 -  у2. (Ответ: zmax(2, - 2) =  8.)
4 .1 0 .  z =  6(х  — у) — Зх2 — Зу2. (Ответ: zmax( l ,  —1) =  6.)
4 .1 1 .  z =  х 2 +  ху +  у2 - 6 х - 9 у .  (Ответ:  zmin( l ,4 )  =  —21.)
4 .1 2 .  z =  (х  — 2)2 +  2у2 — 10 ..(Ответ: zmjn( 2 ,0) =  —10:)
4 .1 3 .  z =  (х -  5)2 +  у2 +  1. (Ответ: zmjn( 5 ,0) =  1.)
4 .1 4 .  z =  х 3 +  у3 -  Зху. (Ответ: zmin( l ,  1) =  — 1.)
4 .1 5 .  z =  2ху -  2х 2 -  4у2. (Ответ: zmax(0 ,0) =  0.)
4 .1 6 .  z — Ху/у — х 2 -  у +  6х  +  3. (Ответ: zmax(4 ,4 )  =  15.)
4 .1 7 .  z =  2ху  — 5х 2 -  Зу2 +  2. (Ответ:  zmax(0 ,0 )  =  2.)
4 .1 8 .  z — ху(  12 -  х  -  у). (Ответ: zmax(4 ,4 )  =  64.)
4 .1 9 .  z =  ху -  х 2 — у2 +  9. (Ответ:  zmax(0 ,0) =  9.)
4 .2 0 .  z =  2ху -  Зх2 — 2у2 +  10. (Ответ:  zmax( 0 ,0) =  10.)
4 .2 1 .  z =  х 3 +  8у3 -  бху +  1 . (Ответ: zmjn( l ;  0 ,5 )  =  0.)
4 .2 2 .  z =  у у/х -  у2 -  х  +  6у. (Ответ:  zmax( 4 ,4 )  =  12.)
4 .2 3 .  z =  x 2—ху + у 2+ 9 х —6у+20. (Ответ:  zmjn( —4 , 1) =  —1.)
4 .2 4 .  z =  х у (6 — х  — у). (Ответ: zmax( 2 ,2) =  8.)
4 .2 5 .  z =  х 2 + у 2 - х у  +  х  +  у. (Ответ: zmj „ ( - l ,  - 1) =  - 1.)
4 .2 6 .  z =  х 2 +  ху +  у2 -  2х -  у. (Ответ:  zm;n( l ,0 )  =  - 1 . )
4 .2 7 .  z =  (х  -  I )2 +  2у2. (Ответ: zmin( l ,0 )  =  0.)
4 .2 8 .  z =  ху -  Зх2 -  2у2. (Ответ: zmax( 0 ,0) =  0.)
4 .2 9 .  z =  х 2 +  3(у +  2)2. (Ответ: zmjn(0, - 2) =  0.)
4 .3 0 .  z =  2(х  +  у) -  х 2 -  у2. (Ответ: zmax( l ,  1) =  2.)

5 . Найти наибольшее и наименьшее значения функции z =  
=  z(x , у) в области D,  ограниченной данными линиями.

5 .1 . z =  Зх +  у — ху, D :  у =  х , у =  4, х  =  0. (Ответ:  
2наиб(2,2) =  4, zHaHM( 0 ,0 )j= z (4 ,4) =  0.)

5 .2 . z =  ху — х  — 2у, D  : х  =  3, у =  х , у =  0. ( Ответ: 
2наиб(0,0) =  z (3 ,3) =  0, zHaHM( 3 ,0) =  —3.)
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5 .3 . z — x 2 +  2xy  — 4x +  8y, D  : x  =  0, x  =  i ,  у =  0, 
У — 2. (Ответ:  2наи g ( l ,2) 17, 2наим( 1, 0) =  3.)

5 .4 . z  =  5 x 2 -  Зху  +  у2, D : x  =  0, x  =  1, у — 0, у =  1. 
(Ответ:  2„аиб(1, 0) — 5, 2наим(0, 0) =  0.)

5 .5 . z =  х 2 +  2ху -  у2 — 4х, D  : х  — у +  1 =  0, х  =  3, 
у — 0. ( Ответ: 2наиб(3 , 3) =  6, zHaHM( 2 ,0) =  —4.)

5 .6 . z =  х 2+ у 2 — 2х  — 2 у + 8 , D :  х  =  0, у =  0, х + у —1 =  0. 
(Ответ:  2наиб(0, 0) =  8, найм (0,5 ; 0,5 )  =  6 ,5 .)

5 .7 . z - 2 х 3 -  ху 2 +  у2, D  : х  =  0, х  =  1, у =  0, у =  6. 
(Ответ:  zHaHg (0 ,6) =  36, 2наим(0|0) 0.)

5 .8 . г =  Зх +  6у — х 2 — ху — у2, D :  х  =  0, х  =  1, у =  О, 
2/ =  1. (Ответ: 2наиб (1 ,1) =  6, 2наИм(0?0) =  0.)

5 .9 . z — х 2 — 2у2 +  4ху — 6® — 1, I? : х =  О, у — О, 
х  у 3 — 0. ( Ответ: 2наиб(0 , 0) =  1, 2наим(0 , 3) =  19.)

5 .1 0 . z — х 2 +  2ху — 10, D :  у =  0, у =  х 2 — 4. ^Ответ:

5 .1 1 . z =  ху  — 2х -  у, £>: х  =  0, х  =  3, у =  0, у =  4. 
(Ответ:  2наиб(3 , 4) =  2, 2наим(3 , 0) =  6.)

5 .1 2 .  z =  ^ х 2 -  ху, D  : у =  8, у =  2 х 2. (Ответ: 

гнаиб(—2 , 8) =  18, 2наим( 2 ,8) =  —14.)
• 5 .1 3 .  z — 3x 2+ 3 y 2- 2 x - 2 y + 2 ,  D :  х  =  0, у =  0, х + у - 1  =  

=  0. ^Ответ: 2наиб(0, 1) =  2( 1, 0) =  3, 2наим^—, —)  =  —

5 .1 4 . 2 =  2x2 +  3y2 +  l ,  D :  у =  ^ 9  — ^ х 2, у =  0. (Ответ:

гнаиб(0, 3) =  28, -̂ наим (0 , 0) =  1.)
5 .1 5 .  2 =  х 2 — 2ху — у2 +  4х  +  1, D : х  =  —3, у =  О, 

х  +  у +  1 =  0. (Ответ: 2наиб( - 3 12) =  6, 2„аим( - 2 , 0) =  - 3 . )
5 .1 6 .  2 =  3х 2+ 3 у 2—х —у + 1 , £>: х  =  5, у =  0, х —у —1 =  0. 

(Ответ:  2наиб(5 , 4) =  115, 2наим( 1, 0) =  3.)

5 .1 7 .  2 =  2х 2 +  2ху — i y 2 — 4х, D :  у =  2х , у =  2, х  =  0. 

(Ответ:  2наиб(0, 0) =  2(1 ,2 )  =  0, 2наим(0, 2) =  - 2 . )
5   

5 .1 8 . z — х 2 — 2ху  +  - у 2 — 2х, D : х  =  0, х  =  2, у =  О,

)  =  - р ,  z„a„M(l, - 3 )  =  - 1 5 . )

263



5 .1 9 . z — ху — Зх — 2у, D :  х  — 0,- х  =  4, у — 0, у — 4. 
(Ответ: гнаиб(0 ,0 )  -  0, г„аим(4 ,0 )  =  - 1 2 .)

5 .2 0 .  z =  х 2 +  ху — 2, £>: у — 4 х 2 — 4, у =  0. ^Ответ:

^наиб  ̂ — gj — 2 ,2 2 )  =  —0 ,0 7 , £Наим(0,5; —3) =  —3 ,2 5 .)

5 .2 1 . z =  х 2у(4 — х  — у), D :  х  =  0, г/ =  0, у =  6 -  х. 
(Ответ: ги&иб( 2 , 1) =  4, г„а„м (4,2) =  - 6 4 .)

5 .2 2 .  z =  х 3 +  у3 — Зху, D :  х  =  0, а; =  2, у =  — 1, у — 2. 
(Ответ: z„a„6(2, - 1 )  =  13, z„a„M(0, - 1 )  =  - 1 . )

5 .2 3 . z =  4 (х  — у) -  х 2 -  у2, D :  х  +  2у =  4, х  -  2у =  4,

( / 8  6 \ 36 \
Ответ: гнаи6( - ,  - )  =  у ,  z„a„„(0, 2) =  - 12.J

5 .2 4 . z =  х 2 +  2ху -  у2 -  4х , D :  х  =  3, у =  0, у - х  +  1. 
(Ответ: 2наиб(3,3) =  6, 2наим(2, 0) —4.)

5 .2 5 . г =  бху -  9х 2 — 9у2 +  4х +  4у, D : х  =  0, х  =  1,

у =  0, у =  2. ( Ответ: zHail6 ( i ,  i )  =  z„a„M(0, 2) =  - 2 8 . )

5 .2 6 . z =  х 2 +  2ху -  у2 -  2х +  2у, D : у =  х  +  2, у =  О, 
х  =  2. (Ответ:  г„аиб(2 ,3 )  =  9, г„а„м (1,0) =  - 1 . )

5 .2 7 .  z =  4 -  2х2 -  у2, D : у =  0, у =  л/1 — х 2. (Ответ: 
гнаиб(0, 0) =  4, 2„аим( —1 ,0 ) =  z(l^O) =  2.)

5 .2 8 . z =  5 х 2 -  Зху +  у2 +  4, £>: х  =  —1, х  =  1, у =  — 1, 
у =  1. (Ответ:  г„аи6( - 1, 1) =  z ( l ,  - 1 )  =  13, zHa„ „ (0 ,0 )  =  4.)

5 .2 9 . z =  х 2 +  2ху +  4х  — у2, D  : х  +  у +  2 =  0, х  =  О, 
у =  0. (Ответ:  гнаиб(0 ,0 )  =  0, ^ „ „ ( - 2 , 0 )  =  z(0, - 4 )  =  - 4 . )

5 .3 0 .  z =  2 х 2у — х 3у -  х 2у2, D :  х  =  0, у =  0, х  +  у =  6. 
(Ответ:  г„аиб(1 ; 0 ,5 )  =  0 ,2 5 , zHatIM( 4 ,2) =  - 1 2 8 .)

Реш ение типового варианта

1. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к 
поверхности S  : z =  х 2 — у2 +  Зху — 4х  +  2у — 4 в точке 
М0(—1, 0, 1).

► Находим частные производные:

dz д
=  2х  +  Зу -  4 , ^  =  - 2 у +  Зх +  2.

У 2. ^Ответ: зНаиб(0,2) — 10, ^наим^д, ^) — 1,67.)
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Подставляя в полученные выражения координаты точки 
Мо(—1,0, 1), вычисляем, согласно формуле (10.8), координа
ты вектора п, перпендикулярного к поверхности S  в данной 
точке:

А = —  
дх = -6 , В = р-

м 0
= - 1 ,  С = —1.

Мо

Следовательно, касательная плоскость имеет уравнение

—6(х + 1) — у — (z — 1) = 0 или 6x + y + z + 5 = 0,

а уравнение нормали на основании формулы (10.9) запишется 
в виде

x + l _ y _ z —1
6 ~  Т “  1 ’ 4

2. Найти_вторые частные производные функции г =
= arccos у/х/у. Убедиться в том, что z”y = z"x.

► Вначале находим первые частные производные данной 
функции:

1 1 1  1

4 - -

у / 1 - х / у 2 у / х ] у У  2  - / х у / у - х '

у/х- Л _______L _  ( _ ± )  =
у/1 -x/y2y/xjy  V У2/ 2уу/у -  х

Дифференцируя каждую из полученных производных по 
х и по у, находим вторые частные производные данной функ
ции:

у / У ~ х  V®
2у/х 2у/у — х _  у — х — х

2х(у -  х) 4ху/ху/у -  х{у -  х)

у - 2 х
4ху/х(у -  х)у/у  -  ж ’

Z"y = “  V i  ( “ 2 )  (У “  Х) 3/2 = 4у/Е(у -  ах)у/у -  х'

= (  У У ~ Х + У/(2УУ -  х) \ _  у/д(2х + 3у) 
уу 2 V У2{У~Х) )  2у2( у - х )  ’
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W ~ x + Vx
« _  1 _ 2y/ i 2sjy -  x _  y - x  + x 
yx ~ 2 у y - x  4j/(2/ -  x)y/xs/y -  x

1
4-y/x(y -  x) /̂y - x

Как видно, смешанные частные производные z”y и z”x 
равны. <

3. Проверить, удовлетворяет ли уравнению

д2и д2и д2и _  4у2 ди
дх2 дхду ду2 х2 + у2 дх

функция и = 1п(х2 + у2).
► Находим частные производные первого и второго поряд

ка:
ди 2х ди 2 у
дх х2 + у2' ду х2 + у2 ' 

д2и 2 (у2 -  х2) д2и _  4а:у д2и _  2(х2 -  у2) 
дх2 {х2 + у2)2 ' дхду (х2 + у2)2' ду2 (х2 + у2)2 

Подставляем полученные значения производных в левую 
часть исходного уравнения:

2(у2 -  х2) 8х2у2 2(х2 -  у2) _  8х2у2 
(х2 + у2)2 + (х2 + у2)2 + {х2 + у2)2 (х2 4- у2)2

Тогда в первой части уравнения имеем:

4 у2 2х _  8ху2 
х2 + у2 х2 + у2 (х2 + у2)2

Сравнивая полученные результаты, видим, что данная 
функция не удовлетворяет исходному уравнению. <

4. Исследовать на локальный экстремум функцию z = 
= ху(х + у -  2).

► Находим первые частные производные данной функции:

4  = 2ху + у2 -  2у, z'y = х2 + 2ху -  2х.

Приравнивая их нулю, получаем систему уравнений

у(2х + у -  2) = 0, 1 
х(х +  2у -  2) =  О, J
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из которой определяем стационарные точки данной функции: 
M i(0,0), Мг(2,0), Мз(0,2), М4(2/3 , 2/3). С помощью теоре
мы 2 из § 10.4 выясним, какие из этих точек являются точ
ками экстремума. Для этого вначале найдем вторые частные 
производные данной функции:

z xx =  2у> z Xy — 2х 2у — 2, z yy  =  2х.
Подставляя в полученные выражения для производных 

координаты стационарных точек и используя достаточные ус
ловия экстремума (см. § 10.4), имеем: для точки Mi Д = 
= — 4 < 0 , т. е. экстремума нет, для точки Мг А = — 4 < 0 , 
т. е. экстремума нет, для точки М3 Д = —4 < 0, т. е. экс
тремума нет, для точки М4 Д = 12/9 > 0 ,  А = 4/3 > о, 
т. е. имеем точку локального минимума функции, в которой 
2min = г{2/3,2/3) -  -8/27. <«

5. Найти наибольшее и наименьшее значения функции z — 
= ху — у2+3х+4у в области D, ограниченной линиями х = 0, 
у = 0, х + у — 1 = 0 (рис. 10.5).

► Выясним, существуют ли стационарные точки', лежащие 
внутри данной области D, т. е. внутри треугольника ОАВ. 
Имеем

4  = У + 3 = 0, 1 
z'y = х — 2у + 4 = 0. J

Решая полученную систему уравнений, находим стацио
нарную точку М (—10, —3). Она лежит вне области D, следо
вательно, при решении задачи мы ее не учитываем. Иссле
дуем значения функции на границе области D. На стороне
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О А (у = О, 0 ^ х ^ 1) треугольника ОАВ функция z имеет 
вид z = Зх. Стационарных точек на отрезке О А нет, так как 
z' = 3. В точках О и А соответственно -г(0,0), = 0, z( 1,0) = 3. 
На стороне ОВ (х — 0, 0 < у, ^ 1) треугольника функция 
z = - у2 + 4у, z1 = - 2 у + 4. Находим стационарную точку 
из уравнения —2у + 4 = 0; получаем, что у — 2. Таким об
разом,.точка Mi (0,2) не принадлежит области D. Значение 
функции в точке В z(0,1) = 3. Находим наибольшее и наи
меньшее значения на стороне А В : х + у = 1. Здесь у = 1 — х, 
z = - 2 х 2 + 2х + 3, тогда z' = -Ах + 2 и из z' = 0 следует 
х = 1/2, т. е. стационарная точка М% (1/2,1/2) принадлежит 
границе области D. Значение функции в ней г(1/2,1/2) = 3,5. 
Сравнивая все полученные значения функции, видим, что

■гнаиб =  г ( 1 / 2 , 1 / 2 )  =  3 , 5 ,  2 „ аим -  2 ( 0 , 0 )  =  0 .  <

10.6 . ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ  К  Г Л . 10

1. Найти область определения функции и = \/z(2 — z)+ 
+ ln(4 -  х2) -  3у. {Ответ: |х| < 2, 0 ^ г ^ 2.)

2. Доказать, что функция

Гх3у/(х6 + у2), если х6 + у2 ф 0,
/(*.») = ^0, если х = у = 0,

разрывна при х = у = 0, но имеет частные производные в 
точке 0(0,0).

3. Доказать, что для функции

(ху(х2 -  у2)/(х2 + у2), если х2 + у2 ф 0,
/ (* .» )  =  S rtДО, если х = у = 0,

выполняется неравенство /''y(0,0) ф /"х(0,0).
4. Доказать, что функция z = х^у* удовлетворяет уравне-

НИЮ d z d z
x a i  + v ^  = ^  + v + ln z)l-
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5. Найти наибольшие и наименьшие значения функции 
z = \х + у\ — а/1 — а:2 — у2 в области ее непрерывности. (О т 

в е т :  £наиб ~  V 2 ,  £-наим =  1 .)
6. Через точку Л (4,1,5) пространства проведена плоскость 

параллельно плоскости 2х + 6у + 3z — 12 = 0. Описать си
стемой неравенств область, отсекаемую этой плоскостью от 
параболоида вращения z — х2 + у2. (Ответ: х2 + у2 ^ z ^ 
^ 2х -I- Gy + 3-г — 29.)

7. Записать уравнение yz”y + 2z'y = z/x в новых перемен-

( v? (и — 1)Ответ: ----- ------ z”u + 2uz”v -f

I v .» _  2u(u -  1) ; _  2(u -  1) \
и -  l vv v u v uv 7

8. Записать в полярных координатах выражение ^ 2  + 

02z / d2z 1 d2z I d z '

9. Найти уравнение касательной плоскости к эллипсоиду 
х2/а2 + у2/Ь2 + z2/с2 = 1, отсекающей на осях координат рав
ные отрезки. (О твет: dtzx ± у ± z = у а? + Ь2 + с2.)

10. Доказать, что касательная плоскость к поверхности 
xyz = а3 в любой ее точке образует с координатными плоско
стями тетраэдр постоянного объема. Вычислить этот объем. 
(О твет: V = 9о3/2.)

11 . Найти стороны треугольника данного периметра 2р, 
который при вращении вокруг одной из своих сторон образует 
тело наибольшего объема. (О твет: а — b — Зр/4, с = р/2.)

12. На эллипсе х2 + 4у2 — 4 даны две точки A(—V3,1/2) 
и В( 1, л/3/2). Найти на этом эллипсе третью точку С, такую, 
чтобы треугольник ABC имел наибольшую площадь. (О т
вет: С((у/Ъ -  1)/2; (—л/3 -  1)/2).

13. Исследовать на экстремум функцию 2 — х3 + у3 -9ху+  
+27. (О твет: гт ;п(3,3) = 0.)

дли д4и
14. Доказать, ™  = axdydzS i , ” = “ +

-\-eyz + у.
15. Найти условный экстремум функции и — х + у + z 

при условиях xyz = 8, xy/z — 8. (О твет: х = у = 2-^6, 
•Z =  у Д/ 3 . )
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16. Найти второй дифференциал d?z в точке (2,1,2) для 
функции, заданной неявно уравнением За:2у2 + 2xyz2 — 2x3z+ 
+4y3z — 4 = 0. (Ответ: —31,5dx2 + 206dxdy — 306dy2.)

17. Квадратная доска состоит из 2 белых и 2 черных кле
ток, расположенных в шахматном порядке. Сторона каждой 
клетки равна единице длины. Рассмотрим прямоугольник со 
сторонами, параллельными сторонам доски, один из углов ко
торого совпадает с черным углом доски. Площадь S  черной 
части этого прямоугольника является функцией длин его сто
рон х и у. Записать эту функцию аналитически. (Ответ:

„ 1 + (а :-1 )(у -1) , если 1 ^ х ^ 2 ,  1 ^ у ^ 2 .
18. Касательная плоскость к поверхности а:2/3 + у2 — z2 = 

= — 1 проходит через точки А (1,0 ,0) и 2?(1,1,0). Записать 
уравнение этой плоскости. (О твет: х + 2z — 1 = 0  или х— 
-2z  -  1 = 0.)

S(x,y) = <

ху,
х,

У,

если O^ a r ^ l ,  O ^ y ^ l ,  
если 0 ^ а: ^ 1, 1 ^ у ^ 2, 
если 1 ^ а ; ^ 2 ,  O ^ y ^ l ,



11 . ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ  
УРАВНЕНИЯ

1 1 .1 . ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ  
УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО П О РЯД КА. МЕТОД ИЗОКЛИН

Уравнение называется дифференциальным  относительно некоторой 
искомой функции, если оно содержит хотя бы одну производную этой 
функции. П орядок диф ф еренциального уравн ения  совпадает (по опреде
лению) с порядком наивысшей производной, входящей в это уравнение.

Если искомая функция у является функцией одного аргумента х, то 
дифференциальное уравнение называется обыкновенным . Если же иско
мая функция зависит от нескольких аргументов, то дифференциальное 
уравнение называется уравн ени ем  в частных производных. Например, 
уравнение 2ху' — Зу = 0, где у = у(х), является обыкновенным диффе
ренциальным уравнением первого порядка, а и'х — и'у + ху + 1 = 0, где 
и  = и (х ,у ) ,  — дифференциальным уравнением в частных производных 
первого порядка. (В этой главе рассматриваются только обыкновенные 
дифференциальные уравнения, поэтому в дальнейшем для краткости 
слово «обыкновенные» будем опускать.)

В общем случае диф ф еренциальное уравн ени е п - го  порядка  может 
быть записано в виде

Ф (х,у,у',у".......у<п- 1),2/(п)) = 0. (11.1)

Если уравнение (11.1) удается разрешить относительно наивысшей 
производной, то получаем уравн ени е в норм альной форме:

у(п)=/(*,у,у',у"......у'"-1)). (11.2)
Процесс нахождения решений дифференциального уравнения назы

вается инт егрированием  уравнения.
Р еш ени ем  (или инт егралом ) диф ф еренциального ур авн ени я  (11.1) 

(или (11.2)) называется любая действительная функция у = у(х ), опре
деленная на некотором интервале (а; 6) и вместе со своими производны
ми обращающая данное дифференциальное уравнение в тождество. (При 
этом производные функции у = у(х) предполагаются существующими.)

271



Пример 1. Доказать, что функция у  = хе2х, определенная на всей 
числовой оси, является решением дифференциального уравнения у " — 
- 4 у '  + Ау = 0.

► Подставив в данное уравнение саму функцию и ее производные 
у'  = e2 l (l + 2х), у "  = 4e2 l(l + х), получим тождество:

4e2 l( l + х) -  4e2 l(l + 2х) + 4хе2* = 4е2х(1 + х -  1 -  2х + х) = 0. -4

Пример 2. Доказать, что функция у  = у(х), заданная в неявном 
Увиде: F(x, y )  = In---- b + xy  = 0, обращает дифференциальное уравнение

(а; + х*у)у '  — у  — ху2 в тождество, т. е. является его решением.
► Действительно, согласно правилу дифференцирования неявной 

функции F(x, y )  = 0 (см. формулу (10.6)), имеем:
„2— ху  1 — ху

+ ху X + х2у

Подставив найденную производную у'  в исходное дифференциальное 
уравнение, получим тождество.-4

Если функция, являющаяся решением дифференциального уравне
ния, определена в неявном виде: F(x,  у)  = 0, то F(x, у )  = 0 называется 
и н т е г р а л о м  (а не реш ением) данного дифференциального урав
нения. Так, в примерах 1 и 2 имеем соответственно решение и интеграл 
заданных дифференциальных уравнений.

График решения (или интеграла) дифференциального уравнения
(11.1) (или (11.2)) на плоскости Оху  называется инт егральной  линией. 
Следовательно, каждому решению или интегралу соответствует инте
гральная линия.

Вопрос о существовании и единственности решения дифференциаль
ного уравнения (11.2) разрешает

Теорема 1 (Коши). Если правая ча ст ь уравн ени я  (11.2) явл я ет 
с я  н епреры вной  ф ункцией  в о к р ест н о ст и  зн ач ений

хо,уо, у' о,  ■ ■ .Уоп 1 \ (11.3)
т о уравн ени е ( 1 1 .2 )  им еет  р еш ени е у  — у(х) в н екот ором  инт ервал е 
(а; 6), со д ерж ащ ем  хо, т акое, чт о

у(хо)  = уо , у ' (хо )  = Уи.......2/(п- 1)(хо) = у (0п ~1). (11.4)
Если в ука занной  окр ест но ст и  непрерывны  ещ е и ча ст ны е про

и зводны е эт ой  ф ункции по аргум ент ам  у, у ' , . . . ,  т о р еш ени е  
у  = у(х)  — един ст вен н о е.

Числа из совокупности (11.3) называются начальными данными , а 
равенства (11-4) — начальными условиям и.

Задача К ош и для диф ф еренциального уравн ени я  п - г о  порядка  фор
мулируется следующим образом. Найти решение у  = у(я) дифференци
ального уравнения (11.1) или (11.2), удовлетворяющее начальным дан
ным (11.3), т. е. такое решение, чтобы выполнялись начальные условия 
(11.4).
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Любое дифференциальное уравнение (11.2) в области, удовлетворяю
щей теореме Коши, имеет бесчисленное множество решений. Вообще го
воря, это справедливо и для дифференциального уравнения (11.1). Для 
описания этих множеств решений вводится понятие общего решения.

Общим р еш ени ем  диф ф еренциального уравн ени я  (11.1) или (11.2) 
называется функция вида у  = С\, С2 , . . . ,  Сп ), где Ci (i = 1,п) — 
произвольные постоянные, удовлетворяющая следующим двум услови
ям:

1) она является решением дифференциального уравнения (11.1) или
(11.2) при любых значениях Ci;

2) для любых начальных данных хо, уо, Уо, ■ ■ ■ Уо"~1\ при которых 
дифференциальное уравнение имеет решение, можно указать значения 
постоянных Ci = Ciо, такие, что будут выполнены начальные условия
<р(хо,Сго) = УО, tp' (x0 , Счо) = у'о ,"  • ,¥>(n_1)(:co,C'io) =

Общее решение, полученное в неявном виде: Ф(х,у, Ci) = 0, называ
ется общ им  инт егралом  диф ф еренциального уравнения.

Решение (интеграл), полученное из общего решения (общего инте
грала) при фиксированных значениях произвольных постоянных С<, на
зывается соответственно част ным р еш ени ем  (част ным  инт егралом ) 
диф ф еренциального уравнения.

З ам еч ан и е. У дифференциального уравнения может существо
вать решение (интеграл), которое невозможно получить из общего ре
шения ни при каких значениях произвольных постоянных Ci. Такое ре
шение (интеграл) может оказаться особым  в том смысле, что в любой 
его точке нарушаются какие-либо условия теоремы Коши. Например, 
дифференциальное уравнение у"  = 3 s/(y' — I)2 имеет общее решение

у  = х-Ь-(х + Сх)4 Н-С2, где С ьС г — произвольные постоянные. Функция 4
у  = х + С, где С — произвольная постоянная, также является решением 
данного уравнения, но это решение не может быть получено из общего 
ни при каких значениях С\ и Сг • Кроме того, у ' = 1 для любой точки 
решения, что приводит к нарушению условия единственности из теоре
мы Коши, ибо частная производная правой части данного уравнения по 
у ' при у ' = 1 разрывна. Следовательно, решение у  = х  + С является 
особым. В дальнейшем особые решения, как правило, рассматриваться 
не будут.

Отметим, что теория неопределенного интеграла по существу яв
ляется теорией класса простейших дифференциальных уравнений вида 
у ' = /(х), общее решение которых

у = J  f(x)dx = F(x) + С,

где F(x)  — первообразная для функции /(х), т. е. F'(x)  — f (x) ;  С — 
произвольная Постоянная.

В общем случае дифференциальное уравнение первого порядка может 
быть записано в „виде

F(x 1y , y , ) =  0 (11.5)
или, если разрешить его относительно у ', в нормальной форме

у1 = f (x , y) .  (1 1 .6 )
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Справедлива
Т еор ем а  Z (К о ш и ) .  Если ф ункция f ( x , y )  н епреры вна в  точке 

Мо(хо , уо )  и  в  е е  окр ест ност и , т о сущ е ст в у ет  р еш ени е у  = у(х)  урав
н ен и я  (11.6), т акое, чт о у(хо)  = уо- Если непреры вна т а к ж е ча ст ная

прои зв одн а я  —— данной ф ункции, т о эт о  р еш ени е един ст венн о , 
д у

Отметим, что иногда дифференциальное уравнение первого порядка 
удобно записывать в так называемой диф ф еренциальной форме:

Р(х,  y )dx + Q(x, y ) dy  = 0. (11.7)
Задача К ош и для диф ф еренциального уравн ени я  п ер во го  порядка  

имеет следующую формулировку. Найти решение у  = ip(x) (интеграл 
Ф(х, у )  = 0) дифференциального уравнения (11.5) или (11.6), удовлетво
ряющее начальному условию <р(хо) = уо (Ф(хо, уо)  = 0). С геометри
ческой точки зрения это означает, что среди всех интегральных линий 
данного уравнения необходимо найти ту, которая проходит через задан
ную точку Мо(хо, уо) -

Геометрическая интерпретация дифференциального уравнения 
(11.6) состоит в том, что оно в каждой точке М (х,у), принадлежащей 
области D,  в которой выполняются все условия теоремы 2 (Коши), зада
ет направление у' '= tg а  — к касательной к единственной интегральной 
линии уравнения (11.6), проходящей через точку М(х, у ) ,  т.е. пол е на 
правлений  в области D (рис. 11.1).

В области D для уравнения (11.6) можно выделить однопараметри
ческое семейство линий }(х, у )  = к = const, каждая из которых назы
вается изоклиной . Как следует из определения, вдоль каждой изоклины 
поле направлений постоянно, т. е. у ' = k = const.

Нахождение изоклин и направлений вдоль них позволяет упорядо
чить поле направлений и приближенно построить интегральные линии 
данного дифференциального уравнения, т. е. графически проинтегриро
вать это уравнение.

Пример 3. Методом изоклин приближенно построить интегральные 
линии дифференциального уравнения у ' = —2у/х.

к► Полагая —2у/х = к (к = const), находим изоклины у  = ----х

274



данного уравнения. Они представляют собой проходящие через начало 
координат прямые линии, вдоль которых поле направлений определя
ется равенством у ' = k t g a .  Придавая к различные значения, находим 
соответствующие изоклины, вдоль которых направление поля характе
ризуется углом а  наклона к оси Ох касательной к интегральной линии. 
Необходимые вычисления запишем в виде таблицы (см. табл. 11.1).

Таблица 11.1

к 0 ±1/4/3 ±1 ±\ 3̂ ±2 ±3 ±оо
a 0 ±30° ±45° ±60° ±64° «  ±72° ±90°

У =
= —кх/ 2

у  = 0 У =
= тх/(2л/3)

У =
= Тх/2

У =
— л/Зх/2

У = 
= Тх

У =
= ^Зх/2

х = 0

По данным этой таблицы строим поле направлений (рис. 11.2) и затем 
приближенно вычерчиваем интегральные линии. Положительное или от
рицательное значение угла а  указывает на то, что он отсчитывается от 
оси Ох против хода или по ходу часовой стрелки соответственно. <

и.-вУ

Рис. 11.2
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11 .2 . ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  
С РАЗДЕЛЯЮ Щ И М И СЯ ПЕРЕМЕННЫМИ. 

ОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Уравнение вида
P(x)dx + Q{y)dy  = 0 (11.8)

называется дифференциальным уравн ени ем  с  раздел енны м и перем енны 
ми. Его общим интегралом будет

J P(x)dx + J Q(y ) dy  = С, (11.8*)

где С  — произвольная постоянная.
Уравнение вида

Mi(x)Ni ( y ) dx + M2 (x)N2 ( y ) dy  = О (П-9)
или

У' = S  =  Ш М У ), = т  = t v  w   ̂ \ ■ ( 1 1 Л ° )dx dy  f i ( x ) f 2 (y)
а также уравнения, которые с помощью алгебраических преобразований 
приводятся к уравнениям (11.9) или (11.10), называются уравн ениям и с  
ра зд ел яю щ им и ся  перем енными.

Разделение переменных в уравнениях (11.9), (11.10) выполняется сле
дующим образом. Предположим, что Ni(y )  ф 0, М2 (х) ф 0, и разделим 
обе части уравнения (11.9) на Ni ( y )M2 (x). Обе части уравнения (11.10) 
умножим на dx и разделим на /2 (у) ф 0. В результате получим уравне
ния с разделенными переменными (т. е. уравнения вида (11.8)):

М\(х) , Ni ( y )  , , dv
I \ х + ы I \dy ~ /1  (x)dx -  =  0 ,М2( х) Ni ( y )  f o ( y )

которые интегрируются, согласно формуле (11.10):

dy = с.
/ 2 ( 3/)

Пример 1. Найти общее решение дифференциального уравнения

(ху  + y )dx + (ху  + x)dy  — 0. (1)

► Предположив, что х ф 0, у  ф 0, и разделив обе части данного 
уравнения на ху,  получим уравнение с разделенными переменными:

Интегрируя его, согласно формуле (11.8), последовательно находим (про
извольную постоянную можно представить в виде In |С|):

* + In |ж| + у  + In \у\ = In |С|,
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Последнее равенство является общим интегралом уравнения (1). При 
его нахождении были приняты ограничения х ф 0, у ф  0. Однако функ
ции х = 0 и у  = 0 также являются решениями исходного уравнения, 
что легко проверяется; с другой стороны, они получаются из общего ин
теграла при С = 0. Следовательно, 1  = 0, у  = 0 — частные решения 
уравнения (1). М

Пример 2. Найти частное решение уравнения

(1 + е 2х) у 2у'  = е х,
удовлетворяющее начальному условию у ( 0) = 1.

► Запишем данное уравнение в дифференциальной форме (см. фор
мулу (11.7)):

(1 + е 2х)у  d y  -  e xdx = 0.
Теперь разделим переменные:

ехy 2dv  — ------ ~—dx = 0.У У 1 + е 2х
Проинтегрируем последнее уравнение:

С У3 . ,  С
3 '

In \xy\ + Ine x+v = In |C|, x y ex+v = C.

I y2dy- f r ? ^ dx = T  y - arct8e*
у = у/С + 3arctgex.

Получили общее решение исходного уравнения.
Использовав -начальное условие, определим значение произвольной 

постоянной: _______
3

Следовательно, частное решение исходного уравнения имеет вид

1 = \/С + - л ,  С  = 1 - - * .

у = У 1 - + 3 arctg е х. 4

Функция /(х,у) называется одн ородн ой  ф ункцией и зм ер ен и я  а  от
носительно аргументов х и у , если равенство f ( t x , t y )  = ta f ( x , y )  спра
ведливо для любого t £ R, при котором функция f ( t x , t y )  определена, 
а  = const. Например, функция /(х, у )  = Зх4 — х2 у 2 + 5у4 является одно
родной четвертого измерения (а = 4), так как
f ( t x , t y )  = 3- (tx)4 — (tx)2 (ty)2 + 5 ■ (ty)4 = t4(3x4 - x 2y2 + 5y4) = t4 f ( x , y ) .

Функция f (x,  у ) = Vx2 -  2 %/xy + 4 y/ у2 является однородной изме
рения a  = 2/3, поскольку

/(tx.ty) = $/(йу* -  2 V(tx) ( t y )  + 4 ^ ) 2  =

= \ Ф (\ ^ 2 - 2 у £ у  + 4 У у 2) = t2 ' 3 f ( x , y ) .
Если a  = 0, то функция будет однородной нулевого измерения. На

пример, f ( x ,  у )  -  - — -  In ( %г + Л  — однородная функция нулевого 
х + У \У* /
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измерения, так как

ч tx — ty  , f ( t x,  t y)  = -——  In tx + t y ( & £ + l)  =

где t ф 0.
Дифференциальное уравнение в нормальной форме

у' = ^  = /(х, у) (П-11)

называется однородным  относительно переменных х и  у , если /(х,у) — 
однородная функция нулевого измерения относительно своих аргумен
тов, т. е.

f ( t x,  ty)  = t ° f ( x , у )  = f (x,  у) .  (11-12)
Дифференциальное уравнение в дифференциальной форме 

Р(х,  y)dx + Q(x, y ) d y  -  0

будет однородным в том и только в том случае, когда Р(х,  у) ,  Q(x, у )  — 
однородные функции одного и того же измерения а,  т. е. P( tx, t y )  = 
= t a P(x, y ) ,  Q(tx,  t y)  = ta Q(x, y ) .  Действительно, переписав его в нор
мальной форме:

/ Р(*,У)  _  , ,  ,
, = ' 5 м = , | ы

легко заключаем, что /(ж, у )  — однородная функция нулевого измерения, 
поскольку

__ p (tx>ty) ta P(x, y )J\tx, t y )  — — ,Л/П/ х — f \xtV)'Q(tx,  t y)  ta Q(x, y)
Так как однородное дифференциальное уравнение (11.11) в нормаль

ной форме всегда можно записать в виде у 1 = /(х, у )  = f ( t x , t y ) ,  то, 
положив t = 1 /х, получим:

dy

Следовательно, уравнение (11.11) с помощью замены у  = хи (и = 
= у/х, у '  = и + хи' )  сводится к уравнению с разделяющимися перемен
ными относительно х и новой функции и(х) :

, , . du и + хи = ip(u), x — =ip(u)  — u. 
dx

Пример 3. Проинтегрировать дифференциальное уравнение 2х2у'= 
= х2 + у 1  и найти его частное решение, удовлетворяющее начальному 
условию з/(1) = 0.

► Так как функции 2х2 и х2 + у 2 — однородные второго измерения, 
то данное уравнение — однородное. Сделаем замену у  = хи, у ' = и + хи1. 
Тогда

2х2(и + хи') = х2 + (хи)2, 2х2(и + хи')  = х2(1 + и2).
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Предполагая, что х ф 0, сокращаем обе части уравнения на х2. Далее 
имеем:

2u + 2 х ^  = 1 + u2, 2х du  — (1 + u2 -  2u)dx. 
ах

Разделяя переменные, последовательно находим: 
du  _  dx 

1 + u2 — 2u 2x ’

f ____* !____= f  f U = - ln lx l,
J  1 + u2 — 2u У 2x J  (и — l ) 2 2

----- l _  = Iln|*| + lnC, l  = ( l - u ) ln ( C v ^ ) .u  — 1 2
В последнее выражение вместо и  подставим значение у/х. Получим 

общий интеграл:

1 = ( l  -  £) 1п(СуЯ), x = (*-v)ln(C>/W ).

Разрешив его относительно у у найдем общее решение исходного диффе
ренциального уравнения:

y = e “ in (< V R )'
Использовав начальное условие у(1) = 0, определим значение С :

0 = 1 -  — , In С = 1, С = е.In С
Следовательно, частное решение исходного уравнения имеет вид

х
у  =  х  =  ---------------7= .  М

1 + In \/[х|

АЗ-11.1
1. Является ли функция у(х,С), где С — произвольная 

постоянная, решением (интегралом) данного дифференциаль
ного уравнения:

а) у = х2{1 + Се1/1 ), х2у' + (1 -  2х)у = х2\
б) у = Сех -  е~х, ху" + 2у1 -  ху = 0;
в) х2 + у4 — Су2, xydx = (х2 -  y*)dy?

{Ответ: а) да; б) нет; в) да.)
2. Методом изоклин построить поле направлений и при

ближенно начертить интегральные линии каждого дифферен
циального уравнения:

а) у' -  х + у, б) 2ху' = у2/х\ в) ху' -  1 -  у.
3. Найти общее или частное решение (общий или частный 

интеграл) дифференциального уравнения:
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(

а) ху' = у2 + 1; .
б) (а; + xy)dy + ( у -  Xy)dx = 0, у( 1) = 1;

в) 3у' = ^ 2 + 9 — + 9;
х 2 х

г) ху' + у+  у/х2 + 1/2, з/(1) = О.
Ответ: a) arctgy — 1п|Сх|; б) у — х + ln|xt/| = 0 ; в) у =

-Зх— х/(С + In|аг|); г) у -  ^(х2 -  1).)

Самостоятельная работа
1 . 1 .  Является ли функция у = Сх + 1/С решением диф

ференциального уравнения ху' — у + 1/у = 0? (О твет: нет.)
2. Найти общее решение дифференциального уравнения

4(x2y + y)dy+ у/5 + y2dx — 0. (О твет: у2 = -^(С —arctgx)2 — 
ч v 16

-5 . )
3. Решить задачу Коши для дифференциального уравне

ния ху' — ж sin — + у, у (2) = 7Г. (О твет: у — 2xarctg(x/2).)
2. 1. Является ли функция у = у(х), заданная неявно урав

нением еу!х — Су, интегралом дифференциального уравне
ния хуу' -  у2 = х2у'? (О твет: да.)

2. Найти общий интеграл дифференциального’ уравнения 
Vdx+(y/xy-^x)dy = 0. (О твет: V^+^y = InCy/у (С > 0).)

3. Решить задачу Коши для дифференциального уравне
ния ydx + (y/ху -  x)dy = 0, у(1) — 1. (Ответ: 2 -  In|j/| =
-  2\/у]х-)

3. 1. Является ли функция у — —— Х- решением диффе-
1 + 2х

ренциального уравнения 2(1 + х2у') = у — ху'? (О твет: да.)
2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

(1 + е2)у' = уех. (О твет: у = С(1 + ех).)
3. Решить задачу Коши для дифференциального уравне

ния ху' = у( 1 + In у — lnx), j/(l) = е2. (Ответ: у — хе2х.)
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11 .3 . ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВН ЕН И Я  
ПЕРВОГО П ОРЯДКА.УРАВНЕНИЕ Б Е РН У ЛЛ И

Уравнение
у ' + Р(х) у  = Q(x),  (11.13)

линейное относительно неизвестной функции у и ее производной у '  (а 
также любое уравнение, с помощью алгебраических преобразований При
водящееся к виду (11.13)), называется неоднородны м  линейным  диффе
ренциальным  уравн ени ем  п ер во го  порядка. Функции Р(х)  £ 0 и Q(х) ^ О 
должны быть непрерывными в некоторой области, например на отрезке 
[а; Ь], для того, чтобы выполнялись условия теоремы Коши существова
ния и единственности решения (см. теорему 2 из § 11.1). Общее решение 
уравнения (11.13) всегда можно записать в виде

у  = е ~ !  PMdx  ( У  Q(x)e-f p (x>dxdx + , (1114)

где С — произвольная постоянная. Таким образом, общее решение урав
нения (11.13) всегда представимо в квадратурах, т. е. выражается через 
интегралы от известных функций Р(х) ,  Q(x).  Отметим, что при нахож
дении интегралов из уравнения (11.14) произвольные постоянные можно 
считать равными нулю или, что то же самое, включенными в произволь
ную постоянную С.

Если в уравнении (11.13) Q(x)  = 0 или Р(х)  = 0, то получим диф
ференциальные уравнения с разделяющимися переменными, общее ре
шение которых определяется из уравнения (11.14) при Q(x) = 0 или 
Р(х)  = 0 соответственно. В случае, когда Q(x) = 0, уравнение (11.13) 
называют однородным  линейным  дифференциальным уравнением .

Пример 1. Найти общее решение уравнения (х2 — х) у ’ + у  = х2(2х—
— 1). Решить задачу Коши при начальном условии у(—2) = 2.

► Приведем данное уравнение к виду (11.13), разделив обе его части 
на х2 — х ф 0. Получим:

* У _  *2(2х -  1)
У _

Здесь

Р(х) -  1 = 1 о (ал  = д2(2д ~ *> = х$ х ~
[ ) х2 - х  х(х — 1) * х ( х - 1 )  X — 1

Общее решение исходного уравнения в соответствии с формулой 
(11.14) имеет вид

dx /• dx \
у  = е  ^ * (* -1 )1  у  е dx + C| . (11.15)

Найдем входящие в это решение интегралы. Имеем:

I dx
х(х — 1)

А В  1 _ ,
— I------- 7  — —,----- гг> А ——1, В  — 1х х — 1 х(х — 1)

281



= f ( -------1-------- - ) d x  = — In |x| + In |x — 1 | = In
J  \ x  x — 1 /

f  ж(2а!- 1 ) с|°1£̂ 1  d x = f  x(2x ~ i z  
J  X — 1 J  X — 1 X

f= ± J (2 i — l)dx = ±(x2 — x),

x — 1

dx ■■

x  — 1 x — 1где знаки «+» и « —» появляются в силу равенства

Подставляя найденные интегралы в решение (11.15), окончательно по
лучаем общее решение исходного уравнения:

У =  е 1(±(г2 -  х) + С)  =
х — 1 (±(х2 -  х) + С) = 

Сх= ± ----- г(±*(х — 1) + С) = X2 +X -  1 X -  1
Из него выделяем частное решение, соответствующее начальному усло
вию у(—2) = 2:

2 =  4 2 С 
- 2 - 1 , С = -3 ,  у = х2 - — .

х — 1
Полезно иметь в виду, что иногда дифференциальное уравнение яв

ляется линейным относительно х как функции у, т. е. может быть при
ведено к виду

^  + р( у )х = q(y)- (11.16)dy
Его общее решение находится по формуле

х = е-  f  P(v)rfv ( у  q ( y ) e f P ^ d y  + (?) . (11.17)

Пример 2. Найти общий интеграл уравнения (2х — у2)у' = 2у,  у ' = 
_  d y  

d x
► Данное уравнение является линейным относительно функции х(у). 

Действительно,

/п 2\ л 1  ^ d x  d x  х  у
( ~ У '~£с = У' У 2 у ~ ' ~  =d y  dy  у  2

dx х у  1 у
Т у - у = - 2 ' « » )  = - - ,  я ( у )  = - 2 ,

т. е. получили уравнение вида (11.16). Согласно формуле (11.17), общее 
решение исходного уравнения имеет вид

х — J  |е~  ̂ dy  + С1)  = eln J  |е~ ln lvldy + =

= м  (~Uw\dy+c) = -\ !  dy+cy=cy-\y2 +
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Отметим, что линейное дифференциальное уравнение (11.13) можно 
также проинтегрировать м ет одом  Бернулли, суть которого заключается 
в следующем. Введем две неизвестные функции и(х)  и v(x)  по формуле 
у  = u(x)v(x)  (подст ановка Бернулли). Тогда у ' = u 'v  + u v ’ . Подставив 
выражения для у м у '  в уравнение (11.13), получим уравнение u ’v  + uv '  + 
+P(x)uv  = Q(x),  которое преобразуем к виду

(и' + P(x) v ) u  + u' v  = Q(x).  (11.18)

Пользуясь тем, что одна из неизвестных функций, например v,  может 
быть выбрана достаточно произвольно (поскольку только произведение 
u v  должно удовлетворять исходному уравнению (11.13)), выбираем в ка
честве v  любое частное решение v  = v(x)  уравнения v'  + P(x) v  = О, 
обращающее в нуль коэффициент перед и в уравнении (11.18)). После 
этого уравнение (11.18) превращается в уравнение u' v  = Q(x).  Найдя 
общее решение и = и(х,С)  последнего уравнения, придем к общему ре
шению уравнения (11.13): у  = u(x,C)v(x) .  Таким образом, интегриро
вание уравнения (11.13) сводится к интегрированию двух уравнений с 
разделяющимися переменными.

Пример 3. Проинтегрировать уравнение
1у'  + y t g x  ---------

cos а:
методом Бернулли и решить задачу Коши при начальном условии у ( п )  = 
= 1.

► Сделав подстановку Бернулли у  = uv,  у ' = u 'v  + u v ', получим:

u 'v  + uv ' + u v t g x  = —-— , ( v 1 + v  tg x)u + u' v  = —-—.cosx cosx
Находим частное решение уравнения v'  + v  tg x = 0:

dv
dv  + v tg x dx = 0 , -----h tg x dx = 0,v

I  ~~ ^ J  *8 x dx = 0, In M - I n  | cos x| = In C\.
Полагая Ci = 1, выбираем частное решение v  = cosx. Далее ищем общее 
решение уравнения u' v  = 1/cosх,  где v = cosx. Имеем:

и ' = ----т—, и = f ----z---- |-C = tgx + C.
COS X J  COS’* X

Общее решение исходного уравнения
у  = u v  =  (tg х + С)  cos х.

Из него выделяем частное решение, удовлетворяющее начальному усло
вию y ( i г) = 1: 1 = (0 -I- С) ( —1), откуда С  = —1. Подставляя значение 
С  = — 1 в общее решение, получаем частное решение исходного уравне
ния:

у  = (tg х — 1) cos х — sin х — cos x. M 
Дифференциальное уравнение

у' = P(.x)y = Q(x)ya , (11.19)
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где а  = const € R, а  ф О, а  ф 1, а также любое уравнение, с помо
щью алгебраических преобразований приводящееся к уравнению (11.19), 
называется уравн ени ем  Бернулли.

Путем введения новой функции z(x) по формуле z = у 1~а  уравнение 
Бернулли сводится к линейному уравнению относительно этой функции:

z( + (1 — a)P(x) z  = (1 — a)Q(x) .  (11.20)

Решив уравнение (11.20) одним из описанных выше методов, найдем z = 
= z(x, С) ,  а затем и у  = z1^ 1 - **).

Уравнение Бернулли, как и линейное уравнение (11.13), можно ре
шить с помощью подстановки Бернулли у  = u(x)v(x)  (см. пример 3).

Пример 4. Найти общее решение уравнения Бернулли у '  + 2еху  = 
= 2e*Vy.

► Так как для данного уравнения а  = 1/2, можно сделать замену 
z = у 1~а = л/у. Согласно уравнению (11.20), получим уравнение z'+ 
+ exz = е х, общее решение которого в соответствии с формулой (11.14) 
имеет вид

z = е“ f  e *dx (^ J  е хе*  **dxdx + С

= e~e* e xe e* dx + C ĵ = е_е* ^ J  e e * d ex -)- c ' j  =

= е~еХ(ееХ + C)  = 1 + Ce~e‘ .
Общее решение исходного уравнения

у  = z2 = (1 + С е -'* )2. <

Пример 5. Найти общее решение уравнения ху'  + у  = х у 2 In я.
► Разделив обе части данного уравнения на * ф 0, получим урав

нение Бернулли с a  = 2. Решим его методом подстановки Бернулли 
( у  = uv ,  у'  = u' v  + uv ' )  :

х(u 'v  + uv' )  + u v  = x( uv )2 In x.

Легко получаем частное решение v  = х - 1  уравнения xv' + v  = 0. Те
перь необходимо найти общее решение уравнения xvu ' = xu2 v 2 In х, где

-1  I 2 1пх г.v  = х *, т. е. уравнения и — и ‘ ---- . Разделяем переменные в последнемх
уравнении и интегрируем его:

du , dx Г du  Г , dx г- = lnX , / —  = / lnx — , и* X J  и* J  X

1 In2 X С 2
и  ~ 2 + 2 ’ С  + In2 X'

Следовательно, общее решение исходного уравнения
2

V  =  U V  = --------------------=----- . -4
х(С -I- In х)
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А З -11.2
1. Указать типы дифференциальных уравнений и методы 

их j

ж) 2х cos2 ydx + (2у -  х2 sin 2y)dy = 0;
з) у2 + х2у' -  хуу'.
2. Найти общее решение дифференциального уравнения:

а) у' + -  = 1 + 2 1пх; б) у' + 4ху -  2хе~х2у/у.
(О твет: а) у = x ln x  + С/х; б) у = ±е~х (С + х2/2).)

3. Решить задачу Коши:
а) 2xydx + (у -  x2)dy = 0, у (-2 ) -  4;
б) у' = 2у -  х + ех, у(0) = - 1 .

( О твет: а) х2 — yln(4e/y); б) - х  -  ех + - ( 1  -  е2ж).)

1. а) у' + 3 у -  е2ху2, у(0) = 1;
б) у' + Уtgx = 1/cosx, у(7г) = 5.

(О твет: а) у = е_2х; б) у = -5c o sx  + sinx.)
2. a) y2dx = (х + ye_1/,y)dy, у(0) = -3 ;
б) у' ~ 7 у -  е3ху2, у(0) = 2.

(О твет: а) х = е- 1 /у(3 + у); б) у = Юе7х/(е10х — 6).)
3. а) xdy = (е~х -  y)dx, у(1) = 1;

> Уб ) у  COS X =  :— ;
lny

; г) (1 + e2x)y2dy -  exdx = 0;

д) у' = е2х -  еху; е) ху' + у -  у2 = 0;

Самостоятельная работа
Решить задачу Коши.
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11.4. УРАВН ЕН И Я В ПОЛНЫХ ДИ ФФ ЕРЕН Ц И АЛАХ

Уравнение вида

Р(х,  y )dx + Q(x, y ) d y  = 0 ' (11-21)

называется уравн ени ем  в полных дифференциалах, если в области D 
определения функций Р(х, у ) ,  Q(x, y )  и существования решений урав
нения (11.21) выполняется равенство

9Р(х, у )  _  9Q(x, у)
д у  дх  ' ( '

Общий интеграл уравнения (11.21) определяется одной из следую
щих формул: X у

J  P(x, y o ) dx + J  Q(xy y ) d y  = С, (11.23)
х0 УО

X у

J  P(x, y ) dx + J  Q(x0 , y ) d y  = С, (11-24)
*0 УО

где точка Мо(хо,уо) 6 D.
Пример. Найти общий интеграл уравнения (х2 + у  — 4)dx + (х + у+ 

+ey )dy — 0.
д Р► Введем обозначения Р  = х2 + у — 4, Q = х + у  + е у . Так к ак ---- = 1,
д у

dQ—— = 1, т. е. условие (11.22) выполнено, то данное .уравнение является ах
уравнением в полных дифференциалах. Его общий интеграл можно най
ти по формуле (11.23) или (11.24), положив для простоты хо = 0 , уо  = 0. 
Выбор этих значений хо, уо  допустим, так как функции Р(х, у ) ,  Q(x, y )  
и их частные производные определены, т. е. точка Мо(0,0) € D. По фор
муле (11.23) имеем:

х у

J (х2 + 0 -  4)dx + J ( x  + у  + e v )dy  = С,
о о

х3 у2
-------— 4х + ху + — + е у  -  1 =  С.
о Z

По формуле (11.24) получаем общий интеграл:
х у

J (х2 + у  -  4)dx + ^ (0  + у  + e v )dy = С,
о о

— + ху  -  4х + — + e v — 1 = С, 
который совпадает с уже найденным. 4
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A 3 -11 .3
1. Найти общий интеграл дифференциального уравнения:
а) (ех + у + sin y)dx 4- (ev + х + х cos y)dy = 0;

в) У1 = (у ~3х2)/(4у -  х).
(О твет: а) ех + еу + ху + ж sin у = С\ б) х2 + уех!у = С\
в) х3 — ху + 2у2 — С.)

2. Решить задачу Коши:
а) e~vdx + (2у -  xe~y)dy — 0, у ( - 3) = 0;
б) xdx + ydy = (xdy -  у dx)/(x2 + у2), у( 1) = 1;
в) х + уех + (у + ех)у' = 0, у(0) = 4.

( О твет: а) хе~у Л-у2 +3 = 0; б) -(ж2 +у2) + arctg — = 1 + —;

в) ж2 + у2 + 2уех — 24.)
3. Найти уравнение линии, проходящей через точку 

А(2,4), зная, что угловой коэффициент касательной в любой 
ее точке М в три раза больше углового коэффициента пря
мой, соединяющей точку М с началом координат. I Ответ:

4. Согласно закону Ньютона, скорость охлаждения тела 
пропорциональна разности температур тела и окружающей 
среды. Температура вынутого из печи хлеба снижается от 
100 до 60 °С за 20 мин. Температура воздуха 25 °С. Через 
какой промежуток времени (от начала охлаждения) темпе
ратура хлеба понизится до 30°С? (Ответ: 71 мин.)

1. 1. Решить задачу Коши: (2ж + у + Зж2 smy)dx + (ж-t

2. С высоты падает тело массой т  с начальной скоростью 
г>(0) = 0. Найти скорость тела v = v(t) в любой момент време
ни t, если на него, кроме силы тяжести Р = mg, действует си-

Самостоятельная работа
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ла сопротивления воздуха, пропорциональная скорости v(t), с 

коэффициентом пропорциональности, равным 3/2. ^Ответ:

v — ^m g(l —

2. 1. Найти общий интеграл дифференциального уравне
ния (3x2y + sinx)dx-t- (х3 -  cosy)dy = 0. (Ответ: х3у — cosх —
— sin т/ = С.)

2. Скорость распада радия пропорциональна количеству 
нераспавшегося радия. Вычислить, через сколько лет от 1 кг 
радия останется 650 г, если известно, что за 1600 лет распа
дается половина первоначального количества. (Ответ: через 
1000 лет.)

3 . 1 .  Найти частное решение дифференциального уравне-
2 2

ния ^2х In у + - ^ - x )dx + + tgx + ey ĵdy = 0, у( 0) = 1.

(Ответ: х21п у -I- у tg х + еу — е.)
2. Записать уравнение линии, проходящей через точку 

.4(1,0), если известно, что отрезок, отсекаемый касательной 
в любой точке этой линии на оси Оу, равен расстоянию от

точки касания до начала координат. ( Ответ: у — i ( l - x 2).j

11 .5 . ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВЫ СШ ИХ  
ПОРЯДКОВ, ДОПУСКАЮ Щ ИЕ ПОНИЖЕНИЕ П О РЯД КА

Рассмотрим некоторые типы уравнений высших порядков, допуска
ющих понижение порядка.

I. Общее решение уравнения вида

у (п) = /(*) (11.25)
находим методом n-кратного интегрирования. Умножая обе его части на 
dx и интегрируя, получаем уравнение (п — 1)-го порядка:

у ( » - 1 ) _  у  = у  = + 1 г  ( п  2б)

Повторяя эту операцию, приходим к уравнению (п — 2)-го порядка:

у ( " - 2) = J  y (n_1)d i  = J(<pi(x) + Ci)dx = J  ipi(x)dx + J  C\dx =

= ¥>a(i) + C\x + Ci. (11.27)
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После n-кратного интегрирования получаем общее решение уравнения 
(11.25):

У = 4>п(х) + С и " - 1 + С2хп ~ 2 + . . .  + С„_ 1® + Сп, (11.28)
где Ci (г = 1,п) — произвольные постоянные, связанные определенным 
образом с произвольными постоянными Ci, Сг, • • • > Сп■

Пример 1. Найти общее решение уравнения

y IV = 8 / ( х -3 ) 5.
► Согласно формуле (11.26) и правилам интегрирования, имеем:

in (  IV j  Г 8  dx 2 , ЯТ

Далее в соответствии с решением (11.27) находим:

+ й )  * '  -  5( ^ 3?  + &  + &
Проинтегрировав последнее равенство еще два раза, получим общее ре
шение исходного уравнения (1):

у '  = j  y"dx  = I  + Сгх + С г) dx =

* 4- - C j i 2 + С2х + Сз,З (х -З )2 2

y  = j y ' d x  = J  + ^ х 2 + С2х + С з) ^  =

Н— C ix 3 + -С гх 2 + Сзх + С4 —
З (х -З )  6 2

= + C ix 3 + Сгх2 + Сзх + С\. <3 ( i 3)
II. Пусть дифференциальное уравнение п-ro порядка не содержит 

искомой функции и ее производных до (к — 1)-го порядка включительно 
( l ^ k ^ n ) :

i W fcW fc+1),---.j/ (n)) = о- (u '29)
Вводя новую неизвестную функцию z(x) по формуле z — У и учиты
вая, что — j,i^y(k+2) __ zn , . . . , y Cn) = z^n ~k), приходим к уравне
нию (n — fc)-ro порядка относительно функции z(x):

F(x, г, г', z " , . . . ,  г (п-*>) = О, (II-30)
т. е. понижаем порядок уравнения (11.29) на к. Если удастся отыскать 
общее решение уравнения (11.30) в виде z = ч>{х, С\, Сз, • • • > Сп - к ) ,  по
лучим дифференциальное уравнение

z = = tp(x, C l , C l , . . . , С п - к )  .
вида (11.25), решение которого находят k-кратным интегрированием. В 
частности, если п  = 2, к — 1, то уравнение (11.30) — первого порядка.
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х у " = у ' Ы —, у (  1) = е, 5/'(1 ) = е2.
а;

► Данное уравнение является уравнением II типа (п = 2, к = 1), 
т. е. не содержит у. Понизим порядок этого уравнения на 1, положив 
z = у' .  Тогда у"  = г', и исходное уравнение превращается в однородное 
дифференциальное уравнение первого порядка относительно искомой 
функции z:

xz' = г ln(z/x). (1)
Решаем его известным образом. Делаем подстановку z = хи(х).  Тогда 
z' = и  + хи', и уравнение (1) принимает вид

и  + хи' = и  In и. (2)

Разделяя переменные в уравнении (2) и интегрируя, последовательно 
находим:

du dx—---------- - = — , In j In и — 1| = In я + In Ci,
u(\nu — 1) x
lnu —1 = Cjx, u  = e 1+Clx, z = xe1+Clx.

Так как z = у ' , то последнее уравнение является дифференциальным 
уравнением первого порядка, которое решается однократным интегриро
ванием:

у '  = xe1+Clx, у  = J x e 1+ClXdx = J  xd( e1+ClX) =

= i _  (х е 1+с' х - f  = £ l ^ l e 1+c ^  + C 2.

Получили общее решение исходного уравнения.
Определяем значения произвольных постоянных С i и Сг, используя 

начальные условия у(  1) = е, у '(1 ) = е2. Получаем систему уравнений

е = + Сз, e2 = e1+c S
С 1

из которой легко находим, что С\ = 1, С2 = е.
Следовательно, частное решение исходного уравнения определяется 

формулой
у  = (х -  1)ё1+х + е. -4

Пример 3. Найти общее решение уравнения у 1" ctgx + у"  = 2.
► Данное уравнение является уравнением II типа, где п  = 3, к = 

= 2. Вводим новую функцию z = у"  и получаем из исходного уравнения 
линейное уравнение z’ ctg х + z = 2, которое записываем в виде

г' + ztgx  = 2tgx.

. Его общее решение (см. § 11.2)

z ^ e - f t s x d x  ^ j  2 tgxe~ S t sxdxdx + Ci^ = eln 1008 x I x

Пример 2. Найти частное решение уравнения
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х (2  J  tg xe ~ln I COSItdx + Ci^ = |cosx| ( 2  f =

/ sin x 1----5—dx + Ci c o s x  = 2 cosx-------- h Ci cosx =
cos2 x cos x

= 2 + Ci cosx.
Так как z = у",  то приходим к дифференциальному уравнению 

I типа, которое легко решается:

у"  — 2С\ cosx, у'  = J (2 + Ci  cosx)dx = 2х + Ci sinx + C2,

У — J № x + Cj sinx + C2 )dx = x2 -  Ci cosx + Сгх + C3 . •<

III. Рассмотрим дифференциальное уравнение n-го порядка, не со
держащее явно аргумент х:

F ( y , y ' , y " , . . . , y (-n) ) = 0. (11.31)
В этом случае порядок уравнения всегда можно понизить на единицу, 
введя новую функцию р(у) = у' ,  где у  рассматривается как ее аргу
мент. Для этого у'  , у" , . . .  нужно выразить через производные но
вой функции по аргументу у. Использовав правило дифференцирования 
сложной функции, получим:

, dy  dp dp d y  dp
У ~ dx ~ P’ У ~ d x ~  d y d x  ~ P d y ’

(11.32)
m _ dy"  _ d  (  dp\ _  dp dp d2p _  (  d p \ 2 2 d2p

У dx dx X d y )  ~ d x d y  Pdxd y  ~ P \ d y )  P d y 2

и т. д. Из проведенных вычислений ясно, что у W  выражается через про
изводные функции p a y ,  порядок которых не превышает к — 1. В итоге 
вместо уравнения (11.31) получаем уравнение вида

(  dp d2p  d^n ~1 ) p\  
{y ’P’ ^ ' W " " ’ d y ( n - D J  (U '33)

Если уравнение (11.33) имеет общее решение

Р = 4>(у, Ci, С2, - . . ,  C„_i),
dyгде р = — , то для нахождения общего интеграла уравнения (11.31) 

остается разделить переменные в последнем уравнении и решить его:

[  —п  п  У-----~----- г = [  dx, Ф (у,СьС2, ...  ,C „_i) = х + С„.J  <P(y,Ci ,C2 , . . . , C n - i )  J
Если в уравнении (11.31) п = 2, то уравнение (11.33) — первого по

рядка.
Пример 4. Решить задачу Коши у3у'у" + 1 = 0, у(1) = 1, у'(1) =

= У Щ .
► Данное уравнение является уравнением III типа, так как не со

держит явно аргумент х и п  = 2. Поэтому, согласно формулам (11.32),
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путем замены р(у) = у' его можно понизить на единицу и получить урав
нение первого порядка с разделяющимися переменными, которое легко 
решается. Имеем:

у2р2 ̂  + 1 = ° ’ р2^р = -У~*аУ> J P 2<iP = ~ J  V~3dy,

~ , dyС учетом того, что р  = у  = — , последнее уравнение перепишем вdx
виде

✓ = а )

Прежде чем решить его, определим значение произвольной постоянной 
Ci, воспользовавшись начальными условиями. Подставив их в уравнение 
(1), получим:

|  +  3 C i ,  Ci=  0 .

/з \ 1/,эИтак, пришли к уравнению у'  — ( - у 2 1 , которое легко решается
путем разделения переменных

/3^  dy
, 1/3

, /3 2у /3, dy
У = J  ’ -  - 1/я = ’

( И
f - j y ^ 3dy  = j d x ,

18
Из начального условия у(1) = 1 находим С2:

1 = (1 + С2)3/18, С2 = - У 1 8 -1 .

Следовательно, искомое частное решение определяется формулой 

У = ! ) 3- <

Пример 5. Решить задачу Коши у'" -  ( у " ) 2 /у' = 6(у')2у, у(2) = 0, 
у'(2) = 1, у"(2) = 0.

► Имеем уравнение вида (11.31), где п  = 3. Вводя новую функцию 
р(у) в соответствии с равенствами (11.32), последовательно находим: 

р2( ^ _6у) =0 ( р / 0 ) ’
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d pоткуда —г  = 6 у. Это уравнение I типа, оно легко решается двукратным d y
интегрированием:

^  = J  6у dy  = Зу2 + Cl ,  р  = J (Зу2 + C\)dy = у 3 + C i y  + Ci -

Получили уравнение у'  = у 3 + С\у  + Сг, для которого с учетом на

чальных условий и связей у'(2) = р(0) = 1, у" (2) = р (0 ) -^ ^  = О
dy

находим: С\ = 0 , Сг = 1.
Теперь проинтегрируем уравнение у'  = у 3 + 1:

з : * ‘'3+ 1’ ? т т = Л ’ / j r h * / * ■

Используя начальное условие у(2) = 0, получаем, что Сз  = —2------—.
6V3

Следовательно, искомое частное решение
1 2у — 1 1 \у 4“ 1| 7Гх = - =  arctg ^ In + 2 + - 1 = . -4

V3 V3 3 v^y — У + 1 6^3

АЗ-11.4
1. Проинтегрировать следующие уравнения:
а) у'" = х2 -  sinx; б) yIV = у'" /х\
\ п  /2В) УУ =  у '

2. Решить задачу Коши:

а) у" = з/(1) =  з, г/Ч1) =  1;

, б) ху'" -  у" = х2 + 1, 2/(-1) = 0 , у '(-1)  = 1> у" (-1) = 0;
в) у" = е2", 2/(0) = 0, у'(0) = 1.
3. Автомобиль движется по горизонтальному участку пу

ти со скоростью v = 90 км/ч. В некоторый момент времени 
он начинает тормозить. Сила торможения равна 0,3 от веса 
автомобиля. В течение какого промежутка времени он будет 
двигаться от начала торможения до остановки и какой путь 
пройдет за это йремя (какова длина тормозного пути)? (О т
вет: 8,5 с; 106,3 м.)

Самостоятельная работа
1. 1. Проинтегрировать уравнение х2у'" = у"2.
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2. Решить задачу Коши 2у'2 = (у — 1 )у", у(0) = 0, у'(0) = 
= 1.

2. 1. Проинтегрировать уравнение ху” -  у' — х2ех.
2. Решить задачу Коши у3у" + 1 = 0, у(1) = 1, у'(1) = 0.
3. 1. Проинтегрировать уравнение ху” + у' = у'2.
2. Решить задачу Коши 2у" = Зу2, 2/(2) = 1, у'(2) = —1.

11 .6 . ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВН ЕН И Я  
ВТОРОГО И ВЫ СШ ИХ ПОРЯДКОВ

О б щ и й  с л у ч а й .  Уравнение вида

y (n)+ ai(x)y(n_1)+ a2(x)y(n_2) + .. .+a„_i(a:)y'+a„(x)y = /(х), (11.34)

где a,i(x) (1 = l,n ) , f ( x )  — заданные в некоторой области D функции, 
называется линейным  неоднородны м  дифференциальным ур а вн ен и ем  
п - г о  порядка. Если правая часть уравнения (11.34) /(х) = 0 в области 
D, то получаем уравнение

y (n) + oi(x)y(n_l) + a 2(x)y("-2) + . . .  + a„_i(x)y' + a„(x)y = 0, (11.35)

называемое линейным  однородны м  дифференциальным уравн ени ем , со
ответствующим уравнению (11.34).

Если ai(x), f ( x )  непрерывны в области Л, которая представляет 
собой интервал (а; Ь), то верна теорема Коши существования и един
ственности решения любых уравнений вида (11.34), (11.35) (см. теорему
1 из § 11.1) для начальных условий

у ( х о )  = уо,у'(яо) =  У о , - . . ,у ("~1)(а:о) =Уо"- 1 ) > х °  е ( ° ; ь)>

где yo,y'0, . . . , у'""1» — любые числа.
При отыскании общего и частного решений уравнений (11.34) и

(11.35) важную роль играет понятие линейной зависимости и линейной 
независимости функций y i ( x ) , y 2 ( x) , . . .  , у п (х).

Функции ух, У2 , ■ ■ •, Уп называются линейно зависим ы м и  в интерва
ле (о; 6), если существуют постоянные числа цх, / « ,. . . ,  f in, не все равные 

П
нулю, такие, что щух(х)  = 0 для любых х €  (а; 6). Если же указанное 

»=1
тождество выполняется только в случае, когда все щ = 0, то функции 
yi (x)  называются л ин ейн о  н езави сим ы м и  в интервале (а; 6).

О пределит елем  В рон ск о го  (или вронскианом ) называется определи
тель вида

УХ У2 Уп

№(ух,У2 , - . . , Уп )  = УХ 3/2 • ■ Уп (11.36)

у '" -15 у '" -1» • (п—1) • Уп
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К р и т ер и й ,  л и н е й н о й  з а в и с и м о с т и  и  л и н е й н о й  н е з а в и с и м о 
с т и  ф у н к ц и й . Если ф ункции  у<(х) (i = 1,п) класса в инт ерва 
л е (о;Ь) (т .е . ф ункции, им ею щ ие в (а;Ь) непреры вны е прои зводны е до 
(п  — 1 ) - го  порядка  вклю чит ельно) лин ейно зависим ы , т о W  = 0 в  (о; Ь). 
Если W ф. О, т о ф ункции yi (x)  лин ейно  н езави сим ы .

Например, для функций 1, х,хг , . . . ,  х” - 1  W ф 0, поэтому они ли
нейно независимы.

Совокупность п  линейно независимых решений yi(x),y2(x) , . . . ,  
У п ( х )  уравнения (11.35) называется ф ундам ент альной си ст ем ой  р еш е 
ний. С ее помощью строится общее решение однородного уравнения
(11.35). Справедлива следующая

Т ео р ем а  1. Если y i , уг, . . . ,  Уп — любая ф ундам ент альная си ст ем а  
р еш ени й  ур а вн ен и я  (11.35), т о ф ункция

п
У = Ci y i  + С2 У2 + •... + СпУп = (11.37)

г=1
г д е  Ci — прои звол ьны е п о ст оянны е, я в л я ет ся  общ им  р еш ени ем  урав 
н ен и я  (11.35).

Пример 1. Показать, что система функций е х, е~х, е 2х является 
фундаментальной для уравнения у'" — 2у"  — у'  + 2 у  = 0, и записать 
его общее решение.

► Подстановка функций у\ — е х, уг = е~х, у з  = е 2х и их производ
ных в исходное уравнение показывает, что они являются его решениями. 
Их вронскиан имеет вид (11.36):

е х е - х  е 2х 1 1 1
W ( e x, e~x, e 2x) = е х - е ~ х 2 е 2х — е х е~х е 2х 1 - 1  2

е х g - х  4 е 3х 1 1 4

Следовательно, е х, е~х, е 2х линейно независимы и образуют фундамен
тальную систему решений исходного уравнения. Его общее решение, со
гласно формуле (11.37), имеет вид

у  — С\ех 4- С2 е  х + Сз е 2х. М

Т ео р ем а  2 ( о  с т р у к т у р е  о б щ е г о  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  11 .34).
О бщ ее р еш ен и е  л ин ейн ого  н ео дн ор одн о го  уравн ени я  (11.34) им еет  вид  
у  — у  + у*, гд е  у  — о бщ ее р еш ен и е  (вида  (11.37)) со от вет ст вую щ его  
ем у  о дн ор одн о го  ур авн ени я  (11.35), а у* — одн о  из частных р еш ений  
ур а вн ен и я  (11.34).

Пример 2. Записать общее решение уравнения у'" -  2у"  -  у ’ + 2у = 
= 2 х + 1, если одним из его частных решений является функция у* = 
= X + 1.

► Так как общее решение у соответствующего однородного уравне
ния найдено в примере 1, то общее решение данного уравнения имеет 
вид

У = У + У* = С\ех + С2е-*  + С зе2х + х + 1.
Если известна фундаментальная система решений уравнения (11.35), 

то частное решение у* уравнения (11.34) в любом случае можно найти
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м ет одом  вариации произвольных пост оянны х  (м ет одом  Л агранж а), 
согласно которому у* всегда представимо в виде

у * = Ci(x)yi(x) + С2(®)у2(*) + . . .  + Сп (х)уп (х), (11.38)
где у<(я) образуют фундаментальную систему уравнения (11.35), а неиз
вестные функции Ci(x) определяются из системы:

С[ у  1 + С^уа + . . .  + С'п уп = О,
С[у'х + СШ  + . . .  + С'п у'п = О, (11.39)

которая является линейной системой алгебраических уравнений относи
тельно п неизвестных С'. Определитель системы является определите
лем Вронского (см. формулу (11.36)), который в случае фундаменталь
ной системы решений у<(х) отличен от нуля. Поэтому система (11.39) 
имеет единственное решение С' = ¥>*(х). Интегрируя последние равен
ства, являющиеся дифференциальными уравнениями первого порядка, 
находим С{(х) = J  <pi(x)dx.

Следовательно, частное решение у* уравнения (11.34) имеет вид

у* = У 1 У  ¥>1 (я) <i® + У2 J  dx + . . . + Уп I  Ipn (x)dx.  (11.40)

З ам еч ан и е1.П р и  нахождении интегралов в формуле (11.40) появ
ляются п произвольных постоянных. Их можно считать равными нулю.

Пример 3. Найти общее решение уравнения

у '"  — 2у "  — у ' + 2у  = - ~ ”Т  ■ ( 1 )е х + 1
► Общее решение однородного.уравнения, соответствующего урав

нению (1), известно:
у = С\ех + С2 е~х + Сзе21

(см. пример 1). Чтобы получить общее решение уравнения (1), найдем 
его частное решение у* методом Лагранжа. Согласно формуле (11.38),

у* = Ci(*)e* + С2 (х)е~х + С3 (х)е*х.
Система (11.39) в нашем случае имеет вид:

С[ ех + С£е-Х + С'3 е 3х = 0, ^
С[ ех -  С2 е~х + 2С'3е 2х = 0, I (2)
С\ех + С'2 е~х + 4С'3 е 2х = е2а!/(ех + 1). J

Ее определитель W = — 6 е 2х ф 0 (см. пример 1). Решая систему (2) 
по формулам Крамера, находим:

1 -х  1 р 3х 1 1

С'л = -  -  — ---- , C i = -- --------, С'з = ------ -— . (3)1 2 е1 + 1  2 6 е1 + 1  3 3 е* + 1 w
Интегрируя выражения (3), получаем (см. замечание 1):

Cl — 1  + Ц ,  - 1 1п(е» + 1),
2 J  е х + 1  2  J  е* + 1 2 '
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6 У e* + 1 6 У ex + 1 6 У V e* + 1 /

* г ( ? - ' ’ +|* (''+11) '

« = У Л г - И Ч ^ ^ № - ^ =

Записываем частное решение уравнения (1):

у* = - i e *  1п(е* + 1) + 1  е— Q e 2* -  е* + ln(e* + 1)) +

+ \е2Ч* ~ ln(e" + 1)) = ±е* -  I + ixe2* +

+ ( г ' - - 5 * ' - И |"(е' +1>'
Общее решение уравнения (1) имеет вид

у = у  + у* = С\ех + С2е~х + С3 е 2х + ^(4*е21 + е х -  2)+

+ i ( e - x -  Зе1 -  2е2*) ln(e* + 1). <4 6
З а м е ч а н и е  2. Метода для нахождения фундаментальной систе

мы решений уравнения (11.35) не существует. Поэтому в общем случае 
невозможно найти частное решение у* уравнения (11.34) и, следователь
но, его общее решение. Других методов решения уравнения (11.34) также 
не существует. Только в частном случае, когда в уравнении (11.34) все 
коэффициенты а<(х) являются постоянными числами, существует ме
тод нахождения фундаментальной системы решений и общего решения 
уравнения (11.34).

Линейные дифференциальные уравнения с постоянными  
коэффициентами. Положим в уравнениях (11.34) и (11.35) а* (х) = 
= pi  = const, pi  £ R. Тогда соответственно имеем:

у (п) +Р1У(п-1) +Р2У(п-2) + • • • + P n -iv ' +РпУ = /(я), (11-41)

У(п) + Р 1У(п-1) +Р2У(п_3) + • • - + P n - i y '  +РпУ = о. (11.42)
Фундаментальную систему решений уравнения (11.42) можно найти, 

используя только алгебраические методы, следующим образом. Исходя 
из уравнения (11.42), составляем алгебраическое уравнение

An + p iA n 1 +раАп~2 + . . .  + p n - iA  + р п  = 0, (11.43)

которое называется характ ерист ическим  уравн ени ем  для уравнения 
(11.42). Оно имеет п  корней, среди которых могут быть действитель
ные простые и кратные корни, а также пары комплексно-сопряженных 
корней (простых и кратных).
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Если все корни А< характеристического уравнения (11.43) — простые 
и действительные, то получаем следующую фундаментальную систему 
решений уравнения (11.42):

еЛ1х,еЛа* , : . . , е А"*. (11.44)
Известно, что каждому действительному корню Л кратности к харак

теристического уравнения (11.43) соответствует ровно к линейно незави
симых решений уравнения (11.42) вида

У 1 = е Хх, У2 =  хеА* ,.. . ’, у к =  х * -1еА*. (11.45)

Каждой паре комплексно-сопряженных корней а  ± /3i кратности m 
характеристического уравнения (11.43) соответствует ровно 2 т  линейно 
независимых решений уравнения (11.42) вида

j/i = е ах cos/Зх, У2 = е ах s in /Зх,
у з  = х еах c o s /Зх, У4 = хеах s in /Зх,
j/5 = х2 е ах c o s /Зх, ув = х2 е ах s in /Зх, (11.46)

У2т - 1  = Х т ~ 1 е а х  COS/Зх, У2т = хт 1e“I sinj3x.

Обобщая проведенные рассуждения, получаем, что п  корням харак
теристического уравнения (11.43) соответствует ровно п линейно незави
симых решений однородного уравнения (11.42), образующих фундамен
тальную систему решений, линейная комбинация которых с произволь
ными коэффициентами дает общее решение уравнения (11.42) в соответ
ствии с формулой (11.37).

Пример 4. Найти общее решение линейного однородного диффе
ренциального уравнения четвертого порядка с постоянными коэффици
ентами:

y t v  -  16у = 0 .
► Составляем характеристическое уравнение для данного уравнения 

и находим его корни: А4 —16 = 0, (А2 — 4)(А2 +4) = 0, А2 = 4, A i,2 = ±2, 
А2 = -4 ,  Аз,4 = ±2i. Получили четыре простых корня: два действитель
ных и два комплексно-сопряженных (о: = О,/? = 2). С учетом частных 
решений (11.44) — (11.46) получаем фундаментальную систему решений:

y i  = е21, уг — е-2 1 , уз = е0х cos2x = cos 2х, у4 = е 0х sin2x = sin 2г.

На основании формулы (11.37) общее решение исходного уравнения 
имеет вид

у  = С\е2х + Сзе-2 1  + Сз cos2x + С\ sin2x. <

Если в уравнении (11.42) п  — 2, то получаем лин ейн ое одн ородн ое 
диф ф еренциальное уравн ени е вт орого  порядка  с  п о ст оянны м и  коэффи
циент ам и

у"  + p i y '  + Р2 У = 0. (П-47)
Корни его характеристического уравнения

А2 + piA + Р2 = 0 (11.48)
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могут быть:
1) действительными и различными: Ai ф Лг;
2) действительными и равными: Ai = А2 = А;
3) комплексно-сопряженными: Ах,г = а  ± /Зг.

Им соответствуют следующие фундаментальные системы решений и об
щие решения уравнения (11.47):

1 ) y i = e Alx, у г = е Азх, у  = С 1 е ^ х + С 2 е ^ х-,
2 ) y i= e Ax, уг = хеАх, у = CieAx + С2хеАх;
3) J/i = е ах c o s /Зх, уг = е ах sin/?x, у = e“x(Ci cos/Зх + Сг sin/Зх). 
Пример 5. Найти общие решения следующих уравнений:
а) у" -  15у' + 26у = 0; б) у" + 6у' + 9у = 0; 
в) у" -  2у' + 10у = 0.
► Для каждого случая составляем характеристическое уравнение, 

находим его корни, фундаментальную систему решений и общее реше
ние:

а) А2 -  15А + 26 = 0, Ai = 2, А2 = 13;

y i = e 2x, у г = е 131; 

у = С\е2х + С2е13х;
б) А2 + 6А + 9 = 0, А! = Аг = -3 ;

У1 = е -Зх, уг = хе-3х ;

У = e~3x(C i + Сгх);
в) А2 -  2А + 10 = 0, Ах,г = 1 ± Зг;

ух = ех cos Зх, уг = ех sin Зх;

у = ex(Ci cos3x + Сг sin3x). ^
Таким образом, для того чтобы решить линейное уравнение с посто

янными коэффициентами, необходимо:
1) найти его фундаментальную систему решений;

. 2) составить общее решение у однородного уравнения (11.42);
3) по методу Лагранжа найти частное решение у* уравнения (11.41);
4) по формуле у = у + у* получить общее решение у уравнения

(11.41).
В различных инженерных приложениях правая часть /(х) уравне

ния (11.41) во многих случаях имеет специальный вид:

/(х) = e ax(Pr (x) cosbx + Qa(x)  sinbx), (11.49)

где P r ( x ) ,  Q.(x)  — многочлены степени г и а соответственно; а, b — неко
торые постоянные числа. Частными случаями функции /(х) являются:

/(х) = Рг(х)еах (Ь = 0); (11.50)

/(х) = Рг (х) cosbx + Q,(x) sinbx (о = 0); (11.51)
f ( x )  — eax(j4cos6x + В sinbx) (A = const, В  = const); (11.52)

f ( x )  = A cosbx + В  sinbx (a = 0, Pr(x) = A, Qa(x) = B) ;  (11.53)
/(x) = Pr (x) (a  = 0, b = 0). (11.54)
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Доказано, что во всех перечисленных случаях, а также в общем слу
чае (см. формулу (11.49)), частное решение у* уравнения (11.41) имеет 
аналогичную этим правым частям структуру. Для общего случая функ
ции }(х)

у* = xkeax(Pm(x) cos bx + Qm(x) sin Ьх), (11.55)
где Pm {x),Qm (x) — многочлены степени т  = шах{г,s}; к  равно числу 
корней характеристического уравнения (11.43), совпадающему с числом 
z = а  + Ы. Таким образом, к  = 0, если среди корней А; (I = 1,п) нет чис
ла z; к  = 1 , если существует один корень, совпадающий с z; к = 2 , если 
существует двукратный корень, совпадающий с 2 , и т. д. Следовательно, 
согласно формуле (11.55), сразу можно определить структуру частного 
решения у*, в котором неизвестными являются только коэффициенты 
многочленов РщЛ.х) и Qm (x). Подставляя решение у* и его производные 
в уравнение (11.41) и приравнивая коэффициенты подобных членов сле
ва и справа, получаем необходимое количество линейных алгебраических 
уравнений для вычисления этих неизвестных коэффициентов. Такой спо
соб нахождения коэффициентов и, тем самым, у* называется м ет одом  
неопредел енны х  коэффициентов. Следовательно, зная структуру у* (см. 
формулу (11.55)), можно найти частное решение с помощью'элементар
ных операций, таких, как дифференцирование и решение систем линей
ных алгебраических уравнений, не применяя операцию интегрирования, 
возникающую при решении уравнения методом Лагранжа.

Пример в. Найти общее решение уравнения

y IV -  зу" = 9х2. (1)

► 'Составляем характеристическое уравнение, наводим его корни, 
фундаментальную систему решений и общее решение у соответствую
щего однородного уравнения:

А4 -З А 3 = 0, А2(А2 - 3 )  = 0, Ai = A2 = 0 , А3,4 = ±-ч/3;

yi = е 0х = 1, У2 = хе0х = х, уз = е ^ х, у4 = e~v^ x; 
y  = C i + C 2x + С зе'Я *  + С4е - '/5х.

В уравнении (1) правая часть — специальная, относящаяся к част
ному случаю (11.54), поэтому 2 = 0. Двукратный корень характеристи
ческого уравнения Ai = Аг = 0 совпадает с 2 = 0 , откуда следует, что 
к  = 2. Частное решение у*, согласно формуле (11.55), имеет вид

у* = х2 (Ах2 + Вх  + С),

так как правая часть уравнения (1 ) является многочленом второй степе
ни. Подставляя у * 1 1  и у ' 1У в уравнение (1), получим тождество (у* — 
решение уравнения (1)). Здесь и далее для удобства вычислений будем 
выписывать выражения для у*, у " ,у*" , y * f" , y *IV, — в отдельные стро
ки и слева за вертикальной чертой помещать коэффициенты, стоящие 
перед ними в уравнении. Умножая эти выражения на коэффициенты, 
складывая и приводя подобные члены, имеем:
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0 У* = Лх4 + Вх3 + Сх2,
0 У*' = 4Ах3 + ЗВх2 + 2Сх,

- 3 У*" = 12Лх2 + 6 Вх + 2С,
0 у*'" = 24Лх + 6В,
1 y*/vr = 24 А,

y ' IV -  Зу -"  = - 3 6 Ax2 -  18Bx - 6 С + 24А = 9х2.
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в левой и 

правой частях последнего тождества, получаем систему алгебраических 
уравнений для определения А, В , С:

-36Д = 9, ^
-18В = О, >
-6С + 24Л = 0, j

откуда А = —1/4, В  = О, С = —1. Следовательно,

Общим решением уравнения (1) является функция

У = У + У* = Cl + Сг х + Сзе'75* + С4е"'/Зх -  ^х4 -  х2. <44
Пример 7. Решить задачу Коши

у " -7 у '  + 6 у = ( х - 2 ) е 1 , у (0) = 1, у'(0) = 3. (1)
► Так как характеристическое уравнение А2 —7А + 6 = 0 имеет корни 

Ai = 1 ,  Аг = 6, то общим решением соответствующего однородного 
уравнения у "  — 7у' + 6у = 0 является функция

у  = Cie* + С 2е 6х.
Правая часть уравнения (1) — специальная, вида (11.50), где о = 1; 

6 = 0; Р\(х) = х — 2; 2 = 1. Так как z является корнем характеристиче
ского уравнения, то к = 1 и частное решение уравнения (1) определяется 
формулой

у* = хех(Ах + В).
Далее, как и в примере 6, находим:

6
- 7

1

= ех(Лх2 + Вх),
= ех(Лх2 + Вх)  + ех(2Лх + В),
= е  (Ах2 + (2А + В)х + В) + е*(2Лх + 2Л + В),

у*" -  7у*' + 6у* = ех((6А -  7Л + Д)х2 + (6В -  7В -  14А+
+2А + В  + 2А)х - 7 В  + 2А + 2В)  = ех(х -  2).

Сокращая обе части последнего тождества на е1 ф 0 и приравнивая 
коэффициенты при одинаковых степенях х в левой и правой частях, 
имеем:

‘ 0 = 0 ,
-10 Л  = 1,
2 А - Ъ В  = -2 ,
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у* = е х ( ----— х2 + — x V
V 10 25 У

Общим решением уравнения (1) является функция

У = У + У* = Ci e x + Сге6* + е1 (  -  i  х2 + ^  х^ .

Для того чтобы решить задачу Коши, находим у':

,  „' = с „ -  + « с * *  + «. (  -  ±  + 1 , )  + » .  (  -  i  ,  + 1 ) .

Используя начальные условия, получаем линейную систему уравне
ний для определения значений произвольных постоянных С\ и С%

у(0) = Ci + С2 = 1, у '(  0) = Ci + 6С2 + 9/25 = 3,
откуда находим: Ci = 84/125, С2 = 41/125.

Следовательно, частное решение, удовлетворяющее данным началь
ным условиям, имеет вид

84 х 41 6,  х (  1 2 9 \у  = -— е Н------ е + е  ( ------ х Ч------х ). -̂
У 125 125 V Ю 25 J

Для линейных дифференциальных уравнений вида (11.41) справед
лив так называемый принцип суп ер п о зи ци и  р еш ений , суть которого за
ключается в следующем. Если в уравнении (1-1.41) /(х) = f i ( x)  + /2(х), 
у* (х) и у 2 (х) — решения двух уравнений вида (11.41) с правыми частями 
/i(x) и /2 (х) соответственно:

у(") + p iy("-l) + . . .  + р пУ = /i(x), (11.56)

У(п) + Р1У(П_1) + • ■ • + РпУ = h ( x ) ,  (11.57)
то функция у* = у| + y j является решением уравнения (11.41) с правой 
частью /(х).

Функции /i(x) и /2(х) могут быть специальными (вида (11.49), но 
разных типов (11.50) — (11.54)). Тогда следует воспользоваться структу
рой частного решения (11.55) применительно к каждому типу и методом 
неопределенных коэффициентов найти частные решения у* и у£ уравне
ний (11.56), (11.57). Кроме того, может оказаться, что /i(x) — специаль
ного вида, а /2(х) — нет. В этом случае частное решение у* уравнения
(11.41) можно найти сразу методом Лагранжа или, что рациональнее, 
разделить на два этапа: для решения уравнения (11.56) использовать 
структуру (11.55), а для решения уравнения (11.57) применить метод 
Лагранжа.

Пример 8. Найти общее решение уравнения
у ” 4- У = х sin х + cos 2х. (1)

► Так как характеристическое уравнение А2 + 1 = 0 имеет мнимые 
корни Ai = t, А2 = —г, то общее решение однородного уравнения у " + у  = 
= 0 определяется функцией

откуда А = —1/10, В  = 9/25;

у = C i cos х + С2 sin х.
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Правая часть уравнения (1) представляет собой сумму двух функ
ций специального типа (11.51) и (11.53): /i(x) = xsinx, f i ( x )  = cos2г. 
Поэтому, используя структуру (11.55), методом неопределенных коэф
фициентов находим частное решение j/j уравнения

у"  + у  = xsinx (2)

и частное решение y j уравнения

у "  + у  = cos 2х. (3)
Для уравнения (2) а  = 0, 6 = 1 ,  г  = i = Ai, поэтому к = 1 и

у\ = х((Ах 4- В)  cos х + (Сх + D)  sin х).

Вычислим неопределенные коэффициенты A, B, C, D  по схеме, при
веденной в примере 6, и найдем у ' . Имеем:

У!
Ух

УГ

= (Ах2 + Вх) cosx + (Сх2 + Dx)  sinx,
= (2Лх + В) cos х — (Лх2 + Вх)  sin х + (2Сх + D)  sin х+ 

+(Сх2 + Dx)  cosx = (Сх2 2Лх + Dx + В) cosx+
+ (—Ах2 — Вх + 2 Сх + D)  sinx,

= (2Сх + 2А + D)  cosx — (Сх2 + 2Лх + Dx + В)  sinx+
+(—2Ах — В  + 2С) sinx + (—Дх2 — Вх + 2Сх + D)  cosx,

y l "  + y l  = (Ах2 + Вх  + 2Сх 2А + D — Ах2 — Вх  + 2Сх + £>) cosx+ 
+(Сх2 + Dx — Сх2 — 2Дх — Dx — В — 2Лх — В  + 2 С) sin х = х sin х. 

Приравнивая коэффициенты при подобных членах в левой и правой 
частях последнего тождества, находим А, В, С, D и j/J:

х cos х 4С = О,
cos х 2 А + 2D = О,
xsinx — 4А = 1,
sinx —2В + 2С = О,

откуда А = —1/4, В = О, С = О, D = 1/4.
Следовательно,

X  COS X  + 1  ■ ^  1  (  ■ \-  sinx ) = -  x(sinx — xcosx).
4 / 4

Для уравнения (3) а = О, 6 = 2, z = 2i, поэтому fc = 0 и 

2/2 = М cos 2х + TV sin 2х.
Далее нг х̂одим:

= Afcos2x + JVsin2x,
= —2Msin2x + 2iVcos2x,

Уг 
У 2
yj" = — 4Mcos2x — 47V sin 2x,

y j” + y j = —3M cos 2x — 3/V sin 2x = cos 2x.
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Очевидно, что —3М  = 1, —3N = 0, поэтому

y j = cos 2х.

Окончательно получим, что

у* = y j + yj = i  i(sin х — х cos х) — i  cos 2х 

и общее решение исходного уравнения (1) определяется функцией

у = у + у* = Ci  c o s  х + С2 sin х + i  x(sin x — x c o s  x) — ^ cos 2x. A

Пример 9. Решить задачу Коши

у" -  2у' + 5у = Зе® + е® tg2x, у(0) = 3/4, у'(0) = 2. (1)

► Сначала найдем общее решение данного уравнения. Соответству
ющее характеристическое уравнение А2 — 2Л -(-5 = 0 имеет корни А12  = 
= 1 ± 2г. Общее решение однородного уравнения у" — 2у'  + 5у = 0 опре
деляется функцией

у  = e x(Ci  cos 2х + С2 sin 2х).
Правая часть уравнения (1) представляет собой сумму двух функ

ций. Первая из них f i ( x )  = Зе1 относится к специальному типу (11.50), 
для которого Рг (х) = 3, а = 1, 6 = 0, 2 = 1 /  Ai,2. Поэтому частное 
решение yj уравнения у" — 2у' + 5у = Зе1 имеет вид у* = Ле1 , где А 
определяется из тождества (А — 2А + 5А)ех = Зе1 : А = 3/4, y j = Зе®/4. 
Вторая функция /г(х) = е1 tg 2х не является специальной, и частное 
решение y j уравнения у" — 2у' -f 5у = е® tg 2х необходимо искать мето
дом вариации произвольных постоянных (методом Лагранжа). Согласно 
формуле (11.38), имеем

У2 = ex(Ci(x) cos 2х + Сг(х) sin 2х).

В нашем случае система вида (11.39) состоит из двух уравнений (yi = 
= e®cos2x, уг = е х sin 2х):

С[ ех cos 2х + С̂ е® sin 2х = 0,
С'1 е х(cos2x — 2sin2x) + C2e®(sin2x 4- 2cos2x) = ex tg2x. 

Сократив уравнения этой системы на е®, получим:

С[ cos 2х + С2 sin 2х = 0,
С[ (cos 2х — 2 sin 2х) + С^ (sin 2х 4- 2 cos 2х) = tg 2х

Определитель (вронскиан) последней системы 

cos 2х sin 2х
cos2x — 2sin2x sin 2х 4-2 cos 2х 

По формулам Крамера находим:

0 sin 2х
tg 2х sin 2х + 2 cos 2х
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, 1 1 cos 2x 0
2 2 j cos 2x — 2 sin 2x tg 2x

1 . ^— sin2x. 2
Теперь проинтегрируем полученные равенства:

_ I f  sin2 2x 1 f  1 — cos2 2xCi  ~ ----/ ---------- dx = -----/ ---------------- dx =
2 J  cos 2x 2 J  c o s  2x

= — -  f  ——---- h i  [  cos2x dx = -  In I tg(7r/4 — x)| + -  sin 2x,
2 J  cos 2x 2 J  4 4

1
4

1 /■ 1С2 = -  / sin 2x dx = ----cos 2x.2 J
Следовательно,

y j = e1 (  ̂  In | tg ^  — x  ̂| • cos 2x+  i  sin 2x cos 2x—

— -  sin 2x cos 2x | = -  e x In I tg ( -----x) I • cos 2x.4 / 4  I V 4 / 1
Таким образом, частное решение исходного уравнения (1) имеет вид

У* = У{ + У2 = \ е* + \ е * 1п 11б ( J  “  х) | ' cos2x =

= i  е х ^3 + In | tg -  x) j • cos 2x^, 

а его общее решение определяется функцией

у  = у  -+■ у* = е х (Ci  cos 2х -+* С2 sin 2х)+

- I e* ( 3 + l„ | t g ( J - x ) |  • cos 2х^. (2)

Чтобы решить задачу Коши, вычислим значения произвольных по
стоянных Ci и С2 в общем решении (2), используя начальные условия 
у(0) = 3/4, у '(0) = 2. Находим у':

у ' = e x(Ci  cos2x + Ci  sin2x) + e x(—2Ci  sin2x 4- 2C2 cos 2x)+

+ - e x(3 + In | tg(?r/4 — x)| • cos 2x)+
4

+ j e x ( -  —— -----?°S2X2, ----- T -21n|tg(ir/4-x)|  sin2xV  •4 \ tg(7r/4 — x) ■ cos-!(7r/4 — x) J
Подставляя значение x = 0 в выражения для у  и у', с учетом началь

ных условий получаем:

у(0) = 3/4 = Ci  + 3/4, у'(0) = 2 = 2С2 + 3/4 -  1/2,

откуда Ci  = 0 , С2 = 7/4.
Следовательно, искомое частное решение

у  — i  ех ^3 + 7sin2x + In | tg(7r/4 — х)| • sin2x^. М
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А З -11 .5
1. Найти фундаментальную систему решений и общее ре

шение для следующих однородных линейных дифференци
альных уравнений второго порядка:

а) у " -2 у '-4 у  = 0; б) у" + 6у'+9у = 0; в) у" -6у' + 18у = 0.

{Ответ: а) у\ = e(1+'^)xj у 2 =  е(1—л/5)* , у  — <7i e (i+\/5)x_|_

+С2е(г- ^ ) Х; б) У1 = е~3х, у2 = хе~3х; у = е~3x(Ci + С2х);
в) yi = e3xcos3x, У2 = е3х sin Зх; y = e3x(Cicos3x-|-C2sin3x).)

/ 2. Найти фундаментальную систему решений и общее ре
шение для следующих однородных линейных дифференци
альных уравнений высших порядков:

_ а) у"' -  5у" + 16у' -  12у = 0; 'б) yIV -  8у" + 7у = 0;
„в) yv  -  6yIV + 9у"' = 0; r) yVI -  3yv + 3yIV — 0.

{Ответ: а) yi = ех, у2 = е2х cos2\/2x, уз = е2х sin2%/2x; у = 
= С\ех + e2x{Ci cos2\/2x + С 2 sin2\/2x); б) yi = ех, у2 = е-х , 
У з = е ^ х, у4 = е - ^ х; у = Схех + Сае-*+  С3е ^ * +  С4е - ^ х;
в) 2/i = 1, 2/2 = х, уз = х 2, 2/4 = е3х, у5 = хе3х; у = Ci + 
+ C 2x +  С3Х2 -I- (С4 4- С ьх)е3х\ г) 2/1 =  1, 2/2 -  я, 2/з =  х 2, 

2/4 = х3, 2/5 = е3х/2 cos(\/3x/2), у6 — е3х/2 sin(\/3x/2); у = 
= C i+ С 2х + Сзх2+ С4х 3+  е3х/2 {С\ cos( \/Зх/2)+ C2sm(y/bx/2)).)

Самостоятельная работа
Найти фундаментальные системы решений и общее реше

ние данных однородных линейных дифференциальных урав
нений.

1. а) Зу" -  2у' -  8у — 0; б) у"' + 9у' = 0. (Ответ: а) у = 
= Cie2z + С2 е~Ах/3\ б) у = Ci + С2 cos Зх + С3  sin Зх.)

2. а) у" — 6у' + 13у = 0; б) yIV -  8у" + 16у = 0. (Ответ: 
а) у = e3x(C'i cos2x + C^sin 2х); б) у — (Ci + С2х)е2х + (С3+ 
+С4х)е-2х.)

3. а) 4у" — 8у'+ 5у = 0; б) у'" — Зу" + 3у' — у = 0. (Ответ: 
а) у = ex(C'i cos(x/2)+(72 sin(x/2)); б) у — <̂ Т?1 I ОцИ f 0<±х2).)

(
А З -11 .6

Найти частные решения следующих неоднородных уравне
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ний, удовлетворяющих указанным начальным условиям (ре
шить задачу Коши).

1. у"—Зу' + 2у -  е3х(х2+х), г/(0) = 1, у'(0) = -2 . (Ответ: 
у = 4(ех -  е2х) + (х2 -2.x + 2)е3х/2.)

2. у"' -  У1 = ~2х, 2/(0) = 0, у (0) = у"(0) = 2. (Ответ: 
у — сх — с~х ~Ь

3 . 2/IV —2/ = 8ех, 2/(0) = - 1 ,  у'-(0) = 0, у"(0) = 1, у'"(0) = 0. 
(Ответ: у = 2хех -  Зех +je~x + cos х + 2 sin х.)

4. у" — 2у'+2у = 4ех cpsx, у(ж) = жеж, y'(iг) = е*. (Ответ: 
у = ех((2х — ж — l)sin x  х  7rcosx).)

5. у" + 4у = 4 ( s in 2 x  + c o s 2ж), у(7г) = у'(ж) = 27г. (Ответ: 
у =  3 o tc o s2 x  +  ( s in 2 x )/ 2  +  x ( s i n 2 x  -  c o s 2 x ) .)

Самостоятельная работа
Найти частные решения уравнений, удовлетворяющие 

указанным начальным условиям.
1. у" -  V  = 2ех, у(1) = - 1 ,  у'(1) = 0. (Ответ: у = 

= е2* - 1 -  2ех + е -  1.) '
2. у" + 4у = х, у(0) = 1, у'(0) = ж/2. (Ответ: у =

— х/4 + cos 2х + (от/4 -  1/8) sin 2х.)
3. у" + 6у' + 9у = 10 sin х, у(0) = -0 ,6 , у'(0) = 0,8. 

(Ответ: у = 0,8 sin х — 0,6 cos х.)

А З -1 1 .7
Для каждого из данных неоднородных линейных диффе

ренциальных уравнений определить и записать структуру его 
частного решения. (Числовых значений неопределенных ко
эффициентов не находить.)

1. у" — 8у' + 16у = е4х(1 — х). 2. у" — Ъу' = е3х — 28х.
3. у" + 16у = xsin4x. 4. у'"+у"=:2х+е_х.
5. у" — 4у' = 2 cos2 4х. 6. ylv- y  = 3xex+sinx.
7. у" -  7у' = (х -  I)2. 8  ̂ yIV+y" = x2 + 2x.
9.у"— 4у'+13у = е2х(х2 cos3x-+sin3x). 10. yv — yIV = 2xex— 4.

Найти общие решения данных линейных уравнений.

11 . у" + 4у = cos2 х. 12. у" + 5у' + 6у -  е~х + е_2х.
13. 4у" -  у = х3 -  24х. 14. у'" -I- у" = 6x4- е~х.
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15. у" -I- Ay = 1/ sin2 ж. 16. j/"' + у' — tg x.

Самостоятельная работа
Найти общие решения данных уравнений.
1. у" + 4у' + Ау — е~2х1пх. (Ответ-, у = С\ + С̂ х-\- 

+(х21пж)/2 — Ъх2 / А)е~2х.)
2. у" + у + ctg2 х = 0. (Ответ: у = 2 + С\ cos х + Сг sin х+ 

+ cosa; In | tg(z/2)|.)
3. у" -  2у' + у = ех/(х2 + 1). (Ответ: у = ех(С\ + С2 Х-

— In у/х2 + 1 + х arctgz).)

11.7. СИСТЕМЫ  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Система вида

У[ =  М х , У 1 , У2 , . . . , У п ) ,  ' 

y'l -  / 2 ( х , У 1 , У 2 , . . . , У и ) , (11.58)

Уп =  и ( х , У 1 , У 2 , - . . , У п ) ,  .

где функции f i  (i = 1, п ) определены в некоторой (п+1)-мерной области 
D переменных х , t/i, 3/2 , • • • , Уп, называется норм альной си ст ем ой  п  диф
ференциальных уравн ений  п ер во го  порядка  с  неизвестными функциями 
Ух{х),уч(х), . . .  , у п {х).

Число уравнений, входящих в систему (11.58), называется ее поряд 
ком.

Р еш ени ем  си ст ем ы  (11.58) в интервале (а; Ь) называется совокуп
ность функций yi = 2/1 (1 ), 2/2 = Уг(х) , . . . ,  у п = Уп{х), непрерывно диф
ференцируемых в (а; 6) и обращающих вместе со своими производными 
каждое уравнение системы (11.58) в тождество.

Задача К ош и для си ст ем ы  дифференциальных уравн ений  п ер во го  
порядка  имеет следующую формулировку. Найти решение ух = yi (ж), 
2/2 = У 2 ( х ) , . . .  , у п = У п  (ж) системы (11.58), удовлетворяющее начальным 
условиям:

y i (xo )  = yiO, У2 (хо) = 2/20, • • • ,2/п(жо) = УпО, (11.59)

где у  1 0 , 2/20, • • •, УпО — заданные числа; х о  £ (а; Ь).
Имеет место
Т еор ем а  ( о  с у щ е с т в о в а н и и  и  е д и н с т в е н н о с т и  р е ш е н и я  з а 

д а ч и  К о ш и ) .  Если ф ункции f i  (i — 1 ,п ) непрерывны  в о кр ест н о ст и
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точки ( x q ,  у 10 , 2/201 • • • I Уп о )  & D и имеют непрерывные частные произ
водные dfi/dyj (j  =  1,п), то всегда найдется некоторый интервал с 
центром хо, в котором существует единственное решение системы
(11.58), удовлетворяющее начальным условиям (11.59).

Общим решением системы (11.58) называется совокупность п 
функций j/i =  <fii(x,Ci,C2, .  ■ ■ ,С п) (» =  1, п ), зависящих от п про
извольных постоянных C i,C 2, . . .  ,С п и удовлетворяющих следующим 
условиям:
' 1) функции <pi определены в некоторой области изменения пере

менных х, C i, С2 , ■ ■ ■, Сп и имеют непрерывные частные производные 
difii/dx;

2) совокупность является решением системы (11.58) при любых 
значениях С*;

3) для любых начальных условий (11.59) из области D, где выпол
няются условия теоремы Коши, всегда найдутся такие значения произ
вольных постоянных С ю , С20, • • •, Спо, что будут справедливы равенства 
Ум =  <Pi(xо, С ю , С20, • • ■ 1 Спо).

Частным решением системы (11.58) называется решение, получен
ное из общего при некоторых частных значениях произвольных посто
янных.

Одним из методов решения системы (11.58) является сведение ее к 
решению одного или нескольких дифференциальных уравнений высших 
порядков (метод исключения).

Все сказанное выше верно и для частного случая системы (11.58) — 
системы линейных дифференциальных уравнений, которая имеет вид:

у[ =  <*1 1 (1 )2/1 + а.12(х)у2 +  . . .  +  ain(x)yn +  f i (x ) ,
у'2 =  a2 i (x )yi  +  а22 (х)у 2  +  ■ ■ ■ +  а2 п(х)уп +  f 2(x),

Уп = “ш(х)2/1 + о„2(х)у2 ’+ . . .  + апп(х)уп + fn (x ), .

где функции aij(x), fi(x )  (i , j  =  1,п) обычно предполагаются непре
рывными в некотором интервале (а;Ь). Если все } i(x )  =  0, то система
(11.60) называется однородной, в противном случае — неоднородной. Если 
aij(x) =  const, то система называется линейной с постоянными коэффи
циентами. Существуют методы, позволяющие проинтегрировать такую 
систему. Рассмотрим два из них.

I. Составляем характеристическое уравнение
a n  ~ А а\2 Ctln

«2 1 Д22 -  А a 2 n = 0, (11.61)

Яп1 ап 2 0>пп А

где a,j =  const. Раскрывая определитель, приходим к алгебраическому 
уравнению степени п , относительно А с действительными постоянными 
коэффициентами, которое имеет п корней (с учетом их кратности). При 
этом возможны следующие случаи.

1. Корни характеристического уравнения (11.61) — действительные 
и различные. Обозначим их через Ai, А2, .. •, Ап. Известно, что каждому
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корню Aj (t =  1, n ) соответствует частное решение вида

У1 а̂ ех‘х, =  aJ,°eA‘ *, (11.62)

где коэффициенты а ^ ,  а^*',. . . ,  -определяются из системы линейных 
алгебраических уравнений:

(an -  Ai)a(jl) + (i) .Ol2C*2 +  • . • +
021^1*' +  (022 -  A i)a^ +  .. • + 

anic*!** + a „2a ^  +  . . .  +  (a„„ -  К ) а ^  =  0.

(i) .  ain<*n =  0,
(0 n a2n<*n = 0, (11.63)

Все частные решения вида (11.62) образуют фундаментальную си
стему решений.

Общее решение однородной системы с постоянными коэффициента
ми, получаемой из системы (11.60) при сц, — const, / ,  (х) =  0, представ
ляет собой следующую совокупность функций, являющихся линейной 
комбинацией решений (11.62):

У1 = £  Ciy<i)= C ia '1)eAiI +C 2a '2)eA2I -(-...+ C „a (1n)eA" 1, 
t=l

=  =C 'ia21̂ eAlx-f-C2a!j2̂ eA2I + . . . +  C„a^n)eAnI,
(11.64)

Vn =  Y, Cij/^) =C,iQ:|I1)eAlI-l-C2Q:J12)eA2I-)-... +  CnO'$,")eA" 1,
>=i

где Ci — произвольные постоянные.
Пример 1. Найти общее решение однородной системы

У\ =  3 y i -  уг +  у з , "J

У2 =  ~  Ух +  5 У2 -  Уз, >

Уз =  У1 -  У2 +  Зу3 . J  .

► Характеристическое уравнение данной системы
3 -  А -1  1 

-1  5 -  А -1  = 0
1 -1  3 — А

имеет различные действительные корни: Ai = 2, Аг = 3, Аз =  6. Для 
каждого из них составляем систему вида (11.63):

(2)

(1)

(1) -  a (1) 2 + а (1) -  а3 —0,' — О(2)
2 +  4 2) =  о,

С1) + З а^ - 4 1) = 0, (2)- a j +  2а<2) - < 4 2) = 0,
(1) -  а (1) 2 + а<« = о, . *<2> -  «?> =  0,

-За[3) — Q!3)2 + 4 3> = 0 ,'
(3)— Qj ' - 4 3) -  4 3) = о,
(3)

° 1 — Q<3> -  3а<3) = 0. ,
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Так как определители этих систем, согласно формуле (1), равны нулю, 
то каждая из них имеет бесчисленное множество решений. В данном

* (1) (2) (3) 1случае можно выбрать тр решения, для которых a j =  а\ =  a j =  1.
Тогда получим следующие решения систем (2): если Ai = 2, то a j =  1,
4  =  0, =  —1; если А2 =  3, то a j2  ̂ =  1, a 22' =  а з2' =  если
Аз =  6, то = 1, a<3> =  -2 , <43) =  1. Это приводит
фундаментальной системе решений:

У<1 )= е 2*, у2г) = о, Уз1' =  - e2l>
у(2) = е3-, У ?  =  е3-, Уз2> = е3х,
У$3) = евх, У23) = -2 е61, У(з3) =  —евх-

Линейная комбинация этих решений с учетом совокупности функций 
(11.64) дает общее решение исходной системы:

VI =  С\е2х +  С2е3* +  Сзевх, \
у2 =  С 2е3х -  2С 3евх , I  4

УЗ =  -  C ie2x +  С2е3х +  С3евх. )

2. Корни Ai,A2,. . . ,A „  характеристического уравнения (11.61)— 
различные, но среди них .имеются комплексные. Известно, что в этом 
случае каждой паре комплексно-сопряженных корней Ai,j =  а  ±  г/3 ха
рактеристического уравнения (11.61) соответствует пара частных реше- 
ний: ,

yW  = a (1)e(“ +W *, (11.65)

» j2 )= o J a)e<“ -W - ,  ( п .66)

где j  =  1,п; коэффициенты a ^ , a j 2̂  определяются из системы (11.63) 
соответственно для А = Aj =  a + t/З и А =  Аг =  а  — t/З. Коэффициен
ты оказываются, как правило, комплексными числами, а соот
ветствующие им функции у ^ \ у ^  — комплексными функциями. Выде
ляя мнимую и действительную части функций уj.1  ̂ и у ^  и пользуясь 
тем, что для линейных уравнений с действительными коэффициентами 
и мнимая, и действительная части решения также являются решениями, 
получаем пару частных действительных решений однородной системы.

Пример 2. Найти общее решение системы

E/i =  -7 y i  +  У2, 1 
У2 =  -2 y i -  5у2. J ( 1)

; А2 +  12А + 37 =  О

У\ — —'
У2

► Характеристическое уравнение
- 7 - А  1 2

-2  —5 — А
системы (1) имеет корни Ai ,2 = —6 ±  t. Согласно формулам (11.63), по
лучаем:

( - 7  — A )a i  +  « 2  =  1
—2 a i  +  ( —5 — A )a 2 :
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Корню Aj =  —6 + г соответствует система для вычисления a j1':

Согласно формуле (11.65), получаем частное решение:

е^а+,^ х =  е<-а+,^ х =  в+')х — е 61 (cosx + г sinx), 
e(a+,l3'lx =  (1 + г)е(-6+ ,)х =  e_6x(cosx — sinx+ (2)

4-i(cosx 4  sinx)).

(Здесь мы воспользовались формулой Эйлера: e(Q+*/3)1 = eax (cos0 х +  * 
+г sin /Зх).) Взяв в отдельности действительные и мнимые части в ре
шении (2), получим два решения в действительной форме, образующих 
фундаментальную систему решений системы (1):

Заметим, что использование второго корня Аг = —6 — t излишне, 
так как получим те же решения (1) — (4). Этот факт верен для любых 
систем однородных линейных дифференциальных уравнений. -4

3. Среди корней Aj,A2, . . . ,A n характеристического уравнения
(11.61) имеются кратные. В этом случае поступаем следующим образом. 
Пусть А — корень кратности к характеристического уравнения (11.61). 
Тогда решение системы (11.60) (для которой atj =  const, f i (x )  =  0 
(i, j  =  l ,n )) , соответствующее этому fc-кратному корню, ищем в виде:

У п  =  (<*no 4  a n i x  +  a „ 2 X2 +  . . .  4- a n k - i x k

Числа ац (г =  1, п, I =  0, к — 1) находим так: подставляем функции 
S/i из (11.67) и их производные у{ в исходную систему (11.60) при указан
ных ограничениях на aij и fi (x ) , а затем (после сокращения на еЛх ф 0) 
приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях х в левых и пра
вых частях полученных равенств. В результате проведенной процедуры 
из всех чисел ац к всегда остаются в качестве свободных параметров, 
которые принимаются за произвольные постоянные.

у1(1) =  е-6х cosх, у ^ 1) =  e~6x(cosx — sinx), 

y jM  =  е_6х sinx, угW  =  e~6x(cosx 4  sinx). 

Тогда общее решение системы (1) имеет вид:

2/1 = C iy i (1)+ C 2 y i(1) = e “ ex(Ci cosx+Сг sinx),

уг = С ,1У2 *1) + С 2 У2 *1) = е -вх ^Ci(cosx — sinx) +  Сг (cos x + s in x )^ .cos x — sin x
(4 )

(3 )

Vl =  (е*10 4  а ц х  4  a i 2 X2 4- . . .  4- c*i k-\ xk 1)eAx, 
У2 =  ( « 2 0  4  C*2 1 X +  Q 2 2 X 2 4  . . .  4  « 2  f c _ l X f c _ 1 ) e A x ,

(11.67)
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Решения из фундаментальной системы, соответствующие простым 
(некратным) корням характеристического уравнения (11.61), определя
ются так, как было показано в случаях 1 и 2.

Пример 3. Найти общее решение системы

системы (1) имеет двукратный Ai,2 =  1 и однократный Аз =  0 корни. 
Согласно формуле (11.67), двукратному корню Ail2 =  1 соответствует 
решение вида

Коэффициенты сиц (г =  ТТЗ, I — ОД) определяются из системы, по
лученной подстановкой выражений для y i , У2 , Уз, У\, У 2 > Уз в исхоДнУю 
систему (1). После сокращения на ех ф 0 имеем:

а ц  +  о ю  +  а ц х  =  аг о +  а 2\х +  азо +  азгх, 1
а21 +  а 20 +  «21® =  а ю  +  ай>х +  аго +  a 2ix  -  сизо -  <*31®> >
£*31 +  «30 +  <*3 1 Х =  аг о +  a 2ix  +  азо +  аз1 Х. )

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х  слева и справа, 
получаем систему:

a n  +  аю  =  аго + азо,
а п  =  0 21 +  а з1 ,
а 21 +  аго =  аю  +  аго — <*зо,
а г 1 =  а п  +  аг1 -  а з 1 , 
аз1 = a2i + аз1, 
аз 1 -I- азо =  а 2о +  азо,

из которой находим, что а2о =  аз1 =  а п , азо =  аю , аг1 =  0. Числа 
аю  и а п  можно считать произвольными параметрами. Обозначим их 
через С1 и Сг соответственно. Тогда решение (3) запишется в виде

у<1,2) =  (Ci +  C2x )ez , у21,2) =  Cie1, y^ '2) =  (Ci +  С ?х)ех . (4)

Корню Аз = 0, согласно формуле (11.62), соответствует решение

( 1)

► Характеристическое уравнение
-А  1 1
1 1 — А -1  =  —(А — 1)2А = О
О 1 1 -  А.

(2)

у '1'2» = (аю  + а ц х )е х , уj 1,25 = (аго + a 2ix )ex , 

Уз*’2  ̂ =  (°зо +  аз1х)ех.
(3)

313



(3) (3} (Z)где числа а\ ' ,a j  ,а 3 определяются из системы (см. систему (11.63)):

а 2®̂ +  =  О, 
a<3>+ c43> -a < 3> = 0 ,

«23> +  “ 33> =  0.

Ее решение: =  2Сз, =  — Сз, =  С3. Следовательно, соот
ветствующее корню Аз = 0 решение вида (5) исходной системы (1) имеет 
вид

У[3) =  2С 3, ^ 3) =  - С 3, у13 ) = С 3 , 
где Сз — произвольная постоянная.

Общее решение исходной системы записывается в виде

У1 =  у[1,2) +  yj3) =  (Cl +  С2х )ех +  2С3,

У2 =  У21,2) + У23) =  C iex -  Сз,

УЗ =  Уз1,2) +  Уз3) =  (Ci + С2х)ех +  С3.
Если система — неоднородная, то, зная общее решение вида (11.64) 

соответствующей однородной системы, можно найти общее решение ис
ходной неоднородной системы методом вариации произвольных постоян
ных C i, Сг,. .  -, Сп в решении (11.64). Рассмотрим этот вопрос подробнее. 
Доказано, что общее решение неоднородной системы всегда можно запи
сать в виде (11.64), заменив произвольные постоянные Ci, С г,. . . ,  С„ со
ответственно функциями C i(i), С г(г),. . . ,  Сп(х) (включающими в себя 
аддитивно произвольные постоянные Ci, С г,.. •, Сп). Эти функции опре
деляются с помощью данной неоднородной системы: в нее подставляют 
У1 > V2, • • •, Уп, У1, Уг, • • ■ Уп, получают линейную систему п алгебраических 
уравнений относительно С'1(х), С'2 (х) , . . . ,  С'п(х), решение которой всегда 
существует и представимо в виде

С [(х ) =  tfii(x), С'2(х) =  ч>2 ( х ) , . . .  ,С'п(х) =  фп(х),

где <fii(x) (t =  l ,n )  — известные функции. Интегрируя эти равенства, 
находим

Ci(x) =  J  <fii(x)dx +  Ci,

где Cj — произвольные постоянные. Подставляя в решение (11.64) вместо 
Ci — const найденные значения С{(х), получаем общее решение неодно
родной системы уравнений.

Пример 4. Решить задачу Коши
у[ =  4yi -  Ъу2 +  4х +
Уг = yi -  2у2 + х,  ̂ (1)
Vi(0) =  1, уг(0) =  2.

► Прежде всего найдем общее решение соответствующей однородной 
системы

У\
Уг =  Vi -  2уг 
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Корни ее характеристического уравнения: Ai - —1, Аг =  3, а общее 
решение ищем в виде (см. случай 1):

3/1 =  С\е~х +  5С2е31, 1 
У2 =  С1е - х + С 2е3х. J

Считаем, что в решении (3) С\ и Сг являются неизвестными функ
циями С\(х) и С2(х) (в этом суть метода вариации произвольных по
стоянных!). Потребуем, чтобы yi и У2 были решением исходной системы 
(1). Находим:

у[ =  С'1(х )е~ х -  C i(x )e~ x +  ЬС'2 (х)е3х +  15Сг(х)е31, 
у2 =  С [(х )е~ х -  С\(х)е~х +  С '(х)е3* + 3Сг(х)е3*.

Подставляем выражения для У1 ,У2 ,У[,У2 в систему (1). Приводя по
добные члены, получаем систему:

С((х)е-1  + 5Cj(x)e3* =  4х + 1,1 
С'1(х )е~ х +  С2(х)е3х =  х, J

откуда
С [(х ) =  \ (х -  1)е*, Сг(х) =  i  (Зх + 1)е-3 *.

4 4
Проинтегрировав последние равенства, имеем:

Ci(x) =  7  (х -  2)ех +  С и С2(х ) =  -^ ~  (Зх +  2)е~3х +  С2.4 12
Подставляя Сi(x) и С2(х) в равенства (3) вместо Ci и С2, получаем 

общее решение исходной неоднородной системы (1):

Ух =  C ie- 1  +  5С2е31 +  i  (х -  2) -  ^  (Зх +  2),

У2 =  С\е~х +  С2е3х +  i  (х -  2) -  1  (Зх + 2).

Используя начальные условия, получаем систему для определения 
постоянных Ci и С2:

1 =  Ci + 5С2 -  1/2 -  5/6, 1
2 =  Ci + С2 -  1/2 -  1/6, J

откуда Ci =  11/4, С2 =  —1/ 12.
Таким образом, решением задачи Коши будет следующее частное 

решение:

У1 =  Н  е-*  _  А  е3* + 1 (* _  2) _  JL (За: +  2),

у2 = Н  е -  -  А  е3* + i  (г -  2) -  ^  (зх + 2). •*

И. Второй метод интегрирования системы (11.60) (метод исключе
ния) состоит в следующем. При выполнении некоторых условий все
гда можно исключить все неизвестные функции, кроме одной, например
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2/1, и получить для 2/1(1 ) одно линейное неоднородное дифференциаль
ное уравнение с постоянными коэффициентами (если в системе (11.60) 
ац =  const) порядка п. Решив его, найдем все остальные неизвестные 
функции У2 ( х ) ,  уз(х), у У п ( х )  с  помощью операции дифференцирова
ния. Делается это следующим образом. Дифференцируем по х обе части 
первого уравнения системы (11.60) (считая ац — const), затем вместо 
2/i * 2/г > • ■ ■ >Уп подставляем их значения из системы (11.60). Получаем:

2/1 =ап2/1 + “ 122/2 +  - • -+°1пУп +  f'\{x) =  L i ( y i ,y i , . ,y n)+ F i(x ), (11.68)
где L2(2/i,2/2.......Уп) обозначает известную линейную комбинацию с по
стоянными коэффициентами функций y i, У2 , • • ■, У п , a F 2  (х) — линейную 
комбинацию функций /1 (я), /г (х ) , . . . ,  / п(х) и / ( (х). Дифференцируя обе 
части уравнения (11.68) по х, опять получаем линейное неоднородное 
уравнение

у"' =  £ 3 (3/1, У2.......Уп) +  ^з(х).
Продолжая этот процесс, находим

y(n) = Ln (2/1,2/2, • • •, 3/п) +  Fn(x).
В результате получаем систему п уравнений:

y'l = o n j/i +  0123/2 +  . . .  +  ainS/n +  /i(x )
у" =  Ь 2(У 1 ,У 2 , - - - ,У п )  +  F 2 (x ),

у[п = £ п - 1 (У1 ,У2 , .  • •, У п ) + F „_i(x),

2/1(") _ in(yi,2/2, - •• ,2/п) +  F„(x).

(11.69)

Первые п — 1 уравнений системы (11.69) разрешаем относительно 
функций 3/2,2/3, •••, Уп (это, как правило, возможно). Очевидно, что эти 
функции выражаются через х ,yi, у[, у " , . . .  у[п_1*:

У2 =  Ч > 2 ( Х , У 1 , У [ , У " , - . ‘ У [ П ^ ) ,  

УЗ =  V>3(x,yi,y'1,y i',...y|n_1)),

Уп =  <pn(x,yi,y[,y" ■ ■у[п~1 )̂.

(11.70)

Подставляя выражения для У 2, У з , , У п  из системы (11.70) в послед
нее уравнение системы (11.69), приходим к линейному неоднородному 
дифференциальному уравнению п-го порядка с постоянными коэффи
циентами

у[п) =  F (x ,y i,y i ,y " ,.. .y J "_1)), 
общее решение которого определяется с помощью известных методов 
(см. § 11.5):

Vi =  V’i(s ,C 'i,C 2 ,...,C n). (11-71)
Дифференцируя последнее выражение п — 1 раз по х, находим про

изводные у[, у " , . . . ,  у<п-1), подставляем их в систему (11.70) и получаем
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вместе с функцией (11.71) общее решение исходной системы: 

уз =  Фг(х,С\,Сг,
уз = 4>3 (x ,C i ,C 2, . . . , C n), (1 1 7 2 )

Уп =  ^n(x, Cl, С2, ■ . . , Сп).
Для решения задачи Коши с учетом системы (11.71) — (11.72) и за

данных начальных условий находим значения произвольных постоянных 
Ci, С г,.. •, Сп и подставляем их в систему (11.71) — (11.72).

Пример 5. Методом исключения найти общее решение системы

У\ — Зу 1 — 2/2 +  Уз

и частное ее решение, удовлетворяющее начальным условиям:

► Дифференцируем по х первое уравнение системы (1) и подставля
ем вместо 2/i, Уз > Уз их выражения из этой системы. В результате имеем:

у" =  3у[ -  2/2 +  Уз + eI = 3(3yi -  У2 +  Уз +  е1) -  (yi +  У2 +  уз -  х)+

+4yi -  У2 +  4уз + е1 =  122/1 -  52/2 +  буз + 4ех +  х. 
Дифференцируем у"  по х и опять заменяем у [ , у '2, У3 их выражени

ями из системы (1):

у"' =  12yi — Ьу'2 +  буз +  4ех + 1 = 12(3yi — yi +  уз +  е1) —

—5(yi +  У2 +  Уз -  х) +  6(4yi -  у2 +  4уз) + 4ех +  1 =
=  55yi -  23уз -I- З1у3 -t- 16е* + 5х +  1.

Следовательно, для данного случг1я система (11.69) имеет вид:

yi =  3yi -  уг +  уз + ех , 1
у" =  12yi -  5у2 +  6у3 +  4ех + х, > (3)
у " ' =  55yi -  23уз + З1у3 +  lee1 +  5х +  1. J 

Из первых двух уравнений находим у2 и уз:

Выражения для уг и уз подставляем в третье уравнение системы (3): 

yi" =  55yi -  23(у" -  6yi +  6yi +  2ех -  х) +  31(yi' -  5yi +  3yi +  е1 -  х)+  
+ 16ех +  5х +  1 =  8у" -  17yi -I- 10yi +  е1 -  Зх +  1.

Получили неоднородное линейное уравнение третьего порядка с посто
янными коэффициентами:

у'2 = УХ +  У2 +  УЗ
Уз =  4yi -  У2 + 4у3

(1)

yi (0) =  0,41, уз(0) = 1,66, уз(0) =  —0,02.

Уз = у" -  6yi +  6yi +  2е* -  X, 
Уз =  УI' -  5yJ +  3yi +  ех -  х.

(4)

yi" -  8у" +  17yi -  10yi =  е1 -  Зх +  1.

317



Решаем его известным методом (см. § 11.5). Составляем характеристи
ческое уравнение

А3 -  8А2 + 17А -  10 =  О, (6)
корни которого: Ai = 1, А2 = 2, Аз = 5. Общее решение ух однородного 
уравнения, соответствующего уравнению (5), имеет вид

yi =  Cie* + С2е2* +  С3е5х.

Правая часть уравнения (5) есть сумма двух специальных функций 
вида (11.50) и (11.54): /(х )  =  / i (ж) + / 2(х), /i (x )  =  eI , / 2(х) = -З х +  1. 
Для / i(x) =  ех число z =  1, т. е. совпадает с корнем Ai = 1, поэтому 
к =  1. Для / 2(х) =  -Зх + 1 число z =  0 и его нет среди корней характе
ристического уравнения (6), поэтому fc =  0.

Итак, частное решение уj уравнения (5) следует искать в виде

у{ = 'А хех +  Вх  +  С,

где неизвестные числа А, В, С  находят с помощью метода неопределен
ных коэффициентов. Определяем у { ‘ , у { " , у 1"‘ и вместе с у\ подставляем 
их в уравнение (5). Имеем:

y l ’ =  А ех +  А хех +  В, у { "  = 2 А е х + А х е х , у?'" =  3 Аех +  А хех ,

3Аех +  А хех -  8(2Аех +  А хех ) +  17(Аех +  А хех +  В )-  
— 10(Ахех +  Вх +  С) =  ех -  Зх + 1,

4Аех +  17В -  10Вх -  ЮС = е1 -  Зх +  1,
4Д =  1, -10В  = - 3 ,  17В — ЮС = 1, 

откуда А  =  1/4, В =  3/10, С =  41/100. Таким образом,
. 1 x 3  41S/i = -х е  Н-----х + — .1 4 10 100

Общее решение уравнения (5) определяется формулой

VI = У1 +  Vi* =  Cie* +  С2е2х +  С3е5х +  ixe* + — х  +  — .
4 10 100

Найдем производные y'lt у "  и подставим их и у\ в равенства (4):



уз =  С\ех +  4С2е2ж +  25С3еЬх +  - е 1 4- - х е х -

-б(, 1 1
С\ех +  2С2е + 5С3еэх +  - е х +  - х е х +

+3 ( C iex +  С2е2х + С3е5х +  - х е х +  — х +10
_41
100

Ш ) +

)  +  ех -  х =

1-Cie* -  ЗС2е + ЗС3е + - е х -  -х е 1
х 27 

4 ' 4 10 100' 
Следовательно, общее решение системы (1) найдено:
у 1 =  Cie* + С2е2* + С3е51 + хе1/4 + Зх/10 + 41/100, Л
У2 =  C iex -  2С2е2* +  С3е5х +  е* +  хе*/4 +  4х/5 +  33/50, V
уз = -C ie x -  ЗС2е2* + ЗС3е51 +  ех /4 -  хех /4 -  х /1 0  -  27/100. J
Для решения задачи Коши воспользуемся начальными условиями. 

Получим систему для определения произвольных постоянных Ci, С2, Сз :

^  = с 1 + с 2 + с 3 +  ^ ,

166
100

; С\ — 2С2 -Ь Сз +  1 + 33
50’

~I55 = ~ C l " 3C2 + 3C3 + i
откуда Ci = 0 , С2 = 0, С3 = 0.

Искомое частное решение имеет вид:

27
100’

ух =  хех /А +  Зх/10 +  41/100, 
у2 = хех/4  + е1 + 4х/5 +  33/50, 
уз =  —хех/4  + ех/4 -  х/10 -  27/100.

А З -1 1 .8

1. Найти общие решения данных однородных систем урав
нений, не пользуясь методом исключения:

а)

в)

У\ — - 7 y i  +  2/2,
у 2 = — 2г/1 -  5 у2;

y'l = 2/1 -  2/2 + г/з, 

2/2 =  2/1 +  2/2 -  2/3, 

2/з =  ^ 2/1 -  2/2 •

б)
2/i =  2/1 ~  32/г, 

2/г =  Зг/i +  2/2?

(Ответ: а) у\ — е 61 (Ci cosx + С2 sinx), 2/2 =  е 6l((Ci + 
+С 2) cosx —(Ci — С2) sinx); б) 2/1 ■= ex(CiCos3x +  C2sin3x), 
у2 =  ex(Cisin3x — С2 cos3x); в) 2/1 = Ciex + Сге2х + Сзе_х, 
2/2 =  Gje* — ЗСзе- 1 , Уз =  Cie* +  Сге2* — 5Сзе- 1 .)
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I

2. Методом исключения найти общее решение каждой из 
следующих систем уравнений:

а)

в)

б) U -
\  V2 =

=  Зуг -  22/2 +  х, 
3yi -  4г/2;

Vi =  -5 j / i  +  2у2 +  ех,
2/2 =  2/1 + 6 у 2 +  е_2зс;

yi =  52/1 +  2 ?/2 -  Зуз,
У2 =  ^ 2/1 +  52/2 -  4t/3, 

ч Уз =  62/i +  4у2 -  4у3.
(Ответ: а) ух =  С 1е~4х +  С2 е~7х +  7ег /40 +  е~ 2 х/Ь, у2 -  
=  С\е~4х/2  -  С2е - 7а: +  е*/40 +  З е -^ /Ю ; б) ух =  2С 1 е1х+  
+ С 2 е~3х -  2 х /3  -  5/18, у2 =  Cie2* +  3С 2 е~3х -  х /2  -  1/12; 
в) yi =  Cie* +  С2е2з: +  С3е3*, у2 =  Cie* +  2С3е3*, у3 =  
=  2Cie* +  С2е2* +  2С3е3*.)

3. Решить задачу Коши для следующих систем дифферен
циальных уравнений: 

yi =  У2,
2/2 = 2 / 3 ,  yi(0) =  3/2 ( 0 ) =  У з ( 0 )  =  1;

Уз =  Уи 

У[ =  У2 +  уз,
У2 =  У1 +  Уз, yi(0) =  - 1 ,  у2(0) =  1, Уз(0) =  0.

Уз =  У1 +J/2,

(Ответ: a) yi =  у2 =  у3 =  ех; б) yi 
Уз =  0.)

а)

б)<

У2 =  е"

ай.
. J 2/i =  У2

I  1Й =  -1

Самостоятельная работа
Найти общее решение системы дифференциальных урав

нений. г
=  y 2 +  t g 2 x - l ,

- y i  +  t g X .

(Ответ: у\ — Ci cosx +  С2 sinx +  tgx, уг =  -C is in x +  
+ C 2 COSX +  2.)

'  yi =  2/1 — У2,
У2 =  У1 +  У2 +  е*- 

(Ответ: yi =  (Cicosx +  C2sinx -  1)ех, y2 =  (C isin x - 
- C 2 cosxje1.)

2.
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!

3 j  Vi =  Vi + 2/2 -  cosx,
I y '2  =  — 2 y\ — 2/2 +  sinx +  cosx.

(Ответ: y\ =  Ci cosx +  C2 s in x -x  cosx, 2/2 =  (C2- C 1) cosx—
— (Ci +  C2) sinx +  x(cosx + sinx).)

11.8. И НД ИВИ ДУАЛ ЬН Ы Е Д О М АШ Н И Е  З А Д А Н И Я  
К ГЛ. 11

ИДЗ-11.1

Найти общее решение (общий интеграл) дифференциаль
ного уравнения.

1

1.1. ех+3уdy — х dx. (Ответ: е3у =  3(С — хе~х — е~х).)
1.2. у 1 sinx =  у\пу. (Ответ: lny =  Ctg(x/2).)
1.3. у' =  (2х — 1) ctg?/. (Ответ: In | cos у| =  х — х2 +  С.)
1.4. sec2 х tg у dx +  sec2 у tg х dy =  0. (Ответ: С  — tg y tg x .)
1.5. (1 +  ex)ydy -  evdx — 0. (Ответ: - e ~ v(y +  1) =  

=  ln(ex/ ( e x +  1)) +  С.)
1.6. (у2 +  3)dx -  (ex/x )y d y  =  0. (Ответ: ln(2/2 +  3) =  

=  2(С — хе~х — е~х.)
1.7. sin у  cos х dy =  cos у sin х dx. (Ответ: С  =  cosx/ cos у.)
1.8. у' =  (2у +  1)tgx. (Ответ: \J2y +  1 =  С / cosx.)
1.9. (sin(x +  у) +  sin(x — y))dx +  d y /c o sy  =  0. (Ответ: 

tg y  =  С  +  2 cosx.)
1.10. (1 +  ex)yy' =  ex . (Ответ: у 2  =  21nC(ex +  1).)
1.11. sinx tgy dx — d y / sinx =  0. (Ответ: In | siny| =  C +  

+ x /2  — (sin2x)/4.)
1.12. 3ex sin у dx +  (1 -  ex)cosyd y  =  0. (Ответ: sin?/ =  

=  C(ex -  l )3.)
1.13. y' — e2x /  In у. (Ответ: y(lny — 1) =  e2x/2  +  C.)
1.14. 3X*+Vdy +  xdx  =  0. (Ответ: 3y =  3~x2/2  +  Cln3.)
1.15. (cos(x-22/) +  cos(x +  22/))2/' =  secx. (Ответ: sin22/ =  

=  tgx +  C.)
1.16. y' =  ex2x(l +  у2). (Ответ: axctg2/ =  С +  ex*/ 2 .)
1.17. ctg x cos2 у dx +  sin2 x tg у dy =  0. (Ответ: tg2 2/ =  

=  ctg2 x +  2C.)
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1.18. sinx • у' =  у cosx +  2cosx. (Ответ: у  =  С  sinx — 2.)
1.19. 1 +  (1 +  у')еу — 0. (Ответ: С(еу — 1) =  е~х.)
1.20. у' ctg х +  у =  2. ( Ответ: у =  С  cosx +  2.)

1.21.  ----- —  Н-----=  0. (Ответ: у /2  +  (sin2j/)/4  =
х cos-* у

=  С - е х* / 2 .)

1.22. е1 sin у dx +  tg у dy =  0. (Ответ: In | tg(7r/4 +  у/2)| =  
=  С  -  ех.)

1.23. ( l + e 3y)xdx =  e3 ydy. (Ответ: х 2/2  =  (1п(1 +  е3у))/3 +  
+С .)

1.24. (sin(2x +  у) — sin(2x — y))dx =  d y / sin у. (Ответ: 
ctg у =  С  -  sin2x.) ______  ______

1.25. cosydx — 2\/1 +  х2 dy +  cosy\/l -I- x2 dy. (Ответ:

2  In | tg(7r/4 +  у / 2)| +  у  =  In |x -I- / Г Т х 2! +  С.)

1.26. y 'V  1 — x2 — cos2 у =  0. (Ответ: tg у =  axcsinx +  C.)
1.27. ex tg yd x  =  (1 — ex) sec2 у dy. (Ответ: tg у =  C /( e x — 

- 1)0
1.28. y' +  sin(x +  y) =  sin(x — у). (Ответ: In| tg(y/2)| =  

=  С  — 2 sinx.)
1.29. cos3 у - у' — cos(2x +  у) =  cos(2x — у). (Ответ: у / 2 +  

+(sin2y)/4 =  sin2x +  С.)
1.30. Зу2~х2 =  уу'/х. (Ответ: 3~у2 =  3~х2 -  2С1пЗ.)

2

2.1. (ху+х3у)у' =  1-(-у2. (Ответ: С х  — ^ /(1 + х 2)(1+у2).)
2 .2. у ' /7 у~х — 3. (Ответ: 7~у =  3 • 7-х  +  С In 7.)
2 .3. у — ху' =  2(1 +  х2у'). (Ответ: у — С х /\ /1 +  2х2 -I- 2.)
2.4. у — ху' =  1 +  х2у'. (Ответ: у  =  С х / ( х  +  1) +  1.)
2.5. (х +  4)dy — xydx. (Ответ: у  =  С ех/ ( х  -I- 4)4.)
2 .6 . у' +  у +  у2 =  0. (Ответ: у / ( у  +  1) =  С  -  х.)
2.7. y2 lnxdx — (у — l)xdy =  0. (Ответ: 1/у +  1пу =  

=  С  +  ( 1п2 х ) /2 .)
2 .8. (x +  xy2)dy+y dx—y2dx =  0. (Ответ: y+ln((y— 1)2/у) =  

=  С +  lnx.)
2.9. у' +  2у -  у 2 — 0. (Ответ: у /(у  -  2)/ у  — С ех.)
2.10. (х2 +  x)ydx +  (у2  +  1 )dy =  0. (Ответ: у2/ 2 -f In у =

— С  — х3/3  — х 2 /2.)
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2.11. (х у3 +  x)dx +  (х 2 у2 -  y 2 )dy. (Ответ: { / у 3  +  1 =  
=  C / V x ^ l . )

2.12. (l +  y 2 ) d x - ( y  +  yx2)dy =  0. (Ответ: (ln(y2 +  l) ) /2  =  
=  С  +  arctgx.)

2.13. у' =  2ху +  х. (Ответ: (In|2у  +  1|)/2 =  х 2/2  +  С.)

2.14. у - х у 1 =  3(1 +  х2у'). (Ответ: у =  С \ /х /у /х  .+ 3 +  3.)
2.15. 2хуу' =  1 -  х 2. (Ответ: у 2  =  In |х| — х 2 / 2  +  С.)
2.16. (х2  — 1)у' — ху =  0. (Ответ: у =  C V x 2  -  1.)
2.17. (у2х +  y2)dy +  xdx  — 0. (Ответ: у 3  — 3(С — х +  

+  1п|ж +  1|).)
2.18. (1 +  x 3 )y3dx -  (у2 -  l)x3dy =  0. (Ответ: 1пу+ 

+ 1 / ( 2 у 2) =  С  +  х - 1 / ( 2 х 2).)
2.19. ху' -  у =  у 2. (Ответ: у / ( у  +  1) =  Сх.)

2.20. л/у2  +  1 dx =  xydy. (Ответ: у / у 2  +  1 =  1пСх.)
2.21. у' -  х у 2  =  2ху. (Ответ: In |у / ( у  +  2)| =  С  +  ж2.)
2.22. 2х 2 уу' +  у 2  =  2 . (Ответ: In |2 -  у2\ — С  +  1 /х .)
2.23. у 1 — (1 + у 2) /( 1 + х 2). (Ответ: arctgу =  C' +  axctgx.)

2.24. у 'у /1  +  у 2  =  х 2 /у .  (Ответ: ^/(1 +  у2 ) 3  — С  +  ж3.)

2.25. (у +  1 )у' =  у /\ /1 -  ж2 +  ху. (Ответ: у +  In у =  
=  arcsin ж +  ж2/2  +  С.)

2.26. (1+ж2)у'+уу/1+ж2 =  жу. (Ответ: у =  С\/1+ж2/(а>+ 
+ \ /1  +  х 2) .)

2.27. хуу' =  (1 +  ж2) / ( 1 - у 2). (Ответ: 2у 2 - у 4  =  41п|ж| +  
+2ж2 +  С.)

2.28. (ху -  x )2dy +  у( 1 -  x)dx — 0. (Ответ: у 2/ 2 -  2у+ 
+  In \у\ =  In |х| +  1 /х  +  С.)

2.29. (х2у -  у)2 у' =  х 2у -  у  +  х 2  -  1. (Ответ: у2/2  -  у +  
+ 1п|у + 1| = (1п |(х -1 )/(ж  + 1)|)/2 + С.)

2.30. i / l  -  у 2 dx +  у\/1 -  х2 dy =  0. (Ответ: y / l  -  у 2  =
— arcsin х +  С.)

3

3.1. у -  ху' =  xsec (у/х). (Ответ: sin (у/х) =  1п(С/|х|).)
3 .2. (y2- 3 x 2)dy+2xydx =  0. (Ответ: у 2 - х 2  =  Су3.)
3 .3. (х +  2y)dx -  x d y  — 0. (Ответ: у  =  Сх2 -  ж.)
3 .4. (x -y)dx+(x+y)dy =  0. (Ответ: arctg(y/x) +  (ln((y2+  

+ х 2 ) / х 2)) /2  =  1п(С/х).)
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3.5. (у2 -  2 xy)dx +  x2dy =  0. (Ответ: y / ( x  -  у) — Cx.)
3.6. у2 +  x 2 y' =  xyy'. (Ответ: ev x̂ =  Су.)
3.7. ху' — у =  x tg (y /x ) .  (Ответ: sin(y/x) =  Cx.)
3.8. ху' — у — хеу! х. (Ответ: е~у х̂ =  lnCx.)
3 .9. ху' — у — (х +  у) 1п((х +  у) /х ) .  (Ответ: In |1 +  у / х | =  * 

=  Сх.)
3.10. х у ' — у cos\n(y/ х ) . (Ответ: ctg((ln(y/x))/2) =1пСх.)
3.11. (у +  y /xy)dx =  xdy. (Ответ: у =  х(1п2Сх)/А.)

3.12. ху' — \ /х 2  -  у 2 +  у. (Ответ: arcsin(у /х )  — 1пСх.)
3.13. у =  х(у' — У & ) .  (Ответ: —е~у/ х =  1пСх.)
3.14. у' =  у / х  — 1. (Ответ: у =  xln(C /x).)
3.15. у'х  +  х +  у =  0. (Ответ: у  =  С / х  — х /2 .)

3.16. yd x  +  (2y/ х у  -  x)dy =  0. (Ответ: y/ у / х  -  у / х  =  
=  1пСж.) _______  _______

3.17. x d y  — ydx  =  y jx 2 +  у 2  dx. (Ответ: у +  у /х 2  +  у 2  —
— С х 2.)

3.18. (4х2 +  3xy +  y2)dx +  (4y2 +  3xy +  x 2)dy — 0. (Ответ: 
(х +  у)(х 2  +  у2)3/2 =  С.)

3.19. (х -  y)ydx -  x 2dy =  0. (Ответ: у  =  х/1пСх.)
3.20. ху +  у 2  — (2х2 +  ху)у '. (Ответ: у / х  +  21п(у/х) =

=  In (С /х).)
3.21. (х2 -  2 ху)у' =  ху -  у2. (Ответ: х / у  +  2 In (у /х )  =

=  — 1пСх.)
3.22. (2y/ х у  -  y)dx +  x d y  — 0. (Ответ: у  =  xln2 \Сх\.)
3.23. ху' +  y(ln(y/x) — 1) =  0. (Ответ: у  =  х е ° ! х .)
3.24. (x2 + y 2 )d x + 2 xyd y  =  0. (Ответ: у 2  — С 3 / 3 х —х 2 /3 .)
3.25. (у2  -  2xy)dx — x 2dy =  0. (Ответ: у -  Зх =  С х 3 у.)
3.26. (x +  2y)dx +  xd y  =  0. (Ответ: у  =  С 3 /(З х2) -  х /3 .)
3.27. (2х—y)dx+(x+y)dy =  0. (Ответ: (1п((у2+х2) /х 2))/2 +

+  arctg(y/x) =  InCx.)
3.28. 2х 3 у' =  у(2х 2  -  у 2). (Ответ: у2 =  х2/1п(Сх)4.)
3.29. х 2 у' =  у(х  +  у). (Ответ: у =  -х /1 п (С х ) .)
3.30. у' =  х /у  -I- у /х . (Ответ: у 2 =  х21п(Сх)2.)
4. Найти частное решение (частный интеграл) дифферен

циального уравнения.
4.1. (х2 +  1)у' -I- 4ху =  3, у(0) =  0. (Ответ: у — (х3+  

+ 3 х )/(х 2 +  I)2.)
4 .2. у' +  у tgx =  secx, у(0) =  0. (Ответ: у =  sinx.)
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4.3. (1—х)(у '+у) =  е х, 1/(0) =  0. (Ответ: у — е 1 1п(1/(1- 
-х )) .)

4 .4. ху' - 2 у =  2х4, у(1) =  0. (Ответ: у — х 4  -  х2.)
4.5. у' — 2х(х2 +  у), 2/(0) =  0. (Ответ: у  =  - х 2 -  1 +  ех*■)
4.6. у' -  у =  ех, у(0) =  1. (Ответ: у =  (х +  1)ех.)
4.7. ху' +  у +  хе~х -  0, 2/(1) =  1 /(2е). (Ответ: у =

— е~х2 / ( 2 х).)
4.8. cos yd x  =  (х +  2 cos у) sin у dy, 2/(0) =  7г/4. (Ответ: 

х — (sin2 у -  1 /2 ) /cos у.)
4.9. х 2 у' +  ху +  1 =  0, 2/(1) =  0. (Ответ: у  — — (1пх)/х.)
4 .10. ух' +  х — 4у3 +  3у2, 2/(2) =  1. (Ответ: х  =  у 3  +  у2-)
4.11. (2х +  y)dy — ydx  +  4 ln yd y, у(0) =  1. (Ответ: х =

— 2 In у +  1 -  у.)
4.12. у' =  у /(3 х  -  у2), 7/(0) =  1. (Ответ: х — у 2  -  у3.)
4.13. (1 -  2ху)у' =  у(у -  1), 2/(0) =  1. (Ответ: х(у  -  I)2 =  

=  у -  In 2/ -  1.)
4.14. х(у' -  у) =  ех, у(1) - 0. (Ответ: у — ех lnx.)
4.15. у =  х(у' — xcosx), у(п/2) — 0. (Ответ: у =  (sinx— 

- i )x .)
4.16. (ху' -  1)1пх =  2у, у(е) =  0. (Ответ: у  — In х -

— lnx.)
4.17. (2еу -  х)у' — 1, 2/(0) =  0. (Ответ: х  =  еу -  е~у.)
4.18. ху' +  (х +  1)у =  Зх2е~х, у(1) — 0. (Ответ: у  =  

=  (х3 -  \ /х )е~х.)
4.19. (х +  y2)dy -  ydx,  2/(0) =  1. (Ответ: х =  у 2  -  у.)
4.20. (sin2 у  +  х ctgу)у' =  1, 2/(0) =  тг/2. (Ответ: х =  

=  — sin у cos у.)
4.21. (х +  1)у' +  у =  х 3  +  х2, 2/(0) =  0. (Ответ: у  =  

=  (Зх4 +  4х3)/(12(х +  1)).)
4.22. ху' -  2у +  х 2 =  0, 2/(1) =  0. (Ответ: у =  - х 2 1пх.)
4.23. ху' +  у =  sinx, у(п/2) — 2/тс. (Ответ: у =  (1 —

— cosx)/x.)
4.24. (х2 -  1)2/' -  ху  =  х 3  -  х, y (V 2 )  -  1. (Ответ: у -  

=  х 2 — 1.)
4.25. (1 -  х 2 )у' +  ху =  1, 2/(0) =  1- (Ответ: у  =  х+  

+ - \ Л  -  а :2 - )
4.26. у' ctgх -  у =  2 cos2 х ctgх, у(0) =  0. (Ответ: у =  

=  (6sinx -  2 sin3 x)/(3cosx).)
4.27. x V  =  2x1/ +  3, y(l) =  -1 .  (Ответ: у  =  -1 /х . )
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4.28. у' +  2ху =  хе *3, у(0) =  0. (Ответа: у =  0 ,5х2е *а.)
4.29. у' — Зх2у — х 2 ех 3  =  0, у(0) = 0. (Ответ: у  — х 3 ех3 /3 .)
4.30. ху' +  у =  Inx +  1, у(1) =  0. (Ответ: у  =  In ж.)
5. Найти общее решение дифференциального уравнения.
5.1. у 1 +  у  =  Ху/у. (Ответ: у  =  (хе1/ 2 -  2ех/ 2 +  С ) 2 е~х .)

5.2. yd x  +  2xdy  =  2у у/х  sec2 у dy. (Ответ: х  =  (y tgy+  
+  ln|cosy| +  С )2/у 2.)

5.3. у 1 +  2 у =  у 2 ех. (Ответ: у — 1 / ( С е 2х +  ех).)

5.4. у 1 — у 4  cosx +  y tgx. (Ответ: у =  l/(cos х \ /С  -  tgx).)
5 .5. xyd y  =  (у2  +  x)dx. (Ответ: у =  Ху/ЩС~^Т/х).)

5 .6. ху' +  2у+ж5у3ех =  0. (Ответ: у  =  1 /(х 2 / 2 ( е х +  С ) ).)

5.7. y'x3 siny =  ху' -  2 у. (Ответ: х =  у / у / ( С  — cos у).)

5.8. (2х2 у1пу -  х)у' — у. (Ответ: х  =  1 / ( у ( С  -  In2 у)).)

5.9. 2у' -  х / у  =  х у / ( х 2  — 1). (Ответ: у  =  у /С  -  у /х 2  — 1 х 
х У х 2 -  1.)

5.10. ху' -  2х 2 у/у  =  4у. (Ответ: у  — х4(С +  1пж)2/4.)

5.11. х у 2 у' =  х2 +  у3. (Ответ: у  — Х у /3 (С  -  1/х).)
5 .12. (х +  1)(у' +  у2) =  - у .  (Ответ: у  =  1/((х +  1)(С+  

+  1п|х +  1|)).)
5.13. у'х +  у =  - х у 2. (Ответ: у =  1 /(х(С  +  1пх)).)

5 .14. у' -  ху  =  - у 3 е~х2. (Ответ: у — ех1 / 2 / у / 2 ( С  +  х).)
5 .15. ху' -  2 у /х 3у =  у. (Ответ: у =  х (х2/2  +  С )2.)

5.16. у '+ х у  =  х 3 у3. (Ответ: у  =  е~х*I2 у / (х2 +  1)е~ х 3  + С .)

5.17. у' =  хе2х/ у  +  у. (Ответ: у — ex\Jx2  +  С.)
5.18. ух' +  х =  - у х 2. (Ответ: х =  1 / ( у (С  +  In у)).)
5.19. х(х -  1)у' +  у3 =  ху. (Ответ: у =

=  (х -  1 ) /Л/2 (х  -  1пх +  С).)

5.20. 2х 3 уу' +  Зх2у2 +  1 =  0. (Ответ: у =  у /С  — х /х 3/ 2.)
5.21. d x /x  =  (1/у — 2x)dy. (Ответ: х =  у /(у2 +  С).)
5.22. у' +  х$^7 =  Зу. (Ответ: у =  е3 х(хе~2х/3  +  е_2х/6 +  

+ С ) 3/ 2.)
5.23. ху' +  у =  у21пх. (Ответ: у =  l /(ln x  +  1 +  Сх).)

5.24. x d x  — (х2/ у  — y 3 )dy. (Ответ: х =  у у /С  — у2.)
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5.25. у' +  2ху =  2х3у3. (Ответ: у  =  2е х х 

х (2х2 +  1)е-2х:| +  4С.)
5.26. у' + у  =  х /у 2. (Ответ: у =  е~х { /(х  -  1/3)е3х +  С.)
5.27. у '-у  tgx+y2cosx =  0. (Ответ:-у =  l / ( ( x + C )  cosx).)
5.28. у' +  2у / х  — 2 у / у / cos2  х, (Ответ: у =  (x tg x +

+  In | cosx| +  С ) 2 / х 2.)
5.29. у' -  у  +  у 2 cosx -  0. (Ответ: у =  2ex/(e x(cosx+ 

+  sinx) +  С).)
5.30. у ' =  х^/у +  х у / ( х 2  -  1). (Ответ: у =  ((х2 -  1)3/4/3 +

+ C ) 2 V ^ 1.)

Решение типового варианта

Найти общее решение (общий интеграл) дифференциаль
ного уравнения.

1 . (ху2  +  x)dx +  ( у -  x 2 y)dy =  0.
► Преобразуем данное уравнение:

у(1 -  x 2)dy =  —х (у 2 +  1 )dx.

Это уравнение с разделяющимися переменными. Разделяем 
переменные:

у dy —х dx 
у 2  -1-1 1 -  х2 *

Интегрируем обе части последнего равенства:

/ ? Т Г - / Й -  +  +

у2 +  1 =  С|х2 — 11, у 2  =  С|х2 -  1| -  1.

Следовательно, общим решением исходного уравнения яв
ляется

у =  ± у /С \ х 2  — 1| — 1. <

2 . sec2 х tg у dx +  sec2 у tg х dy =  0.
► Данное уравнение является дифференциальным урав

нением с разделяющимися переменными. Разделяем их и ин
тегрируем уравнение:

sec2 у dy _  sec2 х dx Г d(tgy) _  Г d(tgx)
tg у  tg х ’ J  tgy "  J  tgx
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In I tg y| =  — In | tgж| +  ln|C|, tgy =  С /  tgx, 

tg y  ■ tgx  — C,

т. e. получили общий интеграл дифференциального уравне
ния. ■<

3. у — xd y /d x  =  х  +  ydy/dx.
► Из. данного уравнения находим dy/dx:

dy_ _  У -  х 
dx х +  у

Исходное уравнение является однородным уравнением 
первого порядка. Решаем его с помощью подстановки у — 
=  хи(х). Далее находим:

/ - г их X у и 1у  =  и х +  и, и х  +  и = ---------- , и'х +  и =■) I* Л Г -- .
X +  их 1 +  и

, и — 1 —и2  — 1 du и2 +  1
и х — ------ -—  и =  ------------ , х —  = -------------.

и + 1  и + 1  dx u + 1
Получили уравнение с разделяющимися переменными. Реша
ем его:

и +  1 dx
du

и2  +  1
ix f u  +  1  f  dx
x  ’ J и2  +  1 U ~ J  x  ’

1 f  2udu Г du , ,
2 j  ^ T i  +  J  ^ р т  =  -1п|х| +  1п|С|,

1 2 С-  ln(u2 +  1) +  arctgu =  In \C/x\, arctgu =  In
x<Ju2 +  1

arctg -  =  In |C|
y jx 2 + y 2 ’

т. e. нашли общий интеграл исходного уравнения. *
4. Найти частное решение дифференциального уравнения

dy — e~xdx +  ydx  — xd y  =  xy dx, y(0) =  In 5.

► Преобразуем уравнение, выделив производную:

dy _  ху  -I- е~х -  у dy 1 -  х _  е~х 
dx 1  — х ’ dx 1  — х ^  1 — х
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Уравнение dy/dx  +  у — е~х/(1  -  х) — линейное первого 
порядка. Решаем его с помощью подстановки у =  u(x)v(x).  
Имеем:

g "
у' =  u'v +  uv', u'v +  uv' +  uv

1 — x ’

, f  dv \ e~x u v + u ^ - + v )  =  —

Находим функцию v(x) из условия dv/dx  +  v =  0: 

dv dv

( 1)

«, — dx 
dx v

(1):

In |v| =  —x, v — e x .

Подставляем полученное выражение для v(x) в уравнение

du е 1 du 1
-е х =

dx 1 — х ’ dx 1 — х ’

du — , f  d u — f  - ~X- , u =  — In |1 — x| +  lnC, 
1 — X  у  J 1 -  X

, сu =  In ■
|1 — x| 

Тогда
- x ,  С  у =  uv =  e In ■

|1 — x|

является общим решением исходного уравнения. Находим С, 
используя начальное условие: у(0) =  In С =  In 5, С  =  5. Окон
чательно получаем, что частное решение исходного уравнения 
имеет вид

5У =  е In тт-------г. <
|1 — х|

5. Найти общее решение дифференциального уравнения

(1 +  х2) ^  =  ху  +  х2у2. 
dx
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► Преобразуем уравнение для того, чтобы определить его 
тип. Получим:

d y _______
dx 1  +  х 2^ 1 +  х >У

•Данное уравнение является уравнением Бернулли. Решаем 
его с помощью подстановки у =  u(x)v(x). Тогда

у' =  u'v +  uv', u'v +  uv'
х  . х  

-uv =
1 +  х 2 1  +  х 2

. dv xv
U V  +  UI  —

X 2 U2 V 2

Kdx 1 +  x 2 J 1 +  x 2 ^

Находим v(x) из условия dv/dx — x v / (1 +  x 2) — 0, которое 
является дифференциальным уравнением с разделяющимися 
переменными:

dv xv dv х dx 
dx 1  +  x 2 ’ v 1  +  х 2 ’

J ~ v =  I ТТж 2’ lnM =  ^ 4 i  +  A  v =  V T T ^ .

Полученное выражение для v(x) подставляем в уравнение (1):

du п-------~ х 2 и2 ( 1  +  х 2) du x 2dx
~г у/ 1  +  х 2 = -----------— — 3----------- -- ~ 2  =  - 7 г = г = ъ ’ах 1 +  х А иг у / 1  +  х г

Г du Г x 2dx Г du _  1
J и2  J у / 1  +  X2  ’ J и2  и ’

zdx

Г x 2dx и\(х) =  х, dui — dx,

1  у / 1 -\-х2 dvi =  xd x /y / 1  +  x 2, vi — y /l  +  x 2

=  x \ /l  +  х 2  — J  y / l  +  х 1  dx =  x y / l  +  х 2  — J  —j
+  х *

у / 1  +  X 2

J у / Т + х 2 Jy /l  +  х 2

Из последнего равенства получаем:

x 2dx 
у/ 1  +  х 2

' /

x 2dx
у/1 +  х 2

=  x y / l  +  х 2  — In \х +  y / l  +  ж21 — 2 С, 
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/  =  l x ^ r + ^ ~ l ln\x + ^ + ^ \ - c - 

Следовательно,

— — =  \ x \ /l  +  х2 -  i  In\x +  \ /l  +  x 2\ -  C, 
xl 2 2

— =  ^ In |a; +  \ /l +  x 2\ — \-x\Jl +  x 2  +  C,
U £ A

и =  In |x +  \ /l +  x2\ -  ^ x V l  +  x 2 +  c ' j

Окончательно находим, что общее решение исходного 
уравнения определяется формулой

у =  \ /l  +  х 2 ^  In \х +  \ /1 +  х2| -  ^ж\/1 +  х 2 +  Ĉ J ■4

ИДЗ-11.2

1. Найти частное решение дифференциального уравнения 
и вычислить значение полученной функции у — ip(x) при х =  
=  хо с точностью до двух знаков после запятой.

1.1. у'"  =  sinx, х0 =тг/2, 2/(0) =  1, 2/ ' ( ° ) = 0, у " ( 0 ) =  0 . 
(Ответ: 1,23.)

1.2. у'" =  1 /х ,  хо =  2, 2/(1) =  1/4, 2/(1) =  У"(  1) =  0. 
(Ответ: 0,38.)

1.3. у "  =  1 /  cos2 х, х 0  ~ 7г/3, 2/(0) =  1, 2 /'(°) =  3 / 5 - 
(Ответ: 2,69.)

1.4. у'" =  6 /х 3, х0 =  2, 2/(1) =  0, у'(1) =  5, у"(1) =  1. 
(Ответ: 6,07.)

1.5. у "  — 4cos2x, хо =  7г/4, 2/(0) =  1, у'(0) =  3. (Ответ: 
4,36.)

1.6. у "  =  1/(1 +  х2), х0 =  1, 2/(0) =  0, 2/(0) =  0. (Ответ: 
0,44.)

1.7. ху"' =  2, х0 =  2, 2/(1) =  1/2, у'(1) =  у"(1) =  0. 
(Ответ: 0,77.)

1-8. у'" =  е2х, х0 =  1/2, 2/(0) =  9 /8, у'(0) =  1/4, у"(0) =  
=  —1 / 2 . (Ответ: 1,22.)
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1.9. у"' ~  cos2®, х0 -  тт, 2/(0) =  1, у'(0) -  - 1 /8 ,  j/"(0) =  
=  0. (Ответ: 3,58.)

1.10. у "  — l / y / l  -  х2, х0 =  1, г/(0) -  2, у'(0) =  3. (От
вет: 5,57.)

1.11. у "  =  1 / sin2 2х, хо =  Ьп/А, у(п /4) — 7г/4, у'(п /4) =  
=  1. (Ответ: 3,93.)

1.12. у "  =  x+sinx, хо =  7г, 2/(0) - —3, у'(0) — 0. (Ответ:
5,31.)

1.13. у " =  arctgx, хо =  1, 2/(0) =  2/(0) =  0. (Ответ:
0,15.)

1.14. у "  =  tgx/cos2х, х0 -  7г/4, 2/(0) = - 1 / 2 ,  j/'(0) =  0. 
(Ответ: —0,39.)

1.15. у1"  =  е*/2 +  1, х0 =  2, 2/(0) =  8, 2/'(0) =  5, у"(0) =  2. 
(Ответ: 25,08.)

1.16. у "  -  х /е 21, х0 =  -1 /2 ,  2/(0) =  1/4, 2/4°) =  -1 /4 .  
(Ответ: 0,34.)

1.17. у "  — sin2 Зх, хо =  тг/12, 2/(0) =  —7г2/576, 2/(0) =  0. 
(Ответ: —0,01.)

1.18. 2/"' =  х sinx, х0 =  7г/2, г/(0) =  0, 2/'(°) =  0, у"(0) =
— 0. (Ответ: 0,14.)

1.19. у'" sin4 х — sin 2х, Хо — 5п/2, у(тг/2) =  п /2 , у'(тг/2) —
— 1, у"(п /2 )  =  - 1 .  (Ответ: 7,85.)

1.20. у "  =  cosx +  е~х, х0 - п, у(0 ) =  - е ~ п, у'(0 ) =  -1 .  
(Ответ: 1,00.)

1.21. у"  =  sin3x, хо =  2,57г, у(тг/2) =  -7 /9 ,  у'(п./2) — 0. 
(Ответ: —0,78.)

1 .2 2 . I/'" =  =  1, 2/(0) =  - 1 / 8 ,  у'(0 ) — 
=  (cos2)/8, 2/” (0) =  1/2- (Ответ: 0,08.)

1.23. у"  =  1 / cos2(х/2), х0 =  47г, 2/(0) =  0, у'(0) =  1. 
(Ответ: 12,56.)

1.24. у"  =  2sinxcos2 x, хо =  п/2 , у(0) =  -5 /9 ,  у'(0) =  
=  —2/3. (Ответ: —1,00.)

1.25. у"  =  2 sin2 х cos х, хо =  тг, у(0) — 1/9, 2/'(0) =  1. 
(Ответ: 4,14.)

1.26. у "  =  2sinxcos2 x -s in 3 х, хо =  7г/2, 2/(0) =  0, у'(0) — 
=  1. (Ответ: 1,90.)

1.27. у"  — 2cosxsin2x -  cos3x, хо =  п/2 , у(0) — 2/3, 
у'(0) =  2. (Ответ: 3,47.)

332



1.28. у "  =  х -  lnx, х 0  -  2, у(1) =  -5 /1 2 , у'( 1) =  3/2. 
(Ответ: 1,62.)

1.29. у"  =  1 /х2, х0 =  2, у(1) =  3, 2/(1) =  1- (Ответ:
4,31.)

1.30. у’"  — cos4x, хо =  7г, 2/(0) =  2, 2/̂ (0) =  15/16, 
2/ " ( 0) =  0. (Ответ: 5,14.)

2. Найти общее решение дифференциального уравнения, 
допускающего понижение порядка.

2.1. (\ — х 2 )у" — ху' =  2. (Ответ: у — arcsin2 х +  С\ arcsinх+  
+C i .)

2.2. 2ху'у" =  у ' 2 -  1. (Ответ: 9Ci(y  -  C i ) 2 =  4(Cix +  l ) 3, 
у — ± х  4- С.)

2.3. х 3 у "  +  х 2 у' — 1. (Ответ: у =  С\ lnx +  1/х +  Ci-)
2.4. у "  +  у' tgx  — sin2x. (Ответ: у =  С\ sin x -(sin  2х)/2— 

—х +  С%.)
2.5. у"х\пх  =  у'. (Ответ: у  =  Cix(lnx -  1) +  Ci-)
2.6. х у "  — у' =  х 2 ех. (Ответ: у — ех(х — 1) +  Cix2 +  Ci-)
2.7. y "x ln x  =  2у'. (Ответ: у — Ci(xln2 х — 2xlnx +  2х)+  

+Ci-)
2.8. х 2 у "  +  х у ' 1. (Ответ: у =  (In х )/2  +  С\ lnx +  Ci-)
2.9. у"  =  —х /у ' .  (Ответ: у =  (С2/2) arcsin(x/Ci)+

+ х ^ с { - х 2/2 +  С2.)
2.10. х у"  — у'. (Ответ: у =  С\х2/2  +  Ci-)
2.11. у "  =  у' +  х. (Ответ: у  =  — х 2/2  — х +  С\ех +  C i .)
2.12. х у"  =  у' +  х2. (Ответ: у =  х3/3  +  С\х2/2  +  Ci.)
2.13. х у"  — у'\п(у'/х). (Ответ: у =  (С\Х -  l)eClI+1/(72+  

+Сг-)
2‘.14. х у "  +  у' — lnx. (Ответ: у  =  (х +  С\) lnx -  2х +  С2.)
2.15. у"  tgx =  у' +  1. (Ответ: у — —С\ cosx — х +  Ci-)

2.16. у"  +  2 х у ' 2 =  0. ( Ответ: у =  In +  С2.)
\ 2Ci х +  Oi /

2.17. 2ху'у"  =  у ' 2 +  1. (Ответ: у =  2(С\Х -  l )3/ 2/(3 C i)+  
+Ci-)

2.18. у"  -  у ' / ( х  -  1) =  х(х -  1). (Ответ: у =  х4/8  -  х3/6 +  
-\-C\x2/2  -  С ix  +  Ci.)

2.19. у'" +  у "  tg х =  sec х. (Ответ: у — — sin х — С\ cos х+  
+ C i x  +  Сз-)
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2.20. у "  — 2y'ctgx =  sin3ж. (Ответ: у  =  — sin3 a:/3+ 
+ С \ х /2  -  С\ sin2x/4 +  С2.)

2.21. у "  +  4у' =  2х2. (Ответ: у =  ж3/б  — ж2/8  +  ж/16— 
- C i e ~ 4x/4  +  C2.) '

2 .22. х у "  -  у' =  2х2 ех. (Ответ: у =  2ех(х -  1) +  CiX2 /2 +  
+ С 2 .)

2.23. x(j/" +  l) +  y' =  0. (Ответ: у =  —x 2/4  +  C i ln x  +  C2.)

„ „ .  „ . , .  /  _ sin 2ж cos 2х
2.24. у +  4у =  cos2x. I Ответ: у - — ------------ —-----

\ 1U
- С хе~ 4 х14 +  С2.)

2.25. у" +  у' =  sinx. (Ответ: у =  -(cosx  +  s in x )/2 -  
- C i e ~ x +  С2.)

2.26. х 2 у "  =  у'2. (Ответ: у — С хх  — С 2 1п(ж +  С х) +  С2.)
2.27. 2ху"у' =  у ' 2 -  4. (Ответ: у =  2(Cix +  4)3/ 2/(ЗС'х)+ 

+ С 2.)
2.28. у"'х\пх  =  у".  (Ответ: у =  Схж2(21пж —3)/4 +  С,2ж+

+ С з .)
2.29. у" ctgx +  у' =  2. (Ответ: у =  2х +  Ci sinх  +  С2.)
2.30. (1 +  х 2 )у"  =  2ж?/'. (Ответ: у =  C ix3/3  +  Cix +  С2.)

3. Решить задачу Коши для дифференциального уравне
ния, допускающего понижение порядка.

3 . 1 . у "  =  у'еу , 2/(0) =  0, 2/ ( 0) =  1. (Ответ: у — — In |1—х\,
У =  о.)

3.2. у ' 2 +  2уу"  =  0, 2/(0) =  1> 2/'(0) =  1- (Ответ: у =  
=  (1 ±  Зх/2)2/ 3, у — 1.)

3.3. 2/2/"  +  У' 2  =  0, 2/(0) =  1, 2/'(°) =  1- (Ответ: у =  
=  sj2 x +  1, 2/ - 1.)

3.4. у "  +  2уу ' 3  =  0, 2/(0) =  2, у'(0) =  1/3. (О тве т : х - 
=  у 3 / 3 - у - 2 / 3 ,  у =  2.)

3.5. у"  tg y  -  2 у'2, 2/(1) =  тг/2, 2/'(!) =  2- (Ответ: у  =
-  arctg(2 — 2х), у =  7г/2.)

3.6. 22/2/" =  у ' 2 1 2/(0) =  1, 2/'(°) =  1- (Ответ: у =  ( х /2 +  
+1)2, » =  1.)

3.7. 2/2/" — г/2 =  2/4) 2/(0) =  1, 2/(0) =  1- (Ответ: х =

=  ±  1п(1 +  \/2) ±  1п(г//(1 +  \/2/2 +  !))•)
3.8. у"  -  1/(2г/3), 2/(0) =  1/2, 2/'(°) =  \/2- (Ответ: у  =

=  х\/2 +  1/4.)
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3.9. у "  — I — у'2, з/(0) =  0, у'(0) =  0. (Ответ: х -

=  ±ln|e!/ +  у/е2у — 1 1.)
3.10. у " 2  =  у', у(0) =  2/3, у'(0) =  1. (Ответ: у =  (х +  

+ 2)3/12, у  =  2/3.)
3.11. 2уу" =  у ' 2 +  1, 1/(0) =  2, у ’ (0) — 1. (Ответ: у =  

=  ((х +  2 )/2)2 +  1.)
3 .12. у" =  2 -  у, 2/(0) =  2, у'(0) =  2. (Ответ: у  =  

=  2 sin ж +  2.)
3.13. у" =  1/2/3, у(0) =  1, у'(0) =  (Ответ: |ж| =

=  v V  -  !•)
3.14. 2/у " -  2у'2 =  0, 2/(0) =  !> 2/4°) =  2. (Ответ: у =  

=  1/(1 -  2 х), у  =  1.)
3.15. у "  =  у' +  у'2, 2/(0) =  0, у'(0) =  1. (Ответ: х =  

=  1п((2е* -  1 )/е "), 2/ =  0.)
3 .16. 2/" +  2у,2/(1  -  у) =  0, 2/(0) =  0, 2/'(°) =  (Ответ: 

у =  1 -  1/(ж +  1), у =  0.)
3.17. у"(1 +  у) =  5у'2, 2/(0) =  0, 2/(0) =  1- (Ответ: 

х  =  (1 -  1 /(1  +  2/)4) / 4, 2/ =  0.)
3.18. у"(2у  +  3) -  2у'2 =  0, 2/(0) =  0, у'(0) =  3. (Ответ: 

у — 3(ех — 1)/2, 2/ — 0.)
3.19. Ay" 2  -  1 +  у'2, у(0) =  1, 2/'(°) =  0. (Ответ: х =

=  21n^|y+ 1 +  \/(у +  I)2 4 1.)

3.20. 2у'2 =  (у -  1)у", у(0) =  2, у'(0) =  2. (Ответ: 
у  =  1 +  1/(1 -  2х), у =  2.)

' 3 .21. 1 +  у'2 =  уу", у(0) =  1, у'(0) =  0. (Ответ: х =

=  \п\у +  л/г/2 -  1 1-)
3.22. у" +  уу'3 =  0, 2/(0) =  1, у'(0) =  2. (Ответ: у  -

=  <Убх +  1, у =  1.)
3.23. уу" -  у'2 =  0, 2/(0) =  1, 2/(0) =  2. (Ответ: у =  е2*, 

У =  1-)
3 .24. уу" -  у'2 =  у2 In у, у(0) =  1, у'(0) =  1. (Ответ:

у — In | In у +  \ /b 2 у +  1 1.)
3.25. у(1 -  In у)у" +  (1 +  1пу)у'2 =  0, у(0) =  1, у'(0) — 1. 

(Ответ: х — 1/(1 -  In у) -  1, у =  1.)
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3.26. у"  (I +  у) =  у ' 2 +  у', 2/(0) =  2, у'(0) =  2. (Ответ: 
у =  2 ех, у  =  2.)

3.27. у "  =  у ' /у /у ,  2/(0) =  1, 2/'(0) =  2. (Ответ: у =  (х+1)2, 
2/ =  1-)

3.28. у "  =  (1 +  у'2 )/2 ,  1/(0) =  0, 2/(0) =  0. (Ответ:

х — 2arctg-\/e!/ -  1-)
3.29. 2/2/" -  2уу'1пу =  2/'2, 2/(0) =  1, у'(0) =  1. (О твет : 

у =  е‘в*, у =  1.)
3.30. 2/" =  1/у /у ,  2/(0) =  2/'(0) =  0. (Ответ: х =  2у3/ 4/3.)
4. Проинтегрировать следующие уравнения.

1 у
4.1. - d y ----- ^dx =  0. (Ответ: у / х  — С.)

х  х 1

4.2. =  0. (Ответ: arctg(j//х ) =  С.) 
х г +  у*

4.3. (2х -  у +  1 )dx +  (2у -  х — l)dy. (Ответ: х 2 +  у2-  
—ху +  х — у =  С.)

4.4. xd x  +  yd y +  =  0. (Ответ: — +
х г +  2/ V ^

2_

+  arctg -  +  С.)
У '

4.5. ( *  —  l ) d x -  l ! * L = = 0 .  (Ответ: у /х 2- у  
V у /х 2 - у 2 '  у /х 2 - у г

- X  =  С.)

4 '6 ' 7 ^ “— +  1  2 dV =  ( 0твет: 7— 4  =  С1-)(1 +  х2)2 1 +  х2 V 1 +  х2 /

, „  2х , 2/2 _  Зх2 . /  „ х2 1 ^,\
4.7. —5-dx Н---------з-----dy =  0. ( Ответ: -=■------=  С.

2/3 2/ V У3 У >

4.8. ( \ - e x/ y)dx-\-exly( \ - x / y ) d y  — 0. (Ответ: х +  уех/ у — 
=  С.)

4.9. х(2х2+ у 2)+у(х2+2у2)у' =  0. (Ответ: х4+ х 2у2+ у 4 — 
=  С.)

4.10. (Зх2 +  6xy2)dx +  (6х2у +  4y3)dy =  0. (Ответ: х3+  
+3х2у2 +  у4 =  С.)

i -1 1 - ( j ^ T W  +  l  +  l ) d x + ( ^ T ¥  +  l - 7 ) dy =  0-у/х2 +  у2 а; у /  \х2 + у 2 у у
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4.12. ^3x2tgy -  ^ -^ jd x  4- (х 3  sec2  у +  4у3  +  -^ ^ jd y  =  0.
з

(^Ответ: х 3  tg у +  у 4  +  ^  — С.

4.13. ( 2 x + X̂ ± y l ] d x  =  Х-  
\ х 2  +  у /

4 .14.  ̂ +  x'jdx +  (у  -  Ŝ U2 X ĵdy — 0. ^Ответ: (х2+

W ) / 2 + ~ L = c )

4.15. (За:2 -  2х -  y)dx +  (2у -  х +  3y2)dy =  0. (Ответ: 
х 3  +  у 3  -  х 2  -  ху +  у 2  =  С.)

xd x  +  yd y  x d y - y d x  =  0 V 5 M V +
V ^ T y 2 х2 V

+  У-  =  С.)  
х  /

4.17. (3х 2у +  y2)dx +  (а:3 +  3x y2)dy — 0. (Ответ: ху(х2+  
+У2) =  С.)

4.18. у(х 2  +  у 2 +  a2)dy +  х(х 2  +  у 2 — a2)dx =  0. (Ответ: 
(х2  +  у 2 ) 2  +  2а2 (у2 -  х 2) =  С.)

4.19.  ̂ sin у +  у sinх +  - jd x  +  (x c o sy  -  cosx +  -^ d y  =  0.

(Ответ: tg ху — cosx — cos у — С.)

i  w  y + s i ^ c o s V  --------4 =  0 meem;
cos  ̂yx  V cos  ̂xy  /

tg xy — cos x — cos у =  С.)
4.21. (Зх2 — у cosxy +  y)dx +  (x — xcosxy)dy — 0. (Ответ: 

x 3  — sin xy +  xy =  С .)

4.22. ( l2 x 3 - e x>y - ^ d x +  ( l 6 y +  -^ e x^ d y  =  0. ( 0  meem:
У У

 ̂Ответ: х2 +  у2 +  In \ху\ +  — =  C.̂ j

Зх4 +  8у2 -  ех!у =  С.)

(  Ответ: х2 +  — — — 
ху* \ у х
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4.23. ( — —̂  +  2 x ys m x 2 y-\-4)dx +  ( —^—  +  x 2 sinx2 у )dy — 
\ 2  v/xy /  V2 y/х у  )

— 0. (Ответ: y/ х у  — cosx 2y +  Ax =  C.)
4.24. у-3xy In 3 dx+(x-3xy In 3—3)dy =  0. ( Ответ: 3xy —3у =

= c.)
4.25. ( ----------h3x 2 y 7\dx +  (7x 3 y 6 ----------- }d y  =  0. (Ответ:

\ x  — у ) \ x — у )

In \x — y\ +  x 3 y 7  =  C.)

4.26.  ̂^  +  у cos xy^jdx+ ^— ^ + x c o s  xy^jdy =  0. (Ответ: 

sin ху — y / x 2 — С .)

4 .27. (  .. — 2x\dx H----- x dy _  q ^Ответ:
'  V 1 - x 2 y 2 '  y/ 1  - x 2 y 2

arcsin xy — x 2  =  C.)
4.28. (bx4 y 4 +2&x6 )dx+(4xby 3 —3y2)dy =  0. (Ответ: x 5 y 4  — 

- у 3  +  Ax7  =  С .)
4 .29. (2xex 2 + y 2  4- 2)dx +  (2 ye x 2 + y 2  — 3)dy =  0. (Ответ: 

ехЧ у 2 + 2 x - 3 y  =  C.)
4.30. (3y 3  cos3x +  7)dx +  (3y 2 sin3x — 2y)dy =  0. (Ответ: 

у 3  sin Зх — у 2 +  Ix  — С.)

5. Записать уравнение кривой, проходящей через точку 
А(хо,уо), если известно, что угловой коэффициент касатель
ной в любой ее точке равняется ординате этой точки, увели
ченной в к раз.

5.1. А(0, —2), к — 3. (Ответ: у — —2е3х.)
5.2. Л (0,5), к =  7. (Ответ: у  =  5е7х.)
5.3. Л(—1,3), к — 2 . (Ответ: у  =  Зе2х+2.)
5.4. Л(—2,4), к — 6. (Ответ: у =  4е6х+12.)
5.5. А (—2, —1), к =  5. (Ответ: у =  — е5х+10.)
5.6. А(3, —2), к =  4. (Ответ: у =  — 2е4х_12.)
Записать уравнение кривой, проходящей через точку

^ (xo>2/o)j если известно, что угловой коэффициент касатель
ной в любой ее точке в п раз больше углового коэффициента 
прямой, соединяющей ту же точку с началом координат.

5 .7. А (2,5), п =  8. (Ответ: у  =  5х8/256.)
5.8. Л(3, —1), п =  3/2. (Ответ: у — —х ^/х / (З у/ 3 ) . )
5.9. Л(—6,4), п =  9. (Ответ: у — —хэ/11664.)
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5.10. А ( -8 , -2 ) , n =  3. (Ответ: у =  ж3/256.)
Записать уравнение кривой, проходящей через точку

А (х0, уо), если известно, что длина отрезка, отсекаемого на 
оси ординат касательной, проведенной в любой точке кривой, 
равна расстоянию от этой точки до начала координат.

5.11. Л(0,4). (Ответ: у =  - х 2/16 +  4.)
5.12. .<4(0, —8). (Ответ: у — х 2/32  — 8.)
5.13. А (0 ,1). (Ответ: у — — х2/4  +  1.)
5.14. Л(0, —3). (Ответ: у =  х 2 /12 — 3.)
Записать уравнение кривой, проходящей через точку 

А (х 0 , у 0) и обладающей следующим свойством: длина перпен
дикуляра, опущенного из начала координат на касательную 
к кривой, равна абсциссе точки касания.

5.15. А (2 ,3). (Ответ: (х — 13/4)2 +  у2  =  169/16.)
5.16. А ( - 4,1). (Ответ: (х +  17/8)2 +  у 2  =  289/64.)
5.17. Л(1, -2 ) . (Ответ: (х -  2 ,5)2 +  у 2  =  6,25.)
5.18. А ( - 2 ,  -2 ) . (Ответ: (х +  2)2 +  у2  — 4.)
5.19. А(4, -3 ) . (Ответ: (х -  25/8 )2 +  у 2  =  625/64.)
5.20. Л (5,0). ( Ответ: (х -  2 ,5)2 +  у 2  =  6,25.)
Записать уравнение кривой, проходящей через точку

А (хо, Уо) и обладающей следующим свойством: отрезок, кото
рый касательная в любой точке кривой отсекает на оси Оу, 
равен квадрату абсциссы точки касания.

5.21. А (4,1). (Ответ: у =  17ж/4 — х 2.)
5.22. Л (-2 ,5 ). (Ответ: у =  - 9 х / 2  -  х 2.)
5.23. Л(3, -2 ) . (Ответ: у — 1х/Ъ — х 2.)
5.24. Л(2,4). (Ответ: у =  4х -  х 2.)
5.25. Л(3,0). (Ответ: у  =  Зх — х 2.)
5.26. А(2,8). (Ответ: у =  6 х -  х 2.)
Записать уравнение кривой, проходящей через точку 

А (хо, уо), если известно, что отрезок, отсекаемый касательной 
к кривой на оси ординат, равен полусумме координат точки 
касания.

5.27. А (9, -4 ) . (Ответ: у =  5у /х /3  -  х.)
5.28. Л(4,10). (Ответ: у =  7л/х — х.)
5.29. Л(16,0). (Ответ: у — А.\[х — х.)
5.30. Л(1, -7 ) . (Ответ: у  =  -бу'ж -  х.)
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1. Найти частное решение дифференциального уравненияу

у " (х  +  2)5 =  1, у ( - 1) =  1/12, у '{—\) — —1/4

и вычислить значение полученной функции при х =  - 3  с точ
ностью до двух знаков после запятой.

► Найдем общее решение данного уравнения (см. §11.5, 
уравнение I типа):

„ _  1 Г dx 1- ^
У ~ ( х  +  2)5 ’ У ~ J (х + 2)5 “  ~ 4 (х  +  2)4 +  Ь

y  =  I { ~ 4 ^ T 2 r + C t ) d x =  Щ ^ 2 у + С ' Х +  Сг-

Воспользовавшись начальными условиями, определим 
значения Ci и

2/(—1) =  1/12 -  Сх + С2 =  1/12, С2 - С г  =  О, 
у'(-1) = -1 /4  + Ci =  -1 /4 ,  Сг =0 , С2 =0.

Частное решение исходного уравнения, удовлетворяющее 
заданным начальным условиям, имеет вид

у =  1/(12(х +  2)3).

Вычислим значение функции у(х)  при х — —3:

=  12(—3 +  2 )3 =  ~ 1 2  =  _ 0 ,0 8 ‘ *

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 
у" (е х +  1) +  у' — 0, допускающего понижение порядка.

► Данное уравнение является уравнением II типа (см. 
§ 11.5 и пример2). Поэтому сделаем подстановку у' — z(x). 
Тогда у "  — dz/dx  и

£ ( е -  +  1) +  2 =  0, | ( е -  +  1) =  - 2 ,

Решение типового варианта

_  dx Г dz __ Г dx
~  ~ е х +  1 ’ J  Т  ~ ~  J  е* +  Г

dz 
z
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Путем замены переменной ех +  1 =  t находим: 

ln|z| =  1п(ех +  1) -  lnex +  lnCi.

Потенцируя последнее выражение, получаем:

г - г  e* +  1 * l  =  r  еХ +  1
1 ех ’ dx 1 ех ’

у — Ci J  dx =  Ci{X -  е~х) +  С2,

т. е. нашли общее решение исходного уравнения. -4
3. Найти решение дифференциального уравнения у 3 у "  =

— — 1, допускающего понижение порядка, которое удовлетво
ряет заданным условиям: 2/(1) =  1, у '(1 )= 0 .

► Данное уравнение относится к III типу (см. § 11.5 и при
мер 4). Поэтому понизим порядок уравнения с помощью под
становки у' =  р(у). Тогда у "  =  pdp/dy. Далее,

з dp d y f  f  dy
y P d-y =  - h  J r d p = - J ^ '

т  =  2 ^ + с -  p2 =  ^  +  2Cb »  =  ± v 'i ?  +  2C-

dy , y / l  +  2Cij/2 j  _ , y dy 
dx у  ’ *  V1 +  2CU/2 ’

= ± f  , У У =f+( 2̂ =  TFT [ (l+2Ciy2)_1//2d(l+2C'ij/2),
J J 1 +  2C,w2 4Ci J

1
x =  +  2Cij/2 +  C2,

т. e. получили общее решение исходного уравнения. Опреде
лим значения С х и С 2, использовав начальные данные. При 
® =  1, у =  1 и у' =  0 имеем:

1 =  ± —— \ /l +  2 С\ +  С2, 0 =  ± y / l T 2 C i ,
2Gi

откуда 1 +  2Ci =  0, Сх =  -1 /2 , С2 =  1.
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Следовательно, искомое решение имеет вид 

х =  TV"1 - 2/2 +  1-

Геометрически оно представляет собой левую или правую по
ловину окружности (X — 1)2 + 2/2 =  1. м

4. Проинтегрировать уравнение

1
У + 4 Ъху2 ) dy =  0.

► Введем обозначения: Р {х ,у)  — 1 /х  -  у 3  +  4, Q (x,y)  =
— —1 /у  — Зху2  (см. уравнение (11.26)). Тогда

Так как д Р /д у  =  dQ /dx,  то исходное уравнение является 
уравнением в полных дифференциалах. Его общий интеграл 
находится по формуле (11.24):

X у

J  -  у 3  + 4 ^ d x  +  /   ̂ i  -  3x 0 y2^jdy -  Со-

Имеем:
X X  X У У

J  ~  ~  J  У3^х +  4 J  ~  J  ~у ~  ^Х° f  у2( у̂  =  ^ ° '
Хо

In III

Xq Х 0

ХО
-  у3х +  4х

Xq Хо
In 12/1 ~ З х 0 у 3/3

Уо
Со,

In |а;| -  1п|ж0| -  ху 3  +  х 0 у 3  +  4х -  4х0  -  In |у| +

+  In |з/о| -  Хо у 3  +  ХоУо +  Со,

In \х/у\ -  х у 3  +  4х =  С,

где С =  С0 +  In |а?о/Уо| +  4х0  -  х 0 у3- *
5. Записать уравнение кривой, проходящей через точку 

;4(2,2), если известно, что площадь трапеции (рис. 11.3), огра
ниченной осями координат, любой касательной к кривой и ор
динатой точки касания, есть величина постоянная, равная 3.
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► Имеем: gDMCO J M g l + jg gl . \0 C\, \MC\=y, \D0\ =

= ±\DB\ +  \B0\ = ±\DB\ +  \MC\ =  ±|2?B| +  у , \0C\ =  x, 
±\DB\ = —\BM\ tga =  -\BM\y' = -x y ', где перед \DB\ ста
вится знак если у' =  tga < 0  ( х  < Xi, см. рис. 11.3), 
и знак если у' — tga > 0 ( х  > X i ) .  Поэтому в обоих
случаях \DO\ =  -х у ' +  у. Далее находим:

Sd m c o  =  ~— Х у + у  х  =  3 , -  ^ х 2у' +  ху  =  3 ,

2 6
- х 2у' +  2 ху =  6 , у '=  -— у - - - 2 , х ф 0 .

Рис. 11.3

Получили линейное уравнение первого порядка. Решаем
его:

у =  uv, y' =  u'v +  uv', u'v + uv'
2 uv 

х 9 * г*

u'v +  и у

dv 2v 
dx x

dv 2 v\ 6
dx ' T j  - X 2

=  0,
dv 2 dx
V

1
X

In Ы =  2 ln

(1)

V — X
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Подставим найденное выражение для v =  х2 в уравнение 
(1): и'х2 =  - 6 /я 2. Отсюда находим и:

Тогда

и

у  — UV —

6

Так как кривая проходит через точку А (2 ,2), то 2 =  2 /2 +  
+ 4 С, С  =  1/4. Искомая кривая имеет уравнение у =  2 / х +  
+ х 2/4 , 0 <  х  ^  хо =  ^16. Она изображена на рис. 11.3. При 
х\ =  v̂ 4 имеем точку минимума, ч

Найти общее решение дифференциального уравнения.

1.1. а) у "+ 4 у  =  0; б) j/"-1 0 j/'+ 2 5 j/ =  0; в) у " + о у ' + 2 у  =  0.

1.2. а) у " - у ' - 2 у  =  0 ; б) у " + 9 у - 0 \  в) у " + 4 у '+ 4 у  =  0.

1.3. а) у " - 4 у '  =  0-, б) у " -4 у ' +  13у =  0; в) у " - 3 у '  +  2у =  0.

1.4. a) y "-5 y '+ 6 y  =  0; б) у "+ 3у ' =  0; в) у "  +  2 у '+ 5 у  =  0.

1.5. а) у " - 2 у '  +  10у =  0\ б) у " + у ' - 2 у  =  0\ в) у " - 2 у ' - 0 .

1.6. а) г / " -4 у = 0 ; б) у " + 2 у ' +  17у =  0; в) у " - у ' - 1 2 у - 0 .

1.7. а) у " + у ' - 6 у =  0; б) у " + 9 у ' ~ 0; в) у "-4 у '+ 2 0 у  =  0.
1.8. а) у "-4 9 у  =  0; б) у "-4 у '+ 5 у  =  0; в) у "+ 2 у '-3 у  =  0.
1.9. а) у "+ 7 у ' =  0; б) у "-5 у '+ 4 у  =  0; в) у" +  16у=0.
1.10. а) у "-6 у '+ 8 у  =  0; б) у "+ 4у '+ 5у  =  0; в) у "+ 5 у ' =  0.
1.11. а) 4 у "-8 у '+ 3 у  =  0; б) у "-3 у ' =  0; в) у "-2 у '+ 1 0 у  =  0
1.12. а) у"+4у '+20у =  0; б) y "-3 y '-1 0 y  =  0; в) у "-1 6 у  =  0
1.13. а) 9 у "+ 6 у '+ у  =  0; б) у " -4 у '-2 1 у  =  0; в) у " + у  =  0.
1.14. а) 2 у "+3у '+у=0 ; б) у"+4у'+8у =  0; в) у "-6 у '+ 9 у  =  0.
1.15. а) у "-1 0у '+ 2 1 у  =  0; б) у "-2 у '+ 2 у  =  0; в) у "+4у ' =  0.
1.16. а) у "+6у ' =  0; б) у "+10у '+29у=0 ; в) у "-8 у '+ 7 у = 0 ,
1.17. а) у "+25у =  0; б) у "+ 6 у '+ 9 у  =  0; в) у "+ 2 у '+ 2 у = 0 .

ИДЗ-11.3

1
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1.18.
1.19.
1.20. 
1.21. 
1.22.
1.23.
1.24.
1.25.
1.26.
1.27.
1.28.
1.29.
1.30.

у " -3 у '= 0 ; б) у " - 7 у '-8 у  =  0; в) у "+ 4 у ' +  13у=0. 
у " - 3 у '-4 у  =  0; б) у "+6у ' +  13у =  0; в) у " + 2 у '  =  0. 
у"+25у '=0 ; б) у "-10у '+16у=0 ; в) у "-8у '+16у  =  0. 
у " —Зу' —18у =  0; б) у " -6 у ' =  0; в) у "+ 2 у '+ 5 у  =  0. 
у "-6 у '+ 1 3 у  =  0; б) у " -2 у '-1 5 у = 0 ; в) у " -8 у ' =  0. 
у "+ 2 у '+ у  =  0; б) у "+6у ' +  25у =  0; в) у " -4 у ' =  0. 
у" +  10у'=0; б) у "-6 у '+ 8 у  =  0; в) 4 у "+ 4 у '+ у  =  0. 
у "+ 5 у  =  0; б) 9 у "-6 у '+ у  =  0; в) у "+ 6 у '+ 8 у  =  0. 
у"+6у'+10у =  0; б) у "-4у '+4у  =  0; в) у ''-5у '+4у =  0. 
у " - у  =  0; б) 4 у "+ 8 у '-5 у  =  0; в) у " -6 у ' +  10у= 0 . 
у "+ 8 у '+ 2 5у = 0 ; б) у "+9у ' =  0; в) 9 у "+ 3 у '-2 у  =  0. 
6 у "+ 7 у '-3 у  =  0; б) у" +  16у =  0; в) 4 у " -4 у '+ у  =  0. 
9 у "-6 у '+ у  =  0; б) у"+12у'+37у =  0; в) у " -2 у ' =  0.

2.1. у" +  у' =  2а; -  1. (Ответ: у  =  С\ +  С2е х +  х2 -  Зх.)
2 .2. у" -  2у' +  5у =  10e~x cos2x. (Ответ: у =  ex (CiX  

х cos 2х +  С2 sin 2ж) +  е~х cos 2х.)
2 .3. у" — 2у' -  8у =  12sin2x -  36cos2x. (Ответ: у =  

=  C ie~ 2x +  С2 е*х +  3cos2x.)
2 .4. у " -1 2 у ' +  36у =  14е6г. (Ответ: у =  Cie6x +  С 2 хевх +  

+ 7 х 2 евх.)
2.5. у" -  Зу' +  2у =  (34 -  12х)е_х. (Ответ: у =  С\ех+  

+ С 2 е2х +  ( 4 - 2 х ) е ~ х.)
2.6. у" -  6у' +  10у =  51е_х. (Ответ: у =  e3x(CiCOSX+ 

+Сг sinx) +  Зе-Х .)
2.7. у" +  у =  2 cos х — (4х +  4) sin х. (Ответ: у — С\ cos х+  

+ С 2 sin х +  (ж2 +  2х) cos х.)
2.8. у" +  6у' +  10у =  74е3х. (Ответ: у =  e_3x(Cicosx+  

+ C 2sinx) +  2е3х.)
2.9. у"  -  Зу' +  2у =  3cosx +  19sinx. (Ответ: у  =  С\ех+  

+ С 2 е2х +  6 cosx +  sinx.)
2.10. у" +  6у' +  9у =  (48х +  8)ех. (Ответ: у =  C ie~3x+  

+ С 2 хе~3х +  (Зх -  1)ех.)
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2.11. у "  +  by' =  72е2х. (Ответ-, у  =  С \ +  С2е 51 +  Зе2х.)
2.12. у " - 5 у ' - 6 у  =  3 cos а:+  19 sin я. (Ответ: у =  С\е~х+  

+ С 2 е6х +  cos а; — 2 sin а;.)
2.13. у "  — 8у' +  12у =  36а:4 — 96х3 +  24х2 +  16х — 2. (Ответ: 

у =  С\е2х +  С 2 е6х +  За;4 -  х 2.)

2.14. у "+ 8 у ' +  25у =  18е5х. (Ответ: у — е~4х (С\ cos Зх+ 
+©2 sin Зх) +  е5х/5.)

2.15. у "-9 у '+ 2 0 у  — 126е_2х. (Ответ: у  =  Cie4x+ C 2e5x+  
+3е-2х.)

2.16. у "  +  36у =  36 +  66х — Збх3. (Ответ: у — С\ cos6x+ 
+ С 2 sin 6х -  х3 +  2х +  1.)

2.17. у "  +  у =  -4c o sx  -  2sinx. (Ответ: у — С\ cosx+ 
+ C 2sinx +  x(cosx — 2 sinx).)

2.18. у "  +  2у' — 24у — 6cos3x — 33sin3x. (Ответ: у =
— Cie~6x +  C 2 eix +  sin3x.)

2.19. у"  +  6у' +  13у =  -75sin2x. (Ответ: у =  e-3x(CiX 
х cos 2х +  С2 sin 2х) +  4 cos 2х -  3 sin 2х!)

2.20. у "  +  5у' =  39cos3x -  105 sin Зх. (Ответ: у — С\ +  
+ С 2 е~5х +  4 cos Зх +  5 sin Зх.)

2.21. у "  — 4у' +  29у — 104sm5х. (Ответ: у =  е2 х(С\Х 
х cos 5х +  С 2  sin 5х) +  5 cos 5х +  sin 5х.)

2.22. у "  -  4у' +  5у =  (24sinx +  8cosx)e~2x. (Ответ: у  — 
=  е2 х(С\ cosх +  С 2  sinx) +  e_2x(cosx +  sinx).)

2.23. у "+ 1 6 у  =  8cos4x. (Ответ: у =  С\ cos4x+C2 sin4x+ 
+xsin 4х.)

2.24. у "  +  9у =  9х4 +  12х2 — 27. (Ответ: у =  Сх cos Зх+ 
+ С 2 sin Зх +  х4 — 3.)

2.25. у "  — 12у 1 +  40у =  2е6х. (Ответ: у =  e6x(Ci cos2x+ 
+ С 2  sin 2х) +  е6х/2.)

2.26. у "  +  4у' =  ex(24cos2x +  2sin2x). (Ответ: у  =  С\ +  
+ С 2 е~4х +  2ех sin 2х.)

2.27. у"  +  2у' +  у =  6е-х . (Ответ: у — С\е~х +  С 2 хе~х +  
+Зх2е-Х .)

2.28. у" +  2у' +  37у =  37х2 — ЗЗх +  74. (Ответ: у — 
=  е~х (С\ cos6x +  С 2  sin6x) +  х2 -  х +  2.)
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2.29. 6у" -  у' -  у =  Зе21. (Ответ: у  =  С\ех/ 2 +  С 2 е~х/ 3+  
+ е 2х.)

2.3,0. 2у" +  7у' +  Зу =  -222  sin Зх. (Ответ: у  — C ie~3x+  
+ С 2 е ~ х ^ 2  +  7 cos Зх +  5 sin Зх.)

3

3.1. у "  -  8у' +  17у =  10е2х. (Ответ: у =  e4x(Cicosx+  
+ С 2  sinx) +  2е2х.)

3.2. у ' 1 +  у' -  6у =  (6х +  1)е3х. (Ответ: у — C ie~3x +  
+ С 2 е2х +  ( х -  1)е3х.)

3.3. у "  -  7у' +  12у  =  Зе4х. (Ответ: у -— С\е3х +  С2е4х+  
+3хе4х.)

3.4. у "  -  2у' =  6 4- 12ж -  24х2. (Ответ: у =  С\ +  C2e2x+  
+4х3 +  Зх2.)

3.5. у"  -  6у' +  34у =  18cos5x +  60sin5x. (Ответ: у — 
=  е3х (С  1 cos 5х +  С 2 sin 5х) +  2 cos 5х.)

3.6. у "  -  2у' =  (4х +  4)е2х. (Ответ: у =  С\ +  С 2 е2х +  (х2 +  
+х)е2х.)

3.7. у"  +  2у' +  у  =  4х3 +  24х2 +  22х -  4. (Ответ: у =
— С\е~х +  С 2 хе~х +  4х3 -  2х.)

3.8. у"  -4 у ' =  8 -  16х. (Ответ: у =  С\ +  С 2 е4х +  2х2 - х . )
3.9. у " - 2 у '  +  у =  4ех. (Ответ: у — С\ех +  С 2 хех +  2х2ех.)
3.10. у” -  8у' +  20у =  16(sin2х -  cos2x). (Ответ: у  =  

=  e4x(Ci cos 2х +  С 2  sin 2х) +  sin 2х.)
3.11. у"  -  6у' +  13у =  З4е_3х sin2x. (Ответ: у =  e3x(Ci х 

х cos2x +  С2  sin 2х) +  (3/13)e-3x(2cos2x +  3sin2x).)
3.12. у "  +  2у' -  3у =  (12х2 +  6х -  4)ех. (Ответ: у  =  

=  С\е~3х +  С 2 ех +  (х3 -  х)ех.)
3.13. у "+4у '+4у =  6е_2х. (Ответ: у =  С\е~2 х+ С 2 хе~2х+  

+3х2е_2х.)
3.14. у"4-3у' =  10 -6х . (Ответ: у =  Ci+C2e-3x - x 2+4x.)
3.15. у" +  10у' +  25у =  40 +  52х -  240х2 -  200х3. (Ответ: 

у =  С\е~Ьх +  С2хе-5х -  8х3 +  4х.)
3.16. у" +  4у' +  20у =  -4c o s4x -52 sin 4 x . (Ответ: у =  

=  e_2x(Ci cos4x +  С 2  sin4x) +  3cos4x — sin4x.)
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3.17. у "  +  Ау' +  Ьу =  5х2 - 3 2 х  +  5. (Ответ: у =  е 2x(CiX
х cos х  -Ь Сг sin ж) +  ж2 -  8ж +  7.)

3.18. у"  +  2у' +  у =  (12ж -  10)е~х. (Ответ: у =  С\е~х +  
+ С 2 хе~х +  (2ж3 -  5ж2)е~х.)

3.19. у "  -  Ау =  (-24ж -  10)е2х. (Ответ: у =  C ic o s2 x +  
+Сг вт2ж — (Зж2 +  ж)е2х.)

3.20. у " + 6 у '+ 9 у  =  72е3х. (Ответ: у =  C ie~ 3 x+ C 2 xe~3x+  
+ 2 е3х.)

3.21. у "  +  16у =  80е2х. (Ответ: у =  С\ cos4ж +  С 2 sin4ж+ 
+4е2х.)

3.22. у "  +  4у' =  15ех. (Ответ: у =  С\ +  C 2 e~ix +  Зех.)
3.23. у "  +  у' — 2у — 9 cos ж — 7 sin ж. (Ответ: у — Cie~2x+  

+Сгех +  3 sin ж — 2 cos ж.)
3.24. у "  +  2 у' +  у =  (18ж +  8)е“ х. (Ответ: у =  С\е~х +  

+ С 2 хе~х +  (Зж3 +  4ж2)е_х.)
3.25. у "  -  1Ау' +  А9у =  144sin7ж. (Ответ: у =  Cie7x+  

+ С 2  хе7х +  2 cos 7ж.)
3.26. у "  +  9у =  10е3х. (Ответ: у =  С\ соэЗж +  Сг зтЗж+  

+е3х.)
3.27. Ау" — Ау' +  у =  -25cosx . (Ответ: у — Ciex/ 2+  

+ С 2хех/ 2 +  3 cos ж +  4 sin ж.)
3.28. 3у "  -  by' - 2 у =  6соз2ж +  388т2ж. (Ответ: у — 

=  С\е~х/ 3 +  Сге2х +  соз2ж -  2sin2x.)
3.29. у "  Ау' +  29у =  26е-х . (Ответ: у =  e-2x(Ci соб5ж+ 

+C2sin5x) +  е~х.)

3.30. А у"+3у '  — у =  11 cos ж'—7 sin ж. (Ответ: у =  Ciex/ 4+  
+С 2е_;,! +  2 sin ж -  cos ж.)

4. Найти частное решение дифференциального уравнения, 
удовлетворяющее данным начальным условиям.

4.1. у " - 2 у ' + у  =  -12со8 2ж -9зт2ж , у(0) =  - 2 ,  у'(0) -  0. 
(Ответ: у  =  —2ех -  4хех +  Ззт2ж.)

4 .2. у"  -  6 у' +  9у =  9ж2 -  39ж +  65, у(0) = - 1 ,  у'(0) =  1. 
(Ответ: у  =  —6 е3х +  22же3х +  ж2 — Зж +  5.)

4 .3. у "  +  2у' +  2у =  2ж2 +  8ж +  6, у(0) =  1, у'(0) =  4\ 
( Ответ: у  =  е~х (cos ж +  3 sin ж) +  ж2 +  2ж.)
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4.4. у” -  6 у' +  25у =  9 sin 4х -  24 cos 4х, у(0) =  2, у'(0) =  
=  -2 .  (Ответ: у =  e3x(2cos4x -  3sin4x) +  sin4x.)

4 .5. у"  -  1Ау' +  53у =  53х3 -  42х2 +  59х -  14, у(0) =  0, 
у'(0) =  7. (Ответ: у — Зе7х sin2x +  х3 +  х.)

4.6. у"  +  6у =  ex(cosAx -  8sin4x), у(0) =  0, у'(0) =  5. 
(Ответ: у  =  sin4x — cos4x +  ex cos4x.)

4.7. у” ~ А у ’ + 2 0 у  =  16хе2х, у(0) =  1, у'(0) =  2. (Ответ: 
у =  e2x(cos4x — 1/4 sin 4х) +  хе2х.)

4.8. y " - 122/' +  36y =  32cos2x +  24sin2x, у(0) =  2, у'(0) =  
=  4. (О твет : у =  е6х -  2хе6х +  cos2x.)

4 .9. у"  +  у =  х3 -  4х2 +  7х -  10, у(0) =  2, у'(0) =  3. 
(Ответ: у =  4 cosx +  2 sinx +  х3 -  4х2 +  х — 2.)

4.10. у"  -  у =  (14 -  16х)е-*, 2/(0) =  0, 2/'(0) =  -1 .  
(Ответ: у  =  ех -  е~х +  (Ах2  -  Зх)е~х.)

4.11. у"  +  8 у' +16?/ =  16х2 -  16х +  66, 2/(0) =  3, у'(0 ) — 0. 
(Ответ: у =  — 2е~4х — 6хе~4х +  х2 — 2х +  5.)

4 .12. у"  +  102/' +  342/ =  —9е-5х, у(0) =  0, у'(0) =  6. 
(Ответ: у =  e_5x(cos3x +  2sin3x) — е~5х.)

4.13. 2/ " - 62/' +  252/ =  (32x-12)sin 3x-36xcos3x , у(0) =  4, 
у'(0) =  0. (Ответ: у =  e3x(4cos4x -  3sin4x) +  2xsin3x.)

4.14. у " + 2 5 у  — ex(cos5x-10sin5x), у(0) =  3, 2/'(0) =  “ 4. 
(Ответ: у — 2 cos 5х -  sin 5х +  ех cos 5х.)

4.15. у "  +  2 у' +  by =  —8е-х sin2x, у(0 ) -  2, у'(0 ) =  6. 
(Ответ: у =  e_ I (2cos2x +  3sin2x) +  2хе_х cos2x.)

4.16. у"  -  102/' +  25j/ =  e5l> S/(0) =  1, у'(0) =  0. (Ответ: 
у =  Зе5х -  2хе5х + х 2е5х.)

4.17. у "  +  2/ -  122/ =  (16® +  22)е4х, у(0) =  3, у ’ (0) =  5. 
(Ответ: у =  е3х +  е-4х +  (2х +  1)е4х.)

4.18. у"  -  2г/' +  5у =  5х2 +  6® -  12, у(0) =  0, j/'(0) -  2. 
(Ответ: у =  ex(2cos2x -  sin2x) +  х2 +  2х -  2.)/

4.19. 2/" +  82/' +  16?/ =  16х3 +  24х2 -  10х +  8, у(0) — 1, 
у'(0) =  3. (Ответ: у =  Ахе~4х +  х3 — х +  1.)

4.20. у ' 1 -  2у' +  372/ =  36ex cos6x, у(0) =  0, у'(0) =  6. 
(Ответ: у =  ех sin 6х +  Зхех sin 6х.)
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4.21. у "  -  8у' =  1 6 + 48а;2 -  128а;3, у(0) =  - 1 ,  у'{0) =  14. 
(Ответ: у =  2е8х — 3 +  4х4 — 2х.)

4.22. у” +  12у' +  36у =  72ж3 -  18, 2/(0) =  1, у'(0) =  0. 
(Ответ: у =  cos6а; +  8sin6x +  2ж3 — 2х.)

4 .23 . у " + 3 у '  =  (40ж+58)е2х, г/(0) =  0, у'(0) =  2. (Ответ: 
у =  4е~3х — 7 +  (4х +  3)е2х.)

4.24. у "  — 9у' +  18у =  26 cosx — 8 sin а;, у(0) =  0, у'( 0) =  2. 
(Ответ: у =  2е6х -  Зе3х -  sinx +  cosx.)

4.25. у "  +  8у' =  18х +  60х2 -  З2х3, 2/(0) =  5, у'(0) =  2. 
(Ответ: у =  3 +  2е_8х — ж4 +  Зх3.)

4.26. у "  — Зу' +  2у — — sinx — 7 cosx, у(0) =  2, у'(0) =  7. 
(Ответ: у =  ех +  2е2х -  cosх +  2 sinх.)

4.27. у "  +  2у' — 6х2 +  2х +  1, 2/(0) =  2, у '(0) =  2. (Ответ: 
у =  3 — е~2х +  х3 — х2.)

4.28. 2/" +  16г/ =  32е4х, 2/(0) =  2, у'(0) =  0. (Ответ: 
у =  cos4x — sin4x +  е4х.)

4.29. у"  +  5у' +  6 у =  52sin2x, у(0) =  - 2 ,  у'(0) =  -2 .  
(Ответ: у — 5е_2х — 2е_3х — 5cos2x +  sin2x.)

4.30. у "  -  Ау — 8е2х, у(0) =  1, у'(0) =  —8. (Ответ: 
у — Зе_2х — 2е2х +  2хе2х.)

5. Определить и записать структуру частного решения у* 
линейного неоднородного дифференциального уравнения по 
виду функции /(х ).

5.1. 2у"  -  7у’ +  3у =  /(х ); а) /(х )  =  (2х +  1)е3х; б) f(x) =  
=  cos Зх.

5.2. Зу" -  7у’ +  2у =  /(х ) ; a) f(x) =  Зхе2х; б) /(х )  =  
=  sin 2х — 3 cos 2х.

5.3. 2у "  + у '  -  у =  /(х ) ; а) /(х )  =  (х2 -  5)е_х; б) /(х )  =  
=  х  sin Ж.

5.4. 2у" -  9у' +  Ау =  /(х ) ; а) /(х )  =  -2 е 4х; б) /(х )  =  
=  ех cos4x. ^

5.5. у "  +  49у =  /(х ) ; а ) /(х )  =  х3 +  4х; б) /(ж) =  3sin7x.
5.6. Зу" +  10у' +  Зу =  /(х ) ; a) f(x) =  е_3х; б) /(х )  =  

=  2 cos Зх — sin Зх.
5.7. у"  -  Зу' +  2у =  /(х ) ; а) /(х )  =  х +  2ех; б) /(х )  =

— 3 cos 4х.
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■ 5.8. у "  - 4 у '+ 4 у  =  /(х ) ; a) /(х )  =  sin2x +  2ех; б) /(яг) =  
=  х2 — 4.

5.9. у" — у' +  у =  /(®); а) /(х )  =  ех cosx; б ) /(х )  =  7х +  2.
5.10. у "  -  3у' =  /(х ) ; а) /(х )  =  2х2 -  5х; б) /(х )  =  

=  е~х sin 2х.
5.11. у” +  3у' - 4 у =  /(ас); а )./(х ) =  Зхе~4х; б) /(х )  =  

=  х sinx.
5.12. у" +  36у =  /(х ); а) /(х ) =  4хе“ х; б) /(х )  =  2sin6x.
5.13. у" -  6у' + 9 у =  /(х ); а) /(х )  =  (х -  2)е3х; б) /(х )  =  

=  4 cos х.
5.14. 4у" -  by' +  у =  /(х ) ; а) /(х )  =  (4х +  2)ех; б) /( * )  =  

=  ех sin3x.
5.15. 4у" +  7у' - 2 у =  /(х ); а) /(х )  =  Зе~2х; б) /(х )  =  

=  (х -  1) cos2x.
5.16. у” -  у' - 6 у =  /(х ) ; а) /(х )  =  2хе3х; б) /(х )  =  

=  9cosx — sinx.
5.17. у” -  16у =  /(х ) ; а) /(х )  =  -З е 4х; б) /(х )  =  cosx - 

—4 sinx.
5.18. у "  -  \у' =■7 (х ); а) /(х )  =  (х -  2)е4х; б) /(х )  =  

=  3cos4x.
5.19. у" -  2у' +  2у =  /(х ) ; а) /(х )  =  (2х -  3)е4х; б) /(х )  =  

=  ex sinx.
5.20. by" - 6 у' +  у =  /(х ); а) /(х ) =  х2ех; б) /(х )  =  

=  cos х — sin х.
5.21. by" +  9у' -  2у =  /(х ) ; а) /(х )  =  х3 -  2х; б) /(х )  =  

=  2 sin 2х — 3 cos 2х.
5.22. у"  -  2у' -  15у =  /(х ) ; а) /(х )  =  4хе3х; б) /(х )  =

— xsin5x.
5.23. у"  -  3у' =  /(ас); а) /(х )  =  2х3 -  4х; б) /(х )  =  

=  2е3х cos х.
5.24. у " - 7 у '  +  12у = /(х ); а) /(х )  =  хе3х +  2ех; б ) /(х )  =  

=  3xsin2x.
5.25. у" +  9у; =  /(х ) ; а) /(х )  =  х2 +  4х -  3; б) /(х )  =  

=  хе2х sinx.
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5.26. у "  -  Ay' +  5у =  f(x) ;  а) f (x )  =  - 2хех; б) /(х )  -  
=  xcos2x — sin2x.

5.27. у "  +  3у' +  2у =  /(х ); а) /(х )  =  (Зх — 7)е~х; б) f(x\  =  
=  cos х — 3 sin х.

5.28. у ' 1 -  8у' +  16у =  /(х ); а) /(х )  =  2хе4х; б) /(х )  =  
=  cos 4х +  2 sin 4х.

5.29. у"  +  у' -  2у =  /(х ) ; а) /(х )  =  (2х -  1)е~ж; б) /(х )  =  
=  Зх cos 2х.

5.30. у” +  Зу' -  Ау =  /(х ); а) /(х ) =  6хе_х; б) /(х )  =  
=  х2 sin2x.

Решение типового варианта

Найти общее решение дифференциального уравнения.
1. а) Ау"  -  11у' +  6 у =  0; б) 4j/" -  Ау' +  у =  0; в) у" -  2у'+  

+37 у =  0.
► Для каждого из данных уравнений составляем харак

теристическое уравнение и решаем его. По виду полученных 
корней характеристического уравнения (см. формулу (11.48) 
и пример 5 из § 11.6) записываем общее решение дифференци
ального уравнения:

а) 4А2 -  11Л +  6 =  0, корни Ai =  3/4, А2 =  2 — действи
тельные различные, поэтому общее решение уравнения

у =  Cie3x/i +  С 2 е2х;

б) 4А2 — 4А + 1  = 0 ,  корни Ai =  — 1/2 — действительные 
равные, следовательно, общее решение уравнения

у =  С1еж/2 +  С2хех/ 2;

в) А2 — 2А +  37 =  0, корни Aij2 =  1 ±  6г — комплексно- 
сопряженные, поэтому общее решение уравнения

у — ех (С\ cos 6х +  С2  sin 6х). -4

2. у "  — Зу' — Ау =  6 хе~х.
► Характеристическое уравнение А2 — ЗА — 4 =  0 имеет 

корни Ai =  4, А2 =  — 1. Следовательно, общее решение одно
родного уравнения определяется формулой

у =  Cie4x +  С2 е~х.
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По функции /(х )  =  6 хе~х, стоящей в правой части исход
ного уравнения, записываем структуру его частного решения 
(см. формулу (11.50)):

у* =  (Ах +  В )е~хх =  (Ах 2  +  В х )е~ х.

Выражение (А х +  В )е~х домножили на х, так как z =  a +ib  =  
=  — 1 является корнем, характеристического уравнения. Ко
эффициенты А  и В  определяем методом неопределенных ко
эффициентов. Для этого находим:

у*' =  (2Ах  +  В )е~х -  (Ах 2  +  В х)е~х,

у*" =  2Ае~х +  (Ах 2  +  В х)е~х -  2(2Ах +  Ь)е~х.

Подставим найденные выражения для у*' и у*"  в исход
ное уравнение и, разделив обе его части на е~х, приравняем 
коэффициенты при х2,х  и х°. Получим систему, из которой 
найдем Aw. В. Таким образом, в соответствии с изложенным, 
имеем:

2 А + А х 2 + В х —4Ax—2В —6Лх—ЗВ+ЗАх2 +З В х—4Ах 2 —4Вх  =  6х,

х
х

А +  ЗА -  4А =  0, 
В - 4 А - 6 А  +  З В - 4 В  =  6, 
2 А - 2 В  - З В  =  0,

откуда А =  —3/5, В  — —6/25. Тогда

и общее решение данного неоднородного уравнения определя
ется формулой

у =  у +  у* =  Сге4х +  С 2 е~х -  Q x 2 +  ^ х ^ е  х .

3. у "  +  у' — 5х +  cos2x.
► Находим корни характеристического уравнения А2 +  А =  

=  0: Ai =  0, Аг =  — 1. Следовательно, общее решение соот
ветствующего однородного уравнения имеет вид

У =  Ci +  С2е х.
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Функция /(ж) =  бж+cos 2ж, стоящая в правой части уравне
ния, представляет собой сумму функций fi(x ) = 5ж и /г(ж) = 
= cos 2ж. Им соответствуют два частных решения:

у\ = Ах2 4- В х ,
У2  = Ai cos 2ж + В\ sin 2ж,

т. е. у* =  у{ + у*2. Находим:

у*' =  2Ах +  b — 2Ai sin 2ж + 2В\ cos 2ж, 
у*" =  2 А — AAi cos 2 х — 4Bi sin 2ж.

Подставляем выражения для у*' и у*" в исходное уравнение 
и вычисляем коэффициенты А, В, А\,В\:

2 А -  4Ai cos 2ж -  4Bi sin 2ж + 2Лж + В -  2 A j sin 2ж + 2В\ cos 2х =

откуда А =  5/2, В — -5 , А\ — -1 /5 , J5i =  1/10.
Таким образом, частное решение исходного уравнения 

имеет вид

4. Найти частное решение дифференциального уравнения, 
удовлетворяющее данным начальным условиям: у" -t 16у =

► Характеристическое уравнение А2 +  16 =  0 имеет мни
мые корни: Ai,2 =  ±4i. Общее решение соответствующего од
нородного уравнения определяется формулой

= 5ж + cos 2ж:

cos 2ж 
sin 2ж

ж

а его общее решение —
_  5 * 1 1

У — У + У* = Сг +  Сге-1 +  -ж2 — 5ж — -  cos 2ж +  — sin 2ж. 4
2 5 10

= (34ж +  13)е-г , 1/(0) =  -1 , у'(0) =  5.

у — С\ cos 4ж +  Ci sin 4х, 
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у* = {Ах + В)е~х.

Находим:

у*' = Ае~х -  (Ах + В)е~х, у*" = - 2 Ае~х + (Ах + Я)е- г .

Подставим выражения у*' и у*" в исходное уравнение и из 
полученного тождества

- 2 А + Ах + В +  16Лх + 16В s  34х + 13 

найдем А =  2, В =  1. Тогда

у* =  (2 х +  1)е~х 

и общее решение исходного уравнения имеет вид 

у = С\ cos4x + С2  sin4x + (2х + \)е~х.

Используя начальные условия у(0) = —1, у'(0) = 5, состав
ляем систему для вычисления значений С\ и С2  '■

у(0) =  - 1  =  Сх +  1, 1 
у'(0) = 5 = 4С2 + 2 -  1, j

решение которой: Сх = - 2 ,  С2  = 1. Подставив значения Сх и 
С2  в общее решение, найдем частное решение исходного урав
нения:

у = sin4x — 2cos4x+ (2х + 1)е-х . <

5. Определить и записать структуру частного решения у* 
линейного неоднородного дифференциального уравнения у" — 
-9y = f(x )  по виду функции /(х ), если: а) /(х ) =  (5 -х )е 3х;
б) /(х )  = xsin2x.

► Находим корни характеристического уравнения:

А2 -  9 =  0, Ах =  - 3 ,  А2 =  3.

а) Так как /(х ) = (5 -х )е 3х, то частное решение имеет вид 

у* =  (Ах + В)е3хх =  (Ах2  + Вх)е3х.

а частное его решение имеет вид
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Здесь множитель х появляется потому, что z =  а + ib =  3 и 
к =  1;

б) Поскольку f(x ) — х sin 2 а;, то

у* =  (Лха; +  В\) cos 2а; + (А?х + В2) sin 2а;. М

ИДЗ-11.4
1. Найти частное решение линейного однородного диффе

ренциального уравнения.
1.1. у'" -  7у" +  6у' =  0, 2/(0) = 0, 2/(0) = 0, у"(0) =  30. 

(Ответ: у = 5 — 6ех +  е6х.)
1.2. yv -  9у'" =  0, 2/(0) -  1, 2/(0) -  -1 , у"(0) = 0, 

у'"(0) = 0, yIV(0) = 0. (Ответ: у — 1 — х.)
1.3. у '" - у 1' =  0, 2/(0) =  0, у'(0) = 0, у"(0) =  -1 . (Ответ: 

у — 1 +  х  -  ех.)
1.4. у”' — 4у' = 0, г/(0) = 0, у'(0) = 2, у"(0) = 4. (Ответ: 

у =  е2х -  1.)
1.5. у'" + у' =  0, у(0) = 0, 2/(0) = 1, 2/"(°) = 1- (Ответ: 

у =  1 — cosx — sinx.)
1.6. j / ' "  -  2/' = 0 ,  2 / ( 0 ) =  0 ,  2 / ( 0 )  == 2 ,  2/ " ( 0 )  =  4. (Ответ: 

у — -4  + е~х +  Зе1.)
1 .7 .yIV + 2 y '" -2 j / '- j /  = 0, 2/(0) = 0, 2/(0) =  0, у"(0) =  0, 

у'"(0) =  8. (Ответ: у = 2е~х — 4хе_х — 4х2е-1 — 2ех.)
1.8. у"’ + у "-5 у '+ 3 у  = 0, 2/(0) = 0, у'(0) = 1, г/"(0) =  -14. 

(Ответ: у = ех — Зхех — е_3х.)
1.9. у'" + у" =  0, у(0) = 0, у'(0) -  1, у"(0) ~  -1 . ( ОтвепЬ:

у  =  \ -  е ~ х .)

1.10. у'" -  52/" + 8у' -  4у =  0, 2/(0) = 1, 2/'(0) =  -1 , 
у"(0) =  0. (Ответ: у =  ех/2 + е2х/2 — 5хе2х/8.)

1.11. у"' + Зу" + 2у' =  0, у(0) = 0, у'(0) =  0, у"(0) =  2. 
(Ответ: у = 1 — 2е-х + е_2х.)

1.12. у'"+Зу"+ЗуЧу = 0, у(0) = -1 , у'(0) = 0, у"(0) = 1. 
(Ответ: у - —е_х(1 +  х).)

1.13. у"' -  2у" +  9у' -  18у = 0, у(0) = -2 ,5 , у'(0) = О,

у"(0) =  0. (Ответ: у — ~Ш е2х ~ ^ co s2 x  + j^sin2x.)\ Z О 1о 1о
1.14. у'" +  9у' =  0, у(0) =  0, у'(0) =  9, у"(0) =  -18. 

(Ответ: у = —2 +  2cos3x + 3sin3x.)
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1.15. у '"-13у" + 12у' = 0, 2/(0) =  0, у'(0) =  1, г/"(0) -  133. 
(Ответ: у — 10 — 11ех +  е12х.)

1.16. 2/IV -  by" + 4у = 0, у(0) = -2 , 2/(0) =  1, у"(0) =  2, 
у'"(0) =  0. (Ответ: у =  - е х -  7е~х/3 + 7е2х/12 + Зе~2 х/4.)

1.17. 2/IV -  Юу" + 92/ = 0, у(0) =  0, у'(0) = 0, у"(0) =  8 , 

у"'(0 ) — 24. (Ответ: у =  —2ех +  е_х +  е3х.)
1.18. у'" -  у" +  у' -  у — 0 , у(0) = 0, у'(0) = 1) у "(0) = 0. 

(Ответ: у = sinx.)
1.19. у'" -  Зу" +  Зу' -  у =  0, »(0) =  0, у'(0) =  0, у"(0) =  4. 

(Ответ: у — 2х2 ех.)
1.20. у'" — у" + 4у' — 4у =  0, у(0) = -1 , у'(0) = 0, у"(0) = 

=  -6 . (Ответ: у = -2 ех + cos2x + sin2x.)
1.21. yIV -  2у'" + у" =  0, у(0) =  0, у'(0) =  0, у"(0) =  1, 

у"'(0 ) = 2. (Ответ: у =  1 — ех + хех.)
1.22. yIV -  у =  0, у(0) = 0, у'(0) =  0, у"(0) = 0, у"'(0) = 

=  -4 . (Ответ: у = е~х -  ех + 2sinx.)
1.23. yIV -  16у =  0, у(0) = 0, у'(0) = 0, у"(0) =  О, 

у"'(0) — -8 . (О твет: у =  е2х/4 -  е 2х/4 + 0,5sin2x.)
1.24. у'" +  у" -4 у ' - 4  — 0, у(0) =  0, у'(0) =  0, у"(0) =  12. 

(О твет: у =  е2х + Зе~2х -  4е~х.)
1.25. у"' + 2у" + 9у' + 18у =  0, у(0) = 1, у'(0) =  -3 , 

у " ( 0) = —9. (Ответ: у =  cos3x — sin3x.)
1.26. yv — 6yIV + 9y"' =  0, »(0) = 0, y'(0) = 0, y"(0) = 0, 

2/'"(0) =  0, yIV(0) = 27. (Ответ: у =  1+2х+Зх2/2 - е 3х+хе3х.)
1.27. у’" + 2у" + у’ = 0, 1/(0) = 0, у'(0) =  2, у"(0) = - 3 .  

(Ответ: у =  1 — е~х +  хе~х.)
1.28. у'" -  у" — у1 +  у =  0, у(0) =  -1 , у'(0) = 0, у"(0) =  1. 

(Ответ: у = —4ех +  7хех +  Зе_х.)
1.29. yIV + 5у" +  4у = 0, у(0) = 1, у'(0) =  4, у"(0) = - 1 ,  

у’" ( 0 ) — -16. (Ответ: у — 2sin2x +  cosx.)
1.30. yIV + 10у" + 9у =  0, у(0) =  1, у'(0) =  3, у"(0) = -9 , 

у " ' ( 0) =  -27. (Ответ: у = cos3x + sin3x.)
2. Решить систему дифференциальных уравнений двумя 

способами: а) сведением к дифференциальному уравнению 
высшего порядка; б) с помощью характеристического урав
нения.
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2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

х '= х  -  у, 
у' — —Ах 4  у. У

х' =  - х  +  8 у, 
у' =  х 4  у.

х' =  —2 х — 3 у,

Ответ:

Ответ:

У.
( Ответ: 

Ах 4  Ay. V

[ Ответ: ' - 3 x 4 - 2 у. V

х —х 
У' =  ~ 

х' = —2х 4  у, 
I/

х' = 6х — у,
( Ответ:

у =3х + 2 у. \ 

х' = 2 х + у, /
Ответ:

у = —6х -  Зу. V

х = у ,  / Ответ:
У — X. \

Г х' = — х — 2у, /
( , ( Ответ:
\у' = Зх +  Ау. V

х' = —2х

( Ответ: 
" —4х 4  6у. V

|Ответ:

х =  С,е3 ,+ С 2е‘ , 
у= -2С 1е3‘ 4  2С2е-‘

x = Cie3t4 C 2e -3t, 
y=C\e3t/2 — С'ге-3</4

x =  C\e~3t 4  Сге*, 
y = C1 e - 3 t/ 3 -C 2 et.

j  x = Ci 4 C 2e5t, \
\y = Ci - 4 C 2e5*J

[ х = С\ег 4  C2e- t ,
( y  = 3Cie‘ 4 C 2e - ‘

x — Cie3t 4  C2e5t, 
y — 3C\e3t 4  C2e5t

f x = Ci 4 C 2e - ‘ , 
[ y = -2 C i  -3 C ae-*

x - C i e b 4  C2e_t,\ 
y =  C1e* -C '2e - ‘ J

"х  =  С1еЧС2е2‘ , * \ 
y = -C ie ‘ -3 C 2e272.J

x = Ci 4 C 2e -2t 
y =  C\el 4  C2.

Г x =  Cie2‘ 4 С /  
j /= - C ie2‘ 4  2C2e'

x = Cie2t 4  C2e7t 
y = 2C\e2t 4  C2e7t

je . /

•' \ 
"/37

x' = 3x 4  y, /
у - x  4  Зу. V

Ответ:
x = Cie2t 4  Сге44, V 

e2t _t_ /^-e4t уy =  —C\e2t 4  C2e4
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х —2х +  3у, (  Г х — С\е + С2е ,
Ответ: < „  . „  , 

у —5х+4у. V I У = -С\е ‘ +5С2 е7  /3.

= х + 2у, (  Г x = C i+ C 2 e7t, \
[Ответ: < „

= 3х + 63/. \ у — — С\/2 + ЗС2е . )

= 5х + 4у, (  f  x = Ciet + C2e9t,
Ответ: < . q.

=  4х + 5у. V \ 2/ = -С\ег + C2 egt.

= х + 2у, (  \ x = Cie - 1 + C2 e5t,
Ответ: < „  „

= 4х + 3у. у ]>y = -G ie  + 2 C2 e5t.

= х + 4у, (  Г x = C'ie_t +  C2e3t,
Ответ: < ^

=  х + у. V [ у =  —С\е /2 +  С2е /2.

- З х - 2 у ,  (  \ x = Cie4t + C2 ert, \
Ответ: < „  .. , „

=  2х +  8у. V 1 y — -C ie 4 t / 2  -  2 C2 e7t.J
= 2 +  4у, (  J х =  Схе - 1 +  C2est,

Ответ: < „  . л 
= 2х +  3у. \ - 1̂ 2/ = —Cie /2 + С2е .

— 7х +  Зу, /  (  x = Cie 4 t + C 2 eat
=  х + 5у. ( ° ” : { v  =  - Cl. « + C2e»'-

f x = Cleit ^ Г'~°Ы
Ответ: <

= -X  + 4 у. \

87з.)
4 x - y ,  /  j x = Cie3f + C2 ebt,\
- x  +  4 , .  ( 0ro“ m: b  =  C 1e » - - C 2e“ J

= 2x + 8y, /  j x =  Ci + C2e6t,
Ответ: < „  . „  ,

=  x + 4y. V +

=  5x +  8y, /  (  x = Cie- t +C 2e9t,
=  3x +  Зу. V m6em: \ y = -3 C ie -V 4 + C 2e9t/2.

= 3x + y, f x = Cie_t +  C2e5t, \
2e5tJ

e2t
= - x - 3 y .  V 1 y =  C\e~4t -  C2 e2t jb.

. Ответ: , „  , „  ,
:8x +  y. V \ у  = -4С\е ‘ +  2C2e5

= x -  5y, /  f  x =  Cie_4t + C2 e2t,
Ответ:
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Cte , \ 
- C 2 t - 7' . )

2 .29 . ( i ; = fa + 3*'’ (0meem: s  • = « « ■ " «
I у =  -8 x -5 y .  V \  y = -8C ie~ 2 t/3-C 2 e3

2.30. h '  =  47 % '\ у =  -8a; + Ay. \ \ y =  Cie~ 4 t - C 2 e12t. )

3. Решить дифференциальное уравнение методом вариа
ции произвольных постоянных.

ех / /  е1 13.1. у" - у  =  е' t - [Ответ: у =  [ -  — +  -  1п(ех +  1)+

+С 0 е-  +  ( 5 ‘" ? Т Т  +  С»)‘ --)

3.2. у" + 4 у =  — ( Ответ: у = ( \ In I cos 2x1 + C i) хcos 2х V \ 4 /

х cos 2х +   ̂^х +  С2  ̂sin 2х. j

е 2х
3.3. у” -  Ау' + 5у — ------ . (Ответ: у — (In I cosxl +  C i)xcos x

x e2x cosx + (x +  C2 )e2x sinx.)
Sill 2) /

3.4. y '" +  y' =  — . ( Ответ: у = ---------|-Ci + (ln I cosx|+cosJ x V cos x
+C 2) cosx + (x -  tgx + C3 )  sinx.^

3.5. y "  +  9у — . ( Ответ: у — [ -  \x +  C i )  cos3x+sm Зх V V 3 /

+  ̂  i  In I sin 3x| -I- C2  j  sin 3x. j

3.6. y " + 2 y '+ y  — xex + - i - .  (Ответ: у = Cie~x+C 2 xe~x+xex
+xex/A — ex/А — xe~x + xe~x lnx.)

c~x3.7. y "  +  2y' + 2у — ------(Ответ: у =  (ln|cosx|+cos x
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+Ci)e x cos x + (x +  C2)e I sinx.)

3.8. y" -  2y' + 2у =  ( Ответ: у =  (  In ( cts f )  +
sin x

+ C ijex cosx + ( + С2 ^ех sinx.j

3.9. y" +  2y' + 2у =  e~x ctgx. (Ответ: у =  C\e~x cosx+ 
+C 2 e~x sinx + e~x sinx • In | tg(x/2)|.)

3.10. y" -  2y' + 2y = ex/  sinx. (Ответ: у — (—x +  C\)ex x 
x cos x + (In | sin x| +  C2 )ex sin x.)

3.11. у" — 2y' + у — еж/х 2. (Ответ: у = ( - lnx + Ci)ex+ , 
+ ( - l / x  + C2 )xex.)

3.12. y" + y =  tgx. (Ответ: у =  C\ cosx +  C2 s in x -cosx x  
x In | tg(x/2 + 7t/4)|.)

3.13. y" +  4y = ctg2x. (Ответ: у = Ci cos2x +  C2 sin2x+ 
+(1/4) sin 2x • In | tgx|.)

3.14. y"+ y  = ctgx. (Ответ: у — C icosx + c^sinx+sinxx 
x In | tg(x/2)|.)

3.15. у" — 2y' +  у =  ex/x. (Ответ: у =  (—x +  Ci)ex+ 
+(lnx +  C2 )xex.)

3.16. у" + 2y' +  у =  e~x/х. (Ответ: у =  (—x + Ci)e- I  + 
+(lnx + C2)xe- I |.)

3.17. y " + y  = 1/cosx. (Ответ: у — (In|cosx| +  C i)cosx+ 
+(x +  C2)sinx.)

3.18. у" +  у =  1/sinx. (Ответ: у — (—x +  C i)cosx+ 
+(ln|sinx| +  C2)sinx.)

3.19. y" +  4y =  fa ' {Р твет: У =  (  _  f  +  cos 2x+

+ Q  In | sin 2x| +  C-̂ j sin 2x. j

3.20. y" + 4y =  tg 2x. ( Ответ: у =  C\ cos 2x +  C2  sin 2 x -

1
4

In j tg ^x + ^  | cos 2x.^
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3.21. у" +  Ay' + Ay — e~2x/х 3. (Ответ: у =  (С\ +  С2х+ 
+1/(2х))е_2х.)

3.22. у" —Ау' +  Ау = е2 х/х3. (Ответ: у = С\в2х + С2хе2х + 
+е2х/2х.)

3.23. у" +  2у' +  у =  Зе~ж\/х +  1. (Ответ: у — ( - (6 /5 )х  
х V (z  +  1)5 +  2 ^ (х + 1 )3' +  С\)е~х + (2у/(х +  I)3 +  С2)хе“ х.)

3.24. у" +  у =  — ctg2 х. ( Ответ: у =  С\ cos х + С2 sin х+  
+  cosx In | tg(x/2)| +  2.)

3.25. у " - у '  = е2х cos(ex). (Ответ: у — С\ + С2ех -cos(ex).)
3.26. у" — у' = е2х sin(ex). (Ответ: у — С\ + С2ех -sin (ex).)
3.27. у" +  у — tg2  х. (Ответ: у =  C icosx +  C2sinx+ 

+ sinxln | tg(x/2 +  7г/4)| — 2.)
3.28. у" +  у =  2 /sin2 x. (Ответ: у — C\ cosx +  C2 sinx+ 

+2cosxln| ctg(x/2)| — 2.) ^

3.29. y" +  2y' + 5y -  6 ■ f  Ответ: у =  ( -  ^ + C i) xsin 2x \ \ 2 /

xe_x cos2x + (  ^ln| sin2x| + C2̂ e~x sin2x.^

3.30. y" +  9y =  — . ( Ответ: у — f i  In I cos 3x1 +cos Зх \ V 9
+C1 j  cos 3x +  ̂^ +  C2  ̂sin 3x.^

4. Решить следующие задачи.
4.1. Записать уравнения кривых, обладающих следующим 

свойством: площадь треугольника, образованного касатель
ной к кривой, перпендикуляром, опущенным из точки каса
ния на ось абсцисс, и осью абсцисс, есть величина постоянная, 
равная Ь2. (Ответ: у =  2Ь2/(С ±  х).)

4.2. Записать уравнение кривой, если известно, что точ
ка пересечения любой касательной к кривой с осью абсцисс 
одинаково удалена от точки касания и от начала координат. 
(Ответ: у =  С(х 2  + у2).)

4.3. Записать уравнения кривых, обладающих следующим 
свойством: площадь трапеции, ограниченной осями коорди
нат, касательной к кривой и перпендикуляром, опущенным 
из точки касания на ось абсцисс, есть величина постоянная, 
равная За2. (Ответ: у — Сх 2  +  2а2 /х.)
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4.4. Записать уравнения кривых, обладающих следующим 
свойством: площадь треугольника, ограниченного касатель
ной, осью абсцисс и отрезком от начала координат до точ
ки касания, есть величина постоянная, равная о2. (Ответ: 
х =  а2/у + Су.)

4.5. Записать уравнение кривой, если известно, что рас
стояние от любой касательной до начала координат равно аб
сциссе точки касания. (Ответ: Сх =  х 2  + у2.)

4.6. Записать уравнения кривых, обладающих следующим 
свойством: точка пересечения любой касательной с осью аб
сцисс имеет абсциссу, вдвое меньшую абсциссы точки каса
ния. (Ответ: у =  Сх2.)

4.7. Записать уравнения кривых, для которых сумма ка
тетов треугольника, образованного касательной, перпендику
ляром, опущенным из точки касания на ось абсцисс, и осью 
абсцисс, есть величина постоянная, равная а. (Ответ: ±х  = 
= С + а\ау — у (0 < у < а).)

4.8. Записать уравнения кривых, для которых точка пе
ресечения любой касательной с осью абсцисс имеет абсциссу, 
равную 2/3 абсциссы точки касания. (Ответ: у =  Сх3.)

4.9. Записать уравнения кривых, обладающих следующим 
свойством: длина отрезка оси абсцисс, отсекаемого касатель
ной и нормалью, проведенными из произвольной точки кри
вой, равна 21. (Ответ: х = С +  / In (l ±  \J\? -  у 2  ) =F \/l2  ~ У2-)

4.10. Записать уравнение кривой, проходящей через точку 
Л(2,4) и обладающей следующим свойством: длина отрезка, 
отсекаемого на оси абсцисс касательной, проведенной в любой 
точке кривой, равна кубу абсциссы точки касания. (Ответ:
у = 2 y/Zx/\/x2  — 1.)

4.11. Записать уравнение кривой, проходящей через точку 
.4(1,5) и обладающей следующим свойством: длина отрезка, 
отсекаемого на оси ординат любой касательной, равна утро
енной абсциссе точки касания. (Ответ: у =  Зх1пх +  5х.)

4.12. Записать уравнение кривой, проходящей через точку 
Л(1,2) и обладающей следующим свойством: отношение орди
наты любой ее точки к абсциссе этой точки пропорционально 
угловому коэффициенту касательной к искомой кривой, про
веденной в той же точке. Коэффициент пропорциональности 
равен 3. (Ответ: у3  = 8х.)
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4.13. Записать уравнение кривой, проходящей через точ
ку А (2, —1), если известно, что угловой коэффициент каса
тельной в любой ее точке пропорционален Квадрату ордина
ты точки касания. Коэффициент пропорциональности равен
6. (Ответ-, у = евх~12.)

4.14. Записать уравнение кривой, проходящей через точку 
А( 1,2), если известно, что произведение углового коэффици
ента касательной в любой ее точке и суммы координат точ
ки касания равно удвоенной ординате этой точки. (Ответ: 
у = 2 ( у -  х )2.)

4.15. Записать уравнение кривой, проходящей через тЫчку 
Л(0, —2), если известно, что угловой коэффициент касатель
ной в любой ее точке равен утроенной ординате этой точки. 
(Ответ: у = —2е3х.)

4.16. Записать уравнение кривой, обладающей следую
щим свойством: длина перпендикуляра, опущенного из нача
ла координат на касательную, равна абсциссе точки касания. 
(Ответ: у2  — Сх -  х2.)

4.17. Записать уравнение кривой, для которой угловой ко
эффициент касательной в какой-либо ее точке в п раз больше 
углового коэффициента прямой, соединяющей эту точку с на
чалом координат. (Ответ: у = Схп.)

4.18. Записать уравнение кривой, обладающей следую
щим свойством: отрезок касательной к кривой, заключенный 
между осями координат, делится в точке касания пополам. 
(Ответ: ху =  С.)

4.19. Записать уравнение кривой, для которой длина от
резка, отсекаемого на оси ординат нормалью, проведенной в 
какой-либо точке кривой, равна расстоянию от этой точки до 
начала координат. (Ответ: у =  (Сх 2  — 1/С)/2.)

4.20. Записать уравнение кривой, для которой произве
дение абсциссы какой-либо ее точки и длины отрезка, отсе
каемого нормалью в этой точке на оси Оу, равно удвоенно
му квадрату расстояния от этой точки до начала координат. 
(Ответ: х 2  + у2  = Сх4.)

4.21. Записать уравнение кривой, для которой треуголь
ник, образованный осью Оу, касательной и радиусом-векто
ром точки касания, является равнобедренным. (Ответ: х2+ 
+У2  = Су, у2  = С 2  — 2Сх, ху =  С.)
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4.22. Записать уравнение кривой, проходящей через точ
ку >1(2,0) и обладающей следующим свойством: отрезок каса
тельной между точкой касания и осью Оу имеет постоянную

4.23. Записать уравнение кривой, все касательные к кото
рой проходят через начало координат. (Ответ: у =  Сх.)

4.24. Записать уравнение кривой, каждая касательная к 
которой пересекает прямую у — 1 в точке с абсциссой, равной 
удвоенной абсциссе точки касания. (Ответ: у =  С/х +  1.)

4.25. Записать уравнение кривой, обладающей следую
щим свойством: если через любую ее точку провести прямые, 
параллельные осям координат, до пересечения с этими осями, 
то площадь полученного прямоугольника делится кривой на 
две части, причем площадь одной из них вдвое больше пло
щади другой. (Ответ: у = Сх2.)

4.26. Записать уравнение кривой, если касательная к ней
отсекает на оси Оу отрезок, равный по длине —й сумме ко-п
ординат точки касания. (Ответ: у = Сх^п~1̂ п — х.)

4.27. Записать уравнения кривых, для которых длина от
резка, отсекаемого нормалью в точке М (х, у) на оси Ох, равна 
у2/х. (Ответ: у =  Ху/2Ы(С/х).)

4.28. Записать уравнения кривых, для которых длина от
резка, отсекаемого касательной на оси Оу, равна квадрату 
абсциссы точки касания. (Ответ: у — Сх — а;2.)

4.29. Записать уравнения кривых, для которых длина от
резка, отсекаемого нормалью в точке М (х, у) на оси Оу, равна 
х2/у. (Ответ: С =  х2/(2у2) +  In у.)

4.30. В точке с ординатой 2 кривая наклонена к оси Оу 
под углом 45°. Любая ее касательная отсекает на оси абсцисс 
отрезок, равный по длине квадрату ординаты точки касания. 
Записать уравнение данной кривой. (Ответ: х =  (5 — у)у.)

1. Найти частное решение линейного однородного диффе
ренциального уравнения

yw -  у -  0, j/(0) -  5, у'(0) =  3, у"(0) =  у"'(0) =  О.’-

длину, равную 2. ( Ответ: ±у =  \/4 — х2 -

Решение типового варианта
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► Составляем характеристическое уравнение и решаем 
его:

Л4 -  1 =  0,  ( А 2 - 1 ) ( А 2 +  1 ) = 0 ,  A i  =  - 1 ,  Л 2 =  1 ,  Л3,4 =  ± г .

Нгьходим:

у' — —С\е~х + С2 ех — Cssinx +  С4  cos х, 
у" = С\е~х + С2ех -  С3 cosx -  С4  sinx, 
у'" = -C ie~ x + С2 ех + Сз sin х -  С4  cos х.

Используя начальные условия, составляем систему для 
определения значений С\, С2,С3, С4  и решаем ее:

двумя способами: а) сведением к дифференциальному урав
нению высшего порядка; б) с помощью характеристического 
уравнения.

► а) Дифференцируем первое уравнение данной системы. 
Получаем: х" — —7х' + у'. Затем заменяем в последнем урав
нении у' его выражением из второго уравнения данной систе
мы: х" =  — 7х' — 2х — 5у. В последнем уравнении у заменяем

Общее решение исходного уравнения имеет вид

у = Схе х + С2 ех + Сз cos х + С4  sin х.

Ci +  С2 +  Сз =  5 , '  

—Ci +  С2  +  С4  =  3,  

С х +  С2  -  Сз =  о ,  

—Ci +  С2  — С4  =  о , ,

откуда Ci = 1/2, <72 = 2, С3  = 5/2, С4  = 3/2. 
Частное решение исходного уравнения имеет вид

1 5 3у = - е~х + 2ех + -  cos х + -  sin х. <
«

2. Решить систему дифференциальных уравнений

х' = —7х + у, х — x(t), х' = dx/dt, 
у' = —2х — by, у — y(t), у' =  dy/dt
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выражением у = х' + 7х, найденным из первого уравнения си
стемы. В итоге приходим к дифференциальному уравнению 
второго порядка относительно неизвестной функции x (t):

х" = -7 х ' -  2х -  5(х' + 7х), х" + 12®' + 37х = 0.

Решаем последнее уравнение известным методом 
(см. §11.7):

Л2 + 12Л + 37 = 0, Ai,2 = -6  ±  \/36 -  37 =  -6  ±  г,

х =  e-6t(Ci cos t + C2sint).

Отсюда находим

х' =  —6e-6t(Ci cost + Ci sint) + e~6t(—Ci sint + C2 cost).

Подставляя полученные выражения для х и х' в у =  х'+7х, 
имеем:

у = —6e-6t(Ci cost + С2 sint) + e~6t(-C i  sint + C2cost) +

+7e~6t(Ci cost + C2 sint).
Следовательно, искомым решением являются функции:

х =  e_6t(Ci cos t +  С2 sint), 
у =  e-6t (Ci(cost -  sint) + C2(cost + sint));

б) Составляем характеристическое уравнение и решаем 
его:

Для Ai =  — 6 + i получаем систему (ср. с примером 2 из

7_ 2 Л _ 5X_ a = 0 , (7 + А)(5 + А) + 2 =  0,

А2 + 12А + 37 =  0, Ail2 =  - 6 ± t .

§11.7):
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Полагая а = 1, Р — I + г, находим первое частное решение 
исходного уравнения:

XI = е (-6+̂ ,  у1 = (1 + г)е(-6+{)<.

Для А2 =  — б — г имеем систему

(—7 + 6 + г)а + /3 = 0,1
—2а + (—5 + 6 + г)/3 = О, J

(-1  + i)a + /3 = 0,1
- 2 а +  (1 + 0/? = 0 . /

Полагая а = 1 и /3  = 1 — г, получаем второе частное реше
ние исходного уравнения:

*2 = е(_6_')‘ , 2/2 =  (1 -  *)е(_в_0*.

Переходим к новой фундаментальной системе решений по 
формулам:

xi =  (xi +  х2)/2, х2 =  (xi -  х2) / (2г),

2/1 = (2/1 + 2/г)/2, г/г =  (2/1 -  2/г)/(2г).

Используя формулу Эйлера

e(a±pi)t _  (cos уЗй =fc г sin ),

находим:
xi - e_6tcost, х2 = e~6tsint, 

уг =  e~6t(cosf — sint), у2 — e~6t(cos t +  sin t).
Общее решение исходной системы имеет вид:

х -  Cixi + С2х2, у =  Cij/i +  С2у2,

т. е.

х =  e-6t(Ci cost + С2 sint), 
у = e~6<(Ci(cost — sint) +  C2(cosf +  sint)). ч
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2ех

3. Репщть дифференциальное уравнение

у" - у  =

методом вариации произвольных постоянных.
► Решаем соответствующее однородное уравнение:

у " - у  =  О, Л2 -  1 = 0, Ai =  -1 , А2 =  1.

Общим решением однородного уравнения будет

у =  Схе~х + С2ех.

Считаем, что С\ и С2 — функции от х, т. е.

у — Ci(x)e~x +  С2(х)ех.

Определяем С\(х) и С2(х) из системы (см. систему (11.39))

[(x)yi + С'2{х)у2 =  0, 1 
\{x)y'i +  С'2(х)у'2 =  /(х ), J

которая для данного уравнения имеет вид

С,1(х)е~х + С'2(х)ех =  О,
-  С [(х )е -Х + С'2(х)ех =  2ех/(ех ~ 1)- }

Находим из нее С2(х), С((х), а затем и С2(х), С\(х):

2ех 1
2С'2(х)ех е* _  1 ’ v' 2 ех -  1 ’

[  dx \t = ex, x =  lnt, | f
с * м  =  / ? ^ т  =  I d x = d t / ,  | = y

dt
T

=  In I t -  1

t(t -  1) 

In \t — 1| — In |i | + C2 — 

ex -  1
t +  C2,+ C2 — In 

C[(x) =  -C ' ( x ) e 2* =  —e2x/{ex -  1),
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^  f  е2х j  t =  ex, dt =  exdx,CMx) =  -  / --------d x  —J ex -  1 x = In t

= ~ / й  =  ~ / 1т ^ ‘й =  - ' “ 1п|,“ 1|+с'‘ =
= -e * -]n | e x --l| + C,i.

Следовательно, согласно формуле (11.38), общее решение 
исходного уравнения имеет вид:

2/ =  ( - е 1 -  1п|еж -  1| + Ci)e г +^1п

е* -  1

е1 -  1 + С2)е*  =

= Cie"* +  С2ех + ех In -  е-х In le1 -  II -  1. М

4. Записать уравнение кривой, проходящей через точку 
Р(1,2) и обладающей следующим свойством: площадь тре
угольника, образованного радиусом-вектором любой точки 
кривой, касательной в этой точке и осью абсцисс, равна 2..

► Как видно из рис. 11.4, \ОА\ = \ОВ\ + \АВ\ = х + \АВ\. 
Из треугольника ВМА  получаем:

\ВА\
У

\ВА\ -

= ctg(7r -  а) = - c tg a , \ВА\ = -y c tg a ,

\оА\=рв\+ т = * - у % ,

So m a  = 0,5|ОЛ| \МВ\ = 2.
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Подставляя в последнее равенство выражения для \ОА\ и 
\МВ\, приходим к дифференциальному уравнению:

1
2

(  dx\
V ~ Vd y)

у = 2, х у - у 2

dx х 4
dy у

т. е. получили уравнение первого порядка, линейное относи
тельно функции х = х(у). Решаем его с помощью подстановки 
х — uv. Имеем:

Искомая кривая проходит через точку Р (1 ,2), поэтому 1 =  
=  2С + 1 , С =  0. Следовательно, ее уравнение х — 2/у или 
ху = 2, т. е. данная кривая — гипербола. -4

11.9. Д О П О Л Н И Т Е Л Ь Н Ы Е  З А Д А Ч И  К  ГЛ . 11

1. Ускорение локомотива прямо пропорционально силе тя
ги F  и обратно пропорционально массе поезда т. Начальная 
скорость локомотива vo, сила тяги F — b — kv, где v — ско
рость; Ь,к — постоянные величины. Найти силу тяги локомо
тива по истечении времени t, если в начальный момент вре
мени при t = 0 F =  Fo =  b — kv о. (Ответ: F =  Foe~ht/m.)

2. Стальная проволока длиной I и площадью поперечного 
сечения S растягивается с силой, значение которой постоянно 
возрастает до Р. Найти работу силы растяжения, если удлине-

Р
ние проволоки определяется по формуле AI =  к—1о, где к —

Г

In |г»| = In |г/|, v =  y,

У
4
,2 ’
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коэффициент удлинения; Iq — первоначальная длина прово-

3. Моторная лодка движется по озеру со скоростью vq = 
= 20 км/ч. Через 40 с после выключения ее мотора скорость 
лодки уменьшается до vx — 8 км/ч. Определить скорость лод
ки через 2 мин после выключения мотора. (Сила сопротив
ления воды движению лодки пропорциональна ее скорости.) 
(Ответ: 1,28 км/ч.)

4. Наполненный водой цилиндрический сосуд высотой Н и 
площадью дна Si имеет в дне отверстие площадью S2- Опре
делить время полного истечения воды через отверстие. (Ско
рость истечения определяется по формуле v =  \/2gh, где h — 
высота слоя воды в данный момент; д — ускорение свободного

ч / „ S i  [Ш  \падения.) уОтвет: Т — —  W ~̂ ~-J

5. Концы каната цепного моста находятся на высоте Н =  
=  5 м, а его середина — на высоте h =  4 м от проезжей ча
сти моста. Длина моста 21 — 20 м. Найти кривую провисания
каната. (Ответ: у — 4 =  х2/100.)

6. В куске горной породы содержится 100 мг урана и 14 мг 
уранового свинца. Определить возраст горной породы, 
если известно, что период полураспада урана составляет 
4 ,5 -109 лет и при полном распаде 238 г урана образуется 206 г 
уранового свинца. (Считать, что в момент образования горная 
порода не содержала свинца, и пренебречь наличием проме
жуточных продуктов распада урана и свинца, который рас
падается гораздо быстрее.) (Ответ: 975 • 106 лет.)

7. Масса ракеты с полным запасом топлива равна М, без 
топлива — ш, скорость истечения продуктов горения из раке
ты — с, начальная скорость ракеты равна нулю. Найти ско
рость ракеты после сгорания топлива, пренебрегая силой ее 
тяжести и сопротивлением воздуха. (Ответ: с\п(М/т).)

8. С высоты 18 м над уровнем Земли брошено вертикально 
вверх тело со скоростью 30 м/с. Найти высоту, на которой 
тело находится в момент времени t, как функцию времени. 
Определить наибольшую высоту подъема тела. (Ответ: S =
= h =  -g t2/2 +  30f +  18, Лнаиб =  63,9 м.)
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9. Известно, что скорость охлаждения тела в воздухе про
порциональна разности температур тела и воздуха. Темпера
тура тела в течение 20 мин снижается от 100 до 60 °С. Тем
пература воздуха равна 20 °С. Определить время, за которое 
температура тела понизится до 25°С. (Ответ: 1ч 20мин.)



ПРИЛОЖЕНИЯ

1. Контрольная работа 
"Неопределенные интегралы" (2 часа)

Найти неопределенные интегралы.

1

1.1. j  2х - 2,x dx. 1.2. J sin х dx
+ 2 cos x

2
■ о  f  г -—  5 , ,   ̂ f x +  (arccos3x)2 ,L.3. / v sinx cos x ax. 1.4. / -------- .........-------- ax.

J  J  y/l -  9x2

, *  i . » . / Г “  |

L7. [  ' ** 1.8. /  =
J ,y/x(l +  y/x) J ^

+  X2

cos x dx
sin^x

Зх — 1

_ „ f  sin x dx „ , „  f  x -  1 ,
1.9. /  1.10. /  ------dx.

J y/2> + 2cosx J x3 +  x

1.11. J  x3arctg xdx. 1.12. J
1.13. f  — -----—--------- . 1.14. fJ 2 sin x — 3 cos x J

1.15. J  x2 -2X dx. 1.16. J -

4x2 — 4x +  17

x — 8 
\/3 +  2x — x2 

dx
y/l -  In2 x

dx.

dx.
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1.19.

1.21.

1.23.

1.25.

1.27.

1.29.

2.1.

2.3.

2.5.

2.7.

2.9.

2.11.

1.17.

2.13.

/

/

/

/

/

/

/

dx
х 2у/ х 2 + 1

sin 5x cos a; dx.

2m ж
1.18. I —  dx.

dx.sin 5x 
1 +  cos2 5x

Зх3 +  x2 + 5x + 1 
x3 + x

dx
(1 + x2)(arctgx 

e2x dx
p4x — К

1.20. J  хз _  2x2 .j. 2x

Г 3 — 2 ctg2 x ,1.22. /  --------т-2—  da
у COS X

.18. [  .-----------
J x\/l + 4 lna:

dx.

Г dx dx. 1.24. /  ■
У ' -7 ) '

dx

(x + 2) In xdx.

3) J  cos2 x (l +  tg x)3 ’

1.28. J (x2 + 3)e_2x dx.

O i l  __  O X

1.30. I dx.1 . 3 0 . / 9*

f
f
I

axcsin x dx.

8 x -  11 
\/5 +  2x — x2 

dx
sin2 x cos2 x

dx.

j " x2 cos 3xdx. 

lnxr dx.

/
y/(4 -  x2)3 dx.

u . /  xln(x2 4-1) dx.

f  5x +  32.4. /  — — ------ - dx.J 3x2 + 2x +  1

2.6. J  x2e_x/2 dx.

/ arcsinx , dx.
\/l + £ 

x +  2

/ sin2xdx f
3 sin2 x +  4 J

2.10. f -
7 x

I  л/6х — x2 — 8

X2 +  V I  +  X

2.12

>-2 +  2x + 5 

3x +  4

dx.

dx.

^1 + x
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2.17.

2.19.

2.21.

2.23.

2.25.

2.27.

2.29.

3.1.

3.3.

3.5.

3.7.

3.9.

2.15.

3.11.

Г я3 +  2 
У я4 +  3* 2

J  у/х lnxdx.

J (1 — х) sinxdx. 

J  arctg / х dx.

I
j  x2 — 4x + 12 ' 
Г dx
J  x4 — x2' 

x2 +  x +  5

r e2z
.20. I --------d x .J ex -  1

2Лв' /  v /J  + 2i +  2
dx.

2.18

2.20

x +  2 dx.

5x — 3 
y/2x2 + 8x +  1 

3x +  2

dx.

/ x(x + 3)(x -  2) dx.

у/4x2 -  4x +  3 

2.24. J (x2 + 3) cos x dx.

2.26. f  , X + 4
У \/7 + 6x — x2

/ dx
—7 = 2 = = .
л/З -  x -  x2

2.30. f  , 21+1
У V i +  6x — 3x2

f

f

Г
f
f

X  +  1

5x2 +  2x +  l
dx.

dx.

/

1 — x4

x3e*2 dx.

x + 1 
4x2 -  12x +  3

dx 
4x3 -  x

1 -  2x

dx.

л/l. — 4x2
dx.

3 x -  13 
x2 — 4x +  83.2. j

/ x dx 
— — ■

COS* X  

3.6. f  1 +  5J  \/3x2 +  6x + 1
dx.

/ x +  2, ------- z=== dx.
\/3 +  2x — x2

x2 dx3.10. J

.12. f  --------
У v T + x 4

3.12

(x +  2)2(x +  4)2 
xdx
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3.15.

3.17.

3.19.

3.21.

3.23.

3.25.

3.27.

3.29.

3.13. З х - 7 ■dx. 3.14.
J  x3 + x2 + 4x + 4 

J  e~2x sin(p_2x) dx. 3.16. 

/

/

x +  5 
2x2 + 2x + 3

2x — 10
\/l + x — x2 

4
2x +  3

/ > '  

/

/ г

5x +  3
\/4x +  5 — x2 

2x +  3 
2 -  5x +  7

3.18.

3.20.

: dx. 3.22.

3.24.

/

/

/

/

/

/

2x2 — x — 1
x3 -  x2 -  6x

dx.

dx.sin 4x 
1 + cos 4x

dx
\/4x — Зх2 — 1 

arctg2 x
1 +  x2 

xdx

dx.

sin2 x

\/2 —x2 +  \/2+x2
\/4 -  x4 

3.26. I e2xsin2xdx.

dx.

dx. 3.28. 

dx. 3.30.

/ '

/

/

dx
xln x

xdx
\/2x+T +  1

4.1.

4.3.

4.5.

4:7.

4.9.

/

/

/

/

/

x +  3
(x+2)(x2+ x + l)

x2 dx 
9 -  x4 ’

Зх -  1

dx. 4.2.

4.4.

dx.
x2 — 6x +  10

, 2x2 +  1 
x3+ x 2+2x+2

dx
3sinx -1- 4cosx'

4.6.

dx. 4.8.

/

/

/

/

• /

(v/x - l ) ( t f 'x  +  l) dx.
'X

dx
x3+4x —x2—4" 

dx
V T + e*

2x2 +  1 
x3 + 2x2 +  2x

x2 cos 6x dx.

dx.
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4.11. f

.13. /

dx.

4.13
Зх -  7 

x3+ x 2+4x+4

2x -  1
5x2 — x + 2

dx.

sin3 xГ si4.15. /  -
J  cc

■ / n

dx.

4.17
dx
4 sinx 
dx
+ 1

f  dx 4.21. / -г— — . 
J  x4 -  16

4.23 4sinx+3cosx+5

4.25. f  ,_2 т . dxУ (7 — x)3
f  dx 

4.27. /  . ---==■ 
J  x\J2x -  9
f  dx

•29‘ J У 5 П + 1
4.29 4.30. J  sin(lnx)dx.

f  dx
5 1 ' J y r = 2 i - ^ r = '

5.3. /

5.5. /  -У x

cosx ,----------- a1 +  sin x
x +  2

sin3 X

5.4. / cos 3x cos x dx.

3 — 2x2 +  2x
dx. 5.6

5 .7. J l O l * dx.

/ xdx 

f  x2 dx
•8’ J V ( 2 - x ¥ '
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5.11.

5.13.

5.15.

5.17.

5.19.

5.21.

5.23.

5.25.

5.27.

5.29.

6.1.

6.3.

6.5.

5.9. x dx

r ^ d>
I  x2 sir

I W T W 3'

J  (1 -  sin2x)2 dx.

I  tyl + x

J  In2 x dx.

' sin x dx. 

dx

j’ xl dx
J  \/4 — x2

/ xdx  
2x4 + 5

J  V2x -  3 

J  ln(x2 + 1) dx. 

/  *

dx.

5.10. J  х5^/(1 + x3)2dx. 

5.12. J  cos 2x cos2 x dx. 

5.14. J  x2e3x dx.

5.16.
/ -

dx
S in 2 X  COS2 X

.18. J  sir

5.20. [  ,__________
J \/x — X 2 +  1

5.18. / sin x sin 3x dx. 

dx

5.22. J  ctg4 xdx. 

• /

5.26. /

5.24 x4 -1 6  

dx
5 — 3 cos x

V T

f  X -  1 5.28. /  —*T~~T7T~~*7
У \ /2 ^

: dx.

5.30. I — -  - -— - dx.5x2 + 4

[  - f i  J w -
sin x dx

v7 + 2cosx 

J (x2 +  1) • 3X dx.

5 ^  1
/ dx.

6.2. [ xA\ 2 x -~2 dx.
J x4 -  1 

6.4. J  \[i — x2 dx.

б , .  /  *
1 + №dx.
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__  f  2x - 1 _ л л Г dx
6.9. I —= = = = =  dx. 6.10. /  ------- —— .

J y/x  -  4x +  1 J sin 3x cos2 3x

Г f  x +  1
6.1 1 . /  sin2xcos5xdx. 6 .12 . /  dx.

J J v̂ 3x +  1

6.13. f  x ■ 5X dx. 6.14. I X * dx.
J J x 2 +  x +  1

/* ч/Т-Гх2 /" dx
6.15. /  V ^  dx. 6.16. /  - = = ------= = .

J X  J v'l +  X  -  \/l +  x

f  5x3 — 8 , -  ,  „ dx6.17. /  —5---- — dx. . 6.18. /  -г— — ;— — r.
J x3 -  4x J x 4 +  2x3 +  2x2

Г 2x2 — 5x +  1 Г6.19. /  ------dx. 6.20. / sm5xcos3xdx.
J x3 -  2x2 +  x У

____ /■ sin3 x +  1 , „  f  x 2 +  1
6-21, J  cos2x dx■ 6 2‘ J  (x -  l)3(x +  3)

б.23. y\x +  l)ex dx. 6.24. J  sin2 x cos4 x dx.

в.25. У  (l +  3m-x)<te. 6.26. J  <b-

6.27. f  ,  ------- . 6.28. f
J 3+5 sin x+3 cosx у 1 +  cosx

6.29. f  - J U  6.30. [  „ . dX
J tg3 3x J 2 sm x -

6.7. J  cos 2x sin2 xdx. 6.8. J  sin3 x cos2 xdx.

cosx

2. Контрольная работа 
"Определенный интеграл и его приложения" (2 часа)

1. Вычислить данные определенные интегралы.
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1.3.

1.5.

1.7.

1.9.

1.11.

1.13.

1.15.

1.17.

1.19.

1.21.

1.1.

1.23.

x sin x dx.

In x dx.

9
7Г

J x s i  
0

e

/1
1

J  arctgxdx.
0

4

/  И + 7 г ) <ь'
1

2
f  dx

J x3 +  x ' 
l

2

J  X2\/l 4- 4x3 dx. 
о

J X4 +  1 
0
V3
/ x  arctgxdx.

J  x\/4 +  x2 dx. 
о
тг/2 

/ 2 cos x +  3

/ x ’ sisin x dx.

, „ /• V2 x ^ 1  J
1 .2. /  ------------dx.

J x

16

1.4. / - dx
\Jx +  9 +  -v/x

i  e- / 5
0

i .8. /

+ 1

-2
7r/2

\/x +  3
dx.

1 .10. /  sin3 x sin2xdx.
0

.12. / :

14 j  —
1  V ?

1.12. J xe2xdx. 
0

4
x dx

1.16. J  y /9  — x2 dx.

U 1 S ./
1
V2
Г X 21.20. /  —= = = d x .  

J \/4 -  x2 
0

f  \/x2 — 1 
1 .22. /  — - -----dx.

1.18. I In xdx.

1-24- / dx
'? + 4x +  5'
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j t /4  2

1 .2 5 . /s i „ 2 * c o s ’ 2*<fc. 1 . 2 6 . / ,  loS jxdx. 
0 1

1.27. J  x\/l + x 2dx. 1.28. J  x + + l
V x + 1

1.29. f  cos3 2xdx. 1.30. f  х ^х
J  J  l  +  \ ft

dx.
о з
Я-/4 4

2. Вычислить несобственные интегралы или доказать их 
расходимость.

!.!. f  *  2.2. [  *  .
У ж2 +  4ж +  5 J  у/х -  3
1 о
ОО 6
Г dx п a f  dx2.3. /  — = = .  2.4. /  . ■ .

J  x V h ^  J  \/(2 -  ж )2
2 

4
dx

x2 — 4 

dx

2.5. J ( x  +  l)e_(l+1)2 <*ж. 2.6. J
0 2
oo 7

2.7. [ x e ~ x/2dx. 2.8. /  —-J J  Щ7 -  ж)20 -1 v
oo oo

„
0 1
oo 0

2.11. [  J——TTI- 2.12. / - = £ = = .
У (ж+  1)3 J y/3 +  2 x -  x20 -1

oo 5

2.13. /  x sin xdx. 2.14. /  _____- .
У У %/6х -  5 -  ж2О 3

ОО ОО

2.15. [  2.16. [
J  (х +  З )3 У (ж + З )4
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f  dx f  I
2-17. /  ^ 2-18- /J  x2 +  2x +  2 J  x2 -

-1 о
oo e

2.19. j — r- -̂dx. 2.20. / xlnxdx.
1 о
OO 1
f  x<̂ x „  f  x + 1 ,

2-21* J (х2 - 1 ) 2' 2-22‘ J
2 0 
+oo 1

2.23. f  ,  £ ■ — . 2.24. ( X4 ± i x .  
J  x2 +  4a; + 9 У v /^

— OO —1
oo 2

2.25. / - f ^ .  2 .2 6 . /  
у ^ т т  у

xdx
\Jx — 1

o ' 1 \
OO 1

r  4- 1
dx.1.27. f  xe~x2/2dx. ( 2.28. f  * + 1у ./ x2 + x -

0 -1
oo 3

2.29. [  2.30. [
J x6 + x  J \/3 +  2x — x2

3. Решить следующие геометрические задачи.
3.1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

у2 =  а; +  5 и у2 = —а; + 4.
3.2. Вычислить плотпадь фигуры, ограниченной линиями

2 у =  —х2 + 4х +  4 и х  +  2у — 4 =  0.
3.3. Вычислить объем тела, полученного при вращении во

круг оси Оу фигуры, ограниченной линиями у =  х2 и у2 =  8х.
3.4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

х2 +  у2 = Юх, у =  -х ,  у =  X.
3.5. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси 

Оу фигуры, ограниченной линиями ху =  4, у — 1, у =  2, 
х =  0.

3.6. Вычислить длину дуги кривой у =  1 +  In sinx, если 
х G [тг/3; 7г/2].

3.7. Вычислить длину дуги кривой р =  cos3(y>/3), если 
V? € [0; 7г/2].
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3.8. Вычислить длину дуги кардиоиды р =  2(1 + cos ip).
3.9. Дуга кривой у = у/х +  3/2, 5 ^ х < 12, вращается 

вокруг оси Ох. Вычислить площадь поверхности вращения.
3.10. Найти площадь поверхности, образованной враще

нием вокруг оси Оу астроиды, заданной уравнениями х = 
= 3cos3t, y — 3sin3t.

3.11. Найти площадь фигуры, ограниченной линией р = 
=  3(1 -  cos </?).

3.12. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
х2 — Зу и у =  —2х +  9.

3.13. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями у =  
=  2х2 +  4х -  7 и у — - х 2 -  х +  1.

3.14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
у =  2х2 — х — 2 и у — —х2 + х — 1.

3.15. Вычислить длину дуги кривой у =  (х +  1)\/х + 1/3,
О < х ^ 1.

3.16. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
х + у =  1, у — cosx, у =  0 (х > 0).

3.17. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией 
р =  5 cos 2ip (четырехлепестковая роза).

3.18. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
х2 +  у2 =  4, х2 + у2 — 9, у =  -х ,  у = л/Зх (х ^ 0).

3.19. Вычислить площадь поверхности шарового пояса, 
полученного при вращении вокруг оси Ох дуги окружности 
х2 +  у2 = 9, -1  ^ х < 1.

3.20. Найти площадь поверхности, полученной вращением 
вокруг оси Ох дуги параболы у2 = 4х, 0 ^ х ^ 3.

3.21. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностя
ми z =  4 и х2/4  +  у2/9 - z.

3.22. Вычислить длину дуги кривой х =  e‘ cos t, у = 
=  et sint, 0 ^ t ^ 1п7Г.

3.23. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностя
ми у = 3 и х2 +  z2 /4 =  2у.

3.24. Найти объем тела, полученного вращением вокруг 
оси Оу фигуры, ограниченной линиями х2/9 — у2/4 =  1, у = 
= -2 , у =  2.

3.25. Вычислить площадь поверхности, полученной при 
вращении вокруг оси Ох части линии у — 2х — 4, 0 ^ х ^ 3.
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3.26. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
у2 — х  и 3у2 +  4 =  Ах.

3.27. Вычислить объем тела, полученного при вращении 
вокруг оси Оу фигуры, ограниченной линией х2/4 +  у2/9 =  1.

3.28. Вычислить длину дуги цепной линии у =  2(ех/ 2+ 
+е-х /2), —2 ^ х «S 2.

3.29. Вычислить площадь фигуры, ограниченной астрои
дой х =  4 cos3 t, у = 4 sin3t.

3.30. Найти длину одной арки циклоиды х — 3(t — sint), 
у =  3(1 — cost).

4. Решить следующие задачи физического содержания.
4.1. Материальная точка движется прямолинейно со ско

ростью v =  3t2 +  2t + 1/3 м/с, время t измеряется в секундах. 
Вычислить пройденный путь через 3 секунды после начала, 
движения.

4.2. Скорость прямолинейного движения тела в сопротив
ляющейся среде v = (t +  3)е~‘ м/с, t — время. Найти мак
симальный путь, который может пройти тело после момента 
t =  0. j

4.3. Скорость тела определяется формулой v=  _—= м/с,
v 4+t

t — время. Найти путь, пройденный телом за первые 12 с 
после момента t =  0. Движение прямолинейное.

4.4. Скорость прямолинейного движения точки v =
— te~°'02t м/с, t — время, t ^ 0. Найти путь, который прошла 
бы точка от начала движения до полной остановки.

В задачах 4.5 — 4.9 найти координаты центра масс одно
родной фигуры, ограниченной данными линиями.

4.5. 2ж + Зу =  6, х =  0, у = 0.
4.6. у =  -2 х 2 + 4х, у =  - х .
4.7. у =  4 — х2, у =  0.
4.8. у =  х2 -  2х, у =  х.
4.9. х2 +  у2 = 9, у = 0, х =  0.
В задачах 4.10 — 4.15 найти работу, которую необходимо 

затратить на выкачивание воды из резервуара V.
4.10. V: котел, имеющий форму полусферы радиусом 

R = 2м.
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4.11. V: конус, обращенный вершиной вниз, высотой Н —
— 4 м и радиусом основания R — 2 м.

4.12. V: чан, имеющий форму поверхности z2 =  х2 +  у2, 
высотой Н =  2 м.

4.13. V : чан, имеющий форму поверхности z — х2 +  у2, 
высотой Н — 4 м.

4.14. V : конус, обращенный вершиной вверх, высотой Н =  
4 м и радиусом основания R =  2 м.

4.15. V: прямоугольный параллелепипед, стороны гори
зонтального основания которого равны 1 м и 2 м, а высота рав
на 3 м.

4.16. Вычислить момент инерции однородного стержня 
длиной ! =  3м и  весом Р =  2 кН относительно его конца.

4.17. Вычислить моменты инерции однородного прямо
угольника со сторонами 2 м и Зм, весом Р  =  6 кН относи
тельно его сторон.

4.18. Найти массу стержня длиной I =  100 см, если линей
ная плотность 7 на расстоянии ж см от одного из его концов 
определяется формулой 7 =  2 +  0, 001ж2 г/см.

4.19. Согласно эмпирическим данным, удельная теплоем
кость с воды при температуре Т =  t°C  определяется форму
лой с =  0,99 — 5,18 • 10-5Г +  6,9- 10~7Т2 Дж/(кг-град). Какое 
количество теплоты нужно затратить, чтобы 1 т воды нагреть 
от 0 до 100° С?

4.20. Вычислить статические моменты однородного пря
моугольника весом Р — 10 кН со сторонами 2 м и 3 м относи
тельно его сторон.

4.21. Найти координаты центра масс однородного треу
гольника, ограниченного линиями х +  у =  6, х =  0, у — 0.

В задачах 4.22 — 4.29 вычислить силу давления воды на 
одну из сторон пластины 5, погруженной вертикально в воду 
так, что указанный ее элемент находится на заданной глубине
Н. Удельный вес воды принять равным 9,81 кН/м3.

4.22. S : треугольник с основанием а =  3 м и высотой 
h =  2 м. Осцование а находится на поверхности воды (Н =  0).

4.23. S : треугольник со стороной а =  2 м и высотой 
h =  Зм. Сторона а параллельна поверхности воды, а про
тивоположная вершина находится на ее поверхности (Н =  0).

4.24. S: параллелограмм с основанием а =  2 м й высотой
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h =  3 м. Верхнее основание параллелограмма параллельно по
верхности воды и находится на глубине Н =  1м.

4.25. S : пластина ограничена параболой у — 4х2 и прямой 
у =  4, которая находится на поверхности воды (Н  =  0).

4.26. S: полукруг радиусом Я =  4 м, диаметр которого 
находится на поверхности воды (Я  =  0).

4.27. S : равносторонний треугольник со стороной а =  
= 2 м, одна сторона которого параллельна поверхности воды, 
а вершина находится на ее поверхности (Н  =  0).

4.28. S: полуэллипс с полуосями Зм и 2 м, большая ось 
которого находится на поверхности воды (Н =  0).

4.29. S : круг радиусом R =  2 м, центр которого отстоит 
от поверхности воды на расстоянии Н =  2 м.

4.30. Какую работу нужно затратить, чтобы растянуть 
пружину на 6 см, если сила в 1 кН растягивает ее на 1 см? 
Известно (закон Гука), что упругая сила пружины F  =  кх, 
где х — величина растяжения, к — постоянный коэффициент, 
определяемый из условия задачи.

3. Контрольная работа 
"Дифференциальные уравнения" (2 часа)

Решить данные дифференциальные уравнения.

1.5. у' + 3у/х -  2/ж3 =  0. 1.6. x2dy+y2dx =  3(x2—y2)dx.

1.7. у' =  4 +  у/х + (у/х)2. 1.8. (ж2 + y2)dx -  xydy =  0.

1

1.1. у1 — — — 1 /( sin —) =0. 1.2. xdy-ydx = у/х2+ у 2 dx.

1.3. жV  = ХУ +  У2- Х&У ~  (ж4 ~ 2у)с!ж.

1.9. ж у' — у =  х2 cos ж. 1.10. у' — Зу/х = х.

1.11. у' +  2жу — 2ху3. 1.12. ж V +  х2у +  ж + 1 = 0.

1.13. у' + 2у/х = е~х*/х. 1.14. у' + 2ху =  хе~х*

1.15. ху + у2 =  (2х2 + жу)у'. 1.16. ху' + у = sinx.

1.17. ж у' -  у =  xtg(y/x). 1.18. у' -  у/х =  еу,х.
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1.19. у' +  у tgx =  1 /cosx. 1.20. у 'cosx -  j/sinx =  sinx.
1.21. ху' =  у +  xey/ x. 1.22. y' +  xy =  x3.

j  X
1.23. xln (x/y)dy — ydx =  0. 1.24. (xyey + y )dx =  x e y dy.

1.25. x2y' — 2xy + 3. 1.26. dy — (y +  x2)dx.

1.27. (x2 — l)y' — xy = x3 — x. 1.28. y' — 2xy =  xe-1*.
1.29. xy' — 3 y -  x4y2. 1.30. у' — у — ex.

2

2.1. y'cos2 x + у — tgx. 2.2. у' + у cosx =  cosx.
2.3. lncosydx+xtgydy^O. 2.4. y' — tgx • tgy.

2 €̂ X2.5. y' cosx In у =  у. 2.6. е1+г tg y d x = ---- -dy.x — 1
2.7. y' =  2I_y. 2.8. (1 + e2x)y2dy = exdx.

2.9. 3ex tg у dx — (1 + ex) sec2 у dy.

2.10. yy '/x +  ey =  0. 2.11. y' +  y =  ex sinx.
2.12. (x +  y)dx +  xdy =  0. 2.13. 1 +  (1 + y')ey =  0.

71 7J
2.14. xcos -  ( -y d x  + xdy) =  x2sin -dx.x x
2.15. y '+ y /(x + l)+ x 2=0. 2.16. y2dx =  (xy — x2)dy.

1 — 2x . 4x3/ 1
2.17. у H------ j—У =  1- 2Л8'У  + ^ T T  =  ^ -Г Т -x-2 xJ +  1 x1 +  1
2.19. xy' =  у — xy. 2.20.(x2 — 2y2)dx+2xydy =  0.
2.21. x +  у =  xy'. 2.22. у' +  3y/x =  2 /x3.

2.23. y'x +  у =  -x y 2. 2.24. xy' In -  = x +  y ln - .x x
2.25. y2 +  x2y' = xyy'. 2.26. у =  y' In y.
2.27. (x2 -  x2y)y' +  y2 +  xy2 =  0.
2.28. Зе1 tgy dx = (1 — ex) sec2 у dy.

2.29. ( l+ y 2)dx-\/®dy =  0. 2.30. x+xy+y'(y+xy) = 0.
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3

3.1. у" cos2 х =  1. 3.2. у" tg у =  2(у')2.

3.3. у"х  In X =  у'. 3.4. (1 +  х2)у" =  3.
3.5. у” + 2у{у')3 = 0. 3.6. у" +  y 'tgx  =  sin 2х.

3.7. у" =  4 cos 2а;. 3.8. уу" + у'2 =  0.
3.9. х3у" +  х2у' =  1. 3.10. хV "  =  6.

3.11. у"' sin4 х =  sin 2а:. 3.12. уу" + 1 = у'2.

3.13. х2у'" =  у” 2. 3.14. у'2 + 2уу" =  0.

3.15. у" =  2уу'. 3.16. 2ху'у" =  у'2 -  1.

3.17. 2уу" =  1 +  у'2. 3.18. у"2 =  у'2 +  1.

3.19. ху" -  у' =  х2ех. 3.20. х2у" + у'2 =  0.
3.21. х(у" +  1) + у' =  0. 3.22. ху" =  у' + х2.

3.23. у" +  у'/х =  0. 3.24. х2у" =  4.

3.25. у" =  V I -  У'1 ■ 3.26. у3у" - 3  =  0.

3.27. ху" +  2у' =  0. 3.28. 1 + у'2 +  уу" =  0.

3.29. уу" = у'2. 3.30. у" =  2 -  у.

4

4Д. у" -  by' +  6у =  х, j/(0) =  0, у'(0) =  1.
4.2. Ау" -  8у' + by =  5 cos ж, у(0) =  0, у'(0) =  -1 /13.
4.3. у" +  6у' +  13у =  26а: -  1, у{0) =  0, у'(0) =  1.

4.4. 2у" -  у' =  1 +  х, 2/(0) — 0, 2/'(0) = 1-
4.5. у" -  Ау =  2 -  а, у(0) =  11/2, у'(0) =  1/4.
4.6. у" -  у =  cos2x, 2/(0) =  —1/5, у'(0) =  1.
4.7. 2/" -  2у' +  by =  5х2 -  4х +  2, 2/(0) =  0, у'(0) =  2.

4.8. 2/" +  32/' -  102/ =  хе~2х, у{0) =  0, 2/4°) =  °-
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I

4.9. y " - 2 y ' = ex(x2 + x - 3 ) ,  y(0) =  2, y'(O) =  2.
4.10. y" — 4y' + 4y — sinx, y(0) =  0, y'(0) = 0.
4.11. у" — 3y' + 2y — —e~2x, y(0) = 1, ^(0) = 0.
4.12. у" + у =  cos 3x, y(n/2) =  4, y'{n/2) =  1.

4.13. у" — у — e2x, 2/(0) = 1, 1/(0) =  2..
4.14. y" -  42/ = 3xe~x, 2/(0) =  0, г/'(0) =  0.
4.15. у" + Ay — sinx, 2/(0) =  0, y'(0) — 0.
4.16. y" -  2y' +  2y =  2x, y(0) =  0, y'(0) =  0.
4.17. 2y" + y ' — у =  2ex, y(0) = 0, y'(0) =  1.
4.18. y" — 4y' + 3y = e5x, y(0) =  3, y'(0) =  9. _
4.19. y" + 4y =  5ex, y(0) = 0, y'(0) =  1.
4.20. y"+6y'+8y =  3x2+ 2 x+ l, y(0) =  17/64, y'(0) =  0.
4.21. у" + у = xex, y(0) = 0,5, y'(O) =  1.
4.22. у" — у — 2(1 — x), y(0) = 0, y'(0) =  1.
4.23. у" -  у =  9xe21, y(0) =  0, y'(0) =  -5 .
4.24. y" -  6y' + 9y =  e3x, y(0) =  1, y'(0) = 0.
4.25. y" + 4y = e -2x, y(0) = 0, y'(0) = 0.
4.26. y" -  4y' + 5y = xe2x, y(0) =  -1 , y'(0) =  0.
4.27. y" -  3y' -  4y =  17sinx, y(0) = 4, y'(0) =  0.
4.28. y " -3 y ' +  2y =  e3x(3-4x), y(0) =  0, y,(0)=0.
4.29. y" + 2y' + y =  9e2x+ x , y(0) = 1, y'(0) =  2.
4.30. у" +  у =  sin2x, y(0) =  0, y'(0) = 0.

5.1. y"+4y'+4y = e 2x/x 3. 5.2. y"+3y' + 2y =  l /e x + l.

5

У У \/cos2x

5.6. y" +  4y =  ctg2x.

5.4. у" +  у =

5.5. y" + 5 y '+ 6 y = Y ^ -
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ъ.1. у" — у =  shx. 5.8. у" — Зу' + 2у — 2х.
2 х

5.9. у” -  4у' + 5у = —— . 5.10. у'1 + 4у =  cos2 х. cos х
,, . л 9х2 + 6х +  2 о

5.11. у " - 6 у '  + Ъ =  жз(3а. _  2)~ е •

5.12. у" + 2у' + у = 2е~ху/х +  1.
' 15.13. у" + у '= tgx. 5.14- у'7 + 4у = ^ 2^.

Р̂ х
5.15. уп — у — --------- т* 5 *1 6 * у " -62/492/ =  36^/5е *.

е1 -  1

5.17. у" + у =  5.18. у "+  4у = 2tgx.

1 „ 15.19. у" -  у' = --------• 5.20. у + у = —.—  ■у у 1 _(- ех * sin х

5.21. у" +  2 у ' + у  = — . 5.22. у"-2 у ' + у=  -7===^-X у 4 X

5.23. у" + у =  2 + c° s .._. 5.24. у" + у =  tg2 х.
COS X

5.25.у"-3у '+2у = 1 + т- ^ .  5.26. у" + 4у =

5.27. у" -  2у' +  у = ех/х. 5.28. у" + у = 1/ cos3 х.
5.29. у" + у = ctgх. 5.30. y"+4y'+4y =  e -2:r lnx.
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высшей математики, направленных на развитие и акти
визацию самостоятельной работы студентов втузов. Со
держатся теоретические сведения и наборы задач для ау
диторных и индивидуальных заданий по линейной и век
торной алгебре, аналитической геометрии и дифферен
циальному исчислению функций одной переменной. 
Второе издание дополнено новыми контрольными рабо
тами. Первое издание вышло в 1990 г.

Книга предназначена студентам инженерно-техни- 
ческих специальностей вузов; будет полезна студен
там экономических специальностей, а также препода
вателям вузов и средних специальных учебных заведе
ний



ИЗДАТЕЛЬСТВО «ВЫШЭЙШАЯ ШКОЛА»

/  Выпуск учебной, справочной, методической литературы 
/  Оптовая продажа книг 
/  Доступные цены

Адрес издательства
пр. Машерова, 11, г. Минск, 220048, Республика Беларусь

Отдел маркетинга и рекламы
Тел.: (017) 223 99 35

ОПОРНЫЕ МАГАЗПНЫ ИЗДАТЕЛЬСТВА

/Розничная продажа книг

Адреса опорных магазинов
Брест Могилев
«Дружба»
бульвар Космонавтов, 120 
Тел.: 26 24 62

«Светоч» 
ул. Королева, 37 

Тел.: 23 06 44
Витебск Новополоцк
«Светоч»
ул. Кирова, 10
Тел./факс: 36 03 16

«У сход» 
ул. Кирова, 4 
Тел./факс: 5 01 33

Гомель
/

Пинск
«Книги», магазин №23 
пр. Октября, 34 
Тел.: 48 51 84 '

«Криница»
ул. Первомайская, 141а 
Тел.: 33 16 38

Г родно
«Kpvr030D»
бульвар Лен. комсомола, 29а 
Тел.: 33 82 40


