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ПРЕДИСЛОВИЕ

Этот з адачник предназначен в п е р в у ю  очередь д ля  студентов,  
желающих углубить свои з н ания  по математическому а н а л и з у ,  
и преподавателей,  ведущих с ем ин арски е  занятия и кр ужки на  м а ­
тематических факультетах университетов.  От обычно и с п о л ь з у е м ы х  
задачников он отличается не ско ль ко  б ольше й трудностью з а д а ч ,  
среди которых имеется ряд известных теорем анализа.  Несмотря  
па это, д л я  р е ше ни я  задач I — VII  г л ав  и §  1 гл авы X  не требуется  
особой подготовки,  и в значительной части задачи доступны у ж е  
студентам первого  курса во втором семестре.  Все не обходимые д л я  
ре ше ни я этих задач сведения содержатся в стандартных у н и в е р ­
ситетских у чебниках по математическому анализу ,  в частности, в 
книгах В. А.  Зорича  [7], Л. Д.  К у д р я в ц е в а  [16],  У. Р у д и н а  [23] и  
I .  М. Фихтенголъца [29].  Задачи г л а в  V II I  и I X  и § 2 г л а в ы  X  
предъявляют несколько большие требования к у ровню подготовки  
читателя и предполагают его знакомство с основными понятиями  
теории меры.  Соответствующие с в е д е н и я  можно найти в п о с л е д н е й  
главе упомянутого учебника У . Р у д и н а  и, в более полном в ид е ,  
в книгах А.  II. Колмогорова и С. В.  Фо ми н а [14] и Б.  3.  В у л и х а  [4] .

" Содержание первых семи глав,  в к л ю ч а ю щ и х  около д в у х  тре­
тей всех задач,  не выходит за р а м к и клас сиче ских тем а н а л и з а  
( функции,  производная,  интеграл, асимптотика).  К ак  здесь,  так и 
в п ос ле ду ющ их главах,  мы не стремились к максимальной о б щ н о ­
сти и, оказавшись  перед необходимостью выбирать между б о л е е  
и менее общей формулировкой задачи,  часто отдавали предпочте­
ние последней.  Г л а в ы  VIII—X  менее  традиционны для з а д а ч н и к а  
по анализу.  Кро ме  вкусов авторов, критерием при отборе материала  
для этих глав  служила программа к у р с а  математического ана ли з а ,  
принятая в Ленинградском университете. Задачи,  выходящие з а  ее  
рамки и относящиеся к теории ф у н к ц и й  вещественной п е р е м е нн ой  
(несмотря на всю условность этого р а з д е л е н и я ) ,  в з адачник не  
включались.  Так,  например,  мы не и с по ль зо ва л и много п р и в л е к а ­
тельных задач,  ре шение  которых опирается на теорему Л е б е г а
о дифференцировании интеграла по п е р е ме н н о м у  ве рх нему  п р е д е ­
лу.  В  книге  также почти не нашли отражения задачи,  с в я з а н н ы е  
с комплексным анализом.  Читателей, интересующихся этим к р у г о м  
вопросов,  мы отсылаем к широко известному сборнику Г. П о л и а  
и Г. Сеге [21] и к книге Е. Титчмарша [27] .



Мы стремились объединять задачи, пос вяще нные  отдельным те­
мам или методам, в ц и к л ы ,  в пределах которых можно было бы 
ша г за шагом исчерпать тот или иной круг  вопросов с достаточной 
полнотой. Отчасти из - за  этого нам не удалось избежать известной 
неоднородности в степени трудности соседних задач,  которая на 
протяжении одного ц и к л а  может заметно возрастать. Поэтому не­
редко более трудные з ад ач и  сменяются сравнительно простыми,  
и читатель, не р е ш и в  какой-либо задачи,  не должен чувствовать 
с ебя об ес кураженным и вполне  может надеяться на успех при
р е шени и п о с л е д у ю щ и х  задач.

Краткие а часто и подробные ре шени я большинства задач 
прив едены во второй части задачника.  Однако мы рекомендуем  
читателю не торопиться использовать эту часть книги и не у п у ­
скать шанс придумать л у ч ш е е  решение,  чем то, которое там при­

ведено.
Литература по а н а л и з у  и, в частности, уче бники и сборники  

задач содержат необъятный материал, и мы думаем,  что лишь не­
многие  из п р е д л аг а ем ы х задач могут претендовать на оригиналь­
ность. Мы видели н а ш у  цель прежде всего в том, чтобы попытать­
ся систематизировать и ввести в повседневный обиход задачи,  со­
держащиеся ( ин ог да  в неявном виде) в труднодоступных (особенно  
дл я студентов) источниках,  а также в математическом фольклоре.  
И ск у ше н ны й читатель заметит наряду с традиционным материалом 
заимствования из  «Математического просвещения»  
ma themat ic al  Moi hl y» ,  сборников [19],  [22],  [24] — [26],  [¿8] и др.  
Литературными с с ы л ка м и задачи сопровождаются лишь в исклю­

чительных случаях.
Общее редактирование задачника осуществлялось Б. М. Мака­

ровым.
Мы выражаем и с к ре н ню ю  благодарность нашим друзьям и 

коллегам А.  Б. А л е к с а н д р о в у ,  Д. А. Владимир ову ,  Е. Д. Г л у  скину,  
Ю. Г. Дуткевичу,  В. В. Ж у к у ,  К. 11 Кохасю,  М. Ю. Любичу,  
Г. II Натансону,  А.  В. Осипову,  А. И. Плоткину,  О. И. Реинову,  
Б.  А. Самокишу,  С. В. Х р у щ е в у  и Д. В. Яку б ов ич у ,  многочисленные  
советы и критические замечания которых оказали нам большую  
помощь.  Мы о б яз а ны  им также рядом из ящных .задач.

В  задачнике принята с ледующая система нумерации задач и 
ссылок.  В пределах  одной главы задачи нумеруются двумя числа­
ми, первое из которых обозначает номер параграфа,  а второе — 
номер задачи в пара гр афе .  При ссылках на з адачу  из другой главы  
сначала указывается ( римской цифрой) номер главы.  Например,  
задача VII.2.5 — 3T0 задача 2.5 из главы VII.

Мы б у д е м  п р и з н а т е л ь н ы  всем  чит ат елям  за  Отзывы и  зам е-



СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ

IN — множ ество натуральных чисел;
Z — множ ество целых чисел;
У — множ ество рациональных чисел;
К — множ ество вещественны х чисел;
1К — расш иренное множество вещ ественны х чисел; 
в  — множ ество комплексных чисел;
Кп— арифметическое «-мерное пространство;
0  — пустое множество;

прям ое (декартово) произведение м нож еств Л и й ;  
card (Л) — мощ ность множества Л;
'¡(А) — образ множества А при отображ ении /;

( А ) — полный прообраз м нож ества А  при отображ ении /; 
А — замы кание подмножества А  пространства R” ;
В(х;  г) — открытый шар с центром в точке х  и радиусом г; 
В п (г) — ш ар 6 (0 ;  г) в пространстве R” ;
В п — шар B n ( i ) ;
,S’n -i — единичная сфера с центром в н ул е в пространстве R” ; 
f \i / t  ооозпачение характера м онотонности функции /  (не­

возрастание, н еубы в ан и е);
j \ A ,  f \ A  — обозначение равенств Jim /  (х) =  А (А  <= ¡¡5) для

х-*а
невозрастаю щ ей (неубы ваю щ ей) функции /;

f ( x)  =  0 ( g ( x ) )  при х <= А  (или на м н ож естве А ) — обозначе­
ние для соотнош ения \ / ( х)  | <  C\ g ( x )  \ для в сех  х ^ А ,  где  
С — некоторое полояш тельпое число;

f (x)  =  0 ( g ( x ) )  при х-^-а  ('пли /  (х) =  О (g  ( г ) ) \—'обозначение
\  х^>а J

для соотнош ения } ( x ) = 0 ( g ( x ) )  па некоторой окрестности  
точки <?;

¡ (x)  ~  g( x)  при х - + а  Í плгг /  (х) ~  g (х) \ — обозначо-
\  х->а I

пне для соотнош ения f ( x)  =  cp( x ) g( x) ,  где ф (х)  ->  1;
х->а

f ( x)  =  o ( g ( x ) )  при ж -> а  /'плп /  (х)— о (g(x)) \  — обозначение
\ х ->а ]

для соотнош ения ¡ { х)  =  <p( x) g( x) ,  где <f(x)  -хО ;
/ i х^ а \ а п}п>с  последовательность (отображ ение, заданное на мно­

ж естве целы х чисел, больших или равных с е= R);
2  ап ~  обозначение ряда i t  ого суммы; 

с



f n( x)  f ( x )  на  A — обозначение равномерной схдимости по­

следовательности ф ункций { /„ }п>с к ф ункции /  па множестве А;  
В обозн ачени ях, связанны х с последовательностями: п т  ап ,

ап ~  Ъ при п - + о о  и т. д. мы часто опускаем  указание 
и пиш ем: l im a „ , a„ ~  Ьп и т. д.; {а„} — обозначение для { ап} п>й

обозн ачени е для 2  ап’
т т  >

С( X)  — м н ож ество функций, непрерывны х на множестве л ,  
СГ( Д ) —‘м н ож ество функций, г раз непрерывно дифференци­

руем ы х на п р ом еж утк е А с: IR (0 ^  г ^  +  °°),
Ы ра(Д) ■— м н ож ество функции /, удовлетворяю щ их условию

у (я) _ / ( у )  =  0 ( \ х  — у \ а ) па квадрате Д Х  A c R  (условие Лип­
ш ица на п р ом еж утк е A c R  с показателем a  >  0);

Lipa — м н ож ество L ipa (iR);
5 >оМ) — м н ож ество измеримых по Л ебегу  почти везде конеч­

ных ф ункции, определенны х на (измеримом ) подмножестве А
№П‘

пр° 2 ? г ^ Т̂ а м п0ж еств о таких функций /  из & ° ( А ) ,  что функция
\ f \ T сум м ируем а на м нож естве А;

S 7“  (Л ) — м нож ество таких функций /  из 3¡  ( 4 ) ,  что истиппыи
супрем ум  | / |  конечен;

vrai sup  /  — истинны и супремум ф ункции /  из Ь
А

Хп —  м ера Л ебега  в пространстве R";
% —  м ера Яь

а„ — объем  (re-мерная мера Лебега) ш ара U ;
[г] — целая часть веществепного числа х\

х m od у  — обозначение для числа £ — 1— 1 У (ж> У У '>  ®)>

п. в.— сокращ ение слов «почти везде».



Ч а с т ь  I. ЗАДАЧИ

Г л а в а  I. ВВЕДЕНИЕ  

§ 1. Множества

Двоичной последовательностью называется последова­
тельность, «состоящая из нулей и единиц», т. е. после­
довательность е =  {eft}, где =  О или 1 при любом 
к е  N. Множество всевозможных двоичных последова­
тельностей мы будем обозначать буквой Н.

Говоря о множествах, элементами которых, в свою 
очередь, являются множества, мы будем использовать 
термин «система множеств».

1.1. Пусть ¡Р (N) — система всевозможных подмно­
жеств множества N. Докажите, что

а) множества Е и !? (N) равпомощны;
б) множества Е и В X Е равномощны.
1.2. Докажите, что множество Е имеет мощность кон­

тинуума.
1.3. Докажите, что множества К2 и К3 имеют мощ­

ность континуума.
1.4. Докажите, что множество всех последовательно­

стей вещественных чисел имеет мощность континуума.
1.5. Докажите, что множество непрерывных функций, 

заданных па отрезке [а; Ъ\, имеет мощность континуума.
1.6. Существует ли система St подмножеств множества 

N, удовлетворяющая условиям:
а) Я имеет мощность континуума;
б) card (А П В) <  +°° для любых A, f ie S I?
1.7. Существует ли система Si подмножеств множества 

N, удовлетворяющая условиям:
а) Я имеет мощность континуума;
б) для любого числа t и любых множеств A, 

неравенство \a — b\ < t  справедливо лишь для конечного 
числа точек а ^ А ,  Ъ е  В?



1.8. Существует ли система St подмножеств множества 
N, удовлетворяющая условиям:

а) §1 имеет мощность континуума;
б) система SÍ упорядочена по включению, т. е. из лю­

бых двух множеств, входящих в St, одно содержится в 
другом?

1.9. Пусть £F(N) =  {/1 cz N | card (Л) <  +  оо}— си­
стема всех конечных подмножеств множества N. Дока­
жите, что

а) система (N) счетна;
б) существует такая биекция cp: # "(N )-> N , что 

ф ( Л ) ^  ф (5 ) ,  если A c z  В (А, В  е  SF (N)).
1.10. а) Введем в множестве R+ =  (0; +  оо) отноше­

ние эквивалентности, считая, что х ~ у ,  если x¡y ^  Q 
Докажите, что пересечение каждого класса эквивалентно­
сти с любым (непустым) содержащимся в R+ интерва­
лом непусто.

б) Введем па окружности »S'1 =  {г е  С 11 z | =  1} отно­
шение эквивалентности, считая, что z ~  £, если z/t, — 
=  е2я,е, г д е б е О .  Докажите, что множество предельных 
точек любого класса эквивалентности совпадает с S 1.

1.11. Пусть »Ь'1 =  { г е  С | |z | == 1}. Множества А, В  <= 
с: S [ называются конгруэнтными, если существует такое 
число a  g  0\, что В = ízeia\z e i ) ,  т. е. множество В  «по­
лучается из множества А  поворотом на угол а»-

Докажите, что существует такая последовательность 
{ E J  попарно не пересекающихся и конгруэнтных мно­
жеств, что S 1 =  U Е п.

п^1
1.12. Докажите, что на плоскости можно расположить 

континуум попарно не пересекающихся пятерок, но лишь 
не более чем счетное множество восьмерок.

1.13. Птичьим следом будем называть множество па 
плоскости, являющееся объединением трех (лежащих па 
различных лучах) отрезков, имеющих общий конец —

вершину следа (рис. 1). До­
кажите, что па плоскости 
можно расположить лишь пе 
более чем счетное множество 
попарно не пересекающихся 
птичьих следов.

1.14. Под Т-образной фи­
гурой будем понимать объ­
единение двух взаимно пер­
пендикулярных отрезков, се-

\



\
редина одного из которых является концом другого. 
Оцените сверху число N  попарно не пересекающихся Т- 
образных фигур, образованных отрезками единичной дли­
ны и содержащихся в квадрате со стороной а.

1.15. Докажите, что в пространстве можно располо­
жить лишь не более чем счетное множество попарно не 
пересекающихся «обручей»— цилиндрических колец фик­
сированного радиуса (толщина обручей равна нулю).

1.16. После проигрыша всех соревнований Балде бесы 
(которых было бесконечно много) решили заняться физ­
культурой и организовали спортивные секции. В каждую 
секцию входило лишь конечное число бесов, но секций 
было так много, что в любой бесконечной компании бе­
сов можно было указать по крайней мере двух, записав­
шихся в одну секцию. Докажите, что за исключением 
конечного числа бесов лентяев каждый из бесов был за­
писан в бесконечное множество секций.

1.17. Пусть последовательность {А п} конечных под­
множеств множества N густо покрывает N, т. е. для 
любого бесконечного множества ß c N  найдется такой 
номер пг, что card (5  П А т) >  2. Докажите, что

а) натуральные числа, принадлежащие лишь конеч­
ному числу множеств А„, образуют конечное множество;

б) существует такое бесконечное множество Е  a  N, 
что для любого числа к е  Е  справедливо включение 
Е  \  U Ап er {1, 2, . . ., к — 1}, где Ah =  {п е= N | к е= Ап}.

П£
1.18. Если {AJ ,  W J  — две последовательности конеч­

ных множеств, каждая из которых густо покрывает N 
(см. задачу 1.17), то найдутся такие номера р и q, что 
card (Ар П Bq) >  2.

1.19. Пусть E c z  К и (х + у ) / 2 ^ Е  для любых х, у ^ Е .
а) Верно ли, что £ ^ [5 0 0 ;  1000], если Z?=>[0; 1] и 

1990 е  Е?
б)! Докажите, что если In ti?  ¥= 0 ,  то Е  — промежуток.
1.20. Найдите все предельные точки множеств
а) [гГ 1 +  тГ'1 | и , т е М } ;  б) {т + п У 2 т,,п<= Z] ;

в) { У т — V n \  т ,п<^  N}; г) 1 т, в е м ) .

1.21. Пусть Е<=-(0; + °°), Е¥=0.  Докажите, что если 
х/2 е й  и У.т2 +  у 2 е  Е  для любых х, у  е й ,  то Е  — 
=  [0 ; + °°) .

1.22. Пусть Е cz К2. Докажите, что
а) если семейство открытых кругов {0а}«ед таково,

И



что E cz  U Б а, то существует такое не более чем счет-
а<=А

иое множество Ао<=А, что Е  с  U В а;
аеЛ0

б) существует не более чем счетное подмножество 
множества Е, замыкание которого содержит Е.

1.23. а) Множество называется дискретным, если лю­
бая его точка изолированная. Докажите, что всякое диск­
ретное множество на плоскости не более чем счетно, 
а его замыкание не может иметь внутренних точек.

б) Точку а множества Е  cz [R будем называть полу- 
изолированной, если существует такое е >  0, что по 
крайней мере один из интервалов (а — е; а), (а; а +  е) 
не содержит точек множества Е. Докажите, что множест­
во полуизолированных точек любого множества Е <=■ В? 
не более чем счетно.

1.24. Пусть Е  cz N, card Е  =  +  оо. Докажите суще­
ствование такого числа а >  1, что бесконечно много чисел 
[а ,г] (к е  N) содержится в Е.

1.25. Пусть G — открытое не ограниченное сверху 
множество в R. Существует ли такое положительное 
число хо, что множество G содержит бесконечно много 
точек вида пхо (п е  N)?

1 .'26. Пусть {Gn} — последовательность открытых не­
ограниченных сверху подмножеств множества 0?. Дока­
жите, что существует такое число хо >  0, что каждое из 
множеств Gn содержит бесконечно много точек вида 
тх0 (т е  N).

Канторовым множеством К  называется пересечение 
множеств К п cz 1R (п е  N), которые определяются сле­
дующим образом. Множество Ki получается удалением 
из сегмента [0; 1] средней трети — интервала (1/3; 2/3). 
Иными словами, К\ есть объединение двух сегментов

До =  [0; 1/3] и Д, =  [2 /3 ;1 ],

которые мы будем пазывать сегментами первого ранга.
Множество К% получается удалением средних третей 

из сегментов первого ранга, т. е. является объединением 
четырех сегментов

А оо =  [0; 1/9], До! =  [2/9; 1/3], Дю =  [2/3; 7/9],
Дп =  [8/9; 1],

которые мы будем называть сегментами второго ранга. 
12



Дальнейшее построение продолжается по индукции: 
множество К п+\ получается удалением средних третей из 
сегментов п-то ранга. «Нумерацию» сегментов га-го ранга 
удобно производить с помощью индексов 81, . .  е„, где 
е;- может принимать значения 0 и 1. Индексы сегментов
1-го и 2-го рангов уже указаны, дальнейшая индексация 
производится по индукции. Пусть сегменты га-го ранга 
уже снабжены индексами, Ае1...еп — один из них. Д ва сег­
мента (?г +  1 )-го ранга, получающиеся после удаления 
средней трети сегмента Ае ...ел, «нумеруются» так: левый 
обозначается Д Е1...еп о> а правый —  Дег ..еп1- Множество 
К п+1 есть объединение всевозможных сегментов ( п + 1 ) -  
го ранга.

1.27. Докажите, что
а) множество К  имеет мощность континуума;
б) множество К  замкнуто и не имеет изолированных 

точек;
в) сумма длин интервалов, составляющих множество 

[0 ; 1 ] \ЛГ, равна единице.
1.28. Пусть К — канторово множество.
а) Докажите, что число t принадлежит К  в том и 

только том случае, когда оно представимо в виде t =  
=  22е,-3 -7, где е,- равно нулю или единице;

б) опишите множества

Я + Я  =  {8 +  *|в, « е Д  и К - К  =  {*-¿1*, ^  К}.

1.29. Пусть множество Е  с ; К обладает свойством: 
для любых точек х, у х < у ,  существует такая точ­
ка 2 'е £ ,  что х < г < у .  Обязательно ли замыкание мно­
жества Е  содержит внутреннюю точку?

1.30. Постройте дискретное множество на плоскости, 
замыкание которого имеет мощность континуума. Суще­
ствует ли дискретное множество па прямой с таким свой­
ством? (Определение дискретного множества см. в зада­
че 1.23.)

1.31. Пусть К  есть пересечение множеств К ПС2  

сг В? ( п е  !Ч1), которые определяются следующим образом. 
Множество К\  получается удалением из сегмента А =  
=  [я; Ъ] непустого интервала б = (р , ?)', концы которого 
не совпадают с а и Ъ. Иными словами, К\  есть объеди­
нение двух сегментов Д0 — [«; р ] и А1 =  [д; Ъ\ , которые 
мы будем называть сегментами первого ранга.



^М ножество К.2 получается после удаления из сегмен­
тов До и Ai интервалов бо, 61, копцы которых не совпа­
дают с концами До и Ai соответственно. Множество ДЛб8 
( е = 0, 1 ) состоит из двух сегментов, из которых левый 
мы обозначим Де0, а правый — Де1. Таким образом, К2 
есть объединение четырех сегментов Доо, Доь Аю, Ап, 
которые мы будем называть сегментами второго ранга. 
Дальнейшее построение продолжается по индукции. 
Пусть построено множество К п, состоящее из сегментов 
re-го ранга. «Нумерацию» сегментов п-то ранга удобно 
производить с помощью индексов 8i, . . . ,  е„, где e¡ мо­
жет принимать значение 0 или 1. Индексы сегментов 
первого и второго рангов уже указаны, дальнейшая ин­
дексация производится следующим образом. При построе­
нии сегментов (ге+ 1 )-го ранга из каждого сегмента п-то 
ранга Aei...en удаляется непустой интервал бЕ] ..Рп, кон­
цы которого не совпадают с концами сегмента Д8 ...еп- 
Разность Ае1...еп\б е 1...еп состоит из двух сегментов 
( я + 1 )-го ранга, из которых левый обозначается Ае .епо> 
а правы й— Двг ..рп1. Множество К п1г\ есть обт^единение 
всех сегментов (и + 1 )-г о  ранга. Если множество К  =

ОО

=  П К п не имеет внутренних точек, то оно называетсяп=1
обобщенным канторовым множеством.

Докажите, что
а) множество К  имеет мощность континуума;
б) множество К  замкнуто и не имеет изолированных 

точек;
в) К  — обобщенное канторово множество в том и 

только том случае, когда 1п 0, где 1п — максимальная 
длина сегментов п-то ранга.

1.32. Пусть {Де1...еи) 1 где может принимать
значения 0 или 1 ,— семейство непустых ограниченных 
интервалов, удовлетворяющих условиям

1) A e i...en Г) Д е1...епо U Asr ..Fni;
2) при каждом п е М  интервалы Д8 Е и А < / не пе-

1'" * 81"'8П
ресекаются, если (р ;̂ . . .; е„) Ф  (eí; . . . ;  eré).

Положим Gn =  (J ДЕ еп. Докажите, что мно- 
Ej.... ene{o;i}

ОО

жество А = {) Gn имеет мощность континуума,



\

1.33. Докажите, что непустой интервал нельзя пред­
ставить в виде объединения последовательности попарно 
не пересекающихся замкнутых множеств.

1.34. Докажите, что плоскость нельзя покрыть после­
довательностью замкнутых кругов без общих внутрен­
них точек.

СО

1.35. Пусть —о о ^ а < Ь < + ° о , ( й ,;Ь )с :  и Е п. Д окаж и-
п=--1

те, что замыкание хотя бы одного множества Е п имеет 
внутреннюю точку.

1.36. Докажите, что множество иррациональных чисел 
не является объединением последовательности замкнутых 
множеств.

1.37. Пусть V =  {и,,} —  строго возрастающая последо­
вательность натуральных чисел,

Е у =  ( 2  £/{2 к | гк — 0 или 1}.
а) Докажите, что множество Е ч замкнуто и не имеет 

изолированных точек.
б) Докажите, что следующие утверждения эквива­

лентны:
1) Еч не содержит внутренних точек;
2) пк+1 >  1 +  щ  бесконечно много раз;
3) разложение 1 = ^ е к2 (где ед =  0 или 1) един­

ственно.

§ 2. Неравенства

2.1. Докажите, что для любой конечной последова­
тельности {ак}к= 1 вещественных чисел найдется такой  
номер т е  {0; 1; . . . ;  п], что

2  2  ак <  шах | ак |
1<к4-т m<Lk<n Кк<п '

(при т =  0 считаем, что равна пулю первая сумма, а при 
т =  п — вторая).

2.2. Пусть {ak}k=i — конечная последовательность по­
ложительных чисел и М  =  шах ак, ш =  min ак. Д ока-

1 </г<п 1 <k<n
жите, что

1 а? i ¿г ъ s  <п к. ' •l<h<n ^.п й
-L  < ' „2
a h .. 4m Afl<h4n l<h<n



2.3. Пусть {а/£}™ 1̂ — конечная последовательность не­
отрицательных чисел, причем 5 =  а\ +  а2 +  . . .  +  а„ <  1. 
Докажите неравенства

а) П (1 +  а * )> 1  +  Я;

б) П  ( 1 - в Л) > 1 - 5 .
А Т" ^  к / г ^ п

Левые неравенства строгие, если & >  0. Правые пера-
/ \П «

венства строгие, если среди чисел |ОДй=1 по крайней ме­
ре два положительны.

2.4. Пусть {аъ}ь= 1  — конечная последовательность ве­
щественных чисел, причем ак > —1 при /г =  1, . . п. До­
кажите, что

¡а) если 5 =  а\ +  . . .  +  ап 0, то Д  (1 +  я л )^ 1  +
'  1 4 к 4 п

Чп_г_ . , .  +  — равенство возможно лишь в тех слу­

чаях, КСХГДй П — \  И Л И  Й 1 =  . . • Яп о ,

б) если а =  +  . . .  +  >  °> то 1 +  Ц +  • ■ *

(1 +  «л); равенство возможно л и т  г,] в
и! 1«/{<п 

случае, когда а1=  . . .  =  яп =  0.
2.5. Пусть {рп) — последовательность простых чисел, 

занумерованных в порядке возрастания (р\ — 2).  Дока­
жите неравенства ,

б) 1 +  2  у > 1 п 1 п  р
К п< т п

2.6. Для конечных последовательностей вещественных 
чисел Ы £=1 и {ЬЛ}]Ц. символами {аь]*-х и {ЬА}л=1 (соот­
ветственно 1<Ж=1 И {Ьп}1=1) обозначим неубывающие (со­
ответственно певозрастахощие) перестановки этих после­
довательностей. Докажите неравенства

21 2  я А <  21 аФи-
1<Ь«п 1<й<п

2.7. Пусть К }£=1 и {Ьй}к-1— конечные последователь­
ности вещественных чисел. Докажите неравенства

2  2  2  2  « & •
1 < ы п  г < ъ < п  1<Й<П



При решении следующих задач может оказаться по­
лезным преобразование Абеля

1 Л »  акЪк =  а“Вп + ,  2 <п ^  -  а*+0 в к.

Вц — Ъ[ + . . .  + Ък (А = 1 , . . п ) . Это равенство -осо­
бенно удобно использовать в тех случаях, когда после­
довательность {й;;}/!=1 монотонна.

2-8- •ПУСТЬ {«42=1 и {М л = 1 — коночные последова­
тельности вещественных чисел, причем последователь-

леравенства=1 Н6 В°3раСТает и неотрицательна. Д окаж ите

а) а гай  (6, +  . . .  +  6.) <  |  » А « . ,  »,»*

г\ V  . • • +  ь к);
о) 2 . 1 афи ^ а ,  гп ах I Ь, +  . 4-Ль |-

1^й«п ^  1«й«„ 1 ^  г  й|’
в) т  2  2  а * Ь * < Л / 2  а*,1 -Г Г 1. д ’1 < й «п  1<А<П 1<7Г«п

где

т  а“ 1"« А - &  + •••+ * > * ) и Л / =  ш а х -1. (6Х +  . .  . +  ¿А).

При этом множитель М  нельзя заметить иа меньш ий 
а множитель т — на больший. *

2.9. Пусть {ак}1=1 и {&Л}£=1_  конечные неотрицатель­
ные последовательности, причем последовательность 
{ал}л- 1 не возрастает. Рассмотрим такой номер т  <= 
е <1; 2; . . . ;  и}, что т шах 2  6*. Докажите, что

2  « А  < (  шах 6/Л ак.
1</!-<п \1<&<и ) х<й<т

Если пг шах 6Д =  2  Ьк, то

{ т „ах М  2  « / , < 2  акЬк.\1<й<п ] п-т<к^п 1 </£<п

2.10. Пусть {йа}а=1 — конечная последовательность ве­
щественных чисел. Докажите, что

— 2  айУ <-рт(га2— 1),гдеД  =1 у Кк<п ]
■ шах | ак -  ай+11;

1< к< п

2  Б, М, М акаров и др.



б) если последовательность {ah}k=i моиотолна, то

■frс * 2  «i - I t  2  * '*1 ̂  п «  ̂и ^ V  1 п

г д е  8 =  m in \ а к — ö /;+ i|-
1 < h < n  ^

,В каких случаях эти неравенства обращаются в ра­
венства?

2.11. Пусть {ah}h=i — неубывающая выпуклая (или 
невозрастающая вогнутая) последовательность вещест­
венных чисел. Докажите неравенства

-  У  (и — k? ( a h+1 — öä)2< -^ - ^  а®
3"" 1<Т<п 1'<КП

1 у  ал 2< л  2  (fr+  1 )*(«*+!- ‘"О*.
п I<h<n ) Зл 1<й<п

Если последовательность {öft}/Ui не возрастает и выпукла 
(или не убывает и вогнута), то знаки неравенств следу­
ет заменить на противоположные.

2.12. Пусть 1 и {bft}ft=1—конечные последователь­
ности неотрицательных чисел. Докажите, что

а) если min (bk — ak) =  А ^ О , то у Ьу . . . Ьп ^
l<h^.n п _________ _

А у а>1 . ■ •
_ У1 г -__. 71 г  , ' I

б) V К  +  bi) • • • (a« +  >  у  ЯХ .. . а„ +  > Ol . • • ьп. ,

2.13. Докажите, что функции ж ( l  +  j )  и х ^

+  — j строго монотонны па каждом из проме­

жутков (—°°; —1) и (0; +°о).
2.14. Докажите, что
а) (nle)n <  п\ при п е  N; б) п\ <  п(п1е)п при п >  11.

, / , чП а П гч
Из этих неравенств следует, что п\ =  (п/е) п , и 

< а „ < 1 .  Более точные представления факториала рас­
сматриваются в задачах 11.2.10 л II.2.1I.

2.15. Докажите, что при любом х ^ [ 0 ;  1] справедли­
вы неравенства

а) 2 «Э(1 +  х )р - Ь ( 1 - ж ) р< 2»  ( р >  1);



Какое из неравенств б) и в) сильнее другого?

i ——
г) (1 +  x f  +  (р -  1) (1 -  x f  <  4  ■ p ( í  +  ХР) 2/Р(1< р < 2 ) .

2.16. Пусть /ге!Ч1 и í е  [0; п ]. Докажите неравенства

а) 0 ^  е 1— ^1— при п ^ .  1;

при п '

i t  \ ~ п  / 2
г )  Докажите, что 0 < l l  +  — J — е ~ 1 < ^  —  е  при
: 1 и í е  [0; Уге].
2.17. Пусть k e N  и t е  [0; п ] . Докажите неравен­

ства

0 ^ е ~ 1У(гп) - е ь{\  - - ] " < ■  1
" ~1/ еп

В следующей задаче рассматриваются соотношения, 
которые дополняют классические неравенства

s m x < x < t g x , ]n.(l + х ) < х <  ех — 1, 
arctg х <  х <  arcsin х.

2.18. Докажите неравенства
а) (1 +  х) ln2 (1 +  х) <  х2 п р и х > —.1, Х ф 0 )

б) — ~~2 <  arctg х  при ж > 0 ;
1 +  г - *1 Я

в) ж2 <  ln (1 +  tg2 re) <  Sin X  tg ж при x <= (0; я/2);
г )  Ъх — х ъ <  2 sin(nx/2) при ж е ( 0 ;  1);
д) х3 <  sin2 х  tg х  при i e ( 0 ;  я/2).
е) Справедливо ли на промежутке (0; я/2) неравен­

ство хъ+* <■ (si n х ) 2+е tgz при каком-нибудь фиксирован­
ном положительном е?

2.19. Докажите неравенства
а) (ех 1 ) 1 п ( 1  + х ) >  х2 п р и ж > 0 ;
б) tg х  arctg х  >  а:2 ПрИ jeYO; я /2 );
в) ((1 +  х ) р — 1) ((1 +  х ) 1/р — 1) >  х 2 при х >  0 и /> >  

> 0 , /) Ф 1. Что будет при р <  0?
г) ((1 — х ) р — 1) (1 - ( 1  +  х ) 1/р) >  х 2 при х  <=(0; 1) и 

р < ~ i. Что будет при р ^ (  — 1; 0)?



'2.20. Докажите неравенства

i .  sin J  arcsin х  <  ж2 <  sin х arcsin х  при i e ( 0 ;  1).
я \ 2 j

В задачах 2.21—2.27 рассматриваются интегральные 
неравенства, которые являются аналогами уже рассмот­
ренных сумматорпых неравенств. Их доказательство мож­
но получить двумя путями: или предельным переходом 
в сумматориом неравенстве, или модификацией доказа­
тельства, использованного в дискретном случае. Отметим 
ташке, что с помощью продольного перехода неравенства 
из задач 2.23 н 2.24 переносятся на случай несобствен- 
пых интегралов по промежутку вида [а; +°°).

2.21. Пусть функция /  интегрируема на промежутке 
[а; Ъ] , 0 <  т =  inf /, М  =  sup /. Тогда справедливы не­
равенства

_  ь Ь

а) ^ V w ^ b - a ) < í i ¡ ^ ^ dx + m ¡ W ) <
а а

б)
а о.

2.22. Пусть функции f  ш g монотонны на промежутке 
[а; Ъ]. Если монотонность одного типа, то справедливы 
неравенства

ь
\  f  (х) g (а + Ъ — x ) d x ^ .
а

Ъ Ь Ъ

^ s4r-a \ j ( x ) d x ^ g ( x ) d x ^ j f ( x ) g { x )  dx.
а а о.

Если монотонность разного типа, то знаки неравенств за­
меняются на противоположные.

2.23. Пусть функции / и g интегрируемы на проме­
жутке [а; Ь], причем /I , / ^ 0 .  Для i e [ä! Ъ] положим

X

G(x)=*$g( t )dt .
а



Тогда справедливы неравенства
ъ

а) /  (a) inf G (х) ^  f /  (х) g (х) dx ^  /  (a) sup G(x);
а^х<Ь д  а<ж«Ь

б)
О
j  f(x) g (х) dx <  f (a) sup I G(x)\;

a^x-4 b
b b 

B) (а<̂ ь j  /  (x) dx <  (  /  (x) g (x) dx

2.24. Пусть функции /  и g интегрируемы на проме­
жутке [а; Ъ] , причем /I и 0 «£ g «S 1. Положим с =ь
=  J  g- (х) dx. Тогда

а
Ъ Ь а + с

j  f { x ) d x ^ \ j f  (х) g(x)dxs^L j /  (х ) dx.
Ь—“С а а

2.25. Пусть /  е  С1 ([а; ¿]), 6 =  m i n | / ' | ,  Д — m a x |/ ' | .
[а;Ь] [а;Ь]

Тогда

¿ ( 6  -  a f  ^ ^ - ^ ¡ f ( x ) d x - l v ± - J f ( x ) dx  I
a a *

< ^ ( & - а ) 2Д2.

Равенство выполняется лишь для линейных функций.
2.26. Если непрерывно дифференцируемая функция 

/  не убывает и выпукла (или не возрастает и вогну та) 
на промежутке [0; 1], то

1 1 / 1 \ 2
у  j  (1 — x f  ( f  (x) f  dx <  J / 2 (x) dx — I J  /  (x) dx

1

;4 J*3(/' w)2
о о х о

1
„  „ „  ! ¿X.

о
Для неубывающей вогнутой (или невозрастающей вы­
пуклой) функции знаки неравенств заменяются на про-



Т'Ивоположные. Равенство возможно лишь для линейной 
функции.

2.27. Пусть функции / и £ положительны и интегри­
руемы на промежутке [а\ Ь]. Тогда справедливы не­
равенства

ь х ь

а) n f { x ) d x  <  J /(*)<** (аналог не­

равенства Коши о среднем арифметическом и среднем 
геометрическом);

б) ехР j  1п / d^ j  +  ехР | 1п е ^  ^

<  ехр |  j* In (/ (х) +  g (ж)) dx |  (аналог неравенства
а

Минковского — см. задачу 2.12 б ) ).
2.28. Пусть 0 < а <  Ъ и К  — множество всех таких 

неотрицательных и не возрастающих на промежутке 
[а; Ь] функций /, что ъ

aj  (а) =  bf (b) и j  /  (х) dx =  1.
а

Докажите, что для любых функций f u g  из К  справед­
ливо неравенство

ъ _
J m a x ( / (х);
а

Для каких функций достигается равенство?

§ 3. Иррациональность

3.1. Пусть Докажите эквивалентность утвер­
ждений

а) х  ф  Q ;
б) существует бесконечно много несократимых дро­

бей p/q  ( ? g N , / » g Z )  таких, что х — - ~ \ < ^ ;

в) существует такая последовательность {pJq^hM 
несократимых дробей (qu ^  N, ри s  Z), что qh +  30 п

х — — = о  ( —) при к +  00,



В последующих задачах используется обозначение 
б (х) = х — [х] — дробная часть вещественного числа х.

3.2. Пусть 2; g R \ Q .  Докажите, что последователь­
ность {б(ад)} плотна на (0; 1).

3.3. а) Докажите, что последовательности {sin п2} и 
{sin. 4”} не имеют пределов,

б) докажите, что если последовательность {sin(0 -2")} 
имеет предел, то он равен нулю и 0 =  л/;2~7, где
? e N , / ) e Z .

3.4. Пусть £€=[R. Докажите эквивалентность утвер­
ждений

a) i g Q ;  б) множество {б (пшгх) \ п е  N} конечно.
З.о. Покажите па примерах, что последовательность 

{6(10 х ) } может быть всюду плотной и может быть нигде 
ие плотной на (0; 1).

3.6. Найдите множества частичных пределов последо­
вательностей

a) {sin ге2/3}; б) /гsin j/re];
в) {sin(яге372)} ;  г ) {sin In лг};
д) {sm(nre In га)}. '
3.7. Найдите множества частичных пределов последо­

вательностей
а) {б(гех)}, где х е  Q; б)' (8 (пх)}, где ж е = К \0 ;
в) {fi(n“)}, где а е ( 0 ;  1); г) {б(ге5/2)}.
3.8. Существует ли такое вещественное число х, что

б(хп)е [1 /3 ;  2/3]
для всех номеров га?

3.9. Пусть / е С([0; 1]) n i e l R  \ Q .  Докажите, что
i

Ti 2  /  (!íX)) / (0 dt при га ->- +  ОО.
к к< е п  “

3.10. Пусть х = (х 1; . . . ;  хт) е  Докажите, что 
существуют такие целые числа р \ ,  . .  ., р т и натуральное 
число (J, что

\xt - p t / q \  <  ,г (|+,/ш) (¿ =  i, 2, . . ., т),

при этом знаменатель q можно взять сколь угодно боль­
шим.

3.11. Пусть ссп =  min | У 2— т/п\, « e N .  Докажите, что
m e z

а) (2га) ~2 <  а п <(2ге)-1;



б) если строго возрастающая последовательность но­
меров {П]} такова, что а ^ < ;С /г а * ( /е  М), где С — 
фиксированное число, то {п растет по крайней мере как 
геометрическая прогрессия: П}+\!щ ^  1 +  1/8С (таким 
образом, оценка снизу в неравенстве а) груба для боль­
шинства номеров).

В задачах 3.12—3.18 (еЛ — произвольная последова­
тельность из +1 и —1, {пь} — строго возрастающая по­
следовательность натуральных чисел.

3.12. Докажите, что сумма ряда 2  е/<2 иррацио­
нальна, если ___

1ш1 (и.И 1 -  пк) =  + 00

3.13. Пусть П т -"1”2 =  0. Докажите, что
----- п к + 1/_

а) сумма ряда иррациональна;

б) если —  >  <? >  1 ПРИ к  е  то сУмма РяДа 2' 11 ̂  II
иррациональна.

3.14. Пусть  Пш у'пи  =  +  оо. Докажите, что

2 ( —  1 ) ,г иррациональна;

6} если 1 при /с е М , то сумма ряда

2  — иррациональна.
•“  п к

3.15. Пусть а  — алгебраическое число степени пе 
выше п (т. е. а  является корнем алгебраического много­
члена степени п с целыми коэффициентами). Докажите, 
если а  иррационально, то существует такое число са >  О, 
что \а  — р/д \ >  са<гп для всех р<=1  и <? е  К',]

3.16. Пусть Й т у Ч =  +  оо- Докажите, что

а) число 2  — — пе является квадратичной иррацио-
^  пк

нальностыо;
б) если при / с е М ,  то число н»

пк й 
является квадратичной иррациопальностыо.



3.17. Докажите трансцендентность чисел 2 ел2 й! 
(лиувиллевы числа).

3.18. Пусть lim у  щ  >  1. Докажите, что

а) сумма ряда ^  п является трансцендентным 
числом;

б) если ^  Q >  1 при к е  N, то сумма ряда 2  ^  
является трансцендентным числом.

3.19. Пользуясь разложениями е =  . 2  ’7  и =
п>о п

V  ( - 1 ) "=  n| 1 докажите, что:
гг>0
а) число е иррационально;
б) Ае2 +  Ве +  С ¥= 0, если Л, 5 , С — целые числа, не 

равные нулю одновременно.
3.20. Иррациональность числа я.
а) Пусть

я /2

/ и = = ^  i  ( t  —  <2)  c o s i d i  ( «  =  0 , 1 , 2 ,  . . . ) .
—Я/2

Докажите, что /„ =  Р П(я2), где — алгебраический мно­
гочлен степени не выше п с целыми коэффициентами;

б) выведите отсюда, что я 2 (а следовательно, и я ) — 
иррациональное число.

3.21. Иррациональность значепий экспоненты в ра­
циональных точках.

а) Пусть
X

J n M  = h  I  № - * ) п е*М (« =  0 , 1 , 2 , . . . ) .
—X

Докажите, что

Jn(x) =  А л (х)е* +  В п(х ) е~х,

где А п, В п — алгебраические многочлены степени п  с це­
лыми коэффициентами;

б) выведите отсюда, что er ^ Q ,  если r e Q , r ^ O .
3.22. Иррациональность значений тангенса в рацио­

нальных точках.



а) Пусть
X

1п (х) =  ^  |  [х1 — Р)п совЫг (п =  0 ,1 , 2, . . .).
—X

Докажите, что 1п (х) =  Сп(х)со5 х +  (ж) элп а:, где Сп, 
§ п — алгебраические многочлены степени не выше п с 
целыми коэффициентами;

б) выведите отсюда, что если г е  0 , ?'=/= 0.

Г л а в а  II. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ  

§ 1. Вычисление пределов

1
1.1. Пусть хп — —т= . Найдите про­

дел lim  ж„. _ _ ,,
1.'2. Пусть =  V n  n!¡ Найдите supxn, ini хп,

lim Хп, lim. х п.
1.3. Найдите пределы

а) lim  2  2-" cos l / | ;  6) Hm 2
(КЙ«2П

1.4. Вычислите предел последовательности {хп), где

1̂ " и3” тт • /  ̂ ^
^ п  =  — —  И  S in  3/2 • 

т  i4h<n \ п !

1.5. Пусть s e  К и хп=  2  НайД“те пР°Дел 

lim  аг„.
1.6. Пусть £„ =  ^  ( — I •

а) Найдите предел lim -S',,;
б) выясните характер монотонности последовательно­

сти {£„};
в) верно ли, что S n ^  2 при любом я е гУ г71 / ¿ " ~
1.7. Вычислите предел П т  — у  (п + 1)(п + 2 ) . .  . (п + п).
1.8. Пусть последовательность натуральных чисел 

í k n} такова, что k j n  р, кп ^  п. Вычислите предел
lim  — ln Сп ■П



1.9. Найдите пределы

а) lim ^  к
к2 0<ft<2n

б )  l i m  К, У .  У к ( п  —  к );
11 о <Т

к )  l i m  ^
/с

0« 2п  к  ~Ь я

г )  l i m  ^  s i n
п< /г< 2 п

1

1.10. Найдите пределы
а) lim sin (2леп\ ) ; б) lim п sin(2nere!);
в) lim п2 sin(2nere!); r) lim пр sin (л (У 2 +  1)").
1.11. Пусть неубывающая положительная последова­

тельность {х„) имеет конечный предел а. Докажите, что 
сходимость ряда 2  (а  —  х п) равносильна соотношению 
х\ ■ х2 . . .  хп ~  Сап при некотором С >  0.

1.12. Пусть а >  0 и сгп — j/~  а +  ] /  а +  . . .  +  У  а 
(п корней). Докажите, что

а) a-n -> /а =  — (1 +  У 1 +  4а); б) 1а —  х п  ~  а  п  Пр И
(2 а)

некотором Са >  0. Чему равно Сг?

f

g ̂ ---------------------- ------
6 + V  6 + . . . + } /  Ь (п корн ей ).

Q
Докажите, что 2 — хп ~  ^  при некотором О  0.

р  Л  р  ■-

1.14. Пусть р >  1 и хп =  у  1 + } /  1 +  1^1 («
корней). Докажите, что последовательность {£„} сходится 
к положительному корню уравнения х р — х  — 1 = 0 .

1.15. Пусть р >  1 и {сп} — неотрицательная последова-
р г  р / —  ■ ___

тельность. Положим =  | /  +  У с2 +  .. . + у / сп Для п е
е  N. Докажите, что сходимость последовательности {ж„} 
равносильна ограниченности сверху последовательности
14-1 п с*



1.16. Докажите, что

а) 3 =  у Г1 +  2 > А  +  3 | Л  +  4 У 1

б) 3 =  1 / 5 + ^ 6 +  2 j / 7  +  3 ] / 8  +  4 / 9 + . . . ;

в) COS X  =

=  | /  s in2 -J +  c o s | j /  Sin2 J  +  c o s f  /  sin2f + . . .  

при I х  I ^  n/2;

r) 9 =  3^2^4 4 " 3m6m8+  . . .  !где {wn}
последовательность чисел Фибоначчи: щ =  и2 — 1 
и ы„+1 =  ип +  ип- 1 при п >  2;

д) 2ж2 =  j / " 2хТйТх +  i ’i ] / r2хТ1Т2 Т2 У 2 хТ2Т3 +  . . .
при х ^  1;

здесь {Г„} — последовательность значений многочленов 
Чебышева в точке х: То =  1, Т\ — х, Т„+\ =  2хТп — Тп-\.

1.17. Пусть =  А  +  ]Л 2 +  . . .  +  У  п. Докажите,
п ,------------- 1 Г  е

что j „ - ) - a e lR  и — •

1.18. Докажите, что х п 0, если £n+1 — y ^ - v O .

1.19. а) Докажите, что П т  ^  )  > ^ д л я  любой

положительной последовательности {а„}.
б) Для любого числа а >  е укажите такую положи-

, , ( а1 +  ап+1 Y  ч „
тельную последовательность \я„/, что 1 - I —

1.20. Пусть W  такая последовательность веществен­
ных чисел, что an+mjS; ап +  ат. Докажите, что существует
предел lim (a „ /re )e R  и он равен inf ( a j n ) .

1.21. Пусть последовательность вещественных чисел 
{х п} такова, что х п+\ — х п 0. Докажите, что множеством 
ее частичных пределов является промежуток с концами 
lim  х п и lim х п.

1.22. Пусть последовательность вещественных чисел 
{х п} такова, что жп+1 +  х п -*■ 0. Докажите, что множество
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ее частичных пределов либо бесконечно, либо содержит 
не более двух точек.

1.23. Пусть последовательность вещественных чисел
{х„} такова, что х„ — хп-2  -► 0. Докажите, что — х п —>■ 0.

1.24. а) Приведите пример такой ограниченной расхо­
дящейся последовательности {х п}, что х п+\ — х п -*■ 0.

б) Существует ли такая ограниченная последователь­
ность {хп}, что х п+\ — х п 0, но последовательность 
'" • • • —Н я  1п не имеет предела?

1.25. Пусть {хп) — такая последовательность вещ е­
ственных чисел, что при любом С >  1 существует предел 
lirn £rcni- Докажите, что последовательность {х„} име-7l-»-foo J

ет предел.

§ 2. Усреднение последовательностей

2.1. Пусть {£„}— последовательность вещественных 
чисел. Докажите, что ^  (хх +  . . . +  хп) -*■ L, если х п -+■ L. 
Обратное утверждение справедливо лишь при условии

2  & {%k %h—l) =  О (и).
1 < k < n

2.2. Пусть an >  0 и An =  2  ß&-> +  oo. Для произ-
1 < к < п

вольной последовательности {х п} вещественных чисел по­
ложим

•“ 1 'V 4
Хп =  Т  2d  аъх ъ-

71 l < h < n

Докажите, что

Hm хп Km х п lim  х п sS lim х п.

В частности, х п а, если х п -*■ а (при ап =  1 отсюда сле­
дует первое утверждение задачи 2.1).

2.3. Пусть А  бесконечное подмножество множества N ,
А  — {^5 п2; . .  .}, рп =  card {тп (= А \ m ^  п).

Если существует предел 0 (А) =  lim  — рп, то он назы ва­
ется плотностью множества А  (или плотностью последо­
вательности {гаА}). Докажите, что



а) 0 (Л) =  Нт.(к/пк);
б) для любого числа а  е  [0; 1 ] существует такое мно­

жество А  с  N 5 что 0 (.Л) =  а.
2.4. Пусть {х п) — последовательность вещественных

чисел. Докажите, что
а) если 1п- ) - в е 1К, то — 2  I ^/г—« | ->-0 ;

б) если при некотором а е К  справедливо соотноше­
ние — I х к — а I ->-0, то существует такая последова-Л ’ 1К  ft-Cn
тельность U J  плотности 1 (см. задачу 2.3), что хПк-+а\

в) если последовательность { x j  ограничена и для не­
которой последовательности {пк} плотности 1 хПк-+ а,

то — 2  kfc — fl l< h< n
2.5. Пусть 0 <  ап <  1 при гее  N.
а) Покажите на примерах, что существование одного 

из пределов lim -̂ - (% +  • • • +  а п) и lim— ( a i  +  . • • + n̂)
не связано с существованием другого;

б) пусть

п п

Докажите, что я2 ^  Ъ =̂= в и что b может принимать лю­
бые значения между а2 и а.

2.6. Пусть у п- 1 <  У« и lim уп =  +  °°. Если последова­
тельность вещественных чисел { x j  такова, что существу­

ет предел lim —----- — - =  I е  ^  то — (теорема Штоль-
Уп — 1

ца — дискретный аналог правила Лопиталя). Сформули­
руйте и докажите подобное утверждение для неопреде-

0.ценностей типа -Q-.

2.7. Докажите, что

(а >  — 1); 

(а <  — 1 );

2  i ~ '  ln  re;
К  к<П

V  7.а «а+1
2 d  к  ~ а  +  1

2 * в ~
na+1  
а  +  1

h ^ n



г) У  !иЬ ^ ^ И - п 1-*  (а <  1);
1 / ^  ш  1 — а  '

к к < п  л

Д ) У ^ ~  (“ > ! ) •^  /..а а  — 1 4л
2.8. Докажите, что

а) 2  каН~ п ап (а >  0),
1<й«п

б) У, к ак ~  (а <  0);
/г^п

в) 2  а ^ '!  ~  аПдг- (а >
1СкСи

Г) 2  ( к \ у а/к ~  га1 а (а < 1 );
к к »

д) 2 ( ^ ~ 5̂ Т в1_в ( а > 1 ) -
((>?1

Результаты задач 2.9, 2.10 играют большую роль в ма­
тематическом анализе. Они будут использоваться при ре­
шении многих последующих задач.

2.9. Докажите, что

2  1  =  1п я +  V +  0(1).
1  < п

Число ^ =  0,5772 . . .  называется постоянной Эйлера.
2.10. Докажите, что

1п (п1) =  2  1п к =  [п +  т )  1п п— п +  С +  о(1).

С помощью формулы Валлиса покажите, что С =  _  1п(2я), 

откуда следует формула Стирлинга: 
п\ ~  У 2лп  (и/е)” .

2.11. Докажите, что для всех п е= N выполняются не­
равенства

У2^г(ге/е) ”е1/(12"+1) <  п\ <  П ж { п ! е ) пеиа2п\

В частности,

п\ =  У Ъ т  (п/е)п ^1 + ^  + О



'2.12. Докажите, что при п +  °°

э) 2  кР =  j z r z  п1+р +  ар +  о (1), если р е ( — 1; 0];
l< h < n

б) 2  кр =  j-j—  га1+р +  у  7ip +  ßp + о  (1), если

/> е (0 ;1 ];

в) 2  =  Г + р ” 1+P 4  п%> ^  Т2 П%> 1 +  Vp +  °(1)>
X«fc«n i

если p g ( 0;2].
2.13. Докажите, что при и ->- +  »

а) 2  Т  =  Т Т 1Г  +  ^  +  если —X<ft«íi ~  ^

2  п й а  =  1п (1п п) + с ' + ° (i);
l< h -4 n

в) 2  =  elnra +  С" + о (1 ) .
1 У к \

2.14. Докажите, что

а) 2  =  J  (п2 + п +  -g-) In га — ~  га2 + ^ + 0 (1 ) ;
Kh- s ín  \  /

б )  2  b l / d  =  i ( r a 2 +  2 r a + i ) l n r a - f  Т ^ Ч -
Х-йй-йи \  /

+  In 2л — l j  п +  С2 +  о (1). 

§ 3. Рекуррентные последовательности

3.1. Пусть хо =  а, х, =  Ь, г„+2 =  ~(х„ + 2хп+1) (íjgN ),
Докажите, что существует предел lim х„, и найдите его.

3.2. Пусть хо =  а, x¡ =  6. Найдите предел lima;n в сле­
дующих случаях:

а) Д’п =  1̂ — j  л'«—! +  х п- 2  (га =  2; 3; . . . ) ;

G) ^n+x =  — 2^)а*п +  ^ гп-х ( я е М ) .

3.3. Пусть d zn+x =  (2 +  ) хп — 1.



а) Для каких значений х\ последовательность {х п} 
расходится? Какова асимптотика {ж„}?

б) Для каких х\ последовательность { x j  сходится? 
Чему равен lim хп1

3.4. Пусть 6 е К , я п- > - я е К  и х п+\ =  ап +  Ъхп. Д о к а­
жите, что

а) хп YZTS' если IЬI .

б) если |Ь |> 1  и *! +  2 ^  =  0;

в) хп ~  5Ь"-1, если \Ь\ >  1 и<5 =  а;1 +  2 ^ =̂ ® -
3.5. Пусть последовательность {х„) и число ÿ e l R  

таковы, что ж„+1 ^  рхп +  (1 — р )х п_\ для любого п —
=  2, 3, . . .  Докажите, что если р >  О, то существует пре­
дел lim хп œ  (R, а при р 0 это утверждение неверно для 
некоторых последовательностей.

3.6. Пусть положительная последовательность {х„} и 
число 0? таковы, что хп+1 ^  x„Xn-i при п — 2, 3, . . .  
Докажите, что если ^ е ( 0 ;  2), то последовательность {х п} 
сходится, а для р ^ { 0; 2) это утверждение неверно для 
некоторых последовательностей.

3.7. Пусть последовательность неотрицательных чисел 
{хп} такова, что хп +  л-„_2)/?г2 для п =  3, 4, . . .  
Докажите, что х„ — О (1/га!).

3.8. Пусть к œ  N, 0 <  ß <  а//е, {;rj — неотрицатель­
ная последовательность. Докажите, что

а) если хп =  О  ̂ n~~1 то хп= 0  ((In п)~®п)

б) если хп =  О [ па ’ то хп =  О (?г~рп);

V р. / гп -1 +  • •• "Ь 7̂1— —ßrt2/ 2̂в) если хп -=0  I --------- — ----------I, то Хп  — 0 \е  н J;

\  П  ( Хп—1 "Ь • • • "Ь x n —h \  („“ ß™2/ 2̂г) если хп =  О ^ -------- j ,  то J.

3.9. Пусть f  +  оо, п{^ 1 -----^  —*-0 ^  0

и {хп} — такая неотрицательная последовательность, что 

Х п  =  О  ( х п — 1 +  . . . +  Xn—h) -̂

Докажите, что хп — О (Лй^п), если 0 <  $к <  1 /(1  +  0).
3 Б . М. М акаров и др. - 33



ЗЛО. Пусть А е = Ч  Лп> + ^ ,  А г >  1 и {х } -  та­
кая^ неотрицательная последовательность, что"
^  Ап (Хп~1 +  • • • +  х п—и) при п >  к. Докажите, что

д а  V
1< } < п  Л - — 1

В частности, * . =  0 ( ( 1 + е)» (4 , . .  для любо.
го е >  0; если же ряд 2  ¥ 7 ^  сходится, докажите, чтох п =  

=  0 ( ( А 1. . . А п) - У ‘). У А "
■ 3 . 1 1 .  Пусть к т  Ч О О . Ы -  неотрицательная по­
следовательность. Докажите, что

а) если ~ 1 +  ' ' '  +  __ 0  [ /1 +  г\ к " )
^  (1п и)“ ’ " ~  ° Л \  Ь Т /  /

д ля  любого е > 0 ;

б) если тп +  • • • +
п а  , ли о.п  —

= ° ( ( г е ! )  е х р [ ^ ^ ^ - “) ^ при 0 <  а  <  /с, *„ =  

= 0 (1 /( и _ 1 ) ! )  при а = = к, хп =  0  ((гс!)_а/й) при а > к ;

в) если — т0 ^  =  0  (е- | п(п+1>)
/>

а

Г л а в а  III. ФУНКЦИИ  

§ 1. Непрерывность и разрывы функций

1.1. Опишите множества функций /: о б е ­
дающих  одним из следующих свойств (е, б, хх, х2 е  О?):

а) Уе Я б > 0 ( | Ж1- а:2| < 6 = ^  1/ (х>)~ / (х2) I <  е )-



г) Vs > 0  v e > 0  ( I n  _ ^ 2| < ¡5  * . I/ ( * , ) ' - / f e ) ' |  <  e v. 
Д V e > 0  Я 6 > 0 ( и , _ * 2| < 6 ^  ! / ( * , ) - / ( * / )  J > e y  
e ve  >  0 36 >  0 (U, -  * , | <  e „  ¡ / ¿ / _  / < у  W ;

1 2  V ‘  >  0  Л® >  0  ^  <  6  *  / ( ! , )  - / ( U )  <  B ) .

‘ ■ *УСТЬ функция /  оп р ед ел ен а  на [R. Д окаж ите
эквивалентность следующих свойств функции /

а) ф ункция /  непрерывна н а  В?;
б) м нож ество /~* (G) =  ( х  е= П? I / /тЛ =  г 1)

лю бого открытого м нож ества ° ТКрЫТ°  ДЛЯ
в) м нож ество /  1 (Л  =  ( х  е  (I? I f (т\ <=

ДЛЯ лю бого замкнутого м н ож еств а  £  с  R } аам к п УТ0
г) для любого откпнти

/ - 1 ( ( -  °°; С)) и /-1  ( (в; +  00) ) ; 0ТКрыты м н о ж ес т в а
д) Д Л Я  любого С е К  Замкнлгтт-т

/" ’ ( ( -  С] ) и / - 1 ( [с; +  о с ) ) 3£Ш К Н УТЫ м н о ж ес т в а

ж е с т к о ? -° > 7 ы Г Н0 ЛИ’УСЛ0ВИ® <<для лю б°го с е К  м н о -
1 Я TTnia замкнУТ0» д л я  непреры вности ф у н к ц и и  Р

множе'свТ Т Л  410 ЛЮб,,Я .м нож естве Л с  ¡К, имеет н е  бол ее чем счетное и „ п ж ,"
ство точек разрыва первого р ода . м п о ж е -

ся в '[0 - l r ^ n ’A V n ™ 0 м нож ества- с о д е р ж а щ и е -

резка То“ 0!]0“ 1*“ “ И НеПрерывна в остальных Точках о т -

^ усть ф п ( / ) )  — м нож ество точек в к о т о -
ответственно6 сппаваТ R Ф ункщ ш  f  Разрывна сл ева ( с о -

« е с Г “  S t Ä ' 1; » "  Г ж е " Улее чем счетно? мууюи такж е н е  Оо-

1.6. П усть /о — функция Д и р и хл е:

/ „ < * ) - { '  n p “
Ю п ри  ,z e = [ R \Q .

а) Д окаж ите, что /„ (*) =  l im  lim  cosin(2n im !) п р и  л ю ­
бом X e s  [R. т-»оо п^оо

Р ы ^ Г Т ?  ЛИ последовательность н е п р е ­рывных на R ф уНКЦИИ {/„>, что / 0 (*) =  l im  /п (х ) реи
любом х  е  К? п ’̂“°
3*



1.7. Докажите, что множество точек разрыва произ­
вольной функции, определенной на промежутке Д с К ,  
есть множество типа Е а, т. е. объединение последователь­
ности замкнутых множеств. Верно ли это, если функ­
ция определена на произвольном метрическом про­
странстве?

1.8. Определите на К функцию с заданным множе­
ством точек разрыва Е,  если:

а) Е — замкнутое множество;
б) Е  =  0 Е п, где Е п — замкнутое множество для лю-

п = 1

бого в е  N.
1.9. Определите на интервале (0; 1) такую функцию, 

что любой непустой интервал Д с ;(0; 1) содержит кон­
тинуум ее точек непрерывности и точек разрыва.

1.10. Докажите, что функция /, определенная на про­
межутке <а; ЬУ, непрерывна тогда и только тогда, когда

а) функция /  обладает свойством Коши (т. е. образ 
каждого промежутка <р ; <= <а; ЬУ является промежут­
ком) и го

б) множество / “ '({£/)) замкнуто для любого г/<= 1К.
1.11. Докажите, что определенная на отрезке [а; Ь] 

функция непрерывна тогда и только тогда, когда ее гра­
фик связен и замкнут.

1.12. Пусть Е  си 0?, функция /  определена на Е и
имеет в каждой неизолированной точке множества Е  ло­
кальный экстремум. Докажите, что тогда множество /(£ )  
не более чем счетно. Верно ли это, если Е  сепарабель­
ное метрическое пространство? произвольное метрическое 
пространство?

1.13. Опишите все непрерывные на отрезке [а; о] 
функции, имеющие в каждой точке интервала (а; Ъ) ло­
кальный экстремум.

1.14. Пусть фушщня /  определена и взаимно одно­
значна на промежутке (а; Ъ) и непрерывна в точке 
с е=(а; Ъ).

а) Обязательно ли функция / _1 непрерывна в точке 
/(с )?  Всегда ли /_1 имеет односторонние пределы в точке 
/(с )?

б) Будет ли функция /" ' непрерывна в точке /(с) при 
условии, что /  строго монотонна?

1.15. Пусть /  е С (< а ;  Ь>). Докажите, что функция / 
взаимно однозначна тогда и только тогда, когда она стро­
го монотонна.



1.Í6. Пусть положительная функция /  определена й
Дифференцируема на промежутке [а; +«>). Д окаж ите 
что если m f / '  (я)//(ж )>  0, то д окаж и те ,

х^а
g! ° Í 1 *  6) * ) ) пРи ж -> +оо для любого б >  0;

~  /  М  при Z - >  +  ОС для любого 8  >  О
1.17. Докажите, что если / е С ( [ 0 ;  +  °°)) и для лго_

юго х ^ - 0  существует предел J im /(гаг), то существует

предел /  (х). Докажите этоГесли предел Jim j  (пх)

существует лишь для точек * из некоторого непустого 
замкнутого множества без изолированных точек

Р»»‘;!уЮ0ус Г „ Г м :е " [0; -
а) /  {пх) — () для любого х  е  Г()- +  ооЬ

Ti—> оо I w ? 1 /  J

б) /  ограничена на любом конечном промежутке и 
имеет разрывы только первого рода;

в) множество частичных пределов функции f на бес 
конечности заполняет D? (ср. с задачей 1.17)

ШУЮ условиям: ЛИТ6 ^  ^  +  °°) фу1ШЦИ10’ УДовлетворяю-

^  ЧХ̂  =  ® для любого х е [ 0 ;  +  °°);

ттр С7 °  зпачений /  на любом непустом ннтерва-
i т 1\ +00) зап“ т К  (ср. с задачей ц " )  Р 

_  /ГТ  Д °кажите- что если / е С ( [ 0; + « ,)) и f ( x + h ) ~  
_  при ж +  °° для любого /г е  [R, то /(ж +  /г) —

ПРИ ^ 00 на любом конечном промежутке
ш  [ о Т » Г М0' Ч”  1 ■» “p e p S a

r m i i t : '  /Л,™ Г * >  ° ’ / е С <1°' ‘ П.  Будем говорить, чтографик /  имеет горизонтальную хорду длиной б если
найдется такая точка j  & [¡I; 1 - 6 ] ,  что / S - í ( i +  6

найдетсд6' ггтич60™  ™ Д™ любого r c e Nнайдется горизонтальная хорда длиной 1/и. Покя-

невер’но.ТО ДЛЯ Х°РЛ ДРУГ°Й длипы это’ ]зообЩе говоря,

- 2 / Й  +  Я ? [аТГ пТ° 6С™  и /(*  +  /* )_
то X~ h2 ~ * °  ПРИ ¿ ^ + ° °  для любого a r e R ,то /  линеиная функция.

1.23. Будем говорить, что функция /: 0?-> 
рывна по Чезаро, если из условия н еп р е-



Следует, что
— (/ (^х) +  . . .  +  / (*п)) /  (Хо)'

Опишите все функции, непрерывные по Чезаро.
1.24. Пусть / И  =  I I  (1 +  я4 ) ПРИ 0 < * < 1 .  Дока-

/¡^о

а) существуют такие С1 >  0, С2 >  0, что С\ <=*
У1 -  х{(х)  <  С2 для всех х  ^  [0; 1);
б) функция V I - * / ( * )  не монотонна на промежут­

ке [0; 1); _____
в) функция У 1- * / ( * )  не имеет предела при х -*

- > 1 - 0 .
1.25. Существует ли непрерывная на промежутке 

[0; 1] функция, у которой все множества постоянства
счетны (равномощны

1 26 Пусть функция / определена и раздельно непре­
рывна на квадрате () =  [0; 1] X [0; 11 Докажите, что най­
дется такая последовательность {/«> функции, непрерыв­
ных на (?, что / .(* ;  ? ) - * / (* ;  У) при любых я, У ^  10; 1] 
/ т е. /  — функция первого класса Бэра на (¿).

1 27 Пусть функция /  определена и раздельно непре­
рывна на К2. Докажите, что если /  обращается в нуль 
на всюду плотном в О?2 множестве (т. е^ множестве, за- 
мы кание которого совпадает с К )> то /  я  0.

§ 2. Полунепрерывные функции

Пусть А с: К — произвольный промежуток. Функ­
ция /, определенная на А и принимающая, может быть, 
значение — ( + ° ° ) ,  называется полунепрерывной снизу 
(сверху),  если

/ ( в ) < М / ( * )  ( / ( а ) > Н ^ / О г)')
я-»а \  *

для любой точки » е Д .
2.1. Пусть функция / определена на 1к- Докажите, что 

следующие свойства функции / эквивалентны (сравните
с задачей 1.2):

а) функция / полунепрерывна снизу;
б) множество /“ ‘ ((с; + “ )) открыто для любого

с е= 0?; .
в) множество с]) замкнуто для любого

с е  К;



г) если х п -* а, то / (а) <  sup /  (хп);
\ г- » n S N

д) для любой точки а е  R и любого числа е >  0 най­
дется такая окрестность V  точки а, что f ( x ) > f ( a ) — р 
при х<= V . v '  '

2.2. Докажите, что
а) характеристическая функция множества Е  cz О? 

полунепрерывна снизу тогда и только тогда, когда мно­
жество Е  открыто;

б) функция /. К —у [R, определяемая равенством
( 0, если х  — иррациональное число, 

f (x)  =  1/п, если х - min , где п  е= N, т  е  Z  и т/п —
[ несократимая дробь,

полунепрерывна сверху.
2.3. Докажите что если функция полунепрерывна 

снизу на отрезке [а; Ъ] и принимает лишь конечные зна­
чения, то она достигает наименьшего значения на [а • Ы 
(и, следовательно, ограничена снизу). Верно ли, что она 
ограничена сверху?

2.4. Пусть g — произвольная функция, определенная 
на промежутке А с  0?, /  (х) =  Игп g (у ), (* е  Д). Докажи­

те, что функция /  полунепрерывна снизу.
.5. Пусть ifJaeiA — семейство полунепрерывных сни­

зу функции, определенных на промежутке A cz [R, и 
пусть /  (х) =  sup fa ( x ) <  +  оо для любого х  е= Д. Докажи­

те, что функция /  полунепрерывна снизу. Верно ли это 
для функции h — jn f  /а? Будет ли функция h полунепре­

рывна снизу, если семейство ( f J aBA конечно? счетно?
¿.Ь. Докажите, что функция /: [а; Ь] -*■ К полунепре­

рывна снизу, если и только если
/  =  sup (gig е  С( [я; Ъ]), g < f l .

§ 3. Непрерывные и дифференцируемые функции

3.1. Пусть

M i (х) =  Дhf  (x) =  f ( x  + h ) - f  (X), A%+1f  (Х) =  &h (д™/ (ж)).

Докажите, что функция / е С ( К )  является полиномом
лТ™+1е,НЛ  П°; ВЬПТ1е т тогда и только тогда, когда

J\x) — 0 при любых г , 4 е  R.



3.2. Пусть / е С ' ( [  0; +  °°)). Докажите, что f  (х) +
+  -у £ , е  [R при ж -*■ +  °° тогда и только тогда, когда 
f(x) -*■ L  и / '  равномерно непрерывна на [0; +«>).

Х-* + оо
3.3. Пусть функция / дифференцируема на отрезке 

[а; Ъ]. Докажите, что если f  ( a ) f  (b) <  0, то существует 
такая точка с е  (а; Ъ) , что / ' (с) =  0.

3.4. Пусть функция / диффренцируема на [а; Ь]. До­
кажите, что если множество

( / , ) - 1( ж ) =  {у е [ а ;  Ь] I / ' (»)  =  *>

замкнуто при любом то / ^  С1 ( [я; &]).
3.5. Пусть функция / определена на промежутке 

[а; Ь]. Докажите, что f ^ C l ([a\ &]) тогда и только тог­
да, когда отношение -j- (/ (х +  h) — / (z)) стремится при
h -+■ 0 к конечному пределу равномерно на [а; Ъ].

3.6. Пусть / е С ( ( а ;  Ь)) и для любого х ^ ( а ;  Ь) су­
ществует конечный предел

lira ~  (/ (х  +  h) - f ( x  —  h)) =  g (x). 
ft-» о

а) Докажите, что если g >  0 на (а; Ь), то функция / 
возрастает, а если g ^  0, то функция / постоянна.

б) Докажите, что если g e f ( ( a ;  Ъ) ), то /  s  С1 ( (а; Ь)).
3.7. Пусть функции /, g определены на интервале 

(а; Ь) и удовлетворяют условию: для любой точки х 
e (a; Ь) существует такое положительное число б* >  0, 
что f ( x  +  h)  -  f ( x  -  h ) = 2 h g { x )  при 0  <  h  <  б*. Докажи­
те, что если функция /  дифференцируема, то она явля­
ется многочленом не выше второй степени. Верно ли это, 
если функция /  непрерывна? Если обе функции /, g не­
прерывны на (а; Ъ)1

3.8. Пусть F  cz R — замкнутое множество без внутрен­
них точек. Докажите, что существует такая строго возра­
стающая функция /  ^  С1 (R), что f  (х ) =  0 тогда и толь­
ко тогда, когда х  е  F.

3.9. Пусть / е С ( [ 0 ;  1]). Эквивалентны ли утвер­
ждения:

а) функция /  постоянна на [0; 1];
f (сс j ^

б) У ж е (0 ;1 )3 { ^ „ } : хп^ х ,  хп > х ,  J  i n ------ ^ 0;

f i x  \ _jf (ж)
в) У ж е (0 ;  1)Э{^п}: хп- у х , хп ф х , -----” ------ >-0.



Пусть функция /  определена на промежутке <а; Ь)  с : 

с  К. Вариацией Var (j) функции /  на (.а ; b) называетсяа
наименьшая верхняя граница всевозможных сумм

- / ( * * ) ! ’ где Хк < х к+и х к ев<а; Ь>, к =
==1, . . п. Функция / называется функцией ограничен-

ь
noil вариац и и  на (а \ ЬУ, если Var <с̂  -j- оо. Символом

а
V ( ( a ; Ь>) будем  обозначать м нож ество в сех  ф ункций, 
имеющих ограниченную вариацию на <а; Ь>.

3.10. Пусть / s 7 ( [ a; Ъ] ) , g (х) =  Var (/) (* е ( в; &]),

g(a) =  0. Докажите, что если функция /  непрерывна в 
точке с е= [а; &], т о й  функция g непрерывна в этой точке.

3.11. Пусть / ^ С !([а; Ь]). Докажите, что Var (/) =  
й °

=  j  | / '  (* ) I ¿ г .
a

3.12. Пусть I <  a < 2 ,  f (x)  =  x2 cos (x~a) п р и 0 < ® « £ 1 , 
/(0) =  0. Докажите, что f ^ V ( [ 0; 1 ]), /  дифференцируе-

X

ма на [0; 1 ],н о  функция ^(ж) =  V a r(/) не дифференци-
а

руема в нуле. Существует ли g '(0 ) при а  =  1?
3.13. Пусть а, ß >  0, f (x)  =  xa cos(x~ß) при 0 <  х  *£ 1, 

/(0) =  0. Докажите, что
а) /  е  V{ [0; 1 ]), если и только если а  >  §;
б) /  s  Lipi ([0; 1], если и только если а  ^  ß +  1 •
ВА Л -Л̂  a < ß +  1- то / е  LipT( [0; 1 ]) , где Т =  

ж  а /  ( р +  1 ) .

3.14. Пусть 0 <  ч <  1. Постройте функцию 
e L i p T([0; 1 ]), не имеющую ограниченной вариации ни 
на каком невырожденном промежутке А с  [0; 1].

3.15. Укажите такие функции f, g ^ C (  ГО; 11) что
а) /  е  у  ([0; 1]) и / ^  Lip. ([0; 1]) при любом а  >  0;
б) g & V{ [0; 1]) и g s  Lipa ( [0; 1]) при любом a d .  
3.1b. Пусть функция /: К -> [R непрерывна и 2я-не-

риодична,
я

(pW=i Iw rV i



Докажите, что <p е  Lipi/a, точнее, что
| ф (м) — ф (v) К  8 1 и — v |1/2 max | /  (х) \.

Пусть при i e [ 0 ;  1]

/  ( х )  =  su p  ( 2  !£  2 - т г <  е* = 0 или 11- 
U>i2ft J

График функции /  изображен на рис. 2. Функцию /  на­
зывают канторовой функцией (а ее график — «канторо- 
вой лестницей»).

3.17. Докажите, что

а) если ж =  ^  2 Тй> где =  О или 1, то /(ж)

б )  / ^ С ( [ 0 ;  1 ] ) ;
в) на средней трети каждого промежутка Дег ..еп» 

определенного при построении канторова множества (см.
§ 1.1), функция /  постоян­
на и принимает значение

- 3 - т  2n+1  l<h^n 2
3.18. Найдите длину гра­

фика канторовой функции.
3.19. При каких а  >  О 

канторова функция входит в 
класс Lipa ( [0; 1])?

3.20. Пусть К  — обобщен­
ное канторово множество,
Де е„ — сегменты га-го ран- 1 п
га, участвующие в определе­
нии множества К  i(cm . опре­
деление обобщенного кан­

торова множества в задаче 1.1.31). Пусть, далее, а== 
=  inf К, b =  supK,  6ei.,.en — интервалы, удаляемые из
сегментов при построении сегментов (п +  1) -го
ранга. Определим на [а; Ъ\ функцию ф следующим об­
разом:

Ф (а) =  0, ф (ж) =  1/2, если х <= [а; Ъ] \ ( Д 0 U Дх);

0 1/9 2/9 Ь 2 / 3 1 / 9  8/9 1 

Рис. 2

< p ( * ) =  2  -5 г + ^ г н - ’ если
\ < k < n

ф(ж) = - - s w p { y ( t ) \ a < t < x 7 t ( £ K } ,  если х ^ К ,  а < х .



Функцию ф будем называть канторовой функцией, соот­
ветствующей множеству К.

а) Докажите, что функция ф возрастает и непрерыв­
на на [а; 6].

б) Докажите, что для любой точки хо <= К  и любого 
числа h >  О справедливо неравенство

Ф (хо +  h) — ф (хо — К) >  О

(функция ф возрастает в любой точке множества К).
3.21. Пусть F  cz (R замкнутое множество без изоли­

рованных точек. Докажите, что существует такая функ­
ция / е С ( К ) ,  что

а ) f ' ( x ) = 0  при любом а : е [ К \ ^ ;
б) f (x  + h ) - f ( x - h ) >  0 при любом x ^ F  и лю­

бом h >  0.

Говорят, что функция /, определенная на промежут­
ке А, содержащем точку с, принадлежит классу Lip (а; с) 
(а  >  0), если существуют такие положительные числа L  
и б, что \f(x) — f (c) \  —cl“ для любой точки х  из
пересечения А П (с — б; с +  б).

3.22. Пусть а  >  0, /е=С ’ (A), N0 =  ix  е  А !/' (х) =  0) — 
множество критических точек функции /. Докажите, что

а) если /  e L ip ( a ;  с) для любой точки с е Д ,  то

No =  ix  е  Д L ip(1 +  сс; ж)};

б) если функция /  дважды дифференцируема на А, то
N0 =  { x ^  A |/e L ip ( 2 ;  х)}.

§ 4. Непрерывные отображения

4.1. Пусть Р (z) =  ап + alZ +  . . .  +  amzm (z <= С). До­
кажите, что образ P ( F )  любого замкнутого множества 
.г с  (L, снова есть замкнутое множество. Верно ли это 
для произвольного многочлена от двух переменных?

4.2. Пусть
Го =  {2 ^  С 11 z | =  1, z Ф  — 1}; ф (г) =  Im z/( 1 +  Re z).

Докажите, что ф есть взаимно однозначное отображение 
Го на К. Найдите ф-1 .

4.3. Существует ли разбиение отрезка [0; 1] на два 
непересекающихся множества А  и В, каждое из которых



можно отобразить па другое взаимно однозначно и вза-у 
имно непрерывно (гомеоморфно) ?

4.4. Определим на отрезке [0; 1] функции ф и ф сле­
дующим образом. Пусть ¿ е [ 0 ;1 |,£  =  2 3  «й, где 
а А =  0, 1, 2. Тогда ф (£) =  2  3 ~ % , где 1̂ =  схх; 2̂ =  а2, 
если а 2 — четное число, (5г =  2 — осз, если а2 — нечетное 
число; р„ =  а 2п-1, если а 2 +  «4 + . . .  +  а 2п- 2 — четное чис­
ло, и =  2 — а2п~и если а 2 + а* +  . • • +  а2п-2  — нечетное 
число (га >  2). Аналогично гр (¿) =  2  3 у и, где 'У 1 =  С62, 
если «1 — четное число, и 41 =  2 — а 2, если «1 — нечет­
ное число; *(п =  <%2п, если а\ +  аз +  . . .  +  сс2п-1 четное 
число, и =  2 — а2п, если о&1 +  аз +  . . .  +  а2п-1  нечет­
ное число (га ^  1 ).

а) Докажите, что функции ф и |  корректно опреде­
лены и непрерывны.

б) Пусть /: [0 ;1 ]-> К 2— отображение с координат­
ными функциями ф и ф (/(0  =  (ф(*); 'ИО ) пРп
е  [0; 1 ]). Докажите, что /  отображает отрезок [0; 1] на 
квадрат [0; 1] X [0; 1]. Схематически отображение /  опи­
сано на рис. 3. Каждый из отрезков А*, к =  1, 2, . . . ,  9,

_
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Рис. 3

отображается па квадрат с тем же номером (рис. 3, а). 
Н а рисунке 3, б показан обход единичного квадрата при 
разбиении отрезка на 92 частей.

в) Докажите, что система уравнений

(ф (*) =  £.
и  (*) =  л

имеет не более четырех решений при любых г) е  [0; 1 ].



г
Укажите £, т), для которых эта система имеет четыре 
решения.

г) Докажите, что множества постоянства функций 
ф и ф (т. е. множества ф_1({с}) и ^-'({с}), с е К )  не 
имеют изолированных точек.

д) Докажите, что <р, -ф <= 1Лр1/2( [0; 11), по 
Ф, ф 1лра ([0; 1]), если а  > 1 /2 .

4.5. Непрерывное отображение отрезка на квадрат 
называется кривой Пеано. Пусть и ш V — координатные 
функции произвольной кривой Пеано, заданной на от­
резке [0; 1]. Докажите, что если и, 1г е Ы р а ([ 0 ; 1 ] ) , то 
а  ==; 1/2. (Таким образом, гладкость координатных ф унк­
ций кривой Пеано, построенной в предыдущей задаче,— 
наилучшая из возможных.)

4.6. Докажите, что любые два обобщенных канторо- 
вых множества гомеоморфны, т. е. между ними можно 
установить взаимно однозначное и взаимно непрерывное 
соответствие.

§ 5. Функциональные уравнения !

5.1. Опишите все функции /е С (Х ) ',  удовлетворяю­
щие уравнению /(2ж) =  /(,г) при любом х*=Х, в следу­
ющих случаях:

а) Х =  К; б) Х =  (0; +  °°)'.
5.2. Пусть функция /: К 0? удовлетворяет урав­

нению
/ (х  -г У) =  /  (х) +  /  (у) (х , у е  К).

Докажите, что:
а) /(гж) =  г / й ( г е О ,  ж е  К);
б) если функция /  ограничена сверху на некотором 

непустом интервале, то она линейна, т. е. /  (%) =  
=  м ( х е  К), где а =  / (  1);

в) если функция /  разрывна хотя бы в одной точке, 
то ее график есть плотное в К2 множество.

5.3. Опишите все монотонные функции /: (0; +  оо)->  
-►К, удовлетворяющие уравнению ¡(ху)  =  /(ж) +  f ( y )  
(х, у >  0).

5.4. Опишите все функции / ё С (0?), удовлетворя­
ющие уравнению

! (ху)  =  х?(у) + у?(х)
при любых



5.5. Найдите все функции /: [R—>[R» удовлетворяю 
щ ие системе уравнений

f (x  + y l ~ H * ) + f { y ) ,  f { x v l ~ f W H v )
при  х, у е  К.

5 6 Пусть n e N ,  г г > 1 . Опишите все такие функ­
ции /: R-+R, что f ( x  +  y n) = f { x )  + ( f {y ) )n при любых
х,  у  е  0?. Л

5.7. Пусть функция / е С ( ! R) при некотором о > 0
удовлетворяет условию

! / ( * )  +  / ( ! / ) - / ( *  + 1/)! < с т

при любых г, г/ е  [R. Докажите, что /  представима в ви­
де суммы линейной функции и функции, не превосходя­
щ ей о по абсолютной величине.

5.8. Пусть функция /  е= С (К) удовлетворяет условию

/ ( x )  +  / ( y )  =  / ( V ^  +  y 2)

при любых ж, г/ e R .  Докажите, что f (x)  =  ax'2 при лю­
бом г е К ,  где а =  / ( 1) .

5.9. Пусть функция /е=С(И?) удовлетворяет усло­
виям  /ч*0 , /(х )/(у )  =  /(Уж2 + у2) при любых ®,ye=[R. 
Докажите, что /("с) =  баж при любом ж е И? (я фикси­
рованное число).

5.10. Пусть а > Ъ >  0. Опишите все такие фупкции 
/ е С ( ( 0 ;  +°°)), что разпость f (ax) — f (bx ) не зависит
от же=(0; +°°).

5.11. а) Опишите все функции <peG((ü; 1J), удов­
летворяющие условию ф (х2)=° 2ср (х) при 0 < ж <  ^

б) Опишите все неубывающие функции /  е  с  ( (U; 1)), 
удовлетворяющие условию /(ж2) =  (/(ж ))г при 0 < х < 1 .

5.12. Найдите такую непрерывную строго возрастаю­
щую функцию /: R — что f ( x7) ==‘( f i x )) при лю­
бом х  е  R. _

5.13. Пусть ß  =  { z e € | l 4 < 1}- Найдите все не­
прерывные взаимно однозначные отображения / круга 
на себя, удовлетворяющие условию / ( z )  =  (/(z )) для 
всех z е  д .

5.14. Докажите, что существует единственная моно­
тонная функция /: [0; 1]—>- R, удовлетворяющая уело 
В И Я М  , . , . . . V л

/(* ) — 2/(*/3) И / ( * ) + / ( 1 - * ) “ 1 

при любом х 6  [0 ; 1] s 
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5.15. Найдите все функции /е = С 2(К2), удовлетво­
ряющие условиям '  У Д 0
и /(*; у)=аИ.у\ х)

/ (х ; у) +  /  (у; г) +  /  (г; х) =  3 / ( * +  у, +  г ; х + У +  * \ 
при любых ос, г/, г е ] ? .  3 3 /

5.16. Для каких непрерывных функций Л

* к г - ^  ™  д а

ф. называется гомоморфизмом, если оно сохоа-
пяет групповую операцию, т. е. если <$(ху) =  ф (х)  ф (у)
Те* Г в Т ы / ’/ ^  ЕСЛИ комплексных чи-сел равных по модулю единице, то гомоморфизм груп-

'Н 7 н У“ ПУ называется характером группы <?.
а! 7- г!Гу/^ °/7  ЩНИ ВИД, ха;РактеР°в в группах:) £> ) £  X I ,  в/ / т (группа вычетов но мо­

дулю т).
5.18. Наидите общий вид непрерывных характеров в 

группах (аддитивных): а) 0?; б) Г ;  „) К X  2 ; г) С и 
группах (мультипликативных) ; д) е) К + =  (О- +  оо)- 
ж ) С = С \ { 0}.

гпуп^т• г ° ? ШИТе непрерывные гомоморфизмы ф 
ГРУППУ С в следующих случаях (использу­

ются ооозначения, введенные в предыдущей задаче):
а) С =  К, С' =  К; б) С =  0?, К, • 
в) б  -  0?+, С '-  Ц?; г ) С : к +> Л +;

Д) С =  0?, С ' =  51; е) £  =  С, С ' =  С.

Г л а в а  IV. РЯДЫ 

§ 1. Сходимость

1.1. Сходится ли ряд») где е„ =  0, если в д еся ­
тичной записи числа п имеется цифра 9, и в„ =  1 в п ро­
тивном случае? 1

*) Напомним, что обозначение для ряда 2  ап-
П= 1



1.2. Сходятся ли ряды:

а) б) 2  в) ^ liÜ L SÜ j

„  „  V 4 COS (b ln'ra)
1.3. Докажите, что ряд 2 d -----— сходится лишь

при а >  1.
1.4. При каких р >  0 сходятся ряды

„  2 _ ! Ь й ^ _ 4  в )  . )

П>2 пР +  р - У  1ПП

г д е  v(n)  —  число циф р в десятичной записи числа га?
1.5. Сходятся ли ряды

•) 2 ^  б> 2 ^ 4  г>
З д ес ь  т(га) — число дел и телей  числа га, р п — и-е простое 
число, ф (га) — число взаим но простых с га чисел, мень­
ш и х  га. - -  — :

1.6. Докажите, что при а >  1 ряд
у  J __________ —

Jbd па | SiU (jl У 'In) |
СХОДИТСЯ. - ■

1.7. Сходятся ли  двойны е ряды:
in i n  (га; т )  #

„з  , „ з  *2
1

2 1 2 * ft - j-  771
6 ) 2

n tm ^ i

2
n , m > l

ш а х  (n ;  m )
4 i 4 ’ л  +  m

r ) 2  -
7 i , 1

2
n ,m ^ l

8  ( n;  m) . 

n 2 +  m 3 ’
0) 2  -

2
n . m ^ i

HOK ( n ; m )  ,
4 , 4 >re - |-  m

3) 2  ■
n ,m > l

и/ге

НОД (п\ т)  

ш 

1

ге3 +  т 3 *

— , р > 1 ?  
(НОК (ге; т ))Р

Здесь НОК (га; тп) — наименьшее общее кратное чисел га 
и тп; НОД (га; тп) — наибольший общий делитель чисел п 
и тп; е (га; гаг)=1, если числа /г и пг взаимно просты, 
£ (га; гаг) =  0 в противном случае.

1.8. Проверьте, что сумма ряда
4 1 1 1 1 1 1 1 , 1 , 1

1 + 1 + 1 _ 1 + 4 + 4 _ 1 + 4 + Т _ 2 + 8 + 8

' Т  +  ' 8 + ' 8 " “ Т + 8 +  8 4 8 8 4 +



(  Р у п п а  ч л е н о в  ^ г+1 +  _____ п о в т о р я е т с я  2 п р а з )

Г д Г ст1 н е1 “ ой ^ Г СТаП<И,КУ’ П°СЛе К°Т0Р0Й С*ММа

§ 2. Свойства числовых рядов, связанные 
с монотонностью

У ,гес04 (̂« Т1,/ Г  Докажите. ,,т0  сходимость ряда 
дав„ельн!?ги"(«,}. ' т М Ш ‘  «■»•ни'внноси после-

2.2. Пусть^а„ I 0. Докажите, что
а) ряды 2  ап и 2  2 \ п сходятся или расходятся од­

новременно; А
б) если 2 а „  =  +  оо, то 2 т т ( й „ ;  1 /п) =  +  оо:
в) если 2 « п /п  =  +  оо, то 2 (1 /« )  ппп(ап; 1/1ц_л) =  +  оо

преобрРаез“ “ нив “Е я  исп0льзУется
■оста а д  « ю  ,1Т0Р Г сВл ,;„ ™ е л ь н о с Т |'« Х
сходится (здесь В . - 4 , +  то ряда 2 в А и
А\.ап - а п+1) В п сходятся или расходятся одновременно.

лезщ ш  РЯД ^  СХ0ДИТСЯ. может оказаться по-

е т г £+Т “ г г
Дя«ряялод
легко П„ЛУЧИТ1,, лр прео6ра, оваи*е

, §  ) к суммам 2  « Ж - Преобразование Абеля
е? ¿у

До^т™ь°ноУстиН{°п}РИМеНЯТЬ В СЛуЧае МОНОТОПной пос™-

2.3. Пусть а„ 4 0. Докажите, что 2  ап <  +  оо тогда и 
только тогда, когда ап =  о{Цп)  и 2  (о* -  ^  я <  +  оо.

• • Пусть ап \ 0. Докажите, что 2 К / я ) <  +  оо тогда 
и_т+олько тогда, когда «. -  о(1/Ы  „) и 2  (в. -  ап+1) 1п „  <

2.5. П у с т у _ > 1  и в .1 0 .  Докажите, что из сходимо­

сти ряда 2 - ^ / Г  вытекает сходимость ряда 2  а?. Суще­
ственна ли монотонность?
 ̂ В. М. Макаров я  др,



2.6. Пусть а„ + 0. Докажите, что
а) если ряд % а пхп сходится, то а«  ̂ == о(1);

б) если ап >  0 для всех гае  ¡4  то существует такая 
неотрицательная последовательность {х„}, что ап ^2л^хъ,—

Существенна ли монотонность М  в утверждениях
а) и б)?

2.7. Пусть а , + 0 и ряд 2-*« сходится. Докажите, что
Т)ЯД 2  ®ПЖП СХОДИТСЯ И 2  0-кхЬ =  0 (а„)'

к>п , ,
2.8. Пусть р > 0 ,  р > 1 .  Пусть ^ - н е ­

отрицательная последовательность и А п а х т  . ^  ». 
Докажите эквивалентность следующих утверждении.

•>2 Э <+” ; б>2 ^ < + оо;

2.9. Докажите, что ряд 2-^ Т Г  модитоя, если е > 0  и
1

последовательность (х„) такова, что п’Гй_>^' ®ссг,п‘а

ли сходимость абсолютная? Всегда ли сходится ряд

2.ю! Пусть а„ 1 0 , Ъп \ 0 и 2 « п = 2 йп =  +  °0, ВсегДа
ли расходится р я д  2  т т  ( а „ ;  Ьп)? „ -

2.11. Пусть йп 0 и £п — в1+  ...■!■ ®п» <э» • Д 
жите, что

а) 2 ъ  =  +  005 б) +  00 п ри  любом 8 > 0 ,
2.12. Щстъ ап > 0 , 2 « п <  +  °° 11 ап= \ Ц Л  Д°Ка'  

жите, что

а ) 2 ^ _  +  0о ;  б)  2 ф - < + ~ п р И 6 > 0 ;

г) Всегда ли <  +  оо?  
п+1



2.13. Пусть р >  1, йп> о  и г„ =  2 ^ <  +  00. Дока_ 
жите, что к>п

а) 2  вп <  4 2  У гп/п;
б) если гп =  0 ( п ~ а ) для некоторого а > 0 ,  то

1= О [п
I ■, а +1

к^п

для любого д >  р / ( а  +  1). '

довател ьн остГ  ^ Ф  Г ПОЛОЖительная монотонная п осл е-  
Д окаж ите ч т о  ?  *  1 ДЛЯ ВСвХ ЕОМеР ОВ »  и  -  «  <  + “ •

ныхХс л ™ г х 0СЧ И л =  °  ИЛИ а =  1’ и сходится в осталь-
2 1^ бУДет при а =  +оо?

межуткР ™ложительная возрастающая на про-
7 — 1̂ ^ у т '"'я " ч "  ^ + ~-

сх°дятся одаовременпо ( / - - -о б р а т н а я  к /  функция).
КР ГО- ’о-<2\. функция / убывает к нулю на промежут- 

’ I последовательность {ап} неотрицательна и 
ограничена, +  оо. Докажите, что ряды 2 /(га) и
мелно. +  ' '  ' +  йп) СХ0Дятся или расходятся одновре-

м н ож ес 'тв^^с-м " 1° ж^ ° п==А- Для произвольного 
суммой частичного ряда, соответствуй

ющего V, будем называть величину А  (у) = 2  ап (по

определению А ( 0 )  =  0). Докажите эквивалентность сле­
дующих утверждений:

тока [0’С̂ | МЫ ВС6Х частичяых РЯД0В заполняют промежу-
б) «п <  яп+1 +  а„+а +  . . .  для всех номеров п.
2.18. Существует ли такой ряд £ о п, что ап + 0 и сум­

мы всех его частичных рядов (см. 2.17) заполняют кан- 
торово множество?



2.19. Пусть а „ 1 0 и Ц а „ =  +  оо. Докажите, что суще­
ствует такая последовательность номеров {%), что 
< п к+ и anhd / k  и 2 a nft =  +  Можно ли отказаться
от монотонности (ап)?

2.20. а) Докажите, что если ряд 2  ап сходится, то 
найдется такая последовательность t  + 00, что ряд
2  агАп сходится.

б) Пусть ряд расходится, %п +°°. Всегда ли
будет расходиться ряд 2 ^ п а«? Что будет, если { 4" °°?

2.21. Пусть { t j  — последовательность положительных
чисел. , , х

V I  1 +  п + 1а) Докажите, что ряд ^  расходится.

•V   ̂ “Ь *п+ 1б) Верно ли, что ряд а*— }----- расходится, если

ап 10 и 2  ап =  +  00 ?

§ 3. Различные утверждения о рядах

3.1. Существует ли такая последовательность {&п), 
ап Ф 0, что ряды У  ап и У  сходятся? Можно ля

П йп

подобрать положительную последовательность {а,Л?
3.2. Пусть ряд 2 « п  сходится. Может ли расходиться

ряд 2 4 ?  2 а Г 9?
3.3. Пусть а „ > 0 и 2 « ,п < + ° ° -  Докажите, что

а )  ^  ( в п ) 1 - 1 / п  <  +  ° ° ;  б ) 2  i n  (1 +  п) 1 п  ~а^ ^  +  ° ° '

3.4. Пусть 0 <  <  1. Докажите, что из сходимости

ряда сл°ДУет сходимость ряда 2  ln (l-M ) ’Бер”
но ли обратное утверждение, если ап I 0? Можно ли от­
казаться от монотонности?

3.5. Пусть ап >  0 и 2 ‘Т <  +  00 ‘ Докажите- что су~ 
ществует такая последовательность номеров {пк} плот­
ности 1 (см. задачу II .2.3), что anh—>-0.

3.6. Докажите, что следующие утверждения эквива­
лентны:

а) 2  I I 001



б) для любой последовательности номеров {тг4} плот­
ности 0 (см. задачу И.2.3) ряд 2  Опк сходится.

3.7. Пусть ряд 2 ап абсолютно сходится и 2  Яйп =  О

для любого А е М .  Докажите, что ап =  0 для любого п.
3.8. Докажите, что если ряд апХп сходится для лю­

бой последовательности {х„}, стремящейся к нулю, то 
2 | « п | <  +  О О .

3.9. Д окаж ите, что следую щ ие два свойства п осл едо­
вательности {Я„} эквивалентны:

а) 2 |^п 1 1 +  оо;
б) если ряд 2  ап сходится, то и ряд 2  сходится.
3.10. Пусть функция ф монотонна и ограничена на 

промежутке [0; +оо). Докажите, что 2 ф (е /г )а и ->
'VI с^ + 0

- >  ф( +  0 ) 2 л а п для  любого сходящ егося  ряда 2  «п- 
*->+о

3.11. Постройте положительную последовательность 
{ап) со свойствами:

а) а„->  0; б) 2 « п =  +  оо; в) если то 2 «пй< 2 .
3.12. Постройте положительную последовательность 

{ап} со свойствами:
а) ап 0; б) 2  “  “Ь оо;
в) если возрастающая последовательность номеров

{пк} такова, что йир—— <  +  оо, то р я д ^ а п. сходится, 
й >5 ап-] •“  я

3.13. Пусть {ап} — последовательность положительныхЛ Л
чисел. Положим А л = а1 + . . .  +  ап, а„ = ----- 1— ----- 1- . . .

ап  ап + 1
Докажите, что следующие шесть утверждений эквива­
лентны:

а) А п =  0 ( а п); б) ап =  0(1/ап);
Ап

в) -1-----<  (71 <  1 для всех п е  N 5
ЛП +  1

а ,
г )  С* 1  <  +  ОО И  1 д 2 <  1  д л я  в с е х  п  е  |% |.

а п

д) а? +  . . .  +  а„ =  О (ап), если р  >  0;

е) "Г  +  ~4----- ^ • • • ==0(Л -)’ если Р >  °-
ап  ап + 1 \ ап )

Из утверждений а) — е) следует утверждение



ж) для любого Q >  1 существует такой номер L — L q, 

что - п+— ^  при и е  N, т. е. последовательность {а„}
ап

распадается на L подпоследовательностей {а̂ г)} =
=  {dnL+i} (I =  0 ,1 , . . . ,  L — 1), каждая из которых ра-

а(г>п+1стет не медленнее геометрической прогрессии:—
ап

Докажите, что если последовательность {ап} монотонна, 
то ж)=^ а). Верно ли это утверждение для немонотонных 
последовательностей?

3.14. Пусть { a j  — последовательность положительных
1 1

чисел. Положим Л„ =  Я1 + . . .  +  я„, « п = - — 1-—------ Ь • • •“п “п+1
Докажите, что следующие семь утверждений эквива­
лентны:

а) А п-\ =  о(я„); б) a n+i =  о(Цап) ;
в) Л „_1 =  о(Л п); г) ai <  +°° и a n+i =  o(a„);
д) а\  +  . . . +  a£_i =  о(а£), если / ? >  0;

е) ••• = 0 ( ^ ) ’ eC™  Р > ° ; ап+1 ап+2 \ п /
ж) йп— 1 о (яп) .
Из утверждений а) — ж) следует утверждение
з) у^ап -^Ч - °°- Покажите на примерах, что з) ф-а.) 

даже для монотонных последовательностей; если же
^ а п |  +  оо, то утверждения а) — ж) выполняются.

3.15. Пусть р >  1, а„ >  0 и Ап =  ——— —̂— (п е  N). 
Докажите, что

а) 2 А" <  2  « п ^ Г 1; б) 2  <  ( ^ т )р 2  ей-

3.16. Пусть я „ > 0  для всех я е  N и ряд 2 ап схо-
дится. Докажите, что ряд Z jt/  • • • a« сходится, а ряд
V  «1 +  “о +  • • • +  ®П2 .  ------------ расходится.

3.17. Пусть функция /  определена на R. Докажите, 
что следующие свойства функции /  эквивалентны:

а) f ( x ) = 0 ( x )  при х -*■ 0;
б) для любого абсолютно сходящегося ряда 2  ап ряд 

2 / ( яп) абсолютно сходится;
в) для любого абсолютно сходящегося ряда 2 ап ряд 

2 / ( fln) сходится.



3.18. Пусть функция /  определена на 0?. Если для
любого сходащбгося ряда 2 а„ ряд 2 / ( йп) СХ0ДИТСЯ1 то

о на в некотоР °и  окрестности нуля
ва™ т -  ТЬ ,Сп ТНпе ™ ество <} содержится в интер­вале (0; 1), ш ^ - О ,  вир 0  =  1. Докажите, что для лю- 
ого числа г е ( 0 ;  1) можно так занумеровать множество

V ~  <&', . . что

ли  2»

§ 4. Вычисление сумм рядов

¿ 7? / о ДаЧИ 4.1—4.11 вычислите суммы рядов (суммы 
дачу ЧбРе3 П0СТ0ЯННУЮ Эйлера — см. за-

4.1. У з пв т » - ^ .^  3 п

4.2. У  ( _  1)".соз3(Зп )̂ ^
3

4-3' (ге=1Ч1).
я>1 1+п

2  <5П рТГ2” ( Н К 4 ) .

4.5. 2  V «.'!"!), где т е Ч  т > 1  и о . ( т ) - 1 ,  если
П>1 4 ' ’

п не делится на та, в „ ( т ) - 1 - т , если в делится на то.

4.6. 2 Х с Ь 2 / г - 1 ) е- п\

4 . 7 . 2 ( 4 2  » - ”)•
п>2 \  т>2 )

4 . 8 . 2 - Ц ^ 1 п п. 

4.0. 2 ^ [ 1 о г,„ , .

4 . 1 0 . 2 4 - 1
2 ЯП

81П X ,------*ал.X 
ЯП



4.12. Докажите, что

'Х  — 9 =  ~  [  Х‘2 С08аЛГХ (1х.
¿ Ъ г ?  я  (2 Л Г -1 )!1  ]

В частности, ч
1 1  1 я ”

1-1 ------ » Н----- з“ +  • • •  "1 5" +  • • ■ — “ ¡ р
2 3“ « 0

4.13. Пусть я > 1 .  Докажите, что

а) У  Л  =  И т  С1 ~  2_8)_1 ^  ■ ( 4 ”п  П—»оо

б) У Ш  =  К т (1  +  2 -8)_1 (1 +  З-*)- 1 . • .(1 +  Р»8)-1 -
-*■ П8 п->оо

Где р, =  2, /72 =  3, . . . — простые числа, занумерованные 
в порядке возрастания; Х(п) — 1, если число простых де­
лителей числа п (с учетом их кратности) четно, к(п) =
— — 1 в противном случае (Х(1) =  1).

4.14. Докажите, что

4.15. Докажите, что при UI < 1

а) 2 г т ? - 2 ' < " , л

б) ^  "C L  =  ^ д ( / г ) ^ , г д е  т(га) — число делителей,
1 “  £

а(ге) —  сум м а делителей числа п.

§ 5. Функциональные ряды

5.1. При каких р, q >  0 и ж, у е  К сходится ряд

c°s 4  +  sin z h
5.2. Пусть 0. Сходится ли ряд 2 Х е _|х~п1 равно­

мерно на К? Оцените s u p |2 ^ n £  ** п|| при условии, что
X | I

IA.J <  1 при любом п е  N.

5.3. Сходится ли ряд 2 (1 +  e) (1 +  *а) ... (1 +  *") РаВН°~

мерно на [0; +  оо)? Оцените sup ¿ t  (i+ *)(i+**) . . . ( l+ * n)‘ 
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5.4. Сходится ли ряд 2  min |'х п \; при я > 0 ?  Схо­

дится ли он равномерно на (0; +°°)? Оцените 
sup 2  min f xnU —j*
x>0 ■“  \ ’ xn'

5.5. Пусть я„<=1Р, bn >  0, an =  0 ( b n), 2  =  +  oo, 
и пусть ряд

В  (t) =  2  bntn

сходится при ы  <  1. Докажите, что ряд

А (*) =  2  antn 
п>0

сходится при I f | < 1  и

----  п i-»i—о В (Ч i-о Ьп

(сравните с задачей II .2.2). В частности, если an ~ c b n, 
с Ф 0, то A (t) ~  cB(t)  при t -*■ 1 — 0; если ап =  о (Ъп),  то 
А  (t ) =  o ( B( t ) ) при t -*■ 1 — 0.

5.6. Докажите, что если ряд 2  «п сходится, то

2  antn ->  2  ап при £->1 — 0 (теорема Абеля) .
п^о п^о

5.7. Если частичные суммы Sn ряда 2  ап таковы, что
п>0

суи^ествует конечный предел

П
то ряд

A ( t ) =  2  antn
п>0

сходится при Ul <  1 и A(t) ->  I. Таким образом, метод
i-> 1—0

Абеля суммирования рядов (вычисление предела 
lim  2  antn) сильнее метода средних арифметических

i->l—о П̂ О
(метод Чезаро).

5.8. Пусть 6 „ > 0 ,2 & « =  +  оо и ряд

В (t) =  12  K f
п^о



сходится при I £| <  1. Если последовательность {ап}п>о 
такова, что существует конечный предел

lim (a0+  . . .  +  ап)/ (Ь0 +  . . .  + Ь„)=*1,
то ряд

A (t) =  2  antn
n>0

сходится при |# |< 1  и A( t ) / B ( t ) - + l  при t -*-1 — 0.
5.9. Пусть последовательность {а„} такова, что ап >  

>  — 1 при п е  N и

П(1 +  Оп) =  Л е (0 ;+ о о ) .

Докажите, что при l í l < l  сходится произведение 

П(1 +  a„í") =  A (t)

и A ( t ) ^ - A  при í->- 1 — 0, если 2  <  +  оо • Можно ли 
отказаться от условия 2  °п <  +  °°?

5.10. Пусть а  >  1/2. Докажите, что
а) ряд 2  п~а sin (яж Y п) сходится при л ю б о м ж еК ;
б) при 1 / 2 < а < 1  сходимость равномерная на [я; А],  

О < а < А ,  но неравномерная на [0; А ] ’,
в) при ос =  1 сходимость равномерная на [0; А],  

А >  0.
5.11. Пусть

/ ( * )  =  2 4 s i n - ¿ -

Докажите, что
0 <  lim ( | /  (ж) |/ln In х) <  +  о°» lim | /  (х) | =  0.

ОС-> +  00 je— 00

5.12. Пусть f (x) — 2  ап I sin n x Y где а „ ^ 0  и 2 ап <  
С  +  оо. Докажите, что / e L ip i  тогда и только тогда,
когда 2  пап <  +  °° •

5.13. Пусть последовательность многочленов (P J  
удовлетворяет условиям:

а) степень Р п не выше тп е  N для всех п е  N;
б) существует конечный предел Р(ж) =  Н тР„(ж ) для 

всех г е [ а ;  ß], а  <  ß.
Докажите, что Р  является мпогочленом степени не 

выше m  и PnlX-P на любом конечном промежутке.



5.14. Пусть -o o ^ a c ft íS + .'e o , / , е С ( ( в; b ) j ,  / „ > 0
(n e  ) и f  — ¿jfn-  Докажите, что если функция /  
непрерывна на (а; Ъ), то

ь ь
J /  (х) dx =  2  j  /п (ж) dx.
а а

§ 6. Тригонометрические ряды

6.1. Пусть {А „}, {ф„} — числовые последовательности, 
" т°° . Докажите, что в любом непустом интервале

найдется такая точка х, что lim  cos(^4na; -f ф„) =  1.
П-»+00

6.2. Докажите, что a„, bn 0, если
ап cos пх + Ъп sin пх  -> О 

при п +е» для любых X е  [a; ß ], а  <  ß.
6.3. Укажите такое множество Е  с  [0¡ 2л] мощности 

континуум и такую последовательность #„-* -+  оо ЧТо 
sin В пх  О на Е.

6.4. Докажите, что 2  ( | ап | +  | Ьп | ) <  +  оо, если
2 1 «я cos пх +  Ьп sin пх I ^  const на [a; ß], a  <  ß .
6.5. Докажите, что при æ e (0; я )

S n (х) =  sin X +  . . .  +  sin пх  =  О (min (re; 1 /х) ) ;
Сп (х) =  cos X +  . . .  +  cos пх  =  О (min (re; 1/х) ).

6.6. Вычислите пределы
Я/2 Я/2

lira * f l ^ i d x  и Jim * f  á ± d x .
A-»-f oo ln  Л J Sin X Д-»+оо J Sin X

0 o
Какова асимптотика интегралов (ом. 6.5),

Я я

Ln =  J \Cn {x)\dx, L„ =  j  I Sn (x) I dx?
—n —n

6.7. Докажите, что ряд S  ” p-(fro%  la lV *])) расхо­
дится для любого X  Œ  [R.

6.8. Вычислите суммы рядов:

» 2 ^

в ) 2 ( - 1 ) ” - ~ ; r> 2 Ü f f

У п



6.9. Докажите, что

, я i . i . п V4 cos 2пх
а) - 1 8 1 1 1 * 1 - 1 - 2 2 ^ ^ — ;;

б) у-1 cos х  | =  1 — 2 ^ ( -  í)n -~ ~ .

В задачах 6.10—6.21 последовательность {Х„} убыва­
ет к нулю. При решении этих задач может оказаться 
полезным преобразование Абеля (см. § 2).

6.10. Докажите, что ряды 2^«cosrexH  sin rax схо­
дятся равномерно на любом замкнутом промежутке, не 
содержащем точек 2пк (/ceZ)-

6.11. Докажите, что при х е ( 0 ;  я)

2  К  sin пх =  О (kN/x), 2  cos пх =  О (Км/х).
n ^ N  n ^ N

6.12. Докажите, что ряды 2  К  sin пх  sin тх  и
П^1

2  К  cos пх sin тх (т е= Z) равномерно сходятся на К.
L

6.13. Докажите, что если g (х) =  2  sin пх  для
i

ТО
п

=  § - \ s ( x ) sin тх dx.

6.14. Докажите, что равномерная сходимость ряда 
2 ^ n s in rc x  на R равносильна соотношению А,„ =  o( í / n ) .

6.15. Докажите, что равномерная ограниченность ча­
стичных сумм ряда 2  sin их равносильна соотноше­
нию %п — 0(1/п) .

6.16. Пусть кп — О ( l /п) и функция ф абсолютно ин­
тегрируема на промежутке [а; b]. Докажите, что ряд
2  ^пф (^) sin пх можно почленно интегрировать на про­
межутке [а; Ъ]. Используя результат задачи 6.8.а), вы­
числите сумму ряда 2  п~2 ■

6.17. Пусть / ( х ) =  2  cos пх. Докажите, что
Я

j  \ f ( x ) \ d x < .  +  оо, есл и  У - i  ^ п <  +  оо. 
о п



6.18. Пусть g ( x ) ~  2  К  sin пх.  Докажите, что
Л
J | g (х) | dx  <  +  оо тогда и только тогда, когда

6.19. Пусть 2  — %п < ; +  оо, /  (я) =  ^  %п cos п х t

g { x ) ~  2  sin пх, Фе С([0;  я ] ) .  Докажите, что ряды 
2^пФ (x)cos пх  и 2^пф  (ж) sin пх  можно почленно интегри­
ровать на [0; л ] . В частности,

я

J  /  (х) cos mx dx  =  у  Л„, (m <= N). 
о

6.20. Докажите, что при х  е  (0; я )

'V  sinA;x^ п_ е  'V  cos k x  ^
а) Z  — ¡ r ~ > 0 ’ 6) Z  - j r ~ > - Ll<h<n K K n

6.21. а) Пусть g (x) =  2  ~~ sin пх, Докажите, что g S* О 
на [0; л ] .

А-
б) Пусть /  (х) =  cos пх. Докажите, что ес­

ли последовательность {A„}ns>o выпукла и %„ 0, то /  3* 0
Л

на R и J  /  (х) dx <  +  оо . 
о

6.22. П усть Sn(x) —  n- я  ч асти ч н ая  сумма ряда í (x)  =

2 s i n  п х  „ ,  „
—- —, М п — m axón (x). Докажите, что

X

о
(явление Гиббса).

6.23. Пусть /  (х) — 2  Ck.elkx- Докажите, что | Си I <1 
М  [ тс

^ ■ 2 \jT ¡j ПРИ ^ =  ±1, •••, =i=N, если \ f ( x ) - f ( y )  I <
<  Jila: — у 1“ ( х , у ^  К).



6.24. Пусть /(я ) =  2  2 ncos4nx. Докажите, что / s  
е  Lip i/г, но /  Ф- Lip« при а  >  1/2.

6.25. Пусть / ( х ) =  2  4̂-n sin Зпх, где Л е  (1; 3). Дока­
жите, что / e L i p a, где a  =  log3-4, но Lips при р > а .

6.26. Пусть /  (х) =  2  3_n sin 3,1х. Докажите, что 
s  Lipa при любом a e ( 0 ;  1). Верно ли, что /e L ip i?

6.27. Пусть 1(х) =  2 2 _nsin,(2nw!a:). Докажите, что
а) / ^ L i p a при лю бом  a e ( 0 ;  1];
б) функция /  не дифференцируема ни в одной точке.
6.28. Докажите, что следующие три свойства тригоно­

метрического ряда
2  (яп  cos (2 ”я) +  Ьп sin  ( 2 пх ) )  

о

эквивалентны:
а )  2  ( К |  +  I М )  <  +

п>0
б) частичные суммы

Sn(x) ~  2  (ап cos {2a х)  +  bn sin  (2пх))
0 < п <  ÍV

равномерно ограничены на некотором промежутке 
[а; Ъ\ , а <  Ь;

в) частичные суммы SN(x) равномерно ограничены 
на К.

6.29. Рассмотрим две последовательности алгебраиче­
ских многочленов {Ph)h>о и (многочлены Руди- 
на — Шапиро), которые определяются рекуррентно сле­
дующим образом: Po =  Qo— 1,

Р п +1 (z) =  Р п  (z) +  z Qn {z)i Qn+1 (z) — Pn  (z) Z Qn (Z) 
( n  =  0 , 1 , 2 ,  . , . ) .

Докажите, что
а) степень многочленов Рп и Qn равна 2n —1;
б) все коэффициенты многочленов Рп и Qn равны Ü ;
в) если | z | = l ,  то \Pn(z) I2 + l<?„(z) I2 =  2n+1.
6.30. Пусть R n {N =  0, 1, 2, . . . )  — естественная про­

екция множества всех алгебраических многочленов на 
множество многочленов степени не выше N  (Rn  анну­
лирует одночлены, степень которых больше N, и не ме­
няет одночлены, степень которых не превосходит N\ .  
Докажите, что при Ы  = 1  и при любых N,  п е  N спра­
ведливы неравенства

\Rs(Pn)  (z) I <  í o í ñ , IR„(Q*) (2). i <  M W .



6.31. Докажите, что существует ряд 2  ^ е т , где
е* =  ± 1 , для всех частичных сумм Я„(в)  которого спра­
ведливы неравенства

а) шах |5Ж(0 )К 1О  / т ;а ̂  о«  ̂ '0<6<2л
2 я

б) I  |5М(0 )| Й 0 > /^ 7 3 :
о

« Ч16-Зй ИсП0ЛТ>3уя последовательность {еА}*>0 из задачи
о.ся, убедитесь в том, что существует непрерывная функ­
ция /  вида /  (0) =  ^2 ай̂ *9 такая, что 2 1 ак |р =  +  оо для 
любого р <  2 .

6.33. Пусть последовательность {е*} с :  С  удовлетво­
ряет условию (ср. с задачей 6.31)

max
eeR

2  *uem \ =  0 { V h ) .
l<h<n | '

Докажите, что при a > 0

" Оа) max 
eeR

б) max
eeR

УAd i.0,5 —a

k > n k ° * + a

В ) функция /(0) =  2  входит В класс Lip«.

6.34. Докажите, что существует такая функция /<= 
1Лр,/а вида /(0 ) =  2  скет , что 2  \сл] =  +  оо (ср. с

задачей IX.4.13).

Г л а в а  V. ИНТЕГРАЛ

§ 1. Несобственные интегралы от функций 
одной переменной

В задачах 1.1 — 1.11 исследуйте сходимость интегралов.
+ г  +°°

Ы. f liiliL *. 1.2. Г .
J  gx sin  X J  i

dx
o ' -  ~ 1  +  x p s in 2 x ‘

+* +oo
i. Г ------------------- . ( 4 Г *qdx

•/ 1 +  x f  I Sin i  Г ’ ,J 'xV , . _ |r-
1.8.

i 1 'Г*'1ВИ.*Г  ̂ e*"|sin*r



+оо +°°
1>5# |  ! sin Y d * .  1.6. j  I sin ( XV +  ln? X)  I

1 1 
+°° +S®

\n f dx___ 1.8. \ xv | sin x I“9 dx»
* ii 1

4-00 +°°
1.9. f eos (ж3 — x)dx. 1.10. J sin(xp+ a x + b ) d x , p > l .

0 0 
+00

1.11. j  sin (x ln x) dx. 
o +<»

1.12. Вытекает ли из сходимости интеграла j  f(x)dx
i

сходимость интегралов
+<» +°°+оо -гч~

а) ]* /3(*)dx; б) | |/(*)|^?
1 1

X
1.13. Пусть / (ж) == а;-е  ̂  ̂ а1п|1 — £21 (ж >0). При

0 +»
каком 6 >  0 сходится интеграл | /  {х) йхЧ

о
Г / (я*) — / (Ъх).14. Вычислите интеграл Фруллани 3 — -
о

где функция /  непрерывна на [0; + °°) и удовлетворяет 
одному из условий:

а) интеграл ~ ~  ^х сходится;

б) при некотором Г > 0  для всех х > 0  справедливо 
равенство /  [х +  Т) =  ](х)\

в) существует конечный предел I =  /  \х>'

+оо
1.15. П усть интеграл j (x)d x  сходится. Докажите,

п0
ЧТО
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а) для любого Б >  0 сходится интеграл j  е 8Х/  (х) dx;
о

+  00 +  °°

б) j  e~exf (х) dx -) -  f / (х) dx при е->- +  О
О ó

(ср. с теоремой Абеля — задача IV.5.6).

В задачах 1.16—1.38 вычислите интегралы. Некоторые 
из них выражаются через постоянную Эйлера Y (ом- за~ 
дачу II.2.9).

+ оо Jt/2

1.16. I* ^ l n \ l  —  x2 \ dx. 1.17. J  ln (sin x) dx.
0 x o
1 i i _

dx.1.18. \ ^ d x .  1.19.
o o
+00 +°°

1.20. f  ¿ d x .  1.21. f  ^ e ~ axdx (a >  0)
J ctf x  J xO o

+oo + ° °

1.22. j  ^ d x .  1.23. j  x~ - f ^ d x .
o O
+ 00 + °

1.24. j  e~ x ~ ™ s * dx. 1.25. j

o O
+ 00 +°°

~ ( гах a \ i л о х  л ,
- dx-■ ~  eos * „ ок Г (eiax -  l) (eibx l )

(a, b e  IR).
+oo +oo

ln2 X  ,  ------ax.1.26. J  ^ d x .  1.27. j
0 o
1 +°°

1-28. í  ^
o 1
+oo

t.29. J  ™ (*p) - « * ( * J l dx ( p , q >  0).
O
+ 00

Í .3 0 .  J  е х р ( - ^ ) - е х р ( - _ ^  ( p , q > 0 ) .

o
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1  + 0 0

1.31. f ----------- ig-----------dx. 1.32. (
J  (1 — ж) lna (1 — x) Jo (1 — г) ln (1— x) J 1 -j- еж

1.33. Используя результат задачи 1.2.16.а), докажите,
что

Уп

J  в ^ = / " ^  +  »(1).
О

С помощью формулы Стирлинга найдите значение инте-
+ 00

грала Эйлера — Пуассона j  е~х dx.
оо

+ о оЛ —- СС а
1.34. J -— ^ — dx, где р =  J  — 1, к =  0 ,1, 2,3,4, 5.

х*о
+ о о  2  + о о

U 5 - i ( T T W * -  ‘ -36- iо о
+ 00 +00

1.37. а) f  ^ < * х ;  б) Г c- ^ d x .
J Л/ х  J V хо у о у

+ оо  
р Л ( X)

1.38. -§— -  dx, где я (х) — число простых чисел, не
J X — XX — Xо

превосходящих х.

§ 2. Вычисление кратных интегралов

В задачах 2.1—2.7 требуется вычислить данные ин­
тегралы.

+  о о  + о о

2.1. | J |1пя — In г/1 е~(х^у} dx dy. 
о о

2. 2 . „  J  т а х  (хх; . . . ;  xn) dxj , . .  ¿х„;
[o;i]n

б) j  min (жх; . . . ; xn) dxx . . .  dxn;
[o;x]n



в)  г— — 2----------  (е >  0).

2.3. f еч,х||2/2 dx.
Rn

2 .4 . . )  +
R2 e

б) 1 |{ж;а)|^ 2  ( * e R " , p > - l ) .
Rn

М Я т £ £IMKi

2-6- Ш  i  ex 4 y * - u*~v2 dx dy du dv.
*2+Ва+и2+»2«1

2.7. j* ê Ax' хЫх (x e  [R4, A  — положительно onpe-
(Аж,ж)«1

деленная матрица).
2.8. Пусть

А  =  [х =  (д?!; z2; ж3; ж4) <= [R41 Y  х\ +  х\ +  <  a:j}„

Для каких /е й ? 4 конечен интеграл 

if(i)  =  ¡ e - ^ d x ?
А

Чему он равен?

В задачах 2.9—2.13, говоря о случайном выборе точек, 
мы подразумеваем, что вероятность выбрать точку, при­
надлежащую некоторому множеству, пропорциональна 
его мере (длине, площади, объему).

2.9. На отреаке [а; Ъ] случайным образом выбирают­
ся две точки. Найдите среднее значение М  расстояния 
между ними. Какова вероятность Р  того, что это расстоя­
ние больше М ?

2.10. На отрезке [0; а] случайным образам выбира­
ются три числа. Какова вероятность того, что они явля­
ются длинами некоторого треугольника?
5* 67



2.11. На отрезке [—а; а] случайным образом выби­
раются две точки и, v.

а) Что вероятнее: корни уравнения z +  uz +  v — О 
лежат на вещественной оси (¡вероятность Р i (а) ) или кор­
ни этого уравнения не лежат на вещественной оси (ве­
роятность Ра(а))? К чему стремятся вероятности Pi (а), 
Р$(а) при а -*■ +°°?

б) Какова вероятность того, что биквадратное уравне­
ние z4 +  uz2 +  v =  0 имеет как вещественные, так и комп­
лексные корди?

2.12. В единичном круге случайным образом выби­
раются две точки. Каково среднее значение S площади 
круга, построенного на соединяющем их отрезке как па 
диаметре?

2.13. ¡На окружности радиуса R  случайным образом 
выбираются две точки. Найдите

а) среднее значение L  длины соединяющей их хорды;
б) среднее значение а угла (^ я ), образованного про­

веденными в эти точки радиусами.
2.14. Пусть р < 1  vl

Докажите, что при любом i G  R справедливо равенство

2.16. Докажите, что при тп, п е  N, т ^ п ,  [а>0,»спра­
ведливо равенство

где A i/(a) =  А /(а )=  /(а  +  1) — /(а ), А„/(а) — A (A „_i/(a)). 
68

ф  (я; у )  =  J J ((* -  и)2 +  ( у -  V ? )  p/2 du dv, 
-1(2 i „2 iU2+»2<1

In ((я — и)2 +  (у — v)2) du dv.
U2+1>2<<1

Докажите, что Ф Д е  С1 (К2), и найдите Ч*-. 
2.15. Пусть

л

i (а +  ZJ + .. .  +zn)m (m
dx



числа, 
а

2.17. Пусть ак (к =  О, 1, 2, ..., п) — положительные

) Докажите, что для любой неотрицательной и не­
прерывной на [0; +°о) функции /  справедливо' равен-/>тчт>г»сттео

| • • ■ | /  (й1 +  (а2 — а,) х1 +  (а3 —  а2) хххг +  ..  .
[0',1]п

. . . -|- (Яд (Iп) . . .  Хп) Х± Х<у . . .  Хп— 1 (1Ху , . . (1хп =

=  ! • • • ] /  («О + К  —  «о) * 1 +  («2 -  «о) Х 2 +  • • •
Яп

• • • “Ь ( п̂ 6̂0) хп) 3,Ху . . , ¿1Хц, 

<?п =  ( ( ^ ; . . . ; ^ ) е К п 2  ^ < 1 ,  ^ > 0 , . . .  ,агп> о ] .
I 1«Й<П ^

б) Вычислите интегралы

Г Г ____________ ^ Г а - » я - ______________
 ̂[О; 1/  К  +  (в2 -в1)*1 +  («; - в2)*1*,+ - ■ .^п)" + 1 ’

где

Аг, . . .  й хпГ Г________________
3 о "  ̂  (“о +  (®1 -  “о) Ж1 +  (а2 “ “ о) ,+  •••+(«„ — а0К г)"+1,

2.18. Докажите, что
а) если функция /  непрерывна и неотрицательна на 

К, то
оо

5? Я ' (“  + ( ’!/) (; + Л  ( ? + / , - !  «<|»|+16 1)“) ^к
(а, £><= К),

б) при 0 < /)  <  1 и айе=К (к =  1,2, . . ,,/г) спра­
ведливо равенство

1;| |  ( » . * ) '  *
’ 1 (1 +  4 ) ( * + 4 ) - ( ‘  +  -Э  “

- (со4^  1 'Г-
2.19. Пусть /  е  С2( [0; 1 ]Х [0 ; 1]). Найдите предел

П ш п {  | Ч / ( , ; ^ - 1 2 2  2  
п^+°° \ Ц  п к " « : " «  У Д п 11



Г л а в а  VI. АСИМПТОТИКА

§ 1. Асимптотика интегралов

1.1. Пусть — ° ° < a < f e sS +  °°; /, g е  С ( [я; ^))? g > 0 -  
Докажите, что

ь
а) если ^g(t)dt  =  +  оо и f ( t ) ~  g(t) при г- * ? > _ ( ) ,то

а
х- х
j ’ /  (i) dt ~  j  g (t) dt при X  -н- b — 0;
а о

b
б) если ^ g ( t ) d t =  +  оо  и f{t) =  o{g{t)) при t - > b — 0,

а
х I х \

то J /  (i) dt =  о И  g (t) eft при x ^ b  — 0;
а \ а J

b
в) если J g (i) dt <  +  ОО и /  (t) ~  g (0 при i -н- b -  0,

а
г> ь

то § J ( t ) d t ~   ̂ g(t)dt  при х - + Ь  — 0;
5С *

ь
г) если  ̂g (t) dt <  +  оо и f(t) = o { g  (t)) при t - * - b  0,

а

то j  f (t )dt  =  о (  j g ( t ) d t  J при — 0.
PC Vх '

1,2. Найдите асимптотику при ¿ — 1 - 0  интегралов 
t

о
1

Я
Г d* 

в )2 " J  l _ 2 i  cos а: +  i2'



1.3. Найдите асимптотику при А  -► +°° следующих 
интегралов:

2 а  а

' » К '*Л о
А + »

в) ( | э т  х | еа1х йх (а е К ) ;  г) [ е~х йх\
П А 
+ 00

д) I* ха е~х йх (« е  К).

1.4. Найдите асимптотику при А  +°° следующих 
интегралов:

+оо 1
а) | е - хР/А Щ- (р >  0); б) ^ е Ау? йх-

1 о
+ оо 4-00

) | ех~ хЧ А йх; г) | е ~ х /А \пр х й х  (р е В ) .В,
о

1.5. Найдаите асимптотику при интегралов
(п еМ )

2 Л ( п  +  1 )

а) ос„ =  J ( р ф  0);
2Л П

+оо
б) р „ =  |  ( р > 0 ) ;

ЯП 
+ оо

в) Т » =  | ~ г ах ( Р > ° ) -X* 
ЯП

1.6. Докажите, что при е ->■ +0
+ оо + оо

> Г БШ2 X , 1 Г х  Л 1 .
а) )  - ^ а х ~ 2 г '  б) )  -^ Т + Г ^ -Т г '

1 X

г) 7 с- ^ « й ~ | ,



1.7. Докажите, что при
+оо +  °°

a) j  sin (ж?) йж ~  я/(2р); б) j  cos (хр) d x - +  1.
О ó

1.8. Пусть функция ср непрерывна на К и имеет пе-
i Гриод Г >  0, причем СФ =  j  ) ср(<)<Й=^0. Докажите, что

о+ ю
Г ÍEÍ1L dt ~  —  при е ->  +  0-
1 ¿ 1 + E  8  г
i

1.9. Докажите, что при А -* +°°
Я / 2

О

О
Я / 2

.  С cos2 х dx л .

.) 1 +  cos2 Лж 4 " j/2  о
Я / 2

r / !nLü ') 4rf_r =  Д Лз 4_0(Л) .
7 J V sin х J ó

о
1.10. Найдите асимптотику при А -*■ +°° следующих 

интегралов:

а) \ S- ^ ~ T dx
0

б) jls m ^ ^ lco a T L ^  ( / ; > _ 1 ) ;

1

В ) ( ^ < г х  (Р < 1 ) ;
о

(í» l) .
А



J

i f(A) J I Ф (I) I dt при A  ^  a.

1.11. Пусть функция /  убывает к нулю па [а; + °° ) , 
а функция ф непрерывна на К и имеет период Т >  О,

причем J ф (t) dt =  0. Докажите, что 
о

+ 00

/  (*) ф (t) dt
о

1.12. Пусть функция /  убывает к нулю на [а; + °°), 
-а функция ф непрерывна на (R и имеет период Т >  о ’. 
Докажите, что

а   ̂ А

J /  (О Ф (0 ^  =  J /  (0 dt -f- /  -j- О (/ (4)),
а о

где
Т +оо

С ф =^-|ф (О Л , / =  J  (ф (о — Сф) /  (0 dt.
О а

1.13. Пусть функция /  неотрицательна и монотонна 
на [а; +°е), а функция ф непрерывна на R и имеет 
период Т >  О, причем

U
Докажите, что

+  f  А +  1 / А \

а) если j /(*) Л =  + оо и j  f  (t) dt =  о П  f (t) dt),
a A

TO
A

| /  (О Ф (0 ~  Сф ]* /  (г) при л  +  оо;
а а

+о° А + 1  /+оо \

б) если ] / ( « ) * <  + »  и | f ( t )d t  =  ol  (' /(¿)сй ,
а А  V А )

то
Н“вО *}-00
. ]* /  (О ф (0 d t ~  Сф | /  (¿) ¿Й при Л ->■ +  оо.

А А

1.14. Пусть /е С ( [ а ;  ¿ ] ) ) а функция ф непрерывна 

на К и имеет период Т > 0 ; СФ = -^ -]”ф (г) ¿Й. Докажите,
О



Ию J /  (t) ф (At) dt =  Сф j /  (t) dt.
A-»+°° a  a

1.15. Пусть / е С ( [ а ;  b \ X [ - 1; !])• Докажите, что
Ь Ь !» \

/  (А) =  | /  (я, sin Ля) -> j" j* /  (х , sin i) di J dz.
о a 0

1.16. Найдите асимптотику при e -*■ +0 следующих
интегралов:

+ оо + °°
а) j  e - x{l~ x~ E) dx-, б) j  ,

—х (х е— l) dx.

1.17. Докажите, что при е -► +0 
1 2

а) j xexdx =  1 -  -  +  -¿y  +  0 ( e 3);
0

б) j  e~e/V* dx =  1 -  2e -  e2 ln e +  О (e2);
0

B) | e_e/(*in-W » dx =  ! _  e _  JL_ +  0 (-JL-).

0
1.18. Пусть функция /  положительна и интегрируема 

на промежутке (0; 1) и для некоторого числа р из про-

межутка (1; 2] конечен интеграл j \\nf(x)\p dx. Докажи-

те, что
i i
Í f ( x ) d x  =  1 +  е j In f {x)dx  +  0 ( e p), e->  +  0. 
о о

1.19. Докажите, что
Г dxГ 1 Sin ПХ I dx ^  _2_ in п. б) I max I sin кх\-£- — Inn;

' J X Я J Kk<n
о 0
я

, Г I sin к х  I d x  1 1

2 <к<п0



§ 2. Метод Лапласа

\ 2.1. Пусть / е С (  [0; я /2 ]). Найдите предел

lim и j xf (х) cos'* х dx.
П-*ОС Q

0

2.2. Пусть 0 >  0 и Се =  f dt. Докажите, что при
о

А  -*■ +  оо
e//Ä e/VA

I  ^ — Х‘ )А dx ~ y i '  б) -J (1 +  х1)А ~  у Т '

2.3. Пусть 0 >  0. Найдите асимптотику при А  +°° 
интеграла

e/VÄ 
j" cosA х dx. 
о

2.4. Убедитесь в том, что асимптотика при А  +°° 
следующих интегралов не зависит от параметра 0 >  0:

е е

о о
е о

d xв) j* cosA X dx (0 л/2); г) j ■ .^А ’
V1 Т  -L ~T u

e 0
о 0

о 0
e

ж) I lnA (e — x) dx (0 ^  e — 1).
0

2.5. Найдите асимптотику при A -*■ + °° следующих 
интегралов:

1 + °°
a) j  (1 -  x*)A dx (p >  0); 6) j  (P >  0)̂

о 0
Л/2

в) I x pcosA x d x  ( p >  — 1). 
о



Характерная особенность задач 2.2—2.5 заключается / 
в явлении локализации — асимптотика интеграла зависит/ 
от поведения подынтегральной функции лишь в окрест­
ности одной точки. Этот эффект отчетливо проявляете^ 
и в более общей ситуации при изучении важных интегра­
лов вида

ь
фА (X) йх,

где функция ф неотрицательна и кусочно монотонна. При 
больших значениях параметра А график функции фА 
имеет резко выраженные «горбы» в окрестностях тех 
точек, в которых функция ф имеет строгий локальный 
максимум. Разбивая при необходимости промежуток 
[а; Ь] на несколько промежутков, можно считать, что ф 

монотонна на [а; Ъ] . При этом достаточно рассмотреть 
лишь случай, когда ф убывает. Тоща значения функции 
фА в точках, далеких от точки а, пренебрежимо малы по 
сравнению с ее значениями в точках, близких к а, кото­
рые и дают основной вклад в интеграл Ф (Л). Для на­
хождения главной части Ф ( А ) остается аппроксимиро­
вать в окрестности точки а функцию <р более простой и 
вычислить получившийся интеграл. В реализации изло­
женной схемы и заключается метод Лапласа исследо­
вания интегралов вида Ф(Л), а также их модифи­
каций.

Чаще всего встречается случай, когда разность <р(а) —
— гр (х) является бесконечно малой степенного типа, т. е.

Ф (а) —  ф (ж ). ~  С (х —  а)° (С, а > 0 ) .  
эс-*а+о

Он исследуется в задаче 2.6. Получающийся при этом 
результат называют асимптотической формулой Лапласа 
(в задаче 2.6 ради краткости формулировки предположе­
но, что ф (ст)=1). Читатель без труда сформулирует ана­
логичное утверждение, если функция ф возрастает на 
[а; Ь\ и

Ф (Ъ) — ф (х) ~  С (Ъ — х)а.
х->Ь—0

Отсюда ораву вытекает асимптотическая формула Лапла­
са и для кусочно монотонной функции.



2.6. Пусть —00 < a < b  <  +°о, функция ср положителъ- 
ъ

ia и убывает на [а; b), j  cp (х) dx <  +  оо и
\

1 — ф(ж) ~  С (х —  а)1/р (С, р >  0).
ж-»о+0

Докажите, что

Ф (Л) =  Г срА (ж) <£г -  Г ^ ^ рР)-А—>+ со («£)а
В частности, Ф (Л) ~  1 /(АС) при р — 1, Ф(Л) ~  " V п /Л С  

ири р - 1/2.
2.7. Пусть —о° <  а <  Ъ <  +°°, функция ф положитель-

ь

на и убывает на [а; 6), ( <\{x)dx < ; +  оо и lim - ---- ~ ш  =
v х->а+0 \3' — а)
а Ъ

=  +  оо при некотором р >  0. Докажите, что § Ц Л(х) dx =
а

=  о { Л ~ Р) при А -*■ +оо.
2.8. Пусть —оо <  а <  Ъ <  +оо, функции /  и g  абсо­

лютно интегрируемы на промежутке (а; Ъ), /  >  0 и 
f ( x ) ~ g ( x )  при х - * а  +  0. Пусть, далее, функция ф не­
отрицательна и строго убывает на [а; Ъ). Докажите, что

ь ь
g (х) фА (х ) dx ~  \ f (х) фА (х) dx. 

а А^+°° а
2.9. Найдите асимптотику гари А -*■ + °° следующих 

интегралов:
Я +оо

а) J  sinA х dx; б) J  cos (аж) ^  ^  ^
о о
А  +оо

в) § e x ( A - x f d x ;  г) j  (р <  2);
0 о
1 Я/2

Д) f -------- лг~~------;— гг; е) f (cos х) е AT̂ sin 2Х dx;

+oo 1
Ж) j  eA{x- xP) dx (p >  1); з) j  xAxdx.



2.10. Найдите асимптотику при п -*■ +  сю (п е  М) еле 
дующих интегралов:

Я  +00

и) ^  (а +  созх)п йх ( а >  0); б) ^ &х\
о о

2

в) | ( 1 - 4 «  +  2я»)в ^ .  
о

В стадующих задачах рассматриваются интеттр&лы ви- 
ь

да Ф ( А )  = * ^ А (х)йх,  где функция /А, не будучи уже
а

функцией вида, рассмотренного в задаче 2.6, сохраняет, 
однако, ее характерную особенность: с ростом А график 
функции /А имеет все более резко выраженный «горб» в 
окрестности той точки х А, в которой /А достигает наи­
большего значения. Хотя результат задачи 2.6 здесь не 
применим, тем не менее идея решения сохраняется: пред­
ставив функцию /д в виде е и заменив в некоторой 
окрестности точки х А функцию 1п ¡ А ее тейлоровским 
разложением, а интеграл по промежутку (а; Ь) — инте­
гралом по окрестности точки х А, находим главную часть 
Ф  (у1 ) . Основную трудность при этом представляет выбор 
окрестности. С одной стороны, она должна быть не слиш­
ком большой, так как в противном случае окажется по­
грешность, вызванная применением формулы Тейлара. 
С другой стороны, для нейтрализации второй погрешности, 
возникающей при замене интеграла по промежутку 
(а; Ъ) интегралом по окрестности, ее нельзя брать слиш­
ком малой. Удачный выбор окрестности, который позво­
лил бы хорошо оценить обе указанные погрешности, и 
составляет главное содержание решения.

Отметим также, что в случае, когда хА -*■ хо при А  -►
+°°, может оказаться более удобным рассматривать 

тейлоровское разложение функции 1п /А в окрестности 
точки Хо.

2.11. Найдите асимптотику при .4 -» -+ °°  следующих 
интегралов:

+ оо 1

“> I  (т Т 7 Г т £ г : 6> №*>■“ * '< *  >0);
о о



А

в) J exV (А — х)А dx (0 <  р  <  1).
о

2.12. Докажите, что для любого вещественного числа р

1
f  | ln х |р(1 — x)A dx ln А

А -* +  о о  А

2.13. Докажите, что при А  -> +°°
1 1/2

а) f  ——— ~  т—Т> f  хАХ ■ ’  J (Ах)х '  J
1

J X i f  ln А ’ '  J А ln А '
и О

В следующих задачах изучаются асимптотические 
свойства Т-функции Эйлера

+  оо

Г (х) =  j  tx хе 1 dt, х >  0.
о

2.14. Докажите формулу Стирлинга Г (1 +  х) ~
З С -* + о о

~  У  2пх (х!е)х.
X  - > + о о

2.15. Докажите, что Г (х +  с) ~  хеТ (х) для любого
Х - » + 0 0

c e R .
X

2.16. Докажите, что \ 1хё ~ г dt ~  Г (1 +  х).
J  з с - » 4 - о о  "О

2.17. Пусть ф — положительная функция, определен­
ная на (0; + ° ° ) .  Докажите следующие утверждения:

ф(ЭС)
а) lim ф(^ ~  ж =  0 ^  lim г , f W  [  dt =  Т ;Я->+оо у х  *-»+<» 1 ^  J ^

Ч>(Ж)

б) lim  ̂ х =  +  004=4- lim р 1 ■ f  txe ~ idt =  1; 
'  а^+оо У х  к-*+оо Г (1 +  *) J

ф(я)

в) lim Ф (ж) ж _  — оо -*=*■- lim * ■ Г =  0. 
' я̂ +00 У х  *^+оо Г (1 +  *) J



§ 3. Асимптотика сумм j

3.1. Пусть ап >  0, а„ -► 0. Докажите, что {

а) если‘ 2 “ л =  +  о о и ! ) „ ~ а л, то | 2  2' ~ .j Kft<n x<ft<n
б) если 2 1ап= +  00 и Ьп= о ( а п), то 2  & й=°( 2  flftV

l<k<n U <ft<n j

в) если 2  яп <  +  00 и ~  а„, то 2  ~  2й>п
г) если 2 ап <  +  оои й „= = о (ап), то 2  =  0 ( 2  аь V

\h^n ■»/
3.2. Пусть а„ф0, у > 0 ,  а е  R. Докажите, что
а) если 2  =  0 ( п у), то ап =  0 ( п у “  1);

1<й<п
б) если 2  Lkaak =“ ° ( п у), то ап =  о(пу “  *);

в) если 2  каак =  О ( п ~ у), то ап — 0 ( п  7 “  х);
h^n

г) если 2  кааь =  о ( п  v), то ап =  о(п  7 “ 1).
h^n

3.3. Пусть ч >  0 и 2  kax h ~  пу. Докажите, что1 *îh<n
Y Y"*-®а) если ч >  а, то S n =  х1 +  . . .  +  хп ~  _  а п ;

б) если ч =  а, то Sn =  х\ + . .  • +  х п ~  4  In /г;
в) если к <  а, то ряд 2 хп сходится и

2 sr. v v—(х

3.4. Пусть ч > 0 ,  а eiR  и ряд 2 kaxk сходится, при­
чем 2  кахк ~ п ” у. Докажите, что

fc>n Y —a—vа) если у <  —а, то Sn= x 1 +  . . .  +  хп ~  | а у |' п '>

б) если if =  - а ,  то £» =  +  . . .  +  х п ~  у Inn;
в) если ч >  — а > т0 РЯД 2 хп сходится и

ап =  У  ----- У
п Ad й а  +  V &>» 1—V

3.5. Пусть ап 10, Sn =  «! +  a2 +  . . .  +  «п ТТГу’ гДе
0 <  7 <  1.

а) Докажите, что ап ~  » “ т.
б) Можно ли утверждать, что а„ ~  1 /га, если S» ~  In п?



3.6. Пусть ап \ 0 и 2 я п < ; +  00 > причем ^ а к ~  п~~у , 

где у >  0. Докажите, что ап ~

3.7. Пусть а >  0 и =  2  ~ к [ ^ — /Г-) ' Докажи
l< h < n a

те, что хп ~  m in(l; a ) ln и.
3.8. Пусть т (к) — число делителей натурального чис­

ла к. Докажите, что

? » =  2  %(к) =  п{\пп  +  2 у - 1 )  +  0 ( / й ) .
1 < к 4 п  4 /

Здесь 7 — константа Эйлера (см. задачу II.2.9).
3.9. Пусть а„ I 0, ^  а „ <С +  схз и f(t) =  t ^ . -----—

1 +  t ct,n
при t >  0. Докажите, что поведение функции /  при t -*■ + °о  
тесно связано с поведением последовательности {п У а п},  
точнее, существует такое число С >  0, что справедливы 
неравенства

а) sup f ( t ) ^ . C  sup п ]/а „ ; 
i> о

б) lim /  (г) ^  С lim п Y а«;
+  ОО

в) lim п Y ап <; С lim /  (t).
¿—»00

3.10. Пусть /: [0;+oo)->-R — неотрицательная невозра­
стающая функция, ф (/г) =  ä 2  /  (АА), h >  0. Докажите, что

- j- ОО

lim ф(А)= f f(t )dt .  
h-*+о J

Верно ли это, если функция /  непрерывна, но не моно­
тонна?

3.11. Определите асимптотику следующих сумм при
t -*■ +оо;

к> 1 к +  *

3.12. Пусть /  (р) =  ^  -----  при р >  0. Докажите,
п̂ 1 и2*

что /(/>)== у  +  о  (р).

б Б. М. Макаров и др. 81



3.13. Пусть функция /  неотрицательна и убывает на
; +оо). Докажите, что 

+  0°

а) если | /(£)«Й =  +  оо, то
1

п+1
2  / ( * ) -  ¡ ( 1)сИ +  С +  о( 1), 0 < С < / ( 1 ) ,

п
частности, 2  f (к) ~  {(0

+  оо

б) если | /  (О ^  <  +  00 > т0
1

+ оо
2  /  (к) =  | / (г) л  +  о  (/ (и)),

71

частности, если /(* )  =  о И  / ( 0 * )  при * - * + « ,  то
X 

+ 00
2  / ( * ) ~  i  /  СО£tt-r\

3.14. Если функция /  монотонна на [те; и] (m.,raeZ)iTO

< т а х (| / ( г е ) | ;| / (и г )| ) .

+  оо

dtВ частности, если /  монотонна на [1! -Ь °°)> j* /  (О 

=  +  оо и /(х) =  о ^ | /(г )^ Щ > и х -^ + ° ° ,  то

гг

2  т ~ {/(* )* •

315 Пусть M , N e = Z , M ^ N ,  функция /  (вообще го­
воря, к о м п л е к сн о зн ач н ая ) интегрируема на промежутке
[М -  1/2; N  +  1 /2], и пусть

JV+1/2
а  =  2  / ( * ) -  i  / W di*

M < h < N  М—1/2



| iV+l/2
а) Докажите, что I АI ^  Var (/). В частности, если

Z М—1/2
/  монотонна, то

I Л | < 4 \f(N +  1/2)

б) Если / е С 2([М — 1/2; iV +  1 /2 ]), то
N + 1 /2

А =  ~ т  i
M - l / 2

и, следовательно,
JV+1/2

| А | < {  j  | /"  (0 | dt.
М—1/2

В частности, если /  выпукла или вогнута, то

3.16. Докажите, что

п  ( i  +  ^ ^ и  п  (1 +  £ )
l < h < n \  y k j  у  п к к - л п \  - / к )

_  3(п2/3_„1/3)
В / п е *

для некоторых положительных чисел А  и В.
3.17. Пусть a e l R \ N , / i e N  и

п  _ (п — а) (га — а — 1) . . .  (1 — а)
п

Докажите, что существует такое число Са ^  0, что 
/ п  а\ с«
\ П /  па  '

3.18. Докажите, что

а) У 1 • 22 ■ 33 . . .  пп ~  ^ п / \ / е ;

б) у  1! (2!)2 (З!)3 . . .  (п\)п ~  У 7 г / е ф \

в) ”/ l - 2 2-33 . . .  /гп ~  (л / / ¿ ) п/а / й .

в» 83



3.19. Пусть а  >  0. Докажите, что при гг-> +  o o (b g N )
V У  j ak/n »1+а . V  к- а * / п ____ п _ .
) Zd  ~  а  In re ’ ü) Z i  К а In п 'i<fc«n 1<h<n

в) 2  Г> 2  *“"■

3.20. Докажите, что ^ Я! ¿11 < к<п _
3.21. Докажите, что 2  V С п  ~  У  2пп 2п/2.

1<йЬ4П
3.22. Пусть Ж е М ^ е С  и Ие г >  0. Докажите, что

2 -1  e~ zV~n =  e ~ zYTí 12 1 п  I 1 ' 1 21
пn>JV

где константа в О-члене не зависит от z и N.
3.23. Пусть i V e N , .z e C  и R e z > 0 .  Докажите, что

2  Г гЛ =  ^ " = * 7 ^  у ц  -  1/2 + 1 +  z2C^l + ^ 7 = ))*

где константа в О-члене не зависит от z и N.
3.24. Пусть а е ( 0 ;  1). Докажите, что при х -+■ +0

■V cos га.г ___ ¡ . Q ( i )

п<х х

где А, В —  положительные числа, зависящие от а.
3.25. Докажите, что существует такое число ао'е  

е (0 ;  1), что для любого а>ссо частичные суммы ряда

2 COS пх ^
— “  равномерно ограничены снизу, а для любого

П>1 п
а е ( 0 ;  «о) это неверно.

Что можно сказать об ограниченности снизу частич­
ных сумм ряда

2  sin п х  г г . „---- — , х <= [0, я]?
гг> 1  п

3.26. Пусть чр ^  С1 ( [а; + °° )) , “ф, >■ 0 и if) =  0(i|/) 
на [а; + °°). Докажите, что

+р°
J e-eil,(í) dt =  -ф-1  (1/е) +  О (1) при е -> +  0.
а



3.27. Найдите асимптотику при  ̂ 1 — 0 сумм 
рядов *)

а) 2 4 г1пРп (р >°);6) 2 * ,пРп (р > ! ) ;

в) 2  *пР ( р >  0); г) 2 * “” (0 * 1 );

д) 2  ¿(ап)” (я>0); е) 2 * ” ’-
3.28. Найдите асимптотику при £ -*- 1 — О сумм рядов

а) 2 ^ "  ( р > — 1); б) 2  (1пи)р̂  (р еК ).
71̂ 2

3.29. Найдите асимптотику при £ 1 — 0 сумм рядов 

\ V  <п V
^  ! +  ,» ’ б) ^  ! +  гп -

в) 2 т Г Г ^ ; Г> 2(1 +  *»)*’ ' ^ ( ц - * « ) 8 ’

д)2т^;
ж) 2 т 7 Т Г 7 ^ ; 3> 2 -(1 _  г«)2’ ' (1 _  *»)* ’

( -  1)” «п . V  ( -  !)”««" . 
! _  ,п * 1 _  г-  :

(— 1)"*”  . . V* (— !)% < ”
- ) 2 ^

3.30. Найдите асимптотику при £ 1—0 сумм рядов 
\ V  *”  й\ V  <" . N V  п*п .

и  1 +  г2П- ¿л  (! +  г2П)2> В> 1 _  г2П’

Г) 2  т ~72й; д) 2 ;
3.31. Найдите асимптотику при I -+■ 1 — 0 сумм рядов
а) Т (г) =  2  т (га) *п; б) Л" (0 =  2  о (»)

где т(га)— число делителей, о (п )— сумма делителей 
числа п.

*) Напомним, что 2  ап ~  обозначение ряда 2  ап'
п>1



§ 4. Асимптотика неявных функций и рекуррентных 
последовательностей

+ 00

4.1. П усть2 ( / ) =  [  е~и ^ йи (I е  О?), I {%)— обратная к
г ________

г(1) функция. Докажите, что ¿(г) — У21п(1 /г) при 
г -► +0.

4.2. Пусть яп — корень уравнения х =  Ь%х, лежащий 
в интервале (яга; я (га +  1)), гаеМ . Докажите, что

хп =  ли +  | -  ¿г  +  ° ( ^ ) -

4.3. Докажите, что каждое из следующих уравнений 
определяет в некоторой окрестности точки (а; Ь) беско­
нечно дифференцируемую неявную функцию у, и найди­
те коэффициенты разложения

у  (х) — Ъ +  а\ (х — а) +  . . . +  ап (х — а)п +  •..
а)

о"IIн1а

а =  Ъ — 0, п =  3;
б) у 2 +  1п2 у  — X = 0, о =  Ь =  1, п =  3;
в) х у  +  exv — х  = 0, а =  1, Ь = 0, п =  3;
г) у  1п у -  х  =  0 а =  0, Ъ — 1, п =  3;
д) еху +  х 2 +  у  - 1 == 0, а =  Ь =  0, п =  6;
е) arctg(;r +  у ) - X — 2у =  0, а — Ь =  0, п =  6.
4.4. Докажите, что уравнение Кеплера у = М  + х sin

где М  — фиксированный положительный параметр, опре­
деляет в окрестности точки (0; М)  бесконечно дифферен­
цируемую функцию у, причем у (х) =  М  +  х sin М  +
+  х г sm^ M  +  О (х3) при х  -► 0.

4.5. Убедитесь в том, что область определения неяв­
ных функций, рассматриваемых в задаче 4.3, содержит 
полуось [а; + °° ) , и докажите, что при х  +°°

ч , ч , , , , 1п1пж , /ln lnrа) у  (х) =  Jnx — 111 Jn х -\— +  о -----



д) У ix) =  — х ~ +  1 — е% Х + 0  [хе^Х Х )) ;

е) У ( х ) = - ^  +  J - ^ + ° ( ^ }

4.6. Пусть xn =  h (x n-i ) ,  где h ( x ) =  ^   ̂ахр)i/p ПРИ 

(а ш р — положительные постоянные). Докажите, что

хп , г/р (* „> 0 ).
(ап)1

4.7. Пусть х0 =  10~3, хп =  хп_! — 4 - i  ( n e  N). Докажи­
те, что ж]000 «  4г Ю_3 с точностью 10-6-

4.8. Найдите асимптотику рекуррентных последова­
тельностей x n — f ( x n-i ) ,  зд > 0 , в следующих случаях:

a) f(x) =  x (  \ - х ) ,  х 0 <1 - ,  б) f ( x ) =  sin х, х 0 < п \

в) /  (*) =  г) /  (*) =  arctg ж;
1 +  X

д) /(* )  =  1п(1 +  * ) ; е) / ( * ) =  1 - е —,

ж) /(* ) =  — ¡̂7 =; з) /(я)
+  *4 
д-р

что
4.9. Пусть С, х о > 0  иаг„ =  а:„_1+ Д о к а ж и т е ,

о

а) хп ~ ( С р п )1/р; б) ж„ =  (С>п)1/р̂ 1 +  ̂ Г ^ Г  +

4.10. Постройте такую положительную на (0; + °°) 
функцию /, что рекуррентная последовательность х п — 
=  /(ж „-1), х о > 0 , удовлетворяет соотношению ж„~1/1пге.

,4.11. Пусть жо е (—1; 2), хп =  xn-i  (xn-i  — 1) (и е  N). 
Найдите асимптотику последовательности {х „}.

4.12. Пусть «0 =  1, ап =  o-n-i +  ( 2  (n e N ) .
\о < h < n  1

Докажите, что ап ~  У2 ln«.
4.13. Пусть |/>|<1, а о= 1 , ап =  ап- 1 +  ( 2  flfc)

\ 0 < h < n  /

( / ie N ) .  Найдите асимптотику последовательности {а„}.
4.14. Пусть р е К ,  а0 =  1, я„ =  a „ - i  +  ( 2  «?)

\0< к < п  /
(и е  N). Найдите асимптотику последовательности {а„}.



Г л а в а  VII. ФУНКЦИИ (ПРОДОЛЖЕНИЕ)

§ 1. Выпуклость

Функция /: <а; Ь) 0? называется выпуклой 
( строго выпуклой), если для всех точек х\, х2^ ( а ]  ЬУ 
и чисел Я1, % 2  >  О, Я,1 +  Л,2= 1 , выполняется неравенство

/(>,ia:i +  К2х 2) <  h f { x i ) + X 2f( x 2)

{ f (hx i  +  Х2х2) <  h f ( x i ) +  X2f ( x 2))

нри х\ Ф  х 2. Если функция (—/) выпукла, то функция / 
называется вогнутой.

1.1. Докажите, что выпуклая функция /  удовлетворя­
ет неравенству Иенсена

/  ( 2  <  2  h f  (xi)
\ l< i< n  / 1 < 3 < п

для любых

xii • • ч Xfi (a t Ь), Хп [О, 1J, .2  %j =  1.
l « j< n

1.2. Пусть функция /  задана на промежутке <а, ЬУ, 
х\ <  х  <  жз— точки из <а; Ь). Рассмотрим хорды, соеди­
няющие точки графика /  с абсциссами x¡, х2; х\, х% и 
Х2 , х 3. Угловые коэффициенты этих хорд суть соответ­
ственно

/  Ы — /  Ю  /(* 3) - / ( * , )  /  (ж3) ~  /(Д?г)
:r2— ’ х3 — х1 * жд —ж2

Докажите, что для выпуклости функции /  необходимо 
и достаточно, чтобы для любой тройки точек x¡ <  х2 <  хз 
из <а; ЬУ выполнялось неравенство

/  (Да)— /  Ю  /  (*3) — /  (жг) ^  /  (*„) ~ /  (̂ а)
Х2 1 Ху ~~ ' Хд Ху Х̂  Х2

(лемма о трех хордах). Проверьте, что указанное выше 
двойное неравенство равносильно тому, что

1 *i f { xi)



1.3. Пусть функция /, заданная на промежутке Д, 
удовлетворяет неравенству

/ ( - Ц - 2) <  Т  V ^  + 1 ^

для всех х\, х2 Д. Докажите, что:
а) /  удовлетворяет неравенству Иенсена

} (  2  23 ^ е Д  ( / =  1, . . . ,  ге)
\1«Кп /

для любых рациональных ^  е  [0; 1], 2  ^  =  1;
б) если функция /  непрерывна, то она выпукла.
1.4. Докажите, что условие непрерывности в задаче 

1.3.6) можно заменить следующим: функция /  ограничена 
сверху на каком-нибудь непустом интервале (р; д)<= Д =  
=  <а; 6> (или даже на (р; д ) \ 0 ) -

1.5. Докажите, что для функции /: (а; Ь)->0? равно­
сильны три утверждения:

а) /  выпукла;
б) надграфик

Г+ =  {(х; у) е= К21 ж е  (а; Ъ ) , у ^ 1  (х)}

функции /  — выпуклое множество;
в) через каждую точку графика функции /  можно 

провести опорную для надграфика прямую (т. е. такую 
прямую, что все точки надграфика лежат выше нее).

1.6. Докажите, что если /  — выпуклая на [0; 1] функ­
ция, то функция <р(х) = ! ( % ) + — х) убывает на 
[0; 1/2].

1.7. Докажите, что если функция, заданная на про­
межутке, выпукла локально, то она выпукла-

1.8. Докажите, что выпуклая функция /, заданная на 
(а; ЬУ, непрерывна на (а; Ъ) и имеет там конечные воз­
растающие односторонние производные /-(я )>  /+0*0* 
а / '  (х) существует всюду, за исключением не более чем 
счетного множества точек. Докажите, что /  е  1лр1(Д) для 
любого замкнутого промежутка Д <=(а; 6).

1.9. Докажите, что функция /е С ( ( я ;  &)) выпукла 
тогда и только тогда, когда для всех х<^(а;  Ъ) выпол­
няется неравенство

Ь1 (х) =  Н т /г-2 (/ (х +  К) — 2/ (х) +  /  (х —  /г)) ^  0.
Л->0



В частности, если L f ( x ) =  0 при всех i e ( a ;  b), то 
/  — линейная функция; если /  дважды дифференцируе­
ма в (а; Ь), то она выпукла тогда и только тогда, когда 
Г  >  0 в (а; Ь).

1.10. Докажите, что для выпуклости функции /  е  
е С (< й ; ЬУ) необходимо и достаточно, чтобы для всех 
х ^ ( а ;  Ь) и таких h >  0, что x +  h, x  — h ^ ( a ;  ЬУ, вы­
полнялось неравенство

x + h

J  / ( О * -
х —h

1.11. Всякая выпуклая на [а\ &] непрерывная функ­
ция является пределом равномерно сходящейся убываю­
щей последовательности:

а) кусочно линейных выпуклых функций;
б) дважды непрерывно дифференцируемых выпуклых 

функций.
1.12. Докажите, что если функция /  выпукла и строго 

монотонна, то либо выпукла, либо вогнута.
1.13. Пусть функция /  выпукла на [а\ Ь], функция g 

выпукла и возрастает на [с; d\. Докажите, что если име­
ет смысл суперпозиция g ° /, то она выпукла.

1.14. Пусть /е ( 7 ( ( 0 ;  + ° ° )) . Докажите, что тогда 
функции xf(x) ,  / ( i /х)  выпуклы или нет одновременно.

• f («с)1.15. Пусть функция /  выпукла на R и lim —— =
ОС- »  +  00 Х

1 (я)=  lim —-— =  0. Докажите, что /  постоянна.
ЗС-*— о о  х

1.16. Пусть функция /  выпукла на [а; + °°). Докажи-j /дЛ _
те, что существует предел lim —  =  ie lR , при-Ж->+00 Х
чем I > —оо.

1.17. Пусть функция /  возрастает и вогнута на 
[0; + ° ° ) , /(0 ) — 0. Докажите, что для всех х, у  >  0 вы­
полняется неравенство f ( x  +  у)  <  f (x)  +  f ( y ) .

1.18. Докажите, что если функция /: 10; оо)->К  диф­
ференцируема, вогнута и неотрицательна, то x f ' ( x ) ^  f (x)  
для всех х  0.

1.19. Докажите, что если /  — выпуклая функция на 
[а; oo)t то функция <р (х) =  f (b +  х ) ~  f(x)  возрастает
( Ь> 0 ) .

1.20. Пусть / выпукла и возрастает на [0; °°), /(0 ) =  
=  0. Докажите, что для любых чисел а0 > а 1 > . . .



. . . > а п> 0  пыполпяотся неравенство

2  ( - 1  ) * / ( « * ) > / (  2  ( - 1 ) % У
О <k-4n V0 J

1.21. Последовательность {ап} ^  R называется вы­
пуклой (вниз), если А2йп =  я„+2 — 2яп+1 +  я„ ^  О, т. е.
an+i <  j ( a n +  ап+г) для любого k gN . Докажите, что
если последовательность {ап} выпукла, то:

а) an+p^ ( p a n+p+q+  qa„)/ (р +  q) ( P i î ^ N ) ;
б) последовательность {я„} монотонна или существует 

такой номер тп> 1, что ai ^  Яг ^  ^  а™ ^  «m+i ^
яш+2 <  •
1.22. Пусть {а„}п>о — ограниченная выпуклая по­

следовательность (см. задачу 1.21). Докажите, что:
а) ап б) ап —ßn—1=  0 (1/и),
в) 2  (^ “Ь 1) А2я„ =  я0 я. 

п̂ О
1

1.23. Пусть / е С ( [ 0 ;  1]) ,  /  >  О, Р =  j  /  (х) dx, М =
о

=  тах  /. Докажите следующие неравенства:
а) если /  вогнута, то

1 1 
a') j  xf (х) Ær <  |  Р; a") j  ж2/  (*) d x ^ ^ P ;

О 0
б) если /  вогнута и монотонна, то

б') j  f  (х) d x ^ - j  Р 2; б") j  f  (ж) da: <  2 Р 3; 
о о

в) если /  выпукла и min /  =  0, то

в') L f ( x ) d x ^ ^ ' ,  в") j  ж2/ ( ж ) ^ > |  A f,
О 0

г) если /  выпукла, монотонна и min /  =  О, то
1 * 

г') j  /2 (ж) dx <  !  МР; г") j  / 3 (ж) Æc <  \  М'гР.

о 0
Все восемь неравенств имеют простой механическии 

смысл. Например, неравенства б) означают, что среди
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равновеликих иодграфиков функций данного класса наи­
большим статическим моментом и наибольшим моментом 
инерции относительно оси х  обладают треугольники.

1.24. Пусть функция /  не убывает на [0; 1/2J и 
f ( l — x) — f(x)  на [0; 1]. Докажите, что для любой вы­
пуклой на [0; 1] функции <р справедливо неравенство

1 1 1
J /  (х) ф (х) dx <  j  /  (х) dx J ф (х) dx.
о 0 0

1.25. Докажите, что для того, чтобы иптеграл

J /  ( х )  ф (х) dx был неотрицательным для любой выпуклой 
о
на [0; 1] функции ф, необходимо и достаточно, чтобы 
функция /  удовлетворяла условиям:

a) j  /  (х) dx =  0; б) j  xf  (х) dx =  0; 
о о
а

в) j ' (а ~  x) f  (х) d x ^ O  для любого а е  (0; 1 ) . 
о

1.26. Пусть функция /  неотрицательна на (0; + °°) 
и f ( x )  0 при х +°о. Докажите следующие неравен­
ства:

4-00
а) если /  убывает, а >  0, то j /  (х) sin ах dx ^  0;

о+ 00
б) если /  выпукла, то J" /  ( x ) c o s a x d x ^ O .

о
В обоих случаях знак равенства возможен лишь для 
/  в  0.

1.27. а) Пусть ап, ( n e N ) ;

/  (х) =  2  апе %п%.

Докажите, что In /  — выпуклая функция на IR.
б) Положительная функция /  называется логарифми­

чески выпуклой, если функция 1п/ выпукла. Докажите, 
что логарифмически выпуклая функция выпукла и что 
сумма логарифмически выпуклых функций логарифми­
чески выпукла.

1.28. Пусть /  >е= С ((0 ; + ° ° ) ) ,  / ( 1 ) = 1 .
а) Докажите, что эквивалентны утверждения



<) ■ m n y ) > i ( x y )

(X, у e (0; °°));
2) существует такое p G [0; 1], что f ( x ) — x p (х  ^

Убедитесь, что условие 1) нельзя заменить условием 
Г) f ( x ) f ( y ) ^ f ( x y )  .

(*, ¡|Е(0; оо)).
б) Докажите, что эквивалентны утверждения
3) / ( ^ ) < / И  2Ь Ш , f ( x ) f ( y ) ^ f ( x y )

( X , у  е ( 0 ;  о о ) ) ;
4) существует такое 0] U [ 1; + °°), что f\ x )  — 

=  хр (х е  (0; оо)).
1.29. Пусть

dji bj ^  0, у =  1, . . . ,  п, 

р, q >  1 , 7  +  7  =  !•

Докажите неравенство Гёлъдера

2  « А < (  2  4 ) 1/Р( 2  ^ ) 1/9-

1.30. Пусть >  0, / =  1, п, Р ^О . Положим

« w 4  2  *тГ-\ К ] 'а  /
Докажите, что:

а) х монотонно возрастает;
б) lim х (р) =  (Xj . . .  xn)lln\ 

г>->о

в) lim х (р) =  т а х {х . ..; хп}\
р-* +  оо

г) lim х (р) =  min {а ;̂ . . . ;  хп}\
¡р->—оо

д) функция ф(р) =  (^(р) ) р логарифмически выпукла 
на (0; +оо).

Сформулируйте аналоги этих утверждений для неот­
рицательной функции из С ([0 ; 1 ]).

1.31. Пусть /  — кусочно непрерывная функция, 
/: [а; М ] , ср — выпуклая на [m; М]  функция,
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р  — непрерывная и неотрицательная функция на [а; Ь],
ь

причем | р(х)с1х =  1, Докажите, что тогда:
а

(  Ь' \ 6 

' а  / а

б) ф  ̂| /  (х) р (х) с1х  ̂ ^  | ф (/ (х)) р (х) йх;

в) если / >  0, то

(IШ ' ^ехр (Iр  ̂ 1п ̂  ̂ ^  IР ̂  ̂  ̂  ̂
\ а  / ' а  / а

1.32. Пусть Ло, 41, . . 4„  — вершины вписанного в 
окружность выпуклого многоугольника, причем вершины 
А  о и А п фиксированы. Как выбрать точки А  ь . . . ,  А п-и

чтобы периметр и площадь 
многоугольника были наи­
большими (при заданном п) ?

1.33. Точечный источник 
_  света, помещенный в точке

У,

\ y  = f(t)

- f  (ß.

0 /
ласть, которая является под- 
графиком неотрицательной 
выпуклой функции /  е  
е С ‘ ([0; <»)), f ( 0 ) > b .  Лучи 

Рис. 4 света отражаются от графи­
ка /  и от оси х по известно­

му закону. Будет ли освещена вся область, если 
lim /  (х) =  О?
Х-+00

Пусть / — выпуклая функция, /: R -> R . Преобразо­
ванием Лежандра функции /  называется функция

/ * (.х ) =  s u p  (xt -  /  (t))
fR

(x e  [R).

Величина /* (х) показывает, насколько нужно опустить 
проходящую через начало координат прямую с угловым 
коэффициентом х, чтобы она стала опорной к надгра- 
фику функции /  (рис. 4).



1.34. Докажите, что если функция/: оо; оо] 
выпукла, то

а) /* выпукла;
б) множество D  (/) =  {х е  R | /  (х) «< +  оо} — проме­

жуток, и если точка t не лежит на границе D ( f ) ,  то 
f(t) =  sup {g(t) I g —  линейная функция, g  «£ /};

в) (/*)* (t) =  f ( t ) , если i не принадлежит границе
D(f)\

г) выполняется неравенство Юнга f (t )  +  /* (х) ^  xt для 
всех х, i e R ;

д) функция /* конечна в интервале
А =  (inf f ' ( t ) ;  sup

где infimum и supremum вычисляются по тем точ­
кам t ^ D ( f ) ,  в которых существует / ' (t). Для х е  Д 
supremum в определении f*(x)  достигается;

е) если =  f ' - ( l ) < f + ( t )  =  s+, то /* линейна на 
промежутке [s-; s+] ; если /  линейна на промежутке 
[а; Ь], то /* не дифференцируема в точке p =  f ' ( t ) ,  
t ^ ( a ;  b);

ж) если D ( f ) =  (а; b), а /  — строго выпуклая и диф­
ференцируемая в (а; Ь), то / '  непрерывна на (а; Ъ); /* 
дифференцируема на интервале А =  i f  (t)\t е  (а; Ъ)} и 
при этом функции / '  и ({*)'  взаимно обратны;

з) если /  ^  g, то /* >  g*.
1.35. Докажите, что если функция ф строго возраста­

ет и непрерывна на [0; + °°), ф (0 )= 0 , г|э =  ф-1, то для 
д е [0 ; + 00), 6 е [0; вирф) выполняется неравенство

с* и

ab ^  J ф (t) dt +  j  г|) (t) dt.

1.36. Найдите преобразование Лежандра и напишите 
неравенство Юнга (см. задачу 1.34 г )) для следующих 
функций:

а) /(«)== «*/2; б) /(0= \Ир/р ( р >  1);
в) график / — выпуклая ломаная;

Г) / (Л  =  ) если I >  о.
+  оо, если I <  0 (0 <  р  <  1);

. ,,.. =  , — V & —  ¿2> если |* | < а ,
Д +  оо, если | í | >  а (а >  0);



1п £, если г >  о, 
если г ^  О;

ж) /(*) =  е*.
1.37. Рассмотрим совокупность IV пар (/; g) выпук­

лых функций на 0?, удовлетворяющих условию ху  ^
/(а:) + £■(?/) для всех х, г /е  0?. Назовем пару (/о; £о)е  

е  \У экстремальной, если из соотношений /  ^  /о, ё  ^  ¿Го, 
(/; #) е= И7 следует, что /  =  /о, £ =  £о- Докажите, что пара 
(/о! ^о) экстремальна тогда и только тогда, когда / 0 =  
=  £о> =  /о-

1.38. Укажите примеры функций, удовлетворяющих 
условию /* (ж) =  / ( — 1 ) (1 е Е ) .  Докажите, что един­
ственной функцией, совпадающей со своим преобразова­
нием Лежандра, является функция /(£ )=  ¿2/2.

§ 2. Гладкие функции

2.1. Докажите, что если функция /  дифференцируема 
т раз на интервале (а; Ь) и х ,  x  +  m h ^ (a \  Ъ), то

A%f(x) =  hmf n) {х +  Щ ,

где 0 <  0 <  т  (определение A™f(x) см. в задаче III.3.1).
2.2. Пусть ак, Ьь, CftsR, скФ  О при к =  1, .. .,  п. 

Докажите, что если /е С (К ) ,

/  (*) =  2  flft/ (М  +  с^ )l<kn

при всех ж, г/ e ö ? ,  то /еС °°([]?).
2.3. Докажите, что для любой функции /  e f ”  ( [а; Ь]) 

и любых чисел е >  О, n e N  найдется такой многочлен 
Р, что \fh) (х) — Р т (х) I <  8 для всех i e [ e ;  Ь], /с =  
=  О, 1, .. ., п.

2.4. Пусть /е С °° (К ), / # 0 .  Докажите, что если 
функция /  обращается в нуль на некотором непустом 
интервале, то sup | f n) (х) | =  +  оо.

2.5. Пусть f ( x ) =  2  Ph{x)eQh(X\ ГД° А , &  (к =

=  1, . . . ,  п) — вещественные многочлены, ж е  [R. Докажи­
те, что /  имеет конечное число нулей.

е ) / ( 0 =  ^
I +  оо,



2.6. Пусть / е С " (  [0; +<»))', / ( 0 ) =  lim j  (х). Дока-
Х-*+оо

жите, что для каждого b g N функция / (п) обращается в 
нуль.

2.7. Пусть / е С 2( ( 0; 1]) и /(*)*= о (1), f " ( x ) = 0 ( x ~ 2) 
при х  -»■ +0. Докая1ите, что f ' ( x ) = o ( x ~ ]) при х  +0.

2.8. Пусть /, — гладкие четные ЗГ-периодическис
функции, убывающие на промежутке [0; Т\. Докажите,

т
что их свертка, т. е. функция h (t) =  j f ( x ) g ( t  — x ) d x ,

—T
обладает теми же свойствами.

2.9. Пусть /  п раз дифферепцируема па [0; 1], 
Ph) (0 )=  f h) (1 )=  0, к — 1, . . . ,  п — 1. Докажите, что для 
некоторого х  выполняется неравенство

!/«"»(*) I > п !2 " -М /(0 )- /(1 )| .

2.10. Пусть А — интервал, /  е  С2(А), sup| f k) (х) |> 
к =  0 ,1 ,2 .

а) Докажите, что в случае А =  П? выполняется нера­
венство M i ^ H 2 ' ] / M oM2 и что константа У2 не может 
быть уменьшена.

б) Получите аналогичное неравенство в случае, когда 
А =  [R+.

в) Докажите, что если А =  [0; 2], Мо, 1, то 
Mi <  2 (оценка точная) •

г) Изучите вопрос для произвольного промежутка 
А =  [а; Ь].

2.11. Докажите, что если / £ ( ? ( [ 0 ;  °°)) иоо
J.| / (х) | dx ооf то выполняются неравенства: 
о

00 о о

а) |/(0)|2< 2 j | / ( x ) | & j | f  (*)|Лс;
о о
о о

б) / 2 / ( 0 ) < | ( | / ( * ) |  +  |/'(;с)|)Лг.
о

Являются ли эти оценки точными?
1

2.12. Найдите min J | /" (х) |2 dx при условии, что /  s  

е С 2([0; 1 ]), /(0 ) =  /(1°) =  0, f ( 0 )  =  a.
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2.13. Пусть / е С " ( К ) .  Докажите, что если для 
каждого ж е К  найдется такое число что / (п) (х) =  О, 
то / — многочлен.

2.14. Пусть {а„} — произвольная последовательность 
вещественных чисел. Докажите, что найдется функция 
/ е  С°° (К) вида

1(х) =  1 +  $пх'пу \

для которой / (п) (0) — ап (гее 141).
2.15. Пусть я =  (а,; . . . ; а я)еП ?п, / е < Г ( К п). Дока­

жите, что если /(л )'=  0, то
/ ( х ) =  2  (*,■ — & (*).

где
х = (а̂ ; . . жя), е= с00 (О?"),

=  ^ =1 , • ••’ ” )•

2.16. Пусть а е К "  и пусть ^ — отображение множе­
ства С°°(№?п) в К, удовлетворяющее условиям (/, 
е=С»(П?я)):

а) Р(1  +  д) =  Р и ) + Р ^ У;
б) (а/) =  а/'’ (/) (а  е  О?);
в) Р Ш )  =  Р и ) д ( а )  +  1 ( а ) Р № . д

Докажите, что (/) =  2  для неК0Т0РЬ1Х
1-е3-«п •)

.  .  . ,  И\.
2.17. Пусть /, g — неотрицательные непрерывные 

функции, заданные на [0; °°). Докажите, что если для 
некоторого числа С >  0 выполняется неравенство

«
/  (£ )<  С +  | /  (X) £ (х) Ах, I >  0,

0
ТО

/(¿ )< С е х р  ^  %(х)йх^

для всех £5= 0 (неравенство Гронуолла).
Выведите отсюда, что если °°)), й(0) =  0,

число М  3» 0 и IЛ7 (¿) I <  М\К(1) I при £ 5= 0, то А =  0. 
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Функция /: Rn-> C  называется положительно опре­
деленной, если

ТП
2  /  (ti — tu) Zjift ^  О (1)j,ft —1

для любых векторов tv  . . tm <= К", г1; . . е= С и 
любого m e N .

Функция /  называется условно положительно опреде­
ленной, если неравенство (1) выполняется при дополни­
тельном условии, что Z\ +  . . .  +  zm =  0.

2.18. Докажите, что
а) функция f(t) =  eiW )  ( t <= К"), где а «= R", — поло­

жительно определенная;
б) функция f(t) =  A cos (a; i) +  f i ( « G  К"), где а <=К™, 

Л, .S eR , Л >  0,— условно положительно определенная.
2.19. Докажите, что если ¡я — конечная мера в К", 

то функция

^  =  j  е ~ г(х’1) d^(x)  ( i s ! R n)R П r \ /  \ /

(преобразование Фурье меры fx) положительно опреде­
лена.

2.20. Докажите, что функции

=  g ( t ) = *  ( i e R )
i -f-1

положительно определены.
2.21. Докажите, что
а) функция /  (t) = — 1| 11|2 (if е  К") — условно поло­

жительно определенная;
б) при 0 <  р <  2 функции /  (t) «= — || t f  ( t e  R ") ус­

ловно положительно определены.
2.22. Докажите, что если функция /: R" ->  С поло­

жительно определена, то
а) /  положительно определена;
б) /  ограничена;
в) из непрерывности в нуле следует равномерная не­

прерывность /.
2.23. Докажите, что если функция /(г) =  е8ф(г) поло­

жительно определена при всех s >  0, то функция 
Ф- К —*■ С является условно положительно определенной.



Пусть Д =  [в; Ъ), /е С * (л у , ? \ х ) Ф О  ( х ^ А ) .
Производная Шварца Б} функции /  определяется фор-

2.24. Проверьте, что для вещественных функций, 
удовлетворяющих перечисленным выше условиям, спра­
ведливы утверждения:

а) если суперпозиция / 0 я определена, то

делена, то Бё(х) =  ¿ ¡ ¡ (х) ;
в) если ¿>/(ж)< 0 для всех х^=А,  то для любого 

е  также <!>(/п) (х) <  0 ( х ^ А ) \
г) если 5 /(ж )< 0 , то £ (/-* ) (*/)> О в точке у =  /(ж);
д) для того чтобы выполнялось неравенство 8 { ( х ) <  О 

( л е Д ) ,  необходимо и достаточно, чтобы функция ё  =  
_  ] / '|- 1/2 была выпуклой;

е) если ¿>/(ж)<0 для всех х е  Д, то функция |/'| 
не имеет строго положительного локального минимума 
в (а; Ь) («.принцип минимума модуля»).

Почему важна именно отрицательность (а не поло­
жительность) шварциана, можно узнать из задач 
Х.1.37—40.

2.25. а) Проверьте, что функции / (я )=  эта:, /(х )  =
=  а п ^ я , - ¡ ( х ) ~ х е ~ х, f(x) =  e ^ x , ¡ (х)  =  А х 2 +  Вх +  С 
удовлетворяют условию £>{(х)<  0, если ¡ ' ( х ) Ф 0 ,  а функ­
ции } (х) =  х +  х\ ¿ ( х ) =  1е х , f ( x ) = ‘ c tg x  — ■вê r 
ох , А , В , С ев?).

б) Проверьте, что любой многочлен /  степени п ^  ¿, 
все нули которого веществеипы, удовлетворяет условию 
£ /  (х) <  0, если / '  (х) Ф  0.

2.26. Пусть

Си;, х, у , г — попарно различные числа). Докажите, что 
если /  е С ‘ (А), / '  кусочно монотонна и для любых точек 
х\ <  Х2 <  х$ <  Х4, принадлежащих одному интервалу мо­

мулои
1

5 (/ « £) (х) =  б1/  (§ (х ) ) (#' (х ) ) 2 +  (ж);

б) если /г (ж) - ^  и суперпозиция § =  /г0 /  опре-

Л (и;; ж; г/; г) = (г —  т ) { у  —  х ) 
(г  —  г/) (ж —  и>)



нотонности функции /, выполняется неравенство
Д(/(* 1); /(«а); /(л:®); /(®4) ) >  Д(аг,; *2; х3; *4),

то функция |/'| не имеет строго положительного локаль­
ного минимума во внутренних точках.

§ 3. Многочлены Бернштейна

3.1. Пусть п е Ц  г =  0, 1, 2, . . .  Для х 0? положим
8п,г(х) =  2  £&ек( 1 - : с ) ,,- * ( А _ п*)г.

0<й<п
Докажите, что

а) *̂ п,г+1 (х) =  ж (1— х) ( 8 П'Г(х) +  пг^„|Г_ 1(а:)), г е М ;
б) 5п/0(х )= 1 ; д (х) =  0; £„,2(я) =  ад(1 — я ) ;

<5’п ,з(ж )=  /гд;(1 —ж) (1 — 2а:) ;

£ я,4(а:) =  пж(1 -  а:) (1 +  3 (п  -  2)а:(1 - х ) ) .

3.2. Пусть в е Ч  б > 0 .  Для а ;е [0 ; 1] положим
Оп,6 (х) =  2  С»хк (1 — х)п~ к.

О

Докажите, что:
а) о„,4(ж Х  1/(462и);
б) 0„,»(х)^ 1/(464ге2);

в) ° п Д х ) ^ - ± ? - е - ап&\
О у  п

Пусть я е М , Многочлен

Вп (/; х) =  2  С п /(* /п )я * (1 -* )" -*

называется многочленом Бернштейна функции/: [0; 1]—>-К.
3.3. Найдите многочлены Бернштейна следующих 

функций:
а) ¡ { х )  =  хт, т =  0, 1, 2; б) / ( х) =  ах, а > 0 .
3.4. Пусть функция /  определена на промежутке 

[0; 1], в е М .  Докажите, что
а) £ „ ( / ;  0) =  /(0 ) и £ „ ( / ;  1) =  /(1 ) ;
б) 5 П (/2; а:) ^  Вп (/; а:) для всех х  «= [0; 1].
3.5. Докажите, что:
а) если функция /  возрастает (убывает) на проме­



жутке [0; 1], то многочлен Бернштейна B n(f) возраста­
ет (убывает) на [0; 1J ;

б) если функция /  выпукла (вогнута) на [0; 11, то 
/? „ ( /)  — выпуклый (вогнутый) на [0; 1] многочлен-

3.6. Пусть функция /  определена и ограничена сверху 
на промежутке [0; 1]. Докажите, что

а) B n (f] x )^ s u p  /  для всех n s N  и ж е  [0; 1];
б) если интервал А содержится в промежутке [0; 1], 

то Tim В п (/; ж )<  sup /  длявсехж еД ;
п—»+оо Л _

в) если интервалы А и А' таковы, что А < = Д 'с [0 ; 1] 
и sup /  <  sup /, то можно указать столь большой номер
N  =  N( f ;  А; А '), что / i „ ( / ;  x )< s u p / для всех ж ^АА
и n > N ,

3.7. Пусть функции /  и g ограничены на промежутке 
[0; 1] и совпадают в окрестности точки ж0^ [0 ; 1]. До­
кажите, что последовательности Шп(/; жо)} и {# "(£ ! ж<>)} 
сходятся или расходятся одновременно и в случае схо­
димости имеют общий предел.

3.8.. Пусть функция /  ограничена на промежутке 
[0; 1]. Докажите, что

а) если /  непрерывна в точке жое [0; 1], то
В п(1; жо)-^/(жо);

б) если /  непрерывна в каждой точке замкнутого про­
межутка А, Дсг[0; 1], то /? п ( / )^ /  на А;

в) если жое (0; 1 )— точка разрыва первого рода 
функции /, то

Вп (/; х0) ->  ■\  (/ (*0 +  0) +  /  (Ж0 -  0)).

3.9. Пусть / е С ( [ 0; 1 ]). Докажите, что
1

а) если | /  (х) хп dx =  0 для п =  0, 1, 2, . . то /  s  0;
о 1

б) если J /  (х) (xn+1 (1 — х)2)" dx =  0 для n e  N, то /
о

линейная функция.

3.10. Пусть / е С ( [  0; 1]) и j  /  {х) g" (х) dx =  0 для
о

любой функции £ ^ С 2([0; 1]), равной нулю в окрестно­
стях точек 0 и 1. Докажите, что / — линейная функция.



3.11. Пусть / е С ( [ 0 ;  я ]) и 8 >  0. Докажите, что су­
ществует тригонометрический многочлен Т вида T(t)  =  
=  2  ап cos nt такой, что l /(f)  — T(t)  I <  s для всех

О
t е  [0; я ] .

3.12. а) Пусть / е С ([0; 1] X [0; 1 ]). Д ляпе!Ч 1 
и х , ¡ / е ! R положим
Я п (/; X, г/) =

=  2 2
0 < h < n 0 < j < n  '  /

Докажите, что J?n(/)z £ / на [0; 1 ]Х [0 ; 1] при п - > + °° .
б) Пусть / е С ( [ 0 ;  я ]Х [0 ; я ])  и е >  0. Докажите, 

что существует тригонометрический мпогочлен Т вида
Т (щ v) =  2  2  ak,j cos ки cos jv

0 < k < N  0 < 3 < N

такой, что 1/(и; v ) — T(u;  у) I < e  для всех и, v е [0 ;  я ] .
3.13. Пусть / е Сг( [0; 1]). Докажите, что В п * (/) =£ / (г) 

на [0; 1].
3.14. а) Пусть /  е  Lip« [0; 1]. Докажите, что для всех 

reeN H i e [ 0 ;  1] справедливо неравенство

| B n (f- x ) - f { x ) \ ^ M [ ^ ^ . y ' \

где М  — некоторая положительпая постоянная, завися­
щая только от функции /.

б) Пусть а е ( 0 ;  1] и / а(х) =  \х — 1/21“. Докажите, 
что для всех n e N  справедливо неравенство

\Bn(fa, 1 / 2 ) - / а (1 /2 )| > 1 /г - “ /2.

3.15. а) Если функция /  выпукла на промежутке 
[0; 1], то B n(f; х ) >  f (x)  для всех r c e N n  j e [ 0 ;  1 ].

б) Если непрерывная на промежутке [0; 1], функ­
ция /  такова, что # „ ( /; х ) >  f ( x )  для всех в е М и  х  ^  
е  [0; 1], то /  выпукла на [0; 1J.

3.16. Пусть /  е С 2([0; 1]). Докажите, что

В п (/; х) -  /  (х) =  (/" (х) +  8„ (х)),

где последовательность функций {еп) равномерно на 
[0; 1] сходится к нулю (формула Е. В. Вороновской).



3.17. Пусть f ^ C ( [ 0; 1]), g e C 2([0; i ] )  и функ­
ция g равна нулю вне интервала (а; Ъ), где 0 < а < Ъ <  
<  1. Докажите, что

1

2  1В» ( *  i )  -  f  ( 4 ) )  * ( 4 )  ■ i f  { i ~ x) 8 {х))"dx-

3.18. Пусть функция /: [0;11->R такова, что 
sup \В„ (/; х) —  f(x)  | =  о (1/лг). Докажите, что функция

/  линейна.
3.19. Пусть f ^ C ( [ 0 ;  1]). Докажите, что условие 

/  (0), / ( l ) e Z  необходимо и достаточно для того, что­
бы функция /  являлась пределом равномерно сходящей­
ся на [0; 1] последовательности алгебраических много­
членов с целыми коэффициентами.

3.20. Пусть функция /  определена на промежутке 
[0; 1]. Докажите, что

5 П ( / ; * ) - = / ( 0 ) +  2  x hCknM f ( 0),

где

Л ? /(*/) =  / ( * / +  4 ) - / Ы .

A"+i/fo) =  Л? № ( » ) ) ,  ¿ e N .

3.21. Пусть f (x)  =  хт ( я е  [R), т =  0, 1, 2, . . .  Дока­
жите, что

а) Bn(f)^t-J на любом конечном промежутке;
б) |S„(/; х) I *£! шах(1; Ы т ) при любом х е  1R.
3.22. П усть /(х) =  2 стЖт для x< ^{—R; R) ,  где Д > 1 .

771 > 0

Докажите, что
а) # „ ( / ) = £ /  на любом промежутке [—г; г], если 

0 <  г <  i?;
б) если Cm 3* 0 для любого т, то 5 „ ( /)3 = / на [0; 1] 

и Я„ ( / ) « ; /  на [1; Л).
3.23. а) Докажите, что при фиксированном raeN  мно­

гочлены хк(1 - х ) п- \  к =  0, 1, ..., га, образуют базис в 
пространстве многочленов, степень которых не превы­
шает га. £

б) Докажите, что коэффициенты ап разложения мно­
гочлена Р степени т  по таким базисам при га 3s т, об-



разующяе таблицу
а 0 а 1 а т — 1 пта т  “ га • • • а т а т

а° . я 1 ат пт +1ат+1 m+l m+i ат+1
а» а1 ................................................................................................ дп_1п а п а п

удовлетворяют равенствам
Л0 0 п + 1  п h h—l  . h /1 а о v
# П + 1  ---  # П + 1  —’ #71 > #71 +  1 ---- #71 #П (А  =  1 ? 2 )  . . И )

(ср. с равенствами для биномиальных коэффициентов С„)-
в) Докажите, что условие Р ( х ) >  0 при а :е(0 ; 1) не­

обходимо и достаточно для того, чтобы при достаточно 
большом п чи сла к — О, 1, . . . ,  п; не обращались одно­
временно в нуль и были неотрицательны.

§ 4. Почти периодические функции 
и последовательности

Будем писать х^=у,  если \х — у \ < ъ ,  и £=%(m od 1), 
если существует такое целое к, что \х — у — к\ <  е.

Множество X c R  назовем относительно плотным, ес­
ли существует такое L  >  О, что в каждом промежутке 
длины L  найдется хотя бы одно число из X.

4.1. Докажите, что если К — иррациональное число, 
то для любых а е [0; 1) и е > 0  найдется такое п e Z ,  
что rc^ ia (m od  1). Проверьте, что множество таких п 
относительно плотно на прямой (ср. с задачей 1.3.2).

4.2. а) Докажите, что если А-i, К г ^ О  и отношение 
К1/К2 иррационально, то для любых а\, аге [0; 1) и е > 0  
найдется такое t е  К, что

^ii=iii(m od 1), K2t =  а2 (mod 1). (1)
Обратно, если система (1) разрешима относительно t при 
любых а\, а%, г, то Л1/Я2 иррационально.

б) Докажите, что при иррациональных Ki, Кг, К\]Кг 
существует относительно плотное на прямой множество 
целых решений системы (1).

4.3. Какому условию должны удовлетворять числа 
A,lt . . . ,  A,fte !R , чтобы система уравнений

=  0 (mod 1), i =  1, 2, . , . ,  к,



имела при любом 8 >  0 решение t, удовлетворяющее ус­
ловию Ul >  |Л,<1-1 для некоторого ¿?

4.4. Какому условию должны удовлеворять числа 
Ях, . . . ,  Я*<=0?, чтобы система уравнений

=  ai (mod 1), г =  1, . . . ,  к,

для произвольных ai, . . afte [0; 1) и е > 0  имела
а) вещественное решение f;
б) относительно плотное множество решений?
4.5. Какому условию должны удовлетворять числа 

Ях, . IR, чтобы система уравнений
%im =  ai (mod 1), i =  1, . . к,

для произвольных а\, . . afê [0 ; 1) и е > 0  имела
а) целое решение тп\
б) относительно плотное множество целых решений?
4.6. Пусть f ( x )  =  sin (аж +  b) +  sin(cx +  d),  ж е  [R, при­

чем асФ  0. Докажите, что если функция /  не равна тож­
дественно нулю, то она принимает значения разных 
знаков.

Определенная на К комплекснозначная функция /  
называется равномерно почти периодической (р. п. п.), 
если для любого е > 0  найдется такое число L =  L ( e ) >
>  0, что в каждом интервале длины L  найдется по край­
ней мере одно число т (е-почти период), для которого

|/(ж +  т) — /(ж) |< в при всех ж е  К.

4.7. Докажите, что каждый тригонометрический ква­
зимногочлен

/ (X) =  2  a ke k C^h £= R) a h ё= С)

обладает свойством равномерной почти периодичности. 
Проверьте, что /  периодичен тогда и только тогда, когда 
множители Xi, ..  ., Кп попарно соизмеримы (т. е. их от­
ношения рациональны).

4.8. Пусть / е С  ([R” ) — функция, имеющая период 1 
по каждому аргументу, ccv . . . ,  ccne R — рационально не­
зависимые числа, Ри •••» Р п еК - Докажите, что 
функция

ф (i) =  /  (axt — Pi; ..  •; ct„t — pn), t e  0?, 
равномерно почти периодична.



4.9. Докажите, что если / — р. п. п. функция, а числа 
Ь(%) ограничены при малых е, то /  периодична.

4.10. Докажите, что р. п. п. непрерывная на К функ­
ция равномерно непрерывна на прямой и ограничена. 
Существуют ли неограниченные р. п. п. функции? Сле­
дует ли непрерывность из ограниченности?

4.11. Докажите, что предел равномерно сходящейся 
на К последовательности р. п. п. функций — р. п. п. 
функция.

4.12. Докажите, что если у р. п. п. функции произ­
водная существует и равномерно непрерывна, то она так­
же является р. п. п. функцией.

4.13. Докажите, что если первообразная Р  непрерыв­
ной р. п. п. функции /  ограничена, то она также явля­
ется р. н. п. функцией.

4.14. Пусть /е С ( К ) ,  Л е В , Д(ж) =  Ц х  +  К). Дока­
жите, что функция /  обладает свойством р. п. п. тогда 
и только тогда, когда для каждой числовой последова­
тельности {Нп} из последовательности {¡нп] можно вы­
брать равномерно сходящуюся па К подпоследователь­
ность (компактность семейства сдвигов).

4.15. Докажите, что сумма и произведение непрерыв­
ных р. п. п. функций — снова р. п. п. функция.

4.16. Докажите, что для каждой непрерывной р. п. п. 
функции существует среднее значение

т

М ( /) =  Пт ■£= Г ¡ ( х )й х .
Т->+о°

4.17. Докажите, что
а) </, g> =  M (f g ) ,  где /, д — непрерывные р. п. п. 

функции, а функционал М  определен в предыдущей за­
даче, обладает свойствами скалярного произведения (в 
частности, </, /> =  0 тогда и только тогда, когда /  Е 0);

б) функции ($х(х) =  ег>а, % е  5?, образуют несчетное ор­
тогональное относительно этого скалярного произведения 
семейство;

в) величины с%к =  М  (кк е  0?, к =  1, . . . ,  п) 
удовлетворяют неравенству

2  К 1 * < м ( | /| а)
1 -<й«п

(неравенство Бесселя для системы {ф^>). Выведите от­
сюда, что Са. Ф  0 лишь для счетного множества значений



Я. Может ли это множество быть произвольным счетным 
подмножеством К?

4.18. Пусть {ап), ап е  (0; 1; 2),— непериодическая по­
следовательность. Последовательности {Ъп) и {сп} опре­
делим следующим образом:

Докажите, что хотя бы одна из последовательностей {&„}, 
{с„} непериодична.

Назовем двоичную последовательность е =  {еЛ}, / [ е М , 
почти периодической, если для любого «слова» 
(е*+1; . . . ;  ек+1) (будем также писать ък+1 гк+2.. .  е*+г) из е 
существует такое число ¿ е М ,  что множество

пересекается со всеми отрезками натурального ряда дли­
ны Ь. Аналогично определяется почти периодичность для 
двусторонних последовательностей {ъъ)ь.<=г&-

4.19. Пусть {е*}леЕ — почти периодическая последо­
вательность, /(ж )=  8[х] (х е К , [х]— целая часть числа х).  
Является ли /  р. п. п. функцией?

4.20. Верно ли, что для всякой почти периодической 
последовательности {еи}ке! существует предел чезаров-

са в К2, к — иррациональное число, а 2 =  5 П 2 2 — 
множество целых точек в 5. Докажите, что ортогональ­
ные проекции точек из 2 на сторону полосы (рис. 5) 
разбивают ее на отрезки, длины которых принимают 
ровно два значения а и Ъ. Перенумеровав отрезки целы­
ми числами в порядке их расположение на прямой, по­
ложим 8( =  0, если г'-й отрезок имеет длину а, и е4 =  1 — 
в противном случае. Докажите, что последовательность 
{б{}<е2 почти периодична.

4.22. Рассмотрим последовательность
е =  (еь) =  0 1 1 0 1 0 0  1 1 0 0 1 0 1 1 0 . . .

(последовательность Морса), формально определяемую 
равенствами ег — 0, е2 =  1, г* =  1 — ей „ при 2" <С к ^  
^ 2 п+1(гге  1Ч1)- Докажите, что она почти периодична.

если ап — 0, 
если ап Ф  0;

если ап =  2, 
если ап Ф  2.



4.23. Пусть для конечной последовательности («сло­
ва»)

А  ^  81 Ё2 • . . Е„

из нулей и единиц А °  означает А,  Л1 =* 8 1 8 2  . . .  е„, где 
гк =  1 — гк. Определим последовательность е, задавая ее 
начальные отрезки А Р, которые определяются рекуррент- 
но: Ао — любое слово: А0 =  ех . . .  еп,

А — А А^1— |̂о/1о о • • • >
где некоторое слово из нулей и единиц,

т]йе { 0 ;  1},А 2 =  А , а №  . . .  А\т

и т. д. Таким образом, А 0 служит началом А и А\ — нача­
лом А 2 и т. д. Бесконечная последовательность { А Р} 
определяет некоторую последовательность е. Докажите, 
что е периодична или почти периодична.

4.24. Последовательностью складок называется после­
довательность 5 =  {5п}пе/  ̂ нулей и единиц, начальные от­
резки которой А п длины 2к — 1 (к =  2", п е  М) имеют 
вид . . .  5й_15аП5й_ 1 . . .  .?! (где ^ =  1 — Я; ) . Назва-

ние последовательности объ­
ясняется тем, что со словом 
А п можно связать последова­
тельность складок бумажной 
полоски, образующихся на 
ней в результате п +  1-крат­
ного ее сгибания (сначала

Рис. 5

¿ ^ 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0  

Рис. 6

пополам, потом еще раз пополам и т. д.). Если, дви­
гаясь по полоске, каждой складке, приводящей к пово­
роту налево, поставить в соответствие единицу, а складке 
«поворот направо»— нуль, то получится А п (рис. 6).



Последовательность 5 однозначно определяется заданием 
чисел ¿>2п? п =  0, 1, 2, . . .

Докажите, что всякая последовательность складок 
почти периодична, но не периодична, даже если ограни­
читься членами с достаточно большими номерами.

4.25. Докажите, что последовательности складок (см. 
задачу 4.24) обладают следующим свойством (почти пе­
риодичность по Безиковичу): для каждого е >  0 найдутся 
такое число Ь >  0 и такие числа тт  е  N (т  е  М), что

а) если л>(Д)— число тех тт , которые попадают в 
интервал А с  0?+, то v (Д l )< 2v(Л 2) для всех интервалов 
длины Ь;

б) для каждого т е М

2  И+тт - * ; | < е ;
1< 3< п

в) 2  2  |*;+тт - ^ | < е -
п р 1<;<п Кт<р

4.26. Докажите, что если хп =  (— 1) ” , тге (41, где 
{вп} — последовательность складок, то при любом ¿ е К  
существует предел

с( = Н ш 1  2  **е~ 2ПШ
14Ь<п

(коэффициент Фурье),  причем
а  =  — I (— I)1 2~^т+1\ п , если * =  (21 +  1) 2—(т+2)м (.3= А

О,
и С[ =  0 в остальных случаях. Убедитесь, что справедли­
во «равенство Иарсеваляъ

И т 7  2  1**12 “  2  м 2-
1 < ъ < п  о < г < 1

4.27. Рассмотрим двоичную последовательность
г =  {/-п}пе^ =  00010010000111010001001011100010 . . .

(последовательность Рудина — Шапиро),  начальные от­
резки А п которой, имеющие длину 2", имеют вид А п =  
=  С„Оп, где Сп и Д, — слова длины 2п~\ причем 41 =  
=  С\П\ — 00, а при п >  1 А п, Сп, Оп определяются ре- 
куррентно: Оп =  Г)п =  Сп—\1̂ п—1» 
получается из О п-\ заменой О ч-*- 1).



Докажите почти периодичность этой последовательно­
сти. Заметим, что последовательность {(— l)r,lj являет­
ся последовательностью коэффициентов многочленов Ру- 
дина —- Шапиро (см. задачу 1V.6.29).

Г л а в а  VIII. МЕРА И ИНТЕГРАЛ ЛЕБЕГА

В этой главе слово «мера» означает меру Лебега в Кш 
или на сфере ¿ m_1 =  [х <= ikm | ||ж1| =  1 1. кМера Лебега в 
0<т  обозначается символом кт, а при т =  1 — буквой К.

§ 1. Мера Лебега

1.1. Пусть Eh<=(0; 1) (к =  1, 2, N),  2  b ( E h) >  

> iV  — 1. Докажите, что Я, С П Е к\ > 0 .
\l<k<N )

1.2. Пусть E c z S 1, zi, . . р.— мера Лебега на 
S («длина дуги»). Докажите, что если

\ х { Е ) > 2 я { 1 - 1 1 Щ ,

то повернутое надлежащим образом множество Е  содер­
жит все точки z¡, .. .,  z¡f, т. е. найдется такая точка zo s  
s  S\ что ZozAe E  при к — i, 2,

1.3. а) Докажите, что если E cz R m, Xm( E ) >  i, то 
найдутся две (различные) точки х, х'  е  Е, у которых раз­
ности соответствующих координат суть целые числа.

б) Пусть V cz R m — выпуклое центрально симмет­
ричное относительно нуля множество, %т( У ) > 2 т. Дока­
жите, что V содержит точку а Ф  О с целыми координа­
тами.

в) Пусть V cz R m — выпуклое центрально симметрич­
ное относительно нуля множество, Jim ( F) >  iV2"‘, где N —  
некоторое натуральное число. Докажите, что V содержит 
но крайней мере 2N  отличных от нуля точек с целыми 
координатами.

1.4. Какова мера множества тех точек из интервала 
(0; 1), у которых при разложении в десятичную дробь

а) на заданном месте стоит цифра 4;
б) стоящая на заданном месте цифра является про­

стым числом;
в) на двух заданных местах стоят заданные цифры;
г) на двух заданных местах стоят цифры разной чет­

ности?



1.5. Какова мера множества чисел из интервала 
(0; 1), в десятичной записи которых присутствует циф­
ра О?

1.6. Пусть Ей с : (0; 1) (/се1К1). Верно ли, что существу-

Д окажите, что X (Л) =  0.
1.8. Пусть 0 <  0 <  1, ЯсгО?”1, 0 < Х ^ { Е ) <  Дока­

жите, что найдется такой куб А, что 0Хт (Д) <  Х ^ Е  П А ).
1.9. Пусть Е,  Е 0 с= К произвольные измеримые 

множества положительной меры. Докажите, что
а) точка 0 — внутренняя для множества Е  — Е  — 

=  {х — у\х, у^Е}\
б) в Е  найдутся две (различные) точки, расстояние 

между которыми рационально;
в) множества Е +  Ео, Е Е  о имеют внутренние точки.
1.10. Пусть Е  а  К, Х ( Е ) > 0. Докажите, что если

I
—  (х +  у) е  Е  для любых точек х, у <= Е, то Е  — проме­
жуток (ср. с задачей 1.1.19).

1.11. Пусть V =  {иЛ} — строго возрастающая последова­
тельность натуральных чисел, и пусть

Ем =  12  ей =  0 или 1)
(см. задачу 1.1.34).

а) Когда Х(Е^) — 0?
б) Докажите, что если

Й т ( « л +1  — « й ) > 2  +  ]о^2т  ( т е ^ ,

то множество Е (т) =  Е? +  Е^ +  . . .  +  Е, {т слагаемых) име­
ет меру пуль.

в) Пусть
н =  \ 2  1'кхк\п<= N. 0 ,  х к^.  Еч, к =  1, 2, . л].

Докажите, что если Н т(и Л+1 — пк) =  °°, то Х(Н) — 0. 
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ет такая подпоследовательность { Е ^ } ,  что
>  0, если выполнено одно из условий

а) lim X (Eh) =  1; б) lim X (Ек) >  3/4?

1.7. Пусть ай> 0 ,  2  ak <  00 • Рассмотрим множество
( неравенство I х  — р!д | <  а9/</, где

сс- (~~* (0 * 1) ̂ ’ д е  М, имеет бесконечно много решений



1.12. Пусть

Е 8д = ь0  ИЛИ 1

Докажите, что ¿ ’ — замкнутое множество, не имеющее 
внутренних точек, и А(Я) =  0. Верно ли, что мера мно­
жества Е +  Е  +  . . .  +  Е  (т слагаемых) равна нулю при 
любом ш е №

Пусть Д — замкнутый промежуток длины 10. Зададим 
последовательность Ип}п>о положительных чисел, удовлет­
воряющих условию 21п <  /п_ 1 (/г е= Ы). Рассмотрим мно­
жество Е 1<=А, содержащее концы промежутка А и со­
стоящее из двух замкнутых промежутков А0 и Д1 длины 
/1 каждый. Промежутки До и Д1 назовем промежутками 
первого ранга. Заменяя 1\ на ¿2 и повторяя ту же опера­
цию с промежутками До и Д1 вместо Д, мы получим че­
тыре промежутка Доо, Доь Дю, Дц второго ранга (Доо и 
и Д01 <= Д0; Дю и Дц с  Д1) ) объединение которых обозна­
чим через Е%. Аналогично строятся промежутки третьего, 
четвертого и т. д. рангов. Объединение 2П промежутков
ранга п обозначим через Е п. Множество Е  =  П ¿'п иа-

п=1
зывается множеством канторовскозо типа, построенным 
с помощью определяющей последовательности {/„}п>о на 
промежутке А (ср. с построением канторова множества 
и обобщенного канторова множества на с. 12— 14).

1.13. а) Какова определяющая последовательность 
для канторова множества?

б) Какова определяющая последовательность для 
множества из задачи 1.12?

в) Когда множество из задачи 1.11 будет множеством 
канторовского типа? Какова в этом случае определяющая 
его последовательность?

1.14. Постройте множество Е<^-\0 ;1] канторовского 
типа, имеющее положительную меру. Покажите, что мера 
такого множества может быть сколь угодно близка к 
единице.

1.15. Докажите существование такого множества А  с: 
с= [0; 1]> что для любого (непустого) интервала Дет 
<=(0; 1) Х(А П Д )> 0  и Я(Д\Л)>0.

1.16. Пусть А с  К2 выпуклое компактное множ е­
ство, А г Е-окрестность множества А,  т. е. множество
8 Б. М. Макаров и др, ИЗ



U В ( х ; е ) ,  Докажите, что Яг(4Е) =  а +  Ьг +  се2, и вай-
* е А
дите коэффициенты а, Ъ, с.

1.17. Докажите, что всякое (непустое) открытое под­
множество пространства R”  может быть представлено в 
виде объединения последовательности попарно не пере­
секающихся шаров и множества нулевой меры.

1.18. Пусть {E J  — последовательность попарно кон­
груэнтных подмножеств множества S\ удовлетворяющая 
условиям (см. задачу 1.1.11):

S 1 =  U Е„, Е„Г\ Ет =  0  при п ф т  (п ,т <=  N).
П>1

Докажите, что множества Е п неизмеримы.
1.19. Под сдвигом на 0 по модулю 1 будем понимать 

отображение х *-* {х  +  0} (ж е  [0; 1)), где {у) — дробная 
часть числа у. Заменяя поворот на угол 2л0 сдвигом на 
G по модулю 1, постройте по аналогии с задачами 1.1.11 
и 1.18 неизмеримое подмножество промежутка [0; 1).

1.20. Используя результат задачи 1.19, покажите, что 
всякое множество Е  cz [R\ имеющее положительную 
меру, содержит неизмеримое подмножество.

1.21. Пусть §1 — система подмножеств множества N, 
удовлетворяющая условиям:

1) если card (А) — card (N \4) =  оо, то 4 е ? (  тогда 
и только тогда, когда N \Л ф  §1;

2) если 1, C c N ,  card(C)<°°, то А\1С<^% ж 
А \ С  е= Я.

(Существование такой системы множеств можно 
доказать с помощью леммы Цорна (см., например, [13], 
с. 55).)

Докажите, что множество Е =  2 неиз­

меримо.
1.22. Будем говорить, что множество Е  cz Rm порож­

дает паркет, если его сдвиги на всевозможные векторы 
с  целочисленными координатами покрывают Rm, пе на­
легают друг на друга, т. е.

Rm =  U (1 +  Е),  (1 +  Е)[)(1' +  Е) =  0  
is ът

при 1ф 1'  (/, Г е  Zm).

Докажите, что мера измеримого множества, порож­
дающего паркет, равна единице.



1.23. Пусть Æ'czK’", l m( E ) >  О, A — счетное плотпое 
в IR множество. Докажите, что

R m \  U (а  +  Е)\ =  0.
a e A  I

§ 2. Измеримые функции

Символом 2 >0(Е) мы обозначаем множество всех изме­
римых по Лебегу почти везде конечных функций, опре­
деленных на (измеримом) множестве Е  си К” . Две функ­
ции из 2 ? й(Е) называются эквивалентными на множестве 
Е0 <=■ Е, если они совпадают почти везде на Е0. Символом 
%л обозначается характеристическая функция множества 
A cz [R” .

2.1. Пусть f ^ 2 >0(E),  |/| <  1 почти везде (п. в.) па 
Е  си [R . Докажите, что если |/| < 1  па множестве поло­
жительной меры, то найдутся не эквивалентные друг 
ДРУгу функции / 1, /2 е  S ’° ( E ) , удовлетворяющие условиям 
l / i l < l  ri. в. па Е, |/21^1 п. в. на Е, /  =  (/, + /2)/2.

2.2. Приведите пример определенной на [R монотон­
ной функции, не эквивалентной непрерывной функции 
ни на каком (непустом) интервале.

2.3. Функция Дирихле (равная единице в рациональ­
ных точках и нулю в иррациональных точках веществен­
ной прямой) разрывна в каждой точке, но эквивалентна 
непрерывной функции. Существует ли такая функция из 
& ° (  [0; 1 ]), что любая эквивалентная ей на [0; 1] функ­
ция разрывна в каждой точке этого промежутка?

2.4. Пусть К  — капторово множество, /  — канторова 
функция (см. задачу Ш.3.17), и пусть

g(x) =  (x +  f (x)) I2  ( г е [ 0 ;  1]).
Докажите, что

,а) функция g строго возрастает;
б) X ( g ( K ) ) >  0;
в) найдется такое (измеримое!) множество II сг К,  

что множество g(H)  неизмеримо.

Пусть Е  cz [Rn, f<^2?° (E), и пусть при любом t е  [R 
мера множества E (f  <  t) =  {.r е  E\f(x) <  t} конечна. 
Функция

F(t) =  knE ( j < t )  ( i s  О?)



называется функцией распределения функции f (па мно­
жестве Е). Функции, имеющие одинаковые функции рас­
пределения, называются равноизмеримыми.

2.5. Докажите, что функция распределения непрерыв­
на слева. Когда она непрерывна в точке í„ *= К?

2.6. Найдите функции распределения на [0; 2л] 
функций

a) sin ж; б)' cosa:; в) sin(За:/2); г) sin (2х —- я /4 ).
2.7. Равноизмерлмы ли функции sin х и sin (пх +  а) 

(n e N , a e lR ) на множествах а) [0; 2я ] ; б) [0; я ]?
2.8. Пусть F  — функция распределения функции /  е  

, Т ) ) .
а) Найдите функции распределения функций f +  C, 

Cf  (С >  0), f .
б) Пусть /  — продолжение функции /  на множество 

R с периодом Т, g (x )  =  f  (х -  С) (х 0; Т ) ) .  Найдите 
функцию распределения функции g.

2.9. Пусть г с Г Д „ ( £ )  =  1 , / е ^ ( £ ) .
ia) Докажите, что существует единственное число to 

такое, что
XnE ( f > t o ) >  1/2 и A,«E(/3sfo +  e ) '< l /2

для любого г >  0.
б) Докажите, что ХпЕ  ( f <  to) >  1/2.
в) Число М,  удовлетворяющее неравенствам

XnE ( f > M ) >  1/2, XnE ( f < M ) >  1/2
называется медианой функции /. Единственна ли ме­
диана?

Пусть Е  a  R", Хп ( Е ) < + ° ° ,  fe = 3 ?0(E).  Положим 
f * { r ) = m l { t \ K „ E ( f > t ) ^ x ) ,  т е [ 0 ;  К ( Е ) ] .  

Функция /* называется невозрастающей перестановкой 
функции /.

2.10. Докажите, что функции /  и /* равноизмеримы. 
Предполагая, что функция распределения F  функции / 
непрерывна и строго возрастает, выясните, как связаны 
F  и /*.

2.11. Найдите невозрастающие перестановки следую­
щих функций:

а) sin х на [0; 2л ] ;  б) sin (х /2 ) на [0; 2л] ; в) Щ х 
на (0; л).



2.12. Найдите невозрастающую перестановку функции
И х \ у) =  х2 +  у 2 (х2 +  у 2 <  1).

2.13. Пусть /(* )=  ^  JZTT* где at >  0, а2 >  0, . . .
1̂ /г̂ тг ^

. . an>0 ,  сх, . . . , rn е  [R. Докажите, что при любом 
£ > 0

X {х <= 0? | /  (х) >  t) =  A/t, X {х  <= [R | /(ж) <  — г} =  A/t,  

где А  =  2  «а-
1 < h < n

§ 3. Суммируемые функции

Й этом параграфе все рассматриваемые множества и 
функции предполагаются измеримыми. Множество функ­
ций, суммируемых по мере Лебега на множестве Е  о  Rm. 
обозначается символом ¿ ( Е ) ;  для обозначения интеграла 
по мере Лебега от функции /  по множеству Е  мы, как 
правило, используем символ j* /  (х) dx. Характеристиче-

Е
ская функция множества А  обозначается символом у л.

3.1. Пусть объединение любых трех множеств семей­
ства Е\, Е%, . . . ,  E n совпадает с промежутком [0; 1]. 
Положим

2  Я (Я*), S 2 =  2  Ц Е } [\Еъ).
l< h < N  l < i < h < N

Выразите через Si и S2 интеграл
1

1 =  J { 2  (x )Y  dx.
д \ l< h < N  )

3.2. Пусть каждая точка промежутка [0; 1] принад­
лежит по крайней мере к множествам семейства Е\, 
Е2, . . Е ы. Докажите, что для некоторого п справедливо 
неравенство Х(Еп) >  k/N.

3.3. Пусть Е cz [Rm, Ят (£,) < ° ° ,  f ^ 3 ? ° ( E ) .  Докажите 
эквивалентность следующих условий:

а) /  е  3?' {Е) ; б) 2 М Я ( | /| '> * ) ) < о о ;  ft> 1



3.4. Пусть множества Ek с= Rm (к е  N) попарно раз­
личны, 2 (Еь) <  оо, и пусть

=  {ж е  IRm|a:e Ek в точности при п значениях к\, 

В п =  {х е  [Rm| х i= Ek не менее, чем при п значениях /с). 

Докажите, что множества А п, В п измеримы и 

^т(Вп) = 2  hm(Ah),
к^п

2 пХт(Ап) = 2  кт(Вп) = 2  -̂т(Еп)•
п>1 п>1 эт>1

3.5. а) Докажите, что ряд 2 2 ~ х — гп\—1/2, оде {г„} — 
произвольная числовая последовательность, сходится 
почти везде на К-

б) Постройте функцию из S ’°([R), не суммируемую 
ни на каком (непустом) интервале.

3.6. Может ли всюду дифференцируемая на [0; 1] 
функция иметь производную, не суммируемую па [0; 1]?

3.7. При каких р е К  функция /  суммируема па за­
данном множестве в следующих случаях:

а) /  (х) =  x~v (— l)t*l, z e ( l ; + o o ) ;
б) /  (х) =  х г~р  sin х, г е ( 0 ;  +  оо);
B ) f ( x ) ^ = x ~ p ( — l)[i/*], i e ( 0 ;  1);
г) f (х) =  e - xPsin*x, г е ( 0 ;  +  оо);

Д) / ( * ) - , , " Г .  —  z e ( 0 ;  +  oo).1 +  X S111 X

3.8. Суммируемы ли указанные ниже функции /  на 
множестве [ -1 ; 1] X [—1; 1]? Найдите повторные ин­
тегралы

+ 1 / +1 \ +1 /  +1 \ 
j  j* /  (х; у) d y j  dx, Ц  j  /  (ж; у) d x j  dy,

е с л и

а) /  (*; У) =  -¿ v -a? б) /  (х; у) =
Х + У  X + у

• ) 1 (х: »> -  ( i q r г) 1 (х' л  -  p f k



(во всех случаях значение /(0 ; 0) может быть определе­
но произвольным образом).

3.9. При каких р е К  функция
Н?\У) =  \ 1 - х у \ - 9  ((*; у) е= 0?я)

суммируема на множестве Е  в случаях
а) £  =  [(); 1] X [0; 1); б) Д -  [0; 2] X [0; 2];
в) Е  =  {(х-  у )е [0 ; 1] X [0; 1] | (х — 2 )2 +  у* >  2,

х 2 + , ( у -  2 )2^ 2 } .
а) Пусть р >  О, Ь с  0? . Докажите, что если 

Ат(Е) =  Хт( В ( 0; г)),  то

! ■
dy

\ х  —  У \ I
в(о;г)

dz

при любом х  е  К?т .
б) Докажите, что

¡ e ixdx < 2 s in(k(E) /2)

для любого множества Е с  [0; 2 л ] .
в) Докажите, что

для любого множества Е (Е cz R2) конечной меры.
3.11. Пусть р, t >  0, Е  cz Кга, / е 5 ’1|(£). Докажите,

что
Т̂О .Е ( | / 1 ^  t)  ̂  J  | / (ж) |р dx.

Е
В частности, при р — 2 мы получаем неравенство Чебы­
шева-.

КпЕ ( | / 1 ^  0 ^ ¿ ~ 2 [  I /  (ж) |2 dx.
Е

3.12. Докажите, что если |/|f e S 1^ )  (Д сгК "1), то
(£ Р) при t ->- +оо.

Приведите пример, показывающий, что обратное утверж­
дение неверно.

3.13. Пусть р >  0, Е  cz Rm, f e & * ( E )  и XmE(\f\ >  t) — 
*“ tf(i ”) при г-^+оо. Докажите, что если кт( Е ) <  +<*>, 
то l/lр ' ^ S ' ( E )  при любом е <в(0; р ) .



3.14. Пусть Е  а  0?т , / е  £?(#)'. Докажите, что

||/ (х) |р йх ^  ЪтЕ ( \ 1 \ ф  0).
к

3.15. Пусть /, ё ^ З ? й{Е), /, в > 0 .  Докажите, что
если

^ ( х ) 6 х  =  \,  ̂ ё { х ) } ( х ) 11х < +  Оо ,

]*£(х)1т1/(а:)с1я
ТО

1 » ( х ) д ( х ) < 1 х у * ^ +
( I

Можно ля отказаться от условия  ̂g (х) /  (х) (1х <  +  оо?
Е

3.16. Пусть ж е  К, X =  [х\ +  2 8й2_й, где е„ =  е*(.г) =  
=  0 или 1,— двоичное представление числа х.

а) Найдите интегралы ъ^(х)йх, е (̂ж) ет  (а:) (¿ж,

(/ с , т е М ,  к Ф  т)\
о

1
| оп (х) -----2 ~ <1х, где (Т„ (х)б)

=  7  2  М * );
1 <к<п

в) докажите, что
1

|  а „  (а:) —  4 ~  |4 =  О  ( и - * ) .

о _
3.17. Пусть х е Е ,  х =  И  +  2 е/Д0~ - где е„ =  

=  ек(ж) — 0, 1, . . 9  — десятичное представление числа х. 
Пусть /  — одна из цифр 0, \, . . 9 ,  и пусть 

( 1, если г1(х) =  ], 
аз (х ) — | о, если е-! (а:) ф  /.

Найдите интегралы {к, ш е М ,  к Ф  т)
1

а) ] щ (Ю'*_1а:) йх,
о

б) | а} (10Л—1аг) а} (Ю т-1х) Аг.



3.18. Пусть <геК,  а Ф  О, 1; * = 2  ¿к {х) 10-*—
к^1

десятичное представление числа х, (О, 1). Положим 
[ а, если г „ ( х ) ф О  при любом /г;

/(х ) =| 1’ ссли первое еп(х)=фО имеет четный номер;
I 0 в остальных случаях.

1
Докажите, что функция /  измерима, и найдите | /  (х) ¿х.

о
3.19. При построении канторова множества из проме­

жутка [0; 1] последовательно удалялись интервалы дли­
ны 1/3, 1/9 и т. д. (см. с. 12). Пусть / ( х ) =  п на интер­
валах длины 3"п, /(ж) =  0 на канторовом множестве.

а) Докажите, что функция /  измерима и найдите
1
( /  (х) с1х.
о

б) Найдите функцию распределения Р  функции /  и 
невозрастающую перестановку /* функции /  (см. опреде­
ления перед задачами 2.5, 2.10).

3.20. Пусть К  — замкнутое подмножество промежут­
ка [а; Ь],

р (я) =  шЛ { I£ — £ I I £ е  К)

— расстояние от точки х е К  до множества К.  Докажи­
те, что при любом я >  0 функция

М у ) - Г  ,р5(т)^ +1 (у ^ К )
% \х — у I

суммируема на К.
3.21. Докажите равенства (0 <  а °°)

а

а) 1" / (  тах  \хи\\<1х =  т2ш (" ¿ш_1 / (г) <Й;
[—а ;а ] т ' о

а

б) | /  (х) <1х =  ] гт-1 /  ] /  (1у) (Пт-!  (г/)'! £Й,
1 - а ;а ] т  о \ т а х  1̂ 1 = 1  /

где функция /  предполагается неотрицательной, Хт-\ — 
(т — 1)-мерная мера Лебега на границе куба [— 1; 1]т .



Ниже символ |ят -1  обозначает меру Лебега (площадь 
поверхности) на сфере ¿,т-1 =  { я е  0?т |||х|| — 1}. Пло­
щадь сферы, т. е. величина ¡1т_1/(£т-1) , обозначается
СИМВОЛОМ СТт-1-

3.22. Докажите по индукции справедливость равенств

®) §  /  (•*'1’ • Хп—1! Хп) 1 (х) =“
8п- 1

=— в1П 0  | |  / ( м ^ ш О ,  . . . ,  « п - ^ т О ,  СОЯ 0 )  ¿|Д,П_ 2  (м )}  й®

( г а >  3);

б) | / (х) йх =« | £п -1 1 | /(¿со) й[г„_1(со)| еЙ (ге>2 ), 
к™ о и™ -1 1

где функция /  предполагается суммируемой соответствен­
но на 5 П-1 или й?п. Заметим, что формула а) остается 
справедливой и при п =  2, если под ¿>° понимать границу 
отрезка [—1; 1], т. е. двухточечное множество {—1; 1), 
а меру считать состоящей из единичных нагрузок, по­
мещенных в точках +1 и —1.

3.23. а) Пусть Т =  {х е К п|0 <  || х || г (хЦ ж||)}, г — неот­
рицательная непрерывная функция, определенная на 5"-1.

Докажите, что =  J  гп (со) й\кп_ х (со).
8п -1

б) Пусть А  — ограниченная окрестность нуля в про­
странстве К” ,

р (х) =  вир { | (х; у) 11 у  е= А), V  — {х е= К” | р ( г ) <  1}. 
Докажите, что

“ Д .  р <*>

При решении задач 3.24—3.26 полезно испольвовать 
формулу (см. задачу 3.22)

ъ
]* !{\\х\)(1х =  пап \

а<||эс||<Ь о



где f — (измеримая) неотрицательная на промежутке
<а; Ъ> ( 0 ^ а < 6 « £ о о )  функция, а„ =  Я „(£ (0; 1)).

3.24. Пусть Е  — (измеримое) подмножество полуоси 
(0; + °°), А е =  [х е  Rn| [|а:||е Е\. Докажите, что

кп (А е) =  пап I" г"-1 dt.
Е

В задачах 3.25, 3.26 и других символом обозначена 
стандартная зауссовская мера, в Rn, т. е. мера с плот­
ностью (2л)~п/2 e~WI2/2.

3.25. Вычислите 7„(r) =  y„(S(0; г)) ( г >  0).
3.26. Пусть а >  0, Ка — конус в пространстве О?4:

К а =  {(ху х 2; х3; х±) s= R41 х\ +  х*3 +  х\ < a 2;rf}.
Найдите у4(/С).

3.27. Вычислите объем обобщенного тора Т  е  [R4:

Т =  {(ari; х2; xs; х4) е= R41 (а ;̂ У  х\ +  4  +  xl) е= В  с  К2},

где 5  — круг с центром в точке (0; а) и радиусом R ^ a .
3.28. Пусть в пространстве К2 задано компактное 

подмножество А,  лежащее в верхней полуплоскости. Если 
Го — тело, получаемое вращением в R3 множества А  
вокруг оси х и то по теореме Гульдина %з{Т0) =  Х2 (А)  2 п у с, 
где у с — ордината центра тяжести множества А.  Считая, 
что R2 канонически вложено в R4, рассмотрим тело Т, 
«получающееся при вращении А вокруг оси х\ в К4»:

Т =  {(^ ; я2; х3; ж4) е= R41 [хг; У х \  +  х% +  xl)  <= а ).

Докажите, что справедлива следующая модификация тео­
ремы Гульдина:

%i{T) — %2{A) ■ 4пр2,
где р радиус инерции множества А  относительно оси 
Х\, т. е. положительное число, определяемое равенством

Р2 =  (V (^ ))-1 j  j  f  dx dy.
А

3.29. Пусть в пространстве IR2 задано компактное 
множество А,  лежащее в полуплоскости х% ^  0. Считая,
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что (Ra канонически вложено в 0?п, рассмотрим множе­
ство Т — «тело, получающееся при вращении А  вокруг 
оси х\ в Кп»:

Т =  {(а ;̂ х2\ . . хп) е= К"| (хх; j/"i|  +  . . .  +  i ' ) s 4 } .
Докажите, что

а) Яп (Т) =  о „_ 2 j  [ x^~2dx1 dx2;
А

б) Тп {Т) -  ( £ ^ J  I  * .■

где уп( Т ) — «гауссовский объем множества Т» (ч„ — мера 
в [R™ с плотностью ( 2 п ) ~ ~ е—1М2̂ ).

3.30. Найдите меру множества
А п (р)  =  ¡(Xi, . Хп)  s= R ” | 2  ( Р > 0 ) .

[ Kh<n )
3.31. а) Вычислите интеграл

Г - ' Ы г  j  I ( * : « ) № „ _ ! ( * ) ;
gn- 1

б) докажите, что при m , n e  N, m + q >
>  0, справедливо равенство

а-1 Г (V  +  + x 2 ) i /2du (х) Г ((m +  g)/2) Г(”/2)1 J   ̂ 1 +  ’ * • +  т> W  -  Г ((п +  ?)/2) Г (т/2)
s n - i

(iS5S>(m/ n)e/i)*
3.32. Пусть a, b ^ S n~\ 0 — угол между векторами 

а, Ь(0 ^  0 <  л). Докажите, что

J  sign (а, х) sign (b, х) о^п_ !  (х) =  ( 1 — 0 j (т„_г.
sn—1 ' '

3.33. Пусть
оо

1п =  \уп {В (0; г)) (1 — уп (В (0; г))) dr. 
о

Докажите, что
а) J  ]*|1И| — \\y\\\dyn (x)dyn (yy,

Rn p n

б) 7n —  (2n)-i/*.
n -* o o



3.34. Пусть А  с  Кп— открытое звездное относитель­
но нуля множество, qA(x )= m í{ t> Q \ t~ lx ^  А )  (ж е  
е  К” ) — калибровочная функция множества А ,  и  п усть  
ц — такая вероятностная мера на В?”, что

]  |(;г, г/)| +оо при любом у е  К ".
кп

Докажите, что
+ оо
j  ^ (ЬА) (1 — (.1 (гА)) сИ =
о

=  |  ]  I Ял (*) — Ча (У) |<*|* (ж) ¿ц  (у) <  + « > .  
кп кп

3.35. Пусть функция / суммируема в кубе (} =  [0 ; 1 ) т  
и имеет период 1 по каждой переменной. Д окаж ите , что

а) при сдвиге () на любой вектор интеграл j  / (х ) йх
Я

не изменяется, т. е. при любом н е К ”

§ } (х ) ( 1х =  § }(х)<1х, где а + <? =  {а + у | у е  <?};
«  а+<2
б) если А  — произвольная целочисленная м атри ц а 

размера т Х т  с определителем, равным единице, то

j  ¡¿х) й х =  j  / (х) йх.
Я. А(С »

Верно ли это утверждение, если определитель м атри ­
цы А равен единице, но ее элементы могут не бы ть це­
лыми числами?

3.36. Пусть Т — произвольное выпуклое компактное 
тело в И?™. Докажите, что если (п — 1)-мерный объем 
проекции Т на любую гиперплоскость не меньше 5 , то
(П а т Г ^ и - ^ - ,  где V ==Хп (Т).

3.37. Пусть Т а  Е™ — выпуклое компактное ц ент­
рально симметричное относительно н уля тело, Э — элли п ­
соид максимального объема, содержащийся в Т :

Э<= Т, Хп (Э) =  вир {ХпЩ ) \ $  Т, & — эллипсоид}.

Докажите, что Т <= 1̂пЭ.
3.38. Пусть К  с :  С —замкнутое ограниченное м н о ж е­

ство положительной (плоской) меры. Определим



функцию ф равенством

Ф И - Л  7 = в  +  щ  ( г в С ) -к
Д окаж ите, что

а) ф е С ( С ) ,  2ф(г) — > Х2(К);2—>0О
б) функция ф голоморфна вне К.
3.39. Отождествляя естественным образом простран­

ство С2 с К4, рассмотрим на сфере £3 функции ф„1П 
( т , п =  О, 1, 2, . . . ) ,  определяемые равенствами

Ф т .п ^ ; у  =  №
а) Вычислите интегралы

11 У I 2 (?1; У  (те, п =  0, 1, 2, . . . ) ;
83

б) докажите, что система {фт ,п}т,п=о ортогональна;
в ) докажите, что если ряд ^  «т,пфт ,п равномерно

_ т,п^о
сходится на В4 и его сумма равна /, то справедливо сле­
дую щ ее обобщение интегральной формулы Коши:

/(Сг; у  I  ( 1 - ^ ; 4 2г2)2 ^ з(2х; ^£1

где (£,; & ) ^ В \  В \ = { (Ь ;  у  е= С211 Сх |2 + I £, I2 <  !}•

§ 4. Интеграл Стилтьеса

В задачах 4.1—4.4 функция А определена на промежут­
ке , но которому берется интеграл в правой части равен­
ства, измерима и неотрицательна.

4.1. а) Пусть 0 ^  а <  Ъ ^  оо;

Е  =  | (х 1> • • •! хт ) е  Кт  | а ^  т а х  | хк | ^  ¿1.
\ X<й<т |

Д окаж ите, что
ь

(" к I т а х  \хк \\йх =  т 2 т  [  ¿т_1/г (г) й£;
Е \1<Ъ<йт / а

б) докажите, что
оо

[  к ( т а х  | х к | \Лх =  т  ( (£ — д (г) ¿й. 
[1;+'«>)т  ''1̂ т   ̂ 1



о,
Г ь (  V  I .  Д 2т С ___

Ь Л г < ^ ' Лк' Г  =  Ъ ^ У " '  Ч Щ й 1'

б) пусть Я;, >  О (А =  1, 2, . . . ,  т )

Е =  | ( ^ ;  . . . ; жт ) е К т | * 1 > 0 ,

Вычислите интеграл [ е  1<к<т к к
Е

4.3. а) Пусть 0 <  а <  6 <  оо1

£ =  { ^ е П ? тп| а < !| ж | | < 6 } .
Докажите, что

С ъ-
] к ( | х ||) с(х = т а ,„  ( 1т ~ \  (/) Л;
Е к

б) пусть /> >  о,

А(р) =  кх1; . . . ; ж т ) е К т | 2
I 1 <к<т \

Докажите, что

I  % < ё „ 1 Хк |рр ) &  -  т С - м I ( о  * .

м д а ч у ^ З о Т ^ ^ ^ ^  (П° П0В0ДУ зпачения с м -
4.4. Пусть Д сг Кт ,

§ к ( 1 )  Ат ( £ ' П 5 ( 0 ;  ) ( ¿ > 0 ) .

Докажите, что

а) | Ь(\х\\)с1х =  | к (г) (г); 
я  о

б) если g t . s C 1 ( [0 ; + оо) ^  то



4.5. Пусть Л с Е 2 — выпуклое ограниченное мно­
жество,

р (х ) =  Ш  (Ия — г/III у е  А)

— расстояние от точки же=К2 до множества А. Найди­

те интеграл | е-р(ж) йх.

4.6. Пусть о — канторова функция (ом. задачу 
Ш .3.17). Вычислить интегралы

1 1
a) \хйа{х)\ б) ) х 2 с1а (х); 

о 0
1 1

b) \) а(х)<1х; т) )о(х)<1в(х);

д) | а (1  — х) йог (ж),
о

4.7. Пусть К  — канторово множество, а  — канторова 
функция. При каких р е Е  конечны интегралы

ГГ ¿а (ж) Ла (у)
а ) Л  (*2 +  у2)р/г ’О о

О О

4.8. Пусть К  — канторово множество, а — канторова 
функция. Определим функцию ф равенством

о о

Докажите, что

а) сре=С(С), *ф(2) ^ 1;
б) функция <р голоморфна вне множества А X К  (ср. 

с задачей 3.38) .



§ 5. е-энтропия и меры Хаусдорфа

Рассмотрим подмножество А  пространства ÍR и по^
ложительное число £. Множество С c i  R н азы вается  
е-сетью множества А, если A cz (J В  (х\ е). Пусть

N(A\ е) =  miii {card1 (С) IС — е-сеть множества А}

— минимальная мощность е-сети множества А. Е сли 
множество А  ограничено, то N\(A; е )< ° °  при любом 
е >  0. Ф ункция Н{А\ е) = log2 Ж (Л; е) называется г-эн­
тропией множества А.

5.1. Множество Е a  R" назы вается в-различимым, ес- 
ли расстояние между любыми д вум я  его точками не 
меньше е. Пусть
И {А; е) =  m ax {card(£) \Е <= А, множество Е е-различимо}

— максимальная мощность e-различимого подмножества 
множества А. Докажите, что

N(A; s ) < M { A ; г ) ^ Щ А ;  е/2).

5.2. Пусть А — ограниченное подмножество простран­
ства Rn.

а) Докажите, что если А  пмеет внутреннюю точку, то
Н ( А ; г ) ~ п log2(l/e) при б -> +0;

б) напомним, что внешней мерой Хп (.4) множества 
А с  R” называется величина

Я* (Л) =  inf (%п (G) | A с : G, G — открытое подмножество

Докажите, что если Яп (/1)> 0, то №(А; е )^ С е ~ п, где  
С — некоторая положительная постоянная.

5.3. Найдите асимптотику (при е +0) е-энтропии 
множеств

множества R"}.

а) (2 n | r e e N ] ; б) [п n | ?z e N } ;

в) |2_n2| « e N } ;  г) [7z_ “ | n e N }  (сс> 0);

9 Б. М. М акаров и др. 129



Метрической размерностью (метрическим порядком) 
ограниченного подмножества А  пространства 0?" называ­
ется величина M -dim  А  = lim  ( соответственно

е^+о ^2 ' ' ' Ч
г  (А\ =  l im _^_ídLEl)

-i^+5log2 (1/8) j ’
5.4. Найдите метрические размерности и метрические 

порядки графиков следующих функций:
а) f(x) =  sin ях ,  0 х < 1;
б) f ix) =  sin i(nA r), 0 <  х <  1.
5.5. Найдите метрические размерности и метрические 

порядки следующих множеств:
а) Л Х [— 1; 1] с= [R2, где А =  (д~1/21 п е  N};
б) графика функции f ( x ) = s m l(n/x2), 0 < ж < 1 ;

в) U S (n ~ 1/Z), где S (г) — окружность с центром в
п = 1

нуле и радиусом г.
5.6. Найдите метрические размерности и метрические 

порядки следующих множеств:
а) ^4Х[— 1; 11 с  IR2, где А = {1/1и (п + 1) | п е  N};
*б) графика функции f(x) =  sm (neUx), 0 < ж «£ 1 ;

00

в) и S ( i/ ln (n  + 1)).
П = 1

5.7. Найдите метрическую размерность и метрический 
порядок канторова множества.

5.8. Найдите асимптотику е-эшгропии множества

А к!hP О
ek = 0  или 1

5.9. Определим возрастающую последовательность 
{rej натуральных чисел, положив nh =  k +  т\, если т К  
^  к < ( т  + 1 )!, и рассмотрим множество

А  =  { 2  efe2 n?i|efc =  0 или 1}.

Пусть, далее, Ai — А  + А + . . .  + А  (арифметическая сум­
ма, состоящая из I слагаемых). Докажите, что

а) M -dim (.4) =  1, г (Л )=  1/2;
б) Х(Лг) — 0 при любом í e N .
5.10. П усть Ч'1: [0; +°°)->-[0; +°°) — строго возра­

стающая функция такая , что Y  (N) с :  N. Рассмотрим 
множество

I А =  { 2  е^2~щк) | ви =  0 или 1).



Докажите, что
Н ( А \ г ) ~ у¥ 1(loga (l/e)) при е->  + 0.

5.11. Найдите метрическую размерность и метриче­
ский порядок множества ie

при любом к
А = (х; у) 6= К5 х = 2  е*2 , ей =  0 ,1 ,  цифры ей, r]ft 

v „  o-ft Л , „ имеют одина- 
2j11ä , 11й — 0, 1, 2, ковую четность

(кривая Хиронака).
5 12 Пусть i c R 1; А 1 =  А  + А  + . . .  -f А (I слагав 

мых). Докажите, что
а) если К Л ) =  0 то Л (Л ,) *  0 д л я  любого I е М ;
б) если г(А )< 1~ \  тоЬ (Л ,) =  0;
в) верно ли, что если г (Л) > 1 / 2 , то Я (Л + Л )> 0 ?  

(1 ассмотрите множество из задачи 5.3, д ) .)
Меры Хаусдорфа. Пусть А  с  К", Рг 8 > 0. Положим 

\iP (Л; е) =  inf г ^ А а ^ В  (xk, rh), r h <  eJ .

Отметим, что в определении М Л ;  в) иифимум вычисля­
ется по всевозможным счетным покрытиям множества А  
шарами, в том числе и такими, центры которых не 
надлежат множеству А. Функция ц ,, определенная на 
системе всех подмножеств пространства R™ равенством

М Л )  =  sup {Ир (Л; е)|е >  0 }  =  lim  цр (Л; е),
е->+0

называется р-мерной (внешней) мерой Хаусдорфа. 
о .Id. Пусть р >  0. Докажите, что
а) если множество Л счетно, то iw M ) =  0-
б) если Л «= л ' ,  то ц ,(Л ) (Л ') ;
в) если 4сиЛь то М̂) < 2 ММ

k^l
г) если множества Л, Д находятся на положительном 

расстоянии друг от друга, т. е.

d - inf {Их — у\\\хе=А, у  е= В) >  0 
то ’

цр(А иД ) =  ц ,(Л )+ ц р(Д)

(Л МВ\ е):= ц р1(А; e )+ | ipi(5 ; е) при в <  d/2.



5.14. Пусть А  с :  R” . Докажите, что
а) если 0 <  р <  п и Цф(-4) <  °°, то ЯП(Л) =  0, . . .  п
б) ^п,(у1) =  0 тогда и только тогда, когда Л „ (Л ) - U.
5.15. Пусть А  с  S n~\ v„-i — лебегова мера на 

(«площадь поверхности»). Докажите, что
а) если 0 < р < п  — 1 и p,P( i l )  =  0, то v n- i ( A j — >
б) |in_ i(j4 ) =  0 тогда и только тогда, когда vn- i  (Л) —

=  0 .
5.16. Д окажите, что
а) если 0 <  р <  q, то цР( А ) ^  щ (^ )  !
б) ©ели 0 < M ^ ) < ° ° ,  то М ^ )  =  0 ПРИ q > p  и 

ц5(Л )=  о® при q < p .

Число р =  inf {д\\х.ЛЛ) = 0} =  sup ( g lw (^ ) '=  °°> :m f 1' 
вается хаусдорфовой размерностью множества А. Мы бу­
дем обозначать его символом dimH [А ) .

5.17. а) Д окажите, что для ограниченного множества
Л с К п справедливо неравенство dim H (Л) <  г (Л) =
__ lim

i^+5 1о82 (1/e)
б) пусть 4 c  Rn (/c = l , 2 , . .  .)• Докажите, что

dim H ( (J =  sup dim H (-4s).
J h

5.18. Диаметром ограниченного множества C c K  
называется число -

d iam (C ) =  sup {lb — уП U, У ^ С ) .

Пусть р >  О, A cz R” . Определим модифицированную 
^-мерную меру Хаусдорфа М ^ )  следующим образом:

Нг> (^ )  =
=  sup (in f  i S  ( ¿ iam (Ch))P U  c  u Ch, diam (Ch) <  e .

E > 0  I

Докажите, что

и, следовательно, в определении хаусдорфовой размер­
ности вместо ¡ip можно использовать [хр.

5.19. Найдите хауадорфову размерность р и вычислите
и.,ЛА) для следующих множеств:

а) А =  [а ; Ь] ; б) А  = S 1;



5.20. Найдите хаусдорфову размерность р  и вычисли­
те 11Р(К) для канторова множества К. Д окаж ите, что 
функция ф, определяемая равенством

ф(ж).,= 2~Р\1Р(К  П [0; х ] )  ( 0 « £ .г ^ 1 ) ,

совпадает с капторовой функцией.
5.21. Найдите сНтн (у1) и М -(1ш (Л) д л я  следующих 

множеств
а) А = К ,  К  — капторово множество;

б) А =  Ао, где Л  =  {1 + Щ Г+ Т) | п е  м};
в) А = К \ ]А о .

Напомним теперь п о п я те  множества каиторовского ти­
па, необходимое в последующих задачах (ср. с определением 
канторова множества и обобщенного канторова множе­
ства, в § 1 гл . I ) .  Пусть {1п)п»о — последовательность 
положительных чисел, удовлетворяющая условию 21п <;
<  1п -1  ( г с е М ) .  Множеством канторовского типа с опре­
деляющей последовательностью {1п}п>о назовем пересече­
ние множеств К п, которые строятся следующим образом. 
Пусть А — произвольный промежуток, длина которого 
равна Iо. Удалим из промежутка А симметричный отно­
сительно его середины интервал б так , чтобы каж ды й 
из сегментов, составляющих множество Д\6, имел длину 
¿1. Левый из этих сегментов обозначим До, правый — Д[. 
Сегменты До и А] будем называть сегментами первого 
ранга. Положим -^1 =  Ао и Д 1. Пусть множество К п, яв ­
ляющееся объединением 2" промежутков п-то ранга длины

ужо построено. Из каждого сегмента ДЕ ...еп п-то ранга 
удалим симметричный относительно его середины интер­
вал ^...Вп так, чтобы каждый из сегментов, составляю­
щих множество Ае1...е„\бе1...еп, имел длину 1п+1. Левый 
из этих сегментов обозначим символом Де ...е„о> правый — 
^е1...в„1- Сегменты Ае1...епеп+1 будем назы вать сегментами 
(п + 1)-го ранга и положим

К п + 1 =  и  Ар -е <> •
е1.---'ея+1|={о;1>

Множество канторовского типа, построенное на отрез­
ке [0; 1] по определяющей последовательности {2~пр}п>о, 
где р >  1, будем обозначать символом К (р ) .  Заметим, что 
при р =  1о 2̂ 3 множество К (р) есть классическое канто­
ров о множество.



5.22. П усть Е <= [0; 1] — множество канторовского ти­
па, 0 <  цР(Е )<  Ое — соответствующая Е канторовская 
ф ункция. Д окажите, что

¡яр (£ П [0 ; ® ] ) = М Я ) М * )  (0 < * * £ 1 ) '.
5.23. П усть 0 < р < 1 ,  Е а  К — множество канторов- 

ского типа, In — длина промежутков п-то ранга. Докажи­
те, ЧТО'

а) если l im 2 ”Z„ =  0 ,  то ^(-Е 1) 1— 0;

б) если Н т2 "/ £ > 0 , то [хР(£ ')> 0 ;
в ) \хР{ Е )= ° °  тогда и только тогда, когда 2п1п~+оо.
г) Д окаж ите, что dimH(£ X Е ) =  2d im H(£’).
5.24. П усть А  — множество из задачи 5.9.
а) Убедитесь, что А — множество канторовского типа, 

и найдите его определяющую последовательность {ln}n-j*о.
б) Найдите хауедорфову размерность р множества А.
в) Найдите lim 2 711%.
5.25. П усть А, В — множества канторовского типа с

определяющими последовательностями [^ 7 1  ^ }„^0 и

{ У к + 1 3 _”}п>о соответственно, и пусть p =  dimH(^ ) ,  q — 
=  dimн (В ).  Докажите, что

а) p  = q — log3 2 (напомним, что log3 2 — хаусдорфова 
размерость канторова множества);

б) цр(Л ) =  0, Цр(5) =  +оо, и, следовательно, при лю­
бом t >  0 величины ¡1 <(Л), |1 ( (В) могут принимать лишь 
значения 0 или +оо.

5.26. П усть в е Ч  £ с { 0 ;  1; . . . ;  п - 1 > ,  т  =  
=  ca rd (Е), К т п < п .  Найдите хауедорфову размерность 
множества

Л =  Í 2  ahri~h | ah е  Е при любом к е  N i.
\ь> i  J

5.27. П усть

А  =  í  2  ак\(Гк | ak е  {0; 1; 2; 3; 4} при любом к е  N}.
U>i

Найдите (1Ьпн(Л) и d ¡ J и гг (Л + Л) и убедитесь, что 
dim H(^ ) > l/ 2 ,  по dimH( 4 + Л )<  1.

5.28. П усть К — множество капторавского типа, 
dim H (К) >  1/2. Докажите, что сущ ествует такая  непре­
ры вная функция ф: С —»-Ci что limzcp(z) = l  и <р голо-

z—><x>
морфна вне множества К  X К.



§ 6. Асимптотика интегралов высокой кратности

В этом параграфе символы В п(г) и 5 п_1(г) обознача­
ют соответственно га-мерпый (открытый) шар и ( п — 1)- 
мерную сферу с центром в нуле и радиусом г. Если ра­
диус равен единице, то мы будем просто писать В п,
Меры Лебега в К” и 5 П_ 1 обозначаются соответственно сим­
волами Кп (объем) и (х„_1 (площадь поверхности). Объем 
шара В п обозначается а„, а площадь сферы 5 ’1“ 1 — оп- 1. 
Символом обозначается стандартная гауссо вская  мера
в К”, т. е. мера с плотностью (2л)_гг/’2 е_||ж11 2̂. Если х =

. . . ;  хп) — «-мерный вектор, 0 < / )< + ° ° , то \\х\\р
есть, по определению, I 2  |х/||р ] > а ЦяЦ«, =  ш ах \хь\.

/ 14,к<п
Д ля обозначения евклидовой нормы вектора х, т. е. ве­
личины Нх112, мы, как  и прежде, будем использовать обо­
значение 11x11, опуская индекс. Наконец, под средним зна­
чением функции /, суммируемой по мере ¡л, на множестве 
Е (0 < \кЕ <  + °о), мы, как  обычно, понимаем величину

¡ М /с^ -
Е
При решении ряда задач этого параграфа удобно 

пользоваться формулой (см. задачу V III.3 .22 .6 ))
00

1 ц х ) Л х  =  \ гп- Ч  Ц / ( т )  dцn- 1 (соЛ<й-, / е ^ ( 0 ? п) . (*)
Яп о \й™-1 /

6.1. Докажите, что

а) —  Г хх йх =  ; б) —  Г \xi\dx ~  1 /  —  ?■
“ п Л , и +  2 а п J  1 11 У п п

Вп(г) вп(г)

“ п  Л 71—>оо V  Я  \П 171 —»сю Т /  Л
Вп (г)

6.2. Толщина арбузной корки равна 1/20 р ади уса  ар­
буза (считаемого шаром). Какой процент от объема ар­
буза составляет корка а) в трехмерном пространстве?
б) в 100-мерном пространстве?

6.3. Попавшую в 1000-мерное пространство А лису 
спросили, как  делать тонкие стеклянные обручи (сфери­
ческие пояса), чтобы их ширина равнялась 1/10 ди ам ет­



ра. «Н ет ничего проще,— ответила Алиса,— нужно вы­
д увать  сферы, а потом отрезать лишнее» (рис. 7 ). Каков 
будет процент отходов при этой технологии?

6.4. В шаре В п случайным образом выбирается точка 
х=>(х\\ хп). Что вероятнее при больших п : \х\\ <
<  10~3 или 1x11 >  10~3? (Предполагается, что вероятность

попадания точки в данное 
множество пропорциональна 
мере множества.)

6.5. На сфере 8 п~1 слу­
чайным образом выбирают 
две точки. Пусть Ьп — сред­
нее значение расстояния меж­
д у  ними. Найдите Нш Ьп.

71-*00

6.6. Пусть Рп — нормиро- 
_  ванная мера Лебега на сфере

5 п-1(У п). Докажите, что координаты на этой сфере 
«асимптотически распределены по нормальному закону», 
т. е. что при любых а, Ъ <=; 0?, а <  Ъ, справедливо равен­
ство
lim  Р п {fo; . .  .; хп) <= S n 1 ( V п )  \а <  хп <  Ь\

_ 1
У 2 .

о

2я
/г dt.

6.7. Пусть функция / непрерывна на замкнутом шаре
В п, М  — шах | / 1 и при любых со e S " - 1 и г е [ 0 ;  1] спра- 

вп
ведли ва  оценка 1/(гсо)— /(со) I <  h ( i  — г), где h — воз­
растаю щ ая непрерывная на промежутке [0; 1] функция, 
обращ ающ аяся в нуль в нуле. Докажите, что среднее зна­
чение функции / па шаре В п и на сфере 5 n_1 близки в 
следую щ ем смысле: при любом е Q (0; 1/2) справедливо 
неравенство

а /  J  / (х) dx — Оп1 j  / (со) ф и - !  (со)
Пп fjn-X

< 2 ( М ( 1 - е ) п + /г(е)).

6.8. Докажите, что при любом интегралы
dyn (х) имеют при п °° конечный поло-,g/nл

IR71
жительный предел.



6.9., Докажите, что при любых д е [К ,, 0 < р < ;о о  

^п1 | \x\ldx ~  Оп~ 1  | \хЦй\1п_ х{х).~ п-*ж У
а п

Вп n_>0° gn—1

6Л0. Пусть у„ — мера в К" с плотностью 

(п/2л)п/2 e~(n'ixf)/2;

а) убедитесь, что yn (Kn) =  1;
б) найдите предел lim  уп (//');

П->оо

в) докажите, что j  dyn (x)<2V"n-e~ne2/2при О
1М-И>8

<  е <  1.
6.11. Докажите, что при любых г/ е  1Р, 0 р<^ оо 

]  \х \1йуп{х) ~  стй-х I* 1И|£ ф п - ! (ж)
и п  п  ->+оо ^

(определение меры уп см. в задаче 0.10).
6.12. Докажите, что ] II х II9 йуп (х) ~  Пч12 (||е К ) .

¿п п °̂°
6.13. Докажите, что при любом д е К

]" II х I!9 йуп (х) ~  (21п п)ч/'2.
(̂ П П->оо

Символ ал Х Ь п, где {ап}, {Ъп} — положительные число­
вые последовательности, используемый в задач ах  6.14, 
6.15 и некоторых других, -означает, что

0 <  ^  ^  эпр ^  <  оо.
П П ®П

В аналогичном смысле это обозначение используется па- 
ми не только для последовательностей, но и д л я  произ­
вольных семейств положительных чисел.

6.14. Пусть q<=\R,m,n^N, 2 ^ т ^ п ,  т  +  </ >  О, 
х =  {Х{] . . . ; хп) <= К”,,

1т,п =  ®п—1 [ гпах | Х̂  (х).
5п-1 1< к<т

Докажите, что

а) 1 т>п^ ( Ь Л  19/2; б) / т ,п ~  /21п^г\9/2 
\ П 1 т^°О \ п }



6.15. Докажите, что при любых д е К ,  0 <  р < ° °

1п (/>;?) =  |Г II * ||| <1уп (х) ж  ?г9/р. 
к«

(Рассмотрите последовательно случаи
а) д > 0 ,  0 < р < 2 ;  б) 0 <  д =£= р, р >  2;
в ) 2 < р < д ;  г) д < 0 .)
6.16. Докажите, что при любых д е  1к, 0 </> <  °°

Оп-1 [  ||ж||2^„_1( а : ) х п 9а/р_1/2).
8П-1

6.17. Докажите, что радиус тп шара Б п(гп), объем 
которого равен единице, выражается формулой

,  Г  п ( .  , ]п п Ь (  I 
У  + а — +  п + 0 \Тг

и найдите а и Ъ.
6.18. а) Шар В п(г) касается всех ребер тг-мерного 

к у б а  [—1; 1 ]и. Сравните при больших п объем куба и 
объем шара.

б) Куб [—1; 1 ]п разбивается координатными плоско­
стям и  на 2" кубов. В каж ды й из них мы вписываем шар, 
а  затем  рассматриваем шар В п(р), касающийся внешним 
образом всех шаров, вписанных в кубы. При каких п 
справедливо включение 2?п(р ) с : [—1; 1 ]”? Что больше 
при больших п: объем куба [—1; 1 ]” или объем ша­
р а  В п( р )?

6.19. Найдите асимптотику радиуса р„ шара В п(р„), 
гауссовский объем которого равен 1/2.

6.20. Пусть ап, Ьп, сп — средние значения функции 
1/1Ы11 на множествах Оп, Вп, [—1; 1 ]п соответственно, 
гд е  Оп есть тг-мерный октаэдр:

0 „  =  {(х1; . . . ; х п) 2  к й | < 1 [-

Д окаж ите, что ап =  п ^_1 > Ьп X  1/1п, сп =  1/п.
6.21. Пусть /„, К п — средние значения функции 

1Ы12/1Ы11 па множествах Оп, В'\ [—1; 1 ]п соответственно. 
Д окаж ите , что _

а) 1 п ~ 2/п; б )/ „ Х 1 / У и ; в ) 1 ,Х 1 .
6.22. Пусть Оп +  гВ п — е-окрестность октаэдра Оп.



а) Найдите предел
Пш К ( ” , + ^ ) Г

П-> + оо \ а п /
б) Найдите при п + °° асимптотику отношения

К  К  +  еД")

/ 2 \»+1
6.23. Докажите, что А „(Л „)~ 21  — I , где

[ _ ж, + ж, ^  1, ж2" + 1, . . .

. . . , Хп .--]_ + 5^ 1 1

. . . ,  жп > 0  Г
6.24. Пусть — центрально симметричное относи­

тельно нуля выпуклое множество, содержащееся в  к уб е  
( —1; 1)". Докажите, что если Х„ (У„) >  (3/2)”, то  ¡при 
достаточно большом п множество 2¥п содержит так ую  
точку а =  (а\\ ап) с целочисленными координатами, 
что 2  | «а | >  лг/10.

6.25. Докажите, что 

0)

б) |  / р 1± _ ^ ) , ь ^ / (.| ) ( / е С ( [ 0 ;1 „ ) ;

Го;1]п
в) | / [\/'х1 . . .  ж„) <1х / (е -1 ) (/ е  С([0; 1]));

г) [[ ; " ( к ^ ± ы К (  ( / | )

( / е С  (К ")) эир | / | <  о о ) .
+ 00

6.26. Пусть / ^ 0 ,  | ¡ (х )й х  =  1, 0 < р < о о .  Д о к а -
—00

жите, что

а) | § ¡(хт)}(хг) , , , 1 (хп)с1х1 . , ,  (1гп О
М|р«с

при любом с > 0;



0 ш (0; 1 /р);
в) можно ли в п. б) заменить пв на (соnn ) Up, где

сОп > 0 , соп 0?
6.27. Докажите, что для любого п и любого вектора

а е К ™  справедливо неравенство

гд е  (?„ =  [—1; 1]", А Р, В р — положительные постоянные, 
зависящ ие только от р (ср. с задачей 3 .31 .а )) .

Г л а в а  IX. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ИЗМЕРИМЫХ ФУНКЦИЙ

В этой главе, к ак  и в предыдущей, символ Хт  обо­
значает меру Лебега в  пространстве Кт  (X =  ?ч ), симво­
лом 2 >0(Е) обозначается множество всех измеримых по­
чти  везде конечных функций, определенных на мно­
ж естве Е.

Мы предполагаем, что читатель знаком с основными 
ф актами теории функций (теоремы Лебега и Рисса о 
св язи  между сходимостями по мере и почти везде, тео­
р ем а Лебега о предельном переходе под знаком интегра­
л а , теорема о почленном интегрировании положительных 
функциональных рядов, неравенство Бесселя, теорема 
Р исса — Фишера, полнота тригонометрической системы 
ф ункций). Некоторые из перечисленных теорем посто­
янно используются в решениях (например, теорема о 
почленном интегрировании положительных рядов), без 
други х (папример, теорем Лебега и Рисса) сама поста­
новка ряда задач, к ак  нам каж ется, не может быть по­
н я т а  с достаточной полнотой, даж е если эти теоремы 
формально не используются в решениях.

1.1. Сходятся ли указапные ниже функциональные 
последовательности {/п}»э.1 по мере и почти везде на 
промеж утках Д? Имеют ли они суммируемые мажо­
ранты ?

§ 1. Сходимости по мере и почти везде



“> Г \Ы  -  А“ (0; 1);

б> Ш - т г т - , ’ д  =  (1 ; +  оо):1 1+ Í1 I

в) fn  (х) =  пхе~пх , А =  (0; 1);

г) /п(4 =  п2хе~пх , А— (1; + оо);

Д) А = (1 ;+  оо);ГС +  X

^  ^  =  In (п +  l ) ' i  +  „ V ’ Ä =  (0; 1);

ж ) fn (x )=  \х — 1/лг 11/2, А =  (0 ; 1)'.
1.2. Пусть a e lR ,  Ы = а — [а] — дробная часть чис­

ла а, и пусть /„ — характеристическая функция проме­
ж утка  с концами Ünre), Ü n (n + 1 )}  ( r c e N )  (если  
{1п(и + 1)} <  í l n ni, то мы считаем /„ тождественным н у ­
лем ). Докажите, что

а) lira  fn (x) =  1 при любом г е ( 0 ;  1 );
71->00

б) f[ch](x) -*■ 0 почти везде на (0; 1) при любом
ĥ> оо

С > 1 . (Ср. этот результат с результатом задачи II. 1 .25 .)’
1.3. Постройте такую последовательность {gn} ^  

<=5?0(0; 1 ), что gn 0 по мере, lim  gn (x) =  + оо п. в .
П-»оо П-»оо

на (0; 1 ), lim  gn (x) =  — оо п. в. на (0; 1).
71-»оо

1.4. Пусть функции f n (п е  N) монотонны на проме­
ж утке (0; 1) и/п-> /по мере. Докажите, что ф ункция f

П->оо

совпадает почти везде с монотонной функцией /о и  
/„ (ос) /0 (х) в точках непрерывности /о.

П-¥00
1.5. Пусть fn (х) =  | sin (Апх  +  cpn) f™, где г е ( 0 ;  2 я ) ,  

а Ы„}, {ф„}, ( p j  — вещественные числовые п оследова­
тельности, удовлетворяющие условиям  lim  Ы„I >  0, рп -*■ 
-»"+ 00. Докажите, что/п ->- 0 по мере на (0; 2 л ) . О б яза-

П-»оо

тельно ли fn (x) -*■ 0 почти везде на (0; 2л)? Р ассм отри­

те пример

/п {х) =  cos Y m [ x  — ^ J , где т  =  [ Y п\ к = п — т а .

'141



1.6. Пусть {А п}, {ф„} — вещественные числовые по­
следовательности, А п оо. Докажите, что

71—>оо

lim  sin  (A„z + фп) = 1  п. в. на [R,
71 —>00

lim  sin  (Апх - f  фп) =  —  1 п. в. на 0?.
В -> о о

1.7. Докажите, что
ОО

п1/3 J  é~x s in” (их + ф„) dx -*■ О
q 71-> 00

д л я  любой последовательности {фп}п^1 [R.
1.8. Пусть {/n}n>i с  2 ? й (0?), а  >  0 . Докажите, что если

2  А, {ж е  [R | /„ (х) >  а} <  оо,
п>1

ТО

l im  /„ (х) ^  а п. в. на R.
П -*оо

1.9. Пусть {/n}n> i cz 5"°(К), еп -> 0, е „ > 0 .  Докажите,
71-4 00

что если

2  ^ {х  е  ¡R 11 {п (х) | >  еп} < о о ,
п>1

ТО
а) /п (х ) ->  0 п. в. на ER;

П->оо
б) для любого числа е > 0  найдется такое множество 

« с  К, что Ц е)|< е и f n 0 на К \ е .
п ->оо

1.10. Докажите, что сходимость почти везде «устойчи­
в а »  в том смысле, что если {/„}„>i <= 3?° (0 ; 1 ), fn(x) О

71->оо
п. в. на (0; 1 ) ,  то существует такая последователь­
ность {4 }п > 1 С  К ,  что А п -+  оо ,Л п/„(х) ->■ О п. в. на

7W oo 71—>оо

(0 ; 1). Останется ли это утверждение верным, если за­
менить интервал (0 ; 1) на R?

1.11. Пусть {/n}n>i с  <2?° (0; 1), fn (x) -+■ / (х) п. в. на
71->00

(0 ; 1 ). Докажите, что существует функция g e S ’° (0; 1) 
(«регулятор сходимости») и последовательность {е„}п>1с : 

cz\R такие, что еп ->■ 0, [/„ (х) — /(х) I «£ e„g(x) п. в. на
7|->00

(0 ; 1) при любом п е  N. Останется ли это утверждение 
верным, если заменить интервал (0; 1) на ¡Р?



1.12л Докажите, опираясь на результат предыдущ ей 
задачи, теорему Д. Ф. Егорова: если {/„}п>1 с  ^ ° ( 0 ;  1) 
1п(х) - + у (х )  п. в. на (0; 1), то дл я  любого числа е > 0П-̂ ОО \
найдется \ такое множество е (0; 1 ), что А (е )< е  и 
/п ^  /на \(0; 1)\е. Останется ли эта теорема верной, ес-П-*оО '
ли заменить интервал (0; 1) на Е?

1.13. Пусть {/„}„>! с ¿ ’°(0; 1 ). Д окажите, что /п О
Л - »  оо

по мере тогда и только тогда, когда д ля  любой подпосле­
довательности (/П/() найдется, в свою очередь, подпосле­
довательность сходящ аяся к  нулю почти везде
па (0; 1).

1.14. Пусть {/п}п>1 <=. 2 ’° (Я?), и е= &°(&)Л/п(х) I < е ( х )  
п. в. на К? при любом / геМ . Д окаж ите, что если ф унк­
ция g удовлетворяет условию

Я {ж е  К | ^ (ж) >  е} <  схз при любом е > 0 ,  (1 )

то из сходимости последовательности {/„}п> 1 к  пулю по­
чти везде на К следует, что по мере. Верно ли
это, если условие (1) нарушено?

1.15. Пусть
{/„1аЬ.1*>1<=2’0(0; 1), {/*}„>! с  5 ^ (0 ;  1 ), /0 е ^ 0 ( 0 . 1)) 

и пусть
/п,&—>/« по мере, /„—>• /0 по мере.Л->00 п —>00 А

Докажите, что найдется такая  строго возрастающая по­
следовательность номеров {кп}п>ь что/П1Йп—> /0 по мере
(«теорема о диагональной последовательности»). Верно 
ли аналогичное утверждение, если сходимость по мере 
заменить

а) равномерной сходимостью на (0 ; 1)?
б) сходимостью почти везде на (0 ; 1 )?
в) поточечной сходимостью на (0 ; 1 )?

§ 2. Сходимость в среднем. Закон больших чисел

В этом параграфе буква Е везде обозначает измери­
мое подмножество пространства К™ конечной (лебего­
вой) меры. Символ 3"(Е ) ( 2 ’°° (Е )) ,  где г — положи­
тельное число, обозначает множество функций из ^ ( Е ) ,



i x ' 1"

удовлетворяющих условию

С (/ (х) \г Их <  °о ( II /Цоо =  т а й ш р  I / (*)1< А )

Символом 11/11, обозначается величина {  ̂ I / (̂
V® I

М ы будем говорить, что /п ^/о  в пространстве 2?г [Е) 
(сходимость в среднем с показателем г), если

О-
2.1. Пусть j ^ 3 S T(E). Докажите, что
а) если 0 <  s <  г, то / е  3S*(E)\
б) если Кт{Е) =  1, то функция s^H /ll« возрастает на

промежутке (0 ; г ] . <=q>tiv\
2.2. Пусть {/„Jn>b с -2̂  (^ ) i  /о, go ( )• 

Докажите, что
а) если II /„ — /о Цг ^  О, то /„ —> /0 по мере;

б) если II/п — /о!-— * 0’ И ^ ~ ^ о 1 1 г ^ ;0 > т0

||/nff«-/oftlr/2^°-
2.3. Пусть {/„>„>!<= S ’1 (Я) • Докажите, что если

f n —>0по мере и sup || /п ||i <  00 » т0
71-»оо п

j  V \ fn ( x )g ( x ]\ d x ^ * 0
Е

ДЛЯ2.4°0Пусть ИЬ{/„}»>1 с  ^  f 2 (£ ) , j , Д()|а™ т°-
что если /„—>/о по мере и l/nllo^ll/olk- т0 !/«

2.5. П усть* /, g Œ 3?°(Е), 0 <  а  <  Ы £ ) . Положим 
;„ (/ )=  inf {t\Km{ x ^ E \  I f(z) I >  i> <  а>. Величина h ( f )  
называется квантилъю (ср. определение J a (j) с определе­
нием невозрастающей перестановки функции / перед за­
дачей V III.2.10; квантиль J i/2(/) есть медиана функции 
|/| — см. задачу V III .2 .9). Докажите, что

а) 1а (/) <  h  (/) “ РИ 0 <  ß <  а ;
б) Ja (af)=\a\JaU)  при люиом а е К ;
в) Ja  (/ +  g )  ^  ^“/2 (/) J a ß i g )  )
Tj  / „ ¿ ; / 0 по мере (/„, fo = Z ° (E ))  тогда и только 

тогда, ко"гда/ « ( / « - /о) ^ 0 п Ри любом а , 0 < а < М Я ) -
2.6. Пусть М <=3?2(Е), и пусть Il/Иг <  CII/Hi для любой 

функции / е £  Докажите, что



а) ес'ли 0 <  г <  1, то найдется такое число 0 =  0 ( г ) , 
что ll/lli =SCell/llr для любой функции / e f ;

б) найдется такое число а  — а ( С ) > 0 ,  что ll/ll i<  
2Xm(E)Ja (f) для любой ф ун кц и и / е  М\
в) если { / J n > ic l ,  тоЦ/пЦг^^О тогда и только тогда,

когда /п—> 0 по мере.
тг-> со

2.7. Пусть {/„} с : З?1 (Е) и при некоторых С, б > 0  и 
любом n е  М выполняются неравенства H /J^^C , H/JIi 5= 
>  ó. Докажите, что если ряд 2  а»/п (ж) почти везде на

п^1
Е сходится абсолютно, то 2  |йп|<!°°-

п> 1
2.8. Докажите, что если ряд 2  I а п  sin (пх +  ср„) I схо-

1
дится па множестве положительной меры, то 2 | ап|<С°о,

тг>1
2.9. Пусть {/„}n>i — ортогональная система в 3 ? 2(Е),

1Г  2  А-
1

Оп
Kh<n

Докажите, что если
_1_

оП4- 2 им!—*о,и  п.-*оо

то 0 „ 0 по мере. (Различные варианты этого утверж ­
дения носят название закона больших чисел.)

2.10. Докажите сходимость по мере на интервале 
( —я ; л) следующих последовательностей

а) /„ (я) =  - ^  2  sin2 кх'>
1 <к<п

б) in (х) =  2  ^ sin

в )/ я (® )= 4 "  2  Í 1 + 4 T s in 2 b ";l<k<n\ /

г) /»(*) =  4 "  2  f 1 -1 <h<n \
* ' sin2 кх, п '

2.11. Найдите предел
Л

lim  I arctg  ( —  У  í: s in 2 кх \ dx,
» - » « Л  \ J



2.12. П усть {/„}„>! — ортогональная система fi ¿ ? 2(Е ),
If n{x) I <  М  почти везде на Е при любом ü e N ,  и пусть
сгп =  —  2  fk■ Докажите, чтоТЬ

а) 2  i i v I K 00;i
б) а п(х)-»- 0 почти везде на Е.
(Последнее утверждение часто формулируют, говоря, 

что дл я  последовательности {/„}„>t справедлив усилен­
ный закон больших чисел.)

2.13. П усть {/„}„>! — ортогональная система в 2?2(Е),
ап =  —  51 /й-Докажите, что если 2  ^_3/2||/п|!2< о ° , то

” líh<n
а „ ( .г ) -^ 0  п. в. на Е, т. е. для последовательности {/„}„>! 
справедлив усиленный закон больших чисел. Докажите, 
кроме того, что функция g = sup \ап | принадлежит 2?2{Е).

п
2.14. П усть гп(х )— п-й знак двоичного разложения 

числа х е ( 0 ;  1 ),
М * )= 1 Г  2  м*)-

1<к<п
Д окажите, что

а) а п— 9- 1/2 по мере;' П~> оо
б) а п (х) — ► 1/2 п. в. на (0; 1).' ' ' П-*оо

Последнее означает, что для почти всех чисел из проме­
ж у т к а  (0; 1) нули и единицы в их двоичном разложе­
нии встречаются одинаково часто.

2.15. Зафиксируем одну из цифр 0, 1, . . . ,  9, скаж ем  
тп, и пусть ст (х) =  1, если десятичное разложение числа 
х — [х\ имеет вид 0, т . . . ,  и ст (х) =  0 в противном слу­
чае. Полошим

М *) =  -|г 2  ^ ( îo Y ) .

И спользуя тот же метод, что и в предыдущей задаче, до­
каж и те , что

а) сг„— ► 1/Ю по мере;
7 1 ОО

б) оп (х) — > 1/10 п. в. на (0; 1).' ' 71—* ОО

Число æ s (0; 1) называется нормальным, если при 
любом p e N  его разложение в р-ичную дробь содержит



все «цифры» (числа О, 1, р - 1 )  одинаково часто. 
Известно, например (см. [1 2 ]) , что число

х =  0 ,1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 ...1 9 2 0 2 1 2 2 ...
нормально (десятичное разложение х  состоит из выпи­
санных одно за другим всех натуральных чисел (в  де­
сятичной записи)).

2.16. Обобщая задачи 2.14 и 2.15, докажите, что поч­
ти все числа интервала (0; 1) нормальны.

1
2.17. Пусть / е ^ 2 (0; j / ( * )(fe =  0i Д л я  произ_ 

вольных b e N  и е >  0 положим

£ n (e )= f (* i; . . . ; * п)е= (0 ; 1)П| -М  2  / Ы | > е 1 .
I 1 I J

Докажите, что Хп(Еп (е)) — 0.
П -*  оо

1
2.18. Пусть {/„}п>1 с : 2 >2(0; 1), j f n (x)dx =  0 при лю­

бом п <= N. Д ля произвольных b g N  и е >  0 положим

£ „ (« ) -/ < * ,; . . . ; x , ) s ( 0 ; l ) » |  4-| 2  / ,(* ,)  >  е '
\ l<h<n

Докажите, что Я„ (Еп (е)) -> 0, если
71-» 00

4 -  2  и/» к — о.

2.19. Пусть ф е С (R), sup | ф | <  оо. Найдите предел

Iim Г ф (4  IIх f  )  е-лМ3 dx.П-* 00 J  \ /
IR™

2.20. Пусть {an}n>i с  R, {/„)„>! — ортонормированная 
последовательность в S ' 1 (Е) , S n =  2 « * / * -  Д окаж ите,

что если 2 :  К и а2<  ОО, то
п> 1

а) Л  IIS  ~  Sk* 00 ’ где S  =  2  ahfh,H>1 k^i
б) ряд 2  anfn (x) сходится дочти везде на Е :п>1 "  ’
в) s u p l a n l e S 72^ ) ,  

п



§ 3. Функции Радемахера. Неравенство Хинчина

П усть в е М ,  ¿<=Х,Лпл=(й/2п; (к + 1)72”)'. Опреде­
лим функцию гп на множестве К равенством

г„(ж).= (—1)* при гп(к12п) — 0.

Ф ункции гп называются функциями Радемахера.

3.1. а) Докажите, что для любого в е М  и любого 
набора где числа ед принимают значения +1 
или —1, найдется такая  точка 0; 1), что е* 
при к =  1, 2, . . п. Какова мера множества таких точек?

б) Докажите, что Т\ (( + 1) =  т\ (¿ ) , тп(1)— Г\(2
п е  Р̂ ).

в ) Пусть ап(х)— п-й знак двоичного разложения чис­
л а  з ; е ( 0 ;  1). Докажите, что ап(х) =  (1 — гп(х))/2 почти 
везде на (0; 1). _

г ) ! Найдите сумму ряда 2  2 гп (х) ( ж е  (0, 1))-
Г»>1

3.2 . Докажите, что 
1

а) (ср (г!(0 ; •••; гп (0 ) ^  =  2 " 2  ф (ех; . . . ;  еЛ);
' е1* 0,1 ;...;еп=0>1

1
б) ]  ф ! (Гд ( 0 ) ф2 (Г2 ( 0 ) • • • фп (г"  (0 ) ^  =

о
1

=  П

3 .3 . Пусть тпи ТП2, гп„ — попарно различные нату­
ральны е числа. Докажите, что

1
а) | ф (Гт^У, Г т^ У  •••; Гт п (1))М  =

О
1

=  § ф(гг(̂ )> гг(^)’ ,п 0))
о

1
б) \ г т .(1) г т г (1) . . . г тп(г)* = 0;

о
в частности, {г„}пг,1 — ортовормироваяная система в 
^ 2(0 ; 1 ).



3.4. Вычислите интегралы
. С “ 5  rft(*)/2ft i  it S  3

a) J e ib ; 6) j  e da;;
о о
p z S  Chr h(x )

в) j e  ¿ x (z, cfte C ) -
0

г) Докажите, что если if, a„ «= Я?, an - v  0, 2  <4 =  °o , to
x n>J.

гг 2  a hr k{x)f  i l  Z  a kr k(x )
J e l<sh<n dx —>. О при О

тг->оо

3.5. Докажите, что для любых чисел с\, с2, . . . ,  с„ 
справедливы неравенства 

1
а) j  2  ckrh ( x ) * d x ^ A (  2  I Cft |2 V; 0 J

б) ( i £ n  1 Cft |2 I172 ̂  5  i  I - ChTh {X)l<h<n
dx,

где А, В  — абсолютные постоянные.
3.6. Докажите, что для любых чисел с у  (к, j  е  N) 

справедливы неравенства
1 1

а) И  ¡2  c*3rk(t)r}( s ) * d t d s ^ A (  2  I ck] |2V ;
0 о 1 \i^k,$<n J

б) ( 2  Ы М 1/2<
\l<k,j<n J

1 I

j  f  2  c kf h  (0  n  ( s )  I d t  d s >
Q Q I

где А, В  — абсолютные постоянные.
3.7. Докажите, что
а) {r}rk}i<1<h есть ортопормированная си стем а в 

<?2(0; 1 );
б) для любых чисел с,а ( l ^ j < k )  справедливы не­

равенства
1

J  2  c}kr} (x) r h(x) l4 d x ^ A {  2  I cjh I2 y t 
0 1 ^ 3 < h < n  I J

.2 | Cjh I2) 172 <  5  f  2  c}hr} (x) rh (x) I dx,
j   ̂ K j'<k<n

где А, В — абсолютные постоянные.



3.8. Докажите, что для любых чисел С1, с% . . . ,  сп 
справедливы неравенства

2 Л
а) С 2  ск5т 2 кх\1 с 1 х ^ А (  2  

' J , ,  и I I 1<Ск<П

б) ( 2  М ’ У|2У /2< 5  П 2  Скё1п21гх\йх,

гд е  Л , В  — абсолютные постоянные.
3.9. Докажите, опираясь па результаты задач 3.5

3 .8 , что для любого t >  0 и любых чисел ск, сй справед­
ливы  неравенства

— ■ > . . _ * /  Ж-1 .

Г
а) 1(х Е£ (0; 1) 1| 2 сЫн (х) >  Л <  А^Г

| I J

б) 1(х  е  (0; 1) 11 2  ЧкЪ (х) гк (х)
| I 1<}<к<п

1 <к<п
\ С к \

> ц <

4 / 2  \с зк\ 
\1<}<к<п

в) А ,Г *е (0 ; 2л)| 2 скБ т 2 кх > Л <

< л .3г ‘*/’ 2  кй|2 у .

где  Аи А 2, А 3 — абсолютные постоянные.

3.10 . Пусть а„ (х) =  ~  2  гь(х) (х е  (0; ^  Докажи-
1<к<п

те , что

а) 2 Х { * е = (0 ; 1 )| < г„ (* )> п -1/5} < ° о ;
П>1

б) 2  I ап (х) |4 <  °° П. в. на (0; 1).
п>1

К аж дое из утверждений а ) , б) влечет равепство 
Нш ап (х) = 0  почти везде на (0; 1), которое известно под
П-*оо
названием усиленного закона больших чисел. Используя 
связь  меж ду функциями Радемахера и знаками двоично­
го  разложения (см. задачу 3.1. в ) ) ,  выведите отсюда, что 
двоичное разложение почти каждого числа содержит 
«поровну» нулей и единиц (см. задачу 2.14).

3.11. Пусть С — произвольная квадратная (п Х п )-
матрица, А множество всевозможных векторов в К 1 
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йх;

координаты которых равпы ±1. Докажите, что

а) 2  (Сх, ( 2  (С х ,у)Л 2;
Х ’У&А  \ х ,у е А  ]

е>{ Л (Сх' ’ }Т < к ‘2~пЛ ^ ’ ^
где К\, К 2— абсолютные постоянные.

3.12. Пользуясь теоремой единственности для преоб­
разования Фурье конечных борелевских мер, н ай ди те 
функции распределения следующих функций:

а) / (х) =  + 2  3_Л/а (х) (х е  (0,1));

б ) 1 ( х) =  ^ 2  А/'т й (ж) ( ж е ( 0 ;1 ) ) ,  где {/пА}4>1 —

произвольная (не обязательно возрастающая) последова­
тельность попарно различных натуральных чисел.

3.13. Пусть А — один из промежутков Дт_{ (см. опре­
деление функций Радемахера). Докажите, что при т ^ п  
(тп, г е е М , £ > 0 , а ^ е Е )  справедливы неравенства

а) | 2  акгк{х) Г 2  акгк (х)
д  к / г с т  ^

Г акг к(х’> (* * 2  а кг к (х)
б) | е с£г< е ¿х .

Д д
Кроме того, еслиЕ  = [ г е ( 0 ;  1) | 2  акгк (х) >  Л , то

в) I  2  акгк(х) Г 2  акгк(х) ¿х;£ 1 <к<ш к / к  л,

Г) | е « к<т [ е ¿х
Е е

3.14. Используя неравенство сЬ («)< ; (х еО ?) до­
кажите, что при ах, а 2, . . . е К ,  са, сг, . . . е С  сп равед­
ливы неравенства

а) Л ( ж е (0 ;  1)|| 2  акгк (х)
(, I 1<к<п \

где А2=  2  а 2к;
1<Ып

б) Л,/® е= (0; 1) | 2  скгк (х) >  Л <
I. 1<Й<П )

гд е с 2=  2 |̂ а [2.
1<й«п



Кроме того,

в) есди E =  {x œ .{  0; 1) I sup 2  я{х) \ >  А ’ то' 1 - S s  гг, л ^ U s' wt 1 Il<m<n Kh4,m

Л2 =  _
1 < k < n

K(E)sCA/t, Ц £ ) < 2 е - ‘г/(2А2), где А2 =  2  « ь  ' ' ' 4 * i

тог) если 2  a k <  °°> £ ix) =  S1,P 2  atfkix)П>1 1<Й<Л 
i
J  esg2(3c) ¿X <- оо для любого числа s > 0 .
о

3.15. Докажите, что если ^21дь|2 ^  00 ’ то

2 (ж) сходится почти везде.

3.16. Докажите, что если ряд 2 j nhrk сходится по ме-
Й>1

ро на каком-нибудь множестве положительной меры, то

2  I «*12<  °°- h^l
3.17. Докажите, что эквивалентны утверждения

а) 2 K P < ° ° ;

б) ряд 2 «///i сходится в 2 ' р(0; 1) при некотором
Ma

Р  е (0; 2) ;
в) ряд 2  W h  сходится по мере на множестве (0; 1);

k^i
г) ряд 2 akrk сходится почти везде на множестве

M i

<0; 1}- V, . ft3.18. Докажите, что если ряд ¿ a f c s in 2  х сходится по
h> 1

мере на каком-нибудь множестве положительной меры, 

то 2 Ы 2< ° ° -M l
3.19. Пусть 2  К 1 2 < ° ° -  Докажите, что

к>1
а) если vrai sup 2  a if h (х) I < ° °  Для некоторого (не-

жел M i I
пустого) промежутка Д, то 2  |а/И<' 00>

M i
б) если vrai sup 2  «ftsin ^  I  < ° °  Для некотоРого (не'

осе Д k> 1
пустого) промежутка Д, то ^2 |«& |< °°, 
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В задачах 3.20, 3.21 мы будем рассматривать систему 
функций Хаара {Нт )т>о. Эта система определяется сл е­
дующим образом. Каждое натуральное число т  единст­
венным образом представимо в виде т  =  2п + к, где 
п, к — целые неотрицательные числа 0 <  к <  2П. По оп­
ределению полагаем к о {х )= 1  д ля  любого х е ( 0 ;  1 ) ;

Ilm (х) —■

г>П/2 при А-/2П<  х <С (к + 1/2)/2п,
2П/2 при (к + 1/2)/2п <  х <  (к +  1)/2п,
0 при прочих значениях з : е ( 0 ;  1).

3.20. Докажите, что
а) { h j n>0 — ортонормировапная система в 2 >2(0; 1 ) ;

б) если Е =  ^х s  (0; 1) | 

п ^ т

\ I 2  аФн (х) dx
I о <h-4 пг

2 a khk (х)
0 </i<m

>■ il ,  то при

Q'hh'h (^) 
jg Io<k<n

dx;

в) если Е =  [х е  (0; 1) | ш ах 2  а ф к(х) >  А* то
| 0 <т<п о<к<т )

х (Е) =  А Г 1, где А =  ( 2  I % \2)1/2;
0̂ ) ■

г)  если 2 то ряд  2 а Ф к  (х) сходится поч-
1 Ь>0

ти везде на (0; 1).
3.21. Опираясь на то, что ряд  Ф урье по системе Х а а ­

ра любой суммируемой на промежутке (0; 1) функции / 
сходится к  ней в ^ '(О ; 1), докаж ите, что

а) он сходится почти везде на (0 ; 1 );
б) если Е =  | ж е  (0; 1) | вир | | >  |̂, где —

п-я  частичная сумма ряда Ф урье функции / по си стем е 
Хаара, то Х(Е)<,  И/Н̂ - 1 .

3.22. Используя результат задачи 3.14, докажите, что  
при любом р > 0  и любых аъ а 2, . . . , й п е К  справедли­
во неравенство Х и т и н а

.(  2\Кк<п J 2  W h
2\ 1/2

14k<n

где А Р, В р — положительные постоянные, зави сящ и е 
лишь от р, и lim  (Bp/Vp) ^ .е ~ 1/2. Точное значение в е -

-{-оо
личин Ар, Вр найдено в [37].



3.23. Д окажите, что утверждения а) — г) задачи 3.17 
эквивалентны утверждению

Д) ряд 2  аьГк сходится в 3 ?р(0; 1) при любом р из 
(0; +оо).

3.24. Д окажите, что для любого тригонометрического 
многочлена 2 с ^ кх (п 2)

|й|«п
а) можно ук аза ть  такие числа еЛ =  ±1 (*  =  0, ±1, 

±2, . . ±п), что
2Я
I* 2  £кСне1кх й х ^ с (  2  | I2 У/3,
0 |й|<п !

где с > 0 — абсолютная постоянная;
б) можно ук азать  такие числа еА =  ±1 (к =  0, ±1, 

±2, . . ±п), что

sup
жек

2  ekcheihx < 1 0 / i n /г/ 2  kft|2 ''1/2
\h\<n

3.25. Докажите, что при любом а >  2 найдутся такие 
числа р„ >  0, что ряд

V »  / | г 1 ( ж ) +  . . .  + г та(д)|\рп 

п>2 V У  an I n n  J

будет сходиться почти везде. Выведите отсюда, что

д — | Г ,(« )4 . . . .+ Г .(« )|
П->оо 1/ ‘In  In п

почти везде.
3.26. Пусть { щ } ^  — произвольная возрастающая по­

следовательность натуральных чисел. Докажите, что

I Г, (*) + Г2 (*) +  • • • +  Г (*) I
inn  -------------, г -- , -------------<  1 почти везде на (0; 1).

у  2 п- ]п  / '

Если ] =  0 ( Inw j), то мы получаем отсюда весьма слабый 
вариант закона повторного логарифма:

Г^Г 17-1 (х) + r2 W +  • • • +  ч  (*) I
------------7Т.7 -, =— ----- L< 1  почти везде на (0; 1),з^+оо y 2 n i \n\nni ^  '



§ 4. Ряд и преобразование Фурье

4.1. Вычислите свертку функций /Cl*/ca в следующих 
случаях (с >  0) :

а) /с (х) =  i/1— е~ж2/(2с2) (ж е  R);С |/ ¿Л

б) /с ^ )= (2 n c 2) - n/V lrf/(2c2) ( *  е  Кп);
1 С

2 I 2с - f Æ
4.2. Пусть 0 <  а  <  1, /, — 2я-периодические (изме­

римые) функции,

vrai sup I/(я) I < о о , ¿га (ж) =  | ж р “ при | х |<  п. 

Докажите, что функция
2Л

Ф (*) =  j  / (у) Sa (х — у) dy (х <= R)
О

в) /сН  =  - -  a 2 ( l e K ) .
С -4 -  Æ

входит в класс Lip 1—«•

В задачах 4 .3—4.16 символом f(n )  обозначаются ко­
эффициенты Фурье суммируемой на промежутке 
(—я ; я ) функции / относительно ортогональной системы
I Л п х }
\е  j nés*

л

^ ^  ^  БГ J  / е_”1Ж ^  е  ® •
—л

4.3. а) Пусть j ,  g e 3 ? 2(—я ;  я ) ,  h =  jg. Докажите, 
что если /(п) =  g (п) =  0 при п <  О, то и fe (re )= 0  
при п < 0.
_  б) Пусть / е ^ " ( - я ^ я ) ,  Ф =  ег. Докажите, что если 
f(n) =  0 при п <  0, то и Ф(ге) =  0 при и <  0.

4.4. Пусть —я; я ) .  Д окаж ите, что 2 1 / (« )| <  оо
nez

тогда и только тогда, когда 
я

f(x) =  j  g (y )h (x  — y)dy почти везде на (— я ; я ) ,
—Я

где g, h — 2я-периодические функции, входящие в класс 
i ? 2(—я ; я ) .



4.5. Пусть / е 5 , “’ ( - л ;  я ) .  Докажите, что числа 
f(n)/l/\n\ ( n e Z i  п ф  0) являю тся коэффициентами 
Фурье функции, входящей в класс Lip 1 /2-

4.6. Д окажите, что если 0 <  а  1 и / — 2л-периоди- 
ческая функция, входящ ая в класс Lipa, то / («) =  
=  0 (1/ 1« !“).

4.7. Д окажите, что если / — функция ограниченной 
вариации на промежутке [—л ; л ] , то / (« )  =  О (1/ге).

4.8. Пусть f ( x )  =  xcos {1/х) при 0 < Ы < л ,  /(0) =
— 0. Докажите, что хотя функция / не является функ­
цией ограниченной вариации на [—я ; я ]  (см. задачу
III.3 .13 .a )), но f(n )  =  0(l/n).

4.9. Пусть 0 .< а < 1 ,  ап — О(п~а+а)) . Докажите, что 
функция/ (х) =  2  о-пбгпх ( ¡ с е К )  входит в класс Lipa.

П> 1
Верно ли это при ос =  1?

4.10. Пусть f  (х) =  У/ “r s m ( 2 n! |ж|) ( x e lR ) .  Дока-
~  п

жите, что ряд Ф урье функции / расходится в точке 
х — 0.

Пусть / е  ( —я ; я ) ,  Sn (x) =  2  f ( k ) e lkx (| ж | ^ л ,
I ft | <п

п — 0, 1, 2, . . . )  — частичная сумма ряда Фурье функ­
ции /. Положим

n„ w .  М ± Ц _ ± £ ^ .

Суммы ап называю тся суммами Чезаро — Фейера. Легко 
убедиться, что

Я . 2 х ~  У
. п sin п — 2 —  ,

~  ~ 2 т  J   ̂^  ‘ . , x - y  dy- 
—я sin — 2—

4.11. Д окажите, что последовательность сумм Чеза­
ро — Фейера, соответствующая 2л-периодической непре­
рывной функции, сходится к  ней равномерно на IR.

4.12. П усть / — 2л-периодическая функция, / еЫ р *, 
где 0 <  а  <  1. Д окаж ите, что

а) I а„(х)— f ( x )\ ^ C / n a при любом ж е К ,  где С — 
постоянная, зависящ ая от а и /, но не от х\

б) II/ — ¿'„112 =  О (п~а), где Sn — п-я частичная сумма 
ряда Фурье функции /.



4.13. Пусть / — 2я-перподичсская функция, / e L ip a.
Докажите, что если а >1/2, то 2  I / (и) | <  °°- При а  =

nez
=  1/2 утверждение становится неверным (см. задачу
IV .6 .34).

4.14. Пусть л ) . Д окаж ите, что если 
II/ — a J i  == о (1/и), то /sa const почти везде.

4.15. Пусть / е ^ 2)—я ; я ) .  Рассмотрим функцию f ,  
определяемую равенством

/ (х) =  — i 2  / {п) sign (п) ет х  (х е  (— я ; я )).
иеа

Докажите, что функция f  вещественна, если веществен­
на функция /.

Функция f  называется сопряженной к  /. С одним из 
многочисленных применений этого важного понятия чи­
татель может познакомиться в двух следующих задачах, 
заимствованных из [41].

4.16. Пусть 1 =  п0 <  щ <  П2 <  . . .  <  пт  — натуральные, 
а  яо, аи • • •, cim — произвольные комплексные числа, 
и пусть

/ * ( * ) -  2
2k~1<j<2h

(мы считаем, что а} =  0 при / >  т ) . П усть, далее,

^  —Е 2  hj
gh =  \fhl hk =  gh — igk и F e = ' £ f he 3>h ,

k^i

где e — произвольное положительное число, gh — ф унк­
ция, сопряженная к  gh (см. определение в задаче 4 .15 ). 
Докажите, что

>а) |fe(^ )l ■< е- 1 при любом i e ( —я ; я ) ;
б) если 2P_1 ^  q <  2Р, то

|£вЫ-вв| < ! 2  ifkh'Zwhh-
j^h

4.17. Пусть 1 «S щ <  щ <  . . .  <  пт (nj е  N). Д окаж ите, 
что для любых комплексных чисел с i, сг, . . . ,  ст  справед-
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ливо неравенство
п

i .2 J
l<j<m

ХП XX
с\е

Kj<m

где у положительная абсолютная постоянная (7  1 0 ~2) .

Преобразованием Фурье функции / е  S?1 (R n) назы­
вается функция /, определяемая равенством

т  =  J  f(t)e~i M dt ( s e K n),
R"

где (s, t ) — скалярное произведение векторов s,s, i e  Rn.

4.18. Вычислите преобразования Фурье функций, ук а ­
занных в задаче 4.1.

4.19. Найдите преобразования Фурье функций Эрмита
hn (х) =  е*,/8 (e~xJ n) (х е= R, п =  0, 1, 2, . ..) .

Преобразованием Фурье конечной меры |я, заданной 
по крайней мере на борелевских подмножествах прост­
ранства R", называется функция ц,, определяемая ра­
венством

j “ *-*<*•*> <*ц(*) ( * е Г ) ,
R™

где (s, t) — скалярное произведение векторов s, i e  R".
Преобразование Фурье меры в К1, порожденной не­

убывающей ограниченной функцией g, обозначается сим­
волом g.

4.20. П усть F  — функция распределения функции 
е  3 ?0(Е), где Е cz Rm, Кт {Е) <  °°. Докажите, что

F(s) =  \ e - is1{x)dx ( s e R ) .
Е

1
4.21. П усть о (s) =  da (t) (s e  R), где а — кан-

o
торова функция (см. задачу III .3 .17). Докажите, что 
а (s) 0  при s -*■

1
4.22. П усть (х) =  J  а (х — у) da (у) (х е  R), где а  —

о



канторова функция (а(х) — 0 при £ .< 0 , а (ж ) = 1  при 
х >  1). Докажите, что

а) oi строго возрастает на промежутке [0; 2 ] ;
б) oi (s) А  0 при s -*■ оо.

Решения задач 4.23—4.27 опираются на следующие 
теоремы единственности:

Если 1R” ) и / = 0, то f(x) =  0 п. в. в Rn.
Если (.1 — конечная борелевская мера в Г  и ¡л ® О, 

то (х =  0 (см., например, [20], с. 302).

4.23. Докажите, что если свертка суммируемой на R"
функции / с функцией тождественно -равна нулю,
го f(x) =  0 п. в.

4.24. Пусть при t >  О

g(t) =  sup ( 2  2  eh =  0 или l ] ,
J

g(t) =  0 при i <  0.
Докажите, что

а) *e=C(IR);
б) g', (0  =  0 почти везде на К;

в) £ (s)=  е-г8/зГ Г cos (s4-n );
r»5>X

+<x> r 0 при x <; 0,
r ) j  8 (x — 0  ^  (20  =  j ж при 0 < ж < 1 ,

~°° ( 1 при x >  1.

4.25. Пусть v =  {nh)h>i — произвольная строго возра­
стающая последовательность натуральных чисел, v i =  
=  V2 =  {fi2k}k>i. Пусть, далее,

8  (0 =  f 2  4%~к I 2  е*2 г, =  0 или l )  при £ >• О, 
U^i I J

#(£) =  о при г <  о,
функции gi и g2 строятся аналогичным образом с по­
мощью последовательностей vi и V2 соответственно. До­
кажите, что

а) g e C ( K ) ;
б) g i( 0  — 0 почти везде на !R, ^2 ( 0  =  0 почти везде 

на R;



+оо
^ (ж )=  | ^ ( х  — ¿ )¿^ 2 (г) ПРИ любом х е К .

—  00

4.26. Докажите, что если две конечные борелевские 
меры в К” принимают одинаковые значения на всевоз­
м ож ны х полупространствах (т. е. множествах вида 
{ ж е К " | (.г ; а ) ^ с ] ,  где а е К " ,  с е К ) ,  то они совпадают.

4.27. Найдите общий вид вероятностной борелевской 
меры в пространстве 5?", инвариантной относительно ор­
тогональных преобразований и являющейся в то же 
врем я произведением двух мер, сосредоточенных на не­
тривиальных ортогональных подпространствах.

Г л а в а  X. ИТЕРАЦИИ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ОТРЕЗКА

§ 1. Топологическая динамика

1.1. Пусть для функции /: N->[41 при любом 
выполняется неравенство /(ге +  1) >  / (/ (« ) ) . Докажите, 
что /(п) =  п при любом п е М .

1.2. Существует ли непрерывная функция /: К ->• О? 
удовлетворяю щ ая уравнению /»/ =  /'’ в следующих 
сл уч аях :

а) Р ( х ) = —х\ б) Р ( х ) = е х\ в ) Р(х) =  х2 — 2?

Обозначим через Ы* (или просто 1с1) тождественное 
отображение множества Х з  себя (т. е. И (.г) =  ;г для лю­
бого х из X ). Отображение к: X  X  назовем инволюци­
ей, если к ° к — Ы*.

1.3. Пусть f(x) =  x +  1, д(х) =  х — 1 (ж е В ) . Подбери­
те две инволюции к и к таким образом, чтобы выполня­
лись соотношения к 0 1с =  /, к 0 'к =

1.4. Докажите, что каж дая биекция есть композиция 
двух  инволюций.

Неподвижной точкой отображения /: X  -* X  называ­
ется т а к а я  точка х ^  X, что х =  ¡ ( х ) .

1.5. Докажите, что непрерывное отображение /: Д->- 
-> К , где А — некоторый промежуток, обладает непо­
движной точкой в каждом из следующих случаев:



а) А =  [а\ Ъ), / (Д )с Д ;
б) А =  [в; Ъ] ,  /(А)=> А;
в) / — инволюция.
1.6. Пусть функция / е  С ( [а; Ь ]) монотонно возрас­

тает, / ([а ; Ь ] ) с [ а ;  6 ]. Докажите, что для каж дого хо = 
е [ а ;  6] последовательность хп =  f ( x n- 1)(n е  N) сходится 
к  неподвижной точке. Верно ли это, если / — убы ваю щ ая 
функция?

1.7. Пусть / е С (  1R). Д ля а:0 е  П? положим x i= / ( ;r o ) ,  
Xk =  f  (Xh-i) (& s  N). Докажите, что если для некоторого

ладает неподвижной точкой. Верно ли это для непреры в­
ного отображения /: С -*■ С?

1.8. Докажите, что конечная группа аффинных преоб­
разований плоскости обладает неподвижной точкой (об­
щей для всех преобразований группы).

Отображения /: Ах — Ах и g: Д2 -*■ Д2 (Д 1, Д2 — ин­
тервалы на прямой) называю тся топологически сопря­
женными, если существует т ак ая  непрерывная би екци я 
(гомеоморфизм) к: Д2 ->-Д1, что f  =  h ° g ° h ~ l (т . е. 
h ° g  =  f ° h ) .  В этом случае будем употреблять обозначе­
ние / 00 £, а отображение А будем называть сопрягающим.

В задачах 1.9—1.12 предполагается, что отображ ения 
непрерывны, заданы на интервалах и переводят их 
в себя.

1.9. Докажите, что отношение топологической со п р я­
женности есть отношение эквивалентности, т. е.

б) f  ^  g тогда и только тогда, когда g cnf\
в) если /1 °° /2, /2 00 /з, то /[ со /3.
1.10. Докажите, что топологически сопряженные ото­

бражения одновременно обладают или нет следую щ ими 
свойствами:

а) взаимная однозначность;
б) монотонность определенного типа;
в) односторонняя ограниченность (без уточнения ее 

ти п а);
г) ограниченность.
1.11. Докажите, что топологически сопряженные ото­

бражения имеют

хо <=IRпоследовательность £
I CK h<n

а) /со/;



а) одинаковое количество промежутков монотонности;
б) одинаковое количество неподвижных точек.
1.12. Докажите, что если f m g, то промежутки, на ко­

торых выполняется неравенство f ( x ) > x ,  переводятся со­
прягаю щ им отображением h в промежутки, на которых 
выполняется такое ж е или противоположное строгое не­
равенство для отображения g (в зависимости от характе­
р а  монотонности отображения h). Докажите, что если j 
и g заданы на R и одно из отображений /, g нечетно, 
то биекцию h можно считать возрастающей.

1.13. Выясните, будут ли определенные на R отобра­
ж ен и я  / и g топологически сопряжены в следующих 
сл уч аях :

а) f (x )  =  x2, g(x) =  x2n {п =  2, 3, . . . ) ;
б) f  (x) =  cos ж, g (х) =  sin х;
в) / (ж) =  cos х, g (х) — —cos х;
г) /(a;) =  s in z , g(x) =  — s in z ;
Д) f  (x) — х-+ sin  x, g (x) =  x +  cos x.
1.14. а) Пусть f(x )  =  x2, g (x) =  x2 + ax + b (x e  Ik). 

Опишите множество тех пар (а ; Ъ), для которых /«> g.
б) Д ля каких a e ß  можно указать такое Ь е к ,  что 

отображения f(x) =  1 — ах2 и g (х) — Ъх (1 i ) ( i e  R) то­
пологически сопряжены? Опишите множество всех воз­
никающих при этом чисел Ъ.

в ) Докажите, что отображения g и g: [0; 1]-*■[(); 1 ], 
g ( x ) =  2g {x)=  Зж(1 — x),  не являю тся топологически со­
пряженными.

г) Для какого a е= 1R и для какого промежутка А =  
=  [р; q\ с= К отображение /: А A, f ( x ) = i — ax2 топо­
логически сопряжено с отображением g\ [0; 1] [0; 1] 
вида g ( x ) = b x (  1 — х)?

1.15. Докажите топологическую сопряженность не­
прерывных отображений /, g: [—1; 1]~^[ 1> 1]» зада­
ваем ы х  следующим образом:

а)  f ( x ) =  1 —  2 Ы , g ( x ) =  1 — 2х2 ( г е { - 1 ;  1 ] ) ;
б) / =  /„ (га е  N) — «пилообразное» отображение, при­

нимающее значения ( — l ) k+” в точках — 1 + —,
^  п, и линейное в промежутках между ними (рис. 8 ), 
а  g =  Тп — многочлен Чебышева, задаваемый соотноше­
нием ^„(oos i) =  cos nt (рис. 9 ) ;

в) докажите, что функции из п. а) сопряжены как 
отображения из R в R.

1.16. Пусть /: [а\\ b\\-+[a\\ fei], g•: [«2; ¿'г] ~ [̂ 25 о2] 
гомеоморфизмы отрезков, не имеющие неподвижных вну­



тренних точек. Докажите, что Проверьте, что у т ­
верждение останется в силе, если отрезки зам енить от­
крытыми интервалами.

1.17. Расклассифицируйте, с точностью до топологи­
ческой сопряженности, гомеоморфизмы отрезка на себ я , 
имеющие конечное множество неподвижных точек, в  чис­
ло которых входят концы отрезка.



Б удем  говорить, что метод последовательных приближе­
ний с начальной точкой хо ^  Д сходится, если сущ еству­
ет  предел lim  хп, где х п =  /п (х0) .

1.18. Пусть функция / е С ( [ а ;  6 ]) возрастает. Дока­
ж ите, что метод последовательных приближений сходит­
с я  для любой начальной точки хо е  [а; 6 ], если

а) f ( x ) < x  при х > а ,  /(а) =  а ;
б) f ( x ) > x  при x < b ,  f[b) — Ъ.
1.19. Докажите сходимость метода последовательных 

приближений для любой начальной точки ха ^  А и най­
дите lim  хп для следующих отображений /:

ж ) f(x) =  c/(2 +  х) (с >  0 ), А =  [0; + °°).
1.20. Выясните, при каких начальных точках хо из

области задания отображения / сходится метод последо­
вательных приближений, и найдите Птж„ в следующих 
случаях:

a) f(x) =  х + sin  х;
б) /(ж) =  х(х  — 1 );
в ) f(x) =  í  +  ax2 (0  <  а =^1/4);
г ) f(x) =  1 — ах2 ( 0 < а ^ З / 4 ) ;
Д) i(x) =  x2 +  c (|с|< 1/4);
е) f(x) =  х2 + (1 — 2с)х + с2 (ce[R);

а ) /{х) =  arctg х , Д =  К;
б) f(x) — ~tx +  2, А =  [—2; + 00);
в ) f(x) =  {x — 2)/2, A = R ;

г) =  (с > 0 ) ’ ä = K ;

д) f(x) =  ~ [х  +  ^ - j ,  А =  (0; + оо);

е) f(x) =  arcsin А =  (0; + оо);
Я х + 1



Будем называть неподвижную точку х* отображ ения 
/ притягивающей, если для х 0, взяты х из некоторой о к ­
рестности точки х , последовательность хп =  /п(х0) сх о ­
дится к  х . Если для некоторой окрестности и  н епод­
вижной точки X и произвольной точки Хо 6= и  Хп Ф  X* 
найдется такой номер п0, что хП(> ^  и , то ж* н азы вае тся  
отталкивающей.

— неподвижная точка отображения /, 
причем / дифференцируемо в х*. Докажите, что

а) если / (х*) <  1, то х* — притягивающая;
б) если |/ (х ) I >  1, то х * — отталкивающая-
в) покажите на примерах, что неподвижная точка 

может быть ни притягивающей, пи отталкивающей.
ж КаКИХ 31ШТС,1ИЯХ параметра а и при к а к и х

о е  1К последовательность итераций хп = /п(х0) сходит-
СЯ) ОС л  и

а) К х ) =  \ +  ах;
б) f(x )  =  1 — а\х\ (а > 0 ) ;
в ) / (ж )= 1  — ах2 (а >  0 ) ;
г ) /(х) =  ах ( а >  0 ).

Пусть ф — дифференцируемая функция, задан ная н а  
промежутке А Д .-о то б р аж ен и е , заданное’ в тех то ч ках  
х ^ А ,  где ф (х)Ф  0, формулой

М<,(х) =  х - Щ .
ф' (х)

Легко видеть, что неподвижные точки отображения ^  
совпадают с корпями функщш Ф Будем ^ р и т ь  ^
7хо ^ Т г0ННЫи Пр° чесс Нъют°на с начальной точкой х 0 сходится к с, если

(х0) -*■ с.

> п ' ^ '  П^СТдЬ Фе С 2 (А): с е д ,  ф(с) =  0, |Ф' ( * ) | > т >  
близка то КаЖИТе’ ЧТ° если точка х° Достаточно

сходатсяТек а?;ИОИНЫЙ Пр0цесс Ньют°на, начатый в  х»,

гд Л  > 7 о  < ” <  : I * I <  м ф \

Д °к аж ите, что если ф е С " (Д )  с е д  ш/>\ =  
=  ф (с) =  . . .  = ф(п-1)('с\ =  о гп(п)/„ч_^Д 
т . т т ~  ^ то для н а ч а л ь ­
ных точек хо, достаточно близких к  с, итерационный про­



цесс Ньютона сходится к с, причем }хк — с\<М(11'
( М >  0, 0 < д <  1) -

1.25. Пусть ф е  С2 ( [а ; Ъ]) -  такая функция^ что 
фф" > 0  в (а ; Ъ) и Ф( а )=  ф" (Ь) =  0 (или ф(Ь) =  Ф (а )~  
=  0 ) . Проверьте, что для любой начальной точки из 
[а ; &] итерационный процесс Ньютона сходится 
к  корню <р.

1.26. Пусть Р  — многочлен, имеющип лишь простые 
вещественные корни. Докажите, что если хо точка не 
региба Р  (т. е. Р" (хо) =  0), то итерационный процесс 
Ньютона, начатый в точке х0, сходится к  корню I , при­
чем так могут быть найдены все ко.рни, за исключением 
минимального и максимального.

Назовем множество {хп =  (я„) | п е  N1 траекторией 
точки хо. Если траектория конечна, то, очевидно, суще­
ствует такое п е Н  что точки хо, х и • • •, х п-\ попарно 
различны, а хп =  х0, * „ + ,= * ,, В этом случае *0 на­
зы вается периодической точкой, число п — ее периодом, 
а набор (х0\ хг, . . ®„- 1) - п-циклом. Будем говорить, 
что п-цикл притягивающий, если точка Хо — притягиваю­
щ ая пеподвпжная точка для /", и отталкивающий, если 
х 0 — отталкивающая неподвижная точка

1.27. Пусть (х*0\ х^; . . 4 - 0  — га-цикл отображения /. 
Докажите, что

а) если 1 (/гг)'(-го) 1 <  1, то для х0, взяты х из некоторой
окрестности х2, выполняется соотношение

{тпп + к (х о)  Ь =  0 , . . . , «  1,

б) если |(/")' ( 4 ) 1  > 1 .  то Ддя некоторого е > 0 и  
любого

х0 е  (^о — х* + е) ’ хо ^  ’ 

найдется такой номер т ,  что
I Г  (хи) — х * \ ^ е  для всех к =  0 , 1 ,  . . . , п  — \.

1.28. Пусть / — непрерывное отображение отрезка А 
в  себя, /0, I ь /г, . . . — конечная или бесконечная после­
довательность отрезков, причем /о с  А, А.+1 ^ М ' п )  при 
любом п >  0. Д окаж ите, что

а) существует т а к а я  последовательность отрезков 
К 0 => К х^  К 2 =>. . . ,  К о ^ 1о ,  что }11(Кп) =  1» ( п >  0 ) ;



б) сущ ествует такая точка 1 е Д ,  д л я  которой х п — 
= /" (х) е  1п при любом п.

1.29. Докажите, что если непрерывное отображение 
отрезка в себя имеет 4-цикл, то оно имеет такж е 2-цикл.

1.30. Пусть /': А А — непрерывное отображение от­
резка в себя. Докажите, что следующие утверждения э к ­
вивалентны:

а) существуют такая точка ц е А ,  что точки Ь =  / ( а ) ,  
с = / 2(я) ,  е? =  /3(а) удовлетворяют неравенствам й «£ а  <
< Ъ <  с или с <  /; <  я <

б) в А сущ ествует точка, имеющая период три;
в) для любого иг е  N в А сущ ествует точка, имею­

щая период т .

Импликация б)=^в) (и задача 1.29) являю тся ч аст­
ными случаями следующей теоремы Л. Н. Ш арковского 
[30|. Пусть /: А -► А — непрерывное отображение (А — 
= [я; Ь\ ) . Рассмотрим натуральный ряд, упорядоченный 
следующим образом:
1, 2, 4, 8, ..., 2",..., 2т • 7, 2т • 5, 2т  • 3, ...

..., 2 - 7 ,  2 - 5 ,  2 - 3 ,  ..., 7, 5, 3.
Если р  с т о и т  в этом ряду левое q  и /  обладает д-циклом, 
то / обладает такжр р-циклом.

1.31. Докажите, что при п 3* 2 многочлен Чебыш ёва 
Тп, заданный на отрезке [—1; 1] (ем. задачу 1 .15), об­
ладает циклами произвольного порядка.

1.32. Найдите значения параметра я, при которых 
отображение / (х) = 1 — а | х \ (х <= 8?) обладает а) 2-цик­
лом; б) 4-циклом; в) 3-циклом, и выясните, когда эти 
циклы являю тся притягивающими.

1.33. Пусть / (х) = 1 — ах2 ( х е  К). Найдите нижнюю 
границу значений параметра я, прп которых / имеет

а) притягивающий 2-цикл; б) отталкивающий 2-цикл;
в) 4-цикл; г) 3-цикл.

1.34. Пусть
Ц х ) =  Ъх(\ -  х) (х «= [0; 1 ] ) ,  0 <  6 <  4.

Найдите нижнюю границу значений параметра Ъ, при 
которых / имеет

а) притягивающий 2-цикл; б) отталкивающий 2-цикл;
в) 4-цикл; г) 3-цикл.

1.35. Пусть жо^(0;  1) — неподвижная точка непре­
рывного отображения /: [0; 1 ] — [0; 1 ]. Докажите, что



если в точке хо односторонние производные (х0) отри­
цательны и /+ (х0) }'_(х0) >  1, то / имеет 2-цикл. В част­
ности, 2-цикл сущ ествует, если / '(х 0)<  —1.

1.36. Пусть g — кусочно гладкое отображение отрезка 
[0; 1] в себя. Д окажите, что если \ g ' ( x ) \ '> a > í  во 
всех точках, где производная существует, то g имеет 
2"-цикл при любом Покажите на примере, что это 
неверно, если гладкость отображения наруш ается в счет­
ном множестве точек.

В задачах 1.37— 1.39 мы будем рассматривать отобра­
жения отрезка Д =  [а\ Ь] в себя, принадлежащие классу 
С3(Д) и такие, что производная Шварца 5/ (см. задачи 
V II .2.24, V II.2.25 и определение перед ними) отрица­
тельна в тех точках х, которые не являю тся критиче­
скими точками / (т. е. там, где ¡'(х)¥=0). Класс таких 
отображений обозначим через 5 ( Д) .

1.37. Пусть / е 5 ( Д )  и множество критических точек 
/ конечно. Д окажите, что для каждого л е М  преобразо­
вание / может обладать лишь конечным числом п-циклов.

1.38. Пусть / е 5 ( Д ) ,  £ =  /’* х < у <  г — по­
следовательные неподвижные точки отображения g. До­
кажите, что если отрезок [х; у | ие содержит критиче­
ских точек g, то g' (г/)> 1.

1.39. Пусть отображение / е ^ Д )  имеет единствен­
ную критическую точку с ^ (а ;  Ь). Докажите, что каж ­
дый притягивающий цикл отображения / притягивает 
траекторию одной из точек а, с, Ъ и, следовательно, / 
может иметь не- более трех притягивающих циклов.

1.40. Докажите, что отображение вида /(.г) =  1 —
— ах2 (х е  К) при а <  2 не может иметь более одного притя­
гивающего цикла, а при а — 2 имеет и-цикл для любого 
я е М ,  но ни один из них не является притягивающим.

1.41. Пусть ф — непрерывное отображение окружно­
сти в себя, имеющее неподвижную точку и 3-цикл.

а) Докажите, что ф имеет такж е п-циклы при всех 
п >  3.

б) Обязательно ли «р имеет 2-цикл?
1.42. Пусть / — непрерывная возрастающая функция 

на прямой, удовлетворяющая условию

¡ ( х  + 1) = /(#)+ 1.



а) отображение г=  е2Ягхн- ф (2) =  еШКх) задает гомео­
морфизм окружности Я ' М г !  Ы =  1), сохраняющий по­
рядок следования любых трех точек, и произвольный 
сохраняющий ориентацию гомеоморфизм окружности 
может быть задан таким образом;

б) если предел

существует для некоторого е  R, то он сущ ествует и 
для любого х е  0?;

в) если отображение фт имеет неподвижную точку 
при некотором т е М . т о  предел а  сущ ествует и яв л яет ­
ся рациональным числом;

г) если н икакая степень ф не имеет неподвижных то­
чек, то предел а  существует и явл яется  иррациональным 
числом;

д) если две различные функции f\ и /2 определяют 
один гомеоморфизм ф, то соответствующие пределы a i  и 
иг отличаются на целое число.

Определенное таким образом д л я  произвольного со­
храняющего ориентацию гомеоморфизма ф: S 1 ->■ S 1 чис­
ло a  mod 1 называется числом вращения этого гомеомор­
физма. Это понятие введено А. П уанкаре.

§ 2. Преобразования с инвариантной мерой

Пусть X  измеримое подмножество пространства 
R , (Л a-конечная мера, заданная на измеримых (по 
Лебегу) подмножествах множества X. Неотрицательная 
измеримая функция / называется плотностью меры и 
если

для произвольного измеримого множества А  с  X  (в этом 
случае принято обозначение <1ц =  =  /Лг). Две плот­
ности порождают одну и ту ж е меру тогда и только тог­
да, когда они совпадают почти везде на X. По Известной 
теореме Радона — Никодима мера ц имеет плотность 
тогда и только тогда, когда она абсолютно непрерывна 
(относительно меры Лебега), т. е. когда ц ( 4 ) = 0 ,  если 
Я„(^4) = 0 (см. [ 14] ) .  Говорят, что мера ц эквивалентна

п

А



мере Лебега, если ц(Л)  =  0 тогда и только тогда, когда 
)= ,(), Б удем  говорить, что отображение Т: Х - + Х  

сохраняет меру  II, или что мера [х инвариантна относи­
тельно Т, если ц ( Л) = '  р(7,- ’ (Л) )  для любого измеримо­
го множества А  ^  X. Если V — мера, заданная на изме­
римых подмножествах множества У  с= 0?т , то говорят, 
чхо V — образ меры ¡1 при отображении Т\ Х -+ У ,  если 
м(В)=*ц(Т~] (В ) ) для любого измеримого множества 
В  <= У (будем в этом случае писать V =  7'и) .

2.1. Проверьте, что следующие преобразования сохра­
няют меру Лебега:

а) Т (х )= \ 2 х )т о А  \ (х е  [0; 1 ] ) ;

б) Т{г) =  гп ( г е С ,  И  = 1), « е Ч

в) т(х) =  х — ^  (х еК \ { 0 } ).

2.2. Проверьте, что преобразование

Т [х\ у) =  ^(2х) т о й  1; у  (у + [2*])), (х; у ) е [ 0 ;  1) X [0; 1).

(«преобразование пекаря») сохраняет меру Лебега К2.
л ( а“  М2.3. Пусть Х =  [0; 1)Х[0;  1),  Л =  а^ )  -  цело­

численная матрица, причем с1е1.<4 =  ±1. Определим пре­
образование Т Л: X  ->■ X  формулами ТА(х 1; х2) — (у\\ у2),

У1 =  {а\\х 1 + а\2х2)шоА 1, у2 — ( « 21-^1 +  а22х2)га.о& 1,
где (ап; х2) ^ Х .  Докажите, что

а) ТА взаимно однозначно;
б) ТА сохраняет меру Лебега.

/ 2П1Х, 2яггс \
Отображение {х1\х2)^ -[е  г; е 2) позволяет отож- 

дествить X с тором Т2 =  5 1 X 5 ' и ТА с автоморфизмом 
Т2 как  группы. Это дает право назвать преобразование 
ТА автоморфизмом тора..

Упомянем принципиальный результат: на всякой 
компактной группе £? существует нетривиальная конечная 
мера инвариантная относительно сдвигов:

|л ) =■ и (Л§-) =  ц (Л ) ,

где
А  с  С, £6= С, ёА =  {^11 е Д  А ё = -{х ё \ х ^ А ) .



Эта мера определена однозначно (с точностью до посто­
янного множителя) н называется мерой Хаара. Ее един­
ственностью можно воспользоваться при решении сле­
дующей задачи.

2.4. Пусть отображение ТА'■ X X  — такое ж е, к ак  в 
предыдущей задаче, по d e t ^ e Z i  I  det ^41 >  1. Такое 
отображение (уж е  не взаимно однозначное) назы вается 
эндоморфизмом тора. Докажите, что оно сохраняет меру 
Лебега.

2.5. Проверьте, что отображение

Т (х) =  -i- mod 1 ( ж е  (0; 1])

сохраняет меру d\i =  — dx.

2.6. Найдите абсолютно непрерывную инвариантную 
меру

а) для отображения Тп: [—1; 1] -*- [—1; 1] ,  где Г„ — 
многочлен Чебышева (см. задачу 1.15.6);

б) для отображения/: IR->-[R, где f(x )  =  1 — 2х2.
2.7. Докажите, что отображение Т обладает инвари­

антной (соответственно конечной инвариантной, абсо­
лютно непрерывной инвариантной) мерой тогда и только 
тогда, когда этим свойством обладает некоторая его 
степень Тп ( r e N ) .

2.8. Пусть Т : [а; Ъ] [а; 6 ] — строго монотонное не­
прерывное преобразование. Докажите, что оно обладает 
абсолютно непрерывной инвариантной мерой.

2.9. Пусть отображение Т: [а; Ь\~*-[а\ Ъ\ кусочно 
монотонное и гладкое. Докажите, что если оно обладает 
притягивающим циклом (см. § 1), то Г  не сохраняет ни­
какую конечную меру, эквивалентную лебеговой.

2.10. Существует ли нетривиальная мера на [R, инва­
риантная относительно всех

а) гомотетий На: х ^  ах ( а ф  0);
б) аффинных преобразований А „у. х >-<- ах + b (a ,  Ъ е  

е  ¡R, а ф  0)?
В случае утвердительного ответа приведите пример.
2.11. Существует ли нетривиальная мера на (0 ; + °°), 

инвариантная относительно всех преобразований вида

а) Тр: х *->■ хр (р Ф  0); б) Sb,P: х >-*■ Ьхр ( р ф 0 , Ь > 0 ) ?

В случае утвердительного ответа приведите пример.



М ера ц в Rn называется квазиинвариантной относи­
тельно сдвигов, если для каждого a e R "  условие (х(Л) =  
=  0 равносильно условию р (А + а) =• 0.

2.12. Д окажите, что
а) если мера j.i в R" эквивалентна лебеговой мере %п, 

то |ы квазиинвариантна относительно сдвигов;
б) если [х квазиинвариантна относительно сдвигов, 

причем мера любого ограниченного множества конечна, 
то (j, эквивалентна Л„.

2.13. Пусть Т — такое преобразование множества 
Х с Г  ® себя, что образ ТКп меры Х„ обсолютно непре­
рывен относительно Х„, и пусть / — произвольная сумми­
р уем ая на X  функция.

а) Д окаж ите, что существует такая  функция /* е  
е & 1(Х ), что

J* / (ж) dx =  J  /* (х) dx (A cr X), (1)
т ~ Ц а ) а

и при этом /* определяется однозначно с точностью до 
значений на множестве меры нуль.

Соответствие Р: / >-*■ /* называется оператором Перро­
на — Фробениуса, связанным с Т.

б) Если X  a  [R™— область, Т — гладкое взаимно од­
нозначное отображение, причем det Т' (х) Ф 0 ( j e l ) ,  то

pi ^ ~ i rrarW
в) Если Х =  [0; 1], Т кусочно дифференцируемо и 

множество Т~х (х) конечно ( х ^ Х ) ,  то

P j ( u ) =  У  . Пх)
ПУ> л  | Т' (х) I

хет Цу)
во всех точках, для которых определена правая часть 
равенства.

г) Если Х =  [0; 1 j , / е С ( [ 0 ;  1] )  и Т кусочно моно­
тонно, то

=  .[  /(*)*■
Т_ 1 ([о;ж])

д) Д л я  того чтобы мера d\i =  fdx  была инвариантна 
относительно Т, необходимо и достаточно, чтобы для по­
чти всех i e i  выполнялось равенство Pf(x) =  f(x ) .



Пусть га е  N. А, =  [ ({ — 1)/и; ¿/га] (г =  1, . . га). Р а с ­
смотрим неотрицательные функции на [0; 1 ) , постоян­
ные на промежутках Д(. К аж дая такая  функция за д а е т ­
ся вектором с =■ (с1; . . с„) значений, которые она при­
нимает на Дь • • •, А«- Будем для наглядности такую  
функцию обозначать через /с. Множество неотрицатель­
ных векторов в О?" обозначим через К™.

2.14. Пусть Т: [0; 1)->-[0; 1) — произвольное преоб­
разование.

а) Докажите, что для каждой функции вида 
/с (с е  0?+) существует единственная функция ( с1 е  К+)> 
удовлетворяющая равенствам

]* /с (х) <1х =  | (х) <1х, 1 =  1, . . . ,  п,
Т-1(Д1) Дг

причем вектор с1 имеет вид й =  яс , где я  =  — не­
которая матрица, определяемая преобразованием Т.

Отображение с >-+ яс — дискретный (конечномерный) 
вариант оператора Перрона — Фробениуса.

б) Найдите матрицу я  и докажите, что 2  Рц =  1
1<гкп

(/ =  1
в) Докажите, что существует такой вектор V е  0?+, 

и ^ О,  что ли =  и (с этой целью рассмотрите последова-
(т)  1 Ь ,_ гт,п \тельность векторов и

0-4кст
2.15. а) Пусть Т: [0; 1] [0; 1] — отображение, зад а­

ваемое формулой
( 2х при 1/2,

Т (х) — | з /2 _  х при х > 1/2 .

Найдите общий вид абсолютно непрерывной ш ш ариант- 
ной относительно Т меры.

б) Пусть Т: [0; 1 )-^ [0 ; 1) — отображение, зад авае­
мое формулой

[ х + 1/3 при х <  2/3,
Т (х) — | 2 — 2х  при х >  2/3.

Укажите какую-нибудь абсолютно непрерывную инвари­
антную относительно Т меру.

в) Пусть Т\ [0; 1] [0; 1 ]— отображение, зад авае ­
мое формулой Т(х) = ‘х12. Найдите неподвижную точку



1>п д ля  дискретного оператора Перрона — Фробениуса 
(при четном п) и докажите отсутствие инвариантной 
конечной абсолютно непрерывной меры для Т. К чему 
схо дятся  меры с1\\п=  ¡Ъпйх при п -► если их нормиро­
вать  условием |х„([0; 1) ).=  1?

2.16. Пусть Й =  {г е  С 1 1 т  г >  0}. Найдите абсолютно 
непрерывную меру, инвариантную относительно всех 
конформных автоморфизмов О, т. е. отображений

Т (г) =  где ®, 6, с, ( ¡ е Е и  (Ы  й )  >  0.

2.17. Пусть Р  =  {{х\ у) (ЕЕ К2 1 X >  0} и для каждой 
течки  (а ; Ъ )^ Р  определим преобразования Ьа,ь и Иаь 
полуплоскости Р  в себя:

Ьа,ь{х\ у) ~'{ах] ау +  Ь), 11а,ъ(х; у) =  {ах\ Ъ х+у).
Н айдите абсолютно непрерывные меры Ць и на Р, 
инвариантные относительно всех преобразований Ьа,ь и 
Ла.ь соответственно.

Отметим, что преобразования, о которых идет речь, 
отвечают преобразованиям левого и правого сдвига на 
группе (по умножению) матриц

М х,у =  (о 1 ) ( (х > у) е  Р ) '  

т. е. преобразованиям
М х , у  М а , ь М х ,у\ М х , у  М х ,уМ а ,Ь-

М еры ь и |ян называются мерами Хаара (левой и пра­
вой) д л я  этой группы.

2.18. Докажите, что если преобразование Т : [а; Ь]
[а ; Ъ\ сохраняет некоторую конечную абсолютно не­

прерывную  меру, то Т топологически сопряжено с не­
которым преобразованием того же промежутка, сохра­
няю щ им меру Лебега.

Существование инвариантной меры (не обязательно 
абсолютно непрерывной) часто устанавливается с по­
мощью следующей теоремы Боголюбова — Крылова:

Д л я  всякого непрерывного отображения компактного 
м нож ества в себя существует конечная инвариантная мера.

2.19. Докажите, что если Т — гомеоморфизм окруж­
ности I?1 с иррациональным числом вращения а  (см. за­
дачу 1 .42), то Т связан с поворотом Та окружности на 
угол  а  (Та (е2к‘х) ~ е 2п‘('':+а)) следующим образом: Ь, ° Т =



*=Та °'к для некоторого непрерывного отображения 
к: 5 1->5'1.

В дальнейшем будем предполагать, что мера |х ко­
нечна и удовлетворяет условию нормировки р, (X)  =■ 1 
(такие меры называются вероятностными).

Пусть Т — преобразование множества X. М ножество 
А <=■ X  называется инвариантным, если Т~Х(А) =  А .  Пре­
образование Т, сохраняющее меру [х, назы вается эргоди- 
ческим, если для каждого инвариантного м нож ества 
А  <= X  справедливо одно из двух: либо ц(Л)  =  0, либо 
| л (Х \ Л ) =  0 .

2.20. Измеримую функцию /, заданную па м нож естве 
X  с мерой ц, назовем инвариантной относительно преоб­
разования Т, если ¡(Т х)-= ](х )  для почти всех х. Д о к а ­
жите, что для эргодичности Т необходимо и достаточно, 
чтобы всякая инвариантная измеримая функция со вп а­
дала с константой почти везде.

2.21. Эргодичны ли следующие преобразования:
а) Т(х) =  (х + а )т о с 1 1, X  — [0; 1), |я =  Я;
б) Т(х) =  (2ж)тос1 1, X  =  [0; 1 ) , ц  =  А,;
в) Т (г) =  г™ (п е  (41), г е Х  =  5 1, ц — лебегова мера 

на окружности;
г) Г — автоморфизм тора (см. задачу 2 .3 );
д) Т — эндоморфизм тора (см. задачу 2 .4)?
2.22. Пусть X  — множество в 0?", которое я в л я е т с я  

замыканием множества своих внутренних точек, Т — 
преобразование X, сохраняющее меру Лебега. Д о каж и те , 
что если Т эргодично, то для почти всех х е !  тр аекто ­
рия точки х всюду плотна.

2.23. Пусть Х =  [0; 1 )” — я-мерный тор (и е (\ 1 ) , 5  — 
сдвиг х >-*■ у =  Б (х), задаваемый формулой у к —
=  (#* + а„)тос1 1, к —Л, . . . ,  п. При каких зн ач ен и ях  
ось . . . ,  а п сдвиг эргодичен?

2.24. Докажите, что отображения отрезка [0; 1] в  се­
бя, задаваемые формулами

Т{х) =  (2х)тоА \, 8 { х ) =  1 — \2х — 1|,

метрически сопряжены. (Преобразования Т: X  X  и 
5 : У-»-У,  сохраняющие меры ¡я и V соответственно, н а­
зываются метрически сопряженными, если с ущ еств ует  
такое измеримое отображение А: X  -> У, что кц, — V и
6 ° к (х) =  к ° Т (х) для почти всех х е  X.)



/

2.25. Докажете, что отображение Т отрезка [ 1; 1] 
в  себя, сохраняющее меру ц, эргодично, если

а) Т{х) =  1 — 2|ж|, d]x =  \dx\

б) 7 »  =  l - 2 z 2, йц =  - y J = - d x ;

в) Т =  Тп — многочлен Чебышёва (см. задачу
1 .1 5 ,6 )) , d v = - t f L = = r d x .

я  У 1 — х
2.26. Докажите, что если Т : Х - + Х — преобразова­

ние, сохраняющее вероятностную меру ц> а / — положи­
тел ьн ая  функция, то 2 /  {Th (х)) =  + 00 Для почти всех 
(относительно ^) х ^ Х .

Основной теоремой теории преобразований с инвари­
антной мерой (или «эргодической теории») является эр- 
годическля теорема, Биркгофа Хинчина (см. [ 3J , 115]).

П усть Т — сохраняющее вероятностную меру ц пре­
образование множества X, / — измеримая функция, 
причем

§\f(x)\d\i(x)<  +  оо. 
х

Т огда для почти каждого (в смысле меры fi) х ^ Х  су­
щ ествует предел

l i m -  У . f { T k(x ) )= ]{x ) .  (*)
П 0<k<n

При этом функция / инвариантна и

f f ( x ) d Vi(x) =  l f ( x ) d ]i{x).
X X

Если Т эргодично, то / оказывается константой (см. за­
д ач у  2 .20), равной \ f(x )d i i (x )  (т. е. среднему значе-

'х  / \ нию / па X). Предел в левой части равенства (* )  назы­
ваю т средним значением f вдоль траектории точки х.

2.27. Пусть Т: X  X  — эргодическое преобразование, 
сохраняющее вероятностпую меру \х, А — измеримое под- 
множество в X . Пусть Sn — О, если Тп( х ) ^ А ,  гп 1, 
если  Тп( х ) ^ А  { п >  0 ) . Докажите, что для почти всех



х ^ Х  существует предел \

lim T  2
О <k<n

(среднее число попаданий траектории в множество А ) , и 
найдите его.

Вероятностные меры [А], ц2 на X  называются взаимно  
сингулярными, если сущ ествует такое множество A  cr X t 
что м-1 ( 4 ) =  1, jo.2 (-4) =• 0.

2.28. Пусть (^1 и Ц2 — две вероятностные меры н а  X,  
Т — преобразование, эрго дичее кое относительно к а к  ^ ¡, 
так  и ii2. Докажите, что меры щ и ц2 либо со вп адаю т ' 
либо взаимно сингулярны. 5

2.29. Рассмотрим иррациональный сдвиг
S(x) =  (х +  a)m od 1 (z<= [0; 1) =  Х , а е  R \ Q ) .

Он эргодичен согласно 2.21.а ) . По эргодической тео р ем е 
для любой суммируемой функции / на I  и для почти 
всех i 6 l  выполняется равенство

1

О <к<п

а) Докажите, что если /е=С( [ 0; 1] ) ,  то для сд в и га  5  
можно утверждать большее, а  именно, что равенство (1 ) 
справедливо для любого а ; е [ 0 ;  1 ). (Предположите в н а ­
чале, что /(0) =  /(1), а затем рассмотрите общий сл уч ай .)

б) Докажите, что если Д =  <а; ¿>>с[0; 1), Х д ( ж ) = 1  
при х е  Д, (д;) =  0 при х Д, то

И т 7  2 ХД (8 * (х ))  =  Ъ - а
О 4,к<п

для всех х е  [0; 1).
Если {8к(х)} заменить произвольной последователь­

ностью {хк}, то свойство б) называю т равномерной р а с ­
пределенностью этой последовательности (см. [ 21 ] ) .

2.30. Пусть

Х ~  2  2^’ е  {0» 1}

— двоичное разложение числа х е= [0; 1). Докажите, что 
для почти всех , г е [ 0 ;  1) сущ ествует предел

11111 г  2
0 <к<п



(частота появления единицы) и найдите его. Ответьте 
н а  аналогичный вопрос для разложений в р-ичную дробь.

2.31. Докажите, что если преобразование Т: Х-*-Х,  
сохраняющее вероятностную меру ¡л, обладает свойством

Н т ц ( Л  П Г - " ( Я ) )  =  ц (Л) ц( В)  ( А , В а Х )  (*)

(свойство перемешивания относительно меры ц), то Т 
эргодичио.

2.32. Докажите, что преобразование Т (х) =  (2х) mod 1 
( х е  [0; 1)) перемешивающее (относительно меры Ле­
б ега) .

2.33. Пусть ре=(0; 1),  q =  \ - p ,  |яР — мера на отрез­
к е  [0; 1], задаваем ая на отрезках с двоично-рациональ­
ными концами следующим образом: если е i, . . . ,  е„ е  
е { 0 ;  1},

\ . . . е п =  {^<= [0 ; i ] \ x h = e k ( к = 1, . п ) }

(здесь х =  2  (*й/2й) — двоичное разложение числа х), 
ТО

^(Aer ..en)= П /“V й.v 1 nj i4k<n
а  на остальные отрезки мера распространяется по адди­
тивности. Проверьте, что

а) преобразование Т (х) =  (2x)mod 1 перемешивающее 
относительно меры ц,, (см. задачу 2 .31);

б) ^ 1/2 =  .
в) меры |Хр и X взаимно сингулярны при р =р  1/л,
г)ц  взаимно сингулярна с Цр2 при pi'^= Р2-
2.34. Пусть ah — первая цифра десятичной записи чис­

л а 2* (к =  0, 1, . . . ) ,  т. е. а0 =  1, «1 =  2, <хг =  4, аз =  8, 
а 4 =  1, . . .  Какова частота появления в этой последова­
тельности цифры p ^ {  1; 2; . . . ;  9)?

К ак известно, всякое число х из промежутка (0; 1] 
можно однозначно представить в виде непрерывной дроби

1

что такж е записывается в виде х — [а\\ а2; . . . ] ,  где а\
=  а х(х), а2 =  а2(х), . . . — натуральные числа. Т акая дробь 
содержит конечное число членов в том и только том 
случае, когда х рационально. Конечная ценная дробь 
[а\\ . .  .; ап] однозначно записывается в виде несократимой



дроби рп̂ п. Бесконечная цепная дробь является преде­
лом конечных:

[ач; я2; . .  .] =  Нт [ан; . . а„] =  \\т{рп̂ п) ,
число

' Рп  =  Р п  (х )

Яп Чп (х)

называется подходящей дробью. Несложно проверяется, 
что

Рп  1£ —
Чп (х) Чп+i (х) '

С разложением чисел в цепную дробь связано преоб­
разование Гаусса

Т (х )= ^ ^ то А  1 ( х е ( 0 ;  1]).

Действительно, пусть х = [ а у-, а 2; . . . ] ,  г/ =  [а2; а3; . . . ] .  
Тогда х =  1/(а1 + у), откуда следует, что у =  Т(х). С по­
мощью Т числа ап записываются так :
ах{х) =  [Цх\, а2(х) =  ах{Т{х)), . . . ,  ап(х) =  а 1 (Г " -1 (#)).

Преобразование Гаусса сохраняет меру Гаусса

йи =  т~т— &хГ 1 +  X
(задача 2 .5). Мера |1 вероятностная при Л =  1/1п2.

2.35. а) Д ля преобразования Гаусса Т установите 
справедливость при некотором С >  0 неравенства

^  ц (А) ц (В) <  ц (Т~п (А)  П В )  <  Сц (А) ц (В),

где А, В с  (0; 1], п е М ,  Выведите отсюда эргодичность 
преобразования Т.

б) Докажите, что для почти всех х — [а\\ я2; . .  •]
1) относительная частота, с которой число / с е Ы  

встречается среди чисел а\, а2, . . ., равна

1 ] П ( *  +  1 ) 2  •In 2 к  (к  |- 2 ) ’ 

2 )  l i m ---------- 1— — =  -f о о ;

q\ 1- ”/------------- ТТ Л 1 \ ln ft/In 23) lim !/  ay . .  . an =  |J 1 + ■ ;
h eN \  k~ -|- 2 kJ

4) lim  у  qn =  exp (я2/(12 ln  2)), где qn — знам енатель 
п-й подходящей дроби.



Ч а с т ь  II. УКАЗАНИЯ И РЕШЕНИЯ

Г л а в а  I. ВВЕДЕНИЕ

§ 1. Множества

1.1. б) Рассмотрите отображение е > -» (е ';8"), где 8 =  {е*}, 
е '  =  {е2А-1>, в"  =  {ё2а}, и  убедились в том, что это биекция.

1.2. Используйте разложение чисел отрезка [0 ; 1] в двоичные 
дроби.

1.3. Используйте результаты  задач 1.2 и 1.1. б).
1.4. Замените множество (К множеством В двоичных последо-

„ы
вательностей и докажите, что оно равномощно множеству а =  
=  В X Н X В . . . Для этого рассмотрите отображение

е = {8п}“>,{л(1); -п<2); - • 
где  п (к) =  {п [к)\ Г1(2Й); . . .  ] , чУ *  =  {к ’ ^  и убе'
дитесь в том, что это биекция (ср. с решением задачи 1.1. б )).

1.5. Используйте результат задачи 1.4, опираясь на то, что не­
прерывная на [а ; Ь] ф ункция определяется своими значениями в 
рациональных точках.

1.6. Замените множество N множеством О и рассмотрите си­
стем у сходящ ихся последовательностей рациональных чисел с по­
парно различными пределами.

1.7. Используйте результат задачи 1.6, заменив множество N 
множеством {2; 22; 23; . . .} .

1.8. Замените множество N множеством О и рассмотрите си­
стем у множеств вида (— а )  П О, гДе а  е  В?.

1.9. Рассмотрите множество 9~п =  { 4 е ^  (Р )̂ | т а х  А  =  п] 
( л е М ) ,  докажите, что сагс1(#"п) =  2П_1. П олагая ф (0 ) = 0 ,  оп­
ределите ср по индукции с помощью равенства ср(Л) =  2 п~1 -{- 
+  ф(4 \{и}) (4 Е У „ , » е М )  и убедитесь в том, что так опре­
деленная функция ф обладает всеми требуемыми свойствами.

1.11. Опираясь на аксиому выбора, образуйте множество Е ,, 
выбирая по одной точке из каждого класса эквивалентности, опи­



санного в задаче 1.10.6). Рассмотрите всевозможные повороты мно­
жества Я] на углы  2я0 , где 0 е С , О < 0 < 1 .

1.12. Сопоставьте восьмерке пару точек с рациональными ко­
ординатами, в зяв  по одной точке внутри каж дой  из ее петель.

1.13. Рассмотрите вначале птичьи следы , у  которых длины со­
ставляющих отрезков отделены от нуля. Используйте ту  ж е  идею, 
что и в задаче 1. 12, беря точки с рациональными координатами во 
всех трех углах , соответствующих птичьему следу, достаточно 
близко к его вершине.

1.14. С каж дой Г-образной фигурой св яж ем  полукруг р ади уса 
1/4, построенный так, к ак  показано на рис. 10. Покажите, что эти

полукруги попарно не пересекаются. С клады вая их площади, по-
1 ч?

лучаем: -  л  (1/4)2 N  <  а 2, т . е. N  <  ^  а 2 <  Н а 2.

1.15. Пусть Р  — плоскость симметрии обруча О, перпендикуляр­
ная его оси. На этой оси зафиксируем симметричные относительно 
плоскости Р  точки М  и М', расстояние м еж д у  которыми равно 
диаметру обруча. Рассмотрим шары с центрами в точках М  и М '  
и радиусом б (рис. И ). Будем называть эти ш ары сопутствующи­
ми обручу О . Будем рассматривать обручи, ширина которых не 
меньше числа е >  0. Докажите, что при любом е >  0 найдется 
такое число б >  0, что если оба шара, сопутствующ ие обручу О, 
пересекаются с шарами, сопутствующими обручу О', то и сами 
обручи О и О' пересекаются.

1.1G. См. решение задачи 1.17. а ).
1.17. а) П усть Дт =|л е  F'i | А п э  т| . Р ассуж д ая  от противного, 

рассмотрите такое бесконечное множество М  =  { т х; т 2; . . . J c r  N, 
что card (Amj) С  +  °° при любом / е  N. Убедитесь, что в неко­
тором бесконечном подмножестве множ ества М  не может быть 
двух точек, входящ их в одно и то ж е множество А „.



б) Пусть Л* =  {п \к  <= А п]. В силу п. а) найдется такой но­
мер т  1, что множество Е  —  (J А п бесконечно. Заменяя N на

пеЛт1
Е и Ап  на А'п =  А п П и снова используя утверждение а ), мы 
видим, что найдется такой номер т % >  т \ ,  что множество £ 2 =  
=  U А ’п бесконечно. Используя индукцию, мы построим мно- 

пеДт 2
шество Е  =  {mi; т 2; . . .} ,  которое и явл яется  искомым.

1.18. Рассмотрите множество Е  из п. б) задачи 1.17 и убеди­
тесь в том, что если card (£  П В я) ^  2, то найдется такой номер р, 
что card (Ар П В я) ^  2.

1.19. б) Сначала с помощью индукции докажите, что если

х , у I
к I к \

■ Е, к =  О, I, . . . ,  2", то И — 2 п ) ЩШ ЛюбоМ

Пусть [/>; д ] а  Е, а е  Е, и пусть для определенности а  >  д. 
Докажем, что [р ; а] а Е .  Пусть с , =  зир{ж >  р | [р; х ) а Е } .  Ясно,

р у р+а0 с а0 а
2

Рис. 12

что [/>; с) с  Е. Допустим, что с <  а. Рассмотрим такую точку я01
1

е  Е, что с <  а д, - у  (р  +  а0) <  с (рис. 12). Тогда

( Х +  а пЕ  —1J 0

и, следовательно, что противоречит определе-

1
ШПО С, поскольку ~2 ( с +  а п) >  с-

1.21. Убедитесь, что вместе с каждой точкой а  множество Е  со­
держит все точки вида а~\/п ( s e ^ ) i  а такж е содержит сколь 
угодно малые числа.

1.22. а) П усть <5 — система всевозможных кругов, у  которых 
координаты цептра и радиус рациональны. Ясно, что если х е  В а , 
то найдется такой кр уг  В '  е  S , что х  е  В '  cz В а . Для каждого 
круга из 8  зафиксируем произвольным образом содержащий его 
круг В а  (если такой круг сущ ествует). Убедитесь, что система вы ­
бранных таким  образом кругов является искомой.

б) При каж дом  п œ  N найдите такое не более чем счетное
оо

множество Е п <= Е, что Е  с  U В  (х\ Ц п).  Рассмотрите U Е п .
xsE n  1



1.23. Докажите счетпость мпожества

Е п =  { х < = Е \ Е [\ В {х \  1/п)\{*} =  0 } .

б) Докажите счетность каждого из множеств

Е п =  i x  е  Е  I Е П (ж; г  +  1/я) =  0 },

Æ'I7  =  {a :e Æ ' l £ n (г  — 1 /«;*)= = 0 }.

Для этого проверьте, что для различных точек г ,  i '  е  £+  (или 
ï ,  х  е  Яп ) промежутки (х; х +  1/«), (£ '; х '  1/п) (соответствен­
но (х  — l /я; я ) ,  (х ' — I/«; я ') )  не пересекаю тся.

1.24. Примените результат задачи 1.25 к  множеству G =  
=  U (1п га; 1п (га + 1)).

ne я
1.25. Заметим сначала, что если 0 <  р <  ? , то найдется такое

£50

число с, что [с; +  оо) с  U (пр ; щ ) .
и=1

Пусть 0 <  р < (¡г, г а г е М.  Используя сделанное замечание, мы 
видим, что сущ ествую т числа x¡ е  (р; д) и N, удовлетворяю ­
щие условиям: п\ >  гаг, п\Х\ е= G. Следовательно, найдется такой 
невырожденный сегмент [р ,; ? ,] с  [р; 9] ,  что щ х  <= G  при любом 
х  е  [pi, ç i] . З ам еняя [р; q ] на [pi; g i l , гаг на reí и повторяя рас­
суждения, мы построим такой невырожденный сегмент [р2; <?2J сг 
с  [Pi, 9i] и натуральное число ге2 > relt что n<¡x е  G при любом 
х  е  [р2; </2] . П родолжая этот процесс, мы получим последователь­
ность вложенных промежутков, общая точка которых будет ис­
комой.

1.26. Рассуж дайте так же, как и при решении задачи 1.25, за­
меняя на каждом ш аге множество G множеством G h так , чтобы 
каждое из них использовалось бесконечно много раз (например, 
в такой последовательности: G,, G¡, G¡, G¡,  G 3, G¡,  G 2, G 3, G„, . . . ) ’.

1.27. а) Убедитесь в том, что канторово множество равномощ- 
по множеству двоичных последовательностей (см. задачу 1.2).

1.28. б) Используйте результат пункта а ) .
1.29. Рассмотрите, например, множество Е  =--К \ Q, где К  —  

канторово множество.
1.32. йоедитесь в том, что А  содержит множество, имеющее 

мощность континуума. Д ля этого рассмотрите множества

<?п ~1 U А „ „ £= f̂ j\
....... En eín , i>  i °  а "■ Еп -1 ||Еи ' '

где А ооозначает замыкание промежутка А, и докаж ите, к а к  и в
СЮ

задаче 1.27. а ) , что множество О — П Qn  равномощно множест-
П = 1

ву двоичных последовательностей. Проверьте, что множество Ç \.4 
не более чем счетно.



1.33. Допустим, что интервал (а ; Ь) ограничен и {Ри} после- 
довательность попарно не пересекающихся непустых замкнутых

множеств, содержащ ихся в (а ; Ь). Д окаж ем , что (а; & •

Пусть р =  in f F b q =  su p F Тогда интервалы Д * = (а ; p ) ,  Ai =  
=  (q\ b) непусты  и множества F ° = F n  П Д„> П Д1
зам кн уты . З ам ен яя  (я ; Ь) на До и множества F n на непустые мно­
ж ества F ®, мы  построим интервалы Доо и До!. Проведя это по­
строение для  интервала Ai, мы получим интервалы Дю и Ди- Ин­
тервалы Доо, Aoi, Дю, Да не пересекаю тся с множеством F i U F 2 
и друг с другом . Продолжая этот процесс по индукции, мы по­
строим семейство интервалов |ДЕ̂ ...еп }> удовлетворяющее ус ­
ловиям задачи 1.32, а  такж е удовлетворяющее равенству Ье у . -Вп П

f] и F h =  0  при любом п и любых ei, . . 8„. Теперь остается

сослаться на утверж дение задачи 1.32.
1.34. Найдите прямую, не содержащую точек касания данных 

кругов. И спользуйте результат задачи 1.33.
1.35. П усть Е п — замыкание множества Е п. Р ассуж дая от про­

тивного, постройте такую  последовательность вложенных сегмен­
тов Д„ cz (а ; Ь), что Д„ П Ё п =  0  при любом п  е= N.

1.36. Используйте результат задачи 1.35.

2.1. П усть $ т =  2  а к~~ 2  а ь- Ясно, что ¿о
1«  к< т  т < к -4  п

—  — 5„. П ользуясь тем, что последовательность {5т }" меняет знак, 
подберите такой номер р, что ¿'р и 5 р_1 имеют разные знаки, 
и покаж ите, что хотя бы одно из чисел |<?р| и |*?р-11 не превос­
ходит т а х  I | .

1 <к<йп 1
2.2. а) Воспользуйтесь неравенствами

б) П равая часть неравенства сразу следует из правой части 
неравенства а ) . Л евая  часть доказы вается по индукции. Отметим 
такж е , что л евая  часть неравенства б) является  частным случаем
неравенства 2.7 при bk =  1 Ыь-

2.3. П равые неравенства легко доказываю тся по индукции. Д ля 
доказательства левых неравенств достаточно заметить, что

Д  J J  (1 — a ft) < l ,  и воспользоваться правыми не-
1<к<п 1<к<п
равенствами.

00

§ 2. Неравенства



2.4. а) Воспользуйтесь неравенством Коши о среднем ариф ме­
тическом и среднем геометрическом и биномом Ньютона.

б) Воспользуйтесь неравенствами 1 +  а  ^  еа/(1+а> и 1 +

+  ^  + •• • + ПРИ а > - 1 ’ а > °-
2.5. а) Представьте каж ды й сомножитель левой части в виде 

суммы геометрической прогрессии и перемножьте получен­
ные ряды.

б) Пользуясь неравенствами а) и 1п (1 +  г) ^  £, имеем 

к £ Рт \ п > к £ г х а т [  Рк>

п 1

Логарифмируя, получаем 

l n l n ( l + p m) =  l n /  2  l n ^ l + l j
1<п<рт

< 2  2  рТ̂ < ‘ + 2l<h<m v я ' \<h<myh \<h<mPh

2.6. Достаточно доказать только правое неравенство (левое 
неравенство следует из правого, примененного к  последовательно­
стям {«(*}”  и |— При этом можно считать, что последова­
тельность не убы вает — этого можно добиться, и зм еняя 
нумерацию. Допустив, что для некоторых номеров / <  i выполнено 
неравенство а,- >  я,-, докажите, что перестановка чисел я3- а  a j  в 
последовательности {я;г}™ увеличит сумму 2  a )fih-

Kk*£n
Эти неравенства имеют простое механическое истолкование. 

Пусть имеется п гирь весом а i, . . . ,  а„ и на рычаге, вращ аю щ емся 
в вертикальной плоскости вокруг неподвижной точки О, имеется 
п крюков, удаленных от точки О на расстояния Ъи . . . ,  Ьп. Тогда

2  а tv1 h ~  статический момент этой системы. Он максима-

лен, если вес гирь растет при удалении от точки О. Если ж е  вес 
гирь убывает, то статический момент будет минимальным.

2.7. Для доказательства правого неравенства рассмотрите двой­
ную сумму

2  S  ( a k ~  aj )  (  b k ~ ~ b j )
1«  к<п l K j < n

и воспользуйтесь тем, что ее слагаемые неотрицательны.



Л евое неравенство доказы вается аналогично или может быть 
вы ведено  из правого, примененного к  последовательностям 
{ал} и { —М -

2.8. Д ля доказательства неравенств а) и в) воспользуйтесь пре­
образованием Лбеля. Неравенство б) следует из неравенства а).

М ножитель М  нельзя уменьш ить: зафиксируем ; ' е { 1 ;  • ••; п } 
и рассмотрим последовательность а к =  1 при 1 ^  к /, ак =  О 
при / <  к  ^  п. Тогда

2  « А = ь1 + . . .  + ь , - < ^  =  м  2
l^k-en 1 •¿h n̂

Следовательно, М  >  (Ьх &)// для любого / <= {1; . . п}.
2.9. Д ля доказательства первого неравенства воспользуйтесь 

преобразованием Абеля и неравенством

bh^ . (  m ax feAmin(fc;m).
\1<з<п JI

Второе неравенство следует из первого, примененного к последо­
вательностям  { а 1 — an_ ft+1}” и

2.10. Воспользуйтесь тождеством

4  2  - ¡ - ( 4  2  - V - Ä 2  2l< h< n  \ 1<1Шп / K t o  K j < «

Д ля оценки двойной суммы сверху примените неравенство 
¡о* — öj| ^  А| /с — /|, а для оценки снизу — неравенство \ak — a j\ ^s

— /| (оно следует из монотонности последовательности 
Отметим, что неравенство б) справедливо и для помопо-

тонной последовательности, если положить 6  =  min к  —i
2.11. Решение аналогично решению предыдущей задачи, но 

вместо неравенств б|/с — /[ ^  \ак — a¡\ — /| используются 
неравенства (/ —  к)  (as+i —  ah) ^  a¡  — ah ;g; (j  —  к) (a¡  — erj— i) при
I  ^  к <  / ^  га.

2.12. а) С помощью неравенства Коши о среднем арифмети­
ческом и  среднем геометрическом докажите, что производная функ-

Л ------------------------------------------—
ции ф (х )  —  у  (а 1 +  * ) . • .  (ап ~\- х ) не меньше единицы.

б) Используя неравенство а ), докажите сначала частный слу­
чай, когда ak =  1 при к =  1, . . . ,  п. Общий случай сводится к част­
ному, если положить Ък — скпк при к =  1, . .., га.

2.13. Д ля выяснения знака производных воспользуйтесь не­
равенствами t/( 1 +  г) < ln (1 -f г) <  í  при t >  —1, t Ф  0.

2.14. Неравенства доказываю тся по индукции. Для обоснова­
ни я индукционного перехода воспользуйтесь неравенствами 
(  л \п (  \ У>+1
I I +  — I <  е <  11 +  — I , которые вытекаю т из результата 
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предыдущей задачи. Для доказательства неравенства Г>) при п =  
=  11 воспользуйтесь тем, что е <  .11/4.

2.15. Неравенство в) сильнее неравенства б), так как

/ р \р—1 
в(х) =  2Р-2( 1 + х Р ) ~ [1 + хР-1) ^ 0 .

Это следует из легко проверяемых соотношений 0(1) =  0 и 
В'(л-) <  0.

в) При /) =  2 неравенство очевидно. Дли р  >  2 по-
р

ложим Ч — р _? е ( 1 ; 2 )  и докажем, что функция / (х) =

(1 -|- х)*  +  (1 -  ж)**
= -------|_ чур/ч----------- свое наибольшее значение на промежут­

ке [0; 1] принимает на концах этого промежутка. Для этого убе­
димся в том, что функция / сначала убывает, а затем возрастает, 
т. е. ¡'(х)  < 0  при ж е  (0; с) и } ' {х )  > 0  при х е ( с ;  1), где с — 
некоторая точка промежутка (0; 1). Ясно, что

р (  1 — х2)р~ 1 (  1 х<! 1 1 -)- а9" 1
1 {Х)~ (1 +  хчу+^ч 1 (i +  x)P-1

Так как нас интересует зпак f ' ( x ) , то мы будем изучать функцию

1 — x q~ 1 1 -J- хд~ г 

e ^ )=S( i - x ) P - 1~  (I +  *)p_1’
Положим г =  р — 1, i =  1/х и заметим, что д — 1 =  1 /г , г  >  1. 
Тогда

t<¡—P

где
г(ж) =  “ (7 + 1)р“ ф({)’

г >  1.Ч> (0 = *г/г + ! — (|-=4)Г (*1/Г—!)•
Ясно, что

<р (/) —с», ф(г) -► 2.
¡-»1 + 0 ¿-< + оо

Теперь нам достаточно проверить, что функция ф возрастает. Не­
сложные преобразования дают нам, что

у  (г>= г~ ° {и ({) ~ у (о )’
где

А .  л  (1\ —  о  г  1 ~  < а  тг V  —  * +  1 Л  —  I 1 ~  1



Заметим, что liin U { t )  =  lim  V (t )  — 2. Поэтому для до- 
£-*1+0

казательства неравенства cp'(i) >  0 достаточно убедиться в том, 
что обе функции U, V строго возрастают (в этом случае V (t) <

< 2  <  U lt)  при t >  1). Так как U' {t) =  — ° ( l  +  £  -  i“ 0
( i - l ) 2 W t

i  a  _
и функция a  (t) =  — +  — — t Q положительна при t >  1 (a ( l )  =  0 

и a '( i )  =  a ( t ~ l~" — i~2) > 0 ) ,  то U'(t)  > 0  при t >  1. Рассмотрим
2 r \ ( t -  lVтеперь функцию V. Поскольку rV' (t) =  1 —

[t -L Л»-
нам остается убедиться в том, что функция ß (t) =  l _ I — — 1 —

2 r— -------  положительна при t >  0. Это вытекает из очевидных соот-I — \
ношений ß (i) ->-0 при t ->- +  00 и

™ - , т п ? Н  й П < *

г) Докажите, что производная фупкции

1_1 1
ф (t) =  4 р (1 +  х Р у  -  (1 +  ж)2 -  (р -  1) (1 -  x f

отрицательна на промежутке (0; 1). Для этого полезно предста­
вить <р' (х) в виде х\\: (1/х) и исследовать знак функции г)) на 
(1; +  оо).

2.16. а) Левое неравенство вытекает из соотношения 
l n i l  +  a ^ ^ x ,  ж > —1. Для доказательства правого неравенства

г2 t (  ( \ппроверьте, что функция ф (г) =  — - f e  i — — возрастает на
п  \ п /

промежутке [0; и]. Для этого представьте ф'(г) в виде ф'(I)  =  
=  £1]з(г) и покажите, что я|>(£) ^  1)3(1) >  0.

«2 , / I \п
б) Надо проверить, что функция ф (<) =  +  е 1 1 — __1 не

превосходит единицы на промежутке [0; в ]. Поскольку на концах 
промежутка это неравенство выполнено, то достаточно установить,

/ / г \п_1 2что <р(г)г£:1 если ф'(г) =  0, т. е. е 1 — — = —  Но в этом
V п /  п

случае

2 I  \
9 (0 — "2 +  "Г (1 — — 1^1» £ е [0 ;в ] ,  п'^.2.

в) Можно считать, что i e  [0; 2У»), Пусть t — Q]fn, где 0 е  
е  [0; 2 ). Тогда доказываемое неравенство равносильно неравенству



О <; фп(0) =  0 У« +  n  ln ( l  — 0/V«) — ln(l  — 0/2). 

Дифференцируя по n, покажем, что фп ^  Фп+ь 

d%
dn : У « + 1 п ( 1 “ Угё)  +  2 ( V 7 ; - q) =  Î * { ÿ 7î ) ’

где i|) (и)— и - f  21n (1 — и) -f- ---------Поскольку ф (0) =  0 и ( и ) =

Осталось д о к азать ,=  ( ¡ г ^ т )  >  ° - Т0 ^  («*) >  т - е - Фп <  Фп+Г

что ф (0) >  0 на промежутке [0; 2). Так как ш' (0 )=  ^  — 1 3 6 + 6  
36 36 ' (6—0) (2—0)

то

m in  ф36 =  фзе (3/2) =  9 +  3 6  In  (3/4) +  ln  4  =  0 ,0 2 9 7  . . .
[О »2)

О тметим, что неравенство в )  вы п олн ен о при п ^  30, но н е  в ы п о л ­
н я е т ся  при п ^  29.

2 .17. Л евое н еравенство сл ед у ет  из соотнош ения ln  (1  —  х) ^
ж2

^  х —  y  при 0 <  ж <  1. Д л я  д о к а за тел ь ст ва  правого н е р а в е н с т ­

в а  рассм отри м  функцию ф ( t) =  е ~ г2Агп) _  gt ^  гра к  к а к  

ф (0) ^  1/У en и ф(га) ^  1/Уега, то  достаточно доказать , ч т о  <p(í) ^

^  1/У en, если  ф '(г) =  0, т. е. e ~ ¡2^ 2n> =  e l (1 — t/n )n~ 1. Н о  в  
этом случае

<p { t )  =  ± e- t m  i
n у  en

2
2.18. а )  Д о к азы вая  н ер авен ство  ф (х) = —- —  — ln 2 (1 -|- х)  о ,

1  +  X
п р едставьте функцию ф' в виде ф '(ж ) =  (1 +  ж )1))(ж) и п р о в е р ь т е , 
что s ig n i j) (x )  =  sig n  X.

б) И зучите характер  м онотонности функции

,   ̂ X
ф (ж) =  a rc tg  ж — -------- 5—

1 + 1 7  х1 я

и восп ол ьзуй тесь тем, что 0 =  ф (0 ) =  l im  ф (ж).
х-> -f- со

г )  Р ассм отрите функцию ф (ж) — 2  sin  (яж/2) +  ж3 —  За: п р и  
* е [ 0 ;  1 ] . И сходя и з граф ика <р"', п оследовательн о п о с т р о й т е  
графики функций <р", ф' и ф.



д) Рассмотрите функцию ф(ж) =  sin2 х lg х  — ж3 и последова­
тельно докажите, что <р"' >  0, <р" >  0, ф' >  0, <р >  0 (ф'" (х) =  
=  (6 +  8 cos2 x)tg4 ж),

е) Сравните тейлоровские разложения функций cos х  и

( й * р
2д19. Эти неравенства являются частными случаями нера­

венства
¡ { х ) } ~ Ч У ) > х у ,  ( * )

/ (х)
где х, у >  0, у ^  f ( x )  и функция / такова, что —~  Т • Неравен-

/  (х ) / (г)
ство ( * )  следует из неравенства ПРИ 2 =  1 ~ ' ( У )  ^ х -

В  неравенстве в) при р <  0 следует изменить знак. Для доказа­
тельства достаточно заметить, что' при р  <  0 справедливы нера­
венства

| (1 +  х ) р — 1| sg \р\х и | (1 +  z ) I/J’ — 1| <  х!\р\.

При р е  (—1, 0) неравенство г) справедливо для х, близких 
к  единице, по в окрестности нуля оно но выполнено — для доказа­
тельства достаточно рассмотреть тейлоровское разложение функ­
ции, стоящей в левой части неравенства.

2.20. Правое неравенство является частным случаем неравен- 
ства  ( * ) .  Левое неравенство является частным случаем неравен­

ства, обратного к неравенству ( * ) :

f ( x ) f~ l (y) ^  ХУ> ( * * )

f ( x)
где х  >  0, y ^ f ( x )  и положительная функция / такова, чт о- ~ f .

и , > 1 (z)Неравенство ( * * )  следует из неравенства ~  ПРИ

z — 1~Ч у ) s»  х -
2.28. См. [34]. Достаточно доказать неравенство для ступенча­

ты х функций из К .  Если /ь /2 е  К ,  то / , =  a/i +  (1 — a  ( / ¡ s i  для 
любого числа а  из промежутка (0; 1). Легко видеть, что для лю­
бой функции g

max (/; g)  sg a  max (/,; g )  + ' (1 — a) max (/2; g).

Поэтому
ь
j  max(/ (x)\ g (x ) )d x ^  

a
b b \

^  max max (/l ( , ) ;  g (x)) dx; J  max ( , ,  (ж); g (x)) dx



Если число «ступенек», отвечающих функции / е  Л', больше двух, 
то такую функцию легко представить в виде полусуммы двух дру­
гих функций из К.  Действительно, пусть С, ^  С2 >  . . .  ^  Сп >  0 — 
все значения функции /, п ^  3. Тогда можно так подобрать числа 
8,6 >  0, что функции /±, имеющие те ж е промежутки постоянства 
и принимающие на них значения С \ ( 1 ±  р.), С2( 1 =рб), С3, . . С п-\,

— е)> попадают в К. Это приводит к тому, что интеграл
ъ
 ̂ т а х  (/ (х ), g (х)) йх достигает максимального значения на Функ­

ам
циях, состоящих из двух ступенек. Каждая такая функция имеет
вид /5=  С1Х[а;8) +  ^2Х[в;Ь]’ где з е  (а ;  Ь), а коэффициенты
п п ЬИ и С2 однозначно определяются из условия /8 е  К: 0 ^ = ^ ^  _  а у

л  а  „
2 ~  в ( Ь _а) ' Если а <  1 <  5 <  Ъ, то

Ь
J  т а х  (/4 (ж); /, (ж)) Аг =  ¡ 2 Ь ~ ь 1 . ~ а  -1
а

Правая часть максимальна при $/£ =  УЬ'/а и равна в этом случае 
2УЬ/(УГ+У6).

§ 3. Иррациональность

3.1. а) =у б) Достаточно доказать, что для любого числа 
е  N найдутся такие целые числа р  и ч, что 1 <  ? <  <? и 

I Р_| 1
|г д |< (так как правая часть неравенства стремится к ну­
лю при (?-*-+ о о , а левая часть по условию а) положительна, то

отсюда следует, что найдутся решения неравенства \х — —  <  Д;
I Ч \

со сколь угодно большими знаменателями ц).
Зафиксировав число разобьем промежуток [0; 1) на

<2 конгруэнтных промежутков 0; 1А-; . . . ,  1 — -1_; 1^

и рассмотрим точки бп =  п х — [геж] при п =  0, 1, . . . ,  (). Ясно, что 
бп ^  [0, 1). Поскольку число этих точек больше числа промежут­
ков, то по крайней мере один из них содержит две точки 6* и б.,-,
0 ^  к <  / ^  (). Следовательно,

1/(? >  |б,- — 6/,| =  \)х — []х]  — к х  +  [к х ] |.

\
Взяв q =  / — к и р — []х] — [кх],  получи^, что ^  >  | чх — р  |.



в) => а) Допустив, что х , =  plq,  где p e  Z и g e N ,  получим 
РЧк— QPk-* -0 при fc-»-+oo. Так как P Q h ~ 1 P h ^ ^ - '  то отсюда 
следует, что p q n — qph == 0, т. е. p lq '— Pklqk для всех достаточно 
больших номеров к,  а это противоречит условию.

3.2. Воспользуйтесь результатом задачи 3.1.
3.3. а) Достаточно доказать, что последовательность {sin 4"} 

не имеет предела. Допустим, что это не так: sin, 4" I. Если I — 0. 
то 4П =  я к п +  е п, 4 п+> = ,яй п+1 +  8п+1, где кп , кп+1  е  I  и 
еп -> 0 . Следовательно, 0 =  я(4£„ — к п+1) +  4е„ — e„+i. Поэто­
му для достаточно больших п имеем í k n =  к п+и т. е. к п =  А 4", 
где Но тогда из равенства 4п =  я к п +  е п вытекает, что
1 =  яА .  Это невозможно, так как число я иррационально (см. за­
дачу 3.13).

Если I ф  0, то из равенства sin 4n+I =  4 sin 4n cos 4n X  
X  (1 — 2 sin2 4") получаем, что существует предел последователь­
ности {cos 4П}. Следовательно, 4П =  2п к п +  ср + 6 П, где 0 <  |ф| <  я, 
i n e Z ,  вп —>• 0. Так как 4n+1 =  2 п к п+\+  Ф +  en+i, то
0 =  2n(4fc„— ftn+i) +  Зф +  4en— e„+i, а это возможно лишь при 
ф =  ±2я/3. Поэтому для достаточно больших п разность 
4к п — kn+i постоянна и равна либо 1 (ефш ф = —2я/3), либо — 1 
(если ф =  2я/3). В  первом случае по индукции легко показать, что 
&„ =  Л ■ 4" +  1/3, где Л е О .  Но тогда из равенства 

2л
4 « =  2лкп — - д -+ е п следует, что л ё О .  Случай ф =  2я/3 рас­

сматривается аналогично.
б) Представьте число 0 в виде 0 =  пт  +  я  2  ГД°

т =  [0/я], 8ft =  0 или 1.
3.5. Рассмотрите числа 0,101001000100001000001... (после п-й 

единицы следует п нулей) и 0,1234567891011121314151617181920... 
(выписываются все натуральные числа в десятичной записи).

3.6. В случаях а ), б), г) можно использовать результат зада­
чи I I .1.21. В случае в) рассмотрите числа п ' =  (2&)4 +  /, 
/ =  1, . . . ,  4к. Считая число к  большим, покажите с помощью фор-

3.7. б) Воспользуйтесь результатом задачи 3.2.
в) Воспользуйтесь результатом задачи П.1.21.
г) Используйте тот же прием, что и в решении задач 3.6. в ) .
3.8. Докажем, что для любого промежутка [р; ? ], 0 ^  ^  

^  1, существует такое число я е Е , что Ь (х п) е  [/>;?] при
Для этого подберем такое число и е М ,  что числа а — т, +  р и 
Ь =  т q удовлетворяют неравенству

Ясно, что 6 ( у )  е  [р; 5 ] для всех у е  [а; 6]. Из неравенства ( * )  
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мулы Тейлора, что

а(Ч — р) >  2.



следует, что Ь2 — а2 ^  2. Поэтому промежуток [а2, Ь2] содержит 
промежуток вида [яч +  р\ и ч + д ] ,  где Пусть [<ч; Ь,] сг
с : [а; Ь] — такой промежуток, что а ^ = т 1- { -р  и 62 =  т 1 ~-д.  
Ясно, что б (г/2) е  [/>; ?] для всех у е  [яь 61] . Из неравенства ( * )  
следует, что длина промежутка [а 3! Ь®] по меньше двух:

Ь1 — а\ >  а1 (б 2 — а2) =: вх (г — р) >  а ( 5  — р) >  2 .

Поэтому промежуток [ а?'>6?] содержит промежуток вида 
[го2 +  р; »»2 + 5 ], где т2 е  N. Пусть [а,2; Ь2] с :  [<ч; 61] — такой

промежуток, что ~  тч +  Р’ ^2 =  тг +  Ясно, что б (у3) =  
е  [/>; ?] для всех у е  [а2; Ь2]. В силу неравенства ( * )  длина про­
межутка [«£; Ь|] пе мепыне двух:

ь\ — й2 >  а2 ( Ь2 — аг) =  я2 (<1 — Р ) > а (1 — Р ) > 2- 
Продолжая построение по индукции, получим последовательность 
вложенных промежутков {[ад; Ь/,]}. Искомая точка берется из их 
пересечения.

В заключение отмстим, что числа х,  удовлетворяющие усло­
вию задачи, образуют множество мощности континуум. Для дока­
зательства достаточно незначительно изменить решение, заменив 
неравенство ( * )  неравенством а ( д — р )  ^  3. Это позволяет на 
каждом шаге удваивать число промежутков, обладающих требуе­
мыми свойствами. В результате получаем обобщенное канторово 
множество, все точки которого удовлетворяют условию задачи.

3.9. Непосредственные вычисления доказывают утверждение 
для функций / вида /(£) =  соэ (2лтг) (т  =  0, 1. 2, . . . ) .  Отсюда 
следует справедливость утверждения для всех функций / вида 
/ (г) =  ^  ат со з(2я тг). Остается воспользоваться теоремой

0 < т <  М 
Вейерштрасса (см. VIL3.11).

3.10. Используйте ту же идею, что и при доказательстве 
утверждения а) =>- б) задачи 3.1: для любого числа <? е  N су­
ществуют такие целые числа д, р\, . . . ,  р т, что 1 ^  д ^  <?т  и 
\х ) — Р]!ч\ <  1/з(? при / =  1, . . т. Для доказательства разбейте 
куб [0 ; 1)т па (?т  копгруэптпых непересекающихся кубов и рас­
смотрите точки бп — . . . ;  6 ( п х т))  е  [0 ; 1)"* при
П =  0, 1........(1т.

3.11. а) Правое неравенство очевидно. Допустив, что
_ т,

У 2 - Т
1

< 1^—2 для некоторых т, г е е  М, получим

у *\ -т  2 ^ - - ' 4  1
^  /2 ^  /2 2- 4ге 4ге п

т
2 — ~Т

Следовательно, |2ге2— тп2\ <  1, что невозможно.



б) Из неравенств

° ч - = V ï - 7 â
,  С 

<  —, и а п п) ;Ж ~ 1 /2
пШ

<
rij+ 1

следует, что

т. е.

|У2(« j+ i — iij) — (т ш  — т } ) I 2С[пи 

2С
“ "М п^пН 1- п зу

Так как а п >  1/4тг2 для любого п < 
1

то

4 i nj + 1 -  nj)

2С
2 <  “«i+i—" j пл- (»i+ i — «j) ’

откуда следует доказываемое неравенство.
3.12—3.14. Проверив, что остаток ряда мажорируется первым 

слагаемым этого остатка, покажите, что выполнено утверждение 
в) задачи 3.1.

3.15. Пусть Р  — такой алгебраический мпогочлеп степени п с 
целыми коэффициентами, что Р ( а )  =  0. Достаточно рассмотреть 
дроби p /q  столь близкие к а, что \а — р/д\ < 1  и P {p lq )  ф  0. По­
скольку qn p  ( p / q )  ¡= Z \ {0 } , то \P(plq) | ^  q~ n. С другой стороны, 
разложив многочлен P ( t )  по степеням £ — а ,  получим

I P ( p ! q ) \ ^ -  2  с и ( р ^ ~ а ) к < 1 р / з  —  a i S  1 с й 1*
к К п

Таким образом, q ~ n sg |P (p lq )  | <  const |p ig  — a|. Доказанное 
утверждение называется теоремой Лйувилля.

■VI ®h
3.16. б) Положим a  =  ^  — л докажем, что для любого е >  0

существуют решения неравенства \а — р!д\ <  г / q 2 со сколь угодно 
большим j e N .  Так как а ф  Q (см. задачу 3.14), то по теоре­
ме Лиувилля отсюда следует, что число a  не является квадратич­
ной иррациональностью.

Поскольку

• • • Птlim  _ J----------
nm+i

Q , то достаточно доказать, что
n.m+i

0. Допустив противное, получим, ЧТО rtm J J

. . .  п^.  Положим Ь т =  п . . .  пт. Тогда последнее неравен­
ство примет вид Ь т + г  <  СЬ^т , и поэтому

„ т  ,  , т ___ _ . „ т +1
‘т + 1

,, оТП + 1 ,_____
Следовательно, у  пт+1 <; СЬу  что противоречит условию. 
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3.17. См., рошопио следующей задачи.
3.18. б) Рассуждения, аналогичные решению задачи 3.16, по-

_ _  ,—
называют, что из равенства lim у п А =  + ° о ПрИ некотором iV sN ,

h-* оо

ЛГ> 1, следует, что сумма ряда ^  — не является алгебраическим
ÁÉÍ пь

числом степени N. Осталось заметить, что из условия lim  \^ñ~h>  1 

"р—  N k .-----
следует, что lim  у  п. = -|-оо для всех J V e N ,

ft-»  оо

3..19. а) Ясно, что е — ^  —  =  — — ___, гле 0 ^  0 <Г 3* *  А! (п +  1)! гДе и <  <  d. 
о<k<n * '

Допуская, что е =  p fq ,  где р, q е  ГМ, и умножая на gn!, получаем

2  ж = 4 т > » -А! п - -  1

Левая часть этого равенства есть натуральное число, а правая 
стремится к нулю с ростом п, что ведет к противоречию.

б) Если А е 2 +  B e  +  С =  0, то Ае -f- Ce * е  Z. Это возможно 
лишь при А — С =  0 — доказательство аналогично решепию зада­
чи а).

3.20. а) Иптсгрируя по частям, проверьте, что

I n + i = ( i n  +  2 ) I n — n 2I n _ 1 ( n < = N ) .

б) Допустим противное: л2 =  p[q,  где р ,  q е= N. Тогда

q nP n(p lq)  =  qnI n >  0.

Это равенство ведет к противоречию, так как его левая часть есть 
натуральное число, а правая стремится к нулю с ростом п.

Получепный результат, как и результаты двух следующих за­
дач, установлен (другим способом) еще Ламбертом. В книге [32] 
читатель найдет историю и развернутое изложение Этой темы.

3.21. Решение аналогично решению предыдущей задачи.
3.22. а) Решение аналогично решению задачи 3.20. а).
б) Допустим противное: tg г  =  p f q , где p e Z . î e  N. Пусть 

г =  а/6, где í . i i e N .  Тогда

Сп (а[Ъ) cos г +  S n (a fb ) sin г =  I n (r),

Отсюда следует,, что

и.
Левая часть этого равенства есть целое число, а правая стремится 
к нулю с ростом п. Чтобы придти к противоречию, остается убе­



диться в том,, что 1п(г) ф  0 для достаточно больших п. Если 
г л/2, то это очевидно. Пусть г  >  я/2. Тогда

Я /,а  2 

»! /„ (г) =  2 j  (г2 -  i2)” cos t dt +  О ^ r 2 -  fL j" j  >
0

nlr о * , r2«+l
>  j  7■" (r -  f)n dt  +  О ((r2 -  я “/4)") -  ^ - q r i j-

0

Г л а в а  И. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

§ Í. Вычисление пределов

1.2. Проверьте, что последовательности { х 2а}  и  { a ^ - i }  воз­
растают. Для вычисления их пределов можно воспользоваться
формулой Валлиса.

1.3. Покажите, что рассматриваемые суммы мало отличаются 
от суммы геометрической прогрессии.

1.4. Запишите х п в виде хп =  J J  ,sín (к / п3/2) и изучите 1п х п,
1<й<п (к/п3/,г)

используя формулу Тейлора.
1.5. Первая половина слагаемых дает бесконечно малый вклад. 

Поэтому

-  2  (“4 ^  + • < « -  2  ( ‘ + ^ Т + М ‘>=
n ¡ 2 < h < n  '  ' 0< ] < п / 2

— 2  ea _ j( l  +  o í í f - = i í j j  +  o(l) =  2 ea_Í+ ° ( 1)-
0< j< n /2 '  П 3> О

1.6. а) Основной вклад дают последние слагаемые:

2 . К Г -

е~} -\- о ( 1 ) .

0 < з < у  »

Сумма остальных слагаемых бесконечно мала, так как
' к \ к  4



б) Представьте разность 5 „ - 5 п+1 в виде и п +  У„, где

[7„ =  ( —  +  -4 4 - О- 4 , 27 256 N
1 «  п п У  ( в  +  1 + С Н + 1 ) Г +  { п +  1 )» +  ( 7 ^ 1 ) 3}

^ 1 „ т л ж \

Неравенство Уп ^  0  получите, используя убывание па (0; оо)

функции / (х) =  при любом а  >  0. Проверьте, что

и п >  0 при п ^  8. Неравенства между 5 я при 1 <  /г <  8 устано­
вите непосредственно.

1.7. Для исследования величины (л +  1) (я +  2) . . .  («  +  п ) =  
(2лг)!/«! воспользуйтесь результатом задачи 1.2.14. Другое ре-

П г------------------------------- -
шение получим, если заметим, что 1п ^  <" +  1) ( ' 1 +  2) . . .  (д 4 -  п) 

является интегральной суммой, соответствующей интегралу 

]  1п (1 +  х) йх.
О

1.8. Воспользуйтесь результатом задачи 1.2.14.
• • В задачах а )—г) надо воспользоваться тем что рассмат­

риваемые суммы мало отличаются от интегральных’ сумм В  зада- 
Д) покажите, что сумма заключена между интегралами

1—1 /п

Г и г *
1/п У Ш - г )  IУ п  1 - о  Л У ц 1 ~ ( ) '

1.10. а )—в) Используйте равенство е =  5
А;!

г) Сравните (У2 +  1)п с целым числом (У2"-|- 1 )” +  (1 — У2)п

1.Ц. Сходимость последовательности / ^ - ^ . . . 5 ? )  к по_
I а а а )п еМ  

ложительному пределу равносильна сходимости ряда У  1п —  =

1.12. а) Сходимость последовательности вытекает из со моно­
тонности и неравенства 1 +  у«, которое доказывается по ин- 
дукции. Для вычисления предела воспользуйтесь тождеством 
х п =  У а+

б) Поскольку ¡1 =  а  +  1а , то

1а - х п =  1̂ ^  =  1а ~ хп- 1



и, следовательно,.

i « - * » = ( Ia - * 1) П  (1а + Ч Г г-1 <6h<n

Поэтому

^  (la ~ Хп) ^  <  +  ’

и можно воспользоваться результатом задачи 1.11:

т-г -1
l a - x n  =  { l a - x l )  П ( l a + X h )  ~  , а  f14̂ k<n V а'

При а  =  2 нетрудно убедиться в том, что хп =  2 cos (я/2'1+1), и по­

этому 2 — х п ~  я 2/4п+1.
1.13. Поскольку

о  „ 3

2 — х„
4 +  2яп +  я„ 1-<й<п

то 2 — х п =  0 (4 ~ п). Пользуясь результатом задачи Ш ,  полу­
чаем, что

П  (4  +  2 ^ + 4 ) ~ c o n s t ( 1 2 ) n.
1<йй<п

1.14. Монотонность последовательности {х„} очевидна^ Огра­

ниченность следует из неравенства т- е‘ 
аг?1

1.15. Если хп -> С <  + ° ° ,  то хп = ] /  сх +  . . .  + у  сп ^ С и

с л е д о в а т е л ь н о ,/  У 7 ^ Т п< С ,  т. е. *я < с Л  Для доказатель­
ства обратного утверждения достаточно заметить, что из нера- 

венства с п <  СрП следует неравенство 

р/
*n < у  c P + V с р* + - - - + У срГ

с У  i +  У  i +  ■■■ + V 1

Используя результат предыдущей задачи, получаем, что последо 
вательность Ы  ограничена, а этого достаточно для сходимости, 
так как последовательность возрастает,



1.16. Из результата предыдущей задачи следует, что сходи­
мость последовательности

*« =  | /Ч  +  Ь1 ] / \  +  • • • +  ЬП-1 У “п- (•)

где ан, Ьи ¡2= 0, равносильна ограниченности сверху последователь­

ности |^-1пйп -1- ^  1 - 1 п М -  Поэтому выражения, стоящ ие в
1̂ ” 1<к<п  ̂ )

правых частях равенств а )—д), являются пределами сходящ ихся
последовательностей (в примере г) надо воспользоваться неравен­
ством ип ^ 2 п, а в примере д) — неравенством Т„  <  ( 2 х ) п при 
ж ^ 1 ,  которые легко доказываются по ипдукции). Для н ахож де­
ния п р е д е л а  последовательности, определенной ранепством ( * ) ,  
рассмотрим такую последовательность {0 П}, что

0п =  «« +  6А +1 (п е М )- (* * }

Заменив в равспстве ( * )  а п па получим оценку сверху д л я  х п.

*п  <  У п =  ^ а 1 +  Ъ̂ / \  +  \ У -  ■ • / « « - !  +  Ьп ~ 1 ()п = (Ь

(последнее равенство следует из соотношения ( * * ) ) .  Чтобы полу­
чить для х п оценку снизу, воспользуемся (п — 1) раз неравенством 
}'а +  СЪ усуа +  Ь (при а, Ъ ^  0 и С > 1 ) .  Это дает уп <

2" 2"/" Л/~а
Таким образом, 01 ^  0^ и, следо-

П  ̂ 1п У йп .̂С\ватольпо, х п ~+ 01, если — 1П—т;— ->-и-
2™ 0«

Проверьте, что в примерах а )—д) соотпогаеишо ( * * )  у довлет­
воряют следующие последовательности {0 П}:

а) п -\- 2; б) п +  2; в) соэ 2 « —г  г) ^игп+2’ ^  ^ х Т п .

При решении примеров г) и д) воспользуйтесь представлением 
чисел Фибоначчи и мпогочлепов Чебышева:

тп = ( ( * + У  ̂  — 1) " )  +  (х —У  ̂ — 1) " ) -

Эти равенства доказываются по индукции.
1.17. Сходимость последовательности {х п}  вытекает из р е зу л ь­

тата задачи 1.15. Для оценки разности а — хн  запишем се в  виде
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( а  х ^ )— 2  К + 1  хп) и рассмотрим величину Жп+1 — ж«:
П>ЛГ

=  1^" * +  2 +  ••. +  УГи +  "|/га+1 —

-  } Л  +  / 2  +  . . . + У «  =

К 2+ /з+...+ /Г+ уй+ т_ / 2 + /з+...+у1 
1/Г1 +  1/Л2 +  . . . + У ^ + Т +  / 1 + / 2  +  . . . + У Й

_  У г е +  1

П  ( ^ х - 1 - ^ )

где 4 ^  =  ^ *  +  ^ ( *  +  1) +  . . . +  У  га. 

формулу =  У/с +  последовательно докажите, что

Используя рекуррентпую

а) У а ^ л- ^ ^  У * +  1;

б) ^  =  У *  +  ~  +  О (1/У *) при 1 <  А <  и;

в) а-^)= У * е х р (1 / (2 У / с )+ О  (1Д 3/2)) при 1 <  к  <  га; (при 
этом постоянные в О-членах не зависят не только от к, но и от п). 
С помощью равенства в) и результата задачи 2.12. а) покажите, что

• - 1-;  П( п ехр | — У .  i - J - + o ( - L .
' 2" У  (га 1)! { 1£ <n\ 2 V k + ° [ k ^ j

const
«+1 « оп„Уп-л / 72пе у п У ( п -  1)! 

Отсюда немедленно вытекает, что

const

21ге™ У йГ= ТЦ
Поэтому, используя результат задачи 1.2.14, получаем _  х п

- ± т / ^ - .
2 У N

~  1
1.18. Положим ?п ~  ,гп _2_ т п—х- Тогда

2  2  +  2  •
1<Л<п  ̂ 1</1<т т<к<п



Так как &  -  0, то при больших т  вторая сумма будет малой при 
всех т . При фиксированном т  первая сумма сколь угодно ма­
ла, если п достаточно велико.

1.19. а) Допустив противное, получим для больших п что 
'аг + ап+1\П (1 +  п\п а а а ,

< Ь г )  ’ откуда ,т т - 1 <  - г - г п -  Это * ™ -

можно, так как частичные суммы ряда У  ( —  — ^ ± 1  ) по ппо-
В О С Х О Д Я Т  й , .  '  П п  +

б) Рассмотри 
а п =  п 1п (п +  1).

б) Рассмотрите последовательности а п =  пс (цри с >  1 ) и

[ ° ° ’ 'I °°) и ^ >  I. Зафиксируем 
такой помер т, что а !т <  Л. Представив произвольный помер 

виде а  =  кт  +  /, где к  «= {0 ; 1; 2; . . . }  и / е= {1- 2- • т\ 
получим, Что I ’ ’ •••> /1

о„ =  аи,п+1 ^  «Ат +  а } А-дт
и, следовательно,

Таким образом, для любого числа Ь  >  I имеем

I 5  ̂ 1пп а п!п 1['т а п!п <5 Л,

откуда следует, Что

1ип "«/” =  Иш а п1'п =  г, т. е. а п/п -*■ г.

1.22. Примените результат предыдущей задачи к последова­
тельностям {г2*} и {ж2й_ ,}. м

!.23. Примените теорему Штольца (см. задачу 2.6) к последо­
вательности {х2к!к} и {х 2п+\!к}.

1.24. о) Для построения такой последовательности можно по­
су л и ть следующим образом. Рассмотрим последовательность про­
межутков {Д»} таких, что Л„ расположен левее Дп+1. Определим 
функцию / е  С («) равенством /(г) =  (— 1)», еслн * е  Д .  а м е ж ­
ду промежутками Д„ и Д„+, пусть / линейна. Положим х п =  / (« ) 
Я сно, что если длины смежных к Д„ интервалов неограниченно 
возрастают, то х п+1- Хп-+ 0 .  С другой стороны, последовательно 
подбирая длины промежутков Д„ достаточно большими, можно до­

биться, чтобы среди чисел 4 "  К  +  * а + • ■ ■ + * » )  были скол ь 
угодно близкие как к + 1 , так и к — 1.

{ в т ? Л ) ° Й ПРЯМРР МЫ П° ЛУЧИМ’ РассЫ0ТР°в последовательность



1.25. Пусть lim х п <  а  <  Ь <  lim Рассмотрим множества 
Е  ={ге е  N | хп< 0 }  и Е  =  {п  е  N | хп >  &}• Как установлено в 
задачах 1.1.24—1.1.26, найдется такое число С >  1, что каждое из 
множеств Е и F.2 содержит бесконечно много чисел вида [С \, 
а это несовместимо с предположением о существовании предела

П т  х
Ä-» + oo [с*]

§ 2. Усреднение последовательностей

2.2. Левое перавенйтво следует из правого, примененного к по­
следовательности Для доказательства правого неравенства

достаточно рассмотреть случай, когда lim х п =  I <  + ° ° -  Пусть 
L >  I и m =  mi, — такой помер, что х п <  L  при п >  го. Югда

2  V k + j ^  2  fl̂ < £ ,(1 )+ ÄTmJ i n ia,t==
n l < k < m  n m c h < n

= L + o ( l ) .

Следовательно, для любого L  >  l, т. e. lim *„  <  /.
к Pn _Ä_

2.3. а) Если r i h ^ n f C  «s+i, то <  n n k '
б) Если 0 <  <x s£ 1, то, например, A =  {n<=  N 1 [an]  >

1 ^ Pn< a>  [a  (re — 1)]}. В этом случае a  -  n <  —  ^

2.4. а) Примените результат задачи 2.1 к последовательности

{ ' ХП6) Пусть е >  О, А е =  {re е  N | | хп -  а  | >  е}. Проверьте, что 

0 ( Л е) = 0 .  Пусть fft(re) =  card {А ць П [1; « ]} и числа 1 =  щ  <

< п ! <  ге2 <•. .  таковы, что —  pft+i(n) < 1 Г  при п ^  т ' Положим 
А =  U Л 1/к[\[пк_ { ,  nk] п  В  =  Ы \Л ={го1 ;го2; . . . } .  Тогда 0 (B ) =  1

1
И г тк ~^ а '

2.5. а) Для построения последовательности {«„}, имеющеи пре-

„ отт Ц№ “ 1 + ■ ■ ■ + “" .  ио не имеющей предела lim  а  +  • • • +  а» 
ДЫ1 п п
достаточно несколько изменить решение задачи 1.24. б): пусть { bh} 
образуют чередующуюся последовательность из + 1  и — 1 на каж­
дом промежутке Л„, а на смежных интервалах Ьк =  0. При надле­
жащем выборе длип промежутков и длин смежных интервалов

последовательность бУДет требуемой. Для построения 

последовательности {ап|, имеющеи предел Ц т --------- - ,но не



2 +  Ь?

У - ,
Другой пример получим, рассмотрев последовательность { С п} :

( 3 I I_ 4\П
— L j------!— , если [log2 /г] — четное число,

п | О I О ( __  -f \n
I Н Е — 1— ii_ ,  если [log2 п]  — нечетное число.

4 1
Из трех пределов lim  —  (с\  +  . . .  +  с £ ) ,  П т —  (С1 +  . . .  +  С п )

{ _ _
И И т 1 Г (  V е ! +  . . . + ] / С„) существует лишь второй.

б) Неравенство а 2 -^.Ъ следует из неравенства Коши. Для п о­
строения последовательности {а п} с заданными пределами

а --= Ига и Ъ = I i m  i ^ ' " — , где 0 sg а2 ^  Ъ ==5
п п

sg а ^  1, рассмотрите последовательность, принимающую зн аче­
ние а  на множестве А cz N плотности а  (см. задачу 2.3) и значе­

ние ß на множестве N \A . Докажите, что за счет выбора пара­
метров a n ß  можно добиться выполнения требуемых равенств.

2.6. Можно считать, что I ^  0. При этом достаточно рассмот­
реть лишь случай 1 =  0: если 0 <  I <С + ° ° ,  то вместо последова­
тельности { х п}  надо рассмотреть { х п — 1уп},  а если i •= + ° ° ,  то 
следует поменять местами последовательности {гп} и { Уп} (у сл о­

вия x n+i >  х п и х п ->- +оо выполнены, так как x n+i — х п >  Уп+ 1 —  Уп

х п хп —1
для достаточно больших п). Считая, что еп =  _  -м ), дока-

«п * n —i

жем, что —-  0. Поскольку 
Уп

* n  =  x i +  2  (x k - xh - i )  =  x i +  2  ч { У и - У к - - д ’lCh^n l<fc^n
ТО

- У  к- 1

Уп Уп Уп ■т^'Ь^п УП
к-

1<А<тп 71 7гг<Ск-4п
При большом т вторая сумма мала для всех тг >  ттг, так как еь — О, 
При фиксированном то первая сумма мала, так как Уп ^ - + ° ° .

Другое решение получим, если применим результат задачи 2.2

к последовательностям 0ц =  уп — Уп-\ и ьп— п __ п~г- (вместо
Уп Уп- 1



2.7. Воспользуйтесь теоремой Штольца.
2.8. Воспользуйтесь теоремой Штольца. В примерах г) и д) 

используйте результат задачи 1.2.14.
2.9. Для доказательства сходимости последовательности

{1п п — ^  -^-1 воспользуйтесь тем, что сходимость последова-

тельности {хп} равносильна сходимости ряда 2  (хп ~  хп—1)- Воз­
никающий при этом ряд сходится — это следует из легко проверяе­
мого неравенства

1 . / М  1

Другое решение получим, если, пользуясь неравенством 
1 1 1 1 1

0 <  - р у  -  —  <  ^ 7 7 !  — —  <  1}2 при Ж >  1, заметим, что
оо

несобственный интеграл ^  | Лх сходится; поэтому су-
2

ществует конечньш предел поцледовательности

Г/ 1 М  1 , 1  1 
п ~  ]  \И  _  *  )  ^  ~  2 +  3 +  - 1пп +  1п 2.

2

2.10. Решение аналогично решению задачи 2.9.
2.11. Из формулы Стирлинга следует, что для доказательства 

правого неравенства достаточно убедиться в возрастании последо­
вательности

п\
* п =  у ш  {п!е)п е1' 12"  •

Поскольку

1п хп + 1 — 1“ хп —  1 +  12« (и +  1) — ( "  +  Т ) 1п ~ п ~  =

где

то достаточно проверить, что cp(i) > 0  при t >  0, а это вытекает 
из равенств ср(0) =  0 и

, _________ г4
ф ^  6 (1 +  г)2 (2 +  t f  '

Левое неравенство доказывается аналогично.
2-12—2.14. Реш ение аналогично решению задачи 2.9.



3.1. По индукции докажите, что последовательность {х п}  имеет 
вид { A q n +  В } ,  и определите параметры А, В ,  q.

3.2. а) Так как

хп ~  хп - 1 =  — —  (ХП- 1 ~  ХП -2 ) — ■ • • —  ‘  *)” '
то

lim  хп =  х0 +  2  (*„  -  *„ _ !)  =
П>1

=  V (*» -  xi) 2  Ч г = ~  ^  ( 4 -  - * ) •

3.3. Поскольку па каждом шаге происходит почти удвоепио 
члена последовательности {жп}, естественно рассмотреть после-

, , ( хп | ге + 1  1
довательность {Уп}  =  |"^Г ' Очевидно, что уп+1 =  уп — ^ + 1 ’

т. е. — ^ Л  =  — - ---------- Следовательно,
п + 1  п п + 1

У■

Отсюда получаем, что 

х„ =  п2п

n=n(h- 2 ¿ V
\ K k - í n  )

Поэтому х п ~  п 2 п~'(х! — In (е/4)) при x¡ Ф  In (е/4), а в против­
ном случае

х„  =  п2™ *

ЗЛ. Считая, что Ъ Ф  0, рассмотрим последовательность 
Уп — x j b n. Тогда у п+ 1 =  Уп +  а„,  где а п =  a n/bn+i. Ясно, что 

Уп+ 1 =  У\_ ^  a /t* Если | Ъ | 2> 1 и S  Ф  0, то xn + i f i  =ж
Кк<п

— ynjtX- ^ y 1 ~^¡cíh =  S /b ,  т. е. x n+¡ ~  S b n. Если же |Ь| >  1 и

5 =  0, то

yn+i = h +  2  а* — f - = - 2 - ¿ S i =
fe>n ü

— _  V  я«+й _  _ 1  V  1 _  1 « 
£ í b n+ft+1~  &”+ 1 ^  j n + i ' l - ь '



Отсюда получаем утверждение б). Осталось рассмотреть случай, 
когда 0 <  ' <  1- Имеем

Уп+ 1 +  Z á  h+1 +  k+1 п + 1 •
l < h < n b  т  к л е и  6 6 1 1 — b)

Поэтому x n+1 =  Ъп+1уп Л л -+  YZTb-

3.5. Если p ^  О, то последовательность х я =  (p — 1)” не имеет 
предела, хотя x n+l =  рх„ +  (1 — р ) х п-\. Если р 1, то либо

для всех í i e N ,  либо xn+¡ ^  х п для п ^ п 0 (так как 
из неравенства следует, что x n+¡ ^  х„ для п ^ щ ) .

Пусть 0 <  р <  1. Положим I =  lim х„, L  =  lim х„. Поскольку 
последовательность {х п} ограничена сверху (числом max {zi; 3:2} ) ,  
то L  <  + °° - Допустив, что I <  L, зафиксируем два числа У и L',
I <  У <  L  <  — их выбор уточним позже. Тогда для всех доста­
точно больших п  имеем х п-\~ <  L ’- При этом можно так выбрать п, 
что х п <  Г, и, следовательно, xn+¡ <  pl'  + . (1 — p ) L '  =  Х. Так как 
х п <  У <  X, то х п+2 <  X, хп+з < Х ,  . . .  Поэтому L  — lim х п ^  X, 
т. е. L  ^  рУ +  (1 — p )L ' .  Но это неверно, если число У выбран® 
достаточно близким к I, a L'  — к L.

3.6. Поскольку последовательность {In х п)  при р s  (0; 2) имеет 
предел (см. предыдущую задачу), то достаточно доказать, что при 
таких значениях р последовательность { х п}  ограничена. Это оче­
видно, если (0; 1], так как в этом случае zn max {xi; xi).

Если p e  (1; 2), то перемножив неравенства xn + i  <  жпжп- 1  ПР!1 
п =  2, 3, . .., N, получим

XN+1  <  х ^ х ^ 1 =  K x P f 1.

Слсдовательпо,

xN+1 < .. < Äi+(i>-i)+(p-i), + ^ + (p -i)lv.I l(p-i)lv1

Отсюда следует ограниченность последовательности { х п} при 
Р <= (1; 2).

Если р ^  (0; 2 ], то последовательность {ехр ( р— 1)п} расхо­

дится, хотя ^п+1 == При р =  2 можно взять последова­
тельность {2"}.

С
3.7. Докажите, что из неравенств ^  "i)¡ 11 хп—2 ^

С С
^  (п~ ~ 2)"!" следует неравенство хп <  -^р. Констапту С подберите
так, чтобы последнее неравенство выполнялось при га =  1,2.

3.8. Доказательства этих утверждений аналогичны. Мы огра­
ничимся случаем в). Зафиксируем ¡J е  (0; al к). По условию сущест*



вует такое число С =  с„ >  0, что * n< C  — -1 +  У" ~ *  для тг ==

=  к +  1, к +  2, . . .  Пусть М  >  О такое число, что х}  <  М е ~ & 2/'* при
• _  л о , е -Р (п -й )2/з 
/ 4  n 1. Гогда хп ^  кСМ-------- ------- в Поэтому х п ^

^ М е  , если А :С ^ехр(ге(а — ¡J&) +  р&2/2). Зафиксируем 
теперь столь большой помер щ ,  что кС ^  вх р  ( п ( а  — §к)  +  ¡¡к2/2)  
при п ^  пр. Можно считать, что п$ ^  к. При достаточно большом 
М  =  Мц для п — i t . ,  щ  будет выполняться неравенство 
жп<  Л/е- Рп3/,2. Справедливость его для всех последующих номе­

ров п обеспечивается выбороад щ.
3.9. Рассуждая так же, как при решении предыдущей задачи, 

получаем, что достаточно доказать, что § (я  — к)  In А п-к  — 
(Рп 1) In А п - у  + ° ° .  Положим для краткости а п =  1 п А п. За­

фиксируем число J  >  0, выбор которого уточним позже. Для до­

статочно больших номеров / имеем / [ 1 — ] < у ,  т . e .^ i z i >  1

Следовательпо,_ J L .

п

“j  / а5

Таким образом, « „ _ ft >  а„ 1̂ -  +  О j« и поэтому

P ( » - * ) e B_ ft- ( p n - l ) e n >

если Y выбрано достаточно близким к числу 0.

>«п(1 -  р* (1 +  у)+  О (1/«))------ >- +  оо,
Я->+оо

С е т
3.10. Пусть С > 0  — такое число, что хт С  ~ — при



.  С е п 1 - 1 Ц А п к- 1 ) ^  С е п
h r - -------- j -  |_ д —1/й 2~
-j/ Л х . . .  Ап Ап }  А 1 ■■• Ап

(последнее неравенство вытекает из перавепства е ь ^  1 +  t). Вы-
С е п

брав множитель С столь большим. Что хп^  k r -.--------— ПРИ n = z
/ А 1 . . . А п

=  1, 2, . . . ,  к, получаем отсюда, что это неравенство выполняется
для всех номеров п.

3.11. Воспользуйтесь результатом предыдущей задачи. В при­
мере г) используйте результат задачи 2.14. б ).

Г л а в а  III. ФУНКЦИИ 

§ 1. Непрерывность и разрывы функций

1.2. ж ) Рассмотрите, например, разрывпую строго возрастаю­
щую функцию.

1.3. Пусть (Df (х) — колебание функции / в точке х , т. е.

со, (х) =  lim  (  sup Н у ) —  in£ f  (у ) ] '  И пусть А —  множество 
6-»о ^ \У—эс|<6 \у-х\<6 )

точек разрыва первого рода функции /. Ясно, что A = njJ Ап' ГД°

А п =  { i e i  | ш/(х) 1/л}. Если допустить, что множество А не­
счетно, то несчетным будет по крайней мере одно из множеств 
{ А п}, скажем, А т. Пусть ,та — неизолированная точка множества 
А т (см. задачу 1.1.23.а)), и пусть {зд} с~ А т, хи-+хъ, х н ф х о  
/ с е М) .  Не умаляя общности, мояшо считать, что хк >  х0 при 
любом к  е  N. Докажем, что функция / не имеет в точке хо пре­
дела справа. Действительно, так как х к е  А т, то найдутся такие 
точки x'k  п х"ъ , что | x h — x h | <  | x k — xQ |, | x h — | <  | x k — Xf) | 

и | / (агд) — / ( * " )  | >  1/(2m). Ясно, что x'h ->- * 0, Таким
образом,

ITm f ( x )  —  Hi!} f { x ) ^ U m \ f  ( x ’h)  — / (л " )  l/ (2m )> 0 . 
ж̂ >х0+о x̂ >xQ+o

Другое решение получим, если докажем счетность мпожеств

где

=  ( i e £ |  существует правосторонний предел / (ж+0)

и / (ж +  0) > f { x ) } ,

в множества А А <  и определяются аналогично. Для дока­
зательства счетности множества А ^  сопоставим каждой точке



ж е  А >  прямоугольник Рх =  (ж; ж +  е) X  (/; Л), где /(ж) <  I <
<  Ь  <  /(ж +  0), а е =  е.х >  0 столь мало, что /(() >  Ь  для всех г е  
е= (ж; ж +  е). Легко видеть, что Р х П Ру =  0 ,  если ж, г/ е= и 
х г/. Выбирая в каждом прямоугольнике Р х точку с рациональ­
ными координатами, получаем взаимно однозначное отображение 
множества А^  в О X С.

Аналогично доказывается счетность мпожеств А < ,  А < ,
1.4. Рассмотрите функции ф и 1|):

Ф(ж) =  ( °  ПрП ■г < 0 ’ г Ь Ы - / °  ПР”  ^ <  0>
11 при ж > 0 ;  прп

Искомую функцию можно получить как сумму ряда, члены ко­
торого имеют вид М<р ( * - < )  + ! , ( * - * ) ) ,  Где г е  Е л , * <=/?п.

1.5. Предположим, что множество ))п (}) не болео чем счетно 
и докажем счетпость множества Дл (/). Пусть и , (ж) -  колебание’ 
функции / в точке ж (см. решение задачи 1.3). Ясно, что О л  (/) =

=  Д  Ак, где А к = {  ж е  Дл (/) | ^ (ж ) :;:з 1/к}.  Если допустить, что

множество Лл (/) несчетно, то несчетным будет хотя бы одно из 
множеств {Ак}, скажем А т, а вместе с ним и множество 
А — А т \ В п (/) .  Пусть ж0 — такая точка множества А,  что 
(жо; жо +  е) О А Ф 0  при любом е >  0. (См. задачу 1.1.23 б) ) За­
фиксируем такую последовательность {ж п} с : Л ,  что х п ^ х 9,

хп^> х 0( п ^ Щ -  Так как ж „ е  А,  то найдутся такие точкиж^, х"п 
что ж0 <  хп <  жп, жо <  хп <  жп, | / (ж^) — / | ^  Ц 2 т .  Поль­
зуясь непрерывностью функции / в точке ж„ справа и переходя 
к иредалу в последнем неравенстве, мы приходим к противоречию.

1 .Ь. б) Допустим, что последовательность {/„> с указанными 
свойствами существует. Построим такую точку с е  К, что после­
довательность {/„(с)} не сходится, и том самым придем к противо­
речию.

Пусть Л0 произвольный замкнутый промежуток, Х\ — произ­
вольное рациональное число, принадлежащее внутренности Ас 
Найдем такой номер п и что |/0 (ж^ | <  1/3, т . е.

11 ~  (жа) | <  1/3. Пользуясь непрерывностью функции /„ , за­
фиксируем такой замкнутый промежуток Ац с центром в точке ж>, 
что Д[ с : До и | 1 — /„̂  (ж) | <  1/3 дЛЯ любого ж е= Д,. Пусть х 2 ~~ 

иррациональное число, принадлежащее внутренности Д, Найдем 
такой номер щ  >  чт0 | /0 (*2) -  (ж2) I <  1/3, т. е. I /п ( *  ) |<

<  1/3. Зафиксируем такой замкнутый промежуток Д2 с центром в 
точке ж2, что Д2 сг А! и | (ж) | <  1/3 д ЛЯ любого х  Д2. Теперь 

берем произвольное рациональное число ж3, принадлежащее внут- 
14 Б, М. Макаров и др, 209



г г ?  к ^ л \ т д а г е т я ю
последовательЕость ноиеров ! » !  и п о м о .а т .л ь м с г ь  з.»кВД™ *
вложенны х промежутков {Ль}, что 11 1п21_ 1^  | при

»  К » а И < 1/3 ”1“  * е 4 ” ' О’ ™ "  с ,е ” е' '  ,т 0
у . п - ^ - ы Ф ' ! 3 * '» ’ “" П £ > " '•  ' ” » " " " льв0' ““ " д0‘

вательность {/„(с)} но может иметь предела. ^
1 8  а') Рассмотрите функцию, равную единиц1.8. а ; 1 ассми^ .̂у > г которого совпадает 

счетном цодмножоство множества Е,  замыкание которох
с Е  (см задачу 1.1.22. б)) ,  и пулю в остальных то пш .

„ V  3 ~ пФ , где Фп — функция, построенная б) рассмотрите ряд ¿ л  Гп'

так, как описано в указании к п. а), для множества Е =  В».
1.9. Изучите функцию

/(*) =

еСЛИ ” '̂ T4f4TTTTlTAA1 Т1и:члпл\иш1и X ^  (0, 1)------- с „л.. В троичном разложении числа

содержится п единиц (п =  0, 1, 2, .. .)> 
если в троичном разложении числа х  е= (и; ) 
содержится бесконечно много единиц.

l im  / (т\ <Г С <~ lim  / i-^) и с =£ / Ы -1.10. Докажите, что если п т  1 W  < - с ^  '

то  м нож ество /-1 ( { с } ) не замкнуто.
1 11 Используйте результат предыдущей задачи.

» ,о „  , т .  по оС щ в«», :
„ о  функция / .« .И  В Канадой » - к »  мао>к«»а £  « . к » . , , « .
см отрите множество 

E t =  { x s E \ f { y )  <  /(*) ПРИ !ж - у 1 <  8- 

(е -ф и к си р о в а н н о е  положительное число) и докажите, ™  * У Н£

д а ч и ^ М ^ ^ а ^ Д ^ п ^ р в т и и ^ п о л ^ и м ^ е и ш  Модифицируем рас- 

суждеиия, проведенные во втором решении задачиA 3  ^
Т Т и я  сепарабельного метрического пространства Для сепараиы ь х песеиарабелыюго простран-

соображения сохраняют силу. В слуш е с< 1 о см о тр и те
с т в а  результат неверен. Для получения контрпримера рассмотр 
по содержащее изолированных точек пространство X X  5, где X

д v „ - е  — f r p =Cl l z  = l i  и функциюотрезок с дискретпои м,етрикои, S — {z е  I I I

/(х; z) =  х.
1.13. Используйте результат задачи 1Д/,



1.1'4. а) Рассмотрите, папример, функцию

/(*) =

1 — ж при — 1 < я ^ 0 ,
х - 1  \Х~Ц

1 — - !  +  [ , - ! ]  0 < * < 1 ,

1 +  ( 2 - * р 1  +  [ ( 2 - * Г Ч
Г^'--*г + [(2-*гч прн 4<*<2

и точку с =  0.
1.15. Рассуждая от противного, докажите с помощью теоремы  

Больцано — Коши отсутствие взаимной однозначности.
1.16. а) Воспользуйтесь формулой конечных приращений на 

промежутке '[х; (1 + б ) х ] .
б) Считая, что е <  1, и рассуждая от противного, найдите та­

кую последовательность {г„}, что г„ +  оо и

/ 1(В2п) ^  1 -¡_ б/ 1(гп)>
где б — некоторое положительное число. Используйте п. а ).

1.17. Предположим, что предел П т  / (х ) не существует. Тогда
¡С-» + оо

найдутся такие числа а и 6, что а  <  Ь и множества =  
=  {х  <  0|/(ж) <  а}, бь =  {ж >  0|/(г) >  Ь} не ограничены. П усть 
* о > 0  — такая точка, что каждое из множеств и Сь содержит 
бесконечно много точек вида пхд (п е  (см. задачу 1.1.26). По­
скольку последовательность { { (п х ц )}  не может иметь предела, мы 
приходим к противоречию.

1.18. Рассмотрите функцию

( хп , е с л и  х  =  у г ^ п,
</ (*) =

\ 0, если х ф  У  Рп при любом п е  N.

Где Ы  последовательность простых чисел, а {х„} — последова­
тельность, множество частичных пределов которой заполняет В? 
(например, произвольным образом занумерованное множество О).

1.19. Рассмотрите разбиение множества (0; +  оо) н а  к лас­
сы эквивалентности, считая, что х  ~  у, если ж/г/еО.  Установив 
произвольным образом взаимно однозначное соответствие м еж ду 
мпожеством построенных таким способом классов эквивалентности 
и множеством определите функцию / на (0; +оо) равенством 
¡ ( х )  = ¿/ (1  +  [ж]), где ( е К  соответствует классу эквивалентно­
сти, содержащему х.

1.20. Докажите, что утверждение «/ (х -[- А) — / (х) 0  при 
х  -»-+оо на любом конечном промежутке» равносильно утверж де­
нию: Уе >  0 3 я Е, 6е:



Последнее утверждение докажите, рассуждая от противного 
и строя такую последовательность вложенных сегментов 
{Д „} и числовую последовательность { х п}, что хп-> +  °° и 
\ f ( x n +  h )  — f ( x n) I при h e  Ап-

1.21. Докажите, что функция q>(x) =  f ( x  +  l /n )  f ( x )  прини­
м ает нулевое значение на промежутке [0; 1 — 1/и]. Если б ф  1/га, 
ô >  0, то рассмотрите функцию f ( x )  =  ф(х) — Ах,  где ф е  С (R), 
ф(0) ■= 0, ф(1) = А  Ф  0, <р имеет период б.

1.22. Докажите, что вместе с } ( х )  указанным в условии задачи 
свойством обладает и функция f ( —x ) ,  и сведите задачу к случаям, 
когда функция / либо четна, либо почетна. В первом случае убе­
дитесь, что /(*)-► /(0) при я -+ + 0 0 , и выведите отсюда, что 
/ =  const. В случае когда функция / нечетна, докажите, что

Л
—— / (пх) / (х) при любом I E ® ,  и, опираясь на это, проверьте,

что f (X x )  = X / (z) при любом Х е К .
1.23. Как и в предыдущей задаче, сведите вопрос к случаю, 

когда функция / либо четна, либо нечетна. Если }  четна, то пред­
положив, что f ( x 0) Ф К О ) ,  рассмотрите последовательность 
{ ( — { ) пх 0}. Если функция / нечетна, то докажите, что f (Xx) =
—  К f ( x ) ,  рассмотрев последовательно случаи X e N ,  À e Z ,  Я е  <Q> 
% €= [R.

1.24. а) Из равенства

(1 -f  ж)(1 +  г2) . . .  ( l  +  ж2" )  . . . = ( 1 - ж )  1 (|я|<1)

следует, что j ( x ) f ( x 2) =  ( 1 — х)  '. Поэтому /2(г2) ^  (1 — х)  1

f { x ) ,  т. е. 1 <  V 1 — x f  (х ) +  " 1 А <  V 2 -
б) Вычислив логарифмическую производную функции

F(*) =  ( l - * ) / a ( * ) = n  j L ± T 7ft’1 +  X2 4

получим

0 n  2n  w -* O2 x __ o _L V  Z ^____

2í2
Т ак  как Г Т Г 7 > , , ПРИ * е = ( 0 ; У 2  — 1), то при

1 -г 1 1 +  í
2 ?

2П
е=(0; 1 / 2 — 1) р я д У  (— 1)п 2п — ------ Лейбницев и его сумма ОТРИ­

Т Е  1 +  Ж2
цате льна. Непосредственные вычисления п о к азы в ай  что S (х) < 0  
при 0,93 <  х <  0,945.

т



в) По доказанному в п. б) найдутся такие точки s и t из про­

межутка (У2— 1; 1), что s <  t, F  (s) > F ( t ) .  Положим sn  =  s4 - ” , 

ги= г 4  (re= 0 ,1 ,2 ,...)  Пользуясь тождеством F(x) = ------- ^  F i x * )
1 +  x

1 +  x —и убыванием функции——  на промежутке (У2— 1; 1), полу-
1 +  ж

чаем неравенство

F  (sn) ~  F  (гп) =   ̂ s 2 F  (sn - 1) ~   ̂ _|_ f 2

1 • J S

>  ï t S  _  F  > F ~ F  ( * » - 0 -A I °n

Таким образом, F ( s n) — F ( t n) >  F  (s) — F ( t )  >  0, хотя s„, tn ~ *-1.
1.25. Рассмотрите множество Ç = /_I (ЛГ) ci [0; 1], где / =  

=  (ф; г];) — кривая Пеано (см. задачу 4.5),

К  =  {(x;  у) 10;<  x ^  1, г/ =  О, 1, 1/2, 1/3, . . . } .

Проверьте, что сужение ф|« обладает требуемым свойством (и с­
пользуйте результат задачи 4.4. в) ) .  Продолжите надлежащ им 
образом функцию ф|<г с множества Q па {0 ; 1].

1.26. При каждом n e N  и г  е  [0; 1] определите f n (x ;  у )  ли ­
нейной интерполяцией по узлам ун =  к[п (к — 0, 1, 2, . . . ,  п )  со 
значениями /(х; к /га).

1.27. Рассуждая от противного, видим, что |/(а; у)  | ^  С  при 
| е/ — Ь | < 8  для некоторых а, Ъ е  К, С >  0, е >  0. Пусть

Е к =  {у е  (6 — s; Ь +  е) | / (х; у) >  С/2 при | x — а I <  l /к ]  ( t e N ) .

ОО
Покажите, что U E h =  (Ь — е; Ъ +  е), и воспользуйтесь ре- 

ft=i
зультатом задачи 1.1.33. Докажите, что если замыкание м н ож ест­
ва Е т содержит интервал (а; ß), то f ( x ;  у) Ф  0 в прямоугольнике

[a — J - ;  а +  х  (а; ß).
\ т т ]

§ 3. Непрерывные и дифференцируемые функции

3.1. Покажите, что интерполяционный полином Р  степени т  
для функции /, построенный по узлам 0, h, 2h, . . . ,  mh,  совпадает 
с / во всех точках k h ( k e l ) .  Выведите отсюда, что P ( t )  = f ( t )  
при t — k h f 2п ( 4 e Z i » e  N).

3.2. Покажите, что f  ( x ) ------► 0, предполагая, что пре-
2С-»+оо

дел lim  f  (х) существует, Существование последнего предела 
к-»+«



докажите, рассуждая от противного: если «  =  Hm / (х) <  ß —

=  lim  f { x ) ,  то найдется такая последовательность жп ->-4-00,

Ч Т О  f ' ( X n )  —  0, f ( x 2n - 1 )  -»-О С, / ( * 2п)  - * - ß .

Другое, предельно краткое, но не столь поучительное доказа­
тельство равенства lim  / (х) =  L  получим, применив к паре

функций ех1(х) ж ех правило Лопиталя.
Для доказательства обратного утверждения покажите, что 

из соотношения }' (х)  А- 0 следует, ввиду равномерной не­

прерывности /', что функция / не удовлетворяет критерию Боль­
цано — Коши на бесконечности.

3.3. Предполагая, что /'(а) <  0 <  }'(Ь),  докажите, что наимень­
шее значение функции / достигается внутри промежутка [в; Ь].

3.4. Воспользуйтесь результатами задач 3.3 и 1.10.
3.5. При проверке необходимости воспользуйтесь равномерной 

непрерывностью функции /' на промежутке [а ; Ь].
3.6. а) Предположим сначала, что g (x )  > 0  при ж е  (а ; Ь), 

и допустим, что найдутся такие точки х\, х2 =  (я; Ь), что х 1 < х 2 
и !(х\) >  /(г2). Не умаляя общности можно считать, что 1{х\) =  1, 
/ (*2) =  —1- Пусть

X =  яир{ж <= {хй  х 2)\}(у) >  о при у 6= {хй  х 2) } .  

Существует такая последовательность {1гп} ,  что !гп >  0, Ьп -+ 0 ,

что невозможно. Следовательно, функция / возрастает. В общем 
случае следует рассмотреть функцию /е(ж) =  f ( x )  +  ех,  где 8 — про­
извольное положительное число. Если g  =  0, то полученный уже 
результат следует применить к функциям / и —

б) Примените п. а) к функции / — G, где G — первообразная 
функции g.

3.7. Если функция / дифференцируема, то g =  f  и, следова- 
тельпо, / е  6'°°((а; 6)) .  Продифференцировав тождество f ( x  +  h) ~
— f ( x  — h) =  2 h g (x )  два раза по h, убедитесь, используя 3.6. а), 
в том, что /" =  const. Используя 3.6. б), м,ы видим, что этот ре­
зультат сохранится, если функции / и g непрерывны на (а; Ъ). 
Если предполагать лишь непрерывность /, то результат становится 
неверным ( f (x )  =  |х|, g ( x )  = s i g n x ) .

3.8. Рассмотрите первообразную функцию ф, определенной ра­
венством ф(я) '=  inf {|х — г/| е  F} ( ж е  К).

3.9. Для доказательства утверждения б) =v а) изучите множе­
ство Е е — {х е  [0; 1] |\f(x) — /(0) | ^  ъх],  где е  — произвольное 
положительное число. Докажите, что sup [Ее. (1 (0; с)) == с при лю­

2С-» + <Х>

f ( x  +  h n) <  0. Поэтому
'П



бом c e  (0; 1). Из в) не следует а). Соответствующий контрпример 
можно получить, рассмотрев одну из координатных функций кр и ­
вой Пеано, построенной в задаче 4.4, и воспользовавшись тем, что 
множество постоянства этой функции не имеет изолированных 
точек (см. утверждение г) этой задачи).

3.12. Оцените приращение функции / на участке монотонности. 
При «  =  1 полезно воспользоваться результатом предыдущей з а ­
дачи. При а  =  1 sf'(0) =  2/я.

3.13. а) См. указание к предыдущей задаче.
б) Оцепите Г ( х ) .
в) Покажите, что \j(x + h) — f (x )\  — 0 (  |/(ж0 +  h) — f ( x 0) | ) , 

где х0 — конец наименьшего из участков монотонности функции /, 
длины которых по меньше А.

3.14. Рассмотрите ряд с членами вида h i f ( x — au), где /— ф унк­
ция из предыдущей задачи с надлежащим образом выбранными 
параметрами.

3.15. Рассмотрите функции

f ( x )  — (ln (2 /х))~' ,  g (x )  — e~ 1/x cos e l/x при 0 <  x ^  1,

/(0) = g ( 0 )  =  0.
3.16. Убедитесь в том, что

я
| ф (х -|- h) — ф {х) К  т а х  | / (ж) | ( |со(г +  h) — | г \~1,г | dz, 

xeR J—я

где ы — 2я-иериодичоская функция, совпадающая с Ы ~ 1/2 па про­
межутке [—я; я ] , и оцепите интеграл в правой части неравенства.

3.Î7. При доказательстве непрерывности фупкцин / используй­
те ее монотонность.

3.18. Зафиксировав n e N ,  оцените снизу длину ломаной с 
вершинами в точках Mj =  (/3_п; /(/'3“ " ) )  (/ = 0 ,  1, . . . ,  3 ") , рас­
смотрев суммы

2  р ( M f , M j+1) и 2  
¡3 ~ пе К  з з ~ п т к

где К  — канторово множество, р — метрика в R2-
3.19. Вычислите приращение канторовой функции па проме­

жутке [0; 3~п] .

§ h. Непрерывные отображения

4.1. Докажите., что ограниченность последовательности {г„} 
равносильна ограниченности последовательности { P { z n) } .  Д ля про­
извольного многочлена от двух переменных (например, для 
Q{x\ у) =  х )  это неверно. Проверьте, что Ç (F ) =  R \ {0 } , гдо 

У) \ХУ ^  1} — замкнутое множество.



4.3. Для построения одного из возможных примеров рассмот­
рите двусторонние числовые последовательности и 
{У ь)кеЪ '  удовлетворяющие условиям . . .  <  у к- 1 <  xh <  У к <
inf хк =  0, sup ха =  1, и образуйте множества

4  =  {°) и b % t x k' y h)' f i = { 1}U и [ук\ x h+ ).

Искомый гомеоморфизм можно получить, отображая каждым про­
межуток [ад ун) с :  А па промежуток [ у - к -, z -t+ i)  с :  В,,  а нуль— 
в единицу.

4.4. а) Корректность определения проверяется непосредствен­
ным вычислением ср и 1|) в троично-рациональных точках. Непре­
рывность ф и ip вытекает из совпадения любого наперед заданного 
числа первых цифр, получаемых при представлении в виде троич­
ных дробей (без цифры 2 в периоде) достаточно близких точек 
t, ?  <= [0; 1].

б) Используя разложение чисел отрезка [0; 1] в троичпые дро­
би 0 ,a Jla 2a g . . .  7t, где ан =  0, 1 или 2, убедитесь в том, 
что если I ,  г! <= [0; 1], | =  0,р,^2р3. ■., Ц =  • •, то £ =  ф(г),
г] =  где t — 0 ,а 1« 2а з . .., а цифры ai, а 2, . . .  определяются по­
следовательно следующим образом:

а х =
Pi-

« 2  =
'Yi'

если

если

<хх —  четное число, 

а х —  нечетное число, .

|Рп. если «2 +  « 4  +  ■ • ^ К2П— 2 —  четное число,
- 1  =

I2 - Р п ’ если
Я 2 +  “ 4 + - • •”b a 2n—2 —  нечетное число;

У п ’ если < V l-“ 3 +  •• • +  a 2 n - l —-четное число,
2 п ~ 2 - У п ’ если a ,  +  « 3 +  . . ■ +  a 2 n -l —  нечетное число.

в) Различные решения системы ф(г) =  |, 1|з(г) =  г| могут по­
лучаться лишь из-за неединственности представления чисел г] е  
е  [0; 1] в виде троичных дробей. Проверьте, что при

| =  2/9 =  0,02000...'=  0,01222... и 1] =  1/3 =  0,1000.., =  0,0222... 

система имеет четыре решения:

5/108 =  0,001020202..., 11/108 =  0,002202020...,

13/108 =  0,010020202..., 19/108 =  0,011202020...

г) Пусть г =  0,а №’¿0,3 • •. е  ф_1( { с)).  Если среди цифр а 2к беско­
нечно много четных, то заменяя при достаточно большом к на
2 — 0 2 к, получим точку из ф_1({с}),  сколь угодно близкую к Если
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а 2л =  1 при к  >  к 0, то следует рассмотреть точку (к  /г0)

0,ОС]ОС2 . . . Ог2Ь —¡0(2 — ОС2й-н)00С2*н з1012й-|-5. ..,

получающуюся из I зам,спой цифр а л = 1  и аш+г — 1 пулями, 
а с£2й+1 числом 2 — «гь+ь При рассмотрении мшшества ^ —1 ( { с})  
рассуждения аналогичны.

д) Докажем, что ср е= 1лр1/2 ([0; 1]). Пусть 2 < т е М ,  р =  
=  [т /2], г, г ' е [ 0 ; 1 ] ,  г — г - = 0 , а ' а ' а '  . . .  н 3- ,п <
< «  — Г < 3 ~ т + 1 . Если а 1 =  а'р а т _ 1 =  се^,_1, то

Р А + 1 - -

ф ю = о,р1р2 . . . ррр; + 1 . . .

и, следовательно, [ф(0 — ф (0  I <  <|>/2. Предполо­
жим теперь, что найдется такой номер к ^ т — 1, что а ь^ 1=а'к- 
Будем считать, что к — наименьший номер с этим свойством. Тог­
да, ввиду неравенств 3+™ <  г — г' <  3~т+1, разлоягения для г и 
должны иметь вид

 ̂ —  0)0*1 • • . СС& — 1 ОС/̂ О . . . ОсСтлОСщ-̂ -[ . . *

и
г' =  0,а1 . . .  ак_ г (ак -  1) 2 . . .  2а'та т+1 ...

(если хоть одна из цифр ая-н, .и а т-\ не нуль или хоть одна из 
цифр к А+1, а т _ 1 меньше двух, то г — г ' > 3 -т+ 1). Могут 
представиться следующие четыре случая:

1) к =  21 — четное число, а 2 +  а 4 +  . . .  +  а& — четное число,
2) к =  21 — четпое число, а 2 +  ои +  . . .  +  а& — печетпое число,
3 )  к = 2 1 — 1 — нечетное число, а[ +  а 3 +  . . .  +  а* — четное 

число,
4) к =  21 — 1 — нечетное число, «1 +  а 3 +  . . .  +  ось — нечетное 

число.
В.первом случае мы видим, что

Ф(() =  0,р,р2 •. ■ р;0 . . .  0Рррр+1 . .

Ф(о=о,рд---рго...ор;р;+1...
Следовательно,

|ф( 0  -|Ф(г')1 <3/-  3 - г  <  зуз"|г' — г|‘/2.

Остальные случаи рассматриваются аналогично.
4.5. Пусть е >  0, N =  1 +  [1/е]. Точки //< =  к/И (к =  1, . . . ,  ДГ) 

образуют е-сеть для отрезка [0; 1]. Проверьте, что точки 
(и(г»), v(tk))  образуют б-сеть для квадрата [0; 1] X  [0; 1], где 
б ^  Се“. Докажите, что число точек б-сети для квадрата не мень­
ше, чем С06~2.



4.6. Пусть ¡3 — множество всех двоичных последовательно­

стей и

Е1- •••’ е" е *0; Щ'

1 \ . . .е п |гееМ > Ё1’ 1}1
— семейства, с помощью которых определяются обобщенные кан- 
торовы множества К  к  К  (см. задачу 1.1.31). Определим отображе­

ния ф: 3 <р: Н равенствами
ОО

Ф (е) =  I, где ¡Ее П Де,-...е„'п=1 1 п
ОО ^

ф(е) =  Т, где Т е  П \ . . . е п
п = 1 1 ™

(е _  е  Е) .  Докажите, что ф и <р являются биекциями, а / =  

=  Ф о ф-1 — гомеоморфное отображение К  на К.

§ 5. Функциональные уравнения

5.2. в) Из утверждения а) следует, что функция / пс линейна
и, следовательно, /(х0) ¥=х0}(\) для некоторого х „ е К .  Это пора­
нен ство равносильно линейной независимости векторов

е '=  (1; /( ! ) )  и е"  =  (х0; /(х0)) .
Поэтому множество {¡е'  +  «е" | г е К }  совпадает с К2, а мно­
жество {¡е' +  1е"\ 8 , ( £ С }  плотно в К 2 . Осталось заметить, что 
точки ее'  +  (е" принадлежат графику функции / при любых рацио­
нальных я и г (это следует из утверждения а)) .

5.3. Примените результат предыдущей задачи к функции

ё { х )  =  Ц е х)-
5.4. Убедитесь в том, что /(1) = / (  1) — 0, и докажите, что

1
функция / нечетпа. Рассмотрите функцию г М = 7  / (х) (х >  °) и 
используйте рассуждения, проведенные при решении задачи 5.3.

5.5. Используйте результат задачи 5.2.
5.6. Докажите последовательно, что / ( 0 ) = 0 ,  } ( х п) =  (/(х))п 

И /(ж +  у) =  } ( х )  4 - /(у) при X, е К .  Используя равенство 
/ ((п  +  9 )») =  (г/(1 ) +  !/)", г д с г е С .  убедитесь в том, что 
/(х2) =  ± ( / ( х ) ) 2 при любом х е К ;  воспользуйтесь результатом
задачи 5.2.

5.7. С помощью индукции докажите, что

ж*) 1) (р еН ). (*)2  П хи ) - 1 (  2  
\к&<1



f (± n )  ,
Выводите отсюда, что отпошепис — - —  ( n e N )  ограпичепо. 
Зафиксируем такие строго возрастающие последовательности

/ (n h )
{ nh} с- ^  и { mh}  с  что существуют пределы А =  lim  —- —  и

H ~ m h) „  , .  / (лг) / (ж)
В  =  l im ---------— . Докажем, что lim  ——  =  А, lim  ——-  =  Я.

k ЗС-» + 00 Х Х-* — 00 Х
Для любого е >  О зафиксируем такой номер пь, что o l m  С  е и 
f (nh) .

п — А <  е- Пусть х >  0, р == [х/пц].  Тогда х =  p n k +  s,

О <  s <  гаА. Из неравенства ( * )  следует, что справедливо 
\pf{nh) +  /(«) — i ( x )  | ^  ар,  и поэтому

Р s , t i Ü  [Sil
p n h +  s w v  x x

^  ° p<  — < e .

f  (x)<  3s. Аналогично доказывается, что -------------- > B .

а

а

Для достаточно больших х из последнего неравенства вытекает,
I f i x )  л 

Х1Т0 \~х~^А
Переходя к пределу при х -*■ +,оо в неравенстве

/ (2д) , _ / (— х ) _  / (х ) 
х г  х

мы убеждаемся в том, что А =  В. Рассмотрим теперь функцию 
f { x )  =  f (x )  — Ах  и проверим, что \f(x)\ С  а при любом х  е  R. 
В самом деле, ясно, что f ( x ) [ x - +  0 при г - ю о  и, как и функция

/> f  удовлетворяет неравенству ( * ) .  Поэтому ' f' (x )_ ^

при любых х е  R, п е  N. Считая, что х ф  0 и переходя в послед­
нем неравенстве к пределу, мы получаем требуемое.

Заметим, что оценку для функции f  улучшцть нельзя. В этом 
меж по убедиться па примере функции / (х)  =  max ( 1 — ,|ж|; 0 ),

5.8. Убедитесь в том,, что /(0) =  0 и функция / четная. Дока-> 
жем, что если / Ф  0, то f ( x )  ф О  при х ф  0. Для этого проверим, что 
если } ( а )  ф  0 (а  >  0 ), то f (x )  ф  0 на (0; а ) .  В  самом деле, пусть 
это по так и пусть с — наибольший корень функции / па интервале 
(0; о). Тогда /(с/2П) =  0 при любом w e N  и поэтому 
/(с}'1 +  2 - 2") =  /(с) +  /(с/2") =  0. Так как c f l  +  2~ 2п е  (с; а) 
при достаточно большом га, то мы приходим к противоречию с вы ­
бором числа с. Заметим еще, что число а  можно выбрать сколь 
угодно большим, поскольку /(2па)  =  i nf ( a )  Ф  0. Итак, f ( x )  Ф  О 
при х ф  0. Будем считать, что /(1) =  1 и рассмотрим множество 
А =  {х  >  0|/(х) =  ж2}. Проверьте, что его замыкание совпадает 
с [0; +  °°) (см. задачу 1.1.21).

5.9. Докажите, что /(0) =  1 и что функция /— четная. Убеди­
тесь в том, что если f ( x 0) = 0 ,  то f ( t )  = 0  при |i| ^  |хо|. Выве-



дитс отсюда, что f ( x )  >  0 при любом l e E .  Проверьте, что 
функция g (х) =  ln / (х) (х е  R) удвлетворяет условию предыду­

щей задачи.
5.10. Докажите, что функция g (x )  =  /(ех) является суммой 

линейной и периодической фупкцин.
5.11. а) Рассмотрите функции i])(;r) ■= ф(х)/1п х (х  е  (0; 1)) и

Н  (и) =  1)) (е —1eU)  (и ¡= R).
б) Проверьте, что 0 ^  1 и что если f ( x 0) = 0  (f ( x Q) =  1) 

в некоторой точке х а œ (0; 1), то / =  0 ( / = 1 ) .  Считая, что 0 <
<  / <  1 в (0; 1), докажите, что lim  f (x )— 0, lim  / (х) =  1 и что /

я-»+ о ас—»1— о
строго возрастает. Рассмотрите функцию g ( t )  =  lnj ln/(e_ i ) | и 
воспользуйтесь результатом задачи 5.10.

5.12. Предполагая, что искомая функция h нечетна, убедитесь 
в том, что функция ф (t)—  In (h (е *)) (t е  К) строго возрастает 
и удовлетворяет уравнению ср(21) =  4ф(/). Найдите решение этого 
уравнения.

5.13. Проверьте, что /(0) =  0, /(1) =  1. При г ф  0 рассмотрите
/  (г)

функцию g  (z) =  у '( |'г |'~  и, пользуясь взаимной однозначностью g 
па каждой окружности |г| =  т, последовательно докажите, что при 
г е  (0; 1]

g ( r )  =  1, g-(—г) =  —1, g(ir)  =  ± г , g ( r e in/i ) =  e±iIt/4, и т. Д. 
Выведите отсюда, что функция g (z )  совпадает либо с z/|z|, либо с 
?./|г|. Докажите, что функция h ( t )  =  |/(i)| возрастает на (0; 1). 
Представьте /(г) в виде A(i)eÎ4>(,) и воспользуйтесь результатом 
задачи 5.11.

5.14. Докажите последовательно, что /(0) •= 0, /(1) =  1 (и, сле­
довательно, функция / возрастает), /(1/2) =  1/2, f (x )  =  1/2 при 
х  е  [1/3, 2/3]. С помощью индукции убедитесь в том, что на интер­
валах, дополнительных к канторову мпожеству, функция / совпа­
дает с канторовой функцией (см. задачу 3.17).

5.15. Докажите последовательно, что

ô2/
дх ду =  const> 

f ( x ;  у)  '=  Аху  +  g(x )  +  g (у ) ,  g"  =  const,

5.1(i. Проверьте, что если f ( a )  = f ( b ) при |а| ф  ]Ь| и функ­
ция g  существует, то j { t )  = f ( c t )  при пекотором с, |с[ < 1  и лю­
бом г<=К,  Выведите отсюда, что / =  const.

5.17. а) Проверьте, что при каждом l e i 1 отображение ф̂ : 
Z-^/S1, определяемое равенством ф|(&) =  является харак­
тером. Докажите, что каждый характер ф имеет вид ф?, где
6 =  Ф(1).



5.18. а) Проверьте, что при каждом * е  К отображение ф<: 
1Й -*■ lS,1, определяемое равенством ф/ (х) — е^х (я е  К), являет­
ся характером. Если ф — произвольный непрерывный характер, то 
при N  справедливо неравенство Ие ср(2-") >  0. Пусть ф(2 ЛГ) =

=  1001 ¡<  я, 0 =  2№Оо. Проверьте, что ф(2- ™)=е102 при лю­
бом п е  М, и докажите, что гр = ' фе.

б )—г) Используйте а) и аналогию с задачей 5.16. б).
д) Проверьте, что при каждом п е  1  отображение фп: 5 1 -*■ ¿>п, 

определяемое равенством фп(£) =  £п ( I  е ^ 1), является характе­
ром. Чтобы доказать,, что каждый характер ф имеет такой вид, 
изучите множество ф— 1 ({1})  • Докажите, что оно конечно, если 
Ф Ф  1, и что для некоторого т е  N и любого Е ё Ф ' Н Ш )  спра­
ведливо равенство 1т  =  1. Докажите, что если и е  N — наи­
меньшее из таких т ,  то ф == фп или ф =  Ф -п .

е) Используйте изоморфность групп и К.

ж) Используйте изоморфность групп С п К ^ Х З 1.
5.№. а) См. задачу 5.2.
б) Рассмотрите 1п ф (х).
в) Рассмотрите ф(е*).
г) Рассмотрите 1п ф(ех).
д) См. задачу 5.18. а).

е) Используйте изоморфность групп С и К + Х 5 г. Докажите, 
что если ф: ¿>г ->- — непрерывный гомоморфизм, то ф =  1. 
Используйте п. г) и результат задачи 5.18. ж ).

Г л а в а  IV. РЯДЫ 

§ 1. Сходимость

1.1. Найдите число тех номеров ге е  [10№; 10N+1), у которых в 
десятичной записи пет цифры 9, и оцените сверху сумму

кг
1.2. а), б) Рассмотрите числители соседних слагаемых и пока­

жите, что они не могут быть одновременно близкими к нулю,
в) Достаточно доказать, что расходится ряд

2  7  ( I sin (,г — !)2 I +  I sin " 2 I +  I sin I )•



Для этого покажем, что числитель ограничен спизу положитель­
ным числом. Действительно, если это не так, то для сколь угодно 
больших номеров га имеем п2 — п к  +  в, (п — I ) 2 =  пк'  +  в', 
( п +  I ) 2 =  п к "  +  в", где к, к ’ , Г е !  и |в[, |е'[, |е"| <  1/4. По­
этому 2 =.' (п — I ) 2 — 2га2 +  (п -\- \)2 =  л ( к '  -\- к" 2к)  +  в +  
+  е" — 2е, что невозможно.

1.3. При а  ^  1 рассмотрите суммы о т=  2  га- а соз(Мп га), где
rceJV.т

Лгт  =  {га е  N | 2лт  Ы п п ^  2 я т  +  я/4},

и покажите, что от  />- 0.
1.4. а) Отдельно рассмотрите случаи / > > 1 и 0 < р < 1 .
б) Для изучения сумм 2  (— I )”1 п Р воспользуйтесь

т 2<п<(т+1)2
результатом задачи V I.3.13 при 1/2 <  р ==; 1.

в) Используйте соотношение arccosх ~  У2(1 — х) при 
ж 1 — 0.

1.5. а) Очевидно, что г (га) ^  2ijn.
б) Используйте результат задачи 1.2.5. б).
в) Воспользуйтесь равенством cp(/?n) ~  Рп — 1.
г ) Докажем более общее утверждение: если а п >  0, ап f  и

2 1 ЖЧ 1
—  =  - f  оо, то А------ А-----=  +  °°> где А п — пап (Ло = 0 ) .
а п ^ ЛП ~ ЛП- 1

Положим

-т
°т 2 ^  Ап - А п_1

2т <п<2т  + 1
Так как среднее гармоническое не превосходит среднего арифмети- 
чоского,, то

2  (^п _  Ап—г) =  2™ ( ^ 2т+1 ~  ^2т ) <  
2т <П<2т +1

< 2 - т ^2т+1-

Следовательно,

А» Ап -1 ^  А2т+1 4 а т+1
2т < п < 2т  + 1 

Поэтому

V 1 1 V* 1 ^ 1 V* 2т+1 _  . то
Ап АП — 1 “  ^П—1*^ 4 ^  ® т _|_1

т> 0 2т <п<2т +1 т> 0 «
(последний ряд расходится по теореме Коши — см. задачу 2.2. а )) 
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1.6. Пусть
т

• п

Так как « и <  ^ ¡, то надо показать, что

V  1

Положим

Ыт =  ( п е  N | Ст_ хп ~ 2 <  а п <  Ст и- 2 },

где С0 =  1/4 и Ст | +  00 (выбор посдедовательности {С,,,} уточним 
позже). Так как а п >  С0п~г (см. задачу 1.3.11. а)) ,  то N =  и №т .

1 1
Пусть Мт =  { щ ;  п2; . . . } .  Поскольку Ст _ 1 1  ^  %  <  2 ^~, то

/2̂ 1 X
п\ >  2Ст _1. Используя результат задачи 1.3.11. б), получаем, что 

^ + 1 > ,г 1 (1 '-8С^) >  2С« -1  (1 +  8С^) •

Следовательпо,

1 2  и“- 1х — лг

<  (2с т_ г)а 2 ( 1 +  8Сга)  ^  сош ! С т (Ст _ 1) а .

ВоЯИ С-т =  2т ~2, получим 

2 ^ = 2

1.7. Вместо двойпьтх рядов удобпо рассматривать суммы вида

2  •••¡•В примерах д) и ж) рассмотрите такую сумму,
т>1\1 <п<т /
распространенную лишь па простые зпачепия т, н воспользуйтесь 
результатом задачи 1.5. С).

с) Воспользуйтесь неравенством

НОД (т ; п) ^  I______

па +  т3 ^  + *  (1к)3 +  (1])9 'НОД(т;п)=1 1 • к , }>  1  ̂ '  1

а) Примените равенство НОК(я; т)НОД(ге,  т ) =  п т  и прием, 
использованный при решении задачи е).



1.8. Каждая дробь ^  (и = 0, 1, 2, . . . )  встречается в ряде 2" раз

со знацом (+ ) и 2п раз со знаком (—). Искомую перестановку по­
лучим, умножив ряд на (— 1).

§ 2. Свойства числовых рядов, связанные 
с монотонностью

2.1. Если Яп/йп+1 А  1, то ряд расходится. Пусть 
Т ак  как arccos х ~  У2(1 — х)  при х  1 — 0, то данный ряд схо-

б), в) Воспользуйтесь утверждением а).
2.3. Для доказательства соотношения ап =  о(1/ге) воспользуй­

тесь результатом задачи 2.2. а).
2.4. Для доказательства соотношепия ап =  о(1/1пгс) восполь­

зуйтесь результатами задач 2.2. а) и 2.3.
2.5. Используя результат задачи 2.3, покажите, что 

а% =  о(га— 1)- Для немонотонной последовательности утверж­
дение неверно; контрпримером является последовательность 
а п =  1 при п =  2\ а п =  0 при п ф  2к.

2.6. а) Пусть сгт =  2  жпап ( ао= 0)- За счет изменения

дится одновременно с рядом последний — од­

новременно с рядом

2.2. а) Используйте неравенства 2ma2m+1<

1-Сп-Ст
х\ можно считать, что а т ->- 0. Пусть в >  0 и |(Jm| <  в при т >  М 
(М  е  N). Тогда, положив о  =  т а х  j а т |, получим

К п < т

а п а п —1



Так как а т ~*- 0, то lim  а т 2  <=28- Отсюда, вви ду про-
« т  I

извольноати е >  0, следует требуемое утверждение.
Для немонотонной последовательности { а п} утверждение не­

верно; соответствующий контрпример легко построить, взяв  х п —  1 
при п е  N_

б) Выделим подпоследовательность номеров {ге*} так, что 
а пь/ а пк_ г ^  I/2’ и положим a?n=  1 Д * апй)  ПРИ п =  пк и г „ = 0  при

re*. Ясно, что 2 arAi =  +  о°. Пусть т ^ т  С  пн+ и
Тогда

ат 2  2  Xn=a”h 2  7 ^ <
l < n < m  l « n < m  l < j < k  3

Чтобы доказать утверждение б) для немонотонной п оследова­
тельности { а п},  следует выделить такую подпоследовательность
\а рп ) .что а р — таха^ч и повторить для нее приведенное вы ш е 

"  ™ 3>Рп
рассуждение.

2.7. Примените преобразование Абеля к ряду 2  а к с н =
к^п

— 2  а к ( гк ~~ гк+ 1) ’ где г к ~  2  х р  11 воспользуйтесь тем, чток^п з^к
8Чр Г ----->■ 0.

п-»оо
2.8. а) «4 б) Так как

2  апп~Р =  2  ( 2  а ”~Р 
П>1 \Л9<п<(А+1)9

то достаточно доказать, что ряды

а -  2 * - « ( л (, +1), - V ) » 2 п  =  2 * - а ™ 'А«,

сходятся или расходятся одновременно. Применяя к ряду 2 т  пре­
образование Абеля, получаем, что это утверждение равносильно 
соотношению =  о (прд).  Из сходимости ряда 2 х  это соотно­
шение вытекает в силу результата задачи 2.6. а). Если ж е сходи т­
ся ряд то

2 г п ~ ^ ) А о,
П/2<Ш<Л

и поэтому п ~ 1РЧАпЯ >̂~ 0.

Утверждение а) -ф=ф- в) доказывается аналогично.



2.9. Воспользуйтесь преобразованием Абеля. Ряд Л К | / " 1+Е) 
расходится, папример, при х п = ( — 1 ) пУп и 0 <  е ^  1/2. Ряд
2  (х п!п) расходится, если х п =  1/ln (1 +  п).

2.10. Нетрудно построить такие положительные, но не монотон­

ные последовательности {« „ }  и {ßn}, что 2 а п =  2  $п ~  +  °°  11 
2 m in(ce„; ßn) <  +  00 • Требуемые монотонные ряды получим, если 
рассмотрим ряды

а 1 +  ^ Г +  ••• + ^ 7 +  ••• + пь +  + ПЬ +  •••

k

а к Рй
(слагаемые вида —  и ~  повторяются пк раз) при подходящем 

выборе последовательности {пн}.
7̂1_1̂

2.11. а) Так как 1 I (■§'0=  0), то ряд расхо-

$п—1 , _ Зп_  1
дится, если —т;—  -/*■ 1 • Если же —я—  - *  1, то расходимость сле- 

“ п ‘-’п
дует из расходимости ряда У , 1п (‘̂ П_ 1/5П) =  Н т  1п (5'1/52у) =  — оо.

П> 2
б) Сравните данный ряд с рядом 2 ( С г С ) .

а71
2.12. в) Воспользуйтесь неравенством апе е г (Н.

а п + 1
г) Рассмотрите контрпример а п =  2~п].
2.13. а) Воспользуйтесь неравенством

2 - < * 2 ( г  2  ‘ ' Н 2 ( ‘ 2 ? У

Внутреннюю сумму оцените с помощью неравенства Гёльдера. 
б) Примените утверждение а) к остатку ряда 2  аЛ‘

2.14. Рассмотрим сначала случай а >  0. Положим а п =  а п — а. 
Ясно, что исходный ряд сходится одновременно с рядом

1П (а  сГу '  Если а 1> то этот РЯД сходится, а если а =  1, то

20С̂ _-
----- ±--------  (см. задачу

ап



2.12. а)).  Пусть теперь а п\0. Можно считать, что а„  <  1 для всех  

п е  1М.Из расходимости ряда  ̂ ~ — 1^ следует, что расходит­

ся ряд

I

а п —1  
~ “  1

Используя неравенство между средним арифметическим и средним 
геометрическим, получаем, что ряд

1 а
п  л п / ------

1 -  V  а п 
расходится.

Если а п —► -|-оо, то рассматриваемый ряд может сходиться 
(например, а„  =  пп) и расходиться (например, а п ■= 2П).

2.1о. Заметим, что из сходимости каждого из рядов вы текает, 
что х Ц (х )  -*■() при ж-^-+оо (для доказательства оцените сн и зу

суммы ^  )• РДД 
п < т <  2п/

2 ^ _1<в> = 2 (  2  Ь г1{п)'
\ 1(п)<й +1

сходится одновременно с рядом 

2 * (  2  ге(п +  1)

2
Используя преобразование Абеля и соотношение х Ц ( х ) - * - 0  при 
г -»--1- 0 0 , получаем, что этот ряд фсодится одновременно с рядом

2  1 +  [/ (А)] ’ т- е- одновременно с рядом 2  7 7 * 0 '
2.16. Положим =  а\ . .  . +  ап? £0 =  0. Если Л / (п )  -<; +  о о

00

т° | / (г) м <  +  оо. Следовательно,
о

в п  + о о

2  а п 1  ( ^ п )  ^  2  ^  }  ( I )  сМ =  j  / ( I )  <11 <  - ( -  оо.
®п—1 О



Если же 2  / (ге) — +  00 > то j  f ( t )  d i =  +  oo. Разбивая этот ин­

теграл на сумму интегралов по промежуткам [<Sn-i; Sn], полу­
чаем, что ряд 2 an f ( s n ~ i ) расходится. Поэтому расходится и 
ряд 2  anf (s n) ~~ для доказательства достаточно заметить, что 

ряд 2 ап (/ is n) — f  (S n - i ) )  сходится (это следует из ограничен­
ности последовательности {а п}) .

2.17. а) => б) Если а„ >  2  ап Для некоторого номера по, то
0 "> по

а =  2  an < ß — 2  «я- Легко видеть, что суммы всех частич- 
п^п0 1<п«п0

иых рядов не попадают в интервал (а, ß).
б) =>• а) Зафиксировав число s e  (0; А ],  постройте с помощью 

индукции такую последовательность номеров v =  {« i; nü . . . } ,  что 
nh =  minjw е  N | п >  nh_ v  а п +  . . .  +  апк_ г +  а п <  s} • Проверь­

те, что А (v ) =  s.
2.18. Рассмотрите ряд 2  2/3™.
2.19. Возьмем пи наименьшими из возможных, т. е. 

и = m in  е  N | ап <  1} и min | в е  N | n >  nk —v  ап<^ ! Щ  ПРИ
к ^  2. Предположим, что 2  ащ . <  ' г 00 • Тогда ап^ = о  (Цк).

k^l
Следовательно, существует такой помер N, что anft <  1/(А + 1) при 
к  ^  N. Тогда в силу определения последовательности {nÄ} имеем 
nk + i =  1 +  «л для всех к  ^  N. Поэтому достаточно далекие остатки 
рядов 2  ап и 2  а п )1 совпадают, что несовместимо с усло-

вием задачи.
Для немонотонных последовательностей утверждение неверно. 

Следующий пример предложен А. А. Шульманом.

Рассмотрим последовательность {жь}, где х к — ^  > если

2П-1 <  к  <  2П. Ясно, что ХК-+0.  Кроме того, ряд 2  х к расходится:

Рассмотрим теперь такую последовательность номеров что
х ь Щ  при /' е  N. Для произвольного п е  N положим

з
Р п =  1 / е Ы | 2 п- 1 < ^ < 2 " } .



Пусть

т  =  card Р п , М  =  max Рп, ц =  2П — к м  

Тогда

2  т <

min ( 2 п — к . ) .
i d  D '  3 /jeP.

iep„ jeP.
2 v» / 1 \ 2 /
«* 2  v1 + t ) = ^ 1,i( 1

m
T l '

С. другой стороны,

1 1
- '>  Л/Т х ъ , .  —Ш М ^ хкм „ > ( 2 » - ^ ) - ^ '

поэтому «2 >  т/ц, и следовательно

2  ХЧ ^  1п ^  +  п '̂ 
з^рп

Таким образом,

2  %  =  2  ( 2  ^  2  Ь- 1п ^  +  п'̂  <  +  °°-
] > 1  п > 1  \з<=рп )  п

2.20. а) Если а п ^  0, то можно воспользоваться результатом 
задачи 2.12.6). В общем случае возьмем две последовательности 
еь | 0 и цл | +оо такие, что +  00• По последовательности
{е*} посмотрим такую последовательность номеров Л ^|+оо, что

1 2  аз <  е к ПРИ п >  ,п >  Л'*- Положим к} — ра, если| т<}< п
Мн <С / ^  Л/* 11. Тогда при N1, <  т  ^  | имеем:

2  ^ з а j < 2  ^ j a i +
m < j < n m < j < N h + 1

ЯЛ +  ...
wft+1< j<w k+8
^  +  (xft+1eft+1 + . . . - ►  0.

In п \ —1
б) Рассмотрите контрпример Хп =  (1 +  (— 1)" 1 1п п

, V у * /
,, (— 1)”

а п^п =  - у -  ■ Если же Я,п | 4-оо, то ряд 2  ^пап РасхоДится. так 

как в противном случае по признаку Дирихле сходился бы ряд

2  я«-



2.21. а) Используя неравенство между средним арифметиче­
ским и средним геометрическим, получаем

1 1 +  (п + 1   ̂ 1 V  1 1,1+1
п Гп > М Ъ  1 +  *» ^

N<n<M N̂ n<:M

м
N  l i J r t M \ lRM NK  М  — N  tl ,  ̂ 1 /(JV-M)

^  M (1 +  *у)

Поэтому ^  ^  1 + ^ ~  >  I  для Д°статочно больших М  еМ .
Лг< п  < М  "

б) С помощью результата задачи 1.2.8. в) оцените снизу частич-
■̂ 1 1 Н~ П̂ + 1 

ные суммы ряда ^  ап 1 +  *п '

§ 3. Различные утверждения о рядах

1
3.1. Например, а п=  -— Если же а„ >  0, то 2 ^ вп +  п\ ) ^

> 2 4 = + - •
i 2 \COS I -g  ЛИ I

3.2. Например, У  ] (1 -Для больших показателей степе-
exp (2nin/(2m  -\~ 1)) 

ни удобно рассматривать ряды вида £  j n ( j  _|_
3.3. а) Зафиксировав параметр К >  1 (выбор его уточним поз­

же) ,  разобьем сумму У,(ДИУ  на две: в первой суммирование рас­
пространено на те номера п, для которых а„  5= Х~п, а во второй — 
на остальные. Легко видеть, что первая сумма не превосходит

_ X (
Я 2 ал> а вторая— Минимизируя величину  ̂_  i +

п0 ИССМ ^ >  иолУчасм’ что Ж ) 1 V  ап) .
б) Оцените сверху с у м м у  т е х  слагаемых, для которых On s :  п 3. 
З/i. Положим Ьп =  а„/1п(1/а„). Тогда In b n ~  In а п и, следова­

тельно, а п ~  bn In ( l / b „ ) .  По условию 2  & „ <  + 00> откУДа с П0‘

мощью результата задачи 3.3. б) получаем, ч то^ Т п п  П̂Г "<  +  0 0 1
и>1 п

'V'l ап
и поэтому ^  <  +  00•

п > 1
Обратное утверждение неверно — рассмотрите последователь­

ность {«и} такую, что а п =  1/2 при п — 2 н 2 an/̂ n^"t' п) ^  "Ь00, 

230



Если же я„ I 0, то из сходимости ряда 2  «„/ln (1 л) получаем, 
что яяДп (1 +  га) =  о(1/ге), откуда следует, что я„/1п (1/я„) == 
=  0(я„/1п п).

i
3.5. Из результата задачи 2.6. а) следует —■ ( а 1 + . . . +  а„)-> 

-►0. Остается воспользоваться результатом, задачи 11.2.4. б).
3.6. б) =► а) Можно считать, что я„ ^  0. Допустив, что

2  а п ~  +  00 ' построим такую пооледователыюсть {га*,} плотности О, 
что ряд 2  апк расходится. Поскольку по крайней мере один из

рядов 2 агт 11 2  a 2m-\-i расходится, то существует множество 
A \ C N  плотности 1/2 такое, что 2  а п =  ~\~°°■ Поэтому

neiVj
2  а п > 1  Для достаточно большого Р . е  N. Апа- 

neWjiHüPj]
логично строятся множество N2 a N  { плотности 1/4 и номер

Р 2 >  Pi такие, что 2  ап =  +  00 11 2  а п >  *• По 
nsJV2 n s iV20 ( P 1;P 2]

индукции построим последовательность вложенных множеств {iVJ 
и строго возрастающую последовательность номеров {Р ,} таких, 
что плотность IVj равна 2~j и 2  “п ^ 1- Искомую

n̂ Nj ri(Pj-i,Pj]
последовательность {reí; ге2; . . . }  получим, занумеровав в порядке 
возрастания элементы множества А — U ■ f| ^ j])- Плот­

ность 0 ( 4 )  множества А равна пулю, так как 0 ( 4 )  ^  0(ЛГ,) =  2~> 
для любого / е  N .

3.7. Зафиксировав номер m и положительное число е, проверим,
что \ат\ <  е. Пусть М — такой номер, что 2  |ап | < 8- По-

п>М
скольку Я/т  +  я21ш +  а Ъ1т -f  ... =  0 для любого 1 = 2 ,  3, . . ., то ИЗ 
равенства а т +  я2т +  я3т +  . . .  =  0 следует, что для некоторого 
множества N а  {М\ Л/ +  1; . . . }  справедливо равенство

а т ‘- 2  ап  =  0- Следовательно, | а т | <  2  1 а п | < е - 
пелг neN

3.8. Допустим, что 2  I ап | =  +  00 • Пусть 2  | ап |
nh< n < n h+1

\
( & e N ) .  Положим tn — -¡г sign а п, если nk <  п ^  пь+ ь

Тогда tn ->  0 и, очевидно, 2 гп3п — +  °°-
3.9. а) б). Для доказательства сходимости ряда 2ЯиЯц вос­

пользуйтесь преобразованием Абеля.
б) =ф а) Допустим, что 2  | К  — А„+ 1 1 =  +  оо. Пусть S n =

=  2  Тогда 2  т~ I ^  ~  ^«+11=  +°° (см- задачУ



А

=  -ç- sign а п — Xn + i). Используя преобразования Абеля, по-
v-i

лучаем, что 2  (a n — a n - i )  =  "Ь °°> хотя ряд 2 j ( a n а п—i) 
сходится.

3.10. Достаточно рассмотреть случай ср(+0) =  0. Для оценки

суммы 2  Ф (вп) а п разбейте ее на две: 2  и 2  ' Исполь-
i « n < J V  n > N

зуя преобразование Абеля, покажите, что вторая сумма мала для 
всех е >  0, если N  достаточно велико,

3.11. В  последовательности {1/ге} переставьте члены при 
2к~ у <  п ^  2А в порядке возрастания.

3.12. В  последовательности {1/гг.} переставьте члены при 
(к — 1)! <  п ^  А-! в порядке возрастания.

3.13. а) в) Неравенство А п ^  С ап =  С (А п — 4 n-i)  равно­

сильно неравенству Ап , Аналогично доказывается,

что б) г).
а) и в) =4- б) :

^ ~ < С 2 <̂С2 1i~n =  T^71'h^nak k^n h 1
б) и r) =*- a ):

2 % <c 2 2 iT h< i4 -̂
fln I ^ k 4 n u-h 1 < h < n  1

Таким образом, первые четыре утверждения равносильны. Дока-
а п  ̂ Ап ^ г

жем теперь, что а ) = ^ ж ) :  так как -  “ ^  С ~ ^ C q 1, то
a n + L  n+ Ь

an 1-------- 77  для достаточно большого номера L. Утверждение
..-г*. : Q

ж) =>- а) очевидно, если ап\. Пример последовательности
2, 3, 22, З2, 23, З3, . . .  показывает, что оно неверно для немонотон­
ных последовательностей.

Осталось доказать, что а) -*=> д) и б ■*=>■ е). Докажем первое 
утверждение (второе доказывается аналогично). Достаточно дока­
зать, что а =ф- д) (обратное утверждение получим, если применим 
это утверждение к последовательности { а п ] =  {<*«))• Так как
а) =»- ж ), то

° 1 +  • • • + ° п —  0  ( a n - L + 1  +  • • • +  а п )  —  0  ( ( аи - 1 ,+ 1 + -  • • +  а п У )  =

=  0 ( ^ )  =  0 « ) -

3.14. Рептенпе аналогично решению предыдущей задачи.



3.15. а) Положим а п — у И ~ 1 а пАп 1 ~  Ап и докажем, 41

2  а п ^ 0  Д*я всех ЛГе N. Так как а п = п А п -

— (п — 1)А п-1 (сиитаем, что А0 =  0), то

пР - А л р _ Р ( п  — 1) л лГ, - г  
7 = 1  1} Ап р -  1 л п - 1 Ап ■

Из неравенства

(его легко установить, исследуя на минимум функцию ср(я) =

=  [ 1 — — ) а р ■+—  х р — Ар~ гх  при х Зг 0) следует, что
I Р )  п Р  ”

>  7=ГТ {пАп -  (и “  1) К -г ) -

Таким образом,

2  ( ]^ Г Г ап ^ - 1 - А£ ) =  2кп<лг 1<п<гу

>  2

2  2  а«Ап~1

т, е,

р1<п<Н
для всех N  е  N.

б) Используя неравенство Гёльдера (задача V II .1.29), из нера-

^  лр -̂ р (У а *\ 1/р1 У  аА 1" 1'*венства а) получаем ^  А£  ^   ̂ \ ^  ап ) ' от­

куда следует, что 2 Ап ^  2 в "  — неРавенство Харди —
Ландау.

3.16. Расходимость ряда 2 "и” ( а 1 ‘ ‘ а п) следует из нера-
а +  . . .  +  ап а1 

венства —------------------ ^  — и расходимости гармонического ряда.

Для доказательства сходимости ряда 2 У  а \ ■ ■ • а п заметим, что

Г-А-----------  (А /Р+  + < /Р\Р
при р >  1 а 1 ■ • • а п ^  I ----------- -------------I (см. задачу V II. 1.30).



Из неравенства Харди — Ландау (см. задачу 3.15. б)) вытекает, что

Устремляя р к бесконечности, получаем неравенство Карлемана:

2  у а 1  ■■■а п < е  2  а п-

3.17. Утверждения а) =>- б) и б =>- в) очевидны. Докажем, что
в ) = > а ) .  Допустим противное: существует такая последователь­
ность что |/(а„)/я„| ->- +оо. Не умаляя общности можно 
считать, что 0 <  а„  <  1/2п2 и Хп =  /(ап)/яп >  п. Рассмотрим ряд, 
полученный из ряда 2  а п повторением каждого слагаемого Р п 

раз, Р п =  [11п2а п] .  Этот ряд сходится: 2 /  2

= 2 вп^>п ^ 2 ( 1 / « 2)- Однако ряд, составленный из значений функ­
ции /, расходится:

2 (  2  /ы)=2р»/(в»)=2*»х»а»>т 2 ^
п^1Д1<й<Рп / П

Ч 1 V I  I¿5 — 7  — =  4-оо.
2 А л п 1

3.18. Докажем сначала, что в некоторой окрестности нуля 
функция / нечетна. Допустим противное. Тогда существует такая 
последовательность а „ —► О, что ¡ ( а п) +  /(—я„) =  Дп Ф  0. Возьмем 
последовательность такую, что Р пДп А  0. Тогда ряд, 
полученный из ряда а, — а 1 ■+- а 2— а 2 +  . . .  повторением п-й пары 
членов Р п раз, сходится. Однако ряд, составленный из значений 
функции /, расходится, так как Р пДп А  0.

Ясно, что функция / непрерывна в нуле (СМ|. задачу 3.17). До­
кажем, что / непрерывна в некоторой окрестности нуля. Допустим 
противное: существует такая последовательность точек разрыва 
{а„}, что а п —*■ 0. Для любого n s N  найдется такое число 
вп >  0, что

вир I / (« „ )-/ (0  | >  еп
|(—ап|<®

для любого б >  0. Возьмем такие последовательности {Р „} С  N 
и {*„ } ^  что Р пеп А  0, | /(а п) /(tn) | >  еп и 2  | |
<  +  °° • Ряд, полученный из ряда си, — ^ +  а 2 — ¿2 +  - . .  повторе­
нием Р„ раз пары а п — <п, сходится, а ряд из соответствующих зна­
чений функции / расходится, так как

2  (  2  ( / Ы - / ( < » ) ) ]  =  2  р п ( / Ы ) - / ( * » ) ) .  

Р » 1 / ( в „ ) - /(<»)!



Итак, функция / непреры вна и нечетна в  н екоторой  окр естн ости  

нуля.
Д окаж ем  теперь, что в некоторой окрестности п у л я  } ( х  +  й) 4- 

¡ (х  — к) = 2 1(х).  Е сли  это не так, то най дутся п о сл е д о в а т е л ь н о ­

сти 1 , - * 0 и Ь.п - *  0, д ля  которых

1(хп +  М  +  /(*» — М  — 2 { ( х п) =  Лп Ф  о.

Возьм ем  такую  п ослед овательн ость номеров Р п I + ° ° | ,  что Р пЬ п А  
А  0. Ряд, полученный из ряда

(Ж1 +  й|) -+- (х\ — /г0  — х\ — х\ +  . . . +  (лгп +  й„) 4-

4- (хп — кп) —  х п — х п 4- • ■ .

повторением Рп раз каж дой  группы сл а га е м ы х  (•*•„ + й„) +  
4- (хп — кп) — х п — х п, очевидно, сходи тся. О днако ряд, со с т а в л е н ­
ный из соответствую щ и х значении функции /, р а сх о д и т ся , т а к  как

Рп (!(хп 4- Йп) 4- / ( Хп — й п) — 2/(жп) ) =  Р пАп А  0.

Итак, в некотором п ром еж утке [— 6; б] ф ун кци я / н еч етн а , н е­
прерывна и удовл етвор яет равен ству

¡ ( а )  - | - / ( 6 ) = 2 / ( Ц - ^

при |«|, | & | < б . С ледовательн о (см. задачу  I I I . 5 .2 ) ,  ф ун кци я / 

линейна на [— б; б ].
3.19. Очевидно, что если {д п} — требуемая последовательность,

то числа гт =  X — 2  ( гп ^  х ) У д о влет во р яю т нера-
141 /г<:т

вен ству  0 <  гт <  2~т. Поэтому, подбирая число дш+\ (п о сл е  того 
как числа Ч\, . .  ., Чт у ж е  н ай ден ы ), необходимо д об и п атьси  вы п о л­
нения н еравенства 0 <  гт — 2~т- ' д т+1 <  2~т~', т. е. н ер авен ст ва

2 т + , Гт  —  1 <  9 т + 1  <  2 т  +  1Гт . ( * )

Ясно, что выполнение этого н ер авен ства д ля  в се х  д оста­

точно для соотнош ения гт т, е. д ля  р авен ства  х — ^ 1]к 2  . Не­
трудно проверить, что если неравен ство ( * )  вы п олн ен о д л я  неко­
торого номера, то оно будет выполнено и для п р ед ы д у щ его  номера, 
а следовательно, и для всех преды дущ их номеров.

. П оследовательность { ? в} будем строить по и н дукци и . При этом 
м ож но считать, что м н ож ество  (? у ж е  как-то за н у м ер о в а н о . П оэто­
м у можно говорить о первом элем енте в любом е го  н еп у сто м  под­

м нож естве.
В  качестве д\ возьм ем  первы й элем ент из <?, у д о в л е т в о р я ю ­

щ ий неравенству ( * )  при т = 0 ,  т. е. 2х •— 1 <  <  2х.  И з у с л о ­
вий т !  <? =  0, эир =  1 следует, что такие эл ем ен ты  су щ е ст в у ю т .
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Допустим, что числа ?i, . . qn уже построены и неравенство ( * )  
выполнено при т =  О, . , п — 1. Пуслъ q — первый элемент в мно­
жестве ..  qn) Если ? е  {2n+‘rn — 1; 2п+1г„), то положим 
qn+i — q. Неравенство ( * )  будет вьшолнено при т =  п. Если 
q  (2n+1r „ — 1; 2п+1г„), то рассмотрим два случая:

а) ? ^ 2 п+'г„; б) <7 2 n+irn •— 1.
В случае, а) положим М  =  [Iog2(?/r„)]. Тогда гп2м ^  д <

<  г„2м+|. В частности, Л/ >  га. Подберем числа ?п + ь . . . ,  q M из 
(?\{9ь . • •; qn) столь малыми, Что

г м  = г п — (дп+12 -»~ 1 +  . . .  +  q M2~м ) >  2~M-'íf q .

В зяв ?м +1 =  у, получим, что гм >  2 - м- ‘? Л/+1 и 2м+1гм — 1 <
<  2M+1r„ — 1 <  <7м+ь т. е. число qu+\ удовлетворяет неравенству 
( * )  при т  =  М, значит, ( * )  выполнено при т =  0, 1, . . . ,  М.

В случае б) рассмотрим первый номер М  >  п, для которого 
rn — (2_n_1 -f- . . .  +  2~м ) <С (q  +  1)2~ м ~ 1. Такой номер существует, 
так как при оо левая часть стремится к гп ■— 2-n =  rn- ¡  —
— ( q n +  l ) 2 “ n <  0 (см. неравенство ( * )  при т =  п — 1). Подберем 
теперь числа q n+i, . • q n  из . . . ;  ?„} столь близкими к еди­
нице, что

гм — rn (?n+i2 n_1 +  . . .  +  ?м2_М) <  IiTm- 

Взяв <7д/-м =  q, получим 2M+'rM — 1 <  дм+ь По выбору числа Л/
ИЛШОМ

(1 +  <1м+ i ) 2 - M <  rn -  ( 2 - » - ‘ + • .. +  2 - " + ')  <  гм_,,

т. е.

д м -I I <  —1 +  2мгЛ/-1 =  —1 +  i-ir +  2мгм <  2M+V.v+i,

Таким образом, неравенство ( * )  выполнено при т =  М, а следова­
тельно, и при т  =  О, 1, . . . ,  М.

§ 4. Вычисление сумм рядов

4.1. Воспользуйтесь равенством 3 sin ср — sin Зср =  4 sin3 ср.
4.2. Воспользуйтесь равенством 3 cos ср -f  cos Згр =  4 cos3 rp.
4.3. Воспользуйтесь равенством

( c ¡ s ) - = r4 i ( ( c +, - , ) ^ -  ( < * „ )  - ) .
Я/2

4.4. Воспользуйтесь равенством J  cos2n+1í á í  =(2п)\М(2п -f- 1)!!.

4.5. Рассмотрите частичные суммы S nm.
4.6. Воспользуйтесь результатом задачи V II.1,22.в).



4.7. Измените порядок суммирования.
4.8. Покажите, что

2  < - « " Ц р = 1 » 2  2  4 — 2  т 1п" ’
l « n < 2 N К п  С N  JV < n < 2 iV

и замените суммы на соответствующие асимптотические вы раж е­
ния (см. задачи II.2.9 и II .2.13. а) ) .

4.9. Покажите, что

2  Ц г -  [log2 ге1 =  “  2  ah +  (N ~ i ) aN’
1 < г К 2 ^  l< h < .N

где

2и *

и, преобразовав ал к виду а к =  — 2  -4-» воспользуйтесь
2h~

асимптотикой частичных сумм гармонического ряда.
4.10. Сведите интегрирование в каждом интеграле к пром еж ут­

ку [2я; + о ° ) . Чтобы обосновать перемену порядка суммирования
+°о

Г sin ПХ , _и интегрирования, представьте интеграл 1 — - —  а х  в  виде
2ЯinN

I Sin YICC i l lj -------- d x - \ - 0 \ —j^\, где J V e N .  Затем воспользуйтесь pe-

2л
зультатами задач 6.16, 6.8. а) и формулой Стирлинга.

4.11. Решение аналогично решению предыдущей задачи.
4.12. Обозначим правую часть доказываемого равенства через

\
I n . Достаточно доказать, что I N _ х — I N —  —  и I ir~ -*-0 . Д ля до­

казательства первого утверждения воспользуйтесь известным pa­
rt/2

в епством j* cos2iv t d t  —  - Í -  и д вукр атн ы м  и п т е г р и р о в а -

о
нием по частям. Для доказательства второго утверждения заме­
тим, что

—
В Я /2

4 (2JV)!!
я  (2JV — 1)1!

В Л/2\

J  +  j  J <  2е2 +  О ( N  c o s N е ).

о в /
Следовательно, lim I n  <  2eJ. В силу произвольности е >■ О полу­
чаем, что 1ц -*• О,



4.13.. а) Пользуясь равенством (1 — х ) - 1 =  1 +  х  +  х 2 +  . . .  
при х  =  p ~ s, p ~ s, докажите, что

2  <  (1  -  р - * ) - 1 (1  -  Р78) - 1 . . .  (1 -  р - 5) - 1 <  2  re_s-
1 <п<т

б) Решение аналогично решению задачи а).
4.14. Воспользуйтесь результатами задач 4.12 и 4.13. а).
4.15. Представив дробь tn/ (  1 — tn) в виде суммы геометриче­

ской прогрессии, докажите тождество

2 « „ i re/ d - i n) = 2 M n.

где Ьп =  2  ак (к\п означает, что п делится на к), 
к  | п

§ 5. Функциональные ряды

5 .2 . Если | %п | <  1, то, взяв x =  m-\-Q, r a e Z ,  0 е [ О ; 1 ) ,

получим | ^  К е~[Х~П' | ^  2  е“ |ж_п| <  е~е 2  +  «0 2  е_"  ^
И<0

е  +  1 
^  е — 1-

5.3. Так как

хп 1 1

(1 +  *) . . • (1 +  * " )  ~  (1 +  X) . . . (1 +  я” - 1) ~  (1 +  х) . . .  (1 +  * " ) ’ 

то частичные суммы ряда равны

S n {x) =  1 -  П  (1 +  * * ) - 1.
К к < п

Очевидно, что S n (х) ->-1 при п -* -о о ,  если х  ^  1, и sup I S n(x )—11=xpi
=  2 ~ п . Если 0 ^  х <  1, то

S n (х) — > S (х) =  1 -  П  О +

Таки м  образом, sup S  (х) =  1. Равномерная сходимость на нро- 

м еж утке [0; 1] следует из неравенств

х 2т+1 х 2т

(1 +  х)  . . .  (1 +  х 2т+1) ^  (1 +  х) . . .  (1 +  х 2т) ^

х 2т х 2т 2
^  (1 + * ) . . .  (1 - f  ^  (1 +  х т)т К  тп(т 1) '

5.4. Сходимость ряда при х  >  0 очевидна. Она но равномерная, 
так  как общий член ряда ип (х)  не стремится равномерно к нулю:
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lin ( l /и!) =  1. Для оценки суммы ряда разобьем ее на две суммы:
S  +  2  1 гДе N  е  N таково, что N\ sg 1/х <  (iV +  1) ! 

K n < 6 N  n > N
(если x  >  1, то первая сумма равна нулю, а вторая не превосходит
2  (1/й!) =  е — 1). Тогда

2  ип {х) =  х 2  n! < 2xNl < 2; 
l<n<JV 1 «n<2V

2 Л , 1 V  1 x  1 V  1 __iV —|— 2 3
ипУх > х ¿ i  ni ^  x ( N + i ) \  (N +  2 )k N +  l " "  2«>JV n>iV ' ĥ t) '■lv “  “v

Следовательно, H{n\x)) 7/2.
5.5. Докажите, что lim  ß  (i) =  +  °o и что при Z —>- 1 — О

i-»i—о
верхние (нижние) пределы отношепий A (t) /B (t)  и 2  ап{П/-®.(4)

n>N
одинаковы при любом JVg N.

5.6. За счет изменения а 0 можно считать, что 5„ =  а0 +  . . .
. . .  +  а„-+- 0. Тогда из равенства 2  a ntn =  (1 — t) 2  ыолу-

«s» о
чаем» что - » ъ & Ш
| 2 « п г" < ( 1 - г) 2  |^„|in +  ( i - i )  2  |5„|in <
In-^o n>iV

c d - о  2  l5n| +  m“  |5n\-
0 < n < JV  n > N

Подобрав большой номер А, сделаем малым второе с/лагаемое, а за ­
тем за счет выбора t близким к единице сделаем малым первое 
слагаемое.

Другое решение можно получить с помощью равенства

2  «„*" =  ( 1 - 0  2  V й =  2 Х * 7  2  *"
п>о п^о  п>о и> 0

и результата предыдущей задачи.
5.7. Сходимость ряда 2  ап*™ вытекает из соотношения 

а п =  S n — S n- 1 =  0 ( п ) .  Так как

2  a n tn  =  (1  -  г) 2  v n =  (1  - г) 2 2  ( 5 о + •  • • +  s n )  t n  =
П̂ о n^o

=  2  ( s 0 + . . . +  s » ) in/ 2  ( "  +  ! ) * " ’
rt^o n^0

то, используя результат задачи 5.5, получаем требуемое.
5.8. Воспользуйтесь равенством

А (t)/B (t) =  2  (%+■ • •+«„) {7 2  (6о + • • • +  V ) гП
njî0

и результатом задачи 5.5»



5.9. Сходимость произведения IX О  I" en*” )  равносильна
П>1

сходимости ряда

2 1 П( Н « / ) .

Так как
|ln (1 +  a ntn) | = o ( t n),

то этот ряд (а вместе с ним и произведение) сводится для всех 
¡ е  (— 1; 1). Соотношение A ( t )  -> А при t - * - 1 — 0 равносильно 
соотношению »

'V  ln  ̂ ^  -v  0 при f 1 — 0.

С помощью формулы Тейлора оно сводится к равенству

т  2  К  (*" -  О +  0  0 « )  (1 -  * " ) ) = °-i-»l—о

которое следует из теоремы Абеля (см. задачу 5.6).
Пример а п =  (—1)"У2/я +  1/к показывает, что от условия

2  <  +  00 отказаться нельзя. Действительно, в этом случае

In 1 +  1"-  = ( - 1 ) "  l / —  (<n — 1) +  —  (i” — i2n) +  О ( Ц ± П) ,
1 +  а п  У п  П \  пЗ/2 J

и, следовательно, е х р ( ^ П ~  <2”--}-о (1)|->2при ¿ - > 1  — 0.

5.10. Покажите, что вместо данного ряда можно рассматривать 

знакочередующийся ряд 2  (х )' где

s m (ж) == 2  п~а sin (яж У п) ;
т < х У п < т + 1

=  (2 И \ - 2“  2  sin (яж i /й) +  О ( т ~ 2а) .  
\ х ) т<*Угп<т+1

Д ля исследования суммы 2  s*n п̂х У воспользуйтесь
m < x Y n < m +1

результатом задачи VII.3.14.
5.11. Для х > 4  положим JV :=  [log4a]. Тогда

! / ( * ) ! <  2  V + 2 ^ < 1  +  lnJV +  ̂  =  0(lnlna:)-
l<n<JV n > N m - ■iY4

С другой стороны, взяв х т =  л  (4m +  4т_1 +  . . .  +  4 +  1) ( т е  N)̂  
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получим

/ ы =  2  +
1<п<ш \ /

const In In х„
К п < т

Равенство lim  / (х) =  0 следует из легко проверяемого соот-
ОС-»+00

ношения /(я4™) =  О (Ц т ).
5.12. Если / е  Lip,, то f ( n /2 N )  =  0 ( i / N ) ,  и поэтому

2  “« Sin ̂  =  0  Í  4 - ) -  °тсюДа следует, что 2  nan= ° ( í )- 
l< n < N  \ / l<n<JV

5.13. Воспользуйтесь тем, что коэффициенты полинома Рп уд о в­
летворяют линейной системе (та +  1)-го порядка, и докажите, что 
они выражаются через значения Р п в фиксированных точках 
tk е  [а, Р] (к — О, 1, . . . ,  т.). Выведите отсюда, что коэффициен­
ты полиномов Р п сходятся.

5.14. Докажите, что ряд 2  /п равномерно сходится на лю ­
бом промежутке [а; И -  (а; Ъ) (теорема Дини).

§ 6. Тригонометрические ряды

6.1. Постройте подпоследовательность номеров {nh} и последо- 
вательность вложенных промежутков, на которых

* * i ~~k  '
6.2. Представьте ап cos пх Ъп sin пх  в виде р п cos (пх  -f- фп) и, 

допустив, что рп А  0, воспользуйтесь результатом предыдущей за ­
дачи.

6.3. Сравните с задачей II .1.10. а).,
6.4. Проинтегрируйте частичные суммы ряда по промежутку 

[а; р] и покажите, что при некотором  ̂>  О
ь

j  | ап cos пх - f  Ъп sin n x ¡ d x ^ y  Y  а% +  Ъ%.
а

6.6. Воспользуйтесь ограниченностью функции ^ х  — — •)

на промежутке (0; я/2] и результатом задачи VI.lj.10. а), в).
6.7. Сравните суммы

2  и _1/2 exP ( inn  (х  — In [Т/й])) 
н h2< n < ( k + l f

a ft(a:) ==-| - 2  exp (гягс (ж — Inü)). 
h2< n < (k+ i) t



Покажите, что о к . (х )  А- 0, если последовательность { k ¡ }  такова, 

что 1 пк)  < х  +  2 т } <  1п (1 +  к }) { т ^ 1 )  для всех /e=N.

6.8. Найдите сумму ряда 2  ~п z"  ДЛЯ 2 е  С’ 1Z1 <  и вос'  
пользуйтесь теоремой Абеля (см. задачу 5.6).

6.9. С помощью равенства 2 _  i  =  Т  { i n  — i  ~~ 2п +  l )  зада~

ча сводится к предыдущей.
6.10—6.12. Применив преобразование Аоеля, используйте ре­

зультат задачи 6.5. „
6.1». Воспользуйтесь результатом предыдущей задачи и ра-

венством

*5 ( 0 при т ф п ,
J  Sin n* Sin я/2 при т  =  и>

О
6.14. Для доказательства соотношения Кп =  о (1/ге) рассмотрите 

сумму 2  4 s i n b :  п р и  х =  я/(2тг). Если К  =  о(1/ге), то

для paBHoitpHoñ оценки остатка разбейте его на две суммы, первая 
и* которых содержит слагаемые с «малыми» номерами (не прево­
сходящими я/(2 * ) ) .  Оценивая ее, воспользуйтесь неравенством 
|sin 11 «s \ t\. Для оценки второй суммы используите преооразова
ние Абеля и результат задачи 6.5.

6 15. Решение аналогично решению предыдущей задачи.
6.16. Можно считать, что [а; Ъ] с  [0; я] (в противном случае 

разобьем промежуток [а ;  Ь] на несколько промежутков) Если 
а >  0 то можно воспользоваться результатом задачи 6.10. Ьсли 

'  в =  0,’ то, пользуясь результатом задач 6.10 и 6.5 оцените интегра­
лы от остатка ряда но промежуткам [0; е] и [е, Ь] при малом

6 17. С помощью преобразования Абеля и результатов задач 6.6 
и 2.4 покажите, что при некотором С >  0 справедливы неравенства

Г I 2  К  eos пх  I d x  <  С для всех l í e  N. Пользуясь резуль-
Q I i ^ n < J V  I

я

татом задачи 6.10 убедитесь в том, что интегралы j  I / (х) I dx
е

ограничены равномерно по е е  (0; я).
6.18. Доказательство абсолютной интегрируемости функции g

\ I Я (ж) |cta<+°o, 
аналогично решению предыдущей задачи. Если J

то проинтегрируйте почленно ряд (см. задачу 6.16) 
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2  £ ""íTs*n пх ло промежутку [0; я] и  воспользуйтесь резуль­
татом задачи 6.13.

6.19. Повторяя решение задачи 6.17, докажите, что при М  >  Л’ 
я

1 ф (х) 2  к cos пх Idx ^  рjv>
0 N̂ n-4-М |

где pjv 0. В силу равномерной сходимости ряда 2  ^п cos пх
h^N

на промежутке [е; я] (см. задачу 6.10) отсюда вытекает, что 
я

1 1 ф (х) 2  к cos пх Idx ^  Рдг’
В  I n > N  IЕ

и, следовательно, 
я

I Ф (х ) 2  К  cos пх I dx  <  P j v - 
n I n ĴV I

6.20 а) Рассуждая от противного, рассмотрите точку х а е

е  (0; я ), в которой сумма S n ( x ) ~  ^  —-п^ х  имеет пепо-
Kk< п

ложительный минимум. Пользуясь необходимым условием экстре­
мума ( S n (xQ) =  О), убедитесь, что sin пх 0 ^  0, и, следовательно, 
сумма S n- i  также принимает неположительные значения. Продол­
жение этого рассуждения приводит к противоречию с тем, что 
S ,(x )  =  sino: >  0 на (0; я).

б) Докажите, что локальные минимумы функции

2  cos k x  на промежутке [0; я] образуют возрастающую
Kk<n
последовательность.

6.21. а) Используйте преобразование Абеля и результат задачи 
0.20. а).

sinírc-f-1 a i u i n - r  2
б) Положим Dn{x) = — +  cos ж + . . .  +  cos пх  =  2 sin (д/2)"

(Dg =  1/2). Тогда

f  {х)= ~т +  2  я"  (х) ~  Dn-i (*>) =  2  (*» “  Kn+i) Dn (*).
?г>1 п^о

Поскольку

D, ( , )  -I- в ,  W  +  . . .  +  И  =



; * ) =  2 ( ^ - 1  " 2%п+Яп+1) ( ¡Z n Z % ) > 0 '-п ~>_1
/С _

1
Заметим, что

я 71
j  я  _ Лс =  —— re.

о о
Поэтому (см. задачи 6.10 и 5.14) 

я

2 V

^  / (я) йх —  2  71 (А-п- 1  ^ "+ 1)

о

=  "2" 2  (̂ П—1 ~~ п̂) '

6.22. Докажите, что локальные максимумы функции <?„ на 
промежутке [0; я ] образуют убывающую последовательность.

6.23. Воспользуйтесь тем, что

с* != - к  I {{х) е~ * х Лх= “  к  !■* ( * + - г )  в~Х1№ах=
—л “"л

—Л
6.24. При изучении величины |/(z) — /(у) | представьте раз­

ность х  — у (считая х >  у) в виде х у =  2я 2  ^

в,, <= {0 ; 1; 2; 3} и ер =И= 0. Разбейте ряд

/ ( * ) - /  (г/) =  2  21_П sin (4” Ч 1 ) sin (4"  Ч  У

на две суммы: 2  и 2  ’ каждую из которых оцените
п > р

отдельно. Чтобы доказать, что / ф. Lip«. при ос >  1/2, оцепите снизу 
разность /(0) -  / (*) при *  =  2n/4m ( т  s  N) или воспользуйтесь
результатом предыдущей задачи.

6.25. Решение аналогично решению предыдущей задачи.
6.26. Используйте тот жб прием, что и при решении задачи 6.24,

m
Функция / не входит в класс Lipi, так как / (Æ) >  "2 " х  ПРИ х  ~~

— яЗ- т - 1  (m <= N).
6.27. а) Оцените снизу /(*) при * =  l/"»1 \m s  **)•



б) Для произвольной точки * е К  рассмотрите содержащие 
ее промежутки [а„; р„] (п ^  щ), где а„ =  р„/п\, ¡}п =  (рп +  «„)/«!, 
Р ъ = [ х п \ ], М, х„^га/2. Для оценки величины
1/(М _ /(«п) I снизу используйте неравенство

>  —  
2й

I l < k < n

3ls„

f (Р„) -  f  ю  l>  2  21 h sin (пк\ _!lL j cos (л*! (an +  0n))
1 - : h < n  '  n ' 1

(2^n +  sn) — 2  21~h sin (лШ п/«1).sin n COS „  ___
I 2

I jt
cos — (2РИ +  sn)

Убедитесь, что в этом случае
> 1/2.

■|/(М — /(а„)| Ss 1/ге2" ^  ур„ — а„.
6.28. б) =>- в) Воспользуйтесь тем, что при N  >  7V0 разность

N
(ж) ^jvo (г ) имеет период л/2 0 и поэтому

max I i jy  (х) — S N (я) I =max| S N (x) ~ S N (x)  I,
а< ж< ь1 О I j c s R 1 JV JV0 I

если номер N0 достаточно велик.
в) =>■ а) Запишем сумму S 2n в виде

S 2n (x ) =  S  cn cos ( 2" *  +  Ф „ ) .
0<»<SN

ГДе cn =  V^dn +  b 2, <ря Е  [—л; л] при п =  О, 1, . . . ,  2N, и рас­
смотрим неотрицательный тригонометрический многочлен 
R n (x) =  J J  ( l  -f- cos { 2 inx  ф2п) )  (произведение Ф. Рисса).

О <n-4.N
Легко видеть, что П п имеет вид

R n  ( х )  =  1 +  2  cos ( 2 2п® +  Ф2П)  +  2  «ft c °s { h x  +  % ) ,

О JV
где ai =  а 2 =  а 4 =  . . .  =  а 2ь =  . . .  =  0.

Пользуясь равенствами 
я

I  cos (тх  - j - ф) cos (кх  +  г|з) dx — Q\ т , к < = 1 ,  | т  | Ф  \ к \
— Л

(ортогональность тригонометрической системы), получаем 
п
j  >5'2W(*) R N ( x ) d x  =

—Я
31

~  2  czn f  cos2 ( 2 2пж +  Фап)  d x = n  2  У  а1п +  ь \п- 
0<n<N J n e<n<N



Положим 5 =  вир Я м (х). По условию 5 < + о о .  По-
зсек.ме/^

этому

( | ® 2П  | +  | Ь 2П I ) ^  1 / 2 "  2  ^  ° 2 П  +  Ь 2п —

Л Я1

=  У 1  Г 5 2№ (*) (х) а х  <  V *  5  Г (*) Лх =  2 1/25. 
я J  я ^

—  Я  — Л

Таким образом. 2  ( | агп | +  | ^гп|) ^  2 ^ 25 . Сумма
«5-п

2  (I а2п + 1 1 ^  | ^гп+1 1 ) оценивается аналогично, только вместо
п>0
многочлена /?лг(х) рассматривается произведение

й * ( * ) =  П  (1 +  соя (2 2п+1^ +  ф2п+ ]))-

В заключение отметим, что при доказательстве утверждения
в) =► а) использовалась лишь ограниченность сумм 8 а ( х )  сверху. 

Поэтому ряд 2 ( К |  +  1 ъп\) сходится, если суммы 8ц(х) рав­
номерно ограничены сверху на каком-то промежутке [а; &], а  <  Ь.

6.29. Проведите доказательство по индукции.
6.30. Утверждение очевидно при N =  0 , 1 .  Допустим, что нера­

венства верны для N  <  2т при некотором е  1̂ 1, и уоедимся в 
том, что они нерпы и при 2 т ^  N  <  2т+1. Заметим прежде всего, 
что Л К ( Р „ ) =  Р п и й я ((?») =  <2п при п  <  т ,  и в этом случае спра­
ведливость доказываемых неравенств следует из результата задачи
6.29. в). Проверьте, что при т +  2 ^  п

Я я (Рп)  = / г Л-(<?п) =  П Х (Р,

Поэтому достаточно оценить Н к ( Р т+ 1) и Ясно, что

(Лп + 1) (г) =  рт  (г) +  Л М (<?т) (2)’

Гд0 М =  N  — 2т . Если Л/ <  2т_1 ^  ТУ/2, то, используя индукционное 
предположение, мы получаем, что

\пм(()т)и)\ < юул? с  юуЩ
И ПОЭТОМУ

|Я*(Л»+«) (г) | <  |Л»(*) I +  10УЛ72 ^  У 2 А +  1 0 Ш  <  ЮУ& 

Если ж е Л/ 2т_1, то

Я М (<?т (*)) =  Р т- 1  (г) +  (г)>



где L =  М — 2m~' sg 2m_1. Поэтому 

I R N (Pm+1) (*) | <  | Pm W | +  | RM (Qm) (*) | <

<  K m  <*) | +  | P m - 1 (*) I +  | R L  ( Q m - 1) <*) | <

< 2(m+1>/2 + 2m/2 + 10 1 / 1  < У М  + УН + 10 < 10 yÑ.
Полином /íjv(<?m+i) оценивается аналогично.

0.31. Рассмотрите последовательность {e/,}ft>o, члены которой 
при к  <  2" совпадают с коэффициентами полинома Р п из задачи 
(>.29. Для доказательства неравенства а) воспользуйтесь результа­
том задачи 6.30. Для доказательства неравенства б) используйте 
соотношения

2 Я 2Я

2 я ( т о + 1 ) =  1 |5m (0)|2 d e <  max I S  (0) | i I S m (0) I dd.
J 1 1 0<Э<2Я 1 J 1 10 0

6.32. Рассмотрите ряд ^  — h elk®, где последователь­
н а  У к  i “ *

ность {е*} определена в указании к задаче 6.31. Д ля доказатель­
ства равномерной сходимости ряда воспользуйтесь преобразованием 
Абеля.

0.33. а), б) Используйте преобразование Абеля,
в) Пусть /(0) =  S n (Q) - f  fí.v(0), где S.v (0) — iV-я частичная 

сумма ряда, определяющего функцию /. Тогда

| / ( О ) - / ( 0 ' ) | <  |5 «( О) - 5п( 0 ' ) |  + | Л *(0 )| +  |/М 0')|.

Взяв N =  [ 1/10 -— 0'|], оцените остатки Ллг с помощью утвержде­
ния б). Для оценки разности Sn (Q) — S n (Q') воспользуйтесь нера­
венством

I S N (0) -  S N (0') I <  I 0 -  0 ' I шах I S'N (х) I
х е к  1

и утверждением а).
6.34. Используйте результаты задач 6.31 и 6.33. и) при а  =  1/2.

Г л а в а  V. ИНТЕГРАЛ

§ 1. Несобственные интегралы от функций 
одной переменной

1.1. Рассмотрите интегралы по промежуткам [A-я; (к  +  1 )л ].
1.2. Для оценки интегралов по промежуткам [£ я ; ( /с +1 ) л]

2
воспользуйтесь неравенствами х  <  sin х < х  при х е  (0; я/2).

1.3.—1.7. Решения этих задач аналогично решению задачи 1.2.



1.8. Используйте результат задачи V I.2.9.
1.9. Интегрируя по частям

А  4
d  sin (х3 — х)  __eos (х 3 — х) dx  =  j*

3 ^ - 1i
А

=  о (1) +  6 I -— ^ '■-----; sin (х3 — х) dx,
J  (Зг“ — 1)

сводим исходный интеграл к абсолютно сходящемуся интегралу.
1.10.— 1.11. Решения этих задач аналогично решению зада­

чи 1.9.
1.12. а) Рассмотрите функцию f ( x )  =  п, если х  е  [га; ге+ п~г]

(п е  N ), f ( x )  =  0 в противпом случае.
б) Рассмотрите функцию f ( x )  =  х 1 sin (хр), где р >  3.
1.13. При исследовании сходимости интеграла на бесконечности 

с помощью результата задачи 1.16 и интегрирования по частям по-
1п (х2 — 1)

кажите, что / (ж )-------- -[+ i ' ПРИ х т 00-

1.14. а) Найдите предел интеграла

+ о о  eb

j*  ■/ (ах) / (Ъх) __ j* _/_(£)_ ¿ц ПрИ е _>._|_о.

в еа

Т

б) Если j  f ( t ) d t  =  0,  то см. задачу а). В противном случае

о т

рассмотрите функцию / (х) =  / (х )  — J / (t) dt.

в) Найдите предел интеграла

д  е ь  АЬ
|  / (ад) - / (Ъх) dx =  j  /_ [« )  d t  _  j* -Ш f/t 

í
и eo Aa

при .4 -»- +  со, е -► 0.
1.15. а) Из второй теоремы о среднем значении следует, что 

для любых чисел А и В, 0 <  А <  В ,  найдется такое число 
С е  [А ;  В ] ,  что

г
J  е_еж/ (х) dx  =  е ~ Ае j  / (х) dx.



-|-оо

Т ак как интеграл |* / (х) Ах сходится, то все интегралы вида 
о

С
J  / (х) йх малы, если А достаточно велико. Поэтому м алы  инте- 
А

в
Г ¿х

гралы а это равносильно сходимости интеграла

А
+оо

с1х
]  / ( * ) ^ -
О

Заметим, что если функция / непрерывна на [0; + ° о ) ,  то  дока­
зываемое утверждение легко получить интегрированием, по частям : 

А А
^ е~'вж/ (х) Ах =  е~ вАР  (Л) +  в ^ е~ &хР  (х) ¿х  
о о

^ зд есь  ^  (х) — | / (г) .

б) Представим разность интегралов в виде
+ оо +оо
j* f  (х) dx — j* е Exf  (х) dx ■ 
о о

А +00 -f оо
=  j" (1 —- е~ ех) f  (х) dx-\- j  f  {х) dx — j* e ~ exf  (x) dx. 

о A A

При больших A последние два интеграла малы для всех  е >  О 
(оценка третьего интеграла следует из второй теоремы о среднем 
значении). Устремляя е к нулю при фиксированном А, делаем  м а­
лым первый интеграл,

1.16. С помощью интегрирования по частям вы числите сум м у 
иптегралов по промежуткам [0 ; я] и [ 1/я; 4 -°°) при а е  (0 ; 1 ).

я/2 я/а
1 .17 . Т ак  как / =  J  In (sin x) dx =  j* In (cos x) dx,  то

о о
я/а я я/а

sin f . dt-

=  / ------51 ln2.
2



1.18. Разлож ив (1 — х ) ~ 1 в ряд, почленно проинтегрируйте его 
и воспользуйтесь результатом задачи 1У.4.12. Чтобы обосновать 
почленное интегрирование суммы ряда, покажите, что

1 1
1п X

lim  С / ^  жп In х\ dx =  lim
J N" +°°o

Д ля доказательства последнего равенства воспользуйтесь оценкой

| ^ Л = | + / = 0 ( ^ ) + 0 ( | , » Л ) = . (. , .
о 0 1/2 '1/2 1

2
1.19. В предыдущей задаче сделайте замену переменной х х .
1.20. Дважды интегрируя по частям, получаем

4-00 +00

О о
+ о о  +  оо 1

=  4 Г =  2 Г 1п (1 +  е- 2х) ^ =  \ —
J  1 +  е- 2х J  J  4 -  1
о о  о

О стается воспользоваться результатом задачи 1.18.
1.21. Продифференцируйте интеграл по параметру я.
1.22. Используйте результаты задач 1.21 и 1 .15 .6).
1.23. Интегрированием но частям сведите задачу к преды­

дущей.
1.24. Введя под интегралом множитель е~ех и вычислив полу­

чивш ийся интеграл с помощью дифференцирования по парамет­
ру е, воспользуйтесь результатом задачи 1.15. б).

1.25. С помощью интегрирования по частям получаем, что

+ о о

i (е< « * _ 1 ) (И  b « _ i )  d x ^ _

+00
( j  (a _]_ b) e i( a + b )x  _  i a e ia x  _  ibg i bx) Ax =

+ 00

Г  ■ ' .............. ....................................*
(a sin ax +  b sin  bx — (a +  b) sin (a +  b) x) -

x
oo

О с т а е т с я  воспользоваться результатом задачи 1.22, 
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1.2С, 1.27. Замените е * на I 1 — 1 и воспользуйтесь н ер авен ­

ством задачи 1.2.16. а).
1.28. С помощью результата задачи 1.24 исходный ин теграл

1.31. С помощью интегрирования по частям, и зам ены  п ер е­
менной сведите данный интеграл к интегралу Фруллани (см . з а ­
дачу 1.14).

1.32. Рассмотрите интеграл по промежутку [Д; + ° ° )  (А >  0) и
+ 40

д
и покажите, что с точностью до бесконечно малой при Д —*■ 0  он 

2А

1.34. При к =  1, 3, 5 сведите данный интеграл к интегралу

1.35. Интегрируя по частям в неопределенном интеграле, п олу -

сведите к разности Ц оспользуйтесь ин-

о 1
тегрированием по частям и интегралом из задачи 1,26,

1.29. Сведите задачу к предыдущей.
1

I
1

1п (1  +  е - х) ,=  1п (1 —  е - 2х) — 1п (1 — е~х), 

сведите последний интеграл к интегралу 

2Д

равен интегралу

д

Эйлера — Пуассона. При к =  4 используйте результат задачи 1.14.

чаем



+0° -l-oo

• Р + 4 - )
2

О

1.36. Обозначим искомый интеграл через 1(а).  Продифференци­
ровав по а при а >  0  и сделав замену переменной х i -̂a/х,  получим, 
что I ' (а)  =  —21(а),  и, следовательно, 1 (а ) =  Се-2“. Осталось вос­
пользоваться интегралом Эйлера — Пуассона: С =  1(0) =  Уя/2.

1.37. а) В силу результата задачи 1.15.6)

+ 0 0

Г ™±Jidx  =  lim  / (е),
J  у х  е->+о
0

где
+ о о

1  (е) =  Г
J  1/Х
и

Д л я  вычисления интеграла /(е) npii е > 0  воспользуемся равен­
ством

+ о о

_ 1 _______ 2 _  Г
~\/ х  1/ я  J

о
(см . задачу 1.33):

+оо . +00 ,

I ( e )  =  - j — J  е~ ех sin  х I |  e - x«2 d y \ d x  =

О '  О '
-\ ОО / - j-O O  \ 4 - 0 0

Л — Г [ Г a inxdx  ) д у = - 4 =  Г dlJ
'к J  \ J  „(е+у3)ж / Т/я J1/ я  J  \ Л „(е+у3)ж )  1/ я  J  1 -|-(е +  #2) 2 

о ' о ' о
Поэтому

4-оо 4-00
Г П т / ( е ) =  2 Г
<3 1/ж е-»+о 1/ я  ^ 1 + !/  ' ^

б) Решение аналогично решению задачи а).
1.38. Вычислив интегралы по промежуткам [рк\ ^ + 1] (где 

Р\ =  2, ^2 =  3, . .  . — простые чийла, занумерованные в порядке
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возрастания), убедитесь в том, что 

4-00

5-Л5.ь((*-?-)(‘-7 ) - ( ‘- я
и воспользуйтесь результатом задачи IV .4.14. а ).

§ 2. Вычисление кр атн ы х интегралов

2.1. Представьте данный интеграл в виде

21 ( 1 к к (“+ил#Ь
0 0

Во внутреннем интеграле сделайте зам ену переменной ;
(г е  (0 ; 1 ) )  и измените порядок интегрирования.

2.2. П ользуясь симметричностью областей интегрирования и 
подынтегральных функций относительно произвольных нерестапсь 
вок переменных, убедитесь в справедливости равенств

а) | г а а х ^ ;  хп) й х 1 . . .  йхп —

=  п\ ^ х1йх1 | йх2 . . .  ^ с1хп ; 
о

б) | пип (х1; . . .  ;хп) йх1 . . .  йхп =

=  п\ | (1х1 | (1х2 . . .  Ц хп йхп
о

р йх1 . . . Лхп __

в) ]  х1 . . .  хп( т а х  (хх; . . . ;  хп) у  
[1;+°°)п

- { - С »  + 0 0  + 0 0

=  „! Г йЛ  \ аЛ . . .  Г ^

1о;п"
х хп—1

[он]71
хп—1

*п—1

2.3. Воспользуйтесь интегралом Эйлера — Пуассона (см. з а д а -  

чу 1..33).
ах +  оу

2.4. а) Считая, что а2 +  Ь2 >  0, положим и =  —у = = = - , и =

=  сх +  Лу, где с и ^ выбраны так, чтобы преобразование (х ; у) <-*•
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- г  (н, v) было ортогональным. Тогда я2 +  yQ — u2 +  vQ, и, следова 

тельно.

J  j l  ах +  by | е - (х2 + ^ /2 dr dy =  J  J| и | е- ( “2+«2)/2 V  а * +  Ь2 du dv=  
R2 R2

-f-oo -fco

=  l V J T &  j  e - v*l l du j  u e -u2l2 du =  2 V ^ T ^ V T n .
—oo о

б) Перейдите к новой системе коордипат, одна из осей которой 
направлена вдоль вектора а.

2.5. Пусть ИхII =  а. Не умаляя общности, можно считать, что 
х  =  (0; 0; а).  Переходя к  сферическим координатам, получаем

1 2Л л

U i 1’ - ' 1 i  S J / r > - 2 . r c « e  +  «*
1 1 

_  2я^ j  r |Л,.2 — 2ar cos 0 _|_ g2 |y= ™ dr _  j  r (;’ 4- а — | r — a \ ) dr.

о о
Мы предоставляем читателю  довести вычисления до конца.

2.6. Ясно, что

И И  *** +S/2_“2_"1’2 dx dУ du dv =
K! +y2+ti2+»2< l

=  J j  ex2+V2 /  J  j  e- U 2+«2) du ¿y'j dxdy%
* 2+?/2< l  \u2+l!2< l—X2— y2 /

Д ля вычисления двойны х интегралов используйте полярные коор­
динаты.

2.7. Выбирая в К4 ортогональный б аз и о так, чтобы в нем 
матрица А имела диагональный вид, с помощью соответствующего 
ортогонального преобразования переменных получаем

(АЖ'Х)<1 £  Xht^ l1<к<1

f *(AX'X)d* =  И И

где Хн (к =  1, 2, 3, 4) ■— собственные числа матрицы А. Сделав за­

мену переменных ик =  УХ^к, мы видим, что



Остается заметить, что =  ¿еЬ А , а интеграл вычисляется
с помощью полярных координат (см. задачу 2 .6 ).

2.8. Пусть ( = ( ( , ;  *2; «3; к).  Очевидно, что 

* ( * )  =
+ 00 , . ,

0 \ Жо+Жч+ЗСд-йЗ

;а 13х3 4 4 dx dx dx \ dxr  {*)

Положим s =  (t2; h ;  tt), у =  [хг\ x3; x4). Т огда внутренний и н те­

грал в ( * )  можно записать следующим образом

=  /(•?). с  п о м о щ ь ю  ортогонального преобразования переменных 
задачу можно свести к случаю, когда вектор 6- имеет вид (я; 0 , 0 ), 
а =  1М1, и, таким образом,.

' (s) =  j  j  j  e 0X2 dx2 dx3 dx  ̂=  j  e 2я  ( x 2 — x f )  dxr

Вычисляя последний интеграл, мы видим, что он равен

Ых 4я , ч
ch (в * ,)  -  sh ( а ^ ) .

После подстановки этого результата в ( * )  K ( t )  принимает вид

•-]-оо

I* ^ 1 ch(aa:1) - l - s h ( a a : 1) j.e  ^  dxy

О

Этот интеграл конечен тогда и только тогда, когда я <  11, т. е. (по­

скольку а =  || s ||=]/" г2 +  ig +  *4) при t е  In t Л . Мы предоставляем

читателю провести вычисление последнего интеграла.
2.2. Убедитесь в том, что

: -----L _  Г { \ x - y \ d x d y  и Р =  S {Е)-г ,
ih _  а)2 J  J  (Ь — а)

а  а

где £ = { ( * ;  у )| *. »£=■[«; Ь], I*  — УI >■ (Ь — e)/3}, S ( £ ) - п л о ­
щадь Е.

2.10. Пусть для определенности х ^  у ^ z .  Эти числа явл я ю тся  
сторонами некоторого треугольника, если и только если г <  х +  у. 
Следовательно, чтобы найти искомую вероятность, нужно вы чи с­
лить объем пирамиды {(х\ у, г) |0 ,^Г х ^  у ^  г <  ®, z ^  х +  у}.
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2.11. а) Вещ ествеппость корней определяется знаком дискри­
минанта, равного и2 — 4и. При а >  4 рассмотрим па плоскости и, и 
квадрат [—а; а] X  [— я; о] и параболу V == ц2/4 (рис. 13). Пусть

5  — множество точек квадрата, ле­
жащих выш е параболы. Уравне­
ние г 2 +  иг +  V =  О имеет вещ ест­
венные корни тогда и только тог­
да, когда (и; г;) ф  <!>. Поэтому всег­
да Л  (а) >  1/2. Так как площадь

множества 5  равна ^  а3 2̂, то

Л  («) =  1
1

. 1.1 ‘ ' 31/а а^+°°
б) Биквадратное уравнение 

имеет как вещественные, так и 
комплексные корни в том и толь­
ко том случае, когда V <  0. Поэто­

му соответствую щ ая вероятность равна 1/2 .
2.12. Убедитесь в том, что

з = Ь  I I  { I I  т du dv \ dx dy.

2.13. Убедитесь в том, что

2 Я  2Л

а) Ь =  . R
(2я)!

J  J  к ф- ^ | Йф ¿г]) : _н_
2л J ' **

i<p -  1 1 d0;

б) а  = -
(2я)

| ф — ф | (¿ф £2г|>
Е

где Е  =  { (ф; -ф) |0 ^  ^  ф ^  2я, ф — 1[ ) ^ я } .
2.14. Легко видеть, что

Ф(я; У) = / ( а ) ,  '¥(.х; у) =g(a),
где а =  Уж2 +  у2 и

/ (а) =  j  [ ((и -  а)2 +  v2)~ p/2 du dv,
U2+V2<1

g (a)  =  J  J  In ((и — a)2 -f- v2) du dv.

Докажем, что / е С ‘ ([0 ; + 00) )  и / '(0) =  0, отсюда, очевидно, 
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следует гладкость функции Ф. Покажем, что

7 ' ( а ) =  ^  ( ( ( и - а ) 2 +  г>2)_р/2) а * * ^ -  (**)

и2+1!2<£1
При а >  1 э т о  равенство легко установить, рассматривая отношение

Л  (а / (а )) . Д л я  обоснования предельного перехода при
Ь  Л тгпгтяточно воспользоваться формулойЛ - > 0  под знаком интеграла достаточно ви  ̂ п г - ъ п
копочпых приращений и неравенством (и а) +  и ^  ( )

П у с т ь  теперь . «  [0; 1). Заметим, что функция, стоящ ая под 
знаком двойного интеграла в равенстве ( * * ) ,  абсолютно интегри­

руема на круге {(¡г; V) |и.2 +  V2 <  1}.
г г  , 1  . < Г Г  \ u - a \ d u d v  _

[ | ( . . . ) а | ^ * = ^ 1  ] .  ■( ( в _ в)* +  1,*)1+гг*

И 1 и | Ли ду 
2 (а3 +  1;2)1+р/2<

^ , п , Г Г  = = 2л|/>| f - <  +  00•
< | P l  Л  (а2 +  , 2)(1+р)/2 } гР

и2+1!2«4

рассмотрим множество £  =  { (« ; ^ )| »2 +  » * 5 *  1 . М  <  1' М  <  1} 
и представим функцию / в виде

/ ( « ) =  5 {  ( ( « - а ) 2 +  «2) - р/2̂ ^ -

_  |  |  ( (в _  а)2 +  , 2) - р/2 аи ¿V =  / х (в) -  /2 (<*)•

Е

Так как при а е  [0 ; 1) на множестве Е  справедливо неравенство 

{ и - а ) 2+  и2 ^ { а - I ) 2 >  0 , то

/ ; (в) =  | | ( ( ( « - а ) 2 +  ^ ) _Р/2) а *  ^

Поскольку
1—а 1

^(«0= С J (и2 +  1>2)_Р/2 <*» <*»•
—i - a  —1

то }\ е  С1 (i[0 ; +  ° ° ) )  и

/ ' («)==— f  ((1 -  а)2 +  . 2) - р/2 *  +  f  (d  +  ^  +  у2)_Р/2 ^  =
1 - i  - 1



=  — J j (( (“ -  a ?  +  у2)~ р/2)^ du dv =

1 l
=  J  J  (((и — a)2 -f- v2)~ p/2)'a du dv.

—  1 —1

1 l

-1 - 1

Из полученных представлении для f [  (a) и /' (a) следует равен­
ство ( *  * ) .

Таким образом, для всех а >  0, а ф  1, имеем 

/'(«)=■ j j  ( ( ( u - a f  +  vY v% d u d v  =
«2+d2-< i

=  -  j* J  ( { { u - a f + v ^ X d u d v ^

1
— — j  ((» — a)2 +  y2)-^

Я

=  — I* ((cos Ф — a f  +  sin3 ф)- ^ 2 COS Ф d<p.

—1

«в"]/1—D2
¿V =

«— V  i —ua

Отсюда следует, что функция /' непрерывна па множестве [0; 1) (J 
U (1; +  °°)  и имеет конечный предел при в - * - 1. Т ак  как функция /, 
очевидно, непрерывна на '[0; + оо), то / е С 'Г Г О ; +  оо)). Ясно что 
/ '( 0 ) = 0 .

Аналогично доказы вается гладкость функции S и равенство
Я

S (а) — j" cos ф In ( l  — 2a cos ф а2) ¿ф. Поэтому 
—я
я /Я/2 Л

*' («)  =  *« Г ------ =  4а [ Г +  Г
J  1 — 2 a cos ф 4 - а \ J  J
о 'о  я/2

я/2
=  (i +  «2) f  7--------= я (1 +  а2 _  | d __ а2 |} =

J  (1 -| а ) — 4a cos ф а

=  2л m in (а; а- 1 ).
Поскольку

8 (0) =  j* j" In (“ 2 +  у2) ¿и du = 2 п  Г г Jn г2 dr =  — я,
о о ^“ +1) «1 о ~

то ^ (а) =  я  (а2 — 1 ) при а е  [0 ; 1] и g(a)  =  2я  In а при а >  1 .



2.15. Воспользуйтесь методом математической ипдукщш.

■ ь
Сол]"

^  И  =  ( - 1 ) кА1 (  ---------------—

2.16. Пусть Л , (а) =  I — ; ^ 1 --------Ясно, что
J  « +  х +  . . .  +  х

.. .  г» *

( а + , 1 + . . . + * п)ЙТ1‘
[о;1Г

С другой сторопы,

1

' . « - к  IЯ (■ ■ + ', )
О ЧСо.и"-1

1
=   ̂ ^п _ !  (а +  ¿)

о
Поэтому

1

К  (а) =  ]  ^ - 1  (а +  0  йг =  Л/П -1 (“)•
О

По индукции получаем, что

(а) =  Д*/„_* (а) (А =  1, 2, . . в -  1).

В частности,

Л ”_1) (“) =  Д п -/ х  (“) =  Дп- 1  (1п (« +  !) — 1п я) =  Л„ (1‘1 я).
Т. с,

С — ^ (1)
[о"и„ (® +  * 1 + - " + * п )  (ге“ 1)!

Таким образом, требуемое равенство доказано при т =  п. Докаж ем 
его для 1 ^  т , <  п индукцией от т + Д  к  т.  Равенство (1) всяъ 
база индукции. Допустим, что т < п  и

j  (“ +  х1 +  . . .  +  хп) т 1 д,х =

[о; ! ] 71

= - гтЬ ! : >" д„ (« " -* » - 1 1н «).
/ге! (ге — т  — 1)!

Интегрируя это равенство по промеж утку [а ; §] ( 0 < а < Р ) ,  
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получаем

[ ( \ (а +  х^У . . . + х п) - т-и а \ й х  =  

[011]” ^ “  р

-— --------- Ап (  Г а™ т '^ п ай а]#  (2)г — т — 1)! Ы  /

рп—т _(хп~т
(п — т )

т\ (п — т — 1)!
' а

Заметим, что 
Р
(‘ г« - т - 1 1п г ¿ г =  1 ( в " - т  1п Р — а п ~т 1п а )  ■

J  п — т
а
и, кроме ТОГО, Д„(Рп-т — ап_т) = 0 ,  поскольку Дп ( р( х ) )  =  0, если 
степень полинома р меньше п. Поэтому да (2) следует, что

]" ( ( а  Х1 ^  1 • • ж» )  т ~  х  • •• х п) ) =

[о;1]п
= _____ V __________ Д„ (рп- т  1п Р -  а п~ т 1п а ) . (3)

(то — 1)! (п — т)\
Т ак как

ДП(РЛ 1п ? )*”*■ 0 при р -> + о о , если к <  п, (4)

то, переходя к пределу в равенстве (3) при [5 -»- +  оо, получаем 
требуемый результат.

Соотношение (4) следует из равепств

Дп/(я) =  /(п) {х +  0 п«), где 0  <  0 ,  <  1,

( х к 1п г ) (п) =  к ' хп - к  ~ ~  1)п _ й _ 1  при п >  к.

2.17. а) В  интеграле ^ / (а0 +  — а0) +  . . .  + ( ап— а0)'гп )х  
Чп

X  йх1 . . .  <1хп сделайте замену переменных у\ =  1 — хи у2 =  
=  х2/у  1, . . . ,  уп — х„1у1- Воспользуйтесь индукцией.

б) Оба интеграла (интегралы Фейнмана, см. [31], с. 77) могут 
быть вы числены с помощью индукции.

2.28. а) Считая, что аЬ Ф  0, сделайте замену переменных 
х =  и, ах +  Ъу =  су, где с =  |а| +  |Ь|. Это приводит к равенству

± Г  Г / (в*  +  Ьу) --------  =
 ̂ % (1 +  х ) (1 +  у )
к-

сйи

—оо



Убедитесь в том, что впутренпий интеграл равен п
п (1 +  V2)

о) Опираясь на п. а) для обоснования индукционного перехода, 
докажите с помощью индукции, что

' I  с+ 2  акХк
К" 1<й <п

(1х1 . . .  йхп

( 1 +  ( 1 + * * )

оо

■ 4 Л * + '  21  < к < п

Р /И

1 +  Г

При с =  0 это приводит к равенству

р с1х  . . .  й х г
^ . 1 2

1 <А<п ( 1 + * ; ) . . .  ( 1 + * 2 )

оо

- и  2  ы П\кйО» 1

Последний интеграл вы раж ается через Г-функцию Эйлера:

ОО Я /2

Г 11 |Р 9 Г . р .
J  ------- 2"=  ]  008 ^ 81 Ф ^Ф —

| г |р
1 +  г2 ’

Я / 2

=  I" сов Р 1 ф вЩР 1 ф Й 8Щ2 ф «(Р—1)/2 (1 _  ^  — (р+1)/2 ^

о О

«(£ + >,!=_*) =  г (£ + 1 ) г (Ц ^ )  = =
— я  сое р

2.19. Представьте иптеграл в виде суммы интегралов по квад­
ратам

п п \ I п п \

Чтобы вычислить эти
функцию / ее многочленом Тейлора 
для точки

интегралы с точностью до о (ге -4) , замените
второй степени, построенным



Г л а в а  V I. АСИМПТОТИКА 

§ 1. Асимптотика интегралов

1.2. а ) Воспользуйтесь соотношением 1 — х ~  а(1 х) Ри

* ’* 6 ) Сравните интеграл ЯГ (О с интегралом
11

dx

1 / 2  (1 — х) (1 — fx) (1 +  Ц

в) Сравните интеграл 2 { t )  с интегралом, получающимся из

него зам еной cos х  на 1 ' х2/2.
1.3. а ) Воспользуйтесь соотношением

1 1 _  _ L  _1_ о {—з—) при х е  [А\ 2А].
■ПГ^= 1 п Л - [ - 0 ( 1 )  l n A ^  [ i n 2 А)

5 ;  Й 55;— р—
том за д а ч и  1.1. г). „ .

1.4. а) Сделайте замену переменной у — х /л.
б) П осле замены переменной у =  Ах проинтегри

4aCT™  В  показателе экспоненты выделите полный квадрат.

А 1цР А Г (1  +  t У  — и Д°-г) П редставьте интеграл в виде J   ̂ ' 1п А /  е4
2/А

каж и те, что
+00 Л»

9 / А  ̂/■î -
п 0 во сп ол ьзуй тесь  соотнош ением 

f (T + +  № ) ( .  > - * ) .  ПРИ ,  <  О Т - е р ь - .  ™
1 !Y а

И *
2/А

+ 00

(1 + 1й) ¡7- °(ул1п*м)
+ 00

С 1 / ^ 4  l i L i  Г —  1 —  восп ользовавш и сь 
и о ц ен и те  и нтеграл  ̂ | \ In -<4 / ех ’

1IV А __ . .

ТеМ'1 !б .° а ) !* б 1  С помощью интегрирования по ч астям  докаж и те ог-
+оо

р ан и чен н ость интеграла 
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в) Для оценки интеграла по промежутку [я/2; + о о )  д важ ды

проинтегрируйте по частям.

г) Представив интеграл в виде е (1 +  е) ^  ^ 2+ 8  Лх' Д0Ка'

жите, что можно перейти к пределу под знаком интеграла. В осп оль­

зуйтесь равенством (см. задачу У .1 .2 2 )

+ 0 °  ■ ттС 1 -  cos Я д  Г 81££

X ^  О

1.7. а) После замены переменной у =  х*  решение аналогично

решению задачи 1 .6 . г ).
б) С помощью замены переменной у =  и иитогрировапия по 

частям докажите, что интеграл по промежутку [1 ; + ° ° )  бесконе I-

но мал.

1.8. Пользуясь ограниченностью пптегралов J  (Ф ( " )  Сф) du ’

г  ф ( 0  —  с ф
покажите, что при е >  0  ограничены интегралы J  ¿1+B

1.9. а) Воспользуйтесь ограниченностью функции х s in  х

на промежутке (0 ; л/2 ). „
б) Сделайте замену перемспной у =  Ах и восп ользуй тесь ре­

зу л ьтатом  задачи V.l>37. б ) . Д л я оценки ин тегр ала J  dy
А

проинтегрируйте его по частям.
JT /2 . 2

cos2 xd.r г f  s in  x d x  _ д с _Л ros  ̂х dx Г sin x dx
в) Пусть / (A) =  J  1 _J_ co s2 J x и / (Л) =  j  1 +  cog2 A x -

o
но, что

I  (A) +  / (Л) =  j
п/2

dx
1 co s“ Ax

0
Ал/2 n/2

i  T  ¿ж_________ _ (* . J L -
' 4  J  1 -J- cos2 x A. +°° J  l j -  cos x 2  l / 2

0  0

Докажите, что I  ( A ) ~ J  (Л) 0. См. такж е задачу 1.14.



г) Воспользуйтесь соотношением х~* — sin - 4 х =  0 (х ~ 2) и ре­
зультато м  задачи а).

1.10. Представьте интеграл в виде суммы интегралов по про­
м еж у ткам  ! [ я п; п ( п 1 ) ]  ( j s N )  ц  оцените каждый из них 
свер ху  и снизу. См. такж е задачу 1.13.

1.11. Воспользуйтесь соотношением 

а + Т
J  f ( t ) < p ( t ) d t  =

а+Т
(t (t) — / (а )) ср (í) dt

т
; (/ (а) -  / (а  +  Т)) f  I ф (í) I dt.

1. 12. Воспользуйтесь результатом предыдущей задачи.
1.13. Решение аналогично решению задачи 1.10.
1.М . Можно считать, что Сф =  0 (иначе следует рассмотреть

функцию Ф =  Ф — Сф) . Представив данный интеграл в виде суммы 
интегралов по промежуткам длиной Т/А, воспользуйтесь соотноше­
нием

- ,А  1+Т/А
(  1 { х ) у ( А х ) й х  =  I" (/ (*) — / (*))ф  (Ах)йх

1+Т/А

<

<

т

ф (х) | dx,

где <Ву (6 ) — ^  s u p ^  | / (¿') — / (г") |— модуль непрерывности 

функции /.
1.15. Пусть A¡¡ — промежутки вида [2 я к]А\ 2п(к  +  1 )/А], к =  

=  Р, . . . ,  д, содержащиеся в [я; 6 ] ; и/ — модуль непрерывности 
функции /. Тогда

I  (А) =  О (1/А) + 2  \ Í  s*n Ах) —
V < h < q  Ah

=  0 (1 /А)  +  0 ( а } ( 2 л / А ) ) +  2  f / (2лк/А\ sin  Ах) dx.
A¡¡

Следовательно,

2 Я

I ( A ) = o (  1) +  2^  2  J  / (2л/с/Л; sin í) di •
p<k-4q

A^+oo

A-»+00

Ь / 2Я v

2^  J  I J  í  (* ; sin t) á í I dx.

a ' q /



В зак л ю ч и те о т м с т и м ,  ч т о  б условии задачи вм есто ъ'тАх  
можно взять любую непрерывную на К периодическую ф ункцию.

1.16. а) Сделаем замену переменной х =  г/Д, где Д =  Де —  м а­
лый положительный параметр. Имеем

+  0 0  + о о

=  1  Г охр П  +  Г ' - 4 1  сП.
о

Подберем теперь параметр Ае так, чтобы при е + 0  п оды птеграль- 
пая функция стремилась к положительной интегрируемой функции. 
Нетрудно видеть, что взяв Де =  е 1п (1/е), получим

Е-* + 0

Поэтому для доказательства соотношения 

+ 00

- x ( l - x - E) ,  ____Î

достаточно оиосновать предельный переход под знаком ин теграла 
+  ° °  +00

I  “ •> ( ( £ ) ' " - ¡ У  ■",-=£ I
о о

Д ля изучения интеграла, стоящего в левой части, разобьем его на 
сумму интегралов по промежуткам [0 ; 1/|1п.е|], [1п2 е; + о о )  и 
[1/|1пе|; 1п2 е]. Первые два интеграла оценим сверху. Из н ер авен ­
ства и'~е и ^  е (1 — и) при ¡ ¿ > 0  и 0 <  е <  1 следует, что

СХр( ( 1 /  Е- ^ ) < ехр(е
Поэтому

1п“Ё ]]12е

Гак как подынтегральная функция равномерно ограничена 
сверху при I >  О и 0 <  8 <  1 , то интеграл по п р ом еж утку 
[0; 1/11п е | ] бесконечно мал. Для вычисления интеграла по пром е­

ж утку [1/11п е |; 1п2 е] представим разность ~  в ви де

Д\е д ! - е 1 п д + 0 [ ° 2 toS - z ) j  =  - t  (1 +  0(1)).
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- * ln2e ln2e
t \ С dt С dt

Г ехр - _ а ) Л -  }  е Н1+о(1)) ~  |  е->+о
1  /, 1пе| и  ;  1 / 1 1 ^  ^ |1пе|

б) Решение этого примера апалогичпо решению примера а).
1.17. а) Воспользуйтесь соотношением

е2
еел:1пх __ 1 ех 1п % -|- у  х 1 1п2 х +  О (е3), 0 <  х <  1.

б) Сделав замену церемонной t =  е/У ,̂ получаем

1 + °° _  ̂  ̂ ^
| е- е/>/* Л г ^ 2 е2 |  -^3- =  2 е2 | ¿ Н  О (е2)-

О Е Е

О стается воспользоваться тейлоровским разложением экспоненты.
в) Разбейте промежуток [0; 1] на промежутки [0; 0] и [0 ; 1], 

где 0 =  0 Е =  о(е/1пе). Интеграл по промежутку [0; 0] не прево­
сходит 0. На промежутке [0 ; 1] замените экспоненту ее тейлоров­
ским разложением, предварительно проверив с помощью интегри­

рования по частям, что

| х 1 1п4 (х/е) (о 1п4 о)
О

У бедитесь в том, что при 0 е =  е,Дп2 е для остаточного члена в до-
/ 8 1п | 1п 6 | \

называемой формуле получается оценка О  ̂ е Ĵ

1.18. Воспользуйтесь неравенством 

- 2-“  при и >  0, 0 <  е <  1;, f е 2е“  при и >  0 , 
| веи _  (1 +  ем) | <  | i ц ц <  ^

1.19. а) Сделайте зам ену поременпой £ — пх ш оцепите инте­
гралы  по промежуткам [(/о — 1 ) л; кп\ сверху и снизу, 

б ), в) Докажем более общее утверждение:

Г m ax ak | sin кх | ~  ^  Ц  " 0  
J  K h < n  i ^ h < n

если певозрастающ ая последовательность положительпых чисел 
такова, что последовательность {каъ}  по убывает.

Положим М ( х ) =  m ax  ah \sinkx\.  Т а к  к а к  |sin¿| <  ]г|, то
1 <k^n

М(х)  ^  хпаПх и поэтому интеграл по промежутку [0; 1 /п] дает 
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ограниченный вклад. Для оценки интеграла сверху восп ользуем ся  
тем, что М(х)  <  max (а,х ; 2а2х ; . . какх;  ад+г, . . ап) — k a hx, 
еС|Ли ж 5== 1/к. Следовательно,

я i/(ft—1) а 
М(х)  ^  С .  dx ...........  h

! <te<0( l )  +  У  f  ' * efc*T =  0 ' W +  2
2 4k<n

Для оценки иптеграла еппзу заметим, что па п р о м еж утках  
[я/(27с +  2 ) ; n¡2 k] (к =  2, . . . ,  и) справедливо неравенство М(х)  ^

2
^  sin кх  ^  и поэтому

я я/2й -
__ А'

Q К К я л/(й-)-2)

Я  я/2й

№ > * „ < , ( „ +  2  f 2  i
" 2,<h<n ~ 110Ъл_ол K k ^ n

§ 2. Метод Л ап л аса

Я/2

2.1. Т ак  как (п -f  1) J  sin х  cosn х dx  =  1, то достаточно д о к а - 
о

зать, что

п/2
I* (x f  (х) — / (0) sin х) cos” х dx — о (1 In).

01
Зафиксировав произвольное число е >  0, получаем для и н тегр ал а  
по промежутку [е; п/2] оценку 0 ( cos71 е) — о(1/ге). Д ля о ц ен ки  
интеграла по промежутку [0; е] зам етим , что на этом п р о м еж у тке

Ixf(x)  — /(0) s in  х\ <  в . sin х,

е->+о
0.где 8 =  sup \ 4 (0) _  { (х)

8 о < х < е \ ! ' ' sin ж ' w
2.2. Сделайте замену переменной у =  х^А.
2.4. Проверьте, что интеграл по каж дом у промежутку [о ; 0] ,  

0 <  а <  0, экспоненциально убывает при А ->  + ° ° .
2.5. а) Ясно, что

aVp Г { V\A
dt.



1 +00 4-00 

П т  А1!р |" (1 — хр) А йх < ;  ^  е~гР й1 =  ^  х 1!р~ ге х йх ;

о

Р I Р - г (‘ + ? )
1СЛс

И т  А1'р ^  (I — хр) А йх ^  П т  й1 — ^

С другой стороны, для любого положительного числа а имеем 

1

А н>+оо О  Л -^ + 00
О 0 и

Следовательно,
1 + 0 0

П т  Аг1р Г (1  — х р)А ¡ ¡х^  Г е ~ (р й! =  Г ¡1 -(- - М , 
д^^й*, J  \ Р !

о о

Из приведенного реш ения следует, что ту ж е асимптотику 
имеет интеграл по лю бому промежутку ‘[0; 0 ] , 0 <  0 <  1.

б), в) Решение аналогично решению задачи а ). В  задаче в) 
предварительно сделайте зам епу переменной у =  ж1+р.

2.6. Не умаляя общ ности, можно считать, что а — 0 и С =  1 
(в  противном случае следует сделать замену переменной 
у =  С р ( х  — а)).  Зафиксируем числа I и Ь, 0 <  I <  1 <  Ь, и подбе­
рем такое положительное число 0, что

1 х 11$  ^  1 —  ф ( я )  ^  Ь х 1/р  <  1 при * е ( О ; 0 ) .

Разобьем интеграл Ф (Л ) на сумму интегралов по промежуткам 
[0 ; 0] и [0 ; Ь). Д ля первого из них справедлива двусторонняя 
оценка

е 0 0

J  (1 — Ьх 1̂ р) А й х ^ .  (х) йх^.   ̂ (1 — 1х1 р̂) А йх,
о о ' о

а второй интеграл легко оцепивается сверху 

ь ъ
| фА (х) йх ^  срА~ 1 (0) ^ ф (х) йх =  о (Л ~ р).

0 0
Поэтому

0
И т  Ар |* (1 — Ьх1/р) А йх П т  АРФ {А) ^

А-»+оо ц Д~>+«>
0

<  П т  АРФ (Д) <  П т  Ар Г (1 — 1х1?р)А йх.
Д-*+оо Д-»+оо *



£ _ Р Г ( 1 + Р ) <  Н т  ЛРФ ( Л ) <  П т  Л РФ (Л) <  1~РТ (1 +  р).  
-----  А-» + °°А~»+°°

В силу произвольности чисел I и £ ,  0  <  I <  1 <  отсюда в ы т е ­

кает равенство Н т  ЛРФ (А) =  Г  (1 +  р).
_ 0

2.7. Решение аналогично решепшо предыдущей задачи.
ь

2.8. Положим Л =  ?  -  /  н докаж ем , что |  *  (*) ФА М  =
а

=  ° (  | / М  Ф А (*) Зафиксируем произвольное число е >  0 и

пусть § такое число из интервала (а; Ъ), что Щ ж ) | <  е/(ж ) при

х  6= (а;  Р). Тогда

Р £
|  к  (ж) фА (ж) Ах <  е  ^ / (х) фА (х) Ах
а  а

ь с
Г к  (ж) фА (я) Ах <  фА (Р) |  | к  (ж) | Ах.

Р “
Следовательно,

ь г
^ к (х) фА (х)Ах <  е | / (ж) фА (ж) Ах +  О (фА (р)).

Покажем теперь, что ФА (р) =  о ^ |  / (ж) фЛ (ж) йх|. Для этого з а ­

фиксируем число а  из интервала (а ; {$) и заметим, что 

ь а  “
|  /  ( * )  ФА ( * )  /  (^) ф А (^ ) >  ФА (а )  ]  /  ( * )
а  а  а

а

Так как ф (а) >  ф(Р) и |* / (*) ^  >  0| т0 

а ъ

ФА (Р) = 0 (ф А (“ )) = 0 (  [  /  (ж) Ф А (х ) *  ] •

Таким образом, 

точно велико.

О «
|/г (ж) фА (ж) йх <  2е |Л/ (ж) фА(ж) ¿ж, если Л доста-



2.9. Используйте асимптотическую формулу Лапласа (зада­
ча 2.6).

б) Применив р езультат задачи 2.8, замените cos (ах) на 1.
в) Сделайте зам ен у переменной х =  Ау.
г) Основной вклад дает интеграл по промежутку [0; 1]. Ис­

пользуя результат задачи 2.8, замените в нем sin ж на я и после 
этого сделайте зам ену переменной у =  х2~?.

с) Проверьте, что основной вклад дает интеграл по промежут­
ку  ([0; я/4]. В этом интеграле замените cosa: на cos (2х).

з) С помощью результата задачи 2.7 покажите, что основной 
вклад дает интеграл по промежутку [1/2; 1].

2.10. в) Сделайте зам ен у перемеппой х =  у2.
2.11. а) Легко видеть, что ха->- 1 при А +  оо. Сделав замену 

переменной х =  1 -f- t, получим

• ̂ ф (Л ) =  J  ( 2 _ ^ ta) ^ 7 = j + í  +  í  =  /l + /2 +  /3-
—X —г s —1

Так как

/х =  j*  exp - у  í2 — У  A t +  О ( 4 í 3) j  di,
—8

то в случае Ле3 ->- 0 имеем

__ 1+ЕVa
/ , =  ( 1 + 0 ( 1 ) )  У  J  j  e - u4 *du .

i —E Ya

Поэтому 1\ ~  У2пе/А,  если ->  -)-оо (например, е =  А -2/5). Ин­
теграл /2 легко оценивается сверху:

+«> _
/8 <  | е -^ А1А1 =  о(\1У~А).

6

Д ля оценки интеграла /з проверьте, что подынтегральная функция 
не убывает на пром еж утке [— 1; —е], если е =  А~2/1. Поэтому

/ , <  ( 2~ ' 2'е ^  еа) А «е/А  =  ехр ( е У З  -  Аъг! 2 +  0 {Аъ3) ) = о ( И У а ) .

б) В этом примере ха. ^  1. После замены переменной у =  
=  1 — х получаем

1 е 1
А ~ Р ф  (Л) =  |  ^  _  у +  |  =  ^  +  ^

О 0 8



Так как (1 — у) In (Л — А у) — In А =  — (1 +  In А )у +  0 ( у 2), то 

е ep(i+m.A)

/х = ( 1 + о (в2)) 1 =  ; + +° 1п* Л)- j
о о

Поэтому /i — (1 +  0(&2)) ](р  In Л ), если ер(1 - f  In Л ) -»--foo. П усть 

е =  1/У1п А.  Интеграл h  оценим сверху, пользуясь убыванием 
подынтегральной функции

/2 <  exp (р (1 — е) In (Л — Ле) — р  In Л) < ! е—ре'пА __

=  e-pV/'№A==o(1/ln А)'

в) Сделайте замену переменной у =  х/А.  С помощью формулы 
Тейлора изучите интеграл по пром еж утку [0; Л -2/3] ,  а интеграл 
по промежутку [Л -2/3; 1] оцепите сверху, пользуясь убыванием 
подынтегральной функции па пром еж утке ![Л~2/3; 1] при боль­
шом Л.

2Л2. Оцените сверху интегралы по промеж уткам [0; 1/(Л In Л )]  
и [(21п Л )/ Л ; 1]. При вычислении интеграла по оставш емуся про­
межутку воспользуйтесь соотношением

]1пх| =  (1 +  о (1 ))  1пЛ при х е  |[1/(Л In Л ); (21п Л )/ Л ].

2.13. а) Обозначим данный иптеграл через Ф (Л ). После зам е- 
пы переменной х м- Ах получаем

А  А
dx

0 /А

Рассмотрим функцию # =  ж 1пд: на пром еж утке [УЛ, Л ], и п усть 
х =  ср(г) — обратная к ней функция. Тогда

А1пА

Ф (Л) =  о  (1/1/л) +  4  |  ^  <«.

{V а \п а)!‘1

Для изучения получеппого иптеграла рассмотрим функцию ф' при 
больших значениях аргумепта

Ф'(£), =  1/(1 +  1пж) =  1/1п х  +  0(1/1п2 ж).

Так как 1п х  +  1п 1п х =  1п г, то 1п х =  1п г +  0(1п  1п г), и следова­
тельно, ф '(0  =  1/1п г +  0((1п  1п г)/1п2 г). Поэтому для всех £ из 
промежутка [(|Л 1пЛ)/2; Л 1пЛ] имеем

1 ^ /1п 1п Л\ 1 / | 1п (г/Л) | +  1п 1п А[  I In ( t /A) | - j -  In In Л \ 

[  In2 A1 п '< т  11 п 2 Л J Ь Л ‘



Отсюда сразу вы текает, что 

А 1пА
1 р И /1П 1 +  о(1)

Ф ^  =  А Ы А  _ ]  +  1п А •
(V  А\пА)/2

б) Решение аналогично решению задачи а).
+ оо

— Г  I М ,  ВОСПОЛЬ-

—1
зуйтесь асимптотической формулой Лапласа (задача 2.6).

2.15. И спользуйте формулу Стирлинга.
2.16. Реш ение аналогично решению задачи 2.14.

2.17. а) П усть ср(х) =  х +  0Ух (0 =  0 (ж )). В силу результата
Ф(х)

1 Г i 1
предыдущей задачи равенство lim  ^ ^  ^ х  ̂ J i « dt =  -g"

_ о
X +0 VX

равносильно равенству lim  р ^  ^  j"  txe ~ l dt — 0. Сделав

X
замену переменной t =  х +  и^х и воспользовавш ись формулой 
Стирлинга, получаем, что оно равносильно соотношению

Ö(ä) / /— . у

I  ( Э Д  * - •«> •

которое справедливо лишь в случае 0 (х) - ------ ► 0.
X —* -J- оо

б), в) Д оказательство этих утверждений аналогично доказа­
тельству утверж дения а ).

§ 3. Асимптотика сумм

3.2. Оцепите снизу суммы 2  ка а к.
п /2

3.3. Выразите сум м ы  и а п через числа (т =  2  ка.'хк
К  т

и воспользуйтесь результатами задач I I .2.7. б) и в ).

3.4. Выразите сум м ы  5 П через числа “  2  ^ ^ к  и вос"
к^т

пользуйтесь результатам и задач П.2.7. б) и в ) .
3.5. а) Зафиксируем произвольное число М >  1. Ясно, что

(  Мг~у _  1 
^[Мп] ~  1 — у + ° ( 1 )



Так как

‘5[Мге) — =  й[Мп] “Ь • • • “Ь Яп+1 й£ Он ( [Жп\ п) 1 )пап,

то для любого М >  1 справедливо неравенство

и7 -1  „ . М 1- ^  — 1
И т  Л „ >  1ип м  _  1 (^[мп] — ^п) — ( м  1 ) (1 — ■у)'

П-»оо 71 —>00

Поэтому

м г~ у - 1
Н т г  м! ; » 0 ' , д . _ 1 7 ( 1 — I =  <•

Для доказательства перавепства Н т  п',ап 1 покажите, что
71—*00

при нг е  (0; 1)

___  ___ га1”- 1 1 — гаг1 - ’'’
га1,ап ^  п^оо 1 — т  ~~ ^[т™]) ^  (1 — от) (1 — у ) '

]п 2
б) Рассмотрите последовательность <*„ =  при 2* ^  ге ■<

<  2*+1.
3.6. Решение аналогично решению задачи 3.5. а ) .
3.7. При а ^ 1  воспользуйтесь соотношением (1 — 1/п)к =» 

=  1 +  0(/.-/га), а при а  >  1 — равенством

1пи= 2 т  ( 1 - 4 ) й = а’п +  2  г ( 1 - 4 ) ‘к= * » + ° ( » 1“ в)-
Л>п“

3.8. См. [5 ]. Легко видеть, что т(к) равно числу точек 

(и; V) е  М2, леж ащ их на гиперболе ии — к. Поэтому сумма Т(п)  
равна числу точек (и; и) е  М2, леж ащ их по выш е гиперболы 
ии ^  га. В силу симметрии множества {(и;  и) е  ЕЧ2 | ии ^  га} отно­
сительно прямой и — и для вычисления Т(п)  достаточно под­

считать число 2’(га) точек н множестве

Е  =  {(и ; V) е= М2 | ии <  п ,и у ^ }

и учесть, что точки, лежащие в квадрате [0; У га] X  [0; У га], входят 
и в множество, симметричное Е  (сделайте рисунок). Это дает

Т  (и) =  2Т  (га) —  [ У « ] 2 =

==2 ^  [ г  ~  1Уи]2 =  2га ^  4  — ге +  ° ( У ге)-

Д ля вычисления возникшей суммы можно воспользоваться 

18 Б. М, Макаров и др, 273



следующим уточпепием результата задачи I I .2.9:

1 , . 1

1 <h<N

которое легко проверить с помощью теоремы Штольца (задача
II.2 .6 ).

3.9. а) П усть а =  sup п)'ап. Т ак  как «„  а2/«2, то для любого 
номера N  имеем

/<*><*( 2  7 + 2 ^ Ь т + ^ 2 ? - < 1 + ^
k > N  1 k > N

Ваяв iV =  1 + '  [a i] ,  получим при t ^  l/a

1 -j- at  ( ta2 

Если ж е i e  [0; 1/а), то

■ / ( * ) < 4 2 “ * < а 2 ; ? < 2 в -

Неравепство б) доказывается аналогично.
в) Д ля оценки величины lim  / (t) снизу зафиксируем

t - »  +  ОО

большой помер п. Тогда для всех t из промежутка [l/ya„_i; l/YanJ 
имеем

'V  „ . V  a ft re — 1 re— 1 , — .
f W > *  2  1 +  г2а й > г  2  2taa f t“  2t > 2 V a n■

Ä l<k<n
1  

Следовательно, lim  f  { t ) ^  -j  lim  я |/*аэт.
¿-> + 00

oo

3.10. Воспользуйтесь неравенствами J  / (г) ¿fi <  ф (h) ^
h

oo

j  f ( t )  dt.  Д ля немонотонных функций равенство неверно, 
о

Например, если / («) =  1 при любом n e N ,  то ф(1/я) =  +  °° ,
+ о о

При этом нетрудно добиться, чтобы интеграл ^ f  (t) dt exo«
о

дился.
3.11. И спользуйте результат предыдущей задачи.

+ 00



3.12. Ясно, что 

' <Й ■“ 2  ( (2 *  +  1 ) '  _  (2* +  2)»

=  2 ^ Н ‘ + ^ Г ) '

Пользуясь формулой Тейлора, получаем, что f  (р) =  О (р) +

^  1 „  1 С м  , \

+  Р 2  (2А- +  1 ) ^ - ^  ^  + ° 1 ^ ’к̂ О к
то

оо
С <11 1

7 (Р) =  Р ]  ( 2 * '+ 1 ) 1Т5 +  0  {Р) =  У  +  °  (Р)'
° к + 1

3.13. Воспользуйтесь неравенствами /(/с+ 1) / (г) ¿г < / ( * ) .
к

3.14. См. указание к предыдущей задаче.
3.15. Достаточно оценить величину

к+1/2
дй =  / ( * ) — [ / ( 0 ¿г (к =  м , . . . , щ .  

к - 1/2
В п. а) воспользуйтесь равенством

& Ь+1/2
Дй =  | (/ (Л) -  / (0 )  Л  +  (/ (*)  — / (/)) Л .  

й—1/2 к 
В ' п. б) с помощью интегрирования по частям  докаж ите, что 

¡1 й+1/2 

Д * = - - 1  ( ( < - Л  +  ф * Л ( О Л — | |  ( 1 - к - ^ ) 2 Г Ц ) с и .  
к - 1/2 й 

Заметим, что из равенства п. б) интегрированием по частям  можно 
получить оценки разпости Д, содержащие производные более вы­
соких порядков.

3.16. Воспользуйтесь результатом задачи 3.13. а) и формулой 
Тейлора..

(п  _  а  — 1\
3.17. П ользуясь рекуррентной формулой I п I =

а  /п — а\  „ ™
= ---------  , задачу можно свести к случаю  а  <  0. Тогдаос "■ п V п /

Остается воспользоваться резуль-
к г к я



татом задачи 3.13. а ). Заменим, что из свойств Г-фупкции (см. за­
дачу 2.15) вы текает равенство Са =  1/Г(1 — а ) .

3.18. После логарифмирования в пп. а) и б) используйте ре­
зультат задачи 3.14, а в и. в) — задачи 3.15. б).

3.19. а ) — в) Используя результат задачи 3.14, замените сум­
мирование интегрированием. Получающиеся при этом интегралы 
рассмотрены в задачах 2.11. б) и 2.13. а ). В п. в) предварительно 
используйте формулу Стирлинга.

г) Найдите асимптотику суммы последних [ ^ п ]  слагаемых 
и покаж ите, что сумма остальных слагаемых достаточно мала.

3.20. Достаточно доказать, что 2  пк/к\ ~  е" Д ля этого

воспользуйтесь интегральным представлением остатка в формуле 
Тейлора для экспопенты и результатом задачи 2.9. в).

3.21. Найдем асимптотику сумм ~  2  « Г .  где

р — фиксированное положительно число. Так как числа С% 
быстро возрастаю т при 1 ^  к ^  п/2, то основной вклад в рассмат­
риваемую  сумму вносят слагаемые с номерами, близкими к га/2 
(как  видно из последующего, достато?чно учесть примерно гс2/3 цент­

ральных членов).
П редполагая, что п =  2т, имеем

Чтобы найти главную часть полученной суммы, заметим,, что при 
/с  >  1

к>п

1

4 р) =  № ) р ( 1 + 2  2  № 7 с2я,ш) р)
\ 1<й кст /

Из соотнош ения 

дует, что

( 0 < { < 1 / 2 )  сле-

С ,  \ о (е -™1/3)

(1 +  О (т 1 3̂)) е при к т 2 3̂,

О ( е ~ ml',3)  ПрН }с > , тп2 3̂.

Таким образом (см. задачу 3.14)



Для получения окончательного результата остается проверить, что
,__  , . 1 / п \(1—Р)/2

с Тт ~  4т / У лш , откуда вытекает, что ^  ~ ' у ^ ) \ 2 п )  2 '

3.22. Обозначим сумму ряда через флг(г). Ясно, что

1 , * Г Й _ Д _ .  - у

Поэтому

„-2/1
фда(,) =  Г — г  ¿ И -  2  * ~ 2/"0 (1 Л г2) +

N

_ \ „—гУп__ —гУп+1 о л—
+  V  Г - ! --------= ^ - --------- ¿и =  +  е - * Г*  +  0\

П>]\[ ц

+  2 * - ’' ”" ! 0 ( ^ ) " = ' - ’, в ( ^ 0 ( ^ + 7 г ) ) -
оп̂ -И

3.23. Используя результат задачи 3.15. б), получаем

г/п_
n>N

ОО 0 0

=  | е - хУ1И ~ ^  |  ( « - [ « ]  - ^ 2 (е~гЛ ) ” <11 =  1 - 1 .
Я - 1/2 ДГ—1/2

Интеграл / легко вы числяется. Д ля оценки интеграла 1 запиш ем 
его в виде

V V « -  + ъ \ е~гГ1м =
N-11%

1 \ 2
£ _  ~ г V а ~ Т  | , £  Г 1 ] _ - г У 1

У м

1 Г ( 1 \2 / 2 2
/ = = "2 ]  “ Т ]  ^ 4(3/2 +  4г

22 Р (* И] ’2’)
0 | ^ = *  К + 8  ]  ----------*--------

N - 1 / 2

Получившийся интеграл можно оценить, разбив его на сум м у ин­
тегралов по промежуткам ¡[/с— 1/2; к +  1/2] ( ^ Л ' ,  ¡ : е М ) ;  
для оценки этой суммы иримепите результат предыдущ ей задачи.



\ 1/2
-f-00

3.2’4. Используя тождество cos (пх) —  ̂ <̂ п (х/2 ) I cos ix t)dti
П-1/2

уч аем

2 / "̂°° \
COS 71# Я С COS (¿Z¿) , \

_  — - П Е Й 2 Г (  J  - ¡ á - ! «  +  o « ) j  =

-f-oo
„  ,  С COS U

=  * J  - ^ Г  * Н -  О (1),
Аналогично доказывается, что

+ 0 0

2 sin ПХ 1 С sin V

П>1 О

И з результата задачи V II. 1.26 следует, что интегралы 
4 -0 0  + 0 0

Ícos и р sin V
— —  dv и В  =  — —  du положительны,

о о
3.25. С помощью приема, использованного при решении пре­

ды дущ ей задачи, получаем для х <= (0; п)

N Nx

2 COS пх  Р COS (x t ) , „  ,  Г  COS V
~ Г о  =  ] la  dt -{-О ( i )  =  ха —1 — г Л, +  0 ( 1 ) .  

K n < N  J  О

О тсю да следует, что равномерная (относительно п е  N и 

х  е  [0 ; я ] ) ограниченность снизу сумм 2  a  cos пх Рав"
H n<ff

ti
 ̂ , v С cos и

носильна тому, что интеграл / (и) =  I — dv неотрицателен

о
Зя/2 

л cos У
при и >  0. Ясно, ЧТО min I  [и) =  I  (Зя/2) =  I —— ¿у. Осталось 

«>о J у
ЗЯ/2 

f  COS У
показать, что функция / (a ) =  j — —  ¿у один раз меняет знак

о
на промежутке (0; 1). Т ак как /(0) = — 1 и /(1 — 0) =  + о о , то 
достаточно убедиться в монотонпости функции J. Легко видеть, что

ЗЯ/2 Я/2
Р cos V 1 Р cos V 1

*  («)=* J “^ r l n 7 rfp >  J
а о



П ользуясь убыванием фупкции у- “ cos у па промежутке (0 ; л/ 2), 

получаем
я/2 л/2

р  COS V 1 Р  1
/ ' (а) >  \ — —  In — dv >  cos 1 \ I n — d v > 0 .

о О

sin пх
Апалогнчно изучение сумм \  --------- сводится к изучепию

па
2Л

^ (* sin V
иптеграла / (а) =  \ — —  dv, который положителен д л я  всех

о
а >  0.

3.26. Положим Л =  i f " 1 (1/е), С =  sup г|т (¡)/i|/(г). Тогда
t^a

-j-oo

J  е—рфСО dt — А =
а

А + °°
=  _  в +  f (е- е’« ,) -  1) di  +  [ e—e'Ki) dt =  - a  +  I 1 +  I a.

а А

Оцепим интегралы h  и h :
А л

| /, | <  f  (1 -  dt <  е j  г|> (í) dt <
о а

А
<  еС j* t|>' (г) di <  еСг1з (Л) =  С;

а
+оо

Л
-foo

< ——  Г гНП е—eM’Cí) ¿ t -------—  е-еМ>М) __ £ .
^г!)(Л) )  dt-& ty(A )e е '

А
3.27. а) — д) Пользуясь монотоппым убыванием общ его члепа, 

покажите, что суммирование ыожио замепить интегрированием 
(сы. задачу 3.14). Для исследования получающихся ин тегралов 
воспользуйтесь результатами задач 2.9. ж ) и 3.26.

е) С помощью неравенства (ге/3)п <  п! <  (га/2)п свед и те  за ­
дачу к задаче и. д).

3.28. Так как при фиксированном t е  (0; 1) общий ч л ен  ряда 
не монотонно стремится к нулю, то к этим рядам не применимо 
неравенство задачи 3.14, Следует отдельно рассмотреть частичную



сум м у, б которой общий щгсп возрастает, и остаток ряда, в кото­
ром  общий член убывает.

В п. б) воспользуйтесь результатом задачи 1.4. г).
3.29. а )— е), з) Реш ение аналогично решениям задач 3.27 и

3.28. В пп. б) и е) воспользуйтесь результатами задач У.1.18 и 
У .1 .19 .

ж ) , и ) — м) Разлож ите общий член ряда в степенной ряд и 
измените порядок суммирования.

3.30. См. указания к задачам 3.27—3.29.
3.31. Воспользуйтесь результатами задач 1У.4.15 и 3.29. д ), е).
Другое решение задачи а) получим, если воспользуемся ре­

зультатам и задач 3.8, IV .5.8 и 3.28. б) при р =  1.

§ А. Асимптотика неявных функций и рекуррентных 
последовательностей

4.1. С помощью интегрирования по частям докажите, что 
1 + 0  (1) _ г2/„

2 (£ ) — ----- 1------ е при г -» '-К  00 . Поэтому

г2 ¿2
1п 2 =  — — 1п г -}- О (1) ~

Следовательно, t(z) ~  f 2  ln (1/г) при z -> -+ 0 .
4.2. Покажите, что уп =  хп — пп — я/2 является бесконечно 

м алой величиной. Для того чтобы получить асимптотику последо­
вательности {¡/п}> в равенстве хп =  l g x n замените хп на уп +  пп  +  
+  я/2 и перейдите к эквивалентным величинам.

4.7. Нетрудно видеть, что для любого числа а >  1 справедли­
в ы  неравенства

ср W  =  тттх < х (1 -  <  n b = *  (ж> прп * е  ( 0; 1 ~  т

И терируя функции <р и if, получаем двустороннюю оценку

ха хн / 1 1
<  ХП <  ■< -i . если а-,, <= [0; 1 -  — .1 +  пах0 -и  1 1 пха' 1 -о ^  р  1 а ]

1 _  0,999 1 _
П ри п — 1000 п а — имеем 10 3 <  ж1000 С у  10~ 3. Сле-

1 1  ' 1 1  
довательно, 0 <  Ю 3 — ж]000 <  "у" Ю 6.

4.8. Ясно, что хп\0. Асимитотику последовательности {х п} 
м ож н о найти с помощью приема, использованного при решении 
предыдущ ей задачи. Для этого функцию / оцените в окрестности 
н у л я  сверху и снизу функциями, рассмотренными в задаче 4.6, 
а  затем  сравните их итерации.



Другое решение осповапо на следую щ их соображениях, к о т о ­
рые применимы и в более слож ны х ситуациях (см. задачи 4 .1 2 — 
4.14). Рекуррентная последовательность хп =  f ( x n-\), x<¡ >  0, о че­
видно, сходится к пулю, если функция / такова, что 0 <  / (г) <  t 
для всех г >  0. С помощью рисунка легко попять, что п о сл е д о ва ­
тельность {хп} быстро сходится к  нулю, если разность t f ( t )  
велика, и медленно в противном случае. Поэтому для н ахо ж д ен и я 
асимптотики последовательности { х п} целесообразно р ассм о тр еть  
функцию ср(f) =  í — /(i)- Тогда рекуррентная формула пр и н и ­
мает вид

Хп Хп—1 === ф(Хп—l)-

Считая, что хп — это значение в точке п некоторой гладкой ф у н к­
ции 0, определенной па [1; + 00) , получаем

0 (га) —,0 (и  — 1) =  — ф(0 (п — 1)).

Если приближенно заменить разность 0(ге) — 0 ( и — 1) на п р о и з­
водную 0 ' (га — 1), то окажется, что функция 0 удовлетворяет «диф ­
ференциальному уравнению» 0 ' «  — ф (0)- Решая его, н аходи м
« i )  ем

f dt  Г dt
ф (¿) ^  га> т. с. хп =  0 (га) «  Ф 1 (и ) , где Ф (у) J  ср ( í )  '

0 (п )  У
Для обоснования этих эвристических соображений надо и з у ­

чить разности Ф (я п) — Ф(жп—i) и, используя данное рекуррентное 
соотношение, убедиться в том, что они стремятся к единице. Т о гд а , 
сложив равенства Ф (х л )— Ф (х ь _ 0  =  1 +  о(1) при к — 1, . .  ., п, 
мы получим Ф (х п) = г е + 'о (г с ) ,  т. е. х п =  Ф-1 (п +  о(га)). И ногда 
для упрощения выкладок вместо функции Ф удобнее рассм атр и вать 
функцию Ф, ей эквивалентную. Например, в случае / (х) х  x ~_¡_0 

ж~ 0—’Сх1+Р, где С и р — фиксированные положительные п о ст о ­
янные, имеем

xi xi
Г dt С d t 1 ^

® М -  J  , Г + .  J  ^ ~ - ф{ , ) -
у у

Рассматривая разность Ф (хя) — Ф ( х п_ 1), получаем

ф (хп) — ф (xn—i) ;С р { хп Р ~  xn - i )  ~  Ст1+Р 1 '1 °  П—1

1 У , 1
Отсюда следует, что =  Ф (* „ )  ~  п, т. е. хп ~  ^ ^ г / р  ■



4.9. а) Воспользуйтесь идеей, описанной в решепии задачи 4.7. 
б) Уточним результат п. а). Т ак  как

хп Лп—1 Лп—1 

то

хп—1'^

=  пР +  0  (1п ге) =  пр ( 1 +  0  ( 1"^ г )) ’

Т аки м  образом, хп =  (п р ) 1, Р(1-\-уп), где уп =  0 ((1 п  ге)/га). Под­
ставляй  полученные вы раж ения для х„ и лгп_1 в рекуррентное со­
отношение, мы получаем с помощью формулы Тейлора

1 р  — 1 / 1п2 и 
’ О/ 1\ 1 Р - 1  , 

nj  +  na 2/  +
т. е.

пуп - { п  — 1 ) у п - 1 =  7
1 Р — 1 /1п2 п

2р,2 О

р — 1
Отсюда следует, что = ----- 5-  ]n re +  О (1).

"  2p

4.10. Достаточпо реш ить следующую задачу: построить на 
( 0 ; + о о ) такую функцию /, что последовательность хп =  f (xn- i )  
совпадает с паперед заданной строго убывающей к нулю последо­
вательностью  { а я} . М ожно считать при этом, что а п — Ф(ге), где
Ф —  строго убывающ ая па [0; + ° ° )  функция, lim ф (<) =  0.¿-»4-00
Т огд а равенство / (z n -i)  =  хп =  ф(ге) равпосильпо равепству 
/ (ф (» — 1 )) =  ф(ге), которому удовлетворяет, например, функция

/ ( < )  = < Р ( 1  +  Ф _ 1 ( 0 ) -
4.11. Рассмотрите последовательности {х2п} и {x2n- i } .
4.12. Сначала докаж и те, что ant + ° ° -  Используя при е е  (0; 1) 

неравенство

__ _________ 1_________   ̂ 11
<' ап~~ а [еп] 2 *  а п +  а, +  .•• + « f c ' " [ era] ’

е  п « й < п

докаж ите, что ап ~  а [Еп]- Выведите отсюда, что 

lim  (ai +  . . .  +  ап)/пап ^  1

и, следовательно, ai +  а2 +  . . .  +  ап ~  иап. Поэтому

2 2 2яп 2_
“п+1 — ап ~  2ап {ап + 1 ~ ап) — ап ~  п ’

откуда вытекает, что я» ~  2  In п.



ап+ 1 ап ~

4.13. Сначала докажите, что а 4 + о о ,  а „ + 1  ^  Яп, а п =  0 (Ап) ,  
где А п =  а0 +  . . .  +  ап. При 0 ^  р  <  1 последпие два соотн ош ен и я 
очевидны. При — 1 <  р  <  0  они следуют из двусторонней оценки

О <  <  я„ <  Ми(1-г,)/(1+р) (п е  Ы).

Оценка сверху вытекает из очевидного неравенства

* п + 1 < 1 +  2  ( К Г р < 1  +  ^ > 1 _ г > - 
1 < й < »

Оцепку снизу можно доказать по индукции, если вы б р ать  число 
г о е  (0; 1) так, чтобы оно удовлетворяло неравенству

при всех п ё Н
Из этих соотношений получите последовательно, что

а2 а2 .  2 Р ~  Л™~г Л (1— 1  г У _ Р  п+1 п ~  I —,р  1 Ап ~   ̂ 2  а п 1 I

и, наконец,

в(1+РМ1-Р) _  ва+р)/(1-р> =  ^а+р)/(1-р) +  0 (1))

откуда

а ( 1 + р ) / ( 1 - р )  ^  пК(1+р)К1- р )
П +1

1.14. Докажите последовательно, что «п +1 ~  а п,

ап+1 =  0 ($п)' ГДе $п =  ао +  • • • + “»■ Последнее соотнош ение сл е­
дует из неравенства

ар ор пр лг, ^  т— п + 1 т — ап~и ^ -п— “п-й 1 о е 1 и , , _ = 1 ш 1 _ < 1 ш _ _ = _  

справедливого для любого фиксированного номера к.  При р Ф  — 1 
выведите отсюда, что

<Х\ ~  < +1 ~  (Р +  1) < Л П ~  (Р +  1) (1н 5я+1 -  1п 5 Я).

Поэтому при ^ <  — 1 сущ ествует конечный предел Пш =  а Р,
1 п

т. е. ап+1  - а п =  —  -1г о (1), откуда я„ ~  —  =  При р  >  —  1

справедливо соотношение а^+1 ~  (р 1) 1 п £ п ->•-)- оо. И сп оль­
зуя  теорему Лагранжа о среднем, докажите, что отсю да след ует
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равенство
£ » + 1(1п £»+ | )-р/(,,+1> - ^ » ( 1 п 5 „ ) - р / ^ +1> =  (р +  l ) * ^ 1» +  о (1 ),

т . е . S n ( l n S n) - P ' ^  ~  п ( р +  1)р/<р+».
П оэтому lu ~  In п и, следовательно, ajj"11 ~  (Р +  1) 1н ¡>п ~  

~ ( Р +  1)\пп. (2в)|!

При р =  — 1 докажите по индукции, что ап — (2л — 1)!! ‘

Г л а в а  V II. ФУНКЦИИ (ПРОДОЛЖЕНИЕ)

§ 1. Выпуклость

1.1. Используйте индукцию (предварительно проверьте, что

в ы п у к л а я  комбинация 2  попадает в <я; Ь>).
1« }<«

1.2. Положите Я, =  —------- Х„ =  ------- -------“ и напишите нера-
хз ~ х 1 хз ~ х1

вон ство  Иепсена для =  %\Xi +  Я2жз-
1.3. а ) Т ак  как некоторые числа х,  е  Л можно брать одинако­

вы м и , то достаточно доказать неравенства Иенсена для среднего 
арифметического п чисел. Докажите это сначала для п =  2 . Про­
вер ь те, что если неравенство верно для среднего арифметическо­
го  п произвольных чисел, то оно останется верным и при замене п 
п а га — 1. б) Воспользуйтесь н. а).

1.4. Можно считать, что р, q е  (о; Ь). Пусть ^  =  р<ж<д^

С н ачала проверьте ограниченность / сверху на любом промежутке 
[с ;  d],  (р\ q) а  [с; d] cz (а; Ъ). Д ля этого рассмотрите множество 
Е  =  {х  & [ с ;  d] | f (x)  С},  где С =  m ax ( f ( c ) ; f { d ) ; K ) ,  и, используя 
р езу л ьтат  задачи 1.1.19, убедитесь, что Е  =  [с; d].  В случае огра­
ниченности сверху функции / на (Р> ? )\ Q  уоедитесь, что / 
ограничена и на (р; д), поскольку каж дая точка этого интервала 
е ст ь  середина некоторого промежутка с концами в (P\ 9)\ Q * 

Непрерывность / в точке г  е= (с; d) следует из неравенств

(/ (х) -  С ) <  / (х) — / (х — б) <  / (х +  б) -  / (х) <  — (С — / (х)),

гд е б — произвольно малое положительное число, т и п  — наиболь­
ш и е целые числа, для которых х — т б , х +  габ е  [с; й]. Среднее 
неравенство очевидно, правое доказывается с помощью неравенства 
И ен сен а (см. 1.3. а )) для точек х, х +  б, х +  «б, левое аналогично.

1.5. а) -<=»- б) очевидно. Для доказательства импликации б) =>

=>- в) рассмотрите множество ^  =  ° ГД° ~

точка графика. Покажите, что К  — выпуклый конус, К  Ф  R , и 
во зьм и те прямую, содержащую один из его граничных лучей. Для



доказательства в) =>- б) проверьте, что Г + есть пересеченно п о лу­
плоскостей.

1.6. Пусть 0 ^  х <  у ^  1/2, П редставьте у и 1 — у в ви д е  вы ­
пуклых комбинаций точек х  и 1 — х  и воспользуйтесь вы п у к ­
лостью.

1.7. Используйте лемму Бореля о покрытиях.
1.8. Воспользуйтесь леммой о трех хордах (задача 1 .2 ).
1.9. Рассмотрите сначала случай, когда L(x )  > 0  д л я  всех  

х е  (а; Ь). Пусть xh х2 е  (а; Ь), х х <  х2, и пусть у =  g(x)  —  у р а в­
нение хорды, проходящей через точки графика с абсциссами х\ и х2. 
Положим /1 =  / — g. Ясно, wtoLj^ (х) =  L j  (х) >  0 и для в ы п у к л о ­

сти / достаточно, чтобы неравенство / i (x ) ^ 0  выполнялось при всех

*  е  [* i ;  х2]. Предполагая противное убедитесь, что L ,  (я )  sSj 0 
_ '1 

в точке х, где функция ¡\ достигает своего наибольшего зн ач ен и я
па [>i; xt],  В  общем случае (L(x )  ^  0) рассмотрите ф упкции
f e (x) =  }{х)  +  ех2, е >  0, и перейдите к пределу при е - > 0 .

1.10. Д ля доказательства достаточности перепишите н ер авен -
h

ство в виде 2 Г̂ J ( / ( z + i ) -|-/ (х — ¿) — 2/(я)) di>0 и во сп о л ь -
о

зуйтесь предыдущей задачей. Необходимость очевидна.
1.11. а) Воспользуйтесь равномерной непрерывностью и «сп р я ­

мите» график хордам|и.
б) Используя п. а ), убедитесь, что достаточно рассм отр еть 

лишь функции вида \х — а\.
1.12. 1.13. Воспользуйтесь леммой о трех хордах (зад ач а 1 .2 ).
1.14. Проверьте, что неравенство Иенсена для одной ф ункции 

преобразованием х ^ Ц х  переводится в неравенство И ен сен а 
(с другими коэффициентами) для другой.

1.15. Используйте сущ ествование и монотонность односторон­
них производных (задача 1.8).

1.16. Сведите задачу к случаю а — 0, /(0) = 0  и п ровер ьте 
монотонность функции f (x)/x.

1.18. Воспользуйтесь леммой о трех хордах (задача 1 .2) д л я  
точек 0 , х — /г, х (0 <  h <  х ) .

1.19. Достаточно проверить, что cp(xi) < ф (ж 2) для все х  <
<  х2, х 2 — xt <  Ъ. Это следует из леммы о трех хордах (зад ач а 1 .2 ), 
примененной в точках х1; х2, х\ +  Ъ и х2, х\ +  Ь, х2 +  Ъ:



1.20. Будем считать, что п — 2т + 1  — печетпое число, так 
к а к  всегда можно добавить нуль в качестве последней точки. Для 
а  <  Ъ функция *  - *  / (Ь +  * )  ~  1 (® +  * ) .  *  >  0, возрастает 
(см . задачу 1.19). Следовательно,

/ (а2г) — } (а2г+1) ^

■/( 2  Ы - а2к+1))’
\г<й<га /

^  / ( 2  ( Я2h a 2h+l)  
\г<к<т

/(дгт)

г =  0, . . . ,  т — 1,

/ ( 2̂m+l) ^  / (&2т 2̂m+l) •

Сложив эти неравенства, получим требуемое. 
1.21. Опираясь на неравенство ап+ \ — а-п

ж ите, что
а п + р + д ' “n an+p+q '

Ч- г
ап+р

йп+2 — ь дока- 

Истолкуйте это нера-
р +  ч

веп ство геометрически.
1.22. См. задачу IV .2.3.
1.23. Проверьте, что можно рассматривать только кусочно­

линейные функции указанного класса (см. задачу 1.11. а ) ) .  Даль­
нейшие рассуждения поясним для двух неравенств.

а ') Разобьем подграфик функции на треугольники с общей 
вершиной (0; 0 ), соединив ее о точками излома графика (рис. 14).

П усть к-й треугольник ограпичен графиками фупкций Фк и фь+ь 
О =  ф ! « £  Фа * 5  ф м - 1  <  =  /, <Р* + 1  ( * )  =  Ф * ( ж ) вне проекции к-го 
треугольника на ось абсцисс. Тогда / =  2  (Фй+1 Фй)’

Д окажите неравенство а.') для каждой функции фь+1 фь, а затем 
сложите эти неравенства. Убедитесь, что требование выпуклости 
существенно.

г ') Продолжая прямолинейные отрезки графика до пересече­
ния с осью абсцисс, получим разбиение подграфика на треуголь­
ники (рис. 15). Введем функции (1 ^  /с ^  Л') так ж е, как в пре-



дыдущем случае. Тогда /2 =  2  (ф ь+1 — ЧР*) - П р о вер ь-
1 < к ^

те, что

1 1

^  (фк+1 И  ~  Фй ( * ) )  Лх =  Т  м к |  (ФЛ+1 М  -  Фй ( * ) )
о о

где Мк — высота /с-го треугольника.
1.24. Замените интегрирование по [0 ; 1] интегрированием по 

[0; 1/2]. Воспользуйтесь результатами задач 1.6 и 1.2.22.
1.25. Для проверки необходимости рассмотрите функции

ф (х) =  С, ф {х) =  Сх  ( С е  К)
и

ф (х) =  ш ах (0; а — х) ( а е = ( 0 ;1 ) ) .

Для доказательства достаточности используйте, что кусочпо-ли - 
нейная выпуклая функция явл яется  суммой с полож ительными 
коэффициентами функций вида <р(ж) =  т а х  ( 0 ; а  — х) и линейной 
функции.

1.26. а ), б). Представьте данные интегралы в виде су м м ы  
интегралов по промежуткам длины 2я/а. В  п. б) восп ользуй тесь 
результатами задачи 1.6.

1.27. а) Воспользовавшись неравенством Бупяковского, п р о ­
верьте, что /"/ — р  >  0.

б) С помощью задачи 1.11. б) можно ограничиться сл у ч а ем  
дважды дифференцируемой функции. Логарифмическая в ы п у к ­
лость такой функции / означает, что /"/ — Г 2 >  0. Проверьте, что  
для суммы таких функций /, £ справедливы неравенства

и" +  ё”) и +  е ) >  (1П  +  И Ч )2 >  (/' +  л 2-

1.28. (См. ^ в ] ) ,  Ограничимся доказательством экви валентно­
сти 3) и 4 ).

Поскольку / выпукла (см, задачу 1.3. б ) ) ,  в каждой точке х  
сущ ествуют односторонние производные и / + , (х) <  / +  (х ) 
и всюду, за исключением счетного м пож сства, (х) — (х) (см . 
задачу 1.8). Докажем, что сущ ествует / '(1 ). Пусть к  >  0. Т о гд а

1 = / ( 1 ) > / ( 1  +  * ) / ( г Ь )  =

=  [/ (1) +  /+ (1) к  +  0 (А)] [/ (1) -  / 1  (1) А +  о (/*)] =

=  1 +  ( / +  (1) — / 1  (1 ))А  +  о (А ) ,

откуда (1) <  /1 (1) и, учитывая противоположное неравенство, 

/+ (1) =  /— (!)■ Пусть р = } ' (  1). Зафиксируем х так, чтобы с у -



щ ествовала f'(x).  Рассмотрим функцию Ф(£) =  f ( t ) f (x / t ) ,  t >  0. 
Она дифференцируема в точке 1 и удовлетворяет соотношению 
ф (г ) ^  f(x)  = Ф ( 1 )  для воех t. Поэтому Ф '(1 ) =  0, т. е.

f  {!) f  (х) ~  f  ( V j i  Г  ( ® ) = 0 ,

p f ( x ) =  xf'(x).  ( * )

Таким образом, производная V{x),  сущ ествующ ая на плотном 
в  (0; + °о )  множестве Е,  совпадает на нем с непрерывной на 
(0 ; -)-оо) функцией (р1(х))1х.  Отсюда, в силу монотонности/+ д 

f '_  (см. 1.8), следует, что / е С ( 0; + ° ° ) .  Теперь из уравнения ( * )  
легко вытекает, что f ( x )  — Ахр, где А =  1, поскольку /(1) = 1 ,  
а  ограничение на р  обусловлено выпуклостью /. В связи с усло­

вием Г )  рассмотрите функцию 1 {х) =  min (Уж; 1) (х е  (0; + ° ° ) ) .
1.29. Напишите неравенство Иенсена для функции j ( x)  =  хр

в виде

i  2  « * V < T  2  - J *
K j -йп I

где с =  У  с ,, х } — ajitj ,  cj =  bjtj, и подберите надлежа-
1 *ij<n

щим образом числа tj >  0.
1.30. а) Если 0 < r  <  s, то воспользуйтесь неравенством Гёль- 

д е1р.а с р =  s/r (сМ|. предыдущую задачу). Если г <  s <  0, то при-
/ 1 1/̂  

мените соотношение _ (и (— t))~ =  [ — xi \ ' Если
\ 1<}<п /

г <  0 <  s, то используйте п. б).
д) Неравенство И епсепа для фупкции In ф в точках г, s, 

Хг -Ь (.is (X, (х >  0, X +  ц =  1) превращается в неравенство Гёль- 

дера>, если положить a j ~ xT ’ Р =  I f K  <7 =  1/И--
Для непрерывной положительной фупкции / следует опрсде-

(
1 \1/р

(х) dx I ) а вместо (х\ . . .  Хп)̂ п̂ рассмотреть

exp  ln f  (х) Утверждения а) — д) сохраняют силу.

1.31. Неравенства а ) , б) суть пепрерывпые апалоги неравен­
ства Иенсена и могут бы ть получены из него предельным пере­
ходом. Другой способ доказательства неравенства б) (более обще­
го, чем а)) таков. В силу 1.11 можно предполагать существование



ь
ф". Полошив / =  ^ / [х] р  (х) ¿ж, по формуле Тейлора получим

а

ф (/ (ж)) =  Ф (/) +  Ф' (/) (/ и  -  /) +  4  ф " (<о (/ и  -  л 2 >

> ф ( / )  +  ф' (/)(/ ( * ) - / ) .  

Требуемый результат получается после домножения этого нера­
венства на р и интегрирования по [а ; Ь].

в) Используйте б) при ф(£) =  1п (1/г)-
1.32. Обе величины наибольшие в случае, когда точки А  |, 

Аг, . . ., А п - 1 делят дугу, соединяющую Л 0 и А п, на равные части . 
Для доказательства воспользуйтесь вогнутостью  синуса на проме­
жутке [0; я] .

1.33. Рассмотрим произвольный луч, выходящий из точки 
=  (0; Ь), 0 <  6 <  /(0). Пусть =  (х<; щ) ,  I =  1, 2, . . . — п осле­

довательные точки отражения луча от графика, а В{  — от оси х.

Тогда каж дому лучу отвечает (конечная или, возможно, бескон еч­
ная) последовательность (траектория) 8 А 1В\А2В2... или 8 В 1А2В 2А з... 
(точка Л] отсутствует, если первое отражение происходит от 
оси х).  Мы докажем существование такого числа М, что для  в с е х
лучей в и р а ^ ^ М  (это означает, что освещ ена лишь ограни- 

í
ченная часть подграфика),

1) Заметим сначала, что если х п+1 <  х п при каком-нибудь п, 
то хп+к <  хп при всех к >  0 (луч вы ходит из области).

2) Пусть Я А ^  I  . .  . — единственная траектория, д л я  
которой три точки Б, Ау  В  ̂ л еж ат на одной прям ой, 

А9 =  (я?; г/9). Тогда для любой другой траектории, со д ер ж а ­

щей точку Л 2, имеет М|есто неравенство <  х% (в этом у б е ­
диться совсем легко).

3) Пусть п ^  2, х п+1 >  х п, фь е  (0 ; я/2) — угол м еж ду з в е н ь я ­
ми ломаной, примыкающими к Вн, и осью  х, 0ь =  | агс(^ /' (хи) \ 
(рис. 16). Тогда, благодаря вьшуклости /,

Уп Уп+1 ^  ( ^  0п) (ж„+1 Хп).



Учитывая такж е, что
%Уп ^  Уп "Ь У п + 1 === ( t g  фп) (#П + 1 Я п )  И фп ---  фп — 1 “  20П,

получим неравенство

Уп -  Уп+1 J g ü n tg 2Qn tg (фга -  фп -1 )

Уп  <  tg Фп <  %  Фп ~~ tg  Фп
откуда

У п + 1 tg  (ф„ -  фп_ 1) _________ Sin Фп- 1  Sin Фп- 1

Уп >  <«Фп ~  sin Фп COS (Фп — фп_ х) "> в т ф „  •
Следовательно,

У п+ i  s in  Ф,
■ ^ 7 > ж ^ ; >31П(Р1’ У п + 1 > у 2 8ШФ1-

Заметим, что фх ¡3* 0 j  =  | arctg /' (ж®) |, У2 ^  у2- Следователь­

но, в качестве М  мож но взять число /—1 (jíg sin  0 j ) .
lJMj. а) Зам етьте, что /* — поточечная перкняя грань семей­

ства линейных функций ht,а(х) — x t — а по всем n apaM i (t; а),  для 
которых а ^  / (í).

б) Используйте неравенство Ионсена и задачу 1.5.
в) Используйте п. б) и тот факт, что gx, b ( t ) = x t — bs^ . f ( t )

при всех í e I R  тогда и только тогда, когда b ^  sup (xt — / (t)) =
íeR

=  / *(*)»  а такж е указан ие к п. а).
д) Очевидно, что д ля выпуклой функции Ф, дифференцируемой 

в точке г, равенство ф '( г ) = 0  является достаточным условием 
минимума. Поэтому если в точке t сущ ествует f'(t) — х, то supre- 
mum в определении f *  (х) достигается в точке t. Пусть а <  6, 
а  =  /'(а)! и Р =  f ( b )  сущ ествуют и конечны, х  е  (а ; ¡3). Тогда 
значения /* в точках а и р  конечны и, следовательно, /* конечна 
па (а ; ¡5) (см. п. б ) ) .

ж ) Функция /' не мож ет иметь скачков и строго монотонна, 
следовательно, непрерывна, и множество ее значений — действи­
тельно интервал. О тсутствие дифференцируемости /* в точке х 
означало бы, что * _  =  ( / * ) !  (х) <  í +  =  (/*)!,. (ж), а тогда функ­
ция }**  =  / бы ла бы  линейна на [ i - ;  í+] (см. п. е ) ) ,  что противо­
речит строгой вы пуклости /. Аналогично, дифференцируемость / 
влечет строгую вы п уклость /*. Для строго выпуклой дифференци­
руемой функции / д л я  каждого г е Д  равенство f * (x)  =  xt — f( t)  
достигается лишь при таких г, для которых f'(t) =  х. Аналогично, 
для f e  (а; Ь) равенство f(t) — f**(t )  — xt — f*(x )  достигается 
лишь при тех х, для  которых ( f*)'(x) — t. Это и означает, что f  
и (/ *)' взаимно обратны.

1.35. И спользуйте задачу 1.34.
1.38. См. задачу 1.3&. а ), е). Для доказательства единственно­

сти используйте задачу 1.34. г), з).



2.2. Проинтегрируйте данное тож дество по у по пром еж утку 
[0 ; 1].

2.3. С произвольной степенью точности аппроксимируйте /<"> 
равномерно па [а; 6] многочленом. (Возм ож ность такой аппрокси­
мации следует, например, из 3.8. б ) .)

2.4. Изучите ряд Тейлора функции / в крайней точке про­
межутка, на котором /(х) =  0.

2.5. Примените индукцию по п. Воспользуйтесь формулой

/ =  Л / ^ +  2  Рие^ ~ Яп)
\ К к < п  )

и, рассуждая от противного, изучите производные функции

^ » + 2  Рке ^ п.
1 <к<п

2.6. Д окажите, что либо /' (х) 0> либо /' имеет 

бесконечно много экстремумов.
2.7. Пусть 1 , 8 е  (0; 1). Тогда

/ (&*) =  / (* )  +  (6 -  1) х/' (х) +  ~  ^  х2/" (7), 

где х е  (6х; ж). Поэтому

< и _ т З < ы + ц * .  У й _

Выбирая б близким к единице, делаем  малым второе слагаем ое, 
а затем, за  счет выбора х •— первое слагаем ое.

2.8. Проверьте, что

i Т
j f  (х) S (t -  X) dx =  Г /' (х) (g (x  + t ) ~ , g  (X —t ) )d x =

- Т  О
Т„ х + 1 /  t x + t  Т x + t  .

=  j J f  (x ) g  ( y ) d x d y  —  \ f j* +  i ( +  Г I \ f ( x ) g ' ( y ) d x d y ,

о \ P о x - t  T —t 2T—x—t J

где P  прямоугольник с  вершинами (0 ; t),  ( t ; 0 ), (T; T — t) и 
(1 í; T).  Т ак  как P e z  [0; У]2, то первый интеграл неотрицате- 
лен, а остальные два интеграла равны нулю в силу нечетности 
функции g\



2.9. Запишите /(1/2) по формуле Тейлора: /(1/2) =  /(ж0) +  . .  
полагая ха равным 0 и 1.

2.10. а) Исходя из тож дества

i С ' f  (х +  к) — f  (х — к)
/ ' < * ) = A  J  ( г  ( « ) - / ' ( * + < ) ) # +  - 2Е-------------

—h
и применяя к подынтегральному выражению формулу Лагранжа, 
приходим к неравенству

1 (  С \ h М°| / ' ( * ) | < а у  \t\M2dt +  2M0J  =  ^  м 2 +  —

для всех к >  0. Вы раж ение в правой части имеет минимум, рав­

ный f2MbM-2. Н еравенство превращается в равенство для кусочно­

гладкой функции / (х) =  J  ^2 -f- J  ф(и) dt, где ф(и)

=  — 2 sign и при М  <  1, ф(в) = 0  при |и| >  1. Заменяя ф не­
прерывной функцией фе так, как показано на рис. 17, получим

С2 — гладкую функцию /е, причем для

нее Mi/IMaMi-*-У2 при е -> 0 .
Доказанное неравенство допускает 

следующее механическое истолкова­
ние: если движение точки происходит 
на отрезке [—Мо\ Мо\, а ускорение по 
абсолютной величине всегда не пре­
восходит М2, то ни в какой момент 
времени скорость точки не может быть 
слишком большой. Точнее, она не пре­

восходит У2М0М2. С аналогом этого 
факта все знакомы из школьного курса 
физики: при свободном падении (с ну­
левой начальной скоростью) мгно­

венная скорость тела равна i2gS,  где S — пройденный телом путь, 
g — ускорение силы  тяж ести .

б) Замените в предыдущем рассуждении промежуток 
[х — к\ х +  к] на [ж; х +  к] .  В результате получится неравенство

Mi <  2iM aM2.
г) Примените аналогичный прием, выбирая к из промежутка 

[0; (Ь — а)/2] и интегрируя по [ж; х +  к] или по [х к;  к] в зави­
симости от знака X '— (а +  Ъ)]2.



п) В птом, случае удобпо применить ипоо рассуждоппо. С кла­
дывая почленно равенства

/ (х) — / (0) = x f  (х) — j  ж2/" (Cl),

/ (2) -  / (х) =  (2 -  х) /' (х) +  f  - (2 -  х )2 /" (с2),

получим

2/' (х) =  / (2) -  / (0) +  у  (х 2/" (c t) -  (2 -  X)2 f" (с2) ) ,

откуда сразу следует искомая оценка. Е е точпость демонстрирует 
х2

пример: f  (х) — ~2 — 1.
ОО

2.11. Из сходимости интеграла j  | /" (х) \dx (если иптограл
о

расходится, то доказывать нечего) вы текает, что сущ ествует
ОО

с =  lim  /' (х ), а из сходимости I \f ( x )\ dx  — что с =  0. Рас- эс-»оо J
о

смотрим функцию g, задаваемую условиями
ОО

g' (х) =  — | I /" (X) | dx и g  (0) =  / (0) 
л;

(будем для определенности считать это число положительным). 
Она убывает, выпукла и удовлетворяет неравенству g ( x ) ^ . f ( x )

ОО

(следствие неравенства g' ( х ) <  /' (ж) =  — J  f " ( t ) d t ) .  Прове-
X

дем касательную к графику g в точке 0. Тогда а  =  f (0)/g'(0) — 
точка ое пересечения с осью х. Сравнивая площади, получаем:

ОО ОО

"2 / (0) а  <  J  max (g (х); 0) dx <  j *  | / (x) | dx,

откуда
00

- § ( / <°))2 <  J  !/ (*) !  * 4 * '  (0)|.

Заменяя сначала |#'(0)| на ^ | /" (ж) | йх и затем среднее гео-
о

метрическое средним арифметическим, получаем а) и б).



Для доказательства того, что константы 2 и )2  но могут быть 
улучшены, аппроксимируем функцию Ь, (х) =  шах (1 — кх\ 0) 
(к >  0) вы пуклой функцией | , е ( ? ( [ 0; + ° ° ) ) ,  как показано на

рис. 18.
Тогда

1 / (Ь+ е)

/" (х) Ах = = * ,

ОО

 ̂ / (я) йх 2* 1/2&, / (0) — 1» 
о

и поэтому
оо оо

а) 1 =  (/ (0 ))2 =  2 - ^ . - / с ^  \1 (х)\йх | | / "(* )| & ;

о о
оо

б) j  ( I / (*) I+ 1 /" (х) I ) * = 4 + * = у * = ^  ^(о)
о

при А; =  1/У .̂
2.12. По Ф ормуле Тейлора

1
/ (!) =  /' (0) +  _[/'(*) ( ! - * ) < » •

откуда следует, что сИ =  | а |. Применяя к инте-

1

‘ У з ‘

гралу неравенство Буняковского, получаем оценку снизу:

(  \ '  1/2 
| а | <  ( У (/’ (О)2 

'0

Равенство достигается в том случае, когда функции / (I) и 1 г

пропорциональны, откуда / (0  =  "2 г ^
2.13. П усть П  =  {*|/‘" Ч * ) = 0 } ,  С„ =  1Й\^«. Докажите 

вспомогательное утверждение (А ): Если / пе является много­
членом на некотором открытом интервале Д, то для любого п най­
дется составляю щ ий интервал Д„ непустого открытого множества 
в п П А, на котором / не является многочленом.

Из (А) легко выводится утверждение задачи: предположив, 
что / не многочлен на К, построим последовательность вложен­



ных интервалов Дп =  ( ап', Ьп) с :  в п, '[ап+\\ Ьп+1] с  &п, пересечение 
которых непусто, что противоречит условию.

Предположим, что (А) не вы полняется, т. е. что для некото­
рых п и Д функция / — не многочлен на Д, но ее ограничение на 
любой составляющей интервал множества в п П Д является много­
членом. Обозначим символом а (х)
(х е  А) максимальный промежуток, 
обладающий свойствами: х е о ( х ) а  
с :  Д, /|о(х) — многочлен. Проверьте, 
что если ограничения / на два при­
мыкающих промежутка — многочле­
ны, то / — многочлен на их объеди­
нении. Покажите, что если о — гра­
ничная точка а (х ) ,  то: 1) сущ ест­
вует последовательность н е ? » ,  
хк ф а ,  Хк~+ а;  2) /<”*> (а) =  0 для 
всех т ^ п ;  в) /(п) обращается
в нуль на а (х ) .  Тогда, в частности, /<п){х ) =  0  для всех п е  <3„ П 
П Д, что невозможно. (Решение Д. Ю. Б ур аго).

2.14. Формальным почленным дифференцированием получите 
рекуррентное соотношение, связывающ ее последовательности {осп} 
и {^п}. Убедитесь, что за счет выбора мож но добиться возмож ­
ности почленно продифференцировать ряд.

2.15. Можно считать, что а =  0. Тогда

Рис. 18

/ ( * ) = _ [ ! / ( )̂ <»=J  2 ^ {tx) dt= {tx) dt'
0

и в качестве gj (x)  можно взять
Cdf_  

.) dxj
(tx) dt.

2.16. Заметьте, что если / константа, то из б) и в) вытекает, 
что ?(/) =  0. Двукратное применение результата предыдущей за­
дачи дает представление

/ (*) =  / (*) +  2  (х5 ~  а>) +  2  (Х1 -  а}) (ХЬ ~  °к) Н*  {Х)'
¿Л

где gj (а) (а)• Остается еще раз воспользоваться а ) , б ), в)

2.17. Отбрасывая тривиальный случай, когда / =  0, будем счи- 
тать, что число а — in f >  0} равно нулю  (иначе можно сде­
лать замену и =  t — а).  Тогда из условия вы текает, что при t >  0

t
с  +  j  f  (x) g (X)

0
dx



Переходя к первообразным, получаем неравенство 

t \ t

Тогда

In +  ( / (х) g (х) <  In С +  j" g (х) dx.

С +  j  f  (х) g (х) dx <  С exp I j  g (X) dx
0 \o

откуда непосредственно вытекает требуемое.
Для доказательства следствия заметим, что поскольку | h ( t) \ =  
t t

J  h' (x) dx ^  J  I h' (r )l dx,  то условию первой части задачи

удовлетворяют функции /(«) =  \h'(t)\, g(t) =  М и число С — 0.

2.18. а) Воспользуйтесь тем, что /(?,- — <*) =  /(¿¿)/(М-
б) Воспользуйтесь тем, что cos (а; I) есть полусумма двух 

положительно определенных функций.
2.20. П редставьте функции f u g  через их преобразования 

Фурье.
2.21. б) Воспользуем ся тождеством

С cos (х\ t) — 1
- 1 И = са )  ||t||n+5----- d t’ ГДе са

Rn
(ср. с задачей 1.26.6). Тогда (см. задачу 2.18.6)

J
l
\n+a 2  (cos ( i ;  x3 -  xk) -  1) z-zK dt >  0.

1 ■<}<»>

2.22. б) Воспользуйтесь тем, что, как следует из неравенства 
(1 ), матрица

//(0) /(о\
V/ (— 0  / ( 0)1

положительно определена при любом ¡ е К .
в) Воспользуйтесь положительной определенностью матрицы

/ / ( о )  / ( д  / ( д  \

/ ( д  / ( ° )  / ( г2 - д  

\/(д /(о) /
при любых е  (Я.



0 < 1  2  ~  е8Ф(^ ) - 1 '  
1 <}<т
1 1<й<т

■ 2 Тк-

Переходя в этом неравенстве к пределу при $ 0, получаем нера­
венство

т1<к<т
2.24. Утверждения в ) , г) следуют из б ), б) следует из а) и то­

го, что Бк(х)  = 0  ( х ф —Щ ) ,  а) проверяется непосредственно,
1

д) вытекает из равенства %" =  —• "^5/.

Для доказательства е) воспользуйтесь тем, что из условий 
/"(яо) =  0 и 5/(ж0) < 0  следует, что } ' (х ) ¡ '"(х)  < 0  в некоторой 
окрестности точки хо, и рассмот­
рите возможные комбинации зна­
ков / '(г ) , / " (ж)> Г " ( х ) п0 °бе сто­
роны от х0.

2.25. б) Пусть сп, . . . ,  а„_1 — 
корни многочлена /' ( х ) . Тогда

5/ (*) -  2 ^  (Х _  в{) ^  _  а .)

-4(2 < о . Рис. 19

2.26. Предположим, что а =  / ' ( с ) > 0 — минимальное значе- 
ние /' в окрестности точки с. Тогда график функции / выглядит 
так, как изображено на рис. 19. Выбирая хи х2, хз, Х\, как показано 
на рисунке (причем х 2 и х 3 достаточно близки к точке с ) , имеем:

/ (*4) - / ( * 1 )  / (*3) - / ( * 2) /(*4) - / ( * з )  f ( X2 ) - f ( X1)

=  Ь(а +  е1) - ( г >  +  е2)(Ь +  е3),

где Ё1, е2, 83 — малые положительные числа, а через 6 обозначено 

/(*4) - / ( * 1 )  „
выражение — - - ------- • Переходя в этом равенстве к пределу

4 1
при х2, хз -*■ с, получаем Ь ( а — 6) < 0 ,  что противоречит условию. 
Полезно отметить, что если функция / е С 3(Д) монотонна, то 
справедливость неравенства из условия задачи для  произвольной 
четверки точек XI <  х 2 <  <  x  ̂ равносильна условию  S f  <  0.



3.1. б) Д ля вычисления сумм 5„ ,0 и 5„д воспользуйтесь бино­
мом Ньютона и равенством

V  * ф * ( 1 - * ) “" *  =  2  1 к==пх-
й<к<п  0<к<п

Суммы 5 „ ,2, 5п,з и 5„ 4 вычислите с помощью рекуррентной фор­

мулы а ).
3.2. а) Сравнивая суммы ап,ь и 5 П,2 (см. задачу 3.1), получаем

: 6 -04к<п
1 ж(1 — ж) 1

=  ' ^ 2 ‘5'п ,2 (Ж) -  " - 4 6 V

б) Сравните суммы о*,а и 5„ ,4 и воспользуйтесь неравенством

Stia(x) <  п2Н1-
3.3. а) И спользуйте результат задачи 3.1.
3.4. б) Воспользуйтесь неравенством

В пШ  — А ) г; х)  =  Вп(/2; х) — 2ABn(f\ х) +  А2 ^  О
при А =  Вп(/; ж)-

3.5. У бедитесь в том, что

а) В'п  (/; х) =  п ^  Cn - i xk (4 ~  ) _  f  ( т ) )
0 4 k < n — 1

= » ( » - п  2  ( ' ( * ^ Н “ )+ /Й ) -
0<к<п—2

3.6. а) Воспользуйтесь равенством 2  (1 — ж)"_г{ =  1.
О <h<n

б) Д остаточно рассмотреть случай, когда sup/ =  0 (в против­

ном случае следует рассмотреть функцию / =  / sup/). Тогда 

/(Л/ге) 0 ,  если к / п  е е  А, и, следовательно,

•Вп ( / : * ) <  S  Ckf ( k / n ) x h ( l - x ) n- k <
О <к<п

< (в и Рл  2  ( 1 - * ) " “ *•
\ [0; 1]/ o<fe<n

— 5ЕД п

О сталось воспользоваться неравенством а) задачи 3.2.
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в) Пусть sup/ =  0. Можно считать, что sup / <1 — 1 (этого 
Д А' \ Д

можно добиться, ум нож ая функцию / на положительную  постоян­
ную). Положим Д =  (а; Ь), Д' =  (o'.; Р), 0 ^  а  <  я <  Ъ <  [5 1,
М =  sup /. Тогда 

[0 ,1]

в п (/; 2  МСпхк (! -  х)п~к -  2  d  ~  х)п~к -
o^k-ean an<k«m

~  2  c nxk (! - x ) n~k +  2  (1 — *)n-h  =
bn<ft<(?n

=  2 i - 2 . - 2 ,  +  2 r

Докажем, что 2 i  <  2 г  ДЛ![ лостаточно больших п е  N (неравенст- 
во 2 4 < 2 з доказывается аналогично). П оскольку слагаемые в 

сумме 2 i He  убывают, то достаточно доказать, что

Л/гсС{“пУ  (1 -  <  с'™]х[ап] (1 -  x)n“ fanl,

М п С ^  (x/(i  - x ) ) f anl - [ « " l  <  с * “" ! .

Левая часть этого неравенства убывает с ростом х. Поэтому его до­

статочно проверить при х =  а. Так как т/ ------ >Р~р{ 1—Р)р~ 1
” П->+оо

(см. задачу II. 1.8), то достаточно убедиться в справедливости не­
равенства аа ( 1 — я ) 1-“ < а * ( 1 — a ) 1“ “ при a  <  а, а это очевидно, 
так как левая часть последнего неравенства убывает с ростом а 
и совпадает с правой частью при а =  а.

3.7. Применив неравенство б) задачи 3.6 к функциям (/ — g) 
и (g — f ), покажите, что В„(/\ х0) — B n(g-, х0) -*-(>.

3.8. а) Примените неравенство б) задачи 3.6 к функциям 
( / ( * ) — /(*<>)) и (1 (х0) — 1 (х)).

б) Зафиксируем е >  0 и подберем такое число ô =  бе >  0. что 
1/(0 — /(х ) I <  8> если I  е  A, i е  [0; 1] и 11 — х\ <  б. П усть М =  
= su p  |/1. С помощью неравенства а) задачи 3.2 получаем 

[о;Ц

\вп (/; .г) -  / (.г) | =  I 2  ( / ( * / « ) - / ( * » ^ ( 1  - x ) n~ h
I о<h<n

<  2  еС**к ( 1 - * ) п- к +  2  2Jlfc£*h( l - * ) " - fc< e + ^ .
о< к < п

I k I . | й
-------х < 6  ------| п | | и

Таким образом, |B n(f\ х)  — f(x)  | <  2е, если п >  Д//(2еб2) i  1 е Д ,

<



в) Достаточно рассмотреть случай, когда /(х) =  1 при х  ^  х0 
и /(х) =  0 при х  >  х0■ Тогда

Д ля подсчета этой суммы разобьем ее на две части 5 ! и 5 2, выде­
лив вклад слагаем ых с «малыми» номерами:

(здесь б =  бп — малый положительный параметр, выбор которого 
мы уточним п озж е). Оценивая сумму 5] с помощью неравенства
3.2.а ) , мы видим, что £1 =  0(1/(габ2) ) .  С помощью формул Стир­
линга и Тейлора получаем, что для слагаемых, входящих в 5?, 
справедливо равенство

Теперь будем считать, что д  =  б„ выбрано таким образом, что 

иб2 оо п и63 -*-0  (например, б„ =  гс~2/5). Тогда S t =  о(1) и

о<А-<пж0

S.1
0<h<n(xQ—6)

S,2
п(ж0—б)<й'<пж0

в п (/; * 0) =



3.9. а) Из условия следует, что J  / (х) В п (/; x )d x  =  0  для
о

n e N ,  Так как Bn ( f ) z £ f  на [0 ; 1] (см. задачу 3 .8 .6 )  при Д =  
=  [0; 1 ]) , то

1 1
С /2 (х) dx =  lim  (* / (я) В п (/; х) dx =  0,
J  П->0О JО

и, следовательно, / == 0.
х

б) Ясно, что | (ах +  Ъ) (хп+1 (1 — х)2)" Ах =  0 для все х  а,  Ь е К
0

и п е М .  Пусть f ( x ) = f ( x ) — ( a x + Ъ ) ,  где а и Ъ подобраны 
так, чтобы

1 1
j / ' ( x ) d x  — 0  и j f ( x ) x d x  =  0.

Так как | / (я) (хп + 1 (1 — х)2)" йх =  0 , то числа М п =  | f  (х) хп йх 
о о

удовлетворяют рекуррентному соотношению

(п +  3) (ге +  2)Мп+\ =  2(п +  2 ) (п  +  1)Мп — (п +  1)геУ1/„_1.

1 1 
П ользуясь равенствами М 0 =  ^ f  (х) йх =  0 , М 1 =  (ж) х йх =  0 ,

о о
получаем отсюда, что Мп — 0 для всех п =  0, 1, 2, . . .  О сталось 
воспользоваться результатом задачи 3.9.а).

3.10. Покажем, что можно ослабить условия на функцию g  из 
класса С2([0 ; 1 ]) , потребовав лишь, чтобы она и ее первы е две 
производные обращались в нуль на концах пром еж утка [0 ; 1 ]. 
Действительно, для любой такой функции и для лю бого числа

А е  (0; ‘/г) функция gA, равная g ^  _  2 д ]  ПРИ я ^  [Д; 1 — А]

и нулю в противном случае, удовлетворяет условиям задачи. П о­
этому

1 1-Л 
=  ^ f(x )g l(x )d x =  I" / (х) ( г  2д ))  <гг==



О тсю да следует, что J  / (х) g" (х) dx =  0. В частности, это равен- 
о

ство  справедливо для функций g  вида g(x)  =  х з , + п ( 1  —  х ) р ,  где 
р  >  2 и п 5* 0. Переходя к пределу при р -+ 2 ,  получаем, что
1

/ (ж) (ж2+п ( 1 — г )2) ” dx — 0  для любого и >  0, а это равно-
о
сильно (см. задачу 3 .9 .6 ))  линейности функции /.

3.11. Примените результат задачи 3 .8 .6 ) при Д =  [0; 1] к функ­
ции f  (х ) =  /(arccos х).

3.12. а) Сформулируйте и докажите двумерный аналог нера­
вен ства  а) задачи 3.2, а затем модифицируйте решение зада­
чи 3.8. б ).

3.13. С помощью индукции докажите тождество

в (пг) (/; * ) .=

=  и (я -  1) . . .  (в -  г +  1) 2  Cn - r xh (1 -  *)я~ к _гД(гп)/ (к/п),
О -6 k< n —r

где

A[n ) f  (У) =  f ( »  +  Ш )  -  /  (у) ,  A (у)  =  A<n) (Af \ f  (у)).

В оспользуй тесь равенством Â nV (у) = ~ р / г^ У  +  ~ б | ,гд е  0 е .(О ; 1).

3.14. а) Пусть число М >  0 таково, что \f(x) — f ( y)  | ^  
г=гЛ/|л: — для всех х, у е  [0; 1]. Тогда

| дя  ( / ; * ) - / ( * )  1 =  1 2  (/ (*/«) -  / (*)) c hnxk (1 -  x)n~ h <
I 0

< М  У  \ ^ - x Y  c l x u ( i - x ) n~ h.
О <h-4.n

П олож им  pk — Ckxh (1 — х)п~ ь . Из результата задачи 3 .1 .6 ) сле­

дует, что ^  Pk =  1 и 2  Р к [ ~ п ~ х) ==Х 1 п Х)- П ользуясь 

неравенством  Гёльдера (см. задачу V I I .1.29), получаем 

|* „ (/ ;  * ) - / ( * )  |<
' х (1 — я)\а/2(  \ (2—а)/2 / / к  \2\ а/2 / х (1 — х)\о

2  Ч  2  *  » - *  )  “ "  - Ч г - '
Vo -¿k<n )  \0 <k^ n  /

б) Д ля оценки снизу B n(fa ', 1/2) рассмотрим суммы

•„(*) =  2  с у  ( 1 - ж ) п- й| А - ^ Г .
0<ft<n



Из неравенства Гёльдера следует, что sa+b(x) -¡г (spa(x ) )^p  X
1 1

X  (sqъ (х ) ) >/я, если р, q >  I и — -f- — =  1. Подберем параметры а,

6 и р так, что а +  Ъ =  2, ар — а , =  4 ( а  =  6 =  4  ^ __” ,

_  i r -  а  4 — а\
^ 2 ’ ® =  2 _а ) '  ® этом случае последнее неравенство при­
нимает вид

s2 (я) ^  s2/(4-a) ^  s (2 -a )/ (4 -a ) ^

Так как (см. задачу 3 .1 .6 ) )  8г(х) = 5 „ , 2(я) =  п *(1  — ж) и s4(a:) =  
=  iS„,4(a:) ^  и2ж(1 я ) , то па / 2х (1  — x ) ^ s a (x).  Следовательно, 
п a sa (x) ^  х(\ — х)/па/2. При х  =  1/2 получаем

Bn(fa) 1/2) — /„(1/2) =  #„(/„; 1/2) =  в~“*а ( 1/2) >  1/(4га“/2).

3 .15 . а) Запишем (/; х) в виде (/; ж) =  ^  Pkf  (*/»)>
ь ь J, О< h < n

где (1 — x)n~h. Так как £  Pft =  1 *  2  =  их
/ о с\\ 0<k<s£n
(см . задачу o .l .o ) ) ,  то с  помощью неравенства Иенсена (задача 
V I I .1.1) мы получаем

* » ( / ; * ) > / (  2  ^ 4 )  =/(*)•
\0<йй<йта /

б) Допустим противное: сущ ествую т такие числа а, Ь, х,  что

0 ^ й < 1 < 1 > ^ 1 и / (ж) >  ^ __а / (6) +  ^ __ а / (а). Б уд ем  счи­

тать, что /(а) =  /(&) *= 0 (этого можно добиться, вычитая из / ли­
нейную функцию). Кроме того, можно считать, что /(ж) =  т а х / .

Из результата задачи 3.6. в) следует, что B n(f; х) < / ( * )  д л  к 'д о ­
статочно больших п, а это противоречит условию.

3.16. Д ля оценки величины Ап (х) =  В п (/; х) —  / (ж) — 
х (I — х)

2п f  запишем разность B n(f; х)  — f ( x)  в виде

в п (/; x) ~ f  (*) =  2  Cnxh (1 -  x)n~ h (/ (А/и) -  / ( * ) ) .  (*) 
о <k<tl £

Воспользуемся таким вариантом формулы Тейлора

/ (0  = / ( * )  +  / '( * )  (« — * ) +  4  t"  И  — * )2 +  ф (*; *) (« — х)2>

где функция ф непрерывна на квадрате [0; 1] X  [0; 1] и равна 
нулю при t =  х. Полагая t — к/п,  получаем



П одставив это выражение в (# ) и воспользовавшись результатом 
задачи 3 .1 .6 ) , приходим к  равенству

лп (*):= 2 1 с*хк (1 _  х)П~к ф (^ ; ж) “  х1 '0<Ъ.<п
Зафиксируем теперь произвольное число 8 >  0. Пусть б =  6В >  0 
таково, что |ф(£; х)  | <  е, если |( х\ < 6 .  Тогда

2 К 4̂ )1 (4-*)=
0 <Ь<п

=  2  +  2  +
|А—ао|>6

1 п  1 1  * ( 1 - * )  , М х ( 1 - х )
< г 7Г~  +  ба п2 *

где М =  вир | ф |. Таким образом, |Дп(®)| <  2ех(1  — а:)/п, если п >
>  М1гб2.

3.17. По поводу задач 3.17, 3.18 см. [40]. Положим 

* „ < / > =  2
1

/ (/) =  ^ / (а:) (х (1 — х) г  (х))" Ах.
О

И з результата задачи 3.16 следует, что 5„(ф ) Дф) для любой 
функции ф е С ! ([0 ; 1 ] ) .  Д ля доказательства сходимости в общем

случае запишем сумму <5 „(/) в виде (/) =  2  / 0 '/п) ап, у  Где

V . - 4  2  « М М Г - ' Ю -
0

Достаточно убедиться в ограниченности сумм 2  I “n,j|- Дейст-
о <}<п

вительпо, пусть 2  I ап,} \ < С , М  =  m ax | (*(1  - x ) g  (*))"|. За-
О< 3 < П  0 < Х < 1

фиксируем произвольное число е >  0 и подберем такую функцию 
Ф е  СЧ [0; 1 ]) ,  что m ax | / (х) — ф (х) | <  в (в качестве ф можно

0< X _
в зя т ь  многочлен Бернш тейна B N(f) с  достаточно большим номе­
ром N — см. задачу 3 .8 .6 )  при Д =  [0; 1 ]) .  Тогда

| s n (/) - 1 (/) | <  | s n (/ — ф) | +1 / (/ -  ф) I + 1 £п (ф) ~ 1 (ч>) I <
<  2  е | а п>;.| +  м е +  | 5 „ ( ф ) - / ( ф ) | <

° < i< a  < ( М + С ) 8  +  | 5 „ ( Ф ) - / ( Ф ) .



Следовательно, £«(/)->-/(/) для любой функции / е С ( [ 0; 1 ] ) ,  е с ­

ли 2  К  ̂  |— ^ (1 ) . Для оценки этой суммы во си о л ь-
о-^сп

зуем ся гладкостью функции е :  £  ^ 4 )  =  г  (т г )  +

+  о )• Эт0 дает

+

I ап,} I +

+ +

* ( £ ) |  *  2  ( 4 / ( ‘ - т Г -'  ' о<Ь<п 4 / 4  >

т)|<4 2  ( 4 / ( < - 4 П ^
' 1 0<Ь<п 4 ' '  '

0<Ь<П ' 7 4 У '  •

Так как функция £ равна нулю интервала (а; 6 ), то отсю д а 
следует, что

2  I ап,3-1 <  Лг тах  | ¿Г | +  вп т а х  I ё ' ] +  О (1) Сп,
0<3<п

где

^= 2 «4 2 (4/пги£ А̂ Ъп г\ -и \ / ' /

Я

ап<}<Ьп о <к<п

»= 2 <4 2 (4ап<з<Ьп о<к<п
1 — —

2  2  4 ( 4 ) ’' ( < - 4 П * - ^ / .
0<7<п0<й<п '  ' '  ' 4 '

Изменив порядок суммирования и воспользовавш ись р езультатом  
задачи 3 .1 .6 ) , получим

<̂ .-7 2 '«(4)-? 20«й<п ' 0<йС0< АСп

Осталось доказать ограниченность сум м  Ап и 5 П. Д ля оценки су м ­
мы Ап запишем ее в виде

4 . =  2  п~пс 3п 2  ф,- (*) — * I.
ап<]<Ьп о <к<п  I

где {¿) =  ^(п  — г)п~} при ( е  [0 ; п\. Используя результат з а д а ­
чи У1.3.15. б), получаем

п /и \

2  Ь  (*) =  [  <Рз (0 &  +  0  П Ъ  (О I М ].
 ̂Ь̂ п г О У



Т а к  как функция <}ь на промежутке [0; и] меняет знак лишь два 
раза, то

п
f  I qb ( t) I dt  <  4 m ax I ф'- (t) I.
J  J 1 0 < t 4-n0

Н есложные вычисления показываю т, что

ш ах ш. (i) =  ф • (/) и max I ф ■ (t) I =  I ф- () +  О ( У пУ) |- 
о 1 о 4j<n'

И з равенства (0  =  п t (п —1) ^ ^  следует, что при ; е  

е  [are; бге]

, , . co n st , , „  / 1 , ,.и
max ФЛО < " 4 7 ^  max cpi (i) ==0 Т / ^ 7 ( r e _ ; )o < i< n ' 3 1  У »  o< i< n J \ К

С учетом равенства

П 1 п+1

j  ^  “" + I  i л = i t l R
о о

получаем отсюда

a n < i< b n
n~nCL

” V(« +  d ^

=  0 (1).

<

1

Сумма В п оценивается аналогично.
3.18. Воспользуйтесь результатами задач 3.17 и 3.10. а ).
3.19. Необходимость у с л о в и я /(0), / (1) «= 1  очевидна. Если же

оно выполнено, то многочлен ^  I ("¡7 ) х  ̂ ^  х  ̂  ̂ мал0 

отличается от многочлена В п (/; х):

2  [ Ф  ( * / « ) ] * *  и 2  а - * ) ” - *

<  2  2  с у ( 1 - х ) п- к < ^ .
1< к< .п  К к с п

О стается воспользоваться результатом задачи 3.8. б) при Д =  [0; 1].

3.20. Для вычисления (/; 0) используйте тождество, при­
веденное в решении задачи 3.13.

3.21. а) Убедитесь в том, что Дь/ =  0 при к >  т и воспользуй­
тесь формулой для В п (П х)  из предыдущей задачи. Равномерная 
сходимость следует из результата задачи 1У.5.13.
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б) Запишем 5 П(/; х) в виде

лТП
Вя (/! х) =  п~т 2  ктС У ( 1 - х ) п~к =  п -т- ? - Р х (0),

<Ит Рх (0)

где

^ * ( г) =  2  ф м* л ( 1 - * ) п- к =  (от‘ +  1 - * ) п.
0-<й-<п 

Легко видеть, что

' . « - ( ‘ + * 2 £ ) ' - ' + 2 £ (  2  « » 4
\ /  3>1  \1< г < ]  /

причем все коэффициенты С("? неотрицательны. Поэтому

2  О 1 < 2
£г<т К К ш

лГП
< т а х ( 1 ;| * | т ) 2  ш я  0 ;  I *  Г )  р *  ^  (°) .

аш
Осталось заметить, что ^ ( г )  =  е п1 и, следовательно,—т^\(0) =  пт *сИ 1
По поводу этой задачи см. также работу С. Н. Бернштейна [2 ].

3.22. а) Очевидно, мы мо;кем считать, что г >  1. Заф иксировав 
произвольное число е >  0, подберем столь большой номер N =  Л'г,

чт0 2  I ст | гШ <  6- пУсть Р ( х ) =  2  ‘т*™ и р(ж) =  Ц х ) ~

Р{х) .  Тогда В „ а ) — / =  В п( Р ) — Р +  В п(р) — р. Р азн ость  
В п(Р) — Р  равномерно мала на [— г; г ] , если п достаточно велико 
(см. задачу 3.21. а ) ) .  Так как

| р (* )| <  2  ы м т <  2  I'■т < « .m>N т>И
то остается оценить В „ ( р; х).  Для этого воспользуемся неравенст­
вом 3.21. б ) :

| Вп (р; х) | <  2  | ст I тах  (1; I х Г )  <  2  I ст | гт <  6-
т>Ы

Более тонкий результат получен в работе Л. В. Канторовича [9 ] . 
б) Воспользуйтесь неравенствами 3.15. а) и 3.21. б).
3.23. а) Сделайте замену переменной у =  х / ( 1 — х).
б) Воспользуйтесь тем, что ум нож ение на х +  (1 — х)  н е  м е­

няет многочлена.
в) Необходимость условия очевидна. Д ля доказательства до­

статочности вычислим коэффициенты ак . П усть Р (х) =  ^  Ь-хК
о <}<т



Сделаем замену переменной у =  хЦ1 — х).  Тогда из равенства

2  Ъ}зР =  2  anxl1 — х)п~к следует, что 2  г,3У '( 1+ У )П_,'==
О <j<m  О <к<п  0<j^m
=  2  af y h- Приравнивая коэффициенты при равных степенях

о <к<п
переменной у, получаем

2  2  ^ ) ' ( 1 + 0 ( ”) ) “

“ < " ( 4 )  + « ( 4 ) ) -

Поэтому а \ > 0  при к =  0, 1, . . . ,  п для всех достаточно больших 
номеров п, если многочлен Р  положителен на всем промежутке 
[0; 1]. В общем случае представим многочлен Р  в виде Р(х)  =* 

=  хаР(х) (1  — х ) ь, где Р >  0  на [0; 1]. Т ак как коэффициенты

разложения многочлена Р  по базису {x Ä( l  — х ) п~а- ъ~к}й^,к<п-а-ъ 
положительны, то из этого представления вы текает, что коэффи­
циенты Разложения многочлена Р  по базису

— x ) n-ft} 0<Ä=SK положительны для к — а, а +  1, . . . ,  п — Ъ и 
равны нулю для остальны х к.

§ 4. Почти периодические функции 
и последовательности

4 .1 . Положим Ь(х) =  х — [х], рп — 6 (пХ). Поскольку X ирра­
ционально, Рп Ф  Рт при пф- т. Заметим, ЧТО Рп+т =  (Рп +  
+  рт) mod 1 при лю бых п, т е 2.  Для любого N  >  1/е среди то­
чек pu • • -, Ры  найдутся две, расстояние между которыми меньше е. 
Пусть к и к2 ( h ,  k 2 ^ N )  — такие номера, что 0 < Р к 1 ~ \ <  е > и 
пусть т, — к\ — к2. Тогда 0 <  рт <  е. Пусть г е= N таково, что
1 — е <  ргт <  1- Тогда если рп <= (а — г; а +  е ), то либо рп+т, ли­
бо рп+гт попадает в этот ж е интервал. То ж е можно сказать об 
одной из точек рп-т, Р п - г т ■ Таким образом, расстояние между со­

седними решениями уравнения nX, =  a (m o d l)  не превосходит 
L  — г\т\, что доказы вает второе утверждение.

4.2. а) Рассмотрим множество

Г = { ( я ;  У)\ х  (t) —  6 (Х^), у {t) =  à  (X2t); i s R } .

Проверьте, что при иррациональном X\jX2 множества Ах — 
=  {x(t)\y(t)  =  0 } , Ау =  { у (t) |æ(î) =  0 } всю ду плотны на [0; 1) 
(воспользуйтесь 4 .1 ). «Кривая» Г состоит из отрезков (рис. 20), 
которые получены при пересечении квадрата [0; 1) X  [0; 1) с се­
мейством параллельны х прямых, имеющих угловой коэффи­
циент X2/Xi и проходящ их через все возможные точки мно­



ж еств Л ;с Х { 0 } ,  {0 }  X  Ay- Ее назы ваю т иррациональной обмоткой 
тора Т“ =  [0; 1) X [0; 1) es R /Z • Мы рекомендуем читателю п р о ­
следить за движением точки (х (г); &(/)), где, например, х ( 1) —  
=  t mod 1, y(t) — l l 2 mod 1, на достаточно большом пром еж утке 
изменения параметра t. Из описанной выш е структуры м н ож ест­
ва Г следует, что оно всюду плотно в
[0; 1) X  [0; 1), что равносильно раз ре- 1
шимости системы ( 1 ) . !

Рассмотрим последовательности
1

th =  x ' ( k J r a i ) ’ Ук== у (tk) . Как уста­

новлено в задаче 4.1, существует отно­
сительно плотное множество таки х 

g
t e Z ,  при которых Уь= в а- В то ж е  
время хн — x(th)  =  oi.

б) Перейдем к целым решениям си­
стемы (1 ). Иррациональность и Яг 
приводят к тому, что точки ph=(xh',  у к),
где на этот раз хк =  х(к ) ,  г/г, =  у (к ) ,  оказы ваю тся попарно р а з­
личными. Тогда рк имеют точку сгущ ения. Следовательно, для лю ­
бого е >  0 найдутся такие к , к2<= Z , что координаты г| точки 

R 2 удовлетворяют условию  Ц | < е ,  | ri| < e. Из ир­

рациональности X2/Xi следует иррациональность т]/1, и поэтому об­
мотка тора Г =  {(б (gi); б (r|i)) 11 е  R } всю ду плотна в квадрате Т-. 
Пусть m =  к х — к2. Тогда точки p rm, t e Z ,  образуют е]'2-сеть на 
каждом отрезке, из которых состоит Г, а значит, и в квадрате.

3

Рис. 21
* .

Пусть р п' =  (х„; уп)— такая точка, что \хп — а,| <  е, ] — а21 <  е. 
Д ля-каж дого из четырех открытых квадратов <?ь . . . ,  <?4 (рис. 21) 
со стороной е, примыкающих к углам квадрата Т2 и содерж ащ ихся 
в нем, подберем натуральные числа п , . . . ,  г4 так, чтобы точка р г т  
попадала в Q̂  (одно из чисел г,- мож но взя ть  равным единице).

2г Ра.
Qз

2 е

8
( □ е д2

_L
Д + 0  Iр,

П * 2  Щ  

* I

рп+^ зк

a e p n +Q



Тогда для любого п, являю щ егося решением системы (1),  одно из 
чисел п +  rim  такж е будет решением (1) (а такж е и одно из чисел 
и — пт,  см. рис. 2 1 ). И з этого следует, что в каждом интервале 
длииы L — m ax ri \m\ на прямой имеется по крайней мере од- 

1«г«4
но целочисленное реш ение нашей системы.

4.3. Докажем, что система разрешима при любых Ai, . . . ,  Ап. 
Положим tn =  п/к  i, X i ( t n ) =  b(Xitn), £ = 1 ,  . . . ,  к, r c e Z ,  

Тогда x\(tn) =  0, а точки рп — (х2 (í„ ); . . xh (¿n)) е= =

_  [0; 1 ) Х . . . Х [ 0 ;  1) имеют точку сгущения. Р ассуж дая, как и ре- 
ft—1 раз

шении предыдущей задачи, найдем такое ге0 ^  1, для которого

* « ( 4 ) < е -
4А. Докажем, что для  вещественной разрешимости системы при 

любых а,, Щ И Е  числа Аь . . . ,  А* должны быть рационально не­
зависимыми (несоизмеримыми), т. е. соотношение п\к\ +  . . .  гаДл =  
=  0 (« i е  Z ) долж но выполняться лишь при П\ =  . . .  =  пь =  0. 
Пусть « j,  . . . ,  nt e Z  и система имеет решение t при любых зна­
чениях a¡, ..  ., аь и е. Тогда | А<t — <z¡ — | <  е, I =  1, . . к, для 
некоторых mv  mk е  7, т. е. | ^  n f a t  — ^  niai ~ 2  п1т { |<  

< e 2 h i | -  Если =  то в СИЛУ произвольности е отсюда
следует, что 2  n¿a¿ е  Поскольку числа a i, . . . ,  а* произволь­
ны, п\ =  . . .  =  пи =  0. Опираясь на задачу 4.2.а ) , можно по ин­
дукции доказать, что рациональная несоизмеримость чисел Ai, . . .  
. . . ,  %k гарантирует сущ ествование относительно плотного множест­
ва решений.

4.5. Покажем, что необходимым и достаточным условием по­
ложительного ответа на вопросы а) и б) является  рациональная 
независимость чисел Ai, . . . ,  Аь по mod 1. Предполагая существо­
вание целого реш ения т и фиксируя произвольные числа 
я refte Z , приходим, как и в предыдущей задаче, к неравенству

12  -  2  "а  -  2  п гт г I < 8 2 1 "i I-
Если ( 2  ni^i)  m °d  1 =  0 , то 2  ni^im e  Z ’ и, следовательно, в си­
лу произвольности е, У , п-а  ̂Е  Z , откуда, как и раньше, вытека­
ют равенства п\ =  . . .  = n i l — 0. Доказательство достаточности по­
лучается обобщением рассуждения из решения задачи 4.2.6).

4.6. Если а и Ь соизмеримы (т. е. число а/6 рационально), то 
функция / периодична, а среднее значение / за период равно ну­
лю. Если я/6 иррационально, то найдутся сколь угодно близкие 
точки максимума (минимума) обоих слагаемых (см. задачу 4.2.а).

4.7. Для проверки первого утверждения рассмотрите систему

уравнений %kt =  0 (m od 2п),  к — 1, . . . ,  п, и воспользуйтесь за­
дачей 4.3 (см. такж е задачу 4.15).



Предположение о периодичности / влечет справедливость тож­

дества ^ ¡ а к ( е ЛкХ — i )  elKhX =  0 (т — период). П олагая bh =

—  ak ( e AfeX — l )  и дифференцируя это тождество в нуле , получаем 

равенства 2  ^ k bh =  ° »  т ~  2’ " •  ПосколькУ попарно 
различны, определитель Вандермонда det (Я ™ )ь= 1т = о  отличен от 
нуля  и, следовательно, все bk равны нулю. Но это возможно лишь,

Xkx
если 2^ e Z ,  т. е, Xk попарно соизмеримы.

4.8. Используйте задачу 4.4.
4.9. Пусть существует такое 1, >  0, что для лю бого е е  (0; е0) 

в промежутке [ 1; 1 +  L ]  имеется т е, удовлетворяющее неравеству

| / ( х )  — / ( х  +  те) | <  8, i g R .  (1)

В силу компактности отрезка найдутся такая последовательность 
е„ | 0 и такое т, чтот ->-т. Переходя к пределу в неравенстве (1 ), 

мы убеждаемся в том, что т является периодом /.
4.10. Равномерная непрерывность и ограниченность доказыва­

ются почти так же, как в периодическом случае. Например, для 
оценки |/(xi) — /(х2) | используйте почти период т, взятый в про­
межутке (— x\, — х\ +  £ ). Ответы на остальные вопросы — как и в 
периодическом случае: существуют; не следует.

4.12. Рассмотртие функции q>h( x )  =  h ~ [ ( f  ( х  +  h ) — f ( x ) )  ( h >  0). 
Они равномерно почти периодичны и равномерно на R стремятся 
к f  при h -*■ 0.

4.13. Пусть, для простоты, F  вещественная, M  =  s u p F ( x ) ,  т =

—  in i F  (ж), е >  0, a x i  и х г таковы, что F (х^) <  т  +  е/6, F ( x 2) >
R

>  Д/ — 8/6. Пусть d =  \ х \ ~ х 2\, L  =  L ( e / ( 3 d ) )  — число, выбранное 
по определению почти периодичности для /. Если т является 
е/(Зс2)-йочти периодом /, то для z< =  ж,- +  т, i =  1, 2, выполняется 
неравенство

Z2 Z1 

F  ( h )  -  F  ( zi )  =  F  ( x2) +  J t  (* ) d x - F  ( s j  -  j  / ( x )  dx =

*2 *1

*2
С 2e 8

=  F  ( x 2) —  F  (x j +  J (/ (м-1-х )—  f  ( u ) )  d u^M  — m —  - j  -  =

=  А? —  т —  е.

Отсюда следует, что в каждом интервале длины Ь  d найдутся та­
кие г ,  и г г, что /^(21) <  т. +  е, Р ( г 2) >  М  —■ 8. Тогда для  любого х



и такого zj е  (х ;  х  +  L f  d) ,  что F ( z ,) <  т -J- е, имеем

2i Zi+T
F  ( х  -j- т ) —  F  ( х )  —  F  (гх -f- т ) —  F  (гх) +  J ‘ f  (х )  dx —  j* / ( х )  dx —

X х+ х

=  F ( z 1 -\r x )  —  F  (Z j) —  I  (/ ( и  +  т) —  / ( и ) )  du >  

х
>  m — (m +  е) — ( L  -f- d) e =  — e (1 +  L  4- d).

Аналогично доказывается, что F ( x  +  t )  — F ( x )  <  e (1 +  L  - f  d)  для 
все x,  откуда следует требуемое.

4.14. Н е о б х о д и м о с т ь .  Рассмотрите последовательности 
{ f ( x  +  h n) } ,  i e Q ,  и, пользуясь диагональным процессом, выбе­
рите подпоследовательность ki  =  так, чтобы последовательно­

сти { f ( x  +  k i ) }  сходились для всех г е О .  Д ля  доказательства рав­
номерной сходимости последовательности j/Ä.J на R воспользуйтесь 

равномерной непрерывностью /.
Д о с т а т о ч н о с т ь .  Предположите противное: существуют 

во >  0 и последовательность интервалов {А п}, длины которых dn 
стремятся к бесконечности и в каждом из которых нет е0-почти 
периодов /. Выберите последовательность { hh} и подпоследователь- 
ность интервалов [ДПй} таким образом, чтобы

dnh >  ™а.х , \hi ~ h i \ ’ Äf t + l - Ai s A nb для г =  1, 2, k.

Докажите, что из последовательности {//¡й} нельзя выбрать рав­

номерно сходящуюся подпоследовательность, рассмотрев

*</•

4.15. Д ля  случая суммы воспользуйтесь критерием почти пе­
риодичности из предыдущей задачи. В случае произведения ис­
пользуйте равенство j g  =  ( ( f + g ) 2—  (/ — £ )2)/4.

4.16. П усть L  =  L  (е) — такое число, что любой промежуток 
длины L  содержит е-почти период функции /, С =  sup | / (г) |.

ie R
И спользуя  почти период т, взятый из интервала (а; а -(- L ) ,  а е  R,

докажите неравенство

Т а+Т  

J / (х ) dx — j* / (х ) dx

—Г а—Т 
Т

C L
<  8 у1 •

Выведите отсюда, что для ср ( Т )  =  J / (ж) йх справедлива оцен-

—т
СЬ

ка | ср (п Т )  — ср (Г ) | <  е +  -у -  (л  е  М ). Затем докажите, что 
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| ф ( 7̂ ) — Ф (Г2) | <  2е -|- С Ь  +  " ^ )  Для таЮ1Х Т 1 11 Т 2 '  чт0 

Тх/Т2 €=
4.17. а) Поясним лишь, как из равенства </; /> =  О следует, 

что / == 0.
Пусть |/(ж) |2 >  8 >  0 в некотором интервале (а;  Ь ) .  Т огда  в

каждом интервале длины Ь  =  Ь ( е/2) найдется такое т, что 
|/(х) |2 >  е/2 для х  е= (а +  т; Ь +  т ).  Следовательно,

-1 Г о 1 Г2Г1 в Ь — а
2г  ]  I / (* ) 1“ >  2Г  Т ] ( Ь _ а ) 2 ' 7 ^  2/, 6 > 0 -

—т

в) Пусть ^ =  2  к =  1, . п. Т о г д а

о <  </ -  г; / -  £> =  </; /> +  </; — £> +  V ' ~  + <'8’ ^  ~
=  </; /> -  2  % А  -  2  %  йь +  2 1  I2 =

=  </; /> +  2  -  % )  -  2  %  (<** ~  2  % %  -

■■ </;/> + 2 1 ̂  % |2 2 1% |2-
Полагая ¡1к =  е ^ ,  приходим к доказываемому неравенству.

Счетность множества ненулевых «коэффициентов Ф ур ье » с>, вы­
текает из того, что ввиду конечности М (|/|2) для  каждого » е М  
множество {Ь| \сх\ >  1 /п) конечно. С другой стороны, для  каж до­
го счетного набора Яг, • • ■ и произвольного абсолютно сходящ е­

гося ряда ^ ак ряд 2  «к «**** РавномеРно сходится на Е ’ “ Р ™ “  
его сумма /— р. п. п. функция (см. задачи 4.7, 4.11). В си лу  рав­

номерной сходимости
_  ( Ч  ПРИ Я

М { 1  Ф2,) =  2 айМ ( % с1)я ) = = (  0 при

Более подробно с затронутыми вопросами можно познакомиться, 

например, в [17].
4.18. Воспользуйтесь равенством ап —  Ьп +  с п-
4.19. Равномерная почти периодичность / влечет периодич­

ность {е  /,}■
4.20. Неверно. Соответствующий пример удобно описать в обо­

значениях задачи 4.23. Положите А 0 =  0, А^  =  1 • • • ^ р —1

2Р+1- !
( р е ^ .

4.21. Пусть р =  (пг; п )  е  2. Рассмотрим соседние с р точки 
(го ±  1; п) ,  (го; п ±  1). Заметим, что проекции отрезков, соединяю­
щих (го +  1; п)  с (го; п +  1), а (го —  1; п)  с ( т ; п  1) ,  на пря-
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мую, перпендикулярную сторонам полосы, равны ширине поло­
сы, откуда следует, что одна и только одна из вершин каждого из 
упомянуты х отрезков принадлежит 2. Соединив отрезками каждую 
точку из 2 с двумя соседними, получим бесконечную ломаную, 
леж ащ ую  в S, звенья которой параллельны осям координат, от­
куда легко следует первое утверждение.

Докажем второе утверждение. Рассматривая расстояния от по­
следовательных вершин pi  ломаной до прямой у =  кх,  деленные на 

1/1 +  F ,  получим последовательность Xi <= [ 0; 1). Тогда

* i+ i  — x i  =  1/ (& +  1) =  а, если ребро P i P i + i  вертикально (будем 
считать, что в этом случае е,- =  1) и x i+l —  х { =  — к/(к +  1) =
—  а — 1, если pt p i + i  горизонтально (е, = 0 ) .  Таким образом, ес­
ли  считать, что р 0 =  (0; 0 ), то х { =  ia  mod 1. Пусть es+1 . . .  es+i — 
произвольное слово, и пусть x s+j  =  max {x s + 1; . . .;  x s+ i } ,  6 =  
=  1 — x s+ j. Ясно, что в каждом отрезке Z достаточно большой 
длины  найдется такое число t, что i l + i e  (1 — б; 1) (см. зада­
ч у  4.1). Легко видеть, что тогда разности x t+ i — xs+i , i =  1, . . . ,  I, 
одинаковы, а значит, «слова» e , + i . . .  и е<+1...е<+г совпадают.

Аналогичная задача в пространстве приводит к построению ин­
тересного разбиения плоскости. Пусть теперь 50 — открытый слой



пространства К3, расположенным между двумя параллель­

ными плоскостями Р  и причем Р  { ]2. ‘ = { ( 0 ;  0; 0 )}, =  

=  {(1; 1; 1)}, а 5 =  50 и Р- Ортогонально спроектировав отрезки, 

соединяющие пары соседних точек в .9 П Т  > на Р,  мы получим 
отрезки, ограничивающие некоторые параллелограммы. Эти парал­
лелограммы покрывают Р,  и их внутренности попарно не пересе­
каются (рис. 22). Полученное покрытие замечательно тем, что оно 
состоит из параллелограммов всего трех сортов, не является пе  ̂
риодическим (т. е. не переходит в себя ни при каких сдвигах), но 
является квазипериодическим в том смысле, что любая конечная 
его часть встречается бесконечное количество раз. Доказательства 
этих фактов оставляем читателю.

4.22. Сначала убэдитесь, что если А  =  А п =  ех . . .  е^п , то е име­

ет вид А ° А 1А 1А 0А ' А 0А ° А ' . . . ,  где А 0 =  А , А 1= ( 1  — ег ; . . . ;  1 —  V ) ’

т. е. верхние индексы снова образуют последовательность е. П усть 
В  —  любое слово из е. Если п настолько велико, что слово А п со­
держит В, то, как легко видеть, В  содержится в каждом слове дли­

ны 2П+2.
4.23. Полезно выделить случаи, когда существует такое п, для 

которого А р + 1 =  А рАр . . .  А р при всех р ¡3= п. В этом случае в име­
ет вид А п А п А п . . .  и, таким образом, оказывается периодической.

В противном случае для слова В  из е подберем какое-нибудь 
слово вида А п, содержащее В.  Тогда отыщется такое к >  0, что в 

слово А п+\ будут обязательно входить слова А п и А * .  П оскольку 

е  получается соединением слов А п+к и в0 всяком слове, дли­
на Ь  которого равна удвоенной длине А п+*, содержится А п и, сле­

довательно, В.
Интересно отметить, что в периодична лишь в упомянутом

выше случае, а также если =  А р А1АрА 1 ■ • ■ А ]>А р ПР И в с е х
достаточно больших р (проверьте).

4.24. Очевидно, что я имеет вид ЛхуЛх^Ля^Лвзь . . . ,  где к —  

=  2" ( „ е м ), А =  А п —  . . .  я2л_1, - Г =  5^,-1.. .7Ь Отсюда сразу 
следует почти периодичность.

Если через о ( п )  обозначить (— ^ ^ ( « е ^ . т о  последователь­
ность {о (га )} характеризуется свойствами:

1
1) о (2и + 1) =  (— 1) " о ( 1); 2) *2п =  у  (а (2п) +  1) —  снова по­

следовательность складок. Предположим, что последовательность 
{*п }я> п  имеет период г —  2а(2Ь +  1). Тогда а ( п  +  2а(2Ь +  1 )) =  

=  а ( п )  для всех п ^ - щ .  Положив п равным 2“+ ‘ т ,  придем к ра­
венствам о(2 “ (2 т  +  26 +  1 )) =  о (2 а+1то), ш Зг та. Обозначив 
о (2ат )  через аа( т ) ,  получим последовательность оа, удовлетворя-
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оа{2т +  2b +  1) =  (— 1)т +йаа(1) =  аа+1(т ) ,  т >  т0.

Но тогда аа+2( т )  =  (— i ) 2m+bo a( l )  =  const, что невозможно.
В качестве следствия апериодичности отметим, что если чис­

л у  х  е  [0; 1), разложение которого в бесконечную двоичную дробь 
имеет вид х  =  0,8i е г . •. (для  однозначности такой записи предпо­
ложим, что среди е„ всегда бесконечное число нулей ), поставить 
в соответствие у =  0,sis2 . . где {«„ } — последовательность скла­
док, задаваемая равенствами * п =  еп+1, п —  0, 1, . . . , т о  получим 

функцию, заданную на [0; 1) ,  непрерывную в иррациональных 
точках, непрерывную справа в двоично-рациональных точках и при­
нимающую только иррациональные значения.

4.25. Примем за хт числа вида m2 1, т е  N  (эти числа удов­

летворяют условию а ) )  и запишем s в виде . . .  с 

к =  2 1~' ,  где А  и А  — слова длины к — 1 (см. решение задачи 4.24). 

П оскольку длина слова A s 2k равна 2г, среди п  чисел a.j =  

~  | si + xm ~  si  |’ ■/ =  1> п ’ по крайней мере ( 1— 1 ¡ к ) п  чисел 
(отвечающих тем которые попадают в какое-нибудь слово ви­

да А  или  А )  будут нулями. Следовательно,

1 V  • 1« 2  а; ! < т < е
1

при достаточно большом I, откуда следуют свойства б ) и в).
4.27. Каждое конечное слово w из г  содержится в некотором 

слове А  п. Проверьте, что г  имеет вид В\В^В^. . . ,  где каждое слово 
B i  имеет длину 2П+3 и содержит А п. Поэтому любое слово из г  дли­
ны 2П+4 содержит А п и, следовательно, w.

Отметим несколько любопытных свойств последовательностей 
складок s (см. задачу 4.24) и Рудина — Шапиро г.

Если определить s равенствами s2h =  к mod 2, к =  0, 1, 2, . . . ,

то гп+1 совпадает с (  ^  sj  ~  « (m o d  2, п <= N  (г1== 0).С  этими 
U<j<an /

последовательностями связана также интересная кривая (лома­
ная ) на плоскости (рис. 23, сплошная линия). Она составлена из 
чередующихся «горизонтальных» и «вертикальных» звеньев рав­
ной длины, причем повороты (на 90°) ломаной направо и налево 
отвечают, как в задаче 4.24, нулям и единицам последовательно­
сти s. Эта ломаная связана с последовательностью г так: числа 
т-!, гг, . . .  отвечают горизонтальным звеньям ломаной, взятым по 
порядку, причем гп =  0, если п-е горизонтальное звено проходится 
слева направо, и г ,  =  1, если справа налево (последовательность 
«вверх —  вниз» прохождения вертикальных звеньев также напо­
минает последовательность Рудина — Шапиро).



С ломаной, отвечающей последовательности «, можно свя­
зать новую ломаную, изображенную на рис. 23 пунктиром. Она 
получается из сплошной следующим образом: мы заменяем каж­
дое звено двумя новыми, служащими катетами равнобедренного 
треугольника с исходным звеном в роли гипотенузы. При этом

\  / ■\ /' ч / ч / \  / \ Ч /

,Н И X X
/ \ ✓ \ / / \ /  \ {  \ / ч
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Г = 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1  1 0 1

Рис. 23

вершина такого треугольника отклоняется от сплошной лом аной  
поочередно то вправо, то влево. Обратите внимание на то, что но­

вая ломаная получилась из старой поворотом и сжатием в У2 раз. 
По второй ломаной можно построить третью аналогичным спосо­
бом, затем четвертую, и так далее. Такая последовательность ло- 
маных в пределе заполняет сектор па плоскости, ограниченный 
двумя сторонами угла в 45°, т. е. определяют кривую пеановского 
типа. Попробуйте самостоятельно исследовать кривые, возникаю­
щие подобным образом из последовательностей складок с другим  
чередованием нулей и едипиц в последовательности |s2n} (н а п р и ­

мер, 1) ' а также соответствующие предельные множества на 

плоскости. Подробнее о вопросах, затронутых в задачах 4.24— 4.26, 
можно прочитать в статьях [35], [42 ].

Г л а в а  V III .  М ЕРА И  И Н Т Е ГР А Л  ЛЕБЕГА 

§ 1. Мера Лебега

1.1. Воспользуйтесь равенством П E k —  (0; 1 )\  U E h ,

где е ' ъ =  (0; í ) \ E h. Докажите, что X (  U е 'Л <  1. 
к \l<Um }

1.2. Рассмотрите множества E h = -  z ^ E  (к —  1, . . . , т )  и, ис­

пользуя задачу 1.1, убедитесь, что П Е к Ф 0 -  Возьмите точ-

ку zо из множества П Е к.
1<1кт



1.3. а) Разобьем пространство 1Ит  на кубы с вершинами в точ­

ках р е ш е т к и !” 1: Кт  =  и <?г, где @г =  { I  +  г/|г/ е  [0; 1) т }.
1е'&т

«Сдвинем» все множества Е  Л (?г в куб [0; 1)™, т. е. рассмотрим 
множества =  { х  — 1\х е  Е  П <?/}. Так как

2  к (я,) =  2  Хт п <?г) = хт (£) >  1,
2 I

то множества Е 1 не могут быть попарно дизъюнктными. Следо­

вательно, найдутся такие различные векторы V , I "  е  Т т, что 
Е 1, П Е г„ ф  0 .  П усть и е £ г,П £ Р  Тогда а =  х '  — V =

—  х "  — I " , где х \  х "  е  Е.  Таким образом, 0 ф х '  — х ” = 1 '  — 1 " е 1 т .

б) Рассмотрите множество Е  =  |-^ х  \ х е  и используй­

те п. а).

в) Рассмотрите множество Е  =  ^  х  \ х  е  у| и, рассуждая по

аналогии с решением п. а ), докажите, что найдется точка, при­
надлежащая но крайней мере (УУ+ 1) множеству Выведите от­
сюда, что в Е  найдутся поиарпо различные точки х\, х%, . . .,  х х )-1 

такие, что х { — х ■ е  Жт. Рассмотрите такой номер э, что точка 
х в не принадлежит выпуклой оболочке остальных точек. Проверь­
те, что все точки ± ( г л  —  х 8) ,  где к Ф  в, попарно различны и, сле­
довательно, являются искомыми.

1.5. Докажите, что мера множества тех точек интервала (0; 1), 
у  которых ни одна из первый п цифр десятичного разложения не 
равна нулю, есть (9/10)".

1.6. а) Рассмотрите такие множества Е ц  , что 2 0 —

<  1. Используйте ту же идею, что и при решении задачи 1.1.
б ) Рассмотрите множества £ ,  с  (0; 1), состоящие из точек, 

у  которых п -я десятичная цифра не равна нулю, и убедитесь, что 

К (  П Е пЛ  =  (9/10)т  (ср. с решением задачи 1.5).

1.7. Рассмотрите множества I I  =  и

(д =  1, 2, . . . )  и убедитесь, что А  с  и Н д  при любом т е М .
<2>т

1.8. Ввиду регулярности меры Лебега найдется такое откры­
тое множество б  э Е ,  что

0^ т (^ )  Хщ{Е) .  ( * )

П усть в  =  иДл, где Дп —  попарно не пересекающиеся кубы. Из не­

равенства ( * )  следует, что 0 2 А т  (Ап) <  2  Дп)- Поэтому 
хотя бы для одного номера п —  щ  должно выполняться неравенст­
во 0А,,„ (Д „  )  <  Хт ( Е  (1 Д „о) .  Полагая Д =  Д ^ , получаем требуе­

мый результат.



1.9. Пусть Н  =  Е  — Е,  А — такой промежуток, что -4- Я (А ) С  

< Я (£ П А )  (см. 1.8). Докажем, что I I  гэ X (А ); - ^ - М А )^ .

Пусть | х  | < " 2“  X (А ). Проверим, что ( Е  П А ) П ( х  +  Е  П А ) Ф  0  

Действительно, в противном случае

И (Я П Л )и ( *  +  Я П Л )) =

=  Х (£ П А ) +  Х (ж + £ 'П А )  =  2Я , ( £ П А )> 4 - Я (А ) .  ( * )

С другой стороны, поскольку \х\ <  Х(А)/2, мы имеем, что
3

X (А и (х  +  А )) <  - ц -  X (А ), и поэтому X { { Е  П А) и (х  +  £ П  А ))  <

3
<  X (А I) ( х  +  А ) ) <  ~2 X (А ), что противоречит неравенству (■*).

Пусть у <= ( Е  П А) П ( х  +  Е  П А ). Так как у е  х  +  Е  П А, то
найдется такая точка х '  е  Е  П А, что у =  х  4- х ' . Таким образом,
х  =  у — х' ,  где у, 1' е £ П А с £ ,  т. е. х  е  Н.  Тем самым вклю че-

/ 1 , 1  \ 
ние I — ~2 ~ X (А ), ~2 X (А) 1 с: Н  доказано.

б) Это утверждение непосредственно вытекает из а).
1.10. С помощью задачи 1.9.в) убедитесь, что 1пЬ£ Ф  0 ,  и ис­

пользуйте результат задачи 1.1.19.
1.11. а ) Если Х(Еч)  =  0, то 1п1;.Е\> =  0 ,  и поэтому (см. задачу 

1.1.34) геь+1 >  ге/, 4-1 бесконечно много раз. Если же

>  пк . -(- 1 при ; е  М, то в двоичном разложении точек из Е ч циф ­

ры, стоящие на местах с номерами п к . 4 - 1, суть нули, из чего 

следует, что Х(Еу>) =  0 (ср. с решением задачи 1.5).
б) Убедитесь, что если пк.+ 1 —  п к . ^  2 4- 1ой2 т., то в двоич­

ном разложении точек множества £<”■> цифры, имеющие номера 
пк . 4- 1, суть нули.

в) Используйте представление

Н —  II ~ ~  ( Е (2т) ~  та ) ,  где а =  2  2 "*• 
т<п—1

1.12. Убедитесь, что при любом натуральном п множество Е  
можно покрыть 2П+1 промежутками длины 1/га!.

1.14. Из определения множества Е  канторовского типа на от­
резке [0; 1] с определяющей последовательностью {1п}п>о  с л е д у ­

ет, что X ( Е )  +  2  2"  ( 1п ~  21п + 1)  —  1’ гДе Поэтому Х ( Е )  >
о

>  0 тогда и только тогда, когда 2  2”  (¿п ~  ^ п + г )  <  Так  как
о

последняя сумма может быть сколь угодно мала, то мера м нож ест­



ва канторовского типа, построенного на отрезке [0; 1] ,  может быть 
сколь угодно близка к единице.

1.15. Используя указание к задаче 1.14, докажите, что справед­

лива
Л е м м а .  Пусть А —  произ вольный к онечный  ( непустой) ин­

тервал, 0 <  0 <  1. Существует такое компактное множество К  с : А, 

что
а) Ггй К  =  0 ;
б) Ь(К)  =  еЯ(А);
в) А \ К  состоит из  попарно не пересе кающихс я  интервалов,  

д л и н ы  которых не превосходят половины д л ины  интервала Д.

Чтобы получить требуемое в задаче множество А ,  проделаем 

следующее построение. Пусть До =  (0; 1), 0,- >  0, По~
5>о

строим в соответствии с леммой (при 0 =  0о) компактное подмно­

жество К 0 интервала Д0. Пусть Д(п1} (п е  М) — интервалы, состав­

ляющие множество А 0\ К 0, а —  построенные в соответствии 
с леммой (при 0 =  00  компактные подмножества этих интервалов. 
Пусть, далее, А ®  ( и е  М) —  интервалы, составляющие множест­

во Д0\ ( Я 0и и 4 0 )-  а ~  построенные в соответствии с

леммой (при 0 =  02) компактные подмножества этих интервалов. 
Продолжая этот процесс, мы с помощью индукции получим семей-

ОО оо

ство множеств |% ( ] )  1 • Положим А  =  К  и и  и • Про-
1Л ПП, 3^11 0 з=1 П=1

верьте, что

ч д о М  =  П ( 1 - 0^)- ( *>
3 = 0

Убедитесь, что любой (непустой) интервал Д сг До содержит неко­

торый интервал Д ^ , и поэтому

Д Г М ^ Д ^ Г М З ^  И Л  (Д П А ) > % ( к % ) > 0 .

Убедитесь, кроме того, что

( ОО ОО \

и и и 4 й ,

1=1+1 п=1 /

ОО о о  ..

и заменяя Д на Д £  в  А  н а /  =  ^ > и  и  и 4 > до- 
т т з=г+1 п=1

кажите, что вместе с равенством ( * )  справедливо и равен-
ОО

ство % ( Д ^ Ч Л ' ^ ^ Д ^ )  Д ( 1 - 0^ , откуда следует, что



1.16. Предположим спачала, что А  —  выпуклый многоугольпик 
с вершинами М\, . . . ,  М п, и пусть Ь  —  длина грапичной ломапой. 
Вместе с каждым звеном М , М ^ \  (/ =  1, 2, . . п , М п+1 =  М { )  гра­
ничной ломаной рассмотрим лежащий вне А  открытый прямоуголь­
ник Р¡ ,  у  которого длина стороны, перпендикулярной отрезку 

М ¡ М , - у равна е. Ясно, что

А е =  А [ ]  и и 55> 
з=1 1 5=1

где Б]  — сектор круга В(М}\  е), заключенный между прямоуголь­
никами Р } - 1 и Р 1 при / >  1 и между Р 1 и Р п при / =  1. Легко убе ­
диться, что сумма центральных углов, соответствующих этим сек­

торам, равна 2я. Поэтому

Х2 (Л Е) =  Х2 ( Л ) +  2  М р; ) +  2  м ^ . )  =  М Л )  +  £ е + яе2-
1< 5«П  1< )< П

Случай произвольного компактного выпуклого множества исчер­
пывается с помощью аппроксимации его выпуклыми много­

угольниками.
1.17. Очевидно, достаточно рассмотреть случай, когда ) .п (С ) <

<  оо. Представим множество б  в виде объединения попарно не пе-
оо

ресекающихся кубических ячеек: С = _ и  у  В каждую ячейку
5=1

впишем шар &} 0)• Ясно, что %п )Л п (< ? 5)  =  а п/2п, где а „  =  
=  Х „(5 (0 ; 1 )).  Поэтому

к (<? \  д  ̂ 0)) =  2  (< М 0)) =  {С)'
где д =  1 —■а „2 _п <  1. Положим С1 =  б?\ и  М 0). Множество 

открыто, и, повторяя описанную выше процедуру, мы получаем 

такие шары В ^ \  что

К  ( с ,  \  Д  <  > )=  дХп (< ? ,).=  д \ п  (С ).

С помощью индукции получаем семейство {Я ^ }* ,^ = 1  попарно не 
пересекающихся шаров такое, что

Яп ( с \  и и
\ 5=1 /

1.18. Обозначим буквой а меру Лебега на 5 1. Если допустить 
измеримость хотя бы одного из множеств Е п, то ввиду их конгру­
энтности и инвариантности меры а относительно вращения все они 
будут измеримы и будут справедливы равенства а ( Е „ )  =  а ( Е т)



при любых п, т  е  N . Пользуясь счетной аддитивностью меры, мы 
получаем, что

а (5 1} =  ст (  у  =  2  ^ ( ^ » )  (^х)-
\п^1 I п^  п ^ х

Таким образом, 0 <  ^  а { Е ^ < . о о ,  что невозможно ни в случае,
П>1

когда о ( Е , )  > 0 ,  ни в случае, когда о ( Е\)  =  0.
1.19. Разобьем числа промежутка [0; 1) на классы эквивалент­

ности, считая два числа эквивалентными, если их разность рацио­
нальна. Пусть С  —  множество, имеющее с каждым классом экви­
валентности ровно по одной общей точке, и пусть Се — образ С при 
сдвиге на 0 по модулю  1. Занумеруем все рациональные числа про­
межутка [0; 1) в последовательность { 0„ }  и положим Е п =  С %п- 

Поскольку сдвиг по модулю 1 сохраняет измеримость и меру мно­
жества, множества Е п измеримы или нет одновременно и в случае 
измеримости имеют одинаковые меры. Допуская измеримость мно­
жеств Е п и рассуждая так же, как и при решении задачи 1.18, мы 

снова приходим к невозможному неравенству 0 <  2  ^ ( ^ 1) <  00•

1.20. Не ум аляя  общности, будем считать, что Е  с  [0; 1). 
Пусть Е п — множества, построенные при решении задачи 1.19. По­
ложим 11п —  Е  П Е п. Ясно, что Е  =  и I I ' . Допустим, что все мно-

П>1
жества И п измеримы. Тогда хотя бы одно из них имеет положи­
тельную меру и, следователтло, содержит (несовпадающие) точки, 
расстояние меж ду которыми рационально (см. задачу 1.9.6)), что 
противоречит построению множеств Е п-

1.21. Убедитесь, что если ж е  (0; 1)\<?, то х  е  Е  тогда и толь­
ко тогда, когда 1 —  х  ф. Е.  Докажите, что справедлив и более об­
щий результат: если  г е А \ 0 ,  где Д — произвольный промежуток 
вида (к/2П; ( к  +  1)/2'"), п =  0, 1, 2, . . .,  к =  0, 1, . . .,  2"  — 1, и ж '— 
точка, симметричная точке х относительно середины промежут­
ка Д, то х  ^  Е  тогда и только тогда, когда х '  ф  Е.

Допустив измеримость множества Е,  выведите из этого свойст-
1

ва, что X (£  П о)  =  -т,- X (о ) для любого интервала а сг (0; 1). По­

следнее противоречит результату задачи 1.8.

1.22. Пусть <2 =  [0; 1 )т . Положим и £’; =  — ¿ +

4-£Т1<?г ( ¡ е 2 т ). Проверьте, что и Е 1 =  и Е 1 (1 Е х, =  0
ге^т

при I Ф  //.
1.23. Пусть с >  0, Р  =  [— с; с ) т. Достаточно проверить, что

Хт ( II (а +  -Е,) '1 = 0 . Пусть е — произвольное положительное 
V о е А  )

число и (? — такой куб, что (см. задачу 1.8)

Ьт(<2\Е) <в М < ? ). (1)



Р ' = 1Л „ ( а" - + д )  И 2  Ът (ап +  ( ? ) ^ 2 1 т ( Р ) .  (2)
1 < n - i N  г < п < н

Тогда
Р \  еиА ( .  +  Б )  =  ^  ( .„  +  0 )\ (а „  +  Е ) ,  (3)

а в силу ( 1) и ( 2)

2  М К + < ? ) \ К  +  Я ) ) <  2  еМ вп +  е ) < 2 е Х т (Р ). (4)
1<п«]У  1<п<7У

Ввиду произвольности е, из (3) и (4) следует равенство

М Р\ е А (а + £)) = °'

§ 2. Измеримые функции

2.1. Докажите, что при-некотором е >  0 множество

Е е =  { х  е  Е | [/(ж) | еС 1 —  е } 

имеет положительную меру, и рассмотрите функции

^  =  1 +  гУ-Е&' /3 =  / — ЕХЯе-

2.2. Рассмотрите функцию / ( я ) = 2  2 ~ ” ф0 (^  ~  гп )’ гДе фо =  
=  X[о;+оо>, а { г „ }  — произвольным образом занумерованное мно­
жество рациональных чисел.

2.3. Рассмотрите характеристическую функцию множества из 
задачи 1.15.

2.4. б) Найдите длины образов промежутков га-го ранга, исполь­
зуемых при построении канторова множества (см. задачу 1.1.27).

в) Используйте результат задачи 1.20, гарантирующий сущест­
вование неизмеримого подмножества множества ё { К ) .

2.13. Докажем первое из требуемых равенств. Пусть С] <
<  сг <  . . .  <  сп, и пусть сп+1 =  + ° ° .  Ввиду строгого убывания 
функции / от + о о  до — оо па каждом из интервалов (ск; с;,+1) 
(А =  1, 2, . . . ,  га) множество Е 1 =  {х  е  0? | / ( х )  >  1\ есть объедине­
ние интервалов ( сн; хн) ,  где хк —  такая точка, что / ( * ( , ) = { ,  
сь <  хь <  ск+1. Таким образом,

Ч Е*) =  2  (**-< •*) =  2  2  ^
1 < к < п  1 <й< п

Чтобы найти сумму 2  заметим, что точки хи суть корни урав-
1 < к < п

нения ¡ ( х )  =  £, или равносильного ему уравнения

2  где Р ( х ) =  Д  ( х ~ с к) .
1



Последнее уравнение, очевидно, можно переписать в виде

%хп - [ 1  2  сь +  А ) х п~ 1 +  < ? ( * ) =  О,
\ 1<Ь<П I

где степень полинома (~>(х)  меньше п — 1. По теореме Виета

2  хк =  2  
К к < п  \ < к< п

что приводит к требуемому результату.
Второе равенство доказывается аналогично.

§ 3. Суммируемые функции

3.1. Ясно, что

йх +о
X

+ 3  [  2  Ы е ,  ( * )  Хв, (* ) +  %Е М  х | . ( * ) )  Лх +  
¡ 1< К 1<у\ 1 1  1 1 )

1

4*6  ̂ 2  5СЕ ,  %Е4 (ж) 5СЕь (Х) =  "Ь ^  4" 6^3, 
•¿1 < 1 < з < к < У  1 1 “

где 5 з =  2  ^ ( Е 1П П £/,)•

Д ля вычисления 53 заметим, что так как Е\. и Е$ и Ей —  [0; 1] 

при 1 2 <  / <  /с ^  Л̂ , то

^ [0!1] =  У-Е1 +  —  Хе ^ Е }  —  Хе {Хе к

~  1 е ^ Е ь +  У -Е ^Е -У -Е ь .

Следовательно,

1 =  Х ( Е , )  +  А, (Я ,) +  Ц Е к)  - Ц Е ,  П Е Л  -

- \ { Е ,  П Е к) - Ц Е ,  П Е к) +  Ц Е ,  П Е ,  П Е к) .

Суммируя эти равенства по 1 ^  I <  ]  <  к ^  М, находим 53.

3.2. Из условия задачи следует, что 2  Хя • ^  *  при лю-
3

бом х  е  [0; 1] .

3.5. а) Докажите сходимость ряда 2  [ 2~ "  | х ~~ г п |~1/2 ¿х >
А

где Д — произвольный конечный промежуток.



б) Пусть ф ( х )  = 2  2 п | х  — гп\~1 2, где { г „ } — последователь­
ность, состоящая из всех рациональных чисел, занумерованных 
произвольным образом. Рассмотрите функцию <р2.

3.6. Рассмотрите функцию

при х  =  О,

2 sin (l/z2) при х  ф  0.

3.10. а) Пусть Е х =  { х  —  у\у е  Я }. Ясно, что

/ (я) =  í °
1 X2 sil

Положим А  = Я « П В (0 ;  г), С =  Е Х\ А.  Тогда Кт ( С)  =  
=  Ят (5 (0 ; г )\ Л ) и

Поэтому

sup{IUI|-P|z е= С ]  s í  г-р =  mf{||z||-p|z <= 5 (0 ; г } } .

J 1 z Г р dz <  г ~ Р Х п  (С)  <  |  || 2 ¡ - P  dz 

с  в(о;г)\ а

=  J  *| Г Р *  +  [  I z ||~р dz <
В А С

< J o * r p * +  J И _ р *  =  j  j * r p * .
а  В (о ; г )\ а  в (о ;г)

б) Убедитесь, что при некотором а  <= [0; 2 п]  справедливо ра- 
венство

J егх dx  =  eos {х —  а ) ¿х,

и используйте ту же идею, что и в п. а ) .
в) Убедитесь, что

х  dx dy

у

где Е ’ —  множество, получающееся из Е  поворотом. Д ля оценки

И

х dx dy
1  I— а рассмотрите множество 
х

( =  [(*;
]■

на котором функция x ¡  ( х 2 +  у2) велика, и подберите t так, чтобы
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мера Е г равнялась мере Е ' . Докажите, как и в п. а), что при та­

ком выборе г справедливо неравенство

х  йх йуС г хйхйу < г г
2 I 2

и вычислите последний интеграл.

3.15. Ясно, что интеграл ^  (х )  1п }  (х )  ¿х  существует. В слу-

Е
чае, когда он конечен, докажите, опираясь на неравенство

ер« _ 1

что

Г /Р ~~ 1 ё (х )  й х ------ ► Г 8 (х) 1п / ( х )  йх.
.) Р  2?^ +  0
Е Е

Если \ д ( х ) \ п ! { х ) ( 1 х  =  - с о ,  то рассмотрите функции /6 =  

Е
=  т а х  (б; /), г д е  0 <  б <  1, и перейдите в неравенстве

^^ 8 (х) /Р (х) ^  ^^ 8 ^  ^

сначала к верхнему пределу при р ->• + 0, а затем к пределу при

б — ~Ь 0. X. ч
3.16. б ) Воспользуйтесь попарной ортогональностью функции

ек -  1/2 ( к  =  1, 2, . . . ,  « ) .
3.20. Представим множество (а; Ь ) \ К  в виде объединени^ 

и (а й, 0^) попарно не пересекающихся интервалов. Тогда И  —

к Р*'

к “ \Х ~ У \Я ак

Р8 Ау. Поэтому

/Рй
йу I Лй =

8 +  1 I
____ 1 (»)

V/ \ V I Т --
К -К \“ й

Рй

. V * -  " ‘ +‘«й

Оценим внутренний интеграл, стоящий в правой части равенст- 
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ва (1 ). Считая, что у е  ( а к; рл), мы получаем 

ак ь
Г Ах ^  Г Ах +  (* ах____ <
•I ^ \х —  У |8+1 I  | . - И - +1

<  ~ г  +  (РЛ -  »)7 )  < “  Р~ 8 (г/)'

На основании этого неравенства из (1) следует, что

Р к

/а (ж) ^  <  2  [  \  ёу <  V  (Ь ~  “ ) <  °0'
К к а к

3.21. Ясно, что а) следует из б ). Д ля доказательства б) разбей­
те куб [— а; а ]т  на 2т  пирамид, основаниями которых служат гра­
ни куба, а вершины находятся в начале координат. Д ля вычисле­
ния интеграла по каждой из этих пирамид используйте теорему

Ф у б и и и .  «  г, Л
3.22. Чтобы избежать трудностей, связанных с проверкой изме­

римости функции на подмножествах, размерность которых мень­
ше п будем считать, что функция непрерывна. (Общии случаи 
исчерпывается с помощью аппроксимации.) И спользуя  полярные 
и сферические координаты, легко установить базу индукции. Пусть 

формулы а), б) справедливы для £ " -2 и К "  1 соответственно. За­
меняя /(х) на / (* )Х [о ;,](Ы 1 ). где Х[о;ч -  характеристическая функ- 

дня промежутка [0; 1] ,  мы видим, что

1 .
[  / (X) АХ =  | гп- 2 (  | / т  ^ „ - 2  и  1 й1- 

в п - 1  о Ь « - 2 >

Перейдем к доказательству равенства а ). П усть

. . ;  *п) е 5 " - 1 |^п> 0 } ,

5 ” - 1 =  {(ж1; . . . ;  ^п) е 5 п~ 1 1жп < 0 ] .

Докажем, что 

| /(*г; *я)^ „ _ х (* )  =

( 1)

в.п-1
+

Я/2

[ з т " - 2 0 {  [ / (м ^ ш О ; . . . ;  нп_ г в т  0; сок 0) ^
о (й "-2



В самом деле,

1  ̂ ( * ! ’ • ' ■ ’ x n —v  х п) ^ n - i  (г) —
ч" -1s +

Г - U » , ; . У Т ^ Ш )

Используя равенство ( 1), получаем 

Í  / (*1; - ч * в- 1; * « ) Ф Л. 1(*) =
ч" -1s+

=  j - ^ L L Í  J  / (<€0г; fco„_x; / l  ^  í2) # n_ 2 (со)Ьг.

o '  1 _  t¿ ls"-2  J
После замены переменной t =  sin 0 мы приходим к (2 ). Аналогич­
но доказывается, что

j* / • • ■; •г'п-г х п)  dV-n- i  ( х ) —

s r 1

=  j  sin " 2 0 í I  X (мй sin 0; . . . ;  ип_ 1 sin 0; cos 0) ф „ _ 2 ( и ) )  dO. 

Я/2 IS "-2 j

Перейдем к доказательству равенства б ). По теореме Фубини

Í  1 W  dx  = -  J (  í  f  ( x v - ■ ■ ■' x n - v  * n )  • • • dxn_ ,
R" R1 Ir" - 1

Пользуясь индукционным предположением, прообразуем внутрен­
ний интеграл, после чего получаем

j* / ( х )  dx =

- i \ dxn-

R"

=  J Í  ,П 2 í í  f  (r“i; • • - ; ГВя-1; Xn) dlln- 2  Ц  dXn-
IRl lo ISn 2 j J

Перейдем теперь к полярным координатам х п =  t cos 0, г =  t sin О 
в полуплоскости (ж„; г ) ,  г  ' ^ 0 .  Это дает нам, что

оо ÍZI

J  / ( х )  dx —  J  tn~ 1 j j  sin" -2  0 X 
il l o lo

/ j  1 ( * « !  sin 0; . . . ;  iun_ r sin 0; t cos 0)  # n_ 2 (u )l dt. 

ls «-a  J J

R»1



Пользуясь уже доказанным выше равенством а ), мы видим, что

О (,дп-2
/ (Ьи1 8Ш 0; . . Ы п_ 1 з т  0; « сое 0)  А\1 п _ г (и )) ¿0 =

и, таким образом,

=  | / (¿Ш) (Ш),
5п-1

оо
| / (х )  Ах =  |  г™-11 |  / ( Ш )  ¿Цп_ х (Ш)| лг.

0 (в™-! /
3.23. а) Примените формулу б) задачи 3.22 к характеристиче­

ской функции множества Т , изменив справа порядок инте­
грирования.

б) Используйте п. а ).

3.24. Примените приведенную перед задачей 3.24 формулу, счи­
тая, что / — характеристическая функция множества Е.

3.25. Используя формулу, приведенную перед задачей 3.24, по- 
лучаем

г
/„ ( г )  =  (2я )- "/ 3 |  п а пе - М * 1 » - 1  А1 =

Г

=  п Ь ) 1 (г2/2)п/2" е_ '2/2^ г2/2)-
Функция /п(г) называется распределением «хи»-квадрат с га-степе- 
нями свободы и часто используется в математической статистике.

3.26. По теореме Фубини

4-оо

’ • « - ■ ¿ Г
{^а)х

с1х,

( к а)х =  I (у 2; 0 с  к31 ] / у'2 +  г2 +  г2 <  а | я |} .

оо / ая

О ч0

Поэтому

4л/2е г “^(1г I Ах =

. агсНйа I оо

=  4  1  | р 3 з т 2 фе-Р 3/ 2 .
О 'о

Дальнейшие вычисления мы предоставляем провести читателю,

¿р! А<р.



3.27. В сечении множества Т  гиперплоскостью х\ — х  мы полу­

чаем множество

тх  =  { К ; хз ’ хд  ^  Е3 | V +  х 1 ^ в х)<

где

В х =  {г/ е  К г | (ж; у) е  В )  =  [а  — У  Я " ~  х*> а Ь У  ^  х  J •

Поэтому

а+У.К —х

^ ( Г*) =  1____ Ьпу'йу,

а - 1/  Н2-ж 2

и, следовательно,

Н к (а + У я 2-х 2

м г ) =  ] ’ к ( . тх) а х =  I .1’ 4яг/2^
- Л - Я ( а - У д 2- х 2

¿г.

Заключительные вычисления мы оставляем читателю.
3.28. П усть А '  — проекция А  на х ^  А х =  {у\ ( х ; у) е  А} .  Ясно,

что (Г ) =  ] \ ( Г Х) Ах , где Г х= 1 ( * 2; * 3; * 4)1 

Л'
как Х3 ( Т х )  =  | 4яг/2 Ау, то 

А-х

Xi ( T ) =  П  |  4я у2 Ау\ Ах =  4я (  |г/2 ¿Ж ¿у,

Так

А '  1 А.

что и требовалось.
3.29. Воспользуйтесь равенствами

К Ю =  1 К - Л т* ) йх’
А ’

Уя (Г) =  | е_Х-/2 ?п-1 (***)
А '

где Л ' — проекция Л па ось х:, А х =  {¡/1 (х ;  у)  е  Л },

= [ { ( х2: • • •; *«) е  3?П "1|V ж2 +  • ■ • +  *п е  ^ж}’

и, пользуясь сферической инвариантностью множества Т Х1 
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K - l ( T x) =  J 0« - * 1'"  * * » ’
■А-Х

Уп- i  ( Т х )  =  (2л ) - (п_1)/2 J  On^ - * e - V ^  dy.

Ах

3.30. пусть v n (i )  =  Äw f ( * 1; • • • ; * n ) s R n | 2  |*к|р < * р] ,

t >  0. Убедитесь, что V n { t )  =  V „ ( l ) t n. П ользуясь этим 
равенством и теоремой Фубини, докажите, что V n ( i )  =  

1
=  2Vn—i (1) j ( l  — t pY n ~ 1̂ p dt. Выразив интеграл через фупк-

о
цию Г, докажите искомую формулу по индукции.

3.31. а) Ввиду инвариантности меры (xn_ i относительно враще­
ния можно считать, что а =  i | a | | e i ,  где ei =  (1; 0; . . . ;  0 ). Поэтому

И Ё  Г I х ± |p (х) =
ап—1 J „

г ,  j  К Г :

s n - l
d x , .. . dx„  *

=--■ 2 ¡I а ||Р стГ1 1 1 - |р 1 1
У  1

- £ М  И  2 Л ‘-1  I 2 2 г ] ^ С 1 Х1)  Х\ ••• ^ n - l
5С2 “Н • • • ^—^1

dxv

Внутренний интеграл справа есть площадь сферы 5 "  

и поэтому он равен ога_ 2 (1  — х 2у п~ 2^ 2 . Следовательно,

А

I  =  fü z ?  J a f  2 í íp ( l  -  í2)<n- 2̂ 2 d i =
an—1 J

_  an—2 || a ||P Г ц(.)+1)/2 1 ц  — ц)п/2 1 du =

ап—1 J

®п-2  Г ( ( p  +  l)/2) • Г  (re/2)

Г ( ( я  +  р  +  1)/2)

Подставляя в это равенство значения о п- г  и an- i ,  получаем ис­
комый результат.

3.32. (См. [36].) Ввиду сферической инвариантности меры мы 
можем считать, что а =  е и b =  cos 0 ei +  sin 0 е2, где e¡ =  

(1; 0; , 0), ег —  (0¡ 1; 0; , . 0 ) .  Таким образом, нам следует



вычислить интеграл / =  J / fo l *2) 4 in_ i  (х), где /(и; v)  =  
gn-1

== (sign и) • sign (и COS 0 +  У sin 0). Ясно, что

/ =  2 J . . . J  / (хх;х 2). Лгг ... *гп_ г

X

X я ■^2^3 ••• * n- l

. . .  — x\n—1

X

X dx1 dx^.

Внутренний интеграл справа есть не что иное, как площадь

( п  —  3 )-мерной сферы радиуса х|. Поэтому

I  —  J* J* /  ( “ I V)  CTn _ 3 ( i  —  И2 —  у 2) (™ -4 )/ 2 ¿ и  ¿ у  =

It2+K2̂ l
2Я (  1 \

— о„_з j  I j  / (Г cos ф; г  sin ф) (l  — г2)("-«)/2 r ¿Л ¿ф. 
о lo J

Очевидно, что /(гсовф; г sin ф) =/(соэф; sinip), и, следовательно,
2Я  1

/ =  <Уп_ 3 j1 / (cos ф; sin ф) ¿ф j" ( l  — r2)(n-4)/2 г  dr  —
о о
2Я  2Я

=  J  / (cos ф; sin ф) ¿ф J  (sign совф) sign cos (ф—0) dq>.

о о
Мы предоставляем читателю убедиться, что последний интеграл 
равен 2л —  40 (рис. 24, где вне круга указан знак cos ф, а внут« 
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2я /  2 \
ри — знак eos (ф — 0 ) ) .  Поэтому / =  ^ Г 2 ап - з  ~  И Г 0 ] ’ и п0"

2я
скольку стп—1=  д 1_ 2 ап ~ з ’ мы получаем требуемый результат.

3.33. Утверждение а) есть частный случай задачи 3.34. И сп оль­
зуя а) и формулу, приведенную перед задачей 3.24, получаем

00 оо

г п =  4 "  (2яП П (и“ п)2 J  J* I r — Р I ( rP)n_1 е _ ^2+р^ /2 dp.
О О

Переходя в интеграле в правой части равенства к полярны м ко­
ординатам, приходим к равенству

Я /2  оо

тп =  2" р (га/2) I *  ' 003 ф ~  Sin Ф ' Ŝin Ф’ С03 Ф̂ П_1 á<p j,“ 2n<r’u2/2 du =

: 2 V 2r ( » + l / 2) r i cos^ _ s ín J L
2" Г 2 (л/2) J I 2 2

О

„ п —1sinn 1 ф ¿ф =

о
л

- 2 
=  2 ~1/2Г (лг + 1 / 2 ) Г sin" - 1 Ф cos Ф d(p< 

2 "Г 2 (и/2) J sin (ф/2) +  eos (<р/2)
о

Остается заметить, что 
п/2

sin71-1 Ф eos ф _____ 1

Í sin (ф/2) +  eos (ф/2) п-><» п т/ 2
о v

(см. задачу V I.2.8) и использовать формулу Стирлинга.
3.34. Так как 4  э В (0 ;  е) при некотором 8 >  0, то дд (ж ) ^

^  1И 1/е, и поэтому

J j  | Я A  W  “  1а  {у )  | 4 * (х) (у ) <
IR " R™

< _ r í  | ( 1И  +  Ы 1 ) 4 Ч * ) Ф Jf 2  |*k|W ( * ) < » .
Rn Rn /

Пусть %ta  — характеристическая функция множества tA  ( t  >  0). 
Тогда

ОО оо

J n ( M ) [ i - n ( M ) ] d í = J Í  j  l i t A { x ) [ \ - i t A { y ) ] d H * ) d v { y ) \ a t =
O O I ríi Rn J



Е сли  qA(x) >  qA(y), TO %fA(x) [1 — XtA(y)] =  0; если qA(x) <  

< Ч а ( у ) ,  t o  % t A ( x ) [ i  — X t A { y ) ]  =  i  при qA(x) <  ?д(г/) и 
% î a ( x )  [1 — %1л ( у ) ]  —  о при t ÇÉ [ я а ( х ) ;  Я а ( у ) ] .  Поэтому

ОО

J t tA (* ) I1 -  Хгд (2/)] dt =  max ( qA  [у) -  qA  (x) ;  0).
О

С помощью последнего равенства из (1 ) получаем, что

ОО

j  ц (М )  [1 —  Ц ( t A ) ]  dt =  j* [  max (qA (y) — qA (x) ;  0 )d fi (x )  dfi (y) =
O ¿n gn

Я A  (x ) ~  ÎA  ^  I ^  И  № ■

IRn R 11

3.35. Пусть e  c  (Rm —  измеримое множество, порождающее

паркет (см. задачу 1.22). Докажите, что j" / (x)  dx =  j* / (x )  dx (от-

is Q
сюда при E  =  a +  Q и E  =  A ( Q )  мы получаем утверждения a) 
и  б ) ) .  Д ля  проверки этого равенства рассмотрите множества Qi  =  

=  I +  Q, E i = — l +  E Ç ] Q i ( l s  Z m) и убедитесь в том, что

U E t =  Q,  Е 1 ( ] Е 1, =  0  при 1 ф 1 ' .  
геЕ™

Ввиду периодичности функции / ясно, что J / (x)  dx =  j* / (x ) dx.

E i  Er i Qt
Остается воспользоваться счетной аддитивностью интеграла.

В случае, когда матрица А  не целочисленная, рассмотрите 
пример

Л  =  ( ! ф2 /  (я ;  у )  =  s in  ( 2 jw )  ( x , y Œ  IR ).

3.36. Пусть d = d ia m (7 ’ ). Можно считать, что точки 0  =  

=  (0; 0; . . . ;  0) и D  =  (0; 0; . . .;  0; d)  принадлежат множеству Т.  
П усть  Q —  проекция Т  на гиперплоскость х п =  0. Рассмотрите ко­
н ус  К  с вершиной в точке D  и основанием Q. Так как

то достаточно доказать, что V  >  Хп ( К ) .  Д ля этого убедитесь в том, 
что пересечение конуса К  с любой прямой I, проходящей через 
множество Q параллельно оси х п, есть отрезок, длина которого не 
превосходит длины отрезка, получающегося при пересечении I с 
множеством Т.  Построив плоскость, проходящую через прямую I 

и ось хщ рассмотрите в ней точку М e  Т, которая панболее удале­



на от этой оси и расположена по ту же сторону от нее, что и I. 
Докажите, что при пересечении прямой I с конусом К  и тр еуголь ­
ником O D M  получаются отрезки равной длины.

3.37. Проверьте, что выпуклая оболочка двух эллипсоидов, по­
лучаемых один из другого сдвигом, содержит эллипсоид больш ого 
объема. Выведите отсюда, что эллипсоид Э центрально симметри­
чен относительно нуля. Не ум аляя  общности, можно считать, что

Э —  В п. В таком случае

; а п, если Т,  <% — эллипсоид. ( 1)

Допустим, что х0 1=  Т,  ||х<>|] >  У п. Очевидно, можно считать, что 
ха =  (с; 0; . . . ;  0), где с =  [|.г-о11. Рассмотрим множество Т\ —  выпук­

лую  оболочку шара Ип и точек ± х 0. (Двумерное сечение 5  мно­
жества Т\ плоскостью, проведенной через ось х ь изображено на 
рис. 25.) Очевидно, что '1\ с : Т. Возьмем точку а, леж ащ ую  па оси

xi, 0 <  а <  с, и рассмотрим эллипс Е , определяемый неравенством

где Ь2 = а ось у взята в плоскости сечения
а -  Ъй с — 1
перпендикулярно оси х^ Проверьте, что Е  с : 5. Из этого вклю че­
ния следует, что 7\ содержит эллипсоид Жа, полученный вращени­

ем Е  вокруг оси х\ в пространстве Еп. Пусть V ( а )  =  Х п ( & а ) ,

( & а ) х  =  1( * а; • • •; х п) е  | (*; х г  • • •; х п )  «= в а \ =

=  ( (х 2;

Тогда

а

У { а ) =  j  K - i ( ( & a ) x) d x  =

II

-  í  ‘ " - 1

.2 \ (п—1)/2
dx  =  а  а

а2 \ (71— 1)/2

■ 1



Ясно, что У (1 ) =  «п  И 7* (1) =  ОЦ '2 _  ~ >  0. Поэтому при о, близ­

к и х  к единице, и а >  1 Судет справедливо неравенство 7 (а ) >  а „, 
хотя  <эа сг Г, что противоречит неравенству ( 1).

3.38. Непрерывность и ограниченность функции ф и ее голо­
морфность вне К  устанавливаются с помощью следующей теоремы 

(см., например, [1 ], с. 169).

Т е о р е м а .  Пусть р >  1, Е  с .  Кт , %т( Е )  <  оо, {/ „ } — последо­
вательность измеримых на Е  функций. Если /„ -*■ /о по мере на

множестве Е  и вир ( I / „ (ж) |р Лх <  сю, то функции /0, /„ (гс =  
*1 •' 1 1

=  1, 2, . . . )  суммируемы на Е  и | |/п (ж) — /0(ж)| ¿ х ->  0; в част-

в

ности, /п (х ) йх ->• I* /0 (ж) ¿ж. Если множество £  вполне пе- 

е  Е
связно, то функция ср доставляет пример (принадлежащий Д. Пом- 
пейю ), показывающий, что теорема Лиувилля перестает быть спра­
ведливой, если вместо целы х функций рассматривать функции не­
прерывные и ограниченные в С и голоморфные вне К.  По поводу 
уточнения этого результата см. задачу 4.8 (пример Урысона).

3.39. а) Пусть р, д >  — 1, Т р ,д =  ]*| ^  |2р| 123 £2)- Т огДа

1 р л  =  |  ( х 2 +  У2) р ( и 2 +  у2)5 ацз (ж; у, и; р) =

х г +У2+ и 2+ъ2=1

йх йу Ли __

зс2+г/2+ “ 2«1
/ 1

=  4 |  (ж2 +  у У ( 1  - х 2 -  у У  X

ж2+г/2«1

X

У 1—х2 — у2 1
Г <гц . Ь г Л » ^ ^ 2 Г г ^ + ^ - г 2̂ ,/ ,^
V Л/ \ — .га —. м2 -- - Ги

1

2л 3

о

в) Заметим, что ряд 2  ( п  +  ^  равномерно схо-
п> О

дится в шаре [г ! ¡2 +  |гг|2^  1, так как

|£121 +  &2*21 ^  аТ 12112 +  |гг|2^ а  <  1, где а =  У|^|2+  |£гР*



О - Е л - г л ) 1

= Д ("  + 11 \'/  ( V  У  ( Е л  +  ■ / . ) "  ( у у  =
£

" + 4 „ Л ,  с М г  ‘  I  ■1 '■) ЧЧ“ '  4‘" (!‘ : *’ >• <и
^  "  й3

Вычислим интегралы, стоящие в правой части равенства ( 1) :

. [ / ( * ! : * * ) & " *  ( * ¿ * 2)  =
В3

•Ь'^О £3

=  ак , п - и  11 * ! |2Й I *2 |2(п- ,[) с1р3 , 2)  =  а,  п_ й ._2^ _  ( с Л ) - ^
Зз Т  *

Подставляя этот результат в правую часть равенства ( 1) ,  п олу-
чаем

Г/ ( у « , ) - .  ФФ ; Ч  , =
SQ С1 ?izX S2Z2) 2

«^0  o<fc<n п ~ г 1

n ^ o o ^ . h < n  4 л ^

§ 4. Интеграл Стилтьеса
4.1. а) Пусть спачала Ь <  оо. Проведем решение в этом с луч а е  

в несколько шагов.

Ш а г  1: функция h непрерывна на [а; 6] .  Разобьем п ром еж у­
ток [а; 6] на части точками а =  t0 <  ti <  . . .  <  î„ _ ,  <  tn =  
Положим

^ (0  =  M [ — i; i ] m) =  ( 2i ) m ( ¿ > 0).
Тогда

j* h (m ax | x h | )  dx =  ^  f  й (m ax I I ) dx  =

“  Л » ‘  iF ( '* +l) “  “ l o ^ 4 ( 7‘ )  F  ( T» )  ('*+* -  '*>•

22 M , Макаров и др, 3 3 7



где и ,  Ъ  е  [«*; (*+.] ( *  =  О, 1....... п -  1). Таким образом,

^ к  ( т а х  [ х к | )  йх =

Е

-  "  Ы  ( ' №  ‘  '*) = ( ^ 5 5
Ь

- > т 2т  ^ т̂ "~ ^ ^  
а

Ш а г  2: функция к  ограничена на [а; Ь]. Рассмотрим после­
довательность { К }  неотрицательных непрерывных на [а; Ь] функ­
ций, сходящуюся к к  почти везде на [а; Ъ ] . Не умаляя общности 
можно считать, что к п ^  вир к. Убедитесь, что йп(тах|жк|) - >

А (т а х  | |) п. в. на Е.  П ользуясь теоремой Лебега о предельном 
переходе под знаком интеграла, мы видим, что равенства

ь
I" кп (ш х  | х к | )  йх =  т 2 т  ^  £т  ^  ( 0  ¿4 (я =  1, 2, . . . )

Е  а

приводят к требуемому результату.
Ш а г  3: функция к  произвольная (измеримая, неотрицатель­

н ая ). Требуемый результат получается с помощью аппроксимации 
последовательностью ограниченных измеримых функций.

Случай Ь =  + о о  исчерпывается с помощью предельного пере­

хода от конечных промежутков к бесконечному.
б) Рассуждения проводятся по той же схеме, что и в п. а). 

П ри этом функция ^ (0  =  (2 г)т  заменяется функцией ( ¿ > 1 )

Р 1 (1) =  Хт  ( ( V  • • • ;  х т ) е = и т \ 1 < т т х к , т а х  х к < . ( }  =  ( * -  1 ) т .

4 2 Рассуждения проводятся по той же схеме, что и при ре­
шении задачи 4.1.а). Функция Р ( 1 )  =  (2 «)т  заменятся функцией

Р х {г) =  Хп { О т { 0 ) =  ^

4 3 Рассуждения проводятся по той же схеме, что и при ре­
шении задач 4.1.а ). Функция *■(*) =  (2г)т  заменяется функцией 

=  Хт{ В { 0; г ) )  =  а ™г”  Г« е а "* =  г ^  ° ’
4.4. Рассуждения проводятся по той же схеме, что и при реше­

нии задачи 4.1.а).

4.5. Ясно, что [  е-Р<х> Л = Х 2 ( 4 ) +  I  е_Р(Х)йж- Р ассУж-
¿2 К2\А

дая по той же схеме, что и при решении задачи 4.1. а ), покажите,



Используйте результат задачи 1.16.
4.6. а) Убедитесь, что интеграл есть предел сумм

б) используйте тот же прием, что и в п. а.);
в) используйте то, что график функции о центрально симмет­

ричен относительно точки ( 1/2; 1/2) ;

зуйте тот же прием, что при решении задачи п. а)
д) используйте равенство а ( х )  +  о (1 — х )  =  1 (ж <= R).
4.7. а) Пусть Qj  =  [0; З^ '] X  [0; 3~ i], Е } =  <?A<?J+I ( j  =  0, 

1, 2, . . . ) .  Ясно, что

Поэтому ряд ( * )  сходится одновременно с рядом ^ ( З р/А)\

б )  Пусть [ и - 3 - 1 ;  в +  3-1] X  [V - 3 ~ 1 ;  V +  3-1 ], Е } =  

=  <?ЛСЬ+1 ( ]  =  0, 1, 2, . . . ) .  Рассуж дая.как и в п. а ), убедитесь,

что интегралы > допускают оценку,

аналогичную ( *  * ) ,

4.8. Решение этой задачи опирается на результат задачи 4.7 и 
проводится по той же схеме, что и решение задачи У.2.15. П о су ­
ществу впервые функция <р рассматривалась в [28], с. 93, где она 
была построена как предел функций, являющихся интегральными

г) докажите, что или исполь-

о

1 1

J  J  ( * *  +  у а) р/а j  ( * 2 +  2/3) p /a ‘
О О о E j

Г Г - da (х)  da (у)  =  v  Г Г da (х)  da (у)da (х)  da (у)
(* )

Так как 2 ~ t ' 2 • 3 ^  sg (ж2 +  у2) - * ' 2 sg 3<*+‘ >р на E h то

( * * )

1 1

суммами для интеграла



§ 5. е-энтропия и меры Хаусдорфа
5.1. Если Е 0— е-различимое подмножество множества А  с мак­

симальным числом точек, то оно образует е-сеть, и, следовательно, 
А  ( А ;  е) < c a r d (S 0) =  М ( А \  е ). С другой стороны, различные точ­
ки из Е 0 можно аппроксимировать с точностью до е/2 лишь раз­
личными точками, и поэтому М  ( А  ; е) N  ( А  ; е/2).

5.2. а) Используйте результаты задачи 5.1 при подсчете мини­
мального числа точек е-сети для куба.

б ) Пусть е >  0, множество Е  — минимальная е-сеть для А ,  т. е. 

card ( Е )  = N ( A ;  е ). Тогда

А  с : У В  (х; е) п X*  ( А )  <  2  К  (в  (х < в)) =  N  ( А ’ е) а пеп , 
х е Е  х е Е

откуда следует искомое неравенство с С =  сс~1Хп ( А ) ,  где а п — 
n-мерный объем единичного шара.

В решениях задач 5.3— 5.12 при употреблении символов О, о, 
~  мы для краткости опускаем указание «е ->  +  О».

5.3. а) Пусть е >  0,2-<m+1> <  е sg 2~m, т. е. т =  [log Г 2(1/е)]. 
Очевидно, что точки 1, 2 ~ \  . . 2~т e-различимы и образуют 26- 
сеть. Поэтому (см. задачу 5.1) N ( A ;  2е) ^  т  +  1 ^ N ( A \  е/2), от­
куда следует, что Н ( А ;  г )  ~  log2log2(l/e).

г ) Пусть 8 >  0, т ~ а —  { т  +  I ) - “  <  е s£ ( т  —  1 ) - “  — т ~ а, т. е. 
т, —  1 ^ ía / e ) 1̂ “ -1-1̂  т  +  1. Ясно, что точки 1 ,2 -“ , . . то‘ “ е-раз- 
личимы. Если к ним добавить точки вида ке, где к =  1, 2, . . . ,  р, 
ре  т ~ а <  ( р +  1)б, то мы получим е-сеть множества А  —  

=  { n - “ U e N } .  Так как р =  [ Щ г т * ) ] ,  то р =  О ( т ) .  Поэтому 
т. < А ' ( 4 ;  е/2) и N ( A ;  & ) = 0 ( т ) .  Тогда (а/е)1/'“ -1- »  ^  
sg N{ A\  e/2) +  1, N ( A \  e ) =  0 ( e - 1/«I+ I>), откуда вытекает, что

Я  (А-  е) -  log2 ( 4 ) .

Задачи 5.4, 5.5 и 5.6 решаются аналогично. Приведем решение 

задачи 5.4.6).
5.4. б) Вместе с заданным числом 8 >  0 рассмотрим положи­

тельное число Ô, выбор которого уточним позже. Разобъем множе­
ство А  — график функции sin (я/х) на промежутке (0; 1] —  на ча­
сти В  ц и С«, где В  г, —  часть А,  содержащаяся в прямоугольнике 

Р л = ( 0 ;  б,) X  [— 1; 1]. а Cà =  A \ B t . Длина С 6 есть

Ь Г  я2 я 
¿ е= |  Л /  1 +  ^ jcos2 — dif= 0 ( ô  ). Поэтому число N ( C t ;  г )  оцени­

вается величиной h ¡ e  =  0 ( ( e ô ) _1). Число N(Bs' ,  е) не пре­
восходит N  (Pu', е ), и поэтому iV(fle; е) =  0 (ô e  2). Выберем ô так, 
чтобы оценки для N{Be,', е ) и А'(Се; е) были одинаковыми по по­

рядку, для чего положим ô =  )е .  Тем самым мы получаем оценку 
Л'(/1; е) =я 0 (е ~ 3/2). Чтобы  убедиться, что число e-различимых то­



чек в множестве А  имеет порядок е~3/2, рассмотрим промежутки 

Ал =  [1/(2Лг +  1) ; 1/(2&)] при к —  1, 2, . . [ 1 / (2Уе) ] и соответству­
ющие им участки графика Г*. Так как / (Дл) =  [0; 1] при любом к, 
то, используя е-разлячимые точки, леж ащ ие в [0; 1] ,  можно ука­
зать по крайней мере [1/е] различимых точек в Г*. Поскольку рас­
стояние между соседними промежутками ДА не меньше е, точки, 
лежащие на различным дугах Га, будут е-различными. Общее чис­
ло построенных нами s-различимых точек, лежащ их в А ,  есть

[1/s] • [1/(2 V e )]. Таким образом, Л  (А ;  е) ~  lo g 2 j .

5.7. Пусть е >  0,3-<т + »  <  е <  З ‘ т , т е. т  =  [log3 (1/е ) ] .  Кон­
цы промежутков m-го ранга ДЕ ..,ет  (см. определение канторова 

множества перед задачей 1.1.27), очевидно, е-различимы и обра­
зуют Е-сеть. Поэтому N ( C ;  е) <  2 • 2m < / V (C ; е/2). Отсюда следу­
ет, что Н(С\ в) ~  logs (l/e) =  (log3 2) • lo g 2( l/ e ).

5.8. Пусть е >  0, 11(т  +  1)! <  е ^  1/т!. Точки вида 2
О

где 6а =  0 или 1, е-различимы и образуют 28-сеть. Поэтому 
Л (Л ; 2е) ^  2m+1 ^  N ( A ; е/2). Из определения числа т следует, 
что In (i/e) ~  m ln m , т. е. т ~  (1п(1/е))Дп 1п(1/е). Следовательно, 
П ( А ,  е) ~  (ln (l/ e ))/ ln ln (l/ e ).

5.9. Утверждение а) следует из результата задачи 5.10, если  
учесть, что в рассматриваемом случае Ч ^ я ) =  х  +  т!  при т\ ^

1 1
^ х < ( т  +  1) !  и, как легко убедиться, l im  — Y “ 1 (у) =  ,
___ { у Л
lim  —  ’F-1  (у)  =  1.

У

По поводу утверждения б) см. задачу 1.11.
5.10. П усть е >  0, 2~Т(т+1> <  е <  2-чг(т >, т. е. т. =  

=  [^F- 1 ( l ° g 2(l/s ) ) ] .  Очевидно, что точки 2  ей2 - * < 4  гд е е *  =
K h < m

=  0 или 1, е-различимы и образуют 2е-сеть. Поэтому 7V(Л ; 2е) ^  
^  2т ^  N ( A \  е/2). Следовательно,

Н ( А ;  2е) <  т ^  Н ( А ;  е/2). (1 )

Не умаляя общности можно считать, что функция линейна на 
каждом промежутке [п — 1; n] ( n s N ) ,  Тогда, как легко убе ­
диться, ’F ( х  +  h )  — Y  ( х )  ^  h при х, h  ^  0, и поэтому

^ ~ Ч у +  1]) — У ~ Ч у )  (У,  0 ). (2 )

Из (1) следует, что

Н ( А ;  2е) -  1 ^  Y - 1 (log2(1/е)) <  Н { А ; е/2) +  1. 

Вместе с (2) это приводит к требуемому результату.



5.11. П усть 8 >  О, 3 - 'm+I>< е sS З -”*, 2-<i>+ ,><  е 2~р . Рассмот­

рим точки (х\ у )  Œ. А  с координатами х =  2  г и~ ft> У ~
l < h < p

—  2  Ti/t3~ fe +  2  eks ~ h’ где Sk =  0 или *> rih =  ° > 1 или 2
1<ек<т

и Bd, rjft имеют одинаковую четность при к  <  т .  Ясно, что эти точ­
ки e-различимы и образуют 4г-сеть. Число этих точек равно 

Зт2р~т. Поэтому

N ( A ; 4е) <  3m2p~m ^ N { A ;  е/2),

т. е.

I I ( А ; 4е) [lo g 3( l/ e )] log2(3/2) +  [log2( l/ e )] < Я ( Л ;  е/2).

Следовательно, Н ( А ;  в )  ~  (2 — log32 )log2(l/e ).
5.12. а) П усть е >  0, множество Е  —  минимальная е/т-сеть для 

A ,  cardÆ =  N ( A ;  e/m). Тогда множество Е т =  Е  +  Е  +  . . .  +  Е  

( т слагаемых) есть е-сеть для А т, и card (Е т) ■ (2V(4; e/m ))m. 
Следовательно, Н ( А т; е ) ^  т Н ( А ;  е/m) = о (1 п  (1/е)), что возмож­
но, только если %п { А )  = 0  (см. задачу 5.2).

б) Решение аналогично предыдущему.
в) Нет. Контрпримером служит указанное множество.
5.13. а) Если множество А  счетно, А  =  {xi\ x¡ ;  . . . } ,  то для 

вычисления \iv (A\ е ) рассмотрите покрытие А  шарами B ( x ¡t; &2~h).

в) Пусть е >  0, { В ( х [ ;  г[ ) } ”=1 — такое покрытие множества

2  0 Q P -  I < 8/2'-
к^1  I

А г, что г ^ с е  при всех I ,  к е  N  и 

Тогда

Рр (4  е) <  2  2  ( гк)Р <  2  (^р (Ад +  е/2' )  =  2  ( А1) +  8‘ 
г> 1 к^1  1 !=> 1

Ввиду произвольности числа е >  0 получаем требуемое.

5.14. а) П усть е >  0, а { В  ( хк; гл) } ” =1 —  такое покрытие мно­

жества А ,  что гк <  е при всех к е  N и 2  г к <  ^р И )  +  *• Тогда
к$> 1

2 г к ) ) =  2 * г Л « * п * п~ р 2 г К
к ^  1 к ^ п  1

< а пвв- Р ( |1р И  +  1).

Поэтому X* (Л )  <  2  Хп (в (хк; гь )) <  апеП_Р (Ур И )  +  !)-  из тего
ввиду произвольности е >  0 вытекает требуемое.

б) Если Ц п И ) =  0, то Я „(А ) =  0, так как А  можно покрыть 

такой последовательностью шаров { В  (х к, что сумма

2  г” < а следовательно, и сумма 2  ( х к’ г к) ) будут с^°ль
к^Х
угодно малы.



Если ЯП(Л ) =  0, то множество Л  можно покрыть такой послс-
п

довательиостью кубов Qj =  J J  ( а {  —  hy, а {  +  h - ) ,  что
ft= i

сумма 2  К  (Q j )  —  2  li ) U будет сколь угодно мала. Тогда 
} > г  j > 1 _

«описанные около кубов» шары B ( a f ,  l/nhj ) ,  где а - =  ( а ( ;  

очевидно, также будут образовывать покрытие для Л , а сумма'

2  ( l / « A j ) n будет лишь множителем (Уга/2) п отличаться от сум-
3^1

мы 2  ( Щ ) п -

5.15. Поскольку (при г  ^  1) ( s ”- 1 [ ]  В  (а; /■)) =  
Г (.г)

=  J У  i  _  ¡1 х  ц2 ’ где а =  (0; . . 0; 1), В п~ ' ( 8 ) — проек- 
в п~ Ч  6)

ция множества 5 " -1 f\B(a ;  г )  на плоскость х п —  0, то существуют 
такие постоянные т >  0, М  (зависящие от размерности), что 
т г п 1 sc Vn-i (5n_1 f| B ( x ;  г ) )  ^  Л/г" -1 при всех х  е  S n~ 1. Используя 
ото обстоятельство, требуемые результаты  можно получить про­
стой модификацией решения задачи 5.14.

5.16. а) Это утверждение очевидно, так как если rk гс; 1, то

б) Доказательство того, что ц « (Л )  =  0, если q >  р и \iv ( A )  <
<  +  оо, аналогично решению задачи 5.14.а). Если [*Р ( Л ) > 0  и
0 <  q <  р, то ц9(Л ) =  оо, так как иначе мы вступили бы в проти­
воречие с уже доказанной частью утверждения.

I I  ( А ;  г  А
5.17. а) Пусть г } >  0, г3- - *0  и 'i og ( 1/г ) ( А )- Пусть,

далее, q > r ( A ) ,  а Ej — такая гг сеть для  множества А ,  что
card(£'j) =  ЛГ(Л ; r j). Тогда А а  у В  (х\ ? и при достаточ-

x ^ E j
по больших / справедливо неравенство I I ( A ;  r } ) <  q Iog2(l/r3-). По­
этому

^9 ( Л '< 2ri )  <  N  ( A ’ rj )  rj  <  rT Qrf  =  !•

Следовательно, Hq(A )  <  оо при q > r ( A ) ,  из чего (см. зада­
чу 5.1С.6)) вытекает, что с1ш1Я (Л ) ^ т - (Л ) .  

б) Неравенство

s u p t l i m ^ ^ d i n ^ Q j ^ )

очевидно. С другой стороны, если q >  sup d im H (Л й), то д ля  

любого е >  0 можно найти такое покрытие {-S ' '¿ ) } ° °



2  ( r h ) q <  r h < b (/> к е  N )- 
ft^=l

Следовательно,

СО оо ,

A i  ^  • Р - ! 8  rk ) ’ r k < e V ’ к е  N )

И

2  0 i ) ? < 2  « я - ' =  в.
M > i  ;>1

Таким образом, ¡xg ^ U A j j  =  0, из чего, в силу выбора q, выте- 

сН тя  ^ и <  sup dim H ( A k).

кает, что

5.18. Ясно, что

inf ( 2  (d ia m (C ft))P| Л с  U Ck , diam ( С Л  <  е ] <
U ^ i  ь=1 J

<  inf (  2  (2оО Р | л  <= U В  ( x h\ r k) ,  2r h <  е ] =  2рмр {А\ е/2). 
I ft^ l ft=1 J

Переходя к пределу при е -*■ - f  0, получаем неравенство

№р ( А )  =5 2г’цр { А ) .

С другой стороны, пусть (к e N )  —.такие множества, что

ОО

4 с  и CJ, r h =  diam ( с ° )  < е  п /8+  е >  2  r vh. 
ft= i h

Если ¡= С®, то С® с : f i  (x ft; cz В (1 +  e) и поэтому
1

/E- f e > - " (Л ; е ( 1 - f  е)). Отсюда, переходя к пределу
(1 -{- 8)

при е ->  +  0, получаем , что ц (Л) ^  \i (Л ).
оо

5.19. а) Если [а; Ь\ cz U (r (l — rh; x h +  rfe), то в силу счетной 

полуаддитивности одномерной меры Лебега к  мы получаем, что

Ъ — а < ; 2  2r k - Следовательно, ¡Xi ( [а; Ь ] )  5= (Ъ —  а)/2. С другой сто- 
ft

роны, разбивая сегмент [а; Ъ] па равные части произвольно малой 
длины, легко убедиться, что H i([a ; &]) ^  ( b — а)/2.

б) Зафиксируем число е >  0. Будем считать его настолько ма­
лым, что разность I —  h между длиной дуги I и длиной h стяги-



вающей ее хорды меньше &Ï, если I <  е. П усть 4 с  (J В  ( х ъ\ г  А ,
/î=i v я '

п  <  e, L k =  А  П В  ( x k-, rk) , и пусть hk —  длина хорды, стягивающей 
дугу L k, а у к —  середина этой хорды. Ясно, что hk 2 rh, L k =  A  П

П В  f y h; ~  h X  Поэтому ^  ( h I 2)  >  4 " 2  ^  (1 ~  e )’ где lh ~
1 ft> i

длина дуги Таким образом, -tj- ^  !'h ^  — 2 ~  ^  л  (1 — e ),
fcja ft> i

и, следовательно, |Xi(4; б) > я ( 1 - е ) .
С другой стороны, разбивая окружность на п равных частей 

длины 2я/п <  е и покрывая эти дуги кругами, центры которых л е ­
жат на серединах стягивающих их хорд, а радиусы равны л/ге, мы

Я
видим, что (А-, е) <  п — =  я, и, следовательно, [ i i ( 4 ) ^ n .

в) Это частный случай утверждения г ).

г ) Пусть G —  открытое подмножество пространства R™, е >  О 
Найдем такие шары В  ( xh; (/с e  N ), что

СО

G <= U В  ( x h- r h) ,  r h <  8, 2  r h <  Vn №  e) +  8- 
ft=1 7i> 1

Тогда

(G) <  2  K ;  rh)) =  an 2  r” <  an Os. (G; 8) +  8)- 
fc^i fe^i

Ввиду произвольности 8 получаем, что

h n ( G )  sc an fin (G ). ( * )

Рассмотрим теперь такие m apbiB (ÿ ft; pft)  ( i e  N ), что

ph <  8, 5(г/Л; pft) p, B ( y j ;  P j ) =  0  при к Ф  /,

OO

G =  e U pft),  Я „ (е )  =  0

(см. задачу 1.17). Зафиксируем еще т а р ы  B(zk\ бн), покрывающие 

множество е и удовлетворяющие условиям  2  &ь. < е ’ ^ <  8

(/ce N ) (см. задачу 5.14.6)). Тогда G cz ( В  (zh; ôft)U  В  (yh‘ pft) )  и

МС; е)< 2  р2+ 2  в * « * «1 2  «„Pfc +  e =
fc^ l /iÿl 701

=  1 2  *п (В (Уh' Pft)) + e =  < 'К  ( П В (Ук> Ра)] +  8 =  
k ^ i  \ f t - i  /

=  < ^ К  (G)  +  8-



Ввиду произвольности е >  О это дает нам неравенство цп (<?)

а . - гХп (<?), которое вместе с неравенством ( * )  приводит к окон­

чательному результату: \1 п (О)  =  а ~ 1Хп (С). В частности,

И „(Ю ; 1]™) =  (г„ ( ( 0; 1)п)  =  а ~ 1.

5.20. Заметим, что если =  1о§'3 2, то (1 +  2 {)р  г£; 1 +  № при
0 г ^  1. Поэтому если некоторый промежуток длины I разбит 
на три части, длины  которых 1\, 12, Ь  таковы, что Ь ^  12 ^  Ь, то

1р <  Ч  +  I I -  (* )

Используем это неравенство, чтобы вычислить 1/2). По оп­
ределению,

(Ък —  ак 
( ip (X; 1/2) =  in f ' "  '

K < = h L 1 ( ah' 6ft) ’ bh ~ ah < 1

Ясно, что условие bh — ак <  1 можно отбросить, а покрытия счи­
тать конечными и состоящими из замкнутых промежутков. Итак,

рр (К ; 1/2) -  in f [  2  ( ( h  ~  «h)/2) p К с У  [ak ;
[ l < k < N  J

Пусть сегменты [a\\ £>i], . . .,  [ a w ; bjv] образуют покрытие множест­
ва К.  Уменьш ая их в случае необходимости, мы можем считать, 
что любые два из них не имеют общих: внутренних точек. Пусть

m m {6fc— | к —  1, 2, . . .,  N } =  Ът — ат =  б, А =  [ат ; Ът] .

Хотя бы один из соседних с Д  промежутков —  обозначим его Л ' — 
находится от Д  на расстоянии, не превосходящем б. Пусть Д0 — 
наименьший промежуток, содержащий Д и Д '. В силу неравенст­

ва ( * )  мы получаем, что б ^ ^ 6Р (б ')р, где б0, б ' — длины проме­
жутков До, Д ' соответственно. Таким образом, заменяя промежут­
ки Д и Д ' промежутком Д 0, мы снова получаем покрытие множест­

ва К,  состоящее из N — 1 сегмепта [я*; f t 'j ,  . . ?/^_1],при-’ 

чем такое, что 2  2  ( !’h ~ ah)P - Продолжая
K h C N

этот процесс, мы, не увеличивая на каждом шаге сумму р- х сте­
пеней длин промежутков, образующих покрытие К,  придем к по­
крытию, состоящ ему из одного сегмента [0; 1]. Это дает нам, что 
(Xjу ( К ;  1/2) ^  2 ~ р . Так как обратное неравенство очевидно, то мы 
получаем, что \iv (K\ 1/2) =  2~v. Из соображений подобия следует

равенство А'П [ 0; 3—” ]; "2'3_nj =  2 ~ р . З ~ пр  =  2 ~ <-р + п  ̂ при лю ­

бом га е  N .  П усть ДЕ е — один из промежутков re-го ранга, 
1**' Л



участвующих в опредэлепии канторова множества. Очевидно, что

Ь  [ к п  Дег ..еп ; т  3~ ” )  =  Ир ( * П  [0 ; 3 - " ] ;  \  3 ~ » )  =  2 ~^+п\

Поскольку промежутки п-го ранга находятся друг от друга на 
расстоянии > 3 - п, то (см. задачу 5.13.г))

Таким образом,

[хр (й:) =  Н ш ц р ^ ; 4 - 3 - п| =  2- р .

Чтобы найти функцию <р, заметим, что она непрерывна на 
[0; 1] и постоянна на интервалах, дополнительны х к К ,  а ее при­

ращение на промежутке ДЕ есть 2ри р^ Г | Д £ еп) ~ 2~ П' ’̂ е" 

иерь с помощью индукции легко доказать, что в крайних точках 
сегмента Де Е значения функции ф совпадают со значениями

1* • • 71

канторовой функции.
5.21. а) См. задачу 5.20.
б) См. задачи 5.3.д) и 5.13.а).
5.22. Пусть ф(ж) =  ц р {Е  П [0; х ] ) ,  0 ^  х  г=Г 1, и пусть ДЕ Е

I ‘ * • П ’
где гн —  0 или 1,— промежутки п-го ранга, соответствующие мно­
жеству Е. Так как все множества Е  П , е конгруэнтны друг± ”  п

другу, то Ир П А Е г..Еп)  =  2~ " %  (¿')- Следовательно, прираще­

ние функции ф на каждом промежутке Д8 _ Е пропорционально
1 * * * 71

приращению функции аЕ. Кроме того, функция ф, как и Ое, по­
стоянна на интервалах, дополнительных к Е.  Теперь с помощью
индукции легко доказать, что в крайних точках сегментов ДЕ Е

1 ‘ "  П

значения функций ц р (Е)а . е и  ф совпадают. Поскольку множество 
таких точек всюду плотно в Е, мы получаем требуемое.

5.23. Пусть аЕ — канторова функция, соответствующая мно­

жеству Е, а —  1ип 2П/Р, {«/ ¡} — такая последовательность натураль­

ных чисел, что 2Пк1 ^ - ^ - а .  Пусть е —  произвольное положитель­

ное число. Далее будем считать номера пн такими, что е >

2Х  <  а +  е. Рассмотрим теперь покрытие Е  сегментами ранга т

(при фиксированном к ) .  Тогда мы получим \1р {Е\ е) <  <

<С а 8. В частности, мы видим, что если  а =  0, то [Хр (Е )  =  0, 
а если а <  °о, то и ¡хр (£’) <  оо.



Пусть теперь 0 <  с <  а <  оо. Зафиксируем такой номер то, что 

1т <  е, 2п1р >  с при п ^  т ш рассмотрим произвольное покрытии 
множества Е  интервалами (ж,- — г3-; г ; +  г3), удовлетворяющими 
условию Г) <  /т  (/ =  1, 2, . . . ) .  Выберем номера так, что

<  о  <  ^ - г  Тогда 2 ^  <  /3._ 2, ^  >  т  и

2 >  2  '  2  2~ ' ' = т  2  = т  2  >
; > 1  ; > 1  ¿ > 1  }>1 з> 1

>  Т  2  ( ая ~  ̂  +  V 2)  ~  °я  (*; ~  г;)) >  

>  Т  2  (СТЯ ( Х1 +  Гз) ~  (*1  ~  0)) >  Т  а£ =  Т  •
3>1

Последнее из написанных выше неравенств справедливо в силу 
счетной полуаддитивности меры, порожденной функцией <зв . 
Итак, мы доказали, что для любого покрытия Е  интервалами 
( х ;  — Г}\ +  г , )  достаточно малой длины справедливо неравен­

ство 2  г® >  с/4 откуда следует, что (Е ) ^  с/4 >  0. В част­
ей !

ности, если о =  4  то ввиду произвольности числа с <  а мы 
получаем, что \1 Г ( Е )  =  +оо .

5.24. Проверьте сначала, что 2 Пк^ 1 к ^ 2 - 2  (к =  1, 2, . . . ) ,  

и докажите равенства Нш (к/пь) =  1/2, Нш (к/пк) =  1.

5.25. Используйте результат задачи 5.23.
5.26. П усть е >  О, N —  такое натуральное число, что ге~<1'г+1> ^  

^  в <  п ~ К. Тогда точки 2  акп~ П’ гДе “ а е  £  ( к  =  1, 2, . . N ) ,

образуют е-сеть д ля  множества А ,  мощность которой равна 
(сагс!/?)^ =  . Поэтому

И  (А ;  в) т и =  N  \0g 2 m, < 1о£2(1/в), где р =  (к ^ г т)/1о£2 п.

Следовательно (см. задачу 5.17), <1т 1я (Л )  <  г ( А )  =  р. С другой
оо

стороны, если Л  с : и ( х .  — х-  -|- г  .у то сумму 2  г 1 можно 
;=1  ¿>1 

оценить снизу следующ им ооразом. Пусть с —  канторова функция,

соответствующая множеству А,  а к, —  такие номера, что п (кз +1) ^

<  2г.  <  п (/ е  М ). Тогда

2  ч  >  2  2  ■ ■ -  1 к  2  ■■ ̂  >
з>  1  з^1 1 г > 1  з>  1

348



Последнее неравенство справедливо ввиду счетной нолуаддитивно- 
сти меры, порожденной функцией а. Таким образом,

И р(Л ) ^  1/(2рт )  >  0 и (И т н (А ) р.

5.27. Д ля  вычисления <Птн (А ) и <11тн (Л  +  А )  используйте ре­
зультат предыдущей задачи.

5.28. Рассмотрите функцию

1 1
Р С ¿ о  (и ) (1а (и )

ф (*) =  ]  ]  ¡ - (ц +  ы
о о

где ст — канторова функция, соответствующая множеству К  (см. 
задачу I I I .3.20). Используйте ту же идею, что и в задаче 4.8.

Известно (см., например, [1 0 ]), что функция с указанными 
свойствами не существует, если сИтн ( К )  <  1/2. По поводу случая 
<1ш1н (Я ) =  1/2 см. [8] ,  с. 346-348.

§ 6. Асимптотика интегралов высокой кратности

6.1. в) Применив теорему Фубини, убедитесь, что

Г

|  | Хх I*» Лх =  2ап_ 1 1 (г2 -  г2) < " - 1>/2 Л .

Вп(г) 0

Выразите последний интеграл с помощью функции Г  и восполь­
зуйтесь ее свойствами.

6.4. Примепяя теорему Фубини, мы видим, что

в

К  { (жг  • • •; хп) е  ВП | | Х1 I <  е) =  | (1 -  Х2) (П~ 1)/2 йх,

а п =  | ап-1  (1 -  * 2) (п-1)/2 ах.
—1

Правые части этих равенств эквивалентны при п -у  оо (см. задачу 
V I.2.4). Поэтому



6.5. По определению

Ь п =  а п - 1  | | II * ' -  *  № „ _ !  (* ) Ф п- 1(г ') .
£¡71-1 8 П - 1

Ввиду сферической инвариантности меры ц „_ ! мы получаем, что

ь п =  ап - 1 |  I е!  — ^ Ц ^ п - х И ’ где ех =  (1; 0; . . . ;  0). 
8п - 1

Последний интеграл следует свести к интегралу по отрезку [— 1; 1] 
и воспользоваться асимптотической теоремой Лапласа. Получае­

мый результат ( П т  Ь п = "| / 2 ] свидетельствует, что радиусы,
\П->00 }

проведенные в две случайно взятые на сфере точки, «как прави­
ло », почти ортогональны.

6.6. Будем считать, что 0 <  а <  6 ^  |/ге. Тогда

р п =  • • •; *п)е  5П_1 (V " )  Iа <  хп < ь ) =
п—(п ~  1)/2 у  ^  "У п й х ^  . . .

а,п—1
2 2 

и—ЬгОС!+...+а:п_х < я —а1
у п - х \ -  . . .  - 4 _ !

Приведите этот интеграл к виду

. .  Т / г-аа/п 
( «  —  1) “ „ _ ! Г цп- 2

~]/1—Ь2/п

Сделав в последнем интеграле замену переменной и =  у1 — г2/«, 
получаем

(п — 1) а н_ ,  р /" (г \ (п -3)/2

р» =  » > ' ч  л
а

Остается перейти к пределу под знаком интеграла и найти предел 
стоящего перед ним множителя.

6.7. Представим интеграл а“ 1 J   ̂ в виде

ь "

х—1 ^ /(ж/И) ¿Ж +  /х +  /2 +  3̂>
а п

в »
где

/1 =  а п 1 |  / (* )< ** . /2 =  а “ х |  ( / ( * ) - / ( * / 1*  II ) ) * * ,  
£ " (1—е) 1—

/3 =  — а “ 1 | / (ж/1| г ||) ¿х.

£П(Х-Е)



Ясно, что |/,| < М ( 1 - е ) " ,  |73| < Л / (1  — е ) п, /2 <  Л ( е ) . Кроме

ТОГО,

1
а “ 1 | /(х/\\х\\) й х ^ = - - а ~ х С г" -1  I  ̂(соЫц., (со )Ы г =

в п

* п 1 |  г " - 1 | | / (со) £гци_ !  (£0)1
О 1зП-1  )

=  ^  ^  / И ^ п - 1 (  “ )•
8п - 1

Так как геа„ =  ап- ь  то

“ й 1 [  / И  йх ~  °п -1  |  / М  йИп-1  И
в п Б™-1

<  I 71 I +  I Т2 1 +  I Тз I <  2М  (! -  е)”  +  к (е)-
6.8. Представьте данный интеграл в виде

у 2
и воспользуйтесь тем, что 

-Ь°0

4*00

Ы и|,Л'
е йх

1

у  2л

■{-оо 4-00

|  \х\Ч, п - е - х* Ь  ¿ * = 1  |  - | 1п|х| е- х2/2 ¿ х + 0 ( 1/ге3).

6.9. Воспользуйтесь формулой ( * ) ,  приведенной в начале па­

раграфа.
6.10. а) Используйте результат задачи У.2.3.
б) Используйте результат задачи У .2.16.

в) Пусть 1 =  J  й у п (х). Тогда

||*.||>1 + е

/ 00
( п \ п 1 г 2 ^ _  Г 1 п 1 у 2 
\ 2 л )  Г (п/2) )

1+е

пп/2 

Г (п/2)
2 1 —п/2е—(п—1)/

1 +  Е

Так как

1 (1 +  ?Г 1
1п (1 +  е) - " 2  >  2

Г (п/2) >  (п/2)(п -1)/2.е-"/2  -|/2я,



/ < У  ^ - e - (n- 1)e2/2 J  e- i2/2d i < y ^ M . e.e- ^  J  е- г 2/2dl,

1+8 1+8 
Аналогично получаем, что

~  1—8 
) dyn (x) ¡^.~[/п/л-е-е~пг2/2 j" e ~ i%̂ 2dt

1« .к  i —а о

Следовательно,
00

J  d y n (х)  < ;  ~ \ / n l n - e - e ~ f  e ~ t2^2dl =
'Ix; I—1|>е о

=  щ  У « . в- ие2/з <  2 У « е- " е2/2.

6.11. П ользуясь формулой ( * ) ,  приведенной в начале § 6, по­
лучаем

j  II *  II* d уп (х ) =  Щ П/2 J  || я Гр .е- " М г/2 dx =
Rra R"

=  (п/2я )»Л  J  e-n r V 2 f  j  ||w |:,  d^ _ i  ( . Л  d r _

0 \ S " - 1  /
Кроме того,

OO

(/г/2я)п/3 J  гп- 1 + ? .е-п г 2/а d/. =

0

2g/2~ x 1 /_ra г 972" 1 T  (n/2) (n/2)q/z
я п/2 -и9/2 ' Г [ 2  +  2 ] ~  „п /2 ' „д/2 - ап Л -

6.12. Используйте формулу ( * ) ,  приведенную в начале § 6, и 

соотношение Г (я  +  с) ~  асТ ( а )  (см. задачу V I.2.15).
а-»оо

6.13. Пусть

( 00 \ п

1 — "1/ 2/лг е ~ и2^ й и  ) ( ¿ > 0).

« /
Тогда

J II* С  ¿Vn (*) =  =
О

OO ✓ ___  оо

=  » V 2 7 ü J i «

О \

IRn

е- и_/2̂  е- <2/зйг, ( 1)



Положим г (<) =Т/2/я “ 2̂ а ¿и. Ясно, что г ' (< )= — 1/2/п-е- ^ 2, 
(

г (0) =1 , г (*) 0. Поэтому, делая в интеграле, стоящем

в правой части равенства (1), замену переменной г =  г (г), мы 
получаем

1

I  Их  1ёо аУп (* ) =  « ]  г? (2) (1 — г) " -1  ¿2,
к »  о

где ¿(г) — функция, обратная к г (г). Так как

• о  ~  ] / | 4 .
¿ - * + о о  ' Я Г

то (см. задачу VI.4.1) t ( z )  == ]/2 In (1/*) (1 +  с ф ) ) ,  где а  ( * ) ------>-6.

Следовательно,

х

j  IIх  II» dVn (* ) =  п j  (2 In (l/ z ))?/2 (1 +  a  (z ) ) l  (1 —  г) " - 1  dz. (2)
Rn . о

Используя результаты задач VI.2.8, VI.2.12, получаем, что 

1 1 
j  (In ( 1/л))9/2 (1 +  а  (г))3 (1 —  z)n 1 dz ~  

о
1

~  J (In  ( 1/г))^ 2 (1 — z)n~ 1 dz ~  (In  re)9/2.

О

Вместе с равенством (2 ) это приводит к требуемому результату.
6.14. Рассуждая так же, как и при решении задачи 6.11, заме­

ните данный интеграл интегралом по гауссовской мере. Затем ис­
пользуйте результат задачи 6.13.

6.15. Используя неравенство |WIP >  . . . ж„|,/п и  р езуль­
тат задачи 6.8, получаем при q >  0 оценку для  1п ( р ;  д )  снизу, 
а при д <  0 — сверху.

а) Оценим I n (p; q)  сверху. Так как 1Ы1Р ^  то

/ „ (Р> ге9/р_5/а Г i*| §d Y n (* )*  Применяя результат задачи 6.12,
RI»

получаем требуемое.
б) В этом случае

(

И-00 \ я/р

J



в) Так как ||х||р sg ге!/Р_1/« • ||х]|5, то

/ „  (/>; я) <  « 9/р_1 J  II *  iij dyn (х ) =  и9/р j  I *  l? dVi
R™

Оценим 1п (р;  д )  при q <  0 спизу. Пусть а =  — д. Тогда

1 =  f  II*  I!“/2• II*  Ир2• (* ) <  1\!2 (и  « )•  /«/2 ( к  «)•

R "

П оэтому /п(р; я ) ^ 1 п 1( Р ’ а) ’ и остается воспользоваться оценкой 
д ля  /п(р ; а ) сверху.

6.16. Используйте результаты задач 6.11 и 6.15.

я " /2г "
6.17. Пользуясь равенством 1 =  р _j_ и Ф °РмУл °й  Стир­

линга, получаем, что

г  _ т / т г  > ( ¥ + ■ » « « , ) _

Гп~  V  ш

- / ¿ 0  + Т Г + % * +  * (4 - ))-
6.18. а) Убедитесь, что радиус шара равен Уп —  1.

£
2

б ) Убедитесь, что радиус шара равен 3 ^ ? — 1; воспользуй­

тесь формулой Стирлицга.
6.19. Убедитесь, что

Рп/2

^ ( В> »> ) =  Г<Ь) 
О̂

и с помощью результата задачи У1.2.17.а) убедитесь, что р */ 2 =  

=  п/2 о (я1/,г)-
6.20. Пусть г >  0, Оп (*) = / ( *  ; . . . | 1п) е К п 2  I I <  г) ’

1 К к < п  ]
/?(г) =  %п ( О п {1) )  - ( И ) п1п\ Найдем среднее значение а „ (г ) функ­

ции ||х Ц]^1 на О п (1). Ясно, что 

г г

а (0 =  _ ? !_  Г = Л -  Г ип ~ 2 а и = - Л -  Г 1 <  А  ( „ >  2). 
(2г)”  Л “  *п Л 71 -1  *

О О

Оценим Так как Ы 1 У и Ы , то

л* =i”“ 2 dt :
вп О



Д ля  оценки Ь„ сверху зафиксируем число е >  0, выбор которой» 

уточним ниже. Тогда

, .  Г Лг , С ¿X ^  (2е V » ) "  2 , « „
}  || х II Л _ 1|*||1" '  я1 е У п  е "|/л

Оп(еУ,п) £п\  Оп(е V п)

Таким образом, 6„ <  ¡ ^ +  ИСг

пользуя формулу Стрилинга, легко убедиться в том, что второе

слагаемое есть О ^ ̂ 7=  ̂ )  • Вляв 8 =  1/У2, мы получаем,

что Ъп ^  У2[п  +  o (if ]/n ).

Перейдем к оценке с п■ Пусть G ( t )  =  X „ ( [— t; i ] " ) .  Тогда G ( i ) =

=  ( 2t ) n, и так как I х  I +  . .  /-f- I x  I ^  n max I xh I, to  
111 1 1  i < h < n  '

с > _ L f d G W  =  Г tn~ 2 dt =  — L
n 2" J  ( J

С другой стороны, применяя тот же прием, что и при оценке свер­

х у  чисел Ь„, мы имеем

е < 2~ "  Г _ ^ _ л - 2 ~ п Г - < ^ ^ а п (е « )  +  —  =
"  J 11* 1, J 6,1 ,ЕПОп(еп) А 1- Г , - 1]п\ О п(бп)

=  _ Л ___ (в» ) " -1  +  1 .
п  —  1 п\ вп

Используя формулу Стрилинга, легко убедиться, что первое слагае­
мое в правой части последнего неравенства есть О ( ( е е ) " ) .  Взяв 
е =  1/3, мы получаем, что с„ sg 3/ге +  о (1/ге).

п\ flMliä Wr_  т —  n U  Г m___



где («) =  Кп_ г  (Оп_ !  (0 )  =  (2<)" 1/(п —  1)! Поэтому 

0 ^ 0  /

о \ 0 *

Так  как и2 ^  и2/ (и +  $)■ ^  и2/?, то

п2 (п  —  1)(V1- 2 (1 ~ <)3 ¿г<  / „ < п2 (я - 1 )  Г<"~3(1=-^<гг~  Л . .
J 3 ^ 3 л
о о '

б ) П усть а " 1 Г .|£1 Лг = /п. Так как ||г||| ^  УгеИхИг, то 
Л IIх  II] 
в п

вп о

Оценка для  /„ сверху следует из неравенства ¿ п <  а.
1 Г ¿х

У 8* 1(1

оценки для  Ь„ в задаче 6.20.
в) Ясно, что

кп =  П‘2~п Г . . . Г ____ - 1 ̂ 1: : ' йХп
[ 1 .1]та .13711 +1  *3 I +  * ■ • +  I •*" I

И спользуя  неравенство I х  [ +  . . .  +  | хп I <  п шах I хк\, получаем:

Кп>п .2~п | ...
[ - 1Ц]П

■п Г пйх

■ 3 1 ч
Оценка К п сверху следует из неравенства К п ^  2

[ - 1;ЦП
и оценки для сп в задаче 6.20. .

6.22. б ) Заметим сначала, что



Убедитесь, что

О п ( 1 . +  ф )  П [— 1; 1 ]п с ; 0 „  +  eBn cz: On( l  +  efre).

Из этих включений следует, что

— ^  +  ,S -  и 2̂в <  Уп <  (1 +  e " l /ñ )n,
п\

где F n =  К  (On +  еВ "), т. е.

fo  V ”)n < (2еугё)"/ 1 у»
l l 1 +  e V J  я! ( 1 +  П Г п ) -

Используя соотношение ( * ) ,  получаем

b Æ A  ( 8 y ^ . e r t / t  _  ~ 7 — Í ——'jn/2 eVñ/e-l/2e2_
П-»оо 1/  2 \ я  /

/*у л/ \ o  у  «■/ »o /—
n n->+oo a n n->oo V 2

F „ \ 1/,n
n̂ > + oo

Отсюда, в частности, следует, что ( —— ] e l  f  Ü Î-.
\ а п I  n^ + оо V n

6.23. Пусть 0 < ; t 1,

A n(t )  =  { (^ ь  . . х п) е  А п \0 <  æn <  t}  (га >  2 ), 

¿ i (0  =  [0 ; t ] ,

V „ ( t )  =  Xn(A n ( t ) )  при n >  1, V0(t )  =  1. 

t

Тогда Vn ( t )  =  Vn_ x (1 — u) du при n >  1, u поэтому 

о

v ; < o = v „ _ i ( i - o .  С (<) =  - f „ _ 2 (<) ( n > 2 ).

Выведите отсюда, что

2  Уг<й- ^ (1) ~  °*
о

У  F  ■ • í l )  =  ( - D h ы
0< ^ f t  (2/)! 2( ,)+1 (2А - f -1) ! "

Пусть F  (* ) =  2  V2h ( ! )  s» ,  G (х ) =  2  F 2ft+1 (1) x2h+1. П оль - 
*>0 й^о

зуясь соотношениями ( * ) ,  проверьте, что F ( x )  cos х  == 1, 
G (х )  cos х  =  sin х, т. е. /'’ (я ) =  1/cosí-, G(a:) = t ,g a ;. В осп ользу­
емся разложениями

« . - S í q h i -
n e z  n e z



Заменяя в них х  на я/2 — х , мы получаем

1 =  у  (~  Р *-1  У к ~  О л х ^  21

4

Следовательно (при |я|<я/2),

\ =  у  4 (— О '1-1 у  (  2д V 
воз г  ^  Я (2&— 1) ¿ *  \ п ( 2 к  ■ 1)/

в о а Х  Ь ~ ( 2й - 1)2 ^ 1 - * 3 М М 2А - 1)2 ^ -

( ^ » 2

„ 2 « Г - ! ) 2"  2 . ( я (2 * - 1 )

тп > 0  

,2 т8.г
й>1 я 2 (2й — 1)

-4 2 &Г'1
„ , Л " '

/
Таким образом,

V и )  =  ± ( А . \ ш  V  ,

201 я \ я ^  ¿ { (2А - 1)>Я+1

4 / 2  ^2т+ 1^< 1 
1/2 т + 1 ( 1 ' =  —  ^  ) £  {2к _  1}2т+2*

Отсюда вытекает, что Г „ (1 )  =  2(2/я)п+1(1 +  О (1/3” ) ) .
6.24. Так как },п(2 У п) >  2" (3/2)", то множество 2У„ содержит 

но крайней мере (3/2 ) ” точек с целочисленными координатами (см. 
задачу 1.3.в)). Заметим, что ненулевые координаты этих точек 
м огут быть равны лиш ь + 1  или — 1, поскольку 2Уп с : (— 2; 2) п. 
П усть  Кп —  количество точек с координатами 0 и + 1 , у  которых 
число ненулевых координат не превосходит т =  [га/10]. Ясно, что

К п = 1  +  2 -С 1п +  2 * С 1 +  . . .  + 2  тС™.

Проверьте, что К п <  (3/2)" при больших п, из чего и следует, что 
множество 2У „ содержит искомую точку.

6.25. а) Зафиксируем произвольное положительное число е и 

рассмотрим множество

Е п (е) =  ( * , ;  ез [0 ; 1]* >  е>.

П о неравенству Чебышева и ввиду попарной ортогональности 
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функций л^  —  1/3 (к —  1, 2, . . . ,  га) на [0; 1 ]п мы получаем

' с1х —» ( * » ( * ) ) <  “ Г а  (" (  2  О ь - 1/3) У
"  8 [о ; ! ]"  >

=  -Т Т  [  2  ( х 1 — № ) * * *  = 0  ( !/ " ) •
"  6 •> 1 < к <П

Го;г]п

(Таким образом, ||а:||/Уп «почти совпадает» с 1/уЗ на множ естве, 
мера которого сколь угодно близка к единице.) Следовательно,

1 __ Г
1/ п  Л

рх \ \ й х - —-
У п  J  1 /3

[о;1]п [о;цТ|

1

1/ п  1/3

<

1М 12 1
п 3

I  Ч п 7 г - Л < У ! (  I  й +  ^ “ " 'Ь
[о;1]п ЧЕп(е) [о;1]п\Еп(е) /

< 1/ з ( М * » ( в>) +  8)-

Так как Хп ( Е п ( г ) )  -*-0, то при достаточно больших

I ж II Лх — 1

б ) Рассмотрите множество 

Е г

у з < 2 е 1 / 3 .

? « ( » )  =  { ( * ! ;  1] » | | ! ^ Ц :
+  хп > е

и докажите, что Яп (£ ,п (е )\ ----- >-0. Используйте непрерывность
П-ЮО

функции / в точке 1/2.
в) Так как

______  7  2  1л>|1 1
. . .  жп =  е и \ 1л  ЛГ =  — 1,

рассмотрите множество

Е п (е) =  ¡ ( х { ’ • • • ;* п) е ] 0; 1]" 2  1п ^ + 1  > е |

а используйте те же соображения, что и в пп. а), б ).



+ 0 0

У Т т
г ) Заметив, что * _  ( | х  \ e~ x2^ d x  =  1/2/л, рассмотрите

/2 л  J
множество

* „ ( B )  =  L ; . . . ; * n) S R " l | - I .  2  1**1 ~ V l T > e ) -
I I l < h ^ n  )

6.26. в) Очевидно, достаточно рассмотреть лиш ь случай, ког­

да пи>п -*■ °°. Пусть

An = { { xv  * » ) e R n | 2  I xh |Р <  nton]>

7n =  j  . . .  j / ^ i )  • • •  f ( xn ) dxy -  dxn- 
A n

6

Найдем такое число б >  0, что I / (х ) dx <  е- 1 . Пусть
- в

*  =  (^5 х п ) е А п , Я  ( * ) = { / £ =  N  | | ^ .| > 6}„

Ясно, что card £ (г )  ^  [исоп/б3’ ] .  Положим N  =  [яшп/б*],

9S =  { В  с : {1; 2; . . . ;  п )  | card В  =  N ) ,

CB = ( ( X i ;  . . . ;  * n) s l R n ||a;ft| < 6  при к е = В ] .

Тогда А  с : U С „. Так как 
B<s&

J • • • J / (*i) • • • /  К )  dari  • • • * « <  (  j  / (*)'
Си \ -в

. '¿ г )  < е ~ ^ \

С * '

то, следовательно,

/ „ =  2  [ . . . [ / К ) . •. 1 (х п )  ах йхп <  (Р

Оценивая С ^ , получаем:

<  гс^/ТУ! <  (и/ЛГ)№ е№ <  ( 2бр/(0п) № « Л  

Вместе с (1 ) это дает нам

/ 2б?Л (  2(0П , 2бР \ТУ ( 2+1П---- —«  I X-------------- 1п----- 1
\ “ п / < е  V « Р  6Р ®п /

, 26р
П оскольку чоп т —  -► 0 при п  -*■ оо, мы при достаточно больших п 

шп
получаем, что /п ^  е ~ пП.



6.27. Из неравенства Гёльдера следует, что величина S p i a)  —

— Í 2 n J  | (х\ а) |р возрастает с ростом р. При р  =  2 она

\ _  / 
совпадает с Ца||/У3. Таким образом, правое неравенство нетривиаль­
но лиш ь при р  >  2, а левое — при р  <  2. Докажем правое неравен­
ство. Очевидно, это достаточно сделать в случае, когда ||а|| =  1. 
Будем сначала считать, что р — 2 т  —  четное число. Пользуясь, не­
равенством t2m/ ( 2 m ) !  sg ch í, получаем

f  (x;  á)2m dx ^  (2то)! Г ch (ж; a) dx  =  2n (2m)! J J  f í l - f í ,
X  X  i < h < n  ah

где аь. ( k  —  1, 2, . . . ,  n)  — координаты вектора а. Воспользовавшись
яЪ £ í2/ 

неравенством получаем
t

“  2  а2
2~ ”  J* ( x ; a ) 2 m d x ^ ( 2 m ) ] e 2 1<h <n  h =  (2m )\e1’2.

Qn ,

Отсюда вытекает, что S: m(a)  ^  2m||a||. В случае произвольного 
p >  2 найдем такое натуральное число т,  что 2m sg р <  2 т  +  2. 
Тогда

S p (а )  ^  ^ 2т^2( а )  ^  ( 2т  -f- 2 )||д|| ^  ( р -j- 2 )¡|я||.

Перейдем к доказательству левого неравенства при р е  (0; 2 ) .  
Рассмотрим такое число 0 е  (0; 1), что 2 =  Qp +  (1 — 0) -4 . П ри­
меняя неравенство Гёльдера с показателем 1/0, получаем

_1
3

Qn Q

а |Г =  2 п j* | (х;  а) |2 dx == 2 п | (ж; а) |6р-1 (х\ а)\

j  | (х\ а) |4 A r V  9.

?П /

/V" р  (*; а) |Р ,
V Qn

<  2~ \ j  |(*; в) \ P d x V  2 ~ п 

\ Qn )  v Qn

Следовательно,

dx i

3 (S 4 (а ))4(1_6> ^  ЗВ4(1_е> || а Ц4^ - 0) ЗВ4 (1_е) ’ 

S P (а) >  (З Я 4<1_6) ) _1/ре|| о ||.



Г л а в а  IX. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ИЗМ ЕРИМ Ы Х Ф УН КЦ И И  

§ 1. Сходимости по мере и почти везде

i

1.2. б ) Убедитесь в сходимости ряда 2  J  f [ c k] W  dx-
g

1.3. Рассмотрите функции g„  =  (— 1 )" • п • /„, где /„ — функ­
ции из задачи 1.2.

1.5. Пусть \ е М .  Тогда функции [sin (4  „.с +  ф>0 | и |sin.r[ 
равнораспределены на (0; 2 л ). Поэтому

(0; 2л) \ | sin (А пх  +  фп) |Рп >  е| =

=  1, | г е ( 0; 2 л ) 11 sin х  | >  е1/,р" }  — »• 0.
П-* со

Если Ап ф  М, то следует рассмотреть наименьший интервал, со­
держащий (0; 2л )  и целое число периодов функции 
]s in (4 „æ +  ф„) |, и воспользоваться аналогичными соображениями.

1.6. Чтобы доказать первое из требуемых равенств, рассмот­
рите множества

Е п ( е )  =  { х  œ  (0; 2 л ) | sin ( А пх  +  фп) <  1 — е } (е  >  0)

и докажите, что для  лю бого е >  0 найдется такая последователь­
ность номеров {п * }к > 1, что пересечение (1 Е п (е ) имеет нуле-

к>Р  л
вую  меру при каждом р е  N .

1.7. Так как при лю бом  t e N

\ { х  е  ( ( к  — 1л ; кп\ |sin ( п х  +  ф„) |п >  1/га} =

=  Я, {ж е  (0; jt) [sin ж >  re-1/"} =  0 ( ( ( ln  n ) ¡ n ) l/2),

ТО

j  е - *  1 sin ( п х  +  ф „) |п dx <  e ~ h +  О (  У
(ft—1)JI

■■откуда следует, что

J  е ~ х - s in " ( п х  +  фп) dx =  О  (  ] /

о

1.9. а ) Воспользуйтесь результатом задачи 1.8.
б ) Рассмотрите множество е =  (J í x  е  К 11 f n (х)  I >  еп| при

п ^ р  '
достаточно большом р.



1.10. Н е ум аляя  общности, можно считать последовательность 
{ f n } n >  1 убывающей. Рассмотрим такую  последовательность

I 4 W  чт0

Я { х е ( 0 ;  l ) | / „ f c> l ( f c  =  l ,  2, . . . ) .

Используя результат задачи 1.9.а ), убедитесь, что последователь­
ность { А п} п >  1, где А „  —  к при пк ^  п <  nk+i,  является искомой.

1.11. П усть {Л „}„>1  — такая последовательность, что Л „-> -о о , 
Л п (/ п (* )— / (* ') ) - » - 0  п. в. на (0; 1). Докажите, что функция 
g  =  sup | А п l f n  —  f ) I является искомой.

П
1.12. Рассмотрите множество е =  { х  е  (0; 1) | g ( x )  >  С }, где 

g  —  функция из задачи 1.11, С — достаточно большое полож итель­

ное число.
1.15. Рассмотрите такую последовательность {fcn}n > i, что 

Я { *  «= (0; 1) ( * ) — / „ (* )  | >  1/и) <  1/” . и воспользуйтесь

включением

( *  s  (0; 1) 11 f n<hn ( х )  -  /0 (х )  | >  е } <=

с  |i e (0; l ) l | / „ lfcB( * ) - / „ ( * ) | > e / 2]U

У {х  е  (0; 1) 11/ „ ( * ) - /0 ( * )  | >  в/2).

б ) Воспользуйтесь теоремой Егорова (задача 1.12).
в) Воспользуйтесь результатом задачи I I I . 1.6.

:§ 2. Сходимость в среднем. Закон больших чисел

2.1. Воспользуйтесь неравенством Гёльдера.
2.2. а) Воспользуйтесь неравенством

1 { х  е  Е  11 /„ (X) -  /0 (.г) | >  е }  <  ^  J  | / „ (х) -  /0 (* ) |rdx.

Е

2.3. Воспользуйтесь неравенством Бупяковского и абсолютной 
непрерывностью интеграла.

2А.  Докажите, что

1

(  ( f n  (* ) -  f 0 И )  f 0 №  d x ----*■ ° ’• > n-*oo
0

2.6. a) Д ля оценки интеграла j*|/ (x )|dx  представьте |/| в ви-

Е
де произведения |/|f • |/|1-i и подберите числа f > 0  и s >  1 так, 
что st —  г, (1 — i ) s '  =  2. где s' =  s/(s —  1) ;  воспользуйтесь нера­
венством Гёльдера.



б) Пусть а  >  О, S ( » )  =  { i e í | |/(г) | >  / « (/ )}.  Ясно, что 
1в ( Е ( а ) ) < а и

!/!!!< J I/ (*) I d* +  Я.П (Я)/а (/)
Ж а)

<  V «  II /  И2 +  Ят  ( Е )  Ja (/) <  С У  а || / ||х +  Хт (Е ) J a (/). 
Следовательно, если  СУ<% ^  1/2, то

4  II / II, <  (1 -  С У « )  II / llj <  Ят  ( Е )  J a (/).

2.7. Зафиксируем число е >  0, выбор которого уточним позже,

и положим/ =  2  | ar J n  |' Ясно, что найдется такое число í >  0, что
п>1

% m ( E t ) < e ,  где E t =  { х  е= E \ f ( x )  >  t ) .

Тогда

J  l/ n ( * ) | d * <  у к Щ с ^ с у г .

Число е >  0 выберем так, чтобы СУе <  6/2. В этом случае

j  | /п (х )  | dx >  6/2.

Е \  Ef

Следовательно,

íAm ( t f ) >  Г / ( * ) Л г = 2 Ы  j  |/n ( * ) | á * >  2  | | 6/2,
E \ E ¡  n> 1 E \ E ¡  п> 1

откуда

2 2£
I I "б" ^ '

2.8. Докажите, что l im  j" | sin (пх  фп) | dx >  0 для любого (из-
Е

меримого) множества Е  с  (0; 2я), и воспользуйтесь результатом 
задачи 2.7.

2.9. Воспользуйтесь результатом задачи 2.2.а).
2.10. Воспользуйтесь результатом задачи 2.9.
2.11. Докажите, что мера множества

( — л ; л )
1 о Л 1

-  ksin к х< т \
1< к < п  )

стремится к нулю  при п -*■ оо.

2.12. б) Докажите, что | ап | <  | aft21 +  2М/к,  где к —  [Уге].



2.13. П усть А к =  ^  \\fn\i ( Л = 0 ,  1, 2, . . . ) .  Тогда 
Ь2< п < (& + 1 )2

2  п~3/21 / » Й >  2  *~ 3 2  II /»  Щ =  2  * " Ч -
п> 1  к > 1  йа< п < ( й + 1 ) ? &>1

Поэтому

2 | Ы р < 2 * -4 2  ^ < 2 ^  2  * ~ 4<
Ь >1  й > 1  0-< ;< й  ;^ 0  Ь > ;+ 1

< 2Л +  2 > ~ Ч < ° ° -  
^ > 1

Таким образом, (х )-* -0  п. в. на Е.  П усть теперь п =  к? +  р, где

/ с = [ у ге] ,  0 < р < 2/с, и пусть ^ =  2  п _ 3/2/п- Ясно. что В<=
П >1

<= 2 ”' (Я ), и, следовательно, (ок (х)  =  2  п ~ 3/2/2п ( * ) - * -0  п. в. па Е.
п > к

I к*
Кроме того, | стп | ^  стп — — о ^  +  I а^2 I и почти везде на Е

°п  (х )  -  Т  0, 2  (* ) 2  и  (*)
ít2< i< ft2+l)

ft2<i«(fe+ l)a \h2< j< é (k + X)2 /

<  72 ( *  +  1)3/2 (2Л +  1)1/2 eoJ/2 (* ) _ >  0.

^  1 I t i  (* ) I . 1
^ ¡F

h -*o o

1

2.14. б) Как установлено в VIII.3.16, j*  ^ o n (x ) — - j j  d x =  

=  O (l/re2). Поэтому ряд ^  í CTn (* )  —  ~2 ¡ сходился почти вез-
n > i '  '

де, и, следовательно, а„(л:) — 1 / 2 0  п. в. на ( 0; 1).
2.15. Решение аналогично решению предыдущ ей задачи.
2.17. Используйте неравенства Чебыш ева и попарную орто­

гональность функций j { x \ ) ,  f { x 2),  . . f ( x n)  в кубе (0; 1)" .
2.18. Решение аналогично решению предыдущ ей задачи.
2.19. Рассмотрите функцию } ( х )  =  х 2 —  1/2я ( х  е  1R) и меру

_ j t v ^  „
К с плотностью е . Докажите, что мера 7 X  Y X  • • • X  Y (и со­
множителей) множества



стремится к нулю  при п -*■ оо, и, следовательно; интеграл 

| ф || х ||21 е—Я11ж||2 Ах мал при больш их га. Интеграл

в„(«>

^  ~  || х  ||2  ̂е_л1|ж|12 Их близок к ф (1/2я ) при малом е >  0.

|?п\ .Е п(е)
2.20. а ) Так как | | 5 - 5 й|12 =  2  ар  то

2 р - 5  2|2= 2  2  * * <  2  V / 1 ^ ц а < ° о .
ь > 1 1' 11 г̂ 1  ;> ь 2 з >  г

б ) Ясно, что 5 . а ( х )  — > 5 ( х )  п. в. на Е.  Пусть га =  кг  +  р,
"• к-*оо

где к =  [У я ], 0 <  р <  2к.  Тогда

2  * А а< р  2  йМ < 2 2  У / ф ] = 2̂ -
й2<?<п  } > к г! * » - * » >  Г =

Так как ряд 2  V / ei / j  (*) сходится почти везде; то О

почти везде. Таким образом,

| Sn ( х )  -  S  ( х )  | <  | S n ( х )  -  S k2 (х )  | +  | S  ( х )  -  S h2 (х)  | <

<  ■/2л ^ ( * )  +  |5 (:г) - 5к* ( * ) | ^ ; 0 п - в -

в) Из предыдущего неравенства следует, что |5n — £| ^  g,  

где функция g  =  ] / 2  2 У Ь ] / 1 + ] / 2 1 | S  — |2 суммируема

с квадратом. Ясно, что |«Sn| <  |5[ +  |<Sn — 5| ^  |S| +  g, |5| +  g  е  

е г ! (Е ).

§ 3. Функции Радемахера. Неравенство Хинчина

3.4. а) — в ) Воспользуйтесь результатом задачи 3.2.6).

г) И спользуйте то, что бесконечные произведения П  cos хсп и
1

.2 2

сходятся одновременно. 
n> i v '3.5. Убедитесь с помощью З.З.б), что для вещественных съ

* = 2  <2 + 6 2  °2ЛГ f 2  chrh (*)\
£ l l < K n  /

( « * (  2  ^ )2) 
\ \ K h < n  / l



б) Используйте идею решения задачи 2.6.а).
3.6. Представьте двойной иптеграл в виде повторного и  ис­

пользуйте результат задачи 3.5.
3.7. Решение аналогично решению задачи 3.5.
3.8. Решение аналогично решению задачи 3.5.
3.10. Используйте результаты задач 3.9.а) и 3.5.а).
3.11. Используйте равенство ( С  =  ( с ^ к з , н с п )

1 1

(02  I (Си;  у)  1Р =  22п 1 1 1  2  
х ,уел  о о 1

и результат задачи 3.6.

3.12. Вычислите ^ (в ) , используя равенство

+оо 1

?  (*) =  |  е ~ ш  с1Р (0  =  | е " 1* « * )  йх,
—оо о

где £  — искомая функция распределения, и результаты пп. а ) , б ) 
задач 3.3, 3.4.

3.13. а) Используйте неравенство треугольника и индукцию 
по п ( п ^  т ).

б) Используйте выпуклость функции $ « е * в и индукцию по п 
(п  ^  тп).

в), г) Представьте множество Е  в виде объединения проме­
жутков вида А п,н (к  =  0, 1, ..., 2" —  1) и используйте пп. а ) ,  б ).

3.14. а) Не умаляя общности, будем считать, что А  —  1 (иначе 
можно заменить г на Л ¿ ') . Введем множества

£ + =/ *<==  (0; 1) ^  аьгй ( * ) > * ! >
I 1<к<п )

Е _  е= (0; 1) 2  акгк (ж) <  ~  *1-
I  /

Пусть в — положительное число, выбор которого мы уточним поз­
же. Тогда

I* ‘ (  ?  акгк(х')—0  /? * 21 аьгь(ж)
Х ( Я + ) <  |  Ох =

о

—  е~ и  П  сЬ (*а л)< е ~ * * . 'е * * / 2.
1<к<п

Выбирая « так, чтобы правая часть неравенства была минимальна
2 /

(я =  г), получаем, что X ( Е + )  ^  .Мера множества оцени­
вается аналогично.



б ) Используйте утверждение а) и включение

/ ж е= (0; 1)| 2  скгь. (*> | >  ^  ( жеЕ (° ! !)| 2  “ Л М | >
I к й с и  I > I 1 <к<п  |

</Т/2| и е  (0; 1) | 2  К г к (ж) I >  ;/ У 2|

где а * =  11е (с * ), р* =  1т ( с * ) .
в ) Представьте множество Е  в виде объединения попарно не 

пересекающихся промежутков вида &т,!, где 1 ^  т  ^  гс, 0 ^ / <
<  2т, выбранных так, что

т а х  
1 < 1 < п

2  акгн ( х ) = 2  акг к (* )
1<к<1 К к < т

при

Тогда из неравенств а ), б) предыдущей задачи следует, что

, ( £ ) < {  1 Г 2  акТк 
*. 1

-1

( £ ) <  2е Г сЬ 2  акТк ^х  ^

2е 8{ Г сЬ ^  2  акг к (* ) ')  ■
„ \ 1<й к < п  1

Оценка последнего интеграла проведена при доказательстве ут­
верждения а).

г ) Пусть /' — функция распределения функции £. Пользуясь

установленным в пункте в) неравенством 1 — Р  ^  2 е ~ 1 ^ 2А ) 
и считая, что я <  1/(2Л 2), мы получаем

1  оо оо

| е5*2<ж) Ах =  | ег*г АР  (¿) <  4* | 1е- Ы Ы г)~ а Ь 2 <  оо.

: вир 
п>ЛГ

Е сли  же х ^  1/(2Л2) , то мы рассмотрим функцию g 1 (x )  =

2  Ч г к (х ) ’ где число N  выбрано так, что А 2 =  
П ^ к ^ п

1 2
=  2  в* <  1/(4в). Как уж е показано выше, Г е2’8^ х) Ах <  оо.

к > Я  о

Кроме того, £ (я ) ^  где К =  2  | и поэтому

8 2{х )  2К 2 +  2#2 ( х ) .  Следовательно,

| Ах  <  е**к% |  еШ * (Х) Ах ■

о о



3.15. Очевидно, все числа я* можно считать вещественными. 
Пусть 5„(ж ) =  о т  (ж) + •  . .  +  апг п ( х ) .  Используя результат за­
дачи 3.14.в), докажите, что для лю бого числа е >  0 мера множ ест­
ва ( х  е  [0; 1) I вир I 5П+В (х )  — 5 „  ( х )  | >  е1 не превосходит

}  | р ем  * /

г ~ 1 (  2  « Г -  Выведите отсюда, что
и  > п  1

■к (х  е= (0; 1) I ШЙ я п (х )  —  1пп (х) >  е1 =  0.
| I П-*00 п-*оо /

3.16. Сужая в случае необходимости множество А’ , можно свя- 
сти задачу к случаю, когда сумма ряда / ограничена на Е.  П усть 
|/|=5; С на Е.  Рассмотрим подпоследовательность час­

тичных сумм данного ряда, равномерно сходящуюся к / на Е .  Оче­
видно, мы можем предполагать, что | (х )  | <  2С при лю бы х 

ж е  2?, к е  N. Зафиксируем натуральное число т, выбор которого 

уточним позже, и положим

Г 2 =  2  аЬ  и 1*=  2  а) ири пк > т -
1 т<.}<П]1

Докажем ограпичеппость последовательности {Е М м »ь  что достаточ­

но для решения задачи. Ясно, что

Следовательно,

( Т  +  2С У М Е ) ?  ^  аза^ з  ^  ^  Лх =
Е т<.з%К ^ и

=  Х ( Е ) 1 ’ 1 +  2 2  а} а1 \ г 5 { х ) г 1 ( х ) ах ' ^  Ц Е ) и к —
т < С ] < К п к 'Е

—  2 - . /  2  а) а21 1 / ~  2  ( <\ г . ( х ) г 1 { х ) а х у .  ( 1) 
у  т<}<14,пк у  т а < К П ) 1 )

Поскольку семейство {г 3п } 1«:)< г  есть ортонормирования система 
(см. задачу 3.7.а)), то в силу неравенства Бесселя

Мы будем считать число т настолько большим, что 49 т < \ { Е ) .  

Тогда из (1) вытекает, что

1 ( Е )
( Т  +  2С У Щ ) ?  >  я ( Е )  и к -  2и ко т >  —  и к .



Итак, при указанном выборе т и при всех пь >  т, мы получаем 
неравенство

Uh <  2(Я( £ ) ) - ' (Т + 2СУЩГ)2,
ч то  и требовалось.

3.17. Ясно, что а) =ф- б) =*- в) (см. задачи 2.2, 2.1). Импликации
в ) =>- а) г ) установлены в задачах 3.16 и 3.15. Наконец, г ) =>- в) 
по  теореме Лебега.

3.18. Решение аналогично решению задачи 3.16. Сохрапяя вве- 
доппые там обозначения и считая, что Е  с : (0; 2 л ) , мы вместо не­
равенства ( 1) получаем

( л Т  +  2С У Ц Ё ) ) 2 <  2  а)  f  sin2 2¡x dx ~
m < i < n k E

— 2 л / ~  2  “ ?а г 1 /  2  (  f  s*n 2; x  sin 2 lx  2. 
y  m < i< l< n й у  т < ]< К п ^  \ 'E J

П оскольку j1 sin2 23x  dx =  —  - j  J  eos 2J+1x dx -—*■ мож-

E  e  } ^ °°

н о выбрать m настолько большим, что Jsin2 V x  dx X ( E )  при

E

j  >  т . Чтобы оценить сумму 2  ( \ sin 2j x  sin 2l x  Ae ] , вое-
m < j< l< n h \ E J

пользуйтесь равенством

I” sin 2j x  sin 2lx d x  =  - j  ( J  eos (2 l — 2¡ )  x  dx — j* eos ( 2 l +  2*)  x  cte\

Е  \ Е  Е

и неравенством Бесселя для  тригонометрической системы.

3.19. а) Убедитесь, что из ограниченности суммы ряда 2  апгп
П>1

на промежутке Д следует ее ограниченность и на (0; 1). Пусть

2  апгп ^  С па (0; 1). Зафиксируем произвольное натуральное
П > 1

число п и рассмотрим такой промежуток Д „,ь=  (&/2п; (к  +  1)/2") с: 
с :  (0; 1), что г , ( х )  =  signa^ при х  ¡= Д / =  1, 2 п. Так как

г  - ( х )  dx —  0 при / >гс, то

* п,к

С2~ П >  |  1 1а ^ ( х ) Ч х =  ^  а} Г г} {х)<1х =  £  | а. | 2~ П- 
Дп, * ^ 1  1 < } < п  Ап к

Таким образом, 2  | | ==== С  при любом п е  Ы-
1 < ] < П



б) Используйте идею решения задачи IV.6.28.
3.20. б) Используйте идею решения задачи 3.13.в).
в) Используйте идею решения задачи 3.14.в).
г) Используйте идею решения задачи 3.15.
3.21. а) Пусть Sn — п~я частичная сумма ряда Ф урье функ­

ции /, а е — произвольное положительное число. Докажите, что

X {я  е  (0; 1) | | S n + p  (х ) —  S n (х )  | >  е ) <

1

<  e_1 j  1 ^п +р  (*) ~ Sn (Х) I dx-
0

Выведите отсюда, что

1
% j z  <= (0; 1) | sup | Sn+i) (х ) — S n (х )  | >  е| <  8_1 j  | f ( x ) — S n ( x )  | dx.

Д ля завершения доказательства остается повторить рассуждения, 
использованные при решениях задач 3.15 и 3.20.г).

б) Пусть Е п = ( х  е  (0; 1) I sup I S m (х )  | >  t\.  По образцу рас-
1 11<т<п *

суждений, использованных при доказательстве утверждения в) 
предыдущей задачи, докажито, что К ( Е п) ^  IISnlli£~\ после чего ос­
тается лишь перейти к пределу при п - * -  о°.

3.22. Докажем, что ! 2  akrh II 2  Второе не-
||l<fc<<ra ||р \i<k<n  I 

равенство может быть получено с помощью метода, использован­
ного при решении задачи 2.6.а ). П усть F  — функция распределе­

ния функции . П ользуясь полученной в задаче 3.14.а)2  ahrh
1 < ft< n

оценкой 1 — F  ( t )  ^  2 е ~ 1 ^ 2А \  где А 2 =  2  а\ ’ убедитесь, что
К  к<п

при любом р >  0

I  оо

I I 2  V h  ( * ) р dx =  f tV dF w  <
0 I о

^ 2 р | г р 1е =  2 р А р ^ ур г е у ^г dy.

о о

Выразив последний интеграл через функцию Г и воспользовавш ись 
формулой Стирлинга, мы получаем требуемую оценку для  В р.

Доказательство неравенства Хинчина, не использующ ее явно 
свойства функции распределения, можно получить по апологии  с 
решепием задачи V I I I .6.27.

3.23. Импликация д) =ф- б) тривиальна, импликация а ) д) 
следует из неравенства Хинчина.



3.24. Будем считать, что 2  | ch |2 =  !• Рассмотрим функцию 
1&|<»

Р  (х; 0 = 2  скг п + к + 1  (0  е~ гкХ (0; !))•
Ifel«n

а) Используйте вытекающее из задачи 3.22 неравенство
1

j  | Р  (ж; t ) \d t~^  а, где а  >  0 — абсолютная постоянная, 

о
б) Если мы убедимся, что мера множества

Е  =  j i  е  (0; 1) | max | Р  (х; 0 I >  10 "[/In raj

меньше единицы, то взяв (не двоично-рациональную) точку t0 из 
( 0; 1)\.Е и положив еь =  г „+4+ 1(г0), мы получим искомый тригоно­
метрический многочлен. Чтобы оценить меру Е,  заметим, что 
m ax | Р  (х\ 0  I «почти реализуется» в одной из точек Xj  =  (2я/)/и2,
KSR

/ =  0, 1, . . .,  п 2. В самом деле, если \х — X j | ^  я /re2, то

я
' ’ ”1//г"

Поэтому т а х  | Р  (х\ 0  I ^  я/"]/л +  т а х  | Р(х-\ г) |. Следовательно,
же1К

Е  а  [  4 ¡= (0; 1)1 т а х  | Р  (х-\ /) I >  (10 — я/"|/п 1п п)  "|/ 1п /г! с

сг Е  —  /г е  (0; 1) I т а х  | Р  (х-\ г) | >  6 "|/1п~п1..
I  | J

Наконец, ясно, что

Е а  и {г < =  (0; 1) ||Р (^ .; г) | >  6 У П Г ^ ] .
1<  ; « п 2

К ак  установлено в задаче 3.14.6), мера каждого из множеств в 
правой части последнего включения не превосходит 4е~91п п =  
=  4ге~9. Следовательно,

Х ( Е )  г=: Х ( Е )  га24га-9 =  4га-7 <  1 при п ^  2.

Как видно из последнего неравенства, вир | Р  (х ; 0  | <10~|/1н н
х е к

при всех t, принадлежащих множеству (0; 1) \Е, мера которого 
близка к единице. Таким образом, расставляя знаки Ен случайным 
образом с помощью подбрасывания монеты, мы в подавляющем 
большинстве случаев будем получать многочлены, удовлетворяю­
щ ие требуемой оценке.

Отметим, что многочисленные результаты, относящиеся к за­
тронутым в этой задаче вопросам, можно найти в [И ] .



3.25. Положите р п =  2 In п. Убедитесь с помощью неравенства

V , Ь (  |г ( * ) +  . . .  + !■ „ ( * )  | Х21ПП 
Хинчина, что ряд ^  11 Л / ап In ra ) сходится

П>2 0 I '
при любом а >  2. При доказательстве этого используйте оценку 

Bj, ^  Ур( 1 +  е)/е, справедливую при любом е >  0 и достаточно 
большом р (см. задачу 3.22). Из сходимости рассмотренного ряда 

^  / | г, ( * ) + . . . +  гп (.г) | \2inn 
следует, что ряд ^  ( у ап ln ~ I сходится ноч-

п>2 >■ '
ти везде, что возможно лишь в том случае, если почти везде

___  \г А х )  -Ь ■ • • +  Гп  (х) |
lim  — -----Г / = = = -----------<  1.

ц—>оо |/ m  УЬ

3.26. Используйте ту же идею, что и при решении предыду­
щей задачи.

§ 4. Ряд и преобразование Фурье

4.2. Ясно, что при h >  0 и любом i e l R

я
| ф (ж +  А) — ф (х )  К  L  j  | g a (у +  h) — g a (у)  I dy,

—я
гд е  L =  vrai sup| f { x )  |. Убедитесь, что интеграл в правой части h o ­

ir
равенства не превосходит 4/г‘~°7(1 — а ) .

4.3. а) Используйте равенство
я

h (п)  =  lim jjr- 1 ■S’ü (ж) ¿>k (x )  e~ inxdx,

—я
где Sk, "Sh — к-в частичные суммы рядов Фурье функций / и g  

соответственно. Предварительно докажите, что |7г — .çJsJL— ► О
11 k~*oo

(см. задачу 2.2.6)).
V 1 f h -

б) Представьте Ф в виде суммы ряда 2 d  W  ^ ИСП0ЛЬЗУнте
/¡>о '

утверждение а).
4.4. Воспользуйтесь равенством f ( n )  =  2 n g ( n ) h ( n )  (n e  Z).

4.5. Вычислите коэффициенты Фурье ср ( п ) функции ф =  / *  gi/ i  

(см. задачу 4.2) и убедитесь, что при п ф  О

Ж )  -! 1 \
фМ =  ‘ У 1 | + 0 Ы ’



я

4.6. Воспользуйтесь равенством / (п) =  ^ е ~ 1пх(1х.

—я
4.7. Воспользуйтесь интегрированием по частям.
4.8. Выразите /(п ) через интегралы

я

( хе± ч п х ± 1/Х) ах —  0 ( 1 /п) +  1 х а ( —  е±»(п*±1/*Л
{  Л _  п + Ц х 1 \ 1 ) '
и 21Уп

Последний интеграл оцените с помощью интегрирования по 
частям.

4.9. Пусть |л„| -й С' !п [ +а ( п =  1, 2, . . . ) .  Убедитесь, что 

! / ( * ) - / ( * ' )  1 < с  2  \ х - х ' \ 1 п * - \ - 2 С  2  1/'г1+а-
1<п <|*-ж 'Г1 п>|ас—х'|—1

Докажите, что каждая из сумм в правой части неравенства есть 
0 ( \ х  — ж'|“ ).

При а == 1 рассмотрите функцию / ( х ) '— . ^  (е1пх/п2) и про­
пах

верьте, что ее производная пе ограничена на интервале (0; я).

4.10. Пусть ( х )  == ^  / (*) в1пх, 4  ( х )  =  ^  в!п(2П1М ) .
1 <п<к  л2

Убедитесь, что

I я
ь  1 г* 81П(/йй + 1/2) гс

(0) =  и  ]  ^  м  ¡щ гта )— й х' гд° т л = 2 М -
о

Докаясите, что

Г sin ( m k +  1/2)
J fh M ----- -г- L  ’  dx  >sin (г/2)

• 2 ^ sin я к #  4 С i sin m r. I
¿ж -|- О (к) .

0 1<п<й ц

Воспользуйтесь результатом задачи У1.1.10.
4.11. Воспользуйтесь равенством

я

оп (*) - / ( * )  =  f  (/ ( * -  г) -  / (*)) sin22(nf/2) Л. (•)
2 п п  J sin2 (i/2)—Я

я

Докажите, что - ( - Ш м  — >■ 0 при любом б >  0,
¿ЛП J gju2 (i/2) 7l~*oo

и



выводите отсюда, что при любом г е К

Iо п(х) — /(г)| <  а/(в) +  о(1),

где со/ — модуль непрерывности функции /.
4.12. а) Пользуясь формулой ( * )  из решения предыдущей за­

дали, докажите, что
я

| Р п ( * ) - / ( * ) | < ^  \ 8'т \ (Па 2) й*  ( * е К ) .  и и
о

где С’о — постоянная.
б) Воспользуйтесь результатом утверждения а) и экстремаль­

ным свойством частичных сумм ряда Фурье.
4.13. Пользуясь неравенством Буняковского и утверждением

б) предыдущей задачи, докажите, что 2  I / (га) I —
2г'<|п|<2,‘ + 1

_  о  (2№ ~ а )Ь).
1

4.14. С помощью неравенства |<р ( к )  | ^  ф 1̂ , примененною к 

функции <р «= / — а,„ убедшесь, что при к ф  0 коэффициенты 

чФурье /(/с) функции / равны нулю.

4.15. Используйте равенство } ( — п )  =  ¡ ( п )  (п е  2).

~ г  ^
4.16. Ясно, что | Р Е (х) | ^  | /& ( х ) | е • Поэтому

утверждение а) вытекает из результата задачи IV.2.12.в). Для до­
казательства б) убедитесь, что

31

К  Ы  ~ «д = ~  |  (Ч  И  ~ 2  fh {Х>
~гп„х  

е 4 <1х.

~ п  \ к> Р

С помощью результата задачи 4.3.6) выведите отсюда, что

а Пл I  —е 2  /ц(ж) N
^ е (ге9) —’ Г 2  М х ) \е 3 > *  - 1 } е гПЧХ<1х,

к^р

и. следовательно,
л

| (»„) -  ад\ <  ~  |  2  1^ И  2  I к3 {Х) I йХ =
—л к> р  Э&Ь

л:

= ^ 2 2  [ |/йи м м * > 1 ^
к ^ Р  З ^ к  —л

Остается воспользоваться неравенством Буняковского.



4.17. Воспользуйтесь неравенством 

я
г П :Х  

2  1
я

¿ х  ^  е с/ ПзХ\ р л х ) Лх
1 < } ‘6т _я  \1<з<т ]

где 8 — достаточно малое положительное число, Р,, — функция, по­

строенная в предыдущей задаче с а-, =  /- 1с^|с,-| (у =  1, 2, ..., т) .
Неравенство задачи 4.17 в частном случае, когда С[ =  

=  сг =  . . .  =  1, было высказано Дж. Литтлвудом в виде гипотезы. 
Оно было доказано почти полвека спустя С. В. Конягиным 
(«О проблеме Литтлвуда», Изв. АН СССР, сер. мат., 1981, т. 45, 
№ 2) и одновременно Мак Ги, Пиньо и Смит,ом (см. [41]).

4.18. а) Убедитесь, что фуикция /с(*') является решением диф- 
ференциалышго уравнения у ' ( в )  +  сяу(я) =  0.

4.19. Используя и-кратное интегрирование по частям, докажи­
те, что

г I

Для вычисления последнего интеграла примените результат зада­
чи 4.18.

4.21. Так как а (2/3 +  г) = 1 / 2 + о (4) при 0 <  г ^  1/3, то

1/8 1 1/3

а ( « ) =  ( е ~ г^йа  (г) +  | е~ы й а (г )^  е ~ и1аа (г) +
о 2 /3  о

1/3 1/3

+  | е г5̂ +2 3̂̂ 0  (¿) =  ( 1 +  е 2г8/3) I* е 1э*с1о ( I ) .

Используя индукцию, покажите, что

П  ^  +  е'
\1 <к<п  

Выведите отсюда, что

- 2 г8/Зй
з

> )1
/ п

е г8*йа(г).

а («) — е 2 ^  сое ($-3 й). 
к >  1

Из последнего равенства видно, что

I а  (2яЗ™) | =  1 -  ^  соэ (2яЗ к) ф 0

при люоом п í 
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а г (у) =  ]  о  (у —  0 йа (г) >  | а (у — г) ¿а (г) >
0 0 Ж |?

]' а\{х\— ¿0 (0  =  0̂  (ж),
О

то функция 01 но убывает. Для доказательств ее строгой моно­
тонности убедитесь, что найдутся сегменты и-го ранга

[&3~п; (/с +  1)3-п] и ¡73"; (¿ + 1 )3 " ]

(см. определение канторова множества на с. 12) такие, что

О ^  к, I <  3", ж <  (к +  1)13п <  ( к +  I +  1)/3" <  у 

(ср. с задачей 1.1.28.6)). Тогда

о

б) Убедитесь, что а^ь-) =  (а (я ) )2, и воспользуйтесь результа­
том предыдущей задачи.

4.23. Воспользуйтесь тем, что преобразование Фурье свертки 
суммируемых функций равно произведению их преобразований 
Фурье.

4.24. а) Убедитесь, что множество значепий функции £ всюду 
плотпо в промежутке [0; 1] и воспользуйтесь монотонностью.

б) Изучите интервалы постоянства функции £ и найдите ме­
ру их объединения.

в) Используйте тот же прием, что и ттри решении задачи 4.21.
г) Изучите преобразование Фурье меры, соответствующей 

функции
+ 00

Ь ( х ) =  I" д ( х — 1) 11д ( 2 1 ) ( * е й ) .
— ОО



4.25. Решение аналогично решению предыдущей задачи.
4.26. Докажите, что

- f  СО

? W =  J e ~ i ud F s ( u ) ,
— СО

где

Р »  ( « )  =  (‘ {< е  1К” *| (s; t )  <  и )  ( а е К ) .

4.27. Пусть ц — мера, удовлетворяющая условиям задачи. Тог­
да ц =  Ц! X  И-2, где hi, ц ц— борелевские вероятностные меры на 
подпространствах L  и М  соответственно. Так как мера ц инвариант­
на относительно вращений, то dim L  -f- dim М  =  п. Ввиду инвари­

антности меры ¡1 относительно вращения мы видим, что h (s) =  

=  (x([|s||a), где а — произвольный нормированный вектор. Инвари­
антность меры |х относительно ортогональных преобразований вле­
чет, что меры hi и иг также инвариантны относительно таких преоб­

разований (в L  и М  соответственно). Поэтому н,(ц) =  Hi(M|ii0), 

H2( f )  =  Н2( 11у11уо), где u ^ L ,  v ^ M ,  а ио, г>о — произвольные нор- 
мированные векторы из подпространств L  и М  соответственно. 
С помощью теоремы Фубипи мы получим, что

И(и +  v)  == Hi(ii) • Нг(у), где ¡г е= А,, г  е  М.

Поскольку Пг*-[- у|| =  у||и||2 -J- ||у||2, отсюда следует равенство

И(УИи112 +  Ы \ 2а)  =  |Xi(IImIImo) ■ iM H '-’ I M -  (1 )

Пусть ф(г) =  |л(ia ) при t >  0. Полагая поочередно в равенстве (1)
о —  0 и и —  0, мы видим, что

ф (1Ы 1) =  и (1Ы 1а) =  Hi(ll«llMo),

Ф(П^И) =  nillflla) =  (Ха ( II f  II Уо) - 

Таким образом, из равенства (1) вытекает, что

Ф ( ]/ " * !  +  <|) =  Ф (<j) Ф (<2) при любых г2 >  0.

Пользуясь результатом задачи III.5.9, мы получаем, что ф (¿)—

—  е с при t  ^  0. Итак, |Х (s) —  в~сМ , причем с 0, поскольку 

ln (s) I 1. Если с =  0, то (х — единичная нагрузка, сосредоточен­
ная в начале координат. Случай с >  0 соответствует гауссовской

мере с плотностью (4яс)~п^е~^М 2/(4с)̂
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Г л а в а  X. ИТЕРАЦИИ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ОТРЕЗКА

§ 1. Топологическая динамика

1.1. С помощью индукции докажите, что при каждом п  s N  
справедливы неравенства п sg; /(и) <  min{/(fc) |к >  и }.

1.2. а) Докажите, что /(0) = 0 ,  и исследуйте знак f ( x ) 
при х  >  0.

б) Докажите, что функция / строго возрастает и что in f / =  
=  в е  (— °°; 0), /(а) = 0 .  Зафиксируйте произвольную строго воз­
растающую функцию /о е  С ( [а; 0 ]), удовлетворяющую условиям 
/о(а) = 0, /0(0) =  еа, и, используя уравнение, продолжите ее на R.

в) Докажите, что функция / должна строго возрастать на 
[0; оо), строго убывать на (— °°; 0] и удовлетворять неравенству 
/(0) ^  0, что невозможно, поскольку F  и, следовательно, / прини­
мают отрицательные значения.

1.4. Пусть /: Х ^ т Х  — биекция. Для произвольной точки
ПОЛОЖИМ Х0 —  Х,  x.\— j ( x ) ,  Ж_! = / - , (ж ), X2 =  f ( x \ ) ,  Х - 2  —
=  /~’ (£_i), и т. д. Обозначим через Orb (я) множество и
назовем его орбитой элемента я. Возможны два случая: а) найдет­
ся число п s  N, для которого Xi ф  х а при i =  0, ..., п  — 1, а х п =  
=  х 0. В этом случае ж; =  ain+i для любого г е  Z и множество 
Orb (ж) состоит ровно из п точек; б) х »  ф  х 0 при всех п  >  0. Тогда 

Xi ф  х ,  при всех i Ф  /, i , / e Z , n  множество Orb (ж) бесконечно.
Нетрудно понять, что орбиты двух точек х  и у либо не пере­

секаются (если у ф  Orb ( г ) ) ,  либо совпадают. Таким образом, все 
множество X  распадается на попарно не пересекающиеся подмно­
жества X«, каждое из которых является орбитой любой своей точ­
ки и, следовательно, инвариантно относительно /. Достаточно оп­
ределить искомые инволюции(обозначим их через h  и к )  для каж­
дого Х а в отдельности, выбрав в нем точку хп произвольно. Это 
можно сделать следующим образом: для х{  е  Х а =  О г Ь ( х 0)  поло­
жим в случае a) h ( x t )  =  £n+i-<, &(*<) =  Zn-i, в случае б) h { x t )  =
—  X l - i ,  k { X i )  —

1.5. Убедитесь, что разность х  — ¡ ( х )  не может сохранять знак, 
и воспользуйтесь теоремой Больцано — Котпи.

1.6. Последовательность { х п} монотонна. Для убывающей 
функции утверждение неверно (например, f ( x ) =  1 — х,  х  е  [ 0; 1] ) .

1.7. Отсутствие неподвижной точки влечет монотонность после­
довательности { х п}. Далее — как в предыдущей задаче. В комп­
лексном случае неподвижной точки может не быть: рассмотрите 

отображение /, задаваемое формулой / ( z )=  ( | z | +  1) ( г е С ) .
1.8. Рассмотрите среднее арифметическое образов произвольной 

точки относительно всех преобразований группы.



1.13. а) Для построения сопрягающего отображения h восполь­
зуйтесь методом решения задачи I I I .5.12 (см. также задачу 1.18).

б) Пусть h (sin х )  =  eos h ( х ) ,  где h\ ( R R —непрерывная биек­
ция. Докажите, что ?г( [ — 1; 1]) =  [— 1; 1], и используйте строгую 
монотонность h.

в), д) Подберите линейную функцию h.
г) См. указание к п. б).
1.14. а) Принимая во внимание результаты задач 1.11 и 1.12, 

убедимся, что раз точка х  =  0 является точкой минимума и не­
подвижной точкой отображения /, то в случае, когда / со g, точка 
х  =  — а/2 должна играть ту же роль по отношению к g, откуда вы­
текает необходимость условия 6 =  {а2 — 2а) /4. В случае выполне­
ния этого равенства g { x )  приобретает вид (ж +  а/2)2 — а/2 и не­
трудно подобрать линейную функцию, сопрягающую / и g.

б) Сравнивая число неподвижных точек у / и g, приходим к 
выводу, что если / со g-, то а >  — 1/4. При всех таких а, отличных 

от нуля, для ft =  l ± y i + 4 a  (при а =  0 положите 6 =  0) су­
ществует линейная функция, сопрягающая / и g ( h ( x )  —
—  (4z — 2) /(b  — 2 )). Заметим, что при этом 6 может оказаться 
любым, кроме 6 =  2. При 6 = 2  точка максимума отображения g 
является одновременно неподвижной точкой, чего не бывает у ото­
бражений / ни при каком а.

в) Предполагая, что g  со g  и g  с h =  h о g, приходим к заклю­
чению (см. задачу 1.10), что h переводит неподвижные точки ото­
бражения g  в неподвижные точки отображения g (т. е. h ( 0) =  0, 
h ( 1/3) =  2/3), а промежутки монотонности для g —  в промежутки 
монотонности для g. Однако на самом деле g  монотонно на [0; 1/3], 
a g  не монотонно на [0; 2/3] =  й ([0; 1/3]). Противоречие.

г) Во-первых, из условия #([0; 1]) с .  [0; 1] вытекает, что 6 е= 
е  [0; 4 ], из условия /(А) а  А — что a sg 2, из условия g ( 0 )  —  
=  g ( l )  — что f ( p )  =  f ( q ) ,  т. е. р =  — q, а из условия g ( 0 )  =  0 — 
что р или q — неподвижная точка /. Кроме того, по тем же причи­
нам, что и в п. б), справедливы ограничения: а ^ — 1/4, Ь Ф  2.

Пусть х и XI (x¡  sg; х 2) — корни уравнения 1 — ах2 =  х. Рассмот­
рим случаи: а )  а <= [— 1/4; 0], Д =  [ — х й  х\] ;  Р) н е  [—1/4; 0), 
А =  [— х 2; х 2] ;  Ч) » е ( 0 ;  2], А =  [х,; — x ¡ ] ;  8) и е ( 0; 2], А =  
=  [—х 2; х2];  А ) 6 е  [0; 1]; В) t e  [1; 2); Г ) 6 е  (2; 4]. Сравни­
вая число неподвижных точек у / и g, приходим к выводу, что ес­
ли  / со g, то случай а )  несовместим с В) и Г ), [}) и у) несовмести­
мы с А ).  Рассуждая по аналогии с пунктом в), обнаружим также 
несовместимость а ) с В) и р) с А ). В случае б) не выполняется 
условие /(А) сг Д. Отображения f  и  g, относящиеся к случаям
а )  и А ) (соответственно ¡3) и В), ч) и Г ) ) ,  сопряжены при а =  
=  6(6 — 2)/4. Сопрягающее отображение такое же, как в п. б).

1.15. а) Является частным случаем б) при п —  2. Сопрягаю-



щес отображение— h (х)== sin у  х. в) Сопрягающее отображение 

нечетно и при х  >  1 задается формулой h ( x )  = c l i a (a ;— 1).
1.16. Очевидно, что разности f ( x ) — х  и g ( x ) — х  сохраняют 

знак внутри промежутков. Выберем произвольно точки с0 е  
е  (а\, Ъi) в dgG (a2; Ь2)- Пусть {с „ } и {dn}, n e Z ,  — их траек­
тории под действием f  ш g, т. е. c„+i =  /(cn), <Wi =  g { d n ) ,  « s  Z. 
Эти последовательности монотонны и сходятся, благодаря непре­
рывности f  и  g, к неподвижным точкам, т. е. к концам промежут­
ков, когда п -+■ ±  оо. Пусть, для определенности, функции f u g  

возрастают.
Определим гомеоморфизм А: [а2; Ьг] -► [ аь М  следующим об­

разом. Положим /i(az) =  «ь  h(b->) =  6|, ft(dn) =  cn (n s  Z ). На от­
резке [d0; ¿i] зададим h так, чтобы получить гомеоморфизм этого 
промежутка на [с0; с i], а на остальных промежутках [ dn; rfn+ i] по­
ложим h ( x )  =  f n ( h ( g ~ n ( x ) } ) ,  где f ( x )  —  х, f ( x )  = f ( x ) ,  } n ( x )  =  
_  f ( f n- ' ( x ) )  при n >  1, /" =  (/-n ) -1 при n <  0. Проверьте, что оп­
ределение корректпо и что h —  гомеоморфизм, сопрягающий / и

1.17. Пусть / — гомеоморфизм [а; Ь] ,  а —  х 0 <  х ,  <  . . .
. .. <  х п —  Ь — все его неподвижные точки, е¡(/) =  sign (/(ж) — х ), 
где х  — произвольная точка из (x j- i! x i ) ,  i =  1, ..., п. С помощью 
задач 1.11 и 1.12 убедитесь, что если / cog, то у  них одно и то же 
число неподвижных точек, а наборы чисел вг (/) и е; ( g )  либо сов­
падают, либо (в случае убывающей сопрягающей функции) удов­
летворяют соотношению en+ i - i ( f )  =  — £ i ( g ) ,  i =  1, . . . ,  п. Д ля  про­
верки достаточности этого условия для топологической сопряжен­
ности / и g  заметьте, что / осуществляет гомеоморфизм каждого 
отрезка [х<_ь Хг] ,  i =  1, . . п, на себя. Если [г/i-i; ¡/<] —  i-й от­
резок, ограниченный неподвижными точками отображения g, то

° ° ^ l [v i - i , y i ]  (см- предыдущую задачу). Проверьте, 
что в случае выполнения равенства еt ( f )  —  S i ( g )  сопрягающие 
отображения h { удовлетворяют условиям fc(y;-i) =  h ( y t )  =
=  Xi, что позволяет «склеить» из них сопрягающее отображение, 
заданное на [а; Ь]. Если е„ц -< (/ ) =  —s¡ ( g ) ,  то это означает, что 
ограничение g на i-й промежуток (считая от точки а)  сопряжено 
с ограничением / па i-м промежуток, считая от точки 6, причем со­
прягающий гомеоморфизм меняет ориентацию, что опять позволя­
ет построить единый сопрягающий гомеоморфизм h на [а; 6] (при­
чем h (а)  =  b, ! г (Ь)  —  а) .

1.18. По теореме о монотонной последовательности предел 
П тж „ =  с существует. Соотношение ж„+1 =  f ( x n) ,  по непрерывно­
сти /, приводит к равенству /(с) == с. Поведение итераций иллюст* 
рирует рис. 26.

1.19. Для выяснения характера поведения последовательности 
{ х п} полезно изобразить процесс ее построения графически. Д ля



рассматриваемых функций это сделано на рис. 27—32. В случаях
а) — г) воспользуйтесь задачей 1.18 (случай а) — рис. 27, слу­
чай б) — рис. 28, случай г) — рис. 29). В задаче пункта д) (рис. 30) 
точка XI, независимо от положения х 0, попадает на промежуток

Рис. 26

[1; оо), на котором можно воспользоваться задачей 1.18. В пунк­
те е) (рис. 31) такую же роль играет промежуток (0; 1].

В задаче ж) (рис. 32) проверьте, что единственной неподвиж­

ной точкой является точка х *  =  f l  +  с — 1- При х  >  х *  выполня­
ется неравенство х *  < р ( х )  =  /(/(я)) <  х, а при х  <  х *  — нера­
венство х  <  f 2( x ) < x * .  Поэтому существуют lim х 2п=  I и lim x2n+i =  
=  I ' ,  удовлетворяющие соотношениям f ( l )  =  I, f ( V )  =  V, откуда
1 =  1' =  X*.

1.20. Решение этих задач аналогично решению задач 1.19. 
В пунктах б) — г) интервал тех значений x <¡, при которых имеется 
сходимость, имеет вид [—р;  р ], где р =  max(|íj|; [í21), a tu t2 — 
корни уравнения f ( t )  =  t. В пунктах г), д), з) полезно рассмот­
реть последовательности { х 2п}, { x 2n+¡ }  (см. решение зада­

чи 1.19.ж )). 13 случае отображения из п. з) при ,г0 е  (1/У5; 1/УЗ) 
последовательность {хоп} монотонно возрастает, а {ж2п-| i} 

убывает при ге, меньших га0 =  min{ra| \хп \ >  1/УЗ}. В зависимости 

от четности щ  предел равен 1 или — 1. При x 0 œ  (— 1/УЗ; — 1/У5) 

ситуация симметричная. Если |ж0| =  1/V5, то х 1п =  х 0, x 2n+t —  

=  — х 0, и  предел не существует. Если |г0| <  1Ц5, то х п ~>~0.
f  (х)  — X*

1.21. а) Из соотношения — ---- г*-------f  f  (х *) следует, чтоX X х-*х*
\xn + i — х *I ^  сп jxq — х * 1, 0 <  с <  1, при х 0 достаточно близких 
к х * ;  б )  доказывается аналогично.

в) Рассмотрите отображения / (х)  =  1 — х (х е К )  н / (х ) =  1 +

+  Х  * 2(г  е  К)-





Рис. 30



1.22. Заметим вначале, что если функция / непрерывна, а ите­
рации х п сходятся к пределу х* ,  то х *  — неподвижная точка для  /.

а), б) С помощью задачи 1.21 покажите, что при |а| >  1 не­
подвижные точки являются отталкивающими и, следовательно, х п 

не имеет предела, если х п не стабилизируется начиная с некото­
рого щ.  Рассматривая графики, убедитесь, что при |а| <  1 для лю ­
бого х 0 пределом х п служит единственная неподвижная точка. 
Случаи а =  ± 1  тривиальны.

Изучим отображение из п. г) (в случае в) можно использо­
вать те же соображения). Пусть а >  1. Исследуя знак минимума 
выпуклой функции ф(х) =  ах — х, равного (1 +  1п 1п а)/1п а, убеж ­

даемся, что неподвижные точки х, х {х ^  х)  функции / сущ ест­

вуют лишь при а е  (1; е1/е]. При этом (см. задачу 1.18) хп - * -х  при 

Хй <  X , Хп -*■  ° °  при х о  >  X, Хп =3 X  при Хо =  X .

Если а <  1, то / обладает единственной неподвижной точкой х * .  

Если а <  е ~ е, то f ( x * )  < — 1, и поэтому (см. задачу 1.21) х *  не 
может служить пределом х п, если x 0 =¿=x*. При [е~‘ ; 1) дока­
жите, что функция /2 =  / о / возрастает и удовлетворяет неравенст­
вам f ( x )  >  х  при х  <  х*,  f ( x )  <  х  при х  >  х *  (для этого рассмот­
рите { i1) '  и ( Í 2) " ) ,  и, пользуясь задачей 1.18, убедитесь, что х 2п =  

=  f n { x0)  - > - х* ,  z 2n+i =  /2"+ ‘ М  - + х *  для всех IR.
1.23. а) Проверьте, что (с) = 0 ,  и воспользуйтесь зада­

чей 1.21.а).
б) По формуле Тейлора

0 =  <р (с) =  ф (х) +  ф' (* )  (с —  ®) +  у  ф" ( I )  (с —  х ? ,

где | лежит между х  ж с, откуда

_ Ш  =  С_ Х +  1 ^ 1 М ( С ^ Х)2
Ф' (*) 1 + 2| ' (*) ^ х> •

Полагая в этой формуле х  =  хь и записывая х /,+1 в виде х ь  — 
—• ч>(хк)1<р'(хк), получаем соотношение

1 ф*(6) . ч2
*й+1 ~ с ~  2 ф' ( х к)  ( х к ~  с)  >

h 'откуда вытекает оценка | * й+1 — с | <: Ь  | х 1

. . . < ^ 1 х 0 ~ с ^ + \

1.24. Проверьте, что (с) =  1 — \/п.

1.26. Проверьте, что на промежутке между любыми двумя со­
седними точками экстремума многочлена Р  он имеет корень и точ­
ку перегиба. Затем воспользуйтесь задачей 1.25.



1.27. Воспользуйтесь тем, что

( Г У  к )  =  /' ( / " - 1 ( * „ ) )  Г  (/ п- 2 (* „ ) )  /4 (*0) =

=  П  /'(*;■) =
<к^'<п

к  =  0, . . . ,  п — 1, и задачей 1.21.
1.28. а) Воспользуемся простым утверждением:
(А ) Если I ,  J — отрезки и /сг/(/), то найдется такой отрезок 

К  с  I ,  что } ( К )  =  ] .
В самом деле, пусть 1 =  [го; М ] ,  а х, у е  I  — такие точки, что 

f { x )  ^  т. ¡ ( у )  ^  М ,  и пусть х  <  у. Положив

ш =  т т { г  <= [ х ;  у ] \ } ^ )  М ) ,  

z =  тах {г е  [г; ш] |/(г) ^  т ) .

К  =  [г; и»],

получим искомый отрезок.
Положим Кц =  /0, а остальные отрезки определим индуктивно: 

если уже построен отрезок К п- 1  со свойствами К п-\ с: К „ - г ,  

р ~ 1( К п- 1) =  то, применяя (А ) к отрезкам 1п~и 1п с: /(/п-0 =  
=  ¡ п { К п -\)  и отображению /п, отыщем отрезок А'п с  /£п_ 1, для ко­
торого / " (А'п) =  /п.

б) Для любой точки ж из непустого пересечения П К п име-
о

ем: ] л ( х )  ¡= /„•
1.29. Пусть точки ¡¿> <  х  <  у <  г образуют 4-цикл. Проверьте, 

что независимо от порядка, в котором эти точки отображаются 
друг в друга, среди промежутков [ш\ * ] ,  [х\ у ] ,  [у,  г] найдутся 
два (назовем их / и ] ) ,  для которых выполняются соотношения 
/(/) :э ] ,  /(/) гэ I . Докажите, что найдется такой отрезок К с 1 ,  пе 
содержащий концов I ,  что ] 2( К ) = э К ,  и воспользуйтесь зада­
чей 1.28.

1.30. Достаточно доказать, что из а) следует в) (импликации
в) => б) =*- а) очевидны). Предположим для определенности, что 
точки а, Ъ, с, (I расположены в порядке д , ^ . а  < Ь  < с .  Обозначим 
отрезок [а; Ь] через Ь ,  отрезок [6; с] — через Д и для произволь­
ного т 2 положим 1о = . . .  =  1т - 2 =  Д, /т -1 =  ¿ , 1т =  Д', где 
Д ' с: Л — отрезок, не содержащий концов Д. Из условия а) следует, 
что /(Д) =>£, /(Д) :эД , / (£) э Д ',  и, следовательно, всегда /(/„) =э 
гэ /п+1. Благодаря утверждению 1.28, найдется такой отрезок К т с: 
с Д ' ,  что ¡ т ( К т) =  1т = э К т. Если применить к /т  утверждение, 
сформулированное в задаче 1.5.6), то найдется такая точка хо е  Яш, 
что жт  =  /’" (х0) == х0. Остается проверить, что { п ( х ) = х п ф х 0 
при 0 <  п <  т.

Если г „  =  л:0 при 0 <  п <  т, то это означает, что все точки Хк, 

к  =  0, 1, 2, ..., имеют число га своим периодом. Тогда, поскольку



число т — 1 представимо в виде рп +  q ( p e N ,  0 С  n), х т~\ =  
=  I ,  Е  Я', что противоречит включению :rm- i  e i ,  вытекающему 
из определения точки х 0. Случай т =  1 (т. е. наличие неподвиж­
ной точки) тривиален (см. задачу 1.5.а) ).

Доказанное утверждение принадлежит Т. Ли и Дж. Йор­
ку [39].

1.31. Рассмотрим отрезки Äi =  [cos (2я/п); cos (п /п ) ]  и Д2 =  
=  [cos (я/и); 1], которые отображение / .=  Т п взаимно однозначно 
отображает на отрезок [—1; 1]. Примем точку cos (2я/п) за с, за 
b — единственную точку из Ai, для которой f ( b )  =  с, за а — един­
ственную точку из Д2, для которой f ( a )  =  6, за d —  единицу. Тогда 
/(с) =» d и с <  Ъ <  а <  d, откуда следует (см. задачу 1.30), что / 
имеет циклы любого порядка.

1.32. б) Интересен лишь случай, когда а >  0. Раскрывая моду­
ли на восьми промежутках, на которые прямая делится точками

0, ± 1/а, ± ( а — 1 )/а2, ± ( а  +  1 )/а2, 
решите уравнение

1 — я|1 — а|1 — а\х\ I I — х  

и убедитесь, что его решения содержатся среди чисел вида 

х  =  (1 +  eia +  е2а2)/(1 +  е3а3), где et, е2, е3= ± 1,

причем при 1 <  а <  а0 =  (1 +  У5)/2 лишь два из них: р =  1/(1 — а)  
и ç =  1/(1 +  а ) ,  оказываются корнями уравнепия (это, очевидно, 
неподвижные точки /). При а ^  а0 все восемь чисел указанного 
вида являются корнями, причем если перенумеровать их в поряд­
ке возрастания, то х \ = р ,  х 5 =  q, а тройка {ж2; х 4; х 6}  п 
{х 3; х 5; хт) образуют циклы, совпадающие при а —  а0. Они оттал­
кивающие, что вытекает из неравенства \ f ( x ) \  > 1  при х  =  Xi  
(i =  1, ..., 8) (ср. с решением задачи 1.21). В случае — 1 <  a sg; 1 
остается только один корень q, при а ^  — 1 корней нот. Характер 
графиков для трех значений параметра показан на рис. 33.

1.33. а), б) Поскольку каждая неподвижная точка отображе­
ния / является неподвижной точкой любой его итерации /", то мно­
гочлен четвертой степени р ( х ) — х  делится на квадратный трех­
член f ( x )  — х. В результате деления получается многочлен а2я2
-  ■ ах +  1 — а, имеющий вещественные корни при а ^  3/4. Если a s j 
гС 3/4, то неподвижные точки /2 сводятся к двум неподвижным точ­
кам /. При а >  3/4 имеются две точки х\ и ж2, удовлетворяющие со­
отношениям f 2( x )  =  х, 1 ( х ) Ф х .  Легко понять, что f ( x i) =  ж2, 
f ( x i) =  х и т. e {æ,; я2} — 2-цикл. Характер графика /2 при а <  3/4, 
а =  3/4 и а >  3/4 отражен на рис. 34.

Поскольку ( f 2) ' { x \ )  = f ( x \ ) f ( x i )  =  (— 2axi )  (—2ах2) —
—  4a2x tx 2 =  4(1 — а) ,  то в интервале 3/4 <  а <  5/4 цикл окажется 
притягивающим, а при а >  5/4— отталкивающим (см. задачу 1.27).



в) Докажем, что при а гс; 5/4 отображение / не имеет 4-циклов. 
Случай а <  1 почти очевиден, и мы будем считать далее, что а >  1.

Рис. 34

Положим Р ( х ) —  р ( х )  =  1 — й(1 — аж2) 2 ( i e R ) .  4-циклу / соот­
ветствуют два 2-цикла Р.  Эти 2-циклы мы и будем искать. Найти
2-цикл отображения Р  означает найти решение системы

Г »  =  * ( * ) ,
\ *  = Р(У), (1)

удовлетворяющее условию х  ф  у.
Пусть L,  L ,  — графики функций у =  Р ( х ) ,  х  =  Р ( у )  соответ­

ственно (рис. 35—37). Ясно, что кривые L  и L ,  симметричны друг





другу относительно прямой у =  х  и по аккуратпо парисовапным 
эскизам этих графиков нетрудно получить интересующий нас ответ.

Приведем теперь строгое рассуждение. Убедитесь, что для про­
верки отсутствия у  системы ( 1) нетривиальных решений достаточ­
но доказать отсутствие решений с абсциссами из промежутков

Рис. 37

[1 — а; хо], [xi\ 1], где х 0, х\ (а’о <  xi) — точки, образующие 2-цикл 
отображении /. Рассмотрим сначала промежуток [жь 1]. Пусть 
Q —  определенная на [ x ù  1] функция, график которой совпадает с 
участком кривой L , .  Иными словами, Q — функция, обратная к су­

жению Р  на промежуток [1/fs, х 0] .  Наша цель — убедиться, что 
Р ( х )  ф ' Х > ( х )  при ж е  (х0; 1]. Заметим прежде всего, что 

Р ' ( х ) <  0, Р " ( х ) < 0 ,  Р ' " ( х ) <  О

при х  >  l/fa и, кроме того, \ Р ' ( х 0) | ' i  1. (именно здесь играет роль 
условие а «с 5/4).

Пользуясь правилом дифференцировании обратной функции и 
обозначая Q ( x )  через t, мы получаем:

0 > { х )____ L -  о и х ) - _ 1 1 £ >._ ( Г ( л  . рт&  , Л ^ ( * » аQ ( ) р ’ (*)’ Q (*) -  {р, (t))8. Q (■*) -  -  (р , (t))4 I з {р, (t))6.
Очевидно, что

/>(*,) =  <?(*,) =  х и Р ' ( х > )  -  Зг О,

P " i xù



Убедимся, наконец, что Р " ' ( х )  — (? '" (х ) >  0 при х <= ( х х‘, 1). В са­
мом деле, поскольку |Р'(£ )| ^ 1  и а Р  ^  1 при х  е  (ям; 1), мы 
имеем

Р т (х ) -  О'"  (х )  =  — 24а3*  — ----- '— ^ - г  +  3 ...х >
V V и  [^ '(0 1  I Р '  (О I

48 а3 (8а2)2

^  1^ ' ( 0|4 1 3 | ^ ( 0 |5 > ° ‘ 

Из доказанного следует, что разность Р ( х )  — 0 { х )  строго воз­
растает на [ х й  1]. Таким образом, система (1) не имеет решений 
с абсциссами из промежутка (жг; 1]. Тогда она вообще не имеет 
решений с положительными абсциссами. Если же допустить, что, 
(* !  У ) ~  такое решение системы (1), что 1 — а <  х  <  х0, то пара 
точек (/ (х); /(у ) )  также будет решением системы ( 1), что, однако, 
невозможно, поскольку ] ( х )  > / (1  — а) > 0  (при проверке послед­
него неравенства снова используется условие а ^  5/4).

Если а >  5/4, то Р ' ( х 0) <  —1 <  (¿ ' (хц)  <  0 и существование не­
тривиальных решении системы ( 1) следует из соображений, свя­
занных с теоремой Больцано — Коши.

Заметим, что при а =  2 система (1) имеет 12 нетривиальных 
решении (рис. 38), которые образуют три 4-цикла (точки, порож­
дающие один цикл, помечены на рисунке одинаковыми значками).

г) *) В силу утверждения п. а) и задачи 1.29, при а ^  3/4 ото­
бражение / циклов не имеет. Пусть а >  0 а  р,  q —  неподвижные 
точки /. С помощью эскиза графика у =  /3(х ) нетрудно заметить, 
что при возрастании параметра а число неподвижных точек ото­
бражения /3 может лишь увеличиваться (проследите за перемеще­
нием точек, отвечающих экстремумам /3, на рис. 39, а затем по­
старайтесь провести строгое рассуждение). Проверьте, что не сов­
падающая с р и ц неподвижная точка отображения /3 порождает
3-цикл. При а ^  3/4 неподвижные точки /3 — только р и д, а при 
больших значениях а отображение /3 имеет восемь неподвижных 
точек. Таким образом, существует минимальное значение а0 пара­
метра, при котором число неподвижных точек /3 больше двух. 
Пусть

«  =  «о, Р ( х 1) =  х и х 2 =  /(XI), х 3 =  /(ж2), х х Ф  р,  д.

Точки XI, х 2, Х3 образуют 3-цикл, и каждая из них является корнем 
уравнения /3(.г) =  х, причем х\, х 2, х3 обязательно должны быть 
кратными корнями, так как в этих точках графики у =  /3(х ) и 
у =  х  имеют касание. Принимая во внимание число корней и сте­
пень многочлена Р ( х )  =  /3( х )  — х, делаем заключение, что Р ( х )  =

к 24а31 (4а2 (Заг2 — 1) ) :,2

*) В решении этой части задачи принимал участие Р. Сибилев.
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=  А ( х  — р )  (х  — q)  ( х  — ^ 0 2(ж — х 2) 2( х  — х 3) 2. Разделив Р ( х )  па 
х  — f ( x )  =  а2х 2 +  х  — 1 =  а2( х  —  р )  ( х  — q ) ,  придем к равенству

—а6х е +  а5х 5 +  (За5 — ai ) x i  +  (а3 — 2а4)х 3 +  (За3 — За4 — а2) х 2 +

+  а3 — 2а2 +  а — 1 =  — а6( х  — x i ) 2( x  — х 2) 2( х  — х 3) 2 =

=  —a6(xz +  bx2 +  сх +  d )2.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х,  получим 
систему из тести уравнении относительно а, Ъ, с, d. Исключение 
Ь, с и d из этой системы приводит к уравнению (4а — 7)2 =  0, от­
куда следует, что а должно равняться 7/4, а проверка подтверж­
дает, что в этом случае система совместна. Таким образом, при 
а <  7/4 3-циклов нет, при а =  7/4 отображение /3 имеет 5 непод­
вижных точек (р,  q и 3 точки, образующие цикл), при а >  7/4 
р  имеет 8 неподвижных точек, а именно р, q и еще тесть  точек, 
каждая из которых, как уже отмечалось, должна входить в 3-цикл. 
Следовательно, 3-циклов при а >  7/4 ровно два.

1.34. Воспользуйтесь задачей 1.14.г).
1.35. Пусть L  — кривая, симметричная графику отображения / 

над промежутком [ х 0; 1] относительно прямой у = х  и

■у(х) =  ( f ( x ) ,  х ) ,  х 0 <  х  <  1,

— ее параметризация. Убедитесь, что в силу условий на односто­
ронние производные найдется такое число б >  0, что точки f ( x )  
лежат под графиком /, если х 0 <  х  <  х 0 +  б. С другой стороны, 
точка f ( l )  лежит выше графика / (или па нем), и поэтому график 
/ и кривая L  пересекаются. Абсцисса точки пересечения порожда­
ет 2-цикл.

1.36. Рассмотрите отображение / =  g2™ *и докажите, что / име­

ет неподвижную точку, удовлетворяющую условию предыдущей 
задачи. Проворьте, что точки 2-цикла отображения / порождают 
2"-цикл отображения g. Для построения примера рассмотрите оп­
ределенную на [0; 1] непрерывную функцию, графиком которой

/ ! 7 +  б ( _ 1)М
является ломаная с вершинами в точках I I —— ; 1 —------------------I,

п —  1, 2, . . .
1.37. Пусть g =  /п. Это отображение также принадлежит клас­

су S ( Д) (см. задачу VII.2.24.B)). Предположение о том, что равен­
ство g ( x )  —  х  справедливо для бесконечного числа точек, влечет, 
по теореме Лагранжа, выполнение равенства g ' ( x ) =  1 также на 
бесконечном множестве. Следствием этого является наличие у 
функции \g'\ бесконечного множества точек локального миниму­
ма. Из «принципа минимума модуля» (задача VII.2.24.e)) вытека­
ет, что g, а значит и /, имеет бесконечное число критических точек.



1.38. Существуют такие точки и и v, что х  <  и <  у <  v <  z и 
g ' ( u )  =  g ' ( v )  —  1. Утверждение следует теперь из «принципа ми­
нимума модуля» (задача V II .2.24.е ))  для промошутка [гг; v\.

1.39. Пусть х  е  (а; Ь) — притягивающая неподвижная точка 

для  g  =  /”  (к е  N) (если х  =  а или х  =  Ь, то доказывать нечего). 
Тогда | g '(x )| < l .

а) Пусть сначала \ g ' (x ) \  <  1. Рассмотрим максимальный про­
межуток <r; s>, содержащий х , траектория {g m(j/)} любой точки 
у которого притягивается к х. Если г  >  а, то gm ( r )  ф. (г; s)  
ни при каком т  (следствие максимальности промежутка), и если 

s <  Ь, то g m( s ) ф. (г; s) при т <= N. Таким образом, упомянутый 
промежуток имеет вид [a; s), ( г ;  6], [в; Ъ] или (г; s). Первые 
три возможности сразу приводят к доказываемому утверждению. 
В четвертом случае из очевидных соотношений g ( ( r ;  s ) )  cr (г; s), 
g ( r )> ? ( s) ^  (r; s) следует, что g (r ),  g (s ) e  {r; s}. Предположение, 
что g ( r ) — r, g ( s ) = s ,  приводит, благодаря утверждению 1.38, 
к неравенству g ' ( x )  >  1, что невозможно. Если g ( r )  =  s, g ( s )  =  г, 
то g 2( r )  =  г, í?2 ( s )  =  s, что невозможно по аналогичной причине. 
Таким образом, мы приходим к выводу, что g ( r ) = ^ ( s ) ,  но 
тогда, по теореме Ролля, в интервал ( г ;  s) попадает критическая 
точка р отображения g, которая притягивается к х. Поскольку 

g  =  /п, точка р должна иметь вид f h (с ) ,  к <= N, откуда сразу сле­

дует доказываемое утверждение.

б) Пусть теперь |?'(ж)| = 1 .  Замепяя, если нужно, g  па g2, 
мы можем считать, что g ' ( x )  =  1. Пусть (г; s) — максимальный 
интервал, содержащий х  и не содержащий других неподвижных 
точек отображения g. Он непуст, так как множество неподвижных 
точек g  конечно (задача 1.37). Тогда либо g { y ) > y  при всех
V е  (г; х ) ,  либо g ( y )  <  у при у е  (х; s), так как в противном 
случае в каждом из интервалов (г; х ) ,  (х; s) пашлось бы беско­
нечное множество точек í, в которых g ' ( t )  >  1, что ведет к про­
тиворечию с принципом минимума модуля (VII.2.24.e)) и конеч­
ностью множества критических точек отображения g.

Допустим, для определенности, что g ( y ) > y  при у е  (г; х ) .  
Если г =  а и g  возрастает на [а; х ] , то траектория точки а при­
тягивается к х (см. задачу 1.18). Если г =  а и g не монотонна 
на [а; х ], то некоторая критическая точка р отображения g  по­
падает в интервал (а; х ), и на отрезке [р; х] функция g  воз­
растает. Тогда траектория {g m(p )} притягивается к х. Если 
г >  а, то g ( r ) = r ,  и в интервале ( г ;  х )  найдется, по теореме 
Лагранжа, такая точка z, что g ' ( z )  =  1. Учитывая, что g ( z ) >  z, 
g ( x )  =  х,  g ' ( x )  = 1, и снова пользуясь принципом миниму­
ма модуля, приходим к выводу, что векторпая критическая 
точка р лежит между z и х  и притягивается к х.



Рассуждение завершается так же, как в п. а). Доказанное 
утверждение принадлежит Д. Зингеру [43]*).

1.40. Пусть р <  0 — неподвижная точка /, д =  _  р. Тогда 
при « 5^2 справедливо включение /([р; ? ]) с  [/;; д], причем 
р — отталкивающая неподвижная точка, /п( д ) = р  при и > 1  и, 
в силу утверждений \П.2.25.а), 1.39, притягивающий цикл обя­
зательно притягивает траекторию точки 0. При а =  2 отобра­
жение / есть многочлен Чебышева 1’2 и можно воспользоваться 
задачами 1.31 и 1.39.

1.41.**) а) Выберем направление обхода окружности так, 
чтобы при таком обходе неподвижная точка i и точки цикла 
встречались в порядке -> а ->-Ь с *, где ф(а) =  Ъ, ф (Ь) =  с, 
ф(с) = а .  Если х  и ¡/ — две точки окружности, то через [ х ;  у ]  
будем обозначать дугу, обход которой в выбранном направлении 
начинается с точки х  и кончается точкой у. Будем говорить, 
что выполняется условие Ло, если ф( а ] ) ^з  [а; &], и условие 
А ,, если ф ([(; а ]) 1Э [Ь; а] (очевидно, что одно из этих условий 
всегда выполняется). Будем записывать это символически сле ­
дующим образом: Л „ = (ф ( [ « ;  а } )  => [а; 6] ) ,  Л , =  (ф([/; а ]  гэ 
=> [Ь\ а ]). Точно так же всегда справедливо одно из двух условий 
в каждой из следующих пар:

До =  (ф([а; 6] )  => [6; с ]), /?1 =  (ф ([а; Ъ] )  :=> [с; &]);

6’0=  (ф ([Ь; с ]) => [с; а ]), С, =  (Ф( [ 6; с ]) => [а; с ]) ;

А > =  (Ф ([с; « ] )  гэ [г; а ]), 0 , =  (ф( [с; г]) :э [а; « ] ) .

Всегда справедливо по крайней мере одно из шестнадцати выска­
зываний вида

А  & В  & С.  & £ > ,  е1 —  0, 1.
I  2 Ез е4 *

Проследите, что каждый раз среди промежутков с концами 
г> а1 Ъ, с найдутся либо два промежутка I ,  1 со свойствами: 
Ф (Л  1:5 Л ф(-0 1 и 1, либо три промежутка I , /, К  со свойствами 
ф (Л 13 Л ф(^) ^  К,  <р(К) ^  I  и К .  Модифицируя рассуждения, ис­
пользовавшиеся при решении задачи 1.30, проверьте, что всегда 
найдется точка х, итерации которой последовательно посещают 
промежутки

/, ■/, или К ,  К ,  К ,  I ,  I ,  К
п—1 п^2

и ф " (х )= ж , причем точка ц>к( х )  не совпадает с х  при к  <  п.

* )  Обширный материал об итерациях преобразований отрезка 
содержится в книге [331.

**) Решение этой задачи сообщено нам Ю. Хохловым.



ее

ß) Параметризуя окружность обычным образом, отождествим 
с промежутком [0; 2я). Рассмотрите отображение /: 

[0; 2я ) -*■ [0; 2я ), задаваемое формулой

0 <  t <  2я/3, 

t -g-J mod 2я, 2я/3 ^  t <  2я,

и перенесите его на окружность. Точке я/3 отвечает неподвижная 
точка окружности, точкам 0, 2я/3, 4я/3 — 3-цикл, в то же время 
2-цикла, как легко видеть, нет. —

1.42. б) Проверьте, что из неравенства m <  я — я0 <  т  +
1 ( т  е  Z) следует, что

т  <  /" (ж) —  /п ( * 0) <  т +  1 Для любого п е= N.

в) П у с т ь  фт (г0) =  г0 =  е2ПгЖ°.Тогда f m( x 0) = х 0 + к  для неко­
торого целого к. Воспользуйтесь тем, что при n =  l m - \ - r ( l e  

е  N , 0 <  r <  т)  /п ( я )  можно представить в виде f T( x o ) + l k ,  и

докажите, что а  =  к/т.
г) В этом случае f m ( x )  — х  не может быть целым числом ни 

при каких m > l ,  i s ® .  Тогда при фиксированном т и некотором 
к е  Z выполняется неравенство

к <  f m ( х )  — ж <  к +  1.

Полагая в этом нераненстве х  равным 0, /т (0), . . . , /(г -1)т (0) 
и складывая получившиеся неравенства, получим, что

Ik <  f lm (0) <  I (к +  1) ( I е= N)

и, в частности,

fc <  /“ (0) <  fc +  1.

Из этих неравенств следует, что

f lm (0) ^  f m (0) 2_

1т т <  ш'

Поменяв ролями г и т  и сложив получившиеся неравенства, 

получим:

| Г ( 0) /г (0).
т I < т  +  1 ’

откуда сразу следует существование предела а при х 0 —  0 и, зна­
чит, при всех

Остается проверить, что при рациональном а некоторая сте­
пень ф имеет неподвижную точку.



Пусть сначала а  =  0. Если предположить, что неподвижной 
точки нет, то {/Л (0) } — монотонная последовательность (скажем, 
возрастающая). Предположение, что /т (0) 5г 1 для некоторого 
т. ^  1 влечет /кт( 0) > /с, А е М ,  что противоречит соглашению 
а =  0. Но тогда последовательность {/™(0)} ограничена, и ее пре­
дел оказывается неподвижной точкой, вопреки предположению.

Случай а =  к/т сводится к предыдущему переходом к функ­
ции £(ж) =  /т ( х )  — к, задающей отображение ц>т.

д) Покажите, что /1 и /2 отличаются на целое число.

§ 2. Преобразования с инвариантной мерой

2.1. Достаточно сосчитать меры прообразов интервалов 
(или дуг).

2.2. «Преобразование пекаря» удобно представлять как ком­
позицию отображений Т и Т г, представленных на рис. 40 (оправ-

Рис. 40

дывающем название этого преобразования). Сохранение площади 
каждым из преобразований Т и Т 2 очевидно.

2.3. а) Если ^2)  =  Т [ х ' 1; я ' ) ,  то 2г =  а ^ х 2 —

~~ ( аИ х 1 +  “ й ^ )  *= 2 ( ¡ =  1>2). Решая эту систему, мы получим

(благодаряусловию |(1еЫ  | =  1), что — х 1 е  Т ,  ~  х г е  но

б) Рассмотрим линейное преобразование 1 ' 1К2 -*■ 1К“ ,̂  зада­
ваемое матрицей А .  Оно обратимо и сохраняет меру Лебега. 

В частности, Я2(2 " 1(й ))  =  А.г(Д) для всех В а Х .  Пересечения 

=  Г д 1 (£ )П (^  +^ )>  гДе непусты лишь для конечного
множества векторов и, а их сдвиги лежат в X,  попарно не 
пересекаются (см. п. а )) и составляют множество Т ~ 1( В ) .  См. так­
же решение следующей задачи.

2.4. Рассмотрите меру у —  Т л ^2 на X  =  Е2/22. Она инва­
риантна, как и мера Лебега, относительно сдвигов (все суммы 
рассматриваются по модулю единица):

V ( В  +  у) =  V ( В  +  Т А  (х ) )  =  %г ( Г ^ 1  ( В  +  Т А  ( х ) ) )  =

=  \  <5) +  ж)  =  х2 ( Г а 1 ( в > ) ’ В ^ Х ,  у < = Х .  (1)
397



Поэтому (см. утверждение перед формулировкой задачи) v =  сХ. 
Полагая в (1) В  = Х ,  получаем, что с =  1. Таким образом, 
\ ( T J H B ) )  =  X2 { B ) .

2.5. Достаточно проверить, что [¿ (/ - '(Л ) )  =  ц (Л ) для всех 
множеств А  вида (0; а], 0 <  а ^  1. Поскольку

г -1 (Л ,= »У и (р г Л ] -

мера прообраза равна

т

2 1 Г dx  __
Iñ~2 J  Г + х  ~

Ш + а )

=  2 ( 1̂  (1 “I-  &) —■ ^ 4” 1и (1 ~|~ ^ "1" а) —« 1п (А -[- а) )  [=

=  |БГ2 lim ( 1а ( !  +  * ) -  1“  ( l  +  r f l ) )  =  •U'lV r a' =
а

=  \ =  ц (Л ).  
In 2 J 1 +  х ^ '

о

2.6. а) Воспользуемся топологической сопряженностью Т „  
и пилообразного отображения /„ (задача 1.15.6)), которое сохра­
няет меру Лебега (это очевидно). Найдем образ меры Лебега 
относительно сопрягающего отображения: р, =  hX, где h ( х )  =  

л
=  sin y  х  (х  е  [— 1; 1]) (он, очевидно, и будет искомой инвариант­

ной мерой). Для промежутков имеем:

2
ц ([а; х\) — X ([й~ 1 (а) ;  Ь Г 1 (я)]) =  — (arcsin х  — arcsin а),

2 dx
откуда d\i .= ( | х  I <  1), Понятно, что меры X и и

j i V l — x 2
можно умножить на произвольную константу,

б) Используйте задачу 1.15. в).
2.7. Для доказательства достаточности рассмотрите меру

V (Л) =  — (ц (Л) [J, (тп~ 1 (Л ))), где [д, — мера, инвариант­

ная относительно Т п.
2.8. Пусть сначала Т  возрастает. Обозначим через F  мно­

жество неподвижных точек отображения Т,  через G —  дополне­
ние F.  Если Д =  (a; [i) — какой-нибудь максимальный интервал 
из G, то а, ß е  F  и, очевидно, Т ( А) = Д .  Поэтому достаточно до­
казать утверждение для каждого такого интервала.



Пусть с — произвольная точка из Д. Если положить х п =  Т п ( с ) ,  
ra e Z  ( Т  обратимо), то отрезки Ап, имеющие х п и х п +1 своими 
концами, образуют покрытие Д. Для любой положительной функ­
ции ho е  3 ! х (Д0) определим меру Vo =  hodx на До и продолжим 
ее нулем на Д\Д0. Mepbivn =  T nv0 отличны от нуля на Д„ и также

абсолютно непрерывны. Равенство v =  ^  vnопределяет искомую
nsS

меру (бесконечную).
Если Т  убывает, то рассмотрите Т 2 и воспользуйтесь утверж­

дением 2.5.
2.9. Пусть Т  имеет притягивающий га-цикл. Тогда отображе­

ние S =  Т п имеет притягивающую пеподвижную точку х*.  Пусть 
/ >  0 — плотность некоторой меры Ц- Покажем, что найдется 
такое множество А ,  что S - 1̂ )  гэЛ  и р . ( Л ) \Л) >  0. Эти 
соотношения противоречат либо инвариантности относительно S,

Если S ' ( x * )  > 0 ,  то S  монотонно возрастает в некоторой 
окрестности х* ,  и тогда найдутся такие точки с и d, что 
х *  е  (с; d)  и А  —  (с;  d)  удовлетворяет упомянутому выше усло­
вию. Если S ' ( x * )  <  0, то заменим S  на S2. Если S ' ( x * )  =  0, то при

I
| ж _ ж *| < е  (в достаточно мало) | S  ( х )  —• S  ( х * )  \ <  у  | х  — х *  |,

откуда следует существование искомого множества А.
Отсутствие меры с требуемыми свойствами у  отображения Т  

следует из задачи 2.7.
2.10. а) Пусть сначала а >  0. Отображение На, рассматри­

ваемое на каждой полупрямой ( _  оо; 0) и (0; +  оо) в отдель­

ности, топологически сопряжено со сдвигом х  i-> х  In а на R 
(сопрягающий гомеоморфизм h ( t )  — — е* в первом случае 
и А (г) =  е ‘ во втором). Проверьте, что образом меры Лебега отно­
сительно h служит мера на R \ {0 }, задаваемая плотностью 
/(х) =1/|ж|, и что эта мера инвариантна относительно всех Н а.

б) Докажем, что в этом случае искомой меры ¡х не сущест­
вует. Поскольку и должна быть, в частности, инвариантной отно­
сительно сдвигов, ее значения на промежутках должны быть 
пропорциональны длине, т. е. ¡д. =  к% ( к  >  0). Но такая мера, 
очевидно, пе инвариантна относительно гомотетий (случаи 
к —  0 или к =  оо приводят к тривиальным мерам).

2.11. Воспользовавшись топологической сопряженностью этих 
преобразований с подходящими преобразованиями из задачи 2.10, 
проверьте, что в случае а) инвариантная мера имеет вид

___— ___ а в случае б) нетривиальной инвариантной меры пет.
х  | In х\ ’

2.12. а) Пусть 4 c= R n, ц (А )  —  0. Тогда и Хп ( А ) ,  Ь п {А +  у ) ,

+  у)  ( j e  Rn) равны нулю.
I либо конечности меры Ц.



б) Квазиинвариантность ¡i означает существование такой функ­

ции / на R " X К” , что для всех j e l R "  и X  cz R™

И- (У +  Л) —  f  / (г; у)  ¿Ц (* ) (1)
А

и f ( x ;  у )  >  0 при почти всех х, у. Достаточно проверить рав­
носильность равенств |х(Л) •= 0 и -?.П(Л ) =  0 лишь для ограни­
ченных множеств. Проиптегрируем равенство (1) по такому 
множеству Y,  что Xn ( Y )  > 0 .  Пусть %Е обозначает характеристи­
ческую функцию множества Е. С одной стороны,

I  =  J ц (у +  Л) dy =  f  dy j  t A {x —  У) dp ( x )  =

Y  Y  Rn

=  f  dy f  %y (У) %A  —  У') ^  M  =  I  dt 1 f -Y ( x  —  * a  ( * №  (*) =
¿П Rn Rn В?П

~  i  ^  i  Xy ( x ~ ' i) (*)• 
A Rn

С другой стороны,

Г |Х (у +  A)  dy =  \ d y [  f{x-, у) d\y (х)  =  j  dy, ( x )  j  / (ж; у) dy.

Y  Y  A  A Y

Приравнивая правые части этих равенств, заключаем, что из 
Х „(А ) = 0  следует, что I  =  0, а тогда, так как /(*; у)  >  0 и 
ЯП(У ) >  0, получаем, что и ц (Л ) = 0.

По теореме Радона — Никодима мера |х задается некоторой 
плотностью g. Покажем, что множество е =  {.г \g (x )  =  0} имеет 
нулевую меру Лебега. Допуская противное, рассмотрим семей­
ство трансляций е хи множества е с помощью векторов хк, 

образующих счетное плотное подмножество в R” . Множество 

С  = (R "\  U ( е + имеет нулевую меру Лебега (см. задачу

V II I .1.23), а тогда и ¡х(С) = 0 .  Но также и |х(е +  жл) = [ г ( е) =* °> 

т. е. |х (lRn) =  0. Противоречие.
2.13. а) Если / ^  0, то

А  >-* v { A )  =  f  (х )  dx { A  cz X )

т - Ц а )

— абсолютно непрерывная мера па X , и существование /* выте­
кает из теоремы Радопа — Никодима. Если / произвольна, то ее 
можно разложить в разность неотрицательных функций.



б) Пусть /5= 0. и  и V —  такие окрестности точек х  и 
у =  Т ( х ) ,  что и  =  Т - ' { ¥ ) .  Тогда

[ / ( * ) Л г =  Г Ш « &  =  | ( *) ! <?*.
и  V  и

Применяя «дифференцированно по области», т. е. деля обе части 
на %п { и )  и переходя к пределу при условии, что окрестность I I  

стягивается в точку х, получим требуемое.
в) Доказывается аналогично,
г) Проверьте равенство (1) для множеств А  =  [0; а ] ,

0 ;£ а ==£ 1.
2.14. а)

I  Ш 1 х ~
д* Т- \ А  г)

=  V  С̂ ( ^ П Г~ Х(А<))
~  Я ( АЛ  ’1< ;< п  ' '

откуда

П Г  ^ г ) )  == пХ ^д п Т - 1  (Д ) ) .
^  Х(Д{) 4 3 у ”

в) Заметим, что если И =  яс, то

2  йг =  2  2  =  2 ^ 2  ^  =  2  сз- 
г г з з г j

Поэтому преобразования

в м -лв  и в »  =  — 2  п киm  — —
0 </?<тп

отображают компактпое множество

^  и4= С )  ( С >  0)
<г-йп |

в себя. Следовательно (для фиксированного в е К " + , и ^ 0^ ’ т°) 
следовательность { 1>(т >} обладает предельной точкой у =  11' т  у (Шг 

Поскольку я непрерывно,

1 • ( Щ )  1 •  ̂ ь=  1ш  Я ^   ̂=  11т  —— Я и =—  - “ “ т ,  , 

lim  ( v +  J -  ( я щ и —  и ))  =  lim  г/™“) =  v =  ( vх; ¡>2; ...; vn) .
i \ m i I  *

26 б . M. Макаров и др.



Из теоремы О. Перрона следует, что если р ц  >  0 при всех 
г, /, то такая предельная точка единственна, не зависит от 
и е  К,  а также что Vi >  0  при всех г. Ф. Фробениус распростра­
нил этот результат на некоторые неотрицательные матрицы 
(см., например, книгу Ф. Р. Гантмахера «Теория матриц»),

2.15. а) Неподвижную точку дискретного оператора Перро­
н а — Фробениуса (см. задачу 2.14), т. е. собственный вектор v 

матрицы я, отвечающий собственному числу единица, легко 
отыскать (при четном п )  алгебраическим путем. При этом ока­
зывается, что Vk =  0 при к sc; га/2, ' vh =  v3 при к >  п/2.

К ' - n - h

Это подсказывает ответ: если Р ]  =  f  ( Р  — оператор Перрона — 
Фробениуса, см. задачу 2.13), то j ( x )  —  0 при х  <  1/2, f ( x )  =  

=-/(3/2 — х )  при х >  1/2. Для его проверки напишем равенство

Следовательно, ¡ ( у )  =  0 почти всюду на [0; 1/2]. Из этого 
моментально следует, что 1 ( у ) = Р { ( у ) = } ( 3 / 2  —  у)  при у >  1/2.

б) дискретный оператор Перрона — Фробениуса при п =  3 за­
писывается матрицей

(см. задачу 2.14.а )). Вектор г; = (1/5 ; 2/5; 2/5) удовлетворяет 
равенству л и  =  и. Положите / (х ) =  1/5 при х  <  1/3, /(г) =  2/5 
при х  >  1/3 и убедитесь, что мера £?|х =  f d x  инвариантна относи­
тельно Т.

в) Преобразование Т  не имеет абсолютно непрерывной ин­
вариантной меры, потому что у него есть притягивающая не­
подвижная точка (см. задачу 2.9). Неподвижные точки с е к "  для 
оператора л  имеют вид =  с, Уи == 0 при к >  1. Соответствующие

при у >  1/2

при у <  1/2,

(см. задачу 2.13.в)), откуда

2— (п+1)

/ (2) dz, п
о о о

что возможно лишь при

2—(п+ 1)



им моры па отрезке задаются плотпостямп f v ( x )  =  п  при х  1/и, 
f v ( x )  =  0 при х  >  1/«. Если — мера, задаваемая такой плот­
ностью, то очевидно, ц „ (4 )- * 0 ,  если А  =  (е; 1), е >  0, и 
М [0 ;  1)) = 1 .  Это позволяет считать предельной меру, сосредо­
точенную в точке 0 (она инвариантна относительно Т,  но не 
задается никакой плотностью).

2.16. Пусть /— функция на Q, удовлетворяющая условию 
P } = f  (задача 2.13.6), д )). Обозначив /(0; 1) через С  и записывая 
уравнение P f  =  / для отображений z ~  yz (у >  0), получим, что 
7(0; у)  =  С/у2. Применение такого же приема к отображениям 
г »- »г -  ¡ - х  (xs=[R) приводит к равенству /(х ;  у )  =  /(( ) ;  у )  = С / у - .  

Остается заметить, что произвольный автоморфизм Т  есть супер­
позиция автоморфизмов рассмотренного вида, и поэтому P f  = i  
для всех Т.

2.17. Благодаря результатам 2.13.6), д) плотность f L моры 
Мl  должна удовлетворять соотношению

1
f L  (ах; a'J +  b ) = - ^ r  f L  (х; у) .  ( 1)

Полаг®я х  =  !. У =  0, А  =  /l(1; 0), отсюда получаем: /¿(а; Ь) =
— А/а для любых (а; 6) е= р. Очевидно, что такая функция удов­
летворяет уравнению ( 1). Аналогично из уравнения

1
/д ( а х\ Ьх -)- у) =  —  f R (х ; у) 

находится плотность /д меры ¡хй.

2.18. Пусть /— плотность инвариантной меры для Т. Рас­
смотрите функцию

A(x) =  a +  ( ü - a ) ^ j / ( / ) ¿ ¡ j  j / ( < ) d í

и проверьте, что отображение S  =  h = Т  . ft-- обладает требуемым 
свойством.

2.19. Достаточно ограничиться случаем, когда о е [ 0; 1) 
(см. 1.42.д)). Пусть р, конечная мера на S \  которую сохра­
няет Т  (она существует по теореме Боголюбова -  Крылова).

ожно считать, что [ г (5 ' )= 1 .  Отождествляя ¿-1 с промежутком 
L ; Рассмотрим функцию А (ж) =  ц ([0 ; * ] ) .  Утвержде­
ние 1.42.В) гарантирует, что Т  не имеет периодических точек. 
Следовательно, траектория каждой точки бесконечна, а тогда 
мера каждой точки равна нулю и функция А непрерывна, 
А(0) — 0, h ( x ) -> -1 при г -+ 1 . Пусть р =  ц ([0 ; Г (0 ) ] ) .  Тогда 

f i ( T ( x ) )  =  ц ([0 ; Т ( х ) ] )  =  (ц ( [0; Г (0 )]) +

+  Ц ([Г (0 ); Т ( х ) ] ) )  mod 1 =  (Р +  ц ([0 ; х ] ) )  m o d i =

'=  ( h ( x )  +  р) mod 1.



Отсюда видно, что Ä . Г  =  Г „ . Л, где Гр-поворот окружности

на угол р е  [0; 1).
Для доказательства того, что ß == а, рассмотрим какую-ни­

будь функцию /: R - * R ,  удовлетворяющую условиям: /(ж) = Т ( х )  

при ж е  [0; 1), /(ж +  1) =  / (х ) +  1 для всех ж е= R , и проверим,

/”
что l im — ~ — ß (см. 1.42.6), д )).

Пусть V  — мера на R ,  ограничение которой на каждый про­
межуток вида [fc; к +  1) ( i e Z )  получается из меры р, сдвигом 
на к. Тогда из инвариантности ц вытекает, что для n e Z

v ([/ n(0); / »+1(0) ] )  = v ( [ 0; / ( « ) ] )  =  Р-

Поэтому ß = Д  v ([О; /и (0)]), Но так как |v([0; ¡/]) -  у \<  1 Для 

всех уг

ß =  lim-^- v ([О; /" (0 ) ] )=  lw i — /" (0) =  а.

2.20. Если Т  не эргодично, то найдется такое инвариантное 

множество А ,  что |х(Л) > 0 ,  >  СЬ гДе Х\А. Гогда 
функция /, принимающая значение а на А  и Ъ ( ф а )  на А ,  
инвариантна и не постоянна. Напротив, если / — существенно 
непостоянная функция, то найдется такое число с, что мно-

жества —
А  =  {ж,еХ|/(ж) ^ с }  и А

имеют положительную меру. Если / к тому же инвариантна,

то А  и А  инвариантны, и Г не эргодично.
2.21. а) Воспользуемся предыдущей задачей и заметим, что 

для доказательства эргодичности достаточно проверять функции / 
из З ’Щ 0; 1 ]). Всякая такая функция, как известно, расклады­

вается в ряд Фурье:

/ ( * ) -  2  с пе2лЫх ( / « = / ( " ) ) ’ 
пей

причем, в силу теоремы единственности, последовательность
коэффициентов {¿ „ }neZ определяет функцию / однозначно (с

точностью до значений на множестве меры нуль). Функции
g (x ) = f { T ( x ) )  отвечает ряд Фурье

■V „ Лягап in ixn  
2 j  спе е 

пей

Если /(ж) = g ( ж) почти везде, то сп =  cne**ian при всех п e Z  
При иррациональном а отсюда следует, что с„ =  0 при п =^U, 
т. е. ряд Фурье для / сводится к константе. Теорема единствен-



ности утверждает, что тогда /(х) =  с0 почти везде, что влечет 
эргодичность. Если а  =  к / 1 ^ а ,  т,о отличными от нуля могут быть 
коэффициенты ст1 (т е  Ж), т. е. существуют непостоянные инч 
вариантные функции.

б) Рассуяодая как в а), возьмем функцию

/ ( * ) -  2  
пей

и из равепства

/ (* ) =  / (т (*)) ~  2

- „2лгпя

- a2m2nx 
спе

получим соотношения: с п =  с2п —  с^п = ... для всех « e Z .  Уело- 
вие f ^ 2 ’2( X )  или ^  | еп |2< 00 приводит к тому, что сп =  О

'MS 2
при п ф О ,  откуда, как в п. а), следует эргодичность Т.

в) — аналогично б), так как преобразование Т  можно трак­
товать как отображение х ^ п х  m odi промежутка [0; 1).

r )i Д)- Функции из i? 2(X ) «раскладываются» в двойной ряд 
Фурье

. . .  х 1 23Т1 п х 2 я in 1/ , .  2лг(п_,х+ппу)
f { x \ v ) ~  2 j сп п  * 1 е  ' =  2  СП » {  11 2 •

п п̂̂ Ж П̂ п̂ еж 1 2
Тогда

1 (т а  (*; у)) ~  2  < •««  ^ n ni +a^ 4 V i + V 2 ) y )  =
1

=  2  с e2m'(mi x+ "V ')_
»j.U jSZ П1” 2

Обозначим векторы (« i ;  в2) и (mi; m2) через п и т  соответ­
ственно. Тогда т = А * п ,  где А *  — матрица, полученная тран­
спонированием А.  Если / инвариантна, то сп =  =  с % 3 = . . . ,

и сходимость ряда 2  | cm f  приводит к тому, что если траек- 
n e i,2

тория {(/1*)*^ } вектора п бесконечна, то сп =  с ~  . . .  =  0.

Если собственные числа матрицы А  не являются корнями из 

единицы, то ( А * ) кп ф  п ни при каких t e N ,  гее  Z 2\ {0 }.  В та­
ком случае, как выше, /( х )  =  с0о почти всюду, т. е. Т л  эргодично. 
В противном случае найдутся число i s N  и такой вектор 

v  е  IR2, что ( A * ) kv =  V.  Поскольку матрица А *  составлена из 
целых чисел, то и вектор v, удовлетворяющий этому соотноше­
нию, можно считать целочисленным. За ненулевую инвариантную 
фунцию можно принять сумму экспонент, отвечающих векторам 
v, A * v , ..., (А * ) к~ ' р . Следовательно, Т А не эргодично.



2.22. Пусть траектория { Т т ( х ) }  точки х  пе плотна в X. Это 
означает, что существует такой открытый шар В  (с рациональ­
ными координатами центра и рациональным радиусом), что 

х  ф  и Т ~ т (В)  =  GB. Так как GB открыто, l n ( GB) >  0. Из эрго-
ш е^

дичности следует, что %п { X \ G B) =  0 (рассмотрите инвариантное 
множество П Т ' п (GB)  с  С Л  Поскольку шары с рациональными 

n e N  1
параметрами образуют счетное семейство { Вк} ,  объединение 
е =  U имеет нулевую меру. Всякая же точка, попадаю­

щая в Х \ е ,  имеет плотную траекторию.
2.23. Если S эргодичен, то но предыдущей задаче траектория 

почти всякой точки всюду плотна, а ото, в силу результата 
VII.4.5.a, влечет линейную независимость a i,..., о.п над Q по 
модулю ’ l. Достаточность этого условия доказывается с помощью 
рядов Фурье (модифицируйте решение задачи 2.21.а)).

2.24. Покажем, что преобразования Т  и S допускают одина­
ковое «символическое представление». Пусть D  — множество 
двоично-рациональных чисел в / = [ 0 ;  1], X  =  I \ D .  Поскольку 
?.(ü ) =  0, достаточно предъявить такое измеримое обратимое 
сохраняющее меру Лебега преобразование h. X  -*■ X , чго 

S  о h =  h e  Т.
Пусть 4 =  [0; V 2] №  А \ = [ г12, 1] (1 X- Определим последова­

тельно множества

4 =  ( 4 ^ ) -  * =  2- 3, ...

Докажите, что эти множества обладают следующими свойствами:

1) % п п • • • П 4 ”) =  2~" Для любых kl <  ** <  -
. . .  <  кп, ¿1, -1.., in е= { 0; 1}  (проверяется по индукции);

2) множество П А ,  состоит из одной точки для любой по- 
' ft=l ™

следовательности Ы ,  h  е  {0; 1}, причем каждая точка из X 
однозначно представима в виде такого пересечения.

Последнее свойство позволяет отождествить точки из А 
с двоичными последовательностями, причем ц\ ...) == W  ¡з! ■■■)■

Пусть х  =  0,Х\Х2... — двоичное разложение точки из X.  
Полагая к  =  х к, получим двоичную последовательность, опреде­
ляющую (с помощью 2 )) точку у < = Х .  Положим h ( x )  =  у- 
Очевидно, что Т ( х )  =  0,адг3. „  откуда следует равенство

^Остается убедиться, что h измеримо и сохраняет меру Лебе­
га (обратимость h очевидна). Это следует из того, что для



любого интервала вида

Дв1е2...еп =  |а:=: 2 ?  Xi = e i ’ =  Ей е { 0; 1},

выполняются равенство

А ( \ . . . е п П Х ) =  ^ 1П ^ , П . . . П ^ п

и свойства 1). Измеримость h следует из того, что для любого 
двоично-рационального отрезка А =  [/с/2п; (/е+1)/2п] ранга п 

его прообраз 7(_ 1(ДГ|Х) совпадает с А П X, где Д

=  [г/2"; ( 1 +  1)/2»].
2.25. а) Воспользуйтесь тем, что липейпой заменой Т превра­

щается в преобразование S из предыдущей задачи и, следова­
тельно, метрически сопряжено с отображением х -> 2х mod 1 ( i e  
е= [0; 1) ) ,  которое эргодично (см. задачу 2.21. 6)).

б) С помощью решения задачи 2.6.а), в котором устанав­

ливается метрическая сопряженность отображений х  >-* 1 — 2х

I, 2 1 ж |, сведите задачу к предыдущей.
в) С помощью задач 1.15.6) и 2.6.а) замените отображе­

ние Т п пилообразным отображением /„. Затем, модифицируя 
утверждение из задачи 2.24, замените /„ отображением 
х ^ п х  m od i ( i e [ 0; 1)>, эргодичность которого фактически до­

казана в 2.21. в).
2.26. Для всякого достаточно большого fc<=N множество 

д к _  {х  е  Х|/(ж) ^  1/к) имеет положительную меру. Рассмотри­

те множество В тех точек х  из Ан, для которых Т п (х )  ф. A h , п  е  N  
(невозвращающиеся точки). Проверьте, что

Т ~ т (В)  П В  =  Т ^ т + п ) (В)  П Т ~ п ( В )  =  0  при всех т, п  <= N .

Конечность меры множества X  приводит к тому, что ц (# )  =  О, 
из чего следует, что почти всякая точка х е  А  возвращается 
в него бесконечное число раз, т. е. / (Г » (* ) )  ^  №  для бесконеч­

ного множества номеров, и 2  / ( х ) )  — +  00 •
Чтобы завершить доказательство, исчерпание X  множества­

ми Ah-
2.27. Примените оргоднческую теорему к характеристической 

функции множества А.
2.28. Пусть В  а Х  — такое множество, что \ i i ( B )  Ф  \i2( B ) , 

у в _  его характеристическая функция. По эргодическоы теореме 

для i =  1,2

ф (х)  =  lirn 4  2  Хв ^  ^  =  ^  (В)
0 « f e < n



для всех х  из множества А для которого ¡х ,- (Л ()= 1 . По­
скольку A\[\A<¿ =  0 ,  отсюда следует доказываемое утверждение.

2.29. а) Пусть сначала выполняется условие /(0) =  /(1). 
Тогда можно предстаглять себе / заданной на окружности, где 
она будет равномерно непрерывна. Для произвольного е >  0 су­
ществует такое б >  0, что если | ( х  — х ' )  mod 11 <  S, то

\(sh (х )  — S h ( x ’) ) m o ä  1 1 < б  и I f ( S h (х)) —  f  ( s k (х')) I < e ( í e N ) .

Пусть o( t (х ) =  х '  ~  такая точка, в которой,
0< h e n

кроме того, выполняется равенство (1). Тогда \ ап ( х )  — ап ( х ' )  | <  в 
при всех п, откуда следует, что

i 1
I / (х)  dx — 8 <  lim  (£) <  lim  (х) <  | / (х)  dx +  е.

о ó

Ввиду произвольности 8 отсюда вытекает равенство (1) для 
точки х. Если /(0) то можно подобрать такие функции
8, А е = С ([0; 1] ) ,  что

i

g ( 0 ) = e  (1). h (°) — h (* ) ' s <  / <  Ä П I (h {х ) — 8 (х ) )  dx <  е. 
ó

После этого остается воспользоваться неравенствами

0n W  <  °п (ж) <  ап (*)> ° п  (х ) -  <  (х ) <  8 (х  е  [°: !])■

Для доказательства б) замените в этом рассуждепии функ­
цию / функцией %д.

Доказательство утверждения а) без использования эргодиче- 
ской теоремы см. в задаче 1.3.9.

2.30. Пусть Т ( х )  — 2 zm od l. Для тех х  е  [0; 1), которые не 
являются двоично-рациональными числами (как всегда, мы при 
рассмотрении вопросов, связанных с мерой, пренебрегаем мно­
жеством меры нуль), равенство хн =  1 означает, что T h( x )  е .  

<=; [1/2; 1). Так как Т  эргодично (задача 2.21.6)), то по эргодиче- 
ской теореме искомый предел для почти всех х  равняется 1/2 
(задача 2.27). Точно так же доказывается, что для р-ичной систе­
мы счисления соответствующая частота равна i  [р. Отсюда сразу 
выводится следующий факт: множество тех х, для которых при лю­
бом р все цифры в /1-и'шой записи числа х  встречаются одинаково 
часто (такие числа называются нормальными) ,  имеет меру 
единица.

2.31. Если А инвариантно, то Т ~ п ( А )  (] А =  А при всех в е М  
и соотношение ( * )  приводит к равенству |г(Л) =  (|х(Л ))2, т. е. 
р . ( А )  равно нулю или единице.



2.32. Пусть х  —  ^  U ~ 2 , V k  ( x k> Ун <= (0; 1}) ~  двоичные 

разложения чисел х  и у из [0; 1). Если Т ( х )  =  у, то yh =  я:ft+1 
( f c e N ) .  Докажем сначала соотношение ( * )  из предыдущей 
задачи для множеств вида

А £1...ет  =  { , е  [0 ! 1) I r k ’ " ' }  ( e ft s  {0; 1 })

(назовем их цилиндрами) .  Если А  =  Д_ „ , В  —  Д , то
Er --em ПГ --'П3,

(при п >  т )

Л П Т  п ( В )  =  {z|xi =  8], . . Zm =  е„„ Хи+1 =  rji, . . ., Xn-f-p =  lip }.

Вычисляя меры этих множеств, получим

Л ( Л )  =  1/2“ , Я ( Д )  =  1/2р , ^ ( Л П Г - " ( й ) )  =  1/2” 1+ р ,

и, следовательно, соотношение (-*) выполняется. Почти так же 
оно проверяется для множеств А  и В,  представимых в виде конеч­
ных объединении цилиндров (в частности, для всех промежутков 
с двоично-рациональными концами). Всякое измеримое множест­
во А  можно аппроксимировать с любой точностью е множеством 
А ' ,  представимым в таком виде (это означает, что Я (Л \ Л ')  +  

+  Х ( Л '\ Л ) < е ) .  Будем в этом случае писать А =  А ' .  Если

В = В ' ,  то п Т ~ п (В)  = т ~ п ( В ' ) ,  А  П Т ~ п (В)  =  Л ' Л Т ~ п ( В ' ) .  Отсю­
да следует, что Jim [ Л (Л П Т - " ( В ) )  — Х ( А ) Х ( В )  | <  2е. Посколь­
ку е произвольно, соотношение ( * )  задачи 2.31 доказано.

2.33. а) Доказательство такое же, как в случае меры Лебега 
(см. предыдущую задачу).

б) Проверьте совпадение мер на промежутках вида 
[/,■/2"; ( к  +  1)/2"].

в), г). Воспользуйтесь эргодичностью (см. задачу 2.31) и 
утверждением 2.28.

2.о4. Пусть первая цифра числа 2к равна р. Ото означает, 
что для некоторого m e  N справедливо неравенство

m +  lg р sg к lg 2 <  m +  lg (p + 1). ( 1)

Рассмотрите преооразоватше S ( x )  =  ( x  -f- a ) mod 1 на промежутке 
¡[0; 1) с a  =  lg 2. Соотношение ( 1) означает, что S * (0) s  
s  [lgp ; lg  (/' +  ! ) )•  Ввиду иррациональности a, искомый предел 
равен lg (1 4- i f p )  (см. 2.21,а, 2.29.6).

2.35. а) Рассмотрим множества Ди а =  j i e  (0; 1] | aL (х )  =

=  ai> • ■ ■■> ап ( х ) =  ап}> которые являются промежутками моно­
тонности отображения Г". Пусть г|з =  г|;о ^ — функция, опре­

деленная на [0; 1), являющаяся обратной к ограничению Т п



на j  — д а Пользуясь явным выражением для i]>: 
2 п

*(■>=------------Ц — = pf V S ^ ’ , s ,0 ; , )
1 « 2+ .

1
+

(мы опускаем элементарные выкладки), можно вычислить дли­

ну  А:

_______1

Я (А ) ~  Чп (Чп +  ?n+l)*

Если Л =  [а; ß) cz [0; 1], то

X { Т ~ п ( А )  ПА) -== *  (Р) -  г1’ ( « )  =  (Р -  « )  {ЦпЛ а<?„ _ 1)1(г/п +  Р7„ _ 1)-

Поскольку дробь в правой части заключена в пределах между
1

- j  Я (А) и 21 (А ), мы приходим к неравенству

j  Х ( А )  X (А) <  X ( Т ~ п (А)  П А) <  2Х (Л) X (А)

для произвольного промежутка А с  [0; 1), а следовательно, и для 
произвольного измеримого множества А.  Если заменить X на меру 
Гаусса ц> плотность которой заключена между 1/(2 In 2) и 1/1п 2, 
то, заменив константу 2 на С =  4/1п 2, мы можем написать нера­
венство

н (Л) н (А) <  н ( Т ~ п ( А )  П А) <  Си (Л) Ц (А ). (1)

Так как значение меры любого промежутка можно восстановить
по ее значениям на всевозможных промежутках вида Да а

1 ’*‘ П

(это следует из того, что Я ^Да ^  ^_П+1) ,  то в неравен­
стве (1) мы можем Д заменить произвольным множеством. Пусть 
теперь Л — инвариантное множество, а место А взято множество
_  1 -  -  
А  =  (0; 1] \ А. Тогда - ¿ г  (-1 (Л ) |i (А)  <  Ц (Л П Л) =  о, откуда сле­

дует, что (х (Л ) = 0  или Ц (Л ) = 0.
61) Примените утверждение 2.27.

62) Поскольку ^  ah =  ^  а1 ( тк (*))> эргоди-
0 « f t < n  о < h < n

ческую теорему следует применить к функции f ( x ) = a i ( x ) .  

410



Однако эта функция не суммируема, так как / (x )= fc  при 
х  е  (l/(fc +  1); 1 /к). Поэтому заменим / меньшей функцией 
/¡v == min (/; N ) ,  для которой

1

И т 7Г 2
0< к < п  0

Полученное выражение неограниченно возрастает при N - > - 0о, и, 
значит, интересующий нас предел также бесконечен.

63) Примените эргодиче^кую теорему к функциям /(ж) =  
=  1п Й1( х ) .

64) Проверьте сначала равенство р п ( х )  =  дп- х ( Т ( х ) ) ,  из ко­
торого вытекает, что

Р п (х )  р п_ г ( Т  (х) )  р 1 ( Т п 1 ( х ) ) 1
Яп ( х ) ' ( Т  (х) )  ( r n - l  (a.j) ?п (г) -

и, следовательпо,

(х )) '1
' 7Г 1п ('* > -4  2  ■ »(

О <fe<n \ (X) )  ) '

Если положить /(ж) =1 п я , то последнее выражение будет отли­

чаться от суммы — 2  / ( ! * ( * ) )  на величину

Рп_ ь (Г ь (х))\

0«fe<n

СТ»  =  1Г 2  ( 1п (Г* (* ))
0 < к < п  \

In
( х ) )  ’

которая стремится к пулю, потому что для всех г е  (0; 1)

In
Рк/Чк Рк/9к

■I
' Р к

Рк 

' Як

.Чк 1

" Р к  W h + i  РкЯк+

(последнее неравенство доказывается по индукции, для чего по­
лезно выписать рекуррентные соотношения, связывающие р п и  

с Р п - ь Я п - ь Р п - 2 , Я п - 2 - Всевозможные сведения о цепных дробях 
можно почерпнуть в книге А. Я. Хинчина «Цепные дроби»). 

Наконец,

0 < к < п

I m  я"
Т + х  ^  =  ~ Ш п З -



/

ОТВЕТЫ

Г л а в а  I

1.6. Да. 1.7. Да. 1.8. Да. 1.14. ÍV < 1 1 а 2. 1.20. а) {0, 1, 1/2, 
1/3 б), в) К; г ) [ - 1 ;  1]. 1.25. Да. 1.28. б) [0; 2], [ - 1 ;  1].
1.29. Нет. 1.30. Например, множество вершин правильных га-угольни-

ков, вписанных в окружности радиусов 1 — — с центром в фикси­

рованной точке. На прямой — множество середин интервалов, до­
полнительных к канторову множеству.

2.10. Тогда и только тогда, когда { ah } h = i  — арифмети­
ческая прогрессия. 2.15. в) =>б). 2.18. е) Нет. 2.19. в) При р <  0 
знак неравенства следует изменить; г) при р е  (— 1; 0) неравен­
ство выполнено при всех ж е  (0; 1).

если х  —  plq  — несократимая дробь; б) — г) [0; 1]. 3.8. Да. 

Г л а в а  II

____1.1. 1/2. 1.2. sup х п =  lim хп =  Ул/2; inf х п =  ж2 =  У1/2;
ГпГгл =  f 2 ¡ ñ .  1.3. а ), б) 2. 1.4. 1.5. еа+ ' / ( е - 1 ) .
1.6. а) е/(е — 1) ; б) 5, <  S2 <  ... <  Se >  S7 >  Ss >  ...; в) S6 =  
=  2,002...; S n <  2 при п ф  6. 1.7. 4e_1. 1.8. —p In p — (1 — p)  X

1
X ln  (1 — p ) ,  ссли p <s (0; 1); 0, гели p =  0 или p =  1. 1.9. a )y ln 2 ;

1
б) я/8; в) y in  5; г) я In 2; д) я. 1.10. а) 0; б) 2я; в) +оо; г) 0.

1.12. б) С2 =  я2/4.
3.2. а) е_ 1(ж0 +  (е — l ) x ¡ ) ;  б) е-1/2((Уе — 1)ж0 +  х { ) .  3.3. а) х п ~  

~  п2.п~ 1(х\ — 1 +  2 In 2) при х\ Ф  1 — 2 In 2; б) ж„ -> 1  при x¡  =  

=  1 -2  In 2.

Г л а в а  I I I

1.1. а), д) Пустое мпожество; б) мпожество всех функций;
в ), г) множество постоянных функций; е) множество функций,

3.6. а) [—1; 1]; б) R; в) — д) [ - 1 ;  1]. 3.7. а)



\

3.19. a s £ l o g 3 2.

4.1 . Hex . 4 . 2 .  < Г 1 ( 0 = Г Т 7 + *  I T ? '  4 A  Д&' 4 Л  B) ^

ограниченных на каждом конечном промежутке; ж) множество 
функций, равномерно непрерывных на R; в) множество функ­
ций, ограниченных на R; и) множество неубьпвающи* функ- 
ций, равномерно непрерывных на R. 1.2. Нет. 1.л. Да. 1.Ь. о )  нет.
17 Да 112 Утверждение верно для сепарабельного и неверно для 
«есепараЛельпого „ростр.нс,..- 1.14. » )  Нет; б) д.. 1.23. Функция 

г и п а  -4— Д а »  0
2 3 Пет. 2.5. Для конечного семейства функции верно, для

счетного — нет. , 9
3.9. а) -*=>• б), из в) не следует а). 3.12. Да, g  (0) — 2/я. 3.18. 2.

1 - t 2 . 2i
1 +  i2 +  1 1 +  t

пример, 1 =  2/9; т| =  1/3.
5.1 а) Постоянные; б) / ( * ) = g ( l n x ) ,  где .-п р ои зв ольн а я

непрерывная на R функция, имеющая период Ы . 2. 5.3 / х ) _
=  i l n x  54. f ( x ) = A x  Inx при xe=R , х ф  0, /(0) = U .
5.5. / (*) = 0  или / ( ! ) = * •  5.6. /(ж) = 0, / ( * ) = *  и, кроме того,
4( х \ = _а ; если Я  — нечетное число. 5.10. } ( х )  =  A  In ж +  ft (In ж), 
где ft -  произвольная непрерывная на R функция с перио­
дом Г =  1п(в/Ь), A = * T - * U ( a ) - № ) .  5.11. а) Ф (1 )= 0 ,  Ф(х ) =
=  (In X) Я (In |Inx|) при 0 <  X <  1, где I I  -  произвольная непре­
рывная на R функция, имеющая период In 2; б) J (х ) — и, 

П х \ =  !  / (*) =  xe“ (lnl 1ПЖ|) при 0 <  х <  1, где со -  непре­
рывная на R функция, имеющая период In 2 и удовлетворяю­

щая условию to ( { +  h )  -  м (i) >  - h  при t, h е  R, ft >  0. 512 На^ 
пример, /(х) =  (signx)|x|llnl*» при х ^  0, /(0) = 0 .  5.13. /(*) -  - 

или /(z) =  2 при 1Z| =  1, /(0) =  0,

, ,еи(1п | In [z! I) i(in |z|) H(In I In |zl \)s ( — ^
/ (* )==  I г 1 -e U 2 !/

при 0 <  |z| <  1, где to, //— непрерывные вещественные функция

с периодом In 2, со (i -t- ft) — м (i) >  h  при t, f t e R ,  f t > 0 .
5.15. /(x; у)  =  a ( x 2 +  i x y  -by2) +  Ъ{ х +  у )  +  с, где a, 6, с -  про­
извольные вещественные числа. 5.16. Если { Ф  const, то функ­
ция g  существует тогда и только тогда, когда / строго монотон­
ная или / четная, строго монотонная на [0; +оо ).

В ответах к задачам 5.17, 5.18 буква ср обозначает характер.

5.17. а) ф (п)  =  С  (п е  Z), где б) Ф { к \ 1 ) =

((А; П )е 2 2), где ^  ?2 е  51; в) <р (и) =  С  ( п  г  Zm), где £ -  корень

m-й степени пз единицы. 5.18. а) ф (х) —  el tx  ( x s R ) ,  где i e  R ; 
fl) ф _  е*(х,г)5 где (,т, «) _  скалярное произведение векторов х ,  t 

в К"! в) ф (х; п)  =  еш £п (х e R , » e Z ) ,  где t «= R, £ е  51; г) ф (г )=  
_  еш  Re г-н  im *)(z e C ) i где s e  (R; g) cp (Q =  £” (£ е У ) , г д е п е



е= 1 ;  е) ф ( х )  =  еи Ы х  ( х  >  0), где ¡ е К ;  ж) ф (г) =  еШ п М  (г/Ы)"

(г е С ) ’ Где г е (К ’ " е 2 - 5-19- Произвольный непрерывный гомо- 
морфизм ф определяется равенствами а) ф ( х )  =  ах; б) ф Ы  =  еах‘
в) Ф (х )  ~  а 1п ж; г) ф(ж) =  *<*; д) ф (*) =  е1ах; е) ф (г) =  | * \ает а & х  

Х(г/|г|) , где а, Ъ — произвольные вещественные числа, п е  1.  

Г л а в а  IV

1.1. Сходится. 1.2. а) — в) Расходится. 1.4. а) р > 0 ;  б) р >  1/2;
в) Р  >  2. 1.5. а) Сходится; б) — г) расходится. 1.7. а) б) д) ж) 
Расходится; в), г ), е ), з) сходится. 1 1 1

2.5. Для немонотонных последовательностей утверждение не-

9? 9Н°\  2тт6’ Э) ДЭ;„  б) НеТ' 2-9' Ие всегДа- 2.10. Не всегда.
. . г )  е всегда. 2.14. При а =  +  оо возможна как сходимость 

так и расходимость. 2.18. Да. 2.19. От монотонности отказаться

нельзя. 2.20. б) Ряд 2  К ап может сходиться, но если Яп I +  оо 
то он расходится. 2.21. б) Верно. ’

3.1. Да. Положительную последовательность подобрать нельзя
3.2. Да. 3.4. Обратное утверждение верно, если я„|0. От моно­
тонности отказаться нельзя.

3 . з
4.1. (1 - а т ) .  4.2. соэ х —  сое3 х.  4.3. 1/г. 4.4.

( 4 -  н -  ' 4'5‘ Ы т ■ 4-6, i • 4•7• 1 - V .  4.8. ( Т - ^ ) ш 2 .о

4.9. Y +  In 2. 4.10. 4.11. |  ( 1 - ] п Л ).

5.1. 2у <  х \  д >  2р. 5.2, 5.3. Да. 5.4. Ряд сходится неравно­
мерно. 5.9. От условия ап < ° °  отказаться нельзя.

6.3. Например, Е  =  { ~ ^ ( e k/k\) | efe =  0 или 1), 5 П =  2 т \  6.6. Пре­

делы равны 2/л и l/2;L „ ~ | ln n ,  Гп ~ 21пи. 6.8. а) ( я _ х )/2 

при 0 <  ж <  2я; 6) y c o s |  In tg f -  - - J sin f -  При 0 < * <

< 2я; в) - х /2 при | *| < я ;  г) -J s i n I n  tg -J +  ^  c o s - f
при 0 <  х  <  2я.

Г л а в а  V

1.1. Интеграл сходится. 1.2, Интеграл сходится при р >  2.
1.3. Интеграл сходится в следующих трех случаях: q < _1 г и в
произвольны; 9> - 1, г 1, 1 +  q <  р;  9 > _ 1, ’ , - > 1,
 ̂ Q ^  Pi?'  1*4. Интеграл сходится в следующих трех случаях:

Ч <  — г и р произвольны; ? > _ 1, г « £ 0, р >  0; g >  _ 1, 
г >  0, 1 +  g <  /)/г. 1.5. Интеграл сходится, если q >  l ’
Р ¡g Q или ? >  1 +  р с Q. 1,6, Интеграл сходится при’



д <  _ 1 ,  р >  0. 1.7. Интеграл сходится при р <  1, д >  1. 1.8. Ин­
теграл сходится, если р <  — 1, или д >  0, 2( р + 1) < д .
1.9.— 1.11. Интегралы сходятся. 1.12. а), б) Нет. 1.13. При любом

т

е >  0. 1.14. а) /(0)1п (6/а); б) (0) - ^ Ь » ;

в) (/(0) _;г)1п(Ь/я). 1.16. 0. 1.17. — у  1п 2. 1.18. _ я 2/6.1.19.- я 2/12.

1.20. я2/6. 1.21. я/2 — агс 1# а. 1.22. я/2. 1.23. я/4. 1.24.0. 1.25. я ( | а [ +  
+  | Ь | _| а + Ь | ) .  1.26. _■*. 1.27. ^2+ -я 2/6. 1.28.

1.29. ( 7 - 7 )  V- 1-30- ( 7 ~ 7 ) ' ' ’ - 131.1п 4.1.32. — |-1п22. 1.33. ул . 

1.34.3/4; - ~ 8— ■ У я ;  1/2; ("[/2 -  1) ] /  у ;  1п 2; 2(У2~— 1)я.

1.35. |я. 1.36. 1.37. а), б) Уя/2. 1.38. 1п я/У0.

2.1. 21п 2. 2.2. а) и / (ге+ 1); б) 1/ (г е + 1) ; в )  п\ е ~ п. 2.3. ( 2я )п/2.

2.4. а) 2У2я(а2+  ¿2); б) 2<Р+1>/2 (2я)(п- 1)/2 Г 2' 5' 2я "

2л
—  "з" IIх II2 ПРИ 11^11^1, 4я/(3|Ы1) при ||х|| ^  1. 2.6. я2(с111 — 1).

2.7. л 2((М  Л )_1/2. 2.8. г е  1п1 (Л ); Я  (г) =  8я ( г 2- г 2 -  г2- ? 2) ~ а 
при 4 == (¿1; ¿з! ¿4) е  Ш  (Л ). 2.9. М  =  (й — а )/3, Р  =  4/9.

2.10. 1/2. 2.11. а) Р 1(я) >  1/2 при любом я, Р  (а) — > 1; б) 1/2.
а-> оо

4
2.12. я/4. 2.13. а ) — Д; б) 5 я/6. 2.14. 'Р (ж, у ) =  я (х 2 +  г/2 -  1)

при х 2 +  г/2 ^  1 и (ж; у)  =  я 1п (ж2 +  у2) при х 2 +  у2 ^  1.
1 1

2.17. (п\а{а2 . . .  а „ ) ~ К  2.19. ]  ]  [/"х 2 (х < У) +  {*', 2/)) йх с!у.

о о

Г л а в а  VI

1.2. а) а 1 11п (1 — г) |; б) 2 11 1п (1 — г) I; в) у  (1 — г)- 1 .

1 е~~  : п) Л“е ~ л . 1./*. яЬ

б) ¿ в А; п) ~\/пАеА!/к\ г) А  1пр А.  1.5. а) (2 я «2) -1 ; б) (— 1)п р / ( п п ) р + 1 ;

_  1 Л1-р 1п А
в) (— 1)п (ял) Р. 1.10. а) п р п р < 1, — при р  =  1;

2 1п А  2 А 1* ?  2 2 А г ~ Р
б> я Т  +  ̂  В) Л ^ П р И К 1 ' ^  1п Л при р =  1; г) — р ~ 1 -

1.'16. а), б) (е 11п е | ) -1 .

1.3. а) Л/1п А; б) Л ; в) — А; г) т ^ е  л  ; д) А ае А . 1.4. а) ■— 1п А;



/

2.1. }  (0) .  2.3. у  \ | е - г2Л . 2.5. а), б) Г 1̂ +

*) Г ( Ч ^ )  ( 4 ) СР+1)/2. 2.9. а) ] / | ; б )  ^ / ^ в )  | / | ^ 2;

г) Г (2 -  р) А Р ~ 2; д) |  У ^ ;  о) А ~ 2; ж) где хр=

_р1/(1-р ), _  у 2 Яжр/(р— 1); з) Л-1 . 2.10. а) (а + 1 )"+ 1/2У л/2 ;

б) У З Д {2^); в) у | / "£ (1  +  ( _  1) »  У 2). 2.11. а) У 2^ ;
00

б ) Л р/(р1пЛ); в) СрЛА , где Ср =  |  ехР~ х с1х.

о

3.11. а) я/(2г); б) УгГг,/2. 3.27. а), в) Г 1̂ + у )  (1 -  0 -1/р;

б) ] ^ Г = Г Т  ^  ехр ( ( 1 — ^ (о ).  где 5 ( 0 = И  1п г I )1/(1-р] ^ 0

—  (р(1 —  г ) )1/(1—р ); г ) 11п (1 —  /) |/]ц а\ д ), е) 11п (1 —  г) |/ 

/1п 11п(1- ¿) 1- 3.28. а) Г (1 +  р)/(1 -  г)!+Р; б) 11п (1 -  г) |р/(1 -  г).

3.29. а) 1и2/(1 — /); б) л 2/(12 (1 — г)2); в) 1/2(1 — г);

г) ] 1п (1 — г) |/1пв; д) 11п (1 — г) |/(1 — г); е), ж) я2/(б (1 — г)2); 

з) 11ц (1 -  г) 1/(1 -  г)2; п) -  (1п 2)/(1 -  г); к) -  1/2 (1 -  г); 

л ) — л 2/12 (1— г)2; М) -  1п 2/(1 — Г)2. 3.30. а) л/4 (1 -  г); 

б) ^ 2 (1 -  О - 1; в) ^  (1 -  о - 2; Г) 4  -|1п1(1 7 г )| ; Д) ^  (1 -  о - 2.

3.31. а) 11п (1 -  г) 1/(1 -  г); б) |  (1 -  г)-2 .
3 ^  ̂ ^

4.3. а) у =  х —  12 +  7 13+  б) у =  н -  — —  — (ж—1)3+
5 .о ч х  — 1 9  . „ 109 „
16 ~  ^  +  • • •• в) У =  2 ~  ~~' 16 (х  ~ ' 192 (х  ~~ ^  + •  • •;

ж2 2 х3 „ . г 3 П
Г) У —  1 +  х  —  ~2 +  - у  - Г  • д) у = — х'-\ х- — X + ж л — у  /  -1-...;

х *  8 ___
е) у =  —  -д -|-15 ж5 а^х1 -[- . . .  4.8. а) 1/п; б) У з /и; в) (Зл)-1/3; 

Г) У з / (2ге); д ), с) 2/и; ж) 4//г2; з) (2и)-1//4. 4.10. Иаирпмср, /(я) =  

=  ж — х 2е ~ 1 х̂ при 0 < ж ^ 1 ,  / (г ) =  /(1) при ж > 1. 4.11. Если 
последовательность |гп| но становится стационарной, то х п ~  

~ ( — 1)П/ У 2«  или (— 1)П_1/ У 2?1 в зависимости от выбора х^. 
В частности, первый случай осуществляется, если 0 < я  < 1 .

4 , . з . « „ ~ к , „ <1' й / 0 + ' >. « •  ^ = ( Й К г т 1 ; ) Т <Р+”

416



4-14- ап ~  ((Р-Ь 1) 1п п )1/(Р+1) п р и р >  — 1, ап ~ ~ \ / ' п п  при р  =  

=  ■*> ап ~  Срп ПРИ Р  <  — 1, где Ср — константа, зависящая от р.

Г л а в а  VII

1.33. Нет 1.36. a) x 2¡2; б) |ж|<г/?, где ?=/>/(/>— 1); в) + оо  вне 
промежутка [mm / ; max /']; кусочно линейная функция, имею­
щая точками излома значения /' на промежутке [min /'; max /']; 
значения ( I * ) '  суть точки излома функции /; г) -)-00

1
при ж ^  0, -  —  I ж I" при ж <  Ü, где q =  p ¡ ( p  -  1);  д) ау 1 +  ж2;

/( -̂О) ж) х  In х  — х  при х  >  0, 0 при х  =  О, -4- оо при х  О
2.12. За2.

3.3. а) В п (/0; ж) s  ж, /?„(/,; ж) =  ж, (/2; ж) з  ж2 +  ~  ~  Х) ’

б) ( l  +  * ( e " - l ) ) n.
4.3. При произвольных Яг. 4.4. а), б) Яь ..., Xh линейно незави­

симы над Q. 4.5. а), б) X i,..., Я* линейно независимы над Q по 
модулю 1. 4.19. Только если {е„} периодична. 4.20. Нет.

Г л а в а  V III

1.4. а) 1/10; б) jí/10; в) 1/100; г) 1/2. 1.5. 1. 1.6. а ) Да; 

б) нот. 1.11. а) Если lim (п*+1 — пк) 2. 1.12. Да. 1.13. а) 1п =  3 '" ;

б) l n =  S  в) если nh+i ;> +  1 бесконечно много
h > n

раз; в этом случае 1т =  ^  М б . а =  Я2(Л ),  ¿ =  I ,  с =  я,
ft>m

где /> длина кривой, ограничивающей множество А .

2.2. Например, 2  2- % , ;+oo) (* -  гп) ,  где { г п} п>1 -  последова- 
п л

тельность всех рациональных чисел. 2.3. Да. 2.5. Тогда и только 
тогда, когда Я„,{ж е= Я|/(ж) =  г0} =  0. 2.6. а), б), r ) Í »  =  я +  
+  2 arcsin ж при | ж | < 1, F (ж) =  0 при ж <  — 1, . Р (ж )= 2я  при

2
ж ^  1; в) F ( x )  =  0 при ж <  — 1, F  (ж)=-д-(л-[- 2arcsin х )  при — 1 

2
ж ^  0, 1< (ж) =  2 ( я  -|- 4 a rcs in  ж) при  0 ^  х  ^  1, /'’ (ж ) =  2 jt п р и

я > 1 .  2.7. а) Да; б) нет. 2.8. a) F ( t - C ) ,  F ( t/C ) ,  F  ( ^ i ) ;  6) f ( i ) .
2.9. в) Вообще говоря, нет. 2.10. /*(т) =  F ~ x( X m { E )  —  т ),

2.11. a) sin ( (л  — т)/2) (0 ^ T ^ 2jt );  б) cos(x/4) 

(0s£T^2n); в) ctg х  (0 <  т <  л ) . 2.12. /* (т) = У  1 — т/я (0 < т е £ я ) .

3.1. (бС ^ —1 l ) i ?1 +  6 (iV — 1) S r  3.6. Да. 3.7. а) р >  1;
б) 1 < р < 2 :  в) /><1 ; г) р >  2; д) - 1 < р < 2. 3.8. а), б) Да;
0, 0; в) нет; 0, 0; г) нет; - я ,  я, 3.9. а) р <  2; б) р  <  1; в) р <  3.



3.15. Нет, как видно па примере Е =  (0; 1), £ =  1, { { х ) = е  ,
3.16. а) 1/2, 1/4; б) 1/(4в). 3.17. а) 1/10; б) 1/100. 3.18. 1/11.
3.19. а) 3; б) ^ ( г ) = 0  при £ ^  1, ^(4) =  1— (2/3)" при 
и < г < и + 1 ;  /*(т ) = п  при (2/3) "  <  (2/3)"-'.

г2/г „ 2 / а
3.25. щ ± щ -  j  3.26. - ^ a r c t g a - l +  a2

о
3.27. л 2Д 2(4а2 +  Д2). 3.30. 2 «Г "  (1 +  1/р)/Г (1 +  nip) .

3 31 a) ----- Г ((р +  1)/2) Г2 (ге/2)---------- 3.35.6) Нет.
ЛшМ‘ '  2 ~ [ / п Г  ((п -  1)/2) Г((в +  р  +  1)/2)

2л 2 ч _ь

1
4.2. б) ----------* '  на а  - ( i +  h 4 + - - -  +  ( ^ ) A 5- W + '

+  L  +  2л, где ¿  — длина кривой, ограничивающей множество А .

4.6. а) 1/2; б) 3/8; в) 1/2; г) 1/2; д) 1/2. 4.7. а), б) p < 2 1 o g 32.
1 1

5.3. а ), б) log2log-г (l/ e ); в )y  log2 log2 (l/e); r) log2 (l/e);

Л) log2 (l/e). 5.4. a) 1; 6) 3/2. 5.5. a), 6) 5/3; в) 4/3. 5.6. a), б), в) 2.
5.7. log3 2. 5.8. (In (1/ç))/In In (l/e). 5.11. 2 — log32. 5.12. в) Нет.
5.19. а) р =  1, n i(4 ) =  (6 — а)/2; б) р =  1, |я,(Л) =  я; в) р =  2, 

р,2(Л ) = я - 1 ; г) р =  п, ц „(Л ) =  а „ 1.5.20. />= log32, Цр(Я) =  2~р.
5.21. а) <Ишн(Л) =  M-dim (А ) =  log32; б) dimH (4 ) =  0, 
M-dim (Л ) =  1; в) dimH ( А )  =  logs 2, M-dim (Л ) =  1.

5.24. а) 1т =  2  2 _" й; б) I/2! в) °°- 5-26, (1п т )/1чи-
h >m

5.27. d im n(Л ) =  (ln 5 )/ln 10, dimH ( Л +  Л ) =  ( ln 9 )/ln 10.
6.2. а) Около 14%; б) более 99%. 6.3. Менее 0,25%. 6.4. Ве­

роятность того, что \х\I <  е, стремится при п -+ о о  к единице 

для любого в >  0. 6.5. У2Г6.10. б) 1/2. 6.18. Отношение объемов
___ / 2 У*/2 —  ( 8_\п/2 Уп

куба и шара эквивалентно: а) к яе?г1 —  ) * б) У п е п \пе )  6

В случае б ) шар содержится в кубе при п ^  9. 6.19. р„ =  1/п +  

+  о (1 ). G.22. б) ÿ g ( 2 * W Ti/2e s 2е3 ,

Г л а в а  I X

1.1. Сходимость по мере есть во всех случаях, кроме д). Сум­
мируемая мажоранта есть только в случаях б), г). 1.10, 1.11. Ут­
верждение верно и для К. 1.12. При замене (0; 1) на К теорема



перестает быть верной. 1.14. Если условие нарушено, то у т ­
верждение неверно. 1.15. а), б) Да; в) нет.

2.11. я2. 2.19. ф(1/2л).
1

3.1. г) 1 — 2х, 3.4. a) (sin 0*; б) e ~ it/2 j  ei x t d o  ( х ) ;

о
п

в) J J  ch (zcfe). 3.12. a) F  — канторова функция; б) F { t )  =  (1 +  0/2
k = i

при |i| <  1, F ( t )  =  (1 +  sing t ) [ 2  при |f| > 1 .

4.1. a), 6) / в) / + . 4.9. Нет. 4.18. a), 6) f c =
V c l + c l  2

=  (2jx/c)n/2/i/c; в) e~lcs|. 4.27, Нагрузка в нуле или мера с плот­

ностью (2яс)—"/2е—Ml /(2с) (с ;> о ).

Г л а в а  X

1.2. а) Нет; б) да; в) нет. 1.3. h ( x )  =  1 — х, к ( х )  = — х.
1.13. а) Да; б) нет; в) да; г) нет; д) да. 1.14. а) Ъ =  (а2— 2 а ) [А ,  

a e lR ;  б) для а ^ — 1/4, а Ф  0: Ь =  1 ± У 1 4 -4 а ; для а =  0:
6 =  0; Ъ е  IR \  {2 }; г) для а =  6(6 — 2)/4 при Ъ е  [0; 2) U (2; 4 ); 
при этом Д =  [—х ¡; х ^  при а е  [— 1/4; 0], Ъ е  [0; 1]; 
Д =  [—х2; х2] при н е  [— 1/4; 0], i e  [1; 2]; Д =  [xf, — 
при в Е  (0; 2], Ь е  (2; 4), где хь х2 (z i ^  х2) — корни 
уравнения /(х) =  х. 1.19. а) 0); б) 2; в) —2; г) 1; д) 1; е) 1;

ж) У5 — 1. 1.20. б) lim x „ =  0 при х0е ( — 1; 2); lim  х п == 2 
при х0е { —1; 2}, lim х п =  - f  оо при остальных значениях х 0;

в) предел равен (1 — У1 — 4а)/2я при |х0] <  (1 +  У1 — 4а)/2о, 

( 1 + y i  — 4я)/2я при |жо| =  (1 +  У1 — 4я)/2я, +  оо при остальных 
х0; г) предел равен (—1 +  f l  +  4а)/2я при |х0| <  (1 +  У1 +  4а)/2а, 

( —1 — У1 +  4я)/2я при |х0| =  (1 +  У1 +  4я)/2в, +  оо при осталь­

ных х0; д) предел равен (1 — У1 — 4с)/2 при |х0| <  (1 +  У1 — 4с)/2,

(1 +  У1 — 4с) /2 при [хо| =  (1 +  У1 — 4с)/2, + о о  при осталь­
ных х0; е) предел равен с при х0 е  [с — 1; с]; +  оо при осталь­
ных х 0; ж) limxn =  1/3 при хо ф  1, lim х п =  1 при хо  =  1;

з) предел равен 0 при |ж0| <  1/У5; ± 1  при |х0| >  1/У5, 

но существует при |х0| =  l/f5. 1.22. а), б) х„ 1/(1 +  а)  при 
| я | <  1 и любом хо, при остальных я последовательность либо 
расходится, либо стабилизируется; в) при я ^  3/4 — см. ответ к 
задаче 1.20.в), при я >  3/4 последовательность либо расходится, 
либо стабилизируется; г) при я е  [ е~е; 1] для всех х0 (= К после­
довательность { х п} сходится к единственной неподвижной точ­

ке /; при я е ( 1; е1/е) имеем Ищ £„===» при xq<~x, lira я,, =  ж



при ж0 =  х, lim Хп —  + ° о  при х 0 >  х, где х, х  ( х  <  х )  — непод­
вижные точки /; при остальных а последовательность {х п} либо 
расходится, либо стабилизируется. 1.32. а), б) При а =  1 имеется 
континуум 2-циклов {(; 1 — «} (f е= [0; 1/2) )  при а >  1 — один 
отталкивающий 2-цикл {(1  — а)/(1 +  а2) ;  (1 +  я)/(1 4- я2) }  и от

одного до трех отталкивающих 4-циклов; в) при а >  ( l  +  ÿ5)/2 =  
=  1,618... имеется два отталкивающих 3-цикла:

i l  — а — а2 1 - f  а —  а2 1 +  а +  а2)

1 1 +  а3 ; 1 +  а3 ; 1 +  а3 )

п

fl — а +  а2 14 -я  — а2 1 — а — а2 1 

j 1 - я 3 : 1 — а3 ] ’

при я = ( 1  +  у5)/2 они сливаются в один. 1.33. а) а =  3/4;

б ), в) а =  5/4; г) а =  7/4, 1.34. а) Ъ =  3; б), в) Ь =  1 + f 6 =  3,449...;

г ) & =  l - f  2 f2 "=  3,828... 1.41. б) Нет.
„  „  . , A d x  Adx

2.6. a; Y \ Z T x 2’ ^ = |7j= = l' при 1̂ 1 <
B d x

~ V W ^ 1  при lÆl >  1 (Л, 5 > 0 ) .  2.10. а) Да, ЙЦ =  щ -

dx
( x  Ф  0); б) нет. 2.11. а) Да, d[ i  =  ( x  ф  0, 1); б) нет.

2.14. а ) р а  =  X ( A j  П T ~ 1( A i ) ) / K ( A i ) .  2.15. d,u =  fdx,  где a) f ( x )  =  
!== 0 при ж <1/2, f ( x )  =  /(3/2 — х )  при ж >  1/2; б) f ( x )  =  1/5 
при л: с  1/3, j ( x )  =  2/5 при а: >  1/3; в) предельная мера со-

„  . „ dx dy dx dil
средоточена в точке 0. 2.16. dfi =  — 2.17.

=  — 2.21. а) Да, если и только если а  иррационально;

б) да; в) да; г), д) да, если и только если среди собственных чи­
сел матрицы А  нот корней из единицы. 2.23. « i ,  ..., а „  должны 

быть линейно независимы под Q по модулю 1. 2.27. jx(^ ).
2.30. 1/2; Цр.  2.34. lg (1 +  Ц р ) .



ДОПОЛНЕНИЕ I

Мы установим здесь один интересный факт, показывающий, 
что арифметические свойства вещественного числа, обсуждавшиеся 
в главе I, могут неожиданно сыграть решающую роль в исследова­
ниях, на первый взгляд далеких от этой тематики.

Тригонометрическим м ног очленом  от двух переменных х , R 
будем называть сумму.

П * ; у ) =  2  W i(nx+m!;)-
ti.mea

в которой лишь конечное число коэффициентов cn ,m s  ® отлично 
от нуля. Рассмотрим проектор Ра,  действующий в множестве всех 
таких многочленов:

V  ( * ; » ) =  2  4 i » ‘ i<n* +my)
(n ;m ) SB.

(Q — некоторое подмножество в Z 2). Будем называть проектор Р а  
ограниченным,  если существует такое число Са >  0, что для всяко­
го многочлена Т  справедливо неравенство

max I P QT  (х\ у) К  Со max 1 Т  (х\ у) |. (*)
х,у 1 х,у

Мы рассмотрим простой случай, когда i2 — полоса, т. е.

Q =  {(и; m) е  Z 3 | \т —  % п \ <  Д> ( ^ e R ,  Д > 0 ) .

Оказывается, ограниченность такого проектора равносильна рацио­
нальности коэффициента X (см. работу Э. С. Белинского в сборни­
ке «Теория отображений и приближение функций», Киев, 1983).

Прежде чем доказывать ато утверждение рассмотрим аналогич­
ную задачу в одномерном случае: для любого тригонометрического 
многочлена

< ? (* )=  2  chem  
fees

(среди коэффициентов с  ̂е  С лишь конечное число отличных 
от пуля) положим

PQ (г) =  2  cheihi’ 
ftes.iftKN



Будем считать, что N  >  2 и Л ^е N. Так как Р ( ]  -  частичная сум­
ма ряда Фурье функции (.), то

я

Í

sin ( N  1/2) S [

2 sin s/2 ds‘

PQ M  =  —  Г  С ( *  +  * ) 2 ! 2 Щ ^ ? 1 1 & .
л  J 2 sin s/2

—Я

Поэтому проектор ограничен: I /><? (í) I <  С max | ( t) |, причем

JT 

f
Л J

—Я

И з результата задачи IV .6.6 следует, что С const In ÍV Пример 
МНОГОЧЛена * хртиср

<?.<■>- ш ‘ 2  * ■ " “ < = 2 -  2  ¿ v - “
l< h < N  0<k<C2 N

k ^ N
показывает, что оценку для С  существенно улучшить нельзя- с од­
ной стороны (см. IV.6.15) | < ? о «| < 4  (числом  не зависит от í 
и /V), а с другой стороны,

' Ч М - з г  2  е т * ш .
14/KÍV

и поэтому

m« l^ o (L )|  =  | ^ o W |  =  y  2  и > т 1пЛГ-
l<h<N

Таким образом, в одномерном случае С х  1п N.
Для лучшего понимания дальнейших руссуждений отметим 

принципиальное различие между полосой с рациональным коэф­
фициентом наклона и полосой, коэффициент наклона которой ир­
рационален. Именно это различие порождает обсуждаемый эффект 

слУ^ае рационального коэффициента наклона для любой прямой 
"г  справедлива альтернатива: либо L  е й ,  либо множество

П “  содержит ограниченное число целочисленных точек (верх­
няя граница зависит от полосы Q ) .  Если же % Q, то ситуация 
иная: можно провести такую прямую L ,  что множество L  f] Q бу­
дет содержать сколь угодно большую серию целочисленных точек 
координаты которых образуют арифметическую прогрессию.

Рассмотрим теперь проектор на полосу с рациональным коэф­
фициентом наклона. Пусть % =  р/д, где p e Z ,  j e N ,  р и  q взаим­
но простые. Подберем такие целые числа р0 и q0, что рр0 +  qq0 =  1.

Целочисленная матрица ^  задает линейное отображение,

которое биективно отображает Z2 на себя (так как определитель 
матрицы равен единице, то обратная матрица целочисленная) Сде­
лаем  замену 1

^п'  =  пр mq,  f  х '  — х р д — yq{), 

t т’ =  +  тру, U '  =  xq +  yp,



(здесь '/п , >т, =  c n , p + m ,qimlp_ n , g y  Так как неравенство 

| т — Хп\ равносильно неравенству \п'\ ^  qA, то в новых ко­
ординатах проектор Р а записывается следующим образом:

Р аТ (*; ¡0 =  2  <v,m'*i(B'* '+m V )-
n'.m 'eZ.ln'l-CgA

Следовательно, действие проектора Р а  сводится к действию 
одномерного проектора по переменной х ' ,  и поэтому С а 
^  constIn (2 +  дЛ).

Рассмотрим теперь случай, когда X ^ Q .  Подберем такую не­
сократимую дробь plq, что | X — p/q \ sc q ~ 2. Пусть L  — прямая, про­
ходящая через точки (0; 0) и ( q ;  р ) .  Так как р к q взаимно просты, 
то все целочисленные точки на L  имеют вид ( k q; к р ), i e Z .  Ясно, 
что

Î2 Г) L  — {(kq\ кр)  | к е  Z , | *  К  Л'}

при некотором N  >  0. Покажем, что N  ^  qA. Для этого пред­
ставим число X в виде X =  p/q +  0/g2, [0| s j 1. При \k \ с ;  qA  имеем

I кр — Xkq\ =  I к I — {p/q +  Q/q2) q \ =  \k0\/q <  \k\fq Д,

т. e. (k q ; kp)  e û f l  L  для таких к.
Рассмотрим действие проектора Р а  на многочлены Т, у которые 

коэффициенты с п,т равны нулю при ( п ; т ) ф  L, т. е. на много­
члены Т  (х\ у) =  2  ahe’>k(-qx+pv)  ■ Ясно, что

Р а Т  (*; у) =  2  вЛе“ Й* +И,)-
■ N

Из рассмотрения одномерного случая следует, что ограниченность 
проектора Ра, т. е. неравенство ( * ) ,  возможно лишь при

Са ^  const In N  ^  const In ( qA) .

Так как знаменатель q может принимать сколь угодно больш ие 
значения, то Са =  +  °о для полосы с иррациональным коэффици­
ентом наклона.

ДОПОЛНЕНИЕ I I

Пусть частичные суммы £„ ( х )  тригонометрического ряда 

а0/2  +  2  ( ак 0 0 8  кх  +  Ък в т  кх )

с вещественными коэффициентами неотрицательны на множестве 
Е  с  [0; 2я] и Х ( Е )  > 0 .  Тогда 5 п(ж) — о (и2) почти везде на Е  
{в частности, ап, Ъп —  о ( п 2) ) .



Таким образом, ограниченность частичных сумм тригонометри­
ческого ряда снизу возможна ли ть  в случае, когда эти суммы не 
слишком велики сверху. Этот результат, полученный Дарсоу (см. 
J. London Math. Soc., v. 35 :2, 1960) был существенно усилен 
С. В. Копягиным (см. Мат. заметки.— 1988.— Т. 44, № С), дока­
завшим, что неотрицательность частичных сумм на множестве по­
ложительной меры влечет их ограниченность почти везде на этом 
множестве. Следовательно, тригонометрический ряд не может рас­
ходится к +оо на множестве положительной меры. Более того, для 
произвольного вещественного тригонометрического ряда с не обя­
зательно положительными частичными суммами на множестве Е,  
% ( Е )  >  0, справедлива альтернатива: либо последовательность 
(5 „ ( х ) }  ограничена для почти всех х  е  Е,  либо lim Sn (х )  =

тг-> +  оо
- —  оо н lim S n (х )  =  -f- оо для почти всех х  œ  Е,  Если же

71-» + со

Я (Ё ) =  0, то, как показал А. М. Олевский (см. Collog. math., 1990, 
v. СО—01, № 2), сущзствует ряд Фурье, у которого сумма равна 
-|-оо на Е  и конечна вне Е.

Мы докажем лишь более простое утверждение, сформулирован­
ное в начале этого дополнения. Для доказательства нам потребу­
ется хорошо известный факт — почти все точки измеримого мно­
жества Е  являются ого точками плотности:

1
lim  -ÿ— 1 ( Е [ \  (х — е; х  -[- е)) =  1

е^+о
для  почти всех х  е  Е.

Пусть х  — какая-то точка плотности множества Е.  Точка 0 — 
точка плотности множества F — {t  —  х\ t e . E } { \ { x  — i| ieÆ 1}. 
Зафиксируем числа и и v, jt/2 <  и <  v <  я; их выбор уточним поз­
же. Так как 0 — точка плотности множества F,  то для достаточно 
больших п множество F  П [и/п; v.'iг] не пусто, т. е. можно указать 
такой номер N,  что для всех N  существует ф„ s F :  и sc  
С : гаф„ rj; v. Пользуясь тем, что х  ±  ф„ е  Е  для п ■ ' N,  получаем 
S n ( x  +  ф „) ^  0. Поэтому

О я м *  +  Ф п ) -ь  М *  -  Ч’« ) ) / 2 =

=  а /2 2  { ak cos [-bjt sin kx} cos А’фп =

=  S n {x) cosrefpn -h 2  S h ( x4 c o s k 4n —  c o s (k И )Ф я )*  
0 < /£ < 0

Таким образом, при n Js .'V справедливо неравенство

S n  ( * )  <  Г “  2  S l ‘  W 2 s m - y - C 0 S ( Ä !
О C/i<n

<  п  COS и  2  S h ( x '>- 

0 </i<u

Пусть w =  —y/cos и ( w >  1), On —  Sq (x )  +  . . .  +  S n ( x ) .  Тогда 
w

° n  —  CTn - i .  и поэтому On <  (1 +  win)  a- 1 ^  (1 +  i l n ) wa - i .



a N —i  (п l ) Wcrjv— г

Итак,

Осталось заметить, что inf (— м/cos и)  <  3, и поэтому ыоя;но так 
(я/а;л)

подобрать параметры и и у, что w =  — м/cos и <  3.

Рассмотрим хорду, получающуюся при пересечении выпуклой 
замкнутой кривой Г и прямой С какой скоростью убывает длина 
хорды, если прямая Л, не меняя своего направления, приближается 
к некоторой опорной прямой? Ясно, что это определяется порядком 
касания опорной прямой и кривой Г. Длина хорды может вообщо 
не стремиться к нулю, если кривая Г содержит отрезок, параллель­
ный прямой Л. Интуитивно ясно, что это исключительный случай. 
То же самое можно предположить о касании порядка выше двух. 
Иначе говоря, для «большей части» опорных прямых порядок их 
касания с кривой Г не выше двух, и поэтому для длин соответст­
вующих хорд справедлива оценка 0 ( ^ г )  ( е  — расстояние между 
прямой Ь  и параллельной ей опорной прямой). Одним из возмож­
ных истолкований этого нечеткого утверяадения, дающим количест­
венную оценку, является неравенство

Здесь |л((р; е) —  длина хорды, отстоящей от опорной прямой на рас­
стояние е; угол <р задает направление опорной прямой (вектор еф —  
=  (cos fp; sin ф) перпендикулярен ей и направлен в сторону от 
кривой Г ); константа зависит только от Г. Таким образом, в сред­
нем по всем поворотам опорной прямой скорость убывания длины 
хорды в кривой Г не меньше чем в окружности.

Мы докажем, что константа, стоящая в правой части неравенст­
ва, определяется лишь двумя величинами г  и R,  если кривая со­
держится в круге радиуса Н и содержит круг радиуса г. Доказывая 
такое неравенство, можно считать, что Г — гладкая строго выпук­
лая кривая.

Обозначим через г/,р ту точку на Г, в которой вектор еч, являет­
ся внешней нормалью к Г. Достаточно доказать, что для малых 
е >  0 (например, е <  г/2) справедливо неравенство

ДОПОЛНЕНИЕ I I I

я
J ¡i2 (ф; б) dcp <  const в.

я



—я — Я \о
в я е

О г —л О

Для каждого ф через ф +  Д(<р) (соответственно, ф — 6(ф)) обо­
значим угол наклона внешней нормали к Г в конце (соответствен­
но, в начале) хорды длиной ¡л(ф; е) ортогональной вектору еф (уг­
лы  Л(ф) и б(ф) зависят от е). Нетрудно видеть, что 0 < б (ф ), 
Д (ф) 0г,л <  я при е ¡= (0; г) . Так как ц'2 (ф; е) Д (ф) -|- 
-Ь б (ф), то

Д л я  оценки получившегося интеграла впишем в кривую Г лома­
ную, каждое звено которой стягивает дугу «высотой» е. Эта лома­
ная, вообще говоря, не замкнута, и поэтому ее первое и последнее 
звенья пересекаются. Рассмотрим три соседних звена. Пусть они 
стягивают дуги, длины которых равны 1а, 1+ . Пусть вектор еф

перпендикулярен средней хорде (т. е. г/ф — «вершина» средней

дуги). Точка уф()_ 6(ф̂  разделяет дуги длиной /_ и 10, а точка

(̂Р0+Д(Ф0) ~ Д У ГИ длиной 10 и 1+. Докажем, что

Достаточно оценить интеграл по промежутку [ф0; Фо +  Д(Фо) ] -  При 
этом, не умаляя общности, можно считать, что Фо =  0. Положим 
Д =  Д ( 0 ) .  Отметим сначала равномерные по ф е [ 0 ;  Д] оценки:

|с1£Д(ф) | ^ В г ,в (10 +  1+)/е и И г 6(ф)[ ^ В г ,п(10 +  1+ )1е.

Мы проверим лишь первое из этих неравенств. Для этого введем 
систему координат и и и с центром в точке г/„ так, что положи­
тельное направление оси О Н  совпадает с вектором еф+я, а оси 
О У  с вектором вф-ц/г (кривая Г лежит в полуплоскости 
и ^  0). В новых координатах кривую можно представить как обт,- 
единение графиков вогнутой функции М  и выпуклой функции N,  
заданных на некотором промежутке [0; и] ,  и ^ 2 г .  Нетрудно ви­
деть, что |ЛГ(ц) |, |М ( и )  | £)г,п(х(гг; ф) при и е  [0 ;  г]. Если Д(ф) ^  
^  я/2, то, пользуясь вогнутостью функции М,  получаем

0 < ^ Д ( ф )  =  М ' ( й )  ^ Л / (е )/ е < Д г,лц(ф; е)/е <  Я Р|В(/0 +  1+ )/е. 

Если же Д(ф) >  я/2, то

|с^Д (Ф) | ^  (|2У(е)[ + | х ( ф ; е ) ) / е ^  (1 + Д . ,в) ( 1 0 +  1+)/е.

Я

| (И 2 (ф ;е) ) 2̂ ф < 2  ]  ( ^ 2 Д (ф) +  с1ё2 6 (ф)) Лр.
•л

(Ро+д (<Ро)



Для оценки интеграла от ctg2A(<p) заметим, что функция 
а(ф) =ср  +  Д(ф) возрастает, и поэтому а(ср) ^ а (О ) ,  т. е. Д(<р) 5 = 
^  Д —  Ф. Учитывая, что Д(ф) sg 0г,н <  п,  получаем отсюда 
c tg A ^ ) =  0(1/(Д — ф)).  Итак,

(  1 +  1+ \
I ctg Д (Ф ) | <  L r R min — — ) •

Следовательно,
д
j  c tg2 Д (Ф) ¿Ф <  2L r R (10 +  1+ )/еш 

о

Для оценки интеграла от ctg2 6 (ф) заметим, что c t g ö ^ )  =  
=  0(1/ф). Действительно, так как 6 (ф) =£: 0г,в <  я, то достаточно 
рассмотреть случай б ( ф) <г е/2 и, следовательно, 0 < c t g ö ^ p )^ :  
sg |iV(e) |/е. Поскольку \N(e )  |sin ф sg 2e, 0 ^  ctg 6 (ф) sg; 2/sin ф =  
=  0 (  1/ф) (так как 0 ^  ф ^  Д ^  0г,н <  л ) .  Итак

( i  +  
| c t g e (9 )| < £ r,H m in ^ - ;  — i -----J.

Следовательно,
д
j  ctg2 ö (ф) dф <  2Lr R ( l Q +  l_)/E. 
о

Неравенство ( * )  доказано. Суммируя все такие неравенства, 
соответствующие различным звеньям ломаной, получаем (1т — дли­
на Г ) :

Л  Л

j  (|i'(q>; е ) )2й ф < 2  j* (ctg2 Д (ф) +  ctg2 б (ф)) d(p <  -| ¿ г,дгг . 

—л —я
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Траектория 166

Уравнение Кеплера 86

Формула Стирлинга 31, 66, /9 
функция выпуклая (вогнутая)

21, 88— 96, 102
— гамма Эйлера 79
— Дирихле 35, 115
—  инвариантная 175
•— канторова 42, 11j , 128, 133, 

158 159
__ логарифмически вы пуклая

92, 93
__ ограниченной вариации 41
—  первого класса Бэра 38
—  положительно определенная

99
— полунепрерывная спизу 

(сверху) 38
— равпомерно почти периодиче­

ская 106
— радемахера 148— 1&4
— распределения Н о, l o i ,  ю »
— сопряженная 157
— условно полож ительно опре­

деленная 99
— Хаара 153

Характер группы 47 
Хаусдорфова размерность l o i

134

Цепная дробь 178 
Цикл 166

Числа лиувиллевы  25
— нормальные 146, 147
— Фибоначчи 28,
Число вращения 169, 174

Шварциан 100, 168

Эндоморфизм тора 171

Явление Гиббса 61

Г-функция Эйлера 79 
е-почти период 106 
в-различимые множества 129 
е-сеть 129 
е-эптроиия 129
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i ^ . e a collection of problems in diverse areas nf rp i7
analysis, both classical and comparatively recent It c-m ho -ir'n i

S f f i U  ■lm” 1 ■“  I" oble“  »  « w * *  wm

» » ¡ «a n , in different

item s in c lu ded  in  the book are- T I ip  T n iiip  A raon§  contem porary 
Shap iro  polynom ia ls, i t e T a t n T o f  R u d i» -

(Chapters I - V i i )  c o S ^ / I b o u f  * 7 ]  ^  Tll° iirSt ° nc 
cal material for undergraduate s S d P n .^  pr<̂ Iems’. eilcircle classi- 
of universities. Basic ™  s‘ u“ nl8 of mathematical departments
occupy relatively =mall nlarp tW « aS J ory and continuity
c ip . fL h n iiK e C d '»1 ofchksfc , " ' S  t Z , ! r r ' £ ‘
many problems on asymptotics of InfparaU Part,cular. there are 
functions and some other aupstm n«■!1•1 a“  SUD1S’ 011 convex 
fa irly presented in the existing textbooks." “ “ lmfortunately.

300 pro^lems^MenVai/ng^^mosnv! 1 ^  indludes approximately 
gue integral c o n v e r ™ g i i  t Y) around, measure 1,l0OTy> Lebes- 
Many of these prob lem sof i n e i ^ f t T 8 n mijasurable functions, 
der to a wide range oMdoas a i lr m e m ^ i ,br;?,? U'e rca-
such as: independence I,ho law of hr<?e n , Prol)a,!lIlly theory 
so on. The asymplotics motif is pvfpn^n^ i  numbers, martingales, and 
py of sets (§ 5 of Cli YTi n ln d nmhfp™ 8 y problems on E-entro- 
of high dimension (§ 6 o f O h V i m a?y™ptotics " f  integrals 
elementary introduction to tonol, V i laSl cllap,lT ser™ a as a*  
ergodic theory (invariant measiim  ° n T  mterval and to
ron-Frobenius operator a r e S  erffodic theorem> Per­
cussed here). g notions introduced and dis-


