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П Р Е Д И С Л О В И Е

При определении содерж ания “ Задачника-практикума” за 
основу были приняты програм мы  по высш ей математике для 
химического ф акультета и специальности “ Геофизика” геол о
гического ф акультета С ан кт-П етербургского универси тета  как 
наиболее насыщенные.

П особи е со сто и т  из трех разделов. Раздел  I посвящ ен тео 
рии рядов. В первой главе р ассм атр и ваю тся  решения задач, 
связанные с числовы м и рядами, во второй  —  с функциональ
ными. З десь ж е впервы е в отечественной  л и тературе приведен 
ряд програм м  для Э В М  по решению некоторы х классов  задач 
по сум м ированию  рядов на языках Бейсик, А лгол-68 и П аскаль.

В разделе II, содерж ащ ем три главы, представлена теория 
функций ком плексного переменного. П ервая глава вклю чает в 
себя  задачи, связанные с понятием ком плексного числа, функ
ции комплексного переменного, ее производной, регул ярн остью  
и конф орм ностью . Р ассм отрен ы  элементарны е преобразования, 
степенные и показательные функции, ветви логарифма и \fz, 
функция Ж ук овск ого  и тригоном етрическая функция w =  sin*. 
В торая глава посвящ ена интегралам и рядам, третья  —  выче
там и их приложениям.

Раздел III содерж и т две главы. В первой главе представлено 
разложение в тригоном етрический ряд периодических и непери
одических функций, во второй  изучается интеграл Ф урье и его 
использование для вычисления некоторы х видов несобственны х 
интегралов.

В начале каж дого параграфа помещены основны е определе
ния, теоремы , формулы, краткие сведения из теории и м етоди
ческие рекомендации по решению задач. Д алее приводятся по
дробны е решения типовых задач с краткими пояснениями. В 
конце каж дого параграф а содерж атся  задачи для сам остоя тел ь
ного решения со  сквозной нумерацией для каж дого раздела. Ну
мерация формул —  сквозная в каждой главе. О тветы  к задачам 
снабжены краткими указаниями к их решению.

“Задачник-практикум’’ составлен на осн ове  опы та проведения 
практических занятий преподавателями кафедр высшей мате
матики и м атем ати ческого анализа С ан кт-П етербургск ого  уни
верситета. О тличие его от подобны х задачников состои т  в том,



что он содерж ит обш ирны е м етодические рекомендации и вари
анты решения типовы х задач. По разделу III “ Т еори я  функций 
ком плексного перем енного” эт о т  задачник не имеет аналогов в 
учебны х п особи ях  такого типа.

Н астоящ ий “Задачник-практикум” предназначен для студен
тов  нем атем атических факультетов университетов, технических 
и педагогических и н сти тутов и является пособи ем  для сам о
стоятел ьн ого овладения навыками и умениями решения задач 
м атем ати ческого анализа по указанным в нем темам в объ ем е 
дей ствую щ их програм м  курсов  высш ей математики.



Р А З Д Е Л  I. Р Я Д Ы

Г л а в а  1. Ч и с л о в ы е  р я д ы  

§1. П о н я ти е  ч и с л о в о г о  р я д а

Если {а п} —  числовая последовател ьность , то сим вол

а 1 +  а 2 +  • ■ • +  (In +  • . . ( 1 )

ОО

или, что то же сам ое, Е  а п называется числовым рядом.
П = 1

Ч исл а ai, а2, .. ■ назы ваю тся членами ряда и ап —  общим чле
ном ряда.

Р яд (1) считается  заданным, если известен его общ ий член 
ап .

С ум м а
п

,Sn =  «1 +  й2 +  •.. +  а„ =  'У '  ак (2)
fc=i

первых п членов ряда назы вается его частичной суммой.
П осл едовател ьность { 5 П} называется последовательностью 

частичных сумм ряда (1).
Е сли посл едовател ьность {>$'„} частичны х сум м  ряда (1) име

ет конечный предел S, lim Sn =  S, то ряд (1) назы вается сходя-
п —*• ОО

щимся , а число S  —  его суммой ; в противном сл учае, т.е. когда
эт о т  предел не сущ ествует или бесконечен, ряд (1) назы вается
расходящимся.

Ряд
«п + 1 n7i + 2 +  • • • )

полученный из ряда (1) отбрасы ванием  п первых его членов, 
назы вается остатком ряда (1).

Н еобходим ое и достаточн ое  условие сход и м ости  чи сл ового  
ряда (1) (критерий Когии) ф орм улируется следую щ им  образом : 

для сходимости числового ряда (1) необходимо и достаточно ,

чтобы для произвольного числа £>0 неравенство <£ вы-
n + m

Е
k = n  +  \

полнялосъ, начиная с некоторого значения п, для любого нату
рального т.



Из критерия Коши при т =  1 вытекает необходим ы й признак 
(но не достаточн ы й ) сход и м ости  чи сл ового  ряда (1): 

если числовой ряд сходится, trio lim an =  0.
п —»оо

О сновная задача теории числовы х рядов —  установление 
сходи м ости  или расходи м ости  ряда —• иногда м ож ет быть ре
шена непосредственны м  отысканием lim S„ или с пом ощ ью  не-

п—*оо
обходи м ого и д оста точ н ого  признака сходи м ости  (критерия К о
ши).

П р и м е р  1. И спол ьзуя  определение (вычислением lim 5П),
п —*оо

и ссл едовать  на сход и м ость  ряды:
оо оо оо

! )  £  2) £  ln U +  s ) ;  3) £  9n c o s n « , где «  —  заданное
П = 1 П = 1 П = 1

оо
вещ ественное чи сл о; 4) J2 arctg 2»b>

П = 1
рассм атривая пределы  их частичны х сумм .

Р е ш е н и е .  1) Д ля преобразования частичны х сум м  исполь
зуем тож дество  =  5 (51^7 -  ;щ л ) :

S = ' У  1 = - ' У  (  — _______ -___ ^ =
"  4 Р  ~  1 2 iы  \'2к ~  1 2jk +  1 /

-Н Н И Й * (Н )> *
■ "  {^2п — 1 2 7 i + l ) _  2 2 n + l )

С ледовательно, lim Sn =  4 lim ( l  — =-Л-г) =  4. Р яд  сходится .П—>00 1 71—>00 Jn+1 ^

v - .  Л  Л  v 1- .  k + l , 2  , 3 , 4
2) ,bn =  £  In ( l  +  * j =  £  In —  =  k  1 +  In 2 +  Ь  3 +  • •'

t = l  4 '  k= 1
, n +  1 / 2  3 4 n + l \  . . 14 .. , , ,,

..  . +  l n  =  In . -------------- =  ln(n-|-1), lim ln (7 i+ l)=
n \ l 2 3 n J n—00

=  + 00 , следовательно, ряд расходится .
3) О тм етим, ч то  при \q\ >  I наруш ается необходим ое условие 

сходи м ости  ряда lim ап =  0, ибо lirn qn cos п о  не сущ ествует,n—*OU n—*00
если |g| >  l.

Считая |g| <  1, состави м  частичную  сум м у Sn данного ряда: 

Sn =  q cos a +  q2 cos 2c* +  q3 cos 3ft +  . . .  +  qn cos nn



и умножим ее на 2 cos о . Т огда , принимая во внимание, что

2 cos ка  cos а  =  cos (к +  1)а +  cos (к — 1)а,

получаем уравнение относительн о 5'п :

25„ cos a =  g (cos2 o  +  1) +  <?2(cos3a  +  cos а ) +  g3(co s4 a +

+  cos 2a) +  . . .  +  qn ( cos(n +  l ) a  +  cos(n — l ) a )  =

=  (q cos 2a  +  q2 cos 3a +  q3 cos 4a +  . . .  +  qn cos(n +  l ) a )  +

+  (ч +  ?2 cos a  +  Ч3 cos 2a +  ■ • ■ +  qn cos(n — l ) a )  =

=  i ( g 2 cos 2a +  q3 cos 3a +  . . .  +  gn+1 cos(n +  l ) a )  +
9

+  g (l  +  q cos a  +  q2 cos 2a +  . . .  +  </"_1 cos(?i — l )a )  =

=  - (S 'n — q cos a  +  qn+1 cos(n +  l ) a )  +  g (l +  Sn — qn cos n a ),
9

из котор ого  сл едует, что

ч{чп+1 cos па  — Чп cos(п +  l ) a  — q +  cos а )
1 — 2q cos а  +  q2

Так как lim Sn =  поскольку lim qk cos ка  =  0 какn —*oo 1 ^gcosori-g n —«oo
произведение ограниченной функции на бесконечно м алую , то 
ряд сходится .

Таким образом , данный ряд сходи тся  при {gr| <  1 и расходи тся  
при |g| >  1.

4) О чевидно, ч то  S’i =  arctg ,$'2=  arctg | +  arctg g. И спользуя 
формулу t g (а + 0 )  =  , имеем 6’2=  arctg §. П олученные
два результата позвол яю т предполож ить, что  S„ =  arctg

К ритерием истинности этого  соотнош ения является собл ю д е
ние тож дества  для всех п > ‘2: S'n—.$’n- i = a n =  arctg Д ействи
тельно,

п 71— 1
S„ -  .Ь„_ 1 =  arctg — —  -  a rctg  =

71+1 71

= arctg i . L i  =  " c ,s  2 bn + 1 n

в соответстви и  с формулой t g ( «  -  ft) =  .



Итак, ф ормула Sn =  arctg верна для всех п.

П оскольку lim Sn =  lim a r c t g =  j ,  то ряд сходится .П—► ОО П—>00 n + 1 *

П р и м е р  2. У стан ови ть сходи м ость  или расходи м ость  рядов 
с пом ощ ью  необходим ого и д оста точ н ого  критерия Коши или с

ОО

пом ощ ью  необходим ого признака сходи м ости : 1) J2 (г^ тт ) ;

2) £
г» =  1

П
П + 1

П =  1

n+m
Р е ш е н и е .  1) С остави м  сум м у =  J2 «Jt Для данного

l f c = n + l
ряда:

о -

п+т. /  , ч jt
(m) — V  I

^  \ 2 k + lк=п+1 4

О чевидно, что  П оскольку 2ГП'= Н ^ _ 21+т)< 1 ’ то

n+m /  1 \ к /  1 \ л + 1 / * \ я+2 / t \ n+m
k l m )l < i  (О =G) -G) — (O'fc=n +  l

1 \ П + 1 (  1 / 14 m-1>
2 1 \ 1 + 2 + " + U

И спользуя формулу m членов сум м ы  геом етри ческой  прогрес
сии

1 — пт2 , , т - 1  _  1 91 +  9 +  9 +  • • • +  9
1 - 9  ’ 

получаем

№>1< й Г  W  < G)“-=s.«-
На основании определения предела числ овой  посл едовател ь

ности  можно утверж дать, что  для л ю бого  числа е >  0 найдется 
такое натуральное число N  (зависящ ее лишь от  е!), что  для всех 
п >  N  выполняется неравенство (1 /2 )"  <  е. Для этих значений 
п получаем  усл ови е \cr^\ <  е при л ю бом  натуральном  т. Сле
довательно, ряд сходи тся .



2) Для данного ряда усл ови е lim а„ =  0 не выполнено, ибо
п -* + 00

lim |а„| =  lim -^-г =  1. Значит, ряд расходится .
п —»+00  п —>+оо П +  А

При исследовании сход и м ости  рядов неп осредственное оты с
кание предела частичны х сум м  или использование н еобходим о
го и достаточн ого  признака сходи м ости  (критерия Кош и) ч а сто  
связано с больш ими трудностям и . П оэтом у обы чно и сп ол ьзую т 
тот  или иной признак сходи м ости , даю щ ий достаточн ы е у сл о
вия сходи м ости  или р асходи м ости  ряда, которы е изложены в 
следую щ ем параграфе. О тм етим , кром е того , следую щ ие свой 
ства  рядов, которы е м огут  оказаться полезными при и ссл едова
нии их на сходи м ость :

1. Ряд и л ю бой  его остаток  с точки зрения сходи м ости  ведут
себя  одинаково.

00 00
2. Ряды Е  ап и Е  А а„, где Л =  const ф 0, с точки зрения

П = 1 П = 1
сходи м ости  ведут себя  одинаково, и сумм ы  сходящ ихся рядов

ОО ОО

связаны равенством  Е  ^ап — A Е  а»>-
П=1 П=1

00 оо
3. Если сходя тся  ряды Е  ап И Е  п̂ , то сходи тся  и ряд

П =  1 П =  1
ОО ОО 00 оо
Е  («п +  Ьп), причем Е  («п +  bn) =  Е  а« +  Е
П = 1 П=1 П = 1 П = 1

• И ссл едовать на сход и м ость  следую щ ие ряды, оты скивал пре
делы их частичны х сум м  или пользуясь необходим ы м  призна
ком сходим ости:

ОО 00 ОО оо

Е  ЩХЩ- 2- Е  п*(" + 1)5 • 3 - Е  „(п + 1)(п+2'5- 4 - £  7^-П —1 П = 1 П — \ П — 1
оо 00

n/n+mV т —  натуральное число. 6. £  nqn~ l , q =  const.
n — 1 n = l
oo oo oo

7. E (  — !)"■ 8. E  ( l + 2 ( —1 )")- 9. E  9n si n n a , q n n  —  постоян-
n = l n = 1 n = 1

00 oo oo
ные. 10. E  ( s t t ) • 11. E  arctg W2e 0 - 12- E  arctg

n = l n =  l n =  l
oo oo

13. E  arcsin —T 1 . 14. E  (a +  (n — 1 ) < ^ ) 1, «,
n = l V ( n - i p + i  Л Ч 1  n = l

d, q —  постоянные (ариф м етико-геом етрическая прогресси я ).
00

15. E  an> «1 =  1, a2 =  5, (in =  5( n„_ i  + f l „ _ 2 )  (n >  3)-
n = l



§2. П р и зн а к и  с х о д и м о с т и  р я д о в  
с  п о л о ж и т е л ь н ы м и  ч л е н а м и

Т еорем ы , перечисленные в этом  параграфе, отн ося тся  к ря
дам  (1), все  члены которы х неотрицательные.

П р и зн а к  Д ’ А л а м б е р а . Если начиная с н екоторого номера 
п для членов ряда (1) выполняется неравенство 2^±1< 9 < 1 , где q 
—  постоянная величина, не зависящ ая от  п, то ряд (1) сходится ; 
если >  1, то он расходится .

Предельная формулировка признака Л ’Аламбера: если

1* ^п +  1lim — —  =  q, n—оо ап

то ряд (1) с неотрицательны ми членами сходи тся  при q <  1 и 
расход и тся  при q >  1; при q =  1 воп рос о сходи м ости  ряда 
оста ется  открыты м.

П р и зн а к  К ош и . Е сли начиная с некоторого ном ера п для 
членов ряда (1) вы полняется неравенство <  q <  1, где q
не зависит от  п, то ряд (1) сходи тся ; если >  1, то ряд
расходится .

Предельная формулировка признака Коши: если

lim =  q,гг—юо

то ряд (1) с неотрицательными членами сходи тся  при q <  1 и 
р асходи тся  при q >  1; при q — 1 воп р ос о сходи м ости  ряда 
оста ется  откры ты м.

П р и зн а к  Р а а б е . Если начиная с н екоторого ном ера п для 
членов ряда (1) вы полняется неравенство — 1) >  Ч >  1>
где q не зависит от  п, то ряд (1) сходи тся ; если — 1) <
то ряд расходится .

Предельная формулировка признака Раабе: если

lim п ( —  ------- П  =  q,
п — оо \Яп + 1 /

то ряд (1) с неотрицательными членами сходи тся  при q >  1 и 
расходи тся  при q <  1; при 9 = 1  воп рос о сходи м ости  ряда 
о ста ется  открыты м.



оо оо
П р и зн а к  ср а в н ен и я . Е сли для двух рядов ^  а „ и

П=1 П=1
с неотрицательными членами начиная с н екоторого ном ера п 
выполняется н еравенство а„ <  6„, то ряд с меньшими членами 
сходи тся , если сход и тся  ряд с  больш ими членами; если ряд с 
меньшими членами расходи тся , то расходи тся  и ряд с больш и
ми членами.

Предельная формулировка признака сравнения: если для двух
оо оо

рядов £3 °п и Ьп с  неотрицательными членами
П=1 П=1

I*
lim  —  =  q y

п — оо 0п

то при q ф О о б а  ряда ведут себя  одинаково, т.е . либо о б а  
сходятся , либо о б а  расходятся ; если q =  0, то из сходи м ости

ОО 0 0

ряда Е  Ьп сл едует  сходи м ость  ряда ап, a из расходи м ости
П=1 П=1

0 0  0 0

ряда Y1 ап сл едует  расходи м ость  ряда ^  Ьп .
П=1 П=1

И н тегр а л ь н ы й  п ри зн ак . Если члены ряда (1) удовл етво
ряю т условиям ап+1 <  а „ и lim ап =  0, а непрерывная убы -

п-*оо
вающ ая неотрицательная функция /(ж ) такова, что  при х  =  
=  1 , 2 , . . .  , п , . . .  ее значения равны соответствую щ и м  членам ря
да (1) и lim f ( x )  =  0, то ряд (1) и несобственны й интеграл

+оо
f ( x ) d x  либо о б а  сходятся , либо оба  расходятся .

1
К огда приходится  и ссл едовать на сходи м ость  конкретный 

ряд, то естественно в ста ет  воп рос о том , каким из перечислен
ных признаков (а  они не исчерпы ваю т все  известны е признаки) 
воспол ьзоваться . П олезно преж де всего проверить выполнение 
необходим ого усл ови я сходи м ости  lim а„ =  0. Е сли оно на-

п — ►ОО

руш ено, то ряд расходится . Если же оно выполнено, то для 
исследования сход и м ости  сл едует обр ати ться  к наиболее про
сты м  признакам —  Д ’А л ам бера  или Коши (вы бор  одного из них 
часто  легко определяется  видом общ его члена ап ) в их наиболее 
п ростой  форме —  предельной, а затем, если это  н еобходим о, в 
их общ ей форме (т .е . обр ати ться  к установлению  или провер
ке соответствую щ и х  неравенств). О тм етим, что  когда признак 
Д ’А л ам бера  в предельной форме “не дей ствует” (т .е . при q =  1),

I



часто  оказы вается полезным обрати ться  к признаку Р аабе (в 
предельной форме или нет). Если же признаки Д ’А лам бера, 
Коши и Р аабе не пом огаю т, то полезно обрати ться  к признаку 
сравнения. Э тим  признаком удобн о пользоваться , когда иссл е
дуемы й ряд сравнивается  с другим  рядом, поведение котор ого  
с. точки зрения сходи м ости  известно либо которы й легче под
дается  и ссл едовани ю . Интегральный признак позвол яет полу
чить набор  стандартны х рядов д остаточн о п р остого  вида, уд об 
ных для исследования на сходи м ость  ряда с пом ощ ью  признака 
сравнения (см . пример 3).

П р и м е р  3. И ссл едовать  на сходи м ость  ряд

Р е ш е н и е .  Данный ряд удобн о и ссл едовать на сходи м ость  с 
пом ощ ью  интегрального признака. Д ействительно, общ ий член 
ряда стрем и тся  к нулю при п —* оо, причем это  стремление 
монотонно относител ьн о п. В качестве функции / ( х )  вы берем  
функцию / ( х )  =  рг, которая удовл етворяет всем  условиям, на
ложенным на нее в ф ормулировке интегрального признака (она 
определена при х >  1, непрерывна, неотрицательна, монотонно 
убы вает и стрем и тся  к нулю при х —*• + о о ). О стается  выяснить,

Итак, ряд (3) сход и тся  при А >  1 и расходи тся  при А <  1.

При исследовании чи сл ового  ряда £  а„ на сходи м ость  с по

мощ ью  признака сравнения вид общ его члена ряда £  6„ (ря-
П =  1

да, с которы м  сравнивается  данный ряд) иногда подсказы вается 
стр ук тур ой  общ его члена а„ иссл едуем ого ряда.

(А >  0). (3)
П = 1

сходи тся  ли интеграл

П оскольку первообразная имеет вид

при А ф 1 

при А =  1
то

dx _  I - — j- при А >  1,

+ оо  при А <  1.

СЮ

ОО



Д ругой  прием, позволяю щ ий восп ол ьзоваться  признаком 
сравнения, заклю чается  в отыскании бесконечно малой а „  д о 
статочно п р остого  вида, эквивалентной ап при п —у оо. В си 
лу признака сравнения соотнош ение lim =  1 означает, что

П—*00 п
00 оо

оба  ряда ап и ^  « „  либо сходятся , либо расходятся . М о-
п=1 П=1

оо
ж ет оказаться, что ряд ^  а п легче и ссл едовать на сходи м ость ,

П =  1
оо

чем ряд а„. В том  частном  случае, когда « „  =  с /п А, где
П =  1

с =  const ф 0, на основании примера 3 мож но сразу  заклю чить, 
что исследуемы й ряд сходи тся , если Л >  1, и расходи тся , если 
А <  1.

Ч то касается интегрального признака сходи м ости , то его 
имеет см ы сл исп ользовать тогда, когда воп р ос о сходи м ости  ин-

Л +  ОО
теграла I f ( x )  dx реш ается просто  путем  отыскания перво- 

J а
образной, ибо в остальны х случаях установить сход и м ость  или 
расходим ость интеграла есть задача, равносильная устан овл е
нию сходи м ости  или расходи м ости  ряда, связанного с этим  ин
тегралом , поскольку теорем ы , гарантирую щ ие сходи м ость  или 
расходим ость интегралов, аналогичны соответствую щ и м  тео 
ремам для рядов.

П р и м е р  4. И ссл едовать  на сходи м ость следую щ ие ряды:

£  (2n +  l ) » ;  2 ) k  +  Г 7  +  5 * 7  +  5 5 ^  +  5 ^  +  ■ • ■ +  5^ » - i  +
П=1

ОО 2 ОО

+  5» 7" +  5"+i 7 "+ *  * ■’ (^ + г )   ̂ JC  fx+l)(A+S).. (Л+п)

( Л > 0 ) ;  5) 6) £  7) ^

00 , Ч •> 00 сю
9 ) Е ^ ( Л > 0 ) ;  Ю ) Е ^ ; ;

п ~ 1 п = 2  п = 2
ОО

11) £  ^  (А>0).
П =  1

Р е ш е н и е .  1) По признаку Д ’А лам бера

Дп+1 _  (n +  l)i(2n  +  1)!! _  п +  1 1
ап (2п +  3)!!п! 2п +  3 2 <

Ряд сходи тся



2) О тм етим , ч то  а2к_ j =  и а2к =  р ^ г- Р ассм отри м  два
сп о со б а  решения.

П е р в ы й  с п о с о б  основан на применении признака Д ’А лам 
бера.

Р ассм отр и м  отнош ение

ап+1 Г 1 /7 , е с л и »  —  нечетное числ о (п  =  2* — 1),

а „ \ 1 /5 , если п —  четное число (п =  .2к).

Итак, при всех  значениях п 2д±1. <  i  <  1. Р яд сходи тся .
В т о р о й  с п о с о б  основан на использовании признака Ко

ши.
П оскольку

\ / ап =
если п =  2к — 1,к к- 1 '5 21с — 1 7 2fc-l

L _ , если и =  2А,
ч /Е

то при л ю бом  п <  1/\/35 <  1. Ряд сходи тся .
З а м е ч а н и е .  Так как в данном случае предел lim неП—>OQ "

' сущ ествует, то признак Д ’А л ам бера  в предельной форме не при
меним. Признак Коши применим и в предельной форме, так как 
легко видеть, что  lim

п —*оо v v 3 5

3) Ф орма общ его члена данного ряда наводит на мы сль об 
использовании признака Коши.

Д ей стви тел ьн о,

. Г -  (n+l 
^ = [ — 2

— lim

(■-=±0
- ( n + 2 ) '

n + 2 _  1 - 1 e n —oo =  e <  ]
П —* OO

Р яд сходи тся . Решение возмож но и с пом ощ ью  Признака 
Д ’А л ам бера , но в этом  сл учае его использование было бы не
рациональным.

4) С остави в  отнош ение

яп+1   (и +  1)!(^ 1)(^ +  2 ) . . • (А +  п)   п +  1
ап (А 4- 1)(А +  2 ) . . .  (А +  7»)(А +  п +  1)п! А +  п + 1 ’



убеж даемся, что  признак Л ’А л ам бера  в данном сл учае не при
меним, ибо lim 2в±>. =  ].

П—►Оо Дя
О брати м ся к признаку Раабе:

С ледовательно, при А >  1 ряд сходи тся , а при А <  1 —  р а схо
дится. (Е сли  А =  1, то ап =  (п+ 1)! =  й+7’ а Ряд с таким общ им 
членом расходи тся  (см . пример 3).)

5) П родем онстрируем  два сп особ а  решения.
П е р в ы й  с п о с о б .  Л ля данного ряда

«n+i _  (2п +  l)!!(2n )!! _  2п +  1
а„  (2п +  2)!!(2п — 1)!! 2п +  2 п-.оо ’

следовательно, признак Л ’А л ам бера  неэффективен.
О брати м ся  к признаку Р аабе. П оскольку -  1 =  j^ fT ’ то

п ( ^ 7  ~  *) ~  т1—^  5 <  1 , так что Р-ЯД расходится .
В т о р о й  с п о с о б ,  ( 'о ста в и в  легко проверяем ы е неравен

ства

З2 >  2 4, 52 >  4 • 6 , . . .  , (2и -  I )2 >  (2п -  2)2п,

перемножим их почленно:

З2 • 52 •. . .  • (2n — I )2 >  (2 • 4)(4 • 6 ) . . .  (2п -  2)2п.

П олученное неравенство мож но записать иначе:

((2t, -  I ) ! !)2 >  ((2 n )!!)2 - i - ,

ИЛИ
_  (2 п  — 1 )!! 1

"  ( 2 и ) ! !  >  2 у /тГ

Ряд с общ им членом ведет себя  так же, как ряд о общ им 
членом т.е. расходи тся  (см . прим ерЗ). А тогд а  по признаку 
сравнения расходи тся  и данный ряд.

_ Л = П ( ^ ± ! 5 + 1 _ Л  =  _  д.
/  V Н +  1 )  71+1 п—оо



6) Из оценки 3„ +ч/ пз+1 <  и признака сравнения следует 
сходи м ость  данного ряда, и бо  1 /3”  есть общ ий член сходящ ейся 
геом етри ческой  п р огресси и  со  знаменателем 1/3 <  1.

7) П реобразование общ его члена ряда =  n5/3J l+ i

показывает, что  он эквивалентен при п —*■ оо.
ОО

Р яд £  - j j 2 сход и тся  (см . пример 3). А тогд а  по признаку
п =  1

сравнения (в предельной форме) сходи тся  и данный ряд.

8) Так как

п3 +  п2 +  1 , ( .  п2 - 2 п  \ п2 -  2п
In -= —   г =  m 1 +

п3 +  2п + 1  \ п3 +  2п +  1 /  п—оо п3 +  2n +  1

„  J.
П (1 +  +  ^г) "-*«> п'

то общ ий член данного ряда ап =  In „з^п+Т  п ~ то
ОО

сходи м ости  ряда £  —jjj (см . пример 3) и признака сравнения
п =  1 П

сл едует сход и м ость  данного ряда.
9) С п о с о б  1 . С равним общ ий член данного ряда с общ им

ОО
членом расходящ егося  ряда £  £  (с.м. пример 3). Для этого

П =  1
вначале р ассм отри м  функцию /(ж ) =  х к -  In ж (к >  0) и убедим 
ся, что она оста ется  полож ительной для достаточн о больш их 
значений х. Д ействител ьно, функция непрерывна при х  >  0 и 

lim f ( x )  =  lim ж*(1 — ^ f )  =  + оо , ибо по правилу Л опиталя
х —*-+оо г —►-f-оо х

lim Is#  =  lim rk - =  0.£—►+00 * Г—►+<» КХ
Итак, при д оста точ н о  больш их значениях х  функция /(ж )>О ,

т.е. x k >  In ж. П олож ив в этом  неравенстве к =  1/А, получим
неравенство x l ! x >  In ж. М ы вправе считать, что ж >  1. Т огда,
возведя обе  части  последн его неравенства в степень А, найдем,
ЧТО Ж >  1пА Ж, или “  <  •’ *  In г

Таким образом , для д оста точ н о  больш их значений п (напри
мер, для п >  N ,  где N  —  н екоторое число, зависящ ее от А)

ОО
справедливо неравенство j- <  \ . Р яд £

1пА п ' м , < 1пА пn = N + l



щийся остатком  данного ряда, расходи тся  по признаку сравне
ния, следовательно, р асходи тся  и данный ряд.

С п о с о б  2 . Сравним общ ий член данного ряда с общ им
ОО

членом расходящ егося  ряда £3 £ ( см - пример 3). Д ля этого
П =  1

рассм отрим  функции / ( х )  =  (1пж)А и д (х )  =  х  и найдем предел 
их отношения при х —*• + оо :

||т  Щ = lim = lim =
r -* + o o  g ( x j  x —»+oo X x —>+oo X

= Bm Л<|П*>А' ‘ =  Urn A(> - 1>.<lnJ)A. -  =  ... =  0
X-++00 x  x—»+oo x

(при нахождении предела бы ло использован о правило Л опита- 
ля). Значит, для достаточ н о  больш их х отнош ение ^ ^ < 1  или 
1 //(ж ) >  1 /х , т.е. 1 /(1п х)А >  1 /х . А  тогд а  для достаточ н о  боль-

ОО

ших значений п ( n > N )  и 1 /(1пп)А >  1 /и , т.е. ряд  ^  1 /(1п п )А
n=JV+l

ОО

расходи тся  по признаку сравнения. Р яд  1 / (In /г)л —  оста-
п=ЛГ+1

ток данного ряда, следовательно, р асходи тся  и данный ряд.
10) В этом  сл учае удобн о применить интегральный признак 

сходи м ости , полож ив / ( х )  =  ^  У сл овия , допускаю щ ие его

применение, выполнены, и бо  функция / ( х )  непрерывна при х >  
>2, полож ительна при этих значениях х,  монотонно убы вает с 
р остом  х и притом lim / ( х )  =  0; выполнение условия f ( n )  =  ап

х —*+оо
очевидно.

г+оо
И нтеграл /  / ( х )  dx легко и ссл едовать  на сходи м ость  не

посредственны м отысканием первообразной :

+ 00 +оо +оо
d (ln x ) _

J Mdx=J ^ k =I In3 X
2 2

1 | + ~  1
21n2 x|2 ‘2 In2 2

Итак, интеграл, а вм есте с ним и ряд сходятся .



1 1 ) С п о с о б  1. Если п >  3, то (In п)/пх >  1 /п Л, что указывает 
на р а сходи м ость  ряда при А <  1 по признаку сравнения (с.м. 
также пример 3).

При А>1 к иссл едовани ю  ряда можно применить интеграль
ный признак. Р ассм отр и м  функцию /(ж )= (1п  ж)/жА, удовл етво
ряю щ ую  усл ови ю  f ( n ) = a n . Ее производная / ' ( * ) =  ■ ~х|т~ при 
х  >  е 1̂ х отрицательна. С л едовательно, при х  >  е (при том, что 
А >  1) функция f ( x ) монотонно убы вает, оставаясь  непрерывной 
и полож ительной. К ром е того , с пом ощ ью  правила Л опиталя 
нетрудно установить, что lim f ( x )  =  0. Из свой ств  функции

/(ж ) сл едует, что  члены ряда монотонно убы ваю т с возраста
нием ном ера п (начиная с п =  3) и что lim =  0. Такимх—+оо п
образом , применение интегрального признака допустим о.

В се дальнейш ее исследование связано с изучением сходим о-
+оо
/  In X

сти  интеграла / - г - а х .  П ервообразная для подынтегральной
з

функции находится  интегрированием по частям , и она равна

In а: 1
( А - 1 ) ж л-> ( A - I ) 2* * - 1' 

О тсю д а  вы текает, что

+оо
In ж , 1пЗ 1

« х  =  7"ч----- ГТТГГ-Т +
f  In Ж

J Xх (А -  1)3A_1 (А -  1 )23А—1
з

1 (  \пх 1 \ (А — 1) 1пЗ +  1
Ь т  г~г +  1 "А — 1 я—+ о о  \чжА_1 (А — 1)жл_1/  3А—1 (А — 1 )2

так как

lim =  lim —— ,  =  lim — * л =  0.
I  — + 0 0  X, 1 + 0 0  ( А  — 1)жА~- I — + о о  ( А  — 1)жА_1

С л едовательно, ряд сходи тся .
С п о с о б 2 . Если п >  3. то (In п)/пх >  1 /пх . что указы вает на 

расходи м ость  ряда при А <  1 по признаку сравнения (см . также 
пример 3).



Если А >  1, то вы берем  е >  0 так, чтобы  вы полнялось нера
венство А — е >  1. Т огд а  —  — -- -  "пл пе п х~

Л егко убеди ться , что  для достаточн о больш их значений п 
справедливо неравенство <  1. Д ействительно,

,im > 5 £ =  iim ,im ±  =  0.
г —»+оо х  г — +оо Ете 1 х —* +  оо Xе

Значит, для д остаточ н о  больш их х  вы полняется неравенство 
<  1, а тогд а  и для д остаточн о больш их п имеем ^  <  1. 

Так как
In п _  In п 1 1
пх пг пх~с ~  пх~£

ОО
и ряд Е  7 ^ 7  сходи тся , поскольку А — е >  1, то сходи тся  и

П =  1
исходный ряд согл асн о признаку сравнения.

Итак, ряд расходи тся  при А <  1 и сходи тся  при А >  1.

• Применить признак Д ’А л ам бера  при исследовании сходи м о
сти  рядов:

ОО ОО 00 ОО ОО

l e - E f c -  1 Т .Е  и . £  J ,. u . z h -  2 ° - Е  С Т -
n = l n =  l П — { П- l  n = l

21- £  22. £  23. £
n = l  n =  l

00 (n 'Y  ж
2“  n !s 'n( ’r/2 )sin(ir/3 )sin(>r/4 )- s in (jr /n ) '

M i x i l  _ J _  J 1 L . 1 , 1 , 0 -7  ЗП+1
2 2-3 2--3 22-3- ' • - - ' 2R-3n~ l 2n -3n ^  • * »•  S 1' -

n =  l v n 3
00 , 00 з 00

2 8 '  „ ? !  ( l  +  V, l +  l 2) (2 + V , l + 2 2)- - ( n + v / l + n 2) '  2 9 ' Г1? 1 55Г‘ 3 0 ' „ ? 1 , l 2 s *n  2s '
oo  OO OO

31- £ s ^ r -  32. T  n!------------ 33. £ ( 1 , 5  -  ч/2)(1,5 -
n =  l 5 - "  „  =  1 v / 5 1 7 ' 3 7 - ( 4 n H l )  V  Д ’

34. £  y . a j i t s o i a . o o .  6>o.

35. 0,4 +  0,4 0,34 +  0,4- 0,34 ■ 0,3.14 +  0,4 ■ 0.34 0.334 0,3334 +  . . .
• Применить признак Коши при исследовании сходи м ости  ря
дов:

«•£(£$)" эт.£($й»“. м-Ё($Й5й)” 39.E ( i ) n.
=  1 n s l  n =  l п =  2

< • . ? < « « - о * .  4 2 .1  +  1 + ^ +



1
3* +  +  ■ ■ - +  ^  +  2^П- +  •-■ 4 3 ‘ £  Г.п + 1 г  44 . Ц  (н ?т ) ■

« . £  ( й ^ т ) ” 1'" -  46 . £  ( <"+'>‘S x : ; ? " * er -

П — 1

1 =  1 1 =  1

47. £  (V n 2 +  3 n + l - V n 2 - n + l ) n . 48 . Z  Ш П е” /2 -
n = l п = 1
£0 _ n + 1/n »  ,

49. У  7  V  5 0 - £  -73ТГ-?-
„  =  1 ( « + 1 / » )  „  =  1 У 4 + п

• Применить признак Р аабе для исследования сходи м ости  ря
дов:

и -  £  5 * 1 -  £  ^ Т Г -  53 . £  54. Г
П =  1 П—1 П =  1 П =  1

ftqgS6)*. *>»• 5 6 - £  iSSSm - и- £ а -П =  1 П =  1

ог+1)(ог+2)...(а+п) 
/J+l)((9+2).■•(>+«) 1

V.»»P

58. V  , , . 1 , . , . 5 9 . Е Л ( а ) • 60. f ]
п=1 V '  + W ' + l  \Л + *  n = i n P n=i

a > 0 , /?>0. 61. g  Ma+ 1? - ^ + " - » y + 1) - ;y  « > 0 ,  p > 0, 7> 0 .
n = l

^r, A>0, A ^ l.
П =  1

• И ссл едовать на сходи м ость  ряды с пом ощ ью  признака срав
нения:00 ОО ОО 00

б5'£ ,т * й -  6 6 -
00 ОО ОО 00

«7 . г :  ssbr- 68. Е_ s d iT B - 69- Е , - з ^ Ь + т ■ 70- * ■

Т1- f . F f c t -  72. f * | .  73. £ . « & ) ’ . 74. £ , Ц ^ .
П = 1 П =  1 П =  1 П =  1

75. £ ( е> Л > _ 1) .  7 6 . £  1 I  7 7 . £  ( ^ n 2 +  n +  1 -
П =  1 П =  1 П =  1

V n 2 +  n -  1) . 78. £  VnHn-hi-Vn^-n+i 7 9  £  ( у / п -л / п ^ Т ) .
71= 1

80> Е  8 1 _ £  ln n ± i. 8 2 . Е  83. £  ( £ _
п=1 п= 2 п=1 п=1

- s i n i ) .  84.  g i ^ l .
П =  1

• И зучить поведение рядов, применяя интегральный признак 
сходи м ости :

00 ОО ОО ОО

85. 86 . 87. Е  n(n+ k n +5У 8 8 ‘ Т . К Ш -
П=1 п =  1 п=1 п = 2



UV <~*J i.*J

89<  Ё  ^T l + l n ^ n ) - 9 0 - Ё  n l n r . T n ( l n n l '  9 1 - Ё  ( 1 “  T i T ^ ) -

« •  1 W  g * .n=2 n — \ n = l
OO

9 5 , (n2+ i)a r c tg n  •

• И ссл едовать на сход и м ость  ряды, используя подходящ ие при
знаки сходим ости :

»•£ /Ш Е З - » - g &  *>о- •> •• « . g ^ .гг =  1 п =  1 п =  1
оо , . 2 оо оо оо

" ■ Е ^ -  1 0 0 - Е  ( 2 ^ w -  ю г - E i  / Д  - л - ю г . Е  ^ттр--п = 1 2 п = 1 1 + ' n=3 «  In ( ln(ln гг); „  =  1 I ■)

Ю З .Е ( 5 ^ й - 1 0 4 .Е  S S ^ . ^ 0 -  105. Е  “<“ + W + f o - ( £ h5rU
П=1 П= 1 П = 1

106. £  я>0. 107. g 108. g а!” „ З Д !!.
гг — 1 n = 1 v ; n  =  l v
°o  °o  oo oo

109. E  ^ 7 -  110. E 1̂ -  ш - Е з ^ -  112. E  ( » in s i r - 2 ) .
n =  l v  n =  l n =  l n = 2

In
n =  l " V "  n =  1

n±I\3/ 2у U  ̂111 ----
n =  l

oo oo »
ные. 118. E  а д -  И 9 - E ( c - ( l  +  £ D  - Л>0-

n = 2 n = l

120. Д оказать, что из расходи м ости  знакополож ительного ряда
оо оо оо

Е  а„ следует расходи м ость  рядов 1) V '  — —  и 2) У '  n+1.
n = i , Оп+1 , а „П~1 П=100
Ч то можно сказать о ряде £  ап , если один из рядов 1) или 2)

П =  1
сходи тся?

ОО

121. Д оказать, что из расходим ости  ряда £  а„ (а „ >  0)
П— 1

ОО

следует расходи м ость  ряда 1) ^  и сходи м ость  ряда
п  =  1 Ь п

113. E ( ^ - l n ^ i ) .  114. £ l ^ i .  115. £  alnn, я >  0.
n =  l n =  l n =  l
OO   Q /  П OO

116. E  \/” ( ln !^ )  • 1 1 7 * . A, a — постоян-

  ̂ (I n
2) H  где ‘Sn =  £  «*•.S’2n =  l n ifc=l



122. Д оказать, ч то  из сходи м ости  ряда ]П «п («п >  0) следует
П=1

сход и м ость  ряда £  ап (к >  О-
п =  1

§3. С х о д и м о с т ь  зн а к оп ер ем ен н ы х  р я д о в

1. А б с о л ю т н а я  и  у сл о в н а я  с х о д и м о с т ь  р я д а . Р яд £  « „
П =  1

ОО
назы вается абсолютно сходящимся, если сходи тся  ряд £  |ап |,

П= 1
составленны й из абсол ю тн ы х величин его членов.

ОО
Ряд £  ап назы вается условно сходящимся, если он сходится ,

Г!= 1
ОО

а ряд £  lanl> составленны й из абсол ю тн ы х величин его членов,
П = 1расходится .

оо оо
Из сход и м ости  ряда £  |яп| сл едует сходи м ость  и ряда £  а« ’

71 = 1 П = 1
а из его р асходи м ости , установленной с пом ощ ью  признаков

оо
Д ’А л ам бера  или Коши, —  расходи м ость  ряда £  а „.

П =  1
ОО

П р и м е р  5. И ссл едовать  на сходи м ость  ряды: 1) £
П— 1

2) £  3) £ ( - ! ) " (| т+ т)П; 4) £
п = 1 п = 1 п = 1

Р е ш е н и е .  1) Из неравенства |sin тгп;| < 1 сл едует, что
I sin n o  I ^  1

—  тГ* ‘

По признаку сравнения ряд £  | |  сходи тся , так как схо-
П =  1

дится  ряд £  ^  (см . пример 3). С ледовательно, данный ряд
П = 1  "

сходи тся  и притом  абсол ю тн о.
2) П оскольку

П +  ( - 1 ) пх/п2 +  Г п  +  \ / » 2 +  1 2<С --—■ " — ?



то данный ряд по признаку сравнения сход и тся  абсол ю тн о , так
ОО

как сходи тся  ряд £  ^  (см . пример 3).
П =  1

3) Применим признак Коши к ряду с общ им членом ап =  
=  ( f n+ i ) . О чевидно, что >  1. Значит, данный ряд
расходится.

4) Заменим члены ряда их абсол ю тн ы м и величинами и для 
исследования полученного ряда применим признак Д ’А л ам бе
ра:

a,i+i _  (2п +  2)!! п! _  27i +  2
ап ( » + 1 ) ! ( 2 п ) ! !  п +  1 >

Следовательно, как полученный ряд, так и исходны й р асходят
ся.

2. П р и зн ак  Л е й б н и ц а  с х о д и м о с т и  з н а к о ч е р е д у ю щ и х ся  
р я д о в . Если члены знакочередую щ егося  ряда монотонно убы 
ваю т по абсол ю тн ой  величине и стрем ятся  к нулю при п —> оо,

00
то ряд сходи тся , иначе говоря, если члены ряда £  (— 1)п -1 а„

П =  1
удовл етворяю т условиям : 1) « п>0 , 2) ап+1< а „ , 3) lim <x„=0,

п —*оот о  ряд СХОДИТСЯ.
^  f _ n n

П р и м е р  6. И ссл едовать  на сходи м ость  ряды: 1) J2 inn *
п= 2

оо / , 1Ч ОО   ОО Ч
2) Е  ( iV+ i(5 3) Е  sin 7г-\/и2+1 ; 4) E ( - 1) " “ I ( sin 2 j n )  >

' n =  1 П=1 П=1
A>0.

Р е ш е н и е .  1) Данный ряд удовл етворяет  всем  требованиям
признака Лейбница, поэтом у он сходится .

00
О тметим, что  ряд £  расходи тся  (см . пример 4, 9) ). Сле-

п =  2
довательно, данный ряд сходи тся  усл овн о. (П оследнее утвер 
ждение несет в себ е  больш е информации, чем п ростая  констата
ция сходи м ости  ряда.)

2) Проверим, убы ваю т ли члены ряда по абсол ю тн ой  вели
чине с возрастанием  п (другим  требованиям  признака Л ейб
ница члены ряда очевидно уд овл етвор я ю т). В ведем функцию 
Я х ) =  Р +15 • Ее производная f ' ( x )  =  остается  отри 
цательной при х  >  3. С ледовательно, при таких х  функция f ( x )  
монотонно убы вает. П оскольку при целых х  значения функции



совп адаю т c. членами ряда, взятыми по а бсол ю тн ой  величине, 
то ясно, что для п >  3 члены ряда по абсол ю тн ой  величине 
монотонно убы ваю т.

Ряд, полученный отбрасы вани ем  первых двух членов данного 
ряда, сходи тся  согл асн о признаку Лейбница. Т огд а  сходи тся  и 
данный ряд. С ход и м ость  условная, ибо „"t|g ~  ^ (см . при-

Т АО п — "О О

мер 3), п оэтом у  ряд из абсол ю тн ы х величин расходится .
3) П реобразуем  общ ий член ряда, пользуясь тож деством  

sinx =  ( —1)" sin(x — тгп). Заменив х  на жу/п2 +  1, получим

sin ж у/п2 +  1 = ( - 1 ) "  sin 7г(\/н2 +  1 — n) =  ( - l ) n sin Ж ------- .
V »  + 1  +  п

Ряд с общ им членом ( —I ) " -1  sin формально удовле
творяет  всем  условиям  признака Лейбница. Умножение на мно
житель — 1 переводит эт о т  ряд в данный. С ледовательно, и дан
ный ряд сходи тся  (см . §1, свой ство  2). С ход и м ость  эта  усл ов
ная, так как sin ■/  * , ~  -2- (см . пример 3).

V n ^ + l + n  п _ о о  2п '
4) Величина sin не превосходи т убы вает с возрастани

ем п и стрем и тся  к нулю  при п —+ оо. По м он отон ности  функция 
( s i n j ^ ) A при А >  0 убы вает  с возрастанием  п и стрем и тся  к
нулю при п —*■ оо. О тсю д а  сразу  следует, что данный ряд схо 
дится по признаку Л ейбница при А >  0.

Выясним поведение ряда, составлен ного из абсол ю тн ы х ве
личин его членов. Так как sin тгу- ~  тгг- , то

 ̂ * V n п —>00

(“ 275) '^ 75-
Ряд с таким общ им членом  сходи тся  при А/2 >  1 (т.е. при А > 2 )  
и расходи тся  при А/2 <  1 (т .е . при А <  2) (см . пример 3).

Таким образом , исследуем ы й ряд сходи тся  абсол ю тн о  при 
А >  2 и сходи тся  усл овн о при 0 <  А < 2.

3. З ам ен а  зн а к оп ер ем ен н ого  р я д а  зн а к о ч е р е д у ю щ и м ся
ОО

Т еор ем а . П усть £  ап —  знакопеременный ряд. Заменив в
П =  1

нем каж дую группу идущ их подряд членов одного знака их сум-
оо

мой, получим ряд J2 Е сли эт о т  ряд сходи тся , то сходи тся  и 
*=1

данный; если он расходи тся , то расходится  и данный.



П р и м е р  7. И ссл едовать  на сходи м ость  ряд £
П =  1

Р е ш е н и е .  В бол ее подробн ой  записи данный ряд вы глядит 
так:

_ 1 _ 1 _  _  1 1 1 _1_

2 3 7 +  8 +  9 + 1 0 + ‘ ' +
_1 1 1 1_ 1

' +  26 27 28 2 9 _ " _ 6 3 ~ * ~ ' " ’
т.е. вначале идут 7 отрицательны х членов, затем  19 полож и
тельных, далее —  37 отрицательны х членов и т.д ., причем в 
начале каждой группы членов одного знака стои т  член ряда, 
номер которого  является кубом  целого числа.

Заменив каж дую  группу членов одного знака их сум м ой, по-
ОО

лучим ряд £  ( - l ) fc6jfc, где 
к = 1

1 1 1  1
Ьк — Т 7  +  Т5 Г ^  Тч ГГ +  • • • +к3 к3 +  1 к3 +  2 "  { к +  I )3 -  1'

П роверим, будет  ли эт о т  ряд лейбницевского типа (т.е . будет 
ли он удовл етворять признаку Л ейбница). Д ля этого  в выраж е
нии для Ьк из (к +  I )3 — к3 =  к2 +  к(к +  1) +  (к +  I )2 слагаемы х 
выделим три группы  слагаемы х, состоящ и х соответствен н о из 
к2, к(к -I- 1) и (к +  I )2 членов ряда. Заключим каж дую  из таких 
групп для наглядности в скобки. Т огда

к2 слагаемы х

-  [ 1 1 1 1 1
к ~  \к3 +  к3 +  1 +  к3 +  2 + " +  к3 +  к2 -  1 1 +

*(*+1) слагаемы х

(  1 1 1 1 

\fc3+fc2~*~fc3+fc2+l~*~fc3-|-fc2-|-2~*~ к3+ 2 к 2+ к  — 1 )  ~*~
(Jfc+i)3 слагаемых■   ^  .     ---

i l l  1

к3+ 2к 2+ к  к3+ 2 к 2+ к + 1  к3+ 2к 2+ к + 2  (* + 1 )3 -  1,

П оскольку слагаем ы е внутри каждой скобки меньше того  сла
гаем ого, которое  стои т  на первом месте, то

‘* < 4  + <* + |>‘ ^  + <‘ + 1>! ;й7 ^ 7 т 4



В м есте с тем  каж дое слагаем ое из первой скобки больш е 
fc3| p , из второй  —  больш е рг+^р+т, из третьей  —  больш е (X+fjS■ 
С ледовательно,

Ьк>к2 к3 +  к2+<<к +  1)<; k3 +  2k2 +  k + k̂ +  1)2(jfc +  i ) 3 = iTTT- 

Итак, <  Ьк <  § . Значит, bk+i <  Ьк (поскольку значения
/ 3 3 \6jt и bk+i принадлеж ат непересекаю щ имся интервалам к)

и ( ,  ^ -̂5-) соответствен н о).
Наконец, из того , что lim =  lim г  =  0, сл едует, что

к —ю с  '• к-~*оо
оо

lim bk =  0. Т огд а  ряд £  ( —1)*6* сходи тся  по признаку Л ейб-
к^ оо к = 1
ница, а потом у сход и тся  и данный ряд. В силу расходим ости

ОО

ряда £  ^ (см . пример 3) данный ряд сходи тся  условно.
П = 1

4. П р и зн а к и  Д и р и х л е  и  А б е л я . Признак Дирихле: если 
посл едовател ьн ость { « „ }  монотонно сходи тся  к нулю, а суммы

п  ОО

£  bk ограничены, то ряд £  апЬп сходи тся .
k = 1 п = 1

ОО

Признак Абеля: если ряд £  я„ сходи тся , а последователь-
П =  1

ОО

ность {6П}  ограничена и монотонна, то ряд £  ап6„ сходится .
П = 1

ОО

П р и м е р  8. И ссл едовать  на сходи м ость  ряды: 1) £  —п" а ;
П = 1

2 )  £  ( ~ l ) " a r c t g n

П=1

Р е ш е н и е .  1) К данному ряду признак Лейбница непосред
ственно не применим, ибо ряд не является знакочередую щ имся.

П оведение этого  ряда д остаточн о п росто  иссл едовать с помо
щ ью  признака Л ирихле, положив а „ = 1 /п  и 6n= s in n « . П осл едо
вательность {1 /п }  сходи тся  к нулю, монотонно убы вая. Пока-

П
жем, что  посл едовател ьн ость {<t„} ,  где а„  =  £  sinfcc*, ограни-

k — l
чена. Умнож им обе  части  этого  равенства на 2coscv. У читывая,



что 2 cos a sin ka  =  sin(k +  l)ct +  sin (к — l )a ,  получим

2<тп cos cv =  ^ 2  (sin(fc +  l )a  +  sin(A; -  1 )« ) =
t =i

П П

=  ^ s i n ( f c  +  1 )(v +  ^ s in ( f c  — l)cv.
/fc = t k = 1

П оскольку

n n

^ s m ( f c +  l ) a =  ^ s i n  k a — sin cv+ sin (n+  l ) « = c r „ — s in a + s in (n +  l )a
k = 1 

И

TO

k = 1

sin(fc — 1 )«  =  E  sin ka — sin na  =  crn — sin net,
k=\ к- 1

2an cos a  =  2an +  sin(/i +  l ) o  — sin na — sin a.

Из этого  равенства вытекает, что

_  sin(/» +  l)rt — sin па — sin а 
”  2(cos tv — 1)

а  ф 2лт, т  —  целое. П реобразуем  числитель:

■ / , | \  • « • a  (  а s in (n + l)a  — sin па  — sin a = 2  sin — cos I n + -  I — 2 sin — cos —=
^ & J  2d L

. a  . na . n +  1 
=  —4 sin — sin —  sin — - —  « .о  • rt =  2 sin — 1\ a'

cos ( n + 2  )  a  ~  cos ~2

Знаменатель равен —4sin2(cv/2). С ледовательно,

(sin Цр sin !i£ !- « )

a  ф 2xm, m  —  целое.
Из последнего рав< 

доказывающ ая ограниченность последовател ьности  {<т„} при
Из последнего равенства получается  оценка |<тп| <  j sin̂ ay2)J’



а ф 2wm (при о; =  2тгт исходны й ряд состои т  из одних нулей 
и, конечно, сходи тся ). Т огд а  по признаку Дирихле ряд сходи т
ся.

Выясним, будет ли эта  сходи м ость  абсол ю тн ой  или условной. 
Заметим, что

sin2 not 1 — cos 2па  1 cos 2паsin па
>

2 п 2п 2п

Р ассм отри м  части чн ую  сум м у ряда £  *'пк “  и преобразуем
к = 1

ее следую щ им  образом :

’ 2 ка  1 — cos 2ка 1 cos 2кау .  sin ка  чг-~» 1 — cos 2ка 1
^  к 2к = ^ 2 к ~  ^  2 кk=i t= i t= i it=i

=S.

О чевидно, что lim S' =  + o o  (см . пример 3), т.е. S' —  час.тич-
П—*00ные сумм ы  расходящ егося  ряда.

С ум м ы  S„ —  частичны е сумм ы  сходящ егося  ряда, что не
трудно доказать с пом ощ ью  признака Дирихле, полагая а„ =
=  1/п  и 6„ =  cos2»m . Но тогд а  согл асно определению  сходящ е-

• 2
гос.я ряда ряд с общ им членом sinnnf> не мож ет быть сходящ имся 
(предел  его частичны х сум м  не сущ ествует). С ледовательно, он

ОО
р асходи тся , а потом у расходи тся  и ряд £  I slnnnn | (по признаку

П =  1
сравнения). Э то  означает, что  данный ряд сходи тся  условно.

2) Р ассм отри м  два сп о со б а  исследования на сходи м ость дан
ного ряда.

П е р в ы й  с п о с о б .  Учиты вая, что ряд знакочередующ ийся, 
естественно проверить, не будет ли он лейбницевским. П ола
гая ап =  arctgп , сразу  получаем  lim ап =  0. О стается  прове-

п —► ои
рить выполнение условия яп+1 <  Для этого  введем  функцию 
/(ж ) =  arctg ж. Л егко найти

г„  , х  -  (1  +  х 2) arctg х 
1 ( Х ) ~  ж2(1  +  х 2)

Заметим, что числитель д р оби  обращ ается  в нуль при х  =  0, 
а его производная, равная —2х arctg х, отрицательна при х  >  0. 
Значит, числитель, а следовательно, и производная f ' ( x )  отри 
цательны при х >  0. Таким образом , функция / ( х ) ,  при целых



положительных х  совпадаю щ ая с членами ряда, м онотонно убы 
вает. О тсю да, в частн ости , следует, что при всех п выполняется 
неравенство ап+1 <  а„.

Итак, по признаку Лейбница данный ряд сходи тся , причем 
сходи м ость условная, ибо arĉ Sn ~  ^  (с.м. пример 3).

В т о р о й  с п о с о б .  Применим признак А беля , считая ап =

=  и Ьп =  arctgrc. Ряд Е  сходи тся  по призна-
П =  1

ку Лейбница; arctgrc растет с увеличением ном ера п, причем 
j <  a rctgn < | , т.е. посл едовател ьность {a r c tg n } м онотонна и 
ограничена. А  тогда  по признаку А беля данный ряд сходи тся .

• И сследовать на сходи м ость  ряды, выясняя в случае их сходи 
м ости, является ли она абсол ю тн ой  или условной:

ОО ОО 2 ОО

1,23. Е  ^ 7 ^ ’ «  =  const. 124. Е  1 2 5 - Е С - 1) " -
П=1 П—\ П—1

126. g  ( - ! ) ” ( In g ± B ± | .)n . 127. g
П = 1 П = 1 ' ''

128. g  4 ^ -  129. g t l ^ .  I S O . g - D — l f e S j ) ” -
n = 1 n = 1 n = l

OO oo 0 0 , 1

i s i . E f - D 1*1! ^ -  1 3 2 . E ( - I f - In sin j. г з з . Е - 1̂ " " ^ '
n=l n=l n=l

OO n  oo  . чп_ ,
a =  const. 134. E  Т Е - Ь т т -  135. E

136. g  a =  const, „  >  0. 137. g  ( - ' f ' - ' f f i t ' 111
n =  l n =  1 '

,°Я /  1 \П— 1  / ~  OO oo
138. E  139- E C - ! ) ” '  cos 2 ^ - .  140. ^ ( -1 )» -1 !п л .

n  =  l  n  =  1 n  =  l

141‘ £  & L ® S i V  142- E  ^ £ 2  ■ 143. E  y/n  sin жл/п2 +  1.
"  =  1 n =  5 n =  l

144. E  b -У "-1 . 145. Y  ( - ^ - ‘ (n+ioo) 146 y- (-i)"~ ‘ inn
h i  n2+l ' »+m « •

,  ( - l ) n_1 arcsin  - f e -  ™  r _ n » - i  ,22 I n » - >

147■ S r  ^  ■ 148- - 1 4 9 -
150. g  L - T ^ ” ' \  151 . g  1 5 2 . g T - ' Г " * " »

» = 1  n  =  l "  n  =  2 '
00 _пКЛП15.4 l _ i _ I  4 . I  4 .  1 j .  1 1 1 1 1 I i r ,  v 'i 2 2 +  g  +  3  +  _  _  +  . . .  1 5 4 . E  v •

155. 156. E 1̂ -  157. l - i - I  +  i  +  i  +
h = 2 n = l



+ i - i - k - i - T s  + - - 158- “S r -  159- Е Д
In n • * n —----   Sin -r-

1 6 0 .  £  -
n =  l

+ s in  ZJ2. i 6 i .  E
n =  l

sin n a  c o s n fi

( - I ) " - 1  sin n a  ^ 0 2  c o s ( 2 n ~ 1 ) a

n =  l
2 n - l

1 6 3  ^  sm n a ^ s n , »  1 6 4 . £

166. g  (- 1Г~Чпё " ^ . 167. g  ®
n=  1 n = 2 „„
/-v~. t о OO Sin

168. E  (~1} ~ncos nc>- 169. E  — ^
n = l  n = 1

1 7 (4  V ' '  ln (7 n2+ n  +  l ) - l n ( 4 n 2+ 2 n + 5 )  cQg wn
Z-< In n 3

• 165. E  V ; n ( 3 « 4 T )  ■
n =  1

cos na.

sin not



Г л а в а  II . Ф ун кц и он ал ьн ы е р я д ы

§1. П о н я ти е  ф ун к ц и он а л ьн ого  р я д а . П р и зн а к и  
с х о д и м о с т и  ф у н к ц и он ал ьн ы х  р я д о в

Если { / « ( * ) } “  _j —  посл едовател ьн ость функций, заданных на 
конечном или бесконечном  пром еж утке (а, Ь) числ овой  оси , то 
сим вол f\ (x ) +  /г(ж ) +  . . .  +  f n (x )  +  . . .  или, что то же сам ое,

00

£ / » ( * )  (1)
П =  1

называется функциональным рядом.
Определения членов ряда, общ его члена ряда, частичной  

суммы  ряда со о т в е т ст в у ю т  аналогичным определениям из §1 в 
главе I с той лишь разницей, что  в сл учае функционального ряда 
все эти  объекты  есть функции, а не числа.

Если рассм атривать значения членов ряда (1) в какой-либо 
точке xq 6  (а, 6), то пол учается  числ овой  ряд

00

Х > Ы -  (2)
П =  1

Если этот  ряд сходи тся , то его сум м а обозн ачается  ’̂(яо), и 
в этом  случае говор я т, что  функциональный ряд (1) сходи тся  в 
точке *о-

Если ряд (1) сходи тся  в л ю бой  точке х  м нож ества Р, х  €  Р  С 
С (а, 6), и расходится  во всех  точках х £ Р ,  то тем самым на мно
ж естве Р  определена функция S(x),  которая является сум м ой 
ряда (1) для л ю бого  х  £  Р. Э та  функция S (x)  назы вается сум 
мой функционального ряда (1), а м нож ество Р  —  его обл а стью  
сходим ости .

Критерий сходи м ости  Коши и н еобходим ое условие сходи м о
сти функционального ряда (1) ф орм улирую тся аналогично со 
ответствую щ им  теорем ам  для числовы х рядов (см . главу I, §1).

О сновная задача теории функциональных рядов —  нахож де
ние обл асти  сходи м ости  данного ряда. П оскольку при л ю бом  
фиксированном х  €  (а, Ь) ряд (1) становится числовы м, для его



исследования можно применять все признаки сходи м ости  число
вых рядов, изложенные в главе I.

П р и м е р  1. Найти обл асти  сходи м ости  функциональных ря-
ОО

дов, п ол ьзуясь определением обл асти  сходи м ости : 1) £  ж";
п = 0

ОО лЛ ™  1

2) £  \ - х ^  ■
П =  1

оо
Р е ш е н и е .  1) Ряд £  ж" является геом етри ческой  прогрес-

п=0
сией. Е го частичная сум м а S „ {x )  вы числяется по формуле

1 — х п
Sn(x )  =  —--------  при х ф  I.

1 — X

По определению  сум м ы  ряда

1
1 — £ П

lim Sn{x )  =  lim —--------- =
П —► ОО М —* ОО 1 — X

при |ж| <  1, 
I — х
не сущ ествует при х <  — 1, 
оо при х >  1.

Таким образом , обл а сть ю  сходи м ости  этого  ряда является 
интервал ( —1,1).

2) П реобразуем  частичн ую  сумм у .$'„(ж) данного ряда, ис
пользуя равенство

ж2" * 1 1 1

1 — X 2" 1 — ж2”  1 1 — X 2"

(Д ействител ьн о, так как 1—ж2П =  1 — (ж2* *)2= (1  —ж2" ^ ( l + x 2” ’ ), 
то

1 1 1 +  х 2 — 1 х 2

1 — ж2"-1 1 — ж2" 1 — ж2" 1 — ж2"

Т огда

2 / 1  1 

5пМ^ ^  = £ ( т ^ г~'Г^
^  1 "  1 _  1 1 _ _

1 — ж2*-1 1 — ж21 1 — х  1 — ж2"
lfc=l * = 1



(З десь использовано то  обстоя тел ьство , что в се  слагаем ы е в 
двух суммах одинаковы, кроме первого сл агаем ого  в сумме

£   и n-го  сл агаем ого в сумм е £  — Црг-), , 1 х 1__, 1  хк= 1 к=1
Таким образом ,

S (x)  =  lim Sn(x )  =  lim
n —ю о

1
1 — x 

1
1 — a?

1
n —►oo у  1 — x

— 1 при |x| <  1, 

при |ж| >  1.

1 - ж 2’

При х  =  ±1  члены функционального ряда не определены .
Итак, обл а стью  сходи м ости  данного функционального ряда 

является объединение интервалов ( —оо, —1)U(—1, l )U ( l ,+ o o ) .
П р и м е р  2. Найти обл асти  абсол ю тн ой  сходи м ости  функци

ональных рядов, п ол ьзуясь признаками Л ’А л ам бера , Коши и 
Раабе:

ОО ОО ОО . п  ОО

1) £  (I )  ; 2) £  « ж - 1; 3) Е  4) £  (х+1)(х$ т- (х+пУ
П=1 П=1 П=1 П=1
Р е ш е н и е .  1) В данном сл учае удобн о применить признак 

Коши:

lim
П—*00

lim —  =  0 <  1.
n - к »  П

С ледовательно, ряд ряд из абсол ю тн ы х величин сходи тся  для 
л ю бого  вещ ественного значения ж.

2) З десь удобн о  применить признак Л ’А лам бера :

lim
П—>00

«п+1 =  lim
п  — * ОО

(п +  1)
In — 1 : lim |х|

п —►оо

п +  1

Значит, ряд из абсол ю тн ы х величин сход и тся  при |ж| <  1,
ОО

расходится  при |ж| >  1. При |ж| =  1 имеем числовы е ряды £  п
П = 100

или £  (—l ) n_17i, которы е расходятся , так как общ ие члены этих
П= 1

рядов не стрем ятся  к нулю  при п —> оо.
Таким образом , обл а сть ю  абсол ю тн ой  сходи м ости  данного 

ряда является интервал ( —1,1).



3) По признаку Д ’ А л ам бера

а п + 1lim
п —*оо о,п

( »  +  1 )г,+1 • п \  |ж|п+1 ( п  +  1 ) "  , ,
=  lim ------— —  ----------  =  lim --------- —  х =

П- * о о  ( n  +  1 ) !  Пп |x|n n —►oo Пп

=  lim ( 1 +  -
n —  OO \ 11

x =  e ■ \x .

При |x| <  1/e ряд сходи тся , так как е \х\ <  1, при |х| >  1/е 
—  расходится , так как при этом  е|х| >  1. При |х| =  1/е при
знак Д ’А л ам бера  не дает ответа  на вопрос, о сходи м ости  ряда 
(е • (1 /е ) =  1). При |х| =  1 /е получаем  следую щ ий числовой

ОО п
ряд: Y1 ?Гп7- И спол ьзуем  признак Р аабе (признак Д ’А лам бера

П =  1
ответа  не дает):

1ш, л  = iim „ _ л  =
п—оо \ a „+ i /  n—oo ye"?!! (и +  l ) n+1 )

е(п  +  1)
=  lim

п —*-оо 1 \ п 1 =  0 <  1.

Таким образом , при |х| =  1/е ряд расходится , и обл астью  
а бсол ю тн ой  сход и м ости  ряда является интервал ( —1/е, 1/е).

4) Признак Д ’А л ам бера  не дает ответа  на воп р ос о сходи 
м ости  ряда ( lim jlffi+ i =  0> признак Коши не удобен , потом у 
применим признак Раабе:

lim „ ( =  |im „ (  »'(^+1)- --•(«+..+ !) =
п^оо \ a „+ i /  «-*оо V(x +1)  • • • • • (х + п )(п + 1 )!

=  lim п
П —♦ ОО

=  lim п
П—*00

н! ( х + 1 )  • . . .  • ( х + п + 1 ) —( х + 1 )  •. . .  • ( x + n ) ( / i + l ) !  
( х + 1 )  • . . .  • ( х + п ) ( п + 1)! 

( х + 1 )  • . . .  • (ж+ n )  п \  ( х + н + 1  — п — 1)
=  lim • X  =  X .

( х + 1 )  • . . . • (ж +  п ) ( » + 1 ) !  П — ОО П + 1

Значит, при х  <  1 ряд расходится , при х >  1 сходи тся . При

х  =  1 имеем гармонический ряд £  которы й, как известно,

обл асть  абсол ю тн ой
П =  1

расходится . С л едовательно, (1 ,+ о о ) 
сходи м ости  данного ряда.



П р и м е р  3. Найти обл асти  абсол ю тн ой  сходи м ости  функци-
ОО

ональных рядов, пользуясь признаками сравнения: 1) £
П = 1

ОО оо
(г > 0 ); 2) £  sin f  (0<х<я-); 3) £  In ( l  +  f ) (z > 0 ).

n = l  n s l

Р е ш е н и е .  1) При x  <  1 наруш ается н еобходи м ое условие 
сходи м ости  ряда (общ ий член ряда не стр ем и тся  к нулю по мере 
возрастания его ном ера). При х  >  1 имеем сл едую щ ую  оценку:

1
<

1 +  х п \х

оо
Р яд £  (£ )  сходи тся  при |х| >  1 (см . пример 1), следователь-

П = 1
но, сходи тся  и данный ряд. О бл асть  его сходи м ости  (1 ,+ о о ) .

2) Применим признак сравнения в предельной форме:

sin(a:/n) _  х  sin(х/п)
1 /п х/п п—оо

(здесь  выделен первый замечательный предел).
СО

Итак, данный ряд расходи тся  как и гармонический ряд £  -
П = 1

при л ю бом  х >  0.
3) Применим признак сравнения в предельной форме:

1п(1 +  х/п)
Г7 * х1 /п п —по

(здесь  использован второй  замечательны й предел).
00

С л едовательно, данный ряд, как и гармонический ряд £  - ,
П =  1

расходи тся  при л ю бом  х  >  0.

• Найти обл асти  сходи м ости  указанных функциональных рядов, 
пол ьзуясь определением обл асти  сходи м ости :

ОО ОО ОО ОО •
171. £  1 7 2 . £ Х .  173. £ (s in a :)n. 174. £  (l+n)(l +n+1) ■

П =  1 n = 0 n = 0  n = 0 '

• Найти обл асти  сходи м ости  указанных функциональных рядов, 
пользуясь признаками Д ’ А лам бера, Коши, Р аабе  и Лейбница:



оо оо оо п
175. £  176. £  177. £  ^

П — 1 п =  1 п =  1
ОО ОО п  +  1 ОО

1Т8. Е п в д  179 . E ( ^ b F -  1 8 0 '

181. £  ^ е - ™ 2. 182. £  ( f = £ ) n.
т» =  1 п = 1

• Найти обл асти  сходи м ости  указанных функциональных рядов, 
п ользуясь признаками сравнения:

183. 184. £  185‘ 2
п =  1 п =  1 П =  1

186. £  M l ± £ l )  ( х  >  0).
П =  1

§2. С теп ен н ы е  р я д ы

Степенным рядом  назы вается ряд вида

ОС

5 > „ ( * - * о ) п , (3)
п = 0

где {а п} “ =1 —  п осл едовател ьн ость вещ ественных чисел, хо —  
п остоянное вещ ественное число.

Р яд  (3) есть  частны й случай  ряда (1), где / „ ( я )  =  а „ (х  — хо )п ■

1. И н те р в а л  и  р а д и у с  с х о д и м о с т и  степ ен н ого  р я д а .

Т е о р е м а  1 (Абель). Для любого степенного ряда (3), если 
только он не является всюду расходящимся, существует веще
ственное положительное число R, такое, что внутри интер
вала (хо — R , x о +  R) ряд (3) сходится абсолютно, а вне этого 
интервала расходится.

П ром еж уток (хо — R, xq +  R) назы вается интервалом сходимо
сти, а число R  (0 <  R  <  + о о ) —  радиусом сходимости степен
ного ряда.

О тм етим , что в теорем е ничего не говори тся  о поведении ряда 
на концах интервала сходи м ости , т.е. при х  =  хо ±  R- С ходи 
м ость  ряда в эти х  точках иссл едуется  непосредственно п одста
новкой значения х  =  х 0 ±  R в ряд (3).



Радиус сходи м ости  степенного ряда мож ет быть найден по 
формуле

(1*2
R =  lim

П — ►ОО *п + 1
ИЛИ

Я =  ■ =
1

(4)

(5)
lim \ /К Г

п — ► О о

если эти  пределы сущ ествую т.
П р и м е р  4. Найти радиус и интервал сходи м ости  степенных 

рядов и и ссл едовать  их поведение на границах интер

вала сходим ости :
оо

С_Пп-1 i___
п 4 П

~ _  1-Д_> , . „ 1 . ,

2) £ ( - ! ) " ! ! £ £ £ - !
n — 1

n = 0 n = l "(n+1У6" ’
oo

£  2 " n 2( r + 2 ) "  •n = 1
Р е ш е н и е .  1) Д ля отыскания радиуса сходи м ости  восп ол ь

зуемся формулой (4):
V

R =  lim
п —>оо ап + 1

=  lim -п.—►оо
1(п +  1)(тх 4- 3) 

п(п  +  2)
1.

Таким образом , в пром еж утке ( —1,1) ряд сходи тся  абсол ю тн о, 
а вне его расходится .

Выясним поведение ряда на границах интервала сходи м ости , 
т.е. в точках х  =  1 и х  =  —1. П одставим значение х  =  1 в ряд

Е П олучим числ овой  ряд Е Д ля иссле-n = l \/n(n+2) J 1 "  у / п ( п + 2)
дования сходи м ости  этого  ряда сравним его с гармоническим

ОО

рядом Е
П  =  1

lim
1

п~°°  \ \/п(п +  2) п J п -оо  +  2)

Следовательно, ряд Е ведет себя  так же, как и гар-
П =  1 у / п (п + 2 )

монический ряд, т.е. расходится . При а; =  —1 имеем ряд
ОО
Е  которы й является рядом Лейбница.п-1 у  п(п+2)



Таким образом , данный ряд сходи тся  абсол ю тн о  при — 1 < 
<  х <  1, сходи тся  усл овн о при т. =  — 1 и расходи тся  при х  >  1 и 
х  <  — 1.

2) Найдем радиус сходи м ости  по формуле (4):

R  =  lim
71— <«ОО

1) (п +  1)! ( п - 1 ) ( п + 1 )
=  lim ------------------------=  оо.

п ! ( — 1 ) "  11

Таким образом , данный ряд сходи тся  абсол ю тн о  на всей чи
сл овой  оси , т.е. при —оо <  х <  + оо .

3) Применить к этом у  ряду формулу (4) для нахождения ради
уса  сходи м ости  невозмож но, так как ряд содерж ит только чет
ные степени. П оэтом у  р ассм отри м  другой  степенной ряд, по
лученный из данного заменой переменной у — (х  — 2)2, т.е. ряд

n - 4 n
тг =  1

О бозначим  R\ радиус сходи м ости  данного ряда и найдем его 
по формуле (4):

R\ =  lim
71 —* ОО

( —l ) n -1 (n +  1) 4n+1
„ 4 п ( _ 1 ) п

] im  =  4 .

1^n_ 1« Tl
Таким образом , при —4 <  у <  4 ряд Y1, — па п сходи тся

п =  1
абсол ю тн о.

В ернемся к старой  переменной. П оскольку у =  (х  — 2 )2, то

ряд Е  п-4” ~ 2'1—  сходи тся  абсол ю тн о  при (а: — 2)2 <  4, или
П =  1

—2 <  х — 2 <  2, т .е . при 0 <  х <  4.
Теперь иссл едуем  поведение данного ряда на границах интер

вала сходи м ости , т.е. при х =  0 и х  =  4. При этих значениях х

имеем один числ овой  ряд Е  — „— , которы й сходи тся  условно.
71= 1

Итак, на интервале (0 ,4 ) данный ряд сходи тся  абсол ю тн о  , на 
его концах сходи тся  усл овн о, при остальны х значениях х рас
ходится .

4) Найдем радиус сходи м ости  данного ряда по формуле (4): 

д =  (■ ■ !№ (■ .+  0 )1  ||mg ., +  l)(2 ,. +  2 ) = 4

П̂ ”° (2 « )! ((п  +  1)!) n~ °° ( " + 1)2



для которы х не вы полняется необходим ое условие сходи м ости . 
Действительно,

т.е. члены обоих рядов монотонно в озр а ста ю т  по абсол ю тн ой  
величине, а, значит, |ап| не стрем и тся  к нулю при п —» со.

Таким образом , данный ряд сходи тся  абсол ю тн о  на интерва
ле ( —4,4 ) и расходи тся  вне его.

5) Найдем радиус сход и м ости  данного ряда по ф ормуле (5):

При * =  8 и * =  - 4  (т .е . на границах интервала сходи м ости ) 
получим два числовы х ряда

первый из которы х сходи тся  условно по признаку Лейбница, а 
второй  является гармоническим рядом, т.е. расходящ имся.

Таким образом , данный ряд сходи тся  абсол ю тн о на интерва
ле (—4,8) ,  условно сходи тся  при х =  8 и расходи тся  вне интер
вала ( —4,8].

6) Сделаем  замену переменной по формуле у =  П олучим

РЯД И  2” п  ̂Уп • Найдем радиус сходи м ости  ряда по формуле

|а„| (2п +  1)(2п +  2) 2 п +  1
( » +  1)2 4 _  2(n +  1) ^  ^

1
=  lim У ( п +  1)6"  =  6.R =

И

оо



00 I 00 I Пп
^  п2 ^  п2 ’
п =  1 п =  1

которы е сходя тся  абсол ю тн о.
ОО

Таким образом , ряд Е  2" ^  Уп сходи тся  абсол ю тн о  при у 6
П = 1

£ [—2,2] и расходи тся  вне этого  интервала.
ОО

И сходны й ряд J2 2 ^ 5  ' (ii+2 )* ряд сходи тся  абсол ю тн о при
П =  1

|'аг+2| — Т-е‘ ПРИ х  — ~ 3 /2  и ж <  —5 /2  и расходи тся  при осталь
ных значениях х.

2. Р а зл ож ен и е  ф ун к ц и й  в р я д  Т е й л о р а  и л и  в р я д  М акл о- 
рен а . Г оворят, что  функция / ( х )  расклады вается в степенной 
ряд в е-ок рестн ости  точки хо, хо — £ <  х <  гго +  £, если для лю бой  
точки х  из этой  окрестн ости  значение функции / ( х )  есть сумма

ОО

ряда Е  ап{х — хо )п , где { o n } ^ o  —  некоторая последователь
н о

ность вещ ественных чисел. Э т о т  факт записы ваю т так:

ОО

f ( x ) =  ^ a n ( x -  х п)п. (5)
п =  0

Т е о р е м а  2. Если функция f ( x )  раскладывается в степенной 
ряд (3), то коэффициенты ап при соответствующих степенях 
(х  — Жо)" вычисляются по формуле

а„ =  - ^ / (п)(х 0) (п =  0 , 1 , 2 , . . . ) , (6 )

где р пЦхо) — значение п-й производной функции / ( х )  в точку 
х 0 ( f {0)( x 0) =  f ( x 0) — значение функции / ( х )  в точке хо).

Ряд

(7,
п = 0

назы вается рядом Тейлора.



Т еорем а 2 мож ет бы ть сф ормулирована следую щ им  образом : 
если функция f ( x )  расклады вается в степенной ряд (3), то эт о т  
ряд есть ряд Тейлора.

В частном  случае, если хо =  0, ряд Т ей л ора имеет вид

“  /• (" )(0 ) 

п= 0

и называется рядом Маклорена.
Разложения в ряд М аклорена некоторы х элементарных функ

ций и обл асти  их сходи м ости  известны и им ею т следую щ ий вид:
X2 X3 х п

е1 =  1+ ж + - г - ( - - 7 -(-. . . + —т + • • • , - о о < х <  +  оо,
2 ! 3 ! п!

х 3 х 5 ж2п+1
s i n z = x - ^ + - r r - . . . + ( - 1 ) ”  ТГ— ГТ7+• • • , -о о < ж <  +  оо,3! 5! (2п+1)!

х 2 х 4 х 2п
c o s z = l - 2 F +  ̂ - . . . + ( - l ) " ^ y T + . . .  ’

,,  , а ( а —1) . . . ( « —?i+l )  „  I I ,(2+ж) = 1 + « ж + . . . Н ------------------ j--------------- х п+ . . . ,  |аг|<1,
71!

1 п ( 1 + ж ) = х - ^ + ^ + . . . + ( - 1 ) п+1— + . . .  , И < 1 .
I  О 71

(9)Этими пятью  разложениями в дальнейшем будем  п ол ьзоваться  
для нахождения разлож ений в ряд М аклорена и други х  функ
ций.

П р и м е р  5. Разлож ить указанные функции в ряд Т ей л ора  в
окрестности  данной точки: 1) у =  2х в окрестности  точки хо =  1;
2) у =  sin х в окрестн ости  точки хо =  тт.

Р е ш е н и е .  1) В оспол ьзуем ся  формулой (6) для нахож дения 
коэффициентов ряда Т ейлора:

_  У(п )( 1)
— I

п !
и вычислим значения функции 2х и ее производных в точке яо =

у (х )  =  2х , у( 1) =  2,
у '(х )  =  ‘2х in 2, у '(1) =  2 In 2,

у(п)(х ) =  2х 1пп 2, у<")(1) =  2 1п"2



и т .д . Таким образом , ап =  2 iff, и разложение (7) примет вид

п=О

Найдем обл а сть  сход и м ости  этого  ряда. По формуле (4)

2 In”  2 • (п +  1)! » + 1
R  =  lim -------— -^ -п ------  - lim -  - - + оо .

n-*oo /i! 2 In 2 n-юо ln 2

С ледовательно, ряд сходи тся  абсол ю тн о при - о о < х <  +  оо. 
Итак,

п=О

Э то  разлож ение верно для всех вещ ественных значений х.
2) Как и в преды дущ ем примере, найдем значения коэффици

ентов по ф ормуле (6):

t/(x) =  sinx, у{ 7г) =  О,
у '(х )  =  с osx , у'{ж) =  - 1 ,
у " ( х )  =  — sin(x), у "  (ж) =  О,

у ' " ( х )  — — cos х , з / " (7Г) =  1,
. yIV (x )  =  sin ж, yIV(^) — О

и т. д.
Видно, что а2п =  0, n2n+1 =  ( —l ) n+1. С ледовательно, разло

жение (7) примет вид

- ( х  -  ж) +  ^  (х  -  ж)3 -  ^  (х  -  ж)5 +  . . .

Найдем обл асть  сходи м ости  полученного ряда:

R  =  lim
[ 2 ( п + ! ) + ! ] !  =  l i m (2га +  3) !  _

п—>оо (27» +  1)! п —оо (2п +  1)!
lim (2п +  2)(2п +  3) =  +оо.

Таким образом , эт о т  ряд сходи тся  при —оо <  х <  + оо .



sin х =  - ( х  -тг) +  ^ т (х -ж )3 -  l - ( x - w ) 5 +  . . .  , 
.j! 5!

sm z =

и оно верно для всех вещественных значений х.

П р и м е р  6. Разлож ить в ряд М аклорена указанные функции:

4) у -  1п( 10 +  х).
Р е ш е н и е .
1) Понизим степень данной функции, и сп ользуя известную  

формулу cos2 г: =  (1 +  c o s 2 z ) /2 ,  и разлож им функцию c.os2x в 
ряд М аклорена, рассм атривая 2х в качестве ее аргумента, для 
чего воспол ьзуем ся формулами (9):

и это  разложение верно для всех вещественных значений х.
2) В оспользуем ся формулами (9) для разлож ения функции 

sin х  в ряд М аклорена, а затем почленно разделим на х :

при х  =  0

cos 2х =  1 — (2 * )2 , (2 * )4
2! 4!

Окончательно имеем

2 2х 2 24ж4
+  -г г -21 4!

( 2 » +  1) !  +  ' ”

х 2п +  \



Э то  разлож ение им еет м есто для всех значений х, удовл етво
ряю щ их неравенству —оо <  х <  + ос .

3) П реобразуем  данную функцию вынесением за знак корня 
коэффициента 2:

У =  2 ^ - ( ! )  •

Функцию /(ж ) =  ^/1 — (ж /2 )3 разложим в ряд М аклорена по 
степеням переменной —ж/2, воспользовавш ись формулами (9):

■ + (-!)*=■+H-D 4  ( И

+ Ш - 1 )  ( И  Ц г - + - + К Ь 1)  "
ж6/1  \ ( - ж /2 ) 3"  , 1 з 1 2

" ( з  )  в! +  ' _  3 - 2 3 * 3 3 26 • 2!
1 2  5 ж9 1 2 З н -  2 ж3п
3 * 3 * 3 *  29 -3!  ~  ~  3 ’ 3 * 3 ’ 23п • 7i!

Э т о т  ряд сходи тся  а бсол ю тн о  при | ( ^ ) 3|<1, т .е . при |ж| <  2. 
Окончательно имеем разложение

1 з 1 2 ж6 1 2 5 ж9
\/8 — х3 =  2 — - —ттг — -  • -

~  3 * 3 ’ 25 • 2! ~~ 3 3 3 28 • 3!
1 2 З п - 2  ж3п 

‘ ' '  “  3 ' 3 ' 3 ’ 23" -1 - тг!

4) П реобразуем  данную  функцию:

1п( 10 +  ж) =  In 10 ( l  +  - ^  =  In 1 0 +  ln ( l  +  — )

и к функции 1п(1 +  ж/10) применим одну из формул (9), рассм а
тривая в качестве аргум ента ж/10:

(■■+ й )  = W - W - 2 +  W 1 -  й £ г + -

Э т о т  ряд сходи тся  а бсол ю тн о  при |ж/10|<1, т .е . при |ж| <  10.



m o  +  » )  =  b i o  +  i - i | L  +  I^ - ( - i r + ' I^ -  +  . _

которы й также сходи тся  абсол ю тн о при |х| <  10.

• Найти радиус и интервал сходи м ости  степенного ряда, иссл е
довать поведение ряда на границе интервала сходи м ости :

187. £  188. £  b j g f c -y . 189. £ ! £ £ .
п = 1  п = 1  п=1
ОО | -\ 2п  +  1 0 0  ОО 2  я

190. Е  191- £  nW - п *-- 192- E l - I ) " 1211! 1 - -
п = 1  п = 1  П=1

00 лп41/ \̂п 00
1 9 3 .Е ( -1 )П+1-^ — (/ ~ } -. 194. Е (  —1)"„ У  ; (n + i )v ^ ^ + i j  ^  ’  зпЗп —2'

196. 197. Е ^ к .
п=1 п=1 п=2

19*- £  199. £  j S g f r .  200. £  ^  ( -fr ) ".
п~ 1 П=1 П=1

• Разлож ить данную функцию в ряд Т ей л ора в окрестн ости  ука
занной точки и определить обл асть  сходи м ости  полученного ря
да:
201. / ( х )  =  х 3 -  2а-2 -  5х -  2. а?0 =  - 4 .  202. f ( x )  =  х 0 =  2. 

203. / ( * )  =  ега- 4г+1, х 0 =  2. 204. / ( х )  =  1п(х2+ 6 х + 1 2 ), х 0 =  - 3 .  
205. / ( х )  =  lnx,  хо =  1. 206. / ( х )  =  shx  =  — , *o =  0.
207. f ( x )  =  2X, * o = l .

• Разлож ить в ряд М аклорена указанные функции и указать 
обл асть сходи м ости  полученного ряда:
208. / ( * ) = * £ * .  209. f ( x ) = 7 ^ t . 210. Д х )=  1 п (1 + х -2 х 2). 

211. f { x )  =  sin2 x. 212. / ( * )  =  (1_ г1^ ,_гГ|. 213 . / ( х )  =  £ 1

2 i 4 - / ( * )  =  7 Т ^ -

§3. Р а в н ом ер н а я  с х о д и м о с т ь  ф ун к ц и он ал ьн ы х р я д о в

ОО
Говорят, что ряд Е  / « ( * )  сходится равномерно на проме-

п = 1
жутке [а, Ь], если последовательность { 5 „ ( х ) } ” _ его частич
ных сумм сходится равномерно па этом промежутке к функции 
S(x).



Э то  означает, что  для л ю бого  числа е >  0 сущ ествует значе
ние N , зависящ ее только от  £ и не зависящ ее от х, такое, что 
для всех натуральны х п, удовлетворяю щ их неравенству п >  N , 
выполняется н еравенство |.$'п(ж) — ■‘’ (ж)) <  е каково бы  ни было 
х  G [«, 6].

Критерий равномерной сходи м ости  ряда (к р и т е р и й  К ош и ):

Л ля того  ч тобы  ряд (1) равномерно сходи лся  на промеж утке 
[а, 6], необходим о и д остаточ н о , чтобы  для л ю бого  числа £ >  О 
сущ ествовало такое не зависящ ее от х значение N , что при лю-

n + m

Е h ( x )бом  п >  N  и л ю бом  натуральном  т  неравенство
fc=n + 1

<  е

было бы справедливо для всех х £  [а, 6].
Д ля установления на практике равномерной сходи м ости  ря

дов пол ьзоваться  определением или критерием Коши часто  бы
вает затруднительно. П оэтом у и сп ол ьзую тся  более просты е до
статочны е признаки.

П р и зн а к  В е й е р ш т р а сса . Если члены функционального ряда 
(1) на пром еж утке [а, 6] удовл етворяю т неравенствам  |/п(*)| <  
<  сп (п =  1 , 2 , . . . ) ,  где { с „ }~ =1 —  члены н екоторого сходящ егося

ОО

чи сл ового  ряда ^  сп , то ряд (1) сходи тся  на промеж утке [а, 6]
П =  1

равномерно.
В тех случаях, когда не удается применить признак Вей

ерш трасса, и сп ол ьзую тся  более тонкие признаки равномерной 
сходи м ости  рядов, например признаки Дирихле и А беля (напо
мним, что аналогичные признаки для числовы х рядов сф орм у
лированы в главе 1, §3, п.4).

П р и зн а к  Д и р и х л е . Если частичны е суммы  Вп(х)  ряда
ОО

Ьп(х )  ограничены в совокупности , т.е. |Bn(a:)| <  М  для лю-
П — \
бых натуральных п и х  €  [а, 6], а функции ап(х )  (при каждом ж) 
обр а зу ю т  м он отон ную  последовательность, которая сходи тся  к

ОО

нулю равномерно на пром еж утке [а, 6], то и ряд 5Z ап{х )Ьп(х)
П = 1

сходи тся  равномерно на этом  промежутке.
оо

П р и зн а к  А б е л я . Е сли ряд К ( х ) сходи тся  равномерно на
П = 1

пром еж утке [я, 6], а функции ап(х )  (при каждом х)  о бр а зую т мо
нотонную  посл едовател ьн ость и в совокупности  —  при лю бы х



п и х  —  ограничены, т.е . |<хп(х)| <  К ,  то ряд Е  пп(х)Ьп(х )  схо-
П — \

дится равномерно на пром еж утке [а, Ь].

П р и м е р  7. И ссл едовать  ряды на равномерную  сходи м ость
ОО

по признаку Вейерш трасс.а: 1) Е  х-2 — <  х <  + °о ;
71 =  1

ОО

2) Е  Т+%4*’ о < X <  + оо .
П = 1

Р е ш е н и е .
ОО

1) Сравним данный ряд с числовы м  сходящ им ся рядом Е  ^  ■
П =  1

Так как для всех х, удовл етворяю щ их неравенству — оо<ж < +  оо, 
выполняется неравенство js _|;n3 <  Ду, то по признаку Вейер- 
ш трасса  данный ряд равномерно сходи тся  при —оо <  х <  + оо .

2) С п о с о б  1 . И звестно, что  (1 — п 2х ) 2> 0, откуда 1+п4х 2>  
> ‘2п2х и

= при * > 0 -
ОО

Ч исловой  ряд Е  2п2 сх °Дится (см . пример 3). Т огда  согл ас-
П =  1 п

но признаку Вейерш трас.са исходны й ряд сходи тся  равномерно 
при х >  0.

С п о с о б  2 .  Найдем max |а„(х)|:
х > 0  1 '

'  _  1 (1  +  7l4X 2 )  — X • 2Х714 1 — 714 Х 2

1 + Т 1 4 Х 2 /  ( 1 + 7 1 4 Х 2) 2 ( 1 + 7 1 4 Х 2) 2

Точки, подозрительны е на экстрем ум , х  =  1 /п2 (х >  0). Имеем

1 \ 1 1max |а„(х)| — (in I ^
* > 0  1 \ П /  712 (  1 +  п 4 / п 4 ) 2  п 2

ОО

Так как числовой  ряд Е  2п? сходи тся , то по признаку Вейер-
П  =  1 "

ш трасса  данный ряд сходи тся  равномерно при х >  0.
П р и м е р  8. И ссл едовать  ряды на равномерную  сходи м ость

“  ( - I ) ” ' 1 « »
П =  1 "

0 < х < 1 ; 2) g ( _ l ) » - i U ^ l , 0 < x < l .
П =  1

с пом ощ ью  признаков Д ирихле или А беля : 1) Е  „  i+х*'



Р е ш е н и е .
1) И ссл едуем  данный ряд на равномерную  сходи м ость , при-

°̂ч / j \п— 1
меняя признак А беля . Ряд Е  — п—  сходи тся  по признаку

П~  1
Л ейбница (э то  знакочередую щ ийся ряд и последовательность 
^ м онотонно стрем и тся  к нулю при п —» оо). Функции х п/(1+хп) 
ограничены  в совокуп ности , так как х п /(1+ а :п)< 1 . Кроме того, 
для л ю бого  натурального п им еет м есто  неравенство

j.rc +  1 х п
<

1 +  хп+ 1 1 -(- ж" ’ 

т. е. эти  функции монотонно убы ва ю т при каж дом х. Т огда
п — 1( 1V” "согл асн о признаку А бел я  ряд Е  „ —  ' СХ°ДИТСЯ равно-

П =  1
мерно при 0 <  х <  1.

2) П реобразуем  общ ий член данного ряда

1 — Х 2п 1 +  X +  . . .  +  х 2п~ 1

и, применяя признак Л ирихле, иссл едуем  на равномерную  схо-
ОО

ди м ость  ряд Е  ( - l ) n~ 1 ■
П =  1

ОО

Ч астичны е сум м ы  ряда Е  (— I ) " -1  ограничены в совокупно-
П =  1

N
<  1. П осл едовател ьн ость функцийЕ  ( - 1 )

п =  1

п — 1

—г при 0 <  х <  1 м онотонно и равномерно стре-

сти , так как 

х п

1 +  *+■•• +  х 2п~ 1 
м и тся  к нулю при 71 —► оо, ибо

х п х п х п 1

1 4- X +  . . .  +  X 2" - 1  ^  1 +  X +  . . . +  J'n _ 1  ^  П Х п 71 п — оо

ОО (  п

В таком  сл учае по признаку Л ирихле и ряд Е  ( —I ) " -1 ;
П =  1

сход и тся  равномерно при 0 <  x <  1.

• П ользуясь признаком Вейерш трасс.а, доказать равномерную  
сход и м ость  в указанных промеж утках следую щ их функциональ
ных рядов:



215 - Е  т + ^ г .  о < * <  +  <*>• 2 1 6 - Е1 +п«_п=1 п=1

217. Е  7^7(хП _  5 ^ 2' 218> Е  х 2 е~пх , 0<х< +  оо.
П=1 П=1
оо , ,ч »  ОО

219. Е  —2<ж< +  оо. 220. £  -о о < х <  +  оо. 221.
п = 2 п=1

оо оо
Е  £̂ т £ . -о о < х <  +  оо. 222. Е  arctg . ~оо<ж< +  оо.

П=1 П =  1

• И ссл едовать ряды на равномерную  сходи м ость , пользуясь 
признаками А бел я  и Д ирихле:

223. Ё & я £ .  0<*<2*- 224. Е  ■' М <М .
n = 2  n =  l Vn +е

ОО 2 к п  ОО
225. Е  -о о < * <  +  оо. 226. Е  0 < *<  +  с».

n = l v ' П=1

§4. Ф ун к ц и он ал ьн ы е с в о й ст в а  су м м ы  р я д а

Во многих задачах н еобходим о установить свой ства  сумм ы  
функционального ряда, если известны соответствую щ и е  свой 
ства его членов. О тветом  на эти  воп росы  м огут  служ ить сле
дую щ ие теоремы .

Т еор ем а  3. Если функции f n(x) непрерывны, на промежутке
ОО

[а, 6] и ряд Е  f n ( x )  сходится равномерно на этом промежутке
п =  1

к функции f ( x ) ,  то функция f ( x )  также непрерывна на проме
жутке [а, 6].

Т е о р е м а  4. Если функции f n(x ) непрерывно дифференцируемы
ОО

на промежутке  [я,6], ряд Е  fn (x ) сходится к функции f ( x )  во
П = \

00
всех точках этого промежутка и ряд Е  fn ( x ) сходится равно-

П =  1
ОО

мерно на промежутке  [я, 6], то ряд Е  fn ( x ) также сходится
П = 1 
ОО

равномерно на промежутке  [а, 6] и Е  fh (x ) -  f ' ( x ) для всех
п = 1

х  € [я, 6].



Т е о р е м а  5. Если функции f n(x )  непрерывны на промежутке
ОО

[а, 6] и ряд fn {x ) сходится равномерно к функции f ( x )  на этом
П~1

промежутке, то для любого промежутка  [« , 0] С [а, 6] выполни
мо равенство

f °° ?
/  f ( x )  dx =  /  fn (x ) d x -

i  n=i{

Д ля степенных рядов ]Г  ап(х  -  z 0)n имеет м есто следую щ ая 
пгО

теорем а.
оо

Т е о р е м а  6. Степенной ряд ^  ап(х — Жо)" сходится равномер-
П =  1

но в любом замкнутом промежутке, целиком леж ащем в ин
тервале сходимости.

У читы вая теорем у 6 и теорем ы  3— 5, можно сф орм улировать 
следую щ ее утверж дение.

Т е о р е м а  7. Степенной ряд (5) внутри интервала сходимости  
м ож н о  почленно дифференцировать (многократно)  и почленно 
интегрировать. Сумма степенного ряда (5) внутри интерва
ла сходимости есть непрерывная и бесконечно дифференцируемая 
функция.

П р и м е р  9. В ы числить сум м ы  указанных степенных рядов
оо . , оо

при —1 <  ж <  1: 1) Е  Щ Щ ’> 2) Е л * " - 1.
п =  1 п =  1

Р е ш е н и е .
1) П оскольку данный ряд является степенным, то по теорем е 

7 внутри интервала сходи м ости  его можно почленно дифферен
цировать.

Найдем радиус сход и м ости  этого  ряда (см . формулу (4)):

в =  lim ( ' ■ + ■ ) ( "  +  А  =  | .
" - • о о  l iy i l  1)

Значит, при — 1 <  х  <  [ данный ряд сходится .
П реобразуем  общ ий член ряда:



Т огда  сумм у данного ряда в интервале сходи м ости  мож но пред-
0 0  п  +  1 0 0  п +  1

ставить разностью  сум м  рядов V  - —  и V s
п =  1 п = 1ОО п + 1 ОО п

Р ассм отрим  ряд =  х  О тм етим, что х п/п =
п = 1  п=1

=  I х п 1 dx. С огл асн о теорем е 7 внутри интервала сходи м о-
J ости  выполняется равенство

тп хг  / ‘ /  00 \

J 2  —  = Y 1  f x n~ ' d x = l
П—1 П = 1  g ^  П — 1 7

OO
П оскольку E  * n_1 есть сум м а бесконечно убы ваю щ ей геом е-

П =  1

тричес.кой п рогресси и  со знаменателем а: (|х| <  1), то Е  х '1~ 1
п =  1

=  В этом  случае

X со X

J  ( Y , xn~ ^ dx =  J  x ~ dx =  ~ ln( i  - * ) •
о п = 1 о

Таким образом ,

00 „п +  1__  Г ' ‘ Т1   -p't

П =1 П =1

Р ассуж дая аналогично, получаем

° ° П  +  1 ОО Хг  '«  /  ОО ч

Е Ь  = £ / ^ *  = /  1> " ) *  =
П =  1 n  =  l Q ^  Ч п =  1 '

X

■ I —- —  dx =  — х — 1п(1 — х).
J 1 - х
о

О кончательно имеем

Y  хП+1 -  V  х"+‘ V  *'‘+‘ -
2-> п (п -1-1) п „  +  1 -
П =1 П = 1  П—1

=  - X  1п( 1 -  я) +  ж +  1п( 1 -  х) =  (1 -  х)  1п( 1 -  х)  +  X,



и это  верно для всех  значений х, удовл етворяю щ их неравенству
И  <  1.

2) По ф ормуле (4) найдем радиус сходи м ости  данного ряда:

„  п
R =  lim -------- =  1.

п — оо 7 1 + 1

Таким обр азом , внутри интервала ( —1,1) данный ряд сходи т
ся.

О тм етим , что  п х п 1 =  (х п)' для всех натуральны х п. Т огда  к 
ряду мож но применить теорем у 7:

ОО / 00 \ f / \ / 1

£ < о Ц 1 > " И т ^ )  =П=1 х п = 1

О кончательно имеем
оо .

Е » * “ - ‘ =  м Г
П =  1 ( 1 - х ) 2

для всех значений х, удовл етворяю щ их неравенству — 1< х< 1 .
П р и м е  р 10. Найти разложения в ряд М аклорена указанных 

функций: 1) у =  arctg ж; 2) In (х  +  \Л +  х 2 ).
Р е ш е н и е .

1) О тм етим , что  arctg х =  J  -
X

dx
+  х 2

о
Разлож им функцию f ( x )  =  1/(1 +  х2) в ряд М аклорена, в ос 

пользовавш ись формулами (9):

^ = ( 1  +  х 2) - 1 =  1 -  X 2 +  ( — 1)(—2 ) ^  +  . . .  +  ( — 1)(—2 ) . . . .  

т2п
. - - - ( —1 — и +  1) — г +  . . .  =1 -  х 2 +  х4 -  . . .  +  ( - 1 ) пх 2п +  . . .

71!

И нтервалом  сходи м ости  этого  ряда является пром еж уток 
( —1,1), п оэтом у  для л ю бого  значения х, по м одулю  меньшего 
1, т.е. при |х| <  1, э т о т  ряд можно почленно проинтегрировать 
в интервале (0,х) :

f  dx х 3 х 5 x 2n+1
" “ « " У  т + ^  =  ' - т  + 5 - - + ( - » " й Г + т  +  -

О



X

/ dx
. , то, рассуж дая  анало-

\ /1  +  х 7
о

гично разобранном у выше сл учаю , имеем сл едую щ ее равенство: 

1 - ( 1  +  х 2) - 1/ 2 ^  1 - 1 ~ 2 ■ (  U  (  1- ^ - 1  Т Т 7 + - -v / l + x 2 ‘2 \ 2 )  \ 2  / 2 !

=  1 _ I e > +  L 3 . f l +  + (  П п 1 3 - . . ( 2 п - 1 )  X2»
2 * +  2 - 2  2 ! U 2„  п , +••■

В результате почленного интегрирования окончательно по
лучаем

■ I , П ~,— м  1 х3 1 - 3  х 5
1 п ( х + \ / 1  +  х 2 ) = х -------   1------jt- ------------- h • ■ •V ’ 2 3 22

1 • 3 • • ■ (2 п — 1) x 2n+1 

"  V ’  2» - n ! ( 2n + l )

Э то  разлож ение имеет м есто для всех значений х, удовл етво
ряющ их неравенству jxj <  1.

227. И сходя  из равенства

1 +  * 3 +  х 6 + . . . +  г 3п +  . . . =  _ ! _  (|ж| <  1),
1 — «г

найти сум м у ряда Зх2 +  6х 5 +  . . .  +  3и х3" - 1  + ___
228. П оказать, что ряд х 2 +  х 6 +  . . .  +  х 4" - 2  +  . • • равномерно 
сходи тся  на отрезке —q < x < q ,  где q —  л ю бое  полож ительное 
число меньше единицы. И нтегрированием данного ряда найти 
сумм у ряда

х 3 х 7 х 4" -1
Y  +  T  +  . . . +  ^ — Y +  . . .

• Применяя почленное дифференцирование, вы числить суммы  
рядов:



229. Г5 +  ^  +  Ь  +  - - - + ^ Т ) + <-- 2 3 0 - * +  Т  +  1Г +  ---
231. * -  £  +  £ i -  .. . 232 . 1 +  ^  +  £  +  . . .

• Применяя почленное интегрирование, вы числить сумм ы  ря
дов:
233. х -  Ах2 +  9 а;3 -  16а;4 +  . . .  +  ( - l ) " " 1» ^ "  +  . . .
234 . 1 ■ 2 х  +  2 • 3 х 2 +  3 ■ 4 х 3  4 - . . .

• Разлож ить указанные функции в ряд М аклорена:
235. f ( x )  =  arc.sin х 3. 236 . f ( x )  =  l n ( l — 2х c o s a + x 2). 237. f ( x )  =

X

=  arccos (1 — 2a;2). 238. f ( x ) =  J  e ^ d t .  239. f ( x ) = ( l + x )  ln (l +  * ).
0

240. f ( x )  =  \ ln | arctg a;. 241. f ( x )  =  x arctg x  -  ln \f\ +  x 2 .
X

dt
242. f (x )  =  J

V V ^ t 2 '
о

§5. Н е к о т о р ы е  п р и л о ж е н и я  р я д о в  Т е й л о р а . 
И сп о л ь з о в а н и е  Э В М  д л я  в ы ч и сл ен и я  су м м ы  р я д а

П р и м е р  11. В ы числить 130 с точн остью  до 0,0001. 
Р е ш е н и е .  В осп ол ьзуем ся  биномиальным рядом

m (m  — 1) 9 
(1 -I- х ) =  1 +  т х Л — х  +  . . .  

т (т  -  1) • . . .  • (т  -  п +  1) 
п!

которы й сходи тся  при |а;| <  1 .
П редставим данный корень в виде

^  = - №5 Т 5  = 5 =  5 ( l  +  1 ) ’ ' 3 .

Д ля функции (1 +  а; ) 1/ 3 запишем следую щ ее разложение:

I I ( i - l )  ,  Ш - 1Ш - 2) з 
(1 + х ) 1/ 3= 1  +  - х + ^ — - х 2+ ^ ---------------  J- x 3+ . . . =

3, 1 1 - 2  1 - 2 - 5
+  3 Ж _  З 2 - ^ !  +  З 3  3 !  х



1 + ± y /3 =  i +  ^ L - ;r r A ^ +
25у 3 • 52 З2 • 2! • 54 З3 • 3! ■ 56

которы й является знакочередую щ им ся и уд овл етворяет  при
знаку Лейбница. П оэтом у  если взять в качестве приближен
ного значения сум м ы  ряда сум м у п его членов, то а бсол ю т- 
нал погреш ность окаж ется меньше первого отброш енн ого чле
на. П оскольку необходим о провести  вычисления с точ н остью  
до 0 , 0001 , д остаточн о взять первые три члена ряда, так как уж е 
четверты й член, умноженный на 5, будет меньше требуем ой  ве
личины:

5 - 2 - 5  2 1
< 0 , 0001.

З3 ■ 3! • 56 2 7 - 1 - 2 - 3 - 5 4 81-625

Окончательно, произведя вычисления, имеем

\ /Ш  и  5,00000 +  0,06667 -  0,00089 =  5,06578 «  5,0658. 

П р и м е р  12. В ы числить приближенно значение интеграла
1/4

- X S Jе dx, взяв три  члена разложения в ряд поды нтегральной/
функции. Указать допущ енную  при этом  погреш ность.

Р е ш е н и е .  Разлож ив поды нтегральную  функцию в степенной 
ряд (см . формулы (9 )), получим

- г 2 2 х 4  х 6

* ■ ' - *  + Й - 1 Г  + -
Значит,

1 /4  1/4

О 
1/4

X3
*  -  -Г- +3 2! -5

3! - 7
I l l  1

'4  43 -3 +  45 - 2 ! - 5  47 - 3 ! - 7  +  "



Так как этот  ряд уд овл етвор я ет  признаку Лейбница, то абсо
лю тная погреш ность при отбрасы вании членов ряда, начиная 
с ч етвер того , будет  меньше первого отброш енн ого члена, т.е. 
меньше

<  0 , 0001 .

1/4

/

47 ■ 3! 7
П оэтом у , произведя вычисления с точ н остью  до 0,00001, имеем 

0, ‘250000 -  0,005208 +  0,000098 =  0,244890.

Таким образом ,

1/4

е~х dx и  0,24489 с точ н остью  до 0,00001.

о

1/9

П р и м е р  13. В ы числить J  у/х ех dx c. точ н остью  до 0 , 001 .
о

Р е ш е н и е .  Разлож им поды нтегральную  функцию в ряд М а
клорена, используя для функции ех и звестное разлож ение (9):

{  X  ̂ х п \
Ч ^ е х =  у Д  ( 1  +  х +  —  +  - + -^ Т  +  •••] =

! -  х 2 у/х х пу/х=  v £  +  x>/ j + _ ^ _ +

ОО
Сравним эт о т  ряд со сходящ им ся рядом  ~т:

п =  0

Х П у / х  1
— т— £  — ПРИ 0 <  ж <  1. 

п\ п

п /~С ледовательно, по признаку В ей ерш трасса  ряд Е  * п; схо_
п = 0

ди тся  на пром еж утке [0, 1] равномерно, а, значит, по теорем е 5 
его можно почленно интегрировать:

1 /9

/ у/х ех dx =
'Ixy/x ‘1 х 2 у/х 2 х п 1 у/хп - 1 /Z I 1/ 9

+  ---- ~ г - т т  “ 77Г3 5 п\ ( 2п +  3)

3 • З3 5 • З5 2! • 7 • З7 "  м! ( 2п +  3) 32" + 3



Выясним, сколько членов чи сл ового  ряда н еобходим о взять 
для вычисления интеграла с точ н остью  до 0,001. Д ля этого  
оценим остаточны й член:

+
2

<

п\(‘2п +  3) З2п+3 (п +  1)! (2н +  5 )3 2п+5

2 Г, 1 1
1 +  о -.74 +  ' ' •п! (2п +  3) 32" + 3 

2
п ■З2 и2 - З4

1

“  п !(2п  +  3 )3 2" + 3 1 - ^ г  ( n -  l ) ! (2 n  +  3 )3 2" + 1(32n -  1 )'

О чевидно, что для вычисления интеграла с заданной точ н остью  
достаточн о взять два члена полученного чи сл ового  ряда. В са
мом деле,

К ! < Г У Л 7 < 6 1 0 "

П роизведя вычисления с точ н остью  до 0,0001, получим

0,0242 +  0,0016 =  0,0258.

Итак,

1/9

h \fx er dx «  0 , 026 с точ н остью  до  0 , 00 1 .

243. В ы числить
244. В ы числить
245. В ы числить

246. В ы числить 

ложения в ряд.

247. В ы числить приближенно 

на разложения в ряд.

, взяв два члена раз- 

о

\/3/3

J  х 3  arctg х dx., взяв два  чле- 

о

^250 с точн остью  до  0 , 0 0 1 . 
число е с точ н остью  до  0 , 000001 . 
In 1, 2 с точ н остью  до 0 , 0001 .

1 / 2
[  dx 

приближенно J  — —.4



248. В ы числить J  у/х cos х dx с точн остью  до 0 , 0 0 1 .
о
+  СЮ
/  dx

249 . В ы числить /   -------^ с точ н остью  до 0,001.
J 1 +  ХЛ
2
4

250. В ы числить I e l x̂ dx с точ н остью  до 0,001.
2

2

251. В ы числить /   dx с точ н остью  до 0,001.
J х
о

Как показы ваю т приведенные примеры, вычисление сум м  чи
словы х рядов даж е с небольш ой степенью  точн ости  тр ебует , как 
правило, трудоем ких вычислений. П оэтом у при решении задач 
такого типа цел есообразн о использование Э В М . При нахож де
нии сум м  различных рядов с пом ощ ью  Э В М  н еобходим о, во- 
первы х, определить, когда закончить сум м ирование (поскольку 
вы числить бескон ечную  сум м у невозмож но), во-вторы х, найти 
ф ормулу, задаю щ ую  общ ий член ряда (если он неизвестен), а 
затем  написать програм м у, содерж ащ ую  цикл, выполняющ ий 
н еобходи м ое числ о ш агов. На каж дом шаге вы числяется зна
чение очередн ого члена ряда, и он добавл яется  к предыдущ ей 
сум м е. При этом  самы м сложным является решение воп роса  
о том, на каком ш аге прекратить проц есс суммирования. В оз
можны три похода: а) сум м ирование прекращ ается после того, 
как найдена сум м а первых N  членов ряда (N  долж но бы ть зада
но в начале програм м ы ); б) сумм ирование продолж ается, пока 
члены ряда д оста точ н о  велики, и прекращ ается посл е того, как 
очередн ой  член ряда станет по м одулю  меньше, чем какое-то 
наперед заданное малое полож ительное число (в програм мах 
оно обы чно обозн ачается  идентификатором epsilon); в) из оцен
ки оста точ н ого  члена ряда по какой-либо формуле определяется 
н еобходи м ое число слагаемы х.

Р ассм отр и м  несколько конкретных примеров, записы вая про
грам м ы  на языках Бейсик, Паскаль и А лгол  68 .

П р и м е р  14. Р ассм отри м  числ овой  ряд (ряд Г р егор и ), ко
торы й можно исп ользовать для вычисления числа я\ Написать



програм му, которая получит и напечатает число тг, просум м и
ровав N  членов ряда

7Г , 1 1 1

4 ~  3 +  5 ~  7 +  ' ' '

На языке Бейсик:
BASIC SUM1
10 REM ввод начальных данных и начальные присваивания 
20 INPUT N%
30 S=0: Z% =1%
40 REM вычисление сумм ы  
50 FOR I%=1% TO N%
60 S = S +Z %  /  (2%  * I%-1%)
70 Z% =-Z%
80 NEXT 1%
90 REM вычисление и печать результата 
100 S=4*S
110 PRINT "число пи равно ” ;S 
120 END;

На языке Паскаль:
PROGRAM SUM1 ;
VAR N,i,z: integer;

S: real;
BEGIN read(N); S:=0; z := l ;

FOR i := l  TO N DO
BEGIN S:=S +  z / ( 2* i-l); 

z := -z
END;

writelnfЧ исло пи =  ’ ,S)
END.

На языке А лгол  68 :

BEGIN INT N ,z := l; read(N);
REAL S;=0;
FOR i TO N DO S + := z /(2 * i-l ) ;

z * := - l
OD;

print(("Ч и сл о пи = " ,S ))
END



для заданного х,  прекратив вычисления, когда м одуль очеред
ного члена х к/к\ станет меньше, чем заданное число epsilon.

З десь член ряда с ном ером  к мож ет быть выражен через пре
ды дущ ий домнож ением его на х/к, если первый член, равный 
единице, сразу  взять за начальное значение суммы .

На языке Б ейсик п рограм м а мож ет бы ть написана так:

BASIC SUM2
10 REM ввод  начальных данных и начальные присваивания 
20 INPUT epsilon,х 
30 S=0 : р=1 : i% = 0 %
40 REM вычисление сумм ы  
50 S =S+p 
60 i % = i % + l %
70 p=p*x/i%  
80 IF ABS(p) >  epsilon THEN GOTO 50 
90 REM печать результатов 
100 PRINT “при x=  ” ; x , " epsilon= " ; epsilon 
110 PRINT “значение экспоненты  равно S 
120 END;

На языке П аскаль:

PROGRAM SUM2; 
VAR i: integer; 

S,x,p,epsilon:real; 
BEGIN read(epsilon.x); 

writeln(’epsilon= ’ .epsilon, ’ x=  \x); 
S :=0; p := l ; i:=0;
REPEAT S :=S+p: 

i : = i+ l ;  

p :=p *x/i
UNTIL ABS(p) <  epsilon;

writeln ('значение экспоненты равно ’ ,S)
END.



На языке А лгол  68 :

BEGIN REAL х,epsilon, р:=1, S:=0; read ((x.epsilon));
print(("npH x =  " ,x, “ epsilon= ” .epsilon,newline));
FOR i WHILE p* := x /i; ABS p>epsilon
DO S + := p
OD;
print(("значение экспоненты равно ",S  ))

END

Сум мирование рядов ш ироко исп ользуется  в програм м ирова
нии. Например, чтобы  ’’ научить” машину ’’ понимать” , что  та
кое синус, косинус, арктангенс и т.п., сл едует  написать подпро
грамм ы  (процедуры ), которы е вы числяю т значения этих функ
ций, используя их разложение в ряд. Затем  эти  подпрограм м ы  
вклю чаю тся в состав  систем ы  програм мирования. При обращ е
нии к ним из програм м ы  пользователя прои сход и т сум м ирова
ние соответствую щ его  ряда, и пол учается  значение требуем ой  
функции.

П р и м е р  16. Н аписать програм м у, которая  вы числяет и пе
чатает значение коси нуса  для заданного х, сум м ируя N  членов 
ряда

х 2 х 4 х (' х 8
cos х  =  1 ------   -|-----  1----------- . . .

2! 4! 6 ! 8 !
В данном случае сл едует учесть , что при получении очередн о
го слагаем ого (с  ном ером  к) предыдущ ее слагаем ое необходим о 

-а 2домнож ить на — 2 к(2 к-\)  ̂ где х  —  величина постоянная, поэтом у 
нет н еобходим ости  пересчиты вать ее в цикле. Д оста точ н о  один 
раз вычислить у = х 2, а затем  использовать это  значение.

На языке Бейсик получаем  програм му:
BASIC SUM3 
10 INPUT N%,X 
20 Y =X *X  : S=1 : p = l 
30 FOR I% = 1% TO N% -1%
40 p = p * (-Y )/(2% * 1% * (2% * I%-1%))
50 S=S+p 
60 NEXT 1%
70 PRINT “при X =  " ;X, "сум м а " ;N; “ слагаемы х "
80 PRINT "дает: co s X = " ;S  
90 END;



На языке П аскаль:
PROGRAM SUM3;
VAR N,i:integer;

X,S,P,Y:real;
BEGIN read(N.X);

S := l ; P := l ; Y :=X *X ;
FOR i := l  TO N-l
DO BEGIN P := P *(-Y )/(2 * i* (2 * i-l));

S := S + P
END;

WRITELN('npH X =  ',X ,' просум м ировав N,'слагаем ы х ’); 
\/\/Р1ТЕ1^('получим cos X = ',S )

END.

На языке А л гол  68 :
BEGIN IN I N; REAL X; read((N,X));

REAL S := l . P := l , Y :=X *X ;
FOR i J O  N-l
DO Ж  K=2*i; P * := (-Y )/(K * (K -1 ));

S + := P
OD;
print(( "при X =  " ,X, “ просум м ировав ” ,N, “ слагаемы х ” , 

newline, " получим cos X =  " ,S))
END

П р и м е р  17. В ы числить для заданного х

X  ̂ X  ̂ х^
arctg а: =  ж -  у  +  - -------- j -  +  • • • ,

прекратив вычисления посл е того , как модуль очередн ого сла
гаем ого станет меньше, чем заданное число epsilon.

На языке Бейсик это  можно сделать так:

BASIC SUM4 
10 INPUT X ,epsilon
20 PRINT “ при X =  " ; X, "  epsilon= ";epsilon
30 Y = -X *X  : S=0 . i% = 1%  : P =X  . r=X 
40 REM начало цикла 
50 S=S+r



60 i% = i% + l%
70 P =P *Y  
80 r= P /(2 % * i% -l% )
90 IF ABS(r) >  epsilon THEN GOTO 50 
100 REM цикл закончен 
110 PRINT "ARCTG X =  " ; S 
120 END;

На языке П аскаль:
PROGRAM SUM4;
VAR X,epsilon,S,P,r,Y:real;

i:integer;
BEGIN read(X,epsilon);

writeln('npn X =  ',X ,’epsilon= ',epsilon); 
Y := -X *X ; S :=0; i := l ; P :=X ; r:=X;
REPEAT S :=S+r; i := i+ l ; P :=P*Y;

r := P /(2 * i- l)
UNTIL ABS(r) <  epsilon; 
writeln(' arctg X =  ’ ,S)

END.

На языке А л гол  68 :

BEGIN REAL X,epsilon; read((X,epsilon));
print(("npH X =  " , X, "  epsilon= " .epsilon)); 
REAL S :=X . Y := -X *X , P :=X ;
FOR i WHILE P*:=Y ;

REAL r := P /(2 * i+ l) ;
ABS r >  epsilon

DO S + := r 
OP:
print((newline, "arctg X =  " , S))

END

П р и м е р  18. С остави ть  програм м у для получения корня сте
пени к из заданного числа t с заданной точ н остью  epsilon. 

Записав t =  1 +  х, воспол ьзуем ся ф ормулой разложения

, .m , т ( т  — 1) 9 mini — 1) • ■ • (т — п +  1) „
( 1+ * )т  =  1+ т х + — Ц г! х 2 +  . . ^  г---------------- - *  +• • •

2! п!



Э т о т  ряд сходи тся , если |х| <  1. С ледовательно, долж но вы
полняться усл ови е 0 <  t <  2 .

П олучаем , что

y / t  =  У Т Л -  =  1 + 1  +  * ^ 2 , ^  т2 + . . .

■ ( > - 1) - ■ № - _ » + 0 , . +  = 1 + 1 +  
п! к

. 1 С1 — ^) „2 , , 1 (1 -  *0 •• • ( ! - « *  +  *) „п ,
+  P ^ f — Х +  " + ^п „I +•■■

П осле неслож ных преобразований видно, что для вычисления 
сл агаем ого с ном ером  i преды дущ ее слагаем ое сл едует умно
жить на (1/А: -  i +  1)(х/г). П оскольку l/k +  1 величина п осто 
янная, то  обозначив L — 1 +  l /к, получим множитель перехода 
г =  (L/i — 1)х. С остави м  програм мы .

На языке Бейсик:
BASIC SUM5 
10 INPUT К% ,Т ,epsilon
20 PRINT "Корень степени К =  " ;К % ," из числа Т =  " ;Т 
30 PRINT "с точ н остью  eps= epsilon 
40 L = l + 1 /K %  : S=0 : Р=1 : X =T-1  : i% =1%
50 REM начало цикла 
60 S = S +P  
70 i% = i% + l%
80 R =(L /i%  - 1%)*X
90 P=P*R
100 IF ABS(P) >  epsilon THEN GOTO 60 
110 REM цикл закончен 
120 PRINT "равен S=  ";S  
130 END;

На языке Паскаль:
PROGRAM SUM5;
VAR i,K:integer;

T.epsilon.L.S.P.XTeal;
BEGIN read(K,T,epsilon);

w r i te ln ( ‘ K o p e H b  степени K= ,K, из числа T =  ',T ,',') ; 
\лт1е1п('вычисленный с точн остью  ' . ep s i lon ) ;

L := l+ 1 /K ; S:=0: P: =  l; X :=T -1 ; i: =  l;



REPEAT S := S + P ;
i . - i + l ;  R := (L / i- l ) * X ;
P:=P*R  

UNTIL ABS(P) <  epsilon; 
writeln(’ равен S =  ’ ,S)

END.

В этих двух програм м ах мы не учиты вали, что  возмож но не
корректное задание начальных данных. В частн ости , что  можно 
задать такое t, к отор ое  не уд овл етворяет  усл ови ю  0 <  t <  '2 .

Напишем програм м у на языке А лгол  68 , в которой  устранен 
эт о т  недостаток.
BEGIN Ж  К; REAL Т ,epsilon; 

read((K,T, epsilon));
print((“К орень степени К = " , К, " и з  числа Т =  ",Т , 

newline,"вычисленный с точ н остью  ", 
epsilon,newline));

IF Т < = 0  OR Т > = 2
THEN print( "найти нельзя: ряд р асходи тся  " )
ELSE REAL L: =  l + 1 /K . S := l . P := l , X :=T -1 ;

FOR i WHILE REAL R := (L /i-l)*X ;
P*:=R ; ABS P >  epsilon 

DO S + := P  
OD;

print(( “равен " ,S))
П

END.

П р и м е р  19. С остави м  програм м у, с пом ощ ью  которой  для 
заданного натурального N  п росум м ируем  чи сл овой  ряд:

_1_ JL !  _1_
13 +  23 +  З3 +  • '' +  АГ3 +  ' • 

и оценим погреш ность через остаточны й член. Н етрудно ви-
ОО

деть, что для JV-ro остатка  Я/v =  Е  рт имеем оценку
k - N + l

, v



На языке Бейсик:
BASIC SUM6 ;
10 REM ввод начальных данных и п одсчет погреш ности 
20 INPUT N%
30 R = 0.5/SQ R (N % )
40 S=0
50 REM вычисление сумм ы  
60 FOR i% = 1%  TO N%
70 S = S + l/(i% *S Q R (i% ))
80 NEXT i%
90 REM вы вод результатов 
100 PRINT “при N= ” ;N%
110 PRINT “частичная сум м а =  ";S
120 PRINT "погреш ность не п р евосходи т ” ;R
130 END;

На языке Паскаль:

PROGRAM SUM6 
VAR N,i:integer;

S,R:real;
BEGIN read(N); R :=0.5 /(N *N ); S:=0;

FOR i := l  TO N 
DO S := S + l/(i* i* i) ;
writeln('npH N= ',N ,' сум м а ряд а=  ’ ,S); 
write('norpeinHOCTb не п р евосходи т ' ,R)

END.

На языке А л гол  68 :

BEGIN Н\ГТ N; read(N);
REAL R =0.5 /(N *N ); REAL S:=0;
FOR i J O  N DO S + := l /i* * 3  OD; 
print(("npH N = ",N ,“сум м а ряда =  ",S,

newline, "погреш ность не превосходи т ” ,R))
END.

П р и м е р  20. В ы яснить, сколько членов ряда



необходим о взять, чтобы  найти его частичную  сум м у с задан
ной точн остью  е. Найти эту  сум м у, п росум м ировав тр ебуем ое  
число членов.

И спользуя приведенную в предыдущ ем примере оценку Яуу <  
2̂ т , решая неравенство <  е, получаем , что N  >  Наи
меньшее значение N , вы числяем ое из этого  неравенства сод ер 
ж ится в програм мах.

На языке Бейсик:
BASIC SUM7
10 REM ввод  начальных данных, начальные присваивания 
20 REM и вычисление числ а членов ряда 
30 INPUT epsilon 
40 N% =  l/SQRT(2*epsilon)
50 S= 0
60 REM вычисление сум м ы  
70 FOR i% = l%  TO N%
80 S = S + l/(i% *S Q R (i% ))
90 NEXT i%
100 REM вы вод результатов
110PRINT"4 To6bi получить сум м у ряда с точ н остью  ".epsilon 
120 PRINT “необходим о п росум м и ровать  ";N % ; “ членов ряда " 
130 PRINT “сум м а равна " ;S 
140 END;

На языке Паскаль:
PROGRAM SUM7;
VAR N,i:integer;

epsilon,S:real;
BEGIN read(epsilon); N: =  l/SQRT(2*epsilon);

S:=0;
FOR i := l  TO N DO S := S + l/(i* i* i) ;
writeln('4To6bi получить сум м у ряда с точ н остью  ' .epsilon); 
\л/п1е1п('н еобходим о просум м ировать N, ‘ членов ряда '); 
write(’ cyMMa равна ’ .S)

END.

На языке А лгол  68 :
BEGIN REAL epsilon; read(epsilon);

INT N =  l/SQRT(2*epsilon); REAL S:=0;



FOR i 1 0  N DO S + := l/i* * 3 0 D ;
print(( "чтобы  получить сум м у ряда г. точ н остью ” .epsilon, 

newline, "н еобходим о п росум м и ровать", N, "членов ряда", 
newline, “сум м а равна" S))

END.
П р и м е р  21. Найти общ ий член и написать програм м у для 

сум м ирования N  членов чи сл ового  ряда

_1_______1_ J _______1_
' “  1 ■ 2 2 ■ 3 +  3 ■ 4 4 • 5 +  "

П усть t —  слагаем ое, i —  номер слагаем ого. Т огд а  имеем

i = 1 * < =  Г 2 ’

i =  2, 

i =  3,

1

2 ~ 3 ’
1

3 - 4 ’

к , t =
*(Дг +  1) ’

С ледовател ьно, множитель перехода

1 -  к
г = -------- .

1 +  к

В данном сл учае приемы програм м ирования ничем не от
личаю тся от  рассм отренн ы х ранее, поэтом у написание со о т 
ветствую щ и х програм м  предоставляем  читателю  в качестве 
упражнения. О тм етим  лишь, что при N  =  10 получим сумм у 
S =  3.8217893218 е -  01, при N =  50 сум м у S' =  3.8610216429 е — 01, 
а при N  =  100 сум м у S =  3.8624534872 е — 01.

П р и м е р  22. Найти сум м у, просум м ировав N  членов ряда

1! 2! 3! N\

1  + 1  +  5  +  1  +  ^  +  з +  ' " + 1  +  1  +  5  +  - - + Ж  +

П р и м е ч а н и е .  Э т о т  ряд не является сходящ имся, однако 
п росум м и ровать  н екоторое число его членов вполне допустим о.



Н етрудно зам етить, что в знаменателе накапливается сумм а 
гарм онического ряда, п оэтом у  общ ий член данного ряда с но
мером  г можно записать так:

Д ля вычисления сл едую щ его слагаем ого в числителе произво
дится умножение на очередн ое г, а к знаменателю добавл яется  
слагаемое 1/г.

Напишем соотв етств у ю щ у ю  програм м у, например на языке 
Паскаль:
PROGRAM SUM9;
VAR N,i,f:integer;

S,Sl:real;
BEGIN read(N); S :=0; S l:= 0 ;

FOR i := l  TO N DO 
BEGIN f:= f*i; S l := S l+ l / i ;

В этой  задаче необходим о помнить, что при вычислении фак
ториала, которы й возр астает  очень бы стр о , можно получить 
бессмы сленный результат из-за переполнения. Так, при N  =  5 
имеем S =  6.9680805132 е +  01. При N =  15 вы водимы й резуль
тат S =  —2.1879608765 е +  03 не является правильным значением 
суммы.

252. Написать програм м ы  для сумм ирования N  членов для сле-

S := f/S l
END;

writeln('npH N= ',N ,'сум м а равна= ’ ,S)
END.

2 -4 .6 - • • если I —  четно;

если I —  нечетно.



8) 5  =  Е  9) S =  Е  10) arctgz —^ — j  +
i = 1 i = 1

+  31* -  5^  +  ••• И )  a r c s i n z = z + f i  +  ^  +  W i T T  +  •••

1‘2) a r c t g 2 =  ^ [ l  +  +  Ц ( Т Т 7? ) 2 +  . . . ] .  13) i n z  =

=  2 [ ( f r r )  +  H i t t ) 3 +  H i t t ) 5 +  •••]•
253. Н аписать програм м ы  для сумм ирования N  членов сл еду
ющ их рядов и вы числить значения сум м  для заданных п и х:

1)S=E!W ' 2)6’= Ё ^ 2 .  3)5=El^.
i = l i =  l i= l

254. Н аписать програм м ы  для сумм ирования следую щ их ря
дов до тех пор, пока м одуль очередн ого сл агаем ого не окажет
ся меньше, чем заданное е, и вы числить сумм ы  для заданных

е и ж: 1) S =  Y! +  дт +  +  • • • +  1^5 +  • • • 2) S =  Е   ̂ Н'Г— ■
i = l

1 =  1
255. Н аписать програм м ы , с пом ощ ью  которы х для заданного 
п мож но п росум м и ровать  следую щ ие ряды и оценить погреш 
ность  через остаточны й член соответствую щ его  ряда:

ч  о  1 ' 2 3 1 ~  4-2 • ■ • Т  - Г . . .

21 S’ -  - ___— А -________ 4- 4-L ) °  — 2 4-2 6-4-2 • ■ • Т  (2i) ! !  т  . . .
256. Н аписать програм м ы , с пом ощ ью  которы х вы ясняю т, 
сколько членов необходим о просум м и ровать, ч тобы  найти ча
стичны е сумм ы  сл едую щ их рядов с заданной точ н остью  е. Най-

ОС

ти соответствую щ и е сум м ы  при заданных х  и е: 1) 5' =  Е

2) arctg z =  f -  7 +  3j r - 5pr +  .-  - (|z| >  1).
257. Н аписать програм м ы , с пом ощ ью  которы х мож но найти 
сум м ы  следую щ их рядов с точ н остью  е и определить а бсол ю т
ную  погреш ность, используя точные значения сумм.

У к а з а н и е .  Д ля вычисления точного значения сумм ы  ис
пользовать стандартн ую  функцию, стоящ ую  в левой части  ра
венства.
1) arcsin2 =  2 + ^  +  ^ + ^  +  . . .
2) arctg г =  ^  [l + +  Ц  ( ^ ) 2 +  . . . ] .

3) In г =  2 [ f^ f  +  +  H f r r ) 5 +  •■•]•



Г л а в а  I. К ом п л ек сн ы е  ч и сл а . Ф ункции 
к о м п л е к сн о го  п е р е м е н н о го . Р е гу л я р н ы е  ф ункции .

К он ф ор м н ы е  о то б р а ж е н и я . В е т в и

§1. О сн о в н ы е  п о н я ти я  о  к ом п л ек сн ы х  ч и сл а х■*4
1. Ф ор м ы  за п и си  к о м п л е к сн о го  ч и сл а . Комплексные числ а 

можно представить в следую щ их формах:
1) алгебраическая z =  а +  bi, где а, Ь 6  R  (R  —  м н ож ество ве

щественных чисел ), г —  мнимая единица. П редставление ком
плексного числа г в виде а +  bi единственно, т.е. а +  bi =  а\ +  b\i 
тогда  и только тогда, когда а — а\, Ъ =  Ь\. Вещ ественные числ а 
а и Ь, однозначно определяемы е данным комплексным числом  
г, назы ваю тся вещественной  и мнимой частями числа z с о о т 
ветственно (обы чны е обозначения а =  R ez , b =  Im z). Е сли 
Im z =  0, то г £  R ; если R ez  =  0, то г ф 0 назы ваю т мнимым  
(или чисто мнимым)  числом . Комплексное число а — bi назы
вается сопряж енным  числу а +  bi и обозн ачается  z =  а — bi. 
Ч исло г =  у/а? +  Ь2 назы вается модулем комплексного числа и 
обозначается  |z|, г =  \z\ =■ \/а2 +  Ь2. О тм етим , что  z ■ z =  \z\2;

2) тригонометрическая z = r (c o s ip+i sin <p), где r —\z\=y/a2 +  62 
—  модуль комплексного числа z, ip —  какое-либо значение 
его аргумента. Величина <р находится из услови й sin <p=b/r, 
cos tp=a/r. М нож ество значений аргумента tp ком плексного чи
сла z есть {<р+2жк:к £  Z } , г д е 7  — м нож ество целых чисел . С р е 
ди всех значений аргум ента комплексного числа z вы деляется 
то, котор ое  находится в пром еж утке ( —7Г, 7г]. О но назы вается 
главным значением и обозначается  arg г, произвольное значе
ние аргумента обозн ачается  A rgz. С ущ ествует  целое число к , 
такое, что Arg z =  arg z+2irk. О тм етим, что аргум ент числ а нуль 
не определен;

3) показательная z =  г е%ч>. Напомним, что  согл асн о ф ормуле 
Э йлера e,lp =  c o s y  +  г s in <р. Ч исло, сопряженное комплексному 
числу г =  r e ,v>, записы вается следую щ им  образом : z =  re“ ' v 
(р и с .1).

Е сли на п л оскости  вы брать прям оугольную  декартову си 
стем у координат (р и с .1), то можно установить взаимно одно
значное соответстви е  меж ду комплексными числами z =  a+bi



и точкам и (а, 6) пл оскости . П л оскость при этом  назы вается ком
плексной плоскостью, ось  абсц и сс —  вещественной осью, ось  
ординат —  мнимой осью.

ки с. 1 . Рис 2 .

Е сли на п л оскости  наряду с декартовой  им еется согл асован 
ная с ней полярная си стем а координат О Р  (рис.1 ), то каждая 
точка п л оскости , а значит, и каждое комплексное число, опре
дел яется  полярны ми координатами. При этом  полярный радиус 
точки —  это  м одуль г =  \z\ соответствую щ его  числа г, а (р (ар 
гум ент ком плексного числа) —  полярный угол .

П р и м е р  1. Найти модуль, главное значение аргумента и 
м н ож ество значений аргум ента комплексного числа г =  г.

Р е ш е н и е .  Так как z —i= 0 +  1 • г, то г=|г|=|г| =  у/02 +  I2 =  1. 
Т очка z — i находится  на мнимой оси  на расстоянии, равном 1 от 
начала систем ы  координат (р и с .2). С ледовательно, argг= 7т /2 , а 
м н ож ество значений аргумента есть { тг/2 +  2жк : к £ Z } .

П р и м е р  2. Записать комплексное число z =  — 3 — Зг в пока
зательной форме.

Р е ш е н и е .  В ы числим г =  \z\ =  у/(—З) 2 +  ( —З)2 =  3\/2. Ч исло 
z =  — 3 — Зг находится  в третьей  четверти  координатной плос
кости , и одно из значений его аргумента равно 57г/ 4  (так как



s i n y =  — 1/л/2, c o s y  =  — l/y/2). М нож ество всех  значений а р гу 
мента есть  { 57г/ 4  +  27гк : к £  Z } .  С реди эти х  значений вы берем  
то, к отор ое  находится в пределах от  —7Г до  7Г. О чевидно, что  
оно равно —37г/ 4  и  отвечает значению к =  — 1 .

Теперь, знал г и главное значение аргум ента <р, данное числ о 
запишем в показательной форме: —3 — Зг =  3\/2 e~ , 3 wI4.

М ож но бы ло не находить главное значение аргумента ip =  
=  —3?г/4 и записать данное комплексное числ о в виде —3 — Зг =  
=  3^/2 е*5,г/ 4, но приведенная ранее запись предпочтительнее.

П р и м е р  3. Ч исл о г =  записать в тригон ом етрической  
форме.

Р е ш е н и е .  Вычислим

г _  , , _  Ь И  =  |1 +  »| =  у/Т7 Т Т 1  _
И  1 - г  11 — г' | У Р Т Т 2

Так как

<pi= a rg (l +  0 = ^  (s in y i =  l / \ / l 2 +  12= 1/> /2 , c o s y i =  l / V 2 ),

y>2 = a r g ( l - i )  =  - J  (siny?2=  -  1 /V 2  , cos У2 = 1 /  v^2),

TO
/  1 +  Z \  7Г /  ?Г \ 7Г

^ = a r « ( . T 3 7 j = ^ - ^ = 4 - ( - 4 )  =  2 '
и

1 +  i i t  . .  ж
 ----- : =  cos — +  г sin —.
1 — г 2 2

(П ри решении использованы  следую щ ие свой ства  комплексных 
чисел: |^| =  {i±j- и Arg (•£) =  a rg 21 -  a rgг2, где Arg ( j£ )  —  неко
тор ое  значение аргумента, a arg z\ и arg z2 —  главные значения 
аргум ентов чисел  z\ и z2.)

П р и м е р  4. В ы числить z =  (1 +  г)8(1 — г’л /3 )_6 .
Р е ш е н и е .  Сначала вычислим

г =  | * | =  |(1 +  г)8 (1 — гл/3 ) ~ 6 | =  |1 +  г|8 |1 — г \ /3  |~ 6 =

=  ( V ^  +  l 2 ) 8 1 2 +  ( - у Д ) 2 ') = 24 - 2- 6 = 1



и найдем какое-либо значение аргумента ip данного числа, в о с
пользовавш ись тем, что оно есть произведение двух степеней 
комплексны х чисел 1 +  г и 1 — г\/3:

<р =  arg [(1 +  г)8(1 -  гл/3 ) 6] =  8 a r g ( l  +  г) — 6 a r g (1 -  « V 3 )  =

Т огд а  2 =  | (cos47r +  г sin 47г), или в алгебраической  форме
2 =  i ( l - H - 0) =  \.

(П ри  решении использованы  следую щ ие свой ства  комплекс
ных чисел : \zn \ =  |z|n и Arg zn =  п arg 2 , где A rg z" —  некоторое 
значение аргумента числ а zn , a arg 2 —  главное значение аргу
мента чи сл а 2 .)

2. Множества точек комплексной плоскости.
1) М нож ество Е  =  { 2 : |г — а| =  Я } ,  где Я >  О, а —  фик

сированн ое число, есть  м нож ест во  точек плоскости, рассто
яния от которых до фиксированной точки а постоянно и равно 
R. О чевидно, что это  окружность с центром в точке а и ради
усом R. Уравнение окруж ности  можно найти, если представить 
z =  х  +  iy, а =  b +  ic, где х, у, Ь, с —  вещ ественные числа. 
Т огд а  \х +  iy  — b — ic\ — R, о т сю д а  |(ж — 6) +  i(y  — с)| =  R, или
\/{х — Ъ) 2 +  (у  — с) 2 =  Я. В озводя  в квадрат обе  части  равен
ства, пол учаем  (х — Ь) 2 +  (у  — с ) 2 =  R 2 —  каноническое уравнение 
окруж ности  с центром в точке а и радиусом  R.

2) М нож ество Е  =  {z:\z  — а| <  е } , где а —  комплексное чи
сл о, е >  0 , —  откры ты й круг с центром  в точке а и радиусом  £, 
которы й иногда назы ваю т е-окрестностъю точки а.

3) М н ож ество Е  =  {z:\z\ >  Я } ,  где Я >  0, —  внеш ность кру
га с центром  в точке 0 и радиусом  Я. Э то  м нож ество иногда 
назы ваю т окрестностью бесконечности.

К омплексная пл оскость , дополненная бескон ечностью , назы
вается  расширенной комплексной плоскостью или полной плос
костью.

В дальнейш ем, говоря  о точке z — а комплексной пл оскости , 
будем  им еть в виду конечную  точку (о  бесконечно удаленной 
точке будет  оговорен о каждый раз о со б о ).

4) М нож ество Е  =  {z :  0 <  \z\ <  е ] , где е  >  0, —  круг с центром
в точке 0 и радиусом  £ с выключенной точкой  2 =  0. И ногда



это  м нож ество назы ваю т проколотой окрестностью точки 0 , а 
в теории функций комплексного переменного чащ е всего его на
зы ваю т “вы рож денны м ” кольцом.

5) М нож ество Е  =  { г  : |г — a\ +  \z — 6| =  с }  —  точки комплексной 
плоскости , такие, что сумма расстояний от точки г до точек а 
и b равна с. Геом етрическое м есто таких точек есть эллипс с 
фокусами в точках а и b (по определению  эллипса).

П р и м е р  5. 1) И зобразить на пл оскости  м н ож ество точек
г, для которы х вы полняю тся неравенства Im z >  О, Re г <  0;
2) И зобразить на п л оскости  м нож ество точек г, для которы х 
вы полняю тся неравенства |г| >  3, ж/ 2  <  argz <  ж.

Р е ш е н и е .
1) Если комплексное число z =  х  +  гу, где х, у —  вещ ествен

ные числа, то данную си стем у неравенств можно записать сле
дую щ им образом : у  >  0 , х  <  0 , т .е. получим м н ож ество точек 
пл оскости , координаты  (х, у) которы х уд овл етвор я ю т неравен
ствам  х <  0, у  >  0. Этим  множ еством  будет вторая  четверть 
координатной п л оскости  (рис.З).

Рис. 3. Рис. 4.

2) М нож ество точек z, удовл етворяю щ их неравенству \z\ >  3, 
—  есть внеш ность круга с центром в точке 0 и радиусом  3. Из 
втор ого  неравенства вытекает, что arg г мож ет изменяться толь
ко от  ж/ 2  д о  ж. С ледовательно, рассм атри вается  та  часть  внеш
н ости  круга \z\ >  3, которая располож ена во втор ой  четверти  
координатной пл оскости  (р и с.4).



П р и м е р  6 . Д оказать, что уравнение a|z|2 +  bz +  bz +  с =  О 
явл яется  уравнением окруж ности, если а, с —  вещ ественные, а 
Ь —  комплексная постоянны е, причем ас <  |6|2.

Р е ш е н и е .  Е сли z  =  х  +  гу, Ь — а  +  г/9, то данное уравнение 
мож но записать так:

а это  и есть уравнение окруж ности  при сделанных предполож е
ниях о коэффициентах а, 6, с.

• 1. Найти м одуль и м нож ество значений аргум ента (при этом  
вы делить главное значение) следую щ их комплексных чисел:
1) г =  1 — г'л/3; 2) а) г = 6г, б) z —5; 3) г =  — 1+2*; 4) 2=

В заданиях 1), 3), 6) записать комплексное число в показа
тельной форме, в заданиях 4), 5) —  в тригон ом етрической  фор
ме.

2. И зобразить на п л оскости  м нож ество точек 2 , удовл етворя
ю щ их соотнош ениям: 1) R e 2 >  0; 2) Im 2 <  —2; 3) | R e 2 1 <  3;
4) | Im 2 j <  7г; 5) \z\ <  2; 6) \z +  i\ >  2; 7) 2 <  \z — 1 +  i| <  3;
8) 0 <  12 -+ 1 — 2i| < 2 ;  9) Re 2 +  Im 2 <  1; 10) Re 2 >  0,
Im 2> 0 ; 11) 0 <  a rg 2 <  7t / 2 ; 12) 1 <  \z\ <  2, 7г / б < arg 2< 7t / 4 ;
13) Re ( 2(1 -  i)) <  -y/2 ; 14) \z — a\ — \z -  b\, где a, b —  фиксиро
ванные точки; 15) R e ( l / 2) = l / 2 .

Р ассм отри м  м н ож ество E  точек в п л оскости  z (2 =  х  +  iy) 
и м н ож ество G  точек  в пл оскости  w (w — и +  iv). Если ка
ж дом у числу 2 6  Е  по некотором у правилу поставлено в со о т 
ветстви е единственное число w £  G, то говорят, что на мно
ж естве Е  задана функция комплексного переменного w =  / ( 2).

а (х 2 +  у2) +  2 Re [ ( «  -  i!i)(x  +  iy)] +  с =  0

или
а (х 2 +  у2) +  2 а х  +  2 [}х +  с =  0 ,

§2. Функция комплексного переменного. 
Производная. Регулярные функции. 

Условия Коши-Римана



Функцию f ( z )  можно записать в виде f ( z )  =  и (х ,у )  +  i v ( x , y ), 
2 £  Е, где и(х, у) =  R e / ( г )  (вещ ественная часть  функции f ( z ) ) ,  
a v (x ,y )  — I m /(z )  (ее мнимая часть). Функцию ком плексного 
переменного можно рассм атри вать как отображ ение м н ож ества  
R 2 в м нож ество R 2.

О пределение предела и производной функции комплексного 
переменного аналогичны соответствую щ и м  определениям для 
функций дей стви тельн ого переменного, но только им еется в ви
ду, что точка г мож ет стрем и ться  к точке а по л ю бом у  напра
влению на плоскости.

О п р ед ел ен и е . Е сли сущ ествует  конечный предел

lim  Щ М  =  т
2 —а 2 — а

то он называется производной функции f ( z )  комплексного пере
менного  2 в точке а, где а —  внутренняя точка м н ож ества G.

О казы вается, что больш ой произвол в сп особ е  стремления 
точки 2 к точке а приводит к тому, что даже очень п росты е 
функции комплексного переменного м огут не иметь производ
ной.

О п р ед ел ен и е . Функция f ( z ) ,  определенная на м н ож естве Е, 
называется регулярной в точке а £  Е, если она имеет производ
ную в каждой точке некоторой  окрестн ости  точки а.

Т еор ем а . Для того чтобы функция f ( z ) =  и(х, y) +  iv (x ,  у) бы
ла регулярной в некоторой точке а £  Е, необходимо и достаточ
но, чтобы в этой точке функции и и v была дифференцируемы как 
функции двух переменных и выполнялись условия Коши-Римана:

\ ч д и / ч dv , ,
^ (0) =  % w ' a J (o) =  ~ S (a )- (1)

При этом производная функции вычисляется по одной из формул:

си n ди д v dv . dv dv . ди ди ди
* =  я~ +  г ЗГ =  я -  +  г ^~  =  -  г 1Г  =  1Г  ~ 1^ -  2о х  д х  д у  д х  ду  д у  д х  ду



Д ля функций комплексного переменного им ею т м есто теоре
мы, аналогичные теорем ам  для функций действительного пере
менного, а именно теорем ы  о регулярности  сумм ы , произведе
ния, ч астн ого  (есл и  знаменатель отличен от  нуля) двух регу
лярных функций.

Е сли функция / ( z )  регулярна в обл асти  G, то производная 
/ ( * ) (z )  л ю б ого  порядка функции / ( г )  также будет регулярной 
функцией в обл асти  G.

О п р е д е л е н и е . Функция и(х, у), заданная в некоторой обл а
сти  G  на п л оскости , назы вается гармонической, если она имеет 
непреры вные частны е производны е до втор ого  порядка включи
тельно и уд овл етвор я ет  уравнению Лапласа:

д 2и д 2и _  
д х 2 Зу2

В ещ ественная и(х, у) и мнимая v(x, у) части  регулярной функ
ции в обл асти  G  являю тся гармоническими. Э то  сл едует из 
условий К ош и-Рим ана.

Не всегда  мож но получить регулярную  функцию /  =  и +  iv в 
обл асти  G, вы бирая гармонические в этой  обл асти  функции и 
и v независимо д р у г  от  друга. Например, если и (х ,у )  =  х +  у, 
v (x ,y )  =  ху,  то функция f ( z )  =  (х +  у) +  i x y  не является ре
гулярной. Д ействительно, |^ =  1 , |^ =  ж и не вы полняю тся
усл ови я К ош и-Рим ана. Ч тобы  из двух гармонических функций 
и и v, заданных в обл асти  G, можно было п острои ть  регуляр
ную  функцию /  =  u +  iv в обл асти  G, функции и и к должны быть 
связаны  в обл а сти  G  условиями К ош и-Римана. Такие функции 
и и v назы ваю тся сопряженными. О казы вается, что для л ю бой  
данной гарм онической  функции и, заданной в односвязной обл а
сти  G, мож но найти сопряж енную  с ней гарм он ическую  в той же 
обл асти  функцию v (таких функций, зависящ их от  одной произ
вольной  постоянной, мож ет быть целое сем ей ство) и тем самым 
п остр ои ть  регулярную  функцию f  =  и +  iv (или сем ей ство ре
гулярны х функций).

П р и м е р  7. Найти вещ ественную  и мнимую части  функции 
/ ( г )  =  1/ г  (преобразование, инверсии).

Р е ш е н и е .  О б л а стью  определения данной функции является 
вся  п л оскость  с выброш енной точкой  г =  0 .



Если z — х  +  iy, то  f ( z )  =  l/(x +  iy). Умнож им числитель и 
знаменатель на z — х — iy:

ft х - i y  _  x - i y  _ х -  iy _  x _  у
(x  +  iy ) (x  — iy) \x +  iy \2 x 2 +  y2 x 2 +  y 2 x 2 +  y2

О тсю д а

R e /( z )  =  X , I m /(z )  =  H r- *-
x  +  у X1 +  у 1

П р и м е р  8 . Д оказать, что функция f ( z )  — z не имеет произ
водной.

Р е ш е н и е .  Д ля доказател ьства  возьм ем  произвольную  точку 
z =  а и рассм отри м

f ( z )  — f ( a )  z — а
lim ^ =  Urn .
z—*a z — a z—>a Z — a

П усть z — a =  h,  тогда

l i m  £ Z “  =  , i m  =  l i m  '1
z—*a z — a z->a Z — a h—* О Л

Р ассм отри м  стрем ление h к нулю по вещ ественной и мнимой 
осям:

1) Е сли h =  х,  то lim -  =  lim -  =  1,
х -+ 0  х  х —*0 х

2) Е сли h =  iy, то lim =̂ L =  —1.
у - . о  * »

В пределе получили два разных значения. С л едовательно, 
lim |5 f  не сущ ествует , и функция f ( z )  — z производной не имеет
ни в одной точке обл асти  ее сущ ествования.

П р и м е р  9. Д оказать регулярность функции f ( z )  =  г 2.

Р е ш е н и е .  В ыделим вещ ественную  и мнимую части  данной 
функции:

f ( z )  =  (ж +  iy ) 2 =  ( х 2 -  у2) +  i 2 ху,

значит, и(х, у) =  х 2 — у2, v(x, у) =  2ху.
Вычислим частны е производны е функции и и v:



О тсю д а  видно, что || =  |^ и |^ =  - § £ .  С л едовательно, функ
ция f ( z )  =  z 2 регулярна в л ю бой  точке плоскости .

В ч астн ости , производная функции f ( z )  мож ет бы ть вы числе
на с пом ощ ью  услови й К ош и-Рим ана, если исп ользовать одну 
из ф ормул (2):

fin nv
/ ' ( г )  =  —  +  г —  =  2 х  +  г (2 у) =  2 (х  +  iy) =  2 z.

П оследний результат легко получить, исходя и из определе
ния производной.

П р и м е р  10. Д оказать регулярность функции f ( z )  =  ez .

Р е ш е н и е .  По определению  показательной функции / ( г )  =  
=  ex (co sy  +  i sin у). Выделим ее вещ ественную  и мнимую  части  
и(х, у) =  ех cos у, v(x, у) =  еГ sin у  и вычислим частны е производ
ные:

ди  ,  ди _ .
—  =  е cosy,  —  =  — е sin у, 
о х  ду
dv . dv
—— =  е sin у , —  =  е cos т/.
аж ау

У сл ови я  К ош и-Ри м ана вы полняю тся. С л едовательно, функ
ция регулярна в л ю бой  точке пл оскости , причем (е2)' =  ег .

П р и м е р  11. Д оказать регул ярность функций sin z и cos г.
Р е ш е н и е .  Из определения тригоном етрических функций 

sin 2 =  е — , cos г =  е +е— , что и сви детел ьствует о ре
гул ярн ости  функций sin г и cos г как сумм ы  двух регулярных 
функций.

П р и м е р  12. П острои ть  в пол упл оскости  регулярную  функ
цию /  =  u +  iv (или сем ей ство функций) по известной вещ ествен
ной части:

и (х ,у )  =  \п(х2 +  у2), z =  x +  iy, х  >  0 .

Р е ш е н и е .  И ском ая функция долж на быть регулярной. По
этом у  для нее долж ны вы полняться условия ( 1) К ош и-Рим ана

ди _  2 х _  dv ди _  2 у dv
dx х 2 +  у 2 д у '  dy х 2 +  у 2 д х



В данном случае все равно, какое из условий К ош и-Ри м ана 
исп ользовать сначала (и бо  не возникает больш их трудн остей  
при вычислении интегралов), поэтом у возьм ем  первое усл ови е
%  =  откуда

/ *2х у
2 , о dy =  2 arctg -  +  д(х )

+  у 2 х

(д обавл я ется  функция, которая  мож ет зависеть от  х).
Л ля нахождения неизвестной функции д(х )  и спользуем  втор ое  

усл ови е К ош и-Римана:

 I   = _____2*—
\ +  у 2 /х2 I X2)  9К ’  х 2 +  у2 '

откуда д '(х )  =  0 и д( х ) =  С  (постоянная).
В результате v (x ,y )  =  2 arctg (у/х ) +  С.  Т огд а  f ( z )  =  1п(ж2 +  

+ у 2) +  2г arctg (у/х)  +  гС, где z =  х  +  iy, Re z >  0.

З а м е ч а н и е .  Если в предыдущ ей задаче п отр ебу ется  по
стр ои ть  регулярную  функцию / ,  которая  в заданной точке при
нимает заданное значение, например чтобы  / ( 1  +  г) бы ло равно 
In 2 , то  это  можно сделать при надлежащем вы боре постоянной 
С , т. е. достаточн о п отребовать  вы полнимость сл едую щ его ра
венства:

/(1  +  0  =  In 2 =  ( ln (> /l 2 +  l 2 ) 2 +  2i 0  +  iC.

В этом  случае In 2 =  In 2 +  in/2 +  iC  и С  =  —п/2.
В итоге в правой пол упл оскости  п остроен а  регулярная функ

ция f ( z )  =  2 ( 1п(аг2 +  у2) +  2i arctg (у/х)) — in / 2  по заданной вещ е
ственной части  и(х, у) =  1п(ж2 +  у2) и значению функции f ( z )  в 
точке 1 +  г.

• 3. В ыделить вещ ественную  и мнимую части  функций:
i ) / W  =  £t 2 ; 2) / ( 2) =  г 2 .

4. И спользуя определение, выяснить, су щ еств у ю т ли произ
водны е функций: 1) f ( z )  =  z; 2) f ( z )  =  5z +  2z.

5. И спользуя условия К ош и-Римана, доказать регул ярность 
функций: 1 ) f ( z ) = a z  +  b; 2 ) f ( z )  =  l/z, z ф 0 ; 3) f ( z )  =  z3.



6 . П остр ои ть  регулярны е функции /  =  и +  iv по следую щ им 
условиям : 1) и(х, у) =  ж2 — у 2 +  2ж; 2) и (х , у) =  х 2 -  у 2 +  ху,
/ ( 0 )  =  0; 3) и(ж, у) =  2er sin?/; 4) и(ж,у) =  3 +  ж2 -  у2 -  i
5 ) v (x ,y )  =  / ( 2) =  0 .

7. Записать условия К ош и-Рим ана в полярной систем е коор 
динат. Применить их к реш ению задачи 6,5).

§3. Геометрический смысл аргумента и модуля 
производной функции комплексного переменного.

Понятие о конформных отображениях

П усть функция f ( z )  регулярна в точке а и f { a )  Ф 0. Т огда  
|/'(а)| равен коэффициенту растяж ения (или сж атия) в точке а 
при отображ ении w =  f ( z )  п л оскости  z в п л оскость  w. А р гу 
мент производной  в точке a (a r g / ' ( а ) )  равен углу, на которы й 
сл едует повернуть касательную  в точке а к л ю бой  гладкой кри
вой  на п л оскости  z, проходящ ей через точку а, чтобы  получить 
направление касательной в точке b — f ( a )  к образу  этой  кривой 
на п л оск ости  w при данном отображ ении w =  / ( г ) .  При этом  
если tp =  arg f ' (a )  >  0 , то п овор от  прои сходи т в полож ительном 
направлении, т .е . против часовой  стрелки, а если tp <  0 , то в 
отрицательном .

Рис. 5.

Д ве гладкие кривые /j и (г, пересекаю щ иеся в точке а под 
угл ом  в (р и с .5) (э т о  значит, что  в —  ориентированный угол  ме-



жду касательны ми к этим  кривым в точке а, в =  tp\ —<̂ 2), им ею т 
образам и тож е гладкие кривые L\ и £ 2, проходящ ие через точку 
Ь =  Д а).

Так как Ф: =  ^  +  arg f ' (a ) ,  Ф2 =  <р2 +  a rg / ' ( а ) ,  то Ф[ -  Ф2 =  
=  tpi — p i ,  и поскольку <р\—ф2 =  0, то Ф1 — Ф2 =  в, а это  есть  угол  
меж ду кривыми L\ и L2. О тображ ение, соверш аем ое регуляр
ной функцией, сохраняет как по величине, так и по направлению 
углы во всех точках, где производная отлична от нуля.

О тображ ения, при которы х сохран яю тся  углы  меж ду кривы
ми, проходящ ими через данную точку, назы ваю тся конформны
ми.

О тображ ение, осущ ествляем ое регулярной  функцией / ( 2), 
конформно везде, где f ' ( z )  ф 0 .

П р и м е р  13. Найти коэффициент растяж ения и угол  п овор о
та при отображ ении w =  22 в точке a =  1 +  г.

Р е ш е н и е .  Так как w'(z)  =  22 , то ы/( 1 +  г) =  2 +  2г. С л е
довательно, |ги'( 1 +  i)| =  |2 +  2г| =  л/22 +  22 =  2у/2. О тсю д а  
коэффициент растяж ения равен 2д/2 -

Найдем arg ы;'( 1 +г) =  a rg (2+ 2i) =  тт/4. Значит, угол  п оворота  
равен 7г /4 .

Итак, гладкие кривые, проходящ ие через точку 1 +  г при дан
ном отображ ении w ~  г 2, пол учат одно и то ж е растяж ение 2т /2 , 
и образы  их в точке b — (1 +  г) 2 =  2г поворачи ваю тся  на один и 
тот  же угол  ж/4.

П р и м е р  14. Найти точки, в которы х у функции w =  z 2 — 2z 
наруш ается конф орм ность. Найти коэффициент подобия и угол  
п оворота  в точках 1) а =  5; 2) а =  1 +  г; 3) а =  —г.

Р е ш е н и е .  Найдем производную  данной функции: w'(z)  =  
=  2г — 2 = 2 (г  — 1). Так как w'(z) — 0 при 2= 1 , то в точке 2 = 1  
наруш ается конф ормность.

1) Е сли а =  5, то к /(5 ) =  8 и |к/(5)| =  8 , a r g / '(5 )  =  0. С л ед о
вательно, образы  всех гладких кривых, проходящ ие через точку 
b — 52 — 2 • 5 =  15, не поворачиваю тся, но растяги ваю тся  в 8 раз.

2) Если а =  1 -(- г, то и/(1 +  г) =  2г, откуда |w(l +  г)| =  |2г| =  2, а 
a rg u /(l + г )  =  7 г /2 .  С'ледовательно, гладкие кривые, проходящ ие 
через точку 1 +  г, при данном отображ ении поворачи ваю тся  на 
угол  ж/ 2  и растяги ваю тся  в два раза.



3) Е сли а =  - г ,  то w ' ( - i )  =  ‘2 ( -1  -  г), откуда |гь>(—г)| =  2\/2, 
и arg w '(—i) — — 37Г/4 . С л едовательно, гладкие кривые, проходя
щие через точку —г, при данном отображ ении поворачи ваю тся  в 
отрицательном  направлении на угол  37г/ 4  и им ею т коэффициент 
растяж ения 2 уД.

• 8 . Найти угол  п овор ота  и коэффициент растяж ения (сж атия) 
в указанных точках при следую щ их отображ ениях:
1) w — 2 +  3гг, а= 2 — г; 2 ) w =  г 2: а) а = 2 , б) а = 1—г, в) а=1+г'\/3;
3) и; =  г 3 —Зг, а = - ^ ;  4) =  j :  а) а =  — г, 6 ) а=1+3г; 5) w =

а=2г; 6) w =  ez , а=»; 7) w =  z 2 — г, <x=l—г.
9. Найти м н ож ества  всех  точек а, в которы х коэффици

ент растяж ения при сл едую щ их отображ ениях равен единице:
1) w =  —г3; 2) w =  z 2 — i z ; 3) w =  .

10. Найти м н ож ества всех точек а, в которы х угол  п оворота  
при сл едую щ их отображ ениях равен нулю: 1) w = iz 4; 2) w = z 3\
3 ) w = z 2 — 2 z ] 4) w = j .

§4. Элементарны *? п р е о б р а зо в а н и я .
Л и н ей н а я  ф ункция. Д р о б н о -л и н е й н а я  ф ункция

1. Э л ем ен та р н ы е  п р е о б р а зо в а н и я . К элементарным пре
образованиям  относятся :

1) параллельный перенос w =  2 +  с, где 2 —  комплексная пе
ременная, с —  комплексная постоянная;

2) w =  z е,а —  п овор от  вокруг начала координат (а  —  вещ е
ственное числ о) в полож ительном  направлении (против часовой  
стрелки), если о  >  0 , и в отрицательном , если а <  0 ;

3) w =  гг —  подобие, где г >  0 ; при г <  1 —  сж атие, при г >  1 
—  растяж ение;

4) to =  1 /г  —  инверсия.

О п р ед ел ен и е . Г оворят, что  две кривые 1х и /2 в бесконеч
ности  о б р а зу ю т  угол , равный в , если образы  этих кривых L\ 
и L2 при преобразовании инверсии w =  1 / 2  о бр а зую т в начале 
координат угол , равный в.



У сл ови м ся  в дальнейш ем при выяснении поведения функции 
в окрестности  бескон ечности  применять преобразование инвер
сии w — 1/ z  с тем, ч тобы  бескон ечность переводить в начало 
координат.

П р и м е р  15. Найти образ м нож ества Е  (р и с.6 ,а)

Е  =  {z : \z\ <  1 , 0<  a rg z < 7r /4 }

при следую щ их отображ ениях: a) w =  z +  2i; б) w =  z e '* lA\
в) w =  2г.

в

Рис. 6 .

Р е ш е н и е .  а) П араллельный перенос на 2г, т.е. параллель
ный перенос на две единицы вверх по оси  O Y  (р и с.6 ,6).

б) П оворот вокруг начала координат в полож ительном напра
влении на угол  ж/4 (р и с .6 ,в).

в) П реобразование подобия —  растяж ение в 2 раза (рис. 6 ,г).



П р и м е р  16. Найти образ окруж ности a\z\ 2 +  bz +  bz +  с =  О 
(ас <  |6|2, а, с —  вещ ественные, 6 —  комплексная постоянные) 
в “ш ироком см ы сле сл ова” (т .е . и прямой) при преобразовании 
инверсии w =  1/г .

Р е ш е н и е .  П одставляя z — l/w  в данное уравнение, имеем

1 , 1 , 1  
а ■ -— рг +  6 • |- 6 • — +  с =  О,

уш\л W W

откуд а  а +  bw +  bw +  c|uj|2 =  0 , т.е. получили уравнение окруж 
н ости  в “ш ироком см ы сле сл ова” .

П р и м е р  17. Найти образ м нож ества Е  =  { z  : Im z — 0 } при 
отображ ении w =  1 / г .

Р е ш е н и е .  О чевидно, что м нож ество Е  совпадает с веще
ственной осью . Выразим z из соотнош ения w =  l/z, z — l/w и 
подставим  его в соотнош ение Im z =  0, Im (l/u> ) =  0. О тметим, 
что  w ■ w — |и>|2, п оэтом у

Im =  Im ( ~ ^ )  =  Im ( г Т 2 )  =  F P  ' 1 т й -\W J \XV-W/ \w\*

О т сю д а  1 т г «  =  0 или Im w  =  0, т. е. образом  вещ ественной оси  
при данном отображ ении снова является вещ ественная ось.

2. Линейная функция. Функция w =  az +  b, гд е  a ,b ,z  G С, 
а ф 0 , назы вается линейной функцией ком плексного перемен
ного z. Э та  функция регулярна во всей  конечной плоскости  
(w '(z )  =  а ф 0), п оэтом у ее отображ ение конформно во всех 
точках конечной плоскости .

Е сли линейную функцию записать следую щ им  образом :

w =  |а| е* arga - 2 -1- 6,

то эт о  отображ ение можно разбить на цепочку элементарных 
преобразований:

1) Wi =  е1 irga ■ г —  п оворот  на угол  arga;
2) W2 =  W\ ■ |a| —  преобразование подобия  с коэффициентом 

подобия , равным |а|;
3) w3  =  w =  W2 +  b —  параллельный перенос.



П р и м е р  18. Найти образ м нож ества Е  =  {z:\z — 11 <  1} при 
отображ ении w =  1 — 2 iz .

Р е ш е н и е .  Линейную функцию w =  1 —2i z  разлож им на эл е
ментарные:

w\ =  е ~ г7Г^ 2 ■ z, ( - г  =  w 2 =  2 w\\ w3  =  w2 + l .

У читы вая, что  м н ож ество Е  —  внутренние точки круга ради
усом  1 с центром в точке 2 = 1 , отображ ение можно представить 
так, как изображ ено на рис.7, а результат записать следую щ им  
образом : w (E )  =  {u> : |u> — 1 +  2г| <  2 }.

Рис. 7.

П р и м е р  19. Найти образ м нож ества Е =  { г  : Re z <  1} при 
отображ ении w =  (1 +  i)z +  1 .



Р е ш е н и е .  Л инейную функцию w =  (1 +  i)z +  1 разлож им на 
элементарные:

w\ =  е17г/ 4 - г; w2 =  \/2 W\, 

iu3 =  u>2 +  1 (1 +  г — V 2 e %w/4).

В результате посл едовател ьно проведенных преобразований 
(р и с .8 ) получим м н ож ество w (E ) =  {w  : Reu> +  [m w  <  3 }.

A 1
V

к
W,

1 1

щ %
уф

Рис. 8 .

П р и м е р  ‘20. П усть E  —  треугольник с вершинами в точках 
Zi = 0 ,  z 2 =  — 1 +  г, г3 =  1 +  2г. Найти образ этого  м нож ества 
при отображ ении w =  (4 +  3i)z +  3 — ‘2г.



Р е ш е н и е .  П реж де всего отметим , что данное отображ ение 
конформно в л ю бой  точке пл оскости  z. С л едовательно, углы  
между сторонам и  данного треугольника и углы  меж ду их о бр а 
зами одинаковы. Значит, искомый образ есть  треугольник, а 
так как w =  (4 4 - 3i)z  +  3 - 2 i =  5е* arct8 3/ 42 +  (3 — 2г), то он пол уча
ется из данного п оворотом  на угол, равный arctg3 /4 , растяж е
нием его сторон  в пять раз и параллельным перен осом  на 3 — 2г. 
Координаты  вершин этого  треугольника вы числить нетрудно: 
к ; ^ )  =  3 — 2», гу(гг) =  —4 — г, w(z3) — 1 +  9г.

3. Дробно-линейная функция. П од д робн о линейной функ
цией понимается отнош ение двух линейных функций w — 
причем ad — be ф О, с ф 0. В случае ad — bc. =  0 пол учается  функ
ция, тож дественно равная постоянной, а в сл учае с =  0 , d ф 0 —  
линейная функция, свой ства  которой  рассм отрен ы  ранее.

Дробно-линейное преобразование взаимно-однозначно (одноли
стно) и конформно отображает полную плоскость на себя. Его 
удобн о представлять в следую щ ем  виде:

az +  6 a be — ad /?
W  =  ------------- ; =  -  +  — -------------р г  =  Л  Н-----------------.

cz + «  с c(az +  6) 2 +  7

Д робно-линейное преобразование склады вается из сл ед ую 
щих элементарных преобразований:

1) tuj =  z +  7  —  параллельный перенос;
2) it>2 =  l/u>i —  инверсия;
3) W3  =  Щ W2 —  подобие;
4) W4  =  е1 lrg/S • w3  —  п оворот;
5) w =  W4  +  а  —  параллельный перенос.
При дробно-линейном преобразовании окружности “в широ

ком см ы сле” отображаются на окружности “в широком см ы 
сле" (круговое свойство).

Дробно-линейное отображение преобразует точки, симмет
ричные относительно данной окружности, в точки, симмет
ричные относительно преобразованной окружности. (Д ве точ 
ки назы ваю тся симметричными относительн о окруж ности, если 
пучок окруж ностей, проходящ ий через эти  две точки, со стои т  
из окруж ностей, ортогональны х к данной.)

Существует единственное дробно-линейное отображение, пе
реводящее три заданные различные точки а, Ь, с полной плоско-



З а м е ч а н и е .  Е сли среди  эти  точек есть  бескон ечность (на
пример, с =  оо), то преды дущ ая ф ормула справедлива, но при 
этом  отнош ение принимается равным единице.

П р и м е р  21. Записать общ ий вид дробно-линейного ото 
бражения, переводящ его верхню ю  пол упл оскость на единичный 
круг с центром  в начале координат.

Р е ш е н и е .  Запишем дробно-линейное отображ ение в сл еду
ю щ ем виде: w =  k гДе к, а, Ь —  неизвестные комплексные 
числа.

При отображ ении некоторая точка верхней пол упл оскости  
перейдет в центр круга (п усть это  будет точка a, w (a ) =  0 ). 
Т огд а  сим м етричная ей относительн о вещ ественной оси  точка 
а  перейдет в бескон ечн ость, to(cv) =  оо. Значит, а =  а, Ь =  а, 
откуда w -  к .

По теорем ам  о регулярны х функциях, удовл етворяю щ их не
которы м  условиям , внутренние точки долж ны переходить во 
внутренние, граничные —  в граничные. Таким образом , точ 
ки вещ ественной оси , т. е. точки z =  х, должны отображ аться  
на точки единичной окруж ности  |w| =  1. О тсю д а

женных чисел). С л едовательно, |&| =  1, или к =  егв, где в — 
вещ ественное число.

Итак, общ ий вид дробно-линейного преобразования, отобр а 
ж аю щ его верхню ю  пол уп л оскость  на единичный круг с центром 
в начале координат, следую щ ий:

emu w:
w — А С  — А 
w — В ' С  -  В

z — а с — а
z — 6 с — Ь

| w\ — к
х — а

=  1
х — а

или

О тм етим , что |ат — «| =  |(а; — а  )| (как модули комплексно-сопря-

_  ̂z — а
где ImcY > 0 , в —  вещ ественное число.



З а м е ч а н и е .  Из теорем ы  Римана о сущ ествовании конформ
ного отображ ения при наличии двух начальных услови й выте
кает сущ ествование единственного отображ ения.

П р и м е р  22. О тобрази ть  верхню ю  пол уп л оскость  на единич
ный круг |w| <  1 так, ч тобы  w (2 i) =  0 и a rg u /(2 i) =  0 .

Р е ш е н и е .  Так как w(2i)  =  0, то (см . формулу (3)) а  =  2г, 
а =  - 2i и w =  eie

Вычислим производную  функции w в точке 2г:

^  =  w ' ^  = ^ ( W  = e i eT -

Запишем комплексное число егв ~  в показательной форме:

е

По усл ови ю  задачи argw /(2t) =  0. В м есте с. тем a rgu /(2 i) =  
=  в — 7г /2 . С ледовательно, в — к/2 =  0 и в =  7г /2 .

Итак, отобрази ть  верхню ю  п ол упл оскость Im z >  0 на еди
ничный круг |w| <  1 при услови и w( 2 i) =  0 , a rg w '(2i) =  0 можно 
с пом ощ ью  единственной функции

.•_/2 z - 2 i . z -  2i iz +  2
w =  e 1 ------ — =  i ----- : =  -------------.

z +  2 i z + 2 г z +  2 i

П р и м е р  23. Найти образ м н ож ества Е  =  { z : ) z  — 1 j <  2 } при 
отображ ении w: 1) w =  2 ) w — 3 ) w =

Р е ш е н и е .  М нож ество E  —  внутренность круга с центром  в 
точке 2 = 1  радиусом  2 (р и с .9 ,а).

1) В озьмем три  точки на окруж ности \z — 11 =  2: z =  —1,
z =  3 и z =  1 +  2г. П оскольку ни одна из точек окруж ности 
при данном отображ ении не переходит в бескон ечн ость (так как 
w =  оо при 2 =  —3, а точка 2 =  —3 не лежит на окруж ности), то 
образом  данной окруж ности служ ит окруж ность, проходящ ая 
через образы  точек - 1 , 1 4- 2г, 3 :

3 4
м ( - 1 )  =  - г ,  w (l 4- 2г) =  —- 4- -  г, w(3) — i.

5 5



Т еперь выясним, что  является образом  данного круга. Э то  
мож но сдел ать двумя сп особам и : взять л ю бу ю  внутренню ю  
точку данного круга, например 2 =  0. О бразом  ее должна 
бы ть внутренняя точка м нож ества ад(0) =  0. С ледовательно, 
w (E )  =  { w : |u>| <  1 } (р и с .9,б). О пределить образ мож но и по об 
ходу  границы обл асти . При обход е  контура, т.е. окруж ности 
)г — 1 1 =  ‘2 , в полож ительном направлении —  от точки 3 через 
точку 1 +  2г к точке —1 —  обл асть  оста ется  слева. При обходе 
их обр азов , т.е. от  точки г через точку —3 /5 +  4 /5  г к точ^е —г, 
обл а сть  тож е долж на быть слева —  пол учается  внутренность 
круга.

Рис. 9.

7JT7T

f

2) Так же как и в предыдущ ем случае, окруж ность \z — 1| =  2 
отобр ази тся  на окруж ность. О тм етим, что  при отображ ении



w =  вещ ественная ось  отображ ается  на вещ ественную  ось. 
У гол  между данной окруж ностью  и вещ ественной о сь ю  в точках 
г =  3 и 2 =  - 1  равен ж/2. С ледовательно, в точках iu(3) =  4 
и w (— 1) =  0 у гол  меж ду образам и данных кривых также ж/ 2  

(по конф орм ности). Э то  означает, что отрезок  [0,4] является 
диам етром  окруж ности. Таким образом , окруж ность |z — 1| =  2 
отобрази тся  на окруж ность )«; — 2| =  2 , а так как w( l )  =  —2 , 
то образом  заданного круга будет внеш ность круга |го — 2 | >  2 
(рис.,9,в).

3) Так как точка г =  3 переходит в бескон ечность, то окруж 
ность данного круга отобр ази тся  на прямую . П оскольку вещ е
ственная ось  отображ ается  на вещ ественную  ось  и угол  между 
окруж ностью  \z — 1 | =  2 и вещ ественной о сь ю  в точке —1 равен 
ж/2 , то и в точке w (— 1) =  1/4 угол  меж ду их образам и  (ме
ж ду прямой и вещ ественной о сь ю ) также ж/2. Значит, образом  
окруж ности |z — 1| =  2 служ ит прямая Reu> =  1/4. О стается  вы
яснить полож ение пол упл оскости . В озьмем внутренню ю  точку 
z =  l данного м н ож ества  и найдем ее образ w ( l)  =  0. Э та  точка 
долж на быть внутренней точкой иском ого множ ества. С л едова
тельно, w (E )  =  {их Reu> <  1 /4 } (ри с.9 ,г).

П р и м е р  24. Найти образ м нож ества Е  =  { z  : 0 <  R ez  <  1} 
при отображ ении: 1) w =  2) w =

Р е ш е н и е .  М нож ество Е  представляет со б о й  вертикальную  
п ол осу  шириной, равной 1 (рис. 1 0а).

1) Прежде всего  вещ ественная ось  при данном отображ ении 
отобрази тся  на вещ ественную  ось . Прямая Re г =  0 отобр а 
зится на прямую , так как точка 0 переходит в оо и tu(oo) =  1 . 
Т огд а  по конф орм ности отображ ения в бескон ечности  найдем, 
что образом  прямой R ez  =  0 служ ит прямая Retu =  1. Дан
ная прямая R ez  =  1 отобрази тся  на окруж ность, проходящ ую  
через точки 0 и 1. И спользовав конф орм ность в точках 1 и 
оо, получим окруж ность |и> — 1/2| =  1/2 (рис. 10,6). Внутренняя 
точка 1/ 2  данной обл асти  переходит в точку —1 , п оэтом у  обр а 
зом  м нож ества Е  при данном отображ ении является м нож ество 
w (E )  =  { u; :  Reiu <  1, |u> -  || >  i } .

2) При данном отображ ении прямые R e z= 0  и R e z = l  пере
ходят в окруж ности, соприкасаю щ иеся в точке w = l ,  вещ ествен-



нал о сь  отобр аж ается  на вещ ественную  ось , точка z =  0 в точку 
w =  1/ 2.

Рис. 10.

На основании конф орм ности 
в точках 0 и оо, в точках и>=1/ 2 
и w =  1 можно заключить, что 
угол  между окруж ностью  и ве
щ ественной о сь ю  состави т  7г/2, 
откуда получим окруж ность 
| w — 3/4| =  1 /4. А налогично 
определим, что  прямая R ez =  
=  1 отображ ается  на окруж 
ность |uj — 1/2| =  1/2. И нако
нец, так как внутренняя точка 
| данной обл асти  переходит в

точку  j ,  то образом  м нож ества Е  служ ит м н ож ество w (E )  =  
=  {w : |u> — 3 /4 j >  1 /4, \w — 1/2| <  1 /2 } (рис. 10,в).

• 11. Найти образ м н ож ества Е  при данном отображ ении w :
1) Е  =  {z : Im г =  1}, 2) Е  =  { z : Im 2 +  R ez  =  1}, w=~\
3) E  =  {z :| z — 1| =  1 }, tv= 7 .

12. Найти образ м н ож ества E  при данном отображ ении w:
1) Е  =  {z : Im z <  1}, w = ( l  +  i)z  — г; 2) E  =  { z: |z — t| <  1 },

u>=3z +  г; 3) E  —  треугольник с вершинами в точках z\ =  О, 
z-1 -  1, Z3 =  г; W =  ( - 1  -  г')г +  1 +  г.

13. О тобрази ть  верхню ю  пол упл оскость на единичный круг 
так, чтобы  1) и>(г')=0 , a rgw '(i )=  -  2 ) i o ( l+ i ) = 0 , argw '(l-| -i)=| .

14. Найти общ ий вид дробно-линейного преобразования, ото 
браж аю щ его единичный круг с центром в начале координат на 
себя.



15. О тобр ази ть  единичный круг на себя  так, ч тобы
1) u>(l/2 )=0, a r g u /( l /2 )= 0 ; 2) w)(1± 2 i)= 0 , argги'(^±2» ) = 7г /2 .

16. Найти дробно-линейное преобразовани е по заданным 
условиям: 1) точки г, 1 , 1 +  i переходят в точки 0 , оо, 1 с о 
ответственно; 2) точки —1 , оо, г переходят в точки оо, г, 1 с о о т 
ветственно.

17. Найти обр а з  м н ож ества Е  при заданном отображ ении 
w. 1) Е  =  {z:\z  -  1|<1}, 2) Е  =  {z :  |z|>2}, w = ^ % ;
3 )Я = {2 :| г | < 1 , 1 ш г> 0 }, i 4) Е  =  {z :  \z— 1|>1, | z -2 | < 2 },
« ,=  £±1; b) E  =  { z A < \ z \ < 2 } , w = l % .

§5. С теп ен н а я  ф ункция. В е т в и  \fz

Степенная функция w =  zn (п —  натуральное числ о и п ф 1) 
регулярна на всей  п л оскости , конф орм ность наруш ается  только 
в точке г =  0 (w '{z)  =  п z n~ 1 ф 0 при г ф 0).

Если полож ить z — re tv, w =  ре ' в, то ре,е =  rnetnLp, и, при
равнивая два комплексных числа, получаем  р =  г " , в =  п<р с 
точн остью  до сл агаем ого , равного 2тгк. Из последних соотн о 
шений видно, что  при отображ ении, осущ ествляем ом  степенной 
функцией, лучи, исходящ ие из начала координат, отобр а ж а ю т
ся на лучи, тож е исходящ ие из начала координат, но угол  ме
жду полож ительным направлением вещ ественной оси  и лучом  
изменяется в п раз. О тсю д а  взаимно однозначным отображ ение 
будет только тогда, когда угол  не превыш ает величины 2 ж/п. 
Например, м н ож ество Е  =  {г  : — ж/п <  arg г <  ж/п} функция 
w =  гп взаимно однозначно отобрази т на в сю  п л оскость  с раз
резом по отрицательной части  вещ ественной оси . О круж н ость 
с центром в начале координат степенной функцией w =  zn о т о 
бразится тож е на окруж ность с центром в начале координат, но 
п раз обходи м ую , т.е. наруш ается взаимная однозначность.

О п р ед ел ен и е . Е сли для л ю бого  г £ Е  сущ ествует  непреры в
ная функция <p(z), удовл етворяю щ ая соотнош ен ию  [<£>(z)] =  z,
то функция <p(z) назы вается ветвью корня п-й степени из z 
(<p(z) =  t f l ) .

Ветви yfz находятся  по формуле

* =  0 , 1 , 2 , . . .  , п -  1, (4)

где arg 2 — главное значение аргумента ком плексного числа 2 .



В л ю бой  одн освязной  обл асти , не содерж ащ ей нуля, сущ е
ств у ю т  ветви  yfz. В частн ости , если р ассм отр еть  п л оскость  с 
разрезом  по отрицательной  части  вещ ественной оси , то  в этой  
обл асти  сущ ествует  п ветвей -(/г, каждая из которы х является 
регулярной функцией.

Значение tfz,  равное \/\z\el^ ' sz l̂n (т .е . при к — 0), называ
ется  главным значением yfz  и обозначается  wq:

(5)
П р и м е р  25. Найти все  значения w и выделить среди  них 

главное w q : 1) w =  v^T; 2) w — \ / i \  3) w — \/2 — 2 i.

e' ^ , к — 0 , 1 , 2 ,3 ,4 .Р е ш е н и е .  1) w =  v'T =  ^/fTfe* * * 
Главное значение mjo — 1 (при к =  0). 

2) w \fi =  y jT f
■ w/2+2Kk _

e* з , к =  0, i, 2. Главное значе-

wo =
IT . 7Г

COS — -(- I s in  — 
6 6

v/3 i
T  +  2 '

arg (2- 2i )+ 2wfc
3) w =  y / 2 ^ 2 1 =  у/|2 — 2T| e'

|2 — 2i\ =  \J22 +  ( —2 ) 2 =  2 v /2, arg (2 — 2i) =  — тг/4, то
/— • »r/4+2*rfc

u> =  2 \ / 2  e* 2 , Ar =  0 , 1 ,

fc =  0,1.  Так как

w о =  2 \Pi e ' *!s =  2 \ / 2  (cos — — i sin —) .
'  8 8 /

П р и м е р  26. Н айти обр а з  м нож ества Е  при отображ ении ре
гулярной ветвью , вы деляем ой ее значением в указанной точке:

1 +  г
Е  =  {z :  Im z > 0 } ,  w =  -у/г, ч/^|г_ { =

Р е ш е н и е .  Найдем все  значения yfz в точке z =  г:

к =  0 , 1.

О тсю д а

V i =
е*

i 5 * / 4

Г \/2 . \/2—  -(- г —  при к =  0 ,

/ v 'J  .V S 'l  ,  . 
■ Т  + , Т  "P“ l  = 1



С ледовательно, в данной задаче рассм атри вается  ветвь кор
ня, полученная при к =  0, т .е . id =  ^аг**^ 2. П оскольку
Im z >  0 , т .е. задана верхняя пол уп л оскость , то \z\ изменяется от 
О до  + оо , a arg г —  от  0 до  ж. Для главного значения корня име
ем |гу| =  откуда 0 <  |w| <  + 00 , a argw  =  ( a r g z ) /2 , п оэтом у
О <  argiu <  7г /2 . С ледовательно, w (E )  =  {w  : 0 <  argw <  тг/2}, 
т. е. первая четверть  координатной пл оскости .

Отм етим, что  если бы в условии задачи рассм атри вал ась в то 
рая ветвь корня, то в ответе бы получили не первую , а тр етью  
четверть.

П р и м е р  27. О тобрази ть  конформно и однолистно множе
ство  Е  — {г :г € [г , 7г]} на верхню ю  п ол упл оскость.

Р е ш е н и е .  М нож ество Е  предста
вляет со б о й  п л оскость  с разрезом  по 
отрезку [г, 7г] (рис. 11, а). Сначала 
отобразим  м нож ество Е  на п л оскость 
с разрезом  по лучу, исходящ ему из 
начала координат, с пом ощ ью  какой- 
либо дробно-линейной функции w\, 
отобразив один конец отрезка [г, 7г] в 
начало координат, другой  —  в беско
нечность: W\=(z — i)/{z — li ) .  Теперь 
найдем образ м н ож ества Е  при этом  
отображ ении: u>i(i)=0, iU ](7i)=oo и
возьм ем  какую -нибудь точку внутри

Рис. 11.
отрезка [а, 7*’], например 2 =  6г. Ее обр аз  w\(6 г) =  —5. С л едо
вательно, образом  м нож ества Е  при отображ ении w\ является 
п л оскость  с разрезом  по отрицательной части  вещ ественной оси



(р и с .1 1 ,б). Д алее перейдем к пл оскости  с разрезом  по полож и
тельной части  вещ ественной оси , для чего соверш им п овор от  на 
угол  тг в отрицательном  направлении: w2 =  w i f -1* (рис. 1 1 ,в). И 
наконец, р ассм отр ев  главное значение корня и>з =  у/ш2 , получим 
верхню ю  пол упл оскость.

П р и м е р  28. О тобрази ть  конформно и однолистно множе
ств о  Е  =  { z  : \z\ <  1, \z — £| >  1} на верхню ю  полупл оскость.

Р е ш е н и е .  М нож ество Е  представляет собой  луночку (на 
р и с .12,а заш трихована).

Г овор я т, что м н ож ество Е  представляет собой  луночку, если 
оно заключено меж ду двумя пересекаю щ имися окруж ностям и. 
Э та  обл асть  довол ьно неудобная, однако с пом ощ ью  д р обн о
линейного преобразования ее мож но отобрази ть  на угол  так, 
что  одна общ ая точка а окруж ностей отправляется в начало 
координат, другая Ь —  в бескон ечность: w — (z — a)/(z  — b).

a 6
z

A

D

в

Рис. 12.



Г |z| =  1 , | \ Л 2 +  у2 =  1,

1  I2 ~  *1 — 1> \ \ А 2 +  (у -  I) 2 =  1 ,
Г х 2 +  у 2 =  1 ,

\ X2 +  ( у -  I ) 2 =  1 , Л = - ^  +  |, в = & +  §.

У гол  между окруж ностям и в точке В (точке А )  равен тг/З (по
скольку Д О В С  —  равносторонний, а угол  меж ду окруж ностям и 
равен углу между касательными, а последний —  углу С В О ).

Запишем какое-либо дробно-линейное преобразовани е u>i, 
отображ аю щ ее данную луночку на угол  с верш иной в начале 
координат: w\ — [z — A)/(z — В). Так как u>i(v4) =  0, u>i(B) =  оо 
и iui(0) =  — 1/ 2-М1/ 3 / 2 , то дуга  А О В  отобр ази тся  на луч <р =  2ж/Ъ 
(рис. 12,6 ). Д уга  A D B  по той же причине тож е отобрази тся  на 
луч, исходящ ий из начала координат, причем эт о т  луч обр азу 
ет с первым лучом  угол  7г /3 , так как угол  меж ду окруж ностям и 
равен 7г/ 3  (дробно-линейное преобразование конформно). При 
обход е  контура А О В  обл асть  остается  справа. С ледовательно, 
при обходе луча ip =  27г/3 от точки 0 через точку —1/2 +  гл/3 /2  
к со обл асть  также долж на быть справа. При этом  обход е  д у 
га A D B  находится справа от  дуги А О В .  С л едовательно, луч, 
на которы й отобрази тся  дуга  A D B , должен бы ть справа от лу
ча <р =  27г/3. Значит, луночка отобрази тся  на внутренность 
угла, образованного лучами <р =  27г/3 и tp =  7г/ 3  (рис. 12,в), т.е. 
Wi(E) =  {w i : 7г/ 3  <  argu/i <  27г/3}.

Д алее соверш им п овор от  так, чтобы  одна сторон а  угла со 
впала с полож ительным направлением вещ ественной оси: и>2 =  
=  w 1е~ ” г/ 3 (р и с .12,г). Наконец, для получения верхней полу
п л оскости  увеличим угол  от  тг/З до ж, что мож но осущ естви ть с 
пом ощ ью  степенной функции W3  =  w3-

• 18. Найти все значения w и выделить среди  них главное зна
чение w0: 1) -^Т; 2) v T + 7 ;  3) \ / - 2  +  2г; 4)
5) \/—ТП"7; б ) ,у _ 2  +  3t.

19. Найти образ м н ож ества  Е при отображ ении регулярной 
ветвью , определенной значением ее в указанной точке:
1) Е =  {z:\z\ <  9, Im z >  О}, и;=л/г, V 2 U i/2=  ~  ^

2) Е  =  {z :  Im z <  О}, w =  t fz ,  tfz\z=_ l_ i =  Щ .



2 0 . О тобр ази ть  конформно и однолистно м н ож ество Е  на 
верхн ю ю  п ол упл оскость: 1) E = { z :  — ж/A<a.тgz<ж/4}^, 2) Е  =
=  {z:|z|<2, lm z > 0 } ;  3) £?={z:|z|>l, lm z < 0 } ;  4) £  =  {z : |z|>l,
\z — г I <  1}; 5) E = { z :  z& [0 ,1 +  г]} (z не принадлежит отрезку,
соединяю щ ем у точки 0 и 1 +  г); б) E = { z :  z € [—сю, — 2] U [2, + о о ] };
7 ) E = { z :  Im z> 0 , гб [0 ,3 г ]}; 8) E = { z :  lm z > 0  и z не принадле
жит дуге  окруж ности  |z|=l от точки z =  1 до точки z =  е - / 4}.

§6 . П ок а за тел ьн а я  ф ункция. В е т в и  L n  z

Показательная функция w =  ez =  ех+,у =  ех (cos у  +  i sin у) 
однолистна (взаимно однозначна) в л ю бой  п ол осе, параллель
ной вещ ественной оси , шириной 2ж или меньше. О чевидно, что 
|u>| =  ех , Arg w =  у +  2жк, к G Z, и в силу периодичности
e z + 2 * k i  _  ^  k e Z

Рис. 13.

С тан дартную  п ол осу  —7r <  Im z <  ж (р и с .13,а) показательная 
функция отображ ает на п л оскость с разрезом  по отрицатель



ной части вещественной оси (рис. 13,6), поскольку х  £  (—оо,+оо ), 
н  =  ег £  (0, +оо), a Arg и; =  у  £  (—тг, тг).

Если рассматривать горизонтальную полосу шириной мень
ше 2тг, а <  1 т  2 <  £>, Ь — а <  2ж, то показательная функция 
отображает ее на угол (6 — а)  (рис.13,в).

Прямые, параллельные вещ ественной оси , показательная 
функция отображ ает на лучи, исходящ ие из начала координат, 
а прямые, параллельные мнимой оси , —  на окруж ности  с цен
тром  в начале координат. При этом  одн олистн ость наруш ается, 
если ширина горизонтальной пол осы  больш е 2тг.

О п р ед ел ен и е . Если для л ю бого  г £  Е  сущ ествует  непреры в
ная функция ip(z), удовл етворяю щ ая соотнош ению  =  г, то 
она называется ветвью логарифма.

М нож ество значений ветвей логарифма ( Ln 2) записы вается 
так:

{ In |z| +  i9, где 9=  arg 2 +  ‘Ink, к £  Z } , (6 )

Главное значение In 2 —  это  та  ветвь Ln z, которая  со о тв е т 
ствует главному значению аргумента 2 :

In 2 =  In |г| +  i arg 2 , — 7r < a r g z < 7r. (7 )

Рис. 14.

В л ю бой  односвязной обл асти , не содерж ащ ей нуля, сущ е
ств у ю т  ветви логарифма, например, в п л оскости  с разрезом  по 
лучу, исходящ ем у из начала координат. При этом  главное зна
чение Ln 2 отображ ает п л оскость с разрезом  по отрицательной 
части  вещ ественной оси  на горизонтальную  п ол осу  (р и с .14).



Л ю ба я  ветвь Ln г отображ ает пл оскость  с разрезом  по от
рицательной части  вещ ественной оси  на горизонтальную  поло
су , полученную  сдвигом  стандартной пол осы  — тг <  Im z < тг на 
2 irki, и такое отображ ение однолистно.

В п л оскости  с разрезом  по отрицательной части  вещ ествен
ной оси  определим

2а _  е<* Ьпг _  f a(ln|*H-»(arg»+2irfc)) fc £ Z , «  G С. (8 )

В общ ем  сл учае степенная функция мож ет иметь бесконечно 
м ного ветвей.

П р и м е р  ‘29. Найти все значения выражений, выделить среди 
них главное: 1) Lnl ;  2) Ln(  —1); 3) Ln [(1 + * )/V 2 \; 4) Ln (2+5 г);
5) г'; 6 ) 1 ^ ;  7) (1 — г)1+*.

Р е ш е н и е .
1) Ln 1 =  ln 111 +  г arg 1 +  2nki, к G Z , откуда Ln 1 =  0 +  i ■ 0 +  

+27Гki =  2irki. Главное значение ln 1 =  0;
2) Ln ( — 1) =  ln | — 1| +  i a rg (— 1) +  27rb' =  0 +  iir +  2irki, к G Z, 

ln (— 1) =  tV;
1 +  i
V 2

1 —|— 2  7Г
+  i arg — +  27rki =  i — +  2xki, к E Z. 

V2  4
3) Ln ~t- =  ln

y/ 2
1 +  i . ж

ln — =  1 T'V 2  4 £ g
4)  Ln (2 +  5i) =  ln \/4 +  25 +  i arctg -  +  2irki =  ln л/29 +  i arctg -  +

+27Гki, к G Z, ln(2 +  5») =  ln \/29 +  i arctg

5) i< =  r1 Lni =  c*-« » / 2+ 2**o _  e -*/ 2 - 2 * k £ Z  Главное значе
ние i' =  e- * /2;

6 ) 1 ^  =  e ^  Ln 1 =  7жк\ к G Z. Главное значение 1^  =  1;
7 )  ( 1  — i ) 1 + ‘  =  b n ( i - « )  _  e ( i + i K i n > / 2 - < T / 4 + 2 1r t i ) i k  e  z  Г л а в _

ное значение (1 — г)1+* =  cd + 0 (ln v ^ -i» /4 ) _  e*/4 • e*(|n n/2- ^ /4)

П р и м е р  30. П усть точка г движ ется по окруж ности |г| =  2 
в полож ительном  направлении, и для каж дого из последую щ их 
выражений в точке 2 =  2 вы брано то значение, для которого  
I m / ( z )  =  0. С читая, что в проц ессе движения / ( г )  непрерывно 
зависит от  г, вы яснить каково значение I m /(z )  после полного 
обх од а  окруж ности, если l ) / ( 2) = 2 Lnz; 2) f ( z ) =  Ln z — Ln ( 2+I ) .



Р е ш е н и е .
1) По формуле ( 6) найдем множ ество значений 2 Ln z:

2 L nz =  2( In \z\ +  i arg г +  2irki), к 6  Z , 

и м нож ество значений Im 2 Ln 2:

Im 2 Ln 2 =  2( arg 2 +  2жк) =  Ажк.

Так как Im f ( z )  = 0  при к =  0, то вы би рается  главное значение 
логарифма (см . формулу (7)) / ( z )  =  2(ln|z| +  i argz).

П осле обход а  окруж ности  |z| =  2 в полож ительном  напра
влении arg2 пол учает приращение, равное 27г. С ледовател ьно, 
I m /(z )  после полного обход а  окруж ности изменится на 4ж.

2) Сначала выделим ветви логарифма (см . формулу (6)):

Lnz — Ln (z +  1) =  ln \z\ +  i argz +  2тгki—

-  (ln  \z +  1| +  i arg(z -I- 1) +  i2itl) ; k ,l  £  Z,

и их мнимые части  в точке z — 2 :

arg 2 +  2 w к — arg3 — 2 wl =  2 ж(к — /).

Очевидно, что мнимая часть  в точке z — 2 равна нулю при 
к =  I, т.е. рассм атри вается  следую щ ая ветвь:

f ( z )  =  In \z\ +  i argz +  2 жki — ln |z +  г| — i arg (z  +  1) — 2 жki =

1̂ 1
=  1п |г"+ 1 | +  ^  arg~ ~  arS (z +  J))-

П оскольку посл е обх од а  окруж ности в полож ительном  напра
влении argz пол учает приращение 2 ж (обх од и тся  точка z =  0 ) и 
arg (z  -(-1) —  такое же приращение 27т (обход и тся  точка z — —1), 
то в результате разность a rg z— arg (z -l-l) пол учает приращение, 
равное нулю, и значение I m /(z )  после полного обход а  окруж 
ности равно нулю.

П р и м е р  31. Найти образ м нож ества Е  при отображ ении ре
гулярной ветвью , определяемой ее значением в указанной точ 
ке, если



1) E = {  z: z £ [—о о , 0]}, w =  Ln z, Ln z\z_ x =  0;
2) E = { z :  £ [—oo,  0 }, w =  Ln z, Ln z| =  2жг,
3 ) £  =  {z :  R ez  >  0 } , w =  Lnz, Lnz|^_1+. =  ln\/2 +  i ir/4 ;
4) E = {  z: R ez  >  0 } , w =  Ln z, Lnz j , _  =  ln2 +  i ir/4 -  Airi. 
Р е ш е н и е .
1) М н ож ество E  есть п л оскость  с разрезом  по отрицательной 

части  вещ ественной оси.
По ф орм уле (6 ) найдем м нож ество значений логарифма z:

Lnz| =  Ln 1 =  2жЫ, к £ Z

(см .прим ер 29,1)). Р ассм атри вается  та ветвь логарифма, для 
котор ой  L n z | ^_1 =  0, т.е . ветвь при к =  0:

w =  In |z| +  i argz =  Inz.

П усть w =  и +  iv. Т огд а  и =  ln |z|, v — argz. Так как 
0 <  |z| <  + o o  и — тг <  argz <  тг, то —оо <  и <  +оо и — п <  v <  ж. 
С л едовател ьно, ln z  отобр ази т п л оскость с разрезом  по отри
цательной ч асти  вещ ественной оси  на горизонтальную  пол осу
—тг <  Im№ <  7Г.

2) По ф орм уле (6 ) найдем м нож ество значений логарифма: 
Lnz|z_ i  =  2irki, к £ Z (см . пример 29 ,1 )). В ы бирается  та  его 
ветвь, т .е . то значение к , при котором  '2 irki равно 2тгг (к =  1) и 
видно, что  w =  In |z | +  г argz +  2xi  =  ln z +  2жi. В данном случае 
функция w представим а в виде сумм ы  главного значения лога
рифма и сл агаем ого 2тгг, п оэтом у  образом  м нож ества Е  явля
ется  горизонтальная пол оса , полученная сдвигом  стандартной 
п ол осы  на 2т, т .е. w (E ) =  {w  : ж <  Im w <  Зтг} (р и с .15,а).

3) По ф ормуле (6) имеем

Lnz|2=1+. =  In |1 +  г'| +  г a rg (l +  г) +  2жЫ =

=  In \/2 +  г — |- 2жЫ, к £  Z.
4

О чевидно, что вы би рается  главное значение логарифма (при 
к =  0): w =  In |z| -I- i argz. Так как и =  ln |z[, a |z| £  (0 ,+ o o ) ,
то и изменяется от  —oo до + o o .  П оскольку argz £  ( —тг/2, ж/2) 
и #  =  argz, то v £  (~ж/2 , ж/ 2 ), т.е. получается  горизонтальная 
п ол оса  w (E ) =  {w  : —ж/2 <  Im w <  7г /2 }  (р и с .15,6).



4 )  Р ассм атри вается  ветвь 
логарифма при к = —2 , так как 
Lnz|^_1+. =  ln\/2 +  i 7 г /4  — 2- 
■2тп, т.е. w =  l n z —47И. О бра 
зом м нож ества Е  при данном 
отображ ении служ ит полоса, 
полученная сдвигом  пол осы  
—7г/ 2  <  Imu; <  7г/ 2  на —4тгг 
(р и с .15,в). Рис. 15.

П р и м е р  32. О тобрази ть  м н ож ество Е  на верхн ю ю  пол упл ос
кость, если 1) E = { z :  2 <  Im z <  5 }; 2) E = { z :  Im z >  —3, —2 <
<  R ez  <  4 }; 3) E = { z :  \z — i\ >  1, |z -  Зг'| >  1}.

Р е ш е н и е .
1) П редварительно отобразим  данную  п ол осу  (р и с .16,а) на 

стандартную  горизонтальную  п ол осу  шириной ж, для чего со 
вершим следую щ ие преобразования: xv\ =  z — 2i (параллельный 
перенос) (р и с .16,6), w2 =  w\ ■ тг/3 (п одоби е) (р и с .16,в).

Р ассм отри м  преобразование W3  =  ew2. Е сли w2 =  и +  iv, то 
|и>з| =  eu, argW3 =  v. Так как и  6  (—о о ,+ о о ) , то е“ 6  (0, + о о ). 
С ледовательно, |и>з| принимает значения от  0 до  + оо . Д алее, 
поскольку v изменяется от  0 до 7т, то arg№3 также изменяется 
от 0 до  тт. В результате последнего преобразования пол учается  
верхняя п ол упл оскость (р и с .16,г).

2) О тобразим  данную полуполос.у (р и с .17,а) на горизон таль
ную п ол упол осу  шириной 7Г, для чего соверш им следую щ ие пре
образования: w\ =  z +  2 +  Зг (параллельный перен ос) (р и с .17,5),



w 2 — uii •e1 "'/2 (п овор от  в полож ительном направлении на угол  
7г /2 ) (р и с .17,в), и>з =  u>2 • 7г/ 6  (п одоби е) (рис. 17,г) и, наконец, 
применение показательной функции W4 =  eWi.

я .

в

w2
■к

'lllllllllliil' 1 и'lllllllllllllllllllilllllll
0

Рис. 16.

П усть wz =  u +  iv. Так как и £  ( —оо ,0 ), то |w4| =  е.и £ (0 ,1 ), от 
куда argt«4 £  (0, ж). П оэтом у образом  данной п ол упол осы  при 
отображ ении еШз является м нож ество { 0<|гУ4]< 1 , 0<  argit)4< 7r}, 
т .е . верхний полукруг с центром в начале координат и радиу
сом , равным единице (ри с. 17,д). Д алее от  этой  луночки перей
дем  к углу с верш иной в начале координат с пом ощ ью  д р обн о
линейного преобразования «;5 =  (W4 +  1) / (w^ — 1). С начала най
дем  обр аз  отрезка  [—1, 1]. Д ля этого  возьмем на нем три точ
ки — 1 , 0 , 1 , которы е перейдут в точки 0 , - 1 , оо соответственно, 
т .е . образом  отрезка [—1 , 1] служ ит отрицательная часть  веще
ственной оси. О тм етим, что угол  между пол уокруж ностью  и 
отрезком  [—1 , 1] в точке z =  —I равен тг/2 , а дробно-линейное 
преобразовани е конформно в л ю бой  точке, поэтом у угол  между 
образам и  эти х  кривых (т .е . между лучами) долж ен бы ть ж/2 .
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Рис. 17

У становим , в какую сторон у от  отрицательной части  веще
ственной оси  сл едует отлож ить угол  р а створ а  тг/2 . П оскольку



при обход е  границы пол укруга  от точки — 1 через точку 0 к точке 
1 обл асть  оста ется  слева, то при отображ ении W5 при перехо
де от  точки 0 через точку — 1 к точке со обл асть  также долж на 
оставаться  слева, т.е. третья  четверть (рис. 17,е). Л алее про
ведем преобразовани е “п ов ор от ” w6 =  etlrws и получим первую  
четверть  (рис.17 ,л с). И спользуя степенную  функцию W7  =  Wg, 
построи м  верхн ю ю  п ол упл оскость (рис. 17,з).

3) М нож ество Е  представляет собой  всю  п л оскость  с вы бр о
шенными двумя кругам и (р и с .18,а). О тм етим, что  окруж ности 
|г — г| =  1 и 12 — Зг| =  1 соприкасаю тся  в точке г =  2г. О то 
бразим их на прямые. Э то  можно сделать с пом ощ ью  д р обн о
линейного преобразования, если общ ую  точку z =  2г окруж но
стей отобрази ть  в бескон ечность: w\ =  z/(z  — 2г). О брати м  
внимание, что при этом  преобразовании мнимая ось  отоб р а 
зится на вещ ественную . Так как окруж ности пересекаю тся  с 
мнимой о сь ю  под угл ом  7г / 2 ,  следовательно, обе  прямые (о б р а 
зы окруж ностей) пересекаю тся  с. вещ ественной о сь ю  (обр азом  
мнимой оси ) тож е под угл ом  ж/'2. Так как tui(O) =  0, то од 
на прямая совпадет с мнимой осью , а поскольку u>i(4i) =  2, то 
вторая  прямая проходит через точку wj =  2 перпендикулярно 
вещ ественной оси  (рис. 18,6 ). Теперь достаточ н о  взять какую- 
либо внутренню ю  точку обл асти , например 2 =  оо. О бразом  
ее долж на бы ть тож е внутренняя точка W i(oo) =  1. П оэтом у 
W\(E) =  { w j  : 0 <  E e w j  <  2 } .

а 6

Рис. 18.



Л алее из вертикальной пол осы  п оворотом  и преобразованием  
п одобия и>2 — w\ • (тг/2 ) е 11Г/ 2 построи м  горизон тальн ую  п ол осу  
шириной 7Г, и, наконец, преобразованием  W3 — е®2 получим верх
ню ю  пол упл оскость.

• 21 . Найти все  значения выражений и выделить среди  них 
главное: 1) L n (l-M '); 2) L11 (—10); 3) Ln3; 4) Ln ( - 1  +  iy/Z );
5) L n (—1 — 2гл/3); 6) Ln 7 )(1  +  г? ;  8 )5* ; 9)1*'.

22. П усть точка 2 движ ется по окруж ности |z| =  2 в полож и
тельном направлении, и для каж дого из посл едую щ их вы раж е
ний в точке 2 =  2 вы брано то значение, для котор ого  1ш / ( 2) =  0 . 
Считая, что в проц ессе движения / ( 2) непреры вно зависит от  2 , 
выяснить, каково значение 1т / ( г )  после полного обход а  окруж 
ности, если: 1) / ( 2) =  L n ( I /2); 2) / ( 2) =  L n 2 +  L n (2 +  1).

23. Найти образ м нож ества Е при отображ ении регулярной 
ветвью  L n 2 , определенной ее значением в указанной точке:

1) E = { z :  2£ [—оо, 0 ]}, Ln 2 |г_ ,,.=  1п2 +  г 7г/2;
2) E = { z :  z £ [—о о ,0 ]} . Ln г\г_ 0.=  In 2 — Зг 7г /2 ;
3) E = { z :  Im 2 <  0 }, L n 2 | ,__1_ .y 3= l n 2 — 27Гг'/З;
4) E = { z :  Im 2 <  0 }, Ln .^5=  In 2 +  47гг'/3 ;
5) E = { z :  |г| <  1 , In i2 > 0 } ,  L n 2|j= .̂ 2=  — ln2 +  гзг/2.
24. Найти образ м нож ества Е  при данном отображ ении 

w =  ez : 1) £  =  { 2 : 11т г | < 7г } ; 2) E = { z :  -  7г < 1т г < 0 } ;  3) Е —
=  {z :  0<  Im z < 7r, R e 2 >  0 }; 4) E - {z \  - 2 < 1 т г < 1 ,  R e 2< 2 } ;
5) £ '= { 2 : 7г /4< 1т 2< 7г /2 }.

25. О тобрази ть м нож ество Е  на верхн ю ю  полупл оскость:
1) Е  -  { 2 : 1гп2 <  5, - 1  <  Re 2 <  2 }; 2) Е  -  { г :  -  5 <  Re 2 <  - 2 } ;
3) £ = { 2 :|2 — 1|> 1, |г |<2}; 4) E = { z :  |г -  1|>1, |г+1|>1, lm z > 0 } .

§7. Ф ункция Ж у к о в ск о г о . Т р и г о н о м е т р и ч е ск а я  
ф ункция w =  sin 2

1. Ф ункция Ж у к о в ск о го . Функция Ж ук овск ого  W =  J (2  +  7 ) 
регулярна во всех точках плоскости , кром е 2 = 0 , конформна 
везде за исключением точек 2 =  ± 1 , однолистна в тех обл а
стях, которы е не содерж ат точек, удовл етворяю щ их соотн ош е
нию 2j • 22 =  1. Такими обл астям и  явл яю тся  как внутренность



единичного круга, так и его внеш ность, которы е она отображ ает 
на п л оск ость  с разрезом  по отрезку [—1 , 1].

Е сли  2 =  ге ,{р и w =  u +  iv, то зависим ость между координата
ми при отображ ении при помощ и функции Ж уковск ого  выгля
дит сл едую щ им  образом :

Из соотнош ений (9) сл едует, что функция Ж уковск ого  ото 
браж ает окруж ность с центром  в начале координат на эллипс

а луч, исходящ ий из начала координат, —  на часть  гиперболы

В частн ости , окруж ность |z| =  1 отображ ается  на дваж ды об 
ходимы й отр езок  [—1 , 1], а отрезок  [0 , 1] —  на луч, идущ ий из 
точки 1 по полож ительной части  вещ ественной оси.

П р и м е р  33. Найти образ м нож ества E = { z  : |г|< 1, 1ш г< 0 } 
при отображ ении функцией Ж уковск ого .

Р е ш е н и е .  М нож ество Е  е сть  полукруг с центром в точке 
2 — 0 и радиусом  1, лежащий в нижней п ол уп л оскости  (р и с .19,а).

При заданном отображ ении w =  5 (2  +  j )  отрезок  [0,1] ото 
бразится  на луч [1 ,+ оо]. Д ействительно, из формул перехода 
(9) сл едует, что и =  | (г +  7 ) ,  v =  0, так как ip =  0, г 6  (0,1]. 
А налогично, отрезок  [—1,0] отобр ази тся  на луч [—о о ,— 1]. Ниж
няя пол уокруж ность г =  1 , <р G [7т, 27г] отобрази тся  взаимноод
нозначно на отрезок  [—1,1], что  сл едует из формул перехода (9): 
u =  cosip, v =  0, € [я-, 27г].

Итак, граница м нож ества Е  отобрази тся  на вещ ественную 
ось .

О ста ется  вы яснить, какая п ол уп л оскость получится в резуль
тате отображ ения. Для этого  возьмем какую-нибудь внутрен
ню ю  точку м н ож ества Е, например 2 =  —i/2, и найдем ее образ

(9)

COS2 Ip s i n 2 <р



w (—i/2) =  3 i/4 . Значит, обр азом  м н ож ества Е  является верхняя 
п ол упл оскость (ри с. 19,б).

т

Рис. 19.

П р и м е р  34. О тобр ази ть  м нож ество Е = { г  : |г|<1, lm z > 0 , 
г£ [г /2 ,г ]}  на м н ож ество G  =  : |го| <  1}.

в

Рис. 20.

Р е ш е н и е .  М нож ество Е  представляет со б о й  пол укруг ра
ди усом  1 с центром в точке z =  0 и разрезом  по отрезку [ i /2 , i], 
лежащий в верхней пол упл оскости  (рис.20,а). М нож ество G  —  
круг с центром в точке z =  0 и радиусом , равным 1 (р и с .2 0 ,б).



П реобразованием  w\ =  z 2 отобразим  отрезок  [—1,1] на от
резок [0,1], отр езок  [£/2, *] —  на отрезок  [—1 ,—1/4], данную по
луокруж н ость —  на окруж ность |г| =  1. В результате полу
чим единичный круг с разрезам и по отрезкам  [—1 ,—1/4] и [0,1] 
(р и с .20 ,в).

Д алее применим функцию Ж уковск ого  w2 =  5 ( ^ 1  +  £ ) •  к°- 
тор ая  полученное м н ож ество отобрази т на п л оскость  с разре
зом  по лучу (р и с .20,я), исходящ ем у из точки —17/8 (w 2 (—1/4) =  
=  —17/8). Затем  соверш им  параллельный перенос на 17/8: W3  =  
=  w2 +  17/8 —  получим п л оскость  с разрезом  по полож итель
ной части  вещ ественной оси . Возьмем главное значение кор
ня w4 =  у/шз (получим  верхню ю  п ол уп л оскость) и применим 
дробно-линейное преобразовани е W5 =  (w4  — i)/(w4 +  г), которое  
и переведет верхню ю  п ол уп л оскость на единичный круг.

2. Ф ункц ия w =  sin z. По определению

е'г — e~ iz
sin2 =  - — 2т— ' (1°)

Так как
e iz _  e - i z  J

2 i “  2

то  отображ ение w =  sin г можно разлож ить на цепочку отобр а 
жений:

w\ =  iz =  е‘ тI 2 ■ z —  п овор от  в полож ительном направлении 
на угол  ж/2 \

w2 =  eWl —  показательная функция;
и>з = е~ ‘ т/ 2 • w 2 —  поворот в отрицательном направлении на 

угол 7г/2;
w4  =  | (u>3 +  ^ ) —  функция Ж уковск ого , где w3  =  - г  еи .
О тображ ени е w =  sin z регулярно, конформно везде, где про

изводная отлична от  нуля, однолистно, если обл асть  не содер 
ж ит точек, удовл етворяю щ и х следую щ им  соотнош ениям:

Г 2i -  22 =  2 жк, к ф 0 ,
у Z\ +  22 =  (2к +  1 )тг, к 6 Z.

П р и м е р  35. Найти обр аз  м нож ества Е  =  { 2 : — ж <  Re г <  ж, 
Im 2> 0 }  при отображ ении w =  sin 2 .

( ~ i e U ) +



Р е ш е н и е .  М нож ество Е  представляет со б о й  вертикальную  
пол упол осу  шириной 2 ж, лежащ ую в верхней п ол уп л оскости  
(рис.21,а).

а

Рис. 21.
П роведя указанную выше цепочку преобразований (р и с .21,6), 

получим п л оскость  с Т -образны м  разрезом  (р и с.21,в).

• 26. Найти образ м нож ества Е  при отображ ении w =  | (z  +  j ) :
1) E = { z  : \z\ <  1, I m : >  0 };
2) E = { z  : \z\ <  1, z G [ l /2 ,1]};
3) E = { z  : |zI >  1, Im ?  >  0 };
4) E = { z  : 7t/4 <  argz <  37r/4}.



27. О тобр а зи ть  м н ож ество Е  на верхню ю  полупл оскость:
1) E = {z :\ z \ <  1, г Щ - 1 , 0 ] ,  z G [1 /2 ,1 ] } ;
2) E = { z :  \z\ <  1, l m z > 0 ,  z€[i/2,i})\
3) E = { z :\ z \ < 2 ,  1 ш г > 0 ,  zG[0,» ']}.

28. Н айти обр аз  м н ож ества Е  при заданном отображ ении w :
1) E = { z :  -  тг/2 <  R ez  <  ж/2, Im z >  0 }, w = s in z ;
2) E = { z :  0 <  Re z <  тг}, w =  cos z.

29. О тобр а зи ть  м нож ество E  на верхню ю  полупл оскость:
1) E = { z :  Im z >  0, - 1  <  R ez  <  1, z e [ i ,t o o ] } ;
2) E = { z : \z — 1| >  1, |z +  1| >  1, Im z >  0 }.



§1. Интегрирование функций комплексного переменного.
Интегральная теорема Коши

Под контурным интегралом от функции комплексного пере
менного f ( z )  =  и +  iv (z =  х +  iy, и и v — вещественная и 
мнимая части функции f ( z )  соответственно) понимается сум
ма двух криволинейных интегралов от вещественных функций:

j  f ( z ) d z  =  J  ud x  — v d y + i  J  v dx +  udy,

где I —  ориентированная гладкая кривая, лежащ ая в обл асти  
G, в которой  функция f ( z )  определена и непрерывна.

Если
z =  X(t) =  x ( t )  +  iy(t), t £ [ a , 0 \ ,

— параметризация кривой /, то контурный интеграл от  функции 
комплексного перем енного / ( г )  вы числяется по ф ормуле

&

J  f ( z ) d z  =  J  f {X ( t ) )X ' ( t )d t .  (1)
I O'

Е сли функция f ( z )  регулярна в односвязной обл а сти  G, содер 
жащей точки а и 6, то справедлива ф ормула Н ь ю тон а -Л ей б
ница:

ь

J  f ( z ) d z  =  b { b ) - $ { a ) ,  (2)
а

где Ф (г) —  первообразная функции f ( z ) .

Интегральная теорема Коши. Если функция f ( z )  регуляр
на в односвязной области G, то интеграл от этой функции по 
любому замкнутому контуру у, леж ащему в области G, равен 
нулю:

j f ( z ) d z  =  0. (3)
7



П усть  7 i , . . .  , 7 „  —  кусочно-гладкие замкнутые кривые, обр а 
зую щ ие границу обл асти  G, ориентированы  так, что  при их об 
ходе  прилегаю щ ая часть  обл асти  остается  слева. Т акой  набор  
будем  называть ориентированной границей G  и обозначать dG.

Интегральная теорема Коши для многосвязной области.
Если функция f ( z )  регулярна в многосвязной области G, то

J  f ( z )  dz =  0.
dG

(4)

Ориентированная граница (dG) состоит из п замкнутых ку
сочно-гладких кривых 7 i , 7 2 ,•••,7п, причем 71 — внешний кон-

тур, а 7 г , . . .  , 7 п содерж ат
ся в области G  (р и с .22) и ка
ждая кривая jk леж ит  во 
внешности любой другой 
кривой ут (к, т =  2 , . . .  , п; 
т ф  к).

Тогда

Рис. 22. f  f ( z ) d z  =  J 2  [  f ( z ) dz- (4')
71 —  71

Д ругим и словами, интеграл по внешнему контуру равен сум 
ме интегралов по внутренним контурам, если контуры  7 1 , 7 2 , •
. . .  , 7 „  обход я тся  в одном  и том  же направлении.

В дальнейшем, говор я  об  интеграле по dG, где G  —  круг, 
имеем в виду интеграл по окруж ности \z — а| =  г в соответстви и  
с параметризацией г =  а +  г е где t €  [0, 2тг].

П р и м е р  1. В ы числить J \z\dz, где / —  прямолинейный от-

/
резок, соединяю щ ий точки 0 и 3 +  4г.

Р е ш е н и е .  П араметризацию  отрезка, соединяю щ его точки а 
и 6, удобн о задать следую щ им  образом : A(t) =  а(1 — t) +  Ы, где 
<€ [ 0 , 1 ] .



В данном примере а =  О, Ь =  3 +  4г. Значит,

А (0  =  0 • (1 -  <) +  (3 +  4г)< =  (3 +  4 i ) t ,  

где t €  [0,1]. П оэтом у по формуле (1) имеем 

1 1 

J\z\dz =  J  |(3 +  4г)<| ■ [(3 +  4 i)* ]'A  =  J  >/1Г+Тб • t (3 +  4г) dt =
i о о

Г /2 11 I с
=  5(3 +  4г) / t « f t  =  5(3 +  4 i ) -  = -^  +  10г. 

о 1о 2

П р и м е р  2. В ы числить J  z dz, где / —  прямолинейный отре-
I

зок, соединяю щ ий точки i и 1 — 2г.
Р е ш е н и е .  Параметризация отрезка /

А(<) =  г(1 -  t) +  (1 -  2г)< =  t +  г( 1 -  3<),

где ( £  [0,1], п оэтом у по формуле (1) имеем

1

J z d z  =  j  [ < - i ( l - 3 f ) ] ( l - 3 i )  dt =
i

( 1 - 3 . )  f ^ 4 r ^  <2 -  г<1 f  =  2 -  г.

/ dz
(z -  a)m ’ ГДе 1 ~  окружность

I
\z — a\ =  r, m —  целое число.

P е ш е н и е .  В ведем параметризацию окруж ности  с центром  в 
точке а и радиусом  г: А(<) =  а +  re '\  t £  [0,2тг]. Т огд а  по
ф ормуле (1)

2ж . ч 2*
J -  j  Lif! ( f t - i r 1 “ m f  e ^ - ^ d t

J (a +  re« -  a)m J  e
о о



Р ассм отр и м  два случая:

а) если т  =  1, то  J =  i J  dt =  2х i;
о

б) если m ^  1, то

2 т
- 1 - т/

I — т  21Г
ei(1

г(1 — т )
о

г 1 - т£ --------- ( е ( 1 - т ) 2 т .  _  j )  _ 0
1 -  т  v '

так как e(1-m )2,r‘ =  1, и бо (1 -  т )  —  целое число. 
Итак,

2-7Г г, если m =  1,
О, если m  ^  1, т  —  целое число.

П р и м е р  4. В ы числить следую щ ие интегралы по границе 
( 8 G)  обл асти  G :

1) J  z 4 dz, где G = { z :  |z|<2}; 2) J  - у - ^ ,  где G = {z :  |z|<l};

а с  дв

3) J  e^ d z ,  где (7 = {z : |z +  i| < l} ; 4) j  — , где G = {z :  1 <  |z|<2}.
a<j 3G
Р е ш е н и е .
1) Функция / ( г )  =  z4 регулярна в замкнутом круге |z| <  2, 

п оэтом у  она регулярна в бол ее ш ирокой обл асти , содерж ащ ей 
эт о т  круг, и по интегральной теорем е Коши интеграл по окруж 
ности  |z| =  2 от  этой  функции будет равен нулю.

2) Х о тя  функция / ( г )  =  1 /( г 2 +  4) имеет “плохие” точки —  те, 
где знаменатель z 2 +  4 равен нулю, т.е. точки ± 2 г, но поскольку 
они не принадлеж ат G, то согл асн о формуле (3) интеграл равен 
0.

3) Функция f ( z )  =  ez регулярна на всей комплексной плос
кости , п оэтом у  интеграл по окруж ности |z +  i| =  1 от данной 
функции равен 0.



4) Функция f ( z ) = l / z  регулярна в замкнутом  кольце 1<|г|<2. 
Но кольцо не является односвязной обл а сть ю , п оэтом у  для вы
числения этого  интеграла применим ф ормулы  (4) и (4 '):

/ 2
д в

Следовательно,

/ т = / т -
1*1=2 М = 1

где окруж ности \z\ =  2 и \z\ =  1 обходя тся , например, в пол о
жительном направлении. П оследний интеграл вычислен ранее 
(см . пример 3), и он равен 2iri. Значит, и данный интеграл также 
равен 2тгг.

• 30. Вычислить:

1
точки 1 и i;

1) J  |2|Й2 ,г д е  I — прямолинейный отрезок , соединяю щ ий 
I

точки 0 и 1 +  2»;

2) J  \z\dz,rjxe I — прямолинейный отрезок , соединяю щ ий 
/

г и 2i;

3 )  J  г dz, где I — прямолинейный отрезок , соединяю щ ий

1
точки г и 2i;

4) J  zdz ,  где / — прямолинейный отрезок , соединяю щ ий
I

точки i и 2 +  2i;

5) У ( 1 т г )  dz, где / —  ломаная линия с вершинами в
I

точках 0, 1 +  i, 2 +  *;

6) J  z 2 dz, где / —  ломаная линия с вершинами в точках

О, 1 +  г, 2 +  i;



f  dz
7) I  где I —  полуокруж ность |z — t| =  1, распол о-

J z  -  i
I

женная в правой п ол уп л оскости  ( R e z  >  0);

8) J  zd z ,  где / —  дуга  окруж ности  \z\ =  1, располож енная
i

в первой  четверти  ( Re z >  0, Im z > 0 ) ;

9) J  e 2 d z ,r a e  I — прямолинейный отрезок , соединяющ ий
I

точки 0 и I +  i;

10) J  — dz, где I —  пол уокруж ность \z\ =  2, располож ен- 
I

ная в нижней п ол уп л оскости  ( I mz  <  0), обходим ая от  точки 2 к 
точке —2.

• 31. В ы числить интегралы  по границе (dG)  обл асти  G:

/ dz
~ з ф [ о> где ° =  ( г : |г +  г| <  1 };

9 G

2) J  c.os(z2) dz, где G  =  { z :  \z\ <  3 } ; 
да

3) / ^ Т ^ ’ где G =  { * Ф - 2 | <  l } ;
d G

4) /  J ~ i ' rae  G =  { z : l ^- *| <  1};
dG

/ dz
——- ,  где G =  {z :  1 <  \z -  i| <  2} ;

d G

/ dz
т, где Cl =  {z :  1 <  \z -  2| <  2} ;

dG

7) J  -^ d z ,  где G  =  {z:  |z +  2i| <  l } .



Т еор ем а . Если функция f ( z )  регулярна в ограниченной обла
сти G, непрерывна в замкнутой области G, то ее значение в 
любой внутренней точке z этой области выражается через зна
чение функции на границе области с помощью интеграла Коши:

™  = (5)
эо

где граница области G  обходится в положительном направлении 
(т.е. при обходе границы область остается слева).

Функция, регулярная в обл асти  G, бесконечно дифференци
руема, т.е. имеет в этой  обл асти  производны е л ю бого  порядка, 
которы е находятся по формуле

^ ’<*> = 5 г / ( Г ^ М '  <6>
д К

где К  —  замкнутый круг с центром в точке z, К  С G, д К  —  
граница круга. Е сли /  непрерывна в G, то ин тегрировать мож но 
и по границе обл асти  G.

П р и м е р  5. В ы числить J =  /  —-------- если:
Jaa t  + 4

1) G = {* :| z  +  2| <  1 }; 2) G = { z :  \г +  2| <  3 } ; 3) С ?= {г: \z\ <  1 };
4) G = { z :  \z\ <  3 } ; 5) G = { z :  \z +  2| <  6 } .

Р е ш е н и е .
1) П одынтегральная функция имеет две “плохие” точки: z — О 

и z =  — 7 (в этих точках знаменатель обращ ается  в нуль). 
О бл асть  G  представл яет собой  круг с центром в точке —2 и ра
ди усом  1, причем в этом  замкнутом круге функция регулярна, 
п оэтом у согл асно ф ормуле (3) интеграл J — 0.

2) Здесь обл асти  G  принадлежит точка z =  0, в которой  по
дынтегральная функция не регулярна.

П реобразуем  поды нтегральную  функцию следую щ им  обр а 
зом:

е{ = ее / К  +  7) / ( О
е + ч  е * - о ’



где данная функция уж е будет регулярной в обл асти  G. П оэто 
му, применяя формулу Коши (5), получаем

№j
-  J

|С+2|=3

3) В этом  сл учае, так же как и в примере 2, точка z =  О при
надлеж ит обл асти  G, поэтом у

m =i l€+2|=3

е* Jc _  'fori

4) Зам етим, что  интеграл не изменяет своего  значения, если 
в обл а сти  G  не попадает новая особа я  точка. П оэтом у  здесь, 
как и в примере 3), сн ова  получается  то же значение интеграла, 
т.е. J =  3^1.

5) В данном сл учае обе  точки z — 0 и г =  —7 лежат вну
три  обл а сти  G. П острои м  окруж ности 71 и 72 с. центрами в

точках z =  0 и z =  —7 д оста 
точно малых радиусов, таких, 
ч тобы  окруж ности  не пересека
лись и целиком лежали в обл а
сти  G  (р и с .23).

В м ногосвязной  обл асти , 
ограниченной окруж ностям и 
\z +  2 | =  6 , 71 и 7 2 , функция
регулярна. П оэтом у  по интег
ральной теорем е Коши для 
м ногосвязной обл асти  (ф орму
ла (4 ')) имеем

У

/Ж
. у / / / л ■ с у *

/У

Г / У *

§ #  ■ 
у

Рис. 23.

■dt,е+7^ J е- + ч J е  + ч
|С+2| =  6 71 72

где все  окруж ности  обход я тся  в полож ительном  направлении.
К каж дом у интегралу, стоящ ем у в правой части , можно при

менить интегральную  формулу Коши (5):



(см . пример 1, 2 )-4 )). Е сли преобразовать  первый интеграл:

7 i  71

то функция / ( z )  =  ez/z будет регулярной внутри обл асти  7 1 , 
п оэтом у по ф ормуле (5)

[  ( т )  J C  t t  *1\  о  • е~7 2тгг 2ттг _ 7
j j z < p r ) di =  l { - 1) •2"  =  ^ т -  =  - — '  ■

71

В результате получим

_  2 ni 2 ni _ 7  _  2ттг(1 — е~7)
~  ~7 Г 6 =  7 '

П р и м е р  6 . В ы числить интеграл

2ти J  (£ -  г)3
a G

где G = { z :  |z| <  3} .

Р е ш е н и е .  Так как функция / ( z )  =  ег регулярна в замкнутой 
обл асти  G, то, применяя формулу (6) при п =  2, имеем

, _  Г  (г) .... е1 

2 ! 2 '

П р и м е р  7. В ы числить интеграл

j =  J  (z +  l ) 2( z -  1)
dG

где G’= { z :  |z| <  2 } .

Р е ш е н и е .  Д ве особы е  точки поды нтегральной функции 
z =  — 1 и z =  1 лежат внутри обл асти  G, п оэтом у  построи м  
окруж ности 7 i и 72 с центрами в указанных точках д остаточн о 
малых ради усов , таких, чтобы  окруж ности  не пересекались и



целиком лежали в обл асти  G. Т огда  по интегральной теорем е 
Коши для м н огосвязной  обл асти  (ф орм ула (4 ')) имеем

J
- J (z  +  l ) 2(z — 1)

dz + / (z  +  1)2(г — 1)
dz,

где границы 71 и 72 обход я тся  в полож ительном направлении.
П ервый интеграл вычислим по ф ормуле (6) для функции 

f ( z )  =  fA f  при п =  1 :

/
е / ( г ~  О j .  _  2тгг 

(2 +  1)~ dz = т г /,(_1) =

, . Г2е2г(г -  1) -  е2*1 
=  2ттг 1 -

( z -  I ) 2 2 — — 1
—  е 2 7тг. 

2

В тор ой  интеграл найдем по интегральной формуле Коши (5) 
для функции f ( z )  =  :

/
72

В результате

5 _ 2 . е 7г* 1гг . 2 _
J =  - - e  2« +  —  =  у ( е - 5 е  2)-

• В ы числить сл едую щ ие интегралы по границе ( 8 G)  обл асти  G: 

dz, где: 1 ) G =  { г ф | <  1 }; 2) G =  {z :  \z-2i\  <  2 } ;32. /
9G

S in  2

Z2 +  4

3) G =  {z:\z +  2i\ <  2 } ; 4) G =  {z:|z| <  3 }.

33. j  — - j ^  dz, где: 1) G =  { 2 : |z-2| <  1}; 2) G =  { 2 : |z| <  l } ;
9G

3) G =  { 2 : \z +  1| <  4 } ;  4) G =  { 2: |z +  2| <  l } .

3 4 ‘ J  ( f '+ i )  3 dz' где G  =  { 2 : |2 -  i| <  3 }.
da



f  e ‘35. I —r. гт dz, где: 1) точка 0 лежит внутри, а точка 1 вне
J г ( \ - г ) л

dG
контура G; 2) точка 1 лежит внутри, а точка 0 вне кон тура  G;
3) точки 0 и 1 леж ат внутри контура G.

3 6 - /  ( г 2 — l ) (z — 1) d z ' ГДе: l)  G =  И * +  М <  О ? 2) G  =
dG

=  { z :  \z -  1| <  1 }; 3) G =  {z :  \z -  г'| <  3 }.

3 7 - /  ( г~_Л )2 dz' Где { z : l£ - l - * l  <  2} -
dG

/ COS z
z 3 ( z 2 + ~ ! )  d z > г д е  < ? =  { * : | z  +  i | <  § } .

§3. Степенные ряды. Формула Коши-Адамара

ОО
Р ассм отри м  степенной ряд J2 c „ ( z - a ) n , где а, с„  —  комплекс-

п = 0ные числа, z —  комплексная переменная.
О б л а стью  сходи м ости  этого  степенного ряда является круг 

с центром в точке а и радиусом  R  (0 <  R <  + о о ), которы й 
определяется по формуле К ош и-А дам ара:

R  =  1 = =. (7)
lim

п —*оо

Если R  =  0, то степенной ряд сходи тся  только в одной точке 
z — а] если R  =  + оо , то обл а стью  сходи м ости  степенного ряда 
является вся  п л оскость .

Е сли функция f ( z )  регулярна в круге \z -  а\ <  R, то она в 
этом  круге единственным образом  разлагается  в степенной ряд

ОО

f (z ) =  2  сп(г ~  а)п и эт о т  ряд есть ряд Т ей л ора  для функции
п=0

f ( z ) ,  т. е.

_ / ( " ) ( а )
Сп — 2т» /  ( г - [ 1 + 1  dz ’ и - 0 ’ 1’ - - - ’ (8)n! 2irг J (г  -  а)

7



где 7  —  окруж ность с центром  в точке а, лежащая внутри дан
ного круга.

О сновны е св ой ств а  степенных рядов в вещ ественном  анализе 
справедливы  и в комплексном анализе.

П р и м е р  8 . Функцию f ( z )  =  1 /(2  + 2 )  разлож ить в степенной 
ряд в ок р естн ости  точки: 1) а =  0 ; 2) а =  1 — i.

Р е ш е н и е .
1) Н айдем производную  n-го  порядка данной функции:

=  ( - 1 ) " п ! 2 - " - 1 . Т огд а  с„ =  /<" >,('0  ̂ =  ( - 1 ) " 2 -п  *, и функция
разлагается  в ок р естн ости  точки а =  0 в следую щ ий ряд Тей
лора:

С л едовательно, разлож ение данной функции в ряд Т ей л ора  в 
окрестн ости  точки а =  0 им еет м есто в круге \z\ <  2 .

О тм етим , что разлож ить функцию в ряд Т ей л ора  можно и 
други м  сп особ ом , исп ользуя  известны е разложения элем ентар
ных функций в степенные ряды. В нашем случае воспол ьзуем ся 
формулой для сум м ы  бесконечно убы ваю щ ей геом етри ческой  
п рогресси и

и вы числим значения производны х в точке г =  0 : f^n\ 0 ) =

Найдем радиус сход и м ости  этого  ряда (ф орм ула (7)):

1

2- 1  lim -\/2 ~ 1

7*=U
П реобразуем  данную функцию следую щ им  образом :

1 1 1 1
z +  2 2 ( l  +  f )  2 ! - ( — §)•



1 _  1 1 _  1 W  = У ( - 1)П; "
2  +  2  2 1 — ( — |) 2 ^ \  2 /  2 "+ !п = 0 п=0

причем разложение имеет м есто, если |—г/2| <  1, т.е. при |z| <  2.
2) При решении восп ол ьзуем ся  разлож ением (9), для чего пре

образуем  данную функцию следую щ им  образом :

1 1 1 1
+  2 (z  — 1 +  г) — (г -  3) i -  3 1 -

1 Y '  ( z ~ l + i Y  У  ( ~ 1 )n+ 1  f -  1 i Л »
- 3 ^ 1  i  -  3  )  ^  -  iV * + i   ̂ )  ■г -  3 ^  V » -  3 У "  (3 -  i)n+1n=0 4 '  n=0

(З д есь  положено £ =  *7-3 *.)
Э т о т  ряд сходи тся  при услови и |г~^+* | < 1 ,  \z — 1 +  г| <  |г — 3| 

или \z — 1 +  i| <  УШ , т.е. радиус сходи м ости  R  =  \Д0.

П р и м е р  9. Функцию f ( z )  =  ег разлож ить в степенной ряд в 
окрестн ости  точки а =  1 +  г.

Р е ш е н и е .  В оспол ьзуем ся  известным разлож ением элемен
тарной функции е$ в окрестн ости  точки а =  0:

0 0  С П

е'  =  Г | т  ( |0>п=0

Напомним, что R  =  + оо , т. е. ряд сходи тся  на всей пл оскости : 
|£| <  + оо . П реобразуем  данную функцию следую щ им  образом :

f ( z )  =  е* =  e(-® -i-0+ (i+ 0  =  . с 1+<.

Если полож ить £ =  z — 1 — г, то по ф ормуле (10) придем к 
следую щ ем у разлож ению данной функции в степенной ряд:

п—0

причем R =  + оо , т .е . ряд сходи тся  для всех г.



П р и м е р  10. Функцию f ( z )  =  sin 2 разлож ить в степенной ряд 
в ок р естн ости  точки а =  г.

Р е ш е н и е .  П реобразуем  данную функцию следую щ им  обр а 
зом:

/ ( 2) =  sin z =  sin [(2 — г) +  г] =

=  cos i • sin(z — г) +  sin г • cos(z — г)

и восп ол ьзуем ся  известными разлож ениями элементарных фун
кций в степенные ряды в окрестн ости  точки а =  0:

п=0

Приняв в формулах (11) и (12) £ =  г — г, получим

°° f_. iv»
f ( z )  =  sin z =  cos i ■ £  (2n +  t jj (* -  0 2n+1 +

n = 0

причем радиус сходи м ости  R  =  + 00 .

П р и м е р  11. Разлож ить в степенной ряд в окрестн ости  точки 
а =  0 ветвь корня %/г +  г, определяем ую  значением в указанной 
точке:

/    I 1 +  г

Р е ш е н и е .  И звестно, что  у корня квадратного м огут  сущ е
ствовать  две ветви  (см . главу I, §5, ф орм ула (4)). С  пом ощ ью  
начального условия определим, какая ветвь рассм атривается . 
Д ля этого  сначала найдем все значения v z  +  i при z =  0:

=  * =  0 ,1.



f iir/4 _  если к =  О,

е‘ 5т 4̂ = -----   если к =  1,
\/2

и надо рассм атри вать  главное значение корня (см . главу I, §5, 
формула (5 )), т. е. ветвь корня при к =  0.

Разлож им данную  ветвь в степенной ряд, Д ля это го  прощ е 
всего и сп ол ьзовать разлож ение ветвей л/1 +  £ в окрестн ости  
точки £ =  0:

v T T ?  = (v ^ ) ( i  + f ) ~ 1) ( " • • • ( » + (13)
fc=l

2yfc
где |£| <  1, а \ /l =  е* , к =  0 , 1 , . . .  , п — 1. При каж дом фикси
рованном к пол учится  разлож ение определенной ветви  корня в
степенной ряд. _______

П роведем сл едую щ ие преобразования: у/z 4- * =  у/г - у/\ +  z/i, 
где лД =  (1 + г)/\ /2 . И спользовав формулу (13) при£ =  z /г , п =  2, 
получим разлож ение регулярной ветви корня в степенной ряд

a ~ t + 1 )  0 * )  =

1 +  г

~  V2
1 + «V, , * . ^ ( - 1 ) ' - 11-3-...-(2Аг-3).Л _
  ------------ 2*•*!(«)* . ---------  ̂ J

£  оо

У2 V 2»' (2*)!!

к=2
\к- 1

1 ± *  Л  ^  ^  £  ( - 1) ( 2 *  ~  3 ) ! !

к=2

которы й сходи тся  для всех  г, удовл етворяю щ их неравенству 
\z/i\ <  1, или \z\ <  |г|, или |г| <  1.

П р и м е р  12. Разлож ить в степенной ряд в окрестн ости  точки 
а =  1 ветвь логарифма, определяем ую  значением в указанной 
точке: Lnzl  , =  —4тгг.\zzzl

Р е ш е н и е .  О тм етим , что м нож ество значений ветвей ( Ln г)  
логарифма z (см . главу I, §6, ф ормула (6)) записы вается так:

{ In |z| +  i arg z +  2 wki : к €  Z } ,



где arg г —  главное значение аргумента z (см . главу I, §6, фор
мула (7)).

Найдем все  значения Ln 1: Ln 1 =  2nki, к 6  Z  (см . главу 1, §6, 
пример 1).

В нашем примере рассм атри вается  та  ветвь логарифма, для 
котор ой  значение Ln z\ t =  — 4тгг, т.е. 2 x k i=  — Airit откуда к= — 2. 
С л едовател ьно, в степенной ряд в окрестн ости  точки а =  1 надо
разлож ить функцию / ( г )  =  Ln|z| +  г arg г — Airi =  In г — 4эг*', где
In z —  главное значение логарифма г.

При решении прощ е всего исп ользовать разлож ение в окрест
н ости  точки а =  0 главного значения 1п(1 +  £):

0 0  С П

i n ( i+ o  =  D - 1)n' 1V> k i < l  (14)
n = l

Л ля этого  проведем  преобразования

f ( z )  =  In г — 4ттг =  In [l +  (z — l)] — 47гг 

и применим формулу (14), полагая £ =  г — 1:

/ (z ) =  _ 4 Ti +  f ; ( - i ) » - i ( i z i ) l i
, п п= 1

где \z — 1| <  1.
П р и м е р  13. Разлож ить в степенной ряд в окрестн ости  точ 

ки а =  0 ветвь Ln (z 2 — 3z +  2), определяем ую  значением 
Ln ( z 2 — Zz +  2)|^_0 =  1п2 — 27гг.

Р е ш е н и е .  П реж де всего найдем все значения Ln 2:

Ln ( z 2 — 3 z +  2)|г_ 0 =  Ln 2 =  ln 2 +  t arg 2 +  2тткг =

=  ln 2 +  27rki, к £  Z.

По усл ови ю  задачи последнее выражение долж но равняться 
In 2 -  27гг, т.е . In2 +  2xki  =  In 2 -  2тгг, где к —  целое числ о. Э то  
возмож но только при к =  —1. С ледовательно, в данном примере 
р ассм атри вается  ветвь л о га р и ф м а /(г ) =  1п(г2 — 32 +  2) — 27гг, где 
1п(г2 — Зг +  2) —  главное значение Ln (г 2 — Зг +  2).



П роведем  преобразование

f ( z )  =  ln(z 2 -  3z +  2) -  2 xi  =  ln(z - 2 )(z  -  1) -  2xi  
-  ln(z -  2) +  ln(z -  1) -  2.xi,

где под  ln(z — 2) и ln(z — 1) понимаю тся главные значения лога
рифмов (z  -  2) и (z -  1).

К каждому из этих логарифмов, предварительно их п реобр а 
зовав, применим ф ормулу (14):

1п(* -  2) =  1п(—2) ( l  -  | )  =  ln ( -2 )  +  In ( l  -  | )  =
ОО t

=  ln (—2) +  ln [l +  ( - 0 ]  =  ln(—2) +  ^ ( - l ) " " 1 ( — У  -  =
n = l

OO ОО л

n = l  n = l
\z\ <  2;

ln(z -  1) =  l n ( - l ) ( l  -  z) =  l n ( - l )  +  ln (l - z )  =  l n ( - l ) +
00 /_ \n oo n

+  ln [1 +  ( - 2)] =  i n ( - i )  +  ^ ( - i ) - i L i L  =  ln(—j.) - T - ,
n =  1 "  n = l 71

\z\ <  1.

И ском ое разложение есть  сум м а полученных разложений. 
С ледовательно,

f { z )  =  1п(—2) -  £  +  l n ( - l )  -  Е  ^  -  2x i  =
П=1 п = 1

- м - а д - D - w - 2 ( ^  +  1 ) ^ .
П = 1 Х '

=  In 2 — 2 хг — У  ( — -| i ^ zn ,
^ \ п  n - 2 n J ’
П =  1 Х '

где \z\ <  1. (П оскол ьку оба  ряда сходя тся  в круге \z\ <  1, а 
вне круга один ряд сходи тся , а другой  расходится , то обл асть  
сходи м ости  \z\ <  1.)



ОО ОО оо
5) Е  [3 +  ( - 1 ) " ]  zn - 6) Е  cos in • (z -  i )n ; 7) E  sinin ■ z " ;

n=0 n=0 n=0
OO OQ 00

8 ) E ( « + « n) ( * + 2 i ) " ;  9) 10) E  № )
n = 1 n = l  n= l

OO OO _ OO
1 1 ) Е ( - 1 Г г п(п+1)(п+2)(г+1)"; 12) £  4 ^ ;  13) E  e2n,( z -Z i )n -,

n=0 n= l  n=0
OO OO 00

14) Ё  cosn ( i ) z n; 15) E ( 5 i ) n z3n; 16) £  **!*"'•
n =  l n = 0  n =  1

40. С л едую щ и е функции разлож ить в степенной ряд в окрест
н ости  указанных точек и найти радиус сходи м ости  ряда:

7+2' п=  ~  3; 2) а = 2; 3) г2_ 32+2, а= 0 ; 4) г2_ 4г .̂13! я=0;
5) sin2z — 2 s in z , а =  0; 6) sin(2z — z2), а=1 ; 7) е2, а=2г;

8) -y/z, а=1  -(- г, если рассм атри вается  ветвь корня, удовл етворя
ю щ ая усл ови ю  v 4 = 1+i =

9) а= 1 , если рассм атри вается  ветвь корня, уд овл етворяю 
щ ая усл ови ю

10) L nz, а=г, если рассм атри вается  ветвь логарифма, удовле
творяю щ ая усл ови ю  Lnz|2_ (. =  г

11) Lnz,  а—2, если рассм атри вается  ветвь логарифма, удовле
творяю щ ая усл ови ю  Ln z|^_2 =  1п2 +  2тгг;

12) L n (z2+ 9 ), а = 4, если рассм атривается  ветвь логарифма, удо
вл етворяю щ ая усл ови ю  L n (z2 +  9)| 4 =  In 25 — 2тгг.

§4. Р я д  Л ор ан а

Р яд вида

+ о о  — 1 00

C.n ( z - a ) n =  cn( z - a ) "  +  ^ c „ ( z - a ) n , (15)
п =  —оо n =  —OO n = 0

где я, с.п —  комплексные числа, z —  комплексная переменная, 
назы вается рядом Лорана.



Ряд ^2 cn{z  “  а)п назы вается главной частью ряда Лорана,
п  =  —  0 0  
0 0

а ряд £3 cn(z — а )"  —  правильной частью ряда Лорана.
п ~  О

О б л а стью  сходи м ости  ряда Л орана явл яется  концентриче
ское круговое  кольцо с центром  в точке а: р <  \z — a| <  R.

Т е о р е м а  . Если функция f ( z )  регулярна в кольце р <  \z — a| <  R, 
то она раскладывается в этом кольце единственным образом в 
ряд Лорана, коэффициенты сп которого находятся по формуле

” = ° ' ± 1 ' ± 2   <16>
7

где 7  — произвольная окружность с центром в точке а, л еж а
щая внутри данного кольца.

На практике при нахождении коэффициентов с„ ста р а ю тся  из
бегать применения формулы (16), так как она ч а сто  приводит к 
гром оздким  вычислениям. О бы чно, если это  возмож но, исп оль
зую тся  разложения элементарных функций в ряд Т ейлора.

Е сли функция f ( z )  регулярна в окрестн ости  бесконечности , 
т.е. в обл асти  { z  : R <  |z| <  о о }, то она единственным образом  
расклады вается в ряд Л орана:

оо 0 оо

Л 2) =  Е  с" г "  =  Ц  спг" +  ^ с „ 2п , (17)
П  —  —  ОО П  =  — 0 0  П  =  1

оо
причем ряд ^2 c „ z n назы вается главной частью ряда Лорана в

П = 1
О

окрестности бесконечности, а ряд £3 с „ г "  —  его правильной
п =  —оо

частью.
Для разложения функции в ряд Л орана в окрестн ости  бес

конечности обы чно рассм атри ваю т преобразовани е инверсии 
f  =  l/z  (ч тобы  бескон ечность перевести в начало координат), 
расклады ваю т полученную  функцию в окрестн ости  нуля и про
изводят обр атн ую  замену.

П р и м е р  14. Функцию / ( г )  =  ^  ^  разлож ить в ряд Л о
рана в сл едую щ их обл астях : 1) в кольце 1<|г|<3 ; 2) в окрест
ности  точки a=i;  3) в окрестн ости  точки а = 3; 4) в окрестн ости  
бесконечности .



Р е ш е н и е .
1) Данная функция регулярна в кольце 1 <  |z| <  3 ( “плохие” 

точки i, —г, 3 не принадлеж ат кольцу), п оэтом у  она единствен
ным обр а зом  раскл ады вается  в ряд Л орана.

Д ля нахож дения разлож ения данную д р обь  разлож им на про
стейшие:

г +  1 _  _ А _  _ В _  С
(z 2 +  l ) (z  -  3) г -  г z +  i z — 3 ’

при этом  А  =  ‘2 /3 , В = ‘2 /3 , С  =  —1/3.
При разлож ении в ряд каж дой дроби  используем  разложение 

элементарной функции 1 / ( 1— £) в степенной ряд (см . §3, формулу
(9))-

Разлож им первое слагаем ое, полагая £ =  i/z:

А -  А 1 _ А у' Лу 1 у' *"
z - i ~ z l - i - ~ z ^ \ z )  ~  ^  zn+ J ’г п - о  '  /  п =О

Э тот  ряд сходи тся  там, где |£| =  \i/z\ <  1, т. е. где \z\ >  1.
А налогично поступим  со  вторы м  слагаемым:

в  _  в  1 _  в  v '  /  *ЛП _ П ^ ' ( - 0 П
т Г  -z +  i z 1 +  -  z ' V 2  J z"z n = 0  n = 0

где | z | >  1.
При разложении третьей  дроби , поскольку |z| <  3, в знамена

теле за скобку вынесем не г, а 3, т.е. число, больш ее по м одулю :

с  =  с  1 c v n n _  r f  2"
Я 3 4 - 1  3 ^ V 3 /  t y Z^ 3 n+ i >n=0 n=0

где |z| <  3.
В результате приходим к следую щ ему разлож ению данной 

функции в ряд Л оран а в кольце 1 < |z| <  3:



2) О тм етим, что хотя  в данном случае функция регулярна в 
“вырож денном” кольце 0 <  jz — г| <  2 (т .е . в н екоторой  окрестн о
сти  точки г, исклю чал точку г), по теорем е о разлож ении функ
ции в ряд Л орана она расклады вается в этом  кольце в ряд Л о
рана единственным образом .

Аналогично сл учаю  1) рассм отри м  отдельно каж дую  д р обь , 
на которы е расклады вается данная функция.

Д р обь  A/(z — г) представляет собой  ряд Л орана по степеням 
z — г, но содерж ит всего  одно слагаем ое. О чевидно, что  это 
разложение имеет м есто там, где 2 ф г, т .е . |г — i| ф 0.

В тор ую  д р обь  разложим по степеням 2 — г, предварительно 
проведя некоторы е преобразования:

В В В  1
2 +  г (2 -  г) -I- 2г 2г 1 +  ^ 4

_ в ^ (  2 - Л "  _ ^  (-1)"
2г 2г )  ^  (2 г)"+ ! ( * ’п=о 4 7 п = о ' >

где 12 -  j| <  2.
А налогично поступим  с третьей  д р об ь ю , заметив, что  функ

ция регулярна в окрестн ости  точки а =  i:

С  _  С  С  1
2 - 3  (2 -  г) +  (г -  3) г -  3 1 +  f f j

п  00 /  *\ п °° 1

=  ~ з ^ 7  ^  ( ~ Г ^ з )  = _ c E ( 3 - i ) n+1п = 0  4 7 п = 0 '  '

где |г -  t| <  |3 -  i|, или |г -  г| <  л/10.
В результате придем к следую щ ем у разлож ению данной фун

кции в ряд Л орана в окрестн ости  точки 2 =  г:

А _°° °° 1
/ w  =  _  +  в  Е  ± _ 1 _  <г _  _  с  Е  ( г _  , Г  =

п=0 ' у п=0 4 7

_  2 /3  2 ^  ( - 1 ) "  1 ^  ( 2 - 0 "  _

2 -  i 3 ^  (2*)” + 11 J 3 “  (3 — «)” +1n =  0 v ’ n = 0  v 7

n=0

2 ( - l ) n +  1
3(2t)n+ 1 3(3 — • )"+1.

(z  — г)",



где 0 <  \z — г| <  2, т. е. обл а стью  сходи м ости  ряда является 
пересечение обл астей  сход и м ости  трех рядов.

О тм етим , что  главная часть  ряда Л оран а (та  часть ряда, ко
тор ая  содерж ит только отрицательны е степени (г — г ) ) состои т  
из одн ого  сл агаем ого. П равильная же часть  ряда содерж ит бес
конечное число полож ительных степеней (z — г).

3) Данная функция регулярна в “вырож денном” кольце 
О <  \z — 3| <  УШ , поскольку о собы е  точки i и —г лежат на окруж 
н ости  \z — 3| =  л/Ш.

Р ассм отр и м  отдельно каж дое слагаем ое из разложения дан
ной функции на простейш ие дроби . Д р обь  A/(z  — i) регулярна 
в ок р естн ости  точки 3, п оэтом у  расклады вается в окрестности  
этой  точки в степенной ряд:

А А  А \ А I
7 ^ 1  ~  (z  -  3) +  (3 -  *) “  3 ^ 7  1 +  ^ т  ~  3~ i  l - 4 f !  “

_  A y f z - Зу  _  ф  ( z - З ) "
i4 ( « - 3 ) n+ 1’n=0 4 '  n=0 v 7

где |fr|| <  или \z -  3| <  |г -  3|, или \z -  3| <  VTO, т.е. ряд
сх од и тся  в круге с центром  в точке 3 и радиусом  ч/ТО. 

А налогично поступ аем  со  вторы м  слагаемым:

В В В  1 _  fl “  /  г _  3 \ " _
z +  г ~  (г  -  3) +  (3 +  г) ~  3 +  г 1 +  “  3 +  » ^  V з Т 7 )

-  R V s (- 1 )П ( z _  'j'in
^  (з +  ;)"+> * ^  ’п= 0  4 '

г д е  ||^|| <  1, или |г -  3| <  \/1().
П оследнее сл агаем ое C/(z  — 3) представляет собой  ряд 

Л орана, состоящ и й из одн ого сл агаем ого, сходящ ийся в л ю бой  
точке z, кроме z =  3, т.е. он сходи тся  во всех точках z, таких, 
что  |г — 3| ф 0.

В результате приходим к разлож ению данной функции в ряд 
Л оран а  в окрестн ости  точки г =  3:



f ( z \ - _ ? V  (2 ~ 3)n , 2 Y '  (~ 1)” / _  0\»> _  I /3
3 -  3)n+1 3 ^  (3 +  j )n+1 г - 3n=0 v '  n=0 '  '

-  z V  ( - 1 ) w + a  3 )" I 2f - ( ~ 1)w ( , - 3 ) "  1/3
~  3 ^ 0  (3 -  0 n+1 ( ] 3 ^  (3 +  i ) " + > ( }

2 y ( - l ) " [ ( 3  +  0 n + 1 + ( 3 - t r +1] f 1
3 10n+ 1 1 ’ ’  3 ( 2 - 3 ) ’n=0 '  '

где 0 <  \z — 3| <  \/T0.
4) Д ля выяснения поведения функции в окрестн ости  беско

нечности применим преобразовани е инверсии £ =  l/z  для того, 
ч тобы  бескон ечность перевести  в начало координат. Для этого  
определим функцию д(£) следую щ им  образом :

А В С  
9 { $  =  /  7 =  ТТс— 7 +  Т/с . -• +U  1 H - i  1 /*  +  *• 1 / ^ - 3

^  +  _ ^ L  +  ^
1 - i f  l + { i  1 - 3 £ ’

где А  =  5  =  2 /3 , С  =  - 1 / 3 ,  0.
Разлож им функцию д(£) в ряд в окрестн ости  точки а =  0, за

тем сделаем  обр атн ую  замену £ =  1 /г  и  получим разлож ение 
функции f ( z )  в окрестн ости  бесконечности . Д ля этого  каж дое 
сл агаем ое из разлож ения функции д(£) на простейш ие д р оби  
разлож им в ряд в окрестн ости  точки а =  0:

T Z 1 7  =  А (  £ ( * 0 "  =  А  £ ( « Г С + \
 ̂ п —П м —Л

м

п=0 п=0

где |t£| <  1;
Dtf 00 °°

— i -  =  в *  £ ( - * ) »  =  i ? ^ ( - i ) nr +1,
^ п=0 п=0

где | -  г£| <  1, или |£| <  1;

c t
^ E ^ ) n =  f , E 3^ " +1’

1 -  *  п—0

где |3£| <  1, или |£| <  1/3.



В результате получим  следую щ ее разложение функции </(£) в 
ряд в ок р естн ости  точки а =  0:

и учиты вая, что  f  ф 0, получаем  0 <  |£| <  1/3 —  обл асть  сходи
м ости  трех рядов —  вы рож денное кольцо с центром  в точке 0 и 
ради усом  1/3.

П ереходя  в последнем  разложении к переменной z, £ — 1 /z  
(г ф оо), получим разлож ение функции f ( z )  в ряд Л орана в 
ок р естн ости  бесконечности :

П р и м е р  15. Функцию f ( z )  =  ( z 2 +  2z +  3)sin - ^  разлож ить в 
ряд Л оран а в кольце 0 <  \z — г| <  оо.

Р е ш е н и е .  М нож итель, стоящ ий в скобках, есть  многочлен 
в тор ой  степени, которы й является регулярной функцией на всей 
п л оскости , поэтом у он расклады вается в ряд Т ей л ора  в окрест
н ости  точки а — г.

Н айдем значения многочлена и его производны х в точке г:

Д алее, и сп ользуя разлож ение элементарной функции sin£ в 
ряд Т ей л ора  в окрестн ости  точки а =  0 (см . §3, формулу (11)) и 
пол агая  £ =  l/(z — г), имеем

ОО 2 2

п=0

(г 2 +  2г +  3)|г=:. =  2 +  2г,

(z 2 +  2z +  3)'|г_ . =  (2z +  2)|^=i =  2 +  2t,

(z 2 -(- 2z +  3)"|г_ . =  2,

(z 2 -(-2z +  3)(<:)|г=1. =  0 для * =  3 , 4 , . . . ,

п оэтом у

z2 +  2z +  3 =  (2 +  2г) +  — (z ~  0  +  ^  (z ~  *)2 =

=  (2 +  21) +  (2 +  2 i)(z  -  i) +  (z -  г)2.



В результате получаем  следую щ ее разлож ение данной функ
ции в ряд Л оран а по степеням (г — г) в кольце 0 <  \z — i\ <  оо:

00 ( —  1 1 
/ ( * ) =  [(2 +  2 < ) + (2 + 2 i ) (z  -  i ) + ( *  -  i)>] £  ( г _ . )гпр  =

=<2 +  2 i ) E
п = 0  

( - 1) "

(~ 1 Г  1 , ГР , (~ 1 )П 1 ,
(2п +  ! ) ! ( * -  г)2" + 1 +  '  (2п +  1)! (z  -  г')2"

+ (2п +  1)! (г — г)2" -1

П р и м е р  16. Разлож ить в ряд Л орана в ок р естн ости  беск о 
нечности главное значение логарифма f ( z )  =  in 

Р е ш е н и е .  В ведем  в рассм отрен ие функцию

и разлож им ее в ряд в окрестн ости  точки £ =  0, исп ользуя  фор
мулу (14):

( 1\П-1
<7 ( 0  =  1п(1 -  * )  -  1п(1 +  г'О =  £  — -----

ч ^n = l

( - 1) " -1 ( i ; T  =  ^  (~ 1 )я- 1( - 1 ) в «‘я -  ( - 1 ) ” - 1»-" Г  _
п , пп=1  п=1

“  1"(1 +  (_ П п -Ц  °° ;2к-1

■ Щ — п ’п=1 к = 1

О <  KI <  1.
В озвративш ись к старой  переменной г, £ — \/z, окончательно 

получим разлож ение функции f ( z )  в окрестн ости  бескон ечности :

00 p k - l  /  2 \ 2fc — 1

к= 1

• Л анную функцию разлож ить в ряд Л орана в указанной обл а
сти либо в окрестн ости  указанной точки. В последнем  случае 
определить обл асть , в которой  разложение имеет м есто:



41 . 2<|z|<3.

4 2 - 1 < \Z +  1l< 2 '
43 . p !± L _ , l<|z|<2.

4 4 - г(г+.-)^-з)> K k l < 3 -

4 5 - , 4 2 , - 8 ’ a= “ 4 -

4 6 - P+5I+2 ' *) n =  -  2- 2) a=0°-

4 7 - ( , - 2 0 ^ - 0 ’ ^  n = 2 i’ 2) n = °°- 
4 8 - (z +  l ) » ( * - 2 ) '  n =  “  L

4 9. , 1) a— — Зг, 2) a=oo.

50 . e 7*5 , a =  — 2.

51. sin т|у, a =  — 1.

52. e 1̂ ,  a=0 .

53. cos ^ £ ^ 7 , a=3 .

54. (z 2 + 5 )e ^ b \  a = l .
55. (z 2 -  3z +  2) cos a =  -  i.

56. Главное значение логарифма / ( z ) =  In , a= oo .



§1. И зо л и р о в а н н ы е  о с о б ы е  т о ч к и  ф ун кции

Т очка а назы вается изолированной особой точкой функции 
f ( z ) ,  если функция / ( г )  регулярна в н екоторой  окрестн ости  точ 
ки а, но не регулярна в самой точке а, т. е. если функция регу
лярна в вырож денном кольце 0 <  \z — а| <  е.

И золированная о со б а я  точка а назы вается устранимой особой 
точкой функции / ( г ) ,  если сущ ествует конечный предел функции 
f ( z )  при z —> а.

И золированная о со б а я  точка а назы вается полюсом функции 
f ( z ) ,  если lim f ( z )  =  оо.

Z — ► ОО

И золированная о со б а я  точка а назы вается существенно осо
бой точкой, если эта  точка и не устраним ая, и не пол ю с.

Т е о р е м а  1. Для того чтобы точка а была устранимой осо
бой точкой функции f ( z ) ,  необходимо и достаточно, чтобы в 
разложении функции в ряд Лорана в окрестности этой точки 
коэффициенты сп равнялись нулю для любого п <  О, т.е. чтобы 
разложение функции в ряд Лорана не содержало отрицательных 
степеней  (г  — а): ОО

/ ( , )  =  $ > ( * - « ) " •  (1)
п=О

Т е о р е м а  2. Для того чтобы точка а была полюсом функции 
f ( z ) t необходимо и достаточно, чтобы главная часть разложе
ния функции в ряд Лорана содержала лишь конечное число нену
левых слагаемых:

+ о о

f ( 2) =  cn (z ~ a)n, c-k  / 0 ,  к >  0 . (2)
п — — к

В этом  сл учае точка а называется полюсом порядка к функ
ции / ( г ) .

В сл учае к =  1 п ол ю с назы вается простым.
Е сли точка а явл яется  для функции / ( г )  п ол ю сом  порядка к, 

то функцию f ( z )  мож но представить в виде

/(2 ) =  ( / -  1)к ’ (3) 

где g(z)  —  функция, регулярная в точке а и д(а) ф 0.



Т е о р е м а  3. Для того чтобы точка а была существенно осо
бой для функции f ( z ) ,  необходимо и достаточно, чтобы главная 
часть разложения функции в ряд Лорана в окрестности этой 
точки содержала бесконечное м нож ест во членов с отрицатель
ными степенями (z  — а):

+ оо

f ( z ) =  ^ 2  с" ( г ~  “ ) ” •
п = — со

Е сли бескон ечн ость явл яется  изолированной о со б о й  точкой 
функции f ( z )  и £ =  1 /г —  преобразование инверсии, то бес
конечность для функции / ( г )  назы вается устраним ой, п ол ю сом  
или сущ ественно о со б о й  точкой  тогда  и только тогда, когда 
точка £ =  0 явл яется  соответствен н о такой же для функции
9(0 =  /(1/0-

Т е о р е м а  4. Для того чтобы изолированная особая точка- 
бесконечность была устранима для функции f ( z ) ,  необходимо и 
достаточно, чтобы разложение функции в ряд Лорана в окрест
ности бесконечности не содержало положительных степеней z:

о

/ ( * )  =  CnZ" '
П  —  —  ОО

Т е о р е м а  5. Для того чтобы изолированная особая точка- 
бесконечность была полюсом функции f ( z ) ,  необходимо и доста
точно, чтобы разложение функции в ряд Лорана в окрестности 
оо содержало конечное число положительных степеней z :

к

f ( z ) =  c” 2" ’ к > 0 , с к ф 0 . (6)
П = — ОО

Т е о р е м а  6. Для того чтобы изолированная особая точка- 
бесконечность была существенно особой для функции f ( z ) ,  необ
ходимо и достаточно, чтобы разложение функции в ряд Лорана 
в окрестности бесконечности содержало бесконечное число по
ложительных степеней z :

+ о о

f ( z ) =  £  С „ Л  (7)
П  =  —  ОО

т. е. для любого п >  О существует такое т  >  п, что ст ф О,



П р и м е р  1. Найти о соб ы е  точки функции, выяснить их ха
рактер и и ссл едовать  поведение функции в ок р естн ости  беск о 
нечности: 1) ^£±2 ; 2) р г Ь р - ; 3) silr £ ; 4) е1 /г ; 5) б1/ 2' ;
6) (ггЗ +  ЗО е1/ ^ ;  7) г 2 sin ^  8 ) ^ - 1 ;  9 ) * 2 + s i n ± ;
10) z e ~ z .

Р е ш е н и е .
1) О собы м и  точкам и функции явл яю тся  точки, в которы х зна

менатель обращ ается  в нуль, а числитель не равен нулю.
Н айдем корни знаменателя (с.м. главу I, §5, ф орм ула (4)):

,5  +  1 =  0i ^  =  у р Ц е, ™ ± - 1

Zo=eilr/5, z i = e i3n/5, Z2 = e '* =  — 1, 23= e i7^ 5, z4  =  ei9*/5.

Так как lim 2\ j -.3 =  оо, то каждая из точек Zk является по-
z-+zk 2

л ю сом . П орядок п ол ю са  определяется  кратн остью  нуля знаме
нателя. П оскольку каждая из точек zк явл яется  нулем первой 
кратности  знаменателя (производная знаменателя в точках 2* не 
равна нулю : (г 5 +  l ) ^  =  5 ф 0, то  zo, z\, . . .  , z4  —  пол ю сы
первого порядка (см . ф ормулу (3)).

Теперь выясним поведение функции в окрестн ости  бескон еч
ности. П оложим г =  1/£ и рассм отри м  функцию

а((\ =  2 Ф 3 +  3 =  (2 +  ^ 3К 2
( 1 ) 5 + 1 1 + * ®  '

Так как lim<7(£) =  0, то £ =  0 —  устраним ая о соба я  точка

функции д(£).  Значит, бескон ечность —  устраним ая о соба я  точ 
ка данной функции.

2) О соб ы е  точки данной функции 2г, —2», оо. П оскольку 
^lim^ =  оо, то точки 2г и —2г явл яю тся полю сам и, а так

как они явл яю тся  нулями третьей  кратности  знаменателя, то 
это  п ол ю сы  третьего  порядка данной функции.

Выясним поведение функции в окрестн ости  бесконечности . 
Для этого  сделаем преобразовани е инверсии г =  1/£:

1 £б9(0 = -  4( ^  +  4 )3 (1 +  4£2)3 ’



и точка £ =  0 для функции д(£) является устраним ой о соб ой  
точкой. С л едовательно, бескон ечность для данной функции так 
же явл яется  устраним ой о со б о й  точкой.

3) О со б ы е  точки данной функции 0 и оо. Так как lim — =  3,

то z  =  0 —  устраним ая о со б а я  точка.
Выясним поведение функции в окрестн ости  бесконечности . 

П усть г =  1 /£, тогда

^  s in (3 /0  . 3
» ( «  =  - 1 7 Г = < м ” Г

Разлож им функцию д(£) в ряд Л орана в окрестн ости  точки 
£ =  0 (см . главу И, §3, ф орм ула (11)):

°°  I  1\п- 1  / о \  2П-1 °°  /  1 \n —1о2п —1 1

(!) в<к«~-
Из разлож ения видно, что  ряд Л орана содерж и т бесконечное 
число отрицательны х степеней £. С ледовательно, по теорем е 3 
(см . ф ормулу (4)) точка £ =  0 является сущ ественно о соб ой  точ 
кой функции <?(£)• Значит, бескон ечность является сущ ествен
ной о со б о й  точкой  для данной функции.

4) О соб ы е  точки данной функции 0 и оо.
Выясним поведение функции в окрестн ости  точки 2 =  0. Ука

жем два  сп о со б а  этого  исследования:
а) Разлож им функцию е 1!* в ряд Л оран а в окрестн ости  точки 

2 =  0 :
1

1 / г  =  £ ^ ’ О <  |2| <  ОО.е
n! zп =О

Р яд содерж ит бескон ечное числ о отрицательны х степеней г. 
С ледовательно (см . формулу (4)), точка 2 =  0 является сущ е
ственно о со б о й  для данной функции;

б) Покажем, что не сущ ествует  предела данной функции при 
2 —► 0. Р ассм отри м  два  случая: z =  х  >  0 и 2 =  —х,
х  >  0. В первом  сл учае е1/ 2 =  е х!х — ► + о о , а во втором  —

X—► + ()
gi/z _  e- i / i  — 0. С ледовательно, найдены два направления,

х -* + 0

по которы м  функция е ' / г стрем и тся  к разным пределам. Значит,



не сущ ествует предела t l ! z при z —► 0, и точка 2 =  0 явл яется  
сущ ественно о со б о й  точкой  функции e l ! z .

Теперь выясним поведение функции в окрестн ости  бескон еч
ности. П усть £ =  1 /г , тогд а  д(£) =  . Разлож им эту
функцию в ряд Л орана в окрестн ости  точки £ =  0 (см . главу II, 
§3, ф ормула (10)):

° °  СП

9 ( 0  =  =  Y 1  ~Т ’ 0 <  l£l <  °°-*— 4 п.п=О

Из разлож ения видно, что  ряд Л орана не содерж и т отрица
тельных степеней £ (см . формулу (1 )), п оэтом у  точка £ =  0 явля
ется устраним ой о со б о й  точкой функции д(£)- С л едовательно, 
бескон ечность явл яется  также устраним ой о со б о й  точкой  функ
ции e l ! z .

5) О собы е точки функции 0 и оо.
Покажем, что не сущ ествует предела функции при г —>■ 0. Б у

дем двигаться  к началу координат по двум  направлениям: z =  х,
х  >  0 и z — гу, у >  0. Т огд а  в первом  сл учае е1̂  =  е 1!х + о о  , во

I —»+о
втором  —  е 1 / * 2 =  е г / ( , у ) 2 =  е ~ 1/у —*• 0. С ледовательно, преде-

у—+о
ла не сущ ествует, и точка 2 =  0 является сущ ественно о со б о й  
точкой  данной функции.

Теперь выясним поведение функции в бесконечности . П ола
гая z — 1 /£, функцию д(£) =  =  е* разлож им в ряд Л ор а 
на в окрестн ости  точки £ =  0:

71=0

•• с2п
д ( 0  =  е(  = У ' — г .  0 <  1£1 <  оо-*—' 71!

Так как разлож ение не содерж и т отрицательны х степеней £, то 
точка £ =  0 для функции </(£) является устраним ой о со б о й  точ 
кой (теорем а  1), отсю д а , бескон ечность является устраним ой 
о соб ой  точкой для данной функции.

6) О соб ы е  точки функции — i и оо. (Л ля функции особы м и  
явл яю тся  все точки, в которы х ip(z) =  оо.)

Запишем разлож ение данной функции в ряд Л оран а в ок р ест
ности  точки 2 =  —г. Л ля этого  многочлен 2г3 +  Зг разлож им по



степеням (z -H ) (см . главу И, §3, ф ормула (8)). Найдем значения 
м н огочлен а и его производны х в точке — i:

В результате перемножения получим разлож ение данной фун
кции в ряд Л орана в окрестн ости  точки z — —г.

Видно, ч то  полученный ряд Л оран а содерж ит бесконечное 
числ о отрицательны х степеней (г -И '), п оэтом у  (теорем а  3, фор
мула (4)) точка z — —г является сущ ественно о со б о й  точкой  дан
ной функции.

И ссл едуем  поведение функции в окрестн ости  бесконечности. 
О чевидно, ч то  lim (2г3 +  3г)е1^ г+1) =  сю. С ледовательно, беско
нечн ость —  это  п ол ю с. Д ля выяснения его порядка рассм отри м  
функцию з(£ ), где £ =  1 /г :

(2z3 +  Зг)|,= _ ; =  5«, (2z3 +  =  6г2|г=_,. =  - 6 ,

(2z3 +  Зг)"|г=_. =  12г|г_ _ . =  -1 2 « , (2z3 +  3 i ) '" U _ , .  =  12.

Т огд а

2z3 +  Зг =  5г +  (z  +  г) +  ( z +  i ) 2 +  ^  (z +  г)3 =

=  5i — 6 (z  +  i) — 6г(г +  г)2 +  2(z +  г)3.

В тор ой  множитель е1/ ( г+‘ ) разлож им в ряд Л орана по форму
ле (10) (глава  II, §3) в окрестн ости  точки z — —г:

(2г3 +  Зг) е 1/ ^  =  [5* -  6(z +  г) -  б i(z  +  г)2 +  2(z  +  i)3] •
ОО .  о о  - о о



Точка £ =  0 для функции д ( { )  является п ол ю сом  3-го порядка 
(порядок определяется  по кратности  нуля знаменателя). П оэто 
му бескон ечность —  это  п ол ю с 3-го порядка для данной функ
ции.

7) О собы е точки функции — 1 и оо.
Разложим данную функцию в ряд Л орана в окрестн ости  точ 

ки z =  — 1:
первый множитель z2 =  1 — 2(z +  1) +  (z +  l ) 2,
второй  множитель

z . ( z + l ) - l  . (  1
s i n    =  s i n ---------------   =  s in  1

z+  1 Z + \  V 2+1
• 1 1 1 • 1sm 1 • c o s   —  cos 1 ■ sin

z +  1 z +  1

_ | v 1 (—i)n . v '  (~ l)n_1
_ S m  “ ^ ( 2n) ! ( * + l ) 2n 008 ( 2 n - l ) ! ( z + l ) 2» - i:

0 <  \z +  1| <  oo. В результате перемножения пол учится  сл еду
ющ ее разложение данной функции в ряд Л оран а в окрестн ости  
точки z =  — 1:

2 •  ̂ • . / v 2'  ( - 1 ) "  о v - '  ( - 1 ) "
'  Г Т Т  =  S' n 4 5  (-2,.)! (»  +  1 ) »  -  2 g „  (2п)! ( ,  +  +

^  (2п)! (z +  I ) 2" - 2)  V “  (2 «  -  1)! (z  +  I )2” " 1

( — l ) n _ 1  ° °  ( — l ) n _ 1

2 S  (2n -  1)! (z  +  I )2” - 2 +  Sm 1S  {2n -  1)! (z  +  1)2n —3

Разлож ение содерж и т бесконечное число отрицательны х сте
пеней (z +  1). С ледовательно, точка z =  — 1 явл яется  сущ ествен
но о собой  для данной функции.

Выясним поведение функции в окрестн ости  бесконечности . 
Лля этого  рассм отр и м  функцию д(0>  где £ =  1 /z :

^  ( Л 2 - i / e  l . i  
9 ( 0  =  7  sin Т 7Г Т Т  =  79 Sln

U  1 / ^ + 1  е  * + г



О чевидно, что  точка f  =  0 для функции д(£) —  п ол ю с ‘2-го поряд
ка, п оэтом у  бескон ечн ость для данной функции также является 
п ол ю сом  2-го порядка.

8) О соб ы м и  точкам и данной функции явл яю тся  о о  и те, в ко
торы х знаменатель обращ ается  в нуль. Найдем такие точки: 
ег — 1 =  0, ez ~  1, Zk — 2wki, где к —  целое число. Итак, 
Zk — 2nki , к G Z , и оо —  особы е  точки функции.

Р а ссм отр и м  точку z =  0 и найдем предел

lim ( — '—  -  =  lim 2 "  +  1
г->о у е г — 1 z )  г->о z(e2 — 1)

г — (1 +  г +  +  o(z2)) -I- 1 —у  1
=  lim — ^ — о -  “ п- 

* - °  z ( l  +  z +  £  +  o (z2))  -  1 * - о  z 2

При вычислении предела бы ла использована ф ормула Т ейл ора

= 1 + i! + 1г+0^2)’ Где ] i s ^  = 0-
Таким образом , сущ ествует  конечный предел при z —* 0, по

этом у  точка 2 =  0 —  устраним ая особа я  точка функции.
Р ассм отр и м  точки Zk =  2irki, к =  ± 1 , ± 2 , . . .  О тм етим, что 

д р об ь  l/z  не им еет особен н остей  в точках Zk, т .е. достаточн о 
р а ссм отр еть  только первую  д р обь  1 /(е2 — 1). П оскольку каждая 
точка  Zk явл яется  нулем первой кратности  знаменателя (так как 
(ег — 1У| то каждая из них есть  п ол ю с первого по
рядка данной функции.

О ста л ось  вы яснить поведение функции в окрестн ости  беско
нечности. Так как lim z* =  оо, то бескон ечность является пре- 

Л—+00
дельной точкой  п ол ю сов  функции, а тогд а  бескон ечность —  не
изолированная о соба я  точка данной функции.

9) О соб ы е  точки функции 0 и оо.
Запишем разлож ение функции в ряд Л орана в окрестности  

точки z =  0:

s» +  s i n -  =  22 +  j r  О <  |z| <  ОО.

n = l v

Р яд содерж ит бесконечное число отрицательны х степеней 2 , по
этом у  точка z =  0 —  сущ ественно особа я  точка данной функции 
(ф орм ул а(4)).



Д ля выяснения поведения функции в ок р естн ости  бесконеч
ности  введем  преобразование инверсии £ =  1 /г  и функцию 

=  1 /£2 -t-sin£ разлож им в ряд Л орана в окрестн ости  точ 
ки £ =  0 (см . главу II, §3, ф ормула (11)):

1 00 (_1 \2n — 1 с2п— 1
= ^  + £  (2 „ - Di ■ » < k i <~-

Н аибольш ая отрицательная степ ен ь£, к отор ую  содерж ит ряд 
—  вторая, следовательно (теорем а  2, ф ормула (2 )), £ =  0 явля
ется п ол ю сом  2-го порядка для функции д ( £ ) ,  значит, бескон еч
ность для данной функции есть  п ол ю с 2-го порядка.

10) О соб а я  точка оо. В ведем преобразование инверсии i —1 /z 
и функцию д ( £ )  — е-1 ^  разлож им в ряд Л оран а в окрестн ости
точки £ =  0:

о < и < » .
s п=0 4 w  п= 0  ^

Видно, что ряд содерж ит бесконечное числ о отрицательны х 
степеней £, поэтом у точка £ =  0 является сущ ественной о соб ой  
точкой  функции д ( £ ) .  С ледовательно, бескон ечн ость —  сущ е
ственная особа я  точка данной функции.

• Найти особы е точки функции, выяснить их характер и и ссл е
довать поведение функции в бесконечности :

5 7 ‘ Й Т -  5 8 ‘ I 4 7 W -  5 9 ‘ P W -  6 ° - 6 1 ‘
62. 1 = ^ л .  63 . е1̂ " 1). 64 . (z 2 +  l ) e V * .  65.
66. sin 67 . 68. ( г 2 +  г) cos 69. cosz  +  e1/ 2.А *“  z sin  Z '  '  Z — i

70. i= £ l. 71. e' A'1 + e* * * e*” 1 —1 ' * z2+4 ' z+2i '

§2. Определение вычета. Приемы вычисления вычетов

Е сли точка z  =  а (отличная от  бескон ечности ) является изо
лированной о со б о й  точкой  функции f ( z ) ,  то в окрестн ости  этой  
точки функцию f ( z )  можно разлож ить в ряд Л орана:

+  0О

f ( z ) -  Ц  сп ( г - п ) п , 0 <  \z — а\ < г.



Вычетом функции f ( z )  относительно точки a (resa / ( г ) )  назы
вается  коэффициент при первой отрицательной степени в лора- 
новском  разлож ении функции f ( z )  в окрестн ости  этой  точки:

resa f ( z ) — С- 1 1 (8)

ИЛИ

resa / ( 2) =  - У  / ( 2) dz, (8 ')

7

где 7  —  окруж ность, обходи м ая в полож ительном направлении, 
с центром  в точке а радиусом  меньше г, не содерж ащ ая внутри 
други х  о собы х  точек функции f ( z ) .

Е сли бескон ечн ость  —  изолированная о соба я  точка функции 
/ ( 2), то в н екоторой  окрестн ости  бескон ечности  функция f ( z )  
раскл ады вается  в ряд Л оран а

+  оо

f ( z ) =  с" 2" ’ Р <  |г| <  оо.
п ~ - ~  ОО

Вычетом функции f ( z )  относительно 6 есконечности(тев0 0 /(г))  
назы вается коэффициент при первой отрицательной степени 2 в 
л оран овском  разлож ении функции f ( z )  в окрестн ости  бесконеч
ности , взятый с противополож ны м знаком:

reso o /( * )  =  - с - ь  (9)

ИЛИ

resM / ( 2) =  -  J L  ^  f ( z ) dz> (9 ')
г

где Г —  окруж ность, обходи м ая в полож ительном направлении, 
с  центром  в точке нуль радиусом  больш е р.

Е сли 2 =  а (а отлично от  бескон ечности ) —  устраним ая о со 
бая точка функции / ( 2 ), то

resa f ( z ) — 0. (10)

Е сли оо —  устраним ая о соба я  точка функции / ( г ) ,  то

resTO/ ( 2) =  -  >im z [ f ( z ) - с 0], (11)
Z — * 0 0

где с0 =  lim f ( z ) .



Е сли точка z  =  а (а отлична от бескон ечн ости ) —  п ол ю с 
порядка п для функции / ( г ) ,  то

(12)

Е сли точка z =  а —  п ростой  п ол ю с функции / ( г ) ,  то

resa / ( г )  =  lim (г  -  a) f ( z ) .  (13)
z—*a

Е сли функция / ( г )  представим а в виде отнош ения двух функ
ций P (z ) ,  Q (z )  регулярны х в окрестн ости  точки a: f ( z )  —
=  P (z )/ Q (z ) ,  причем Q(a) =  0, <?'(а) ф 0 и Р (а ) ф 0 (сл учай
п ол ю са  первого порядка для функции f { z ) ) ,  то

=  (14)

В сл учае сущ ественно о собой  точки функции f ( z )  вы чет функ
ции относительно этой  точки находится  из разлож ения функции 
в ряд Л оран а в окрестн ости  этой  точки.

П р и м е р  2. Найти вы чет функции / ( г )  =  1 /г относител ьн о 
бесконечности .

Р е ш е н и е .  Б ескон ечность для функции 1 / г  явл яется  у стр а 
нимой о со б о й  точкой, однако res,*, f ( z )  ф 0.

Д ействительно, так как д р обь  1 /г уж е представляет собой  
разлож ение функции f ( z ) =  1 /г  в ряд Л оран а в окрестн ости  
бесконечности , в которой  при сутствует  только одно слагаем ое, 
и с_ 1 =  1, то

resoo / ( * )  =  - 1-

П р и м е р  3. Найти вы четы  функции f ( z ) отн осител ьн о ука
занных изолированны х особы х  точек: 1) f ( z )  =  a=2i,
а = оо; 2) f ( z )  =  ^ f | j ,  a = l ;  3) f { z )  =  a = c l * ,  a = o o;
4) f ( z ) =  z 2 e xKz~ 2l\ a=2i; 5) f ( z )  =  sin ^ y ,  a =  — 1, a=oo;
6) / ( 2) =  +  ег , a =  — 1, a= oo ; 7) f ( z )  =  a=4iri.



Р е ш е н и е .
1) И золированная о соба я  точка а =  2i является для данной 

функции просты м  п ол ю сом , следовательно, по формуле (13) име
ем

(z — 2 i)z
-  4  —  A l  I I 1 ^ 1 =  1 I I 1 1

z-+2i

(z  — 2i)z  _  2i 1
— 47 = 2

res2t f ( z ) =  I™ .(z -  2i) f ( z )  =  lim ■
z-+ 2* 2-*- 2* 2̂  +  4

/  у  04 1
=  lim

г->2» (z  — 2 i)(z  +  2i)

И золированная о соба я  точка-бескон ечн ость для данной функ
ции является устраним ой о со б о й  точкой, поэтом у, применяя 
ф ормулу (11), получаем

f ( z )  =  -  lim - О — lim
z — oo Z 2 +  4 - 1,

так как с о lim =  0.
2) И золированная о со б а я  точка 1 для данной функции явля

ется  п ол ю сом  3-го порядка. Т огд а  по формуле (12)

( z - 1 ) 3
sin 3 z

( z -  1)3J
1 9

=  -  lim Г3(—3 )s in 3 z ]= —-  sin3.
2 г—l L J 2

3) И золированная о соба я  точка a =  ег для данной функции 
явл яется  п ол ю сом  1-го порядка. В этом  случае удобн о приме
нить ф ормулу (14) resa f ( z )  =  1 /(4а3). Д ля упрощ ения вы числе
ний домнож им числитель и знаменатель на а и, учитывал, что 
я4 =  — 1 (так как а =  е%ж!А является корнем Т), получим

resa f ( z )
1 • а

4а3  - а 4а4 4 • (—1) 4 4 '

В ы чет функции относител ьн о бесконечности  находится по 
ф ормуле ( И) ,  так как бескон ечность для данной функции —  
устраним ая о со б а я  точка:

reSoo f ( z )  =  — lim z
1

1
—  О =  0 (c0 =  0).

4) И золированная о соба я  точка а =  2i для данной функции 
явл яется  сущ ественно о со б о й  точкой, поэтом у функцию f ( z )



сл едует разлож ить в ряд Л орана в окрестн ости  точки а =  2г. 
С начала разложим функцию z 2 по степеням г -  2г (см . главу II, 
§3, ф ормула (8)):

z 2 =  — 4 +  4 i(z  -  2г) +  (z  -  2г)2, 

з а т е м —  функцию е 1̂ г~ 2'̂  (см . главу II, §3, ф ормула (10)):

оо .

е1/ ( - 2i ) = y  1 0 <  |г — 2*'| <  оо.
n! (z — 2г)п

Т огда

f ( z ) — [ — 4 +  4г(г — 2г‘) +  (г — 2г')2] ^  17 ’ 0<|г — 2г|<оо.
п=0 п Л 2  Zl)

Записывая коэффициент c_ i при первой отрицательной степени 
( z — 2 г):

,  4г' 1 „ о- 1 23 п .с- i  - - 4 + 2 J + з т - - 4  +  2 * + - - - -  +  2г,

получаем  res2i f ( z )  — —23/6  +  2г.
5) И золированная о соба я  точка а — — 1 —  сущ ественно о соба я  

точка данной функции, п оэтом у  разлож им ее в ряд Л оран а в 
окрестн ости  точки а =  — 1:

*t \ ■ z • (г + ! )  ~ 1 • Л 1f ( z )  =  s in    =  s in -----------   =  sin ( 1
Z •4* 1 2 + 1  \  2 +  1 ^

1 , • 1 • , v 2'  ( - 1 ) "=  s m  1 • COS ---------   — COS 1 • S in     =  S in  1 • >  ---------- — r —
z + 1 2 + 1  ^  (2 n )! (z  +  l ) 2nn = 0 '  '  '  '

- c o s l g (2„ - ^ r + I P - -  ° < l * + 1l < ° o .

Заметим, что у первого ряда п р и сутствую т  только четны е сте
пени 2 +  1, поэтом у коэффициент при первой отрицательной 
степени (2 +  1) у него равен нулю. У  втор ого  ряда с _ i =  
=  — cos 1 • 1/1! =  — cos 1. С ледовательно, resj f ( z )  =  — cos 1.

n — 1



Изолированная особая точка-бесконечность для данной функ
ции является устранимой особой точкой, поэтому по формуле
(11) имеем

со =  lim sin    =  sin 1,
z->oo 2 +  1

res,*, f ( z )  =  -  lim 2 s in    — sin 1
2 + 1

0 . 2 /(2  +  1) 1 2 / (2 +  1) +  1
=  — lim 2 • 2 sin —   cos — — -------

2 2
• “ I 22 +  1=  —2 lim 2 • sin —------- — cos -

2 ( 2 + 1 )  2 ( 2 + 1 )
- 1  2 2 + 1

- - 2  lim 2 • —------- — cos -------   =  cos 1.
00 2 ( 2 + 1 )  2 ( 2 + 1 )

6) Изолированная особая точка a— — 1 —  полюс 1-го порядка 
данной функции.

Первое слагаемое можно рассматривать как разложение в 
ряд Лорана функции 1/(2  +  1) в окрестности точки а =  —1, вто
рое слагаемое е г —  регулярная функция в окрестности точки 
а =  — 1, поэтому она раскладывается в ряд только по положи
тельным степеням 2+ 1 . Тогда в разложении функции 1/ ( 2+ 1  )+ е г 
в ряд с_ 1 =  1. Следовательно, и res_x / ( 2) =  1.

Изолированная особая точка-бесконечность является для  
функции 1 /(2  +  1) +  ez существенно особой точкой. Л ля разло
жения функции в ряд Лорана рассмотрим преобразование ин
версии £ =  1 /г  и функцию

I f  00
<7 ( 0  =  / ( 1 / 0  =  у  + el / f  =  т т ?  + el / f  =  * £ ( - * ) " +

n=0
00 - 00 00 .

+ E s ;  =  E ( - i r r « + E s ? , o < K l < i .
7 1 = 0  ^ 71 = 0 П  = 0

В результате получим разложение данной функции в ряд Л ора
на в окрестности бесконечности:

п=0 п=0



Коэффициент при первой отрицательной степени г с_ i =  1 (при 
п =  0), следовательно, res^ f ( z )  =  - 1 .

7) И золированная о со б а я  точка a—Aiti —  п ол ю с 1-го порядка 
функции l/ (ez — 1). Д ля вычисления вы чета здесь удобн ее в ос 
пол ьзоваться  ф ормулой (14), полагал P {z )  =  1, Q (z )  =  ez — 1. 
Т огда

Р(4тп) _  1 
<3'(47гг) е4

tt  \ — г  1 _  1
res4 i r i / ( z )  -  -  „ 4 _  1 -

П р и м е р  4. Найти вы четы  для каждой ветви, регулярной в 
некоторой окрестн ости  точки а: 1) f ( z )  — 2 + , а=1 ;

2) М  =  «=»•
Р е ш е н и е .
1) Найдем все  значения (см . главу I, §5, ф ормула (4 )) \/5 — г: 

=  4 =  0,1,

откуда
2, если к =  0,

т/5 — z — .
г_л 1, —2, если к =  1.

Р ассм отри м  ветвь корня при & =  0. П оскольку \/5 — г | =  2,
то знаменатель в нуль не обращ ается  и функция регулярна в 
окрестн ости  точки а =  1. С ледовательно, resj f ( z )  — 0.

Д ля второй  ветви (к =  1) знаменатель обращ ается  в нуль в 
точке а =  1, а производная знаменателя в данной точке не рав
на нулю, п оэтом у  точка а =  1 для данной функции является 
п ол ю сом  1-го порядка. Применяя формулу (14) полагая в ней 
P (z )  =  z, Q (z )  =  2 +  >/5 — z, г д е  л/5 — z | ■ —2, получаем

resi f ( z )  =  1
2 ч / 5 - 7

1 = 4 .
2 = 1 2( —2)

2) Найдем все значения L n ( l  +  z)  (см . главу I, §6, ф ормула 
(6)):

L n ( l  +  2)|г_ 0 =  Ln 1 =  In |1| +  г arg 1 +  2wki =

=  0 +  г • 0 +  2жк{, к £  Z.

О тм етим, что в точке 0 знаменатель обращ ается  в нуль, когда 
вы бирается  та ветвь логарифма, при котор ой  Ln ( l  + г )| г_ 0=47гг,



т. е. при к =  2. О тсю д а  для всех  ветвей логарифма, кроме по
лученной при к =  2, точка а =  0 является устраним ой особой , и 
п оэтом у  при к ф 2 res0 f ( z )  =  0.

Р ассм отр и м  ветвь логарифма при к =  2:

г, \ 3 +  2 3 +  z
f ( z ) = 4ж( — [ln(l +  z) +  4пг] — ln (l +  z) ’

где 1п(1+г) —  главная ветвь логарифма (см . главу I, §6, формула 
(7)). И спол ьзуя  формулу (14), получаем

а  \ 3 +  0

• Найти вы четы  функции / ( г )  относительно указанных изоли
рованных особы х  точек:

( *2  +  г ) ( * + 3 ) >  а  =  г - г 3( г + 2 ) 2 ’ а = ®- г * - И  ’ а = ° ° '

78. j t r ,  а =  -  г. 77. а =  — *. 78. ^ cosj^ j ,

а— — 2г. 79. Цт ^ 2~ р  1) а=0, 2) а= 2 , 3) а= оо . 80 . а=0.

81. ^ - j ^ s i n l ,  а=0 . 82 . s i n ^ ,  1) а=г, 2) а= оо .
83 . 2 +  Зг +  +  е2г, 1) « =  — 2, 2) а=оо. 84. еа,1+ 1 , а=г ^.

8 5 - slnT> О «= 0 . 2) « = 4*- ?«• si"  З Д .  « =  -  2*. 87.
1) n=0, 2) а= оо . 88. -^ g , а= оо . 89. Главное значение
логарифма In «= о о . 90. Регулярная ветвь опре

деленная услови ем  у/z — 1 |,_0=  — *) а=0 . 91. Регулярная
ветвь ^ п (г-2)+1г> ’ 0ПРеДеленная условием  Ьп( г  — 2)|2 -1=  — 7Гг, 
п=1. 92. (2г2 +  2 +  3) In где под логариф мом д р оби  пони
м ается  главное значение логарифма, а = оо.

§3. Основная теорема о вычетах.
Вычисление контурных интегралов

Основная теорема о вычетах. Если функция f ( z )  регулярна 
в ограниченной области G и непрерывна в замкнутой области 
С! за исключением конечного числа изолированных особых точек



a i, d2, . . .  , am, леж ащих внутри области G, то интеграл от этой 
функции по границе дО  области G, обходимой в положительном  
направлении (т.е. оставляющем область слева), равен произве
дению 2 iri на сумму вычетов функции f ( z )  относительно всех 
особых точек a i , а г , . . .  , ат:

f  т
J  f ( z ) d z  =  2тгг']Г resa|< f ( z ) .  (15)

dG k = 1

С л е д с т в и е  1. Если функция f ( z )  регулярна в области 
G, содержащей бесконечность внутри, и непрерывна в области 
G за исключением конечного числа изолированных особых точек 
а\, а2, . . .  , ат, леж ащих внутри области G, то интеграл от этой 
функции по границе дО  области G, обходимой в положительном  
направлении, равен произведению 2 vi на сумму вычетов функ
ции f ( z )  относительно всех особых точек ai ,  а г , . . .  ,а т, включая 
и вычет функции относительно бесконечности:

J  f ( z )  dz =  2 iri ( £  Ге8ак f ( Z) +  reSoo / ( * ) ) •  (16)
aa k~ l

С л е д с т в и е  2. Если функция f ( z )  регулярна на всей ком
плексной плоскости за исключением конечного числа изолирован
ных особых точек а\,а2 , ■.. ,а т, то сумма вычетов функции от
носительно этих особых точек, включая и вычет функции отно
сительно бесконечности, равна нулю:

т

reSa* Д * ) +  reS°o f ( z ) =  ( 17)
fc =  l

О сновная теорем а о вы четах и ее сл едствия часто  применя
ю тся  для вычисления интегралов от  функции ком плексного пе
ременного, взятого по замкнутому контуру.

П р и м е р  5. В ы числить интегралы, считая, что обх од  за
мкнутых кон туров прои сходи т в полож ительном направлении:

/ dz

( » ~ i > V  +  i >' где
dG



2) J =  j  bZM * l J a \ 1 dz’ где « = {2 :| г | < 3 } ;
д в

z4(3 +  z3)

3) J =  J  - ^ - ^ e l f z dz, где G  =  {г : (г +  г|<2};

д в

4) J =  j  (3 z2 +  z +  1)(е1/г +  e1̂ * 1)) dz, где G  =  {z :  \z -  i|<3}.
д в

Р е ш е н и е .
1) С п о с о б  1 .  П одынтегральная функция им еет особы е точ 

ки dti, 1, оо. В нутри  обл асти  G  лежат точки 1 (п ол ю с втор ого  
порядка) и г (п р остой  п ол ю с), п оэтом у по основной теорем е о 
вы четах (ф орм ула (15)) имеем

J -  2тп ( resj f ( z )  +  resj f ( z ) ) .

В ы чет функции относительно точки i найдем по формуле (13):

1
res* / ( z )  =  lim (z — г)

=  lim

(г - 1 ) 2 ( * 2  +  1) 

1
г-м (z  — l ) 2(z + 1 )  4 ’

вы чет функции относительно точки 1 вычислим по формуле (12), 
где п =  2:

1

.. —2 z 1
= Й Я (? Т Т )5 = - 2-

В результате получим

' - « ( Н М -

С п о с о б  2 . Д ля вычисления интеграла используем  след
ствие 2 основн ой  теорем ы  о вы четах и формулу (17):

res,- f ( z )  +  resj f ( z )  +  r e s f ( z )  +  res,*, f ( z )  =  0,



отсю д а

res{ f ( z )  +  resj f ( z )  =  -  ( res_; f ( z )  +  res^ f ( z ) ) .

П оэтом у исходны й интеграл можно вы числить, и сп ользуя не 
только особы е  точки, лежащие внутри контура, но и особы е  точ 
ки, лежащие вне контура:

J =  - 2 i r i ( res_, f { z )  +  res^  f ( z ) ) .

Вы чет функции относительно точки —г найдем по формуле 
(13): ^

r e s f ( z )  =  lim (2 +  i) — д - --

=  lim

z->-t (2 — l ) 2 ( z 2 +  1)
1 1

(z _  1 )2 (2 -  1) 4 '

Лля поды нтегральной функции бескон ечн ость  является 
устраним ой о со б о й  точкой, поэтом у по ф ормуле (11)

гевоо f ( z )  - — lim 2
z —*oo

И тогда

1 - О
[ ( 2 -  1)2(22 +  1)

=  0, (со =  0).

J =  -2TTi ( I + o )  =  - i | .

2) П оды нтегральная функция внутри кон тура  имеет четы ре 
особы е  точки: 2 =  0 —  п ол ю с 4-го порядка и три  просты х п ол ю 
са, лежащих на окруж ности |г| =  -^3, а вне кон тура  —  только 
бескон ечность, которая является устраним ой о со б о й  точкой  для 
данной функции.

Конечно, интеграл прощ е вы числить, исп ользуя  особы е  точ 
ки, лежащие вне контура, поэтом у

J =  —27rzres00 / ( 2 ).

Найдем э т о т  вы чет по формуле (11):

с0 =  lim / ( 2) =  lim ^  , ^  ^ =  О,г - о о  г _ о о  +  д



resoo f ( z )

=  — lim

п оэтом у
J — — '2iri(—5) =  IOti.

3) П оды нтегральная функция имеет три особы е  точки: —1 —  
п ол ю с 1-го порядка, 0 —  сущ ественно особа я  точка и бескон еч
ность  —  п ол ю с 2-го порядка, причем вне контура лежит одна 
бескон ечн ость, п оэтом у  вычислим интеграл, используя вы чет 
функции относительн о бесконечности :

Д ля вычисления вы чета функции относительно бесконеч
ности  разлож им поды нтегральную  функцию в ряд Л оран а в 
ок р естн ости  бескон ечности , для чего проведем  следую щ ие пре
образования:

где 1 <  \z\ <  оо (использованы  разложения элементарных функ
ция (9) и (10)) из главы  II, §3, где £ =  1 /г).

П оскольку перед скобкам и стои т  множитель г 2, то в произве
дении ск обок  сл едует взять коэффициент при 1 /г3. Т огд а  пол у
чим с_ 1, т.е. коэффициент при г - 1 :

J =  — 2 7 r ir e s 00 f ( z ) .

Итак,



О тсю д а  ^

r e s oo f ( z )  =  - C - l  =  - ,

и
J =  -2 i r iveSoof ( z )  =

4) П одынтегральная функция имеет две особы е  точки 0 и — 1, 
которы е являю тся сущ ественно особы м и  точками функции. Б ес
конечность для этой  функции —  п ол ю с 2-го порядка, но раскла
ды вать в ряд Л оран а в окрестн ости  бескон ечн ости  в данном 
сл учае сложнее, чем в окрестн ости  0 и —1.

П редставим поды нтегральную  функцию в виде сум м ы  двух 
слагаемых:

/ ( г )  =  (Зг2 +  г +  1)е1/г +  (3 г 2 +  г +  1)е1/(г+1)

и найдем вы чет функции относительн о точки 2 =  0. В тор ое  сла
гаем ое представляет со б о й  функцию, регулярную  в окрестн ости  
точки z =  0, поэтом у она расклады вается в степенной ряд и не 
содерж ит отрицательны х степеней 2 . Разлож им первое слагае
м ое в ряд Л орана в окрестн ости  точки 2 =  0:

(322+ z + l ) e M 3 2 2+ z + l )  ( l + \ + %  ' +  ^  2"  +  ' • )  '

Найдем коэффициент c _ j:

C_1 =  3 ' 3! +  1 ' 2! +  1 =  2’

откуда res0 f ( z )  =  2.
Теперь найдем вы чет функции относительно точки z — — 1. 

З десь первое слагаем ое представляет собой  функцию, регуляр
ную в окрестности  точки 2 =  —1, п оэтом у  при разлож ении в 
ряд по степеням (г 4- 1) она отрицательны х степеней не имеет. 
О стается  разлож ить в ряд Л оран а в окрестн ости  точки г =  — 1 
только втор ое  слагаем ое, для чего разлож им по степеням (2 + 1) 
первый множитель:

322 +  2 +  1 =  (3 -  1 +  1) +  (62 +  1) |г_ _ ! (г +  1) +
л

+  2! (z +  1)2 +  0 =  3 -  5(г +  1) +  3(г +  J) 2-



Т огд а

3 (z2 +  z +  1)в1̂ *+1> =  [3 -  5{z +  1) +  3(г  +  I )2] •

1 +  2 +  1 +  2! ( г +  I )2 +  3! ( 2 + 1 ) 3 +  "

О <  |г + 1 1 <  оо. Найдем коэффициент при первой отрицательной 
степени (2 +  1):

откуда  res_! / ( 2) =  1.
И так, J =  2ттг(2 +  1) =  бтгг.
П р и м е р  6. Д ля каж дой из ветвей L n (z  — 2), регулярной в 

замкнутой обл асти  G  =  { 2 : \z — 1| <  1 /2 } , вычислить

Р е ш е н и е .  О пределим  все  м н ож ество значений Ln (z  — 2) (см . 
главу I, §6, ф ормула (6)):

Ln (2 — 2) =  In 12 — 2| +  i arg (2 — 2) +  2nki, к £  Z.

Н айдем точку z и целое число к, такие, что

П оскольку arg (2 — 2) равен числу, кратному 7Г, то точка 
2 — 2 долж на лежать на вещ ественной оси  и в то же время на 
окруж ности  \z — 2| =  1. Э то  возмож но, если 2 =  1, поэтом у

In \z — 2| +  i arg (z — 2) +  2kki  =  — 7гг.

П риравняв вещ ественную  и мнимую части , получим

Г In \z -  2| =  О,

\ arg (2 — 2) +  2пк =  — 7Г, к Е Z,

или



arg (г -  2)|г=1 =  arg ( —1) =  iir. Найдем к , при котором  знамена
тель в точке z = l  обращ ается  в нуль: ж =  —7г(1 +  2к), к £  Z. 
С ледовательно, к =  — 1.

Итак, для л ю бой  ветви логарифма Ln (z — 2), кром е к =  — 1, 
интеграл равен нулю.

Р ассм отри м  ветвь логарифма, полученную  при Л: =  —1:

In \z — 2| +  i arg(z — 2) — 27Г* =  ln(z — 2) — 2 жi

и вычислим интеграл

J  [ln(z -  2) — 27г*] +  7Г i J  1п(г — 2) -  ж г 2lr^Tes\ f ( z ) .
dG  dG

Найдем вы чет поды нтегральной функции относительн о точки 
г =  1 по формуле (14), так как z =  1 —  п ол ю с 1-го порядка:

res, f ( z )  =  --------------------   ;--=   =  —1.
(1п(г -  2) -  тгг)'|2=1 (1/(* -  2)) |<=1

Таким образом , для одной ветви (при к =  — 1) искомы й инте
грал  равен — 27и.

П р и м е р  7. Вычислить

j ’ dz
J (2-|- \Jz — 1) sin 2 ’

dG

где G  =  { z :  |2 )< 1 /2 }. И ссл едуется  та  ветвь корня, для которой

v ^ ~ r L=o =  i -
Р е ш е н и е .  Найдем м нож ество ветвей \/z — 1 | (см . главу 

I, §5, ф ормула (4)):

^ L o  =  V ^ = v /R n e > ^ ±^ ,  * =  0 ,1.

откуда
,---------------- _  Г е1* ! 2 =  г, если к =  0,

1 е!3 ж/ 2 = - г ,  е с л и & = 1 .  

С ледовательно, рассм атри вается  главное значение корня.



Так как точка 2 =  0 является п ол ю сом  1-го порядка для по
ды нтегральной  функции, то

I  to , Г =  2« reso / ( 2 ) .J (2 +  y/z -  1 ) s in »
да

Н айдем res0 f ( z )  по ф ормуле (14), полагал

P ( z )  =  . ! г . Q(z)  =  sin z
2 +  v  z -  1

res р (°) _  i/(g +  о -  *.о / ( ) g ' ( 0) 1 2 + г
В этом  сл учае искомы й интеграл равен

2" ' 2 T 7  =  '2' ¥ r |  =  I ' ( 2 i + 1 ) '

З а м е ч а н и е .  Если бы вычисляли интеграл от  второй  ветви 
корня, то получили бы, что  интеграл равен

2' i - 2 b  =  2 l ^ r ^ = S ' < 2 i - 1)-

• В ы числить интегралы, считая, что об х о д  замкнутых контуров 
п р ои сход и т в полож ительном направлении:

” • / («■- М И » - 3 ) ’ < Н * Ф - 2 - < К 5 / 2 } .
aa

94. J ( z 2 +  l )e 1̂ z+l)dz, С = {г :| г -»| < 3 }. 
aa

95- / (7 - 1 ^  + 4)»^  < Н = Ф - 2<1<5}.
за

96. J  j ^ d z ,  (7 = {г : \z — 1|<5}.
ас



dG

J
dG

99.
dG

100
dG

97. j  z4 s in -d z ,  G = { z :  \z+  11<2}.
dG

98. J  z4 cos - d z ,  G = { z :  |zj<2}. 
ю

/ sin z f . .
1 & = 1 г ; 1 * + 1 + .| < 2 | .

)G

. J  z2 c o s  Y ' ^ Z' { г:
dG

101. J { z 2 + 5 z  +  4) fc1'* +  e 1K*+ l '>)dz, G= {z \  |z|<3}.
dG

102. f  — —̂ j s i n - ’rfz, G = {z :| z| < 2 }.
J 1 “I” z z

dG

1 0 3 - j b ^ T V  « = W *  +  2|<3/2| и рассм атри вается  та
dG

ветвь логарифма, для которой  Lnz|^__e =  1 +  Зтгг.

f  dz i
104. J  3̂ - ■ G  — \z: 1г _  2|< 1 / 2}  и рассм атри вается

dG
лю бая ветвь Ln (z  — 3).

/ d
- ■ _  —. , G={z:\z\  < 2 }  и рассм атри вается  та ветвь
z ( l  +  V z  — 3 )

dGкорня, для которой  \/z — 3 |г_ _ 1 =  —2г.

[  ег
106. J  G —{z :  \z — 1|<1/2} и р ассм атри вается  та

dG

ветвь корня, для которой  s/z | =  - 1 .



§4. Вычисление интегралов вида J  R ( s m  х , c o s  х )  d x

о

В ычисление интегралов от  рациональных функций fl(sinar, 
cos х )  свод и тся  к вы числению  контурного интеграла, взятого по 
окруж ности  |z| =  1, с пом ощ ью  следую щ ей подстановки:

z  =  е’ *, где гг е  [0 ,2тт]. (18)

Т огд а  поскольку

e ix  _  e - i x  z  _  I  e i x  +  e - i x  Z +  J

s inx =  -  2 i =  I T ’ C0SI =  -------2-------- =  T ~ ’

TO

2)r j j

J  =  j  R ( s i n x , c o s x ) d x  =  j  R  J ^ =
о M|=i

=  f  f { z ) d z  =  ‘2 wi ^  resak/ ( z ) .  (19)

H =i

П оследний интеграл можно вычислить и по особы м  точкам, 
лежащим вне круга  с единичным радиусом  и центром  в начале 
координат:

I  f ( z ) d z  =  —2ти ^  resa t / ( z ) .  (20)
1*1=1 1°‘ 1>1

П р и м е р  8. В ы числить

2тг
У cos2x , •

J ~  /  1 о----------- T ~ 2 d x ’J 1 — 2a cos x -f a

где |a| <  1.
Р е ш е н и е .  По ф ормуле (18) введем новую  переменную z. В 

этом  сл учае



' =  /
z4 +  1 dz

222 [ l _ 2(I£ i± i +  a2] 77

К орнями квадратного трехчлена в знаменателе явл яю тся  точки 
а и 1 /а , поэтом у

О тм етим, что поды нтегральная функция имеет особы е  точки 
О, а, 1 /а , оо, при этом  z — О —  п ол ю с 2-го порядка, а и 1 /а  —  
пол ю сы  1-го порядка, оо —  устраним ая особа я  точка.

И нтеграл можно вы числять, учиты вая особы е  точки, лежа
щие внутри контура, —  это  точки 0 и а, а также лежащие вне 
кон тура  —  точки 1 /а  и оо. О б а  варианта приводят к длительным 
выкладкам. М ож но поступить проще: разбить поды нтеграль
ную  функцию на сум м у двух функций:

Найдем интеграл Jj (внутри контура лежит одна о соба я  точ 
ка z =  а —  пол ю с 1-го порядка): '

z2(z — a)(z  — 1 /a ) (z — a)(z — 1 /a ) z2(z — a)(z — 1 /a )
z4 +  1 z2 1

и вы числить интеграл J как сум м у двух интегралов:

= ~ U J  M ‘ ) d ! +  J  * Н  = - 2 5 ; № + Л)-

J\ =  27п resa f\ (z ) =
2 vi  a2 2 iri a3

a — 1/a  a2 — 1



И нтеграл лучш е вы числять по особы м  точкам, лежащим вне 
кон тура , поскольку очевидно, ч то  res^ / 2(2) =  0 ( / 2(2) I / 24,

т.е. коэффициент c_ i =  0):

J2 =  -2 7 r i(res1 /a / 2(2) +  reSoo / 2( 2) ) .

П оэтом у

1 27гг a3 _  2я-га3
2 ' ( l / a ) 2( l / n  — а) 1 — а2 а2 — 1

В результате имеем

1 ( 2ттг a3  ‘Ini  а3  \ 27га2 . .
J =  1 -----Г +  “ 2-----Г = 1 -------2 » а <  L2га V — 1 аг — 1 /  1 — а^

• В ы числить сл едую щ ие интегралы:
2тг 2тг
Г dx f  dx

1 0 7 - /  = S  1 0 8 - /  ^------:-----J 7 +  3 cos х  J 7 +  sin x
о о
2 ж
[  dx

1 0 9 - /  Т “ О I T .  И  >  LJ  1 — 2a cos ж +  cr
о
2ir

cos За:
2a cos x  +  a2

о
2ir

111. /  2  a > l .У a1* — 2a sin x  +  1

+oo

§5. В ы ч и сл е н и е  и н те гр а л о в  в и д а  J  f ( x ) d x
— OO

Е сли функция / ( г ) ,  где г —  комплексная переменная, регуляр
на в верхней п ол уп л оскости  за исключением конечного числа 
изолированны х о собы х  точек а* (к =  1 , 2 , . . .  , т ) ,  непрерывна



на вещ ественной оси  и удовл етворяет усл ови ю  lim г f ( z )  — О,Z-+OQ
ТО

4*оо
f

J =  /  / ( г )  dx =  2жг ^  resat / ( г ) .  (21)
J I_1_  fc = l

П р и м е р  9. Вычислить:
+оо +ПО

*> /  Р Т Р ' Г" °  =•0; 2) /  +
— оо О

Р е ш е н и е .
1) Первый интеграл хорош о известен. Вычислим его, приме

няя теори ю  вы четов.
В ведем  функцию / ( г )  =  I/(гг2 +  а2). Э та  функция в точках ве

щ ественной оси  совпадает с данной поды нтегральной функцией, 
она регулярна в верхней п ол уп л оскости  за исклю чением точки 
га, которая является для нее п ол ю сом  1-го порядка. К ром е того, 
она непрерывна на вещ ественной оси  и выполняется условие

z
lim z f ( z )  =  lim — г  =  О,

г —‘ оо 2 —*оо z  +  СI

поэтом у

J =  27тгresai f ( z )  =  2т  — —
2  аг а

(при вычислении вы чета использована ф ормула (14)).
2) Так как поды нтегральная функция четная, то исходны й ин

теграл равен

Н
+  О0 ~2

ж4 +  бж2 +  25
ОО

dx.

В ведем функцию комплексного переменного

, 2

№  , 4  +  6 z 2 +  25 >

которая в точках вещ ественной оси  совпадает с данной подын
тегральной функцией. Найдем ее особы е  точки, для чего вычи
слим корни знаменателя z\, z2, z3, z4: z 4  +  6z 2 +  25 =  0. Если
z 2 =  t, t o  t2 +  6/ +  25 =  0, откуда 2 =  —3 ±  4 i.



Пусть z 2 =  — 3 + 4 г. Чтобы найти корни последнего уравнения, 
проще всего представить г в алгебраической форме z =  а +  bi

возведем в квадрат левую часть равенства и приравняем веще
ственную и мнимую части:

Решая систему уравнений, получим корни знаменателя z\ =  
=  1 +  2г, Z2 =  — 1 — 2г. Рассуждая аналогично относительно 
<2 =  —3 — 4 * и решая систему уравнений а.2 — Ь2 =  —3 , 2аЬ — —4 , 
получим еще два корня знаменателя: 23 =  1 — 2*, 24 =  — 1 +  2г.

Следовательно, функция / ( г )  регулярна в верхней полуплос
кости за исключением точек z\ и 24, непрерывна на веществен
ной оси и выполняется условие

Найдем вычеты функции / ( 2 )  относительно точек z\ и 24, ис
пользуя формулу ( 14):

и из равенства (а +  bi) 2 =  —3 +  4 г определить а и 6. Д ля этого

я2 — Ь2 =  —3 ,

2я6 =  4 .

lim 2 / ( 2 )  =

Поэтому

где к — 1 , 4 . О тсю да определим

. . 2i 1 +  2i 1 +  2г
/ М  =  4Й П ) )  =  4Т4Т = ~ ш

и

ге8л  Л * )  4 (22 +  3 ) -  4 . ( —4 0  16г
24 — 1 +  2г 1 — 2г

Окончательно получим



dx

+оо

/ dx
l 2 r ~ 2U 2 Г иГУ a > 0 ’ 6 > 0 - ( x 2 +  аг) ( х 2 +  0J)

— OO

oo +oo

113. [ - J L - —  a>0. 114. /  —
J ( x 2 +  a2)3 J x 4  +  x 2 +  l
0 —OO

+oo +oo

115- l  ть— 7"  d x - 116 - [  ^ J ^ d x .J ( x 2 +  4 1 +  13)2 J X4 +  1

§6. Л ем м а  Ж ор д а н а . В ы ч и сл е н и е
+ °o

и н те гр а л о в  в и д а  I f ( x )  е'ах dx

Л ем м а  Ж ор д а н а . Если функция Ф(г) непрерывна в замкну
той обл асти  G  =  {z\\z\ >  R 0, h n z  >  0, Ro >  0 } и lim $ (z )  =  0,

z —*oo
TO

JR =  i  eiaz<b{z)dz — » 0, (22)
У Я —►oo

где a>0 и yR —  полуокруж ность 7 д = { г :  z = R e ilfi, <p£[0,7г], 
й  >  До}-

С  пом ощ ью  леммы Ж ордан а  вы числяю тся интегралы вида
+  0О

j  f ( x ) e ’ axdx.  Если функция комплексного переменного / ( г ) ,
— ОО

совпадаю щ ая в точках вещ ественной оси  с данной функцией 
f ( x ) ,  регулярна в верхней пол упл оскости  за исклю чением конеч
ного числа изолированны х особы х  точек « 1, 02, . . .  , а т, непре
рывна на вещ ественной оси  и удовл етворяет усл ови ю  lim f { z ) =

г —►oo
=  0, то при а >  О



З а м е ч а н и е  1. И спользуя формулу (23), можно получить 
ф ормулы  для вычисления следую щ их интегралов:

+оо m

/ / W c o s „ , J « = R e ( 2„ g res„ . [ / W » ' ' “ ] ) ,  < * >
к = 1

7  (  тI / ( x ) s in a x d x  =  Im I 2тп ^  resafc [ f ( z ) e l‘
J '  fc — 1-OO * —1

З а м е ч а н и е  2. Если тр ебуется  вы числить интеграл

(25)

+ ПО

f (x. )e,hxdx, b <  О,

то сл едует  рассм атри вать  особы е  точки функции f ( z ) ,  лежащие 
в нижней пол упл оскости .

П р и м е р  10. В ы числить следую щ ие интегралы:
- f  СО + 0 0

( x + l ) s i n 3 x  [  co sx
1 ) ■ / =  /  (х  +  1 )s in ^  dx) 2 ) J =  fJ x 2 +  Ax +  20 J

—  00 
oo

* ) , . J

■ dx ’ 
x 4  +  10x2 +  9

—  OO

cos 3x
(x 2 +  4 )2

о
P е ш е н и е .
1) Р ассм отр и м  функцию комплексного переменного

ft i z +  \
г 2 +  Az +  20

Н айдем ее о соб ы е  точки: г 2 +  4г +  20 =  0, zx 2 =  —2 ±  4г. В 
верхней п ол уп л оскости  лежит одна особа я  точка z\ =  — 2 +  4г, 
которая  является п ол ю сом  1-го порядка для данной функции. 
К ром е того , функция f ( z )  непрерывна на вещ ественной оси  и 
lim тг ^ ! ) . 2о — 0, п оэтом у  для вычисления и сходного интеграла 

J мож но восп ол ьзоваться  формулой (25) при а =  3:

J =  Im (27rires,i ( f ( z ) e 3,z)) .



Найдем вы чет функции f ( z ) e 3,z относительно точки z\, ис
пользуя формулу (14):

гев  ̂ [ f ( z ) e 3,z 1 =  res_2+4j - - 7.— ^  e3tz =
n  1 W  J 2+41 (z 2 +  4z +  20)'
( - 2  +  4 i +  l ) e 3 i ( - 2 + 4 i )  +  4z-)e-6 , - i2

2 ( - 2  +  4г) +  4 ~  8f ’

откуда

J =  Im (2ттг b l + i l p l l !  j  =  I  e - i 2 Im ( { - 1  +  4 i ) e - 6 t )  =

=  — e~12 Im [(—1 +  4 i)(cos6  — г sin 6)] =  ^  e-12 Im (— cos 6+

+  4 icos6  +  i sin 6 +  4 sin 6) =  — c _12(4cos 6 +  sin 6).

2) Р ассм отрим  функцию комплексного переменного

“  z4  +  10z 2 +  9

и найдем ее особы е  точки, лежащие в верхней пол упл оскости : 
г4 +  Юг2 +  9 =  0, или (г 2 +  9 )(z2 +  1) =  0. Т огд а  z\ =  Зг, zi -  —Зг, 
г3 =  г, Z4  =  —г, и в верхней пол упл оскости  лежат точки Зг и г.

Так как функция / ( г )  непрерывна на вещ ественной оси  и 
lim / ( г )  =  lim =  0, то можно применить ф ормулу (24)

при а — 1:

J -  Re { 2ттг [ res3i ( f ( z ) e iz) +  res* ( f ( z ) e iz) ] } .

Вычеты функции f ( z ) e tz относительно точек zi=3z и г3=г, 
которы е явл яю тся  просты м и полю сами, найдем, и сп ользуя фор
мулу (14):

îz i-
res2* [Я Ф  ] -  4 z 3  +  Ш к  =  4 z ^ 2 2 +  5) .

где к =  1,3. В результате



res, [ / (* )«

п оэтом у

= Re{'2" ( “58i + W)} = S (3e'1-0-3
)•

3) П оды нтегральная функция четная, поэтом у с использова
нием ф ормулы  (24) мож но записать

+ о о

ч / <
cos3z  , 1

dx =  -  Re
( х 2 +  4 )2 2

„312
2тп res

( z 2 +  4 )2.

(Функция ком плексного переменного f ( z ) =  1 / ( г 2 +  4 )2 в верх
ней п ол уп л оскости  им еет одну о со б у ю  точку 2г —  п ол ю с 2-го 
порядка. К роме того , она непрерывна на вещ ественной оси  и 
lim f ( z )  =  0.)г —*00

Найдем вы чет функции f ( z ) e 3iZ относительно точки 2г по фор
муле (12) при 71 =  2:

res2i [ / ( г )е‘1  =  у, Л !?, (г 2 +  4)2
( г - г ' ) 2

lim
оЗг'с

(г 4- 2г)2 

О кончательно получим

-6 |- Зг(2 +  2i) -  2 _  7е 6 
(г -|- 2г)3 32г

г 1 „  Л  . 7е~6
J =  2 И "  '32Г

77те
32

• В ы числить сл едую щ ие интегралы:
+ 00 +00

/ ( х  +  l)cos3a : , [  х  sin 2 х
У ,   —  dx. 118. /  —=----- r dx.
х 2 +  4х  4- 20 J х 2 +  1

— ОО —ОО

+ о о  оо
„  „  [  х 3  sin х  , _ [  cos Зж
1 1 9 ‘ /  - а  с— о A d x - 1 2 0 - /  - Т Т 7 ^ -У а;4 4- 5ж2 4-4 j  i 4 +  l



/ cos х  , /  х sin х ,
—------ г — dx.  122. /  -- d x .
ж4 +  7ж2 + 1 2  J х 4 +  1

о о
оо оо

/ cos 2ж , „ л „ [  х  sin 2ж ,
— ------- rr^dx.  124. /  ^  dx.
( х 2 +  I )2 J (ж2 + 4 ) 2о

§7. В ы ч и сл е н и е  и н те гр а л о в  д р у г и х  т и п о в

В предыдущ их параграф ах вы числялись интегралы  с пом о
щ ью  функций ком плексного переменного, непреры вных на ве
щ ественной оси. Р ассм отр и м  некоторы е интегралы , для вычи
сления которы х преды дущ ие приемы не применимы.

+оо +оо

И нтегралы  типа J  f ( x ) s i n n x d x n  J  f ( x )  cosn х  dx вы числя

ю тся  при помощ и выраж ения тригон ом етрических функций че
рез экспоненциальные. При этом  сл едует  помнить, что  функции 
sin z и cos z не ограничены ни в какой п ол упл оскости .

+оо

И нтегралы  вида I f ( x ) e axdx,  где а  —  нек оторое ком плексное

числ о, вы числ яю тся  с пом ощ ью  интегрирования в п ол упл оско
сти, в которой  \eaz\ <  1.

П р и м е р  11. В ы числить:
°° 00 • 1[  вшЗж [  sin ж

1) J ~  ~ T T T 7 \ d x ' 2) J ~  /  2Г 2 _l *\d x -J x ( x 2 +  4) J ж (ж +  1)
о о

Р е ш е н и е .
1) Вычисление интеграла разобьем  на этапы:
а) В ведем  вспом огательную  функцию /(ж ) =  Н етруд

но зам етить, что значение мнимой ч асти  этой  функции совпа
дает с поды нтегральной функцией. О собы м и  точкам и функции 
f ( z ) ( z —  комплексная переменная) явл яю тся  точки 0, ±2г —  
п росты е п ол ю сы , причем в точке z =  0, лежащей на вещ ествен
ной оси , наруш ается непреры вность функции f ( z ) .

б) В ведем  вспом огательны й контур интегрирования (р и с .24), 
такой, ч тобы  он вклю чал отрезок  вещ ественной оси , содерж а-



щий точку г =  0, и в результате предельного перехода по
лучился бы  исходны й интеграл. О со б у ю  точку 2 =  0 н еоб

ходим о обой ти , п оэтом у  в верх
ней п ол упл оскости  введем  пол у
окруж ность 7е с центром  в точке 
0 д остаточн о м ал ого радиуса t  и 
полуокрж уность 7 Д с центром в 
точке 0 д остаточ н о  больш ого ра
ди уса  R,  ч тобы  все особы е точ 
ки функции / ( г )  лежали внутри 

р полукруга {z :  \z\ <  R,  1шг >  0 },
и с ' т.е. в данном сл учае R  >  |2t|.

в) Таким образом , будем  рассм атри вать контурный интеграл

J  f ( z ) dz =  J  f ( z ) d z  +  j  f ( z ) d z +  J  f ( z ) d z  +  J  f ( z ) d z ,  (*)

[*,«] i t 7*

которы й по основн ой  теорем е о вы четах (ф орм ула (15)) опреде
л яется как

I f ( z ) dz =  2iri res2i f ( z ) =  2iri lim f ( z ) ( z  -  2i) =
z—*2i

=  2 wi ■
tire

21 • 4 i 4

Т огд а  равенство (* ) можно записать следую щ им  образом : 

j  f ( z ) d z + J f ( z ) d z +  J  f ( z ) d z + J f ( z ) d z = - ^ e - 6 (**)

[*.я] «у +7я 7 .

и в нем перейти к пределу при £ —► + 0  и R  —► + оо .
г) П реж де чем  осущ естви ть  предельный переход, сведем ка

ж дый контурный интеграл к интегралу по пром еж утку, исполь
зуя  ф ормулу (1) из главы 2, §1.

П ервое сл агаем ое: введем  параметризацию  отрезка [е, /£]: 
2 =  t, t €  [е, Я], п оэтом у

П

J  f ( z ) d z  =  J  f ( t )  dt.



Т р еть е  слагаем ое: введем  параметризацию  отрезка [— R,  — е]: 
z =  — t, t 6  [Л ,е], п оэтом у

£ е  R

j  f ( z ) d z  =  J  =  - J  f ( - t ) d t  =  J  f ( - t ) d t .

[ - Я , - £ ]  Я R  e

С ум м ируя первый и третий интегралы, получаем
я я

j  f ( z ) d z  +  J  f ( z ) d z  =  j  f ( t ) d t  +  j f ( - t ) d t  =

[£,Я] [—Я, —c] £ £

_  f  Г e,3t e - '3< 1 *  ei3t -  e~i3t Л
J  [< (<2 +  4 )  +  - < ( < 2 + 4 ) J  - J  t ( t i+ 4 )

f  sin3 1 ,e ,3 t- e - '31 . Л

=  2, У ф ^ Т 4) Л Н  ( -------2i —  =  sm3<)

В тор ое  слагаем ое

/ л « ) *  =  /
о*32

■dz
(z 2 +  4) я —с

согл асно лемме Ж ордан а  (см . формулу (22)).
Ч етвер тое  слагаем ое: введем  параметризацию  полуокруж но

сти  7 “ : г =  ee>tp, у  €  [7Г, 0], п оэтом у

О v tv

j ™ * ’ j C“ , r dV - ~  /  c e ^ + 4) nVV ^  =

. f  e-3» ’y
V  £2 e2iv +  4 ^  £—o 4 '

д) Докаж ем, что  осущ ествленны й предельный переход  при 
£■ —*■ 0 под знаком интеграла по полуокруж ности  7 ~ возмож ен. 
О чевидно, что  для этого  д остаточн о показать, что

—  0.
£ —  0



П роведем  преобразовани я последнего выражения, учиты вая,

чт° _т  = /  (_ j) ^

_| / ‘4е*3£е‘>’ —4—£2е2|у /•|4(е*3се'У- 1 ) - £ 2е2^| <
J 4(e 2 e2 l^+4)   ̂ (Т) У 4\e2 e 2 ,v+4\ ^  (г)7(

£2e2»V +4 4
о

*\4{ei3 eeiv- 1)— е2е2^|

1 / 4|е*3ее'У —1|+|е2е2,у| 1 /~4(е1{3“ ,у1-1)Ч-£2 _
(2 )"(з) 4 У 4-|е2е2,>| ^ (4) 4 У 4 -е 2 ^

О

П ри преобразовани ях бы ло использовано следую щ ее: (1) —  
св ой ств а  интегралов, (2) —  м одуль числителя оценен сверху 
сум м ой  м одулей, причем числитель разбит на сум м у двух сла
гаем ы х, каж дое из которы х стрем и тся  к нулю  при е —»• 0, (3) —  
знаменатель оценен снизу: м одуль разности  не меньше м одуля 
разн ости  модулей, (4) —  использован о неравенство \еА — 1| <  
< е ! д 1 - 1 .

е) И так, равенство (**) мож но записать как 

/  sin 3< [  еш  ,
2t J  t( t 2 + 4 ) dt +  J  z ( z 2 +  4 ) dz

i t

. }  ei3ce'v in __6
=  - T e •

о
П ереходя  в последнем  равенстве к пределу при е —► 0 и R  —* оо 

и учиты вая результаты , полученные на этапе г), имеем

г1Г -62г J +  0 — — =  — — с , 
4 4

откуда J =  | (1  -  е 6).



2) Так как sin2 х  =  1 c°s2r, то
ОО

2 J х 2 ( х 2 +  1) 2
о

Решение разобьем  на этапы.
а) В ведем  вспом огательн ую  функцию / ( г )  =  Значе

ние вещ ественной ч асти  данной функции совп адает с подынте
гральной функцией. О собы м и  точками функции f ( z ) ,  z —  ком
плексная переменная, явл яю тся  точки 0, ± г  —  п р осты е пол ю сы , 
причем точка z — 0 лежит на вещ ественной оси , п оэтом у  по
ступим так же, как и в преды дущ ей задаче (см . рис.24), только 
здесь R  >  |®|, т. е. R  >  1. Т огда

j  f ( z ) d z =  j  f ( z ) d z  +  J  f ( z )  dz +  J  f ( z ) d z  +  J  f ( z ) d z =

г  [е .Я ] 7 +  y 7

1 -  e " 2=  2тггres,- / ( г )  =  2 %i =  —7r(l -  е- 2 ).
(г)** • 2,1

б) В водя параметризацию  аналогично задаче 1), получаем

j  n , ) i , +  J  n t) i l = J ^ L i, + j ^ ± . it =
[*,Я] [-Я ,-е]

R
. — cos 2t

- * п
.  „— гт- dt — ► 2К  
( + ! )  ИГ »

(так как -— ^ ----- =  cos 21 ).
в) Р ассм отр и м  интеграл

/
1 -  e2iz

dz =  А  — В,

где

z 2 ( z 2 +  1)
7*

=  J z * ( z 2 +  1 ) ’ B =  I
dz f  e2iz

dz.
z 2 ( z 2 +  1) ’ J z 2 ( z 2 +  1)

y i



Д окаж ем, что А  —► 0 при R  —► оо. В ведем  параметризацию  
пол уокруж ности  7 ^ : z =  Яе,¥\ у? 6 [0 ,7г] и по ф ормуле (1) из
главы  2, §1, имеем

4 -  f  Ше^  d - ~  * /  е_,> /7
J  R 2 e 2 i4>(R2 e2i* +  1) Я2е2*> + 1  ^
о о

Оценим интеграл Л по м одулю :

I j f  e~ ilp 1 f  |e-<v,|.
|Л| =  IR J  R 2 e2iv +  1 d<P - R J  |Я2е2>> +  1|

Так как |е *v | =  1, а |Д2е2,¥>+  1| >  \R2 e2up\ — 1 =  R 2 — 1 (поскольку 
\а +  Ь\ >  j|a| -  |Ь||), то

JT

|л| ~  Я /  R 2 -  1 ^  =  Я (Д 2 -  1) *  R-*oo ° '

В тор ой  интеграл В  стрем и тся  к нулю при R —* оо по лемме 
Ж ордан а.

г) Р ассм отр и м  интеграл по полуокруж ности  у ~ . В водя пара
м етризацию  этой  окруж ности: z — ее1ч>, ip €  [тг, 0], находим (см . 
ф орм улу (1), глава 2, §1):

}  1 -  с2,>е'У . ... ■ }  e2ise'v -  1 ,
J e2e2i4>(e2e2i* +  l ) ete d(p ~ 1J  £e'V(£2e2»  +  1) ^
1Г 0

Д окаж ем, что последний интеграл стрем и тся  к —2тг при € —» 0.
1Г

Д ля этого  представим — 2 ж =  — J  2  dip и р ассм отри м  разность
о

интегралов по м одулю :



I j  e2t»‘
\ J te if ( e 2e

1
(e2e2«V 4 . J) dip •

Л

J(-2 )d<p
о 0

i(e2iee'v -  1) + 2ec‘> + 2e3e3*>
ее*>(е2е2^  +  1) dip

Щ1с
ir

* /

щ | [  i(e2ice'v -  1 -  2iee*v’) + 2e3e3<̂
£е"^(е2е2*̂  +  I)

dtp <

li(e2ice'v -  1 -  2ieê )| + |2e3e3l>| , (2) 
|ee*V|.|e*e2iV + 1|

(< j  (e2g -  1 -  2e) + 2e3 ̂  ̂_ (e2f -  1 -  2e)+ 2e3
e ( l - e 2) dlp e ( l - e 2) e—0 0.

При преобразованиях бы ло использовано следую щ ее: (1) —  чи
слитель разбили на сум м у двух слагаемы х так, чтобы  каж дое 
слагаем ое имело порядок м ал ости  относительно е, больш ий или 
равный двум , (2) —  использовали неравенство

Л  i ee1 1 -  2ieeup\ < е2£ -  1 -  2е

и неравенство

|eV* +  l|> ||£2е2*£|-1| = 1 - е 2.

д) Итак, в результате предельного перехода  при е —► + 0  и 
R  —► + о о  имеем 2К  — 2 ж — —7г(1 — с - 2 ). О тсю д а

к  =  1 ( „ - ’ - 1 )  „  =  =
2 2 4

оо 00

П р и м е р  12. В ы числить 1) /  dx; 2) /
i  * 4 4  У

dx
У ? ( ж +  1)'



Р е ш  е н и  е.
1) В поды нтегральной  функции ф ормально вм есто х  п одста

вим z и получим  сл едую щ ее выражение: О тм етим, что
Lnz —  “многозначная функция” . У  нее сущ ествует  бесчислен
ное м н ож ество  регулярны х ветвей (см . главу 1, §6, ф ормула

(в)))-
Р а ссм отр и м  функцию f ( z )  =  , где п од  In z  =  ln \z\ -f i Arg z

поним ается та  ветвь логарифма, для которой  A rgz  £  [ — f  i Т"] • 
О тм етим , что  в верхней п ол уп л оскости  эта  ветвь совпадает с 
главным значением логарифма. П оскольку точка z — 0 для 
функции f ( z )  явл яется  о со б о й  точкой (точкой  ветвления), то при 
в ы бор е  кон тура  интегрирования ее сл едует  обой ти , при втом  
вклю чить в кон тур  интегрирования отрезок  вещ ественной оси  
и п ол уокруж н ость с центром  в начале координат достаточ н о  
бол ьш ого ради уса  R,  ч тобы  особы е точки функции f ( z )  лежа
ли внутри  п ол укруга  \z\ <  R, lm z  >  0. т. е. R  >  2 (контур 
интегрирования см. на рис. 24).

Р а ссм отр и м  контурны й интеграл, которы й, с одной стороны , 
вы числ яется  по теорем е о вы четах, а с другой , —  расклады ва
ется  на сум м у интегралов:

J  f ( z )  d z -  J  dz =  27rires2i f ( z )  -  
г  г

=  J  f ( z )  dz +  J  f ( z ) d z +  J  f ( z ) d z  +  J  f ( z )  dz.

[*.Д] [-*.-«] 7 Г
Т очка  z =  2i для функции f ( z )  —  п р остой  п ол ю с, поэтом у 

ln(2i) In 2 +  г arg 2г _  In 2 +
res2i f ( z )  =

2 • 2 i 4 i 4 i
и

f  f ( z ) d z +  f  f ( z )  dz + I f { z ) d z +  f  f { z ) d z -  

1«,Д1 7r 77
l n 2  +  i f  7Г . 7Г2 t \

= ----- —— -  • 2 жг -  -  ln2 +  г . (*)
4г 2 4

П реж де чем  в этом  равенстве перейти к пределу при е —*■ + 0  и 
R  —*■ + со , сведем  контурны е интегралы, стоящ ие в левой части ,



к интегралам по пром еж утку. Д ля п ервого интеграла введем  
параметризацию  отрезка  [е, R ]: z =  t, t G [e, Я], п оэтом у

[‘ .Я]

Д ля тр етьего  интеграла

П

J  / ( * )  dz = J 1п< 
<2 +  4

dt.

dz введем  параметризацию

dt.

[ - я , - £]
отрезка [— R, —с]: z =  —t, t 6  [Я ,е], поэтом у

f  f ]ПН )  ./ _  Л п <  +  1»

[-Д,-£] Я «

С ум м ируя первый и третий интегралы, имеем

R R R R
[  In t f  In t +  in . /  In t [ dt

(**)

Теперь докажем, что  второй  и четверты й  интегралы  стрем ят

ся к нулю  при е —► + 0  и R  —» + оо . Р ассм отр и м  J  / ( г )  dz, введем

-у +'Я
параметризацию  полуокруж ности  7 Д: г =  Ле,¥>, у? €  [0 ,7г]. Т о 
гда

\1 m d z \ = \ j  ( Щ т * Ше<иг =
i t  °

=  I /  “ ,+  ' ^  ' i ’  / 1 j " ”  +  T  Д . У »
| У Д2е2"  ̂+  4 “  у R 2 e2u/> +  4

, (2) dip <

(3) /  In Д +  7Г (4)
Rdip =

m  n i n f t |  +  |.'?i , . ,  (3) Л п Я  +  г

S J  |д3е3' ч,| — 4 S J  Я ^ Т
0 0

(4 ) (In Я +  тг)Я _  In Я
Д2 -  4 Я —*-+oo Я  Я -»+ о о

(* * *)



Здесь при переходе (1) использовано свой ство  интегралов, при 
переходе (2) проведена оценка числителя сверху (|а +  <  М  +
+  |6|), а оценка знаменателя —  снизу (|а +  6| >  | |а| -  |6| |), при 
переходе (3)) им еется в виду, что  числитель будет наибольш им 
при <р =  7Г, при переходе (4) вычислен интеграл и при предель
ном переходе при R —* + о о  использован предел =  О

при а  >  0.
Наконец, р ассм отри м  J  f ( z )  dz. П оступая аналогично преды- 

7  7

дущ ем у, имеем z =  ее,¥>, <р 6  [тг,0], и 

о
( 1)
<

[  I Г In £Ct(̂
= \ j  {£ei^2 +  4 £ie'Vdip

7  Г

(<) J \ M ± M 1 e d ^  / i l M ± Z l £ d/ i )
“ У |fr2e2t<̂  I — 4 J 4 — e 2

о о

( 3 )  ( | l n £ [ +  7T)£  j  ( 4 )  ( [  l n g |  +  7 r )e  q  ,  ^

4 — e2 J 4 — e2 e—+o

При переходе (1) использован о свой ство  интегралов, при пере
ходе (2) проведена оценка числителя сверху  (|n +  6| <  |а| +  |6|), a 
оценка знаменателя —  снизу (|« +  6| >  | |а| — |6| |), при переходе 
(3) им еется  в виду, что  числитель будет  наибольш им при <р =  7Г, 

при переходе (4) вы числен интеграл и при предельном переходе 
при е —♦ + 0  использован предел lin ^ e "  lne =  0 при «  >  0.

О кончательно при переходе в равенстве (*) к пределу при 
е —* + 0  и R  —» + оо , учиты вая соотнош ения (**), (* * *), (* * **), 
имеем

ОО ОО
dt тг , „ .ж2

=  -  In2 +  г-2 / р Т 4 ‘"  +  “ / <2 +  4 2 4
о о

П риравнивая в последнем  равенстве вещ ественные части , полу
чаем



сю
Inf

I
о

<2 +  4
dt ~

ж In 2

00

ч

Е сли приравнять мнимые части , то получим  известны й инте
грал

оо
dt _  ж2 f  dt _  ж

t 2 +  4 ~  Т ’ J <2 +  4 ~  4 '
о о

2) Покажем два сп о со б а  вычисления данного интеграла.
С п о с о б  1 . Р ассм атри вая  ветвь y/z, определенную  в п л ос

кости  с разрезом  по полож ительной части  вещ ественной оси , 
которая  в верхней п ол уп л оскости  совпадает с главным значе
нием корня. П роинтегрируем  теперь функцию f { z ) =  ^ ^ +1) по 
замкнутому кон туру Г, определенному следую щ им  образом : на
чиная от  точки £ > 0  на вещ ественной оси  путь идет по вещ ествен
ной оси  в направлении возра
стания до точки Я > 0 ; затем  он 
обходи т в полож ительном  на
правлении окруж ность 7 Д ра
ди усом  R  с центром  в начале 
координат; далее проходит по 
вещ ественной оси  от R  
до  г и, наконец, обходи т в 
отрицательном направлении 
окруж ность 7 £ радиусом  е с 
центром  в начале координат 
(р и с .25).

И нтеграл

Рис. 25.

/ f ( z ) d z  =  27rires_] f ( z )  =  27гг
2iri

ч /-Г
^  '2 ж (*)

(с  учетом  выбранной ветви у/^Л =  i, см. главу 1, §5).
В м есте с тем

J  f ( z )  dz =  J  f ( z ) d z  +  J  f ( z ) d z +  j  f ( z ) d z  +  J  f ( z ) d z .  (**)

[г,«] [Д,*] 7 ,



При интегрировании по отрезку [е, Я] (параметризация z =  t, 
t £  [е, Я ]) получаем  главное значение корня y/z =  \Д, п оэтом у

J  f ( z )  dz =  J

Я

1 dt.
V t ( t  + 1)

[«.14

При интегрировании по отрезку [Я, е] (параметризация z=t,  
< е [ Я , е ] )  у/г =  - \ Д ,  так как точку z — 0 мы обош ли в положи
тельном  направлении один раз, и п оэтом у  аргум ент z получил 
приращение, равное 2 ж:

^ = у/\Г\е*£!Ч * =- = у Д е * '  =  - у Д .

Т огд а

/  n , ) i t =  ! * — =
J J  - V t ( t  + 1) J  V t ( t  + 1)

[Я,е] Я £

О бъединяя интегралы  по отрезкам  [е, Я] и [Я, е], находим

л
[  dt

2 /  - =  . ( * * * )
J V t ( t  +  1)

Т еперь докажем, что  интегралы  по контурам  7 Д и %  стре
м ятся  к нулю при Я —> + о о , £ —*■ +0 . В ведем  параметризацию 
окруж ности: z =  Re,lfi, ip 6 [0,2л-]. Имеем

2т
Rie**

</  f { z ) d z  =  ^ --------------- d<p\J \J 7Яе*^2(Яе*¥’ + 1)
Ун о

2ir 2ir
\Rie'v \ Г RС f  _ Г

~  J  | ч /Я е ^ /2 (Я е ^ +  1)| <Р~  J  \/Я |Яе‘  ̂ +  1|

<  /  ~7 = ~ ------- d ^ - ^ Л --------  Id<p= 2ltR
J  V r ( r - i) У я ( я - 1 )У

dip <

У Я ( Я - 1 ) " Г У Я ( Я - 1 ) У “ Г V R ( R  — 1 )я —+оо0 ’



А налогично, рассм атривая интеграл по контуру у ~ , пол уча
ем

•У?е^/2(ее«> +  1)

U

j  f { z ) d z  =  | У
v-  2irГг

2ir

<  /  dip =  -  2tt — ♦ 0.~ J I — £ I ~ £ £->+0

dtp

( ** ) V ***  )

П ереходя в равенстве (**) к пределу при £ —► + 0  и R  —*• + оо  
и учиты вая соотнош ения (*), (* * *), (* * **), (**t ), окончательно 
находим

ОО
dt

откуда
о

оо

/

V~t(t + 1)
+ 0 + 0,

dt

f t ( t +  1)
— 7Г.

С п о с о б  2 .С начала в несобствен ном  интеграле сделаем  за
мену переменной х  =  еу :

ОО +00
7  ±   : [   ___________

J л/х ( х +  1) J у/еУ(еУ +  1 )
еу dy

+°о
[  еУ1 

~  J  еУ + 1dy

и введем  функцию ком плексного переменного / ( г )  =  име
ю щ ую  бесчисленное м н ож ество просты х п ол ю сов  г*, которы е 
находятся  из уравнения ег +  1 =  0, ег =  —1, т .е . Zk=iir +  2 nki=  
=  iir(2k + 1 ) ,  к £  Z.

З д есь  контур интегрирования, 
введенный в предыдущ их задачах, 
не подходит, так как с возрастани
ем R  внутрь обл асти  буд ут  попа
дать новые особы е  точки, п оэто 
му введем  новый контур интегри
рования (р и с .26): одна особа я  точ 
ка г =  iw лежит внутри контура, а 
точка г =  2*7г — на отрезке [DC],



так что  знаменатель поды нтегральной функции ez +  1 не изме
няется, когда точка z п робегает отрезок  [DC\.

И нтеграл от  функции f ( z )  по этом у контуру

е* « /2
У  f ( z )  dz =  2тг* res,д. f ( z )  =  2тгг =  2тг. (*)

г

В то  же время

I  f ( z ) d z =  I  f ( z )  dz +  f  f ( z ) d z +

Г [А В)  [ВС]

+  J  f ( z ) d z +  J  f ( z )  dz. (**)
[CD] [DA]

Р ассм отр и м  каждый интеграл отдельно. В ведем параметри
зацию отрезка  [АВ\. z =  t, t £  [— R, Я]. Имеем

R
f  f  e t/2

J  f ( * ) d z  =  J  — —  dt. ( * * * )
[A B] - R

П араметризация отрезка [CD]: 2 =  t +  2iri, t £  [Д, —й], тогда

— R  2 • R
/

 t +2wI f j 2

f ( z )  d z =  J  e/+ 2 J. +  l d t =  j  d t; ( * * * * )

[C D ]  R  - R

П араметризация отрезка [BC\. z =  R +  it, t £'[0,2тг]. В этом  
сл учае

2» д I j 2тг
f  f  e a f  с I2 e**!2
J  f{z)dz = J  'eR+it +1 »(Н = г]  ед + 1 dt- i::*]

[BC] о 0

П араметризация отрезка [DA]: z =  —R +  it, tf €  [2тг, 0]. П олу
чаем



Докаж ем, что интегралы  („*„*„) и (**’ ) стрем ятся  к нулю  при 
R  —» + оо . Д ля этого  оценим их по м одулю  и перейдем к пределу 
при R —> + оо :

2 тг , , 2 жеД/2 еЧ/ 2  | у | еЯ/2 git/2Г /■ е " ' 2 Г р к / 2 р*‘ /2
/  / ( * ) d z  =  г /   Л <  /  ------

J  I J  ел е,< +  1 I У |ей е“  +  1
[ВС] о

2/  Я /2  Я /2
<  /  4 ------------^  =  - 5 ---------2?Г

J е — 1 — 1 я

о

2тг

dt <

++оо ед /2 я —► + о  

2тг
/• I Г e ~ R / 2 гн 1 2 I 7 1 e ~ R ! 2 ен >2
/  f ( z ) d z  =  - г  /  —  dt\ <  /  -----

J I J е~ е +  1 | ~  J \ e~ R elt +  1
[DA]

2тт

-< /i

<

. - Я / 2  « - Я / 2
— ---------- 5-27Г ~  2тге~й / 2 — > 0.

1 — е ~ н  Л —*+оо Я - .+ о о

И наконец, переходя к пределу в равенстве (**) и учиты вая 
соотнош ения (*), ( * * * ) ,  ( * * * * )  и стремление к нулю интегралов 
С Л )  и ( « I ! ) ,  находим

откуда

2тг =  2

+ оо

+ оо
Г е { / 2

/  7 + i dtt

/■ с4/ 2
/  —-----  dt =  тт.

J  е +  1

• Вычислить следую щ ие интегралы:

sin 2я/ sin а; _ [  sir
~ dx -

о о
0° оо
f  sin2 х . f

■ I — d*' J

+ 1)
i cos 2x — cos 4a; , 

dx. 127. I -----------------------dx.4

, x * — 6 sin аж , „ ,
dx.  129. I —— - r ----------dx, a >  0, b >  0.

x l +  Ьг x



133.

г.*
/ - £ Ц * , „ > о .  m .  / J j - f - * .  1 Ю . /

J  * 2 +  a2 j  i !  +  4 J  ^ х ( х  +  1)
О 0 0
+ оо оо

/   г da:. 134. /  7 ---------r^dx.
J  e x +  1 J  (1 +  x)3

- 0 0  0
00 00

J  x P (l +  x ) ’ 0<p<1- 136- /  ^F (* +  1)2
0 0



Глава I. Ряды Фурье

§1. Разложение в тригонометрический ряд Фурье 
периодической функции с периодом 2 ж

Рядом Фурье функции f ( x ) ,  определенной на промежутке  
[—ж, ж], назы вается тригоном етрический ряд

Если ряд (1) является рядом  Ф урье функции / ( х ) ,  то уп отребл я 
ется следую щ ая запись:

что означает, что  функции f ( x )  соотв етств у ет  ряд Фурье.
З а м е ч а н и е  1. Не для всякой функции можно п острои ть  

ряд Ф урье( невозмож но, например, написать ряд Ф урье функ
ции, для которой  интегралы  в формулах (2) не сущ ествую т).

З а м е ч а н и е  2. Не всякая функция явл яется  сум м ой ее ряда 
Ф урье, даже если он сходи тся .

ОО

(1)

коэффициенты к отор ого  определяю тся  формулами

— К
1Г

I
я* =  - J  f ( x )  cos k x d x  (& =  1 , 2 , 3 , . . . ) ,  (2)

7Г
— я*

7Г

ОО

(3)



О п р ед ел ен и е . Функция f ( x )  называется кусочно-м онотонной 
в пром еж утке [а, 6], если эт о т  пром еж уток разбивается  на ко
нечное чи сл о пром еж утков [a, x i], [хь  х 2], [хг, £з], • • • , [х п, Ь], в ка
ж дом  из которы х функция / ( х )  монотонна. К усочно-м онотонная 
функция м ож ет иметь в пром еж утке [«, 6] разры вы  лишь первого 
рода.

Т е о р е м а  Д и р и х л е . Если функция / ( х )  с периодом 2ж кусоч
но-монотонна в промежутке  [—7Г, ж\ и имеет в нем не более чем 
конечное число точек разрыва, то ее ряд Фурье сходится к сумме

в каждой точке разрыва.
Высказанные усл ови я назы ваю тся условиями Дирихле.
Е сли функция р ассм атри вается  на откры том  промеж утке 

( —ж, ж), то

ОО

(4)

в каждой точке непрерывности и к сумме

/ ( х  -  0) +  } { х  +  0)
2 (5)

5(яг) =  S ( - v )  =  2 [ / ( - *  +  о) +  /(ж -  0 )]. (5 ')

Е сли / ( х )  —  четная функция (т.е . / ( —х) =  / ( х ) ) ,  то

.6 *  = 0 (*=1,2,3, . . . ) ,
Ж

О
1Г

О

и ряд Ф урье 'для  четной  функции записы вается так:



Если f ( x )  —  нечетная функция (т. е. f ( —x)  =  —f ( x ) ) ,  то

dk =  0 (к =  0 ,1 ,2 , . .  .) ,

6* =  — /  f ( x )  sin kx dx (к =  1 , 2 , 3 , . . . ) ,
тг J

о

и ряд Ф урье для нечетной функции им еет вид

ОО

Ьк sin кх.
fc = l

(9)

В сл учае разложения в ряд Ф урье функции f { x ) ,  удовл етворя 
ющ ей тем же условиям , но заданной в произвольном  пром еж утке 
[а, а + 2 ж] длиной 2 ж, в формулах (2) пределы  интегрирования за
меняю тся соответствен н о на а и а +  2ж. Например, если а — О, 
то пром еж уток [а, а +  2 ж\ им еет вид [0, 2тг], и коэффициенты ряда 
Ф урье определяю тся  по формулам

Ряд Ф урье для функции f ( x )  можно записать в комплексной 
форме. Так, если в ряде Ф урье (1) функции f ( x )  заменить cos кх 
и sin кх  их выражениями через экспоненциальные функции по 
известным формулами Э йлера

о (10)

О

, i kx  — i k x & — €— i k x
cos кх =  ----------

2
sin кх =

2  i

то получим



или, группируя члены, содерж ащ ие е. и е

где

с о +  £ ( < * « “ * +  с- * е“ “ * ),
jfc=i

«о ajк — i&jfc at +  ibk
c -k  =  ----- ------со =  y ,  c fc =  2

Комплексный ряд (11) мож но записать в виде

+оо

Е
к — — оо

где

Ск =  ^  /  f ( x ) e ~ ik‘ dx (к =  0 , 1 , 2 , . . . ) .

(П)

(12)

(13)

П р и м е р  1. Р азлож ить в ряд Ф урье функцию с периодом  2ж, 
определенную  так:

1

1/2

0 Ь 71

Рис. 27.

f ( x ) =  <

0 при -  7Г <  х  <  0,
1 при 0 <  ж <  6,
0 п р и  Ь <  X <  7Г,

. 1 / 2  п р и  ж =  0 , я =  6.

(Граф ик такой функции сначала стр ои тся  на пром еж утке [— ж, 7г], 

затем  периодически п родолж ается  на всю  ось  (р и с.27).)



Р е ш е н и е .  Из определения данной функции сл едует, что  она 
удовл етворяет всем  условиям  теорем ы  о разлож им ости  в ряд 
Ф урье, следовательно, ее можно разлож ить в ряд Фурье.

Вычисление коэффициентов Ф урье по формулам (2) дает зна
чение

1Г 0 6 7Г Ь

— — J  f ( x ) d x = —^ j  0 d x +  J  1 d x +  J  Orfa:^ =  — J  I d x — — .Go
1

— 7Г

Аналогично

a.k 1 • c o s  kx d x—— —  f  f ( x )  c o s  kx dx—— j  
Ж J  Ж J

— ir 0
r b

bk—— I f ( x ) s m k x d x = — I 1 ■ sin kx dx—
* J v J

s in  kx
wk 0 

c o s  kx
7Г k

s in  kb 
wk ’

b _  1 — c o s  жЬ 
жк

Т огда

Л . )  =  -
6

i= l

s in  kb c o s  kx +  (1  — c o s  жЬ) s in  kx  
к

в точках непреры вности.
В точках разрыва по формулам (5) имеем

с/п\ _  / ( - о )  +  Я + 0) _  0 +  1 .. 1 
 ̂ ’  2 2 2 ’

=  f { b  -  0) +  / ( 6  +  0) _  1 +  0 _  1 
‘2 2 ~  2 '

S(b) =

(Е сли  тр ебуется  найти значение сум м ы  ряда Ф урье, напри
мер в точке 10, то п оступ а ю т обы чно таким образом : посколь
ку функция 5(ж) 27г-периодичес.кая, то S'(IO) =  5(10 +  2тк) и 
к п одби раю т таким образом , чтобы  точка 10 +  2жк попала в 
основной пром еж уток [—7Г, 7г]. В данном случае, при к =  — 2 
5(10) =  5(10 -  2 • 2тг) =  /(1 0  -  4тг) =  0.)

П р и м е р  2. Разлож ить в ряд Ф урье функцию с периодом  2я, 
определенную  равенством  f ( x )  =  еах (а ф 0 ,  а —  c o n s t ) ,  -7 Г  <  
<  х <  ж.



Р е ш е н и е .  График данной функции изображ ен на рис.‘28. 
Так как рассм атриваем ая функция удовл етворяет  условиям 

теорем ы  о разлож им ости , то ее можно разлож ить в ряд Фурье.

Рис. 28.

По ф ормулам (2)

а о

ж а
I f  1 Г 1 е“

=  -  /  f ( x ) d x  =  -  /  eaxdx = --------
ж J ж J ж а

ж а аж ‘2  аж

ак

л л

=  — j  f ( x )  cos kx  dx =  — j
*  J *  J— 7Г — 7Г

1 a cos kx  +  к sin kx axV 
ж a2 +  k 2

eax cos kx dx =

ж a2 +  к2
sh аж,

к — 1, ‘2 , 3 , . . .  В ычисление интеграла f  eax cos kx dx удобн о про
вести  м етодом  сведения к интегралу того  же вида путем приме
нения интегрирования по частям  дважды:



/

и — е , 

dv =  cos кх dx

1

du — a eaxd x ,

v =  -p sin kx.  
к

eax cos k x d x  =  eaa: sin fcx 
к - U eax sin k x d x .

и =  e , 

rft) =  sin &x rfx

du =  a eaxdx,

v =  — i  cos kx.  
к

I
e ax cos k x d x  =  -J- e ax sin kx  -f -^r e ax cos kx  

к k l -  Ip j
e ax cos k x  dx.

Из последнего равенства и находим искомы й интеграл:

к2 +  а 2 
к2 / еах cos кх dx  =

a cos кх  +  к sin кх  
к2

/ е ах cos к х  dx  =
a cos кх +  к sin кх  

а2 +  к2

Аналогично

Ьк =  — I f ( x )  sin k x d x  

1 a sin кх — к cos кх

7Г К

=  — /  f i x )  sin k x d x  — — I
n J *  J

eax sin k x  dx =

t  iMb 1 2 k  — (—1) ~  ' n sha7r,7Г a2 +  к2 |_T 4 ж a2 +  k 2

k —1 , 2 , . . .  С л едовательно, при —ж <  x  <  ж имеем

2 s h a 7 T 1 А ( - 1 )*
2a ' ' а2 +  к2

к — 1
(a cos к х  — к sin кх)

В точках разрыва

, _  / ( - 7Г +  0) + /(тг -  0) _  е ~ а* +  е а 
( ’ 2 2



В частны х сл учаях при а =  1 и а =  - 1  получаем  соотв ет 
ственно

2sh 7Г 
7Г

2 sh 7г
7Г

1 V2'  С "1)* , 1 , . 1 \« +  > т— гг  (cos кх -  к sm кх)2 “  1 +  ifc2

1 ^  ( - 1)1 / , , ■ L ч- + >  •; г г ( c osk x  +  к s inAi )
2 "  1 +  к2

П р и м е р  3. Разлож ить в ряд Ф урье 2тг-периодическую 
функцию f ( x )  =  х +  |х| (р и с .29 ,а), заданную на интервале (—ж, ж\.

Р е ш е н и е .  Данная функция удовл етворяет условиям  теоре
мы о разлож им ости функции в ряд Ф урье. При этом  ряд Ф урье 
для функции /(ж ) сход и тся  при всех х  и значения его сумм ы  S(x)



совпадаю т со  значениями функции /(ат) во всех  точках, кром е 
точек ее разры ва ж =  ±('2 к — \)ж (к =  1 , 2 , 3 , . . . ) .

Значения функции £>'(ж) при ж =  ±тг оп редел яю тся  ф орм у
лой (5). В данном сл учае / ( - ж  +  0 )= 0 , /(ж -  0)=27г. По
этом у  5(±7г)=тг. Т ак как функция ,$(х) 2тг-периодична, то 
5 ( ± ( 2 * - 1 ) т г ) = т г  ( * = 1 , 2 , 3 , . . . ) .

График функции S { ж) —  сум м ы  ряда Ф урье для данной функ
ции /(ж ) —  изображ ен на ри с.29,6.

Теперь п острои м  ряд Ф урье для рассм атриваем ой  функ
ции /(ж ).

Вычисляя коэффициенты Ф урье для функции /(ж ) по ф орм у
лам (2) и принимая во внимание, что

/ ( * )  =  {
О при — ж <  ж <  О, 
2ж при 0 <  ж <  ж,

имеем

а0 = i J  /(ж) dx = ^  J  /(ж) dx + J  /(ж) dx
—  ж —  ж О

О ж

= — | J  0 dx + J  2ж dx =  — J  2ж dx = — 2 —
- т о  О

Лалее,

ж Ж Ж

к =  — I f i x )  cos kx dx =  — I x  cos kx dx =  — I x d 
*  J ТГ J ж J

0 J

=  Ж.

sin kx

2  Г sinkx  Г  f  sin^-ж , 1 2 cos kx  Г  2 .
=  —ix  — :—  | — /  — :—  d x | = ------- ——  | =  —rv [cosкж — 1J =

ж к2 |0 ж к2

(Л ля вычисления интеграла использована ф ормула интегриро
вания по частям .)



Т 1Г
2  f  ■ и j  % [  (  c o sкх\=  — х  sin кх dx =  — I x d  I   —  I
тг у тг J \ к J

о о
7Г

2
[

cos fcx ТГ

7Г
О

П одставляя найденные значения «о, и 6* (Яг =  1 , 2 , 3 , . . . )  в 
ряд Ф урье (1), получаем

5 (* )= 4  +  £  {  i  ^ c o s k x + l  ( ~ 1)*:+1 eint*|.
Jb =  l  ̂ '

Э тот  ряд сход и тся  при всех х.  А так как S(x )  — f ( x ) ,  то для 
всех  х  из интервала ( — 7Г, 7г] им еет м есто разлож ение

П р и м е р  4. Разлож ить в ряд Ф урье функцию с периодом  2ж, 
определенную  равенством  / ( х )  =  ж2 при —ir <  х <  тг (р и с.30). 
При помощ и полученного разложения вы числить сум м ы  рядов

х  +  М = ^ + Х / 1  -  1] c o s k x + j  ( - l ) k+1 sin к х  1 .



Р е ш е н и е .  Данная функция удовл етворяет  условиям  теор е 
мы о разлож им ости  и, следовательно, разлагается  в ряд Ф урье. 

Функция f ( x )  =  х 2 —  четная, потом у по ф ормулам (6) имеем

а о =  -  j  f ( x ) d x = -  j x 2d x = -  
7Г J Ж J Ж

2 ж3 2 , ” 7Г У  ~  3 *  '

ак
2 Г 2 Г ,  2 [

=  — I / ( * )  cos kx d x =  — I x  cos kx d x = — I x 
Ж J ж J ж J

о o o
2 d

sin kx

2 ,  sin kx  
— x  — ;—

4 cos kx
жкХ к

 f  x  sin kx dx =  —  f
irk J жк J

о 0

' - — I
о * b 2 j

x  d
cos kx 

к

4 sin kx
cos kx  <ia;=—рг ж cos кж— , ,

жк* жк* к

=  * а ( - 1 ) ‘  (it = 1 , 2 , 3 , . . . ) ,  =  0 (Д: =  1 , 2 , 3 , - . . ) -

П оэтом у, при —ж <  х  <  ж получаем  разлож ение

2 00 

=  t  +  4 D - 1)1
к = 1

. cos кх 
к2 '

При х  =  О

( -1)* ж2
з р  ’ или 3

к = 1
= - " Е

fc=i

( - 1 )*
к2 ’

откуда

Е
к=1

( - 1 ) *  1 1 1 _ Ж 2

к2 ~  22 +  З2 42 +  ’ ' _  12 ’

А налогично при х  =  ж находим

v ±  =  i 1 12 ^ , If.2 +  92 +  .42 +  • • fi •



Г х/2 при -  ж <  х <  ж,
/ ( * )  =  1 п( 0 при х ~  ж

с периодом  2 ж (р и с .31).
Р е ш е н и е .  Данная функция удовл етворяет условиям  теоре

мы о разлож им ости , следовательно, ее мож но разлож ить в ряд 
Фурье.

Рис. 31.

Так как данная функция нечетная, то по ф ормулам (8) имеем 

bk = — J  f (x )  sin кх dx =  — j  ^  sin k x d x  = — J  x d  =

k h
1 x  cos kx  
ж к

, , co sk x  ( —1)*+1
H г I cos kx  dx = -------  —  =  -— (--- ,

жк J к к

Значит, в точках непреры вности 

и в точках разры ва

*=i

л±1г) =  / ( - »  +  о> +  Я » - о >  =  4 ± 1  =  , ,

П р и м е р  6. Разлож ить в ряд Ф урье функцию f ( x )  =  2х  при 
О <  х <  27г с периодом  2 ж (рис..32).



Р е ш е н и е .  Функция не явл яется  ни четной, ни нечетной, так 
как интервал ее задания 0 <  х  <  2 ж не сим м етричен отн оси 
тельно начала систем ы  координат, а так как она уд овл етворяет  
условиям  теорем ы  о разлож им ости , то ее мож но разлож ить в 
ряд Фурье.

По формулам (10)
2ir

Рис. 32.

2ж
1 (  1 f  1 X 2 I

=  — /  f ( x )  dx — — I ‘2x dx =  — 2 —  =  4ж,
Ж J Ж J тг 2 о

o o
2 t  2 x

=  — J  f ( x )  cos kx dx — — J  2 x  cos kx dx =  — J  x  d f —
0 0 0

2ir ^  2t

— £  J  sin kx  da;j =  — —  J  sin kx dx =

do

2tt

a*
kx

2  Г sin kx
=  ж г  П Г "

ж к2 c o s ^ j; = 0  (Ar =  1 , 2 , 3 , . . . ) ,

bk — — J  f (x )  sin kx dx = — J  2x sin kx dx =
о о

2*
2 f  (  cos kx\ 2 Г cos kx

2 n

i / *+  T  /  cos kx dx

2 Г 1
—у  — 2 ж cos 2 жк +  -  sin kx  
жк I к

2тг

0

4
к



2х  =  2ж — 4
sin кх

к = 1

при 0 <  х <  2 ж, и

5 (0 ) =  5(2тг) =  ^ + ° ) + ^ 27Г~ ° )  _  _  2тг.
2 2

С ум м у ряда Ф урье в други х  точках мож но найти, используя
периодичность функции. Например, 5 (15 ) =  5(15 — 2 • 2ж) =
=  / ( 1 5 - 4 т )  =  2 ( 1 5 - 4 » ) .

П р и м е р  7. Разлож ить в ряд Ф урье функцию f ( x )  =  х 2,
0 <  х <  2ж, с периодом  2ж (р и с .33).

Р е ш е н и е .  Данная функция не явл яется  ни четной, ни нечет
ной, так как обл а сть  ее задания не сим метрична относительно 
нуля.

Коэффициенты Ф урье определим по формулам (10):

2ж
27Г_ 8 тг2

„ "  3 ’

Пк-

а о = — [  f ( x ) d x = — [  х d x =  — 
ж J ж J ж

о о
2тг 2т

— I f ( x )  cos кх d x = — I х 2 cos k x d x = — I x 2 d 
я  J Ж J ж J

sin kx

sin kx
_ 2 ir 2tt

f  sin kx I f  2 f  . \
— 2 I x  — :—  аж =  — I — -  I x  sin kx dx I =

0 J к ж\ к J J



2ir
1 2  f  ( c o s k x \  2

~  7г к J X V  &  /

cos kx Г cos kx ,
* — ;—к 0  J k

2 Г 2тг sin fcz 
7rfc fc &2

i2ir

. 1 /  \ . 1 /* 9 • i j  1 /" 2 j  /  c o s  k x \bk =  — I f ( x ) s m  kx a x = — I x  sin k x d x —— I x a I ------ ;—  =
it J ir J тг J \ к J

о o o
2lr

J 2
1 Г „ c o s k x  

=  -  -  x 1 — -—
„  . coskx  , 

+ 2  /  x  — ;— dx
1 Г 4тг2

2тг 0 2тг
2 f  ( sin kx\  1 1 Г 47Г2 2 2 f  . '

+ t  J  ’ d { ~ ) r ^ r ~ ^ + ^ x o ~ ^  J  ‘ m

1 Г 4тг2 2 , 2>n
   f- —  COSfcX

7Г k k* 0 -I

47Г
( * = 1 , 2 , 3 , . . . ) .

П олучим ряд Ф урье

4тг2 v~"> cos кx  v-^sinfca:
T + 4 E i r - 4 ' E - r

k=l *=i
x 2 при 0 <  x <  'Its,

2 ir2 при x  =  0, x =  2я\

При x  =  0 и £ =  ‘2п сум м а ряда определяется по ф ормуле (5): 

5 (0 ) =  5(2») =  1-  [ / (+ 0 )  +  / ( 2 * - 0 ) ]  =  i [0  +  (2*)2] =  2*2.

П р и м е р  8. Записать в комплексной форме ряд Ф урье для 
функции из примера 2.

Р е ш е н и е .  Вычислим коэффициенты ряда по формуле (13):

Ск

К  7Г 7Г

=  i  J  f ( x )  e~ ikxdx =  1-  j  еах e~ikxdx =  i -  J  ea~ih> d x  =



j  gO- i k ) x

2 ж a — ik
=  w  1 . . .  [ea* e ~ ik* -  e~ a*eik" } =

2тг(а — гк) L

= -------- -— — [ea,r(cos кж — i sinfc7r) — e a7r(cosA;7r +  i sin'&ir)] =
2 ж(a -  ik)

=  о /  ^  ~  e~ " )  ( - 1)*'2 я -(а  — г к )

Р яд Ф урье для данной функции запиш ется так:

г>аж — е ~ а* i f f  e i k x  ah ai r  , Pikx

—  S  ( - » ‘ ^ r s = — E  ( - 4 * ^ 5
k = — oo fc =  — 00

eal =  -

при —7Г <  x <  ж. В точках x  =  ±ж

=  s w  =  Я - *  +  о )  +  Я * - о )  =  £ ^  +  « !

• Разлож ить в ряд Ф урье функции с периодом  2ж: 
Г - 3  при -  ж <  х  <  О,

1 - / м  =  ( 2

{ах

ь ,

при 0 <  х <  ж. 

при 0 <  х <  ж,
где а и 6 —  числа.

при — ж <  х <  О,
а) П остр ои ть  график исходной  функции при а >  О, Ь >  О, 

|а| >  |6| и найти ее разложение;
б) Р а ссм отр еть  случаи а =  6 = 1 и а = 1 , 6  =  —1. П остр о 

ить графики этих функций и, используя их разложения в три го
ном етрические ряды Ф урье, найти сум м ы  числовы х рядов:

-1El —11 . i l l  I-
2 к -  1 =  - 3 +  5 _ 7 + " '  +  _2 * - 1  *=1

+

fc =  l

1 J_ J_
( 2к -  1)2 _  р  +  32 +  52 ...............(2& — 1)2



Г — X при — Ж <  X  <  О,
3. f i x )  = 4  н -  -

(. О при О <  х <  ж.
С  помощ ью полученного разложения найти сум м у ч и сл ового
ряда

8. / ( х )  =  х3 при —ж <  х <  ж.

9. / ( х )  =  cos ах при —ж <  х <  ж, а ф к, к =  1,2, 3 , . . .
10. / ( х )  =  |х| при —ж <  х <  ж.

11. / ( х )  =  |sinx|.

12. / ( х )  =  х cos х при —ж <  х <  ж.

13. / ( х )  =  х sin x  при —ж <  х  <  ж.
7Г — X

14. / ( х )  =  — - —  при 0 <  х <  '2ж. П острои ть график сум м ы  ря

да S(x)
15. / ( х )  =  ех — 1 при 0 <  х <  '2ж.

16. Записать ряд Ф урье 27г-периодической функции

4. / ( х )  =  х(ж — х ) при — ж <  х <  ж.

5. / ( х )  =  ж +  х при — ж <  х <  ж.

при 0 <  х <  ж.

при — ж <  х <  О

1 при — ж <  х <  О 
— 1 при 0 <  х <  ж.

при 0 <  х <  7Г,

при — ж <  х <  О

в комплексной форме.



§2. Разложение в тригонометрический ряд Фурье 
периодической функции с периодом 21

Если функция f ( x )  с периодом  21 кусочно-м онотонна в про
меж утке [—/,/] и им еет в нем не бол ее конечного числ а точек 
разрыва, то во всех  точках непреры вности справедливо разло
жение

где

-I
а в точках разры ва

,/  ч по \~  ̂ (  кжх , . кжх\
f ( x ) =  у  +  2_] cos ~  +  sin ~ Т ~ )  ’

I

ао =  у  J  f ( x ) d x ,
- 1

1
1 f  Ьтгт

(Ik =  у  J  f ( x )  COS —  dx ( к -  1 , 2 , 3 , . . . ) ,  (15)
-I

I
1 f  Ic k t

h  =  у  J  / ( * )  sin —  dx ( * = 1 , 2 , 3 , . . . ) ,

f ( x  +  0) +  f ( x  -  0)
(16)

Е сли функция f { x )  рассм атри вается  на откры том  промеж утке 
( - 1 , 1), то

S(l) =  S { - 1 )  =  K ~ l +  0)2+  №  ~  . (16')

В сл учае разлож ения функции f ( x )  в ря д  Ф урье в произволь
ном пром еж утке [а, а +  2/] длиной 2 1  пределы  интегрирования в 
ф ормулах (15) зам еняю тся на а и а +  21 соответствен н о.

З а м е ч а н и е .  Ряд (1) является частны м сл учаем  ряда в фор
муле (14). Он пол учается  из последнего при / =  ж. Ф ормулы (2) 
вы водятся  соответствен н о  из формул (15) при I =  ж.

А налогично, если f ( x )  —  четная функция, то ее ряд им еет вид

00 Iап \ А* 7гх
у  +  ] Г а * с ° 8 — , (17)

fc=i



где

О
I

о г IcTTx
ак =  у  J  Д х )  cos —  dx ( к -  1 , 2 , 3 , . . . ) .

Е сли f ( x )  —  нечетная функция, то ее ряд определяется  выраж е
нием

,22, /пт?
^ 6 t s i n — , (19)
к= 1

где

h

I
О Г kirx

=  у  J  f ( x )  sin ——  dx (к =  1 , 2 , 3 , . . . ) . (20)

П р и м е р  9. В пром еж утке ( —1,1) разлож ить в ряд Ф урье 21- 
периодическую  функцию

при — / <  х  <  0, 
при 0 <  х <  I.

( о 
№ > « { ,

Р е ш е н и е .  Г рафик данной функции представлен на ри с.34.

Найдем коэффициенты Ф урье по ф ормулам (15): 

I

а о =  у  J  f ( x ) dx =  j  J  Q d x + j  J  x dx  =  j y ‘ - I  t - L
~  I 2 ~  2

- i



I и /
1 /■ к жх 1 [  кжх 1 [  кжх

а* =  j  I f ( x )  cos —j — ах — -  I 0 cos - у — d x +  -  I x  cos —j — ax =
- i  - i

= i j  x c o s ^ d x =  J  j  x d l ^ L

о 0 '  1
I I

/ кжх , 1 / . кжх 1 i
sin — —dx =  — -—  I sin —— rfz= — -— —-

l кж J l кж \ I

sin \ 1 Г I кжх
— -  \x —  s in  ■

/ кж I

кж

l кжх\— cos —  J

=  w ? < c o s b  “  l )  =  (1 -  а я к ’' ) =  -  k b  “  ( _ l , ‘ ) =
0

2 1

( 2 m — 1 ) 2 ж2

при к =  2 m,

при k = 2 m  — 1, ( * = 1 , 2 , 3 , . . . ) ,

< U (
1 f  . . кжх , 1 Г . кжх , I f .  кжх ,

bk =  у  /  f ( x )  sin ——  dx =  у  I 0 sin —  аж +  у  / х  sin ——  dx =
- I  - I

0 0 4 ' '

1 f  kirx ] 1
+ h J “ T T I

/ кжх
x  -— cos ——

К7Г I

I 1 1 . ктгх
■ -— COS A?7T-h -— -— Sin —— 

К7Г KIT К7Г I

I
=  - - ( - ! ) *  ( * = 1 , 2 , 3 , . . . ) .

П олагал * =  m (*  =  m =  1 , 2 , 3 , . . . )  для записи ряда Фурье, 
окончательно пол учаем  в точках непреры вности

Ш = 1

1
ж( 2  т  — I )2

2m — 1 ( — 1)т  тжх
c o s  ;—  жх Н—   sin — ;—

2 т

и в точках разры ва

S ( - 0 = S ( , ) , / ( - | + °>f ^ ^ 4



f { x )  =  <

0 при -  2 <  х <  — 1, 
х  +  1 при -  1 <  х <  О,
1 — х при 0 <  х <  1,

О при 1 <  х  <  2,

с периодом  21 =  4.
Р е ш е н и е .  П острои м  график функции f ( x )  (р и с .35).

■5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Рис. 35.

График функции сим метричен относительн о оси  O Y . С л едо
вательно, данная функция четная, п оэтом у  она разлагается  в 
ряд Ф урье по косинусам . И спользуя ф ормулы  (18), получаем

i 1 i

ао =  |  J  f { x )  dx =  J  ( I  — x ) d x  +  J  Qdx — - ( I - * ) 2 1
2 ’

2 1 2 
2 /  , /  ч kirx , f .  . kirx , kirx ,

ак =  -  I f { x )  cos — dx — I (1 — x) cos a x +  I 0 cos ——  dx -=
о о 1

i . l

/ / ,  ч kirx , x 2 kirx 2 f  . kirx ,
( l - z ) c o s  —  *  =  ( 1 + _ y „ „ _ *  =

0
kir\  _
~2~J =

2 2 kirx \
kir kir V ' C° S ~ 2 ~J

1 — cos

при к =  2m -  1, 
p p -  при к =  2(2m -  1),

0 при =  4m , m = l , 2 , 3 , . . .



/ ктгх(1 — x)  cos ——— dx использовано ин-

oтегрирование по частям :

и =  1 — х, du =  —dx,
, кжх f  кжх , 2 kirx

dv =  c o s  dx, v =  I c o s  dx =  -— sin —— .
2 / 2  кж 2

Вычислим несколько значений я*:

, 4 8 пm -  1 : а 1 =  , а2 =  а4  =  0;
it-1

4 8 m _  2 . аз — , «6 — g2ff2 ’ “ 8 ~  '

„  _ о  4 8
m -  3 . а5 -  > яю  -  iq 2̂ 2 ’ в12 _

Т огд а  ряд Ф урье для данной функции можно записать так:

.. 1 4 /  жх 1 '27гаг 1 37гаг
/ (Х)  = 4 +  ^  l COS Т  +  2 C°S —  +  3^ C0S ~ 2 ~ +

1 5жх 1 бжх
+  55 —  +  6 ^ С“ —  +  '

и это  разлож ение справедливо при всех значениях х, так как 
функция f ( x )  непреры вна на всей  числовой  оси.

П р и м е р  11. Разлож ить в ряд Ф урье функцию f ( x )  =  х 3  с
периодом  2/ =  2 в пром еж утке ( —1,1).

Р е ш е н и е .  Данная функция является нечетной, п оэтом у  раз
ложение (14) содерж ит только члены с синусами, а* =  0. К оэф 
фициенты Ьк в этом  сл учае мож но определить по формуле (20):

’ ;кжх\ „  ,  к г -  1
>k =  j J  х 3 sin кжх dx =  2 J  х 3  d =  - 2 * 3 cos

С7ГХ

кж
+

0



6 f  2 6 f
+  —  x 2 c o s k i r x d x = -  — (1 cosfc7T—OcosO)+—  x 2d 

kir J kir kir J

sin kirx \ 
kir )

A ~ l )k 6 2 • и=  -  2 -  - f -рг-тг Д sin kirx
kir к ir

1 _ I L  /
о k2*2 J x sin kirx dxz

sint’' “ 0sln0) +  F ^ / ’ : '
0

COS knx\
к тг /

=  ( - i )
ifc+i +

12
kir k3 ir3 

2 12

ж cos kirx
12 f  cos kirx

k 2 ir2 J kir
dx -

12 sin kirx
= (_ 1 )  й + 5м ( 1 ' “ 1, г - 0 с“ 0) - р ч 5 Т ^

= < - 1)‘ t S  +  < - 1»‘ p ? = < - 1»‘ n ( - 1 + K 5

(k =  1 , 2 , 3 , . . . ) .  В ычисление интегралов проведено интегриро
ванием по частям .

Итак, в точках непреры вности, т.е. при — 1 <  х <  1,

Jb = l
9 00

=  - £  1Гк = 1

kir

( ~ l ) k + l

+
k3 ir3

+ { - l ) k 6

к k3 ir2

а в точках разрыва, т.е . при х  =  ± 1 , имеем

sin kirx =

sin kirx,

S ( - 1) =  5 (1 ) =  H - L + J l f W - Л  =  t l r  +  O Z  =  o.

• С ледую щ ие функции разлож ить в ряд Ф урье в указанных про
меж утках:

17. f { x )  =  1 — х 2, —1<ж<1,  /=1,  где 21—  период функции.



— 1 при — 1 <  ж <  О
\ 1 при О <  х  <  1, если /(ж ) =  f ( x  +  2).

19. f ( x )  =  х  — 2, — 1<ж<1,  2 /=2 , 2/ —  период функции.

20. f ( x )  =  ех , —1< х < 1 .

21. /(ж ) =  3|ж| -  2ж, —1 /2 < ж < 1 /2 , если /(ж ) =  /(ж  +  1).

§3. Р а зл ож ен и е  в т р и г о н о м е т р и ч е с к и й  р я д  Ф урье 
н е п е р и о д и ч е ск о й  ф ункции

В преды дущ их параграф ах мы исходили из предположения, 
что заданная функция определена для всех вещ ественных значе
ний переменной и притом  им еет период 2ж (или 2/). М ежду тем 
чащ е всего  приходится иметь дело с непериодической функцией, 
заданной только на пром еж утке [—ж, ж].

Ч тобы  иметь право применить к такой функции изложен
ное ранее, вм есто нее вводится  вспом огательная функция / * ( ж), 
определенная следую щ им  образом . В пром еж утке ( —ж, ж] функ
ция / * ( ж) отож дествл я ется  с функцией /(ж ):

а на остальны е значения ж расп ростран я ется  функция / * ( ж) по 
закону периодичности / *(ж +  2 ж) =  / * ( ж).

К построенн ой  таким образом  функции / * ( ж) с периодом 2ж 
можно применить теорем у о разложении. В точках непрерыв
н ости  функция / * ( ж) разлагается в ряд (1). Значения аргумента 
ограничиваю тся интервалом ( —ж, ж), и в точках непреры вности 
функция /(ж ) расклады вается по формулам (2):

/ * ( ж) =  /(ж ) ( —ж <  х  <  ж), (21)

затем полагается
/ • ( - * )  =  / » ,

1Г

+ — J  /(ж ) sin kx dx^j sin kx — Ж <  X <  ж, (22)
—  7Г



в точках разры ва внутри  пром еж утка ( —ж, ж) —  по формуле

SW  =  / ( » - 0 )  +  / ( *  +  0).  (23)

на концах пром еж утка —  по формуле

s { . , )  =  а д  =  П - ;  +  « )  +  Л 1 г Л .  (24)

З а м е ч а н и е  1. О тм етим , что вм есто  пром еж утка [— ж, ж] 
можно брать л ю бой  пром еж уток [а, а +  2ж\ длиной 2ж. А нало
гично вм есто пром еж утка [— /, /] —  пром еж уток [а, а +  2/] длиной 
21.

З а м е ч а н и е  2. Е сли  тригоном етрический ряд (1) сход и тся  
в пром еж утке ( —7г, ж) к функции } ( х ) ,  то поскольку его члены 
им еют период 2ж, он сходи тся  в сю д у  и сум м а его S ( x ) —  также 
периодическая функция с периодом  2ж.

Как известно, функцию f ( x ) ,  заданную в пром еж утке [—ж, ж], 
можно разлож ить в тригоном етрический ряд Ф урье по коси ну
сам, если она четная, и по синусам , если она нечетная.

Если же функция f ( x )  задана лишь на пром еж утке [0 ,7г], то 
для разложения ее в ряд Ф урье (1) задание этой  функции произ
вольно дополняется в пром еж утке [—ж, 0), что  дает возм ож ность 
восп ол ьзоваться  теорем ой  о разложении.

М ож но произвольно задать функцию в пром еж утке [— ж, 0) так, 
чтобы  получить для этой  функции разлож ение только по коси 
нусам или только по синусам . Д ля этого  в пром еж утке [—ж, ж] 
задаю т функцию

\ / -ft- *)  при - * ■ < * <  о,
\ f ( x )  при 0 <  х <  ж,

т. е. осущ ествл я ю т четн ое продолж ение данной функции f ( x )  на 
пром еж утке [—ж, 0). Затем  и сп ол ьзую т формулы (6) и для точек 
непреры вности записы ваю т разложение по косинусам:

1Г Т

/  f ( x ) d x  +  ^ ^ ^ —J  f ( x )  cos kx dx'j cosk x  (0 < x < ir ). 
о t=1 о



f*(x ) =  / - ^-а:) при — 7г < ат < О,
\ /(х) при 0 < * < 7Г,

осущ ествл я ю т нечетное продолж ение заданной функции f ( x )  на 
пром еж утке ( —х, 0). Затем  и сп ол ьзую т формулы (8) и для точек 
непреры вности функции записы ваю т разлож ение по синусам:

ОО *
f ( x )  sin k x d x j  sin к х  (0 <  x  <  ж). (26)

*=i о

А налогично для пром еж утка [0 ,/), / >  0, имеем

/ ( ж) = у  j  f ( x ) dx+ Y l { j  J / ( * ) cos cos (Q<x<l) ,
0 fc = 1 0

(25')
при разлож ении по косинусам  и

/ 0 е) =  Ц  ( j  J f (x ) sin - J -  dxJ sin —j ~  (0 <  x  <  I) (26')
k= 1 о

при разлож ении по синусам .
В точках разры ва функции f ( x )  сум м ы  рядов (25 ') и (26 ') рав

ны пол усум м ам  одн осторон них пределов функции.
В оп рос о значении сум м ы  ряда Ф урье для функции f ( x )  в 

точках х  =  0 и х  =  ж тр ебу ет  специального рассм отрения.
При разлож ении функции f ( x )  по косинусам  значение S(x )  в 

точке х  =  0 зависит от  того , является ли функция f * ( x )  непре
рывной в этой  точке. В виду четн ости  продолж ения функция 
f * ( x )  непреры вна в точке х  =  0. С ледовательно, 5 (0 ) =  /* (0 )  
или 5 (0 ) =  / ( 0 ) .

Значение S(x)  в точке х  — ж определяется по формулам

а так как в данном сл учае / * ( —ж) =  /*(тг) =  /(тг), то  5(тг) =  /(ж).



Таким образом , при сделанных предполож ениях разлож ение 
(25) справедливо во всем  интервале [0 ,7г].

При разлож ении функции f ( x )  по синусам  S (x ) при х  =  0 опре
деляется выражением

а д  =  Г ± ± Ц Г 1 + < > )  =

Оно совпадает с / ( 0 )  только в случае, когда / ( 0 )  =  0.
А налогично в точке х  =  тг имеем 5(я-) =  0. Е сли же f ( ir)  =  0, 

то S(iг) =  / ( 7г).
Таким образом , разлож ение (26) им еет м есто  лишь в интер

вале (0, я).

П р и м е р  12. Функцию f ( x )  =  |ж|, заданную  в пром еж утке 
[—2,2], разлож ить в ряд Фурье.

Р е ш е н и е .  В ведем  в рассм отрение н овую  функцию /* ( х )  =  
=  / ( * )  =  |х| при - 2  <  ж <  2, Г  ( - 2 )  =  /* (2 )  =  2, Г ( х )  =  /* ( х  +  4) 
(р и с.36).

Для функции / ( х )  ввиду ее четн ости  справедливо разлож ение 
(17). Вычисляя коэффициенты по формулам (18):



2 кжх 
=  X k ^ Sm ^ -

Z

kir J
. kirx 2 2 kirx

sin ——  ax — -— -— cos ——  
2 kir kir 2

при к =  2m,

k h r2
(cos kir — 1) =

k2ir2
при it =  2m — 1, m — 1 , 2 , 3 , . . .

(при вычислении интегралов использовано интегрирование по 
частям ), пол учаем  иск ом ое разложение

1*1= 1 -
1

—  У '
7г2 t—* (2т  — I )2m=l v '

П р и м е р  13. Разлож ить функцию f ( x )  =  х  (0 <  х <  ж) в ряд 
Ф урье по косинусам .

Р е ш е н и е .  Д оопредел им  данную функцию f ( x )  на пром еж ут
ке [—ж, 0) четным обр азом , а затем периодически с периодом  2ж 
на в сю  ось  и восп ол ьзуем ся  разлож ением (25):

Ж

2 ’

2 [ 2 [
Iк =  — I f ( x )  cos кх dx =  — I х

о
If

- I / -о
It

4 /

cos kx  dx :

, ,  s in k x \  2 Г sinfcx
i [ —  ) =  i, * —

sin kx dx =  —p  cos kx
„  cos к ж — 1

=  P ir  < * > 0 >

(при вычислении интеграла использовано интегрирование по 
частям ), т .е . а2т =  0, a2m_ l =  (m  =  1 , 2 , 3 , . . . ) .



График сумм ы  ряда изображ ен на рис. 37.
П р и м е р  14. Разлож ить в ряд Ф урье функцию f ( x ) = x - ^ x 2, 

заданную  на полупериоде в пром еж утке [0,2].

Р е ш е н и е .  П риведем два наиболее важных варианта разло
жения.

1) Л оопределим  функцию f ( x )  на пром еж утке [—2,0] четным 
образом  (рис. 38).

Т огд а  / =  2, б* =  0 и по формулам (18)

S

я х

Рис. 37.

у

Рис. 38.

ah = l J  ̂
о о



х 2 кжх .
и — х  — —, av =  cos ——  ах\

du =  (1 — a:) dx, v =  sin
к 7г 2

at

_2_

( ' “ j * 2)

2

Г J (1 — ,ат) si]

кжх _2_
кж

1
ч .

* )sm  — dx ■■

кжх 
sin ——  dx.

Еще раз

и

интегрируем  по частям : 

и =  1 

du =

, кжх
х, dv =  sin

Н JC 
~2~ '

аь 1 Ртг2 C° S 

4

=  —dx, 

кжх
— о - * )

кж
cos

кжх

/ кжх , 
cos —  J * ,

•t 4 4 2 .  кжх
k W  СО “  к Ч 2 +  £2^2 ^  81П “у

Р ^ 2  COsk%~ J J ^  =  “ £2^2 f1 +  ( —1) ‘ ]
g

- 7о 42 2 ПРИ * =  2ш >(2/71)-“ 7Г2
О при А: =  2m — 1 ( т  =  1 , 2 , 3 , . . . ) .

Окончательно согл асн о  формуле (25 ') получаем

, . _  1 8 cos пгжх 1 8 /
"  3 ~~ ** 2 ^  (2 ш )2 =  3 '  ^  I j

т = 1  '  '

1 8 / 1  1
о  7 h v >  c o s  ^  cos 21гаг+3 и-* ^2-* 4*



2) Д оопределим  функцию f ( x )  на сегм енте [ -2 ,0 ]  нечетным 
образом  (рис. 39). Т огд а  / =  2, а* =  0 и по формуле (20) имеем

bk~ \ j  ̂  sin~Y~dx = /  (* “ 5 *2) sin ~Y dx'

1 2 , кжх ,
и =  x  — -  x , dv =  sin ——  dx,

£ ti

du =  ( \ - x ) d x ,  v =  - -Д -  cos ;
кж 2

cos
*‘  =  " S  ( ‘ " 2 *

= T i ] ( l - z ) c °ek^ f d x -

кжх
+

кж
J  (I — x)  Cj

кжх
c o s  dx =

2

u =  1 -  X ,  dv — cos dx ,

, , 2 Arxa;
aw =  -d x ,  и =  —  sin ——  ;

кж 2

, 2 кжх
ьк = т„ ,  (1 — ж) sin ——  * 2я-2 v '  2 +

. кжх 8 кжх
p j i '<* —

* 3 7Г3

0

cos кж +

16

к3ж3 к3ж3 
при к — 2т

~(2т - 1 ) 3ж3 пРи к  =  2 т ~ 1 ( т =  1 , 2 , 3 , . . . ) .



1 37ГХ 
-г  sin — — f-

(0 <  х <  2)

Значение сум м ы  ряда Ф урье для данной функции в л ю бой  
д р угой  точке мож но найти, и сп ользуя свой ства  сум м ы  ряда —  
периодичность и нечетное продолж ение. Например, 5(11) =

• 22. Разлож ить в ряд Ф урье по синусам  функцию / ( х )  =  cos2x, 
заданную в пром еж утке [0, тг].

23 . Разлож ить в ряд Ф урье по синусам  функцию / ( х )  =  ж в 
пром еж утке [0,1].

24. Разлож ить в ряд Ф урье по косинусам  функцию

заданную  на пром еж утке (0,2].
25. Разлож ить в ряд Ф урье по синусам  функцию / ( х )  =  1, 

заданную  в пром еж утке (0 ,1 ).
26. Разлож ить в ряд Ф урье по косинусам  функцию

заданную  в пром еж утке (0 ,2 ).
27. Разлож ить в ряд Ф урье по синусам  и по косинусам  функ

цию / ( х )  =  х(тг -  х ), заданную в пром еж утке [0,7г].

28. Разлож ить в ряд Ф урье по косинусам  функцию / ( х )  =  
=  |cosx|, заданную  в пром еж утке (0 ,7г).

29. Разлож ить в ряд Ф урье по косинусам  и по синусам функ
цию / ( х )  =  еах, заданную  в пром еж утке от  0 до 7Г.

= 5 ( 1 1 -  3 - 4  ) = 5 ( —1)
Нечетное

продолжение
- 5 ( 1 ) = - / ( 1 ) = - ( 1 - * )  =  - *

Период

х  при 0 <  х <  1,
2 — х при 1 <  х <  2,

1 — х при 0 <  х  <  1 
х — 1 при 1 <  х  <  2



§1. Представление функций интегралом Фурье

Если функция /(аг):
1) задана на всей  оси  О Х ;
2) кусочно-м онотонна и им еет конечное числ о точек разры ва 

на л ю бом  конечном пром еж утке;
3) абсол ю тн о  ин тегрируем а на всей  оси  О Х ,  т.е. н есобствен -

+ о о

ный интеграл /  |/(ж)| dx сходи тся ,

то  при всех  значениях х функция /(ж ) представим а интегралом  
Ф урье

+ со + о о

— J  da J  f ( t ) cos «(< — х) dt, (1)
О — ОО

причем во всех точках непреры вности функции значения инте
грала Ф урье равны соответствую щ и м  значениям функции /(ж ), 
т. е.

+  00 + оо

/(ж) = k  /  da J  f ( t ) cos a(t — ж) dt, (2)
0 —oo

а в точках xq разры ва функции значение интеграла равно пол у
сумм е одн осторон них пределов функции в этих точках, т. е.

+ о о  + 0 0

f (x О ~  о) +  / ( * 0  +  0) _  I— — J  da J  f ( t ) cos «(< — жо) dt. (3)
О \ — ОО

И нтеграл Ф урье мож ет бы ть залисан в форме, аналогичной 
ряду Ф урье:

+ 00

/(ж  -  0) + / ( ж +  0) Г г , , , I / \ • 1 ,--------------   =  I [ а ( « ) с ов« ж +  6(a )sm axJ da, (4)



где

а (а ) =  ^  j  f ( t ) c o s a t d t ,
—  ОО

+оо

6(а) =  ^  /  f ( t )  sin at dt.

(5)+00 v '

В точках  непреры вности функции f (x )  левая часть  в эти х  со о т 
ношениях заменяется на f(x) .

Д ля четн ой  функции интеграл Ф урье мож ет быть представлен 
в виде

+оо 4*00
f ( x  -  0) +  / ( *  +  0) _  2

=  —  J  cos ах da j  f( t)  cos at dt, (6)

а для нечетной —  в виде

4-оо +оо
f ( x  -  0) +  f ( x  +  0) _  2

=  — J  sin a x  da J  f  (t) sin at dt. (7)

Е сли функция f (x )  задана лишь в интервале [0, + о о ), то, про
долж ая ее четны м или нечетным образом  в интервал ( —оо, 0], по
лучим представление функции /(х) в л ю бой  точке непреры вно
сти  интервала (0 ,+ о о )  в виде (6 )) или (7) соответствен н о. П ред
ставление (6) им еет м есто  и в точке х =  0, представление же (7) 
справедливо в точке х =  0 только в том  случае, когда /(0 ) =  0.

И нтеграл  Ф урье м ож ет бы ть записан в комплексной форме в 
виде

+ оо +оо
/(*  -  0) +  /(*  +  0) _  1

2 2тг
- 0 0  - о о

или в виде

+оо _ -f-oo+ 00 +00

— оо —оо



Ф ормулу (9) мож но представи ть как суперпозицию  двух фор
мул:

+оо

п « )  =  ^ =  J  f ( t ) e iatdt, (10)

+ 00

f ( x ) =  - L ^ J F ( a ) e - ixada.  (И )
— оо

Функция F ( « )  в ф ормуле (10) назы вается преобразованием Фу
рье для функции f ( x ) .  В св ою  очередь, функция f ( x )  в формуле 
( / l )  называется обратным преобразованием Фурье для функции 
F(a) .

Е сли в формуле (10) считать функцию F ( a ) заданной, а функ
цию /(ж ) неизвестной, то равенство (10) представл яет со б о й  ин
тегральное уравнение, а ф ормула (11) —  его решение.

П р и м е р  1. П редстави ть интегралом  Ф урье функцию

/(ж ) =

1 при 0 <  х <  1, 
1 /2  при х  =  0, х  =  1, 

0 при х <  0, х  >  1.

Р е ш е н и е .  Данная функция определена на всей  числ овой  
оси , кусочно-м онотонна и им еет конечное число точек разры
ва, абсол ю тн о интегрируема, так как интеграл

+оо 0 1 +оо

J  |/(ж)| dx =  J  0 dx +  J  I dx +  J  0 dx =  1
-ОО -ОО 0 1

сходится . С ледовательно, эта  функция представим а интегра
лом Ф урье (1).

В ычислим сначала внутренний интеграл:

+ 0 0  О

J  / ( < )  cos «(< — ж) dt =  j  0  cos rt(t — x ) d t +



1 + 0 О

+  j  1  • cos a( t  — x ) dt +  J  0 • cos a(t  — x )d t  =

sin (l — x)  +  sin a x  _  2sin^f cos =  _ _  _

и подставим  его значение в формулу (1):

+оо

м
а а(1 —2г)sin £  COS ----1 ,

 -----------------   da.
а

П оследний интеграл равен функции f ( x )  в точках непрерыв
ности.

В точках х =  0 к х  =  1, где данная функция терпит разрыв, 
полученное представление сохраняется , так как в эти х  точках

f { x  — 0) +  f ( x  +  0) =  1 =  f { x )

С ледовательно,

   da.

П р и м е р  2. П редстави ть интегралом  Ф урье функцию 

/ ( х )  =

—х +  2 при 0 <  х <  2, 

х  +  2 при — 2 <  х <  О, 
О при |х| >  2.

Р е ш е н и е .  Данная функция определена на всей  числовой  
оси , кусочно-м онотонна, имеет конечное число точек разрыва



+оо 0 2

J  \f(x)\dx =  J ( x  +  2 )d x  +  J ( 2  — x ) d x  =

— оо — 2 О

(ж +  2 )2 |и (2 -  ж)2 |2

2 1—2 2 |„
= 2 + 2 = 4

сходи тся . Значит, она представим а интегралом  Фурье.
Данная функция четная, и интеграл Ф урье определяется фор

мулой (6).
В ычисляя внутренний интеграл

+ оо  2

I cos at dtJ  f ( t )  cos atd t  =  J (—t +  2 )  cos a t d t +  j  0  • cos at dt =

0 0 2 
2 2

=  J  (2 — t) cos at dt =  j ( 2 - t ) d ( ^ ^ J  =  ( 2  -  ^ +

/ s in at  , cosa< I 1 . , ,. 2 sin2 a
 d t -  r— = ----- 7 (cos 2a  -  1) = ------- 5—

a a 1 In a 1 a z
о

и подставляя полученное выражение в ф ормулу (б), имеем 

+00

4 f  sin a 
ж J а 2

—х +  2 при 0 <  х  <  2 ,

cos аж da =  ж +  2 при — 2 <  ж <  О,
О при ж >  2 .

П р и м е р  3. П редставить интегралом  Ф урье функцию 

/(ж ) =  <
е~х при ж >  О,

О при ж =  О,
—ех при ж <  О,



Р е ш е н и е .  Д анную  функцию можно представить интегралом 
Ф урье, так как она определена на всей числ овой  оси , кусочн о
монотонна, им еет единственный разрыв первого рода и инте
грал

+ о о  О + 0О

J  |/(х)| dx =  J  exdx +  J  e~xdx =

=  **1-00 -  =  (1 - 0 )  -  ( 0 -  1) =  2
сходи тся .

Р ис. 40.

Здесь мож но восп ол ьзоваться  ф ормулой (7)

+ о о  + 0 0

f ( x ) =  — J  s i n a x d x  J  e- t  sin atdt,

о о

ибо данная функция нечетная.
Внутренний интеграл вычислим, дваж ды интегрируя по ча

стям:

+ о о 4-ос

J  е~* sin at  dt = —е* sin a t ^ ™  +  a  J  e ~* cos at dt =

+ o o

cos at dt =  —ae  t cos at + 00

+ o o  +CO

a 2 J  e~* sin at  dt =  a  — a 2 J  e~ ‘ sin atdt.



О тсю д а

В итоге

CV
e- t  sin at dt =

J 1 +  a 2

+00
„  . 2 f  a s i n a z  ,

=  -  /  T il. 2 d a - it J 1 +  a 1

П р и м е р  4. П редставить интегралом  Ф урье функцию f ( x )  =  
е-Р*  (/? >  0, * > 0 ) .

Р е ш е н и е .  Д ля представления данной функции интегралом  
Ф урье продолж им ее для значений х <  0 нечетным образом , т.е.

, , ,  , /  е~0х при х >  0,
f  (х ) = \  - я ,  /  пI. — е рх при х  <  0.

Введенная функция f * ( x )  удовл етворяет всем  условиям  пред
ставим ости интегралом  Ф урье, а именно: 1) она определена на 
всей числ овой  оси ; 2) кусочно-м онотонна и им еет разрыв пер
вого рода в точке х  =  0; 3) абсол ю тн о  интегрируема, так как

+0° е -р х  + °°  1
e - ^ d x  =  ~^—/

о /? ’

и представима интегралом  Ф урье по ф ормуле (7). 
Запишем интеграл Ф урье для данной функции:

+оо +оо

^ J  sin а х  da J  е ^  sin at dt =  е~/3х при х  >  0. (*)

Вычисляя внутренний интеграл (интегрируя два раза по ча
стям, см. главу I, §1, пример 2)

+°° + 0 0

/
о

е - »  sin at dt =  - в ' *  g f ? 8
a 2 +  f32 a 2 +  /32



+с»
_ вх 2 Г с* sin ах

е =  _  /  а .  ~да На’ х > 0 - •к J a  -)- /з2
о

П р и м е р  5. Найти преобразование Ф урье для функции

{ж +  1 при — 1 <  х  <  —1/2 ,
1 при |х| <  1/2,

—х +  1 при 1/2 <  ж <  1,
О при |ж| >  1.

Р е ш е н и е .  По ф ормуле преобразования Ф урье

+оо 

— ОО

И спол ьзуя  вид функции /(ж ), находим 

- 1  - 1 / 2

у/2w F ( a ) =  J  0 - e iatd t+  J  (t +  l)eiatdt+
—  ОО — 1

1/2 1 +oo

+  J  1 • e,a<d< +  j { - t +  l)eia1dt +  J  0 • eiaidt.
- 1 / 2  1 / 2  1

Первый и последний интегралы очевидно равны нулю. О б о 
значим остальны е интегралы  соответствен н о J\, J2 , </3 и вычи
слим их:



J2 =  J  eiatdt =  Л  eiat 

- 1 / 2
at

1 /2  

- 1 / 2  m

=  - L  ( e « i / 2  _  e - < 4 / 2 \  _  
ai  V ) 2 ’

h

+

=  j ( - t  +  i y  

1/2

io,t^  = —. ( - t  +  l ) e iai+  
at

„«•/2
2ai

Т огда

n « )  = ' Л 1
\/2тг V^at 

2 sin f  1

.-<*»/2 - e i / 2  L  e_£U+  •

2 s i n f  1 1 ■„ 1 , Л
+ --------L - - T ea’ - - L e “ */2 +  - V e £” / 2 ) =a  <И 2ai a 2 J
_  1 /  2 cos a  sin ^ 2 cos \

л/2тг \ г 2 a  a 2 J ■

• 30. П редставить интегралом  Ф урье функцию

2 при 0 <  х  <  2, 
f ( x )  — 1 при х  =  0, х  =  2,

О при х  <  0, х  >  2.

31. П редставить ин тегралом  Ф урье функцию 

/ ( * )  =

1 на пром еж утке ( —1,1),
О вне пром еж утка ( —1,1),  
1/2 при х =  ±1 .

32. П редставить ин тегралом  Ф урье функцию

_  /  s*n:r на пром еж утке [0, тг], 
I 0 вне пром еж утка [0, ж]



2 при 0 <  х  <  3, 
/ ( х )  =  < 1 при х =  3,

О при х >  3.

П родолж ить функцию в интервал (—оо ,0 ) четным и нечетным 
образом .

34. П редстави ть интегралом  Ф урье функцию

§2. Использование интеграла Фурье для вычисления 
некоторых видов несобственных интегралов

П родем он стри руем  вычисление несобственны х интегралов 
некоторы х видов, для которы х первообразная не вы раж ается в 
элементарны х функциях.

+ ° о

О
Р е ш е н и е .  Е сли исп ользовать результат, полученный в при

м ере 15 из преды дущ его параграфа, то

|х| >  7Г.

35. Н айти преобразовани е Ф урье для функции

c o s f ,  если |х| <  7Г, 
О, если |х| >  7г.

36. Н айти преобразовани е Ф урье для функции

—е- г , если — 1 <  х < 

/ ( х )  =  < е~х , если 0 <  х <  1 
О, если |х| >  1.

если — 1 <  х <  О

П р и м е р  6. В ы числить



+оо
2 /‘ sin % cos 
ж ]

a( l - 2 g )
   da

1 при 0 <  х <  1,
f (x )  =  1/2  при х = 0, х =  I,

О при х <  0, х >  1.

Э тот  интеграл равен f (x )  в точках непреры вности. В точках 
х =  0 и х =  1, где функция претерпевает разры в, полученное 
представление сохраняется , так как в эти х  точках

f ( x - 0 )  +  f ( x  +  0) =  1 =  ,
2 2

В частности , при х =  О
+оо +00

1 1 Г 2 sin f  cos £  1 /  sin а  ,
/  О =  -  =  -  /  ----------- 2-----------1  d a  =  -  /   d a ,

2 i  J а  ж J a
о о

что равносильно равенству
+ 00

/ sin л 
«

s m a  5Г
da =  - .  

a  2

Итак,
+oo

/
sin X  _  ж 

x  2

П р и м е р  7. В ы числить

+oo

/ Е
sin2 X

dx.

Р е ш е н и е .  Е сли исп ользовать результат прим ера 2 из пре
ды дущ его параграф а

- х  +  2 при 0 <  х <  2,+о° 2
4 f  sin a
тг J a 2

cos аз: da =  < х +  2 при — 2 <  х <  О,
О при |ж| >  2



+0° •>4 [  sin с* ,
-  /  — г - da =  2, Т J Q2 ’

О

+00

I  ^ L d a = l .
J ОС2  2
О

+оо

/ sin2 х , ж 
~ d x = 2 -

О

• 37 . В ы числить интегралы:
4-00

О
+оо

ЛЧ /  sin а х  , /
2) I — - — da  (я > 0 );

о
+оо

О
+оо

a  sin а  +  cos а  — 1
 ------------5--------------da.а г

о

откуда

Итак,



ОТВЕТЫ  И У К А З А Н И Я

РАЗДЕЛ I 

Глава I 

§1
1. 5  =  3 /4 . У к а з а н и е .  См. пример 1,1).
2. S  =  1. У  к а з а н и е .  См. пример 1,1).
3. 5 = 1 /4 . У к а з а н и е .  ^ - 1 ^ = i ( ( i +

4 . Р асходится . У  к а з а н и е .  5 „  >  п ■ =  у/п.

5 - S =  £ 0  +  1 +  5 +  - • • + £ ) •  У к а з а н и е ,  =  £ ( £  -
jfc+m—1

 =  X  у 4 ( I  1_\
к + т ' т  Vi * + 1 / '

i~k
6. С ходи тся  при |?| <  1, 5  =  1 / ( 1 — <?)2; р асходи тся  при |<jr| >  1. 

У  к а з а н и е .  С остави ть  выражение 5n( l  — q).
7. Р асходится.
8. Р асходится.
9. С ходи тся  при |g| <  1, 5  =  x_£q ; р асходи тся  при

Ы >  1- У  к а з а н и е .  См . пример 1, 3).
10. Р асходится . У к а з а н и е .  См. пример 2, 2).
11. 5  =  7г/3 . У  к а з а н и е .  См. пример 1, 4).
12. S =  тг/2. У к а з а н и е .  См. пример 1,4.
13. 5  =  тг/2. У к а з а н и е .  5 n =  arcsin ^ ” +1 •

14. С ходится  при |g| <  1, 5  =  +  jY- q p  > расходи тся
при |?| >  1. У к а з а н и е .  5„=а<г„ +  dqwn_ u  где <т„ =  1 + ?+ д 2+  . . .  
• • • +  9n_1, =  1 +  2q +  3q2 +  . . .  +  nqn~ 1; о т сю д а  вы води тся  (см .
задачу 6), что 5 „  =  +

15. Р асходится . У к а з а н и е .  Из равенства а „+1 — a „ _ i  =  
=  ~  ап -з ) сл едует, что а2„  возр астает  с увеличением
ном ера п.

§2

16. Р асходится . 17. С ходится . 18. С ходи тся . 19. С х о 
дится. 20. С ходи тся . 21. С ходится . 22. С ходится .
23. С ходится . 24 . С ходится . 25. С ход и тся . 26 . С х о 
дится. У к а з а н и е .  См. пример 4, 2). 27 . С ходится .



28. С ходи тся . 29. С ходи тся . 30. С ходится . 31. С х о
дится . 32. С ход и тся . 33. С ходится . 34. С ход и тся  при 
а <  Ь, расходи тся  при а >  Ь. 35. С ходится . У к а з а н и е .  
а„ =  (1 -  0 ,6)(1 -  0 , 6 6 ) . . . ( 1  -  0 ,6 6 6 ^ 6 ) .  36. С ходится.

п раз
37. С ходи тся . 38. С ход и тся . 39. С ходится . 40. С хо
дится. 41. С ход и тся . 42. С ходится . С ум м а двух гео
м етрических прогресси й . 43. С ходи тся . 44. С ходится.
У к а з а н и е .  См . пример 4, 3). 45. Р асходи тся . 46. С ходится. 
47. Р асходится . 48. С ходится . 49. Р асходится . У к а з а н и е .

-  e ( l /n 2) ln n - ln ( l+ l /n 2) >  e ( l /n 3) ( ln n - l )  >  !  п р и

п >  3. 50. С ход и тся . У к а з а н и е ,  <  1/2. 51. С ходится. 
52. С ходи тся . 53. Р асходи тся . 54. Р асходи тся  55. С х о
дится  при А >  2; р асходи тся  при А <  2. 56. С ходится.
57. Р асходится . 58. Р асходится . 59. Р асходится .
60. С ход и тся  при /? >  а  +  1; расходи тся  при /3 <  а +  1.
61. С ход и тся  при 7  >  а  +  /?; расходи тся  при 7  <  а +  /3.
У к а з а н и е .  При 7  =  а +  j3 исп ользовать непредельную фор
му признака Р аабе. 62. С ход и тся  при А >  1; расходи тся  при 
0 <  А <  1. 63. Р асходи тся . У к а з а н и е .  См. пример 4, 7).
64. С ходится . У к а з а н и е .  См. пример 4, 7). 65. Р асходится . 
У к а з а н и е .  См. пример 4, 7). 6 6 . С ходится . 67. Р асходится .
6 8 . С ходится . 69. С ходи тся . 70. С ходится . 71. С ходится.
72. Р асходи тся . 73. С ходится . 74. С ходится . У к а з а н и е .  
См. примеры 4,7) и 4,8). 75. Р асходится . У к а з а н и е .  См.
примеры 4,7) и 4,8). 76. С ходи тся . У к а з а н и е .  См. при
меры 4,7) и 4,8). 77. С ходи тся . У к а з а н и е .  См. приме
ры 4,7) и 4,8). 78. Р асходится . У к а з а н и е .  См. приме
ры 4,7) и 4,8). 79. Р асходится . У к а з а н и е .  См. приме
ры 4,7) и 4,8). 80. С ходи тся . У к а з а н и е .  См. примеры
4,7) и 4,8). 81. С ходи тся . У к а з а н и е .  См. пример 4,8).
82. Р асходится . У к а з а н и е .  ^  >  £ при п >  2, см. при
мер 4,9). 83. С ход и тся . У к а з а н и е .  ап ~  тг/6п3 при п —► оо.
84. Р асходи тся . У к а з а н и е .  а„ ~  е/п при п —» оо. 85. С х о
дится. 8 6 . С ход и тся . 87. С ходится . 8 8 . Р асходится . 
У к а з а н и е .  См. пример 4, 10). 89. С ходится . У  к а з а н и е .  См. 
пример 4, 10). 90. Р асходи тся . У к а з а н и е .  См. пример 4, 10).
91. С ходится . 92. С ход и тся  при А >  1; расходи тся  при А <  1. 
У к а з а н и е .  См. пример 4, 11). 93. С ходится . 94. С ход и т



ся. 95. С ходи тся . 96. С ходится . У  К а з а н и  е. Применить 
признак Д ’А лам бера. 97. С ходится . У  К а з а н и  е. Применить 
признак Д ’ А лам бера  или Коши. 98. С ход и тся . У к а з а н и е .  

<  e / ( n +  1). 99. С ход и тся . У  к а з а н и е .  Так как п! <  п " , то 
— ► 0. 100. С ходи тся . У к а з а н и е .  ап <  пп/(2п+ 1)п .

v  ̂ п—»оо
101. Р асходится . У  к а з а н и е .  о „  >  1 /(п  Inn). 102. С ходится . 
У  к а з а н и е .  Применить признак Д ’А лам бера . 103. С ходится . 
У к а з а н и е .  Применить признак Д ’А лам бера. 104. С ход и тся  
при А >  1/2; расходи тся  при А <  1/2. У к а з а н и е .  И спол ьзо
вать признак Р аабе; при А =  1/2 удобн а оценка >  jJZ
(см . пример 4, 5)). 105. С ход и тся  при а <  2; р асходи тся  при
а >  2. У к а з а н и е .  Применить признак Р аабе. 106. С ход и т
ся при а <  1; расходи тся  при a >  1. У к а з а н и е .  При а <  1 
применить признак Р аабе. 107. С ходи тся . У  к а з а н и е .  При
менить признак Д ’А лам бера . 108. С ходи тся . У к а з а н и е .

109. Р асходится . У к а з а н и е ,  п! <  пп.Лц у
110. С ходится . У к а з а н и е .  1п(п!) <  (п — 1)1пп, см. при
мер 4, 11). 111. С ходи тся . У к а з а н и е .  Сравнить с рядом

ОО

glr или использовать неравенство Зп — п3 >  2П при п >  4.
П =  1

112. С ходится . У к а з а н и е .  ап ~  2 /(З п 2), см. примеры 4,7)
п —>оо

и 4,8). 113. С ходи тся . У к а з а н и е .  а„ ~  1 /(2 п 2), см . при-
п — ►ОО

меры 4,7) и 4,8). 114. Р асходи тся . У к а з а н и е .  а„ ~  1/\/п,
п  — f  ОО

см. примеры 4,7), 4,8) и 3. 115. С ход и тся  при а <  е - 1 ; рас
ходится  при а >  е ~ 1. У  к а з а н и е .  a,nn =  nlna. 116. Р ас
ходится . У к а з а н и е .  См. пример 4,8). 117. С ход и тся  при
а +  А >  1; расходи тся  при а +  А <  1. У к а з а н и е .  Пока
зать, что lim ( о Inn +  nln ( l  — ~ ^ ) )  =  0. О ткуда следует, что

п — ►ОО п

(1 — i l s i i )  ^  _L; см _ также пример 3. 118. Р асходи т-
П П-К» "

ся. У к а з а н и е .  ап >  (n_i)\nn ■ 119. С ход и тся  при А >  1
и расходи тся  при А <  1. У к а з а н и е ,  е -  (1 +  ^ ) ~— "  П— о ^
120. У к а з а н и е .  Д ля ряда 1) исп ользовать признак сравнения 
в предельной форме, для ряда 2) условие lim =  0 не выпол-

п — оо "
сю

нимо, если ряд £3 ап расходится ; из сходи м ости  рядов 1) или
П = 1



2) сл едует сход и м ость  ряда £  ап■ 121. У к а з а н и е .  Сравнить
п = 1

оо
ряд (1) с. рядом  ]Р In -; при исследовании ряда (2) полезно

n = l п
неравенство §?- <  122. У к а з а н и е .  И с
пользовать признак сравнения и усл ови е ап — ► 0.

п —*оо

§3
123. С ход и тся  абсол ю тн о . У к а з а н и е .  См. пример 5,1).
124. С ход и тся  абсол ю тн о . У к а з а н и е .  См. пример 5,1).
125. С ход и тся  абсол ю тн о . 126. С ход и тся  абсол ю тн о.
127. С ход и тся  абсол ю тн о . 128. С ход и тся  абсол ю тн о.
129. Р асходи тся . У к а з а н и е .  См. пример 5,4). 130. Р ас
ходится . У к а з а н и е .  См. пример 5,3). 131. Р асходится .
132. Р асходи тся . 133. С ход и тся  абсол ю тн о. 134. Р асходится .П
У к а з а н и е .  |а„| >  ]П где а„ —  общ ий член данного

к — 1
ряда. 135. Р асходи тся . 136. С ход и тся  абсол ю тн о. 137. С хо
ди тся  абсол ю тн о . 138. С ход и тся  усл овн о. У к а з а н и е .  См. 
пример 6,2). 139. С ход и тся  условно. 140. С ход и тся  усл ов
но. У к а з а н и е .  См. пример 6,2); при п >  3 усл ови я признака 
Л ейбница вы полняю тся. 141. С ход и тся  условно. У к а з а н и е .  
(2п)!! <  '2л/п(2п — 1)!!. 142. С ход и тся  абсол ю тн о . 143. С хо
ди тся  условно. У к а з а н и е .  См. пример 6,3). 144. С ходи т
ся  усл овн о. У к а з а н и е .  См. пример 6,1). 145. С ходи тся
усл овн о. У к а з а н и е .  См. пример 6,2). 146. С ход и тся  усл ов 
но. 147. С ход и тся  усл овн о. У к а з а н и е .  См. пример 8,2).
148 . Р асходи тся . У к а з а н и е .  ^ ------Ц-.>/п + ( —l)1*-1 п —1 п— 1
149. С ход и тся  усл овн о. У к а з а н и е .  —г—?— ггт ~  -•n + sin (irn /6 ) „ „ . о о  п
150. С ход и тся  усл овн о. У к а з а н и е .  См. пример 7.
151. С ход и тся  условно. У к а з а н и е .  См. пример 7.
152. С ход и тся  условно. У к а з а н и е .  См. пример 7.
153. Р асходится . У  к а з а н и е .  П осл едовател ьность частичны х
сум м  S i, .S3 ,5'в, .S'io, •.. , .S'„(n+1)/2 , • • • не им еет предела.

154. Р асходи тся . У к а з а н и е .  1 +  y j  <  а* <  1 +  \ j ^ - - ,  где 

«* =  ̂ + ^ —  +  . . . +  - ^ ^ 5=^; см. пример 7. 155. Р асходится .

У к а з а н и е .  at >  2 > где a* =  ПЛР +  1п(**+1) + ' '
см . пример 7. 156. С ход и тся  условно. У к а з а н и е .  В сум м е



а* =  р- +  p^Y  +  . . .  +  вы делить группы  no к3, к2(к +  1),
к(к +  I )2, (ib +  I )3 слагаемы х; см. пример 7. 157 . С ход и т
ся условно. У к а з а н и е .  Записать данный ряд в виде знако-

оо  к

чередующегося ряда £ ( - l ) fc_1a*, r^e a* = 12 Wk-l)/2T+i> ПРИ
*=l »=i v v '

этом  at £  In f± y ) ;  для оценки a* сверху и сп ользовать нера-

г к~венство at <  /  f ( x ) d x ,  где f { x )  =  -щ^тггт> см - при-
J о 2 +х

мер 7. 158. С ход и тся  усл овн о. У к а з а н и е .  См. пример 8,1);
П м уъ ц4>1E l sin я c o s  Т ot л « л  ч гc o s ib a =  3si--о 2— . 159. С ход и тся  условно. У к а з а н и е .Sin «•jfc=l 5

См. пример 8,1). 160. С ход и тся  усл овн о. У к а з а н и е .  См.

пример 8,1); | ^ |  >  = £ ?  =  ^  -  g j g .  161. С ход и т-
П

ся условно. У к а з а н и е .  См. пример 8,2); (~  I )* -1  sin ка =
к = 1

sin £ + ( - l ) n _ l  s i n ( n + l / 2 ) a  ,  » r=  — 2—1— уёо5g.~ ----- 162. С ход и тся  усл овн о. У к а з а н и е .

См. пример 8,1); £  cos(2Jfc — l )a  =  ” nfo  - ■ 163. С ход и т-
t= i П

ся условно. У к а з а н и е .  См. пример 8,1); Yh s in ka  c o s k2a  =
k = l

— sin" i " +1)a . 164. С ход и тся  условно. У к а з а н и е .  См.
пример 8,1). 165. С ход и тся  условно. У к а з а н и е .  См. при-

(— 1 п̂(п+*)/2 - 2 I 1
мер 8,2), полагая а„ =  1 -------- , Ьп =  или пример 8,1),

полагая а„  =  , Ь„ =  ( —1)п("+ 1) /2; см. также пример 7.
166. С ходи тся  усл овн о. У к а з а н и е .  См. пример 8,1), 8,2) или
7. 167. С ход и тся  усл овн о. У  к а з  ан  и е. Применить признак

   00
А беля, полож ив « „  =  с° ^ , bn=  *n ~n+1; ряд ^  а„  сход и тся  по

п—2

признаку Д ирихле, и бо  сум м ы  ^  cos2fca =  Sln nQrsci°ŝ >+1‘)n огра-
к=1

ничены. 168. С ход и тся  усл овн о. У  к а з а н и е .  Данный ряд есть 

сумм а двух сходящ ихся рядов ^  —  и ^  2n °S~ ~ ' ''
П = 1 ~ П = 1

f ( - l ) * - 1 cos2<:a =  ( - 1Г 1 cos(2n+i)«+cos« 16g С ход и тся
4—* v /  J c o s  о

jfc=l
условно. У к а з а н и е .  Применить признак А бел я , полагая



ап =  bn =  sin ^ " f+1; к ряду £  a„ применить признак
П =  1

Д ирихле; если a =  жк (к —  целое чи сл о), то расходи м ость

ряда сл едует  из оценки его общ его члена а„:

а„  >  ^  где 6(a)  —  некоторое поло
ж ительное чи сл о, д оста точ н о  близкое к |sina|. 170. С ход и т
ся усл овн о. У к а з а н и е .  Применить признак А беля , положив 
6„ =  ln(7n2 +  n +  1) — ln (4n2 +  2n +  5) =  In l ^ n +ь и а«  =  с°5̂ ^ ;

ОО

к ряду ап применить признак Д ирихле.
п = 2

Глава II 

§1
171. С ход и тся  абсол ю тн о  при |гг| <  1, р асходи тся  при \х\ >  1. 

У к а з а н и е .  См. пример 1.
172. С ход и тся  абсол ю тн о  при |ж| >  1, р асходи тся  при |аг| <  1. 

У к а з а н и е .  См . пример 1.
173. С ход и тся  а бсол ю тн о  при х ф ж/2 +  жп, где п —  л ю бое 

целое числ о, р асходи тся  при х  =  ж/2+ ж п. У к а з а н и е .  См. 
пример 1.

174. С ход и тся  а бсол ю тн о  при всех вещ ественны х значениях 
х.  У к а з а н и е .  См. пример 1.

175. С ход и тся  а бсол ю тн о  при |z| >  1, р асходи тся  при |ж| <  1. 
У к а з а н и е .  П рименить признак Д ’А л ам бера , см. пример 2.

176. С ход и тся  абсол ю тн о  при х  >  — 1/3 и при х <  —1. 
У  к а з а н и е .  П рименить признак Коши, см. пример 2.

177. С ход и тся  а бсол ю тн о  при |х| <  1. У к а з а н и е .  Приме
нить признак Д ’А л ам бера , см. пример 2.

178. С ход и тся  а бсол ю тн о  при х  >  —1. У к а з а н и е .  Приме
нить признак Р аабе, см. пример 2.

179. С ход и тся  а бсол ю тн о  при х  >  —17/9, при х  =  —17/9 схо 
дится  усл овн о. У к а з а н и е .  При исследовании на а бсол ю тн ую  
сходи м ость  применить признак Коши, при х =  —17/9 —  признак 
Лейбница, см. пример 2.

180. С ход и тся  а бсол ю тн о  при всех х  >  0, при х  <  0 расхо
дится. У к а з а н и е .  Применить признак Д ’А лам бера , см. при
мер 2.



181. С ход и тся  а бсол ю тн о  при —оо <  х  <  + оо . У к а з а н и е .  
Применить признак Д ’А лам бера.

182. При |ж| >  1 сход и тся  абсол ю тн о, при |ж| <  1 расходится . 
У к а з а н и е .  Применить признак Коши, см. пример 2.

183. С ход и тся  а бсол ю тн о  при всех вещ ественны х значениях 
х. У к а з а н и е .  См. прим ерЗ .

184. С ход и тся  а бсол ю тн о  при всех вещ ественны х значениях 
х. У к а з а н и е .  См. пример 3.

185. С ходи тся  а бсол ю тн о  при х >  1. У к а з а н и е .  См. при
мер 3.

186. С ход и тся  а бсол ю тн о  при 0 <  х <  1. У к а з а н и е .  См. 
пример 3.

§2

187. R — 1, интервал сходи м ости : — 1 <  х +  3 <  1, т. е. —4 <  
<  х  <  —2. При х  — —4 и х  =  — 2 ряд расходи тся . У к а з а н и е .  
См. пример 4.

188. R =  5, интервал сходи м ости : — 2 <  х <  8. При х =  —2 
ряд расходится , при х  =  8 ряд сходи тся  усл овн о. У к а з а н и е .  
См. пример 4.

189. С ходи тся  а бсол ю тн о  при |х — 1| <  2. У к а з а н и е .  См. 
пример 4.

190. R — 1, интервал сходи м ости : 4 <  х  <  6. При х  =  4 и 
х  =  6 ряд расходится . У к а з а н и е .  См. пример 4.

191. R  =  3, интервал сходи м ости : х  >  4 /3  и х  <  2 /3 . При 
х  =  4 /3  и х  =  2 /3  ряд расходится . У  к а з а н и е .  С делать замену 
переменной у =  l/(x — I )2, см. пример 4.

192. С ход и тся  а бсол ю тн о  при |х +  2| <  1. У к а з а н и е .  См. 
пример 4.

193. С ходи тся  а бсол ю тн о  при |аг — 4| <  1 /2 , в точке х =  9 /2  
сходи тся  условно, в точке х — 7/2 расходится . У к а з а н и е .  См. 
пример 4.

194. С ходи тся  а бсол ю тн о  при |х| <  1, расходи тся  при Jar;| =  1.
195. С ход и тся  а бсол ю тн о  при |х — 1| <  8, расходи тся  при 

х =  — 7 и при х  =  9. У к а з а н и е .  Ом. пример 4.
196. С ход и тся  абсол ю тн о  при |ж — 3| <  \/3, при х =  3 +  \/3 

расходится , при х  =  3 — V 3 сходи тся  условно. У к а з а н и е .  См. 
пример 5.



197. С ход и тся  а бсол ю тн о  при |х| <  2. У  к а з а н и е .  См. при
мер 4.

198 . С ход и тся  а бсол ю тн о  при |я| <  1. У к а з а н и е .  См. при
мер 4.

199. Я =  7. Р яд  сход и тся  абсол ю тн о  при \х +  1| <  7, расхо
дится  вне этого  интервала. У  к а з а н и е .  См. пример 4,5).

2 0 0 .  Р яд сход и тся  а бсол ю тн о  при |х — 1| >  1, расходи тся  при 
\х — 1| <  1.

201 . f ( x )  =  —78 +  59(ж +  4) — 14(ж +  4)2 +  (ж +  4)3. У к а з а н и е .  
См. пример 5.

ОО
2 0 2 .  5 3  ( — 1 )п + 1 (ат—2 ) " ,  \х—2 | < 1 .  У к а з а н и е .  См. пример 5.

п = 0

203. е 3 53 Х̂~п —̂ > — ° ° < х <  +  оо. У к а з а ни е .  См. пример 5.
п=0

оо
204. 1п4+ 53 (—l ) n + 1 ЦЛгГ-  > I* +  3| <  2. У к а з а ни е .  См.

П = 1
пример 5.

00 ( 1
205. 53 (—1)п~г г̂ п ' , 0 <  х <  2. У к а з а ни е .  См. пример 5.

П = 1 
00 2п + 1

206. 53 (^п+1)р —0°  <  х <  +оо. У к а з а ни е .  См. пример 5.

207. 2 + 5 3  — п!------ 1 <  % <  +оо. У к а з а ни е .  См.
П = 1

пример 5.
0 0  2 п + 1

208. ■ 1*1 <  2. У  казание.  См. пример 6 .
п=0

209. 1 ( l  -  g  +  ж4 +  . . .  +  ( -1 ) "  ~  * 2П +  • • ) ■
|г| <  3. У  казание.  См. пример б.

/ _  1 ч п + 1  n ft  «

2 1 0 . 5 3  — H r --------Т'П> М  <  V 2 ; при х  =  1 / 2  сходится услов-
П = 1

но. У  казание.  См. пример 6 .
ОО ( .2 П

2 I I . 5  Е  (—1) ” + 1 (2»У оо, +оо).У казание.  См.пример6 .
п= 1

2 1 2 .  ̂ 52 п~4-1 ~^2~ 1 *"> I*!4' ! -  У к а з а ни е .  См. пример 6 .2 П = 1

213. 53 |ж| <  1. У к а з а н и е .  См. пример 3.
п =  10



214. х +  n! x n + l , —1/2 <  x <  1 /2. У к а з а н и е .  См.
n = l

пример 6.

§3

215. У к а з а н и е .  С равнить со  сходящ им ся числовы м  рядом
ОО
J2 см. пример 7.
П = 1

ОО
216. У к а з а н и е .  С равнить с геом етрическим  рядом  £2 jsS

П = 1
см. пример 7.

00 2
217. У к а з  а н и е .  Сравнить с рядом £2 771 (2 " +  ^г)) кото-

71 =  1 П '

рый сходи тся  (убед и тесь  в этом , применив признак Л ’А лам бе- 
ра); см. пример 7.

ОО
218. У к а з а н и е .  С равнить с рядом ( е~х )п> которы й явля-

П = 1
ется геом етрическим  при 0 <  х  <  + оо ; см. пример 7.

ОО
219. У к а з а н и е .  Сравнить с рядом Y1 г» - 2 ’ которы й схо-

п =  2
дится (убед и тесь  в этом , применив признак Л ’А л ам бера); см. 
пример 7.

ОО
220. У к а з а н и е .  Сравнить с рядом £2 ;г*> которы й сходи тся

П = 1
(убед и тесь  в этом , применив интегральный признак Кош и); см. 
пример 7.

ОО
221. У к а з а н и е .  С равнить с рядом £2 ;г*> см - пример 7.

П=1
222. У к а з а н и е .  В осп ол ьзоваться  тем, что  функция у  =

ОО
=arctga; монотонно возр астает, а затем  сравнить с рядом  £2 Л ’1

П =  1 "
см. пример 7.

223. С ход и тся  равномерно. У к а з а н и е .  П редставить общ ий 
член ряда в виде } | L 'x и восп ол ьзоваться  признаком А б е 
ля; см. пример 8.

224. С ход и тся  равномерно. У к а з а н и е .  П редставить общ ий
(_!)»<»+!)/= j

член ряда в виде 1— L̂r —   -т, ■ —  и восп ол ьзоваться  при-
v n 2 - y i  +  e1 / » 2

знаком А беля ; см. пример 8.



225. С ход и тся  равномерно. У к а з а н и е .  В осп ол ьзоваться
ОО

признаком Д ирихле, представив данный ряд в виде cos Цт '
П =  1

. М ож но зам етить, что cos принимает значения 1, 
— 1/2; см. пример 8.

226. С ход и тся  равномерно. У  к а з а н и е .  П редставить общ ий 
член ряда в виде ■ sin пх и восп ол ьзоваться  признаком Ди
рихле; см. пример 8.

§4

227. ц-г^тр-- У к а з а н и е .  См. пример 9.
228. | In — |arctgx. У к а з а н и е .  См. пример 9.
229. 1 +  1п(1 — х ), |ж| <  1. У к а з а н и е .  См. пример 9.
230. j  In |ж| <  1. У  к а з а н и е .  См. пример 9.
231. arctgx, |ж| <  1. У к а з а н и е .  См. пример 9.
232. ch х =  - ■, —о о < х <  +  оо. У  к а з а н и е .  См. пример 9.

233. , |ж| <  1. У  к а з а н и е .  См. пример 9.

234. |ж| <  1. У к а з а н и е .  См. пример 9.

235. х 3 +  2̂(2п)м! • 2n+i 1 1Ж1 <  1- У  к а з а н и е .  Применить
П = 1

почленное дифференцирование; см. пример 10.
ОО

236. —2 сог.93- х п , |х| <  1. У к а з а н и е .  Разлож ив предва-
П = 1

рительно производную  в ряд, почленно проинтегрировать; см. 
пример 10.

237. 2|х| j l  +  < & { ? !! ^ Т г |  ПРИ 0 <  ж <  1 и —1<х<0.

У к а з а н и е .  Разлож ив предварительно производную  в ряд, по
членно проинтегрировать; см. пример 10.

00 2» + 1
238. Y1 ( ~ l ) n f̂ (2n-)-iV - о о < х <  +  оо. У  к а з а н и е .  Разлож ить

П = 1
поды нтегральную  функцию в ряд М аклорена; см. пример 10.

00 »+1
239. х +  Yl ( —l ) n+1 nf n~+T?’ — х — ^ к а з а н и е - См.

П = 1
пример 10.

СХЭ' 4п+1
Л  17Г+Г’ - 1  <  х <  1. У  к а з а н и е .  См. пример 10.

п = 0



OO 2n

241. 51 ( ~ l ) n+12n ( 2n - i ) > ~  У к а з а н и е .  См. при-
П = 1

мер 10.

242. x +  5Z 4 ^ 1 , |*| <  1. У  к а з а н и е .  См. пример 10.
П= 1

§5

243. 3,017. У к а з а н и е .  См. пример 11. 244. 2,718*282.
У к а з а н и е .  См. пример 12. 245. 0,1823. У к а з а н и е .  См.
пример 12. 246. 0,4971, Д <0,0001 . У к а з а н и е .  См. при
мер 12. 247. 0,012, Д  <  0,001. У к а з а ' н и е .  См. пример 12.
248. 0,608. У  к а з а н и е . С м .  пример 13. 249. 0,119. У  к а з а н и е .  
См. пример 13. 250. 2,835. У к а з а н и е .  См. пример 13.
251. 1,605. У к а з а н и е .  См. пример 13.

253.
1) 2)

п X S 11 X S

2 1 1 .4245164131 е-01 3 1 2 .1 4 8 9 1 2 6 4 9 0 е + 0 0

5 1 8 .7 1 81 0 6 51 15е-04 5 1 2 .1732199461е-(-00

10 1 8 .3508447162е-09 10 1 2 .1 7 3 4 0 9 8 6 1 6 е + 0 0

5 3 -5 .6 6 2 1 425878е-03 5 12 1 .5 8 4 3 2 6 3 1 2 2 е+ 0 1

10 3 -8 .8 9 04 2 26 9 8 2е-0 8 10 12 1 .5 8 4 3 6 7 8 5 5 6 е+ 0 1

5 0.5 7 .8 4 45 8 9 31 79е-04 5 0.1 1 .6 9 59895815 е + 0 0

10 0.5 1 .0560571094е-08 5 0.5 1 .8 2 61 7 4 91 28е-|-00

5 0.1 1 .8552964983е-04 10 0.5 1 .8263629316 е + 0 0

10 0.1 2 .7726489021е-09 5 5 6 .8 0 6 5 3 0 4 6 3 7 е + 0 0

3)

п X S п X S

3 1 3 .6 3 2 4 0 7 4 0 7 4 е + 0 0 6 0.1 2 .6 1 89 5 5 81 1 2е-(-00
5 1 3.6324082793е-|-00 5 0.5 3 .0 6 93 7 9 1 3 0 4 е + 0 0
5 2 4 .7 1 8 4 6 6 5 7 7 3 е + 0 0 8 50 5 .8 8 0 9 2 6 4 8 7 8 е + 0 1
5 5 8 .1 3 6 6 4 2 4 7 1 1 е + 0 0 5 25 3 .0657807430е-)-01



254.

1)

ep silon *| s
O.T 0 -1 .0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 e + 0 0

0.01 1 -6 .2500000000e-01

0 .0001 0.5 -7 .8 6 9 7 9 1 6667e-01

0.0001 0.1 -9 .5166666667e-01

0.0001 2 -4 .3 2 31 0 40 5 6 4 e-01

0.1 2 .5555555556e-01

0.001 3 .3 2 0 3 1 25000e-01

0 .0001 3 .3325195313e-01

3)

e p silon ж 5
0 .001 1 2 .7513227513e-01

0.001 5 7 .4428972778e-01

0.001 0.1 3.333333.'J333e-02

0 .0001 0.1 3 .2666666667e-02

0 .0001 10 8 .8 4 26 9 8 21 59e-01

0 .000001 10 8 .8429523561e-01

255.

1)

n ) S r

6 -7 .5416666667e-01 9 .5238095238e-03

8 -7 .6 1 08630953e-01 1 .0 582010582e-03

10 -7 .6188409392e-01 9 .6200096200e-05

13 -7 .6 196599263e-01 1 .5500992064e-06

15 -7 .6196493587e-01 9 .6 8 8 1 200397e-08

18 -7 .6 1 96486262e-01 1 .5273493086e-09

20 -7 .6196486388e-01 7 .2 7 30 9 1 94 5 6e-11

21 -7 .6196486395e-01 1 .2 2 3 2 4 7 4 7 9 8 e -ll



п s Г

3 3.9583333333е-01 2.6041666667е-03

5 3 .9348958333е-01 2.1701388889е-05
7 3 .9346943204е-01 9 .6 8 8 1 200397е-08

10 3 .9346934028е-01 1.2232474798е-11
15 3 .9346934029е-01 7 .2929036444е-19

256.
1)

ep silon X S п

0.01 0 2 .7 0 8 3 3 3 3 3 3 3 е + 0 0 6
0.001 0 2 .7 1 8 0 5 5 5 5 5 6 е + 0 0 8
0.01 0.5 3 .5 7 5 6 9 4 4 4 4 4 е + 0 0 7

0.01 1 4 .4 3 4 7 2 2 2 2 2 2 е + 0 0 7

0.001 1 4 .4 3 6 3 0 9 5 2 3 8 е + 0 0 8
0.0001 1 4 .4 3 6 5 3 2 7 3 8 1 е + 0 0 9
0.0001 3 7 .8 7 30 9 0 2 7 7 8 е + 0 0 9

0.0001 5 1 .13 09 6 4 78 1 7 е + 0 1 9

0.0001 10 1 .99010416 6 7 е + 0 1 9

0.000001 10 1 .99010 9 9 5 3 7 е + 0 1 11
0.000001 -5 -5 .8 7 3 1 2 7 4 8 0 2 е + 0 0 11

2 )

| epsilon X S п

0.001 2 1 .1 0 6 2 1 2 9 9 3 5 е + 0 0 4
0 .00001 2 1 .1 0 7 1 5 6 4 4 0 2 е + 0 0 7

0 .0000001 2 1 .1 0 7 1 4 8 6 3 5 9 е + 0 0 10
0.0001 4 1 .3 2 5 8 0 9 3 4 7 6 е + 0 0 4
0.000001 4 1 .3 2 5 8 1 8 0 6 6 9 е + 0 0 5
0.0001 10 1 .4711296601 е + 0 0 3

0.000001 10 1 .4711276601 е + 0 0 4

0.001 1 7 .8 6 39 8 1 5940е-01 251

0.0001 1 7 .8 5 49 8 1 6339е-01 2501
0 .000001 11 8 .3298210727е-01 47



Р А З Д Е Л  II 

Глава I 

§1
1. 1) |z| =  2, a rgz — —7г/3, { —ж/Ъ +  2жк : к €  Z } ,  г =  2е— 

У к а з а н и е .  См. пример 2; 2) а) |г| =  6, arg г =  ж/2; б) |z| =  5,
arg г =  0, {2жк:к  G Z } ;  3) \z\ =  \/5, arg г =  7Г -  arctg2, z =
— \ /5e^ ,r-arct®2 ;̂ 4) \z\ =  2, arg 2 =  2я-/3, z =  2(cos2tt/3 +
+ is in 2 x /3 ) ;  5) |г|=\Д, a r g z = - 3 x / 4 ,  z = V 2 ( c o s 3 x /4 - i  sin37t/4); 
6) \z\ =  1, a rg 2 =  7Г, 2 =  e,,r; 7) |z| =  1, arg2 =  тг/З; 8)
\z\ =  5 /2 , a rg 2 =  —тг/2 —arc.tg4/3. У  к а з а н и е .  ( 'м . прим ерЗ; 9) 
|z| =  213, a rg 2 =  —ж/2. У  к а з а н и е .  См. пример 4; 10) |г| =  2,
argz — —Ъж/%.

2. 1) П ол упл оскость, располож енная справа от  мнимой оси. 
У к а з а н и е .  См. пример 5; 2) П ол упл оскость, расположенная
ниже прямой Im z =  —2; 3) П олоса, состоящ ая из точек, рассто
яние от  которы х до  мнимой оси  меньше 3; 4) П ол оса , состоящ ая 
из точек, расстояни е которы х до  вещ ественной оси  меньше ж; 5) 
К руг радиусом  2 с центром  в точке 0; 6) В ся пл оскость , из ко
тор ой  удален замкнутый круг радиусом  2 с центром  в точке —г. 
У к а з а н и е .  См. пример 5; 7) К руговое кольцо радиусам и 2 и
3 с центром  в точке 1 — г; 8) В ырожденное кольцо радиусом  2 
с центром в точке — 1 +  2г; 9) П ол упл оскость, располож енная
ниже прямой Im z +  Re z — 1; 10) П ервая четверть. У к а з а н и е .  
См. пример 5; 11) П ервая четверть. У к а з а н и е .  См. пример 5; 
12) Ч асть  кругового  кольца радиусам и 1 и 2 с центром  в точке 
0, располож енная меж ду двум я лучами, исходящ ими из начала 
координат под углам и ж/6 и ж/4 к полож ительному направле
нию вещ ественной оси ; 13) Ч асть  пл оскости , располож енная 
ниже прямой Е е 2 +  Im z =  л/2; 14) Прямая, проходящ ая через
середину отрезка, соединяю щ его точки а и Ь, перпендикулярно 
к этом у  отрезку; 15) О круж н ость, построенная на отрезке [0,2] 
как на диаметре. У к а з а н и е .  См. пример 6.

§2
3. 1) и {х ,у )  =  1 -  v(x , y )  =  У к а з а н и е .  См.

пример 7; 2) и(х,  у) =  х 3 — Зжу2, v(x, у) =  Зж2у — у3.
4. 1) Д а; 2) Нет. У  к а з а н и е .  См. пример 8.
6. 1) z 2 +  2z+i e ;  2) (1 — * /2 )z2; 3) — 2iez +i e ;  4) (l/^z-|-iz2+ 3 i- f  с;

5) — 1/z -)- 1/2. У  к а з а н и е .  См. пример 12.



7 - f ?  =  г Ц ;  =  —F У к а з а н и е .  Функции j ( r ^ )  и
h(r,tp) —  сложные: </(r, =  u (r  cos y>, r sin y>); h(r,<p) =  t>(rcosy>,
rsiny>).

§3
8. 1) 7t/2, 3; 2) a) 0 ,4 ; б) -з г /4 , 2y/2; в) 5г/2, 4; 3) Зтг/4,

З-у/2. У  к а з а н и е .  См. пример 8. 4) а) 0,1;  б) arctg 3 /4 ; 0,1;  5)
a rc tg l/2 , у/Е; 6) 1, 1; 7) — arctg2, y/b.

9. 1) |z| =  1 /V 3 ; 2) |z — г/21 =  1/2; 3) \z +  i| =  уД .
10. 1) arga =  - т / б ;  2) arga =  0; 3) 1 <  а <  + о о ; 4)

arg а - —тг/4.

§4
11. 1) Imui =  0. У  к а з а н и е .  См. пример 17; 2) |ui—l/2 + i/2 |  =  

=  1 /2; 3) R ew  =  1/2.
12. 1) R ez +  Im z <  1. У  к а з а н и е .  См. пример 19; 2) \w —

—3 — г| <  3. У к а з а н и е .  См. пример 18; 3) Т реугольник с
вершинами в точках W] =  0, ti^ =  2, и>з =  1 +  г. У к а з а н и е .  См. 
пример 20.

13. 1) У к а з а н и е .  См. пример 22; 2) .
14. е 'в 6 —  вещ ественное число, |«| <  1.
15. 1) 2) i= £ 2 i .
16. 1) ^*!£; 2) У к а з а н и е .  См. свой ство  5 д р обн о 

линейного преобразования.
17. 1) |и> — 1 /2 j <  1 /2 . У к а з а н и е .  См. пример 23; 2) R ew  < 

<  0; 3) Im w  >  0, R ew  >  0. У к а з а н и е .  См. пример 24; 4)
3 /2  <  R ew  <  2; 5) |u> -  1/3| >  1 /3 , R ew  <  3 /4 . У к а з а н и е .  См. 
пример 24.

§5
18. 1) w0 =  1, —1/2 ±  iy/3 /2 . У к а з  а н и е .  См. пример

25; 2) w0 =  1/2 е™!*, 1/2е9*1/* =  - ^ е * ^ 8 =  -и>о; 3)
wo =  1 +  i, у/2 ( — cos ж j  12 +  г sin ж /12); v ^ (s in  тг/12 — г cos тг/12). 
У к а з а н и е .  См. пример 25; 4) wo =  , у/2 , у/2 ,
±iy/2; 5) w0 =  v /2(cos35r/20 — i sin Зяг/20),
* = 0 ,1 ,2 ,3 ,4 ; 6) w0= y i 3 e i(,r- arctg 3/ 2)/3 , ^ Г З ^ -arctg  3/ 2+ 2* * )^  
it =  0,1,2.

19. 1) |u>| <  3, Im w <  0, Re w <  0. У к а з а н и е .  См. пример 26; 
2) -тг /З  <  argz < 0.



20 . l ) i *  2) - ( Й | ) 2: 1) ( Й ) 21 4)

У к а з а н и е .  См . пример 28; 5) \J- +'~—. У к а з а н и е .  См. при

мер 27; 6) yj\ i f ;  7) \fz2 +  9; 8) y j ( f ^ - )  +  1 .

§6

21 . 1) ln-v/2+i(x/4+27rfc), 1п\/2+*я'/4. У к а з а н и е .  См. пример 
29,3); 2) In 10 +  г(тг +  2жк), In 10 4- iV; 3) 1пЗ +  2nki,  In 3; 4)
In2 -Ь2-тгг/З-I-2ттАг*, 1п2 +  27гг/3; 5) ln \ /l3  +  i (—?r-t-arctg 2\/3 +  27г£), 
In \ /l3 +  *(—;r+arctg  2\/3); 6) — In \/E+i(ir — arc.tg 2 +  2я-£), — ln\/5 +  
+i(ir  -  a rctg2); 7) e " ' / 4" 2'* ,  e ' ln' / г - ’г/4+ i i n ^  У к а з а н и е .  См. 
пример 29,5); 8) e-2 ’rt+' ln5, e’ ln5; 9) e ~ 2rk. У к а з а н и е .  C m . 
пример 29,6).

22 . 1) —2тг; 2) 4x. У к а з а н и е .  См. пример 30.
23. 1) —it <  Im w  <  я-; 2) —Зтг <  Imu) <  — jr; 3) —ж <  Imtu <  0. 

У  к а з а н и е .  См. пример 31; 4) я- <  Imu; <  2тг; 5) 0 <  Imu; <  7Г, 
Reu; <  0.

24 . 1) и ;ё [ -о о ,0 ] ; 2) 1 т ю  <  0; 3) |u j| >  1, Irrnu >  0; 4)
|u;| <  е2, —2 <  argu; <  1; 5) 7г/ 4  <  argu> <  тг/2.

25. 1) j , где w =  ir(2i — 5 — iz)/3. У к а з а н и е .  См.

пример 32; 2) е1,г(г+5) /3; 3) 4 ) , где w =
=  iir(z +  2) / ( 2z).

§7

26. 1) Imu; >  0. См. пример 33; 2) u>6 [ - 1 ,5 /4 ]; 3) Imu; >  0;
4) О бл асть , лежащ ая меж ду ветвями ги перболы  2u2 — 2v2 =  1.

27 . 1) ^ /5./ 2~^~Ы1/£.. У к а з а н и е .  См. пример 34;

•2) 3 ) у ^ 5 , г д е »  =  г >/8 +  2 / г ».
28. 1) Imu; >  0. У к а з а н и е .  См. пример 35; 2) П лоскость 

с  разрезам и по лучам [—00 , — 1] и [1 ,+ о о ] . У к а з а н и е ,  cos г =  
=  ( е " + в- ” ) /2.

2 9 - !)  \ / Q w ’ Где /l =  ( е?Г/2 ~  е ' * /2)/2> w =  sin(Trz/2); 2)
sin(7r/2.z).



Глава II 

§1
30. 1) y/b/2 +  г>/5- У к а з а н и е .  См. пример 1; 2) Зг'/2.

У к а з а н и е .  См. пример 2; 3) г; 4) 7 /2  — 2г; 5) 3 /2  +  i/2 ;
6 ) 2 / 3 + l l i / 3 ;  7) in. У к а з а н и е .  См. п ри м ерЗ ; 8) гтт/ ‘2; 9)
г(е1 - ' -  1); 10) 4.

31. 1 ) 0 ;  2 ) 0 .  У к а з а н и е .  См. пример 4,2); 3 ) 0 ;  4) 27гг;
5) 2тгг. У к а з а н и е .  См. пример 4,4); 6 ) 0 ;  7 ) 0 .  У к а з а н и е .
См. пример 4,3);

§2

32. 1) 0. У к а з а н и е .  См. пример 5; 2) жг(е2 — е~2)/4 ; 3) 
жг(е2 — е- 2 ) /4 ; 4) тп(е2 — е~2)/2 .

33 . 1) 1же2\ 2) —жг; 3) г7г(е2 — 1); 4) 0.
34. tt( c.o s  l+ 2 s in  l+ 2 ic o s  1—г sin 1). У к а з а н и е .  См. пример 6.
35. 1) '2жг; 2) —1же\ 3) ттг(2 — е).
36. 1) —г7г/2; 2) гтг/2; 3) 0. У к а з а н и е .  См. пример 7.
37. ж(с — е- 1 ).
38. iV(e +  е-1 — б )/2 . У к а з а н и е .  См. примеры 5 и 7.

§3
3 9 . 1 ) 5 ;  2 ) 3 ;  3) Л ;  4) i ;  5) I ;  6) I ;  7 ) 1 ;  8 ) 1 ,  если

la l <  1; 1/|«|, если |а| >  1; 9) 1; 10) ^ 5 ; 11) 1; 12) оо; 13) 1;
14) 1; 15) \/</Ъ\ 16) 1.

ОО
40. 1) — 5 2 (z  +  3)n , R — 1. У к а з а н и е .  См. пример 8;

п= 0
00 { O'»»» 00

2) 52 зп+1 1 я  =  3; 3) 53(1  -  l / 2 n+1)z " , R  =  1. У к а з а н и е .
п =О г»=0

Д анную  функцию разлож ить на простейш ие дроби ;
ОО

4) | ^  3|) ~(2+3>) zn, R =  уДз.  У к а з а н и е .  Д анную  функ-
п=0

°° 2п
цию разлож ить на простейш ие дроби ; 5) 2 ^  (—1)п ~Д, z 2n+ly

п =  1
оо . п

R =  оо. У к а з а н и е .  См. пример 10; 6) sin 1 ^  т й т г  (г ~~
п=О 1 "

- 1)4"  - £  f e S c *  -  i )4" - 2 ’ R  =  ^  7) p2i £  ^n = l n=0

R  =  оо. У к а з а н и е .  См. пример 9; 8) ^ 1 I Z -l+t I
1 +  д а т  +



. 1—1)" *(2n — 3)!! i ■\n
+  £  1 (1+*Ул(2п)!! \Z 1 *>

n =  2
, Я  =  \/2. У к а з а н и е .  См. при-

м е р П ;  9) n i ± i ^  1 +  £  iZ i l iZ S z iL il /b l i+ i l  (2 _  1)"
П =  1

R =  1;

10) 'y +  E  (г -  *')". л  =  1. У к а з а н и е .  См. при-
П = 1

мер 12; 11) In 2 +  2ni  +  £   ̂ „Ч”» (г -  2)n , R -  2; 12)
n = l

l n 2 5 - 2 * i + £  Ы 1 П  . H-30"+i;4+3,)" ( г _ 4)п) Д _  5 У к а з а н и е .
П =  1

См. пример 13.

§4

V ' _i____L У ' LniJZ_/ 3 « + l ' Z_/ 2 n
( - l ) n2n

. n=0 n=0
. У к а з а н и е .  См. пример 14.

« •  - E  p + i W -  Е  4 $ -n = 0 v n=0

4 3 . i £ ^ * "  +  l £ ^ -n=0 n=0
0 °  , ,.n OO

4 4  i+з» у '  Lzi1____з^» *» -
” e 302 10 ^  10 3**+*'

n = l n=0
oo

4 5 - 3(Д 4) -  3 E  Цутг- ' 0 <  \z +  4| <  6. У  к а з а н и е .  См.
n = 0

пример 14.

46.  1) f ( ;  +  2)», 0<|* +  2|<1; 2) £  Ь1Пь=2!2,
п=0 п=1

2<|г|<оо. У к а з а н и е .  См. пример 14.

47‘ 1) - JT2T+ Е  (г) " ( г — 2г)п, 0<|z — 2г|<1; 2) £  ( ) ,Л , А
п=0 п=0

2<|г|<оо.
ОО чП

48- ~9(1+1) + 3(I+TF “ 2 0<IZ+ 11<3, Ука3аНИе'
См. пример 14.

*»■ 1) -вй я  -  £ 8Й*. 0<1г + «к* » ё  д а .V т г = 0 ' ’
3<|г|<оо.

5 0 - е £  ^Г(Ш т" ’ 0 < 1г +  2 i< o °-

п=0

п=0

5 1 - sinl  Е  г * п У + 1)*- ~ c o s l  Е  (2п+Л (^+ 1Р "+ ь  0 < | г+  1|<оо1-1Г
п = 0



52. е £  j& r ,  0<|z|<oo.
n = 0

53. COS 1 ^  (2rO! (z-3)4" S*n ̂  ^  (2n + l)l(z-3)4n+ii ’ <̂|г — 3 | < 0 0 .

5 4 -  6  g  J ^ p r  +  2  £  +  E  * £ $ = * ,  0 < | * - l | < o o .

n=0 ’ n=0 n=0 4
У к а з а н и е .  См. пример 15.

55. (1 +  3i) J2 (2п)Г(Ло2“  ~  (3 +  2l) Y,  (2п)!(г+1)2"-1 +
n=0 n=0

^  f — 1
+  52 (2rtV(^+‘T n~ii ’ ^< 1г г1< 0 0 - У к а з а н и е .  См. пример 15.

56. S i   , 2<|z|<oo. У  к а з а н и е .  См. пример 16.
П =  1

Г л а ва  III  

§1
57. г =  —1 , 2  =  ( 1 ±  * V 3 )/2 , 2 =  оо —  п росты е пол ю сы . 

У  к а з а н и е .  См. пример 1, 1).
58. г =  ±\ /5  i —  п ол ю сы  втор ого  порядка, г =  0 —  п ол ю с тр е

тьего порядка, z — оо —  устраним ая о соба я  точка. У  к а з а н и е .  
См. пример 1, 2).

59. г =  ±3г —  пол ю сы  четвертого  порядка, 2 =  оо —  устр а 
нимая особа я  точка. У к а з а н и е .  См. пример 1, 2).

60. z =  0 —  устраним ая особа я  точка, г =  оо —  сущ ественно 
о соба я  точка. У к а з а н и е .  См. пример 1, 3).

61 . z — 0 —  пол ю с втор ого  порядка, z — оо —  сущ ественно 
особа я  точка.

62. z =  0 —  устраним ая особа я  точка, z — оо —  сущ ественно 
о соба я  точка.

63. 2 = 1  —  сущ ественно особа я  точка, z — оо —  устраним ая 
о соба я  точка. У к а з а н и е .  См. пример 1, 4).

64. 2 =  0 —  сущ ественно особа я  точка, 2 =  оо —  п ол ю с 
в тор ого  порядка. У к а з а н и е .  См. пример 1, 6).

65. г =  i —  сущ ественно особа я  точка, z — оо —  устраним ая 
о соба я  точка. У к а з а н и е .  См. пример 1, 5).

66. г = 1  —  сущ ественно особа я  точка, 2 =  оо —  устраним ая 
о соба я  точка.



67. z =  жк (к G Z ) —  п ол ю сы  первого порядка, z =  оо —  
неизолированная особа я  точка, предельная точка п ол ю сов.

68. z =  2 —  сущ ественно о соба я  точка, z =  со —  пол ю с 
в тор ого  порядка. У к а з а н и е .  См. пример 1, 7).

69. г =  0, г =  оо —  сущ ественно особы е точки. У к а з а н и е .  
См. пример 1,9) .

70. г =  (2к +  1)ттг (к £  Z ) —  просты е пол ю сы , z =  оо —  
неизолированная о соба я  точка. У  к а з а н и е .  См. пример 1, 8).

71. г =  0 —  сущ ественно о со б а я  точка, г =  1 +  2жЫ ( к €  Z ) 
—  п росты е п ол ю сы , z =  оо —  неизолированная особа я  точка. 
У к а з а н и е .  См . пример 1,8) .

72. z =  ± 2 г —  п росты е п ол ю сы , z =  оо —  сущ ественно особая  
точка.

§2

73. 1/20 +  Зг‘/20 . У к а з а н и е .  См. пример 3,1).
74. 3 /16 . У к а з а н и е .  См. пример 3,2).
75. —5. У к а з а н и е .  См. пример 3,3).
76. - 1 / 4 .
77. — 1г2/2 . У к а з а н и е .  См. пример 3,2).
78. 2г. У к а з а н и е .  См. пример 3,4).
79. 1) 0; 2) 5; 3) - 5 .
80. 0.
81. - 9 /2 .
82 . 1) г c os l .  У  к а з а н и е .  См . пример 3,5); 2) —г c o s l.
83. 1)4;  2 ) —4. У к а з а н и е .  См. пример 3,6).
84 . —1/2. У к а з а н и е .  См. пример 3,7).
85 . 1) 0; 2) 4ж.
86. —4г cos3. У к а з а н и е .  См. пример 3,5).
8 7 . 1 ) 1 / 9 ;  2 ) - 1 / 9 - * ^ .
88. - е ~ 3 .

89.  —3. У к а з а н и е .  См. пример 4,2).
90. —6г. У к а з а н и е .  См. пример 4,1).
91 . —1. У  к а з а н и е .  Ом. пример 4,2).
92. —27/2. У к а з а н и е .  См. пример 4,2).

§3
93. —(3 Ч- г)тт/10. У к а з а н и е .  См. пример 5,1).
94. тг(6 +  г)/3 . У к а з а н и е .  См. пример 5,3).
95. 67П. У к а з а н и е .  См. пример 5,2).



96. —87Г*.

97. iir/60.
98. 0.
99. —7re/2 — ir(2t +  1)/2е.
100. —4тгг.
101. 50iri/3. У к а з а н и е .  См. пример 5,4).
102. —7тт*/3. У к а з а н и е .  См. пример 5,3).
103. — 2?п. У к а з а н и е .  См. пример 6.
104. О, если к ф —2; 4яч‘, если к =  —2. У к а з а н и е .  См.

пример 6.
105. 2л-(г — 2)/5.  У к а з а н и е .  См. пример 7.
106. —47гге. У к а з а н и е .  См. пример 7.

114. У  к а з а н и е .  См. пример 9,2). 115. j f .  116.

125. У к а з а н и е .  См. пример 11,1).
126. 7 г ( 2 - 4 /р 2)/4 .
127. 7г. У к а з а н и е .  См. пример 11,2).
128. у . У к а з а н и е .  См. пример 11,2).
129. ж(е~аЬ — 1 /2 ). У к а з а н и е .  См. пример 11,1).
130. ^  1па. У к а з а н и е .  См. пример 12,1).

107. 108. 109. 110.

112. • У к а з а н и е .  См. пример 9,1). 113.

§6
117. (же 12/4 )(4 s in 6  — cos6).
118. же 2. У к а з а н и е .  См. пример 10,1).
119. 7г(4е~2 — е- 1 ) /3 .

121. j  ^  к а з а н и е - См.

122.



131. я-(я-2 + 4 1 n 2 ‘2 ) /1 6 .
132. 2тг\/3/3. У к а з а н и е .  См. пример Г2,‘2).
133. 7г\/2. У к а з а н и е .  С м . пример 12,2).
134. - 1 / 2 .
135. 7r/sinp7r. У  к а з а н и е .  См . пример 12,2).
136. 2тг(тг — Зл/3) /9 .  У к а з а н и е .  ( !'м. пример 12.

РАЗД ЕЛ  III 

Глава I 

§1
— 3  П р и  —  7 Г < Ж < 0 ,

2 при 0<£<7Г,
—1/2 при х —0, ж= ±  я\

У к а з а н и е .  В вести  функцию д (х )  =  f ( x ) +  1 /2, использовать ее 
н ечетн ость, разлож ить в ряд Ф урье и получить ряд Ф урье для 
данной функции из соотнош ения f ( x )  =  д ( х ) — 1/2.

Рис.. 41.

1 10 ^  
1- - 2  +  т £к = 1

sin(2fc — 1)ж 
2 к -  1

w  . а — Ь 2 ( 6 — « ) 2. а) (рис. 41): — ;— тг+-

+ (а  +  6) sinx

4

sin 2х

cos х  cos Зж cos 5 ж 
—  + —  +  —  +  •З2 52 

ах  при 0<ж<тг,
Ьх при -  я-<ж<0,
(а -  Ь)тг/2 при ж= ±  7г;

+



б) а =  Ь =  1:

“ {

sin 2х sin Зх
sin х --------------- 1--------------

2 3
X  при — Ж < Х < Ж ,  

О при х  =  ±ж;

.sinfcx
+  — г -  +

7Г , 1 1 1 ( - 1 ) * -1
4 - 1 _ 3 +  5 _ 7 +  - - + "2к ^ Т  +

* - 1

*=х

а =  1, b =  — 1:

Ж 4 
2 Ж

cos х cos Зх cos 5х 
Н ^ ----- 1--------  (-12 ' 32 

|х| при — Ж < Х < Ж ,  

ж при х =  ±ж;

х  =  0:

_  -  _L _L 1
y - T 2 + 3 2 + 5 2 +  - + ( 2jS. _ l )

1 1 
П2 +  I ) 2 '

У к а з а н и е . В  сл учае «  =  6 = 1  использовать нечетн ость данной 
функции, в сл учае а =  1, b — — 1 —  четность. К ром е того , см. 
пример 4.

-х  при — 7 Г < Х < 0 ,

3 - 7 ~ |  Е  +  Е  ( - 1 ) * ^  =  {  0 при 0<х<тг,
* ° к~ ' * f  при х =  ±тг.

s(2Ar + l)r

У к а з а н и е .  В осп ол ьзоваться  формулами (1), (2); см. пример 4.

при — 7 Г < Х <

При X — ±7Г.

 ̂ 8 ^  sin(2fc — 1)х f  х(ж — х ) при — ж<х<ж,
' (2к —&  (2* — I )2 I , -

У к а з а н и е .  См. пример 4.



- , v ^ ( - l ) J:+1 . , f  ж +  х  при -  ж<х<ж,
5. ж +  2 у  -—   sin kx  =  <

к I ж при х  =  ±ж.

sin kx

У к а з а н и е .  В вести  функцию д(х )  — f ( x )  — ж. Д алее см. указа
ние к задаче 1.

- j ( l  +  f ) при -  7Г<Х<0,

И 1 “  f )  ПРИ 0<х<ж ,
О при х = 0 , х -  ±ж.

У к а з а н и е .  И спол ьзовать нечетн ость данной функции.

— 1 при — 7г<а:<0,

1 00 
б- 7 Е

4 sin(2fc — l ) x
~ Е 'ж k^i (2 к ~ [ )

У к а з а н и е .  И спол ьзовать нечетн ость данной функции.

1 при 0<Ж<7Г,
О при х = 0 , х =  ±ж.

12 2ж2
sin kx  =

х  при — ж<х<ж,

fc V- к )  L 0 при х =  ±ж.

У к а з а н и е .  И спол ьзовать нечетность данной функции, 

sinax 2a sin аж coskx  ,

к = 1

У к а з а н и е .  И спол ьзовать четн ость  данной функции. 

ж 4
10.

2 ж 

cos(2fc — 1)х +  . . .

c o s *  +  i c o s S *  +  I c o s S *  +  . . .  +

  х 4 ^  cos(2fc —l ) r    /  \x
~  2 г  b  (2fc-l)2  — 1

k = \  v '  у ж

|ж| при — ж<х<ж, 
при X  =  ±ж.

У к а з а н и е .  И спол ьзовать четн ость  данной функции.

2 4
11. Isinxl = ---------

ж ж
cos 2х  cos 4х  cos 6х

+ - z - г - + - г -т г  +  ■3 3 • 5 ' 5 • 7
У к а з а н и е .  И спол ьзовать четн ость  данной функции.

оо1 2,
12. —-  sinд? +  2 У '7 —1)*“  sinkx.9 ^  ’ № —

2  t ; "
У к а з а н и е .  И спол ьзовать нечетность данной функции.

13. l - i c o s x - 2 f : ( - l ) ^ .



оо . .
7г — х \—'  sm кх _

14. — - —  =  — - —  (0 < ж<27г); ,S(0) =  5(27г) =  0.
2 t=i k

У к а з а н и е .  Если сделать замену переменной у  =  х  — чг, то
/ ( у )  =  —у /2 , — 7г<у<7г. На этом  промеж утке / ( у )  —  нечетная
функция, что упрощ ает разложение. З а м е ч а н и е .  Э т о т  при
мер показывает, что два аналитических выраж ения м огут совпа
дать на некотором  промеж утке, не совпадая при этом  всю ду .

15.  ег — 1 = 1 V - (  С(
2 +  М Т

cos kx k sin kx
-  1

, ч . +  * 2 1 +  fc2A = 1
(1 — 1) — (е2т — 1) 1 - е 2,г

(0<х<2тг); 5 (0 ) =  5(2тг) =  i ----------- 1 =  _

У к а з а н и е .  И спользовать формулу (10).
g i r _ e - i *  e3 i * _ p - 3 i e  e (2fc +  l ) i r _ e -(2 fc  +  l)t'r

i6 .  / ( x ) = — +. . . +  (2j fc+1)2f  +  ••

У к а з а н и е .  В ы числить коэффициенты разлож ения по ф орму
лам (13) или, и сп ользуя нечетность функции / ( х ) ,  разлож ить ее 
в ряд Ф урье по синусам  и применить формулу Э йлера s in x =  
=  (eix -  e~ix)/2i.

§2

/( * )  =  | +  ^ Е ( - 1)‘ +1^ -
t= i

У к а з а н и е .  И спользовать четн ость функции. См. формулы
(17)—(18).

— 1 при — 1<ж<0,

1 при 0<ж <1,
0 при х = 0 , х  =  ±1 .

У к а з а н и е .  И спол ьзовать нечетность ф у н к ц и и /(х ). См. фор
мулы (19)—(20).

2 . , f х  — 2 при — 1< х< 1 ,

k=l .... v -2 при х =  ± 1 .

У к а з а н и е .  В вести  функцию д[х )  =  / ( х )  +  2 и использовать ее 
нечетность.

18. | +  l y - ^ - ' k  =  i
7г 2 к -  1к = 1

00 *2 Г
19. - 2  +  ^ ( - 1 ) * :+ 1—  sin b rx  =  |



i p  j p j  sin~ j~  (“ 1<ж</); SH )  =  5(0  =  £ lT s i-

У  к а з а н и е .  И сп ол ьзовать  формулы (14)—(15).

•> / ^ 6  *2 \ 
2 1 - 4 +  £  ( ^ ( 2 i b - i ) 2  cos 2(2* -  0 ”  +  ^  ( - 1)* sin 2* ™ )  •

У к а з а н и е .  И спол ьзовать формулы (14)—(15).

§3
>1» fi о т  -г* I

(0<Х<7Г).
4

22. cos ‘2а; = -----
7Г

sin х 3 sin Зх 5 sin 5х
+  ^ -----^ Г +  ^  ^г +  ---22 — 1 22 — З2 22 — 52

У к а з а н и е .  В осп ол ьзоваться  формулой (26); см. пример 14,
сп особ  2.

а , Л ^ Н ‘ « ! У 2  (о < « < 1 ) .
к = 1

У к а з а н и е .  В осп ол ьзоваться  формулами, аналогичными фор
мулам (26) для пром еж утка [0,/]; см. пример 14, сп особ  2.

2 4  f ( x ) — I х  ПрИ 1  ̂ у '  cos(2m + 1)7гх
1 .2  — х при 1 < х < 2 ,  2 71,2 “ 'j ( 2 m + 1 ) 2

У к а з а н и е .  В осп ол ьзоваться  формулами, аналогичными фор
мулам (25) для пром еж утка [0,/]; см. пример 14, сп особ  1.

, 4 ^  sin(2m — 1 )тгх .
25. 1 =  - >  — i -  (0 < х < 1 ) .

7Г ^  2т -  1 v 'т = 1
У к а з а н и е .  См. указание к задаче 23.

26  f ( x ) -  /  При 0 < ;с < 1 ’ _  1 4 cos(2fc +  1)тгх
\ х  — 1 при 1 < х < 2  2 ^  7г2 (2 & + 1 )2

У к а з а н и е .  См. указание к задаче 24.

27. а) х(тг -  х) =  1-'/‘ (0<х<тг); б) х(тг -  х) =
( +  I)3

1 о \ ^ cos 2кх  ,
= Г " Е —

А* =  1



2 4 ( —n fc+1
28. cos ж =  -  +  -  )  ——   cos 2kx  (0<ж<тг).

ж ж ^  Ак2 -  1 v '*=i
У  к а з а н и е .  В осп ол ьзоваться  формулами (25).

Р а *  _  I J2L J"__1 Л*: -,<иг _  |
29. еах = ------------------1----------------, ■■ —  co skx  (0<ж<7г); еах =аж ж ^  а2 +  к2 v _  _  />

к — 1
9  00 к

=  -  Ц  t1 -  ( —l ) fcea,r] ^  +  fc2 sin kx  (0<ж<тг).
к —I

Глава II 

§1
2 при 0 < z < 2 ,
0 при ж<0, х > ‘2,

1 при ж=0, х = ‘2.

+оо
4 [  cos a  sin « (1  — ж) ,

30. -  /  ---------------- i da =  <
ж J a

о
У к а з а н и е .  См. пример 1.

+  СЮ

, ,  ,  2 f  sin a  cosa j; ,
31. f ( x )  =  — /  ------------------- da.

ж J ft
о

У к а з а н и е .  В осп ол ьзоваться  четн остью  функции. См. при
мер 2.

4-ос , 0 ч,  ,  cos т а  (,ir-2 ;r)o

«*) = ;  /  1 Г  * ’ж J 1 — а-1
о

У к а з а н и е .  В вести  вспом огательную  функцию

32. /(ж ) =  -  /  2 2 2-----da.

д (у ) _  /  /( * )  =  f ( y  +  =  cosy  ПРИ ~  ж/2<у<ж/2,
I 0 при всех остальны х у.

Т огда  д(у)  —  функция четная. См . пример 2.

+°р Г 2 при 0<ж <3,
4 /  sin 3

’ л J ft

+ 0 0

оо  1 I 3ft33. — /  ---------  cos «ж ял =  <
о

1 при ж=3, 

О при £> 3 ;



+оо
4 [  1 — cos 3 a
it J  a

2 при 0 < x < 3 , 
sin « £ ( / « =  1 при x = 3 ,

О при х > 3 , х —0.

У к а з а н и е .  В осп ол ьзова ть ся  формулами (6) и (7). См. при
мер 4.

+оо
Л . 2 /  sin лчу

х ) =  — /  -------  ̂ sin « х  da.
я- у 1 -  (*•* 

о
У к а з а н и е .  В осп ол ьзоваться  н ечетн остью  данной функции. 
См. пример 3.

35. F ( a )  =
1

cos т т . У к а з а н и е .  См. пример 5.
у/2п 1 — 4 а 2

. 2i ое  — s in « —a cosrt „  .36 . F ( n ) = ——   ---------------------------- .У к а з а н и е .  Ом. пример 5.
у/2тг е(1 + «2)

§2
37. 1) У к а з а н и е .  И спол ьзовать результат примера

3 из §1 главы И; 2) У к а з а н и е .  И спол ьзовать результат 
примера 4 из §1 главы II; 3) У к а з а н и е .  П реобразовать 
функцию

О при х  <  О,
/ ( х ) = <  7гх при 0 <  х  <  1,

О при х  >  1,

см. пример 2; 4) 0. У к а з а н и е .  И спол ьзовать результаты
решения задач 37, 2 ),3 ); см . указание к задаче 37,3).
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