
ВЫСШАЯ МАТЕМАТИКА

Я. С. БУГРОВ
С. М. НИКОЛЬСКИЙ

• ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ  
УРАВНЕНИЯ

• КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ
• РЯДЫ
• ФУНКЦИИ  

КОМПЛЕКСНОГО  
ПЕРЕМЕННОГО

Д и п у щ е н о  М и н и с т е р с т в а м
в ы с ш е г о  и  с р е д н е г о  с п е ц и а л ь н о г о  о Г > р а ; ы в а н и я  С С С Р  
в  к а ч е с т в е  у ч е б н и к а  д л я  с т у д е н т о в  
и н ж е н е р н о - т е х н и ч е с к и х  с п е ц и а л ь н о с т е й  в у з о а

И З Д А Н И Е  Т Р Е Т Ь Е ,  И С П Р А В Л Е Н Н О Е

Ш
М О С К В А  « Н А У К А *

Г Л А В Н А Я  Р Е Д А К Ц И Я
Ф И З И К О - М А Т Е М А Т И Ч Е С К О Й  Л И Т Е Р А Т У Р Ы  
1 0  8  9



Б Б К  22 .161 .6  
Б190 

У Д К  517 .9 (075 .8 )

Б у г р о в  Я. С . ,  Н  и к о л ь с к и й С. М. Высшая математика.  
Дифференциальные уравнения. Кратные интегралы. Ряды. Функции 
комплексного переменного: Учебник для в у з о в .—  3-е и зд . ,  и спр .— М.: 
П аук а .  Гл. ред.  ф н з .-м а т .  лит., 1989.— 464 с. —  ISBN 5-02-013925-4.

Вместе с д в у м я  другим и книгами тех ж е  авторов — «Элементы  
линейной алгебры  и аналитической геометрии» (19в8 г.) и «Диф
ференциальное и и нтегральн ое  исчисление» (1988 г.)  соответствует  
программе по высшей математике для инж енерно-технических спе
циальностей вузов.

Содержит сл ед у ю щ и е  разделы: Обыкновенные дифференциальные  
уравнении. К ратны е интегралы. Векторный анализ.  Ряды и интеграл  
Ф урье. Простейш ие задачи  из теории уравнений  математической  
физики. Функции ком плексного  переменного. Элементы операцион
ного исчисления.

Удостоен Г осудар стве нн ой  премии СССР за 1987 г.
2-е изд.—  1У85 г.
Д л я  а у д е п т о н  в у зо в .

Б У Г Р О В  Я к о в  Степанович ,  Н И К О Л Ь С К И Й  Сергей Михайлович  
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е  У Р А В Н Е Н И Я .  К Р А Т Н Ы Е  И Н Т Е Г Р А Л Ы .  Р Я Д Ы  

Ф У Н К Ц И И  К О М П Л Е К С Н О Г О  П Е Р Е М Е Н Н О Г О  

Р е д а к т о р ы  А .  Ф .  Л и п к о ,  Т ,  Л ,  Ц о н ь к о в а  

Т е х н и ч е с к и й  р е д а к т о р  С .  Н .  Ш к л я р .  К о р р е к т о р  В ,  I I .  С о р о к и н а

П е ч а т ь  с  м а т р и ц .  П о д п и с а н о  к  п е ч и т и  2 0 . 1 2 . 8 8 .  Ф о р м а т  6 4 X 1 0 8 / 3 2 .  Б у м а г а  
т и п .  .N9 2 .  Л и т е р а т у р н о й  г а р н и т у р а .  В ы с о к а »  л е ч п т ь .  У е л .  л е ч .  л .  2 4 , л ; .  
У е л .  к  р . - о т т .  2 4 , 5 7 .  У ч . « и з д .  л. 2 4 , 8 2 .  Т и р а ж  1 2 0  0 0 0  э к з .  З а к а з  №  3 4 8 9 .

Ц е н а  I р.

И з д а т е л ь с т в о  « Н а у к а »
Г л а в н а я  р е д а к ц и я  ф и з и к о - м а т е м а т и ч е с к о й  л и т е р а т у р ы  

1 1 7 0 7 1  М о с к в а  В - 7 1 ,  Л е н и н с к и й  п р о с п е к т ,  1 5

М П О  « П е р в а я  О б р а з ц о в а я  т и п о г р а ф и я »  С о ю з п о л и г р я ф п р о м а  п р и  
Г о с у д а р с т в е н н о м  к о м и т е т е  С С С Р  п о  д е л а м  и з д а т е л ь с т в ,  п о л и г р а ф и и  

и  к н н ж и о П  т о р г о в л и .  П 3 0 5 4  М о с к в а  й - 5 4 ,  Б а л о п а я ,  2 6

У Ч Е Б Н О Е  И З Д А Н И Е

И Б  K i  3 2 7 G 0

©  И з д а т е л ь с т в о  « Н а у к а » .  
Г л а в н а я  р е д а к ц и я  
ф и з и к о - м а т е м а т и ч е с к о й  
л и т е р а т у р ы ,  1 9 8 9

ISB N  5-02-013925-4



О Г Л А В Л Е Н И Е

П редисловие к третьему и з д а н и ю ..........................................................
П редисловие ко второму и з д а н и ю ..............................................................
П редисловие  к первом у и з д а н и ю ..............................................................

Г л а в а  1. Обыкновенные дифференциальные уравнения . . . 
§ 1.1, Задача, приводящ ая к диф ф еренциальном у  у р а в 

нению ........................ .......................................................................*
§ 1.2. Общие понятия .  ................................. .... .............................
§ 1.3. Простейш ие дифференциальные у р авн ен и я  п е р в о 

го порядка ......................................................................................
§ 1.4. Теорема сущ ествования решения д и ф ф е р е н ц и а л ь 

ного уравнении первого порядка (
§ 1.5. Метрическое п р о с т р а и с т о о ........................................... ....  >
§ 1.6. Д оказательство  теоремы сущ ествования реш ения  

дифференциального уравн ен и я  первого п о р яд к а  
§ 1.7,  Метод Э й лера  п р и бл иж ен ного  решения д и ф ф е р е н 

циального уравнения первого порядка ....................
§ 1.8. У равнения ,  не разрешенные относительно п р о и з 

водной  ...........................................
§ 1.9. Особые р е ш е н и я ....................................................................... ....
§ 1.10. Огибающая семейства кривых , , .  .........................
§ ] . ] ] .  Д иф ф еренциальное  ур авн ен и е  второго п о р я д к а  
§ 1.12. Система из д в у х  дифференциальны х у р а в н е н и й

первого п о р яд к а  ........................................................................
§ 1.13. Диф ф еренциальное ур авн ен и е  л-го п о р я д к а  . . 
§ 1.14. П ониж ение п ор ядк а  диф ф еренциального  у р а в 

нения  ......................................................................................
§ 1.15. Линейные уравн ен и я  высшего п о р я д к а ....................
§ 1.16. Линейные одно р о д н ы е уравнения н-го п о р я д к а  с 

постоянными коэффициентами
§ 1.17. Метод вариации п о с т о я н н ы х ..........................................   .
§ 1.18. Частное решение лин ей ного  н ео д н о р о д н о го  у р а в 

нения с постоянными коэффициентами. П р и л о ж е 
ния . ,  ...........................................................................................

§ 1.19. Системы диф ф еренциальны х уравнений. Ф а з о в о е
п р о с т р а н с т в о ...........................................................................   .

§ 1.20. Л инейная  о д н о р о д н а я  система д иф ф еренциальны х
уравнений ,  ...........................     . , . .

§ 1.21, Общее решение л ин ей ной  о д н о р о д н о й  системы  
дифференциальных ур авн ен и й  с п остоянны м и
коэффициентами .  .......................   , ,  . .........................

§ 1.22. Сведение системы ур а в н е н и й  к о д н о м у  у р а в н е н и ю  
§ 1.23. Н еоднородная  система линейны х д и ф ф е р е н ц и а л ь 

ных уравнений с постоянными коэф ф ициентам и  
§ 1.24. Интегрирование диф ф еренциальны х у р а в н е н и й  

при помощи степенны х рядов . , . ,  ....................

б
6
7

9

9
11

21

32
35

42

45

47
50
51
53

5S
58

01
65

72
77

80

91

94

100
107

109

113



§ 1 .25 .  Элементы теории у ст о й ч и в о с т и ...........................................  118
§  1 .26 .  К лассификация точек п о к о я ................................................  125

Г л а в а  2. Кратные и н т е г р а л ы ...................................................................  135
§ 2 .1 .  Введение . . . . . . . ................... ....  135
§ 2 .2 .  Сведения из теории меры Ж о р д а н а ................  141
§ 2 .3 .  Свойства кратных интегралов. Теоремы сущ ест

вования .................................................................................  , . 147
§ 2 .4 .  Сведение кратного интеграла к повторным , . . . 151
§ 2 .5 .  Доказательство существования интеграла от не

прерывной функции ........................................................   . 161
§ 2 .6 .  Замена переменных. Простейший случай . . . . .  163
§ 2 .7 .  Замена переменных. Общий с л у ч а й ................  165
§ 2 .8 .  Полярная система координат в плоскости . . . .  168
§ 2 .9 .  Полярная система координат в пространстве . . .  171
§ 2 .1 0 .  Цилиндрические координаты ........................................... 173
§  2 .1 1 .  Площ адь п о в е р х н о с т и .................................................  175
§ 2 .1 2 .  Координаты центра масс ....................................................  181
§ 2 .1 3 .  Несобственные и н т е г р а л ы .......................................  185
§ 2 .1 4 .  Несобственный интеграл с особенностями вдоль

л и н и и ................................................................................... 190
§ 2 .1 5 .  Несобственный интеграл, зависящий от параметра 191

Г л а в а  3 .  Векторный анализ .............................................. ....  , .  . 200
§ 3 .1 .  Кусочно-гладкая ориентированная кривая « > , .  200
§ 3 .2 .  Криволинейный интеграл первого рода . . . . .  203
§ 3 .3 .  Интеграл от вектора вдоль к р и в о й .................... 205
§ 3 . 4 .  П оле п о т е н ц и а л а ........................................................... 211
§ 3 .5 .  Дифференциальное уравнение в полных диф{ерен-

ц и а л а х ...................................................................................  220
§ 3 .6 .  Ориентация плоской о б л а с т и ...........................  222
§ 3 . 7 .  Формула Г р и н а ............................................................................ 224
£ 3 .8 .  Интеграл но поверхности первого р о д а ...................  229
§ 3 .9 .  Ориентация п о в е р х н о с т и ............................................  231
§ 3 .1 0 .  Система координат и ориентация поверхности . . . 233
§ 3 , 1 1 .  Интеграл по ориентированной плоской области . . . 238
§ 3 .1 2 .  Поток вектора через ориентированную поверхность 240
§ 3 .13 .  Дивергенция. Теорема Гаусса — Остроградского 245
§ 3 .14 .  Соленоидальное п о л е ..............................................................  252
§ 3 .1 5 .  Формула С т о к с а .......................................................................  254

Г л а в а  4. Ряды Фурье. Интеграл Фурье  ........................  260
§ 4 .1 .  Тригонометрические р я д ы .......................................  260
§ 4 .2 .  Сходимость тригонометрических рядов . . . . . .  266
§ 4 .3 .  Р яд  Ф у р ь е ........................................................................  268
§ 4 .4 .  Признаки сходимости рядов Ф у р ь е ...............  271
§ 4 .5 .  Ортогональные свойства тригонометрических функ

ций .....................................................................................................  275
§ 4 .6 .  Коэффнценты Ф у р ь е ..................................................... 276
§ 4 .7 .  Оценка коэффициентов Ф у р ь е ............................  277

4 .8 .  Пространство функций со  скалярным произведением 279
§ 4 .9 .  Ортогональная система ф у н к ц и и ........................ 2Ь2
§ 4 .1 0 .  Полнота тригонометрических ф у н к ц и й ..........  286
§ 4 .11 .  Комплексная форма ряда Ф у р ь е ........................  290



§ 4 . 1 2 .  Понятие интеграла Фурье. Повторный интеграл
Ф у р ь е ...............................................................................................

§ 4,13.  Косинус- и синус-преобразовании Ф у р ь е ....................
§ 4.14. П р и м е р ы ...........................................................................................
§ 4 .15. Приближение интеграла Ф у р ь е .......................................
§ 4.16. Сумма Ф е й е р а ............................................................................
§ 4 .17. Полнота систем функций в С и Ц ..................................
§ 4.18. Сведения из теории кратных рядов Фуры; . . . .

Г л а в а  5. Уравнения математической ф и з и к и ..............................
§ 5 . 1 .  Температура т е л а ........................................................................
§ 5.2. Задача Д и р и х л е .........................................................................
§ 5 .3 .  Задача Д и р и хл е  для к р у г а ................................................
§ 5 .4 .  Задача Дирихле для п о л у п л о с к о с т и ..............................
§ 5.5. Уравнение теплопроводности в с т е р ж н е ....................
§ 5 .6 .  Теплопроводность для бесконечного стержня . . .
§ 5.7. Малые колебания с т р у н ы .....................................................
§ 5 .8 .  Колебания бесконечной струны. Ф ор м ул аД ал ам бер а
§ 5.9. Колебание круглой м е м б р а н ы ............................................
§ 5.10. Общая задача Штурма —  Л и у л и л л я ...................................
§ 5 .11. Интеграл энергии ( Д и р и х л е ) ................................................
§ 5.12. Применение преобразовании Ф у р ь е ..............................

Г л а в а  6. Теория функций комплексного переменного . . . 
§ 6.1. Понятие функции комплексного переменного . . . 
§ 6.2. Производная функции комплексного переменного  
§ 6.3. Условия Д ал ам бер а— Эйлера (Коши — Римана)
§ 6.4. Гармонические ф у н к ц и и ..........................................................
§ 6.5. Обратная ф у н к ц и я ....................................................................
§ 6 .6 .  Интегрирование функций комплексного  переменного
§ 6.7, Формула К о ш и .............................................................................
§ 6 .8 .  Интеграл типа К о ш и ...............................................................
§ 6.9. Степенной р я д .............................................................................
§ 6.10. Ряд  Д о р а н а ......................................................................................
§ 6 .11. Классификация изолированных особых точек. Вы 

четы ....................................................................................................
§ 6 . 1 2 .  Классификация особых точгк на бесконечности . . .
§ 6 . 1 3 .  Теорема о в ы ч е т а х ...................................................................
§ 6.14.  Вычисление интегралов при помощи вычетов . . . 
§ 6 . 1 5 .  Линейная функция. Дробно-линейная функция . . .

Г л а в а  7 .  Операционное и с ч и с л е н и е .................................  . . . .
§ 7 . 1 .  Изображение Л а п л а с а ............................    •
§ 7 .2 .  Изображение простейших функций и свойства изо

бражений ...........................................................................................
§ 7.3. Приложения операционного и с ч и с л е н и я ....................

Г л а в а  8. Обобщенные ф у н к ц и и ..............................................................
§ 8 .1 .  Понятие обобщенной функции ........................................
§ 8 .2 .  Операции над обобщенными ф у н к ц и я м и ....................
§ 8 .3 .  Преобразование Ф урье обобщенных ф ункций  . .

Предметный у к а з а т е л ь .......................................................................................

5

2Л
293
3'.)!)
303
304
311
313

327
327
329
з п
332
334
34',)
342
347
348
353
35!»
3:И

367
367
370
377
341
341
35)1
390
399
400
403

409
415
418
419
425

431
431

433
447

453
453
457
47»

4«!



П Р Е Д И С Л О В И Е  К  Т Р Е Т Ь Е М У  И З Д А Н И Ю

Т р е т ь е  издание отличается  от второго и здания  рядом 
изм енении  и добавлений.

А вторы  в ы р а ж а ю т  благодарн ость  А. Ф. Ш ппкину за 
отм еченны е опечатки и цепные конструктивны е пред ло
ж е н и я ,  которые способствовали улучшению учебника.

В 1984 г. комплекс наших учебников по высшей м а
т е м а т и к е ,  удостоен премии МВнССО СССР и Ц К  проф
сою зов  работников просвещ ения, высшей ш колы  и н ау ч 
ных учреж дении ,  а в 1987 г. —  Государственной премии 
С С С Р .

А вто р ы  вы раж аю т благодарность  профессору А. И . При- 
л е п к о  и руководимой им кафедре высшей математики 
М о с к о вс к о го  инженерно-физического института за  тщ а
т е л ь н о е  рассмотрение ком плекса  и цепные замечания.

П Р Е Д И С Л О В И Е  К О  В Т О Р О М У  И З Д А Н И Ю

В то р о е  издание отличается  от первого рядом  измене
ний и дополнений.

Д о б а в л е н ы  задачи  ф изического  сод ерж ан и я .  Перерабо* 
та н ы  некоторы е разделы  главы  «Векторный анализ». В  г л а 
ве « Р я д ы  Ф урье .  И н теграл  Ф урье» добавлен м атериал  по 
теори и  к ратн ы х  ряд ов  Ф урь е  и теории суммируемости. 
В г л а в е  «У равнения математической физики» введен па
р а г р а ф  о применении преобразований  Фурье.

В ы р а ж а е м  благодарность  секции технических вузов 
Н аучно-м етодического  Совета по математике при М ин
в у зе  СС СР под руководством профессора Л .  Д .  К у д р я в 
цева з а  обсуж дение наш их учебников и ценные зам еча
ни я  и пред лож ен и я ,  которые, несомненно, способствовали 
у л у ч ш е н и ю  с о д ер ж ан и я  учебников.



Мы т а к ж е  вы раж аем  б л агод арн ость  10, И. В о лк ову ,  
М. Ш. К оссу ,  П .  М. Матвееву, А. М. П ол о су е ву ,  Я- М. То- 
больцеву  и р я д у  других  читателей з а  ценные к о н с тр у к 
тивные п р ед лож ен и я ,  которые мы с т а р а л и с ь  учесть при 
работе н ад  вторым изданием.

П Р Е Д И С Л О В И И  К  П Е Р В О М У  И З Д А Н И Ю

Д а н н а я  к н и га  охватывает 190 ч а со в  программы к у р с а  
«Высшая математика» для и н ж е н ер н о -те х н и ч е ск и х  с п е 
циальностей  высших учебных завед ен и й .

М ожно считать,  что эта к н и га  и две  предыдущие н аш и  
книги, изданны е под названием  «В ы сш ая  математика», 
исчерпывают всю указанную  п р о г р ам м у ,  з а  исключением 
раздела  «Теория  вероятностей»— 5 0  часов и прим ерно  
двух третей  раздела  «Численные м етоды »— 52 часа.

И зл о ж е н и е  вопросов в к аж д ой  гл а в е  производится т а 
ким образом , чтобы дать с р а з у  о сн ов н ы е понятия . Ф о р 
м альны е ж е  доказательства  теорем , к а к  правило, даю тся  
в конце гл авы  или параграф а. Это дает  возможность при 
чтении к у р с а  в случае необходимости ограничиться  н а ч а 
лами г л ав  пли параграфов.

В гл ава х  «У равнения м атем атической  физики» и « Р я д ы  
Фурье» мы в ряде  случаев при вы в о д е  формул о г р а н и ч и 
вались  л и ш ь  физическими с о о б р аж ен и я м и .

Огметнм, что главы  6 и 7, п о св ящ ен н ы е  теории ф у н к 
ций комплексного  переменного и операционном у и сч и сл е
нию, м о ж н о  читать и до гл авы  « Р я д ы  и интегралы Ф урье». 
П о сл ед н яя  н и к ак и х  сведений из те о р и и  функций к о м п 
лексного переменного, кроме элем ен тарн ы х  зн ан и й  о 
комплексны х числах , не требует.  В частности, там п о к а 
зано, к а к  м ожно вычислять к о н к р е т н ы е  интегралы Ф у р ь е  
без привлечения  операционного и сч и слен и я .

А вторы  вы раж аю т свою п р и зн а тел ь н о сть  к о л л е к т и в у  
кафедры м атематики М осковского института  стали и с п л а 
вов, заведую щ ем у кафедрой п р о ф ессору  В. А. Т р е и о п ш у  
за д об рож елательное  рецен зи рован и е  наш их книг  и ц е н 
ные советы, которыми мы во с п о л ь зо в а л и с ь .

М ы т а к ж е  вы раж аем  б л а го д ар н о с ть  наш ему о ф и ц и а л ь 
ному рецензенту  член у-к орресп он ден ту  А Н  С С С Р
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Л. Ф . Л е о н ть е в у  з а  полезные замечания и бла го ж ел а тел ь 
ное отношение к  н аш и м  книгам.

Мы очень б л а г о д а р н ы  за ценные советы  профессору 
Е . А. В о л к о в у ,  т щ а т е л ь н о  прочитавшему главу  по теории 
обыкновенных диф ференциальны х уравнений .

Мы вы р а ж а ем  т а к ж е  большую благодарность  редакто
ру  серии наш их к н и г  А. Ф. Л апко ,  который, имея высо
кую  к вал и ф и к ац и ю  к а к  математик и к а к  редактор ,  тщ а
тельно п рочитал  те к с ты  рукописей и проверил  их во всех 
деталях .  Е г о  советы  м ы  учли и устранили  замеченные им 
недостатки.

В заклю чение отметим два учебника: В. Г р е н в и л ь  
и Н.  Н.  Л у з и н  «Дифференциальное и интегральное 
исчисление», И .  И . П р и в а л о в  «Аналитическая геомет
рия». По этим учебн и к ам  мы учились в свое время учить 
математике б у д у щ и х  инженеров и педагогов. К раткость  
и доступность и з л о ж е н и я  в них совмещ ается с долж ной  
математической к у л ь т у р о й .

Отметим ещ е к н и ги ,  которые мы рекомендуем тем на
шим читателям , к о то р ы е  хотят изучать м атем атику  более 
полно:

B. А. И л ь и н  и Э.  Г.  П о з н я к  «Основы математи
ческого анализа»  п о д  редакцией А. Н . Т ихонова .

Л .  Д .  К у д р я в ц е в  «Математический анализ».
C. М. Н и к о л ь с к и й  «Курс математического анали

за».
Н аконец  отметим, что при написании разд е ло в  диффе

ренциальные у р а в н е н и я  и функции комплексного  перемен
ного нам были п о л е зп ы  книги Л .  С. П о п т р я г и н а  
«Обыкновенные диф ференциальны е уравнения»  и М. А. Л  а в- 
р е н т ь е в а  и Б.  В.  Ш а б а т а  «Методы теории  функций 
комплексного  переменного», которые мы то ж е  рекомендуем 
д л я  более п олного  и зу ч ен и я  математики.



О Б Ы К Н О В Е Н Н Ы Е  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е  
У Р А В Н Е Н И Я  

§ 1.1. З а д а ч а ,  приводящ ая к диф ференциальном у 
уравнению

П усть  тело , имеющее т е м п е р а т у р у  0„ в  момент врем ени  
/ *= 0 ,  помещ ено в среду те м п е р ат у р ы  а  (0О >  а). Т р еб у ет ся  
найти з а к о н ,  по которому и з м е н я е т с я  те м п е р ату р а  т е л а  
в  зависим ости от времени. И ск о м а я  т е м п е р а т у р а  есть ф у н к 
ция от  врем ени ,  которую  обозн ач и м  ч ерез  0 ( 0 -

И з ф и зи к и  известно, что с к о р о с т ь  о х л а ж д е н и я  т е л а  
п роп о р ц и о н ал ь н а  разности  т е м п е р а т у р  т е л а  и о к р у ж а ю щ е й  
среды. У ч и т ы в а я ,  что ф унк ция  0 ( 0  у б ы ваю щ а я ,  в с и л у  
м еханического  смысла п роизвод ной  получаем

^  =  - А [ 6 ( 0 - а ] ,  (1)

где «коэффициент п р о п о рц и он аль н ости .
Соотнош ение (1) является  м атем ати ч еск ой  моделью  д а н 

ного ф и зи ч еского  процесса. О н о  н азы в а етс я  диф ф ерен
циальны м  уравнением , потому что в него  н а р я д у  в н е и з 
вестной ф у н к ц и ей  0 ( 0  входит  и е е  п р о и зв о д н ая .  Д и ф 
ф е р ен ц и ал ь н о е  уравнение (1) м о ж е т  о писы вать  и д р у г и е  
ф изич еские  процессы. Н а п р и м е р ,  р а д и о а к ти в н и й  р а с п а д  
т а к ж е  описы вается  уравнением  (1) при  а* = 0 .

Р еш ен и е  у рав н ен и я  (1) л е г к о  у г а д а т ь :  0 ( O “ Ce~Aí- f  « ,  
где  С — п р о и зв о л ь н ая  п о ст о я н н ая .  З н а ч е н и е  этой п о с т о я н 
ной м ожно найти из условия  0 ( 0 )  «»()„, из  которого  с л е 
дует,  что 0 О*— С  +  а.

Т ак им  образом , искомое р е ш е н и е  им еет вид

0 ( 0  ** Ф .— а) еГ*1 +  а .



§ 1 .2 .  О бщ ие понятия

1.2.1 . П о н я т и е  о б ы к н о в е н н о г о  д и ф ф е р е н 
ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я .  При изучении физических 
явлений  часто н е  удается  непосредственно найти  закон , 
св язы в аю щ и й  н езав и с и м ы е  переменные и искомую  ф у н к 
цию, по м о ж н о  установить  св язь  м еж д у  этой функцией 
и ее п рои зво д н ы м и ,  вы раж аем ую  диф ф еренциальны м  ур а в
нением .

Если и с к о м а я  ф унк ция  зависит  от одного  перем ен
ного, то  ди ф ф ер е н ц и ал ьн о е  урав н ен и е  н азы в а етс я  обыкно
венным. П р о и з в о л ь н о е  обы кновенное д иф ф еренциальное  
урав н ен и е  п о р я д к а  п  имеет следующий вид:

р ( х ,  у : > / ............. * ся,) « о .  (1)

З д ес ь  F  е с ть  з а д а н н а я  (известная) ф у н к ц и я  о т  п + 2  
переменных, о б ы ч н о  у д ов летв оряю щ ая  опред елен н ы м  у сл о 
виям н еп реры вн ости  и диф ференцируем ости, на которых 
мы сейчас о с т а н а в л и в а т ь с я  не будем , a у  — у ( х ) — ф у н к 
ция от х — р еш ен и е  диф ф еренциального  у р а в н е н и я ,  к ото 
рую надо н ай т и .

Реш ением диф ф еренциального у р а вн е н и я  п о р я д к а  п н а 
зы вается  ф у н к ц и я  ц ( х ) ,  имеющая на некотором  и нтерва
л е  (а, Ь) п р о и зв о д н ы е  у '  (*), у"  (х), . . . ,  у ш  (х)  до п о р я д к а  п 
вклю чительно и у д о в л етв о р я ю щ ая  этому уравнению . Это 
значит, что в ы п о л н я е т с я  тождество по х:

F ( x ,  у (х),  у* (х) ,  у ш ( х ) ) ^ 0  ( х € ( а ,  Ь)).

К аж д ом у  р еш е н и ю , вообще говоря ,  соответствует свои 
интервал .  К он е ч н о ,  если  функция у ( х ) ,  з а д а н н а я  па интер
вале {а, Ь), есть  р еш ен и е  ди ф ф ерен ц и альн ого  у равнения
(1), то эта ф у н к ц и я ,  рассм атриваем ая  на интервале  (с, d),  
п р и н а д л е ж а щ е м  к  (а> Ь),  тож е есть реш ение у р ав н ен и я  (1).

ГЗ б л и ж ай ш и х  п а р а г р а ф а х  мы будем р ассм атри вать  диф
ф ерен ц и ал ь н ы е  у р а в н е н и я ,  опред еляем ы е действительными 
функциям и  F,  и и с к а т ь  их действительны е реш ения у  (л:). 
Термин «действительны й» будем о п у ск ат ь ,  считая его  само 
собой р а з у м е ю щ и м с я .  Впоследствии, к о гд а  мы будем и зу 
чать ли н ей н ы е  ди ф ф ер е н ц и ал ьн ы е  у р а в н е н и я ,  нам п он ад о
бятся т а к ж е  и их ком плексны е реш ения. Н о  об этом речь 
будет впереди.

И т а к ,  мы буд ем  н азы ва ть  действительны е решения 
/ / (* ) .  * € ( д ,  Ь), обы кновенного  ди ф ф ерен ц и альн ого  у р а в 
нения просто р е ш е н и я м и  этого у рав н ен и я .



Реш ение обы кновенного диф ф еренциального  у р а в н е н и я  
п-го порядка  ио самому его определению  есть  ф у н к ц и я  
i/(.v), непрерывная па некотором и н тер вал е  {а, Ь) вместе 
со своими производным и до п о р яд ка  п — 1 вк л ю ч и те л ьн о  
и имеющая, кроме того , на (а, Ь) п р о и зво д н у ю  у {п){х)  по
р я д к а  п. Мы будем считать, что эта поел, дня  я п ро и зво д 
ная  тож е непрерывна на (я, Ь), не о г о в а р и в а я  это  всякий  
р а з  особо.

Граф ик реш ения обыкновенного д и ф ф ерен ц и альн ого  
уравнения ri-w  п о р яд к у  будем н азы ва ть  и н т е гр а льн о й  
кривой  этого уравнения .

Впрочем, мы будем позволять  себе реш ение ди<|х{эереи- 
циального у рав н ен и я  назы вать  и н тегральн ой  к ри во й ,  а 
интегральную  к ри вую  —  решением.

Т ак  как  эта глава  посвящена т о л ь к о  обы кновенны м  
дифференциальным уравнениям , то не будет  путаницы, 
если слово «обыкновенны»» будет иногда о п у с к а т ь с я .

Уравнения

/ " - | - 2 у Ч - у - в т * ,  1 - 0 ,
У Л (у ')2 =  о, у '  ь  ¿’У =  co s  .*

могут служ ить прим ерам и обы кновенных ди ф ф ер е н ц и ал ь 
ных уравнений. П ервое из н и х — третьего  п о р я д к а ,  вто
рое и третье — второго  порядка ,  а четвертое —  п ер в о го  по
ряд ка .

Кстати заметим, что непосредственно вид но ,  что вто
рое уравнение не имеет вовсе дей стви тельн ы х  реш ений.

Существует термин —  проинт егрироват ь диф ф ерен циаль
ное уравнение. Это значит, что надо н айти  те  или  иные 
реш ения данного  дифференциального  у р а в н е н и я .  Н а х о ж д е 
ние решения диф ференциального  у р а в н е н и я  всегда  связано  
с необходимостью инт егрироват ь  в х о д ящ и е  в это уравне
ние функции.

1,2.2. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  п е р 
в о г о  п о р я д к а .  Мы начнем с и зу ч ен и я  ди ф ф ер е н ц и ал ь 
ного у равнения  первого поряд ка

F ( x ,  у,  у' )  =  0. (2)

К а к  правило, мы будем пред полагать ,  что ф ункция  
F  (х,  у , г) зад а н а  на некоторой области  тр е х м е р н о го  про
странства й  и непреры вна на Q вместе со  своим и част

ными производными ~  и ~  . В частности , Q  м ож ет  быть 

всем трехмерным пространством  то ч ек  (х, у,  г).



Н а п о м н и м ,  что реш ением  или част ным реш ением  диф
ф е р е н ц и а л ь н о г о  у равнения  (2) мы называем  лю бую  дейст
в и т е л ь н у ю  непреры вно диф ференцируем ую  ф у н к ц и ю  у  — 
— у ( х ) ,  за д а н н у ю  на некотором интервале  [а, Ь), к о то р ая  
у д о в л е т в о р я е т  этому уравнению :

Р ( х ,  У (х) ,  у '  1*)) =  0 ( * € ( о ,  6), (-V, у ( х ) ,  у ' ( х ) ) £ & ) .

П р и  этом к аж д о е  решение имеет, вообще го во р я ,  свой 
и н т е р в а л ,  где оно задано.

Д в а  алгеб раич еских  у р ав н ен и я

£ \ ( х ,  У. г) =  0 ,  Г 2(х,  у ,  г) = 0  (3)

н а з ы в а ю т с я  эквивалентным и на области 12 точек (х,  у ,  г), 
если  из того ,  что точка (х,  у ,  г) £  £> удовлетворяет  одному 
из э ти х  урав н ен и й ,  следует, что она удовлетворяет  и дру- 
гом у .

С оответственно  два диф ф еренциальны х уравнения 

М * .  У> у ' ) = ° >  У, < / ) = °

н а з ы в а ю т с я  эквивалент ны м и  на области О, если э к в и в а 
л е н т н ы  на О алгебраические  у р а в н е н и я  (3).

Т а к и м  образом , в этом случ ае  решение у  (х), х  <; (а, 6), 
(х , у ( х ) ,  у ' ( х ) ) € & ,  одного из диф ференциальны х у р а в н е 
ний ав том ати ч ески  есть решение другого.

В п р о ч е м ,  эквивалентны е на области & д и ф ф ерен ц и аль
ны е у р а в н е н и я  считаются з а  одно и то ж е  уравнение.

П р и  преобразовании  диф ф еренциального  у равнения  
н ад о  с л е д и т ь ,  чтобы получаемое после преобразовании 
н овое  д иф ф еренциальное  у р ав н ен и е  было эквивалентны м  
(на £2!) п р еж н ем у .  И ли  уж , во всяком  случае ,  надо  зам е
ч а т ь ,  к а к и е  и з  решений м огут исчезнуть  или прибавиться  
после  п р ео б р азо в ан и я .

1 .2 .3 .  З а д а ч а  К о ш и .  О тметим задачу ,  н азы ваем ую  
задачей  К о ш и 1) для диф ф еренциального  у р а в н е н и я  п е р 
вого п о р я д к а .  Она гласит : тр е б у е тся  найти р е ш е н и е у = у  (х) 
д а н н о г о  ди ф ф ерен ц и альн ого  у р а в н е н и я ,  удовлетворяю щ ее 
н а ч а л ь н о м у  условию

У (*о) “  УО*

где (х0, у 0) —  з а д а н н а я  точка плоскости  (х, у).
К о н е ч н о ,  в к аж д о м  данном  с л у ч ае  за д а ч а  К ош и может 

им еть  и не им еть  решение.

А) О. Л .  Коши (1789— 1857)— выдающийся французский математик.



Е сли  за д а ч а  Коши имеет реш ение,  то  в а ж н о  вы яснить , 
единственно ли  оно. У ж е сейчас мы о тм ет и м  ва ж н ы й  ф акт ,  
который б уд ет  д о к а за н  в § 1.6: д л я  д и ф ф ерен ц и альн ого  
ур а в н е н и я  п ер в о го  поряд ка  в р а з р е ш е н н о й  относитель 
но у '  форме

У) ((*> У ) £ б )

за д а ч а  Коши им еет решение и при том  ед и н ствен н ое  д л я  
любой точки (*0, у 0) области G п л о с к о с т и  (х , у) ,  если 
з а д а н н а я  па этой области ф у н к ц и я  f  (,х , у)  непреры вна

.. dfвместе со своей  частной производнои  .

Конечно, единственность  реш ен и я  за д а ч и  Коши надо 
понимать в том смысле, что если  у  (л:) и у,  (л:) суть  ее 
реш ения,  у д ов летв оряю щ и е одному и то м у  ж е  начальному 
условию (у ( х0) =  f/t (*0) =  i/о)» з а д а н н ы е  соответственно  па 
и н тервалах  (а,  b) и (с, d), то у { х ) = = у , ( х )  на пересечении 
этих ин тервалов .

1.2.4, П р и м е р ы  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в 
н е н и й  п е р в о г о  п о р я д к а .

П р и м е р  1. Простейшее д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е 
ние первого  п о р я д к а  имеет вид

y ’ = f ( x )  (a < x < b ), (4)

где f ( x )  —  н еп р е р ы в н а я  на н ек отором  и н те р в ал е  (а, Ь) 
ф ункция .

Из теори и  неопределенного и н т е г р а л а  сле д у е т ,  что л ю 
бое реш ение этого диф ф еренциального  у р а в н е н и я  м ож ет  
быть за п и сан о  следующим образом :

у  =  J /  (.v) d x  С,

где сп р а в а  в качестве  первого с л а га е м о г о  стоит неопре
деленный и н те гр а л  от f { x ) ,  т. е. н е к о т о р а я  п ервообраз
н ая  ф у н к ц и я  о т  f  (х) на (а, Ь):

ф (х) =  J /  (х)  dx ,

а в кач естве  второго  сл а га ем о го — п р о и з в о л ь н а я  п о ст о я н 
н ая  С  (—  оо <  С  <  оо).

И так ,  лю бое решение д и ф ф ер е н ц и ал ь н о г о  у р а в н е н и я  (4) 
о п р е д е л я е т с я  равенством

У ~ ^ ( х ) ' \ - С  (■а < х < Ь ), (5)



где \| ;(я) —  н е к о т о р а я  первообразная  от f ( x )  т { а , Ь ) , г С  
п р о и з в о л ь н а я  п о ст о ян н ая  — п ар а м е тр  семейства решений.

К а ж д о м у  зн ач ен ию  параметра С  соответствует  отд ел ь 
ное (частное) р е ш е н и е  диф ф еренциального  у р а в н е н и я  (4), 
и при этом  л ю б о е  решение этого у р а в н е н и я  м ож ет  быть 
получено к а к  частное  решение сем ейства  (5) при соот
ветствую щ ем  зн а ч е н и и  С.

Е сли  р а в е н с т в о  (5) продиф ф еренцировать  п о я ,  то п о л у 
чим и сх о д н о е  д и ф ф ерен ц и альн ое  у р а в н е н и е  (4). Б л а го д а р я  

этому свойству равенство  (5), содер 
ж ащ ее в себе п р ои зволь н ую  постоял 
ную С , н азы ваю т  общим иитегралок 
диф ф еренциального  у рав н ен и я  (4) 

Задача К ош и д л я  д и ф ф ер е н т !  
ального у р а в н е н и я  (4) реш ается i 
притом ед инственны м  об разом  при 
начальном у слов и и  у  (х„) =*у0, где 

Рис. 1. (*в1 уо) — л ю б а я  точ ка  из полосы
{я <  х <  6, — оо <  ^  <  оо} плоскости 

(х, у). Ч т о б ы  реш и т ь  ее, подставляем  в общий интеграл 
(5) точку  (лг0, у 0) и находим по сто ян н у ю  С:

Уъ*= Ф (*0) 4 * с ,  С и  г/п— ^  (х й).

Отсюда п о л у ч аем

У — i/o==' K * ) ~  Ф (*0)-

Это и есть  р е ш е н и е  (и н тегр ал ь н ая  к р и в а я )  нашего диф
ф е р ен ц и ал ь н о го  у р а в н е н и я  (4), п р о х о д я щ ее  через  точку
(*о. У о) (Р |1С- *)•

Г1 р и м е р 2. Р ассм отрим  диффсрепциалЕ.ное уравнение

у '  *= k y  ( — оо < * , * / <  о о ) ,  ( 6 )

где k  —  з а д а н н а я  постоянная .
Л е г к о  п р о в е р и т ь ,  что функция

у * * С е кх =  С е х р ( к х )  (— оо <  х  <  о о )  (7)

при любом з н а ч е н и и  параметра С есть  реш ение диф ф ерен
циального  у р а в н е н и я  (6). Мы не будем  сейчас об ъ я сн ят ь ,  
как  к этому се м е й ст ву  решений, з а в и ся щ е м у  от произ
вольной п о ст о я н н о й  С,  можно логически  прийти  (см. далее  
§ 1.3).

П р о д и ф ф е р е н ц и р у е м  равенство (7) по х:

t /  е= С/е e x p  (kx)  (— о о < л : < о о ) .  (8)



Т е п е р ь  исключим п ар а м е тр  С  и з  о б о и х  р ав ен с тв  (7) и (8), 
т. е. найдем С из одного из них и подставим  в д р у го е .  
Получим , очевидно, оп ять  и сходное д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  
у рав н ен и е  (6).

В с и л у  этого свойства  равенство  (7) н а з ы в а ю т  общ им 
интегралом  ди ф ф ерен ц и альн ого  у р а в н е н и я  (6).

1.2.5. О б щ и й  и н т е г р а л  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  
у р а в н е н и я  п е р в о г о  п о р я д к а .  Д а д и м  о п р е д е л е 
ние общего и н теграла  ди ф ф ерен ц и альн ого  у р а в н е н и я  п е р 
вого п оряд ка .

П усть  задано  ди ф ф ер е н ц и ал ьн о е  у р а в н е н и е  первого  
п о р яд к а

i r t = * 0 ,  (2 )

где  ф унк ция  F ( x ,  у ,  г) и ее  частные п р о и зв о д н ы е

и -j~- непреры вны  на области  Q точек  (*, у, г) т р е х 

мерного пространства .
О бщ им инт егралом  диф ф еренциального у р а в н е н и я  (2) 

назы вается  равенство

Ф ( х ,  у , С) =  0, (9)

где ф у н к ц и я  Ф (.*, у , г) н еп р е р ы вн о  д и ф ф е р е н ц и р у е м а  на 
некоторой  области точ ек  (х,  у,  г) и о б л а д а е т  сл е д у ю щ и м  
свойством: если продиф ф еренцировать  р ав ен с тв о  (9) по .г ,  
считая ф орм ально ,  что у  =  у{х) :

w + f V = 0’ (|0)
и исклю чить  С  из у р а в н е н и й  (9) и (10), то п о л у ч и м  диф 
ф ерен ц и альн ое  у р ав н ен и е ,  эк ви ва ле н тн о е  у р а в н е н и ю  (2).

Н азы ваю т еще у р а в н е н и е  (2) д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м  у р а в 
нением семейства ф у н к ц и й  (9), з а в и с я щ и х  о т  п а р а м е т р а  С.  

П р и м е р  3. Р асс м о т р и м  семейство ф у н к ц и й

у  =  (х  — С)3 (— о о < Х < о о ) ,  (11)

зави ся щ и х  от п р о и зволь н ого  п ар а м е тр а  С. 
П родиф ф еренцируем  ( И )  по х:

у ' = я З ( х  —  С)2 (— оо <  х  <  о о )  (12)

и возведем п олученное рав ен ство  в куб:

( у ' У =  27 [ х - С ) \  (13)

Л е гк о  видеть, что мы получили  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р ав 
нение, эк ви ва ле н тн о е  у р а в н е н и ю  (12). Н о  т о гд а  из (11)



и (13) ел е д у е т  д и ф ф ерен ц и альн ое  уравнение

¿ / ' * - 2 7 ^ = 0 .  (14)

Л е г к о  п р о в е р и ть ,  что л ю б а я  ф у н к ц и я  (11) уд о в л етв о 
р я е т  этому ур ав н ен и ю . Впрочем , этот ф а к т  уж е  следует  
из то го ,  что д и ф ф ер е н ц и ал ьн о е  урав н ен и е  (14) есть  р е з у л ь 
тат и ск л ю ч е н и я  п а р а м е тр а  С  из равенств  (11) и (13).

Мы д о к а з а л и ,  что равенство  (11), сод ерж ащ ее  произ- 
оольны й  парам етр  С, есть общий и нтеграл  диф ференци
а л ь н о го  у рав н ен и я  (14).

В дальнейш ем  мы будем изучать  некоторы е типы диф 
ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р ав н ен и й  первого  поряд ка  и будем у к а 
зы в а т ь  методы их реш ения,  которы е приведут к семейст
вам реш ений ,  з а в и ся щ и х  от одного параметра С. Обычно 
эти сем ей ства  и б у д у т  общими интегралам и соответствую 
щ их д и ф ф ерен ц и альн ы х  уравнений .

В о з н и к а е т  вопрос, со д ер ж и т  ли общий интеграл  д а н 
ного  ди ф ф ерен ц и альн ого  у р ав н ен и я  первого п о р я д к а  при 
лю бы х  зн а ч е н и я х  парам етра  С все реш ения этого у р а в 
н ен и я .  Вообще го во р я ,  это не так .  Н о  это заведомо имеет 
место, если  общин и н теграл  диф ф еренциального  у р а в н е 
н и я  п ер в о го  п о р я д к а  м ож н о  за п и сат ь  в разреш енном  отно
с и т е л ь н о  С виде

Ч ! { х , у ) ~ С ,  (15)

и при  этом л ев ая  часть у рав н ен и я  (15) есть непреры вно  
д иф ф ер ен ц и р уем а я  ф у н к ц и я .  И м енно , сп равед ли ва  теорем а.

Т е о р е м а  1, П у с т ь  задано диф ф еренциальное ур а в 
нение

У, У ')* * 0  ((*. У, у ' ) € & ) ,  (2')

где ф у н к ц и я  Р  (х, у , г) вместе с  ее част ны м и производ- 
дР др ,  ~

н ы м и  непреры вна на  област и  12 прост ранст ва

{х, у ,  г) , и пуст ь равенство  (15) есть его общ ий и н т е
гр а л , еде  Чг (х , у ) — непреры вно диф ф еренцируем ая на  не
к о т о р о й  област и плоскост и  (х , у )  ф ункция .

Т о г д а , если

У — И(х ) {{X, у { х ) ,  у '  { х ) ) £ 0 ) ,

ест ь непреры вно диф ф еренцируем ое на  (а, Ь) реш ение у р а в 
н е н и я  (15) п р и  некот ором  зн а чен и и  С , т о оно обязат ельно  
ест ь р еш ен ие  диф ф еренциального  ур а вн ен и я  (2 ') ,  и обрат но, 
всякое реш ение диф ф еренциального  ур а вн ен и я  (2 ')  удовлет 



воряет у р а вн ен и ю  (15) на и н т е р ва ле , где оно задано , п р и  
некот орой пост оянной  С.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у ст ь  у * = ч /(х ) , х £ ( а ,  6), е с ть  
н еп р е р ы вн о  диф ференцируем ое р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (15) 
при п остоянной  С0:

У ( х ,  у ( х ) )  =  С Г1 ( х £ ( а ,  &)).

П родиф ф еренцируем  это тож деств о  по  х:

- ^ ( х ,  у { х ) )  +  - ^ - ( х ,  у ( х ) ) у ' ( х ) = = 0  ( х £ ( а , Ь ) ) .  (16)

Это п о к а зы в а е т ,  что ф у н к ц и я  у  (х)  есть  решение д и ф 
ф е р ен ц и ал ь н о г о  уравнения

№  / ч , дЧ' . ч , а  /,7ч
—  У ) + - д ^ ( х ' У) у  в 0 » ( 17>

а с л е д о в ате л ьн о ,  и решение д и ф ф ер е н ц и ал ь н о г о  у р а в н е 
н и я  (2 ') ,  ко то р о е  эквивалентно  н а  О уравнению  (17) 
(согласно опред елен и ю  общего и н т е гр а л а ) .

О братн о ,  пусть  у ( х ) ,  а  <  л: <  6, есть  реш ение ди ф ф е
р ен ц и а л ьн о го  у р ав н ен и я  (2 ') ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  и у р а в н е н и я  
(17), т .  е. п усть  вы полняется  т о ж д е с т в о  (16), ко то р о е  
м ожно за п и с а т ь  так:

£ ¿ 4  (х,  у ( х ) ) * *  0  ( * €  (а, Ь)).

И н т е г р и р у я  его  от х п до х ,  г д е  * 0, л: €  (л, Ь), получим
X

у { х ) ) 4 х * * У ( х ,  у { х ) )  —  ' ¥ ( х 0> у ( х 0) ) ~

{х, у { х ) ) — С ш
(С0« Ч ' ( * о ,  У ( х 0))),

т. е. ф у н к ц и я  у { х )  у д о в л е тв о р я е т  на (а, Ь) у р ав н ен и ю  
Ч' (х ,  у ) - С в.

З а м е ч а н и е  к п р и м е р у  2. О бщ ий  и нтеграл  диф 
ф е р ен ц и ал ь н о го  уравнения

у ’ **ку  (—  оо <  у  <  оо) (6 ')

в  разр еш ен н о й  относительно С  ф о р м е  (см. (7)) имеет вид  

уе ~ к х **С  (— оо <  х ,  у  <  оо). (18)

Т а к  к а к  л е в а я  часть этого у р а в н е н и я  имеет н е п р е р ы в 
ны е частны е производные на всей  п л о ск о ст и  (*, у ) , то  н а



основании т е о р е м ы  1 общий и нтеграл  (18) со д ер ж и т  при 
различны х п о с т о я н н ы х  С все реш ения ди ф ф ерен ц и альн ого  
у р ав н ен и я  (6 ') .

Чтобы р е ш и т ь  за д а ч у  Коши д л я  диф ф еренциального  
у рав н ен и я  (6 ')  при  начальном  условии у ( х 0) —  у 0, подстав
л яем  [х0, у 0) в (18) и находим С =  С 0:

у 0с~кх° =  С0.

Р еш ен и е  з а д а ч и  Коши имеет вид
у С- Ь х - . у ^ е -Пх о

или

У =  Уое>! (х" Аи) (— оо <  х <  оо).

З а м е ч а н и е  к  п р и м е р у  3. Д и ф ф е р ен ц и а ль н о е  
уравнение в этом  п р и м ер е  можно за п и с а т ь  и виде

? ( х ,  У> У ' ) =  ( 1У>
где ф унк ция

р ( х ,  у , у ’) =  у'* —  27//а

непреры вно д и ф ф ер е н ц и р у ем а  на всем п ростран стве  (х,  у,  г),  
которое о б о зн ач и м  через

Мы зн а ем  у ж е ,  что общий и н теграл  этого у р ав н ен и я  
имеет вид

у  =  ( х  — С )3 (— оо <  х  <  оо). (11)

Е сли  реш ить  у р а в н е н и е  (11) относительно  С, то получим 

1У (х ,  у)  = С ,  Чг (*, у ) = х  —  у 1>К ( 1 Г )

Ч а с т н а я  п р о и з в о д н а я  по у  от ф у нкции  4 я не сущ ествует
на оси у  —  0 ,  поэтом у  условие теорем ы  1 н е  вы полняется .
П о  тогда н е л ь з я  гара н ти р о ва ть ,  что лю бое  реш ение диф
ф ер ен ц и ал ь н о го  у р а в н е н и я  (19) входит  в его общий инте
г р а л  при н е к о т о р о м  С.

Н а рис. 2 и з о б р а ж е н о  семейство к у б и ч е с к и х  парабол
(11) д л я  р а з л и ч н ы х  значений С. К а ж д а я  из этих парабол  
есть и н т е г р а л ь н а я  к р и в а я  диф ф еренциального  у р ав н е
ния (19). Н о  и м е ю т с я  еще и другие  и н т е гр а л ь н ы е  кривы е ,  
наприм ер  к р и в а я ,  и зо б р аж ен н ая  на рис. 2 ж и р н о й  линией:

((х  — а ) 3, а ,
О, а < я < Р ,



И т а к ,  д иф ф еренциальное  у р а в н е н и е  (19) и м е е т  о п р е д е 
ленны й на всей плоскости  (лг, у) общий и н т е гр а л  (11),  но 
он не содерж ит в себе при р азли ч н ы х  з н а ч е н и я х  С  псе 
реш ения этого у р а в н е 
ния .  И меется беск он еч
ное м ножество решений, 
соответствующих парам  
чисел (а,  Р), где а  <  ft, 
к оторы е  не получаю тся  
из семейства (11) при 
некотором значении С.

О д н а ко  если диффе
рен ц и альн ое  урав н ен и е  
(19) рассм атривать  д л я  
полож ительны х « /(^ > 0 ) ,  
т. е. считать,  что ф у н к 
ц и я  F (х , у , z) за д а н а  
на полупространстве
i / > 0,  которое мы обозначим  Q+, то общ ий  и н те гр а л  

Ч '(х ,  =  —  yi f* = С
( —  оо  <  С  <  о о ,  —  о о  <  *: <  о о ,  0  <  // <  о с )

о п р ед ел яе тс я  ф ункцией  Y ( * ,  у) ,  н епреры вно  д и ф ф е р е н ц и 
руемой на Q+.  П оэтому в д а н н о м  с л у ч а е  п р и м ен и м а  т е о 
рема 1, и общий и нтеграл  со д ер ж и т  в себе при  р а з л и ч 
ных С все реш ения ди ф ф ерен ц и альн ого  у р а в н е н и я ,  п р и 
н ад леж ащ и е к верхней п олуплоскости

оо  <  *  <  о о ,  0 < / / < о о } .

Подобный ф акт  имеет место и д л я  области  Q_  точ ек  
(х,  у ,  г),  где /у <  0.

1,2.6. П о л е  н а п р а в л е н и й .  О тм етим , что д и ф 
ф еренциальное  у р ав н ен и е  в разреш енном  о т н о с и т е л ь н о  
производной виде

У) (20)

у стан а вл и вае т  явную  с в я з ь  м еж д у  к о о р д и н а т а м и  то ч к и  

Л1 *= (дг, у)  и угловы м  коэф ф ициентом  к а с а т е л ь н о й  к 

интегральной  кривой в этой точ ке  (рис. 3):

¿У



Е с л и  ф у н к ц и я  /  (х,  у)  о п р ед ел е н а  па некоторой области  О 
п л о с к о с т и ,  то  к а ж д о й  т о ч к е  М  соответствует нек оторое  
н а п р а в л е н и е ,  угловой  к оэф ф ициент  которого р а в е н /( .х,  у).  
У к а з ы в а я  это н а п р а в л е н и е  единичным вектором, п р о х о д я 
щ и м  ч е р ез  точку  М ,  мы получим  на О поле н а п равлений  
(р и с .  4).

И н т е г р а л ь н ы е  к р и в ы е  у р а в н е н и я  (20) суть  к р и в ы е ,  д л я  
к о т о р ы х  у п о м ян у ты е  н а п р а в л е н и я  явл яю т ся  н а п р а в л е 
н и я м и  к а с а т е л ь н ы х .  Р е ш и т ь  диф ф еренциальное  у р а в н е 
н и е  о з н а ч а е т  найти  к р и в ы е ,  н ап р а в л ен и я  к ас ате л ьн ы х

к к о то р ы м  в к аж д о й  то ч к е  совпад аю т с н ап равлен и ем  
п о л я .  К онечно, в д ан н ом  с л у ч а е  интегральн ы е  к р и вы е  
п р и н а д л е ж а т  области

П р и м е р  4. у ' в а у / х .
П р а в а я  часть этого у р а в н е н и я  определена на м н о ж е

ст ве  О всех  точек  плоскости  ( х у у) ,  кром е точек  оси //. 
1:<ли то ч ки  М  =  (л\ л е ж а т  на прямом у  =  Иху то
д л я  них

=  У) =  ! ( х ,  к х ) ~ Ц  =  к  { х ф О ) ,

т .  е. п оле  н ап р а вл ен и й  имеет вид, и зо б р аж ен н ы й  па 
р и с .  5.

В д ан н ом  случае  н а п р а в л е н и е  прямой у  =  к х  со в п ад ае т  
с  н а п р а в л е н и е м  п оля  в к аж д о й  точке этой прям ой ,  с л е 
д о в а т е л ь н о ,  и н те гр а л ьн ы м и  кривы м и явл яю т ся  не п а р а л 
л е л ь н ы е  оси у , в ы х о д я щ и е  из нулевой  точки ,  л учи  без 
т о ч к и  (0, 0).

Д л я  п о ст р о ен и я  п о л я  н а п р а в л ен и й ,  удобно рассм ат
р и в а т ь  г ео м етр ич ес ки е  места точ ек ,  в к оторы х к а с а т е л ь 
н ы е  к  и н те гр а л ь н ы м  к р и вы м  со х р а н яю т постоянное на-



п р ав л ен и е .  Т а к и е  геом етрические  места то ч ек  н а з ы в а ю т с я  
и зо к ли н а м и .

П р и м е р  5. у ’ =  У  х 2 /у2; У х 2 -+• у 2 =  к — у р а в н е н и е  
и зо к л и н ы , соответствую щ ей о п ред елен н ом у  з н а ч е н и ю  
к  (у ' — к ),  т. е. это о к р у ж н о с т ь  р ад и у са  /г (рис .  6).

Рис. 5. Рис. о.

З н а я  и зо к л и н ы  диф ф еренциального  у р а в н е н и я  легко  
нари совать  эск и з  и н т е гр а л ьн ы х  кривы х.

§ 1.3. Простейшие диф ф еренциальны е у р ав н ен и я  
первого порядка

1.3.1. У р а в н е н и е ,  з а п и с а н н о е  ч е р е з  д и ф 
ф е р е н ц и а л ы .  П у с т ь  М { х ,  у)  и N  (х,  у ) — ф у н к ц и и ,  
непреры вны е на некоторой  области  У п л о с к о с т и  (х,  у). 

В ы раж ен и е

М ( х ,  y ) d x  +  N ( x ,  y ) d y  =  0 ((х,  y ) £ Q )  (1)

н азы ваю т диф ф еренциальны м  уравнением  первого порядка-  
Н а  самом деле в ы р а ж е н и е  (1) о б ъ е д и н я е т  в се б е  два 

диф ф еренциальны х у р а в н е н и я  первого  п о р я д к а — отн оси 
т е л ьн о  ф ункции у ( х )  и относительно  ф у н к ц и и  х ( у ) .

В первом с л у ч ае  под реш ением  у р а в н е н и я  (1) п о н и м а
ется ф у н к ц и я  у  =  у ( х ) ,  о п р е д е л е н н а я  на н е к о т о р о м  (за 
висящ ем от  нее) и н т е р в а л е  (а, Ь), и м ею щ ая  н еп р е р ы в н у ю



п р о и зв о д н у ю  и у д о в л е т в о р я ю щ а я  уравнению  (1);

М  (X, у  (х)) (1х +  jV (х,  у  {х)) у '  (X) d x  =  О 
( х £ ( а ,  Ь), (х , y ( x ) ) G Q ) .

Т ак  к а к  д и ф ф ер е н ц и ал  dx  о т  независимой переменной .v 
не р а в е н  нулю , то в этом у р ав н ен и и  можно па dx  с о к р а 
ти т ь  и п олу ч и т ь ,  что // (.v) у д о в л е т в о р я е т  д и ф ф ер е н ц и ал ь 
ному у р а в н е н и ю  первого  п о р я д к а ,  зап исанном у  в обычной 
ф орм е:

М ( х ,  y )  +  N ( x ,  у )  g  =  0 ((.<-, у) £ f i ) .  (2)

О тн о си т ел ь н о  реш ений  вида у  =  у ( х )  ди ф ф ер е н ц и ал ь 
ны е у р а в н е н и я  (1) и (2) эквивалентны .

А н а л о ги ч н о  р а с с у ж д а я ,  мы получим , что отн оси тельн о  
р еш е н и й  вида х  =  х ( у )  диф ф еренциальное  у р а в н е н и е  (1) 
э к в и в а л е н т н о  следующ ему;

М (х,  у)  f y + N  (х, у )  =  0 ((х,  у)  £  О). (3)

И зучи м  подробнее диф ф ерен ц и альн ое  у р а в н е н и е  (2) 
(о тн о си т ел ьн о  у).

П у с т ь  ф у н к ц и я  N  (х,  у)  отлична от ну л я  всюду на Q 
( N  (лг, у ) ф  0 V (* ,  y ) € . Q) .  Т о гд а  она в силу  ее н е п р е 
ры вности  на св язн ом  м нож естве Q  либо  всюду на Q поло
ж и т е л ь н а ,  либо  всюду на Q о три ц а тел ь н а .  В этом случае  
у р а в н е н и е  (2) м ожно зап и сать  в ф орм е разреш енной  отн о

с/у
с и т е л ь н о  - r i  dx

« ' ■ ¡ ' ) « ° ) '  <2 '>

т. е. у р а в н е н и я  (2) и (2 ')  э к в и в а ле н тн ы  на Q. Е сл и  ж е  
ф у н к ц и я  N  (х,  у )  равна  нулю в некоторы х т о ч к а х  Q, то  
у р а в н е н и я  (2) и (2 ')  будут эк ви вален тн ы м и  т о л ь к о  на 
части  (о области  Q, где  ф у н к ц и я  N  {х% у)  отлична от н уля .

П у с т ь  в точ ке  (х0, у п) 6  й  ф у н к ц и я  N  обращ ается  в нуль
(*о* Е сли  п р и  этом М ( х 0, у 0) ^ 0 ,  то  у р а в н е 

ние  (2), очевидно ,  не имеет р еш е н и я ,  проходящ его  через 
э ту  т о ч к у ,—  ведь второе слагаем ое  в левой  части (2) при 
x =  * 0! У ^ У ч  равно  ну л ю ,  а п ер в о е  по условию  не рав н о  
нулю .

Е с л и  ж е  н а р я д у  с равенством  М ( х 0, у а)*= 0 вы пол
н я е т с я  т а к ж е  равенство  М (х0, t/0) =  0 ,  то  через то ч ку



(а*0, */„) м огут  проходить р е ш е н и я — одно или н е с к о л ь к о  
или д а ж е  бесконечное число р еш е н и й .  Мы упидим это  
далее из примеров.

П одобное замечание м ож но  сд е л а т ь  и в отнош ении  
диф ф еренциального  уравнении (3). Н ад о  только  в этих  
р а с с у ж д е н и я х  поменять местами х  и у ,  а та к ж е  М  и N .

Р азб ер е м  еще случаи, когда обе ф ункции  М  и N  о т 
личны  от ну л я  всюду на О. В этом случ ае  п р а в а я  ч а ст ь  
урав н ен и я  (2 ')  тож е отлична от  н у л я  всю ду на £2 и имеет 
один и тот ж е  знак . Но тогд а  реш ение у{х)  д и ф ф ерен 
циальн ого  у равнения  (2') имеет п рои звод н ую  у ' ( х )  т о го  
ж е  зн а к а .  Это показывает, что реш ение у  =  у { х )  с т р о го  
монотонно на том интервале (а, Ь), где оно задано . Н о  
тогда оно имеет обратную н е п р е р ы в н о  диф ф еренцируем ую  
ф ун к ц и ю  х - - х ( у )  на некотором и н те р в ал е  {с, ¿). П ри  этом

что п оказы вает ,  что обратная ф у н к ц и я  удовлетворяет д и ф 
ф е р ен ц и ал ь н о м у  уравнению (3).

И та к ,  мы получили, что если  обе ф ункции  Л1 (л:, у)  и 
N  (лг, «/) отличны  от пуля всюду на 1}, то  всяк ое  решение у р а в 
нения (1) вида у  =  у{х)  имеет о б р а т н у ю  ф ункцию  л* =  л: (у) ,  
я в л яю щ у ю с я  тож е решением этого  урав н ен и я ,  но в и д а  
* « * ( < / ) .

1.3.2. У р а в н е н и я  с  р а з д е л е н н ы м и  п е р е м е п -  
п ы м и. У равн ени е  (1) н а з ы в а е т с я  диф ф еренциальны м  
уравнением  первого порядка  с р а зд елен н ы м и  п ер ем енн ы м и , 
если

Д а л е е  будем считать, что ф (л-) и т/з (//) — н еп р е р ы вн ы е  
ф ункции .  П усть  у  =  у( х )  есть р е ш е н и е  д и ф ф ер ен ц и ал ьн о 
го у р а в н е н и я  (4) в п р ям о у го л ь н и ке

 1  [ _
с1у ~  ¿ у  ~  м

7 х  ~ ~ Й
м

М ( х  г/) =  ф (х)  ( л € ( а ,  Ь)),
М{Х> у) =  Ц{ у )  { у € { с ,  (1)).

О но имеет вид

Ф (х)(/*- |  ф (//)£/// =  0. (4)

определенное на некотором и н т е р в а л е  (а ,  р) с  (а, Ь).



Тогда  им еет  м есто  тождество

<р (х) d x  =  —  \р [у  (х)] d y  (*) (х  €  ( a ,  fî)), 

о тк у д а ,  и н т е г р и р у я ,  получим

J 4>(x)dx =  —  J  i|i [ y  ( x ) ] d y ( x )  +  C t «  —  J  \р ( y ) d y  +  C.

Здесь  и н т е г р а л ы  ^ ( p ( x ) d x  и ^ y \ ) ( y ) d y  су ть  некоторы е 
вы бранны е нам и перв ообразн ы е  от ф (лг) и

J Ф (дг) d x  =  Ф  (я) {а <  * < £ > ) ,

S ^ ( y ) d y ^ = xlr (у) (c < y < d );

do втором р а в е н с т в е  произведена з а м е н а  переменной 
у ( х ) = * у  в н е о п р е д е л е н н о м  и нтеграле  (см. н аш у кннгу  
«Высшая м а т е м а т и к а .  Д и ф ф ерен ц и альн ое  и и н те гр а л ьн о е  
исчисление», § 5 .2 ) ;  константа  С  з а в и си т  о т  реш ен и я  у ( х ) .

И та к ,  лю бое р е ш е н и е  у  (*) наш его  ди ф ф ерен ц и альн ого  
у р ав н ен и я  в  у к а з а н н о м  прям оугольнике  у д о в л е тв о р я е т  
уравнению

$ Ф ( * )  d x + <\ t y ( y ) d y * C

при некоторой п о ст о я н н о й  С или у р ав н ен и ю

+  (5)

Л е в а я  часть  р а в е н с т в а  (5) есть ф у н к ц и я  F ( x t у ) ,  не
п реры вно  д и ф ф е р е н ц и р у е м а я  на п р я м о у г о л ь н и к е

A ^ { a < x < b ,  c < y < d \ ,

со свойствами
д Р  . . дР  , . . 
а ?  =  ? ( * ) ■

Е сли  п р о д и ф ф е р е н ц и р о в а т ь  форм ально (5) по дг, считая ,  
что у  — у  (•*')» то  по л у ч и м

Ф (* ) -М >  (у )гх  =  0 '

т .  е. исходное д и ф ф ер е н ц и ал ьн о е  у р ав н ен и е  (4).
Т ак и м  о б р а зо м ,  равенство  (5) есть  общ ий и н теграл  

д и ф ф ер е н ц и ал ьн о го  у р а в н е н и я  (4) д л я  его  решений вида 
у  =  у ( х ) .  С о гл а с н о  т е о р е м е  1 § 1.2 все н еп р е р ы вн о  диф. 
ф еренцируем ы е н а  ( а ,  р) реш ения у * * у ( х )  у р а в н е н и я  (5)



при любых постоянны х С  я в л я ю т с я  реш ен и ям и  д и ф ф е
ренциального  у равнения  (4) вида у * = у ( х )  и об р а тн о .  
В прочем , обратное у тв е р ж д е н и е  мы д о к а з а л и  н е п о с р е д 
ственно.

Р а с с у ж д а я  ан алоги ч н о ,  м е н я я  местами роль  х  и  у , м и  
снова  получим равенство  (5), но т о л ь к о  те п е р ь  это  б уд ет  
общ ий и н теграл ,  сод ерж ащ ий  всевозм ож ны е р е ш е н и я  вида 
х  — х ( у ) ,  у  £  (у,  f i ) c ( c ,  d ) ,  наш его  д и ф ф ер е н ц и ал ьн о го  
у р ав н ен и я  (4).

Т а к и м  образом, равенство  (5) будет общ им и н т е г р а 
лом диф ф еренциального  у р а в н е н и я  (4) к а к  д л я  реш ении  
ви д а  у  =  у ( х ) ,  так  и д л я  реш ений  вида х * * х ( у ) .

П р и м е р  1. x 2dx  =  y d y ,  А*= { а < * < 6 ,  c < y < . d \ .

—  ^ y d y  =  C\ — - у — С  —  общий и н т е гр а л .

П р и м е р  2. ех*d x = * e /d y \

Эти интегралы н ельзя  в ы р а зи т ь  в э л е м ен т ар н ы х  ф у н к 
ц и я х .  Все же мы считаем з а д а ч у ,  с точки зр е н и я  те о р и и  
диф ф еренциальны х у р а в н е н и й ,  реш енной.

1.3.3. У р а в н е н и я  с р а з д е л я ю щ и м и с я  п е р е 
м е н н ы м и .  Если М  (х, у )  =  <р1(х) \р1(у) ,  Л/ (х,  у )  ~  
— ф2(л:)гЫ//)» то у р а в н е н и е  (1) н аз ы в а е тс я  у р а в н е н и е м  
с  разделяю щ им ися перем енны м и:

Ф( (*) ( У)dx  +  Ф* (*) Н’2 (У) dy  =  0. (6)

Д л я  тех (х,  у) ,  для  к оторы х Чг ( х ) - у \ \ ( у ) ф О ,  р а з д е л и м  
на это произведение левую  и п рав ую  части (6). Т о г д а  
получим  урав н ен и е  с разделенны м и  переменным и

Ч'а(*> 'ЫУ) j

Общ ин интеграл  этого у р а в н е н и я  н а х о д и т с я ,  к а к  
в 1.3.2. Н о  м огут быть еще р еш е н и я ,  п р о х о д я щ и е  ч е р ез  
точки (ха, //„), у д ов летв оряю щ и е у р ав н ен и ю  срг (дг) ч^,‘(/у)=.0.

1.3.4. О д н  о р о д н  ы е у р а в н е н и я .  Ф у н к ц и я  М  {х, у )  
н азы вается  однородной ст еп ени  пг, если д л я  л ю б ы х  х , у  
и f >  0 вы полняется  равенство

M ( f x ,  t y)  =  l"‘M ( x ,  у) .

Е сли  ф ункции  М ( х ,  у)  и N ( x ,  у )  о д н о р о д н ы е  одной  
и той ж е  степени т , то  д и ф ф ер е н ц и ал ьн о е  у р а в н е н и е

M d x  +  N d y * * 0  (7)
н азы вается  однородны м .

\



Е г о  м ожно пр ео б р азо вать  следую щ им образом!

М  (г ,  у)¿У
йх 'V (*. У)

м ( х ' ]х1т ! п )  м ' " ' и ( ± ' .  ± у

*'(*■,х 1 тгт) |'1'”,у(±1'±т
г. е.

(8)

где  / — н е к о то р а я  ф у н к ц и я  от одного  переменного.
В в ед ем  вместо у  н о ву ю  ф ун к ц и ю  г  (от х)  при помощи 

п о д с та н о в к и
йи аг ,

У =  х - г ,  £  =  х ~ Л г -йх

Т  огда

или

* £  +  *=■ /(* )

(!г __й х  .
I ( г ) - г ~  л *

С л е д о в а т е л ь н о ,

1п

или

Ь П т = ;  <р ф ъ

х  ■= С  ех р
(¡2

/ ( * ) - * ; ■

гд е  С - 5^=0— п р о и з в о л ь н а я  постоянная .
О тм ети м  более  общ ее у р а в н е н и е ,  чем (8):

йи
йх

Е г о  м о ж н о  реш ить  подстановкой



тогда

а * 3 " 1 г  +  =  х * ' 1 /  (г ) ,  х *  ^  =  я “ “ 1 [ {  ( г )  —  а г ] ,

^2 ¿л:
/■ (г) — а г  х '

С1 п | £ и Г  * ■ ■ ( С ^ О ) ,
-  I , ) /  ( * ) - < «  4  ^  7 1

дг==Сех р 1 т и ^ ,  <10>

где С ф  О— п р о и зв о л ь н а я  п о ст о ян н ая .
П р и м е р  3. {х- 4 * у 2) (¡х +  х у  с!у =  0.
Д а н н о е  у р а в н е н и е  является  о д н о р о д н ы м ,  так  к а к  

ф ункции
М  (х,  у)  «  ха +■ у \  Ы ( х ,  у )  *= п /

однород ны е степени  //¡ =  2, С д ел а ем  з а м е н у  у я * г х ,  й у  в  
=  г^л: +  х ^ г .  Т о г д а  уравнение п е р е п и ш е т с я  та к :

(х2 +  г 2* 3) ¿ г  +  х 2г (г й х  +  х ¿г )  =  О
или

(1 -\-22~)с1х-\-гхс1г= -0.

Р а з д е л я я  перем енны е ,  получаем
Ах г  ¿¡г .

1п _ 1 { п (1 * 2 г 2), х  =  -т-г£^—  4 V - г  ь  ¿ / 1 + 2 г а*  ~  '  1 + 2 г а

Т ак  к а к  у пае  г*=у1> т о

С*х2 о  2 . ,  С* , , / С *
* ^ + * '  = 7-  4' “ ±  К 27--Т *

П р и м е р  4.
+  (И )

Это у р а в н е н и е  есть частный сл у ч ай  (9),  если

т + 1 = - £ .  (12)

У р а в н е н и е  (11) при 7  =  — 2 и \ -* = 2  (условие  (12) вы
полнено) и м еет  вид

%  =  А х - ’ + В у \



и его р е ш е н и е  зап и сы в ает ся  по ф о р м у л е  (10), где 

/  (г) =  А  Вг2, а  =  у - \ - \  = — I-

П о л у ч е н н о е  у р а в н е н и е  есть  частны й  случай  ур а вн е 
н и я  Р и к к а т и

г / '= * 5 * 4 - Ж * ) ,

к о то р о е  и н т е г р и р у е т с я  в к в а д р а т у р а х  т о л ь к о  в и ск л ю 
чи тельны х с л у ч а я х .  Мы д о к а з а л и ,  что при Я  (*)=» А х ~ % 
у р а в н е н и е  Р и к к а т и  решается в к в а д р а т у р а х .  Отметим, 
что при  К ( х )  =  сопб1 урав н ен и е  Р и к к а т и  я в л я е т с я  у р а в 
нением с р азд е ля ю щ и м и ся  перем енны м и.

Е сли  Я ( х )  =  А х 'х и а  =  а „  =  — — целое)- то

п одстан овк а

-^Щ - =  х2У (*) +  -£ .  1 =  ( л >  1)

приводит у р а в н е н и е  Р и кк ати  к  виду

А 2 5
Ч о Т + З 11 <2^+3^

П о с л е д о в а т е л ь н о  прим еняя эту  п одстан овк у ,  можно 
исходное у р а в н е н и е  свести к  случ аю  а 0 =»0 (/? (я) « с о г ^ ) .  

Е сли  ж е  —  1, то  подстановка

У ( Х )  * » . 1 ^ 1  А

приводит у р а в н е н и е  к виду

' Л  2 I В  + пЧ
П р и м е н я я  эту  подстановку  необходим ое число раз ,  

Иы сведем  у р а в н е н и е  Р и кк ати  к с л у ч а ю  а 0 «»0.
Во всех  д р у г и х  случаях  у р а в н е н и е  Р и к к а т и  не ре

ш ается  в к в а д р а т у р а х .
П р и м е р  5. х у й у —  { х * + у 2)(1х —  0.
Имеем

, а

„ + ,  “ И * ) ’) 1 + ̂
—  X

йх х у  ,  у  у
’ X2 Ж8

Это у р а в н е н и е  есть  частный случай  у р а в н е н и я  (9) при 
в =  2, ^ ( г ) - ( 1 + г * ) / г .



1.3.5. Л и н е й н о е  у р а в н е н и е .  У р а в н е н и е

% - \ - р [ ( х ) у = * Н х )  { а < х < Ь ) >  (13)

где р{ х ) ,  / ( * )  — непреры вны е ф у н к ц и и  о т  х  н а  и н тер вал е  
(а, Ь), н азы ва етс я  линейны м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м  у р а в н е 
нием первого  п о р я д к а .  Н еизвестная  ф у н к ц и я  у  {х) и ее 
производ ная  в х о д я т  в это у р а в н е н и е  в п ер в о й  степени 
—  линейно.

Е сли  Д .¥ )= зО ,  то  уравнение

назы вается  ли н ей н ы м  однородны м, а  в  с в я з и  с этим у р а в 
нение (13) н азы ваю т линейным неоднородны м .

О днород ное линейное у р а в н е н и е  им еет решение 
у ( х ) ^ 0 .  О но я в л я е т с я  уравнением  с  разделяю щ им ися  
переменными:

Р { х ) с 1 х  ( у ф  0 ) ,  | П | | ; |  =  —  ^ р ( х ) с 1 х  ( С  * 5 *0) ,

Е сли  в (15) разреш и ть  п остоянной  С  приним ать  н у 
левое зн ачен ие ,  то  формула (15) д а е т  и р еш е н и е  у ( х )  & 0 .

Ф орм ула (15) п оказы вает ,  что г р а ф и к  реш ения ли н ей 
ного однородного  у равнения  л е ж и т  в ы ш е  оси Ох,  если 
С  >  0, или н и ж е  оси Ох, если  С  <  0.

Мы п риш ли  к  формуле (15) по с л е д у ю щ е й  схеме. Мы 
п р ед п олож и ли ,  что ф ункция у = * у ( х )  есть  реш ение диф
ф ерен ц и альн ого  у рав н ен и я  (14), о т л и ч н о е  от  н у л я  всюду 
на (а, Ь), и п р и ш л и  к тому, что оно  о п р ед ел я е тс я  фор
мулой (15) при некотором С.  Н а д о  им еть  в виду, что

интеграл  $ р (д :)А с  обозначает н е к о т о р у ю  первообразную  
ф ункцию  от р ( х )  на интервале (а, Ь),  поэтом у  и решение, 
даваем ое ф орм улой  (15), оп ределено  н а  (а,  Ь). Л е г к о  про 
верить , что ф у н к ц и и  (15) при лю бом  С ,  в том числе и 
при С»= 0, су ть  реш ения ди ф ф ер е н ц и ал ьн о го  у р а в н е н и я  (14)

Остается выяснить вопрос о существовании решений нашего диф
ференциального уравнения, пересекающих ось  х.  Д л я  этого можно  
воспользоваться теоремой 1 § 1.2. Разреш ая (15) относительно С,  
получим

%  +  р { х ) У  =  0 (14)

(15)



Легко проверяется, что правая часть этого равенства есть функ*  
пня от (*, у ) ,  имеющ ая непрерывные частные производные па полосе 
{— со <  у  <  о о , а  <  х <  Ь),  и тот факт, что если продифференциро
вать это равенство по считая, что у — у  (х),  то получим дифферен
циальное уравнение (14). Тогда по теореме I § 1.2 формула (15) со
держит все реш ения уравнения (14), Таким образом, линейное у р а в 
нение  (14) не имеет решений,  пересекающих оси х.

У р а в н е н и е  (13) обычно реш аю т м ет одом  Б е р н у л л и , 
которы й з а к л ю ч а е т с я  в следующем. Б у д е м  искать  реш е
ние в ви д е  п р о и зв е д е н и я  двух ф у н к ц и й

И м еем  у ' = и и '  П о д с тав л яя  зн а ч е н и я  у  и у '  в (13), 
получим  иь* +  и ^  +  р{ х )  (х) или и ( и '  +  р ( х ) и )  4- 
+  и ' в  * ■ / ( * ) .

П о д б ер е м  ф у н к ц и ю  V так ,  чтобы & +  р ( х ) и * = 0 .  О тно
сительно и (х)  им еем  линейное од н о р о д н о е  уравнение ,  
с л е д о в ате л ьн о ,  по формуле (15) м ож ем  полож и ть  с/ =

• = е х р ( — ^ р  (х)  ¿ /х ),  П ри  такой  ф у н к ц и и  V получаем  
и ' и е я [ ( х ) ,  о т к у д а

С л е д о в а т е л ь н о ,  общее, т. е. к а к о е  угодно , решение 
у р а в н е н и я  (13) зап и ш ется  в виде

где С — п р о и з в о л ь н а я  постоянная.
В х о д я щ и е  в  ф о р м улу  (16) и н те гр а л ы  обозначаю т про 

изво л ь н ы е ,  но в ы б р ан н ы е  опред еленно  первообразны е от 
п о д ы н т е г р а л ь н ы х  функций. У добно  эти первообразны е 
в зя ть  в виде  определенны х и н т е гр а л о в  о переменным 
верхним  п р е д е л о м  х  и нижним ф и к си р о в а н н ы м  пределом  х 0, 
п р и н а д л е ж а щ и м  {а,  6).

Т о гд а  ф о р м у л а  (16) примет вид

у ( х ) * * и  ( х ) - и ( х ) .

-4-ехр р й х ')  ^ /  ( х )е х р  (  $ р б х ) (1 х ,  (16)



Е с л и  потребовать ,  чтобы при *в=л:0 р е ш е н и е  о б р а т и 
лось  в у 0 ( у ( х 0) =  у 1)), то ,  очевидно, п олучи м , í/0 — о  '

С ледовательно ,  реш ение задачи  К ош и (у  ( х 0) =  //„) длл 
д иф ф еренциального  у р а в н е н и я  (13) да ет ся  ф о р м у л о й

£/ — ¿/о ехр  ^ — j  p ( t ) d t ^  +

• f e x p ^ — J p { í ) d t ^ j  j  /  (и) e x p ^ — j  p { t ) d t ^ d u .  ( lü"j

Ф орм ула (16) п о к азы в ае т ,  что общее реш ен ие л и н е й 
ного  неоднородного ур а вн ен и я  равно сум м е  р еш ен и я  соот 
вет ст вую щ его однородного  ур а вн ен и я  и част н ого  реш ена .ч 
неоднородного ур а вн ен и я  (получаю щ егося из (16) при  С*= (М.

Мы реком ендуем  не прим енять  ф о р м а л ь н о  форму..,.
(16), а в каж дом  п р и м ер е  повторять  все в ы к л а д к и .

П р и м е р  6. Р е ш и т ь  уравнение у ' — y > = s \n x .
З д ес ь  р (х )  =  —  1, / ( * ) « *  s in * .  П о л о ж и м  у  =  и - v,

У* r a u 'v  +  u v ',  u v ' +  u 'v  —  í í t / e s i i u ,

и {v '— t»)-f u 'v  =  s in  дг, v ' —  v =  0, v =  e x p  ^ d x  =  <?\ 

u ’e**= s i n x ,  u ' B=e"x sinA:, ue=¡  ̂ e “ * s i n x d x - ^ C \

У г= е х ^ e~x s i n x d x  +  Ce*.

И н те гр и р у я  по частям, находим, что] 

у  П= Ce* —  ~  (соэл: -j- s in * ) .

З а м е ч а н и е .  У р а в н е н и е  (13) м ож но  р е ш а т ь  т а к ж е  
м ет одом  ва р и а ц и и  произво льно й  п о с т о я н н о й .  Е сл и  С  — 
постоянная ,  то ф о р м у л а  (15) дает  р еш ен и е  однород ного  
у р а в н е н и я .  Б у д е м  считать  С — ф у н к ц и ей  о т  х  и  подберем

e s  т а к ,  чтобы в ы р а ж е н и е  у * = С ( х )  е х р  ( —  J р  (х) d x )  бы ло 
реш ением (13). Н о  это  то т  ж е  метод Б е р н у л л и  п р и  и = С  (х), 

о * = ех р  (  — J p ( x ) d x ) .

1.3.6. У р а в н е н и е  Б е р н у л л и 1):

y '  +  P ( x ) y ' = y af ( x ) ,  (17)
где  а  — любое вещ ественное  число.

J) Я . Бернулли (1654— 1705)— выдающийся ш вейцарский мате
матик,



Е с л и  а  равно н у л ю  или еди н и ц е ,  то мы получим  л и 
н ей н о е  д иф ф еренциальное  уравнение .  Е сли  ж е  се^=0 ,  
\ ,  т о  з а м е н а  п ривод ит  нас снова к  линейном у
у р а в н е н и ю  относительно  ф у н к ц и и  г(х) .

У р а в н е н и е  Б е р н у л л и  м ож но  ср а зу  решать методом 
Б е р н у л л и ,  п о л а г а я  î / « * h ( x ) - d ( x ) .  Отметим, что при а > 0  
ф у н к ц и я у ( х )  е О  я в л я е тс я  реш ением  у рав н ен и я  Б е р н у л л и .

§  1 .4 .  Теорема сущ ествован и я  решения
дифференциального уравнения первого порядка

К л а с о  диф ф еренциальны х  у рав н ен и й ,  которы е  мы 
м о ж ем  эф ф ективно  решить, вееьма узок .  Н ап ри м ер ,  реш е
ние п р о с т о го  на первый в з г л я д  диф ф еренциального  у р а в 
н ен и я

В-*■+#■
о к а з ы в а е т с я  н е  м ож ет  быть св ед ен о  д а ж е  к к вад р ат у р ам  
( и н т е г р а л а м ) .  Поэтому в больш инстве  случаев  приходится  
р е ш а т ь  диф ф еренциальны е у р а в н е н и я  приближ енно.

Н о  п р е ж д е  чем п ри м ен ять  к ак о й -л и б о  п р иближ енны й  
м етод , н ад о  з н а т ь ,  сущ ествует  ли  на самом д е л е  реш ение 
ди ф ф е р е н ц и а л ь н о го  у р ав н ен и я .  О чен ь  важ но т а к ж е  зн а ть  
в а р а н е е ,  единственно  ли оно.

Н и ж е  ф о р м у л и р у ю тся  у с л о в и я ,  которы е г а р а н ти р у ю т  
с у щ е с т в о в а н и е  и ед инственность  реш ения диф ф еренци
а л ь н о г о  у р а в н е н и я  первого п о р я д к а

5 я / ( * |  у ) 0 )

при н а ч а л ь н о м  условии

У (*„) *“  ;/п* (2)

И м е е т  место следую щ ая  т е о р ем а .
Т е о р е м а  1. П у с т ь  ф у н к ц и я  f ( x ,  у )  непреры вна на  

п р я м о у го л ь н и к е

£ ) « { х 0— а а ,  (/„— ^ у й + Ь }

и  и м еет  н а  нем  огра н и чен ную  п р о и зво д н ую  удовлет 

воряю щ ую  неравенст ву
\ d f \  ^  АТ



Т о гд а  н а  от резке  а » [ * 0 —  б, дс„ +  б], где

б <  m in  ja, * -£Д, М =  max \ f (x, i /)(, (1)
I ,v м  ) и-. i /)eo

сущ ест вует  и  п р и т о м  единст венное р еш ен и е  ур а вн ен и я  (1), 
удовлет воряю щ ее начальном у ус ло ви ю  (2).

П р и  эт ом  вы полняет ся неравенст во

\ У { х ) — У и \ < ь  ( V x g a ) .

Р еш ение у  (х ) непреры вно диф ф ер ен ц и р уем о  на  о. 
А  если f { x t у )  на  самом деле им еет  непреры вны е частные

производны е по х  и у  порядка р ,  т о  у ( х )  имеет  на  а  
непрерывные производны е до п о р я д к а  р  1 вклю чит ельно .

Н а рис. 7 в плоскости (х, у )  и з о б р а ж е н  п р я м о у го л ь 
ник О  и п р и н ад л еж ащ и й  к нему п р я м о у го л ь н и к

с \  =  {*0— 6 + 6 ,  (/„— Ь < ( / < ! / „

Т еорем а  у тв ер ж д ае т ,  что если  на п р я м о у го л ь н и к е  Р  
ф у н к ц и я  [ ( х ,  у )  непрерывна н и м е е т  о г р ан и ч ен н у ю  част

ную пр о и зво д н у ю  ~  , у д о в л е т в о р я ю щ у ю  н еравенству  (3),

то  через эту точку  (х0, //„) п р о х о д и т  ед и н ствен н ая  и н те 
гр ал ь н ая  к р и в а я  у  =  у( хг), о п р е д е л е н н а я  д л я  всех з н а ч е 
нии х£[.х:и —  6, л '„- |-б |.  Она п о л н о с т ь ю  п р и н а д л е ж и т  к 
п р я м о у го л ь н и к у  Число 6 у д о в л е т в о р я е т  соотн ош е
ниям  (4).

П одч еркнем , что теорема 1 г а р а н т и р у е т  су щ е ство ва н и е  
оп ред елен н ого  отрозки

а  =  [ х в —  б ,  ^  +  6 ] ,

2 Я. С. Б угров ,  С. М. Никольский



иа котором  за в е д о м о  сущ ествует реш ение

У = У ( х )

у р ав н ен и я  (1), проходящ ее  через т о ч к у  (а*п, у 0).
Если бы н а м  понадобилось найти это  реш ение при

б лиж енно , то  п р и  наличии у к а за н н о й  информ ации мы 
о р ган и зо в ал и  бы н ахож ден и е  п р и б л и ж ен н о го  реш ения 
именно п а  этом  о т р е з к е  о, потому что н е л ь зя  ручаться ,  
что у к а з а н н о е  р е ш е н и е  определено  вне а .

Т еорем а I б у д е т  доказана  в § 1.6, а  сейчас мы рас
смотрим

П р и м е р .  У р а в н е н и е

i  = ~ ‘f  (5)
есть частный с л у ч а и  диф ф еренциального  у р ав н ен и я  (М.

П р а в а я  его  часть  не зависит от х .  13 данном  случае 
ф ункция  f ( x % у)  р ав н а  — у* при лю бом  х.

Т а к  к а к  ф у н к ц и я  — i f  при любом у  н еп р ер ы вн а  вместе 
со своей п р о и зв о д н о й  по у ,  то  о п р е д е л я е м а я  ею ф унк ция  
/ у)  н е п р е р ы в н а  вместе со своей частном производной

на всей п л о с к о с т и  (х,  у) .  П оэтом у ,  не р еш ая  у р а в н е 

ние (5), м о ж н о  за кл ю ч и ть  иа о сновании  теорем ы сущ ест
вования ,  что ч е р е з  любую точку  (х0, у 0) проходит  и при
том е д и н с т в е н н а я  и н тегральн ая  к р и в а я  у р ав н ен и я  (5).

П усть  а'0 =  3, i/u= l .  За д а д и м  прои звольн ы й  п рям о
угольник

D = { 3  —  С1 А- 3 1— Ь ^  у  ^  1 + 6 }  - (Q <  6).

Д л я  него

A las  m ax  I f i x .  у )  1 =  max I —  i/2 I — max
(A, U)iU 1/6 (.1 -  i', J + ¿J К П *

=  ( 1 - И г ;

Л ' =  m ax
Oc, y K O

С л ед о ватель н о ,

Д | =  max | - 2 ^  | =  2 ( l + ^ .

6 <  m i„  { a ,  ^ ( r V i p  ( T T T j ^ Y -

У р а в н е н и е  (5) л е г к о  реш ается. Общ ий его интеграл 
в верхней  п о л у п л о с к о с т и  ( ¿ / > 0 )  и в н и ж н ей  полупло-



скости  (у  <  0) оп ред еляется  р ав ен с тв о м
I

х - С О )

а я  через то ч ку

И меется  ещ е  одно решение y s O ,  iro оно нас не б у 
дет интересовать .

Среди реш ении  (7) выберем т о ,  к о то р о е  проходит  
через  то ч к у  (3, 1). Очевидно, это есть  решение

I
х — 2 '

Е го  граф и к  изображ ен  на рис. 8. М ы  пндим, что инте
гр ал ь н ая  к р и в а я  уравнения (5), п р о х о д я п  
Д = з ( 3 ,  1), у х о д и т  в беско- » 
нечноеть при х  —*■ 2.

Н аибольш ий  интервал  с 
центром в то ч к е  х  =  3, на 
котором о п р ед ел ен а  наша 
и н т е гр а л ь н а я  к р и в а я ,  есть 
интервал  (2, 4). Соотноше
ние (6), п олученное из общей 
теоремы сущ ествован и я ,  дает 
н есколь ко  меиыний интервал.

Т еорем а сущ ествования 
реш ения диф ференциального 
у р ав н ен и я  будет  доказана  из 
общих сооб р аж ен и й ,  отно
сящ и хся  к  теории метричес
ких пространств .  Следующий п а р а г р а ф  посвящ ен этой 
теории.

§ 1 .5 . Метрическое пространство

1.5 .1 .  П о н я т и е  м е т р и ч е с к о г о  п р о с т р а н с т в а .  
П у ст ь  М — м нож ество  элем ентов  х ,  у ,  г ,  . . .  п р о и з в о л ь 
ной природы .

М нож ество  Л1 называется м е т р и ч ес ки м  п р о ст р а н ст во м , 
если лю бой паре  его элементов п о с т а в л е н о  в с о о т в ет ст в и е  
н еот р и ц ате л ьн о е  число р ( л \  у ) ,  н а з ы в а е м о  а р а сс т о я н и ем  
м ежду элем ентам и дг и у ,  у д о в л е т в о р я ю щ е е  с л е д у ю щ и м  
свойствам  {аксиомам расст ояния):

1) р(дг, у ) — 0  тогда и т о л ь к о  то гд а ,  когда х = У ;
2) р ( х ,  у ) = р ( у ,  х ) \
3) р ( * ,  y ) < p { x t *) +  p U ,  у )  ( V * ,  у ,  г £ М ) .



А кси ом а  3) о б ы ч н о  назы вается  неравенст вом  т реуголь
н и к а . Ф у н к ц и ю  р(дг, з/)  от двух ар г у м ен то в  х ,  у  будем 
н азы вать  ещ е  м е т р и к о й  пространства М .

Л е г к о  в и д е т ь ,  ч т о п -м ер п о е  п ространство  Н п с метрикой

р(дг, я  Н а * —  У \ =  | / Г . 2  (х <—  у  У '

где х  =  ( х 0  х„),  у = * ( у  1, //„), я в л я е т с я  м етри
ческим п рост р ан с тво м .

М нож ество  С  [а ,  6 |  всех н епреры вны х ф ун к ц и й ,  з а д а н 
ных на [о, 6], б у д е т  метрическим пространством , если 
м етрику  ввести  но  формуле

Р ( / .  £)=* т а х  | / ( 0  — ё (01- I1)
а  <  I <  Ь

Аксиомы р а с с т о я н и я  легко  проверяю тся .
В д а л ь н е й ш е м  вы раж ен и е  { х п\ б уд ет  обозначать  н е к о 

то р у ю  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  элементов х п £  М  (« =  1 ,2 ,  . . . ) .  
Т а к и м  образом , х п обозначает  элемент, имеющий номер п, 
а не степень  э л е м е н т а  х .

Элемент х °  $  М  есть  предел {¿г'1}, если

р (.*:", д:0) —* 0 ( п - +  то).

П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  в этом с л у ч а е  называется
сходящ ейся.

П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  {л-"} назы вается  ф ун д а м ен т а льн о й , 
е сли  Уе >  О ЗА/ т а к о е ,  что

р ( Х т, Х п) < 8

при т , п  >  N .
Е сли  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  {л-"} сход ится  к  х ° £ М ,  то 

о н а  ф у н д а м е н т а л ь н а я .  В самом деле,  из  сходимости 
к х °  следует ,  что д л я  любого е >  0 найдется  N  такое ,  
что р (■*'*, X 13) <  е, V «  >  N . Поэтому па основании  н ера
венства т р е у г о л ь н и к а

р ( ^ п, лг'лХ  р (-*Л -яг0) -Ь р (л:0, х ш) <  « е =  2е

при т , п  >  N .
О братн ое  у т в е р ж д е н и е  не всегда верно. Н ап ри м ер ,  

е с л и Л 1 * * (0 ,  1) есть  и н т е р в а л  0 <  х  <  1 и р ( л \  у ) ~ \ х —  у \ у 
т о  -¡1 / п \ — ф у н д а м е н т а л ь н а я  последовательность .  Н о  она 
не сходится к э л е м е н т у  пространства М  (она сходится 
к пулю , которы й  н е  п р и н ад леж и т  М).



1.5.2. П о л н о е  м е т р и ч е с к о е  и р о с т р  а гг с т и  о. 
М етрическое пространство  М  н азы вается  п о лн ы м , е сли  
в нем в с як ая  ф у н д ам ен та л ьн а я  п о следовательн ость  с х о 
д и тся  к элементу этого же п ространства .

Мы знаем , что одномерное пространство  R i  (чисел) 
п олно  (критерий  Коши!). М о ж н о  д о к а зать ,  что и п р о с т р а н 
ство R n полно при V/г ^  1.

Т е о р е м а  1. П р о ст р а нст во  С ¡а, Ь] полное. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  элементы этого  п рост- 

р а н с т в а \ f , t ( i ) |  образую т ф у н д ам ен та л ь н у ю  п о с л е д о в а т е л ь 
ность  в смысле метрики  (1): д л я  всякого  е >  О Э/У та к о е ,  
что

Р(/«> /™ )=  / * ( 0 1  < е  (“)
а <  t <  Ь

при т,  п  >  N .
Из (2) следует, что при ф иксированном  ( ^ [ а ,  Ь\

1/„ ( 0 — fm (О I <  е (», ' ” >  N). (3)

П оследнее  означает,  что ч и с л о вая  п о сл е д о в а те л ь н о с т ь
{/„(/)} фундам ентальна ,  поэтом у па основании  к р и т е р и я  
Коши она сходится к нек отором у  дей стви тельн ом у  чи с л у ,  
которое  мы обозначаем f  {():

lim/„(0=/(0 (Vie к*])- в)
п  сс

П ер е х о д я  к гг редел у ö н ер а в е н ств е  (3) при т  -* оо, п о л у 
чаем

l / J 0 ~ / ( 0 l < e  ( n > N ,  V i e [ fl|  b ] ) .  ( 5 )

Отсюда
sup I f J O - f i O K e  ( n > K ) ,  (6)

a «£ / <  b

Это показы вает ,  что п о сл е д о ва те л ьн о ст ь  {/„(0} с х о д и т с я  
равном ерно  к f  (t) на [а, Ь\, и т а к  к а к  ф у н к ц и и  f n ( t)  н е 
преры вны  на [а, Ь\, то и п р е д е л ь н а я  ф у н к ц и я  f  ( t)  н е п р е 
рывна на \а , b \ l ), т. е. f ( t ) € C \ a ,  b\.  Т еорем а  д о к а з а н а .

З а м е ч а н и е .  В н е р а в е н с тв е  (6) теперь  си м во л  su p  
м ож но зам енить  на шах.

1.5.3. П р и н ц и п  с ж а т ы х  о т о  б р а ж  е н и й. 11усть 
в полном метрическом п ро ст р ан с тве  М  задан  о п е р а т о р

J) См. нашу книгу «Высшая м а 1ематика. Д и ф ф ер ен ц и а л ь н о е  и 
интегральное исчисление», § 9 .8 ,  теор ем а  2,



(ф у н к ц и я ) ,  о то б р аж аю щ и й  М  в себя,

z  — F x  ( л г ^ М ,  z $ M ) .

О п е р а т о р  F  будем  н азы ва ть  сж имаю щ им, если 

p ( F x ,  / > ) < c t p ( x ,  у) ,  V x ,  j> € A l ,  0 < а < 1 ,

гд е  число а  ие з а в и с и т  от х ,  у .
Э лем енты  х  м етрического  пространства М  будем  т а к ж е  

н а з ы в а т ь  т очкам и  этого  пространства.
Т о ч к а  лг£А1 н а з ы в а е т с я  неподвиж ной т очкой  о п е р а 

т о р а  F , если F x  — x .
О п е р а т о р  /•’ будем  н а з ы в а ть  непрерывным  в точке х ° ,  

если
lim F x "  =  F x°

X й Х °

(т. е. p ( F x ' \  F x " )  - +  0, п  —> оо, V * "  —+ х п).

Л и  ко видеть ,  что сжимгжчции оператор  всегда н е п р е р ы 
вен в любой то ч к е  л г '£ Л 1 .  Ведь, если р ( х ' 1, лг")—-О, то

p[Fxn, Fx") <-«[> (дт", * и) —► 0 (п оо).

Т  е о р е м а 2. Е с л и  сж имающ ий операт ор F от обра
жает полное м ет рическое прост ранст во  AI в себя, то 
сущ ест вует  единст венная  неподвиж ная т очка эт ого опе- 
р и т о р а .

Эту теорему н а з ы в а ю т  п р и н ц и п о м  сж атых от обра
ж ений.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о к а ж е м ,  что д в у х  н епод виж 
ных точек быть не м ож ет . П усть  х \  х 2 —  н епод виж ны е 
то ч к и :  F x l * = x l , F x 2 =  x :. Тогда

р ( * ‘, х г) = р ( Е х 1, / ' У Х а р  (д;1, л'2) (ct <  1). (7)

С ели  п р ед п о л о ж и ть ,  что р ( х 1, аг~) >  0, то из (7) п о л у 
чаем  а Г > 1 ,  чего б ы ть  не может. Зн ачи т  р ( л г \  лг-) =  0 
и х ' — Х*.

П ереходи м  к д о к а з а т е л ь с т в у  сущ ествования  н еп од ви ж 
ной точки.

П у с т ь  х "  —  л ю б а я  точка пространства AI. Составим 
п о сл е д о в а те л ьн о ст ь  ■■элементов:

х \  x '  =  t :x " ,  х -  —  Г х 1, x " ~ F x ’l~l , . . .

Эту  п о с л е д о в а те л ьн о ст ь  булем назы вать  ит ерацион но  
п о р о ж д ен н о й  о п е р а то р о м  F . П о к а ж е м ,  что эта последо



ва тел ь н о сть  ф ун д ам ен та л ьн а .  Имеем

•я"“ 1) =  р (Fx n~l , F x n~2)^ a p  (хп~1, х п~г) <  
< а 2р(лг',“ 2, ж ,‘“ 3Х . . . < с с л- 1р(д:1, х °) (я =  1, 2 , . . . ) .

(В)

Д а л е е  на о сн ов ан и и  неравенства т р е у г о л ь н и к а  и (8) по
лучаем  (п  >  т )

р ( * ' \  х  ) <  
л г ^ Ч  +  р (хп' \  дгп- 2) +  • . .  -Ь р  (хт + \ дгт ) <

^ [ c i ,J' I 4 - a " " 2-i- . . .  + a m] p ( j c l , * “). 

Т ак  как  0 ^ а <  1, то при любом п  и т > Л г
л/ Ttl

Р (-*■”, * ‘л) < [ a " !+ a m + 1- f  • . .  ] р(дс1, х") — ( * 1» * п) <  р»

если N  до с та то ч н о  велико.
И так  п оследовательность  ф у н д а м е н т а л ь н а ,  а т а к  

как  п ространство  Л1 полное, то  о н а  сх о д и т с я  к некото
рому элем ен ту  х  этого пространства

lim лг" « лг€А 1.
П -+ ээ

Д о к а ж е м ,  что х  —  н еп о д в и ж н ая  т о ч к а :

p(Fx, x )^ p (F x ,  jc") +  И * ”- x) = p (Fx ,  F x " -1)-)-
- f p ( * ' f, * ) < a p ( * p xn-^  +  p ix ", x ) < 8

при n  >  jV =  iV (e).
Т ак им  о бразом , p(Fx, х )= 0, и по  первой  аксиом е 

расстояния  за к л ю ч аем ,  что Fx  = x, т .  е .  х  —  н еп од ви ж 
ная  точ ка .  Т еорем а  доказана .  _

З а м е ч а н и е .  И сп ользуя  тот ф а к т ,  что х — н еп од ви ж 
н ая  то ч ка ,  получаем

р(ж, х п) = р (Fx, F x n~l) ^ а р  {х, x n~l)= ap (Fx , Fx*"*)^.
< а гр ( * .  JC,,' z) < . . . < a ' 1p Ü .  Jf°). (9 )

Д а л е е

p ( j f n, x X p ( J c n, х -1*1)-}-p( jc"+i , ж Х  
< a p ( x " ~ \  je'I) 4 - a p ( j t ' \  X),

откуда
t>(x\ * “) (0 < « < ! ) .  (10)



Ф о р м у л ы  (9) к (10) п оказы ваю т,  что х п я в л я е тс я  при 
бли ж ен н ы м  з н а ч е н и е м  неподвиж ной то ч ки  с погреш ностью , 

не п р ев ы ш аю щ е й  а пр(дг, дг") и о (а*"- 1 , лгл).

О братим  в н и м а н и е  на формулу (10), к о то р ая  дает  оценку 
р ас ст о я н и я  м е ж д у  х п и х через р ас с т о я н и е  м еж ду  двумя 
соседними то ч к а м и  х п и дг"-1 и терационной  последова
тельности .  В з я в  х п за  п риближ енное  значение дг, мы 
гар а н ти р у ем ,  что погрешность п р и б л и ж е н и я  меньше 
правой части  (10).

1.5.4. П  р и б л  и ж е н II о е з п а ч е  и и е к о р н я  
ф у н к п н ' п .  П у с т ь  ф унк ция  f  (х) имеет корень  (нуль) 
на |« ,  Ь]. Б у д е м  предполагать ,  что /  имеет производные 
первого и вто р о го  порядков  и f ' ( x ) = £  0 на [я, Ь], т. е. 
/  (.v) монотонна на этом сегменте. Это говорит  о том, что 
па [о, Ь\ и м е е т с я  один корень ф у н к ц и и  f .

С оставим  вспом огательную  ф ун к ц и ю

F {x )  =  x-\-k{x)-f(x), 
где k  (х) —  н е к о т о р а я  непрерывно д и ф ф ер ен ц и р у ем ая  ф у н к 
ция, не р а в н а я  нулю . Ясно, что н еп о д в и ж н ая  точка х  
<}уикции F  я в л я е т с я  нулем /  и обратно.

П оэтом у, если  ф у н к ц и я  F  о т о б р а ж а е т  [а, Ь] в [я, Ь\ 
и я в л я е т с я  сж и м а ю щ е й  на [а, b |, то и терационная  по
с л е д о в а те л ь н о с т ь  х„ — F  (*„_,) сх о д и тс я  к неподвижной 
точ ке  F  (т. е. к к о р н ю  /), а х п м ож но  в зя т ь  за прибли
ж енное з н а ч е н и е  к о р н я .  При различ ны х к ( х )  мы получим 
р азличны е п р и б л и ж е н н ы е м е т о д ы  вы ч и слен и я  к о р н я  ф у н к 
ции f ( x ) .

Р ассм отри м  к о н кр е тн у ю  ф у н к ц и ю  /  ( а - )  — .ŷ  -\-х — 1 и 
поставим за д а ч у  о приближ енном  вы числении  к о р н я  этой 
ф ункции  е п о гр еш н о ст ь ю  0,01. Имеем / ( 0 )  =  — 1 , / ( 1 ) = 1 ,  
/ ' (.v)=s3.v2 - f  1 > 0 .  С ледовательно, на [0, 1] имеется 
т о л ь к о  один к о р е н ь  f  (х).  П олож им  к  (х) = — 1 . / ' ( А' ) < ^ -  
Т огда

1 4  А  Г  (X)  . 3 * 4 - 1  •

1 'ыяспнм, б у д е т  ли  эта ф ункция сж им аю щ ей . По теореме 
Л а г р а н ж а  п о л у ч а е м
V (F  (х), F  (//)) =  [ F  (л-) —  F  ((/)) =  \F' (l)|-|-v— ?/|<о:р(х, у), 
где

а  =  m ax  [ F '  (,v) | =  шах /  (х) i" (л)

(/' (а) )8
-- = шах I )  G.t 

(ЗЛ--1-1)'-



Д л я  о т р е з к а  [1 /2 , 3 / 4 ] с [ 0 ,  1]

а «  ш ах \ F '  ( * ) [ « f  (1 /2 )[  =  й  < 1
1 ^  ^  о / .

и зн а ч е н и я  ф у н к ц и и  F  не вы х о д я т  з а  п р е д е л ы  [1/2 , 3/4]:

Т а к и м  об р а зо м ,  на П /2 ,  3/4], ф у н к ц и я  F  (х) сж и м аю щ ая .  
П у ст ь  х 0 =  П / 1 6  G [ l /2 ,  3 /4 ] ,тогд а  х } «  F ( хп) =  3379/4952 и

На о с н о в а н и и  (10) м ож но  в з я т ь  за  приближ енное  
значение  к о р н я  функции f  (х)  с п о гр еш н о стью  0,01 (на 
самом д е л е  с  погреш ностью  0 ,003).

1.5.5. М е т о д  Н ь ю т о н а .  П р и б л и ж е н н ы й  м етод  
вы ч и слен и я  к о р п я  функции f ( x ) ( x n z a x )  при k ( x )  - 
=  —  ! / / ' ( * )  носит название м ет ода  П ы о т о на  или м ет ода

касат ельны х. Элементы и т е р ац и о н н о й  п осл е д о ва те л ьн о 
сти \ х п\ м ож но  получить из г е о м е т р и ч е с к и х  сооб раж ен и й .

Е сли  х „ _1  £  Га, Ь] уж е  о п р е д е л е н о ,  то  д л я  п олучения  хп 
в точ ке  { { х п-х))  граф и к а  ф у н к ц и и  /  проводим к а с а 
тел ьн у ю . Т о ч к у  пересечении этой к ас ате л ь н о й  с ось ю  х  
борем з а  х„ (рис. 9). У равн ени е  к а с а т е л ь н о й  имеет в и д

1 / 2  <  X <  3 / 4

18 3 3 7 9  11
31 4 9 5 2  16

18-51
3 1 -2 -4 9 5 2

D а Ь . х

Рис. 9.



П о л а га я  в этом  р ав ен с тве  Y «= 0 ,  найдем  реш ение лг =  дгп, 
где

x- - x' - ' - r o d  (п = !' 2' •••>•
Т а к и м  о б р а зо м ,  числа х п яв л я ю т ся  элем ентам и и тера

ционной п о с л е д о в а те л ьн о ст и  д л я  ф у н к ц и и  F  (*) — х  — 
-  ( /  (Х) . 'Г ( х ) ) .

З а д а ч а  1. Ф у н к ц и я  F (х) =  х 2 о т о б р а ж а е т  /?, в себя и 
имеет две  н е п о д в и ж н ы е  точки л = 0  и  л  =  1. Почему?

З а д а ч а  2. О п ератор  зе р к а л ь н о г о  о т о б р а ж е н и я  пло
скости х , 0 х 2 о тн о с и тел ь н о  осп О х j имеет в и д / 7*  — (а-, , — х 2), 
x  — {xlt х г). К а к и е  точки плоскости  я в л я ю т с я  н еп од ви ж 
ными д л я  этого оператора?

§ 1 .6 . Д оказательство теоремы сущ ествования решения 
диф ференциального уравнения первого порядка

Пусть задано у р а в н ен и е

ix, у), (о

где функция /  (г ,  у)  непрерывна из прямоугольнике

D  =  {Гд —  a х * 5  а , у» — Ь ^  у  уц -1 - Ь)

( У
и имеет огр а н и ч ен н у ю  частную производную  -у— , удовлетворяю-

Ц - U s .
д у  |

Нам надо д о к а з а т ь ,  что на отрезке о  =  [>0 —  о ,  дг0 —(- 6] сущ ест
вует я притом е д и н с т в е н н о е  решение у  =  у { х )  дифференциального  
уравнения (1), у д о в л е т в о р я ю щ е е  начальному усл ови ю

У ( ч )  =  Уа> ( 2 )

где

б <  min «¡а, -гг . v r k  Л1= max | f (х, у ) \ .  (3)
V п  /и  j (х. y>£D

При этом у { х )  н е п р е р ы в н о  дифференцируема на п. Д иф ф еренциаль
ное уравнение (I) с у с л о в и е м  (2) эквивалентно сл ед ую щ ем у интс- 
(ральному уравнению :

X

0 ( * ) = У о + £ / ( * .  У ( 1 ) ) М .  (4)

* 0

В самом д е л е ,  пусть лепреры вкая функция у ( х )  является р еш е
нием (4), т о г д а ,  диф ф ерен ц ируя  тождество  (4), получим

у { * ) ) и. очевидно, y i x ^ ^ i j o .

щую неравенству



Таким образом, функция у  (.г) удовлетворяет  ур а в н е н и ю  (1) с  усло
вием (2).

Обратно, пусть у  (л) является решением (I):

—  0) (*о * £ * < * ) ;  У{Ха)=Уо.

Т огда , интегрируя это т о ж д е а в о  в пределах  от х0 д о  х ,  получим

\ Ч г й( = §П('
Х д  А о

ИЛИ
х

у и ) — Ун = $ / ( * , £  (0)
л'о

т. е . у  (л) является реш ением (4).
15 дальнейшем мы будем  исследовать ур авн ен и е  (4).
Обозначим черс-1 $ 1  множ ество непрерывных ф у н к ц и й  у - - у ( х ) ,  

заданных па отрезке о - - (л*« — й, н удовле  г ьорш оедпх н и че м
неравенству | у  (а) —  [<£.(>.

Ь ЭД} введем расстояние

р (у,  г)  =  шах | у  {х )— г  (х) \ (у,  г  £  Ш1).
\ е и

Таким обратом, 2Л есть метрическое пространство . Э г о  полное  
пространство. В самом д ел е ,  если п оследовательность  ф ункций  
/ /„£101 удовл етворяет  и смысле введенной метрики у с л о в и ю  Коши  
(является фундамен м л ы ю й  последовательноепло) ,  т о ,  как мм знаем,  
эта последовательность сходится  равномерно на о т р е з к е  о  к н ек о 
торой непрерывной на этом отрезке функции у = у ( х )  (см, § 1.5).  

Для функций Ун~--Уп(х) выполняется неравенство

\Уп(х) — У о \ ^ ь ( * € а - 2.

которое после п ер ех о д а  к пределу  при п — »-оэ сохр ан яется:

! у ( х ) —

Н о тогда у  =  у  (х) £ЭД}, что иокл илвает, что — п о л н о е  пространство.  
Равенство

А

г ( 0  ~--у» -|- ^ /  (?> У ( 0 )  М ,  У Ы  ^ у а, (5)
До

приводит в соот ветс I в по каждой функции у  н е котор ую
функцию г  — г (>) Н самом д о л е ,  если то у  =у ( ( )  есть
непрерывная ф ункция,  график которой принадлеж и г к пр ям оугол ь
нику

С \ — 6 < л - < л - 0-1-й, У о ~ Ь

поэтому в силу непреры вности I (х,  //) на правая часть р авен 
ства (5) есть непрерывная функция от х,  т, е .  г - - г ( л )  есть непрс-



44 ГЛ. 1. ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

уминая ф ункция на о .  Д а л ее ,

г(х) — у„ \ =

а

§  f{i ,  у { 0) < ,  Л! \ а —  х0 | <  Л16  < М  • ^ -  =  Ь,

ч т о  п о к а л ы в а е т ,  что г £ Ш ) .
Итак мы можем считать, что равенство (5) оп р еделяет  оператор  

г =  ¡'у (У£Ш,  г€Ш1),

о т о б р а ж а ю щ и й  полное пространство Ш1 в поднос пространство ‘ЛЬ 
Э т о т  о п ер а то р  сжим аю щ им, потому что, если

г! =  /у1. Ъ =  Ру9 (//1. й€Ш1),

l ’ i (*) — г* (*) 1 =

л  л

$ \У1 (О — У2 (01 ¡и ((. * (0) М  <  5 Р((/1. 0г) ЛГ<//
Л'о

< 0 ( У 1 ,  ^ ) б ^  =  а р ( ( / ь  у 2), (6)

где  число  а = Ь №  удовлетворяет неравенству 0 «£ а  <  1, потому что 
по у с л о в и ю  6  <  1/А/. Из (6) сл едует ,  что

Р {г 1 , г2) =  т я х  | г1 (х) —  г 2 (х) | <  а р  (г/,, у2).
Л 6 о

Н о  тогда, как ми знаем, в (см. § 1.5) сущ ествует единст
венная ф ункция (неподвижная точка) у  — у  (х) £  ШЬ для которой

У**?У.

иначе говоря, которая удовлетворяет уравнению (4), а следовательно,  
уравнению  (1) и условию (2).

П рим ен яя  метод итераций, можно получить приближ енное ре
ш е н и е  уравнения (1):

X
Уп {х) =  Р у а - 1 (х) =  у * + 1 1 У ,  У п - 1 ( 0 ) М  ( л =  1 , 2 ,  . . . ) ,  (7)

где  i/o (а-) i/o £  gjl.
Н а  основании формулы (!0)  § 1 .5 оценка приближения им еет  вид

Л’6
\ У  ( * )  —  Уп ( * ) ! < • 1 — Nb

С ущ ес тв ую т  и др у ги е  приближенны е методы решения задачи  
К ош и.

В есьм а  простым является метод Э йлера (см. § 1.7).
О стается е щ е  доказать, что если ! [х, у) имеет непрерывные 

производны е по х  и у  до  р-хо  порядка на О ,  то указанное реши-



mío iy (л-) уравнения (1) имеет непрерывные производные по х  д о  
(/>-1-1)-го порядка на о.

В самом д е л е ,  имеет место тож дество

/ ( * ) = / (х, у { х ) )  ( * € < » .  (8)

Так как функция у  {.») удовлетворяет  дифференциальному у р а в 
нению (1),  то она всюду на о  имеет производную по х и п отом у  
непрерывна. Д а л е е  по условию } ( х ,  у)  непрерывна по х  и у  на L),  
ночтому правая часть (8) непрерывна по х на о .  Значит, у '  (*)  
также непрерывна на о .

Если 1, то правая часть (8) имеет непрерывную произпод*  
ную по переменной аг, значит, и л евая  часть тождества имеет н е п р е 
рывную производную по х.  Следовательно, функция t/(.v) и м е е т  
непреры вную  производную второю  порядка. Из тождества (8) н а 
ходим

У" (х) (х, у  (х)) + / ;  (х, у  (х)) , /  (х). (9)

Применяя к тождеству (9) те ж е  рассуж дении, что и в ы ш е ,  
найдем, что при р ^ а  2 функция у  (х)  им еет  непрерывную п р о и з в о д 
ную третьего порядка на о  и т. д.

§ 1 .7 . Метод Эйлера приближенного решения
дифференциального уравнения первого порядка

П усть  задан о  д и ф ф ерен ц и альн ое  уравнение

&=/(*.*>• <•>
Б удем  п редполагать ,  что ф у н к ц и я  } (х,  у)  в о к р е с т н о 

сти точки (лг0> í/ц) у д о в л е тв о р я е т  усл о в и ям  теоремы с у щ е 
ство ван и я .  П о  теореме сущ е ст во ва н и я  имеются о т р е з о к  
[хи —  6, * n4 - ó j  и о п ред елен н ое  на нем ед и н ствен н о е  р е 
ш ение у  =  у { х )  уравнения (1),  удов летв оряю щ ее  у с л о в и ю  
У  ( * « ) = *  ¿Л, •

Д л я  числа б теорема д а е т  о п е н к у  сверху 

б <  (а, 1 / N ,  Ь/М).

М етод Э йлера  х) дает  в озм ож н ость  п р и б ли ж ен н о  в ы р а 
зить  у к аза н н у ю  ф ункш ло те о р е ти ч е с к и  с любой н а п е р е д  
заданной  точностью.

П усть  требуется  вычислить п р и б л и ж ен н о  y { d ) ,  гд е  д л я  
определенности  х„ <  d < а - 0 +  6. Р а з д е л и м  [xnf d \ па п  р а н 
ных частей точками х л, х и  x n =  d.  Д л и н у  о т р е з к а  
( V,, X/ + i], h ~  ^  + 1 — x¡, будем н азы в а ть  ш агом  вы чи слен и я . 
П р и б л и ж ен н ы е  значения  р е ш е н и я  в точках  x¡ о б о з н а ч и м  
через ij¡.

д) Л .  Эйлер {1707— 1783) — в е л и к и й  математик, академик Р о с 
сийской академии наук,



На [л-0, х г] вм есто  у р ав н ен и я  (1) будем  рассм атри вать  
у р а в н е н и е  с н а ч а л ь н ы м  условием (зад ач а  Коши)

У  п (х) ^  !  ( х 0, у 0) (а и 5^ А" ^  А',), У п (х0) =  у 0.

Р е ш е н и е  этого у р а в н е н и я  имеет вид

у „ (х) *=Уо +  /  (Х0, у 0) (х —  х 0). (2)

Эту ф ункцию  (ли н е й н у ю ) мы и примем за  приближ енное  
р еш ен и е  у р а в н е н и я  (1) на отрезке  \ х 0, х х\. С геом етри
ческой точки з р е н и я  это  значит, что мы иском ую  инте
г р а л ь н у ю  к р и в у ю  з а м е н и л и  отрезком  к асательн ой  к ин 
тегральн ой  к р и во й  в точ ке  (лг0, у 0).

И з ф орм улы  (2) получаем

Ух =  У п (* |)  =  Уо +  ^ ( * о .  У о)-

Д а л ь ш е  р ас су ж д а ем  по  индукции . Е сли  при бли ж ен н ы е 
зн а ч е н и я  реш ения у и  у 2, . . . , у к известны, то  на [хк, х к+х\ 
рассм атриваем  вместо у рав н ен и я  (1) урав н ен и е

У'п(х) =  1 ( х к, у к) ( а \ < а - < ^ +1), У п (хк) = у к.

Р е ш е н и е  этого у р а в н е н и я

У п ( х )  =  Ук +  ! ( х к> У к ) ( х — х к) (/¿ =  0, 1 п  I) (3)

п ринимаем  за п р и б л и ж е н н о е  решение у р ав н ен и я  (1) па
1Л'й» **+!']•

П о л а га я  в (3) х  —  аг*+ 1 , получаем 

&1т ,=  У п ( х к+1 ) =  У к + Ы ( х ь*Ук) (* =  0 , 1  п —  1). (4)



Ф орм улы  (4) и о п р ед ел яю т мет од Э й ле р а .
Ф у н к ц и я  К я (дг), о п р ед ел яе м а я  па [ х 0, £(\ с  помощью 

равенств  (3), н азы в а етс я  «ломаной Эйлера»  (рис.  10). М ож но 
д о к а зать ,  что при у с л о в и ях  теоремы с у щ е с т в о в а н и я  после
д ов ательн ость  лом аны х  Э йлера \ У п {х)\  р а в н о м е р н о  схо
дится на [лги, с!] к истинному решению з а д а ч и  при п  —*■ оо.

§ 1.8. У равнения ,  не разреш енны е о тн о с и тел ь н о  
производной

Чтобы реш ить д иф ф еренциальное  у р а в н е н и е

(1)

можно п опы таться  сначала  реш ить его  о тн о с и тел ь н о  // ' .  
Исли это у д а ет ся ,  то  мы получим одно и ли  много диф
ф е р ен ц и ал ь н ы х  уравнений  вида

£ ;  =  / ( * ,  </)• (2 )

Любое реш ение к а ж д о г о  из уравнений  (2) б у д е т  решением 
у рав н ен и я  (1). Все ж е  следует  п о п ы т а т ь с я  в ы я с ш п ь ,  
исчерпывают ли  они все реш ения (1).

Н ап р и м ер ,  чтобы решить у р ав н ен и е

( у 'Г - ( '2 х - \ - у ) < /  +  г х у  =  Ъ, (3)

тож дественны м и преоб разован и ям и  его  л ев о й  части приве
дем его к виду

( у ' - 2х ) (у '- с/ )  =  0. (У )
Рассмотрим  д в а  д и ф ф ерен ц и альн ы х  у р а в н е н и я  первого 
поряд ка

у' =  ‘2х, у '= (/.
Общие их и н те гр а л ы  имеют со о т в е т с т в е н н о  вид

у  =  +  у  =  С.,ех , (4)

где С 1 и С 2 —  произвольны й п остоянны е.  Д л я  частны х нпа- 
чеппп С\ и С.г ф у н к ц и и  (-1) суть  ч а ст н ы е  р е ш е н и я  у р а в 
нения (3).

Но из у к а з а н н ы х  частных реш ении  п о сл е д н и х  дпух
уравнении  м ож но  строить н д р у г и е  ч а ст н ы е  реш ения
у равнения  (3). Н ап ри м ер ,  ф унк ция

_ | . г Ч 1 , Л Г < 1 ,

У ~ {  х > 1 ,



я в л я е т с я  реш ен и ем  у р ав н ен и я  (3). Эта и н те гр а л ьн а я  к р и 
вая с о с т а в л е н а  из двух  и н те гр а л ьн ы х  к ри вы х ,  п р и н ад л е 
ж а щ и х  р а з н ы м  семействам (4) (рис.  И ) .

Н и ж е  р ас см атриваю тся  два частных вида диффе
р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  (1), д л я  к оторы х можно у к а з а т ь

ины е пути их решения.
IV .Левая часть у р а в н е 

ния (1) не содерж ит х  и у:

Р ( У ' ) ~  0 -  ( 5 )

Б у д е м  считать ,  что ф ункция  
Р  н еп р ер ы вн а  и имеет к о 
нечное число нулей.

П у ст ь  у = * у ( х )  есть ре
ш ение ур ав н ен и я ,  имеющее 
н е п р е р ы в н у ю  производЕ1ую. 
Т огда  / / '  ( а : )  равняется  одному 
из кор н ей  у р ав н ен и я  (5), к о 
то р о е  обозначим через к.  
И т а к ,  у '  =  к,  откуда у  =  к х +  
- |-С , где  С — постоянная и

( б )

О б р а т н о ,  из того, что для н еп р е р ы в н о  диф ференци
руемой ф у н к ц и и  у { х )  при некоторой постоянной С  вы 
п о л н я е т с я  р ав ен с тв о  (6), следует,  что

^  =  * (V* Ф  0),

где к  —  н е к о т о р ы й  к о р ен ь  ф ункции / \  П о  тогда у ~ к х - \ - С ,  
Ух, у ' =  к  и /■ {у' )  =  0.

Мы д о к а з а л и ,  что общее (любое) реш ение диф ферен
ц и а льн о го  у р а в н е н и я  (5) определяет ся равенст вом  (6), где 
С — п р о и зв о л ь н а я  пост оянная.

2°. Л е в а я  часть уравнения (1) не сод ерж ит х:

=  0- (7)

Е сл и  у р а в н е н и е  (7) можно р а з р е ш и т ь  относительно у ' ,  
то  у ' = Ф ( у )  —  у р а в н е н и е  с разделяю щ им ися  переменными, 
ко то р о е  р е ш а т ь  мы умеем.

Д о п у с т и м ,  что урав н ен и е  (7) н ел ь зя  или трудно  решить 
о т н о с и т е л ь н о  у ' ,  но легк о  можно реш ить  относительно у: 
У = Ч>(У')'



У'
откуда

или

В ведем  в рассмотрение п ар а м е тр  P ~ '~ ¡ j>  тогда

йу <?' (р) dpФ(Р). d y ^ t f  {p) dp,

х =  У* ^  dp

dx

+  С,

X =  1|5 (р) +  С.

Т еп е р ь ,  исклю чая  из системы
* =  1|-(р) +  С, // — ф (я) (8)

парам етр  р,  мы и получим общий и н те гр а л  Ф ( * ,  у,  С) =  0 
диф ф еренциального  у р ав н ен и я  (7).

Систему (8) можно та к ж е  р ас см ат р и в ат ь  к а к  п а р а м е т 
рическое задание решения у р а в н е н и я  (7). П а р а м е т р  р  
м ож н о  вводить  и произвольны м  о б р а 
зом у ' = * ы ( р ) ,  но т а к ,  чтобы у р а в 
нение (7) прощ е реш алось  отн о с и 
тельн о  у , // =  ф (р ) ,  и чтобы прощ е 
н аход ился  соответствующий ин тег
рал  д л я  опред еления  ф ункции

<р' (р ) ¿рX = С.

урав н ен и е

м (/>)

П р и м е р. Р еш ить  

1 +  1/'! =  2(,' .
Е сли  ввести п ар а м е тр  р ~ у ' , то  

п олучаю тся  довольно сл ож н ы е ин тег
ралы . З д есь  лучш е положить г/' =  tg  р 
(—  л /2  <  р  <  я/2).  Тогда

У

с  ]

о V

> с Йс

Рис. 12.

2 t g  р
2 sin  p t d x  ~  2 cos р  dp,

у  =  — 2 cos р  -f- С.
V  1 - H g V

d y  =  *g Р dx  — 2 sin  p  dp,
И з системы

x — 2 s in  p , ;/ — — 2 cos p  -|- С
получаем

* в +  ( у - С ) “ =  4 . (4)

т. e. лю бое решение нашего д и ф ф ер е н ц и ал ьн о го  у р а в н е н и я  
есть решение уравнения (4) при  некоторой  п остоян н ой  С. 
Это семейство окружностей  р а д и у с а  2 с центром  в т о ч 
к а х  (О, С) (рис. 12). М ожно д о к а з а т ь ,  что р а в е н с тв о  (4) 
есть  общий интеграл  для  реш ений  вида (л:) и вида * ( / / ) .



В данном с л у ч а е  м ожно т а к ж е  парам етр  ввести по 
ф орм уле  у ' =  s l i p.

З а м е ч а н и е .  А налогичны м  образом  р ассм атривается  
д и ф ф ер е н ц и ал ьн о е  урав н ен и е  вида F ( x ,  / / ' ) = ( ) .

§ 1.9. Особые решения

П усть  дано д и ф ф ерен ц и альн ое  урав н ен и е

 ̂= */)•
Исли о ок рес тн о ст и  точки (х0, у„) плоскости  х Оу  в ы 

п о лн яю тся  у слов и я  теорем ы  сущ ествования  и единствен
ности , то  через  н ее  приходит и притом т о л ь к о  одна  ин
т е г р а л ь н а я  к р и в а я .

Исли условия  теорем ы  сущ ествования не с о б л ю д а ю т  я, 
но ту т  могут бы ть  р азли ч н ы е случаи . Ч е р е з  точку  (хй, у {) 
все ж е  м ож ет  п ро х о д и т ь  одна и н те гр а л ьн а я  к р и в а я  или 
н е с к о л ь к о  или бесконеч ное  множество, или ж е  нет интег
р ал ь н о й  кривой ,  к о т о р а я  проходи ла  бы ч ерез  точку  (х0, ¡/J.  
И н тересен  тот с л у ч а и ,  когда д иф ф еренциальное  у р ав н е 
ние (1) имеет особое решение.

Р еш ение ди ф ф ерен ц и альн ого  у р ав н ен и я  первого по* 
р я д к а  н азы ва етс я  особым, если соответствую щ ая интег
р а л ь н а я  к р и в а я  о б л а д а е т  тем свойством, что через  любую 
ее  точку  проходит ,  кром е  нее, еще и д р у г а я  к а с а ю щ а ж я  
ее  и н т е гр а л ьн а я  к р и в а я  данного  уравнения .

Н ер е д к о  п р и х о д и т ся  иметь дело с диф ф еренциальны ми 
у рав н ен и ям и  вида (1), где ф у н к ц и я  f  (х , у) непреры вна

на некоторой области  Q, а ее  частная п р о и зв о д н ая  4— ко

н ечна и н еп р е р ы в н а  не всюду па Q. Имеются на Q так и е  

то ч к и ,  где  ^ -  =  оо. В к аж дой  такой точке, вообще говоря ,

н аруш аю тся  у сл о в и я  сущ ествования и единственное ni 
реш ен и я  д и ф ф ерен ц и альн ого  у равнения  (1), а если такие  
то ч ки  о б разую т  г л а д к и е  линии, то последние moi ут  пред
с т а в л я т ь  особые реш ении  диф ф еренциального  у рав н ен и я .

П р и м е р  I. Р а с с м о т р и м  простейшее  у р а в н е н и е  F5ep- 
н у л л и  tj' — y'1, а > 0 ,  уТ^О.  З д е с ь  /(* , у) — у -  —  н е п р е р ы в н а я

ф у н к ц и я  на верхней  полуплоскости . Ф у н к ц и я  ~  =  а у

при 0 <  а  <  I не о гр ан и ч ен а  в окрестности у= -0. ф у н к ц и я  
¿’ =  0 я в л я е т с я  реш ен и ем  уравнения. Д л я  нач ального  уело-



вия !/(*„) = 0  есть  ещ е одно реш ение

у  =  [ ( * — х 0) (1 — а ) ] , / и - а ) ,

у д о в л етв о р яю щ ее  этом у уравнению  и п р о х о д я щ е е  через 
точку  (^о, 0). К а с а т е л ь н а я  к этой к р и в о й  в то ч к е  (*0, 0), 
очевидно, есть о сь  х ( / / н з 0 ) .  П оэто
му 0 есть особое решение.

- П р и м е р  2. у '  =  /у* + 1 ,  у > 0 .

Здесь  ^  =  са/*“ 1 и при 0 <  а  <  1

эта ф у н к ц и я  не ограничена  в о к р е с 
тности у  =  0 .  О д н а к о  у : —. 0  не я в л я е т 
ся решением у р а в н е н и я .  Р еш ен и е  
у р ав н ен и я ,  н ап р и м ер  при сх =  1/2, 
о п р ед ел яе тс я  н ея в н о  равенством 
л- +  С - 2 ( / у - 1 п ( К Н - 1 ) )  ( ( / > 0 ) ,  
т. с. через к а ж д у ю  то ч ку  (х0, 0) п р о х о д и т  единственная 
и н т е гр а л ьн а я  к р и в а я  х — х0 — 2 ( } Л / —  \ п { У  у Л - \ ) ) -

П р и м е р  3. Ф ункции  у  =  С ( х — С )2 при любом С 
(рис. 13) я в л я ю т с я  реш ениями у р а в н е н и я  Г' (х,  у,  у ' ) - ~  
—  •\хуу ' —  у ' л —  8«/2 =  0. ф у н к ц и я  */ =  0 я в л я е т с я  особым 
решением да п п н о го  у рав н ен и я .

§ 1 .10. О гибающ ая семейства кривых

Пусть дано семейство гладких кривых Г а , о п р еде л я ем ы х  урав
нением

Ф ( * ,  у ,  а )  = 0 ,  (I)

где а — произвольная постоянная (параметр) и ф ун кц и я  Ф (х, у ,  а ) ,  
непрерывно диф ф еренцируем ая на н е к отор ой  о б л а с т и  точек (х р у , а ) .

Кривая Е  называется огибающей сем ейства кривых (I) ,  если она 
касается каждой кривой Га  семейства и при этом вся состоит и а 
этих  точек к ас а п ил.

Точнее,  огибающей Е  семейства кривых Г а , зависящ их от пара- 
метра а ,  где а  <  а  <  Ь, называется гладкая кривая

*  =  д г ( а ) ,  >
I (а <  а  <  Ь), (2)

У =  У( ъ) .  )

касающаяся при любом значении параметра а ,  соответствующей  
кривой Гс>

Кривые Г а  будем  называть огибаемыми  (ри с .  14).
Найдем уравнение огибающей. З ададим  значение а .  Ему соот

ветствует на Г а  точка х  =  дг(а), у  =  у(<х),  п р и н а д л еж а щ а я  одновре
менно Га  и Е,  в которой С и Г а  имеют о б щ у ю  касательную.  

Очевидно, имеет место тождество

Ф (а- ( а ) , у  ( а ) , а)  =  0  (а <  а  <  Ь).



П р о д и ф ф ер ен ц и р у ем  его по а:

Ф * * '  (сО +  Фуг/ ( а Ц - Ф а ^ О  (а <  а  <  Ь).

Вектор ( л / ( а ) ,  у '  (а))  направлен по касательной к С,  которая совпа
дает с касательной  к Г« в точке (х (а) ,  / / ( а ) ) .  По тогда (см. нашу

книгу «Высшая математика. Д и ф ф е
ренциальное и интегральное исчисле
ние», § 8 .16)

Ф'хх'  ( с с ) + Ф ^ '  ( а ) = 0 .  

Сл едозательно ,

Ф«(* (a). у (а), а) = 0,
т, е.

Ф «  (Д', у ,  а )  = 0  (3)

в точке (х, у)  касания Е  с Га . Д л я
этой точки выполняется также равен
ство

Ф(лг, у ,  а ) = 0 .  (1)

Таким о б р а зо м ,  уравнение огибающ ей семейства (I) определяется  
двумя уравнениям и

Ф (я, у ,  а )  = 0 ,  \
дФ (у , у ,  а )  р |  (5)

ш  ' )

Равенства (5) дают необходимое у сл ови е  существования огибаю
щей, т. е.  е с л и  семейство (1) имеет огибаю щ ую , то ее уравнение  
задается си стем ой  (5).

Если ж е  мы составим систему (5) и решим ее ,  то решение системы 
не обязательно дает  огибающую с е м е й с ю а  (1).

Пусть теперь  дано  дифференциальное уравнение F (х, у ,  у ' ) = 0  
н Ф (х,  у ,  С) =  0  — его общин интеграл.

Если  сем ей с тв о  интегральных кривых Ф (х, у ,  С ) = 0  имеет оги
бающую,  то ясно , что она тькже является интегральной кривой и,
сл едовател ьно, особым решением.

Если ж е  ф ормально исключить С  из системы

Ф { х ,  у ,  С ) = 0 ,
д Ф ( х ,  у .  С)  _ 0 I (6)

óC ’ )

то в некоторы х сл у ч а я х  получим особое решение.
Если о б щ и й  интеграл дифференциального уравнения имеет вид

У ( * ,  у) =  С,

где Чг (х, у)  —  непрерывно дифференцируемая функция, го определяе
мое им сем ей с тв о  (всех решений диф ф ерен ц иал ьн ою  уравнении) из  
соответствующей области не имеет огибаю щ ей (см. теорему 1 § 1.2).

Если ж е  ф у н к ц и я  Y  (х, у) не является непрерывно ди>|)фереиш1- 
[лем ой в некоторых точках (.?, у ) ,  то совокупность з ш х  точек можс!  
...мь о г и б а ю щ у ю  семейства,



П р и м е р ,  у '  ~ у 2/'л.
Это уравнение Бернулли. Р азделяя переменные, получаем  

у - Ы *  ¿ у ^ ( 1 х ( у  ф  0 ) ,  Ъух,* = - х  —  С,  2 7 у - ( л -  — С Т ,  Ф(лг, у ,  С)  «в 27у  -  
—  ( х — С)3 — 0 — общ ий интеграл, где ф ун кц и я  Ф(лг, у ,  С) непрерышю  
дифференцируема.

Составим систем у (С):

2 7 ^  —  (дг — С ) 3 =  0 ,  1 

3 ( х— С)а = 0 . (

Исключая С,  получаем у  - 0. Проверкой убеж даем ся ,  ч т о .у =  0 — 
решение исходного уравнения. Эго особое р е ш ен и е  (см. пример 1 
§ 1.9 и замечание к примеру 3 § 1.2) и оги б а ю щ а я  семейства кривых 
*27 у ~ ( х - С ) :<- - 0 .

Если рассматривать общин интеграл в разреш енной  относительно 
С  форме: С = * х — 2>ух1л, то функция 'Г (х,  //) =  * — % 1/,а не является  
непрерывно дифференцируемой в точках оси  // =  0 ,  которая, как мы 
убедились, является огибающей семейства к у б и ч ес к и х  парабол.

§ 1.11. Дифференциальное уравнение второго порядка

У равн ени е

/ ' ( * ,  У, у \  V") - 0  (1)

назы вается  диф ф еренциальны м у р а в н е н и е м  вт орого п о 
рядка.

П р ед п о л агае тся ,  что Р (и , и, к \  £ ) —  з а д а н н а я  н е п р е 
рывно ди ф ф ерен ц и руем ая  ф у н к ц и я  о т  т о ч е к  (и , о, g) 
некоторой  области  У четырехмерного  пространства .

Л ю б ая  ф у н к ц и я  у — у{х) ,  и м ею щ ая  па некотором ин
те р в а л е  н еп р е р ы в н у ю  прои звод н ую  второго  п о р я д к а  и 
у д о в л етв о р яю щ ая  уравнению (1), н аз ы в а е тс я  реш ением  
этого у р а в н е н и я  или его и н т егр а льн о й  кривой .

К а ж д о е  из них у  =  у ( х )  о п р е д е л е н о ,  вообще го во р я ,  
па некотором  своем интервале а <  х  < Ь .  Конечно, для  
любого х  из  этого интервала то ч ка

(*. У(х) ,  У' (х),  у " ( х ) ) € 0 .

Н е р е д к о  на реш ение, которое  и щ ут,  н а к л а д ы в а ю т  д о 
п о л н и те л ь н ы е  условия Особый и н терес  п ред ставляю т 
т а к и е  у с л о в и я ,  которы е г а р а н т и р у ю т  единственное р е ш е 
ние у р а в н е н и я .  Обычно эти у сл о в и я  имеют вид

у(х„ )= *у0, у ' ( х 0)*=у'о (2)

и назы ваю тся  начальны м и у с ло ви я м и . З а д а ч а  н ахож д ен и я  
реш ения у  ш и ен и я  (1), у д о в л етв о р я ю щ ег о  началы плм  
условиям  назы вается  задачей К о ш и .  С геометрической



О

точки з р е н и я  условия  (2) о зн а ч а ю т ,  что нз семейства 
и н т е г р а л ь н ы х  к р и в ы х ,  проходящ их  ч ерез  точку  (*„, у 0), 
мы в ы д е л я е м  оп р ед ел е н н у ю  и н те гр а л ь н у ю  кривую , имею
щую з а д а н н ы й  у го л  наклона а  =  у '  (дг„) =  у'0, рис. 15).

В у р а в н е н и е  (1) могут не входить  явно все перем ен
ные л% у ,  у ' ,  но у" должно входить ,  иначе это уравнение 

п о б у д е т  диф ф еренциальны м  уравпе- 
Ш » нисм второго п о р я д к а ,  например,

-¿/" =  0 ,  у 'у "  + 1 = 0 .
Р азр е ш и м  у р ав н ен и е  (1) относ и- 

} тельно у". Б у д е м  п редполагать  это
\Уо возможным. И з  теории неявны х

 [_______  функций известно , что если ф ункции
х а х  /■’ («, V, ц», g )  р а в н а  пулю в некото

рой точке (м0, и„, ю 0, £ 0), имеет непре- 
Рис- 1!>- рцыныо частные производны е в о к 

рестности этой то ч ки  и частная про

изводная  -/=0 и этой точке, то у р а в н е н и е  /-'(и, и, #) О

имеет в н ек о то р о й  окрестности у к а за н н о й  точки решение 
£=я!(и> и,  а 1) и притом  единственное.

Т огда у р а в н е н и е  (1) примет вид

У" =  ( ( х ,  У,  у ' ) ,  ( 3 )

где ф у н к ц и я  ¡ ( и ,  V,  а>) задана на некоторой  области м 
т р е хм ерн ого  пространства  точек (и,  с ,  о»), непреры вна па 
ней и и м еет  н еп р е р ы вн ы е  частные производны е. Ф у н к 
ция /  м ож ет  и не зависеть явно от некоторы х из п ере
менных х ,  у ,  у ' .  Н априм ер, это имеет место для  у р ав н е
ний у" =  ф (*),  у" =  у ' + у ,  //" =  </,

Пусть н е к о т о р а я  интегральная  к р и в а я  у  =  у ( х )  про
ходит ч е р ез  т о ч к у  (дгр, //,,) и имеет в этой точке угловой 
коэффициент к а с ате л ьн о й ,  равны й зад ан н о м у  числу 1)'ь 
(т. е. ; / ( * „ ) = / , / о, у '  (х0)*=у'а).

Этим о д п о з п а ч и о  определяется вт о р ая  производная  от 
у  (х) в то ч к е  * 0, р а в н а я

У» =  ! ( х 0, У„, У1) {у1 =  у " ( х 0)).

О д н а ко  в о з н и к а е т  вопрос, если мы зададим  х = \ \  
и п р о и зв о л ь н ы е  числа у 0, у[„ то сущ ествует  ли па самом 
деле  и н т е г р а л ь н а я  кривая  // =  //(х )  у р ав н ен и я  (3), дли 
которой у  ( х 0) =  /А, и у '  =  //о, и к а к  много таки х  ин
т е гр а л ь н ы х  к р и в ы х .  Следующая теорем а п оказы вает ,  что 
если ф у н к ц и я  /  в окрестности точки (.гу, у'0) д о с к и



точно г л а д к а я ,  то  т а к а й  и н т е гр а л ьн а я  к р и в а я  с у щ е с т в у е т  
и притом одна.

Д о к а за т е л ь с т в о  этой теорем ы , т а к  ж е  к а к  и т е о р е м ы  1 
§ 1.12 к теоремы 1 § 1.13, мы не приводим. О н о  м о ж е т  
бы ть  проведено на основе при н ц и п а  сж ат ы х  о то б р а ж е н и и .

Т е о р е м а  1. П уст ь правая часть уравнения. (3), р а с
см ат риваем ая как  ф у н к ц и я  т р ех  перем енны х  (д*, у ,  / / ' ) ,  
зад а н на я  на т рехм ерной  област и  со, непреры вна и им еет  
н а  эт ой област и непреры вны е частные п роизвод ны е
0 1  М -
<)у ’ di/'

Т огд а , какова бы н и  была т очка  (*0, у 0, //,',) Ç о), суи{ ’- 
ствуепг инт ервал (а, Ь) и определенная на  нем  дваж ды  
непреры вно диф ф еренцируем ая ф ун к ц и я  у  =  ! / ( х ) ,  у д о в л е 
т воряю щ ая диф ф еренциальном у уравнению  (3) и  н а ч а ль 
ным условиям у  (*u) =  í/0, y ' ( x 0) =  y¡.

Ф у н к ц и я , обладаю щ ая ук а за н н ы м и  свойст вам и , е д и н 
ст венная.

П ро  ф ун к ц и ю  у  (х) го в о р я т ,  что она есть  реш ен ие  ( и н 
т егральная кривая)  д и ф ф ерен ц и альн ого  у р а в н е н и я  (3), 
у д ов летв оряю щ ее  начальны м  ус ло ви я м  (2). И л и  ещ е г о в о 
рят ,  что она реш ает за д а ч у  Коши д л я  у к а з а н н ы х  н а ч а л ь 
ных условий.

К а ж д о е  т а к о е  реш ение удобно  за п и сы в ать  в ви д е

У ( х ) — У (х,  I/o, у'й),

гд е  у Л, у'ъ —  п ар ам етр ы  реш ения.  О ни  н е з а в и с и м ы  —  их 
м ож но взя ть  к ак и м и  угодно , ли ш ь  бы точ ка  ( х 0, у 0, y l)  Çw.

Если з а ф и к с и р о в а т ь х 0, то к аж дой  системе ч и с ел  — у„, 
С 2 =  у„, (x0, C i ,  C 2)€ ( i) ,  соответствует  р еш ен и е  диф ф ерен-  
циальн ого  у р а в н е н и я  (3), которое  м ож но  за п и с а т ь  (при 
ф иксированном  х 0) в виде

у  =  у  (л-, C j ,  С г),

где С , , С 2— п рои зво л ь н ы е  п о с т о я н н ы е — п а р а м е т р ы .
П р и м е р .  Н айти  и н те гр а л ьн у ю  к р и в у ю  у р а в н е н и я  

у " - \ .у - =  0 ,  п роходящ ую  через  точку  (0, 1) и им ею щ ую  
в ней угловой коэффициент к асате л ьн о й  у '  ( ( ) )= ( ) .

Л е г к о  проверить ,  что ф у н к ц и я  t/ =  CjCOSAr-f-C2 s in  х 
я в л я е т с я  решением данного  у р а в н е н и я  при л ю б ы х  п о с т о я н 
ных Cj и С 2. Д а л е е  y (0 )  =  C j ,  г / '(0) =  С 2. Ч т о б ы  в ы п о л 
н я л и сь  н ач аль н ы е  усл о в и я ,  необходим о п о л о ж и т ь  Cj =  1, 
С 2 =  0 .  И т а к ,  иск ом ая  и н т е гр а л ь н а я  к р и в а я  и м еет  вид:
у  =  C O S  X .



§ 1 .12 . Система из двух дифференциальных 
уравнений первого порядка

В у р ав н ен и и

н а р я д у  с его реш ением  // =  //(-*), Ь), введем  ф у н к 
цию г я г ( х ) ,  п о л а г а я  у ' = г .  Тогда  оно будет  э к в и в а 
л е н т н о  следую щ ей  системе из д в у х  д и ф ф еренциальны х 
у р а в н е н и й  первого п о р я д к а :

о тн о с и тел ь н о  д в у х  неизвестны х ф у нкции  у  и г.
В самом деле,  пусть  у ( х ) ,  х £ { а ,  Ь), есть реш ение диф 

ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  (1). Оно имеет вторую  н е п р е 
ры вн у ю  п рои звод н ую  па (а, Ь). Тогда  г ( х )  =  у ’ (х)  имеет 
п ерв ую  неп реры вн ую  п р о и зво д н у ю  па (а, Ь).

Т а к и м  образом , ф у н к ц и и  у ( х )  и г (*) имеют н е п р е р ы в 
н у ю  пр о и зво д н у ю  и у д о в л етв о р я ю т  системе ди ф ф ер е н ц и ал ь 
ны х  у р а в н е н и й  (2).

О б р а тн о ,  если две ф у н к ц и и  у { х ) ,  г ( х ) ,  х £  (а, Ь), имеют 
н е п р е р ы в н ы е  производ ны е на (а, Ь) и удов летв оряю т си 
стем е  (2), то  из первого  у р а в н е н и я  системы (2) сл ед у ет ,  
что у  (*) имеет вторую  н еп р е р ы вн у ю  производную  на (а, Ь), 
а п о д с т а в л я я  г  из первого  у р а в н е н и я  во второе, получим , 
что у ( х )  есть реш ение диф ф еренциального  у р а в н е н и я  (1).

С истема (2) есть  частный случ ай  системы

о т н о с и т е л ь н о  и звестны х ф у нкций  у  и г.
Э та п о с л е д н я я ,  очевидно, есть частный случай  системы

г д е  м ы  буд ем  п р ед п о л агат ь ,  что ф у нкции  Т7 и Ф  н е п р е 
р ы в н ы  и имеют н е п р е р ы в н ы е  частные производны е по у,  
у г ,  г '  в н екоторой  области  точек я ,  у } г ,  у ' ,  г ' .

П а р а  ф у н к ц и й  у ( х ) ,  г (х) н азы ва етс я  реш ением  сист ем ы  
диф ф ерен циальны х ур а вн ен и й  (4), если  эти ф у нкции  о п р е 

(3)

Р (х , У, г, г / ,  
Ф  (х, у , г, у ' ,



д е л ен ы  на некотором и н т е р в а л е  (а, Ь), з а в и с я щ е м  о т  э ти х  
ф у н к ц и й ,  имеют н еп р е р ы в н ы е  производны е и у д о в л е т в о 
р яю т  на (а, Ь) системе (4).

Е сли  решить у р а в н е н и я  (4) относительно у ' и г ' ,  то

получим  систему вида (3) ( конечно, п р ед п о л агае м ,  что

реш ение системы (4) отн осительно  у '  и г ' в о зм о ж н о ,  что, 
к а к  известно, обычно с в я за н о  с неравенством  н у л ю  як о -

У р а в н е н и я  (3) (пли (4)) о б р а зу ю т  систему д в у х  д и ф 
ф ерен ц и альн ы х  у р ав н ен и й  первого п о р я д к а  о т н о с и т е л ь н о  
д в у х  неизвестных ф у н кц и й  у  и г.

Система (3), р а з р е ш е н н а я  относительно н а з ы 

ва етс я  норм альной.
Д л я  норм альной  системы (3) сп раведли ва
Т е о р е м а  1 ( с у щ е с т в о в а н и я ) .  П у с т ь  ф у н к ц и и  

(| (х , //, г) и  ^  (х, у , г) непреры вны  и имею т  непреры вны е  
частные производны е по у  и г н а  област и  о  т очек  (х, у ,  г), 
и п уст ь задана произвольная  т очка  (х0, у 0, г 0)£ с о .

Т огда  сущ ест вует  инт ервал  (а, Ь) и определенны е на  
нем непрерывно диф ф еренцируем ы е ф у н к ц и и  у  =  у(х)> 
г*=*2 (*), удовлет воряю щ ие сист ем е (3) и начальны м  у с л о 
виям

У казанны е ф у н к ц и и  у  =  у ( х ) ,  г  =  г ( х )  един ст вен ны .
П р и  эт ом , если ф у н к ц и и  <р и имею т  непреры вны е  

частные производны е порядка  р , т о реш ения у  (х) и  г  (х) н е 
преры вно диф ф еренцируем ы  р  +  1 р аз на  ук а за н н о м  и н т е р 
вале (а, Ь).

В ы ш е бы ло п ок аза н о ,  что реш ение у р а в н е н и я  (1) в т о 
рого п о р я д к а  относительно одной ф у нкции  м о ж е т  бы ть  
сведено  к реш ению двух  у р ав н ен и й  первого п о р я д к а  о т н о 
си тельн о  двух  неизвестны х ф у н к ц и й  (система (2)).

Но общ ая  система д и ф ф ерен ц и альн ы х  у р а в н е н и й  п е р 
вого п о р я д ка  вида (3) то ж е  сводится  к р еш ен и ю  одн ого  
д иф ф еренциального  у р а в н е н и я  второго п о р я д к а .  В самом  
деле ,  подставив в систему (3) вместо у  и г  н е к о т о р о е  ее 
реш ение у — у ( х ) ,  г  =  г ( х )  и п ро д и ф ф ер е н ц и р о вав  н о  л: 
п ервое  уравнение ,  получим

биаиа

У ( х 0) =  У0, г ( х п) = г 0. Ф)



Н а р я д у  с  (G) будем  рассм атривать  т а к ж е  п ер в о е  у р а в 
н е н и е  (3)

¿Х =  4>(х, У. г ) ,  (7)

в к о т о р о м  подставлены  у —  у ( х ) ,  г =  г ( х ) .
Н а й д е м  г из (7) (г — х( *» у,  у' ))  и подставим  в (6), 

т о г д а  получим  д и ф ф ер е н ц и ал ь н о е  урав н ен и е  второго 
п о р я д к а

- 0 -  =  Ф ( * .  У, Х(*. У< //')) — А (*, у,  у' )  (8)

о т н о с и т е л ь н о  рассм атриваем ой  ф у н к ц и и  у  — у ( х ) .
М ы  получили , что если у ( х ) ,  z ( x )  — реш ен и я  систе

мы (3 ) ,  то у { х ) —  реш ение у р а в н е н и я  второго п оряд ка .
К о н е ч н о ,  д л я  того чтобы бы ло возможны м п роделать  

эти в ы к л а д к и ,  потребовались  новые свойства от ф у нкций  
Ф и i|г. н еп р е р ы в н а я  диф ф еренцируем ость  ф по х ,  у,  г 
и возм ож н ость  р азр еш и ть  п ер в о е  урав н ен и е  (3) относи
т е л ь н о  г.

§ 1 .13 . Дифференциальное уравнение л -ro порядка

У р а в н е н и е
F ( x ,  у , у '  у<"') =  0 (1)

н а з ы в а е т с я  диф ф еренциальны м  уравнением  п-го порядка . 
З д е с ь  F (и, v0, i>i, vn) — ф у н к ц и я ,  н еп р е р ы в н а я

д Р  дР
вм есте  со своими частными производным и

на н ек оторой  области  Q точ ек  (и, v0, v lt . . . , v n) 
(а +  2)-м ерпого  п ростран ства .

Р а з р е ш а я  у р а в н е н и е  (1) относительно  у ш , получаем

* / " ' = / ( * ,  У, у ’ , Р1" - 1’). (2)
С п р а в е д л и в а
Т е о р е м а  1 ( с у щ е с т в о в а н и я ) .  П ус т ь  пр а ва я  

част ь f ( x ,  у , у \  . . . .  у {н~ 1)) ур а вн ен и я  (2), р а ссм а т р и 
ваем ая  к а к  ф у н к ц и я  п +  1 перем енны х, непреры вна и имеет  
в  н е ко т о р о й  окрест н ост и  Q т очки  (х0, у 0, у ’0 Уоп~и )

з  df  d f  df
непреры вны е частные производны е  .

Т о гд а  сущ ест вует  и н т ер ва л  (а, Ь) и определенная на 
нем  п  р а з  непреры вно диф ф еренцируем ая ф ун к ц и я  у  =  у ( х ) ,  
удовлет воряю щ ая уравн ению  (2) и начальны м  условиям

у Ы  =  у9, =  • • • ,  y u‘~v  (*о) — i/o1-1** (3)



Ф у н к ц и я  у  =  у  (л-), обладающая у к а з а н н ы м и  свойст
вами ,  единственна .

Т а к и м  образом,  у ( х )  есть реш ен ие  у р а в н е н и я  (2), у<\'в~ 
летворяющее начальным условиям  (3).

Е сли  за ф и к с и р о в а т ь  л*0, то  к а ж д о й  системе чисел

обладаю щ их свойством

<*«,, С ,  С „ ) £ 0
будет  соответствовать  решение н аш е го  ди ф ф ерен ц и альн ого  
у р а в н е н и и ,  ко то р о е  (при ф и к си р о ва н н о м  х 0!) м ож но  з а п и 
сать  в виде

В р е з у л ь т а т е  получаем  семейство реш е н и и  нашего диф
ф ерен ц и альн ого  у рав н ен и я ,  з а в и с я щ и х  о т  п  параметр  в 
С ,,  С п. К а ж д о й  определенной  систем е (С,;, С,,)
п арам етров  ((л*0, С \, . . . , С „ ) £ £ 2) с о о т в ет ст в у ет  свое реш е
ние ди ф ф ерен ц и альн ого  у р а в н е н и я  (со своим интервалом  
о п р ед ел ен и я) .

М ожно в у р ав н ен и и  (2) ввести  н о в ы е  ф у нкции

Все они во вс як о м  случае имеют н е п р е р ы в н у ю  первую  
п роизводную . Т о г д а  уравнение  (2) о к а ж е т с я  э к в и в а л е н т 
ным следую щ ей системе и зг г д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у равнений  
первого п о р я д к а :

У =  У(х,  Сь  С„).

У\  ( * )  ~  У> У г ( х ) = у \  У11(х ) =  У ° ‘- 1)

> (5)

Система (5) есть ч а л н ы й  с л у ч а й  системы

Ф)

{{х, ¡л  У п ) € - ) >  .



из п  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  уравнений  первого  п о р я д к а  отпо- 
т  сольно п  н е и з в е с т н ы х  ф у нкций  у х, . . . ,  у Л.

Это н о р м а л ь н а я  система (разрешенная  относительно

производных  а  =  1, . . . ,  п)).  О н а  есть частный случай 

системы
Р / ( х ,  Ух */„)=* 0 ( / = 1 ................и). (7)

С п р а в е д л и в а
Т е о р е м а  2 ( с у щ е с т в о в а н и я ) .  П у с т ь  ф ун к ци и  

<Р/ ( * 1  У1 - • • •> Уп) ( / = 1 . п ) непрерывны,  имеют не
прерывные ч а с т н ы е  производные первого п о ряд ка  по всем 
переменным,  н а ч и н а я  со второй,  в не ко т ор ой  области Q 
точек (х,  у х, . . . ,  у п), и пусть задана  определенная точка  
(*„, у  и  У,,») эт ой  области.

Тогда  с у щ е с т в у е т  интервал (а, Ь) и определенные на  
нем не пр еры вн о  дифференцируемые  (единственные)  ф у н к 
ц и и  у х (.г), . . ., //„ (а-), удовлетворяющие системе  (6) и н а 
чальным у с ло в и ям

У1(Х0) ^ У 10 Ун {ха) * * У пь. (8 )

Е сли  ф у н к ц и и  (ру (аг, //о . . у п) на  52 непрерывно диф
ф е р е нц и р уе м ы  р  раз ,  то соответственно и решения си
стемы у { (х) (/ == 1 , . . . ,  п) обладают л у ч ш и м и  свойствами —  
они  име ю т  н е п р е р ы в н у ю  производную по ря дк а  р  +  1 .

Е сли  з а ф и к с и р о в а т ь  дг0, то к аж д о й  системе чисел

— ^ 10'  £ ц ==!/па ((х а> ■■*< С Я) € Й ) ,

соответствует  р е ш е н и е  системы (б), ко то р о е  можно за п и 
сать  (при ф и к с и р о в а н н о м  дг0!) в виде

у  =  у ( х ,  С ь  . . . ,  С„),  (9)

где  С(, С п —  произвольны е п остоян н ы е —  параметры.
В ы ш е б ы л о  отмечено, что реш ение у р а в н е н и я /г - г о  по

р я д к а  м о ж ет  б ы ть  сведено к реш ению  системы из п  диф 
ф е р е н ц и а л ь н ы х  у рав н ен и й  первого п о р я д к а  с п  неизвест
ными ф у н к ц и я м и .  Н о  верно и обратное  утверж д ен и е :  ре
шение си с т ем ы  (6 ) п р и  определенных ус лов иях  может быть  
сведено к  ре ш ен и ю  некоторого дифференциального уравне
ния  п-го п о р я д к а  с одной неизвестной функцией.

Д о к а з а т е л ь с т в о  этого обратного у т в е р ж д е н и я  представ
л я е т  собой р а з в и т и е  соответствующего у т в е р ж д е н и я  в с л у 
чае п ~ 2  (см. § 1 . 1 2 ).



П р и м е р .  Свести систему

А>
dt
dy.
Л  У 2 ^Уз>

и у-, ,
~7 .Г “  ^

к ди ф ф ерен ц и альн ом у  у р ав н ен и ю  т р е т ь е г о  п о р яд к а .
Б у д е м  сводить  нашу систему к  ди ф ф ер е н ц и ал ьн о м у  

у р ав н ен и ю  относительно  ф у н к ц и и / / * ^ ) .  Д и ф ф е р е н ц и р у я  
первое у р а в н е н и е  системы, с у четом  д в у х  др у ги х ,  имеем

л .  1 0 2 .  . =  АМ±. л . ,,  л . , ,
йГ- й1 ^  м  +  <11 й1 Уа*

Д и ф ф е р е н ц и р у я  еще раз ,  получаем
а лу у _ (Г-//, От <!у, (1ул <1-ух „
ар ~  й1- +  й1 +  <н й1 й Р ' * '  ¿1 У*-

( 10)
И з системы уравнений

=  У\ +  '/а + / / з ,  1
с/2//, ¿//, I ( 1 1 )

+ ' /■  +  '/* “ Уз I

в ы раж аем  i/ 2 и у 3 через  у х и у{,  у х\

( 12)
i/a 2  ̂ i / i ^ ^ i / i ) '

П о д с т а в л я я  эти значения  у 2 и у 9 в (10), получим  иск ом ое  
у р ав н ен и е  тр е ть е г о  п о р я д к а  о т н о с и т е л ь н о  ф у н к ц и и  y x {t):

У\ — 3//, 2//[ -f- 2у ,  = 0 .

Р е ш а я  это у р ав н ен и е ,  найдем ф у н к ц и ю  затем  мы н а 
ходим ф у н к ц и и  у 2 и у 3 но ф о р м у л а м  ( 1 2 ).

§ 1.14. Понижение порядка дифференциального  
уравнения

Во многих сл у ч аях  удается  свести  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  
у р а в н е н и е  я-го  п о р я д к а

F ( x ,  у ,  у ' ,  у и,)) = 0  ( 1 )

к ди ф ф еренциальном у  у р ав н ен и ю  б о л е е  н и зк о го  п о р я д к а ,



путем  в в ед е н и я  п о в о й  неизвестной ф у н к ц и и .  Рассмотрим 
н ек оторы е  ти п ы  у р а в н е н и й ,  допуск аю щ их  пониж ение
п о р я д к а .

I .  П усть  л е в а я  часть у р ав н ен и я  (1) не с о д ер ж и т  явно 
искомую ф у н к ц и ю  у ,  т. е. у р ав н ен и е  им еет вид

F i x ,  У'  г / я)) =  0 . (2 )

В ведем  н о в у ю  ф у н к ц и ю  г (*) =  //'  (х), тогд а  г '  =  у",  . . .
=  y Ul) и у р а в н е н и е  (2 ) п ер е п и ш етс я  та к :

F  (х,  г ,  z ' , =  0 ,  (3)

т. е. о тн о с и тел ь н о  ф у н к ц и и  2 (х) оно п р е д с т а в л я е т  собой 
у р а в н е н и е  ( п — 1 )-го  п оряд ка .

Л ю бое р е ш е н и е  г ( х ) ,  а < х < Ь ,  этого у р а в н е н и я  мы 
д о л ж н ы  п о д стави ть  в диф ф еренциальное  у р а в н е н и е y ' — z(x) 
и реш ить  п о с л е д н е е  относительно у:

у  — \  г  (х) dx  +  С.

П о я в и л а с ь  п р о и з в о л ь н а я  постоянная . Ч а ст о  некоторы е 
реш е н и я  ди ф ф ер е н ц и ал ьн о го  ур ав н ен и я  (3), не обязательно  
все, о б разую т  сем ейство  ф ункций

z =  ф {х, С и  Сл_,) (а < х < ь ),

зави ся щ и х  от  п  —  1 парам етров  С,-, С „ _ f. Е м у  соот
ветствует сем ей ство  решений у  диф ф еренциального  у р а в 
н ен и я  (2 )

у =  J ф (х,  С { С п_ т) dx  +  C nt

зави ся щ и х  от  п  п а р а м е т р о в  Ct ............ С П(С„ =  С).

П р и м е р  1. y " * = z V \  - f  у'*.
З д ес ь  ф у н к ц и я  у { х )  явно  не входит в у р ав н ен и е .  П о

л а г а я  г с з ; Д  н а х од и м  г '  — у"  и наш е у р а в н е н и е  принимает 
в и д  г ' «=» К 1 -b  г>* Р а з д е л я я  переменные, имеем

r  dz r  * * d x ,  х  - J - Q  =  Г ..-I - —  =  In (г +  K l  + 2 1),
f J ^ l + z a v ^  h

т. е.

-4- 2 я *=яе*+ с>, 1 4 - г а =  е! —  2 zex+°' -¡-га,

i - ( g * + s , _ e -w + O i))-a sh ( x - f  Cj).

H о г * я у г, з н а ч и т ,  d y -*sh  ( x + C j ) d x t y t asc h  (x -}-£*)-f-Cr



!

I I .  П усть  л ев ая  часть у р а в н е н и я  (1) не с о д ер ж и т  ы н ю  
незави си м ую  перем енную  Л':

/ 'Ч'Л У '  У ш ) ' ° -  С )

Б у д е м  считать  в этом у р а в н е н и я  у  независим ы м  п е р е 
менным , а у ’—  искомой ф у н к ц и е й .  О бозначим у ’
Тогда

„ ¿у'  с(г (г/) йг  йу
У  “  йх ~  йх  ~ ~ й у '  ¿ х ~ г » ' г '

" '  — а ^г г ':̂  ^ (г-г,,) <1у ,
у  с/а их *”  йу ' ^ ' г ' гУ'у

у (п) =.($ (г, г ;  г ' '1- " ) .

П о д с т а в л я я  эти значения  в (4), получим  д и ф ф е р е н ц и а л ь 
ное у р ав н ен и е  (/i— 1 )-го п о р я д к а  относительно  г. i l y i  n ,  
r = i Z ( y ) ,  а  есть р еш ен и е  этого д и ф ф е р е н ц и а л ь 
ного урав н ен и и ,  о тли ч н ое  о т  н у л и  на ( а ,  (^). Т а к  к а к

/ \ d't
г , ^ = й - то

“ - Щ '  ^ i ^ j  +  c  <“ < * < Р ) -
Мы получили реш ение у  (х) исходного уравнений! (•«) 

в н ея вн ой  форме. П ри  этом оно  зави си т  от п р о и зв о л е н ' . . :i 
постоянной С-

Но часто ф у нкции  г =  2 (</) п олучаю тся  в виде е е м ^ й с гв  
ф у нкций

г ^ г { у ,  С х С„_,) (а <у<?>),
. ''авпсящих от п — 1 п а р а м е т р о в  C lt . . . ,  Им с о о т 
ветствую щ ие реш ен и я  у ( х )  в свою  очередь  о б р а з у ю т  i_v.- 
MeiicTBo

у  =  у ( х ,  С \  С а)

ф у н к ц и й ,  зави сящ и х  от п  п а р а м е т р о в  Q ,  С,( (Сп ■ (.').
П р и м е р  2. у'~ - \ -2yy" =  6.
З д есь  а:  я в н о  не п ри сутств ует ,  поэтому пол;.!";.-. ..

, > „ da' dz (» ) . гп
ij\, — z ( y ) , y  — =  г ' гу  П о д с т а в л я я  эти зн а ч о п . ;  м
в у р а в н е н и е ,  имеем г 2 4 - 21 /гг '**  О п л и  z  (г - f  2yz'u) — 0. См* 
сю д а  г =  0 и г-{-2уг', =  0.

Е сл и  г я О ,  то ^ -  =  0 , у  =■ cons t.



Е сл и  z +  2yz'f/ =  0 ,  то, р а з д е л я я  перем енны е,  получаем  
гйг  йц ,

—  — — гг» г 2 у* С,

d'j— С1 1Г  Т. j .    ■ 2

1 1 Q
1 f ~  ’ г  —  л Г ~  ’ г У У ч

V у  d y * * " - x dx,  -~-у'л/2 = C f* - f - C a./  у ’ г •*' з

II I .  Л евая  часть уравн ен и я  (1) — однородная функция степени т  
относительно переменных у, у ' ,  y in), т. е,

F (х, (у,  1у', . . . ,  t y in}) =  t mF (х, у ,  i f n)) ( t  >  0).

Д л я  понижения порядка вводим новую  ф ункцию  г ( х )  по формуле

y '  =  y z  ( у ф  0).
Т or да

у* (уг)' =  у'г +  уг '  =  у г -  +  у г ’ = у  (г3 +  г ' ) ,

j/«> =  уш (г, г '  г<', “ 1>).

Подставляя эти значения в уравнение (1), получим

F ( x ,  у , уг, у (г3+  г'), $кд(г, г',  *«-»))=*£)

или в силу од нородности  функции

y mF (х,  1, г,  г2 +  г ' ,  • > . ,  м (г, г',  г(п” 1)) ) = 0 .

Так как у Ф  0 ,  то отсюда получаем дифференциальное уравнение  
(« —  1)-го порядка

F (х, 1, г,  ю (г ,  г', г( , , -1 ) ) ) = 0 .

Пусть г  =  г  (.v) есть решение этого уравнения. Так как г  (*) =  
=  i / l y ,  то 

d y .- =  z ( x ) d x ,  In

где С — произвольная постоянная. И если оказалось, что 

г =  Ф (* ,  С и  . . . .
то

у = С й е х р ( £ ф ( * ,  С{ Cn_■^)dx'j,

где С 1 , , С„ —  произвольны е постоянные.
П р и м е р  3. Реш и м  этим методом уравнение преды дущего при

мера.
Ф ункция Р ( х ,  у ,  у ' ,  у " ) — у ' 2 -{-2уу" —  однородная функция вто

рой степени п о  отнош ени ю  у ,  у у " .  Функция / / (х) е э  0  —  решение  
у р авн ен и я.  Будем считать, что у Ф  0.  Полагая у ' ^ = г у ,  имеем 
у" =  у  ( г '  г 2).  П одставляя  эти значения в уравнение, получаем

(у г )- + 2 у п-(г'-1-г*) =  0 (У Ф  0).
О тсюда 322+ 2 г '  =  0. Ф ункция 2  =  0 —  решение данн ого  уравнения  
(тогда у ' = : 0 ,  у  =  С — реш ен и е  и сх о д н о го  уравнения). Пусть г  Ф 0,



тогда

In l k  +  V = C * ( x + C iŸ 19

— общ ее реш ение. Отметим, что реш ение у а О  получается из об 
щего при С» =  0 .

§ 1.15. Л инейны е уравнения в ы с ш е го  порядка

1.15.1. П о н я т и е  л и н е й н о г о  у р а в н е н и я  
в ы с ш е г о  п о р я д к а .  Л и н е й н ы м  дифференциальным  
уравнением п-го порядка  н а з ы в а е т с я  урав н ен и е  вида

y Ut) +  P n - î  (*) - M t  (*) у '  - ¥ р а (х) у ( 1 )
{а <  * <  Ь),

где f ( x ) ,  р 0 (х),  р п- \ ( х )  —  з а д а н н ы е  непреры вны е на
и н те р в ал е  (а, Ь) функции. Л е в у ю  часть  у р а в н е н и я  (1) 
обозначим ч ерез  / , „ [ y] =  L [ y \  Е е  н азы в а ю т  ли н е й н ы м  
диф ференциальным оператором п-го порядка .

О п е р а т о р  L (у)  обладает  сво й ств ам и :
1) L [ C y )  =  C i \  у ]— однород ность  о п ер ато р а ;
2) L \ y i -fl у, j =  /.>[ i/t ]4 -  1> \ у %\— ад ди ти вн ость  оп ер а то р а .
О тм етим , что однородный и ад д и т и в н ы й  оп ератор  н а 

зы в ается  линейным.
Н а основании  этих свойств л е г к о  получаем , что

где С н —  п р о и зво л ь н ы е постоянны е.
П р и м е р  1. Пусть
Л е гк о  видеть ,  что / . [ s i n х ] =  — s in  * +  s i n х  =  0 , L [ x 2] =  

=  2  - f  л 2.
У р а в н е н и е  (1) можно за п и с а т ь  в форме

н а з ы в а е т с я  лине йны м однородным д иф фе рен циа льн ым  у р а в 
не ни е м  п-го порядка.  В связи  о эти м  урав н ен и е  (1) н а з ы 
вают неоднородным.

3 Я. С. Бугров, С. М. Н и к о л ь с к и й

L  S  с ку„ = 2  C kL [ y k],
fr» 1

(2)

L b ] s ¿ « M e f W  ( а < х < Ь ) .

Е сл и  / ( х ) = з 0 ,  то урав н ен и е

M í / ] “ 0 (о <  г  <  Ь),

( ! ' )

(3)



Мы считаем , что  функции f ( x ) , p B(x),  . . Pn- i (*) не* 
преры вны  на и н т е р в а л е  (а, Ь). М ож но д о к а за т ь ,  что для  
таких  ф у н к ц и й  дифференциальное ур ав не ние  ( 1 ) имеет 
единственное определенное на том же (!) интервале  (а, Ь) 
решение , удовлетворяющее  начальным ус ло ви ям

у ' { Х п) =  у[ ..........

П р и  э т о м , ес ли  ф унк ции  p j {x )  и f  (х) имеют на  (а, Ь) 
непрерывные производные порядка q , т о  указа нн ое  реше
ние у  (х) имеет н а  (а, Ь) непрерывные производные до 
порядка n +  q включительно .

Т е о р е м а  1. Е с л и   .................   являются  решениями
однородного у р а в н е н и я  (3), то и х  ли не й на я  ко мб ин ац и я
т
2  C ky k также яв ляе т ся  решением у р а в н ен и я  (3).
*«!

Это в ы т е к а е т  из равенства (2).
1.15.2, Ф у н д а м е н т а л ь н а я  с и с т е м а  р е ш е н и й  

у р а в н е н и я .  В в е д е м  понятие линейной  зависимости 
ф ункций ,  по а н а л о г и и  о соответствующим понятием для 
системы ве кт о р о в .

Ф ункции  у \ { х ) ,  у т {х) н азы ваю тся  линейно  зави
симыми  на (а, Ь), е с л и  одна из них я в л я е т с я  линейной 
комбинацией  д р у г и х  b). Д р у ги м и  словам и ,  ф у н к 
ции у \ { х ) , . . . ,  у т {х) называю тся л инейно  зависимыми 
на (а, Ь), если су щ еству ю т числа а и  . . . ,  а т, из которых 
хотя бы одно не р а в н о  нулю , т а к и е ,  что

« i i / i  (^) +  ■ • • Н- о.ту т (х) =з 0 { а < х <  Ь). (4)

Если т о ж д е с т в о  (4) выполняется л и ш ь  в слу ч ае ,  когда 
все а ;= 0 , то  ф у н к ц и и  у и  у т н аз ы в а ю тся  линейно  
независимыми  на (а,  Ь).

Система из п  л и н ей н о  независимы х на и н те р в ал е  (а, Ь) 
решений

V i i x ) ,  у 2 (х),  у Л(х)

однородного ди ф ф ер е н ц и ал ьн о го  у р а в н е н и я  я* го п о р яд ка
(3) с н еп реры вн ы м и  на {а, Ь) коэффициентами Р/(х) н а
зы в ае тся  ф ун д а м е н т а л ь н о й  системой решен ий  этого у р а в 
нения .

Ч тобы  реш и ть  л и н ей н о е  однородное д и ф ф ерен ц и аль
ное у р ав н ен и е  п -го  п о р я д к а  (3) с непреры вны м и коэффи
циентами P j ( а'), н а д о  найти его ф у н д ам ен та л ьн у ю  систему 
решений.



С огласно теореме 1 произвольная  л и не йн ая  к о м б и н а ц и я  
и з  решений У] (х),  т.  е. сумма

п
у 1=3 2  СкУк (*■)’ (5)

/¿=1

‘ где С к —  произвольные числа,  есть в свою очередь реш ен ие
| ура вн ен ия  (3) на  (а, Ь). Н о  о к а з ы в а е т с я ,  что и о б р а т н о ,

всяк ое  реш ение диф ф еренциального  у р а в н е н и я  (3) на и н 
те р вал е  {а, Ь) есть некоторая  л и н е й н а я  к ом б и н ац и я  из 
у к аза н н ы х  (независимых м еж д у  собой) его  частных р е ш е 
ний У}{х)  (см. ниж е теорему 4), образую щ их  ф у н д а м е н 
та л ь н у ю  систему решений.

Т а к и м  образом, общее решение однородного  ди ф ф е р ен 
циального уравнения  (3) имеет ви д  (5), где С к —  п р о и з 
вольные постоянные ,  а у к (х ) —  час тны е  решения  (3), о б р а 
зу ю щ и е  ф унд ам ен т аль ну ю  си с т е м у  решений однородного  
уравнения .

Отметим, что общее решение неод нородного  у р а в н е н и я  
( 1 ) есть  сумма как ого -ли бо  его  частного реш ения у 0 {х)  
и общего реш ения однородного у р а в н е н и я

П
У (*) =  У О (*) ■ \ ^ ' E C | УJ (х).  ( 6 )

/ = 1

В самом деле,

К  [.'/] =  К  Ы  +  2  с /  \ У / \ =  г  м  +  о = ?(х) ./ = !

С  другой  стороны, если у  е с ть  п р о и зволь н ое  р е ш е н и е  
у р а в н е н и я  ( 1 ), то

1 п [// —  //о] =* IП  Ы — 1 п Ы  =  ! ( х ) — [ (*) « О ,

и, сле д о в ате л ьн о ,  у — у„ есть р еш ен и е  однородного  у р а в 
нения ; но тогда сущ ествую т т а к и е  числа С/, что

П

у ( х ) — у 0 ( * ) =  2  С/ у / (х),
/ = 1

т. е. д л я  этих  чисел в ы п о л н я е тс я  равенство  (6 ).
1.15.3. О п р е д е л и т е л ь  В р о н с к о г о .
Т е о р е м а  2.  Если ф у н к ц и и  у х { х ) ,  . . . ,  у  т (х) л и н е й н о  

зав исимы н а  (а, Ь) и имеют производные до ( т — 1 )-го

з*
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порядка ,  то определитель

У\ (х) • Ут (*)
У\ (*) Ут <*) =  0 (у х $ ( а ,  Ь)). (?)

уТп'- 'Ч*)

О п р е д е л и т е л ь  (7) назы вается  определителем В р о н с ко 
г о 1) или в р о н с к и а н о м  и обозначается символом ХУ (х)**в

 у Л
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т а к  к а к  ф у нкции  (л:), . . . ,  у т (л') 

л инейно  за в и си м ы  на (а, Ь), то сущ ествую т т а к и е  не все 
равн ы е  н у л ю  ч и с л а  а п . при к оторы х вы п олн яется
тож деств о  (4) н а  (а, Ь). Д и ф ф е р ен ц и р у я  его т — 1 раз ,  
получим  систему у р ав н ен и й

«1//1 ( * )+ .. .+  атут (х) --- О,
( * ) + ■ • •  +  а ту'т (*) == О,

«1 у Т ~ "  (х ) +  ■. • + а иС ,> (*) ^  О-

Эта о д н о р о д н ая  система по условию  имеет н ет р и ви ал ь 
ное  реш ение а , ,  . . . .  а т (т. е. хотя бы одно а , - ф 0 )  при 
Ух£(а, Ь). П о с л е д н е е  возможно, к о гд а  опред елитель  
системы, которы й  я в л я е т с я  определитем  В р о н с к о го  №  ( а 1) ,  

тож дествен н о  р ав ен  нулю . Теорема д о к а зан а .
З а м е ч а н и е .  И з  теоремы 2 вы тек ает ,  что если 

УР ( х ) Ф §  х о тя  бы в одной точке (а, Ь), то  ф ункции  
у х% . . . .  у т л и н ей н о  н езависим ы  на (а, Ь).

П р и м е р  2. Ф у н к ц и и  1, х ,  х " ' ~1  л инейно  н е з а 
висимы на любом (а,  Ь), т а к  к а к

1 X х2 . . .  х т~ 1

0 1! 2х  . . .  ( т - - \ ) х т ~ 2

0 0 0  . . . ( т - -1 ) !

== 1 - 1 1 2 ! . . .  ( т  — 1)1  Ф  0 .

П р и м е р  3. Ф у н к ц и и  е ^ * , . . . ,  л и н ей н о  н ез а 
висимы  н а  лю бом  (о, Ь), если . . . .  к т — различны е 
числа  (д е й ств и тел ь н ы е  или комплексные).

а) Ю. Г ёне-Вронский (1778— 1853) — польский м атем атод



Г " х 1 . . .  1

= г ( Ь ,  +  . . . + к т ) х  ^  • • • * » »  ^ ¿ 0 ,

к’? - ' с ь'х . . . С - 1? ”*

т а к  к а к  последний оп р ед ел и те л ь  есть  о п ред ели тель  В а н -  
д е р м о и д а 1), который при р аз л и ч н ы х  . . . , 6 га не р а в е н
пулю.

П р и м е р  4. Ф ункции  екх, х е Чх, х т~1е’сх л и н е й н о
независим ы  на любом (а, Ь).

Т ак  к а к  екхф О  и

а 1(?й*-]-агА'е*¥+ . . . + а т х'л' 1е** =  ел* [ а 1- + а ал,-4- . . .  + а 1Лд:'п~ 1],

то  л и н ей н а я  независимость у к а з а н н ы х  функций в ы т е к а е т  
из второго примера.

Т е о р е м а  3.  Д л я  того чтобы решения  Уi (x} ,  . . .
. . . ,  у а (х) линейного дифференциального однородного у р а в 
нения  ¿ п [;/] =  0 с непрерывными ко эфф ициентам и бы ли  
линейно  независимыми на (а, Ь), необходимо  и д о с т а 
точно,.  чтобы  № [ / / 1, у п}¥=® дл я  всех х £ ( а ,  Ь).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  I) Е сл и  XV (х) Ф О  на (а, Ь), то  
ф у н к ц и и  1/г (а), . . у п (а:) ли н ей н о  независимы  н езав и с и м о  
о т т о г о ,  являю тся  онн реш ен и ям и  у равнения  £ п[ / / ]  =  О 
или пет (см. замечание).

2) П усть  //!, . . . ,  у п я в л я ю т с я  л инейно  н езави с и м ы м и  
ф ун к ц и ям и  на (а, Ь) и я в л я ю т с я  реш ениям и у р а в н е н и я  

0 .
Д о к а ж е м ,  что № ( х ) * £ 0  всю ду на {а, Ь). Д о п у с т и м  

противное , что сущ ествует т о ч к а  х  =  х 0 £ \ а ,  Ь\, в к о т о р о й  
XV (л:0) =я0. Выберем числа а и  . . . ,  а п, одноврем енно  не 
равны е нулю , т а к ,  чтобы они бы ли реш ениями систем ы

а , ( д ( х 0) +  . . .  + « пуп (*0) =  0 , \
а д ( * о )  +  - - - + а » У л ! я

а, !/ (1П~ " Ы +  +  а л//,'1" г  ( - 0  =  0. >

Это м ож но сделать ,  так  как  оп р ед ел и те л ь  системы  ( 8 ) 
есть  Н7 (*„)■=(). Тогда в силу  теорем ы  1 ф у н к ц и я  ч  —

*) См. нашу книгу «Высшая матем атика. Элементы л и н ей н о м
алгебры и аналитической г ео м ет р и и » ,  § 2.



п
— 2  б у д е т  реш ением у равнения  /-„[</]— 0  с ну-

Н о  таким  ж е  у с л о в и я м  удов летв оряет  и т р и в и ал ьн о е  
реш ение ¿ /= = 0 .  В с и л у  теоремы сущ ествования  и единст
венности реш ение, у д ов летв оряю щ ее  этим п  начальным 
усл о в и ям ,  м о ж ет  бы ть  только  одно, сл е д ов ательн о ,

2  «/!/«(*) — 0  па (л, &),т. с. ф ункции уу, линейно

зависим ы  па (а, Ь), что не пред полагалось .  Теорема д о 
к аза н а .

Если р{ (х)  —  разрывные функции п и нтервале, где мы ищем  
реш ение,  то ура вн ен и е  ¿ - ц [ / / ] = 0  м ож ет  иметь не одно  решение,  
у д о в л е т в о р я ю щ е е  начальным условиям // (*"0) =  1/' (-\г0) =* • . .  =  
— (А||) ,  о > и тогда  возм ож но ,  что 1Г (д) ?г= 0  на (я, Ь).

П р и м е р  5. Л е г к о  проверить, что функции

л ин ей но  независимы на (0, 2), и для них на (0, 2).
Это связано с тем , что  функция у ~  С ху 1 - \ -Сгу 2 является  общим  

р еш ением урапнения

м и н  теорема су щ ес тв о в а н и я  и единственности не имеет места (в ок
рестности точки А ' - -  1). Н е  только функция ¿/еаО, но и функция  
У \ { х )  является реш ением дифференциального ур авн ен и я,  у д о в л е 
т вор я ю щ и м  усл овиям  у - - 0  и у ’ — 0 при х — \.

1.15.4. С т р у к т у р а  о б щ е г о  р е ш е н и я .
Т е о р е м а  4. Е с л и  //,. . . . ,  у п—  лине йно  независимые  

н а  (а, Ь) решения  ли не й но г о  однородного дифференциаль
ного  уравн ени я  п-го по ря дк а  £ „ [# ]= =  0  с непрерывными  
к о э ф ф иц и ен т ам и р ^ х ) ,  а < х < Ь ,  то ф у н к ц и я

где С к —  произвольные  по сто ян ные , является  об щ им  реше
ни ем  уравнения  Е п \ у ]  =  0 ,  т.  е. с у м м а  (9) п р и  любых  С к 
есть  решение этого у р а в н е н и я  и,  о бр а т н о , всякое решение

П

(а > 2)

П
< / ( * ) ■ =  X  Ск Ук  (х ) ( а < х < Ь ) , (9)к= I



этого уравнения представимо в виде с у м м ы  (9) п р и  соот-  
ветствующих  зн аче ни ях  С 6.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы у ж е  зн аем ,  что сум м а (9) 
при любых С й есть реш ение у р а в н е н и я  П усть
обратно, г =  г ( х )  есть произвольное  р е ш е н и е  этого у р а в 
нения . П олож им

г ( * 0) = г 0, г ' ( х 0)=* 7 ' ..............г 1'1 ” 11 (х„) =  (Ю)

Д л я  полученны х чисел  г0, г,'„ г\п~" составим  л и 
нейную систему у равнений  относительно  неизвестны х 
чисел С к:

=  г0,
к— I

2  С„и ' Г " ( х , )  =  г ' Г " .
к  г  I

( И )

О п ред ели тель  системы (11) № (*0) не р а в е н  ну л ю ,  так 
к а к  ф ункции у 1, у п —  линейно н е з а в и с и м ы е  на (а, Ь)
реш ения у р а в н е н и я  £ „ [ / / ]= » 0 .  П оэтому с у щ е с т в у е т  ед и н 
ственная  система чисел  С,’, С'п, у д о в л е т в о р я ю щ и х  
урав н ен и ям  (11). П о д с т а в л я я  их в (9), п о л у ч и м  реш ение 
нашего у р а в н е н и я  в виде

г / = Е  с % у к {х) ,
к=\

удовлетворяю щ ее тем  ж е  начальны м  у с л о в и я м  ( 1 0 ), к ото 
рым у д о в л етв о р яет  г ( х ) .  Но тогда на о с н о в а н и и  теоремы 
сущ ествования  и единственности им еет м есто  равенство 
г ( х )  — у ( х ) ,  х £ ( а ,  Ь). Теорема д о к а за н а .

Таким образом , чтобы найти общее р е ш е н и е  однород
ного у рав н ен и я  Ь п [ у \  =  0 , достаточно найти  к а к и е -н и б у д ь  
п линейно  н езави с и м ы х  решений этого у р а в н е н и я ,  и тогда 
общее решение б уд ет  их линейной к о м б и н ац и ей  (9). Н а 
помним, что лю бую  совокупность  из п  л и н е й н о  н е зав и 
симых частных реш ений  у р ав н ен и я  ^ п [у]  =  0  мы  услов и 
лись  н азы вать  ф ун д ам ен т ал ьн ой  си ст ем ой  р е ш е н и й  этого 
у равнения .

Возникает в опр ос ,  всегда ли су щ ес тв у ет  фундам ентальная си
стема решений для за д а н н о го  однородного  д и ф ф ер ен ц и а л ь н о го  урав
нения (3) с непрерывными коэффициентами? П о к а ж е м ,  что с у щ е 
ст в у ет .



З а д а д и м  п векторов

о11> =  (1 , 0 ........... 0),
а<2> =  (0, 1 , 0 ............0),

а ‘в> =  (0 , 0  О, I).

К а ж д о м у  из этих  векторов приведем в со о т в етс тв и е  реш ение (г) 
уравн ен и я  (3). И м енно, пусть уи (х) есть р еш ен и е ,  у д о в л е т в о р я ю 
щ ее  с л е д у ю щ и м  начальным условиям:

Ук (хо) = ®. УН (*о) =  °. • • ■ ■ Ук~1У (*о) —О, уь~и Ы  =  1, 
* * ” <*<>)= 0 .......... =  0 (А =  1, 2 ....................................п).

О п р е д е л и т е л ь  Вронского УС' (х) для этой  системы решений при *  =
(<1 «£  д:0 ^ о ч е в и д н о ,  есть о п р е д е л и т е л ь  матрицы, составленной  
из в е к т о р о в  а (1>............. а ("). Он равен 1:

1На'о) = 1  Ф 0 .
Н о т о гд а  си стем а  решении у ,  у п линейно независима, потому
что для зави сим ой  системы оп р еде ли т ель  Вронского был бы т о ж 
де с т в е н н о  равен нулю.

§ 1 .16.  Линейные однородные уравнения я-го порядка 
с постоянными коэффициентами

1 .16 .1 .  М е т о д ы  р е ш е н и я .  У равнение

1- п [ у ]  =  У'п, +  Рг, -1У{п~1] +  • •• + Р лУ '  +  (!)
( —  оо <  X <  оо),

г д е / 7, - ( г = 0 , 1 , . . . , п  —  1) —  п остоян н ы е числа, н азы вается  
л и н е й н ы м  од нородн ым дифференциальным уравнением п-го 
п о р я д к а  с по ст о ян ны м и  коэффиц иен там и.

Ч т о б ы  реш и ть  уравнение (1), надо найти как у ю -л и б о  
его ф у н д а м е н т а л ь н у ю  систему реш ен и й ,  т. е. найти какие-  
либо его  я  частных решений # ,(* )»  •••> Уп (х )> о б р а з у ю 
щ их л и н е й н о  независимую  систем у  на всей оси, и тогд а  
(см. § 1 . 1 5 )  общее реш ение у р а в н е н и я  (1) будет иметь  вид

у * = С лу 1 {*) +  . . .  +  С„уа (х),

где  С п —  п рои звольн ы е постоянны е числа.
Б у д е м  и с к а т ь  частные р е ш е н и я  у р а в н е н и я  (1) в виде 

у  — екх, г д е  к  —  постоянное число. Т огда

у '  =  кекх, у" =  к'1екх, . . . .  у 1"’

П о д с т а в л я я  эти значения  п р о и зв о д н ы х  в (1), получаем  

К  № * ]  =  ек* \ кп +  +  ■ ..  +  Ргк +  р 0] =  0 .



Т а к  к а к  е*х =£0 ,  то

R» (k) +  . ■. + / ? , *  + A, =  0 . (2 )

Т а к и м  образом , если к есть к о р е н ь  а л г е б р а и ч е с к о г о  у р а в 
нения  (2 ), то  ф у н к ц и я  у  — екх есть  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  ( 1 ) 
и обратно. У р а в н е н и е  (2) назы вается  х а р а к т е р и с т и ч е с к и м  
д л я  у р ав н ен и я  (1). Это уравнение м о ж н о  п ол у ч п т ь  из (1), 
если производ ны е y iJ) заменить  соот вет ст вен н о  числами 
/¿ / ( /  =  0 ,  I, Обратно по у р а в н е н и ю  (2) легко  вос
становить  у р а в н е н и е  (1). У р авн ени е  (2), к а к  известно, 
имеет п  корней  с учетом кратности .

1°. П усть  к орни  у равнения  (2) к и  к п различны. 
Тогда  п  ф у нкции

ekx*, eh’*t ebn* (3)

являю тся  реш ениям и  у равнения  ( 1 ) и притом  линейно
независимы ми на ( —  оо, оо) (см. п р и м е р  3 § 1.15), т. е.
они о б разую т  ф унд ам ентальную  систем у  реш ен и й  у р а в н е 
ния (1). П оэтом у о этом случ ае  (см. теорем у  4 § 1.15) 
общее реш ение у р ав н ен и я  (1 ) з а п и ш е т с я  в виде

У (je)“  S  С , # / * ,  (4)
/*!

где С}— п р о и зв о л ь н ы е  постоянные.
П р и м е р  1. У равнение  у ' — Ьу '  -Ь 6 / /= = 0  имеет х а р а к 

теристическое  у р ав н ен и е  к 3— 5/г -J- В =  0  с простыми д ей 
ствительны м и корн ям и  6 , =  2, &2 =  3. О бщ ее реш ение

П р и м е р  2. У равнение  у ' "  —  2 у" —  у '  2 у  =  0 имеет 
хар а к тер и с ти ч е ск о е  урав н ен и е  k 3 —  2 &а —  к  4 - 2  = » 0  или 
(к —  2) (к2—  1) =  0. Корни простые: /г, =  2, /?2=  1, /г, =* — 1. 
Им соответствует  общ ее реш ение у р а в н е н и я  у  =  С\е2*-{-  
+  С гех +  С 9е~х .

Если числа р ( действительны е и если  к ак о й -л и б о  к о 
рень k f  к о м п л ек сн ы й  [к, =  а  +  ifi, р = ^ 0 ), то  среди  о ст ал ь 
ных корней  д о л ж е н  быть ему с о п р я ж е н н ы й  ( k s =  ct —  ф ,  
s = £ j ) .  Т ак  к а к  ком плексны е ф у н к ц и и  е(а+‘р , \  е{а~ ‘$)х
суть реш ен и я  у р а в н е н и я  (1), то (см. те о р е м у  1 § 1.15)
ф у н к ц и я

1  [ е (а + lfi) X +  е« х - (0) *1 == е п.х с о з  (5 )

т а к  ж е  к а к  ф у н к ц и я

А - [ е &  + №* — е & - 1№ \ = * е Р х 51П$х,  (6 )



в  свою о ч е р е д ь  есть  решение у р а в н е н и я  (1). Здесь  мм 
и с п о л ь зо в а ли  ф о р м у л ы  Эйлера е к = c o s  х  ±  / s i n  х.

Р е ш е н и я  (5) и (6 ) —  действительны е ф у н к ц и и ,  и в этом 
они имеют преим ущ ество  перед ф ун к ц и ям и  ех р (Л ;-дг), 
е х р ( ^ д г ) ,  поэтом у  ими часто за м е н я ю т  в системе (3) эти 
последн и е  ф у н к ц и и .

М ож н о  д о к а з а т ь ,  что таким  образом  видоизмененная 
система (3) л и н е й н о  независима на ( —  оо, оо).

П р и м е р  3. У равнению  //"4 *// =  0 соответствует ха
р а к т е р и с т и ч е с к о е  уравнение /,*2 + 1 » 0  и комплексны е 
к орни  /г, =  г, =  — i,  соп ряж ен ны е д руг  другу .  В п о к а 
за тел ь н о й  ф о р м е  решение имеет вид

у  =  С ]е1х С ге

И с п о л ь з у я  ф о р м у л ы  Э йлера , общ ее реш ение м ож но  за- 
писать:

í/ =  C, (cos .г 4 -  í s in  a')-4- í ? 2 ( c o s  дг —  i s in  x)  «
•= (Cj - f  C,¿) eos  к +  i (C, — C 2) s in  дг =■ A  eos  *4* Й s in * .

Здесь  А и В  —  произвольны е п остоянны е,  потому что 
у р а в н е н и я  А  =  С, + С г, /i  =  i (С, —  С г) м огут  быть решены 
о тн о с и тел ь н о  С \ ,  С} при любых А,  в .

П р и м е р  4. У равн ени ю  у " у ' +  у * *  0  соответствует 
х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  урав н ен и е  k'¿ +  k - \ - \ = ü  с корнями

О бщ ее р е ш е н и е  у равнения  з а п и ш е т с я  так: 

у ~ е ~ * 1 2 (у С { соб ^~2~  х  С 2

2°. Е с л и  /гг —  кор ен ь  кратности  ш , то в системе (3) 
во зн и к а е т  т  р ав н ы х  функций

е1г*х , . . . ,  ек (1г, =» А?г =* . . .  =*£„,) (7)

и система (3) п ер е ст ае т  быть л инейно  независимой. О к а 
зы в ае тся  (см. н и ж е  лемму 1 ) в этом с л у ч а е  (когда 1?1 — 
кр атн ы й  к о р е н ь )  ф ункции

е!,х, хе';>х, х т~ 1е'!*х (8 )

то ж е  б у д у т  р е ш е н и я м и  у рав н ен и я  ( 1 ), образую щ им и л и 
нейно  н е з а в и с и м у ю  на любом и н т е р в а л е  (а, Ь) систему 
(см. н и ж е  л ем м у  1). Ими обычно за м е н я ю т  ф ункции  (7) 
и системе (3).



Е сл и  произвести т а к у ю  зам ен у  для  всех к р а т н ы х  
к о р н ей ,  то полученная  новая  система будет ,  к а к  это 

1 м о ж н о  д о к а за т ь ,  линейно  независима.
! П  р и м е р 5. У равн ени ю  у " — 2//' 4- (/ =  0 со о т вет ст ву ет  

х арак тери сти ческ ое  урав н ен и е  к 2 — 1 к - \ - 1 = 0 , им ею щ ее 
один дв у к р а тн ы й  к о р е н ь  к =  1. Поэтому общ ее р е ш е н и е  
этого уравнения записы вается  в виде у  — С ^  -\~С2х е х .

, П р и м е р  6 . У р а в н е н и е  у " ' - \ - З у " - \ - З у ' у  =  §  им еет 
! х ар а к тер и с ти ч е ск о е  у р а в н е н и е  /г:| 4-3/¿2 -J -3 /¿ 4 -1 = 0  или  

(к +  1 )а =  0, отк уда  /г =  — 1— кор ен ь  третьей  к р а т н о с т и  
и, следовательно , общее р еш ен и е  имеет вид у  =  е~х 
• г  С 2х  +  С 9х*).

Д л я  действительны х р г, е с л и  к{ =  а - \ - ф  —  к о м п л е к с н ы й  
к о р е н ь  кратности  т , то и k 1 =<x —  t[*—  к о р е н ь  к р а т н о 
сти  т ,  которому соответствую т решения

ck¡Xf xeTlXf х т- ' е ^ х, (8 ')

возник аю щ ие в ряд у  (3). Запиш ем  подробнее  реш е н и я  
(8 ) и (8 ')

¿>(а + (р)х^ X2[r¿Ai[‘,)x , ,  x m~Ie(-rx* í^ x ,
c(a-ip>)x^ xe{a^ {̂ !Z x m~ 1e<‘a ~i^ x .

С к л а д ы в а я  их соответственно и деля  па 2 и л и  в ы ч и т а я  
и де л я  на 2 i, получим две системы д е й с т в и т е л ь н ы х  ре
ш ений у равнения  ( 1 )

ea r c o s | l r ,  хе ах cos  [Ъс, х т~ 1е'хх eos \*>х, 1 ,g
er'-x s 'mfix,  хе %х s in j lv ,  x rn~ 1e,xx s in  (1 *, i

которыми зам еняю т ком плексны е ф у нкции  (8 ) и (8 ' )  
в р я д у  (3).

О стается зам етить ,  что м ож но  д о к а за т ь ,  что ес л и  по
добную  замену соверш ить  д л я  всех к р а т н ы х  к о р н е й  х а
рактери стич еского  у р а в н е н и я ,  то ф ункции  новой си с те м ы  
о б разую т  линейно незави си м ую  систему реш ен и й  у р а в н е 
ния ( 1 ) на любом и н тер вал е  (а, Ь).

П р и м е р  7. Д и ф ф е р ен ц и а ль н о е  у р ав н ен и е  у ш  4 -2 //*  4- 
4 - ? / - - - 0  имеет хар а к тер и с ти ч е ск о е  урав н ен и е  к х- \ -2к2- \ - 1 = »0  
или  (к2+  1 ) 2 =  0 , о т к у д а  к^ — i и 'k2~  —  ¿ —  к о р н и  второй  
кратн ости .  П оэтом у общее р еш ен и е  д и ф ф ер е н ц и ал ь н о го  
у р а в н е н и я  имеет вид

у  =  C1 c o s * 4 -C.¿x c o s * 4 - С3 sinA--i-C'4x s i jb v .



Л е м м а  1. Е с л и  к 1 есть корень характеристического  
у р а в н е н и я  Я п (6 ) =  0  к р а т н о с т и  т,  то ф у н к ц и и

ек>х, хс'1'*, х т~1ег>1*

с у т ь  л ин е й но  независимые на  любом интервале  (а,  Ь) реше
н и я  дифференциального уравн ени я  ( 1 ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Л и н е й н а я  независим ость  у к а 
з а н н ы х  функцнй уст ан о вл е н а  в прим ере 4 § 1.15.

Т а к  к а к  А,-— к о р е н ь  кратности  т  многочлена /?„(&), 
то  где  ч> (А)— такой  м ногочлен , что
<р (/г,) =?£= 0. Отсюда

/?«(*  1 ) = ° -  я л * ! ) « о  я г - п ( * 1 ) « о .  (Ю)

И меем

Ьп ^  е**] р«“ ] =

I

где  C s — некоторы е п остоянны е числа. Отсю да, если 
j ^ m — 1 , a k  — k iy в силу  ( 1 0 ) получаем

[д-Л?М] =  0

и л е м м а  д о к азан а .
З а м е ч а н и е .  Из и зл о ж ен н о го  выше вы текает ,  что 

если  k , — корень  х арак тери сти ческого  у рав н ен и я  к ратности
(  \/ д  j =  . . . ,  nr, 2  11 — ti J , то  ф у н д ам ен та л ь н а я  система

реш е н и й  у р а в н е н и я  ( 1 ) состоит из функций

e V ,  a t V ,  . . . .  a - ' / ' V V  (/<== 1, . . . ,  т).

П ел и  некоторы й к ор ен ь  k j  я в л я е т с я  ком плексны м  
(¿ /  =  а ; +  /р / , Р у ^ О ) ,  то  этому корню , совместно с к о р 
нем  k j t соответствует  группа д ействительны х ф у нкций

e V  cos рудг, . . . ,  х 1Г 1 еа/ х cos  Рус, 

e V s i n P /Л', . . . ,  jt i/ - 1 eFt/ s i n P / jf.

1 .16 .2 . У р а в н е н и е  Э й л е р а .  У равнение  о п ере
м ен н ы м и  коэф ф ициентам и вида

x ny i~n)*4* Pn- \Xn~ 1y fn~l} "f* ■ ■ • +  / w '  +  A ,0 e O .



где Pq, p lt . . . ,  —  постоянны е ч и с л а ,  н аз ы в а е тс я  у р а в 
нением Эйлера.

С пом ощью  замены  х  =  ег это  у р а в н е н и е  св о д и тс я  
к у р а в н е н и ю  с постоянными к оэф ф ициентам и .  В сам о м  
д е л е ,  имеем

у ( х ) = у { е 1) =  и (  t).
Отсю да

У' W  =  V  ( 0  • -  и' (/)  ■ £Г ';  x i /  ( x ) = v '  (();

y"{x )  =  v " { t ) c - 2t —  v ' i O e - - 1-, х 2у"  (x) =  v" {t) —  v ' [ t ) \  . . . .

П о д с т а в л я л  эти  зн а ч е н ия ,  п о л у ч и м  у р а в н е н и е  с п о с т о я н 
ными коэффициентами о тн о с и тел ь н о  ф у нкции  i>(t). Ч а с т 
ными реш ениям и этого у р а в н е н и я ,  к а к  мы п о к а з а л и  
выше, я в л я ю т с я  ф ункции вида ekt =  x k или  VeM =  х к 1п; а*, 
где к — к о р е н ь  (простой или к р а т н ы й )  соответствую щ его  
х ар а к тер и с ти ч е ск о го  ур ав н ен и я .  Т а к и м  образом, ч а ст н ы е  
реш ения у р а в н е н и я  Эйлера с р а з у  м о ж н о  искать  в ф о р м е  
х к, лг*1п /д'.

П р и м е р  8 . Реш им к о н к р е т н о е  урав н ен и е  Э й лерн  
а 2//" +  З х у '  4- У =  0. Ьудем и ск ат ь  ч а стн ы е  реш ения в в и д е  
у  — х к, тогд а

y ' * = k x k~l , t /  =  k ( k  —

П о д с т а в л я я  эти зн ачен ия  п р о и зв о д н ы х ,  получаем 

а:~к ( k —  1) х к~ 2 Зкх ■ х к~ 1 х к — х к [к {к—  1 ) 4 - 3 ^ 4 - 1 ] =  0.

О тсю да, если  х ф О ,  то  к ( к — 1 ) 4 - 3 /г- f  1 = 0 .  П о с л е д н е е  
урав н ен и е  имеет корень k  = —  1 второй  кратности . З н а ч и т ,  
у =  \ / х  —  реш ение уравнения Э й л е р а .  Д р у г о е  р еш ен и е  —  
// =  (1 п а ) /а ,  в чем можно у б е д и т ь с я  непосредственно . Т а к  
к а к  \ / х  и (1па),/а линейно н е з а в и с и м ы  (их о п р е д е л и т е л ь  
В ронского  равен  1 /х3 =т̂= 0), то

— общее реш ение данного у р а в н е н и я  Э йлера .

§ 1 .17.  М етод вариации п о стоян н ы х

Р асс м о т р и м  неоднородное л и н е й н о е  урав н ен и е  п-то 
п о р яд ка

1 п Ы = у {п)+ Р п - \ У {п’ 1 ) л -  « / ( * ) .  0 )



где коэф ф ициенты  р .  =  /),(*) и п р а в а я  часть  / ( * ) — за д а н 
ные н еп р е р ы вн ы е  ф ункции  на и н тервале  (а, Ь).

Д опустим , что  нам  известна ф у н д ам ен та л ьн а я  система 
решений 1/1 (х) ,  . . . , у п (х) соответствующего однородного 
у р ав н ен и я

М * ]  =  0 . (2)

К ак  мы п о к а з а л и  в § 1.15 (формула (6 )), общее реш е
ние у р а в н е н и я  ( 1 ) равно  сумме общего реш ения уравне
ния (2 ) и к а к о г о - л и б о  решения у равнения  ( 1 ).

Р еш ен и е  н еод н ородн ого  у рав н ен и я  (1) м ожно получить 
методом в а р и а ц и и  постоянных ,  если известно  общее ре
шение одн о р о д н о го  уравнения (2). Р а зъ я с н и м  этот метод 
на примере у р а в н е н и я  третьего п оряд ка .

И так ,  п усть  з а д а н о  линейное у р ав н ен и е  третьего  
порядка

у ” ' +  РчУ" 4- Р%У' 4- РоУ =  /  (X). (3)

П у ст ь  общее р е ш е н и е  соответствующего однородного у р а в 
нения  есть

у = С 1у 1 (*) 4  С 2г/а (*) +  С 3у я (лг), (4)

где У\> Угу Уз— л и н е й н о  независимые реш е н и я  у р а в н е н и я  (2) 
< ¿ [ ( / , 1  =  0 , ,‘ = 1 . 2 , 3).

Б у д е м  и ск ат ь  реш ение неоднородного у рав н ен и я  (3) 
в виде суммы (4),  где  С, (.V), С 2 (дг), С 3 (дс) —  некоторые 
непреры вно  диф ф еренцируем ы е ф у н к ц и и ,  которы е надо 
найти. Н а л о ж и м  н а  искомые ф ункции  С Д х )  два условия

' з ‘ Г (5)
2  с ;  { х ) у Ц х )  =  о.
I = I >

Тогда будет

г / ' =
1=1 ¿=1 1 = 1

3 |  3  .4

/ / " =  2 З Д Н -  2  с \ у \ =  2  с  ¡у},
1=I <*1 ¿=1

у " ' =  2  с ¡ у у  +  2  С'1У'1.
С = I ¿=1



Подставив  эти производ ны е и саму ф у н к ц и ю  у  в (3), 
получим

.) Д 3 3
2  с  ¡у}" «ь 2 с» '* /Н -ра 2  с (у\ +  р 1 2  с {у\ +

/«I 1=1 {=1 ¿=1

Ч-Ро 2  С  ¡у,  »  /  (а*),
I & (

И Л И

({/¡" +  р 3у" *  рху\  Ч- />«//,)+<?, ( / /Г  +  /V/" +  Л1 ?у' +  РаУг) +
ч

+ с я ( // .г  +  р ,« л + РтМ *ь р М  +  2  с ; //; =  /  (л-).
!’=(

П о  в ы р а ж е н и я  в с к о б к а х  в левой части этого  р ав ен с тва  
рав н ы  нулю, поэтому

^ ¡ ¡ / > [ ( 4  (6 )
1 = 1

Мы получили  у р а в н е н и е  (6) и два у р а в н е н и я  (5) с коэф 
фициентам и у (, у¡, у[ и правой частью  ¡ { х ) ,  которы е 
непреры вны  на {о, Ь). Эти три  у р а в н е н и я  о б р а з у ю т  л и 
нейную  а л геб р аи ч ес к у ю  систему о тн о с и тел ь н о  н еи звес тн ы х  
с ; ,  Сг, С з с о п ред ели телем , не равным  н у л ю ,  потом у что 
это есть о п р ед ел и те л ь  В ронского  д л я  ф у н д а м е н т а л ь н о й  
системы решений //,,  у 2, у я. П оэтому д а н н а я  система 
имеет единственное реш ение

С ’ (х) =  <р1 (х) ( / = 3 ,  2, 3),

где  ф ; — н еп р е р ы вн ы е  на (а, Ь) ф у н к ц и и .  О т к у д а

С 1 ( * ) =  £ Ф, (х)с1х. (7)

П ри  этом ф у нкции  С { (х) имеют на (а, Ь) н е п р е р ы в н у ю  
производную . С л е д о ва те ль н о ,  частное р е ш е н и е  неод н о
родного у р а в н е н и я  ( 1 ) имеет вид

У(х )=*С,  ( х ) у ,  И  +  С , ( х ) у 2 (х) +  С а ( х ) у я (х),

где ф ункции  С,-(х) о п р е д е л я ю т с я  р ав ен с тв а м и  (7).
П р и м е р ,  у" —  З у '  - \ -2у =  с*х , Р?г (к) =  к2—  36 +  2 =  0, 

А’, =  I , 6г= 2 —  корни  х а р а к т е р и с т и ч е с к о го  у р а в н е н и я ;  
общее реш ение однородного  у р а в н е н и я  у  » С ^ е *  - \ -С2с1х.

Н ай д ем  частное решение н еод н ородн ого  у р а в н е н и я  
методом вари ац и и  постоянны х  С 1 и С 2. С о с т а в и м  систем у



(5), (6 ):

С'1 { х ) е х +  Съ{х)2 -е™ =  е™, (  ^  У* 1 “ е ^ ° ) *

Р е ш а я  систему, имеем С Ц х ) ~ — е2х, СЦ х)  =  е*. Отсюда 
С 1 (х) —  — е2дг/2 ,  С 2 ( х ) = е * и частное решение

у  =  — ~  егхех -Ь ехе ' х =  ~  е3*.

Т а к и м  о бразом , общее решение исходного  уравнения имеет 
вид

у ~ С уех I -С ае2яЧ - у е я*.

§ 1.18. Ч а с т н о е  решение линейного  неоднородного 
у р а в н е н и я  с постоянным и коэф ф ициентам и, 
п р и л о ж е н и я

1 .18 .1 .  М е т о д ы  н а х о ж д е н и я  ч а с т н ы х  р е ш е -  
н и й. Р ассм отрим  линейное неоднородное уравнение гс-го 
п о р я д к а  с  постоянными коэффициентами

=  (— ° 0 < х < о о ) ,  (1)

где  п р а в а я  часть  имеет специальны й вид  Д * ) = в е М  или 
более  об щ и й  вид  ¡{х )  =  х 1’ 1ек<>х или еще ^ “ ^ с о Б р *  или 
х 1~ 1е?-х э!!! рл: ( / =  1 , 2 , . . . ) .

Н а с  б у д у т  интересовать способы нахож дения частного 
р е ш е н и я  у р а в н е н и я  (1). Это имеет значение, потому что, 
д л я  того  чтобы получить  общее решение уравнения ( 1 ), 
надо  н ай т и  какое-либо  его  частное решение и прибавить  
к  нему общ ее решение соответствующего однородного 
у р а в н е н и я .  П оследнее мы уж е умеем находить (см. § 1.16).

Р асс м о т р и м  сначала  самый простой случай  } (х )  =  аекаХ. 
Х а р а к т е р и с т и ч е с к и й  многочлен у р ав н ен и я  (1) имеет вид 

Р п {к) =  к" - \ -рп_ 1йп' 1+  . . .  - \ -ра.

Е сл и  к0 не явл яе тс я  корнем характери сти ческ ого  у р а в 
нения

/ ? „ ( * ) -  О, (2 )
то  частное  реш ение уравнения

^ п \ 1Л  =  Уш  \~Рп~\У{п~ 1' +  ■ * • Л-рйу - а е к#  (3) 
м ож н о  найти  в виде функции

у  =  А е ^ х, (4)



где А —  п о ст о ян н ая .  Подставип эту ф у н к ц и ю  в у р а в н е 
ние (3), получаем  A R n (ka)e':''i *=аекпХ, о т к у д а  после со 
к р ащ ен и я  на (не равный нулю!) м н о ж и т е л ь  ек*х получаем
А Я я (Ьо)**а  или

A*=a/Rn(ktt)t (5)
и число А найдено.

П р и м е р  1. У равнение
у"  - í -  у  =  е* (G )

имеет х ар а к тер и е ти ч е ск о е  урав н ен и е  

R̂ ¡ (k) <= kr¿ -f- 1 =  0.

Ч и сло  /е0в=1 не является  к о р н е м  х а р а к тер и с ти ч е ск о го  
у р а в н е н и я  (/?2 (^о) — ^ а (^) =  2 =5̂ = 0 ), поэтом у  частное р еш е
ние (6 ) м ож н о  искать  в виде у = А ё * .  Согласно  (5)
А а» ( /?2 (1))” А =  1/2. Общее реш ение у р а в н е н и я  (6 ) имеет 
вид

у  «  -1 е* -Í- С, соз х  4 -  С 2 s in  х ,

где С} , С 2— п рои звольн ы е постоянны е.
П р и м е р  2. Найдем частное р еш е н и е  у рав н ен и я

; /  +  //*■ cos 2х. (7)

Р ас с м а тр и в а е м  два уравнения

У\ +  Ул — cos 2 х ,  (7 ')
у[ +  s in  2л:. (7")

У м нож аем  второе уравнение на i  и п олученное у р а в н е 
ние с к л а д ы в а е м  с первым у р а в н е н и е м .  П ри  этом пола-
гаем у " "  у х +  i y t и учитываем р а в е н с т в о  £f'2* = c o s  2л: 4- 
4 - í sin  2л;. В р езуль тате  получим

у" 4 .  у =  г1**. (8 )

Х ар а к т ер и ст и ч е ск о е  урав н ен и е  этого  д и ф ф ерен ц и аль
ного у р а в н е н и я  имеет корни О б а  они отличны от 
числа  2i. П оэтом у ,  к а к  б ы л о  д о к а з а н о  выше,  частное
реш ение ^уравнения (8) можно н а й т и  в  виде ф у н к ц и и
Aeí2x, где А  —  постоянная .

П о д с т а в л я я  эту  функцию в (8 ) и р а с с у ж д а я ,  к а к  вы ш е, 
получим

,  i i 1
Л = =  ( 202+ Г “ — 4 + 1  Т *

Я. С. Б у г р о в ,  С. М. Н и к о л ь с к и й



И т а к ,  ф у н к ц и я

/ / =  — j e i2x

есть частное р е ш е н и е  диф ференциального  у р ав н ен и я  (8). 
Ее д е й с т в и т е л ь н а я  часть

^  — 1  cos  2х

есть реш ение ди ф ф ерен ц и альн ого  у р а в н е н и я  (7 ') ,  или, 
что все р ав н о ,  р е ш е н и е  данного у р а в н е н и я  (7).

П опутно  мы п о л у ч и л и  частное реш ение у р ав н ен и я  (7"), 
или, что все р а в н о ,  уравнения

у  -У y  =  s \n  2х.

Общее р е ш е н и е  у рав н ен и я  (7) з а п и с ы в а е т с я  по ф орм уле 

у  =  Л c o s *  +  В  s i n * — ÿ  cos 2х,

где А,  В — п р о и зв о л ь н ы е  постоянные.
Е сли  к а есть  к о р е н ь  х ар актери сти ческ ого  у р а в н е н и я  (2), 

то у р ав н ен и е  (3 ) ,  очевидно, не имеет реш ен и я  вида (4). 
В этом с л у ч а е  нам  поможет с л е д у ю щ а я  лемма.

Л е м м а  1. Е с л и  k 0— действительный ил и  комплекс
ный корень  к р а т н о с т и  т характеристического  уравне
н и я  (2 ), то час тно е  решение дифференциального уравне
н и я  (3) мож но н а й т и  в  виде

у=* А х текоХ,

где А  —  н е к о т о р а я  постоянная.
П риведем  с н а ч а л а  пример.
П р и м е р  3.

у " - 2 у '  +  у ~ е * .  (9)

Х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  уравнение есть  № —  2 /г - |-1= а0 ,  
или (fe— 1)г *=0. Ч и с л о  k n= \  есть его  к о р е н ь  кратности  2. 
Поэтому, со гл а с н о  лем м е 1, реш ение н ад о  и скать  в виде

у = А х * е * .
Имеем

у '  *= А •2хе* +  А х ге*, г/" =  4 А х е х *f- А х 3е*,

П о д с т а в л я я  в  (9) ,  получим

2Аех е е * .
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С ледовательно, /1 =  1/2 и общее реш ение есть

у  =  у  +  (Сх Ч- С-2х)  е*.

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  1. Применим к л евой  и правой 
чютям дифференциального уравнения (3) о п е р а ц и ю  (оператор)

~1~~ ко 11 * ^ огда в п Раво  ̂ час1И будем  иметь

(¿Г— ае*',х (яеАиЛГ) — киае^х =  О,

Поэтому

^ х - к ау п [у}=0.  (10)

Мы получили диф ф еренциальное уравнение (п —}- 1)-го порядка с по
стоянными коэффициентами. Его характеристическое ур авн ен и е  имеет
Ш 1 Д

( к - ко )  1*п (к) =  0. (П)

Уравнение / ? „ ( £ ) = 0  и уравнение (11) имеют одни и те  ж е  корни,  
но корень Ь0 в уравнении ( И )  кратности т - \ - 1 (на 1 б ол ь ш е) .  О бщ ее  
реш ение однородного уравнения

¿ „ Ш  =  0 ( 12)
запишем так:

л
^ ( С г  +  С ^ - Н - . - Ч - С ^ " « - 1) ^ - ! -  2  С /М * ) .

/ = т ь 1

1 де у п  + 1 , • Уп— реш ения, соответствующие корням характери
стического уравнения, не равным к0, если таковые есть. О б щ е е  ж е  
решение уравнения (10) можно записать в виде

г  =  А х те 11 ох  +  о.

Всякое реш ение у  уравнения (3) есть реш ен и е  уравнения (10), 
п потому

у  =  А х текох -{-к (13)

д  ля некоторого набора постоянных

С и  Сг , С„, Л. (14)

Мы показали, что если у  есть реш ен и е  уравн ен и я  (3) [г/| =
: :<7(’йох ,т о  можно подобрать постоянные {[4)  так, что у  =  А х тс^зх - |-у.  
Теперь для указанных постоянных (14) будем  иметь

Ь„ [ А х тел х̂ } =  [ у  —  V] — /.д [у]  —  [:»] =  ае*** —  0 =  аек*х .

Этим доказано, что есть такое число Л, для  которого функция  

у  — А х тек>*

есть решение неоднородного дифференциального уравнения (3). 
Лемма доказана.



Р а с с м о т р и м  те п е р ь  два д и ф ф ерен ц и альн ы х  у р а в н е н и я

У\п) +  Рп-гУ((х~1) +  ■ • • +  p ay l =*axl ~1e't x zosf>x,  (15) 
У™ +  Рп -  1 0 а1 - 1  ’ +  . . . +  р 0 у ,  =  а х 1- хеах s i n fíjf, (16)

где  а ,  Р, p¡  —  действительны е числа, а I —  н ату р ал ь н о е .  
У м н о ж и в  второе  из них на i  и с л о ж и в  с первым, п олу 
чим у р а в н е н и е

+  -f- . . .  +  р 0г =  а х 1~1ек<>1 (17)
(zt=yi -\-iy2, k0 = a +£Р).

В м есто  двух  уравнений  (15) и (16) с неизвестными 
ф у н к ц и я м и  у 1 (х),  у г (х) мы получили  одно урав н ен и е  (17) 
с н еи зв ес тн о й  ком плексной  ф у нкцией  z(x)=* y l (x) + i y 2 (x). 
Е сл и  р еш ен и е  z = y l - \ - i y2 у р а в н е н и я  (17) найдено, то 
д е й с т в и т е л ь н а я  его  часть y i б у д ет  решением у р а в н е н и я  
(15), а  м н и м ая  у 2 —  у равнения  (16).

П р и  / = 1  урав н ен и е  (17) бы ло  у ж е  исследовано. 
П р и м е р  4. Д ан о  урав н ен и е

y ' + y = * s i n x .  (18)

Н а р я д у  с  ним  рассмотрим у р ав н ен и е

у" у  г=со$х .  (19)
Имеем

у1 +  у х = c o s * ,  y l  +  y ^ s m x .

У м н о ж и в  второе  уравнение на i и слож и в  с первым, 
получим

г "  +  г  г»  eix , z ^ y t +  i y 3. (2 0 )

Ч и с л о  k 0 =  /  есть  к о р е н ь  к ратн ости  1 хар а к тер и с ти ч е ск о го  
у р а в н е н и я ,  поэтому частное реш ение надо и ск ат ь  в виде 
г  =  А х е ' х . Имеем

z '  =  A ei x + A i x e ixt z ‘ =  2 A Í e ix~ A x e íx. 

П о д с т а в л я я  г ,  г ' ,  г  в уравнение (20), получим 

2 A i e ix =  eix , А*=  1 / ( 2 * ) «  — ¿/2.

Ч а с т н о е  р е ш е н и е  у р ав н ен и я  (20) и м еет  вид

ix , К ix , I • ■ \ X . . Xz =  — j -  е‘х ** — (cosa- -{- i  sin  je) =  у  sin  х — i у  eos х.

М н и м ая  его  часть

y ^  —  j c o s x



есть  частное решение данного  у р а в н е н и я  (18). Д е й с т в и 
те л ьн а я  ж е  часть петь частное р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (19).

С луч ай  / > 1  (для у р а в н е н и я  (17)) п р ед усм атри вается  
в следую щ ей лемме.

Л е м м а  2. Частное решение уравнения  (17) можно н а й т и  среди  
функций вида

(Стх *  +  . . .  + С т + ¿ . ¡ . г *  + i ■- i )  гМ ,  {21)

где т —  кратность корня кц характеристического уравнения R n (k ) = 0 ,
а  С,л , С/л + 1  C m + l _ i — постоянные.

Если А0 не есть корень уравнения R n (k) — 0,  то все ж е  ф о р 
мально можно считать, что ko есть к орень  только кратности 0 .  В этом  
случае надо в формуле (21) считать т  =  0  и частное р е ш е н и е  пало  
искать в виде

(Co +  C i x + . . . + C i _ 1*i “ 1) e M .

Доказательство ведется аналогично доказательству леммы I. 
О б щ е е  реш ение одн о р о д н о ю  уравнения Ln (г] =  0  записываем

так:
fl

о « ( С 0+ С 1д : + . . . + С я - , д г " - ' ) е М +  J  C/ 2 / (x), (22)
+ 1

где г т + \ ,  . - > , 7 п — реш ения, соответствующие корням, не равным /?0, 
если TaKOBiiie имеются. ^

Подвергнем уравнение (17) оп ераци и  * Так как

^  _ k0 j  (ах1 ~ W )  (ах1 ~ 1 t -M )  —  k0ах1 ~Ч*»* = а ( 1 — \ ) х 1~

то

( a * ' - W ) =  ( ! - * „ )

Поэтому мы получаем однородное дифференциальное у р а в н е н и е  
с  постоянными коэффициентами

М г ! = ° .  (23)

Rro характеристическое уравнение имеет те ж е  корни, что и у р а в 
нение R n ( k ) = 0 ,  но кратность k0 б о л ь ш е  на число / .  П оэтом у  о б щ е е  
реш ение уравнения (23) мож но записать в виде

П
е « ( С 0 +  С ,*  +  . . . + С 1Я+/_ 1* * + ' - 1)«*"'Ч - £  C kz k =*

Игя»М+ I
«=(. +  (CMj(® + . . . + C w + i _ 1* ”  + i - i ) e * ^ .  (24)

В сяк ое  реш ение г  уравнения (17) есть реш ение уравнения (23 ) ,  и 
потому оно мож ет быть записано в в ид е  (24). Но тогда

М ( С л *“  +  . . . + С м+г_ гх » + ' - 1 ) е М |  =
*=L» [г — v ] = * L n [z] — L n № ] = а х 1~'е*«* .



что показывает, что функция (21) при подходящ ем  выборе постояи- 
пых С т, С т + ( - 1  есть частное реш ение уравнения (17).

П р и м е р  5. у " — у  =  хе* (Л0*=1, 1 =  2). 
Х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р ав н ен и е  № — 1 = 0  имеет корни 

Ч и сло  я в л я е т с я  корнем х а р а к т е р и с т и 
ческого  у р а в н е н и я  к р атн о с ти  1. П оэтому, согласно л ем м е 2 ,  
частн ое  реш ение ищ ем в виде

у =  (Ах +  Вх2) е*.
И м еем

у ’ *= [Л  +  ( А  +  2В)  X +  В х 2] сх , 
у  =  [2 (А  +  В)  +  (А  +  4 В) х  +  В х 2] е*.

П о д с т а в л я я  эти зн а ч е н и я  в уравнение ,  получим 

сх (2А + 2 В-\- АВх) = хех,
о т к у д а

2А  -{-2В =  0,  4В= 1,
т. с.

Л =  - 1/4, В «  1/4.

З н а ч и т ,  частное реш ение наш его  у р а в н е н и я  будет  

у = (—х -1-А-3) е 7 4 ,

и общ ее реш ение

У =  (  — Т + 4 )  «* +  С 1е* +  С !е-* .

З а м е ч а н и е .  Е с л и  ф у н к ц и я  г/,- я в л я е тс я  решением 
у р а в н е н и я

О’« 1. • • • .  <?).
о

то  ф у н к ц и я  у — X  у1 я в л я е т с я  решением у р ав н ен и я
í - 1

2  L n [ y í \ ~  2  f ¡( x) .2  у,-
¡ ~ \ i a l  i =1

О тсю да  и из с к а з а н н о г о  выше ясно, что ф орм а част
н о го  реш ения н еод н ородн ого  у р а в н е н и я  L n [y]  — ¡ (*) с п р а 
вой  частью  вида

f  (х) =  Р т_ х (х) еах s in  $х  +  Qm_,  (*) cos fix,

г д е  Р т- ч ( х ) } Q,„-1 (x) —  нек оторы е  алгеб раи ч ески е  м ного
ч л е н ы  степени  не вы ш е (ш — 1 ), совпадает  с видом  пра-



«J.J8. ЧАСТНОЕ РрШЕНИЕ н е о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  r7

пой части, если не яв л я ю т ся  к о р н я м и  х а р а к т е р и 
стического у р а в н е н и я  /?„(£)** 0 .

Если ж е  числа  явл яю т ся  к о р н я м и  х а р а к т е р и с 
тического у р а в н е н и я  о кратностью  I, то  частное реш ение 
н у ж н о  и с к а т ь  т а к ж е  в виде п р ав о й  части, но степени 
ал геб р аи ч ес к и х  многочленов н ад о  п о вы с и ть  на I единиц.

Отметим, что если в правой части  присутствует,  н а 
прим ер, с л а га е м о е  Q m_ t ( х ) c os  Р*, то  частное решение 
необходимо иск ать  в виде суммы

R i ( x ) e a ' s i n Рл>Ьf t* М  e ^ c o s f t x ,

где R i ( x \  R ¡ { x ) — многочлены соответствую щ и х  степеней.
П р и м е р  6 . Н аписать  ф орм у  частного  реш ения 

урав н ен и я

t f  +  i / s a x s i n x .

Х ар а кт е р и с т и ч е с к о е  урав н ен и е  /г2 - { - 1 = 0  имеет к о р н и  
¿ i .  П р ав о й  части * s i n *  соответствует  число k 0*=<x± i ' P «  
— Эти числа я в л я ю т с я  к о р н я м и  кратности  1
х а р а к тер и с ти ч е ск о го  у рав н ен и я ,  поэтом у частное р е ш е 
ние надо и ск ат ь  в форме

у  (лг) а  ( А х  +  В х 2) sin х  -f- {С х  -f- D x 2) cos х .

П р и м е р  7. y U) — 4 ; / " « f 6 í / " —  4jy' - \ - у = а х гех \ х а р а к т е 
ристическое урав н ен и е  — 4 ¿ 3- f6 & 2—  4 6 + 1  — ( k — 1)4= 0 .  
1 1 равой части х 2е* соответствует чи сло  ¿ 0= a =  / / / " / / ">/ ' / / / ,  
=  1 , являю щ ееся  корнем четвертой кратно-  *“ ““ t
сти х ар а к тер и с ти ч е ск о го  у р а в н е н и я ,  значит ,  |
частное р еш ен и е  надо искать  в ф о р м е  >

у  (*) =  (Ах*  +  В х ь +  С х а) е*. I
1,18.2. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в -  ¿ [ Х7 

н е и и е к о л е б а н и я  п р у ж и н ы .  Н а 
■ рис. 16 и зо б р аж ен а  подвеш енная в е р т и к а л ь 

но п руж и н а .  К нижнему ее к о н ц у  п р и к р еп -  
лен ш а р и к ,  имеющий массу т .  И зо б р а ж е н а  Рис. 16.
т а к ж е  к оор д и н ат н ая  ось у у н а п р а в л е н н а я  
в е р т и к а л ь н о  вниз. Считаем, что н а ч а л о  0  оси к о о р д и н а т  
с о в п ад ает  с  центром ш арик а ,  к о г д а  пружина  н ах о д и тс я  
в н е н а п р я ж е н н о м  состоянии. О д н а к о  в момент врем ени  

■í — t 0 она вы ведена  из состояния  п о к о я  м гновенным ее 
сж атием  или растяж ен и ем , с о п р о в о ж д ае м ы м , быть м о ж ет ,  
еще при дан и ем  ш арику  им пульса (мгновенной скорости)



в в е р т и к а л ь н о м  н ап равлен и и .  Б л а г о д а р я  этому при t ^ t 0 
п р у ж и н а  с о в е р ш а е т  вертикальны е к о леб ан и я .

К оорд и н ата  ц ен т р а  ш арика  есть ф у н к ц и я  от времени 
t (t/s= у  (()).  П о с т а в и м  задачу найти эту функцию .

У с к о р е н и е  д в и ж е н и я  центра ш а р и к а  есть п роизвод ная  
второго п о р я д к а  у"  =  у"{()  от y ( t ) .  П о  за к о н у  Ньютона 
произведение  т у ” массы ш арика  на у с к о р е н и е  его центра 
равно действую щ ей н а  него силе. Е сл и  п ренебречь  весом 
ш ар и к а  и с о п р о т и в л ен и е м  воздуха ,  то  придется  учесть 
то л ь к о  силу  н а п р я ж е н и я  в п р уж и н е .  П о  за к о н у  Гука 
эта сила р а в н а  — \uj,  где ц — п о л о ж и т ел ьн ы й  коэффи
циент, х ар а к т е р и зу ю щ и й  уп р у ги е  свойства пруж ины . 
Е сли  у  >  0 , то  п р у ж и н а  растянута  и сила  н ап р я ж е н и я  
н ап р а вл ен а  в в е р х ,  т .  е. в наш их  обозн ач ен и ях  о тр и ц а
тельн а ,  а если  у  <  0 , то пруж ина с ж а т а  и ук аза н н ая
сила н а п р а в л е н а  вн и з ,  т. е. по л о ж и тел ьн а .  В обоих сл у 
чаях  сила  р а в н а  — jaí/.

И так  с п р а в е д л и в о  равенство

—  (25)
или

y ’ +  k ’y ~  о ( * ’ “ £ ) .  (26)

Мы видим, что иском ая ф унк ция  у д о в л е тв о р я е т  л и 
нейному ди ф ф ер е н ц и ал ьн о м у  у р ав н ен и ю  второго  п о р я д 
к а  (26).

Общее его  р е ш е н и е ,  к ак  мы знаем ,  им еет вид

/ / « 4  cos k t  +  В sin  k t ,  [(27)

где А  и В — п р о и зв о л ь н ы е  постоянные.
П ро  ф у н к ц и ю  ви д а  (27) говорят,  что она описы вает  

гармоническое  к о ле б ан и е  о частотой k.
З а д а ч а  К ош и д л я  уравнения (26): у ( 0 ) = > у 0, у ' ( 0 )  =  у'о 

вы р а ж а ет ,  что мы хотим  найти частное д в и ж е н и е ,  соот
ветствую щ ее т о м у  случаю , когда в момент / = » 0  центр 
ш а р и к а  п е р е м е щ ен  в точку у ^ у 0, и ему в этот момент 
придан  им пульс  у'*=у'о.

Л е гк о  п о д с ч и т ать ,  что в этом случае

А - у „  В =  ¿

и, сле д о в ате л ьн о ,  д в и ж е н и е  центра ш а р и к а  оп и сы вается  
ф ункцией

у = * у 0 eo s  k t  -i- s in  kt .



Е сл и  у ч и т ы в а ть  вес ш ар и к а ,  то к п р а в о й  части у р а в 
нения (25) надо  ещ е добавить  величину  t ng,  где  £ — у с к о 
рение земного  п р и т я ж е н и я .  И тогда д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е
у рав н ен и е  д в и ж е н и я  центра ш ар и к а  з а п и ш е т с я  так«

t f  +  & у  =* g.  (28)

Общее реш ение этого  у рав н ен и я  и м еет  вид

у  *= A cos  k t  -f- В  s in  kt  -|- (29)

где А,  В  —  п р о и зв о л ь н ы е  постоянные. В е д ь  р еш ен и е  есть 
сумма общего реш е н и я  (A cos k t  - f  В  s in  k t )  с о о т в ет ст в у ю 
щ его однородного  у рав н ен и я  и ч астн ого  р е ш е н и я  неод
нородного у р а в н е н и я .

Этот случаи н ахож д ен и я  частного р е ш е н и я  п р ед у 
смотрен ф орм улам и  (2)— (4) (Л0 =  0 Ф  к).

И з ф орм улы  (29) следует,  что при ¿*= 0

í/(O) =  / ! - b ^ -  =  í/0, \ ¡  (0) =* В к  **

С л е д о в а те ль н о ,  з а д а ч а  Коши (¿/(0) =  í/0, у ’ (0) «= //,',) 
приводит  к р еш е н и ю

у  =  { у и — £ )  cos k t  4 - -^ -  s in  kt

Мы видим, что центр  ш а р и к а  о п и с ы в а е т  гарм ониче
ские  колебан и я  возле  точки, имеющей о р д и н а т у  y  =  g ! k а.

Н о  наши рассм отрения будут ещ е б л и ж е  к  д е й ст в и те л ь 
ности, если мы учтем  силу  со п р о т и в л е н и я  ср е д ы  (воздуха) 
и тре н и я ,  во зн и к аю щ е го  в п р уж и н е .  О п ы т  п о к а зы в а е т ,  что 
эта сила  р а в н а  — vi/ ' ,  где  v — п о л о ж и т е л ь н ы й  коэффи
циент, х а р а к тер и зу ю щ и й  среду и п р у ж и н у .

Теперь  у ж е  д и ф ф ерен ц и альн ое  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  
(центра ш а р и к а )  будет  иметь вид

ту" =  —  \ u j - v y '  - V m g

или

! / ' W  +  ¿ 2< / = g  ( * ' = £ .  * =  £ ) •  (3°)

И з ф и зи ч ес ки х  сооб раж ений  мы д о л ж н ы  ож ид ать ,  что 
это д в и ж е н и е  соверш ает з а т у х а ю щ и е  к о л е б а н и я .  Т ак  
оно и есть.



Х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в н е н и е  для  диф ф еренциаль
ного  у р а в н е н и я  (30) имеет вид

fr* =  0 ,
о тк у д а

s . _  - Я  ±

Е с л и  ?.2 <  4кг, что на п р а к т и к е  обычно имеет место, 
т о  п о л у ч и м  два  комплексны х к о р н я

s it  г =  —  а  ±  Ф  ( а  =  у  >  0 , |i =  - i  V á k 2 —  Я * ) .

Ч а с т н о е  реш ение у равнения  (30) можно найти в виде 
постоян н ой  с.  Очевидно, k 2c =  g,  и, следовательно ,  общее 
р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (30) имеет вид

// =  e - a i ( A  cos  fit ■+■ В  s in  fi¿) - f  (сс >  0!). (31)

К а к  мы и о ж и д ал и ,  центр  ш а р и к а  соверш ает  з а т у 
х аю щ и е  к о л е б а н и я .  Эти к о л е б а н и я  соверш аю тся  на оси у  
в о к р у г  то ч к и  у  =  g / k 2. (Н апом ним , что начало  к о о р д и 
нат  О пом ещ ено  в точку , в которой  находится центр 
ш а р и к а ,  к о гд а  п р у ж и н а  не н а п р я ж е н а .)

О ч е ви д н о ,
lim y ( t ) = * g f k \

i-+ +»

Р а с с м о т р и м  ещ е движ ение (ц ен тра  ш ари к а) ,  описы 
ваем ое д и ф ф ер е н ц и ал ь н ы м  у рав н ен и ем

y "  +  y  =  $ m t .  (3 2 )

М ы, т а к и м  о б р а зо м ,  решили п рен е б р е ч ь  со п р о т и вл е 
нием с р е д ы  (т. е. считаем =  0 ) .  П р ед п о л агае м  т а к ж е ,  
что ¿ 2 = 1  и что к центру ш а р и к а  п р и л о ж е н а  вн еш н яя  
с и л а ,  р а в н а я  т  s in  t .

О бщ ее р е ш е н и е  у р ав н ен и я  (32) им еет вид (см. выше 
прим ер  3)

у  =  A  cos t -[• В  s in  i —  у  cos t.

Ф у н к ц и я  A  cos  / -}- В  s in  t есть реш ение однородного 
у р а в н е н и я ,  соответствую щ его  у р а в н е н и ю  (32). Н а  язы ке 
м е х а н и к и  эта  ф у н к ц и я  описы вает собственные колебания  
системы  ( п р у ж и н а ,  ш арик) .  Эта ф у н к ц и я  огранич енная  
п ери о д и ч е ск ая .



Ф у н к ц и я  —  — c o s í  есть частное реш ение у р а в н е н и я

(32). Н а  язы к е  м еханики  она описы вает вы ну ж д ен но е  
колебание системы,  т. е. к олебан и е  в ы зван н ое  в н е ш н ей  
силой . В данном случае  ам п ли туд а  вы н уж ден н ого  к о л е б а 
н и я  с увеличением времени  í р астет  к -¡-со.

Р еш ен и е  у рав н ен и я  (32) есть сумма соответствую щ его  
ему реш ения однородного у р а в н е н и я  и нек о то р о го  ч а ст 
ного его  реш ения.  Н а  я зы к е  м еханики  в этом с л у ч а е  
го в о р я т ,  что к олебание системы есть сумма соб ствен н ого  
п вы н уж ден н ого  колебаний  этой системы.

С математической  точки  зр е н и я  тот ф а к т ,  что частн ое  
реш ение у р ав н ен и я  (32) имеет вид  c t c o s t ,  гд е  с —  п о 
с т о я н н а я ,  объясн яется  тем, что число k 0 ~ i  (см. п р и м е р  3) 
есть корень  кратности 1 х арак тери сти ческ ого  у р а в н е 
ния.

М еханик  этот ф а к т  в ы р а зи л  бы другим и  сл о в ам и .  
Он с к а з а л  бы, что в данном  с л у ч а е  частота соб ствен н ого  
к о ле б а н и я  системы р ав н а  частоте к о л е б а н и я  в п е к ш е й  
силы . Равенство  этих  частот приводит к р е з о н а н с у  —  
система колеблется  с той ж е  частотой, но с н е о г р а н и 
ченно возрастающей при t —+ +  оо ам плитудой .

Д р у г о е  дело, если у к а з а н н ы е  частоты р а з л и ч н ы ,  т о г д а  
резонанса  нет. Н а п р и м е р ,  в прим ере  2 у к а з а н н ы е  ч а сто ты  
разли ч н ы  и любое д в и ж е н и е  системы имеет о г р а н и ч е н 
ную амплитуду.

§ 1.19. Системы дифференциальных уравнений.
Фазовое пространство

П ри  изучении з а к о н а  д в и ж е н и я  м а т е р и а л ь н о й  т о ч к и  
с массой т  удобно п о л ь зо в а т ь с я  векторной  ф орм ой  за п и с и  
урав н ен и й .  И т а к ,  п усть  г = * г ( / ) — з а к о н  д в и ж е н и я  м а т е 
риальной  точки в п р остран стве  где t —  в р е м я .  Эго 
зн а ч и т ,  что в момент времени  t точ ка  им еет радиус-  
вектор  t ( t ) ,  или, что все равно, к о о р д и н а т ы  { х { ( ) г 
У(1),  *(*)}•

Е сл и  точка м ассы т  д в и ж е т с я  под д е й ст в и ем  з а д а н 
ной силы  (вектора) F ( t ,  г ,  г ) ,  то по з а к о н у  Н ь ю т о н а  и 
м еханическом у  см ы слу второй  производной ф у н к ц и я  r ( t )  
д о л ж н а  у д о в л етв о р я ть  у р ав н ен и ю  д в и ж е н и я

tur — F i t , г, г).



В е кт о р н о е  у р ав н ен и е  (1) эквивалентно  системе трех  
с к а л я р н ы х  у равнений

йгх
т  7 7 ? ~  X  [I, X , у,  г ,  х ,  у,  г),

т

(Н

й'-г

=  К  (/, у , г,  х ,  у ,  г).

=  * •  У *  2 >  х >  у >

(2)

где  X ,  У, 1 — п роекции  ве кт о р а  Р  на осп коорди н ат  х,  
'А г.

Е с л и  считать неизвестным и не только  координаты  
т о ч к и  лг, у ,  г ,  но и п роекции  скорости 

г/ г  . • •,
У> г},

т о  мы получим  систему из ш е с т и '  у рав н ен и й  первого 
п о р я д к а

(¡и
И
(IV

У =  т - я  

г<= 1ю,  =  х ,  у , г,  и ,  V, хи).

хш=и,  т ~  =  Х ( 1 ,  X, у ,  г,  и ,  и, м),  

У (¿, х ,  у ,  г, и,  V,  а д ) , (3)

В е к т о р н о е  у р ав н ен и е  (I )  м ож но  т а к ж е  зап и сать  в виде 

си с те м ы  двух  ве к т о р н ы х  урав н ен и й ,  если скорость  — 

с ч н т а т ь  неизвестной векторной  функцией:

% - У ,  4 ^ - Щ ,  г, V), (1')
где V — вектор  с п ро ек ц и ям и  и,  V, гс\

Е с л и  ввести в рассм отрение вектор

Я  <0 - { * ( / ) ,  у { ( ) ,  г  Ц), х ( 0 ,  у ( 0 , ¿ ( 0 1 .

то  у р а в н е н и е  ( 1 ) или система (3) эквивалентны  одному 
ве к т о р н о м у  урав н ен и ю  первого  поряд ка

х ,  у ,  г ,  и ,  V, и)) 

в  ш ес ти м ер н о м  пространстве ,  причем вектор
( у  1 V 1



Ш естим ерное пространство точ ек

(*, У, г ,  х л у ,  z ) ^ ( r „  ryt r zy V x , V y , V z)

в ф и зи к е  н а з ы в а ю т  фазовым,  а к р и в у ю  / ? ( / )  в ш естим ер
ном п ространстве ,  являю щ ую ся р е ш е н и е м  (4), н азы ваю т 
фазовой т рае кторией .

Ф азовое  п р о ст р ан с тв о — это п р о с т р а н с тв о  состояний 
д в и ж ен и я  то ч ки  по кривой.

П е р в ы е  три  координаты  R  (I) х а р а к т е р и з у ю т  п о л о ж е 
ние точки в трехм ерном  пространстве  ( г ( 0 ), а остальны е 
три координаты  R ( t )  х а р а к т е р и зу ю т  е е  скорость  r ( t ) .

П р и в е д е н н а я  терминология д а е т  т а к  назы ваем ую  к и 
нематическую интерпретацию сис т емы  уравнений.

Систему (3), или , что то ж е  са м о е ,  (4) н азы ваю т д и 
намической  системой.

Д л я  в ы д ел е н и я  одной тр а е к т о р и и  необходим о за д а т ь  
нач альны е  у слов и я :  R ( t 0} =  R Q =  (x0, у 0, г0, x Q, у й, z 0), 
т. е. н ач ал ь н о е  полож ение т о ч к и  и е е  н ач альн ую  с к о 
рость. Д р у г и м и  словам и, и н т е гр а л ь н а я  к р и в а я  R ( t )  д о л ж 
на проходить  через точку  / ? 0 ш ести м ер н о го  пространства .

Т ак и м  образом , ф изические з а д а ч и  п р и в о д ят  нас 
к необходимости рассмотрения си стем  ди ф ф ер е н ц и ал ьн ы х  
уравнений .

Рассмотрим  произвольную  си с те м у  д и ф ф ер е н ц и ал ьн ы х  
у равнений  первого  поряд ка  вида

где у к (V) —  иском ы е ф ункции, а ¡к (1, у 1У у п) — и з в е 
стные ф у н к ц и и ,  заданны е на н е к о т о р о м  множ естве точек  
(Л У\> • • • .  Уп) (п "Ь 1)-мерного п ростран ства .

Н ас  б у д у т  интересовать р е ш е н и я  у 1 {1), у п (О
системы (5), удовлетворяю щ ие н а ч а л ь н ы м  условиям

г Де (Уш  • • • ’ Ум ) —  за д а н н а я  то ч к а  п-м ерного  п р о с т р а н 
ства.

Систему (5) (реш енную  о т н о с и т е л ь н о  п роизвод ны х ис
комых ф ункций!)  называю т н о р м а л ь н о й  (см. §§ 1.12, 1.13).

Е сли ф у н к ц и и  не з а в и с я т  я в н о  от н езави с и м о го  
п ерем енного  то  система (5) н а з ы в а е т с я  а в т он о м н ой  
нор м ал ьн ой  системой

Vi  (^о) — У   Уп (^о) œ  Упй' (в)

y k * = f k ( y i  У а) ( А - * ! ,  • • •» л). (7)



Е сл и  ввести  векторы  в л-м ерном  пространстве

.У ^  {/Л (0» ■*•> Уц{1)}* У й =я{Уш  • • •» Упо\>
( Л  .................... У » ) -  • ■ • Л Л Л  У ь  ■ - • » ' / Х

то систему (5) м о ж н о  записать  в виде

¿ « / ’ (( . .У ).  <5 ’)

а н а ч а л ь н ы е  у с л о в и я  (6 ) — в форме

У(*ъ)жУо- (6 ')
А втон ом н ую  систему м ожно за п и с а т ь  так ;

У ~ Г ( У ) ,  г - { П ( у ) ,  . . . .  ! Л у )\- (Г )

А втоном ную  систем у  м ожно интерп рети ров ать  следую 
щим о бразом . В  к аж д о й  точке ( у и  . . . .  у п) некоторого 
м нож ества  л -м е р н о г о  пространства опред елен  вектор

Р { У ) == { ! 1 (У1  Уп) ! п ( У ь  • у п))-

Этим о п р е д е л е н о  н а  указанном  м н о ж ес тве  поле векторов.  
Р е ш е н и е  у  (/)  описы вает о п р ед ел е н н у ю  траек тори ю  

д в и ж е н и я  т о ч к и  в п-мерном пространстве ,  причем вектор 
скорости  у  (/) в  м ом ент  ее п рохож д ен и я  через  ( у и  . . . ,  у п) 
совпад ает  с в е к т о р о м  Р { у ) .

П р о ст р ан ст в о  разм ерности  п  точек  (у у п),  в кото
ром и н т е р п р е т и р у ю т с я  решения автономной системы (7') 
в виде т р а е к т о р и й ,  назы вается фазовым пространством  
системы.

Т р а е к т о р и и  у  (1) назы ваю тся  фазовыми т р а е к т о р и я м и , 
векторы  Р ( у ) — фазовыми скоростями.

Вопрос с у щ е с т в о в а н и я  реш ения н орм альн ой  системы 
бы л  рассмотрен в § 1 . 1 2 .

§ 1.20. Л и н е й н а я  однородная система 
д и ф ф ер е н ц и ал ь н ы х  уравнений

Система

  \ 0 )
^  =  У 1 + - - - + а Пп(1)Уп, )

гд е  к оэф ф и ц и ен т ы  а к[ (¿)— зад а н н ы е  непреры вны е нл 
и н тервале  (а, Ь) ф у н к ц и и  (или постоянны е числа),  пазы-



нается  лин ейной  однородной системой  д и ф ф е р ен ци а ль ны х  
ур а в н ен и й  первого порядка.

Д л я  со к р а щ е н и я  за п и си  систем удобно  п о л ь з о в а т ь с я  
векторно-м атричны м и о б о зн ач ен и ям и .  В в ед ем  м а т р и ц у  
коэффициентов системы ( 1 )

и иском ую  систему ф у н к ц и й  запиш ем  в виде о д н о с то л б 
цовой матрицы

В ведем  некоторые общ и е п онятия,  касающ иеся м атри ц.  П усть  
пока А (/) —  произвольная матрица.

Если функции (¡ы ( 0  непреры вно диф ф еренцируем ы , то  м о ж н о  
цвести понятие проивводной от матрицы,  а и м ен н о ,  эт о  ость 
матрица, состоящая из производны х элем ентов  и с х о д н о й  матрицы.  
Таким образом,

Л ег к о  проверить сл е д у ю щ и е  свойства:
¿С

1) Если С — постоянная матрица, то ГД(* ^  —  нулев ая

матрица,  все ее элементы нули .
2) Если матрицы А  (/) и 5 ( 0  одного  размера, то

3) Если для матриц А  (/) и В  (!) выполнимо у м н о ж е н и е ,  то

1 д е £  —  единичная матрица. Д иф ф еренцируя  это равенство ,  получаем

У (  0 « « с о ) о п [ у и  Уп\

1 [ Л ( 0 + й ( 0 ] =  Л ( 0 + й ( / ) .

^  [А {() В (01 =  Л (0 в  ( ¿ }+ А (Ц В  (/),

4) Пусть И “ 1 (О —  обратная матрица для Л ( / ) ,  т. е .  

Л - 1  (/)  А (¿) =  А (!) А - 1 (1) =  Е,

А ( 1 ) ± А - ' Щ  =  - А { 1 ) А - '  (0 , 
и /

±  А - '  {1)^-—  А - '  И) А <1) А ’ ' У).



А налогично м ож н о  ввести понятие интеграла от матрицы.  
а и м енно,  что есть матрица, элементы которой суть интегралы от  
эл ем енто в  исходной матрицы:

J  Д (х) a kl ( T ) d t ^  ( h,  J £ \ a ,  b]).

Д а н н о е  понятие о б л а да е т  свойствами, сходными с обычным» 
свойствам и интегралов от функции. Мы отмстим лишь одно  свои  
ство —  аналог формулы Н ь ю т о н а — Лейбница 1): если F  (/) и Ф (/) 
м атрицы  и ( / ) ,  то

J  F  т'  ¿т  =  Ф { / ) - Ф  С/0).

С о г л а с н о  п р ав и л у  у м н о ж е н и я  м атриц  систему (1) 
м о ж н о  за п и с а т ь  та к :

dv
37  “ Л (О У- ( 1 ')

Н а п о м н и м ,  что под равенством  м атриц  поним ается р а в е н 
ство  их  соответствую щ их элементов.

О тм етим  очевидны е свойства.
Е с л и  вектор-ф ункции  у  и г  удов летв оряю т системе 

( Г ) ,  т .  е.

Л ( 0  у ,  — =* А ( 0  г» 

то их  сум м а тож е  у д о в л е т в о р я е т  системе (Г )!

=  — A ( t ) y  +  A ( t ) z ~ A ( t ) i y  +  z) .  (2)

К р о м е  того, если с —  число, то вектор -ф ун к ц и я  су  
у д о в л е т в о р я е т  системе ( ! ' ) :

d- M = c ^ - ^ c A ( t ) v  =  A( t ) ( cy ) .  4 3 )

И з  этих  свойств по и н д у к ц и и  следует ,  что если

y ( 0 “ =colon[(/I t (0 ............ * Ы 0 ] ,
......................................................................................................  (4)

y n (t)** colon[//f„ (0 , . . . .  ynn(t)]

—  р е ш е н и я  системы ( Г )  и С и  С „ — п рои зво л ь н ы е

1) И . Ньютон (1642— 1727)— великий английский физик , м е х а 
ник, астроном и математик. Г. В, Л ейбниц  (1646— 1716) — великий  
нем ец к ий  математик и ф илософ .



числа, то

есть решение (Г ) .
В аж но  отм етить, что если система  (4) р е ш е н и й  ли не йн о  

независима,  то ф о рм у ла  (5) выражает общее решение  
системы  (Г ) ,  иначе говоря,  в фо рму ле  (5) п р и  р аз лич ны х  
постоянных  С {. С п содержатся всевозможные реше
н и я  системы  (Г ) .

Д о к а за т е л ь с т в о  этого у т в е р ж д е н и я  м о ж н о  провести  
как  в случае  линейного  у р а в н е н и я  я-го  п о р я д к а .

Система (4) в е кто р -ф у и к ц и й  н аз ы в а е тс я  л и н е й н о  не
зависимой на  (а, Ь), если из равенства

(/) +  • • •  + С „ у *  ( 0  =  0 (й <  * <  Ь) (6 )

следует ,  что С,  =  . . .  =  С„ =  0.
Т ак  к ак  в екторн ое  у р ав н ен и е  (6 ) э к в и в а л е н т н о  п  с к а 

л яр н ы м  равенствам

С , у 1г ( П - { - . - - + С 11у 1/1(О =  0 ,  1 

  [ (6 ')

С\Уп\  (О "Ь * * ■ ^ ^ п У п п  ( 0  }

то из того, что о п р ед ел и те л ь

^  (0 =  1 'Л, (01 (7)

не равен  нулю  хотя бы д л я  некоторого  з н а ч е н и я  (,  у ж е  
следует ,  очевидно, л и н ей н а я  н езави си м ость  систем ы  (4) 
«ектор-ф ункш ш .

О пред елитель  \У (() назы вается  определи тел ем  В р о н 
ского системы  (4) век то р-функций .

Если система векторов  (4) ли н ей н о  н е з а в и с и м а  па 
(а, Ь) и эти векторы  я в л я ю т с я  реш ениям и  си стем ы  ( Г )  с 
непрерывны ми коэффициентам и, то  м ож но  д о к а з а т ь ,  что 
№ ( / ) = £ 0  для  всех ( £ ( а ,  Ь).

Т ак им  образом , условие  д л я  всех  ¿ € ( а , Ь ) ,
Является необходимым и до статочным ус ло в и ем  л и не йн ой  
независимости на  {а,Ь)  решений  (4) системы  ( I )  с непре
рывными коэффициентами.

И т а к ,  для  того чтобы п о л у ч и т ь  общее реш ен ие  о дно 
родно й  системы  ( 1 ), надо  н а й т и  п л и н е й н о  не за ви си м ых  
решений  (4) системы  (1). С у м м а  (5), где С „ — п р о 
извольные постоянные ,  есть общее решение си с т е м ы  ( I) .

4  Я .  С.  Б у г р о в ,  С .  М .  Н и к о л ь с к и й



О тм ети м ,  что реш ения у у ((),  . . . , у п (() системы (1) 
су щ е с т в у ю т  на том ж е  и н тервале  (а ,Ь ) ,  где определены  
I) н е п р е р ы в н ы  коэф ф ициенты  а,и (1) системы ( 1 ).

С и с те м у  из п  л инейно  н езависим ы х на {а, Ь) решений 
систем ы  (I)  п р и н я т о  н азы ва ть  ф унд ам ен та льн ой  системой  
ре ш ен и й  системы  ( 1 ).

Э ту  систем у  м ож но  х а р а к т е р и з о в а т ь  квад р ат н о й  м ат 
рицей

к о т о р а я  н аз ы в а е тс я  ф ун д а м ен т ал ьн о й  ма т р и ц е й  сис т е
мы  ( 1 ).

Т а к и м  о б разом ,  в ф ун д ам ен та л ьн о й  м атрице реш ения 
(4) р а с п о л а г а ю т с я  по столбцам. О братим  вним ание, что 
в з а п и с и  У;ь(()  первы й ин декс  /  обозначает  номер к о о р 
д и н а т ы ,  а второй  к  —  номер реш ен и я .

П о к а ж е м ,  что ф у н д ам ен та л ь н а я  м атрица У Ц)  у д о в 
л е т в о р я е т  матричному у р ав н ен и ю

Т ак  к а к  ф у н к ц и и  у хк (/)  ( « = * ! , п)  уд о в л етв о р яю т  /-му 
у р а в н е н и ю  системы ( 1 ), то

С л е д о в а т е л ь н о ,  согласн о  п р а в и л у  ум нож ения м атр и ц  
(в д а н н о м  с л у ч а е  к в а д р а т н ы х ) ,  имеем

что и т р е б о в а л о с ь  д о к а за т ь .
О б р а т н о ,  если м атрица К  (/) =  (/)) у д о в л етв о р яет

м атр и ч н о м у  у р ав н ен и ю  (8 ), то  ее  столбцы

у к ( 0  =  с о 1оп [ у ъ  (0 , . . . ,  у пк (0 ] (к *= 1 , . . . ,  п)

п р е д с т а в л я ю т  реш ен и я  линейной  однородной системы ( 1 ). 
Н ели  при  этом

К ( 0 « И ( / ) П 0 . (8)

У  ( 0  = ( ~ ч г )  = ( ¿ 1  (') У* «>) ■= А (0  у  (0,

¡ Г  (0 1 =  г  (0*7*0 ,  

то  м а т р и ц а  У  (/)  я в л я е т с я  ф ун д ам ентальной .



В самом деле ,

У ( о  =  ^ ( о  е*.

г д е e k — c o lo n [0 ,  . . . .  0 , 1 , 0 ,  . . . . 0 ]. У м н о ж а я  справа  н а е к 
урав н ен и е  (8 ), получаем

^ е 4 =  ^ [ К ( 0 е * ] = Л ( 0 [ П 0 а

т. е.

Xy*V )~A ( t ) y> ( t )  ( 4 = 1 ..............л).

Е сл и  У  (/)  —  ф у н д ам ен тальн ая  м а т р и ц а  системы (1), то  
общее р еш ен и е  (5) системы (1) м о ж н о  к о р о т к о  зап и сать  
в виде

y ( t )  =  Y ( t ) C ,  (9)

где С =  c o lo n [C f , Сп] —  п о с т о я н н а я  м атрица-столбец 
с произвольны м и  элементами.

П о л а га я  в тож дестве  (9) t  =  t 0, б у д ем  иметь

y { U ) = * y ( t a) С.

Отсюда

C = V ^ ( t a) y ( t Q).

С л ед ователь н о ,

y ( t )  =  Y ( t ) Y - ' ( t 0) y ( t a).

Матрица

Y { t ) Y - 1{t,) =  K { t t О

носит н а з в а н и е  ма т ри цы Koiuu.
С пом ощ ью  этой матрицы р е ш е н и е  системы  (1) м ож н о  

записать  т а к :

V ( t ) ~ K ( t ,  t 0) y ( t 0). (10)

В частности , если ф у н д а м е н т а л ь н а я  м атрица У (t) н о р 
м ирована  при 1 — ( 0, т. е. где Е  —
единичная  м атр и ц а ,  то  ф орм ула ( 1 0 ) при н и м ает  вид

y t O - V ' i O ^ U o ) .  O ' )

Сущ ествование такой  н орм ированной  м атри ц ы  в ы тек ает  
из теорем ы 2 § 1.13.
4*



§ 1.21. О б щ е е  реш ение линейной однородной системы 
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  уравнений с постоянны м и  
к о э ф ф и ц и е н т а м и

Будем и с к а т ь  реш ение линейной однородной системы 
с  постоянными коэффициентами а к1 

^(/1
—  а и !/1 +  • • ■ +  <*-! пУп*

Н- ■ ■ ■ +  а ПпУп

(— оо <  I 00

(1)

или векторно-м атрич ного  уравнения

(1 '>
где Л = | а Л( | — з а д а н н а я  числовая м атри ц а ,  в следующем 
виде]

у 1 =  а 1ек/, у 2 =  а ае Ч  . . . .  у п ^  а пеи  (2 )
или

У  =  { а 1еи  СЕпе^} . (2 '}

Ч исла  а г, а п, X подлежат определению.
Конечно, ч и с л а

а г = 0 , а ,  =  0 У . . . >  а п =  0

дают т р и в и а л ь н о е  решение системы ( 1 ):

1/1 ( 0  =  0 , . . . .  у п {0 ^ 0 .

Н о  нас и н те р ес у ю т нетривиальные решения ,  соответст
вующие не р а в н ы м  н улю  векторам

СС =  (0С1» • • • ( ®п).
Имеем

¿У/
(11 а¡кеи  (1 =  1 » . . . , / ! ) •

П одстав ляя  ф у н к ц и и  ¿/¡(/) и их производны е в (1), после 
со к ращ ен и я  н а  еи  [еи  Ф  0 ) и переноса членов в одну сто
рону, получим

(ап  — Х ) а н - б ? ]а« а +  . . .  -Ь а 1па п =  0 , |
а,п а ,  -|- (а22 — Ц  сея +  • ■ . +  а 2па п =  0 , |  ^

О т « !  +  о ,)8« 8 -1- . .  . +  (я„„— Цссп =  0 , }
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или в матричной форме

или
(Л — \ Е )  а  —  О,

Ап  — Ясе,

(3'1

( Ь
где а  — (a it . . а„), а

1 о . . .  о 
о Г  ... о
О 0 . . .  1

—  единичная  матрица.
Д л я  того  чтобы система (3) имела н е т р и в и а л ь н о е  р е 

ш ение, необходимо и достаточно, чтобы ее о п р е д е л и т е л ь  
был равен  нулю:

У р а в н е н и е  (5) назы вается  хара к т ер и с ти ч ес к и м у р а в 
нением  системы (1). Из у р а в н е н и я  (5) мы п н ах о д и м  те 
зн а ч е н и я  Я, при которых систем а (4) имеет н е т р и в и а л ь 
ные реш ения а .

Л е в а я  часть (5) есть м ногочлен  степени п  по п е р е 
менной X. С учетом к р а тн о с ти  этот многочлен имеем 
п  корней :

Е сл и  все п нулей различны , то, п одставляя  к а ж д ы й  из 
них Ху в систему (4) н р е ш а я  се ,  мы получим н е к о то р ы й  
удовлетворяю щ ий ей н е т р и в и ал ь н ы й  вектор

Этот вектор  о п р ед ел яется  н е о д н о з н а ч н о  — с то ч н о ст ью  
до  с к а л я р н о го  множителя.

И з (4) видно, что X, я в л я ю т с я  собственными з н а ч е 
ниям и матрицы (линейного п р ео б р азо в ан и я)  А,  а в е к т о р ы  
а а >— собственными векторам и  А.

В екторы  ( / = 1 ,  . . . , п )  л инейно  независим ы , если  
все собственные значения р а з л и ч н ы .  Д о к а з а т е л ь с т в о  м о ж н о  
провести по индукции.

Д о к а ж е м , что любые * иекгоров этой системы линейно н е з а в и с и 
мы между собой.

Д л я  /г =  I это очевидно, потому что каждый из иекторов а </> не 
тривиален. Пусть наше утверж дение  верно для к —  1 в ектор оо ,  Д о 
кажем его  для & векторов.

Оц  X. (1 ] 2 01Я • • • 0\п
а*л Огг—X Огя . . .  0. п̂

а н (  ° / 1?  п п Я  О , ¡ г ,  —  X

(6 }

а ' / > « ( а { ' \  а</>................а«») . (7)



П редположим противное. Пусть, например, первые k векторов 
наш* it системы линейно зависимы. Тогда

к
£  С/о</> =  0 1 (8)
( = 1

где хотя бы одни из коэффициентов С< отличен от пуля. Л ля опре
д еленности  будем считать, что С\  =* 0. TIpiiMuniM линейное преобра
зо в а н и е ,  порожденное матрицей Л, к обеим частям (#):

а (  ' Z C j 'x u A - ,  £  CjK/ л Ф  =0. (Sj
\ / = I  /  у*1

У м нож ая  (8) на Kk и вычитая из (9), получаем  

С , (л, -  X*) а^1» +  С2 (Х2 -  л к) а<г> +  . . .  +  СА. ,  {л*_ t -  Хк) а <*~ »  =  0,

где hi  —  ?vjj Ф 0 при всех  i  Ф к.
Значит, С, (л, — к к) Ф 0 ,  и мы получили, что векторы 

u i l \  . .  . . a ' * ' 11 линейно зависим ы , что противоречит предположению.

И т а к ,  собственны е векторы  а*'* ( / =  I, . . . , /г), отве
чаю щ ие различны м  собственны м  числам линейно  ие- 
з зв и с и м ы  и о п р е д е л и т е л ь ,  составленный из к оорди н ат  
этих  векторов ,  н е  ровен  нулю:

К Ч # 01)-
З а м е ч а н и е  1. Т а к  к а к  в /¡-мерном пространстве  не 

м о ж ет  быть больш е чем п  линейно независимы х ве к т о 
ров, то  к аж д о м у  собственном у  значению ^  (если все они 
разли ч н ы !)  соответствует  то л ь к о  один собственный вектор 
с точностью  до п о ст о я н н о го  множителя.

В р ез у л ь т а т е  п о л у ч а ем  п вектор-функций  —  решений 
системы  (1 )

у 1 (f) s= ^

3*" { t ) ~  . . . ,  j (Ю)
( —  O'3 <  t < o o ) .  I

В е к т о р -ф у н к и и н  ( 1 0 ) образую т линейно н езави си м ую  
систем у  на и н тер вал е  (— сю, оо), так  к а к  их оп р ед ел и те л ь  
В р о н с к о г о

К Ч 0  =  е х р ( М + . . . Н - Я и/ ) - | а " > | ^ ° .

П о это м у  общее реш ение системы (1) имеет вид

> « 2 С/У ' '(0 , <п )_______________________  i~ 1
1) См. нашу книгу «Высшая математика. Элементы линейной

алгебры  и аналитической геометрии», § 14, теорема 1,



где С/ — п рои зво л ь н ы е  постоянные. В р а з в е р н у т о м  виде 
общее реш ение м ож но  записать:

у .  (0 =  £ С > ; ' ’ е х р ( у ) , 1  

 ' Л ‘ ............................... |  ( Ч ' )

Уп ( ')  =  £  С / х *  ех р  ( ? . / ) .  |

З а м е ч а н и е  2. Н а п р а к т и к е ,  вм есто  того  чтобы н а 
ходить векторы  а (̂ = { а р ,  . . . | с # >) из л и н е й н ы х  систем 
(4), ищут общее реш ение системы (1) в виде

Ух ( 0 * 2 а р  ех р  ( л / ) ,
¡=\

Уп < 0 = 2 а}/' ех р  (ХуО,
/= |

где А-1 , 'кп— к о р н и  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у равнения  
(различные!),  а а , / '—  числа, к оторы е  н а д о  найти . И з из
лож енной  теори и  следует ,  что т а к и е  чи с ла  существуют.

Чтобы найти  числа  а^ ' \  п о д с та в л я ем  ф у н к ц и и  у / У )  в 
систему ( 1 ) и сравн и ваем  коэф ф ициенты  п р и  одинаковы х 
ехр(Х /!) .  Ч и с л а  а *'1 получаются при этом  неоднозначно, 
они за в и с я т  от п  п роизвольны х п о ст о я н н ы х .

П р и м е р  1. Р еш и ть  систему

<Н

Х ар а к т ер и ст и ч е ск о е  уравнение

=  0 , (X— 1 )*— 4 =  0 ,1 - Х  2
2 1— Х

имеет к орни  ?п =  3, ?.а =  — 1. И с х о д я  из с т р у к т у р ы  об
щ его  р еш е н и я ,  будем  искать  р еш ен и е  в виде

* (0 = С ^ 1 +  С./-1, у  (0 =  +  аге~1
(т. е. мы о п у с к а е м  процесс н а х о ж д е н и я  чисел

К оэф фициенты  а х, аг вы рази м  ч е р е з  С , ,  С П о д с т а в 
л я я  ф у нкции  х ( 1 )  и у ( ( )  в одно из у р а в н е н и й  системы,



получаем

З C leэt —  C.ie - i =  +  С.2<Г' -+- 2 Й1е3' -{- 2 а 2е ' 1,
о тк у д а  2 С г —  2а,  =  0 , — 2С^— 2 а 2 = - 0 , т. е.

а1 =  6 [, оа=  Си.
Т а к и м  о б р а зо м ,  общее решение им еет вид 

х  {/) =  С 1еа' +  С’ае ~ г,
< / ( / ) - С > з1 - С 2е - (.

П у с т ь  т е п е р ь  х а р а к т е р и с т и ч е с к о с г'уравнение  (5) сис
темы ( I )  и м е е т  к ор ен ь  К, к ратности  г. Сведем систему 
( 1 ) к о д н о м у  у р ав н ен и ю  п-то п о р я д к а  относительно ф у н к 
ции у ] (0 -  Это у р ав н ен и е  и система (1) имеют одно и то 
ж е  х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  урав н ен и е  (д ок азательство  ниже). 
Но то гд а ,  к а к  мы знаем , корню  ^  кратности  г соответ
ст ву ет  р е ш е н и е  у р ав н ен и я  /1-го п о р я д к а  вида

у , < 0  =  < * о + * 1'  +  .

где 60, 6 (, — п рои зво л ь н ы е  постоянные. Таким
образом ,

Ух (*) =  Р г- и х

где 0  есть  многочлен степени  т— I.
Р а с с у ж д а я  аналогично , мы и д р у ги е  ф у н к ц и и  у 1 ({) 

можем в ы р а з и т ь  в форме

У/(1)  =  Р г - и / ( * ) ек,‘ ( / = 1 > • • • . « ) .  <12)

где Р г- %, / ( { )  м ногочлены степени г — 1 .
К а ж д а я  из ф ункций  у/ (1)  у д о в л е т в о р я е т  указанном у  

ди ф ф ер е н ц и ал ь н о м у  уравнению  п-го  п о р я д к а ,  как овы  бы 
ни бы ли к оэф ф ициенты  многочлена

О с т а е т с я  среди  многочленов Я , - * . ! -  ? г - 1 , п ото*
б р а т ь  т а к и е ,  чтобы соответствую щ ие им ф у нкции  
у х ( ( ) , . . у„ (/) совместно у д о в л етв о р я л и  системе (1). Д л я  
этого н а д о  подстави ть  У] в систему ( 1 ), со к р а ти ть  на еК<‘ 
и с р а в н и т ь  коэф ф ициенты  при о д и н а к о в ы х  степенях  (. 
И ском ы е к оэф ф и ц и ен ты  будут за в и с е ть  от г п роизвольны х 
п о с т о я н н ы х .  М ож но иногда п о рек ом ен д овать  в зя т ь  м н о 
гочлен  Р г^ 1 ^ ( 0  п роизвольны м , и тогда коэффициенты 
о с т а л ь н ы х  м ногочленов  Р г_ 1> у ( 0  0  =  2 , . . . ,  п)  у ж е  о п р е 
д е л я т с я  о д н о з н а ч н о  через  коэффициенты

О д н а к о  возм о ж н о ,  что па этом пути мы придем  к 
про ти в о р еч и ю , п оказы ваю щ ем у , что на самом деле в дай-



иом случ ае  н ек о то р ы е  коэф ф ициенты  м ногочлена  Р г- х , 1  
равны нулю  и их считать п р о и зв о л ь н ы м и  н ельзя .

Подобным о б разом  рассуждаем и в о тн о ш е н и и  других  
кратны х корней  х арак тери сти ческ ого  у р а в н е н и я ,  если 
таковы е у да н н о го  у равнения  и м ею тс я .  Р е ш е н и я ,  соот
ветствующие простым корням , и щ ем  в ви д е  (8 ), как  
объяснялось  выше.

Чтобы п олучи ть  общее р е ш е н и е  систем ы  (1), надо 
взя ть  сумму у к а з а н н ы х  реш ений (в е к т о р -ф у н к ц и й ) .

В простых с л у ч а я х  м ожно и с к а т ь  реш ение сразу  в  
виде суммы подобных реш ений. Э го  л у ч ш е  всего вы яс
нить на прим ерах .

П р и м е р  2. Реш ить  систему

"¿1 У\ Уг*

1 - Х  — 1
1 3 - Х

— О илиХ ар а к т е р и с т и ч е с к о е  урав н ен и е

— 4 ?,4 - 4  =  0  имеет кратны й к о р е н ь  ^  =  2 . 
Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р ав н ен и е ,  соответствую щ ее  наш ей  

системе д л я  ф у н к ц и и  имеет в и д  —  4/д 4- 4 ^  = 0 .  О но 
имеет то  ж е  х арак тери сти ческ ое  у р а в н е н и е .

Р е ш е н и е  системы надо иск ать  в ви д е

У1 ( 0  =  (С4 4- С 50  е3(, Уг ( 0  =  {щ +  а а0  егК 

П о д с тав л я я  эти ф ункции в си стем у ,  получаем  

С 2 4~ 2С ( 4- 2С-г( — 4- С а/  —  —  а 3£,
й 2 4 "  2 а , 2 а й1 =  С^ 4 ”  4- 3 (а^ 4* я Е/).

П р и р а в н и в а я  коэффициенты при о д и н а к о в ы х  с т еп е н я х  I 
(в г.ервом рав ен стве ) ,  получаем  а ± —  —  — С 8, а¿ — — С
Второе равенство  дает  те ж е  с а м ы е  р еш е н и я .  И та к ,  о б 
щее реш ение системы имеет вид

й  ( 0  =  ( Ъ  +  С ;0  е1' ,  у 2 (() =  -  (С,  +  С . 4 - С . 0  в«.

П р и м е р  3. Р еш ить  систему

у 1 =д 2у 1 4* Уъ 4“ ¿/д,

Уъ =  У\ +  2 ^ 4 - ( /3)

¿8 =  Ух +  У г 4- 2 |/3.



Х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  уравнение имеет' в и д
2 — X 1 I I п

1 2 - \  1 = 0
I 1 2 —  Х\

ПЛИ
(1 — ?.)2 (?•-—4) =  0 .

Т ак и м  о б р а зо м ,  Я ^ - 1 — корень  второй кратности , а 
=  4 —  простой  к о р е н ь  х арак тери сти ческ ого  уравнения .  

С истема (3) п р и  Х4 = 1  имеет вил

а , +  а ,  4- а 3 =  0, 
а , + а . ,  +  а ;, =  0, 
а , +  а 2-}-ая =  0.

Поэтому а,-, а » ,  а ,  долж н ы  быть та ки м и ,  чтобы а , - } - а 2-Ь
4 - а я *=0 , т. е. у пас  две свободные перем енны е, скаж ем  
а 2 и а 3.

П оэтом у, н а п р и м е р ,  а (1) =  (— 1, 1 , 0 ) ,  се'г' =  (— 1 , 0 , 1 ) — 
линейно н е з а в и с и м ы е  собственные в е к т о р ы  м атрицы А  
нашей системы  (м атри ц а  А  сим м етрическая) .  Д л я  Х3= 4  
находим  1, 1). Поэтому

— линейно  н е з а в и с и м ы е  решения и

—  общее р е ш е н и е  наш ей системы.
В р а з в е р н у т о м  ви д е  общее реш ение м ож но  записать:

у х (/) =  — (С, е' + С > * \

Уз ( 0  = * С ге ' +  С ^ 1,

З а м е ч а н и е  3. Е сл и  м атрица А  симметрическая  
{ак1=^аП1),  то  соответствую щ ий линейны й оп ератор  А  б у 
д ет  с ам осо пря ж енн ым  и, как  мы знаем , в этом случае ,  
к а к и е  бы к о р н и  у р а в н е н и е  (5) ни им ело (в том числе и 
к ратн ы е) ,  с у щ е с т в у е т  система из л собственны х линейно 
независимы х в е к т о р о в  а  и, следовательно , д л я  системы 
(1) с сим м етри ч еской  м атрицей А  м ож н о  написать  общее 
реш ение, зн а я  в е к т о р ы  а а>, . . . , а } п) *).

] ) См. нашу книгу ^Высшая математика. Элементы линейной 
алгебры и аналитической 1 еиметрии», §§ 15, 22 ,  25.



§ 1.22. Сведение системы уравнений к одному  
ураекекию

Л е м м а .  Пусть задана линейная система дифференцисиьн^ш 
уравнений первом порядка с постоянными коэффициентами U'-t

где ( / ( 0  —  заданные на (а ,Ь ) ф ункции, имеющие нужное числе про
изводных.

Если функции у { ( / ) ,  у„ (() удовлетворяют этой систем' , г *  
Функция у ; { ( )  удовлетворяет следующему дифференциальному ypoaii*- 
нию п-го порядка:

—  характеристический многочлен системы ( 1) ,  а функции Ф у  (Г) опре
деляются через аы и / 5 (5 = 1, (сл(. ниже (•})).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С и с т е м у  ( I )  за и ш л е м  в с л е д у ю щ е м  в и д е ;

Э л е м е нт опред ел ител я  (2 ) ,  р а с п о л о ж е н н ы й  в А-п с т р о ке  и 1-м с то л б - 
ц е , об озна чи м  через 6* г (Л ), а с о о тв е тств ую щ е е  а л ге б р а и ч е с ко е  д о п о л 
нение через М * ! ^ )  {н а п р и м е р , Ьп  (Х ) =  ̂ ц  —  А,, й1а <А) =  а1а) .  Е с л и

с1
замочить в этих выражениях Я н а  т о  п о л у ч и м  д и ф ф е р е п ц и а л ь -

где

D(l )  = Р>
u t i l  U n i  • • • a n n

ные о п е р а то р ы  Ь . К  ним  м о ж н о  п р и м е н и т ь  р а с 

с у ж д е н и я , к а к  при вы воде те о р е м ы  К р о н е к е р а 1).
Имеем

*) С м . н а ш у  к н и г у  « В ы с ш а я  м а те м а ти ка , Э л ем енты  л н п с и п о и  
а л геб ры  и а н а л и ти ч е ско й  ге о м е тр и и » , § 4,



(т. е . сумма произведении элементов какого-либо столбца определи
теля О (X) »а  адъюнкты элементов э т о ю  столбца (другого столбца) 
равна определителю О  (X) (равна пулю)). Поэтому

¿ ‘-'(¿)а̂ ( з7)-^°(#/)- <3)
Применим теперь к первому уравнению (I')  (точнее к левой I! 

правой его частям) оператор Л /,у  (т ' е - произведем ряд диф-

ференцирований, умнож ении ин число и сложении), ко второму —

оператор и так Лалсе и сложим их. Тогда на основании (3)

получим

х  м ч  Ш  ь" Ш  Ш  " > = х  м >! Ш  1'Ю-
5= I S= 1

0  [тп)  ")>
1-АС

ф у < ' > = 5 > * , / ( £ ) / , < ' ) .  ^
$ = 1

З а м е ч а н и е .  Если все / ,  ( 0  еэ 0  (5— 1 п ) , то Фу ( / ) »  0
н дифференциальное уравнение будет одно и то ж е  для всех функ
ции у ]  (/):

в (йЬ=°-
П р и м е р .  Свести к одном у уравнению систему

¿'1 — ̂ 1 +</2,
Уг =  У-2-

Запишем эту систему в виде

(  * — й?) !п = )

о+О-Нп)*-0-!
(5)

Здесь =  I —  ~  , Ьп = \ ,  Ь ц = 0 ,  й „ = 1 —  М п  =  1 —

Л1 ,2  =  О, Л Ь , = —  1 , Л12п — 1 — Применяя к первому уравнению (5) 

о п ер а то р  М ц ,  ко второму —  оператор М 2\  и складывая, получаем

(‘-а ) ’»■-'-(‘-я)



Совершенно аналогично применяя к перпом у у р а в н е н и ю  (5)

Э то диф ф еренциальное ур авн ен и е мы можем п о л у ч и т ь  и другим  
способом. Например, дифференцируя второе у р а в н е н и е ,  имеем

Вычитая из этого уравн ен и я  второе уравнении системы, получим  

Уз — Уг- О.

§ 1.23. Неоднородная система линейных  
дифференциальных уравнений 
с постоянными коэффициентами

Система уравнений

где / ( / )  =  ( М 0 . !п (0 ) —  за д а н н ая  н е п р е р ы в н а я  на
[а, Ь) вектор-ф ункция,  а к1 —  заданны е п ост о ян н ы е  числа 
и Л — Ца^Ц, называется неоднородной  системой  диффе - 
рен цио льн ых  уравнений  первого п о р яд к а  с п ост оян ны м и  
коэффициентами.

Общее решение системы  (1) равно  сумме]

какого-либо ее частного решения  у 9{0  и  общ его  решения

2  СьУп ( 0  соответствующей однор одн ой  системы

т. е.

оператор Л11а — 0, ко в т о р о м у — опер атор  М г2 ] -----   и склады вая ,

получаем

( 1)

или в векторно-м атричной  форме

( У )

=  2  С ^ * ( 0 + У ( 0 (2)

^ ] - 4 г - /Ъ,=0* (3)



В самом  деле ,  сумма (2) при лю бы х постоянных Ск 
есть ,  оч е ви д н о ,  реш ение системы ( 1 ):

I

А  с д р у го й  стороны, если у  есть решение системы (1),
то

I , \ у  =, I  [ у ] - Ь  \ у * ]  = / - /  =  0 , 

но т о г д а  д л я  некоторы х постоянны х Сд

1г= 1

Е сл и  известно  общее реш ение однородной системы (3), 
то  частн ое  реш ение неоднородной  системы ( 1 ) м ожно 
н а х о д и т ь  методом вар и ац и и  произвольных по стоянных  
(метод Л а г р а н ж а 1)).

Пусть

* < о = 2  с ку »{о

—-о б щ е е  решение системы (3), т, е. у К ( 0 — линейно независимые 
частные решения (3):

(*=1. л).
Будем считать СЛ =  С'*(/) функциями от / н подберем их так, чтобы 
фуикция

(4)

была частным решением неоднородной системы (I). Дифференцируя,  
имеем

[ С * ( 0 ^ + « ( 0 3 - ( 0 ] .
Ы  1

аиП одставляя значения V  и в (Г ) ,  получаем  

,нГ  А% к  *1 ‘

X ( 0 - ^ ( 0  -Ц С * ( 0 Д у * = / ( 0 .
Л« I 1  ы

х) Ж .  Л .  Л агранж  (1736— 1813) — выдающийся французский  
физик и математик.



2  с * ( 0 М У 1 + 2  С й ( 0 ^ ( 0 “ / ( ^
к-  I (¿=1

Так как ¿ [ ^ * 1  =  0 ,  то для определения С ь  (I) мы получаем систем у

2  С И 0 У ' ( 0 - / ( 0  (5)
4= 1

с непрерывным» па (а, Ь) вектор-функциями / { Г )  и у ь (Г).
Система (5) является ллиешюн относительно С* (/) с о п р едели те

лем, рапным определителю Вронского системы пекюроп V1, . . . .  у п .
Так как этот определитель не равен нулю, то система (3) имеет
единственное решение: С й ( / ) = ф * ( 0  ( к —  1 ...............п). Функции ф* (О
непрерывны, потому что непрерывны вектор-функции / 4 0  и У к (О- 

Интегрируя, находим

СА<0=$<Г*(0<И (А =  1, п).

Подставляя эти значения п (4), получаем частное решение системы (1).  

П р и м е р  1. Реш ить си с те м у

У\ “ .ГЛ 4- 2(/а +  с,(,

У*=>Ъу1+У*-
Л е г к о  проверить ,  что

Ух = < ^ 1^ '  +  С ае~*, у 2 *= С , 6>Я' —  С ге~1

я в л я е тс я  общим решением о д н о р о д н о й  системы. Н а й д е м  
частное реш ение неоднородной си с те м ы  методом Л а г р а н ж а .  
Б у д е м  считать  Сг = С ,  ( 0 ,  С г =  С 2 (¿) ф у н к ц и я м и  от /. Т о г д а

у, =  ЗС, (0 еа* - С 5 (0 с-( +  С', (0 е3* +  С'г (0 е"*,
=  ЗС4 (о е3' +  С2 (0 с-* +  С, (0 е11 - с ;  (0 е- (.

П о д с т а в л я я  эти зн а ч е н и я  п р о и зв о д н ы х  и сами ф у н к 
ции в н аш у  систему, п о л у ч а ем

С; (0  е3, +  С: ( 0 е - * ~ с * ,
С\ (I) е*1— с л  ( О е ~ ' = 0 .

О п р е д е л и т е л ь  данной системы  есть  о п р е д е л и т е л ь  В р о н с 
кого

е-<
Г  =  кеч  ~ е ~ 1

Поэтому система разреш им а:

=  — 2ёц  Ф 0 .

с ; ( 0 = т г «  с : ( о « 4 - « 2<.



И н тегр и р у я ,  п о л у ч а е м

С , ( 0  =  - 4 < Г М, е л о  = { < ? « .

Т ак и м  образом , ч а ст н о е  решение пмегт вид

У л ( 0  =  0 . //2 ( 0  =  —

Общее реш ение м о ж н о  записать в форме

у л (/) =  С1 £,3Ч - С * е - #, у г{1) =  С хея(— С ге~* —  ^ е * .

В векторной (м а тр и ч н о й )  форме это в ы гл я д и т  так:

У = ° ,  ( 1 » ) + С > ( - е - ' ) + ( — I - * « }

Н и ж е  на п р и м е р а х  будет  п оказано ,  к а к  м ож но  найти 
частное реш ение си стем ы  ( 1 ), когда / ,  (/) — ¿^ехр  (>*,•/) 
U =  1 , . . . .  /г), г д е  Ь,-, заданны е п остоянны е числа.

Ч астное р е ш е н и е  линейной неоднородной  системы 
уравнений  с п ост о ян н ы м и  коэффициентами в случае, 
когда правы е части f t (t)  имеют специальны й  вид  (exp  (£/) 
или 1т схр  (/?/)), м о ж н о  находить по аналоги и  с реше
нием неоднородного  диф ф еренциального  у р ав н ен и я .  

П р и м е р  2. Р е ш и т ь  систему

|  =  2 Л - „ Н - Л

С н ачала  реш аем  одн о р о д н у ю  систему. Х а р а к т е р и с т и 
ческое урав н ен и е

имеет корпи  ? , = 3 ,  >,2 =  — 1. Значит,  общ ее решение 
однородной  системы  за п и ш е тс я  в виде

х  — С ,са* С ф ~ х-, # =  С1еа! —  С 2е~К

Свободны м  членам  с и с т е м ы  /, (О — е', / 2 (/) = соответ
ствую т числа 1 и 3. Ч и с л о  1 не есть к о р е н ь  х а р а к т е 
ристического  у р а в н е н и я ,  £ 3 есть его к о р е н ь  первой 
к ратности .  По а н а л о г и и ,  как для  одного у р ав н ен и я ,



полагаем

х  —  Ь,е' 4- (&,, +  V )  

у  =  а ^  +  (а? +  а а1)е*1.

П о д с тав л я я  эти ф у н к ц и и  в п а т у  си стем у ,  находим  

6 , = 0 ,  Ь2 =  0, Ья =  1 /2; 
а, — — 1/2, о г =  1/4, й3 = 1 / 2 .

Общее реш ение неоднородноГ! системы за п и ш ется :

Л ' - ^ '  +  О Г - '  +  у ^ ,

у  =  С , е " - С , е -  - ±  <■' +  ( {  - | 4 )  Л

§ 1.24. И нтегрирование д и ф ф ерен ц и альн ы х  уравнений
при помощи степенны х рядов

В этом п ар а гр аф е  рассм атривается д в а  п р и м ер а  реш е
н и я  линейны х д и ф ф еренциальны х у р а в н е н и й  второго 
поряд ка  с помощью степенных рядов. К о эф ф ициентам и  их 
являю тся  н екоторы е многочлены.

Второй прим ер посвящен важ ном у в м ате м а ти к е  и ее 
пр и л о ж ен и ях  диф ф еренциальном у  у р а в н е н и ю  Б есселя .  
Р еш ен и я  у р а в н е н и я  Б есселя ,  с о с та в л яю щ и е  его фунда- 
м ен тальн ую си стем у  ф ункции ,  не я в л я ю т ся  эл ем ентарны м и  
функциям и .  Н о  они ,  к а к  мы увидим, р а з л а г а ю т с я  в сте
пенные ряды, коэффициенты которы х вы ч и сл яю т ся  до
вольно просто.

П р и м е р  1. у " — х у  ~  0, // (0) =  0, / / ( 0 )  =  1.
В данном с л у ч ае  р„ (.\-) =  — х, т. е. я в л я е т с я  много

членом первой степени  относительно л:. Б у д е м  искать 
реш ение в виде ряда

Ф

У (*) =  2  акх*. ( 1 )
А' = 0

В силу нач ального  условия у  (0) =  0 п о л у ч а е м ,  что а0 =  0. 
И з условия  / / ( 0 )  =  1, получаем я, =  1. Д и ф ф е р е н ц и р у я
ф орм ально данный ряд  почленно два  р а з а  и п одставляя
в уравнение ,  получаем

СО со

2  к  (к —  \ ) а лх*~г =  х  2  (2 )
*=2 ¿ = 0



1 1 4  Г Л .  1.  О Б Ы К Н О В Е Н Н Ы Е  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е  У Р А В Н Е Н И Я

С р а в н и в а я  коэф ф ициенты  при о д и н а к о в ы х  степенях  х  
п левой  и п р а в о й  частях  (2 ), получим :

=  0 ; 3 - 2 а в =  (7||, о т к у д а  я 3 =  ̂  =  0;

4 - Зя ,  = а и  о т к у д а  =

5 - 4 а ,  =  <72, о т к у д а  =

6 - 5 о 0 — а Я) о т к у д а  а 0 =  ^  =  О;

ап -  ян ( л  — 1 ) а л «<7и_ 3, о т к у д а  а п

Т а к  к а к  у нас  а () =  (72 =  0, то все коэффициенты

я 3* =  ° ,  ^  + , =  °-
Д а л е е

Стя <й-1>ч -г  [_____  / ¿ - I  9 }
(.3* Н- 1) 3*  • ’ * 3 - 4 - 6 - 7  3* ( 3 * + 1 )  '  » » . .

I ¡так ,

у  {X)- х  4 'д Т ^  _Ь 3Т4Т 6Т7 +  ‘ ■ • + 3 . 4 . 6 -7 . . . 3* ГЗА-Ь I) +  ■’ * ‘ ^

П о  п р и з н а к у  Д а л а м б е р а  рад иус  сходимости этого
р я д а  р а в е н  б е ско н еч н о сти .  С л е д о в а те ль н о ,  все наши о п е 
рации  б ы л и  за к о н н ы м и  и сум м а р яд а  при всех з н а ч е 
ния х  х  я в л я е т с я  решением у р а в н е н и я .

П р и м е р  2. Уравнение  Бесселя

+  — Vе) ¡у =  0. (4)

К этом у  у р а в н е н и ю  сводятся многие задачи  м атем а
ти ч ес к о й  ф и з и к и .

Б у д е м  и с к а т ь  частное реш ение (4) в виде обобщ ен
ного ст еп е н н о го  р яд а

у = х °  2  в кх*.  (5)
<г =  0

Д и ф ф е р е н ц и р у я  (5) два раза  почленно  и п о д с та вл яя  в (4),

х) Ф , В ,  Б ессель (1784— 1846) — немецкий а о р о н о м ,



получим

к = О А; = 0

2 а * л г * + , , [(*  +  р)8 +  л-, - ^ ]  =  0.

С р а в н и в а я  коэффициенты при  о д и н а к о в ы х  степ ен ях  л-, 
получаем

:> + 1
» + 2

д-П+З

Х1>+Р

«О (Р* — V*) « 0 . 1

а1 Г (р +  I )2— у2] = °
а г [(р +  2)2 —  \ '2] +  а 0 = 0

а 3[(Р +  3)а — УЧ +  Й1 в 0

яР1(Р +  /0а— '*4 +

( С )

К оэф ф ициент а 0 при низшей степ ен и  х  будем сч и тать  
отличным от п у л я ,  тогда п ер в о е  у р а в н е н и е  в (6) дает

р « = Ь  V.

П усть  п о к а  р в У ^ О .  Тогда из второго  у р ав н ен и я  (6) 
получаем  ох[(у +  I)2 —  \’*] =  0, т. е. а ,  = 0 ,  а следон ательн о ,  
и все коэффициенты с нечетными ном ерам и равны н у л ю

Д а л е е

во «о
> + 2)2- у !

Яг
2'г ( V  +  1 ’

а»

а.

[\ +  А)2 — \л 24 ^4 * 1 ;  (VН-2> 1-2 ’

(—1)Р
(7)

П ри  р =  — V (V — не целое) т а к и м  ж е  образом получаем
_ 0  ( - 1 ) ^ /0 _____________

«2/. + ! — °гР 23Р р\ {— V-]- I) (— г-1 У +  р) *

Т ак и м  образом , при р =  у р е ш е н и е  у рав н ен и я  (4) з а 
пишется так :

V  (— 1 )Рх*Р**
У ~ а° ^ 3г р Ч ' ’+ 1 ) " Л У \ - р У Ф)



Введем ф у н к ц и ю  (см. ниже § 2.15, прим ер  3)
да

Т ( р ) = * 1 е - * х Р - Ч х  (р >  0), 
о

н азы ваем ую  г а м м а - ф у н к ц и е й  Эйлера.  Л е г к о  проверить ,  
что Г ( р 4 - 1) =  р Г  (р)  и что для целых р >  0, Г ( р 4 - 1 ) « р ! .

Д л я  о т р и ц а т е л ь н ы х  р, Г (р) о п р ед ел я е тс я  по-другому, 
по свойство Г ( р + 1 ) = р Г ( р )  сохраняется .  Е сли  выбрать 
п роизвольное  п о с т о я н н о е  =  1 / ( 2 Т ( \ ’+ 1)), то  (8) з а п и 
шется

3  / 0 = = „ = У _ ( : - ^ / 2 ) 8̂ у . _  , э>• М * )  у  , 1 ) Г( „ , , 1Г ^
р  =  0

При р =  — V (V —  не целое), вы б и р ая  постоянное 
я 0 =  1/(2~уГ ( — у 4 - 1 ) ) ,  аналогично получим

]  1х) =  и =  У - < - » р -  /10)

Ф ункции  J v (x)  и J _ч(х)  называются ф у н к ц и я м и  Бе с
селя первого ро д а  п о р я д к а  V и  —V соответственно.

Р я д  (9) сх о д и т с я  д л я  всех х,  а р я д  (10) У х ф О  и 
оба они д о п у с к а ю т  д в укратн ое  почленное диф ференци
рование, с л е д о в а т е л ь н о ,  / „ ( * )  и J - V(x) —  реш ен и я  у р а в 
нения Б есселя  (4).

Если V  — не ц е л о е  число, то ф у нкции  J v (x) и J _ x (x) 
линейно н езав и с и м ы ,  т а к  как  ах  р яд ы  начинаю тся  с р а з 
личны х степенен  х  и линейная  комбинация

( * ) + а я. / ^ ( * ) “ 0

только  при а * = а 2 =  0. Поэтому общее р еш ен и е  (4) в этом 
случ ае  имеет в и д

у * = С ^ ч ( х )  +  С ^ . ч {х).

И нтересно о тм е т и ть ,  что при у =  п +  (п —  целое) 

ф у н к ц и я  1  1 (х) в ы раж ается  через элем ен тарн ы е функ-
Я + 2

ции. Н а п р и м е р ,  при  =  имеем



П о

] ’ ( р + | )  =  ( ^ + т ) г ( / , + у ) =  ( / , + т )  ( / , - 4 ) х

г  ( т ) = V *  й '= : гУ ‘ 'й г *"=  2 К ' "  ■ш = : 2 ^ =, /Л "■
о о 13

(см. пример 3 § 2.13).
Т ак и м  образом ,

^  1/2 {%) —  У
(~\)Рх-Р + 1

¡> = 0
р\ 1 ' 3 . .  . (2/)— 1) 02/Н- 1) К " л 2

-  Р--5-

~  V лX 2* р\ {2р~{-\у.2Р
р=о

Л Г  ч Л  (-!)/' д-8а»+1 - . / ' 2  .
=  1/  —  > —Г7Т7- — 1/  — 81ПХ.Г ;«  ^  (2/Н- Ф  г лх

/. = 1)

Пели V =  и —  цел о е  число, то м ож но  п о к а з а т ь ,  что

СО,

т. е. эти ф ункции о к азы в аю тс я  линейно  за в и си м ы м и  (Г (/>) 
при отрицательны х целы х р  и р =  0 о б р а щ а е т с я  в б е ск о 
нечность). Поэтому за  второе л и н ей н о  н е з а в и с и м о е  ре
ш ен и е  надо бр а ть  какую -

второго  рода У п {х).  Эта 
ф у н к ц и я  я в л я е т с я  некото
рой комбинацией ф ункций  
К  (Х) И ¿ -т  (*)•'
! ' « ( * ) “

Нп1 ■М*)С0 5 УЯ~ ^ - у ( * )

(у — не целое и стремится к п).
З а м е ч а н и е  1. Т ак им  о бразом , общ ее реш ение у р а в 

нения (4) при \  =  п  н атуральн ом  имеет в и д

У * = С ^ п {х) +  С ^ п {х),

х



где  С г, С 2 —  п р о и зв о л ь н ы е  постоянны е. З а м ети м , что ф у н к 
ции У „ ( х )  не огранич ена  в ок рестности  л* =  0. Н а п р и м ер ,

где  С — п о с т о я н н а я  Э й л ер а  ( С « 0 , 5 7 7 ) .
П о это м у  лю бое решение у р а в н е н и я  (4), огранич енное  

в о к р е с т н о с т и  л' =  0 , имеет в и д  у  =  С ^ п (х),  т. е. д л я  него

П р и в е д е м  граф и к и  ф у нкций  Пестеля (рис. 17) J 0 (x) 
(четной) и <¡1 (.V) (нечетной).

§ 1 .25. Элементы теории устойчивости

В о  м н о ги х  за д а ч а х  важ но  з н а т ь  не одно ко нкр ет ное  
р еш ен и е  з а д а ч и ,  отвечающей д а н н ы м  начальны м  услови ям , 
¡1 х а р а к т е р  п оведен и я  реш ения прн изменении н ач альн ы х  
у слов и й  и при изм енении ар г у м ен та .  Этими вопросами 
за н и м а е т с я  к ач ест вен н а я  т е о р и я  д и ф ф еренциальны х у р а в 
н ений , одним  из основных р а з д е л о в  которой я в л я е т с я  
те о р ия  ус то йчивости решен ия ,  или теори я  устойчивости 
д в и ж е н и я .

П у с т ь  н е к о то р о е  явлен и е  о п и сы вае тс я  системой д и ф 
ф е р е н ц и а л ь н ы х  у равнений

У с л о в и я  (2) обычно явл яю тся  результатом  и зм ер е н и я  
и, с л е д о в а т е л ь н о ,  получены с н ек оторой  точностью.

Е сл и  с к о л ь  угодно  м алы е изм ен ен и я  н ач альн ы х  д а н 
ных способны  сильно  изм енить  реш ение, то  реш ение си 
стемы ( 1 ), о п р е д е л я е м о е  вы бранны ми нами не точ ным и  
н а ч а л ь н ы м и  данным и,-  не имеет н и к ак о го  значения  и д а ж е  
п р и б л и ж е н н о  не м ож ет  описы вать  явление.

П оэтом у  в а ж н о  зн а т ь  услов и я ,  при которых м алое  
и зм ен е н и е  у сл о в и й  (2 ) влечет м алое  изм енение реш ения 
си стем ы  ( 1 ).

Е с л и  I м е н я е тс я  в достаточно малом конечном п р о 
м е ж у т к е  | / 0 —  ¿ 1 ^ 7 ’, то  ответ на этот вопрос м ож н о  по
л у ч и т ь  н а  о сновании  теорем ы  сущ ествован и я  и ед и н ст
венности .

( 1)
с н ач а л ь н ы м и  условиям и

! / , - (*о)в (Л-о (* =  1 ..................«)♦ (2)



Т е о р е м а  1 (о н е п р е р ы в н о й  з а в и с и м о с т и  
р е ш е н и я  о т  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й ) .  Е с л и  правая  
часть дифференциального урав не ния

^ = т . у )  (3)

непрерывна и по  переменному у  им е ет  о гр а н и ч ен н ую  част
ну ю  пр о изв одн ую  (1 / j / l ^  jV) на  п р я м о у г о л ь н и к е  D ---- 
— {/0— a ^ . t ^ . t 0-\~a, у 6— b ^ L  у  ^  у 0 +  Ь), т о  решение  
уравнения  (3) y ( t )  =  y ( t , / 01 у 0), удо в ле т во р яю щ ее  началь
н о м у  условию у  (!„)■-= i/о, непрерывно з а в и с и т  от  началь
ных  данных .  Точнее ,  для всякого г  >  0  найдется  такое  
число 6 >  0 , что если \ у й— //0 1 <  6 , т о

1 У {t > t о> Уо) У ' о̂» Уо) I е

при

\ t a —  t \ < T ,  Т  < Т 0, r 0 =  m i n | a ,  j  ,

М =  m a x  | f ( t ,  у )  \.
i t .  y ) G D

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П ри  д о к а з а т е л ь с т в е  теоремы 
сущ ествован и я  (§ 1 .6 ) мы п о л у ч и л и ,  что

i

y ( t )  =  y ( t ,  *0 , у 0) =  //и4* S /  (Л y ( t ) ) d t ,
и

I
y ( t ) = y { t ,  / 0, £ „ ) = / / „  +  U ( t ,  ~ y ( t ) )c i t .

?о

Отсюда, п р и м е н я я  теорему Л а г р а н ж а  ( п о я с н е н и я  ниж е),  
получим

i

*0
<  I Уо —  Уо I +  N  I / — 10 1 m a x  | у  ( t ) — y  { t )  | <

t

<  i Vo —  У* 1 +  N T  m ax  | y  ( t ) — y  (t)  |.
t

Т а к  к а к  TN <  1, то

(1  _ т л о | у ( O K I y n— y n I.

или

\ y {t )— y  ( O K I  i/u — Уо I /0 — T N ).



Если т е п е р ь  м ы  возьм ем

\Уо —  У о \ < Ь >  где 6 =  8 ( 1 —  ТЫ) ,
то

1 0 (0 — ¡ / ( 0 1  <  е.

С д ел а ем  н е к о т о р ы е  пояснения.  И м еет  место неравенство

' y ( t ,  ¿о, У о) —  Уо $ / ( / ,  у Ц ) ) Ы
‘а

где 7 ' М ^ 7 ,0Л 1 < 6  или Ь— ГА1*=б0 > 0 ,  п оказы ваю щ ее ,  
что и н т е г р а л ь н а я  к р и в а я  у ( ( ,  / 0, ¿/и) д л я  | /  —  ¿0 | < 7  при 
н ад л еж и т  к  п р я м о у г о л ь н и к у ,  н а х о д я щ е м у с я  строго внутри 
п р я м о у го л ь н и к а  О .  Отсюда видно, что к р и в а я

У({ ,  *о, Уо), \ 1 - ( а\ < Т ,

т ож е  не в ы х о д и т  з а  пределы п р я м о у го л ь н и к а  £>, если 
только

1 ? 0 — ! / И < е о’

Это п о к а з ы в а е т ,  что теорема Л а г р а н ж а  была прим е
нена вы ш е о б о с н о в а н н о ,  во всяком  с л у ч а е  при 6 < 6 0,—  
ведь ф у н к ц и я  /  ( / ,  у)  по условию имеет н еп р ер ы вн у ю  про-

нзводную  н а  и .

П о д о б н а я  т е о р е м а  верна и д л я  системы (1).
П ри  вы п о л н е н и и  всех условий те орем ы  го во р ят ,  что 

задача поставлена  корректно.
Мы и зу ч а л и  устойчивость р е ш е н и я  на достаточно м а

лом о т р е з к е  зн а ч е н и й  Л
Е сли  ж е  а р г у м е н т  / £ [ Л >  °°)  м ож ет  п риним ать  к ак и е  

угодно з н а ч е н и я ,  то  вопросом зависим ости  реш ения от 
н ач альн ы х  д а н н ы х  зан и м ается  т е о р и я  устойчивости .

О п р е д е л е н и е .  Пусть <р(0 =*{ф1 ( 0 ........... Ф* ( О т 
решение систем ы  (1). Реш ение ф(^) системы (1) назы вается  
устойчивым по  Л я п у н о в у 1), если д л я  всяк ого  е >  0 сущ е
ствует 6 > 0  т а к о е ,  что д л я  лю бого  реш ен и я  ^ ( 0  — 
=  {^1  (0 > У н У ) \  т ° й  же системы, н а ч а л ь н ы е  зн ачен ия  
которого у д о в л е т в о р я ю т  неравенствам

Ф/(^о)1 < 6 (4)

J) А . М. Л я п у н о в  (1857— 1918) — выдающийся русский математик 
и механик.



сп р а в е д л и в ы  неравенства

1 Ы 0 — Ф /(0 1 < е  ( i ' = Î ,  п, V/ €  [/*. «>)). (5)

Т ак и м  образом, реш ение ср (0  устойчиво по Л я п у н о в у ,  
если б л и зк и е  к нему по н а ч а л ь н ы м  усл о в и ям  р е ш е н и я  
остаю тся близким и и для  всех   ̂^  (рис. 18).

Рис. 18.

Е сли  реш ёние <f(0  устойчиво  по Л я п у н о в у  и, к р о м е  
того,

lim М О  — 1Ф/(0 1 =  °  (i =  l  я), (6)( X

то оно назы вается  ас им п т о т и ч ес к и  устойчивым.
Отметим, что из (6 ) не с л е д у е т  устойчивость по  Л я 

пунову.

П р и м е р  1 . ÿ x =  —  y ,  у ( х 0) = у 0.

О бщ ее решение этого у р а в н е н и я  у  =  С ех р  (— х).  Р е ш е 
ние, удов летв оряю щ ее  н а ч а л ь н о м у  условию , им еет  в и д

У =  Уо е х р  (*„—  х).

Е сли  те п ер ь  мы за д а д и м  д р у го е  н ач ал ь н о е  у с л о в и е  
у ( х 0) — у 0, то реш ение б уд ет

¡7 == i/o е х р  ( * „ _ * ) .

Отсюда

IУ —  У I =  IУ о —  i/o I ех  р (а*п —  j c ) <  I ;/п —  Т/0 \,

при л ^ л * 0. Поэтому, если \ у 0 —  у 0 | < б = « ,  то  | у  —  / / | ^ е ,  
т. е. реш ение i/ =  y n e x p ( x 0 —  х )  устойчиво по Л я п у н о в у  
при х ^ х ц .  Это р е ш е н и е  т а к ж е  и ас и м п т о ти ч е ск и



устойчиво , т а к  к а к

П т  \ у — у \ = г  Н т  | у 0— у 0 | ех р  (хп— х)  =  0.

П р и м е р  2. Д л я  у р а в н е н и я  у '  =  у  ан алогично  можно 
п о к а з а т ь ,  что

\у —  у\ =  \ у 0 —  */о|ехр(х— х 0)]

Д Л Я  X ^  х 0 при лю бом
О чевидно, к а к о в о  бы пи было х 0 при  х ^ х 0, реш е

н и е  у  неустойчиво, т а к  к а к  сом нож итель  ех р  (л:— *„) —►-(-со 
при х  оо .

И сследование на устойчивость  по Л я п у н о в у  п р о и зв о л ь 
ного реш ения ( 0  =  {(14 (0 > • • • •  (0 } системы ( 1 ) м ожно
свести  к исследованию  на устойчивость т р и в и ал ьн о го  (тож 
д ествен н о  равного  н улю )  реш ения некоторой другой  си 
стемы. Д л я  этого н а д о  перейти к новым неизвестным 
ф у н к ц и ям

* , ( 0 = . ! / ( ( 0 — <Г/(0 ( '  =  !. п) .  (7)
О тсю да

<1У1 , ¿ФI
<11 <Н (// •

П оэтом у система (1) п ер е й д е т  в систему

=  * 1 +  4 4 ( 0 .  + Ф Я (0 1 —

— / / [ Л  Ф»(0 . ' Ы 0 ] (< =  ! , . . . , « ) .  (8 )

Система (8) и м еет  тр и в и а л ь н о е  решение

• М О  — 0 <1 =  1 , . . . ,  я). (9)

И з  ск а зан н о го  с л е д у е т  теорема.
Т е о р е м а  2. Р е ш ен и е  ц  (/) =  {ф ,( /) ,  <Г„(0} с и 

стемы  (1) устойчиво п о  Л я п у н о в у  {асимптотически ус т ой 
чиво) тогда  и тольк о  тогда ,  когда устойчиво по Л я п у н о в у  
(,асимптотически  устойчиво)  тривиальное решение  (точка  

п о к о я )  системы  (8 ).
Это решение о б л а д а е т  тем свойством, что точка 

(лтДО, • • • ,  * „ ( 0 ) и действительности  не д в и ж е т с я  при 
и зм ен ен и и  а стоит  на месте. Само реш ение (9) и точка 
(0 , . .  , 0 ) в этом с л у ч а е  н азы вается  положением равновесия  
системы  ( 1 ) или т о ч к о й  покоя.

У с л о ви я  устойчивости  прим енительно к  то ч к е  п о к о я  
* ; =  0  (1 =  1 , п)  м ож н о  сф ормулировать  та к ;  точка



пок оя  Х'-ггО (г — 1  п) системы (8 ) у ст о й ч и в а  по Л я 
пунову , если У е > 0  36 (с) >  0  т а к о е ,  ч т о  из неравенства

К ^ о Ж ' Н е )  п)

следует
К - ( О !  < е  ( / =  1 V / ^ 5 / п),

т. е. т р а е к т о р и я ,  н ач а л ь н а я  точ ка  к о т о р о й  находится  
в некоторой 6 -окрестности  начала  к о о р д и н а т ,  при ( ^ ¿ ( п 
не выходит з а  п р ед ел ы  произвольной  е -о к р ее тн о ст и  начала  
координат .  З д е с ь  мы говорим об о к р е с т н о с т я х  прям о
у гольн ы х , но м ож но  перейти и к  с ф е р и ч е с к и м  о к рестн о
стям , что удобно особенно при в е к т о р н о й  ф орм е записи 
реш ения д: (/) =  {л\ ( /) ,  . * „ ( / ) } :

\ * \ = л /  2 К ! И ( ( > ( , ) ■Г 1 * 1

З а м е ч а н и е  1. П р о и зволь н ое  ч а с т н о е  реш ение у 0 (I) 
линейной неоднородной  системы д и ф ф ер е н ц и ал ь н ы х
5 равнений

=  А у  + /  ( 0  ( 1 0 )

(см. (1 ')  § 1.23) устойчиво по Л я п у н о в у  (асим птотически  
устойчиво) тогд а  и только  тогда ,  к о гд а  устойчива  по Л я 
пунову (асим птотически  устойчива) т о ч к а  п о к о я  соответст
вующей однородной  системы (см. т е о р е м у  2 )

с »

В самом д е л е ,  система (10) я в л я е т с я  частны м  случаем 
системы ( 1 ) , а  систем а ( I I )  есть частны й с л у ч а й  системы (8 ;. 
З д ес ь  свободны е члены исчезли , т а к  к а к  ф у н к ц и я  / ( О  
зави си т  т о л ь к о  от I и не з а в и си т  от и ск о м ы х  ф ункции . 

Т е о р е м а  3 (Л я п у и о в а). П у с т ь  д а н а  система

Уи Уа) (< =  1 ........... «).  0 )

имеющая т ри ви аль ное  решение  ¿ /¿ (¿ )г = и  ( / = 1 , . . . ,  «)• 
П ус ть  суще ств уе т д и ф ф е ре н ц ир уе м а я  ф у н к ц и я

У(Уг> • • Уя)> удовлетворяющая  у с л о в и я м :
1 ) » ( & .  • • •. </и) >  0  и у =  °  тольк о  п р и  / / ,= * . .  • - у „ — и, 

т .  е. ф у н к ц и я  у имеет строгий  м и н и м у м  в начале ко о р 
дин ат .



2) П о л н а я  производная  ф ун к ци и  V вдоль фазовой т рае к
т о р и и  (т.  е. вдоль решения  ¿ / , - ( 0  системы  ( 1 ))

П л
4и V ̂  (Ъ (1ц1 <Ъ г _____ . .  .

Тогда  т о ч к а  по ко я  //,- =  0 ( / = 1 ,  п) устойчива по 
Л я п у н о в у .

Ес ли  д о п о л н и т е л ь н о  потребовать ,  чтобы вне сколь  
угодно м а л о й  окрестности начала  к о о р ди на т  (¿/г-{*•••
* * • Ч* у  а ^  б)

( ( > ( „ ) ,

еде р —  п о с т о я н н а я  величина,  т о  точка  покоя  * /,(/)== 0 
(1 *=И, . . . ,  п)  асим птотически  устойчива.

Ф у н к ц и я  и называется фун к ц и ей  Ляп ун ов а .
П р и м е р  3.

аЧ\
г/1 — г/а*

(¡у.,
-5 Г  =  ! / . - ! / * .

Л е г к о  в и д е т ь ,  что точка п о к о я  у х = у ^ = в 0 является  
реш ением  д а н н о й  системы. В ы ясн и м , будет  ли она  устой
чива.

Р а с с м о т р и м  ф у н к ц и ю  ь { у и  у г) =  у] -3г у \ .  Она у д о в л ет
в о р я е т  всем  у с л о в и я м  теоремы:

1) и (г/1 » Уг) ^  0 у =  0 т о л ь к о  при у л — у г =  0.
2) В д о л ь  ф а зо во й  траектории

Я ' -  1 т З т +  Ж ' ж  = :̂  ( -  ■»? ■“  ’̂ + : .Й ) ' =
=  - 2  (<,Г +  у ! ) < 0 .

К ром е т о го ,  вне окрестности начала  к оординат
( а ; + г / 2 > « > 0 )

(где Р —-м иним ум  ф у нкции  2  (у\-\-у1)  вне к руга  у]-\- у \  =  Ь). 
З н а ч и т ,  р е ш е н и е  у 1 =  //2 =  0 асимптотически устойчиво. 
З а м е ч а н и е  2. Ф ункцию  Л я п у н о в а  реком ендуется  

и ск ат ь  в в и д е  к вад р а т и ч н о й  формы от аргум ентов  у г, у п,



т. е.

/. /

П ер во е  требование го во р и т  о том , что V д о л ж н а  б ы т ь  
п о л о ж и т ел ь н о  определенной  к в а д р а т и ч н о й  формой. К а к и м  
о б разом  подбирать  коэф ф и ц и ен ты  а,^,  чтобы ф орм а V б ы л а  
п о л о ж и т ел ь н о  определенной ,  у к а з ы в а е т с я  в теорем е С и л ь 
вестра >)

' а ц  . . .  а,

О ц > ° *
<*Н 018,

а,,г | >0 , > 0

§ 1.26. К лассификация точ ек  покоя

И сследов ан и е  на устойчивость  системы д в у х  л и н е й н ы х  
у рав н ен и й  первого п о р я д к а  с постоянными к о эф ф и ц и е н 
тами

йх ,
- ¿ Г ~ а п х  +  а и у ,

ау ^  ; <] >-¡Г = а п х  +  а г2у

м ож но  провести на основании  теорем ы  Л я п у н о в а .  О д н а к о  
систему ( 1 ) можно и сслед овать  на устойчивость и н е п о 
средственно , так  к а к  мы м о ж е м  е е  решить.

Б у д е м  п редполагать ,  что о п р е д е л и т е л ь

А « 0)2

°*а
Ф  о. (2 )

Л е г к о  видеть ,  что у ( ( )  =*х  (/) е О  яв л я е тс я  р е ш е н и е м  
системы ( 1 ) с нулевы ми н а ч а л ь н ы м и  условиям и.

Д л я  н ах о ж д е н и я  общего р е ш е н и и  мы д о л ж н ы  н а й т и  
к орни  характеристического  у р а в н е н и я

2 ~ к (3)
И з  у слов и я  А Ф  0  с л е д у е т ,  что ^ = » 0  не я в л я е т с я  к о р 

нем характеристического  у р а в н е н и я  (3).
1. П у ст ь  корни  х а р а к тер и с ти ч е ск о го  у р а в н е н и я  А* и \  

д ей стви тель н ы  и различны . Д а л е е ,  пусть а 2),

*) См. нашу книгу «Высшая математика. Элементы линейной  а л 
гебры и аналитической геометрии», § 22 ,  Д ж .  Д ,  Сильвестр (1 8 1 4 —  
1897) —  английский математик*



Р **= (^1 , Ра)— соб ствен н ы е векторы  м атрицы  А ,  отвечаю щ ие 
к о р н я м  и Ха соответственно ,  т. е.

<«ц —  +  \  («л  —  К )  ^ 4 - а , А  =  0 , \

о п а 1 +  ( < * « -  Х1 ) а а =  0 , /  +  —  ̂ а) Р , = 0 - (

Т огда ,  к а к  мы зн а е м ,  общее решение системы (1) имеет 
в и д

х ^ С . а ^ 1 +  С Д е ^ ,  1

^ с ^ ч с ^ м ,  (  (й)

где С { , С 2— п р о н а в о л ь н ы е  постоянные.
Е сл и  ^ < 0 ,  к 2 < 0 ,  то  из (5) видно, что то ч к а  покоя  

х ^ у ш я 0 асим птотически  устойчива.
В самом деле ,  б у д ем  считать, нап ри м ер ,  что / лв ( ) ,  

то гд а  реш ение (5), п р о х о д я щ ее  через точку  (х0, у^) в мо
м ент времени /„ о п р е д е л я е т с я  постоянным и С, и С а, к о 
то р ы е  вы числяю тся  из у равнений

Хц 7=1 ^ 1*1  4" С 2̂ 1 » 
у ,  =  +  С Д ,

где  а,(За —  а 2рг ^ 0 .  Н о  тогда

С( =  Л х а 4 -  В у 0, С а =  О х п 4 - Е у а,

гд е  А ,  В ,  С,  й ,  Е — н е к о т о р ы е  константы. С л е д о в а те ль н о ,

| х ( 0  [ <  | А х 0 4 -  В у 0 11 « 1 1 + 1 О х 0 4  Е у 9 ( | в  | ,
I У (0 К  I Лх0 4  Вуа 11 аа | 4 1 Ох0 4- Еуа \ р, |,

потом у что [ех,' К 1 , при Х( < 0 , ^ а < 0 .
Отсю да сл ед у ет ,  что д л я  любого е >  0 н ай д ется  б >  0 

т а к о е ,  что к а к  т о л ь к о  |аг0 |*/0 | < 6 , вы п о л н яю т ся  н е р а 
венства

И 0 1 , 1 ^ ( 0 1  < е  ( ¿ > 0 ),

т. е. точ ка  (0, 0) уатой чи ва  по Л я п у н о в у .  К ром е  того, 
в с и л у  того , что

е х р ( М ) - * - 0 ( * - *  +  «>).

из  (5), очевидно, с л е д у е т ,  что точка (0, 0) асим птоти
чески  уетойчива.

Е с л и  мы исклю чим  аргу м ен т  I из системы (5), то  по
л у ч е н н а я  ф у н к ц и я  у*=>ф (х)  дает тр а е к т о р и ю  д в и ж е н и я  
в снотем е хОу .



М а т е р и а л ь н а я  т о ч к а ,  н а х о д я щ а я с я  в н а ч а л ь н ы й  момент 
времени 1=*10 в 6 -окрестности н а ч а л а  к о о р д и н а т ,  при 
достаточно б ольш ом  £ перехо
дит  в то ч к у ,  л е ж а щ у ю  в е* 
окрестности  н ач ал а  коордИ’ 
нат  и при ? —► +  оо стремится 
к началу  координат .

Т а к а я  то ч к а  п о к о я  назьь 
вается  уст ойч ив ым узлом  
(рис. 19).

Н а  рис. 19 изоб раж ено  
располож ение  тр аек тори й ,  
соответствую щ их данному 
случаю. С тр ел к ам и  мы у к а зы 
ваем н ап ра вл ен и е  движ ения 
точки по т р а е к т о р и и  при 
{ —* 4 - с о .  Все тра ек то р и и ,  
кроме одной, в точ ке  (0 , 0 )
имеют общ ую  к ас ате л ьн у ю . Е сли  считать, что | Яг { <  |Я 2 1, 
то угловой  коэф ф ициент к асате л ьн о й  р а в е н  а г/ а 1Р 

В самом деле,  из (1) и (5) имеем ( С , ^ 0 )

йу _ о „ ( С 1а 1еМ + С аР1г ^ )  +  ац (С1а ае ?- Ч С а ^ , 0  

¿х ап  ( С ,а ,Л ( +С;2р,в х*')4-Я12

(С ха ,  +  О Н- аг2 ( С , « 2-|-  С 2М Х,~ Л,) ')

«»и (^ 1а 1 +  С8р,ва ' " х,) *) +  ом (Cjcta -}- C2ß.2eiX*~X|> Г)
t -f* й 22С }Я 2 ^21^1 Ч "  ^22^2 ^*1^2

« п а j + a lsa 4 Aja!+ * OnCia,-f  я 12С!а2

если а ,  =7̂ =0 , т а к  к а к  в силу  (4)

<*na i +  о „ а я =* ?к1а в, ОцО, +  0 1 аа й =  ?*гсЕ*.

Е сли  ж е  a j  =  0 ,  то, р ассуж дая  т а к  ж е ,  получим

^  =  о а , = ^ о п .
üy a., v 1 '  '

Если С\ — 0 ,  то  из (5) получаем  о д н у  т р а е к т о р и ю

и =  Ь . х  
У  Р,

К асательн ая  к этой траектории  (прям ой)  имеет угловой 
коэффициент ß j/ß j .

Таким о бразом , к ас ате л ьн ая  к т р а е к т о р и я м ,  у которых 
С г Ф  0 , п а р а л л е л ь н а  собственному в е к т о р у  a  =  (a , ,  a 2), 
отвечающему наим еньш ем у по аб со л ю тн о й  вели чи н е  собст
венному числу (при а А =  0  вектор  н а п р а в л е н и и  оси у).



К р о м е  т о г о ,  имеется одна т р а е к т о р и я  (при С , = 0 ) ,  а

именно, п р я м а я  у  =  - ^ - х ,  ко то р ая  п а р а л л е л ь н а  второму

собственному в е к т о р у  Р =  (Pi, Р3), отвечающему большему 
по м о д у л ю  собственном у числу Л5.

Е сл и  т е п е р ь  >м >  0 и > . ,>  О, то  нз (5) видно, что точка 
покоя дт =* //=== 0  неустойчива,  т а к  к а к  e x p  (X(t) — -f- 00 при 
t  —*--f-oo. Т а к у ю  то ч ку  покоя н азы ва ю т  неустойчивым узлом.  
Д а н н ы й  с л у ч а и  получается из преды дущ его  заменой t на 
( — t).  П о э т о м у  тр а ек то р и и  будут им еть  преж ний вид, но 
д в и ж е н и е  т о ч к и  по траектории  будет  происходить  в про

т и в о п о ло ж н о м  направлении

Н а к о н е ц ,  если число < 0 ,  а ? .2 >  0 (или, наоборот, 
> . ¡ > 0 , л 2 < 0 ), то  точка покоя то ж е  неустойчива, так  
к а к  e x p  (?v2i )  —► оо при t — Точки, находящ иеся 
в 6 -о к р е с т н о с т и  н ач ал а  координат ,  по траектории

у х о д я т  в бесконечность .  Отметим, что в данном случае  
им еется  т р а е к т о р и я ,  по которой д в и ж е н и е  точки происхо
дит в н а п р а в л е н и и  начала коорди н ат  при /  —* 4 - 0 0 :

х  =  CjCXje^ , у  =s С 1а 3е>'1<.
Э то  п р я м а я  а , / / — я 2х  —  0. Т очка  пок оя  данного вида 

н а з ы в а е т с я  седлом  (рис. 2 1 ).
2. П у с т ь  к о р н и  и 1 г к ом п лек сн ы е  (aki действительны!)

X ^ p  +  iq, ).2 =  р  —  iq ( q ^ O ) .

О б щ е е  р е ш е н и е  системы (1) м о ж н о  записать  в виде (5), 
где  в е к т о р ы  а  и р = г а  =  ( а ъ  а 2) б у д у т  у ж е  с к о м п л ек с 
ными к о о р д и н а т а м и .



М а т е р и а л ь н а я  точка ,  н а х о д я щ а я с я  в н ач ал ь н ы й  м о м е н т  
времени ( —  в 6 -окрестности  н ач ал а  к о о р д и н ат ,  при  
достаточно больш ом  /  п ер е х о 
дит  в то ч к у ,  леж ащ ую  в е* 
ок рестности  начала коорди 
н ат  и при ? —*• 4 - ос стремится 
к н а ч а л у  координат.

Т а к а я  точ ка  покоя  н азы 
в а етс я  устойчивым узлом  
(рис. 19).

Н а  рис. 19 изображ ено  
р а с п о л о ж е н и е  траекторий ,  
соответствую щ их данному 
случаю. С трелкам и  мы у к а з ы 
ваем нап равлен и е  движ ения 
точки по траек тории  при 
/ ►4 - с о .  Все траек тори и ,
кром е одной, в точке (О, 0 )
имеют общ ую  касательную . Е с л и  сч и тать ,  что | [ <  | Х2 1,
то  у гл о в о й  коэффициент к а с а т е л ь н о й  равен а.2/ а 1ш 

В самом деле, из (1) и (5) имеем ( С , ^ 0 )

(1у Яд! + С ар1е ^ ) н - Д а 2 +

а п  + С 2р 1е ;‘‘, , ) +  а , 2  +  С2?.2ек‘‘ )

=  оат {С ,а 1Н-С2р / ?-, ~ ?-’и )4 - п гг (С ]а , '!- С аМ Х’ - ?" И )

ап  (С1а14-Сар1еа , “ ?") ' ) 4 - 0 ц  (^1«г-| А,) О
 „ 02|^ 1«, 4-Да»^1«а . _ Оа1«»Н-д»а«8

(¡иъ, -\-а12а.г /ца.1+ * а ц С ^  +  а ц С ^

если с ^ ^ О ,  так  как  в с и л у  (4)

а 21а х 4 - а 2Иа 2 =  а п а ,  +  аЛ2а 2 =  1 ^ .

Е сл и  ж е  0^  =  0, то, р а с с у ж д а я  так  ж е ,  п о л у ч и м

Е сл и  С 1 =  0, то из (5) п о л у ч а е м  одну т р а е к т о р и ю  

У Р] *■

К а с а т е л ь н а я  к этой т р а е к т о р и и  (прямой) имеет у г л о в о й  
коэффициент

Т ак и м  образом, к а с а т е л ь н а я  к тр а е к то р и я м ,  у к о т о р ы х  
С, # = 0 ,  п араллельн а  собственном у  вектору  а 2),
отвечающ ему наименьшему по абсолю тной  величине с о б с т 
венному числу (при 0^  =  0  в е к т о р  н а п р а в л е н н о  оси  у) .



К роме того ,  им еется  одна т р а ек то р и я  (при Cj =  0), а

именно, п р я м а я  у  =  ~ х ,  которая  п а р а л л е л ь н а  второму

собственному в е к т о р у  P**((3f, Р2), отвечающему большему 
по  м одулю  соб ственном у  числу

Е сл и  теперь  >  0 и ?.2>  0, то  из (5) видно, что точка 
п окоя  .*• =  //==:О н еу сто й ч и ва ,  так  как  ехр  (Я,-?) —*■ +  оо при 
t  — Та к у ю т о ч к у  пок оя  называю т неустойчивым узлом.  
Д а н н ы й  случай п о л у ч а е т с я  из предыдущ его заменой t на 
( — 0 -  П оэтому т р а е к т о р и и  будут иметь п р еж н и й  вид, но 
дви ж ен и е  точки  по тр а е к т о р и и  будет происход ить  в про

тивополож ном  направлении

Н ак он ец ,  если ч и с л о  Я, <  0, а Я2 > 0  (или ,  наоборот, 
X j > 0 , л 2 < 0 ), то  т о ч к а  покоя тож е неустойчива,  так  
к а к  ех р  (Я20  — пр и i — Точки,  находящ иеся  
в 6 -окрестности  н а ч а л а  координат , по тр а ек тори и

* =  iy =  C 3i V v
у х о д я т  в беск он еч н о ст ь .  Отметим, что в данном  случае  
им еется  т р а е к т о р и я ,  по которой движ ение точки  происхо
дит в н ап р а вл ен и и  н а ч а л а  координат при t —►- f  оо:

х  =  Ct ос,<?*■•', у =  С1я ге1'1.
Это п р я м а я  а , у — а 2л ==0. Точка покоя  данного  вида 

н аз ы в а е тс я  седлом  (рис.  2 1 ).
2. П усть  к орни  и rKi ком плексны е (ак1 действительны !)

h  =  p  +  ig,  K = * p  —  iq ( i ^ O ) .
О бщ ее  р е ш е н и е  си с те м ы  (1) можно за п и сат ь  в  ви д е  (5), 

гд е  ве кто р ы  а  и ^  =  a ~ ( a it а , )  будут у ж е  с  к о м п л ек с 
ными к о о рди н атам и .



Д е й с т в и т е л ь н а я  и мнимая части эт о г о  р е ш е н и я  такж<‘ 
я вл яю тся  реш ением  системы. Поэтому о б щ е е  реш ение сн 
стемы ( 1 ) м ож н о  записать  в виде л и н е й н о й  комбинации 
этих решений:

х?=(’Р1 [Сi cos qt  -f-C, s in  q t ) , y  r

y=scP* (a cos qt -\-b s in  qt) ,  \ ^

где  С, и С,  —  п рои зво л ь н ы е  п остоян н ы е и а , b —  н ек ото 
рые линейны е комбинации этих п о стоян н ы х

((7 =  ! ¿C(  -}- I.C2, I/ ”  inC-y 4~ t i G ¡2).

П рои л лю с тр и р у е м  этот ф акт  на к о н к р е т н о м  примере. 
П р и м е р  1. Н ай ти  общее реш ение системы

| x ^ x  —  tj,

\ ¡j =  2x — y.

Х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  уравнение

1_2  ̂ _~ 1 ? | =  0Т пли ?.г 4-1= 0

имеет корни ? , = / ,  К о о р д и н ат ы  в е к т о р о в  а  и \\
находим  из равенств

(1—0 а, — а, =0, (1 -И) (>,- —l’ij —0,
т. е. можно п о л о ж и т ь  а ,  =  1 , о ц = 1 —  i\ | iA= s l ,  f} 2 =  l 4 - i .  

Тогда
д- =  а , е "  =  cos t -I- i s in  t ,  

y  =  a / 7 =  (1 — i) (eos í +  ¡ s in  t) =
=  (cos I -f-sin /) 4* i  (sin t — eos O

—  решение системы.
Д ей с тв и т е л ь н а я  и м нимая части этого  р е ш е н и я  та к ж е  

явл яю т ся  реш ен и ям и  системы, причем  л и н е й н о  н езави си 
мыми. П оэтому их линейная  к о м б и н а ц и я  д а с т  общ ее ре
ш ение нашей системы:

х  в* С ,  cos /  4 - С 2 sin t, 
у  as C j  (COS t 4 -  sin t) 4- C-2 (sin / — cos t) —

— (С ,— Сг) cos 14* (C, 4-Cj) sin /.

Т ак и м  образом ,  в данном случае

а » С , — Cjj, ¿ i = C 1 4 *C’¿.

5 Я. С. Бугров,  С. М. НнкольокнЯ



П р и  р « 0 тр а ек тори и  (6) д л я  различ ны х CY, С\  в силу  
п ер и о д и ч н о с ти  множителей в с к о б к а х  являю тся з а м к н у 
тыми к р и в ы м и — эллипсами в центром в точке (0 , 0 ) 
(рис. 22). Э та  точка н азы вается  центром.  При р — 0  нет 
ас и м п то ти ч е ск о й  устойчивости —  точ ка  (* ( / ) ,  y ( t ) )  д в и 
ж е т с я  по одном у  из эллипсов у к азан н ого  семейства, 

обходя его б еск он еч н ое  число раз. О на, 
очевидно, не стрем ится  ни к каком у  п р е 
делу  при t —► 4- оо. С другой стороны, при 
р а = 0  точка п о к о я  (0 , 0 ) является  устойчи
вой по Л яп у н о в у .  П ровери м  это у тв ер ж д е
ние на разобранном  выше примере 1. Н а й 
дем решение рассмотренной в прим ере 1 
системы, проходящ ее в момент времени 
/„ =  0 через то ч ку  х 0, у п, Очевидно,

х , * = С f, у  о “  С, С „

Рис. 22. следовательно,

Cj Л'о» Уо

и р еш ен и е  им еет вид

х  (/) =  * 0 cos i - f  (хй— у 0) s in  t,
У ( 0  — у й cos i -i- (2х0— у а) s in  t.

Имеем д а л е е

\ х  ( 0  К  К  I +  К I  -Н  Уо I “  2 I *о I +  1//о |,
IУ ( 0  | ^  IУ о I +  2  | х 0 1 -Ъ ! у 0 1 2  | х 0 1 -+■ 2  ¡ у 0 1.

З а д а д и м  е >  0 ,  и пусть 6 =  е/4. Тогда ,  очевидно, если  
!*„ |, I г/ 0 1 <  то  Для  всех *

| ^ ( 0 | < 2 . 1  +  | < e f

I* (0 | < 2 . |  +  2 . |  =  8.

Мы д о к а з а л и  устойчивость по Л я п у н о в у  точки покоя .
И з  (6 ) ви д н о ,  что при р <  0 т о ч к а  (х,  у)  при t —*-*f оо 

с т р е м я т с я  к  н у л ев о й  точке х в О ,  у*=  0 , назы ваем ой  у с т о й 
чивым ф о к у с о м .  Н ал и ч и е  м нож ителя  ex p  (pt ) —►О (í —►■4- 00) 
п р е в р а щ а е т  з а м к н у т ы е  кривы е в сп и р а л и ,  п р и б л и ж а 
ющ иеся аси м п тоти ческ и  при t —► *Ьоо к  нач алу  коорди н ат  
(рис. 23).



Т о ч к и ,  н аход ящ и еся  при  в п рои звольн ой  б -окре-
стности  н ач ал а  координат ,  п р и  достаточно б ольш ом  I  п о 
пад аю т в задан н ую  ^ -о к р ес тн о с ть  точки  (0 , 0 ).

Т р а е к т о р и и ,  стрем ящ и еся  к ф о к у с у ,  обладаю т тем с в о й  
ством, что к асательн ы е  к  ним  п р и  ( —*-4 -оо  не с т р е м я т с я  
ни к к а к о м у  п ред елу .  Э тим  ф о к у о  отличается  от у з л а .

Рис. 23.

Рио. 24.

В с л у ч а е  р <  0 точка х = » ,у е = 0  асимптотически  у с т о й 
чива.

Е с л и  д е й ст ви те ль н ая  часть р  к о р н е й  и ?.г п о л о ж и 
те л ьн а ,  то  этот случай п ер е х о д и т  в преды дущ ий при з а 
мене t на (— i).  С ледовательн о ,  т р а е к т о р и и  с о х р а н я ю т  
форму к а к  на рис. 23, то л ь к о  д в и ж е н и е  точки б уд ет  п р о и с 
ходить  в противополож ном  н а п р а в л е н и и .  Т ак  к а к  ex p  (p i ) -*  
—>4 - о о  при t —* 4 * оо, то  точ ки ,  н а х о д я щ и е с я  в н ач ал ь н ы й  
момент врем ени  в окрестности н а ч а л а  координат , затем  
у х о д я т  в бесконечность. Т а к а я  т о ч к а  пок оя  носит н а з в а 
ние неустойчивого фокуса  (рис. 24).

3. П у ст ь  к орни  Хи  Х3 р а в н ы  м еж д у  собой 
a kl д ействительна!) .  Тогда он и  дей ст ви те ль н ы  и общ ее  
реш ение системы ( 1 ) имеет вид

х t= (А  +  Rt)  e x, , t ) 

y ^ ( C - ^ D t ) e ^ \  J



где  А ,  В ,  С , D — к о н с т а н т ы ,  связанны е м еж д у  собой двум я  
линейны м и  у р а в н е н и я м и ,  которые можно получить ,  если 
подставить  ф у н к ц и и  х  и у  в систему и со к р а ти ть  на мно
ж и т е л ь  exp(X f l).

Е с л и  ^  <  0 , то  e x p  (X,/) —* О, ¿ е х р ( Х , 0  —* 0  при 
I —♦ 4 - оо, и с л е д о в а т е л ь н о ,  точка п о к о я *  =  0 , г/ =  0 асимп- 
тотически  устойчива .  Е е  называю т устойчивым узлом  
(к а к  в п. 1 ).

Е сли  ж е  >  0 ,  то  точка *«*(),  ¿/ =  0 неустойчива и 
н азы вается  она не ус тойчивым узлом.

З а м е ч а н и е  1. Е с л и  А =  0, то х ар а к тер и с ти ч е ск о е  
у рав н ен и е  (3) им еет к о р е н ь  и - f  а г2.

П усть  Х2 0. Т огда  общее реш ение системы (1) за п и 
ш ется  так :

где С и  С,  —  п р о и зв о л ь н ы е  постоянные и а , ,« ,  Ч - ^ о а . ^ О ,
—  « 2aPi +  °-

И ск лю чая  п а р а м е т р  t,  получаем семейство п а р а л л е л ь 
ных прямых

у  —  С & ^ ^ х — С , ^ ) .

Е сл и  Я2 <  0, то  при  t —* - г  оо на к аж д о й  тр а ек тори и  
(на одном »з п а р а л л е л ь н ы х  лучей) точки  п риближ аю тся  

у ,  /  к леж ащ ей  на этой траекто-
рии точке покоя  х  =  С-[а и

у  =  С , а 2 ^ у  =  ^ - х ^  (рис .25).

Точка (0, 0 ) ,  т ак  ж е  как  

х лю бая  точ ка  прям ой  у * = ^ х ,

при Я, < 0  устойчива по Л я 
пунову, но не я в л я е т с я  асимп
тотически устойчивой.

Если Я2 >  0 ,  то  точ ка  по
к о я  неустойчива.

Если ж е  **= Яд =  0, то 
м ожет бы ть  два  случ ая :

а) Общее р е ш е н и е  системы (1) имеет в и д * « ^ ,  у  =  С 2. 
В этом с л у ч ае  т о ч к а  покоя  х  =  у  =  0  устойчива по Л я 
пунову ,  но не я в л я е т с я  асимптотически устойчивой. О т 
метим, что д а н н а я  си туац и я  имеет место, когда  м атрица А

Рис. 25.



п у л е в а я  =»<7í ? e * a 21 « О .  В данном  с л у ч а е  псе точки
плоскости (х,  у)  явл яю т ся  точками п о к о я ,  устойчивыми 
rio Л яп у н о в у .

б) Общее реш ение системы (1) им еет вид

х — C i -\- C J ,  v =  ■; -J- bt.

Гочка п о к о я  д- =  / /= зО  неустойчива.
В этом с л у ч а е  о а, =» •— а п , а,-,ан £ ^ 0 .
П р и м е р  2. В ы ягнигь  х а р а к т е р  то ч ки  покоя  системы

л =  — x - f  ау,

и =  —2 ?/.

Состав!::.] хар а к тер и с ти ч е ск о е  у р а в н е н и е

М - »  « U o
I 0 - 2  -  а|

Г г о  к о р п и  s a  -  I , ?.>—  — 2.  ЗПНЧПТ,  ТОЧКЧ п о к о я  X  =  1
я в л я е т с я  у с т о й ч и в ы м  у з л о м

П р и м е р  3. К а ко го  типа гочку п о к о я  iimcvi ch-.t c v <>

х  —  v  —  а,

у  =  2 .v -I- 3/у.

Х а р а к т ер и ст и ч е ск о е  уравнение

11-Х  - 1 | _  0
| 7 ¡

имеет к ом п л ек сн ы е  корни ?., = ‘i -}-1, ?.9 =  2 —  г. Д ейсгвн  
те л ьн а я  часть этих сопряж енны х корней  п о л о ж и т ел ь н а ,  
поэтому точка п о к о я  д-«=//£=  0 я в л я е т с я  неустойчивым 
фокусом.

З а м е ч а н и е  2. Пели м атрица А си м м етр и ч н а ,  то, 
к а к  мы знаем ,  хар а к тер и с ти ч е ск о е  у р а в н е н и е  им еет только  
действительны е к о р п и J). Кроме того, мы зн а е м ,  что

о „ а „  — -7,

Т ак  как  сим м етричная  м атрица п о р о ж д а е т  к в а д р а т и ч 
н у ю  форму эллиптического ,  ги п ер б о ли ч ес к о го  или пара-

*) См. нашу книгу «Высшая математика, "Элементы линейно"! 
алгебры г а н а л и т и ч е с к о й  г е о м е т р и и ' »  § 2 t .



Солпческого  т и п а ,  то  мы систему д и ф ф еренциальны х у р а в 
нений ( 1 ) в этом  с л у ч ае  будем н азы ва ть  

э л л и п т и ч е с к о й ,  если а п а гг—  а\,, =  Х, ^ 2 >  О, 
гипе рб о ли ч ес к о й , если аи а2а —  й?? — ^ 1 ^ < 0 , 
п ар або ли чес кой ,  если  а п а22—  а ,22 =  Х1 ^ 2 =  0 .
И з и з л о ж е н н о г о  выше ясно, что если  система (1) эл л и п 

ти ч е с к а я ,  то то ч к а  пок оя  будет устойчивым узлом, если 
^1 <  0. Х2 <  0. Это возможно, когда а и  <  0 ,  а 2г <  0.

Если ж е  >  0, Х2 >  0, то точ ка  покоя  б уд ет  неустой
чивым узл о м  (аи  >  0 , л 2 2 > 0 ).

О тм етим , что в эллиптическом случае  числа я |{ и я 22 
одного зн а к а .

Нели систем а ( 1 ) гиперболическая  (аи а 22—  а\,2 <  0 ), то 
то ч к а  п о к о я  всегда неустойчива (седло).

Е сл и  систем а (1) п ар а б о л и ч ес к а я ,  то  точка покоя 
устойчива ,  к огда  Я2 «=оп -4-  а 22 ^  0 , и неустойчива, когда
К  =  0\л - Ь « г2 >  °-

П р и м е р  4. В ы яснить  х а р а к т е р  точки покоя  у систем:

а) х  =  — З* -Ь 2у,  б ) х = * х  +  2 у ,  в) х  **х  +  У^Зу,
у  =  2 х —  Ъу\ у  =  2 х ± 3 у ,  ' у ^ У З х  +  Зу.

Во всех п ри м ер ах  матрица А  симметрична.
С истем а а) эл л и п ти ч еск ая ,  потому ч т о а п я 2г— а\2=  И  > 0 .  

Т ак  к а к  а и  ==— 3 <  0, я 5?= *— 5 < 0 ,  то точка покоя  — 
усто й ч и вы й  узел .

С истем а б) гиперб олическая ,  т а к  как  а п а п — а}2 =  
=  — I < 0 .  Т очка  п о к о я — седло.

С истем а в) пар а б о л и ч ес ка я ,  потому что ап а 22—  <я*2 =  0. 
Т ак  к а к  а и  а 22 =  4 >  0, то точ ка  пок оя  неустойчива.

З а м е ч а н и е  3. Можно д о к а за т ь  (так ж е  к а к  это 
сделано  при п  ==2 ), что точка покоя  заведомо устойчива 
по Л я п у н о в у  (асимптотически устойчива) д л я  линейной 
о д н о р о д н о й  системы из 1 у р ав н ен и й  о постоянным и 
к о эф ф и ц и ен там и

если все  к о р н и  характери сти ческ ого  у р ав н ен и я  системы 
имеют о т р и ц а т е л ь н ы е  действительны е части.



§ 2.1. Введение

П у с т ь  в трехмерном  п р о с т р а н с тв е ,  в котором о п р е д е 
лена  п р я м о у го л ь н а я  система к о о р д и н а т  (х, у ,  г), з а д а н а  
н еп р е р ы в н а я  поверхность

г — М Ф -  f(x> У) (Q =  ( x , y ) € t y ,
где Q есть ограниченное (двум ерное)  м нож ество , для к о 
торого в озм ож н о  определить  п о н я т и е  его площади ( д в у 
мерной меры, см. ниж е § 2 .2).  В к ач е с т в е  Q может б ы т ь  
взя т  к р у г ,  прям оугольник ,  эл л и п с  и т. д. Будем с ч и та ть ,  
что ф у н к ц и я  f { x ,  у)  п о л о ж и т е л ь н а я ,  и поставим з а д а ч у :  
требуется  о п р ед ел ят ь  объем т е л а ,  ограниченного  с в е р х у  
лгиией поверхностью , снизу п л о с к о с т ь ю  ? =  0  и с б о к о в  
цилиндрической  поверхностью, п ро х о д я щ ей  через г р а 
ницу у  п лоского  множества Q, о о б р азую щ ей , п а р а л л е л ь 
ной оси г.

Искомый объем естественно о п р е д е л и т ь  следую щ им  
образом. Р азд ел и м  Q па конечное чи сло  частей

 Gjv, О )

п е р е к р ы в а ю щ и х с я  между собой р а з в е  что по своим г р а 
ницам. О д н а к о  эти части д о л ж н ы  бы ть  таким и, чтобы 
можно бы л о  опред елить  их п л о щ ад и  (двум ерны е мерь/), 
которые мы обозначим соответственно через  т { \ ,  . . . ,  m i}y .

Введем п о н яти е  диаметра  м н о ж е с т в а  А  — это есть  т о ч 
н ая  в е р х н я я  гр а н ь  d ( A ) =  sup  \ Р '  —  Р"\.

Р ' .  С ' ( - л

В к а ж д о й  части Q, выберем по произвольной  точ ке  
Q / *=(E/ , i]y) ( / » » 1 ,  N)  и со стави м  сумму

^ = 2  / ( Q , ) m Q /(  (2 )
/ = 1



которую  естественно  считать  при бли ж ен н ы м  выражением 
искомого объема V.  Н а д о  думать, что п ри бл и ж ен и е  У т У  „ 
будет  тем б олее  т о ч н ы м ,  чем меньшими будут диаметры 
(1(0/) частей Р , .  П о э т о м у  естественно объем  нашего тела 
определить  к а к  п р е д е л  суммы (2 )

N
у=*  П т  ' £ } ( С 1 / ) т 9 / , (3)

гп я х <# _* о /  =  1

когда м а к с и м а л ь н ы й  диам етр  частичных множеств р аз
биения (I)  ст р ем и тс я  к нулю, если, конечно , этот предел 
сущ ествует и рав ен  одном у и тому же числу независимо 
от  способа п о следовательн ого  р азби ен ия  Я

М ожно о тв л е ч ь ся  от  задачи о н ах о ж д е н и и  объема тела 
и смотреть на в ы р а ж е н и е  (3) как  на н ек о то р у ю  операцию , 
к оторая  п р о и зв о д и тс я  н ад  функцией / ,  оп ределенной  па Р. 
Эга о п ерац и я  н а з ы в а е т с я  операцией двойного ин т е гр ир о 
вания  по Р и м а н у ]) Ф у н к ц и и  I на множестве  О, а ее ре
з у л ь т а т —  опреде ленным двойным инте гра лом  ( Р и м а н а )  от  
[ на  О, о б озн ач аем ы м  так: 

д'
Г «  П т 2 / ( < ? / )  \ $ / ( * ,  у)(1х(1уеа

т п х  (I (: - 'у ) -> и /  =  1 “о

' < >

П усть  т е п е р ь  в тр е х к е р н о м  пространстве ,  где  опреде
лена  п р я м о у г о л ь н а я  система к оординат  л-, ;/, г,  задано  
тело Р  (множ ество) с неравномерно распред еленной  в нем 
массой с п л о тн о с тью  распределения ц (х,  у ,  г) =  {1 ((2 ) 
( ^ = ( х ,  //, г ) £ Р . )  Требуется  о п ред ели ть  общую массу 
тела  Р .  Чтобы р е ш и т ь  эту задачу , естественно п рои зве
сти разбиение Р  на части  Р ,,  . . Рд, ,  объем ы  (трехмерны е 
меры) которых (в предполож ении ,  что они существуют) 
пусть будут л/12, ,  . . . ,  тР /у ,  выбрать произвольны м  обра
зом в к аж д о й  части  но точке ((};■ =  ( х/г г,) £  Р у) и 
сч и тать ,  что и с к о м а я  масса равна

N

Пт (4)
т л х  <1 (£) .) -*■ О /  =  1

Снова иа в ы р а ж е н и е  (4) можно см отреть  к а к  на опре
деленную  о п е р а ц и ю  н ад  функцией ц, зада н н о й  теп ерь  па

] ) Б. Риман (1826— 1806) — крупнейший немецкий математик.



трехм ерном  м н ож естве  Q. Эта о п е р а ц и я  на этот  раз н а з ы 
вается операцие й  тр ой но го  и н т е г р и р о в а н и я  (по Р и м а н у) ,  
а р е зу ль та т  ее  —  определенным т р о й н ы м  и н т е гр ал ом  ( Р и 
мана) ,  обозначаем ы м  так:

N г
М =5 lim (Q /Jtf iQ , =  \ ц (Q) rfQ о

inax a ( t 'y )  -* 0 j  =  1 îl

=  Ш  (i (X, !/, г) dx  dy  d?.

В этом ж е  д у х е  о п р ед ел яе тс я  п о н я т и е  п- кратного  
интеграла  Ри ман а .

Мы увидим , что часть теории к р а т н о г о  и н те гр и р о в а 
ния ,  со д ер ж ащ а я  теорем ы  сущ ествован и я  и теорем ы  ('-б 
аддитивных свойствах  и нтеграла ,  м о ж е т  бы ть  излож ен а

соверш енно ан а л о ги ч н о  к а к  во д н о м е р н о м ,  т а к  и в п-мерном  
случае.  О д н а к о  в теории  к р атн ы х  и н т е гр а л о в  во зн и к аю т  
трудности, к оторы х не было у пас при и зл о ж е н и и  теории 
однократны х интегралов .

Д ел о  в том, что однократны й и н т е г р а л  Р и м а н а  мы 
определили  д л я  очень  простого м нож ества  —  о т р е з к а  [</, 
который дробился  снова  на отр е зк и .  Н и к а к и х  труд ностей  
в определении дли н ы  (одномерной меры)  о т р е з к о в  не в о з 
никало .  М еж ду тем в случае двойны х н вообщ е я - к р а т н ы х  
интегралов  область  ин тегри ров ан и я  О п р и х о д и т с я  делить  
на части с криволинейны м и  гран и ц а м и ,  и в о з н и к а е т  вопрос 
об общем о п ред елен и и  пон яти я  площ ади или вооб щ е/¿ -м ер
ной меры этих частей.

В двумерном с л у ч а е  мы будем им еть  д е л о  е о г р а н и 
ченными областям и ,  имеющими гл а дк ую  г р а н и ц у  (рис. 2 0 ) 
или кусочно-г лад ку ю г р а н и ц у  (рис. 27),  т. е. состоящ ую  
из конечного числа  гл ад к и х  к у ск о в  (линий).

Эти области в свою очередь  п ри х о д и т ся  д е л и т ь  н а  части , 
имеющие кус оч но -г ла д ку ю  границу .



К а ж д о й  т а к о й  области м и н екоторы м  другим м н о ж е
ствам  м о ж н о  привести  в соответствие п олож ительное  число 
ты,  н а з ы в а е м о е  площадью  или дв ум ер н ой  мерой Ж о р д а н а  : ) 
(общее о п р е д е л е н и е  двумерной м еры  Ж о р д а н а  дано в § 2.2).

П ри  этом  вы п о л н яю т ся  свойства:
1) Е с л и  А —  п рям оугольн и к  с основанием  а и высотой ЬЛ 

то т А  =  | А \  =  аЬ.
2) Е с л и  о ) , с о )2 и о)(, со2 имеют меры mcr>ít mco2, то 

пк i), ^  та>2.
3) Е с л и  область  о) р аз р еза н а  при помощи кусоч но

г л а д к о й  к р и в о й  па две части 6), и to2 ( í d ^ c o , - f w 2), то

п т  =  тсо, -J- mci)a.

С у щ е ств у ю т  множ ества двум ерной  меры ну л ь  таки е ,  
как  т о ч к а ,  о т р е зо к ,  г л ад к а я  или к у со ч н о -гл ад к а я  к р и в а я .

В тр е х м е р н о м  случае  нас б у д у т  интересовать  области , 
имею щ ие в качестве  своей гр ан и ц ы  кусоч но-глад кие по
верхн ости .  П р о  т а к и е  области будем говорить ,  что они 
имеют к у с о ч н о -гл а д к у ю  гран и ц у .  Ш ар ,  эллипсоид, куб 
могут с л у ж и т ь  прим ерам и т а к и х  областей .

П о в е р х н о с т ь  назы вается  гладкой,  если в любой ее точке 
к ней м о ж н о  провести  к ас ате л ьн у ю  плоскость,  непреры вно 
и зм ен я ю щ у ю с я  вместе с этой точкой. П оверхность  н а з ы 
в а е т с я  к усо ч но -г ло дкой, если ее  м ож н о  р а з р е за ть  на к о н е ч 
ное ч и с л о  г л а д к и х  кусков. По л и н и я м  р азр езо в  к а с а т е л ь 
ные п л о ск о ст и  к  поверхности могут и не существовать.

Д л я  т р е х м е р н ы х  ограниченны х областей о> с кусочно* 
г л а д к и м и  г р ан и ц а м и  можно о п р ед ел и ть  их объем (трех 
м ер н у ю  м е р у ) ,  т. е. полож и тельн ое  число meo, у д о в л ет 
в о р я ю щ е е  свойствам:

1) Е с л и  Д —  п рям оугольны й  п а р а л л ел еп и п е д  с реб
рами а ,  Ь, с,  то  т Д  =  |Д |  =  айс.

2) Е с л и  tOjCOj и Oj, tó2 имеют меры / ш 2, то 
п щ  ^  пко2.

3) Е с л и  область  о) р а з р е за н а  при помощи кусочно- 
г л а д к о й  поверхности  на части со, и ío2 (g)=sío, Н-(о2), то 
п м  =  т й \  +  то )а.

Е с т ь  м н ож ества  трехм ерной  меры нуль. Т аким и  
я в л я ю т с я  т о ч к а ,  отрезок ,  п р ям о у го л ь н и к  (плоский), г л а д 
к а я  или  к у с о ч н о -гл а д к а я  поверхность .

П о аналогии можно рассматривать «-мерные области ío (ш с г Я п) 
с кусочно-гладкой границей и для них определить «-мерную меру — 

(о >  0 ,  о б л а да ю щ у ю  свойствами, подобными свойствам 1), 2), 3).

J) К Ж о р д а н  (1838— 1922)— французский математик.



Прямоугольник  Д в R n о п р е д е л я е тс я  к а к  м н о ж е с тв о  т о ч е к  х  =-= 
=  ( t' i .  J ffj), к о о р д и н а ты  к о т о р ы х  у д о в л е тв о р я ю т  н е р а в е н с т в .)«

a / * z x j < . b j  ( /  =  l f , , , ,  п; a j < b j ) .

М е р а  ( f i -м ерна я ) Д  опред ел яется  к а к  п рои звед ени е :
тЛ =  \А \ =  (bt — Ях)(Ьъ — аъ) . . .  (Ьп — ап).

Гладкая поверхность 5  с  R n о п р е д е л яе тся  к а к  м н о ж е с тв о  т о ч е к  
* = ( * Ь  • • • >  ^ п ) .  у д о в л е тв о р я ю щ и х  у р а в н е н и ю
X j  =  l  ( X i ' » - ’ X J ~ i <  X j  + i ,  . . . , Х п ) ,  ( Х {  ДГу + f ,  * „ ) £ « ,

где / м ож ет  иметь одно из значений / = 1 , 2 ,  п.  При этом f  есть  
непрерывно дифференцируемая ф ункция на замыкании некоторой  
(/! —  1)-мерной ограниченной области а  точек (* i ,  . . . .  дг/ —i . 
x / + i  *„)•

Кусочно-гладкая поверхность в R n по определению состоит из 
конечного числа гладких кусков (поверхностей), пересекаю щ ихся  
м еж ду собой разве что по их краям.

П овторим  определение к р а т н о го  ин теграла ,  не п р и б е г а я  
к з а д а ч а м  геометрического или ф изического  с о д е р ж а н и я .

П усть  в «-мерном  пространстве  R n за д а н а  о г р а н и ч е н 
н ая  о б ласть  П о к усочно-гладкой  границей  Г ( 0  =  9 4 - Г )  
и на ß  (или £)) задана  ф у н к ц и я

f ( X ) « * f ( X i  *„).
Р а з р е ж е м  52 па части Q/ t  п ер е се к а ю щ и ес я  р а з в е  что  

по своим границам , к оторы е  б у д ем  считать  к у с о ч н о -г л а д 
кими. Д л я  к р аткости  будем го в о р и т ь ,  что мы п р о и зв е л и  
разбиение р множ ества Q.

В ы берем  в к аж дой  части Q} по произвольной  т о ч к е  
^  =  ( 1 / ,  • • • ,  Ш  (S7 € & , )  И со стави м  сумму

S p ( / ) - £
; = 1

к о торую  будем  н азы вать  и н т е г р а л ь н о й  еу м м о а  Р и м а н а  
ф у н к ц и и  / ,  отвечающей р азб и е н и ю  р.

П р е д е л  суммы

lim 5p (f)=» lim f (У)
tn a x  J  - ♦  0  m a x  d  ( ü y )  - *  0  /  =  l

«  J /  (x )  d x  =  J ^. I f  ( xu  x n) d x  f . . .  d x n, (5)

когда м ак си м ал ьн ы й  диам етр  ч асти ч н ы х  множеств с т р е 
мится к  ну л ю ,  н азы ва етс я  к р а т н ы м  инте гралом о т  ф у н к 
ции  f  н а  Q (или по Q).



П одчеркнем , что п р е д е л  (5) назы вается  кратны м  инте
гр а л о м  ф у нкции  если  он не зависит от выбора точек §/ 
в Йу и не зависит  о т  способов разбиения  р области О.

С делаем  н е с к о л ь к о  замечаний.
З а м е ч а н и е  1. Б у д е м  ли мы вы числять  предел, (5) 

д л я  области  Р  или д л я  ее з а м ы к ан и я  й ,  не имеет зн а 
чения .  Это е в я з а н о  о те м ,  что 0  =  0 + Г, где Г — граница

И,  п р ед п о л о ж е н н ая  кусочно- 
гладкой. А кусоч н о-глад кая  
граница имеет /2-мерную  меру 
нуль  (шГ*= 0 , см. н иж е  § 2 . 2 ).

З а м е ч а н и е  2. Если п р е 
дел (5), т. е. кратным интег

рал  ^ /  (Ю сущ ествует, то ф у н к 

ция [ (х )  о гранич ена  па 
'¿г О {[ /  (лг) | ^  АТ). Это доказы вает-  

Рис. 28. ся так ж е ,  как  в случ ае  одном ер
ного определенного  интеграла.

3 а м е  ч а и н е 3. Е с л и  шах (I (й ,)  —*• 0 , то  сумма мор 
тех частиц О ,,  к о т о р ы е  непосредственно п рилегаю т к к у 
сочно-гладкой  г р а н и ц е  Г, тож е стремится к пулю

2 * * /£ 3 ,1 -0 .

З д ес ь  двойной ш т р и х  при 2  обозначает ,  что сумма 
р аспространена  на т е  части О ,,  которы е п ри легаю т  к I1.

Н ап ри м ер ,  если о б ласть  о  разр еза ть  на части при 
помощи квад ратн ой  с е тк и ,  к ак  на рис. 28, то  соответ
ствую щ ее р азб и е н ие  м ож но  записать  в виде

о - 2 ' « «  + 2 ' О / .

где еумма 2 * р а с п р о ст р ан е н а  на полные к в а д р а т и к и  (по
п ав ш и е  в О), а сум м а  2 " — на неполные к вад р ат и к и .

В аж н о ,  что м ера  второй суммы стрем ится  к нулю  при 
неограниченном  ст р ем л ен и и  диам етра д и а го н ал и  к в а д р а 
т и к о в  сетки к нулю :

2 " т О ,  0 .
т я х  <7 ( ° ^ )

З а м е ч а н и е  4. И з  предыдущ их зам ечаний  следует,
что

2 7  (&') т й ,  I <  2 "  М  - т й ,«. М 2" тЪ, 0 .



Зто  п о к а з ы в а е т ,  что интеграл  (5) м о ж н о  определить  
та к  же, к а к  п ред ел  суммы

П т
max rf (£?/) -* г.

распространенной  только  на т а к и е  части  разбпепин. 
которы е не п р и л егаю т  к Г.

За м еч а н и я  1, 2, 3, 4 мы ф о р м а л ь н о  не обосновываем. 
Впрочем, они л е г к о  вы текаю т из п р и во д и м о го  н и ж е  § 2.2.

§ 2.2. Сведения m  теории меры Ж о р д а н а

Ограничимся рассмотрением двумерных множ еств. В плоскости 
зададим прямоугольную систему координат *•, у.

Зададим натуральнее число N  и две системы прямых

v^ -lh  (*, f « 0 . ¿ 1 . ± 2 , f t « 2 *'v ,

определяющих n плоскости прямоугольную сетку ,  состоящую m  
квадратов со стороной Л. Такую сетку мы будем  называть /г-сеткой 
(рис. 29). Ясно, что при переходе от N к Л'+  1 каждый квядр^г 
/i-сетки (Л =  2 -yV) разрезается па четы
ре равных квадратика. Последние об
разуют уж е  /i =  2 “ jV“ 1-ceiKy.

В плоскости зададим произволь
ное ограниченное множество Q и для  
данного /V введем два множества 12дг 
и Первое из них ¿¿.у есть сумма 
(теоретико-множественная) квлдрлтн- 
ков /i-сетки (/z =  2~ -^ ) ,  каждый из ко
торых полностью принадлежит к 12 
(на рис. 29 заштрихованная часть).
Будем называть Q^v внутренней фигу
рой множества  £2 (определяемой  
данной /(-сеткой). М о ж ет  случиться,  
что йдг есть пустое м нож ество ,  т. е. 
пет ни одного квадратика, который 
бы полностью принадлежал к Q. Это имеет м е сто ,  например, если Я 
есть множество, со ст о я щ ее  из конечного числа точек, или если 
это  ость кусок гладкой кривой.

Второе множ ество  i } #  мы называем внешней ф и гурой  множества  
Q (определяемой данной /i-ссткой). Оно есть сумма к вад р а и ш о н  
/i-сеткн, каждый из которы х содерж ит в себе х о т я  бы одну  точку ¡Л

Очевидно,

a N а п с :  iaiV.

и площади фигур Q / / ,  Q y ,  которые мы будем обозначать через 
| QjV I > | Н у  | I удовл етворяю т неравенству



Если Одг— п у с т о е  множ ество , то считают | Й ^ |  — 0. 

Н ет р у дн о  п и д ет ь ,  что

Pi с  £2г с  с  . . .  с  û  с  . . .  с: йз с  iT2 с  iîi,
откуда

| Qj | ^  | I ^  |Q.1 I ^  •« • *£ | | ^  | Йг! ^  I ¡.
Таким образом ,

каковы бы ни были натуральные числа N  и М .
Пели заф и ксир овать  Л/, то получится, что числа ¡ ß / v l  ПРИ 

неограниченном возрастании Л' не убывают, оставаясь не большими  
числя | У д Н .  Э т о  показывает, что с у щ е с тв у е т  предел

lim \ Q N \ < \ Q M \.
. Л’ -+  »

Его называют внутренней мерой множества  Q и обозначают так:

lim |Йд-| = т ф .
Л’ -*  «  ~

Это вполне о п р едел ен н ое  число, не зависящ ее  от  N ,  Мы получили  
неравенство

m /S J< lI îAi| <Л1 =  1 , 2 . . . . ) ,

гле числа м онотонно не возрастают при неограниченном воз
растании М .  Н о  тогда существует предел

lim | | Ss/r ,'Q,
AI -*  CO

который называют внешней мерой Ж о рдан а  множества Q и обозна
чают через т еQ.

И так, произвольное ограниченное множество  fi  плоскости имеет 
внут рен н ю ю  н внешнюю меры m/Q и m rQ. Это неотрицательные  
числа , удовлетворяющие неравенству Q.

Е с л и  на самом деле имеет место равенство, то Q называют 
измеримым по Ж о р д а н у  в дчумерном смысле и число

mQ =  miQ — meQ

называют двумерной мерой Q по Ж о р д а н у .
¿Меру Ж о р д а н а  мы будем называть также и просто м е р о й 1). 
Итак, м н о ж ест в о  Q измеримо (по Ж о р д а н у ) ,  если для него

lim |йд.|= lim |^д'|. (1)
Л ' - »  СО Л ’ - »  05

О бозначим через Г границу м нож ества  Q ( r  =  r;Q). Чтобы полу
чить с о в о к у п н о с т ь  квадратиков сетки, покрывающих Г или, как мы 
будем го в о р и ть ,  чтобы получить ф и гуру ,  покрывающую Г

1) В совр ем ен н ой  математике важ ное  значение имеет ещ е другая  
пера — мера Л ебега .  А. Лебег (1875— 1941) — французский математик.



(см. рис.  29),  надо на фигуры вычесть в теоретик о-м н ож естьен -  
ном смысле фигуру йд» и замкнуть полученное множ ество

Гдг

О чевидно, площадь (двумерная мера) Г(у  равна 

1 l’jv | = |  | — | |.
Из (1) следует:

lim | Гдг | = lim С2дг|—  Um
N -* I

ß .v  | =  0t

О братно,  из равенства

Hm | I V I  ~ 0 ,

(2)

(3)

учитывая, что пределы lim | i 2 ,v |  и Игп |Q ,y |  сушестиугот* сле-
N -*■ х  N -*• эе

дует  равенство (1), т. е. измеримость Si.
Заметим, что предел (3) есть внешняя мера Г, т, е,

т (,Г =  0.

Н о  т,-Г < т еГ ,  поэтому и

т;Т  =■* т ,Х  — 0.

Мы доказали важное утверж дение:  для гг,ого чтобы множество  Я  
плоскости была измеримым по Ж о р д а н у ,  необходимо и достаточно, 
чтобы мера его границы равнялась н ул ю  ( / н Г = 0 ) .

Н иж е будет  показано, что кусочно-гладкая кривая имеет д в ум ер 
ную меру нуль.  Н о  тогда о б м е т ь  £2, имеющая кусочно-гладкую г р а 
н и цу ,  измерима в двумерном смыс
ле по Ж ордану.

Рассмотрим примеры.
П р и м е р  I . Множество Q,  

с о ст о я щ ее  из одной точки, имеет 
двум ерную меру нуль (wQ =  0) .
Точка м ож ет  принадлежать самое 
большее к четырем квадратикам 
ft-сетки, их общая площадь стре
мится к нулю при /V — ► оо и, сле
довательно, =  О, по О 
< , m eÜ,  поэтому m;H =  mrQ=*
=mQ =  0 .

Г1 р и м е р 2. Непрерывная кри
вая Г (рис. 30) y ~ f  (.f) ( a < x < b )  
имеет двум ерную  меру нуль (mV—
=  0).

В самом деле,  вследствие равном ерной  непрерывности [  на [а ,  Ь\
для л ю б о го  е >  0 найдется 6 >  0  та ко е ,  что | } {х")— f  (х') | <  е д л я
всех х ' ,  х" £  [<7, Ь], удовл етворяю щ и х  
Н айденное 6  >  0 мож но уменьшить, как 
что Ö <  е, Зададим /i-сетку с

h = 2~N  <  6

неравенству | х ’ — х"| <  6 .  
мы хотим . Будем счи тать ,



и рассмотрим к а к о й -л и б о  столбик из квадратов сетк и ,  содержащ их  
в себе точки Г. Е го  высота не превышает 2И (на рис. 30 при 
е  =  2 Н выделенный с тол би к  включает четыре квадратика /г-сетки, 
содерж ащ их точки Г п е - ] - 2/1 =4/1) ,  а площадь не превышает  
(е-)  2Л) Л, Общая п л о щ а д ь  столбиков, покрывающих Г, не превышает

(8 +  2/0 +  2/0 к  <  За к,

где К  —  длина н е к о т о р о г о  отрелка, содерж ащ его  о себе отрезок  
\а, Ь].

Это показывает, что общ ая  площадь квадратиков, по-
кр(,таю щ их кривую  Г, при д о е п п о ч н о  большом N  мож ет быть сде

лана меньшей н а п е р е д  за д а н н о го  как угодно м алого  п о л о ж и т ел ь 
ного числа, и, с л е д о в а т е л ь н о ,  внешняя мера Г, тем бол ее  внут
ренняя, равна пулю. Н о  тогда

т Г = . 0.

Так как сум м а конечного числа множеств, имеющих м еру  нуль,  
оче видно, имеет м е р у  нуль ,  то из примера 1 сл едует ,  что двумерная  
мера множества, состоящего ии конечного числа точек, равна нулю. 

А из прим ера 2  с л е д у е т ,  что гладкая кривая

* " " - 9 ( 0 .  У =  ( а < / < 6 )  (4)

и м \ч п  двумерную м еру  н ул ь  (рис. 31).
Д е л о  в том, что е с л и  Г — гладкая кривая на [а, Ь], то отрезок  

{я, Ь\ м ож но ра зд ел и т ь  па конечное число от р езк о в  точками

а =  / 0 < / ! < . . . <  (п =Ь

так, что на к аж дом  частичном отрезке [ / / ,  / у -ц ]  о д н о  из двух у р а в 
нений (4) м ож но разреш и ть  относительно ( и подставить во второе. 
В резул ьтате  п о л у ч и м , что соответствующий кусок Гу кривой Г 
описывается либо  у р а в н ен и ем  вида

у  -  $ (.с) ( * € ( с ,  ¿1),

либо уравнением вида

х  =  Ц {У) ( у £ [ Р ’ 7)).



где функции /  н я  непрерывны на соответствую щ их о т р езк а х .  П о  
тогда, как мы знаем из примера 2,

' » 1 7  =  0 ( / = 1 , г).

П оэтом у ,  так как Г есть сумма конечного  числа кусков  Гу,

каждый из которых имеет меру пуль, ю  //¡Г =  0.
Отмстим, что если дна множестоа  12, и Йй измеримы, то изм е

римы т акж е их с//м на 12, <.>.», разность  12{\!,2., и пересечение
12,12,=-- 12, П Йа.

В самом деле,  оСошачнм через Г (Г.) границу множества Е ,  Па
рис. 32 изображены дна множества 12, и 1-*.,. Очевидно,

Г ( й г-Ьйг) С Г Г А ) - | - Г  <«,), ) 
Г ( 1 2 , \ « г) СГ Г (Й , ) - | -Г  (<!,), } 
Г <ü,Q2» с  Г (<»,)-!• г  (!>,)• }

Ф)

Если и £22 измеримы, то  т Г  (12,) =  0, И1Г(12Й) — 0, н о  тогда  
н  меры леших частей (5) равны н у л ю ,  что показывает, что м и о ж е .
С I  и м  ^ 4 - ^ ,  Й | \ П 3 ,  И З -  '

моримы, У ‘ -
Здесь мы носпользовалиеь  

очевидным с в о й с т в о м  меры.
Если м нож ество  си имеет меру  
нуль, то и любое его подмно
ж ест во  также имеет меру нудь,

Н аконец ,  если и № —  
и 'меримые множества, пересе
кающиеся разве что по своим 
границам, то * - Х

Рис. 33.
т (fl1 -Ь fl") =  +  niQ2. (6)

В самом деле, очевидно (рис. 33)

ü}n  + Й л -  С  ( £ ^ Н ^ ) л '  сг  с= ü'v - i - ^ »

и так как

lim |йл' I = lim |l2\| — ntQ1,
Д/ -> жЛ’

lim ( Q \

чо, очевидно,  

lim I (Q1 H-Q2) vl =  üm
--------------------‘ Л' ->

I l l l t  j i>,v I — tnil",
&

(У | Ä /;,qi -i- mQ \

что доказывает (6).
Отметим, что если область 12 измерима, то ее мера Ж о р д а н а  

равна мере ее замыкания:

тШ-тИ-
В самом деле,  Й =  Й +  Г, где I' —  граница 12 и т Й  =  г » й - | - т Г ,  

где т Г  =•=().



П р и м е р  3. М нож ество м, состоящ ее из всех рациональных  
чисел отрезка [0, 1 | , не измеримо по Ж ордану: т Рсо =  1.

В трехмерном случае теор ия  мгры Ж ордана аналогична. Теперь  
вводится прямоугольная система координат х, у ,  г  и три семейства  
параллельных плоскостей

x  =  kh (k  = 0 ,  ± 1 ,  ±2 ,
y = ! h  (I = 0, ± 1 , ± 2 ,
t  =  mh  ( m = 0 ,  ± 1 ,  ¿ 2 ,  . . . ) ,

д е л я щ и х  пространство на кубики с ребром h = 2 ~ N  (N  =  1 , 2 ,  . . . ) .
Т а к о е  разбиение пространства мы снова называем /z-сеткой (трех
мерной).

Пусть £2 есть ограниченное множество точек, принадлежащих  
пространству. Обозначим через Q v  внутреннюю ф и гу р у  множества 
Q — совокупность кубмков сетки, полностью принадлеж ащ их Q,  и 
через { ¿ х — внешнюю ф и г у р у  множества  Й — сов окупность  кубиков  
сетки, каждый из которых содер ж и т  хотя бы одну точку Q,

Снова заключаем, что

Q ,  С Й 2 С Й 3 С  . . .  С Й ,

й, z) й ,  з  z> . . .  z) Q,
откуда следует;

| £üi | 1 I ^  I I <  • ■ - ,

|£ i , |S * ! i3 a l ^ | Q 9 | S a . . .
и

I f l j v KI ÄAi l .

каковы бы ни были натуральные N  и М  Отсюда вытекает сущест-  
иование пределов

lim |Q4v l<  lim |Й \|,
N  - + ое (V -* да

Перрый продел в этом неравенстве называют внутренней  (трехмер
но ft'' мерой  Q:

Um 
N  -* ж “

а втор ой — внешней мерой  £2:

/леЙ=а lim | Q,v I •
N ео

Таким образом,
т£1  <  rneQ.

Сели
rjiiQx=meQ*amQ,

то множество Q называют измеримым в т рехмерном смысле по Ж о р 
да н у  и число m il  называют е г о  трехмерной мерой.

Р ассуж дениям и, подобными тем, которые целясь п связи с  равен
ствами (I) ,  (2) , (3), докалывается, что множество измеримо в трех* 
мерном смысле тогда и только тогда когда его граница имеет трех
мерную меру нуль.



Мы не будем формулировать дальнейшие свойства измеримых 
в трехмерном смысле множеств. Оми аналогичны отмеченным выше 
свойствам множеств, измеримых в двумерном смысле.

Остановимся только ни объяснении того, что кусочно-гладкая  
поверхность имеет трехмерную меру нуль. Такая поверхность состоит 
из конечного числа кусков  5 ,  пересекающихся разве что гю своим 
краям, каждый ил которых при соответствующ ем переобозначении  
координат о н р е д е л я е к я  уравнением

г =  / (*.  V) ((*, у) € ? ) ,

где р  — замыкание некоторой ограниченной в плоск ости  х , с/ области. 
Злддднм е >  0 и подберем Л >  0  так, чтобы

\ Ц х ' ,  < / ) - / ( * " ,  </} 1 <  р

для всех точек (* ' ,  у ' ) ,  [х", у") £  ц ,  н а х о д я щ и х с я  па расстоянии 
друг от друга

(/")! < в.

Считаем Л <  й и берем /1-сетку с <  5. Рассматриваем какой-
либо столбик из кубиков сетки, с од ер ж ащ их в себе  точки 5 .  Его 
высота не превышает Р~\-2к, а объем но превышает (в+  2Л )/г .  
Общий объем всех  таких столбиков, покрывающих 5 ,  не превышает

(в + 2 А )  /¡г - р - = ( М - 2 / | )  К  < Зе/С- (7)

Здесь К  есть площ адь квадрата Л, покрывающего м н о ж е с т в о ц.  Пра
вая часть (7) можег быть взята как угодно малой, что доказывает, 
47« трехмерная мера т З - - 0 .

Можно ввести по аналогии понятие п -м ернон  меры для мно- 
Ж ' ч м в  пространства н показать, что гладкая поверхность в К п 
и.'.чот «-мерную меру пуль.

§ 2.3. Свойства кратных интегралов .
Теоремы сущ ествования

В д а л ы 5ейгпем О,  Й,, Г>2 б у д у т  о б л а с т и  с  кусочно- 
гладкой  границей  (хотя их м ожно сч и та ть  и п р о и зво л ь 
ны:.!!! измеримыми по Ж о р д ан у  м н о ж ес тва м и) .  

С п р а ве д л и во  равенство

^ с1х =  5 1 -с1х =  т & .  (1)
о с»

Это равенство  очевидно. Чтобы вы ч и сл и т ь  и н т е гр а л  (I) ,  
надо  р а з р е за т ь  кусочно-гладким и п о в е р х н о с т я м и  область  
У на части

N

й = 2 £2„.
*=1



п е р е с е к а ю щ и е с я  р азв е  что по своим границам  (рис. 34), 
и у ч е с т ь ,  что

N  N

2  l*mQfe«= S  m Q,.*=mQ.
fc=i /, = i

Н о  тогда
N

liiii 2  niQ,k =  mQ.
rrr* d -»• <1 fr =!

П о  ф о р м у л е  (1) n двумерном с л у ч а е  вы числяется  пло 
щ а д ь  О, в трехм ерном -— объем Q. В n -мерпом ж е  случ ае

формула ( 1 ) дает  «-мерную ме- 
РУ

Мы увидим  в дальнейш ем , 
что вы числение интеграла ( 1 ) и

более общ его  и нтеграла  d x  мо

ж е т  быть свед ен о  к последова
тельном у вычислению  некоторы х 
одномерны х и н тегралов  (см. § 2 .-1 ). 

с- 34* Н иж е мы предполагаем , что
для ф у нкций  f ( x ) ,  ср(лг), | f ( j f ) J ,  

о к о т о р ы х  б у д е т  идти речь, рассм атриваем ы е интегралы 
су щ ествую т.  Мы не будем ого вар и в ать  это обстоятельст
во особо.

С п р а в е д л и в о  равенство

J [ A f  (лс)-Ь fítг (Jt)]dA*— Д J 4 - S  J «f (je)rfjt, (2 )
«i •. <i

где А  и В  —  константы .
Е с л и  о б л а с т ь  О с кусочно-гладкой  границей разре-  

8 аиа н а  и зм е р и м ы е  части (U — Ц  то

l f d x = * \ f  d x + l  f d x .  (3)
Q, {>,•

f ( x ) ^ y ( x )  ( x € f í ) ,  (4)
Е сл и

то

l f ( x ) d x * £ ^ < $ ( x ) d x .  (5)
í) "

Tío т о г д а ,  у ч и т ы в а я ,  что

- \ f ( x ) \ < f ( x ) ^ \ f ( x ) \ ,



получим в с и л у  (2 ) (при /I =  — 1 , / ? « 0 ), что

— 5 | / (х)  ] Ах  <  J /  (X) CU: <  5 I /  (лг) I d x ,
li I ; n

т. e.

J / (jc)f/x <  J I / (Jf) Ji/лг. (G)
I I

В частности ,  из (6) следует ,  что если

{ /(ж )  К  Л/ ( * € « ) ,  (7)

где Л1—  к о н с т а н т а ,  то

¡)/(лт)<7л; J M d x ~  -I/ J  tfjr == М -mQ.  (8 )

С п р а ве д л и ва  теорема с у щ е ст в о в а н и я  ( д о к а з а т е л ь п п о  
см. § 2.5).

Т е о р е м а  1. Пели ф у н к ц и я  I ( х )  не прерывна  на за
мы кании  (J  ограниченной области  12 о кусочно-гладкой
границей,  т о  она интегрируема  на  О т а к  же, как  на и

J /  ( x ) d x  =  J /  ( x ) d x .  ( 9 )
"  ГГ

Отметим, что

J  /  d x  =  J /  d x  - f  J /  d x  =  J f d x  -1 - 0  =  j  f  d x ,
о r

где Г —  г р ан и ц а  Q. По условию Г —  к у с о ч н о -г л а д к а я  г р а 
ница. Е е  мера (я-м ерная) равна п у л ю  (ш Г  =  0), следопа- 
тельно,

[ f d x  =  0 . 
г

С ф орм улируем  более общую т е о р е м у  сущ ествования .  
Т е о р е м а  2. Ес ли  фун кц ия  j  ( х )  огран ичен а  и непре

рывна всюду на  замыкан ии  Q о гр а н и ч е н н о й  области  Q 
с кусочно-гладкой  границей,  за и ск лю че ни ем  отдельных  
точек и г ла дк их  кривых  в конечном числе,  где она  моэнет 
иметь разрывы,  т о  f  ин т ег рир уе ма  н а  т ак  же, кик  
на Q, и выполняется  равенство (9).

Отметим ещ е теорему.
Т е о р е м а  3 (о с р е д н е м ) .  П у с т ь  ф у н к ц и я  f i x )  

непрерывна на  за м ы ка н и и  Q области  Q,  к о т о р о е  мы будем



предполагать  с в я з н ы м 1). Тогда су щ е ст в уе т  точка  х°  
такая  (лг° £  Q ) , чт о выполняется равенство

J f (х) dx =  f (j ;0) mQ. (10)
£>

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию  ф у н к ц и я  /  непре
рывна на з а м к н у т о м  ограниченном м н ож естве  Q, поэтому 
на Q с у щ е с т в у ю т  точки х 1 и х 2 ( х 1, лг2 £ £ 2), в которых /  
достигает  с о о т в ет ст в ен н о  своего м иним ум а и максимума 
на Q:

f ( x ' )< : f ( x )^ f (x n~) (Ух^й).
И н тегр и р у я  эти неравенства  по Q , получим  

J f (х1) dx <  J /  (х) dx <  J [ (х2) dx
а  ч

И Л И

/  (ж1) mQ <  J /  (х) d x ^ f  (х2) mQ. (11)
и

И з н е р а в е н с т в  (11) следует,  что число

(mQ=£0)
и

н аходится  м е ж д у  наименыним зн а ч е н и е м  ф ункции  fix '1) 
и н а и б о л ь ш и м  f { х й). В силу с в я зн о с ти  Q сущ ествует 
п р и н а д л е ж а щ а я  к Q н епреры вная  к р и в а я

г ( 0 « ( Ф ( ( 0 .  Ф * ( 0 ............ < Г * (0 )

соеди н яю щ ая  т о ч к и  х 1 и х г, т. е. т а к а я ,  что 

r ( t t ) =  x\ r ( i 2)*=x\
Ф ун к ц и я

F(t)= zf[r(t)]= f(< pi (i), ф„(0 )

н еп р е р ы в н а  н а  о т р е з к е  [ i lf t ( \  ( к а к  суп е р п о зи ц и я  н еп р е 
рывны х ф у н к ц и й )  и принимает на его концах  значения

F ( t l) ^ f { x %  F ( t2) ~ f ( x а).

Н о то гд а  по  т е о р е м е  о пром еж уточном  значении  для  ф у н к 
ции F  (t)  от  одн ого  переменного, сущ ествует  т а к о е

J) М нож ество  Е  называется связным, если  любые его две точки 
можно соединить  непрерывной кривой, п р ин адлеж ащ ей  £ .



€{ 7 it ( 2\,  что с точке л*п =  г ( ^ 0) им еет место р а в е н с т в о

f  (*o)“ / [ r ( f 0) W ( A : 0) =  C, 
и мы д о к а за л и  ( 1 0 ).

З а м е ч а н и е .  Ч и сло  f  (хп), ф и гу р и р у ю щ ее  в (10),  
н азы вается  средним зн ачением  непреры вной  ф уч ж ц и и  f  па 
области  Q.

§ 2 .4 .  О еление кратного интеграла к повторным

Р ассм отрим  интеграл
d

F { x ) = \  f { x ,  y ) d y , ( 1 )

где ф унк ция  f  (*, у )  з а д а н а  на п р я м о у го л ь н и к е

А<=[а,  & ] х [с ,  d],  (2)

т. е. на м нож естве точек (л*, ;/) , где

а ^ х ^ Ь ,  с ^  у  - ^ . d  (а <  b, с <  d).

З д ес ь  и нтегрирование  п р о и зв о д и тс я  по переменной у .  Н о  
п о д ы н тегр а ль н ая  функция за в и с и т  не т о л ь к о  от  у ,  по 
и от х, поэтому и н теграл  ( 1 ) есть  ф у н к ц и я  F  о т  х.

Г ов орят ,  что интеграл  (1) есть  ф у н к ц и я  о т  п а р а 
м е т р а  х.

Т е о р е м а  1. Ес ли  ф у н к ц и я  f  (х,  у)  непрерывна на  
пр ям оуг оль ник е  А,  т о  ф у н к ц и я  F  (х) непрерывна н а  о т 
резке [ а ,  Ь].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И м еем
rl

F ( x - \ - h ) — F ( x )  =  l \ f ( x  +  h,  y ) — f ( x ,  y ) ] d y
(

{х, x - V h £ [ a ,  6]).

Т а к  к а к  ф у н к ц и я  J неп реры вн а  па зам к нутом  о гр а н и ч е н н о м  
м н ож естве  А, то она равном ерно  неп реры вн а  на А. С л е д о 
в а т е л ь н о ,  для  любого е > 0  н ай д ется  б > 0  т а к о е ,  ч т о

| / (* +  /1 , y)  —  f ( x ,  ; / ) ! < _ —

д л я  всех  (х, у ) ,  ( х +  /i, i/) ^  А, л и ш ь  бы Н о  т о г д а
г I

] F  (.V +  /.) -  F  (х) I <  d y  =  ¿ - с ■ (d - с) =  е ,
С

и теорем а д о к а зан а .



Т е о р е м а  2.  П р и  ус ло в ия х  теоремы  1 существует  
п ов т ор ны й  ин т ег ра л

1> Ь (i

5 F  (A') d x  »  \  dx  5 /  (.г, у)  dtj. (3)
а а

В самом деле ,  н е п р е р ы в н а я  на отр е зк е  [я, ¿>] ф у н к ц и я  
F  (х) интегрируем а  на нем.

Т е о р е м а  3. П р и  ус лов ия х  теоремы  1 справедливы  
равенства

b <1 d h

у)  d x d y  =  J  d x  J  f  (x,  у)  d y  «  J dy  J  /  (*, у)  dx.  (4)
Д г» /• a

П ервы й  член ц епи  (4) есть кратны й  и н те гр а л  от  не
преры вной  ф у н к ц и и  н а  зам кнутом  множ естве А с кусочно
гл а д к о й  границей . Он сущ ествует  (см. н иж е  § 2.5). П овтор 
ны е ин те гр а л ы ,  п р ед с т а в л я ю щ и е  собой второй и третий 
чл ен ы  цепи рав ен с тв  (4), тож е сущ ествуют по теореме 2.

Д а н н а я  теорем а у т в е р ж д а е т  равенство этих  трех  интег
р алов .  Т ем |сам ы м  вы ч и сл е н и е  кратного  и н те гр а л а  сводится 
к  вы числению  од н о м е р ны х  интегралов  по к а ж д о й  пере
менной х,  у  в отд ел ь н о сти .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разделим стороны Д на IV равных частей: 
а  =  х 0 <  *i  <  . . .  <  Xft — b,

С =  У0 <  У\ <  . . .  <  
и через точки деления проведем прямые, параллельные соответственно 
оси у  и оси дг. Этим Д разделится на равные прямоугольники Д ¡а'- 

N - l N ~ \

А “  2  2  А Ы< Д ^  =  {л:а < а - < л г й + 1, У 1 < У < Ы ы ) .  
ы о  1=0

и
ь d N -  \ + 1  Л

J  d x  J  /  (.V, у)  d y =  2  J  dx  J  /  f*. У) йУ =
а к ~  ̂  г

V — I «+ I iV*l
2  J  dx 2  S /(■*»

A—0 /  / = 0  u*fe yl

N-\ N-\ yl +1 Л’ - I  / V - l

“  2  2  J / ( ^ >  V)dtJbXk** 2  2  /(Sft* *U)A*fcA0/ (5)
Ь О  /= 0  „ 6=0  /= 0ul



Г

'■'I + f

ПО X от функции 

?f+t

Мы применили сначала к интегралу ^

хь

 ̂ /  (*,  у) (¡у теорему о  срелтем, а зятем к интегралу ^

и1 V]
ту ж е  теорему.

Мы доказали, что попторль’п интеграл п левой части (5) можно  

рассматривать как и т ч т р а л ь н у ю с у м м у  кратного интеграла I  S f dxrttf*
соответствующую разГиению Д па части A h[ нрн некоторых точках 
(5fe.

Перейдем теперь к пределу в равенстве (П) при /V — ► » ,  Левая  
часть (5) при s t o m  есть определенное (не за в и сящ ее  от Л') число, 
а правая часть стремится при /V — ► оо 
и кратному интегралу от /  по Л (если 
кратный и нк тр ал  существует, то любая 
интегральная ["сумма стремится к этому 
интегралу). Поэтому  

Ь d

J  4х J  í ( x ,  y ) d t / =  fdxdtj,

и мы доказали первое равенство (•!).
Равенство второго повторного интеграл.! 
с кратным интегралом доказывается ана
логично.

Рассмотрим  в плоскости  х,  у  область  Q, о гр а н и ч е н н у ю  
гладким и  кривы м и (рис. 35)

/ /= * =  ф ( х ) ,  =  ( а < * < 6 ) ,

г д е
Ф (*) ^  т|’ (х) (а л' ^  Ь).

П усть  на з а м ы к а н и и  Q области Q з а д а н а  п р о и з в о л ь н а я  
н еп р е р ы в н а я  ф у н к ц и я  /  (х, //). Чтобы вы ч и сл и т ь  кратны й  
и н теграл  от  f  (х, у)  по области Q (или, что все равно, 
по Q) прим еняю т следую щ ий метод: с н а ч а л а  и и те гр и р у ю т 
ф ун к ц и ю  f ( x t y ) по переменной у  от у  =  q> (х) д о / /  =  ^(л ') ,  
считая х постоянны м , а затем р езу ль тат  и и т е г р и р у ю т  по х 
на отрезке  [л, 6 ]:

Ь 1J- (лг)

y ) d x d y = \ d x  J f { x ,  у) d y .  (6)
ii a <p (v)

В случае ,  к огда  Q есть п р ям о у го л ь н и к  со  сторонам и , 
п арал л ел ьн ы м и  осям  координат ,  равенство  (6 ) бы л о  выше



о б о с н о в а н о  (см. теорем у 3). Теми ж е  рассуж дениям и  м ожно 
б ы л о  бы  обосновать  (6 ) и в общем случае.

П р и м е р  1. В ы числить  п лощ адь  эллипса

£  +  £ < 1  ( а , Ь > 0 ) .

Мы н аз ы в а е м  эллипсом  м нож ество  точек (х , у),  д л я
А'3 и1

к о т о р ы х  +  -|г ^  1 • так  ж е  к а к  м ножество точек (х, у ),

X2 V5д л я  к о т о р ы х  - 2 + - ^  =  ! .  П одобную  вольность мы будем 

п о з в о л я т ь  себе, н азы ва я  эллипсоидом  к ак  множество точек
д'2 у 2 ^’2

(х, //, г ) ,  д л я  которых +  ^  1 < так  и множество
[Г

то ч ек  (х, (/, г), удовлетворяю щ их у р ав н ен и ю  +  ¿з +  

Н 2" “  1 •
С 2

Р е ш е н и е .  О бласть  £2, о которой  идет речь, о гр а н и 
чена с н и з у  кривой

у =  —  — У  а 2— х 2 (— а ^ - х ^ .  а)

и с в е р х у  к р и во й

У — У а 2— х 3 (— л ^  х <  а).

И с к о м а я  п лощ ад ь  равна

~  V',У*"-А*
п а  о

т <̂= 2 ^ с 1 х с 1 у =  ^ Ах ^ ¿ / /  =  ~  ^ У а г —  х 2с!х =

—1  Уц*-х‘
а

~  7Г 1  ^ ^  а (х  =  а 5 ' п а  с0;5 ® ^
о
л/2 я/2

е=  ̂ ^ а г— й2з1п20со5 0^0 =  4а6 ^  соз2(Ы 0 ^  
о о

Я/2

-ХаЬ |  1 ± с̂ 2-° ¿ 0  =  2 ай [ 0 +  1 ^ ]  ^  « 2 ^ ^  ЛЙЬ



П р и м е р  2. Вычислить п л о щ а д ь  ф игуры  Q, о г р а н и 
ченной п араб олой  у  =  х* и п рям ой  у =  а 2 (рис. 36). 

Имеем

о» V I ,  а*

mQ =  ^  d x  d y  =  2 ^  d y  J  <Jx =  2  J  У  у  d y  — ~  a3.
и О О О

Метод вы ч исления  кратны х и н т е гр а л о в  сведением их 
к одном ерны м  прим еняется в п р о с т р а н с т в а х  любых изм е
рений. П о к а ж е м  это на п р и м е р а х .

П р и м е р  3. Требуется вы ч и сл и т ь  
объем £2 эллипсоид а

(в, Ь, с >  0 ). 

Реш им  относительно  г у р а в н е н и е

у2 «.2 *2
+  JL  _l _L =  1

а 2  т  t  £ г

П олучим  две непрерывны е ф у н к ц и и
Рис, 3G,

Они о п р ед ел е н ы  на множестве со т о ч е к  (*, у) ,  удовлетво 
ряю щ их неравенству

V* (/2

аг Ь* 5=5 *

Объем или трехм ерная  м ера  & р а в е н  кратном у ин
тегралу

\ - б х й у  (1?.
и

Чтобы  его вычислить,  надо д л я  лю бой  точки (х, у ) £ ( л  
п ро и н те гр и р о в ать  единичную ф у н к ц и ю  (равн ую  1 ) по г от

г « - с  ] / *  1 —  До г =  с * — ^ г — | г *  Р е з у л ь 

тат ,  зави ся щ и й  от (х, у),  з атем  н а д о  п р о и н тегр и р о в ать



по всем т о ч к а м  (х , */)£а>:

У  а» л»

^лгй(/£/г =  й х й у  (  е/г=*

0 г" т / |  ** "¿’
" К

=2сИ
1 г?ГГГ»Я г;

« 2с Ц ¿X ^ У 1
— (7 Л

П оследнее  р а в е н с т в о  в этой цепи сл е д у е т  из ф орм улы  (б). 
Д а л ь н е й ш и е  в ы ч и с л е н и я  требуют т о л ь к о  вл а д е н и я  техни
кой и н т е гр и р о в а н и я :

ь
-

а  а

о о

*я (^у еэ ~  У  а 2—  д:2 з ‘т / ^  =

а ;г/2

=  1 г [ йх  \  ^ ^ - х ^ с о ъ Ч (И

У
I соэ" { Ш

Д ал е е
,,  2пЬс Г „ л:21 [я 4 .

“ п7” I з"] | „ “ з яа6с-

П р и м е р  4. Н ай ти  объем части п а р а б о л о и д а  вращ е
ния й : г + { / 2 « ^ г < а 2 (рис. 37).

Т а к  ж е  к а к  в прим ере  3, имеем
а*

$ $5 й х й у й г  =  $ 5 й х й у  ^ йг,
“ о. ** + «/*



где (о— м нож ество  точек (л*, у) ,  у д о в л етв о р яю щ и х  н е р а 
венству х г 4- у2 ^ а 2, т. е. это  к р у г  р ад и у са  а.  Д а л е е  и м е е м

т{)
п Уаг — х*

^ ( а 2 —  х 2 — у 2)Ахс1у*=* ^ Ах  ^ {а2 —  х г ~ - у г) А у
- а  - к ^ г г г

а Уаг- х г
* « 4 ^ А х  |  ( а 2 — х а — у * )  ^ - 4 |  («а — х г) ^ ’1 й х ш

О С

л/2 л/2
. . .  Г  . , , ,  Г / 1 + С 0 5 2 П * , ,

( А : в А 8 1 П / ) в — . \ С034 / ^ = —  \ ( —2~2------ ) <Ц
о о

л/? л /2

+  I  сой2 2 * ^ « ^  +  ^  £  <1 - ь с о я 4 0 ^

по* . па* ж.л
: — ■ ' «*—  • .

3 ^ 6  2  *

П р и м е р  5. Н ай ти  объем  т е л а  О, огранич енного  п о 
верхн остям и  параболоидов с р а щ е н и я  х 2-\~у- =  г,  г  -= 

-  2  ( х2 -Ь у 2) и цилиндричес
кими поверхностями у  =  V х У 
у  =  х 2 (рис. 38).

Н а ш е  тело  пред ставляет  
собой «параболический баш 
мачок», который вырезаю т 
ц или н дри ч ески е  поверхности 
у  =  У х  и у  =  х 2 м еж ду  п а р а 
болоидам и вращ ения. Снизу 
баш м ачок  ограничен куском  
поверхности  г =  х” +  у 2, 
а св ерху  куском  поверх
ности п араболои д а  вращ ения  ^  
г =  2(лга 4 - у 2). П р о е к ц и я  это
го т е л а  Ф па плоскость (х, у)
дает  м нож ество  (о, состоящее из точ ек  (л*, у) ,  к о о р д и н а т ы  
к оторы х удовлетворяю т н е р а в е н с т в а м ;  х"
< У < У х .



Поэтому

2  ( х*  4 !/>)

пг(Л =  ^ ^ с 1 х ( 1 у ( ! г  ^  йг  =  (х3 +  у*)йх ёу= *
и о> (■>

1 У~х I

Аа ( ^ - х 3) +  ̂ - ( х 3/2 — х в) йх**
О х »  $

В ернем ся  сн ов а  к  интегралу  (1), за в и ся щ е м у  от п а
раметра.

Т е о р е м а  4. Е с л и  ф у н к ц и я  / (я,/у) непрерывна  и имеет  
непр еры вн ую п р о и з в о д н у ю  на  пр ям оу го ль ни к е

Д — [а ,  & ]х[с ,  й],

т о  ф у н к ц и я

л
Е  (х) $ /= (л, (/) ¿г/

имеет пр ои зв од ну ю  н а  отрезке [а,  6 ], причем

л

^  ( / ) ^ -  (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы долж н ы  д о к а з а т ь ,  что

а

Нш ^ 7“  (X, у) йу .  (»)
д* -► О <̂7

П р и м е н я я  р а в е н с т в о  (форм улу  Н ь ю т о н а — Л ей бн и ц а)

И
<р (х  -4- И) —  ф ( г ) »   ̂ <р' (х +■ и) йи,



имеем

■ j / ;  ( x , y ) d y  =  J А* ?у) d y — J / ;  (x , £/) rfj/

A*

£ ( *  +  «. i / ) ^  j rf/ /— i / )di /
в \  0 I t

(I A x

Т а к  к а к  /* (* ,  //) н еп р ер ы вн а  на Д, то о н а  б у д е т  и р а в н о 
мерно непрерывной на А, поэтому

! / ; ( * ,  у ) — / , ( * + « .  у ) I < в

к а к  только  | а  | | Д* ( <  <5 д л я  любых т о ч е к  (л*, у )  6  Д к
(х-Н*» #) €  Д* Н а  этом основании

Л
а

<1 А*

Дх

г  du d y * z z ( d — с)

при | Д л г | < 6 . Т а к и м  образом , равенство  (8 ), я  с т;чм 
'i (7), доказано .

Рассмотрим те п е р ь  более  общий, чем (1), и н т е г р а л
1|; (л)

F{x)*=  J  f ( x ,  у) dy ,  (9)
Ф  U )

где <г(х) и -ф(дс) —  н е п р е р ы в н ы е  на о т р е зк е  [а ,  Ь] ф у н к ц и и ,  
удовлетворяю щ ие неравенствам

<р (*) <  $  (х) (а <  х  <  Ь),

a f ( x ,  у) непреры вна д л я  всех точек [х, у ) ,  у д о в л е т в о 
ряю щ их неравенствам

a ^ x ^ l b ,  q> (х) ^  у  ^  у\: (х).

П о каж ем , что при у к а з а н н ы х  у с л о в и ях  ф у н к ц и я  Z7 (х) 
непреры вна на [а ,  Ь].

В самом деле,  заменим  в и нтеграле  (9) п е р е м е н н у ю  
ин те гр и р о в ан и я  у  н а  д р у г у ю  перем енную  и  при  помощи 
равенства

(*) +  "  [ 4‘ (*) —  <{ (*)] ( 1 0 )



П р и  «== 0  */ =  <р (*), при  и  =  1 у  =  ■ф (л:), d y  =  [T\-{x)— ф ( л - ) ] ^  
(х  ф и к с и р о в а н о ,  и ег о  мы считаем  постоянным при з а 
м е н е  перем енной).  С л е д о в а те ль н о ,

1

F  (я) « [ i j j  (х) —  ср (х)] I  f  (х,  ф (л;) +  и [ $  (я) —  <р (*)]) du.  (11)
и

З д е с ь  м н о ж и те л ь  ^  (* )— ф (лг) есть неп реры вн ая  ф у н к 
ц и я  от х £ [ а ,  b], а п о д  зн а к о м  и н те гр а л а  стоит н е п р е 
р ы в н а я  ф у н к ц и я  от т о ч к и  (х, и),  п ри н ад леж ащ ей  п р я м о 
у г о л ь н и к у  [ а ,  6 ] х [ 0 ,  1]. Поэтому сам и нтеграл  —  н еп р е
р ы в н а я  ф у н к ц и я  на [а ,  Ь] согласн о  теорем е 1. Ф у н к ц и я  
F (х)  б у д е т  непреры вной  на [а,  Ь], к а к  произведение двух 
н е п р е р ы в н ы х  функций.

Т е о р е м а  5. Е с л и  ф у н к ц и я  f  (х, у )  непрерывна вместе  
со своей частной  пр ои зводной  / ’. на

0.^ { а ^ х ^ Ь ,  q>(jc) <г/01'(*)}.

а ф у н к ц и и  ф, \j', ф ' ,  \р' непрерывны на  [а , Ь], то ф у н к 
ц и я  (9) имеет пр оизводную,  вычисляемую по формуле

F ' ( x ) ^  J  f'x (x,  y ) d y  +  f  ( x ) f ( x ,  ^ ( x ) )  —  <p'{x)f(x,  <p(x)).
<p(*>

( 12)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В в ед ем  вспомогательную  ф у н к 
цию

V

I  (х,  и ,  V )  =  I  f  (x, у) d y t
и

з а д а н н у ю  на м н ож естве  { а ^ . х ^ Ь Л ф (х) (х) \ .
С о г л а с н о  теорем е 4

У>а У-
и

И с п о л ь з у я  п рав и ло  ди ф ф ер е н ц и р о ван и я  и н те гр а л а  о пе
р ем ен н ы м  пределом  и н т е гр и р о в а н и я ,  имеем



Д а л е е  F  (х ) —  /  [х ,  <р (*), t|> (*)], [п о это м у  по п р ав и л у  диф 
ф е р е н ц и р о в а н и я  слож ной ф у н к ц и и  п о л у ч а ем
dF ^  di  (л)] д/  [ . . . ] Лр <?/[■..] ^
5 7  <Кг' ' Л/ ¿i* * Л' d.t

■ф (•»)
=  I  f fA x , y ) d y — f ( x , < t > ( x ) ) y ' ( x ) + f ( x , t y ( x ) ) t y ' ( x ) t 

ф(*)

что и тр е б о в а л о с ь  доказать .
П р и м е р  6 . Н айти  п роизвод ную  о т  ф у н к ц и и

х
F  (*) =  $ sin  {х% +  у %) dy.

х*

С огласн о  (12) получаем
д

F' (x)  ~  J  cos  {х2 -f- £/*) ■ 2 х  dy  +  1 -sinfje’ -f- х?)— ‘¿ х  sin(jca +  **). 
*•

§ 2.5. Д оказательство  су щ е ст во ва н и я  и н те гр а л а  
от непреры вной функции

Зададим на замкнутом ограниченном множ естве ÍJ пространства  
R n непрерывную функцию f  (л), x  =  (.vj, . . . .  *„). Считаем, что т й > 0 .  
Произведем два разбиения р и р' области Ü на измеримые части,  
пересекающиеся в каждом случае разве что по своим границам:

N  м

Q =  U Q*. Й -  и о;
* - ■  /  =  |  1

и определим соответствующие им интегральные суммы  

fe* i
м

5 . , '=  (т|' =  (Ч(. . . • » * £ ) € ^ ) -
í = i

Пересечение £2* и £2* обозначим через 

Очевидно,
N м N м

Sp= 2  n i * )  2 ¡ mQ« e S
А =  1 ¿ e l  k = l  / = !

Л! N  N  M

- v  =  2  /  (no 2  mQu = 2  2  f  <*i0
í  = 1  é  = 1  ¿ a l  ( s i

6  Я .  С . Б у г р о в ,  С . М . Н и к о л ь с к и й



Поэтому
iV м

i s „ - v i « 2  н я « ,
* = 1  /с)

где сумма 2 *  распространена на но пустые множества — ведь 
мерз пустого множ ества все равно равна нулю.

Так как функция f  (х )  непрерывна на замкнутом ограниченном 
множестве £2, то она равномерно непрерывна на нем, поэтому для  
любого е >  0  м ож но указать такое 6  >  О, что

I ' <*'>-'<*■> 1 < е Ь
для любых х удовлетворяющих неравенствам

\ х , — х в | <  б,

Будем считать, что разбиения р и р' таковы, что диаметры их час
тичных множеств меньше 6:

d(Qt ) < f i ,  d ( Q i ) < 5 .  ( 1)

Но тогда на не пустом множестве Q^i

| / (*. «) +  / ( * * ' ) - / <ч')1<

где

Ь«*=(А*. . . . » Я?/)

есть некоторая точка, принадлежащая к Q k[. Н о  тогда при выпол
нении усл ови я  (!)

(2)

что, как м ож но доказать, влечет существование интеграла от /  по&.  
В самом д е л е ,  зададим последовательность разбиений

л»
р<: ^ '  =  0  ( / = 1 , 2 ,  . . . )

/ = !
таких, что

max d (ni> ^  о - . <3>I
На основании свойств (1) и (2) дла  лю бого е >  0  найдется N 

такое, что

( V “  V I  < е ( ' .  " • > * ) ■
Но тогда ,  со гла сн о  критерию Коши, сущ ествует предел

lim S 0t =  f ,
i-* а>

Этот предел  не зависит от взятой нами последовательности р1, 
удовлетворяющ ей условию (3), потому что, если допустить, что для



некоторой последовательности р*' имеет место

Пт 5пг  =  ¡х Ф /, 
/'-*00

то последовательность разбиеиий

р 1 , р 1' ,  р 3 , р * ’ , р ’ ,

удовлетворяла бы условию (3),  а е й  соответствующая п оследователь
ность интегральных сумм

5 р1 , 5 р1'  , Йр» ,  5 р »'  * 5 р , ,

не стремилась бы к пределу, что противоречит у ж е  до к а з а н н о м у  не
равенству (2).

Если т£}  — 0 ,  то интеграл от /  на Й, очевидно, су щ еств ует  и 
равен  кулю.

§ 2 . 6 . Зам ена  переменных. Простейш ий случай

П о к а ж е м ,  как  в и д о и зм е н яе тся  и нтеграл  

$ $ / ( * , ' ,  х:)йх\йх.>,
и'

если  в нем произвести  за м е н у  переменны х

х\  =  ах^ +  Ьхг> 

х \ ^ = с х 1 +с1х2
о  =

'а Ь

0 )

( 2 )

Б удем  сч и тать ,  что Й ' — о б л а с т ь  в непреры вной  к у 
соч но-гладкой  границей  Г ' (ри с .  39).

х ,

Рис. 40.

П р ео б р азо в ан и е ,  обратное  к  (2), о т о б р а ж а е т  й '  н а  н е 
к о то р у ю  область  12 плоскости  х у% х ,  о к у с о ч н о -гл а д к о й  
г р ан и ц е й  Г (рис. 40). При этом  н а  £2 о п р ед ел ен а  ф у н к ц и я

?  (*!, х%) =  /  {ахг +  ЬхХ1 сх к +  <иД *в) £  Й).

с*



В в ед ем  в плоскости  л^, х г п рям оугольную  сетку  со сто 
ронам и к в а д р а т о в  Д д л и н ы  И, Она о тоб раж ается  при 
помощи уравнений  (2 ) ,  вообще говоря ,  в косоугольную  
с е т к у ,  дел ящ у ю  п л о с к о с т ь  х[, х* на равные п а р а л л е л о г р а м 
мы Д ' (образы Д), им ею щ ие площ адь  (пояснения ниже)

| Д ' | Н 0 | [ Д | - = Л * | 0 | -  (3)

Т ем  самым о п р е д е л е н ы  разбиения р, р '  соответствен
но  областей  О,

П оясн и м  р ав ен с тв о  (3) подробнее. П р ои зволь н ы й  к в а д 
р ат  Д о п р ед ел я е тс я  д в у м я  векторами (Л, 0),  (0, К), к ото 
ры е  будем считать  вы ход ящ и м и  из левой ниж ней  в е р 
ш ины  Д. П ервы й  в е к т о р  (направленны й отрезок)  совпа
д а е т  с основанием  Д , а  второй — с в ерти к альн ой  сторо
ной Д. П р е о б р а зо в а н и е  (2) о тоб раж ает  эти векторы 
соответственно  в в е к т о р ы  (а/:, сЬ), (Ыг, йН) —  стороны п а 
р ал л ело гр ам м а Д \  П л о щ а д ь  Д ' ,  к ак  мы з н а е м 1), равна

ак  с!г 

Ыг йк
| Д ' 1 -

Имеем

• V  ( / ) = 2 / ^ > ^ ) 1 д , 1 = 2 / : ^ . ' ^ ) 1 ^ 1 ' 1 д 1 =  5 р (\£>\п (4) 
( ( * 1 , * 2) € Д ,  ( * п  х д  €  Д ' ) -

Мы считаем , что в т о р а я  сумма в этой цепи распро
стр ан е н а  т о л ь к о  на полны е к вад р ат ы  Д с О ,  соответст
в е н н о —  п е р в а я  —  на соответствую щ ие им полны е п а р а л 
л ел о гр ам м ы  Д '  (см. за м е ч а н и е  4 § 2.1). П е р е х о д я  к  п р е 
д елу  в (4) при к  —► 0 ,  получим формулу

$$  / ( * 1 . х ^ й х ^ й х ' . ^  5 5  Р  (х1, х 2) \В\с1х^с1х2^  
и' и

х ^ й х г Ах1. (5)
а

В этом р а с с у ж д е н и и  м ожно считать,  что ф у н к ц и я  /  
н еп р ер ы вн а  на Р '  и т о гд а  ф ункция Р  будет  непреры вной  
па £2. Н о  этот р е з у л ь т а т  остается верным  и в случае ,  
к о гд а  /  о г р а н и ч е н а  на О ' и непреры вна всюду на И ' у 
и ск лю чая  о т д е л ь н ы е  точки  или ку со ч н о -гл ад ки е  линии.

В следую щ ем  п а р а г р а ф е  дается  общ ая ф орм ула  за м е
ны переменны х в к р а т н ы х  и н тегралах .

]) См. наш у к нигу  «Высшая математика, Элементы линейной  
алгебры и аналитической  геометрии», § 12,



§ 2.7. Замена переменных. Общий случай

О граничим ся сн ачала  двумерным сл у ч ае м .  Задади м  
две ф ункции

х\  =  ф (X/, X.), )

К  ^  6 ̂  (1)

имеющие н е п р е р ы в н ы е  производны е па з а м ы к а н и и  £> 
ограниченной о б ласти  о кусоч но-глад кой  г р а н и ц е й .  Будем 
считать,  что п р ео б р аз о в ан и е  ( 1 ) о т о б р а ж а е т  О  на неко
торую  область  {V о кусочно-гладкой  г р ан и ц е й  взаимно 
однозначно.

Зададим  ф у н к ц и ю  / ( * ' ) .  н епреры вную  на либо 
ограниченную  на О ' и н епреры вную  всю ду ,  исклю чая 
отдельны е точки  и ку со ч н о -гл ад ки е  л и н и и .

При этих у с л о в и я х  формула (5) § 2 .6  за м е н ы  пере
менных в кратн ом  и н те гр а л е  с о х р а н я е т с я ,  но роль  опре
дели теля  О т е п е р ь  у ж е  играет  о п р е д е л и т е л ь  Я к о б и 1)

D  (х)

Г?ф (Эф 
dr,

dtp
<)к\ дк%

Ф  0 ;/>(*,, дг2)

$ $ / ( * ; ,  x'.)dx't d x ; /  X t ) f  ^ ( x it x a)J |  D  ( x ) \ d x td x r
Q’ i}

(2)

О п р ед ел и те л ь  * | , о к отором  ш ла речь в § 2 .6 ,  тож е

можно р ассм атри вать  как  якобиан  линейной  системы

х\  =  a x i +  Ьх2, x ' * * c x i + c l x v

В трехм ерном  с л у ч ае  ф орм ула зам ен ы  п ер е м е н н ы х  и 
кратном  и нтеграле  в ы гл яд и т  следую щ им образом :

х й, х ' З d x ; d x \ d x 3 —
а1

*= *»■ X»)* Ф (^ 1 , JCB, X8), x ( x h  x t , *,)]x
u

x \ D ( x ) \ d x i d x i d x 3j (3)

*) К. Г, Я. Якоби (1804— 1851) —  крупный нем ец к ий  математик
и механик.



((*1 » -^2* *в) € Q),

где
% i  е =  ф  ( j i j ,  X t ,  Х а ) ,

x „  x s),

<  =  X ( * i i  *г* x *) )

— н е п р е р ы в н о  д и ф ф еренцируем ы е ф у нкции  на за м ы к а 
нии Q о б л а с т и  О с к у соч н о-глад кой  границей  и

д(р дф д<р 
d x t d x t  dxs  

cty <5lJ) ¿if  
dxx дхг

Oh dJk
д хх д х 2 дхя

D ( x ) ~

П ри этом  п р е д п о л а г а е т с я ,  что область  Q отоб раж ается  
на Q ' при  помощи (4) взаимно однозначно. П о-преж нему 
п р е д п о л а г а е т с я ,  что f  ( х ' )  н еп р е р ы в н а  на Q ' или о г р а н и 
чена на Q ' и непреры вна  на Q ',  исклю чая  конечное чис
л о  т о ч е к ,  к усо ч н о -гл ад ки х  линии  и к усочно-глад ких  по
верхностей .

1 ""S,
N,

f / щ я

/

У
\ /

■х.

Рис. 41,

На рис. 41, 42 изображены области £2 и £2' в плоскостях, соот
ветственно д:|, дг2 и х'г . Прямоугольная сетка, делящая плоскость 

на квадраты Д со стороной длины А, переходит в криволиней
ную сет к у ,  д ел ящ ую  Q' на криволинейные параллелограммы Д'.

Рассмотрим произвольный квадрат Д с г й  (рис. 43). Он отобра.  
ж ается при помощи преобразований (1) на криволинейный параллс. 
лограмм Л' (рис. 44). Из вершины Д ' ,  имеющей координаты (* ¡ 1 * 2) ,  
выпущены векторы, касательные к «сторонам» Д':



/  <х, = ф  (ДС£, х%),
( у г л о в о й  к о э ф ф и ц и е н т  к а с а т е л ь н о й  к  к р и в о й  < х  )  ПРИ

д у  I д у \  0
ф и к с и р о в а н н о м  * 8 р а в е н  ^ г / • ^ тн  в е к т о р ы  з а м е н я ю т  с о о т в е т 

с т в у ю щ и е  « ст о р о н ы *  « т о ч н о с т ь ю  ДО б е с к о н е ч н о  м а л ы х  в ы с ш е г о

%

(Х/1Х2^//)

(х,*Ь,хг)

О л )  • #

Рис. 43.

О' X]

Рис. 44.

порядка (при Л — * 0 !) .  Параллелограмм Д", построенный н;) этих век
торах, имеет точно вычисляемую площадь

\ 0 ( х \ , х ' г)
| Д* | = Л :

д х х дх\  

дф
дха дх2

-Л*
О  ( * , ,  хъ) *Ьг \ 0 ( х )  \.

Можно аккуратно показать, что площадь (двумерная мера.) криволи
нейного параллелограмма Д' имеет вид

|Л ' |  =  <|Я(*М +  ел ) й \

где величина В \  стремится к нулю при Н — » 0  ипритом р а в т м е р н о  
для всех квадратиков Д. Для каж дого  квадрата Д величина е,\ зави
сит от Д и стремится к нулю при Н — ► 0 .  Равномернооть стремления  
проявляется а том, что для любого в >  0  м ож но указать такое б >  0 .  
что

| <  в, УД с  И <  Ь.

Рассмотрим интегральную сумму функции / ( * ' ) ,  соответствующую  
разбиению 12', как на рис. 42. При эгом мы !берем сумму по «пол
ным* Д ' ,  т. е.  таким, которые соответствуют квадратам Д, полнисчыо  
принадлежащим к и  (Д с  £2). Тогда

2 '  / 1 * 0 1  Д ' ] = 2 Г / I V  М -  Ч> (*)) И и  (■*) | + в л ]  А* —

=  2 *  П ф  (* ) .  Ч1 1 0  ( * ) |  ^  +  'п  ^  $ /  1ф (* ) ,  Ч1 (*)]  \ £ > ( х ) \ 4 х .  ■

Здесь х '  — произвольная точка, п р инадлеж ащ ая  к Д' ( х ' £ Д 0 .  а х  — 
соотв етов ую щ ая  ей при помощи (I) точка, очевидно, принадлежа
щая к Д ( ж £ Д ) ,  Знак 2 /  обозначает, ч ш  сум м а расирос1уаиена на



полные квадраты Д (Д с  &). Далее

| / „ |  =  | 2 *  /  [ф ( х ) ,  ^  (^>]едЛ 2 | < М е  А » < М - е п . П
(Л1 &  I /  [ф ( * ) ,  ^  (ж ) ]  I ) ,

0 1  куда видно, что

г , '  —  0.
Л -* О

Итак, формула (2) доказана.

§ 2.8. Полярная система координат в плоскости

Л уч , вы х о д я щ и й  из заданной точки О, назы ваю т по
ля р н о й  осью,  а т о ч к у  О полюсом п о лярн ой  системы к о о р 
динат  (рис. 45). П р о и зв о л ь н а я  точка А  плоскости  имеет

О
Р ас ,  45.

п олярн ы е к о о р д и н а т ы  (р, 0), где р — р асстоян и е  от А  до О,

а 0 — угол м е ж д у  вектором  (направленны м  отрезком ) ОА  
и полярной  осью , отсчитываемый от последней против 
часовой с т р ел к и .

В ведем  п р я м о у г о л ь н у ю  систему к о о р д и н а т  х,  у,  у  к о 
торой п о л о ж и т е л ь н а я  ось х  совпадает  с полярной  осью 
(рис. 46).

Система у р а в н е н и й

. Y = s p c o s O ,  í / * = p 5 i n 0  (1)

осу щ е ст вл яет  п р ео б р азо в ан и е  п о л яр н ы х  к оо р д и н ат  в де 
ка ртовые (п р ям о у го л ьн ы е) .  П равы е части в равенствах
( 1 ) —  н е п р е р ы в н о  диф ф еренцируем ы е ф у н кц и и  с якобианом  

D  (*■ У) c o s O — p s í n 0  - ^ 0  ,9
D  (р ,  0) ' sin ü p c o s G  г • М

У р а в н е н и е
р = ф ( 0 ) ( в ^ е ^ е , ) ,

где ip (0) —  н е п р е р ы в н а я  на отрезке  [ 0 , ,  0 2] ф у н к ц и я ,  оп
ред еляет  в п о л я р н ы х  координатах  к р и в у ю  Г —  гео м етр и 
ческое место т о ч е к ,  полярны е к о орд и н аты  к о торы х  удов
летво р яю т этом у  уравнению .



Будем  считать ,  что 0 <  0 2— 04 ^ 2 л .  Т о г д а  к р и в а я  Г 
т а к о в а ,  что любой луч, вы ход ящ ий  из п о л ю с а  О под 
углом  0 к  оси х ,  где  0 ! <  0 <  02> 
пересекает  Г  в одной точке 
(рис. 47).

За д а д и м  в плоскости  х ,  у  об
ласть  О, о гран и ч ен н ую  лучами 
9 =  0 1 , 0 =  0а и кривой  Г. П р и  вы с
к а з а н н ы х  усл о в и ях  л ю бая  точ ка  
(х , у)  £ 0  соответствует при помо
щ и уравнений  ( 1 ) т о л ь к о  одной 
п а р е  (р, 0), где 0* <  0 <  0 а. П усть  
те п ер ь  на за м ы к ан и и  £2 нашей
области  £2 задана  н еп р е р ы в н а я  ф ункция  / ( х , у)  от  ( х у у) 
или  она м ожет бы ть  огран и ч ен н ой  на О и н е п р е р ы в н о й  
всюду, исклю чая отд ельны е  точки  и гл ад к и е  л и н и и .  Т о г д а  
имеет место равенство

е, *(9)
^ / ( я .  у)(1хс1у— ^ й 0  £ / ( р с о э Э ,  р Б т О ) р ф .  (3)

Рис. 47.

Согласно ф орм уле (2) § 2 .7  мы зам ен и ли  х ,  у  через  
р, б посредством равенств  ( 1 ) и ввели в к ач еств  м н о ж и 
т е л я  абсолютную величину  я к о б и а н а  } р J =  р. Д л я  о б л а 
сти  Q ' пар (р, 0 ), соответствую щ ей  исходной о б л а ст и  1 2 , 
ср а зу  ж е  расставлены  п р е д е л ы — сн ачала  и н т е гр и р у е м  по 
р от 0  до  ijj (0 ), а за те м  по 0  от до 02.

П р и м е р  1 .
2 Л  Н

е х р ( х а+  y 2) d x d y  —  J  d 0 $ e x p p “-pd p = *
х * + у * < К *  О О

R  R »

=  я  5 ехр  рМ (р2) =  (и =  ра) =  л   ̂eudu — n [e R1 —  1 ].

Мы следовали  ф орм уле (3). Н ад о  учесть,  что  о б л а с т ь ,  
оп р ед ел яе м а я  в д е к а р то в ы х  к о о р д и н а т а х  н е р а в е н с т в о м  
* 2 +  Уг <  Я 2> в п олярны х к о о р д и н а т а х  о п р е д е л я е т с я  н е 
равенством  р <

Ф орм улу  (3) м ож но  п о л у ч и т ь  из естественны х с о о б р а 
ж ений ,  не прибегая к общ ей ф орм уле  (2) § 2.7 .

П л о ск о сть  х, у  разбиваем  н а  элем ентарны е ф и г у р ы  
близким и  концентрическим и о к р у ж н о с т я м и  и в ы х о д я 
щ ими из полюса полярной  системы  лучам и (ри с .  48 ) .



П л о щ а д ь  произвольной  эл ем ен тар н о й  фигуры (возле  точки 
(р, 0 )) или ,  к а к  го в о р я т ,  элемент площ ади в п о л яр н ы х  
к о о р д и н а т а х ,  равна  с точностью  до бесконечно м алы х  
вы сш его  п о р я д к а  Д $ ~ р ф й 0 ( заш тр и х о в ан н а я  ф и гу р а  на 
рис. 48 м ож ет  бы ть  п р и б л и ж ен н о  принята за  прям о

у г о л ь н и к  со сторонами ф  и р£/0). П оэтому, если просум
м и р о в а т ь  по  этим элем ентам , то  получим

0)р£*р^ 0 ,
д р .  д о - * и Ü'

где
F  (р, 0) =  f  (р cos 0, р sin  0).

П р и м е р  2, В ы ч и с ли ть  интеграл

/ — s in  Vx, 'l -V y 2d x d y .
n ‘ < x ,  +  ¡ / , <  4л*

П е р е х о д я  к п о л я р н ы м  координатам  (рис. 49), получаем  

2 я  2 л  i n

/  =  J  J  s in  p - p r f p dd —  2 л  ¡¡ p s i i i p d p

=  (p =  11, s in  (> ф  ==  dv ) =  2 л  ^ —  p c o s p
2n in

- f  J eos р ф

s=s — 6л* s in  p |д' =s — (Зл\



§ 2.9. П о л я р н а я  система координат в пространстве

Система у р а в н е н и й

д- “  р cos 0 cos  (pt у  — р cos  0  s in  cp, z =  p  s in  0 ( 1 )

осущ ествляет  п ер е х о д  от п о л я р н ы х  (сф ер иче ски х ) ко ор ди
н ат  в п ро ст р ан с тве  к декартовы м  (рис. 50). Здесь  р — 
расстояние  точки  Р ( х ,  у ,  z)  до н а ч а л а  коорди н ат  (по
люса п о л я р н о й  системы), 0 — у г о л  м е ж д у  радиус-векто
ром р точки  Р  и его проекцией н а  п л о ск о ст ь  х , у , ф —  
угол м еж д у  у к а з а н н о й  п роекцией  и п о л о ж и т е л ь н ы м  нап
равлением  оси х .  Его отсчитываю т в том  направлении ,  
в котором надо  вращ ать  вокруг  оси г  ось  х ,  чтобы прийти 
к оси у  к р атч ай ш и м  путем. М ож но с ч и т а т ь ,  что 0 ¿  ф <  
< 2 л  и —  л / 2 < 0 < л / 2 .

Ф у н к ц и и  сп р а в а  в (1) н е п р е р ы в н о  диф ф еренцируем ы  
с якобианом

П усть  <т есть  поверхность ,  о п и с ы в а е м а я  в п о л я р н ы х  
к о о р д и н атах  ф у н к ц и е й  р =  ф ( 0 , <р) ((0 , ф ) € ю ), н е п р е р ы в 
ной на з а м ы к а н и и  области со, и п у с т ь  1 2 — тр ехм ерн ая  
область  п ростран ства  (х, у ,  г), о г р а н и ч е н н а я  п о ве р х 
ностью а  и конической  поверхностью , л у ч и  которой  в ы х о 
д я т  из нулевой точки  и опираю тся н а  к р а й  а  (рис. 51). 
Тогда  д л я  непреры вной  на £2 ф у н к ц и и  / ( х ,  у , г) имеет

X

Рис, 50. Рис.'  51.

co s  0 cos ф — р c o s t )  s in  ф —  p s l n 0 c o s < p |  
cos tí sin ф p COS 0  COS Ф —  p s in  0  S in  Ф S

D p cos 0
e= pa cos 0 . (2 )



место равенство
ij> (й, ф)

\ l \ t { x * y * z ) d x dy  J  F  (p, 0, <p) p1 cos 0 dp,
o u о

(3)

где F ( p ,  в, ф ) в / (pcosOcosrp, p c o s 0 s i n 9 ,  p slnO ).  Мы 
воспользовались общей формулой (3) § 2 .7 ,  учитывая 
равенства (1) и (2). В данном случае — я / 2 ^ 0 ^ п / 2 ,  
поэтому ра c o s  0 ^ 0 .

Чтобы н а г л я д н о  получить элем ент объема в полярны х 
к о о р д и н а т а х ,  рассечем  пространство на м алы е части кон
ц ен тр и ч еск и м и  ш аровы м и  поверхностями с центром в по
лярн ом  п о л ю се  (точке  р « * 0 ), п л оск остям и ,  проходящими 
через ось  г ,  и коническим и поверхностям и ,  о п р ед ел яе
мыми у г л а м и  0 и 0 +  d0 (рис. 52),  имеющими своей осью 
ось г .  Л е г к о  ви д еть ,  что полученны е при этом малые 
ячейки  м о ж н о  сч и тать  приближ енно  прям оугольны м и  п а
р а л л е л е п и п е д а м и  с ребрами p d d ,  dp,  p c o s 0 d f ,  поэтому 
их объем , о точностью  до бесконечно  малых высшего 
п о р я д к а ,

A v  =  р 2 cos У dp dQ d<p,

где (p, 0 , <p) —  о д н а  из точек ячейки .
П р и м е р .  В ы числить  тройной и н теграл

 ̂“ S S S хУг ̂ хо



где Q.— область точек с положительными координатами, 
ограниченная поверхностями л:==0, ¿/==0, г =  0, х2 +  у 2-[- 
+  2 * =  1 .

Введем полярные (сферические) координаты по фор
мулам (1), тогда для области (2: O ^ p ^ l ,  О ^ 0 ^ л / 2 ,  
0< !(р^л/2 . Согласно формуле (3) имеем 

я / 2  я / 2  I

/=~  ̂ rfcp Ц d0 J  p?cos3GsinOcosq>SHicprfp =
О О О

л / 2  Л /2  I

е=  ̂ —  COS ф d COS ф  ̂ — cos1 0 d  COS 0  ̂pi dp =s
О О О  
_  COS2 ф  л / 2  (  c o s 4 0

~  2 о

\_
48 •

А

§ 2.10. Цилиндрические координаты

Зададим в трехмерном пространстве прямоугольную 
систему координат х , у, г. Произвольная точка Л = 
= (х , у, г) пространства опреде- 2|
ляется также тройкой чисел (р,
0, г), где z — по-прежнему ее ап
пликата, а (р, 0) —  полярные ко
ординаты точки (х, у) плоскости 
хОу  в предположении, что поляр
ная ось совпадает с положитель
ным направлением оси х  (рис. 53).
Очевидно,

* = р с о з О Л  9  'N , 4'
í/ =  p sinO, I ( i )
г = г .  )

Якобиан этого преобразования
cos  0  — р s i n  0  0

л
8 X

Рис. 53.

D
D  ( х , i / , г)

Ü ( P ,  У, г)
sJ/i 0 р с o s 0 0 = р ^ 0 .  (2)

О 0 1

Формула замены переменных в этом случае записыва
ется так:
$$$/(*» у, z ) d x d y d z  я  /[pcosO, (>sin0, г ]р ф й (Ы г .

'2 '-У
Чтобы наглядно получить элемент объема в цилинд

рических координатах, рассечем пространство концент-



рическим и ц и л и н д р и ч е с к и м и  к ругов ы м и  поверхностям и , 
имеющими ось ю  о с ь  г ,  плоскостям и, проходящ им и  через 
ось г ,  и п л о с к о с т я м и ,  п араллельн ы м и  плоскости  хО у  
(рис. 54). Э л е м е н т  пространства ,  ограниченны й  этими 
п о в е р х н о стя м и ,  с  точностью до м алы х  высшего п оряд ка ,

Р ис .  54.

п р е д с т а в л я е т  собой прям о
угольн ы й  п аралл ел еп и п е д  
с ребрам и ф ,  ¿г ,  р^0 .  Его  
объем р ав ен  \ i dpd9dz .

П р и м е р .  Н а й т и  объем т е л а  О, ограниченного  поверх 
ностями

= ! ,  2 =  0 (а,  с >  0) (рис. 55).

К а к  нам  и зв е с т н о ,

V  =  тО. =  ^ \ ) йх ( 1у  с1г. 
и

В в о д я  ц и л и н д р и ч е с к и е  координаты (1), получаем

V — ^  ^ р й р й Ъ йг  =   ̂^ pdpdQ  5 =>
0 0 о

а



§ 2 . П .  Площадь поверхности

З а д а д и м  в трехмерном п р о с т р а н с т в е  R  =  R a, где о п р е 
делена  п р я м о у го л ь н а я  система к о о р д и н а т  х, у,  г ,  по
верхность  5 ,  описы ваемую  у р а в н е н и е м

z = f { x ,  у) ((х,  y ) £ G ) .  ( 1 )

Мы п р ед п о л агаем ,  что G есть  о т к р ы т а я  о гр а н и ч е н н а я  
область  п л о ск ости  х,  у  с к у с о ч н о -гл а д к о й  г р ан и ц ей ,  а  
ф у н к ц и я  /  имеет непреры вны е ч а с т н ы е  производны е

Р =  | -  Ч =  %  (2 )

па Р а з р е ж е м  G на части, п е р е с е к а ю щ и е с я  п о п ар н о  
разве  что п о  своим (кусочн о-гладк и м )  гран и ц ам

_ N
G - 2 G,.

i= i '

П усть  (Ху, у , ) — п р о и зв о л ь н ая  т о ч к а  G j ( j = \ ,  А7).
Ей соответствует  точка P¡ £ S  с к о о р д и н а т а м и  (x¡t y / t  / , ) ,  
где Dj). В точке P¡  п р о в е д е м  плоскость  L ¡ ,
к а с а т е л ь н у ю  к S .  Построим на г р а н и ц е  Gj  к а к  на н а п 
равляю щ ей  цили н дри ч ескую  п о в е р х н о сть  Г ,  с о б р а з у ю 
щ ей, п ар а л л е л ь н о й  оси г. О н а  в ы р е ж е т  в к ас ате л ьн о й  
плоскости  к у со к  lj.  П лощ адь  его  обозначим  через  11¡\.

По о п р ед ел е н и ю  площ адью п о вер х н о ст и  S  н азы в а етс я  
предел

N

\ S \ =  lim 2  I h \ -
m a x  d  (C  .) - »  0  /  «  I

К осинус острого угла н орм али  n¡  к 5  в  то ч к е  Р /  
с  осью г равен

eos {n¡,  г ) =  1 ¡ V 1 + р )  +  я),

где  к в а д р а т н ы й  корень  взя т  со  з н а к о м  4 - ,  a p¿, обо
значаю т  р е з у л ь т а т ы  подстановки в р ,  g  зн ачен ий  х -, y¿.  
Ведь  у р а в н е н и е  касательной  п л о ск о ст и  имеет в и д 1)

(2 —  */) —  р/  ( X  —  Xj ) —  q j  ( Y — yj )  =  О

и, сле д о в ате л ьн о ,  нормаль к  ней о п р е д е л я е т с я  вектором  
(— pj ,  — fy, 1). Очевидно, что G¡ е с т ь  п р о е к ц и я  l¡ н а

1) С м . н а ш у  к н и г у  «В ы сш ая м а т е м а т и к а , Д и ф ф е ре нци ал ьное  и 
и н те гр а л ь н о е  и сч и с л е н и е » , 8 .7 , 8 .8 ,



плоскость  х ,  у  и , следовательно ,  п л о щ ад ь  (двум ерн ая  
мера) G! рав н а

1 ° / 1 Ч  h | с о з ( я л  г), 

l i / I H G / 1 / l  +  Р) +  Ч‘,

И

|S | = .  lim 2 | / , |  =
т е х  d (Oy)—*• 0 / =  1

=  . l i m S  К Г +  K 1 +  p’ + tf*  dx  d  y,
max d (Gу )—► 0 / =  1 д

так  как  ф у н к ц и я  V 1 ф  н еп р е р ы в н а  на G,  а следо
ва тель н о ,  и н те гр и р у е м а .

Мы д о к а з а л и , '  что площ адь п о ве р х н о сти  S, описы вае
мой у р ав н ен и е м  П ) ,  вы раж ается  по ф о р м у л е

I S l ^ ^ V T + l n r + i n r d x d y .  (3)
о

Конечно, ес л и  поверхность  S  з а д а н а  при помощи 
ф ункции

х  =  (: (у,  г) ((у,  г ) £ Н ) ,  ( Г )

явно в ы р а ж а ю щ е й  зависим ость  х  от у ,  г,  то

IS  | =  5 S П  +  ( Ft )‘ +  (F-) ‘ d y  dz ,  (3')
н

а если S  з а д а н а  ф у н к ц и ей

у ~ Ф ( х л г) ({х,  г ) £ \ ) у ( Г )

то

| S |  =  S 5 r i  +  (®;)! + ( ® ; ) s d x * .  (3')
л

П р и м е р  1. Вы числить  площ адь  части сф еры х %-\- 
f/2 4 - г2 =  а 2, за к л ю ч ен н о й  внутри к р у гов ого  цилиндра

* 8 +  0* =  6а (6 < а ) .  ___________
В д а н н о м  с л у ч а е  z ^ ^ V q } — x i — у г. П у ст ь  Gb есть 

четверть  к р у г а  р а д и у с а  b с центром  в н ач ал е  к оординат



(рис. 56).  Согласно (3), у ч и т ы в а я  симметрию, н а х о д и м

1S- I = 8  1+ ( 7 з = е ? ) + (  V ä‘ dy
b П / 2

■Sa

о 0

f ) d p  dB

= * 2 л й [ ~ 2  (а *  —  р*)1/>|Д =  4 л а  (a —  V a %—  b * ).

П ри  b=*a интегралы в этой цегш надо поним ать  в н е 
собственном  смысле (см. д а л е е  
§ 2 .13).

П р ео б р азу е м  интеграл (3), 
с д е л а в  в нем подстановку 

* =  ф ( у ,  Ü), 1/ « Ф ( н ,  и)

( (« ,  о ) € Й ) ,  (4)
п р и в о д я щ у ю  во взаимно о д н о 
зн а ч н о е  соответствие о б ласти  
Q и G, в предполож ении , что 
<р и непреры вно  дифферен-
ц и р у ем ы  на Q  и якобиан

D { x ,  у)
D  (и , v) ф  0  на Ü. (5) Рис. 50,

П о д с т а в л я я  в формулу ( I )  в ы р а ж е н и я  х  и у  и з  (4 ) ,  
получим

г =  /[ф («, v), i|)(h, ü)] — x(«.  w)-
Тогда

с*Х <?/ <9ф . d f  öi|)
du д х  d u  ‘ д у  d u  '

д х __d f  д<р , d f  chj)
dv dx  до  д у  du

d f  d f
Р е ш а я  эти у р ав н ен и я  о тн о с и тел ь н о  p  =  ̂ ,  ¿7 =  ̂  и у ч и т ы 

вая  (5), получим

„  0  г> ! ° ( х » У) л  ° ( г ,  X)  ¡ р ( х ,  у)
P = t  D  ( и ,  v) j D (и,  с) '  D { u ,  v ) l  D ( u ,  v ) ‘

П оэтом у, прим енив к и н те гр а л у  (3) ф орм улу о з а м е н е



перем енны х (2) § 2 .7 ,  получим  

\S\ = \ \V W W + ~ q 'd x d ij =
а

—  1Т  л / \  I ( ° ^ '  ?> / р (*’ -У)у  I ( ° ( 2> х) I ° ( х > у Н У ,  
“ J J  У  . \  ^  ( u  » ü )  /  D  (и, v)J ' \ D  (и, v) I  D  (и, v) )

x\£$y>\dudv- (6)
Таким  образом , п л о щ а д ь  поверхности 5  вы р а ж а е т с я  

т а к ж е  формулой

'■ '- ‘ - я  / ш ш и й г * *  | 7 >

Г л а д к у ю  п о в е р х н о с т ь  S  можно з а д а т ь  п ар а м е тр и 
ч е с к и — при помощи т р е х  уравнений 

х  =  х ( и ч V), у  —  у( Ц)  ü), 2 =  г ( и ,  У) ((«, Г ) € ^ ) ,  (8 ) 
где  ф ункции  х, у,  г  им ею т непреры вны е частны е  произ
водны е на з а м ы к а н и и  Ü области Q зн ачен ий  (и,  v),  назы 
ваем ы х п ар ам етр ам и  S .  При этом п р е д п о л а га е т с я ,  что 
ранг  матрицы

*и Уа *
*v Уь г ф)

равен  2 для  всех т о ч е к  (и,  с) 6  £2. Это п о к азы в ае т ,  что 
имеет место н е р а в е н с т в о

О  (* .У)У  , ^ ( у ,  * ) У  , ( ? > ( * ,  х )
1 ) ( и ,  V)

В самом д е л е ,  это  неравенство  в ы р а ж а е т  тот ф а кт ,  
что для  любого (и,  и) €  SÎ по крайней  мере один из чле
нов суммы в л ев о й  части  ( 1 0 ) не равен  ну л ю ,  что эк в и 
валентно  тому, что оди н  из определителей  второго по
р я д к а ,  п о р о ж д ае м ы х  м атрицей (9), не равен  нулю.

Отметим, что т р и  у р ав н ен и я  (8 ) поверхности  S  можно 
за п и с а т ь  в в е к т о р н о й  форме:

г ( и ,  и) = * * ( « ,  v ) l  +  y ( u ,  v ) j  +  z ( u ,  v ) k ,  ( И )

где, таким  о б р а зо м ,  вектор  г  =  г ( и ,  у) (радиус-вектор  
точки  поверхности  5 )  зависит от д в у х  с к а л я р н ы х  п а р а 
м етров  и  и V.



Д и ф ф е р ен ц и р у я  рав ен ство  ( I I )  по и и по  v,  п о л у ч аем

( 12)
Г =: — I i  4 - — k
Г ° ди d u J ^  ди Я 'ди

дх , . ди ,  , дг  ,
r v 'лГ, J k -

В екторное п р о и зв е д е н и е  этих д в у х  в е к т о р о в  есть

r u x r v =

1 J k
дх dy дг
ди ди ди =
дх ду дг_
dv ди dv

( д г _ дх дг дх
\  ди dv dv ди

д у  дг    ду  5 2 ^ .
ди ди до ди '

. , г дх ду  дх ду
*  ‘ ди dv dv ди

О (и, г) 
D  (и,  t’)

. D  (г, х) 
r J  D  (и, v)

k  =

О (*. У)
D  (и,  у) ’

(13)

т. е. к вад р ат  д л и н ы  ве к т о р а  r a x r v о к а з ы в а е т с я  равен  
левой части ( 1 0 ):

D (* . г) у  j ( О  {г,  дг)  ̂а
I f ^ X r ^ J  — \ D { u , v ) }  v \ ' D{u, v)J  f \ D ( u , v )  

У равнения

x  — cos 0 cos ф, i/ =  c o s 0 sin<p, г  =  s in  0

определяю т сф еру р а д и у с а  1 с центром  в н у л е в о й  точ
ке (хг *{- £/* +  г * =  1). Мы видим, что всю сф ер у  м ож но  
за д а ть  в парам етри ч еском  виде едиными у р ав н е н и я м и .  
В явном виде, т. е. в о д н о м  из видов (1), ( Г ) ,  (1"), сфе
ру в целом, очевидно, з а д а т ь  н ел ь зя .  Т о л ь к о  о тд ел ь н ы е  
к у с к и  сферы, если они проек ти рую тся  о д н о з н а ч н о  на ту 
или иную координатную  п л о ск ость ,  в о зм о ж н о  о п и с а ть  в 
явном  виде.

С другой стороны, поверхность  S ,  з а д а н н у ю  п ар а м е т 
рически  при помощи уравнений  (8 ), всегда м о ж н о  в ы р а 
зить  явно, но т о л ь к о  ло к а л ьн о .  В самом д е л е ,  зададим  
какую -ли б о  точку  A £ S ,  соответствую щ ую  п ар а м е тр а м  
(и„, ув). В силу  у слов и я  (10) в этой точ ке  о д н о  из с л а 
гаем ы х  левой  части (10) больш е н у л я ,  пусть  первое .  П о  
тогда в окрестности  ( « „  уф) можно реш ить  п е р в ы е  два 
у р ав н ен и я  (8 ) относительно  и и v и получи ть

и =  Ъ( х ,  у) ,  v= * ii{x , у).



П о д с т а в и в  эти ф у и к ц и и  в т р е т ь е  урав н ен и е  (8 ), получим , 
что н е к о то р ы й  к у со к  сг поверхности  S ,  содерж ащ ий в себе 
т о ч к у  А , описы вается  явно  уравнением  вида

* « = / ( * ,  У)-

М ы видим, что п ара м е тр и ч ес ко е  за д а н и е  поверхности 
я в л я е т с я ,  вообщ е го в о р я ,  более общим, чем явное.

Е с л и  по вер х н о сть  S  з а д а н а  парам етрич ески  у р а в н е 
н и я м и  (8 ), то по определению  ее площадью  н азы вается  
ч и с л о ,  равное

я

З а м е т и м ,  что всякой  области  со, п ри н ад леж ащ ей  к  12, 
с о о т в ет ст в у ет  при помощи у равнений  (8 ) нек оторая  по
в е р х н о с т ь  o c i S .  Это кусок  поверхности 5 .  С огласно 
о п р е д е л е н и ю  (14) площ ад ь  а  равна

М  =  И  I r a x r v \ d u d v .  (15)
<ú

Я с н о ,  что если а  р а з р е за т ь  на два  к у ск а  а , ,  ст2, соот
в е тст в у ю щ и е  областям  (Oj, соа (ш =  о)г - f  ü)s), то

M s= n i r « x r *' id “ dv==t
b>

<= 5 5 | r u X  r v I d u  dv  +  5 5 I r u x  r  J  du  dv  =  | o,  | + 1 o a | .
<0, <0,

Э то  п о к а зы в а е т ,  что оп ред еление (14) обладает естест 
ве н н ы м  свойством  — п лощ адь  к у с к а  а  поверхности S  равна 
су м м е п лощ адей  к у с к о в  о, и а г, на которые он разр еза н .

П о д ч е р к н е м  т а к ж е ,  что если определение (14) пло 
щ а д и  | о |  прим енить  к к у ск у  о, проектируем ом у одно
зн а ч н о  н а  ту  или иную к оорди н атн ую  плоскость, то  оно 
э к в и в а л е н т н о  исходному оп ред елен и ю  площади та ко го  
к у с к а  ((3), (3 ')  или (3")). Это было д ок азан о  выше 
(см. (6 )).

П р и м е р  2. Н айти  площ ад ь  поверхности, заданной  
п ар а м е т р и ч е с к и :

.y г= /■ e o s  <р, у  =  г  s in  ср, г =  Ыр (0 < г < а ,  0 ^ с р ^ 2 л). 

Д а н н у ю  поверхность  назы ваю т геликоидом . Вычислим



якобианы ;
0 ( Х ,  у)

Г, 0 ( Х , Х )

D(r,<ï) • D ( r ,  ф)

D  (у, г) Isinqj г  с о з  ф
D  ( г , ф) =  I О Ь

COS ф  —  Г Sin ф

О Ь =  b cosq>, 

=  6 s in  ф.

Д а л е е ,
ГD ( x ,  у)  , ГD ( y ,  г )1 *  ГD ( x ,  г ) ' |*  2 , а

[Щ Г ф ) ]  + 1 ô F î ) J  + | b 7 ^ ) J  ° г + Ь -

Поэтому на основании формулы (14) имеем
2 л  а

| S  | =а  ̂^ Ÿ т% +  b* dr d y  => ^ ^ У  г* b2 d r  d y  =*
а о о

а

—  га +  ЬМг =  2л[^уК*г* + Ь '  4 -у 1 п  (а +  К /-а +i»a)^ 
о

=  л f a  I n ^ T ^ + g

§ 2 .12.  Координаты  центра масс

В про ст р ан с тве ,  где  введена п р я м о у г о л ь н а я  система 
координат ,  п усть  за д а н а  м а т е р и а л ь н а я  то ч к а  Р -~ (х 1, х г , л а) 
с массой М р . С т ат ическим  м ом ен т ом  этой т очки  отно
сительно плоскости  =  0 н а з ы в а е т с я  произведение М^ Х(  
и &Оо-л1ач ается  символом

К х. =  М р х {.

С тати ч ески й  момент отн оси тельн о  плоскости  л:( е=0 
конечной системы м атериальны х т о ч е к  Р / ^= (х\п, х # \ х У ')  
с массами о п р ед ел яется  равен ством

К , , - 2 л 1 , 4 ' ’-

Н ак о н ец ,  если  масса р а с п р е д е л е н а  по некотором у 
множеству б ,  то  ст ат ический м о м е н т  т ела О относи
тельно  п лоскости  Х/ваО о п р е д е л я е т с я  к а к  и нтеграл

/С*, =  5 р (Р ) x i d G=^ ^  р  (Я) х 1 й х 1̂ й х 2 
о о

где р ( Р) — плотность  р асп р ед ел ен и я  м ассы .



Центр т я ж е с т и  Р с т е л а  в  имеет координаты  4 ,  4 ) ,  
определяемы е рав ен с тв а м и

В частности , ес л и  п =  2 и О есть к р и в о л и н ей н ая  т р а 
пеция в плоскости  х 1% х г, о граниченная  св ер х у  графиком

ф ункции  лг2 =  /  (л:!) >  0  и снизу осью х 1, равном ерно  за  
полненная  м асс ам и  с  плотностью р ^ 1 ,  то  (рис. 57)

Ь I (ж,)

В правой  ч а ст и  (1) стоит объем те л а ,  полученного от в р а 
щ ения к р и в о л и н е й н о й  трапеции <3 о к о ло  оси

Т а к и м  о б р а зо м ,  мы получили и з в е с т н у ю  т е о р е м у  
Г ю л  ь д и  н а 1);

объем т е л а  вращ ения  равен площ ад и  криволинейной  
т р а п ец и и  О, ум нож енн ой  на д л и н у  окруж ност и , описывае
мой ц ен т р о м  м асс (тяж ести) этой т р а п ец и и  около оси

*) П ,  Г ю л ь д и н  (1577— 1643)— ш вейцарский математик.

Рис. 57.

ь

dXi dxa
G

mG a

Отсюда
b

(1)
a



Е сли  в  есть однород ная  (р =  1) к р и вая  х г =  { ( х 1) 
О, а  ^  х 1 Ь, то

 ̂ *2 ¿1 ^ /  (*1> Ш

гпй ггЮ *
где т С  —  длина кривой в п р ед ел а х  [а, Ь], Ш —  э л е м е н т
длины  дуги . Т ак  как  (11 —  У 1 +  / '  { х ^ й х ^  то

ь

4  -  ^  М  V 1 +  Г { х 1) Ч х 1

пли

2лх$тО = 2л  ̂ / (х:) V  1 Ч- /' (х^3 с1х (2)

В правой части (2) стоит  п лощ адь  поверхности  в р а 
щ ения кривой 0 ( х г =  [ ( х 1), а ^ х 1 ^ .Ь )  около оси Т а 
ким образом, рав ен с тво (2 ) д а е т  д р у 
г у ю  т е о р е м у  Г ю л ь д  и н а:  пло
щ адь поверхност и вращ ения  равна  
д ли н е  д у ги  кривой  б  (ха *= /  (х Д  
а ^ л ^ ^ Ь ) ,  умнож енной н а  д л и н у  
окруж ност и, описываемой ц ен т р о м  
масс эт ой кривой около оси

Теоремы Тю льдина п о зв о л я ю т  по

У. .

к ! А
-X7 о Я

третью . Например, если и звестн ы  Рис. 58.
координаты  центра тяж ести  и объем
тола вращ ения,  то можно о п р ед ел и ть  площ адь к р и в о л и 
нейной трапеции  и т. д.

П р и м е р  1. Найти к о орд и н аты  центра т я ж е с т и  к р и 
волинейной трапеции 0  =  {— ^  ^  х* ^  у  ^  Я*} 
(рис. 58).

П усть  Р с =  (хс, у с) — центр  тяж ес ти .  В силу  си м м етр и и  
ясно, что х с — 0 (мы считаем  р з 1 ) .  Н айдем  п л о щ а д ь  
трап ец и и  С:

шО =  ^ » . 2 / ? - 2 (л:а =

Объем тела ,  полученного от в р а щ ен и я  0  о к о ло  оси  х ,  
равен

л
V =  2 Я  • л Я 4 -  2л ^ {**)* с1х =  2лЯ> —  |  л =  |- п И ь--



Н а  основании  перв ой  те о р е м ы  Гю льдина

2 л  т в 4 « 2-

П р и м е р  2. Н а й т и  объем  тела ,  полученного  о т  в р а 
щ е н и я  к р у га  в  *= {х* 4 -  ( у — а )а < г 2} с центром  в точке 

(О, а ), радиуса г ( / - < а ) ,  о к о л о  оси х  
(ри с .  59).

Я с н о ,  что центр т я ж е с т и  к р у га  (од
нородного )  совпадает с его  геом етрич е
с к и м  центром, т. е. х с =  0, у с ^* а . П л о 
щ а д ь  к р у г а  т ( ? в = л г 8. П оэтом у  по п ер 
вой те о р ем е  Гюльдина

V =  2л а  ■ л  г2 «а 2 л  ъг 2а.

П р и м е р З .  Найти п лощ ад ь  п о в е р х 
н ости  т е л а  вращ ения,  рассм отренного  в 
п р и м е р е  2 .

Д а н н у ю  поверхность  м ож но  рассм ат
р и в а т ь  к а к  поверхность, п олученную  
о т  вр а щ ен и я  окруж ности  х г- \- ( у — а )2=  
— г* о к о л о  оси х .  Д л и н а  этой о к р у ж 

ности  равна  2 л л  П о это м у  по второй теорем е Г ю льдина

5  =  2 л а  • 2лг =  4 п 2аг

(центр  т я ж е с т и  о д н о р о д н о й  окруж ности  т а к ж е  совпадает 
с  центром  (0 , а) этой  о к р у ж 
ности).

П р и м е р  4. Н а й т и  центр  
т я ж е с т и  однород ного  ( р = = 1 ) 
п о л у к р у г а х* +  у 2 у  > 0 ; 
п о л у о к р у ж н о с т и  х г -\-у*= *
= К . \  У >  0.

И звестн о ,  что объем  ша-
А

ра р ад и уса  И  р ав ен  - ^ л / ? 3,

а п лощ ад ь  п о в е р х н о сти  ш а
ра р ав н а  4 л ^ а. П о  ф орм уле  (1)

' ^

/  у с/  г по
и с
У  ПК

J О X

Рис, 60. 

получаем  (рис. 60)

4Я 
З л ’

где  — орд и н а та  ц е н т р а  тяж ести  п о л у к р у г а .



П о формуле (2) д л я  о р д и н а т ы  у еп0 ц ентра  т я ж е с т и  
п о л у о к р у ж н о ст и  имеем

2 л(/?|0.л Я  =  ^по =  ^ -

М оменты. М ом ент ом  щ-го п о р я д к а  (<7 =  2, 3, . . . )  м а т е 
ри альн ой  точки Р  с массой М р о тносительно  п л о с к о с т и  
* , =  0  н азы вается  произведение

Е с л и  массы расп ред елен ы  по изм ерим ом у м н о ж е 
ству  С с плотностью р (Р),  то

/!?,’ =  $ х>Р ( Р ) й а  (1 - 1 , 2 , 3 ).
О

Е сли  <7 =  2, то соответствую щ ий момент в т о р о г о  п о 
р я д к а  н азы в а етс я  м ом ент ом  и н ер ц и и .

К ром е этого, м ожно р ас см ат р и в ат ь  моменты <?-го п о 
р я д к а  т е л а  б  относительно н а ч а л а  к оо р д и н ат

Г /   ̂ \ 0/ в
1 ^ = \ р ( Р ) ( ' ^ 1х П

относительно оси х { (1 =  1, 2 , 3). Н а п р и м ер ,  м ом ент  д-го 
п о р я д к а  относительно оси х-  ̂ з ап и ш ется

=  (х1 +  х1у/><Ю.
о

§ 2 .13.  Несобственные и н т е г р а л ы 1)

П у с т ь  ф у н к ц и я  и =  [ ( х )  з а д а н а  на за м к н утой  о б л а с т и  
О ( 6  =  б  и <?(3). Точка х° £  О н аз ы в а е тс я  особой т о ч к о й  
ф у н к ц и и ,  если в любой е-окрестности  точки  х°  ф у н к ц и я  
/  (дг) неограничена . П усть  (рис. 61) Ое « С \ £ /  (*°, е), гд е  
и  (х°,  е )— откры ты й ш ар  р а д и у с а  8 с центром  в т о ч к е  
х° ¡о (х,  а:0) — | х — .V0 1 <  е).

Е сл и  ф у н кц и я  /  (х) имеет единственную  о со б у ю  т о ч 
к у  на области С и н еп р е р ы в н а  на области  С 8 п р и  
Уе >  0 , то несобст венным ин т егр а ло м  ф у н к ц и и  /  (х) н а  О

*) В § 2.13  мы обозначаем точки дг, у  пространства светлы м  (не  
полужирным) шрифтом.



н а з ы в а е т с я  п р ед ел  (если  он существует)

lim f ( x )  dx =  J f  (x) dx,
e-*o  о  a

Г о в о р я т ,  что в с л у ч а е  сущ ествования  конечного п р е 
д е л а  ( 1 ) несобст венны й инт еграл сходит ся, а если  предел

( 1 ) не сущ ествует или равен  беско
нечности , то  расходит ся.

И н теграл  (1) н азы ва етс я  абсо
лю т но  сходящ им ся, если сходится  
и нтеграл

5 | /  ( * )  | А х  <  о о  (2 )

от  абсолютной величины ( * ) 1- 
Абсолю т но сходящ ийся инт ег

р а л  сходит ся. В самом деле ,  из 
абсолютной сходимости интег
р ал а  (2 ) следует ,  что пределР и с . 6 ! .

l im  5 |/(лс)| dx  су щ еству ет  и конечен. Но тогда, п ри м ен яя

к этом у п р ед ел у  п р и з н а к  Коши (относительно ф ункции  
от  одного  перем енного  е), получим, что д л я  любого т ) >  О 
н а й д е т с я  еи >  0  т а к о е ,  что

Л > S I / 1 d x —  $ 1 / 1  d x  =  5 \ f \ d x 7 *  $ f d x
n <v ' '

J / d x — J  f d x

GP, <?e.

( V e < e ' < e u).

И т а к ,  д л я  любого л  >  0  найдется  е0, так  что д л я  всех 
п о л о ж и т е л ь н ы х  г,  е '  , удовлетворяю щ их неравенствам  
О <  е <  е '  <  ев, им еет место

5 /  <1 *:— ^ /(¿х
о«

< Т 1-

Л это  п о к а зы в а е т ,  согласн о  к ритерию  К ош и, что суще
с т в у е т  п р ед ел  ( 1 ), т. е. сущ ествует несобственный интег
р а л  (I).

П р и м е р  1. И сс л ед о в ать  сходимость и н теграла



j a -

где а > 0 , x  =  ( x it x j ,  лг3), \ х \ г =  х] +  х \ - \ - х ^ ,  Q — единич
ный ш ар  \ х  | < 1  1 .

Р е ш е н и е .  Ф у н к ц и я  | * | ~ а и м еет  ед и н с т в е н н у ю  осо
бую точку  (0, 0 ,  0).  Поэтому, п е р е х о д я  к  п о л я р н ы м  к о о р 
динатам , получим

J | x | - a dx  — lim J \ x \ ~ a dx =
f i  e_*’ ° e < | z | < l

2n n/2 1

=  l im $ J J r2 c o s Q - r - a' drd0d<{=3
e- 0  у —я /2  e 

I л /а

1п п 2 л  [ r 2~a d r  Г cos Odd =  Пш 
e->Q J  _ 0/2

e H,n  4 £ L ( l _ e3- a ) = = i ^ / ( 3 - a ) ,  a  <  3, 
t-*-o ^ a  \  o o , a  >  3.

Мы д о к а з а л и ,  что интеграл  (3) с х о д и т с я  при  a  <  3. 
Е сл и  a  >  3, то  и н те гр а л  (3) р ас х о д и т ся .  П р и  а  =  3 ин
т е гр а л  (3) т а к ж е  расходится  (при в ы ч и с л е н и и  и н теграла  
по г п е р в о о б р а зн а я  равна  In г).

З а м е ч а н и е  1. В я-мерном п р о с т р а н с т в е ,  т. е. когда
П

|A-j2=  5 > f ,  и н т е гр а л  (3) сходится п ри  a  < п  и расхо- 
/ = i

дится при а  ^  п.
Если область  G иеограннчела  и ф у н к ц и я  f  (х) н епре

рывна на области  G ^ — G - U  (О, R)  при  лю бом  R  (рис. 62), 
то несобст венным инт егралом  по н е о гр а н и ч ен н о й  области  
G назы вается  число , равное пред елу

lim J /  (х) d x  =  J /  (х) d x .  (4)
Л -»®  g r  G

П р и м е р  2. И н т е гр а л  J | x | ^ a dx ,  гд е  G ^ = E Z\ U ( 0 , 1),

сходится при а  >  3 и расходится при  а  ^  3.
П ровод я  вы ч и с л е н и я ,  к ак  в п р и м ер е  1, получаем

л /2

\ [ x \ ~ a dx  — l im ^ | x j ~ a d x =  lim 2 л  Г r ~ air2d r  £ cosÖdO =
G * - >со Gr  Я '* *  V - П/3

lim —  1 ) =  /  ° ° ’ а < 3 '
а  \  4 п /( а  —  3), а  >  3.



П ри  а  =  3
R

J | х | ~ а  d x  п  Ihn  4л  J r ‘ l d r  =» Hm 4 л  ln /?  «  оо.
Q R - *  ao j R - *  x

З а м е ч а н и е  2. В я-мерном проотранотве  и н теграл

G * * E n \ U  (О,  1),
о

сх о д и тс я  п р и  а > л  и раоходится при а ^ п .

П р и м е р  3. И сследовать  и н те гр а л
00 СП

/ = » 5 5  е х р cixi  ^ х ^
и и

П о  о п р е д е л е н и ю  имеем

/  =  lim \ е х р ( —  х \ — x l ) d x i d x i ,
* - •  ая

где  =  * f > 0 , Xi  >  0 | — четверть  к р у га  ра
ди уса  R  (рис .  63). П ереходя  к п о л я р н ы м  к оординатам

x t =t г co s  ф, х 3 я г  э ш ф  ^ 0  <  (р <  ~  , 0  <  г <  R  j  t

D  {Xi, *t)
D ( r , y )  =  ’



имеем
R  я / 2

5 ех р  (—  х \ — x t ) d x i d x 2*= l \  е х р (—  г я) г d r d y
и о

' = -f- j  ex р ( -  г») ^  ^  ех р (-г«)

. =  £ [ 1 _ е х р ( - * > ) ] - - £ ,  / ? —  о о .

Таким образом ,

ехр (— *5— * 2) d X x ^ 2B=^-.

Но 
№ «№ ОС /ф  V у Св \ / Л \  2

Г dx'2) = ( f »
о и \ i  '  '

где несобственный интеграл о т  о д н ой  переменной с п р а в а  
( инт еграл П у а с со н а )  сходится.  П оэтом у  мы получаем

j e x p ( -  =
О

П р и м е р  4. Вычислить и н т е гр а л  
00

^ ех р  (—  а х %) {2ахг + 1 ) ~ * d x  ( а  >  0 ). 
о

И н т е г р и р у я  два  раза  по ч а ст я м ,  имеем

.-ах*  IN

' (20*4-1 )а

___________ , +  f  1 . е-а **  ( - ? « ■ - ■ )  d;c
4 а *  ( 2 c w * + 1 )  | е  ^  J  2 а * 2 + 1 ы л

е
N

• i e ' a I , 3 S =  d t ,=
.-ах*

4 а <  ( 2 а д : ‘2 +  1 )  е

,-ал* liV

' 4 а х  ( 2 а х * + I )  | е  4 а

/V
1 1 дг л

—  2 а  \ е-«*’* 
л  [в J

-адг* IN 1 л

е т 1  + r j e - a “ d x -



П ер е х о д я  к  п р е д е л у  п р и  е —*■ 0  и № —► оо, буд ем  иметь

однако неограничена на нем. При этом мы пр едп ол агаем ,  что при 
приближении к любым точкам окружности х * - \ - у 2 =  а* функция Р  
стремится к беск о н еч н о с ти .

Тогда для л ю б о г о  полож ительного  Ь <  а интеграл

сущ ествует ,  н о  интегр ал  от  Р  на Са в обычном (римановом) смысле 
не сущ ествует .  Мы ведь знаем, что из сущ ествования  интеграла по  
д а в римановском см ысле долж на следовать ограниченность Р  на Оа . 

Однако м о ж е т  случиться ,  что сущ ествует  предел

Предел  /  назы вают интегралом от Р  по  (?,  в несобственном 
сныслг  и обозначаю т как обычный риманов интеграл!

С »той ситуацией  мы столкнулись вря рассм отрении примера I 
э § 2 .11 .  П оды нтегральная функция в приведенном там интеграле 
непрерывна на откры том круге б в , но неограничена на Св .

Площ адь сферы / |, соответствующей С а , нам пришлось
определить п р и  п о м о щ и  не простого риманова интеграла, а н есоб
ственного интеграла

§ 2.14. Н есобственны й интеграл 
с особенностями вдоль линии

Пусть функция Р ( х ,  у)  непрерывна на открытом круго  

Ов =  < я2} (а > 0),



Мы рассмотрели пример н есобственн ого  интеграла,  когда п один  
тегральная функция неограничена вдоль л и н и и .  В преды дущ ем  па
раграфе были приведены  примеры несобственных интегр алов ,  когда  
подынтегральная ф ункция неограничена в окрестности точки.

§ 2 .15 . Несобственный интеграл, 
зависящ ий от парам етра1)

Р ассмотрим  несобственный и н теграл

F ( x )  =  [ f  (х,  у)  d y  “  
а 

=  5 . . .  [ I  (xit . Уи . . . .  yn)dy t  •••<*&,. (1)
Q

зави сящ и й  от п а р а м е т р а  х  =  . . . ,  х т). Б у д е м  считать,
что интеграл  им еет единственную  особ енность  в точке

=  ...........
Точнее, мы рассм атриваем  о б ласть  Q то ч ек  у  — 

=  (Уи  • ••» Уп) ^ -м ерного  пространства ,  по к оторой  про 
исходит и нтегрирование  и область С т о ч е к  х = ( x it . . . , х и ) — 
область  п арам етров .  Т ак  к а к  мы и н те гр и р у е м  по Q, 
а  в  дальнейш ем будем  интегрировать  и по G, то  будем  
считать, что обе области  Q и G о гр а н и ч е н ы  и имеют 
кусочно-гладкую  г р ан и ц у .  Что ж е  к ас ается  ф у н к ц и и  f ( x ,  у),  
то  п р ед п о л агае тс я ,  что она н еп р е р ы в н а  н а  G x Ü a),  за 
исключением точ ек  (х , у 9),  где  он а  им еет  особенность .

Н а  Q в окрестности  к аж д о й  точки  (х,  у °) ф у н к ц и я  
f  (х , у),  вообще го в о р я ,  неограничена .

Мы пред п олагаем ,  что несобственный и н т е гр а л  (1) 
сущ ествует д л я  всех x £ G .  Это значит,  что д л я  к а ж д о г о  
х  (¿G сущ ествует  конечны й предел

F  (х) =  lim F t {х) =  lim J f  {x,  y ) d y * = \ f  (x,  y)  d y , (2)
e-*-0 ¿e Д

где

F b (x )=* $/(■*. y) d y  <3)

и Qf = Q \ i /  ( i/°, e) есть  м ножество точ ек  t / £ ß ,  и з  к ото 
рого в ы к и н ут  ш а р  р ад и уса  е о центром  в т о ч к е  t/°.

J) В § 2 .1 5  мы обозначаем точки х ,  у  пространства светлым  
(не полужирным) шрифтом.

2) Символ G x Q  обозначает прямое п р о и зв е д е и и е  м н ож еств  G
и 12, т, е .  это м нож ество  всех пар (дг, у) ,  где x £ Q ,



В а ж н о  отм ети ть ,  что и н те гр а л  (3 )— это обы кновенны й 
и н т е г р а л  Р и м а н а  (собственный), и т а к  к а к  ф у н к ц и я  
f ( x ,  у )  н е п р е р ы в н а  на G x Q R при любом е > 0 , то д л я  
него в ы п о л н я ю т с я  известные свойства:

1) F r (x ) н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я  от х£<3.
2) З а к о н н о  м ен ять  местами п о р я д о к  и н те гр и р о в ан и я

J d x  J [ (х,  y )d y = *  J d y  J f  (x , y )d x .  (4)
G • “e О

3) З а к о н н о  диф(})еренцировать под зн а к о м  и нтеграла

y ) d y ^  y ) d y  (5)

К  '
при д о п о л н и т е л ь н о м  условии , что частная  п рои звод н ая

ЗТ* /  (х > У) н е п р е р ы в н а  на G x Q e.
В о з н и к а е т  вопрос, со х р а н я ю т с я  ли свойства 1)— 3) 

при е * » 0 , т. е. сохран яю тся  ли  они д л я  несобственного 
и н т е гр а л а  (1). Это, вообще го в о р я ,  не так .  О д н а ко  если

на с х о д и м о сть  F e (x) к F  (х) и ~  /%. к н алож и ть

д о п о л н и т е л ь н о е  условие  равном ерной  сходим ости, то 
с в о й ств а  1)— 3) со х р а н яю тс я .  В с в я з и  с этим п олезно  по
н я ти е  р ав н о м е р н о й  сходимости несобственного  интеграла .

П о  о п р е д е л е н и ю  инт еграл  (1) сходит ся равном ерно  
на  G  (и л и  по  x £ G ) ,  если

т.  е.

F & (х) F (х) (е —  0),

I f  (х* V ) d y - + \ f  (х.  У) d y  (а —  0)

р а вн о м ер н о  на  С.
Д р у г и м и  словам и , и н т егр а л  (1) сходит ся равном ерно  

на  О, если  вы полняет ся условие : д л я  любого  ц  >  0  сущ е
ст вует  е0 >  0  т акое , что

\ Р ( х ) —  (*)!=■

I [ f ( x ,  y ) d y —  $ / ( * ,  y ) d y  =  J  f ( x , y ) d y
I q  U„ el( iA  ej

(Ve <  e0, V x £ G ) ,



К  равном ерно  сходящ им ся и н т е г р а л а м  м ожно п р и м е 
нить  теори ю  равномерно с х о д я щ и х с я  п оследовательностей  
ф ункций , св я за н н у ю  с теорией равном ерно  с х о д я щ и х с я  
рядов.

Мы зн аем ,  что если п о с л е д о в а те л ьн о ст ь  ф ункций  F n (х) 
(я =  1, 2, . . . ) ,  непрерывных на м н ож естве  G, сх о д и т с я  
равном ерно  п а  G, то п р е д е л ь н а я  ф у н к ц и я  F  (*) н еп р е 
рывна па G, и тогда

1™  \ F „ ( x ) d K ^ S F  ( x ) d x .  (6 )
Л -»-СО  Q  ( J  V

Мы зн а ем  т а к ж е ,  что если д о п о л н и т е л ь н о  считать,  что

частные производны е ^y F n {x) су щ е с т в у ю т  и н еп р е р ы в н ы

на G и, к р о м е  того,

Щ р п( х ) - Ч ’ (*) ( * £ G ) T

равном ерно  на G, то ф у н к ц и я  F  (х)  имеет п р о и зв о д н у ю  

~ F ( x ), р а в н у ю  ф(*):

=  (Vat е  G).

П ри док а зате л ьс тве  этих св о й ств  не имеет з н а ч е н и я  
тот  ф а кт ,  что п,  возрастая ,  п р о б е г а е т  н а т у р а л ь н ы е  ч и сла .  
М ож но считать  т а к ж е ,  что п = г  с тр ем и тс я  н е п р е р ы в н о  
к нулю  (е —*-0). Поэтому у к а з а н н ы е  свойства а в то м ати 
чески п ер е н о ся тся  па равномерно с х о д я щ и е с я  несобствен
ны е ин тегралы .

Т е о р е м а  1. Е сли  инт егр а л  (1) равном ерно  сх о д и т ся  
на G и ф у н к ц и я  f ( x ,  у) непреры вна  н а  G x Q ,  за  и с к л ю 
чением т очек  (лт, у"), т о и н т е гр а л  ( 1 ) ест ь непреры вная  
ф у н к ц и я  от  х . П р и  этом

y ) d y = * \ d y \ f { x ,  y ) dx .
G U "  П

В самом д е л е ,  из непреры вности  F e (х),  Ve >  0 ,  и р а в 
номерной сходимости F g ( x ) —* F ( х) ,  е —»-0, па G сл е д у е т ,

7  Я .  С , Б у г р о в ,  С . М . Н и к о л ь с к и й



что /*(.*:) н е п р е р ы в н а  н а  5 .  Д ал е е ,

J d x  J f  (х, у )  d y = ^  F  (х) dx*=  lim J  F E (x) d x  »
0  Ü G e -*0 G

*= lim [ d x  \ f  (x ,  y) d y  =  lim \ d y \ f  (x , y )  d x  =>
e^l*G Ue « -« f t ,  G

y ) d x -
и  G

В этой цепи м ы  воспользовались  (во втором равенстве) 
формулой

J  F a (х) d x —> ^ F  (х) d x  (е —► 0 ), 
а о

верной, потому что F z и F  н епреры вны  на С и F ? —► 
равномерно на G, и (в четвертом равенстве) ф ормулой (4).

Т е о р е м а  2. Е с л и , кроме т ого, чт о вы полняю т ся  
условия т еоремы  1 , извест но, что част ная производная

щ ! ( х > У) неп р ер ы вн а  на G x Q ,  за  исклю чением  точек 

(х , у а), и и н т е гр а л

y ) d y12

равном ерно с х о д и т ся  на G, то имеет  м ест о равенство

7 ( * .  У)аУ * = \ д г ? ( х * У )0 У' (?)
и Н

т. е. законн о  диф ф еренцироват ь под зн а ко м  инт еграла. 
В самом д е л е ,

Во втором  р ав ен с тве  этой цепи п рим енено  свойство: 

если ф у н к ц и и  Е е (х) и ~ Р г (х) н еп р е р ы вн ы  на О и обе 

при е “+■ 0  р а в н о м е р н о  сходятся  н а  О соответственно к 

Р (х)  и ^ ( х ) ,  то  Р  (х) =  д|?(лс) на С. В четвертом  равенст

ве прим енено св ой ств о  (5), верное д л я  любого е > 0 .



С ледую щ ая  теорем а дает  достаточный п р и з н а к  равно* 
мерной сходимости несобственного и н те гр а л а  ( 1 ).

Т е о р е м а  3 ( п р и з н а к  В е й е р ш т р а а с а 1) ) . Е сли  
ф у н к ц и я  /  (х, у) непреры вна  « а  б Х & ,  за исклю чением  т очек  
(*. У0) (*/°€ЭД, и удовлет воряет  на  в  х &  н е р а вен с т ву

1/ ( * .  ^ ) К ф ( ^ )  С * е б ) ,  (8 )
где инт еграл

|  Ф { у ) Лу  < ° °  <8 ')

сходит ся, то инт еграл  ( 1 ) р а вн о м ер н о  схо д и т ся  н а  б .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  З а д а д и м  т ) > 0 .  В с и л у  с х о д и 

мости и н теграла  (8 ' )  н ай д ет ся  е0 > 0  т а к о е ,  что

5 Ф (У) &У 5 Ф {у) ¿У < т ]  ( У е < е 0),
ОП̂ <4/в. е) П\йв

поэтому, если е <  е '  <  е0, то

Я > £ Ф((/)^1/— $ 4>(у)(1у\ =  ̂ Ф (У) ¿У□\це. а\о8 | яв\яе»
(Уе, е '  <  е„).

Н о  тогда в силу  (8)

5 ф ш у > $ ¡(х, у) Ау — (л:) —Яй- (х)

д л я  любых е, е ' < е 0 и лю бого  х $ в .
Мы получили условие  К о ш и  д л я  рав н о м е р н о й  с х о д и 

мости Р , (*) при е —► 0 на б .  Это п о к а зы в а е т ,  что  им еет 
место рав н ом ерн ая  сходим ость

П р и м е р  1. И н тегр а л  
1

-ф (а) =  ^ х а ~! А х (а >  0 ) (0 )
(I

сущ ествует для  любых а > 0 .  П р и  0 <  а <  1 т о ч к а  л* =  0 
особая ,  а при 1 н а  о т р е з к е  [0 , 1 ] п о д ы н т е г р а л ь н а я

х) К . Т, В , Вейерштрасс (1815— 1897)— выдающийся нем ецкий  
математик,



ф у н к ц и я  н е п р е р ы в н а  и и н те гр а л  н и к а к и х  особенностей 
не имеет.

Д л я  в ы я сн е н и я  вопроса  о равномерной сходимости не
соб ст вен н о го  и н те гр а л а  мы д о л ж н ы  оценить  интеграл

5 х а~ 1 й х
о й

^  ( « >  0 ).

к о т о р ы й  п р и н я то  н азы в а ть  ост ат ком  инт еграла , соответ
с т в у ю щ е г о  особой то ч к е  х  =  0. Д л я  произвольного  1) >  0 
н е в о з м о ж н о  подобрать  вп >  0  т а к ,  чтобы остаток бы л  м ень
ш и м  г], У а > 0 , Уе <  е0, потому что при любом ф и к си р о 
в а н н о м  е

1п п е в/ я в о о  [а >  0 ).
а -»0

П оэтом у  и н те гр а л  (9) сх о д и тс я  неравном ерно  относи
т е л ь н о  а  >  0 .

О тм етим , что ф у н к ц и я  х а~1= у  (х, а) н еп р ер ы вн а  на 
< 0 , Ц Х [ 0 , 1 ] .

Д а л е е  очевидно, что д л я  0 < о ,0 ^ а ^ 1  и н теграл  (9) 
с х о д и т с я  равном ерно .  В самом  деле,  если то  на
о т р е з к е  [ 0 , е], где 0  < е <  1 , л 0 " 1 а интеграл

г р,а °
\  X е * - 1 й х  « 8 ----  <  оо;

Оо

по это м у  по п р и з н а к у  В ей ерш трасса  и нтеграл  (9) равно
м е р н о  сход ится  д л я

И т а к ,  и н те гр а л  (9) есть  н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я  н а  [ а 0, 1], 
с л е д о в а т е л ь н о  на (0 , 1 ], т а к  к ак  о „ > 0  произвольно .

Е с л и  а >  0 , то  и н те гр а л  (9) м ож но  диф ф еренцировать  
п о д  з н а к о м  и н т е г р а л а ,  т. е.

] 1 

(а) — ^̂ х а~ 1(1х * = ^ х а~1\пхс!х. (10)
и о

В  самом  деле,  т а к  к а к  \т\хк 1пх*=*0 ( Х >  0 ) ,  то’ф у н к ц и я  
*-*■0

I х х \пх,  х  >  0,
М' (Л:)“ \  0 , * . =  0

н е п р е р ы в н а  на [0 , 1 ] и, сле д о в ате л ьн о ,  о г р ан и ч ен а  на 
[0 ,  1]. П оэтому д л я  0 < а 0 ^ а ^ 1

\ха" 11пх\ ^  |ЛГЯ“ *“ 1 / /ЛГХ ]п д: | | *-11



и и н теграл  
8

<  ^  (О < * < ( 7 0).

Отсюда по п р и зн а к у  П ей е р ш тр ас са  и н т е гр а л  спрлпа

в (10) рапном ерно  сходится. Д а л е е  ф у н к ц и я  ^ x a~ L ^

— х а~1 1пх  н еп р е р ы в н а  на [0 , 1 ] х [ 0 , I ] ,  за  исключенном 
точек с, д = 0 , поэтому, согласно т е о р е м е  2 , ф орм ула ( 1 0 ) 
верна.

И н т е гр а л  (1) м ож но  рас см ат р и ват ь  д л я  неограниченной 
области Ü, сч и та я ,  что ф у н к ц и я  /  (х,  у)  непреры вна  на 
м ножестве G x Q  точек (х,  у).  Т ак  к а к  о б ласть  °  неогра- 
пичена, и н те гр а л  ( 1 ) к а к  риманов не сущ ествует ,  но он 
м ожет сущ ествовать  в несобственном см ы сле ,  к а к  предел

lim F r  (х ) =  lim \  f ( x ,  у) d y = \  f  (х ,  y ) d t j  —  F ( x ) ,  ( 1 1 ) 
к-»» -iD л’ А

где Q f<r=9.r}U  (О, R ), U  (0 , R )  —  m ap g центром  в п у л е 
вой точке р ад и у са  R .

Мы считаем , что

F r {х )=> $ /  (х , у)  dy

и что сущ ествует  п ред ел

lim F r  (х ) «  F (дг) <= \  f  (х,  ф  di/
R - + оо J

д л я  всех x £ G ,  т. е. считаем, что и н т е г р а л  ( И )  к а к  н е 
собственный сущ ествует  для всех x £ G .

В данном  с л у ч а е  говорят,  что особой  т очкой инт ег
рала  ( 1 1 ) являет ся бесконечно у д а л е н н а я  т очка.

По о п р ед ел е н и ю  интеграл  (11) н а з ы в а е т с я  равном ерно  
сходящ им ся , если  F r (х) —*■ F {х),  R  —► со ,  равномерно о т 
носительно х  €  G.

Т а к  же к а к  в случ ае  конечной особой  точ ки ,  д о к а з ы 
вается ,  что д л я  непреры вной на G x V  ф у н к ц и и  / ( х ,  ф  
и н теграл  (11), если  он равном ерно  с х о д и т с я  на G,  есть 
н еп р е р ы в н а я  ф у н к ц и я  от х  $  G.  Д а л е е ,  если  G —  о г р а 
ниченная  о б л а ст ь  а к усочно-гладкой  г р а н и ц е й ,  то  имеет



т а к ж е  место рав ен с тво

J d x  I  f  (х,  y ) d y = ] d y [ f  (х,  у)  dx.
G а  ' . ¿ о

Е сл и  —  н еп р е р ы в н а  на Й, и н т е гр а л  по £3 от ~ —

равномерно с х о д и т с я  по * £ 0 , то  ( 1 1 ) м ож но  дифферен
ц и ровать  п о д  з н а к о м  интеграла

y ) d y  =  $ £ - f ( x ,  y ) d y  
о и

П р и м е р  2. И сследовать  и н теграл
Ф

I  {х) =  J  xe~ * ? d y  ( ; с > 0 ).
и

О чевидно ,  что / ( 0 )  =  0, а при х > 0
R

/  (*) »  lim \  хе~*У d y =  Hm ( —  е~жУ) ^ — 1.
Н~* сс q R-+ ео

Т а к и м  о б р а зо м ,  ф унк ция  /  (х) р а з р ы в н а  на [0, оо). Это 
св я за н о  с те м ,  что наш  интеграл сх о д и тс я  неравномерно: 
о статок  и н т е г р а л а

сб
5 xe~xy d y ~ e ~ Rx 
к

не ст р ем и тс я  к  н у л ю  при любом ф и к си р о ва н н о м  R  и х  —*• О 
(он стр ем и тс я  к  1 ).

П р и м е р  3.  Г а м м а - ф у н к ц и я .  И нтеграл
00

Г (а) =* J x a~ le ~ 4 d x  (12)
о

н а з ы в а е т с я  га м м а -ф ун к ц и ей  или  эйлеровы м инт егралом  
вт орого р о д а .

П ри  а  ^  1 ои им еет особую точку  л: =  со , а при 0 <  а  <  1 
он и м еет  д в е  особые точки л: =  0 , х  =  оо.

П р и  и сс л е д о в а н и и  этого и н те гр а л а  удобно р азло ж и ть  
его на д в а  и н т е гр а л а

I СО

Г  (а) =  J x tt~1e~x d x  +  J x a~ le ~ * d x .  
о 1



Т а к  к а к  д л я  0 1 им еем  x tt~xe~*  то  ( к а к
это видно из прим ера  1 ) первы й  и н те гр а л  равном ерно  с х о 
д и тся  д л я  всех а ^  а0 >  0 , к а к о в о  бы ни было число  а 0 >  0 . 
В торой  и н теграл ,  очевидно, сх о д и т с я  д л я  в с я к о го  д е й 
ствительного  а.

Е сли  а 0— любое число, то  д л я  а ^ . а 0

х а~ 1е~х ^  х а*~Ч~х  (1 ^  х  <  оо),

и т а к  к а к
се

J х а»~ге~х d x  <  оо,
I

то  по п р и зн а к у  В ейерш трасса второй  интеграл  р а в н о м е р н о  
сходится  V # ^ a 0. О днако  сходим ость  этого и н те гр а л а  п р и  
любом а не я в л я е т с я  равном ерной .

Н а п р и м ер ,  при а  >  1 и R  >  1
СО ®

^ x a~ le ~ x d x ^  R a~ x j  е ~ х d x & R a~ 1e ~ R —► оо
R R

при a - ^ - t - o o  и любом ф и к си р о в а н н о м  R .
П р и  а  >  1

СО
Г (а) =  J x a~le~*dx= 3

о

=  Urn I —  х а~1е~к |^ +  ( а —  1) Слта ” 3е -лг ¿¿дс i  == (а —  1) Г ( а — 1).
R - *  со [  0  )

П оэтом у при а  =  я  н ат у р ал ь н о м  

Г ( n +  1) — пГ  (п) =  д (п —  1) Г ( п —  1) =  . . .  =  Г (1)
Ф

=  м! ^ е~*  d x  «  п \ ,
о

о т к у д а  видно, что гам м а -ф у н кц и ю  естественно р а с с м а т р и 
в а т ь  к а к  обобщение ф а к т о р и а л а .



Г Л А В А  3

ВЕКТОРНЫЙ А Н А Л И З

§ 3 , 1 .  Кусочно-гладкая ориентированная кривая

К р и в а я

н а з ы в а е т с я  непреры вн ой  кусочно-гладкой , если ф ункции 
Ф, х н епреры вны  на [а, Ь] и отрезок  [а, Ь] можно 
разб и ть  на конечное число частичных о тр е зк о в  точками

т а к ,  что на к аж д о м  из них функции ф, \\\ % имеют не
п р ер ы вн ы е  п р о и зв о д н ы е ,  одновременно не равны е н у л ю 1).

Н а  рис. 64 и зо б р а ж е н а  н епреры вная  кусоч н о-глад кая  
к р и в а я .  В точ ках  А< и А 2 она непреры вна, но пронзвод-* /,.Ч . > , . . « . .4

В этом смысле г о в о р я т ,  что Г есть о р иен т ирован ная  к р и 
вая. П о р я д о к  с л е д о в а н и я  обозначают на р и су н к е  стрел 
кой  (рис. 64) —  ко гд а  I непрерывно возраст ает  от а  до Ь, 
т о ч к а  (лг, у , г) д в и ж е т с я  по Г в направлении  стрелки.

*) См. нашу книгу «Высшая математика. Д и ф ф ер ен ци альн ое  и 
интегральное исчисление» ,  §§ 4 .2 ! ,  7.3.

2

А
& рода!).

ные ф ' ( /), г|з' ( /), %' (I) все или не
которые те р п ят  р азр ы в  (первого

О,

Рис 64.

К ривую  (1) мы будем обозна
чать одной буквой ,  например, 
буквой Г. Обычно Г обозначает 
не только  геометрическое место 
точек (х ч у , г), оп р ед ел яе м ы х  у р а в 
нениями ( 1), но и п о р яд о к  следо

вания этих точек, когда ( н епре
рывно возрастает  от а  до Ь (а <  ¿!).



Е сли  /е = Х (т )  есть  ф у н к ц и я ,  имею щ ая н е п р е р ы в н у ю  
п олож ительную  п р о и зво д н у ю  на некотором  о т р е з к е  [с , с/] 
и при этом Я(с) =  а ,  Х(с1)*=Ь, то уравнение

г ( М т ) ) « ф [ Ч т Ж  +  г1- [ М т ) ] у  +  -х [М т)]А  ( с < т < « 2) ( Г )

о п р ед ел яе т  ту  ж е  о р и ен ти р о ван н у ю  к р и в у ю , что  и Г. Ее 
обозначаю т той ж е  бу к во й  Г, то л ь к о  г о в о р я т  в с л у ч ае  
урав н ен и я  (1), что Г о п р ед ел я е тс я  п ар а м е тр о м  I ,  а в с л у 
чае ( Г )  —  парам етром  т. В обоих с л у ч а я х  п р и  в о з р а с т а 
нии ? о т  а до Ь или возрастании  т  от с до  с1 соответст
вующие точки Г д в и ж у т с я  в одном и том ж е  н а п р а в л е н и и .

Д р у г о е  дело, если соверш и ть  зам ену  / =  Я (т ) ,  где X (т) 
имеет непреры вную  отр и ц а тел ь н у ю  п р о и зв о д н у ю  на о т 
резке  [с, ё] (с <  ¿!). В этом  случае  К (с) =  6 , Х( й )  =  а,  н 
при непрерывном в о зр астан и и  т  от  с до с1 п а р а м е т р  I 
б уд ет  убывать и ст р е л к у  на пашем геом етрич еском  объекте  
придется  н аправить  в д р у г у ю  сторону.

Поэтому к р и в у ю  ( Г )  в случае ,  когда Я ' ( т ) < 0 ,  мы 
будем обозначать другим  сим волом  Г_ и г о в о р и т ь ,  что Г_  
есть  т а же к р и ва я , что и  Г, но о р и ен т и р о ва н н а я  в п р о 
т ивополож ную  с т о р о н у .  И ногд а  исходную  о р и е н т и р о в а н 
ную к ри вую  мы будем обозн ач ать  символом Г+-

О риентированная  к р и в а я  (1) н азы ва етс я  за м к н у т о й  
или зам кн ут ы м  к о н т у р о м ,  если г { а ) ~ г { Ь )  и л и ,  что все 
равно, если

Ф(а ) — Ф Ф) > («) =  %(а) =  х Ф) -

Иначе говоря , когда  зн а ч е н ие  п ар а м е тр а  I  н е п р е р ы в н о  
возрастает  от а  до Ь, соответствую щ ая т о ч к а  (.х , у , г) 
проходит  в пространстве 
непрерывны й путь ,  нач и
наю щ ийся и кончающийся 
в одной и той ж е  точке .
Е сл и  при этом к р и в а я  Г в 
д р у ги х  точках  сам а себя
не пересекает ,  то  она на- \ /  а) 5)
зы в а е т с я  за м кн ит ой  само- 
непересекающ еися к р и во и . * ис' ио*
Н а  рис. 65, а и зоб раж ен а
з а м к н у т а я  са м он еп ересекаю щ аясп  к р и в а я ,  а на рис. 
6 5 , 6 — за м к н у та я  сам опересекаю щ аяся  к р и в а я .

З а м е ч а н и е .  В ек т о р н о е  урав н ен и е  (1) к р и в о й  Г  э к 
вивалентно  трем  урав н ен и ям

* =  <Р(0,  —



2 0 2  ГЛ. 8. В Е К Т О Р Н Ы Й  АНА ЛИ З

П р и м е р  1. П усть  к р и в а я  Г  за д а н а  уравнением  

г  ( 0  жя iR  eos  í + J R  s in  i 

( x t n R c o s t ,  y  =  R s m t ,  0 ^ / ^ 2 л).

Т а к  к а к  x * - f  g* » / ? 1 (cos* f + s i n *  <)■*/?*, то  Данная 
к р и в а я  есть  о к р у ж н о с т ь  р ад и уса  R  с центром в н ач але

д в и ж е т с я  по ок р у ж н о ст и  против  часовой стрел к и .  П р и  
этом разн ы м  i соответствую т разн ы е  точки А .  П ри  1 =  0 
и l e  2 л  имеем г  (0) =  г (2 л )  =  I R .  Значит, о к р у ж н о с т ь  
я в л я е т с я  зам кнутой  самоиепересекаю щ ейся  кривой  (рис. 
66).

П р и м е р  2. К р и в а я

г  (t) =  a (I cos / - f  j  s in  t)~ \-b lk ,

где  <  oo, а , b — п о л о ж и т ел ь н ы е  числа, н аз ы в а е тс я
в и н т о во й  ли н и е й . Е е  м ож н о  получи ть  следующим образом . 
О т р е з о к  дли н ы  а ,  п е р п е н д и к у л я р н ы й  оси г , одним к о н 
цом с к о л ь з и т  по оси г и одноврем енно  п оворачивается  
о к о л о  оси z ,  тогда д р у го й  к о н ец  отрезка  описы вает  в и н 
т о в у ю  линию . Мы считаем , что высота подъема о т р е з к а  
по о с и  г  п р о п о р ц и о н ал ь н а  у г л у  поворота t ( z t = b t ) .  П ри  
в о з р а с т а н и и  í то ч к а  (.х , у,  г) д в и ж ется  к а к  у к а з а н о  на 
рис . 67 .  О чевидно ,  что ви н т о вая  линия располож ена на 
б о к о в о й  поверхности  к р у го в о го  цили н дра  р ад и у са  а,  
с  о б р а зу ю щ ей ,  п а р а л л е л ь н о й  оси г.



f 3 . 2 .  К Р И В О Л И Н Е Й Н Ы Й  И Н Т Е Г Р А Л  П Е Р В О Г О  Р О Д А  203 

§ 3 .2 . Криволинейный интеграл первого рода

П усть  з а д а н а  н епреры вная  к у с о ч н о -г л а д к а я  к р и в а я  Г 

г ( 0 « ф ( 0 *  +  ' К 0 7 + х ( 0 Л  ( 0 < * < Г ) ,  (1)

и пусть на Г  или в окрестности Г  о п р е д е л е н а  н еп реры в
ная  ф у н к ц и я  F  (х,  у,  г).

К р и во ли ней ны м  инт егралом  первого  рода  от  ф у н к ц и и  
F (х, у , г) по  кр и во й  Г н аз ы в а е тс я  число ,  равное

у ,  г) ds  =
i'

т

=  J f [ < p ( 0 ,  * ( 0 ,  x W l K V  ( O ’  +  ’ f '  ( O '  +  x '  ( t y u -  (2)
о

Л е в а я  ч а ст ь  (2) есть обозн ач ен и е  и н т е гр а л а  первого 
рода, а п р а в а я  часть есть его о п р е д е л е н и е — это обычным 
о пред еленны й  и нтеграл  по t на [0 ,  Т \ .

Н ап ри м ер ,  если  к р и вая  Г  о б л а д а е т  массой с плот
ностью р а с п р е д е л е н и я  F (х, у , г) в т о ч к а х  (х, у , z ) € l \  
то общ ая м асса  М  кривой в ы ч и с л я е т с я  посредством ин
т е гр а л а  (2). В едь  элемент м а т е р и а л ь н о й  кривой ,  соответ
ствующей о т р е з к у  [ t , t - \~dt ]  и зм е н е н и я  t ,  имеет массу , 
равную , с точностью  до бе ск о н еч н о  м ал о й  высш его 
п оряд ка ,

f d s = f [ ( p ( o ,  Ч-От, %(i)]V¥W+¥WWW<it,
где ds  —  ди ф ф ерен ц и ал  дуги Г, это  п о к а з ы в а е т ,  что М  
равна  правой части (2 ).

В елич ина  инт еграла  первого р о д а  н е  изм еняет ся п р и  
перемене о р и ен т а ц и и  кривой:

l F ( x ,  у,  z) ds  =■ \ F { x ,  у , z) ds.  (3)
г  г_

В ы ч и с ля ть  массу м атериальной  к р и в о й  при помощи 
и н теграла ,  стоящ его  в левой части и л и  в правой части 
(3 )— это, очевидно, все равно.

Н а п р и м е р ,  к р и в у ю  (1) м ож н о  з а д а т ь  ур ав н ен и ям и

х  =  <р ( Т  —  т), / / = м | - ( Т — т), z * = x ( T  —  i )  ( 0 < т  < Г ) ,

ориентирую щ им и ее в п р о ти в о п о л о ж н о м  н а п р а в л е н и и ,  и



тогда
т

т) ,  я |-(Г — т), у ( Т  —
(I

x V V  ( Т  —  т ) Е +  1|-' (Т —  г )г +  / '  ( Т  —  тУ d T ~

= - ^ [ ф ( о ,  ip ( о ,  x m V v w r v w T T W d t -
7

7

*=Jf[4>(0, ’i-(o, y.mVW(ог+^'(ty.+x'vvdt.
П р и м е р  1. П у с т ь  вдоль винтовой линии , опреде

ленной в п р и м е р е  2  § 3.1, р ас п р е д е л е н ы  массы с плот
ностью F  (х , у ,  г) « г 8. Н айти массу М  у ч астка  винтовом 
л и н и и ,  к о гд а  п а р а м е т р  t изм еняется  о т  б  до 3 (0 ^  í ^  3).

З а п и ш е м  у р а в н е н и е  рассм атриваемой винтовой линии 
в виде

x  =  a c o s t , y = * a s 'm t ,  г ^ Ы  (0 ^  t ^  3).

Тогда
а

M «$ F [x (0 , у ( ( ) ,  г ( t )\V  x^Xtf +  у' (О2 + 2' (0я d t«
о

3

=  J  b 2t-  V а 2 s in “ i - f a 8 cos3 i + b * d t  =* 
и

=  /;= V о 2 +  Ьг J  P  d t  =  %*
o

П р и м е р  2 .  В ы чи сли ть  и н те гр а л  первого  рода по 
эллипсу

x  =  a c o s l ,  i / = s b s m t  (0 ^ / ^ 2 л) 

от ф у н к ц и и  F  (х,  / / )«*  j / "

Имеем
2 л

J / 7 ^ ,  í/) í /s  =  ^ | / V  co s 2 ( 4 - s i n2 t V a 2 S]n2t - \ -bzcos2t d t ~
V  I)

: л

=  J (ó2 eos2 í-J-a*  s in 2 í)  dt  =  л  (a2 H-68). 
o



§ 3 .3 . Интеграл от вектора вдоль кривой

3.3 .1 .  П о л е  в е к т о р а .  П у с т ь  О есть о б ласть  п р о 
ст р ан ства  /?3, где задана  п р я м о у г о л ь н а я  система к о о р д и 
н ат  х у у ,  ' г  и из каж дой  т о ч к и  выпущ ен в е к т о р
а ,  з а в и с я щ и й ,  вообще г о в о р я ,  от  этой точки. Т огда

а ( х, у , г) =  Р ( х ,  у , г ) 1  +  <2(х, у, г ) ]  + !?(х , у ,  г) к
{ { х , У , г ) £ 0 )  ( 1 )

или более  к р а тк о

а * я / + < г / + / м ,  ( П

где Р,  <2, / ? — функции о т  (х,  у , г) ,  оп р ед ел е н н ы е  на 
области  О.

Г о в о р ят ,  что равенство (1) о п р е д е л я е т  поле век т о р а  
а  на  област и  О.

Е сл и  Р ,  ф, Я —  н е п р е р ы в н ы е  ф у н к ц и и  на £2, то  и 
вектор  а  есть  непреры вная  в е к т о р -ф у н к ц и я  на й .

С оответственно, если Р , С} ,  имеют н е п р е р ы в н ы е
частные производны е,  то 
и про ве к т о р  а  говорят, 
что он им еет это свойство.

П р и м е р  1. Пусть в 
н ач але  к о о р д и н ат  0  скон
ц ен т р и р о ван а  масса т^.
Тогда в области  £}, пред
ставляю щ ей  собой прост
ранство  / ? 3 без точки О, 
во зн и к ае т  поле  силы тяго* 
те н и я .  Ф и зи ч ес к и  его мож- Рис. 68.
по о б н а р у ж и т ь ,  если по
местить в произвольной то ч к е  А * = (х , у , г) (о тл и ч н о й  
от  н а ч а л а  коорди н ат  0 )  м ассу  т 2. Тогда  масса б у д е т  
п р и т я ги в а т ь с я  к массе т х а с и л о й  с к а л я р н а я  в е л и 
чина к оторой  равна

1 1̂ =  ^ ,  г =  ^ 7 ‘ +  ,/‘ +  г \  (2)

где с — н е к о т о р а я  постоянная ,  а г —  р асстоян и е  от т о ч к и  
А  до  О. Е с л и  считать,  что c m i = a \ t т 2=  1, то

Т а к  к а к  вектор  Г  н а п р а в л е н  о т  точки  А  к то ч ке  О 
(рис. 6 8 ), то  его  компоненты н а  оси  коорди н ат  х ,  ?/, г



соответственно  р ав н ы
Г% ^ 1 X А У Г)   %р  с з  .  _ _  _  , ф

^ в е к т о р / 7 и н а п р а в л е н н ы й  отрезок АО  о б р а зу ю т  с осями 

к оо р д и н ат  х,  у ,  г  о д и н а к о в ы е  углы , к о си н у сы  которых

В связи  с полем  в е к т о р а  тяготения  м о ж н о  рассм атри
в ать  ф ункцию

Л е гк о  п р о в е р и т ь ,  что  ее частные п р о и зв о д н ы е  по пе
ременным х,  у , г  соответственно равны  компонентам 
вектора /•”:

ди  р  Л? X — П — — ___     Р
д х  г8 ’ д у  г3 д г  тг

Б л а г о д а р я  этом у  свойству ф унк ция  и  н азы ва етс я  по
т енциальной  ф у н к ц и е й  для  вектора  / \

З .З .2 .  К р и в о л и н е й н ы й  и н т е г р а л  о т  в е к т о р а  
в д о л ь  к р и в о й .  П у с т ь  в пространстве где  опреде
л ен а  п р я м о у г о л ь н а я  система к оординат  х ,  у ,  г , задана  
о р и ен т и р о в ан н а я  н еп р е р ы в н а я  к у с о ч н о -гл а д к а я  к р и вая  
Г с начальной то ч к о й  Л 0 и конечной А р  Е сли  Г за м к 
нута ,  то А 0 с о в п а д а е т  с И*. П усть

—  у равнения  Г и зн ач ен ию  / =  0 со о тветствует  точка А 0, 
а  / =  7  —  точ ка  А ( .

В к аж д ой  вн у т р ен н ей  (не угловой) то ч к е  А  любого 
гл ад ко го  к у с к а  Г  однозначно  определен  единичный ве к 
тор  т к а с а т е л ь н о й  к  Г ,  направленны й в сторону  возрас
та н и я  Л

П усть  на Г или  на множестве £2, со д ер ж ащ ем  Г, з а 
дано  поле н е п р е р ы в н о г о  вектора (зад ан  вектор)

а  =  Р ( х ,  у ,  г)  1 +  0  (ху у , г ) ] + Я ( х >  у , г ) * ,

где ,  таким  о б р а зо м ,  Р ,  Я — непреры вны е ф у нкции  на Г 
(или £2).

Л учш е всего  п р е д с т а в и т ь  себе эту к а р т и н у  т а к  (рис. 69): 
из любой то ч ки  (х,  у ,  г ) £ Г  (или О) вы пущ ен вектор а,

соответственно  р ав н ы

* =  <р(0 . У =  АЛ1), г =  х ( 0



н ап ра вл ен и е  и д л и н а  которого  за в и с я т  о т  этой  точки  
( п « а ( х ,  у , г)).

Будем  считать,  что в е к т о р  а — си ла ,  и н а д о  н айти  
раб оту  этой силы  вдоль  ориен ти рован н ого  п у ти  Г.

П усть  I — зн а ч е н и е  п а р а м е т р а ,  котором у  со о т в е т с т в у е т  
то ч к а  А  кривой Г. З н а ч е н и ю  ж е  ( +  (11 со о т в е т с т в у е т

точ ка  Л ' £ Г .  В е к т о р  А А '  п р и б ли ж ен н о  р а в е н  в е к т о р у

d s  =  I d x - \ - j (1у кс1г,

н ап равлен н ом у  по к а с а т е л ь н о й  к Г в ст о р о н у  в о з р а с т а 
ния ( (рис. 70).

Э лем ентарная  работа с и л ы  а  при  и зм ен е н и и  п а р а 
м етра  от i до t \ - d t  с точностью  до б е ск о н еч н о  м а л ы х  
высш его п о р яд к а  рав н а  с к а л я р н о м у  п р о и зв е д е н и ю  в е к 
т о р о в  а  и d s :

a-ds =  [P(<p(0. *М0. х(0)ф' (0  +
+ <2<ф(0. Ч*<0. х< 0)Ф '(0+ ЯМ 0. Ф(0, x ( t ) ) x ’ ( 0 № ‘

Ч то б ы  получить  п олн ую  работу вдоль  в с е г о  о р и е н т и 
р ованного  пути Г, надо  п р о и н тегр и р о в ать  это  в ы р а ж е н и е  
по t  на отр е зк е  [0 , Т].

В р езуль тате  получим 
г

$ (a,  d s )  =  $ [ P ( c p ( 0 , 4 ( 0 .  х ( 0 ) ф ' ( 0  +

+  <2М О ,  4 ( 0 ,  х ( 0 ) Ч > ' ( 0  +  Я М 0 .  4 ( 0 .
(3)

Л е в а я  часть этого р а в е н с т в а  н азы ва етс я  к р и в о л и н е й 
ны м инт егралом  вдоль ориен т и р о ва н но го  п у т и  Г  о т  
вект ора  а  или, короче ,  ин т егр а ло м  от  век т о р а  а  вдоль  
к р и во й  Г.



П р а в а я  пасть (3) п р е д с т а в л я е т  собой обы чный ин- 
т г е р а л  от  у к аза н н о й  там  ф у н к ц и и  по I в пред елах  [0 ,  Т \  

Л е в а я  часть  есть  обозн ач ен и е  нового п о н я т и я — и н 
т е г р а л а  от вектора  а  по Г, а п р а в а я — есть его о п р ед е
л ен и е .

О тм сти м , что функции Р  (х,  у ,  г ) ,  Q (х, у ,  г), R ( x ,  у ,  г) не
прерывны п о  (х, у ,  г ) £ Г ,  ф ункции <0 .  Ч‘ (0 -  X ( 0  непрерывны по  
t  на отр езк е  [0, 7'], функции ж е  ф' {/ ) , ф ' ( t ) ,  у /  (() непрерывны для  
всех  значении / £ [ 0 ,  7’], за исключением конечного числа точек

0 = = /0 <  U <■■■< ¡А’= Т ,
где  о н и ,  Сыть м ож ет ,  имеют разрывы первого рода.

П о  тогда подынтегральная функция от  /  в правой части (3) 
мспрерынна па каждом из отрезков  \ t k , ¿*+1] в отдельности и ин-

fc+/i
теграл   ̂ от  этой функции сущ ествует ,  поэтому су щ еств ует  нн-

1к
теграл

—  J  •
о х = ^  t h

К р и в о л и н е й н ы й  и н теграл  (3) записы ваю т ещ е сле
д ую щ и м  образом:

$ (а  d s )  =  J { P d x  +  Q d y  +  R  dz)  =  
г  1

//, г) dx  -¡- Q (х, у ,  z ) d i /  +  R ( x ,  у ,  z) dz) .  (4)
г

Ч т о б ы  вычислить  его ,  надо  подставить в него соот
ве тст вен н о

x  =  y ( t ) ,  // — Ч>(0. * - Х ( 0 .
d x  =  y ' ( t ) d t ,  d y = \ | /  { t ) d t ,  dz  =  t ‘ { t )dt

и п о л у ч е н н о е  вы р а ж е н и е  проинтегрировать  от 0 до  Т.
К а к  л е в а я ,  т а к  и п р а в а я  часть равенства  (4) н азы 

в а е т с я  ещ е криво ли н ей н ы м  инт егралом  вт орого рода.
3 .3 .3 .  С в о й с т в а  к р и в о л и н е й н ы х  и н т е г р а л о в  

в т о р о г о  р о д а .  Е с л и  о р и ен ти р о ван н а я  к р и в а я  Г  п р е д 
с т а в л я е т  собой сумму д в у х  р азли ч н ы х  ориентированны х  
к р и в ы х  Г, и Г 2 ( Г в = Г т +  Г8), то

J  (а  d s)  > = 5  (а  d s )  +  S (я d s). 
г  г, i',



Н а  рис. 71 и зо б р аж ен а  о р и е н т и р о в а н н а я  к р и в а я  Г, 
р а з р е за н н а я  па две соответственно о р и е н т и р о в а н н ы е  кри
вые и Г 2.

Н а  рис. 72 и зображ ены  два о р и е н т и р о в а н н ы х  за м к н у 
ты х к о н ту р а  Г, и Г 2. Под Г =  Г , + Г 8 поним ается  сло
жны й ори ен ти рован н ы й  контур  — о б ъ е д и н е н и е  Г |  н Г*.

П о  о п р ед ел е н и ю  считается,  что

С п р а в е д л и в о  свойство: если Г .  ес ть  та  ж е  к р и в а я ,  
что и Г, по о р и ен т и р о в ан н а я  п р о т и в о п о л о ж н о ,  то

И з м ехан и ч ес ки х  соображ ений это  св ойство  очевидно. 
Р аботы  одной и той же силы а  в д о л ь  Г и вдоль Г * ,  
очевидно, равн ы , по противополож ны  по  зн а к у .

Д о к а ж е м  все ж е  это свойство ф о р м а л ь н о .  Это имеет 
смысл, чтобы я с н ее  представить  себе р а з л и ч и е  интег
ралов  второго и первого  рода . В е д ь  и н т е гр а л  перпог« 
рода ,  к а к  мы знаем , не м ен яет  з н а к а  при п е р е м е м  
ориентации Г.

П усть  т есть  единичный вектор  к а с а т е л ь н о й  к Г, 
нап равлен н ы й  в сторон у  в о зр а ст ан и я  п а р а м е т р а  I. Тогда

г 1 ', гя

г_ 1'

Рис. 71. Р и с .  72.

где с к а л я р  ^ — диф ф еренциал  дуги  Г. П оэтом у



П р а в а я  ч а ст ь  этого  равенства есть и н теграл  первого ро
да  от  ф у н к ц и и  (ах) по Г. Он, к а к  мы знаем , не зависит  
от о р и е н т а ц и и  Г. П оэтому (пояснения  ниже)

J (йт) ds  =  ^ («*) ds =я —  J (д (—  т)) ds  =  —  J (a  d s). 
г  г _  г_  г_
В п ерв ом  равенстве  этой цепи мы зам ен и ли  в ин

т е г р а л е  п е р в о го  рода Г на Г _ ,  не и зм ен яя  подынтег
ральную  ф ун к ц и ю . Во втором р а
венстве мы за м е н и ли  т па — т, 
поставив п ер е д  интегралом зн а к  
минус, чтобы ком пенсировать  это 
изменение. В третьем  равенстве 
надо учесть, что — т есть единич
ный ве к т о р  к ас ате л ьн о й  к  Г _ .  

И так ,

j  ( a d s )  =  —  I  ( a d s ) .  
г  г_

П р и м е р  2 .  В ы числить  и н теграл  второго  рода  (рис. 73) 

/  »  J (x2d x  +  x y d y )
АВ

вдоль  п р я м о л и н ей н о го  о тр езка ,  идущ его  из точки (0 , 0 ) 
в то ч ку  ( 1 , 1 ) ,  и  по дуге п а р а б о л ы  у =  соединяющей 
эти ж е  точ ки .

В п ерв ом  с л у ч ае  имеем ( у — х)
1 1

Рис. 73.

-= £  (х2 d x  - b x y d y )  — ^  (х 2 -f- х 2) d x  »  2 ^  x
АП о  U

Во вто р о м  с л у ч ае  ( y  =  x 2)
I 1

/ Ё =  ^  4 - х а2 х  dx)  =  Г (х2 +  2 х 4) с1х =  у  +■§■ =  { 3  •
о и

П р и м е р  3. Вы числить  и нтеграл  второго  рода

/ «  £ (х*у<& +  ^ у \
Хв

в д о л ь  т е х  ж е  к р и в ы х ,  что и в  п р и м ер е  1 
И меем  ( у  =  х)

( * ’ ¿ * + 1 ^ )  = 4 + 1 =4 .



Д а л е е ,  при у= * хг п о л у ч аем

=  1  ( * ‘ ^  +  1Г2хйх) = ]  ( х ‘ + т х ‘ ) *  =  4 1 X 4 с1х =  ~2 •
и о

Эти прим еры  показы в аю т,  что интеграл  второго  род?», 
вообще го во р я ,  зависит  от к р и в о й ,  по которой он в ы 
ч и с л я е т с я ,  или, как  еще г о в о р я т ,  он зависит  от п у т и  
интегри рован и я .

Во втором примере мы п о л у ч и л и  одно и то  ж е  з н а 
чение по разным путям  и н т е гр и р о в а н и я .  О к а з ы в а е т с я ,  
это не случайно. П ричину п о с л е д н е го  свойства мы в ы я с 
ним в дальнейшем.

§ 3 .4 . Поле потенциала

3.4 .1 .  П о н я т и е  п о т е н ц и а л а  и е г о  с в о й с т в а .  
В а ж н ы м  случаем  поля ве кто р а

а * = Р { х ,  у , г ) 1  +  <2(х, у ,  г ) ] + Н { х ,  у ,  г) к

я в л я е т с я  тот ,  когда на области  где  задано  поле ,  с у 
щ ес тву е т  ф унк ция  V  (х,  у,  г) ,  им ею щ ая н е п р е р ы в н ы е  
частные производные, д л я  к о т о р ы х  вы п олн яю тся  р а в е н 
ства (на £2)

Т а к у ю  ф ункцию  н азы ваю т п от ен циальной  ф у н к ц и е й  
или  пот енциалом  вектора  а  н а  й .  Г ов орят  ещ е, что в е к 
то р  а  есть  градиент  ф у н к ц и и  II  и п и ш у т 1)

о п р ед ел е н а  на всем про ст р ан с тве ,  и склю чая  н у л е в у ю  
т о ч к у  (0, 0, 0). Е е  град и ен т  рав ен

*) См. нашу книгу «Высшая математика. Д иф ф еренциальное  и 
интегральное  исчисление», § 8.8,

П р и м е р  1. Ф ун к ц и я

Щ(Х, У. *) = - т , г ~ У х * + 1 /  + г\

ёгаа а .

В равенстве



в ск об ках  стоит ед и н и чн ы й  вектор , н ап ра вл ен н ы й  в сто
рону р ад и у с-в е к т о р а  то ч ки  (х, у , г). П о  тогда

Эти ф а кты  м о ж н о  и н те рп рети ров ать  следую щ им  обра
зом. Б  нулевой т о ч к е  н ах о д и тс я  единичный элек три ч ески й  
з а р я д ;  в точке (х , у ,  г) то ж е  н аход и тся  единичный 
з а р я д  того ж е  з н а к а .  Сила в заим од ействия  (о т т а л к и в а 
ния)  м еж ду  этими з а р я д а м и  есть вектор ,  прилож енны й  
в точ ке  (лг, у ,  г), н ап р а вл ен н ы й  как  р ад и у с-в е кт о р  точки 
(.г, у ,  г); его ве л и ч и н а  равна 1 / г 2.

Мы видим, что в е к т о р  а  имеет потенциал  V  — — 1/г.
П ерейдем  к общ им  свойствам поля  в е к т о р а ,  имеющего 

потенциал .
Т е о р е м а  1. Д л я  т ого чтобы поле вект ора  а ,  за 

данного  в област и  12 прост ранст ва, им ело  пот енциал, 
необходим о и д ост ат очно  выполнение одного и з  следую щ их  
д в у х  условий:

1) И нт еграл от  вект ора а  по лю б о м у  за м к н у т о м у  
(кусочно-гладком у) к о н т у р у  Г, принадлеж ащ ем у к О, р а 
вен нулю .

2) И нт еграл по  лю б о м у  (кусочно-гладком у) п у т и  
Г е й ,  соединяю щ ем у любые две т очки  О, не за ви си т  от  
п у т и  и нт егр и р о ва н и я .

Е сли  V  (х, у , г) —  пот енциальная  ф у н к ц и я  вект ора а,  
т о инт еграл от  а  вдоль любого п у т и  Г ^ д С Й ,  соединяю 
щего т очки  Л =  (дг0, у 9, г„), Б  =  (х, у , г), равен

3.4 .2 .  Д о к а з а т е л ь с т в о  с в о й с т в  п о т е н ц и а л а .  
П р е ж д е  всего д о к а ж е м  эквивалентность  свойств  1) и 2).

П у ст ь  с п р а в е д л и в о  свойство I). З а д а д и м  в О две  точки 
Л и б  (рис. 74). С оеди н и м  их двумя различны м и ориен
тированны м и от Л  до  В кривыми Г '  и Г", п р и н а д л е ж а 
щ ими й .  В силу 1)

5 ( а й з ) ^ и  (х,  у ,  г) — и  (х0, у 0, г0). ( 1 )
г , о



поэтому

! ~ Ы .
I" г :

и мы д о к а зал и  свойство 2 ).
О братно ,  пусть верно св ойство  2). З а д а д и м  п р о и з в о л ь 

ный ориентированны й з а м к н у т ы й  контур  Г  (рио. 75).

Рис. 74. Рис. 75.

Р а з р е ж е м  его в точ ках  Л и  В  соответственно на две  
ориентированны е кри вы е

Г « Г  +  Г .
П о  свойству 2)

М .г  г -_

отк уда

ы + ы ч - ° .
Г  Г '  Г" Г '  г '|_

и мы д о к а за л и  1 ).
П усть  теперь  известно, что поле ве кт о р а  а  и м е е т  п 

области  П потенциальную  ф у н к ц и ю  II  (х, у , г).
З а д а д и м  па й  то ч ку  А (1 =  (хп, у 0, г 0) и п е р е м е н н у ю  

то ч к у  А =  (х, у,  г).  Соединим Л 0 с Л о р и е н т и р о в а н н о й  
от  Л 0 до Л непреры вной кусоч но-глад кой  кри вой  Г =  Г АвЛ, 
определенной  уравнениям и

0 « Ф ( * ) .  2- =  х ( т )

Т а к и м  образом, зн а ч е н ия м  ¿0, I п а р а м е т р а  т  со о т в ет ст в у ю т  
точки  Л 0, Л.

Е с л и  подставить в V  вм есто  у,  г  соответствен н о  
ф у н к ц и и  <р, 1|', х» то  V  б уд ет  непреры вной  к у с о ч н о -г л а д 



к о й  ф у н к ц и ей  от  т. Н а  основании  теорем ы о производной 
сл о ж н о й  ф у нкции  в т о ч к а х  гладкости  Г (где Г имеет к а 
сательн ую )

, d ü d %
дт дх  dx  ~‘ d y d i  дг  dT ‘

О тс ю д а  следует,  что

J ( Р d x  +  Q d у  +  R  dz)  =* 
г

+  -  f^ ’ y} %' ( t ) )  dx  =  ^ d i  =  U[<ç( t ) t q ( t ) ,  / ( ' ) ] —

—  t^o). Ч ^ о ) .  x ( t , ) ]  =  u  (x,  У, z) —  U (x0, i/o, -?„) =
=  U ( A ) - U ( A 0) ^ V ( A ) ,  (2)

т. e. к р и во л и н ей н ы й  и н теграл  второго рода при ф и к си 
р о ван н о й  точ ке  А 0 з а в и си т  то л ь к о  от  п олож ен и я  точки 
А  £  Q, но не от п у ти ,  по котором у  она достигается  из

точки  А 0. Этим д о к а зан о  свойство
2 ) и равенство  ( 1 ), если  известно, 
что вектор  а  имеет в области  12 
потенциальную  функцию .

Н а м  остается д о к а з а т ь ,  что 
из свойства 2 ) следует,  что сущ е
ствует  опред еленная  на Й потен
ц и ал ь н ая  ф унк ция  V  (л:, у,  z),  
град и ен т  которой на Ù р ав ен  а.  
В самом деле ,  зададим  ф и к с и р о 
ванную  точку  /40 € Й  (рис. 76).

Рис. 76. П у ст ь  известно, что вы п олн яется
свойство 2 ), т. е. данное поле в е к 

т о р а  а  та ко в о ,  что криволинейны й  интеграл по любой не
п р ер ы вн о й  к у со ч н о -гл ад ко й  кривой ,  соединяю щ ей А 0 с 
п р о и зво л ь н о й  точ кой  A  £ Q ,  не зависит  от этой кривой ,  
а  з а в и с и т  т о л ь к о  от точки  А.  Т аким  образом, сущ ествует  
о п р ед ел е н н ая  на Q ф у н к ц и я  V  (А)  т а к а я ,  что

J ( P d x  +  Q d y - \ - R d z )  =  V (A) =  V {х ,  у , z).
Г А еЛ



дКЧ тобы  д о к а з а т ь ,  что — Р  в  т о ч к е  А,  будем рас

су ж д а ть  следую щ им  образом. Т о ч к у  А 0 соединим с А  
специальной  к р и во й  Г ^ с О  (см. рио. 76),  к о то р ая  з а 
кан ч ивается  некоторы м  отрезком  А ^ А ,  п араллельны м  
оси х.  Этот о тр е зо к  мы пр о д о л ж и м  д о  некоторой точ
ки А г. Т аким  образом ,  переменная т о ч к а  А  о тр е зк а  Л ,Л з  
имеет постоянны е координаты у  и г  и т о л ь к о  одну пе
ременную к о о р д и н ат у  х.  К ривую  п р е д с т а в и м  в виде 
суммы кривы х

и тогда

У ( х , у , г ) * =  $ (а ¿ 8 ) =  $ (а ¿ 8 ) +  $ (ас1з)=:

Г Л аА СА ,А г Г А 1А
х

=  К + $ Р ( / ,  у ,  г ) Ш,  (3) 
*1

где 5 ( я ¿ 5 ) —  постоянная ,  не и з м е н я ю щ а я с я  при
Г А аА,

движ ении  то ч ки  А  по о трезку  А 1А ! , а А 1 г * (х 1 , у ,  г). 
Н ад о  учесть, что у р ав н ен и я  о т р е з к а  А ±А г м о ж н о  записать  
в парам етри ч еском  виде (через п а р а м е т р  0  х= *1 , у™  у, 
г —  г, о тк уда  сл е д у е т ,  что

X
5 О. Лу  = * [ ( $ { ( ,  у ,  г ) - О Л — О,

Г А 1А  *»
х

$ Н й г  =  $ £ ( ( ,  у ,  г ) - 0с Иш*0 .
Г А1А

И т а к ,  мы п о л у ч и л и  равенство (3), в е р н о е ,  к а к о в а  бы 
ни была точ ка  (х,  у , г) отр е зк а  А^ А^ .  З д е с ь  у ,  г  ф и к с и 
рованы, а х  м о ж е т  изм еняться .  Т а к  к а к  под  интегралом  
по I в правой  части (3) стоит н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я  от ¿ ,то

х

1 &  =  Тх У> г ) ^  =  Р ( х ,  у ,  г).
Хц

А налогично м ож но  д о к азать ,  что

У,  *)» у , г) ({х,  у ,  г) е й ) ,



вводя с п е ц и а л ь н ы е  кривые Г ^оД с  Q, ок анч иваю щ иеся  
отр е зко м ,  п а р а л л е л ь н ы м  оси у  в  одном  случ ае  и п а р а л 
лельны м  оси г  в другом.

П р и м е р  2. Вычислим работу, к о торую  соверш ает  
сила а ,  о п р е д е л е н н а я  в прим ере 1 , вд оль  пути , соеди
няю щ его  т о ч к и  (1 ,  2, 2) и (3, 0 , 4).

С и л а  а  и м еет  потенциальную  ф у н к ц и ю

V ( x ,  у ,  г) =  - \ 1г =  - \ 1 У х *  +  у* +  г*

на области  Q , представляю щ ей собой пространство  без 
нулевой  т о ч к и .  П оэтому криволинейны й  и н теграл  не з а 
висит о т  пути .

В с и л у  ф о р м у л ы  (1) и н те гр а л  от ве кт о р а  а  вдоль 
любого (к у с о ч н о -гл а д к о го )  пути  F c Q ,  соединяю щ его  
точки (1, 2 , 2) и (3, 0, 4), рав ен

| ( я < й )  =  У ( 3 .  О, 4) — U (1, 2, 2) =

/ 3 * 4 - 4 »  1 У * 1 + 2 а4 - 2 а 15

И т а к ,  и с к о м а я  работа в е к т о р а  а = ^ ~ ,  

р ав н а  2 /15 .
3 .4 .3 .  Р о т о р  в е к т о р а .  В о з н и к а е т  вопрос , к ак  

у зн а ть ,  и м еет  ли  вектор  а  п о те н ц и ал ьн у ю  ф ун к ц и ю  на 
данной о б л а с т и  Q. Д л я  этого введем  некоторы е новые 
п о н яти я .

В в ед ем  сим воли ч еск и й  вектор  V =  • Его

назы в а ю т  опер а т о р о м  Г ам ильт она  г).
Р о т о р о м  вект ора  а  назы вается  ве к т о р

rot a  =s V х  а  =

i j  k
=  _ L  J L  J L  —  i r f d P _ _ d R _ \  др \  ъ

dx  d y  dz  \  d y  d z )  ' \  d z  d x  dx d y  )  '
P  Q R

Т а к и м  о б р а зо м ,  можно с к а з а т ь ,  что  ротор в е к т о р а  а  
равен  в е к т о р н о м у  произведению  сим волического  вектора  
(о п ератора  Г а м и л ь то н а )  па ве к т о р  а .

*) У .  Р .  Гамильтон (1805— 1865) — английский механик и мате
матик.



С ледую щ и е две теоремы даю т о т в е т  на поставленны й 
вы ш е вопрос.

Т е о р е м а  2. Е сли вект ор  а  им еет  на  О п о т ен 
ц и а льн ую  ф ун к ц и ю  и , им ею щ ую  вт оры е непрерывные част 
ные производны е , то

го1 а  =  0 .

В самом д е л е ,  по условию теорем ы  

Поэтому

f f)U 
дх = Р, —  - Qд у  V  ’

dU _  
дг

d R -<!!L д Ю д Ю
ду  ' дг д у  дг дг  д у

'д Р \0R дЧ! д Ю
дг дх д г  дх дх  дг

Ü . дР д Ю д Ч )
дх ду д х  ду д у  дх

О
' ох

на О, что и требовалось  д о к а зать .
О братн ое  утверж д ен и е  т о ж е  ве р н о ,  но , вообще говоря*  

для о д н о с в я зн ы х  областей.
О бласть  í i  назы вается  односвязной, если  любую, п р и 

н ад л еж ащ у ю  к пей зам кнутую  к у с о ч н о -гл а д к у ю  к р и в у ю  
у  можно с т я н у т ь  в точку , п р и н а д л е ж а щ у ю  Q. П ри  этом 
в процессе ст яги ван и я  у  все вр е м я  д о л ж н а  п р и н а д л е 
ж а т ь  к Q.

В этом опред елении  достаточно с ч и та ть ,  что к р и в ы е  у  
сам онепересекаю щ иеся . Т а к и е  к р и в ы е  явл яю т ся  г р а н и 
цами соответствую щ их од и о с вязн ы х  областей  м с  <о <z Q.

П рим ерам и  одиосвязных о б л а ст ей  м о гу т  с л у ж и т ь  все 
пространство или ш ар  без его  г р а н и ц ы  (сферической п о 
верхности).

С другой  стороны, все п р о ст р ан с тв о  (трехм ерное!) ,  из  
которого  вы к и н у та  прям ая , есть  прим ер  неод н осв язн ой  
области.

Т е о р е м а  3.  Е сли област ь  Q  односвязная  и на  ней  
задан вект ор а  с непрерывно диф ф ер ен ц и р уем ы м и  к о м п о 
нент ам и, д л я  которого

r o t a ^ O ,

то вект ор а  имеет на  Q п о т е н ц и а ль н у ю  ф ункцию  (п о  
т ен ц и а л).



В т р е х м е р н о м  с л у ч а е  теорема 3 сл е д у е т  из формулы 
С г о к с а 1), к о т о р а я  б уд ет  доказана  в § З Л 5 ;  в двумерном 
(плоском) с л у ч а е  она  следует из ф орм улы  Г р и н а 8), кото
рая  будет  д о к а з а н а  в § 3.7.

В п лоском  с л у ч а е  мы рассм атриваем  поле  вектора

где  Р ( х ,  у )  и Q (дг, у)  —  непрерывные ф у н к ц и и  на обла
сти Ü плоскости .

Ф ун к ц и я  U  (* ,  у )  называется п о тен ц и ал ьн о й  д л я  ве к 
тора  а  на £2 , е сли

И з л о ж е н н ы е  в ы ш е  факты верны  и д л я  плоскости. 
Н адо  т о л ь к о  всю ду  опустить г  и считать ,  что Я з з О .

В п лоском  с л у ч а е  определение односвязной  области 
с о х р а н я е тся .  О б р а т и м  внимание, что плоскость  (двумер
ное п ростран ство ) ,  из  которой в ы к и н у т а  точка , не есть 
о д н о с вязн ая  о б л а с т ь .

П р и м е р  3. В е к т о р  а  с компонентами

имеет н е п р е р ы в н ы е  частные производ ны е на области  в ,  
п р ед ст ав л яю щ е й  собой плоскость с вы к и н утой  нулевой 
точкой.

Е сл и  з а п и с а т ь  ве к т о р  а  в виде

О б л а сть  (7 (плоскости!)  не о д н о с в язн а .  О на не удов
л е т в о р я е т  у с л о в и ю  теоремы 3, и сам а теорем а,  как  мы 
увидим , д л я  н ее  неверна .

*) Д .  Стокс (1819— 1903) — английский ф изик и математик.
2) Д ,  Грин (1793— 1841) —  английский математик,

а * = Р ( х ,  y ) i  +  Q (х, y ) j  {{х, у ) £ Щ ,

^  =  у ) ,  Щ - ^ Q i x ,  У) ((х,  t/ ) £ й ) .

Р ( х ,  у )  — v + y i " » Q У ) я я 1Х* + 1р

a ^ P i + Q J + O - k ,

то отсюда вид но ,  что

Л е гк о  п р о в е р и т ь ,  что  в данном случ ае  

r o t  я * *  0 на (G).



В самом деле, к р и вая  у  (о к руж н ость )

x =  cosO, í / s = s ¡ n O  (0 < 0 < 2 л ),

очевидно, зам кнута  и п р и н а д л е ж и т  к  б .  К р и в о л и н е й н ы м  
и н теграл  от вектора а  в д о л ь  у  равен

2я 2 л

=  у  ( s in 2 0 - f  cos2 0 ) d0 =  £  d 0  =*= 2 я .

Мы видим, что н а ш л а с ь  за м к н у та я  к р и в а я  у  cz G,  
вд оль  которой и н теграл  от а  н е  равен  нулю.

Это п ок азы в ает  на основании  теоремы 1, что н а  G  не 
сущ ествует потенциальной ф у н к ц и и  д л я  р а с см ат р и в ае м о г о  
здесь вектора  а.

С  другой стороны, если из плоскости  х ,  у  в ы к и н у т ь  
отрицательную  полуось х  
или , как  говорят,  произвести 
разрез  плоскости по отрица
тельной полуоси х ,  то остав
ш ееся  м нож ество , которое мы 
обозначим  через 0 f (рис. 77),  
будет односвязным, и т а к  
к а к  на Gt r o t f l  =  0, то на 
основании теоремы 3 на G t 
у ж е  сущ ествует потен ц и аль
ная  ф унк ция  вектора  а .
Эту ф ункцию  м ожно за п и сат ь  следую щ им  образом : 

U ( A ) ~ U {X, у) =  \= < ф + р-

У

\ с

0 (1,0)

Рис. 77.

где С  с  — о р и ен ти р о ван н а я  к р и в а я ,  с о е д и н я ю щ а я  н е к о 
торую  н ач альн ую  ф и к си рован н ую  точку  Л 0, н а п р и м е р  
(1, 0 ) ,  и переменную  то ч ку  А*=я(х, у ) ^ Ь * (см. рис.  77).

За м ети м , что к р и в а я  С  не д о л ж н а  п ересекать  отрн* 
ц ат ел ь н у ю  полуось х.



§ 3 .5 . Дифференциальное уравнение 
в полных дифференциалах

Р асс м о т р и м  диф ф ерен ц и альн ое  уравнение

М  (х,  у )  <}х 4- N  (х,  у ) б у ^  0, (1)

где  Л1  и N — н еп р е р ы вн ы е  ф у н к ц и и  па некоторой плоском 
одн освязн ой  области  1 ?.

Б у д е м  пред п олагать ,  что лев ая  часть (1) есть  полный 
д и ф ф ерен ц и ал ,  т. е. сущ ествует  на о  ф ункция  V  (х,  у)  
т а к а я ,  что

дИ , , ,  дУ
Пх М ( х ,  у) . ди М( х ,  у). (2)

В этом случ ае  у р ав н ен и е  (1) назы вается  уравн ением  
в п о лн ы х  диф ф еренциалах.

Е г о  можно за п и с а т ь  в виде

а и ( х , у ) ~  0. ( Г )

Ч то б ы  реш ить у р а в н е н и е  (1), надо найти функцию  
и  [х, у )  и п р и р а в н я т ь  ее произвольной постоянной

и  (х,  у )  =  С.  (3)

Р авенство  (3) д а ет  общий и н теграл  у р ав н ен и я  (1) как  
о тн о си тел ь н о  реш ен и й  вида у * * ! / ( х ) ,  т а к  и относительно

решений вида х * = х ( у )  (см. тео 
рема 1 § 1 .2 ).

Отметим, что в  силу  ра
венств (2 ) ф унк ция  и  (х,  у)  
есть потенциал  вектора

а= *У 1{х, # ) /  +  # ( * ,  у ) ]
((х,  у ) £ П ) .  (4)

Из предыдущего § 3 .4 мы 
знаем, что для  нахож дения 
ф ункции и  надо вы числить  к р и 
волинейный и н теграл

а

А«

Л-
•Г/1

Рис. 78,

V  (х, у)  =  1 ( Р с ! х + ( 1  (1у)

по кусочно-гладкой  к р и в о й  С  с  О, соединяющей ф и к си р о 
ванную  точку  А а =г ( х0, у п) £ &  с переменной точкой А  — 
=  (х,  у ) € & '

Б удем считать,  что  О есть п р ям о у го л ь н и к  со  сторо
нами, п а р а л л ел ьн ы м и  осям  х  и у  (рис. 78).



Д о ст и ч ь  точки А  из точки  А 0 м ожно путем  А 0В А , и 
тогда придется п р о д е л ать  следую щ ие вы ч и сл е н и я :

U ( x , y ) ‘-  5 ( P d x  +  Q d y )  +  S ( P d x  +  Qd i / )  =
е А (1П G B A

x у

J  P { u ,  ¡/„)du +  l  Q (x , v ) d v ,  (5)
* o  Vt>

потому что

5 Q d t f  =  0 ,  5 P d x = * 0.
C A r n  C R A

Н апом ним, что из теорем  2 и 3 §  3 .4  с л е д у е т ,  ч т о  д л я
односвязной  плоской области  Q уравнение ( 1 ) б у д е т  у р а в 
нением в полных д и ф ф ер е н ц и ал ах  тогда и т о л ь к о  т о г д а ,  
когда  ( r o t a  =  0)

дМ    dN  /gv
дц дх

(конечно, при услов и и ,  что М ,  N  неп реры вн о  д и ф ф е р е н 
цируем ы  на Q).

П р и м е р .  Р е ш и т ь  д и ф ф ерен ц и альн ое  у р а в н е н и е

(ха +  y ß+1) dx  Н- (р +  1) x i f  dy  — 0 ,  (7)

где a ,  ß — действительны е ч и сла ,  в области  Q  т о ч е к  (л*, у) ,  
имеющих полож ительны е к о о р д и н ат ы  (х >  0, у  >  0 ) .  З д е с ь

М ( х ,  y ) r ~x ' '  +  t f +1, N  (х,  у)  =  Ф + 1 ) х у п,

' ^  =  ( Р + 1 ) Л  ^ -  =  ( Р + 1 ) Л

т. е.
д М  (т  ~  

=  -з— на 12.ау ох

гд е  П — о дп освязп ая  область .  Поэтому

. / дЫ дМ  \ . л

г Ы а  =  ( - а Г - И Г ) к  =  0

н, следовательно, по тео р ем е  3 § 3 .4  су щ еству ет  ф у н к ц и я  
и  (х,  у ) ,  полным д и ф ф ер е н ц и ал о м  которой я в л я е т с я  л е в а я
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ч а с т ь  (7). Эту ф ун к ц и ю  м ож н о  получить  по ф орм уле  (5):

Хо 
д-Х +  1 у * + 1*0
ос 4” 1 а -{-*1 х у

У«

р+1 —  З Д Р+ 1 +  +1 —  +
ХЪ + '\
а - \ - 1 Ч - х ^ + ’ + С  ( а = ^ — 1 ).

Т а к и м  образом, общ ее реш ение у р ав н ен и я  (7) в Й есть 
ф у н к ц и я  у ( х ) ,  у д о в л е т в о р я ю щ а я  уравнению

а  +  1 + * У

г д е  С — п р о и зв о л ь н ая  к онстанта .  П ри  а  =  - 1 общее ре
ш е н и е  н ах о д и тс я  из у р а в н е н и я

1п | х |  +  * / +1 = С .

§ 3 .6 .  Ориентация плоской области

Н а  рио. 79 и 80 в п лоскости  и зо б р аж ен ы  две  р а з л и ч 
н ы е  п р ям оуголь н ы е системы  координат . Р а зл и ч и е  этих 
с и с т е м  за к л ю ч а е т с я  в том ,  что невозмож но, п ер е д в и га я

их  в п лоскости ,  сов м естить  их т а к ,  чтобы совпали  одно
в р е м е н н о  их п о л о ж и т ел ьн ы е  оси х  и полож и тельн ы е оси у.

С истем а на рис. 79 х а р а к т е р н а  тем, что поворот на 90° 
п о л о ж и т е л ь н о г о  л у ч а  х  о к о ло  н ач ала  к оординат  прот ив  
часовой ст релки  п р и в о д и т  к совмещению его о п о л о ж и 
т е л ь н ы м  лучом у.

С истем а ж е  на рио. 80 х а р а к т е р н а  тем, что поворот 
на  90° п о л о ж и тельн ого  луча х  около  н ач ала  приводит  
к  совм ещ ению  его с п о л о ж и т ел ьн ы м  лучом у ,  т о л ь к о  если 
это т  п оворот  с о в е р ш а е т с я  по часовой ст релке.



Б удем  н азы в а ть  простым к о н т у р о м  з а м к н у т у ю  само- 
непересекаю щ ую ся  н епреры вную  к усо ч н о  г л а д к у ю  о р и ен 
тированную  к р и в у ю  у.

Рассмотрим  в плоскости  огранич енную  о б л а с т ь  и ,  гр а 
ница которой Г состоит из конечного ч и с л а  не п ересе
каю щ ихся попарно  простых контуров:

Г в  у» +  V» +  • • • -Ьу&-

Если N = \ ,  т. е, если г р ан и ц а  £2 есть  один  простой 
контур (Г==у,) ,  то  область  Й н а з ы в а е т с я  сдносвязной. 
Н ап р и м ер ,  о б л а ст ь  й  на рис. 79 и 80  о д н о с в язн а .

Если N==2,  к а к  это имеет место на рис. 81 и 82, 
область О н а з ы в а е т с я  двусвязной.

П ри произвольном  N  область О н а з ы в а е т с я  N-06X340(1. 
Область £2 на рис. 83 т рехсвязна.

В случае системы  координат ,  и з о б р а ж е н н о й  на рис. 79 
(или рис. 81, или рис. 8$), област ь  £2Г т а к  ж е  к а к  ее гра
н и ц а  Г  н азы в а етс я  ориен т и
рованной полож ит ельно  или 
от рицат ельно  в зависим ости  
от того, о стае тся  л и  £2 слева 
или сп рава  при д в и ж ен и и  но 
Г в н аправлении  стрелки.

Соответственно в случае 
системы коорди н ат  на рис. 80 
(или рис. 82) област ь Q, т а к  
ж е  к а к  ее гран ица  Г , н азы 
в а етс я  ориент ированной  поло
ж ительно или от рицат ельно
и зависимости от  того , остается  ли  О с п р а в а  или слева 
при движ ении по Г  в н аправлении  с т р е л к и .



Н агтрим ер, области  О на рис. 79— 82 ориентированы  
п о л о ж и т е л ь н о ,  а  область  £2 на рис. 83 ориентирована 
о т р и ц а т е л ь н о .

Е с л и  £2 о р и ен т и р о в ан а  п о л ож и тельн о ,  то обозначает 
т у  ж е  о б л а с т ь ,  ориентированную  отрицательно.

П о л е з н о  следую щ ее соглаш ение. П усть  И — область  
в п л о с к о с т и  х ,  у , 0 + — область  О, ориентированная  поло
ж и т е л ь н о  и — область о р и ен т и р о в ан н а я  о тр и ц а
те л ьн о .  Т о г д а  по определению

У ) ( 1 х с 1 у ^ ^ 1 ( х ,  у )й х (1 у , 
п+ -.*

у ) й х й у ^ ~ Ц  [ (х,  у ) й х й у ,

где с п р а в а  ст о я т  обычные двойны е интегралы по £2 от 
/ ( * .  У)-

§ 3 ,7 .  Ф орм ула Грина

Д л я  достаточн о  общих плоск и х  областей  £3 с п о л о ж и 
те л ьн о  о р и ен ти р о ван н о й  границей  Г сп раведли ва  ф орм ула

И  ( ■ § ■ “ + <2 ^ > .  0 )
«  Г

н а з ы в а е м а я  ф орм улой  Г рина . З д е с ь  п р ед п о л агается ,  что

<2, Р ,  непрерывны на за м ы к ан и и  £2 области  О.

Н ач н ем  с того, что рассм от
рим п лоск ую  область  и зо б р а 
ж е н н у ю  на рис. 84, к оторую  мы 
будем н азы ва ть  элем ент арной  
Н ,-област ью . Снизу и сверху  О 
ограничена кусочно-гладким и к р и 
выми, имеющими соответственно 
уравнения

I/ =  Ф (х ) ,
Ф (х) ^ \ | э  (дг), ( а ^ л г ^ б ) .

С боков  £2 ограничена о тр е зка м и  
прям ы х п ар а л л ел ьн ы х  оси о р д и 

нат. О тм ети м ,  что эти отрезки  м огут в ы р о ж д а ть ся  в точ ку .  
Г р а н и ц а  Г  области  о  состоит из четырех частей:

Г “  Гсл  Год 4 - 1 АН + 1 я с .



Д л я  т а к о й  области  Q имеет м есто  рав ен ство  (п о ясн е 
н и я  ниже)

ü w dX(,y ^ H w ,t!>dXai dx i
U  f l  а  <р ( А )

Ь
> = J [ P | x ,  ф(д:)] — Р [^ ,  ф (х)]]^л- =

а
а  !>

= —  'IJ (a:)]iix'— £  P [ x t ф (л :)]^ л :~
Ь п

J  Р ( х ,  t j ) d x —  j Р  (х, y ) d x —  J  Р { х ,  у)  dx  -

V CD l DA Г Л В

—   ̂ P ( x ,  i j ) d x  =  — ^ P ( x ,  y)ctx.
!V  ’■

П оясним  последнее  равенство. К р и в а я  i 'CÖ имеет п а 
рам етрические  у р ав н ен и я  (с п а р а м е т р о м  х)

х * =х ,  у*а- ф(х) .

П ри этом зн а ч е н и ю  х  =  Ь со о т вет ст ву ет  т о ч к а  С , а з н а ч е 
нию х  =  а — т о ч к а  D . К р и в а я  Г ^ д  о п р е д е л я е т с я  у р ав н е 
ниями

х =  х , у*= ф( х) .

Значению  х  =  а  соответствует т о ч к а  А  и зн а ч е н и ю  х  =  6 — 
точка В . Н а к о н е ц ,  отрезок  В С  и м еет  у р а в н е н и я  х= *Ь, 
у= > у  (с п ар а м е тр о м  у ) . Вдоль этого о т р е з к а  d x  =  0 , п о 
этому на самом  деле

S Р ( х ,  у)  dx = * 0 .  
твс

Аналогично и н теграл  по о т р е зк у  D A  р ав ен  нулю :

J Р ( х ,  у)  dx  =  0.
r D^

И т а к ,  мы д о к а з а л и ,  что

И  ^ F äx аУ =  — 1 р (х > У) d x - (2>
о г

Эта ф орм ула  р ас п ростран яется  н а  л ю бую  область  Q, 
к оторую  м ож но  р аз р е за т ь  на к о н еч но е  число  элем ентар-

8  Я .  С . Б у г р о в ,  С . М . Н и к о л ь с к и й



пых / /^ -о б л а с т е й .  Т а к у ю  область буд ем  назы вать  просто 
И  -област ью.

/V

В самом д е л е ,  п усть  0 = 2  &/> где  —  элементарные
/ = 1

/ / ?/-областп  с  г р а н и ц е й  у л  которы е буд ем  считать ориен
т и р о в ан н ы м и  п о л о ж и т ел ь н о  (рис. 85). Т огда  (пояснения 
ниже)

П о я с н е н и я  т р е б у е т  третье равенство .
З д ес ь  в а ж н о  отметить, что, если  д в а  к о н ту р а  у, и у, 

(/ =?ь ¡) имеют общ ий кусок  у ' ,  то  он к а к  часть у, и как

часть У] о р и е н т и р о в а н  противополож но ,  и потому к р и во 
линейны е и н т е гр а л ы  от Р  по у '  в обоих  случ аях  отли 
чаю тся  л и ш ь  зн а к о м  —  их сумма р а в н а  нулю. Е сли  учесть

это, то  су м м а  2  в иепи (3) св ед ется  к  сумме криволи

нейны х и н т е г р а л о в  по куск ам  у у» п р и н ад л еж ащ и м  к Г, 
равной и н т е г р а л у  по контуру  Г.

П о  а н а л о г и и  м ож но  ввести  п он яти е  элем ент арной  
Н х -област и. В этом  случае О о гр ан и ч ен а  слева и сп рава  
к у с о ч н о -г л а д к и м и  кривыми (рис. 8 6 )

N N

у.

О X
Р и с .  85. Рис. 86.

х  =  к ( у ) ,  х * = у ( у ) ,  Ч ' / Х М # )  ( с < У < 4 ) .



С в е р х у  и сн и зу  О. о гр ан и ч ен а  отрезкам и  п р я м ы х  п а р а л 
л ел ь н ы х  оси X.

М ож но т а к ж е  с к а з а т ь ,  что  элем ен т ар н ая  / / ^ - о б л а с т ь  
о п р е д е л я е т с я  т а к  ж е ,  к а к  э л е м е н т а р н а я  /Уу-область ,  т о л ь к о  
р оль  у  те п е р ь  играет х.

Д л я  элем ентарной / /^ -о б л а с т и  £2 получаем  ( п о я с н е н и я  
ниже)

а ц (у) а

(у) , у )— <2(Ь{у), У)]с1у--
Я е к  (у) с

й  е

— £<2 0*(у), у ) Л у +   ̂ <2 (//). у ) й у =  £ <3 (*, у) (1у  \-
с й гдс

+  § С Ц х, у ) ( 1 у =  £  0. Ау  -Ь ^  (¿ ¿ у  +  £  СЫ у - \ ~  

Г£М г /?с г со 1'п л
+  £  О.Ау =  ^ ( } { х ,  у)  й у ,  (4)

ГЛЯ г

т а к  к а к  ¿ у  =  0 на о тр е зк а х  С О  и А В ,  то и 

5 0 ,(1 у =  ^ (}с1у =  0 .
Г С О  Г А П

Ф о р м у л а  (4) т а к ж е  р а с п р о с т р а н я е т с я  на л ю б у ю  о б 
л асть  У, которую  можно р а з р е з а т ь  на конечное  ч и с л о  
элем ентарны х /Ух-областен. Т а к у ю  область  будем н а з ы в а т ь  
просто Н х-областью.

И т а к ,  мы д о к а зал и  п р е д л о ж е н и е :
Т е о р е м а  1. Е сли  област ь  £2 являет ся о д н о вр е м е н н о  

И к- и  Н и-областью, т о для  нее им еет  мест о ф о р м у л а  
Г р и н а .

Д л я  док а зате л ьс тва  достаточно вычесть  из р а в е н с т в а  (4) 
равенство  (3), которы е с п р а в е д л и в ы  д л я  области  й ,  о б л а 
дающей ук азан н ы м и  свойствам и.

П рим ерам и областей, одноврем енно  я в л я ю щ и х с я  И х- 
н / /  -областям и, могут с л у ж и т ь  область

о _ )  * ' < у < П _ \ - У у < х < У 7 Л
I  0 < у < 1  I

и эллипс



Б о л е е  того, эти области  я в л я ю т ся  элем ентарны м и  Н х- 
и / /„ -областям и .

З а м е ч а н и е  1. М о ж н о  д о к а за т ь  более  общее у т в е р ж 
дение. Если о б ласть  О  ограничена произвольны м  з а м к н у 
ты м  к у соч н о-глад ки м  сам онепересекаю ш дш ся контуром  Г,

то  д л я  нее в е р н а  ф орм ула 
Г ри н а  (1).

С л е д с т в и е .  Е сли  плос
кая  област ь  О односвязна и 
на  ней задан непреры вно диф 
ф еренцируем ы й вект ор

а  =  Р  (х , у )  / +  <2 (х , у ) / ,  

для  кот орого

го1о= ( ^ - %■) * = 0 ’

т о а  имеет  на  О п о т ен ц и а л  (т. е. имеет место в плос
ком  случ ае  теорем а 3 § 3.4).

В самом деле,  за д а д и м  п роизвольны й  самонепересе- 
к аю щ н й ся  н еп р е р ы в н ы й  к усочно-глад кий  к о н т у р  у с й ,  
о р и ен ти р о ван н ы й  п о л о ж и т ел ь н о  (рис. 87).

Он сл у ж и т  г р а н и ц е й  некоторой области  а». Согласно 
теорем е (формуле) Г р и н а  (см. замечание 1)

V О (•>

и т а к  к а к  у  с  й — п р о и зв о л ь н ы й  зам к н уты й  самонепере- 
се к аю щ и й ся  к о н т у р ,  то  на основании теорем ы  1 § 3.4 
в е к т о р  а  имеет п о те н ц и ал  на О.

З а м е ч а н и е  2. Т а к  к а к  двойной и н теграл  от еди
ничной ф у н к ц и и  по области  Й равен площ ади  (мере) 
о б л а ст и  £2, то ,  в ы б и р а я  ф у н к ц и и  Р  и т а к ,  чтобы 
д<? дР ,

 д у ~  * мы П0 ЛУЧИМ различны е в ы р а ж е н и я  пло
щ а д и  области  О ч е р е з  криволинейны й  интеграл :

тО. —  5 (Р й х  +  Ф йу). 
г

В частности , п р и  Р = — у ] 2, <2 =  х /2 получаем

п &  =  ± - \ ( — у ( Ы  +  х(1у). (5)



П р и м е р .  В ы ч и с ли ть  площ адь, о г р а н и ч е н н у ю  эл
липсом

ЛГ**а СОБ?, у  =  Ь$,\п? (О <   ̂ <  2  л).

Согласно ф орм уле  (5) имеем

§ 3.8. И нтеграл  по поверхности первого рода 

П усть  г л а д к а я  поверхность  6' о п р е д е л я е т с я  ур ав н ен и е м

г  (и,  ^) =  ф / +  1| - у + 7./г ((и,  v ) £ Q ? = z S t \ r a X r J  >  0), (I)

где Q — огр ан и ч ен н ая  область  с к усоч н о-глад кой  границей  
и ф, г|), х — неп реры вн о  диф ф еренцируем ы е н а  £2 ф у н к ц и и  
Символ о б озн ач ает  взаимно о д н о зн ач н о е  соответ
ствие между точкам и  (и , d) ££2 и точкам и  S.

П усть, д а лее ,  на 5  или и окрестности  5  з а д а н а  н е п р е 
ры вная  ф у н к ц и я  F (х , у , г). П роизведем  р а з б и е н и е  П  на 
части с к усочно-гладким и  границам и , п ер е се к а ю щ и ес я  
попарно разве что по своим границам . К а ж д о й  части £2, 
соответствует о п р е д е л е н н а я  часть S ,  п о ве р х н о сти  5 .  П усть  
A j  =  (Xj , у , ,  г j) —  п р о и зв о л ь н ая  точ ка  на S t . Составим 
сумму

где | Sy j — площ адь  S f  (см. § 2.11). П р ед ел  ее

N с
Пт 2  ^ М / ) |  S / H J  F (х> У, z ) d S  (2)шах <! (i!j) 0 I - I л

назы вается  инт егралом  по поверхност и S  (первого  рода) 
ф ункции  F  (или поверхност ны м  инт егралом  первого рода).

Н ап ри м ер ,  если  на S  распределена  м асса с  плотностью  
р аспред еления  F , то  интеграл  от F  по 5  б у д е т  в ы р а ж а т ь  
общую массу 5

г
2 л

U

N
п „=  2  F  (А/ )  [ 5 / 1,

,'ssl



И н т е г р а л  (2) вы ч исляется  по следую щ ей формуле:

J F  (х,  у , z ) d S * = \ j F  [ф, % ] \ r u x r v \ d u d u ,  (3)
6' Ü

где с п р а в а  стоит обычный к р а т н ы й  интеграл  по (и,
В частности ,  если г л а д к а я  поверхность  S  о п р ед ел яется  

у р а в н е н и е м  г ~ [  (х,  у )  ((*, у )  £  G), где  /  непреры вна вместе 
со своим и  частными п роизвод ны м и  первого п о р я д к а  на G,
то м о ж н о  считать,  что она з а д а н а  парам етрически  через
п а р а м е т р ы  л:, у:

х  =  х,  у  =  у ,  Z = ~ f ( x , y ) .

Тогда

r x X r ^  —  r j  —  f J + b ,
| г * х г „ |  =  / Г + 7 + ?  ( P = ^ L ,  , = | . )

и, сл е д о в ате л ьн о ,

J F (х,  у ,  z) d S  — ^ F  (х,  у ,  [ ( х ,  y ) ) V  1 + p 2 +  t f d x d y .  (4) 
à' a

Д о к а ж е м  формулу (3). Пусть Л у — (дгу, y j ,  z j )  и

дгу  =  ф ( и у , vj), y j = ^ ( u ; , t-y), гу =  х  (uf , vj ) ,
(и / ,  v j )  € « /  ( / ■ = ! ,  . . . .  N).

Т огда (пояснения ниже)

N

1 1 ^ =  F  ( A j )  \  \ r tlx r v \ d u d v  =

d,
N  N

=  ¿S F ( A j ) \ r ttX r v \i l f y |  =  2  F (A / ) l r ' uXr v \ j \ Q/ \  +  * N —+
i - 1 / = 1

— *■ 5  F  [Ф- x l  \ r u X r v \ d u d v  (шах d  (Qj )  — *-0), 
u

где знак  [ |y  обозначает, что в | | подставлена точка A j t а [ | / — что  
в | | подставлена такая точка, чтобы выполнялась теорема о  среднем  
для интеграла:

J  \ r a x r v \ d u d v =  \ 'ra x ' r v \] \ Q j \

UJ

(см, т еор ем у  3 § 2 ,3) .



В едь ,  о ч ев идн о ,  что ( К  > ! Я ( / 4 ) | )  д л я  л ю бого  малого 11 

N

< К г ]  2  | Й / | « / С т Ц £ 2 | .
/« г

если только с / (Я /)  <  б, где б — за в и с я щ е е  от г] число, потом у что  
ф у н к ц и я  | г а Х г „  | равномерно непрерывна на У,

§ 3.9. О риентация  поверхности

Р ассм отри м  кусок гладкой  п о в е р х н о сти  5 ,  о п р е д е л я е 
мый векторн ы м  уравнением

г  =  г  ( и ,  и )  =  ср (и, 1 > ) /  +  ф ( « ,  и ) / + х ( « .  V) к  ((и ,  V) ( I )

где ф у н к ц и и  (р, х — н еп р е р ы вн о  д и ф ф ерен ц и руем ы е на 
з а м ы к а н и и  12 области £2 о к у со ч н о -г л ад к о й  гран и ц ей  и

К ак  всегда ,  мы предполагаем , что имеет место в за и м н о  
о днозначное  соответствие м е ж д у  точкам и  (и,
и точками 5 .

Е д и н и ч н а я  норм аль  в п р о и зв о л ь н о й  точ ке  5  о п р е д е 
л я ет ся  по ф орм уле

З н а к у  соответствует о д н а  сто р о н а  п о в ерхн ости  5  
со щ еткой выпущ енных в ее с т о р о н у  ед иничны х  н о р м а л ь 
ных векторов ,  непрерывно з а в и с я щ и х  от  (и , у), а з н а к у  
« —»—  д р у г а я  сторона

Д ад и м  определение. Е сли  и з  каж дой  т очки  А  гла д к о й  
поверхност и  5  можно в ы п у с т и т ь  е д и н и ч н у ю  норм аль  п (А )  
так, что полученная  вект орная ф у н к ц и я  от  А  б удет  н е 
прерывной н а  всей поверхности  5 ,  т о  5  называется о р и 
ен т и р у е м о й  поверхностью.

Ф у н к ц и ю  п  (А)  называют ещ е непреры вны м  полем н о р 
малей.

П оверхность ,  д л я  которой о п р е д е л е н а  т а к а я  ф у н к ц и я  
п { А ) ,  н аз ы в а е тс я  ори ен т и р о ва н н о й  п р и  пом ощ и п ( А ) .  
Если мы говорим , что 5  есть  о р и е н т и р о в а н н а я  п о в е р х 
ность, то  тем самым считаем, что 5  обознач ает  не т о л ь к о  
поверхность  (множество точек),  но и то т  ф а к т ,  что н а  н ей

г в Х ''о ! >  0 ((и , (2 )

(3)



?адана  у к а з а н н а я  н еп р е р ы вн а я  на 5  ф у н к ц и я  п { А ) .  Гово
рят  еще, что п  (Л) за д а ет  опред еленную  сторону  ориен
тированной  г л а д к о й  поверхности  (куда вы ходит  из 5  щ етка 
единичны х в е к т о р о в  п ( А ) ,  непреры вно  за в и ся щ и х  от  Л).

Ту ж е  п о в е р х н о сть ,  но ори ен ти рован н ую  противопо
лож ны м  о б разом  (щеткой единичных норм альны х  ве к т о 
ров, идущих в противополож ном  нап равлен и и )  надо уже 
обозначать  д р у го й  буквой. Д в е  т а к и е  противополож но 
ори ен т и р о ван н ы е  поверхности удобно обозначать  б у к в а 
ми 5 + и О д н а  из них произвольно  обозначается  через 

а д р у г а я  автом атически  получает  обозначение 5 _ .

Рис. 88.

Ир- стейш им прим ером  ориентируем ой поверхности  я в 
л я е т с я  плоск ость  х О у .  Единичные в екторы , п ерпендику
л я р н ы е  плоскости  и идущие в п олож ительном  направле- 
лении оси 2 , о п р е д е л я ю т  одну сторону плоскости , а век
торы , идущ ие в отрицательном  н ап р а вл ен и и  оси г , —  д р у 
гую  сторону п л о ск о ст и  (л (Л )  =  ± £ ) .

П оверхность  эллипсоида т а к ж е  ори ен т и р у ем а  —  выпу
щ енны й из к а к о й -л и б о  ее точки ед иничны й вектор  нор 
мали во вн е ш н о сть  эллипсоида, очевидно, непрерывно 
п р о д о л ж ае тся  (однозначно!)  на всю поверхность.

Этим п о в е р х н о сть  ориентирована (опред елена  внешняя  
сторона эллипсоида).

Д р у г а я ,  п р о ти в о п о л о ж н а я ,  о р и ен т ац и я  этой поверх
ности о п р е д е л я е т с я  единичным норм альны м  к ней векто
ром, идущим в н у т р ь  эллипсоида (вн у т р е н н я я  сторона эл
липсоида).

Выше мы в и д е л и ,  что если 5  есть г л а д к а я  поверхность,  
о п р е д е л е н н а я  п а р а м е тр и ч ес к и м и  ур ав н ен и ям и  (1) с у к а 
занны м и  там  св о й ств ам и ,  то она ори ен ти руем а .  З н а к у  « + »  
в ф орм уле (3) соответствует  оп ред ел е н н ая  о р и ен тац и я  5 ,  
а з н а к у  «— » б у д е т  т о г д а  соответствовать противополож ная  
ориентация .

Вообще ж е  сущ ествую т г л ад к и е  поверхности  не ори
ентируемые.



Если  прямоугольный лист аЬ Ь 'а ' (рис. 88) перекрутить о д и н  раз  
и сто стороны аЬ,  а'Ь'  склеить так , чтобы точки а,  Ь' и Ь, а '  с к л е и 
лись попарно, то получим не ор и енти р уем ую  поаерхность (р и с .  8 9 ) ,  
называемую листом М ё б и у с а 1)

На рис. 88 отмечен отрезок сс' —  средняя линия п р ям оугольного  
листа бумаги. Этой линии на листе М ёбиуса соответствует за м к н у т а я  
кривая сс' , у которой точки с 
н с' слились в одну точку. Вы
пустим из с единичную нормаль 
и  (с) произвольным, но опреде
ленным образом. Раз  направле
ние п  (с) выбрано (среди двух  
возмож ны х), то этим у ж е  де- 
термипнроианно определяется  
иыбор п  {А)  для всех точек 
А £ с с ' ,  если мы хотим, чтобы 
нектор «  (И) зависел от А неп
рерывно. Однако в точке с' 
нектор п  (с') уже выбран, —  ведь с и с' совпадают. Легко видеть , что 
если точку средней линии прямоугольника непрерывно двигать о т  с 
к с ' ,  то единичная нормаль п ( А ) ,  где А —  точка листа М ебиуса  б у 
дет стремиться к — п  (с), а не к и  (с) и ,  следовательно, вектор-функция  
п (Л) оказывается разрывной в точке £.' =  с ' £ 5 \  Итак, лист Л1ёбиуса  
»сориентируем.

§ ЗЛО. Система координат и ориентация поверхности

В трехм ерном  пространстве  имеются две с у щ е с т в е н н о  
р азли ч н ы е прям оугольн ы е системы  координат , и з о б р а 
ж ен н ы е на рис, 90 и 91. О т л и ч и е  др у г  от д р у г а  з а -

2*

клю чается  в том, что невозм ож но  осуществить т а к о е  д в и 
ж ен и е  одной из систем, чтобы в р ез у л ь т а т е  его  о к а з а л и с ь  
совмещ енны м и точки  0  и одн ои м ен н ы е п о л о ж и т е л ь н ы е  
полуоси х ,  у ,  г обеих систем.

П ер в у ю  систему  (рис. 90) назы ваю т правой,  в т о р у ю  
(рис. У1)— лево й 2).

*) А .  Ф. Мёбиус (1790— 1868) — немецкий математик.
2) См. наш у книгу «Высшая математика. Элементы линейном  

алгебры и аналитической геом етрии),  § И ,



П ели см отреть  сн и зу  в в е р х  вдоль  п олож и тельн ой  оси г, 
то  д л я  совм ещ ения п о л о ж и т ел ьн о й  оси х  с п олож и тельн ой  
о с ь ю  у  в кратч айш ем  н ап р а в л ен и и  в с л у ч ае  рис. 90 н у ж 
но в р а щ ать  ось х  в плоскости  х ,  у  слева  н а п р а в о  (по 
часовой  стрелк е) ,  а  в  случ ае  рис. 9 1 — с п р а в а  н алево  
(п р о ти в  часовой с т р е л к и ) .

С к аж д ой  из рассм ат р и вае м ы х  д в у х  систем естественно 
с в я з а т ь  «штопор» —  ком бинацию , состоящ ую  из единичного, 
н ап р а вл ен н о го  в п о л о ж и т ел ьн о м  н ап равлен и и  оси г,  в е к 
то р а  и п е р п е н д и к у л я р н о г о  к оси г к р у ж к а  (головк и  ш то 
пора) ,  на границе к о торого  (окруж ности) з а д а н о  н а п р а в 
лен и е  обхода от оси х  к  оси у  в кратчайш ем  н ап равлен и и .

Е сл и  в случае  рис. 90  считать,  что ось г  есть  ось  винта 
(ш топора) ,  с к р е п л е н н о го  с головкой и имеющего «правую 
нар е зк у » ,  то, в р а щ а я  го л о в к у  в н аправлении  с т р ел к и ,  мы 
за с т а в и м  штопор д в и г а т ь с я  в направлении  п олож и тельн ой  
оси г (правый ш т опор) .  Т ого  ж е  эффекта мы достигнем 
в с л у ч а е  рис. 91, если  о сь  г будет  осью винта ,  имеющего 
л ев у ю  нарезк у  (левый штопор).

Г о ловк а  ш топора м о ж ет  быть искривлена ,  т . е .  может 
п р е д с т а в л я т ь  собой к у с о к  гладкой  поверхности, н е  о б я 
за т е л ь н о  плоской, но т а к о й ,  что ось г есть н орм аль  к этому 
к у с к у  в точке О. И  в этом случае к ом б инация  из такой  
головки ,  на которой  за д а н о  н ап ра вл ен и е  обход а ,  и ед и 
ничной нормали о б р а з у е т  ш топор —  правы й или левый.

Н ак о н ец ,  м ож но  пр ед ставить  себе такой  ш топор  правы й 
или левый с н о р м ал ьн ы м  вектором, идущим в п рои зволь
ном н ап р а вл ен и и ,  не о б я за т е л ь н о  совпадаю щ им  с осью г. 
Д л я  дальн ей ш его  б у д ет  важ но  представить  себе следую 
щ ую  конструкцию . П у с т ь  в трехмерном пространстве задана  
п р я м о у го л ь н а я  система к оординат  (п равая  или л е в а я )  и 
ор и ен т и р о в ан н а я  поверхность  5 .  Т ак и м  образом , из к а ж 
дой точки в ы п у щ е н а  единичная н орм аль  п ( Р ) ,  н е 
пр ер ы вн о  з а в и с я щ а я  о т  Р.  Ш ар  V ( Р )  достаточно малого 
рад иуса  с центром в точ ке  Р  вы секает  из поверхности 6’ 
некоторы й  связны й  к у с о к  о(Р ) ,  сод ерж ащ ий  то ч ку  Р .  Н а 
к о н ту р е  (на краю ) у ( Р )  этого к уск а  определим  н а п р а в 
л е н и е  обхода т а к ,  чтобы вектор  п ( Р )  и к усок  о ( Р )  об
р а з о в а л и  ш топор, ориентированны й  т а к  ж е ,  к а к  данная  
система координат ,  т. е. если система к оо р д и н ат  п р а в а я  
(ле в а я ) ,  то и ш топор  д о л ж ен  быть правы м  (левым).

Е сли  поверхность  5  имеет край  Г, то со зд ан н ая  к о н 
с т р у к ц и я  естественны м  образом приводит к  определенном у 
н ап р а вл ен и ю  обход а  н а  Г (рис. 92). О братим , наприм ер,



вним ание на то ч к у  А  к о н ту р а  Г. В ней н а п р а в л е н и е  обхода 
по Г и по за м к н у т о м у  искривленном у п р и н а д л е ж а щ е м у  5  
к р у ж о ч к у  у  со впад аю т.

Если бы д а н н а я  поверхность бы ла  о р и е н т и р о в а н а  про
тивополож ны м  образом , а система к о о р д и н а т  осталась  
преж ней ,  то о п р ед ел е н н ы е  вы ш е н а п р а в л е н и я  обход а  н у ж 
но бы ло бы за м е н и т ь  на п р оти в ополож н ы е.

Н а  рис. 93 н ар и со ван а  о р и е н т и р о в а н н а я  поверхность  
с краем , состоящ им  из двух  за м к н у т ы х  г л а д к и х  кривы х

Отмстим ещ е следую щ ий  ф акт .  П у с т ь  о р и е н т и р о в а н н а я  
г л а д к а я  поверхность  5  разрезан а  на две  о р и е н т и р о в а н н ы е  
т а к  ж е  поверхности  5 , ,  5 ,  гладкой  д у го й  И (рис. 94). 
Т о г д а  н а п р а в л е н и я  обхода контуров  и ^  вд оль  дуги 
И противополож ны .

Это зам ечан и е  б у д ет  рук оводя щ и м  д л я  того ,  чтобы 
п равильно  о п р ед ел и ть  понятие о р и е н т и р о в а н н о й  кусочно
гладкой  поверхности .

Кусочно-гладкая поверхность  5  н азы вает ся  ориент иро
ванной , если каж дый из ее гладких  кусков  ориент ирован  
и возникающие п р и  этом направления  обхода  конт уров  
эт их  кусков согласованы в том смысле, чт о  вдоль каждой  
дуги, где два т а к и х  конт ура  совпадают, н а п р а в л е н и я  их  
обхода противоположны.

Н а рис. 95  н а р и с о в а н  куб, п о в е р х н о сть  кото р о го  о р и 
ентирована  при помощи ее внеш ней н о р м а л и .

М алые к у с к и  ориентированной  п о в е р х н о с т и  (элементы 
поверхности) удобно  считать векторам и .

П усть  5  есть  ориентированная  г л а д к а я  п оверхность ;  
та ки м  образом, из к аж дой  точки А  ^ 5  в ы п у щ е н а  единнч-

Рис. 92, Р ис .  ЬЗ.



п а я  н о р м а л ь  п { А )  к  5  в Л, н е п р е р ы в н о  за в и с я щ а я  от А.  
П у с т ь  о  е с т ь  гл ад к и й  кусок  S .  Б у д е м  считать, что а  есть 
се к т о р ,  с к а л я р н а я  величина кото р о го  рав н а  площади |ст| 
к у с к а  о ,  а н а п р а в л е н и е  о п р ед ел я е тс я  вектором га (Л), где  
А  есть  к а к а я - л и б о  точка а. Т а к и м  образом , (т =  | а | г а ( Л ) .

Этим , к он еч но ,  вектор  о  одн озн ач н о  не определен .  
О д н а к о  ес л и  диам етр  d (o )  мал,  то  нап равлен и е  га (Л) не 
вы х о д и т  з а  п ред елы  некоторого м алого  конуса ,  и если  а

есть  п е р е м е н н ы й  к у сок ,  постоянно содерж ащ ий ф и к си ро
ван н у ю  т о ч к у  Л 0, то, очевидно, п ( А ) —* п ( А 0) { d { o ) ~ ►О), 
где d ( a )  е с ть  диам етр  о, независимо от того, к а к  выби
р а л а с ь  т о ч к а  для  каж дого  о.

Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы й  элемент о р и ен т ирован ной  поверх
н о с т и  S  в т очке A  £ S  естественно считать вектором  
d S  =  n ( A ) d S ,  к оторы й , таким  о б р а зо м ,  равен  прои зведе
нию д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  элемента площ ади S  в точке А  
на в е к т о р  единичной  нормали л  (Л), определяю щ ей о р и 
е н т а ц и ю  5 .

Е сл и  з а д а н а  уравнением

Р и с .  9 4 . Р я с .  9 3 .

Г =  г  (и ,  ü) =  ф / +  y k  ((и, v ) £ G ) ,  

то  п ( А )  о п р е д е л я е т с я  одним из д в у х  равенств

п ( А )  =  ±  . .г «х г *
\ r ux r v |

и d S  =  | г а X r v \ du  dv. Отсюда

( 1)

d S = ±  (r u x  r v) du  dv. (2)



Если мы х о тим , чтобы при п р е о б р а з ов а н и и  параметров (а,  с) п 
параметры ( / / ,  и') не изменялся знак в эт и х  вы ражениях, то  нужно,

чтобы якобиан преобразования ^ ^  был полож ител ьны м . Д е н -

ствителы ю ,

и (А)  =
r „ x r v

\ r ltX r v \

П О/, г)
D(u'. v')

D г> /4 _ £ 1 £ lJ 2  / . D ( x ,  I/)
D  («, t’) 1 D  (u v) D  (u,  i1)

r / ? 7 J ( f/, г) у  /  D  ( г ,  х ) \ *  , f D ( x ,  , , ) \ я 
V  \ D  ( i t ,  i’) /  ^ { D l u ,  v ) j  ' \ D ( u ,  v ) J

D  (M% i>')¿-l- P<*‘ *>■■/.
n I) (it' ,  v ' ) '

D (u , i1) 

D (x,  //)
D (u ' , v ') D (u,  t;)

/ ( г
О (У, г) 

D ( u ' ,  v') +
О  (г, х) 

D (и’ , и') +
D (х. У)

D  (и1, и')

I v x r с' I

L>(:/, г>')

■ sign

О (и , к)

D (и',  у ' ) *)
D  {и, v)

Таким  о б разом , формула (1) со зн а к о м  «4-»1 д л я  ед и 
ничной норм али  п  (Л) (а вместе с  ней и ф о р м у л а  (2) и н 
вариант на  т олько  по о т нош ению  к  преобразованиям  
парамет ров , им ею щ их полож ительный як о б и а н .

О тносительно  произвольной о р и ен ти р о ван н о й  в про 
странстве х ,  г/, г поверхности не и м еет  см ы сла говорить , 
что она ор и ен т и р о ван а  полож и тельн о  или отри ц ательн о .  
Д р у г о е  дело , если поверхность  п л о с к а я ,  п р и н а д л е ж а щ а я  
к одной из координатны х  плоскостей .

О р и ен ти р о в ан н а я  область G,  п р и н а д л е ж а щ а я  к пло 
скости хО у ,  н азы ва етс я  полож ительной ( о т р и ц а т е л ь н о й ) 
и обозначается  символом G + ( 0 _ ) ,  если  соответствую щ ая 
области G ед и н и чн ая  нормаль п  (Л) =  k  [п  (Л )  = — k) ,  где 
k — орт оси г. Это определение с о г л а с у е т с я  с оп р ед ел е н и 
ем, данным в § 3.6. Н у ж н о  т о л ь к о  с ч и та ть  там , что мы 
смотрим на плоскость  хО у  со стороны  п о л о ж и т е л ь н ы х  г.

Если зам ен и ть  в этом о п ред елен и и  х ,  у  соответственно  
на у ,  г  или г, х , а  т а к ж е  к — соответствен н о  на орт  i  
оси х  или орт  J  оси у ,  то получим  о п р е д е л е н и е  G+ для  
областей, п р и н ад л еж ащ и х  п лоскостям  y O z ,  zOx.

Д л я  областей G _ , п р и н ад леж ащ и х  х О у  или  уО г  или 
гОх,  надо соответственно k ,  I , j  з а м е н и т ь  на —  k ,  — / ,  — j .

1) См. нашу книгу «Высшая математика. Диф ф еренциальное и 
интегральное исчисление», § N.18.



§ 3 .1 1 . И нтеграл по ориентированной плоской области

В  § З .б  мы в в е л и  п о н я т и е  интеграла от /  по ориентированной 
области, принадлежащей плоскости хОу. Именно,

^  ^¡Л хс1у =  — ^¡с1хс1у
с+ о 0_

П о л е з н о с т ь  э т и х  о п ре д ел ени й  м о ж н о  в и д е т ь  из с л е д у ю щ е го  
ф а кт а . З а д а д и м  д в е  п л о с к о с т и ,  где за д а ны  п р я м о у го л ь н ы е  систем ы  
к о о р д и н а т  х, у  и х ' , у ' ,  о д и н а к о в о  о р и е н т и р о в а н н ы е . П у с т ь  0  о б о 
зн а ча е т  о р и е н т и р о в а н н у ю  об л асть  п л о с к о с т и  х, у  с к у с о ч н о - гл а д к о й  
(о р и е н т и р о в а н н о й )  гр а н и ц е й  Г ,  и п у с т ь  н е п р е р ы в н о  диф ф еренци
р уем ое  п р е о б р а зо в а н и е

У), У' =  У ( * , У )  ( ( * , * )  Ё Ф  (О

о т о б р а ж а е т  в з а и м н о  о д н о з н а ч н о  о б л а с ть  б  на о б л а сть  0 '  п л о с к о с ти  
х ' , у '  и Г  н а  г р а н и ц у  Г '  об л асти  С ,  Б уд ем  п р е д п о л а га т ь , что  я ко б и а н

П р и  э т о м  п р е о б р а з о в а н и и  о б хо д  Г  и н д у ц и р у е т  на Г '  в п о л н е  о п р е 
д е л е н н ы й  о б х о д  и С  м о ж н о  счи та ть  о р и е н т и р о в а н н о й  об л астью .

Е с л и  О  >  0 , т о  при  переход е  о т  Г  к  Г '  о р и е н та ц и я  Г '  не 
м е н я е тс я .

Е с л и  ж е  О  <  0 , т о  о б хо д ы  Г  и Г '  п р о т и в о п о л о ж н ы .
И з  с к а з а н н о г о  следует1, что  д л я  л ю б о й  ф у н к ц и и  I  (х, у), не

п р е р ы в н о й  на за м ы к а н и и  О о р и е н т и р о в а н н о й  и зм е р и м о й  об л асти  О ,

с с

|д е  С  о б о з н а ч а е т  с о о т в е т с т в у ю щ у ю  С о р и е н т и р о в а н н у ю  об л асть . 
В  э то й  ф о р м ул е  за м е ны  перем енны х я к о б и а н  не п и ш е т с я  и о д  зн а ко м  
а б с о л ю т н о й  в е л и ч и н ы .

П о я с н и м  с к а з а н н о е  о тн о с и те л ьн о  с в я з и  ор и е н та ц и и  Г  со  з н а 
ком Э .  В  п р я м о у го л ь н о й  системе к о о р д и н а т  х, у  зададим два нско л - 
л и н е а р н ы х  в е к т о р а  а '  —  ( а ь  а¿) и а " = ( а а * ) .  Е с л и  оп ре д ел ител ь

Д  = а : Ч |
Qi Й2 ]

п о л о ж и т е л е н  * ) ,  т о  э т о  у ка зы в а е т  на т о т  ф а к т , ч то  систем а а ' ,  а '  о р и 
е н т и р о в а н а  т а к  ж е ,  к а к  о с и  х, у  (р и с . 9 6 ) . Е с л и  ж е  Л  <  0 , то  с и 
стем а а ' ,  а "  о р и е н т и р о в а н а  п р о т и в о п о л о ж н о  (р и с . 97 ).

П р е о б р а з о в а н и е  ( I )  о то б р а ж а е т  п р я м о у го л ь н у ю  с е тк у  п л о ско с ти  
х, у  в  к р и в о л и н е й н у ю  (р и с . 98— 100). П р и  этом  м о гу т  им е ть  место 
д ва  х а р а к т е р н ы х  о т л и ч н ы х  случая  о т о б р а ж е н и й , и зо б р а ж е н н ы х  на 
рис . 99 и 100.

х) С м . н а ш у  к н и г у  «В ы сш ая м а те м а ти ка , Э лем енты  л и н е й н о й  
а л ге б р ы  и а н а л и т и ч е с к о й  гео м е тр и и » , § 12.



К в а д р а т  ABCD п е р е х о д я т  в  к р и в о л и н е й н ы й  п а р а л л е л о г р а м м  

A ' B ' C ' D в е к т о р  АВ  п е р е х о д и т  с  т о ч н о с т ь ю  д о  б е с к о н е ч н о  м а л ы х  

в ы с ш е г о  п о р я д к а  в к а с а т е л ь н у ю  к  д у г е  А 7 В* в т о ч к е  А ' ,  о п р е д е л я е -  
/  дх'  дц' \  —•*

м у ю  в е к т о р о м  [ . я в е к т о р  AD —  в  к а с а т е л ь н у ю  к  д у г е

У

а'

1’пс.

УК

О

\
У п С

\ А В /
Г

х
Р и с .  9 8 .

Л7/) '  в  точке А', определяемую в ектором  . Если о п р е -

В  1х’ и')
д е л и т е л ь  О  = ■  -  • >  0 ,  т о  р а с п о л о ж е н и е  э т и х  л е к т о р о в  б у д е т

и  у)



таким, как îi.i рис.  9 9 ,  а это  прнподит к том у, что направление  
обхода у A B C D  н А ' В ' С Ч У  совпадают, а следовательно, и обход«

Если же D  <  0  то  расположение касательных векторов к 
А ' В '  н A ' D '  лруг к д р у г у  меняется на проти вопол ож н ое ,  что 
влечет за собой (рис. 10Ô) тот флкт, что обходы у  Г и Г' д е 
лаются протииоположпымн.

Аналогично о п р еделя ю тся  иитпралы для областей G + и G _ ,  
определенных на др у ги х  коордннзтпых плоскостях i /z,  гх.

§ 3 .12.  Поток ве кт о р а  через ориентированную
поверхность

В трехмерном п р остран стве  Е  — Е а с прям оугольной  
системой к о о р д и н ат  х ,  у ,  z  дана область I I  и па пей о п р е 
делено  поле н еп р е р ы в н о го  вектора*

В Н  задана  о р и е н т и р о в а н н а я  г л а д к а я  п оверхность  S*

r  =  r ( u , v )  =  4 i  +  \ ÿ J - \ - y k  ( (и ,£>)€Й,  | г а х г р | > 0 ) ,  (1)

где  £2 —  область  с кусо ч н о -гл ад ко й  границей  в плоскости  
п арам етров  (и,  а) и ср, \р, % — непрерывно д и ф ф ер е н ц и р у е
мые на {} ф у н к ц и и .  Б у д е м  считать, что ед иничная  н о р 
м а л ь  к  5* о п р е д е л я е т с я  векторным равенством  (в связи  
со сказанны м  см. (1),  (2) § 3.10)

Т огда  косинусы  у г л о в  нормали п  =  п ( А )  с осями х ,  у ,  г  
в ы раж аю тся  р а в е н с тв а м и

Будем  еще о б о з н а ч а т ь  через 5  ту  ж е  поверхность ,  но 
не ори ен ти рован н ую  —  с нее снята ор и ен т ац и я .

П римером  у к а з а н н о г о  поля может с л у ж и т ь  поле с к о 
ростей а  ж и д к о с т и ,  те к у щ е й  в области / / .  И м еется  в виду 
стационарное  те ч е н и е ,  т .  е. т а к о е ,  что ее  с к о р о с ть  в про
извольной точ ке  Л £  / /  зависит от А ,  но не з а в и си т  от 
времени I.

Поставим з а д а ч у .  Н а д о  определить количество  № ж и д 
кости ,  проходящ ей  в единицу времени через поверхность

Г  и Г ' .

а  (х,  у ,  z )= * P l  +  Q j + R k .

. . D  (q ,  z )
C O S (n , =

Г) <* и\
г л е  / и X = 1  i \ r a x r v \.



5*, в направлении п ( А ) ,  или , как  еще м о ж н о  с к а п а ть ,  
в направлении  ориен тац и и  5* (рис. 101).

Д л я  этого рассмотрим м алый элемент г/5 п о в е р х н о 
сти 5 ,  содерж ащ ей  некоторую  точку  А £  5 .  К о л и ч ес тво  
проходящ ей  через него ж и д к о с 
ти  в направлении  п ( А )  в еди- ^ \ ч п{А)
пицу времени, с точностью до
бесконечно малых высшего по- /  / ая
р я д к а ,  можно считать  равным  / п / Г ъ ^  /

а и ^ 5  =  (ап)£?5 =  (д й 5 * )  /  / ! / ^ \
(п =  п ( А ) ,  а  =  а ( А ) ) ,  /  Щ Ы /

—  произведению  п роек ц и и  а  А
на н аправление  норм али  п ( А )  \  н 
па площадь ¿ 5  элемента. Это X * у '
произведение мы за п и с а л и  д в у -  
м я  способами, и сп о л ь зо ва в  ра- Рис- |01 -
венство с/5* =  п

И скомое колич ество  ж и д к о сти ,  п ро х о д я щ ей  в ед и н и ц у  
времени через 5* равно  интегралу  первого  р о д а

от ф ункции (ап )  по поверхности 5.
Заметим, что (а п )  есть н еп р ер ы вн ая  ф у н к ц и я  от 

потому что по условию  а  и п — н е п р е р ы в н ы е  в е к 
тор-ф ункции  от А  £ 5 .  Это п о к азы в ае т ,  что и н т е г р а л  пер. 
вого рода (#) сущ ествует  (см. § 3.8).

Этот интеграл у сл о в и ли сь  за п и сы в ать  ещ е и т а к :

В таком  виде его  назы ваю т инт егралом  вт о р о го  рода-  
В общем случае ,  к огда  а  есть п р о и зв о л ь н ы й  н е п р е 

рывный вектор , опред еленны й  на / / ,  в ел и ч и н у  н а з ы 
вают потоком ве кто р а  а  через о р и е н т и р о в а н н у ю  п о в е р х 
ность 5*.

П от оком  вектора а  через о р и е н т и р о в а н н у ю  п о ве р х 
ност ь  5* называется вели чи н а , обозначаемая с л е д у ю щ и м  
образом:

(*)
.4



л  о пределяем ая  п р и  п ом ощ и  равенства

J  { a d S ' )  =  \ ( a n ) d S ,  (4)
S *  S

правая  часть кот орого  есть поверхност ны й и н т еграл  
первого  р о д а  от  скалярного  произведения

(а п )  ■» Р  cos  (п , х )  Q cos  (п , у )  +  R  cos  (я ,  г)

шектора а  и единичной  н о р м а л и , определяющей о р и ен т а 
ц и ю  S* .

Т а к  к а к  (ап) есть н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я  от точки 
A $ S ,  то  и н теграл  в правой  части (4) первого рода по 5  
с у щ е с т в у е т ,  эго бы ло  д о к а з а н о  в  § 3 .8 . В ы р а ж е н и е  в ле- 
гой  ч а ст и  (4) назы ваю т поверхност ны м  инт егралом  вт о
р ого  р о д а 1).

С п р а в е д л и в о  равенство

j  ( a n )  d S  =  J (Р  cos (п ,  х) -J- Q cos (п ,  y ) - \ - R  cos ( п ,  г)) d S

- Я ( ^ + « т а + * а д ) л , А ’- <5>Q

где в  п р а в о й  части стоит обы чный кратны й  (двойной) ин
т е г р а л  по  области , в котором в P t Q и R  надо подставить  
вм есто  х, у, г соответствую щ ие ф у нкции  ср, \р, % от и ,  v. 
Это р а в е н с тв о  следует  из (3) и ф орм улы  (3) § 3.8.

Ч а с т о  удобно вы числять  и н те гр а л  (5) в д е к ар то в ы х  
к о о р д и н а т а х .  П о к а ж е м ,  к  к а к и м  вы числениям  это привод ит  
в п р е д п о л о ж е н и и ,  что г л а д к и й  к у со к  S  поверхности в з а 
им но од н о зн ач н о  п р о ек ти р у е тся  на измеримые части всех 
т р е х  п л оск остей  координат .  М ногие гл ад ки е  поверхности 
м о ж н о  разб и ть  на конечное число т а к и х  кусков.

И т а к ,  пусть  г л а д к и й  к усок  5  описы вается  любой из 
т р е х  ф у н к ц и й

г ) ((0. г) € 5 , ) ,

У =  ! , ( г ,  х )  ((*, * ) € $ „ ) .

2 =  /> {х* У )  ( ( * .  У ) € $ * ) *
н е п р е р ы в н ы х  соответственно н а  п р о ек ц и ях  5  н а  п л о с к о 
сти х н О ,  # * « 0 ,  г « = 0  и имеющ их непреры вны е частные

*) Д р у г о е  обозначение интеграла второго рода см. н и ж е — пра
вую  часть (б), (7).



п роизвод ны е,  вообще говоря, т о л ь к о  в н у т р и  этих  п р о е к 
ций 5 Х1 Б , (измеримых м н о ж ес тва х ) .

О бозначим  ещ е через 5*, Я*, 5* соответствую щ ие о р и 
ен т и р о в ан н ы е  проекции  о р и е н т и р о в а н н о й  поверхности  
на плоскости  х  =  0, у  — 0, г =  0.
Обход к о н т у р а  5* определяет 
при п р о ек ти р о в ан и и  соответ
ствую щ ий  обход площадок 5 Л.,

5 ,  (рис. 102). Н ормаль  п  
к 5  о б р а зу е т  уго л  с осью г, 
к о с и н у с  к о т о р о го  равен

соэ (п , г) ±  -----г-7—гт;
\Г  ц - р 'М - ^

У*
р " ~ д х  ' Ч ду

где надо в зя т ь  «4-» или «— » в з а в и си м о ст и  от о р и е н т а 
ции 5*. И меем (см. (4) § 3 .8  и § 3 .10)

^ Я соэ (я,  г) ¿Б —
Я

-  ^  И (х, у ,  / , ( * ,  У)) ± ] V  1 +  /)* +  <7а Л х б у
^2

±  5 % ( х ,  у ,  / 8 (х, у))  й к й у —  5 н  {X, у ,  / з  (х ,  у))Ах<1у

=  ^ Н ( х ,  у , г) Ах &у, (6)
.4*

где предпоследний интеграл  в з я т  по о р и е н т и р о в ан н о й  п л о 
щ ад ке  5* (см. § 3.8). Что к а с а с т с я  последнего  и н те гр а л а  
в этой цепи, то  его  надо р а с с м а т р и в а т ь  к ак  обознач ение 
предпоследнего . Э то  так  н а зы в а ем ы й  инт еграл  второго  
рода.  Чтобы  его  вычислить, надо п о д стави ть  / 3 (х, у )  вм е
сто г и п р о и н те гр и р о в ать  по о р и ен т и р у ем о й  проекции

И з § 3 .8  мы знаем , что  ̂ ^  ^ , где надо взя ть  « +  »
5-; **

или «— » в зависимости от того, б уд ет  л и  п л о щ ад ка  5^ о р и е н 
ти р о в ан а  по л о ж и тел ьн о  или о т р и ц а т е л ь н о  (см. т а к ж е  
§ 3.6). А н ал о ги ч н ы е  рассуж дения  м о гу т  быть проведены



и в отнош ении  о с т а л ь н ы х  двух  и н те гр а л о в  (рис. 102): 

$ / > с о з ( я ,  x ) d S = l  /> ( / , ( / / ,  г), у ,  z ) d y d z  — J P ( x ,  у , z ) d y d z ,
.S ' c *  .S '*

a"

J Q c o s  (n , y ) d S  =  J  Q (д-, f 2(z,  x ) , z ) d z d x = ' \ ) Q (x, y ,  z )d zd x .  
s  s * s*

i

Мы д о к а з а л и ,  что поток в е к т о р а  а  ч е р ез  о р и ен ти р о 
ванную  п о в е р х н о сть  S •, о п ред еляем ую  н о р м ал ью  п ,  м ожет 
быть вы числен  но ф орм уле

J  (a n )  d S  =я
.S '

~  5 (/* (х ,  У> 2 ) d f / t /г -J- Q (х, у ,  z) d z d x  +  R ( x ,  у ,  z )d x d y ) .  (7) 
s*

Е сл и  п о в е р х н о с т ь  6'* может быть р а з р е з а н а  на конеч
ное число част ей ,  =  к а ж д а я  из к оторы х п р о ек 
ти р у е тся  на все тр и  координатны е плоскости , то чтобы 
вы числить  п о то к  а  ч е р ез  S*, м ож но  вы числить  потоки а  
через  к а ж д ы й  и з  к у с к о в  S'k у к а за н н ы м  способом и сло
ж ить  их.

Ш а р о в а я  п о в е р х н о сть  с центром в н улевой  точке есте
ственно р а з р е з ы в а е т с я  плоскостями к о о р д и н а т  на восемь 
кусков , о б л а д а ю щ и х  указанны м  свойством.

К а к  у ж е  б ы л о  отм ечено выше, в ы р а ж е н и е  сп рава  в (7) 
н азы ваю т и н т е гр а ло м  по  поверхности вт орого  рода.

З а м е ч а н и е  1. Если о р и е н т и р у е м а я  поверхность  
5  =  G в п р о ст р ан с тв е  (лс( , х 2, х 3) есть к у с о к  координатной 
плоскости  (ее у р а в н е н и е  Ху*=0 при некотором  /  =  1, 2, 3), 
то поток ве кт о р а  а  через  G+ есть просто двойной интеграл  
от соответствую щ ей проекции ве кто р а  а  на соответствую 
щ ую  ось .  В ч а ст н о сти ,  соли G + есть часть  плоскости  х ,  =  () 
с норм алью  п  (Л )  =  +  k ,  то (cos (л ,  г) =  1)

J  ( a n )d S = s  5 R  (хи  х ь  0 ) d x { d x 2=* 
s  s

— J  R  (x i t  x 2, 0) d x t d x 2 =  J R  (x {, лга, 0 ) d x f d x %. 
g  + a

О братно ,  е с л и  нам  дан, нап ри м ер ,  двойной и нтеграл  
вида

$ / ( .v ,  y ) ü x d y ,  
о



то его  м ожно тр а к т о в а т ь  к а к  поток вектора  а  ч е р е з  п л о 
щ а д к у  С * ,  у которого  п р о е к ц и я  на ось г  р ав н а  К  (лг, у , г) =

З а м е ч а н и е  2. И н т е г р а л  второго рода от в е к т о р а  а  
по ориентированной  поверхности  5* и зм ен яется  п р и  п е р е 
м ене ориентации  поверхности  (а именно, м е н я е т  з н а к ) .

В самом деле,  п усть  5 1  обознач ает  ту  ж е  п о в е р х н о с т ь ,  
что и 5*, по ор и ен т и р о в ан н у ю  п роти в ополож н о .  Т о г д а

5 — \  (а ,  —  л ) ^ 5  =  —  £ (а п ) с 1 5 =  — $ ( а ¿/5*).

§ 3 .13 . Дивергенция. Теорема Гаусса —
О строградского1)

П усть  Е  есть тр е х м е р н о е  пространство , где  з а д а н а  
п р я м о у го л ь н а я  система к о о р д и н а т * ,  у,  г  и О с Е  —  о б л а с т ь  
с кусочно-гладкой  г р ан и ц е й  5 ,  н а  которой  о п р е д е л е н о  
поле вектора

а (х , у, г) =  14 Л- +  ( ( * , 0, * ) € О ) .  ( I )

^  п  /■» г» д Р  д о ,  д ЦБ у д е м  пред полагать ,  что Р ,  С?, И, ^ н е п р е 

ры вны  на О, о ткуда  сле д у е т ,  что д л я  вектора  а  и м еет  
см ысл н еп р е р ы в н а я  ф у н к ц и я

т. е. дивергенция равна  с к а л я р н о м у  произведению с и м в о л и 
ческого вектора  V (операт ора Г ам ильт он а)  (см. § 3 . 4 )  
и  вект ора а.

Б у д е м  считать, что поверхность  5  о р и е н т и р о в а н а  п ри  
помощи единичной норм али  п ,  н аправленной  во  в н е ш 
ность С.

х) К. Ф . I аусс (1777— 1855) —  выдающийся немецкий м атем атик .  
М, В, Острогрндский (1801 — 1801) — видающийся русский м атем атик.

— / ( * ,  У)-

5 (а  с15*) =  $ (ап )  ( £ ,

(2)

н а з ы в а е м а я  дивергенцией вект ора а .  
Л е г к о  видеть, что



z-K/x.y)

Рис. 103.

Ц е л ь ю  наш ей б у д ет  д о к а з а т ь  равенство

$ div  a d G  =  5 (а п ) d S  (3)
о s

п ри  н ек оторы х  доп ол н и т ел ьн ы х  условиях ,  н алагаем ы х  
н а  G. Это равенство  н а з ы в а ю т  ф орм улой  Г а у с с а — О ст ро

градского  но имени м атем ати 
ков ,  ее доказавш их .

Ф о рм ула  Г аусса —  О стро
градского  говорит, что объем
ный (тройной) инт еграл  от  д и 
вергенции вектора по област и  
G равен п о т о к у  вект ора череп 
г р а н и ц у  эт ой област и, о р и ен 
т и р о ва н н у ю  в направлении  ес 
внешней нормали.

Н ачнем  с того, что рассм от
рим область  А , и зоб р аж ен н у ю  
па рис. 103, к о торую  мы будем 
н азы ва ть  элементарной Н¿-об

ласт ью .  Снизу и с в е р х у  А ограничена поверхностями o i 
и о 2 с к усочно-гладким и  к р а я м и ,  определяемы ми соответ
ствен н о  уравнениям и
г =  Х1 (х,  у) ,  ! / ) ß i ( x * У ) < К { х ,  у) ,  ( х , у ) £ А г)),
где  A z— п л о с к а я  о б ласть  с кусочно-гладкой границей  у,  
а  А.,, непреры вны  н а  А 2 и имеют непреры вны е частные 
п рои звод н ы е на о тк р ы то м  множ естве А г. С боков  А о г р а 
ни ч е н а  цилиндрической  поверхностью  о* а н ап р а вл яю щ е й  у 
и образую щ ей  п ар а л л е л ь н о й  оси г.

П у ст ь  5* есть г р а н и ц а  А, о ри ен ти рован н ая  при помощи 
в н е ш н ей  к  А норм али  (пояснения  ниже). Тем самы м н и ж 
ний и верхний к у с к и  о*, о^, та к  ж е  как  б о к о в а я  п о ве р х 
н ость  о* области А, соответственно ориентированы . Д л и  
о б л а ст и  А  имеют место равенства  (пояснения ниж е)

Л  Л г  U , и )

=  { £ ( * ,  у,  \ 2 ( x t y ) ) — R ( x ,  у , M r ,  y ) ) } d x d y  =
A z

=  Ц  R ( X ,  У, y ) ) d x d y +  5$ R { x ,  у ,  (х, у)) d x d y - =
г ° i \  2

=  У у г) d x d y .  (4)



Н о р м а л ь  п  к  ст’ , о 9г образует  с  осью  г  соответственно  т у 
пой и остры й у г л ы ,  поэтому п р о е к ц и и  г, г к у ск о в  а 2*, 
о г* на плоскость  г  =  0  ори ен ти рован ы  п е р в а я  отри ц ательн о ,  
а вт о р ая  п о л о ж и т е л ь н о .  Это о б о с н о в ы в ае т  п ер е х о д  от 
третьего  ч л ен а  ц епи  (4) к четвертом у .  К  сум м е,  с о с та в л я 
ющей четверты й член ,  можно ф о р м а л ь н о  д о б ав и ть  интеграл

потому что соэ (я ,  г ) = 0  вдоль о*. Н о  т о гд а  получен н ая  
сумма трех  и н те гр а л о в  равна  и н т е г р а л у ,  стоящ ем у  в к а 
честве последнего  члена цепи (4) (п о то к у  в е к т о р а  (0, 0, /?) 
через  £•).

Этим мы д о к а з а л и  теорему Г а у с с а — О строградского  
д л я  элем ентарной  Л г -области и в е к т о р а  (0, 0 ,  /?).

Н азовем  те п е р ь  область (3 Н г-област ью ,  если  ее з а м ы 
к а н и е  0  м о ж н о  р а з р е з а т ь  на конеч ное  чи сло  элем ентарны х 
/ / ,-областей

т а к ,  что н и ж н и е  и верхние к уски  г р а н и ц ы  су ть  части 
ориентированной  г р ан и ц ы  5* области  О,  и д о к а ж е м ,  что 
д л я  в  и ве кто р а  (0, 0 , /?) то ж е  с п р а в е д л и в а  теорем а 
Г а у с с а — О строградского .

В самом д е л е ,  обозначим соответственно  ч ерез  5 ^  к, ¿ у  к 
ниж ние и ве р х н и е  к у ск и  границ  и ч е р е з  5 * — боковые 
к у ск и  в к. Т огда  (пояснения ниже)

потому что и н те гр а л ы  по 5*, очевидно ,  р а в н ы  нулю, а 
к у ск и  5 ^ *  и л либо составляю т в совокупности  по
верхность 5*, либо , если это не т а к ,  то  м нож ество

55 Я ( х ,  у ,  г ) й х й у ^  О,
о*

N



есть  часть  5*, н о р м ал ь  в любой то ч к е  которой  перпенди
к у л я р н а  оси г .  Н о  тогда и н теграл  по а  равен нулю.

П о ан а л о ги и  м ож но  ввести п о н я т и я  Н х-области и Н  - 
области . Н а п р и м е р ,  / /^ -область  о б л а д а е т  тем свойством, 
что ее  з а м ы к а н и е  м ожно р а з р е з а т ь  на конечное число 
за м ы к ан и й  э л е м ен т ар н ы х  / /^ -областей .  Э лем ентарная  ж е  
/ /^ •о б л а сть  о п р е д е л я е т с я  так  ж е ,  к а к  эл ем ен тарн ая  / / ^ о б 
ласть ,  т о л ь к о  р о л ь  г  теперь  играет  х.  П о  аналогии  д о к а 
зы в а е т с я ,  что д л я  //¿.-области С? им еет место равенство

£  сЮ =  ^ ^  р  (х, у ,  г) й у  йг,
(г £'•

т .  е. ф о р м у л а  Г а у с с а — О стр о гр ад ско го  д л я  ве к т о р а  (Р ,  0 , 0 ) ,  
а д л я  / /^ - о б л а с т и  С — формула

Ц  <2 (х, у ,  г) <1гйх.
а б »

Е сл и  т е п е р ь  б  есть одновременно Н х , Н у и Н г-об
л ас ть ,  то  д л я  нее,  очевидно, верна те о р ем а  Г а у с с а — О стро
гр а д с к о го  д л я  п роизвольного  н еп р е р ы вн о  диф ференцируе
мого н а  в  в е к т о р а  а  =  (Р, (¿ ,11),  т. е. верно равенство

У' +  у , г ) й г й х  +  Р { х ,  у , г ) й х й у ) ,  (5)

где и н т е гр а л  с п р а в а  есть и н теграл  по поверхности 5*, 
ори ен ти рован н ой  внешней норм алью  к С.

Е сл и  в ф о р м у л е  Г а у с с а — О с т р о гр а д с к о го  полож ить  
Р = * х ,  С1*=уУ к  — г,  то  получим в ы р а ж е н и е  д л я  объема 
области  С

| б  | ^  ^ {х й у  ( 1 г у  ё г  й х г  ¿х  йу)
5*

через и н т е г р а л  по ее  ориентированной  внешней норм алью  
гр ан и ц е  5*.

О б ласти ,  с  к оторы м и  п ри ходи тся  обычно иметь дело, 
я в л я ю т с я  одноврем енно  И ХУ / / , , ,  Я 2-областям и.

П р и м е р  1. Ш ар  х 2 -Ь г/а Ч- г 1 ^  1 есть  //¿ -область ,  
д а ж е  э л е м е н т а р н а я  / / 2-область, потом у что вся  его в н у т 
ренность  о г р а н и ч е н а  двумя леж ащ им и  д р у г  н ад  другом



гл ад ки м и  на к р у ге  * 2 +  1/а <  1 поверхностями 

г =  1 / 1 — х 2— / / \  г  —  —  К 1— х 2 —  у 2,

непреры вны ми на зам к нутом  к р у г е  х г +  у 2^ . \ ,  и м ею щ ем  
гл а д к у ю  гран и ц у .  О чевидно ,  ш а р  есть т а к ж е  Н х и И  - 
область.

П р и м е р  2. Т ор .  В п л о ск о ст и  х ,  у  за д а д и м  о к р у ж 
ность рад иуса  а  с центром в точ ке  (Ь, 0) (0 < а < 6 ) .  Е е  
урав н ен и е  имеет вид  (х— Ь)г -\- у 2 =  а й. В ращ ение д а н н о й  
ок р у ж н о ст и  к а к  твердого т е л а  в  пространстве х ,  у ,  г

в о к р у г  оси у  приводит к поверхности  Т , н а з ы в а е м о й  
т ором  (на рис. 104 п о к а з а н а  половина тора). У р а в н е н и е  
тора  в дек артовы х  к о о р д и н атах  им еет вид

+  —  Ь)2 +  у* =  а \

Чтобы убедиться  в том, что Т  есть / /^ -область ,  д о с т а 
точно поверхность  Т  р а з д е л и т ь  н а  две части п л о с к о с т ь ю  
х, г. Д а л е е ,  плоскости х  =  Ь — а, х  —  а — Ь р ас се к а ю т  Т  па 
четыре элем ентарные / /^ -области ,  а плоскости г  =  Ь —  а , 
г =  й — Ь — на четыре элем ентарны е / /^ -области .

Ф орм ула Г а у с с а — О ст р о гр а д с к о го  п р ео б р азу ет  о б ъ е м 
ный интеграл в интеграл по поверхности.

Чтобы  выяснить  ф изический  смысл понятия  д и в е р г е н 
ции, будем  считать, что в (? имеет место с т а ц и о н а р н о е  
течение ж и д к ости ,  скорость  к оторой  в произвольной  т о ч к е  
(х , у,  г) равна  а  — а ( х ,  у, г).  З а д а д и м  п р о и зв о л ь н у ю , но 
ф ик сированную  точку /1 =  (д-, у,  г ) £ й  и о к р у ж и м  е е  ш а 
ром радиуса е > 0 .  П у ст ь  5 '  есть его г р а н и ц а
(ш аровая  поверхность), о р и е и т н р о с : я  п о с р е д с т в о м  
внешней нормали. Тогда на основании  ф орм улы  Г а у с с а  —



О строградского

J J (a d S ) =  J J div a d x d y d z .

Л е в а я  часть этого  р ав ен с тв а  в ы р а ж а е т  колич ество  ж и д 
ко сти ,  вы текаю щ ее и з  У е (вовне 5 е) з а  ед иницу  времени. 
П р и м е н я я  к п р ав о й  е го  части теорем у о среднем, получим

где  |К в | есть объем  Уе , а а х —  скорость  ж и д к о сти  в н ек о 
торой  точке из Р а з д е л и в  обе части полученного  р а 
венства  на |У... | и п е р е й д я  к  пределу  при е —*-0, получим 
в с и л у  непреры вности  сП уя, что сущ ествует п редел ,  р а в 
ный дивергенции  а:

в  то ч к е  (х, у, г).  Т а к и м  образом , d i v a  п р е д с т а в л я е т  собой 
прои звод и тельн ость  источников, непреры вно распред елен
ных по G в точке А  — (х, у ,  г). Если в точ ке  А  (или всюду 
на С) d i v a  =  0, то  это  значит, что в А  (или всю ду на G) 
прои звод и тельн ость  источников равна нулю . Е сл и  d i v a  <  
<  0 ,  то  это значит ,  что  на самом деле в соответствующей 
точ ке  имеет место сток .

И з ф и зических  сооб раж ений  ясно, что d i v a  есть ин
в а р и ан т  относительно лю бы х преобразований  п р я м о у го л ь 
ных координат. Н о  это  заклю чение м ожно сд елать  и на 
основании м атем ати ч ески х  соображ ений.

Как мы знаем (см. наш у книгу «Высшая математика. Элементы  
линейной алгебры и аналитической  геометрии», § 18) скалярное про
и зв еде н и е  векторов есть инвариант при преобразованиях координат,  
поэтому и дивергенция  (равная скалярному произведению символиче
с к о го  вектора у  и в е к т о р а  а )  есть инвариант относительно преобра
зован ий  прямоугольных коорди н ат .  Конечно, мы считаем (по опреде-

преобразую тся  по тем ж е  формулам, что и координаты обычных 
в ектор ов .  Т очнее ,  если  формулы преобразования от координат  
(*1 , хг , д-д) точки (вектора)  в первой системе координат  к ее  коор
динатам ((/!, у г , уз)  во мторон систем е имеют вид

(6)

л е ни ю) ,  что координаты  с и м в о л и ч е с к о г о  вектора  ^  =

з



где a - ( a . k ( ) — со о т в етс тв у ю щ а я  ортогональная м атри ца ,  то
3

<i =1- 2 - 3>- «

О ператор Гамильтона применяется к д и ф ф е р е н ц и р у е м о й  функ
ции / .  В резул ьтате  мы получаем вектор

J L  ± Ь Я Н L  i L
* \  ’ дхц ’ дх3 }  \  0 x t * дх2 * д х 3

называемый, как мы знаем, градиентом функции  / .  Ф ункция  f  в этом  
исчислении считается  скаляром. Таким о б р а зо м ,  у /  — grad /  есть про
и зведение вектора у  на скаляр / — резул ьтат  есть  вектор .

В систем е к о о р ди н а т  у \ ,  у г , у 3

„ ' - „ „ A t - f  % У  Ч 5М _  $  / J_ df  i _ 1_  У  Л .
(  %i ' Фа *  % э )  <?i/i ¿У* ¿Уз ' '

где / ь  / i ,  — орты системы y i t  y i t  у 3. П ри этом  в си лу  (9)
з

dj  /  д  , с) 1 д \  , V *

йУ1

Формулы (10) согласую тся с правилами дифференцирования  
сложной ф ункции /  (лх, хг , *з) . У к оторой  

з
2  а 1#1  ( 5 = 1 ,  2 , 3 ) .  (11)

1 = 1

Формулы (11) являю тся  обратными к ф орм ул ам  (8) ( а - 1  =  а* ,  т . е.  
координаты xs выражаются через координаты у ¿ с  помощ ью s-ro 
столбца матрицы а ) .

Здесь  мы получили формулы (10), пользуясь  т о л ь к о  символи« 
ческим исчислением.

Теперь, если о д н о  и то ж е  поле в ек т о р а  о п р е д е л е н о  в двух  
прямоугольных систем ах  координат x í t  х 2, х а и i / í , í/2 , у 3 с о о т в ет 
ственно функциями

а  =  а х {хи  х2, *э) / + а 2 ( * и  x i .  * з ) / + а 3 (х{,  х2 , xa) k = >
=  b i { y i ,  у %, Уз) i i  +  b j i y i ,  у г , у а)Ух +  Ь8 («/i, Уг, Уз) k u

где координаты (bj, Ь2, Ь3) и (Of, о2, а3) связаны  по формулам (8), 
(11) (с заменой в них х,  у  на а ,  Ь),  то  в о д н о й  и то й  ж е  точке

di v а =

1 = 1  1 = 1  \ s s = l  * /  5 = 1  S  М = 1  '  S  =  1 *

Таким образом , мы е щ е  раз доказали  и нвариантность  диверген
ции при преобразован и ях  прямоугольных к о о р д и н а т ,  пользуясь  
только символическим исчислением.



Ф о р м у л у  Г а у с с а — О строградского  м ожно зап и сать  
в плоском  с л у ч а е ,  к огда  С есть область  в плоскости х ,  у  и

—  о п р е д е л е н н о е  на ней поле. Е сл и  п ( А )  есть вн еш н яя  
н орм аль  к кусоч но-глад ком у  к о н т у р у  Г области  в  (А  £  Г),

Е с л и  в этой  ф орм уле  зам енить  соответственно Р ,  С} па 
ф, — Р ,  то  мы придем  к ф орм уле  Г рина ,  ко то р ая  был;! 
п о л у ч е н а  в § 3.7.

§ 3 .14 .  Соленоидальное поле

П о л е  (область)  й  вектора  а  =  Р1-{-Си +  1111 назы вается  
со лено и д а ль ны м  ( т руб чат ы м ) ,  е сли  д и в ерген ц и я  а  н а  ^  
р ав н а  нулю :

В с и л у  те орем ы  Г а у сс а— О ст роград ского  д л я  соленой* 
д а л ы ю г о  п о л я  им еет  место рав ен ство

а ( х ,  у )= > Р (х ,  у ) 1 + < } ( х ,  у ) ]

то им еет место равенство

где й ь — д и ф ф ер е н ц и ал  дуги  Г.
Е с л и  сч и тать ,  что н а п р а в л е 

ние к а с а т е л ь н о й  в точке Г сов-
» х  п ад ае т  с  полож и тельн ы м  н а п 

равлением  обхода по Г ,  вдоль 
которого  исчисляется т а к ж е

Р и с .  105.

П оэтому
(ап) с1з=*Р й у — 0с1х,

о

с11уа =  0 ((*, у ,  г ) £ 0 ) .



д л я  любой зам кнутой  о р и е н т и р о в а н н о й  (во вне ю) к у с о ч 
но -гл а д к о й  поверхности 5 ,  я в л я ю щ е й с я  г р ан и ц е й  о б л а с т и  
и с о ) С Й ,  т. е. наход ящ ейся  с т р о го  вн утри  О.

В частности , если  оз н а х о д и т с я  в н у т р и  за м к н у то й  п о 
верхности  5 2 и вне замкнутой  п о ве р х н о сти  (5  =  5 ,  +  5 8), 
к а к  на рис. 106, то

£  ̂  (ап) ¿ 5  4 -  ^  (ап) ¿15 =  С 

А'*
или

(д я)^ 5  =  ^  (ап) (13,
^  *7

где  5 а — та ж е  поверхность ,  что 5 2, но о р и е н т и р о в а н н а я  
противополож но  (во внутрь  (о).

Р ис .  106. Рис. 107,

Р асс м о т р и м  в О о б ласть  со специального  в и д а  
(рис. 107)— тр у б к у  с г р а н и ц е й  5 ,  состоящ ей из т р е х  
г л а д к и х  куск ов :

при этом по условию  в лю бой то ч к е  ве к т о р  а  к а с а 
тельн ы й  к  5 а. Тогда

£ |  (а п )  ¿ 5
5|

10

^  (а п )  ¿ 5  =  0



ПЛИ

£ |  (а п )  ¿ 5  = 1  £ ^  (ап)  ¿5 .

Мы видим, что п о то к  вектора  а  ч ерез  5 ^  р ав ен  потоку 
его через 5 , ,  т. е. е с л и ,  наприм ер, а { х ,  у ,  г) есть  с к о 
рость текущ ей  в £2 ж и д к ости ,  то колич ество  ж ид кости ,  
втекаю щ ее в е д и н и ц у  времени в т р у б к у ,  равно  к о л и 
честву в ы тек аю щ ей  и з  труб ки  ж идкости .

§ 3 .15.  Ф орм ула  Стокса

П усть  в н е к о т о р о й  области пространства  Е 3 задано  
поле н еп р е р ы вн о  диф ф еренцируем ого  ве кт о р а

а  =  Р ( х ,  у , г) 1 +  (}{х ,  у , у ,  г) к.

В § 3.4 мы о п р е д е л и л и  понятие ротора вектора  а:

И з векторн ой  а л г е б р ы  известно (см. н аш у книгу  «Выс
ш ая  м атем а ти к а .  Э лем енты  линейной алгеб ры  и ан а л и ти 
ческой геометрии», § 18), что векторное  произведение 
двух  векторов  и н в а р и а н т н о  относительно преобразований  
п рям оугольн ы х  с и с те м  координат , имеющ их одну и ту же 
ориентацию , т. е. т а к и х ,  что п р ав ая  система переходит 
в правую , а л е в а я — в левую. П оэтом у г о ! а  =  \ 7х а  ин
вариантен  о т н о с и т е л ь н о  преобразований п рям оугольны х 
систем к о о р д и н ат ,  н е  меняющих их ориентацию . Следо
вательно , мы м ож ем , н е  вы числяя ,  с к а з а т ь ,  что если наш 
вектор  а  им еет  в новой (так ж е  ори ентированной)  п р я 
м оугольной систем е к оо р д и н ат  компоненты

а  =  Р х ( х \  у \  г ' ) 1 '  +  С}1 {х', у г ,) j ' ^ \ ^ R í {x , , у ' ,  г ' )  6 ' ,

то  имеет место р ав ен с тв о

д01 _ д Р  
д х '  д у

где V ,  , к '  —  е д и н и ч н ы е  орты  в системе х ' ,  у \  г ' .
Е сл и  о р и е н т и р о в а н н ы й  контур  Г за м к н у т ,  то взятый 

вдоль пего к р и в о л и н ей н ы й  интеграл  от а  будем назы вать



И з (3), (4), (5) следует  ф орм ула  С токса  (1).
Мы д о к а за л и  теорем у  Стокса д л я  к у с к а  о р и е н т и р у е м о й  

поверхности, одновременно проек ти рую щ егося  н а  все три  
плоскости координат . Имеется еще один в а ж н ы й  простой 
случай , который непосредственно не о х в а ч е н  наш им и 
рассмотрениями. Мы имеем в виду  тот сл у ч а й ,  к о гд а  а* 
есть кусок ,  при н ад леж ащ и й  некоторой п л о ск о ст и ,  п а р а л 
лельной  одной из осей координат . Д л я  т а к о г о  к у с к а  
теорема Стокса то ж е  верпа .  В этом м о ж н о  убе д и т ьс я  
непосредственными вы числениям и, подобными (3). По 
м ож но рассуж дать  т а к .  И н тегр а л ы ,  в х о д ящ и е  в ф о р м у л у  
Стокса,  и нвариантны  относительно п р е о б р а з о в а н и й  п р я м о 
угольны х координат ,  не меняю щ их о р и ен т ац и ю  п оследних .  
Всегда  можно подобрать  преоб разование  этого ти п а  т а к ,  
что а* будет п роек ти ров аться  на любую из плоскостей  
к оординат  новой системы (наприм ер , совм естим  н аш у 
плоскость  с плоскостью , проходящ ей через  то ч ки  (1, 0, 0),  
(0, 1, 0), (0, 0, 1)). А в этом случае  те о р ем а  д о к а з а н а .

Ф орм ула Стокса остается  верной д л я  лю бой о р и е н т и 
рованной поверхности 5* с кусоч н о-глад ки м  к р а е м  Г, 
которую  можно разб и ть  при помощи к у с о ч н о -г л а д к и х  
линий  на конечное число г л а д к и х  к у ск ов ,  п р о е к т и р у ю 
щ и хся  на все три  плоскости  координат .

В самом деле, пусть  5* =  о* Н- • • • +  °лг есть  т а к о е  
разбиение, и пусть Г \ ,  . . . ,  Гд,— соответственно о р и е н т и 
рованные контуры  а*, . . . .  (Ту. Т огда ,  со гл ас н о  д о к а з а н 
ному выше,

вдоль  внутренних к у с к о в  Гу (не п р и н а д л е ж а щ и х  Г ) ,  п р о 
х о д я тся  два р аза  в противополож ном  н а п р а в л е н и и  и 
даю т эффект, равны й нулю.

О р и ен ти р о в ан н а я  поверхность ,  которую  м о ж н о  разб и ть  
па конечное число тр е у го л ь н и к о в  (п лоски х) ,  н а з ы в а е т с я  
полиэдральной  поверхностью  и п р е д с т а в л я е т  собой  п р и м ер  
простейшей поверхности , к которой п р им еним а  ф о р м у л а  
С токса .

Сделаем еще одно замечание. П усть  а« о б о з н а ч а е т  
к р у гл у ю  определенны м  образом  о р и е н т и р о в а н н у ю  п л о 
щ а д к у  с центром п то ч ке  А * я { х , у , г )  р а д и у с а  е о ориеи-

^  ( г о (а £ /а )  = * > Г  ( г о 1 д й а )  ^  V  [  ( а  (11 )*= * ^  ( а й 1 ) .

потому что части интегралов б е р у щ и х с я

9  я ,  С. Б у г р о в ,  С. М .  Н и к о л ь с к и й



ти р у ю щ и м  ее  единичны м  вектором  п  и у е — ее о р и ен т и 
ро в а н н ы й  к о н т у р .  С огласно ф орм уле  С токса

J (п  r o t  a)  doe =* $ r o tn a ¿ a e =  |fre | - r o t n a b
Ve а е ае

где ro t„  а  есть  с к а л я р н а я  ф у н к ц и я ,  р а в н а я  п роек ц и и  rot а 
на н а п р а в л е н и е  я ,  а ro t^ a *  есть  значение этой ф ункции  
в н ек о то р о й  средней точке a f.. Отсю да следует,  что з н а 
чение ф у н к ц и и  r o t„ r t  в точке А  равно

ro t" e ” iLm0 T ¿ T Í (adí)’ <6)
V8

где п р и  п ред ельн ом  переходе  при е —► 0 пред полагается ,  
что в е к т о р  п  неизм енны й . В любой правой (левой) системе 
к о о р д и н а т  п р а в а я  часть  (6) есть  одно и то ж е  число. 
О д н а к о  при  зам ене правой системы на левую  и неизм ен
ном п  н а п р а в л е н и е  обхода изм еняется  на п ротивопо
л о ж н о е ,  что влечет изменение з н а к а  в правой части (6). 
Т а к и м  о бразом , мы снова, но  другим  путем убедились  
в и н в ари ан тн ости  r o t a  относительно  преобразований  
п р я м о у г о л ь н ы х  координат ,  сохраняю щ их  ориентацию  
п о сл е д н и х .

З а м е ч а н и е .  П ри вед ем  р я д  ф о р м у л е  участием о п е 
р ат о р а  Г ам ильтона V, к оторы е  ок азы в аю тся  полезны ми 
в векторн ом  анализе.

И м еем

d i v a * = ( V ,  a ) ,  r o ( a  =  V x a ,  g r a d /  =  Vf, 

где f — с к а л я р н а я  ф у н к ц и я ,  а а — вектор.

1) ro t  [g ra d  f]sss  V x  V / « 0 ,

т а к  к а к  сим волические  векторы  V и V f  отличаю тся  т о л ь к о  
с к а л я р н ы м  м нож ителем .  Н епосредственно этот  ф а к т  дока-  
сан  нам и в теореме 2 § 3.4)

2) d i v r o t f l E 2 (V, У х а ) “ =0,

т ак  к а к  вектор  V ортогон ален  вектору  V x f l .

3) div  ( fa )  е= (V, M) =  (V /,  а )  +  /  (V, а ) .

В сам ом  деле,

(V, f e ) - ¿ t f P )  +  ¿ ( r c )  +  ! ( W -

+  +  +  fl) +  / (V , а).



4) Л е гк о  п р о в е р и ть ,  что grad  f g g r a d  g g r a d /  или 
п символическом виде V fg*r* fV g  +  g \ f .  Т а к и м  образом , 
оп ератор  V действует  на произведение д в у х  ф у н к ц и й  к а к  
обычный оп ер а то р  ди ф ф ер е н ц и р о ван и я .

5)
ro t (fa)  в /  ro t  а  +  g r a d  f  х  а  или V х  f a  «  f  ( V х  a)  -t- х  а

6) di v  ( a x b ) = * ( b ,  r o t a )  — ( a ,  r o t  b) 

или
(V, ax&)*(ft, Vxa)—(a ,  Vxft).

7) d i v g r a d / = . ^ 3 +  | ^ - i - | ^ ^ A / ,

где  А н азы вается  операт ором Л а п л а с а .  О чеви дн о ,  что

(V, V f l - Д f .



Г Л А В А  4

РЯДЫ  Ф У Р Ь Е . ИНТЕГРАЛ Ф УРЬЕ  

§ 4 .1 . Тригонометрические ряды

Ф у н к ц и я  f  (х) назы вается периодической  (периода а), 
егли  он а  о п р е д е л е н а  на всей дейвтвительиой оси и д л я  
нее в ы п о л н я е т с я  равенство

/  (х +  д) «  /  (*)

д л я  всех  х .
Н а п р и м е р ,  тригоном етрические ф ункции

1, c o s * ,  s i n * ,  cos2 * ,  sin2jc, c o s 3jc, . . .  (1)

имеют п е р и о д  2л.
Н а  са м о м  деле функции cos k x  и s in  Алг д л я  каж дого  

н а т у р а л ь н о г о  k  имеют период 2n /k .  Таким образом 
2 л / & < 2 я  при f e > l .  П о сто ян н ая  ж е  ¿/-»1 имеет как
угодно  м алы й  период. О днако  все ф ункции последова
тельности  (1) имеют период 2л.

П е р и о д и ч е с к а я  ф унк ция

s « * /  (О

и з о б р а ж а е т  периодическое д в и ж е н и е  (колебание) точки, 
имеющей в момент времени t к оо р д и н ат у  s (на оси s). 

Ф у н к ц и я  (периода  2/)

s =  A  cos t +  (2)

где  А >  0 ,  / >  0  и ф — постоянны е, k — натуральное ,  опре
д е л я е т  га р м о н и ч е ск о е  колебание  точки с а м п л и т у д о й  А ,  
фазой  со и ч а с т о т о й  к.

Ф у н к ц и я  (2) имеет период 2 I jk ,  т. е. одно полное к о л е 
бание п р о и сх о д и т  за  пром еж уток  времени 2 l/k.  Количество 
ж е  к о л е б а н и й  в единицу времени р ав н о  /г/2/. И м енно



ч и с л о  6 / 2 /  н у ж н о  б ы л о  б ы  н а з в а т ь  ч а с т о т о й  к о л е б а н и я ,  
н о  о б ы ч н о  частотой  ( к о л е б а н и я )  н а з ы в а ю т  ч и с л о  k. 

О т м е т и м ,  ч т о  ф у н к ц и я

a k c o s  t  -f- Ьк s i n  t ( V a f + b f .  >  0 ) ,

г д е  k — н а т у р а л ь н о е  ч и с л о ,  о п р е д е л я е т  г а р м о н и ч е с к о е  
к о л е б а н и е ,  п о т о м у  что

кк k,i
а к c o s  ~ r  i 4 -  bk s i n  - f -  i

=  V a 'i +  H  (  - eos ~  t H- -7= = = : sin^- Л  —

« *  A k e o s  i  +  coA j  ,

где

A k =>]í a l  +  bl,

a oik о п р е д е л я е т с я  однозначно  из  соотнош е/ш й 

0 ^ о ) Л < 2 л ,  a k; V á i - \ - b l  —  c o s c ü fe, Ьк ’У ’а 1 +  Ь1 =я  s i n r o fe.

Примером гармоническиго колебания может служить к ол ебан и е  
пружинного маятника (рис. 108). П усть пружина, подвешенная  
в точке В,  имеет на нижнем ее копие г р у з  мас
сы т ,  координата центра тяжести которого  в мо
мент /  =  0  равна z = 0 .  Грузу в момент /  — 0  при
дается импульс z ’ =  \i по направлению оси г .  В 
результате груз  будет  колебаться. О тклонение его  
о т т о ч к и  равновесия обозначим через г  =  г (1) .
Так как си л а ,  действующая на груз  в первом 
приближ ении, равна по закону Пыогона  
тг" — — /гг, то

aVa =  —
¡n

Общее решение этого дифференциального уравне
ния имеет вид

z  =  Ci  co s  v /  -j- C3 sin v / ,

где C i ,  C 8 —  произвольные п о с ю я н н ы й .  Так как 

г ( 0 ) = 0 ,  г ' ( 0 ) = ц ,
то

í — sin v t  ~  A co s  (  v t  —  -Ц-

и мы получили, что центр i и жести г руза  совершает гармоническое  
колебание.



С п ер и о д и ч е ск и м и  движениями (колебаниям и) п рихо
дится иметь де л о  в самых различных об л а стях  зн ан и я  — 
в теории у п р у го с т и ,  акустике, рад иотехнике ,  элек тро 
т е х н и к е —  и всю ду простейшими периодическими дв и ж е
ниями я в л я ю т с я  гарм онические колебания .

Конечная сум м а гармонических колебаний  q данным 
периодом 21 п р е д с т а в л я е т  собой слож ное к о ле б З М е

5 Л 0  =  у  +  Х  ( a ftc o s ^ f - b & fes ¡ n - ^ f ) .  (3) 
ь•* i

Н улевой  член в этой  сумме мы за п и сал и  в виде а 0/2. 
Мы увидим, что это  удобно.

Н аконец, б о л е е  слож ное периодическое к олебание (дви
жение) м ож но  получи ть  к ак  сумму сход ящ егося  (для 
всех í ) ряда

=  f  +  ¿  ( a k c o s ^ t  +  bk s \ n ^ A ,  (4)
к= i v '

называемого т ригоном ет рическим  рядом.
Ч исла a k и bk н азы ваю тся  коэф ф ициентам и т ригоно

метрического р я д а  (4), а отдельные его слагаем ы е

¿Я í  i * i j
a k eo s  -у- i +  bk s in  - j -  t

назы ваю тся  чле н а м и  ряда  (4) или его га р м о н и к а м и  (соот
ветствующими част о те  k ).

П р и м е р  1. Н а  рис. 109— 112 и зо б р аж ен ы  граф ики  
первы х четы рех  частичных сумм ряда

Е*  sfn ( 2 £ — 1 ) *  sin дг , sin Зх  , sin 5л: , sin 7дг ,
2 ¿ IT 1 1 1 з  I 5 ~ +  7 +  * ‘

ы  i

и график ф у нкции

(  я /4 , 0 <  л; <  л ,

ф  ( х ) * =  |  0 , х  =  0 , Х  =  71,

{ — л/4 ,  — Л  <  *  <  0.

Н а  рио. 109 ( н а р я д у  с графиком ф (х))  изображ ена
ф унк ция  -S, (х) ss  s in  х .  Н а рис. 110 ш триховы м и линиями



Рис. 112.



н а р и с о в а н ы  граф ики  S ^ x )  и и сплошной линией  —

5 2(д:) =  5 1 (х ) -f
sin  Зх

Н а  рис. 111 штриховыми линиям и нарисованы  граф ики  
с  / \  s i n  5дго 2(л:) и —?—  и сплошной линией — 

о
о  / \ o / X i  s i n 5.vS 3 (*) =  Ь 2 (*) ~ £ —

и т. д. У ж е  из рис. 112 видно, что надо полагать

lim S n (х) =  \р (х) (— я < * < л ) .  (Г>)
П «

Т а к  оно  и есть  на самом деле.  По этому поводу см. далее  
§ 4 .4 .  Ф у н к ц и и  S n (х) для лю бого  п  имеют период  2л:

S n (х +  2n ) = * S M {*).

П р о д о л ж и м  ф ункцию  ^(д:) на всю действительную  
ось пери од и ческ и  с периодом 2л. Тогда она будет иметь

J

- 2п - п 2П З л  х

Рис. '  113.

гр а ф и к ,  к а к  на рис. И З .  Т а к  к а к  равенство (5) вы пол
н я е тс я  д л я  всех j t £ ( — л,  л ]  и ф у нкции  S n (x) и 
п ер и о д а  2 л ,  то

Iim S n (х) — ')• (х)  (— оо <  х  <  оо).
П -► «

П р и м е р  2. Н а  рис. 114 изоб раж ен ы  три  периоди
ч е с к и х  периода  2л  функции

с  , , . sin 2х¿ 2(x) =  s in  а------ ^—

о  / \ ■ sin 2х , sin ЗхS 3 (.X) =  s in  * -------------f-

(сплошной линией), 

(штрихами),

с  / ч sin 2дг . sin Злг sin 4* , ,¿ 4 (*) e s ' n x ------- ^— I— }----------j — (точками).



п
Д л я  больш и х  п  график суммы — 1)*

sin  k x

*в)
схематически (не точно) и з о б р а ж а е т с я  на рис. 115, ч т о

наводит  па мысль, что п р е д е л ь н а я  ф у н к ц и я  

5 ( * ) =  lim S n (*)
п ж

есть  пери од и ческ ая  (периода 2л) ф у н к ц и я ,  о п р е д е л я е м а я  
равенствам и

( х ,  — л  < х < п ,

 ̂0 ,  х  =  л .

З т о  т а к  и есть  (см. § 4.4),



§ 4 .2 .  Сходимость тригонометрических рядов

П усть  за д а н  тригоном етрический  ряд

^  ( а Ас о з - ^ * + 6 ь 5 1 п - ^ - х ) .  (1)

Ч т о б ы  вы яснить ,  с х о д и т с я  ли он, естественно рассмотреть  
числовой р я д

- Ц ^ + Г л к ж м  (2)
*=|

м аж о р и р ую щ и й ,  к а к  го в о р я т ,  ряд  (1). Его  члены  прев ы 
ш аю т соответственно абсолю тные величины членов  р яд а  (1):

_*«*• I «
I

,  .  kn
о к SHI —  X

О тсю да следует ,  что ес л и  р я д  (2) с х о д и тс я ,  то  сходится 
т а к ж е  р я д  (1) д л я  всех  х  и притом абсолю тно  и равно
м ерно (см. н аш у  к н и г у  «Высшая м атем атика .  Д и ф ф е р ен 
циальное  и и н т е г р а л ь н о е  исчисление», § 9 .8 ,  теорем а 1). 
Н о  р я д  (1) м о ж ет  сход иться  без того, чтобы сходился 
р я д  (2). Ведь  его  ч л е н ы  для каж дого  х  п ри  изменении /г 
м еняю т зн а к  (осц и лли рую т)  бесконечное число р аз ,  и он 
м ож ет  о к а з а т ь с я  схо д ящ и м ся  вследствие компенсации 
полож ительны х  ч л е н о в  отрицательными. В общей теории 
ряд ов  сущ ествую т п р и зн а к и  сходимости подобных рядов. 
Т ак и м и  п р и зн а к а м и  я в л я ю т с я  признаки  Д и р и х л е  и А беля *) 
(см. § 9 .9 ,  т е орем ы  3, 4 той ж е  книги), хорош о приспо
собленные к и сс л ед о ван и ю  тригоном етрических рядов.

Т а к  или иначе,  если  установлено, что р я д  ( I )  равно
мерно сход ится ,  то  из того, что его члены су ть  н еп р е 
рывны е ф у нкции  п ер и о д а  21, следует,  что и его  сумма

=  ̂  +  £  ( а „ с о 5 ~ л :  +  Ь *5т  —  х )  (3)
/•»I 4 1

ес ть  н еп р е р ы в н а я  ф у н к ц и я  периода 21 (см. § 9 .8 ,  тео
рема 2 и § 9 .9 ,  т е о р е м а  2 той ж е  книги) и р я д  (3) можно 
почленно и н т е гр и р о в а т ь .

х) Н. X .  Абель ( ¡8 0 2 — 1829) — норвежский математик. ГТ. Г, Ле-  
ж ен  Д и р и хл е  (1805— 1859) — немецкий математик.
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Р я д  (3) м ож но  формально п р о д и ф ф ер е н ц и р о в ат ь  п о * :

¿ - Т  ( " ' ак&п*т-х +  Ьксо$^-х ') (4)

и составить его  м аж орирую щ ий р я д

Е т ( | а » 1  +  1 М )-  (5)
А= 1

Снова, если р я д  (5) сходится,  то р я д  (4) сх о д и т с я  и притом 
равномерно. Б о л ь ш е  того, на основании  известной  теоремы 
из теории рав н ом ерн о  сходящ ихся  р я д о в  тогда сумма 
р яд а  (4) есть  п р о и зв о д н ая  от суммы р я д а  (3),  т. е.

tr , ч V 1 кп [ ■ 1:л . , kn \f  (*)“  2 - . — ( — a ^ m - X  +  ^ C O S - ^ * ) .
k= 1

Вообще, если  р я д

¿ ( - т ) ’ ( К 1  +  1 М < ° °
k= 1 4 '

при некотором натуральном  s сход и тся ,  т о  р я д  (3) законно 
диф ф еренцировать  почленно s раз.

Впрочем, надо помнить, что не и ск л ю ч е н о ,  что р я д  (3) 
законно  продиф ф еренцировать  и ещ е о ди н  р аз  (т. е .  
s-f-1  раз).

П р и м е р .  В ы яснить ,  сколько  р а з  м о ж н о  продиффе- 
ренцировать  почленно ряд

2  q * c o s k x  (0 <  q <  1).
k= t

П родиф ф еренцируем  данный р я д  ф о р м а л ь н о  s раз!

±
^  ic o s k x

k=\

М аж орирую щ ий р я д  ]£  ( 0 < < 7 < 1 )  сход ится  при

любом н ату р ал ь н о м  в, что м ожно у с т а н о в и т ь  с помощью 
п р и зн а к а  Д а л а м б е р а .  Поэтому исходный р я д  можно диф
ф еренцировать  почленно сколько  у го д н о  раз .



З а д а ч а .  С к о л ь к о  раз завед ом о  м ожно продиф ф ерен
ц и ровать  п о ч л е н н о  ряды

В )  2  д * ( а к с 0 5 к х  +  Ь ,,$т кх)  ( 0  < ?  <  1 ,  | а *  |, \Ьк \ < М ) .

С к о л ь к о  н е п р е р ы в н ы х  производны х заведом о  имеют суммы 
этих р я д о в  (см. т а к ж е  пример 1 § 9 .9  той ж е  кпнги),

§ 4 .3 ,  Р я д  Фурье

П у с т ь  з а д а н а  функция / ( / )  период а  2 / и известно, что 
ее м ож н о  р а з л о ж и т ь  в тригоном етрический ряд:

т. е. она у ж е  есть  сумма некоторого  тригонометрического 
р я д а  (вида (1)) д л я  всех I (или, бы ть  может, д л я  всех (,  
з а  иск лю чен и ем  отдельных зн ачен ий  /) .  С п раш и вается ,  
к ак  о п р е д е л и т ь  по функции / ( ¿ )  коэффициенты ак, Ьк. 
Этот вопроо п ринципиально  бы л  реш ен  м атематикам и 
и ф и зи к а м и  в н ач але  прошлого ст олети я .  Сущ ественный 
в к л а д  в е г о  реш ение внес Ж .  Ф у р ь е 1), Он п о к а за л ,  что 
к оэф ф ициенты  а к, Ьк тригоном етрического  ряд а ,  представ* 
лиющсго п е р и о д и ч е ск у ю  периода 21 ф у н к ц и ю  /"((), вычис
л я ю тс я  по  ф о р м у л ам

Ч и с л а  а к и Ьк, вычисляемые по этим  ф орм улам , н азы 
ваю т к о эф ф и ц и ен т а м и  Фурье  ф у н к ц и и  / ( ¿ ) ,  а тригоном ет
рический  р я д  (1), в который вместо а л и Ьк подставлены 
с о о тветствую щ и е коэффициенты Ф у р ь е ,  назы ваю т рядом  
Ф урье  ф у н к ц и и  / ( / ) .

ч 81п кх  
И

СО

( * - 0 ,  1, 2, . . . )
- I (2)

-I

Ж . Б ,  Ф у р ь е  (1768— 1830)— ф р анцузский  математик.



В некоторы х с л у ч а я х  (для  более у зк и х  к л а с с о в  ф у н к 
ций) ф ормулы (2) бы ли  известны еще Э й л ер у .  П оэтом у  
их назы ваю т еще форм улам и Э й л е р а — Ф урье.

В § 4 .6  будет дан вывод ф орм ул (2) в п р е д п о л о ж е н и и ,  
что уж е  известно, что пери од и ческ ая  периода  21 ф у н к 
ция /  (/) р азлагается  в тригоном етрический  р я д ,  р а в н о 
мерно сходящ ийся  к ней.

Н у ж н о  ск а зать ,  что ф изики  давно  сч итали ,  что в с я к о е  
слож ное периодическое дви ж ен и е  точки (слож н ое  к о л е б а 
ние)— будь то м еханическое  колебание точки  звучащ ем  
струны  или электром агнитное колебание, или к о л е б а н и е ,  
связанное  с распространением  зв у к а  —  р а с п а д а е т о я  и;» 
гарм онические к о ле б а н и я ,  т. е. слож ное п е р и о д и ч е с к о е  
движ ение надо м ыслить  как  сумму (конечную  или б е с 
конечную) простых гарм онических колебаний  т о го  же 
периода. Выделение из слож н ого  п ериод ического  д в и ж е 
ния ,  составляю щ его  его гарм онического  к о л е б а н и я ,  с о о т 
ветствующего данной частоте к,  имеет больш ое п р а к т и ч е 
ское  значение. Ф изики  та ко е  выделение из р е а л ь н о ю  
движ ения  получаю т при помощи сп ец и ал ь н ы х  п р и б о 
р о в — резонаторов. М атем атик ,  если ему д анное  д в и ж е н и е  
задан о  при помощи периодической  ф ункции  $ » = / ( / ) ,  п о л у 
чает такое  выделение при помощи вычислений. О н  п р о с т о  
вы ч исляет  коэффициенты Ф у р ь е  ак, Ьк этой ф у н к ц и и ,  
и тогда соответствую щ ая к -я гарм он и ка  б уд ет  и м еть  вид

Отметим, что если ф у н к ц и я  f  (() имеет п е р и о д  а 
и интегрируем а на о т р е зк е  [0 ,  а ]  или, к а к  г о в о р я т ,  на 
периоде, то для нее с п р а в е д л и в о  равенство

для  любого действительного  числа X (см. н а ш у  к н и гу  
«В ы сш ая м атем атика .  Д и ф ф ер ен ц и аль н о е  и и н т е г р а л ь н о е  
исчисление», § 6 .4 ,  пример 8).

С войство (3), в частности , п о к азы в ае т ,  что к о эф ф и 
циенты Ф у р ь е  периодической  ф у н кц и и  f ( t )  п е р и о д а  21

kn , , , . кл ,
ak cos  —  t - f  bk s in  - j -1

(3)
о к



м о ж н о  зап и сать  в виде 

>.+ и
я* = 4  j  / ( i ) c o s ^ i d t  (4 =  0, 1 , 2 ,  . . . ) ,

к
\+2t

f { t ) s \ n ™ t d t  (¿ =  1, 2 ,  . . . )

где  X— прои звольн ое  действительное число, потому что
. Ал /  ' I ПI

ф у н к ц и и  с о э —  ̂ и г периода 2/, а произведение

ф у н к ц и й  периода 2 1 —  в свою очередь функции периода 21.
О тметим еще, что если ф у н к ц и я  /  четная на отрезке  

[ — а,  а ] ,  то  (см. § 6 .4 ,  пример 6 той же книги)

П ели  ж е  ф унк ция  /  нечетная на отрезке [— а, а] ,  то 
(см. прим ер  7 § 6.4  той же книги)

Ф у н к ц и я  cos - j -  t четная,  a s i n - p   ̂ нечетная. К роме

то г о ,  произведение д в у х  четных и двух нечетных ф ункций 
есть  ф у н к ц и я  четная, а произведение четной ф ункции  на 
н еч етн ую  есть нечетная ф ун к ц и я .  Поэтому для  четной 
п е р и о д а  2/ ф ункции  f ( t )

П р и м е р .  Р а з л о ж и т ь  в р я д  Ф урь е  ф ункцию  (пе^ 
р и о д а  2л) f ( x )  =  x* (— я ^ * ^ я )  (см. рис. 116).

а
^ /  (х) dx  — 2  ̂ f  (х) dx.

- а 0

а
5 f ( x ) d x  =  0.

- а
kn

=  о (* =  0 , 1 , 2 , . . . ) ,

о



Л

-2п. ~п О л 2а

Рис. ПС.

Д а н н а я  ф у н к ц и я  четн ая .  Т о г д а  ее р я д  Ф урье  состоит 
т о л ь к о  из к о с и н у с о в  (¿7а — 0). В ы ч и с л и м  ко эф ф и ц и ен ты  а к \

Равенство  (4) следует из достаточны х при зн аков  с х о д и 
мости р я д а  Ф урь е ,  изложенных в § 4.4 .

§ 4 .4 .  П ризнаки  сходимости р я д о в  Фурье

Чтобы упростить  записи, будем р ассм атри вать  ф у н к ц и и  
периода 2л , Д л я  функций пери од а  21, где I — п р о и зво л ь 
ное п олож ительное  число, р ас с у ж д е н и я  аналогичны.

К а к  мы знаем, рядом Ф урье  ф у н к ц и и  /(.г) периода 2 я  
назы вается тригонометрический р я д

я

о
я п

пп
^ 5 1  соэ к х  (1х =  (—  1 )* (к >  0) .

а
Т аким  образом,



коэффициенты к о т о р о го  вычисляются по ф ормулам
л

йА — J  f ( x ) c o s k x d x  (А =  0, 2, . . . ) ,
- я

я

Ьк ~  j* /  (л-) s in  k x d x  ( 6 = 1 ,  2,  . . . ) •

Мы видим, что д л я  того, чтобы р я д  Ф у р ь е  функции /  
периода 2 л  и м ел  см ы сл ,  е о  в с я к о м  с л у ч ае  долж ны  иметь 
смысл и н те гр а л ы  (2).

В наш их р а с с у ж д е н и я х  интегралы (2) всегда будут 
иметь см ысл, потом у  что мы будем говори ть  о непреры в
ных или кусоч но-непреры вны х  на периоде  ограниченных 
ф унк циях .

Поставим во п р о с ,  каким  условиям д о л ж н а  удовлетво
рять  ф у н к ц и я  /  (л), чтобы ее ряд  Ф у р ь е  сходился  к ней. 
Этим вопросом м атем атики  зан и м али сь  много. Мы огра
ничимся тем , что сф ормулируем  н есколь ко  важ ны х с п р а к 
тической то ч ки  з р е н и я  достаточных п р и зн а к о в  сходимости 
ряд ов  Ф у р ь е ,  не д о к а зы в а я  их.

Если  ф у н к ц и я  ? (х) периода  2л  непрерывна на всей 
действит ельной оси  и имеет кусочно-непреры вную  п р оиз
водную на  п е р и о д е , т о ее ряд  Ф урье равном ерно  сходится  
к ней:

<п

/  (*) — -у- +  X  К  С0Й к х  +  ьк Э1П кх).
А= 1

П р и м е р  1. Ф у н к ц и я  г|-(х) периода 2 л ,  четная  и опре
д е л яем ая  на о т р е з к е  }0, п] равенством 

( х )  =  Х  (0 ^  ^  л),

у д о в летв оряет ,  оче ви д н о ,  сф ормулированному признаку 
(см. граф и к  этой ф у нкции  на рис. 117). Е е  коэффициенты 
Ф у р ь е  Ь,л —  0 ,  а коэффициенты ( к ^ 1 )

“ . - И
х eos к х  d x  =

2  sin  kx=  — X  :---
л  к

2 Г 2
—г I h i n k x d x  =  ~ r , c o s k x
л  к  .  7 í k ¿

=  A ( c o s f c , - l ) ;  f  =



Т ак и м  образом,

л - 4
а 0 —  л ;  а ы - 1  — п(2к — 1)а

( ¿ = 1 ,  2,  . . . ) •

Н о  тогда,  согласно у к азан н ом у  п р и з н а к у ,

СО

, /  \ л  4 V 4 соз (2А—  1) а: , .  .  >

к= 1

при этом сходимость р яд а  р а в н о м е р н а я .
Тот  ф акт ,  что этот р я д  сх о д и т с я  равном ерно ,  с л е д у е т  

я из общей теории р я д о в  (по к р и т е р и ю  В е й ер ш тр а сс а ) .  
Н о  не т р и в и ал ьн о ,  что он сх о д и тс я  именно к ф у н к ц и и  т|) (я ) .

О тметим еще, что данная  п е р и о д и ч е с к а я  ф у н к ц и я  \}>(а:) 
со в п ад ает  с ф ункцией у= * х  т о л ь к о  на отр е зк е  [0 ,  л ] ,  
а вн е  от р е з к а  [0, л ]  эти две ф ункцш « различны .

С ф орм улируем  еще п р и зн а к  сходимости р я д а  Ф у р ь е ,  
назы ваем ы й  призн аком  Д и р и х л е .

Г о в о р ят ,  что ф ун к ц и я  !  (х) п е р и о д а  2л  удовлет воряет  
условию  Д и р и х л е ,  если на  от резке  [0 ,  2 л ]  можно у к а з а т ь  
конечное число точек  0  «  х 0 <  <  х 2 <  . . .  < х л, =  ‘2 л
т а к и х ,  что на инт ервалах  (лгу, х / + ) ) ф у н к ц и я  о гр а н и ч ен а ,  
непрерывна и м он от онна  (не уб ы вает  и ли  не возраст ает ),  
а в каждой точке х! разрыва  /

/ < * , ) = { ( / ( * / + 0 ) + / ( * , - 0 ) ) ,

т. е. значение  /  в х ,  есть среднее ариф метическое п р а во го  
и левого пределов { в х .



Е сли  ф у н к ц и я  f  (х) периода  2л  удовлет воряет  условию  
Д и р и х л е ,  т о  ее р я д  Ф ур ь е  сходит ся  к  ней для  любого х:

СО

/  (*) *=4г +  X  (tf* COS k x - \ - b k s in  kx)  (—  оо <  х  <  оо).
k= I

П р и м е р  2. Ф у н к ц и я  ф (х) периода 2л ,  о п р ед ел я е м а я  
равенством

Í п  —  х ,  0 <  х  <  2л ,

о, ,  =  0.

к а к  это видно из е е  граф ик а  (рис. 118), уд о в л етв о р яет  
усл о в и ю  Д и р и х л е .  В е д ь  точки 0 =  х 0 < х ,  =  2 л  обладаю т

-  У Ji
V 71
\ \  ¡ \  |

\ ' ч  i Nv f
\ \  1 \  К

- r t \ 0  r t \  \2rí J i i \  [ x

\
Рис. 118,

свойством: ф у н к ц и я  ф  (х) убы вает,  непреры вна и огр ан и 
чена на и н те р в ал е  (х0, х,) и

Ф (0) _ , ф ( 0 + 0 ) 4 ф ( 0 - ° ) ^ п + ( - л) с= 0 >
2, 2 

ф (2л) =  Ф (2л +  0 ) + Ф  (2я—0) _  я + ( —я) ^  0<
2

Ф у н к ц и я  ф (х) н е ч е т н а я ,  поэтому ее р я д  Ф у р ь е  состоит 
т о л ь к о  из синусов ; сле д о в ате л ьн о ,  коэффициенты Ф у р ь е



для нее
=  0 (¿ =  0 , 1 . 2 ,  . . . ) ;

л
Ьк =  -^ J  ( я - —*) s in  k x d x = *  

о П
2 . . cos kx  л  2 Г cos kx , 2  2 sin

— ----------- ( я  — * )  г — -\   T— d X  =
п v ' к о л  J к

п — JL
о kк пк к

( ¿ = 1 , 2 ,  . . . ) .

И так ,  ф (а' ) = 2 ^  (— о о < ж < о о ) .
*= i

З а д а ч а .  Р а з л о ж и т ь  в р я д  Ф у р ь е  ф у н к ц и ю  перио
да 2л , опред еленную  на [— я,  л ]  р ав ен с тв о м  (рис. 119)

Р | X, —  Я <  X <  л ,

f W  =  \  о, * = ± л .
со

Ответ. f ( x )  =  2 ^ ( — I)*-1 sln̂ *  .
<¡=i

§ 4.5. О ртогональны е свойства тригонометрических 
функций
Рассмотрим последовательность  тригоном етрически ;;  

функций
1, c o s х,  s in . r ,  c o s 2 x ,  s i n 2 x ,  . . .  (1)

Д л я  них сп раведли вы  важ ны е (легко  проверяем ы е)  фор
мулы:

( cos Ах cos l x  d x =  |  ( ¿ , /  =  0 , 1 , 2 , . . . ) ,
I л,  к — I

J s i n k x s \ n  I x d x  —  |  (A, / =  1, 2,  . . . ) ,

я

J eos  k x  s i n Ix  d x  =  0 (¿,  /  =  1, 2,  3,  . . . ) ,
(2)

tfV ik «»

J l d x  =  2it, J c o s k x d x  =  0, J sÍnAA:¿íx =  0
-Л —л - n

( ¿ = 1 , 2 ,  . . . ) .

И з  (2), в частности, следует, что и н т е г р а л  по отрезку  
[— я,  я ]  от п роизведения  любых д в у х  р аз л и ч н ы х  ф унк
ций последовательности  (1) равен нулю .



Это св о й ств о  формулируют та к :  ф у н к ц и и  последоаа- 
т ельност и  (1) орт огональны на  от резке  [— л,  л].

И з  ф о р м у л  (2) следует:
я л  я

jj \ a d x  — 2 n t co s2 k x d x  =  л ,  J s'm2 fix d x  =  n t (3)
- Л - Л - Л

A =  l f 2, . . .
З а д а ч а .  П олучить  формулы, аналогичны е форму

лам  (2), (3), д л я  тригонометрических функций
, л  . л  2л . 2 л
I ,  C O S y * ,  S U l y X ,  C O S —I ~ X ,  S i n  - J - X , . . .

У к а з а н и е .  М ож но их получить  непосредственно 
вычислением. Н о  м ожно та к ж е  их получить, произведя
в и н т е г р а л а х  (2), (3) замену переменной х  =  п ujl.

§ 4 .6 .  К о э ф ф и ц и е н т ы  Фурье

Д оп у ст и м ,  что  ф ункция ¡ (х) периода 2л  разлож ена 
в тригоном етрич еский  ряд

Í  +  (яь eos fex-f 6 h s in  kx ) ,  ( I)
*= 1

и о к а за л о с ь ,  что  этот ряд  равном ерно  сходится к ней.
К а ж д ы й  член р яд а  (I) есть н епреры вная  ф ункция, 

и так  к а к  р я д  (1) по условию равном ерно  сходится, то 
его  сумма } ( х )  есть  непрерывная (па действительной ос'и) 
ф унк ция  (см. н аш у  книгу  «Высшая м атематика.  Диф ф ерен
циальное и и н тегральн ое  исчисление», § 9 .8 ,  теорема 2).

П ом нож им  л е в у ю  и правую  части (1) на cos т х,  где 
т  —  н а т у р а л ь н о е  число. Так как  ф у н к ц и я  cos т х  непре
рывна и огр ан и ч ен а ,  то полученный р я д  снова будет 
состоять  из непреры вны х ф ункций  и снова будет равно
мерно с х о д и т ь с я ,  теперь  уж е к непреры вной функции 
/  (лг) cos т х .  Н о  равномерно сход ящ иеся  р яд ы  непрерывных 
ф ункций  за к о н н о  интегрировать  почленно на конечном 
отрезке. П р о и н тегр и р у е м  полученный р я д  почленно па 
периоде, т. е .  на отрезке  [— л,  л ]  ( т =  1 , 2 ,  . . . ) :
л  я

j /  (д:) cos т х  d x  —  j  ^ c o s / / w d j t - I -
- л  - Л

8 /  л  п  ч

+  [ a k \ co s  k x  cos  m x  dx -f- bh \ s in  k x  cos m x d x )  =  a



В торое равенство  следует и з  ортогональности  т р и г о н о 
метрических ф ункций  и формул (2) § 4.5.

А налогично получим

в силу  последних трех  ф орм ул  (2) § 4.5.
К а к  у ж е  отмечалось в § 4.4, числа а т, Ь,п, в ы ч и с 

ляем ы е по ф ормулам (2), назы ваю тся  к о эф ф и ц и ен т а м и  
Ф урье ф ункции  }', а сам тригоном етрический  р я д  (I) ,  
где а к и 6* — коэффициенты Ф у р ь е  ф ункции  / ,  н а з ы в а е т с я  
р яд о м  Фурье  функции /.

И так ,  мы доказали ,  что если ф ун к ц и я  f  пр ед с т а ви м а  
о mide суммы т ригоном ет рического  ряда  (I),  р а вн о м е р н о  
сходящегося (для всех х 1.), т о  числа a k, bk н е о б х о д и м о  
являются коэффициентами Ф урье  ф ун к ц и и  / .

З а м е ч а н и е  1. Т ак им  образом, всякий р а в н о м е р н о  
сходящ ийся  т ригоном ет рический  р я д  является р яд о м  Ф у р ь е  
своей суммы.

З а м е ч а н и е  2. Мы рассм отрели  здесь ф у н к ц и ю  f  (х) 
периода 2 л ,  чтобы не у с л о ж н я т ь  записи. Д л я  п е р и о д а  21 
рассуж ден и я  аналогичны.

§ 4 .7 .  Оценка коэф ф и ц и ен тов  Фурье

Т е о р е м а  1. П уст ь ф у н к ц и я  / (х) периода  2 л  и м еет  
непрерывную производную  f is) (х) порядка  s, уд о в л е т во 
ряю щ ую  на  всей дейст вит ельной оси неравенству

т огда  коэффициенты Ф урье ф ун к ц и и  f  у д о вле т во р я ю т  
неравенству

ak | <  2 | bk | <  2 M s!ks ( 6 — 1, 2,  . . . ) .  (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И н т е г р и р у я  по частям  и у ч и 
ты вая ,  что / ( — (л),  имеем

л  яя

 ̂ f (x )\ d x  =  a07tt j  f {x )s \ n m x d x ^ b mrc ( / ¿ - - - 1 , 2 ,  . . . )

(О

—  Л  L

Я  - |  П

—  Л

-  J  f ( t ) ~  d t  - J  r  (t) s in  м  d i .  (3)
-  Я -I -  .7



П оэтому

И н тегр и р у я  по частям  п рав ую  часть (3) последова
тельно ,  учиты вая, что производные / (*_1) непре
ры вн ы  и принимаю т одинаковы е значения в точ ках  1 =  — п  
и /  =  я ,  а  та кж е  о ц е н к у  (1), получим первую  оц ен к у  в (2).

В т о р а я  оценка в (2) получается  подобным образом.
Т е о р е м а  2.  Д л я  коэффициентов Фурье ф у н к ц и и  ¡ (х )  

имеет  место неравенство

< К 1 .  1М Х 2Н  +
- я

ш . (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем
Л

=  <5)

В в о д я  в данном интеграле замену переменной ¿ =  

=  « Н - - у  и учиты вая , что / ( х )  —  периодическая ф ункция ,  

получим
я

я + т

I  / ( н - у ) с о  я(/гы +  л ) ( /н = .

а

=  +  Т  (6)
-л

С к л ад ы ва я  (5) и (6), получаем
я

=  I [ / ( « - 1 - х ) — /( « ) ] с 0 5 Й и ^ И .

Отсю да

2л

А налогичным  об разом  проводим доказательство  д л я  Ьк, 
С л е д с т в и е .  Е с л и  ф ун к ц и я  ¡ (х )  непрерывна , т о  ее 

коэф фициенты Ф урье ст ремят ся к  нулю: а ч —*■ 0,  Ьк О, 
£ - >  сю.



§ 4 .8 . П ространство функций со с к а л я р н ы м  
произведением

Ф у н к ц и я  / ( х )  называется кусочно-непреры вной на  от 
резке [а, Ь], если  она непрерывна на этом отрезке, за 
исключением, быть может, конечного ч и с л а  точек» где она 
имеет разр ы вы  первого  рода (см. т а к ж е  § 7 .4  нашей книги 
«Высшая м атематика.  Д и ф ф е р ен ц и а ль н о е  и интегральное 
исчисление»). Т а к и е  функции м ож н о  с к л а д ы в а т ь  и умно
ж ать  на действительные числа и п о л у ч а т ь  к а к  результат  
снова кусочно-непрерывные на [а ,  £>] ф у н к ц и и .

С калярны м  произведением  д в у х  кусочно-непреры вны х 
на [а ,  Ь\ (а  <  Ь) ф ункций  /  и <р буд ем  н азы вать  интеграл

О чевидно, д л я  любых кусочно-непреры вны х па [а, />] 
ф ункций Ф, ф выполняются свой ств а :  1) (/,  ф) =  (ф, /)-
2) (/,  [) и из равенства (/, / ) = » 0  следует ,  что / ( х )  =  0 
на [а, Ь], иск л ю ч а я ,  быть может, конечное  число точек х.
3) (а /Ч -р ф ,  -ф) =  а ( / ,  ф )-Ь Р (ф ,  ф), где а ,  (5 — п р о и зво л ь 
ные действительные числа.

М нож ество всех кусочно-непреры вны х функций, опре
деленных на отрезке  [а, Ь], д л я  к о то р ы х  введено с к а л я р 
ное произведение по формуле (1), мы будем  обозначать 
¿ ¡  =  ¿ 2 (а, Ь) и назы вать  прост ранст вом  или ¿ ¡ ( а ,  Ь).

З а м е ч а н и е  1. В математике н азы в а ю т  п ро ст р ан 
ством ¿)2 =  Ь 2(а, Ь) совокупность ф у н к ц и й  / ( х ), и н те гр и 
руемых в лебеговом смысле на [а ,  Ь] вместе со своими 
квадратам и , д л я  которых введено с к а л я р н о е  произведение 
по формуле (1). Рассматриваемое простран ство  Ц  есть  
часть ¿ а. П ространство  Ь', об л а д а ет  многим и свойствами 
пространства Аа, но не всеми (см. далее  примечание

И з  свойств 1), 2), 3) следует в а ж н о е  неравенство Б у н я - 
к овского1) (см. наш у книгу « В ы сш ая  м атематика. Э л е 
менты линейной алгебры  и а н а л и ти ч е ск о й  геометрии», 
§ б. (6)) 1 (Л Ф ) К ( Л  Л 1/й(Ф* Ф)1/а» которое на я зы к е  
и нтегралов  в ы гл яд и т  так:

ь

( 1)
а

в  § 4.9).

В. Я . Ь уня к о вск и н  (1804— 1389) —  р у с с к и й  математик.



В еличина

н азы вается  н о р м о й  функции /.
Н о р м а  о б л а д а е т  следующими свойствами:

1) 1/1 > 0 .

при этом р а в е н с тв о  может быть т о л ь к о  д л я  нулевой 
ф ункции  /  =  0 ,  т. е. функции, равной нулю , за  исклю че
нием, бы ть  м о ж е т ,  конечного числа точек (см. нашу 
книгу  «В ы сш ая  м атем атика .  Д и ф ф ерен ц и альн ое  и интег
ральное  и счисление» ,  § 6.2, теорем а 5),

2) 1!/ +  ф К ! Ш Ж 1 ф !1.
3)

где а — д е й ст в и те л ь н о е  число.
Второе свойство  на язы ке интегралов  вы гляд и т  так :

и н а з ы в а е т с я  неравенством М инковского.
Г ов орят ,  что  последовательность ф у н к ц и й  {[п}, при 

н ад л еж ащ и х  к Ц ,  сходится к  ф у н к ц и и  в смысле
среднего квадрат ического  на  [а, Ь] (или ещ е по норм е  £>), 
если

НА,— / Н  Hm ( j l A ,  (*)— / ( * )  » 0 .
Л - * - «  /

О тм етим , что если  последовательность  ф ункций  /„  ( а )  

сходится р а в н о м е р н о  к  ф ункции f  (х) на отрезке  [а ,Ь \,  
то  д л я  до с та то ч н о  больш их п  разн ость  /  (х)—  /„ (х) по 
абсолю тной ве л и ч и н е  долж на быть м ал а  д ля  всех х £  [а, Ь |.

В с л у ч а е  ж е ,  если  /„ (х) стр ем и тс я  к  / ( х )  в смысле 
среднего  к в а д р а т и ч е с к о г о  па о тр е зк е  \ а , Ь \ ,  то у к а за н н а я  
разн ость  м о ж е т  и не быть малой д л я  больш их п всюду 
на [а ,  ¿>]. В о т д е л ь н ы х  м естах  о т р е з к а  [а, b] эта р а з 
ность м о ж е т  б ы ть  и велика , но в а ж н о  то л ь ко ,  чтобы 
и нтеграл  о т  е е  к в а д р а т а  по о т р е зк у  [а ,  b] был м ал для  
бо л ь ш и х  п.



П р и м е р .  П усть  на [0, 1] за д а 
на изоб раж енная  на рис. 120 непре
ры вная  кусочно-линейная  ф ункция  
/« (* )  (« =  U 2, . . . ) ,  причем

/„<0) =  / н (2/л) =  / „<!> =  О,
/ „ ( » / « ) -  1.

П ри  любом н атуральн ом  п

ш ах  / „ ( * ) = ! .
Q< x <  1 Р ис .  120.

и, следовательно, эта  последователь
ность функций, хотя и сходится к н у л ю  при  п ~ *  ОО,
мо н е р а в н о м  е р н о.

Между тем

I / n - o i M I / „ H
/ I  \  J / а  /  ) / п  '2,'п  ч j / a

i 5 Д  (jf) ¿ÜC ) =  ( 5 (лл)а£ к +  jj (2 —  n x ) 2d x  ) 1=
\и У  V  о Мп J

1 / п  V 1 / 3

2 ¡ ( п х у а х )  ( п - о о ) ,

г
т. е. последовательность  функций {/„(л:)} ст р ем и тс я  к  нулю 
в смысле среднего квадратического  на [0, 1].

И з  элементов некоторой последовательности  ф ункций 
l u  / 2» /а. • • •  (п ри н адлеж ащ и х  Ц )  построим р я д

/ 1  + / i  +  / a +  ■ • • ( 2 )

Сумма первых его  п  членов

“ Л

есть ф ункция ,  п р и н ад л еж ащ ая  к L-.  Е с л и  с л у ч и тс я ,  что 
в L'z сущ ествует ф у н к ц и я  /  т а к а я ,  что

И/— *1 Л —  о (« -* •  °°)*

то говорят, что р я д  (2) сходится к ф у н к ц и и  /  в смысле 
среднего  к вад рати ческ ого  и пишут

/  —  / i + / a  +  / s +  • •*

З а м е ч а н и е  2. Можно р ассм атри вать  пространство  
Ц  — L'2(a, b) комплекснозначны х ф у н к ц и й  / ( х ) ■ * ( * ) -f* 
- М / 2 (*)> гДе / ,  и / а —  действительные кусочно-непреры в
ные на [û, b] ф ункции .  В этом п ро ст р ан с тве  функции



у м н о ж а ю т с я  на к о м плексны е числа  и ск а л я р н о е  п р о и з в е 
д е н и е  ф у н к ц и й  /  (х) =  / 4 (х) /Д  (*) и ф (*) =  ф* (х) 4 -  ¡<р2 (х) 
о п р е д е л я е т с я  следующим образом :

А Ь

( / .  ф ) «  $ ?(Х) ф ! * )  й х =  5 [ f í {X) +  (*)] [ф* (*) —  1ф( (х)] с!х,
а а

а  н о р м а  /  о п р ед ел я е тс я  к а к  величина
1 / В  /  ь V 1/1

6 \  i / a

$ [Я  W + / U 4 ] * * )  • 
/1 /

§ 4 .9 .  О р то го н ал ь н ая  система функций

Ф у н к ц и я  ф € £ ¡  =  £ 2  (я, 6) н азы в а етс я  норм альной ,  если

1ф Н ( ф . ф ) ,/2 =  1.

Д в е  ф у н к ц и и  ф , ^ 6 ^ *  н азы ва ю тся  орт огональны м и  
(м е ж д у  собой),  если ( ф ,^ )  =  0. С истема к усочно-непре
р ы в н ы х  н а  о т р е з к е  [а, Ь] ф у нкций

Ф с  <Р., Ф 8. ••• (1 )

(к о н е ч н а я  или  бесконечная)  н а з ы в а е т с я  ортогональной ,  
е с л и  ф у н к ц и и  имеют п о л о ж и т е л ь н у ю  норму и попарно  
о р т о г о н а л ь н ы .

С и стем а  (1) назы вается  о р т о гональной  и норм альной  
(оргпонорм альной)  или о р т о н о р м и р о ва н н о й , если

/  0 , к ф \ ,
(ф*. н 1 1,

т. е. о н а  ор то го н ал ь н а  и к а ж д а я  в х о д ящ ая  в нее ф у н к 
ция и м еет  ед иничную  норму.

Л ю б а я  к о н е ч н а я  о р то го н ал ь н ая  система ф ункций  ф,, 
Фа» • ■• >Фn  л и н е й н о  независим а в Ц , т. е. из того, что

л/
2  се*ф *(х )«0  (*€[<*, Ч ) ,

где  а к— ч и с л а ,  следует ,  что все а**= 0 .  В самом деле ,  
если  п о м н о ж и т ь  обе части этого равенства  с к а л я р н о  на 
Ф  ̂ ( / « I ,  N ) ,  то  на основании  линейны х свойств



< 4 - 9 .  О Р Т О Г О Н А Л Ь Н А Я  С И С Т Е М А  Ф У Н К Ц И Я  

с к а ля р н о го  произведения получим

*1 \
X  а*<рА> (р, « а , ( ф , ,  ф | ) « 0 ,
^ 1  1

и так  к а к  (ср/ , ф /) > 0 ,  то а , в О  ( / « 1 ,
Е сл и  /  €  и = *  Ц  (а, Ь) — п р о и зв о л ь н а я  ф ун к ц и я ,  то  ч и с л о

-ц^цтг (/* Ф*) (А*= 1, 2, , .

назы вается  коэффициентом Ф ур ь е  ф у н к ц и и  /  о тн о с и тел ь н о  
ф ункции  <р* ортогональной си с те м ы  (1). Р я д

й Г Т Г < Л  т*)ф».
* = 1 1Ф*

(2)

порож д аем ы й  функцией н азы в а етс я  ряд о м  Ф у р ь е
ф у н к ц и и  /  п о  орт огональной  сист ем е  (1).

Е сли  система (1) о р т о н о р м а л ь н а ,  то  (Л — 1,
2,  и р я д  Ф урь е  ф ункции /  з а п и сы в ает ся  еще п р о щ е:

/  ~  2  (Л ф *) ф *. (3)

Коэффициентами Ф урье  в этом  с л у ч а е  я в л я ю т ся  ч и с л а  
( / ,  ф*). В дальнейш ем  мы б у д ем  рассм атривать  т о л ь к о  
ортонорм ироваппы е системы (1). П е р е х о д  от них к п р о 
извольны м  ортогональны м  си с те м а м  носит те х н и ч е ск и й  
х а р а к т е р .

Т е о р е м а  1. Е сли  сист ем а  (1) о р т о н о р м и р о вй п а ,  
т о д ля  лю бой ф у н к ц и и  /  £  Ц  н о р м а

N

/ —  2  е д *
*=* 1

среда всевозможных систем чисел  а.^ а м  д о с т и г а е т  
своего м и н и м у м а  для  единст венной  сист ем ы  чисел , опреде
ляем ы х равенствами

а к * * ( / .  Ф а ) Л;) ,

т. е. д ля  коэффициентов Ф ур ь е  ф у н к ц и и  / .
Т а к и м  образом,

Ш 1 П

“ А
I —  2  «*Ф*

к= 1
/ —  2  (Л т») фк |

I



п р и  этом

/ —  2  (Л ф * ) ф**•= i * =  (/> / ) —  2  (А Ф,)а. (5)
*=i

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем
Л/ II2 /  N  N  \

f  —  2  a *< p j — ( / —  2  а *ф * , / —  2  a -ф/ ) =
й*1 К \  k~\  /=1 /

/ /  /V

=  (/ , / ) — 2 2  М / .  2  о с * «
fccl fe=l

А/ /V

*= 2  [ (/ ,  4>kY — 2(xk ( f ,  Ф * ) +  <4] +  (Д  f ) —  2  (Л  ф * )1«
fc = I fe = l

■= 2  [ ( / ,  ф ») - « , ] “ +  (/.  / ) -  2  (/,  ф* ) * >
fc=l h=l  ^

X / ,  / ) -  2  (/ ,  ф*)!.
fe=l

П ри  этом очевидно ,  что последнее соотнош ение в этой 
цепи обращ ается  в равенство  то л ь к о  в единственном  с л у 
чае, когда a fe =  ( / ,  Ф*) при любом k .  Тем самым мы дока- 
з . 1ли соотнош ения (4) и (5).

Из равенства  (5), если учесть, что его л е в а я  часть 
есть  н ео т р и ц ате л ьн о е  число, вытекает н еравенство

2  (/ ,  ф * )■ < (/ .  Л ,
к= 1

верное при любом N .  Н о  тогда, если система (1) соотоит 
ш  бесконечного  ч и с л а  функций ф *, т о  р я д ,  составленный 
из к в ад р ат о в  к о эф ф ициентов  Ф у р ь е  ф у н к ц и и  / ,  сходится 
и сп раведливо  н ер а ве н ств о

2  (/ , ф „ ) !  < ( / , / > ,  (6 )
* = 1

назы ваем ое неравенст вом  Бесселя.
О чень в а ж е н  т о т  случай , когда ортон орм и рован ная  

система (1) т а к о в а ,  ч т о  неравенство (6) обращ ается  в р а 
венство (равенство П а р се ва л я — С т е к ло ва 1))

2  (/ , Ф » )2= ( / .  / ) (7 )
к=\

дли  всех ф у н к ц и й  f £ L ' 2.

J) М. А. П арееваль (1755— 1836)— французский 'математик.  
13. А. Стеклои (1864— 1926) —  русский советский математик и физик.



Чтобы в ы я с н и т ь  значение р ав ен с тва  П а р с е в а л я ,  з а д а 
дим п р о и зв о л ь н у ю  ф ункцию  /€¿¿1  и с о с т а в и м  д л я  нее ее 
р я д  Ф урье

06
7 ~  22 (/.  ф *)ф**

* « 1

Сумма п ервы х п  членов этого ряда
П

5 П (х) «= 2  (/, <Гк) Фа (х)
Ьт 1

назы вается  п - й  с у м м о й  Фурье ф у н к ц и и  /  по  орт огональ
ной системе  (1).

Согласно ф орм уле  (5) отклонение 5  (х) о т  /  (х) в смысле 
среднего  к в ад р ат и ч ес к о го  (в смысле Ц )  р ав н о

! / - 5 „1  ■■'-(/, ! ) -  2  (/, <р„)а. (И)
б* 1

Если д л я  ф у нкции  / £ £ ?  вы полняется рав ен с тво  П а р с е 
валя  (7), то

V — У - 0  ( л - с о ) ,  (9)

и обратно, из (9) вытекает  с п р а в е д л и в о с т ь  равенства 
П ар с ев а л я  (7).

С ущ ествует  сле д у ю щ а я  терм и н о л о ги я .  О рт огональная  
система  (1) н азы в а етс я  полной в Ц ,  е сли  р я д  Ф урье  
любой ф у нкции  Ц  сходится в см ы сле  сре д н е го  к в а д р а 
тического к т. е. если имеет м есто  св ой ств о  (9) для 
всех /  £  Ц .

Мы, та ки м  о б разом ,  док а зал и ,  что  д л я  того чтобы  
о р т о н о р м и р о ва н н а я  система  (1) была п о л н о й  в V .,  необхо
димо и дост ат очно , чтобы д ля  любой ф у н к ц и и  вы
полнялось равенство Парсеваля (7).

П р и м е ч а н и е .  Мы уж е отмечали в зам ечании 1 § 4 .8 ,  что 
/ .? =  £ г ( а ,  Ь) обозначает  пространство ф ун кц и й  /  (ж), интегрируемых  
в лебеговом смысле на [я, Ь] имеете со  с в о и м и  квадратами и что 
й  С  Ц .

Рассмотрим ортонорм нрованную  на о т р е з к е  [о ,  Ь] систем у не
прерывных функций

ф ! М .  Фа М ,  Фз (* ) .  • • • ,

полную  в том см ы сле , как это  мы о п р е д е л и л и  выше. Мы знаем,  
что если I £  ¿ 2 , то  для  чисел

** =  (/. <Ы ( * = 1 , 2 , . . . )  (10)



выполняется р а в е н с т в о  Парсеваля
ь л

С р  («) йх =  2  с**
X *=»1

Э то  верно и д л я  ф ункций  /  £  ¿ з ,  только интегралы надо понимать 
в смысле Л ебега .

Н о  имеет м есто  и обратное у тверж ден ие:  если числа ск 
( ¿ = 1 ,  2 ,  , , , )  таковы , что ряд

2  с \<  «
fe*!

сх о д и тс я ,  т о  в Ц  сущ ествует  функция [  (х) такая, что числа ск 
являются ее  коэф ф ициентам и Фурье и выполняется соотнош ение (9).

А в ¿,» та к о й  ф ункции мож ет и не быть, В атом проявляется  
несоверш енство пространства С%, В пространстве  недостаточно  
количество  ф у н к ц и й ,  для того чтобы эт о  обратное утверждение  
имело место,

§ 4,10* П о л н о та  тригонометр ческих функций

В § 4 .4  б ы л и  приведены п р и зн а к и  сходимости р яд а  
Ф урье .  Р е ч ь  т а м  ш л а  об обычной сходим ости . С ейчас мы 
с ф о р м у л и р у ем  п р и з н а к  сходимости р я д а  Ф у р ь е  в смысле 
среднего  к в а д р а т и ч е с к о го .

С о в о к у п н о с т ь  всех  функций /  п е р и о д а  2л ,  огран и ч ен 
ных н а  о т р е з к е  [ — я ,  п] и н е п р е р ы в н ы х  н а  нем, з а  
и ск лю чен и ем , бы ть  м ожет, конечного  числа  точ ек ,  где  { 
имеет р а з р ы в  первого  рода, обозначим  через  Ц * = *  
— Ц * ( — л ,  л).

Е с л и  ф у н к ц и я  то ев р я д  Ф урье

f  ( * > - £ + £  {ak c o s k x  +  bk s \n h x ) ,  (1)

} - 4 1 / « . { } «

с х о д и т с я  к  н е й  в смысле среднего к вадрат ического , т .  е.
п
I  У ( х ) — S n {x)]2d x —* 0  {ti  *-оо), (2)

bk

где

во
■-Г+  ¿  (ak c o $ k x  +  bk s \n k x ) .



Ф ор м у л у  (1), где  стоит з н а к  равенства ,  надо  ч и т а т ь  
в данном случ ае  та к :  ф у н к ц и я  f  \х) есть сум м а ее  р я д а  
Ф у р ь е ,  сход ящ егося  к  ней (на о т р е з к е  [ — я ,  л ])  в  с м ы с л е  
среднего  к вадратического .

П одсчитаем  непосредственно и н те гр а л  в (2), у ч и т ы в а я  
о р тогон альн ы е свойства тр и го н о м етр и ч ески х  ф у н к ц и й ,
Л

S [ / ( * )  —  'S n {x )Y d x = s
- л

п *18
+  I dx*=*

к .  1 J
л  п

=  ^  P ( x ) d x - 2 af  J  f ( x ) d x ~
- Л  - Я

п  Л  ч п

+  (flg +  f t f ) «  С г  ( x ) r f x - ^ - n £  ( a |  +  i>i).
ft-i _J„ * - i

Д л я  ф ункции  / £ £ £ «  это в ы р а ж е н и е  при п —+ оо с т р е 
м ится  к нулю. Н о  тогда им еет место равенство

1  f  р  (x )d x - f+ £  И  + ОД {/€ £ » , (3)
л Л  1

н азы ва ем о е  равенством П арссваля  д л я  т р и го н о м етр и ч ес к и х  
ф у н к ц и й  (равенством Л я п у н о в а ) .

З а м е ч а н и е .  П ри  с р а в н е н и и  ф орм улы  (3) с ф о р 
м улой  (7) § 4 .9  надо учесть, что последняя  б ы ла  в ы в е 
ден а  д л я  ортонорм ированной  системы , а р а с с м а т р и в а е м а я  
зд есь  ф орм ула  (3) п олучена  д л я  ортогональной ,  н о  не 
норм ированной  системы, к а к о й  я в л я е т с я  система

1, cos х ,  s in  лг, c o s  2х,  s in  2х, . . . .

Ф ун к ц и и

1-, cos х, cos 2 х ,  cos  Зх ,  .Т  (4)

о б р а зу ю т  ортогональную  систем у  на о тр е зк е  [0 ,  я ] .  И м е е т  
место



Т е о р е м а  1. Л ю б у ю  ф у н к ц и ю  / £ Z ,á ( 0 ,  я ) ,  т. е. к у 
сочно-непрерывную н а  [0, я ] ,  можно разлож ить в  р яд  
Ф ур ь е  по к о с и н у с а м :

00 Я

/  (*) — тг  +  Л  a k cos kx ,  a k =
k=  i 0

(¿  =  0, 1, 2, . . . )

и п р и  этом р я д  (5) сходит ся  к  f  в смысле среднего квад
рат ического  н а  [Ö, я ] .

В самом деле ,  э т у  ф ункцию  можно п р одолж и ть  на 
[ — л,  л ]  четным образом ,  а затем периодически с п ер и о 
дом 2л  на всю дей стви тельн ую  ось. П о л у ч и тс я  ф у н к ц и я  
f £ L ' 2*. Р я д  Ф у р ь е  ф у н к ц и и  /  по ф ункциям  l . c o s x ,  s in  х, 
c o s 2х,  s i n 2л:, . . .  в силу  четности f  имеет в точности 
вид  (5) и, к а к  мы у ж е  знаем ,  этот р я д  сходится к f  (х) 
в смысле среднего  квад ратического  на [ — л,  я ] .  Тем 
более ,  в смысле среднего  квадратического  на [0 , я ] .

С казанное  м ож но  в ы рази ть  следующими словам и: с и 
ст ем а  ф ун к ц и й  (4) орт огональная  и являет ся по лно й  си 
ст емой в ¿ ¡ ( 0 ,  л).

Верно т а к ж е  утверж д ен и е :  
система ф у н к ц и й

s i n x ,  s in 2 x ,  s in 3 x ,  . . .  (6)

орт огональная  и являет ся  полной системой в  л ),
т .  е. имеет место

Т е о р е м а  2. Л ю б у ю  ф ун к ц и ю  f£ L '¿ ( 0 ,  л)  можно  
разлож ит ь в р я д  Ф у р ь е  по  с и н у с а м :

00 Л

f ( x )  =  ' ^ á bk s \ n k x ,  bk =  — f  /  (í) s i n  k t  d t  (7)
A= 1 * ¿

( A - l ,  2,  . . . ) ,

сходящ ийся  к ней в смысле среднего квадратического на  
[О, л].

О ртогональность  системы (6) п роверяется  н епосред ст
венно и следует  из (2) § 4.5. Ч то  ж е  касается  полноты, то 
она  в ы тек ает  из сл ед у ю щ и х  соображ ений.

П р о д о л ж и м  ф у н к ц и ю / £ / - 2 л ) на о тр е зо к  [ — л,  п \  
нечетным образом и затем  периодически с периодом  2л. 
F e  р я д  Ф у р ь е  по систем е 1, cos л:, s i n x ,  c o s 2 x ,  s in  '2.x, . . .  
сх о д и тс я  в см ы сле среднего  к вадратического  на [ — я,  л].  
Т ем  более на [0 ,  я ] .  П ритом  этот р я д  имеет в и д  (7).

— С /  (/) cos k t  d t  (5)



П р и м е р .  Р а зл о ж и т ь  в р я д  по синусам  ф у н к ц и ю  
у  =*х2 (0 <  х  <  л).

П р о д о л ж и м  эту  функцию  неч етн ы м  об разом  на [ — я ,  0 ]  
и затем  п ериод ически  с периодом 2 п  на всю д е й ст в и те л ь 
ную ось. Т огда  р я д  Ф урь е  этой ф у н к ц и и  я|> (*) б у д е г

состоять  т о л ь к о  из синусов:

ъ [ п к х ^  +  1)А~  *3’
о

отк уда
,  л  , 2 л  8

° « = а — * / Г ’  ° 2 б - 1  =  2 / г —  1 я ( 2 А  — 1 ) а ‘

Т аким  образом ,
со

о!) (*) =  2  кх.
Й = 1

Граф ик  сум м ы  этого ряда  и з о б р а ж е н  на рис. 121.

1 0  Я .  С .  Б у г р о в ,  С.  М .  Н и к о л ь с к и й



§ 4.11. К о м п л ек сн а я  форма ряда  Ф урье

П усть  а к и Ьк— коэффициенты Ф у р ь е  ф у нкции  f ( x ) .  
Н а  основании  ф о р м у л  Эйлера

a k cos +  k x  =*
pifix -Lp- i kx  , etkx  p- i kx

=  ------Н Л 1 - 2f +

где (будем сч и та ть  Ь0 =  0)

„ _ ak ~ ibk „ Oh+ib/f , t%
ск -------- 2— ’ — 2 * '  '

Отсюда
2л 2л

(co sA i —  i s i n k t ) f ( t ) d t  =  ~ ^  f ( t ) e ~ ‘kidt ,
о 0
2n 2 n

( c o s ^  +  i ' s i n A / ) n O ^ = ^ |  f  ( 0  e‘ht d t .

Эти два р а в е н с т в а  можно записать  в виде  единой фор
мулы

2л

ck ° T „ l i ( ‘ ) e - ‘k , d l  <А =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . . ) .  (2)
о

В аж но за м е т и т ь ,  что если f ( x ) — д е й ст в и те л ь н ая  ф унк
ц ия ,  то а к и Ьк действительны , а числа  ск и с _ А, хотя 
вообще и к о м п л е к с н ы ,  но взаимно со п р я ж е н ы :

с- к ~ ск’ (3)
Очевидно, п - я  сум м а  р я д а  Ф у р ь е  ф у нкции  /  м ожет 

бы ть  за п и с а н а  в  виде
п п

s „ (*) =  Т  +  Х  (aAc o s £ j i - f  6fes in  k x ) =  X  сь?1*х у (4)
*= 1 к= — п

а сам р я д  Ф у р ь е  ф у нкции  / — в виде р я д а
д> [  в

/ ( * ) ~ f  +  X  (a k cos t o  4* bk s in  kx)  ~  X  ckeikx, (5)
I  ,  —  CD

Мы буд ем  г о в о р и т ь ,  что р я д  (5) сходится  д л я  данного 
значения  х ,  е сли  сущ ествует  предел

п
П т  2  с к€‘к х —  lirn  S n (x ),

п-*- ес — п R-*. ®



Т аким  образом  оп ред ел е н н ая  с х о д и м о сть  н азы вается  
сходим ост ью  в смысле главного значения .

В едь  м ожно бы л о  бы считать его  с х о д я щ и м с я ,  если 
сущ ествует п ред ел

п
lim 2  ckei*Xi

п -f- *  — т  
т-* »

к огда  т и п  неограниченно  в о зрастаю т  н е з а в и с и м о  друг 
от друга .

К ом плексны е ф у н к ц и и

{eik*\ ( /¿= ,0 ,  ± \ ,  ± 2 ,  (6)

образую т о р то го н ал ь н у ю  систему на о т р е з к е  [0 ,  2л ] ,  так 
к а к  при к  Ф  I

2л 2я 2яп . r> pi (ft — /> х
(е,кх, eilx) =  \ e lk*ellx d x  »  \ en *~l)x d x = a ~ - ^ у -  = 0

V о о

(первое равенство  записано  по о п р е д е л е н и ю  с к а ля р н о го  
п роизведения  д л я  к ом плекснознач ны х ф у н к ц и й ,  см. зам е
чание 2 § 4.8). Д а л е е

2Л
(eihx, e iHx) = * \  elkxe ~ lkKd x = * 2 n .  

о

§ 4.12. Понятие интеграла Фурье. Повторный
интеграл Фурье

Рассм отрим  сн а ч а л а  к у со ч н о -гл ад ку ю  п е р и о д а  2л 
функцию  f  {x), удо в л етв о р яю щ у ю  св ой ств у

/ w _ ü £ ± 2 » + i i £ = a .  о ,

Это зн а ч и т ,  что /  имеет п ери од  2 л ,  н еп р е р ы в н а  и 
имеет н еп р е р ы вн у ю  производную  всю ду н а  действительной  
оси, за  и склю чением  точек , к оторы х на п е р и о д е  [ —  л, л ]  
конечное число; при  этом в этих  то ч к а х  су щ е ст в у ю т  пре
делы  /  и / '  с п р а в а  и слева.  К ром е  т о го ,  мы п р ед п о л а
гаем, что в лю бой точ ке  вы п о л н яе тс я  р ав ен с тв о  (1). Это 
условие  конечно  сущ ественно т о л ь к о  д л я  т о ч е к  р азр ы ва  / ,  
потому что в то ч к а х  непреры вности оно  в ы п о л н я е т с я  ав 
томатически. С ов окуп н ость  всех у к а з а н н ы х  п ери о д и ч е ск и х  
ф ункций  /  обозначим  через  L '* .



Д л я  к а ж д о й  ф ункции  f £ L ' *  м ож но  рассм атривать  ее 
р я д  Ф у р ь е

а> ц <„

/  W  =  T  - 1 - Х  (üfcc o s * x  +  s in  /ex) =  X cfte'7iJC»
i — ®

где
Л

а ь =  -~ §  f ( t )  eos k t d t  (¿ =  0 ,  1, 2 , . . . ) ,  (3)
—  Л

я

b k = ^  1  S l n k í ü t  (¿ =  1, 2, . . . ) ,  (4)
—  Л

Я

CfcS* ¿  i  f { t ) e ~ ik1dt  (A =  O, ± 1 ,  i  2, . . . ) ,
- л  ( 5 )

c . ,  =  ̂ ± ^ í  ( k = 0 ,  1, 2, . . . ;  b„ =  0).•'»— 2 ’ 2

В ы п и ш е м  ещ е jV-ю сумму р я д а  Ф у р ь е  функции / :
А  N

S*n U ) =  cos Ал:+  6* s in  kx)  =  X  ckeikx. (G)
<?=] b a - N

В т е о р и и  р я д о в  Ф у р ь е  д о к а з ы в а е т с я ,  что д л я  любой 
ф у н кц и и  f £ L ' *  имеет место

lim 5 ; ( * ) « / ( * ) ,  (7)
л/ -► ®

т. е. р я д  Ф у р ь е  ф у н к ц и и  f £ L ' *  схо д и т ся  к  ней в любой  
точке х.

И н т е г р а л ы  Ф у р ь е  могут бы ть  введены по аналогии 
с р яд ам и  Ф у р ь е .

Т е п е р ь  мы будем  рассм атривать  н епериодич еские  ф у н к 
ции /  к у с о ч н о -г л а д к и е  и абсолютно интегрируемы е на 
дей ст ви те ль н о й  оси. Д л я  них, т а к и м  образом, интеграл 
(несобственны й)

5 [!  (-V) ! d x  <  ОО

конечен.
Т ер м и н  к у со ч н о -гл ад к а я  ф у н к ц и я  понимается в сле

дующем см ы с л е .  Ф у н к ц и я  /  н еп р е р ы в н а  и имеет н епре
р ы в н у ю  п р о и зв о д н у ю  д л я  всех точ ек  л: действительной 
оси  з а  и ск л ю ч е н и ем  конечного числа  точек ,  где ф у н к ц и я



f  и л и  е е  п р о и з в о д н а я  / '  р а з р ы в н а .  О д н а к о  п т о ч к а х  р а з 
р ы в а  с у щ е с т в у ю т  п р а в ы й  и л е в ы й  п р е д е л ы  к а к  / ,  т а к  и  
/ ' ,  п р и  э т о м  и м е е т  м е с т о  р а в е н с т в о

¡ w J ± ± ^ l ± ! A í = 3 .

С о в о к у п н о с т ь  у к а з а н н ы х  н е п е р и о д и ч е с к и х  ф у н к ц и и  
о б о з н а ч и м  ч е р е з  =  — о о ,  о о ) .

П о  а н а л о г и и  с  к о э ф ф и ц и е н т а м и  Ф у р ь е  м ы  в в о д и м  д л и  
ф у н к ц и й  / £  L '  ф у н к ц и и

a  ( s )  =  £  f  ( / )  c o s  s í d t  { —  оо  <  s <  по),
— ф

b (s)  =  /  ( 0  s i n  st d t  ( —  OO <  5 <  с ю ) ,
— ®

00

с  (s) ^  f  ( i )  c ~ is td t  ( —  OO <  S <  o o ) ,
-  00

В  т о  в р е м я  к а к  к о э ф ф и ц и е н т ы  Ф у р ь е  о п р е д е л я ю т с я  д л я  
д и с к р е т н ы х  з н а ч е н и и  /? =  0 ,  1 , 2 , . . . ,  и х  а н а л о г и  ( 3 ' ) — ( 5 ' )  
я в л я ю т с я  у ж е  ф у н к ц и я м и  н е п р е р ы в н о г о  а р г у м е н т а  s .

П о  н а ш е м у  п р е д п о л о ж е н и ю  ф у н к ц и и  /  к у с о ч н о - н е п р е 
р ы в н а ,  т е м  н е  м е н е е  ф у н к ц и и  a  ( s ) ,  b ( s )  и  t { s )  н е п р е р ы в н ы .

Н а п р и м е р ,  пусть для простоты функция ) л.меег т о л ь к о  о д н у  
т о ч к у  ра зр ы в а  хп. Т о г д а  и н те гр а л  ( 3 ' )  м о ж н о  ра зб ить  на два  и т о г »  
рала

Е с л и  в и д о и з м е н и т ь  ф у н к ц и ю  /  ( / )  в т о ч к е  /  — дг0, с ч и т а я ,  ч т о  
/ (х0) = / С*о-ЬО),  то  под  п ервы м  и н т е г р а л о м  в (8) б у д е т  н а х о д и т с я  
н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я  о т  5 и / (—  то <  5 <  с о , л0 <  I <  ео). П о  п р и 
з н а к у  В е н е р ш т р а с с а  (см. т е о р е м у  3 § 2 . 1 5 )  п е р в ы й  и н т е г р а л  р а в н о 
м е р н о  с х о д и т с я ,  п о т о м у  ч т о

<Ю

| / ( 0 с О З ( 5 | < | / ( 0 | ,

Н о  т о г д а  п е р в ы й  и н т е г р а л  е с т ь  н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я  о т  s 
(см. теорему 1 § 2.15) .  П о д о б н ы м  о б р а з о м  д о к а з ы в а е т с я  н е п р е р ы в 
н о с т ь  н о  *  и  в т о р о г о  и нте гр ал а

/  (0  cos is di - ¡- —  Г  /  sí) cos is di. (8)

(3')

( l ' í

( У )



Отметим еще, что

lim а (s) — 0, (9)
в —* %

lim b  (s) =  0 ,  (10)
$ —► ж

lim c(s) 0. (11)
6  “ ► 73

Например, чтобы доказать  свойство (9), введем в интеграле (3')
ГС

■амсиу переменной Тогда

СЕ

e ( s )  \  7 )  c ° s  ( ь ' Н - л ) ^ = *

— ®
X  ос

+  = j  f ( t  +  ~)cosls<U.
— 30 — QO

Из этого равенства к из (3') следует:

\а{ь)\ = ¿ И '/ ( Н ~ г  W Í 0 cos i s  d t

1
2 л 5 K ' + t ) - ' w d i  — * 0  ( s — ►ос).

П оследнее соотнош ение (стремление к нулю ), конечно, надо  
доказывать, но мы это  д е л а т ь  не будем.

Аналогом о тд ел ь н о го  члена ряда  Ф у р ь е  (гармоники) 
естественно сч и тать  ф ункцию

a (¿i) cos xs +  Ь ( s )  sin xs =>
(2

/ (0  [C0S ¿SCOS ^5 + sin sí sin xs]dt  =*
— ce

СС (X

j  f ( ( )QOS(t— x ) s d t ^ ~  £ f(t)[eisit~x^ h e - i s^-^]dt - --

— с (s) e 'sx -f- с (—  s) e ~ ISX. (12) 

Точнее, ан алогом  члена  ряда  Ф урье  надо  считать 

(a (s) cos xs b (s) sin xs) ds — (с (s) eixs +  с (— s) ds. ( 12')



А налогом N -й суммы Ф у р ь е  надо с ч и т а т ь  следую щ ий 
и н те гр а л  (см. (12)):

N

S N (х) =  J [a  (s) c o s xs  +  b (s) s in  x s ] d s  =  
о

N со оо N
=  ^  / ( f )  cos ( / — x ) s d t d s  =  -^  ^  d t  ^  [ ( i ) c o s ( t— x ) s d s  -

О -  да - »  О

=  ±  f  ( i ) d l f j  cos ( 1 - х )  sd s  =  ±  jj / ( 0 Sln "_!! ~ X> d t - (13)
-  35 U -  30

Мы  п е р е с т а в и л и  м е с т а м и  и н т е г р а л ы .  В  д а н н о м  с л у ч а е  э т о  з а 
к о н н о .  П а  о с н о в а н и и  и з в е с т н о й  в  а н а л и з е  т е о р е м ы  Ф у б и н и  п е 
р е с т а в л я т ь  и н т е г р а л ы  в к р а т н о м  и н т е г р а л е  м о ж н о ,  е с л и  п о с л е  п е р е 
с т а н о в к и  п о л у ч и т с я  а б с о л ю т н о  с х о д я щ и й с я  к р а т н ы й  и н т е г р а л .  
В  д а н н о м  с л у ч а е

со A' o’ N
~   ̂ ^ 1 / (0 cos (i — х) s \ dl j  j* I / (О 1 ds dl=*

— x 0 —» 0

= 4  §  \ f ( Q \ d t <  CO. 

— »

В с и л у  (12)  ф у н к ц и ю  •SjvOr) м ож н о  т а к ж е  зап и сать  
в комплексной форме

N

S y  (х) =  ^  [с (s) еш  -f- с (—  s) e~isx] ds  =»
о

N

=  £ c ( s ) c ' “ ds=« § f ( t ) e ~ ístd t d s  =
-  N  -  N  - ®

/ Ш  5 е Ш 7 Ш  5 / (О (13')
- N

Ф ункцию

S , w = 4  ] f ^ S, nt Z  X)d t = ' ñ  ] f ( u  +  x ) ŝ d u  (14)
-  »  — СО

назы ваю т прост ы м  интегралом Ф урье.

Г, Фубини (1879 — 1943) — итальянский матем атик.



М ож н о  д о к а з а т ь ,  что если  /  £  L '  (— оо, о о ) ,  то д л я  
любого X

lim S,v (.v) = / ( * ) ,  (15)
N-+ «с

т .  е. им еет  место свойство, аналогичное свойству (7) д л я  
р я д о в  Ф у р ь е .

Отмстим, что Д'-я сумма ряда Фурье периодической функции  
может быть записана следующим образом (пояснения ниже):

/V п

k= 1

ы

i l  л  *

“  ^ /  ( 0  cos ^  dt  cos ^  f  (t) sin k t  d l  sin kx

- H '
(') т г - Ь  V 4 (cos ¿ / c o s  A.v-j-sin k l  sin fix)

Z *mmd
k= i

d t  =

- g - b X  C O S  k ( t —  A' )

k= !
dt =

s l n ( t f  +  l . / 2 ) ( / — x) 
2  sin ((/ —  jf)/2)

. ,  I f  P . . .  sin (ДГ +  1/2) м .
Л = Я j / ( " +  ̂ - 2 1 ^ /2)

(16)

В предпоследнем равенстве мы воспользовались формулой (см. нашу 
книгу «Высшая математика. Дифференциальное и интегральное ис
числение», § 9 .8 ,  (15))

i + Z cos ka

k= !

_ sln ( / V 1  /2) а  
2 sin (a /2 )

В последнем ж е  равенстве (16) мы сделали замену переменной t  =  u - \ - x .  
В си лу  этой замены интеграл но отрезку [ —  я ,  л] по I перейдет  
в интеграл по [ х — л ,  х + л ]  по и, но последний отрезок можно снова 
заменить на отрезок  [ — я ,  л],  потому что подынтегральная функция  
(от и) периода 2л  (см. (3) § 4.3).

Мы в и д и м , что интеграл в правой части (16) очень п охож  на ин
теграл (14).  Поэтому не так уж удивительно, что оба эти интеграла 
стремятся при N — »-со к функции f  (х).

И з (13) и (15) следует, что
N  «с

lim С ds  \ f ( t ) c o s ( t —  х)  s d t  =  f ( x ) .  (17)



§ 4 . 1 2 .  П О В Т О Р М Ы П  И И Т Е Г Р А Л  Ф У Р Ь Е  2')7

С ледовательн о ,  д л я  любой ф у н к ц и и  / £ / / ( — оо, о о )

^  ^  ^  /  (^) сое — х ) з Ш — {( х ) .  (18)
О — со

Это очень важ ное равенство, к о т о р о е  со с та вл яет  основу 
в теории  и н тегралов  Фурье.

И н тегр а л  в (18) назы вается повт орны м  инт егралом  
Фурье.

Р авен ств о  (18) у тв ер ж д ает ,  что для  ф у н к ц и й  
I  £  V  ( — оо, оо) повторный и н т е гр а л  Ф у р ь е  от  /  в точке х  
равен значению  ф у н к ц и и  /" в т очке  х .

В и н теграле  (18) мен ять п о р яд о к  и н те гр и р о в ан и я  н е л ь зя .  
Д а  ничего бы и не получилось хорош его .  Если бы мы 
произвели  т а к у ю  замену —  п р и ш л о сь  бы тогд а  и нтегриро
вать  по 5 ф у н к ц и ю с о з ( /— я) 5 (при  ф иксированны х I и х)  
на бесконечном интервале (—  оо, оо), но такой  и н теграл  
не имеет смысла.

Т ак и м  образом , в повторном и н т е г р а л е  (18) мы д о л ж н ы  
сначала  интегрировать  функцию ? ( ( ) с о 5 ( } — х) э по I па 
( —  оо, оо), а  затем  по 5 на (0, оо). О ба  интеграла н е 
собственные. И нтеграл  по оч е ви д н о ,  абсолютно с х о 
дится. Ч т о  ж е  касается  и н те гр а л а  по я, то  это, вообще 
г о в о р я ,  не так .

Б у к в ы  5 и / в интеграле (18) м о ж н о ,  конечно, з а м е 
нить при ж е л ан и и  любыми д р у ги м и  буквам и V , что 
не изм енит величину интеграла.

И з (13) и (15) мы получили ф о р м у л у  (18). С другой  
стороны, из (13 ')  и (15) мы п о лучи м  другую  важ н у ю  
ф орм улу, в ерн ую  д л я  функций ( — °°> о°):



Введем о б о з н а ч е н и я
Л/ со

/■ (* )=  l i m - ^ 1 =  \ f ( i )  e - ‘* 'd t  =  - L =  \ f ( t ) e - « d t  =
Л/-+» V 2* v, У 2л J

—  / V  — со

=  К" 2л  с (х),
Л? 00

Г (JC) =  lim 77= =  \ f { t )e txidt = - ~  \f (t)eixi dt =*
N - + &  V  2л J  V  2л J— N  — со

=  К* 2 я с (  —  х).

/ ( х )  н а з ы в а е т с я  преобразованием Ф у р ь е  или прямым  
преобразованием  Ф у р ь е  ф ункции  / ,  a f  (х) назы вается  об
рат ны м  прео б р а зо ва ни ем  Ф урье ф у н к ц и и  / .  Операции - 
и ■ взаим но о б р а т н ы .  Если к ф у нкции  /  прим енить  опе
р а ц и ю - ,  а к  полученной  ф ункции  J прим енить  о п е р а 
цию то, к а к  в и д н о  из (19), получим снова  ф у н к ц и ю /:

/  =  /■

З а д а ч а .  Д о к а з а т ь  следующие ф орм улы  д л я  ф унк
ций f £ L r ( — 0 0 , 0 0 ):

1) U - t ) = f ( t y ,

2) f (  —  x ) = ]  (.х)\

ъ н м - ъ г Л - у .

4) / > 0  =  4 | - / ( ^ )  < я # 0 ) ;

5) e ',uf  —  = f  (х +  ц) (ja— действительное);

6) / = / .

Н а п р и м ер ,



§ 4.13. Косинус- и синус-преобразования Ф у р ь е

В силу  (18) § 4 .12 д л я  / € £ ' ( —  °°> ° ° )  им еет  место  
равенство

СО ®

/(я)=-^££5 ]7 (0 с о з (/ — х)$с11 =
О  — со

СО СО со  05

^  (1)
О — С£> и — <®

Если ф ункция  / ( / )  четная, то  второй и н т е г р а л  в п р а 
вой части (1) равен  ну л ю ,  а в первом  и н т е гр и р о в а н и е  по 
I па ( —  оо, оо) св од и тся  к и н тегри ров ан и ю  но (0, оо), н 
мы получим ф орм улу

®

с о ъхз ии  |  /(г1) 00$(зсМ =  [ (лг). (2

Д л я  нечетной ж е  ф у нкции  / ( / )  первы й и н т е г р а л  с п р а в а  
в (1) равен  нулю , а ф ункция  ч е т н а я .  П оэтом у

00 со

— ^ э т л а  ^  £ / ( / )  э т /в б М  = / ( * ) .  (3)
о о

В ф орм улах  (2) и (3) м ожно считать ,  ч т о л г ^ О ,  а [  (/) 
есть п р о и зво л ь н ая  к у соч н о-глад кая  ф у н к ц и я ,  п р и н а д л е 
ж а щ а я  и  (0, оо). В е д ь  в этих  ф о р м у л ах  и сп ользую тся  
то л ь к о  зн а ч е н и я  /  н а  полуоси [0, оо). П о я с н и м  это з а м е 
чание подробнее.

П усть  за д а н а  к у с о ч н о -гл а д к а я  ф у н к ц и я  / £ £ , ' ( 0 ,  оо) 
т а к а я ,  ч т о / ( 0 )  =  / ( 0 4 * 0 ) -  П р о д о л ж и в  ее  н а  всю  д е й с т в и 
те л ьн у ю  ось четным образом, получим ч е тн у ю  кусочно- 
гл ад ку ю  ф ункцию  / £ £ ' ( —  оо, о о ) ,  д л я  к оторой  верна  
ф орм ула (2); в частности , она  верна  д л я  х ^ О .

Будем  теперь  считать ,  что д л я  наш ей к у со ч н о -гл ад к о й  
функции ¡ £ 1 / ( 0 ,  оо) вы п о л н яе тс я  р а в е н с т в о  / ( 0 )  =  0 
(вообще /  (0 +  0) Ф I  (0)). П родолж и м  /  неч етн ы м  образом  
на ( —  оо, оо), получим  нечетную  к у с о ч н о -г л а д к у ю  ф у н к 
цию — оо, оо), д л я  которой  в е р н а  ф о р м у л а  (3);
в частности, она в е р н а  д л я  х ^ О .  П о д ч е р к н е м ,  что в ф о р 
м уле  (3) / ( 0 )  =  0 ,  в  то  врем я как  в ф о р м у л е  (2) значение  
/  (0) =  /  (0 +  0) м ож ет  бы ть  любым.



И н т е г р а л ы

(I о

н а з ы в а ю т с я  соответственно к о си н у с -  и синус-преобразова
н и я м и  Ф ур ь е .  Из формул (2) и (3) непосредственно с л е 
дует,  что если  к кусочно-гладкой  ф ункция / € ¿ ' ( 0 ,  оо) 
п р и м е н и т ь  п оследовательно  два  раза  косинус- (или сн- 
н у с - )п р е о б р а зо в а н и е  Ф урье ,  то  получим исходную ф у н к 
цию В этом смысле косинус- (синус-)преобразованис 
Ф у р ь е  я в л я е т с я  обратным самому себе.

§ 4 .1 4 .  Примеры

С п р а в е д л и в ы  равенства (пояснения ниже)

1 2 (* . I —  СОЯ 5 ,( = — \siri хэ аз.
' и

Б|П Ой ,созлтя аэ.

и
во

и
се

0

и



сое V,

0.

и < |

и > ‘?г

5Л 
С 05 т г

2 (* 2 
“ л 3 1 - ^

10) /  (*) я я г а Iх ' соэ 0.г

( 5 - Р ) а-|-а* ( в - Н Р ) ^ « 2
й э  ( а  >  0 ).

I I ) /  (.V) — е~а 1 * Ып р*

'  51п 5Х 4%40’.[
~л~ ,) [(« — Я)- +  'х-| [{5-г(3)'-Ьа-|

||
м (а  >  0).

П о л ь з у я с ь  обычными методами те о р и и  неопределенны х 
интегралов ,  не видно, как м о ж н о  вычислить ин те гр а л ы ,  
стоящ ие в п равы х  частях р а в е н с т в  1) — 3). С другой  с т о 
роны, ф у нкции  1) — 3) к у со ч н о -гл ад к и е  и п р и н а д л е ж а т  
к и  (— о о ,  сю) (/ £ и  (— о о ,  о о ) ) .  П оэтом у к ним п р и м е 
нима ф о р м у л а  представления  (1) § 4.13. Эта ф орм ула  у п 
рощ ается  и имеет вид (2) § 4 .1 3 ,  если /  — четная ф у н к 
ция, а если /  —  нечетная, то она имеет вид (3) § 4 .1 3 .  
Н ап р и м ер ,  ф у н к ц и я  (1) четная и потому

<Х) и

[ (х) =  ~  ^ С05*5(Й ^ СОЭ (5(11 =  — 
л

где надо считать,  что в точ ках  р а з р ы в а  /  в ы п о л н я е т с я  
равенство

М*) =  у ! 7  < . г - И ) - И ( *  —  0>].

И н тегралы  4), 5) в ы ч и сляю тся  интегрированием  по  
частям.

И сп о л ь зу я  равенство 4), имеем
Х> <о

~  ^ =  4  \ С05х5 х  £ е ~пХ соэХ.г ¿А =  е~а 1
|) I) о

где последнее равенство  имеет м есто  в силу  ф о р м у л ы  (2) 
§ 4 .13,  применимой, потому что е~аК £  (0, оо) —  г л а д к а я
ф у н к ц и я .  И гак ,  равенство 6) д о к а за н о .

Подобными р ас су ж д е н и ям и  п о л у ч а е т с я  ф орм ула  7) из  
5) прим енением  формулы (3) § 4 .13.



Ф у н к ц и я  8) н е ч е т н а я  кусоч н о-глад кая .  Ч тобы  получить 
н уж ны й  и н теграл ,  п р ед ставл яем  ее по ф орм уле (3) § 4.13, 
где внутренний и н т е г р а л  равен
9 J  Л

sin s11 (t) d t  =  J  s in  s t  s in  i dt
0

Г !
J  [c o s  /  ( s —  1) —  cos t (s*f- \ ) ]d t  
0

sin л  (s— 1) sin л  ( s - f  ')
s— ] s - H

Sin JtS
Y ^ 7 l '

П ред ставлен и е  ф у н к ц и и  9) п олучается  [аналогично с 
применением ф о р м у л ы  (2) § 4.13.

Ф ун к ц и я  10) ч е т н а я .  Чтобы получить нуж ны й  интеграл, 
п ред ставляем  ее  по  ф орм уле (2) § 4.13, где внутренний 
интеграл равен

о
e- a ' c o s p /  cos si d t  =э

« ей
=* j  j  e~al co s  (p -J- s) t  d t  +  y  e~ai cos  (p —  s) t d t  

о 0
a

2 L ( P •

П оследнее  р а в е н с тв о  за п и сан о  в силу 4).
Аналогичные р а с с у ж д е н и я  пр о х о д я т  д л я  ф ункции  11) 

при и спользовании  ф орм улы  (3) § 4.13.
Н акон ец ,  п р и в е д е м  еще один прим ер, м етод ика  вычис

л ен и я  которого  о тл и ч н а  от преды дущ их.
12) Н ай ти  к о си н у с-п р ео б р азо в ан и е  ф у н к ц и и  ех р  (— ¿2). 
Пусть

e x p  ( —  cos XsdX =  /  (s). 

Л е г к о  видеть ,  что (см. § 2.13, пример 3)
со

I  (0) =  J  е х р  (— к*) d l ~  ^  У п .



Д и ф ф е р ен ц и р у я  ф у н к ц и ю  /  (s), получаем
вэ

/ '  (s) =  — exp  (— V2) s in  A.s dX  
о

(диф ф еренцирование за к о ш ю , так  к а к  п о сл е д н и й  интеграл  
равномерно сх о д и тс я ) .  И нтегри руя  по ч а с т я м ,  производ
ную l ' ( s )  м ожно представить  в виде ( Х е х р (  —  X2)í/X =  Jo, 
s in  Xs =  u)

ce

/ '  (S) = si ^ e x p  ( — b s) * q —  J  ex p  ( — >-2) eo s  XsdX  =»
и

=  -■ 5*/(s).

Р е ш а я  последнее диф ференциальное у р а в н е н и е  первого 
п о р я д к а ,  имеем

di s . ,
у « — j d s ,  in ~  /  ( s ) « С e x p  ( —  j ) .

И з условия  / ( 0 )  =  ^ n / 2  находим, что С  =  1/"л/2. 
образом,

им

|  ех р  ( — >.а) cos XsdX, = V  *ех р ( - т ) -

§ 4.15. П риближ ение интеграла ФурЕ»е

Поясним ф и зи ч ес к у ю  сторону п он яти я  и н т е гр а л а  Ф урье. 
Рассмотрим непериодическое  д в и ж ен и е ,  п р и  к отором  ор
дината у  н ек оторой  точки есть ф у н к ц и я  у = » 1 ( х )  от вре
мени X.

Ф ункцию  /  (х) можно зап и сать  с л е д у ю щ и м  образом ;

/(Х) =  ^ 0  (S) c o $ x s  +  b (s) s in x s j í / s

J [ c ( s )  e ~ isx - f o  ( — s ) e ' , x ]cís.



П ри  до с та то ч н о  большом натуральном  А/, а затем  при до
статочно м э л ы х Аб (As =  Asy) п риближ енно

N
/  (л-) »  ^ [a  (s) cos  x s - \ - b ( s )  s in x s ] r ís  =

о
N

=  J  [c (s) с ( — s) eisx] d s &
o

^  2  [a (sy) c o s  xs/  +  b (s,.) sin x S j l  As =з
i

=  2 [ c  (s^ e ~ i x s j  -f-c ( — Sj) e i x s j ]  As. (1)
/

П е р в о е  п ри бл и ж ен и е  можно осущ ествить  с любой точ
ностью  во  в с я к о м  случае ,  если и н тегралы  от a ( s ) и b(s)  
( сл ед о в а тел ь н о ,  и от с (s)) абсолю тно сходятся  на (0, оо), 
в част н о сти ,  если  ф ункции ci(s), b( s)  (следовательно, с (s)) 
равны н у л ю  д л я  s > s 0, где s„—  некоторое  число. Второе 
п р и б л и ж е н и е  м ож н о  осуществить во всяком  случае для 
зн а ч е н и й  х ,  при н ад леж ащ и х  к п роизвольном у заданному 
о т р е з к у  [Xj, а - 2 ] .  П ри этом д л я  за д а н н о го  отрезка  ¡л-,, х г | 
п од б и раем  н у ж н ы е  числа s/t  д е л я щ и е  [0, jVJ на равные 
частц. Н о  т о г д а  движ ение y  —  f ( x )  будет  приближ енно 
равно на о т р е з к е  времени х г] сумме гарм оничес
к и х  к о л е б а н и й  —  д а ж е  с общим периодом.

С п е к т р о м  периодической ф у н к ц и и  f  ( а*) называю т сово
к уп н о сть  е е  коэффициентов Ф у р ь е .  П о  спектру ,  в част
ности, вид но ,  из к а к и х  нетривиальны х (не равных т о ж 
дественно  нулю) гармоник состоит периодическое д в и 
ж е н и е  y = f {  х) .

С п е к т р о м  непериодической ф у н к ц и и  f  (х) назы ваю тся  
п о р о ж д а е м ы е  ею  ф ункции a( s )  и b (s) или ф у н к ц и я  с (s).

Е сли a  (s) и b (s) равны н у л ю  вне интервала (р , ф ,  
то  сум м а,  п р и б л и ж аю щ а я  f  (х) по формуле (1), состоит 
из гар м о н и ч е с к и х  колебаний с частотам и sy £  (р, q).

Ф у н к ц и ю  f ( s )  =  y 2 n c ( s )  т о ж е  н азы ваю т спектром  f .

§ 4 .1 6 .  Сумма Ф ейера *)

В ы ш е мы рассм отрели  ряды Ф у р ь е  ф ункции  /  (х) и у ста
новили  д о с та то ч н ы е  признаки  сходимости ряда  Ф у р ь е  
к ф у н к ц и и  /  (я).

JI, Ф е й е р  (1880— 1959) —  видаю щ и й ся  венгерский математик.



М атем атики  Э. Д ю б у а  Р е й м о н д  и Л .  Ф ейер п о с т р о и л и  
прим еры  н епреры вны х ф у н к ц и и ,  р я д ы  Ф у р ь е  к о т о р ы х  
р ас х о д я тся  в одной точке или па м нож естве  всех р а ц и о 
н альны х точек  периода [— я ,  я ] .

Т ак и м  образом, если п р о  ф у н к ц и ю  f  (х) и зв е с т н о  
то л ь к о ,  что она непреры вна, то  этого недостаточно, что б ы  
с к а за т ь ,  что ее р я д  Ф у р ь е  с х о д и тс я .  Д л я  сходим ости  
н у ж н о  налож ить  па ф ун к ц и ю  /  ещ е некоторы е д о б а 
вочные услов и я ,  В наш их п р и зн а к а х  таким и  д о б а 
вочными условиям и  были сущ ествован и е  п р о и зв о д н о й  
у ф ункции  /  или ж е  она д о л ж н а  у д о в л етв о р я ть  у с л о в и ю  
Д и р и х л е  (быть кусочно-монотонной или, к а к  еще г о в о 
рят ,  иметь конечное число м ак си м у м о в  и м инимум ов) .

Впрочем , эти условия  м огут  бы ть  заменены на б о л е е  
общие достаточные условия ,  на к о торы х  мы не б у д е м  
о стан а вл и ватьс я .

К ласс  периодических  и н е п р е р ы в н ы х  на всей д е й с т 
вительной  оси ф ункций будем обо зн ач ать  через С*. В э то м  
к л а с с е  (пространстве) м ож но  ввести  норму:

||/ ||с . =  m ax  \ f { x ) \ .
Х € [ - Я ,  n j

С войства  нормы (см. § 4.8) л е г к о  проверяю тся .
И т а к ,  р я д  Ф у р ь е  ф у нкции  / 6  С* не о б я зат ел ьн о  с х о 

дится  к f  (х) во всех точ ках  х £ [ — я ,  л].
В с в я зи  с этим п р и об ретает  б оль ш ое  значение  т о г  

ф а к т ,  что р я д  Ф у р ь е  п р о и зв о л ь н о й  ф у нкции  / 6  С* с у м 
м и руется  к  ней методом с р е д н и х  ариф м етических  (см. 
§ 9 .16 нашей книги «В ы сш ая м атем а ти к а .  Д и ф ф е р е н 
циальное  и интегральное исчисление») и притом р а в н о 
м ерно на всей действительной  оси.

З а д а д и м  ф ункцию  f £ C *  и составим  д л я  нее р я д  Ф у р ь е

/  (х) ~  у  +  ¿  (ак co s  k t  +  bk s in  * 0 .
i

л

=  у  ^  f  (i) cos  k t d t  (/e =  0 ,  1, 2, . . . ) ,
- n

л

=  Sin k i d i



П усть

S n =  S n (/; x ) = > ^ -  +  Y  (ak c o s k t  +  bk s \ n k t )
2

—  п -я частная  су м м а ряда  Ф урь е  ф у н к ц и и  /  и

° . - а „ ( Л  (1)

—  п-я  с р е д н я я  ар и ф м ети ч еск ая  сумма Ф у р ь е  ф у нкции  
Ф у н к ц и я  о п ( /;  х) н азы в а етс я  сум м ой  Ф ейера порядка  /г. 
П ервой н аш ей  за д а ч е й  будет получить  ком п актн ое

в ы р а ж е н и е  д л я  а„ .  Т а к  к а к  (см. (16) § 4.12)

5 , - ±  ]  /  V + х)  ^  ]  /  ( х + о  а д
2 sin  —

то

1 [ I
« + 1  2л

I  - Я  1 - я

1 *+£о.<оя  (л +  1)
- л

З д есь
fe

Dk ( 0 « y  +  X c o s ^ B=!sin( A + - 5 ‘)  ' / ( 2 s i 4 )

¿Л

—  яд р о  Д и р и х л е .
Чтобы  у п р о ст и ть  вы р а ж е н и е  в к в ад р ат н ы х  с к о б к а х  под 

з н а к о м  и н т е гр а л а ,  п р ед в а р и тел ь н о  подсчитаем  сумму:

¿ s i n ( * + y )  * « ф ( х ) .  [(2)

У м н ож ая  л е в у ю  и правую  части равенства  (2) на 

2 s in  у ,  получим

Л

£  [eos  ¿X —  COS (ft +  1) х] SB 2\j> (X) sin  4
fc=<J



ИЛИ

[1 — cos x] +  [ c o s x — cos 2х] + • . . .  - I - [c o s /z x — соз  (/i -4-1) * ] —

1 — cos (n  - t - 1) x =  2\j) (x) s in

И з последнего  равенства  наход им , что
. » л -J- 1

1 > i i \ S in 3 ' X
 1 _ ,  (3)

2  s i n  y  s , n  y

Н а основании  (3) получаем

i

slB Y

L s i n  ( *  +  yV
„ n -\-1 

sin1 — x

2 sin y  -  2 sin" —

Т ак и м  образом ,
я

®rt(/; х ) а ~г l f ( x + t ) F a { t ) d t t (4)

где

, " +  1 А 8
i /  sln —  /

р * м - т т )  ~ V  • (5 >
s l o  —

Ф у н к ц и я  /•'„ (/) назы вается  я д р о м  Ф ейера  порядка  п. 
Л е г к о  ви д еть ,  что



П оэтом у сум м у  ап (х) можно еще за п и сат ь  так :
п

Яп (*) =  т  +  X  C0S k x  +  ЬЬ Sin kx)
I 1

п

=  y  +  X  ( 1 _ í T f i )  K c o s ^  +  6fcs in A x )  . (7)

З а м е ч а н и е .  Из формулы (7) видно, что сумма 
Ф ейера  (/; а:) отличается  от  сум м ы Ф у р ь е  S n (f\ х) 
ф у нкции  [ (х) те м ,  что каж ды й член (ak eos k x - \ - b h sin  kx) 
суммы S n ( /;  x)  ум н ож ен  па число

w  = 1 - , 7 T i  ( A = 0 ' 1...............">•

О тметим с л е д у ю щ и е  свойства яд р а  Ф ейера  F n (l)\
1) Г п (í) —  н ео три ц ательн ы й , четный тригоном етриче

ский полином п о р я д к а  п  (см. (5) и (6));
л  -1

2) F a ( í ) d l  =  ^ - ^ F n ( t ) í l l  =  l (8)
—я о

(см. (6), у честь  ортогональность  ф у н к ц и й  c o s k x  (к  =  
- - 1, . . . ,  п)  к единице);

3) д л я  в с я к о г о  числа 6 > 0

^ ________ i_________ d t __  л —^ О
^  2  { п - \ - 1) ( s i n  2 ( п + 1 )  ( s , „ A j a "r -

Т е о р е м а  1 ( Ф е й е р а ) .  Д л я  любой непрерывной па  
дейст вит ельной оси  ф ун к ц и и  f  (х) п ериод а  2л  (т. е. / £  С'*) 
ее сум м а Ф ейера  п о р я д к а  п равном ерно ст рем ит ся  к ней  
при  п  —► оо, т . е.

W —  </) J|c* =  ш а х  ] /  [ х ) ~ о , Д / ;  х ) \  0  (п  —  о о ) .  (U)



Д о к а з а т е л ь с т в о .  В си л у  свойства 2) я д р а  Ф ейе- 
ра  имеем

л

(/; х)  — /  (х) ■= ^  j  /  {х +  0  Л ,  ( 0  — /  (*) =»
- л

п л

« 4  J  /  (*  - И )  Л ,  ( 0  /  М  ( / )  <11 =
- л  - Л

л

= H t / ( 'c + 0 - / w ] / ' ' " ( , ) , t t - ( |0 )-JI

В силу  (10) и свойства 1) яд р а  / ; „ ( / )  имеем

Л

- л

F a ( t ) \ f ( x  +  t ) - f ( x ) \ d t  +
•>

+  ^  f  F » ( l ) \ H x  +  t ) - f ( x ) \ d t ,  ( И )
б  <  | i  I  <  Я

гд е  6 > 0  —  п ок а  п р о и зволь н ое  число ( 0 < 6 < з х ) .
Т ак  к а к  по условию  теорем ы  ф у н к ц и я  f  (х) н е п р е 

ры вна , то  она о б я за т е л ь н о  ограничена

| / ( х ) | < А 1  ( V j c g [ — л , я ]) .

Тогда

| / ( х - И ) — / ( х ) | < 2 Л 1 ,  (12)

д л я  любых X и I.
Д а л е е  ф у н к ц и я / ( х )  рав н ом ерн о  неп реры вн а  н а [ — л , л | ,  

поэтому д л я  любого е > 0  м ож н о  у к а з а т ь  число  6 > 0  
та к и е ,  что

| f ( x  +  t ) - f ( x ) \ < ±  (13)

- л
1

Я
11 [<0

при 1 / | ^ б  и любых х , ( a ' 4 - 0 € L — л, л].



Т е п е р ь ,  в зя в  в ( Н )  б т а к о е ,  к а к  у к аза н о  в (13), на 
о сн о в ан и и  свойства я д р а  2), с учетом (12) и (13), получаем

(/; * ) — / < * ) ! <

т < в  в < | / к я

- Л  в < | / | < Я  X

Т е п е р ь  при достаточно больш ом  п 0 на основании 
с в о й с т в а  3) яд р а  Р„ (() в то р о е  слагаем ое сп р а в а  в по
следнем  неравенстве  при  п  >  п 0 можно сделать  меньшим 
е/2. И т а к ,  о к он чательн о  получаем

|<т„ </; х ) — /  (х) | < | -  +  | - := 8  ( п > п 0, * € [ — л,  л]).

Т а к и м  образом,

1 К ( / ;  х) —  [ ( х ) \ \ с * =  ш а х  |<т„ (/; х ) — Ж | < е  {« >  и0),

(14)

т. е .  последовательн ость  ( / ; * ) }  равномерно сходится 
на [ — л ,  л ]  к  ф у нкции  / ( * ) .  Теорема д о к азан а .

М ы у ж е  отмечали выше, что средние ариф метические 
чи с л о во го  р я д а  м огут  стрем и ться  к пределу , в то  время 
к а к  сам  р я д  м ож ет  расх о д и т ьс я  (см. § 9 .16,  прим ер 2 
в н аш е й  к н и ге  « В ы сш ая  м атем ати к а .  Д иф ф еренциальное  
и и н те гр а л ьн о е  исчисление»). Это явление к а к  р аз  имеет 
м есто  д л я  ряд ов  Ф у р ь е  н епреры вны х функций.

С у щ е ств у ет  н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я ,  р я д  Ф у р ь е  к ото 
рой р а с х о д и т ся  на м нож естве  всех р ац и он альн ы х  чисел 
(счетное м нож ество),  о д н ак о  это не меш ает тому, как  
это  мы д о к а з а л и ,  что средние арифметические суммы 
Ф у р ь е  д л я  любой непреры вной  ф ункции  /  сх о д я тс я  к  /  
и д а ж е  равномерно.

С л е д с т в и е  ( т е о р е м а  В е й е р ш т р а с с а ) .  Д л я  
лю б о й  периодической  непреры вной  на  действительной оси  
ф у н к ц и и  /  (х) и  любого  е >  0 найдется т р и го н о м е т р и 
ческий  м ногочлен  Т п (х) т акой ,  что

1 / ( * )  — Г п ( х ) | < е  ( У * € [ — я ,  л]).

Д л я  д о к а за т е л ь с т в а  достаточно в качестве Т п (х) в зя ть  
сум м у  Ф е й е р а  а „ ( / ;  х ) при  достаточно большом п.



§ 4.17. П олнота  систем ф у нкций  в С  и

Систему неп реры вн ы х  на о т р е з к е  [ а ,  Ь] функций

Ф1 (*). Фг(*). <М*). ••• (•>
н азы ваю т п о лн о й  в пространстве С [ а ,  Ь] непреры вны х 
ф ункций ,  если д л я  любой ф у н к ц и и  / € С [ а ,  Ь] и любого 
е >  0 н ай д ет ся  конеч ная  л и н ей н а я  к ом б и н ац и я  из этих 
ф ункций

( 2)

т а к а я ,  что д л я  всех х £ [ л ,  Ь] в ы п о л н я е т с я  неравенство

/  (х) —  2  ск ср* (х)
Ь-\

<  е.

Г о в о р я т  ещ е, что система (1) полна в пространстве 
Ь'.{а, Ь), если д л я  любой ф у нкции  Ь) и любого

найд ется  линейная  к ом б инация  (2) т а к а я ,  что
!’ г, \ 1/2

Л=1 к =  I

с/х < е .

Л е гк о  видеть ,  что если система (1) полна в С [а, Ь\, 
то она полна т а к ж е  в Ц { а ,  Ь), потом у что

ь „  ,  \  1 / г  / 1> \  » ; г

(
/ (X ) —  (X)

к= 1

! \*/> / ' »  \»У* _
с1х\ =  &УЬ- ■а.

В § 4 .9  мы рассм атривали  п р о и з в о л ь н у ю  ортонор- 
м альную  на о тр е зк е  \ а , Ь] систем у  ф у н к ц и й  ф1( ф2, . . .  
и н азы вали  ее  полной в Ц { а ,  Ь),  если  р я д  Ф у р ь е  любой 
ф ункции  ^ € ^ 2  (а, Ь) по этой систем е сх о д и тс я  к /  в смысле 
среднего к вадратического .

Т аким  образом , в случае о р то н о р м н р о ва н н о й  системы

Фь Фг. Ф*. ••• (3)
мы имеем два  о п ред елен и я  п олноты  в ¿ ¡ ( а ,  Ь), Они э к в и 
валентны. В самом деле, п усть  орто н о р м и р о ва н на я  с и 
стема (3) полна в Ц ( а ,  Ь) в см ы сле  § 4 .9 ,  и пусть  / £

{а, Ь).



а это п о к а з ы в а е т ,  что для любого е > 0  м ожно у к а з а т ь
/1

л инейную  к о м б и н а ц и ю  X  скц>к, где  сА =  (/ ,  <р*), д л я  ко- 

горой

f —  2  сь фк
к = I L 2 {a,  Ь)

<  8 .

С л е д о в а т е л ь н о ,  система (3) полна в ¿!г (а, Ь) и в смысле 
второго о п р е д е л е н и я .

О братно, если  система (3) полна в смысле второго 
опред еления  и з а д а н а  ф ункция ¿>), то д л я  вся
кого  е > 0  н а й д е т с я  линейная к о м б и н ац и я

**и

т а к а я ,  что

/ —  2 « * < р*
* = | L A t t .  Ь)

< е .

Н о  по т е о р е м е  1 § 4.9

f —  2  ( / .  Фа) Ф к
*=i Ц(<». b)

И м е ем  д а л е е  д л я  п ^ п 0

/ —  2
Л = 1 ¿2 (Д. 6)

< е .

/ —  2  ( / ,  Ф * )Ф *
k = i

=  ( Л Л - 2  ( / ,  < t„ Y >
k= 1

> ( í ,  / ) - 2  (/, Ф»)г =  
*=1

/ —  2  (/ , Ф а ) Фй 
*=i L .  (ú, Ь)

П оэтому

/ —  2 ( А ф * ) Ф й ' ,  < е  ( V  п > я 0),

и, сле д о в ате л ьн о ,  р я д  Ф урье  ф у нкции  /  сход ится  к  ней 
в смысле ср е д н е го  к вад рати ческ ого ,  т. е. система (3) полна 
в смысле о п р е д е л е н и я  в § 4.9.

В § 4 .9  бы л о  сформулировано без д о к азательства  
в аж ное у т в е р ж д е н и е  о том, что р я д  Ф у р ь е  функции 
/ £ ¿ 2 * по тригоном етрической  системе сходится  к /  
в смысле с р е д н е г о  квадратического . П о с л е  того к а к  мы



д о к а за л и  теорем у В ейерш трасса  (см. § 4 .16),  это у т в е р ж 
дение м ожно полностью обосновать.

В самом деле ,  мы уж е  п о л ь з о в а л и с ь  теоремой 1 § 4 .9 ,  
утверж даю щ ей  справедливость  р ав ен с тва

к  =  1
/ —  5¡

к  =  I

где ск —  коэффициенты Ф урь е  ф у н к ц и и  Ь) по
ортонорм ировапной системе -|фЛ}. О тм етим , что это р а в е н 
ство имеет место и д л я  п р о и зв о л ь н о й  ортогональной , не 
о б я зат ел ь н о  нормальной системы. В этом случае к о эф ф и 
циенты Ф у р ь е

(/> Чк)
k *  II

( / ; = ! ,  2 ,  п).

Т ригоном етрическая  система

1, eos х,  s in  аг, c o s 2 x ,  s in  2 л: ,  . . .  

о р тогон аль н а  на отрезке  [— л ,  л].
Т еорем а В ейерш трасса в ы р а ж а е т  тот ф акт ,  что э т а  

система полна в С*, но тогда,  к а к  мы знаем , она п о л 
на в L'2 *.

А это и означает, что р я д  Ф у р ь е  по тр и го н о м етр и ч е
ской системе любой ф ункции  сходится к  ней
в смысле среднего к вад р ати ч еск о го .

§ 4 .18.  Сведения из теории к р атн ы х  рядов Ф урье

Будем  рассм атривать  ф у н к ц и и  f  ( х ) ,  x  =  (xlt . . . ,  де„), 
от многих переменных, за д а н н ы х  на некотором /¿-мерном 
п рям оугольн и ке

j  =  1..............п \ ,

где  а;-, bj —  действительные ч и сла .
И з  теории  кратны х интегралов  (см. теорему 3 § 2 .4 )  

следует ,  что если и н те гр и р у е м а я  на Д ф у н к ц и я  f ( x ) ,  
представим а в виде п р о и зв е д е н и я  интегрируемы х ф у н к 
ций от одного переменного

[ ( X ) ^ f \ f y  (Xj),
/ = i

то
п

J /  (* )  d x  =  1 1 1  f j  ( X j )  d x j , ( i )
д / =>д/

где Ду= [ я / ,  bJJ.



П р я м о у го л ь н и к  А м ожно р ассм атри вать  к а к  прямое 
п роизведение о т р е з к о в  А, (см. сноску 2 на с. 191):

Д^Д.хДгХ • •« хЛл.
Отметим, что в  р ав ен с тве  (1) слева  стоит л -кратны й  

и нтеграл ,  а с п р а в а  стоят  одномерные и н те гр а л ы  Р им аиа 
от ф ункций  ¡ / (Х ; ) ,  з а д а н н ы х  на Ду.

Ф ункции

<*/ =  0, ± 1 ,  . . . ;  ; =  1, 2, п),

к а к  мы зн а ем  и м ею т период  2 л  по переменной х} 
(/ =  1, . . . .  /0* Э ти  ф у нкции  (от одного переменного х )  
непреры вны  на всей  оси х /  и па периоде [ — п ,  л ] ,  а сле
дов ательн о ,  и н т е гр и р у е м ы  по Р им ану  на о т р е з к е  [ — я ,  л].

Кром е того, нам известно ,  что ф ункции е к/ х/  обра

зую т о р т о н о р м а л ь н у ю  систему е 1к/ х / |  на [ — л,  л] ,

т, е.

Г - - ^ е 1к/ х/ ^ е и/^ с 1 х г = { 0 ’
д V  \Г  2л '  \  1,

— Л  \  >
а ,  =  V

(2)

Введем о б о з н а ч е н и я

к =  к п), к х ^ ^ Ь / Х , ,
/*1

Г Д , = п Д ^ = { _ л < х 7 < л ,  /  =  1, п \ .

Тогда в силу  (1) и (2) функции

 ̂ , , (>‘*ПХП  I,. (¡{Ь* ^3)
(2л)"/г ‘ ' ~~ (!2п)п/3

( й / = 0 ,  ± 1 ,  /*= 1 п)

от п  перем енны х  б у д у т  ортонормальны н а  кубе  Д„:

( ' -  МЬх    &Их Иу —
)  ( гл у '4 (2п),,/2 ^

^ _ 1 ~ Т Т  \ еПкГ 11и Ы х  = !  ° ’ к ф 1 '
1 I ^  к - 1-

П од равенством  целочисленны х векторов  Л и  /  мы, 
к а к  обычно, п о н и м аем  равенство соответствующ их их



коорди н ат  и к  Ф  I. означает ,  что в е к т о р ы  £  и I  отли 
чаются хотя  бы одной  координатой.

Б удем  р ассм атри вать  ф ункции /(лг) п е р и о д а  2 л  по 
к аж д о й  из п ерем ен н ы х  х {> / = 1 ,  п.

С имвол С* б у д ет  обозначать  к л а с с  (пространство )  п о  
п реры вны х ф у н к ц и й  с нормой (см. § 4 .8)

М нож ество  всех  ку со ч н о -н еп р ер ы вн ы х  п ери од и ческ и х  
ф ункций ,  д л я  к о т о р ы х  введено с к а л я р н о е  п рои зве д е н и е  
по формуле

мы будем обозн ач ать  Ц м & з  Ц { & ш) и н а з ы в а т ь  п ро ст р ан 
ством ¿¿-к. Н о р м а  в этом классе (п р о стр а н ст ве )  вводится 
так :

Тот ф акт ,  что f ( x ) —  к у со ч н о -н е п р ер ы в н а я  ф у н к ц и я ,  
о значает  следую щ ее: к у б  Д, (период) м о ж н о  р а з р е за т ь  
на конечное число  частей с помощью  к у со ч н о -г л ад к и х  
поверхностей т а к ,  что на к аж д ой  части ф у н к ц и я  f  (х) 
непреры вна и имеет пределы на г р а н и ц е  части ,  а  вдоль 
р азр езо в  она м о ж ет  иметь разры вы .

Все свойства норм ы  (см. § 4.8) д л я  п ро ст р ан с тва  Ц *  
вы полнены . П о д  нулевой  ф ункцией  ( /  =  0) мы понимаем 
ф ункцию , р ав н ую  нулю  всюду н а  Д ,,  к р о м е  к о н еч н о ю  
числа к усо ч н о -гл ад ки х  поверхностей.

Н априм ер ,  в с л у ч ае  функций от  д в у х  п ерем енны х, 
мы допускаем , что н у л е в а я  ф у н к ц и я  / ( * * ,  х 2) м о ж ет  быть 
не равна нулю  в конечном  числе точ ек  А .  или на конеч
ном числе к усоч н о-глад ки х  к ри вы х .

О тметим, что /i-м ерн ая  мера Ж о р д а н а  у к а з а н н ы х  по
верхностей рав н а  ну л ю ,  поэтому я - к р а т н ы й  и н те гр а л  от 
нулевой ф у н к ц и и  по Д , равен  нулю.

Пусть те п е р ь  ф у н к ц и я  f ( t ) ,  t  — ( t i ,  t n),  периода
2л  по к аж д ой  из переменных и и зв е ст н о ,  что  ее можно 
р азло ж и ть  в к р а т н ы й  ряд:

|| /  ! Ь =  m ax  | / ( * ) [ .
лг€Д,

(-1)

1 / 1 = 1 / 1 ^ . = Q |  l ( x ) \ ' d x y \

/№ =  2  . . .  S  (5)
kl — -  а> kn= -  со



где  п о с л е д н я я  сум м а распространена  на всевозмож ные 
векторы  & =  (/г,, /гл) с целы м и координатам и.

С п р а ш и в а е т с я ,  к а к  опред елить  по ф ункции / (¿) коэф
ф ициенты  си.  З д е с ь  м ожно поступить  та ки м  ж е  образом , 
к а к  это мы д е л а л и  в § 4.3 в одном ерном  случае ,  т. е. д л я  
ф у нкции  /  о т  одного действительного  переменного.

Е сл и  р я д  (5) равномерно сх о д и тс я  на Д .,  то (ан ало .  
гично, к а к  и д л я  функции одного  переменного, см. § 4.6)

Ч и с л а  с* ,  вычисляемые по ф орм уле  (6), назы ваю т 
коэф ф и ц и ен т а м и  Фурье ф у н к ц и и  /  ( f ), а р я д  (5), в к о т о 
рый вм есто  сн подставлены коэффициенты Ф у р ь е ,  н а з ы 
ваю т р я д о м  Ф ур ь е  ф ун к ц и и  / ( f )  в ком плексной  форме 
(см. § 4 .11).

И т а к ,  если  ф у н к ц и я  /  (t)  =  / ( / , ,  . . . ,  (п) представим а 
в виде суммы р яд а  (5), равном ерно  сходящ егося  на Д .,  
то числа  Си ^ о б х о д и м о  я в л я ю т с я  коэффициентами Ф урье 
ф у н к ц и и  / ( f ) .

Е сл и  в р я д е  (5) коэффициенты ск вычислены по ф о р 
м улам  (6),  то  р я д  (5) будем н азы в а ть  рядом  Ф у р ь е  ф у н к 
ции / ( f )  н езави си м о  от того, сх о д и тс я  он к / ( f )  или нет. 
В этом с л у ч а е  будем  писать

Е с л и  ф у н к ц и я  / € С * ,  то  р я д  (7) не обязательно  сх о 
дится  к  / ( ¿ )  во всех точках  ¿ £ Д *  (см. § 4.16).

З а д а д и м  ве к т о р  1Я =  ( /V,, . . . ,  N n),  где Л̂ / — н а т у р а л ь 
ные ч и с л а ,  н о п р ед ел и м  соответствую щ ую  ему частичную 
сум м у Ф у р ь е  ф у нкции  /  следую щ им  образом:

/ ( f ) - 2 (7)



—  ядро Д и р и х л е  п о р я д к а  З д е с ь  м ы  во с п о л ьзо ва л и сь  
формулой Э й л е р а  ё х =  2 eo s  х.

В частности , если Л^*= N 2=  . . .  =  N п =  N , то

S n (/; X) =  ±  $  I I  D n ( / , - * , )  i  (/) dt .  (8') 
д.

М ногомерны й ан алог  суммы Ф е й е р а  имеет вид
N ,  N n

S  2/( л\ k i —0 k п — {)
{п Х)  =  (Л'] 4-Т)“. ^ , + Т Г  =

=  “  —  N ( u ) f ( u  +  X ) d u ,  (9)
д ,  д ,

где
/  , Л^у-Ы

п /  s i n  — Г)-----

(Div (и)= I J f  «,<“/)■ ^ ^ - т + Т ) ( ^ Г

— яд ро  Ф е й е р а  п о р я д к а  N  ¡. Е с л и  N t = ¡ . . .  = N n =  N ,  то  
в ф орм уле (9) ядро  О *  (а)  н е с к о л ь к о  упростится .

Т ак  к а к  ф у н к ц и и  еш  при к ф О  ор то го н ал ь н ы  к  1, то

^ Ф * ( я )  du*=  1. (10)
д .

Д а л е е ,  если  Д( =  {[ и ,  | < е ,  / =  1, . . . ,  л}, то

^ Ф л , ( м ) £ / й < ~  § O i v ( u ) d u = \ .
Др д .

К роме того,

~  j  G > x ( u ) d u - + 0  (11)

Д . ЧДр

при ¿V{ —► о о , . . N п оо,
Д о к а ж е м  последнее свойство д л я  дву м е р н о го  с л у ч а я :

~  |  Ф* (и)  d u  ~

= Ц  í  í  +  Í  5 y « ( u ) d U <
\ | « » | < e  е < | « , | < л  е < | ы , | < я  | и , | < л /

< c f  j  vi ( « j ) d “ k +  j
\P.  <  | í/, | С  л  E < | ü , | < n  J



при N i  —► оо и оо (ем. свойство 3) я д р а  Ф ейера
§ 4.16).

Т е о р е м а  1. Е с л и  ф у н к ц и я  то

! / ( * ) — 1M f ;  *)[кг* —  о (JV, —► оо,

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу  свойства (10) яд р а  Ф/у(и) 
имеем

M f r  * ) — / ( * ) = “ трг £ [ / ( *  +  *) —  f  ( х ) ]Ф н  (t) d t .  
д.

Отсюда

K ( / ;  * ) - / j ' M O l / ' ( x  +  t ) - f ( x ) \ d t ~
Д.

=  4 "  $ ф * ( * ) 1 / ( *  +  * ) - / ( * ) ! «  +

д.\\,
где 6 > 0 — п о к а  п роизвольное  число  (0 <  б <  л).

Т ак  к а к  ф у н к ц и я  f ( x )  но условию  теорем ы  непре
рывна н а  Д , ,  т о  она  ограничена и рав н ом ерн о  н епре
рывна н а  Д,:

) / ( * ) ! <  Л* ( V * € A . ) i  (12)

д л я  всяк ого  е >  0  сущ ествует  6 >  0 т а к о е ,  что

U { x  +  t ) - f ( x ) \ < * i 2  (13)

При ¡¿/I <  6 ( /«■  I ,  . . . .  п) и любых х , { x  +  t)  е  д . .
Т еп е р ь ,  в з я в  б т а к о е ,  к а к  у к а з а н о  в (13), на осно

вании свойств  я д р а  Gto(f) получаем

д,1 д»

Д.\Д;}

Т е п е р ь  д л я  в е к т о р а  №  в достаточно больш ими к о о р 
динатам и, н а  о с н о в а н и и  свойства (11), второе слагаем ое 
сп р а в а  в п о сл е д н е м  неравенстве м ож н о  сд елать  при 
А / >  N)  ( /  =* 1, . . п)  меньшим е/2.

Т о г д а  о к о н ч а т е л ь н о  получим

I°лг( / ;  * ) - / ( * ) !  < у  +  | -  =  е,



П Л И

Цолг (/; дг)— /■ (-г)Цс* <  8

при jV />  N°  ( / = 1 ,  • • • ,  л)« Т е о р е м а  д о к а за н а .
З а м е ч а н и е  1. И з  теоремы 1 сл ед у ет ,  что система 

ф ункций  (3) полна в С*, а сле д о в ате л ьн о ,  и в Ц *  (см. 
§ 4.17).

З а м е ч а н и е  2. М ы у ж е  отм ечали в ы ш е ,  что к р а т 
ный р я д  Ф у р ь е  н епреры вной  ф у нкции  не о б я за т е л ь н о  
сходится к ней во всех  точках  Д„. О д н ако  к р а т н а я  сумма 
Ф ейера олг(/; х)  н епреры вной  п ер и о д и ч е ск о й  ф у н к ц и и  
f (x) ,  к ак  мы д о к а з а л и  выше, сходится к  f  (х) во всех 
точ ках  £  А,.

Справедлива
Т е о р е м а  2. Р я д  Ф урье  (7) ф у н к ц и и  f £ L l #  схо

дит ся  к  f  (х) в смысле среднего квадрат ического

I ! / (■*■)— ( / ;  —  0  М  —  О О ,  N n - + o c )

и имеет место равенст во Парсеваля

1 / 1 ^ , =  (2л)”2 Ы а-

Д о к а з а т е л ь с т в о  этой теорем ы  м о ж н о  п р о вести ,  
к а к  в одномерном с л у ч а е  (см. §§ 4 .9 ,  4 .1 7 ) ,  в о с п о л ь зо 
вавш ись  замечанием  1 о полноте системы (3).

Б удем  теперь  рассм атривать  р я д  Ф у р ь е  (7) в д в у м е р 
ном случае .  Е с л и  восп ользоваться  ф о р м у л а м и  Э й л ер а  
e± ‘* B c o s x  ±  / s i n -V, то  (7) ф орм ально п р е о б р а з у е т с я  в р я д

00

/ ( * .  í / ) ^ - x  +  - ^ X  (akac o s k x  +  dk0s m k x )  +
= I 

00

+  Y 2 , ( flo íc° s ^  +  c BIs in / í / ) - b  ( И )

С® 00

Н* Л  S  (а ы  co s  k *  cos l y  +  bkt s in  k x  e o s  l y  -t-
A=l i =l

+  cbl cos  k x  s i n  l y + d kl s i n  Ал: s i n  l y ) t



где м ы  п о л о ж и л и

Í  Г [ ( и ,  v) cos  ku  cos I v d u d v
- л  - л
л  я

-  ;i -  п 
я  я (15)

с к1ш2 ~  f  С f  (и,  с) cos k u  sin  l vdudVy
- Л  -  Я
л  я

“ Л - л

З а м е ч а н и е  3. Если [ ( и ,  v) —  д ействительная  ф у н к 
ц и я ,  то  а к[, bkl , c kl, d kl— д е й ст в и те ль н ы е  числа.

О тм ети м ,  что к ряд у  (14) мы могли бы прийти и н е 
п о ср е д с тв е н н о ,  исходя из орто го н ал ь н о й  на Д , {— п ^ х ,  
í/ ^ я }  системы  функции

co s  k x  cos  l y ,  s in  k x  cos I у ,  cos  fix s in  / y,  s in  s in  l y

Р я д  (14), где числа а к1, Ьк1, с к1, ё к[ вы числяю тся  по 
ф о р м у л а м  (15), назы вается  рядом  Ф урье  ф у н к ц и и  ¡ { х ,  у) 
по  т р и го н о м ет р и ч е ск о й  сист ем е ф у н к ц и й  (16). Ч и с л а  (15) 
н а з ы в а ю т с я  к оэф ф ициент ам и Ф урье  ф у н к ц и и  /  (л-, у) по 
сист ем е  (16).

Т а к и м  образом ,  кратны й р я д  Ф у р ь е  м ожно з а п и с ы 
в ать  к а к  в  комплексной форм е (7), так  и в виде к р а т 
ного тригоном етрического  р я д а  (14),

Р а с с м а т р и в а я  снова п-мсриый случай , в п р е д п о л о ж е 
н ии ,  что

к о эф ф и ц и е н т  Ф у р ь е  ск, где ¿ „ ^ 0 ,  м ожно п р ео б р азо вать  
с л е д у ю щ и м  образом:

(k, /«= 0 ,  1, 2, . . . ) . (16)



интегрируя  по частям  в последнем и н т е гр а л е  
е - {Ьп{п(Ца =  с11>), получаем

п - 1

д ( « - 1 )  - Я
а

_  !  /  д М

( Л' " - " « ! — / =  1, 2  я — 1[).

Вообще, если >.*=(Я,, . . . ,  Х„)—  з а д а н н ы й  целый не
отрицательны й вектор  и / (5>€ С *  д л я  лю бого  неотрица
тельного  целого  ве кт о р а  (5у, ^ Я / , / = 1 т о
после соответствую щ его  применения п роц есса  и н тегри ро
вания  по частям  (с учетом периодичности  ф ункции  } и 
всех ее производ ны х)  получим

е* ( /)  =  - ^ Т Т  с* (/<*■’), <17>¿1 А |к \

где

/ . I

причем мы считаем , что если Ау=»0, ^  =  0 ,  то  ^ /  =  0 ° - 1 .  
Ч и с л а  с* ( /(Я)) — коэффициенты Ф у р ь е  производ ной

0 * , + . ,}1М I
(О

Т е о р е м а  3.  П  усть (К{, — вект ор  с целыми
полож ит ельны м и ком понент ам и  и ф у н к ц и я  ? ( х ) = *  
=  /‘ (хи  . . . .  х п) £  С* вместе со своим и част н ы м и  производ
ны м и  /<*’ п о р я д к а  /«=»1, /г), « выпол
няю т ся  неравенства

- ± Р  (18)
Л ,

для любого век т ора  / » ( / 1............. /„), им ею щ его  к ом понент ы
‘/у, равные н у л ю  и ли  же А/.

И  Я. 0 . Бугров,  0 .  М. Никольский



Т о гд а  с у м м а  Ф у р ь е  S \ { f ;  х )  ( N = * ( N it N n)) ф у н к 
ц и и  f  о т к л о н я е т с я  от  /  (дг) с оценкой

| f ( x )  — S„(f-, * ) | < с М  ¿ ( A ^ + l f V T  (19)
í= I

где с н е  з а в и с и т  от  М  и N ¡ и за в и с и т  только от X.
Д о к а з а т е л ь с т в о .

 ̂ Д л я  простоты  оцепим оста-
ч ток  р я д а  Ф у р ь е  ф ункции  в
ч д в ум ерн ом  случае

i  íw  (/; * ) = (  2  ¿  +

%

-N, N,
0

. Sh № )

~n 2

Щ Ш у

- .  s . .

Р и с . 122.

+  2  2  ) с л* * .
I * .  К  Н х I №. |  >  / V , /

Е сл и  рассм атривать  плос
кость точ ек  (£,,  ¿ 2) (рис. 122), 
то  в остаточный член р * ( / ;  дг) 
вход ят  члены ряда  Ф у р ь е ,  
отвечаю щ ие точкам  (&д, 6 2) 
с целочисленны ми коорди 
натами из заш трихованной  
части.

У ч и т ы в а я ,  что 1 ^ * * 1 =  1, имеем

P' V ( / ;  Х ) \ : 2  2 + 2  2  не*
| At о  *,= -  w |A, I<AM*»I>/V. ,

2  1̂*1, о 14- 2  2  1са|4*
М >  Nt I*. | > iV| l

-f- 2  l í 'o,/>-t | +  2  2  l ^ l -
I I > К  I fci | < W11 fcj l > W*

В с и л у  ф о р м у л ы  (17) получаем

Рдг(/; * ) | <  X  — L j;
I * ,  I >  А ’ , I I

,  , +

' Ч
+

|А', |>Л’, 1Л*1

+  X  X
1 <  | Ai | <  Л' ,  \ k t \ > Л ’ ,

С о,
а*«/

d x 2Kí

1

+

*t lAl I л* Ia*
C ( Í ^ L  „



П р и м е н я я  псрапенстоо Б у н я к о в с к о г о  д л я  су м м  (см.  
п аш у книгу  «Вы сш ая м а т е м а т и к а .  Э лементы л и н е й н о й  
ал г еб р ы  и аналитической  геом етрии» , § 6, (7)), п о л у ч а е м  
(п оясн ен и я  ниже)

{рлг </; X ) [ <

< (  X  / < - Г (  Е
М * » 1  >  Л' ,  /  М * | | >  н ,

+ (  £  I
VI *■ I > А/, | к,\ > 1

д Л,
2  \  1 / 2

+

XI X  Е
.1 к, I > А/, \к, \ > 1 

1/2

> \  1/8

+

'о.  ̂ дхь+  £  Е
4 1 I > '  \ | * , 1 > ^

+  Г £  X  ¿ Г ’Ч Г ^ ’У ^ Х
I <  I к, I <  л\ I *» I > ЛГ«

а \  1 /а

х| Е  X
1 <1*, I < лг, | *, I > Ыш

Ск
дх' +к*! а \ 1 /а

Т еперь  в силу  равенства  Ш р с е в а л я  гг (18), а  такж е  
неравен ств  2  к~а ^ с Ы 1~л , 2  А- * при а  >  1 и м е е м

Ь > N к > 1
( * 7 >  1, / =  1» * ■ Я)

+

+  с ( М й+  1)'/*->■*
¿9?»

а*-/ || 

^  1^*
+

с)*̂ 1

< С Л *  [(Л Г1 - И ) 1',* -*‘ +  (Л'аЧ*

Т ак и м  образом,

|р * ( / ;  * ) | < с М [ ( ^  +  1)1/« - ^  +  ( Л / , +  1 ) ^ . ] ,  (20)

где  постоянная  с не з а в и с и т  от  М  и Л^, Л̂ 2.
В п-мерном случае  о ц е н к у  о с т а т к а  м ож но  п р о в е с т и  

подобным образом.



О ц ен ка  (20) говори т  о том, что р я д  Фурье ф у н к ц и и  / ( * )  
схо д и т ся  равном ерно н а  Д* п р и  у =  I ,  п.

В с и л у  теоремы 2 р я д  Ф у р ь е  ф ункции  { сход ится  к  / ( х ) 
в  смысле среднего к вадратического .  В таком  случ ае  ом 
сх о д и тс я  равномерно именно к ф ункции / ( х ) (см. н иж е 
л ем м у  1), и потому

1 М / ;  * ) Ы Д * ) - 5 * ( / ;  х ) | < с М  2 (Д'.-н-1),/2"'у,
;= 1

и теорем а д оказана .
С л е д с т в и е .  Е с л и  ф ун к ц и я  /  и ее частные производ- 

, а/ а/ а*/ а«/
ны е  вида дх^  дХ" ,  дХхдх2* •••* дхп. г дхп ’

а "-1/; а«-1/ а,г/
• ' ' '  5 ^  . V дхп_ г * • • • * й*г2".. .  а*,, * дХ1 . . .  дхп принадлеж ат
к  С*, т о  крат ны й р я д  Ф урье ф ун к ц и и  [ сходит ся р авно 
м е р н о  на  А, к  ф у н к ц и и  ¡ ( х ) .

Ведь если эти частные производные непрерывны , то 
их  к вадраты  интегрируем ы  на Д* и верны оценки  (18) прп 
некоторой  постоянной М  и Х1 — . . .  =  — 1.

Л е м м а .  Е с л и  р я д

Но (-*■) +  «1 (-*■) Ч- ■ • ■

непреры вны х па  област и И а Н п ф ункций  сходит ся в  смысле  
среднего  квадратического к  непрерывной ф у н к ц и и  5  (¿г) 
и  в т о  же время он сходит ся  равномерно н а  й  к  ф унк
ц и и  ф(дг), то д ля  всех точек х £ (-1 8 ( х )  =  у ( х ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  — сум м а первы х N
член ов  ряд а ,  У с  12— прои звольн ы й  шар и

ш а х  ( ф (лг)— (ж) |.
хе  V

П о условию  леммы —► 0 (/V — > оо). Поэтому в силу
н ер а в е н ств а  т р е у го л ь н и к а  (см. § 4.8)



С ледовательн о ,  л ев ая  часть п о сл е д н е го  неравенства 
равна пулю (она не зависит от ¿V):

5 1 5  (лг)— (р (лг) [а =
г

Д а л е е ,  так  к а к  по условию ф у н к ц и я  5  (.г) непрерывна 
па О, а <г (лг) непреры вна па О, каи  сум м а равномерно 
сходящ егося  р яд а  непреры вны х ф у н к ц и и ,  то  д л я  всех х  £  V

Я (х )  т  О,

Если п р ед п о л о ж и ть ,  что сущ ествует  х о т я  бы одна точ
ка х ° ,  в которой

Г5(лг";— €р(лгч) ] * >  О,

то  мы получили бы, что

5 [5 (л:)—Ч- (х)]г (1х >  О
I

(см. нашу к н и гу  «В ы сш ая м атем ати к а .  Д и ф ф е р ен ц и а ль н о е  
и интегральное исчисление», § 6 .2 ,  т е о р е м а  8).

Д а л е е ,  так  к а к  V — прои звольн ы й  ш а р ,  входящий 
в область О (откры тое  связное м н о ж ество ) ,  то

Я (* )  =е Ф <*) ( У х  е й ) ,

и лемма д о к а зан а .
Т е о р е м а  4. Д л я  ф ун к ц и и  /  (; С* п р и  произвольном  

Ч >  0 имеет место равенство

£ * ( / ;  * )  — /  (лг) =»

=  -^г £ I I  («/) [/ (лг ч-«)—/ (* ) ]  ¿я  +  о(1) (ЛГ-ЮО)
«л /=“

(21)

равном ерно на  лю бой области  С ? с Д . .
З д ес ь  м нож ество  К п (крест) есть о б ъ е д и н е н и е  множеств

^ / .* -= { 1  и /  \ <  л} (/ — 1.............." ) ,  т. е. К ц  =  0  0 / , „ .  Сим-
/ —!

вол А /—>оо о зн а ч а ет ,  что N i —► оо, . . . .  N „ —+ 0 0 .
Теорема им еет место и в случ ае ,  если  ф у н к ц и я  /  просто 

интегрируем а  (по Р им апу  или Л е б е гу ) .  М ы  не будем д о к а 
зы вать  д анную  тео р ем у ,  отметим л и ш ь ,  что при ее д о к а 
зательстве  п р и д е тс я  использовать  с в о й ств а  кратн ы х  инте



г р а л о в  Ф у р ь е ,  аналогичные свойствам  одномерных интегра
лов  Ф у р ь е  (см. ф орм улы  (9)—  (11) § 4.12).

З а м е т и м  ещ е,  что в ф орм уле (21) н ель зя  заменить 
м н ож ество  (крест)  на куб Дп =  { } | <  г|, / «  1, . . . ,  л}, 
и в этом п р о я в л я е т с я  существенное различие м еж ду  р я 
дами Ф у р ь е  ф у н к ц и й  многих переменны х и функций одной 
перем енной .

Ф о р м у л у  (21) м ож но  и спользовать  при получении р а з 
личны х до с та то ч н ы х  при зн аков  сходимости кратного  р я д а  
Ф у р ь е  к  ф у н к ц и и  [ ( х )  в зависим ости  от свойств ф у н к 
ции /  (* ) .



Г Л А В А  5

У Р А В Н Е Н И Я  М АТЕМ А ТИ Ч ЕС КО Й  Ф И ЗИ К И  

§ 5.1 . Температура тела

Р ассмотрим  физическое т е л о  О. Т е м п е р а т у р у  его  в  точ^ 
к е  (х, у ,  г) в момент времени I обозначим  через

П о к а ж е м ,  что ф у н к ц и я  и у д о в л е т в о р я е т  д и ф ф е р е н ц и а л а  
ному уравнению

которое  н азы вается  уравн ением  т еп ло п р о во д н о с т и .  О н о  
я в л я е т с я  примером линейного ди ф ф ер е н ц и ал ьн о го  у р а в 
нения  в частных произвол-

и « м  (х, у,  г ,  О-

или, если воспользоваться  обозначением

Л д* , аа д% 
дх* ду* +  д г ■* ’

уравнению

( П

Р ассмотрим  элем ентарны й 
к у б и к  сг в теле £2 (рис. 123). 
Количество  тепла ,  п р о х о д я 
щ ее через  левую  грань  а  с п р а 
ва  палево  за пром еж уток  
времени  (/, / +  Д/),  равно о 
точностью  до бесконечно м а 
лых высшего п о р яд ка

ных второго поряд ка .

Г
х

а д х ( х * У> 0 АуДгД/. Рис. 123.



З д е с ь  а  —  к оэф ф ициент  теплопроводности те л а ,  которым 
мы считаем  постоянны м  в любой его точке .  Д е л о  в том, 
что у к а за н н о е  к о ли ч ество  те п л а ,  очевидно, п ропорцио
н ал ь н о  числу а ,  п лощ ади  АуАг рассм атриваемой грани ,  
при р ащ е н и ю  времени А( и скорости  изм енения те м п е р а 
т у р ы  в н ап равлен и и  оси х ,  равной частной производ

ной ^  . Ч а с т н а я  п р о и зв о д н а я  м еняется  в пределах  грани, 

но, п рен е б р е гая  бесконечно малыми высшего п о р яд к а ,
да

м о ж н о  считать,  что она всюду на этой грани равна

в т о ч к е  (х, у , г, /)•
К оли ч ество  т е п л а ,  проходящ ее  через п рав ую  грань  а  

с п р а в а  налево ,  очевидно ,  равно

а —(дг +  Дх, у, г, ()АуАгЫ.

К оличество  ж е  т е п л а ,  вош едш ее в к у б  с  ч ерез  лев ую  и 
п р а в у ю  его грани  за  у к аза н н ы й  пром еж уток  времени , равно

а ~ ( х  + &х,  у, г, 0 АуЛгМ — а ^ ( х ,  у, г, ¡)АуАгА1~
/}2//

~ а ~дх*(х * У' г > О ^ А у А г А ! .

О бщ ее колич ество  те п л а ,  вошедшее в а  з а  время 
( / ,  ¿ +  Д /),  очевидно, р а в н о  сумме количеств те п л а ,  вош ед
ш и х  з а  это вр е м я  ч е р ез  все грани ст:

а{ ^ + ^ + ^ ) &хАи&г&1- (2)
Н о  это число (количество  тепла) равно т а к ж е

^ ■ ~ А х А у А г А ( ,  (3)

гд е  |3— у д е л ь н а я  те п л о ем ко с ть  тела ,  которую  мы считаем 
п остоян н ой  во всех его  точках .

П р и р а в н и в а я  вели чи н ы  (2), (3), после сокращ ений  по
л у ч и м  д и ф ф ер е н ц и ал ьн о е  уравнение (1), где

И т а к  мы п о к а з а л и ,  что те м п е р ату р а  т е л а  О есть  ф у н к 
ц и я  и —  и ( х ,  у , г, /)* у д ов летв оряю щ ая  у р ав н ен и ю  (1), 
г д е  сР— п о л о ж и т е л ь н а я  константа ,  физический  смысл ко-



торой был вы яснен  выше. Впрочем, мы о гр ан и ч и л и с ь  тем 
случаем, к о гд а  во всех точках т е л о  и м еет  постоянную  
удельную  те п л о ем ко с ть  и постоянный к о эф ф и ц и ен т  тепло
проводности.

Д и ф ф ерен ц и альн ое  уравнение (1) и м еет  бесконечное 
множество реш ений . Чтобы  найти сред и  ни х  опред еленное 
реш ение, надо н ал о ж и ть  на ф ункцию  и  доп олн и тельн ы е  
условия. Обычно это так  назы ваем ы е начальны е  и гра
ничные условия.

Н и ж е  мы рассм отрим  несколько  м а т е м а т и ч е с к и х  задач, 
связанны х  с этим  вопросом.

§ 5.2. З а д а ч а  Дирихле

Р асп р е д е л ен и е  т е п л а  в теле н а з ы в а е т с я  ст а цион арны м ,  
если т е м п е р ат у р а  и  т е л а  зависит  о т  п о л о ж е н и я  точки 
(х, у,  г),  но не зави си т  от времени т .  е.

и =  и{ х ,  у,  г).

В этом случае

и ф у н к ц и я  и  у д о в л е тв о р я е т  урав н ен и ю

Д и =  0.

О п р е д е л е н и е .  Ф у н к ц и я  и ( х ,  у ,  г) назы вается  
гармонической  на области  Й, если она  и м еет  непреры вны е 
частные п р о и зво д н ы е  второго п о р я д к а  н а  & и удовлетво
р яет  на £1 у р а в н е н и ю

Дм =  0. (1)

У равнение (1) н азы в а етс я  уравн ением  Л а п л а с а 1).  С п р а 
ведлива

Т е о р е м а  I.  П у с т ь  ограниченная  о б ласт ь  О п р о ст 
ранст ва имеет  к усочно-гладкую  г р а н и ц у  (поверхност ь)  Г,  
н а  кот орой за д а н а  непрерывная ф у н к ц и я  /  ( я,  у,  г). Тогда  
сущ ест вует  н а  з а м ы к а н и и  О ед и н ст вен н а я  непрерывная  
ф у н к ц и я  и ( х ,  у ,  г) ,  гармоническая н а  С2, т а к а я ,  что

^  | г — /  (*> У, г).

1) П . С. Л а п л а с  (1749— 1827) — выдающийся французский мате
матик, физик.



Т е о р е м а  1 им еет очевидную ф и зи ч ес ку ю  интерпретацию , 
Е сл и  на г р а н и ц е  Г тела й  все  вр е м я  подд ерж ивать  тем
п е р а т у р у  и ,  р ав н у ю  ы |г = * /  (лг, у ,  г),  где / ( * ,  у,  г) —  
з а д а н н а я  н е п р е р ы в н а я  на Г ф у н к ц и я ,  то внутри тела 
у с т а н о в и т с я  вп олн е  опред еленная  (единственная)  тем пе
р а т у р а  и  (лг, у ,  г). Это у тв е р ж д е н и е  с  физической  точки 
зр е н и я  н а д о  сч и тать  очевидным. Н о  оно м ожет быть д о 
к а з а н о  и м атем атически . Эта з а д а ч а ,  н азы ва ем ая  задачей  
Д и р и х л е , и сс л ед о в ан а  очень хорош о, при этом даю тся  
р а з л и ч н ы е  п р и б л и ж ен н ы е м етоды  ее  реш ения.

З а д а ч а  Д и р и х л е  имеет больш ое п р ак ти ч еско е  прим е
нение и в п л о ск о м  случае. В п лоском  случае  она форм у
л и р у е т с я  т а к .

Н а  к у со ч н о -гл ад к о й  границе Г плоской  области  О з а 
дана н е п р е р ы в н а я  ф унк ция  / ( х , у) .  Т реб уется  найти ф у н к 
цию и ( х ,  у ) ,  н епреры вную  на 0 * я £ ) -1 -Г  и гарм оническую  
на т. е. имею щ ую  вторые н е п р е р ы в н ы е  частные п р о и з
водные и у дов летв оряю щ ую  у р а в н е н и ю  Л а п л а с а  на £2:

Э та з а д а ч а  реш ается  полож и тельн о :  на £2 сущ ествует 
и притом  е д и н ст в ен н а я  ф у н к ц и я  и ( х ,  у ), удовлетворяю 
щ ая т р е б о в а н и я м  этой задачи.

О соб енно  в а ж н ы  те  случаи , к огда  зад а ч а  Д и р и х л е  
р еш а ет ся  эффективно.

Н и ж е  м ы  д аем  эффективное реш ение задачи Д и р и х л е  
д л я  к р у г а .

§ 5 .3 .  З а д а ч а  Дирихле для круга

Т е о р е м а  1. П ус т ь  о есть от кры т ы й единичный  
к р у г  с ц е н т р о м  в начале п р я м о уго ль н о й  системы к о о р д и 
н а т  х ,  у  и н а  его границе  Г зад а н а  непрерывная (периода  
2л) ф у н к ц и я  / ( 0 ) ,  где 0 — п олярны й  угол  т очки  Г . Тогда  
на  за м ы к а н и и  ои=а«4*Г к р у га  а  сущ ест вует  и п рит ом  
ед и н ст вен н а я  ф у н к ц и я  и ( х , у ) ,  непреры вная  на о, гарм о
ническая  н а  о  и  ра вн а я  /  (0) на  Г:

В  п о л я р н ы х  к о о р д и н а т а х  (р, 0) ф у н к ц и я  и е = и ( р ,  0) 
записы вает ся  в виде ряда

и( Р .  б ) « - ^ г  +  £  Р*(я*Со з А0 +  &*81п £О), (2)

0 )



где

; : ! ч ( ' < » ! • “
—  коэф ф ициент ы  Ф урье ф у н к ц и и  ¡ (0 ) .

Мы д о к а ж ем  теорему 1 в п р е д п о л о ж е н и и ,  что ф у н к ц и я  
/  (0) имеет вторую  н еп р е р ы вн у ю  прои звод н ую , х о тя  т е о р е 
ма верна и если / ( 0 )  просто н е п р е р ы в н а .

Р а зл о ж и м  ф ункцию  / ( 0 )  в р я д  Ф у р ь е

/  (0) «  -у* -Г X  (ЙА С0Э к() +  ЬЬ ^  *0)-
*  =  1

Так к ак  / ( 0 )  имеет вторую  н е п р е р ы в н у ю  п р о и зв о д н у ю , то
. . 2М i i i __ - 2М , i . /\ч ,лч

\bk \ < i ¿ r  (А =5^=0), (3)

где констан та  А 1 =  ma.x | / ” (01  (см> § 4.7).  И меем
- л  < < < п

[ р* (ak cos  АО +  bk s in  k Q ) \ ^ \ a k \ +  \ bk \ (0 <  р <  J), 

и так  к а к  ряд

- г |  +  Х ( 1 а »1 +  1 М ) < ^  +  4 М Х
1 k = \  * =  1

сход ится ,  то по теореме В е й е р ш т р а с с а  р я д  (2 ) 'р а в и о м с р п о
сход ится  па а .  Но тогда и (р, 0) есть  н е п р е р ы в н а я  н а  а
ф у н к ц и я ,  к а к  сумма рав н о м е р н о  с х о д я щ е го с я  р я д а  н е п р е 
р ы вн ы х  ф ункций .  Кроме того,

©

и  (1, 0) =  -^-  +  £  (aftc o s ¿ 0 - f  6fcs i n f t 0 ) » / ( O ) ,
fe = i

т. е. в ы п о л н я е тс я  свойство (1).
К а ж д ы й  член р я д а  (2) у д о в л е т в о р я е т  у р а в н е н и ю  Л а п 

л а с а  в п о л яр н ы х  коорди н атах

. д2а  . 1 д 2и . I да  q
+  ¿)0a Ф  ““

(см. н аш у книгу  «Вы сш ая м а т е м а т и к а .  Д и ф ф е р е н ц и а л ь 
ное  и и н т е гр а л ьн о е  исчисление», § 9 .9 ,  прим ер  3). К р о м е



того , имеют место  р ав ен с тва  ( 0 < р <  1)

4 - - “  S  (fife c o s / ^ 0 - 1 - sin i'O),
‘ t — г

=  11 (/e~  M Pft~! (flfcCOS IS -\-bk s in  fcO), > (-1)

CD

•507 =  2  /lV  i— cos *0 —  bb sin  AO).

П о ч л е н н о е  д и ф ф ерен ц и рован и е  ряда  (2) з а к о н н о ,  потому 
что д л я  любого п о л о ж и т е л ь н о го  р0 <  1 члены, например, 
третьего  р яд а  (4) не превы ш аю т соответственно

сход ится .
Поэтому сумма р я д а  (2) и (р, 0) яв л я е тс я  решением 

поставленной  задачи  (я в л я е тся  гармонической ф ункцией) .
Тот ф акт ,  что р еш ен и е  задачи  Д и р и х л е  я в л я е т с я  един

ственны м, мы д о к а з ы в а т ь  не будем.

§ 5.4. Задача  Дирихле, для полуплоскости

П у ст ь  в п о л у п л о ск о сти  т  га {— 0 0 < Х < 0 0 , #> ()} •  
тр е б у е тся  найти о гран и ч ен н ое  решение у р а в н е н и я  Л а п 
л ас а

Л е г к о  п р о в е р и ть ,  что  функции

и к {х, у)  « = [а  (X) co s  Ъ г-Ь Р  (М sin Ъг] ех р  (— %у)

при  любом ф и к с и р о в а н н о м  % >  0 являю тся  ограниченны м и 
гарм оническим и  на R t ,  т. е. удовлетворяю т на R $  у р а в 
нен и ю  (1). Н о  тогд а  сумма таких  ф у нкций  и д а ж е  инте-

8 р я д

4Л12  ( > : < « .  (о <  р„ <  i)i

\ ц  е а  О , ( 1)
у д о в л етв о р яю щ ее  гр ан и ч н о м у  условию

и  ( я ,  0 )  *= ср (х )  ( ----00 <  х  <  о о ) . (2)



г р а л  по п арам етру  т а к ж е  будет  реш ением  у р а в н е н и я  (1):
С©

и  <*, у)  =  J [ a  (A) cos Хх -|- р (Я,) s in  Хх]  ex p  (—  Ху) dX,  (3) 
и

лиш ь бы бы ло за к о н н о  д и ф ф ерен ц и рован и е  под  з н а к о м  
интеграла по п арам етрам  х  п у.  Ф ун к ц и и  а  (А) и р( А)  
найдем  из у слов и я  (2)

Л

и ( х ,  0) =  J [ а  (X) cos Хх +  Р М  sin X.v]dX =  <p (х). (4)
и

Зап и ш ем  р азло ж ен и е  ф у нкции  гр (л*) в и н теграл  Ф у р ь е

(5)

Ф (*) =  \ U r  <Р (S) cos IX d l  cos  Хх - f

+  ( ^ -  ^ <р (D s in  d l j  s in  X xl dX.

С р а в н и в а я  ф орм улы  (4) н (5), мы видим, что
»  со

1 Í* V .  „ , Л >  1
] <p(£)cosI X d l ,  =  "  J  v i Q s ' m t X d t

~  ce — 00

П о д с т а в л я я  эти ф у нкции  в (3), получаем
ф  Г  со

и (х,  у)  =  f  exp  {— Ху)  ^ ф ( 0  cos X ( t — x) di

(С)

dX

=  ~  ^ Ф (О J  е х Р (— X y ) o . o s X ( t — x ) d X
-  оо - О

С огласно § 4.14 прим ер 4) имеем

1 Г / а  ч*М 
и ( х ,  !/) =  -  \ Ф ( О т г г

dt .

(3 ')

З а м е ч а н и е  1. П усть  ф у н к ц и я  <р (х) имеет н е п р е 
ры вны е производны е до  четвертого  п о р я д к а  в к л ю ч и т е л ь н о  
и у дов летв оряет  условиям



3 3 4  г л - б- У Р А В Н Е Н И Я  М АТЕМ АТИЧЕСКОЙ Ф И ЗИ К И

Т о г д а  нз (б) сл е д у ю т  опенки

1а ( * > 1 < т р ? ’ <7>

гд е  с —  н е к о т о р а я  п о ст о ян н ая .  В самом деле,  если | ^ |  <  1, то
00

$  | Ф ( Ш ^  =  Л 1 „ < ^ .  (8)
— се

Е с л и  ж е  то ,  и н те гр и р у я  по частям  четы ре  р а з а ,
получим

а ( Ч  =  ± ф Ш £ ! ^ 1 | ^ _ ^  5  ф ' ( б ) з ! п ^ и 5  =
— 00

Л 00

о т к у д а

<9>

И з (8) и (9) сл е д у е т  первое неравенство (7). В торое  не
р а в е н с тв о  (7) д о к а з ы в а е т с я  аналогично.

О ц е н к и  (7) обеспечиваю т сущ ествование, непреры в-
, д*и д-иность  и огранич енность  ф у н кц и я  и , в верхней

п о л у п л о ск о сти  R t .
З а м е ч а н и е  2. М ож но д о к а за т ь ,  что если ф у н к ц и я  

Ф (л:) н еп р ер ы вн а  и ограничена  на {— оо, оо), то  п олу 
ченное при помощи ф орм улы  (3 ')  реш ение задачи  Д и р и х л е  
д л я  верхней  по л у п л о ск о сти  единственно в к ла сс е  о г р а н и 
ченны х ф ункций .

§ 5 .5 .  У равнение  теплопроводности в стержне

Р асс м о т р и м  т о н к и й  изолированны й (покры ты й тепло- 
вон и зо л яц и е й )  с т е р ж е н ь ,  леж ащ и й  па о т р е зк е  [0, л] 
осп  х  (рис. 124). П р е д п о л а г а е т с я ,  что его ф изи ч ески е  
с в о й ств а  в т о ч к а х  лю бого  его сечения одинаковы . Поэтому 
т е м п е р а т у р а  с т е р ж н я  есть ф у н к ц и я

и  =  и  (а:, () 

о т  аб сциссы  х  с еч ен и я  и времени t.



Н а о сновании  сказанного  в § 5 .1 ф у н к ц и я  и  у д о в 
л е т в о р я е т  диф ф еренциальном у  у р а в н е н и ю  с частных про
изводных

д“ Л2 ,1ч
1 н = а  а ? -  ( ' )

где а 2 >  0 —  к о н ста н та ,  если п р е д п о л о ж и т ь ,  что теплоем 
кость и те п л о п р о во д н о с ть  с т е р ж н я  не з а в и с я т  от х.

Постгвим  за д а ч у :  найти ф у н к ц и ю  и (х,  /) ,  н еп реры в
ную дл  ; / ^ 0 ,  О г ^ я ^ л ,  имеющую н е п р е р ы в н ы е  частные

д2и ди . .  ,,п р о и з в о д н ы е - ^  и для ¿ > 0 ,  ц

0 х  < Г я ,  у дов летв оряю щ ую  диф 
ф ерен ц и ал ь н о м у  уравнению (1) 
для  ^ > 0 ,  О ^ а г ^ л ,  и следую*

Я  X

Р и с .  124.

щим у с л о в и я м :  д
1) начальном у условию

а (х,  0/ =  /  (х) (0 <  х  <  л ) ,  (2)

где / ( х ) — з а д а н н а я  на о т р е зк е [0 ,  л ] н е п р е р ы в н а я  ф ункция;
2) граничны м  условиям

и ( 0 ,  0 - и  (л. 0 = 0  ( У ^ 0 ) .  (3)

Таким о бразом ,  п ред полагается ,  что в начальный мо
мент времени / =  0 температура  в с т е р ж н е  вы раж ается  
ф ункцией [ (х) (см. (2)), а на п р о т я ж е н и и  всего времени 
опыта на к он ц ах  стер ж н я  иск усствен н о  п о д д ер ж и ва етс я  
тем п ература  ну л ь  (см. (3)).

У равн ени е  (1) будем  реш ать  м е т о д о м  Ф ур ь е  р азд е ле 
ния переменны х. Суть  его з а к л ю ч а е т с я  в том, что мы 
оты скиваем  частны е реш ения у р а в н е н и я  (1), у д о в л етв о р я 
ющие пока т о л ь к о  краевы м  у с л о в и я м  (3),  в виде произ
ведения д в у х  ф у н к ц и й ,  к а ж д а я  из к о т о р ы х  за в и си т  то л ь к о  
от одного переменного:

и { х ,  П =  Х ( х ) Т ( 1 ) .  (4)

При этом мы ищем нетривиальны е р е ш е н и я ,  т. е. т о ж д е
ственно не равн ы е  нулю. Из (4) имеем

5  =  7' « ^  =  7'-г ' ч г  =  х г '-

П о д с т а в л я я  эти вы раж ен и я  в (1), п о л у ч а е м
1 Т' X"



В (5) л е в а я  ч а ст ь  не зависит от х ,  а п р а в а я — от t ,  поэтому

где р —  н е к о т о р а я  постоянная.
Таким  о б р а зо м ,  функции X  (х) и T  (t) удовлетворяю т 

обы кновенны м  дифференциальны м урав н ен и ям

где р —  н е к о т о р а я  постоянная.
Так к а к  мы ищем решения, удовлетворяю щ и е у сл о 

виям (3), то  п ри  всех ( должны вы п о л н яться  равенств;)

« ( 0 ( () =  Х  (0) Г  ( О ~ 0 ,  и (л, /) =  Х ( л ) Г ( / )  =  0.

Если п р е д п о л о ж и т ь ,  что Т ( / )  =  0,  V/ ,  то и (х, 1 ) ^ 0  
для всех х  и / .  П оэтому имеется х о тя  бы одно (, для 
которого  Т  (() Ф  0. Но тогда

Мы п р и ш л и  к следующей за даче .  Т ребуется найти 
так и е  числа  р ,  д л я  которых диф ф еренциальное  уравне
ние (7) им еет нетривиальное (не равное  тождественно 
нулю) р е ш е н и е  на отрезке  [0, л ] ,  удовлетворяю щ ее г р а 
ничным у с л о в и я м  (9).

З а д а ч а  эта  н а з ы в а е т с я  проблемой Ш т у р м а — Л и у в и л л я 1) 
для у р а в н е н и я  (7) на отрезке [0, я ]  при  граничных усло
виях (9). И с к о м ы е  числа ц н азы ваю тся  собственными з н а 
чениями  з а д а ч и  Ш т у р м а — Л и у в и л л я ,  а соответствующие 
н е т р и в и ал ь н ы е  ф ун к ц и и ,  у д ов летв оряю щ и е граничным 
условиям  (9) н аз ы в а ю тся  собственными ф у н к ц и я м и ,  соот
ветствую щ им и этим значениям.

Б удем  и с к а т ь  решение поставленной задачи среди 
п о лож и тельн ы х  чисел  р =  А2 > 0  ( А > 0 ) .  В этом случае 
числа ±  iX я в л я ю т с я  корнями х арак тери сти ческ ого  у р а в 
нен и я ,  поэтом у  общее решение у р а в н е н и я  (7) запишется 
так:

J) Ж . Л и у в и л л ь  (1809— 1882)— французский  математик,  
Ж- Ш. Ф. Ш турм  (1803— 1855)— французский математик.

X” -{- ¡lA" =  0, 
T '  +  a%iT=*0,

(7)
(8)

X  (0) е= X  (я )  = 0 . (9)

X  (х) =  С, cos %х - f  С 2 s in  \ х .
Из (9) н ах о д и м



Чтобы получить реш ение,  тож дествен н о  н е  р а в н о е  
нулю, нуж но считать С 2 Ф О  и б ш Х л ^ О .  П о с л е д н е е  в о з 
можно то л ь к о  при н ат у р ал ь н ы х  Х =  1, 2, 3, . . .  . К а ж 
дому к  соответствует реш ение

Х к (х)=*(1к $\п кх  (& =з 1, 2, . . . ) ,

удовлетворяю щ ее , очевидно, граничны м  у с л о в и я м  (9). Это 
н етривиальное  (тождественно не равное нулю) р е ш е н и е  
у р ав н ен и я  (7). И та к ,  числа

(А*» 1, 2, 3 ,  . . . )

суть  собственные значения  поставленной вы ш е к р а е в о й  
задачи  (проблемы Ш т у р м а — Л и у в и л л я ) ,  а ф у н к ц и и

Х к *=с1к э ' т  Ая <¿ = * 1 , 2 ,  . . . )

при (1к ^ = 0 — соответствую щ ие этим значениям  соб ст вен
ные ф ун к ц и и .

Мы нашли все собственные зн ачен ия  и соб ствен н ы е 
ф у н к ц и и  поставленной задачи  Ш т у р м а— Л и у в и л л я ,  потом у  
что при любом ( . 1 ^ 0  диф ф еренциальное  у р а в н е н и е  (7) 
имеет только  тр и в и ал ьн о е  (тождественно р а в н о е  н у л ю )  
реш ение, удовлетворяю щ ее услов и ям  X (0) «  X  (я)  = 0 .

В самом д е л е ,  при ц =  — Я-2 <  0  о б щ ее  решение у р авн ен и я  (7) 
имеет 1зид Х ^ С х е ^ '  +  Сце-Ь*,  Н а й де м  постоянные Су н С 2 и з  у с л о 
вия (9):

0 =  Сх +Се»
0 =  С1(»^+С,с-

О пределнтель данной системы

=  е-А.л—е'Кп ф о,

}

поэтому система имеет только тривиальное реш ение (?[ =  С 2 — 0.  
Таким образом, частного решения уравнения (7), т о ж д е с т в е н н о  на 
равного нулю и уд о вл ет во р я ю щ его  условиям (9), не с у щ е с т в у е т  
при ц =  —  Яа <  0.

Если Ц =  0, то характеристическое уравнение имеет ч и с л о  нуль  
кратным корнем, поэтому о б щ е е  реш ение (7) запишется

X  (л) — Cf-J— Ca.v.
Учитывая краевые усл овия ,  получаем С{ — 0 , С, +  Сая г = 0 ,  откуда  
С, =  С2 =  0 и X (х) 0.

О стается  реш ить у р ав н ен и е  (8) при найденны х ц л =  /г*i 

Т  +  a W  « О ,  ^  «  —  a2k 2 d t ,  Т  (t) =  A k ex p  (—  a W ) ,  

где A k— п р ои зволь н ая  п остоян н ая .



И т а к ,

и к (х, t) =  bk ех р  (— a ' k zí) s in  k x  {bb — A kd¿) (10)

—  су ть  частные реш ен и я  у р а в н е н и я  (1), у д ов летв оряю щ и е 
к р а е в ы м  условиям  (3).

Л е г к о  видеть ,  что к о н е ч н а я  сумма
N

u N (х, t ) =  bk e x p  (— sin kx,
k = !

гд е  bk —  п р о и зв о л ь н ы е  постоянны е, в свою очередь  п р ед 
с т а в л я ю т  собой реш ение диф ф еренциального  у р ав н ен и я  (I),  
у д о в л е тв о р я ю щ е е  гранич ны м  условиям  u N  (0, 0  =  
a= u N (ri, ¿) — 0. Н о  то гд а  и сумма бесконечного  р яд а

и  (*» i) =  2  ^ * е х Р (— a 2k 2t) sin  ¿л: ( I I )
k = i

п р и  достаточно м алы х  коэффициентах  bk будет у д о в л ет 
в о р я т ь  урав н ен и ю  (1) и граничны м  услов и ям  и  (0, / )  - -  
=  и  (я ,  Í) — 0.

Т е п е р ь  мы подбираем  числа Ьк т а к ,  чтобы в ы п о л н я 
л о с ь  рав ен ство

во

и (х,  0) = / ( * )  =  2  Ьк s in  ( О ^ х ^ л ) .  (12)
к= 1

Ч и с л а  bk подбираю тся  единственным о б р а зо м — именно 
п о  ф орм уле

bk =  ~  J / ( 0  s i n é í  d t ,

т .  e. они д о л ж н ы  быть коэффициентами Ф у р ь е  ф у н к ц и и  f  
(см. § 4.3).

Е сл и  ф у н к ц и я  / ( * )  н еп р ер ы вн а  на [0, л ] ,  то р я д  (12) 
с х о д и т с я  к  ней в см ы сле  среднего  к вад р ати ч ес к о го  на 
[ 0 ,  л |  (см. теорему 2 § 4.10).

Е с л и  о к аж етс я ,  что р я д

2  I Ьк I <  оо  
к=\

с х о д и т с я ,  то  вследствие неравенств

|¿?fte x p ( — cPk't)  s in  k x \ ^  \ bk |, (13J



р я д  (11) равном ерно  сходится и ег о  сум м а есть н еп р е 
ры вная  ф у н к ц и я  д л я  / ^ 0 .

П ри  /  >  0 р я д  (11) сходится  о ч е н ь  бы ст ро— его м о ж н о  
ди ф ф ерен ц и ровать  почленно с к о л ь к о  угодн о  раз. В част
ности,

о тк у д а  вид но ,  что
д а   а дга
~ ó t ~ a üx* ’

З а к о н н о с т ь  равенств (14), т. е .  почленной  д и ф ф е р е н 
цируем ости  р яд а  ( И )  при t >  0, м о ж е т  (Тыть пр о сл е ж е н а  
следующим образом. Если за д а н о  /  >  0 ,  то возьм ем  t 0 
так ,  чтобы 0 <  /„ <  t.  Тогда, н а п р и м е р ,  в случае  п ер в о го  
ряда  (14), сч и тая ,  что ]¿>fi| < : A Í ,  буд ем  иметь

¡ k 2bk e x p  (—  a*kn-t) sin M k 3 ex p  (— a W „ ) .

Н о  р я д  из полож ительны х  (п остоя н ны х!)  чисел

сх о д и тс я  (что м ож но проверить  по п р и з н а к у  Д а л а м б е р а  
пли К ош и ) ,  а это вместе с о ц е н к о й  (13) п оказы вает ,  что 
почленное диф ф еренцирование д в а  р аза  по х произведено  
законно.

З а м е ч а н и е .  Выше мы п о л у ч и л и ,  что за д а ч а  
Ш т у р м а — Л и у в и л л я

Они п о л о ж и т ел ьн ы  и им со о т в ет ст в у ю т  со б ствен н ы е 
ф у н кц и и

=  —  X  b xbk exp (—  s in  k x t
(14)

СО

Л! 2  ¿ 2exp (—  a 5k 2t 0) <  оо
к= I

Х" +  |лХ =  0, X  (0) =  Х  (л) =  0 (15)

имеет соб ственны е значения

(16)

s i n -V, s i n 2 x ,  s i n Зх, s in  k x ,  . . . ,  (17)



о б разую щ и е о р то г о н а л ь н у ю  систему на о тр е зк е  [0, л]:
л

^ s in  fc-vsin I x d x  — 0  (k Ф  l).
и

И з  теори и  т р и го н о м етр и ч ес к и х  р яд ов  известно, что с и 
стема (17) п олн а  в L ¡ ( 0 ,  л) (см. теорем у  2 § 4.10), т. е. 
р я д  Ф у р ь е  п р о и зв о л ь н о й  кусочно-непреры вной  на отрезке  
¡0, л ]  ф у н к ц и и  по этой  системе сх о д и тс я  к ней в смысле 
среднего  к в а д р а т и ч е с к о го .

Н ек о то р ы е  с в е д е н и я ,  обобщающие эти  факты , ч и та
тель м ож ет  найти  д а л ее  в § 5.10.

§ 5 .6 .  Теплопроводность  для бесконечного стержня

С огласно  § 5 .5  тем пература  и (х,  i) то ч ки  х  стерж ня  
в момент врем ен и  t удовлетворяет  диф ференциальном у
уравнению

d i  а  дх1 ' '  *

Б удем  р а с с м а т р и в а т ь  бесконечный с т ер ж ен ь  (— ос <  
<  * <  оо). К р а е в ы е  условия  при этом отпадаю т, поэтому 
мы будем и с к а т ь  ограниченное реш ение у рав н ен и я  (1), 
уд о в л етв о р яю щ ее  т о л ь к о  начальному условию

“  =  0) =  ф (х), (2)

где ф у н к ц и я  <р (х) определена на всей действительной 
оси. Б удем  п р е д п о л а г а т ь ,  что ф у н к ц и я  ср непрерывна и 
прин ад леж и т  V  (— со,  оо). Эту за д а ч у  мы будем н азы 
вать задачей К о ш и  д л я  уравнения (1).

Д л я  у п р о щ е н и я  за п и си  ниж е будем  считать  а —  1. 
Чтобы р е ш и т ь  поставленную з а д а ч у ,  применим метод

Ф у р ь е  р а з д е л е н и я  переменных. Ч а ст н о е  реш ение будем
искать  в виде

и (х, 4) =  X  (х) Т  (().

П о д с т а в л я я  э т у  ф у н к ц и ю  в (1), получаем
_ £
х " ~  г  ^
Т ' = ц Т ,  (3)
Л "  =  иХ . (4)

Р еш ен и е  у р а в н е н и я  (3) имеет вид  
Т  (() = С е х р  (ц*).
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И з физических сооб раж ении  ясно, что т е м п е р а т у р а  
и (х,  t) =  X (л-) Т  (() не м о ж е т  возр а ст ать  н е о г р а н и ч е н н о  
при t —*■ оо. Значит, п о с т о я н н а я  |д долж на бы ть  о т р и ц а 
т ельн ой .  П олож им  (i =  — X.2. Т о гд а  реш ение у р а в н е н и я  (4)

X  (л) «  Л (Я) соз  1 х  +  В  (Я) s in  Я*.

Ф у н к ц и я

и х (х,  0  =  [oí ( ? v ) cos Xa*-J-P (Я) sin  Ял*]exp*(— Я2/)  (5)

есть частное решение у р а в н е н и я  (1) при всех Я. Н о  т о г д а  
сумма т а к и х  решении и д а ж е  и нтеграл  по п а р а м е т р у  Я 
от ф у нкции  (5) т а к ж е  б у д е т  решением у р а в н е н и я  (1):

00
и ( х ,  ? ) * = $ [ «  (X) cos b c -Ы) v,v) s in  Я *]ехр  (— t 2X)dX.  (6) 

о

Конечно, ф ункции  а  (Я) и р (Я) д о л ж н ы  достаточно б ы с т р о  
убы вать  к пулю, чтобы з а к о н н о  бы ло  д и ф ф е р е н ц и р о в а 
ние (6) по параметрам  х  и / .  Ф у и к ш ш  а  (Я) и р (Я) н а 
ходим  из начального  у сл о в и я

<0
и  (*, 0) в  J [ а  (Я) соз Яд- -[-* р (Я) s in  Ях] dX =  ф (jc). (7)

З а п и ш е м  разлож ение ф у н к ц и и  <р в  интеграл  Ф у р ь е  
(см. (1) 5 4.13):

С р а в н и в а я  (7) и (8), мы вид им , что надо считать

оо СО

J  Ф (£ )c° s £ k d 5 ,  Р ( Я ) = - 1  J  ( p ( £ ) s i n ^ r f g .  (9)



=  -  \ Ф ( * - Н )

exp  (—  V i )  dk  =

d* =  <* =  T Т

П о д с т а в л я я  эти зн а ч е н и я  в (6), получаем (см. 12) § 4.14)
«Г <е

и (х > 0  =  -^ j  j  Ф (Ю COS Л (£— JC)

Ф

J  ех р  (—  к 2() cos k l  dk
и

-  ф

=  ^ | ч > ( *  +  ?) J е х р  ( г 1) c o s -рй=т-— -

СО

= 4  J  Ф (* +  | ) у  j / i  е х р ( — |1 ) < й = =
-  се

= T 7 ^ i f p a + x ) e x p ( “ ^ ) ^
( 10)

И т а к ,  задача (1), (2) решена полностью. 
З а м е ч а н и е .  Е с л и  ф у н к ц и я  <р у д о в л етв о р яет  ус

л о в и я м ,  отмеченным в замечании 1 § 5 .4 ,  то  решение 
за д а ч и  К ош и, получен н ое  по формуле (10), непреры вно

дги ди
и ограничено вместе со своими производным и и

я в л я е т с я  единственны м решением в классе  ограниченны х 
ф ункций .

§ 5 .7 .  М алые ко ле б а н и я  струны

С т р у н о й  н азы ва етс я  т о н к а я  нить, работаю щ ая на р а с 
т я ж е н и е ,  но не па изгиб. Если ненатянутую  струну  
м я т ь ,  она не с о п р о т и в л я е т с я ,  однако если ее  р а с т я г и 
в а ть ,  то  в ней в о з н и к а ю т  напряж ения .

П усть  концы к у с к а  натянутой струны за к р е п л е н ы  
в  то ч к а х  л’в а ,  х  —  Ь оси  х. Будем  считать, что величина 
возн и к аю щ его  в ней н а п р я ж е н и я  равна числу Т .  П л о т 
ность  струны  будем  считать  равной числу р на всем ее 
п р о тя ж ен и и .  В м ом ент  времени ¿ = 0  выведем н аш у струну  
нч равновесия ,  н а п р и м е р  оттянем пальцем и предоставим  
е й  свободно к о л е б а т ь с я  (дрож ать )— соверш ать  малые 
к о ле б а н и я .

О тклонение ст р у н ы  в  любой ее точке ,  имеющей абс
ц и ссу  х ,  в момент врем ени  X обозначим через

и ^ и ( х , ( )  ( а ^ х ^ Ь ,  ¿ > 0 ) .



Выведем диф ф еренциальное  у р а в н е н и е ,  к о т о р о м у  у д о в 
летворяет  ф у н к ц и я  и.

На рис. 125 и зображ ен  граф ик  н аш е й  струн ы  в мо
мент времени t.

Н а элемент ее ,  соответствующий о т р е з к у  [х,  х  +  Лх],

действуют две си лы  н ат яж е н и я  В С  и А О .  С к а л я р н а я  
величина к аж д о й  из этих 
сил равна Т :

1 л с | = | л 5 ] = г .

V

Сила В С  п р и л о ж е н а  к точ- ^  
к е  В,  имеющей абсциссу 
дг +  Ллг, н ап р а вл ен а  по  к а 
сательной к ст руп е  в этой
точке и о б р а зу е т  с полож ительны м  н а п р а в л е н и е м  оси х  
у го л  а ,  тангенс к о торого  равен

i g  ex
да  (дг- f -Ддг, О 

дх

Т ак  как  струна соверш ает м алые к о л е б а н и я ,  то  м ожно 
считать п риближ енно

f g a  к  s in  а .

Т аким  образом,
ди (х-\-  д*, /)

s i n a
дх

П р о е к ц и я  си лы  В С  на ось и,  очевидно, рав н а

г п  .  r r d u  ( * + Д * .  t )Т  s in  a  «  Т  — — —  .
ох

П р о е к ц и я  ж е  си лы  А О  на ось и , очеви д н о ,  равна
 у , д и  ( у ,  { )

¿)х

Сумма этих  п р о ек ц и й  равна

7  д » ( * + А * .  0  у  ди  (у,  о  ^  ^  д*и (х ,  0
д х  дх дх'1

Мы пренебрегаем  бесконечно м алы м и  более" вы с о к о 
го п о р я д к а ,  чем а ,  потому что рас см ат р и вае м ,  к а к  
говорят ,  м ал ы е  колебан и я  струны .



С  д р у г о й  стороны , произведение м ассы  на ускорение 
р а с с м ат р и в ае м о го  элемента струн ы  равно

ОР

П оэтом у  н а  о сн о в ан и и  закона  Н ью т о н а
Л д2а  гр д 2 и д 

р А х  —  ^ Т ^ А х .

С о к р а щ а я  н а  Ах ,  получим д и ф ф ерен ц и альн ое  уравнение 
к о л е б а н и й  стр у н ы :

^  =  (  й2 =  — ^ (1)
си* дх2 \  р  ) '  К ’

Т е п е р ь  м атем ати ч еск ую  з а д а ч у ,  к которой  приводит 
изу ч ен и е  свободны х колебаний ст р у н ы ,  м ожно сф ормули
р о в а т ь  т а к :  тр е б у е тся  решить линейное диф ф еренциаль
ное у р а в н е н и е  с частными производны м и второго по
р я д к а  (1) при  н ачальны х у слов и ях

и { х , 0 )  =  [ ( х ) ,  ди (*; 0) =  Р  (х) (2)

и при к р а е в ы х  у слов и ях

и (0, /)  =  » ( л,  0  =  0- (3)

Н а ч а л ь н ы е  у с л о в и я  (2) п о к азы в аю т ,  в к ак о м  п олож е
нии н а х о д и л а с ь  струна в н ач альн ы й  момент времени 
и к а к о в а  с к о р о с т ь  к аж д о й  ее  то ч ки  при ¿ =  0. Ф ункции  
{ (х) и Р  ( я ) — за д а н н ы е  функции.

К р а е в ы е  у с л о в и я  (3) п оказы ваю т,  что концы струны  
з а к р е п л е н ы  в  то ч к а х  а  =  0 и Ь =  л .

Р е ш е н и е  поставленной задачи м о ж н о  провести методом 
Ф у р ь е  (так  ж е  к а к  в § 5.5). И щ ем  сначала решение
у р а в н е н и я  (1) в виде произведения

и ( х ,  0 « Х ( ж ) Т ( 0 ,  (4)

у д о в л е т в о р я ю щ е е  граничным услови ям  
X  ( 0 ) 7  (0  =  0,

X (я) 7  ( 0  =  0 \ (5)

д л я  всех  / > 0 .  Н о  тогда

X (0) =  X  (л) =  0,

потому что иначе бы ло бы 7 ( 0  =  0  и и ( х ,  1 ) ^ 0 .



П о д с т а в л я я  произведение (4) в ( I ) ,  получим

Х Т *  =  а * Х " Т ,

Н о  ф у н к ц и я  от  I может р а в н я т ь с я  ф у н к ц и и  от л-, т о л ь к о  
если обе они раЕны постоянному чи с л у ,  которое мы о б о 
значим  ч ерез  — ц:

В р е з у л ь т а т е  получаем  два об ы к н о в ен н ы х  д и ф ф ер е н ц и ал ь 
ных у р ав н ен и я

У равнение  (6) надо реш ить  с краевы м и  у с л о в и я м и  
X  (0) =  X  (л) =  0 ,  т. е. надо р е ш и т ь  д л я  этого у р а в н е н и я  
проблему Ш т у р м а — Л и у в и л л я  (см. § 5 .5).  К ак  п о к а з а н о  
в § 5 .5 ,  решением этой проблемы  я в л я ю т ся  числа (соб
ственны е значения)

и соответствую щ ие нм н ет р и в и а л ь н ы е  ф у нкции  (собствен
ные ф ункции)

Х к (х) =  sin  k x  ( é = ! ,  2,  . . . ) ,

у д ов летв оряю щ и е при этих ч и с л а х  услови ям  (5).
Общее реш ение у рав н ен и я  (7) при найденны х =  

имеет вид

T k (t) =  A k c o s a k t  B k $ \ n a k t  (fc— 1, 2, . . . ) .

С ледовательн о ,  все реш ения диф ф еренциального  у р а в 
нения  (1) вида (4), у д о в л етв о р яю щ и е граничны м  у с л о 
виям (5), м ожно записать  в ви д е

u k (x,  t) =  ( A k c o s a k t  +  B k $ \ n a f i l ) s \ n k x  ( ¿ = 1 ,  2,  . . . ) ,

где постоянные А к, В к д л я  к а ж д о г о  k  могут быть взять  i 
произвольно .  Н о  тогда и любые сум м ы

N

. L 1 1  — 2£  
и - т ~~ х

X "  +  ц Х  =  О, X  (0) =  X  (л) =  о, <б>
(7)

ц ,  =  /еа ( й - 1 ,  2,  . . . )

2  ( A k eos ak t  4- В к s i n  ak í )  s i n k x



суть  реш ения у р а в н е н и я  (1), удовлетворяю щ и е граничным 
условиям  (5). В м есте  с этими суммами обладаю т этим 
свойством и сум м ы  бесконечных рядов

СО

и ( х ,  0 =  X  (Л„ cos akt  -f* В к s in  ûkt )  s in  kx,  (8)
î

если числа А к и B h достаточно быстро стрем ятся  к нулю, 
чтобы эти р яд ы  м о ж н о  было два раза  почленно диффе
ренцировать.

Т еперь  D паш ем р ас п о р яж ен и и  имеется большой запас 
ф ункций  t i ( x t t ) ,  удов летв оряю щ и х  урав н ен и ю  (1) и гр а 
ничным усл о в и ям  (3 ) ,— они оп р ед ел яю тся  ф орм улой  (8), 
где числа А к, В к— произвольны е, лиш ь бы вы полнялись  
у к азан н ы е у с л о в и я  сходимости.

Чтобы найти реш ение поставленной за д а ч и ,  удовлет
воряю щ ее н а ч а л ь н ы м  условиям (2), диф ф еренцируем  (8) 
по t\

■§)■(*> 0  =  — i4fcsInaA / +  /?Ac o s a é / ) s Í n f t ^  (9)

и при рав н и ваем  (8) и (9) при í = 0  за д ан н ы м  ф ун к ц и ям  
f ( x )  и F( x ) \

ев »

f ( x )  =» 2  А к s in  кх, F  (х) =  2  a k B h s in  kx. (10;
*i=i  k = \

Отсюда

я  я

A k = ^ f ( f ) s \ n k l d t ,  =  (11)
(Î D

Если ф у н к ц и и  } ( х )  и F (х) непреры вны е на [0, я ] ,  то 
этого достаточно, чтобы можно было вы числить  числа А к, 
В к по ф орм улам  (11) и ряды (10) б у д у т  сходиться  к этим 
ф у н к ц и ям  во в с я к о м  случае в смысле среднего  к в а д р а т и 
ческого (см. § 4 .10).  Конечно, если ф у н к ц и и  f ( x ) и F (х) 
не т о л ь к о  н е п р е р ы в н ы ,  но и имеют непреры вны е п р о и з
водные (достаточно третьего  п о р яд к а ) ,  то  сумма ряда  (8) 
у ж е  заведом о  б у д е т  иметь вторые непреры вны е п р о и з
водные.



§ 5 .8 .  Колебание бесконечной струны.
Формула Даламбера

Если струна очень  длинная ,  то на к о л е б а н и я ,  возни
кающие где-то в ее середине, концы ст р у н ы  б у д у т  о к а 
зы вать  малое влияние .

Поэтому, р ас см ат р и в ая  свободные к о л е б а н и я  неограни
ченной струны, мы д о л ж н ы  решить у р а в н е н и е

д 2и 4 'д®к / 1 Ч
(>>

т о л ь к о  при н ач ал ь н ы х  условиях

и ( х ,  0 )■ = /(* ) ,  |2)
и Ц х ,  0) *=F( x ) .  (3)

Т а к а я  задача н азы вается  задачей К о ш и  или  задачей с на-  
чальными условиям и .

Эту задачу  удобно решить следую щ им  о б р а з о м .  В ведем  
новые переменные

l  =  x — at ,  r\ =  x - V a t ,  (4)

тогд а  уравнение (1) перейдет в у р ав н ен и е

сS r ° -  <5>

Реш ением у р а в н е н и я  (5), очевидно, я в л я е т с я  ф у н к ц и я

а  =  <Р (£) +  '!> (Л).

где ф и у\:— п рои зво л ь н ы е  ф ункции ,  к о т о р ы е  мы бу д сч  
считать дваж ды  дифференцируемыми.

В озвращ аясь  к стары м  переменным, п о л у ч а е м  решение 
у рав н ен и я  (1) в форме

и ( х ,  t)  =  ср ( х — at)  +  i|i ( x + a i ) ,  (6):

Н епосредственны м  диф ф еренцированием  (6) легк о  убе* 
диться ,  что это  действительно т а к .  Имеем

и '  =  ф '  {х— +  {x +  at ) ,  
и\*=  —  йф' (л;— а()  +  (x-f-ßZ1)»

и"хх =  ф" ( x — at)  +  (х +  at ) ,
и"и  =  а \ "  (х — a t ) - f а Ц " { х - Ь at ) ,

т. е,
а*и'хх =  и гп.



( 10 )

П о л у ч е н н о е  решение (6), зави ся щ е е  от двух п р о и з в о л а  
пых ф у н к ц и й ,  назы вается реш ением Д а л а м б е р а 1).

И с п о л ь з у я  начальные усл о в и я ,  найдем  ф ункции <р и г|->:

Ф (х) + 1|- (*) =  /  (х),  (7)
—  яф ' (*) +  я ф '  {х) — Г{х) .  (8)

И н т е г р и р у я  (8) па отрезке  [0, х],  получим
X

—  Ф(х) +  || ' ( х ) = - ^ § Р ( у ) с ! у - \ - С ,  (9)
о

где С — п р о и з в о л ь н а я  п остоянная  И з (7) и (9) находим 

Ф (*) =  у /  ( * ) - ^ £ 17 {У)^У~~,
О
V

(*) =  ! / ( * ) - 1 - 1 ^  р { у ) д у + ^ - '
о

Т е п е р ь  реш ение задачи К ош и запиш ется 

и ( х , 0  =  Ф ( х — аО +  Ф (*-ЬаО =
х-о1 *+я<

« { / ( ^ 0 - ^  |  Р { у ) й у  +  ^ ! { х  +  а1) +  %
О ГС О

ИЛИ

х + а !

и{Хг ^  Р Ш У ' (11)
х - а !

Ф о р м у л а  (11)  назы вается ф о р м у ло й  Даламбера.

§ 5 .9 .  К олеб ан и е  круглой мембраны

П у с т ь  к р у г л а я  мембрана р ад и у са  1 в состоянии покоя  
за н и м а ет  к р у г  рад иуса  1 о центром  в начале полярной  
системы к о о р д и н а т  г,  ф (рис. 126). Б удем  считать,  что 
мембрана з а к р е п л е н а  по ок р у ж н о ст и  г »  1. Если теперь  
п о д ей ствовать  на мембрану н ек о то р о й  силой, то  отклоне  
ние т о ч е к  мембраны и  будет ф у н к ц и ей  координат г ,  ф

*) Ж .  Д а л а м б е р  (1717— 1783)—  выдающийся французский мате* 
млтик.



и времени t^
и -=41 (Г, (р, /) .

Т ак  ж е  к а к  и в  § 5 .7 ,  можно п о л у ч и т ь  у р а в н е н и е  к о 
лебаний мембраны

д2и „ л п ( д2и , 1 дч . 1 д2и \  , Iч^ г = а « д и =  а ^ - 3- г + - _  +  _ г ^ .  ( 1 )

Д л я  у р а в н е н и я  (1) мы будем р еш а ть  з а д а ч у  с  к р ае вы м  
условием

^  и  « о  (2)
и начальны м и у сл о в и ям и  

« I  (=о =  / ( 0 .
\ди_ |
^  1? = П

Р ( г ) . (3)

Мы р ас см атри ваем ,  таким  образом , о се си м м етр и ч еско е  
колебание м ем браны , при котором все т о ч к и  о к р у ж н о с т и  
радиуса г  ^  1 с центром  
в начале  к о о р д и н а т  в н а
чальны й момент времени 
имеют скорости  и о т к л о 
нения , не з а в и с я щ и е  от 
у гла  ф. Т ак и м  образом , 
и ф унк ция  и  б у д е т  з а в и 
сеть  то л ь к о  от  г и / и 
у р а в н е н и е  ( 1 ) у п р о щ а е т с я :  

д-ч 
"д?

—  п 2 I д '1‘1 Л -  1 д и  
' дг* т дг

(4)

Р еш ен и е  у р а в н е н и я  (4) с у с л о в и я м и  (2), (3) м ожно 
найти  методом Ф у р ь е .  И щ ем сн а ч а л а  все  р е ш е н и я  вида

»(г, () = и (г) Т (().
Л е гк о  п о к а за т ь  (к а к  в § 5 .7),  что ф у н к ц и и  Т  (/) и и  (г) 

у д о в л етв о р яю т  у р а в н е н и я м

Т" п2а?Т =  0, (5)
(6)

Т а к и м  образом , надо  найти ч и с л а  д л я  к оторы х
у рав н ен и е  (6 ) им еет н етр и ви ал ь н о е  р е ш е н и е  и  (/•), удов
л етворяю щ ее  гранич ном у  условию

*/(1)«0. (7)



Эти ч и с л а  ц  н аз ы в а ю тся  собст венными значениям и  данной 
задачи  Ш т у р м а — Л и у в и л л я ,  а  ф у н к ц и и  и  (г ) — им п р и 
н а д л е ж а щ и м и  собственными ф у н к ц и я м и .

З а м е ч а н и е .  В § 5 .7 рассм атривалась  зад а ч а  
Ш т у р м а — Л и у в и л л я  для  д и ф ф ерен ц и альн ого  у р а в н е н и я  
второго  п о р я д к а  с двум я  гр ан и ч н ы м и  условиям и  ( X  (0 )
- -  Х ( л )  =  0).  В данной  же за д а ч е ,  тож е  д л я  у р а в н е н и я  
вт о р о го  п о р я д к а ,  ф и гу р и р у е т  т о л ь к о  одно граничное  у сл о 
вие (¿/ (1) =* 0). Это происходит потом у, что данное у р а в 
нение и м е е т  особенность  в то ч к е  г =  0 , вследствие которой 
это у р а в н е н и е  имеет н а р я д у  с ограниченны м и и н е о г р а 
ни чен н ы е р е ш е н и я .  Ф актически  и в данном  случае ищутся 
со б ствен н ы е ф у н к ц и и ,  у д о в л етв о р яю щ и е двум  граничны м  
у с л о в и я м :  п е р в о е  у с л о в и е — соб ст вен н а я  ф у н к ц и я  V  (г) 
д о л ж н а  бы ть  огран и ч ен а  в окрестности  г =  0 и второе 
у с л о в и е — V  ( 1 ) г = 0 .

Ч т о б ы  п ол у ч и т ь  решение у р а в н е н и я  (6 ), введем  новую  
п ерем ен н ую

р =  Ф, V (р) =- С/ (р/ц).
Т огда  у р а в н е н и е  (6 ) п р ев р ащ а етс я  в т а к о е  ж е  у р ав н ен и е ,  
но при  1-1 = 1 :

V" (р) + - ^ У '  (р) +  У  (р) *=°- (8 )

У р а в н е н и е  (8 ) * у ж е  изучалось  в § 1.24, пример 2. О но 
имеет д в а  л и н е й н о  н езависим ы х р еш е н и я ,  одно из них  
н е о гр а н и ч е п о  в окрестности  то ч ки  р =  0 , а д ругое  есть 
ф у н к ц и я  Б е с с е л я  нулев ого  п о р я д к а

се

Л  (Р) — ¿ 1* (
квО К 4

где с т е п е н н о й  р я д  сп рава  сход ится  на интервале  —  оо <  
<  р <  оо. В с е в о зм о ж н ы е  о гр ан и ч ен н ы е в окрестности н у 
левой  т о ч к и  реш е н и я  у р а в н е н и я  (8 ) имеют вид  С 7 0 (р), 
где С — п р о и з в о л ь н а я  п о сто ян н ая  (см. зам ечан и е  1 § 1.24). 
С о о т вет ств у ю щ и е  ф ункции

C J 0 (r\L)

и б у д у т  н у ж н ы м и  нам ограниченны м и  па [0 , 1 ] реш ениям и 
у р а в н е н и я  (6 ).

Т е п е р ь  о стае тся  подобрать  [I т а к ,  чтобы вы п олн ялось  
гр ан и ч н о е  у с л о в и е

Уо(1 . ^ ) - 0 .



Мы видим, что число ц долж но б ы т ь  к о р н ем  ф у нкции  J 0 (г). 
Х орош о  известно, что ф у нкции  J 0 {r) имеет беск он еч н ое  
число нулей: 0 < ц , - < ц , < . . .  . Н а п р и м е р ,

И так  числа (£ =  1, 2, . . . )  с у т ь  собственны е з н а ч е н и я ,  
а ■МИаг ) им п ри н ад л еж ащ и е  со б ст в ен н ы е  ф у нкции  н аш е й  
к раевой  за д а ч и .  Эти ф ункции м о ж н о  ум нож ать  на п р о и з 
вольны е п остоянны е ск Ф  0 и п о л у ч а т ь  снова соб ствен н ы е 
ф у н к ц и и

п р и н а д л е ж а щ и е  числам |лл.
При  ц =  щ  реш ение у р а в н е н и я  (5) запиш ется

T h {t) =  а к cos n ka t  +  bk s in

Соответствую щ ие реш ения у р а в н е н и я  в частных п р о 
изводных (4), у д ов летв оряю щ и е гран и ч н о м у  условию  (2;,  
имеют вид

и к (г,  t)  =  (ак eos +  Ьк s in  ц ка() J a ((ifer ) ,

где а к, Ьк— произвольны е п о с т о я н н ы е .  Н о  тогда и сумм:; 
бесконечного  ряда

я в л я е т с я  реш ением  у р ав н ен и я  (4), удовлетворяю щ им  г р а 
ничному условию  (2 ), конечно , е с л и  числа ак и Ьк д о с т а 
точно бы стро  стрем ятся к н у л ю ,  чтобы эти р яд ы  м о ж н о  
бы ло два  р а з а  почленно д и ф ф ер е н ц и р о ват ь .

Ч тобы  найти решение п ост авл е н н о й  задачи , к о э ф ф и 
циенты  а к и Ьк находим из н а ч а л ь н ы х  условий  (3)1

Ф у н к ц и и  Б есселя  J 0 (\ l̂ir)  о б л а д а ю т  свойствами, с х о д 
ными со свойствами тр и го н о м етр и ч ески х  функций. Т а к ,  
если  ф у н к ц и я  / ( г )  к у с о ч н о -г л а д к а я  па [ 0 , 1 ], то  она  н е 
прем енно  р азл а гае тся  в р я д  в и д а  ( 1 0 ) (с п остоян н ы м и  
коэффициентам и а к),  сход ящ и й ся  к  н ей ,  во  всяком  с л у ч а е ,  
в см ы сле среднего  к в ад р ат и ч ес к о го  (см. т а к ж е  § 5 .10).

» 2 , 4 0 ;  |д2 =  5 ,52 ;  . . .  .

( ¿ - 1. 2 , . . . ) ,

( 10)

ЪГ | (=о =  S  0 (И*') =  F  (')■ ( 1 1 )



Мы зн аем ,  что  тригоном етрические  ф у н к ц и и  ортого
н ал ь н ы  на [0 ,  2я1. Ф у н к ц и и  Б ес сел я  / 0 (Ий*) то ж е  орто 
гон альны  на [ 0 , 1 ], но ,  как  го во р ят ,  с весом х :

1

l x J a ( \ i kx ) J o {\ l̂x ) d x  =  0 {к Ф 1 ) .  ( 12)
о

Отсю да сл е д у е т ,  к а к  м ы  это д о к а ж ем  н и ж е ,  что в равен
ствах  ( 1 0 ), ( 1 1 ) ч и с л а  а к, Ьк необходимо вы ч исляю тся  по 
ф орм улам

1 [
^  x J n ([.̂ kx ) f  (х)(1х  ^  х 1 а ( ц й* )  Р  (дг) ах
о . о------------------------ , ацкьк =

(13)
5  ^ *[Л> (¡1кх)}3 (1х
о о

( А - 1 , 2 , . . . ) -

Сиотема н е п р е р ы в н ы х  на отрезке  [ а ,  Ь] ф ункций

Ф /(х ) ,  фа (*), ф3 (х), . . .  (14)

назы вается  о р т о го н а л ь н о й  на [а ,Ь ]  о весом  р  (х) ^  0 , где
р (х) н еп р е р ы в н а я  ф у н к ц и я ,  если вы п олн яю тся  равенства

н

$ р ( х ) Ф ь ( х ) с Г ( <>:)с/х =  0  (й Ф I ) .  (15)
а

Е слн ф у н к ц и я  ? (х) разлож ена в рав н ом ерн о  с х о д я 
щ ийся  на [а,  &] р я д  по  ф ункциям  ф*(л:) системы (14):

со

/ ( * ) =  2 с*ф*(х), (16)

то
Л
^ Р (*) Фт (*) /  (Ж) Ах

ст =  ° - ------------------------  { т — \ ,  2 ,  . . . ) .  (17)

5 р м  [фт  д а  ¿х
П

В самом д е л е ,  п о с л е  ум нож ения р я д а  на р (х) фя (х) 
его  р ав н о м е р н ая  сх о д и м о сть  не н ар у ш а ет ся  и почленное 
и н те гр и р о в ан и е  по  \ а , Ь] в силу  свойств  (15) приводит



к равенству
ь

5 р ( * )  Ф т  {х )Ц х)(1 х  =  ст $ р ( х ) [ с р т  (х)]2(1х ( т  — 1 , 2 , . .  . ) ,
(' а

о тк у д а  и получаем ф орм улы  (17).
Д о к а ж е м  (12). Ф у н к ц и я  J 0 (¡¿/¡х) у д о в л е тв о р я е т  у р а в н е н и ю

+  (* =  > . 2 , . . . ) .

У м н о ж а я  у р а в н е н и е  со зн а ч ко м  к на  А'*/0 ([а«а), а у р а в н е н и е  с  и н д е к 
сом  п на  (М&А) и вы чи та я  из о д н о го  д р у го е , п о л у ч и м

* |у<> {'¡̂ llx ) - ^ J n (\i.lix) — J (l (^/(Х) ~  У0 (^„д-)| +

-4- и  (Ип*) Т ^ о  (Иа*) — ¿ а  ( 1 4 * )  7 1  ¿ о  (И«*‘) +й х - О«***/

4 ’ 0 1* — Ия) х1ъ О^л) Jo 0 |«»> = 0 . 
Л е г к о  п р о в е р и т ь , что  это  у р а в н е н и е  м о ж н о  п р е д с та в и ть  в ниде
(I

Г х < х ^  О1»О 2~х ¿О — ̂  (И**) ^  ->п (И«*) +

+  0 4  — Цн) xJ0 (Ц**) ¿0 (|Ь»*> —о. 

И н т е гр и р у я  э то  равенство по  л: в  п ред е л а х  о т  0  д о  1, п о л у ч и м

(И& — Мп) (  xJ0 (ц/гг) J i, (11,,\) (1х~0 (к Ф «).

т а к  к а к  и н те гр а л  от п е р в о го  с л а га е м о го  равен н у л ю  в с и л у  т о г о ,  
«по J i) ( м * ) = ^ о ( И л )  =  °-

§ 5 .10.  Общая задача Штурма —  Лиувилля

Р ассм отрим  диф ф еренциальное  урав н ен и е  в т о р о г о  п о 
р я д к а

й
<1х

+  [*р (х) —  д ( х ) ] 1/ ( х )  =  0, ( I )

где р  (х) —  непрерывно д и ф ф ер ен ц и р у ем ая  на о т р е з к е  [0 , /] 
ф у н к ц и я ,  а р(х)  и <7 (х)—  непреры вны е на этом о т р е з к е  
ф ункции .  При этом р  (х) > 0 ,  р ( х ) > 0 ,  (х) ^  0 па [ 0 ,  / ]
и к — постоянное число.

Поставим задачу ( Ш т у р м а — Л и у в и л л я ) .  Т р е б у е т с я  
найти все числа X (собственные зн ачен ия ), д л я  к о т о р ы х  
сущ ествует  нетривиальное д в а ж д ы  н епреры вно  д и ф ф ер е н -
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цируем ое решение у { х )  у р ав н ен и я  ( 1 ) {собственная ф унк 
ц ия) ,  удовлетворяю щ ее граничным условиям

< * у { 0 ) - №  (0) =  0,
уу{1)  +  & / ' ( 0  = 0 ,  J {2)

где а ,  р, 7 , 6 — постоянны е числа ( а >  0 , (3 >  0 , а  +  р > 0 ; 
V ^ O ,  6 > 0 , у  н- 6 >  0 ).

М ож но д о к а зать ,  что:
1) Существует счетное множество собственных значений 

задачи

<  К  <  ^“3 <  ■ • • (*„ -*■ оо).

которым соответствуют собственные функции

УЛХ)> Уэ(*)>

2) П ри  q ( x ) ^ 0  все  собственные значения Я,, неотри
цательны .

3) Собственные ф у нкции  на отрезке [0, /] образую т 
ортогон альн ую  и норм ированную  систему с весом р(х ):

J [ 0 , т ф п ,
J p  (* ) / /« (* ) # , . ( * )  <** =  ■[ ^  т = = п _

4) Т е о р е м а  С т е к  л о в  а. В с як ая  ф у н к ц и я  f { x ) ,  
уд о в л етв о р яю щ ая  краевы м  условиям  (2 ) и имеющая непре
ры вн у ю  первую  п рои звод н ую  и кусочно-непрерывную вто
р у ю  производную, р а з л а г а е т с я  в абсолютно и равномерно 
с х о д ящ и й ся  р я д  по собственным ф ункциям  у п {х)

!
f ( x )  =  2  сау п (*), сп =  \  р (х) у п (х)  /  (*) dx.

п= I $

З а д а ч а  1. Р еш и ть  уравнение свободных колебаний
ст р у н ы  при наличии  сопротивления среды

д 2и  , с, д и  ,  д * и  
+  2 т-щ- — а ^

при  н ачальны х и к р а е в ы х  условиях

и ( х ,  0  ) =  f ( x ) ,  dJ i < ± 3 .  =  F ( x ) ,  и {  0, /) =  ы (я, 0  =  0.

П р и  решении пред полагать ,  что коэффициент трен и я  т  
м а л  {т  <  а).

00

Ответ. и ( х ,  t) — e ~ mt 2  {ak c o s q ki +  bk s l n q ki ) s \ n k x t
А= 1



где

?* =  К ( й а ) а — т \
я  л

ай==1  р  №  s t o b x d x ,  bk =  J  F  [х) s in  k x d x + ^ .  
о о

З а д а ч а  2 .  Р еш и ть  урав н ен и е  
ди 8 д2и
l f t ~ a д7*

при у с л о в и я х

- ¡ Й Г ^ О ,  ы(я ,  0 “ “ о. «(JC. 0) =  ф (х).
Ответ.

00

и ( х ,  0 в « и +  2  ске ~ а‘Хк‘ С 0 5 1 кх,
к=\

где

,  2 £ + 1  2  f  , , . , 2 « 0\ k =  -— t c» =  - ^ q > { x ) c o s l bx d x ~ ^ .
о

У к а з а н и е .  Р еш ен и е  и ск ат ь  в ви д е  « s = w 0 - f t» (* ,  /), 
где  v ( x ,  t ) — н еи звес тн ая  ф у н к ц и я .

З а д а ч а  3. Д о к а з а т ь  св о й ств о  3) ортогональности  
собственны х ф у н к ц и й  задачи  Ш т у р м а — Л и у в и л л я  (1) на 
[О, /], у д о в л е тв о р я ю щ и х  гранич ны м  у с л о в и я м  (2 ).

У к а з а н и е .  Н еобходим о с л е д о в а т ь  схем е д о к а з а 
тельства  ортогональности  ф у н к ц и й  Б е с с е л я  (см. § 5 .9).  

З а д а ч а  4. П ривести  у р а в н е н и е  (Ч ебы ш ева)

( 1 - * » ) / - _ * 0 ' + Я »£,в О (3)

к виду  ( 1 ) на [ — 1 , 1 ].
У к а з а н и е .  У м нож ить  л е в у ю  и п р а в у ю  части у р а в 

нения (3) на р ( * ) > 0  и найти ф у н к ц и ю  р ( х )  из  у сл о в и я

—  х р (х )  =  [(1 — х 2) р (* ) ] '  ( р ( х )  =  1 / ( Л  —  А'2) .

З а д а ч а  5. Н айти  весовую  ф у н к ц и ю  р (х) д л я  у р а в 
нения ( Ч е б ы ш е в а — Л а ге р р а )

ху "  +  (1— х) у '  +  п у * =  0 .

Q tw em .  р (л:) =  ехр  (— л ) ,  0  <  оо,



§ 5 .11 .  И н т е г р а л  энергии (Д ирихле)

В п р о с т р а н с т в е  х ,  у ,  z  пусть з а д а н  достаточно г л а д 
кий з а м к н у т ы й  к о н т у р  Г ' ,  оп ред елен н ы й  в п арам етри 
ческой ф орм е ур ав н ен и ям и

х  =  Ф (s),  i/ =  i|-(s), z=*%(s)  (0 < s < / ) .  ( 1 )

П р о ек ц и ю  Г ; н а  плоскость  (дг, у)

х  =  ч> (s), y= * ty{s )  (2 )

обозначим  ч е р е з  Г. Б у д е м  считать,  что Г '  проек ти руется
на п л о ск о сть  х ,  у  взаимно однозначно, т. е. контур  Г

сам о п е п ер е се к а ет ся  н ог 
р а н и ч и в а е т  н ек о то р у ю  об
ласть  Q  плоскости  х ,  у  
(рис. 127),

П у ст ь  на Г '  натянута  
м ем брана,  т. е. пленка ,  р а 
б о т аю щ а я  на растяж ен и е ,  
но не на изгиб. Т реб ует
ся  найти  ее  уравнение

г =  и (х , у)  (U , у) €  Й). (3)

К рай  м ем браны  за к р е п л е н  
на Г ' ,  поэтому ф унк ция  

«(•*» У) у д о в л е т в о р я е т  граничному условию

« | г = К ( 5 )  =  и (ф (« ) .  ’И *))  ( ° < s < / ) .  (4)

М ож но д о к а з а т ь ,  что п отен ц и альн ая  эн ерги я  мембраны, 
с точ н остью  д о  м н о ж и т е л я ,  х а р а к т е р и зу ю щ е го  ее  ф и зи 
ческие с в о й с т в а ,  в ы р а ж а ет ся  к р атн ы м  (двойным) инте
гралом

ди \  а , /  Он \ 2
-  и дх

dxd tj , (5)

к о то р ы й  н а з ы в а ю т  инт егралом  Д и р и х л е  ф у нкции  и (х, у).
Е с л и  п р и  помощи внешних сил  мембране придать  

д р у гу ю  ф о р м у

г = * у { х ,  у) {(х, у) 6 Й), 

о с т а в л я я  ее  з а к р е п л е н н о й  в Г ' ,  то  ее эн ер ги я  будет равна
ди \ • , / д и



а  сам а она б уд ет  по-преж нему у д о в л е т в о р я т ь  гранич ны м  
у сл о в и я м

£i| r ^ u | r  =  x ( s )  =  u [ ip ( s ) ,  \\,{s)]  ( 0 < s < 0 -  (4 ' )

В этом состоянии она будет ещ е больш е н а п р я ж е н а ,  п о 
этому D [ v ] ^  D [n].

С л ед ователь н о ,  и ( х ,  у) м о ж н о  о п ред ели ть  к а к  т а к у ю  
ф у н к ц и ю , и нтеграл  Д и р и х л е  к о то р о й  обращ ается  в м и н и 
мум среди  интегралов  энергии д л я  всевозмож ных у к а з а н 
ных ф у нкций  v :

D [ u \ =  m in  D [v ] .  (6 )
v 1г  =  X (S>

В в ед ем  к л а с с  W  ф ункций  v ( x ,  у ) ,  имеющих н е п р е 
рывны е частные производные па £2 =  £?-}-Г и у д о в л е т в о 
ряю щ их граничным условиям  т а к и м  ж е ,  как  и:

v  |г =  и  |г  .

Ф ун к ц и и  v t принадлеж ащ их к л а с с у  W , бесконечное м н о 
жество . О дна из них ссть и с к о м а я  ф унк ция  и ( х ,  у ) ,  
об р а щ аю щ а я  D [ v ] в минимум среди  всех v £ W \

D[( i ]  =  m i n i )  [и]. (7)
re  w

Отмстим, что если к аж д о й  ф у н к ц и и  f  из н е к о т о р о г о  
класса  ф ункций  E ( f £ E )  0 си л у  некоторого  з а к о н а  п р и 
ведено в соответствие число /■'(/), то  говорят ,  что /•’ (/) 
ссть  ф у н к ц и о н а л ,  определенны й на классе  ф у н к ц и и  П.

И н теграл  Д и р и х л е  D [v]  я в л я е т с я  примером ф у н к ц и о 
нала ,  определенного на к л а с с е  ф у н к ц и й  W .

Д л я  ф у н к ц и о н а л о в ,  т а к  ж е  к а к  д л я  о б ы чны х  ф у н к ц и й , м о ж н о  
р а с с м а тр и в а ть  т е о р и ю  э к с т р е м у м о в , н а з ы в а е м у ю  вариационным ис
числением. П р и р а щ е н и е м  или вариацией аргумента функционала /•' ( / )  
назы ва ется  р а зн о с ть  м е ж д у  д в у м я  ф у н к ц и я м и  из класса

б /  =  л  (.у) - / ( л ) .

П о  а н а л о ги и  с п о н я ти е м  д и ф ф е р е н ц и а л а  ф у н кц и и

=  / '  (.г) А хd/==7Й Г , ( х  +  аАд) =  / '  ( *  +  а  A.v) Д.с
а  =  0

(гд е  а  —  п р о и з в о л ь н о е  д е й с т в и т е л ь н о е  чи с л о ) м о ж н о  f i r c v t h  п о н я 
ти е  вариации функционала

б F = 4 - f { !  ( * )  +  а б / )
а  =  0

Г о в о р я т ,  ч то  ф у н кц н о н а л  Р  ( / )  достигает мшаии/ма (максимума) 
на ф у н к ц и и  / о  ( а ) ,  если Р  ( / )  ^  /  ( / и )  ( Р  ( /)  Р  ( / о ) ) .  И м е е т  м е с т о



утверждение: если функционал, имеющий вариацию bPt достигает 
минимума (максимума) на функции /  =  /0, то

бF (/о) = 0 .

В самом дело, при фиксированных / 0 (*) и 6/  функционал 
F (/о (x) +  ctö/) =  ф (а) является функцией только от одного перемен
ного а ,  которая при а  =  0 достигает минимума (максимума), следо-
пательно, ф ' ( 0 ) « 0  или -г— F (Д, (дс) +  аб/) = 0 ,  т, е,

оа 1а =0

&F tfoW) = 0  (8)

Таким образом, условие (8) есть необходимое условие экстре
мума функционала.

Вернемся сн о в а  к  интегралу  Д и р и х л е .  Введем  еще 
вспомогательны й к л а с с  &Н0 ф ункций w ,  имеющ их непре
рывные частные п р о и зв о д н ы е  на и р ав н ы х  н у л ю  на Г;

w  |г =  0 .

Если ф у н к ц и я  v  им еет  вид

V — U + W  (tt»€ü£R0),

то ,  очевидно, она  п р и н ад л еж и т  к W .  О братн о ,  вс як у ю  
функцию  v $ W  м о ж н о  записать  в виде

и =  и - Н v — «) в  и 4» а> (ш £  3ft0),

потому что

а>|г =  (и— ы) |г =  v  |г — и  ]г ~  X (s) ~

П оэтому рав ен с тво  (7) можно еще зап и сать  в виде

D [ u ] = *  m in D [ u - f-cg/]. (9)
w Ij, = 0

Задача  о н а х о ж д е н и и  минимума (9) н аз ы в а е тс я  вариа
ц и о н н о й  задачей . Ф у н к ц и и  ш(ЕЭДв н азы ва ю т  вариациям и  
(вари ац и ям и  а р г у м е н т а  ф ункционала  D[t/]).

Д л я  ф ункции  и  д ости гается  минимум и н те гр а л а  Д и 
ри х л е  в классе  W :  п р и бавлен и е  к и произвольной  в а р и а 
ции w  выводит и н т е г р а л  Д и р и х л е  из м и н и м ум а— он ста
новится  больш им.

З а д а д и м  п р о и з в о л ь н у ю  функцию  ш £*Ш 0. Е сли  помно
ж и т ь  ее  на к а к о е - л и б о  число Я, то получим снова функ-



§ 5. I f .  И Н Т Е Г РА Л  Э Н Е Р Г И И

цию ? .и |£ЗЯ 0, поэтом у D [ « - f - X a ; ] ^ £ ) [ u ] ,  VA,. Но

- P * + * * ) 4 S + Xv ) > - ' -

"  i Я ( * ) ' + ( £ ) > * +
+  2 X

J  J  |_  С/Л (УЛ V I

и
d w  \ 2

+ Х ’ Я

‘ du dw , du dtu Л , , .
-.— ;— h - — r~ d x  d  у  -f* 
Ox Ox ' vy dy J J  1

dm \ 2
+ dx  di/dx J  '  [  dy 

и
=  D [ a ] - J - 2 >.£)[u, i£j]4 - ?*2D  [ш], ( 1 0 )

где мы ввели обозначение
г» г 1  С С (  du dw . du d w  \  , ,
D l u ,  =  +  ̂  s t )  М У -

U

Т ак  как  u - ^ ’k w ^ W , то  имеет место  н еравенство  
D [ u - { - X w ] ^  D [ u \  д л я  любых X, к о т о р о е  об р а щ ае тс я  
в равенство при /С =  0. Поэтому 
ф унк ция  £)[м +  Хдо] отЯ обра- ^  
щ ается  в м инимум при А. =  0 . У 

Но тогда (см. (10); см. т а к 
ж е  (8 ))

^ D [ u  +  X w ]\k = o =  { 2 D [ u , w ]-{-

+  2}.D[w]\  f \ -o  =  2D [u ,w ]  =  0,
-x

Р н с . 128.

и мы д о к а з а л и ,  что иском ая  ф у н к ц и я  и  у д о в л е т в о р я е т  
уравнению

О [и ,  ш] =  0

или уравнению

<">□

д л я  всех ш ^  9Л0- У равн ени е  (11) н а з ы в а ю т  уравнением  
в вариациях .



360 гл. 5. У Р А В Н Е Н И Я  М АТЕМ А ТИ Ч ЕС КО Й  ФИ ЗИ КИ

Ч т о б ы  вы ч и сл и т ь  интеграл

сп ерва  п р о и зв е д е м  интегрирование п о л :  при ф и ксирован
ном у .  И н т е г р и р у я  по частям, имеем (рис. 128)

д п  ды> , <1и
—г— -гг— й х  =  - г -  х> 
Ох их Ох

л . аи
■4— г -  ДО

л 1 Ох
о Г  д*и , 
е -

и и
Г д 2 и  ,

где аи е с ть  сечение О прям ой , состоящ ей  из точек , имею
щ их о р д и н а т у  у.  Н а  рис. 128 ст(/ состоит из двух  о т р е з 
ков [ А ,  В]  и [С , Б ] .  Н адо  учесть ,  что ф унк ция  ии равна  
нулю  в т о ч к а х  А , В , С, О ,  л еж ащ и х  па Г. С ледовательно ,

и »

А н ал о ги ч н о ,  и н те гр и р у я  сначала по у ,  а затем по х ,  по
лучим

о и

В т а к о м  с л у ч ае  из (11) следует,  что

£ £ о > Д и  £&(/// =  0  ( 1 2 )
о

д л я  всех  где Д —  оператор  Л а п л а с а .  Н о  тогда

Д и = 0  <У(*. < /)€ 0 ).

В  с а м о м  д е л е , если д о п у с т и т ь ,  ч т о  Ли Ф 0 х о т я  бы в о д н о й  
т о ч к е  (дго, ! / и ) £ ^ ,  т о  в с и л у  н е п р е р ы в н о с т и  ф у н к ц и и  Дм с у щ е с т в у е т  
о к р е с т н о с т ь  и  (6) т о ч к и  (л-0, ;/0) ра д и уса  б , гд е  ф у н к ц и я  Д и с о х р а 
н я е т  з н а к  чи сл а  Дм (л-0, уо), к о т о р о е  мы б у д е м  с ч и т а т ь  п о л о ж и т е л ь 
н ы м . Т о г д а ,  в з я в  в ка ч е с т в е  ф у н к ц и и  ф у н к ц и ю

, - . ( у  < Л _ /  х о ) Н  ( и - У о ) ' 1  —  6 ' Т .  ( * .  У ) £ и ф ) ,

У ) ~ \  0 , (х, у ) £ И \ и { 6 ) ,
п о л у ч а е м , ч т о

ш Дм йх с1у >  0 ,

ч т о  п р о т и в о р е ч и в  (  12^,



И та к ,  мы д о к а з а л и ,  что ф у н к ц и я  г ~ и ( х ,  у ) ,  описы 
ваю щ ая мем брану ,  удов летв оряет  па £<! у р а в н е н и ю  Л а п л аса ,  
т. е. и — г а р м о н и ч е с к а я  ф ункция на О. В о п р о с  о н ах о ж 
дении и ( х ,  у) св ел ся  к задаче Д и р и х л е :  т р е б у е т с я  пайги 
гарм оническую  на Й функцию  и ( х ,  у ) ,  непреры вную  
па £2 и удо в л етв о р яю щ у ю  граничному у с л о в и ю  (4).

П р и м е ч а н и е .  Мы считаем сам о  собой разум ею 
щ имся тог ф а к т ,  что ф ункция  и  им еет на О непрерывны е 
производны е вто р о го  п оряд ка ,  чтобы б ы л о  за к о н н о  произ
водить вы ч и слен и я ,  приведенные вы ш е.

На самом деле ,  это имеет место во в с я к о м  случае, 
если ф у нкции  <р, г]1, % имеют н е п р е р ы в н ы е  производные 
н о  параметру в.

§ 5 .12.  Применение преобразований Ф урье

Н иж е д а ю тс я  примеры п р и л о ж е н и я  преобразований 
Ф урье  при реш ении  задач м атем ати ч еск о й  ф изики . Но 
сначала сд елаем  н есколь ко  общих зам ечан и й .

Пусть ф у н к ц и я  I (х) имеет на л у ч е  [0 ,  оо) вторую  
непрерывную  п рои звод н ую  и вы п о л н я ю т с я  условия

П т  / '  (*) = 0 ,  Н т  /  {х) = 0 .

Тогда
СО

^ /" (Х)5 '1П рх(1х =  1'  ( х Ы П р *
и о

00

— Р 5 V  (Я) соэ р х  йх  =*—  Р ^ Г  (х ) С0Э р х Л х
о

со

— р1  (х) СОЭ р х  —  р* 5 /  (х)  БШ р х  й х
и

и

и мы д о к а за л и  равенство

а»
$ / "  [х) ь'ш р х  й х  =  р[  {0) — р* ^ I  (X) ЭШ рХ(1\.  ( 1 )
и и



А н а л о г и ч н о
•  л »
5 f  (г) c o s  p x d x  =  f  (jc) cos p x  - \ -p  J  f r (x) s in  p x d x = *
0 0 0

03

t=  —  f  (0) -{- p / '  (x) s in  p x  dx  =>
0

Л  «5

—  / '  (0 ) -f- p f  (x) sin p x  —  Рг С*) C0S p x  dx  z=3
о 0

00

■ = - / '  { 0 ) - p ' 4 > f ( x ) c o s p x dx,  
0

т. e. имеет м есто  равенство
ег ео
J  /"  (х) co s  p x  d x  =  —  f '  (0 ) —  р 2 J f  (x) cos p x  dx. (2 )
о о

К онечно ,  мы предполагаем, что вход ящ ие в равен
ства {)) и (2 ) несобственные и н те гр а л ы  на [0 , оо) сущ е
ствуют.

5 .1 2 .1 .  У р а в н е н и е  т  е  п л о п р о  в о д  н о с  т и. В к а 
честве п р и м ер а  применения си н ус-п р е о б р а зо ва н и я  р а с 
смотрим у р а в н е н и е  теплопроводности  (см. § 5.5) для  по- 
л у б е ск о и еч н о го  стер ж н я :

■1 - =  / ^  (* >  0 , ¿ >  0 ) (3)

при гр ан и ч н о м  условии

и ~ и 0 при х =  0, ¿ > 0 ;  (4)

и н ач альн ом  услов и и

и =  0 при / =  0 ,  я  >  0, (5)

Считаем , что  и ,  ПРИ ж —*--}-оо, Это не про 

ти в оречи т  ф и зи ч е с к и м  соображ ениям . Поэтому мы нахо 
дим ся в  у с л о в и я х  возможности  прим енения синус-пре
обр а зо ва н и я .

И та к ,  п у ст ь
во

u t  —  u s {p t t)  =  j / * ~  j  и  (x,  i ) s in  p x d x  (6)



—  си н ус-п реобразован и е  и ск о м о го  реш ен и я  п ост авл е н н о й  
вы ш е задачи.

У м н о ж а я  уравнение (3) на j / ’— s i n p x  и  и н т е г р и р у я

по х  в пределах  от 0  д о  оо, получим ( у ч и т ы в а я
(4)— (6 ))

=  ̂ рг<0 (<>0): (Г)
и з =  0  п р и  ¿ =  0 . (8 )

Т а к и м  образом, мы свели за д а ч у  к  решению о б ы к н о 
венного линейного диф ф еренциального  у р а в н е н и я  п е р в о г о  
п о р я д к а .  О граниченное реш ение у равнения  (7), у д о в л е т 
воряю щ ее условию (8 ), имеет в и д

u t = Y  к  p ~ Hi* [ 1 — е х р  р Ч а ^ -

Ф о рм ула  обращ ения (см. (3) § 4 .13) дает
се

и (X, о  =  « 0 ^ [ 1 — е х р  (—  p 2k t ) ] s \ n p x ^ . (9)
о

К ак нам известно (см. м аш у к н и гу  «Высшая м а т е м а 
тика .  Д иф ф еренциальное  и интегральное  и счисление» ,

Ф

§ 6 . 1 0 ), интеграл ^ s i n р х ^ ~ -  сход ится  и, более  т о г о  
и

(см. ниж е пример 2 § 6.14),

j s l n  p x ~  =  Y -  <10>

Поэтому

u  =  u„
* -1

1 ” 4 | ехр р2ы^ъ1прх 1 г | -

П олезно  проверить, что ф у н к ц и я  (11) д е й с т в и т е л ь н о  
удов летв оряет  нашему уравнению . П ри  п р о в е р ке  необхо* 
димо обосновать зако н н о сть  д и ф ф ерен ц и рован и я  п о  п а 
рам етру  соответствующих несобственны х интегралов .

П ри  ¿ = 0  интеграл  в прав ой  части (11) р ав ен  л /2 ,  
в  силу  (10). Поэтому в ы п о л н я е т с я  начальное у с л о в и е  (5).



П ри х  =  0 этот  и н те гр а л  равен нулю  и и =  н 0\  т. е. 
в ы п о л н я е тс я  граи и ч и ое  условие (4).

И нтеграл  в (11) п р и  ¿ > 0  сходится,  потому что

09 ®

£ ех р  ( — p 2k í )  d p ^  х  f  exp  (— p * k t )d p  <  oo.
b tí

П р о д и ф ф е р е н ц и р о в а в  формально равенство ( И )  по 
переменной t ,  получим

=  ~  j  Рг ехр (—  p 2k t ) s m p x ^ - .  ( 1 2 )
о

Ч то б ы  обосновать  законность  ф орм ального  диф ф ерен
ц и р о в а н и я  при I >  О, надо за д а ть  произвольны й отрезок 
[ а ,  b ] изменения t ,  где  а > 0 , п док азать ,  что интеграл
( 1 2 ) равномерно сх о д и т с я  на этом отрезке  при ф и к си ро
ванном х ^ О  (см. теорем у  2 § 2.15).

Т ак  к а к  | sin  р х  | ^  р х ,  то  при фиксированном  х ^ О  
в ы п о л н я е т с я  н еравенство

Ф  со

{ р 2 ехр  (— р'ЧН) | s in  р х  | —  J  р 2 ех р  (—  р й кг)  dp ,
J  Р ,К

гд е  и н те гр а л  в прав ой  части сходящ ийся  и не зависит  
от I. Н о  тогда и н т е г р а л  (12) равномерно сходится  па 
[а, Ь] н ф орм альное  диф ф еренцирование ( 1 1 ) законно, 
и ф орм ула  (12) д е й стви те ль н о  имеет место (см. § 2.15, 
с .  19В).

Подобным о б разом  обосновывается законность  фор
м а л ь н о г о  д иф ф еренцирования  при получении частной про-

„  д'1и 
изводиои  .

А налогичным  о б р а зо м ,  и спользуя  к ом плексное  пре
о б р а зо в а н и е  Ф у р ь е ,  м ож но  реш ить задачу  теп лоп ровод
ности  д л я  бесконечного в обе стороны стерж ня —  оо <  х < о о  
(см. § 5 .6 ,  где реш ение задачи получено методом Ф у р ь е  
р а з д е л е н и я  переменных).

5 .1 2 .2 .  У р а в н е н и е  к о л е б а н и я  н е о г р а н и ч е н 
н о й  с т р у н ы .  К а к  м ы  установили в § 5 .7 ,  уравнение



к о ле б а н и я  струны имеет в и д

(“  00 <  о ° ’ 1 >  0 )- ( 13>

Б удем  решать урав н ен и е  (13) при  н ач альн ы х  у с л о в и я х

и ■--¡{х)Л
(t =  0 , — о о < л : < о о ) . (14)

Мы предполагаем , что ф у н к ц и я  f  (х) т а к о в а ,  что все  в ы 
к л а д к и ,  которы е буд ут  п р о и зв о д и т ь с я  ниж е,  за к о н н ы .  

Пусть

-  CD

и ( х ,  t ) e ixpdx

—  к ом плектное  преоб разование  Ф у р ь е  (обратное) ф у н к ц и и  
i t(X ,  t).

И н тегр и р у я  по частям (в пред полож ении ,  что и  и
‘hi
Ох

обращ аю тся в пуль  при х =  ± о о ) ,  получаем

- у =  ei,,x -г—г  dx  ~  —  р 2и.
V  2л  J дх* н

(15)

У м нож ая уравнение (13) на е‘1>х и и спользуя  н а ч а л ь 
ные условия  (14), интегрируя  по х  в п р ед елах  от  — со 
до -b o o ,  и спользуя  (15), получим  вспом огательное  у р а в 
нение

d2u ( / >  0 ).

Н ач альны е условия  за п и ш у т ся

« * = /  (р) /  (г) c‘P*dz,

т г  =  °

(16)

( / - 0 ) .  (17)

Р е ш а я  уравнение (16) (обы к новенное  д и ф ф е р е н ц и а л ь 
ное урав н ен и е  второго п о р я д к а  е постоянным и к о э ф ф и 
циентам и),  получим

и м  /  (р) co s  a p t .



Ф о р м у л а  о б р а щ е н и я  (см. (19) § 4,12) дает

и  =  ■ -  i e~ lP*f (р) co s  a p t  dp  =
К 2л J

*  ce

со  «
e i o F i . \ . e - ¡ a P t 1
 1 ---------  _   1 I  (2) dp  =

V 2л .1 2 / 2л ]
— 00 — ® 

со со

=  |’[е-'>и“а0-Не',> и+0*’] ■ ~у==г / (г) е‘Ргйгс1р —
— 00 — 00

=  ( х — сИ) +  [ ( х  +  а()]. 

Т а к и м  образом , м ы  п олучили ,  что

и =  \  [ /  (-«— « 0  +  /  (* +  ̂ 0 ].

т .  е. мы п о лучи ли  ф орм улу  Д а л а м б е р а  д л я  данной з а 
да ч и  (см. (11) § 5.8).



Г Л А В А  б

ТЕОРИЯ Ф У Н К Ц И Й  КОМ П ЛЕК СН О ГО
П ЕРЕМ ЕНН ОГО

§ 6 .1 .  П онятие  функции комплексного, переменного

П онятие  к ом плексного  числа б ы ло  рассм о тр е н о  в на* 
шей книге «В ы сш ая м атематика. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  и 
интегральное  исчисление», глава  5. Т ам  ж е  бы ли рас
см отрены  м ногочлены (}п {г) от к о м п л ек сн о го  переменного . 
Многочлен я в л я е т с я  простейшим п р и м е р о м  ф ункции  
комплексного  переменного.

К ом п лек сн ы е  ч и с л а  мы у сл о в и ли сь  и з о б р а ж а т ь  точками 
плоскости , где з а д а н а  п р я м о у го л ь н ая  с и с т е м а  координат .

Д ад и м  п онятие  ф у н к ц и и  от  к о м п ле к с н о го  переменного.
Пусть даны  две  плоскости к о м п л е к с н ы х  чисел  г =» 

=  х  -¡-¿у и =  (рис. 129). Р а с с м о т р и м  некоторое
м ножество точек  О в плоскости г и м н о ж ес тв о  0 в плос
кости Если к аж д о м у  числу г £  О  по нек отором у  за
кону поставлено в соответствие о п р е д е л е н н о е  ком п лек сн ое  
число со £  0 , то  го во р ят ,  что на м н о ж ес тве  О  яадана одно
значная ф у н к ц и я  комплексного  перем енн ого , 'отображ аю - 
щ ая  множество О  в множество  С. С и м в о л и ч еск и  это

и

О

Р и с . 129.



о б о зн ач аю т  та к :
w =  f ( z ) .

М н о ж е с т в о  D  назы ваю т област ью  определения  ф у н к 
ции /  (г). Е сл и  к а ж д а я  точка м н ож ества  G я в л я е т с я  з н а 
чением  ф у н к ц и и ,  то говорят ,  что G— область значений  
этой ф у н к ц и и  или образ множества D  при помощи ф у н к 
ции f ( G  =  f ( D ) ) .  В этом с л у ч ае  го во р ят  еще, что ф у н к 
ция f  от ображ ает  D  на G.

Ф у н к ц и ю  f  (г) можно записать  в виде

f ( z ) = 4 i { x ,  £ / ) - Ь И * ,  У) ((*, y ) £ D ) , '
где

и ( х ,  //) =  R e / ( 2),, г ,, , ((х, {/) 6 D),
v ( x ,  //) =  Im f (г)

— д е й с т в и т е л ь н ы е  ф ункции от переменных х, у.
Н ели к аж д о м у  z £ D  соответствует  несколько  разны х 

зн а ч е н и й  w ,  то  ф у н к ц и я  и ’ =  / ( г )  назы вается  многозначной.
П о н я т и я  предела и непреры вности  ф ункции  к о м п л е к с 

ного перем енного  вводятся ан алоги ч н о ,  как  это делается  
для  ф у н к ц и и  действительного  переменного , необходимо 
ли ш ь  всю ду  вместо абсолютной величины  писать м одуль  
к о м п л е к с н о го  числа.

Г о в о р я т ,  что ф у н к ц и я

=  /  ( z ) ^ a ( x ,  f / H - i  v ( x ,  у)

имеет предел  в точке г0, равны й числу A ^ a  +  ib, если

lim | / ( г ) - Л |  =  0 . ( 1 )
I г -  I - О

В этом с л у ч а е  пиш ут

Iiin f  (z) — A.
г Zn

Н а я з ы к е  ф у н к ц и й  // и v  свойство (1) записы вается  
в виде  р ав ен с тв а

lim V  (н — а )8 + ( и — 6 )* = 0  (2 )
| г - г „ |  -*■ U

или, что все  равно ,  в виде двух  р а в е н с т в 1)

lim и { х ,  у )  sb а ,  lim v ( x ,  y )  =  b. (3)
(X, у) -*  <До, l/ßf (X, 0  t.r0, !J0)

*) О п р е д е л е н и е  п р е д е л а  ф у н к ц и и  от д в у х  п е р е м е н н ы х  с м . в н а 
ш ей к н и г е  « В ы с ш а я  м а те м а ти ка , Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  и и н т е гр а л ь 
н о е  и с ч и с л е н и е » , § 8 ,3 ,



Д л я  к о м п л ек сн ы х  функций ¡ ( г )  и g ( z )  имеют места 
свойства, ан алоги ч н ы е соответствующим св ой ств ам  дейст
вительны х ф у н к ц и й :

К а к  обы чно, ф орм улы  (4) надо п о н и м а т ь  в том  смысле, 
ч т о  если п р е д е л ы ,  стоящ ие в их п р а в ы х  ч а с т я х ,  сущест
вуют, то сущ ествую т т а к ж е  п р ед ел ы ,  с т о я щ и е  в их ле
вых частях ,  и вы п олн яется  соответ ст ву ю щ ее  равенство.

Ф у н к ц и я  к ' я / ( г ) а ! ц ( * ,  у)  +  1' и ( х ,  у)  н а з ы в а е т с я  не
прерывной  в то ч к е  г („ если для  нее в ы п о л н я е т с я  свойство

lim /  (г) — /  (г0) (/ (г0-Ь Дг) — f  (г0) —+ 0, Hz  — *0). (5)

Т ак им  о б р а зо м ,  н еп реры вн ая  в т о ч к е  ф ункция 
долж н а  быть о п р е д е л е н а  в окрестности  этой  точки ,  в том 
числе и в ней самой и долж но в ы п о л н я т ь с я  равенство  (5). 
Р авенство  (5) экви вален тн о  двум рав ен с тва м :

lim и ( х ,  //) =  // (л*0, 1/ 0), lim v (х, y ) = v  (х0, у 0).
(ДГ, у )  -*■ (Л 'л. /Л , ' - *  <-v 0. / /о )

С л ед ователь н о ,  непреры вность  f  в  точке г0 эк ви ва
лентна непреры вности  функций / ¿ н и в  точ ке  (л*0, у й).

!1з свой- тв  (4) следует,  что сум м а,  р азн о сть ,  произ
ведение и частное  непреры вны х в т о ч к е  г 0 ком плексны х 
ф ункций  / ( г )  и g  (г) есть н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я  в этой 
точке. В с л у ч а е  частного надо в этой ф о р м у л и р о в к е  счи
тать ,  что £ ( 2 о) # 0 . _______

П р и м е р  1. Ф ун к ц и я  w =  \ г  | =  У х 9 Ч -у* задана  на 
всей ком плексной  плоскости. lie з н а ч е н и я  —  неотри ц а
тельны е числа. Эта ф ункция н е п р е р ы в н а  во всех точках 
комплексной плоскости:

П р и м е р  2 .
и-*= A rg г =  агд г +  2£я  {¿ =  0, ± 1 ,  . . . ) .  (5)

Эта ф у н к ц и я  многозначная (б е с к о н е ч н о зн а ч н а я ) ;  <j> — 
< = a r g 2 —  г л ав н о е  значение ар гу м ен та  (0 ^ < р < 2 я).

lim [ / ( 2) ±  £ ( ? ) ]  =  lim f ( z ) ± \ i m  g { z ) ,
г  - >  2d

Hm [ /  (г) £ (* ) ]= *  lim f ( z )  lim g  (г),
> (4)

J



П р и м е р  3. Ф ун кц и я  в»**г. О на непреры вна :

| г  Дг —  г 1 =  | Дг [ —*- 0 (Дг —*■ 0).

Но то гд а  и  ф у н к ц и я  г ч (я =  2, 3 , . . . )  непреры вна км к  
п р о и з в е д е н и е  конечного  числа н еп р е р ы в н ы х  функций.

М н о ж е с т в о  ком плексны х чисел  й  будем  н азы вать  об- 
ласт ью ,  е сли  И ,  к а к  м нож ество  точек  плоскости, о т 

к р ы то  и связно .
О б л а сть  В  называет» я 

односвязной ,  если лю бая не
п р е р ы в н а я  за м к н у та я  самоие- 
п е р е с е к а ю щ а я с я  к р и в а я ,  про- 

х  в е д е н н а я  в О ,  огранич ивает  
н е к о т о р у ю  область  (?, ц ел и 
ком п р и н а д л е ж а щ у ю  О.  О б
л а с т ь ,  не обладаю щ ую  этим 
свойством, будем н азы ва ть  
многосвязной .

Р и с . 130. П р и м е р  4. К ольцо
Г <  | 2- / <  Я — м ногосвязння 

(д в у с в я з н а я )  область .  Кривая Ь  (рис. 130) п р и н ад л еж и т  
к о л ь ц у ,  но  о гр а н и ч и в а е т  область,  не в ход ящ ую  целиком 
в него.

§ 6 .2 .  П р о и зв о д н ая  функции комплексного 
перем енного

П усть  з а д а н а  однозначная  ф у н к ц и я  хю =  1(г)  на об
ласти  С> (о ткры том  связном м нож естве)  комплексной
ПЛОСКОСТИ 2 .

П р о и зв о д н о й  от  ф у н к ц и и  / ( г )  в точке г  н азы ва етс я  
пред ел

Ш п Иш ! 1г ± м = £ ( 2 _ / < ( * ,  =  £ .  (1)
Дг о Аг -* о аг аг

когда Д г  л ю б ы м  образом  стремится к нулю.
Д а л е к о  н е  в с я к а я  ф унк ция  к ом плексного  переменного 

имеет п р о и зв о д н у ю .  Сущ ествование п ред ела  (1)— очень 
с и л ь н о е  т р е б о в а н и е :  при подходе г +  Дг к г по любому 
пути к а ж д ы й  р а з  д о л ж е н  сущ ествовать  ук азан н ы й  в ( 1 ) 
предел .

Ф у н к ц и ю  !  (г),  имеющую н еп р е р ы в н у ю  производную  
в лю бой т о ч к е  области  О  комплексной плоскости, н азы 
ваю т а н а л и т и ч е с к о й  ф ункцией  на  эт ой области.



М о ж н о  д о ка зать ,  что если  п р о и зво д н а я  а н а л и т и ч е с к о й  
ф у н к ц и и  /  (г) не равна н у л ю  на  о б л а ст и  В ,  т о  м н ож ест во  
зн а ч ен и й  й  ф у н к ц и и  /  (г) т акж е есть область.  Мы б у д е м  
п о л ь з о в а т ь с я  ьтим свойством.

Д а д и м  геометрическое п р е д с т а в л е н и е  п рои звод н ой  / '  (г), 
к о гд а  она  не равна  пулю . К р о м е  плоскости  г ,  в в е д е м  
еще д р у гу ю  плоскость  т о ч е к  ш. О п и ш е м  из  т о ч к и  г 
отк ры ты й  к р у г  о радиуса б >  0 с  центром  в ней (рис .  131).

Р и с . 1 3 1 .

П р о и з в о л ь н а я  точка а  им еет в и д  г +  Дг, где Д г — п р о и з 
в о л ь н о е  ком плексное  число  с  м одулем, м е н ь ш и м  6 : 
] Д г |  <  б. Запиш ем  Дг в п о к а з а т е л ь н о й  форме

Дг =  ре''> (р >  0 ). (2 )

П ри  помощи ф ункции до =  / ( г )  к р у г  о  перейдет в  н е к о 
т о р у ю  область  а' плоскости  до. О бласть  о '  с о с т о и т  из 
точ ек  до4 - Лии, где п р и р а щ е н и я  Ддо соответствую т в с е в о з 
м ож ны м  у к азан н ы м  п р и р а щ е н и я м  Дг ( | Д г | < б )  (см. 
рис.  131).

И з  (1) следует  рав ен ство

(г) +  * ( Д г ) ,  где а  (Дг) —► 0.
Лг Дг -*■ о

У м н о ж а я  левую и п р ав у ю  части  последнего  р а в е н с т в а  
па Лг,  получаем

Ддо — / ' (г) Дг  +  Л г - а  (Дг). (3)

П рои зве д е н и е  Д г - а ( Д г )  с т р е м и т с я  к н улю  при  Л г — *-0 
б ы стр е е  чем Дг. П оэтому, е с л и  / '  (г) Ф  0 ,  то  п ер в ы й  член  
п р а во й  части (3) я в л я е т с я  главны м .  П р и б л и ж е н н о ,  с  т о ч 
н остью  до бесконечно м а л ы х  высш его п о р я д к а  (п о  с р а в 
нению  с Дг), при достаточн о  м алы х  Дг м ож н о  н а п и с а т ь  

Ддо « / '  (г) Дг.



Ч и с л о  / ' ( г )  за п и ш е м  в п ок азательной  ф орм е

Г  (г) =  ге‘» (г >  0). (4)

Поэтому, у ч и ты вая  (2), получим

/-рс' * * 401 (}A2 | =  p < f i ) .

Мы видим, что м о д у л ь  |Айу|,  с точностью до бесконечно 
малой высшего п о р я д к а ,  в г =  | / ' < г ) |  р аз  б о л ь ш е  модуля
1 М :

| Ax'f ^  rp — r j А г | ,

а  аргум ен т  A w  ( то ж е  с точностью до бесконечно малой 
высш его п о р я д к а )  п олучается  из аргум ента  A z  прибав

лением к нему числа ср (рис. 
132):

Arg (Да-) ä ; A rg  (Аг) - f  ср.

Таким образом , д л я  того что
бы представить  себе, к у д а  пе
решли точки г +  Аг с |А ? | < 6  
п р и  помощи ф у н к ц и и  к' =  / ( г )  
надо 1 ) повернуть  к р у г  ст на 

Рис.  132. угол ф  =  a r g  f  (г) и 2) р а с т я 
нуть его в r =  \ f ' ( z ) \  раз .  

К а ж д а я  точ ка  г  +  Аг, | А г | < 6 , при помощи этих двух 
оп ераций  перейдет в некоторую  точку , к о то р у ю  надо 
еще сдвинуть  на в е л и ч и н у  Д г * а ( Д г ) — бесконечно м алую  
высш его  п о р яд к а  чем A z .

Пусть Г, и Г 2— г л а д к и е  кривые, вы ходящ ие из точки z.  
К асательн ы е  к ним образую т с осью х  углы  соответ
ственно Öj, Ü2 (отсчиты ваемы е от осп х  против  часовой 
с т р е л к и ) .  О бразы  этих  кривы х Г;, П  на плоскости  ю 
(рис .  133) при помощи ф у нкции  w =  f ( z )  имеют к ас ате л ь 
ны е в точке w,  о б р а зу ю щ и е  с осью абсцисс соответственно 
у гл ы  0 ,', 0о (ко то р ы е  отсчитываю тся тож е  против  часовой 
с т р е л к и ) .  П ри  этом (в с и л у  свойства 1))

+  0! — 0 а +  ф,

о т к у д а ,  следует  св ойство

о : — о; = о я— ot ,
в ы р а ж а ю щ ее ,  к а к  г о в о р я т ,  что данное отображ ение со
х р а н я е т  углы  и п р и то м  с сохранением н ап р а в л ен и я  от
сч е т а  (если И.г >  0А, то  üi >  0i),



Кроме того, к а к  мы видели выше, д а н н о е  отображ ение 
осущ ествляет в к а ж д о й  точке г, где  [ ' { г ) Ф О ,  р а с т я ж е 
ние, не зависящ ее от направления .

О тоб раж ен и е ,  обладаю щ ее (с то ч н о ст ью  до  бесконечно 
м алы х высшего п о р я д к а )  свойством с о х р а н е н и я  углов 
(с сохранением  н а п р а в л е н и я  отсчета) и свойством по
стоянства  р а с т я ж е н и й ,  назы вается к о н ф о р м н ы м  от обра
жением.

И з вы ш еи злож ен н ого  следует, что от ображ ение  с по
мощ ью а н а ли т и ч е ск о й  ф ун к ц и и  &»*=/(*) являет ся  кон
ф ормны м во всех т о ч к а х , где / '  (г) ф  0 .

З а м е ч а н и е  1. Если  ф у н к ц и я  / ( г )  к о м п ле к с н о й  пере
м енной г им еет  всюду на област и О  п р о и зво д н у ю  ¡ ' ( г ) ,  
то авт ом ат ически  эта п р оизвод ная  непрерывна всюду  
на О ,  т . с. ¡ ( г )  аналит ическая  на  Г). Э тим  утверждением 
мы будем п о л ь зо в а т ь с я ,  хотя д о к а з ы в а т ь  его  не будем.

З а м е ч а н и е  2. И з равенства (3) сле д у е т ,  что если 
ф ункция  /' (г)  имеет производную  в т о ч к е  г , то она не
преры вна в этой точке (т. е. Д :о —»■ 0  п ри  Л г —*-0 ).

П р о и зп о д н а я  от ф ункции / ( г )  п о р я д к а  к  обозначается 
через / '* ’ (г) и определяется  по и н д у к ц и и

(/(* - 1, ( г ) ) ' = / ш (г) ( * = 1 ,  2 , /с» (г ) « / ( * ) ) .

З н а я ,  что у аналитической  на о б л а ст и  I )  ф ункции  / ( ? )  
производная  непреры вна на Р ,  нам  будет  в дальнейш ем 
нетрудно з а к л ю ч и т ь ,  что ¡ ( г )  имеет н а  О  непрерывны е 
производны е любого порядка

Г  {г), г  (г), Г ' 1 {г),



У п о т р е б л я ю т  еще та ку ю  терм инологию : ф у н к ц и я  /  (г) 
н аз ы в а е тс я  аналит ической  в т очке  г 0, если она аналити
че с к а я  н а  н ек о то р о й  окрестности  этой  точки. Н ак он ец ,  
го в о р я т ,  что ф у н к ц и я  /  (г) а н а л и т и ч е с к а я  на зам ы кании  О  
области  О ,  если  сущ ествует о б ласть  С, сод ер ж ащ а я  в 
себе 0 (0 ^ 0 ) ,  на которой /  (г) а н а л и т и ч е с к а я .

П р и в е д е м  основные свойства производны х  функций ком п
лексного  п ерем ен н ого ,  аналогичные соответствую щ им  свой
ствам п р о и з в о д н ы х  для  ф ункций  действительного  п ере
менного, к о т о р ы е  и д о к а зы в а ю тся  аналогично:

[и  (г) ±  V ( г ) ]' =» и '  (г) ±  и ' (г), (5)
[и (г) V (г)] '  =  и  (г) V' (г) +  « '  (г) о (г ) , (6 )

Г « (г)
0(2н  - (г) 1,(^ ( г > ( г )  и * ) * о > .  ГО

¿и    йи

Ф о р м у л у  (8 ) надо понимать т а к :  если ш есть ф у н к ц и я  
од*=Ф(и) к о м п л ек сн о го  переменного V, имеющая произ

водную  ~  =  ф '  (у), а 0 =  1 (2 ) —  ф у н к ц и я  от комплексной 

переменной г , им ею щ ая п роизвод ную  ~  =  \ | /  (г), то про 

и зв о д н ая  с л о ж н о й  ф ункции

и ;» ^  ( г )» ф [Ф (г)]

вы ч и сл яе тс я  по ф орм уле  (8).
Н и ж е  м ы  п р и в о д и м  некоторы е элем ентарны е ф ункции 

ком п лек сн ого  переменного.
С т е п ен н а я  ф у н к ц и я

т = *гЛ,

п  —  целое.
Эта ф у н к ц и я  имеет п роизводную , вы числяем ую  по 

ф орм уле

( г » ) ' « / « " ' *  (* =  . . . ,  - 2 , - 1 , О, 1 , . . . ) .

П ри  п  >  0  е е  удобно вычислить к а к  предел 
И т  ( £ ± М ^  =  ю „ „

дг -*• о Дг

п р и м е н я я  ф о р м у л у  бинома Ньютона.
П ри  п  <  0 т е п е р ь  м ожно во с п о л ь зо в а ть ся  ф ормулой (7).



Ф у н к ц и я  г п при п ^ О  а н а л и т и ч е с к а я  на всей п л о с 
кости  z ,  а при я  <  0  на всей  плоскости  с в ы к о л о т о й  и з  
нее точкой  z = 0 .

Ф у н к ц и и  еz , s in  2 , COS 2 , tg 2 .

П ер вы е  три  из этих ф у н к ц и й  определены  в н а ш е й  
к н и ге  «В ы сш ая м атем атика . Д и ф ф е р ен ц и а ль н о е  и и н т е 
гр ал ь н о е  исчисление», § 9 . 1 3 ,  к а к  суммы степенных р я д о в :

сг =  1 +  ~  +  - |т  +  . . . ,

2 3  г 5

|s in  г =  г — -3— +  -jj . .

г а г 4
с о з г = 1 - ^ -  +  -З Г - . . .  .

Р а д и у с  сходимости к а ж д о г о  из этих р яд о в  р а в е н  оо. 
П оэтом у производные от этих  ф у н к ц и й  могут бы ть  п о л у 
чены д л я  любого г почленны м  д иф ф еренцированием  с о о т 
ветствую щ их рядов:

И '  =  1 - Ь у р  +  ! у - +

( s i n  2 ) f =  1 2 j 1 4]  • • • “  COS 2 ,

(cos Z ) '  =  —  2 H— ------- 5— +  . . .  «  — s in  2.

Ф о р м у л ы  д л я  тр и го н о м етр и ч ес к и х  ф у н к ц и й  с у м м ы  
ком п лек сн ы х  аргументов о с т а ю т с я  так и м и  ж е ,  к а к  и в  с л у 
чае действительного  перем енного .

Ф у н к ц и я  tg  2 о п р е д е л я е т с я  по формуле
,  s in  г
ъ  cos г

Е е  п рои звод н ая  равна
COS3 Z  -f- S ill2 2 1 . . Лч

№ * )  = — ^ =  ( с О З г ^ О ) ,

что следует  из формулы (7).
Ф у н к ц и я  а г (а >  0) м о ж е т  бы ть  определена  по ф о р м у л е

а г  в  е г  l o  о  e  е Х р  ^  ] п

¡Ее производная  в ы ч и с л я е т с я  на основании ф о р м у л ы  (8 ) 
о производной сложной ф у н к ц и и :

(azy  — ( е * ]!1 а) ' ~ е г 1,1 а 1п а — а г In а.



Г и п ер бо лич еск ие  ф у н к ц и и  s/i z,  сh z ,  th г  определяются  
формулами

, ег — е ~ г , ег -\-е~г ,, s h e
sh г =  — r¿— , ch г =  — 2 — » th г =  TUT-

Отсюда следует, что
pi Z  g  — /  z

sh iz  — ----- 2-------=  i sin z t ch iz — cos z. (9)

Заменяя в (9) г на i z ,  получаем

cos i z  =  ch z,  sin iz =* í sh z.  (10)

Отметим еще легко проверяемую формулу  

ch 2 г —  sh2 z =з 1.

Формулы слож ения дл я  гиперболических функции лег
ко  получить из (9) и (10) и соответствующих формул для  
тригонометрических функции от комплексного перемен
ного. Например:

cll (Zt - f  zt) «  COS í (Zj +  2Z) «
=  eos iZy eos  i z .¿— sin  iz t sin iz,, =  ch Zj ch z 2- f  sh z, sh z2.

Производные от эт и х  функций вычисляются на осно
вании формул (5), (7), (8):

(sh z)' =  ( — у — )  =  ~ c h  г, (ch г)'  = s s h г,

, ,  ч , d i 2 z — s h a ¿ l / u  , лч
( t M  = — ЕКТ7— =  7 у 7  (ch г  Ф  0).

П р и м е р .  Вы делить действительную и мнимую  
части у функции tc.’ =  c o s z  и найти нули этой функции.  

Пусть г = » х - Н ‘у ,  w = * u ( x ,  y ) + i v ( x t у) .  Имеем

COS z =  COS (X +  iy)  *as COS X COS y  i —  S in  X SÍH iy  =

e s  COS Arch у  —  /  s i n x s h  y.

Таким образом, u ( x ,  y ) = c o s x c h y ,  v {x ,  ¿/) ==* — s in x s h  //. 
Чтобы найти нули ф ункции cos г, мы должны прирав
нять нулю ее действительную и мнимую части:

c o s x  ch г/= 0 ,  |

s ’m x s h y  — 0.  |

Р еш и м  эту систему. Так как c h у Ф О  для любого действи
тельного у,  то из первого  уравнения получаем cosa'=*0.



И з второго у р ав н ен и я  при у ф О  получаем , что s i n x  =  0 . 
П ри  действительны х х  косинус  и синус не о б р а щ аю т ся  
одновременно в н у ль ,  поэтому при у Ф  0 система р е ш е 
ний не имеет. Нели ж е  у  =  0 , то  s h / /  =  0 и вто р о е  у р а в 
нение у д о в л етв о р яется  при лю бы х х .  Т ак и м  о б р а зо м ,  
нули ф у нкции  cos г  рас п о л о ж е н ы  на действительной  оси * 
п совпадаю т с нулям и  cos.v.

З а м е ч а н и е  3. И з  этого у т в е р ж д е н и я  сл е д у е т ,  что 
нули ф ункции  с Ь г  со в п ад аю т  с н улям и  ф у н к ц и и  со s y ,  
где у = \ т г .

З а м е ч а н и е  4. О тметим еще § 6 .15 ,  посвящ енны й  
линейной и дробно-линейной ф у н к ц и ям ; его м о ж н о  ч и 
тать  и непосредственно после настоящ его  § 6 .2 .

§ 6 .3 .  Условия Д а л а м б е р а —  Эйлера (К о ш и  —  Р и м а н а)

Рассмотрим ком п лек сн ую  ф ун к ц и ю

и> =  ? ( г ) = * и { х ,  у) +  ш { х ,  у )  ( г€£> ) ,

определенную  на области  О  к о м п лек сн ой  п л оск ости .  П у с т ь  
она  имеет производную  в точке

I' (г) => lim (1)
д г - * и  Д г  ’  ^ '

=  +  у  +  А у)  —  и ( х ,  i / ) | -h

- ¡ - i ' l u U  +  Длг, y  +  A y )  —  v ( x ,  у)}.

Т ак им  образом, при любом способе ст рем лен и я  Д г  — 
=  Д х - И Д У к  н улю  долж ен  сущ ествовать  п р е д е л  (1), р а в 
ный одному и тому ж е  ком плексном у  ч и с л у / '  (г). В ч а ст 
ности , ьто дол ж н о  иметь  место, если а) Дг =  А х  -{- ДО =  А х  
и Д х —»-0 или, если б) Аг  =  0 - \ - 1А у  =  1Ау и Дг/ —► 0.

В первом случ ае  (см. § 6 .1 ,  (3))



В о  втором  случае

/ ' ( г ) «  Шп =
Дг -*• 0 ^

П т  .У +  А у ) — и ( х .  У) I у (х ,  У +  А[/) —  у (х ,  у ) 1
&У-* О «А у  Ау

_ _ * •  П т  и ('х ' и у] | п т  ° ( х ’ У-\-&У)— у(х.  у )_
Ьу •* о Ау->Ъ

. д и . д и

Н о  то гд а  д о л ж н ы  в ы п о л н я т ь с я  равенства

д и  дь д и   Л) ,^ч
аж-  ду* ду д х 1

к о т о р ы е  обычно н азы ваю т у с л о в и я м и  К о ш и — Р  и мина.  Н е к о 
т о р о е  врем я д у м али ,  что именно Коши н Р и м ан  впервые 
п о л у ч и л и  эти у с л о в и я .  Теперь  вы яснилось ,  что они были 
и зве ст н ы  еще Э й леру  и Д алам б еру .

И т а к  нами д о к а зан а
Т е о р е м а  1. Е с л и  ф ункция

¡ ( г )  =  и ( х ,  у )  +  1и(х, у)

и м еет  п р о извод ную  в точке г =  х - \ - 1у ,  т о  ее дейст вит ель
ные к о м п о н е н т ы  и и  V им ею т  в точке  (х, у )  частные  
производны е первого порядка ,  удовлет воряющ ие условию  
К о ш и  —  Р и м а н а .

Теорем у  1 м о ж н о  обратить,  правда при добавочном 
п р ед п о л о ж е н и и ,  что частные производные от  и  и V не
п реры вн ы .

Т е о р е м а  2.  Е с л и  ф у н к ц и и  и { х ,  у)  и и {х% у )  имею т  
в т о чке  (х, у )  непрерывные частные производны е , удов
л е т во р я ю щ и е  усло ви ям  К о ш и  — Р и м а н а ,  т о  ф у н к ц и я  к о м п 
ле ксной  перем енной  / ( г ) в а  +  |ц имеет в т очке г =  х-{- ¿у 
п р о изводную .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  ф ункции  и н v  имеют 
н е п р е р ы в н ы е  частные производны е в точке (х, у ) .  Тогда 
они диф ф еренцируем ы  в этой точке ,  т. е. их п р и ращ ен и я ,  
соответствую щ и е п р и ращ ен и ям  А х ,  &у, могут быть з а п и 



саны в виде

Да * * « ( *  + Ах, у - \ - А у ) — и ( х ,  у)

= ^ д * + | ; д 0 + о 1 ( р) ( р ^ ° > .

Ai>«=o(x-i-Aji, у + & у ) ~ - V (x t i/) =

=  Тх А х  +  Ту +  ° 3 i p > if> 0 ) *

где р « |  Az | =  К" Ал:2- f  Л//2 , о* (р) и о а (р) ( р —>• 0 ) — беско
нечно м алы е ф у н к ц и и  высшего п о р я д к а  м алости  чем р,

т. е. lim = 0  (/ =  1 , 2) .  П о это м у ,  у чи ты вая ,  что
р -► и Р

Ol (Р) 4* io2 (р) =« о (р) (р —♦ 0), имеем (в с и л у  (2))
A w

А г  А х  -{- i A y

д и  .  , д и  ,  , . / d v  . , д о  ,  \

т Л х + дУ ^ + 1  U A* + ^ A!/) о (р)

потому что

Д ж + 1'Д у  А г

| ( А , +  ^ ) + § ( - А | , - Н А * >  в

Дл: -{-  iA y  Р Д 2
du , . dv , , , .

=  S i +  I 5I +  ° i 1 J’

= 7- ^ - - =  1. С им вол о ( 1 )  означает  беско-
Аг I | Аг\ 0 2  ц

нечно м ал у ю  ф у н к ц и ю  при р —*• 0. Т а к и м  образом ,
, ,  Дш д и  д о

m -— =  - М т * »Дг д х  1 d t  ’Д г  -* ü

т .  е. ф у н к ц и я  !  имеет в точке г  п р о и з в о д н у ю ,  равную

/ ' М - ж + ‘ е - <3>

И сп о л ь зу я  у с л о в и я  (2), м ож но  п о л у ч и т ь  и д р у г и е  фор
мы д л я  в ы р а ж е н и я  производной / '  (г). Т ео р е м а  д оказана .

Е сли  учесть, что сущ ествование п р о и зв о д н о й  / '  (г) на 
области Э  автом атически  влечет за  соб ой  ее непреры в
ность на £), то  из теорем 1 и 2  в ы т е к а е т  следую щ ая

Т е о р е м а  3.  Д л я  того чтобы ф у н к ц и я

¡ { г ) = * и { х ,  у )  +  ш { х ,  у )



была а н а л и т и ч е с к о й  на област и D  плоскости г, необходи
м о  а д о с т а т о ч н о , чтобы частные производны е первого по
рядка ф у н к ц и й  и и и были непрерывны на  D  и  выполни
лись у с ло ви я  К о ш и — Р им ана  

да dv du dv 
дх -  Щ, ’ Щ ~ ~ д х  К * *

Ф у н к ц и я  и  н V называют сопряж енны м и др уг  к  д р угу
на I).  _______

П р и м е р  1. Ф ункции  | z  | =  У х 2-} -у г , R e 2 = x ,  Im г =  у  
не я в л я ю т с я  аналитическим и на п л о ск ости  г. Ведь  к а ж 
д ая  из ни х  м о ж е т  быть записана в виде /  (г) =  и +  iv, где 
и ф О  и —  действительны е ф у н к ц и и ,  очевидно, не
уд о в л е т в о р я ю щ и е  условиям  Коши —  Римана.

П р и м е р  2. П роверить  вы полнение условий  Коши ~  
Р им ана д л я  действительной и мнимой частей ф ункции 
w  =  cos г.

В п р и м ер е  1 § 6 .2 мы п о к а за л и ,  что

и ( х ,  y )  =  c o s x c h y ,  v ( x ,  у ) = — si n л: sh f/.

Отсюда
(in . , ди ,s i n x c h  у ,  ^  =  cos.Y'sh у ,

до , di' . ,
— =  — cos л; sn у ,  -щ̂ =  — s in  л: сп у .

Т аким  о бразом ,

ди dv ди dv / w  .
Т х = Т у '  ó ¡ r ~ T x  (V

т. е. у с л о в и я  К о ш и  —  Римана выполнены.
Т ак  к а к  ч а ст н ы е  производные п ер в о го  п о р я д к а  от ф у н к 

ций и и V н е п р е р ы в н ы  для лю бы х точек  (х, у ) ,  то  ф у н к 
ция &y =  c o s 2  ан али ти чн а  на всей к о м п лек сн ой  плоскости.

З а д а ч а .  З а п и с а т ь  функции ег , s in  г, sh г, сЬ г ,  
г" {п —  н а т у р а л ь н о е )  в виде

f  (г) =  и +  к»,

где к =* R e / ( г ) ,  с = 1 т / ( г ) ,  и уб е д и тьс я  в том, что они 
у д о в л е т в о р я ю т  у с л о в и я м  К о ш и — Рим ана.

З а м е ч а н и е .  Е с л и  ф ункцию  /  (г) представить  в виде

/  (z) =  R  [х, у)  е х р ( / Ф ( х ,  у)) ,



где К — м о д у л ь ,  а Ф — аргумент ф у н к ц и и / ( г ) ,  то условия 
К о т и  —  Р им ана  имеют вид

_  о  ()Я _  п  дф
дх *  ду * ду “  К  ~$х '

§ 6.4. Гармонические функции

П усть  на области  О  плоскости  г з а д а н а  аналитическая  
ф у н к ц и я  / ( г ) « м ( х ,  у )  +  (и(х , у ) .  Т о г д а ,  к а к  это у ж е  бы
ло отмечено в § 6 .2 , ф унк ция  ¡ { г )  имеет на £  непрерыв
ные производ ны е любого п оряд ка .  Н о  тогд а  ф ункции  и  
и V имеют на О  непрерывные частны е производ ны е лю 
бого п о р я д к а ,  а первые производны е у д о в л етв о р яю т  ус
л овиям  К ош и —  Римана

<)и  да да ди .
И х ~ Т у '  ~ " д х  * ' * )

из к о торы х  следует
дги д2и дги д'2и
'дх7 0=1 дх ду ~дуГ = х  дх ду ’

С к л а д ы в а я  эти равенства, получаем
дги д*1 
дх* ^  ду

Л евую  часть у р а в н е н и я  (2) о б озн ач аю т  символом 
д д2и . &1и

д‘“ ' Й  =  0 . (2 )

Уравнение

Ли *= 0 (3)

назы ваю т ур а вн ением  Л апласа .  С и м в о л  Д н а 

зы ваю т операт ором  Лапласа.
Ф ункцию  и , имеющую н еп р е р ы вн ы е  частны е производ

ные второго  п о р я д к а  на О  и у д о в л е т в о р я ю щ у ю  у р а в н е 
нию Л а п л аса  (3), называют га р м о н и ч е ск о й  н а  £?.

И так ,  мы установили , что дей с т ви т е льн а я  часть ана-  
лшпической на  О  ф ункции  я вля ет с я  гарм онической  ф у н к 
цией  на О.

Е сли  первое равенство в (1) п роди ф ф ерен ц и ровать  
по у ,  а вт о р о е — по х  и вычесть  в т о р о е  равенство из



первого, т о  б у д е м  иметь

т. е. и м н и м а я  част ь аналит ической  ф у н к ц и и  являет ся  
гарм онической  ф ункцией .

О д н а к о  ф у н к ц и я  f ( 2) ^ u  +  iv ,  где  и  и v — п рои зволь
ные г а р м о н и ч е с к и е  на D ф ункции ,  не всегда я в л я е тс я  
ан а л и ти ческ ой  на D .  Она будет  ан али ти ческ ой ,  то л ь к о  
если ф у н к ц и и  и  и v удов летв оряю т на D  условиям 
К о ш и — Р и м а н а .

П о к а ж е м ,  ч т о  е с л и  D  есть о д н о с в я зн а я  о б л а с ть , то  д л я  в с я ко й  
га р м о н и ч е с к о й  н а  D  ф у н к ц и и  it ( * ,  у) с у щ е с т в у е т  е д и н с тв е н н а я , с 
то ч н о с ть ю  д о  п р о и з в о л ь н о й  п о с т о я н н о й , с о п р я ж е н н а я  к и на D 
ф у н к ц и я  v т а к а я ,  ч то

/ ( г ) = « ( л : ,  y )-\ -tv {x , У)
а н а л и т и ч е с к а я  н а  D .

П у с т ь  за д а н а  на D  га р м о н и ч е ска я  ф у н к ц и я  и (х, у), П о л о ж и м

Т а к  к а к  и и м е е т  н а  D  непреры вны е частны е  п р о и зво д н ы е  в то р о го  
п о р я д к а , у д о в л е т в о р я ю щ и е  у р а в н е н и ю  Л а п л а с а , то

д Р  d'zu_^ozij oQ 
~ d y ta l^ d y ^ 0 i ? X*~dx *

И з  п о л у ч е н н о го  р а в е н с тв а
дР dQ п  

- т — = - j —  на D  
ду дх

и о д н о с в я зн о с ти  D  с л е д у е т  (см , § 3 ,4 ) ,  что  к р и в о л и н е й н ы й  и н те гр а л  
(х, у) (х. у)

£  ( Р  d x - ^ - Q  d y )  = *  j  { ~ l % d x + l & d y ) ~ ' $  (4)

(X a - t í  o) (•*«< 9ч)

вдоль л ю б о го  к у с о ч н о - гл а д к о г о  п у ти  L  с г  D ,  с о е д и н я ю щ е го  то ч ки  
( г 0, уц) н (х , у) ,  з а в и с и т  о т  этих точек, но не зависит от формы пути. 
П р и  этом  v е с ть  ф у н к ц и я ,  поте н ц и а л ьн а я  д л я  в е кто р а  (Р , Q) па  
D ,  т ,  е ,

Ё  — —  (*Л(0)
Э то  п о к а з ы в а е т , ч то  о имеет н е п р е р ы в н ы е  частны е  прои зво д н ы е  

н а  D ,  у д о в л е т в о р я ю щ и е  вл»есте с и условиям  К о ш м —-Р и м а н а , Н о  
то гд а  и и  о — с о п р я ж е н н ы е  д р у г  к  д р у г у  ф у н к ц и и .

Е с л и  у * — д р у г а я  ф у н к ц и я ,  с о п р я ж е н н а я  к  и на  D ,  то
dví ди dvi ди ,г .



£ £ ^ > = 0 , ^ ^ > = 0  „ а  О .
Ох ду

Н о  то гд а  и *— и =  С  н а £ , г д е  С — п о с т о я н н а я . У т в е р ж д е н и е  д о к а з а н о .

П р и м е р  1. Ф у н к ц и я  и * а х 2— у* удовлетворяем , 
очевидно, уравнению  Д и « = 0 . Н айти  ан а л и ти ч е ск у ю  ф у н к 
цию / ( г ) ,  у которой  И е / ( г )  =  н.

М нимую часть этой ф у нкции  ищем по ф о р м у л е  (4) 
(рис. 134):

V**  ̂ {2у й х - \~ 2 х й у ) ^ я  
(О, 0)

* У 9

=  ^ (2 • 0 2 х  ■ 0) й х  4- ^ (2у  ■ 0 2х ) й у  =   ̂ 2х  й у  =* 2 х у  ■ ¡- С.
(I о о

Т огда  ф у н к ц и я  / ( г ) « = ( х 8 — у * ) ~ \ - ¿ (2 х у - \ - С ) * * г 2 +  1С а н а 
л итич еская  во всей ком плек сной
ПЛОСКОСТИ. *

П р и м е р  2. Ф у н к ц и я  \ ( х , у )
=  г =  х - \ -1у  ан али ти ч е ск ая  на
плоскости  г .  С ледовательно ,  ф у н к 
ции м « * ,  1 'шау  гарм онические 
и удовлетворяю т услов и ям  К о ш и —
Р им ана на плоскости  г.  Это м о ж н о  @ х  сс
проверить  непосредственно.

П р и м е р  3. Ф ун к ц и и  и*=>х, рио, 134.
г  = — у  гарм онические,  но у с л о 
вия  Коши —  Р им ана д л я  ни х  не вы п о л н е н ы ,  поэтому 
ф у н к ц и я  / ( г )  =  * - И ( — г/)«=г не я в л я е т с я  ан а л и ти ч е с  
кон .

Убедимся в этом непосредственно: — *у ,

Дц; =  (г +  Дг)— г =  г - \ - А г — г=*Дг, »= Д'У~~‘Ау- ,
'  ’ ’  Д г  Д г  & х + 1А у

В ы бираем  два пути п одхода  то ч ки  г +  А г  к  т о ч к е  г , ь 
именно, а) А х  =  0,  Лг/ —► 0; б) А х —* 0 ,  А у * * 0 .  Т огда :

Д ю  — ¡Аи . Дц; ,
в случае а) т . е . —  1 !

Д ^  А х  , Аю ,в  случае б) _  =  т . е . — - 1 .



Т а к и м  о б р а зо м ,  п ред ела  при Дг —*■ 0  ив сущ ествует и

ф у н к ц и я  од =  г не имеет п роизвод ной  в любой то ч к е  пло- 
вкости .

З а м е ч а н и е .  В  п о л я р н ы х  к о о р д и н а т а х  * = s p c o s 0 ,  у — p s ln 0  
гя р м о и и ч е с к л я  ф у н к ц и я  и (х , у) п е р е й д е т  в  н е к о т о р у ю  новую  ф у н к 
ц и ю  о т н о с и т е л ь н о  к о о р д и н а т  р  и В

« ( p c o s O ,  p s in 0 )  =  cd(p, G).

Л е г к о  в и д е т ь , что  
c o s  0 +  и ’ s in  0,

=  • / ,  COS2 О Ь 2//', cos  0 s in  0 -\-и "г s in 2 0 ,
) X  А у  I/

*>ü -- — и'х р s in  О Н -и ’ р  cos  О,

Р sin-,i ^ — ^аху  Р" s in  ()c o s  ® Н '
+  н <у* р а cos - 0—  pH v cos 0 — риу s in  0.

О тс ю д а

°V  +  77 °V  +  =  (V + V  =  Aíí = °.

В  с в я зи  с  этим  ра ве нством  п и ш у т
. Да 1 д 1 д3

др- (> ()р р - сЯЯ

и п р а в у ю  ча сть  э то го  с и м в о л и ч е с к о го  ра ве нства  на зы ва ю т оп ер аторо м  
Л а п л а с а  в п о л я р н ы х  к о о р д и н а т а х . М ы  д о к а з а л и , что

§ 6 .5 .  О бр а тн ая  ф у н к ц и я

П у с т ь  за д а н а  а н а л и ти ч е ск ая  ф ункция

№ =  / ( 2) ( г £ 0 ) ,  ( 1 )

о т о б р а ж а ю щ а я  область  О  плоскости  г  на область О пло 
ск о с ти  ш взаимно однозначно (или одно-однозначно). Это 
зн а ч и т ,  что каж дом у г £ 0  соответствует при помощи 
ф у н к ц и и  ( 1 ) одно значение од £  б  и при т о м  к а ж д о е  од £  С 
в с и л у  этого  закона  соответствует т о л ь к о  одному зн а ч е 
нию 2 ^ 0 . Этим опред елена  на О однозначная ф у н к ц и я

? =  Ф(ш) ( и ) £ 0 ) ,  (2 )

о б л а д а ю щ а я  тем свойством, что

/[ф (од)  J =  úy ( w £ G ) .



Имеет место, очевидно, и другое рав ен ство  

ф [/(г)]  =  2 (*€£>).

Функция г=»ф(и>) называется о б р а т н о й  ф у н к ц и е й  к 
ф ункции  ш = * / ( г )  (г €£>).

П о ка ж е м ,  что если

✓ Г ( г ) ф О  ( г € 0 ),

то  ф у н к ц и я  г е а ф (г г ’) есть  ан али ти ч е ск ая  ф у н к ц и я  на 0.
В самом деле,  пусть  точки и;, и / 4 - Д ^ € 0 .  Этим точкам 

соответствуют при помощи обратной ф у н к ц и и  точки г , 
г +  Дг. Так  к а к  по условию  ф у н к ц и я  /  имеет производ
ную  в точке г,  то  она непрерывна й этой точ ке :  Дц; —►О. 
если Дг —*• 0. В с и л у  указанной взаимной  однозначности  
верно и обратное , как  это м ож но  д о к а з а т ь ,  но мы дока
зательство  о п уск аем ,  Дг —► 0 ,  если Дод —*• 0. Н о  тогда

Нш 4£-= Ни ^- = 7ПТ (П*>#0).
Д г

Это п оказы вает ,  что п роизвод ная  от о б р а тн о й  ф ункции  
г в ф ( ш )  сущ ествует  в точке и> и равна

ф ' (и») =  у т ~  (и>€<?). (3)

Так к а к  — п р о и зв о л ь н ая  точка О,  т о  ф у н к ц и я  <р(а>) 
аналитическая  на в .

П р и м е р .  Ф у н к ц и я  *)

и) «в аг  +  Ъ

при а ф О  о то б р аж ае т  всю плоскость  г  на всю плоскость  
V» взаимно однозначно .  П ри  этом о б р а т н а я  ф у н к ц и я  имеет 
вид

(V— Ь   ,а

Непосредственно  видно, что обе эти  ф у н к ц и и  анали* 

тичны соответственно на плоск остях  г и т г'=* .
Ф у н к ц и я  У  г*=»г1/я ( я — н ат у р ал ь н о е) .  П лоск ость  И 

точек  г  р а зр еж ем  на п секторов лучам и

0 =* 0 . =  —  £ (кшшО, 1  я —  1 ),

1) П о д р о б н е е  об этой  ф у н к ц и и  см . § 6 ,1 5 , 

1 3  Ц. С . Б угр ов , в . М. НнкольвкнЭ



в ы х о д я щ и м и  из нулевой то ч ки  (см. рис. 135, где я « 3 ) .  
П у с т ь  D k есть  сектор

о*<0<е*+( ( р > 0 ), (4)
точ н ее ,  м н о ж е с т в о  точек z  =  pe(Q, р > 0 , имеющих а р г у 
м ент  0 »  a r g  г, удовлетворяю щ ий  неравенствам  (4). О че

видно, D k есть  область. Обозначим 
такж е  через D \  множество, получае
мое добавлением  к  D k луча '0в=О* 
(вместе с  н у л ев о й  точкой).  Т очки  D \  

а м ож но за п и сат ь  в виде

0  х  г  =  ре1-9 <  0 *+1, р > 0 ).

П о л о ж и м  еще
в  =  Ок +  Ц ( О * < 0 < О * +1).

Рис. 135. Если 0 ^ \ { 5  < 0 , « 2 л / г с ,  то  6 * ^
^ О < 0 л + 1  и обратно.

Ф у н к ц и я  ш е = г ч отоб раж ает  Е>\ взаим но  однозначно 
и н е п р е р ы в н о  на всю плоскость

ш  =  ге*,ф (0  ф  <  2 я ) ,

к о т о р у ю  обозначим  через Я ' .
В сам ом  деле,

поэтому

отк уда

i n (  —  ft +  l j A

re14' =  p ne(n<j =  pne ^ n • =  p V ’4^

/■ «p " ,  q;=mj> <  0i =  - ~ )  ,

p =  r1/ne  Y r , if; =  cp/ п ,

где у / г  е с ть  арифметическое значение к о р н я  п -й степени 
из г, т .  е .  неотри ц ательн ое  число, п -я  степень которого  
равна  г. И з  ск а за н н о г о  следует, что ф унк ция  ш =  г" на 
м н о ж ес тве  Ц£ имеет обратную ф у н к ц и ю

( 2кп
г  =  (г)к =  ре10 =  г х>пе п 

(к =  0 , 1 , п —  I; (5)

В ооб щ е ж е  ф у н к ц и я  ш =  г" имеет обратную  п-значную 
ф ун к ц и ю



им ею щ ую  п  н епреры вны х в е т в е й  (5), со о тветству ю щ и х  
числам Л « 0 ,  1, п — 1. В е тв и  (5), о п р е д е л я е м ы е
числами /г =  0 , 1  п —  1 , о т о б р а ж а ю т  Я '  с о о т в е т с т 
венно на 0 1 ,  £>„-!■

Ч т о б ы  вычислить  п р о и зв о д н у ю  от к -й ветви , нам  п р и 
дется  рассм отреть  область О бозначим  ч е р е з  /?,'
п ростран ство  Я '  без  луча ф =  0 .

А н али ти ч еская  ф у н к ц и я  ы> =  г п о тоб раж ает  в з а и м н о  
однозначно й к на Я,'. П р и  этом  соответствую щ ая  о б р а т 
ная  ф у н к ц и я  о п р ед ел яе тс я  по  ф орм улам  (5). В с и л у  (3) 
п р о и з в о д н а я  от нее равна (г ££)*.)

Р асс м а тр и в а я  области вм есто  м нож еств  П 1,  мы 
исклю чаем  из рас см о тр е н и я  л учи  0 =  6к п л о с к о с т и  Л*. 
Е сл и  бы нас интересовало  п о в е д е н и е  ф ункции  г" б  о к 
рестности  этих  лучей ,  то  с л е д о в а л о  бы п л о ск о сть  Я  р а з 
р езать  лучами

0  =  Ой 4 - а  (0 < а < 2 я /п ,  /г =  0 , 1 , п — 1 )

и считать,  что й к, 0 1  с у т ь  м н о ж ес тва  то ч ек  г ^ Я ,  о п р е 
де л яем ы х  соответственно неравен ствам и

+  а  0 <  а ,  0 Й +  сс ^  0 <  0Л+ 1  +  а .

Ф у н к ц и и  ег , 1п г. Ф у н к ц и я

ан али ти ческ ая  на плоскости  Я  точек  г. Она н е  р а в н а  
н у л ю  д л я  всех г £ / ? .  Э то  в и д н о  из того, что

е* Ф  0 и ¡е!У\ =  1.

О бозначим  через п л о с к о с т ь  точ ек  « \  ч е р е з  —  
эту плоскость  с вы к и н утой  из нее точкой 0  и ч е р е з  Я [—  
эту  плоскость  с вы к инуты м  из нее п о л о ж и т е л ь н ы м  л у ч о м  
оси х.

И з дальнейш его  мы у в и д и м ,  что  образ п ри  п о м о щ и  
ф у н к ц и и  ш=ге* есть о б л а с т ь  Я ’0. О д н ако  о т о б р а ж е н и е  Я  
на Яо  не в з а и м н о о д н о з н а ч н о — о б р а тн а я  ф у н к ц и я  к  ф у н к 
ции и) =  ег , назы ваем ая н а т у р а л ь н ы м  л о га р и ф м о м  т  и

г
( г " ) '  пгп ~ 1 ~ г пч)

I
1 , 1 /И * п 

п л е М Ф + ^л )
п

и> =  ег =  ех +1у =  е*е{У (г =  х  + £  у)



и
Уг
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0
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обозначаем ая ч ерез

г * * 1по> о).

бесконечнозначна. Н и ж е  мы опред еляем  эту  функцию . 
Д л я  этого р а з р е ж е м  на полосы прям ы м и (рио. 136)

у * * у к *=*2пк ( й « 0 , ± 1 , ± 2 , . . . ) .

О тк р ы ту ю  полосу  * / * < * / <  обозначим через  О к и 
по л у зам к н у ту ю  п о л о с у  У ц ^  У <  Ун+1 — ч ерез  О*.

Замена переменной у  на 
г) при помощи равенства

преобразовы вает  полосу О* 
я  точек г =  х  +  /г/ на полосу й \  

точек взаимно одно
значно.

Рассмотрим  ф ункцию  
т =  е* на м н ож естве  Ь"к. По- 

' . лагая  г  =  х - И у ,  а> =  ге**,
О ^  ф <  2 л ,  будем  иметь

ш =  г е ^ « ё*е1У =  е*е1 <“*я+ч> =  (0 <  л <  2л),

о тк у д а
г = е*, ф=»п*

Т а к и м  образом,

Х * » | п Г « 1п |ш | ,
У “ Ун +  Л =  0 * +  Ф • •  ш {¿«=0 , ± 1 , ± 2 , . . . ) .

С ледовательно ,  ф у н к ц и я  ш =  еа имеет на полосе 0 \  об
р атн ую  однозначную  ф у н к ц и ю

г в х  +  1 ! / « 9  (г ) к *=г 1п |ш  | + 1 {aгgь и 2 &л) (6 )
(к » 0 , ± 1 , , . № €  Я'о).

В ооб щ е ж е  ф у н к ц и я  и > » е *  имеет обратную  бесконечно- 
значную  ф ункцию

г =  1п ш  (ш €Я о) ,

имею щ ую  б есконеч ное  число непрерывны х ветвей  (6 ), 
соответствую щ их чи слам  /г =  0 , ± 1 , ± 2 , . . .

О бласть  О* п р е о б р а з у е т с я  при помощи ан алитической  
ф у н к ц и и  ш =  е* на о б л а ст ь  /?,' плоскости и> взаимно одно
значно. О братная к  ней  однозначная ф у н к ц и я ,  опред е



л я е м а я  для  данного  £  равенством  (б), а н а л и т и ч е с к а я  
на Не п роизвод ную  л у ч ш е  всего  вы ч и сли ть  о п ом ощ ью  
ф орм улы  (3):

<1п да) '' »  (1п да); -  ^  ^  ~  (до ^  # ; ) .  (7)

П одчеркнем , что мы зд ес ь  вы ч ислили  п р о и з в о д н у ю  
не от  многозначной ф у н к ц и и  1п до, а о т  ее  о п р е д е л е н н о й  
однозначной ветви, соответствую щ ей нек отором у  /г.

Т о т  ф акт ,  что п рои зво д н ая  о к а з а л а с ь  р а в н о й  ф у н к 
ции 1 /да, не зависящ ей  от  /г, о б ъ я сн яе тся  тем , что  р а з 
ные ветви  (6 ) отличаю тся  на постоянную .

П р и  вычислении производ ной  от  г « я ] п ш  м ы  с ч и та л и ,  
что точки г п р и н ад л еж ат  к об л а ст ям  £>*, и с к л ю ч и в  из 
рассм отрения п рям ы е у  =  ук плоскости  /?.

Е сл и  бы мы интересовались  поведением р а с см о тр е н 
ных ф у нкций  на прям ы х у ^ у к, то  тогда с л е д о в а л о  бы
р а з р е з а т ь  плоскость  сдвинуты м и прям ым и

у = * у к +  <х (0  < а  <  2 л ,  ^ « 2л £ ,  к  =  0 , ± 1 , ± 2 ,

считая таким  образом , что О* есть  область  точ ек  г = х + 1 у ,  
д л я  которы х у к +  а <  у < у к + 1 +  а.

С т епенная  ф у н к ц и я  г® ( а  —  д е й стви те ль н о е  число) 
опред еляется  по ф орм уле

д о - ,  ¿ а  в ¿а 1п [ 1п | г  | +  * (аг^  * + 2* я )3 „  | г |а е *а  (агв г + 2Ая)

( ¿ я * 0 , ± 1 , ± 2 , . . . )  (8 )
или

( А ~ 0 , ± 1 , ± 2 , . . . ) ,  (8 ')
где

2 =  ре '9.

Е с л и  а — целое, то
(¡1а2кп в  |

И
хю =э (ре'0)1* =  га ,

где  га понимается в обычном см ы сле к а к  п р о и зв е д е н и е  а  
м нож ителей  г.

Е сли  а  где  Р > 0 ,  я  >  0 , — ц ел ы е ,  то  числа
сп р а в а  в (8 ')  сущ ественно р аз л и ч н ы  л и ш ь  п р и  й = 0 ,
1 , 7 - 1 :

до =  (0+ 2кп> (АгяО, 1 , д — 1 ).



В  частности, п ри  а = 1  fn  и п  н атуральн ом  мы п олу
чили  у ж е  эти ф а кты  (см. (5)).

Е сл и  ж е  а — и р р а ц и о н а л ьн о е  число, то  ф у н к ц и и ,  о п р е 
д е л я е м ы е  ф орм улой  (8 ) или (8 ' )  д л я  разны х к ,  р а з л и ч 
ны. Это непрерывные ветви м ногозначной  (бесконечнознач
ной) ф у н к ц и и  w  — га .

И м еем  далее  ( г = * р ^ е)
г, / I Pn Р+ Ï (ö + '

( z a y  _  ( м  In г \ '  =  ¿ х  In г . ü  — а  —--------------------------=
} — \е ! г *  g [ lnp+í (Ü + 2*n)]

11п р+‘ (0+2*я)1 а  г® “ 1 ,

т. е. равенство
(га) '  =  а г “ -Г ( (9)

ве р н о е  д л я  любой ветви  г*. П ри  этом, с к ак и м  k  в зя та  
ветвь  га в  левой части  (9), с та ки м  ж е  k  надо в зя т ь  
в е тв ь  г1* - 1  в правой части.

З а м е ч а н и е .  О братны е ф у н к ц и и  для  тригоном етри
ч е с к и х  и г и п ер б о ли ч ес к и х  ф у нкций  м ожно ввести а н а 
л о ги ч н ы м  образом.

Н а п р и м е р ,  ф у н к ц и я  ш =  A rcs in  z явл яе тс я  обратной 
к ф у н к ц и и  z * = s in a j ,  т. е. s in  [A rcs in  z] «= z.

И з  у равнения
е i w  e - i w  e 2 t w  j

2  =  S i n  W  * = s ------------------------------ ------------------- j— -
2 i  2ielw

находим
— 2 ize iw— 1 = 0 , et v ; = î z ± ÿ ‘ \ —  z3,

т. e.

îw  =  ln  [ i z  ±  V \  — z 2 1 +  ¿ [a rg  (iz  ±  V 1 — z2) -J- 2kn \ .

Т а к и м  образом,

U ï = A r c s i n z = — î [ \ n \ i z ± \ f  1— z 2\ - \ - i [ a r g ( i z ± V  1— г а)+ 2 /г л ] ]

—  б еск он еч н озн ач н ая  ф у н к ц и я  (/e =  0 , ± 1 , ± 2 , . . . ) .  
А н ал о ги ч н о  м ож но  получить

A rc c o s  ï '[ln  ] z ±  V —  1] +  i [ a rg  ( z ± V г 2—  1) +  2&гг]],

A r c tg z = - | [ l n | l ± ^ . |  +  î ( a r g l ± ^ . +  2 t a ) ]  ,

A r s h z = I n  [ г ± У гг +  1 | +  f [ a rg  ( z ± V г 2 +  1) +  2£л], 

А г с Ь г = 1 п  ¡ г ± У г г—  1 [ - И  [a rg  { z ± V za— 1) +  2fen].



§ 6 .6 .  Интегрирование функций комплексного  
переменного

П усть  +  н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я  комп-
- лек сн о го  г , определенная  в о б л а ст и  D  и L —- г л а д к а я  

к р и в а я ,  л е ж а щ а я  в D , с нача
лом в т о ч к е  А  и концом в 
точке В  (ри с .  137), заданная  
уравнением

? =  г ( 0  = х ( 0 -И (у(О

или, что все равно ,  двумя у р а в 
нениями

Х  —  К  ( t ) ,  1

l j = l j ( t )  I  ( 1 )  Р и с . 137.

К ак всегда,  направление на L  со ответствует  измене- 
нению парам етра  t от а  до  (Л  =  г ( а ) ,  #  =  г(Р)).

И н тегр а л  от функции /  (г) в д о л ь  к р и в о й  L  о п р е д е л я 
ется следую щ им  образом:

f /  (г) d z  =  J (и +  iv) (dx +  i d y )  —  $ (и  d x — v dy) - f
L '  L  L

(3
- H  $ ( u ^ i + « £ i i / )  =  $ |> (* (0 , y { t ) ) x ' ( t ) — v{x ( t) ,  y ( t ) ) y , ( t ) ] d t+

L a
0

- M $ [ U ( X ( 0 ,  У (t)) X 1 (t) +  и (x  (t ) ,  У ( 0 )  у '  (0 ]  d t . (2)
a

Е сл и  учесть ,  что г ' ( t)  =  х '  ( i)  -|- i y '  ( t )  и и (х  </), у  (/)) =  
= u ( z  (ii)), то  равенство (2 ) м о ж н о  к о р о т к о  записать  т а к :

(3)

Т ак им  образом , из (2) вид но ,  что  интеграл  по к о м п 
лексному переменному есть су м м а  д в у х  к р и в о л и н ей н ы х  
интегралов ,  и его  вычисление с в о д и т с я  к вы числению  
обы кновенных интегралов.

И нтеграл  (2) существует д л я  лю бой  непреры вной  ф у н к 
ции / ( г )  (в этом случае ф у н к ц и и  и ( х ,  у)  и V (.г, у)  т а к ж е  
непрерывны ) и любой г л а д к о й  к р и в о й  С (т. е. к о гд а  
* 4 0 »  У ' ( 0  непрерывны и ( ¿ ) 2 +  у '  ( / 2) >  0 ).



Е сл и  к р и в а я  Ь  кусочно-гладкая  и состоит из глад ки х  
о р и ен ти р о ван н ы х  к у с к о в  Ц ,  . . . ,  Ь п, то  по определению 
считаем

(4 )
1 I.

Н а о сновании  свойств  криволинейного  интеграла легко  
получаем

1 ) $ / ( г ) ^ г  =  —  $ / ( г ) £ / г ,

где та ж е  к р и в а я ,  что и £ ,  но о р и ен т и р о в ан н а я  про
ти в оп олож н о  (см. н аш у книгу « В ы сш ая  математика. Д и ф 
ференциальное  и интегральное исчисление», § 7.4).

2) \ [ А Ц г )  +  Вц>(г)]с1г=>А $ / ( г )  й г  +  В  $ <р (г) ¿г ,

где А , В — п о ст о я н н ы е  числа.
3) Е сл и  | / ( г ) ] ^ М  при то

$ !  (г) йг

где I — длина Ь.
В самом д е л е ,  на основании свой ства  обыкновенного 

интеграла имеем

р р

$ Д г ) й г  =  $ / [ г ( 0 ] г ' ( 0 *  <  $ I Ц г СО] I-| * '  (О I Л  <
I, а а

» 3
<  $ Л! | г '  ( 0 1 <и =  М  $ (<)* +  » ' (/)* Л  -  МЛ

а  а

П р и м е р  1.

I
2 я /,г — г0 » (5)

где  £  есть  о к р у ж н о с т ь  с  центром в то ч к е  г 0, ориентиро
ванная  п р о ти в  ч а со в о й  стрелки.

В самом д е л е ,  урав н ен и е  А м ож но  зап и сать  в форме

г  ** г 0 +  ре'* (0 <  ( <  2 л),



где  р — р а д и у с  ок р у ж н о ст и  Ь.  П оэтом у

П р и м е р  2. П ри  целом п Ф — I

$ ( г — г 0) " 4 г  =  О, (6)

где £ — снова окруж ность  с центром  в точке г 0, ори ен 
т и р о в а н н а я  против  часовой с т р ел к и .

В самом деле,

потому что  е/8(п+1,л=а 1 д л я  л ю б ы х  ц елы х п.
Т е о р е м а  1 ( К о ш и ) .  Е с л и  ф у н к ц и я  ¡ ( г )  а н а л и т и 

ческая н а  односвязной области  О ,  т о инт еграл  от  / ( г )  
по  лю б о м у  кусочно-гладком у  з а м к н у т о м у  к о н т у р у  Г , 
принадлеж ащ ем у  £), равен н у лю :

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т ак  к а к  / (г) = » и - И ’с/— а н а л и 
т и ч ес ка я  на й  ф ун к ц и я ,  то  ф у н к ц и и  и ( х ,  у )  и ^(лг* у )  
непреры вно  дифференцируемы, и вы полняю тся  у с л о в и я  
К о ш и — Рим ана:

в силу  к о торы х  вы раж ения v d x  +  u d y  и и А х — v d y  е с т ь  
полные дифференциалы н е к о т о р ы х  ф ункций .  П о это м у  
к риволинейны е интегралы по  за м к н у т о м у  к он туру  Г  о т  
этих вы раж ен и й  равны нулю  (см. §§ 3 .4  и 3.5). Н о  т о г д а ,  
согласно равенству  (2 ),

2 л 2л
5  (z —  гQ)n d г  =  5 р п^ 1 е Ип+ 11 ( Ш —  1рп+1 $ вМй+1)*гИ

о о

(и +  1 ^ 0 ).

Г

ди до дц ди
дх ду * ду дх ’ (7)

$ / ( г ) ^ г »  $ (и й х — и ё у ) - { - 1  $ ( v d x - \ - u d y )  =  0.
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П р и м е р  3.

(п =  0 , I,  2 , . . . ) ,^ г п й г  =  0 
г

5 ег й г  —  0, ^ а г йг =  0  ( а > 0 ).

^ э т  гс1г =  0 , $ соэ г  ¿ г  =  0 ,
г  г

$ 5 Ь г ^ г = 0 ,  ¡ ¡с Ь г ( 1 г =  0 ,

где Г — п р о и з в о л ь н ы й  замкнутый к у со ч н о -гл ад к и й  к о н ту р ,  
потому что п оды н теграль н ы е  ф у нкции  аналитические на 
плоскости  г .  В е д ь  они имеют н епреры вную  производную  
во всех то ч к а х  г  ком плексной  плоскости.

П

Рис. 138. Рис. 139.

К ак  сл е д с тви е  из теоремы 1 получаем  следующую 
теорему.

Т е о р е м а  2 .  П у с т ь  область О ком плексной  плос
кост и  ограничена  слож ным полож ительно ориент ирован
ным к у со ч н о -гла д к и м  к о н т у р о м  Г, т. е. п р и  обходе по V 
т очки  О  ост а ю т ся  слева. Тогда  для  ф у н к ц и и  / ( г ) ,  а на
лит ической  на  О ,  и м е ет  место равенство

$ / ( ? ) *  =  0 .
I’

П оясним  эту  т е о р е м у .  Н а рис. 138 изоб раж ен а  дву
с в я зн а я  область  й  с кусочно-гладким  к о н ту р о м  Г = 1 \ + Г 2, 
ориентированны м  полож ительно.

Соединим к о н т у р ы  Г ( и Г а гладким  к уск ом  у, к а к  на 
рис. 139. О р и е н т и р у е м  у двумя противополож ны м и спо
собами: у+, у _ .  В р езуль тате  получим новую  область  О 1 
о ди освязн ую , о гр а н и ч е н н у ю  ориентированны м  контуром



^ 2 + У + + ^ 1  +  У - '  теорем е 1

5 Д г ) г * г » 0 .
Г ,  + у +  +  Г,  +  у _

Н о

5 /  (г) йг  =  5 /  (г) &г +  $ /  (г) &  =  О,
у -  +  г +  V -  V *

поэтому

5 /  (г) йг  =  5 [ (г)  йг  +  $ [ (г) йг  «  0 .
Г  Г, Г,

К а ж д ы й  из интегралов  $ , £ при  этом м о ж е т  и н е  рав-
г, г,

нять ся  нулю.
З а м е ч а н и е  1. Д л я  к р а т к о с т и  мы буд ем  п о з в о л я т ь  

себе писать «контур» вместо «зам кнуты й н еп р е р ы вн ы й  
кусочно-гладкий  контур».

И з  теоремы 2 к а к  следствие вытекает 
Т е о р е м а  3. П у с т ь  област ь О  огр а н и чен а  вн е ш н и м  

к о н т у р о м  Г, ори ен т и р о ва н н ы м  п р о т и в  часовой  с т р е л к и ,  
и  в н у т р е н н и м и  к о н т у р а м и  Г 2, . . .

ГЛ., ориен т ирован ны м и  тоже прот ив  
часовой ст релки  (как  н а  рис. 140, где 
Л/ =* 3), и пус т ь  на  Э  задана  ана ли т и че
ск а я  ф у н к ц и я  /  (?).

Т о гд а  имеет мест о равенство

$ / ( 2 )  £*2 = 2  $ / ( 2 ) ^ 2 .  ( 8 )  Р и с . 140.
г ** 1 1'А

В самом деле, если  сч и тать ,  что Г * —- т о т  ж е  к о н т у р ,  
что и Г й, но ориентированны й  по часовой с т р е л к е ,  то  
по теореме 2

$ / ( * ) * +  2  5 м г ) *  =  0 ,
Г Гл

отнула следует (8 ), потому что

5 /  (г)сГг -=*—  $ ¡ { г ) й г .

Г*‘  г к
Отметим, что если  в теорем е 3 /V =  1, то

Г г
(рис. 141),



З а м е ч а н и е  2. И з  равенства (9), т. е. из теорем ы  3 
п ри  ^ = 1  сл ед у ет ,  что  равенства  (5) и (6 ) остаются
верн ы м и , если  в них  о к р у ж н о с т ь  / ,  с  центром в точ ке  г0

зам енить  на лю бой за м к н у ты й  к усо ч н о 
гл а д к и й  к о н ту р  содерж ащ ий внутри
т о ч к у  г 0 и ориентированны й п роти в  часо
вой ст р ел к и :

(10)
и

^ ( г - г ^ М г - О  ( « # - 1 ) .  ( 1 1 )

Ф о р м у л ы  (10) и ( И )  я в л я ю т с я  основными  в этой т е о 
рии .  И м енно  к  ним, к а к  мы увидим , обычно сводится 
в ы ч и слен и е  к р и в о л и н ей н ы х  интегралов  от анали ти ческ и х  
ф у н к ц и й  (см. д алее  §§ 6 . 1 0  и 6 . 1 1 ).

§ 6 .7 .  Формула К ош и

П у с т ь  ф у н к ц и я  / ( г )  ан али ти ч е ск ая  в односвязной  
з а м к н у т о й  области Т) ( 0 = * 0 { } д 0 ) ,  с кусочно-гладкой  
г р а н и ц е й  Ь,  о р и ен т и р о в ан 
ной в  п о л ож и тельн ом  н а п р а в 
л ен и и  (рис.  142), т. е. против  
ч асо в о й  стрел к и .  Тогда  имеет 
м ест о  ф о р м у л а  Коши

гд е  г 0— л ю б а я  точ ка  внутри  
к о н т у р а  Ь.

Т а к и м  образом , ан а л и ти ч е ск у ю  ф ункцию  достаточно 
о п р е д е л и т ь  на к о н т у р е  ¿ ,  а по ф орм уле ( 1 ) м ож но  а в то 
м а т и ч е с к и  п олучить  ее зн а ч е н и я  в д р у ги х  т о ч к а х  Г).

Д л я  д о к а за т е л ь с т в а  ф о р м у л ы  (I)  рассмотрим ф у н к ц и ю

(2 )

Ф у н к ц и я  ф (г) а н а л и ти ч е ск ая  во всех точ ках  О ,  кром е 
г я г , ,  О п и ш ем  о к о л о  то ч ки  г0 ок р у ж н о ст ь  у а й  (см.



рис. 142), ор и ен т и р о в ан н у ю  п о л о ж и т ел ь н о .  Т огда  по тео
реме 3 § 6 . 6

J  Ф ( г )  ¿ г  =  J  cp (z) d z  ( 3 )
L  V

и значение интеграла

J Ф (г) dz  => J ф (г) dz
v  | z - z 0 | =>p

на самом деле от  р не зависит. З а м е ти м ,  что из (2) сле
дует,  что

lim Ф < г ) ~ / -  (г0).
г - * - г 0

Е сли  доопределить  ф ункцию  ф (г) в т о ч к е  г 0, полагая 
Ф (г0) =  / ' ( 2 0) ,_ то  она становится н е п р е р ы в н о й  в зам кну
той области D  и , _  следа  вате л ь н о , ее  м о д у л ь  ограничен: 
| Ф ( г ) | < Л 1  В силу этого (см. св о й ств о  3) § 6 .6)

I Ф (2 ) dz <  М  • 2 л р .

Т ак  к а к  число р м ож но  взять к а к  у го д н о  м алы м  и ин

теграл  ^ ф ( г ) ^ г  от  р не зависит, то
V

^ Ф(г)с(г*=*0 .
V

Поэтому из (3) имеем

^ { г ) а г ^ т ^ 4 г а о .

Т ак  как  (см. (10) § 6 .6 )

Д . .  ад (г.).

то формула К ош и доказана.
Ф орм ула Коши имеет место и д л я  м ногосвязной  об

ласти и д о к а зате л ьс тво  ее м ожет бы ть  св ед ен о  к у ж е  
доказанной ф о р м у л е  Коши для  о д н о с в язн о й  области.

На рис. 143 изображена д в у с в я зн а я  область  О  с по
лож ительно  ориентированной границей  ¿,, состоящ ей из 
двух  зам кнуты х соответственно ор и ен т и р о ван н ы х  к о н ту 
ров (¿  =  1 0 +  ^ 1).



П у с т ь  г 0— пр о и зво л ь н ая  то ч к а  О .  Соединим к о н туры  
и ¿ 1  к у соч н о-глад кой  к р и в о й  у, ориентированной  от 
к  Ь а, н е  п роходящ ей  ч ерез  т о ч к у  г 0. Н а р я д у  с  к р и 

вой  у  в в о д и м  совпадаю щ ую  с  ней к р и в у ю  у_ ,  но ори ен 
т и р о в а н н у ю  противополож но.

Е сл и  из О  вы кинуть  у ,  то  ост авш а яся  область  £)* 
буд ет  о д н о с в я з н о й  с  по л о ж и тел ьн о  ориентированной  гр а 
ницей:

Ь '  =  ¿о +  Г - +  ¿'1 +  7 =  ^ - И - + 7 -

Ф у н к ц и я  I  {г) ан али ти ческ ая  на £>, и г0 £  £ ),. П оэтом у  на 
основании  те о р ем ы  Коши для  одн освязн ой  области

потом у что  J - ü á - d z  +  J  ¿ ^ - / г  =  0 .
V  V -

П р и м е р .  В ы числить  интеграл

f r—  dzJ  z* +  \ aZ '
L

где L — ори ен ти рован н ы й  п роти в  часовой стрелки  к о н ту р ,  
со д е р ж а щ и й  в себе точку z =  ¿ (рис. 144) и такой ,  что 
то ч к а  г  =  —  í  н аходится  вне него.

З а п и ш е м  наш  интеграл в виде

Г  s i n  г dz



и рассм отрим  ф ункцию  /  (г) =¡ s in  2 / ( 2 4 - / ) .  В с и л у  н а ш и х  
пред п олож ен и й  о к о н ту р е  L  эта ф у н к ц и я  а н а л и ти ч н а  в 
зам кнутой  области, ограниченной  к о н ту р о м  L ,  п о это м у  
по  ф орм уле Коши

sin 2 d z _ f  }(z) ^  _  2 л1у (¿) _  2 n i  =  л  s in  i  г = я (  sh 1 .
г2 + 1  J  г -  i ' v '  2 i

§ 6 .8 . И нтеграл  ти п а  К о ш и

Вы раж ение
1 Г Пг)И*

2 л  0  г — 20 ’
Ь

где ¡ ( г ) — аналитическая  ф у н к ц и я  в зам к н утой  'о б л а с т и  
О ,  ограниченной п о л о ж и т ел ь н о  ориен ти рован н ы м  к о н т у 
ром Ь,  назы вается ин т егралом  К о ш и .

Если г0 л еж ит внутри  Ь ,  т о  интеграл  равен  /  (г0), если

ж е  г 0 л еж и т  вне £ ,  то . — ан али ти ч е ск ая  ф у н к ц и я

в О  и ,  следовательно, и н теграл  К о ш и  равен  нулю .
П у ст ь  теперь  2 — лю бая к у соч н о-глад кая  о р и е н т и р о 

ванная к р и в ая ,  не о б я зат ел ь н о  за м к н у та я ,  и  <р(г)— н е
п р ер ы в н ая  ф ун к ц и я ,  оп ред ел е н н ая  вдоль 2 .  В ы р а ж е н и е

' < * • > = 2 <»

назы вается  инт егралом т и п а  К о ш и .  Оно п р е д с т а в л я е т  
собой функцию  /Г(г0), оп р ед ел е н н у ю  вне 2  {гй € & ) .

Т е о р е м а  1. И н т е г р а л  (1) т и п а  К о ш и  ест ь а н а л и 
тическая ф ун к ц и я  ^  (г0) д л я  всех г 0 £ £ >.

П роизводная  п о р я д к а  п  от  ^  (г0) вы числяет ся по  ф о р 
м у л е

=  ( " = 1 . 2 , . . . ) .  (2 )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  а  есть  п р о и з в о л ь н ы й  
к р у г ,  не имеющий общих точ ек  с кри вой  ¿2?. Ф у н к ц и я  
д в у х  комплексны х переменных г 0 и г

Ф ( * . .  г ) - Ш



н еп реры вн а  на м н о ж ес тве  (г0 ^  сг, и имеет
на нем н еп р ер ы вн у ю  частную производную

дФ   ф (г)
д г п ( г — г 0)3

(надо  учесть,  что т а к ' к а к  к р у г  а  не пересекается  с «5*, 
то  при любых г0 ^ а  и разность г — г ^ ф О ) .  Это
пок азы в ае т ,  что диф ф еренцирование Т7 (гп) по п арам етру  г„ 
за к о н н о  произвести  под знаком  интеграла в ( 1 ):

Р '  (у 1
г  '  “  2я( ^  ( г — г0)*‘

П ри  этом п рои зво д н ая  Р '  (г0) непреры вна вне 2 ?  (см. 
§ 2 .4 ,  теорема 4, к о то р ая  легк о  обобщается на случай 
интеграла  от  ком плексного  переменного). Н о  тогд а  г  (гп) 
ан а л и ти ч н а  вне 3 ?.

М ы д ок азали  ф о р м улу  (2) в случае п — 1. Д л я  
р ас су ж д е н и я  ведутся  по индукции .

С л е д с т в и е .  Е сли функция  ш = ^ ( г )  аналит ическая  
в област и Э , т. е. имеет непрерывную первую чроизвод* 
н ую  на О , то она имеет  производные всех порядков.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть г0— любая точка £) и о — круг о 
центром  в г0, целиком  леж ащ и й  в области £>, а у — окруж ность — 
граница а, ориентированная против часовой стр ел ки . Т огда по 
форм уле Кош и

V

т . е . ф ункция /  (*о) и зображ ается  интегралом типа Кош и при 
и ф (г )* = /( г ) .  З н ачи т , в силу  теоремы  1 1(г) бесконечно дифферен
цируем а и

С - ! . * . . . . ) .  (3)
V

§ 6 .9 .  Степенной р я д  

Р ассм отри м  степенной  р я д

№ -  2 * * ( г - г 0)* (I 2 — г о1 < Я)» 0 )

им ею щ ий рад иус  сходим ости  Н  >  0 .
И з  теори и  степенных р яд о в  мы знаем, что р я д  (1) р а в 

ном ерно  сход ится  на к р у г е  | г | ^ р ,  где  р — любое поло
ж и т е л ь н о е  число, м еньш ее Я  (р <  Я). П оэтому сумма / ( г )



р яд а  ( 1 ) — непреры вная  ф у н к ц и я  в откры том  к р у г е  
I 2  —  * „ 1 < Я .  Б оль ш е того, / ( г )  имеет на этом к р у ге  н е 
п реры вн ую  производную  } ш (г) л ю б ого  п о р я д к а ,  к о т о р у ю  
можно вы числить  путем п очленного  д и ф ф еренцирования  
р яд а  (1). Э то  показы вает,  что сум м а степенного  р яд а  есть  
аналит ическая  ф у н к ц и я  в к р у г е  (откры том !)  его  с х о д и 
мости. Ч и с л а  ск вычисляю тся по ф орм уле

=  ^  (к =  0 , 1 , 2 , . . . ) ,  (2 )

что п ок азы в ае т ,  
суммы. В силу  
зам енить  следую щ ей:

что степенной р я д  есть  р я д  Т ейлора  своей 
равенств (3)

2л г 3 ( г —
г.

Нг)йг
г«)*

§ 6 . 8  эту форм улу м о ж н о  

(/¿ =  0 , 1 , 2 , . . . ) ,

где Ь —  произвольны й 
часовой 
ряда  ( 1 )

контур , о р и ен ти р о ван н ы й  п роти в  
с т р ел к и ,  п р и н ад л еж ащ и й  к к р у гу  сходимости 
и содерж ащ ий внутри

точку  2„.
Но в ерн а  та к ж е
Т е о р е м а  1. Ф у н к ц и я !  (г), 

аналит ическая  в к руге  
\ г — г 0 1 <  Я , разлагается в  сх о 
дящ ийся  к ней степенной р я д  
по ст епеням  (г  — г п).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с ть  
/ ( г )  а н а л и т и ч е с к а я  в к р у г е  \г— г 0| <
<  /?. О б о зн а ч и м  через г  л ю б у ю  
т о ч к у  в н у т р и  э т о го  к р у гл  (р и с . 145).
О п и ш е м  п о л о ж и т е л ь н о  о р и е н ти р о в а н 
н у ю  о к р у ж н о с т ь  £  с ц е н тр о м  в т о ч к е  г 0 и р а д и у са  р 
бы т о ч к а  г о ка за л а с ь  в н у т р и  к о н т у р а  Т о г д а  ф у н к ц и я  /  ( г )  б у д е т  
а н а л и т и ч е с к о й  на к о н т у р е  £ и и и у т р и  п е го .  П о э т о м у  по  т е о р е м е  
К о ш и

/ Ш  ^

Р и с . 145.

<  К  т а к ,  ч т о -

( С - г )

Д р о б ь  1 /(£  —  г )  м о ж н о  п р е д с та в и ть  п ви д е

I — го

Т а н  к а к  т о ч к а  £ £ £ ,  а г  н а х о д и тс я  
г — го _  | г 
С-гп

I г г"
С — гП

в н у т р и  э т о го  к о н т у р а ,  то  

1 .

(3)

14 Я. С. Е>угров, С. М. Никольский



П о эт о м у 1 ^ 1  — ^ м о ж н о  рассматриват ь  к а к  сумму  сходящеП-

ф о г р е с с н н

= 5 - ' + й + С Й ) ' + -

ся  ге о м е т р и ч е с к о й  п р о гр е с с и и

- и
И з  (4) и (С) п о л у ч а е м

_ ] _____ 1 . г — ?п . ( г —  го)3
1 - г  ?; —  г „  < С —  ¿о)“* (£ —  го)11 

п р и че м  ря д  (7 ) р а в н о м е р н о  с х о д и тс я  п р и  л ю б ы х  £ £ /.<  и п о с т о я н н о м ? , 

п о т о м у 'ч т о ,  к а к  э то  в и д к о  из (б ), в ы р а ж е н и е  2 ?0

(7)

не з а в и с и т  от

и м еньш е  1 .

У м н о ж а я  (7) на  (не  н ар уш ая  е го  р а в н о м е р н о й  с х о д и м о с т и )
2л/

и и н т е гр и р у я  в д о л ь  L ,  имеем

_L С 1 с ¡а х и  . г /(0 dt
2л  i j  С— г  2, * u J  г 0 2л  i  J i C - Z u )2-1

L i. 1
В  с и л у  (3)

/ ( г )  =  £ГпН-с, ( г — r 0) +  c2 (z — ?o)2 + • • •• (S'

гд е  мы о б о з н а ч и л и
I f  ! ( l ) d l  o)

C n ,= 2 n i
Г  L (n =  0 1 , 2 , . , ) ,
J ( £ - 2o)" + 1 «I 1 * ’ ' h
I

(9)

И т а к ,  мы д о к а з а л и ,  ч т о  а н а л и т и ч е с ка я  ф у н к ц и я  I  (г) в  к р у ге  
/2  —  2о | <  Я  и з о б р а ж а е т с я  степенны м  ря д о м  (8) с ко э ф ф и ц и е н та м и  
(9 ), т ,  е. с в о и м  р я д о м  Т е й л о р а .

П р и м е р  1. П р и  разлож ении  ф у н к ц и й  в р я д  Тейлора 
м ожно и сп о л ь зо в а ть  известные р азло ж ен и я  элементарных 
ф ункций. Н а п р и м е р ,

поэтому

V4 7?Г!
c o s ^ L t - l ) " ^ ,

«С 0 '  '

П р и м е р  2. Ф у н к ц и я  tg  г в достаточно малой

окрестности  г =  П является  аналитической  функцией 

^ ( tg  г) '  =  ^  , co s  г ф  0  j  . Поэтому данную  ф у н к ц и ю м о ж -



но р азло ж и ть  в р я д  Т ей л о р а  по степеням г, х о т я  общ ий
вид коэффициента труд н о  вычислить. И меем по ф о р м у л е
(2 ): c 0 =  0 , c L=  1 , с2 =  0 , с я — 2 , т.  е.

* , 22я , 
t g e  =  2 + д р Н - . . .

П р и м е р  3. Р а з л о ж и т ь  в р я д  Т ей л о р а  ф у н к ц и и
00

w  =  sh z  и w  =  ch z. Имеем e* =  7^  » поэтому
n= o

со со
е * — с ~ г  V '  г Хп + 1 , е г - \ - е ~ г  X ' '  г 2 "

Sil г -  -¿ -  2 d (2^ f T j ] » ch г  -  -  — 2 ^ ^ ) | •
n - 0  4  1 y  n s O  4  '

§ 6.10. Ряд Л о р а н а 1)

Т е о р е м а  1. П у с т ь  О г ^ г  < / ? ^ с о .  В с я к а я  а н а л и 
тическая в кольце

г < \ г  —  г0 \ < К  ( 1 )

ф у н к ц и я  f  (г) однозначно предст авляет ся в э т о м  кольце  
в виде сходящегося ряда

<» * »

Ж = Х  сй (2 —■го)" =  Х  сд(г —г„)л +  Х,
П = - 00 ÍISíO « = I

где

c» ==¿ S r C - ^ ‘' (" =  ° .  ± 2 . • • • ) ,  (3)
V

а  у — любая окруж ност ь  | £ — z0 ¡ =  p, r < p < R ,  о р и е н 
т и р о ва нна я  п р от ив  часовой стрелки .

Р яд (2) назы вается  р я д о м  Л о р а н а  ф у н к ц и и  f  (г) по 
степеням  (г —  г„) или разлож ением Л о р а н а  ф у н к ц и и  /  (г) 
в кольце г <  | г —  г 0 1 <  R.

00

З а м е ч а н и е .  К огд а  го в о р я т ,  что р я д  2  с х о д и т с я ,
—  Ф

под  этим подразум евается ,  что сх о д ятс я  о т д е л ь н о  р я д ы
00 — I

2  и 2  •/Г = Ц па-гс

*) Пьер Лоран (1813— 1Ü54J — французский математик,



Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Возьмем ори ен ти 
р о в а н н ы е  против  часовой  ст р ел к и  окруж ности  с и С ра
д и у с о в  г '  и Я 1 с центром  в т о ч к е  г0, где г  <  г '  <  / ? ' <  #  
(р и с .  146).

В  си л у  условия  те о р ем ы  / ( г )  аналитичиа в кольце  
м е ж д у  о к р у ж н о ст я м и  с и С и на самих о кр у ж н о ст я х .

П оэтом у  по формуле Коши для 
слож ного  контура имеем

/(*) 2л I
П О « С к  

о  с -г  2л

или

П 2 )  2я О  1 - г  2л О  Е - г *
О с

где г — точка между о к р у ж н о с т я 
ми с и С.

В первом интеграле точ ка  £ 
о б о зн ач ает  точку  о к р у ж н о с т и  С ,  поэтому

Р и с . 146.

-го
Я' <  1 ,

(£-*<>) |_1
2 —20 
£ — 20. Пса 0

( г - ? о  )'*
а - 20)« + ! ’ (5)

п ри ч е м  р я д  справа  сходится  равномерно для  £ £ С  (при 
ф и к с и р о в а н н о м  г).

В о  втором  и нтеграле  точ ка  £ обозначает точку  о к р у ж 
н ости  с, поэтому

г — 20 2  —  * 0 | < 1,

С — 2
(2 — 20)

—£о 
20

л=0

 Г '  (С — 2о)п
( г - г 0У' + А’ (6)

п р и ч е м  р я д  справа  сход ится  равномерно для  всех  £ £ 0  
(при  ф и к си рован н ом  г).



П о д с тав л я я  (5) и (6 ) в (4) и почленно и н т е гр и р у я ,  
получаем

Т ак  к а к  ф ункция  / ( £ ) / (£ — ’0)" + 1 при любом п  апалп* 
тична в к ольце ,  то в силу  те о р ем ы  Коши и нтеграл  (3) 
равен подобному интегралу но лю бой другой  о к р у ж н о с т и ,  
I! частности по с и С. П о это м у  из (7) следует  (2), где 
числа сп вычисляются по  ф о р м у л а м  (<*).

П ервы й  р я д  ^  сп ( г— г и)п в правой части (2), с х о д и т с я

и к р у ге  \ г  —  г0 | < / ^  к н ек о то р о й  аналитической  в этом  
к р у ге  ф у н к ц и и  Он н а з ы в а е т с я  правильн ой  час/пыо
р я д а  Л орана .

В торой  р я д  в правой части (2)

сходится  при \ г — г0 | > г .  О н  о п р е д е л я е т  н е к о т о р у ю  а н а 
ли ти ч еск ую  ф ункцию  [.¿(г), н а зы ва ем ую  главной ч а с т ь ю  
р я д а  Л о р а н а .

где / \ ( г )  —  ф ункция ан а л и ти ч е с к а я  в к р у ге  \ г — г 0 ! < / ? ,  
а / 8 (г) —  вне к р у га  р ад и у са  г с центром  в т о ч к е  г0 
( | г — г„| >  г).  Внутри к о л ь ц а  г <  | г —  г 0 | < Я  о б е  эти 
ф у нкции  аналнтичпы.

Коэф фициенты ряда  Л о р а н а  сп рассм атриваем ой  ф у н к 
ции [ ( г )  единственны, потом у  что они в ы ч и с л я ю т с я  по 
ф о р м у л ам  (3).

П р и м е р  1. Ф ункция

п - 0  С

Я = 0 с

п - и  С ' I —  I с

(7)

X  с . „  (г — г,,)“ ",

И та к ,

(  <г )  “  (г_ 2 )  (г —  3) “  г - 3  г — 2



аналитична па п л о ск о ст и  ?, за исключением точек г — 2  
н г « 3 .

а) Ф у н к ц и я  /  (г) аналитична п к р у ге  | г | <  2, и потому
на основании те орем ы  1 $ 6.9 ее можно р азло ж и ть  в ряд
Т ей л о р а  по степ ен ям  г , сходящ ийся  о к р у г е  [ г | < 2 :

[ { ? ) = ' £  скгк. (8 )
*=о

Ч и с л а  ск м ож но  вы ч и сл и т ь  по формуле

№ =  0 , 1 , 2 , . . . ) .  (9)

О д н а ко  в данном с л у ч ае  р я д  (8) м ожно *также полу
чить,  прим енив ф о р м у л у  для суммы членов убывающей 
геом етрической  п р о гр ес си и .  Имеем (если | г | < 2 )

П о это м у  для  нашей ф у н к ц и и  — — з^тт*

В силу  единственности  р азло ж ен и я  ф у нкции  в степен
ной р я д  полученны е ч и сл а  ск равны соответственно чис
л ам  ск, вы числяем ы м  по  ф орм уле (9).

6 ) Ф у н к ц и я  / ( г )  ан али ти чн а  в к о ль ц е  2 < | г | < 3 .  
П о э т о м у  ее м ож но р а з л о ж и т ь  в р я д  Л орана

=  (1°)— ®

(А =  ° .  ± 1 , ± 2 . . . . ) .  ( И)
V

гд е  у — о к р у ж н о ст ь  | £ |  =  р, 2 <  р <  3, ориентированная
п р о т и в  часовой с т р е л к и .  Н о  числа ск м ож но  получить,
н е  прибегая  к  с л о ж н ы м  формулам (11). И меем  для



2  <  | г  | <  3

г

Поэтому ряд Лорана функции [ ( г )  имеет вид

3*

Вследствие единственности разлож ения в ряд Лорана  
полученные коэффициенты равны соответственно чис
лам ск, определяемым но формулам ( 1 1 ).

в) Функция /  (г) аналитнчна такж е во внешности 
круга | г | ^ 3 ,  т. е. для значений г, удовлетворяющих  
неравенству ¡ г | > 3  и обладает свойством

Поэтому /  (г) можно разложить в ряд Л ор ан а  вида

Члены вида скг* ( к - -  0 ,  1, . . . )  не могут входить в раз
ложение Лорана функции / ,  т. е. ск — 0 для указанных к. 
Иначе эго противоречило бы свойству (12).

Числа с _ к здесь тоже можно получить непосредственно.  
Имеем для | г  | >  3

1 пп [ (г) = 0 . (12)

(13)

г - 3  г
1 — ~

3
2

Поэтому



П р и м е р  2. Надо разложить фупкпию

/  (г ) =  ^ - 2 ) ( л - 3 ) = = ^ 3  — 1 = 2

в р я д  Тейлора по степеням z — i и определить радиус 
сходимости этого ряда.

Р е ш е н и е .  Наибольший круг с  центром в точке i, 
внутри которого  функция /  (г) аналитическая, имеет радиус, 
равный расстоянию от точки i до  ее ближайшей особей 
точки. Таковом является, очевидно, точка г =  2. Следо
вательно, указанный радиус равен

£> =  | 2  —  i | =  \ ^ 2 * + Т 2 =  V $ .

Обозначим через о открытый круг (без границы) 
с  центром; в точке t радиуса R  — / 5 .

В нутри круга а  функция /'(г) аналитическая, а любой 
концентрический ему круг большего радиуса содержит  
в себе  особую  точку г =  2 , в которой аналитичность 
наруш ается.

На основании теоремы 1 § 6 .9  функция / ( г )  разла
гается в р я д  Тейлора по степеням г  —  <\ Этот ряд легко  
получить эффективно.

Имеем
1 1 1 1

2  —  2  {г —  0  +  1*— 2) г - i  . { i — 2
I — 2

1 / ,  , { i 5 )
1— 2 V ‘ - 2  1 \ *  — 2

и мы получили степенной ряд по степеням г — I, сх о д я 
щийся, очевидно, в круге | г — ¿ \ < Я ,  /?==(*— 2 | =  | / 5 .  
Д алее

1 1 1 1
г — З (г —  О _Н —  3) ¿ — 3  . г — I

t — 3

<16>

Снова получен степенной ряд по степеням г — г, тоже  
сходящ и й ся  в круге | г — г | <  . На самом деле он с х о 
дится в к р у г е  радиуса | 1  —  3 |  =  / 1 0 , но это нам не пона
добится.



Разность рядов (16) и (15) есть р азл ож ен и е в ряд 
Тейлора по степеням г  —  I функции / ( г ) .  Р а д и у с  сходи
мости этого ряда равен Н — У Ъ .

З а д а ч а .  Разл ож ить функцию ¡ ( г )  (см. (14)) в ряд 
Лорана по степеням г — г. а) в кольце (/"5 <  [ г — 1 1 <  | / 1 б  
и б) в окрестности г =  оо.

§ 6 . 1 ! .  Классификация изолированных особых точек. 
Вычеты

В § 6 .10 была доказана теорема 1, утверждающая,  
что если 0 ^ / - < Я ^ о о  и функция ( { г )  аналитичпа 
в кольце

г < | г — г0| <  ЯУ
то она разлагается в сходящийся к ней р я д  Лорана  

00

/ ( 2 ) =  2  с А ( * — г о ) * = * М г ) +  Ы 2 ) (Г <  | г — г 0 | <  /? ) ,
А = -  «

( 1 )
где

/1 (2)=  2  ск (г — га)* (|г —г„| < Щ ,
к=О

-  с <2 ) 
Ь  (г)  =  Е  ( \ г ~ г а \ > г ) .

Пусть г — 0 .  Предполагается, таким обр азом , что ф унк
ция аналитична в открытом круге 0 < | г — г0 | < / ? ,  из 
которого выколота точка г0. В самой точке г 0 функция /  
чаще всего бывает не определена.

Говорят в этом случае, что г 0 есть изолирован ная  
особая т очка  функции / .  Н иж е будет  дан а  классификация  
изолированных особых точек.

Степенной ряд

/1 (г) (г — 20)А (\ г — г01 < Д)
*г=0

имеет радиус сходимости /? >  0. П оэтом у его  сумма имеет 
непрерывную производную в круге \ г —

Рассмотрим три случая (при г =  0!).



С л у ч а й  а). Функция /  (г) имеет вид

/ ( г )  =  Ы г ) =  2  ск (г —  г 0) \  (3)
&=о

т. е. все числа =  0 (/¿ =  1, 2, Так как степенной 
ряд (3) сходи т ся  для всех г с \ г  —  г„| <  Я, то его радиус 
сходимости равен Я  и, следовательно (см. § 6.9), его сумма 
/ ,  [г) определена и непрерывно дифференцируема во всех 
точках к р уга  \ г  —  гп | < / ? ,  в том числе и в точке гп. 
Таким обр азом , функция / ,  (г) аполитична в этом круге.  

П оэтом у, если принять, что

$ (?о) ~  /1 (г0) ^  с0,
то и функция / ( г)  будет аналитической в этом круге.

В этом случае говорят, что особенность у  ф у н к ц и и  ! 
в т очке г 0 у с т р а н и м а .  Достаточно положить / ( 2 0)= » с0, 
как ф ункция /  станет аналитической не только поблизости  
от точки г(), по и в самой точке.

Заметим, что в данном случае интеграл

$ / М < / г  =  0  (4 )
I.

для лю бого замкнутого контура Ь,  содержащего внутри 
точку г0 и принадлежащего к кругу  \ г  —  г0 | < Я .  

С л у ч а й  б). Функция ¡ ( г )  имеет вид
Ч\ Т

/(*)«/* (г) +  X  ск{г — г0)л (С_,л#0). (5)
к = 1 А'= ~т

Таким образом , с* =  0 для 1< =  — ( т  4 -1 ) ,  — (ш +  2), . . .
В этом случае говорят, что точка гд есть полюс ф у н к 

ции  / ( г )  п о р я д к а  (крат ности) т .  При т =  1 точку г0 

называют еще п р ост ы м  полюсом.
Так как



ТО

П т  /  (г) =  оо. (7)
г -*■ г0

Т е п е р ь ,  е с л и  Ь —  к о н т у р ,  о р и е н т и р о в а н н ы й  п р о т и в  
ч асовой  с т р е л к и ,  с о д е р ж а щ и й  в н у т р и  г а и п р и н а д л е ж а щ и й  
к кругу \ г  —  г 0 \ <  /?, то

^  ( г)с1г  =  2 ш с _ 1.  (8 )

В с ам о м  д е л е ,

\  /  (*) й г  =  Г Л  (г)  ¿ г  +  V  С ~ ^ = ± — < 1 г = 0  +  2 ш

/. 6  И в 1 Ь ^  2°'

п о то м у  что

} Д 7 = 2- .  5 ^  =  °  <* =  2 ...........

(см. (10),  (11) § 6 .6 ) .
С л у ч а й  в). Ф у н к ц и я  / ( г )  и м е е т  в и д

Ф (X

!(г)= X  ск(г—г0)*+ У  ^3 7 и  =  Ы 2)-И а{г), (9)
к =  и * = I '

где  в р я д у

с - к

4 s s l  < * - * ) *

не р а в н о  н у л ю  б е с к о н е ч н о е  ч и с л о  к о э ф ф и ц и е н т о в  c _ ft.
В эт о м  с л у ч а е  г о в о р я т ,  что  ф у н к ц и я  f  ( г )  и м е е т  

в  т о ч к е  г 0 с у щ е с т в е н н у ю  о с о б е н н о с т ь .
М ы  з н а е м ,  что

lim f 1 { z ) = c Q.
г -*• г„

О д н а к о  f a ( z )  п р и  у к а з а н н ы х  у с л о в и я х  не  с т р е м и т с я  
п р и  г  *• г 0 к  к а к о м у -н и б у д ь  п р е д е л у — к о н е ч н о м у  или 
б е с к о н е ч н о м у .  Э т о т  ф а к т  м ы  н е  и м е е м  в о з м о ж н о с т и  з д е с ь  
д о к а з а т ь  и с к а ж е м  т о л ь к о ,  что  о н  в ы т е к а е т  и з  и зв ест н о й  
т е о р е м ы  С о х о и к о г о  *).

З а м е т и м ,  что  р а с с у ж д е н и я ,  к о т о р ы е  п р и в о д и л и с ь  при  
д о к а з а т е л ь с т в е  р а в е н с т в а  (6) в с л у ч а е  п о л ю с а ,  в дан н о м

*) 10. В .  С о х о ц к и й  (1842— 1929)— р у сск и й  советский математик.



случае неприменимы, потому что для бесконечных сумм 
операция почленного предельного перехода не всегда 
законна.

Ф

П р и м е р  1. Функция е ~ л!г* =  У ,  ^ у - г ~ 2п имеет су-
» = о  п

ществеиную особенность в точке г =  0. Эта функция не 
имеет предела в точке г =  0 .

В самом дел е, при г =  х  (х— действительное)

ехр (— 1/хг) —>0, когда х —*-0. Однако если 2 *=-^ ,  то

ехр (— 1/г2) =  ехр  (/г*) —*• +  оо при /I —*• оо. Значит, предел  
в точке г =  0  у  функции е х р ( — 1 / г 2) не существует.

Д л я  любого ориентированного против часовой стрелки 
контура L ,  принадлежащего к кругу \ г  —  г 0 | < У ?  и со
держащ его внутри точку г0, так ж е  как в случае полюса

J  f  { г ) 4 г  —  2 т с _ 1ш ( 1 0 )
L

Д е л о  в том, что интеграл по L  в данном случае (см. 
замечание 2  § 6 .0 ) м ож но заменить на интеграл по какой- 
либо ориентированной против часовой стрелки окруж 
ности у с центром в точке z0, принадлежащей к кругу  
\ г  —  z0 \< C R .  Н о на у  ряды (9) равномерно сходятся и, 
следовательно, их можно почленно проинтегрировать 
по 7 . Однако, как мы знаем,

1 - ^  =  0 ( * ^ 1 )  и 1 ^  =  2л г,
V (2 —  Г0)* V

откуда сл едует  равенство ( 1 0 ).
Сделаем т еп ер ь  определение: п у с т ь  г 0 есть изолиро

ванная  т очка  ф у н к ц и и  / ( г ) ,  т . е .  п у с т ь  ф у н к ц и я  f  (г) 
а н а лит ическ ая  в некот ором круге

\ г — г А <

из кот орого  вы колот а  точка  г0. Вычет ом ф у н к ц и и  f  
в точке z 0 назы вает ся интеграл

~ \ f ( z ) d z ^ B u 4 t ( z ) ,  ( И )
*'U V Z-Zn

где А —  к о н т у р  в к р у ге  \ г — г 0 1 <  /?, ориент ированны й  
п р о т и в  часовой с т р е л к и  и содержащей в себе т о чку  г0.



Па основании сказанного выше (см. случаи а), б),  в;), 
если

/ ( г ) =  X  ск ( г — г0)А (0 <  | г  —  г 0 \ <  R)
h= — оо

есть р я д  Л о р а н а  f  в точке z 0, то

В ы ч / (г)  = с _ (. (12)г=га
Поэтому, если известно разложение функции в ряд  

Лорана по степеням г — г0, то  вычет в точке г0 легко на
ходится.

В частности, если z 0— устранимая особая точка, го
Выч f  (г) = 0 .г-г„

Иногда разложить функцию / ( г )  в ряд Лорана т р у д н о ,  
и поэтому приходится искать другие способы вычисление
вычета, не разлагая функцию в ряд Лорана.

Пусть z =  zü— полюс п орядка ш ^ 1 .  Тогда
со  т

f  (г) =  S  ск (г —  г0)* +  2  с _ к (г —  г0)~* (с_а ф 0 ) .  (1.4)
* = 0 к = 1

Умножая левую и правую части (13) на (г —  г0)'/>, имсс;л

(г — ги)"7(г) = с_,л +  с_,л+1 (г—г0) -Ь ■ • •
QO

. • • (г —  го) * - 1 |- V  г* (г —  г0)Л1" \  ( И )
*=о

Если продифференцировать равенство (14) ( m— 1) р а з .  
то свободный член справа будет  равен ( т — l ) ! c _ ,  и,  
следовательно,

lim DU-,

откуда

dz*'

Г. Г / ч 1 1 ‘ (1т ~ х [{г — го)"1 /  (г)1Выч /  (г) «  с . ,  =  1ип ------- ^ ^  . (1 и)

Если функция /Чг) =  ^ .  где Ф(г0) # 0 ,  а ф(г) имеет

простой нуль при г =  г0  ( ^ ( г о) =  0 , \р' (г0) ^ 0 ) ,  то г  =  
является простым полюсом /  (г). На основании формулы (15)



4 1 4  Г Л .  6 .  Т Е О Р И Я  Ф У Н К Ц И Й  К О М П Л Е К С Н О Г О  П Е Р Е М Е Н Н О Г О

(при т =  1 ) имеем

г — г в

Таким образом, в данном случае

(16)

Б случае, когда ? =  г0 —  существенно особая точка, 
у нас имеется только один способ вычисления вычета —  
разлож ение функции /  (г) в ряд Лорана.

S |n 2 ^
П р и м е р  2. Найти вычет функции /  (г) =  - в точке

л
г “ Т  *

В данном случае /  (г) =  т 4 4 ,  где ф(г) =  5 'т* г ,  \\> ( г ) — eos г.

Точка г  — л/2 является простым полюсом функции / ( г ) ,  
так как ср (л/2 ) =  1 Ф  0 , я|>(л/2 ) =  0 , i j / (г) = —  sin г,
\\i' (л/2) =  — 1 Ф  0 .  Значит, по формуле (16) получаем

П р и м е р  3. Найти вычет функции е х р (1 /г )  в точке 
г =  0 .

Имеем

2 )  г 2! г-

Таким образом, т о - ка г =  0 является существенно  
особой н

Выч схр  (  — )  = с  1 =  1.
2=0  ̂ 2 1

П р и м е р  4. Найти вычет функции

 ̂^  =  (г —2 )г (г—3) 

относительно точки г  — 2.



Данная точка является полюсом второго порядка, по
этому по формуле (15) имеем

В ы ч / ( г )  =  l im ¿ [ ( 2  —  2 ) 7 ( г ) ]  =  Ип1
г  =  2  г  - »  2 2  г-* 2 а г  г ~ 6

1- — 1 1

§ 6.12. Классификация особых точек на бесконечности

Предположим теперь, что в теореме 1 § 6 .10 го =  0 
и #  =  оо, а г — любое неотрицательное число ( О ^ г  <  оо). 
Тогда теорема 1 гласит: если функция / ( г )  аналитиче
ская для всех комплексных чисел г, удовлетворяющих  
неравенству

\ z \ > r ,  ( ! )

то ее можно разложить в ряд Л орана по степеням г: 

/ (* )= *  £  ckz k =  F l (z) +  F i {z) (| 2  | >  г ) ,  (2 )
fee -  ®

сходящийся для всех z  с \ г \ у  г. Здесь
вг* со

F . w =  L ' - T .  =  E  V * .  (3)
* в  и г fec i

Множество (1) называют внеш ностью к р у г а  | г [ ^ г .  
Удобно считать, что это множество есть окрест ност ь бес
конечно уд а л е н н о й  точки  (точки оо).

Таким образом, мы формально добавляем к множеству  
комплексных точек (чисел) еще абстрактную бесконечно  
удаленную точку ( г = о о ) .

Функция / ( г )  аналитнчна в окрестности точки г =  оо, 
исключая саму точку оо, которую естественно в данном 
случае называть изолированной  особой т очкой  ф у н к ц и и  f.

В зависимости от поведения ф ункции f  (г) в окрест
ности точки 2  =  оо естественно ввести сл едую щ ую  клас
сификацию:

а) Особенность в точке z  =  со у с т р а н и м а я , если 

с„ =  0  ( * = 1 , 2 , . . . ) ,

т. е. если
f (* )  =  M * )  ( \ z [ > r ) .



В этом случае

1пп [ (г) =  П т  У7! (г) — с0.

Очевидно также

- 1  р ( г ) ^  = - с . г ,
I ,

где Ь _  —  произвольны?! контур, ориентированный по ча
совой стрелке, содержащий внутри себя окружность

\ z \ - r  (рис. 147). При и з
вестном воображении можно  
считать, что точка оо нахо
дится внутри контура —  
если двигаться по контуру  

но часовой стрелке, то  
точка оо остается слева.

б) Т о ч к а  г =  оо есть п о 
люс пор яд к а  т ,  если

т

/  ( г )  =  F i  ( г )  -Ь  2  скг *
6 гг 1

К Ф О ) .

В этом случае, очевидно, 1н п /(г )  =  оо. Далеег се

)  ! ( 2 ) с 1 г  =  У ¿  +  Х С* )  =
/г =  0 к = [

потому что

 ̂ гк ({г =  — — 0 (/г — 1).
/ ”_ I.

в) Т о ч к а  2  =  оо есть существенно особая точка,  если 

/  (2) =  Л - ( г ) +  2  скг* (4)
&= I

и имеется бесконечное множество чисел си, не равных 
нулю.

Функция Т7! (г) стремится к конечному пределу при
СО

2 —► оо , в то  время как функция ^  V * .  на основании
ы \



теоремы Сохоцкого, не стремится ни к какому пределу  
при г —»-оо. П оэтому и функция [ ( г )  не стремится  
к пределу при г —»-оо.

Далее

^ ¡ ( г )  с1г=  2  ск 5  — 2 т с ^ .
I -  <; = - ®  !.~

Почленное интегрирование здесь законно, потому что, как 

мы знаем, интегралы  ̂ можно заменить на интегралы ^
Г:

[ю окружности радиуса р > г ,  па которой ряд (4) равно
мерно сходится.

Введем определение.
Вычетом ф у н к ц и и  /  (г ) в бесконечно уд а л е н н о й  точке  

называется

± у ( г ) й г  =  В ы ч / М .

еде есть произвольный за м к н у т ы й  к о н т у р , о р и е н т и 
рованный по  часовой ст релке , п р и н а д ле ж а щ и й  к множе
ст ву  | г | >  г (где функция /  (г) апалитнчпа!). В данном 
случае говорят, что при движении по контур у  по часо
вой стрелке «точка оо остается слева».

На основании сказанного (см. а), б),  в)), если

Ж =  5  с*г* (| г [ >  л),
к=-а>

р яд  Л о р а н а  ф у н к ц и и  /  по внеш ност и о к р уж н о с т и  \г \^  -г , 
то

В ы ч / (г) =  — с _ р
г  =  »

Если г =  оо —  устранимая  особая  т о ч к а ,  то  в ряде 
«Лорана ф у нк ци и  / ( г )  отсутствуют  п о л о ж и т е л ь н ы е  сте 
пени г, а г ~ 1 м о ж е т  присутст во ват ь ,  поэтому  Вы ч/ ' ( г )

г - з з
в этом случае не обязательно равен пулю.

П р и м е р. Функция



имеет устранимую  особенность в точке г  — оо  и f _ t 
значит,

Выч /  (г) — —  1.

§ 6 .1 3 .  Теорема о вычетах

Т е о р е м а  1. П у с т ь  ф у н к ц и я  ¡ ( г )  аналит ическая  на  
всей п л о с к о с т и  ?, за  исключением конечного числа точек 

. . . ,  гдг. Т о гд а  имеет место равенство

2 ¡  В ы ч /( г )  +  В ы ч /( г )  =  0.
t=l * = ?=®

(1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Построим окружности у ~', у

ориентированные по часовой стрелке, с центрами 
соответственно ?f , 
настолько малого радиуса, что
бы онн не пересекались.

Кроме того, построим ок р уж 
ность Г, ориентированную про
тив часовой стрелки, с центром 
в нулевой точке, настолько 
большого радиуса, чтобы ок р уж 
ности 7 7 , . . . ,  у н  оказались  
внутри Г (рис. 148). Сложный 
контур / , - y 7  +  y-ГН- * • • + Т д '+  г  
ограничивает область £2 , внутри 
которой функция /{¿ ^ а н а л и т и 

ческая. Она аналитическая также на L.  При этом при 
обходе по L  область Q остается слева.

Но тогда на основании теоремы Коши для сложного  
контура

Р ис .  148.

I  /  (г) dz  +  . . .  +  J /  (г) dz  4 -  J /  (г) dz  =* 0 (2 )
vn

пли, если помножить левую часть этого равенства на 
—  1 / 2 л/,  то получим

$ ¡ ( г ) ё г  +  ±   ̂ / ( г ) Л  =  О,
Vi ? , V

т. с.
Выч /  (г) +  . . .  +  Выч /  (г) - f  Выч /  (г) = 0 .
г -Z i г=2дг z=as



Н адо учесть, что внутри каж дого из контуров  
имеется только одна особая точка г к, а вне Г —  тол ьк о  
одна особая точка г---оо .  Т еорем а доказана.

Применение этой теоремы сводится к следующ ему.  
Если затруднительно вычислить один из интегралов, в х о 
дящих в (2 ), то можно попытаться вычислить оставшиеся  
интегралы, входящие в (2 ), и получить искомый интеграл  
из (2 ).

Само вычисление этих интегралов сводится к р а зл о 
жению функции / ( г )  в ряд Л орана в окрестности с о о т 
ветствующих особых точек. В сущности и эти р а зл о ж е 
ния не надо знать полностью. Достаточно только знать  
члены вида £ _ ;/(г— г к) этих разлож ений, чтобы прийти  
к цели.

§ 6 .14 .  Вычисление интегралов при помощи вычетов

Пусть функция / ( г )  аналитична в верхней п о л у п л о 
скости, включая действительную  
конечного числа особых точек а , 
в верхней полуплоскости.
При этих условиях мы 
рассмотрим способы вычис
ления интегралов

^ ¡ ( х ) е 1Ч х .

ось,
■

за исключением
л еж ащ и х

Т е о р е м а  1. П уст ь  
Ф у н к ц и я  /  (г) удовлетворя
ет  перечисленным выше 
| /  (г) | <  М /\ г |т  при  | г |  ^  
большое число. Тогда

а:

ус ло ви я м  и, кроме т о г о , 
Я ,  где т  ^  2  и Я  — д о с т а т о ч н о

[ (х) с1х =  2 т  X  Выч /  (г).
/ = 1 г~а ,

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Опишем полуокружность £  ( о р и 
ентированную против часовой стрелки) радиуса И с ц ен т 
ром в точке О так, чтобы все особые точки функции / ( г )  
попали внутрь Ь  (рис. 149). В  силу теоремы 1 § 6 . 1 3

?  г
} /  (*) й х  4 - \ /  (г) (¿г — 2 л /  2  Выч /  (г). ( 2 )

- / ?  I. / =1 * “ «/



4 2 0  г л .  С. Т Е О Р И Я  Ф У Н К Ц И Й  К О М П Л Е К С Н О Г О  П Е Р Е М Е Н Н О Г О

Так как ( /  (z) | ^  М /\  г  \т при j z ^ R ,  то

S /  (z ) dz  | <  7^ n I ? ^  7^ 1 “ * °-  R  —  0 0  ('и— 1 >  *)•

П ереходя к пределу в равенстве (2) при R —* оо, полу
чим ( 1 ).

П р и м е р  1. Вычислить интеграл
dx

Функция !  (г) — 1 г~4-  аналитичиа в верхней полупло

скости, за исключением точек

Й1 =  е ».,7 < = - ^ 1 ( 1 + / ) 1 =  - ^ ( < — 1),

в которых она имеет простые полюсы. Кроме того, 
| /  (г) | ^  1 / ( г [4 ( т  =  4 >  2). Найдем вычеты функции ¡ ( г )  
в точках а г  По формуле (16) § 6.11

^ ( г ) - Г т

где -ф(г) =  1 + г 4. Имеем (г) =  4г8, г|/ (о4) =  —•
— —  4^ - ‘ л / 4 =7^ 0 , (а2) =  4евл;/* =  4е1я'* ф 0 .  Отсюда

В ы ч / (г) =  —  е‘п 4̂, Выч /  (г) =  - | - е -(л/4.
г=о, ’  г~ а ,  4

П о формуле (1) получаем
со
п  И г  2 - т £  л*’л / 4 ____р - { п 1 \

1  т | ^  =  ̂ ( - ^ л/‘ +  - 1Я/*> =  -  1 Г --
— «с

я У" 2
—  Л  S i n  т =  Л

4 2

Т е о р е м а  2.  П у с т ь  ф у н к ц и я  f  (г) удовлет воряет  у с 
ловиям , от м еченны м  в начале параграф а и  l i m/ ( z )  =  ü

г-*сс
равном ерно  о т н о с и т е л ь н о  argz =  (p. Т огда

5  /  (х) d x  ~  2 лi 2  Вь1ч /  (г) е/г. (3)
- о о  '  = )  * = а /

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так ж е как при доказатель
стве теоремы 1 , имеем

н  N

J f  (jc) eix d x  +  J /  (г) г '*dz =  2n t  2  Выч /  (г) еи  (4)
-  R  L  /  =1 г S.QJ

(функция f(z)el* имеет те же особенности, что и f(z)).



Мам нужно доказать, что при R  —► <х> интеграл

В силу условия теоремы f / ( f i e <4,) | ^ f i  при R  >  N t  для 
всех ф ( О ^ ф ^ л )  и достаточно большого h \ .  П оэтому  
(sin ф >  2 ф/л при 0  ^  ф ^  л / 2 )

Переходя к пределу в (4), при R  —*■ оо получаем (3).
Если функция /  (г) имеет особенности па действи

тельной оси, то специальным построением контура ин
тегрирования можно вычис-

мерно относительно а г§ г  =  ф.
Построим контур интегрирования, как на рис. 150. 

О бход контура осуществляется по стрелкам, указанным  
на этом рисунке. В заштрихованной части функция е1г/г 
аналитическая при любом Н  и любом е, поэтому по тео
реме Коши (полуокружность "у ориентирована против

¡ ( z ) e i2 dz  стремится к нулю. Имеем

Л =  \ ¡ { z ) c u dz =   ̂ f  (Re1*) е~ R ve11*C0Í v iR e 11» d y  <
o

o

n

A < e  f R e - Rs,n<fd4> =  %)

=  2e J # e - « síni'd<|¡ <  2e J R e~  d y  =«
o o

U

=  =  e ~ f d i —  ne  (1 — e ~ fí) <  я е  ( R  >  N¡).

лить соответствующие инте
гралы, если они сущ ествуют.

L

П р и м е р  2. Пусть  
/ ( г )= *  1/г. Эта функция име
ет простой полюс па дейст
вительной оси в точке г — 0 . 
Д ал ее,  l i t n / ( z ) * = 0  равно-

- Я -£ Ü £ — Я X

Р ис .  150.



часовой стрелки)

Таким образом, равенство (5) в пределе, при R  —* оо и 
е —* 0 , принимает вид

З а м е ч а н и е .  Если под знаком интеграла есть  
сомножитель sin л: или cosa:, то часто удобно рассматри
вать интеграл от функции, где s i n *  или c o s *  заменены  
па е‘г . Это объясняется тем, что | s i n z |  и ] c o s z |  неогра* 
ьиченно возрастают при г ~ *-оо, а | еи  \ = е~У  —► 0  при

у  —*• оо ( у  >  0). Поэтому поведение функции /  (г)

Судет др у го е ,  чем у  функции /  (г) е{г. Затем, получив

- г  R

- / ?  V. '  !.

Как и выше, легко показать, что

г. V

л

s= i liin í ei& <C0S(r+í sln ф) ¿f(p = i  [  dtp =  n i .
G «

- e

т. e.
GO

Так как функция четная, то



значение интеграла ¡¡ f ( ¿ ) e i x d x t выделяя действн-
-  оо

т

тельную  и мнимую части, мы найдем ^ f  (х) соз х  d x  и
— <А

Cft

J f  ( x ) s ' m x d x .

П р и м е р  3. Вычислить интеграл  
00
(' спч ал; dx[ спч ал; ах  . ^ Лч

( а ' а > 0 ) '

Рассмотрим функцию е<аг/(а2- \ - г 2).  Эта функция ана- 
лнтична в верхней полуплоскости, кроме точки г  =  Ы. 
Функция / ( г )  *= 1/(а*-|-га) —►О при г —  с~> равномерно 
относительно аг§г  =  ф. Поэтому по теореме 2

I . Г 1 . 1  а  _
-í-¡— r,dx =  2л/ Выч а =  2л/ 0 . =  — q~w -

J  a 1-]-** t = a l a + z 2ai  а
— *

Выделяя действительную часть, и о л  учим

Г cosa* Г . cos a*  ^  =  Л е -« д
J  а Ч - ^ 3 а ’ J  2а '

— »  I»

П р и м е р  4. Вычислить интеграл  
00

, Г* sin-  .t ,

U

Имеем
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П р и м е р  5.

р cos2 х dx р 
J l-j-Л" J  1 -Ь л -
и О

1 — Sin2 -V  ,т-~ах —

05 CTJ .

С dx С s in 2 -V , л  л  , ,  я  , ,  ,
=  J T T ? “ Í T + ? dA =  - 2 - 4 ( ! - e !> = Т < 1 + в  )■

П р и м е р  6 . Вычислить ин
тегралы Ф р ен ел я 1)

J cos х 2 d x ,  J sin х 2 dx.
— 00 -  00

Рассмотрим функцию е1г>. 
Эта функция в заштрихован
ной области (рис. 151) аналити
ческая, поэтому по теореме

R

Коши J e ' * 1 ¿ k - f  J ^ ’ d2  =  0 ,  где ¿ — часть ок-
0 L  V

ружности | г [  =  Д ,  -у— отрезок прямой^г =  ре*"/*, О ^ р ' ^  
(ориентированные по стрелкам). Д ал ее

О Н ю

J е1г‘ d z  =  J elv 11е {я/* d p  =  —  J б -р* tip —*• — ein!í J e~p* ф ;

J  е ‘‘г'  d z _
П/4

L 0
Л  J *

5
ü

Л / 1

J  J Я е “ * 1 sln 2(vdq> <
o

П/4 4 ф  ®

л d t  —*■ 0 , R —+ oo.
o ü

Итак, в пределе при R —*-oo получаем (см. пример 3
оо се _____

§ 2.13) 5 e!xtd x  —  eln¿* $ е - р* dp= *eni¿* j / - j  ■ Выделяя

J)  О, Ж .  Ф р ен ел ь  (1788 —  J827)— французский  физик.



действительную и мнимую части, получаем

J cos d x  =  - Ç -  ] /  y  , $ si п х 2 d x  =  - ^ - j / ~ ,  
о о

т. е.

] c o î x 4 x  =  ] s \ n x - - d x ^ j } / ^  =  ] / - £ .
I) О

§ 6 .15.  Линейная функция. Дробно-линейная функции

Ц е л а я  л и н е й н а я  ф у н к ц и я .  Рассмотрим три  
функции

С£|=г +  £, ( 1 )
w = r z ,  (2 )
w =  e tl' z t (3)

где с — постоянное комплексное число, r > 0 , G— п р о и з 
вольное действительное число.

Все три функции (1), (2), (3) отображают плоскость  
г на всю плоскость w.

Функция (1) осуществляет сдвиг плоскости г  на в ек 
тор с (рис. 152).

Функция (2) (г >  0!) осущ ествляет растяжение (при  
т >  1 ) и сжатие (при г <  1 ) плоскости г в г  раз: |г о |  - - 
- -■ г \г { ,  А г й ^  =  А ^  г. На рис. 153 показан случай г >  1.

Функция (3) осуществляет поворот плоскости г в о к р у г  
нулевой точки на угол 0 (рис. 154).

Функции (1), (2), (3) имеют соответственно производны е

ю '  =  \ ,  — г ,  иг)' =  е 1®>

не равные нулю и потому они осуществляют конф орм 
ные отображения.



Все эти три функции являются частными случаями 
более общей целой  линейной  ф ун к ц и и

ъу =  аг +  Ь ( а Ф  0) ,  (4)

где а и 6  — постоянные комплексные числа.
Осуществляемое сю  отображение можно записать в виде

V) =  а  (г-|- с )  =  гс® (г +  с),

где с--=Ь/а, а - ~ г е {{\
Отсюда следует, что она сводится к (1), (2), (3):

и' =  г и ,  и —  е ^ и ,  с ^ г  +  с .

Иначе говоря, преобразование плоскости г, осущест
вляемое функцией (4), сводится к переносу (на вектор с), 
затем к повороту плоскости (на угол 0 ) и затем к растя
жению или сжатию плоскости в г раз.

Ф у н к ц и я  ш =  у .  Полагая г =  ге ‘̂ ,  т ~ р е 10, имеем

р =4 ’ о — *.  ^

где второе равенство надо понимать с точностью до 2 Ы  
(& =  0 ,  ± 1 ,  - ¿ 2 ,  . . . ) .

Отсюда видно, что окружность | г |  =  1 переходит  
в себя, точнее к аж дая  ее  точка переходит в точку, сим
метричную относительно действительной оси.

Отметим, что если окружность | г |  =  1 проходится в 
направлении против часовой стрелки, то отображенная  
окружность |до| — 1 проходится по часовой стрелке.

Преобразование (5) удобно разбить на два преобра
зования:

г ' = ~ ,  =  ф;  (6)

р =  г', 0 =  — ф\ <7)

Преобразование (6 ) называется инверсией  относительно 
единичной окруж ности .

При инверсии относительно единичной окружности  
точки г и г', л еж ащ и е па луче, составляющем угол ср 
с осью х ,  п ер еходят  в точки, лежащие на этом ж е  луче, 
и притом так, что

г г ’ —  1 .



Построение точки г ’ =  г ' е ^  по известной точке г = * ге  
видно из рис. 155, где рассмотрен случай, когда г  лежит  
вне окружности | г | = 1 .  Из точки г проводим касательную  
к окружности | г | = а 1 , 7 ’ —  точка касания, Т г ' ^ О г .  И з  по
добия треугольников ( Д О Г г '  и Д 0 7 > )

от
от 0 7 =  1,

Если точка г  находится внутри окруж ности | г [ = 1 ,  
то восстанавливаем из псе перпендикуляр к Ог  д о  п ер е
сечения с окружностью в 
точке Т .  Через последнюю  
проводим касательную к ок
ружности до пересечении 
с лучом Ог. Точка пересече
ния и будет точкой г'.

Точки г и г' называют 
в заим но  сим м ет ричны м и  
от носит ельно  окруж ност и
М - 1 .

Отображая теперь (по (7)) 
точку г' зеркально отно
сительно действительной оси, мы получаем точку

те «ф

Из формулы 1с = 1 /г  видно, что при г  —► 0 точка оу 
имеет неограниченно возрастающий модуль, поэтому удобно  
считать, что при помощи этой формулы точке  
соответствует «бесконечно удаленная точка», которую  
обозначают символом и' =  оо.

Итак, функция ш = 1  /г отображает плоскость г на 
плоскость ю при помощи преобразования инверсии отно
сительно окружности | г | еа 1 и зеркального отображ ения  
относительно оси х .  При этом точка г =  0 переходи г 
в точку а» =  оо, а точка г — оо —  в точку ш =  0 .

Д ал ее  ю' =  — - = £ 0  при любых г с | г | > 0 ,  поэтому

отображение с помощью функции сс =  — ( | г | > 0 ) кон
формно.

Д р о б и  о-л и н е й н а я ф у н к ц и я



Б удем  считать, что a d —  Ь с ф О .  Очевидно, что точка 
г —  —  die  (с Ф  0) переходит в точку w =  oo.

Ф ункцию w,  выделяя ее  целую часть, можно предста
вить в виде

я , Ьс— ad  ,л>
W ~ ~ c  +  c ( r z - M )  ’ ^

от к у д а  видно, что

(сг - i 'd ) -w ' =  т/ 'Т ~к:г  Ф Q {сг +  А Ф 0 ) ,

т. е. отображение с  помощью функции (8 ) конформно.
И з равенства (9) видно, что данное отображение со 

стоит из рассмотренных выше отображений:

г' — с г - \ -й ,  г" =  ^ г ,  к» =  Лг" +  В.

Пели считать прямую лншпо за окружность бесконеч
ного радиуса, то при преобразовании (9) окружность пе
реходит  в окружность (круговое свойство).

И з геометрических соображений ясно, что при парал
лельном переносе, растяжении и вращении окружность  
переходит  в окружность. Больше того, внутренность ото
бражаемой окружности переходит на внутренность отобра
женной окружности. Поэтому достаточно проверить кру

говое свойство для преобразования ш =  — . Уравнение 

окруж ности в плоскости хО у ,  как нам известно, имеет вид

Л (-к3 4* У2) 4  т х  4* и (/ +  / =  0
или

+  +  +  / =  0  {г=*х +  1у, г = * х — 1у)

или

АГг +  В г +  Д 7 + / - 0  (Ю)

В рассматриваемом случае г= 1 /й у .  Следова
тельно, уравнение ( 1 0 ) переходит в уравнение

л 4 , + | + 4 -  +  / = о

или в уравнение

А  4  В т  4 - Ви> 4  =  0,
которое описывает некоторую окружность в плоскости т.



В частности, при / =  0 получаем прямую линию, т. е. 
окружность, проходящая через начало координат в п л ос
кости г,  переходит в прямую в плоскости ни.

Отметим, что отображение с  помощью функции (9) 
может переводить внутренность отображаемой окруж ности  
как на внутренность, так и на внешность отображенной  
окружности,

Функция (9) в принципе зависит от трех параметров,  
за которые можно взять отнош ение чисел а, Ь, с ,  (I к 
одному из них (не равному 0 ).

Поэтому, чтобы определить преобразование (9), надо  
задать три условия. Обычно задаю т три пары соответст
вующих точек:

Это и есть преобразование (9), переводящее т очк и  г 
в ы>к (6 = 1 , 2 , 3).

П усть заданы две окружности Г и Г 4 соответственно  
в плоскостях г  и ю. Требуется найти дробно-линейное  
отображ ен и е,  переводящее Г на Г' и внутренность Г 
па внутренность Г'.

На Г и Г- соответственно зададим произвольные т р о й 
ки точек {гí , г2, г8} и {шг , и>а, следующие в п о л о ж и 
тельном направлении, т. е. против часовой стрелки. Т о г д а  
преобразование ( 1 1 ) и будет решением поставленной задачи .

В самом деле, оно отображает точки гк соответствен
но в точки ы'к ( А » 1 ,  2, 3) и, очевидно, окружность Г на 
Г* (в силу кругового свойства).

Тот факт, что в данном сл учае внутренность Г п е р е 
ходит  на внутренность Г' сл ед у е т  из конформности о т о 
браж ения, осуществляемого дробно-линейной ф ункцией,

В данном случае окруж ности Г, Г* имеют п о л о ж и 
тельную ориентацию (проходятся против часовой ст р е л 
ки) .  В силу конформности отображения внутренняя н о р 
маль к Г (например, в точке г ±) переходит  в дугу  о к р у ж 
ности (перпендикулярной Г' в точке шх), которая н а х о 

Л егк о  подсчитать, что

Отсюда
0 )— &1 ,СС’э  — 11)1 г  —  г ^ , г 3 —  * 1*
ш —  ш3 'с£’з — и>2 ~  г — г 2 * г 8 —  г 3 ' ( П)



дится внутри Г ',  а это и обеспечивает отображение  
внутренности Г на внутренность Г'.

Если ж е  н уж н о пайги дробно-линейное преобразова
ние, отображаю щ ее Г на Г- и внутренность Г на внеш
ность Г-, то в ф орм уле (II)  надо взять точки {г*, г„  г8} 
па Г, располож енны е в положительном направлении, а 
точки на Г' — в отрицательном направлении.

Эти выводы распространяются и на случай, когда либо  
Г, либо Г ' ,  либо и Г и Г' являются прямыми. Однако  
требует пояснения, что надо понимать под внутренностью  
прямой Г, когда на ней отмечены точки {гх> г 2, гл\.

В случае рис. 156 это есть верхняя полуплоскость, 
а в случае рис. 1 5 7 — нижняя полуплоскость.

Если прямую Г дополнить точкой оо, то ее можно  
мыслить как непреры вную  окружность (см. рис. 156 ,157)  
бесконечного радиуса.

Будем двигаться по Г (возможно, через бесконечно 
удаленную точку) от  г* к га в таком направлении, чтобы 
дуга г хг % не со дер ж ал а  в себе г я. Эгим направление об
хода на Г определ ено  и тогда внутренностью Г назы
вается область, расположенная слева от Г при движении  
но этому направлению. На самом деле этой областью  
является верхняя или нижняя полуплоскость.

З а д а ч а  1. Найти дробно-линейное преобразование, 
отображающее внутренность единичного круга на верх
нюю полуплоскость так, чтобы точки —  г 2 =  (, 
гя= з — 1 перешли соответственно в точки № ¡ = 0 , ^ ¿ = 1 , 
ш3 =  2.

З а д а ч а  2. Зап и сать  дробно-линейное преобразова
ние верхней полуплоскости  в себя, при котором точки 
г, =  — 1 , г 2 ~ 0 , г„ =  1 переходят соответственно в точки 
^ 1 =  1, ^ 8  =  3 .

Рис.  156, Р и с ,  157,



ОПЕРАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ

§ 7.1. Изображение Лапласа

В этой главе мы, как правило, будем  рассматривать 
функция f  (() действительного переменного t ,  заданные 
на [0 , оо). Йногда будем считать, что f  ( t)  определена на 
(— оо, оо), но г/рн ¿ < 0  функция / ( / ) в 0 .  Кроме того, 
будем предполагать, что функция f  (t)  кусочно-непрерыв
на и на каждом конечном пром еж утке имеет конечное 
число точек разрыва перво
го рода. Пусть —
комплексное число.

Рассмотрим функцию

Если

1 / ( 0  K A f e x p  ( s j ) , (2) Р и с .  158.

где a > s 0, то функция F  (р) аналитическая в полуплос
кости R e p > s 0  (рио. 158).

В самом деле,

I F '( /> )  I -
® со

j  t  е х р { —  a t  —  i b t ) f  ( t )d t  <  J t  e x p  ( — a t )  \ f  { t ) ] d t  ^
0 0

«0

<  J exp  (—  at) ■ tM exp (s0t) d t «
U

CD

5 t  exp (—  (a — s0) t ) d i  < o o ,  (3)



так как а  >  s0. Законность дифференцирования по р  под 
знаком интеграла следует  из неравенства (3) и того факта, 
что ф ункция i f  (t)  exp (—  pt)  кусочно-непрерывна (см. тео
рему 2 § 2 .15 ) .

Функция F  (р)  называется изображ ением Л а п л а с а  функ
ции f , L -изображ ением  пли преобразованием  Л апласа .

Мы будем  употреблять обозначения

F ( p ) ~  L  ( /  ( 0 ;  р),  /  ( 0  =r= F (р), F  (p) =  f ( t ) .

Функцию f  (t)  в этом случае называют начальной ф у н к 
цией. или о р и г и н а л о м .  Число sn (s0 =  s 0 (/)) называется 
показат елем  р о с т а  ф ун к ц и и  f  (() (ниже, если особо не 
оговорено, то  мы считаем, что показатель роста f  равен s0).

Процесс нахождения изображения для заданного ори
гинала и обратно, нахождение оригинала по известному  
изображению называется операционны м  исчислением,  на
чало которому положил Хеиисайд1). Разработав опера
ционное исчисление, Хевисайд не дал ему обоснования. 
Отметим, что он рассматривал преобразование

F (р) =  р  J exp (—  p t ) f  (() d t ,
ii

т. е. F ( p ) = * p F  (р ) ,
В одних вопросах удобным является преобразование 

Лапласа, в д р уги х  —  преобразование Хевисайда. Мы будем  
рассматривать преобразование Лапласа.

Обоснование операционного исчисления было дано в 
двадцатых годах нашего века в работах ряда математиков.

Т е о р е м а  I ( е д и н с т в е н н о с т и ) .  Е с л и  две непре
рывные ф у н к ц и и  f  (t) и g  (t) им ею т  одно  и  то же L - и зо 
браж ение F ( p ) t т о  они  тооюдественно равны.

Мы не доказываем эту теорему.
На основании теоремы 1 мы можем сказать, что для  

непрерывной функции /  (t), тождественно не равной нулю, 
изображение не может быть периодической функцией.

В самом д ел е ,  если Vp F(p) =  F ( p  +  со), г д е с о ^ О ,  то
С© ®

5  exp  (—  p t )  f  (t ) d t =  \  exp  (—  +  /) f  {t) d t .
0 I)

По теореме I
f  (t) = e x p  (— 

т. e. exp  (— col) s  1 ( w ^ O ) ,  чего быть пе может.

‘) О. Х е и и с а н д  (18^0— 1925) — английский инженер-электрик.



§ 7.2. Изображение простейших функций  
и свойства изображений

Е д и н и ч н о й  ф ункцией  и.'ш ф у н к ц и е й  Хевисайда  назы
вается функция

_ [  1, г ;>  о,
о, I <  о.

Очевидно, что показатель роста этой функции во =  0. Н ай 
дем ¿-изображ ение этой функции в области Н е р > 0 :

*  —  2 .
о ~  рL К  (0;  р) =  j  exp (— p i)  (it =--- —  J  exp ( —  pi)

0

Таким образом,
aa{i )^ \ !p .  (!)

Аналогично дли функции / ( / ) - - c o s í  интегрированием  
по частям находим

со

L  (cos t\ р)  =  J exp  (— pi) cos i (it =  
о

CX>

=  cxp (—  p i)  sin i L -I- p  \  exp  (—  p t )  sin t di -----

= p  \  exp  (—  p i ) s i n  i d t  =  p exp  (— p i )  cos  t L —

—  p  exp (— p i)  cos t d t p  —  p - l [ c o s í ;  р].

Отсюда ¿ ( c o s í ;  P) =  y ^ J í ( R e / ? > 0 ) ,  т. e.

eos / === p/(  \ +  p 2). (2 )

Попутно мы доказали, что

¿ ( c o s í ;  р) p L  (sin  t\  p),
откуда

sin 1 /(1+ />*).  (3)

Т е о р е м а  1 (п о д о б  и я). Е сли  f { t )= =  F (р), т о /(aí)===  

=  ( а > 0 , R e / j >  max {s0l ees0}).

. / я. C. liyrpOD, С. М. I) HKOJI иски it



В самом леле,
с©

¿ [ / ( а / ) ;  р]  =  j  e x p  (— p i )  f ( a t ) d t = \ a t  =  u,

00

о

I la основании теоремы 1 получаем

C O S  a t  == — ~ =  ~ a P~ Й )  ( 4 )• а  1 -f- (p/a)a p2'!- ^  ’ v '

« • 1 1  Ct /ГЧ
S i D  t t / = =  — ,•у —  — у ;  Г *  ( О )* а  14-(p/a}i  p2-j a'4 1 '

Т е о р е м а  2 ( с в о й с т в о  л и н е й н о с т и ) .  Имеет
место равенство

L { A f ( t ) - ' r B g ( t ) \  p] =  A L { f { i ) ;  р ] - \ - B L [ g ( t ) ;  p ] t

где А ,  В  — пост оян ны е число.
Это свойство вытекает из соответствующего свойства 

несобственного интеграла. Отметим, что если показатели 
роста функций /  н g  соответственно равны sy и s0, то изо
бражение A f - \ - B g  существует в полуплоскости R e / ? >  
>  raax{s0, s0) .

П р и м е р  1. Найти изображение ф у н к ц и и / ( / )  =  3(т0 (/)-{- 
-Ь 2  cos 3 1.

13 силу (1), (4) и теоремы 2 имеем

Л [ Д О ;  Р1 =  3£[ст„<0 ;  p]  +  2 i . [ c o s 3 i ;  / > ] = = { +  2 - ^ .

П р и м е р  2. Найти оригинал изображения  

Представим изображение F ( p )  в виде

f W  =  2 ~  +  T i i T 4*-
IЫеем

I / / J =  о 0 ( 0 .  4/(pa-i- 4 2) s in  4/.

Следовательно, оригинал (по теореме 1 § 7 . 1 )

/ (¿ )  =  2 а 0 (/) - t - - i - s in 4 i .



Т е о р е м а  3 ( с м е щ е н и е  и з о б р а ж е н и я ) .

/ , [ / ( / ) ехр (— a/ ) ;  p] =  L [ f { l ) \  р +  а ] ,  R e (р -\- а )  >  s0. 

Доказательство очевидно.
П р и м е р  3. Найти изображение функций e -a<cos{W, 

в ' 0-1 s i n р/ ,  е~я1.
Так как c o s | l /  == р/(р-  -!- (53), то по теореме 3

L [ e x p (  — « ¿ J c o s ^ ;  р] =  ~ щ ^ г ^ г  (G)

Совершенно аналогично, используя формулы (5) и (I),  
имеем

I. [exp ( — a/ )  sin (1/; р \  =  |3/((/> а ) 2 +  р2), (7)
L  [ехр (— а/);  /)] =  L [ a 0 (0; / Н - а ]  =  1/(р-[ а).  (8 )

П р и м е р  4. Найти / . [ c h a / ;  р],  / . [ s h a / ;  р]. 
Используя теорему 2 и равенство ( 8 ), имеем

/ . [ c h a / ;  p] =  ]I L [ é l t \ р] - | - у  L [e~a l;

Аналогично ¿ [ s h a / ;  р] — а / ( р г —  а 2).
П р и м е р  5. Найти оригинал для изображения F {p)  — 

■= 1 /(ра -I- 2/7 +  5).
Имеем

2 2 

р + 1 ) М -  2 * Г

_ _ ^ - _ -  =  e - t s ¡n 2 í .  / ( / )  =  1 е - Ч ! п 2 / .

Т е о р е м а  4 ( д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е  и з о б р а 
ж е н  и я).

/>] =  / . [¿»Д О ; р\-
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если Re / 7  >  s0, где s„— показа

тель роста функции / ( / ) ,  то интеграл  
00

$ /" /  (/) ехр ( —  р /)  d t
и

существует при любом п =  1, 2, . . .  Д а л е е ,  очевидно, что 
00 ©

~  |  ехр {—  p t )  ¡  (/) d t  =  ( -  /)" exp  ( —  p t )  [ (/)  dt.



Отсюда

( п »  г и  а \  in. „ i  __
d p( - 1 ) ” / . [ / (О  />] = - S r i [ / ( / ) ;  р ] .

П р и м е р  6 . Так как \ /p -= -o 0 (t),  то  в силу теоремы 4 
получаем

( - ^ - з И т г ) ^ ы> т - е- ^ ? г -
П р одолж ая дифференцирование, получим

i n = é n \ / p n+l ( п =  1 , 2 , . . . ) .  (9)

Если п  не целое, то
П 7 2 - Н )

1 —  р п а  >

00

где Г (а + 1) = J  е ~ Н а di =  L  [ta\ 1]. 
о

При натуральном п  имеем Г (п -\- 1) =  п\.
П р и м е р  7. Найти изображение функции / c o s a / .  
Имеем

- ф - ^ c o s a í ,  - ( - j i - y ^ í c o s a i

(p! + a . ) » - 'c o s a f .  (10)

Т е о р е м а  5 (о д и ф ф е р е н ц и р о в а н и и  о р и г и 
н а л а ) .  С п р а ве д ли ва  ф ормула

¿ [ / ' ( O í  p] = pL[f(t); р]— /(0 )  ( R e p  >  s0) (11)

в  п р ед п о л о ж ен и и , что ф ункция f ( t )  н е п р ер ы вн а 1), имеет  
кусочно-непреры вную  производную  / '  (i) н а  [ 0 ,  о о )  с  разры 
вами первого р о д а  и показатели рост а  /  (¿) и  / '  (/) равны ь0.

и л и
Р 2 —  а а .

^ Б ы в а ю т  с л у ч а и ,  когда функция / ( / ) .  о  которой говорится  
в теореме, з а д а н а  на интервале (0, оо) и сущ ествует  предел  справа  
f  (0 -j- 0) »= l im  f  ( t ) .  Т огда  в формуле ( И )  н адо  заменить / ( 0 )  hü

t >  и
/ ( 0 + 0 ) .



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем ( R e p  >  s„)
n  ■

L [ f ' { 0; Р \ =  Km  ̂СХР (— p t ) f ' { t ) d t  =
К X о

N

■ = -  f m - p t u ( t ) \ p \=  lim
Л’ -+•»

e - ’’, H t ) \ v + p \ ‘ - p 4 { ‘ ) ‘U
о

потому что | e ~ p A f { N )  \ ^ . е ~ а У М е ^  =  М е~ ^ а ~ s'»> iV -̂ r— 0. 

С л е д с т в и е  1. Справедлива ф орм ула  ( R e р  >  s„)

! [ / ' " >  ( 0 ;  р \  =
= * p " L \ f ( l ) \  р \  —  р п~1 ДО)—  . . .  — p f ln~2) (0) — (0 ) {121

п р и  условии, что f ( t ) ,  / ‘'‘" “ (О непрерывны, ¡ ы> к у 
сочно-непрерывна на  [0 , ос), а  показатель рост а ф у н к 
ц и и  f  вместе с се производны м и до порядка  п в к л ю ч и 
т ельно равен  s().

В  частности, п р и
д о ) - п о ) « . . .  « Г - ” (о н о  (13)

имеет место
Ц Г ( 0 ;  р ] ~ р пШ { 1 ) \  р \- (1-1)

П р и м е р 8 . Найти изображ ение функции c o s - 1. 
Пусть /Д/;) =  cos 2 / - / ( / ) .  Тогда / '  (i) —: p f ( p )  —  f ( 0 ) .  

Ho f  (0) =  co s '2 0 = 1 ,  /' ( / ) - -  —  sin 2/==:— 2 /(/7 2 -:- 4 ). С л е 

довательно, p f ( p ) - ~  I — —  2/( /;M  4), откуда Г ( р ) ^ ~ ~ х

x [ i _______g ' I  =  . . i r ' - J L ,XL p2-s-4 J P iP - r * )
Этот же результат мы получим, если воспользуемся  

равенством
<, i  1 , cos 2/ г г « /  1 1 I 1 р р г - 1-2cos t -1 — , L  [cos t\ p\ — 2p H- 2 ^ _14 — 4) .

Т е о р е м а  6  ( и н т е г р и р о в а н и е  о р и г и н а л а ) .

В самом деле, изменяя порядок интегрирования, и м е е у
со I 03 D /  05

 ̂ ^ /  (т) dx d/ —  ̂  ̂ е~рЧ  (т) dT dt  =  ^ f (т) ~  ?
0 0 О I о

dx =



^=J §e~P'f^)dT=~L[f(T)- р] F(p)

По определению полагаем ( р ^ о Н - ф )

J F  (q) dq  =  j  F  (£ -f- /p) d l  =  Iim $ F  (g +  i'P) d t .
p a  . N  ® a

Т е о р е м а  7 ( и н т е г р и р о в а н и е  и з о б р а ж е н и я ) .  
П ус т ь  заданная  на  (0,  оо) кусочно-непрерывная ф у н к ц и я  f ( t )  
удовлетворяет условию  ( 2 ) § 7 . 1 ,  f ( l )  =  F ( p ) t р =  а  +  ф,

1 ос

а  >  s 0 и  С t ~ d t  сход ит ся .  Тогда, если  С F {q)dq сходится, то
о р

/Л
f i t )  ,

^ ¡ F ( q ) d q .

чаем
Д о к а з а т е л ь с т в о .  И зменяя порядок интегрирования, полу*

оо j V  г  се  v

J F (?) lirn  ̂ W J /  (0 е-  <£ + ldt j d l  =
ч  a  \ 0  /

<х> , N  v со

=  lira f  / W  (  J 1 d i j d l  = H l) '=^ —t
w •* *  o ' a  '

=  | ф Г (а + / р > ^ /  =  / ,  p j ,

5= .v

£ = a

п отом у что / , v = Z-iQ fp> 0, A'

и
В самом дел е ,  пусть $с —  показатель роста ф ункции /  и N  — д о 

статоч но  большое число (/V >  у0), тегда и силу (2) из § 7.1
Т!

/ <V! j  Ziil е"^  i0) ' Л J e-i.v-s«,) 1 dt <.

Af
Г Ц Д /

где  число Г| >  0, которое мы определим ниже, пока произвольно.

Г ! (5)В ведем  п рассмотрение функцию ф (/) =  \  — В  силу уело-

о
пий теоремы функции (р (/) — ► 0  при I — ► 0; ср ( 0  непрерывна на {0, 1); 
Ф (^ диф ф ер ен ц ир уем а  на (0. ]) за  исключением конечного  числа то
чек; |ф  (/) | С  / (  УО <  /  <  1.



Интегрируя по частям, имеем  
л

Л д г =  e -(Af+íP)íd /  =  

о
л

=  ф (/) e-tJV+Ф» i ß  4 -  J (jV -1- ¿P) ф (/) e ’ {JV Wí,) 1 d t  =  

o
л

=  q > ( j l ) e “ <-V+»IH i - l - O V + Ф )  J  ф  ( í )  e - < - v + í P >  /

o
Зададим теперь п р о и з в о л ь н о е  число  е  >  О и п о дб е ре м  числа  

Г| >  0  так, чтобы ] ф (О I <  8  при О <  ¿ <  1]. Тогда  при N  >  ß

| A Af ! < e  +  e / i ^ + ß 5 ^ e - A ’i i/ i < e ( l +  ] /  

о
< ( 1  +  1 ^ 2 ) е .

Отсюда, для интеграла /д>, мы получаем с л е д у ю щ у ю  оценку:
  Д*

/ „ < ( ,  + г  2 ) . + ; n ¡ F _

и в силу произвольности е >  0  заключаем, что l im  / ^ = 0 .
N  - *  ее

Теорема доказана.

З а м е ч а н и е  1. Мы применяем здесь и ниж е измене
ние порядка интегрирования. Согласно теореме Фубини, 
которую мы здесь не доказываем, эта операция законна, 
если полученный после изменения кратный интеграл абсо
лютно сходится.

С л е д с т в и е  2.  П ус т ь  ф ункция  f  удовлет воряет  усло
виям теоремы  7 п р и  s0 =  0 (m.  е. \ f  (/) | ^  М  д л я  всех t >  0)

CD

и пусть дополнит ельно  несобственный и н т е г р а л  ^ dt
i

о©

сходится. Т о г д а , если и нт егр а л  ^ F { q ) d q  сходит ся ,  то
о

] j- f d t  =  ] F { q ) d q .
о о

t

П р и м е р  9. Найги изображение функции J s in 2 t d x .
о

Имеем sin 2ij== 2 /( /7? 4).  П о теореме 6  

2
7~  р ( р * - М )  *

J  s i n 2 T d T = i  

о



П р и м е р  10. Найти изображение функции

Н ам известно, что s i n /=== I/(/>2 - [ - 1). Поэтому по тео
реме 7

00
sin t  . (* dq . *  л  .

< ~ = ; J ' ? T T i ! a r c t S'? „ =  2 " —  arctg ;0 .
P

СО

П р и м е р  11. Найти интеграл
о

И спользуя  пример 10 и следствие 2, получаем

1 ^ л  =  1 - Н + т = агс‘8<?
® я
о 2*’

Т е о р е м а  8  ( з а п а з д ы в а н и е  о р и г и н а л а ) .  П ус т ь  
/  (/) =  0  п р и  I <  0 , т огда

о); р ] ~ е - р ь Щ { 1 ) ;  Р ] ,

где  / 0 —  нек о т о р а я  тонка  ( / 0 > 0 ).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем

/о »

о /0
ОС

00

=   ̂ е ~ р {и^ 1̂  ¡(и)с1и =  е - Р ^ Ь Ц ( и ) ;  р].  
о

П р и м е р  12. Так как / - К ( 0 ;  то (рис. 159)

Л);

П р и м е р  13. Пусть (рис. 160)

/ (0 а0(/ —Л) —аи (í — Лд) (А < /г,).



$ 7 . 2 .  И З О Б Р А Ж Е Н И Е  П Р О С Т Е Й Ш И Х  Ф У Н К Ц И Й

По теореме 2 и теореме 8  имеем

¿ [ П О ;  * ) ;  р 1— Ч М ' - Л ) ;  /> ]= *
? - М —

* 0 Н - Ь )

Iг

Р ис. 159,

/ / У )

/7

Р и с . 16 0 .

Л , *

П р и м е р  14. Найти изображение функции 1(1)  
(рис. 161), определенной на у  
отрезке [0 , 2 а] равенствами

А
|  А,  0 < / < а ,  

п ‘]~ \  о , а < ; < 2 а

и продолженной затем на 
весь луч  ̂ >  0  с  периодом 2 а. 

Имеем

1 I 
) 1 
I I 
> I

а  2 а  З а  5 а  Ь'а £  

Р и с . 161.

(*  + 1 )  а

£ [ / ( < ) ;  2  $
0 ка0

ас (2/е+ 1) а

5 е - Р ' Л 4 / = £  т - [ е _1раАа— е ~ Р ш + 1 ) а ]
ка  0 2*д 6=0

А (  1 - « - / * )  V  „ - 2 Л с д  -4 (1 - в - / > а ) __  /

к-О р (  1— е ~ 2г а) р ( \ - \ - е ~ Р а) '

Выражение

$  Л  (т )  / а ( / — т )  ¿ т

называется сверт кой  ф у н к ц и й  / х (/) и / 2  ( /)  и обозначается  
символом /* * / а.



Л е г к о  проверить, что
I г

5  к  ( Х )  / а  ( /  —  Т )  £ * Т  «  $  / ,  ( /  — т )  / а  ( I )  ¿ Т

О ■

(надо сделать замену переменной ( —  т =  и).
Т е о р е м а  У. Преобразование Л апласа  от  свертки  

равно произведению  преобразований Л а пласа  от  ф у н к ц и й
М О  « /а ( 0  (50 ( /г) =  30 ( /2)):

'  г

^ 5  Л (т> /а — X) йт; р  =

=  Ц М 0 ; р ] * Ч М 0 ; р].
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н а 

помним, что мы считаем, что 
/ 1  ( 0  =  / 2  ( 0  “ 0 при t < 0 .  Изме
няя порядок интегрирования 
(рис. 162) и учитывая, что
¡2 {1 —  х) =  0  для б < *  < т ,  имеем

0 0  I

Ц к * ! * *  р ] =  [ е ~ Р г 5  / 1  (х) /:2(/ —  т) йх  й( =
I) и

® ю

=  5 (х) [г (/ — т) £*/4т=.
О т

0& ✓  СО у

=  $ М т) е ~рЧ2 т) ^ =  {I —  т =  г, (Ц =  йг)=*

Ой /  ®  V

”  $  к  ( т ) (  \  в ‘ р и + 1 ) /1  ( * ) *  ) 4 т = .

О \1> /
во 00

=  \ f i { 1 ) e - pz d x \ f г { z ) e - P Ыz  =  L [ f l (т); р ] - Ц Ы * ) ;  р].
и о

Отметим, что двойной интеграл по бесконечному сек 
тору { 0  <  т ^  0  <  / <  оо[ от функции (х) / 2 ( ( — т)
абсолютно сходится при И е р >  $0.

П р и м е р  15.



С л е д с т в и е  3. П ус т ь  Р ( р ) ^ = [ ( 1 ) ,  0 { р ) ^ § { { ) ,
тогда имеет место ф орм ула  Д ю а м е л я 1)

Р ?  (Р) 0  (Р) %  /  (0  8  (0) +  $ /  (т) g '  { ( —  т) йх. (15)
и

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем
I

р  (р ) с  (р) =  5  /  (т) ё  (*— т) ам.
и

Отсюда, по теореме 5 о дифференцировании оригинала, 
получаем

Р ?  ( Р) 0 ( Р )  =

(О  $  ( 0 )  +  5  /  (Т) £  (* —  Т) ¿ т .  
Чо Л  у

Т е о р е м а  10. Если  1 Г ( / ( *); у)  и  Е [ [ ( х ) ;  р \ — соот 
ветственно преобра:ювания Ф у р ь г  и  Л а п л а с а  ф у н к ц и и  г
( М / )  < ° ) .  {П0

2 п Г  ( / (* ) ;  у )  =  1 Ц { х ) \  (у] +  Е [ ! { — х) \  — !>]. (16)

В самом деле,

2 л Г  (I (х)\ !/)=>
еь ® О

~  {х)(1х =  (х) $ е ~ Сх̂  (г) йх=*
— со (Т -  се

да
^  £ , [ / ( * ) ;  / / / ] + $ е ^ / ( —

о

=  (.X); *(/] +  £ ,[ /  (—  X); — 7 у ].

По формуле (16) легко иаити и зображ ение Фурье, если  
известно преобразование Лапласа ф ункции / .

П р и м е р  16. Пусть

|  е - ^ с о з р х ,  * ¡ > 0 ,  а > 0 ,

^ М = \ 0 , х < 0 .

Наити преобразование Фурье этой функции.

‘) О тносительно функции е  (/) м о ж н о  сд<.'л;мь такое жо приме
чание, как и сноске на с. *Ш, Дюимсль (171//— 1й72) — французски.!  
математик,



Преобразование Лапласа функции /  существует
(Ч (/) =  —  «)> поэтому

2л 5" (/( * ) ; / / ) = / - [ / ( * ) ;  iy]--~ L[ e ~ax tos f ix ' ,  t>] =  (- ^ q ~ q r p 5 •

Приведем б е з  доказательства ряд теорем о нахож де
нии оригинала ио известному изображению.

Т е о р е м а  11.  П у с т ь  Е ( р ) —  а н а лит ическ ая  ф ун к ц и я  
на  ра сш и р ен н о й  комплексной плоскости и точка р  — оо 
правильная и Е ( о о ) = 0 ,  т. е. ее р я д  Л о р а н а  имеет вид

СО

Си
/ ;  (/>)*= Л .  T k -

K = 1

Тогда  о р и г и н а л  этого изобрао:сения дается формулой  

(  0 ,  t <  О,

/ ( 0 = i  V  ,  1 1  / > 0  (17 )
^  Ч + i  „1 * 1 >  и -

V м=и
В самом деле,

се со ои со ф

[  /  { t ) e - P ' i U  =  У  e - p n n d t  =  ^ \  V ,  ^  , 
о- 8 t ? i P A

В силу теоремы 1 § 7.1 (единственности) теорема до
казана.

Т е о р е м а  1 2 . 11 уешь Т  (р) —  дробно-рациональная
ф ун к ц и я  с п о лю са м и  р 1У p z, p m. Тогда

m

/ ( < ) =  2  В ы ч \ F( p )  CP'I. (18)
1 l> = uk

Е сли  p k —  п р о ст ы е  полюсы и E ( p ) ~  A ( p ) / B ( p ) ,  где 
A  (/;), B ( p )  —  м ногочлены  без общих к о р н ей ,  то

т

/ ( 0 = V i M ev .  (19)
*=1 а  (Рь)

Т е о р е м а  13 (ф о р м у л а М е л л и н а *)). Е сли  Е  (р)—
аналит ическая  ф у н к ц и я  в  R e p  >  s0, Е (р) —* 0  равномерно

от носит ельно  arg р ,  п р и  \ р  \ —► оо, J | F  (р) \ d y  <  AI, то

1) Р,  X,  Меллин 1̂й54—1УЗЗ}— фински» математик.



F  (р) являет ся  изображением ф у н к ц и и
x + í®

= í  ePtp(P)dP ( x > so)‘ (2°)
ж - ¡o»

П р и м е р  17. Найти оригинал функции  

F (р) =  1 / (Р —  1 ) (ра +  О*

Будем пользоваться теоремой 12. Здесь А(р)*== 1, 
В  (р) — ( р —  1) (р2 - f -1). Точки р  =  1, р  =  ±  i являются п р о 
стыми полюсами функции F (р).  П о формуле (19) имеем 
{ В1 (р) =  Зра- 2 р + 1 )

.  , е* e i l  . е “ 1* 1 г .  , . -л

/ w = Т - У ( Г + о + 27^ТТ “  Т Iе - cos' - sm
П р и м е р 18. Найти оригинал f  ( 0 ,  если F  (р) =  sin ( \ / р ) .  
Имеем

. 1 1  1 i 1
ъ ш  р  ~  р  31 р *  +  5 \ p i

т. е. F (р)  удовлетворяет условию  теоремы 11. Поэтому

/ ( 0  =  1 — L  Ü  +  .
I  К Ч  31 21 ^  51 41

Д л я  удобства пользования сведем все полученные изо
бражения элементарных функций в единую  таблицу.

Н о м е р
п о

п о р я д к у
О р и г и н а л И з о б р а ж е н  и«

1 1
J

Р
а

2 s i n  а /
Р 2 -Í-

3 e o s  O.t
р

р 2 -1- а »

4 e o s  а { г - * „ )
+

Г - а  i \
J е . —

p - f - ' X

ч
6 s h  a t

р *  -  а 3



11омср
TOj

порядки
Оригинал Изображ ение

7 c l i  a t P
p i  —  a 3

8

9

10

11

е ~ а !  s i n  Р t  

e ~ a l c o s  (S/ 

i n

t ' 4  ( 0

P

G H -  a ) 4 - | i J

/7 - h a  

<p +  0 )» +  P»

Г  ( я - h  1)
p n  * l

1 '  d/y"

12

13

14

15

t e

t  s i n  a t

t  c o s  а /

/ ( 0 )  =  . . .  

0 ) = 0
t

J  f  ( t )  du

и

1

2 p a  

( p 8 + a 8) 2 

p 2 — a 2 

( p a - j - a a) J

/ » " f  (P)

16
7 f W

17

18

} ( D
t

00

J z7 (*/) d q  

p

e - p l u F  (p)

19 o 0 ( / — A) e - r h  1
P

2 0

21
h * U

/ ( 0 f f ( 0 )  +

М / ь  P l - M / ï !  Л]

-!- J  I  ( r )  g ' ( i  —  t )  dT

о
p L  t / ;  p ] - ¿  [ я ;  p]

22

oc
\  ■» / *

—  {' > 0 )
t  ^ '

V  £ i

к = 1



§ 7.3 . Приложения операционного исчисления

7.3 .1 .  О п е р а т о р н о е  у р а в н е н и е .  П усть дано  
линейное дифференциальное уравнение я-го порядка с 
постоянными коэффициентами

оах 1п) ( 0 + • • • + < * ! * ' ( 0  +  я»* ( 0

Требуется найти решение уравнения ( 1 ) для ¿ ¡ ^ 0  при 
начальных условиях

х  (0 ) =  х 0, х ' ( 0 )  =  х ’ =  (2 )

Пусть х  (У) является решением (1),  удовлетворяющ ее  
начальным условиям (2). Тогда после подстановки этой  
функции в (1) мы получим тождество. Значит, ф ункция,  
стоящая в левой части ( 1 ), и функция /  (() имеют одно  
и то ж е ¿-изображение:

L 2 -  ^ J t i \ 
к— U 01

I f  (0 ; р]-

В силу следствия 1 § 7.2

Р \ — р ь - ' х ф )  —  . . .

. . .  —  о х  (* - =,{0)  — ,v(fc-1)( 0 ) .

Поэтому, используя свойство линейности изображ ения,  
получаем

' d"x 1 + . . . + a J . [ . v ,  p] =  L[f-,  ,,}■a L d i u ; р

а„ \р Ч .  [х; Я] —  />"■%— Рп~ 2х ’0—  . . .  — рхЦ‘- 2) —  хХ1- " ]  - f  
+  tf„-i [pa‘ l L[ x ;  р] —  р » -* х 0 —  ■ • • - К - :' - - С ' 2,] +  • ■ •

. . . + f l i [ L [ x ;  p \  —  x 0\ +  aQL [ x > p] =  L{f> P i

Д ля краткости записи обозначим L [ x \  р\  =  х ( р ) ,  L [ f \ . p \
=  F (р).  Тогда

х  ( Р )  • [ a , tP H +  °»-iРн_1 +  ■ • • + <ЛН- «о] -
=  а я \ р » - %  +  p B“ a< +  . .  - +  а - Г Ч  +

+  a u - l [ / J,i *Л'о +  РГ1 3А'ц-|_ * ■ • +  л'и ‘ ^ j + - - *
• ■ ■ +  «г [ / > * 0  +  *о] +  ВД* +  (Р)- (3 >

Уравнение (3) будем называть вспомогательным у р а в н е 
нием  или изобрет ающ им у  р а с п а ш е м ,  или о п е р а т о р н ы м  
у р а вн ен и е м .



Отметим, что коэффициент при х ( р )  в (3) получается  
из лспой части ( 1 ) формальной заменой производных

— - на степени р*.  Обозначим этот коэффициент через  
А1к . 1 1

{ р ) ^ о нр г -!- а , +  . . .  +  а,р  +  я0.

Л егк о  видеть, что этот коэффициент язляется левой частью 
характеристического уравнении для дифференциального 
уравнения (1) (см. (2) § 1.16). Тогда изображение реше
ния находим в виде

V ( , , )  —  /  (р)_ к !  (4)
А ( / , )  - к „ ( р Г  А'„ (л) ’

где

'I „ - 1  (р) =  а д  +  а2 (Р-% "1- -О -Ь а я (р -х:< -ь рх[  4- х1) +  . . .
■ ■ - +  \ р " - 1х„ +  !>"-гх: +рх<п^ '  +  х<п- г’].

Г.ели начальные условия нулевые, т. е. .г0— . . .  - -  хЦ'-1' ~  О, 
то формула (■!) запшпетсп

<4 '>

Рел и  теперь по изображению (-1 ) или ('Г) мы найдем  
оригинал, то в силу теоремы единственности это и будет  
искомое решение х(1) .

П р и м е р  1. Решить уравнение

х  +  4дг=-=2, *„  =  * '  =  ().

П о формуле (4') имеем

Х ^   ̂ Р( РЧ~ 4 )  ’ 

так как 2 =  2/ р.  Р азл ож и м  изображение па простейшие 
дроби

I р
л' (Р) - '  о-

р  Р - - И
Отсюда

х  (I) = | ( т 0  (() —  у  соз 2  ̂=  — у  соэ 2 Л

Мы получили решение ( 1 — с о з 2 / ) /2  только для / ^ 0 .  
Л егк о  проверить, что оно удовлетворяет нашему уравне
нию и при / <  0. Впрочем, этот факт следует из общих  
соображ ений, на которых мы не останавливаемся. Эго 
замечание относится и к примерам 2 — 4.



Можно также воспользоваться теоремой 12 § 7 .2  (А - 2 ,  
В  =r.p (/>2- f  -1), В '  =  3 ^ 2 -{-4; 0 ,  ± 2 j —  п р о с т ы е  нули много
члена В  (/;)):

лО/ л — îî/Î
* ( 0  =  2  • '£Г(0) 1 В ’ ( 2 0  1 Й ' ( — 2/) 

__ 9 ; . + _ L e e/ i + I i 1 1 о ,=  С О Я  2Л

П р и м е р  2. * / Ч - 2 ; /  -1-5;/ гг й]м.\г, / / (0 )= -= 0 ,  /у' (0) - - 1 .  
С о ст ав и м  в с п о м о г а т е л ь н о е  у р а в н е н и е :

\р2у (р)—ру <°)—'/  Щ-\-Чру(р)—у (°)I +  $У (Я) ^ - г 'п  -н  г  *

У (/’) (р- -1- 2/; +  5) =  -I-1.
Отсюда
- /  ч = __________ 1____________ ,_______ 1_____   / > Ч - 2 ________

М н о го ч л ен  В  ( р ) - ■  ( р 1 - \ -  1) ( р 2 - \ - 2 p - \ -  5) и м е е т  п р о с п / о  
н у л и  р - - ± 1 ,  р——\ ± 2 / .  Н а  о с н о в а н и и  т е о р е м ы  12 § 7 . 2

( Л  =  р *  +  2 , В '  ( р )  -  2 р  ( р *  +  2р  +  5) +  2 (/, +  1) (/,* +  1)) 

имеем:

Л (± ()=■ I, В' (/) -■= •!/ (2 + 0, /Г (— 0 -  — и (2 — 0,
Л (—1 +2/) =  — 1— 4/, В’{ - \  + 20 - —81 (2/4- 1),
Л (—1—2/) —4/—1, Л' (—1—20 =  — 8/(2/ — I),

е 1 Х р — 1х   ( |  4 /) ¿ - 1  + Ц ) х

У  ( * )  = Ai (2 0  1 - 4 / ( 2 - -  0  ‘ — 8i ( 2 î +  1)
( 4 t — 1> +  - ’ ) х  s i n  A- c o s  .y . c o s  2 . v  , 9  . n

J — ..—  =  _ ------------- -- [-q * s i n  2.C
- 8 i  ( 2 i  —  I )  5  1 0 10 1 20

При решении дифференциального уравнения иногда 
удобно использование формулы Дюамсля (см. (15) § 7.2).

Будем рассматривать уравнение (1) при нулевых на
чальных условиях: х (0 )  — . . .  (0) = 0 .  К  этому сл у
чаю всегда можно свести задачу заменой искомой функ
ции по формуле

п ~ !

*(* )  =  ! / ( 0  +  £ т г * <и <°)-

Допустим, известно решение уравнения (I)  при пра
вой части, равной единице, и нулевых начальных уело-



киях. Операторное уравнение для данной задачи имеет вид

(р) (р) =  ~ ,  (5)

где х г (р)  —  изображение решения х г ({) указанной задачи.  
Из равенств (4') и (5) находим

X  ( р )  =  =  р х х (Р )  р  ( р ) .  (6)

Согласно формуле Дю амеля
/

р р  (Р) х 1 (р) %  /  ( 0  х г (0) +  5 /  (т) х\  (I — т) <Н
о

или учитывая, что л,1 (0 ) =  0 , получаем
I

X (р) =  р р  (р) XI ( р ) =  У  (т) х[ {I — т) йх.
и

Отсю да решение уравнения (1) при нулевых начальных 
усл овиях  будет  иметь вид

г

* ( 0  =  ^  С О  * , ' ( * —  т ) £ * т ,  ( 7 )
о

где а*, ( 0 — решение уравнения ( 1 ) п р и / ( / ) г з 1 и нулевых  
начальных условиях.

П р и м е р  3. Решить уравнение

л-" —  *  =  — - Ц - ,  х ( 0 )  =  х ’ (0) =  0.

Реш им  вначале задачу Коши для уравнения  

— * 1 =  *» * 1 ( 0 )  =  * ;  ( 0 )  =  0 .

Составим операторное уравнение:

( / > ) - * ,  ( / > ) = } ,  Х , ( Р ) =

Отсюда
А*! ( / ) “ :СИ  ̂— 1.

З а м е ч а н и е .  Так как правая часть уравнения  
х \  —  х [ — \ имеет специальный вид, то решение этого урав
нения м ож но проводить и обычным образом (см. § 1.18).



По формуле (7)
I t

2 ( 1 + e ' )
о a

e l f* e ~ i  d x  e ~ l Г  d ( e x  + 1 )

T  J 1 " + ^  T  J _ l +  <̂
d ( g T + D  

j l +  et
и о

i
e ~ l ,  < ¡ * 4 - 1 e*  f  e " t d e - i
- ]П- 2  T J - ^ m T

e - x  d e ~ i

о
t

=  s h / J n - ^ -  +  - i [  — i e ' + c * — I}.

7.3.2. Р е ш е н и е  с и с т е м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  
у р а в н е н и  й. Рассмотрим этот вопрос] на конкретном  
примере.

П р и м е р  4. Пусть требуется найти решение линейной  
системы

при начальных условиях у  (0 ) »  *( 0 ) =  0 .
Обозначим х { р ), у ( р )  изображ ения искомых функций.  

Составим вспомогательные уравнения:

Таким образом, для изображений мы получили линейную  
систему алгебраических уравнений. Определитель системы

Реш ая систему алгебраических уравнений, находим

2х +  у  +  х  =  1 , 

* 4 * 3 i / - b 2 i /  =  0

К \ Р ) =  р (5р2+ 7р.^2) • УКР) — 5 р ^ 7р-{-2 *



И зображ ение у ( р )  запишем в виде
-  I I 2  0 , 3

У \ Р ) —  5  — 0 , 0 9  3  ( / ? - 4 - 0 , 7 ) а —  ( 0 , 3 ) а ’

откуда

У ( t )  =  —  |" e~0,7t sh(0 ,3)  t.

Д ал ее

-  3  1 Ьр +  7
*  5 [(р —Н0 , 7 ) а—  (0 ,3 ) - |  + /; 5,;2 +  7 / > + 2

о  0 , 3  , 1  р  +  0 , 7

< / > + 0 , 7 ) > ~ < 0 , 3 ) *  ^  р (р +  0 ,7 ) 2 — (0,3)^
0.7

(Р Ч -0 ,7 )2 —  (0 ,3 )2 »

т. е.

* ( / ) -

=  2 е - ° ’ 71 sh ( 0 , 3 0 4 - 1  —  e ' 0,7i ch (0 ,3 i)  —  ~  e “ u’7i sh (0 ,3 /)  =3

^ - е>~ й'П ch ifi я

7.3.3. В ы ч и с л е н и е  и н т е г р а л о в .

1 —  cos  x t

J
и

1— l e-o.7t sh ( 0 , 3 0 —  e - 0 ’7' Ch (0 ,3 /) .

П р и м е р  5. Вычислить интеграл / ( * ) — — Q° s x t  d t .

Найдем и зо б р а ж е н и е  этого интеграла;

L [ I  (х );р]*=

е - Рх Г d t  d x  =  j  ^  е~^* (1 — cos xt)  d x ^ -  =
о oo

= ̂ L[l-cosx<; = ] £  =
О

f* dt ____1 . J_ 1« _  л
J  p  {р2- \ -Р )  ~  p 2 аГС ^  p  [/ =o  2 p* *
о

Таким образом,

/ ( * ) « y * .



§ 8 .1 .  Понятие обобщ енной функции

В последнее время в математики и се приложениях получили, 
большое применение обобщенные функции. Само понятие обобщенная  
функция возникло в работах II .  Д и р а к а 1).

Общая математическая теория обобщенных функций зал ож ена  
ь работах С. Л. С оболева2) и Л .  Шварца :!)

Н иж е излагаются элементарные сведения нз теории обобщенных  
функции, заданных па всей бесконечной действительной осп (— с», со).

В основе этой теории лежит пространство 6’, состоящее из ф ун к 
ций ф (* ) .  нопбше гоноря комплекснозпачпых (>ИЛ') • - Ф1 (•*) +  'фа (*). 
41 и <р2 — дейсгвительные функции). Каждая функция <| ¿ 5  обладает  
следующими свойствами:

1) ф (д) непрерывная па оси (— со, » )  бесконечно диф ф ерен ц и 
руемая функция;

2) для любого неотрицательного целого числа к и л ю бого  м;ю- 
члена произвольной степени п

Р п (.г) -  О0х" +  «, X» - 1 -I- . . .  -I- ом_ ! лг +  0 Я

произведение к -й производной от ф (х) па многочлен Р „ {х )  стремится  
к нулю при к — ► оо:

П т  ф ‘а >(х) Я „ ( а' ; ~ 0 .
Д *

Из этих свойств вытекает, что для каждой ф ункции с у 
ществует конечный иесоОстпеннын интеграл  

00

^ (л) I <  00 <й =  0 ,  1, 2, (1)
— »

В самом деле, по условию, например, существует предел  
1пн 1(1 -1-х 2)"» <р<А» ( * ) ] = 0 ,

х-* сс

| д е т  — любое натуральное число. Следовательно, для числа е = П  
существует такое число N  >  0 ,  что

| ( 1 + д г 2) я Ф1Л,и-)1 <  1 12)

-1) П . Дирак (1902 г. р ож д .)  —  английский физик.
-) С. Л .  Соболев (1908 г. р ож д.)  —  советский математик.  

Л .  Шварц (1915 г. р ож д .)  —  французский математик.



, | . 1Я у х е  | г  | >  N . 11 так как функция (1 + х - ) т ф(Л) {х) непрерывна 
1п  отрезке [— /V, /V], то по теореме Вейерштрасса (см. нашу книгу 
<.Высшая математика. Дифференциальное и интегральное исчисление',  
с. 9 4 ,  теорема 1) ее м о д у л ь  ограничен на [— ¿V, ¿V] некоторым чис
лом Л1:

ЗИим мы доказали, что всякая функция вместе со своими
производными (•>.'), принадлежит пространству L' =  L ' ( — ее,  оо).

Примером функции ( p £ S  может служить функция ф ( * ) = е х р  (— л:8). 
Г-n o  бесконечно дифференцируемая на (—  оо, оо) функция. Е е про« 
нзьодные соответствен но равны:

ф' (х) =  —  2х ехр (—  л:3),  ф" (лг) =  (4х‘г — 2) ехр (— л-2), 
ф '"  ( * )  =  ( —  8 л : 3 - f  12х) ехр ( —  а 2 ) .

П о иидукции нетрудно п о к а з а в ,  что

1дп Q k (x) еечь некоторый многочлен степени к.
Поли 1 енсрь Р „ (х )  есть произиольнын многочлен степени п,  то

i.ponaivj;ienne Р„ (г) Qk (x) =  R n + k (Л) есть, очевидно, некоторый мно*
I04.ICH степени n - \ - k  и

| ( 1 - М - ) отФ,А> (л - ) |< Л 1  ( x £ l - N ,  Л']).
Н о  тогда

и, следоьательно,

(3)

о ткуда ,  на основании признака сравнения

Фи> {x) =  Qk  W  ехр ( - * * ) ,

lim # * + * ( * )  е х р < —  л2) =  .

=  lim (c0*" + 4 - . . . - H tl* f c - i * - K n + f t ) e x p ( —  д:2) =  0 ,
Х-* »

и к  как при любом I >  О
lim х1 е х р  (—  л-) =  0

X -► со

(с м. т у ж е  книгу, с. 158, пример 2).

Рис. 1оЗ.

Вторым примером функции ф £ 5  является так называемая фи
н и т н а я  на  (— оо, со) ф ун к ц и я .  Это бесконечно дифференцируемая  
ф у н к ц и я ,  равная нулю вне некоторого отрезка [и, Ь| (рис. 153).



Любая ее производная тож е раина нулю вне [а ,  ¿>] и ,  следовательно,  
для любого многочлена Р „ ( х )  степени п

l im (л:) (л:) =  0.
X -*• *

Во множестве 5  вводится понятие предельного перехода.  
Последовательность {ф* (*)} функций 1 1 3 S  называется сходящейся 

к  функции в смысле S ,  если для любого неотрицательного це
лого числа /  н любого многочлена Р „ (х )  имеет место равенство

lim (q-fe* (* )— ■Ча> (л:)) Я„ (де> =  О
й -* »

равномерно относительно всех л £ ( — со,  оо). Иначе г о во р я ,  для лю
бого неотрицательного целого числа I, лю бого многочлена Р п (х) и 
любого к >  0  найдется число к» такое, что | (л) — ф<г> (х)  | - |  Р„ (дг)|<е,
для V/г >  ка н V a-^(— оо, 0 0 ).

Нели последовательность{ф*}сходится к (рв смысле 5 ,  то пишут

<ГН*)— *-ф(*) (S) ил» НП» Ф * ( * ) “ Ф (* )  ('Ь')-
А : - * »

Множество функций обладает следую щ им свойством: если
11 а < &— произвольные числа, вообще комплексные, то

а ф -f-ßiJi^S.

Благодаря атому свойству множество 5  называется линейным 
множеством (или пространством).

Введем определение: если каждой ф ун кц и и  ф £ в силу не
которого закона, приведено в соответствие число у ,  то говорят, что 
на S  определен функционал Г и пишут

y = F < p ~  (F, ф).

Функционал F называется линейным, если он обладает  свойством: 
каковы бы пн были  функции V 11 и комплексные числа а ,
ß, справедливо равенство

F (а ф  -J- 0ф) =  а 5 ф

или, в другой записи, (F, аф +  рт|;) =  а  (F, Ф) +  Р ( / 7. ^)-
Функционал F называется непрерывным,  если  для  любой после

довательности {фб} функции ф * £ $ ,  сходящ ейся  в смысле 5  к неко
торой функции ф, имеет место равенство

lim F ((fk) =  f  (if). 
я>л -* Ф <s )

Линейный и непрерывный функционал, определенный на S ,  

f  (Ф) =  (/■', ф) ( ф С 5 )

называется обобщенной функцией над S .
Совокупность всех обобщенных функций н ад  5  обозначается 

через S ' .  Приведем примеры обобщенных функций.
Пусть г  (х)  есть кусочко-нспрсрьншая ф у н к ц и я ,  удовлетворяю

щая неравенству
\ l  W l < c U  +  A-aJS



где / — некоторое натуральное число. П окаж ем , что интеграл

есть обобщ енная  функция ^ £ 5 ' ,  т. е. линейный непрерывный функ
ционал н а д  В  самом деле, на основании неравенства (4) и нера
венства (3),  в котором надо положить к =  О, интеграл (5)
сходится, и притом абсолютно;

Линейность функционала (5) очевидна. Функционал (5) является 
также непрерывным в смысле 5 .  В самом деле, пусть

Поэтому для любого е >  0  найдется N  >  0  такое, что при л >  /V

и мы доказали  непрерывность функционала ( /г, <р).
В а ж н о  отметить, что для того чтобы две кусочно-непрерывные 

функции  (ж) и Р 2 (*), удовлетворяющие п р и  некотором I неравен
ству  (4), представляли п р и  помощи равенства  (5) равные обобщенные 
функции ( \  =  необходимо и достаточно, чтобы имело место
равенство Ру  (дг) =  / г2 (*) во всех точках непрерывности Гу (.г) и Р г (*).

Д остаточность условия очевидна, так как величина интеграла не 
изменится, если  подынтегральную ф ункцию  изменить в конечном 
числе точек. Н о  м ож но доказать, что это условие является также и 
необходимым.

В связи со  сказанным обобщенную функцию , представимую при 
помощи интеграла (5) кусочно-непрерывной функцией Р  (*), о т о ж -

(б)

Л I Р  (х)  Ф (л) | йх <
— <х

00

—  00

£  ( ! + * * ) '

фя — * ф (5 ) .

Тогда, в частности, стремится к нулю величина

ш ах (1 +  **)*+1 |<р„ {х) —  ср (дг) | -— ► 0.
X

ш а х  ( 1 + * * ) *  + » | ф„ {*) —  Ф (дг) | <  е.
X

Н о тогда, в силу (4) и (6),
00

\ и :, ф „ )— (Р ,  ф ) | =  ^ ф (*)]<** <



д е с т и л я ю т  с этой обычной ф ункцией. Например, sin дг, - *г—  .
х

е х р ( —  х2), 2  °***. ° » W = { o ! Í Í o ’ “ ФУ,|КЦИЯ Х евисайда ,

обычные функции, но также и обобщенные, принадлежащие S'.  Д л я  
них справедливы неравенства типа (4):

Jsln * | < 1 ,
sin X

<  1, e x p  ( —  х2) <  I,

2  °к**
* =о

< с (  1 + х * ) п, l a 0 (jr) | <  I.

Имеется много и других обычных ф ункций Z7 (дг), которые о п р е 
деляют при помощи равенства (5) об о б щ ен н у ю  функцию F (F <£S'),  
хотя они и не удовлетворяют неравенству (4). Например, нетрудно  
показать, что функция ( х ) =  In | х  |, хотя  и не удовлетворяет н е 
равенству (4),  все же порождает обобщ енную  функцию ( ф £ о ) .

Однако существуют элементарные функции F {х), для которы х  
интеграл (5) не является линейным непрерывным функционалом н ад  .S’. 
Функция F  (дг) =  ехр  (дг2) является примером такой функции. В е дь  
Ф (л) =  ехр  ( — ^ ) ^ S ,  но

OD ® ®

^ F  ( x ) ( p ( x ) d x  =  ^ ехр (ла) e x p  (—  x 3) dx  *= ^ l d * = o o .
—  во  — »  — во

Обобщ енную функцию F £ S ' ,  п ор о ж д ен ну ю  обычной ф ункцией  
F (х) в виде интеграла (5), называют р егул я р н о й  обобщенной ф у н к 
цией.

Однако в S'  входят также и други е  обобщенные функции.
Важным примером обобщенной нерегулярной функции является  

дельта-функция Д ирака,  обозначаемая через  6 (х).
Ф ункция 6 (х)  есть функционал, определенный на функция x ( f £ S  

при помощи равенства (b, < } ) = ф ( 0 )  (Ф(Е^)*
6-функция приводит в соответствие каждой функции ф £ 5  ее  

значение в точке х  =  0. Можно доказать ,  что не существует обычной  
функции F  (дг), которая представляла бы 8-функцию в виде инте
грала (5), т. е . функция Дирака —  это п одл инно  обобщенная ф ун кц и я .

§ 8 .2 .  Операции над обобщ енны ми функциями

Производная от обобщенной ф ун к ц и и  F £ S '  по определению есть  
обобщенная функция F',  определяемая равенством

( F \  ф) =  —  (F ,  ф')  0 )

Так как из того, что ф £ 5 ,  следует ,  что ф ' £ 5 ,  и из того, что  
(|;н ► ф (5 ) ,  следует, что ф / ,— ► ф' (S) ,  то функционал (F , <(/)
является непрерывным функционалом над 5 .  Линейность его оче-  
иидн.1. О пределение (1) естественно, потому что, если, например,



обычная функция / : (а) £ 5 ) то

ОЭ со со

Л /г' (л) ф (*) йх =  Р  (я) ф (*) — Ц р  (дс) ф' (л) йх  =
— 00 -С© — 00

00

=  —  £  р ( х ) у '  {X) йх.
— Я

Ведь всякая функция из 5’ стремится к нулю при х — » оо. Очевидно,  
что любая обобщенная функция /  £ 5 '  имеет производную (обобщен
ную) какого угодно п ор ядк а ,  определяемую по индукции Р*Ю— (Р{Л~ 1,У. 

Таким образом,
(Я*>, ф) =  ( -  1 )* (/ \  ч<*>).

Например,

(б<*1, ф) =  (—  1 (б, =  (0);

(о 0, Ф )  =  -  (сг0, Ф ' )  =
СО СО СО

— —  $ <*о (*> ф ' I * )  $ ф ' I * )  — ф  (* )  | е=ф(0) =  (б, ф ).
- ®  о о

Таким образом, производная от регулярной обобщенной функции  
Хевисайда о и (к) равна б (х), т. е. подлинно обобщенной функции

(о'о (О =  6 (*)).
По определению последовательность обобщенных функций Р п £  

сходится к  функции  / • ' ^ 5 ' (^ л — ►/•'(Я')), если

{Рп , ц )= * ( Р ,  ф) (уф  € 5 ).
и -+ ®

Отсюда автоматически также следует, что последовательность  
производных Р п сходи тс я  к производной Р ' , потому что

(/■«. ф) =  — (^И. ф ' ) — *■ - (/%  ф ' ) = ( ^ ' .  ф) ( « — ► » ).

Можно рассматривать ряд
/• =  , , ,  (2)

функций имеющий своей суммой ф ункцию  что надо
понимать в том смысле, что 

N

2 “ * ^ ^  (5 ') ~ *■
* = 1

Из сказанного, очевидно,  следует, что ряд  (2) мож но почленно 
дифференцировать

Ь ' =  Ц| +  +  ы # +  . . . ,  (3)

т. е. ряд (3) сходится  в смысле (5')- Но тогда его мож но тоже  
почленно дифференцировать:

Р" — «1“[ - Ы а +  •»•

и т . Д.



Д л я  обобщенной ф ункции  Р  по определению вводится операция  
умножения на бесконечно дифференцируемую функцию X (х)  с по
мощью равенства (X/1', ф ) ~ ( / г, Хф).

Отметим еще, что если Р ( х ) £ $ ' ,  ц Ф  0 — действительное число, 
то обобщенные функции /■'( ц — х ) ,  ^  (|х.г) определяются при помощи 
равенств

( Р ( ц — х ) ,  ф ( х ) )  =  ( Р ( Д  < И ц — * » ,

(г(¡IX),  ф м )  н м - 1 ( м * ) .  ? ( • £ ) ) ; .

Естественность данны х определений легко выясняется из обыч
ных функциях из пространства 5 .

§ 8.3. Преобразование Фурье обобщенных функций

Отметим, что если функция ф принадлежит 5 ,  то  ее  преобразо-

ванне Фурье ф (* ) = *   ___ ■ \  ф ( 1 ) е ~ 1х1 М  такж е принадлеж ит 5 .
У 2 л  J— СЙ

При этом преобразование\р=<р отображает 5  на 5  линейно и непре* 
рыв но.

Непрерывность заключается о том, что если какая-либо  после
довательность функций сходится в смысл« 5  к функции х|>,
то и 1] п сходится к с(,;

Фл — *-ф (5) при фп — ч р  (5 ) .

Подобные факты имеют место и для обратного преобразования

Фурье 9  функции ф £  5  ^<р (*) =  ^  ф (О £,' дс( ¿ ¿ V
— ®

После сделанных замечании естественно определить преобразова
ние Фурье обобщенной функции Г  £  У  с помощью сл ед у ю щ их  равенств:

(р. ф) =  (/'. <Г). (;?. Ф) =  (/Г. Ф). (!)
л х

Так как для функции ф £ 5  имеет место равенство ф =
(см. § 4 .12 ,  с. 298), то подобные равенства верны т а к ж е  для обоб

щенных функции: 1: г = Р  =  Р ,  /'‘ £ У .  В самом д ел е ,  например,  

(¡•\ 1{ )  =  ( р ,  ф ) « ( Я, ч)  =  ( / - '1 ф ),  откуда следует, что / • = / ■ ’.
Отметим еще, что если < р ( 0 О >  то Ф ( 0 .  *ф ( О,  ф ' ( 0  также  

принадлежат и имеет место равенство



ил», коротко,

<р' =  1/ф (ф' =  —  1/ф). (2)

Д л я  обобщенных функций имеет место подобный факт:

р '  ~  ¿хр =  — (дР.  (3)

В самом деле ,  и..пример ч силу (1) и (2), получаем 

<—  1 х Р ,  ф у ) = ( Р ,  — йф) =  (^ , — (\кф) =
У') =  { Р \  ф),

с. с. р '  — —  гхР и (3) доказано.
П о  индукции легко выводим, что

Р ^  =  (1х)*Р =  { ~ 7 $ Ч ?  (/г = 0 ,  1 , 2 ,  . . . ) .

П р и м е р .  Найти преобразование Ф урье обобщенной функции  
Д ирака.

Р е ш е н и е .  По определению имеем
00 м

& Ф ) = < б , ф )  =  ф ( 0 ) = = ^ ~ -  £  у ( 1 ) е - ‘-*Ы(\х = 0 = у ~ ^  |  ф ( 0 ^ .
—  00

1 -г I
Отсюда 6 =  , — . Аналогично можно получить, что б е з  —.

V  ^  У * *
Преобразование Фурье обобщенных функций обладает свойствами 

преобразований Фурье обычных функций, отмеченных в задачах § 4.12,

с. 298. Н ап ри м ер,  если / г£ 5 ' ,  то е ,*и ^  =  /-'(д:+ |а) при любом дей" 
ствительном ц  Ф- 0.

В самом деле,  на основании подобного свойства для функций  
из имеем



А в т о н о м н а я  н о р м а л ь н а я  с и с т е м а  03  
А м п л и т у д а  к о л е б а н и я  2 6 0  
А н а л и т и ч е с к а я  ф у н к ц и я  3 7 0  
А с и м п т о т и ч е с к и  у с т о й ч и в о е  р е ш е н и е  

121

Б е р н у л л и  у р а в н е н и е  31  
Б е с с е л я  ф у н к ц и и  1 1 6 .  3 5 0

В а р и а ц и и  м е т о д  3 1 .  7 7 ,  1 1 0  
В а р и а ц и о н н а »  з а д а ч а  3 6 8  
В е й е р ш т р а с с а  п р и з н а к  1 9 5
—  т е о р е м а  3 1 0
В е к т о р  с о б с т в е н н ы й  101  
В е к т о р - ф у н к и н я  91  
В е к т о р о в  п о л е  9 4 .  2 0 5  
В н е ш н я я  м е р а  м н о ж е с т в а  1 42
—  ф и г у р а  141
В н у т р е н н я я  м е р а  м н о ж е с т в а  142
—  ф и г у р а  1 4 2  
В р о н с к и а н  6 8
В р о н с к о г о  о п р е д е л и т е л ь  6 8 ,  97  
В ы ч е т  ф у н к ц и и  4 1 2 .  4 1 3  
В ы ч и с л е н и е  и н т е г р а л о в  п р и  п о м о щ и  

в ы ч е т о в  4 l 'J
—  —  —  —  о п е р а ц и о н н о г о  н а ч и с л е 

н и я  4 5 2

Г а р м о н и к а  2 6 2
Г а р м о н и ч е с к а я  ф у н к ц и я  3 2 9 ,  381  
Г а р м о н и ч е с к о е  к о л е б а н и е  8 8 .  2 0 0  
Г л а в н а я  ч а с т ь  р я д а  Л о р а н а  4 05  
Г л а д к а я  п о в е р х н о с т ь  2 3 1  
Г р а д и е н т  ф у н к ц и и  2 1 1

Д в о й н о й  и н т е г р а л  1 3 6  
Д е л ь т а - ф у н к ц и я  4 5 7  
Д и а м е т р  м н о ж е с т в а  1 3 5  
Д и н е р г е н ц и я  в е к т о р а  2 4 5  
Д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е  и з о б р а ж е н и я  4 3 0  
—  о р и г и н а л а  4 3 7

Ж о р д а н а  м е р а  1 3 8 ,  1 42

З а д а ч а  Д и р и х л е  3 2 9 ,  3 3 0 ,  3 3 2
—  К о ш и  1 2 .  5 3
— . п о с т а в л е н н а я  к о р р е к т н о  1 20
—  Ш т у р м а  —  Л н у в н л л я  3 3 6 ,  3 5 3  
З а м е н а  п е р е м е н н ы х  о  и н т е г р а л е  1 6 3 ,

1 65
З а м к н у т ы й  к о н т у р  2 01  
З а п а з д ы в а н и е  о р и г и н а л а  1 4 U

И . ч о б р а ж е н и е  Л а п л а с а  4 3 2
—  с в е р т к и  4 4 2
—  ф у н к ц и и  4 3 2  
И з о к л и н а  21  
И н т е г р а л  д в о й н о й  1 3 в
—  Д и р и х л е  3 5 6
—  ,  з а в и с я щ и й  о т  п а р а м е т р а  1 б Г
—  к р а т н ы й  1 3 9
—  к р и в о л и н е й н ы й  в т о р о г о  р о д е  2 0 8
—  ■—  п е р в о г о  р о д а  2 0 3
—  м а т р и ц ы  9 6
—  о т  в е к т о р а  в д о л ь  к р и в о й  2 0 7
—  п о  о р и е н т и р о в а н н о й  п л о с к о й  о б л а с -  

т и  2 3 8
—  —  п о в е р х н о с т и  п е р в о г о  р о д а  ‘¿'¿V
—  п о в т о р н ы й  1 5 1
—  п р о с т о й  Ф у р ь е  2 9 5
—  П у а с с о н а  1 8 9
—  Р н м а н а  1 3 6 .  1 3 7 ,  1 3 8
—  т и п а  К о ш и  3 9 9
—  т р о й н о й  1 3 7
—  Ф у р ь е  2 9 8  
И н т е г р а л а  о с т а т о к  1 9 6  
И н т е г р а л ь н а я  к р и в а я  1 1 ,  6 3 ,  5 5  
И н т е г р и р о в а н и е  и з о б р а ж е н и я  4 3 8
—  о р и г и н а л а  4 3 8
—  у р а в н е н и й  п р и  п о м о щ и  р я д о в  1 1 3
—  ф у н к ц и й  к о м п л е к с н о г о  п е р е м е н н о 

г о  3 9 1

К л а с с и ф и к а ц и я  и з о л и р о в а н н ы х  о с о б ы х  
т о ч е к  4 0 9

—  о с о б ы х  т о ч е к  н а  б е с к о н е ч н о й ! л  
4 1 5

—  т о ч е к  п о к о я  1 2 5  
К о л е б а н и е  м е м б р а н ы  3 4 8
—  п р у ж и н ы  8 7  
—• с т р у н ы  3 4 2  
К о н т у р  з а м к н у т ы й  20 1  
К о н ф о р м н о е  о т о б р а ж е н и е  3 7 3  
К о о р д и н а т ы  п о л я р н ы е  1 6 8 ,  1 7 1
—  с ф е р и ч е с к и е  1 / 1  
~  ц е н т р а  м а с с  1 8 1
—  ц и л и н д р и ч е с к и е  1 73  
К о р р е к т н о  п о с т а в л е н н а я  з а д а ч а  1 2 0  
К о с и н у с - л р е о б р а а о в а н и е  Ф у р ь е  2 9 9  
К о э ф ф и ц и е н т ы  т р и г о н о м е т р и ч е с к о г о

р я д а  2 6 2
—  Ф у р ь е  2 6 8 .  2 7 0 ,  2 9 1 ,  3 1 6 ,  3 2 0  
К р и в а я  з а м к н у т а я  2 01
—  —  с а м о н е п е р е с е к а ю щ а я о я  2 01
—  к у с о ч н о - г л а д к а я  2 0 0
—  н е п р е р ы в н а я  2 0 0
—  о р и е н т и р о в а н н а я  2 0 0  
К у с о ч н о - г л а д к а я  п о и е р х а о с г ь  2 3 5



Л е б е г а  м е р а  1 4 2
Л и н е й н о е  у р а в н е н и е  в ы с ш е г о  п о р я д к а  

6 5
—  —  п е р в о г о  п о р я д к а  2 9  
Л и н е й н о с т ь  и з о б р а ж е н и я  4 3 4  
Л и с т  М е б и у с а  2 3 3

М а т р и ц а  е д и н и ч н а я  1 01
— К о ш н  0 9
—  о б р а т н а я  9 5
—  с и м м е т р и ч е с к а я  1 0 6
—  ф у н д а м е н т а л ь н а я  9 8  
М е р а  Ж о р д а н а  1 3 8 ,  1 4 2
—  Л е б е г а  1 4 2
М е т о д  в а р и а ц и и  п р о и з в о л ь н о й  п о с т о 

я н н о й  3 1 ,  7 7  
«— к а с а т е л ь н ы х  4 1
—  Л а г р а н ж а  1 1 0
—  Н ь ю т о н а  41
•—  Ф у р ь е  р а з д е л е н и я  п е р е м е н н ы х  3 3 5  
• -  Э й л е р а  п р и б л и ж е н н о г о  р е ш е н и я  

у р а в н е н и я  4 6  
М е т р и ч е с к о е  п р о с т р а н с т в о  3 5  
М н о ж е с т в о  м е р ы  н у л ь  1 4 3  
- -  с в я з н о е  3 7 0  
М о м е н т  и н е р ц и и  1 8 5

Н а ч а л ь н о е  у с л о в и е  1 2 ,  В З ,  3 2 9  
Н е п о д в и ж н а я  т о ч к а  о п е р а т о р а  3 8  
Н е р а в е н с т в о  Б е с с е л я  2 8 1
—  В у н я к о в с к о г о  2 7 9
—  М и н к о в с к о г о  2 8 0
—  1 ( ' е у г о л ь н и к з  3 5  
Н е с о б с т в е н н ы й  и н т е г р а л  1 8 5
—  —  а б с о л ю т н о  с х о д я щ и й с я  1 8 6
—  —  . з а в и с я щ и й  о т  п а р а м е т р а  191  
•— —  р а в н о м е р н о  с х о д я щ и й с я  19 2 ,

19 7
—  —  с х о д я щ и й с я  1 8 6 ,  191 
Н е у с т о й ч и в ы й  у з е л  1 2 8 ,  1 3 2  
Н о р м а  ф у н к ц и и  2 8 0

О Л л а с т ъ  о д и о с в н э н а я  2 1 7 ,  3 7 0
—  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и и  3 6 8
—  т и п а  Н  2 2 4 ,  2 4 6 ,  2 4 8
—  э л е м е н т а р н а я  2 2 4  
О б о б щ е н н а я  ф у н к ц и я  4 5 5  
О б р а з  м н о ж е с т в а  3 6 8
О б щ и й  и н т е г р а л  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  

у р а в н е н и я  15 
О г и б а е м а я  к р и в а я  61  
О г и б а ю щ а я  с е м е й с т в а  к р и в ы х  81  
О п е р а т о р  а д д и т и в н ы й  6 5
—  Г а м и л ь т о н а  2 1 6
—  Л а п л а с а  2 5 9 .  3 2 9 ,  3 6 0 ,  3 8 1
—  л и н е й н ы й  6 5
•— —  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы й  л - г о  п о р я д 

ка 6 5
—  н е п р е р ы в н ы й  3 8
—  о д н о р о д н ы й  6 5
•— с а м о с о п р я ж е н н ы й  1 0 6
—  с ж и м а ю щ и й  3 8  
О п е р а ц и о н н о е  и с ч и с л е н и е  4 3 1  
О п р е д е л и т е л ь  В р о н с к о г о  6 8 ,  9 7
—  Я к о б и  1 6 5 .  2 3 7  
О р и г и н а л  4 3 2  
О р и е н т а ц и я  к р и в о й  2 0 0

о б л а а т и  2 2 3  
• -  п о в е р х н о с т и  2 3 1 ,  2 3 5  
О р т о г о н а л ь и а я  с и с т е м а  ф у н к ц и й  2 8 2 ,  

3 5 2

О р т о г о н а л ь н о с т ь  ф у н к ц и й  2 8 2  
О р т о н о р м и р о в а н н а я  с и с т е м а  ф у н к ц и й  

2 8 2
О с о б а я  т о ч к а  и н т е г р а л а  1 8 5 ,  1 9 7  
О с о б е н н о с т ь  с у щ е с т в е н н а я  4 1 1 )  4 1 0  
—  у с т р а н и м а я  4 1 0 ,  4 1 5  
О с о б о е  р е ш е н и е  5 0  
О ц е н к а  к о э ф ф и ц и е н т о в  Ф у р ь е  2 7 8

П л о щ а д ь  п о в е р х н о с т и  1 7 5  
П о в е р х н о с т н ы й  и н т е г р а л  в т о р о г о  р о д а  

о т  в е к т о р а  2 4 2  
П о в е р х н о с т ь  г л а д к а я  231,
—  к у с о ч н о - г л а д к а я  2 3 5
—  п о л и э д р а л ь н а я  2 5 7  
П о л е  в е к т о р о в  9 4 ,  2 0 5
— н а п р а в л е н и й  19. 2 0
—  п о т е н ц и а л а  21 1
—  с о л е н о н д а л ь н о е  2 5 2
—  т р у б ч а т о е  2 5 2
П о л н а я  о р т о г о н а л ь н а я  с и с т е м а  ф у н к 

ц и й  2 8 5 ,  3 1 1  
П о л н о т а  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  ф у н к ц и й

28С
П о л о ж е н и е  р а в н о в е с и я  с и с т е м ы  1 22  
П о л ю с  ф у н к ц и и  4 1 0 ,  4 1 6  
П о н и ж е н и е »  п о р я д к а  у р а в н е н и я  61  
П о р я д о к  р о с т а  ф у н к ц и и  4 3 2  
П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  и т е р а ц и о н н а я  3 8
—  с х о д я щ а я с я  3 6
—  ф у н д а м е н т а л ь н а я  3 6
—  ф у н к ц и й  3 6
—  —  с х о д я щ а я с я  37
—  — , —  в с м ы с л е  с р е д н е г о  к в а д р а т и 

ч е с к о г о  2 8 0
—  —  п о  н о р м е  2 8 0
—  — . —  р а г . н о м е р н о  3 7  
П о т е н ц и а л  211
П о т о к  в е к т о р а  2 41
П р а в и л ь н а я  ч а с т ь  р я д а  Л о р а н а  4 0 5
П р е о б р а з о в а н и е  Л а п л а с а  4 3 2
— — с п е р т к и  44?
—  Ф у р ь е  2 9 8 ,  4 5 9
—  Х е в и с а й д а  4 3 3  
П р и з н а к  В е й е р ш т р а с с а  19 5  
П р и з н а к и  с х о д и м о с т и  р я д а  Ф у р ь е  2 71  
П р и н ц и п  с ж а т ы х  о т о б р а ж е н и й  3 7  
П р о б л е м а  Ш т у р м а  —  Л н у н и л л я  3 3 6  
П р о и з в о д н а я  о т  м а т р и ц ы  9 5
—  ~  ф у н к ц и и  3 7 0
—  —  о б о б щ е н н о й  ф у н к ц и и  4 57  
П р о с т о й  и н т е г р а л  Ф у р ь е  2 9 5  
П р о с т р а н с т в о  л и н е й н о е  4 5 5
—  м е т р и ч е с к о е  3 6
—  н е п р е р ы в н ы х  ф у н к ц и й  37
—  п о л н о е  3 7
—  5  ( 5 ' )  4 5 3 ,  4 5 6
—  ф а з о в о е  9 3 ,  94
П р я м о е  п р о и з в е д е н и е  м н о ж е с т в  191
П р я м о у г о л ь н и к  1 3 8

Р а в е н с т в о  П е р с е в а л я  - •  С т е к л о в а  2 8 4 ,
2 8 7

Р а в н о м е р н о  с х в д н щ и й с я  н е с о б с т в е н 
н ы й  и н т е г р а л  1 9 2 ,  1 9 7  

Р я с о т о я к к «  3 6
Р е г у л я р н а я  о б о б щ е н н а я  ф у н к ц и я  

4 5 7
Р е ш е н и е  а с и м п т о т и ч е с к и  у с т о й ч и и о е

121
* -  Д а л а м О е р ё  ¿ 4 8



Р е ш е н и е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е 
н и я  IО

•— о б щ е е  л и н е й н о г о  у р а в н е н и я  н е о д 
н о р о д н о г о  6 7 .  8 0

—  —  —  —  о д н о р о д н о г о  72
—  о с о б о е  6 0 ,  5 2
—  у с т о й ч и в о е  1 2 0
—  ч а с т н о е  12  
Р о т о р  в е к т о р а  2 1 6  
Р я д  Л о р е н а  4 0 3
—  м а ж о р и р у ю щ и й  2 6 6
—  с т е п е н н о й  4 0 0  
•— с х о д я щ и й с я  2 0 6
—  Т е й л о р а  4 0 2
—  т р и г о н о м е т р и ч е с к и й  2 6 2
—  Ф у р ь е  2 6 8 ,  2 8 3 .  2 9 0 .  3 1 0 .  3 2 0
—  —  в к о м п л е к с н о й  ф о р м е  2 1 ) 0
—  —  п о  о р т о г о н а л ь н о й  с и с т е м е  Ф у н к*  

ц и  й 2 9 0

С п е р т к л  ф у н к ц и й  441 
С в я з н о е  м н о ж е с т в о  3 7 0  
С е д л о  12 8
С и н у с - п р е о б р а з о в а н  н е  Ф у р ь е  2 9 0  
С и с т е м а  к о о р д и н а т  л е в а я  2 3 3
—  —  п о л я р н а я  1 6 8
—  —  п р а в а я  2 3 3
—  —  с ф е р и ч е с к а я  171
•—  —  ц и л и н д р и ч е с к а я  J 7 3
—  л и н е й н о  з а в и с и м ы х  ф у н к ц и й  6 6
— —  н е з а в и с и м ы х  ф у н к ц и й  6 6 .  0 7 ,  

2 8 ?
—  у р а в н е н и й  а в т о н о м н а я  93
—  —  г и п е р б о л и ч е с к а я  1 34
—  —  д и н а м и ч е с к а я  0 3
—  —  н о р м а л ь н а я  6 0 ,  9 3  
—-  —  о д н о р о д н а я  94
—  —  п а р а б о л и ч е с к и «  1 3 t
—  —  э л л и п т и ч е с к а я  134
—  ф у н к ц и й  о р т о г о н а л ь н а я  2 8 2 .  351!  
С к а л я р н о е  п р о и з в е д е н и е  ф у н к ц и й  27'j  
С о б с т в е н н а я  ф у н к ц и я  3 3 0 .  3 5 0  
О ' б с и ' е и н о е  з н а ч е н и е  3 3 6 .  3 5 0  
С о б с т г е п и ы й  в е к т о р  101
С тн -к тр  н е п е р и о д и ч е с к о й  ф у н к ц и и  3 0 4  
- -  п е р и о д и ч е с к о й  ф у н к ц и и  3 0 4  

С т а ц и о н а р н о е  р а с п р е д е л е н и е  т е п л а  3 2 9  
С т о р о н а  п о в е р х н о с т и  2 3 2  
С т р у к т у р а  о б щ е г о  р е ш е н и я  л и н е й н о г о  

о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  7 0  
С т р у н а  3 4 2
С у м м а  и н т е г р а л ь н а я  Р и м а п а  139
—  Ф е й е р а  3 0 6 ,  3 1 7
—  Ф у р ь е  2 8 5
С х о д и м о с т ь  в с р е д н е м  к в а д р а т и ч е с к о м  

2 8 0
—  н< с о б с т в е н н о г о  и н т е г р а л а  1 6 5 ,  191
—  п о  н о р м е  2 8 0
—  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  о б о б щ е н н ы х  

ф у н к ц и й  4 5 8
—  с т е п е н н о г о  р я д а  4 0 0

Т а б л и ц а  и з о б р а ж е н и й  44G
Т е м п е р а т у р а  т е л а  3 2 5
Т е о р е м а  Г а у с с а  —  О с т р о г р а д с к о г о  2 4 0
—  Г « л ь д и н а  1 8 2 ,  1 83
—  К о ш и  3 9 3
—  Л я п у н о в а  123
—  о  в ы ч е т а х  4 1 8
•— | ~ у щ е с т в о в а н н н  р е ш е н и и  ^ и е . м ш  

у р а в н е н и й  СО

Т е о р е м а  с у щ е с т в о в а н и я  р е ш е н и я  у р а в *  
н е н и я  в ы с ш е г о  п о р я д к а  5 8

—  —  —  —  п е р в о г о  п о р я д к а  3 2 ,  49
—  Ф е й е р а  3 0 8
Т о ч к а  н е п о д в и ж н а я  о п е р а т о р а  8 В
—  о с о б а я  и з о л и р о в а н н а я  4 0 9
—  п о к о я  1 22
Т р а е к т о р и я  ф а з о в а я  9 3 ,  9 4

У з е л  н е у с т о й ч и в ы й  1 2 8 ,  1 3 2  
- -  у с т о й ч и в ы й  1 2 7 ,  1 3 2  
У р а в н е н и е  Б е р н у л л и  31
—  Б о с с е л я  1 1 4
—  в в а р и а ц и я х  3 5 9
—  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  9 ,  1 0
—  —  в ы с ш е г о  п о р я д к а  6 9
—  —  л и н е й н о е  2 9
—  —  о б ы к н о в е н н о е  10
—  —  —  л е р л о г о  п о р я д к а  в  п о л н ы х  

д и ф ф е р е н ц и а л а х  2 2 0
—  —  —  —  —  о д н о р о д н о е  2 5
—- —  —  —  —  с  р а з д е л е н н ы й ) '  п е р е 

м е н н ы м и  2 3
—  и з о б р а ж а ю щ е е  4 4 7
—  к о л е б а н и я  с т р у н ы  3 4 4 ,  3 6 1
—  о п е р а т о р н о е  4 4 7
—  с  п о с т о я н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и  Т 2
—  т е п л о п р о в о д н о с т и  3 2 7 .  3 3 4 .  3 6 2
—  х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  73, ¡0 1
—  Э й л е р а  7 6
У с л о в и я  К о ш и  —  Р н м а н а  3 7 8

Ф а з а  к о л е б а н и я  2 6 0  
Ф а з о в а я  с к о р о с т ь  9 4
—  т р а е к т о р и я  9 4
Ф а з о в о е  п р о с т р а н с т в о  9 3 , 94 
Ф и г у р а  в н е ш н и м  м н о ж е с т в а  Н Г  
- -  в н у т р е н н я я  м н о / к с с т в а  H I  
Ф о к у с  1 3 0 ,  131  
Ф о р м у л а  Г р и н а  2 2 4 ,  2 2 8
—  Д а л а м б е р а  3 4 8
—  Д ю а м е л н  4 4 3
—  К о ш и  3 9 6
—  М е л л н н а  4 4 4
—  С г о к с а  2 1 8 .  2 5 5  
Ф у н д а м е н т а л ь н а я  м а т р и ц а  9 3
—  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  3 6
—  с и с т е м а  р е ш е н и й  6 6 ,  7 1 ,  9 3  
Ф у н к ц и и  Б е с с е л я  П О
—  л и н е й н о  з а в и с и м ы е  6 6
- -  —  н е з а в и с и м ы е  6 6 .  9 7 ,  2 8 2  
Ф у н к ц и о н а л  3 0 7
—  л и н е й н ы й  4 5 5
—  н е п р е р ы в н ы й  4 Б 5  
Ф у н к ц и я  г а м м а  1 9 8
—  г и п е р б о л и ч е с к а я  3 7 6
—  Д и р а к а  4 5 7
—  е д и н и ч н а я  4 3 3
■— к о м п л е к с н о г о  п е р е м е н н о г о  м н о г о 

з н а ч н а я  3 6 8
—  —  —  о д н о з н а ч н а я  3 5 7
—  н а I у р а л ы ш й  л о | о р и ф м  3 8 7
—  н о р м а л ь н а я  2 ь 2
—  о б о б щ е н н а я  4 5 5
—  о б р а т н а я  3 8 4
—  п о к а з а т е л ь н а я  3 7 5 ,  3 8 7
—  П о т е н ц и а л ь н а я  2 0 6 .  2 1 1
—  с т е п е н н а я  3 7 4 ,  381)
- -  Ф и н и т н а я  4 5 4  
Ф у р ь е  и н т е г р а л  2 9 8
—  —  п о в т о р н ы й  2 9 7



Ф у р ь е  и н т е г р а л  п р о с т о й  2 9 5
—  к о э ф ф и ц и е н т  L’ 6 8 ,  2 7 G .  2 0 1  » 3 1 0 ,  

3 2 0
<— п р е о б р а з о в а н и е  2 9 8 ,  4  5 8
—  —  а б о б щ с и и о П  ф у н к ц и и  4 59
—  -  о б р а т н о е  2 9 8 ,  4 5 9
—  — п р я м о е  2 9 8
—  р я д  2 0 8 ,  2 8 3 ,  2 9 0 .  3 1 6 ,  3 2 0

Х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в н е н и е  7 3 ,  101

Ц е н т р  1 3 0  
- »  м а с с  181
—  т я ж е с т и  1 8 2  ч
Ц и л и н д р и ч е с к и е  к о о р д и н а т ы  1 7 3  
Ц и р к у л я ц и я  в е к т о р а  2 5 5

Ч а с т н о е  р е ш е н и е  12  
—  —  н е о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  8 0

Ч а с т о т а  к о л е б а н и я  2 6 0  
Ч л е н  р я д а  2С2

Ш г о г г о р  л е в ы й  2 3 4  
—  ripafibi l l  2 3 4

Э й л е р а  л о м а н а я  4 7
—  м е т о д  п р и б л и ж е н н о г о  р е ш е н и я  

д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  4 8
—  у р а в н е н и е  7G 
Э к ь и в я л е и т и ы е  у р а в н е н и я  12  
Н п р м е н т а р л п я  о й л а с т ь  2 2 4  
Э л л и п т и ч е с к а я  с и с т е м а  у р а в н е н и я  1 3 4

Я д р о  Д и р и х л е  3 0 0  
—  Ф е Г и ф а  3 0 7
Я к о б и  о п р е д е л и т е л ь  Ю3> 2 3 7  
Я к о б и а н  1155, 2 3 7


