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м. С. САЛАХИТДИНОВ, А. М. НАГОРНЫЙ. Н. К. МАМАДАЛИЕВ

ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 
ПАРАБОЛО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА ВТОРОГО РОДА

Рассмотрим уравнение

где

L

д (Lu) = 0, (1)
ду

1 + Sgn X 1’ д1 \ ( 1 -  Sgn JC [
*  (2 '> <Э*2 / 2 ' 

1 < т  < 0.

дхг — 1. rhi2 -Iдуг

Пусть D — конечная односвязная область, ограниченная отрез­
ками ОА, AD, BD прямых i/ = 0, я=1, t/=l и характеристиками

2 т +2 2 т +2
О С -у------- (— х) 2 =0, В С :у  + ---- — (— л:) 2 - 1

т  + 2 т  + 2
уравнения

Lu = 0. (2)
Общее решение уравнения (1) представимо в виде [1, 2]

и(х, у) — z(x, у) + ©U), (3)
где z(x, у) является регулярным решением уравнения (2) в об­
ласти D u а в области D2 — обобщенным решением уравнения (2) 
класса R2 [3].

Введем обозначения
D{ = D П {х > 0), D2 = D П (х < 0),

о>1 (дс) при х > О,(х) = ,
• i(* ) при д: < О,



причем функция o>(je), равная coj (дс), в области D i обладает 
всеми производными, входящими в уравнение (1), а в области 
Dt представление (3) и гладкость функции о> (дс) = о>2(дс) даются 
определением обобщенного решения класса /?2у [4] уравнения (1).

Задача. Требуется определить функцию и(х, у), обладающую 
следующими свойствами:

1) и(х, y )e C (D );
2) функция и(х, у) — является регулярным решением уравне­

ния (1) в области D\, а в области б 2 — обобщенным решением 
уравнения (1) класса R2y;

3) на линии вырождения выполняется условие склеивания
ди(х,у) .. ди(х, у) 

lim  ---- --------- -  l i m ---- ------ ; (4 )
«-►-в vJC «-*+о дх

4) ux непрерывна вплоть до линии перехода как слева, так 
и справа;

5) удовлетворяет граничным условиям
U Ioa = T,U), Ulxo — ^(y), = ...

[и — со(дс)]\ос = ^iU), =
где х,, ф, ф,, ty2, фз — заданные достаточно гладкие функции, 
причем

Т1 (0) = 4>i (0), (1) = 4»(0), Ч*(1)=  ф» ( 1), М 0) = <Ы0),

4 _ ( ^ ± 1 П _ 4 _ ( л ± 1 р ] .

Отметим, что задача Дирихле в случае т —0 исследована в 
работе [5]. Без ограничения общности можно предполагать, что 
ш(0)=0, ш(1)=0. На основании (3), (5) задача редуцируется к 
определению регулярного в области D\, обобщенного в области 
Dt решения уравнения (2), удовлетворяющего условиям

zIoa = T,U) -  ш,(дс), zIad = \p(y), z\MD = ф,(х) -  ® ,U ),
(6 )

zlОС = zlсв — Т\>,(х) -  0J,U ).
Единственность решения рассматриваемой задачи докажем 

методом интегралов энергии.
В области Ъ\ получим [5] ft

- J  zz*dy-jj zxdxdy = 0. (7)



Отсюда

J  2(0, y)zx(0, y)dy ss 0. (8)
о

Интегрируя тождество

z[za  — ( - x l 'z j  = —  ( Z 2 . )  [(-  x)mzz,] -  zl+ (-  x)m z\ dx dy

по области D2 и применяя формулу Грина с учетом (4), имеем
I  В

J  z(0, у)гя{.0, y)dy = -  J  z lz jy  + (-  х)т ztdx] +
(9)

+ j  z [z jy  + (-  x)m Z y d x ] -  J j  [г* -  (-  x)m z\ ] dx dy.

1

На характеристиках CB, CO, d y= (—x)mr: dx, dy = — ( —x)mKdx 
соответственно, и так как uj (0) = ш (1) = 0, то получим

в  о

— j z[z.dy + (— х)т Zydx] + J z[zidy + (-  x)m z,dx] > 0. (10)
с с

На основании условия на характеристике ОС последний интег­
рал в правой части равенства (9) неположителен [3].

Таким образом, из (9) имеемI

J  2(0, у)гх(0, y)dy > 0.
О

Последнее неравенство и (8) приводят к равенству
1

j  z(0, y)zx(.0, y)dy = 0.
О

Следовательно, из (7) получаем и =  0 в D [5].
Переходим к доказательству существования решения этой 

задачи. Известно решение задачи Коши для уравнения (2) в об­
ласти D2

I

2(&, Л) = I  <л -  С)-" ( I  -  V-* П О  dt -ь



n

+ I ( n 01)

где

N il)  = n 1 —  nC )-T .v (£ ), (12)2 cos лр

t(«/) = z(0, y), O ^ y ^ l ,  (13)

ди I du du\
v(«/) =  lim  —  -  [2(1 - 2 f r ) ] - *  lim  ( n -  | ) гЧ з г -  — ) ,  (14) 

x~o dx л-t-o v d i <9ti '

n m v ron  П 2 -2 р )
p a G T i l P  ^ - t2(1- 2^)] Р ( 1 _ р г

Так как функция z(£, tj) есть обобщенное решение задачи Коши 
для уравнения (2) из класса Яг. то имеет место представле­
ние (11), где

V
т(у) = т(0) + J  (</ -  t)~w TU)dt, (15)

О
a T(t) и v(0  непрерывны и интегрируемы на (0, 1) функции.

Решение уравнения (2) в области D {, удовлетворяющее крае­
вым условиям

г\ов = т(у), z\AD = $(y), г1ол = т,(х) -  o .U ), 

представимо в виде V
г(х, у) = J  t(ti)Gt(jc, у, 0, r\) di) +

0

1 У

+ J  [т,(£) -  ©,(£)] G{x, у\ 1,0) d\ -  J  i|>(t|)G|U, у, 1, тр d r (16)
О 0

где G(xf у; £, ц) — функции Грина первой краевой задачи. Для 
определения неизвестной функции (oi(x) реализуем условие

z \bd = fyU ) — (OiU). (17'
На основании (16) и (17) получим

1

c o .W - J o)t(|)G(x, l;6 .0 )r fS - g U ), (18'



g(x) = tf,U) -  J  t(ti)G|(jc, 1; О, Г|) dr\ -
0

1 I

-  j  T,(g)GU, 1; 5, 0) dl + J  4>(t|)G»U, 1; 1, t|) dr\. (19)
0 0

Уравнение (18) является интегральным уравнением Фредгольма 
второго рода, разрешимость которого следует из единственности 
решения задачи и определяется формулой

1 I

»U) = g(x) + |  £(£)Г(х, £; — 1 )d% = — j  t(t))G|U, 1; 0, r\)dr\ —

g(x) — известная функция, причем

0).
о

l l

(t))G,(/, 1; 0, njdnru, /; -  1)Л + Ф.Ш , (20)
о о

где Г(х, — 1) — резольвента уравнения (18), а функция Ф\{х) 
определяется по формуле

i 1

ф,0с) = 4>.U) -  J tA V G (x , 1; 6, 0) d l + 1 i|>(ti)G»U. 1; l,i\)di\ +
0 0

1 1 i

+ JH>,(6)ru. S; -  1) d l -  j jT iW G (l. 1; t, 0) dtTU, -  1 )d$ +
0 0

1 1

+ Я  *(t|)G|(/, I; 1, i\)di\T(jc, /; -  \)dt.
0 0

Вычислив производную ^  в (16) и затем преобразовав пер­
вый интеграл устремляя х к нулю, получим [6]

v ( y )  = ----- J  —  —  +  j  K S y ,  t ) ) t ( t i )  d i \  +

У я 1'у — r\
» V

+ J  [т,(£) — 0),(|)] G*(0, у, I, 0)d\ — J  if(ti)G{,(0, y\ 1, tj) dr\.
0

Учитывая выражения (15) и (20), имеем

7



v(</0 = T(t)dt J  trj — «-*-• (у -  п)-1'1 dr) +
V • 1I *

У У I I

+ J  Г (« Л  J  ЛЛу, TjHri — О»-» dx\ +1 T(s)ds J  G,10, y, t, 0) dt X

X  J (t) — s)~« G{U, 1; 0, x\)dr\ + J T(s)ds j G,(0, y\ г, 0) dz X  
t  0  0

I I

x j  Г(г,*;- \)dt Jo,(f, 1;0,11)(г1-5)-гМг1 + Фа(1/).
0  «

Здесь

Kt(y, л) = — -̂----  £ i  e -
2V л (y -  rj)*/* \“ 7

+ o

i*e «-ч
2У л (у -  л)1/а „V»”

1 1

Ф,(«/) = -  J  <M£)Gx(0, г/; 6,0)ds + J  t,(|)G ,(0, y; 6.0)d* -
0 o

V

-  j  it(r])Gt,(0, y\ 1, Ti)drj-
0

Первый и второй интегралы доопределим по / до (0, 1), т. е.
1 у у

j  Kt(y, t)T(t)dt -  ~ ~  1 T(t)dt\ (л -  t)-*»-• [у -  л)-1'* d\]t 
У я

1 V У

«Г(/)Л-1 nt)dt\ КАу, л)(л - t)-»dr\.

где

-7= f  (ч — ' Г * ' 1 (У — ч Г '  *1 при 0 «  / <  у,

О при у < * <  1,
К Л у .  0 =

Я



о при у < * < 1 .
Тогда (21) имеет вид

где

v(«/) = J К  (у, t)T(t)dt + Ф,(</), (22)

К(у. t) = Кг(у, О + К,(у, t) + S С,(0, у; t, 0) dt X
О

1

x j  (n -  s)-1* Gi(t, 1; 0, T})dt]+J G*(0, y\z, 0)dz J  Г ( z , 1 )d tX
• 0 0

t

X  J  GtU, l;0 ,4H 4-s)-»d i\.
Из (12) находим

-  v (y )---о 1 a П у )1  (23>b l 2 cos J
Учитывая условие (4) и исключая zx(0, y)=!‘v(y) из (22) и

(23), имеем
1

N (y )----— -— —  Т(у) — -j, j  К(у, t)T(t)dt + Tf2Ф:(«/)
2С05Лр О

ИЛИ

Т(у) +  2чг cosn^J К(у, t)T(t)dt

= 2 cos nji N (у ) — 2"fi cos п$Ф,(у). (24)

Уравнение (24) является интегральным уравнением Фред- 
гольма второго рода со слабой особенностью, разрешимость ко­
торого следует из единственности решения задачи и его реше­
ние с помощью резольвенты можно записать в виде



Т(у) = 2 cos л{* [N(y) — Tf2® 2('/)] — 4̂ 2 cos* n|JX

I
X  j Г,(«Л s\\)[N(s) -  ф2(«)] ds, (25)

где Г i (t/, s; X) — резольвента уравнения (24).
Подчиняя (11) условиям из (6) на характеристиках ОС и ВС и 
учитывая (25), получаем

Последняя система имеет решение, что и доказывает существова­
ние решения задачи.
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1
у  = 2cos*[W(C) — 472cos2̂ p j  jV(s)r,(t, s\ k)ds при 0<C<£,

о
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F (V  = ф,{ -  [2(1 -  2(})]2P~1 (1 -  £)‘-2P> -  4^ cos2 X
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I
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М. С. САЛАХИТДИНОВ, Б. ИСЛОМОВ

ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА 
С НЕГЛАДКОЙ ЛИНИЕЙ И РАЗЛИЧНЫМ ПОРЯДКОМ 
ВЫРОЖДЕНИЯ ВНУТРИ ОБЛАСТИ

Рассмотрим уравнение
\у\п и„ + \х\я Uyy + а(х, у)их + b(x, у)иу + с(х, у)и = d(x, у),

т ,  п = const > 0 (1)
в конечной односвязной области Q, ограниченной дугами кривых

—  |х|** Н--- \у\Хр — 1, где 2q = п + 2, 2р = т  + 2.
Qz Рг

Для вырождающегося внутри области эллиптического урав­
нения с одной линией вырождения задача Дирихле рассмотрена 
в работе [1].

В данной статье изучается задача Дирихле для уравнения (1), 
т. е. для вырождающегося эллиптического уравнения с перпенди­
кулярными линиями вырождения, лежащими внутри области. 

Введем обозначения:
£2, = Q П {х > 0, у > 0), Q2 = Й П (х < 0, у > 0),

* 4  V
Qi = Q П {х < 0, у < 0), й 4 = Я П {х > 0, у < 0),

11 = ((*, у) : 0 < х < Л„ у = 0), /2 = {U , у ) : — Л, < х < 0, у — 0),

Л = {(х, у) : х = 0, 0 < у < Л,}, Л = {(jc, у) : х = 0, — Л2 < у < 0),

Д, = Я, и Яа и /„ Л2 = й2 и Й, и /2,

А» = й, U Q» U /*, Д4 = Q* U fi, U /„ Л, = <7'*, Л2 =

Криволинейную границу областей Qf обозначим через o<(i=l, 4) 
соответственно.
/1 0 ТНОСИтельно коэффициентов и свободного члена уравнения 
U ) предполагаем, что



с(х, у) < О, (х, у) G й, (2)

а(х, у) = |лс|*.+* |«/|р<*»+1) а(х, у),

Ь(х, у) = U|«<*.+‘> |«/|’*.+‘ Ux, у), (х, у ) €• Q, 

с(х, у) =* |дс|,<*‘+"  \у\»гНх,у), 

d(x, у) ■= |je|«'\+,) li/I’*. d(x, у), (х, у) 6 Q,

(3)

(4)

а(х,у), Ых, у), с(х,у), 3{х, у) f  C4Q), (5)
где

= О при п < 2 и А, > 4а — 1 при п ^  2, 2а = пЦп -f 2), 
k2 = О при т  < 2 и Аг > 4 ^ — 1 при /л > 2, 2р = л»/(т +• 2).
Пусть линии 02 и ст3 симметричны относительно оси Оу линиям

о, и в ; , а линии о, и з4 — относительно Ох линиям в2 и а,. Тог­
да области 2, и 2, (23 и 24) сиуметричны областям 52, и 24 
(23 и 2,) относительно оси Оу (Ох) соответственно. Под регу­
лярным в области 2 решением уравнения (1) будем понимать 
функцию и(х , у) € С (2 )П С 1 (2 )n C * (2 ,U 2 ,U 2 ,J J2 4\  удовлет­
воряющую уравнению (1) в областях 2, (1=1, 4 и такую, что 
их, иу могут обращаться в бесконечность порядка меньще еди­
ницы на концах интервала I, ( i — 1, 4).

Задача D. Найти регулярное в области Q решение и( х, у) 
уравнения (1), удовлетворяющее условиям

то в области й не может существовать более одного решения за­
дачи D.
12

и(х, у ) I. = t ,U , у), (х, у) 6 0(, 

где (х, у) (t = 1, 4) — заданные функции, причем

( 6 .)

фДх, у) = xyytix, у), <рДдс, у) е C(Jj). 
Теорема 1. Если выполнены условия (2) и

а(— 0, у) = а(+ 0, у), у Ы г U/4,

Ых, — 0) = bix, + 0), хб/,11 /2,

(7 )

( 8 )



Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 1 проведем методом интегра­
лов энергии.

Пусть и(х, у) — решение однородной задачи D. Проинтегри­
руем тождество

ы[|у1т «*«+ 1*1" «»» + а(х,у)иж+ Ь(х, у)иу + с(х, у)и] = О
по областям 4). Затем, применив формулу Грина, по­
лучим

J J I ут и, + хпиу-  с( х, у)иг] dxdy + ° U У>- ■ ,+
о, *  а, ОХ

db U, у) 1 ГГН---- ----- \u1dxdy+ J  у'п и,(+ 0, у) +
оу л , L

+ а(+ 0, у)и(+ О, X/)1 аС-Ь 0, y)dy +

+ j  [xn utU, + 0) + -~ Мх, + 0)u(x, + 0) ]u(jc, + 0)dx = О,

( 10)

1 1 iym Ux + (-  X)" u\ -  c(x, y )u1] dx dy + ~  J J  [ — +
a, 2 a, 1 dx

J  J)b (x ,y ) 1 ^  dxdy _ ^  u^ _  0 ^  + 1 a(_  ^  ^  x  
ОУ о 2.

0

X  u(- 0, y)] u(— 0, y) dy + j  [ (-  je)n uyhc, + 0) +

+ —  b(x, + 0)u(x, + 0)] u(x, + 0) dx = 0, (11)

J  J  K — y)m u\ + (— x)n uy — c(x, у)иг] dx dy + —  J J  [ X̂’ +
2 o, L dx

0
db Ur, у ) 1 r r

+ --- ^ --- J u'dxdy -  J [ (-  y)m ыж(— 0, y) +

13



+ ~  а ( -  О, у ) и ( -  О, */) ]ы(— 0, у) dy -

— J [ (— х ) п u„U, — 0) + ~  fcU, — 0)uU, — 0) 1 uU, — 0) d x  =  О,
-л» 2 J

( 12)

JJ К- у ) т ul + д:" и I - с(х, у ) и г] dx dy + JJ [ ■ У* ■ +9 - L ах

+ 1 и1 dx dy + j f (-  y)m u.(+ 0, y) -t-
dy J  -a, L

+ — • a(+ 0, y)u(+ 0, у) ]u(+ 0, у) dy -

— |  [ x" u,(x, — 0) + ~ b (x ,  — 0)u(x, — 0)] u(x, — 0)dx = 0.
0 ^

(13)
На основании (8) и непрерывности склеивания на отрезках 
/< ( i= l,4 )  из (10) — (13) имеем

J J  1ут их + хп и~у ] dx dy + J J  lym ul + (— л:)" uv] dx dy +
fit o.

+ J J [ (-  y)mul+ (- * )nu*] dxdy +  J J  [(— //)*" ы* + xnu2y] dxdy —
Ol

- J J  C(x, y)u*dxdy + -^ J J  [ y)-  +
o * o,uoiUO»UO* ux

+ d b u ’J L ] u. dxd!/- o .  (M i
dy J

В силу условий (2), (9) из (14) следует и(х, у )= 0  в Q, чр) 
и требовалось доказать.

При исследовании однозначной разрешимости задачи D суще­
ственную роль играют следующие задачи.

Задача DN{. Найти решение
14



и(х, у )Ь С  (Д„_,) П С* (Д„_, U л  U /,) П С1 (Д„_.)

уравнения (1), удовлетворяющее краевым условиям (621_,), (б2<) и 
ди (х, у) I

ду

ди (х, у)
ду

= vtU ), ;с G /», (15,)
у-о

v,(x), }с6/„ (15,)
V—О

где (jc) € С ( /д ) (Л= 1, 2)— заданные функции, которые могут 
иметь особенность порядка меньше единицы на концах интервала 
/*; здесь i= l,2 .

Задача DN3. Найти решение ц(дг, у) е С(Л2) п С1 (Л2и/*11/«)П р)Сг(Д2) уравнения (1), удовлетворяющее краевым условиям 
(6j), (6,) и

ди U, у)
дх

ди ( jc, у) 
дх

v,(«/). уЫ », (15,)

v*(«/), i/6/„ (154)

где vy (y )G C (/ ; ) (У = 3, 4) — заданные функции, которые могут 
иметь особенность порядка меньше единицы на концах интер­
вала Ij.

Задача DJV4. Найти решение и (х, у)е С (Д4) П С1 (A«U/»U/«)n 
П С2(Л4) уравнения (1), удовлетворяющее краевым условиям 
(6.), (64), ('15,) и ( 154).

Задача jV,-. Найти решение и (х, у) е С ( 24) П 0 х ( 24 U /, U /3 )П  
Г) С* ( 2, )  уравнения (1), удовлетворяющее краевым условиям 
(6i), (15,| и (153); здесь /=  1, 2.

Задача N t [N t]. Найти решение

и (х, у) е С (2,) п О  (2 , U/2U /«) U С1 (2.) х
Х [С (1 '4)П С 1(24и/1и/«)ПС*(2«)]

уравнения (1), удовлетворяющее краевым условиям (6,), (15->), 
05«) |(64), (15,). (1о4)|.

На основании условий (2), (3), (8), (9) единственность реше­
ния задач D N 4 и А, (/=1,4) доказывается методом интегралов 
энергии.

Определение. Функцией Грина задача iVi для уравнения (1)
15



при a =  b =  c =  d = 0 в области 2, называется функция О01(£, 
т); х, у), удовлетворяющая следующим условиям:

1) внутри области Qi, кроме точки (х, у), эта функция явля­
ется регулярным решением уравнения (1) при a =  6=EC =  </s= 0;

2) она удовлетворяет граничным условиям
д

Go,(g, г\\х,у)\а, — 0, —  G„(£, ту,*, t/)l,_0 = О,
дЪ

д
—  G„(£, ту,*,if)U_0 = 0; дг\

3) ее можно представить в виде

о01(£, л; х, у ) ”  л; у> -  (~ ^ г )  л; у). (16)

где

Ч\ (5, •»);*, у) — фундаментальное решение уравнения (1) при 
a ^ b  =  c =  d = 0 в области 12, [2].

С помощью функции Грина решения задач N{(1=1, 4) предста­
вимы в виде

i*  "
« (* .  У )=  + J [G „,(± /, 0; ±лг, у) + Q i{±  t, 0; ± х, у) +

о

+ <?2(± Л  0; ±дг,у)](± t)mi, { t )d t+  j [ G Ot(0, /; ± у) +
О

+ Q ,(0, t- ± х, у) -f Q ,(0, /; ± х , y ) ] tm*%( t ) d t -

— J  {л ^ ( "  [G01(± I, Tj; ± x, у)] -f Q,(± 5, Tj; ± x , y) +
*/

+ Q2(± S. t. ± x , y)J<p,(S, rftds — D rl "  ( ± x, y), (17)
±*.

u(x , y )=  ± j  |G01 (±  /, 0; ± ДГ, — y) + Q ,(±  t, 0; ± д:, -  у) +
О

+  Q ,(± * . 0; ± x , -  y )\ (± t )nyt( t )d i  ± j ] O 0. ( 0 , ± * ,  - y )  + 

ie



+ Q* (°* -*'< ± x > -  У) + Q2 (0. - t ;  ± x , -  y) J ( -  t)m v4 (/) dt -

— j  { л Г ' 1,/ [°oi (± -  4  ± x, -  y ;J + Qi (±5, - 4  ±x, - y )+
4-
V

+ Q, ( ± S, - 4  ± * .  — У)} Ту(5, v i)d s - D  ( “ ; (± jr , - y ) ;  (18)
здесь при i= 1 и /=4 берется верхний знак, а при i= 2 и / = 3 — 
нижний; 
где

I dn д <9
Л *<-1>‘ [  ]  e  [=F ( _  J  )< ц ] т  _ J L  _  _  ( ±  £ )»  ,

• as ds дц

Qt(±t. 0; +*, =F (- l)‘ y) = J(o 0t(l, ч; ±jc, +(-l) 'y)X 

X  AT(± /, 0; 5, l )  + 0; 6', V )*4* ' ,  V ;  i))</&'*]'JrfWtj,

Q ,(± * .0 ; ± * .  + ( — 1)< y) = J J  J J  G01(;, 7i; ± *. + ( - ! ) '  у) X
*1

K (± t, 0; 5', V) + J J  *(*1. 4.; V)X

Х А '(± Л  0; 5,, t],)<*;,rfij, j r f ; 'dr{d\d^,

£ .(0 , * ( - 1 ) '/ ;  ± x, =F( —l )1 y) = J J G 01(5, tj; ±x. T ( - l ) ' y )  X
*1

X  I K (0, q:(—1)' *; 5, *i)+ J J  £ (0, + ( -  1)' f; S', V)AT(5'. V ;
L a<

5, tj) dV t/v l rfjj.

Q»(0, + (- \ ) ‘ t ; ±X, + ( —1)' y) = J J  J J  G0I(;, ij; ±x, * (- 1 ) ' у) X
a, а,

Х Г ,(Г . V ; 5, ч) |*(0 , + (- l ) '  *; 5', V )+  J J  *  ( ?«• ’J*: *'• ’О X

X t f ( 0 , + ( - l ) ' < ;  5, ,

<5,(±5, T ( —1)' ij; ± *. + (- ! ) '  у) = J J g0,(5„ ± *. + ( - i ) 'y ) X



x [£ (± e .  * < - i ) 4  ч ,) + Я * ( ± 5 ,  т (- 1  ) Ч  г . Y ) х
L s i

Х С  Y ;  61. n ,)< « , <*n/]  d\x d ^ ,

Qa(± l. = F (- 1 )4  ± jc, Т (- 1 )<у ) = Я И о 01(?1,% ;  ±л. + (- !) ' у ) X
г, 9t

x W . V ; 5 , . ^ ) [ ^ ( ± t ,  + ( - i ) S ; £ /. ч ' ) + Я  V ) x

X  AT ( ± S, + ( — ! ) ' ’]; £», t;2) d;2 dr(1

K (±  5, = F (- 1 )S ;  x, y) 

£(0, +(-1)'*; jc, y)
K (±  &, + (—1)*ч; •*. y)

+ b ix > y)-fy +

Got (±  + (— 1)' tj; jc, y),
Goi (0, + (— 1)' /; л:, у),

°  [Got (± 5, + (— 1 )S ; x, y)],

+ c (* . y ) ]

D  l~X)i (± jt , + ( -  1)' y) = J J  G01 (s, л; ± ■*. + ( -  1)‘ у ) X
s i

x \d (?, 7j) + j  J  | (A (t\ V; т*) + r2 (&', V; л)) d ({', л') +

+  J j r 2( r ,  V ; e, 7J)/C(?lf * ;  S', V)rf(5t, 

здесь Г 2(?, у) — резольвента ядра;

/с*(6. л; *.«/) = Я *(&'. л'; *. у) и г , л; I ' ,  л 'Х  <*л'.

где ( i= l,  4) и при i= l,  4 берется верхний знак, а при * = 2, 3 — 
нижний.

Теорема 2. Если выполнены условия (3), (4), (5) и (7), -то 
существует решение задачи D.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть »=1, 2, тогда, полагая в (17) 
х = 0 с учетом (16), имеем



/ n2
F  p -a ,p ;2 § ;

4
—  rfy>

\

l i i la/ l l \« 
— л '-  — И  \— n' + — </p)n n I ' n n •

/ 7 ^ '  v
F p - a . M U ; — ^ ------— )

( \ + - Ц’ у’ )

( I ' r r j
dt +

где

*

+ I”  D * J Q(y> t)t*v*(t)dt + F ,{y ,\ „(ft), U — 1,2), (19,)
0

/ \ /A 4 1 / 2  \*“ /2 Г(<*)Г(р)Г(а + р) xt(y )- u {0 ,y ) ,  —  ( - )  . r(2a)n2p) ,

£(</, / )«0 ,(О , / ;0 ,f/ )+ & «U ;0 , у),

F t (У* vi • ?« )  = + j  l°ot ( ± *> 0: ° .  У) + Qi (±  <• 0. 0, y) +
0

+ Q»(±<, 0; 0, y ) ] (± t ) nyl ( t ) d t -  j  | A ? ' " 1 JO01(±E, tj; 0, y)] +

+ Q, ( ± 5, ч; 0, у) + Q2 ( ± 6, ч; о. у )} <?, (?, 7J) ds -  D * ~ l)t (0, y);

здесь при i= l берется верхний знак, а при i = 2 — нижний. 
Последовательно применяя формулы [3]

л
F (o', ь С'; 2) -  A tz-‘' F(a ', a' -  с' + 1; a' + b' + 1 -  с'; 1 -  z~l) +

- M ir '- 'U  -  2)*'-'-6'F (c ' - a ',  1 - a ' ; c '  + 1 -  a' -  b'\ 1 - 2~*),
(20)

19



At = Г (с ')Г (с ' -  a' -  6')/Г(с' -  а ')Г (с ' -  b'),

Аг = Г(с')Г(а' + Ъ' -  с')/Г(а/)Г(6/), larg г\ < п,

F(a', 6'; с'; г) = (1 -  z)‘'-'-»'F(c' -  а', с' -  Ь с'; z),
(21)

+  lt / ~ r F A r ■’ 2 |У 2 ~*(У) +

Я а \  1 -а '\с '\-г) = (1 + «)•'-* (У 1 + г + У г)*-**'-*«'х

X  f [ c '  + а' -  1, с' -  у ;  2с' -  1; 4Уг(1 +г)(У1 +.г± У~7)-*] ,

(2 2 )
предыдущее равенство (19,) приводим к виду

М у ) = ( - 1 ) ^ т . / _ Р Л > у р ~ а* ^ | у  ~з(у) +

L l — 2* у J  

+T*y_e_iij  +  ~г + а; 1 '4" 2а; “ 7 “ )  d t ~

1 —  \
1 " « w o - y o -*  ‘ - 2а: 1 - У ^ < -

О '

- T i  j  +  4* +  а; 1 + 2а; 1 “ У ' )  +

1 2Э |
+ jQ(y. +^[(/>*у),/,#. V/. ?|]. 0 = 1.2), (23,)

о

где

т,(у) = T,[(/J*y)‘/,,1. Vj (у) = v,[(p2y)l/2p], 
pvQ(y, t) = -?— QUp'yY^, (рЧ)ч*>],

2>a-j I  2 y« r(l — 2 a )P  (a)
T‘ =  “ V "  4 '  ' П 2 а )  *

20



2-la-3 / 2 \,а Г (а )Г (— а )Г (а  + р)
Ь  ~  л '  q '  Г(2а)Г(§ -  а)

F 0y и F yl — известные операторы, введенные в работах [2], [4]:
V

“ y  К> -  - Г & г } т *  - х

1

X F 1а', b'\с' ; ■ ---) dt, k> 0 , с '> 0.

Исключая 'iz(y) из соотношений (23i), (232) и применяя за­
тем оператор

к обеим частям полученного равенства, после некоторых вычи­
слений получаем сингулярное интегральное уравнение, эквива­
лентное задаче DN\i

1 t

и,(г,) + A .J  ■ Ц,(£) d l + J  (?2(г2, i W V d l  =0 I  — г2 о
1

= - — I  Qi(22, |)[ц,(|) - MS>]dfc + <Мг,). (24)
Z о

Аналогичным методом, используя представления решения за­
дач Ni ( 17) f (|8) ( i= l,  4), свойства гипергеометрических функ­
ции ГорНа [3] и преобразования Меллина [5], задачи DjV3> D S 4 
нени СВедем к эквивалентным сингулярным интегральным ураз-

1 1 

Ц;(2.) + к J  чц,(е) -d l + J  Q,(2„  I W D d t  =
и § — о

21



-  (-  1)' 4 *  J Q.<*«. 6)[|i.(|) -  |**(6)JdS + ®,(Z,). (/ = l, 2),* 0

Ji*(2,) + \i + J  Q',(%, 6)|i4(e)dft
1

= 4-1 q 4(z„  i h m d  -  m d ) J^  + ®»(*k),Z о

2x 2 у 21
Zl = i i „г > Zl ~  l i ■ S

(25j)

(26)

1 4- jc1 ’ 1 + у* ’ ъ 1 + ’
1

цДг.) = (1 + х * )х ~ \ Д (-  l)'+‘ W x V " ] ,
1

цк(г,) -  (1 + «/*)*/“ ’  v»[(- l)*+‘ (p*y)'/»']t (ft -  3,4),

4 W . M * 5 L t -№ l B l  </-1.2,.
zi

Q, (2,. ?) = r b ?  [ T« 0  -  *< -  *p+'  + ) -  

_  i ,  ( J L ) T  /»-+l +  ^ - )

Q2U 1. 5) -  r i F  (1 -  yt -  t '+9 + y f+ * - ')-

- \ ( i - f ~ \ \ - y t - r - 9+' + y r- > )] ,

ъ  (Z  6) -  ( ■ + * » ) ( ! + < » )  /  *  )
W\ «» -  8 7 3 sin5 * [ i (1 — /*) \ t j

X F „ J ’  +  P' ^
L 2? •*

Ъ  (z n -  П + У») (« + '»> ( У \ — 9 d J r -  у  V 2(*2. — 8liS|n2Kl(i  ̂ f J  dy У X

2— 1 

X 2 Q (* , /),

22



X  Л Оу
2 а -  1

a +  Р» 2

2a

2E- 1

у 2 Q(y, 0.

> - T

« ■ h . 4  -  11 ж ; ; » , . , '  ( я "

2»-»  ̂ 2 j »  Г(1 -2р)Г*(р) c tg n ^ ctg na
7* — \ I P/rka \ » = » >̂2 “я '  p '  Г(2£) я  я

Здесь Q (x, t), Q3 (x, t ), Q4 (у, /) и Ф ,(  ) (/ = Г~4) — извест­
ные функции, зависящие от коэффициентов, свободного члена 
уравнения (1) и функции Грина задачи Ni для уравнения (1) при
a= ^ b ~ c  =  d^kQ в области Q ,, а kj и (/  = 1, 2) — известные 
постоянные.

Систему уравнений (24), (25i), (25г), (26) можно исследовать 
способом, описанным в [6], [7].

Введя обозначения

|it(zt) |X2(2j ) Pl(2i),
Ца (z2) (l4(Zj) = pj(2j),

Ф,(г,) -  Ф,(г,) = ФДг,),

Ф,(г,) -  Ф 4(г,) = Ф,(г,),

получим систему уравнений, эквивалентную системе (24), (25i), 
(25j ), (26):

i I

Р.(г.) + X .J - P-l(5)- d\ + j  Q,(2ll 6)p,(6) dl -
о 6 “  2| о

Ф.Сг.) - 1  Qs(z„ 6)р,(6) (27.)

P 2(* ,) + x j P.(6) J q .

- ® , ( z , ) - J  Q4(z*. 6) p,(fc) dl. (27,)
23



На основании (3), (4), (5), свойств заданных функций задач 
DN{ (7=1, 4) и функции Грина нетрудно убедиться, что

Ф у(гу)€С*(0, 1), </ = 1, 2).
Эти функции ограничены при zf 0 и обращаются в бесконеч­
ность порядка меньше при zf -*• 1, а ядра <?,(•, 5 )— имеют 
слабую особенность.

Решение Ру(£/), (/' = 1, 2) системы (27у) ищем в классе функ­
ций, ограниченных при zf -^0 и не ограниченных при Z j-+ lf 
т. е. в классе Л(0), где индекс равен нулю.

Систему сингулярных интегральных уравнений ( 2 7 извест­
ным методом регуляризации Карлемана — Векуа [8] сведем к сис­
теме интегральных уравнений Фредгольма второго рода относи­
тельно v* (7=1, 4), эквивалентной задаче D. Разрешимость послед­
ней следует из единственности решения задачи D, что и требова­
лось доказать.
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Т. Д. ДЖУРАЕВ, Б. В. ЛОГИНОВ, И. А. МАЛЮГИНА

ВЫЧИСЛЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ И СОБСТВЬННЫХ 
ФУНКЦИЙ НЕКОТОРЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 
ТРЕТЬЕГО И ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКОВ

В настоящей работе определяются собственные значения и соб- 
ственные функции некоторых неклассическнх и сопряженных к

24



ним краевы х  задач для дифференциальных уравнений  в част­
ных производных третьего и четвертого порядков. Используется 
метод Ф у р ь е  разделения переменных. Появление этой работы 
вы звано  отсутствием в известной нам литературе результатов 
такого типа. Ищутся регулярные в области Q решения рассмат­
риваемых краевых задач, непрерывные вместе с первыми произ­
водными в Q. Регулярность означает непрерывность в Q всех 
производных, входящих в уравнение. Используются обозначения 
и терминология [ 1 ] .

1. Краевые задачи для уравнения (1)

1.1. Для уравнения (1) рассмотрим краевую задачу в квад­
рате 2 = {* , у I — 1 < дг. у < 1}

Метод разделения переменных приводит к следующим зада­
чам для обыкновенных дифференциальных уравнений:

имеет вещественные корни (они не могут быть совпадающими),

д
---Д и + \и = 0.
дх ( 1)

mUo = 0, ы(0, у) = 0. (2)

X " '  -  ц Г  +  U  =  О,

Л'(О) = 0. * ( - ! )  = О, Х(1) = 0,
(3)

Y- + цУ -  0,
УЧ1) =  0, У(— 1) =  0.

(4)

Решая (4), находим

sin —jj— у, k — 2 J  

cos У, к = 2у—1.
Пусть характеристическое уравнение задачи (3)

(5)

Два из которых равны: т ,  = 2
(Тавляя общее решение в краевые условия (3), получаем усло- 
Вие существования собственных функций (3) А = 2 — 2 ch 3 X

Это возможно только при X = 0, что означает 
т \ = т г = щ3, в противоречие с предположением.
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Если корни (5) действительны и различны: т ^ - т . - т ,  Сисхема собственных функций { Y k (у)) двухточечной краевой
mt , т г, то в этом случае " *' чи (4) является полной в пространстве L2[— 1, 1] функций,

катаю щ ихся в нуль при у= ±  1, так как при помощи функции
Л — 2 sh (m, -  т ,) + 2 sh (m, + 2m,) -  2 sh (2m, + m,) = 0. гоИНа (4) сводится к линейному интегральному уравнению с сим-

, метричным ядром ([4 ], гл. IV ). Разлагая в (1) функцию и(х ,у)
Полагая m т  -i_ От _/ т  т  > * в ояд Фурье по Yh(y ), для коэффициентов Фурье Хк(х) получаем
по. агая т 2 + flt  m, _m2 — /2. Щ  я*» — »* — Л , преоб. ®раевую задачу (3). Следовательно, примененный метод разделе-
P 3>ем (>) к нид\ переменных позволяет найти все собственные значения зада-

ch / ,-1  ch / ,-1  чи (1). (2). 
shTj = — sh"/---  * Сопряженная к (1), (2) в C f  (2 ) краевая задача имеет вид

■(если sh /, = 0, то это означает, что т ,  = — 2 т3, и, следователь. ' д Лц + , „  = 0 Q = { _ 1 < JC < 0 \.
но, т ,  = т , ) .  Так как F ( t )  монотонная функция, (6') возможно дх 1 ‘ I — 1< |/< 1-*’ 
только при /, = /2, т. е. при т 2 = /и,, в то время как корни
т 1 предполагались различными. ^ f 0 < jc< 1  1

В случае одного действительного и двух комплексно-сопря- — Ди, + А,«2 = 0 в Q, | ,
женных корней m, = — 2а, т 2 3 = а ± ib, подставляя общее ре- -ЩГ ^
шение X ( x ) = f t e х +  ( с 3 cos bx +  с3 sin bx) е “х в граничные v,(— l,y ) = 0, Vi(\,y) = 0,
данные, находим условие существования нетривиальных реше­
ний X  (х): dVi dVi

Д(а, Ь) — 2 sin Mch За — cos b) = 0. (7)
(— 1,у) — 0, —- (1,«/) = 0,дх дх

Равенство ch3a = cosfe возможно только при a = ft = 0, поэтому ус- dVt
ловие (7) выполнимо лишь при b=nl, 1=1, 2........Тогда и? ха- -М , — -U ,± 1 )= *0 , — Mjc,±1) = 0
рактеристического уравнения (5) находим &х ° х

/ kn \* с Условиями склеивания на прямой х = 0
л* /* — За* = — \—~ ) dVi dVl

» i(-  0, у ) — у,(+ 0, у), —  (-  0, у) = —  (+ 0, у).
2ал* /* + 2а’ = К, > дх дх

откуда Г1ри разделении переменных получаем ту же самую задачу (4),
а для X i(x ), Х2(х) следующую:

X - » « - * 4 « » + M n V f w  + 4 n . * . / - 1. 2.... « I  -  1 < j: < 0;

х ” - ( —  )*x;-u, = o, о < х < i.
Следовательно, собственные числа задачи (1), (2) имеют вид (8) 
и им соответствуют собственные функции

(*. у) =
е™  s\nnlx s in -Д^-у, k =  2 j

* . / = 1 .2 ......  (9)
s in .**  cos 4 - у, *  =  2 / - I  JT,(- 1) -  О, л ; (-  1) -  0, X ,( l)  -  0, X , (1) -  0, (10)
____________  * t( -  0) =- * ,(+  0),

где a = ± —  V —  W  + 4P). * X . 't- W - X . 'l+ O ).
2 r ‘ 3
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Собственные значения задачи (10) существуют только при одном 
действительном и двух комплексно-сопряженных корнях характе- 
ристического уравнения /п, = — 2а, т., 3 = а ± lb:

Х,(х) = с,'0 е~*“  + cl*’ е“  cos bx + сГ* е°х sin bx, i — 1,2, ...
Граничные данные и непрерывность Х(х), Х '(х ) при дс=0 приво­
дят к следующему условию существования собственных чисел 
b (18а* -f- 2b2) (ch За — cos b) sin h = О, выполняющемуся при b=r.lt
/ = 1 ,2 ...... Поэтому собственные значения сопряженной задачи
имеют тот же вид (8) с собственными функциями

«*/ (*. У) =
+(~ 1/)1| 1 \г.1еЛа*2ах -f ( -  \),+le~ux (r.lcosr.U +  3as\n*lx)],

* + (— О
-  1 <  х х

*le~u+~"x + ( — l)/ + 'g-ejr (к/ cos т4х + За sin ~1х),
0 < х <  1

sin у при k = 2j  ____________
/= 1.2 ..... а = ± 1 /  i .  +  4/s).

c o s У при k = 2 j—\

Присоединенные элементы отсутствуют, так как (см. [3) § 30)
<ukl, vkt> = 6а(— 1),+* (9а2 + пгР Hch За + (-  1),+|) Ф  0 

при а ф 0.
1.2 Пусть для уравнения (1) заданы граничные условия

ди
U 1ао =  0 , —  ( 0 , < / ) « 0 .  ( I I )

дх

Разделение переменных дает (4) и

- ) V  + ja  = o,

(12)
* (± 1 ) = 0, Г ( 0 )  = 0.

Аналогично предыдущему соответствующее (12) характеристичес* 
кое уравнение (5) не может иметь совпадающих корней. Если ,т 3 
из них равны ( т ,  = — 2/я, т 2 я г- /я), то граничные данные прнво 
дят к следующему необходимому условию существования собсТ' 
венных функций:

Д =  2(sh 3m — m ch 3m — 2m ) =  0. < 13



П о лагая  3m = t, сводим (13) к уравнению t = = /(*)»  Так

как / '(0 *=  ^ Б 7 Т ^ > 0 ' т0 ФУНКЦИЯ / (*) — возрастающая. Для 
вы числения углового коэффициента касательной к кривой у = 
= / (/ )  в точке / = 0 находим lim = Кроме того»

<£h t — 2/ — 2 sh t _  1 2л - 2 ,2»+i ^ Л
t — 2-t cht ~  2 + chf ^ ( 2/1+ 1)! >

при t > 0.
Поэтому графики функций t и f (t) пересекаются только в нуле, и 
в рассматриваемом случае задача (1), (11) не имеет собственных 
значений.

Если один из корней (5) т 1 =0, то т 2 3 = ± и X == 0.
Удовлетворение граничным условиям дает решение задачи (12)

kn Лл
ф0 = sh--- U  + 1) sh---- (х — 1).

4 4

Пусть корни (5) действительные и различные: т ,  = — т 2 — т г 
т . ,  т г, тогда

А = т 2 ch (2/га, -+- 2т 3) -f (2т 3 + /n;)ch 2т г — (2/п., -f т 3) ch 2т 3 - 

— т 3 ch (2т г + 2 т3) = | sh ~  /и, ch /я,̂ | /л, ch /п, +

+ ĵ sh ~  т 3 sh /в, j т 2 sh т г — (m, ch mt) sh т  , ch —  т ,  —

— (mt sh /и,) sh sh "jr ■

Рассмотрим систему функций
3 1 3  1 

t ch /, t sh t, sh —  /ch —  t, sh —  t sh —  t (14)
2 2 2 2

в области D = {/|/^0}. Если ее определитель Вронского W (t) не 
обращается в нуль ни в одной точке D, то это означает линейную 
независимость системы (14) в D ([2 ], § 3.3). Здесь W (t) имеет 
вид



= — 2 [sJ -f- sh s (s ch s — 2 sh s)J = — 2 2  ая

где

(2n + 1)! + (2n -  1)! 3!
2n — 2 2n -  3 1 
------ - ------------------- +  . . . 4 --------------- >  0 .3! (2n — 1)1

1 1

Следовательно, (14) линейно независима в D и равенство Д=0 
выполняется только при т 3= 0, т. е. при Л = 0, а этот случай уже 
рассматривался.

Если (5) имеет один вещественный и два комплексно-сопря- 
женных корня: « ,  = — 2а, /п, = а т  ib, т г = a — ib, а ф  0, то 
Д = (sin 2b) a — (b cos b) sh За (sin Ь) а ch За.

Определитель Вронского W (a ) системы функций а, sh3a, асНЗа 
имеет вид

Он отличен от нуля в рассматриваемой области D=(a|a=^0) и 
равенство Д = 0 возможно только при 6 = 0, что противоречит 
комплексной сопряженности корней т 2, т 3. Таким образом, за­
дача (1), (11) имеет счетнократное собственное значение Х = 0, 
которому соответствуют собственные функции

ик = sh-^-  U +  1) sh-^-  (х — 1) sin у, k = 1, 2,...
4 4 2

Сопряженная к (1), (11) в С 3+1 задача имеет вид

W(a) = 3 sh 3a(3a ch 3a -  2 sh 3a) + 27a2 = Y j  a»(3a)2"+\

где
2n — 2 2n — 3 1 

(2n+ 1)! {2n — 1)! 31

d
—— Д«, + A,r, = 0 в 
дх

— —  Ду2 + = 0 в дх

и,(- 1. у) — 0
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*WPE
dv,

U ,± 1 ) = 0 dVi
dx '' dx

t>.(- 0, y) = vt(+0, у ),

d* vt дг Vt
(— 0, y) = —̂ -7- (+ 0, y)

U ,± 1 ) = 0

dx*
и x=0 является счетнократным собственным значением с собст­
венными функциями

vk {х, у) = - 1 < * < 0
А* . ftn Ап— х-к* - — - т  х 

е 2 — 2е * +  <? 1
0 < х < 1

X
sin

kx

у при к = 2у\

cos -5- у при £ = 2./ — 1.

Так как г:

<ик , -и4> = 8ch^-j^ch^- — 2 s h ~ (^ l + 2 ch^-j ¥= 0.

то присоединенные элементы отсутствуют.
Аналогично 1.1 можно показать, что нами найдены все дей­

ствительные собственные значения задач ( 1), ( 11) и сопря­
женной.

1.3 Рассмотрим задачу для уравнения ( 1) со следующими 
граничными условиями:

ди
и|*,=0, —— (1,1/) = 0. дх

(15)

Разделение переменных приводит к (4) и

X"' = (- ^ - ) ‘ r  + U - 0 ,

Х(±1) = 0, Г (1 )  = 0,
Во всех возможных случаях существования корней характери­
стического уравнения наличие указанных выше граничных усло­
вии для Х (х ) приводит к отсутствию собственных значений. 

Задаче ( 1), (15) соответствует сопряженная
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д
— —  ЛО +  XW — O, ll(, л  km

°х  g случае  нулевого двукратного корня m, 2 =0 и m3 i = + - у

* ± , . „ - 0 .  * .  (- 1 .»> _0 . ^ - U ,± !> - 0 ;  (1, х = 0 и Л = (> -  ch^ J  (sb -  Т-) Обращаете» в нуль
дх дх только при k = О,

(16, 17) имеет только тривиальное решение v(x, у) =  0, т. е. cos Если корни характеристического уравнения действительны и, 
ственные значения отс;

2. Рассмотрим кр; 
порядка в квадрате Q:

ственные значения отсутствуют. различны, то эти корни имеют вид
2. Рассмотрим краевую задачу для уравнения четверто^

Ды + Л и -0 , (18 . т ‘ * 8 Г 64 т .  -  -  т
дхг

ди
и 3Q

би  /  ______
0, и(0,у) = 0, —  (0,у) = 0. (19 ^  + У * ‘ П‘

л, т 4 = — я.
Разделяя переменные, получаем следующие краевые задач! .

для обыкновенных дифференциальных уравнений (4) и Условие существования собственных функций

Я (4’ — цХ'-’ + кХ — 0 Д (2 т sh л — 2л sh m)(ch m — ch л) = 0
выполняется, когда 2/л sh л =2flshwt или clm=ch/i. Из линейной

ЛГ(±1) = 0, Х(0) = 0, Х '(0 )= 0. независимости т ,  shm следует, что первое равенство невозмож-
.т. тт но, а последнее выполняется только при т  = п: поэтому в данномИспользуя решение (4), рассмотрим задачу Штурма -  Лиувилл» случае ( ,8) (19) имеет только тривРиальное решвни*

на собственные значения в случае> два корня (22) различны, а два других мни-

*<*> -  ( - ^ - )  *<*> +  U  =  0 ,
мые

т

имеет два двукратных корня

Х(±1) = 0, Х(0) = 0, Х '(0 )= 0. т
8 64

Если характеристическое уравнение задачи (21) (23)

‘ — (  + <-3 I  1 / л*т , . _ ± у _ + у  *
корня

*« _  _  ________ _ (m,,, = ± im, т У1 — ± л, Л — 1,2,...),

подставляя общее решение A'(jc)=c1cos/njc-f- c,s
* в граничные данные, получаем условие Д = (л sin/л — 

wshn)(cosm—сИл)=0. Это равенство выполняется лишь при /л—л 
ротиворечие с предположением), либо при т  =  п =  0, что так- 
! противоречит (23). Четырех чисто мнимых корней характе- 

■! т̂ическое Уравнение не имеет, оно может иметь комплексно-

т и 2 = -  2 у |  ’ т з, 4 ~  2 У 2 — 771 ^
то, подставляя общее решение в краевые условия (21), получаем иодставляя общее решение X (x )= c lcosmx+cisinmx-\-ctenx+

w в гРаничные данные, получаем условие A = (flsintfi — 
Д ™ sh т  ( т  ch т  — sh т )  = 0, м$пп)(<м$т—clm)=0. Это равенство выполняется лишь при /л—л

т. е. либо shm = 0, либо т  = th т .  Это возможно только пр‘! противоречие с предположением), либо при т  = л = 0, что так- 
т =  0, что противоречит предположению кФ О . Ристичоское^ав • тыРе* чисто мнимых корней характе-

с°пряженные корни:
3 2  ,  -
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l /уя, , k'n1 л/ У Я m, , = К ---- + -----± 1 1 --------- —  ~=a±ib,
1 ' * 2  16 ' 2 16

i /  у Т  , л» n* V  у Т  k* л*
т ,  * = - Г ---- + -----± ‘ Г —^------—---- — a±tb.' ' 2  16 ' 2 16

Здесь условие существования нетривиальных решений задачи 
имеет вид

Д = sh a sin b {b sh a cos b — a ch a sin b) = 0.

Оно выполняется, если b sh a cos b — a ch a sin b =» 0, либо sinft=0. 
Первое равенство в силу линейной независимости системы функ­
ций sha, a ch a  невозможно, второе — справедливо при Ь = */, 
/ = 1 ,2 ......  Из характеристического уравнения получаем собст­
венные числа

^ — * W + 1 6 W _  ы _ , д ......
04

которым отвечают собственные функции

и ^ (х , у) = s in r/ x c h r j/ ^ /*+ -̂ - х Х

(24)
sin -4г- у, k = 2J

cos-^-y, k = 2 j— 1.

Сопряженная задача, соответствующая (18), (19), имеет вид
&  ( — 1 <  jc <  0  \

——  Да, + = О в Q ,= | . . Г ,
дх2 1 — 1 < у < 1 J

^  / 0 < х < 1 \
ДWi + Xv, = О в Q2 = 1 . _. j .

дхг 1 -  1 < у < 1 1
vl( - l , y )  = 0, vt( l,y ) = 0,

b y ) = 0, —-^-(1, t/) = 0,дх дх

d*v. д* vt ,
( _ 1 , у ) _ 0 , - г г - ( 1 , у )  =  0 ,

<?*2 "
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дх1 Х̂’ *' дх1
с условиями склеивания на прямой х=0

dvt dv*v,C- О, у) = у,(+ 0, у), —— (- 0, у) = —  (+ 0, у).дх дх
Метод Фурье приводит к той же задаче (4) для К, (у), i = 1,2, 
а для Х х (х), Х г(х) —

-  1 <дг<0,
4

+  =  0  <  дс <  1 ,
4

Х 4 ( _  1 ) =  о * 2 ( 1 ) =  0

.Ж  *;(-!) = о л; (1) = о 

х 'А - 1) -о X (i) = o 
х,(- о) = *,(+ о) (25)
х [ (- 0) = Х,(+ 0).

Собственные значения задачи (25) как и ранее существуют 
только в том случае, когда характеристическое уравнение имеет 
корни m, 2 = а ±  ib; т 3 4 = — а ± ib, т. е.

Х,(х) = с Г  еах cos bх + с” ’ еах sin bx + с1,я) cos bx +

+ с!*’ е~“  sin bx q = 1,2.
Согласно граничным данным и условиям непрерывности Х(х) 
при Jt = 0, находим условие существования собственных значений

Д =■ 8(а2 + 6*) sh a[b cos b sh а — a sin b ch а] sin b = 0.

Последнее возможно только при sin 6 = 0, откуда следует, что 
собственные значения имеют тот же вид \к1 = -*-* ̂ 6̂ -1-6/,lI-1 k, /=
= If 2 ,—  Ц м отвечают собственные функции



прямления свободной границы [2], позволяющий провести линеа. 
ризацию системы (1) и получить дисперсионное соотношение илИ, обозначая = /, имеем

т г а*
cth sm,

Fmn (1 + ^ п), ( 2 )

2it 2%связывающее числа т ,  п и периоды —  t -у с параметрами F 1 и

Ъ  sin = №  о-1 + " 2 **)•
Выполнение условия (2) для пары чисел (т ,  п) обусловлива­

ет наличие подпространства нулей для оператора, определяемо- 
го линеаризованной системой [1]. Размерность подпространст- 
ва зависит от числа пар (т<, П{), для которых условие (2) вы­
полняется одновременно. Эти размерности указаны в [3, 4], од­
нако в случае / = 3 уже не остается свободным ни одного из па­
раметров F, у, а, b и существование 12-кратного вырождения 
.требует доказательства [4].

Итак, пусть условие (2) выполняется для трех пар (т,-, щ),

th s,

—  (t1- l)th*s, + l
u

u»(0. (5 )

Уравнение (5) будет иметь решение, если существует такой ин­
тервал [fi, h ], что выполнены условия:

а) и , (М  < « 2 (М . ul (t2) > u i (t2);
б) Т> 0 . I-

Покажем, что для mi = 2m3 требуемый интервал [/i, суще­
ствует.

В силу \>0 следует цепочка неравенств 
1 th s,

Р (1  + is 't )
* ,

m ,  а 2

c th s i,  t =  1 ,2 ,3 . (3)

Систему (3 ) можно переписать следующим образом:

< 4 < 1 th s,
t<  1. (6)

S Sm2 . t mt

t th tst t' th tst ’
Пусть T (t) — множество значений t, для которых выбранной паре 
ntu /я3 отвечает неотрицательное значение параметра у. При этом 
левое неравенство (6) определяет нижнюю грань этого множе­

ства. Пусть = inf {Г (/ )}. Тогда
— — (s\ — s\ ) cth st + — (s\ — s i ) cth st + 

St st

s t
+ (sl -  s*) cth st + (s] — s\) cth 5, = 0.

Si 5j

miНаконец, полагая ---cth s. = /, , получаем5|

л ) - ( * ; - « !  и / .-/ ,).

4t* th V s, = th s, < th st

(4

откуда следует, что при t = t*, ux{t*) < u2(t*). Если выполняет 
ся цепочка неравенств (при *< 1 )

th Si 4 th st
то

Уравнение (4) может быть реализовано, в частности, при следу» 
щих предположениях: пусть s 2= 2 s i , тогда уравнение (4) зап» 
сывается в виде

(s' — s\) (  4 т -  cth 2s, — -^-cth s^ =
' 2s, s, ’

Поскольку
[+■

u,(-L)-2 lh-|i

у *

th Si
“ • ( v )

3s! (  cth s, -  cth s,)
V c.  c.  /

38
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проверяется непосредственно, то за искомый интервал достаточно

зэ



взять -yj. Так, при выборе т ,  = 2, 4л, = л, = 4 получаем 
следующее соотношение на числа а, Ь:

аг (4Г* — 1)

1 -  16
Ь' = (7)

из чего следует, что < /* < -у-.
Зафиксируем параметр Ь. Тогда при а0, получающемся из (7), 

имеем t = t* и м, (а0, b )< u t (at , b)\ при = а -» сю имеем
/ - ♦ jH  и1(уам , Ь }> и 2(а т , ^). Этим завершается доказатель­
ство существования двгнадцатикратного вырождения.

В случае одной или двух решеток периодичности система 
( 1) может иметь решения, периодические только вдоль оси 
Ох, что соответствует плоской волне. Покажем, что для трех ре­
шеток (т. е. при наличии трех пар ( т „  П{))  не может быть ре­
шений типа плоской волны. Для этого перепишем (4) в виде

р _ / * / I 1 \ I #/» = — --- — U, -  s .) + /,S — S1 1

и, приняв s3= s  за текущую переменную, /, =  /^=scths, F  —

(k =-/’-■ f'-~ ], рассмотрим функцию
S2~ *1 /

Uls) = /(s) -  F(s).
Утверждение. Вне зависимости от чисел Si, s2, функция U (s) 

не может иметь трех корней, отличных от нуля.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что при s = 0 функция U(s) 

имеет минимум, поэтому для доказательства утверждения доста­
точно показать, что Ur"  (s) не имеет корней, отличных от нуля.

Уравнение U '" (s )=  0 равносильно уравнению
3s cth* s — 3 cth s — s = О, 

которое перепишем в виде
3 sh 2s

h , ( s ) u2(s). 18)
4 ch* s + 2

Дифференцируя (8), после несложных выкладок приходим * 
уравнению (chJ s— 1) 2=0, из которого следует, что и‘л (s) < и, (*)• 
при s=;fcO.

Цз неравенства и условия u i(0)= u 2(0) следует, что U ” '(s ) 
не имеет корней, отличных от нуля, 
утверждение доказано.

При построении УР  в работах [1—3] использовалась группа 
сдвигов L и группа прямоугольника. Действие этих групп 
на подпространстве N (B ) индуцирует соответственно группу 
вращ ений  и группу подстановок в пространстве S n векторов | 
(координат произвольного вектора из N (B )) .  Теорема о насле­
довании групповых свойств исходного уравнения [1] уравнением 
разветвления позволяет использовать индуцированную группу 
вращений для редукции УР по числу неизвестных, а группу 
подстановок — для восстановления всей системы разветвления 
по некоторой ее части во всех случаях многомерного вырожде­
ния [4].

При этом вводится понятие трансляционной решетки перио­
дов [5, 6], на которой осуществляется действие группы подста­
новок.

2хПусть о, = —  ev с 2= -j- е, ( et —- единичные векторы по осям
координат) — основные трансляции, порождающие решетку пе­
риодичности. Обратная решетка порождается векторами l n)—aet, 
1(2) = Ье7, ее .произвольный вектор имеет вид l —mj /<|) -f л; /,2)
I* (*/ . M l  =

Базисные элементы N (B ) и соответствующие им вершины пря­
моугольников в обратной решетке пронумерованы так, что если 
вектору / отвечает нечетный номер, то вектору — / соответству­
ет последующий четный номер. В случае использования группы 
прямоугольника достаточно построить по одному уравнению из 
УР, соответствующему каждой из решеток, остальные находят­
ся с помощью подстановок.

Рассмотрим далее случай расположения двух решеток [3] 
(рис. 1), когда векторы /„ 1= 1, 6 инвариантны относительно 
дискретной группы эллипса. | •
Наличие этой группы позволя- 
ет использовать для восста­
новления УР не два, а только 
одно уравнение, что сущест­
венно упрощает решение зада- 
Чи- При этом подстановке 
Р\т (146235) соответствует

п°Дстановка
(It , 6*. £.(<*>, t . , t * S .W » .

где d — отношение полуосей эллипса и переход к (от) Ъв, осу- 
^ествляется умножением (делением) на d. Порождающий эле- 
л*Нт гРуппы в плоскости векторов (еь ?2) будет иметь представ-
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I l l  J _  / рассм атриваем ого  взаимодействия решеток периодичности
2d  2 / и н в а р и а н т ы  выписываются следующим образом:

Параметр d определим из уравнения эллипса X 2 +  = т ]  а% _ /, =■ £, 6*. Л — £> £*. Л = £> 1«, /,« = h

использовав точки (т , а, л, ft), (от,а, 0): использовании дополнительного инварианта /ц(Е) = М«Е»
,^2 ( д л я  учета всех возможных степеней £) запишется в виде:

а ' ( т \ - т |) ' ^  е) _  а«> (ej^.+ ̂ a f  (e)(6, g,)'. (1, g*)*. ( | . 6.)«.Х
Инвариантность уравнения разветвления 4

{(£  £ £ ) ( £ £ £  ) } ou =  0  ( 1 0 )относительно группы вращений ^  означает, что многообра 3 * 2 4 5
зие ппостоанстве З2* нектоппв f Е i t  <символ out ° значает- что в выражении ( 10) в фигурных скоб-

< \ u«--nu.„u« " р° странстве “  вект° Р ° в (  Ч ...... V  *. KVax сомножители вида (&ЛГ* (5,5,)" < ;Л )" должны быть
**• * п) Р нтно. Вращения определяют базис алгебры Jli 0Пущены вместе с возможными одинаковыми слагаемыми под
[4J в а в следующем виде: знаком суммы). Выпишем главную часть УР (10):

у  * д 4.*  д * д •.* д Ш  W fc e )- a i l ,*t, + e|n 6.5. - 0, 

d

t l~ d i[

д  \

ь 4 " jiL
<^4

<*(6, e ) - a i , )e61- e ‘,,)W . -  0,
••• +  /*

^ , в ) - а Г е 6, +  а‘1‘) g2| s =  0,
д

-L
д д

Ь ( 1 1 )

1 г  * .
te4 А » / *U ,e )-a .“ >e64- a t<,)g.6. “ 0,

••• +  t i
d t j

M S .e J- e T e b  +  a ^ M .- O ,

/ 0 X ,  =  nft ( -  £ , ---- + £ 2

d

Полная система функционально независимых инвариантов опр̂  ч (5) (»,
деляется уравнениями X I/=0, Х21=0 и состоит из 10 элементов *е(£, е) = а0 гЪъ — ах £2£* = 0.
По теореме о неособом инвариантном многообразии [7] многооб Коэффициенты второго порядка в УР  ( 11) будут мнимыми. По­
разив F : t  /(g) можно представить в виде этому, в силу инвариантности системы относительно комплекс-

___  ного сопряжения коэффициенты в нечетных и четных уравне-
ФЧ/,.....Ло) = 0, 1- 1, 6. (9 будут разных знаков. В вещественнозначном базисе сис-

„  - „ Тема (П )  будет иметь вид [3, 4]В  силу аналитической зависимости t от £ и е и шести и н в а р и а н  1 1
» *) , ,— с * /о' I  + В{г\,х\» + Ti.ris) = 0,тов /у =-£—, / = 1, 6, обеспечивающих независимость системы (-

по отношению к tj, общий вид УР можно записать в виде Лт),е + B(tiji* + Л»1!») ” ° ’ ( 12)



/Ц,е + f i(-  п«П« +4 i4j) = 0. 

А\\кг + 5 (— iun» + Л«П«) = 0. 

C»i,c + (-  г)* -  г)* -  тД + л») = 0.

V ab
Л

cos m, a(x + (J,) }+  o (P  — F\ ),

_  z - f(x ,y ) 
l +Цх.у) ■

Cri.e ( -  Т |,Г |з  -  ПгП») — О,

где

Л - a J1' - - ( 1  + fs l) ;  С -= ai‘‘ =» Ad\ D = Bd
в силу инвариантности относительно дискретной группы эллнп 
са. Значения коэффициента В  мы не приводим ввиду его громозд 
кости [3, 4].

Редуцированная с помощью непрерывной группы система (12 
имеет два решения, одно из которых получается из второго пу
тем сдвигов по оси Ох на 2* а , по оси Оу на - :

т)<‘>(е) = (о, 0, 0, ± У - ^ _е’ “^- е -о) + о(е),

т,<*» (е) = (±  2У  -  е, 0, 0, 0, -  ~  е. о)+ о(е).

Теорема. Задача (1) в рассматриваемом случае двух решето» 
периодичности в окрестности точки бифуркации /~о mi-1 = ̂ mi 

с шестикратным вырождением линеаризованного оператора имеет 
с точностью до преобразования у-+ —у одно двупараметрическое 
семейство периодических решений:

{ф ,/ ) _ 2у Т ^ (р _ * , { т ' 0,'‘Гб л а д + Ш  „

X  cos т,а (х  + (*,) sin пхЬ(у + Р*),

д

У ab 
л

St sh st 

sin т ха(х 4- (J,) X

A
X  sin n M y + PO * + —  iF 1 -  F*0)XВ
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Т. Д. ДЖУРАЕВ, Р. Р. КАДЫРОВ

ОЦЕНКИ ПРОИЗВОДНЫХ ЛЮБОГО ПОРЯДКА 
РЕШЕНИЙ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
НА БЕСКОНЕЧНОСТИ

В работе приведены интегральные оценки обобщенных решений 
первой начально-краевой задачи для параболических уравнений 
высокого порядка, аналогичные принципу Сен-Венана в теории 
Упругости, характеризующие затухание интеграла энергии этих 
Решений на бесконечности. Далее, на основе таких оценок иссле­
довано поведение модуля решения и модуля любой его произ­
водной указанной выше задачи на бесконечности.

В неограниченной области 0 = 2 х (  0. Л  С  /?*+1 , 0 < Г  < оо 
Рассмотрим уравнение

m,a}lab ch [« ,(£ + 1)1
л s, sh s,

sin т м  (х + |ii), 1*1.
( 1)
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где X = (.*, , . . . ,  хп), * = ( а........ ... ), ау — целые неотрицате^. ,
ные числа, | <х| = а, Н---h , Ъ'х = дщ/дх' \ ..., дх *" — то J
самое относится к р.

Предположим, что а^ (х , t) — вещественные функции, ограни 
ченные и непрерывные в G при всех | в |, | р| <. т  и

[ [ ( . £ “ )  + £  и, ф) — (/, ф)1 dt = 0;
11 • . dt |в|, |»|<™ _______

/) означает скалярное произведение в L2(Q). В дальней-здесь w  Лт
шем будем считать, что для v (x )f .н  ( 2 )

А.,1612тп £ (2 J  aat2 )l v2)* vdx > p j  X j  \2>lv\*dx (5>
О |* | ,  |P |< m О |а |—m

янныеССХ ^ €° ’ ’ ГАе ** И положительные пост,, ^ ‘ограничения на коэффициенты уравнения ( 1) или на струк- 
Для целого неотрицательного k и множества ч С <>2 опоел, туру границы области Q, при которых неравенство (5) имеет 

лим пространство H h (Q, у) как пополнение по норме м е с т о ,  при выполнении условия (2), рассмотрены в р
[2,3]. Пусть 2 С  {х : х, >  0}.

М »,0 = \2>lv\'dx)'"
о |«|«»

пространства бесконечно дифференцируемых в Q функций v(x) 
с компактным носителем в QYy. Положим

Введем некоторые обозначения. Пусть х = (xt ,..., хя ), 
Q, = Q П {л:: дс, > т), £Нт„ т,) = Q П {х : xt < х, < т,),

s, = Q П {х : jc, = т>, G, = Q, X  (0, Г), G (т„ т2) = Й (т„ т,) X  (0, 7), 

/ / M Q )- № (Q ,0 ), № _ / / > (Й .Й 2). * . - « , Х ( 0 .  Г )  в , ( * * ) - ш . р  радиуса г с центром в точке

Через L 2(0, Г; Л) обозначим пространство функций u(t) со зна ■* (Х] ’
чениями в гильбертовом пространстве X, сильно измеримых от Очевидно, s, состоит из не более чем счетного числа связ- 
носительно меры Лебега на [0, Г] [ 1] и таких, что ных открытых множеств s[ на гиперплоскости хх = *, / —=* 1, 2,....

т Пусть 7 = <?2 П <?2Т . Т„ = const > О, т > т. и ^ (х) -  наименьшее

Hulll\%. Г, X) — и собственное значение оператора Лапласа на s'. с однородными 
условиями Дирихле на границе s { . Предположим, что при т0 < 

'  пространство функций и(х, t) ъ G с конечной <•*,<«>, (jc ,)> X (x 1j > 0, где '^д :,) € С °(Ч  , 00)), / — 1, 2.....
нормой Обозначим

Hull / 1 I ди I * \ */*
*<<» . * >  = (  H u l l b V ,  Г ; Х )  + |  t  j  .

Ц 0. T ; L ( Q ) ) X

В области G рассмотрим уравнение (1) при следующих началь- где р = ^  j  — некоторое множество индексов s, 8 — |5Л}, 
ном и граничном условиях: J ’

и(х, 0) = 0, х € Q (3) Х(х,) — достаточно гладкая функция. Положим S (M , 8)=  2 s 8 , .
S6^f

2>:и= о, l a l< m - l ,  на Г =  ̂х  (0, Т), -j <= dQ. (4 ч Приведем интегральную оценку обобщенного решения зада-
Чи 0 ) .  (3), (4), аналогичную энергетическому неравенству, вы-

Функцию и(х, t) е A (G. //" (2, 7)) назовем обобщенным ; ра* аюЩему принцип Сен-Венана. 
шением задачи (1), (3), (4) в G, если выполнено условие (3) 11 JleMMa 1. Пусть область й такова, что множество s. при
для любой функции <р(х, / )е Л (0 , Н т (2)) имеет место то*- Т>п° Не пусто и огРаничен° .  %  = const>0.

Пусть х (Хх ) (ho . да)). X U i )  > 0 при %  <  x t < оо.дество
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XJ (*,)X " (- О  монотонно стремится к нулю при лг,-*-оо и 
X ~ '(* ,)|  В м 4 (х (-«, ))|2 < т) ПРИ «.<■*, < ° °  (б> Для всех Л*. I  и 
р таких, что S(;Vf, 8) < р < 2ш, где  ̂— некоторое положитель. 
ное число, зависящее только от X ,, X ,, максимумов модулей 
коэффициентов t) при |а|, |{J|</n. Тогда для обобщен!
ного решения ы(х, /) уравнения (1) в G. с однородными уело, 
виями (3), (4) соответственно на S2. и Г  = ^ а п ° ,2х ) X  (0, 7") 
при / = 0  в G. , справедлива оценка

f y1 (т)Х._ж (т) f
J  E (u )d x d t**c-----—-----J  W(u)dxdt, (7

0 (f, If) *  ote

где

£ ( и ) - Ц  \3>lu\\ W W - Y i  1̂ >Г«1*. t> t . .
|a|— m |a|<m

постоянная с не зависит от и и т.
Лемма 1 доказывается аналогично теореме 1 работы [4].
На основе леммы 1 установим характер поведения моду.и 

решения задачи (1), (3), (4) и модуля любой его производной прв 
х 1—►оо при некоторых дополнительных условиях на область Q 
Для этого используем известные априорные оценки производит 
решений параболических уравнений в норме L2 и теоремы вло- 
жения.

Пространством ' (D) назовем множество функций, за
данных в D C  /?*+‘ и имеющих конечную норму

н«|1о =  2  sup | £ ;ф >  I,

где / > 0 — целое число. Для ограниченной области D  С. R 
и целого определим пространство W\m*,k (D ) как замыка
ние гладких функций в норме

Hull», о = (  j  \2 )\2 )\uV dxd l)".
D  • < 2 * n r  +  |«|<2mA

В дальнейшем нам понадобятся оценки, доказанные в работ* 
[5]. Ниже мы приводим их в том виде, в каком они будут ис 
пользованы при доказательстве теоремы 1.

Лемма 2. Пусть область Q является либо цилиндром (х : —1 /24
v

< * i < 1/2, | х \< 1}, либо шаром | * : | х | < 1) л и б о  полушаро 
|x :|jc |< 1 , х, > 0). Через Q{ обозначим соответственно цилинД!
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, r - — I 4 < Хх < 1/4. 1*1 < 1 }, шар \х: \ х \ < 1/2), полушар 

Пус1ь в D  = Q X (0, а) задано уравнение вида

l )m 2 j  М х ,/ )2>Ги- 0  (8)
O t  |a|<2m

с начальным условием « |,_о = 0, х е Q, и выполняется усло­
вие параболичности: существуют постоянные xi и х2 такие, что

х,1£1,т < 2 j  W x ,/ )6» < x ,\ъ\гт
|в |- 2т

при любых (X , / )бО , I g R " .
Пусть / = 2ms, 5 >  0 — целое, и Ья (jc, Ц ьС 1,12т {D ), причем 

| ЬЛ Х' при l aK 2m- М  = const > 0.
Тогда существует постоянная с, такая, что для любого реше­

ния и е W 1 ,,+2" ) 2т (D ) уравнения (8) в D, которое в случае, 
когда Q есть полушар или цилиндр, удовлетворяет граничным 
условиям 2)’ и = 0, )я|</га — 1 соответственно на {плоская часть 
границы полушара| х |0, а] или (боковая поверхность цилинд­
ра, X  (0, а], имеет место оценка

е,х1». «1 ^  сИиН^в», 
причем постоянная с зависит от х ,, х2, rt. I, М.

Будем говорить, что локальное преобразование координат 
у = Ф(.г) принадлежит классу (К , q) в области Q С /?", если су­
ществует обратное преобразование х=Ф~1( 1/), переводящее
V  с  и Q, и производные вектор-функций Ф (х ) и Ф _1(*/) до
порядка q включительно соответственно в областях Q и Q' 
ограничены постоянной К, (К ^ 1 ) .

Следующая теорема характеризует поведение решений зада- 
чи (П . (3), (4) при Xi-*~oo.

Теорема 1. Пусть область £2 лежит в полупространстве >0
11 множество s. не пусто и ограничено при т> т=. Предположим, 
"т”  при некоторых постоянных К  >-0, f > 0  для каждого х>  
^  то +  Т >  3 выполнено одно из следующих условий: 1) суще­
ствует з (т) такое, что 0 < о (т) С  1 и область 1> (т-о (т), t+ 9(t)) 
еР^ходит при некотором отображении у = Ф(дг) из класса

( *Ч q), q = / 4- 2т. I — 2m[k + |~" — 1 j ), k >  0 в цилиндр

1У:Ч<*> - < У, <4(t)+ «(*), |у| <р,(т)|,
4— 6

V
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причем в боковую поверхность этого цилиндра переходят толь. Тш / dV л
ко точки границы, принадлежащие дИу а образы точек содер. а  О* ПО)

V OZ |a|<2m
жатся в цилиндре |у : ^(^) — *(t)/2 < yt < ч (* )  +  8(х)/2# |у| с  .
< А ( Х)Ь  Pi (х) € (0* 1]» 26(х )^/71(х), постоянная /С не зависит а также граничному условию £)у У  (у, г) = 0, |a | <  т  — 1, на

v -гХ(0. )̂* Где Т “ " боковая поверхность цилиндра Q. , и началь-от ч  2) каждая точка х = Ь , х ) из S. либо яаляется центром £ * «  и ( у  г) = 0 „ ри ' = 0 .
шара радиуса 2/?2(т )< 1 , принадлежащего 2. , либо {% х ) при- Коэффициенты уравнения (10) выражаются через коэффициен-
надлежит некоторой окрестности О, некоторой точки xe€Sxftf2 тЫ УРавнения <*)• ФУ™Ции при | а |< « ,  а также через
и существует окрестность О, точки х ° такая, что 0 2 при неко- производные функций, задающих отображение у = Ф (х ), до поряд-
тором преобразовании у = /-?(х ) из класса (К, д) переходит в ка 2т  включительно. Поэтому, согласно предположениям, эти
шар радиуса 2pt (т )< 1 , причем 0 2Г|2 переходит в полушар, коэффициенты принадлежат пространству C j г ( Q^X ( 0 ,  7"))
плоская часть границы которого является образом 0 2(]дй, и и нормы их в этом пространстве ограничены постоянной, зави-
образ О, Г) 2 содержится в концентрическом полушаре радиуса сящей лишь от М и К. Кроме того, постоянная параболичности
Рз('с). уравнения ( 10) оценивается через постоянную параболичности

Тогда если функции 2)“ aB?(x, t ), |«|< /п принадлежат классу уравнения (1) и число К.
с 1;  lf2m(G x )  и ограничены в норме этого пространства постоям- j j  Преобразуем независимые переменные ,=  у/р1 (т), 6 = г />, (х)
ной Л1, то для обобщенного решения задачи (1), (3), (4) в G. , и положим <*>(-. 0 )=  V \ ^р,(*), $р\т (f )j. Из уравнения (10) для
при /  =  0 в От , принадлежащего классу функции ш(;, 0) получим уравнение

дш
при t0< t< c e ,  справедлива оценка (Pt(T))2ra-lal Лв(£р,(т), QpT (т)) 2)^ <о = 0.|a|<2m

sup |£ > ^ ;«U ,/ )|, <C(p(T))-,‘l*,+,-,,-<"+*m)X  Ш  (11)
*» Так как 2p i (t)^ 1 ,  то коэффициенты этого уравнения принад­

лежат пространству.

х SUP ft- Ц .»  J  щ иЫхЛ, p ^ { t » J l W _ i W < t < a «  + « Й .
1 * - ^ )  Ч  '•* ^ ,0> ,(т ) Р,(т) р,(т> ■

(9) 1̂ 1 < I. 0 < е < — I — } )
2тг  -Н s| <  2mk, р (т) = mln \рх (т), />»(t)|; A (т) = o(t), P2,m(x)

v _

если для t выполнено условие 1); А (т) = 2рг (т), если для (т, х) и нормы их в этом пространстве ограничены постоянной, не за-
выполиено первое из условий 2), и А (т )=  sup |т — х, |, если висящей от т. Функция ш(£, 0) удовлетворяет уравнению (11) в

V „  Q-- X  ( °.  TIp T  <*>)• , де Q-. = Г-ЧМ/Я, (*) -1/2<  С,< Ч (т)/Л (х)+
для (т, х) выполнено второе из условий 2); постоянная С не v
зависит от и и т. + 1/2, | * | < 1) и условиям ф! <о = 0, | a | ^ m  — 1, на * Х

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть т-такое , что выполнено * *  X  (о, Г/pJ-(*)), v -  боковая поверхность цилиндра Q ,, о> = 0
ловие 1). Полагая y = 0 (x ) f £ = /, (у, г) = и (Ф  1 (у), 2), по- пРи 6 = 0. Поэтому, применяя к о) лемму 2 , получаем, что 
лучаем, что V (у , г) удовлетворяет в Q X  (0, Т), где цилиндр
Q, является образом 2 (* - с (т ) ,  t + о ( ^ . “ уравнению вида +1. д£ х(о. r/p?"<t») 11 л1 (otX(o. г/,?%,)) , 02)
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где постоянная сi не зависит от т,

Q-. = |С:ч W /Л (*) ~  1/4 < ч  < ч(т),Л (х) + 1/4, |С| < 1J.
Из оценки (12) и теоремы вложения 10.4 работы [6] следует, что

|| ®  ||<А> ^ ^ г Н * 0 !! > (  2т  \\ 0 3 )
й х ( о . г „ ? " м )  L (,»))•

Так как

11 “  I *  ( « , Х(о . Г / ^ "М ) )  СЗ ( P l  <"  + 2," , ’ 11 “  <

< c , (p t (i))- (e+2m>'2( sup U  "(д:,)) f E (u )d x d t\ \
^1* 1-*!<*(*) J

Ci = const, N (t) — G (t — o(x), т + o(t)),

\2)\St)\u\ < ct(p1(T))-<l' l+,mr) X ,  |2>*Я>'ш1,
|0|+2m a<|f|+2m r

cK = const, 2mr -j- |s| s£l2mk, то из неравенства (13) имеем
sup \2>\Ж>\и\г «£ cJ(/7l(T))-,(l'1+,Mr)-("+,ra) X

X  sup {Х-жи ,))  J  E(u)dxdt,
1*1— T | « J ( T )  It ( I )

2mr + \s\ 2mk, c5 = const.

(14)

Поэтому из оценки (14) и леммы 1 следует неравенство (9). 
Рассмотрим случай, когда для т выполнено условие 2). Если

vjc3 = (?, x )£ s , и шар В 2р̂ ) (х °) содержится в 2_„, то, полагая
у  = х/2 /7гС0 . г  = tl(2p ,(*)) , v  (у, г) = и (2р, (т) у, (2р2 (-c)2m г), 
из уравнения ( I )  получаем, что г* (у. z) удовлетворяет уравнению
вида

4 ^ +  X i  C - i) taia> r< ft-»(y.*)® io(y,*))-o, (is
dz la l. П К »

тле 6.3(у. г ) = (2р, |?Ч ?(2рг ( * )у .  (2р, (x ))Jm г) -  в ци-
линдрс высоты Т , основанием которого является uiaf
единичного радиуса, причем коэффициенты уравнения ( 15) в это4 
цилиндре ограничены в норме пространства Cly' lg7m постоянной 

не зависящей от т.
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Далее из леммы 2 и теорем вложения так же, как и в преды­
дущем случае, получаем неравенство (9).
' Если выполнено второе предположение в условии 2), то еде- 

лаем замену переменных у = F  (х), z = t ,  v (у, z) = u (F~ l (у ), г) 
и затем

£ = yJ(2psM ),  0 = г/(2р,(т)),га, о>(£, 0) = у(2р,(т)£, (2р,(т))1т 0).
ф ункц ия <о(£, 0) удовлетворяет уравнению вида

-£^ + (-  l )m 2 j  (2р3(т )),т_|а| Ла(2р,(т)£, (2р,(т))1ш 0)2>*<и = О
(90 la|^2m

в цилиндре высоты Т/(2р,(т))1"  , основанием которого является 
полушар радиуса 1, и условию 23* “» = 0, 1 на плоской
части боковой поверхности этого цилиндра. Далее, применяя лем­
му 2 и теоремы вложения, как и в предыдущих случаях, получаем 
оценку (9).

Рассмотрим характер поведения решений задачи (1), (3), (4) 
и их производных при Xi—►оо для специальных классов областей
G, для которых выполнены условия теоремы 1.

Пусть область Q лежит в полупространстве (х :х , > 0| и для
V

*1>х > 0  совпадает с областью (х : хх > т0 , | х | <  g (х,)|, где 
^(х,) — непрерывная положительная функция на |t0, <»). Тогда 
в качестве Ц т) можно взять "*/(4g* (х))- Укажем два типа усло­
вий на функцию £ (*,). достаточных для применимости теоремы
1. Первому условию удовлетворяют функции g ) = /?jcJ при 
Р<0, второму — при 0 < р < 1 .

Условие I. Пусть при всех xt е (т0 , оо) и при некотором 
целом k^O:

а) функция g(x|) имеет непрерывные производные до порядка 
2m [4 -|_ | .j. j ] = q включительно;

б) o < g ( x , ) ^ k c , | £ ' ( * i ) K * . ;

в) Iff*'**(■*,)/£(«*,)|< A f, , s = 1......  q\ k , *, , M s «- const.
Покажем, что в этом случае область Q удовлетворяет условию

ч  теоремы 1.
v

Пусть а = ш ах(*0, £,). Для х > т0 + 3 положим о(т) = ^ (т )Х
X  (2з)~* .

Рассмотрим отображение у = Ф  (jc) вида у, = Ф, (дс) =  дс,,
у1 = Фу (х) т  хjg (-.) (ag ( j :, ) )-1 , j  = 2...... п. Это отображение
ПеРеводит область 2 (т — g (t) (2з) -1 , т g (т) (2з)-1 в цилиндр 
,У ;1У.— х |< ^ (х )(2а )-1 . |у| < £ (')/« ),
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V V
Положим р, (t) = g(x)/a, 8(т) = ^ (т ) (2а)" , r)(t) = -. 
Принадлежность преобразования у= Ф (х ) классу (К , q) пока, 

зана в работе [7].

Докажем теперь, что функция x (xi) = ехР
Хх dz при8 (х)
%

достаточно малой положительной постоянной d удовлетворяет 
условию (6). Легко видеть, чго

£ " ’ ( * ( * , ) )  = dg-s (x , )x (x ,)f l(d , g, g '...... g(s~l ) ).
где £>(• ••) — полином относительно своих аргументов. Эту фор. 
мулу легко доказать индукцией по s. Предположим, что d < 1. 
Тогда из условия I имеем

|Я*..(Х (*,»1  «Sc.d*(£(*,))-*<*• *>, с, = const >0.
Поэтому

(х,)|Ям, e(xU,))l* < сх(Р* { g i x W - " " '  •», с, = const > 0.

При S (A f, 8) ^  р отсюда следует, что

\~г (* ,)1В м.в (xUi))l* < сг<Р*, с, = const > 0.
Поэтому условие (6) выполнено, если d достаточно мало.

v
Заметим, что при | х, — т | <  a (z) =  g  (х) (2о) имеем 

g(xt) — g(r) + g'(Q)U, -  т), lg'(£)l U, -  xl <  g(x)/2,

и следовательно, g (* ) l2 ^ g  (xt)^ 3 g  (x)/2. Отметим также, что 
из условия 1 следует

lg(x,)l *£ Af,je, + Мг, Л1, = const >0, t=»l,2.

Оценка (9) теоремы для областей G = Q X (0 , Т), где Я удовлет­
воряет условию 1, принимает вид

т-1

sup l2>,r̂ I‘ « l, ^ c (g (T ))_*(l*l+,m,)_"exp{ — 2d J  —7-—}  X
» g w

X  j  W(.u)dxdt, 2mr +|s|<2mA, с = const.

Если g (x, ) = , R  = const > 0, p 0, то отсюда имеем

5 t



sup \S>tS>lu\t < c ix^ilM ^ )^ ) exp {---- — — ( t -  l ) 1-’}  X
■ ■  1  / ? ( 1 — p )  }

x f W(u) dx dt, c, = const.

Условие II. Пусть при всех x t £ (*„, <») и при некотором 
целом k^O:

а) g (-*1) имеет непрерывные производные до порядка 
2т [к +  [” ] + 0 = Я включительно;

б) £(•*,) > о в > 0, ®0 = const;
в) |£,_1(*1 ) g (S' ( x i ) \ < as • as =  const >  0, s = \ ....... q.

Покажем, что в этом случае область Q удовлетворяет условию
2) теоремы 1. Заметим, что если x °e s , , т> т , + 1, то шар В г (хсь)

V
лежит в области 2. , где г = min {1, (g (т) — | дг°| )/(1 + о,)ш}. 
Для т > т в + 3 рассмотрим точку р(-с. О,..., О, # (т )) на грани-
це 2. Положим <ор = (д:: хх е(т— 1, t-f-l), |х|<а0/2, хп > (£*(*,) —

-\\х\*) — a j 2|. Здесь х = (х2, ..., хп ), л: = (  х2.......хп_х ). В
<#г определим преобразование y = F (x ) ,  где yt — Ff (х ) =  xf ;

У = 1 ...... л - 1 .  У„ = F n(x) = (g * (x i ) — I J *)12 — . При этом
преобразовании и>р переходит в = {У : У[ е ( " — 1, |у | <
<о0/2, у„ < з0/2). Принадлежность у = F (х) классу (К , q) с не­
которой постоянной К, не зависящей от т, показана в работе 
17|. Совершив подходящее ортогональное преобразование, мож­
но для любой точки Q e <?2 при хх > т0 -+- 3 построить соответст­
вующую окрестность и>0 и преобразование y = F (x ).  Постоянную 
К  можно выбрать не зависящей от точки Q.

« V  «*• 1%

Заметим, что в шр лежит шар B f (p ), где p = F (p ), p=minX

X (1, a J2 ). Если положить 0 2 = F '* ( 5 а (р )), О, = F~ ' ( B fli(p )), 
то очевидно, что в 0 { лежит шар В р,2яЛ(р). Поэтому можно поло­
жить р2 = р/4пК (1 +  ) 'п . р3 = р/2.

Аналогично тому, как это сделано при выполнении условия I,
Хх

d [ - ^ ~
.) 8 W

легко показать, что функция x (* i )  = exP при до­
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статочно малой положительной постоянной d удовлетворяет ус­
ловию (6) при выполнении условия 11.

Таким образом, для областей G = Q X (0 , Г ), где Q удовлет­
воряет условию II, оценка (9), полученная в теореме 1, прими 
мает вид

f-i

sup \3>г,2>'хи\г *£ с sup {gIm U j)) ехр{ — 2d J  }  X

X  J W'(u) dx dt, 2mr + Isl < 2mk, с = const > 0, т > т* + 3.

В случае g (jc, ) = R x \ , R  = const > 0, 0 ^  1 имеем 

sup \2)'2)xu\* < c,т2трех р {— —— --- (т — 1 )‘_pf j  W\u)dxdt,
S 1 /<(l-p) ’ a,т t0

0 *£ p < 1,

sup \2>T,2>‘u\t < c lxlm-u,R j  W(u)dxdt, p -  1, (16)

C, Cl = const.

В случае р=1 оценка (16) дает степенное убывание решения на 
бесконечности лишь при достаточно малых R.
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с. в. ЛОГИНОВ. Е. В. ТРОФИМОВ 

ВЫЧИСЛЕНИЕ АСИМПТОТИКИ
КАПИЛЛЯРНО-ГРАВИТАЦИОННЫХ ВОЛН НА ПОВЕРХНОСТИ
РАЗДЕЛА д в у х  ж и д к о с т е й  к о н е ч н о й  гл у б и н ы

Н. Е. Кочиным [1] методами теории функции комплексного пе­
ременного исследована плоская задача о движении двух несмеши- 
ваюшихся несжимаемых жидкостей с плотностями р( и р2 в слое, 
ограниченном горизонтальными плоскостями, в котором линия 
раздела двух жидкостей обладает периодом X и перемещается 
без изменения формы с постоянной горизонтальной скоростью.

В данной работе при использовании методов теории ветвле­
ния решении нелинейных уравнений в условиях групповой сим­
метрии [2, 3] исследуется соответствующая пространственная 
задача с учетом поверхностного натяжения на границе раздела. 
Рассмотрен случай четырехмерного подпространства нулей ли­
неаризованной задачи. Потенциальные течения жидкостей, ответ­
вляющиеся от течения с постоянной скоростью V в направлении 
оси Ох, описываются следующей системой в безразмерных пере­
менных:

ДФ, = 0 , - 1  < z < f(x ,y )\

ДФ2 = 0, f (x ,y )< z < k ;

(?Ф, л (ЗФ2
— - 0, г = -  1;  ̂= 0, 2 = * ; 

дг дг

= n =f _,о.  (1> 
дг дх дх дх ду ду ' 2 • I »

с?Ф. дф, 1 ka
— - - А , — -  + —  1? Ф , 11-  —  |У ф г|* + ( 1- А , ) Я / -дх дх 2 2

[ д ( и  )I I  д ( и  \1
1 <?лЛ 1 ду ' 11

У1 + f2 + fl VI + /* + /*" * v 

Здесь Ф, (jc, у, г) *= Vx - ъ, (х, у, z) — потенциал скоростей 
Жидкостей. / ( jc , у) — граница раздела жидкостей, близкая к 
г°ризонтали г = 0, k — h .h t — отношение толщин слоев, k0 =

^ h Pi — отношение плотностей жидкостей, F  = — величина
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обратная числу Фруда, -у = — , а — коэффициент поверхност.
ного натяжения, g — ускорение свободного падения. Система (1) 
допускает двупараметрическую группу сдвигов L^g (x , у) =
= £(■* + ? !. У +  Р2 )  и отражения Sx:x - * — x, Ф) {х, у, г ) -*• -
-  ф, ( -  •*. У г), f  (х, у)- ► / (-  X, у); : у — -  у, Ф, (х, у, z)-k 
-» Ф ; (х, — y , z ) , f ( x ,  у ) -+/(.*, — у). Разыскиваются периоди-

ческие решения ( I )  с периодами—  = а, и ~  = Ьх по осям ко- 
ординат.

Используя прием распрямления свободной границы [3] — за­
мену

______________ (k + l) (z - / U ,t/ ))____________

(Л -  2/U, у) -  1)2 + 2k + (k -  1)/U, у) ’

и,(х.у. ;> -  • ,(* . у, -  . » 2 *  + * f U y > - f U .»> l+ (*+ l)/ (x . i , )  \

преобразуем ( 1) к нелинейной системе, линеаризация которой 
д1 и< д1 и* 2 д* и* dll*

[ ( * - ! ) £ - ( *  + 1)]» ( f t - i ) [ ( * - n ; - ( A + i )]3
=  ----- £\ I- / L . -------• “ Д )

2 * ( *  +  1 ) ”  2 * г ( Л + 1 )*

* + 1 / диЛ df
\ П Г /  ~  =  ’

(2 )

2k дх

ди, ди-
Лг„ — -Ь (1 -  Л/ = О, £ = 0,

dx дх

определяет фредгольмов оператор В, действующий из простран­
ства С2+а([- 1 , 0 ] Х П 0) + С2+‘ ([0, 1J X  П0) 4-С-’+’ (П 0) в прост­
ранство С  <[— 1, 0] X  П„) 4- С* ([0, 11 X  П„) 4- С" (П0). Здесь 
П0 — прямоугольник со сторонами а, и Ь{ по осям координат, 
определяющий целочисленную решетку А = (  /?, а, , р2 Ь{ );
обратная [5] к Ар решетка \'р также является прямоугольно^ 
l 0 )= a e l t  l m = b e 2 с общим вектором / = рх Г ” + рг ■ 
Доказательство фредгольмовости В  производится аналогично [3| 
с привлечением результата ([6|, гл. III, § 3).
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Метод Фурье разделения переменных в системе (2) приводит 
в условию

т г а* Г . ch ksm. ch s,ch ksmn ch S m n  1 Г2 / 1 i .  _ l _  *  \ko 7~7 H Г  I = Fm ( l — fco +  IfSmn)» (3 ) sh ksmn sh snn J

Smn = rn1 a2 .+ n1 b\

2x 2r.связывающему числа m, n и периоды — , -у с параметрами
Я  и у* ПРИ котором фредгольмов оператор В тп, определяемый 
системой (2) при ш, п=?= 0, имеет не менее чем четырехмерное под­
пространство нулей N (B mn):

Ф, = {— а>,(£) sin шах cos nby, ад*(£) sin шах cos nby, 
w, cos max cos nby),

Ф ,  =  { —  ш,(£) sin max sin nby, ш,(£) sin max sin nby, 
wt cos max sin nby),

Ф, = {o?,(5) cos max cos nby, — w,(£) cos max cos nby, 
w, sin max cos nby},

ф4 — {u»t(£) cos max sin nby, — ш,(^) cos max sin nby, 
wj sin max sin nby},

где

m alab Г (* + l)(£ + l)  1
L,  ̂ I I t ,  I  \  v  /  # . * \  I Iя5»т sh Smn {k 1)  ̂ + 1)

т а П Ь  Г Ш + 1) С - 1) 1 U b
chi smnI , w> = .

nsmnsh£smit L (k — 1)£ — (Л + 1) J л
Сопряженная по Лагранжу к (2) с условиями периодичности, 

система имеет вид
а* и. а* U. д1 , д
- & Г  +- ■ W  = 0, /= 1 ,2 ;

{- |г [а ., ( ; Ш , ] - а 1(;)1/| }  - 0 ;  (;>£/,]- а , « ) (/ , }  =0;
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{  4 -  1а„(;ш  А  -  а/ОШ .и, у, О) + = О;
1 \  дх

{  4 г  I°*  (Ot/,1}  -  at(0)Ut(x, у, 0) _  = О;
1 ОС ’ о <?*

rat/, <w,\ 2л ,
- l ^  + T “ Г г а»(0) + (1- * * ) Р ^ - Т Р Л ^ = 0-1 д* ду \  k + 1

U \. . ё — периодичны no j: и у.
Метод Фурье, примененный к сопряженной системе (4), дает 

то же условие (3) существования подпространства N * (B ) ее не­
тривиальных решений с базисом

А
ipi = {(й,(£) sin max cos nby, — (d2(£) sin max cos nby,

(Oj cos max cos nby},

A
= sin max sin nby, — <i>2(£) sin max sin nby,

to,cos max sin nby),

A
if, = (— &>,(£) cos max cos nby, ш2(£) cos max cos nby, 

со, sin max cos nby},

A
ф4 = {— <0|(£) cos max sin nby, (o2(fc) cos max sin nby, 

to, sin max sin nby},

<■),(£) = 2ш,(£), и>гЮ = -  2k0wz(l), о, = w„
Для упрощения подсчета коэффициентов уравнения разветвле­

ния (УР ) в подпространствах N (B mn) и N * (B mn) следует перейти 
к комплексным базисам по формулам

d  =  ~ Y

— i, i. — i. i\
1. 1, -  1. - A
1. 1. 1. 1 ri, - i . — i.
i, 1, 1,

- i , 1. 1. Л
- 1 , 1.

- i , - 1 , 1, - i
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Ek't If i

Ф, = —  {4: ш,(5), - ш г(;), iw,)

(5)

ф4 = —  {+ a;t(£), — :о2(£), itt’,}

(6)

ш«(С>. *>«(С). -  * W

Стандартные построения, выполненные при нахождении сопря­
женной системы и примененные к неоднородной системе (2) с 
правыми частями

w„ (*,«/,£). wwU, у), WjU, у),
Дают условия ее разрешимости

О I

I J wllU ldxdydl + \ j w^U.dxdydt, -
■1 По О По

2k а0 (0) j" [Wj,t/,U, у, 0) + щ ги г(х, у, 0)] dxdy +.
k + \  П ,

gw, dx dy = О,

Нспользуемые при построении УР.
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Положив P —F2mn +е, запишем нелинейную систему (1) с 
ностью до членов третьего порядка по uj и /

а»о , д*и,  ̂ l U  +  n - t O f e -  1 ) 1* д*и,
дх2 ' ду2 ' 4ft1 (ft + I)1 а ;1 

(k -  l)[(ft + 1) — С(Л — 1)]* ди, (Л -Ь 1)(1 — Сг)
2k2 (k +. и* at = k х

w  Г { >  "  ,  f'  »  1  1)(1 "  t  ) Zl t' "  I p *  *  1 I x  I/. % +  fy u,K] ------- - -----  /[/, u,n+ /„ u,n]-h

+ —k 4 l + l j  K * + D* (ft* — 1) -  4(ik + i )(*3 + D t + 6(ftV-1);

-4(ft-l)(ft* - !)£ * + (ft-1)* (ft*_

( f t -ь l ) *  ( l  — C*)* /r. * , t. \  .  l
(/■ + /» ) “ j , , ----Г Г 7 Т Г Т Т Г  X4ft* ' "  '«  4ft‘ (ft + 1)

X  [(ft +. 1)’ (3ft2 -  4ft + 3) -  12(ft* -  l)(ft + 1)5 +

.+ 6(3ft5 + ft4 + ft + 3)£* -  4(ft -  l)(3ft‘ + 2ft3 + 2ft1 + 2ft + 3 );’

ft +  1
+  3 ( f t -  i ) ( f t * - i ) t * ] / * u;  + — —  ( i  - ; i ) x

x  (/«+ /;„) «;t -  ( i -  s2) /(/«+ и  \  -

U J .  1 a s
[(ft - 1) -  t (*  + D id  -  ;*)(/.' + ) « ;t+

2ft1

(ft +  D - ; ( f t - 1 )

ft3 (ft + о
[ - ( f t 3+ l) + ;(Jk-  l ) (2ftJ + ft + 2) -

-  V  (Л* - 1)1] K + -  2ft-( f +T T [(fe + 1 -  "  1)] X

ТОЧ'

i

2

+
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XUfc* — 1) -  2(ft* + l ) t  + (ft* -  1)54 P uti+. j ~  1,2; 

. < £ > „ - »  < $ ) . -  

ft +1 . 4. ft* — 1 . ft3 +1 .
2ft U,‘ 2ft2 ' 2ft3  ̂ U,t

(/* + fy ) “ /t + I/« m/x + /» + ". £ = 0;2ft

(8)

«»*,- * .< +  (i -  f -  i f I ,  Af -  -  у  («;’ -  -

-  у  ,)  +  («.'j -  > /« -  - ^ T "  Ц  -  *•“ * ;} X

X//; + — c— ktuixutt)fu + (“ *„««;- k*u'*vu'*t > W  “

1 , .* , » ',[ (ft+ 1)* (ft + l)(As*- 1) Л  , /pI , 4VX 
2~ t _  *1  4ft*---------- W ----- J + e) X

m : x r -  i .  (/,' '/;+ >  -  у  (/;’ t + к  о  -  

- ч ; к / ; , ] - < !- ш + ^ a t +•••. :  = о

Система разветвления

/Д,е) = 0, / - М  »>

строится стандартными методами [2, 3, 7] с использованием ее 
гРупповой симметрии. Из вида базисных элементов (6) и груп­
повой симметрии системы (1), согласно [3], следует, что в (9) 
s выражаются через t\ (I, е) следующим образом

*<»> (£, о) = /(„  (£, е), /,(£, е) = М ( 1, е),• л

Где Pi= (13 ) (24 ) подстановка индексов у £.
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Отсюда видно, что в случае четырехмерного подпространств т е0рема 1. Пусть *„^ 1 + - ^ ,,. Тогда для основных трансляций, 
нулей N(Bmn), как и в [3, 7), УР имеет вид ! Еу^щих прямой угол, задача (8) в окрестности точки бифур­

кации Р 2тШ ~~ четыРехкРатного собственного значения, опреде-
яемого условием (3), имеет с точностью до преобразования 

л _у два двупараметрических свойства периодических реше-
(10) к г

А

/»(51е )- / в(,’ (е )1 » + Х 1С (е )б » (|1|2)’. ( | 354К = 0, 1.... 4.

Используя лемму Шмидта и условия разрешимости (7) неод 
нородной системы (2), ищем малые решения (8) в виде

«/, = 2«,в;к£»е\ / - 2/в;» Г е \  / - 1, 2.

Подставляя правые части (wu , w12; w2I, w^; w3 ')a. k рекур. 
рентных неоднородных систем вида (2), определяющих uJt. k< 
f*\k в Условия разрешимости (7), получаем значения коэффи. 
циентов первого уравнения системы разветвления

<«„ « „ п = [ - y t c :  ( f i  “ Ртя)] , ( _  Ш|(5) х
X  sin [та (х  + ji,) — nb(y + (J2)], 

ц>2(£) sin [т а  (.х + р,) — nb (у + (J2)], w,cos [т а  (jc + jl,) —

-n b  {y + h m  + o U P - F i , ] * ) ,

la. к — I S-1 По

2 к 9

(0) j  [w2,k + 1■Оо
По

О По

+
■ J
По

i|n dx dy.

sign (F2 -  F mn) = -  sign Л(5 + С),

(« „  ut. f) = [ -  (F1 -  Fin) ]  ' b . ( t )  X

X  cos т а  (x + jl,) sin nb (.y 4- {J2),

— шг(£) cos т а  (x -I- p,) sin nb(y + j}2), w, sin т а  [x + p.) X

X  sin nb (y + p2)} +0 ( I P  — Fln\ll*),

sign ( P  -  Fmn) = -  sign AB

Они будут вещественными в силу инвариантности УР относитель- Ъ 
но комплексного сопряжения (см. [3, 7]). Если предположить.! 
что

*0 1 + '>smn . то Л = , = — (1 — к0 т  Vsmn ) 0 (характер ветвления зависит от неравенства к < 1).
✓ „ /л , л» , . ч „ Замечание. Случай к= 1 рассмотрен отдельно, так как прямая
( 1>/ — ( .•••. !.•••. 0), стоит на :-ом месте) и жордановы подстановка к= 1 в расчетные формулы невозможна.
почки имеют единичную длину. Мы не приводим здесь зиаче- I

Л / ^

ний коэффициентов УР В  = t{' J +e. 0, C = t{il̂ ê e.0 ввиду их| список использованной  литературы 
крайней громоздкости, по этой же причине мы не исследуем i К
характер ветвления (подкритичегкое, надкритическое) в очно. • ' М ^ " Н  Н. Е. Определение точного вида волн конечной амплитуды на по-

л . 1____ 1 г> 1 верхности раздела двух жидкостей конечной глубины. Труды Всероссий-
НОМ результате работы теореме 1. i>ce ЭТО будет приведе. ского съезда математиков. М., 1928. С. 266—269; Determination rigoureu-
в подробном варианте работы — депонированной рукописи se des ondes permanentes d ’ampleur finie a la surface de separation de

Система разветвления имеет тот же вид, что и в работах [3, 2. п я 5еих liquid» de profondeur finie//M.ath. Ann. 1928. Bd. 98. S. 582—615. 
пповая симметрия задачи позволяет понизить ее порядок из Г  н”тбурРавн^ий^М^ РНяу Щ  Теория ветвления решений нелиней-
i единицы И указать вид ассимптотнки малых решении ,̂1 '^огино^в Б. В. Теория ветвления решений нелинейных уравнений в усло-

гру 
две 
стемы (8).
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М. ▲. АТАХОДЖАЕВ

ОБ ОДНОЙ НЕКОРРЕКТНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ 
БИГАРМОНИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

1. Плоская задача
ПОЛНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ

Под полно-разрешимой задачей понимается задача, которая раз! 
решима в полном множестве пространства данных [ 1; 2 
с. 165— 167].

Пусть Dj(j=  1, 2 ) — конечные области эвклидова простран

ходям г* следующей системе интегральных уравнений Фредголь-

f dG(p,  q)  f 
J ---------------d , S ,+ J  \x2( q ) K ( p , q ) d qS l =  q>)(p),dn, (7)

где

p € S , ( j -  1 ,2 ) ; / C ( p , g ) - f  G ( p , q ) . ° G[ P- ' q)  dQ.
Dt O t l a

Отметим, что задача (1) —(3 ) , так ж е  как  и задача решения 
системы (7 ) , существенно некорректна [3, с. 53].

Справедлива следующая

Теорема. Задача (1) — (3) в классе C ( D , ) f i C 4(D ,) функ­
ций полно-разрешима.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для доказательства этой теоремы 
достаточно установить полную разрешимость системы (7).

Как известно, для полной разрешимости системы (7) необ­
ходима и достаточна тривиальность решений союзной однород-

y t l b  I S j  --- Д , — ) ----  i v u n ^ in a v .  \svs«r l u v u i  J u a « m « v u u
ства E2, ограниченные соответственно контурами Ляпунова системы интегральных уравнений Фредгольма 1-го рода
S j ( j  = 1, 2 ), причем D, 3  D , . —

Задача. Требуется найти функцию и ( р ) ,  р = ( х ,  у ) ,  удовлет 
воряюшую следующим условиям:

Д1ы(р) = 0, p £ D „  

u(p) =  <p,(p), p GS „

dfSi +  j \  ( , )  d f S j  .= 0 . q t S ,
S 2

j  v2 (P)K(P> < 7 ) ^  + J’ y J p ) K ( p ,  q ) d p S;  =  0, q e S t
(8 )

t

ы(р) = ф2(р), p  € S t ,
где Д — оператор Лапласа, a <pj(7=l. 2 ) — заданные непрерыв­
ные функции.

Так, если уравнение (1) эквивалентно системе

Дц(р) = иг(р) ,  р  6 D„

р  соответствующей однородной системе (7).
Доказательство тривиальности решения (8) основано на рас­

смотрении функций

Диг(р)  =  0, р  € D„ 
то его общее решение в D\ имеет вид

и(р)  =  и,(р) + j  u2(Q)G(p,  Q) dQ,

(4

( o '

v t (q)  =  j  v,(p)G(p, q ) d , S t  +  j  v,(p)G(p, q ) d , S lt
8 t S j

v 2(q)  — j  v t(Q)G(q,  Q)  dQ.
D t

Можно показать, что в силу (8)

d \ v 2(q)
v 2(q)

d v 2 (q)
дПп

Д v 2(q)
D t

где
Au/(p )  =  0 , p e D t ( j  = 1, 2)

a G ( p ,  Q) — функция Грина задачи Дирихле в области D.  Д' 
уравнения Лапласа.

дп„
Д* v t (q)  =  0, q 6 Dt\D2.

(6 Из ( П ) ,  ( 12) получим

v t ( q ) =  О, Дv 2(q)  =  0, q е D2\D2

0, q 6 S„

в м е н и л  %j iau « iav .u . V- ЛП\гг/ч* /1Л.
Тогда в силу условий (2) — (3) и равенства (6) из (5) пр* щЯуГои стороны, из (10) имеем равенство
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Avt (.q) =  Vi(q), q 6 D,.  (14)
Далее в силу свойства G ( q , p ) =  0, q e S x из (9) получим

Ф (?) “  j  v,(?)G(p, <7) dpS,. (15)
8г

Теперь, то что v ,(p )  =  0, p t S ,  следует из равенства 
J  М/>) “ i i P ) d P^ 2 =  0 справедливого, в силу (14) и (15), д.1я

любого обобщенного решения в D, задачи Дирихле для урав. 
нения Лапласа при uf ( p )  =  s i gnv2(р) , а (р )  =  0 , p e S ,  из ана- 
логичного рассуждения в D, относительно (8) при v2 (р ) = 0 .

С л е д с т в и е  1. Если S 2— не представим в виде суммы ко­
нечного числа аналитических кривых, то решение задачи ( 1) — 
(3), кроме того, и единственно.

Докажем лемму.
Лемма. Функция, бигармоническая в области D|, является 

аналитической в D\. Действительно [4] ,  на плоскости общее 
представление бигармонической функции и имеет вид

и ( х , у )  — хФ( х . у )  +i/4f ( х , у )  + Р„  (16)

где Ф, Чг и Pi — гармонические функции, причем Ф и У  взаим­
но сопряженные. Теперь аналитичность бигармонической функ­
ции и(х,  у )  в силу (4) следует из аналитичности гармонических 
функций (см. т. 3, § 30, гл. III [5]).

Д о к а з а т е л ь с т в о  с л е д с т в и я  1. Из доказанной лем­
мы следует, что решение бигармонического уравнения и(х,  у) 
внутри области D\ есть аналитическая функция двух веществен­
ных переменных (х, у ) ,  аналитически продолжимая в некото­
рой комплексной окрестности. В теории аналитических функ­
ций нескольких комплексных переменных [6] доказана справед­
ливость следующего утверждения.

Пусть f (x,  у ) — аналитическая функция двух вещественных 
переменных в области Du аналитически продолжимая в неко­
торую комплексную окрестность области D,. В D3 [Dl C.D\ 
f ( x ,  у )  ф О ,  А — множество точек в D „ для которых / ( х ,  у) = 0-

Тогда
п

А = U Г», (17
fc— I

где ГА — аналитические кривые. Так как S2 Л, то при <р2 * ® 
на $ 2 и  (х ,  у )  = 0 в D, [7J.

Замечани е .  Для справедливости нашего утверждения необя 
зательно, чтобы аналитическая функция равнялась ьулю на

Пусть D — звездная, относительно начала координат О, о®'
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ласть евклидова пространства Е2, ограниченная контуром Ляпу­
нова S, частично пересекается кругом DH с граничной окруж­
ностью S r.

Обозначим через 5 ' ,  5^  и S l, S # соответственно внешнюю 
и внутреннюю части S  и S R. Пусть

D, = Z) U D„, £)2 *= D П Dr, dDl - S , ( j =  1,2),

S ,  =  S *U S ;,  S ^ S ' f l S * .  (18)

В частности, Dx =  DR , a D2 — D  или D t =  D,  a D2 =  DR, причем

5 , Э О г. (19)

С л е д с т в и е  2. Задача (1 ) — (3) в C f D j n C ^ D , )  одно­
значно полно-разрешима.

При доказательстве этого следствия используем следующие 
две леммы [8, с. 397].

Лемма 1. Если ы, (г, ? )  и и г ( г ,  <р) две гармонические функции 
в области D u  то функция

ы (г ,  <р) = ы ,( г ,  <р) -f ( г 2 — R2) иг ( г ,  ф)

бигармонична в области D\.
Лемма 2. Для каждой заданной в звездной области D\ би­

гармонической функции и ( г ,  ф) найдутся такие гармонические 
функции их (г ,  <?) и и2 (г , ? ) ,  что

и(г, ф) =  и,(г, ф) +  ( г 2 — R2) и2(г, ф).

Теперь для доказательства единственности решения задачи ( 1 )— 
(3) в звездной области D\ воспользуемся представлением

и (г ,  ф) =  ы , ( г ,  ф) +  ( г 1 — R2) ы2(г ,  ф). ( 2 0 )

Предположим, что условиям ( 2), (3) удовлетворяют два ре­
шения и,(|> и и<2) уравнения (1 ) . Тогда разность и = и11) — и {2) 
Равняется нулю на (у =  1, 2). Поэтому в силу представления
(20) и, = 0 на SR , а и, = 0 на S- Отсюда ы, =  0 в D n ,  а и2 =  0 

в силу единственности решения внутренней задачи Дирихле.
Теперь равенства = 0 ( )  — 1, 2 ) в D, следуют из единствен- 

1,0ети решения задачи гармонического продолжения.
Отсюда в силу леммы 1 и = 0 в D\, т. е. и’1* =  и{2).
Заметим, что следствие 2 справедливо и тогда, когда требо- 

Зние звездности D заменено аналитичностью S*.
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Пусть D j( j=  1, 2 ) — конечные области эвклидова простран­
ства Ет ( т ^  3), ограниченные соответственно поверхностями 
Ляпунова S f ( j  =  1, 2), причем D x^  Dr

Задача. Требуется найти функцию и  (р), р = ( х , ,  х2, . . . ,  х т ) e D , , 
удовлетворяющую следующим условиям:

А* ы(р) =  0, pG£)„ ( 1)
и(р) =  ф,(р), р €  S „  (2)
ы(р) =  ф2(р), Р е S „  (3)

где А — оператор Лапласа, а Ф ;(/=1, 2 ) — заданные непрерыв­
ные функции.

Теорема. Задача (1) — (3) в классе С (D , )|~| С*(D,) функций 
полно-разрешима.

Доказательство теоремы аналогично плоскому случаю.
Если S j ( j = l ,  2 ) — звездные относительно начала координат, 

то полную разрешимость задачи ( 1) — (3) можно показать с 
помощью представления [ 8, с. 397].

и{г, 0) => ы,(г, 0) + г* ы2(г, 0), (4)
где (г, 0) — сферические координаты, a u j ( j  =  1, 2 ) — гармони­
ческие функции.

Действительно, полагая в (4)

иДр) =  j  р/<7) д °  d ,S , (/ — 1, 2)
8% On q

в силу условий (2) ,  (3) задачи ( 1) — (3), приходим к эквивалент­
ной задаче (1) — (3) системы интегральных уравнений Фред- 
гольма 1-го рода

2. Пространственная задача

f  t * . ( ? )  + r ’J Iм ? >  =  ь (р) . p i s , .
• ' Q J  Q
s> s% (5)
j  !•, ( ? )  i , s ,  +  r ’ J  ( , )  d t s ,  = (p). p E s , .
1. 4 sx 4

Система интегральных уравнений Фредгольма 1-го рода

j  >. <rt J  •>'/’ ) dSr t f -  < *А = * . ( ? > • ? *  *.•
5 ‘ (6 )

+  . f ^ о в ^ - А - л ю -  ? * s . 
i» i* 

является союзной к (5) и наоборот.
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Покажем тривиальность решений однородной системы, соот­
ветствующей (6) . С этой целью рассмотрим функции

» .( ? )  -  1 v.(p)G(p, q) d rS t + j  v,(p)G(p, q) dpS,, (7)
A.

v t (q) =» J r^v,(p)G(p, ?) d ,S ,  + J л, Vi(p)G(p, 9) rfp52.
Sj

Очевидно, что

(8)

ДуД<?) — 0, <7 6 Д Д Я ь  (9)

v, (q)  =  0, q е  S „  (Ю)

dU, (q)
д п я

O . q G S ,  ( 11)

при g , ( q )  =  0 , q e S t ( j =  1 ,2 ) .
Поэтому = 0 на Sj  (/ = 1 ,2 ) ,  как в плоском случае, следует 
из равенств ■̂*j (p)u}}) ( p ) d p Sj  — О (У =  1, 2) при u {f n (р ) =

= signvy (p)  ( / =  1, 2 ).
Пусть D — звездная область относительно внутренней точки О 

эвклидова пространства Ет ( т ^ 3) , ограниченная поверхностью 
Ляпунова S, частично пересекается m-мерным шаром DR с гра­
ничной сферой S R.

Обозначим через S e , S"u и S1, S'k соответственно внешнюю 
и внутреннюю части S  и S R.

Пусть D, =  D  U DR, D2 = D f ] D R, <Шу = (у = 1, 2). Sf =  
= -S'U5^, 5 : =  5 ' п 5 ^ .  Если DR ^  D,  то положим D X =  DR и

— D;  а если D  Z) D R, to  D x — D  и D2 =  D R.
С л е д с т в и е .  Решение задачи ( 1) — (3) в D| кроме того н 

единственно.
Доказательство проводится аналогично плоскому случаю. 
Пусть D\ = Dr — шар, то справедлива следующая теорема. 
Теорема 1. Если функция и ( р ) ,  р  =  ( jcp х 2, ... , х т )  удов­

летворяет соотношениям

Ни(р)11с<в,) *£ е(/ =  1 ,2 ), 

д \ и
д п

+ 11Ды(р)11с(в„ <  М,
С ( 8 .)



то имеет место неравенство
г

Иы(р)Ис(в,) <  4/?г Л1т(р, е )  + е,

где т корень уравнения

ц(р, т )(£-1 + 1) с,е =  М т.

Здесь k и Ci — некоторые постоянные числа и т -* 0 при е -► 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В шаре DR для любой бигармониче^. 

кой функции и ( р )  справедливо представление [8 ]

ы(г, 0) =  ы,(г, 0) + (R2 -  г г) иг (г,  0 ), (12
здесь Uj (/'= 1, 2 ) — произвольные функции, гармонические в D„ 

Благодаря представлению (12) в силу (2) и (3) находим 
Uj ( j =  1, 2) с помощью следующих задач:

Ды,(р) =  0, р € £>*, (13)

u,(p) = q>,(p), p 6 S „  (14)

Ды2(р) =  0, р  е £)„, (15)

u t (p)  =  ф,(р), р  6 S 2, (16)

где г» (Р) = > ■ а г =Яа (°) — уравнение поверхности 5,R — /?2 (®)
Задача (13 )— (14) является корректной задачей Дирихле для 

уравнения Лапласа в DR, а задача (15) — (16) есть типичная 
некорректная задача гармонического продолжения.

Для исследования на условную корректность последней зада­
чи определим данные Коши на сфере шара Dp, лежащего 
внутри D2, решив задачи Дирихле для уравнения Лапласа в D: 
с данными (8) и затем вычислив производную по г на' 5'р.

Тогда приходим к следующей задаче Коши для уравнения1 
Лапласа в области D R4 D :

Ди(р) =  0, р 6 (DK\D„), (1"

у(р) =  J —— <fj(</)d,S2, р 6 S p, (18
8, д п я

d v ( p )  [ d * G t ( Q, q )  | lQ) 
--------— - = J — — -------<ps( ? ) d ,S  J  , p 6 S p, (1У

d r  si o r  o n q ц-р
где G2 — функция Грина задачи Дирихле для уравнения Лап 
ласа в Di-
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Теперь решение и2( р )  задачи (15) — (16) определим следую­
щим образом:

(20)

д ля исследования задачи (17) — (19) изложим обобщение поня­
тия функции Карлемана. Назовем функцией Карлемана [9] для 
области D  =  Dff\ D p и сферы S,  всякую функцию m-мерных век­
торов р, Q и скалярного параметра б, удовлетворяющую усло­
виям:

где r 2pQm — фундаментальное решение уравнения Лапласа, а 
0*0
G(p,  Q, 6) — гармоническая функция по координатам точки Q, 
регулярная и ограниченная вместе со своим градиентом в обла­
сти D;

2) функция G(p,  Q , 6) удовлетворяет неравенству

изводная по радиусу-вектору к сфере и daQ — элемент пло­
щади Sp в точке Q. Существование функции Карлемана для 
произвольной области в трехмерном пространстве и для любого 
куска границы ^.ограниченного гладкой поверхностью, и прин­
ципиальная возможность ее построения следуют из результатов 
работы [10].

Использовав функцию Карлемана G(p,  Q, 6) , получим оцен­
ки устойчивости и регуляризуем задачу (17) — (19).

1) G(p ,  Q,  8) =  r 2-Qm +  G (p .  Q, 8).

P

где 2 — площадь поверхности единичной сферы в Ет, — про-

Пусть

Р

(21)

Значение гармонической функции v ( p )  внутри D выражается 
Через значения v ;  ^  на границе D, по формуле Грина:
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t>(p) {«£-£}<*+121

+--тгг7—J 1 G—--------—  у} d QS R,

«дяется для задачи (17) — (19) регуляризирующим семейством.
ПУСТЬ теперь данные Коши для искомой функции v ( p )  из- 

еСтны на S. с точностью до о, т. е. нам известны функции
d v  dG 

121 /  1 " d r  dr'я

(у — 1»
(22)1

откуда в силу (18), (19), (21) следует

М С(0) «£ ц(р, 6)llq>A(s,> с, + Мб,

I<Pj. — ф,1 ^  е. Р £ S) ( j  =  1, 2).

(23)
далее

1фз« (р) -  ФзСр) I *£ 2k~1 е, k =  min /?,(0),

где постоянная С\ зависит от

шах
Р  8 i

f d * G ( p , q )  
d r  dn„

- d*S„ |ue — ul 2/r1 e,
dv. dv
dr dr

(27)
«S 2/г- ' c, e,

lq>»le(№) ^  *"* (^«^(в.) +  1фЛ<*.>), k = min Я»(0).
0

Полагая в (23) б равным корню уравнения 

ц(р, т )11фЛ(«,) с t =» Aft, получаем

IMIc(D) ^  2Мт( р, 11ф|11с(вя) Ифг̂ ссв!), — )  •
'  к '

Сравнивая (24) с (20), для ыг(р) имеем оценку

Иы2(р)||с(1>я) < 2Мт (р , Пф,Н С ( в я ) ,  Иф»11с(»1). “7“) •

здесь С| — определена в (23), и имеет место (22). 
Обозначим через

W  = -г=г-/ { G у- } d0<121 ;

(24)

(25)

Оценку для и ( р )  задачи (1)— (3) п. 2. получаем из (12) в силу 
оценки ||«i(p)||C(C/?)<||?i||C l5#) и (25)

Оценим разность v  ( р )  — v at (р ) .
Подставляя вместо и,, (р> соответствующее выражение и ис­
пользуя (21), (22) и (27), получаем

Ы р) — v a, (р) I М а + ц(р, a)2k~l с, е. (28)
Отсюда с помощью представления (12) следует оценка эффектив­
ности для решения задачи ( 1) — (3) п. 2 :

Iы(р) — иа, (р) | <  е + М а  + 2ц(р, a )k~* с, е; (29)
здесь

Иа« ( р )  =  « и  ( р )  +  ( Я *  -  r ’ J U j a .  ( р ) .

Перейдем к вопросу о построении функций Карлемана. Приме­
ры построения функции Карлемана в трехмерных односвязных 

!  с  v областях приведены в (И) ,  [10], [12] и [13]. Нетрудно заметить,
11м(р)П ^  11ф411с(вя, + 4/?2Afx р, Иф,Н, Иф,Н, — ) . (261 что способ построения функции Карлемана в работах [9, 10]

к '  обобщается и для двухсвязной области.
Отсюда следует требуемое неравенство. Из (22) и свойств функ- Для этого обозначим через Q (р, ц) сферу с центром в точ- 
ции Карлемана следует, что регуляризация с помощью функции т1> проходящую через точку р.
Карлемана и оценка ее эффективности для задачи (17) — (19) Пусть точка p e D  удовлетворяет одному из двух условий: 
проводится так же, как и для задачи аналитического продол Я г )  существует точка г) такая , что сфера 5 р лежит внутри 
жения [11]. В самом деле, семейство операторов, ставящих 8
соответствие каждой паре функций (18) и (19), определенны' 2) существует точка ц, лежащая вне DR такая , что сфера 5 ? 
на сфере 5 р, функцию v a ( p ) ,  определенную в D по формул»' ‘1е>кчт вне сферы Q(p, п).

Рассмотрим случай, когда точка р удовлетворяет первому 
Услоьию.

Разлагая функцию г'~'£ в ряд Тейлора по переменным 
У) "  V  Q -  (У„ Уг ........ >’*)• 1 = (Г,. \ ...........*!„,). получаем
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2-mfpQ = ^ H k(p , i \ , y  -  ti),

л ь ' я н т о р о в н ч  Л.  В. ,  А к и л о в  Г. П. Функциональный анализ. М .: Н ау- 
1  К ка,  1977. С. 741.

d r  I «1 Т и х о н о в  Л. Н., Ар с е н , * !  н В. Я. М етоды решение некорректных задач . 
3* М .: Н аука , 1979. С. 285.
1 Л а в р е н т ь е в  М.  А.  и Ш а б а т  Б. В. М етоды теории функций комплекс- 

ного переменного. М .: Н аука, 1966. С. 716.где Нь есть однородный гармонический полином степени k п 
переменным У, = Г; ( /  = 1, 2.........т).  Обозначим ч е р е з  G„(p, г, gj 5. П е т р о д с к ^ й  И. ^ Л е к ц и и  об уравнениях с частными производными.

функцию

Gn(p,  Л. Q) =  г\. я -  X )  Нк(р,  т) , У ~  П>-

g Я н у ш а у с к а с  А. И. Аналитические и гармонические функции многих

задач 
Ново­

переменных. Новосибирск: Н аука, СО, 1981. С. 183.
^ Л а в р е н т ь е в  М. М. О неюоторых проблемах теории некорректных задач

Легко видеть, что функция Gn (p,  л> Q) удовлетворяет нер 
венству

2п т~г IQ — г)|
IC .I + Igrad C.I «  ■( |р _ ч | _ и г_ ч |). •

Действительно, на любом луче Q—t) = 2tv , где т — скаляр, 
a v — единичный вектор, сумма

математического анализа. Препринт №  757. ВЦ СО АН СССР 
сибнрек. 1977. 9 с.

Я Т и х о н о в  А. Н., С а м а р с к и й  А. А. Уравнения математической физики 
М .: Н аука , 1966. С. 724.

9 . Л а в р е н т ь е в  М. М. О некоторых некорректных задачах математической 
физики. Новосибирск: СО АН СССР, 1962. С. 91.

(31) in. М е р г е л я  н Р. С. Гармоническая аппроксимация и приближенное решение 
задачи Коши для  уравнения Лапласа^/УМН. 1956. Т. 11. Вып. 5. С. 3—26. 

Ц. Л а в р е н т ь е в  М. М. Условно-корректные задачи д л я  дифференциальных 
уравнении. Новосибирск: НГУ, 1973. С. 74.

12 Я р м у х а м е д о п  Ш. О задаче Коши для  уравнения Л апласа. Д окл. АН 
СССР. 1977. Т. 235. № 2. С. 2 8 1 -2 8 5 .

X i  н ^ р > л- Q -  л) =  X i  н *(р < п. т, V)

есть отрезок ряда Тейлора по переменной т для аналитическо 
функции

М. A. ATAXOДЖАЕВ, 3. А. АХМЕДОВ

ОБ ОДНОЙ НЕКОРРЕКТНОЙ ЗАДАЧЕ 
ДЛЯ БИГАРМОНИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
В ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДЕ

F (t ,  р,  г), v) =  Up  — л !2 +2 т (р — ц,  v) + Т1] 1 .
В силу изложенного выше неравенство (31) следует из извест- Пусть D — [(x,  у ,  z )  : 0  < х  < а ,  0 <  у  <  Ь, 0 <  г  <  с ) ,  S  =  0D,  
ных оценок остаточного члена для элементарных аналитически! ' —внешняя нормаль к S.
функций. Из (31) следует, что если число п удовлетворяет не­
равенству

2пт~г I- ( S„)
Ip — т)|п+' ( l p - 4 l - / ( S , ) ) m- ‘ 

где 1 я — площадь поверхности сферы S R, а 
HS„) =  max IQ — т)|, Q 6 S R,

(32)

Будем говорить, что непрерывная на прямоугольнике 
Q— i (дс, у) :0  <  х < а ,  0 < у  < Ь\ функция /принадлежит к л а с ­
су Н (а, р, я', }'),  где а, р, а ' ,  — положительные числа, не п р е ­
восходящ ие единицы, если для любой пары точек (х ,, у,), (х2, у г) 
из Q  о на удовлетворяет условиям

\f(xl t y )  — f (xt, у)\ *£ *,(у)|дс, - х г\а\

00то функция Gn(p,  n> Q)  является функцией Карлемана для 
ласти D и сферы 5 р.

Построение функции Карлемана во втором случае произво-
.2- т этом разлагаетсядится аналогично. Функция г р(г  при 

ряд во внешности сферы Q(p, ц ) .

СПИСОК ИСПОЛЬЗОВАННОЙ ЛИТЕРАТУРЫ

1. К р е й н  С. Г. Линейные уравнения в банаховом пространстве. М .: Н ау* 
1971. С. 104.

7$

I f ( x , y t) - f ( x , y 2) I ^  k1(x)\yl — «/j|( ,

-/Ui.t/i) +f(xt,y») - f ( x i,y l )\ < k\Xi Afjl“ \ух-уг\\

Где k\(y) ,  k2( x ) — суммируемые функции, a k — постоянная.
Задача. Требуется найти функцию и(х,  у,  г )  в D, удовлетво­

ряющую условиям

Д*ы(х, у ,  г )  =  0 в D, ( 1)
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д д
—  Ды(0,«/, г) =  —-  Ды(а, у, г) =  0, О ^ у ^ Ь ,  0 s£z*Sc, (; 
dx dx

d d 
—— Ди(х, 0, z) =  —— Дц(х, b, г) =  О, 0*£ **5а, О «S z с, (3 
ду ду

д д 
—— u(0, t/, 2) = —— и(а, у, г) =  О, О ^ у ^ Ь ,  О «S 2 ^  с, (4 
дх дх

-----ы(х, 0, 2) =  —— и(х, b,z) =  0, 0 <  х *£ а, О ^  z ^  с, (5
ду ду

д д 0 « ?х*£а ,
—  u l . x , y , m - VM . U i .  — u U . y . O - ^ l x . y ) ,  о в . (6

« (х , I/, С,) =  q>j(x, «/), ы(х, у ,  Сг ) =  ф*(х, у ) ,
О *£ х *£ а, 
О ^ у ^ Ь , ('

где О <  с, <  с , <  с ;  А — оператор Лапласа,
? j  (•*> У) ( 7 = 1 .  2, з, 4) — заданные функции.

Легко показать, что в поставленной задаче нет непрерывно 
зависимости решения от данных, т. е. рассматриваемая задач 
является некорректной.

Плоский случай данной задачи рассмотрен в работе [1] 
Справедлива следующая теорема.
Теорема. Если выполняются условия:
1) и(х,  у,  г )  бигармонична в D,
2) и  (х ,  у ,  z ) ,  -j j  и  (х ,  у . г )  при z = 0 , с  принадлежат класс)

Я ( « ,  р, а', р '), а, р, а ', Р' >  4 - являются периодическими функ

циями по каждой переменной,
3)  £ - Ш х ,  у ,  z ) ,  у ,  г )  равны нулю при х  = 0, i

0 ' ^ у < 6, 0 < г < с  и

д  д
—  и ( х , у , г ) ,  —  Ди(х,у, г) 
д у  д у

равны нулю при у  =  0 , Ь\ 0 < х < а ,  0 < г < с ,  то из равенс.з

д  д  I
—— ы(х, у ,  0) — —— и(х, у ,  с )  =  0 , 0 <  X «г а,  0 < у ^ Ь ,  [ 
д г  д г
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« С х ,У.ct) -  0 , ы (х, у, сх) =  0, 0 < х < а ,  0 *Zy*Zb, (9 )

следует, что ы (х , у ,  z )  -  0 в D.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим функцию

и (х , у, z) -=  [ou. .  Л т . .  (z) +  рт . .  f imi.  (z) ±
т, п—о

.+ сщ> я Лт, „ (г) + дт ,  £ т „ (2)] cos х cos «/, ( 10)
а Ь

где

Л .  • (2) =  1 -  г2 + г 5, 
с* с3

В.. Л 2) - 1 - 2* - 1 -2*,
С* с*

_ . 2 1 
Я0. о (z) =  2 -------2* + —  23,

С С*

Д,. ,  (2) =  23 — —  2*,
С* С

Ат, я (2) =  Lm, „ {sh Лт , n с[ sh Лт , я (с 2) -Ь Лт , я 2 ch Лт, я (с — 2)] —
Лт, я с[ sh Лт, Я 2 + Лт , я (с — z) ch Лт, я 2]},

^ т. » (^) =  ^т, я f sh Лт, я С ch Лт, п 2 + Лт, я (С Ch Лт, я С Ch Лт. , 2  —
2 sh Лт , я С ch Лт, я z) — СЛт, я 2 ch Лт, я (С — 2)],

•^т, я (2) я  /.щ, Я [Лт, я с(с 2) sh Лт, я 2
2 sh Лт, я с  sh Ля,, п (с “  2)],

Б т , ,  (2) =  Lm. п [(с -  2) sh Л». я с sh Лт . .  г  -  
Ля», я С2 sh Ля,, я (с “  2)],

•^т, я — ( sh* Лт , я с  Лт, я С*)-1, Лт,
ч/ т*  п*

Я -------1------
а* Ь1

а Ь

си.
4 Г Г ,  лч т п  пл  

—7“  J J и(<х> У> 0) co s------ х cos —  у  dx dy,ab о о
а »

л —— I f «(«,«/.ab в о

а

т п  njz
с) co s------ х c o s ------и rfx du,

а  b
а Ъ

4 Г f ди (х, у, 0) т п  п я
_ _ _  j --------- ------------- c o s ---------х  c o s ------- у  f a  d y t

дг
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a b

4 f f д и  (дс, у ,  с )  т л  пл
dm, п = —— J J -------т--------- co s -------х cos —— у  dx dy .

ab o o д г  a  b
Так как

u ( x ,  у , 0), u(x, у ,  с ) .  - j p u ( x ,  у ,  0 ) , J L U(x,  у , с )

принадлежат классу Н ( г ,  р, a ',  |i'), а, [J, а ',  и являются
периодическими функциями по каждой переменной, то по обоб­
щенной теореме Бернштейна [2] ,  двойные ряды Фурье этих 
функций абсолютно сходятся.

Отсюда и из (10) следует, что функция и(х,  у ,  г )  бигармо-

нична в D, удовлетворяет условию 3), и ( х ,  у , г ) ,  и  (х , у ,  г )  
непрерывны при г  =  0 , с ,  О ^ х ^ а ,  О ^ у ^ б  и

lim и(х, у ,  г ) =  и(х, у ,  0), l im uU, у ,  г )  =  uU, у ,  с ) ,
х-*о *-*е

д  д  д  
lim —— и (х, у ,  г )  =  ы,(х, у ,  0 ), lim —— и(х,  у ,  г )  =  —  и (х, у ,  с ) ,  

д г  д г  д г
Теперь из (8) ,  (9) имеем

си. п Ат . ,  (с,) + „ Вт. „ (с,) =  0 
/ = 1, 2 ; т , п  =  0, 1 ,2 .......

Отсюда
• Ь

« - . . - Л И
т л  пл  . . 

и(х , у , 0 ) c o s ------ х cos —— у  dx a y  =  0,
ab  oo Д Ь

а  Ь

4 f Г , т л  пл  , .
Р». п =  —г - J J «(*.«/, С) co s ------ x c o s  —  y  dx d y  =  0,

CLD o o  Cl b

m , n  — 0, 1, 2, . . . .

Следовательно,

u ( x , y , 0 )  =  u ( x , y , c )  =  0, 0 «S x sS a ,  O ^ y ^ b .  ( 11)
Пусть

75, =  ( U , y , z ) : г  <  x < a  — г ,  г  <  у  <  b — e ,  г <  z < c  — e),

e >  0, S ,  =  dZ)„
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Применяя формулу Грина

Ш  *1><Ч -  фДф) dx d y  d z  = j  (*  ^ - y J ^ L \ d s ,
D g  В ,  0 \  0 \  '

к функциям cp = и,  ф = Ди,  получаем

К  Ш  ( A u Y d x d y d z  =  j  (д ы  u ~ r ~ ) ds- ( 12)o t e t ' ox dv '

Переходя к переделу при е-*-0 в (12) и учитывая условие 3 ) ,  (8) ,
( 11) ,  имеем

J J J  (Д«)’ dx d y  dz  = 0.
D

Отсюда

Ды(дс, y , z )  =  0 в D.
Принимая во внимание, что

ы(х, у ,  0 ) =  и(х, у ,  с ) = 0 , 0 *5 х «S а,  0 ^  у  ^  Ь,

д  д  
-— и ( 0 , у , г )  =  —- и ( а , у , г ) = * 0 ,  0 *S I/ *£ Ь, 0 *£ z <  j ,  
дх  дх

д  д
—— и{х, О, г) =  — -  и(х, Ь, г )  =  0 , 0 <  х <  а,  0 <  г  с, 
д у  д у

получаем и (х , у. г ) = 0  в D . Теорема доказана.
Пусть функции <рj  (х,  у )  (у =  1, 2, 4) известны с точностью 

до 8, т. е. для функций Ф/г (х ,  у)

I f f U ,  у )  -  Ф * 0 с , у )  11Ь1 «£ 6 , j  — 1, 2 , 3 ,  4.

Приведем способ построения приближенного решения поставлен­
ной задачи по приближенным данным.

В качестве приближенного решения (1) — (7) задачи возьмем 
функцию

00

«Г (дс, у ,  z)  =  X j  I О т . .  i4m. ,  (г) + рт, я 5 т . п (г) +

— / \ I т  / \т tTlT\ ПЛ
+  Cm,  п  Л т .  n и )  +  dm, n В т , » ( z ) J  c o s ------- X c o s  — * у ,

a b
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здесь а  — параметр регуляризации,

V » .  ? « , « .  ^ „  „-коэф ф ициенты Фурье функции

W m U ,у ) ,  Ф ,* (х ,у ) ,  Ф*«U , у ) ,  а Ч 'й и , у ) , ' ¥ ? Л х , у )
— приближенные решения системы интегральных уравнений пер. 
вого рода

S а Ъ

P{k U , у  г &. Т))Ч\(£, r\) d\ dr\ =* foU, у ) .

где

4—1 0 •

4 V1 т л  ля
Л Л * .У, I. л) -  —г  -£-1 • (с^ co s------ x c o s  —  y x&Ь т, я—О А Ь

т п  _ ля
X c o s ------£ cos —-  Т],

а  &

4 V  г* / Ч т Я  Л Л  w
Ря (х ,у ,  6, л) -  — г  2-1 в » . co s------ x c o s  —  у хab  m, »_o a b

m n  n n
X co s------ £ cos —-  rjf

a b

ы (jCi y )  — ®!+jl (X, y )  [ (c m , n ̂ m, n (^ j )  *̂“

.  _  ,  „  т я  пл . Л
+ <Z«..  Bm. ,  M  c o s------ x cos —  y ,  /=>1, 2.

a 0
Положим

A  (•*. =

9 (5, *i) =

/„ (x , у ) ,  0 <  x  <  a ,  0 <  у <  ft,

/25(x  — а ,  у  -  />), a  <  x < 2a, b < y <  2b\
*P, (5, tj), 0 <  S <  a ,  0 ^  -Ц <  b,
9\(S , ’ I - f t ) .  0 < * < a ,
*P2 (J -  a ,  tj), a  < 5 <  2a,  0 <  <  b, 
ЧГг ( 1 - а ,  - n - b ) ,  a  2a ,  b < r ^ 2 b .
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Р ( Х ,  у , 5, 7)) =

0 < х < а ,  0 <  ? <  а.
О< у < ft, 0 < 7 ) < Л ,

2 Р\\ (•*> У> *i 1  ft)»
О ^  jc<  а, 0 .< ?< 1а, 
0 < y < f t ,  f t < T , < 2 ft,

~2 Р ч ( х ,  У . 6 -  а ,  т ]) ,
О <  х  <  а, а <  ; <  2а,

—  Р\Лх, у, Е - а ,  7 j-  ft),

0 < y < f t ,
0 < jc <  а, а < &<2а,
0 < y < f t ,  f t<7j<2ft ,
a  < д - < 2я ,  0 <  ; < a ,

a <  x < 2a,  < a ,

f t < y < 2ft, 0 < T j < f t ,  
a  <  jc <  2a ,  a  <  E < 2a,

Теперь систему (13) можно записать в виде одного уравнения

Приближенное решение уравнения (14) строится методом регу­
ляризации А. Н. Тихонова [3].
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М .: Н аука , 1979. 285 с.

М. А. АТАХОДЖАЕВ, М. X. ИРГАШЕВ

ВОССТАНОВЛЕНИЕ РЕШЕНИЙ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
ПО ИХ ЗНАЧЕНИЯМ НА МНОЖЕСТВЕ, ЛЕЖ АЩ ЕМ  ВНУТРИ 
ОБЛАСТИ РЕГУЛЯРНОСТИ

О •
(14 )

'• Плоская задача.
Пусть в прямоугольнике
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Р  =  (0 s£ X S£ л, 0 s£ t  T) 
определено решение и (л;, /) е С (Р)  задачи

и, — ихх + а г и =  0, а  = const, ы(0, /) = ы(я, /) = 0, 0 <  t «S Т. Тогда, если

(1)Рассмотрим лежащую в Р  кривую х = а (/) и предположим 
что на этой кривой заданы значения решения и(х,  t )  задачи (ij

la(z)| <  С<*“, |a(z)| <  Ce~s>.

k <  3 sin л ( б ),  to  a(z )  =  0.

(2, Лемма 2. Пусть вещественная и непрерывная на [0, оо). 
функция a (/) обладает свойством:

либо l i ma (/ j  не существует,Зададим вопрос как  в ( [1]  с. 74).
Определяет ли функция f ( t )  решение и(х,  t ) задачи (1) ,  (2) ^ 

всем прямоугольнике Р? Для а2=0 эта задача рассмотрена 
С. П. Шишатским ( [ 2 ] ,  с. 134—144).

Если a(/)=const, то рассматриваемая задача, в частности, н*
обладает свойством единственности. Действительно, если а(0=| Тогда для любого k = l ,  2, ... существует последовательность

либо «(/)  — И т а  (0  j оо.

=  —  тс, о <  <  1, ТО функция
(4*»}. такая , что при п-* -  оо  -► оо

exp [ -  (2k + 1 )/*] |sin k a i t n ' ) I —► 0.

u(x, t) =  X l  “•»* exP ( m ’ k* + sin mkx

(A)
n

k-i

с произвольными Umk удовлетворяет задаче и для нее

f ( t )  =  u\ —  я ,  < ) - 0.
х т  '

Однако этот случай является в некотором смысле исключи] 
тельным, поэтому справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть вещественная на [0, оо) функция а(/) Д<1 
пускает аналитическое продолжение в область |arg£|<**| 
0 <  0 <  1, г  = t +  /у, непрерывна вплоть до границы этой облас! 
ти и удовлетворяет неравенству

|a(z)l <  Ce*lfl, k <  3 sin л (0 -  1/2).

Пусть в промежутке [0, Т\

/(*) -  u ( a (/)9 / ) ^ 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Так как и(х,  t) непре­
рывна на Р,  то при f> 0  имеет место равенствооо

и{х, t) =  ^  ик ехр [ — (£* + a ’ )/] sin kx,

н последовательность |uft| ограничена. По условию теоремы 
при 0< / < 7

ик exp [ -  (k2 + a2) t ] sin ka( t )  =  0.
fc—i (3)

Так как  а ( г )  аналитична при 1>0 и a ( t )  вещественна, то суще­
ствует область £2 полуплоскости' />0, содержащая веществен­
ную полуось, и такая , что при г  е (J  | Im а ( г )  | <  е. В области 
~ П ( г : * > В > 0 ) ряд (3) имеет сходящуюся мажоранту 

00

2 X 1 1“ *1 ехР 1*8 -  ( к2 + а*)б],

Тогда, если a (о Ф  const, ю  и (х ,  t) =  0 на Р.  Для доказа откуда следует аналитичность суммы ряда (3) в Q. Следова- 
ства теоремы необходимы две хорошо известные тельно, равенство (3) ,  первоначально выполняющееся лишь при
из [ 1] .  имеет место при всех /е(0 , оо).

Лемма 1. Пусть функция a (z )  аналитична в оо. ш  Покажем, что функция а(/) удовлетворяет условию леммы 2. 
| argz | < гс0, 0 <  в < 1 непрерывна вплоть до i ранним действительно, если I а (/) — limi(<)|eir <  С, то функция
летворяет неравенствам

84 щ  а  (/) — a( t )  — lim а(/)
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удовлетворяет условию леммы 1 и, следовательно, а (0  =  0 , т. е.
аШ  — lim a ( t )  «= const,

что противоречит условию теоремы.
Покажем теперь, что из равенства (3), выполняющегося при

всех (0, +оо), следует, что и* = 0 при всех Л * 1 ,  2....... Дей
ствительно, пусть u t =  • • • =  и л_1 =  0 .
Тогда из (3)

оо

ик sin k a (/) =  — u,exp [ — (»' — Л1)/] sin i a ( t ) ,  
откуда при t > 6

|«J|sin fca(/)l *£

00

«£ exp [ -  (2k + 1)/] lu<l exp [ -  (i* -  2k -  l ) t ]  <
<—Jk+I

(4)
00

«S exp [ — (2k + 1)/] l u j  exp ( — (i* - 2 k -  1)61 =
<—k+1

= exp [— (26 + 1)/] C ( M ) .

Пусть | f'**} — последовательность, построенная в лемме 2. Тогда 
из (4)

l u j  <  C(k,  б) exp [ -  (2k -  l ) C  ] Isin k a ( C  ) h ‘

при n -*■ oo получаем и к = 0 .  Теорема доказана.
2. Пространственная задача.
Пусть в п  + 1-мерном параллелепипеде Р

Р = [ ( х ,  t ) : x s R n , ( ) < * , < * ,  0 < < <  Г) 

определено решение и ( х ,  t ) z C ( P )  задачи

«•

+ и.,*,— О, а — const,
<—1

и{х 1 , x§—if 0 , •••) ^

=  u(xi 9 x<ui, я, д:<+| , хПу О, 0 <  х{ < я.
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Рассмотрим лежащую в Р  кривую Г

Г = {(*, t ) : х£ /?" , x t = а, (/)}

и предположим, что на этой кривой заданы значения решения 
и (х, t )

u ( a , ( t ) , ..., а „(/), О =  /(f).
Зададим вопрос: определяет ли функция /(7) решение и(х,  t )  з а ­
дачи во всем п +  1-мерном параллелепипеде Р?
> Если хотя бы одна из a<(f)=const, то рассматриваемая зада­

ча, в частности, не обладает вообще свойством единственности.
■ Действительно, пусть (/) = 0 < - ^ -  < 1. Тогда функция

и(х, 0  = 2 j  {  ехР I “  + sin (т&.лг,) X 
u»u-«

n

х П е х Р [ -  (Л? + a*)/] sin (Л,дс4) } ,
<-2 3

где II k II =  I Л, I +  I k2\ +  . .  • + 1 kn \ . k  6 Z « , Г -  ( Л .т , * Jt A3........ kn )

с произвольными и к. удовлетворяет задаче и для нее

f i t )  =  и [  —  п , а гШ,. . . ,  a „ ( f ) , f )= .0.
'  т  '

Но этот случай является в некотором смысле исключительным. 
Именно справедлива

Теорема 2. Пусть вещественные на [0, +оо) функции 
at ( t )  допускают аналитическое продолжение в области 
Iаг?  z i | < 0 <  6/ ^  1. z t = t + i у i  непрерывные вплоть до гра­
ниц этих областей и удовлетворяют неравенству ( i y  — мнимое 
число)

l a ((z,)l <  С , expfcJzH, k, <  sin л (0( -  1/2).
Пусть в промежутке |0 , 7'] /(/) =  0 .
Тогда, если (f) =£ const, то и (.с, f ) = 0  на Р.

[ Д о к а з а т е л ь с т в о .  Будем считать, что каж дая  функция 
а,(О удовлетворяет условию лемм 1 и 2.
I Так как и(х,  t) непрерывна на Р,  то при t > 0  имеет место 

Равенство
00 П

и(х, t) =  ^  { ик J J  ехр [ — (Л? + a1)/] sin k{x<
Й11-П <-1

4 последовательность |и*| ограничена.
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По условию теоремы

И*Л“» «-1

Так как “*(•?,) аналитична при />0 и a i ( t )  вещественна, то 
существует область (л-мерная) полупространства />0 , содер­
жащего вещественную полуось, и такого, что при z e G j  Ima, (*/)|<
<  t r  i  =  1, n .

В области 12 п  {г \zl —t - t  i y t, t > 8 >  0) ряд (5) имеет схо­
дящуюся мажоранту

откуда следует аналитичность суммы ряда (5) в Q, следова­
тельно, равенство (5), выполняющееся лишь при *е  [0, Т\, су­
ществует при всех t € [0, +оо]. Покажем, что функции а , ( 0  
удовлетворяют условию леммы 2. Действительно, если

| а, (/) — l ima,  (/) \е31 <  С(, то функция 

(О =  ( 0  -  Ч т  а, (/)

удовлетворяет условиям леммы 1 ,  и следовательно, j ,  ( / ) s 0 ,  

т. е. а, (/) =  lim (О =  const,

что противоречит условию теоремы.
Покажем, что из равенства (5), выполняющегося при всех 

 ̂е [0, +  оо), следует и л =  0 при всех £ e Z " .
Действительно, пусть и л =  0 при kt =  1, 2 .........kt_v  Тогда

из (5)

i .

П ОО я

uh J J  sin (Л,а,Ш) =  -  X j  { “j П е х р  [ -  (/?-** )* ]  X

(6)
отсюда при />6



I Х П  exP I “  (/’* -  -  1)/] ^ I X  exp [ -  (2fc, + 1)/] ^  |u,| X
< - i  # < - i  Hill—JV

n n

X J I e-\p [ -  ( j \ -  2kt -  1)6] ^ I J e x p  [ -  (2kt + \)t )Ct(k„ 6).
< -1 « - I

hycn . { t [ k‘ >) — последовательность, построенная в лемме 2, 

тогда из (6)
п

|ы»| *S П  { Ci(kt, 6) ехр [ — (2k{ + 1 f> ] Isin -’ Л- ' }

при n - f o o  получаем ы* = 0. Теорема доказана.
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М. МИРСАБУРОВ, А. С. БЕРДЫШЕВ

ЗАДАЧИ С НЕЛОКАЛЬНЫМИ КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ 
НА ХАРАКТЕРИСТИКАХ, ЛЕЖАЩ ИХ В РАЗЛИЧНЫХ 
ПОЛУПЛОСКОСТЯХ, ДЛЯ ВЫРОЖДАЮ Щ ЕГОСЯ 
ВНУТРИ ОБЛАСТИ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
С СИНГУЛЯРНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Пусть Q — конечная односвязная область комплексной плоскости 
z —x+i y ,  ограниченной характеристиками

ЛС, 
ВС\

АС,
ВС,

_ 2 2 _ 1
Х + «7+ 2  у  =  + !-

т ,+2

X + s f + 2 <->’'  * = + '

Уравнения

-|УГЧх+ “х + -у“у = о, 0)
I У  I -
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где т  = т х , а = аор р = Р01 ПРИ У >  0 и т  = т.г , а = а02, р =Р0>, 
при у  < 0 .  т г  я01, Р0( (/ = 1, 2) — некоторые действительные чис­
ла, удовлетворяющие условиям

Краевые задачи для гиперболического уравнения, вырождаю 
щегося внутри области, с нелокальными краевыми условиями на 
характеристиках, лежащих в одних- и тех же полуплоскостях, 
рассмотрены в работах [ 1, 2] .

В данной статье исследуются краевые задачи с нелокальными 
краевыми условиями на характеристиках АС{ и ВС, (7=1, 2 ) .  
где значение искомой функции и(х,  у )  поточечно связывается на 
характеристиках, лежащих в различных полуплоскостях и при­
мыкает к работе [4].

Конструктивные и дифференциальные свойства решения 
уравнения ( 1) существенно зависят от коэффициентов ао г  Р( 
при младших членах уравнения (1). На плоскостях параметров 
а0;Ор0/(/= 1, 2) рассматриваются квадраты ограничен­
ные прямыми

и в зависимости от местонахождения точки Р,  ( а 0(, ро/} в этом 
квадрате формулируются и исследуются краевые задачи для 
уравнения ( 1).

1. Пусть Я, (<*„,, Р0/) е Л Л , Я , £ , и  A ^ U B ^ U  |£<| •
Задача 1. Найти решение

уравнения ( 1) из класса и(.<, у)<= С(12) f| С* U 2 2)  , удовлетво­
ряющее краевым условиям

AfF, : р0, -  а 0( =  2 + F,Bt : р„, + а», =  2 +

« , (•*. У\ (•*, у )е2 , = 2|~|{у >0} 
и 2 (х, у), (*, у )б 2 2 - 2 п { у < 0 }

р,(дс)(1 + х)а> ut[0oi(jt)] + ц ,Ы (1 +jc)e»X

u j Q n U ) ]  =» 6 ,( jc ) ,  — 1 <  дс <  1, (2)
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PiUXl — x)p. ^>*r<*,Mi[0ii(Jc)] + H iU )( l  - x l ' i X

Х2)'хГ * и г[01г(x)] =  6t (x), -  I < x <  I, (3)

fi условию сопряжения 

lim y*"Uly( x , y )  — a (дс) lim { - y)*nuty(.x, y )  + p(x), — 1 <  x <  1,
■ *-+• »--«  (4)

г ®- i x  и $ r i  — оперэтопи дробного в смысле Римана — Лиу- 
вцл.!я, интегро-дифференцирования порядка I [2 ], 90i (-"c)( ®u (•*))"- 
|4>фиксы точки пересечения характеристики АС( [ВС^  с харак­
теристикой выходящей из точки М (х ,  0 )<=Л£

а ( 1 m ,+ 2 (pt<± а, .)  .
J  2( т 1 + 2) ’ ‘

PiU), б<(лс) (t =  1, 2), а(дс), р(дс)

— заданные функции, причем

р?(*) + i u (x)  Ф  О, 

р((дс), ц((дс), 6(U), р(дс) 6 С [ -  1, 1] П Сг (— 1, 1),

<*(*)€ С* [ -  1, 1] П С * ( -  1, 1).

1 Теорема 1. В области Q не может существовать более одного 
решения задачи 1, если выполняются неравенства

*
а [ Ос) 2* 0, b' (x) > 0 ,  i =  1, 2, а(дс) >  0 — 1 <  х <  1, (5) 

а,(1) < 0, fr tU X O . a2(— I )  > 0 ,  Ьг( - 1)3» О, (6)
где

fli(jc) — -  КнПа, + (^i -  a ,) ( i -  l ) ] 2°.+p.- ‘ ---- .
I со.(дс)

{ ЬАх) =  -  к „Г  [о , + (Р, -  ОгШ -  1)] 2».+«V» ^ ‘U )(° U ))2" f ;
G><U)

[ т  + 2 1 1_a»” î
-----2---- -I Х
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X p ,U )(aU ))* - ‘ + т„Г[ 1 -  p2 -H p2 -  a 2)(i -  1)] X 

f m2 + 2 1x [-- -— J Цi(д:)(a(дc))'“, Ф 0, -  1 «S x *£ 1

_  Г (а , + р,) »,

Г (а , )Г ( [к )

T„ - ( - ! ) * «  Г ( 2 - а , - М

(7)

( 1 - р . , ) Г ( 1 - а <) Г ( 1 - р , )  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть

Pi lau ,  fio<) С ДА , В , Е ,
и

t U )  =  u(xt 0), lim \y\tai u iy(x, у )  =v<U), * = 1, 2, -  1 <  x <  1.
Ш1-.0

Выписывая решение видоизменений задачи Коши в областях 
Q4 ( i = l ,  2) [2] и удовлетворяя краевым условиям (2) , (3) ,  по­
лучаем соотношения между т(х) и v ,(x ) ,  перенесенные на АВ из 
Qi и Q2 соответственно:

v,U ) = a ,U ) tU )  + ft,U) tU )  + /,U ), -  1 <  х <  1,

(8)
a (* )v ,U ) =  а2(х) & 1- 9,-*. t U )  + ft2(х) т(х) + /,(х),

— 1 < jc <  1, (9)
где

f t М  =  — —  [6 ,U ) ( a U ) ) ,-< -  Г[1 -  р, + (р2 -  a 2)(i — 1)1 X 
(O iix)

х [ " ~  + ’-] ' * * <p(Jt)(̂ U)),"‘(p.W)'-‘, »' = 1,2- (10)
Далее при выполнении условий (5) — (7) теоремы 1 покажем, 
что

А = f т ( * К  ( x ) d x  
-1

не может быть положительным.
Действительно, при 3, (х)  =  о(л:) = 0

1Х негрудно преобразовать к виду [2):
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sin (a ,  + р,) —
Л ----------------------— j  ra.+"'-, d t{ a l( l ) [ (  J  т,(£) cos l t d l )  ±

Я  о '  L ' - i  '

+

• • *

( J  t , ( £ )  s in|/d|) ] - J  a , 'U ) [ (  J  t , ( | )  cos \ t d \ )  +

+ (  J  t ,(^) sin I t  d g )  ]d *} +

sin ( a 2 + §i) —
+ -------------------------—  | л + ^ * л { б , ( 1 ) Г (  J  t» (| )  cos I t  dfc) +

Д '- i

1 I

+ ( J  t , (& )  sin I t  d% )  l - J  f t|U )[(  J  T*(£)cos \td%)  +
! -1 -I -I

X •

+ (  J  т,(|) sin ) ’ ]</*}; ( 11)

здесь

( x ) = & Z ‘ т (ж) ' < « 1. 2 .
Учитывая (5) — (7) ,  имеет Л ^О .

Аналогично получим
i

/2 — j ’ т ( JC) a ( jc )  V2 (х )  cf.v ̂  0.
- l

Отсюда, согласно условию сопряжения (4) ,  заключаем, что

11 = /2 =  0 .
Таким образом, левая часть (11) равна нулю. Поскольку сла­
гаемые справа неположительны, то они также равны нулю. 
В частности,

Ж Я

J  т , ( | )  cos \t d% =  0, j  Т ,(| )  sin \t d\ =  0.
-1 -I

Дифференцируя эти тождества по х, имеем 

t ,U )  cos xt  =  0, т,(дг) sin xt =  0
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или

т |  ( j c ) ( s i n *  х  t  +  c o s 1 x t )  =  0 .

Отсюда легко заключить, что

t ( jc ) =  t , U )  =  0 ,

и, следовательно, (л-) =  0 и u t (х,  у) = 0 как решение водо­
измененной задачи Коши с нулевыми заданными.

В случае, когда ?0 ) е AJEl U B lEl U [Et\ , теорема 1 с
использованием результатов работы [2] доказывается приведен­
ным выше способом.

Теорема 1 доказана.
Теорема 2. Пусть выполнено одно из следующих условий:

1) +  “г > Pi +  ’» Функция р, (л ) представима в виде

p,U) =  (1 + (1 -  *)••“ -'> р;  (х), е, >  0, i -  1, 2 ; ( 12)

2) Р2 +  <  Pi +  ai • функция ц( (х)  представима в виде

ц,(х) =  (1 + (1 -  ц* (х),  Ej >  0, е4>  0, i = l , 2 ;  (13)

3) Р2 +  *2 = Pi + а , ; функции (х) и [а, (х) представимы в 
виде (12) и (13).

Тогда существует решение задачи 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть соблюдено условие 1) теоре­

мы 2.
С учетом (4) из (8) и (9), исключая v<(jc), получаем 

a , ( r )  т(х) + b,U) т Ы  =1 —I* * —1*

= at (x) t(jc) + bt Ос) Я)*-».-*. т(дс) + /,(jc), (14)

где
/*(jc) =  f t (x) -  f tU) + р(дс).

Применяя оператор ф |r ?| к уравнению (14), имеем

Я Л  (х) t U )  + 3)*\ +,‘ " ‘ fttU ) 2 )  *7»"* •  т Ы  =— 1х —1* - I *  —1*
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аг (х) tU )  + 2>а_ \ ' 1~1ЬгU) X

X ^ ^ ^ t U J  + FU ). (15)

где

FU ) - 2 >V'*-*/.U).

Нетрудно проверить справедливость следующих тождеств:

la i W ^ I ^ , - *,+lTU) =* a ,U ) tU )  + J /40U, z)x(z) dz, (16)
- I

tU) = a,U ) cos (a , + p ,)n tU ) —

J  J ^ L a IU ) ( — Y ' ' , , ‘ <fe+.
Я  L Z -  X '  JC +  1 '

+ J - т(2—  ax(z) (■* 1 )  ‘ dz\ + j  A(x,z,  Q , f ) i ( z ) d z ,  (18) 
x z —x '  z + 1 '

1
, f B{x, z, 0)x(z) dz

Ьг{х) T(jc) -  J ---------- — —------— , (19)
- u  »i j  |jc — z * * •““* i

где *
Л01( * ,  z), при — 1 < z < x,  
Am (x,  z)  = 0 , при x  < z <  1,

A0 (x, z)  =

s i n ( a ,  + p ,)n  f / x -  / \ a, U) 
i4.,U, z) --------------- :---------- J --------J ---------- dt ,

г t 2Я , '  t — 2 '  2 — JC
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в  ( v? 2)  _  I Ящ (* . г)  при -  1 <  г  <  X, 
{ В ь , (х,  г )  = О при л: <  г  <  1,

D , х U  -  гУV W *
г)

Г (а , + ^ )Г (1  - а , - р , )

[ («1 + ft, -  а .  -  ft,)6tU) + M U  -  jc) 
!  (jc -  *)••+». (/ -  г ) 1"».-’ .

Л (* . г ,  0, x )  =
Л, (х , г ,  О, ■/ ) при — 1 <  г  <  х , 

Л^(х, г ,  0, 1- х )  при x < z < l ,
I 6. =  х

=  | х — a i f*i
K = z ,  *  ‘ P l ’

sin (а ,  + a,)n \ d
М х ,  z, 0, x) — -------------------------\ -  —  X

л '  dx

0 =

i - i
j  _____ a»(z) -  a,U)

X J ------ --------------------------------d t  +
U - 0 “‘ +,* ( z - 0 ‘"e ,_ , ‘ 

z + 1 \ V * ' 1 f |jc — zl+ ( - i » , w ( - L i I )  in o + i

t r  k\ л e< + 1 J '  e ,+  l '  »

(  z +  1 \-.+*.-‘- ‘><r 1 V  <X>*

x(i-+(* + D + + '] - 

j  а г (/) d t   а» (— 1) |

U - 0 “,+P‘ ( z - 0 ,"“ *H,‘ (1 + jc)“ ‘+>*(1 + 2) , ' e ‘ _|,‘ /
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В  (х, г ,  Ь) =  I г ' при - 1  <  г  <  х *
( я д х ,  г, 0),

■(*> — логариф м ическая производная гам м а-ф ункции ,

при X < 2  <  1,
\ х - г \ / d

В, (х,  z, 0() =  — ------------------------------------ —.—
П а ,  + f c ) r i l  -  a ,  -  fc) I dx

j  6,U )  -  6,U)
d t  +

( - 1  Y b ^ z )  а ,  + М  1 + г \а»-‘ +*, - ‘

_t U  -  0 **+>* (z  -  0 ,_e*-p*

(ill)
.  Ijc — o , + p, '  1 + x ’

L X f [ o ,  +  p , - a l - p „  ( - l ) ‘- ‘ l a ^ +

I . + м .  (4^П-
I ....

_  J ________ bt W d t ___________ M - n ________1

(2 (1 4- x)“ ,+>‘ (1 + г ) 1-"1-**
F(a,  b, с ,  z )  — гипергеометрическая функция Гаусса.

Подставляя (16)— (19) в уравнение (15), получаем следую­
щее сингулярное интегральное уравнение:

г / ч /ч / . ч 1 , ч a,(x) sin ( a t + В, )яla ,U )  — а , Ос) cos (а , + р,)л]т0(х) -\--------------------------------- X
я

* <

X  j  То (г) + f К(х,  2)т0(2)^г =  F,(jc); (20) 
- 1  г - х

здесь

т .(х> - ( 1  +дс)а,+' , " , т(х), F l( * ) - ( l + * > “,+*l ~lFU>,

К(х,  z)  =  КЛх,  г )  + К г (х, г ) ,

ва<г> ( т Т ^ )  ~ ai W
------------------------------- .  - 1  < г < х ,

г — х x < z <  1,
s i n ( a t +p t) «  K l г ) -
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/ 1 + 2 \ ••+»,-* Г 
/С,и,2) ■=( 1 + х )  [ /4.U, г)  -  AU, z, 0, х) +

+ B ,U , г) -  В(х,  2, 9) 1

Из (16) — (19) заключаем, что ядро К(х,  г )  дважды непре­
рывно-дифференцируемо в квадрате — 1<х,  г < 1  при х ф г  и 
допускает оценку

\К(х, 2)1 = 0( 1)12

С учетом свойств функций р, ( х ) ,  ( х ) ,  Ь ^ х )  / = 1 , 2 ,  я(лг), р (л) 
и вида f t ( x ) ( i =  1 , 2 , 3 )  заключаем, что F l ( x ) e C ( — 1, 1 ] П 
П С* (— 1, 1), причем F x (х)  при х  =  — 1 может обращаться в 
бесконечность порядка не выше 1 — я, — р, , а при х  *= 1 огра­
ничена.

Уравнение (20) в силу условия

г / ч / ч / 1» .  tfliU) sin ( а ,  + р,)я1* Л[а ,00  — а2(х) cos (а ,  + p,)n]*.+---------------------------------Ф  0,
я*

есть сингулярное интегральное уравнение нормального типа. 
Его индекс в силу (12) в классе решений, обращающихся в бес­
конечность при jc= —1 и ограниченных при х=\,  равен нулю. 
В соответствии с этим решение (20) может быть построено со­
гласно общей теории.

Регуляризируя уравнение (20) методом Карлемана — Векуа, 
получаем интегральное уравнение Фредгольма второго рода. 
Отсюда и из единственности искомого решения задачи 1 следу­
ет существование решения задачи 1 при Р2 +  я2 >  р, +  а, .

В случае Р2 +  *2 теорема 2 доказывается аналогично
предыдущему случаю.

Теорема 2 доказана.
Пусть

U A f i  U B lF i U  {/=•,} .

Задача 2. Найти решение уравнения (1) из класса

С(0\ЛВ) П О  (Q, U Я2), 

удовлетворяющее краевым условиям

p.U) 1 + x) l- \ - ^  u ,[0olU)] +
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.+ ц,(дс) (1 + o*[0mU)] = 6.U ), -  1 <  x <  1,

p2U) 0 '7“1 (1 -  jc)*-».-7* мЛе.Дд:)] +

+ M * )  2>l'xf* (1 -  а а[012(лг)] = 62(jc), -  1 <  x <  1

и условиям сопряжения

lim у0*"1 uU 9 у )  e  lim (— у )0*4-1 aU f y ) % — 1 < x < 1, 
»-*■+<> *-#•-<>

где
ViU) =  ccU) vtU) + pU), — 1 <  x <  1,

M O -  lim |y |~ „  * [  * « . » - А Ь Ц Й  1 
<*rl  J

пц -4-2
1 \i I

f  2 x

= m<+ 2 ( 2 - p 0<± a 0<) =  r ( ~ i  + ? , ) 2  Л‘ ~*‘
2 ( * i  +  2| ’ * ' Г  (  « , )  Г (T « )

Pi (•*). (■*)• &<(•*)• *(-*). P (•*) — заданные функции. Пусть 
( яо(* ^oi) 6 T’ e ’ ai =  1» J “  1, 2 .
Задача 3. Найти решение уравнения (1) из класса 

С ( С \ Д £ )  f|C2 (2 , U 2 2) ,  удовлетворяющее краевым условиям

р,(х) 2>aj ix{u[6( lU )] -  А~ [т(0о,)]> +

L  +  щ (дс) ® а' 1х{иг [ в 01Ш  -  А 7  [ х ( 0 о,)]>  =  6 . U ) ,  -  1 <  х  <  1.

р1(х )Ж ‘-в.{ы1[(0н Ы ] -  /С [т(0„)]) +
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+ щ(дс) Ф ' - ' г  -  At  1т(0»)]} = 6.U ) ,  -  1 <  *  <  1

и ( х , у )

и условиям сопряжения: 

и(.х, у )
l im
7-»"» mi+l

In (— //) 1

lim
J-*+0

r-*—• d y  mj+2

t U ), 1 < x <  1,
Ш1-Ц

In у  *

In ( -  y )  *

/ ч ■ , —Г “ д  Г ч(х,  у )  -  Atl-x(z)] ]
a tx )  lim y\n2y  1 —— ------------------------------- 1 + pOc),

d y L - •*y-*+o m,+l

где — 1 <  x <  1,
i_ sin a. ic /%

A,  [ » ( * ) ] = -----7— j  t
2/

In у  2

mj +2‘

*  +  ^ 7 + 5 'У I 2

X l n i ^ - Л ,

(l  + / )  * ' ( i  - o ' ,_I

Sin nt it
X +

2t
ntf +2‘

M

X

1

I' (1

£ £ l v l  * j Л ,  * = 1, 2,

P i ( x )> 1*i (•*)• 8/ (■*)• *(-*)• p ( * ) - заданные функции.
Задачи 2 и 3 с использованием результатов работ [2, 3] ис­

следуются аналогично задаче 1.
Замечани е .  С использованием конструктивных свойств реше­

ния уравнения ( 1) вблизи линии вырождения, можно рассматри­
вать различные варианты задач 1, 2, 3, в которых точки xol, poi 
расположены произвольно в рассматриваемых квадратах.
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Э. А. ШАМСИЕВ

К ПОСТРОЕНИЮ КУБАТУРНЫХ ФОРМ УЛ ДЛЯ КРУГА

Рассмотрим в двумерной евклидовой плоскости R2 правильный 
m-угольник с центром в начале координат. Тогда все ортого­
нальные преобразования m-угольника в себя образуют группу 
Gm, кольцо инвариантных форм которой порождается базисны­
ми инвариантными формами степеней 2 и т  [1].  Обозначим эти 
формы через ГЬ(х) и Пт (* ) .  Ввиду ортогональности группы 
Cm очевидно, что П2 ( j c )  =  j c , +  •

Ниже указывается способ построения кубатурных формул 
различных степеней точности для круга 5 2=|д*б/?'|^ + х 22 < 1| , 
инвариантных относительно групп и Gip |2 |.

1. Кубатурная формула ( \р +  4s  +  1 )-й степени точности 
((Ь s  р ) .

Расположим вершины правильного (4р + 2) -угольника в точ­

ках а {к) = [cos 2/ ^ 7 » s*n 2/T7“i) и обозначим через Ь{к) проекции
середин ребер (Ар 2)-угольника на единичную окружность’ 
т. е.

А<*> / 2* — 1 2* — 1 \ . :—-л------ о
Ь =  {COS4T+2 r'' S in4 7 T 2 * ] '

Очевидно, что П2 ( а {к))  =  П2 ( Ь[ку)  =  1. Чтобы на^ти 4 4p+2 ( a (ft)) 
и П4р+2( б  )̂) ,  сравним вторые базисные инвариантные формы 
групп G2p+I и Gip r̂  Так как вершины правильного (2/?+1)- 
Угольника расположены симметрично относительно оси д*2 — О, 
то многочлен Г1;/,+1 (х)  имеет вид

р

П ,,+1(х) -  х ^ +‘ + ^ С ^ 1- г1 х«  ,

где Cj константы. Учитывая, что группа получается из
группы G,p+X добавлением преобразования центральной симмет­
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рии относительно начала координат, находим что многочлен 
П*,+, (х )  инвариантен относительно 0 4/)+2, т. е. П4 2(лг) =
=  Пар+1 (■*)• Отсюда следует, что П4„+2(  a ik)) =  1, П4р+Д й(*)) = 0 ,  
так как инвариантный многочлен в точках одной орбиты прини­
мает одинаковые значения, а у нас а ир+2) =  ( 1, 0), 6|р+1|(0 , 1) 

Выпишем все линейно независимые инвариантные многочле­
ны группы 0 4р+2 степени не выше 4р  +  4» +  1:

П„ П,в......П*/+1\ П4Р+„ П4р+1 П2....... П„ +1 п **-1 • (1)

Перейдя в полярные координаты, вычислим значения интегра­
лов от инвариантных многочленов ( 1) по единичному кругу:

1 2Я
1 Л

J  П? U )dx =  J  г1'* 1 d r  S d<p =  2п
В, • 0 2q + 2 q +  Г

1 111
—  J  r * p + i+ » ,+ i d r  J
2 ;  ,  4p + 2q + 4

где <7 = 0, 1, 2 , . . . .  При вычислении второго интеграла мы вос­
пользовались обстоятельством, что многочлен

П4Р+1(х) + П4Р+2(£дс), £ = ( j q )  

инвариантен относительно группы 0 6p+i, откуда следует

П4Р+2(дс) + n 4P+2(g*) =  П*Р+,(дс).

Кубатурную формулу (4р + 4$+1)-й степени точности, инва­
риантную относительно группы 0 4;)+2, ищем в виде

• 4р+* р+* 4р+2

J fU)dx^A<>f(0, 0) + ^ jA (^  /(а4а<»>)+Х, В , ^  \(btb<*>),
Mi  <—ft *—ft J—ft Jk— ft

(? '
где Д0, Ar  a, ,  B r  b f — подлежащие определению параметры- 
Требование, чтобы кубатурная формула (2) была точна для 
константы и многочленов ( 1) ,  приводит к следующей системе 
нелинейных алгебраических уравнений:
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[
s  p + s  1

2 ^ + 2 ^  = * •
/-1 7-1 J

[
jr />+* l

2 « 1 4 +  2  bY Bj \ = q T T '  4 = \ , 2 { p  +  s ) ,
a

(4/> +  2) 2 a j M / = 5 ^ T 5* <7 = 2 p +  1 , . . . ,  2 ( p  +  s).
■
Делая замену /, =  а ] , D t =  (8|P ^  д)р+аЛ<| из последних 2s 
уравнений получаем систему

От

2 Di “ 2Д 2 *

2  *  2р +  2 +  q  ’ ^  =  1.  2 5  —  1.

сюда следует, что /< и Dj являются параметрами квадратур­
ной формулы Гауссова типа для отрезка [0, 1] с весом *2д+|:

S X ,  £>,*(*,).

Следовательно, а ,  =  |/7 ; ,  Л, =  (8 ^  1 =  Г * .  Пара-

метры Д,- и 6,- определяются из системы

(4/>+2)2 * ? в , - 7 = т — « - Г 5 ,
y-1
р+*

i -1

(4/> + 2 ) 2  9 = 2р + 1........2 (р  + s),

которая легко решается методом Прони [3, с. 280]. Коэффи-. 
Циент Л0 получаем из равенства

Р + *

Л, =  я -  ~  я -  (4р + 2)
2 <—i i - i

Замечание .  
Так как

lim 
• «-1

/♦-«-*» Z), = J  /**+■ d t  = J t ' d t
7 +  1 *
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то можно надеяться, что правые части уравнений последней 
системы являются положительными числами, откуда следует 
положительность параметров Bj  и bj. Как показывают вычисле­
ния, уже при р = 1 все параметры кубатурной формулы вещест­
венны и положительны. Число №= (4р + 2) (p + 2s) + 1 узлов ку­
батурной формулы (2 ) на 2 (р2—s 2—p + 2 p s )  единиц превышает 
соответствующую нижнюю границу для числа узлов. Приведем 
значения параметров кубатурной формулы для р=  1:

251 125 110297 + 5713 У п 7
Л) П] “  Л, В\ J глгл2304 3072 ’ 2045952

Вг
110297 — 5713 У111 2 1/96-4У111 
----- -------------л, а, = ---- , bt = j --- —-----,

96 + 4 VI11
155

Последняя формула ранее получена методом неопределенных 
параметров в несколько ином виде [2, с. 304].

2. Кубатурная формула (4p + 4s—1)-й степени точности. 
Группа G\p дает возможность построить кубатурную формулу 

(4p+4s—1)-й степени точности вида
Я+* *р • *р

J f (x)dx at X  Ai X j /(a<a(*’ ) + X i / а д * » ) ,  (з)

где а 1к) — вершины правильного 4р-угольника, Ь'к) — проекции 
середин ребер на единичную окружность. В отличие от куба­
турной формулы (2) , здесь сначала определяются параметры, 
соответствующие точкам b так как П4/) ( а**') = О.

Число №=4p2 + 8p s  узлов кубатурной формулы (3) на 
2 ( p 2—s 2+ 2 p s —p —s)  единиц превышает соответствующую ниж­
нюю границу для числа узлов. Приведем значения параметров 
формулы (3) для р=1 [2, с. 300]i

551 +41 V 29 5 5 1 - 4 1 У 2 9  2
1 6264 Я’ 1 _  6264 Л> ' _  27

л /  2 7 - З У 2 9  1/ 27 + ЗУ29 У 6
а > =  Г ---------~ =  Г -------- ™ =  " Г52 ’ 1 52
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В заключение отметим работу [4] ,  в которой изучаются куба- 
турные формулы для круга, по существу инвариантные относи­
тельно группы Gm при различных значениях т.  Хотя и там в 
качестве узлов выбирают множества вершин и проекций середин 
юебер m-угольника; соотношение их количеств таково, что систе­
ма для определения параметров не разбивается на подсистемы^ 
к которым можно применять метод Прони.
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Ю. П. АПАКОВ

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ ПАРАБОЛО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО 
УРАВНЕНИЯ В ТРЕХМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Рассмотрим уравнение

0 = { и - ~ и '  +  и “ ’ х > °> ( 1) 
*■ — (— х)т + U„) ,  х <  0, т  >  0

в бесконечной области £2 трехмерного пространства переменных 

х, у,  г ,  ограниченной поверхностью S  =  U Sn , где
Л-1

Si '■ У = 0, 0 s £ j t s£ / l> 0 ,  — ОО <  2 <  + <»,

2 ж+г
•S, : У ----- х ) 1 = 0 ,  - о о < 2 <  + ° ° ,

tn I 2, «,

2  m + 1

S , - y  + ---- — 1 “  *» - ° ° < 2 <  + «>,m  i z

S 4 • у  =  1,  0 ^  ДГ ^  f t ,  —  OO <  2 <  +

S i : x =* A, 0 <  у  ^  1, — oo < 2 < -f
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Пусть

Q, -  Q fl U  > 0), Q2 =  Q П (x <  0),

D =  Q П (z =  0), Dk =  Q» П (z -  0), ife =  1, 2,

7  = Q, П fi2, ЛВ = /  n (z =  0), 0„ = S„ П (z =  0).

Изучим следующую задачу.
Задача А. Найти регулярное решение уравнения (1) в обла­

стях Q* ( h=\ ,  2) ,  обладающее следующими свойствами:

1) U ( x ,  у ,  z )GС ( 2 4) П [С ‘ ( 2 ,  U 7 ) U С 1 ( 2 2U 7 ) J ,  6 =  1, 2 .

2) принимает заданные значения

С/|Я, =  Ф,(ЛС, г ) ,  0 JC ^  Л, — о о < 2 < + оо,

i f  [в, =  'F (|/, z), O Cl/sS-^-, - о о < 2 < + о о , (2)

u ia, =  0>i(y, г ) ,  0 «£</<1, - < х > < 2 <  +  оо,

lim U(x, y , z )=*  lim Ut ( x , y , z )  =  0, (3)
«-►±ee 2-►±00

3) удовлетворяют условиям склеивания

U ( -  0, у ,  z) =  a  L/(+ 0, у ,  г ) ,

V,С- 0 ,«/, z) =  М«/)(Л(+ 0, у, z) + c ( y )U ( +  О, у, z) +

+ P ( y , z ) ,  ( y , z ) b J ,  а  >  О, (4)

lim P ( y , z )  =  0.
*-*±oe

Следуя идее А. В. Бицадзе [1] ,  решение поставленной задачи 
будем искгть в классе функций, представимых интегралом 
Фурье

■f оо

U (дс, у ,  г ) =  — —  J  ы(дс, у, к)е~<Хг d\. &
У2л ""

Пользуясь известной леммой [2, 3 ] , сводим поставленную зада­
чу к следующей плоской задаче для уравнения:
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f « . - « , - 1 4  * > 0.
*■ t/я -  (— x)m и,у + V (— дс)" и, X <  0.

Задача Ал. Найти регулярное решение уравнения (6) в об­
ластях Dh ( h =  1,2)  со следующими свойствами:

1) U(x, у, X J e C f D J n p ^ U / J U C ^ D j U J ) ] ,  * =  1. 2;
i 2 ) п р и н и м а е т заданные зн а ч е н и я

«I». =  <PiU,X), 0*£ jesS/ i, — оо < Х <  + оо,

«К* =  Ч’О/, Л ), 0  *Zy*Z-—, - о о < Х <  +  оо, ( 7 )
4 ^

# !• , "  ЧМУэ X ). 0  ^  у  ^  - о о < Я , <  +  оо;

| 3) удовлетворяет условиям склеивания

ы(— 0, у  Д) -  аи (+  0, у , \ ) ,  . . .

и .С- О, I/, Я) =  &(«/)«,(+ О, у ,  К) + с(«/)и(+ 0, у ,  к)  +  р ( у ,  Я),

где

<pU, к )  =  — -—  j  
12я  " "

+ 00

Ф и , г ) е Лг dz,

+ ao

' К  ” — ------1 ' Y ( y , z ) e a ‘ dz,
У2л" ""

- f o e

р ( у Д ) = ——— j  Р(у , z)eiXl dz,
У2я

Функции р ( у ,  к ) — непрерывны, у ( х ,  Я.) — дважды
Непрерывно дифференцируема по х, ip (у.  Я.) — непрерывно диффе­
ренцируема по у  до четвертого порядка включительно, кроме 
того выполняются условия

t|>(0, А.) =  аср(0, X), ф' (0Д) = 0, (9)
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а также

b ( y ) >  0 , с ( у Х  О, р ( у , \ ) <  0. (10
Итак, доказательство существования единственного решения 

задачи А сводится к доказательству разрешимости задачи А 
при любом действительном значении параметра X.

Отметим, что при а, Ь ( у ) = 1 ,  с (у) ,  р(у, *) =  0, поставленная 
задача изучена в (3|.

В области Di  для коэффициентов уравнения (6) известные 
условия принципа экстремума для гиперболических уравнений, 
указанные в работе [4], не выполняются.

Но, если ввести новую функцию

и(х,  у,Х) =  ехр (Ш у)и(х, у , к \  ( 11)
то уравнение (6) переходит в уравнение

fZ.,[v| =  v  — v  — | X | ( I +  |Х|) v,  в D,,
0 =  { ( 12) 

U 2 M  =  - ( - * )  « „  +  ® „ ” 2 |Х|(— х )  v r  в D2

и уже для его коэффициентов в области Di  выполняются ука­
занные условия теоремы 2' [4] .

Для функции v (x,  у, X) условия склеивания (8) имеют вид

v ( — 0 , у ,  X) = оси(+ 0 , у ,  X),

» . ( -  О, у ,  X) = b ( y ) v x(+ 0, у ,  X) + c ( y ) v ( +  0, у ,  X) + р ( у ,  X), (13)

р(х,  X) = ехр (— IXlу ) р ( у ,  X).

Если положить

\™{х, У. Ь) = « +(*. у. 'К (*. У)еО„ 
“ (•*. у. '•) = \ О-*)|г»(дг, у , ) )  =  «> (х,  у ,  X), (х ,  у ) e D 2, 

то ф у н к ц и я  (о(х, у, X) уд о влетво р я ет ур ав н е н и ю

)/., М  в 
= U * ’| 4  в Д .,

(15)

и условиям склеивания

О , У , X ) =  <!)(+ О , {/, X)
(|*))

Ь(и)  с  (и)
со*(— 0, у , X) = ------со*(+ 0, у , X) + ----- (»)(+ О, уэ X) + p(i/, X)-

а  а

Принцип максимума. Пусть о)(дг, у,  X) обладает свойствами:
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1) o)(jc, у ,  к)  € C(Dk), (ft = 1, 2),
I 2) выполняются условия склеивания (16), 
! 3) удовлетворяет неравенствам

L, [(о ] > 0  в Dlt L , [ ( d ] ^ 0  в D,

--------------  <  х *£ О, В = —----------- ,
2(1 — 2ft) к 2( т  + 2)

г  е. является не убывающей функцией от х на характеристике 
о2- Тогда максимум функции ш(х, у,  к)  в области D достигается 
на о, Uos.

, Д о к а з а т е л ь с т в о .  В области D2 для уравнения (15) 
выполняются все условия теоремы, указанной в работе [4, см. 
§ 4, теорема 2 ' ] ,  поэтому функция ш(х,  у, к)  принимает свой 
максимум в некоторой точке ^0 , у ^ ь А В  и в этой точке шх ( —О,

I С другой стороны, в силу результатов работы [5, 6] следует, 
что ч ) д 4 - о ,  у 0, a j < 0 .  Из условия склеивания (16) с учетом (10) 
имеем ( —0 , у0, это противоречит полученному выше
неравенству и>х (—0, у0, >.) >  0. Итак, функция ы(х,  у,  к)  своего 
максимума на (АВ\ не достигает.
I Из принципа максимума для гиперболических [4] и парабо­

лических^ [5] уравнений следует, что ш(х, у .  Л) своего максиму­
ма в D достигает на о, U о&.

В области D рассмотрим функцию

где о)(дс, у ,  Я) — регулярное решение уравнения (15)

р(лг, у ,  к)  =  М  ехр [4(1 -  IXDjc + 2у] ,
М — неотрицательное постоянное.

Можно показать, что LX\W\^.Q  в области £>, и ^ a [V l7 ]> 0
■ щ

если положим

Уо. х )  >  0 .

W(х, у ,  к)  =  ± со(дс, у ,  к)  + р(х, у ,  к) , (18)

М — max |о), [х, (1 — 2ft)(— x ) l~v , Я] —

-  ( -  * ) • - »  oiy [х, (1 -  2ft)(— хУ~** ,к ]  I , (19)
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то функция W(x, у,  А.) удовлетворяет условию (17). 
Следовательно, согласно принципа максимума, функция 
W(x, у ,  X) достигает своего максимума на з, U <*6. откуда

w  (•*. У. '■) С т а х  |1Р(*, у , Х)|. (20)
0 , (J  3|

С учетом (18), из (20) имеем
!*>(■*. У. >-)|<max|u)(x, у, X)| +  2Л1 ехр|2 + 4(1 +  |Х|)Л]. (2! )

“ ,и  j ,

Так как
1<хи(х, у ,  X) в £>,,

—)*■!»)( « tJC, у , ц  „ о „  И

то из (19), переходя к функции и (х, у,  X), находим

М ^ A f t [ max  l\pj(i/, X)l + |Х| max |ф(1/,Х)|], (23)
где

M , - [  1  Г .
1 2(1 — 2[i) J

Из (21) с учетом (22) и (23) получим

\и(х, //, X)I «£Мг{ехр (IXl ) lmax |ф,(л:, х)1 + max<p2(i/, Х)|] +

+ М ,ехр (5Л1Х1) [ma x  Itf» (у, X) I + IXl max |ф(«/, X)|]>, (24)
где

Af, =  m a x { a , — f ,  M,  =  2Mt exp (2 + 4ft).
1  a 1

Из оценки (24) следует единственность решений задач и А. 
Примем обозначения

ы(+ 0, у ,  X) = т,(у, X), ы„(+ 0, у ,  X) =  v,(y, X),
(25)

« ( -  0, у ,  X) =  т,(«/, X), их( - 0, у ,  X) = v,(«/, X).
В области D1 решение задачи

Us — Uy -  X1 и  =  О,

и*(0, у ,  X) = v,(«/, Xj), uU.O.X) = ф1(у,Х), ы(Л, у, X) = ф2(//Д) 

выписывается в виде
I 1
Г

ц(дс,«/, X) = ф,(1, X ) ex p ( - X , y)GU,  j/;|, 0 ) d | -
О
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— J exp [X* (Ц — y ) ] v ( t j ,  X)GU, y\0, tj) di\ —
0
У

-  j  exp LA.* (t] — y )J <p2(ri, X) GtU, y\ 1, n)dt],
0

o u , y .  5, >1)------------ 1̂ {  exp f — -  *— -7— |  ~

Г U  + l - 4 / 1 )1 1 Г U - 6 - 2 - 4 n ) ’ l
- “ P i - — r r — - r -  J - “ P l --------- ITT— ;— -

V

4 (y — rj) J L 4(i/ — rj)

I  —exp [ — t o + l - ’ - w n
*• 4(y — T|) * *

— функция Грина [7].
Полагая х= 0 , получаем основное функциональное соотноше­

ние между функциями t ,  (у , X) и v, (у , X), принесенное из об­
ласти D\.

» т

Т|(у, А.) — -  j  G(0, у ,  0, Tj) ехр [А,2 (ц -  y ) ] v t (i\, X)dri + А(.у, А,);
(26)здесь

л ч 1 ■ Л«(«/. л> G(0, у ,  0, n) -------------------- h ------------
Уп(у  — т]) Ул(«/ —г))

1

M y ,  X) =  j  ф,(|, X) ехр ( -  X’ y ) G ( 0, у ,  X)d£ -

- J  ехр [X* (т) -  y)]<p,(n. X)G,(0, у ,  %, ОЩ .
О

Соотношение между функциями -с, (у, X) и v2 (у, X), принесен 
ное из области D2, представляется в виде [8]

У У

тг ( у ,  X) = Т. 1 V' (/’ ~7^  + Tf. J  К у ,  t, X)v,(/, X) d t  + F(y ,  X),
О ' У  о

H s 1'  д  -------------— --- — — /.[х m s  -  tn -
, t* ( y  -  s ) «  d s

l i t



- ( 4 ) Ч г !(s — t ) 2* d s
/«IX Yy(y  -  s) l  -

s

, d i
F(y, W - W - b ) ----- T fT ^ i--------d y

h ,  ________ T « f' W - ? ) *
- J T i r ' - IU lK !/  - ,,J n r !  — « - . )■

с(т|)/г,(т], t) exp [Я1 (/ — r j ) J ..................... exp [Я* i t  -  n)J
• ---------------- ^  ^4/> TJ, A)------ ;------- -7 7 7 :------rb

(у -  л )1" Сл -  О1'* " ......  (t) — o ,/a

ft, (t), t) exp [X1 U -  T])J 1

----------- ц Т о 5 ---------------1 "■
+  K(y, T|, X>

d t } ;

Г(р)
Г ( 2 р ) Г ( 1 - р )  ’

j 0t / „ _  функции Бесселя первого рода нулевого порядка. 
Исключая t, (у , >•) и "=а(у, >•), vj ( y ,  ' )  из (26) и (27), с уче 
том условий склеивания (8) имеем

a  f ехр [Я,2 U -  «/)lv,U, Я) d t
(</ -  tV*

a  j  k„(y, t ) ехр [Я,1 (t -  у ) ]  v,U, Я) d t

У л

&tt)vtU, Я) d t

(«/ -  tyi*
+

(у  _  , ) *  + Ь  f Kiy> U V,(/’ W d t  "

ЯЬ.И .Я) А - О Д . & ) ; (27)
Уя в

здесь

„ , , f / ехр [ ** W-  Л>] CW  ,Н-.

112

Л (у .  X) -  cu4(y, X) -  Fi y ,  Я) -  -г J  - СиМ(/Д) ^ и Д )  d t  -
о \у — t) р

у

-  Ъ j  M y ,  t> X)MU, Я) + р(/, Я.)] d/.

[римеияя формулу обращения для интегрального уравнения 
Веля, после некоторых несложных преобразований получаем 
[тегральное уравнение Вольтерра второго рода

|  v t ( y , k ) ~  $ K , ( y , t , b ) v M . M d t  =  F t( y , \ ) ,  i =  2~4, (28)
О

где при 0 < т < 2

\  ---------------l . r U ^ j W K , ) ______+
аГ(1/2 — 2$) ( у  — /)1/*+1>

4 j 
1 f Я.1 -  * .,[*  + ( у  -  t)x\, t] + Vk,[t  + ( у  -  t)r\, t]

К *  T  J -------------------------- ------------------------------------------ exp [Я1 X
я  о t| (1 — Tl)4/*

b i t )  а
К,(ть Я )--------- Кц(л» t, Я)

X U — «/)Т]] dr\ - Ч
У я '

а
У я

(.У -  л )1*
dt).

г ,  1 d  [ Ft (t, Я)
Ft (y ,  Я) ---------------— J —------ dt\

—  d y ,  ( у -  tY>* 
а  г л

При m = 2

«~6

№  /,Я)
а

а я  + ^,л,/* b( t )
X
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J
X1 + k*k»lt + (у — Т))т], tl — + l-У *\.

t r 1'111 -  n )‘/2 

X exp IX1 U -  </)nl dr\---------ЦГ
It — X

a  1 я +. t i n  b i t )

f /C.(n. f. X) -  щ Т К | ,(п . *> Ц  Л-.
Г  (</ -  л )1*

F .U .X )
F .(y ,X ) 

при m >2

/.X)

(у -  л ) ,;*
V

i---- 4-1
a  V л + 'ti яЬ U)

4 2? - т )

d y i  (У- t У‘г
d t ;

sin 2^я 
nb (y) I

t .  V я

J  — 4 * 4 1 - » - » --------exp l v  (<"  у>’’1 d ''  ■

( y -/)«-*/» x

r* X, + X, W < + ( y - « n . f l - * o U  + ( y - « ^ f l  4, 
x i  ti-/* ( i  -  п>‘- гр

y М)1С,(т|,<Д}------| -/ („ (л ,* ,Х )

J -----------------T---------------------rfTi}>Xexp [ X * U -  У)л1 dr\ +

F*(y, X)
sin 2^я d f F,(/, X) dt  

~I7~ J

т Ф 2 у непрерывным ядром при m = 2 и, согласно общей теории, 
разрешимо, а это доказывает разрешимость задачи Лх.

После определения функции vi (y,  X), следовательно, функций 
1*1 (У» *)* xj ( y *  ' )  и V, (у , /.) решение задачи Ак в области Di 
Находится как  решение первой краевой задачи для уравнения 
(6) ,  а в области D2 решение находится в виде [9].

От функций ф(л:, X) и X) потребуем выполнения следую­
щих условий при больших значениях |Х|:

Ф , и . ^ ) - ° (  4 - t j U > - o (  ) .
ехр ( IA.I) |Х|Х

$ ’у (уД ) =  о (  

y ( y ,  X) =  о ( —

ехр (5Л |Х|) |ХГ 
1

ехр (5Л 1X1) IXix+* 
х> 3, тогда из (24) получим оценку

1

ехр (1X1) |Х|' 

-)•

-)■

и(х, у ,  X)
0 ( - W - 1

которая достаточна для существования интеграла (5), дающего 
решения задачи А.
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А. С. АБДУЛЛАЕВ

ОБ ОДНОЗНАЧНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ СМЕШАННОГО УРАВНЕНИЯ ТРЕХ ТИПОВ

Рассмотрим уравнение

и хх -  Uy  +  ° 1  (* . У) " ,  +  ( х ,  у )  и  В D ,

о  =  и хх -  Uyy +  а ( * .  ■*) и х +  У)  и у +  с2 ( * •  У )  “  В ° 2  0 )  

Uxx +  Uyy +  a 3 (* .  У ) “ х +  ЬЛ Х ' У ) и у +  СЛ Х• У )«  В D t

в области D, ограниченное отрезками прямых у  =  0, х  =  2, у  =  1 
и « * »  — ! ,  где D, = D p  |0 <  х  <  1|, L>2 =  L>f| I* <  0|, £>3 = 
=  D f) (л >  1). Пусть У, =  ((л\ у ) : * = 0 ,  0 < у< 1 | , •/*=((*, у ) :* =  
=  1, 0 <  у  <  1}. Д ля  уравнения ( 1) будем исследовать следую 
щую задачу.

Задача А. Найти непрерывную в замкнутой области D функ 
цию и(х,  у) с непрерывными внутри D  призводными их и и 
являющуюся регулярным решением уравнения ( 1) в областях 
Di (»= 1, 2 , 3) и принимающую заданные значения:

и(- \,у) =*f d y ) ,  и(2, у) =  /»(*/), 0 <</*5 1, 

u U ,  0 ) =  + iU ) ,  u „ U , 0 ) =  0 , — 1 «£ х sS 0 , 

и(х, 0 ) =* r fc U ) , 0 < л с < 1 ,

и(х, 0) =  if.U), и(х,  1) =  $Ax),  1 *£ х «£ 2.

Здесь / , ' (у ) .  О * ) ,  + ' ( * ) ,♦ ] [ ( * ) ,  ^ ( * ) ,  (У) -  непрерывны 
причем

Л ( 0) =  Ф1( -  П. Л ( 0 ) =  Ф3(2 ). /,' (0 ) = 0 .
Относительно коэффициентов уравнения (1) сделаем следую 

щие предположения:
1) в Di коэффициенты а ь  с, € С 1, кроме того

С|(*. у) <  0, U , у) б Dt, (2)

2) коэффициенты а 2, 6, € C 2( D 2 ), c2e C l (D2 ); _
3) функции а3, bз, с 3 принадлежат классу С ‘ (Ds )  и

с»(х, у) <  0, U , у) 6 D,.
Примем обозначения:

ы(0, у) = т »(*/), и,( 0, у) =■ v,(j/), 
ы(1, </) = т,(«/), «,(!,«/) =  v,(y).

(3)
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I
Докажем единственность решения задачи А. Для этого об- 

I ласть D2 разбивается на четыре треугольные подобласти с по­
мощью характеристик .v +  у =  0 и х  — у  =  — 1. Точки пересе­

чения этих характеристик обозначим через С' ( — Пусть
bACB = D 2y, SBCB0 = D 2>, ±А0В 0С = D2s, &ACA0 =  DJ( ‘ здесь 

рочки А, В, B0, Л0 имеют соответственно координаты ( —1, 0)» 
■ 0 , 0 ), (0 , 1), ( - 1, I).

Для доказательства единственности решения задачи А пред­
положим, что коэффициенты а2, Ь2 и с 2 удовлетворяют условиям 
Агмона, Ниренберга, Проттера в D22.

В силу единственности решения задачи Коши и Дарбу для 
[уравнения ( 1) решение и(х,  у )  однородной задачи А тождест­
венно равно нулю в подобласти Д ,  U D1{.

Далее единственность решения задачи А исследуется так же, 
как в работе [ 1] .

Отметим, что единственность решения этой задачи при не­
которых ограничениях на коэффициенты может быть доказана: 
методом интегралов энергии.

Докажем существование решения задачи А.
Предварительно рассмотрим следующую задачу:

Ихх -  Uyy + а , (х, у ) и х + м X, y )U y  + с г (х, у )  и = 0, (4)

и(х,  0) =  $|(х), и у(х, 0) =  0, — 1 <  х «£ 0, (5)

И ( -  \ ,у )  =  f , ( y ) ,  U(0, у )  =  т , ( |/ ) ,  0 * £ (/ « £  1. (6 )

i Для исследования задачи (4 )— (6) область D2 дополняем до 
Характеристического треугольника. Далее предположим, что 
коэффициенты уравнения (4) принадлежат классу С2 на харак­
теристическом треугольнике, а функция i (*) — пока неизвестна 
на отрезках [ —2, — 1] и [0 , 1] ,  точный вид которой будет указан 
ниже.

i Здесь отметим, что при a , i x ,  y i  = b 2(x,  у) =  0, с 2 (х, у ) = с  (х  
эта задача изучена в работе (2] .

При сделанных предположениях относительно функций а2, Ь2, 
с2 и tfi (дг), решение задачи Коши (4),  (5) можно представить 
в виде [3]

и(х, у )  = —  I R(x, у\х + у ,  Oty.U + у )  + R(x, у ,  х - у ,  0)] X 

| Х  ф, (х -  у )  -  - i -  J  Щ х ,  у ,  1 , 0) + Ьг(1, 0 )RLx, у ,  %, 0 ) Ц ,ф  d\,
х—у

(7)
гДе Р ( х ,  у; 5. fi) — функция Римана.
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Пользуясь условием ы(0, у )  =т\ ( у )  из (7), получаем уравне­
ние для определения (у ) при О-**. У ^  1

Ж0, у ,  у ,  0) у»,(у ) + R(0, у ,  -  у ,  0) i f i ( -  у )  -
V

-  J  [/?, (О, у\ 0) +  Ьг(1, 0)Л(0, у ;  %, 0)] =  2т,(у). (8;
“К

Так как  функция ^ i ( y )  для —l^ i / ^ O  задана, уравнение (8) 
можно рассматривать как  уравнение для определения функций 
ifi ( у )  при у > 0. Поэтому перепишем уравнение (8) в следующем 
виде:

У

$ S y )  -  1 Р^У,  d t  -  ^ Tl (y ) -  . R(0, у ,  у ,  0)

/?С0. у; — у, 0) у) i f  р Щ )  . . . . . .  ,Q
RIO, у ,  у ,  0)  -1 Ы 0 , у \ у , 0 )  Ь  '

где

, Rn(0,y\t,0) + bt(t,0)R(0,y-t90)
---------------------------Ш Щ т --------------------------

Решение уравнения (9) можно представить в виде
У

^ ,(у )  =  -р(ЬТ|(У) 0 ) + ̂  шоТ 7 т  T,(/)d* + * ,(у ) ’ 0 < у ^ 1 ’ R ( 0 , y , y , 0 )  , R(0 , t\ t , 0 )  ([и)

здесь

г л 0 х

1 ' У ЖО.у; у. 0) V ’  ,J  WO.1; /, 0)

‘‘ t + ' h M . n d t x  
-» Ж0, y ; y, 0 ) .

X
j  — M U ) —  (£) ^
I  R{0, t\ t, 0)

T’iC'/. 0 — резольвента ядра p t(y, /).
Таким же образом продолжим гЫ*/) на отрезок [—2, —1]:
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Tti y , » g M(t)d t , - 2 ^ у ^ - 1, ( 11)
О

где Т2(у, t) — резольвента ядра

/? ,( -  1, -  1 -  у ; t, 0) + bt U, О Ж -  1 , - 1  - y t ,  0)
/?(-  1 , - 1 -  у ,  у ,  0)

I «м-
- 1-»

— 2 — у, 0 ) \р,(— 2 — t/) + J  [/?,(— 1 , - 1  - у ;  /,0) +
О

+ 6,(/. 0) /?(— 1 , - 1  — у;/ , 0)1 * . ( » } •
Предложенным методом работы [4J можно показать, что про­

долженная по формулам ( 10) и ( 11) функция \|я(дс) принадле­
ж и  г классу С2 [—2, 1] ,  если выполнены условия т, (0 ) = ф, (0 ),
< (0 ) =  0 . /| (0 ) =  0 .

Тогда решение задачи Коши (4) при и  (х,  у )  =  <J»t (дс) и 
и у (х,  0) =  0 имеет вид:

1 ~
«(* .  у )  =■ —  lR(x,  У.х + у ,  0)  ф,(дс + у )  + Ждс, у ,  х - у , 0 ) Х

л$
*+¥

X ^(дс -  у ) ]  -  - i -  J  [/?,(*, у ,  t, 0) + btU, 0)R(x,  у ,  t, 0)] *,(/) dt ;
*  х - у

( 12)
1есь

X

£ : • ( * ) + I  M x ,  t )  g2 ( t )  d t .

/?(  0, x\ X, 0 )  ‘ " J  jfc(0, t i  I,  0 )  ^ t i ^ d t + S  t ( x )  0 ^ Д С <  1 .

К
Подставляя ( 12) в условие их (0 , у )  =  •*, (у ) , имеем:

Vt(у) — т| (у ) + q(y) т»(у) +  J р , ( у ,  t)x,(t) d t  +  g , ( y ) ,  (13)
о
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где

q( y )  =  в 7 Г — [Л*(0> У*0) + у) “  * * (0 ’ У; ^  0) ~avu, у, у, и; 

-  я , ( 0 , у ;  у, 0) -  М у ,  0 )Л(0, у; у ,  0)1, 

p ,(y t t) =  Ш 0 ,  у ; у, 0) 7*,(у, /) + Ж 0,у ; у, 0) 7 , (у, t) -  

-  Я „ (0, у ; t, 0) -  bt (t ,  0)/?*(0, у ;  /, 0)] ■ ^ (Q 1 1 0)  

Rn (0, у ;  у ,  0) + 6, (1/, 0) #(0, у ; I/, 0)
R(0, у ; у ,  0) /?(0, /; *, 0) Л(у.О -

f Rv  (0, у ,  s ,  0) + fc,(s. О)RX (0, у ,  s ,  0)
-  7 ------------------- JWO^T. 0)-------------------Г,(5> °  * ’

g i W  =  Y  Я*(0, y\У. 0) + Y  g i  W ( 0, y ; y, 0) +

+ - i-  tfx(0, у; -  у ,  0) лр,(— y) + Y  ЖО, y ,  -  y, 0 ) ( -  y) -  

-  -5-  g i W W O ,  у ,  у ,  0) + Ьг(у,  ОШО, у; у, 0 )] +
m§

+ у  y)[#n(0, у; -  y, 0) + M -  у, 0 ) Л(0. у; -  у, 0)] -

1 f ^ ( 0 , у ; / , 0) + М 1, 0 )/1, ( 0 , у ; / , 0 )

- г ! ---------------------- ш ш --------------------~ s M d l -
После обращения уравнения (13) относительно Ti(y) полу- 

чаем соотношение между Tt (*/) и vj(«/), принесенное из обла­
сти D2

V

т, (у) =  V|(y) + f Tiy,  t ) v , ( t )  dt  -  gS t )\  (14)
0

здесь T(y ,  0  — резольвента ядра
У

я(у) +
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Si iy) =  g*(y) +  ф ,(0) [</(!/) +  J Pt(y, T]) di\ ] +

+ J  T(y,  / ) [ g , ( f )  + tf,(0)(<7U) + j  p, ( t ,  л) dx\)\dt.
о 0

Решение задачи N для уравнения (1) с краевыми условиями 

и(х,  0 ) =  tf,U), и(х,  1) *= ч(>*(дс), 1 sS jc*S2,

«*(0, у )  =  \г(у ) ,  ы(2, у )  =  f i ( y ) ,  0 ^ у < \

в области D3 можно представить в виде [5] 
ft 1

К и(х, у )  = - J G(l ;  t; х, y )\ t (t)  d t  + J Л (1, t; х, y )\ t ( t )d t  + /Ос, у ) .
О О

( 15Х

Здесь введены обозначения:

JF(1, t ; Х , у ) = - ^ -  Я  G ( l , г,; х, у )  Г#С.(1, /; |, л) -  К(  1, t, I ,  г,) +
2л D, L

+ И л ' ;  6, л) КМ . t, V , л') d f  d n  di\,
D»

/С,(1, t\ x, у )  = — л;*> y ) K M , t \  t , r ] ) d t  dr\,
D i

N(.I ,  r\; X, y )  =  N( 1, n ; x, y )  + K( t ,  n ; x, y )  +

+ Я  N(\' ,  T,'; x, у ) Щ ,  n; V . Л') d t '  dr\\
D i

J U, y )  *= /«(*, y )  + /(jc, (/),

S

/.U, y )  = -  J  G4(£, 0; x, y )  ifc(fc) +



/и, у )  = — Я 0(1, Г); х,у)1/.(1, rj) + к»(1,  t])J d|dr).Zjl D,

/ .и , у )  = /м(х, у) + J  J  т \ ,  л; X, у )  /„(1, Т)) d l drj,
I>«

/..и, у )  = jj К(6, Т|; х, уЖЛЪ,  n) d r \ ,
D»

M l ,  n; x> */) =  —  le»U , y )Gx( l ,  f|; x, у ) + b, (x,  y ) G y( l ,  rj; x, y )  +
2л

+ c ,  (x, y )  G(l ,r\-,x, y ) ] ,

V i  \ 1 Г , \ д № > У ) ,Кtix, у )  =  —  a, (x,  у ) ------ --------+
2л L дх

+ b, (x,  у )  + с,(х, ^)/о(х,«/)] ,

^ ( 5. Ц\ х, у ) — резольвента интегрального уравнения с итериро­
ванным ядром:

*'(6, л; х, у) = Я  W ,  л'; *. у) т .  л; V. n') <t? *Г .
Dt

где G (I,  rj; х, у )  — функция Грина задачи N для уравнения 
Лапласа в области D3

G(b, r\\x, y)  —

* Г> I + z)o(£ — z + 4j) o(£ + z)o( £ — z + 40
-  s r R < ln ------------------------------------- 1 ----------------- ■

0 ( t  -  Z) o(t + z + 4/)o( 6 -  z)o( C + Z + 40

£ = 1 + 1 + »‘t)> z — x  + 1 + i y ,
с ( z ) = o ( z ,  2, 4/) — сигма-функция Вейерштрасса.

Из (15) находим1 1

т; (у) =  J  *(/, у Ы О  d t  + S Л,(/, y ) v , ( t )  d t  +  / , ( 1, у ); (16)
О О

здесь
Ш, у )  — -  0 , ( 1,/; 1 , у ) ,  

k M , y )  = * ( 1,/; 1, if).
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Соотношения на отрезках ]\ и /2 между функциями Tj( у )  и 
Vj(y)  (/= 1» 2) из параболической части области имеет вид [ 1]

У

v,(y) =  j [ --------------- — ka(y,  Tj) ]  T, (tj) dr\ +
° Ул(у —rj)

+
0

У V

j n 0(y,  T]h,' (T))dri + J Af,(0. y ,  Tlhi (t))dri +

+ J  Af,(0, у, t|) *̂ CT))rfr| “I- ^*(*/)» (17)
0

*•

v»U/) =  -  J n 9(y ,  T])xi (T )) dr\ +

+ J M,(l, y, tj)tj (T])dr) + | [—— — — + /о(у, л)] (тр dr\ +
° Ул(«/-л)

V

+ J Af,(l, У, т])тИл)^ т1 + (18)
О

где k0, п0, /0, М „  М „  ф„ известные функции [ 1].
Исключая t i (у), ъ (у) из (14), (16), (17), (18), приходим к 

[стемс интегральных уравнений относительно vj(t/) и v2(y)
v >

v,(t/)= S К"(У.  t b i W d t  + J  /(»(«/, f)v,(/> d t  + Ф.ДО,
О О

у  1

>,(</) =  J  K u i y ,  t )\i i t ) d t  +J КгЛу,  t M t ) d t  + ФtCy), (19)

где

Кн ( у ,  t ) = * -----1 -  k0(y,  t) + Af,(0. y ,  t ) -
T/niy — t)

У

-  j  [ ------ ------- + k9(y,  rj) -  M,(0, y ,  rj) ]  T(,r\, t) dr\,
‘ \n(y - 1)
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У✓

К 1г{у, 0  =  | [п0(у,  т]) + М2(0, у ,  лЯ [k(t, л) + Л,(/, л )1 ^л,
О

V

Ф.(у) =  (у) + j  [ -  + k,(y,  л) -  Afi(0, у ,  л ) ]  г»(л)  di] +
У л ( у - л )

V
Г

+ [«,(«/, л) + А*1(0, у ,  t i ) ] f , ( I ,  л)<*Л.
•

а /Си» К t2 и Ф2 выражаются точно такими же формулами, но 
здесь вместо М у *  **)), Ж , (0, у, ч), М 2(0% у. г)% ф, (у )  участвуют 
/о(у. т4), M i(1 f У. ч). A f* (I. У, т4), ф2(у ) соотве;ственно.

Исследуем свойства функций K tJ 1 у .  ч) 0» / = 1» 2). Так как 
в силу свойств функции Грина для уравнения теплопроводности 
/Cij (i/, п) имеет слабую особенность, а /(21(1/, л ) — непрерывно 
дифференцируема на отрезке [О, 1]. В работе [1] показано, что 
К\2 (У* О, К 22{у» 0  имеют особенность не выше 1/2, а функции 
Ф 1 (£/) и Ф2( у)  непрерывны при O ^ y ^ l .  Следовательно, систе­
ма интегральных уравнений (19) является системой интеграль­
ных уравнений Фредгольма второго рода, однозначная разреши­
мость которой следует из единственности решения задачи А.
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А. Т. РАХМАНОВ

ГРУППОВОЕ ПРЕСЛЕДОВАНИЕ В ЛИНЕЙНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ИГРАХ С ИНТЕГРАЛЬНЫМИ 
ОГРАНИЧЕНИЯМИ НА УПРАВЛЕНИЯ

*11
Пусть в п,-мерном евклидовом пространстве R  дифференциал^ 
ная игра многих лиц описывается уравнением
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fi =  C,zt — BiUi + D#,  i =  l ,2 ......m, (1)
где  m ^ l ,  Ui, v  — управляющие параметры преследователей и 
и убегающего, соответственно удовлетворяющие интегральным

■ограничениям: R l , v e . R 4,

оо оо

j  1« ( (т )|2dx <  pf, j  |y(x) l*dT< о*, (2)
О О

С,, B r  D , — постоянные матрицы соответствующих размер­

ностей. В /?'* выделено терминальное множество M t = Л1° +  

+  , где — линейное подпространство R 1 , М\ — подмно­

жество Lt — ортогонального дополнения М°, в R 1 (здесь и да- 
кее  считаем, что j = l, 2, ..., т ) .

Измеримые функции ы .=«Дх), v = v ( x ) ,  О ^ т < о о ,  соответст­
венно удовлетворяющие ограничениям (2), назовем допустимы­
ми управлениями.

Будем говорить, что в игре (1) из точки z0 = ( г 10, . . . ,  z m0) ,
возможно завершение преследования за время Г = 7 '( г 0) ,  

•если по любому допустимому управлению v  = v ( t ) ,  0 < / < 7 '  
можно построить такие допустимые управления u l =  u , ( t ) ,  0 ^  

Т, что хотя бы для одного значения j  индекса i  решение 
Zj =  Zj ( t ) ,  0 < * < 7 '  уравнения

Zj = С& — BjUjU) + DjV(t), гД 0) =  z, о (3)

попадает на Mj  не позже момента Т. При этом для построения 
и, u m(t )  в каждый момент 0  разрешается использо­
вать значения г ,  ( 0 . ••••г т ( 0  и ^ ( s ) .

Дифференциальным играм преследования с интегральными 
ограничениями на управления посвящено много работ [1—9]. Из 
них в [1—4 ,7] исследованы дифференциальные игры преследо­

вания многих лиц. В настоящей работе также изучены диффе­
ренциальные игры многих лиц. Получены новые достаточные ус­
ловия завершения группового преследования для линейных игр. 

[ Отметим, что при доказательстве теоремы используются не­
которые идеи из [ 1 , 3 ] .

-Я
Пусть л, — операторы ортогонального проектирования из R t 

« а  £„ г /0ёЛ 1„ t >  0 .
П р е д п о л о ж е н и е  1. Существуют линейные, измеримые по
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■с отображения At ( *) :  R q -*-RP‘ , 0 < ”с < / ,  такие, что для каждо.
го tr  найдутся tJ+l, векторы
b j + i 6  LJ + v  числа dy + l ,  у ' =  0 , для которых справед.
Ливы соотношения:

a) b t +  b к е  z iQ% b\ +  Gt [ t t} с :  М 1 ,

б о

В ) а\  р ! +  -  +  < £ > о 2, 
где

Gi(/.)={ j  УД/,, x)t>(x) dT^!u(*)Ub, <  о} ,
*<-1

Y,(/„ т) -  ID, -  В М х)].
При выполнении условия в) предположения 1 можно найти число 
е>0, такое, что справедливо неравенство

d\ (р, -  е )* + ••■ + d*_, (pm_, -  еУ  + d l . p l >  а1. (* )
Считая е выбранным из неравенства (>К), положим

О = e/V/j i, / ™ 1, 2, 3 , м  1,

dmPm -  /о2 -  d ! (p, -  e )*---------d L ,  (pm-1 -  в)*
г  m  »

V/m -  fm- l

U?.(0, /,) = j n.e*'*-’»0. B,(r,S,) dx,

В Д - ,  <i> -  J  я, В,(г, S,) dx -  G'

где
i-1

С*(/,_,) = {  J ni e<,J",>CjD Ju(x)dx/llw(.)lll l < o } ,
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j  =  2, 3 , . . . ,  m, S, — замкнутый единичный шар из Rr‘ с цент­
ром в нуле (относительно операции— и интеграла от много­
значного втображения см. [ 10)).

П р е д п о л о ж е н и е  2. Область значений многозначных ото­
бражений W j ( t j _ ,, t j ), j  = 2, 3 ........т  непус.ы.

Теорема. Пусть для точки z0 = ( z 10, . . . ,  zm0) ,  z/0e M t, сущест­
вуют числа т/ =  ( г ю)> Т =  7' ( zo)« такие. что 0 < т , < . .  .< т я < Г  
и при t = T, =  справедливы предположения 1, 2 и вклю­
чения

bUWA  Ti-i.T,). (4)
Тогда из точки г9 возможно завершение преследования за время Т. 
j- Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (4) при 1= 1 имеем b\ 6 VT,(0, т ,)  . 

Поэтому, существует измеримая функция -а;, (т), 0 та­
кая, что

О
ад,(т) бЯ| е(тг ,)С* 0 < т < Х | .  (5)

Рассмотрим уравнение

ш,(т) = я, в(т1-,,с‘ В,м,(т), 0 < т < Т|, (6)
относительно неизвестной вектор-функции ш, ( i ) e  r ,S , .  Из (5 ) , 
I  также леммы Филиппова [ 11] следует существование измери­
мого решения уравнения (6) . Обозначим его через ш’ (т), 0 < т ^ т ,  . 
[ П у с т ь  и(т) ,  О ^ т ^ Г  — произвольное допустимое управление 

убегающего. Введем в рассмотрение функции
I

оДа, < )= | |Л4(т)и(т)12 dx, 0 < а < *£ 7\
а

Параметрами u, gR 1 предлагается управлять следующим обра­
зом. В каждый момент " е ( 0 ,  т , ] положим

и,(т) — Л,(т)о(т) 4-©J (т), (7)
■ е ^ О , у =  2 , 3 ........ т,  до тех пор, пока о, (0 , -с) <  ( р, — е)*.
Тог.: ожны двл случая: 1) при всех * < •:, а, ( 0, т )< (р, — s)*,
2) существует момент такой, что впервые имеет место
Равенство о, (0 , t x ) = ( р, — е)*. В первом случае для решения
Задачи Коши (3) при i =  1, / = t i ,  используя условия а) ,  б) пред­
положения 1, получаем
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r ' C l

=  л , e' tc ‘ z lt — J  л, e(,,-,)C‘ В ,ш* (т) dx +
0

ЧГДть т)у(т) dx =  b x + J  Я| e(,*_t)C« B,to, ( t )  dx  + 
0 0

\
+ + j  'P i ( x i ,  t ) w ( t )  dx € b\ + G,(t.) <= M\,

I

т. e. г (х , )€уИ, .  Таким образом, в этом случае игра ( 1) за­
вершается в момент ть

Пусть реализуется второй случай и z, ) е Af, ^в против­

ном случае игра завершена в момент /* и теорема доказана|. 

На отрезке  ̂ t\ , x,j положим u< = О н из (4) при i = 2 имеем

ч
b\ 6 1 л» е(,»-,)С1 f i2(r2S ,)  dx — Gt (т,). 

ti
Используя определение операции — [10], из последнего полу-

т.
b\ +  G* (т.) с  J  л ,  Bt (r tS t ) dx,  (8)

Согласно введенной информированности, в момент t i  пресле­
дователю известно v ( s ) ,  O ^ s ^ T i  и в силу (8) справедливо 
включение

Рассмотрим уравнение

w2(x) =  л 2 е('м-г)С> В2о)г(х), х, <  т т2. ( 1 1 )

,тносительно неизвестной вектор-функции и>3(т) e r 2S , .  Из (10) 
, леммы Филиппова [11] следует, что решение уравнения (11) 
:уществует и оно измеримо на [xi, х2].  Обозначим его через 

( t ) .  т, <  т <  т2.
I  Далее, в каждый момент x e [ t „  т2] положим

и2(х) =  Аг(х)и(х) + о)2 (т),

UjЕ  0, / 1, 3 ,4 , м., ш,
( 12)

чаем

•i 1 
b\ + 1  л 2 Dtv(.x) dx е  j  я ,  e lXt~')C* B t( r tS t ) dx. (9)

Поэтому существует измеримая функция w t (т), т2, та­
кая,  что

b !  + J  л , е(т«_,,с* DiV(x) dx =  w 2(x) dx,
0 «I

w 2(x) 6 я 2 B2(r2S 2).

3тех пор, пока 'cX ( P i  — e)1. И здесь возможны два
учая:  1) при всех те  [т,, т,] з2(т,, t )  <  d 2(p2 — «)*. 2 ) сущест*

tyeT момент <* <  т2 такой, что впервые имеет место равенство 
1 ( ти *2 ) =  ^ 2 (  Р2 — «/• Так же как и выше, легко можно до­
казать, что в первом случае игра ( 1) завершится в момент т2. 
При реализации второго случая, считая г Д  f’  ) е Afr  рассужда­
ем так же, как и выше, и т. д.
[ При таком способе управления параметрами иь .... ит игра 

(1) или завершится до ( т —1)-го шага за время xj, 1 —1,
или она не завершится на ( т — 1)-м шаге. В первом случае теоре­
ма доказана. Второй случай возможен, если

От_,(тт -2, Т) =  (pm—1 — е)*

впервые при т =  С - i  <  Tm -r По построению имеем

■  Г '■
J |x;(s)|2ds =  J |©(s)|*</s— J  |x)(5)|Jd s — • ••

m  - 1

m -1
-  j  IV i s )  |2ds

m - 2

< * - < [  p, -  o* - -

(10)
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Поэтому, считая * = 2 , . . . , /я, полагаем

ы,(т) =  и2(х) и - , ( т )  =  0, ^  т ^  т,
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“ m W  =
0 »  * m - l  ^  ^  T/ n - P

Здесь «>m (x)e /*OTS m — решение следующего уравнения: 

w m(x) = л те {'т ,)Ст В ти>т(х), Tm-i <  т «£ хт ,

(13)

(14)

т — 1
j  Ф т ( т ) ^  =  Ь2т  4- j  Kme( m )CmD nv W d z ,

1 о V1̂ )

Существование функции шт (т) , удовлетворяющей соотношениям 
(15), следует из (4) при i = m.  Из второго включения в (15) и 
леммы Филиппова [11] следует существование измеримого ре­
шения *%, (*), уравнения (14). Подставляя управ­
ление (13) в (3) и используя условия теоремы, получаем

лтг т (тт ) = ли е ’т ‘ т 2т0 + J Лт е %т ,)Ст Dmv(x) dx +

+ J  ^ « (Т т , т)и(т) dx — J  л „ е (' п ,)Cm f lmco*m (т) dx
Tm - i  m - i

i - l

^1 + J  4rm(xm, x)v(x)  dx + bm + j  n me ' m l>CmDmv(x)  dx —
m—1

m

— | Пт е (Хт X)Cm В т(От(т)  d i e  b m  + Gm(Tm) <= M m ,

m - i

т. e. irm z m ( xm) € M xm% что означает z m ( тт )  e M m. Допусти­
мость управлений (7 ) , (12), (13) следует из условия а ) ,  б )  
предположения 1, а также выбора чисел гь  Г2, гт . Теорема 
полностью доказана.

З а ме ча н и е  1. Результаты настоящей работы останутся спрз* 
ведливыми и в случае, когда на управления Uu v  наложены сле­
дующие ограничения:
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г ~
J \Ui(T)\p dx <  pf, | \v(x)\9dx  <  op, p ^  2.
о о

1  П р и м е р .  Пусть уравнение (1) имеет вид

Z u  =  Zu  +  v , z 2< —  -  W|, ( 16)
(много «крокодилов» и один «мальчик»), где z 1<f z2/,
1^ * 1» ^  — управление i-ro  преследователя, — управление убе­
гающего. Они удовлетворяют ограничениям (2). Терминальное 
множество

М, = м ! +  Ml ,  М ! =  {(ziUz2i) : 2Гц = 0),
,  I

iMi = 2г<) • 12Tf«I ^  /»), /< >  0.
Вычисления показывают, что если

2 *_ i_  2 1 л .  _j_ 2 *  ^  гa i  pi + а 2 р2 Н------ г  а т pm >  о2,
s  ■ *
где af =  3/|/o9 то для всех начальных положений ( г°и , 6 ЛТ#
выполнены предположения 1, 2 и, согласно теореме, преследова­
ние гарантируется из всех начальных положений.

Отметим, что к игре (16) не применимы результаты работ 
[1—4, 7] , а в случае контрольного примера условия нашей теоре-г 
мы совпадают с условиями из [2].
| З аме ча н и е  2. Можно доказать, что если выполнены соответ­

ствующие условия работ [1, 4 ] ,  то выполняются все условия и 
настоящей работы.
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А. СОПУЕВ

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ПАРАБОЛО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО 
УРАВНЕНИЯ С СИНГУЛЯРНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
В ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ ЧАСТИ

Рассмотрим уравнения

к
ихх + -----их — и у =  0, — 1 < £ < 1, ( 1)

X
Ых* — (— х)т и уу =  0, т  >  0 . (2)

Пусть D — область, ограниченная характеристиками

2
АС ■\ = у ------- —  ( - * )  1 =*= 0,

т  + 2

2
В С :т , =  (, + — — ( - * )  * = 1, 

т  + 2
уравнения (2) и прямыми у = 0 ,  у =  1. Обозначим через Dt и D: 
части D, лежащие соответственно в полуплоскостях х > 0  и
х  <  0, a J  = Л, П Dt .

Задача 1. Требуется найти функцию и(х,  у ) ,  обладающую сле­
дующими свойствами:

1) и (х,  y ) e C ( D ) ;

2) и(х,  у )  является регулярным решением уравнения ( 1) в 
области D\ и обобщенным решением класса R\ уравнения (2) р 
области D2\

3) и(х,  у )  удовлетворяет краевым условиям

‘  uli-o =  ^(щ), (3.)
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ul„_o = ф(дс), (3,)
а также условию склеивания:

ди(х,  у )  . ди(х,  у )
lim --------------- --- lim xk --------------- , 0  <  у  <  1,
х-+—о дх  х-»+о дх

где tf ( i j ) ,  <р(х) заданные функции, имеющие ограниченные пер­
вые производные, удовлетворяющие условию Гельдера, причем 
* ( 0).= ф(0) = 0.

Задача 2. Найти функцию и(х,  у ) ,  удовлетворяющую всем ус­
ловиям задачи 1, если вместо условия (3]) берется условие

и 1 _ - * < 6 > . (4>
Обобщенным решением класса R i [1) уравнения (2) в обла- 

и D2 называется функция и ( 1 , л ) ,  определяемая формулой

ч f ( г ]  -  V 1- 2* * ( t )  d t  Г  V l t ) d t
u(i, Г]) = ъ J 7 ^ — — — —  -  ь )

г  (п 1 ) 1-» V  (п -  / )" «  -  6)"
[где

r(2ji) 1 / 4 \2Р Г(1 —2 р) m
Т‘ _  ГЧр) ’ Тг =  2 '  m + 2 ' П (1 - р )  ’ Р ~ 2( т  + 2)

■с(у) =  и( 0 , у ) ,  v(i/) =  lim •
х—о д у

Пользуясь первым условием (3) из (5), имеем

v W

(5)

где
(«/ -  i ) 2f

v i y ) - ! !
/ * Ч « )

dt ,
У> ( у  -  /)#

С другой стороны, решение второй краевой задачи для уравне­
ния ( 1) с условиями

I I

д и  (дс, у )
lim дс*----- ---------= v(j/), u(x, 0) = ф(д:)

«-*+о ОХ
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имеет вид [2 ] :
+ «*>

ъ * - 1 - £ ф - Ц ± ) г ? ¥ » 4 -, 2у  '  2 у  ’

- s i
. ( У ~ t V

д а  при х  - » 0  имеем

J __ £  —  J
гд е  х = —-— , х = - - ------------  а / (г) — функция Бесселя. Отсю-

2 2 Г (1 — х)  ^

I» *( 4\
т(у) =  — х J - — ——— d/ + Ф(у), (8)

О ( у  t)
где

- f  s 'Ф(у) =  х  J — —  <? *» <p(£) d\.
. У

Тогда в силу условия склеивания из (6 ) и (8 ) получим, что за ­
дача 1 сводится к разрешимости интегрального уравнения

[ vtt) d t  _ f v(/> dt

где

g(y) = Ф(у) - W(y).
( В случае 2р> 1—х или 2р< 1—х при помощи формулы обра­
щения

v
s in j i a  d  f f i t )

v(t/) = -------------- — J —----------— d/ (10 )
л d y  t ( y  — /)*-•

интегрального уравнения Абеля 

. »
f v (0

d t  =  /(«/), 0 <  a  < 1,
. («/ -  <>’

уравнение (9) сводится к интегральному уравнению со слабо, 
особенностью, которое имеет единственное решение.

В случае 2р= 1—х уравнение (9) решается по формуле (10). 
Перейдем к решению задачи 2. Из формулы (5) с учетом 

условия (4) получаем
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J -  y) '~u  T (t)  d t  
:  ( i  - 1)*-* и  -  у)*-* ь 1 v(/) dt

; (i - n u t  - y ) * *(«/).

тсюда, применяя формулу обращения ( 10) ,  нетрудно получить 
тношение

т (у) J v (0
d t  + V t y ) , ( 11)

* (s )s i n n ( l - p ) _ ( 1 _ y ) t-t _ d _ j ---
If,л d y  у (s — у)* (1 — S ) ‘ - *

ds .

(где

I V , ( y ) -

Теперь докажем единственность решения задачи 2. Справедлива 
■следующая лемма [3]. Пусть — 1<Л<1 и регулярное решение 
уравнения (1) в G = |<х, у )  : 0 <  х  <  R,  0 <  у  1. Если в точке 
(U, у и) функция и  ( х,  у )  достигает положи 1ельного максимума 
[отрицательного минимума), то

lim -с* иж(х, у 0) <  0 ( lim je*u,U, у 0) >  0 ).
*-*+•

усть \f(s)=0. Тогда формула (11) принимает вид:

т ( у )
\(t )

л _________
7  и - у ) »

dt .

Этеюда, применяя формулу обращения Абеля, имеем

\{у) = -  

sin 2л£

sin 2n|J d т(/)
^л d y  у (/ -  уУ~и

dt

ЛТ
[ d - 2p ) t T(i' ) ~ t ( 0  d , + т(у) 1 

_  J *

Теперь нетрудно доказать, что решение и(х,  у )  в интервале I  не 
может достигать экстремума. Предположим, что положитель­

ный максимум достигается в точке Я (О, y 0) s J -  Полагая в
предыдущей формуле у = уо, получаем

v(</.)
sin 2л£

"7
L - a p f  * ? • > - * »  d l +
1 i  (t - y . у - »  ( i - у . )

т(у.) 1
_  J ■



Отсюда в силу того, что т (уо) > 0 ,  -с (у„) — * (/ )>  0, следует 
v(t/o)>0. Это противоречит указанной выше лемме. Тогда из 
принципа максимума для параболических уравнений [4] и из 
единственности решений задачи Коши для уравнения (2) следует 
единственность решения задачи 2.

Исключая из (8 ) и (11) функцию т ( у ) ,  получаем интеграль­
ное уравнение

v (0  f v « )- f  v(t) , f
X J 17.— ^Tirdt + 4 J(y - t ) • -  • ;  U —y ) w

d t  =  g , ( y ) ,  ( 12)

где
g , ( y )  =  Ф ( y )  -  4Mi/).

В случае 1—у . Ф 2p при помощи обращения интегрального 
уравнения Абеля уравнение (12) сводится к интегральному 
уравнению Фредгольма со слабой особенностью, разрешимость 
которого следует из единственности решения задачи 2.

В случае 1—х = 2р уравнение (12) становится сингулярным 
интегральным уравнением. Регуляризируя его методом Карлема­
на — Векуа [5], получаем уравнение Фредгольма второго рода, 
разрешимость которого также, в силу эквивалентности, следует 
из единственности решения задачи 2.

В заключение отметим, что обзор краевых задач для парабо- 
ло-гиперболических уравнений приведен в работе [ 6].
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Д. ХАЛМУРАТОВ

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 
ПАРАБОЛО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА 
В ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ОБЛАСТИ

*

1. В смешанной области D рассмотрим уравнение

( а  + Ъ + с  )  Lu =  б, ( I ̂
х дх  д у  1
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где

D = Dt U / U D2, Dx = <U, у ) : 0 <  х < 1, О < у К 1),

| Dt = {{x,y) : — 1 <  дс < О, О < у <  1), / = { ( х , у ) : х =  О, О < у  «г 1),
^ ( Ltu н  ия  Цц в Dt,

'  Ltu и „ -  и уу в D2,

Ю, 6 , с — заданные вещественные числа ( а 2 +Ь2Ф 0). Здесь ли­
ния изменения типа J  является нехарактеристической. Отметим, 
что в области с нехарактеристической линией измерения типа 

[исследованы некоторые задачи: в работе [ 1] изучена задача 
^Коши для уравнения (1), в [ 2 ] — задача Коши и краевые з а ­
дачи  для уравнений параболо-гиперболического типа второго 
порядка, а в [3] — краевые задачи для вырождающегося пара- 
боло-гиперболического уравнения второго порядка. Укажем так ­
ж е работу [4], в которой рассмотрены некоторые краевые з ад а ­
чи для смешанного параболо-гиперболического уравнения второ­
го порядка с двумя линиями изменения типа.

В настоящей работе рассматривается следующая задача для 
Туравнения ( 1):

Задача 1. Требуется определить функцию и(х,  у )  непрерывную 
в замкнутой области D, удовлетворяющую уравнению (1) в об­
ласти D  при х ФО  и следующим краевым условиям:

1) при 0 <  b/a < -f -o o  —

и(1, у )  «= o,(i/), 0 < « / < 1, (2 )

ы ( -  1, у )  =*ог( у ) ,  0 < у < \ ,  (3)

ы„(— \, у )  — ot(«/), 0 < « / < 1 ,  (4)

ы(х, 0) =  /,(х), 0 < х < 1 ,  (5)

и(х,  0 ) =  f t (x),  — 1 < * 0, (6 )

иу(х, 0) =  ф,(х), 0 < х < 1 ,  (7)

и у(х, 0) =  ф2(х), — 1 «£ х 0, (8 )

ы„(х, 0) =  i()(x), - 1 < х * £ 0 ;  (9)

2) при — oo<ft/a<0— (2), (3), (5) — (9) и 

и ,(1, у )  ~ o t ( y ) ,  0 * £ у * £ 1; ( 10)
3) при а ф 0 , fr=0  (2) — (6), (8 ) ;
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4) при а = 0, Ь Ф О (2), (3), (5) — (9 ), а такж е на линии / — 
условиям склеивания: в случае 4) —

ы ( -  0, у )  =  « (+  0, у )  — т(|/), ( 11)
ы,(— О, у )  =  ы,(+ О, у) =  \{у),  ( 12)

а в остальных случаях, кроме этих и

ы**(— 0, у )  =  ы„(+ 0, у )  =  ц(«/). (13)

Здесь о,, (t =  1, 2, 3, 4), /у (дс), (х) ( у  =  1, 2), ф (х) -  
заданные достаточно гладкие функции, причем они удов­
летворяют некоторым условиям согласования, обеспечивающим 
достаточную гладкость решения задачи, а г  ( у ) ,  v ( y ) ,  ц ( у )  — 
пока неизвестные дифференцируемые функции.

З а м е ч а н и е  1. Задачу 1 можно решить и в случае с разрыв­
ными условиями склеивания на линии У изменения типа опера­
тора L.

2. Рассмотрим случай 1. Без ограничения общности можно 
полагать а > 0, ft>0.

а) Пусть K b / a <  + oo ,  т. е. 0<а/Ь<\.  Введем обозначение
и, (дс, у )  в D,

у )  в D 2.

Тогда уравнение (1) можно перепис ать в виде

« 1»  -  и »  — w ^b x  -  а у )  ехр ( -  у )  в Z), 

ы2« - ы 2у» = со,(&х- a y )  ехр ( - -£ -< / ) в й г ,

(14)

(15)

где u > i ( b x —а у )  (7=1, 2 ) — произвольные непрерывно-диффен- 
цируемые функции.
Из (15) при у  = 0 в силу (6) ,  (9) имеем

(ог(Ьх) =  {г (х) — \f(x)
или

<ог (Ьх — ay )  =  f i  х - - - у ) - ^ х - ^ - у )  , - К х - ^ - у ^ О .

Прежде чем перейти к решению задачи 1, рассмотрим смешан­
ную задачу

U » -  = a y )  ехр ( - 4 - 1 у -  2 *£**Е 1 + ~ту,
'• ' О о

(16)
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u t (x, 0) =  Fix) ,  « „ ( jc, 0) = Ф и ) ,  -  2 «S JC < + 1, (17) 

u j ( 0 ,  у )  = т(у), « , ( -  I, y )  =  Oj(j/), 0  <  у  s£ 1, (18)

Ы:«(- l , y )  =  Ot(«/), 0 =£ (/ s£ 1, (19)
где

F,  (ж), если — 2 < j : < _ i #
F ( x ) =  /2 (jc), если — 1 < j c < 0 ,

F2 ( дг) ,  если 0 < х < 1 ,
Ф, (•*). если — 2 < j f < — 1,

<И*) = ? , ( * ) .  если - 1 < д : < 0,
Ф2(х ), если 0 < х < 1 ;

2  (Ьх — а у )  =

F 'i если Ь- ^ У - 2 < Х~  j X

X J > < - \ - j ,  

Fni [ x - T y ) - W2 [x - - b y ) '  если - 1 _ £ < . г - | х

X у <  — 1 — j  у,

р ? ( х - т у ) - * » { х - т у )'  если - 1 ~ т у < х ~  f y < - !

т  у )  у ) '  если — К - * - 7 У < 0 .

у ) “ '|Р« ( ,* ” т у ) *  если ° < х  ~ - т У < ^

а /=-у (jc). Ф , ( х )  (/  = 1, 2), у )  (/ = 1, 2, 3, 4) -  пока

неизвестные достаточно гладкие функции.
Решение задачи (16) — (19) будем искать в виде

««(*, У) =  ы21 (дс,«/) + u „ U , «/) + u„U , у ) ,  (20)

где и :1 {х, у )  (/ = 1, 2 ) — решения уравнения
^гв =  0, (21)

игз(х, у ) — решение уравнения (16), удовлетворяющее соответ­
ственно условиям

Г иг1(х, 0) = Fix) ,  ии у (х, 0) = 0, -  2 *£ jc <  1, (22)
I  ы„(0,1/) = 0, ы „ ( - 1 , у )  =  0, 0 ^ у < 1 ,  (23)
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f игг(х, 0) *= 0, иггу(х, 0) = Ф(дс), — 2 S= а: S£ 1, (24)
I и»(0. у )  =  0, ы „ ( -  1, у )  — 0, 0 <  у  1, (25)

| u21U, 0 ) =  0, « „ , (* ,  0 ) =  0,
*• « 2»(0, у )  =  т((/), ы21( - 1,у )

- 2 < д с < 1, (26)
= о,(у), 0 < у < 1 .  (27)

/=•(*) =

Решение уравнения (21), удовлетворяющее условиям (22), 
имеет вид (см. ( 1) )

f  U  + у )  + Fix -  у )
«*»(*, у) --------------------------------- •

Реализуя условия (23), находим

— /2 ( — 2 — jc), если — 2 ^  .г ̂  — 1,
/2 (.v), если — 1 О,

—/2(— л ) ,  если 0 < х ^ 1,

причем /2(—1) =/г(0) = 0.
Аналогичным образом, записывая решение уравнения (21), удов­
летворяющее условиям (24), и реализуя условия (25), имеем

— <р, ( — 2 — х), если — 2 < j c ^  — 1,
? 2 (х) ,  если — 1 < j c s ^ 0 ,

— ?г (— х), если ^  1, 
причем ? 2 ( — 1) =  (0) =  0 .
Теперь записываем решение уравнения (16), удовлетворяющее 
условиям (26) [ 1]

У * + У - Л

«2jU, у) = -4-J dl\ 1 Q(b% -  а ц ) (28)

Ф(х) =

х - у  + т]

Подставляя (28) в первое из условий (27), приходим к уравне­
нию

у V-n

J ̂ л J й (6 1 - а л ) е х р ( - - ^ - л ) ^ 1 * = - 2т(0 ), 0 < « / < 1.
о ц-у о

Дифференцируя это уравнение, после некоторых выкладок по­
лучаем

f , Г c ( t - y )  1 2 (b + a)  ,
)  ЧГ4( »  exp I — — ± - \ d t  ---------Г------ * W  “
о L b +  a J b

- J / ,'(-<) ex p [ - ^ r £ _ ] *  +
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+ j U l  U) -  tfU)J exp [ 1 dt  +
L b + a  J

e x p ( - ^ - n ) d n
b

(29)
Дифференцируя полученное уравнение еще раз, находим

2 (Ь + а)  2 с
ЧМу) --------- -------V(y)  + —  i ’ ( y )  + 6 l( y ) ,  (30)

о о
где

-  V ( Ь h- ~  п -  у  ) ] ехР (— т~ л)<* v  /«t- у)  +.

+  - ^ г Ч > ' ( " Т  y ) - ^ ) - T y ) ] exp( “ ' f  n ) ’

причем / ,  (0 ) =  0 .
[Теперь, подставляя (28) во второе из условий (27), имеем

У - 1 + V - n

J d»l J Й(Ь| -  flti) ехр(- ~ v i ) d l  = -  2а2(у), 0«£ у <  1.
0 - 1-У+П ^

еняя порядок интегрирования в левой части этого уравнения, 
затем дифференцируя его, после некоторых преобразований по­
учаем

м

а

b — а у '  b ' *■ b (b  — a)  ■*

+ _ i - /  У , ( -  1 - Л , ) еХр [ -  ] " -
b + a  о '  b ' L Mb + a) ■■
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бг ( у ) ,  0 *£ у  SS — ,
О (31)

V

— — J У Д - 1 - О  ехр [ —^— (t - y ) ] d t + .  
— и а L b — a  J

dtЬ + а ' '  Ь ’ f  r  L 6(& + aJ 
6

• + W - У 2( — fl) b - a ( l + j / )  j exp|~_^_(| + t + y ) j x
•у-ь
6—a

где
- i

» . w =
- 1-y

(32)

. ) e x p [ - - f ( y  +  l - H ) ]  X

“ 1 + Ь + а Уo+a

Х Л +  |  / , '  ( -  2 -  x
-I

X e x p [ — T ^ - 1 - 5) ]  5 - 2 » I ( y ) -

T r a '
_  |  [ / ; ( м ^ - ( н а) , Ц ^ , , - ( и а ) П х

X exp ( “ T ^
b y - a

W =  j  ^ (■ ( t - ‘ V <' * ” ) e ,p ( - - b ) * ' +

42

- 1 + 7 T 7 3r

+ 2*,(у) + I 4 (ft + д)6 — <J(y — 
ft *■)

X

0 + a

X « p [ — f < j r - l - « ] < «  +  J '  ) -
О

j - t ( j ? - |>*T a ± « L i . ) ] eXp ( - . | . , ) rf, +

+  j' /■-;(<»— >»-«<■ .* д ) „ p [ - - f  <i + 1 +  y )j д .

Решение задачи (16) — (18) представляется в виде
*+У

Fix 4- и) + F(x — ы) 1
utU,  у )

Пх  + , )  + Г Ь - л 1  + _1_ J  m u t _

(33)

2 2
у *+¥-»»

- - M * l  J  Q ( f t S - a r | ) e x p ( - - | ^ T | W
2 о *-*+п х ° ' '

Меняя порядок интегрирования в последнем интеграле (33) и 
дифференцируя (33) по jc, затем полагая х = —1 и учитывая (19), 
имеем

! ^ - * - £ ‘Ы - ^ Н г К

b + а о * & ' *• b(b + а) *

(34)

- —  S .V ,(— 1 — /) ехр [— — 1 Д  “
— a L о  — a J

/1
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b + a  e '  b '  ■■ Mb +  u) ■*

y . f — 1 — — /)exp [— C(H + at) } d ,~  
b + a  о ' b ' *■ b ( b  + a)  ■*

_ j T i ( b ^ w  ,  + ,  1  +

ey-6
6-e

+ e,(«/), 1. (35)b
где

6*(</) = 2o4(v) -  2/; ( -  1 + t/) -  2<p,(«/ -  1) -  62(«/) -  2o,* (y>,

85<У) -  2/ ;  (у  -  1) +  2o2 ( у  -  1) -  2 a4 (y )  -
b y - a

-  j  г  * h -
0

_  J  ,1 (-  2 -  *  •--  CH- A  ) e , p  [ -  ( y  +  1 +  ;,] л  4.

a  y - b
b - a

-1
b

6— y
X e x p [ — 5 - (y  — 1 — 6» ] d e — j  / ; ( M ? - |) - ( »  + °>’l ) _

— Ч1 ( *,’’—■*-«* -ta ll) ] e>p
Из (31) и (34) следует
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o b ' *■ b ( b  - f a )  J

a
7"

Дифференцируя последние уравнения, после некоторых преобра­
зований получаем

К Ч'5(~ 1 = + ^ ^ - М г (у )-

• \ / с  \ а  а 2 а
- 64( t / ) ] | e x p \ y «/], 0 , -  1 -  — 1 1;

(36)

6 ' '  1 ' ь

= - - £ т  + 64(|/)] -  — --а- [6i U/) + 6i («/)],2b 2b

o - i - 4 - ^ - 1 1.b о
(37)

Уравнение (37) является функциональным уравнением, его 
можно решить методом последовательных приближений:

Ч 'Г Ч - ! - « / )  = <Гф(- 1) ехр [  -  +
M l -</)

+ ! ! , « ' w # >  « Р [ - 1 ' ,~  ]  ■

п —1

Г с( 1 — а ‘)и 1
(38)

”  ‘ L b i l - q )

.Г д е  ч Г
.1 0 -0  145



I

где

b — a
W -------- I f t W  + 64(y)J 2b

Из (38) при n-+- + oo  идмеем

16, ( у )  + б Ц у ) 1

оо

¥ , ( -  1 - j / ) - X | < 7* 6. (0 ) e x p [ -  C(1 q>y  ] ,  o ^ y < ~ .<-« • L o(l — q) J b
(39;

Последний ряд сходш тся абсолютно и равномерно. В самом де­
ле, этот ряд мажорируется числовым рядом

о»

М

где
М =  шах !|6в (у)|, Ъ ( у )  e x p ( - - f  у ) , ‘ Л У ) е х р ( - у ^

а последний ряд сходится.
Из (32) и (35) получаем

г Г c ( t - u )  I b — a
J ¥ , ( -  1 -  t )  exp  [ — — J d t  “  ~2b— +

(40)

j у ,(- 1 -у О ехр[
\ c ( b y  + at )  1
/ exP L b( b  + a)  ■*

]л-

b + a  

2 a

Здесь

16,(у) -  6.U/)], —  ^ « / < 1. (41)

b + a  J b( b  + a)

Ay)
b I  LA 0

I  J  y , ( < » - > t - . !> + *> ) ехр[ _ £ > 1 1 ± Л ] ^ + ц > ) ,
i»-b N ь  '  L b J

S к °

а функции ^ з ^ —1— j - ( ) ПРИ V  и 11» определяются
do формулам (36) и (39) соответственно.
■  Дифференцируя (40) и (41), находим

■ v , ( - 1 - у )  =  ~ -  + 6.(i/)] + (в; ( у )  + 6; ( y ) i

b ( b  + а)  

с ( у +  1 + £)

2 Ь

«£ у  *£ 1, - 2 < - 1 - у < - 1 - 4 -,о  Ь

1 У , ( - 1 - у у ) = { ^ - ( 6, ( « / ) - 6.(«/)] +

Ь + а  г . , 1 I с  \
+ " 2ц -  167 (у) -  6, ( у ) ] } ехр ( —  у  ) ,

а а  а  а 2

!няя порядок интегрирования в последнем интеграле (33) и
г*фференцнруя (33) по .v, затем полагая дг = 0 и учитывая (1 2 ) ,  
/Риходим к уравнению

/ч\Ш expf——  У-} 1
a L h  4- n  J

c ( t - y )  1 fj 2(6 + 0 ) 
b + a \d t --------------- v(«/) -  6, 0/), (4 2)



■
Г А

2(b + а)  . H e  f f .
6, (у) —------------ I/, ( -  у) -  ф,С— у )] + — -—  J [  /1X

-  1 ы
. (  (Ь + а ) 1 - а у

- )-

- * ( { Ь + Т ^ Ы т « - » и +

+ j  / ; ( -< )  ехр [  dtb + ya— ] d t .

Из (29) и (42) получим соотношение между т ( у )  и v (y ) :

v(y) — т Чу) =  аДу). (43)

34есь

<х.(у) “  ( -  */) ~ Ф»(“  У) + 1 Ы (b -  а)  т1 -  b y
■ ) -

- « Г - Т ^ Ы - т - К

Ши(Ьх -  а у ) =  /Г(  х -  у  )  -  ф, ( Л -  Y  у  ) ,

Ь ь ) ц ( 6*—ау) — пока неизвестная функция. 
Х1одст;шляя (44) в (45), приходим к уравнению

тЧу) -  тЧу) = <#„(- а у )  ехр( -  у ) -  d2(y). 

Реш ая это уравнение при условиях

тЧО) =  <р,(0) =  0, т(0) = /,(0) = 0,
находим

Здесь

(*/) = P i (y )+  J [ехр Су — 0  — 1] ехр ( - ) <о„ ( - а * ) Л.  (46)

У

01 (у) = i  Tfi(/) ехр (у — f) dt ,
О

«ифференцируя (46), имеем

^уравн ен и й  (15) и (14) при х = 0 имеем

ц(у) -= тЧу) + а , (у ) ,

( - - г Д

в записи

ц(у) =  тЧу) + о)ц(— а у )  ехр —

< b W - [ f ; ( - - j y ) - * { — y y ) ] exp ( - T 9 )'

(44)

(45)1

Чу) =  0 ,(у) + Tfi(y) +  | е х р ( у  -  Ь * С /)ci)n(—at )  dt .  (47)

(одставляя (47) в (43), получаем
V

v(y) =  р,(у) + т«(у) + a i(y )  + J  ехр ( у ------ / )о ) „ ( - а/) d/.

ш, (йд: — а у )  =

ш(1 (ftx — а у ) ,  если 0 ^  х ^  ~  у ,  

ш,2(Ьх — а у ) ,  если

(48)
’ешение уравнения (14), удовлетворяющее условиям (2 ), (5), 

|(11) , имеет вид
V

1и,(х, у ) i r ] )Gt (x , y ,  0, г]) dr] -
2V л

*<8

* 1

-  J  0«(1|)(?|(х, У\ 1, л) А| + J  f t(VG(x,  у ; 0) -
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v  t

-  j  dr\ J  (0, (6fc -  arj) exp(  — л )  GU, y ,  fc, rj) dfc], (49,

где G(x, y ;  £, r]) — функция Грина первой краевой задачи для 
уравнения теплопроводности, т. е.

о и , » ; { , л , --------—  £  { “ Р [ - - ^ 7 Г — Т “ ] -v-------- 1 L 4(1/ - Ц )  ->
1 у - Ц

Г U  + I - 2  п ) П \
- м —

Дифференцируя (49) по х и полагая х = 0, после некоторых вы­
числений имеем

V »

v (y ) =  — —̂ { - j  тЧт^ЛЧО, у\ О, Т|) dri + J о,' (т))Л/(0, у, 1, r\) dx\ +
2 Ь Г

I V

.+ 1 /i' (&)ЛЦ0, у ;  1 , 0) d l  -  j  е х р (— tJJV(0, у ,  0 , * )© „ (-  at )  d t  -

v

— b j  exp( — л) dr\ J v ’u ib l — at])N(Q, y, I ,  rj) d l +
0 & 0

V

+  |  [ / , ' ( 1  - у  л ) - ф . (  1 " j Tl ) ]  exp ( - y  4)  W y ;  > . , ) * ! -

-  J  exp ( -  4  n Ц  /  [/ ;  ( 1  -  4 -  4 ) -

где +«
2 V  Г <6-2л)Ч  iV(0, у ;  s. л) = 2 j « P  I -  •

f y - л
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Подставляя (47), (48) в последнее уравнение и дифференцируя 
полученное уравнение, после некоторых вычислений приходим 
к интегральному уравнению Вольтерра второго рода относитель­
но z ( y )  =  t>u'l l ( —ay ) :

У

г ( у )  -  J  Д,(4!, t )  exp (-£- у  )zU) d t  =  g t ( y )  exp( у  ) ,
(50)

где

K%(y, t) — —  Rie(y, t) +.-7 - J ------- ------ t ) dr\ +0 0 t -------------
Vn(y — ri)

» » expl — ~ z )
I f  .  a c  f v b >

------- )  R M ,  t )Nt  (0, y ,  0, r i )d r i ------ — J -------------------- dz  +
0 ,

2ЬУ n Vn(« -  z)

-I------— j  exp (°* У> 0. z ) d z  +
I v2 b l n

+ 00

f  — j  A,(y. /; z) exp { -  ~  -  у  [  / + 2( y  -  t ) hS y ,  t\ z ) ]  } dz  + 
Ь Ч п  *

а с Г 1 Г в Ч ч - * ) 1 С Ь
+  - j T  _____________________ е Х Р [ - 4 Ь . , „ - „ 1

Ул(1/ — Tl)
У

------- ^ z l exp ( - y Ti ) ^ » (

4Ь* ( у - г \ )  Ь

а ц - a t  \ J
— — .п М л .

2ЬУ л

1 Г
*.<*> -  — —  17 °> У’ $•0) ^  -  & W  -  “ ■ -

w

- J

2V я  *

Qt (ri) rft| 1
W

j  Qt(r\)N\ (0, у ,  0, т]) dt] +
Уя(у — г\) 2У я



1 f ' --- J 0,
2 \ л

/*11)
(n W .(0, y\ 1, T,) dr\ -  JVIO,y ,  1, 0) + 

2V л

2У n *

ХЛ^О, у-  l , r\ ) d r\------ —  J e x p ( - - £ - i ] ) d r ) X
. 1 о v

2V д

i

x  1  [/Г (* — n ) — Ф*( l - т - л ) ]

Q.(</) =  M y )  +  TfiCy). Я Ду, 0  -  a  j  exp («/ -  Ь z ) dz ,

ht ( y ,  t\ z)
bz

Vb*z* + 4 a2(y — /) + bz

+ ®

А Г Ч О , p =  £  « р [  -  •
V y -  n

+ • - I

П — — aо П — — oo n —«1

Функции KiO/, t )  и g i ( y )  непрерывны, поэтому уравнение (50) 
допускает единственное решение из класса с [О, 1]. Решая его, 
находим функцию г ( у ) .  Тогда функция ы ц ( Ь х - а у )  определя­
ется по формуле

Шц(Ьх — a y )  =  ] z [ y  — —  t ) d t ,  0 < х < ~  у.
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2 ( * - У )  =

Таким образом, можно найти функции t  (у ) ,  v (у), и, ( х , у ) ,  и 2(х, у) .
б) Пусть а  = Ь. Тогда уравнение (15) имеет вид

“ixx -  «*„  =  a>i(x -  у )  ехр( -  ~  у ) .

Как и в случае 1. а ) ,  находим функции F(x)  и Ф (х ) .  Продол­
ж и м  функцию ы2(х—у ) на — 2 ^ х  — у <  — 1 и 0 < х —у <1 
|следующим образом:

F ' ( x  — у) — Т , ( х  — у), если у — 2 < х 4 ~  — 1, 

^ '( J c  — у) — ^ ( х  — у), если — l < x « S y  —1, 

f \ ( x -  у ) — V ( x - y ) ,  если y - l < x < y ,

F ”, (х  -  у )  — 'Г, (х — у), если у < х < у  + 1.

Как в случае 1. а ) ,  определяем функции Ч-*,(х — у) (/= 1, 2, 3):

У Д х - у )  — {/*(у — х —2) — o t ( y  -  х -  1) + а'г ( у  - х  -  1) -

-1

- f l i y - x - 2 )  J  e x p [ - ^ - ( x - y - £ ) ] d s } x  
*-»+! &

х [ !  « р (- т О^] •ь
0 < « / < 1, — 2 <  х — у < — 1,

'*, , и - « / )  =  { - ^ - [ б 10(«/ - х -  1) + б „ ( « / -д с -  1)] +

+ Ь [ Л у - х ~  1) + в,*,(у —х -  1) } е х р [ у  ( у  -  х -  1) ] ,

— 1 <  х — у  «£ О,

У ,  ( х - у )  =  4т ' (х -  у )  + т ' (х -  у )  + б„,
ь

( х - у ) ,  0 «£ х -  у  S£ 1,
где

б ц ( у ) 2а[ (у ) + 1  1 \\ ( у -  1 -  2П) -  — 1 — 2г|)1 X
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Х « ф ( - у Ч) А | - / . ' ( у - »  j  e x p [ - y ( y +  1 + g ) ]d £ _

л
— J (У  — 1 — 2; )  exp 

-1

6 „(</) = 2 o4(«/) -  2 /; (у -  1 ) -  2 <p,(«/ -  1 ) +

—I

6i»(«/) = f ' A y -  1) J exp [--£-(</ + 1 + £)ld£-

-  J /2 (У -  1 -  2?) exp
-I

V
2

+  J  1 /» (У  -  1 -  2 t| )  — tf(t/ -  1 -  2r|)] e x p ( - -^ - t i )  d r \ ,

V

bi»(y) — -J- [/I (-< / )-  t f (-  y)] j  exp(— j -  T) jdri —

V

-  2[/ ;" (-  «/) -  * ' ( -  y)] J  exp (  t] )dr, +

+ 3[fZ(-y)  exp (— 7-*/)— /t (— y)-
v 0

Дальнейшее вычисление проводится аналогично случаю 1, а ) ,

в) Пусть теперь 0< -^ -< 1 , т. е. 1< -* -<  + оо. Как в случае 1.
а), функции / 2 ( jc ) ,  ? 2(-*) продолжим на отрезки |— 2, — 1| и 
(О, 1), т. е. определяем функции / (̂а-) и Ф ( х ) ,  а функцию ф(х) 
продолжим на отрезок [0 , 1), т. е.

т ( а \ 2(b + а) I а \ , 2с ,/ о \ ,
* Л х ~ Т у Г----ь т \х ~ ~ ь у > IT " 1 \х ~ Т у )

[ x ^  + 1- y ) J d5 +

[ - f  он - 1 —  y)J



Так как 0 <  — <\,  то — 1— у  < —2, поэтому ар гум ен та  —у  у
|ыходит за области определения функций f 2(x) и \|>(х), чтобы 
продолжать функцию ф(х) на отрезок [ —2, —1] ,  поступаем так. 

■Область D разделим на (N+1 )  части так, чтобы высоты пер­

вых N областей были равны на Л0 =  у ,  а последней — не больше 
чем ho. Эти области обозначим через

D{n) — D/"*U J ln} U D\~' ( я -  1 ,2 ......N , N + \ ) ,(**)

где

D [ " = U x , y ) : 0 < x <  1, «/,-,<{/<{/»},

О г(я>= { ( х , у ) :  -  1 < х < 0 ,  У п - 1 < У < У п ) ,

/<"’ — {(jc, у ) : х  =  0, Уп- i  <  У  <  У»)I

nb
Уо в  0, j/jr+t в  1» Уп — (л  =  1, 2 , АО.

аТогда как и в случае 1. а ) ,  задачу 1 будем решать последова­
тельно в областях D ln) ( я  = 1, 2 ........ N +  1).

Случай 2. В этом случае без ограничения общности можно 
[полагать а< 0 , Ь > 0.

а) Пусть — о о < - ^ - < — 1 , т .  е. — 1 <  -у- < 0 . Как в случае 1,
а), функции / г (х)  и <р2(дг) продолжим на отрезки [ —2, —1] и 
[О, 1], т. е. определяем функции F ( x )  и Ф (х ) .  Чтобы продол­
жать tf(jc) на отрезки [ —2, —1] и [0 , 1) ,  поступаем так.

Т Решение уравнения (16), удовлетворяющее условиям (26), 
имеет вид (28), где

2 (Ьх -  ау) =

Fi ( x - т у ) ~ ч\ [ х ~  7  у ) .  если 7  (У ~  О “ У,

/=•'(х -  у  у )  — Ч 'Дх — у  у) , если 0 < х < у ( у —1),

=  ^ ( дс- 1 У ) - Тз ( ; с - т у ) - если у  у  < *  <  О,

7  у )  “  V (■* “  7  >’)• если 7 У “ 1 < Х < ТУ*

7  у )  ~  ( х  “ 7  у )-  если У - 2 < х < у У — 1.

[одставляя (28) во второе из условии (27), затем производя 
ряд преобразований, получаем



где

V*(— 1 - у) = Os£«/s£l ,

2 (b — a)  .  2 с  .
Ьц(у) ---- ---о, Cx/> + —  Oi («/)-/* («/ - 1) +

о о

b - 2 a  
4------------- [ / • ; ( -  1 ~ y ^ ) - * ( -  1 - y  i / ) ] e x p ( - y i/)

■+ 7 41 1 — — 1 — х

х е х р ( - у  ч Ц  + п Г " Д /*('у " 1 "  П Т - л ) “

( i / - l - - ^ - ) ] e x p ( - ~ n ) d n .

Теперь, подставляя (28) в первое из условий (27), после ряда 
преобразований имеем

Т Т 7  { ч'‘ 1 1 , е 1 р ] “> -

^ ~ al) U
— а  о '  Ь ' “■ b (b  — а)  ■*

2тЧу) + 6„(у), 0 < у  (51)
b

V

ь
— j  У i(/) ехр [ Cj ~T y )— ] d t  
а  .  L f t+ c  J

6,f(у) -  2%'(y), -  < |/ < 1,
о

(52)



■
где

6i%(у) =  — ^—  J  [/а ( -  <) -  \f(- /)J expf — —  1 d t  + 
b — a о L о — a J

6 - u , ' 6  '  1 M S - o )  1

" j  '‘ ( t *  _ ~ п г f) ехр[ т ( 1 - » ) ] d i ’

a

W -----------£ _  /  V , (  -  A , )  exp f -  C ib y  -  * '  1 Л  -
'  6 - o  :  '  ь  1 r i  6(6 - o )  J

V

a

7Z>

- 1 *
»?+•
b+a

| X e x p [  d l  b- — ] d % -  | ^ ( у - ^ - л ) е х р ( - | - т , ) л , -  

Теперь из (33), как это сделано в случае 1 , а) получим
V

- 2 — J  У ,Ш ехр[ —I У) ]d t  + - ^ —  J  У . ( ~ у О Х b + а  . 1 Ь + а  * b - а , х Ь '
" Ь
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[ с  {.by — at )  1 a
------— -------—  \dt — 2v(tf) + 6„ ly ) ,  Q z Z y ^ - - —,

D<o — a) J  b

b 
~b

+ - r ~ - I  ^ ( / J e x p f - ^ — — \d t
b + a  .  L f> + a  J

2v(y) + 6„(y),
b

6n (y ) =  2<pC— y ) -  2/,f ( -  y ) -

+ 1 n ( - ^ y - \ ^ - t ) < * p [ - - ^ a + y ) ] d t -

V

6 iti y )  = 6„(y) + J  1/ -  |)exp [-^- (g -  «/)] -



- !  ( И т * - ^ М т < М «

>у+а
На

j  У , « ) е х р (  с“ У) ) d l .
b + а  а b + а

Из (51) и (53) следует

УЛу) + “~~ ¥ * (— j - y  ) е х р ( — 7~y')=a ~~ 1т'(у) + vCt/)J +о '  о '  '  о '  а

.+-------- It* (у) + v' (у)] Ч----- [6 „(у) + бц(у)] +.
а  а

Ь + а , , а
+ — -----[бц(«/) + б „  («/)], 0 ^ 1/ ^ - — ,2а о

( ---- г у )°“ {— lv(y) — т'(у)] н---------- [v'(y) — т'(«/)] +'  b 1 к а  а

+  — —  [6 i7(i/> +  6,■>(«/)] +  — —----t6 17 (</) +  6 и  ( у ) ] }  X
2 а  2 а  ’

Х ехр 0 *£(/«£ — — , (55)

а из (52) и (54) — следует

i/)={ — М у )  — т ' ( у ) ]  + —— — [v'(j/) -  т '(у ) ]  +
4 b '  '  а а



Xexp ( - j - y ) ,  - ~ ^ У ^  1, (56)

ip,((/) _  - 1  [v((/) + x'(«/)] +  ̂ + T' (i ') + [6l,(y) ~b b ZD

— 6„(«/)] 4------—— [6 „  (y )  — 6 „  ( j/)], — — у  1.
2b о

Уравнения (55) и (56) можно объединить

W  -  —  «/) = { —  M y )  ~ т ' М  + - — — [v '(y ) -  т '(</)1 +\ h ' '  a a

+ 6i.(«/)}exp(-^-i/), O ^ y (57)

где

2T  [ 1 17 W  -  8:s «У)] + V й [ V (У) -  Sio(y)j.

*..(У) =
5Г [ *,81У) + 8,. W ) + V  | *» M  - ‘i.O’)].

если — - | - < y  < 1.

Из уравнения (16) при jc= 0 с учетом (И ) и (13) имеем

р(у) -  т•((/) = ( -  у  у )  ехр( -  ^  у ) .

Подставляя (57) в последнее уравнение, получаем соотношение

\х(у) -  т'(у) =  —  М у )  -  т ' ( у )1 +

+ —— — [\ ' ( у ) — тЧу)1 4- б19(у). 
а

Вводя обозначение

a u ix + b u iy + си, = o,U, у)

для Vi(xij/), получаем задачу 
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(58)

(59)

Lxv x =  0

М О , У) = =чу), t»,(|, у> = М у ) ,  
г>,(дс, 0 ) = / , ( * ) ,

где

o,Q/) =  а о ,(у )  +  6о,' (у)  + с о^у ) ,

/ ,U ) =  а/i ( jc)  + fop(jc) + с/, ( jc) ,  

a Oi( y )  пока неизвестная функция. Решение этой задачи имеет
вил

Vi(x, у )  =  — — [ J a(ri)G{U, у ,  0 ,т|) di\ —
2\ л

¥ *

-  J  <J,(ti)Gj(a:, у\ 1, г)) dx] + J/,(|)G U , у, %, 0) d|] , (60)

Ьде G ( x , y ;  £, r j ) — функция Грина первой краевой задачи для 
уравнения теплопроводности (см. случай 1 .а ) ) .  Тогда приходим 

тс задаче (59), (2), (5). Ее решение запишем в виде

и х(х,  у) =
“ п (* .  У), если 0< дс< 1+ -|-у, 

«и (х , у), если 1 +  4 - у < х < 1 ,
(61)

где

«„ (* ,  у )  =  у  J ехр [у  U -  у ) ] 1>,( —— + ai  , t ) d t  + 

+ /»( *  У ) ехР ( — ТГу )  ' 0 < х ^ 1  + ^ - у , (62)

I  *
* и ( * .  У) = 4"  J exp|-y(<-y) j  (у -/ ) ,  <)<// +

+ о ,(у  + -^-( 1 — * ) )  exp[ ~  (1 -  jc) ] ,  1 + —  j/ ^ jc< 1

11—6

(63)
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Полагая в (62) * = 0 , в силу (11) и (60) приходим к интеграль­
ному уравнению Вольтерра первого рода относительно а ( у ) :

У *

J  ехр [ у  o ( t ] ) G » ( y  U - y ) , t ; 0 , r \ ) d r \  =

У t

- J  exp [-7- U ~ У) d t  j  ot(ri)Gt( -^ U -y ) , t ;  1 , r \ ) d r \ -
• О о D

у  t

- 1 exp [ - i  (t -  y) ]dt j  W  a ( y U - y ) ,  t\ \, o) d\ + 

+ 2Ы n  [x(«/) - / t( - y y )  exp( -  у  у ) ]  .

Дифференцируя это уравнение дважды , после некоторых выкла­
док получаем интегральное уравнение Вольтерра второго рода 
относительно o ' ( у ) :

а'(у) + J  Кг(у, ц)о'(г|) dt] =  gtLy) +
0

+ —  т(у) + 2сх' ( у )  + Ь г ( у ) ,  (64)
О

где

Кш(у, п) = - J  + —а—  ж о - У>°> т1) +
2Ы/ д

V

+ — ехр[  - у  U -  у ) ]  и  -  У). *; 0, л) dt ,
2Ьг \п *

У 1

8г(у) = — —  [ J 5;(т|М0, у; 1, n> *1 + f 7. (1>М0, у; 1 , 0) dfc] +
2ЬУ л '

+ °  — { J  o'(ri)<friJ ехр[ 4 ” (* — У)]  ^ i ( - j - U  — y ) , t ] \ , t ] ) d t  +
2 fc’ Vn ‘ 4
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У

+ e x p [ y U - j / ) ] c , ( y  U -  у ) ,  t\ I,  o )  d t}  -

“ Т /' - ( ~ Т ! , ) ехр( - Т ! ' )  - Т Л10)’

по поводу функции N\x, у ,  I, ч) (см. случай 1.а ) ) .
►ункция Кг(у, имеет слабую особенность, а функция gi(y) 

1епрерывна. Поэтому уравнение (64) имеет единственное решение 
классе непрерывных функций. Решая его и вводя обозначения

У

Г ( у )  *= z ( y ) ,  х\ у )  =  J  z(t )  dt ,
О

У

т (у) - f l y -  t )z( t )  dt ,  (65)
О

| а ходим o ' ( у ) ;  здесь положено -с' (U) = <р, (0) =  0, * (0) =  /, (0) = 0 ;

где

а ' ( у )  =  Qi (y )  + bz ( y )  + J Rt Ly, t )z( t )  d t  ,

у

Qt(y) = g»(y) -  J £,(т)>Г,(у. n) di],

(66)

w
c *  с2 Г

R*(y,  t )  -  2 c  + —  ( y  - 1) — -  J (т, -  ПГ2(у,  n> dx\ -
О О I

v

-  2c j  r t ( y ,  rj) dr] -  ЬГг(у ,  t ),
I

r 2(t/, n) — резольвента ядра Кг ( у .  л)- 
!з  (66) следует

У и

о («/ )-  J  [ q . ( t i )  + M t i ) + J  Л,(л. t )zU) dt\dr]  + f , ( 0). (66'

перь, дифференцируя (62) по х и устремляя х к нулю, в силу 
112) и (59) имеем
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v(«/) = — l—  J  e x p [ y U - y ) ] [  1 о [ ( ц ) Л / U —«/),/; 1, л ) dr| —
2Ы/ л "

I

-  j  o' trj)A ( y  U -  y ) ,  t-, 0, r j)  dx\ +

1

•+ j /»C|)A ( y  U -  «/), /; I,  0 )dfc] dt  + /| (  -  у «/) exp( -  у  у )  .

(67 J
Дифференцируя это равенство и учитывая (66) , получаем

у

\' ( у )  — Q*Ci/) -  j  /?,((/, /)гШ dt ,  (68)

где

2ЬгУя

Qt(i/) =  Q .(y ) -------- 1 Qi(q)A(0, i/; 0, tj) d\] +
2b1 л  °

V 1

—  J  exp [ y  ( t - y ) ] d t i  Q,(4 )Jv( у  U -  «/), /, 0 ,  n)  ^  -

V •

---- -—  j  e x p [ y  U Qi(r\)Gt (  —  (t -  y ) ,  t\0, л) dx\,
2b1}/ я

V »

< Ш  -  - - U  J  J ; (n )A f(0 ,» ;  I. 4 >A, + J Г  ( S W (0 , » ;  1 , 0) <i{] -
2V л

с

2b*V я
i »

'+ J ( 6 ) ^ ( 4 - ('  -  « * • 6. o ) r f l ]  d t  + — e x p ( y  U -  у ) )  X
2b*1 я  *
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I

X [ I  <W G, ( y  (t -  y), t\ I, л) <*Л + J  ft (6)G»( у  U - 

- y ) , t , l , o ) d l  ]d < - y [« / .'(- y « / )+

.+ </,'(— f l/ ) ] e x p (- y y ) ,

У

R*(y, t) = --- —  {л/СО, у, о, /) + -j- J  Я«(л. *)JV(0, у; о, л) <*л -
2V л

У

f ехр 1-Т(п “  у) ]iV( y (п - у)' л; 0> *)dTl -
у  х

“  у  -f ехР [ у  а  ~ У) ] Л  1 **( Л.t)N ( у  (А. -  «/) Д; о, л )  +
У

■+ У 1 ехр (-̂ - (л -  у)) Gi( у  (л -  У). л; 0, *) л̂ +
У х

+ у  J  ехр (А, -  y ) dk  J  Я,(л, /)G.(-^- (А, -  у ) ,  к; О, л )  <*л} •

Наконец, дифференцируя (62) по х дважды н устремляя х к нулю 
в силу (13), (60) и (66) будем иметь

где

ц(*/) = Qs(y) + j  RSy ,  t )z( t )  dt ,

Q , ( y ) ------- !— J  e x p I I  -</))[ J Qt( t ) o J  ~  (f -
2 b l T ‘  ‘  • *

I

-  y h  t;0, л)^Л -  J o'^)Gt(-^-(f - y),  t\ 1, л)^л -

(69)
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- 1 JAV G | ( y  U -  y ) ,  t\fc, o) dfc] d t  + / ;(  -  Y  y )  e x p ( -  j -  y ) ,

У

RSy .  0  -  — l—  { | e x p ( y  ( п - у ) ) о » ( у  n. 0, ^ ) dn  +

I» *

+ y j  e x p ( y  a - r / ) ) d x j  t f , ^ . * ) G , ( y  U - |/)Д;0,л)<*л}-

Подставляя (67), (68) и (69) в (58), учитывая (66) и т" ( у )  = 
г (У)> приходим к интегральному уравнению Вольтерра второго 
рода относительно г ( у ) :

У

z ( y )  -  J  К, ( у ,  t ) z M d t  -  g>(y),  (70)

где

-  у), л; о, t )dx\ + — J exp ( у  (А, -  «/) )dX J Л,(л, /) X 
26Ул ‘

X N ( у  (А. -  у ) ,  К  0, л )dr\ -  aRk(y,  t) -  с  -  (b -  a )R t (y ,  t ) } ,

ш  ^  ̂ exp ( r u “f/)) t ̂  5«(n)iV( T u "
26У n '

- y ) , t \  1, л)^Л +
• •

J q,(4w (4 - « -  f/). *; о. л)<*п +1 7. ( |w ( t  (/ -о О о 0

-  y ) ,  t\ I,  о )d% ] d t  + c f [  (  -  у  )exp (  -  у  у )  +
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+ (b -  a ) Q S y )  + аб„(«/) -  a Q i ( y ) }.

Ядро Кз(у, t )  имеет слабую особенность, а функция g 3( y )  непре­
рывна. Поэтому г ( у ) ^ с  [О, 1J. Решая уравнение (70), находим 
функцию г ( у ) = т " ( у )  и тем самым определяем функцию т ( у )  
по формуле (65), т ( у ) — по формуле (66) ,  а ( у ) — по формуле 
(66') ,  \а(у) — по формуле (69), U i(x ,  у )  — по формулам (61), 
(62), (63), (60), и2(х, у )  — по формуле (33).

б) Пусть 6 = —а. Б этом случае задача решается аналогично 
учаю 2.а).

в) Пусть теперь—1 < “ <  0. Как в случае 1. в ) , область
разделим на N + 1 частей и последовательно в каждой из этих 
областей решаем задачу аналогично случаю 2 . а ) .

Случай 3. В этом случае уравнение (1) можем переписать 
в виде

где (Oi(y) — произвольные непрерывные функции.
Как в случае 1. а ) , определяем функции F(x)  и Ф ( х ) ,  а функцию 
( йг ( у )  представим в виде

ь

а
(71)

,®2*(У). если O ^ J C ^ l ,  
Тогда, как в случае 1. а ) ,  имеем

“ л (У), если l , 0 < y < x  + 2,
ш2 (У) =<■.,, (у ) , если — l s ^ x s ^ O ,  0 < у < 1 ,

,Ш21(У). если 0 < у < 1 — х.

V

+ J  ш„(/) ехр ( -  —  (у -  t  -  1)) d t  =* -  2a ’t (у ), (72)

V

з (72) и (73) находим
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----[о*(у) -  о,' (у) — /,' (у -  1) -  <f,(у -  l)j}ex p ( -  —
а  * '  а  7

© „(у )  *= {/г*(у ~  1) +  ф'2 (у  -  1) -  о! (у ) -  о! (у ) +

-+ -—I/*(у -  1) + фг (у -  1) - 0 г ( у )  -  о*(у)]}ехр( -  —  
а 7 ' а #

ЫгЛу) =  {о*Чу) -  о,' (у) -  ft (у -  1) -  ф* (у -  1) -

а также получим соотношения
V V

J  O)u(t) ех р (  —  (у -  t))dt +  J  0)2, (/) ехр i —  (t -  y))dt =  -  2тЧу),
• ' а  7 0 а  '

(74)

| &)„(/) ехр ( —  (у -  t) ) dt -  J  ©„(/) ехр( — (t -  у)) dt =
о ' а  ' о  ' а  '

=  2v(y) -  2/ ,' ( -  у ) .+ 2фг(— У). (75)
Из (74) и (75) имеем

v(y )  — тЧу) =  а,(у), (76)

<о„(у) = —  I/» ( -  у) -  q>2( -  у)1 -  fi  ( -  у) + фг ( -  у) -  
а

-  —  [тЧу) + v(y )]  -  г  (у) -  v 4 y ) ,  
а

где
в

а,(у) = f,' ( -  у) -  ф,(- у) + J ©„(О ехр Г —  (у — / ) 1  dt,
L а J

a (022( у )  — у ж е  известная функция.
Из уравнения (71) при дг=0 получим

ц(у) -  Г(у) = ш„(у), (77)

ц(у) — тЧу) = a>t(y); (78)
здесь coi(y) — пока неизвестная функция, а ыггГу) — известна. 
Исключая из (77) и (78) функцию ц (у ) ,  приходим к уравнению
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тЧу) -  T'Су) = <*>i( у )  — (Ог(у) .

*ак в случае 1. а ) ,  решая это уравнение при условиях т' (0) 
т (U) = и, бпределяем

т(у) -  р,(у) + J [ ехр (у -  /) -  1 ] u>,U) dt . (79)

где
у *

§*(«/) ■" Je x p (y  — OfiW dt ,  ifj(y) =  - J  n}2( t ) d t .
0 ®

Дифференцируя (79), имеем
У

ТЧу) =* Ра(у) + 7,(у) + J  ехр (у -  *)«,(*) dt .  (80)
0

После подстановки (80) в (76) находим
У

v(y) =  0,(у) +  f , (y )  + а , ( у ) .+ j  ехр (у -  *)<■>,(*) dt .  (81)
О

Теперь, записывая решение уравнения (71) ( i = l ) ,  удовлетворяю­
щее условиям (2), (5 ) , ( 11), затем дифференцируя полученное 
решение по х и устремляя х к нулю, в силу (80), (81) после не­
которых выкладок переходим к интегральному уравнению Воль- 
терра первого рода относительно o>i(y):  

f’
J exp (у — /)о) ,( f )d * -------- ------------- J а>,(т])ЛЧ0, у ; 1, q) +

2 У Т

у  у у

Н-----5— J (!),(/) d t  j  ехр (у -  t )N’ (0, у; 0, rj) <ir| + J 11 ■ +
2У л " Vn(y -  п)

У у У

+ —— J 0)tU)dt j  ехр ^—— dri ■+--»i(ri)̂ *(0. у; о, л) dr\ +
Ул Vy — л 2Ул

У t

-------------J a)i(r])dr] |  ехр ( --------(0, у\ g, ^  ""
2а V я
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------- J  oj.lipdt) I -----------exp [  ——------------------1 \
„v— • • v--------- 4 ( y - T j )  a  J
аУ л  V i / - r j

d l

— 3  j  о, (r\)N(0, у; 1, tj) di] ~  a*(y) ~ №y) “  b W  ~ 
2У я  *

Ц Ш  + г М

У n  У у  - r \  2У n  °

t

+ ъ(пМчо, y\ o, ij) dr] + —i — J /; (g)iv(o, y\ i ,  o) dg +
2У л °

+ —  I  /»(£) —  exp (  -  - M  
v— о v—  v 4y> 
У л  У л

Применив известную форму обращения Абеля к этому уравнению, 
получим интегральное уравнение Вольтерра второго рода отно­
сительно он ( у ) :

V

ыАу)  + j  /C*(yt, /)а>,(/) dt  =  g t(«/), (82)

где

K ^ y i  t) --------------------- f  J ----------- N*. (0, s; 0, t) d s  +
Ул(у - t )  ‘ y « / - s

» e x p (— —) » 
f e x p ( s - / )  ‘ a '  f W.(0, s ;  l ,/ )d s  

+ J —  d s ----------- ---------- J ------- ------- --------+
‘ У п (у-5)  " ' У y - s

V •

1 f ds f
+ —— J -------J exp (rj — /) Nt (0, s; 0, rj) dr] + 1 +

I n  < v-------  iV y - s
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+ - L  I — ££__ Г J4'P.(4 -_Q_ ^ ________c____f  d>- v* J V y - s  J )/s—  to* J F H At t 0

У s 1

__ 1
V{y -t)*

J exp -  -f- -  -J- V(y -  t)\rJ  dz +

+ ---------- J ------------ expf-------- l----------- -1 dk +
* * - ° Ч ш = »  4 ( у - ' л  J

+ 1 я г ] т г = r  j
1 У

е х р ( -  —  \ ) d \  j ----- l------ N* ( 0 ,s; 5, t ) d s ,
2an о 4 a ' ( -----

V y - s

gi {y) = “  I  l3(5U ( v " , ) 7~  ^  ~  ^  (?l (У) + T,(y)1 +0
У У У

+ ± f « J w * J  7 = r  ^ .< 0 .*  '• ч)л - 5 - |  1Э.СЧ) +
0 4 0

У 1

+  T * (1l ) I * !  I ~ y fT T fN' ( 0, s: ° ’ ч ) Л + 2 Г ^ / 1 ( 5 ) Л  X
4 o

rI ?

x  j  7 F = T  Л ' l0, s; Ee 0 ,d s ~  j  x
j

X exp (- ir ) rfs + ^  j  Хе-р (--т )^ J  d z +
0 0

1 I (VTm )

+  _r j f | = r  1 ^ ex P (  — у, К z)dk,
0 1

V I
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Отсюда видно, что функция К\(у,  t )  имеет слабую особенность, 
а функция g i ( y )  непрерывна. Тогда уравнение (82) допускает 
единственное решение из класса С [0,1], причем и), (0) — f ' [  (0). 
Решая уравнение (82), определяем функцию toi( у )  и тем самым— 
функции т ( у ) ,  U\ (х, у ) ,  и 2( х , у ) .

Случай 4. В этом случае уравнение (1) можно переписать 
в виде

L,ut =  o)(U ) e x p ( — у  у ) ,  (83)

где (т(х)  — произвольные непрерывные функции.
Из уравнения (83) (i = 2) при у = 0  находим ">,(*) =  f"2 (x)  —

— ф (х) .
Функции F( x )  и Ф ( х )  определяются как в случае 1 .а ) .  Для 

продолжения функции гр(*) на отрезки [—2, —1] и [0, 1] по­
ложим

F [ ( x )  — W2( * ) ,  если у - 2 < * <  -  1, 

ш2 ( х ) =  / I  (х ) — Ф (■*)• если — 1 <  х < 0 ,

F * ( * ) — ’РДх), если 0 <  х  <  1 — у. 

Воспользуясь условиями (3 ) , (11) и (12), получим

¥ » ( -  1 -  у )  =  о,' ( у )  + 2а\ (.у) -  tJiCt/ -  1), 0 «5 у  <  1,
О

J [/Г(£) -  ехр [  -  (у + |) ]d% +
“У

V

+ j  [ К (S) -  V|(6)1 ехр [-^ - (£ — у ) ]  d\ =  — 2т '(у ) ,  (84)

I  и'г (5) -  ехр ( - ^ - ( y  + v ) d l - §  [ / ^ Ф -
-у О о

-  Ч ' .ф ]  ехр (-^ -  (5 - y ) ) d t  =  2v(i/) -  2/i ( -  «/) + 2фД- у).

(85)
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Из (84) и (85) следует 

где
\(у)  — т  (у ) = а »(«/),

О

Ot*(//) = ft (- I/) - ф«С— у )  •+ J \.f’t (|) -

(86)

-  ф(1)1 exp [ -  y  ( у  + | ) ] d l ,  

а из (86) определяем
I V

т ( у )  = |  v(/) d t  — { а *(/) df.
О О

В области Di введем обозначение

b u lt + см, =  v(x,  у ) ,

где V(х^у) — произвольная функция.
Тогда для V(x, у )  получаем задачу

^ ж - У у = ° .
■о(0, у )  =  Ь*' (у) + ст (у),

«(1, у) = Ц ( у )  + с 01(у) =  ̂ (у ),

>  (jc, 0 ) =  b f l (х )+ с/1 (х)  = 7 i  (*)•

Решение этой задачи имеет вид

v(x,  у ) —  { 1 tbx'(ri) + ст(г()] Gt (x, у ;  0, rj) dr] —
О2V л

(87)

(88)

-  j  o,(ri)GtU, у ,  1, rj) dr\ + j  /,(| )G(x, у ,  £, 0) d%\.
О О

Тогда решение уравнения (88), удовлетворяющее условию (3), 
можно записать в виде

у *

Ut(x, у )  =  - i —  { j  exp [ у  ( t  -  у )  ]  [ J  Ьт'(ц) +
2V T

I

+ cx(r|)G|U, t\ 0 , ri) rfri — J oft(f|)G|(x, t\ 1 , л) dr\ +
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1

+

а

J/,(6)G(x, t\l, 0)dfc]d/}+- f .W e x p (  — у  у )  ■
b

Дифференцируя это решение но х и у с т р е м л я л  х  к нулю с учетом 
\ъ1),  после некоторых вычислении приходим к интеграль­

ному уравнению Болыерра второго р о д а  относительно \ ( у ) :

v<y)  + J Kt <y, t ) vU)  d t  =  g t i y ) ,  UJ9)
0

где
У

t )  =• —Ь- ~  N{0, y ,  0, t ) ------ ЖО, y \ 0, t|) dtj -
2)  л 2V n

У

------ —  j  e x p ( -^ -U  -  y ) )  A ( 0 , z ; 0 , t )  d z -
2 VIT'

У У

-------------1 dr\ j  exp( —— (z — y ) \ t f (0 ,  z ;  0, t) dz,
2b У л  ‘

У Щ

g » (y ) “ — Z l { - i  [  baM )  +  C1 oc4(z)dz]i\/CO, y, 0 ,ri)dT ) +
2b T  °

У

.+ — J  [  Ьа4(т))'+ с J  a t(z) d z jd r j  j  e x p (  ^—(t — y ) )  /V(0, t\0, x\)dt +
b 0 0 Ц b

V

+ j  <j'(r\)N(0, у ;  1, r\) dr) + f  t ( 0 ) e x p (  -  y y )  -

V

-  -4 -J J  exp( 4 - U - (/)) N(0, i; 1, r]) d t
b о ч b

У

- 1  /,<5> <*S S exp [  J -  « -  »> ] N\ (0, /; t ,  0) i t  —

s j/ .W df j  exp[—f +  -f(ii-y)J<fc}.

vT
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Ядро Ks ( y .  t )  имеет слабую особенность, а функция g s ( y )  непре- 
>ывна. Решая уравнение (89), находим функцию \ ( у )  £ С [0, 1] 
и тем самым функции т ' ( у ) ,  т ( у ) ,  и {(х, у ) ,  и2(х, у ) .

З а ме чани е  2. Задачу 1 можно исследовать, когда операторы L\ 
и Ь2 имеют вид

д 1 д  д  
L, -  —  -  —  + a,U, у) —  + с,U, у), дх2 д у  дх

и  ■  - Г Г  -  “Т"г + <**(*, */) —  + ьгU, у )  —  + с г{х, у ) .  дхг д у г дх  д у
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В. И. МИХАЙЛОВСКИЙ, Ж. УТЕУЛИЕВ, М. ШЕРКУЗИЕВ

О ЖЕСТКОСТИ И АНАЛИТИЧЕСКОЙ НЕИЗГИБАЕМОСТИ
ВЫПУКЛЫХ п о в е р х н о с т е й  п ри  з а д а н н о м  н а п р а в л ен и и
ПЕРЕМЕЩЕНИЯ ТОЧЕК КРАЯ

В работе исследованы бесконечно малые изгибания односвязных 
плоских областей и выпуклых поверхностеГг, на которые наложе­
ны связи, допускающие перемещения точек края лишь в одном

-►
и том же постоянном направлении а.

Доказано, что такие поверхности в указанном классе дефор­
маций обладают жесткостью не выше втооого порядка, а сле- 
'довательно, аналитически нензгибаемы [ 1, 2].

Теорема 1. Если на односвязный кусок плоскости, который 
ограничен гладким контуром g , наложить связи, допускающие 
перемещения точек края g  лишь в одном и том же постоянном
направлении а, то он станет аналитически неизгибаемым, точнее
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говоря, останется нежестким по отношению к бесконечно малым 
изгибаниям первого порядка, но будет жестким по отношению 
к бесконечно малым изгибаниям второго порядка.

-► -»
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть x = x ( u , v ) ,  (и,  в ) е £ )  — регу-

-► -►
лярная параметризация поверхности Ф, a x = x ( u ( s ) ,  v ( s ) ) ,  
O ^ s ^ S  — естественная параметризация контура g .

Для того чтобы деформация второго порядка
1 > 

хЧи, v,  е) = ~х(и, у) + 2 е г  (и,  v )  + 2е г г  (и , v)
была бесконечно малым изгибанием второго порядка поверхности 
Ф, на которую наложены связи, допускающие перемещения точек

края g  лишь в заданном постоянном направлении а, необходимо
1 2 
—► —►

и достаточно, чтобы вектор-функции z ( u , v )  и z (u ,  v )  в области 
D являлись решением системы дифференциальных уравнений

I 2 «
( dx ,  d z )  =  0, ( dx ,  d z ) + d z 2 = 0 ( 1)

и вдоль контура g  удовлетворяли таким краевым условиям:

« 1
Z\g =  Xt(s) a, Z\g =  X2(s) a,  (2 )

где h\(s ) ,  h2( s ) — произвольные дифференцируемые функции. 
Уравнение плоской области Ф запишем в виде

х =  х0 + u e t + v e 2, (и , v )  6 D,  (3)

где jc0=const — радиус-вектор произвольно фиксированной точки

плоскости Ф, а е\ и е 2 — единичные постоянные взаимно перпен­
дикулярные векторы, параллельные плоскости Ф.

Из первого уравнения системы (1) с учетом равенства (3)
I

находим изгибающее поле z (u ,  v )  плоской области Ф, свободной 
от внешних связей:

&
z (и,  и) =  (— c v  + с х) е х + ( с и  + с г ) е г + <р(н, и ) 1 е и е 2], (4)

где <р(и,  v )  — произвольная дифференцируемая функция, а Си 
с 2 — произвольные постоянные.

Тогда второе уравнение системы ( 1) равносильно такой систе­
ме уравнений в частных производных:
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U „ .  « . )  * “ ( ? !  +  с1 ).

( * « •  **) +  (* • •  (5) 

( О = “  f +  * ’)•

Продифференцируем второе уравнение этой системы сначала 
по и, а затем по v  и в левую часть полученного равенства вместо
г .  г .
\ z iluv% е 2) и \ z 9av%e xJ подставим их выражения, найденные из 
третьего и первого уравнений. В результате получим

I

ф и и  ф г о  ф и о  —  0 . (6 )
Очевидно, это равенство является необходимым условием сов­
местности системы уравнений (5), а следовательно, необходимым 
условием продолжения бесконечно малого изгибания первого

1
-►

порядка z(u,  v ) ,  имеющего вид (4) ,  в бесконечно малое изгибание 
второго порядка.

Из уравнени!
1 Г* 1

U v * *w =  1 У* **  . [ 1], учитывая ра

у  (ы, v ) = ф*е, -  фи?2 + с  [ е и  е г1.

Но, с другой стороны, как известно [1] ,
1 1
-► -► -► -►

У. К- = т*„- «-v
Из равенств (7) и (8 ) с учетом (3) находим

а(ы, у) = ф,„ р(ы, v)  = q;uu, if(u, v)  = ф„.

(7)

(8)

(9)

Отсюда следует, что а(м, v )  =  fi(u, v ) = y ( u ,  и) =  0, а следователь-
1

но, у(н, u )= const тогда и только тогда, когда ф(и,  v )  в области D 
является линейной функцией от и и v.

Очевидно, что существует нелинейная в области D функция 
Ф(и,  и) ,  такая , что соответствующая ей вектор-функция (4) 
будет удовлетворять первому краевому условию (2). Это озна­
чает, что в рассматриваемом классе деформаций односвязный 
кусок плоскости допускает нетривиальные бесконечно малые из­
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гибания первого порядка. Докажем, что эти изгибания не могут 
быть продолжены в нетривиальные бесконечно малые изгибания
второго порядка.

1 2 
-► -►

Пусть г ( и ,  v )  и z(u ,  v )  — векторные поля, определяющие бес­
конечно малые изгибания второго порядка плоской области Ф, 
на которую наложены связи (2). Продифференцируем равенства

-►
(2) вдоль линии g  и умножим скалярно на вектор d x jg. Получим

Из равенств (1), (2) и (10) находим а  =  const, а следо­
вательно, ц)(и, u ) (̂ = c0=const. Но тогда из уравнения (6 ) з а к ­
лючаем, что у  (и, v )  =  Co во всех точках D. Таким образом, из 
системы уравнений ( 1) с учетом краевых условий (2) следует,

что поле z(u ,  v )  — тривиально. Это означает, что в рассматри­
ваемом классе деформаций односвязный кусок плоскости обла­
дает жесткостью второго порядка, а следовательно,— аналити­
чески неизгибаем.

Теорема 2. Пусть Ф — произвольная односвязная регулярная 
выпуклая поверхность, которая ограничена регулярным замкну­
тым контуром Г, не содержащим отрезков, все точки которых 
являются точками уплощения поверхности Ф. Если на такую 
поверхность наложить связи, допускающие перемещения точек

-♦

края Г лишь в одном и том же постоянном направлении а, то 
поверхность Ф станет аналитически неизгибаемой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как отмечалось выше, доказательство 
теоремы сводится к исследованию краевой задачи (1) ,  (2). Запи­
шем первое краевое условие (2 ) в таком виде:

Если продифференцировать это равенство вдоль контура Г и
I  г .  1

учесть, что вдоль Г - ^  = |у, t j ,  где t ( s )  — единичный вектор, 
касательный к кривой Г, то получим

В зависимости от формы контура Г рассмотрим два возможных 
случая:
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1) кривая Г не содержит в себе плоских отрезков, лежащих
в плоскостях, перпендикулярных вектору а;

2) кривая Г содержит в себе отрезки, которые лежат в плос-
костях, перпендикулярных вектору а.

1. В первом случае (а,  т ( s ) )  не обращается тождественно в 
нуль ни на каком отрезке изменения s. Поэтому из уравнения 
( 11) следует, что

1
У\Г а  f i ( s )  х (s). (12)

Продифференцируем это равенство вдоль кривой Г. Имеем
1

d y {r =  dpx  + (13)
-►

где k ( s )  и v ( s ) — соответственно кривизна и единичный вектор 
главной нормали кривой Г.

Если контур Г не содержит в себе отрезков, являющихся 
асимптотическими линиями поверхности Ф, то \ i ( s ) = 0 .  Тогда из 
равенств (12) и (13) заключаем, что вдоль контура Г выпол­
няется равенство

I 1
( x , y , d y )  ,г =  0. (14)

Докажем, что это равенство будет выполняться и в том случае, 
когда контур Г содержит в себе отрезки, являющиеся асимпто­
тическими линиями поверхности Ф. Введем на поверхности Ф 
в окрестности кривой Г локальные координаты и , v  так, чтобы 
кривая Г имела уравнение u=const. Тогда вдоль тех отрезков Г\ 
контура Г, которые являются асимптотическими линиями поверх­
ности Ф, из первого уравнения системы [1]

J Ц  -  2АЬ +  = 0,
% - Т в =  Г;1Т- 2Г?2а +  Г’2р,

«и- Р ,  =  Г ^ - 2Г ^  +  Г

^аходим $(и, и)1Г1= 0, вследствие чего из первого уравнения сис- 
емы (8 ) получаем

1
d y {Tt = а х  (s) ds .  (16)

Теперь из равенств (12) и (16) опять приходим к равенству 
^14). Из тождества Бляшке [ 1)

2 S J  <РТ -  а*) ( * .  Хи< Xv) dudV  = ^  ( * •  У. d y  
чнтывая равенство (14), имеем
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Я (Рч — «*)( X, хы, х,) d u  d v  =  0 .
Ф

(17)

Предположим, что поверхность Ф не содержит в себе плоских 
областей. Поскольку Ф — выпуклая поверхность, то за счет 
выбора начала координат и параметризации поверхности можно 
добиться того, чтобы во всех точках поверхности выполнялись 
неравенства [3]

(х, *„,*,)> 0; — а* < 0. (18)

Тогда из равенства (17) следует, что во всех точках поверх­
ности Ф

рт _ а 2 = 0. (19)

Отсюда, как известно |1], следует, что на тех областях поверх­
ности Ф, где гауссова кривизна положительна

а  (и, v ) = р(и, и) = f (и, v ) = 0, (20)

1
а это означает, что на них у(и, u )=const.

Пусть Ф — одна из областей поверхности Ф, где гауссова

кривизна равна нулю, и при этом Ф не является плоской об-

ластью. Так как поверхность Ф регулярна, то область Ф пра­
вильно покрыта отрезками прямолинейных образующих, концы 
которых либо принадлежат контуру Г, либо контурам, которые 
ограничивают области положительной гауссовой кривизны. Но 
тогда, повторив соответствующие рассуждения работ [1, 3, 4],

приходим к заключению, что и на Ф выполняются равенства (20).
Таким образом, если регулярная поверхность Ф не содержит 

в себе плоских областей, то в рассматриваемом случае она об­
ладает жесткостью первого порядка.

Предположим теперь, что поверхность Ф содержит в себе 
плоские области. Тогда такая поверхность в целом допускает 
нетривиальные бесконечно малые изгибания первого порядка. 
Докажем, что эти изгибания не могут быть продолжены в нетри­
виальные бесконечно малые изгибания второго порядка. Как и 
выше, за счет выбора начала координат и параметризации по­
верхности можно добиться того, чтобы во всех точках поверх­
ности выполнялось первое неравенство (18), а в точках повер* 
ности, не принадлежащих ее плоским областям,— второе нера­
венство (18).

Поскольку при бесконечно малых изгибаниях второго порядка 
на плоских областях выполняется равенство (19), то и в этом
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случае подынтегральная функция в равенстве (17) во всех точках 
поверхности принимает неположительные значения. Так как по 
условию теоремы контур Г не содержит в себе отрезков, состоя­
щих из точек уплощения, то контуры, ограничивающие плоские 
области поверхности Ф, не имеют общих отрезков с контуром Г. 
Следовательно, они принадлежат контурам, ограничивающим об­
ласти, на которых, как было показано выше, выполняются ра­
венства (20).

Пусть П — одна из плоских областей поверхности Ф, а Г2 — 
замкнутый контур, который ее ограничивает. Тогда вдоль кон­
тура Г2 «,Га *  Р,г5 = 7|г, =  а следовательно, согласно равенствам 
( 9>- ? и1чг,,= 4 W . " W .  = Отсюда нетрудно доказать, что 
вдоль контура Гг <р(и,  и )  является линейной функцией перемен­
ных и и v. Но каждое дважды непрерывно дифференцируемое 
решение уравнения (6 ), являющееся линейной функцией пере­
менных и  и v  вдоль границы Гг, представляет собой линейную 
функцию и внутри области П. Тогда из равенств (9) следует, 
что а  (и,  и) = р (и,  v ) = v ( u ,  и)н=0 во всех точках области П. Это 
означает, что П обладает жесткостью второго порядка.

Таким образом, если поверхность Ф содержит в себе плоские 
области, то в рассматриваемом случае она в целом обладает 
жесткостью второго порядка.

2. Пусть кривая Г содержит в себе отрезки, лежащие в плос-

костях, перпендикулярных вектору а . Пусть Г — объединение 

всех таких отрезков. Так как (а ,  -с) = 0, то из равенства (11)
1 'Г|

(о. у)|~=°. <*у)|„=0'находим, что Из этих равенств следует,

что вдоль отрезков Г

либо У, d y = 0 , либо p ( s ) a , (2!)

где p (s )  — произвольная дифференцируемая функция.

Если вдоль всех отрезков из множества Г выполняется первое
равен ство  (21), то вдоль них будет выполняться также и равен-

1 1  1 1
^  -> -♦

ство (х, у,  d y ) . =  0. Но тогда вдоль всего контура Г (х, у,  d y )  = 0. 
1г

Повторив рассуждения п. 1, приходим к заключению, что поверх­
ность Ф в рассматриваемом классе деформаций также обладает 
жесткостью не выше второго порядка.

Предположим теперь, что вдоль некоторых или всех учаастков

из Г выполняется второе равенство (21).  При этом возможны 
два случая:
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а) все отрезки из Г лежат в одной плоскости Р;
б) некоторые отрезки из Г лежат в различных плоскостях. 
Рассмотрим случаи а) .  Возьмем за начало координат точку О,

лежащую в плоскости Р  и расположенную внутри выпуклой обо­
лочки Ф, определяемой поверхностью Ф. Тогда вдоль участков

Г (а , х ) =0 ,  а следовательно, в силу второго равенства (21)

Теперь, как и в п. 1, заключаем, что поверхность Ф в рассмат­
риваемом классе деформаций обладает жесткостью не выше вто­
рого порядка.

Перейдем к исследованию случая б). Так как вдоль отрезков 
-► -►

Г (a,  dx )  = О, то из второго уравнения (10) и второго уравнения

1
дует, что у. =  jjl (s) т ( 5). Поскольку вдоль отрезков, не при- 

|г
надлежащих Г, выполняется равенство (12), то вдоль всего

1
-► -*•

контура Г y  = [ i ( s )  x ( s ) .  Далее, повторяя рассуждения п. 1, з ак ­
лючаем, что поверхность Ф в данном случае обладает жест­
костью второго порядка, и, следовательно, аналитически неизги- 
баема. Теорема доказана.
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ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
С ЦИКЛИЧЕСКИМ ОТКЛОНЕНИЕМ

В работе [1] отыскивается частное решение функционального 
уравнения с циклическим отклонением в случае, когда опреде­
литель системы, состоящей из исходного уравнения и уравнений, 
полученных при замене в данном уравнении х на а (х ) ,  не равен 
нулю. В настоящей работе строится общее решение дифферен­
циального уравнения с циклическим отклонением в случае, когда 
определитель тождественно равен нулю.

Рассмотрим линейное функциональное уравнение первого по­
рядка

а(х) у ( о (х) )  =  bU) y (x )  + cU), ( 1)
где а (х ) ,  Ь(х) ,  с ( х ) ,  о ( х )  — определенные на некотором мно­
жестве Е С  R'  функции, причем а ( х )  — периодическая по ин­
дексу периода т  =  2 функция, т. е. а2(х)  = а ( а ( х ) )  =  х.

Заменяя в уравнении (1) х на о (х ) ,  получаем следующую 
систему уравнений:

— Ь( х ) у {х )  +  а  ( х ) у ( з ( х ) )  = с ( х ),
a  (a (,v))y (jc) -  Ь ( з ( х )1 у (з (х ) )  = с ( з ( х ) ) .

Т. ТУРДИЕВ, К. КАРАШЕВА

(2)
Обозначим 

Д =
— Ь(х)  а ( х )  
а ( ц х ) )  -  Ь ( э ( х ) ) Д ,=

с ( х )  а ( х )  
с ( з (х ) )  - Ь ( о ( х ) )

Как известно, при Д ^О  система (2) и, следовательно, урав­
нение ( 1) имеет единственное решение.

Рассмотрим случаи, когда Д==Э и Л , = 0  на Е. Тогда

flU) М х) с (х ) (3)
Ь(о(х))  а ( о (х) )  с ( о (х) )

Общее решение уравнения ( 1) будем искать в виде

у (х)  =  и(х)(о(х)  + v (x) ,  (4)
где о ) ( х ) — любое решение уравнения с о ( о ( х ) )  =о) (х) ,  и ( х )  — 
частное решение следующего однородного уравнения, соответ­
ствующего уравнению ( 1) :

а ( х ) у Ы х ) )  =  Ых)у(х) ,  (5)
v ( x )  — частное решение уравнения ( 1).

Из дальнейшего будет видно, что нахождение частного реше­
ния уравнения (5) сводится к нахождению некоторого частного 
решения следующего уравнения:
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«/(о(дс)) — у (х)  =  dU ), (6)

Для того чтобы найти частное решение уравнения (6 ), соста­
вим систему уравнений

f у ( о (х ) )  -  у (х )  =  dU),
* — i/(o ( jc) )  +  у ( х )  =  d ( o ( j t ) ) .

Определитель этой системы Д = 0  на Е.
Пусть ранг основной матрицы системы (7) равен единице. 

d ( x )  - 1
=  0 на Е. Отсюда имеем

где о(о(х)) =  х.

Тогда = d ( o ( x ) )  1

dU ) = -  d(o(дс)). (8)

Частное решение v ( x )  уравнения (6 ) будем искать в виде 
v ( x ) = A d ( x ) ,  где ;4 = const. Подставляя v ( x )  в уравнение (6 ) и

2используя условие (8 ) ,  получаем А = -----
Следовательно,

f  Ое) -------- L  dU ). (9)
2

Вернемся к уравнению (5). Логарифмируя обе части уравне­
ния (5), сводим его к следующему уравнению вида (6 ) :

I h( г} I
In \у(о(х))\ -  In \у(х)\ =  In ——— . ( 10)

1 a U )  1

Аналогично тому как найдено (9) получим частное решение 
уравнения ( 10) в виде

а(х)
In \и(х)\ =  In У

Ь(х)
Отсюда имеем, что частным решением уравнения (5) является 
функция

и(х) V I f l ( j t )

Ь(х)
Частное решение v ( x )  уравнения (1) будем искать в виде 

v ( x ) = A ( x ) c ( x ) .
Подставляя v (x )  в уравнение (1) и используя условие (3), по­
лучаем
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A(o(x))b(o(x)) +  ЖдсЖл) =  — 1.
Отсюда имеем, что

Л(х) =
1

2 Ь(х)

с Сх}
и, следовательно, г»(х) =  — 2ь\х) '

Таким образом, общим решением уравнения ( 1) будет 
функция

Рассмотрим теперь линейное функциональное уравнение вто­
рого порядка

М * ) У ( М * ) )  +  М - * ) У ( а ( * ) )  +  М - * ) У ( * )  = с ( х ) ,  ( 12)
где з , (л )  =  о( з (  з ( х ) ) )  = х. Здесь а 0(х) ,  а ,  (х ) ,  а 2 (дг), <■(*), 
а(х)  — определенные на Е С  R'  функции.

Выполняя дважды подстановку х-*-а(х),  получаем систему 
уравнений

М * ) У ( - * )  ( х ) у ( з ( х ) )  + а 0 (х)  ( у ) ( з 2 ( * ) )  = с ( х ) ,  
а 0 ( ° ( х ) ) у { х ) + а . , ( а ( х ) ) у ( о ( х ) )  + в ,  (з .*)) у (в ,(л г))-с (з( .г )) ,  (13) 
аЛа 7 (•*)) У ( * )  +  а 0 ( з, (х ))  у  (з ( * ) )  + а г{ог (х ) ) у\о дх) )  = с ( з 2( х ) ) .

на Е. Тогда нетрудно проверить, что общим решением уравне­
ния ( 12) является функция

где coj(X), ш2(х ) — любые решения уравнения ы ( о ( х ) )  = ш ( х ) .  
Здесь и , (х ) ,  и2(х)  — фундаментальная система решений однород­
ного уравнения, соответствующего уравнению ( 12), т. е. одно­
родной системы, соответствующей системе (13), v ( x )  — некоторое 
частное решение уравнения ( 12).

Если ранг основной матрицы системы (13) равен единице, 
то, как и в случае уравнения ( 1), можно показать, что функция

является частным решением уравнения ( 12).

( 1 1 )

Пусть определитель этой системы
а 2(х )  a t (x)  а и (х)
я 0 (з (д :) )  а-,(<з(х)) а ,  (в (.г)) = 0
а ,( М * ) )  ао ( а 2 (•*)) М М * ) ) !

у (х)  =  м,(дс) C0,U) + и г(х)<йгU) + V(x), (14)



П р и м е р :

1) хг у ( — ) - у ( х )  =  дс1 -  1.
'  X '

Здесь а(х)=>—-----периодическая по индексу периода 2 функция.
Система (2) имеет вид

для которой Д = 0 , Д, =  0. Тогда по формуле ( 11) получим об­
щее решение данного уравнения

1 -  х1
у (х)  =  хш(х)  Н--------— ;

2) у (х)  + О с - \) у [— -— ) - х у ( —— —) = e x + ( x - l ) e i- * - x e  * ,
'  1 — х '  '  X '

где а ( х )  = х----- периодическая по индексу периода 3 функ­
ция. Проверкой убеждаемся, что функции и 1( х )= 1 ,  и2( х ) = х  
удовлетворяют однородному уравнению, соответствующему дан­
ному уравнению. Так как ранг матрицы системы (13), состав­
ленной для данного уравнения, равен единице, то в силу (15) 
имеем

v(x)  =  —
3

Поэтому, согласно формуле (14), получим общее решение 
данного уравнения в виде:

(/(дс) =  ©,U) + *(о,(дс) + -^ - (е х + Ос — \)е1~х— хе  * ).
О
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-)- a Ju = 0, a = const.

" (* , ......*1- 1. °- *<+i....... •*/.• ') -
-«(-<•,.......X,_lt г., Xl + i ........ t —TTn

гольнике и л+1-мерном параллелепипеде, 
иогр. 2.

.9566

' С а б у р о в  М., Б е р д ы ш е в  А. С. Задачи с нелокальными крае- 
повиями на характеристиках, лежащих в различных полуплоско- 
я вырождающегося внутри области гиперболического уравнения 
■рными коэффициентами /Дифференциальные уравнения ыатемати-
изики и их приложения. Ташкент: Фан, 1989. С. 89— 101.

матривается уравнение

~\У\ илх + “ уу  + _L,/ = о—  *• w »

I УI
т ,, я = a0l: S = ôi при у > 0 и т = т 2, а =  р =. при у < 0 
ры , « — 1,2 некоторые кусочно-постоянные числа в характеристи 
етырехугольчике, содержа нем интервал — 1 < х < 1 прямой у = 0 
[висимости от значении коэффициентов ’о;, boi ставятся и иссле 
1адачи с нелокальными краевыми условиями, где значение искомой 
и(х,  у )  с помощью оператора дробного интегро-диффереицирова 

чечно связывается на характеристиках, лежащих в различных полу 
ях.
1иогр. 4.

*644

|мсиев Э. А. К построению кубатурных формул для круга//Диф-
1льные уравнения математической физики и их приложения. Таш- 
н, 1989. С. 101—105.

слагается способ построения инвариантных кубатурных формул раз- 
степеней точности, при котором система нелинейных алгебраических 
1й для определения параметров формулы распадается на подсисте-

Пррешения которых можно применять метод 
тиогр. 4.

7.956 6

1рони.

1 к о в Ю. П. Об одной задаче для параболо-гиперболического урав- 
трехмерном пространстве' Дифференциальные уравнения математи- 

|>изики и их приложения. Ташкент: Фан, 1989. С. 105—115.

уравнения

0 =
Vxx ~Uj + U,,' * > 0,
U X X  — (— x )m(Uy y  + Lf„ ) .  х <0 ,  т >  0

I

в области Q С/?3, ограниченной поверхностью
St  : у = 0, 0  <  х <  А >  О , —  ос <  z <  +  о с ,

т+2
s у - т + 2 ( — х)  2 =0, — эо < *  < + со, 

т-|-2
( — X) 1 =1, — ОО с  г  < + ОО,

т + 2
S«: у = I, 0 < х < Л ,  — оо < z < + оо,
Sf,: х  — Л, 0 < у < 1 .  — оо < г < -f оо,

доказана однозначная разрешимость задачи Трикоми с разрывными усло- 
вм>ми склеивания.

Библиогр. 9.

УДК 517.956.6

А б д у л л а е в  А. С. Об однозначной разрешимости краевой задачи 
для смешанного уравнения трех типов//Дифференциальные уравнения мате­
матической физики и их приложения. Ташкент: Фан, 1989. С. 116—124.

В области D, ограниченной отрезками прямых у = 0, х=2,  у= 1 и х——1, 
рассматривается уравнение

u r r - u y +  a t ( x ,  y ) u x + c t (x ,  у ) и  в D,

О. -  и уу  +  (х,  у) их + <>, (х, у) иу +  с 3 (х,  у )  и в D , 
+ и уу  + аг  (дг, у) их + Ьг (х,  у) иу + с, (х,  у ) и  в Dv

где
'X X  - г  - у у

£ ) , - £ ) п { 0 <  х < 1), Da - D n {J t<0} .  D , =  D n U > 0 ) .
Доказывается однозначная разрешимость поставленной задачи.
Библиогр. 5.

УДК 62-50
Р а х м а н о в  А.Т.  Групповое преследование в линейных дифференци­

альных играх с интегральными ограничениями на управления/Дифферен­
циальные уравнения математической физики и их- приложения. Ташкент: 
Фан, 1989. С. 124—132.

В работе получены достаточные условия завершения групповою пре­
следования в линейных дифференциальных играх. Эти достаточные условия 
охватывают новые классы дифференциальных игр, не укладывавшихся 
в рамки ранее известных работ.

Библиогр. 11.

УДК 517.956.6
С о п у е в А. Краевые задачи для параболо-гиперболическогс уравнения 

с сингулярными коэффициентами в параболической части//Дифференциаль- 
ные уравнения математической физики и их приложения. Ташкент: Фан, 
1989. С. 132—136.

Доказаны существование и единственность решения уравнений
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о -
и х х + — и - и х , — I < k < I. X > о,

х ( I )
и хх — ( —х ) п,ч у Г  т > г > ,  х < 0  

в области, ограниченной характеристиками уравнения (1) при дс<0

и полупрямыми у = О, «/*=1, удовлетворяющего краевым условиям

“ l; _ 0  =  ' t ' ( 1lb  “ 1у _ 0 ~  ?  ( * )
или

* l , - i * 4' ( s ) .  « | ,_ о  ”  ?(■*)•
Библиогр. о.

УДК 517.956.6
Х а л м у р а т о в  Д. Краевые задачи для уравнений третьего порядка 

параболо-гиперболического типа в прямоугольной области//Дифференциаль- 
иые уравнения математической физики и их приложения. Ташкент: Фан, 
1989. С. 136—175.

В работе рассматривается уравнение

( a  J L + b J L + C  \ — sgn х ди \ п 
\ Ох ' д у  I \Лс» 2 ду-  2 д у  I к ’

в прямоугольнике D~{ (дг, у)\ — 0 < у < 1 }  с линией изменения
типа * « 0 ,  где а, Ь, с — заданные вещественные числа (а2+Ь2Ф 0 ) .

Для уравнения (1) ставится ряд новых краевых задач и доказывается 
их однозначная разрешимость.

Библиогр. 5.
УДК 513

М и х а й л о в с к и й  В. И., У т е у л и е в Ж , Ш е р к у з и е в  М. О жест­
кости и аналитической неизгибаемости выпуклых поверхностей при задан­
ном направлении перемещения точек края,/Дифференциальные уравнения 
математической физики и их приложения. Ташкент: Фан, 1989. С. 175— 182.

Исследованы бесконечно малые изгибания односвязных плоских обла­
стей и выпуклых поверхностей, на которые наложены связи, допускающие 
перемещения точек края лишь в одном и том же постоянном направле-

нин а. Доказано, что такие поверхности в указанном классе деформаций об­
ладают жесткостью не выше второго порядка, следовательно, аналитически 
неизгибаемы.

Библиогр. 4.

УДК 517.949.2
Т у р д и е в  Т., К а р а ш е в а  К. Линейные дифференциальные уравне­

ния с циклическими отклонениями/;Дифференциальные уравнения математи­
ческой физики и их приложения. Ташкент: Фан, 1989. С. 183—186.

В работе строится общее решение дифференциального уравнения с цик­
лическим отклонением в случае, когда определитель системы, состоящей из 
исходного уравнения и уравнений, полученных при замене в данном урав­
нении х на а (х ) ,  тождественно равен нулю.

Библиогр. 1.


