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ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ И СОКРАЩЕНИЯ

|а ,  b | — промежуток с концами а  и Ь
[а , 6 ] — замкнутый промежуток
]о, Ь\ — открытый промежуток
х, у, г , . . .  — числа или логические переменные
х, у, z ,.. .  — скалярные или векторные функции
X , Y , Z ,.. .  — матричные функции
k  — индекс со значениями 0 ,1 , . . . ,  п — 1
/, 1 — индексы со значениями 1 ,2 , . . . ,  т

11-11 — октоэдрическая норма
] • | — евклидова норма

к-функция — комплекснозначная функция
Re, Im — действительная и мнимая составляющие
d — дифференциал, оператор дифференцирования
D — оператор дифференцирования по t
L — линейный дифференциальный оператор
С т(Е )  — множество функций х : Е -+ R , имеющих непрерывные производ

ные порядка да 
=> — необходимость
«= — достаточность
<=> — необходимость и достаточность, равносильность
Условие — необходимое условие
Признак — достаточное условие
Критерий — необходимое и достаточное условие
: =  — оператор замены («придать значение»)
:: =  — оператор определения («равно по определению»)
О — доказательство
■  — конец доказательства
=  [ .  ] =  — перерыв в выкладках
Уравнение — дифференциальное уравнение
Система — система дифференциальных уравнений
D-я — дифференциальное уравнение я-го порядка
П-я — простейшее уравнение порядка я
Л -я — линейное уравнение порядка я
СтЛ-я — линейное уравнение со стационарным оператором порядка я
Л В -m — линейное векторное уравнение порядка т
Л С -1  — линейная система уравнений 1 -го порядка
СтЛВ —линейные векторные уравнения со стационарным оператором
СтЛС — линейная система со стационарным оператором
ЛМ — линейное матричное уравнение
4 - 1  — уравнение в частных производных 1 -го порядка
ОР — общее решение
ОРП •— общее решение полное
ОИ — общий интеграл
ПР — полное решение
ТОР — теорема об однозначной разрешимости
УПД •— уравнение в полных дифференциалах



ПРЕДИСЛОВИЕ

Учение о дифференциальных уравнениях является частью 
математического анализа, имеющей большое теоретическое и 
прикладное значение. Теория дифференциальных уравнений в на
стоящее время выделилась в самостоятельную научную и учеб
ную дисциплину. По традиции в учебный курс «Дифференциаль
ные уравнения» включают разделы, посвященные обыкновенным 
дифференциальным уравнениям и уравнениям в частных произ
водных 1-го порядка. В  учебном плане факультета прикладной 
математики Белгосуниверситета курс дифференциальных урав
нений отнесен ко второму и третьему семестрам. В конце второго 
семестра предусмотрен зачет по практическим занятиям этого 
семестра. После третьего семестра студенты сдают экзамен по 
всему материалу. В течение учебного года они выполняют две 
контрольные работы и индивидуальное задание.

Настоящее пособие написано на основании курса дифферен
циальных уравнений, разработанного на кафедре высшей мате
матики факультета прикладной математики Белорусского госу
дарственного университета им. В. И. Ленина в соответствии с 
программой курса, утвержденной Минвузом СССР 5 сентября 
1979 г.

Авторы выражают глубокую признательность профессорам 
Л. Д. Кудрявцеву, М. М. Хапаеву и М. В. Федорюку за ценные 
замечания, способствовавшие улучшению рукописи.

С особой благодарностью мы отмечаем, что идейное содер
жание курса определено акад. АН БССР Н. П. Еругиным.

Все замечания и пожелания, направленные на улучшение по
собия, просим присылать по адресу: 220048, Минск, проспект 
Машерова, 11, издательство «Вышэйшая школа».

Авторы



ВВЕДЕНИЕ

1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

1.1. ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
И ИХ РЕШЕНИЯ

Уравнение для отыскания функции относят к дифференциаль
ным, если в нем участвуют производные или дифференциалы ис
комой функции. Говоря об уравнениях, в дальнейшем подразуме
ваем именно дифференциальные уравнения. П орядком  уравнения 
называют порядок старшей из производных или старшего из диф
ференциалов искомой функции, входящих в уравнение. Если 
в уравнении встречаются производные или дифференциалы сколь 
угодно высокого порядка, то порядок уравнения считают беско
нечным. Если искомая функция зависит от одного единственного 
аргумента, то уравнение называют обы кновенны м . Основное вни
мание в настоящем курсе уделено обыкновенным дифференциаль
ным уравнениям.

Рассматриваемые далее промежутки / =  | а , b \ всегда имеют ненулевую 
длину, т. с. — оо а  <  Ь <  + о о . Производная от функции х : f  -+ R  берется

dx
вдоль /, в частности при а £ /  в качестве ------  (а) выступает правосторонняя

dt
dx dx , dx t , , ,

производная —т,— (а) и -------- (b) =  —п —  (о) при о £ / (аналогично для про-
аг+  dt а '_

изводных высших порядков). Функцию х : / -> R  отождествляем с ее графиком 
в R*.

Решением  уравнения называем функцию д::/ -> / ? , заданную 
на промежутке I  и обращающую на / данное уравнение в тож
дество (предполагается, что х  имеет на I  производные всех поряд
ков до порядка уравнения включительно и что функции, задаю
щие уравнение, имеют смысл вдоль .v и ее производных). Каждое 
сужение л'х решения х  на промежуток ! х cz I  также является ре
шением данного уравнения. Если решение х  не служит сужением 
ни одного решения данного уравнения, отличного от самого этого

решения, т. е. если для любого решения х  данного уравнения из

х  с  х  следует х  — х, то решение х называют продолж енны м  или 
неп р одолж аем ы м .

В  первой части настоящего курса рассматриваются уравнения, решения 
которых могут быть фактически построены с помощью элементарных аналити



ческих операций, причем из самого способа построения будет следовать, что 
каждое решение является сужением некоторого продолженного решения данно
го уравнения. Во второй части курса при определенных условиях будет дока
зана общая теорема о существовании продолженного решения, включающего 
любое наперед заданное решение уравнения. В дальнейшем, когда речь идет 
о единственности решений, обладающих теми или иными свойствами, или о по
строении всех решений уравнения, подразумеваются именно продолженные ре
шения .

Каждое уравнение описывает закон, которому подчиняется 
целая совокупность различных процессов, и имеет соответственно 
множество существенно различных решений. Для выделения от
дельных решений, отвечающих конкретным процессам, необходимо 
задание дополнительных условий, которым должна удовлетворять 
искомая функция. Если дополнительные условия относятся к од
ному и тому же значению аргумента искомой функции, то их на
зывают начальными. Условия, относящиеся к различным значени
ям аргумента, называют граничными. Начальные и граничные 
условия в совокупности называют краевыми. Уравнение вместе 
с краевыми условиями определяет краевую задачу  (начальную  
задачу, граничную задачу).

Если начальные условия для уравнения порядка п состоят 
в задании значений решения и значений его производных до по
рядка п — 1 включительно, то их называют условиями Кош и. 
Начальную задачу с условиями Коши называют задачей Кош и.

Построение решений назовем разреш ением  данного уравне
ния.

1.2. ПРОСТЕЙШЕЕ УРАВНЕНИЕ 1-ГО ПОРЯДКА

Простейшее уравнение 1-го порядка (П-1) имеет вид

где D — операт ор дифференцирования по i. Функцию / называют 
н еод н о р о д н о ст ью  уравнения (1.1). Решением (1.1) является каж
дая первообразная функции / на промежутке /. Других решений 
уравнение (1.1) не имеет.

Теорему об однозначной разрешимости задачи Коши дальше 
кратко обозначаем ТОР. Рассматривая уравнения и их решения, 
указание 16 / (при I  - R) будем опускать.

ТОР д л я  П-1. П уст ь f  непрерывна на  /. Т огда  при любых 
s£  I  и R задача Кош и

Dx — /, t £ I , f : I R, (1.1)

D X =  /, t £ l \  X |<=s :=  I (1.2)
имеет единственное реш ение

! j  /(T) dr. (1.3)



О Из курса математического анализа известно, что все первообразные 
непрерывной функции f  на I  доставляет формула

i
х =  j /(т) dx -J- С (1.4)

S

с произвольной постоянной С. Для выделения решения задачи (1.2) в выра
жении (1.4) положим t — s. Тогда получим С — |, что и приводит к формуле
(1.3). ■

Совокупность решений уравнения, заданную формулой, содер
жащей произвольные постоянные, называют общим реш ением. 
Каждое решение, получающееся из общего решения при конкрет
ных значениях произвольных постоянных, называют част ным р е 
шением. Общее решение, содержащее все решения данного урав
нения, назовем полным решением. Формула (1.4) доставляет 
полное решение (1.1), формула (1.3) — частное решение.

1.3. ПРОСТЕЙШЕЕ УРАВНЕНИЕ ПРОИЗВОЛЬНОГО ПОРЯДКА

Неотрицательные целые степени оператора D определяются 
по индукции D ° x : := x ,  Dnx ::  D (D ^ 'x ). Оператор Dm, как из
вестно из курса математического анализа, является линейным 
и DmD" =  D"+m =  DnD m.

Рассмотрим простейшее уравнение порядка /г(П-п) с неодно
родностью /

D"x =  /, t£  1 (1.5)

и соответствующее однородное уравнение

D"x =  0. (1.6)
Решениями (1.6) являются всевозможные многочлены ф степени не 
выше п — 1. Каждый такой многочлен однозначно определ яется 
значениями \к, п — 1, своих производных D̂ cp в точке
s £ R  и представим по формуле Тейлора порядка п — 1 без оста
точного члена. Таким образом,

К Х Г °  е — s), (1.7)D X |/=s =  tk к
где

/1—1

0 < * < п - 1 ;  фИ 0 : : - 1 Р  2 ” =-
к k=Q

Л ем м а . При любом нат уральном п справедлива формула 
т „ :: =  /)

t Т1 хп— 1 t

jd t i  j  dt2 . . .  J  /(т„) dt„ =  J  f(r) dt. (1.8)



О При я =  1 соотношение (1.8) тривиально. Допустим, что ( 1 .8 ) выпол
няется при некотором п, 1. При этом предположении

! т! т." 1 Ti
| dr, j  dr2 . . .  j  /(т„ , {) dr„.M -  j  dr, j  -----/ W dT-

S s s' s s
1 i is припой части порядок интегрирования

t 'a I t t

J  dTl • • • | f t Tn+1) dTn + i  =  j f(T) dr j  ; dTi =  | ~  T̂ - / ( - t ) d T .

S S S T  s

Таким образом, соотношение (1.8) оказывается справедливым и при п : =• 
=  п-|-1. По индукции (1.8) правильно при всех п. ■

ТОР для П-п. П уст ь / непрерывна на I , Т огда  лю бая за 
дача Кош и

Dnx =  f ,  t$  /; D*x|,= s= &  (1.9)
имеет единственное решение

t

х =  2  фк {t — s) +  I фл- 1  (/ — т)/(т)dx. (1.10)
к  s

<> Вспомогательная нулевая задача Коши

Dn x =  f ,  t £ l ;  Dk х |i=s =  0 

имеет единственное решение

4  т. хп— 1

X =  Х * (1 ) =- J  dx, j '  d t 2 . . . j' / ( т„ )  dT„ .
5 S S

На основании (1.8)

Г (t — %)n~ x 

Х* ^  ~  J  (п —  1 )~! /(T)dT-
S

Введем в (1.9) новую искомую функцию ср с помещью равносильной замены 
х : - - ф  +  * * -  Тогда

D«<p =  D"x — D"x* =  f  — / =  0;

0*Ф |/=, =  D* x |<=s -  D*x*(s) =  1Л -  0 =  l k .

Выразим fp через и ф* по формуле (1.7). После возвращения к исходной 
искомой функции х получим соотношение ( 1 . 1 0 ). |

Если в выражении (1.10) заменить величины 5* на произволь
ные постоянные Ск, то получим полное решение уравнения (1.5):

t
X =  V  с к фА (t —  s) -ь  J ф„ _ 1  (t —  т) / (т) dr. (1.11)

k  S

Функцию ф„ _ 1  называют функцией Кош и  оператора D".



1.4. ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ П-2

На отрезке / =  [а, Ь] рассмотрим граничную задачу

D"х =  /, х \t=a =  A, x\t=b =  B , (1.12)

считая / непрерывной на I. Полное решение уравнения D2x =  / 
на основании (1.11) имеет вид

t
х =  С0 +  Сг (/ — а) +  | (/ — т) /(т) dt.

а
Учитывая граничные условия, получаем

С 0 =  А, С„ +  Сг (b — а) +  J ф —  т ) /(т) d r  =  В.
а

Следовательно, любая граничная задача (1.12) однозначно разре
шима и ее решение имеет вид

I  Ь \ '
х — А I В  — А — J  (Ь — т) /(т) dt I +  J  (t — т) /(т) Ах.

 ̂ а  у а

Определим функцию Грина G оператора D2 на /, положив

G ((, т ) :: =  {t — a) - f  (t — т) 1 (t —  т),
о — а

где 1(/) — функция единичного скачка. Тогда решение граничной 
задачи (1.12) можно представить в виде суммы:

ь
х =  А +  В ~  А (t — а) +  i G (t , т) /(т) dt,

где последнее слагаемое является решением вспомогательной за
дачи с нулевыми граничными условиями для данного уравнения, 
а сумма первых двух слагаемых — решением задачи с данными 
граничными условиями для соответствующего однородного урав
нения.

Основные упражнения*

( .1 . Построить полные решения уравнений:
л л

a) Dx =  sin; б) Dx =  tg, 1 = ; в) Dx =  cos2/; г) Dx =  ( l —

—  Z2) - 3' 2, / = ] —!; 1 [-
1.2. Решить начальные задачи и обосновать выбор /;
a) Dx =  cos,  х //= 0  — 10; б) D x = c t g ,  х я = — *> / = ]0 ;  я [; в) D x =  

2

* При решении задач и примеров в тех случаях, когда уравнения заданы 
в нестандартном виде, целесообразна предварительная стандартизация запи
си, т. е. приведение уравнений к виду D х = / .



/ =  —-со;  .
2

1.3. Решить задачи 64*; 6 6 [1].
1.4. Построить полные решения задач 632 ; 633; 635; 636 [1].
1.5. С помощью функции Коши решить начальные задачи 642 [1].
1 . 6 . Построить решение начальной задачи 645 [1].
1.7. Решчть граничную задачу 643 [ 1 j .

Дополнительные упражнения

>1.8. Рассмотреть задачи 1, 2 , 7, 8 , 9, 11, 12, 14, 15, 16, 17, 1 8  [2].
1.9.  Описать взаимное расположение на плоскости R 2 — Otx графиков:
а) всех решений П-1; б) решений П-2, проходящих через данную точку 

(s, £); в) решений П-2, имеющих при i — s горизонтальную касательную.
1 .1 0 .  Указать класс преобразований х =  со (t, х), переводящих простейшее 

уравнение для х в уравнение того же типа для х.
1.11. При каких непрерывных функциях / переоднческих граничная 

задача

D2x =  /, х \t=a  =  х |,= 6 , Dx |<=а =  Dx \t= b

имеет на R  периодическое решение?
1.12.  Неоднородность f  непрерывна на R. При каких / простейшее урав

нение имеет ограниченные решения? При каких п и /  все решения простейше
го уравнения ограничены?

1.13. Описать зависимость от параметра к  графиков решений начальной 
задачи

Dx =  А/, х |<=s =  I ,  /(s) +  0.

1.14.  Построить теорию простейшего уравнения с кусочно-непрерывной 
неоднородностью, привлекая в качестве решений кусочно «-дифференцируемые 
функции, т. е. функции непрерывно дифференцируемые п — 1 раз на / и об
ладающие непрерывной ограниченной производной порядка п на любом ком
пактном подмножестве / jc :/  везде, кроме конечного числа точек.

1.15.  Решить начальную задачу

Dx =  1(0 , х | < = — 1 =  2 .

1.16.  Решить сингулярную начальную задачу

D2x =  1(0 • sin (0 ,  х | _ „  :: =  lim x L = s =  1, Dx I =  0.
S-н-—oo *

1.17. Кусочно дифференцируемую функцию хЁ назовем &~решением на
чальной задачи

Dx =  / ,  x | / = s = g  

с непрерывной неоднородностью /, если

* e (s) =  £ ,  I D * e ( 0  - / ( / )  I < е  

р.о всех точках, где хе дифференцируема. Показать, что при (ет) -> 0 после
довательность ет -решений данной начальной задачи равномерно сходится к ис
тинному решению на любом компактном подмножестве /.

* Здесь и далее указывается номер задачи.



1.18. Определим решение сингулярной начальной задачи для обобщенно- 
'о уравнения

D"x =  б, Dftx | ^ =  О,

■де б — функция Дирака, по формуле

i f  ^
х =  хЛ(/) :: =  I  --------------б(т) dx.

J  ( л - 1 ) !
— оо

Это решение называют функцией влияния или весовой функцией для операто
ра Da . Построить график функции влияния. Установить зависимость между 
функцией влияния и функцией Коши для D".

2. ПРОСТЕЙШИЕ УРАВНЕНИЯ С КВАЗИПОЛИНОМОМ

2.1. КОМПЛЕКСНОЗНАЧНЫЕ РЕШЕНИЯ

Комплекснозначной функцией (к-функцией) называют функцию действи
тельного аргумента, принимающую комплексные значения. Рассмотрим к-функ- 
ции, определенные на промежутках I  cz R. Действительную и мнимую состав
ляющие к-величины выделяют с помощью символов Re и Im. Равенство двух 
к-величин равносильно одновременному выполнению двух равенств соответст
венно между действительными и между мнимыми составляющими этих вели
чин, т. е.

7, =  7 ^  jR ez i =  Rez2 
1 2 \Im zi— Imz2

или при zk =  x k +  iyk

7l ... 7 ~  (Xl =  x 2,
Zl- Za**\»i =  yt-

Производные, первообразная и интеграл от к-функции определяются покомпо
нентно (z =  х  +  iy, h =  f  4- ig ) , т. e.

Dz =  Ш: +  ® y\ D”-z =  Dnx  -f- iDny;
t t t
j h d r  =  j /dt +  i | gdx .
s ' s  s

Комплекснозначным решением  П-n назовем n раз дифферен
цируемую к-функцию, обращающую данное уравнение в тождест
во. Построение к-решений простейшего уравнения с к-неоднород- 
ностью

Dnz =  M 6 /  (2.1)

равносильно построению действительных решений системы двух 
уравнений

D " z =  /i o (D''x =  /’ (2.2)
Id  у =  g .

и



При разрешении уравнения (2.1) полезны соотношения:

D" х =  Reft «  1 ° П 2 =  Н’
|х =  Rez; (2 3)

D" у =  Iin/i « { Dnz =  A>
(у =  Iniz.

Наряду с к-решениями определяют и полное к-решение. 
Начальная задача с к-неоднородностыо

D"z =  Л, / € /; D*z l,=s =  Zk =  l k +  %  (2.4)

равносильна системе двух начальных действительных задач
(см. (2.2))

D” z =  ft, D* z \t=s =  С* ^  ( ^ х =  !<=* =  (2.5)
ID у =  g, D у |/=s =  г]*.

На основании формулы (1.10) и соотношения (2.5) начальная за
дача (2.4) однозначно разрешима:

*

2 =  2  £* Фа (* —  s) +  j  фп- i  Ц —  т) M T) dx. (2.6)
k  S

Из формулы (2.6) следует, что единственным к-решением задачи 
Коши с действительными начальными условиями для уравнения 
с действительной неоднородностью является действительное реше
ние соответствующей действительной начальной задачи.

2.2. КВАЗИПОЛИНОМЫ

Производные и интеграл от полинома Р  степени я — 1 с комплексными 
коэффициентами pk =  pk +  ipk вычисляются по обычным правилам:

Dx P(/) =  2  (6 р/  * 0 < х < я - 1 ;
y.<k^n—1

DrP  =  0, r > n ;

O k  к

s k  k

К-ж спонент а  exp (yt) =  eyt, т. e. показательная к-функция 
с натуральным основанием е и показателем yt, у =  a  -f- j'P, вы
числяется по правилу

eyt =  eai (cos р/ -j- i  sin fit)



и удовлетворяет соотношениям:
^(Yi+Yi)t _  p4itpy tt.

К-функции вида

y p / l‘ , 1 < / < т ,

где Pi — многочлены от i с комплексными коэффициентами, на
зывают квазиполиномами  или квазимногочленами. Подобные чле
ны у квазиполиномов всегда считаем приведенными, в частности

Если не предполагать, что коэффициенты старших членов поли
номов Pi отличны от О, то квазиполином можно пополнять слагае
мыми вида P(t) exp (yt), Р  =  0 . Используя такую расширенную 
запись квазиполинома, любым двум квазиполиномам можно при
дать внешне одинаковую форму.

Критерий совпадения квазиполиномов. Д ля совпадения  
значений двух квазиполиномов при всех t необходим о и д о ст а 
точно совпадение всех соответствующих коэффициентов этих  
квазиполиномов, т. е. если

<> =>, т. е. необходимость В  для А. От противного: существуют квази
полиномы Л и h с коэффициентами p k[ и p k [ , для которых выполнено А, но

не выполнено В. Умножив h —- h на подходящую экспоненту, получим квази
полином h* с нулевыми значениями, которому вместе с тем можно придать 
вид

( 1  < / < т )

Л :: =  ( 2 р / < Л ' V 0 ;
k, I к,1

в  ■■ =  (Ры =  Ркп V£, V/),

то
(2.7)

t m>k*(t) ->■ p i Ф  0.

Если лее Pi Ф 0, то при достаточно больших натуральных v

(?•')



Pi 1 ' I Pi 1 " '  3

Фиксируем одно из таких значений v и высчитаем производную DVA*:

Dv h*(t) =(/)v(p, РГ e ^  + . . . + p r p; e‘P'/ ) tm , +  h2

где h z имеет ту же структуру, что и Ль и поэтому |Л2( 0  | <  —Pl  ̂ для до-
3 v

статочно больших t. Производная Dv Л* вместе с h* принимает только нулевые 
значения, а с другой стороны, для достаточно больших значений t

Pi

^  , I Pi I I Pi I
>\Pi 1 - —Г - - ~ r ~  > 0 . (?!)

Во всех случаях отрицание A => В  привело к противоречию. Следовательно, 
А = * В .

<=, т. е. достаточность В  для А , очевидна.

Совокупность всех квазиполиномов образует кольцо относи
тельно операций сложения и умножения. Операции дифференци
рования и интегрирования квазиполиномов снова приводят к ква
зиполиномам. Каждый квазиполином разлагается в степенной ряд 
с бесконечным радиусом сходимости. Замечательным свойством 
квазиполиномов является способность моделировать как процессы 
степенного или показательного роста, так и колебательные про
цессы.

2.3. ПРОСТЕЙШЕЕ УРАВНЕНИЕ 1-ГО ПОРЯДКА 
С КВАЗИПОЛИНОМОМ

Рассмотрим квазиполином h, записанный в виде
П  — 1 Л у — t

щ  =  Ро (0 +  S W ) e V ’ р о (0  =  2  p j k> Pj(t) =  2  р / .i fc=o ft=o 1
Предположим, что pn.—\, (строгая запись квазиполинома).
Тогда степень Р} равна п} — 1. Кроме того, считаем, что либо 
Р 0 =_ 0, либо р„0_  1 , о¥=0  (в первом случае степень Р 0 равна — оо, 
во втором —  (п0 — 1)). Простейшее уравнение с квазиполиномиаль- 
ной неоднородностью назовем П-п с квазиполиномом.

Т е о р е м а  1. П олное k -решение уравнения П-1 с квазиполино
мом

D z =  h  (2.8)

м ож н о предст авит ь в виде квазиполинома

Z =  *Qo(0 +  2 Q ; ( ^ V  + С ,  (2.9)
/

причем степени соответствующих многочленов Qt и Р с совп ада
ют, а  С означает  произвольную комплексную постоянную.



г*{t) :: =  \ hdx =  j P0 (т) dt +  2 .("  p/ T) e 1 dt.
t t t

0  0  I 0i о

Первый интеграл в последней сумме вычисляем непосредственно (если Р 0 =  О, 
то и Q o = 0 ) .  Остальные интегралы берем по частям (символ [ . . . ]  означает 
перерыв в выкладках, используемый для вспомогательных построений в квад
ратных скобках):

где с* —-некоторая к-постоянная. На основании (2.6) функция z* является 
единственным решением (2.8) с нулевым начальным значением. Коэффициенты 
полиномов Qi и постоянная с* определяются через коэффициенты P t однознач
но (см. (2.7)). Наоборот, дифференцируя г*, убеждаемся в том, что коэффи
циенты P i однозначно выражаются через коэффициенты Q/ (см. (2 .7)). Доба
вим к г* произвольную к-постоянную, включим в нее постоянную с* и полу
чим полное ^-решение уравнения (2.8) в виде (2.9). ■

Знание структуры решения уравнения (2.8) позволяет приме
нить метод неопределенных коэффициентов для разрешения П-1 
с квазиполиномом. С этой целью искомое решение выпишем в ви
де квазиполинома (2.9) с неопределенными коэффициентами qkh 
Подставляем полученный квазиполином в (2.8) и приравниваем 
соответствующие коэффициенты в обеих частях построенного соот
ношения. Получаем систему линейных алгебраических уравнений 
относительно qkr Из теоремы 1 следует, что система однозначно 
разрешима. Добавим к построенному решению произвольную k-no- 
стоянную С и получим полное й-решение уравнения (2.8).

где

Следовательно,

ЯпГ  1 ,/ =  — Pnr i,j  *  0 , с,- =  const, 

г* =  tQ0{t) +  2  Qj(t) e j  -f- с*,



2.4. ПРОСТЕЙШЕЕ УРАВНЕНИЕ 1-ГО ПОРЯДКА 
С  ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫМ КВАЗИПОЛИНОМОМ

Используя при необходимости расширенную запись квазиполи
нома h, перенумеруем у так, чтобы (считаем т =  d  -f- 2r -j- 2)

«о =  Ро =  О, pu =  0 , 1 ;

a d+ 2v  ~  a d + 2о+1’ Pd+2o =  Prf+2о+1 ^  ® ^  V ^ 5 Г>

т. е.

То Т„€/?. 1 ^ u 1,  V̂ _j_2y == Т^+го+р 0 ^  ^
В квазиполиноме /г можно выделить действительную и мнимую 

части:

h  -  2  (р 'г+  i f ! )  =  2  W  +  ( r i )  « “ • '  +
I и=О

Г „ а  *
+  2  ((̂ <г+2о +  tP d + 2v) е  d+2v (cos pd+2a/ +  t sin % +2j )  -f

v= 0

+  {P d +  2v+l +  iP d + 2v + l) e“d+2o+1< (cos $d+ 2v+l t +  i sin Pd+2o+l t)) =■=
d-\ r

— 2  P u? “ -f 2  {{P d + 2 v  +  Л*+2»+1) COS P2u+dt +u=0 v=0

+  (— Pd+2v +  Pd-\~2u+l) Sin fV|_2t/) 6 +  i (  U +
\ ы = 0

r

+  2  ((P d+ 2v  — P d + 2o+l) Sin §d+2vt +  {P d+ 2v  +
v—0

+  Лг+20+i) cos fid+tSj ead+2vt.

Если
P u — o, O ^ u ^ d  — 1; Pd+2V =  P d+ 2v+1. Pd+2v — —Pd+2v+U

0 < t ) < r ,  (2.10)
то квазиполином h  является действительным и его можно пред
ставить в виде

d— 1 ^  ^
hit) =  2  P « A ' +  2  {P'd+v COS bd+v t +  Pd+v sin bd+a) e ad+S , (2.11)

u=0 o=0

где P  и P , b и p, а  и а  связаны друг с другом очевидным об
разом. Наоборот, при действительном h  на основании (2.7) выпол
няются соотношения (2.10) и поэтому верно (2.11).

П-1 с действительным квазиполиномом представимо в виде
d— 1 г t

Dx =  P 0(i) -j* 2  P J f )  е  а* ~Ь 2  (Pd+v(t) cos bd-\-J +
u = 1 o=0

+  P ’d+V(t) sin bd+vt) e d+vt (2.12)



или 

Dx =  Re ( P B(t) - f  2  Р,(() eyjt ), 

и поэтому (см. (2.3)) 

x =  Re(/Q0 +  S Q / O e ^  +  c ) .  
i 

Выделяя обычным образом действительную часть, получаем
d—l  ̂ г

X =  t Q 0 (t ) -j- 2  Q J t )  e  U "b 2  (Q d+t)(0 COS b d + v t  +
u= 1 n=0

+  Q d+V(t )  sin b d + v t )  e d+vt +  c .  (2.13)

Для разрешения уравнения (2.12) можно использовать метод не
определенных коэффициентов, применяя структурную формулу 
(2.13).

2.5. ПРОСТЕЙШЕЕ УРАВНЕНИЕ С КВАЗИПОЛИНОМОМ

Теорема 2. П олное к-решение уравнения с квазиполиномом

Dnz =  P o(t) +  y i P i (t)e'lJi  (2.14)
/

можно предст авить в виде квазиполинома

z =  tn Q0 (0 + 2  Qj(t) e jt + Ф(0, (2.15)
/

гд е  Ф — полином степени п— 1 с произвольными к-коэффициента- 
ми; степени многочленов Q, и P t совпадают ; коэффициенты Qt 
и Р t взаимно однозначно выражают ся д р у г  через д р у г а :

О При я =  1 формула (2.15) следует из теоремы 1. Допустим теперь, 
что (2.15) выполняется при некотором 1, т. е.

Dn w =  Р 0 +  2  P j e jt  =» w =  tnQv - f  2  +  Ф (<). (2-16)
] j

При n : ~  n +  1 уравнение (2.14) можно заменить системой уравнений

D^+'z =  Ро +  2  P / V;( <*, [ D"  w =  Р ° +  ^  Pie 1 , (2.17)
i  1 D z = w .

Для разрешения системы (2.17) последовательно используем формулы (2.16) 
и (2.9). В результате получаем соотношение (2.15) при п + -  1 . По индукции 
теорема доказана при всех п. ■

Аналогично доказывается, что действительное уравнение
d— 1 г

D"x =  Р 0 +  2  Р и е а“ + 2  {p'd+v cos bd+vt + -P ’d+vsrnbd+vt) e dAr"
u— l t’=0



имеет полное решение вида
d— 1 г " a t

X — tnQo +  2  Qu е°и +  ZJ {Qd+v cos bd+vt+ Qd+o Sin bd+vt) e d+ -j-Ф,
u—1 v—0

где Ф полином степени n — 1 с произвольными коэффициента
ми; степени полиномов Q' и Q” не превосходят наибольшей из 
степеней Р'г и Р ’[\ коэффициенты Q', Q’ взаимно однозначно выра
жаются через коэффициенты Р ' и Р\.

Основные упражнения

2 .1 . Построить полные к-решения уравнений:

a) D z =  Y  t — 1 ; б) Dz =  

в) D2z =  У t — 1 ! г) Dz =

1 — e lt
1

] 0 ; 2 л  [;

/ =  ] 1 ; оо j
f i — f i

2 .2 . Используя переход к комплексной форме (см. (2 .3)), построить пол
ные к-решения уравнений:

t
a) D2z == cos2 1\ б) D2z =  sin — .

'  2
2 .3 . Применить метод неопределенных коэффициентов для разрешения 

уравнений:
a) D z — teyt; б) Dz — ate* b e ^ — 2, Y ^ l -
2.4 . С помощью метода неопределенных коэффициентов разрешить дейст

вительные уравнения:
a) Dx=--e* cos2 1 — 1; б) D2x =  1 +  е ~ 2(; в) Dnx =  t2ea i ; г) Dnx == а  +  

+  tei t \ д) D 3x =  t +  sin t\ e) D5x =  t — sin t.
2 .5 . Решить краевые задачи:
a) D3x =  t sin t-t x |i= 0 =  Dx|1=0=O  6 ) D2x =  tet, x =  Dx | < = 1  =  0; 

в) D2x =  sin t; x|<=0 = 0 ; х|^= л = а ; г) D2x =  sin $t, x |(=Q =  0, x|<=„ =  0 
и построить графики решений.

Дополнительные упражнения
2 .6 . а) Доказать, что

(л- i  )v;Л—2

тп—1

г0

тпу

у т п + п —\ ( тп+ п -1 )ч '”п+ п-

( л - 1 ) !

(тп)\ . уГПП— я -f-l
(тп—п-{-1)! 0 

( « л + 1 ) !  у т п - п + 2 ..  
(тп—л + 2 ) !  0

(ягя+п-1)! 
(m /г)! О

т

утп-\-п—1

(я — I)!

(тп)\ утл—п+1 
(тп—я -И )! т  
. ( т д + 1 ) !  утя_ п+?
( т п —/1+ 2)! т

(о т п + я -1 )1  

(тп)! т

(О! • 1! • . . .  • ( я - 1) ! ) т + ‘ (П (Т/ — Y,



б) передоказать критерий (2.7) на основании результата упражнения «а».
2 .7 . Указать условия, при которых уравнение с квазиполиномом имеет 

решения: а) стремящиеся к 0  при t ->■ оо; б) ограниченные на [0 , + о э [ ;
в) ограниченные на R.

2 .8 . Решить сингулярную начальную задачу

D2x =  е - ‘ , х |+оо =  2, Dx |+оо =  0.

2 .9 . Решить сингулярную граничную задачу

D2x =  е 1, х | _ оо =  2, х |+ос =  <».

2.10. Построить простейшее уравнение наименьшего порядка, имеющее 
решение х =  Ct2 +  eit +  sin t с произвольной постоянной С.

2.11. Квазиполином* удовлетворяет уравнению D2x =  а  +  b t2 -f- Ae2t. 
При каких значениях т  и т' для определения а , Ь, А достаточно задания 
значений:

a) D;a:(0), 0 <  / <  т ; б) х (Г ) ,  0 <  V <  т'?
2.12. Используя метод неопределенных коэффициентов, построить реше

ние начальной задачи
D2x =  sin / г2, х |< = 0  =  0, Dx |< = 0  =  1

в виде степенного ряда

х =  2  ^ ktk .



I. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

3. ОДНОРОДНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

3.1. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Линейное уравнение порядка п (Л-п) в основной форме имеет
вид

D x - f  iD х -f- . . .  -|- flo х — A t £ I  • (3-1)
Коэффициенты ак и неоднородность / считаем непрерывными 

на I. Определим на множестве функций х с непрерывной произ
водной порядка п на / дифференциальный оператор

L„ :: =  D -j- &п—iD -j- . . .  -f-aiD  -j- a$
по правилу

Lnx  =  Dnx +  a„_iDn-1,v +  . . .  +  a0x, 1 6 /.
Оператор L n является линейным.

Линейное уравнение (3.1) в операторной форме имеет вид
L nx =  f ,  t£  I.

Уравнение с нулевой неоднородностью называют однородным. 
Каждое однородное уравнение имеет очевидное решение — нуле
вое.

Наряду с действительным оператором используют и к-опера-
тор

L n — D + 2  ckL>k Ck =  а* -f- ibk, t £ /,
k

применяемый к к-функциям z. Решениями уравнения с /г-коэффи
циентами

L„z =  h, h =  f  +  ig , t d l  (3.2)
являются 6-функции z =  х iy. Если коэффициенты действитель
ны, то уравнение (3.2) равносильно системе двух действительных 
уравнений. Оператор с постоянными коэффициентами называют 
стационарным.

3.2. УРАВНЕНИЕ Л-1 СО СТАЦИОНАРНЫМ ОПЕРАТОРОМ |СтЛ-1)

Рассмотрим уравнение Л-1 с постоянным коэффициентом Ci =  
=  — v — —а  — ф  и непрерывной неоднородностью h (СтЛ-1):

Lz =  /t, L : :  =  D — v, t£  I . (3.3)



Из соотношения
D (ze~vi) — e r vt (Dz — vz) =  e-v< Lz

следует, что
Lz =  evtD (ze~v/). (3.4)

TO P д л я  C m JI-l. Начальная задача
Lz =  h, z |,=s =  £ (3.5)

при любой комплексной постоянной £ однозначно разреш им а на I :
t

г — £ev(<_s> - f  j  h (т) ev((“ T>dT. (3.6)
S

О Задача (3.5) на основании тождества (3.4) равносильна задаче

ev<D ( z e - v<) = A ( 0 , z| t= s = l

или после замены w — ze~v< и очевидных преобразований

Dw =  e ~ xth(t), w |<=s =  £e_ v s .

На основании формулы (2.6), выведенной для уравнения П-1,
<

w  =  L,e~ ' vs +  i е ~ vtA( t )  dx .
S

После обратной замены z =  wevi получаем (3.6). |

Если £ считать произвольной постоянной, то (3.6) доставит 
полное ft-решение уравнения (3.3). Формула (3.6) показывает, что 
при действительных v, h  и £ начальная задача (3.5) имеет дейст
вительное решение. 

Теорема 1. Полное k -решение уравнения

Lz =  P o( 0 ^  +  S ^ ( 0 e V  (3-7)
j

предст авимо в виде ( С — произвольная постоянная)

z =  (С +  tQ0(t)) е *  +  2  Qj(t) eyj\ (3.8)
у

причем степени соответствующих P t и Qt совпадаю т , а  коэффи
циенты взаимно однозначно выраж ают ся др у г через друга .

О После Замены w =  ze~ vi уравнение (3.7) приводится к виду

V  (Y.— vK
Dw =  Ро +  2 i  Pje J 

i
На основании (2.9) полное решение преобразованного уравнения доставляет 
формула

V  ~ (V,—v)<
w =  С +  tQ0 -f- Qj£

i

После обратной замены получим (3 .8). Щ



3.3. НАЧАЛЬНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ СО  СТАЦИОНАРНЫМ
ОПЕРАТОРОМ

Корни характеристического уравнения  относительно v
\п +  IV "-1 - f  . . .  +  а0 =  О

называют характеристическими числами стационарного операт о
р а  L„.

Обозначим попарно различные корни vJt кратность корня обоз
начим пг  Как известно из алгебры, ^  nj — п и

3

v n +  ап~ IV"-1 +  . . .  +  а0 =  (V —  V] )"■ . . .  (v — vm)"m, Vv.
Действия над операторами производятся, как обычные действия 
над многочленами от D. Следовательно, оператор L„ можно фак
торизовать, т. е. разложить на множители:

L„ =  ( D - v 1)”J . . . ( D - v m) 4
причем все множители перестановочны друг с другом, в частно
сти для любой перестановки j lt . . . ,  j m чисел 1 ,2 ,  . . т

L„ =  (D - v ,  Л  ■ • • (D — V- ) V
1 т

ТОР для однородного СтЛ. П ри лю бы х R, К  началь
ная задача

L„z =  0, D*z |,=s =  l k (3.9)
однозначно разреш им а в виде квазиполинома

z = 2 Q / ><. (3.10)
/

причем степень полинома Qj не превосходит  — 1.

О При п =  1 утверждение теоремы и формула (3.10) следуют из ТОР'
для СтЛ-l и формулы (3.6) при h =  0. Допустим теперь, что теорема верна
для некоторого п ^  1. Рассмотрим оператор

Ln+l =  (D — vi)n’ . . .  (D — vmf m, 2 л / = Н -  1 •

Поставим начальную задачу

Ln + iz =  °> D<z |/=s =  &> 0 <  i <  п.

Введем вспомогательную искомую функцию w =  (D — \'т) г. Задача для z пе
реходит в задачу для w:

L„ w =  0, L„ :: =  (D -  vi)"> . . .  (D -  (D -  vm ) " ' " _ 1  ,

D* w |,=s =  D *+ 'z  |,=s -  vmD* z  |i=s =  £k+ l -  v ml k .

По сделанному допущению последняя задача однозначно разрешима



причем степень Р а  не превосходит па — 1; при п т >  1 степень Р т не прево

сходит пт — 2; при пт ~  1 многочлен Р т является нулевым. Для определе
ния 7. служит начальная задача

т—1

( D - v m) z =  2  +  K e V m ,
а = \

г \t = s =  Ь».

На основании ТОР для СтЛ-1 последняя задача однозначно разрешима, причем 
в силу (3.8) и (3.7) решение имеет вид

m— 1
Z =  2(0 :: =  (<7 +  Qm ■ t) eVт +  2  Qa ^  .

a — I

где g — постоянная; степень Qm :: =  q 4- Qmt не превосходит пт — 1; степень 
Qa  не превосходит па — 1.. Функция г удовлетворяет начальным условиям, так 
как последовательно получаем

D°z(s)  =  z(s) =  Со;

D ‘ z(s) =  D I _ 1 w(s) +  v mD t _ 1 z(s) =  =  Si.

. i < ; i n,•w/ .
является единственным решением задачи (3.9) и имеет вид (3.10). На основа
нии принципа математической индукции теорема верна для всех п. ■

Следствие. Единственным решением нулевой начальной за д а 
чи для  однородного Ст Л являет ся нулевое решение. 

ТОР для действительного однородного СтЛ. Если коэф
фициенты действительны, то при лю бы х действительных s, 
начальная задача

Ьях =  0, D*x |<=5 =  (3.11
однозначно разреш им а по формуле

d— 1 ,  t г  ' ^ t

х == x (t ) :: — 2  Que “ +  2  (Qo cos И» t +  Qv sin \i„t)e v , (3.12)
u= 0 t)= 0

гд е  степень Qa не превосходит na — 1.

О Существование единственного 6 -решения г  в виде квазиполинома у за
дачи (3.11) вытекает из ТОР для однородного СтЛ. Коэффициенты L„ дейст
вительны, поэтому

L nz =  L n x  - f  iL „ y  =  0  «=* { L «y  _  g ’

Начальные значения для у при t — s являются нулевыми, так как 

D** U  =  £* +  ••• 0 =  DAX |<=,  +  iDky |,= s.

На основании следствия из ТОР для однородного СтЛ квазиполином у =  y(t) 
является нулевым. Действительный квазиполином х =  x(t) можно представить 
в виде (3.12) (см. гл. 2). ■



3.4. ПОСТРОЕНИЕ ПОЛНОГО РЕШЕНИЯ

Рассмотрим квазиполином

z(t) =  2  Q f  1
i

с произвольными ^-коэффициентами ctj, причем степень Qj в об
щем случае, т. е. при отличном от 0 старшем коэффициенте Qjt 
равна t i j — 1. Общее число коэффициентов ctj равно п. Выражения 
D*z(s) представляют собой линейные формы от Сц. На основании 
ТОР для однородного СтЛ система линейных алгебраических 
уравнений относительно Сц

In
при любых правых частях однозначно разрешима. Следовательно, 
сц  однозначно выражаются через t k. Таким образом, соотношение 
z =  z(t) доставляет полное решение уравнения (3.9).

Рассуждая по той же схеме для уравнения (3.11), придем 
к его полному решению в виде квазиполинома с произвольными 
коэффициентами:

d~1 X t r * X t
x (t) =  2  Que “ +  2  (Qv cos № t +  Qv sin \iut ) e  v .

u = 0  t'=0

3.5. БАЗИС ОДНОРОДНОГО ЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ 
СО СТАЦИОНАРНЫМ ОПЕРАТОРОМ

Рассмотрим п решений уравнения
L nx =  0. (3.13)

С помощью этих решений можно построить общее решение урав
нения (3.13):

k
Если это общее решение является полным, то систему решений 

называют базисом  данного уравнения. Базис нормирован при 
t — s, если

D 4 ( s )  =  Ck.
Теорема 2. Р еш ет я  <pft уравнения  (3.13) с начальными зн а

чениями
D V ( 0 ) = S * *  = {У ; (3.14)

образую т  базис (3 .13), нормированный при t =  0.

О Общее решение * = 2 ^  на основании условий (3.14) обладает 
k

тем свойством, что
D, , * ( 0 ) = S C j D \ ( 0 ) = - . C t .

k



С помощью х  можно, таким образом, решить любую начальную задачу для 
(3.13), и поэтому х является полным решением, срА образуют базис и выпол
нено условие нормированное™ при t =  0 . Я

Отметим, что для построения (pk обычно отправляются от об
щего решения в форме (3.10) или (3.12). Значения коэффициентов 
для базисных квазиполиномов определяют из начальных усло
вий (3.14).

Сдвигом  функции x(t) называют функцию x(t — s).
Лемма. Сдвиг решения однородного Ст Л при любом s снова 

являет ся решением того ж е уравнения.
\

О Допустим, что х  обращает уравнение (3.13) в тождество.Тогда, в част
ности,

dnx (t — s) A x  V — s)

k
Из соотношений

d d d (t — s) d* b
------------------= --------  ; — i =  D , ---------------7- =  D *
d (/ — s) d̂  d̂  d (t — s)*

следует

Dn x(t — s) +  2  a . p k x ( t  — s) =  0, Yt. Щ 
k

Начальные значения решения x(() и его сдвига y(t)\: =  x(t—s) 
связаны соотношением Dky(s) =  D**(0).

Теорема 3. Решение начальной задачи (3.11) м ож но пост ро
ить по формуле

х =  x(t) :: =  2  S* фk (t  — s). (3.15)
k

О На основании леммы и линейности оператора L n функция х  является 
решением уравнения (3.13). Кроме того,

D * x(s) =  2  6 * 0 “ ф*(0 ) =  2
k  k

т. е. начальные условия (3.11) удовлетворяются. Щ

3.6. ВРОНСКИАН

Рассмотрим «-дифференцируемые функции грй на I. Опреде
литель

D %  •• • D 4 - i

D ""4 o  •• • D " - V i
называют вронскианом  (по имени польского математика Ю. Бронь-



ского) этой системы функций. Вычислим Yiw, взяв производные 
от определителя w по строкам и отбросив определители с равны
ми строками

d 4  . • D 4 - i

D " - 2 ^  . • D r' ~ 2 T| > „ _ 1

D > o  • • D > „ _ ,

Л ем м а. Если являют ся решениями (3 .13), то

w(t) =  w (0)e °п~ 1*. (3.16)

О Функции г|зЛ обращают (3.13) в тождество, поэтому

D X  =  -  • • - -  a ,  -  а0 г|>й, V/.

Следовательно (см. формулу для Dw), D® =  — V/,  что на основании 
(3.6) и приводит к формуле (3.16). ■

Формулу (3.16) называют формулой Лиувилля. Из этой фор
мулы следует, что вронскиан либо не обращается в 0 ни в одной 
точке, либо тождественно равен 0. 

Теорема 4. Решения образую т  базис (3 .13) в том 
и т олько том случае, если

w(t) Ф  0, Mt. (3.17)

О Построим общее решение уравнения (3.13) С; \ Для произ-
k

вольных начальных значений составим систему алгебраических уравнений 
относительно C k :

Dkx ( 0 ) = l k . (3.18))
Определителем системы (3.18) является аа(0). Если ш(0) =£0, то система (3.18, 
однозначно разрешима при любых |4 , и поэтому i))* образуют базис. Наоборот 
если функции образуют базис, то система (3.18) должна быть разрешимой 
при всех и поэтому о>(0 ) ф  0 , но тогда (см. (3 .16)) верно и (3 .17).И

Основные упражнения

3.1 . Построить общие решения уравнений 721; 722; 723; 724; 726; 729; 
745; 746; 747; 749 [1].

3 .2 . Построить базис уравнений и решить начальные задачи 803; 804; 805; 
806; 810; 811 [ 1 ].

3 .3 . Построить общее решение и разрешить граничные задачи 813; 814; 
815; 817 [1].

3 .4 . Придать общему решению СтЛ-2 при v, 2  =  ^ +  ф. ВИД

х =  Сем  cos (pi +  С').



Дополнительные упражнения

3.5. Решить задачи 825; 826 (в издании [1] опечатка, надо ненулевые 
решения); 827; 828; 829; 830; 831; 832 [1].

3 .6 . Построить СтЛ с базисами:
а) фо — cos, Ф1 =  sin; б) фо =  ch, ф! =  зЬ.

3.7. Построить СтЛ наименьшего порядка с решениями

=  sin, jc2 =  cos, х% =  exp.

3.8. Рассмотреть задачи 138, 139, 147, 148, 154, 156 [2].
3.9. Не используя общее решение, найти все действительные решения 

уравнения D2z +  (1 +  i) Dz +  iz =  0.

3.10. Найти семь первых членов разложения в степенной ряд 2  Am tm
m > 0

решения начальной задачи

D5x +  7D3x +  2D2x — Dx — 2х =  0;

х|< =o =  °> Dx |t=o =  1 > ° 2x |f=o =  - 1 > ° 3x |<=o °- ° 4x |;=o=5 -

3.11. Указать преобразования х =  ш (х, г), t =  P(t), переводящие Л-п  
в линейное уравнение для х с аргументом Г

3.12. Указать все преобразования х =  о(() х +  6 , t =  p(t), коэффициенты 
которых имеют непрерывные производные порядка п, переводящие однородные 
СтЛ с Оо ф  0 в уравнения того же типа.

3.13. Значения параметра <в называют собст венными числами нулевой 
граничной задачи для однородного СтЛ, если при указанных значениях пара
метра граничная задача имеет ненулевые решения.
Найти собственные числа задач:

а) D2  х -|~ to2 х =  0; х |<==0 =  х |<=( =  0;

б) D4 х - f  5ссг D2 х -}- 4со2 х =  0, х |< = 0  =  х|<=я =  Dx | , _ 0  =  Dx |(=я =  0.

3.14. Показать, что функции
v.t

tr е 1 , 0  <  г  <  tij — 1 , 1 </ <  т

образуют базис некоторого уравнения (3.13).
3.15. Весовой функцией оператора L n называют ф „_](0 • 1(0- Исследовать 

зависимость от параметра а  весовой функции оператора D2 +  а .

4. ФАЗОВАЯ ПЛОСКОСТЬ ОДНОРОДНОГО  
ЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ 

2-ГО ПОРЯДКА 
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

4.1. ФАЗОВЫЕ ГРАФИКИ

Рассмотрим уравнение
Lax =  0, L 2 =  D2 +  flxD +  а0 -  (D — v j  (D — v j .  (4.1)

Полное решение уравнения (4.1) представляет собой квазиполином 
с- произвольными коэффициентами, а именно:

а) т — 2, V j-^ X jd R , х =  Схе*-»( -f- Сге %̂\ (4.2)



б) т  =  1, v: =  X, х =  (Со +  C J)  еи \ (4 .3)
в) от =  2, V], 2 =  А, ±  ф , ц Ф  О, х =  Сем cos ([it - f  С '). (4.4)

Решение, сохраняющее постоянное значение при всех t, на
зывают стационарным. Очевидным стационарным решением (4.1) 
является нулевое решение.

Евклидову плоскость R 2 — Ох у называют фазовой  для уравне
ния (4.1), если решения х — x(t) этого уравнения изображаются 
на ней в виде фазовых графиков

х =  х({), у =  y{t) :: =  Da'(/), t i  R.

Фазовый график стационарного решения х =  х(1) — \ состоит из 
одной единственной точки — точки покоя (|, 0). Графики неста
ционарных решений представляют собой параметрически заданные 
линии.

Сдвиг х , x(t) — x(t — s), решения х  снова является решением
(4.1) (см. лемму в гл. 3). Фазовые графики х и х  состоят из од
них и тех же точек, т. е. совпадают.

Теорема 1. Д ва  фазовых графика (4.1) либо не имеют об
щих точек, либо совпадают .

О Допустим, что фазовые графики решений х  и х*  имеют общую точку 
(£, г)), т. е. существуют s и s* такие, что x(s) =  x*(s*) =  Е, y(s) =  y*(s*) =  tj. 
Фазовые графики решения х  и его сдвига х , x(t) — х  (t -j- s — s*) совпадают. 
Решения х  и х* при t — s*  имеют одинаковые начальные значения, так как

x(s*) =  x(s) =  | =  x*(s*), Dx(s*) =  Dx(s) — 1] =  D **(s*), 

и поэтому тождественны (см. ТОР в гл. 3). Следовательно, фазовые графики 
х, х  и х*  совпадают, т. е. наличие общей точки у двух фазовых графиков 
ведет к совпадению этих графиков. Щ

4.2. НАПРАВЛЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ ПО ФАЗОВОМУ ГРАФИКУ

Рассмотрим невырожденное уравнение, т. е. будем считать

а 0 =  'v l v m 0  ( 4 - 5 )

(■вырожденному уравнению  посвящен последний пункт главы). 
Вдоль стационарного решения x(t) =  | выполняется

D2x(t) =  Dx(t) =  0, W t=>a0l  — 0,

поэтому (см. (4.5)) 5 =  0. т. е. единственной точкой покоя невы
рожденного уравнения является начало координат 0 = ( 0 ,  0). Говоря 
о графиках (4.1), дальше имеем в виду фазовые графики ненуле
вых решений (4.1).

Из соотношения y(t) =  Dx(t) следует, что в верхней полупло
скости (у >  0) составляющая х(() вдоль фазового графика возра
стает, в нижней — убывает. Движение по графику (при возраста
ющих t) в верхней полуплоскости происходит слева направо,



в нижней, наоборот, справа налево (рис. 1). Касательная к гра
фику в точке (x(i), y(t)) имеет угловой коэффициент

ф(/) _  Dy(t) _  D 2x (0  _  —fliDxffl — сщхЦ) __ — aiyjt) — a 0x(t) 

dx(0 D x(t) D x(0  D *(i) y(t)

Каждый график пересекает ось у =  О с вертикальной каса- 
ельной.
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Вдоль фазового графика решения л: выполняется 

Dy(0 =  —fli0(O “  йо*(0> 
поэтому в полуплоскости — аху — а0х <  0 составляющая y(t) убы
вает, а в полуплоскости — аху — а 0х >  0 — возрастает. Движение 
по графикам в первой полуплоскости идет вниз, во второй — 
Еверх. Если произвести замену t\ — —t, то уравнение (4.1) пе
рейдет в уравнение

D2x — Gi Dx - f  а0х =  0.

При указанной замене все фазовые графики отражаются от оси 
у =  0, движение по графикам меняется на противоположное, но 
взаимное расположение графиков не меняется. Поэтому дальше 
считаем

0. (4.6)

Если ах >  0, то \’i >  у2 равносильно — — а0х < — axy% — а 0х, 
поэтому движение по графику над прямой — аху — а 0х =  0 направ
лено вниз, а под прямой — вверх (рис. 2).



Фазовый график решения х  назовем 0 +-графиком, если 
(x(t), y(t)) - >  О при /—> + о о ;

О ' -график является Ю ^-графиком  («входит в О с направлением 
/г»), если

y(t)Ix(t) k  С [— оо, + о о ] =  #„, при t —>- -j- оо.

Аналогично определяются CP-графики, /гО^-графики; 0 +- и 
0~-графики в совокупности называем О-графиками (аналогично 
Ю -графики). Отметим, что сдвиг аргумента не влияет на тип фа
зового графика.

Теорема 2. Если уравнение (4.1) имеет Ю -граф ик, то k  —  
характ ерист ическое число операт ора  L,.

О Проведем доказательство для &0+-графика. На основании правила 
Лопиталя вдоль /гО^-графика решения х

У(*) ,. D(/(0 — a iy (0  — a 0x(t) * (0lim ——— =  lim ----  — =  lim  =  —a i— a0 lirn
t^ -c o  x (t) Dx(t) t^ + ° 0 y(t) oo Ilit)

и поэтому

k = —ai — a 0 —- -  (4.7)
к

Из (4.7) следует, что k  ф  со, а из (4.7) и (4.5) следует, что k ф  0. Поэтому 
4.7) равносильно k 2 -f- а±к +  =  0, т. е. ft € {v i, v m}.  ■

С ледст вие. Ю -графики могут существовать только для  
уравнений с действительными характеристическими числами.

4.4. СЕДЛО

Рассмотрим случай, когда оператор L3 имеет два действи
тельных характеристических числа разных знаков. На основании
(4.2)

х =  С ^ 1'* +  С2ек*(, <  0 <  Х2.

На фазовом графике выполняется
х =  C ieKit +  Сге%**, у =  %xCxe %it +  %2Сге %̂ . (4.8)

Если
а) Сг >  0, С2 =  0; б) Сх <  0, С2 =  0; в) Сх =  0, С2 >  0 ;)  (4 9)
г) Сх — 0, С2 <  0, j  К
то график совпадает соответственно с лучом
а) у =  Я1х, х > 0 ;  б) у ~  Я^х, х <  0; в) у =  L2x, х >  0; г) у = Я 2х, 
х <  0 и является ЯхО ̂ "-графиком в случаях «а — б» и Я20~-графи- 
ком в случаях «в — г». Если CLC2 Ф  0, то график лежит между



двумя лучами, уходит на бесконечность при и при t ->
-»— оо, имея асимптотой в первом случае 1 -луч, во втором— 
>.оО~-луч.

Точка покоя с указанным расположением окрестных графиков 
называется седлом  (рис. 3). Отметим, что направление движения 
по графикам можно определить с помощью общей схемы (см. 
рис. 2).
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4.5. УЗЛЫ

Допустим теперь, что характеристические числа Ь2 действи
тельны и одного знака, т. е. отрицательны (см. (4.6)). Начнем со 
случая, когда характеристические числа различны. На основании
(4.2)

х =  Cxelii  - f  Cze}̂ f , Х-l <  Х2 <  0.

Фазовые графики являются 0 +-графиками. В случаях (4.9) графи
ки оказываются лучами, расположенными во втором и четвертом 
квадрантах. Если СХС2--Ф0, то

Ж  =   ^  +00
x(t) d e %'* +  С,ем

и график оказывается Я20 +-графиком, входящим в О между дву
мя указанными выше лучами в соответствии с общей схемой (см. 
рис. 2). Точка покоя с таким расположением окрестных графиков 
называется узлом  (точнее — бикритическим узлом , т. е. узлом 
с двумя направлениями входа фазовых графиков в точку покоя). 
При t - y — оо каждый график имеет асимптотой тот из лучей 
у =  Яхх, х >  0 или у =  A,jX, х <  0, который отвечает общей схе
ме, приведенной на рис. 2 (рис. 4).



Обратимся теперь к случаю (4.3). Фазовые графики имеют
вид

X =  (Со +  Cxt) е» , у =  ((1С0 +  СО +  kC tt) е¥, I  <  О, 

и поэтому являются 0 +-графиками. Для любого графика 
y(t)   (ХСо ~h Ci) +  tXCi
x(t) C o + C it

■X при t-

и поэтому все они являются ?.0 '-графиками. Точку покоя с таким 
расположением графиков называют монокритическим узлом , т. е. 
узлом с одним единственным направлением входа графиков. При 
i  — оо асимптотой для графика служит луч у =  /.х, х >  0 или 
луч у =  Хх, х <  0 (рис. 5).



Рассмотрим случай, когда оператор L2 имеет комплексные 
корни Л, ±  ifx, (хф  0, причем к ф О  и поэтому (см. (4.6)) К <  0. 
Фазовые графики (4.1) имеют вид (см. (4.4))

х =  Се%> cos (|х£ +  Сх), 1
у =- Сеи  (Я cos (jti/ +  Сх) — ft sin (\it -j- Сг)) — C'eu  sin (|x/+ C").\

(4.10)

Каждый график является 0 +-графиком. Составляющие x(t) и y(t) 
бесконечно много раз меняют знак при / -» -± о о , поэтому (см. 
рис. 2) график представляет собой спираль, совершающую беско
нечно много оборотов вокруг О. При таком расположении окрест
ных траекторий точку покоя О называют фокусом  (рис. 6).

Обратимся к случаю X — 0, ц Ф  0. На основании (4.10) 
х =  С cos (ц* +  C j), у =  —Ср, sin (ц/ +  Cx).

Каждый график является эллипсом
|.i2x2 -[- у2 =  |д.2С2

в каноническом положении с центром в О. Точку покоя с указан
ным расположением окрестных графиков называют центром  
(рис. 7).
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Теорема о точках покоя. Тип точки покоя О невы рож ден
ного однородного Ст Л -2 определяет ся видом характ ерист ических  
чисел операт ора Ь 2, а  именно:
vx, v2C R  v1v2 < 0  о с е д л о ,

» VjVa > 0 ,  \\ ф  v2 *=> узел бикритический,
» » Vj =  v2 « узел монокритический,

Vi,2 =  Х ф О  <=> фокус,
» 1 =  центр.

О В случае (4.6) теорема доказана выше. Если же а х <  0, то преобра
зуем (4 .1), положив t :  =  — t. При таком преобразовании происходит отраже
ние графиков от оси у =  0  и замена направления движения по графикам 
(0 +-графики, в частности, переходят в О- -графики и наоборот), что'не влия
ет на взаимное расположение графиков, а следовательно, не влияет|и на тип 
точки покоя. |

4.8. ПРЯМАЯ ПОКОЯ

Рассмотрим вырожденный случай, т. е. предположим в отли
чие от (4.5), что

«о =  4ivm =  =  0.
Уравнение (4.1) в этом случае принимает вид

D2x +  a!Dx =  0. (4.11)
При любом £ 6 R  функция х =  x(t) =  с, V/, является стационарным 
решением (4.11). Вся ось у =  0 состоит из точек покоя, т. е. яв
ляется прямой покоя. Если т  =  2, <  Я,2 — 0, то фазовые графи
ки

х =  С0 - f  С хвЧ  у =
лежат на лучах у =  (х — С0), х >  0 или х <  0, и направлены 
к оси у =  0 (рис. 8). Если же т  =  1, то a t =  a Q =  0 и уравнение
(4.1) вырождается в простейшее уравнение П-2 с фазовыми гра
фиками х =  С0 +  С it, у =  Съ  лежащими на горизонтальных пря
мых и направленными в соответствии с общей схемой, представ
ленной на рис. 1 (рис. 9).

\х=х (t)
: г у щ  

:а
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Основные упражнения

4.1 . Переформулировать теорему о точках покоя, заменив условия на 
характеристические числа Vj условиями на коэффициенты a k и дискриминант 
Д :: =  Oj — 4а0.

4 .2. Начертить схему расположения фазовых графиков однородных СтЛ-2 
с операторами:

1 3
a) D2 +  5D +  6 ; б) D2 — 5D +  6 ; B )D 2 +  D — 6 ; г) D2 - y D - — ;

д) D2 D -1-  1; е) D2 +  D +  7;  ж) D2 — 2D -f- 1; 3 ) D 2 +  4D +  4; h ) D 2 + 1 ;  
к) D2 -j- со2, со ф  0.

4.3. Определить зависимость от параметра а  расположения графиков .од
нородных СтЛ-2 с операторами:

a) D2 +  (1 — a ) D — а ;  б) D2 — 2aD  +  (l +  а 2); в) D2 +  aD .
4 .4 . Исследовать расположение графиков, проходящих при t =  0 через 

точки (0 ; I), ( 1 ; 1) и ( 1 ; 0 ) , уравнений с операторами:
а) D2 +  (5 +  a )  D +  6  +  З а ; б) D2 +  aD  — 1; в) D2 - f  aD  +  1; г) D2 -f-a.

Дополнительные упражнения

4.5 . Наряду с оператором L 2 :: =  D2 +  ajD +  а 0 рассмотрим возмущенный 
оператор D2 +  (ai +  b\) D +  (аа +  h ) .  Точка покоя О уравнения L2x =  0 назы
вается структурно устойчивой, если ее тип сохраняется при переходе к урав
нениям с возмущенными операторами при достаточно малых | Ьх | и J £> 0|- По
казать следующее: а) седла, бикритические узлы и фокусы структурно устой
чивы; б) монокритические узлы и центры не являются структурно устойчивы
ми, т. е. структурно неустойчивы; в) точки покоя вырожденного уравнения 
структурно неустойчивы.

4.6. Допустим, что коэффициенты оператора L 2 зависят от параметра 
a  £ R .  Значение параметра называют бифуркационным, если сколь угодно ма
лым возмущением параметра можно изменить тип точки покоя О уравнения 
L 2x =  0. Какие значения параметра а  являются бифуркационными для опера

торов:
а) D2 +  aD +  1; б) D2 +  D +  а ;  в) D2 +  2aD  +  а 3?

4.7. Используя фазовую методику, исследовать зависимость от начальных 
условий и от параметров решений задач 143; 145; 156; 157 [2].

4 .8 . Пространство R 3 — Oxyz называют фазовым  для уравнения L3X =  0 
со стационарным оператором 1з, если решение х  изображается в R 3 фазовым 
графиком х =  д-(f); у =  y(t) :: =  Dx(t); г — z{t) : :  =  D2x(t). Начертить схемы 
расположения графиков уравнения 1_зх =  0  в случаях: а) v, =  0 , v2 3 =
б) v, =  — 1 , v2 з =  + i ;  в) Vj =  —3, v2 =  — 2 , v3 =  — 1 .

4 .9 . Выяснить геометрический смысл формулы Лиувилля для СтЛ-2 
в случае a i =  0 .

5. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ПОСТОЯННЫМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ

5.1. РАЗЛОЖЕНИЕ ОПЕРАТОРА

Рассмотрим стационарный оператор Ln. Выпишем характери
стические числа Lп так, чтобы каждое V/ повторялось щ  раз (п,- — 
кратность V/, см. гл. 3). Обозначим выписанные величины б,-, 1 ^  

Таким образом,

бг =  Vi, 1 <  t <  tii, 
б; =  vy, . . .  +  П/_ 1  <  i ^  tii +  ••• ~b ni—i +  ni>



Факторизованный оператор можно представить в виде
L„ =  (D — 60 ... (D — 6Я),

а также (й, ..., in — произвольная перестановка чисел 1, ..., п)
Ь„ =  ( Г > - 6 г1) . . .  (D — б,п).

Л е м м а . Если  Аб,-=  б(- — S;_i, то

L„ х  (0 =  e6>‘D (еА6‘* ... D (вАв«' D (е~6п*х (/))) ... ). (5.1)

О При п =  1 формула (5.1) доказана раньше (см. (3 .4)). Допустим, чт° 
(5.1) верно при некотором п >  1. Тогда (см. (5.1) и (3.4)) (D — 6 i) (D — б2) ••• 
(D — бп_|_,) х  (t) — (D — 6 i) ((D — б2) . . .  ( D - 6 n+ 1) ^ ( 0 )  =  ( D - 6 1) ( es^ X

X D (eM l' ... D (e A“" + 1< D (ё~Ьп+ х*x (t))) ... )) =  D (e_Sl< • D (еЛЧ . .

D (e *5" -*-1* D {e " " ^ *•*(<))) ••• )), что равносильно (5.1), если положить п : —
=  п +  1. По индукции формула (5.1) справедлива при всех п. ■

5.2. НУЛЕВАЯ НАЧАЛЬНАЯ ЗАДАЧА  
ДЛЯ ЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ 

С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Рассмотрим нулевую начальную задачу для СтЛ-п:
L„x =  /, t £ /, Dkx  | t=s — 0, 0 ^  k  ^  n — 1. (5.2)

Л е м м а • Если  я *  — реш ение задачи (5.2), то (6„+i =  0) 

<?дб*+2'П (елв*+з; ... D(pa6«' D (е~6**х* (0)) • • • ) | /=* =  0. (5.3)

О Композиция производных в (5.3) после раскрытия скобок приводит к 
выражению

е °к+ 2*L n_ k_ {x* (t), 0  <  и — k  — 1 <  л — 1 .

На основании начальных условий для х*  (см. (5.2))

Ln- k - ix* (s) =  0 ,
что и приводит к (5.3). ■

Т е о р е м а  1. Если f  непрерывна на I, то нулевая начальная  
задача (5.2) им еет  на I  единст венное реш ение:

х =  A'* (t)'.: =  j F ( t  —  т)/(т)<]т, (5.4)

где

F (t) :: — [ dr„_, dt2j ee«‘- AV « - i -  ••• - ^ d x v
о о  о

О Заменим L n в задаче (5.2) по формуле (5 .1). Интегрируем полученное 
выражение п  раз, предварительно перенося на каждом шаге экспоненту вправо 
и учитывая лемму (5 .3 ). Тогда



X  / (x) d x.
Изменим порядок интегрирования:

* И \  С А С Ап СПГ ХЛп ‘г” A ( i- 0n - l ) + 6n - l A<Tr t - l + - " ^ e2Aor2+ 6i<Crl - ' )  ух* (0 = j  dx j da„_, j < 4 - 2 - J e X

X  /(x) dCTi.
Введем новые переменные интегрирования Xi, тл_ ,  вместо Oi, стл_

t i  =  0 i — X, Х, =  (Т2 — X, Xn_ ,  =  0 „ _ !  —  х

и придем к формуле (5.4). И

5.3. ФУНКЦИЯ КОШИ

Функцию F , участвующую в формуле (5.4), называют ф унк
цией Коши  оператора L„. Интегральное представление функции 
Коши показывает, что F  не зависит от неоднородности f .  Устано
вим связь между F  и базисным решением <pn_i (см. (3.14)) соот
ветствующего однородного уравнения

L„cp =  0. (5.5)
Представим L„ в виде

L„ =  (D — 6„) (D — б,) ... (D — 6rt_i).

Введем вспомогательный оператор

L =  (D — б]) ... (D — в„_,) =  D"-1 +  bn- 2Dn~ 2 +  ... +  b0. 

Л емма.
(t) =  е Ч  (5.6)

О На основании леммы (5.1)

i n * ( 0 = e e“ ' D ( e “ V L ll_ i * ( / ) ) .

Функция ф„ _ 1  является решением уравнения (5.5). Поэтому

D (e_ 4 „ _ 1?n_ 1 (0 ) =  0, у/- (5-7)

Кроме того, из начальных условий для <рп_ [

D"- 1<Pn_ i  (0) -  1; D*<Pn- i  (0) =  0 , k < n ~  1 (5.8)

и представления L „_, в виде суммы получим

L„_i<P„_i(0)= 1 . (5.9)

Интегрируем тождество (5.7) при t : =  т от 0  до t и учитываем (5.9):

в ( 0 - 1  =  0 ,

что равносильно (5.6).



Т е о р е м а  2 . Функция Kouiu F  совпадает  с базисным реш е
нием  ф„_]

F  (0 =  ф„_1 (/), Yt. (5.10)

О Функция фл_ !  является решением нулевой начальной задачи при s =  О 
уравнения (п — 1)-го порядка (см. (5.6) и (5.8))

т М
Iх =  (  • (5.11)

Применим (5.4) при п : =  п — 1 к уравнению (5.11):

Фя_1 (0  =  J dT„_2 "f- 2  . . .  ?  евп -1 (' - т) - Двя - 1 - л - 2 -  ••• ~ Д« Л  Д *  dTl>
0 0 0 0 

Положим тл_ ,  =  < — т. Тогда

ф„_1 (0 =  T IdT«-2-" - Аб- ‘+вл(<- Т'1- 1)(1Т1=

=  f dT„_1 Y 1 4 - 2  -  J V » '- 4*"1» - 1-  -  “ ^ ‘dn =  F (l). Я  
0 0 0

5.4. РАЗРЕШЕНИЕ ЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ С ПОСТОЯННЫМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ

ТО Р д л я  С т Л . П уст ь f  неп реры вна на I. Т огда при любых s£ 
£/ и начальная задача

Lnx =  /, t£I\  D*x J/=s =  \k (5.12)
однозначно разреш им а на I:

х =  х  (t):: =  2  (̂  — s) +  J  Фя- i  \t — T )f  (т) dx. (5.13)

О Подстановка х =  ф х*, где (см. (5.4) и (5.10))

х* (0 =  J  ф „_; (/ — т) / (т) dt,
S

преобразует задачу (5.12) в равносильную задачу для уравнения (5.5) с усло
виями

D * 9 l / = s =  l * .

так как

V P  =  Lnx -  L nx *  =  f  —  f  =  °>

D*q> | ,=s =  D*x | <=s -  Dkx *  (s) =  l k -  0 =  i , .

Решая последнюю задачу на основании теоремы 3  из гл. 3 ,  получаем

<p =  q> ( 0  :: V — s)-
k

Возвратившись к искомой функции х, придем к (5.13). Щ

Формула (5.13) составляет правило Коши разрешения СтЛ.



5.5. МЕТОД ВАРИАЦИИ ПРОИЗВОЛЬНЫХ ПОСТОЯННЫХ

Л ем м а. Если образую т  базис (5.5) и / непреры вна на I, 
то сист ема линейных функциональных уравнений от носит ельно

имеет на I единст венное непрерывное решение vl (t), ..., vn (/).

О Определитель системы (5.14) является вронскианом базиса поэтому 
(см. теорему 4 в гл. 3) он не обращается в 0. Система (5.14) однозначно раз
решима по правилу Крамера. Коэффициенты и неоднородность / непре
рывны на /, поэтому непрерывны и vk . Щ

Правило Лагранжа. Если г|)А образую т  базис (5.5) и щ  яв
ляются первообразным и функций Vk, определенны х из (5.14), то

предст авляет  собой реш ение неоднородного уравнения (5.12).

О Последовательно вычисляем производные от х ,  учитывая, что ОиА =  
«=» vk , и используя (5.14):

(5.14)

функция

х :: =  * € Л
k

*  =  2 ^ “а;и

Dnx =  2  Dn V *  +  2 d "  \ v k =  2  D n%uk +  f
k k k

в силу

L n =  0
получаем

L „x  =  Dn*  +  an_ ,D n ' х +  . . .  +  flo* =  E  L„ (1|)A) иА +  / = /. ■
k

Заметим, что при произвольных постоянных Ck формула 

х =  V  (ы4 (() - f  Ck) $ k (()
k

доставляет полное решение уравнения (5.12).



Если функции xi0 1 ^  i ^  г, являются решениями уравнений 
L„x =  hh то функция х =  х [ +  ... +  хг очевидно разрешает урав
нение L nx - — hi~\- . . . .  h r . Поэтому построение частного решения 
уравнения СтЛ с квазиполиномом сводится к разрешению уравне
ний вида

L„z ^ Р ( ( ) е ч ‘. (5.15)

П равило Эйлера. У равнение (5 .15) имеет решение вида

z =  ~z(t):: =  K Q  (0 ev(, (5.16)

еде ст епень Q равна степени Р, п* — крат ност ь того из х ар а к 
теристических чисел V/, кот орое совпадает  с у (п* — 0 при от 
сутствии указанны х характ ерист ических чисел). Реш ение ~z м ож 
но пост роит ь м ет одом  неопределенны х коэффициентов.

<> Д ля п =  1 формула (5.16) доказана раньше (см. (3 .7), (3 .8)). Допу
стим, что (5.16) справедливо при некотором 1, и рассмотрим уравнение

L„+1z =  Р  (0  е * .

Не нарушая общности, считаем, что у ф  Vy для / <  т. Введем вспомогатель* 
ную искомую функцию (ср. ТОР для однородного СтЛ из гл. 3)

w =  (D — vm) г

и придем к уравнению

L„w =  Р  (0  е * .

По индукционному предположению это уравнение имеет частное решение

\v — w (t) — tn Q' (t) eyt, 

где степень Q' равна степени Р , п ’ =  пт — 1 , если у =  vm, и п ’ =  0 , если у ф  
ф ч т - К уравнению

Liz =  (D — vm) z =  f Q ’ it) e *

применяем формулу (3.8) при у  =  \т и у ф ч т и приходим к решению (5.16). 
Коэффициенты многочаена Q из (5.16) однозначно выражаются через коэффи
циенты Р ,  поэтому для построения г  можно применить метод неопределенных 
коэффициентов. |

В случае уравнения СтЛ с действительными квазиполиномами 
проводим обычную процедуру преобразования квазиполинома к 
стандартной действительной форме. Выделяем действительную со
ставляющую частного решения, полученного по общей схеме, и 
убеждаемся в том, что уравнение

L„х — (Р' (t) cos (tt +  Р" (t) sin (И) e°-1



имеет частное ретение вида (у =  a -f if)

х =  tn* (Q' (t) cos +  Q" (() sin pt) eaf,

где степени Q' и Q" не превосходят наибольшей из степеней Р' 
и Р". Указанное частное решение можно построить методом не
определенных коэффициентов.

5.1. Решить нулевую начальную задачу для уравнения D2x — 2Dx +  х =

5.2. Применить правило Коши для решения уравнения D2x +  х =  / в слу
чаях, когда неоднородность / равна: a) sin 2 ;̂ б) sin в) sin со̂ ; г) | sin / 1; 
д) е1; е) е* cos t.

5.3. Применить правило Лагранжа для решения уравнений 795—800 [1].
5.4. Применить правило Эйлера для решения уравнений 766; 768 ; 772— 

776; 778 [1].

5 .5. Решить задачи 818; 821; 823; 838; 844 [ 1 ], а также задачи 601; 602— 
604; 629[3].

5 .6 . Рассмотреть задачи 151;  153; 159; 160; 161 [2].
5 .7 . Доказать правило Эйлера, используя формулу (5.4).
5.8. По аналогии с упр. 1.14 построить теорию уравнений СтЛ с кусочно 

непрерывными неоднородностями.
5.9. Построить решения нулевой начальной задачи для уравнения D2x 4- 

-f- со2х =  / в случаях, когда неоднородность / равна: а) 1 (<); б) 1 (t) — 1 (t — 1);
в) 1 (() sin t; г) 1 (sin t).

5.10. По схеме упр. 1.17 установить связь между точными решениями и 
е-решениями уравнений СтЛ с непрерывной неоднородностью.

5.11. Решение х6 нулевой сингулярной начальной задачи (ср. с упр. 1.18) 
для Lnx =  / определяют по формуле

Основные упражнения

=  / в случаях, когда неоднородность f  имеет вид: а) г"; б) ~l/ t ; в) - J - ;  r) ta .

Дополнительные упражнения

t
X =  х 6 (0 =  j  ф„_1 (t — Т) б (т) di.

— ОО

Установите связь между ж6  и функцией влияния фл_ [  (0  1 (t) оператора L„. 
5.12. Пусть е >  0  и

Найти предел при е -» 0 решения задачи

D2x +  w2x =  бе (/),



6. ИССЛЕДОВАНИЕ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИИ 
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

6.1. ЛОКАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА КАНОНИЧЕСКОГО  
ОБЩЕГО РЕШЕНИЯ ЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ 

С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Рассмотрим уравнение СтЛ с непрерывной неоднородностью

L„x =  /, t e l ,  (6.1)
и соответствующее однородное уравнение

L„q> =  0 (6.2)
с базисом фь нормированным при t =  О (см. (3.14)). Фиксируем 
s 6 I- Решение (6.1) с начальными значениями

D*x | i=s =  (6.3)

обозначим x(t, g). На основании (5.13)

х (t, g) =  2  Ы к  (t — s) +  x*  (t), (6 .4)

где

x *(t)  =  j' ф„_ 1 (t — т) / (t) dx.
S

Если \k в (6.4) заменить произвольными постоянными Ck, то по 
лучим каноническое общее (полное) решение x{t, С) уравнения (6.1)

Изучение всего явления, описываемого уравнением (6.1), рас
падающегося на отдельные процессы с начальными значениями
(6.3), приводит к исследованию х  (/, |) как функции всех своих (п -)- 
-f- 1) аргументов. В соответствии с этим символ D в настоящей 
главе означает (частную) производную по t, а символ L n — обыч
ную комбинацию производных D.

Обозначим Ст (Е) множество функций х \ Е  R , имеющих на 
Е  непрерывные производные порядка т вдоль Е . В частности, 
С°(Е) означает множество непрерывных функций на Е. Положим, 
кроме того, J  =  / X R".

Теорема 1. Если x =  x (t ,  |) —  решение уравнения (6.1), то

/6 с т ( i ) = > x e c n+m(j).

<> Функция х  (t , |) представляет собой линейную форму относительно 
с квазиполиномиальными коэффициентами (t) и свободным членом х*  (см.

(6 .4)). Производные д тх!дУ £  при любом т  заведомо существуют и непрерыв

ны. Существование производных Dmx  связано с аналитическими свойствами 
функции х *. Из определения х *  следует, что

Dnx* (t) =  } ( t )  -  2  a k D V  (t), V ( g /. 
k



Если / имеет производную порядка т ,  то, последовательно дифференцируя пре
дыдущее тождество, получаем

Dn+ ' V  (0  =  Dmf  (/) — 2  a kDm+ V  ( t ) , y t £  I .
k

При непрерывной Dmf  производная Dn^ mx*  также непрерывна. Таким обра
зом, х (t, Ъ) имеет по любому аргументу непрерывные производные порядка 
п т. 3

Доказанная теорема, в частности, позволяет для приближен
ного вычисления х (t, |) в окрестности данной точки (s, с) исполь
зовать приближенные значения £.

6.2. СВОЙСТВА КАНОНИЧЕСКОГО ОБЩЕГО РЕШЕНИЯ НА ОТРЕЗКЕ

Наряду с начальным значением £ 6 # ” рассмотрим возмущен
ное начальное значение | +  т. е. точку (|0 +  А£0, ..., |л- 1 +  
+  Д с,! 1), считая, как обычно,

2

Отклонением  (друг от друга) решений х (t, £) и х (t, % +  Л£) на
зовем величину

р (t, А|):: V  | D*x (/, 1 +  А|) -  D** (t, |)|. (6.5)
k

На основании представления (6.4) величина отклонения решений 
уравнения СтЛ зависит не от расположения начального значения 
|, а от Д|, поэтому обозначение (6.5) корректно. Отметим, что 
отклонение не зависит и от неоднородности /. При изучении от
клонения решений вместо уравнения (6.1) можно рассматривать 
соответствующее однородное уравнение (6.2).

Решение x (t , Е) уравнения (6.1) называют непрерывно завися
щим от начальных значений  g на промежутке /х с= /, если для 
канонического общего решения (6.1) выполняется условие

Ve >  о, з б > о ,  v a ieRn, vteh,
|Д £|С б=*р(/, Д 1 )< е . (6.6)

Указанная непрерывная зависимость решений (6.1) означает, что 
при достаточно малых возмущениях начальных значений отклоне
ние решений на всем промежутке /х можно сделать сколь угодно 
малым (рис. 10). Если решение x (t , £) непрерывно зависит от на
чальных условий на любом компактном промежутке I x cz I, то его 
называют инт егрально непрерывным на I.

Теорема 2. П уст ь неоднородност ь f  непреры вна на п ром е
ж ут ке I. Т огда реш ения x ( t ,  Е) уравнения (6 .1 )  инт егрально н е
прерывны на I .



<> На основании теоремы об ограниченности непрерывной функции на ком
пакте квазиполиномы (рk (t — s) и (/ — s) ограничены на любом компакт
ном промежутке h  из /, т. е. существует М — М (h )  такое, что

|D^p4 ( / - s ) | < A f ,  V<€/i.

Из представления (6.4) и определения (6.5) следует, что

р (t, М )  =  2 1 ° ‘ [ 2  V -  * ) ]  | <  т иах I I <  « 2М | Д| I-

Если в качестве б взять г /п 2М , то получим

| Д Ц < 6 =*р(/ , Д 1 ) < е ,  V/6 /х,
что в силу произвольности промежутка /i и означает интегральную непрерыв
ность. И

Если промежуток I  компактен, то х  (г, |) непреры вно зависит 
от начальных значений \ на всем I. В общем случае, однако, из 
интегральной непрерывности x (t , 1) на I  не следует непрерывная 
зависимость от £ на I.

Пример 6.1 . Отклонение р для уравнения D2x — х =  0 при s =  0:

, р (/, Д|) =  -±-(| Ag„ +  A ll | в* +  | A|o -  M i  I <Tl) .

Если A*o +  A*i ф 0 ,  то p ->  -f-°o при (-*■ -+• оо, как бы ни был м ал | А 1 1. По
этому непрерывная зависимость от \ на полупрямой в данном случае не 
имеет места.



0.3. УСТОЙЧИВОСТЬ ПО ЛЯПУНОВУ

Далее считаем, что / =  [а, + оо[. Если решение (6.1) непре
рывно зависит от начальных значений £ на всей полупрямой [s, 
+  оо[, т. е.

Ve >  О, Н 6 > 0 , УД% £Rn, Y t ^ s ,

|A E|<6 =>p(t, А 1 )< в ,

то его называют устойчивым по

Рис. 11

ных решений этого уравнения. 
В подобных случаях говорят, 
что устойчиво само рассматрива
емое уравнение. 

Многочлен vn +  fln-ivn-1+
+  корнями V/ называют
ляпуновским, если действитель
ные части всех V/ неположи
тельны и все корни с нулевыми 
действительными частями явля
ются простыми. 

Критерий устойчивости для СтЛ. У равнение (6 .1) 
устойчиво в том и т олько в том случае, когда  характ ери ст и 
ческий полином оп ерат ора  L„ является ляпуновским.

О Отклонение р представляет собой линейную форму от с квазило-

линомиальными коэффициентами вида ^  Р ц  ( 0  ■ Если характеристический

полином оператора Ln ляпуновский, то каждая составляющая любого коэффи
циента ограничена при t ^ s ,  и поэтому р -> О равномерно относительно t 6  
£ [s, +  оо['при Д£ -> 0 , что и обеспечивает устойчивость решения уравнения 

с любыми начальными значениями т. е. устойчивость уравнения (6.1). Если 
же характеристический полином не ляпуновский, то уравнение (6 .2 ) имеет ли
бо решение х =- b ext cos \it, k  >  0, либо решение х =  бt cos ц?. Модули ука
занных решений неограниченно растут при t -*■ 4-со, как бы мало 6 >  0  не бы
ло, что исключает устойчивость нулевого решения уравнения (6 .2 ), а следова
тельно, устойчивость и уравнения (6 . 1). Щ

Условие устойчивости. Д ля устойчивости уравнения (6 .1 )  
необходимо, чтобы все коэффициенты оп ерат ора L n были неот ри
цательными.

О Если уравнение (6.1) устойчиво, то на основании критерия устойчиво
сти все корни характеристического полинома оператора Ln имеют неположитель
ные действительные части и поэтому характеристический полином можно пред



ставить в виде произведения действительных множ ителей вида v +  Ау- или v2 -}- 

+  2A;.v +  A;? f  p j  с неотрицательными А,-. Следовательно, все коэффициенты 
характеристического полинома, совпадающие с соответствующими коэффициен
тами оператора Ln, неотрицательны. В

Теория устойчивости дифференциальных уравнений является 
одним из фундаментальных разделов прикладной математики. Осно
воположниками этой теории являются Ляпунов и Пуанкаре. Соз
дателями современной теории устойчивости являются чл.-корр. АН 
СССР Н. Г. Четаев (1902— 1959), акад. АН БССР Н. П. Еругин 
(р. 1907), акад. АН БССР Е. А. Барбашин (1918— 1969), акад. 
АН СССР Н. Н. Красовский (р. 1924).

6.4. АСИМПТОТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ

Если решение x (t , Н) устойчиво и если, кроме того, при всех 
достаточно малых А| выполняется

р ( * ,  А £ ) - » - 0  при t - > +  о о ,

то это решение называют асимп
тотически устойчивым (рис. 
12). Для уравнений СтЛ асимп
тотическая устойчивость одно
го из решений обеспечивает 
асимптотическую устойчивость 
всех остальных решений данно
го уравнения, т. е. асимптоти
ческую устойчивость самого ура
внения.

Понятие асимптотической 
устойчивости введено также Ля
пуновым. Если устойчивость оз
начает, что достаточно малые 
возмущения Д£ начальных зна
чений £ вызывают отклонение 
решений, лежащее в заданных 

сколь угодно тесных границах, то асимптотическая устойчивость, 
кроме того, обеспечивает погашение отклонения при t -foo .

Многочлен называют гурвицевым  (по имени швейцарского ма
тематика А. Гурвица), если действительные части всех корней это
го многочлена отрицательны.

Критерий асимптотической устойчивости для СтЛ. 
Д ля асимптотической устойчивости уравнения Ст Л (6 .1 )  н еоб
ходимо и достаточно, чтобы характеристический полином опе
р ат ор а  L n был гурвицевым.



О =$ Если от противного допустить, что Ln имеет характеристическое

число v~= Я -f- ip,, Я 0, то при любом S Ф  0 решение х =  b eKt cos ц t даннс» 
го уравнения не стремится к 0  при t -> + си , и поэтому нулевое решение урав
нения (6 .2 ) не может быть асимптотически устойчивым. Следовательно, урав
нение (6 .2 ), а вместе с тем и уравнение (6 . 1) не являются асимптотически 
устойчивыми, что противоречит предпосылке теоремы.

<= Каждый гурвицев многочлен является ляпуновским, поэтому устойчи
вость уравнения (6.1) в рассматриваемом случае обеспечена. Отклонение р (t, 
Д|) составлено из квазиполиномов, каждый из которых имеет множителями

выражения вида е 1 , <  0 , поэтому р 0  при что и обеспечивает
асимптотическую устойчивость. Щ

Гурвщ ианом  для полинома v" +  -j- +  «о называют
определитель порядка п

ап- 1 1 0 0 . 0
ап-з ««-2 ап—1 1 . 0

О-п—2/1—1 в-п—2п (In—2я+1 О-п—2п+2 а 0

причем при i <  0 считают аг =  0.
Критерий Гурвица. М ногочлен является гурвицевым в том  

и только в том случае, если положит ельны все главные миноры  
гурвициана этого многочлена.

Доказательство критерия Гурвица см., например, в книге Б. П. Деми
довича «Лекции по математической теории устойчивости» (гл. 2, § 9 ) .

Если / =  ]— оо, s], то по изложенной схеме можно построить 
теорию устойчивости в отрицательном направлении. Впрочем, слу
чай устойчивости в отрицательном направлении заменой t : =  — t 
в (6.1) сводится к основному случаю.

6.S. ДВУСТОРОННЯЯ УСТОЙЧИВОСТЬ

Допустим теперь, что I  — R. Решение х =  х (t, %) уравнения
(6.1) называют двуст оронне устойчивым, если оно непрерывно за
висит от начальных значений £ на всем R, т. е.

Ve >  0, Н 6 > 0 , V t £ R ,  V A ^ iT ,  
I А?, | <  б => р (0 <  е.

Критерий двусторонней устойчивости СтЛ. Д ля дв у 
ст оронней устойчивости уравнения (6 .1 ) необходимо и дост а
точно, чтобы все характ ерист ические числа операт ора L n были 
однократ ным и и илмли нулевые действительные части.



О => При нарушении условия критерия уравнение (6 . 1) имеет либо ре
шение вида х =  cos \it, X ^  О, либо решение вида x =  6 -/cos[x^. Такие 
решения не ограничены на R , поэтому уравнение не может быть двусторонне 
устойчивым.

<= Если условие критерия выполнено, то решение уравнения (6.2) имеет
вид

г

Х =  ( A l  C0S Vi* +  8 1 s in  +  A r+ 1

(последнее слагаемое при четном п отсутствует). Отклонение р стремится к О 
равномерно относительно t £ R  при А|->-0 , поэтому нулевое решение (6 .2 ), а 
следовательно, и уравнение (6 .2 ), и уравнение (6 . 1) двусторонне устойчивы. ■

Сумму периодических функций (с различными периодами) на
зывают квазипериодической функцией. Из критерия двусторонней 
устойчивости следует, что уравнение СтЛ двусторонне устойчиво в 
том и только в том случае, если все его решения являются квази- 
периодическими функциями.

Основные упражнения

6 .1 . Решить задачи 825—830 [1].
6 .2 . Решить задачи 619—629 [3].
6 .3 . С помощью критерия Гурвица решить задачи 949—951 [3].
6 .4 . Вывести коэффициентный критерий двусторонней устойчивости для 

уравнения L4X =  0 .

Дополнительные упражнения

6 .5 .  Доказать, что производная Dx решения х  однородного уравнения СтЛ 
снова является решением данного уравнения. Оценить Dx через начальные зна
чения \k  решения х , функции базиса (pft и через коэффициенты оператора Ln.

6.6 . М одулем устойчивости нулевого решения однородного уравнения 
СтЛ с решением х (t, g) называют величину

|дс(/, ДБ)!
hm sup -------— ------ .
e-o t>s, |д5|=в I As I

Вычислить модуль устойчивости для устойчивого уравнения L2x =  0.
6 .7 .  Област ью асимптотической устойчивости G уравнения l„ x  =  0 на

зывают совокупность точек а =  (а0, fli, . . . ,  ап__{) С Rn таких, что данное урав

нение является асимптотически устойчивым. Точка а  границы G называется 
безопасной, если уравнение L nx =  0 устойчиво. Выделить в R 3 область 0  для 
уравнения L3x =  0 и найти все безопасные точки границы G.

6 .8 . Рассмотреть доказательство критерия Гурвица в книге Б. П. Деми
довича «Лекции по математической теории устойчивости».

6 .9 .  Используя критерий Гурвица, доказать критерий асимптотичеоксй 
устойчивости Льенара—Шипара для уравнения Lnx =  0:

ak >  0 , Vk

А „ _ 1 > 0 ,  Ал—3 > 0 ,  Д„_5 > 0 ,  . . . ,



где Am — главный минор порядка т  гурвициана L n. Выделить на плоскости 
R 2 =  { (а ,  (3)) область асимптотической устойчивости уравнения 

D4x +  4D3x +  a D 2x +  24Dx +  £x =  0.

6 .10 .  Решить задачи 942, 951 [3].
6 .11 .  Решение х =  х  (t) уравнения (6.1) называют устойчивым по Л аг-  

анж у, если

SUp | X (0| <  +00. 
t>s

Показать, что устойчивость по Лагранжу всех решений однородного уравнения 
СтЛ равносильна устойчивости данного уравнения в смысле Ляпунова. Иссле
довать связь между устойчивостью по Лагранжу и устойчивостью по Ляпунову 
в случае неоднородного уравнения СтЛ.

6 .12 .  Некоторое свойство уравнения (6.1) называют грубы м , если оно 
сохраняется при всех достаточно малых возмущениях коэффициентов операто
ра Ln. Показать, что асимптотическая устойчивость является грубым свойст
вом уравнения (6 .1). Исследовать на грубость остальные типы устойчивости 
уравнения СтЛ.



II. ЛИНЕЙНЫЕ ВЕКТОРНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
СО СТАЦИОНАРНЫМ ОПЕРАТОРОМ

7. РАЗРЕШЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ ВЕКТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ 
СО СТАЦИОНАРНЫМ ОПЕРАТОРОМ

7.1. ЛИНЕЙНЫЕ ВЕКТОРНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
И СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

В следующих трех главах рассматриваются векторные функ
ции x : I ^ R n и матричные функции X : / R nxn. Векторы запи
сываются в виде одностолбцовых матриц.

Равенство двух векторных функций равносильно системе п 
равенств между скалярными функциями, равенство двух матрич
ных функций равносильно системе п2 равенств между скалярными 
функциями:

x =  y * * x k = y k (1 < £ < « ) ;
Х  =  К « Х А/ =  П/ (1 < А , ;< « ) •

Производные и интеграл от векторных и матричных функций оп
ределяются покомпонентно

Dmх  =  (Dmx&) — {Dmx1, ..., Dтхп)т] \х(т)д.х =  f j'.x;ft(x)dx
$  \  S

DmX =  ( D тХ к1-У, J  X  ( t ) dt =  f f  Xkl (x) dx
's Vs

Отметим, что для постоянных вектора а  и матрицы А выполняется 

Dm(XA) =  (DmX ) А\ Dт(Ха) =  (D mX) а;

j  X  (х) adx =  j  X  (х) dxa; J  X  (х) Л dx — (' X  (х) dx^.
S  . S S

Кроме того, здесь' рассматриваются векторные и матричные комп
лекснозначные функции (^-функции)

z : / -*■ К п, z = x  +  iy,
Z : I - + K nxn, Z =  X +  iY.

Л инейное векторное уравнение . порядка т (Л В-т) и размер
ности п в основной форме имеет вид

Dmx +  /4m_iD m 'х —)— ... +  Л0х =  /, t £ /. (7.1)

Коэффициенты Ai и неоднородност ь f  представляют собой мат
ричные и векторную функции, непрерывные на I. Решением  урав



нения (7.1) назовем т  раз дифференцируемую векторную функцию 
x — x ( t ) £  R", 16 /, обращающую (7.1) в тождество. Уравнение (7.1), 
т. е. Л В -т, можно записать в операторной форме

L т х =  /, t e i ,
считая

L m :: =  Dm +  Am̂ iDm~> +  ... + Л 0.
Уравнение (7.1) порядка т  размерности п можно заменить 

уравнением ЛВ-1 размерности тп. Действительно, при п =  1 урав
нение

Dmx +  am_iD m_1x +  ...

заменой х =  хь Dx =  х2, ..., D 
систему уравнений (ЛС-1)

| Dxx =  х2,

т—1
+  а 0х =  /, t е I, 

хт переводится в линейную

Dxm_ j — хт,
Dxm +  am_ix т +  .

Если положить у : :  =  (хь  хт)Т, 
уравнению (ЛВ-1)

D y -

. + а 0х1==/.
то эта система равносильна

~  0 1 0 0 ~ 0 ~
0 0 1 0 0

У =

0 0 о  ! i 0
а 0 — «1 — а г ®m— 1

Аналогично при n >  1 уравнение (7.1) равносильно уравнению 
ЛВ-1

Dy

QtlXn gtlXn Qnxn
Qnxn Q nx n jp n x n

Qnxn Q n x n  Qnxn

— A0 — Ax — A2

QnXn
Qnxn

E nxn

— Am-1

о п
о п

У =

о п
__ f  _

где Onxn, E nxn ■— соответственно нулевая и единичная п X п-мат
рицы; Оп — нулевой п-вектор, t ^ l .  При изучении общих вопросов 
теории ЛВ ограничиваются рассмотрением ЛВ-1, переводя послед
ние в нормальную форму

Dx =  Лх +  /, А =  Ы ,  / =  (/*), x t R n, t e i . (7 .2)



Уравнение (7.2) равносильно системе уравнений ЛС-1 в нормаль
ной форме

Dx* =  2  akjXj +  fk> 1 6 1- (7 3)
/

Наряду с действительным уравнением (7.2) целесообразно рассмот
реть и комплекснозначное линейное векторное уравнение

Dz —Сг +  h, С =  А +  iB , h — f-\ -ig , г  — х +  iy, t £ l ,  (7.4)
решениями которого являются дифференцируемые векторные к-функ- 
ции z =  г ( t )  =  х ( t )  -f- iy ( t ) ,  обращающие на / уравнение (7.4) в 
тождество. Разрешение уравнения (7.4) равносильно разрешению 
действительного уравнения JIB-1 удвоенной размерности

+  - « ) iy 

Уравнения (7.2) и (7.4) назовем уравнениями J1B со ст ационар
ным операт ором  (кратко СтЛВ), если коэффициенты соответству
ющих операторов, т. е. матрицы А и С, постоянны. Уравнениям 
СтЛВ отвечают линейные системы дифференциальных уравнений с 
постоянными коэффициентами СтЛС. В главах 7—9 рассматри
ваются лишь Л В или ЛС со стационарными операторами.

7.2. СПЕЦИАЛЬНЫЕ СтЛВ

Уравнение (7.4) называют диагональным, если матрица С 
имеет диагональный вид. Диагональное уравнение (7.4) равносиль
но линейной системе с постоянными коэффициентами вида

Dz* =  Ckk?k ~f~ fkt  ̂ с I •
Каждое из уравнений, составляющих эту систему, независимо от 
остальных и решается самостоятельно по формуле (3.6).

Уравнение (7.4) называют треугольным, точнее нижним т р е
угольным , если матрица С нижняя треугольная, т. е. все элемен
ты С, расположенные над главной диагональю, равны 0. Треуголь
ное уравнение равносильно системе СтЛС вида

Dzfc =  CftiZi +  ... +  Ckkt-k ft-ь ^6^- (7.5)
TOP для треугольного CmJIB. Н ачальная задача для  т ре

угольного уравнения Ст ЛВ
Dz =  Cz +  h, t £ l \  z|*=, =  £ (7.6)

при любых s £  I , £ ,£ К п однозначно разреш им а на I . П ост роение
реш ения сводит ся к последоват ельном у разреш ению уравнений  
СтЛ-1.

<> Первая составляющая г\ — Zi (t) к-решения задачи (7.6) однозначно 
определяется из условий

Dzi =  Cnzi +  h i, t i l ;  zi |f=s =



t
(0 :: =  £i«c‘l(* s> +  J hi (x) eCu(< '>dT.

s

Подставляя найденное значение zi во второе уравнение соответствующей систе
мы (7.5) и учитывая начальные условия для z2, получаем начальную задачу

D z,. =  сгггг +  +  c2l h i  (т) e c'l(t~ z) d т j  j , t € /; z2 1 f=s =  £».

Определим z3 =  z« (/) и подставим эту функцию в третье уравнение системы
(7.5). Получим уравнение С тЛ -l для нахождения 73. Продолжаем описанный 
процесс и последовательно строим все составляющие zk (t) решения z= (z i (t), . . . ,

гп (0 )т задачи (7.6), причем каждая составляющая определяется однозначно. |

Если в задаче (7.6) величины £* считать произвольными комп
лексными постоянными, то построенное решение доставит комплекс
нозначное полное решение треугольного уравнения СтЛВ (7.4). От
метим, что полученное полное решение представляет собой линей
ную функцию от произвольных постоянных.

7.3. РАЗРЕШЕНИЕ СтЛВ

ТОР для СтЛВ - Пусть вект орная функция / непрерывна  
н а 1. Т огда начальная задача

Dx =  4 x  +  /, t e l ;  x\t=s =  l  (7.7)

при любых s £ l  и %(zRn однозначно разреш им а н а  I.

О Обозначим J  нормальную жорданову форму матрицы А, А =  S J S ~ l . 
Произведем в задаче (7.7) равносильную замену искомой векторной функции 
w =  S ~ lx. Получим задачу

Dw =  /w +  S ~ lf ,  t i  1; w | <=s =  S - 'g .  (7.8)

На основании TOP для треугольного СтЛВ задача (/.8 ) однозначно разрешима 
и vi =  w (t) , t £ l .  Обратное преобразование х =  Sw переводит fe-решение зада
чи (7.8) в 6 -решение х  (t) +  iy (t) задачи (7.7). Все заданные величины в за
даче (7.7) действительны, поэтому функция у  оказывается решением нулевой 
начальной задачи для однородного СтЛВ и, следовательно, y ( t )  =  0, V t £ l ,  
т. е. построенное 6 -решение задачи (7.7) является действительным. |

Если в качестве | использовать произвольный постоянный век
тор С  размерности п, то построенное выше решение задачи (7.7) 
доставит общее (полное) решение рассматриваемого уравнения СтЛВ.

7.4. СВЕДЕНИЕ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ К СОВОКУПНОСТИ НЕЗАВИСИМЫХ
УРАВНЕНИЙ

В начале настоящей главы отмечалось теоретическое значение 
сведения векторного уравнения любого порядка к системе скаляр
ных уравнений первого порядка. Практическое значение имеет об



ратная процедура — сведение системы к совокупности независимы х 
скалярных уравнений. Опишем эту процедуру.

Допустим, что неоднородности f k системы (7.3) имеют непре
рывные производные достаточно высокого порядка (заведомо до
статочно существования непрерывных производных D " '1/*)- Если 
система (7.3) диагональная, то она распадается на совокупность п 
независимых СтЛ-1, т. е. имеет требуемый вид. Если же система
(7.3) недиагональная, то, не нарушая общности, считаем а\пф О . 
Первое уравнение системы (7.3) заменим соотношением

Х„ = - J - ( D x 1 — ЯцХ! — ... — Щп-iX n - i— fi). (7.9)
i/i

Полученное значение х„ подставим в остальные уравнения системы
(7.3). Приводим образовавшуюся систему СтЛС к нормальной фор
ме, т. е. выражаем D2xb Dx2, ..., Dx„_i через Dxb xlt x2, ..., x„_i. 
Если новая система состоит из независимых СтЛ, то сведение за
вершено. В противном случае выражаем, скажем, искомую функцию 
хп- 1  через D2x ,, Dxb хъ х2, ..., х„_2 и повторяем уже описанные 
подстановки. В результате система (7.3) оказывается замененной 
совокупностью г независимых СтЛ суммарного порядка п относи
тельно искомых функций хь  х2, ..., хг и совокупностью соотноше
ний вида (7.9). Интегрируя независимые СтЛ, находим выражения 
для хъ х2, ..., хг, содержащие в общей сложности п произвольных 
постоянных. Затем из соотношений вида (7.9) непосредственно оп
ределяем остальные п — г искомых функций, причем в этом случае 
новых произвольных постоянных уже не появляется.

7.5. ОДНОРОДНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ ВЕКТОРНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Наряду с уравнением (7.2) рассмотрим соответствующее одно
родное уравнение

Dx =  Л (t) х, t e l .  (7.10)
Все решения (7.2) можно получить, если ко всем решениям (7.10) 
прибавить некоторое частное решение (7.2). Совокупность решений 
x tu, т. е. решений x ik, ■■■, xnk при k — \, ..., ti, уравнения (7.10) 
назовем базисом, если линейная комбинация х гк с произвольными 
постоянными коэффициентами образует полное решение (7.10).

Уравнение (7.10) тесно связано с однородным матричным ли
нейным уравнением (ЛМ)

DX =  A (t) X , t £ l ,  (7.11)
решениями которого называют квадратные матричные функции X =
=  X(t) ,  t (: I,  размерности п, обращающие (7.11) в тождество на
I. Функция X  является решением (7.11) в том и только том слу
чае, если любой столбец x tk этой матричной функции является ре
шением векторного уравнения (7.10). Если X  —  решение (7.11), то 
при любом g £ Rn векторная функция ,Y£, t 6 1, оказывается реше
нием (7.10).



Решение X  уравнения (7.11) назовем базисным, если его опре
делитель det X  (t) отличен от 0 на /. Если X  — базисное решение
(7.11), то матричная функция X ( f ) X _I(s )S  является решением на
чальной задачи

DX =  A( t )X,  t £ l ;  Х|/=* =  Е, 
а векторная функция X  (t) Х ~ ! (s) | — решением начальной задачи 

Dx =  А (0 х, t £  /; х | <=s =  I.
Если продифференцировать det X  (t) по строкам, а затем пре

образовать полученное выражение по схеме, использованной при 
доказательстве леммы (3.16), то придем к матричному аналогу фор
мулы Лиувилля

t
j1 t r  А  ( т )  dx

det X  (t) =  det X  (s) e s ■ (7.12)
Из формулы (7.12) следует, что решение X  оказывается базисным 
уже в том случае, когда его определитель отличен от 0 хотя бы 
при одном значении t из I.

Любая начальная задача для однородного ЛМ со стационар
ным оператором, т. е. с постоянной матрицей А:

DX =  AX, t e R ;  X|*=s =  S  (7.13)
однозначно разрешима на / основании ТОР для СтЛВ. Если мат
рица S  неособенная, то решение X  задачи (7.13) является базисным. 
Формула Лиувилля для СтЛМ имеет вид

det X  (t) =  det X  (s) e(<~s) tr A.

7.6. ПРАВИЛО ЭЙЛЕРА РАЗРЕШЕНИЯ ОДНОРОДНЫХ СИСТЕМ СтЛС

Разрешение однородных систем СтЛС сводится к построению 
решений однородных уравнений СтЛ. Среди решений системы СтЛС 
имеются решения вида х =  b e где b — постоянный вектор. Эти 
решения можно найти по правилу Эйлера. Для этого подставляем 
указанное выражение для х с неопределенными составляющими 
вектора b и неопределенным показателем v в исходное уравнение 
Dx =  Ах. После преобразований получим

(A — vE) 6 =  0,
что возможно при b ф  0 тогда и только тогда, когда v является 
характеристическим числом матрицы А , а b — собственным векто
ром А, отвечающим этому характеристическому числу. Если все 
элементарные делители матрицы А простые, то получим систему 
линейно независимых собственных векторов bk- Матрица X , состав
ленная из векторов Ьке'к‘, является базисным решением матричного 
уравнения DX =  А Х , так как det X  (0) Ф  0. Следовательно, х =  
=  X  (t) I  с произвольным постоянным вектором | образует полное



решение уравнения Dx =  Ах. Если же характеристическому числу 
v матрицы А отвечает элементарный делитель кратности т  >  1, 
то, кроме решения вида х =  b e 4 , в базис уравнения Dx =  Лх сле
дует включить решения вида х =  b[tle'4, 1 ^  / <  т.

Основные упражнения

7.1.  Построить базисы простейших векторных уравнений: a) D x = j ^ j ;

б ) D 3 z = .  ( l u ) .

7.2 . Построить общие решения специальных векторных уравнений: a) Dz =

=  ( J _ 0 ) z ; 6 ) D 2z = ( 1 t i 1 - « Ь
7.3 . С помощью сведения системы к независимым уравнениям решить за

дачи 1117— 1119, 1121— 1128 [1].
7 .4 . Решить по правилу Эйлера задачи 1133— 1142, 1149, 1150 [1].

Дополнительные упражнения

7 .5 . Решить начальную задачу для простейшего векторного уравнения

7.6 . Решить задачи 1129— 1132, 1144,  1145,  1220— 1227 [ 1 ], а также за
дачи 820—825, 851—866(2].

7 .7 . Показать, что если x =  x ( t ) — решение уравнения Dx — Ах, то: а) 
у {I) : : — Ътх (t) также является решением того же уравнения; б) у =  Dlx (t) 
является решением уравнения СтЛВ: D?y =  А 1 у.

7 .8 . Пусть векторная функция / имеет непрерывные производные поряд
ка п. Обозначим через M k матрицу, составленную из строк с номером k  мат
риц А, А2, . . . ,  А п. Показать, что при

max rank М ь =  rank М ь =  п
k

решение уравнения Dx =  Ах +  / сводится к разрешению уравнения относитель
но хАо и к выражению остальных составляющих решения через х ^ .

7 .9 . Показать, что если X =  X  (t) — базисное решение матричного уравне
ния DX =  Л Х, то X  (t) Х ~ 1 (s) =  X  (t — s ) .

7 .10 . Показать, что произведение решения уравнения СтЛМ DX =  ЛХ 
на решение сопряженного уравнения СтЛМ DY =  —Y Л является постоянной 
матрицей.

8. ЭКСПОНЕНТНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ 
ВЕКТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ СО СТАЦИОНАРНЫМ ОПЕРАТОРОМ

8.1. ЭКСПОНЕНТА МАТРИЦЫ

В качестве норм вектора х 6  R n и матрицы A £ R nXn используем октаэд
рические нормы

И * 1 ! - : = 2 Ы -  M l l : :  =  m ax 2 |fll.,| .
к k i



Норма вектора подчинена норме матрицы, т. е.
|| А || =  шах || Ах ||

II х || =1
(см., например, книгу В . И. Крылова, В. В. Бобкова, П. И. Монастырного 
«Вычислительные методы высшей математики» (Мн. ,  Выш. школа, 1972, т. 1, 
с. 105— 112)).

Л ем м а .

II Ат || <  I! А || т, 0. (8Л)
О При т =  0 соотношение (8.1) тривиально. Если (8.1) справедливо при 

некотором т > 0 , то при || х || =  1 на основании свойства подчиненности

|| Лт + !х || =  | i А (Л «х) || <  || А || • ||Лт х ||< || Л || • || Ат || <  || Л ||«+>,

и поэтому I U m+> | | < IU llm+ ‘ , что доказывает по индукции (8 . 1) для всех 
т . Я

Матричный ряд У, А т сходится к матрице S, если

lim
N-»-co

Из неравенств

2 A » - S
т~ 0 1 ik

N
± A m~ S
m—О

N

У. ^mik ‘ 
m=О

>ik

о.

N  

m=0
следует, что если матричным ряд сходится, то одновременно схо
дятся все последовательности, составленные из соответствующих

N
элементов частных сумм ^  Ат- Справедливо и обратное.

т~0
Для сходимости ряда V  Ат необходимо и достаточно выпол

нение условия Коши:
Y e > 0  3  Ne Vp

V-+P
Ne 2  А*

поэтому из сходимости числовой мажоранты У\ат, 
вытекает сходимость матричного ряда ^ Ат. 

Матричный ряд

^  ’ -А'п
т\

т>0
имеет сходящуюся числовую мажоранту (см. (8.1))

т=О
ml

и поэтому сходится при всех А 6 R • Сумму этого матричного
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ряда называют экспонент ой матрицы А и обозначают еА или ехр А . 
По той же формуле определяют экспоненту комплексной матрицы 
А. Абсолютная сходимость рядов для экспонент позволяет почлен
но перемножать такие ряды, с учетом, однако, порядка сомножи
телей в матричных произведениях. Если матрицы А и В  переста
новочны, то для вычисления (A -j- В)т можно использовать форму
лу Ньютона степени бинома

т
(А +  В )т =  V  С;пАт~'‘В'1.

!i.=0
Следовательно, 

АВ =  ВА  =?- еА+в  =  еА • ев — евеА.

Л ем м а.
DeAt =  AeA/f t £ R .  (8.2)

О Функциональный степенной матричный ряд — Amtm, а также ряд,

полученный из указанного функционального ряда почленным дифференцирова
нием по t, локально равномерно сходится на R, поэтому допустимо почленное 
дифференцирование

^ s л” - л<л'
т=0 т=1

что и доказывает формулу (8 . 2 ). |

8.2. РАЗРЕШЕНИЕ ОДНОРОДНОГО СтЛВ

Теорема 1. Н ачальная задач а
Dx =  Лх, t £ R\ x|,=s =  | (8.3)

однозначно разреш им а н а  R:

х =  х (t) :: =  е А ^~s)|. (8.4)

О Из формулы (8.2) следует, что при любом фиксированном s из R

D eM t-s ) „  — i —  е А  ( t - s ) . A S L z lL  =  А . еА u - s ) t 
d (t — s) dt

поэтому X =  X  (t) ::  =  e A является решением уравнения DX =  AX. Р е 
шение X  базисное, так как det X  (s) =  det E — 1. Таким образом, векторная
функция (8.4) разрешает СтЛВ Dx =  Лх и, кроме того, при / = s  удовлетво
ряет начальным условиям (8 .3), так как

=  *(*) =  (/~ s> | <=Д =  £6 =  S'

На основании ТОР для СтЛВ других решений задача (8.3) не имеет. ■



Базисное решение X =  X(t)  уравнения JIM  DX =  Л (<)X , нор
мированное при t — s, т. е. X ( s ) = E ,  называют мат рицант ом  
данного уравнения (или матрицантом A (t)). Матрицант обозначают
t
Q А (т) dx. Из доказательства теоремы 1 следует выражение матри-

S

цанта постоянной матрицы А через экспоненту

£ Ш т  =  еА (<“ 0.
S

Если вектор \ в формуле (8.4) заменить произвольным постоянным 
вектором С, то полученное соотношение задаст общее решение 
уравнения Dx =  Лх. Столбцы матрицанта образуют базис уравне
ния, нормированный при t =  s.

8.3. РАЗРЕШЕНИЕ НЕОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ СтЛВ 
ПО ПРАВИЛУ КОШИ

Неоднородное уравнение СтЛВ

Dx =  Лх +  / 
можно записать в операторной форме:

Lx =  /, L :: =  D — А.

Л ем м а.
Lx =  eAtD (e~Aix). (8.5)

Доказательство проводится по схеме доказательства леммы (3 .4 ).

Теорема 2. Пуст ь f  непрерывна на  /. Тогда начальная за 
дача

Lх =  /, 16 /; х | <=s =  I  (8.6)
однозначно разреш им а на I

х =  х ( t ) :: =  е А (*-s>£ -f- [ е А ^~т>/ (т) dr. (8.7)

О Задача (8 .6 ) на основании леммы (8.5) равносильна задаче 

D ( e ~ Aix) =  e ~ Alf  (t), х | <=s =  % 

для простейшего уравнения Л В, и поэтому
t

е ~ А,х =  e-A s| - f  f e ~ A' f  (т) dr, 
s

откуда и следует (8.7). |

Выражение exp A ( t — т) называют матричной функцией Коши



или матрицей Коши  оператора L. Матрица Коши совпадает с мат- 

рицаптом Q A h^. Формула (8.7) выражает правило Коши разреше-
Т

ния задачи (8.6).

8.4. РАЗРЕШЕНИЕ НЕОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ СтЛВ 

ПО ПРАВИЛУ ЛАГРАНЖА

Частное решение неоднородного уравнения СтЛВ

L х =  / , /6 / (8.8)
можно построить по правилу Л агран ж а, используя метод вариации 
произвольных постоянных. В этом случае решение (8.8) разыски
вается в виде

х =  х * (t) =  eA
где и — вспомогательная неизвестная векторная функция. После 
подстановки х *  и очевидных преобразований получаем простейшее 
векторное уравнение для и, из которого и определяем какое-ни
будь частное значение и. Общее решение уравнения (8.8) имеет вид

х  _  е А  ( t - s )  ( ц  Q '

где С  — произвольный постоянный вектор (см. гл. 5).

8.5. ВЫЧИСЛЕНИЕ ЭКСПОНЕНТЫ

Непосредственное вычисление экспоненты матрицы на основе 
ее определения в виде матричного ряда оказывается возможным 
лишь в некоторых частных случаях. Важнейшим из них является 
случай, когда матрица имеет нормальную жорданову форму. При 
вычислении экспоненты в общем случае используют возможность 
приведения матрицы к нормальной жордановой форме.

Пусть Jd  (v) — элементарная жорданова клетка размерности d
V 0 . . о-
1 V . 0

Jd(y)  ■■ = 0 1 . . 0

_о о ! v_

Расширим определение биномиального коэффициента j :

/т \ __ т\
V& / k\ (т  — 6)1

(tn

- ,  k ^ m ,  k ^ O ,  m ^ O ,

положив j  =  0 для k  >  tn. Тогда при всех неотрицательных 

целых k,  т  выполняется формула (известная в анализе для k  ^  т)

Ч ^ Н Т ) '  (8-9>



Лемма.

J7 (v )  =

т
11

tr
2

v m-

О
Vn

о
о

(8.10)

/  m  \ m- d + \  [  m  \  ytn—d j- 2  v"
U - l )  U ~ 2 j

Доказательство проводится по индукции с использованием (8.9). 

Теорема 3. Пусть А =  SJS~\ где
J  =  (Jdl {'Vl)i Jdr (vr))•

Тогда

где
e At  =  s{eJd' lv')t, .... (8.11)
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В частности, при непарно различных характеристических чис
лах матрицы А справедливо соотношение

g1tt 0 . 0 “
0 e *** . 0
• • *

, , S

0 o ! e ‘n̂

8.6. ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ СтЛВ

Если воспользоваться определением экспоненты, то из форму
лы (8.4) получим степенное представление решения задачи (8.3):

Частная сумма экспонентного ряда приводит к приближенному ре
шению задачи (8.3):



( t - s ) "
m\ -Am £.

m=0

Отметим, что при построении приближенного решения над элемен
тами матрицы коэффициентов производятся лишь действия сложе
ния и умножения.

Оценим погрешность приближенного решения х  ̂(/) задачи (8.3) 
на промежутке / =  [s — a, s +  а ] :

| X». ( t )  — еА |
, ц + 1

т\ ■ А тЪ

<11511 ( ir W r ,MI|!1+Ie'|AII' “
Следовательно, на 1 приближенное решение Стремится к точному

(<% (I А |[решению при ц оо со скоростью М - /- р —, где М —постоян
ное.

(ц + 1 )  1 

Основные упражнения

8.1. Используя экспонентное представление решения уравнения СтЛВ, 
найти общие решения однородных уравнений:

а ) Ш = (  J °)х;
О

в) Dx =  I О О 
i0 О

О I х; г) Dx =

Д) Dx

и решить начальные задачи

1 0 0\
— 1 1 2 х; е) Dx =

3 0 1.

0 1\-
—1 o j - ’
г—\ 0 °\1 —1 0v о 0 2/
Г\ 0 1\
0 1 1 х

vl —1 1)

2 1 1\
ж) Dx =  I — 1 2 2 х;

1 0  0/
I —5 _ б \

7 6 х;
-5

з) Dx =  ( —2

и) Dx =  4 
\6

4 —4\
5 —4 х;
6 —5

4 = 2  =  [ « 

х|,=0 = ( о ) :

xl;=-i

8.2. Решить по правилу Коши задачи 

1 О О
Dx = 1 2 ) х +  / (0, х|/=0 =  5

О 1/



в случаях:

а) НО =  ( К 0 .  О, 0)т; | =  (О, О, 1)т ;
б) f  (0  =  (0, e ~ 3t, 1)т; 1 =  (1, 1, 0 )т;
в) f  (0  =  (е1, 0, ef)T: £ =  (0, 2, 0)т.
8 .3 . Используя правило Коши, построить общие решения уравнения

[  О 1 0\
Dx =  — 1 0 0 х +  /(О

\ 1 о О/
в случаях:

а) / (0  =  (0, е*. 0 )т ; б) f  (t) =  (cos i,  sin t, 1)T.
8 .4 . С помощью метода Лагранжа найти общие решения уравнений:

■>”* - ( - !  Й * + (!!= 2 ? Я :
/ I 0 0\ / t e ‘ \

б) Dx =  — 1 1 2 х +  Ре*  ;
\ 3 0 1 / \ Р е*>
/3 1 — 1\ ( e 2t cos t

в) Dx =  0 2 0 х +  I e 2t sin t
\1 1 1/
/ 3 — 1 1\ /е2Л

г) Dx =  1 — 1 5 _ l  j x +  I e5<

8 .5 . Найти приближенное решение вида 

x =  J t ( 0  +  o ((/ — I )3)
начальной задачи

Dx = I —2 —1 0 1 Iх’ ХЬ=Г

Дополнительные упражнения

8 .6 . Построить уравнения СтЛВ по условиям 1207— 1212 [1].
8 .7 . Построить общие решения уравнений СтЛВ 1220— 1240(1].

8 .8 . Не вычисляя ехрЛ, найти detQyldT для уравнений:

/ 0 2 —7\
а) Dx == 123 —5 — 11 х, s — — 1;

\ 13 7 19/

б) Dx =  ( g ‘ х , s =  s0.

8 .9 . Доказать, что выполнение соотношения при всех t £ R
e{ A + B ) t  =  e At  . gBt

равносильно перестановочности матриц А и В.
8 .10 . Показать, что

e<A+eBM =  e Af +  e \еА ( * - - ) В е А'&т +  о ( ъ г), t £ [ a ,  Ь].
о



8.11. Доказать, что начальная задача для СтЛМ

DX =  y3X +  X S , X|,= S = E  

однозначно разрешима в виде

Х =  еА ^ Z e B «~ sh

8.12. Найти приближенное решение X  начальной задачи

/ 0 1  2\
DX =  —2 О I X , Х|/_, == Е

V 2 3 - 1 /

такое, что X =  X  (t) +  0,01, | 1 1 <1 0,25.
8.13. Обозначим Д (v) характеристический многочлен матрицы А:

Д (v):: =  det (А — v £ ).

Доказать формулу Кэли — Гамильтона

Д (А) =  СГп

и с ее помощью установить, что

т —0

где p m (t) — скалярные квазиполиномы.
8.14. Уточняя предыдущий результат, показать, что для матрицы А с 

минимальным многочленом

<7 (v) =  П  (v — vk)db
k=l

выполняется

а* - 1 tl 4htoAt _
k=l 1=0

где B kl — постоянные матрицы. Использовать это представление для разреше
ния однородных уравнений СтЛВ методом неопределенных коэффициентов (мат
ричный аналог правила Эйлера).

8.15. Распространить правило Эйлера на уравнение СтЛВ с квазиполино- 
миальными неоднородностями.

8.16. Пусть характеристические числа vk матрицы А попарно различны. 
Доказать, что в этом случае справедлива формула Сильвестра

=  Y 1  (Л — vt£ )  . . .  ( Л - у ^ Н Л - у ^ Е )  . . .  ( Л - У „ Е )

2 U  ( v/e Vl )  ( v fe — v f e - l )  (V& — V*+ l) -  (v * - v b ) 
k=l

8 .17 . Распространить правило Эйлера на уравнения СтЛВ в основной 
форме

Dmx +  +  . . .  + A 0x = f ,  x £ R "  t £ l

с квазиполиномиальной неоднородностью f.
8.18. Решить задачи 813—845 [3].



9. ИССЛЕДОВАНИЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИИ 
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

9.1. ИНТЕГРАЛЫ УРАВНЕНИЯ СтЛВ

Рассмотрим векторную функцию -ф : / — и скалярную фун
кцию g : I - + R .  Построим линейную форму относительно х:

l x :: = ^ т х - f g =  234>*xft- f  /, х € / ?« .
k

Допустим, что форма 1х невырожденная, т.е. ^ отлично от тож
дественного нулевого вектора на I. Форму 1х назовем предын- 
т егралом  (или первым инт егралом ) уравнения СтЛВ

Dx =  Ах —j— /, t £ I ,  (9.1)
если она сохраняет постоянное злачение вдоль любого решения 
х =  x(t):

Dx(t) — Ax(t) +  f(t), V/£ / о  1 x(t) =  const, /.

Если г|з — постоянная (ненулевая) векторная функция, то предын- 
теграл 1х назовем стационарным.

Допустим, что 1х — предынтеграл уравнения (9.1). Возьмем 
решение х =  x(t), x(s) =  g. График этого решения в Rn+l =  {(/, х)} 
при всех t£  I  обязан лежать на поверхности П (рис. 13):

'Г  (Ох +  g(t) =  Г  (s)E +  g(s).

Если lx — стационарный интеграл однородного уравнения
(9.1), то поверхность П представляет собой гиперплоскость в Дп+', 
параллельную оси t — О (рис. 14).

Совокупность предынтегралов

1,- х =  ^]х +  gi =  У  tyikxk + g t  , t £  I, 1 <  i <  n
k



назовем инт егралом уравнения  (9.1), если при некоторых посто
янных система соотношений

h  х =  Ь  (9.2)

определяет решение x — x(t), tZ /, данного уравнения. В тех слу
чаях, когда система (9.2) определяет решение уравнения (9.1) при 
любых постоянных \{ =  С{ из некоторого множества 
(Cl t ... ,Сп )£  Г cr R n , совокупность предынтегралов 1г х назовем 
общим инт егралом  данного уравнения. Общий интеграл, достав
ляющий все решения уравнения (9.1), назовем полным.

Пусть — матрица со столбцами % , g — вектор (одностолб
цовая матрица) с составляющими gi . Система (9.2) равносильна 
векторному соотношению

r x  +  g = r t , t £ l , H R " .  (9.3)

Соотношение (9.3) разрешимо на / при любых £ 6 Rn лишь в слу
чае

det i|) (0) =^0, /. (9.4)

С другой стороны, если матрица ty(t) невырожденная при всех 
t £  I,  то уравнение (9.3) разрешимо и притом однозначно на /:

х =  x (t ) :: =  (г|)т (/))-'? — (Ц>т g{t). (9.5)

Если s — фиксированная точка I ,  то при выполнении (9.4) соотно
шение (9.3) равносильно соотношению

(i|)T (s))-1 (фт х +  g  — g{s)) =  (г|)т (s ))-1 (| — g-(s)),

что позволяет дальше, не нарушая общности, рассматривать лишь 
общие (полные) интегралы, нормированные при t — s, т.е. считать

Ws) =  Е , g (s) =  0.

Таким образом, совокупность предынтегралов 1,- х является нор
мированным общим интегралом уравнения (9.1) в том и только 
том случае, когда

det яр Ц )ф  0, Y t £ l ;  ip(s) =  Е, g(s) =  0.

9.2. СОПРЯЖЕННЫЕ МАТРИЧНЫЕ УРАВНЕНИЯ СтЛ

Наряду с уравнением (9.1) рассмотрим соответствующее одно
родное уравнение СтЛМ

ЭФ =  АФ

и сопряж енное матричное уравнение
Di|> п= — Ат у . (9.6)

Т е о р е м а . Совокупност ь линейных форм  1,- х образует  пол
ный инт еграл уравнения (9.1), нормированный при t =  s, в том



и т олько в том случае, когда  матрица i|), образованная  из 
ст рок  % ,  является базисным решением уравнения (9 .6 ) и

S

О => Если формы 1(-х  образуют полный интеграл, то формула (9.5) при 
произвольном | доставляет полное решение уравнения (9.1) и поэтому на осно
вании (8.7)

( фт W ) _ 1 5 —  ( фт ( / ) ) ~  1 g( t )  = e A <<- s> | +  j '  e M t - - )  д х )(1т.
S

Последнее соотношение выполняется тождественно по £ и t* Поэтому

(фт (t ))~ l =  e M t- s\ ( фт ( 0  ) - '  g(t) =  -  J  e AV ~t)  f ( t )d t
S

И Л И

ф(/) =  e~ AT<i_ s) 0  D-ф =  — AT ф, -vjj(s) =  E,  
t t

g( t )  =  —  фт (/) J  e A{ t~ x) f {%)dT =  — J  e A V-~-) f ( T) dr  =  
s s

t
=  — j  e A(s“ T) /(T)dx. 

s

<= Если ф — базисное решение (9.6) и \|j(s) =  Е,  то 

ф( )̂ =  e ~ AT^ ~ s\ фт (t) =

Di|)T (0  =  — e ~ Ai't- s'> А — — фт (t)A.

Для любого решения \ =  x ( t ) ,  x(s) =  |, уравнения (9.1) выполняется 
t

D (фт (t)x(t) — j  eA(s_T> /(t)dx) =  — фт (t) Ax(t) +  фт (t) (Ax (i) -f
S

+  /(/)) f it )  =  фт it)fit)  -  е А^ )  f(t) =  О, V/ € /,

т.е. форма I j- x =  ф1- x +  g t является предынтегралом (9 .1), а совокупность 
форм 1гх на основании (9.4) дает полный интеграл уравнения (9 .1), норми
рованный при t — s. Ш

9.3. ПРАВИЛО ДАЛАМБЕРА РАЗРЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ СтЛВ

Разрешение уравнения равносильно построению полного интег
рала этого уравнения. Один из способов построения полного ин
теграла указывает правило Д алам бера.

Для простоты изложения предположим, что матрица Лт имеет 
п попарно различных действительных характеристических чисел 
hi . Для каждого характеристического числа определим собст
венный вектор а ,■ :

a  Ti A = X , a l .  (9.7)



Следствием векторного уравнения (9.1) является скалярное урав
нение

D (ocjx) =  а ]  Ах +  а ]  /, 

равносильное на основании (9.7) уравнению

D (a jx) =  Xi ( a j  х) a j  f .

Из этого уравнения находим (см. (3.6))

' «г х =-■= e l {t~s) a ]  I  +  J  eXi U_T) a ]  /(x)dx
S

ИЛИ

ё~1‘ (<~s) a ]  x — j' e (s~") a j  /(x)dt =  const,
S

т.е. форма 1,- x, определяемая левой частью последнего соотноше
ния, является предынтегралом уравнения (9.1).

Собственные вектора осг- линейно независимы, поэтому матрица 
■ф, составленная из столбцов вида ё~1‘ </-s) а ] , невырожденная. 
Следовательно, предынтегралы 1 г х составляют полный интеграл
(9.1).

9.4. УСТОЙЧИВОСТЬ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ СтЛВ

Рассмотрим уравнение (9.1) на промежутке ]  =  [s,b\. Допус
тим по-прежнему, что / непрерывна на /. Обозначим x(t, £) реше
ние уравнения (9.1) с начальным условием

х|/=5 =  Ь

Зависимость решения x(t ,  £) векторного уравнения (9.1) от началь
ного значения £ изучается по той же схеме, как и зависимость 
решения скалярного уравнения (см. гл. 6).

О т клонение реш ения, вызванное возмущением АН начального 
значения определяется по формуле

р (/, АН) =  || x ( t , l  +  A l ) - x ( t , l )  || .

На основании (8.7)
р (t, &t) =  'II e Mt~s)h l  il .

Решение x(t, |) интегрально непрерывно на /. Если- b — +  оо, то 
вводятся понятия устойчивости и асимптотической устойчивости. 
Для асимптотической устойчивости (9.1) необходимо и достаточно, 
чтобы действительные части всех характеристических чисел мат
рицы А были отрицательными, т.е. необходимо и достаточно, 
чтобы характеристический многочлен матрицы А был гурвицевым.



Неоднородность f  не влияет на характер устойчивости урав
нения (9.1). Дальше при исследовании на устойчивость уравнение
(9.1) заменяем на соответствующее однородное уравнение

Dx =  Лх. (9.8)

9.5. ФОРМА ЛЯПУНОВА

Положительно определенную квадратичную форму i»(x) =  
=  хт Qx с симметрической матрицей Q назовем формой Л япунова  
для однородного уравнения (9.8), если квадратичная форма

v (х) =  хт (Лт Q +  фЛ) х
отрицательно определена. Произвольная положительно определен
ная квадратичная форма и(х) позволяет задать норму вектора

IxIq " =  V  Ф )  •
В частности, при Q — E  получаем евклидову норму |х|:: =  |х|е. 
Норму |x|q будем использовать наряду с октаэдрической нормой 
|| х || . Из определения норм || х || и |x|q следует, что

0 <  min | х| о<  max |X|Q <  л_ оо 
|| х || =  1 ^  || х || =  1 14 ^

0 <  min || х  || ^  max ц  х  || <  +  оо, 
lx l q  »  1 Ix ' q  =  1

и поэтому существуют постоянные a = a ( Q ) > 0  и р =  |3(Q) >  О, 
для которых при х ф О :

О <  a  |x|q <  || х || <  р |x|q , 0 <  -^ - || х || <  |x|0 <  —  || х || .
р a

В  определении устойчивости и асимптотической устойчивости от
клонение решений уравнения (9.1), а следовательно, и соответст
вующего однородного уравнения (9.8), вычисленное на основании 
нормы II х || , может быть заменено отклонением, построенным по 
любой из норм |x|q .

Крит ерий асимптотической устойчивости. Д ля асимп
тотической устойчивости решений (9 .8) необходимо и дост ат оч
н о существование формы Л япунова v(x), где

v(x) =  хт Qx, Q :: =  f e A1 * e Atdt.
о

О => Если решения (9.8) асимптотически устойчивы, то Я (наибольшая из 
действительных частей характеристических чисел А) отрицательна. Интеграл, 
определяющий Q, заведомо сходится. Матрица Q симметрическая, так как



Квадратичная форма v положительно определенная, так как матрица e Al 
невырожденная, и поэтому при х=^0

х’
+ 00 + 0 0 + 0 0

Qx =  j' хт в eAt xAt =  f ( e Atx ) r ( e Atx )  At =-- f | e At x|2 > 0 .
0 0 0

Квадратичная форма v (x) (производная от d ( x )  в  силу (9.8))
-(-СО _  -|-СО _ т

v (х )=  хт f (^ т еЛ * e At +  е АТ (e AtA) At ■ х =  хт j e At  ̂ At - x  =
0 . о

=  xT [ eAT *eAt ] t t ° °  x =  - x T x

является отрицательно определенной. Следовательно, v — форма Ляпунова.

<= Если и — форма Ляпунова, то для любого решения х =  x(t) уравне
ния (9.8) выполняется

Dv(x(t)) =  D(xT (t)Qx(t)) =  хт (t)AT Qx(t) +  xr (t)QAx(t) — v (x(0) =

=  — xT (t) x (t) =  — Н е 

положительная функция v(x(t)) строго убывает вдоль любого ненулевого ре
шения x{t), поэтому имеет предел t>(x(+oo)). Следовательно,

t

1 Du ( x ( t ) ) d T  =  v(x(t)) — и (л:(0)) < — min |х(о)|2 ,̂ 
о <г>0

и поэтому

— « (ж (0 ) )< — min | x ( a ) l 2t, 0, '

что возможно лишь при min |х(а)|2 =  0 , т.е. x(t) -> 0 при t ->■ +  оо. Я  
о> о

9.6. ФАЗОВАЯ ПЛОСКОСТЬ ДЛЯ ОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ СтЛВ-2

На фазовой плоскости Qxxx2 решения уравнения -
Dx =  Ах,  х £  R 2 (9.9)

изображаются ф азовыми графиками или траекториями x -^ x (t). 
В  частном случае

D x .B x ,  В =  ( _ » ; > ) «  { Й ; Г ! : ' 8 Х14 .„ Хз (9-10)

траектории системы (9.10) в силу соотношения х2 =  Dxt совпада
ют с фазовыми графиками уравнения Daxt — ctDxj j- 8хг --- 0 (см. 
гл. 4).

Л е м м а . Если матрица А отлична от скалярной, т.е. 
А Ф  ХЕ, то она п одобна матрице

/О 1 \ 
V—del Л tM  /В  \— п еы  хг А )



О Матрицы А и В  имеют одинаковые следы и определители, а поэтому 
одинаковые характеристические многочлены и одинаковые спектры j vt , vOT). 
При Vj Ф  v2 совпадение спектров обеспечивает подобие А и В.  Если же V[ = v m, 
то матрица В  подобна матрице /2 (v 1). Если А ф Х Е ,  то А также подобна 
y2(vi), а значит, подобна и В. Щ

На основании леммы и указанной выше связи между систе
мой (9.10) и уравнением СтЛВ-2 расположение траекторий уравне
ния (9.9) с точностью до аффинного преобразования описано в 
гл. 4.

Общее решение уравнения
Dx =  %х, ХфО,  х£  R 2, (9.11)

имеет вид
xi =  Схе 'г, х2 =  С2е'1.

Траектории системы (9.11) являются либо точкой покоя при Сх =  
=  С2 =  0, либо лучом, примыкающим к точке покоя. Такое распо
ложение траекторий называют дикритическим узлом  (рис. 15). 
При X =  0 каждая точка фазовой плоскости является точкой по
коя для уравнения (9.11).

Основные упражнения

9 .1 . Используя правило Даламбера, найти общие решения уравнений: 

a) Dx =  (® J ) x ;  б) Dx -  ® )х ; в) Dx =  .  +  ( *  ) ;

•>■>.-U - S H M j -
9 .2 . Построить полные интегралы уравнений:

a) Dx =  * j х; б) Dx =  ^  — * j х; в) Dz ^ J 0 ! j  z +



0 0 2 0
0 0 0 1

r) Dz ■ ~  о о о
0 1 0  0

9.3. Исследовать на устойчивость уравнения:

/ - 2  1 0\ / е1 \ (  5
a) Dx =  0 — 2 0 х +  ; б) Dx =  — 12 5 12 I х +

V 0  0  —  3 1 \  О J V Ю — 3 — 9 / \ s in t

9.4 . Построить общие решения и схемы расположения траекторий урав
нений:

a) Dx =  ( - ' J )  х ; б) Dx =  ( J  ° )х ,  a ^ R ;  в) Dx =  ( _ «  J )  х;

г) Dx =  (j J) х.

9 .5 . Указать с точностью до аффинного преобразования фазовой плос
кости схемы расположения траекторий уравнения:

а) Dx = (_б —5) х; б) Dx = (l _ j) х; в) Dx = (з —4) х;
г) Dx =  ( _ _ ? [ )  х; Д) Dx =  ( “ 2 х.

Дополнительные упражнения

9.6 . Решить задачи 1262— 1282 [1].

9.7. Разобрать задачи 176, 180, 188— 190, 192, 194 [2].

9 .8 . Решение x(t,%) однородного уравнения (9.1) называют частично 
устойчивым относительно множества M c R n , если
Ve > 0 ,  3 6  >  0, V f > 0 ,  УЛ|, | +  Д5 € М Д |1 Д| Ц < 6 = > р ( г ,  Д£) < е .
Если, кроме того, % +  Д| £ М => р(Л Д|) -> 0 при t -» +  со, то x ( t , £) асимпто
тически частично устойчиво относительно М. Показать, что если решение час
тично (асимптотически) устойчиво относительно М,  то оно частично (асимпто
тически) устойчиво относительно линейной оболочки L(M) множества М, т. е. 
относительно множества, составленного из всевозможных линейных комбина
ций элементов М  с постоянными коэффициентами.

9.9 . Указать множества M i, М2 G R 4 такие, что решения уравнения

/ 0 1 0  0 
/ _ 1  0 0 0

Dx -  1 2  3 0
\ 12  3 —4

частично устойчивы относительно M i и асимптотически устойчивы относитель» 
но Л13.

9 .10. Описать зависимость от а, |а|^1, наибольшего множества М cz R2, 
относительно которого частично устойчивы решения уравнения

I а  0 0
Dx =  1 — 1 0

\0 0 а



W) =  S<7 Л '  , с, € /г".
называют квазипериодической векторной функцией с частотным базисом  
{И; }l ' Доказать, что если частотный базис f  не содержит характеристических 
чисел матрицы А, то уравнение (9.1) имеет и притом единственное квазипе- 
риодическое решение.

9.12. При каких с £ R 3 уравнение

/ 0 1 °\
Dx =  — 1 0 0 х с sin t

V 0 0 1 /
имеет периодическое решение?

9.13. Доказать, что для любой матрицы А, каждому собственному зна
чению которой отвечает лишь один элементарный делитель, существует подоб
ная матрица вида

~0 1 0 • • 0 -
0 0 1 • • 0

0 0 0 • • 1
ai а 3 а3 ■ • ап

Использозать полученный результат для установления связи между семейства
ми траекторий однородных СтЛВ и семействами фазовых графиков однородных 
уравнений СтЛ.

9.14. Установить все возможные типы точек покоя уравнения 

Dx =  (Е  +  А)х, х d R 3 

в случае, когда || А || < 0 ,0 1 .



III. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ

10. УРАВНЕНИЯ 1-ГО ПОРЯДКА В НОРМАЛЬНОЙ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ФОРМЕ

«0.1. РЕШЕНИЯ И ПУТИ

Решением (в явном виде) уравнения в норм альной дифферен
циальной форме

Р(х, y)dx +  Q(x, у) dy =  0, (х, y ) £ E a R 2, (10.1)
называют функцию у =  у  (х), определенную на промежутке / оси 
Ох и обращающую уравнение (10.1) в тождество. Аналогично оп
ределяют решение х =  л;(у). Более общим является понятие Jpeuie- 
ния в параметрическом виде. ;

Функции х и у, заданные на интервале / и обладающие^не- 
прерывными производными, которые не обращаются в 0 одновре
менно, определяют в R 2 пут ь К , т.е. множество помеченных то
чек Mt =  (x(t), y(t)). Помеченные точки Mt и М . при счи
таем различными, даже если они имеют геометрическим образом 
одну и ту же точку М =  (х, у) =  (x(t), y(t)) £ R 2. Если

P(x{t), y(t)) dx (t) +  Q (x{t), y(t)) dу (t) =  0, Yt £ /, (10.2)
то К — путь уравнения (10.1), а пара функций х  и у — реш ен и е
(10.1) в параметрическом виде.

Пример 10.1. Функции х =  cos 21 ■ cos t, у =  cos 2t ■ sin t, t £ R , состав
ляют решение в параметрическом виде уравнения

х (х2 — 5у2) dx +  у (5xs — у2) dy =  0, (10.3)
как показывает непосредственная подстановка. Отметим, что соответствующий 
путь при t =  я/4 или при t =  Зл/4 проходит через (0, 0), но в первом случае 
наклон  (угловой коэффициент) касательной к пути равен -}-1, а во втором слу
чае равен — 1 (рис. 16).

г=з/гл



Точка М =  (х, у) С Е особая  для (10.1), если Р{М) =  Q(M) =  0, 
и неособая  в противном случае. Определим на Е  поле наклонов
(10.1), положив в неособой точке М =  (х,у):

W M )=  / - W 'Q ( M ) ,  Q(M) Ф  0,
[ ' (о о  , Q(M) =  0.

Считаем, что х (М0) в особой точке М0 совпадает с ’ R x - Путь 
К — характ ерист ика  поля х, если в каждой точке Mt £ К  каса
тельная к К  имеет наклон, предписанный полем х. Из тождества

Р и с. 17

(10.2) и определения х следует, что К  является путем (10.1) в 
том и только в том случае, если К  — характеристика х. Геометри- 
ческий смысл этого утверждения пояснен на рис. 17, где штрихи 
изображают поле наклонов, а сплошные линии — отдельные пути 
соответствующего уравнения.

10.3. РЕШЕНИЯ В НЕЯВНОЙ ФОРМЕ 
И ЛИНИИ УРАВНЕНИЯ

Множество К сz R 2 назовем линией , если оно является гео
метрическим образом некоторого пути К ■ Например, лемниската

(х2 +  у2)3 — (х2 — у2)а =  0 (10.4)
является линией, так как представима путем из примера 1 (см. 
рис. 16).

Линия К — инт егральная кривая  или линия уравнения ( 10.1), 
если ее можно представить путем уравнения (10.1). Например, 
лемниската (10 .4 )— линия уравнения (10.3). Допустим, что на 
Е х с^ Е  определена функция со. Если соотношение

со(х, у) =  0 (10.5)
определяет линию или объединение линий уравнения (10.1), то 
его называют решением в неявном виде уравнения (10 .1). Напри
мер, соотношение (10.4) является решением в неявном виде урав
нения (10.3).



Т е о р е м а  1. П уст ь  со непрерывно дифференцируема в област и  
Е х и сох с (оу одновременно обращ ают ся в 0 т олько  в особых  
точках  (10.1). Т огда линия К, определяемая соот нош ением  (10.5), 
является линией уравнения (10 .1 ) в том и т олько  том случае, 
если

Р  (х, у) Q (х, у) 
0)х(х, у) С0у(х, у)

=  0, V(x, у) с :  к. (10.6)

О Если К — линия (Ю Л), представимая путем Л', то наряду с (10.2)

(о (* (/ ) ,  у ( 0 )  = 0 ,  V /  € / ,  => со* ( * ( 0 ,  У  ( 0 )  dx (/)  4 -  (Dy (х ( / ) ,  !/(/)) dy  ( 0  =

=  0,V/. (10.7)

В силу |dx (01 +  Idy (0| =r= 0 из (10.2) и (10.7) следует (10.6). С другой сто
роны, в неособой точке М, представленной М {

| V W )  | +  I юу ( *  ( 0 .  У ( 0 )  | +  0 ,

поэтому (см. (10.6)) Р(х,  у) =  Я (х, у) шх (х, у), Q (х, у) =  А, (х,у) соу (х, у) и

(10.2) выполняется. Выполнение (10.2) в особых точках очевидно. Щ

Начальной задачей  со значениями (£,т]) для уравнения (10.1) 
называем задачу построения линии (10.1), проходящей через точ
ку (£,т} ) c z R 2.

10.4. ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ И ОБЩИЙ ИНТЕГРАЛ

Численный параметр, принимающий произвольные значения 
из множества Г с z R,  обозначим С. Соотношения

1) у =  Y(x,C);  2) x =  X( t ,  С), у =  Y(t ,  С); 3) Ф(х, у, С) =  0
назовем соответственно общим решением (OP), ОР в парам ет ри
ческом и ОР в неявном виде, если при любых С 6 Г они достав
ляют решения (10.1) соответствующего вида. ОР при конкретных 
С — Сд дает част ные решения. Совокупность всех решений (10.1) 
некоторого вида дает полное решение (ПР).

Функция Q(x, у), (х, у) £ cz Е  — инт еграл уравнения  (10.1) 
на Ei, если она сохраняет постоянное значение вдоль любой ли
нии (ЮЛ) из Е г. Если при любом С£ Г соотношение Q(x, у) =  С 
дает решение (10.1) в неявном виде, то оно — общий инт еграл  
(ОИ). При С =  С0 общий интеграл приводит к частному инт егра
лу  Q(x, у) =  С0, С0 е Г.

Если график решения у =  у{х)  уравнения (10.1) не проходит 
через точку, где Q равно 0, то у  является решением и уравнения

dy_==_  Р(х, у) 
с!х Q(x, у) ’



В пространстве Oxyz рассмотрим область G, проекция кото
рой на Ог содержит промежуток Г. Допустим, что Ф(х ,у , z) не
прерывно дифференцируема по (х,у) при каждом С  £ Г и что соот
ношение

Ф(х, y ,C ) =  0, VC€ Г (10.8)
определяет на Оху одну или несколько линий К, совокупность 
которых обозначим К с . Множество всех К, входящих в Кс при 
всех С £ Г, обозначим К г  . Поточечное объединение К  из К г обо
значим Е . Совокупность линий К  из К г  назовем семейством ли
ний н а  Е.

Возьмем любое представление К  линии К  £ К г  . Дифференци
руя тождество Ф (x(t), y(t),C) =  0, V t€ I, not ,  получим тождество

Фх (x(t), y(t),C) dx (t) +  Фу (x(t), y(t), C) dy(t) =  0, V/e /•
Два последних тождества выполняются поточечно, поэтому их 
можно заменить системой

Ф(х, у, С) =  0, |
Фх (х, у, С) dx +  Фу (х, у, C)dy =  о,

(х, у К  К . j

Допустим, что здесь можно исключить С (выразив, например, С 
из первого уравнения через х и у и подставив это выражение во
второе уравнение). Тогда придем к соотношению (10.1), т.е. к
уравнению первого порядка в нормальной дифференциальной ? фор
ме. Полученное уравнение (10.1) задает К г- В отличие от”зада- 
ния (10.8), где при каждом С охвачены лишь линии из К с,"зада
ние (10.1) описывает сразу все Кг •

П ример 1 0 .2 . Для семейства кубических парабол (х  —-С )3 —  у =  0 на 
Оху по указанной схеме получим

/ (х — С)3 — у =  0, | х - С  =  уТ ,
| 3(х — С)2 dx — dy =  0 j А

I Зу 3 dx — dy = 0 .



Отметим, однако, что соотношение (10.8), задавая общее решение (10.1) 
г. неявной форме, может иметь и дополнительные решения, не являющиеся 
частными для данного общего решения. Например, уравнение в примере 10.2, 
кроме кубических парабол, имеет линией и прямую у =  0 (рис. 18). В  связи 
с этимТвозникает необходимость детального изучения структуры полного ре- 
шения|уравнения (10.1).

10.6. КЛАССИФИКАЦИЯ ФАЗОВЫХ ТОЧЕК

Множество Е  называют фазовым множест вом  уравнения (10.1), 
а его точки — фазовыми точками (10.1). Фазовые точки разделя
ются на особые и неособые непосредственно по виду коэффициен
тов Р  и Q. Более глубокая классификация фазовых точек основа
на на свойствах решений (10.1).

Если через М =  (х, у) проходит хотя бы одна линия (10.1), 
то М — есть точка существования, в противном случае — точка не
сущ ествования. Разрешение начальной задачи со значениями (х, у) 
равносильно тому, что М — точка существования (10.1). Дальше 
в этом пункте речь идет только о точках существования (10.1).

М — точка единственности ( глобальной единст венност и) 
для (10.1), если существует линия К этого уравнения, проходя
щая через М и такая, что Есе остальные линии уравнения, прохо
дящие через М, являются подмножествами К. В противном слу
чае М — точка неединст венност и (глобальной неединственности).

М — точка локальной единственности, если существуют ок
рестность и cz Е  точки М и линия К' уравнения (10.1) такие, что 
любая линия К*, М £ K *cz и этого уравнения является подмноже
ством К'. В противном случае М — точка локальной неединст вен
ности. Если М — точка локальной единственности, то начальная 
задача со значениями (х, у) для (10.1) локально однозначно разре
шима. Теоремами об однозначной разрешимости  (ТОР) называем 
теоремы о локальной однозначной разрешимости задачи Коши.

М — т очка ветвления, если существуют две линии (10.1), 
проходящие через М с общей касательной, отличные друг от дру
га в любой окрестности точки. Каждая точка ветвления является 
точкой локальной неединственности и тем более точкой глобаль
ной неединственности.

10.7. УРАВНЕНИЕ В ПОЛНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ

Уравнение (ЮЛ), заданное в односвязной области Е, называют 
уравнением в полных дифференциалах (УПД), если на Е  сущест
вует дифференцируемая функция Q(x, у) такая, что

dQ (x,y) =  7, (x ,y )d x - f  Q (x ,y )d y , V (х, у)£  Е. (10.9)
УПД (10.1) равносильно уравнению dQ(x, у) =  0.
Т е о р е м а  2 . Полным решением УП Д  (1 ) является общий 

интеграл
й (х ,у  ) =  С, (10.10)



где С принимает значения, при кот оры х (10.10) определяет  ли
нии в Е. Реш ение начальной задачи со  значениями  (|, т]) имеет вид

Q (x, у) =  Q(g,T])-
О Если К  — путь в Е ,  то

dQ (jc(0, y ( t ) )  =  0, V / € / о  Q (*(/), у  (0 )  =  С0, Vt <Е /,

поэтому К будет линией УПД (10.1) в том и только том случае, если К 
удовлетворяет соотношению (10.10) при некотором С =  С0, причем (£,11)€К<=>
4=>Q (i, Tj) =  Co.В

П ример 1 0 .3 . ПР уравнения xdx +  ydy =  0 дает ОИ х2 -( -у2 =  С. Осо
бая точка (0, 0) — точка несуществования. Во всех неособых точках — сущест
вование и единственность. На рис. 19 изображены линии уравнения (концен
трические окружности) и поле наклонов.

Пример 1 0 .4 . ПР уравнения ydx +  xdy =  0 дает ОИ ху =  С. В особой 
точке (0, 0) неединственность, но не ветвление (рис. 20).

Пример 1 0 .5 . ПР уравнения 2xydx +  (х2 — 2у) dy =  0 дает ОИ у(х2— у) =  
=  С. В особой точке (0,0) ветвление, так как через нее проходят две линии 
уравнения (прямая у =  0 и парабола у =  х2 (рис. 21)).



ТО Р д л я  У П Д .  Если (\, т] ) — неособая фазовая т очка УП Д
(10.1), т о начальная задача со значениями (1 ,ц )  локально одн о
значно разреш има.

О На основании теоремы 2 однозначная разрешимость начальной задачи 
равносильна единственности дифференцируемой функции, определяемой соот
ношением Q(x,y) =  Я (I,  т]). Точка (|, г]) неособая, поэтому

| Q x  Й ,  п )  | +  | Й у  (1 ,  г )) | =  |Р & ,  г))| +  |Q ( Е ,  Т))| # 0

и по теореме о неявной функции существует либо линия у =  f/(x), х £ /  , 
либо линия х =  х(у), у € / у , вдоль которых Q (х,у) =  Q (£, rj), причем графи
ки всех остальных дифференцируемых функций, удовлетворяющих этому соот
ношению в некоторой окрестности (£, г|), лежат на указанных линиях. В

10.8. РАЗРЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ В ПОЛНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ

Т е о р е м а  3. Если Р uQ  непрерывно дифференцируемы в одно
связной област и Е, то (10 .1) являет ся У П Д  т огда и т олько  
т огда, когда

Ру (х, у) =  Qx (х, у), V (х, у) € Е . (10.11)
При выполнении (10.11) общий инт еграл (10 .1) имеет вид

Q (x,y):: =  ' f*  Р  (х, о) dx +  Q (х, о) do =  С, (10.12)
(М)

где криволинейный инт еграл взят по любому пути из Е , соединя
ющему фиксированную точку ( ,̂ т]) и точку (х, у), а  С принимает  
значения, при кот оры х соотношение (10.12) определяет  линии в Е.

О Выполнение (10.11) по теореме о криволинейном интеграле второго 
рода необходимо и достаточно для-того, чтобы интеграл из (10.12) определял
ся однозначно и чтобы функция й (х ,у ) была первообразной для дифференци
ального выражения Р  (х, у) dx +  Q (х, у) dy, т.е . удовлетворяла тождеству 
(10.9), а значит (см. теорему 2), давала ОИ УПД (10.1). ■

Следствие ТОР и теоремы 3. Если на односвязной област и  
Е нет особых точек (10.1) и выполнено (10.11), т о П Р  ( ЮЛ )  
имеет вид (10.12).

Пример 10.6. Для уравнения (2ху — cos х) dx +  (х2 +  1) dy =  0 условие 
(10.11) выполнено, так как Py — Qx =  2х. Поэтому ПР можно представить 
в виде ОИ (10.12) Покажем и другое правило построения интеграла Q. Из 
тождества Я х =  Р  (х, у) =  2ху — cos х, Y(x, у) € R 2, следует, что Q (х ,у )=  х2у — 
— sin х +  у(у), где у — дифференцируемая функция, определяемая с точностью 
до постоянного слагаемого. Далее

Qy =  х2 +  у' (у) =  Q(x,y) =  х2 - f  1 =*у' (у) =  1 => у (у) =  у 
и ОИ имеет вид х2у — sin х +  У =  С. Коэффициент Q везде отличен от 0 , 
поэтому ОЙ дает ПР.



10.9. НАЧАЛЬНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 
В ПОЛНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ

Рассмотрим уравнение (10.1) при выполнении (10.11) на одно
с в я з н о й  области Е. Поставим начальную задачу со значениями 
(I, т])<с Е.

Положим х =  |, у =  г) в (10.12) и получим С =  0. Следова
тельно, решение (в неявном виде) начальной задачи определяется 
формулой

Г Р  (т, о) dx -j- Q (т, о) da =  0.
(-■•о

Если Е  вместе с (|,т)) и (х, у) содержит отрезки ( £ < > < 1 х , у) и 
(х, г) ^  о ^  у), то решение начальной задачи можно представить в 
виде

J  р  (Т, T])dT +  f Q (X, о) da =  0.
е \

Пример 10.7. Начальная задача со значениями (0;1) для уравнения 

2ху3 dx +  (5ул - j -  Зх2у2 -|- l)dy =  0
имеет решение

х  у

( 2 td t  +  J (5cr4 +  3x2a 2 +  l)d a  =  0 => у5 +  х2у3 -|- у — 2 =  0. 
о 1

10.10. УРАВНЕНИЕ С РАЗДЕЛЕННЫМИ ПЕРЕМЕННЫМИ

В уравнении (10.1) переменные разделены, если оно имеет
вид

Р  (х) dx +  Q (у) dy =. 0, Е  =  /х х  1У ,
где Р  и Q непрерывны соответственно на /х и /у . Условие (10.11)
для уравнения с разделенными переменными выполнено, так как

Ру (X, у) =  Qx (х,у) =  О, V (х,у) 6 Е,
ПР дает соотношение ((£,т]) £ Е)

j- Р  (х) dx +  Q (о) da =  С.

Пример 10.8 .  ПР уравнения 2xdx +  3y2dy =  0  дает ОИ ха - f  у3 =  С.

Основные упражнения

10.1 .  Составить дифференциальные уравнения семейств кривых в зада
чах 62— 64, 126, 162,163 [1].

10.2 .  Решить уравнения в полных дифференциалах в задачах 339— 345, 
350—352 [1].

10 .3 .  Решить уравнения 138— 140 [1]  и произвести классификацию фазо
вых точек.



Дополнительные упражнения

10.4. Линейным элементом  .пути К ,  отвечающим значению параметра t, 
называют тройку

k(t) ■. : =  (x(t), у (t), х (0 )  6 X

Построить пример линии К с представлениями К  и К *  такими, что множества 
{Х(/)}<£/ и {\*{t))l i r  не совпадают.

10.5. Построить уравнение первого порядка в нормальной дифференци
альной фзрмг (с разрывными коэффициентами), обладающее линией К , одно 
из представлений которой (К) обращает, а другое (К*)  не обращает данное 
уравнение в тождество.

10.6. Показать, что уравнение 2xydx — (х2 — у2) dy =  0 имеет общее ре
шение х2 +  (у — С)2 =  С2 и что у этого уравнения нет продолженных линий, 
т.е. каждая линия уравнения может быть существенно продолжена.

10.7. Составить дифференциальные уравнения семейств линий 22—34 [3].
10.8. Решить уравнения 350—353 [1].
10.9. Построить ОР и определить фазовые множества уравнений 192— 194

[3].
- 10.10. Решить начальные задачи 346—349 [1].

10.11. Решить и исследовать задачи 177— 180 [1].
10.12. Общий интеграл Q уравнения (10.1) называют алгебраическим,  

если Q является полиномом от х и у. Найти алгебраический общий ̂ интеграл 
уравнений 181 [1].

10 .J3 . Рассмотреть задачи 23, 24, 25, 31, 38 [2].
10.14. Классифицировать фазовые точки уравнений:

а) (х2 — 1) dx +  y2dy =  0 ; б) sin xdx +  у dy =  0.

10.15. Классифицировать фазовые точки уравнений:

а) х2/>3 dx -j- sin ydy =  0 ; 6) cosi,/2 x sin xdx +  cos ydy =  0.

11. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ УРАВНЕНИЯ 1-ГО ПОРЯДКА 
В НОРМАЛЬНОЙ ФОРМЕ

11.1. ОСНОВНЫЕ ТИПЫ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ УРАВНЕНИЙ

Интегрированием  в теории уравнений называют [построение 
интегралов, т. е. разрешение уравнений, придавая этому термину 
более широкий смысл, чем в дифференциальном и интегральном 
исчислении. Отыскание первообразной в теории уравнений назы
вают квадрат урой.

Уравнение интегрируемо в конечном виде, если ПР можно 
получите с помощью конечного числа элементарных операций над 
функциями, задающими уравнение (например, СтЛ с квазиполино- 
миальной неоднородностью). Уравнение интегрируемо в квадрат у
рах, если ПР строится конечным числом элементарных операций 
и квадратур (например, СтЛ, УПД). Уравнение элементарно, если 
ПР можно получить, используя конечное число элементарных опе
раций, квадратур, дифференцирований и разрешения аналитиче
ских соотношений. Среди элементарных уравнений выделяют 
некоторые стандартные уравнения с известными ПР. При иссле



довании конкретного уравнения пытаются прежде всего привести 
его к некоторому стандартному уравнению. Если это возможно, 
то искомое ПР строят на основе известного ПР стандартного 
уравнения.

11.2. ФОРМАЛЬНОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЯ

Преобразование уравнения связано с появлением посторонних 
решений и с потерей истинных решений. Детальный анализ ис
пользованного преобразования позволяет в принципе установить 
нарушения в П Р; Такой анализ, однако, может оказаться гро
моздким. Кроме того, в некоторых случаях удается определить 
О Р, и тогда встает задача непосредственного пополнения найден
ного соотношения потерянными решениями и устранения посто
ронних решений.

Разрешение уравнения распадается на два этапа: построение 
О Р и корректировка ОР. Стремясь упростить первый, наиболее 
трудный, этап, прибегают к формальному интегрированию. Оно 
состоит в выполнении операций без учета областей, где эти опе
рации фактически определены. После того как с помощью фор
мального интегрирования построено выражение, которое при соот
ветствующих условиях может оказаться ОР, на втором этапе с 
помощью приемов, указанных в гл. 12, проводят анализ постро
енного выражения. Дальше в этом разделе ограничиваемся, как 
правило, формальным интегрированием уравнений. Отметим, что 
при соответствующем расширении понятия функции формальное 
О Р позволяет получить существенную информацию о решениях 
уравнения вне области существования (в обычном смысле) выра
жения, составляющего формальное ОР.

11.3. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ УРАВНЕНИЯ

Основным преобразованием уравнения
Р (х , y)dx +  Q (x, у )dy =  0, (х, у) £ Е ,  (11.1)

сохраняющим нормальную дифференциальную форму, является 
умножение на (я (х, у), (х, у) £  Е,  т. е. привидение (11.1) к виду

ц (х , у) Р ( х ,  y)dx +  n (x , у) Q (х, у) dy =  0, (х, у ) £ Е .  (11.2)
Если jli непрерывно на Е,  то каждый интеграл (11.1) будет ин
тегралом и (11.2). Если, кроме того, jit не обращается в 0 на Е,  
то ПР (11.1) и ПР (11.2) совпадают. Если fx (х, у) =  0 для 
(х, y ) 6 L ,  то (11.2) сравнительно с (11.1) может иметь дополни
тельные линии К, лежащие в L, а также составные линии (см. 
гл. 13).

Пример 11.1. ПР уравнения xydx +  y2dy =  0, кроме окружностей 
{см. пример 10.3), имеет интегральную прямую у =  0, включающую, в частно
сти, точку (0, 0).



Допустим, что |i обращается в с» или не определено на 
B c z E .  Тогда при переходе от (11.1) к (11.2) могут быть потеря
ны линии (11.1), как это происходит с интегральной прямой 
у =  0 при переходе от xydx +  y2dy =  0 к xdx +  ydy =  0 (см. 
пример 11.1).

11.4. УРАВНЕНИЕ С РАЗДЕЛЯЮЩИМИСЯ ПЕРЕМЕННЫМИ

Уравнение с разделяющимися переменными  имеет вид

Найденный интеграл является формальным, так как не была обе
спечена выполнимость использованных операций, и поэтому оста
лась невыясненной взаимосвязь ПР (11.3) и ПР преобразованного 
уравнения с разделенными переменными.

dy
Пример 11.2. Уравнение 2ydx — ------- = 0  после разделения переменных

P i (х) (у) dx +  (х) Q2 (у) dy =  0.

Если умножить (11.3) на

и-(х, у) =  (P*(y)Qi  ( х ) ) - 1,

(11.3)

(11.4)
то придем к уравнению с разделенными переменными

общий интеграл которого по § 10.10 имеет вид
X У



переходит в уравнение 2xdx — ------- = 0  с общим интегралом х2 — 1п | у | =  С,

причем теряется решение у =  0.

11.5. ИНТЕГРИРУЮЩИЙ МНОЖИТЕЛЬ

Функция (а (х, у), заданная на открытом множестве с  Е  и 
отличная от тождественного нуля, называется интегрирующим м но
жит елем  для (11.1), если уравнение (11.2) оказывается УПД 
на Е х. Например, функция (11.4) — интегрирующий множитель 
для уравнения с разделяющимися переменными (11.3). Далее счи
таем, что коэффициенты Р  и Q уравнения (11.1) непрерывно диф
ференцируемы на области Е.

Т е о р е м а  1. Функция р,(х, у), непрерывно дифференцируемая 
и отличная от  0 на односвязной област и  f j c f ,  будет  инте
грирующ им множит елем (11.1) в том и т олько том случае, 
если

_ajn|M _p — а ь ч и  Q = _aQ___aP) Y(x> ) е Е  (11 5)
ду дх дх ду

О Функция ц, — интегрирующий множитель тогда и только тогда, когда 
на E i выполнено условие Эйлера (см. теорему 3 из гл. 10) для (11.2)

(цР)у =  (nQ)^ о  f y y  — =  u (Q* — Р у),

что равносильно (11.5), так как (х Ф  0 на E i. ■

Теорема 1 позволяет выделить случаи, когда (11.1) имеет 
интегрирующий множитель заданной структуры. Например, при
0 .ф 0  уравнение (11.1) имеет интегрирующий множитель вида 
р,=--р(х) в том и только том случае, если функция (Qx — Py)jQ 
не зависит от у.

Т е о р е м а 2 . Пусть  ̂— интегрирующие множит ели уравне
ния (11 .1 ) на област и E t и (£, г\)£Ех— неособая  точка (11 .2). 
Т огда  сущ ест вует  окрест ност ь U точки (с, т]), на кот орой

К(х,  у) =  cp (Q (х, у))|х(х, у), (11.6)
где  ср непрерывно дифференцируема в окрестности значения Q0 =  
=  Й(1, Л)-

О Из тождеств |iPdx +  jiiQdy =  dQ, ХРАх -f- AQdy = 
тождество для якобиана

d П  на Е

D (Q, П)

D (x , у)
а'х Qy fi p u.Q

К К х р XQ
=  0 ,  V (х, у) £ E i

а следует

Кроме того, | Qx J +  | Qy | =  I цР | +  | [iQ | 0 при (х, у) =  (£, г|), поэтому на
основании теоремы о зависимости функций из курса математического анализа 
существуют окрестность U точки (|, т)) и непрерывно дифференцируемая функ
ция Ф такие, что



П  (х, у) =  Ф (£2(х, у)), (х, у) 6 и ,

и для всех (х, у ) из U выполняется

йП  =  Ф ' (Я) dQ =  Ф ' (Й) (jxPdx +  (xQdy) =  (Ф 'ц) Pdx +  (Ф'|х) Qdy =>
=  кР  dx +  XQdy.

Если положить ф (Q) —- Ф' (Q), то получим (11.6). ■

Следствие. Пуст ь ц и к — интегрирующие множит ели у р ав
нения (11.1) на област и Е, причем [г не обращ ает ся е 0. Если 
отношение A,/jx отлично от постоянной в любой окрестности не
особой точки (|, 1]) £ Е , то Х/ц =  С — общий интеграл (11 .1 ) на 
некоторой окрестности £ i  точки (|, т]).

Действительно, из соотношения (11.6) следует, что

Функция й (х , у), а следовательно, и сложная функция cp(Q(x 
у)) постоянны вдоль решений уравнения (11.1), т. е. X/'jx =  
=  cp(Q(x, у)) — интеграл уравнения (11.1) на Е.

Линейное уравнение 1-го порядка относительно у в диффе
ренциальной форме имеет вид (ср. (3.3))

Коэффициенты р и q считаем непрерывными, а г — непрерывно 
дифференцируемым на промежутке /, причем г отличен от 0 вез
де, кроме точек совокупности { x j ,  хА< х & + 1. Интегрирующий 
множитель ц для (11.7) ищем в виде ц =  ц(х). Тогда на основа
нии тождества (11.5)

Ц х, у )У (х , у) =  ср (й(х, у)), (х, >) € Е х.

11.6. ЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ 1-ГО ПОРЯДКА

(р (х) у 4  q (х)) dx +  г (х) dy =  0, х 6 /. (11.7)

х* <  х <  xA+i, — d 1п- г (х) =  г ' (х) — Р (х)-dx

Отсюда определяем одно из возможных значений для р:

X

И- (х) = , xk <  а  <  xk+u xfe <  х <  хж ,е
г (х )

и поэтому
X

уе ( 11.8)
а



Возможность сопряжения найденных линий уравнения (11.1) через интегральные 
прямые х =  г (|) =  0 зависит от сходимости и значений интегралов из фор
мулы (11,8) при х g — 0 и х -* £ +  0.

11.7. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ

Важным классом преобразований уравнения (11.1), сохраняющим нормаль
ную дифференциальную форму, является замена переменных

x =  x ( Z  У), у =  у (х , у), (х, у) £ £ 7  ( П .9 ) .

причем функции х и у непрерывно дифференцируемы на области Е.
Биекция области Е  на множество Е  называется диффеоморфизмом, если 

D (х, у) .— Л  —

Ж 1 ^ 0' V(x’ у )е £ -
Если отображение (1 1 .9 )— диффеоморфизм, то: 1) £  — область; 2) существует 
обратное отображение, являющееся диффеоморфизмом Е  на Е\ 3) линии в 'Е 
переходят в линии в £ , .и  наоборот; 4) угол между пересекающимися или ка
сающимися линиями сохраняется.

При диффеоморфизме- (11.9) каждая линия уравнения

Р ( х ,  y ) d x + 'Q ( T ,  y ) d y = 0 ,  (х, у) £ Е  (11.10)
переходит в линию уравнения (11.1), и наоборот, т. е. ПР (11.1) =  ПР (11.10), 
и поэтому оба уравнения равносильны.

Допустим теперь, что образом Е  при отображении (11.9) является не 
все множество Е ,  но лишь его часть Е*,  причем диффеоморфизм имеет место 
только между областями £ i c £  и £ i c £ * c £ .  Тогда для построения ПР 
(11.1) на основе ПР (11.10) следует; 1) перевести линии (11.10), попадающие 
в E i  с помощью отображения, обратного для (11.9), в линии (11.1), располо
женные в E i ,  2) выделить в E \ E i  те линии, которые являются прообраза
ми линий уравнения (11.1), и построить соответствующие линии уравнения (11.1);
3) найти линии уравнения (11.1), расположенные в E \ E i ; 4) отправляясь от 
найденных линий уравнения (11.1), построить всевозможные гладкие сопряже
ния этих линий.

Отметим, что во многих случаях множества Е \ Е х  и E \ E i  представ
ляют собой линии или вовокупности линий с известным или легко конструируе
мым аналитическим заданием, что существенно упрощает проведение второй и 
третьей операций.

11.8. ПОЛЯРНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ

Соответствие х =  г cos ф, у =  г sin ф между плоскостью Оху и полярной 
полуплоскостью Офг, г >  0 не является диффеоморфизмом, так как нарушена 
однозначность обратного преобразования, но обладает свойствами локального 
диффеоморфизма в том смысле, что при любом г >  0 у точки (ф, г) есть ок
рестность, на которой полярное соответствие — диффеоморфизм. Линия г =  г(1), 
ф =ф (/1), t £ l ,  на полуплоскости Офг переходит в линию х=*(^)::=г(/)со5ф (г), 
у =  y(t) =  r(t) sin ф(^), /£/ на Ох у. Наоборот, линия на Оху, не проходящая 
через О, переходит в линию на Офг. Линии на Офг, касающиеся друг друга, 
переходят в касающиеся линии. Справедливо и обратное при г  >  0. Таким об
разом, линии уравнения в полярных координатах переходят в линии исходного 
уравнения (11.1).

Пример 11.3. Уравнение

(х +  у) dx +  ( y — X) dy =  0 (11.11)



в полярных координатах имеет вид

г (—rd<p +  dr) =  0.

Уравнение (11.12) имеет решение г =  0, прообразом которого служит начало 
координат на Оху. Все решения исходного уравнения (11.11) в полярных коор
динатах получаются из решений уравнения —rdcp +  dr =  0 и имеют вид In г =  
=  <p +  Ci =  (p +  ln C  или г = С е ф . Линии уравнения (11.11) изображены на 
рис. 22 ,а,  уравнения (11.12) — на рис. 22,6.

11.9. УРАВНЕНИЯ, ПРЕОБРАЗУЕМЫЕ К Л-1

Уравнение ( I I . I )  называют однородным,  если оба его коэффициента явля
ются однородными функциями одной и той же степени у., т. е.

Р (хх., zy) =  zK P (x ,  у), Q( ъх,  z y ) = z KQ (x, у), Y  (х, у), (zx, zy ) £ £ .

Подстановка y =  ux, dy =  xdu +  udx переводит однородное уравнение (11.1) 
в уравнение

(Р  (1, и) +  и • Q (1> и)) dx +  xQ (1, и) d u =  0,
линейное относительно х. ОР однородного уравнения получается с помощью 
формулы (11.8) при х : =  и, у : =  х с учетом преобразования у =  их. 

Уравнение первого порядка

(Р (х) У +  q (х) у т) dх +  г (х) dy =  0
называют уравнением Бернулли.  При т =  1 это уравнение является линейным 
(однородным) относительно у. Если т ф  1, то это уравнение с помощью под
становки и =  у1 - 1т переходит в Л -l относительно и, что позволяет построить 
его ОР с помощью квадратур.

Основные упражнения

11.1 .  Найти ОР уравнений 138, 139, 144— 147 [1].
11.2 .  Решить начальные задачи 148— 151 [1].
11.3 . Составить схемы расположения линий уравнений 153— 156 [1].
11.4.  Найти ОИ уравнений 354—362 [1].
11.5 .  Найти ПР уравнений 246—248 [1].
11.6. Решить начальные задачи 254—256 [1].
11.7 . Построить ОР уравнений 182— 187 [1].
11.8. Решить начальные задачи 195— 198 [1J.
11.9.  Решить задачи 290—293 [1].

Дополнительные упражнения

11.10. Решить задачи 177— 179[1].
11.11. Построить О И уравнений 366—370 [1].
11.12. Исследовать задачи 264—267, 283, 284 [1].
11.13. Решить задачи 224—227 [1].
11.14. Уравнение (11.1) называют обобщенно-однородным,  если существу

ет постоянное к такое, что выражение Р (х, y ) u + Q ( x ,  у) v является одно
родной функцией от х, у, u, v при условии, что размерности х, у, u, v равны 
соответственно 1, к, 0, k — l. Показать, что обобщенно-однородное уравнение 
подстановкой у =  zxft приводится к уравнению с разделяющимися переменными 
х и z.

11.15.  Построить ОР уравнений 235—238 [1].
11.16. Решить задачи 298—301 [1].



Р  (х, у) dx +  Q (х, у) dy - f  R  ( х, у) (xdy— ydx) =  О

называют уравнением Д ар бу ,  если Р  и Q — однородные функции степени I, 
a R — однородная функция степени т (т ф I — 1). Показать, что подстановка 
у =  zx переводит уравнение Дарбу в уравнение Бернулли относительно z с ар
гументом х.

11.18.  Найти ОР уравнений 303—306 [1].
11.19.  Исследовать задачи 69, 70[3].
11.20. Решить задачи 182— 185 [3].
11.21.  Решить задачу 134 [3 .

Допустим, что в результате формальных действий над урав
нением

которое предположительно описывает ОР (12.1). Корректировка 
этого соотношения состоит в исключении побочных решений, 
т. е. решений (12.2), не являющихся решениями (12.1), и в вос
становлении потерянных решений с тем, чтобы на Е  или на не
котором подмножестЕе Е  получить ПР уравнения (12.1). Первая 
операция описывается в настоящем параграфе. Вторая состоит из 
нескольких этапов, которым посвящены последующие параграфы.

Пусть Еф  — проекция множества задания G cz Oxyz функции 
Ф (х, у, г) на плоскость Оху, К ф  — множество линий, определя
емых соотношением (12.2) при всевозможных допустимых значе
ниях параметра С. Линии (12.2), расположенные хотя бы час
тично вне множества —- Еф П Е , отвечают побочным решениям

Пример 12.1. Соотношение х2 -J- У2 =  С >  0 задает не только полуокруж
ности х3 +  у2 =  С >  0, у >  0, являющиеся истинными решениями уравнения 
(х/ У ~ ) dx +  \r  ~ d y  =  0, но и побочные решения — полные окружности
х2 -L у2 =  С  >  0.

Побочные решения, отвечающие линиям, расположенным в E i,  исключа
ются на основании теоремы 1 из гл. 10. Действительно, если предположить, 
что Ф непрерывно дифференцируема по (х, у), то (см. (10.6)) решение (12.2) 
при С =  Со является решением (10.1), если одновременно

12. ИССЛЕДОВАНИЕ ОБЩЕГО РЕШЕНИЯ 
УРАВНЕНИЯ 1-ГО ПОРЯДКА 

В НОРМАЛЬНОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ФОРМЕ

12.1. ПОБОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ

Р ( х ,  y)dx +  Q(x, y)dy =  0, (х, у ) £ Е (12.1)
получено соотношение

Ф (х, у, С) =  0, (12.2)



Л инии, которы е удо вл етво р яю т первом у из соотнош ений (1 2 .3 ) , но не у д о в л е т 
воряю т втором у, —  побочны е реш ения.

Пример 12.2. Д оп усти м , что  при формальном интегрировании уравнения 
dx +  d y /(2 y ) =  0 , у  >  0 , проведены  операции

dy

2 V  у
= С : у  у  =  С  => у  =  (С — х )2

Д л я  исследования соотнош ения у  =  ( С  — х)2 составляем  систем у (12.3) 

у  —  (С —  х )2 =  0 ,

2 V У
2 (С —  х) 1

У

V у о,

из которой  получаем , что  У у =  х —  С  —  побочное реш ение.

12.2. ДООПРЕДЕЛЕНИЕ ОБЩЕГО РЕШЕНИЯ

Допустим, что в результате формального преобразования соот
ношения (12.2) получено соотношение

Фх(х, у, Т) = 0, (12.4)
где 7  — новая произвольная постоянная. Может случиться, что 
при формальном интегрировании уравнения (12.1), приведшем 
к (12.2), были допущены погрешности, компенсированные погреш
ностями перехода от (12.2) к  (12.4). В  этом случае соотношение
(12.4) определяет решения уравнения (12.1), не содержащиеся 
в (12.2), что позволяет восстановить потерянные решения.

Пример 12.3. У равнение ydx —  x d y  =  0 им еет О Р  в  неявном  виде у —  
—  Сх =  0. П олож им  С =  1 /у . П осле формальных преобразований получим  О Р  
х —  ТУ =  0 , которое сравнительно с исходным О Р  сод ер ж и т дополнительное 
реш ение х =  0  данного уравнения, получаем ое при 7 = 0 .  В описанной ситуации 
говорят, что О Р  у  —  Сх =  0 д о ставляет  реш ение х =  0 при С  =  оо.

12.3. ОСОБЫЕ РЕШЕНИЯ

Скажем, что соотношение (12.2) определяет ОР (12.1) на El f  
если линии, заданные (12.2), являются линиями уравнения (12.1), 
причем через каждую точку Е г проходит хотя бы одна такая ли
ния.

Л е м м а . Если соотношение (12.2) определяет  ОР (12 .1) на  
Е г и путь К , расположенный в Е и  в каж дой  своей неособой точ
ке касает ся линии из ОР, проходящ ей через указанную  точку М , 
то К  — путь уравнения (12.1).

О П о условию  касательн ая к К  в каж дой  то ч к е  М  одноврем енно с ли н и 
ей из О Р , проходящ ей через М ,  им еет н аклон , предписанный полем  н акл о н о в  
к  уравнения (12 .1 ). П уть  К  о казы вается , таким образом , характери сти кой  поля 
х  и яв л я ется  поэтому путем  уравнения (12 .1) (см. гл . 10). |



Линия К* cr Ei называется огибающей семейства линий из 
ОР (12.2) на Е ъ  если существует представление К*  этой линии 
такое, что К *  в каждой неособой точке М касается линии из ОР, 
проходящей через М, но не совпадает ни с одной линией из ОР на 
промежутке (ненулевой длины) изменения t. На основании леммы 
огибающая семейства линий уравнения (12.1) сама является линией 
этого уравнения.

Решение в неявном виде со(х, у) =  0 уравнения (12.1) назовем 
особым  для ОР (12.2), если линия К*, изображающая это реше
ние, является огибающей семейства линий (12.2).

Т е о р е м а . Пуст ь функция Ф (х, у, г) непрерывно дифферен
цируем а по (х, у, г) и пуст ь соотношение Ф (х, у, г) =  0 опре
деляет  на Е г непрерывно дифференцируемую функцию 
Z — Z (х, у) с пром еж ут ком  значений Г. Если общ ее решение 
в неявной форме Ф (х, у, С) =  0 к аж дом у С £ Г сопостав
ляет  одну единст венную линию уравнения (12 .1 ), то все особые 
реш ения для  ОР (12 .2 ) содерж ат ся среди линий, определяем ых  
системой соотношений

Ф (х, у, С) =  0, |
Ф с(х , у, С) =  0.J

О Допустим, что огибающая К * общего решения (12.2) представлена на 
E i  путем К * : х =  x*(t),  у =  y*(t),  t £ l .  У  функции р(/) :: =  г (x*(t), y*(t)) нет 
участков постоянства, так как иначе огибающая К *  имела бы дугу, совпадаю
щую с дугой одной из линий ОР (12 .2), На любом интервале из / найдутся 
точки т , для которых р'(т) ф  0 , dp (t) ф  0 при dt ф  0. Обозначим Со :: =  р(т), 
х0 =  л:*(т), Уо =  г/*("с). Из определения г  следует, что Ф (х, у, z (x , у)) =  0, 
V (х, у) € £ i  и тем более Ф (x*(t), y*(t),  р(<)) =  0, V/ € 1, в частности, Ф (х0, 
Уо, С0) =  0 при / =  т. Дифференцируем последнее тождество и полагаем t =  т. 
Тогда получаем вдоль линии К*

Фх (Хо, Уо, Со) dx*  +  Фу (хо, Уо, Со) dy*  +  (хо, Уо, Со) dp  =  0.

Вдоль линии К уравнения (12 .1), определяемой из ОР (12.2) при С = С о , вы
полняется

$>х (х , У. С0) dx  +  Фу (х, у, С0) ду  =  0

и, в частности,

(х0, уо, Со) dx  +  Фу (хо, Уо, С0) dy — 0.

Касательные к К* и к К в точке (х0, уо) совпадают, поэтому dy*/dx* =  dy/dx 
и, следовательно,

Фх (Хо, Уо, Со) dx* +  Фу (Хо, Уо, Со) dy*  =  0.

Таким образом, наряду с Ф =  0 вдоль особого решения выполняется Ф ^ = 0 -И  
Пример 12.4. Соотношение Ф (х, у , С) =  у — (х — С)3 =  0 дает ОР в не

явной форме уравнения y2/3dx — —  dy =  0 (см. пример 10.2). На основании

теоремы особым решением может быть только линия, вдоль которой одновре
менно



у — (х — С)3 =  0.- ( х — С)з =  0Д 
3 ( x - C ) a =  0 j

т. е. прямая у =  0. Как видно из рис. 18, ось абсцисс действительно состоит 
из точек ветвления и является особым решением.

Допустим, что соотношение (12.2) определяет ОР в неявной 
форме уравнения (12.1), а соотношение

дает особое решение. Пусть L 0 — совокупность линий, определя
емых (12.2) и (12.5). Каждая линия из L„ — характеристика поля 
наклонов х уравнения (12.1). Если две различные линии из Ь 0 
имеют общую касательную в общей точке М, то из частей этих 
линий можно составить новую линию, которая будет характеристи
кой поля х, т. е. линией уравнения (12.1). Соответствующее ре
шение назовем составным. Пополнив L 0 всевозможными составны
ми решениями, получим семейство решений L u  на основе которо
го снова можно строить составные решения. Продолжая описанный 
процесс, получаем совокупность расширяющихся семейств реше
ний, объединение которых приводит к ПР (12.1).

Пример 12.5. Помимо парабол у =  Сх3, уравнение 2ydx ■— xdy =  0 имеет 
в качестве своих линий и всевозможные составные линии у =  Сх2 при х <1 0 
и у =  Сix2 при х > 0  (рис. 23; С =  1, Ci =  0).

Пример 12.6. Уравнение из примера 12.4, кроме линий из ОР и особого 
решения, имеет составные решения, в частности,

12.4. СОСТАВНЫЕ РЕШЕНИЯ

Ф (х, у) — 0 (12.5)

Р и с. 23

У =
( х +  1)3, х <  — 1;
0 , — I < х <  1;

х >  1
(см. пример 10.2 и рис. 18):



Уравнение в нормальной дифференциальной форме 

(р(х) у2 +  <7(х) у +  г(х)) dx - f  s(x) dy =  О 

или соответствующее (вообще говоря, неравносильное!) уравнение 
в производных (х : ~ 1, у : =  х)

Dx =  P(t) х* +  Q(t) х +  R(t), 1 6 /, (12.6)

где P(t) =  p(t)/s(t), Q(t) =  qit)'s(t) и R{t) =  r(t)'s(t), называют у р ав
нением Риккат и. Это уравнение является неэлементарным даже 
в тех случаях, когда Р — 1, Q =  0, a R  — многочлен общего ви
да. Последний факт, установленный впервые Ж. Лиувиллем 
в 1841 г., показывает, что уже сравнительно простые по форме 
нелинейные дифференциальные уравнения задают сложные системы 
функций с разнообразной аналитической структурой. 

Т е о р е м а  1. Если известно одно решение уравнения Риккати
(1 2 .6 ), то полное семейство решений этого уравнения можно 
построить с помощью к в а д р а т у р .

О Допустим, что х =  х0(t) есть решение уравнения (12.6), т. е.

Dxo(<) =  P(t) * jj(0  +  QU) x0(t) +  R(t),  Vi € I 0.

Произведем в (12.6) замену x — u +  x0(0 - Тогда получим для новой искомой 
функции и уравнение, которое на основании указанного выше тождества для 
Хо имеет вид

Du =  P(t) u2 +  (2P(t) jc0(0  +  Q (0) u,

т. e. является уравнением Бернулли и поэтому интегрируется в квадратурах. 
Пример 12.7. Уравнение Риккати

Dx =  Лх2 +  Bx/t  +  С It2

с постоянными коэффициентами А, В, С имеет частное решение х =  y/t,  где 
Л? 2 +  (В  +  1) V +  С  =  0. Поэтому подстановка х =  u +  y/t приводит это урав
нение к уравнению Бернулли с т =  2

Du =  Ли2 +  (2Ay/t  +  B/t)  и,

преобразуемому в свою очередь заменой и =  1/у в линейное уравнение.
Для подбора частного решения уравнения Риккати (12.6) в некоторых 

случаях полезно преобразование этого уравнения к так называемому канониче
скому виду.

Т е о р е м а  2 . Уравнение Риккати (12.6) с  помощью линейных 
(ф орм альных) преобразований можно привести к виду

Dx =  +  х 2 +  R i(0 -

О Произведем в (12.6) замену х =  a(t)  и с вспомогательной функцией а  
и получим (аргумент t для краткости опускаем)

Du =  P a u 2 +  ( q — ■) и +  — .
\ а  / а



Du =  + u 2 +  ( Q 4- - у -  ) u +  RP.

Последующая подстановка u =  v 4- Р с вспомогательной функцией {5 приводит к 

Dv =  + v 2 4  ( ± 2 p  +  Q +  - y - ) v ± P 2 + ( q + - ^ - ) p ± R P - D P _

Положим

2 V Р

и получим уравнение в каноническом виде

D v = ± v 2 4 - t f i ,  '

где
/ 1 / D Я \2 1 / 0 2Я Ш Я)2 \\

*  = ±  (Т  (« +  — ) +  т  Г  +  — -  S r - ) )  ±  * р'
Пример 12.8. Подстановка х =  и/v, где у2 =  + А ,  преобразует уравнение 

Риккати Dx =  Ах2 4- Btm к каноническому виду

Du =  + u 2 +  B itm.

Этот пример, в частности, выявляет значение знаков 4- («плюс») или — («ми
нус») перед я2 в канонической форме уравнения Риккати.

Основные упражнения

12.1. Построить общие и особые решения уравнений 9, 10, 15, 16, 23,
24 [1].

12.2. Найти особые и составные решения уравнений 303, 306 [1].
12.3. Построить полные семейства решений в задачах 69, 70, 76, 91 [1].
12.4. Построить ПР уравнений 303, 306 [1].
12.5. Разрешить уравнения Риккати 307, 318, 329 [1].

Дополнительные упражнения

12.6. Решить задачу 134 [3].
12.7. Доказать, что если уравнение Риккати с непрерывными коэффициен

тами имеет непрерывно дифференцируемое решение, то у этого уравнения есть 
ОР вида

a(t)  +  CP(Q 

*  ~  W ) 4- C6(t) ’

где С — произвольная постоянная (такое ОР называют дробно-линейной функ
цией от произвольной постоянной).

12.8. В предположении о локальной однозначной разрешимости уравнения 
Риккати с непрерывными коэффициентами доказать теоремы из задач 324— 
338 [1].



13. УРАВНЕНИЯ 1-ГО ПОРЯДКА 
В ОБЩЕЙ ФОРМЕ

13.1. УРАВНЕНИЕ 1-ГО ПОРЯДКА 
В ОБЩЕЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ФОРМЕ

Уравнение 1-го порядка в общей дифференциальной форме 
(Д-1) имеет вид

Я (х , у, dx, dy) =  0, (13.3)
где функция Н  (х, у, u, v) определена на множестве А сг Я 4 =  
=  Oxyuv. На уравнение (13.1) распространим терминологию, вве
денную в главе 10 для уравнения в нормальной форме. В частно
сти, путь К  назовем путем уравнения  (13.1), если

H(x(t) ,  y(t), dx(t), dy(t)) =  0, Vf 6 I, (13.2)
а линию К назовем линией (1 3 .1 ), если существует представление 
К  в виде пути К  уравнения (13.1). Дифференциалы dx(t) и dy(t) 
определены с точностью до произвольного общего ненулевого мно
жителя dt, поэтому функция Н  в силу (13.2) должна обладать 
свойством

V (x , у, u, v)£ Л, У к ф О ,  Н  (х, у, u, v) =  0 =>
=>(х, у, Xu, k v ) £ A ,  Н  (х, у, Хи, Х\) =  0. (13.3)

Условие (13.3) дальше считаем выполненным. На основании (13.3) 
при Н  (х, у, 0, v) =  0, v Ф  0 естественно доопределить функцию 
Н,  положив Н  (х, у, и, оо) =  0 при любом и £ R,  и^=0.

Точка М  =  (х, у) фазовая для уравнения (13.1), если сущест
вуют и и v такие, что и2 +  ч2Ф  0, (х, у, и, v)£ А, Н  (х, у, и, v )=
— 0. Совокупность Е  всех фазовых точек составляет фазовое мно
жество данного уравнения.

13.2. ПОЛЕ НАКЛОНОВ И ЕГО ХАРАКТЕРИСТИКИ

Величину k  =  v/u, причем k  =  оо при \гФ  0, и —- 0, назовем 
наклоном , порожденным уравнением (13.1), в фазовой точке М, 
если

Н  (х, у, 1, k) =  0.

Множество всех наклонов k  уравнения (13.1) в М обозначим х(М). 
На фазовом множестве Е  определено поле наклонов х. Линия 
К — характ ерист ика  поля х, если существует представление К  
путем К  такое, что наклон k  в любой точке M t содержится 
в х(М). Линия К — характеристика х в том и только том случае, 
если она — линия уравнения (13.1), породившего х. Если характе

ристики М0М и ММ], поля х образуют линию М0ММ: = К , то К— 
также характеристика поля х, а следовательно, и линия уравне
ния (13.1).



Пример 13.1. На рис. 24 х(М) состоит из величин k  и к*\ линии МоМ 

и AIMi или МоМ и ММ[ составляют линии MoMMi и МоММр линия М0М и Л1М ( 
не составляют линию.

Р и с .  24

13.3. КЛАССИФИКАЦИЯ ФАЗОВЫХ ТОЧЕК

Точка М d Е особая для (13.1), если х(М) =  R m, и неособая  
в противном случае. Если через неособую точку М при любом 

х(М) проходит линия (13.1) с наклоном k, то М — точка су
ществования, в противном случае М — точка несуществования. 
Точка М — точка единственности, если для любого k  £ х(М) су
ществует линия К данного уравнения, проходящая через М 
и включающая как подмножества все остальные линии (13.1), ко
торые имеют наклон k  в М. Если линии К не существует, то 
М — точка неединственности. Аналогично определяют точки ло
кальной единственности и локальной неединст венност и. Если су
ществуют две линии (13.1), проходящие через М с общим накло
ном k  и отличные друг от друга в любой окрестности М, то М— 
точка ветвления вдоль направления k.

Пример 13.2. В точке М на рис. 24 происходит ветвление в направлении 
k  и нарушена единственность. В точке М  единственность не нарушена, так как

М*0М М * и MoMMi имеют в М разные наклоны.

Если L  — семейство линий К уравнения (13.1), то огибающая 
L этого семейства и все линии, составленные из дуг К и из дуг 
L, будут линиями (13.1). Огибающая состоит из точек ветвления 
и соответствует особом у решению  уравнения.



13.4. УРАВНЕНИЕ 1-ГО ПОРЯДКА,
АЛГЕБРАИЧЕСКОЕ ОТНОСИТЕЛЬНО 

ДИФФЕРЕНЦИАЛОВ

Уравнение (13.1) называют алгебраическим уравнением  степени 
т  1 относительно дифференциалов, если Н  является однород
ным многочленом степени т относительно dx и dy, т. е. имеет 
вид

т

2  р\ (х, у) dx'dym- '  =  0, (13.4)
J=Q

где все коэффициенты Р\ определены на множестве Е  cr R 2. Ог
раничимся случаем, когда для любой точки (х, у) 6 £  выполняется

т т
21 P*i (х, у) U V 1- '  =  П (Pi (х, у) u +  Q, (х, у) V ) ,  Vu, v,

1=0 1=1
где P t и Qi действительны на Е, причем для любых номеров I 
и / У Ф  /) найдется точка (х , у) £ Е  такая, что

Pl ( x ,  у) +  0л (х, у)=/=0, Р) (х, y) +  Q-(x^ 7 ) 0 ,

Pi  (х. У ): Q/ (х  ̂ 7) Ф  Р;  (х, 7) : Qj (х, "у).
Точка М 0 =  (х0, у0) особая для (13.4), если в ней все коэф

фициенты обращаются в 0. Точка М0 особая в том и только том 
случае, если в ней для некоторого I обращаются в 0 оба коэффи
циента P t и Q[. Если М =  (х, у) — неособая точка уравнения
(13.4), то в этой точке определено не более т наклонов k  ■--- k v, 
..., k r уравнения (13.4), определяемых из соотношения

т

2  Р* (х, у) k! =  0.
1=0

Наклон, отвечающий кратному корню последнего соотношения, 
назовем крат ным .

Наряду с уравнением (13.4) степени т рассмотрим т отдель
ных уравнений в нормальной дифференциальной форме (/ = 1 , 2, 
..., т)

РД х, y ) d x + Q /(x, y)dy =  0, (х, у ) £ Е .  (13.5)

Каждая линия любого из уравнений (13.5) будет линией и урав
нения (13.1). Допустим, что найдены ОРП каждого из уравнений
(13.5) в виде ФДх, у, С) =  0, где С — произвольный числовой 
параметр, принимающий значения из промежутка А. Тогда ОР
(13.4) будет соотношение

Ф ^ х, у, С) • Ф? (х, У, С) ■ ... . Фт (х, у, С) =  0. (13.6)
При отсутствии особых точек и кратных наклонов у (13.4) линии 
различных уравнений (13.5) не могут касаться друг друга и не 
могут составлять линии (13.4). Поэтому в указанном случае соот



ношение (13.6) дает ОРП (13.4). В общем случае ОР (13.4), за
данное соотношением (13.6), следует пополнить составными ли
ниями.
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Пример 13.3. Уравнение xydx2 +  (х2 -]- у2) dxdy -f- xydy2 =  0, распадающе
еся на уравнения xdx -)- ydy =  0 с ОР х2 +  у2 — С2 =  0 и ydx xdy =  0 с ОР 
ху — С — 0, имеет ОР (х2 4- у2 — С2) (ху — С) - -  0. На рис. 25, представляющем 
наложение рис. 19 и рис. 20, кратные точки поля наклонов лежат на прямых 
у =  + х ,  заполненных точками ветвления. Составная линия уравнения, выде
ленная на рис. 25, не может быть получена как частное решение построенного 
О Р.

13.5. УРАВНЕНИЕ В ПРОИЗВОДНЫХ В ОБЩЕЙ ФОРМЕ

Обозначим В  множество троек (х, у, k) таких, что (х, у)£ Е
и /г£к(х, у), где Е  — фазовое множество уравнения (13.1),
а %(х, у) — совокупность наклонов (13.1) в (х, у). Тогда В  — 
подмножество R2 X R*,. Отправляясь от Н, определим функцию 
F , положив

F  (х, У, k) =  Н  (х, у, 1, k), (х, у, k) £ 5 .
Если К  — путь уравнения (13.1), то на основании условия (13.3) 
и доопределения Н  из тождества (13.2) при X =  1/dx(t) следует, 
что

H(x(t) ,  y{t), d*(0, dy(t)) =- 0, / «  F{x( t ) ,  y(t), = '0 ,

v / e / ,
т. e. x =  x(t), у =  y(t) является решением в параметрическом виде 
уравнения в производных,

F(X , у ,у ')  =  0, (13.7)

где штрих означает производную по х. Справедливо и обратное: 
любое решение в параметрическом виде уравнения (13.7) является



решением уравнения (13.1). Для краткости вместо (13.1) дальше 
рассматриваем (13.7).

Пример 13.4. Рассмотрим уравнение F ( у ') =  0 в предположении, что 
функция F(k)  имеет лишь изолированные нули k =  k i R ^ .  При к ф с о  функция

— У — С —
у =  k x - l - С  или --------- =  к дает ОР данного уравнения. Если 6 =  со, то

уравнение имеет ОИ х =  С. Соотношение F   —j  =  0, дополненное при не

обходимости соотношением х =  С, дает полный ОИ.

13.6. ВЕТВЛЕНИЕ РЕШЕНИЙ

Рассмотрим уравнение (13.7) в предположении, что функция 
F  (х, у, k )_непрерывно дифференцируема в окрестности точки N 0 — 
=  (х о. Уо. ^)- Если F(N 0) =  0, a F k(N0) Ф  0, то на основании те
оремы о неявной функции соотношение F  (х, у, k) — О однозначно 
разрешимо в окрестности N a и дает k  =  f  (х, у), (х, у) £ U. Допу
стим, что М 0 =  (х0, у0) — точка локальной единственности для 
уравнения у' =  /(х, у). Тогда в М 0 нет ветвления вдоль направле
ния k  решений (13.7). Следовательно, все точки ветвления (13.7) 
в указанном случае располагаются во множестве Г, определяемом 
соотношениями

F ( x ,  у, &) =  0, F k (x, у, £) =  0. (13.8)
Если исключение k  из (13.8) приводит к соотношению <р(х, у) =  
=  0, определяющему линию (13.7), то именно вдоль этой линии 
возможно ветвление решений, и поэтому интеграл <р =  0 может 
оказаться особым решением.

Пример 1 3 .5 . Уравнение у '2 +  у2 — 1 =  0 распадается на два уравнения 
у ' =  +  У 1 — у2 и имеет ОИ вида у =  sin (х -f- С), а также решения у  — + 1 .  
Из соотношений /г2 +  у2 —-1 =  0 и 2k  =  0 следует, что вдоль прямых у =  + 1  
возможно ветвление, что и подтверждает рис. 26. Прямые у =  + 1  оказывают

ся особыми решениями. Линия является составной линией данно
го уравнения.



Возьмем R Множество I(k) точек (х, у )6 Е , для которых 
k £  х (х , у), называют изоклиной (линией равных наклонов) урав
нения (13.7). Изоклину l(k)  задает соотношение F  (х, у, k) =  0. 
Точка существования М лежит на изоклине I(k) в том и только 
том случае, если через М  проходит линия (13.7), касающаяся в М 
прямой у — у =  k  (х — х). Прямая у =  kx  +  b является линией
(13.7) тогда и только тогда, когда она входит в изоклину I(k).

У равнением К л ер о  называют ОД-1
у =  у'х +  /(у')> . (13.9)

где / непрерывно дифференцируема на промежутке |а, Р | с  
Изоклиной I(k) (k ф о с )  является прямая у =  kx  +  f(k)  уравнения 
(13.9), т. е. ОР (13.9) служит у =  С х4-/(С ), С £ | а , (5|. В соот
ветствии с общим правилом ОР следует пополнить огибающей

у =  Сх +  /(С), 0 =  х +  /'(С), С € | « , N 
и всевозможными составными решениями.

При мер 13.6. ОР уравнения у =  у 'х — ~7ГУ2 образует семейство прямых 

у =  Сх — С2. Огибающей служит парабола

Кроме этого, есть составные линии, одна из которых выделена на рис, 27.
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Уравнение Клеро появляется при аналитическом построении 

лини й, заданных свойствами их касательных. Искомые линии ока- 
зыва ются особыми линиями полученных уравнений Клеро.

13.8. ПОСТРОЕНИЕ ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ РЕШЕНИИ

Один из методов построения решений уравнения (13.7) состо
ит во введении трех вспомогательных непрерывно дифференцируе
мых функций ф, to, подобранных так, что

d ip(/) =  со(/) d<p(/), F  (<р(0, МО, © (0) =  0, V/ 6 /•



Вначале выбирается одна, из функций <р, г]) или со, причем неред
ко в качестве <р или г|з используют t. Затем определяют две дру
гие функции. Наличие ОД-1 среди определяющих соотношений 
позволяет получить семейство решений, зависящее от произволь
ной постоянной, а затем — особые и составные решения. Описан
ный прием был использован при решении уравнения Клеро, где 
было положено t — k, со(t) =  t — k, у' — k. Аналогичный прием 
удобен в случаях

х =  /(у') 1х =  /(£), dy =  Ы х, у =  | f'(k) kdk)

У ~  g (x') у =  g(k), dy =  kdx, х

а также при решении уравнения Л агранж а

У =  /(У')Х + £(/)•

?'(*) dk

13.9. ПОСТРОЕНИЕ ОРТОГОНАЛЬНЫХ ТРАЕКТОРИЙ

Рассмотрим задачу об орт огональных т раект ориях. Пусть на 
плоской области Е  задано семейство линий L. Требуется постро
ить семейство Q орт огональных т раект орий ( нормальных трансвер- 
салей), т. е. семейство линий, которые пересекают ортогонально 
(нормально) линии из L.

Допустим, что семейство L  можно задать с помощью соотно
шения Ф (х , у, С) =  0, (х, у К  £ ,  С £ | а , |3|, где Ф непрерывно 
дифференцируемо и

[ Ф , ( х >  У ,  Q  =  o  F Г)_  0

(ф х (х, у, С) +  Фу (х, у, С )у ' =  О (Х> У’ У }

В точке (х, у) линия у =  у(х) из L  имеет наклон k  =  у'(х), поэто
му наклоном ортогональной траектории у =  у(х) в (х, у) будет
k  =  у ’(х) =  — 1/k, где F  (х, у, k) =  0. Следовательно, уравнение
ортогональных траекторий имеет вид F  (х, у, — 1/у') =  0.

Пример 13.7. Уравнением семейства гипербол ху =  С с асимптотами х =  0 
и у =  0 служит ydx +  xdy =  0, а уравнение ортогональных траекторий имеет 
вид —ydy +  xdx =  0 или х2 — у2 =  С. Ортогональные траектории — гиперболы 
с асимптотами у =  + х  (рис. 28).

Основные упражнения

13.1. Построить схемы полей наклонов, найти ОР и выделить указанные 
частные решения уравнений первого порядка, алгебраических относительно про
изводных, в задачах 522—527 [1].

13.2. Разрешить неполные уравнения, т. е. уравнения вида F (y ') =  0, 
F  1Х> У') =  0. F ( У. У') =  0, в задачах 543—550, 554, 555 [1].

13.3. Построить все решения уравнений Клеро в задачах 563—566 [1].
13.4. Построить ОР уравнений Лагранжа в задачах 559—562 [1].



13.5. Построить ОР в параметрическом виде уравнений 572, 573 [1].
13.6. Найти особые решения уравнений и произвести классификацию фазо

вых точек в задачах 616—620 [1].
13.7. Построить ортогональные траектории в задачах 576, 577 [1].

I =0

Р и с . 28

Дополнительные упражнения

13.8. Построить кривые в задачах 539 , 540 [1].
13.9. Исследовать задачи 568— 570 [1], 299, 300 [3], 108, 109 [2].
13.10. Доказать, что если функция / : | а ,  (3 | -*■ R имеет на промежутке 

| a ,  [J | с :  R монотонную производную, то в каждом составном решении имеется 
и притом единственная дуга особого решения

у =  Сх + / (С ),1 
0 =  х +  /'(С).|

13.11. Вывести уравнение семейства ортогональных траекторий для се
мейства линий, заданного в полярных координатах Ф (ср, г, С) =  0, и решить 
задачи 580, 581 [1].

13.12. Линии из семейства Q называют изогональными (образующими оди 
наковый угол) траекториями  семейства L ,  если линии из Q заполняют то же 
множество Е ,  что и L ,  и если угол между линией из Q и линией L  в каждой 
точке их пересечения имеет постоянное значение а .  В  предположениях, что L

( dr \
задано уравнениями F  (х, у, у ') =  0 или G |̂<р, г, —— J  =  0, вывести уравне

ние семейства изогональных траекторий и решить задачи 578, 579 [ 1 ].

14. ПОНИЖЕНИЕ ПОРЯДКА УРАВНЕНИЯ

14.1. ПЕРВЫЙ ИНТЕГРАЛ УРАВНЕНИЯ n -ГО  ПОРЯДКА

Уравнение п-го  порядка в производных в общей форме 
вид 

F  (х, у, у ' у") =  0, 

где F  (х, у0, уь  . . . ,  у„) определена на области А сг ^ "+2. 
нием (14.1) называем функцию у ~  у(х), дифференцируемую

имеет

(14.1)

Реше- 
п раз

юз



на промежутке I  cz R  и обращающую уравнение (14.1) в тождест
во

F( x ,  у(х), у'(х).............. г/(«)(х)) =  0, V x£ /. (14.2)
В некоторых случаях удобно рассматривать в дифференциалах 
уравнение, соответствующее (14.1). Решение уравнения в диффе
ренциалах является решением в парамет рическом виде уравнения
(14.1). Выделим случаи, когда (14.1) может быть редуцировано, 
т. е. сведено к уравнению меньшего порядка. Редуцированные 
уравнения содержат произвольные постоянные.

Функция Q(x, у, у ' y("~ l>) — первый инт еграл  уравне
ния (14.1), если она сохраняет постоянное значение вдоль решений
(14.1).

Т е о р е м а .  Пусть Й(х, у0, уь . . . ,  y„_i) непрерывно диффе
ренцируем а на проекции В  м нож ест ва А на подпрост ранст во
P"+i =  QXyo _ _  ̂ g c m

Q* +  й ;оУ1 +  . . .  +  Йул_!У„ =  F  (X, У0, у ,  у„),

V (x , у„ Уь У„)€ А, (14.3)
то уравнение (14 .1 ) равносильно ОД-(п — 1)

П (х, У, У'.У(ПГ- 1)) = С ,  (14.4)
где С  — произвольная пост оянная (из множест ва значений функции 
Q).

О Допустим, что у =  {/(х) (Х<Е/) — решение (14.1). Тогда (см. (14.2) 
и (14.3))

Q (х, у, . . . ,  г ^ - 1» ) =  q ;  +  G ч у +  . . .  +  (/<"> =

=  f  (х, у, у ’ , у {п)) =  0 , У хб/ ,
т. е. у =  у(х)  удовлетворяет (14.4) при некоторой постоянной С. С другой
стороны, если у — у(х) удовлетворяет (14.4), то на основании (14.3) и (14.4)

о =  ^ (х, у ,  у '  « л - 1») =  с ;  +  . . .  +  ®уп_ / П) =

=  F ( x ,  у, у ’ , . . . ,  у {п)), 

т. е. у =  (Дх) — решение (14.1). В

Наряду с функцией Q первым интегралом уравнения (14.1)
называют и само соотношение (14.4), которое представляет собой 
редукцию уравнения (14.1).

Пример 14.1. Из тождества

у2 (in I у2 I (1 +  у ? )- 3/2) ; ,  +  Уз (1П  | у 2 | (1 +  У?)“ 3/2)уг =  Уз У Г1 -

- З у ,  у2 (1 + у ? ) -1



следует, что уравнение

у " ' ( у " ) - 1 _ 3 у 'у "  (1 + у '  а ) - 1 =  о (14.5)
имеет первый интеграл

у " ( 1 + у '2)“ 3/2 = с 1. (14.6)
Из тождества

~ с \ +  У2 ( Yi ( 1 +  У?)~1/2 — c i х )у, =  Уа I 1 +  У ? )"372 ~  Ci 
находим первый интеграл уравнения (14.6)

У '(1 + У ' 2) ~ 1/2- C lX =  C2.

Интегрируя последнее уравнение с помощью параметризации

cos tdt  sin t
у' =  tg CiX +  C2 =  sin t,  dy =  tg<dx =  tg t ——— =  — - —  df,

Ci Ci
cos t

y = -  — + C l , 

получаем OP уравнения (14.5) в виде

( x - e ) *  +  ( y - b ) *  =  /?*, / ?=  1 / jC il .  a  =  — C2/Ci, b--= C 3.
Это OP следует пополнить (при x =  b +  R ц R =  со) всевозможными прямы
ми. Полное ОР (14.5) состоит из всех окружностей и всех прямых на плоско
сти R 2 =  Оху (составные решения здесь отсутствуют, так как невозмо жно 
дважды гладкое сопряжение различных окружностей или окружности с прямой).

14.2. НЕПОЛНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Уравнение (14.1) называют неполным, если функция F  не за
висит от аргумента х или от искомой функции у и ее начальных 
производных.

1. Уравнение без явного вхождения аргумента

Р(У,  У', у(л)) =  0. (14.7)

Переведем это уравнение, составленное для искомой функции у =  
=  у(х), в уравнение для обратной функции х =  х(у):

' - - 2 - - ( - £ ) " = « ■ ( ■ £

у" =  2 = Q z ( ~ ,  йЧdy2 \ dy / \ dy dy:

y(n, =  Q„('
dx d2x d"x

dy dy2 dy"

Введем вспомогательный аргумент у и вспомогательную искомую 
функцию и:

dx  dA х rVk - i



Подставим

y ^ Q k ( u , ^ - ............  2 ........... я,
\ dy Ayk- 1 J

в исходное уравнение (14.7) и получим ОД-(п — 1) для и:

' ( у ' 4 » 4 Ю  4 й- ^ .......... i ^ ) ) = 0 -
Интегрируя последнее уравнение, находим

и =  ёЧУ, C „ _ i) .

Следовательно, х выражается через неопределенный интеграл:

х =  j  gr (у, Ci, С2 C„_,)dy.
Отметим, что х зависит от п произвольных постоянных.

Пример 14.2. Угол отклонения ф(г') математического маятника длины I 
амплитудой а  удовлетворяет уравнению

d2a> g
+  ~ r  sin ф =  Оdt2 ' I 

и начальному условию
d®

=  0.
dtp

"dГ Ф=а
Кроме того, считаем Ф(0) =  0. Применяя описанный прием понижения порядка, 
придем к уравнению

dt (  I У/2 1

йф \ 2 g  / cos ф — cos a

Интегрируем последнее уравнение, считая в соответствии с ф(0) =  0, что 
t( 0) =  0:

‘  du
t =  ( - f - Y /2 f  — —

\ 2g  j  J  cos и — cos a

Сведем полученное выражение для t к эллиптическому интегралу первого рода,

П О Л О Ж 1

Тогда

• а  1. • “ и ■положив sin —  =  к, sin —  =• k  sin 0.

/ м . a
cos и — cos a  =  —2 sin2 —  — sin2 —  \ 2 2

2k  cos odo
du =

Y 1 — № sin2 0  ’

. , . Ф . a  ,При v — arcsin [ sin — : s in — J получаем



/ / \ 1/2 (• dfT I  I  N1/2

' " Ы  " ( т )
о

Эллиптический интеграл первого рода F  (к, и) протабулирован, например, 
в справочнике Е. Янке, Ф. Эмде и Ф. Леш «Специальные функции» (М .: Наука, 
1964).

2. Уравнение без явного вхождения искомой функции
F ( x ,  у(«), у<т +», у<,!>) =  0. (14.8)

Введем вспомогательную функцию z =  y<m>. Тогда уравнение (14.8) 
перейдет в Д -(я — т):

F  (х, z, г', . . . ,  z<n-m)) =  0.
Если найдено общее решение последнего уравнения г =  ф(х,  Сь 
. . . ,  С„_ш), то общее решение (14.8) находится из П-m (см. гл. 1):

(\mv
/  ■— — = ф ( х ,  Сь  . . . ,  С„_т ).
/  dxm

14.3. ОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ n-го ПОРЯДКА

Однородные уравнения порядка п имеют вид

F( x ,  у, у ', . . . ,  у<л>) =  0, (14.9)
где функция F  обладает свойством

F(Kx,  Ху0, Х°уъ  . . ., Х~п+'уп) =  X*F (х, у0, у1( . . . ,  у„). 

Введем новые переменные t=  1пх и г  — у/х. Тогда

у' =  Dy/x =  Dz +  z, 
у" =  (D2z +  D z)e-',

y<»> =  Qn (z, Dz, . . . ,  D” z)
поэтому уравнение (14.9) равносильно уравнению без явного вхож
дения аргумента

^ ( l ,  z, Dz +  z, Qn (z, Dz, . . . ,  D"z)) =  0,
что позволяет понизить порядок уравнения на единицу.

Уравнение
Р ( х , у , у ' , . . . , у М )  =  0, (14.10)

где Р  — многочлен, причем для некоторых постоянных k  и г все 
слагаемые в выражении

Р { х \  хк, хк- г, . . . ,  х ^ )  

имеют одну и ту же степень, называют обобщ енно-однородным .



При г =■ 0 подстановка г  =  у7у приводит (14.10) к уравнению 
относительно z порядка ниже, чем п. После нахождения

z =  ф(х,  С ,  C„_i)

получаем однородное JI-1 для определения у
у' — Ф(х, Сь  Cn- i )  у =  0.

Если г # 0, то можно считать r =  1. Преобразование переменных
у =  I X |*z, t =  In | X f

приводит к уравнению, не содержащему t и допускающему, сле
довательно, понижение порядка.

Уравнение (14.1) называют однородным относительно искомой 
функции  и ее производных, если функция F  обладает свойством

^ ( х ,  Ху0, Хуи . . . ,  Хуn) =  X'i F (x ,  у0, уь . . . ,  у„).

Предположим, что последнее условие выполнено, и произведем 
подстановку у ' =  yz. Тогда

у" =  у'г +  yz' =  у (z2 +  z’) =  Qa (z, z') у; 
у'" =  у (z3 +  3zz' +  z") =  Q3 (z, z \  z") y;

у(л) =  Qn (z, z', z", . . z*'1- 1)) y.

После подстановки получаем
y » F ( x ,  1, z, Q2 (z, z  ), Q3 (z, t ! , z")...........Q „ (z, z', . . . ,  z('l- ‘) ) ) =

=  0
или (сокращение на у11 допустимо, так как решение у == 0 не бу
дет потеряно)

G(x,  z, z ' z(ra— ) =  0.
Найдем OP этого уравнения: z =  <p(x, Cv С 2, . . . ,  C„_i). Тогда

— =  ф (х, Ср С£1 • • •, &л—1)>

и поэтому
f  Ф (X, С ,  Сп—j)  dx

у =  eJ

14.4. СПРАВОЧНИК КАМКЕ

Известные элементарные дифференциальные уравнения и сис * 
темы уравнений собраны в книге Э. Камке «Справочник по обык
новенным дифференциальным уравнениям» (М.: Наука, 1966). 
Принципы классификации, на основе которой уравнения упорядо
чены в справочнике, описаны в «Предварительных замечаниях»,



помещенных в начале третьей части справочника. При упорядочи
вании уравнений сначала учитывается порядок уравнения, затем— 
характер вхождения старшей производной в уравнение, дальше — 
вид коэффициентов при членах, содержащих старшую производную 
и т. д. При этом предполагается, что уравнение приведено к не
которому стандартному виду. Такое расположение уравнений по
зволяет по внешнему виду некоторого уравнения установить, 
содержится оно в справочнике или нет.

Элементарные уравнения 1-го порядка собраны в главе 1 спра
вочника (здесь и дальше имеются в виду главы третьей части 
справочника). Элементарные и специальные линейные уравнения 
собраны в главах 2— 5 (уравнение называют специальным, если 
для его решения используют специальные функции, т. е. особенно 
важные неэлементарные функции, подробно изученные и протабу- 
лированные). Нелинейным уравнениям второго и более высоких 
порядков посвящены главы 6, 7. В  двух последних главах приво
дятся линейные и нелинейные системы уравнений.

Следует иметь в виду, что терминология справочника в отдель
ных случаях отступает от терминологии других изданий, в част
ности уравнение с первым интегралом в справочнике Камке назва
но уравнением в полных дифференциалах (второго или более вы
сокого порядка).

Пример 14.3. Уравнения 1-го порядка в полных дифференциалах помеще
ны в справочнике под номерами 1.227, 1.245, 1.248, 1.251, 1.263, 1.270, 1.271, 
1.273, 1.274, 1.285, 1.288, 1.290 и т. Д. Примеры интегрирующих множителей 
имеются под номерами 1.122, 1.138, 1.154, 1.171, 1.199, 1.239, 1.243, 1.244,
1.246, 1.252, 1.255, 1.260, 1.275 и т. д.

Первые две части справочника посвящены теории уравнений.

Основные упражнения

14.1. Выписать из главы 1 (третья часть) названного справочника Камке 
по пять примеров:

а) элементарных уравнений Риккати; б) уравнений, алгебраических относи
тельно производных вместе с ОР этих уравнений.

14.2. Выделить из глав 6 и 7 названного справочника Камке по три урав
нения с первыми интегралами (уравнений в полных дифференциалах по терми
нологии справочника).

14.3. Указать пять обобщенно-однородных уравнений из главы 6 справоч
ника.

14.4. Решить задачи 638—641, 647 , 648 , 658— 661, 669 , 670 , 673 , 674 
6 7 6 -6 8 1  [1].

Дополнительные упражнения

14.5. Поставить конкретные (численные) начальные задачи для уравнений, 
указанных в упражнениях 14.1— 14.3, и выделить соответствующие частные ре
шения.

14.6. Решить задачи 68'2, 683 , 687, 642 , 662— 666, 671, 672, 675 [1].
14.7. Разобрать задачу о погоне ([1], раздел III , § 4.4).



IV. ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ ОБЩЕГО ВИДА

15. РАЗРЕШИМОСТЬ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИИ

15.1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ В НОРМАЛЬНОЙ ФОРМЕ

При построении математических моделей используют метод пространства 
состояний. Применение этого метода основано на подборе числовых характерис
тик (параметров состояния), описывающих в совокупности однозначным образом 
состояние исследуемой системы. Характеристики системы являются функциями 
времени. Модель выражает соотношение между величинами параметров и ско
ростью их изменения. Она оказывается, естественно, системой дифференциаль
ных уравнений относительно параметров состояния. Если скорости изменения 
параметров выражаются через сами параметры и время, то модель имеет нор
мальную форму. Модель стационарна или автономна, если в ее описании время 
в явном виде не участвует.

Система обыкновенных дифференциальных уравнений (далее 
просто система) имеет нормальную форму, если старшая производ
ная каждой искомой функции входит лишь в одно уравнение си
стемы и это уравнение разрешено относительно указанной старшей 
производной.

Пример 15.1. Система
D3x =  f ( t ,  х, Dx, D2x, у), Dy =  g  (t, x, Dx, D2x, y) 

имеет нормальную форму.

С помощью введения вспомогательных неизвестных систему 
произвольного порядка в нормальной форме можно привести 
к равносильной системе 1-го порядка в нормальной форме.

Пример 15.2. После введения новых искомых функций 

Xj. =  х, х2 =  Dx, х3 =  D2x, х4 =  у 

система примера 15.1 переходит в равносильную систему 1-го порядка

DXj == Х2, DXj =  Xg, DXg =  f(t> Хь X2, Хз, Х4) , Dx4 g (t, Xj, X2, X3, X4).

Система 1-го порядка в нормальной форме в общем случае 
имеет вид

Dx; =  fi(t,  хь  . . . ,  х„), 1 < ; < п .  (15.1)
Система (15.1) будет основным объектом исследования в настоящем 
разделе.



Преобразование системы произвольного порядка к системе 1-го порядка 
имеет принципиальное значение, так как общая теория уравнений и систем про
извольного порядка содержится, по сути дела, в общей теории систем 1-го по
рядка. Практическое же значение преобразования к системам 1-го порядка 
с помощью введения дополнительных неизвестных сравнительно невелико, так 
как оно связано с увеличением размерности системы, влекущим за собой усло
жнение пространства, в котором располагаются решения системы.

Важный класс составляют стационарные (или автономные) 
системы, в которых явно отсутствует независимая переменная t, 
в частности стационарные системы 1-го порядка в нормальной 
форме

Dx» =  //(Хъ ■ • •, х„), 1 < ; < « •
Любую систему (15.1) с помощью повышения размерности на еди
ницу можно заменить равносильной стационарной системой 1-го 
порядка в нормальной форме. С этой целью следует ввести: до
полнительную искомую функцию x„+i, заменив ею переменную t 
в правых частях (15.1), новый аргумент т, заменив им переменную 
t в операторе D и положив f n+i(x„+ i, х,, . х „ ) =  1. В резуль
тате получим равносильную систему

Dt xy =  /; (x„+1, х,, . . . ,  хя), 1 < / < « + 1-

Переход от системы (15.1) к соответствующей стационарной системе явля
ется естественным в случаях, когда переменные t и х( в рассматриваемой зада
че имеют одинаковую природу. В остальных случаях этот переход носит фор
мальный характер. Например, переход от линейной системы к соответствующей 
стационарной системе существенно усложняет аналитический тип системы.

15.2. ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ СИСТЕМЫ В НОРМАЛЬНОЙ ФОРМЕ

Если положить

X :: =  ( Х Х хя)т, (t, х ) :: =  (t, хь  . . . ,  х„)т, / :: =  (Д, . . . ,  f n)\
то систему (15.1) можно заменить равносильным векторным урав
нением

Dx =  /(/, х), (t, х)£  G c z R n+l. (15.2)
Дальше векторную функцию / считаем непрерывной на области G.

Решением  уравнения (15.2) назовем дифференцируемую век
торную функцию х : I  R n, где / — промежуток из R, такую, что 
подстановка х : =  л: обращает (15.2) в тождество на I :

Dx (t) =  / (t, x(t)), VY6 I . (15.3)
Если, кроме того, x(s) =  I, то функция х  разрешает задачу Коши 

Dx =  f ( t ,  х), (t, х ) £ G; x|<=s =  £, s € /. (15.4)

И нт егральны й крит ерий. Для  того чтобы непрерывная  
функция x : I ^ - R n бы ла решением задачи Коши (1 5 .4 ) , необходи



мо и дост ат очно выполнение векторного инт егрального т ож дест 
ва

* (0  =  E +  J 7 ( t . V* € /-  (15.5)
S

О => Если х — решение задачи Коши (15.4), то выполняется тождество
(15.3), интегрируя которое при t : =  х от т =  s до т =  t, получаем

t
x(t) — x(s) =  J  / (x, x (x)) dx, Vt e I ,

S

что в силу *(s) =  | равносильно (15.5).
<= При непрерывной х  композиция f  (х, х(х)) также непрерывна по х, 

поэтому интеграл, а с ним правая и левая части (15.5) дифференцируемы по t. 
Дифференцируя (15.5), приходим к (15.3), т. е. х — решение (15.2). Кроме то
го, из (15.5) следует, что x{s) =  £ -f- 0 =  |. Таким образом, х разрешает задачу
(15.4). ■

В качестве нормы вектора х для наглядности используем ев
клидову  или сферическую  норму

|х|:: =  ( 2 х ^ 2.
k

Напомним, что для | х |, в частности, справедливо (а £ R)
|х +  у|<|х| +  |у|, |ах| =  |а| • ] х |, ||х | —  | у ||< | х — у |,

| j'x(T)dr|<|j'U(T)|dT|. 
а  а

Решение проблем общей теории дифференциальных уравнений 
(однозначная разрешимость начальной задачи, непрерывная зависи
мость решений от начальных значений и от параметров и т. д.) 
не зависит от выбора нормы в пространстве R n, так как в конеч
номерном векторном пространстве все нормы эквивалентны. В ка
честве нормы вектора вместо | х | можно использовать любую из 
норм | х Jq (с м . г л . 9) или октоэдрическую норму || х || (см. гл. 8 ) 
и т. д.

15.3. РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ КОШИ

Пусть функция / определена на области G cz R n+\ При до
статочно малом р >  0 замкнутый цилиндр

V : | f  — s | < p , |х — £ | < р
расположен в G. Если функция / непрерывна на G, то она огра
ничена на компакте V, т. е. существует постоянная М >  0 такая, 
что

|/(/, x ) | < A f ,  V(t ,  х ) €  V.



Положим

6 : :  =  min{p,  p/Af}, б > 0 .
Т е о р е м а  П е а н о . Пуст ь функция / непреры вна на област и  

G и точка (s, %) леж ит  в G. Т огда  задач а  Кош и (15 .4 ) имеет  
решение, определенное на от резке [s — б, s- j -8] ,

О Докажем существование решения на [s, s -f- 6] (для отрезка [ s — б, s] 
доказательство аналогично). Обозначим

А : : =  {s +  m - m \ rn tN ;  6 =  0, I, . . . ,  2m).

Для каждого натурального т положим

t k :: =  s +  m ~ m, 6 =  0, 1, . . . ,  2m,
и построим функцию хт : [s, s +  б] R n следующим образом:

x m\t) == I  +  / (s,6) (t — s ) , V t £  [s, /i] (в частности xm(s) =  5), 
ft-i

*m{t) =  \ +  2  f и* xmVj)) (*/+i -  *j) +  f * " ( * * ) )  (* -  **)•
/=o

V< f t = I .........2m — I
или

<
* m(0  =  E +  J  / (s, x m(s)) dx, v< e [s, h ] ,

s
k—1 t j+ 1 t

* m(t) =  i +  2  I  f  Vp xm((j» dT +  fw *- dT- fa* ^+iJ-
/=0 t .  t k

(15.6)

Если ввести вспомогательную кусочно-постоянную функцию у т : [s, s -f-6 ]^ / ?
такую, что

Ym(0 =  _̂|_i [» Й =  0, 1, 2т  1,

Ут (s +  6) — t т »2 —1
то, используя свойство аддитивности интеграла, представление (15.6) можно 
записать в виде

t
x m(t) =  g -f- J / (Гш(т). x m (Ym(T))) dr, Vi (  [s, s + б ] .  (15.7)

s
Из формулы (15.7) следует, что:
1) функции хт  ограничены одной и той же константой, так как

\xm( t ) ~  | | < М  • б, € [s, s +  б], Vm;

2) Ve >  0, 3 6 e > 0 ,  Vt", s +  6], 11” — t' J <  6£ => | xm(t")  -
— * m( f ) | < e, V/n, так как

|x m( t " ) - x m( n \ < M  ■ \ t"— t’ |.

Докажем, что из функциональной последовательности (х т ) можно выде
лить подпоследовательность, равномерно сходящуюся на [s, s - } - 6 ] .  Перенуме
руем каким-нибудь образом элементы счетного множества А:

А =  (ть  т 2, . . . ) .



Последовательность (x '"{x i)) ограничена, поэтому по принципу выбора из нее 
можно выделить сходящуюся подпоследовательность (хт‘^  ( t i ) ) .  Аналогично 
из ограниченной последовательности (т2)) можно выделить сходящуюся

подпоследовательность (хт (т2)) и т. д. Подпоследовательность (х к ) 
сходится в точках множества А. Для произвольного е >  0 на основании усло
вия 2 строим число 6£ >  0. На каждом интервале / длины бе и

в̂ЕП Is. s +  S] Ф 0

( mk \найдется точка т £ А .  Последовательность \* (т)/ сходится, и поэтому по
критерию Коши

I т ь т ъ I
Y ku  | Jf 1 (т) — х  2 ( т ) | < е .

Из неравенства

I ть ть I I  т Ь т Ь  I I mh mh I
\х ‘ (0  — *  2 (0  I <  *  ‘ (t) — х 1 (т) I +  j х  1 (т) — х 2 (т) | +

I т ь т ь I
- М л : *  {т) — х 2 (0

следует, что

b Ъ
Vki, К Ж  (*) — х W | < 3s> n[s, s +  6].

Следовательно, на основании критерия Коши равномерной сходимости последо
вательность ( л/™* ) сходится равномерно на любом непустом множестве /в f| [s, 

s +  6], т. е. сходится локально равномерно на отрезке [s, s - j-б ] .  Множество

[s, s +  б] компактное, поэтому последовательность ( x mk ) сходится равномер
но на всем отрезке [s, s +  б]. Предельная функция х непрерывна по теореме 
Стокса — Зейделя.

Покажем, что функция х  удовлетворяет интегральному тождеству (15.5). 
На основании

6
Ve >  0, V/и >  ve :: =  log2 —  => | ym(t) — 1 1 <  е, Yt  £ [s, s +  б]

последовательность (ym(t)) при m со на отрезке [s, s - j- б ]  равномерно схо
дится к t. Функция / равномерно непрерывна на компакте V по теореме

Кантора, поэтому (7 ( v mfe(0> ( ? т А(* )) ) )  равномерно сходится к f { t ,  x(t))
на [s, s +  б] при k оо. Полагая т =  т;г в равенстве (15.7) и переходя к пре
делу при k -*■ оо, получаем

t
x(t)  =  I  +  J / (т, x(%)) dr, V / €[s , s +  6],

S
т. e. x удовлетворяет интегральному тождеству (15.5). Для завершения дока
зательства достаточно сослаться на интегральный критерий. |

Графики функций хт, а также и сами эти функции, называют 
ломаными Эйлера.

Функциональную последовательность со свойствами 1 и 2, указанными 
в доказательстве теоремы Пеано, называют соответственно равномерно ограни-



)

ченной и равностепенно непрерывной.  В процессе доказательства теоремы было 
по существу установлено следующее утверждение, известное как теорема  
Арцела: из всякой последовательности, равномерно ограниченной и равносте
пенно непрерывной н а  ограниченном промежутке, м ож но выделить равн ом ер 
но сходящуюся подпоследовательность.

Следствие (т еорема существования Пеано для урав
нения п-го порядка в нормальной форме). Пуст ь функция / 
непреры вна на област и G c . R n+l и точка (s, &>, вхо
дит в G. Т огда задача Коши

имеет реш ение, определенное на от резке [s — б, s +  б], 8 > 0 .

Для доказательства следствия достаточно перейти от уравнения к равно
сильной системе первого порядка и воспользоваться доказанной выше теоремой 
Пеано для системы.

15.1. Привести системы к нормальной форме в задачах 1085— 1090 [1]. 
Заменить построенные системы равносильными системами первого порядка. За
писать системы первого порядка в виде векторных уравнений.

15.2. С помощью вспомогательных уравнений найти общие решения систем 
1061— 1064 [1].

15.3. Проинтегрировать уравнение

и вывести условия ня а  и р, при выполнении которых задача Коши для дан
ного уравнения с начальным условием х |(=0 =  0: 

а) разрешима; б) однозначно разрешима.
15.4. Оценить длину 8 интервала существования решения задачи Коши

Построить ломаные Эйлера с шагом Л =  0,1 на [—б, 6].
15.5. На отрезке [0; 1] построить ломаные Эйлера для задачи Коши

Dx =  tx, х |(= q =  1

с шагом Л =  0 ,2 . Оценить отклонение max | х (t)— x(t)  J ломаной Эйлера х
о<«1

от истинного решения х  данной задачи Коши.

Основные упражнения

Дополнительные упражнения

15.6. Двумерная система

(Dx =  и (х, у) 
\Dy =  v (х, у )’ (х, у) £ G cz Р 2



называется системой Еругина,  если пара функций и и и удовлетворяет усло
виям Даламбера — Эйлера (или условиям Коши — Римана), т. е. тождественно
на G выполняются соотношения:

д а  dv ди dv

дх д у  ' ду дх
Такие системы с помощью замены z =  х -(- /у, /(z) =  и (х, у) +  (х, У) приво
дятся к элементарному уравнению с комплекснозначными решениями

Dz =  /(z),
интегрируя которое и отделяя действительную и мнимую части, получаем об
щее решение исходной системы. Решить задачи 1091, 1092 [1].

15.7. Построить функцию /(/, х), определенную на R 2, непрерывную по 
(i, х) при (/, х) Ф (0, 0) и такую, что / (t, 0) непрерывна по t при t =  0
и f  (0, х) непрерывна по х при х =  0, так, чтобы начальная задача

Dx =  f { t ,  х), х |̂ _0 =  0

не имела решения.
15.8. Построить ломаные Эйлера для задачи Коши

Dx =  1 +  х2; х |<=0 =  0

на отрезке [0 ; 2] в случаях: a) h =  I ,  б) ft =  0 ,5 , в) h =  0 ,1 . Истолковать 
поведение ломаных на правом конце отрезка [0; 2], рассмотрев общее решение 
уравнения. Оценить длину б промежутка, на котором заведомо существует ре
шение данной задачи Коши.

15.9. Пусть / непрерывна и ограничена на вертикальной полосе
G =  {(*, х) | а  <  / <  Р).

Доказать, что любая задача Коши (а  <  s <  (3, £ £ Я)

Dx =  /(<, х), x|<=s =  g

имеет на ] а ,  [5 [ нижнее решение х  и верхнее решение х  такие, что для лю

бого решения х  данной задачи выполняется неравенство x(t) <  x(t) <  x(t), V t€
€ ] « ,  PI-

1 5 .10. На примере задачи

показать, что не всякое решение задачи Коши может быть получено в виде 
предела последовательности ломаных Эйлера.

15.11. Доказать, что если задача Коши

Dx =  f ( t ,  х), x|<=s =  |

с непрерывной правой частью / однозначно разрешима, то последовательность 
ломаных Эйлера сходится.

16. ОДНОЗНАЧНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

16.1. УСЛОВИЕ ЛИПШИЦА

В предыдущей главе была доказана теорема Пеано сущест
вования решения задачи Коши для векторного уравнения в нор
мальной форме с непрерывной правой частью. Однако для един-



ственности решения недостаточно одной лишь непрерывности. 
Например, начальная задача

имеет бесконечно много решений. Действительно, наряду с ре
шением х  =  О существует еще однопараметрическое семейство 
решений

где c ^ s .  Можно указать и другие решения. Эта ситуация яв
ляется типичной для уравнений с ветвлением решений, т. е. с 
неединственностью.

Появление уравнений с ветвлением решений при описании детерминиро
ванных процессов (процессов, будущее и прошлое которых однозначно опреде
ляется начальным состоянием) свидетельствует о том, что уравнение неполно 
описывает соответствующую физическую (или иную) задачу.

Для обеспечения единственности решений правая часть урав
нения, кроме непрерывности, должна обладать дополнительными 
свойствами, например удовлетворять условию Липшица по х на 
G, т. е.

где L  — некоторая постоянная (пост оянная Липшица). 

Н а п о м и н а н и е . Для линейного оператора А : R n -*■ R m

В  том случае, если в пространстве R m выбран некоторый базис, задание ли
нейного оператора А равносильно заданию т  линейных функционалов А* : Rn-> 
->- R ,  т. е. А =  (Л ь . . . ,  Ат). Д ля любого h £ R n

Dx =  Зх2/з, х |/=s =  о

|/(/, x) — f ( t ,  y )| < L | x  — у |, V (/, х), (t, у) 6 О,

и, следовательно,
И * | < | Л | , V 6 =  1, 2, . . . .  т.

Для функции f : G - > R n частная производная /х (t, х) представляет со

бой линейный оператор из R n в R n. Впрочем, производную f K (t,  х) часто ото
ждествляют с матрицей Якоби

d/х „ ч fl/i



Л ем м а об условии Л ипш ица• Если на выпуклом по х 
множест ве V c i  R n+l сущ ествует ограниченная частная произ
водная от  / по х, т. е. 

Irx (t, х )| < / с, v (t, x ) e v ,  

в частности, если /х непрерывна на выпуклом компактном  
мноокестве V, то f  удовлет воряет  условию Липшица по х на V.

О Пусть f b ' V  -*■ R  — координатные функции для /. Тогда

/ ; = ( / 1 х f'ny  и I fkx(t, х ) | < * .  V (t, x)<EV, v * =  1, 2, п.

Так как

I /  (t,  —  у) | =  ( 2  (fk V ,  х ) —  f k  (Л У ))2
\k=i

то, используя формулу конечных приращений для функций /*, получаем

‘ / п \'/2 _
I у) К  2  К2 1 X -  у |Ч =  К  V  П ■ I X -  у |, V(/, X), (t, у) € V.

U=i - /
Таким образом, функция / удовлетворяет условию Липшица по х на V с по
стоянной Липшица L  : :  =  К  V  п ■ В

Отметим, однако, что функция / может удовлетворять условию Липшица 
по х и в тех случаях, когда производная по х от / и не существует. Приме
ром служит функция f ( t ,  х ) : :  =  |х| +  /, которая удовлетворяет условию 
Липшица по х, ко не имеет производной по х ни в одной точке прямой х =  0.

16.2. ЛЕММА ГРОНВОЛА

В теории дифференциальных уравнений часто возникают за
дачи, приводящие к дифференциальным или интегральным нера
венствам. Рассмотрим один из простейших результатов, относя
щийся к интегральным неравенствам. 

Л ем м а Гронвола. Если неот рицат ельная непрерывная  
функция и\\а,  b\ -+ R  удовлет воряет  инт егральному неравенству  

« ( / ) < « +  I j Р« СО dT |, \’t е  | а, ь  |, s 6 I а , b (,
S

то

w e  к  ь\.

О Если < >  s, то
t

и (t) ^  а  -|- J  | (3 \ .и (т) dt.
S

Введем вспомогательную дифференцируемую функцию v : [s, b | -> R:
t

v (t) :: =  a  + j |  P| и (т) dx.
S



Тогда Do =  | PI и, откуда Do <  | p | v или D (e lpu о (/)) < 0 .  Последнее не
равенство означает, что функция e ~ ^ vv(t)  убывает на промежутке [s, Ь\, и 
поэтому

e - |pl,o ( 0 < e _lpiso (s), Vf 6 [s, b\
или

v (t) <

Так как и (t) <  о (t), то

u ( t ) < : a e ' ^ i~ s),V t ^ [ s ,  Ь\.

Аналогично рассматривается случай t ^  s. ■

16.3. ОДНОЗНАЧНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ КОШИ

Теорема П икара  — Линделефа. П уст ь функция / непре
рывна на области G cz Rn+l и удовлет воряет  условию Липшица 
по х в некоторой окрестности U ^ G  точки (s , |). Т огда  задача  
Коши

Dx =  / (t, х), х |f=s =  I

локально однозначно разреш им а, решение х  определено, по край
ней мере, на от резке [s — h, s -f- h], h — б и мож ет  быт ь по
строено по м ет оду последоват ельных приближ ений:

t
х° (/) х т ( 0 : :  =  § +  J / (т, х т- г (т)) dt,

x{ t ) : :  =  lim хт (i) =  I  +  (xm (0  ■
tn-усо m= 1

ytn — l (*))•

О Обозначим через V замкнутый цилиндр \t — s | ^ p ,  |x — £ | ^  p, 
p > 0 ,  расположенный в окрестности U. Пусть | / (t, х)|г^УИ, V (t, х) 6 V, 
М > 0 .  Если положить ft :: =  min {р, р/М}, то все последовательные прибли
жения х т могут быть построены на отрезке [s — h,  s +  A], так как 
| х° (() — 1 1 =  0  <  р и, следовательно, 

t
\хт (/)— Б |= J  / (т, ■ (т)) d r ^ M j t  —  s | < p ,  V t e i s  — h ,  s +  h ] .

Покажем по индукции, что для любого натурального tn

•, V/ 6 [s — h,  s +  А],

где L  — постоянная Липшица функции / на окрестности U ;
t

m =  1, I дс1 (0  — х° (0  I =  \ f  (х, 1) dr  <  М  11 — s |,
S

t
т >  1, | xml ( t ) — xm ~ 1 (t) | =  | ](/ (т, x14- 1 (r)) — f ( r ,  xm—2(t))) dx J <



mi
Функциональный ряд

С»
1 +  ^  (де* </) _  лс*—1 (0)

k=l
т

с частными суммами g +  У  (хк (t) — x k ~ l (/)) =  хт (/) на отрезке [s — h,  
k=i

s + f t ]  имеет сходящуюся числовую мажоранту

|g|  ■
k=i

и по признаку Вейерштрасса сходится равномерно на [s — ft, s - f  Л]. Сумма x 
по теореме Стокса — Зейделя непрерывна на отрезке [s — ft, s +  А]. С помощью 
предельного перехода в соотношении

t
x m (t) =  l  +  $ f ( x ,  xm- 1 (x))dx

S

убеждаемся в том, что х  удовлетворяет интегральному тождеству
t

x { t )  =  1 +  § f  (х, X (т)) dt, V t £ [ s  — h ,  s - f  Л],
s

и на основании интегрального критерия является решением исходной зада
чи Коши.

Если допустить, что задача Коши имеет еще одно решение * ,  определен
ное на отрезке [s — ft, s +  ft], h  >  0, то на основании условия Липшица

t ^
| x ( t )  — x ( t )  I <  | \ l  ■ I x (x )  — *  (т) I dr |, Yt, \ t — s I < m in  {ft, ft),

S

и по лемме Гронвола ) x  (t) — x  (t) | =  0. Таким образом,

x ( t )  =  x { t ) ,  Vt, \t —  s | < m in { f t ,  ’ft} , 
т. e. решение задачи Коши локально единственно. |

Отметим, что если в теореме Пикара — Линделефа функция / 
удовлетворяет условию Липшица на G (глобальному условию 
Липшица), то задача Коши глобально однозначно разрешима.

Следствие (т еорема П икара  —  Линделефа для линей
ного векторного уравнения). Если матричная функция А и 
вект орная функция f  непрерывны на промеж ут ке I  с  R, то при 
любых (s , I), s £ /, \ £ R n, задач а  Коши

D х =  Л (0 х +  / (0 
х |/=s =  I

однозначно разреш им а.



Л емма об односторонних производных. Е с л и  век то р н а я  
ф ункция <р: [ a ,  b \ - y R n диф ф еренцируем а, то  ф ункц и я |<р|:[а,
Ь] R им еет п р аву ю  производн ую  D + 1 ф (/) | при a ^ t  < 6 ,  л еву ю  
производную  D~_ | ф ( 0  при а  <  t  ^  Ь, причем | D +  | ф (t) || 
<|О ф  (0 1 -

О Е сл и  ф ( / ) ^ 0 ,  то ,  используя неравенство К ош и —  Б у н я к о в с к о г о ,  
получаем

\1/2 I2  Щ (0 Оф* (0|
фlit) I *  I-[D, |ф(0 11 =

£ k

ф!  m ] 1/2 ( 2  (°ч>* w )

IФ (0 I

IФ ( 0 1

=  |Оф (0 1 -

Е сли  ж е  ф (t ) =  0 ,  то

| D ,  | Ф ( 0  Ц = l im  ■
h^± 0

■- lim 
ĥ O

Оф (t) h  4 -  о (h)

h
=  I Оф (0 |

Т е о р е м а  О сгу да . П уст ь функция f  непрерывна на области  
G с :  Rn+1 и удовлет воряет  неравенству 

\ f(t, х) — /(*, у )| < Ф (| х  — у|), V (/, х), (t, y ) 6 G,

гд е  функция Ф непрерывна, Ф ( и ) > 0  при и > 0  и J  ^du =
+о

=  + о о . Т огда  для  любой точки (s, Z,)(zG задач а  Kouiu 
Dx =  f ( t ,  х), х |̂=s =  | 

однозначно разреш им а.

О Доказательство проведем от противного, предположив существование 
двух решений х  и х рассматриваемой задачи Коши, причем при >  s х  (/i) Ф
Ф  х  (/[) (случай t\ < s  сводится к указанному заменой t на —/).

На основании леммы об односторонних производных

| D ±  | * ( / ) _ ;  ( 0  || <  | D (х  (t) — Ц  ( 0 )  | =  | f  ( t ,  х  ( 0 )  -  f  ( t ,  x ( t ) )  [ <

^ < Ф ( | х ( / ) - * ( 0 1 ).
Полагая p (t) :: =  | x (t) — ~x(t) |, получаем

|D± p (<)| < Ф ( Р ( 0 ) .
и так как р (h )  >  0 , то

| D ± p ( ^  | <  2Ф (р ( у ) .

Рассмотрим вспомогательную задачу Коши
Du =  2Ф (и), и 1ы и  =  р (ti) >  0.



Непосредственное интегрирование уравнения показывает, что свойства функции 
Ф гарантируют существование такого решения и, что u ( t ) >  0 , V t ^ t  1.

Так как

D _P (h )  <  2Ф (р (4 )) =  Da (h ) ,

то найдутся 8  >  0 такие, что для h  — z c t  <  <lf р (t) >  и {() >  0 . Положим 
е* :: =  sup {е} и :: =  t t —  е*. Тогда р (t) >  и (t), t* <  t <  Если tx <  s, 
то р (s) >  и (s) >  0 , что противоречит условию р (s) =  | лг (s) — lc (s) | =  0 .

Если же tt  >  s, то из равенства р (/„) =  и и неравенства D+ p (f*) <  
< D u (/ * )  следует, что найдется такое tt , tt  < . t 2 < . h ,  при котором

р  ( * , ) < « ( / , )  ( ? ! ) .

Таким образом, предположение о существовании двух решений приводит к про
тиворечию, т. е. исходная задача Коши однозначно разрешима. Щ

16.5. ПРИБЛИЖЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ

Методы построения приближенных решений уравнений условно разделяют
ся на два класса. К первому классу относятся методы построения аналитиче
ских приближенных решений, т. е. функций, близких к истинному решению на 
всем промежутке существования решения или на части такого промежутка. 
К первому классу принадлежат метод последовательных приближений для урав. 
нений, удовлетворяющих условиям теоремы Пикара — Линделефа, и метод неоп
ределенных коэффициентов или метод коэффициентов разложения Тейлора для 
голоморфных уравнений (см. гл. 26—28).

Во второй класс входят методы построения численных приближенных реше
ний , т. е. таблиц приближенных значений искомого решения при отдельных 
значениях аргумента. Численным методом является метод ломаных Эйлера (см. 
гл. 15). Этот метод, в частности, часто используется при определении отправных 
значений решения, для которых добиваются повышенной точности за счет выбо
ра мелкого шага разбиения промежутка изменения аргумента.

Опишем схемы еще двух методов Рунге и Штермера численного интегри
рования задачи Коши Dx =  f ( t ,  х), х 1{= {0 — х°. В качестве шага выберем 
h  >  0 и положим tj  =  t0 +  jh .  Допустим, что найдены приближенные значения 
решения х в точках t f

у / *  x(fy ), 0 < / < т .

Для применения метода Рунге вычисляем вспомогательные векторы:

=  f  {tr , f ) \
I h  h \

"г2 :: =  Ж г  +  —  • У +  ~ ^  mi  ;

. (  h  h \
« з : : = / ^ г  +  — . У + — m2j;

I h 
m i :: =  / +  — , yr +  hm3

Следующее уг + 1 определяют по основной формуле метода Рунге 

y r + ! : :  =  у г  +  ( m i  - j -  2 m 2 - f  2 m3 +  m 4 ) .

Для применения метода Штермера, отправляясь от значений 

zJ  *  х  (tj), О <  )  <  г, г  >  3,



строят вспомогательные векторы:

qr :: =  f { t T, zr);
Aqr ~ 1 :: =■ qr — qr ~ l \

Д 29 г _ 2  ; ;  =  Д (?г - 1 _ Д 9 ' - - 2 .

A Y - 3  :: =  A Y - 2  — A Y - 3 -
Основная формула метода Штермера

Существуют формулы оценки погрешностей, т. е. величин

шах | х  (tj) — у;  |, шах | х (tj) — г>\,

как двух описанных, так и других методов численного интегрирования 
уравнений (см., например, книги: А. Н. Тихонов, А. Б . Васильева, А. Г. Свеш
ников. Дифференциальные уравнения (М .: Наука, 1980); Н. С. Бахвалов. Чис
ленные методы (М ., 1975, т. 1); В . И. Крылов, В . В . Бобков, П. И. Монас- 
тырный. Вычислительные методы высшей математики (Мн., 1975, т. 2)).
Однако практическое значение оценок погрешности, выведенных для уравнений 
общего вида, невелико, ибо эти оценки часто дают резко завышенное значение 
для погрешности. Обычно проводят несколько вычислений с шагами Л, /i/2, 
тй/4, . . . ,  останавливаясь, когда результаты вычислений при равных значениях 
аргумента неразличимы в пределах заданной точности. Плавное изменение най
денных значений для приближенного решения и для вспомогательных величин 
а кже придает правдоподобие предположению о малом отклонении приближен
ного решения от истинного.

16.1 .  Используя теорему Пикара — Линделефа, доказать однозначную раз
решимость задач Коши 421—425 [1]; 221, 222 (а, б) [3]. Оценить длину проме
жутка существования решения и построить несколько последовательных прибли
жений к искомому решению.

16.2 .  Методом последовательных приближений найти решения задач Коши 
426, 427; 1101, 1102 [1J.

16.3. Сформулировать и доказать теорему Пикара — Линделефа для урав
нений n -го порядка в нормальной форме. Решить задачи 1107— 1110 [1]; 
2 2 2  (в, г) [3].

16.4 .  Выделить область однозначной разрешимости уравнений в за
даче 225 [3].

16.5. Доказать, что если функция Ф имеет в нуле конечную правую про
изводную и Ф (0) =  0 , Ф (и) >  0 при и >  0, то

+о
16.6. Построить вычислительную блок-схему для методов Эйлера иРунге.
16.7. Написать программу на языке типа Фортран для нахождения при

ближенного решения задачи Коши

Основные упражнения

методом Эйлера



Дополнительные упражнения

16.8.  Говорят, что функция f  удовлетворяет локальному условию Л ип
шица  по х на множестве G, если для любой точки (t, х) £ G найдется окрест
ность (/ е й ,  на которой f  удовлетворяет условию Липшица по х. Доказать, 
что если f : G ->■ R n непрерывна и удовлетворяет на G локальному условию 
Липшица по х, то всякая задача Коши

Dx =  / (t, х), x|,= s = £  

глобально рднозначно разрешима.

16.9.  Пусть функция / непрерывна на области G и

(/(/, x ) — f ( t ,  у), х — у) s^O, V (t, х ), (/, у) € G, 

где — скалярное произведение. Доказать, что задача Коши

Dx =  / (/, х ), x|,= s = £

имеет единственное решение при t ^  s. В  частности, если непрерывная действитель
ная функция f  при фиксированном t убывает по х, то задача Коши имеет 
единственное решение при t ^  s.

16.10.  Построить задачу Коши с неединственностью, поведение прибли
женного решения которой на правом конце существенно зависит от выбора 
шага,— малое изменение шага влечет большое изменение решения.

16.11.  Доказать теорему Пикара — Линделефа, используя принцип сжатых 
отображений (см., например, книгу А. Н. Тихонова, А. Б . Васильевой, 
А. Г . Свешникова «Дифференциальные уравнения» (М .: Наука, 1S80, 
гл. 2, § 7)).

17. СРАВНЕНИЕ РЕШЕНИЙ И ПРОДОЛЖИМОСТЬ

17.1. СУЩЕСТВОВАНИЕ ПРОДОЛЖЕННЫХ РЕШЕНИЙ

На множестве Е  с :  Rn+l рассмотрим уравнение
Dx =  / (t, х), (t, х ) £ Е  (17.1)

с решениями x =  x (t), i £ I. Исследуем проблему существования 
продолженных решений уравнения (17.1) (см. гл. 1).

Л ем м а. Если (xk), k  0 — последоват ельност ь решений
(1 7 .1 ), продолж ающ их друг друга, т. е. x k c x k+l, k  >  0, то 
функция x  =  \}xk являет ся решением (1 7 .1 ), продолжающ им  
лю бое x k.

О Пусть Ik  — промежуток определения xk . Тогда из включения xk с -  
cz x k ^x непосредственно следует, что ^  a  I и что х определено на / =  
=  Ll l /г- Д ля произвольного отрезка J  т  I  найдется Сужение х*
функции л: на J  является сужением х т на / и поэтому х*  — решение (17.1). 
Промежуток J  произвольный из /, поэтому х  — гладкая функция, разрешаю
щая (17.1). ■

Теорема. К аж дое  реш ение уравнения (17 .1 ) являет ся су 
ж ением хот я бы одного продолж енного реш ения этого у р ав
нения.



О Будем исследовать продолжимость вправо решения х = х° (I), 
t£  /0 =  [s, b0(, где /0 — либо отрезок [s, bo], либо полуотрезок [5, 60[- До
пустим, что х<> продолжимо вправо (в противном случае утверждение теоремы 
тривиально). Если найдется последовательность (хк) решений (17.1) таких, что 
xk a  xkJrX и 7 k = [s, Ь0 +  ^[, то х =  \]хк разрешает на основании леммы урав
нение (17.1) и заведомо продолжено вправо, так как определено для всех 
t ^  s. Если же последовательности (хк) не существует, то найдется целое 
ко ^  0 такое, что у решения х° есть продолжение х 1 на I i  =  [s, bo +  ^о], но 
нет продолжения на [s, Ь0 +  &о +  1]- Если х1— продолженное вправо реше
ние, то теорема доказана. В  противном случае найдется целое klt 0

такое, что у х1 есть продолжение x i на /2 =

должения на
h  +  1

s, 6о +  &о +

*о +  *о +  — но нет про-

. Если х2 продолжено вправо, то доказа
тельство завершено. В противном случае продолжаем построение и в резуль
тате либо поручаем на некотором шаге т продолженное вправо решение хт 
xm ZDx°, либо приходим к последовательности (хт), хт сz хт^ 1, / т =  

ki km ]
=  s.bn-4-kо +  ■— 4- .. .  4-------  . На основании леммы х =  IU  являет-. 1 0  10m J

k\
ся решением, заведомо определенным на [s, Р[, гДе Р :: = +  • • • +

km
+  ■ -- -f ... . Возьмем произвольное у > р. Тогда найдется номер I та
кой, что

ki k, +  2
V > b 0 +  k 0 +  ]0  +  . . .  - f  ш , ,

и поэтому решение х1 (а вместе с тем и решения хт , т >  I) и решение х  нель-
, и поэтому нельзя продолжить на [s, у[. Слезя продолжить на s, у  — — : 

1 10г
довательно, продолжение вправо решения х возможно лишь на отрезок [s, Р]. 
Если указанное распространение х на [s, Р) существует, то оно и будет иско
мым продолженным вправо решением. В противном случае ту же роль 
играет само х.

Аналогично производится продолжение влево решений уравнения (17.1). |
Пусть В  — совокупность правых концов промежутков, на кото

рые можно продолжить решение х°, и положим со =  sup В. Сле
дующий пример показывает, что уравнение (17.1) может и не 
обладать решением, продолжающим х° на все [s, со[. Действи
тельно, если рассмотреть дифференциальное уравнение Dx =  Зх2/3 
в области

£  =  {(/, x ) l t e R ,  t3 < x < t 3 +  2),
то начальная задача х |*=_i == 0 имеет решения, продолжимые 
вправо сколь угодно далеко, но не имеет решения, беспредельно 
продолжимого вправо.

17.2 . КРИТЕРИЙ П РО ДО Л Ж И М О СТИ  РЕШЕНИЙ

Рассмотрим уравнение (17.1) в предположении, что Е  явля
ется областью G a  R n+X.

Крит ерий продолжимости реш ения. Если функция f



непрерывна на G, то для  продолжимости реш ения х : ]а, р[ ->  Rn 
уравнения (17 .1) вправо от  р (влево от а )  необходимо и до
статочно, чтобы сущ ест вовал левый предел х  (р — 0) =  lim x(t)

и (Р, х (Р  — 0)) £ G (сущ ест вовал правый предел  х (а  +  0) =
=  lim х (t) и (а, х  (а +  0)) £ G).

^ а +0

0 => Если решение х  продолжимо вправо от Р ,  то существует решение 
х ■ ]<%, Pi] -> Rn, Pi > Р, такое, что

x( t )  = x ( t ) ,  ]а, р[.
Функция х  непрерывна в точке р, поэтому

х (р  — 0 )= ^ (Р )  и (Р, * (Р  — 0)) =  (Р, Г (Р ) )£ 0 .
<= Построим функцию х1 : ]а , р] -» R n по правилу

Так как х  является решением уравнения (17.1), то
t

X (t)  =  1 +  J  / (т, х  (т)) d t,  V t  е ]а , Р[,
S

где s g ]а, Р[, |  =  х  (s) или
t

XI (0 = I + j / (t, х1 (т)) dt, v*€]a, P[. (17.2)
s

Подынтегральная функция / (т, x 1 (т)) непрерывна на промежутке ]а, р], поэ
тому, переходя в (17.2) к пределу при t -> fS — 0, получаем

ft
X1 (Р)  =  I  +  J  /  ( т,  х1 (т ))  d r .  ]

S

Таким образом, равенство (17.2) справедливо и в точке р, т. е. функция х 1 
является решением уравнения (17.1) и, очевидно, есть продолжение х  на про
межуток ]а, Р].

Приняв точку (Р, х 1 (Р)) € G за начальную, обозначим х 2 решение урав
нения (17.1), определенное на некотором отрезке [р, рх], Pi > Р ,  и удовлетво
ряющее условию Коши хг (Р) =  х1 (Р). Такое решение существует по теореме 
Пеано. Тогда составная функция

х U 2(0, /€ IP, pi]

является решением уравнения (17.1), т. е. удовлетворяет интегральному 
тождеству

t
X (t) =  ?  +  J / (Т, х  (т)) dx.

S

Действительно, на промежутке ]a , Р] это очевидно. Для ^ € [Р , pi] имеем:

i Р.
л: (t) =  х- (t) =  х 1 (Р) - f  | / (т , х2 (т)) d t =  1 f  (т , л; (т)) d t - f

Р  S



t t
+  j  / ( x ,  x  ( t ) )  d x  =  I  - f  f  / ( t ,  ~x ( t ) )  dr. 

ft s
Следовательно,’ решение x  является продолжением решения х  вправо от р.

Для продолжимости влево от а  теорема доказывается аналогично. |

Доказанный критерий продолжимости решения можно сфор
мулировать и так: если функция / непрерывна на области G, то 
для продолжимости решения х : ]а , (3[ ->  R 4 вправо от |3 (влево
от а) необходимо и достаточно, чтобы точка (t, х (i)) при

— 0 (t -+  а  +  0) стремилась к некоторой точке области G. 
Такая форма критерия позволяет охарактеризовать и непродолжи- 
мые решения. Например, непродолжимое вправо решение х : ] а ,  

уравнения (17.1) характеризуется тем, что точка (/, x (t)) 
не стремится ни к одной точке области G при t - + $ ~ -0. Уточ
ним поведение непродолжимых решений, для чего предварительно 
докажем следующую лемму.

Л е м м а . П уст ь функция / непрерывна на област и G,
х  : ]а , |3[->£>’*, р <  - f  оо, являет ся решением уравнения (1 7 .1 ) и 
существует последовательность (^„)->|5, ос< ^ „< | 5, т ат я , что 
последоват ельност ь {x (tn)) сходит ся к х0, (§, х0) £ G. Т огда  
Jim x (t)  =  х0.

-  р - о

О  Доказательство проведем от противного. Пусть х ф  - / » -  х о при 
t -+ Р — 0 , т. е.

З е 0  >  О, Y 6  >  0, Щ ,  0 < Р  — *e < 8 = * | * ( f e) — х 0 | > е 0, (17.3)

причем е0 выберем столь малым, чтобы замкнутый цилиндр V : 0 р — t ^  е 0,
| х — х0 | е0 целиком лежал в области G. Функция / непрерывна на V, 
поэтому существует М >  1 такое, что

| f ( t ,  х ) | < М , V (t, х )€  V.

=  Так 
2 М

<  tn <  р, что

Положим б : :  =  —j- .  Так как lim х (tn) =  х0, то существует такое tn , t& <  
2  М  п->со

I х (/„) — х0 1 <  (17.4)

Из неравенств (17.3) и (17.4) на основании теоремы о промежуточных 
значениях непрерывной функции следует, что существует /*, t6 < . t * <  tn 
такое, что

| * (/ ,)  — х0 | =  е0 и \x(t) —  хо | < е 0, V / e[< *. t„).
Последнее неравенство означает, что график решения х  при tn] лежит
в цилиндре V. Тогда

t п

^Г<\х (*п) — х (/,) | =  | f /  (т, д; (т)) dT I <  М (t„ —  /*),
1 t*

откуда
Ео

п М



С другой стороны,

/ „_ / , <  р -* в с  в = ^ .  (?!)

Полученное противоречие доказывает лемму. Н

Будем говорить, что реш ение х : ]а, р[ ->  R 4 уравнения (17.1)

ст рем ит ся к границе dG области G при — 0, если для лю
бого наперед заданного компактного подмножества G0 cz G  сущест
вует Р0, а  <  Р0 <  р, такое, что при всех ] р„, Р[ точка (t, x(t)) не 
принадлежит 6'0.

Аналогичным образом определяют стремление решения 
х :  ]а, Р[^-/?л к границе dG при £->-а +  0 .

К рит ерий непродолжимости реш ения. Если функция / 
непрерывна на област и G, то решение х : ]а, р[ R n уравнения
(17.1) непродолж им о вправо (влево) т огда и только т огда, когда  
оно ст рем ит ся к  границе д д  при t ->  р — 0 (£->■ а  +  0).

Доказательство следует из критерия продолжимости решения и преды
дущей леммы.

В частности, если область G ограниченная, то график непро- 
должимого решения целиком не лежит ни в одном замкнутом под
множестве из G.

17.3. МЕТОД СРАВНЕНИЯ

Теорема сравнения Чаплыгина. П уст ь действительные 
функции Д и /2 определены в област и G cr R 2 и удовлетворяют  
неравенст ву

h i t ,  х), V (t, x )£ G .
Если функции X i : [s, Р] х 2 : [s, PI ->  /? являются решениями
соответственно уравнений

Dx =  fi  {t, х), Dx =  /2 (t, х) 
и удовлет воряют  условию х х (s) =  х2 (s), то 

X i ( t ) < x 2 (t), V t£ ]s ,  Р].
О Так как Xi (s) =  * 2 (s), то

D x i  ( s )  =  f i  ( s ,  x x ( s ) )  <  /2 ( s ,  x 2 ( s ) )  =  D x 2 ( s ) ,  

и поэтому существует б >  0  такое, что
Хх (()■ <  х 2 (t), V7£ ]s, s +  б].

Если бы неравенство x i ( t ) < x 2 (t) выполнялось не для всех / £]s, fS], то 
нашлась бы точка /*, s <  такая, что

x i { i» )  =  x 2 ( t , ) ,  x i ( t )  < x .2 (t), Y t Z ] s ,  t , [ .
Тогда

h  (t*, x i (/*)) =  Dxi ( Q  =  D _ x i  ( У  >  D ^ x 2 (Q  =  Dx2 (/,) =  f 2 (/*, * 2 ( У ) ,  
что противоречит условию теоремы. Следовательно, х\ (t) <  x2 { t ) ,Y t  d ] s ,  £]. ■



Теорема Чаплыгина может быть использована для определе
ния промежутков существования решений некоторых скалярных 
дифференциальных уравнений. Чтобы рассмотреть этот вопрос 
сразу для векторных уравнений, докажем следующую лемму.

Л ем м а. Пуст ь функция Ф непрерывна на област и Е  cz R2 
и функция u :[ s ,  Р] ->  R является решением задачи Коши

Du =  Ф (t , и), и |,=s =  и0.
Пусть функция v : [s, Р] ->  R непрерывна, v (s) ^  и0, (t , v (t)) £ Е  
при всех 1 6 [s, Р]. Если функция v имеет правую производную  
D+d на пром еж ут ке  [s, pi и удовлет воряет  на нем дифферен
циальному неравенст ву

D+v ( t )< G ) ( t ,  v(t)), (17.5)

то v ( t )^ .u ( t ) ,  V t£ [s ,  р].

О Предположим противное. Пусть существует 1i, s <  ^  < ip , такое, что 
v ( h ) > u { h ) .  Так как функции v и и непрерывные, то найдется t2, s <  
^ . t 2 <  ti,  такое, что

v (t2) =  и ({г), v (t) >  и (t), Vt £ ]t2, i'll,
и поэтому

D+ a (t2) >  Dи (t2) =  Ф (4 ,  и (tt)) =  Ф (t2, v (t2) ) .  (?!)

Полученное противоречие с неравенством (17.5) доказывает лемму. ■

Отметим, что если в условиях леммы отрезок [s, Р] заменить
на отрезок [a, s], вместо правой производной D+u потребовать
существование левой производной D_y и неравенство (17.5) заме
нить на неравенство О _у(0 > Ф (^ , у (0 )> т0  v ( t )^ .u ( t ) ,  V ^ g[a, s].

Теорема о промежутке существования непродолжи- 
мого реш ения. П уст ь функция f  непрерывна в полосе G — 
=  | а ,  р | х  R n и удовлет воряет  неравенст ву

\f{t, х) I <  Ф (| х I), V (t, х) е G,
где действительная функция Ф непрерывна, Ф ( и ) > 0 ,  если
и >  0 и

-foo
Г  du
\ ---------  =  оо.
J  Ф (и)

Т огда всякое непродолж имое решение задачи Коши

Dx =  f ( t ,  у), x|,=s =  I  (17.6)
определено на пром еж ут ке  | а ,  р |.

О Пусть функция * : | 6 ь  b 2 \-*-Rn, 6 i > a , 6 2 < p ,  является непродол- 
жимым решением задачи Коши (17.6). Из леммы об односторонних производных 
(см. гл. 16) следует, что

|D± | x (0 )| | < | D * (0 l  =  |/(f, х (0) | <  Ф (| х (0 I). Vt€l  бь в,|. (17.7)

Докажем, что 6 2 =  Р-



Рассмотрим вспомогательную задачу

Du =  Ф (и), и |i==s =  и0, и о >  1|.

непродолжимое вправо решение которой обозначим и : [s, y | -> R- Так как 
Ф (и) >  О, Uo >  0 , то u (f) >  0 , и поэтому

t
С D и (т) Ах 

t — s =  г  ■ , W £ [ s ,  Y •J  Ф ( « ( т ) )
S

На основании формулы замены переменных в определенном интеграле 
(Du (т) >  0!) получаем

u(t)
Г du

t — s =  ---------- . (17.8)
J  Ф (u)
Uo

Если Y < - j- o o ,  то из критерия непродолжимости решения следует, что 
и (0  + о °  при t -> у — 0. Переходя к пределу в равенстве (17.8) при
t -> у  — 0 , получаем

-f-CO
С du

7  — s =  I ----------=  со. (?!)
J  Ф (u)

Uo
Следовательно, 7  =  + o o , т. e. решение и определено на промежутке [s, -j-co[. 

Из неравенства (17.7) на основании предыдущей леммы заключаем, что

| х (t) | <  и (t) при всех t € [s, ба |. Если бы 6 2  <  Р, то | х (t) | У * -  оо при t-±б2—

0, что противоречит критерию непродолжимости решения. Таким обра
зом, б2 =  р.

Используя замечание к предыдущей лемме, аналогично доказывается, 
что 6 j  =  а .  И

В частности, если функция f  непрерывна в полупространстве 
t ^  s пространства R n 'rl и удовлетворяет неравенству 

|/(*, х)|<М |х|, W > s ,  V

то всякое решение уравнения (17.1) продолжимо на бесконечный 
промежуток [s, + оо [.

17.4. ПРОДОЛЖИМОСТЬ РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

Рассмотрим линейное векторное уравнение
Dx =  A (i) х +  / (/), t £ l  =  \ а ,  р J, х £ R n

с непрерывными на 1 матричной функцией А и векторной функ
цией /.

Для произвольного отрезка [а , b] cr / существует постоянная 
М  >  О такая, что

|Л(0 х +  / ( 0 | < М ( М  +  1), V / €Ia, Ь], V x g R n.
Из теоремы о промежутке существования непродолжимого реше
ния следует, что всякое решение линейного уравнения, определен
ное при t — s, s £ [а, Ь\, продолжимо на отрезок [а, Ь\. На осно



вании произвола в выборе отрезка [a, b ]c z  I  заключаем, что всякое 
решение линейного уравнения продолжимо на промежуток / зада
ния уравнения.

Следует отметить, что продолжимость всех решений линейного уравнения 
с  непрерывными коэффициентами на промежуток задания уравнения является 
характерным свойством линейных уравнений. Нетрудно привести пример нели
нейного уравнения, у которого непродолжимые решения имеют разные мно
жества задания.

Основные упражнения

17.1. В задачах 237 (а, б) [3] найти те значения а,  при которых каждое 
решение продолжимо на R.

17.2. Решить задачу 238 [3].
17.3. Доказать, что если функция v : [а, 6] -> R  непрерывна и на ]а, Ь[ 

обладает правой производной D_|_, причем Y t £ ] a ,  b[,  то 
v (t) <  v (а).

Дополнительные упражнения

17.4. Решить задачу 237 (г) [3].
17.5. Пусть функция Ф : [s, s - j - f l ] x R - ^ R  непрерывна, не убывает от

носительно второго аргумента и и — верхнее решение задачи Коши

Du =  Ф (t, и), и|<=5=  и0,

определенное на [s, s 4 - а).  Если на этом отрезке функция и удовлетворяет 
неравенству

v (t) <  t'0 +  Ф (т, v (т)) d x ,  Vo <  u0,
S

то v (t) < u  (t), Yt  g [s, s +  a].
17.6. Доказать, что если функция f : R ^ 1 -> R n непрерывна и удовлетво

ряет неравенству
(х, / (t, х)) <  ф (0  | х |2, Yt,  Y x, | х j >  a, 

где Ф — непрерывная функция, то решение всякой задачи Коши

Dx =  / (/, х), x|/=s= |  

бесконечно продолжимо вправо.

18. ЗАВИСИМОСТЬ РЕШЕНИЙ ОТ ПАРАМЕТРОВ 
И НАЧАЛЬНЫХ ДАННЫХ

18.1. ИНТЕГРАЛЬНАЯ НЕПРЕРЫВНОСТЬ РЕШЕНИИ 
ПО ПАРАМЕТРАМ

Для моделирования устройств, сама схема которых может 
быть непрерывно преобразована за счет изменения характеристик 
системы, используются параметрические векторные уравнения, 
т. е. уравнения, в которые входят некоторые параметры.



Рассмотрим векторное уравнение

Dx =  f ( t ,  х, К), (18.1)

где функция f : G x A ^ R n, G a R n̂ \ A a  R m, непрерывна и 
удовлетворяет условию Липшица по х с постоянной L  на мно
жестве G х  Л , т. е.
V (/, х, X), (t, у, Л) 6 б  x A = > l f ( t ,  х, X ) - f ( t ,  у, X )\ ^ L \ x ~ y \ .

Л е м м а . Пуст ь функция х : ]сс, р[ ->  R n, х  (s) =  S, является 
решением уравнения (18 .1 ) при X =  Х0. Т огда  для  л ю бого 'от 
р езк а  [а, b} а  ]а, р[ сущ ест вует  d  >  0 т акое, что при каж дом  
X £ А , |Х — X0\ ^ d  уравнение (18 .1) имеет  решение х, x (s) =  l , .  
определенное, по крайней м ере, на от резке [а, Ь].

О Не нарушая общности считаем, что s£  [а,  Ь]. Пусть р >  О столь мало, 
.что компактное множество

V : : =  {(t, х) \ t*k [а, Ь], | х — х (/)( < р }

лежит целиком в G.

Решения х  и х  удовлетворяют интегральным соотношениям
t

x ( t )  =  l  +  I  f  [1, х ( х ) ,  X0)d x ,
S

t
x (t) =  I  +  J 7  (x, x (т), X) dx,

s
и поэтому

t
| x ( 0 — * ( 0 K  |J‘ |/(T, x (x ) ,  X) — / (t , X (т), A *)|dx|<

s

t
< | j'| / (T , x (x ) ,  X )— f (  X, x  (т), Л.) | dx | +

S

t
+  J1 1  / (т, л: ( t ) ,  X) — f  ( t , x ( t ) ,  X0)| dt | (18.2)

S

для тех t £  [a,  b],  при которых решение x определено. Функция f  равномерно 
непрерывна на любом компактном подмножестве из G X Л (теорема Кантора), 
следовательно,

V e > 0 ,  3d  >  О, \ Х £ Л ,  |)t— X0 | < d ,  V x £ [a , b] =>

=>|/(x, x  (x), X) — f  (x, * ( x ) ,  Я0) | < е .  (18.3)

Используя условие Липшица для оценки первого интеграла в (18.2) и нера
венство (18.3) для оценки второго интеграла, получаем

t
| х (t) — х (t) К  j J L  I *  (T) — *  CO I dx | +  e (b — a).

S

По лемме Гронвола



Положим

р

е :: =  ( Ь - а ) е ц ь~а) ■

Тогда J х (t) — х (t) | <  р для любых X i  Л , | X — Х0 1 <  d, и таких t £ [а, Ь\,
при которых решение х  существует. Отсюда на основании критерия непродол-
жимости решения следует, что решение х  определено, по крайней мере, на 
отрезке [а, Ь]. ■

При фиксированном % £ А непродолжимое решение задачи 
Коши

Dx =  f ( t ,  х, %), x|<=s =  I  (18.4)

обозначим x =  x (t\ ),). Отметим, что это обозначение корректно,
т. е. имеет определенный смысл лишь тогда, когда решение за
дачи Коши существует и единственно (свойства функции / гаран
тируют существование такого решения). Если X изменять на 
множестве Л, то получаем функцию х =  х (t, А,) переменных t и
к, которая задает семейство всех непродолжимых решений задачи
Коши (18.4). Решение x =  x (t; Я0) инт егрально непрерывно по 
парам ет ру, если функция x — x (t ,  X) непрерывна по % при
к =  /,0 равномерно относительно t на любом отрезке [а, Ь] сг 
с  1а , р[, т. е.

д: (t , % )^ х  (t, Х0) на [а, Ь] при А,

или
¥ е  >  О, V [а, b] а  ]а , £[, 38 > 0 ,  VA, 6 Л,

|Л, — a,0| < 6 =>|x(f, l )  — x (t , X0)| < e , Vf £ [a, b\.

Теорема об интегральной непрерывности по пара
мет ру. Если функция / : G X Л -► R n непрерывна и удовлет воря
ет  н а  G х  Л  условию Липшица по х, то при каж дом  /. £ Л р е
шение задачи Коши (18 .4 ) инт егрально непрерывно по п ара
мет ру.

О Пусть при X =  Я0 решение х =  х (t; А0) определено на интервале 
]а , р[ и отрезок [a,  b\ с :  1а, fS[, s g [ a ,  6]. Из доказательства леммы следу
ет, что для любых Я 6 Л , [ Я — X o | ^ d , выполняется

| х  (/; X ) - x ( t -  Хо) | < р , V ^ [ a .  Ь].

Д ля произвольного е >  0 выберем 0 <  р ^  е. Тогда

УЯ, | X — Я0 1 <  6 :: =  d =>| х (/, X ) - x ( t ,  Я0) | < е ,  \ t £ [ a ,  Ь],

т. е. решение х =  х (t, Ко) интегрально непрерывно по параметру. Так как Я0
выбрано произвольно из Л , то при каждом Я € Л  решение задачи Коши (18.4) 
обладает свойством интегральной непрерывности по параметру. Щ



18.2. ИНТЕГРАЛЬНАЯ НЕПРЕРЫВНОСТЬ РЕШЕНИЙ 
ПО НАЧАЛЬНЫМ ДАННЫМ

Как уже отмечалось, дифференциальные уравнения являются 
основным типом математических моделей различных устройств, 
способных работать в разных режимах, определяемых начальными 
условиями. Характерной особенностью устройств, моделируемых 
с помощью дифференциальных уравнений, является малое влияние 
(на конечном промежутке изменения аргумента уравнения) неболь
шой расстройки системы (изменения начальных данных) на проте
кание всего процесса.

Исследуем вопрос о свойствах уравнений, обеспечивающих 
малое изменение решений на конечном промежутке изменения аргу
мента при малых отклонениях начальных данных.

Пусть задано векторное уравнение
Dx =  / (t, х) (18.5)

с непрерывной правой частью /: G ->  R n, удовлетворяющей на G 
условию Липшица по х. Непродолжимое решение х : ]а, -v  Rn 
уравнения (18.5), удовлетворяющее начальному условию * (s )  =  g, 
обозначим х =  х  (/; s, g). Если изменять начальные данные (s, £) 
на множестве G, то получаем функцию x =  x (t , s, g), которая 
задает семейство всех решений уравнения (18.5). Введем в урав
нении (18.5) новые переменные г и у по формулам

х — t — s; у =  х — g.
Тогда уравнение (18.5) преобразуется в уравнение

DTy =  g ( T ,  у, s, I), (18.6)

где DT :: =  g  (т, у, s, g ):: =  / (т - f  s, у +  g). При этом семейст-
GT

ву решений x =  x (t , s, g) уравнения (18.5) соответствует семейст
во у =  у (т, s, g ):: =  х ( т - f  s, s, g) — g решений уравнения (18.6), 
причем у  (О, s, g) =  О, V (s, g) £ G.

Отметим, что начальные данные (s, g) для уравнения (18.5) 
в уравнении (18.6) выступают как параметры. Таким образом, во
прос о зависимости решений уравнения (18.5) от начальных дан
ных сведен к исследованию зависимости решений задачи Коши

Dty =  g  (т, У, s, g), у |т=о =  0, (18.7)

от параметров s и g.
Л е м м а . Пусть решение x =  x{t\ s, g) уравнения (18.5) 

определено на  ]а, |3[. Т огда  для  любого от резка [a, b ] c z ] a ,  |3[ 
сущ ест вует  d >  0 такое, что при любых As, Ag, (s +  Ag, 
g +  Ag) 6 G, | As К  d, | AgК  d, решение x =  x (t; s +  As, g +  Ag) 
определено, no крайней м ере, на от резке [а, Ь].

О Решению x =  x(t\ s, g) соответствует решение у =  у  (т; s, £) =» 
<= х  (т +  s; s , '| )— | задачи Коши (18.7). Так как функция g  непрерызна и



удовлетворяет условию Липшица по у, то на основании леммы из предыдущего 
пункта существует d >  О такое, что при любых As, Д|, (s +  As, £ +  A 5)£G ,
| As | ^  d, | A| I ^  d, решение у =  у  (т; s +  As, S +  A|) определено на [a — s, 
b — s], откуда следует, что решение x =  x(t\ s - j-A s , | +  AS) определено, по 
крайней мере, на [а, 6]. В

Будем говорить, что решение х =  x(t\ s0, с0), определенное 
на интервале ]а, р[, инт егрально непрерывно по начальным дан 
ным, если

x (t , s, l ) ^ t x { t ,  sa, у  на [a, b ] c z ] a ,  Р[ при (s, £ )-> (s 0, у ,  

т. е.
Ve >  О, V [a, b] с= ]а, |i[, 36 >  О, V (s, £) 6 G,

|-s — so l < 6> \Ъ — 1 о К 6 = Н * (* . s, l)  — x (t ,  s0, |0) < s ,  
V ^ [ a ,  Ь].

Теорема об инт егральной непрерывности по началь
ным данным. Если функция f : G - * - R n непрерывна и удовле
т воряет  условию Липшица по х на G, то все реш ения уравне
ния (18 .5 ) обладаю т  свойством инт егральной непрерывност и по 
начальным данным.

Доказательство следует из теоремы об интегральной непрерывности ре- 
шений по параметру.

Решение х =  х (t; s0, So), определенное на интервале ] а ,  (3[, непрерывно  
зависит от начальных данных  на промежутке / с ] а ,  j3[, если х (I, s, S) z j :  
Г £ .x ( t ,  s0, So) на I  при (s, I ) -> (s0, So)- В частности, если p == + o o , то ре
шение x,  непрерывно зависящее от начальных данных на промежутке 1 =  
=  [s, + о э [ , называют устойчивым по Ляпунову.  Отметим, что если определе
ние интегральной непрерывности является по существу локальным, то опреде
ление непрерывной зависимости — глобальное.

18.3. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ПО ПАРАМЕТРУ 
И НАЧАЛЬНЫМ ДАННЫМ

На основании теоремы об интегральной непрерывности по 
параметру функция х — x (t ,  Я), которая задает семейство всех 
решений задачи Коши (18.4), непрерывна по X равномерно относи
тельно t £ [а, b] на множестве as^i t ^ .b ,  | X — Х0 1 ^  d. В настоя
щем параграфе рассмотрим вопрос о дифференцируемости этой 
функции по параметру X.

Л емма. Если функция f : G x  Л - > R n непреры вна и об л ад а 
ет непрерывными частными производными

~ d h  _ . ^ ~ d h df  i  “

dxi dxn d li d lm

• • и = ■

dfn  _ dfn dfn dfn
_dxi d*n— _ d h dXm _



т о функция х =  х  (t, X) удовлет воряет  условию Липшица по X 
на м нож ест ве a ^ . t  ^ Ь ,  | X — 1 d.

О Пусть р >  0 столь мало, что выпуклое множество

V ::  =  {(/, х, Х )| < 6[а , Ь\, | х - | | < р ,  | X — Х-о | <  d)
лежит в G х  А. По лемме об условии Липшица (гл. 16) функция / удовлетво
ряет условию Липшица по (х, X) на множестве V, т. е.

V (/, х, X), (t, х, X) £ V => | f  (t, х , X ) - f ( t ,  x, Х )| < Л  • ( \ x - x \  +

+  | X — X I ) .

Д ля любых (t , 1 ) ,  (t , X), / € [a, 6], I X — X0 I <  d, | X — X0 | <  d

1
\x(t,  X) — x (t, X) | ^  L  • (6 — a) |"X — Я | +  J J  L • | jc (т, X) — x  (т, X) | dx [,

S

откуда по лемме Гронвола

I *  (/, X) — x { t ,  X) \ ^  L (b — а) ец ь ~ а) |X — X| =  L i| I  — X). ■

Теорем а о дифференцируемости no парамет ру. Если  
f ,  /х и f'% непрерывны на G х  Л , то функция х =  х (t, X) диф
ф еренцируема по X, причем производная

~dxi ( t , X) дх\ ( t , Х)~

X\{t, Х0) :: =

дх,. дХ„

дхп ((, X) дхп ( t , X) 
дХ\ дХт

, t e l a ,  b],

X— A.Q

являет ся решением Y  — Y (t) н еоднородного линейного матрич
ного уравнения  (JIM)

DY =  A (t)Y  +  B (t)

с начальным условием Y |̂=s =  0 ”Xm, где A ( t ) :: =  f'x (t, х (t, X ), 
Х0), =  x ( t ,  Xt), X0).

О Матричные функции Л и В непрерывны на [а , Ь], поэтому существование 
решения Y =  Y  (/), Y  (s) =  0пхт не вызывает сомнений.

Обозначим
Дx ( t ,  AX):: — x ( t ,  Х0 +  Д Х )— x ( t ,  Х0), 

у (t, Д Х ):: =  Дx ( t ,  АХ)— Y (t) АХ, t £ [a, 6], | ДХ | ^  d.
Функция у  удовлетворяет соотношению 

t
y ( t ,  AX) =  J(/ ?( t , х (т, Хо +  ДХ), Х0 -f- ДХ) — f  (т, х { х ,  Х0), Х0) —

S

— А (т) Y  (т) АХ — В (т) ДХ) dr.



Из непрерывности частных производных /х, f % следует дифференцируе
мость / по (х, X). Тогда

/ (т, х  (т, Х0 +  ДХ), Х0 +  АХ) — / (т, х (т ,  Х0), Х0) =

=  /х (т, х (т, Х0), Х0) Ах (т, АХ) +  f x (т, х (т, Х0), Х0) АХ +

+  а  (т , /| Ах (т, АХ) |2 +  | АХ |2) У 1 Ах (т, АХ) |2 +  | АХ |2,

где а ( т ,  | Ах (т, АХ) |2 +  | АХ |2) =  о (1) при АХ -*■ 0 равномерно по тС 
£ [а, Ъ]. Кроме того, по предыдущей лемме

у  \ Ах (т, Ат) I2 - I - 1 AX I2 <  У  L\ +  1 I АХ |, У т € [а , Ъ], 

поэтому ^

IV (Л AX) | <  | j  I А (т) 11 V (т , АХ) |dT 1 + 0 ( 1  Д М ).
S

и по лемме Гронвола | у (t, АХ) | =  о (| АХ |) при АХ -> 0 равномерно по t £ [а, Ь]. 
Таким образом,

х (t, Х0 +  АХ) =  х (t, Х0) +  Y (t) АХ 4 о (| АХ |).

Последнее равенство означает, что функция х =  x ( t ,  X) дифференцируема по А. 
в точке Х =  Х0, причем х^ (/, Х0) =  Y (t). ■

Теорема о дифференцируемости по начальны м значе
ниям. Если  / и /х непрерывны в област и G, то функция 
х =  х (t, s, Н), кот орая задает  семейство всех решений уравн е
ния (18.5), дифференцируема по Z, причем производная х% явля
ется решением  Y =  Y (t) однородного линейного мат ричного  
уравнения

DY =  А (О Y (18.8)

с начальным условием  Y |*=s =-- Е пХп, где  A ( t ) :: =  f x (t, x (t , s, |)).

18.4. ЛИНЕЙНОЕ ВЕКТОРНОЕ УРАВНЕНИЕ 
В ВАРИАЦИЯХ

В качестве одного из приложений теоремы о дифференцируемости решения 
по начальным данным рассмотрим задачу построения приближенных решений, 
близких по начальным значениям к известному (точному) решению.

Рассмотрим уравнение (18.5) при предположениях предыдущего параграфа 
относительно /, в частности считаем, что /х существует и непрерывна. Считаем, 

что решение х =  х (t ; s, |) известно. Из существования производной х^ сле
дует, что

х (<; 5, £ +  А|) =  x{t; s, I)  +  х  ̂ (/; s, 1) Д£ +  о (| Д£ |).

Значит, с точностью до бесконечно малых более высокого порядка, чем | Д£ |,

х (/; s, I  +  А£) х (t; s, I)  +  Xg (t\ s, £) Д£.



Для построения хg необходимо решить линейное матричное уравнение 
(18.8), что является принципиально более легкой задачей, чем интегрирование 
нелинейного векторного уравнения (18.5).

Приращения независимых переменных, в рассматриваемом случае приращение 
Д|, называют также вариациями  этих переменных. Линейную часть приращения 
функции, вызванного вариацией части переменных, также называют вариацией 
функции. Вариации обозначают символом б. Таким образом,

6£ :: =  Д|, 6х :: =  л^6£,

и приближенная формула для решения принимает вид

* ( < ;  S ,  Б +  6 g )  * * ( < ;  s ,  g ) +  6 * .

Умножая обе части матричного уравнения (18.8) на 6s, получаем линейное 
векторное уравнение в вариациях

DSx =  /Х6х
для уравнения (18.5) вдоль решения x =  x ( t ;  s, g).

Основные упражнения

18.1. Решить задачу 1056 [3].
18.2. Показать, что всякое решение уравнения

Dx — Хх =  0, X >  О,

интегрально непрерывно по начальным данным, однако не обладает свойством 
непрерывной зависимости на промежутке /_[_ =  [0, + о о [. Будут ли решения 
непрерывно зависеть от начальных данных на промежутке / _  =  ]— оо, 0]?

18.3. Найти производные по параметрам или по начальным данным от ре
шений в задачах 1064— 1073 [3].

Дополнительные упражнения

18.4. Доказать, что если функция f \ G - > R n непрерывно дифференциру
ема, то для решения x — x ( t ,  s, £) уравнения (18.5) выполняется

t п

2  ТьГ (т’ х(х’ s’ 6)) dT дх  У I k 
det —  =  es k~~l

dl

18.5. Показать, что если f  :G  R n непрерывно дифференцируема р раз, 
то всякое решение х =  х (t) уравнения (18.5) непрерывно дифференцируемо 
р  +  1 раз.

18.6. Доказать следующую теорему, обобщающую теорему об интеграль
ной непрерывности по начальным данным: если функция / непрерывна и огра
ничена на области G cz R n+l  и всякая задача Коши Dx =  f ( t ,  х), x|^=s =  g, 
(s, I )  € G, однозначно разрешима, то решение х  интегрально непрерывно по на
чальным данным (s, £) и возмущениям правой части f  (см., например, книгу 
И. Г . Петровского «Лекции по теории обыкновенных дифференциальных 
уравнений»).



19. ПЕРВЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

19.1. ПЕРВЫЕ ИНТЕГРАЛЫ И ИНТЕГРИРУЕМЫЕ КОМБИНАЦИИ

Рассмотрим векторное уравнение
Dx =  /(f, х), f : G - + R n, G a  R n+1 (19.1)

в предположении, что через каждую точку (s, £ )£  G проходит- 
график по крайней мере одного решения уравнения. Обозначим 
Ф : G ->- R  дифференцируемую функцию, отличную от постоянной 
на любой непустой подобласти из G.

Функцию Ф называют первым инт егралом  уравнения (19.1), 
если она сохраняет постоянное значение вдоль решений уравнения
(19.1). Другими словами, график каждого решения уравнения
(19.1) лежит на одной из поверхностей уровня функций

Ф (/, х) =  С.

График решения, проходящего через (s, £), лежит на поверхности

Ф(/, Х) =  Ф (s,E ).

Учение о дифференциальных уравнениях складывалось (и складывается) 
в различных областях точных, естественных и других наук. Видимо, этим мож
но объяснить противоречивость терминологии в различных разделах теории диф
ференциальных уравнений. Примером служит использование термина «интеграл», 
который применяют в различных смыслах. Интегралом называют решение диф
ференциального уравнения в дифференциальной форме (см. гл. 9) или вообще 
решение дифференциального уравнения. Интегралом вместе с тем называют об
щий интеграл, а также первый интеграл, хотя в последних двух случаях речь 
идет уже не об одном решении, а о бесконечных совокупностях отдельных ре
шений. Наконец, интегралом называют само соотношение Ф =  С.

Теорема о первом инт еграле. Функция Ф являет ся п ер 
вым инт егралом уравнения (19 .1) в том и т олько том слу
чае, если выполняется т ож дест во

дФ , дФ г , . дФ г а  -и и  \ г  п—  +  —  f i +  ••• + т - / я =  0, V(/f x )£ G .
dt dxi  - дхп

О Доказательство следует из того, что для любого решения х  уравнения
(19.1) выполняется

<ЭФ дФ дФ
ОФ (/, х (t)) — —  -f- —— f i  +  . . .  +  -  /„. ■

at oxi дхп

Пример 19.1. Если п =  2т и функция Ф = = Ф (х ь  . . . ,  х2ш) не зависит
от t, то стационарную систему

дФ аФ '
Dx'-= ^ ’ 0х1+" =  - д Г у  i = i ’ 2- т

называют гамильтоновой. Функция Ф, т. е. так называемый гамильтониан,  
является первым интегралом гамильтоновой системы, так как 

2 т т т
V i  аФ ^  аф аф 5Ф дф

' а " ,1 1  1 г ) х ,я "ах [ i t  ^  dx j  dxj+m ^  dxj+m dxj  ■ 
/=1 i=i



Т еорем а об инт егрируем ой комбинации. П уст ь выра
ж ение

< P i ( x ) d x i +  +  ф„ (х) dx„

являет ся дифференциалом некот орой функции Ф =  Ф (х) и пусть

Ф1/1 +  ••• +  Фя/« =  О, V (/, х) £  G
( т акие выражения называют  интегрируемыми комбинациями  
для уравнения (1 9 .1 )). Т огда  Ф — первый инт еграл уравне
ния (1 9 .1 ).

дФ
О Так как d® =  <pi dxi -j- . . .  4- фп dx„, то - —  =  Ф*, k =  1, 2  п.

ОХ/,
Поэтому

дФ . дФ
г / 1  4- • ■ • +  ,  fn — Ф1 /1  +  • ■ • +  Фл/п =  0> V (t, х) £ G, oxi д х п

и на основании теоремы о первом интеграле Ф — первый интеграл. |

19.2, СИСТЕМЫ В СИММЕТРИЧЕСКОЙ ФОРМЕ

Для разыскания интегрируемых комбинаций дифференциальное 
уравнение удобно записать в симметрической форме. Представим 
стационарное векторное уравнение

Dx =  / (х) (19.2)
в виде системы

dxj.: Д =  dx2 : Д =  ... =  'dx„ : f n =  At.
Систему

- J 5 l _ =  . . .  =  ( 1 9 , 3 )
h  (х) fn  (х)

называют системой в симметрической форме. Отметим, что сис
тема (19.3) описывает геометрические свойства решений векторно
го уравнения (19.2). Уравнение dxA : Д =  At выявляет характер 
параметризации интегральных кривых. Для представления неста
ционарного векторного уравнения (19.1) в симметрической форме 
необходимо сначала перейти к стационарному уравнению (см. 
гл. 15).

Системы в симметрической форме играют в теории векторных уравнений 
роль, аналогичную той, которую играют уравнения в нормальной дифференци
альной форме в теории уравнений. Например, точка | фазового пространства 
R n векторного уравнения (19.2) является особой для системы (19.3), если 
f i  (|) =  . . .  = / „ (£ )  =  0. Особая точка £ системы (19.3) служит фазовой тра
екторией стационарного решения х  =  £ уравнения (19.2).

Для нахождения интегрируемых комбинаций системы в сим
метрической форме (19.3) используют основные свойства произ
водных пропорций:

dxi __ _  dx„ _  ф ^х! 4-  . . .  4 - фпС)хп

h  fn <fifi т~ +  Фя/я



Пример 19.2. В теории движения твердого тела существенную роль игра
ет система (Л, В ,  С — положительные постоянные)

Лс1х Bdy Cdz

(В  — С) yz (С — Л) zx (Л — В) ху

Ее интегрируемые комбинации

2Лхс1х +  2Bydy +  2Czdz;

2 Л ^ х  +  2B 2ydy +  2C2zdz.

Система имеет два важных первых интеграла:
Лх2 +  By2 +  Cz2; Л2х2 +  В 2у2 +  C2z2.

19.3. РЕДУКЦИЯ УРАВНЕНИЯ

Знание первого интеграла Ф векторного уравнения (19.1) по
зволяет редуцировать уравнение, т. е. свести задачу интегрирова
ния этого уравнения к интегрированию уравнения меньшей раз
мерности, ибо из соотношения Ф =  С одну из компонент искомой 
функции можно выразить через остальные. Для этого достаточно, 
чтобы непрерывно дифференцируемый первый интеграл Ф обладал 
ненулевой производной дФ/дх. Считаем для определенности 
<9П>/(Эх1 !(51 I) Ф  0. На основании теоремы об однозначной разреши
мости функциональное уравнение относительно хг

Ф ^ , хь ..., хп) =  Ф (s, £)
имеет единственное решение х1 =  ср(̂ , х2, ..., х„), определенное и 
дифференцируемое в окрестности точки (s, £2, ..., \п). Компонен
ты х2, ..., х„ удовлетворяют уравнению

D

Ха" 7 2(/, ф (/, х2, .. •> х„), Х-2, . . •! Хя),

_хя_ -fn$>  Х2> ••• , х„), х2, . ., х„) .„

(19.4)

размерность которого равна (п — 1). Если (х2, ..., хп) — решение 
уравнения (19.4), причем (*2 (s), ..., xn (s)) =  ( l2, ..., £„), то функ
ция х  =  [хи х2, ..., хп), где Xi(t) =  <${t, x2{t), ..., xn (t)), является 
решением уравнения (19.1). Действительно, дифференцируя тож
дество

Ф(/, Xxit), ..., хп (0) =  Ф (s, I)
по t, получаем

дФ , дФ п  ЭФ f ,  п
—  +  —  D a i +  —  / , +  . . .  +  —  /я =  о ,
at дх1 дх2 дхп

дФоткуда по теореме о первом интеграле —  # 0 !
\дх1

DX l(t) =  ft { t ,  Xx{t)  Xn (t)).



Аналогично, если Фь  Фт, п г ^ /г  — непрерывно дифферен
цируемые первые интегралы (19.1), причем

а®! дФх

rank

dxi

дФ„

дх.

=  т,

(s,S)  5xi
то интегрирование уравнения (19.1) сводится к интегрированию 
уравнения размерности п — т. В  частности, при пг =  п интегри
рование уравнения (19.1) сводится к решению алгебраической 
системы

Фх(/, хь  х„) =  С1,’|

Фл Xi, •••, х„) — Сп 
относительно Хх, ..., х„.

Пример 19.3. Уравнение (19.1) с совпадающими компонентами пра
вой части

Ахп — dxt и, следова-
h =  • • •  = f n  =  g  

имеет п — 1 интегрируемую комбинацию dx2 — dxb  
тельно, обладает п — 1 первым интегралом

Фх =  Х 2 — Х ь  Ф 2 = Х 3  — X I  Ф „ _ 1  =  Х „ —  Хх.

Интегрирование исходного уравнения сводится к _ интегрированию скалярного 
уравнения

D x i  =  g (t, Х х ,  Х х  - ) - С 2> Х х  +  С / г ) .

Отметим, что векторные уравнения такого типа (т. е. с совпадающими 
компонентами правой части) используются в качестве мажорант при исследова
нии голоморфных уравнений.

19.4. ОБЩИЙ ВИД ПЕРВОГО ИНТЕГРАЛА

Если Ф — первый интеграл уравнения (19.1) и h — дифферен
цируемая функция без участков постоянства, то композиция

t|)(f, х) =  А(Ф(/, х))
также сохраняет постоянное значение вдоль решений уравнения и 
поэтому является первым интегралом уравнения. Аналогично мож
но строить интегралы Я(Ф х, ..., Фт ), отправляясь от совокуп
ности первых интегралов Ф0, ..., Фт .

Теорема об общем виде первого инт еграла. Пусть век
т орная функция Ф =  (Фх  Фл), компонентами кот орой яв
ляются первые интегралы уравнения (19 .1 ), непрерывно диффе
ренцируем а в окрест ност и точки (s, £) £ G и

дФ



Т огда  для  любого непрерывно дифференцируемого первого ин
т еграла  г|э существует непрерывно дифференцируемая функция 
Н т акая, что

при всех (t, х), достаточно близких к  (s, £).

О При фиксированном t функция Ф имеет обратную функцию F .  Положим

при всех (t , х), достаточно близких к (s, |).
Остается доказать, что Н  не зависит от /, т. е. d H /dt  =  0. Продиффе

ренцируем тождество

Совокупность независимых первых интегралов Фь Фп на
зывают базисом  первых инт егралов уравнения (19.1), если всякий 
первый интеграл ij) можно представить в виде

Теорема об общем виде первого интеграла дает достаточные ус
ловия того, что совокупность первых интегралов Фь  ..., Фп обра
зует базис семейства непрерывно дифференцируемых первых ин
тегралов в окрестности точки (s, £).

Базис первых интегралов Ф =  (Фь ..., Ф„) при условии, что 
det дФ /дх  (s, |) ф  0, позволяет построить решение х, проходящее 
через точку (s, £), и тем более определить значения Dx (s). Таким, 
образом, знание базиса первых интегралов позволяет однозначно 
восстановить уравнение (19.1) (вообще говоря локально).

i|5(f, х) =  Я  (Ф (/, х))

Н (У, 0  =  ^ (t, F (t, у))
откуда

х) =  Я  (Ф (t, х), t)

Ф (/, F  (t, у)) = у

по t. Получим
дФ дФ dF

dt дх  dt

По теореме о первом интеграле

и, следовательно,

Так как матрица дФ/дх невырожденная, то d F /d t  — f .  Тогда 

дН  Л|) ch|) d F  <5ф _chb

dt dt  dx dt dt ^ dx

так как я)) — первый интеграл уравнения. |

+  ~ r f  =  o,

19.5. БАЗИС ПЕРВЫХ ИНТЕГРАЛОВ

У =  Н (Ф и ..., Фп).



Приведем достаточные условия, гарантирующие существова
ние базиса первых интегралов.

Л ем м а. Если всякая задач а  Кош и для  уравнения (19.1) од
нозначно разреш им а, т о для  любых  (s, £) £ G и т из пром еж ут 
ка I  задани я  решения х =  х {t\ s, £) выполняется:

x ( s ; т, х(х;  s, £)) =  g.

О Пусть х  и х  — решения уравнения (19.1):

x ( t ) : : = x ( t \  s,  I);

x ( t ) : :  =  jc((; x, x  (x; s, | ) ) .

Так как x ( x ) = x ( x ) ,  то в силу однозначной разрешимости x ( t )  =  x ( t ) ,
Vt £ I . В частности, при t =  s

x (s ;  т, х  (т; s, £)) =  g. ■

К рит ерий существования первых интегралов. Для
т ого чтобы уравнение (19 .1 ) имело п первых инт егралов Ф =  
=  (<!>!, Фл), непрерывно дифференцируемых в окрестности  
точки (s, Q £ G  и удовлет воряющ их условию

det —  Ф  О,
дх

необходимо и достаточно, чтобы любая задача Коши  х |г=т =  у
для уравнения (19.1) при  (т, у), достаточно близких к (s, t),
имела единственное решение, непрерывно дифференцируемое по на
чальным данным.

О => Если точка (и, у) достаточно близка к (s, £), то функциональное 
уравнение относительно х

Ф (t, х) =  Ф ( t ,  у)

однозначно разрешимо, причем его решение х =  х (t, т, у) непрерывно диффе
ренцируемо, х  (х, т, у) =  у и при фиксированном (т, у) является решением х 
уравнения (19.1).

Если бы уравнение (19.1) имело еще решение х, х (х )  =  у,  то

Ф (t, ~х (0 ) = Ф (т, у)

и, следовательно, х =  х в окрестности точки т.
<= Пусть x =  x(t\ s, g ) — решение уравнения (19.1). Построим векторную 

функцию Ф (/, x) =  jc(s, t, х). Функция Ф непрерывно дифференцируема в ок
рестности точки (s, |), и так как

дФ
~ Г  (s, 1) =  Е,дх

то det дФ /дх  Ф  0 в окрестности точки (s, £).
Покажем, что Ф принимает постоянное значение вдоль решений. На 

основании леммы
Ф(<, x(t\ s,  у)) =  х (s; t, x(t\ s, y)) =  y .

Таким образом, компоненты Фь  . . . ,  Ф„ векторной функции Ф являются пер
выми интегралами уравнения (19.1) в окрестности точки (s, 1). ■



Рассмотрим на области D cz р п+т+х совокупность п действи
тельных функций хь х„; Съ  ..., С т). Эта совокупность
определяет на G общее решение уравнения (19.1), если при каждом 
допустимом наборе постоянных Сь  С т система уравнений
относительно xft

хь х«; ст) = о (19.5)
определяет одно или несколько решений х  =  (xlt ..., х п) уравне
ния (19.1). В некоторых случаях системы уравнений (19.5) при
всевозможных Ck доставляют все решения уравнения (19.1). В об
щем случае, однако, системы (19.5) дают лишь часть семейства 
решений (19.1). Если с помощью решений систем (19.5) можно 
решить любую начальную задачу на G, то, пополнив множество 
решений систем (19.5) особыми и составными решениями, получим 
все решения уравнения (19.1).

Способы построения особых решений, т. е. огибающих се
мейства пространственных линий, описаны в монографии В. А. Зал- 
галлера «Теория огибающих» (М., 1975).

Основные упражнения

19.1. В задачах 1161— 1163 [3J проверить, являются ли заданные функции 
первыми интегралами указанных в задачах уравнений.

19.2. Решить задачу 1164 [3J.
19.3. Найти независимые первые интегралы в задачах 1079— 1084 [1].
19.4. Проинтегрировать уравнения в задачах 1061— 1078 [1].
19.5. Решить задачи 1093— 1095, 1111— 1116 [1].

Дополнительные упражнения

19.6. Первый интеграл Ф уравнения (19.1) называют стационарным,  если 
он явно не зависит от аргумента t. Доказать, что для автономного уравнения

Dx =  / (х), } : G - * R n, G c z R n, '

непрерывно дифференцируемой правой частью / в окрестности каждой точки 
£ G, I  (a)  =t 0, существует ti — 1 независимый стационарный первый интеграл.



У. ИССЛЕДОВАНИЕ ВЕКТОРНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

20. ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ЛИНЕЙНЫЕ ВЕКТОРНЫЕ УРАВНЕНИЯ

20.1. ОДНОЗНАЧНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ НАЧАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

В этом параграфе изложим основные элементарные факты, 
относящиеся к линейным векторным уравнениям

Б х =  Л (0 х +  / ( 0  (20 . 1 )
с  непрерывной матричной функцией А и векторной функцией f, 
заданными на промежутке /. Как было показано в гл. 16, всякая 
задача Коши для уравнения (20.1) однозначно разрешима, причем 
решения определены на всем промежутке I  задания уравнения 
(гл. 17). Все решения уравнения (20.1) можно получить, если ко 
всем решениям соответствующего однородного уравнения

Dx =  А (0 х (20.2)
прибавить некоторое фиксированное частное решение уравнения
(20.1). Для нахождения частного решения уравнения (20.1) можно 
воспользоваться правилами Коши или Лагранжа. Например, если 
X — базисное решение однородного линейного матричного урав
нения

DX =  A (t) X, (20.3)
то, согласно правилу Лагранжа, частное решение уравнения (20.1) 
ищем в виде

х =  х* (/):: = X (t )u ( t ) ,
где и — вспомогательная неизвестная векторная функция. После 
подстановки х.¥ в (20 . 1 ) и очевидных преобразований определяем 
какое-нибудь частное значение и (ср. с гл. 8). В частности, в ка
честве и можно взять

t
и ( t ) :: =  I X —1 (т) / (х) dr.

S

Тогда

x *{t)  =  lx { t ) X - ' { T ) f {T ) A x .  (20.4)
S

Формула (20.4) выражает правило Коши нахождения частного ре
шения х Матричную функцию

K (t ,  Т ):: =  Х ( * ) Х - 1 (т)



называют функцией (матрицей) Коши уравнения (20.2) (или
(20.1)). При фиксированном т g / функция Коши является базис
ным решением матричного уравнения (20.3), нормированным при 
t — т, и, следовательно, не зависит от исходного базисного ре
шения X.

ОРП (20.1) имеет вид

х =  К  (/, s) с  +  J  К  (/, т) / (т) dr,
S

где с — произвольный постоянный вектор-столбец (ср. (8 .8 )).

20.2, МАТРИЦАНТ УРАВНЕНИЯ

Для построения решения х  уравнения (20.2), удовлетворяю
щего начальному условию х |<=5 =  1 , применим метод последова
тельных приближений:

t

x k (/):: =  I  +  ,f А (т) x k~ 1 ( t ) dx, k =  I, 2 ..........
S

Если функцию xk записать в виде

x k (t) =  { E  +  j  A ( t )  dx +  ... +
\ ^

+ 1 A M  dt j' A (Tx) drx ... [  A (t*_i) dxft_ i )  },
5  S  S  /

TO

x (t) =  lim xk (t) =  ( Q Л (x) dx
k^ -C O  \  S

где
i t
Q A (t) dx :: =  E  - f  j A (x) dx +  ... +

S S

t т t £ _  2

+  I A (x) dx J A (x j dxx ... J  A (х*_0  dx*^ +  . . . .
S  S  s

Ряд в правой части называют рядом  П еано. Матричная функция
л

£M (x)d x является матрицантом уравнения (2 0 .2 ), так как она
S

представляет собой базисное решение уравнения (20.3), нормиро
ванное при t =  s.

Очевидно, для любых t, т £ /
t

К  (t, х) =  Q A (tj) dxx.
Т



Кроме того, для любых t, tu s £ l  выполняется
t 11 t
О А (т) dr й A ( t )  dt =  Q A ( t ) dx.
t 1 s  s

Действительно, обе матричные функции (при фиксированных s и 
ti) являются решениями уравнения (20.3) и совпадают при t — /х. 
Поэтому в силу однозначной разрешимости соотношение (20.5) 
выполняется тождественно. Свойство матрицанта, выраженное 
формулой (20.5), называют мультипликативностью.

Линейные векторные уравнения с переменными коэффициента
ми, вообще говоря, не интегрируются в квадратурах. Некоторые 
классы элементарных систем были указаны ранее — это диаго
нальные и треугольные линейные системы или стационарные ли
нейные системы. Рассмотрим еще один класс линейных систем, 
интегрируемых в квадратурах, открытый И. А. Лаппо-Дани- 
левским.

Непрерывную матрицу A (t), t £ I ,  назовем перестановочной  
со  своим инт егралом  на промежутке /, если существует такое 
s £ /, что

Теорема Лаппо-Данилевского. Если мат рица коэффициен
тов однородной  системы (20 .2 ) перест ановочна со своим ин
т егралом  на пром еж ут ке 1, то семейство всех решений систе
мы (20 .2 ) дост авляет  ф ормула

Ряд для экспоненты и ряд из производных сходятся локально равномерно на /. 
Поэтому допустимо почленное дифференцирование

20.3. СИСТЕМЫ ЛАППО-ДАНИЛЕВСКОГО

А (0 j  А (т) dr =  j  А (т) dr А (/), V/ 6 /.
S S

(20.6)

О По определению экспоненты матрицы



и если учесть перестановочность матрицы А и ее интеграла, то получим 
/ t \ т  I t  \ т - 1

D f j  А (х) dt j  == mA (t) ( j" A ( t )  dx j

Следовательно,

D I  exp [ A (x) dx ĵ =  A (t) exp f A (x) dx,
s / s

и поэтому выражение (20.6) доставляет общее решение рассматриваемой систе
мы. Решений, не охваченных формулой (20.6), у данной системы нет. Действи
тельно, проведем в системе (20.2) равносильную замену переменных:

у =  exp j  А (т) dx j  х.

Тогда на основании определения решения и свойств А

Dy =  —А (t) exp ^— ( А (х) dx j  х +  A (t) exp ^— J  А (т) dx ĵ х, 

т. е. Dy =  0, V t £ l ,  и поэтому у =  с, что завершает доказательство теоремы. Ц

Отметим, что на основании формулы (20.6) все решения не
однородной системы (20.1) в случае, когда матрица А перестано
вочна со своим интегралом, доставляет формула

х =  j^exp I А (т) dt j  с + 1 ( exp J  A (a) do J / (т) dr.

Элементарные линейные системы указаны в книге Э. Камке «Справочник 
по обыкновенным дифференциальным уравнениям» (М .: Наука, 1966, номера 
8.19—8.57).

20.4. ПРИВОДИМЫЕ ПО ЛЯПУНОВУ СИСТЕМЫ

Непрерывно дифференцируемую функциональную матрицу L, 
определенную на промежутке [s, +  оо[, назовем матрицей Л яп у
нова, если: 1) матрицы L  и DL  ограничены на [s, + ° о [ ;
2) | det L  (0| >  т >  0, V ^ > s .

Отметим, что матрица L. — 1, обратная неособенной непрерывно дифферен
цируемой матрице L,  также является непрерывно дифференцируемой. Диффе
ренцируя тождество

L ( t ) L ~ 1 (t) =  E,

получаем

D L - 1 (0  =  — L - 1 (0  DL (t) L —1 (t).

Из определения матрицы Ляпунова и способа построения об
ратной матрицы следует, что матрица, обратная матрице Ляпу
нова, также является матрицей Ляпунова.



Линейное преобразование

У  =  L  ( / )  х

с матрицей Ляпунова L  называют преобразованием  Л япунова. Го
ворят, что линейное однородное уравнение (2 0 .2), заданное на 
промежутке / =  [s, + о о [, приводимо по Л япунову  (в дальнейшем 
кратко — приводимо), если существует преобразование Ляпунова, 
приводящее уравнение к стационарному

Dy =  By,
где В  — постоянная матрица.

К рит ерий приводимости Еругина. Линейное однородн ое  
уравнение (20 .2 ) приводим о т огда и т олько т огда, когда  неко
т орое базисное решение X  соответствующего матричного урав
нения (20 .3 ) предст авимо в виде

X (t) =  L ( t ) e B‘ ,
где L  — матрица Ляпунова, В  — постоянная матрица.

О => Так как уравнение (20.2) приводимо, то существует преобразование 
Ляпунова у  =  L i  (t) х,  приводящее (20.2) к стационарному уравнению Dy =  By.  
Базисное решение У  соответствующего матричного уравнения имеет вид У (t) =  
=  eB t . Поэтому существует базисное решение X  матричного уравнения (20.3), 
представимое в виде

X ( t )  =  L y l ( t ) e Bi =  L ( t ) e Bt, 

где L  :: =  L]- ' — матрица Ляпунова.

<= Из соотношения X ( t )  =  L ( t ) e Bi находим L  (t) =  X  (t) е ~ B i . Если в 
уравнении (20.2) сделать преобразование Ляпунова

у =  L ~ l (0  х =  eBtX ~ '  (t) х, (20.7)

то получаем

Dy =  B eBtX ~ l ■ х — e BiX ~ lDX ■ X ~ l ■ x +  eBtX ~ lAx =

=  B eBtX ~ xX e - Bty — eBtX ~ 1A X X ~ lx +  eBtX ~ lAx  =  By.

Таким образом, преобразование Ляпунова (20.7) приводит уравнение (20.2) к 
стационарному уравнению Dy =  By  и, следовательно, приводимо. |

Систематическое изложение приводимых уравнений можно найти в работе
Н. П. Еругина «Приводимые системы» (Труды Математического института 
АН СССР, 1946, т. 13).

20.5. ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ЛИНЕЙНЫЕ ВЕКТОРНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим линейное периодическое уравнение
Dx =  A (t) х (20.8)

с непрерывной со-периодической матрицей А, т. е.
A (t +  со) =  А (/), Vt.



Л емма о сдвиге. Если  х =  х (i) являет ся решением у р ав 
нения (20 .8 ), то и х =  y ( t ) :: = x ( t  +  со) т акж е будет  решением  
т ого ж е уравнения.

О По предположению
Dx(t)  =  A ( t ) x ( f ) ,  Yt.

Заменим t на / +  со и воспользуемся «-периодичностью А:

Dx (t +  и) =  А (/) х (t 4- со), Yt,  

т. е. Di, { t )  =  A ( t ) y ( t ) ,  Yt. U

В частности, сдвиг на период базисного решения соответст
вующего матричного уравнения снова будет базисным решением 
того же уравнения.

20.6. МАТРИЦА МОНОДРОМИИ

Пусть X  является базисным решением матричного уравнения
DX =  A (t) X, A (t +  со) =  А (*),

нормированным при t — 0, т. е. X  (0) — Е . Тогда для базисного 
решения Y (t) :: =  X (t +  со) существует постоянная неособенная 
матрица С такая, что

Y(1) =  X ( t ) - C ,
откуда С — X  (со), det X  (со) Ф  0. Матрицу X  (со) называют мат ри
цей монодромии  уравнения (2 0 .8), а ее характеристические чис
ла — мультипликаторами.

Л ем м а о степени матрицы. Если характ ерист ические 
числа матрицы С по м одулю  меньше единицы, то Ст ->  0 при 
т —̂  о о .

О Обозначим vk характеристические числа матрицы С и приведем С к 
нормальной жордановой форме J :

C =  5 J S - 1 =  S d i a g ( ^ i (v1) ,  . . . ,  J d r ( y r ) } S ~ \

С т =  S ^ S - 1 =  S  diag ( J ”  ( V i ) ,  (v r) )  S ~ l .

Так как J.v*J <  1, то из формулы (8.10) следует, что

^ a  ̂ П̂И т °° 
и, следовательно, Ст - *  0. Щ

Теорема о периодическом линейном уравнении. Если  
все мульт ипликат оры уравнения (20 .8) по м одулю  меньше еди 
ницы, т о каж дое решение эт ого уравнения ст ремит ся к нулю  
при t - y  - f  ОО.



<> Очевидно, достаточно доказать, что базисное решение X  стремится к 
нулю. На основании леммы о сдвиге

X  (t +  та) =  X  (t) Х т (со), 0 < / < с о ,  Vm.

Матрица X  (t) ограничена на [0, со], а матрица Х т (со) -»• 0 при т  -> оо (см. 
лемму о степени матрицы). Поэтому X  (t +  та>) О, V/ С [0, со] при т - * о о .  
Следовательно, X  (() -» 0 при оэ. |

Отметим, что условия теоремы являются также и необходи
мыми для стремления всех решений уравнения (2 0 .8) к нулю при 

со, так как если Х т (со) - > 0  при т -*- оо, то из формулы 
(8.10) следует, что J vft | <  1.

Теорема. Д ля т ого чтобы уравнение (20 .8 ) имело ненуле
вое реш ение х , удовлет воряющ ее условию

х (t - f  ш) =  vx (t), Vt, (20.9)

необходим о и дост ат очно, чтобы число у бы'ло мультипликатором  
уравнения (20.8).

О => Полагая в условии (20.9) i =  0, получаем 

jc (со) =  VJC (0).
С другой стороны, х (со) =  X  (ш) • х (0), поэтому (X  (со) — vE) х  (0) =  0.

Так как х  (0) Ф  0 , то del (X  (со) — хЕ) =  0, т. е. v является мультипли
катором уравнения (20.8).

<= Обозначим через £ собственный вектор матрицы монодромии Х(<а), 
отвечающий мультипликатору v, т. е. X  (со) | =  vg, и построим решение 
х =  х (t) :: =  X  (t) |. Тогда

* ( *  +  fi>) =  X ( f  +  < o ) g = X ( f ) X ( < o ) g = v * ( 0 ,  Vt. ■

В  частности, уравнение (20.8) имеет со-периодическое решение 
тогда и только тогда, когда один из мультипликаторов равен 
единице.

20.7. ПРИВОДИМОСТЬ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ЛИНЕЙНЫХ ВЕКТОРНЫХ
УРАВНЕНИЙ

Л ем м а. Д ля всякой неособенной  матрицы  X существует  
т акая матрица Y , что eY =  X.

О Рассмотрим сначала случай X  =  ^d(v), т. е. X  является клеткой 
Жордана порядка d  с характеристическим числом v. Так как d e t X ^ O , то 
v ф  0, и поэтому матрицу X  можно представить в виде



ОО

V ( - l )k~ 4  h  \fe

_ — k— ( t j  ’ (20Л 0 )
*=i

где In v =  In | v | +  £ arg v.
Так как l f  =  0, то ряд в (20.10) сходится.

e 1 = exp  I In v • £  +  ^
V k=\

=  v
( - i ) * - 1 //,

 __________ * V v j
m=0  ̂ k=i

Из известных теорем о произведении и композиции степенных рядов 
и тождества

СО / ОО \ М

m=0 '  ft=l '

следует, что ряд справа можно преобразовать в степенной ряд, причем коэффи
циенты при Xя*,  m >  2, равны 0, а коэффициент при х равен 1. Так как сте
пени матрицы / 1  коммутируют между собой, то те же преобразования дают

  / V
/я=0 \ /г=1

Следовательно,

Yе — v (£ + т Ь х'
Пусть теперь X — произвольная неособенная матрица. Приведем ее к нор

мальной жордановой форме:

X =  S d ia g (/ rfi(v1), . . . .

где J a k (vk) — клетки Жордана, причем det (vA) Ф 0, Vk. По доказанному 

существуют Y * такие, что

«Y* =  V V* ) * W -
Обозначим

Y : :  =  S d ia g (Y i, . . . .  Y ^ S - 1.

Тогда

eY =  S d ia g  (eY‘ , . .  . ,  eYr) S ' 1 =  S  diag (vi), . . . .  J i f  (vr) j  S -1  =  X . |

Теорема Ф локе— Ляпунова. П ериодическое линейное век 
т орное уравнение (20 .8 ) приводимо по Л япунову.



О Так как матрица монодромии X  (со) неособенная, то по предыдущей 
лемме существует матрица Л такая, что

еЛв =  Х(ю).
Базисное решение X , X  (0) =  Е ,  представим в виде

X  (0  =  Ф (t) eAt,

где Ф (0  : :  =  X  (t) е ~ м .
Неособенная матричная функция Ф непрерывно дифференцируема и со-пе- 

риодическая, так как

ф (/ +  со) =  X  (t -ь со) е- Л(<+ш> =  X ( t ) X  (СО) е - А ае ~ А1 =

=  X ( t ) e ~ At =  Ф ( 0 ,  V/.

Из периодичности и неособенности матрицы Ф следует, что она является мат
рицей Ляпунова. Для завершения доказательства остается сослаться на крите
рий приводимости. В

Основные упражнения

20.1 . Записать линейные системы в виде векторных уравнений в задачах 
736— 795, 800—803, 1220— 1225 [1]. Построить матрицу Коши для каждого 
уравнения.

20.2. Привести пример матриц Л и В, для которых выполняется
а) е А + в  =  еАев ; б) еА+ в  Ф е Аев .

20.3. Показать, что матрица

л * - а ш
перестановочна со своим интегралом.

20.4. Пусть X  — базисное решение матричного уравнения

DX : { sin t cos А ^  
\cos t sin t) ’

нормированное при t =  0. Найти X  (л)> -К (2я).

20.5. Линейное уравнение Dx ■= A (t) х с матрицей коэффициентов вида

/ h  (t) 0 . . .  0
0 МО ...  0 -хА (0 =  5  и л2\., . . .  « s

\"о " о  i n (t))

где S  — неособенная постоянная матрица, называют алгебраически приводимым.  
Доказать, что алгебраически приводимое уравнение является уравнением Лаппо- 
Данилевского и найти его матрицу Коши.

20.6. Доказать формулу Лиувилля
<

det X  (0  =  det X (s) exp  ̂J  tr A (t) dx j  ,■

n
Viгде tr A =  ^  a kk> X —  решение матричного уравнения DX =  A (t) X . 

k=i



Дополнительные упражнения

20.7. Привести пример матриц А а В,  для которых AB=j=BA,,  однако

еА+ в =  еАев .
20.8. Для алгебраически приводимого и-периодического линейного уравне

ния сформулировать критерий существования «-периодического решения.
20.9. При каких значениях параметра а  уравнение

D /sin/ а  \ 
и х ~  \ а  sin t) х

имеет 2л-периодическое решение?
20.10. Пусть Vft — мультипликаторы уравнения Dx =  A (t) х. Показать, 

что мультипликаторы сопряженного уравнения

Dy =  —Ат (<) у

равны
20.11. Матрицу Y, удовлетворяющую условию

eY =  X ,

называют логарифмом X и обозначают In X . Найти

, ("cos а  —sin а\ 
\sin а  c o s a j '

21. УСТОЙЧИВОСТЬ л и н е й н ы х  в е к т о р н ы х  
УРАВНЕНИИ

21.1. УСТОЙЧИВОСТЬ И АСИМПТОТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ*

Рассмотрим векторное дифференциальное уравнение
Dx =  / (t, х) (2 1 .1

с непрерывной правой частью /, определенной в полупространстве 
t ^ - s  пространства Rn+l и удовлетворяющей условиям, обеспечи
вающим однозначную разрешимость любой задачи Коши х |<=s =  
g (j Rn (например, удовлетворяющей условиям теоремы Пикара — 
Линделефа). Кроме того, предположим, что все решения уравне
ния (2 1 . 1 ) бесконечно продолжимы вправо (условия, гарантирую
щие такую продолжимость, сформулированы в гл. 16),

Решение x(t) =  x ( t ; s, £) уравнения (21.1) устойчиво по Л я 
пунову в положит ельном направлении  (кратко — устойчиво), если 
оно непрерывно по £ на бесконечном промежутке /+ =  [s, 
+ оо[, т. е.

V e >  0 , 3 6  >  0 , V * > s ,  V A £,

| Д | | < 8 =Нл:(г; s, £ + Д£) — * (* )| < е .

* Понятие устойчивости решений дифференциальных уравнений было вве̂  
дено и обсуждено применительно к стационарным линейным векторным урав 
нениям в гл. 9.



Если, сверх того, для достаточно малых Д| | x (t; s, |+А |)— 
— х(^)|->-0 при t —̂  —f~ оо, т. е. ЗА >  О, VA£, |А £|^А =^ 
=>\ x (t ; s, £ +  Д£) — х (/)|-> 0  при t —>- -f- оо, то решение *  называ
ют асимптотически устойчивым.

С очевидными изменениями вводится понятие устойчивости 
решения в отрицательном направлении.

21.2. ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ ОБ УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЙ 
ЛИНЕЙНЫХ ВЕКТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ

Пусть задано линейное уравнение
D x =  A (t)x  +  f( t )  (2 1 .2 )

с непрерывными на промежутке /+ =  [s, + о о [ матричной А и 
векторной / функциями. Все решения этого уравнения продолжи- 
мы на промежуток /+ . Обозначим

р(*, Д £):: =  |*(/; s, Ё +  Al ) — x (t; s, g)|.
Так как

х (t\ s, I)  =  Q А (т) dt • | +  (О,
S

/
х (/; s, I  +  Д|) =  Q А (г) dt • (| +  А|) +  х* (t),

. S

t
где Qi4(T)dx — матрицант уравнения (2 1 .2), х * — решение нулевой

S

задачи Коши, ж* (s) =  0, то
t

р (t, Д£) =  Q А (т) dt • Д| .
S

Из последней формулы следует, что функция р не зависит ни от 
неоднородности /, ни от начального условия |, а поэтому устой
чивость (асимптотическая устойчивость) произвольного решения 
уравнения (2 1 .2 ) равносильна устойчивости (асимптотической ус
тойчивости) нулевого решения х =  0 соответствующего однород
ного уравнения

Dx =  4 (f)x . (21.3)
Таким образом, решения линейного уравнения либо все одновре
менно устойчивы, либо неустойчивы. Линейное уравнение называ
ют устойчивым (неустойчивым), если все его решения устойчивы 
(неустойчивы).

Отметим, что подобная терминология не применима к нелинейным урав
нениям. Например, система

' Dx =  — у +  х (х2 +  у2 — 1), Dy =  х +  у (х2 +  у2 — 1)



имеет два очевидных решения — стационарное (х =  0, у =  0) и периодическое 
{х — cos t, у =  s in t ) .  Сцстема обладает интегрируемой комбинацией

xDx +  yDy =  —  D (х2 +  у2) =  (х2 +  У2) (х2 +  у2 — 1),

исследование которой показывает, что стационарное решение асимптотически 
устойчиво, а периодическое решение устойчивостью не обладает.

Крит ерий устойчивости. Линейное одн ор одн ое  у р авн е
ние (21.3) (а  следоват ельно, и уравнение (2 1 .2 ))  устойчиво т ог

д а  и т олько т огда, к огда  его матрицант  Q А (т) dt ограничен
S

на пром еж ут ке  /+.

О => Так как нулевое решение х — 0 устойчиво, то 
Ve > 0 ,  3 8  >  0, VAg,

| Ag | <  6 => | х (t; s, A g)| < e, V ^ > s ,

поэтому
t  t t  j

I Q A (t) dx I =  sup I Q A (x) dxA I =  sup I Q A (x) dxSh  I —  =
1 s IAI=i‘ s 1 1*1=1 1 s 1 S

=  sup \x(t\ s, Ag)| • = A f ,  V f > s ,
|Д||=6 о 6

т. e. матрицант уравнения ограничен на 
<= Если матрицант ограничен, т. е.

t
| Q ^ (x )d x | < A f, W > s ,  Л Г > 0 ,  

s
то

Ve >  0, 36 — #V / > s ,  VAg,
M

t
| Ag | <  6 =» | x (t\ s, Ag)| =  | Q A (x) dx • Ag | <  MS =  e. ■

S

Так как столбцы матрицанта образуют базис множества ре
шений уравнения (21.3), то ограниченность матрицанта равносиль
на ограниченности всех решений данного однородного уравнения. 
Поэтому критерий устойчивости можно переформулировать сле
дующим образом: уравнение (21.3) устойчиво тогда и только 
тогда, когда все его решения ограничены на промежутке

Крит ерий асимптотической устойчивости. У равнение
(21 .3 ) асимптотически устойчиво т огда и т олько т огда, когда

t

м ат рицант  Q /l(x)dt ст ремит ся к нулю при t - + +  °о или, что
S

то ж е сам ое, когда  все реш ения ст ремят ся к нулю.



О =» Нулевое решение асимптотически устойчиво, поэтому

ад > о, уд|, | д*|’<;д =>*(/; s, ad о при t-± +00. (21.4)
Если бы, например, р -й столбец матрицанта не стремился к нулю, то для 
Д £ :: =  (0, . . . ,  О, А1р , 0 ...........0 )т, |Д|р| =  Л, решение

<
* (< ; s, A6) =  Q A (T )d TAE О при t -> -j-co,

s
<

ч т о  п р о т и в о р е ч и т  у с л о в и ю  (21.4). С л е д о в а т е л ь н о ,  м а т р и ц а н т  Q A ( x ) d t  с т р е -
S

МИТСЯ К нулю при t -> + 0 0 -
Достаточность очевидна. |

Отметим, что для нелинейного уравнения одного стремления 
к нулю, вообще говоря, недостаточно для асимптотической устой
чивости нулевого решения.

Следствие. Л инейное уравнение (2 1 .3 ) с периодической мат 
рицей А асимптотически устойчиво т огда и т олько т огда, 
к огда  все мультипликаторы по модулю меньше единицы.

Доказательство следует из предыдущего критерия и теоремы о периоди
ческом линейном уравнении (гл. 20),

21.3. УСТОЙЧИВОСТЬ ПРИВОДИМЫХ ЛИНЕЙНЫХ ВЕКТОРНЫХ 
УРАВНЕНИЙ

Характ ерист ическим показат елем  Л япунова (показат елем  
Л яп унова)  ненулевого решения х уравнения (21.3) называют

&(х):\ =  lim —  ln|x(/)|.
<-►+00 t

Л е м м а . П реобразовани е Л япунова  у =  L (t) х уравнения
(2 1 .3 ) не м еняет  показат елей Л япунова соответствующих 
решений.

О Из ограниченности матрицы Ляпунова L  следует, что 

ш ((/ )=  lim ~  1 п | у (0 1 <  Шп ~  In | £ . ( 0 1 +  Й т - 7 - In | *  (*)) =  ю (* ) .
<-► +00 t < ^ + 0 0  t < -* + 0 0  t

А н а л о г и ч н о  и з  о г р а н и ч е н н о с т и  м а т р и ц ы  L ~ x п о л у ч а е м

со ( х ) <  ш (у).

С л е д о в а т е л ь н о ,  ш  (х) =  ю  (у). Щ

Из доказанной леммы непосредственно следует, что если 
уравнение (21.3) приводимо, т. е. существует преобразование Ля
пунова, приводящее (21.3) к стационарному уравнению

Dy =  By, (21.5)



то показатели Ляпунова решений уравнения (21.3) совпадают с 
показателями Ляпунова решений уравнения (21.5).

Пусть vk =  a k +  — характеристические числа матрицы В .
Л емма об оценке показат елей Ляпунова. П оказат ели  

Л япунова решений приводимого уравнения не п ревосходят  
max Re v k.

k

О Очевидно, достаточно доказать, что' показатели Ляпунова решений 
уравнения (21.5) не превосходят raaxR ev ft. Обозначим

k
а  :: =  max Re vft.

k
Всякое ненулевое решение у  можно представить в виде

y ( t )=  y P k ( t ) e Vkt,
k = \

где Р *  — полиномиальные векторные функции, причем по крайней мере одна 
из них ненулевая. Тогда

У (О =  £  Рп (О ^  2  p k <0 е(“ *“ в)
*=i * 3

I У (01 <  ^  2  I Pk (01 е(а*~а)* <  е®* У  | p k (01 •

Поэтому

(О (у) <   ̂П т  - j -  I a t  +  In | P ft (01 j  =  а .  
/->■+<» \ у

Крит ерий асимптотической устойчивости приводи
мого уравнения. П риводим ое линейное вект орное уравнени е  
асимптотически устойчиво т огда и т олько т огда, к огда  п ока
зат ели Л япунова его решений от рицательные.

0  =ф Если уравнение (21.3) приводимо и асимптотически устойчиво, то 
все его решения стремятся к нулю при t + о о . Тогда и все решения уравне
ния (21.5) стремятся к нулю, и поэтому на основании критерия асимптотической 
устойчивости стационарного уравнения (см. гл. 9) матрица В  устойчивая, т. е. 
а  <  0. Из леммы об оценке показателей Ляпунова следует, что показатели 
Ляпунова решений уравнения (21.3) отрицательные.

<= Пусть х  — произвольное ненулевое решение, to (х) =  X, По условию 
X <  0. Пусть е >  О столь мало, что X +  8 <  Q. Из определения показателя Л я 
пунова вытекает существование столь большого Т ,  что

| х (01 < е (я+Е)*, V* >7\
т. е.

х (0  -» 0 при t -*■ + 0 0 .

Таким образом, все решения уравнения (21.3) стремятся к нулю при ^ -> + о о , 
что и доказывает асимптотическую устойчивость. Н



21.4. УСТОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ С ФУНКЦИОНАЛЬНО 
КОММУТАТИВНОЙ МАТРИЦЕЙ КОЭФФИЦИЕНТОВ

Матричную функцию А, определенную на промежутке 
[s, + о о [, называют ф ункционально коммутативной, если для 
любых t, a^ > s

A (t) A (cr) =  А (о) А (0.
Всякая непрерывная функционально коммутативная матрица А пе
рестановочна со своим интегралом, так как

i t t t
А (t) J А (т) dx =  j  A (t)A (t) dr =  I A (t) A (t) dt =  J  A (r) dt A (t),

s s s s

и поэтому линейное уравнение (21.3) с функционально коммута
тивной матрицей является уравнением Лаппо-Данилевского.

Т е о р е м а .  Л инейное вект орное уравнение с функционально 
коммут ат ивной матрицей коэффициентов А асимптотически 
устойчиво, если существует предел

t
А0 :: =  lim —  Г Л (r)d t

t->—j-oo t J  
s

и п р едел ьн ая  мат рица A0 являет ся устойчивой.

О Докажем прежде всего, что матрица А0 перестановочна с J А (х) dx.
S

Действительно,
a t  a t

—  J* A ( t j)  d tj J" A (x) dx =  —  J  dxi j* A (xi) A (x) dx =

s s s s
t a t a

=  j* dx j* A (x) A (xx) dxi =  j* A (x) dx j  A (xi) dxx.

s s s s

Переходя к пределу при а  -j-а з  в последнем равенстве, получаем
t t

Ao j A (x) dT =  C A (x) dx A0.
S S

Из определения матрицы A0 следует, что существует такая матрица В  (/), что
t

1
—  \ А (х) Ах =  А0 +  В  (t),

причем В  (t) О при t -*■ + 0 0 . Кроме того



Так как уравнение (21.3) с функционально коммутативной матрицей являе
тся уравнением Лаппо-Данилевского, то

t
t j  Л(т)<1т

Q A (  T)dx =  es = е ЩП+(А,%
S

и, учитывая перестановочность матриц Ло и £ ( 0 »  имеем
t

Q А (т) dx =  etB^ e tA°.
s

Обозначим
а  : : =  max Re vk, 

k
где v* — характеристические числа матрицы Аа. Из устойчивости матрицы А0 
следует, что а  <  0.

Пусть е >  0 столь мало, что а  +  2е <  0 . Выберем Т  столь боль
шим, чтобы

| Я ( 0 | < е ,  W > 7 \
Произвольное ненулевое решение х уравнения (21.3) представим в виде 

<
х (0  =  Q А (т) drx  (s) =  etB^ e iA°x (s) =  etB^ y  (t) ,

s

где у ( t ) :: =  etA°x (s). Функция у является решением стационарного уравнения
Dy =  А0 у,

поэтому на основании леммы об оценке показателей Ляпунова
и((/)< а.

Тогда существует 7\ такое, что

|(/(0 |<е(а+8)(, V ^ T V
Следовательно,

| х  (01 <  I 11 у (01 <  гпв((Н | у  (/)| <  е<“ + 2е>г, W  >  max {Г , T J ,

откуда х  (0  -*■ 0 при t - * + с о .
Таким образом, все решения уравнения (21.3) стремятся к нулю при 

-> + о о , что равносильно асимптотической устойчивости уравнения. И

Основные упражнения

21.1. В задачах 890—892 [3] выяснить, является ли устойчивым (асимп
тотически устойчивым) нулевое решение системы, общее решение которой 
известно.

21.2. Используя критерий Гурвица, найти значения параметров а и Р, 
при которых^линейное уравнение асимптотически устойчиво:

(̂а-игна=<>“(а-й4)(э-
21.3. Исследовать "устойчивость линейных уравнений: a) D

б) Dx — t2x\ в) Dx =  sin t  ■ x ; r) Dx ■= t • sin t ■ x.
Указать необходимое и достаточное условие устойчивости уравнения 

Dx =  а  (0  х с непрерывным коэффициентом а : [s, + о о [ -> R.
21.4. Доказать, что линейное уравнение D x = A ( 0 x  неустойчиво, если 

lim t r i4 ( 0  =  a > 0 .
f-̂ +oo



21.5 . Исследовать на асимптотическую устойчивость периодические линей
ные уравнения в задачах 959, 960 [3].

21.6. Показать, что нулевое решение уравнения

асимптотически устойчиво.

Дополнительные упражнения

21.7. Доказать, что для асимптотической устойчивости нулевого решения 
скалярного уравнения

Dx =  / (t, х), f ( t ,  0) =  0

достаточно стремления всех решений к нулю при t -|-оо.
21.8 . На примере векторного уравнения

D ( £ )  =  /(*. * i . х*),

/—L _  t2x х2 \
где / (/, х ,,  х2) =  I г ^ 1 2 I при х2 ф  0 и / (Л Х[, 0) = (

показать, что стремление всех решений к нулю при t -> + о о  не обеспечивает 
устойчивости нулевого решения.

2 1 .9 .  Доказать, что показатели Ляпунова решений линейного уравнения
Dx =  Ах,

где Л — постоянная матрица с различными действительными характеристически
ми числами Vfc, совпадают с vk .

21 .1 0 .  Доказать, что дробно-линейное преобразование

z +  1
W = ------------- , W ,  Z £  К

Z —  1

переводит единичный круг | z | <  1 в левую полуплоскость Re w <  0.
21 .1 1 .  При каких условиях корни многочлена г 1 +  а^г +  а 0 с действи

тельными коэффициентами лежат внутри-единичного круга | г  | <  1?

22. МЕТОД ФУНКЦИЙ ЛЯПУНОВА

22.1. УСТОЙЧИВОСТЬ НУЛЕВОГО РЕШЕНИЯ

Рассмотрим векторное уравнение
Dx =  / (/, х) (22.1)

с непрерывной правой частью f, определенной в полупространстве 
t Ул- s, удовлетворяющей условиям, обеспечивающим однозначную 
разрешимость любой задачи Коши х |(==s =  |, £ £ R n и бесконечную



продолжимость вправо всех  решений. Для исследования устойчи
вости некоторого решения х  в уравнении (2 2 . 1 ) произведем замену

у =  х — x(t).
Тогда придем к уравнению

Dy =  g ( t ,  у),
где g (t ,  у )". =  /(*, у +  x ( t ) ) — f{ t ,  x(t)), g ( t , 0) =  0 , V t > s ,  
в котором решению х  исходного уравнения соответствует нулевое 
решение у — 0. Исследование устойчивости произвольного решения 
уравнения (2 2 . 1 ) сводится к исследованию устойчивости нулевого 
решения преобразованного уравнения.

В дальнейшем при исследовании вопросов устойчивости пред
полагаем, что уравнение (2 2 . 1 ) обладает нулевым решением, т. е.

f ( t ,  0) =  0 , V ; > s ,  
и ограничимся изучением устойчивости нулевого решения.

22.2. ФУНКЦИИ ЛЯПУНОВА И УСТОЙЧИВОСТЬ

При изучении устойчивости решений нелинейных векторных 
уравнений основное внимание будем уделять одному из эффектив. 
ных методов выявления устойчивости — м ет оду функций Л я 
пунова.

Пусть v . R n-^ R , w : R'1 ->  R  — непрерывно дифференцируемые 
скалярные функции, положительные при х ф О  и нулевые при 
х — 0 , а символ г — положительная постоянная.

Теорема Ляпунова об устойчивости. Если сущ ест вует  
функция V, для  кот орой

grad у • / =  -I- ... +  ^ - / „ < 0 ,  V / > s , Ух, |х| < г
oxj дхп

(т акие v называют  функциями Л япунова) , то нулевое реш ение 
уравнения  (2 2 . 1 ) устойчиво.

О Если х — решение уравнения (22.1), то

D d  {х  ( / ) )  =  g r a d  v  ( х  ( t ) )  ■ f ( t ,  х  ( / ) ) ,

поэтому из условия теоремы следует, что функции v ( x ( t ) )  на участках x ( t ) ,  
попадающих в шар [ х | ^  г, убывает.

Возьмем 8 >  0, 0 <  8 <  г. Функция v непрерывна и положительна на 
сфере | х | =  е, поэтому имеет на этой сфере положительный минимум т. 
Функция v непрерывна и при х =  0, причем v (0) =  0. Следовательно, сущест
вует б >  0, 0 <  б <  е, такое, что

Vx, | х | <  б => v (х) <  т.

Пусть Щ ^ б .  Тогда решение x ( t )  =  x ( t \  s, g) начинается внутри сферы 
х | — е  н тем более внутри сферы | х | =  г. Если бы нашлось Т  >  s такое, что

/ x ( t ) l < e ,  s ^ . t < T  и | а : (7̂ )1 == s,

то в силу убывания функции v (х (/)) на промежутке [s, Т] имели бы

m <  v (х (Т)) <  v (х (s)) =  v (I ) <  ш (?!).



Полученное противоречие доказывает, что

| *(01< е, V<>s, 
и, значит, нулевое решение устойчиво. Ц

Следст вие. Если уравнение (22 .1 ) имеет ст ационарный  
первый инт еграл v, положит ельный в проколот ой окрест ност и  
т очки  х =  0 и v (0) =  0 , то нулевое реш ение уравнения (22 .1)  
устойчиво. j

Доказательство следует из теоргмы о первом интеграле (гл. 19) и теоре
мы Ляпунова об устойчивости.

Пример 22.1 . Если векторное уравнение Гамильтона

а® а®
Dx'' =  a ^ -  Dx/+m =  — Щ ’ i =  •> 2  т'

обладает нулевым решением х — 0 и гамильтониан Ф положителен при х ^ О ,  
Ф (0) == 0, то решение х =  0 устойчиво, так как Ф является стационарным 
первым интегралом.

22.3. АСИМПТОТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ

Т еорем а Ляпунова об асимптотической устойчивости.
Если  сущ ест вуют  функции v и w такие, что

gradv t f s ^ —w, Y t ^ - s ,  Vx, ) x | < r ,

то н улевое решение уравнения (22 .1) асимптотически ус
тойчиво.

О Из теоремы Ляпунова об устойчивости следует, что нулевое решение 
устойчиво. Функция v ( x ( t ) )  убывает вдоль решения x ( t ) — x ( t ;  s,  g), | | [^ б, 
поэтому

v (х (t)) -*■ а  при / -9-4-00, 0 <  а  <  /п.

Пусть F —  подмножество шара | х | <  е, на котором v (х) >  а .  Так как функ
ция v непрерывна, то F — замкнутое подмножество. Из условия теоремы 
.следует, что

Da (х {()) <  — w (х (t)) <  — inf го (х (/)) <  — min w (х),
t> s  x £ F

так как х (<) £ F , Vt ^ "s .
Если предположить, что а  >  0, то множество F не содержит точки 

к =  0. Функция w положительна и непрерывна на компакте F. Поэтому

Dy (х (/)) <  (5 =  const < 0 ,  V/ ;>  s,

« ,  следовательно,
и (х (t)) -» — оо (?!).

Таким образом, обязательно а =  О, т. е. v (х (/)) -> 0 при t -> +аэ, откуда 
следует (} х | < е ! ) ,  что х (/) - *  0 при t -*■ + с о . ■

Пример 22.2 . Нулевое решение (х =  0, у  =  0) системы

2х



асимптотически устойчиво, так как функции v (х,  у ) : :  = ---------  -)- у2 и
1 -(- х

4 / х2 \
w (х, у ) :: =  ■ ~ 2~ г . .  г а  +  у2 удовлетворяют условиям теоремы Л я-

(1 +  х) \ (1 -j- X ) /
пунова об асимптотической устойчивости.

22.4. НЕУСТОЙЧИВОСТЬ

В следующей теореме функция v не обязательно положитель
ная при х 0 , однако в любой окрестности нуля существует 
| Ф  0 такое, что у (?) >  0 (предположения о w остаются в силе).

Теорем а Ляпунова о неустойчивости. Если сущ ест ву
ют функции v и w такие, что

gradu • / > © , Yt > s ,  Vx, | x | < r,
то нулевое решение уравнения (22 .1 ) неустойчиво.

О Из условия теоремы следует, что для любого решения х  функция 
v (х (/)) возрастает на участках х (t) , лежащих в шаре | х | <  г.

Функция v непрерывна п-ри х =  0 и v (0) =  0, поэтому она локально огра
ничена при х =  0, т. е. существуют положительные постоянные_М и ео, е о ^ г ,  
такие, что

| v (,м)| Vx, | х | < е 0.

Пусть б >  0, 0 <  б <  80, произвольно мало. Возьмем с -/= 0 , 1£ 1 б, 
такое, что v (g) >  0, и построим решение x ( t ) ~ x ( t \  s, g). Покажем, что су
ществует Т  >  s, при котором

| х(Т)\ >  е0.
Если бы | х (0 | < е о  при всех t ^ s ,  то в силу возрастания функции v (х (/)) 

v (х (t)) >  v (х (s)) =  v ( | )  >  0 , 
и поэтому существовало бы такое (5 >  0, 0 <  р <  ео, что

|*(01>Р. V<>s.
Тогда

Dd (х (0 )  >  w (х ( 0 )  >  n iin  w(x) =  V >  0,
Р-'. |Х|<Е0

откуда следовала бы неограниченность v в шаре | х К е 0 (?!).

Таким образом,
Зе0 > 0 ,  V6 :> 0, 3g -/--0, | | | <  б, 3 Т >  s,  j x  (Г)| >  е0, 

чго означает неустойчивость нулевого решения. Щ

22.5. УСТОЙЧИВОСТЬ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

Уравнение (22.1) вида

Dx =  Ах -г g  (t, х) (22.2)
называют квазилинейным (уравнением с ведущей линейной 
частью), если равномерно по t ^ s



g  (t, x) =  о (I x I) при x - *  0 .
Стационарное линейное уравнение

Dx =  Лх (22.3)

называют линеаризацией  уравнения (2 2 .2 ) вдоль нулевого решения.

Пример 22.3. Уравнение (22.2) заведомо является квазилинейным, если

е (t, х ) =  2  А1 ,1 . . . . 1п (*’ х)х!1 х'п>
iL+ i2+ ... +i„>2  1 2

где все векторные функции ftt- ^  ограничены для |х| и t ^ s .

Л ем м а. Если дейст вит ельные части всех характ ерист иче
ских чисел матрицы А отрицательны, то существуют полож и
т ельно оп ределен ны е мат рицы (т . е. симметрические матрицы  
с  полож ит ельным и характеристическими числами) В  и С т а
кие, что

АТВ  -f- В А =  —С (22.4)

(линейное алгебраическое уравнение в матрицах (22.4) называют
у равн ени ем  Л япунова).

Доказательство этой леммы см., например, в книге Ф. Р. Гантмахера 
«Теория матриц» (М ., 1954, гл. X V , § 5).

Теорема об устойчивости. Если линеаризация (22.3) 
асимптотически устойчива, то асимптотически устойчиво и 
нулевое решение квазилинейного уравнения (22 .2).

<> Линейное стационарное уравнение (22.3) асимптотически устойчиво, 
следовательно (см. критерий асимптотической устойчивости, гл. 9), матрица А 
устойчива, т. е. действительные части всех характеристических чисел матрицы А 
отрицательные. На основании леммы существуют положительно определенные 
квадратичные формы

v (х) :: =  хтВх, w  ( х ) :: =■ ~ х ТСх,

связанные соотношением (22.4). Функция v является функцией Ляпунова для 
нулевого решения уравнения (22.2), так как grad v (Лх -j- g) =  2х1ВАх  +  
+  2x*B g  — xJ B A x  +  (Лх)т (xTB )T - f  2xTB g  =  xT (BA  +  A^B) x - f  2xrB g  =  —w —

“ ( т 1 7 Г С Й 1 Р ( ' ’ X)) 1 x I* <  — ИГ _  (Y +  P (f, x)) I x I2, где  V — п о л о 

ж и т е л ь н а я  постоянная,  а  р ( / ,  x) -*  О п ри  х  -> 0  равномерно по t ^ s .  С л е д о в а 
тел ь н о ,  су щ еств ует  г  >  0 такое,  что

grad v (Лх - f  g  (f, х)) <  — w  (x), V/ >  s, Vx, | x | <  r.

На основании теоремы Ляпунова нулевое решение уравнения (22.2) асимптоти
чески устойчиво. ■



22.6. УСТОЙЧИВОСТЬ ПО ПЕРВОМУ ПРИБЛИЖЕНИЮ

Если из асимптотической устойчивости нулевого решения линейного урав
нения в вариациях следует асимптотическая устойчивость порождающего реше
ния х  исходного уравнения, то говорят, что решение х  устойчиво по  п ер в о м у  
приближ ению.

Как уже показано, нулевое решение квазилинейного уравнения устойчиво 
по первому приближению

Следст вие. Если функция f  непрерывно дифференцируема 
в окрест ност и тонки х =  О и все характ ерист ические числа 
м ат рицы  Я к оби  /'(О) имеют от рицат ельные действительные 
части, то нулевое решение ст ационарного вект орного уравнения

Dx =  /(x), / (0) =  0 (22.5)
асимптотически устойчиво.

О Так как функция / дифференцируема при х =  0, то f  (х) =  f  (0) х +  
+  о(|х|) при х - > 0 ,  т. е. уравнение (22.5) является квазилинейным. Остается 
сослаться на предыдущую теорему об устойчивости. Щ

Пример 22.4. Нулевое решение системы

Dxx =  х2,

D x 2 =  — b s in  X j —  а х 2, а  >  0 , b  >  0 

асимптотически устойчиво, так как матрица Якоби правой части в нуле

является устойчивой.

Теорема о неустойчивости. Если хот я бы  одно х а р а к 
теристическое число матрицы А обладает  полож ит ельной дей
ствительной частью, то нулевое реш ение квазилинейного урав
нения (22 .2) неустойчиво.

Доказательство теоремы см., например, в книге Б. П. Демидовича «Лек
ции по математической теории устойчивости» (М .: Наука, 1967, гл. IV , § 10).

В частности, нулевое решение уравнения (22.5) неустойчиво, 
если матрица Якоби f' (0) имеет по крайней мере одно характе
ристическое число с положительной действительной частью.

22.7. УРАВНЕНИЕ С ПРИВОДИМЫМ ПЕРВЫМ ПРИБЛИЖЕНИЕМ

В заключение рассмотрим уравнение (22.1) вида

Dx =  A (t)x  +  g { t ,  х) (22.6)

с приводимой по Ляпунову линейной частью

Dx =  A (?) х (22.7)
и функцией g , удовлетворяющей, как и прежде, условию малости 
g ( t ,  х) =  о (| х )) при х - > 0  равномерно по t ^ s .



Т е о р е м а .  Если показат ели Л япунова всех решений ли неа
ризации (22 .7 ) от рицат ельные, то нулевое реш ение уравнения
(2 2 .6 )  асимптотически устойчиво.

О Линейное уравнение (22.7) приводимо, поэтому существует преобразо
вание Ляпунова

У =>/.(<)*. (22.8)
приводящее (22.7) к стационарному векторному уравнению

Dy =  B y (22.9)

с постоянной матрицей В :: =  D LL- 1  -}- L AL - 1.
Применяя преобразование (22.8) к уравнению (22.6), получаем

Dy =  £ y  +  g(/, у), (22.10)

где g  (t, У) : :  =  L  (t) g  (t, L ~ 1 (t) у) =  о (| у |) при у -» 0 равномерно no t >  s.
На основании критерия асимптотической устойчивости приводимого уравне

ния (см. гл. 21) уравнение (22.7), а следовательно, и уравнение (22.9) асимпто
тически устойчивы. Поэтому матрица В устойчива, т. е. действительные части 
всех характеристических чисел матрицы В отрицательные. Из теоремы об устой
чивости для квазилинейного уравнения следует, что нулевое решение у =  0 
уравнения (22.10) асимптотически устойчиво. Тогда, согласно (22.8), асимптоти
чески устойчиво и нулевое решение х =  0 уравнения (22.6) ||

Аналогично, используя теорему о неустойчивости для квази
линейного уравнения, можно показать, что если уравнение (22.7) 
имеет решение с положительным показателем Ляпунова, то нуле
вое решение уравнения (2 2 .6) неустойчиво.

Следствие. Н улевое реш ение уравнения (22 .6 ) с периодиче
ской матрицей A (t) асимптотически устойчиво (неустойчиво), 
если показат ели Л япунова всех решений уравнения (22 .7) отри
цат ельные (среди  них ест ь положит ельный показат ель Л я 
п ун ова).

Доказательство следует из предыдущей теоремы и теоремы Флоке—Ляпу 
нова (см. гл. 20).

Отметим, что в общем случае непрерывной матрицы A ( t )  
асимптотическая устойчивость линеаризированного уравнения
(22.7) не гарантирует не только асимптотической устойчивости 
нулевого решения уравнения (2 2 .6), но и даже его устойчивости 
(см. упр. 2 2 .6).

Основные упражнения

22.1 . В  задачах 1458— 1461 [1], 899—906 [3] исследовать устойчивость 
нулевого решения квазилинейного уравнения.

22 .2 . При каких значениях параметров а  и Ь асимптотически устойчиво 
нулевое решение в задачах 907—910 [3].

22 .3 . Построив функцию Ляпунова, исследовать устойчивость нулевого 
решения в задачах 923, 924 [3].



Дополнительные упражнения

22.4. Доказать, что нулевое решение уравнения

Dx =  Ах +  g  (t, х) 

устойчиво, если устойчиво линейное уравнение Dx =  Лх и
- f o o

!i(t,  х)| < ф (/ )| х| , J q > (/ )d/ < -foo .
22.5. Сравнить взаимное расположение решений уравнений:

Dx =  — - у ,  / > 1 ;  (22.11)

{ У У , -
Dy =  I In | у | ’ у ^ 0> (22.12)

I 0 у =  0, * > 1 ,
найти множество D  возрастания решений уравнения (22.12), выяснить взаимное
расположение решений уравнения (22.11) и границы D. Доказать, что существу
ют решения (22.12), не стремящиеся к 0 при t -[-оо и вместе с тем имеющие 
сколь угодно малые начальные значения.

22.6 . Показать, что нулевое решение системы

Dx1 =  j - i 7 ' - E T k l  +  ,/ l(/ ’ Х1’ •••’ Хп)1' Х 1 ^ ° ’
ll h (t> Xi............... х„)|, Xj =  0;

Dx2 =  a2ix i + - . • • +  a2nxn +  f 2 (t, x ,  x„);

lDxn =  fl«ixi +  ••• + a nnx„ +  fn (t, x,, . . . ,  X„),

где матрица ( “ * / ) * , / = 2 гурвнцева и f = ( f 1, . . . ,  /п)т =  о (| х |), не является 
асимптотически устойчивым при ? -» -]-о о , хотя система первого приближения и 
является асимптотически устойчивой.

23. КОЛЕБЛЕМОСТЬ РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИИ 2-ГО
ПОРЯДКА

23.1. КОЛЕБЛЮЩИЕСЯ И НЕКОЛЕБЛЮЩИЕСЯ РЕШЕНИЯ

Рассмотрим линейное скалярное уравнение второго порядка
D2x +  p(t)  Dx -f- q(t) x =  0, t £/  =  \a, b\ (23.1)

с непрерывными коэффициентами p  и q.
По теореме об однозначной разрешимости (см. гл. 16) всякая 

задача Коши для уравнения (23.1) имеет единственное решение, 
определенное на промежутке I. В  частности, если решение обра
щается в нуль вместе со своей производной в некоторой точке 
промежутка /, то это решение нулевое (в дальнейш ем  в этой 
главе п од  реш ением будем  понимат ь лишь ненулевое реш ение). 
Поэтому если решение х  обращается в нуль в точке t0 6 /, то 
Djc (̂ о) ф  0 и, следовательно, для внутренней точки t0 решение х  
меняет знак при переходе через t0, а график решения пересека
ет ось t.



Л ем м а о нулях реш ений. Н икакое реш ение уравнения
(2 3 .1 ) не м ож ет  иметь бесконечного числа нулей н а  любом от 
резке  [а , р](;/, другими словами, нули всякого реш ения изоли
рованны е.

О Если решение х  имеет бесконечное число нулей на отрезке [а , Р], то 
в точке которая является предельной для множества нулей, имеем

х  (f*) =  D * (/,) =  О

и, следовательно, решение х  нулевое (?!). Получили противоречие, так как ну
левое решение исключено из рассмотрения. |

Л ем м а о линейной зависимости. Если два решения  
уравнения (23.1), либо их первые производные обращ аю т ся в 
нуль в некот орой точке пром еж ут ка I ,  то эти решения линей
но зависимые, т. е. отличаются друг от  др у га  на постоянный  
множит ель.

О Вронскиан W решении х\ и х 2 равен xi l)x2 — x%Dxi. По условию в не
которой точке /о ё 1 W (,t0) =  0. Из формулы Лиувилля следует, что

W (0 =  о, Vt£f ,  
т. е. решения xi  и х2 линейно зависимые. |

Решение уравнения (23.1) называют неколеблющ имся на про
м еж ут ке  /х cz I, если оно имеет на Д не более одного нуля. В 
противном случае решение называют колеблющ им ся на 1Х.

Пример 23.1. Решения уравнения

D2x — со2х =  0, со >  0

являются неколеблющимися на / =  ]— со, + о о [, так как всякое решение х 
представимо в виде

х  (/) =  Ciea< +  с%е~ы .
Пример 23.2. Общее решение уравнения

D2x +  со2х =  0, со :> 0

представимо в виде

х  (/) =  A sin (со/ -j- ф),

н поэтому расстояние между последовательными нулями всякого решения рав
но я/со. На любом промежутке длины меньше я/со все решения являются не
колеблющимися, а на промежутке длины больше л/со уравнение имеет колеб
лющиеся решения.

П ризнак неколеблемост и реш ений. Всякое реш ение урав
нения (23 .1 ) являет ся неколеблющ имся на пром еж ут ке  /х с  I, 
если н а  этом пром еж ут ке q { t )^ .  0 .

<> Пусть х — произвольное решение уравнения (23,1). Рассмотрим функцию
t
j'p(T)dx

h ( t ) : :  =  e s x { t ) D x ( t ) ,



t
J p (  T ) d t

Dh (0  =  es (p  (0  *  (t) D * (0  +  (Dx (<))* +  *  (0  D2-i' (<)) =
t
\p(x)dx

=  es ( (D x (0 )2 — q ( t ) x * ( t ) ) .

Из условия теоремы следует, что T>h(t)~^0  при всех t £ I i  и, следова
тельно, функция h возрастает (вообще говоря, нестрого) на Д .

Если бы нашлись две точки t\, 12 ё h ,  ti <  tz такие, что

х (h )  =  X (t2) =  0,

то h ( t )  =  0 при всех I £ [ti ,  f2]. откуда следовало бы, что

*  (f) Dx (*) =  0, Y t i [ t u  t2].

На основании леммы о нулях решение х  может иметь только изолированные 
нули на отрезке [t\, t2}. Поэтому

Dx (0  =  0, Yt  6 [fi, h ]  => ж (0  =  0, Yt  € [ h ,  h\,
т. e. решение x  нулевое (?!). Полученное противоречие доказывает, что реше
ние х  имеет не более одного нуля на h ,  т. е. является неколеблющимся 
на Д . ■

Пример 23.3. Решения уравнения Эйлера

t2D-x -f- taiDx  +  а 0х =  0, / >  0 

являются неколеблющимися, если а 0 0.

23.2. ПРИВЕДЕНИЕ УРАВНЕНИЯ К КАНОНИЧЕСКОМУ ВИДУ

При исследовании колеблемости решений уравнения (23.1) 
часто бывает полезным привести его к более простому виду. Сде
лаем в уравнении замену переменных

x =  u(t) у,
где и — дважды дифференцируемая функция. Получим

D2и (t) у - f  2Dи (t) Dy -j и (it) D2y +  p  (t) (Du (t) у +  и (t) Dy) +
+  g (t)u (t)  y =  0 ,

и (t) D2y +  (2Dи (t) -\-p(t) и (t)) Dy +  (Uhi (t) +  p(t) Du (t) +
+  q (t)u (t))  y =  0 .

Выберем функцию и такой, чтобы
2D« (/) p(t) и (I) =  0.

Если предположить коэффициент р непрерывно дифференцируе
мым, то в качестве и можно взять положительную функцию

t
-  -̂ -Гр(т)<Зт 

и (t) =  е  s

Тогда
D 4  it) +  р ( 0  D k  ( 0  +  q (t)u  (t) =  и (/) -



— ^  +  9 ( 0 )  =  « № ( - ^  — ^  +  ? (» ))•

Так как и (t) Ф  0, то окончательно получаем уравнение
D2y +  Q (0 y  =  0, (23.2)

где

Q (0 :: =  ^ _ M  +  9 ( 0 .

Таким образом, если функция р непрерывно дифференцируе
ма, a q непрерывна, то равносильная замена

t
— 5-jp(f)dt

х =  е s у (23.3)
преобразует уравнение (23.1) к уравнению (23.2) с непрерывным 
коэффициентом Q. Уравнение (23.2) назовем канонической формой 
уравнения (23.1). Отметим, что преобразование (23.3) сохраняет 
нули соответствующих решений уравнений (23.1) и (23.2), поэ
тому в дальнейшем достаточно ограничиться рассмотрением кано
нической формы.

Пример 23.4. Уравнение Бесселя

' /2D2x +  /Dx +  (t2 — v2) х =  0, t >  0
_  \_

заменой х =  t 2 у сводится к канонической форме

(  Х W y + [ l - ~

23.3. ТЕОРЕМА СРАВНЕНИЯ ШТУРМА

Пусть заданы два уравнения в канонической форме:
D2x +  Q (0 x = = 0 , (23.4)

D2y +  Qi (t)y  =  0 (23.5)
с непрерывными на промежутке I  коэффициентами Q и Qt.

Теорема сравнения Ш турма. Если и t2, ti <  t 2 — нули 
некот орого р еш ен и я х  уравнения (22 .4 ) и

Q ( * ) < & ( * ) ,  t2], (23.6)
то всякое реш ение у уравнения (23 .5) на от резке [tlt t2] имеет  
по крайней м ере один  нуль. Б олее того, если tt и t2 не явля
ются одноврем енно нулям и реш ения у, то у имеет нуль на
инт ервале ]tu t2[.



О Пусть у  — произвольное решение уравнения (23.5). Подставим решении 
х к у в  соответствующие уравнения, полученные тождества умножим соответ
ственно на у и х  и вычтем из первого тождества второе. Получим

D2x (0  у (0  -  D2y (О х (t) +  (Q (0  -  Qt (0 )  х (0  (/(0 =  0

или

D (Dx (0  у (0  -  (0  *  (0 )  =  (<?1 (t) -  Q (0 )  *  (0  у (0 -
Интегрируя последнее тождество от h  до t2 и используя условие

х (h) =  х (к) =  0,
получаем

t S

Dx (h )  у  (/,) -  Dx (1г) у (h )  =  j' (Qi (0  -  Q (0 )  *  (0  У (0  Ы. (23.7)
t i

He нарушая общности считаем, что ti и t2 — последовательные нули ре
шения х.  Тогда х  на интервале ]̂ х, t2[ принимает значения одного знака. Пусть 
для определенности х (t) >  0 при t £ ]h ,  t2[. Так как Dx (h )  ф 0  и Dx ( 2̂) ф  0, 
то Dx (^i) >  0, Dx (4 ) <  0.

Предположение о том, что решение у  не обращается в нуль на интервале 
Щ, t2[, а также на одном из его концов приводит к противоречию с равенством 
(23.7). Действительно, если у  положительно (отрицательно) на полуинтервале, 
то в левой части равенства (23.7) получаем отрицательное (положительное) 
число, а в правой части — неотрицательное (неположительное) число (?!). Таким 
образом, всякое решение уравнения (23.5) имеет по крайней мере один нуль на 
отрезке [h ,  t2\, причем если решение не обращается одновременно в нуль на 
концах отрезка, то оно имеет нуль на интервале ]<i, f j .  I

Отметим, что если неравенство (23.6) хотя бы в одной точке 
является строгим, то всякое решение уравнения (23.5) имеет нуль 
на интервале ]/ь /2[ (следует из равенства (23.7) и свойства стро
гой монотонности интеграла).

Следст вие 1. В сякое реш ение уравнения (2 3 .4 ) являет ся не- 
колеблющ им ся на пром еж ут ке I, если Q (t) ^  0 на I.

О Если бы нашлось решение х , обращающееся в нуль по крайней мере в 
двух точках, то по теореме сравнения Штурма всякое решение уравнения

D2y =  0 (<?! =  0!)

должно обратиться в нуль на I ,  что, очевидно, неверно, так как существует 
решение (у =  1), не имеющее нулей на /. Ц

Отметим, что следствие 1 является частным случаем призна
ка неколеблемости решений.

Следст вие 2. Н ули линейно-независимых решений уравнения
(23 .4) взаимно разделяю т  друг друга, т. е. ст рого м еж ду  дву
мя последоват ельными нулями одного реш ения леж ит  ровно  
один нуль другого решения.

О Пусть xi и Хг — линейно-независимые решения уравнения (23.4). По 
лемме о линейной зависимости они не могут иметь общих нулей. Из теоремы 
сравнения Штурма следует, что строго между двумя последовательными нуля
ми /ь /2 решения лежит по крайней мере один нуль решения х2. Если бы



на интервале Jfj, /2( нашелся еще один нуль решения х 2, то, поменяв в преды
дущем рассуждении местами решения Xj и х2. получаем, что нули h  и 12 
решения не являются последовательными (?!). ■

23.4. СЛУЧАЙ БЕСКОНЕЧНОГО МНОЖЕСТВА НУЛЕЙ

Т е о р е м а .  Если п ром еж ут ок I  бесконечный и

< 2 ( f ) > m > 0 ,  Y t ^ I ,  (23.8)
то все реш ения уравнения (23 .4) имеют бесконечное число 
нулей.

Д ля доказательства достаточно сравнить уравнение (23.4) с уравнением

D2x -j- /их =  О 

и воспользоваться результатом примера 23.2.

Пример 23.5. Рассмотрим уравнение Бесселя в канонической форме

(  2̂- - Ч
D2x - f  1̂ 1 —  _ J L J x  =  0, t >  0.

При 0 <1 v ^  выполняется неравенство

4 - >  1 , t >  0,
t2

й поэтому все решения уравнения Бесселя имеют бесконечное число нулей, 

причем при 0 < \ ’ < —  расстояние между последовательными нулями меньше я .

При v >  - j -  все решения также имеют бесконечное число нулей, расстоя

ние между последовательными нулями больше я.
Так как

1

] ----------- -------  1 при /-> +  0 0 ,
tz

TO расстояние между последовательными нулями стремится к п.

Условие (23.8), обеспечивающее существование бесконечного 
числа нулей у решений уравнения (23.4), можно несколько 
ослабить.

Т е о р е м а .  Если пром еж ут ок I  — [a, +  оо[ и
—)-оэ

Q ( 0 > 0 .  J  Q ( x ) d T =  оо,

то все решения уравнения (23.4) имеют бесконечное число 
нулей.

О Предположим, что существует решение х, не имеющее бесконечного



числа нулей. Тогда найдется to такое, что при t ^ t 0 функция х  принимает 
значения одного знака. Для определенности считаем

*  (0  >  0, Vf >  to.

Так как
D2x ( 0  =  — Q (0  х (t), Vt >  /о, (23.9)

то D2j ; ( i X 0  и, следовательно, производная Dx убывает на промежутке 
\t0, + о о [. Имеются две возможности.

1. Dx ( ? ) ^ 0 ,  V t ^ t o .  Тогда функция х возрастает, поэтому
x ( t ) ^ x  (t0), Vt >  t0.

Интегрируя тождество (23.9) от to до t, получаем
t t

Dx (0  — Dx (t0) =  — f Q (t) x  (t)  d t <  — x (to) | Q (r) dt, V/ >  to,
U  ̂О

t
Dx (to) >  x (/0) \ Q (x) dt + co  при t -> + o o  (?!).

*0
2. Dx (/) < 0 ,  Y t ^ T ,  T >  /о- Так как Dx убывает, то

D x ( 0 < D x ( T ) ,  V / > 7 \

откуда

x (t) — x (Г) <  Dx (Г) (f — Г ), V/ >  7\ 

- * ( r ) < D x ( T ) ( ( - T ) - > - o o  при t —> +  co (?!).

Полученные противоречия показывают, что все решения уравнения (23.4) 
имеют бесконечное число нулей. Ц

Пример 23.6. Все решения уравнения
,2

D2x +  —  х =  О, t >  0, со О,
со

при а  1 имеют бесконечное число нулей, так как

-f-OO
со2 Г со2
—  >  0 при ( > 0  и j At - + о о .

Основные упражнения

23.1. Привести уравнение к каноническому виду в задачах 1049, 1050 [ 1J, 
706—710 [3]. Исследовать колеблемость решений указанных уравнений.

23.2. При каких условиях на коэффициенты a i  и а 0 граничная задача

D2x +  aiDx +  а0х =  0, х |<!=/ =  х \t= ti  =  О

имеет ненулевое решение.
23.3. Пусть непрерывная функция Q удовлетворяет неравенству 0  <  т'!  ^  

<  Q ( 0 <  М г и 6 расстояние между последовательными нулями некоторого 
решения уравнения D2x +  Q (/) х =  0. Доказать, что

—  < б < — .
М т.

Используя полученную оценку для б, решить задачи 727—730 [3].



2 3 .4 .  Показать, что всякое решение уравнения

(l  +  t2) D2x - f  f t /2 cos2 t • x =  0

имеет бесконечное число нулей.
2 3 .5 .  Найти решения граничных задач 751—7 5 5 ‘[3].

Дополнительные упражнения

23.6. Доказать теорему К незера .  Если

0 <  Q W < T S . V / > a > ° ,4 t*

то никакое решение уравнения (23.4) не может иметь бесконечного числа ну
лей. Если же

1 +  а
Q [t )> ~ W ~ '  а > 0 ,

то все решения уравнения (23.4) имеют бесконечное число нулей.
2 3 .7 .  Собственным значением  граничной задачи

D2x +  (Q (t) +  k)  х =  О,

«D x \t==h +  Px \t = h  =  0, vDx lt=t% - f  6x \t = u  =  0

называют такое число k ,  при котором задача имеет ненулевое решение х. Р е 
шение х  называют собственной функцией.

Найти собственные значения и собственные функции в граничных зада
чах 782 — 784 [3].

24. АВТОНОМНЫЕ УРАВНЕНИЯ НА ПЛОСКОСТИ

24.1. ТРАЕКТОРИИ АВТОНОМНОГО УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим автономное векторное уравнение
Dx =  /(x) (24.1)

с правой частью f : G - y R n , удовлетворяющей локальному усло
вию Липшица по х на области G с :  Rn и, следовательно, непре
рывной. Всякая задача Коши для уравнения (24.1) однозначно 
разрешима, и решения интегрально непрерывны по начальным 
данным. Предположим, что все решения уравнения (24.1) беско
нечно продолжимы в обе стороны. В дальнейшем будем рассмат
ривать лишь продолженные решения.

Важное свойство уравнения (24.1) заключается в том, что 
сдвиг всякого решения х  на произвольную постоянную с, т.е. 
функция х =  х (t +  с), также является решением данного уравне
ния (см. гл.4). Решение х,  удовлетворяющее начальному условию 
х (0 ) =  обозначаем х =  x(t\ £).

Л ем м а о групповом свойстве.
■х (/х; х (4 ; £)) (tt +  |), V*!, t»  Yg € G.



О Функции

* х( 0 : : =  x(t\x(t2', £)) и x2( t ) : :  =  x(t  +  t2; £)

являются решениями уравнения (24.1), причем ^ (0 )  =  х г(0). На основании 
однозначной разрешимости задачи Коши следует, что

*4 9  = * а(9. V/.
В частности,

х 1 (ti) =  х 2 (h ) ,  т .е . л: (/ъ л: (/2; I))  =  *  (^  +  t2\ £). ■

Пространство Rn называют фазовым прост ранст вом  уравне
ния (24.1), если решения х  этого уравнения изображаются на нем 
в виде линий

х =  * ( * ) ,/ €  Д. (24.2)
Направленную линию I, допускающую параметрическое задание в 
виде (24.2), называют т раект орией (фазовым графиком)  уравне
ния (24.1) или т раект орией решения х. П олож ит ельной полу- 
т раект орией решения х  называют направленную линию

/+: : =  [x ( t )\ t^  0 }.
Теорема о траект ориях. Две т раект ории уравнения

(24.1) либо не имеют общих точек, либо совпадают.

Доказательство проводится по схеме, рассмотренной в гл. 4.

Теорема о реш ениях. К аж дое решение х уравнения (24.1) 
удовлет воряет  одному из следующих условий:

1 ) х ( ^ ) Ф х ^ 2) при tL ф  t„ (непериодическое реш ение) ;
2) З Т > 0  т акое, что х  (t +  Т) — x (t ) , Vt и x (t-^ ^ x (t^ )  

при 0< | / х — /2| <  Т  (периодическое решение)
3) x ( t ) =  const, Vt (ст ационарное решение).

О Если решение х не удовлетворяет условию 1, то существуют h ,  
h  ф  h  такие, что х {t\) =  х (t2). Обозначим т : : =  ti  — t2. Тогда

x ( t  +  x) =  x ( t ) ,  Yt.  (24.3)
Пусть Т  — множество всех т, для которых выполнено (24.3). Множество Т  
образует группу относительно операции сложения. Кроме того, Т  является 
замкнутым множеством, т.е . из (тл )^ -т , т„ £ Т  следует, что н т ( Т .  Дейст

вительно, переходя к пределу в равенстве

*  (* +  T„ ) = * W . v<,
получаем х (t - f  т) =  х (t), Yt,  т.е. т £ Т .

Если в множестве Т  существует наименьшее положительное число Т,  то

x { t  +  T) =  x ( t ) ,  Yt и х  (h )  ф  х (<2), 0 <  \h — у  <  Т,  
т.е. решение удовлетворяет второму условию.

В  противном случае найдется последовательность ( т п ) н> + 0 >  тл £ Т . 

Тогда для любого t х  (t) =  < ——  тл j х (0) ([а ] ^  целая часть чис

ла а ) и, следовательно, решение х  постоянное. ■



Траектории, отвечающие указанным в теореме видам решений, 
называют соответственно незамкнутой, зам кнут ой  или циклом, 
т очкой покоя. Точка x £ G  является точкой покоя тогда и только 
тогда, когда /(х) =  0 .

24.2. ПРЕДЕЛЬНЫЕ МНОЖЕСТВА РЕШЕНИЙ

Точка р  £ R n называется т-предельной точкой решения х, если 
существует последовательность (/„)->  4- оо такая, что

Р-

Множество всех со-предельных точек решения х  называют Q-пре
дельны м  множест вом  и обозначают й* . В частности, для посто
янного решения х  =  £ £2Х =  с; для периодического решения х 
множество Qx совпадает с траекторией решения х.

Пусть М  и N — непустые множества пространства R n .
Расстоянием  между множествами М  и N называют

d (М, N) : : =  inf |х — у|.
х £  М 
yOV

Если М  и N  являются компактными множествами и М f\N =  0 ,  то d {М, N ) >  
>  0 (следует из непрерывности нормы и теоремы Вейерштрасса об экстремаль
ных значениях).

Замкнутое множество F c J ! "  называют связным,  если его нельзя пред
ставить в виде объединения двух непустых, замкнутых, непересекающихся 
множеств.

Т е о р е м а  1. Если полож ит ельная полут раект ория решения 
х леж ит  в компакт ном множест ве G0 с= G, то предельное м но
ж ест во Qx является непустым, замкнутым и связным.

О Н е п у с т о е .  Пусть (/ „ )->  +  о о . Тогда последовательность (x(tn )) 
ограниченная и из нее можно выделить сходящуюся подпоследовательность

* (Ч ) р при Ч  +
поэтому p £ Q x , т .е . множество непустое. Множество Qx ограниченное, 
так как Qx cz G0 .

З а м к н у т о е .  Пусть ( р п )-> р ,  р п 6 Qx . Для каждого п  существует 
tn >  п  такое, что

П
Тогда

|Х ^ п  ) ~  Р\ <  I •* Уп  ) — Р П | +  I РЛ — Р| < —  +  I Р П — р\
п



и

lim j x ( t n ) - p j  =  0,
П-* 00

откуда следует, что р  6 £1Х , так как (tn ) -»■ +  оо.

С в я з н о е .  Предположим противное, пусть замкнутое м н о ж е с т в о ^  
можно представить в виде объединения непустых замкнутых непересекающихся 
подмножеств М  и N , т .е . ftA. — М и N. Из ограниченности Qx следует, что 
d ( M ,  N) =  b > 0 .

Рассмотрим функцию
р =  М).

Так как множества М  и N  состоит из co-предельных точек решения х,  то

б
3  ( *п)-> + ° ° .  Р ( *п) <

а ( / ; ) - > + °о, р( ^ ) > — - * п < С

Функция р непрерывна, поэтому для каждого п  существует tn , tn <  tn <  

<  tn, такое, что

/ \ 6 
р (^)  = Т-

Последовательность (л:( tn )) ограниченная и из нее можно выделить сходящу

юся подпоследовательность, предел которой p £ Q x .

б
С другой стороны, р $ М ,  так как d (р, М) =  p £ N ,  так как

g
d  (р ,  N ) ^ d  (М , N) — d (р, М) =  — , т.е . р $ М  [} N =  Qx (? !). Полученное 

противоречие доказывает связность множества Q.x . Ш

Т е о р е м а  2. М ножество Qx сост оит  из целых т раект орий, 
т .е. если р d Qx , то и вся траектория 1Р , проходящ ая через 
точку р, содерж ит ся в Q* .

О Пусть x ( t ) ~ x  (t ; 5). Так как р  £ Qx , то существует (tn ) -> +  оо 

такая, что

х п '■ : =  х  ( {п ’ 5) Р - 

По лемме о групповом свойстве

Х ( t Щ ~  Х (}'’ Х Wit • £)) =  х (̂ > хп ) ’ 
откуда, используя свойство интегральной непрерывности решений, получаем 

x ( t  +  tn ; I)-»•*(<; Р), Vf, 

т.е . х  (t; p) € Qx , Vt,  или lp €Q X . Ш



Дальнейшее изучение предельного множества Qx проведем для 
уравнения (24.1) в случае п =  2 с использованием теоремы Жор
дана.

24.3. ТЕОРЕМА ПУАНКАРЕ — БЕНДИКСОНА

Предполагаем, что правая часть f : G ^ R 2 уравнения (24.1) 
задана в области G cz R 2.

Плоскую линию J  называют Жорданов ой,  если

J =  (ф ( 0 1 а <  t < Р } ,

где функция <р: [а,  0] -»• R 2 непрерывна, ф (а) =  ф((5) и ф (t{) Ф  ф(^2), а <  
<  h  <  t2 <  p.

Теорема Ж ордана. Если J  — плоская ж орданова  л и н и я ,  то ее д оп ол
нение в плоскости состоит, из  объединения двух непересекающихся открытых  
множеств E i  и Е 2, причем дЕ\ =  д Е 2 =  J .

Одно из множеств Е L ограничено и называется внутренностью линии J , 
другое — внешностью линии J .

Теорема П уанкаре—Бендиксона. Если полож ит ельная  
полу т раект ория 1+ решения х  содерж ит ся в компакт ном под
множ ест ве област и G и Q* не содерж ат  точек покоя, то мно
ж ест во Qx является циклом.

Для доказательства теоремы Пуанкаре—Бендиксона предвари
тельно докажем четыре вспомогательные леммы.

24.4. ТРАНСВЕРСАЛИ УРАВНЕНИЯ

Прямолинейный отрезок L  в G называют т рансверсалью  урав
нения (24.1), если он не содержит точек покоя уравнения и при 
всех L  вектор /(х) не параллелен отрезку L . Ясно, что тра
ектории уравнения (24.1) пересекают трансверсаль в одном и том 
же направлении.

Л ем м а 1. П уст ь р  — внутренняя точка трансверсали L и 
I  — окрест ност ь н а  трансверсали точки р. Т огда найдут ся ок
рест ност ь U точки р  и число е >  0 такие, что для каж дой  
т раект ории, попадающей при t =  s в окрест ност ь U, существует  
единственное t, \t — s| -<С е, при кот ором  т раект ория пересекает  
т рансверсаль в пределах I.

О Пусть точки трансверсали L  удовлетворяют уравнению 
а  • (х — р)  =  а г (х, — р{) +  а 2 (х2 — р 2) =  О, 

где a = ( a i ,  а 2) — нормаль к трансверсали.

Рассмотрим функцию
g ( t , % ) : :  =  a -  ( * i  (* — s; i )  — p)- 

Функция g  непрерывна вместе с частной производной dg/dt ,  причем
д е

g  (s, р)  =  0 , ~Qp(s > Р) =  а  • f  (р) ф  0.



По теореме об однозначной разрешимости функционального уравнения из ма
тематического анализа уравнение

g (t, Б) =  о
относительно t однозначно разрешимо в окрестности точки (в, р), т.е . сущест
вуют окрестность U точки р, число е  >  0 и единственная (непрерывная) функ
ция t : U [s — е, s +  в] такие, что

g  (t( i) , £) =  а • (x(t (I) -  s; I) -  р) -  О, П  € U.

В силу непрерывности функции х =  х (t (|) — s; \) окрестность можно вы
брать столь малой, чтобы

х (t (I) — s; Е) € /, т и ,
так как х  (t (р) — s; р) == р. Таким образом, траектория, проходящая при t =  
=  s через точку| 6 i/, пересекает трансверсаль L  в пределах / при £ =  /(|), 
U I ) - S | < 8 .  ■

Л ем м а 2. В сякая конечная дуга т раектории пересекает  
т рансверсаль не более чем в конечном числе точек, причем поря
док следования по дуге точек пересечения совпадает  с их поряд
ком на трансверсали.

О Пусть I — траектория решения х , А — конечная дуга траектории, т .е .

А : : =  {х  (<)| — со <  T i ^ . i  Т 2 <  -f- оо}, 

и L  — трансверсаль, пересекающая А. Если дуга А пересекает трансверсаль в 
бесконечном числе различных точек хп =  х (tn ), Тг ^  tn <^Т2, то в силу ог
раниченности последовательности (tn j из нее можно выделить сходящуюся 

подпоследовательность {^п^' пРеДел которой ^  6 [T i, Т 2]. Тогда

Ига х =  * (/ ,)€  L-
Так как

X { {пк) — х П  )

  1-------1--------^  °  Х (*. ) =  f  (ЛГ V* ^ при tnk К '
пк ~ ~  •

то в точке х* =  х  (t ) трансверсали L  вектор / (х*) параллелен L  (?!). Таким 
образом, дуга А пересекает I. в конечном числе точек.

Пусть х1 =  х (ti) и х2 - -  х  (/а), T i ^  t\ <  Т г — две последовательные 
точки пересечения, х!=/=х2. Дуга траектории А с концами в точках х1 и х2 об
разует вместе с отрезком [ха, х1] жорданову линию J ,  разделяющую плоскость 
на две части'— внутреннюю и внешнюю (теорема Жордана). При t >  t2 дуга А 
не может перейти из одной части плоскости в другую, так как для этого ей 
необходимо пересечь либо саму себя (?!), либо отрезок [х2, х1] в обратном 
направлении (?!). Для определенности считаем, что при t >  t2 точки дуги А 
лежат во внешней части линии J .  Если х2 является внутренней точкой L , то 
она разбивает отрезок L на два полуотрезка. Тот полуотрезок трансверсали, 
который не содержит х1, лежит во внешней части линии J .  Поэтому если х3 — 
следующая за х2 точка пересечения, то на трансверсали х2 расположена меж
ду х1 и х3. Если же х2 совпадает с одним из концов L , то ни одна точка 
трансверсали не может лежать во внешней части, и поэтому при t >  t2 дуга 
А не пересекается с L. Щ

Л е м м а  3 . Предельное множество Q* содерж ит  не более од 
ной точки т рансверсали L.



О Пусть р t.Qx П L. На основании леммы 1 существует окрестность U 
точки р  такая, что всякая траектория, проходящая через U, пересекает L  как 
угодно близко к р. Точка р  является со-предельной точкой решения х. Поэто
му положительная полутраектория &  решения х бесконечное число раз попа
дает в окрестность U . По лемме 2 последовательные точки пересечения 

1̂ ~ с L  образуют на L  монотонную последовательность, сходящуюся к р. 
Следовательно, множество Qx f| L  не может содержать точек, отличных от р . |

Л ем м а 4. Если множест во  Од содерж ит  замкнут ую т раек
торию I, то оно совпадает  с ней.

О Предположим, что множество М : :  =  Qx \ l  ф  0 .  В силу связности 
Qx (теорема 1) множество М не является замкнутым, и поэтому существует 

точка p £ l ,  которая является предельной для множества М . Через точку р 
проведем трансверсаль L .  Как угодно близко к р  найдется точка q £  М, причем 
траектория lq пересечет L  в некоторой точке р1 (лемма 1) и l q £ Qx \ 1  (тео
рема 2), откуда следует, что р ф р 1. Таким образом, множество Qx содержит 
две точки р  и р 1 трансверсали L  (?!). Полученное противоречие с леммой 3 
доказывает, что М =  0 ,  т .е . Qx =  /. |

Теперь приведем доказательство теоремы Пуанкаре—Бендик- 
сона.

О Пусть q (  Qx . Тогда lq с  Qx , причем Qx (<; „ ^ 0 и  Qxy . q) с  Qx . 
Через произвольную точку p £ Q x(t\q) проведем трансверсаль L . По лемме 1 
траектория lq пересекает трансверсаль L  бесконечное число раз, однако все 
точки пересечения совпадают с  р (лемма 3). На основании теоремы о решени
ях траектория lq является циклом, и поэтому =  l q (лемма 4), т.е . явля
ется циклом. Щ

24.5. ПРЕДЕЛЬНЫЕ ЦИКЛЫ

Цикл, являющийся предельным множеством для некоторой 
отличной от него траектории, называют предельным.

Как уже отмечалось (см. гл. 9), расположение фазовых гра
фиков или траекторий решений линейных уравнений (9.10) на 
плоскости R 2 вполне определяется типом точки покоя. Значитель
но сложнее дело обстоит с нелинейными уравнениями (24.1) даже
при п  2. Прежде всего усложняются возможные типы точек
покоя. Помимо основных типов (узел, седло, фокус, центр), появ
ляются так называемые сложные точки покоя, которые можно 
рассматривать как результат слияния точек покоя основных ти
пов. Главная же особенность нелинейных систем в том, что, по
мимо точек покоя, структура семейства траекторий системы опре
деляется расположением и характером некоторых специальных 
траекторий, среди которых основную роль играют различные цик
лы, составленные из траекторий, и прежде всего — предельные 
циклы. Если интерпретировать уравнение (24.1) как поле скорос



тей переноса массы по плоскости R 2, то (при равномерном нача
льном распределении массы по плоскости) с течением времени t 
масса сосредоточивается около устойчивых точек покоя и устой
чивых предельных циклов.

В настоящее время в основе многих естественных и техни
ческих теорий (прежде всего — в основе радиофизики и электро
ники) лежит математическая теория колебаний, которая базиру
ется на математических моделях колебательных контуров, пред
ставляющих собой уравнения вида (24.1) в случае свободных ко
лебаний или неавтономные уравнения, содержащие периодические 
no t слагаемые, в случае вынужденных колебаний. Устойчивый 
свободный колебательный режим с заданной частотой и ампли
тудой колебания осуществим только в нелинейной системе с пре
дельным циклом.

Теоретическое и прикладное значение предельных циклов при
дает особую важность проблеме локализации и характеристике 
этих траекторий. При решении соответствующих задач, однако, 
приходится преодолевать принципиальные трудности, связанные 
с отсутствием общих аналитических методов построения предель
ных циклов (напомним, что определение всех точек покоя урав
нения (24.1) сводится к разрешению соотношений /(х) =  0, х £  G).

Одним из специальных приемов обнаружения предельного 
цикла является принцип кольца, предложенный Пуанкаре. Если 
удается построить кольцо К , ограниченное двумя гладкими кри
выми Li (i — 1 ,2 ) , такое, что на К  нет точек покоя и все траек
тории пересекают L,- , входя в К , то внутри К  есть по крайней 
мере один предельный цикл (рис. 29). Этот принцип является 
непосредственным следствием теоремы Пуанкаре— Бендиксона.

24.6. ПРИНЦИП КОЛЬЦА



Пример 24.1. Для системы

Dxx =  х2 — x i (х  ̂ - f  х\ — 1), D x 2 =  — x i — х2 ( х  ̂+  х\ — 1 ) 

выполняется D (xj +  xS;) =  2xj Dxi +  2x2  Dx2  =  — 2 (xj +  x f}  (x^ +  Xg — 1 ). 

Поэтому окружность Xj -{- Xj =  1 является циклом данной системы. Кроме того, точ

ка (0,0) служ ит единственной точкой покоя системы. Выражение D ( x j + x 2 ) =  

=  — 2 (x j +  х|) ( х ( + Х 2 — l )  положительно на окружности Li\ Xj - f X j  =  

=  г, 0 <  г  <  1, и отрицательно на L 2: Xj - f  х| =  г, 1 < г .  Следовательно, траек
тории входят в круговое кольцо, ограниченное L i  и L 2. По принципу кольца 
система имеет предельный цикл — окружность Xj +  х  ̂ -= 1. Этот предельный 
цикл устойчив (рис. 30).

Р и с .  30

При переходе к уравнениям в R n , п >  2, роль предельных
циклов начинают играть предельные торы и более сложные
геометрические поверхности. Задача исследования предельных
торов аналитическими средствами существенно усложняется. В 
частности, в n-мерном пространстве «принцип кольца» в общем 
случае неприменим. Аналитический аппарат можно эффективно 
использовать лишь в отдельных случаях.

Пример 24.2. В трехмерном пространстве R 3 =  Oxi x 2 x3 введем криволи
нейные (тороидальные) координаты по формулам

Xi =  (2 - f  г cos г[>) cos <р, х2 =  (2 -f- г cos if) sin q>, x3 == r sin г|) 
и рассмотрим систему

Dr = r  (1 — г), Dtp =  a , Dij) =  p.
У  этой системы есть интегральная поверхность — тор Т: г = 1 ,  заполненный
траекториями г — 1, <р =  a t  +  atp0, г|) — +  ifo, а также точка покоя г =  0
(других точек покоя нет). Если а и р  рационально соизмеримы, то тор Т  пок
рыт замкнутыми заузленными траекториями. При несоизмеримых а и р  траек



тории на Т  разомкнуты, причем замыкание каждой траектории совпадает со 
всем Т . Предельные множества нестационарных траекторий, расположенных 
вне Т , лежат на торе Т , так как вдоль любой траектории Dr >  0 при г <  1 
и Dr <  0 при г  >  1.

Основные упражнения

24.1. В задачах 1040 — 1044 [3] построить траектории для уравнений на 
плоскости.

24.2.  Используя «принцип кольца», показать, что уравнение в задаче 
1055 [3] имеет периодическое решение.

24.3.  Доказать, что для того чтобы — {х0} ,  необходимо и достаточно, 
чтобы x(t) -> х0 при t -> +  0 0 .

Дополнительные упражнения

24.4.  Нарисовать на фазовой плоскости траектории для уравнений в за
дачах 1002— 1010 [3].

24.5.  Решить задачи 1021 — 1025 [3].
24.6. Д ля системы в полярных координатах

Dr — г  (2 — г ) ,  Dq>= Ф

построить траектории на фазовой плоскости R 2 =  Ох! х2.
24.7. Доказать, что асимптотически устойчивая точка покоя обладает 

окрестностью, не содержащей целиком ни одной траектории, отличной от самой 
точки покоя.



VI. ГОЛОМОРФНЫЕ УРАВНЕНИЯ

25. ЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ ЭЙЛЕРА

25.1 . ПРИВЕДЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ЭЙЛЕРА 
К СТАЦ И ОН АРН ОМ У УРАВНЕНИЮ

У равнением  Эйлера  называют линейное уравнение

(t — a)"D”x - f  an_ x{f — a)"-1 Dn—1 x -|- ... + a 0x =  f(t) , t £ l ,  (25.1)

где a k , a — постоянные. После перехода к основной форме линей
ных уравнений получаем

D» х + D»- i x +  ... Н ^  х = - i (t)—~ , t e l -  (25.2)
t —  a  (t  —  a f  ( t  —  a y

Точка t - a является особой для уравнения Эйлера.
Уравнение (25.2) в соответствии с принятыми ранее ограни

чениями на вид изучаемых линейных уравнений следует рассмат
ривать на промежутке I  задания функции /, причем предполага
ется, что a $ I. Для определенности считаем, что в качестве / 
взят один из лучей /+ :: =  {t \ t >  а} или : =  {/ [/ <  а} и что f  
непрерывна на I.

Произведем замену аргумента t на т в уравнении (25.2) по 
формуле

х == In | / — a|, (25.3)
считая либо /£/+, либо (кратко t £ l ± ) .  Луч /± при замене
(25.3) переходит в прямую /х :: =  ]— оо, + оо [.

Обратная замена
t =  а  ±  ех (25.4)

переводит /т в /+ или /_ в зависимости от того, какой из знаков 
«-!-» или «— » используется в формуле (25.4).

Оператор дифференцирования по т обозначим DT . Используя 
теорему о дифференцировании композиции, устанавливаем связь
между DT и обычным оператором дифференцирования по i:

DT =  D • DT t =  ±  eT D =  (/ — a) D, t £ l ± ,

D =  — —  D , ,/ € / ± .  (25.5)t — cc
Л ем м а  о связи.

{t — a) Ak, k—i^x 1 ~b ••• ~f~ Ak, ô S>
£ =  0 , 1 , 2 , . . . ,  (25.6)

где Ak, j — постоянные.



О П рибегаем  к  и н дукции  по k .  П ри  & =  О соотнош ение (25 .6 ) в ы п о л н я
ется , так  как  D 0 и D® яв л я ю тся  тож дествен н ы м и  операторам и . Д о п у с ти м , что  
д л я  некоторого  н еотри ц ательн ого  ц ел о го  т  вы полняется тож д ество

( / - a ) mD m* = D ? * - M m , m_ , D ? - ,*  +  . . .  + А т 0 х . (25 .7 )

П родиф ф еренцируем  тож д ество  (25 .7) по t, учиты вая соотнош ение (25 .5 ):

т  (t  —  <x)m~ l D mx  - ^ ( t  —  a ) m Dm + i x  =  j ~ -  ( D ^ + ’x  +  A m< +

-}- ••• -|- Am ' 0D%X).

П о сле очевидны х преобразований, и сп о л ь зу я  исходное то ж д ест в о  (25 .7 ) и пе- 
реобозначив постоянны е коэф ф иц и ен ты , п олучаем  соотнош ение (25 .6) при k  =  
— т - г  1. П о  и н дукции  лем м а д оказан а. Щ

Т еорем а о приведении уравнения Э йлера. З ам ен а  (2 5 .3 )  
переводит уравнение Эйлера (25 .1 ) на 1± в равносильное стаци
онарное линейное уравнение

D?x +  bn_ ! Б Г 1 х +  ... +  b0x =  g(j) , т 6 /, , (25.8)
где g (x ):: =  /(a +  eT).

Д о к азател ь ств о  с л ед у е т  и з леммы  о связи .
Л инейное уравнение назы ваю т приводимым в смысле Э йлера , если  с у щ е с т 

в у е т  зам ена аргум ента, п еревод ящ ая данное уравнение в  равносильное с тац и о 
нарное линейное уравнение. Т еорем а о приведении у р авн ен и я  Э йлера п о казы 
вает , что  уравнение (25 .1) я в л я е т с я  приводимым в  см ы сле Э йлера на пром е
ж у т к е  / . j , .  О писание всех линейны х уравнений, приводимы х в  см ы сле Э й лера, 
дано в работе Н . П . Е р у ги н а  «П риводимые системы».

25.2 . О Д Н О Р О Д Н О Е  УРАВНЕНИЕ ЭЙЛЕРА

Рассмотрим однородное уравнение Эйлера 

(t — a)nDnx -j- i (t — о) D x -j- ... -f- ao x — 0, t £ I ± . (25.9) 
Замена (25.3) преобразует уравнение (25.9) к виду

D"x +  & „_iD r‘x +  ... +&ох =  0. (25.10)
Характеристическое уравнение для стационарного уравнения (25.10) 
имеет вид

\п +  bn- i v n~ l -+ ... +& о =  0 (25.11)
и может быть получено подстановкой х =  evx в уравнение (25.10) 
с последующим сокращением полученного выражения на общий 
множитель evx =f= 0. Описанная процедура равносильна подстановке 
х =  | / — a |v в уравнение (25.9) с последующим сокращением на
общий множитель \t —  a|v ^=0, у / £ /±, что приводит к урав
нению

■v (v — 1) ... (v — /t -f- 1) -j- iv (v — 1) ... (v — n +  2) +
-f- ... ao =  0. (25.12)



Алгебраические уравнения (25.11) и (25.12) относительно v, таким 
образом, равносильны. Уравнение (25.12) называют определяющим  
для уравнения Эйлера (25.9). Используя определяющее уравнение 
(25.12), нетрудно получить стационарное уравнение (25.10), к ко
торому приводится уравнение Эйлера (25.9).

Перенумеруем корни уравнения (25.11) так, чтобы сначала 
располагались г пар комплексно-сопряженных комплексных корней

v a —1 =  hi -f- i\i[, v2[ =  Xi — i\ih I =  1 ,  2  r ,

а затем — действительные корни v,- =  Xj, j =  2r - f  1, ..., m.
Полное решение стационарного уравнения (25.10) представимо 

в виде
г т

X =  2 (Q / (T)c o s ja / T + /?/( т ) 8 т ц /т)ея'/Т+  2  Р ^ ) е ь‘ х, (25.13)
1= I /=2г+1

где кратность корня vk равна d k, а Р к, Qk, R k — многочлены сте
пени d k —  1 с  произвольными коэффициентами. Замена аргумента
(25.3) переводит общее решение уравнения (25.10) в общее реше
ние уравнения (25.9). Таким образом, общее решение полное од
нородного уравнения Эйлера можно представить в виде

Т

х =  2  (Qi 0 n \t — а I) cos iii In \t — а I Ri (In 11 — a |) sin (j,; In 11 — 
*=1

m
— а Ш  — a \ h +  2  P i(ln \ t — a\)\t — a \ *4 ,t€ .I± .  (25.14)

i= 2r+ l

25.3. НАЧАЛЬНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЭЙЛЕРА

Т ео р ем а  о начальной  задач е дл я  уравнения Эйлера.
П ри лю бых постоянных и любом значении s из пром еж ут ка I  
начальная задача

Dfex | i=s — \ь k  =  0, 1, ..., п -  1, (25.15)
дл я  уравнения (2 5 .1 ) имеет и притом единст венное решение, 
оп ределен ное н а  всем I  и предст авимое в виде

х -  2 & Ф *  (In 11 -  а |) +  х* (0, (25.16)
k=0

где Фа — решения (25.10), нормированные при <т:; =  In |s — а|,

О т ф /  | т = а  =  б * / ,  k,  j  —  0 ,  1 ,  . . . ,  П —  1 >

и

х* ( / ) = J (i n dp- <25-17>



П ост оянные %k взаим но-однозначно выраж ают ся через пост оян
ные 1 /.

О Замена аргумента (25.3) переводит уравнение (25.1) в равносильное 
стационарное уравнение (25.8). На основании леммы о связи

+  -  ^ M A>0x|T=fi. (25-18)

Все начальные значения х, рассматриваемого как функция т при т =  0 , начи
ная с х | 0 =  |0, последовательно определяются из (25.18):

D*x |T=a =  g" , k  =  0, 1 n -  1, (25.19)

причем
l k =  0, = 0 ,  Vk.

Из формулы (25.13) следует, что решение начальной задачи (25.19) для стацио
нарного уравнения (25.8) представимо в виде 

п—1__ т
х =  2  £ л ( т) +  f *Pn-i (т — u) g (u) du. (25.20)

k=o a
После замены аргументов т  =  In | / — а | и и  =  1п|р — а  | из формулы (25.20) 
следует представление (25.16). И

25.4. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЯ ОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ 
ЭЙЛЕРА СТЕПЕННЫМ РЯДОМ

Рассмотрим однородное уравнение Эйлера для определен
ности по полупрямой I— 

(t — a)"D"x - f  an- i( t  — a)"_1D"~'x +  ... +  aox =  0, t <  a. (25.21) 
Возьмем s <  a и обозначим R'.: =  a — s, I 0 :: =  ] s — /?, s +  £J[, 
/о с  /_. Пусть

тогда 

t e h  ^  | u | <  1. 

Используя разложения In (1 +  u) и ( l + u f  в степенные ряды, 
получаем

lnl/ — a| =  S 4 k ( f — s)*, t e  /о, (25.22)

I f — a |* =  2  B* (f -  s)*- t e /о- (25.23)
k~0

Т еорем а о разлож ени и  дл я  однородного уравнения Эй
л ер а . Реш ение начальной задачи (25 .15) для  уравнения (25 .21)

189



н а  пром еж ут ке 1 0 м ож но предст авит ь рядом  по ст епеням t — s 
вида

X =  to +  y ,D k (t - s ) * ,  /€ /о. (25.24)

О Общее решение однородного уравнения Эйлера представимо по форму
ле (25.14). На основании разложений (25.22) — (25.23) и известных свойств 
степенных рядов, допускающих образование линейных комбинаций степенных 
рядов и перемножение степенных рядов внутри интервала сходимости, функции 
Q; (1п И — а  l)> (In | f — а  D> P j  I * — а  I) разлагаются в ряды по степеням 
t — s на интервале /о. Функции синус и косинус разлагаются для всех значе
ний аргумента в степенные ряды. На основании теоремы о подстановке степен
ного ряда в степенной ряд из курса математического анализа функции cos 1п|  ̂— а| и s in  In | г“ — a j ,  а следовательно, и вся правая часть вы
ражения (25.14) разлагаются на /0 в ряды по степеням t — s. Таким образом, 
любое решение уравнения (25.21) на /0 представимо степенным рядом

ОО
х =  2  Du

*=0
Из начальных условий (25.15) получаем

k\ Dk = l k , k  =  0 , 1, . . . .  л - 1 ,

что приводит к формуле (25.24).

25.5. ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЯ ОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ ЭЙЛЕРА 
МЕТОДОМ НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ

Данное в теореме о разложении для однородного уравнения 
Эйлера представление решения в виде степенного ряда (25.24) по
зволяет строить решение с помощью метода неопределенных коэф
фициентов. Схему построения изложим для случая п — 2. 

Рассмотрим однородное уравнение Эйлера (25.21) для п =  2. 
Кроме того, для краткости считаем a =  0. 

Итак, возьмем уравнение
t2D2x -j- a j Dx +  a0x =  0, t <  0. (25.25)

Ставится задача построения решения уравнения (25.25) с началь
ными значениями

х  |;=S —  io> ^ Х  |/= s  ^  El

на промежутке /„ =  ]s —  R, s +  R[, R  =  —s. По теореме о раз
ложении искомое решение представимо степенным рядом

X =  Но -г h  (t — s) +  2  Dk (/—;s)k. (25.26)
k = 2

Определяем производные решения, используя допустимость по
членного дифференцирования степенного ряда внутри интервала 
сходимости:

ОО
Dx =  Ь  +  2  kD k (t -  s)*->, (25.27)

k = 2



D2x =  2  *  (k — 1) Dk (t — s f ~2. (25.28)
k=2

Разлагая коэффициенты уравнения (25.25) по степеням t — s и 
подставляя в полученное уравнение выражения (25 .26)— (25.28), 
получаем тождество

ОО

(s2 +  2 s (t — s) +  (t —  s)2) 2  k(k — \) Dk (t — s f ~ 2 +  ai (s +  (t —
fc= 2

00 00
-  S)) (h +  2  kDk (t -  s)*~‘) +  a0 (go +  h  (t -  s) +  2  Dk (t - s ) k) = 0,

A=2 k=2
y t £  1 0

или
(s2 • 2 • 1 • D% 4~ ci\ • s • -f- flo • go) -|- (s2 • 3 • 2 • D3 -|- 2s • 2 • 1 x

CO

x  D2 -f- fligi 4~ Q-i • s • 2D3 -)- flogi) it — s) -J- 2  ($2 (k “b 2) (k -\-
k=2

4 ~ 1 ) ^k+ 2  +  2 • s (fe - f  1 ) kDk+i +  k  (k — 1 ) Dk +  ciiS (k -j- 1 ) D^ j-! -f- 
+  a xkDk +  a 0Dk) (t — s)k =  О, у t£  I 0.

Перегруппировка слагаемых привела к степенному ряду, сумма 
которого на /0 тождественно равна нулю. По известному свойству 
степенных рядов необходимо обращение в нуль каждого из коэф
фициентов рассматриваемого ряда
2 • 1 • D2s2 +  a£xS +  a 0l 0 =  О
3 • 2  • D 3 S 2 +  2  • 2  • 1  • D o S  - f  f l i i i  +  2 axD^s +  a0%x =  0
(k -f- 2) (k 4 - 1 ) Dk-\-2 • s2 4 -  (2 (k +  1 ) k • s 4 - {k 4 - 1 ) ai x
X  s) Dk + 1 4 -  ( k  ( k  —  1) 4- kax 4 -  a0) Dk =  0, & =  2, 3, ...

Получили систему алгебраических уравнений (25.29) для оп
ределения искомых коэффициентов разложения (25.26)

D 2, D3 , Dk-1-2, ••• (25.30)
Эта система является треугольной, т. е. уравнение с номером N  
содержит £>jv+i с отличным от нуля коэффициентом и величины 
(25.30) с меньшими индексами. Следовательно, величины (25.30) 
последовательно однозначно определяются из системы уравнений 
(25.29) и оказываются линейными комбинациями начальных зна
чений

Dk =  Ak%о 4~ B ^ i, k  =  2, 3, ...
Величины Ak и B k являются коэффициентами базисных решений 
уравнения (25.25):

00
x|;=s= 1, D x =  0= ^ х  =  1 4 - 2 A f t ( * — s)k,

k — 2

00

x|/=s =  0, Dx|(=s=  1 =>x =  (f — s ) +  2 B k (t — s)k,
k=2

(25.29)



25.6. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЯ НЕОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ 
ЭЙЛЕРА В ВИДЕ СТЕПЕННОГО РЯДА

Рассмотрим для определенности неоднородное уравнение Эй
лера на полупрямой /_

(t — а)п Dnx +  а п—j (/ — a)"-1 Dn—'х +  ... +  а0х =  f ( t ) ,  t € /_, (25.31)
с неоднородностью /, представимой на интервале /0 степенным 
рядом

СО

/(0 =  2 Ы * - * ) ‘ , /€/о. (25.32)k=0
Поставим для уравнения (25.31) начальную задачу

D*x|,=s =  l k, k  =  О, 1, ..., п — 1. (25.33)

Теорема о разлож ении для неоднородного уравнения  
Э йлера. П уст ь неоднородност ь f  уравнения (25 .31) разлагает ся  
н а  инт ервале /0 в степенной р я д  (25.32). Т огда  реш ение у р ав
нения (25 .31 ) с любыми н ап ер ед  заданны м и начальными условия
ми (25 .33 ) м ож но предст авит ь в виде ст епенного р я д а

X  =  ъ  +  Si +  . . .  +  In- 1 +  I \Hk (t —  s)k, t z  /о .
' *' k—n

(25.34)

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  м о ж н о  п р о в е с т и  п о  т о й  ж е  с х е м е ,  ч т о  и  д о к а з а 
т е л ь с т в о  т е о р е м ы  о  р а з л о ж е н и и  д л я  о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  Э й л е р а ,  и  с л е д у е т  
о н о  и з  ф о р м у л ы  ( 2 5 . 1 6 ) ,  т о ж д е с т в а

СО
1  1 1  1 V I  1

р — a  s  — а .  р — s s — a  (а  — s)* ------- ь=(\а  — s , ;

и возможности почленно интегрировать степенной ряд.

—  У - ;  1 Vp €/0
-  a

Отметим, что частные суммы рядов (25.24) и (25.34) достав
ляют приближенные аналитические решения соответственно для 
однородного и неоднородного уравнений Эйлера.

Основные упражнения

25 .1 . С помощью определяющего уравнения решить линейные уравнения 
Эйлера в задачах 845 — 860 [1].

25 .2 . Используя разложение решения в степенной ряд, решить начальные 
задачи:

а) D2x х =  0, х |,=0 =  1, Dx |,=0 =  0;

б) Dzx х =  0, х |<=0 =  0 , Dx |<=0 =  1;



Г* 5 jjj f
в) D2x =  J — —  d r, x |,=0 =  Dx (г=0 =  0; 

о
r) D2x — X  =  e~\  x |f=0 =  Dx |,=0 =  1.

2 5 .3 . При каких значениях параметров а  и {5 линейное уравнение Эйлера

PD2x -р taD x +  |3х =  0 

асимптотически устойчиво при t -+оо (t -> — оо)?

Дополнительные упражнения

25 .4 . Среди уравнений вида

D2x -+  р (0  D x -£<7 (0  х =  О 
выделить уравнения, приводимые в смысле Эйлера. Решить'задачи 863—870 [ I ] .

26. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ГОЛОМОРФНЫМИ 
КОФФИЦИЕНТАМИ

26.1. ЛИНЕЙНЫЕ ГОЛОМОРФНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Обозначим через /0 интервал ]s — R, s +  R  [или] — оо,  -f-oo[ 
(в последнем случае считаем R  =  + °о ). Функция / называется го
ломорфной на промежутке /0, если она задана на /0 и представи
ма в виде сходящегося степенного ряда

СО

V / 6/ „ .
/г=0

Отметим как следствие известных свойств степенных рядов, 
что линейная комбинация с постоянными коэффициентами голоморф
ных (на /0) функций, а также произведения двух голоморфных 
функций снова оказываются голоморфными функциями. В гл. 25 
было показано, что решения однородного линейного уравнения Эй
лера голоморфны на любом промежутке /0 с / ± .  Если, кроме то
го, неоднородность / уравнения Эйлера также голоморфна на /0, 
то и решения неоднородного уравнения голоморфны на /0.

Рассмотрим линейное уравнение в нормальной форме

D"x =  (0 Dra-1x +  ... + a 0(t)x  +  f  (t), t g /„ (26.1)
в предположении, что коэффициенты ak и неоднородность f  являют
ся голоморфными функциями на /0:

СО

ak (0 =  2  a kj (t — s)i, £ =  0,1, ..., п —  1, t £ l 0, (26.2)
i=o

=  (26.3)
i= о

Такие уравнения будем называть линейными уравнениями с голо
морфными коэффициентами.



оо
Выражение x ( t ) :: - -  2  Ак (t — s)k, т. е. ряд по степеням t—s,

к=О
о  сходимости которого не делается никаких предварительных пред
положений, т. е. допускается как сходимость, так и расходимость 
этого ряда, называют ф ормальным степенным рядом . Над фор
мальными степенными рядами производят действия, обычные для 
сходящихся степенных рядов, например:

2  Ak (t -  s f  +  2 B k (t -  s)k =  2  (Ak 4 -  B k) (t -  s)*,

2 4 b ( * - s ) * 2 B f t ( * - s)‘ =  2 / ' 2
)

DZ 2 M i  - s)fe = 2  k ( k - \ )  ... ( k - j  +  1) Ak ( t - S f-K
k>i

26.3. ФОРМАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ

Формальный степенной ряд называют формальным решением  
линейного уравнения с голоморфными коэффициентами (26.1), если 
при подстановке x(t)  в уравнение (26.1), коэффициенты которого 
представлены в виде (26.2) — (26.3), после выполнения действий, 
указанных в уравнении, и приведения подобных членов получаем 
в левой и правой частях (26.1) формальные степенные ряды с сов
падающими соответственными коэффициентами.

Теорем а о формальном решении. Пусть А0, Аъ  ..., Лл_ 1— 
произвольные числа. Т огда  м ож но и притом единственным обр а
зом  п одобрат ь коэффициенты Ап, Ап+ь ... так, что выражение

x(t) =  2 1 Ak (t — s)k

бу дем  формальным решением уравнения (2 6 .1 ).

О Пусть для краткости п =  2. Уравнение (26.1) при п =  2 с учетом раз
ложений (26.2) — (26.3) имеет вид

СО ОЭ с о

° 2х =  2  a ik V -  s)*Dx +  2  a0k (t -  s)k*  +  2  M *  ~  s)k■ (26.4)
k=0 *=0 k=0

После подстановки

x := 2  Ak ( t - s ) k , Dx : =  ^  kAk V ~  s)*~ ‘ -
k>\

D2x : =  2  k (k  — 1) Ak (t — s)k~ 2 
k > 2

в  левой части (26.4) получаем формальный ряд

2 ( ^  +  2) ( k + l ) A k + 2 ( t ~ sf ,  (26.5)

а в правой после перемножения формальных рядов и приведения подобных — 
формальный ряд

2  ( ,+2  k ((i +  1) a u Aj+ l  +  aQiA.) +  f k) (/ _ s)* (26.6)



Выражение x ( t )  является формальным решением (26.4), если формальные 
степенные ряды (26.5) и (26.6) имеют совпадающие соответственные коэффи
циенты, т. е.

(Ik +  2 ) ( k  +  1) Ak+2 =  2  Ш +  1) a u Aj+1 +  aoiAj) +  f k , k  =  0, 1, 2, . . .  
i+ i—k

или более подробно
2 • 1 ■ Л2 =  al0Al - f  а 0 0 Л 0 +  f0,
3 • 2 • Л3 = 2  • а 10Л2 + a 00^ j + a n ^ ! + а 01Л0 - f / j ,  {2Ъ 7)

( k  2 )  ( k  +  1 )  A k ^ 2 —  ( k  +  1 )  а 1 сЙ / г+ 1  +  а 0(Й /г +  ••■ +  а ( у Й о  ~t" f k '

Задавая произвольным образом и фиксируя коэффициенты А0, Ль  из бес
конечной алгебраической линейной системы (26.7) последовательно определяем 
единственным образом остальные коэффициенты Л 2, А3, Л4, . . . ,  которые можно 
представить в виде Ak =  a kA0 +  Р^Л) +  yk , где коэффициенты a ft, РА и уи 
не зависят ни от Ло, ни от А\. В

26.4. МАЖОРАНТА

Линейное уравнение с голоморфными коэффициентами в нор
мальной форме

D"x =  bn- i  (t) D" x -f- ... -)- b0 (t) x -j- g  (t), t £ l 0, (26.8)
00 00

bk { t ) ^ ^ b k i{ t - s y ,  k  .0 ,1 ,  ..., n - 1 , g ( f ) = - % g i ( t - s ) l ,
/=0 1=0

называют м аж орант ой  для уравнения (26.1), если

K / K N >  |//|<&/. £ =  0,1, ..., п 1, / =  0, 1, 2, ...
Теорема о сходимости формального реш ения. Если лю

бая  начальная задача при t ~ s  для  м аж орант ы  (2 6 .8 ) имеет  
решение, голоморфное на 1 0, т о каж дое формальное реш ение ис
ходного уравнения (2 6 .1 ) сходит ся на 1 0.

О Пусть п =  2. Возьмем произвольные числа Л0 и А\. Положим 

•Во :: =  | Л0 |, Ву'.: =  \Ау\.
Построим решение у  уравнения (26.8) с начальными значениями у ( s ) — 

=  Во, Щ  (s) =  B i. Решение у  по условию голоморфно на /0 и поэтому разла
гается в степенной ряд

00

y ( t )  =  ' E i jB k ( t - s ) k , < € / « .  
k=0

Разложение для у единственное. Это разложение является и формальным реше
нием уравнения (26.8). Следовательно, коэффициенты B k обязаны удовлетво
рять алгебраической системе

(k  +  2 ) ( k + \ ) B k+2 =  ^ i ( ( j + l ) b HB j+ l +  b0iB j ) +  gk , *  =  0, 1, 2, . . .  
»+/=*

Покажем, что

(26.9)



Неравенства (26.9) выполняются при k — Q ,l. Допустим, что неравенства
(26.9) выполняются при 1. Тогда

(т  +  2) (т  +  1) I Ат+2 I <  S  ( (/ + > )  I а и А/+1 I +  I «оИ/ I) +  I L I
t+ j= m

И Л И

(т  +  2) (т  +  1) | Ат+2 | <  £  ((/ +  0  | А]+ 1 1 +  Ьы  | Aj  |) +  g n .
i+ j= m

В правой части последнего неравенства индекс у коэффициентов Ак не превос
ходит m +  1> поэтому, воспользовавшись индуктивным предположением, полу
чаем

(т  +  2) (т  +  1) | Ат + 2 1 <  2  ((/ +  1) b u Bj+ l  +  Ь ^ )  +  g m

И Л И

(m +  2) (m +  1) | Am + 21 <  (m  +  2) (m +  1) B m+2, | Am+21 <  Bm+2.

Таким образом, неравенства (26.9) доказаны по индукции для любого 
индекса k.

Из сходимости степенного ряда для решения у  на /о следует, как извест
но, абсолютная сходимость этого ряда 

00
^ B k \ t - s \ k < + с о ,  t ^ I 0. (26.10)
*=0

На основании неравенств (26.9) ряд (26.10) является мажорантой для формаль
ного решения х  уравнения (26.1). Сходимость мажоранты обеспечивает сходи
мость указанного формального решения. ■

26.5. СУЩЕСТВОВАНИЕ ГОЛОМОРФНЫХ РЕШЕНИИ 

Л е м м а . Если радиус сходимост и ст епенного р я да
СО

ft=о
н е меньш е R, то для  любого г, 0 <^r <^R, существует постоян
н ая  М г т акая, что

k  =  0 , 1 , 2 , ...
г

О Степенной ряд абсолютно сходится в каждой точке интервала сходи
мости, в частности при t =  г. Поэтому

00
2  I ak I +°°-
fe=0

ОО

Положим Мг :: =  2  | ak | ОчевиДно> | ak | ^  *  =  О, •> 2, . . . ,  отку-
&=0

да и следует требуемое неравенство. ■

Теорема о существовании голоморфного реш ения. Л и 
нейное уравнение (2 6 .1 ) с коэффициентами, голоморфными на



инт ервале /0, имеет единст венное решение с любыми нап еред з а 
данным и начальными значениями, голоморфное н а  /0.

О Возьмем /1 =  2. Для произвольных постоянных |0, Si поставим началь
ные условия

*| <=*=“£». Dx|<=s =  ?i.

На основании теоремы о формальном решении построим формальное решение
ОО

*(<)■•: =  2  ^  У - * ?
fc=0

уравнения (26.1), отправляясь от значений Л0 : : = 1 о  и j4i :: =  £i .
Для доказательства сходимости формального решения построим мажоран

т у — подходящее уравнение Эйлера. Возьмем произвольное г, 0 <  г <  R . На
основании леммы существует постоянная М такая, что для любого индекса k

м  , , м , , м
I a \k I <  r k > I a 0k I <  r k >  \ f k \ <  f k

и тем более
M  , М М

|ао*|<(* +  1)тг> +  <2611)

Уравнение

^  f t  — s \ *  „  “  fe + 1  f t  — s\ k  ”  k + \
D =    Dx +  M r 2  — —  ----------- 1 x -f- M r ^  —  — X

fc= 0  ■ r / fe=o r  \ r 1 k=0 r
(  t — s\ k

X   (26.12)

на основании неравенств (26.11) является мажорантным уравнением для исход
ного уравнения (26.1). Просуммируем коэффициенты уравнения (26.12). По 
формуле суммирования геометрического ряда

Ш г ^ ~ ) к =  Р :: =  S +  A’ 12S — р, Э[. (26.13)

После дифференцирования тождества (26.13) по t внутри интервала сходимости 
степенного ряда (26.13) получим

”  k  +  1 I t — s\ k  г

^ г \ г ) (<~Р)2А = 0

Уравнение (26.12) принимает вид

M r M r2 M r2
D2x =  —  Dx + ----------------x + -----------— , i e ] 2s — 6, Bf

/ — p (* — P)2 (/ — P)2 H 11

или

(/ — P)2 D2x +  Mr (t — P) Dx -  M rH  =  M r2, * € ] 2s — p, P [. (26.14)

Уравнение (26.14) и является мажорантным уравнением Эйлера, которое 
следовало построить. По теореме о разложении для неоднородного уравнения 
Эйлера при любых начальных значениях для t = * s  уравнение (26.14) имеет и 
притом единственное решение, голоморфное на ]2s — р, р[. По теореме о схо



димости формального решения существование голоморфного решения у мажо
рантного уравнения обеспечивает сходимость формального решения

ОО

+  (*-«)*•
fc=2

Построенная функция оказывается, таким образом, голоморфным решением 
уравнения (26.1) с начальными условиями x (s )  =  £0, Dx (s) =  Е, на интервале 
]2s — р, Р ( =  ] s  — г , s +  r [ .

Значения коэффициентов Л2, As, . . .  формального решения не зависят от 
величины г . Следовательно, построенное голоморфное решение сходится на всем 
интервале /о =  ] s — R , s +  Я [. Ц

26.6. ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ

Общее решение уравнения (26.1) с голоморфными коэффициен
тами на /„ доставляет формула

ОО

х=С о +  Сг - f  ... +  Сл_ , £ = ^ 1  +  V Ak (t -  s)k,

k = n

где С0, ..., С „_)— произвольные числовые параметры, через кото
рые однозначно определяются коэффициенты Ак.

Знание структуры общего решения линейного уравнения с го
ломорфными коэффициентами позволяет строить решения этих урав
нений по методу неопределенных коэффициентов.

26.7. УРАВНЕНИЕ ЭЙРИ

В ряде разделов математической физики используется уравне
ние Эйри

D2x — ix  =  0.
Коэффициентами уравнения являются многочлены, т. е. функции, 
заведомо голоморфные на всей прямой.

Поставим для уравнения Эйри начальную задачу

х | t=o — 0, Dx | t=o =  1.
Следуя общей методике, решение указанной начальной задачи 

ищем в виде

x =  t + T ) Aktk
k=2

с неопределенными коэффициентами Ак. Последовательно получаем 

D2x — t x =  1 • 2 - Л +  2 • 3 -  Д * +  ( 3 - 4 -  At — l ) t 2 +

+  2  ((* +  2 ) {k +  3) Ak+з -  At) /*+» =  0, Vt,
k=2

A2 =  A3 =  0, A4 = -------- ,
3 • 4



Аът—\ — Аът  — 0 ,  т  =  1 , 2 ,

Л   Зт 2 _ 1     I п
Л Зт+ 1 3 m ( 3 m + l)  3 • 4 • 6 • 7 • ■ 3m(3m +  1) ’ ’ ’ •"

Значит,
00

х  ^  1 2  3 • 4 • 6 • 7 • . . .  • 3 m (3 m +  1) ^ т+Х-
т =  1

В соответствии с доказанной выше теоремой о существовании го
ломорфного решения полученный ряд сходится при всех t и раз
решает исходную начальную задачу.

Основные упражнения

26.1. Найти общее решение в виде рядов по степеням t— s для уравнений: 
a) D2x +  х =  0; б) D2x tx =  t; в) D2x — х =  /; г) D2x — ix — 1.
26.2. Построить общее решение в задачах 926—929 [ 1 ].
26.3. Найти линейно независимые решения в виде степенных рядов в за

дачах 1106— 1109 [3].
26.4. Найти разложение решения х  начальной задачи

Dx — 2tx =  1, х 11=0 =  О 

по степеням t и показать, что

х (t) — е [ e~~2d i .  
о

26.5. Показать, что функция х (t) =  (arcsin t)2 является решением началь
ной задачи

(1 — t2) D2x — tDx — 2, х j t=0 =  Dx | <=0 =  0,

и найти разложение этой функции в степенной ряд.
26.6. Решить задачи 702, 703 [3].

Дополнительные упражнения

26.7. Решить задачи 1058— 1060 [1].
26.8. Найти частные решения специального вида в задачах 1051— 1054 [1], 

681— 701 [3].
26.9. Исследовать уравнения 717— 725 [3].
26.10. Найти периодические решения в виде тригонометрических рядов в 

задачах 1121— 1125 [3].

27. УРАВНЕНИЕ БЕССЕЛЯ

27.1. ОБОБЩЕННЫЕ СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ

Обобщенным степенным рядом  около t =  0 называют ряд

(27.1)
А=0

где |i — фиксированное число; причем считаем, что либо а0 ф  0, 
либо ак =  0 для всех k.



Допустим, что степенной ряд V  aktk имеет радиус сходимости
*=о

R^>  0. Тогда ряд (27.1) сходится и имеет действительную сумму 
для 0 <  t <  R  (если ц ^  0, то сходимость есть и при t =  0), при
чем для указанных значений t выполняется

СО  ОО

2  aktk+  ̂=  V  aktk.
* = о  k = 0

Последнее соотношение показывает, что обобщенный степенной ряд 
для 0 <  t <  R  обладает многими свойствами обычных степенных 
рядов. Укажем некоторые из них.

1. Суммы обобщенных степенных рядов

2  ^ + > \ 2  Ь̂к+Х 
k=Q А=0

совпадают между собой для 0 <  t <  R  тогда и только тогда, когда 
fx =  Я, и ak =  bk, Vk.

2. Если 0 <  s — r < s < s - j - r < . R ,  то на отрезке [s — г, s-\-r] 
ряд (27.1) представим обычным степенным рядом, как это следует 
из разложения функции

P  =  (s +  (t — s№ =  s ^ l  +

в биномиальный ряд.
3. На любом отрезке [ а ,  Р] с :  ] 0, R[ обобщенный степенной 

ряд сходится абсолютно и равномерно.
4. Два ряда вида (27.1) можно перемножить обычным спосо

бом на интервале, на котором оба они сходятся. Произведением 
оказывается обобщенный степенной ряд.

5. Сумма ряда (27.1) имеет на интервале ]0, R[ производные 
всех порядков, которые можно вычислять с помощью почленного 
дифференцирования.

Наряду с обобщенными степенными рядами рассматриваются 
и формальные обобщенные степенные ряды вида (27.1), для кото
рых не ставится вопрос о сходимости, и различные действия опре
деляют, минуя понятие суммы ряда. Например:

1) два формальных ряда вида (27.1) считаются равными, если 
совпадают соответствующие коэффициенты и степени этих рядов;

ОО с о

2) произведение рядов 2  aktk+'1 и 2  bktk+}- определяется как
А =0 k = 0

рад 2  ( 2  Uibi) ^+|1+х;
3) производная ряда (27.1) определяется при ц ф О  как ряд

2  (k +  ц) aktk+\>-\
*=о



если же fi =  0, a1 — a i =  ... =  aN_\ =  О, a N^ 0 , то производной 
называется формальный степенной ряд

00
2  (ft +  N) ak+Nlk+u~ l
k=0

и, наконец, в случае ц =  О, ak — 0, V k производная определяется 
как ряд с нулевыми коэффициентами.

Если формальный обобщенный степенной ряд сходится, т. е. 
является обобщенным степенным рядом (или даже обычным степен
ным рядом), то все определенные выше действия соответствуют 
обычным действиям над суммой ряда.

Для линейных уравнений, коэффициентами которых являются 
обобщенные степенные ряды, естественно ставить вопрос о по
строении формальных решений в виде формальных обобщенных 
степенных рядов. Для построения таких решений ряд вида (27.1) 
с неопределенным параметром и и неопределенными коэффициен
тами ак подставляют в уравнение и затем определяют (если это 
возможно) величины [л и ak из бесконечной системы алгебраиче
ских уравнений.

27.2. УРАВНЕНИЕ БЕССЕЛЯ

Во многих разделах физики и техники важную роль играет 
линейное уравнение

t* D2x +  to x  +  (t2 — v2) х =  0, (27.2)

которое называют уравнением Бесселя индекса v.
Подобно уравнению Эйлера (см. гл. 25) уравнение Бесселя, 

записанное в стандартной форме,

D2x +  -у- Dx 4- 1̂ — j  х =  0 (27.3)

также обладает коэффициентами, голоморфными на любом отрезке,
не содержащем точки t — 0. По теореме о существовании голо
морфного решения на любом отрезке [s —  г, s +  г], s >  г >  0, урав
нение (27.3), а следовательно и уравнение (27.2), имеет голоморфное 
решение с любыми наперед заданными начальными условиями при 
t — s. Указанное решение представимо рядом по целым неотрица
тельным степеням разности t — s. Однако в приложениях часто 
исследуются решения уравнения (27.2), начальные значения для 
которых заданы именно при s =  0. В  связи с этим особое значение 
приобретают представления решения уравнения Бесселя рядами по 
степеням аргумента t. Как показывает теория уравнения Эйлера, 
искать такие решения следует в виде обобщенных степенных ря
дов (27.1).



Построим прежде всего ненулевое формальное решение урав
нения Бесселя (27.2) в виде формального обобщенного степенного 
ряда (27.1) методом неопределенных коэффициентов. После вычис
ления производных от ряда (27.1), подстановки их в уравнение
(27.2) и преобразований получаем соотношение

_  V2) a 0t’x +  ((а +  1 )* -  V2) -|-

+  S  ^  +  k f  —  **) а к +  а*_2) tk+'L =  О,
к—2

которое равносильно бесконечной алгебраической системе
(^2 — v2) а0 — О, \
((^ +  I)2 — v2) ах =  0, (27.4)
((ц -j- k f  —  v2) а к +  a h- 2 =  0, k  =  2, 3, ... 1

Первое уравнение системы (27.4) показывает, что ц2 =  у2 (а0Ф  О!). 
Для определенности примем fx =  v ^ 0 .  Тогда получаем, что а0 
произвольно и

а 2 к - 2  ( — 1 ) * в 0U2k — --------------------- ”  ------------------------------- ----------
2k (2v +  2k) 22kk\ (v +  1) (v +  2) . . .  (v +  k)

a 2k—i =  0, k  =  1, 2, ...

Следовательно, искомое формальное решение имеет вид
ОО

х =  jc (0 :: =  N 1  а0 ------------ -------------------- f» + , (27.5)
22kk\ (v +  1) . . .  (v +  fe)

k=o
(коэффициент при k  =  0 равен a0). На основании признака Далам- 
бера сходимости положительных рядов ряд для x (i)  сходится аб
солютно при всех t ^  0. Формальное решение х =  x (t)  оказалось 
сходящимся и поэтому является решением уравнения (27.2), вооб
ще говоря, при t >  0 (сужение промежутка изменения аргумента 
t происходит за счет того, что функция х должна быть дважды 
дифференцируемой).

27.4. ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ

Несобственный интеграл 1
+00

r ( v ) : : =  [ xv £ - TdT, 
о

сходящийся при всех v >  0, называют гамма-функцией. Гамма- 
функция удовлетворяет соотношению r (v  +  1) =  'vr(v), и поэтому

( v +  l)(v  +  2) ... (v +  ^)T (v  +  1) =  T(v + А +  1).



Если положить

2 'Г  (v +  1)

то функция х  из (27.5) обратится в функцию Бесселя первого р о 
д а  п орядка v

' ■ и - Ё ^ Г * +1, ( т Р  ( 2 7 ' 6 )

k = 0

При нахождении второго решения уравнения (27.2), линейно 
независимого от решения У„, различают два случая.

С л у ч а й  1. v не являет ся целым числом. Так как уравнение
(27.2) не меняется при замене v на — v, то наряду с решением
Л  уравнение Бесселя имеет также решение

ОО

— ; - м - ^ ] т ( ^ + » + ц ( т р  <2 7 - 7 >
k=0

где для определения функции Г от отрицательных значений аргу
мента используется соотношение

Г (v) = Г (v +  1)
V

Решение определено при всех / > 0  и линейно назависимо от 
Л , так как разложения Л и J - ,  в ряды (27.6) и (27.7) начинаются 
с различных степеней t. С помощью линейных комбинаций вида

С j j / v - J -  С 2 / _ ,

можно решить любую начальную задачу при t =  s >  0. Отметим, что 
J - v (t)-+ oo  при /—»(), и поэтому решения, ограниченные около t =  
=  0, имеют вид CXJ W.

С л у ч а й  2. V —  я —  целое число. Исследование системы (27.4) 
при |д =  — п показывает, что не существует других решений, линей
но независимых от J n и представимых в виде обобщенного степен
ного ряда. Для определения второго решения можно воспользо
ваться, например, формулой Лиувилля. Пусть у  — линейно незави
симое от J n решение и W — их вронскиан:

W :: =  Dy J n - yD Jn =  {jfc  

На основании формулы Лиувилля

° ( * н “ Г
где С  — постоянная, отличная от 0, откуда

dt



Выявим аналитическую структуру решения у, для чего преобра
зуем подынтегральную ф у н к ц и ю И с п о л ь з у я  разложение (27.6)

П
при v — п, теоремы о произведении и делении степенных рядов, 
получаем

2 =  f ~п 1 =  ' V  a 2kt ^ n - i_1
t J it _____

k = 0  k —0

и, следовательно,
ОО 00

=  =  а 2п 1П/ +  2  Ы 2к~2п-
k — Q fe=0

Таким образом, решение у  представимо в виде
ОО

у  (0  =  CaznJn (0 \nt +  J„  (0 2  Ы 2к- 2п
*=о

или
00

у (t) =  Ып (t) 111 t -<r V  b2kt2*-", (27.8)
k= 0

где b — произвольный ненулевой множитель. Решение у при впол
не определенном выборе множителя b называют функцией Бесселя  
вт орого р о д а  п ор я дка  п и обозначают Кп• Построим, например, 
функцию Бесселя К 0- На основании представления (27.8) Ко за
пишем в виде

ОО

K 0( t ) ^ J 0(t)\nt +  y , b 2kt2k (27.9)
“ о

с неопределенными коэффициентами Ь2ь  b :  =  1. Из (27.6) следует 
 00 00

г {t) =  V  ■ (- i> *  ( l \ 2k =  V  -(- l)k Pk
2 ^  f t !r (ft+ l)  \ 2 ) ((2ft)!!)2

k = 0  A = 0

Подставив (27.9) в уравнение Бесселя
t2D2x +  Ш х -f- t2x — 0 

после несложных преобразований получаем

b0 +  J  ( (2 k )2 b2k +  b2k- 2 +  2 • 2k  4 ~ !,), V )^ 2fe =  °>

откуда
bo =  О, 1

(-1 )*  '
((2ft)!!)(2 k ) n 2k +  b2k- 2 +  4 k - y ^ = :  0, k =  l ,  2, ... j (27Л0)



Алгебраическая система (27.10) имеет единственное решение 

Ь0 =  0,
и  _____ 1 ( - 1 ) *  h k - 2  ( - 1 ) * - 1 Л  , 1 , _ 1 _ \
U2k k  ( (2 *)!!)2 (2k)2 ~~ ((2fe)!!)2 \ ' г  2 ^  ^  k  )>

к = 1 , 2 .......
и поэтому

ОО

Ко(0 -  Л(0In̂  +  V ,  (1 +  — +  -  4-—W2*-ow w  ((2k) !!)2 \ .2 k )
ft=i

27.5. ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ БЕССЕЛЯ

Общее решение уравнения Бесселя (27.2) при v, не равном 
целому числу, представимо в виде

X : т C iJv *̂2̂ —V,
а при v, равном целому числу (v =  п),

х =  C iJn -j- С2Кп, 
где Съ  С2 — произюльные постоянные.

Пример 27.1. Общее решение уравнения Бесселя 

t2D2x +  /Dx +  — - у  j  х =  О

имеет вид
X  =  ClJ3/2 - | -  C2J _ 3 ^ 2 -

Пример 27.2. Уравнение /2D2x + /Dx +  (а2/2 — v2) х =  0, афО, с помощью 
замены т =  at  приводится к уравнению Бесселя

t2D2tx +  tD? x +  ( t 2 — v2) х =  0 ;

и, следовательно, х =  C i J w(at) -f- C2/ _ v (at), если v — не целое число, 
х =  C iJ n (at) +  С2Кп (a t) ,  если v =  п — целое число.

Функции Бесселя подробно изучены (см., например, моногра
фию Е. Янке, Ф. Эмде и Ф. Лёша «Специальные функции» (М.: 
Наука, 1964)). Для них составлены подробные таблицы значений, 
построены графики, и поэтому с ними можно также свободно об
ращаться, как и, например, с тригонометрическими функциями.

Основные упражнения

27.1 . Найти общее решение в задачах 930—934 [1].
27 .2 . Построить два линейно независимых решения уравнений в задачах 

935—942 [1].
27.3. Решить задачу 943 [1].



2 7 .4 . Для уравнения

т Ч  +  Юх +  (А — 4) х =  О 
указать все решения, ограниченные около t =  0.

2 7 .5 . Доказать, что

cos t, „V 1 / 2  sin t т Л Г  2
Ji/2 (0 =  У  „  . i/2 (о  =  у ~у — п у —

Найти решение начальной задачи

т ч  +  ® х  +  —- j  j  х =  0,

X|,= i = 1 ’ Dx|^ = 0 
2 2

и исследовать его поведение при t -> 0.

Дополнительные упражнения

27 .6 . Доказать, что

-1 /  2 / s in  t \
з/2 (0 ~  75-^— 7—  — cos V ;

' - 3 / 2  ( 0  =  | Л |  ( - S i n  /  -
27.7 . Доказать, что

v/, (0
(о =  — (О +  j ,

в частности DJo =  — J\- Показать, что /2л +  1 является элементарной функцией.
2

27.8 . Построить общее решение уравнения /2D2x +  aDx +  tx — 0.
27 .9 . Решить задачу 952 [1].

28. ГОЛОМОРФНЫЕ ВЕКТОРНЫЕ УРАВНЕНИЯ

28.1. ГОЛОМОРФНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим векторное уравнение 

Dх =  /(<, х), 

заданное на области G cz R n+l и пусть функция / голоморфна по t 
и х в окрестности точки (s , £) 6 G, т. е. существуют числа р >  0 
и i ? > 0  такие, что для любых t и х, \t — sJ < р, |х — £|:: =  
=  max | x/j — g* | <  R, функция / разлагается в векторный степен-

k
ной ряд

f  (t, X) =  2  а * /1  . . .  in (t ~ s ) k (X i -  h Y '  . . .  (Xn —
k. i i ...... /„=o

a « ,  /„ея".



Отметим, что для голоморфности векторной функции необходимо 
и достаточно, чтобы были голоморфны все ее координатные функ
ции.

Обозначим

j  =  О'ъ /»). х/ :: =  x i ‘
Тогда

ОО

S  “ */»••• in (/ — S)A ( Х 1 —  ^-)/‘ -  (х» —  Ы /в =
k ,  h ......... i n = 0

=  V  а,;/ (/ — if- (х — l)i.
k, I

Произведя в уравнении замену t : =  t +  s, х : — х + 1, что рав
носильно s :  =  0, |: =  0, получим более компактную запись

Dx =  / (t, х), /(/, х) =  V  akjik xi, (t, х) 6 П : UI <  Р, |х| <  (28.1)
к, i

Так как голоморфная на П функция является непрерывно 
дифференцируемой, то из теоремы Пикара — Линделефа (см. гл. 16) 
следует, что уравнение (29.1) имеет единственное решение, удов
летворяющее начальному условию

х | <=о =  0. (28.2)
Далее будет показано, что решение начальной задачи (28.1), (28.2) 
голоморфно в окрестности точки t — 0.

28.2. ФОРМАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ ГОЛОМОРФНОГО УРАВНЕНИЯ

Формальное решение голоморфного уравнения (28.1) опреде
ляется, как и в гл. 26, и представляет собой формальный вектор
ный степенной ряд

СО

х (0  =  2 Д Л  А ь £ Л я. (28.3)
*=о

На множестве голоморфных около точки (о, о) £ П функций g  
определим линейный оператор W:

w : : = i + i b w * = %  +  d£ f >
в частности, Wx =  /.

По индукции строим k -ю  степень (& >  1) оператора W:

Wk :: =  W W °g:: =  g.
Отметим, что если х  — решение уравнения (28.1), то

Dg (t , x (t)) =  d- ^  +  d- f D x ( t )  =  dJ - + df f  =  W g(t, x{t)\
ot ox  dt ox



и поэтому W  называют операт ором  дифференцирования в силу 
уравнения (28 .1 ).

Теорема о формальном реш ении. Н ачальная задача (2 8 .1) —
(2 8 .2 )  имеет и притом единст венное ф орм альное решение

СО

к=1
причем

A k = = ~ t  Wk~ lf  ( ° ’ ° ) ’ * = 1 ’ 2 - -

О Решение х  ищем в виде формального степенного ряда (28.3). Из на
чального условия (28.1) следует, что А0 =  0. После подстановки

ОО
х : = * ( / )  =  2  Aktk 

k=i
в уравнение (28.1) в левой части получаем формальный степенной ряд

ОО
2 ( *  +  i М н -А  <28-4>
k=0

а в правой части — выражение
/ 00 \/

t i t ,  * ( о )  =  2 « * /  S V  -

k, j \l= 1 /

которое после выполнения указанных в нем действий представимо в виде фор
мального степенного ряда

ОО
f ( t ,  *(/ )) =  2  В / -  (28.5)

ft—о
Нахождение коэффициентов B k непосредственно через коэффициенты и AL 
приводит к громоздким выкладкам, поэтому поступим следующим образом. По
лагая 1 =  0  в соотношении (28.5), находим

Во =  /(0, 0).

Продифференцируем соотношение (28.5) по t, считая х  (t) решением уравнения 
(28.1):

°° If_1
D f(t ,  X (0 )  =  2  kB iJ  

k = \

или
00 ь— \

[W f (t, x (t)) =  ^  kB kt . (28.6)
*=i

При t =  0 имеем

f l i =  W ,  0).
Если продифференцировать (28.6) no t, то получаем

ОО
Г 2/ (f, *  (0) =  2  -  1) й / -2 .

k=2



откуда

и вообще

Bk ~  —  Wkf ( 0 ,  0 ) ,  f t  =  0 ,  1 ,  2 ,

Приравнивая соответственные коэффициенты формальных степенных рядов 
28.4) и (28.5), получаем

( * + 1 )Л 4+1= - ^  1^/(0, 0)

или, полагая k :  =  k — 1,

Степенной ряд вида
ОО

S -k = 0

№в х(0, 0) 
k\

tk

называют рядом  Ли. Из соотношения / =  Wx следует, что фор
мальное решение х  представимо рядом Ли.

Отметим, что при вычислении Wk~ xf( 0 ,  0) приходится выпол
нять лишь действия дифференцирования степенного ряда, сложения 
и умножения, поэтому компоненты коэффициентов Ak являются по
линомами от компонент коэффициентов а,,- с положительными коэффи
циентами. Например,

А  =  / ( 0 .  0 )  =  <хоо...о,

Л , =  —
2 !

2!

(«100... o)l

+  J -

(« 100... o)n
2!

(«oio...o)i ...... ( « О О О . . . l ) l

( ® 0 1 0 . . . 0 ) n ......... (& 0 0 0 ...1  )n

(«000.. .0)1

(«000...o)«

(a ioo...o)i +  («oio...o)i(«ooo. . .0)1 +  ••• +  (a ooo...i)i (a ooo...o)«

(“ l00...0)n +  (а 0Ю...0)л («000...0)1  +  ••• +  («000 ...l)n  (a 000...o)n

(здесь (a),- — i-я компонента коэффициента a  £ Я").

28.3. МАЖОРАНТНОЕ УРАВНЕНИЕ

Наряду с уравнением (28.1) рассмотрим голоморфное уравне
ние

Dx =  g  (t, х), g  (t, x) =  2  Ы к (t, x) 6 П. (28.7)
k, j



Уравнение (28.7) называют маж орант ой  для голоморфного урав
нения (28.1), если

I («*/)■ К ( М ; >  V£, /; V i =  1, 2, ... , п. (28.8)
Т еор ем а  о м аж оран т н ом  уравнении. Пусть

х =  * ( 0  =  2 л ^  и x =  y (0  =  S B ^  ,
*=1 А=1 , >

являют ся формальными решениями соответственно начальных за 
дач  (28 .1), (28 .2 ) и (28.7), (2 8 .2 ). Если уравнение (2 8 .7 )  — м а
ж ор ан т а  дл я  (28 .1), то р я д  для y ( t )  — м аж орант а ряда для  
x (t), т.. е.

I ( 4 ) i | < № ,  Vft и Vi =  1, 2, ... , п.

О Существование формальных решений следует из теоремы о формальном 
решении, причем

А к= i t  wk' lf (0 ,0 ) ’ Bk =  ~ h w ~ '8 (0 ,0 )’
—  д  д  где v , .  =  -  +  - g.

Формулы для вычисления соответственных компонент коэффициентов Ак и 
B k однотипны. На основании замечания из предыдущего пункта и оценок (28.8) 
заключаем, что

< ( В к) г Я

28.4 . М О Д ЕЛ ЬН О Е ГО Л О М О РФ Н О Е  УРАВНЕНИЕ

Векторное уравнение
Dx =  F  (t, х), (28.9)

компоненты правой части которого совпадают между собой и равны

М ■, t < l ,  х, < 1 ,  A f > 0 ,( l _ / ) ( l _ Xl) • . . .  • ( l - x „ )

называют модельным уравнением. Уравнение (28.9) моделирует 
некоторые особенности, присущие нелинейным уравнениям.

Как отмечалось в примере 19.3, уравнение (28.9) имеет п — 1 
первых интегралов х2 — хь  х3 — хь  ..., х „ —  хх и его интегриро
вание сводится к интегрированию скалярного уравнения

Dx = _____________________ М_____________________
Xl (1— /) (1—Xi) (1— Xj — С2) ■ ... • (1— Xi — Сп)

Для решения х, удовлетворяющего начальному условию х  (0) =  0, 
Х1 (0 — Xi(t) =  ... — хп (/),

и, следовательно, компоненты х,- являются решениями начальной 
задачи



Переменные в последнем уравнении разделяются, что позволяет в 
окрестности точки / =  0 построить решение

u(t) =  1 — n+V  1 +  { п +  1)М 1п(1 — t) . (28.10)
Это решение определено для t <  1 и 1 -j- (п -(- 1) М In (1 — t) >  0, 
т. е. для

t <[ 1 — а, а : :  =  е (п-Н)м_

Уравнение (28.9) в окрестности точки (0, 0) является голо
морфным, так как компоненты правой части F  этого уравнения при 
[ 1 1 <  1 и | х | <  1 разлагаются в степенной ряд

_______________________ СО

----------------- —------------------ =  М. tkx< =  М tkx’ • ■ -х ,п-
(1—0 ( 1 — xi) ... (1— х„) ^ J  ^  Х1 -  Х«

/ к, /,, о

Решение я также голоморфно около t =  0. Действительно, из 
формулы (28.10) на основании теоремы о подстановке степенного 
ряда в степенной ряд следует, что xi разлагаются в степенной ряд 
на некотором интервале ]—г, г[. Значит,

ОО

х(*) =  2 Д ^ ,  |*| <  г.
ft=i

_  1
Нетрудно показать, что г — 1 — е (л+1>м.

Таким образом, решение начальной задачи (28.2) для модель
ного уравнения (28.9) является голоморфной функцией около точки 
t =  0 .

23.5. РЕШЕНИЕ НАЧАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ГОЛОМОРФНОГО УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим голоморфное на П : 11 | <  р, | х | <  R  уравнение
(28.1). Не нарушая общности, можно считать р >  1, 1 (в про
тивном случае, например при р <  1, заменим t : = - ^ t  и получим

уравнение того же типа, но с увелйченным промежутком измене
ния t).

Обобщенная лем м а А беля. Если векторный степенной р я д
V  a kjtkxi 
k “i

сходит ся при t — х 0 и х ,■= 0, то он сходит ся норм ально
(т . е. сходится ряд из норм  членов р я д а )  и при всех  |*|<|т|
и |Х ;|<1Ы -



О Из сходимости ряда при t =  т и х =  | следует, что 

| a kji kl> | <  М, Vk, j .

Так как

| a k jtkx i  | =  | \

и ряд

X I

El

X

п

In

In t ! l

2  M \ ±
k, 1  ln=0 I T

k Xj j/i xn in

I T )  ' ' In

сходится при <  1,
Xl

<  1,

мально при 11 1 <  | т |, | xt | <  J %.
In

<  1, то исходный ряд сходится нор-

Следствие. Если для  уравнения (2 8 .1 )  р > /  и R^> 1, то 
| a kj | ^  М — const.

Теорем а Коши о голоморфном уравнении. Н ачальная за 
дача  х | f=s =  | для голоморфного в окрестности точки (s, |) урав
нения

Dx =  f ( t ,  х)
имеет  решение, голоморфное на некот ором интервале \ t — s <  
<  г, г  > 0 .

О Доказательство проведем для случая s =  0, | =  0, р >  1, R >  1. По 
теореме о формальном решении начальная задача (28.1) — (28.2) обладает фор
мальным решением х . На основании следствия обобщенной леммы Абеля ряд

2  AffV
k, j

при 11 1 <  1, | x | <  1 является мажорантой ряда для f, и поэтому уравнение
(28.9) служит мажорантой для уравнения (28.1). На основании свойств модель
ного уравнения (28.9) существует решение у, у  (0) =  0, голоморфные для | /1 <  
< / i <  1. В  силу теоремы о мажорантном уравнении ряд для решения у являет
ся мажорантой ряда для формального решения х, и поэтому х  — голоморфное 
решение начальной задачи (28.1)— (28.2) на некотором интервале т ^ п . Щ

Основные упражнения

28 .1 . Решить начальные задачи 1091— 1095 [3].
28 .2 . Сформулировать теорему о существовании голоморфного решения на

чальной задачи

D”x =  f  (t, х, Dx Dn~ lx ), D =  ^  k  =  0, 1, . . . .  n - 1.

Решить задачи 1096, 1097 [3].



28.3 . Найти в виде степенного ряда решения начальной задачи:

И Н Г + ' 4 ( й к г ( " >  

й ) '- = ( ; ) •
28 .4 . Решить задачи 1103— 1106 [1].

Дополнительные упражнения

28 .5 . Решить задачи 1098, 1099 [3].
28 .6 . Исследовать уравнения в задачах 1492— 1495 [1].



У». УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 
1-ГО ПОРЯДКА

29. ЛИНЕЙНЫЕ И КВАЗИЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 1-ГО ПОРЯДКА

29.1. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 1-ГО ПОРЯДКА

В математике и ее приложениях наряду с обыкновенными диффе
ренциальными уравнениями ведущую роль играют уравнения в част
ных производных. В математической физике, например, уравнения 
в частных производных 2-го порядка служат основным средством 
математического моделирования естественных процессов. Уравнения 
1-го порядка наряду с традиционными приложениями в геометрии 
приобрели в последнее время важное значение в газовой динамике 
и других областях прикладной математики. Вместе с тем уравне
ния 1-го порядка являются вспомогательным аппаратом при иссле
довании уравнений 2-го порядка.

Теория уравнений 1-го порядка тесно связана с теорией обык
новенных дифференциальных уравнений. Последние главы всех ре
комендуемых учебников по теории обыкновенных дифференциаль
ных уравнений содержат основные сведения по теории уравнений 
1-го порядка.

Уравнение в частных производных 1-го порядка (4-1) для од
ной неизвестной функции и имеет вид

г  !  д а  \ г, , s du / du du \

Т '  “• *  Г 0' х =  (х*’ -• ^   «;)'

Реш ением, а  т акж е инт егралом или инт егральной поверхно
ст ью  уравнения в частных производных 1-го порядка называют 
дифференцируемую функцию u : E - * ~ R ,  Е  a  R n, обращающую дан
ное уравнение в тождество на области Е.

Примеры (в частности, уравнение du1дхх =  0, решениями ко
торого являются всевозможные функции ц =  ф(х2, ..., х„) наводят 
на мысль, что при задании начального значения для решения 4-1 
должна фигурировать произвольная функция. Такое предположение 
подтверждается фундаментальной теоремой Ковалевской.

Теорема Ковалевской. П уст ь функции ср (х,, . . . ,  х „ ) и / (х , 
и, р2, рп) голоморфны соответственно в окрестностях точек 
(h ,  ■■■, it )  И (Si. l i   Л. р2. •••> Рл). причем

11=ф(|2, •••, I n ) ,

I n ) ,  i =  2 , ..., п.



Тогда уравнение 1-го п орядка, разреш енное относительно ди/дх^: 
du , / du 3u

d^i ' Ч Х’ U’ д ^ ’ А ,
имеет и притом единст венное решение и '—'и (х), х £ £ ,  голоморф
ное в окрестности  (|1( |2, t„) с начальным значением

и{1  ь  Х2, Х„) ф(х2, ..., Х„).
В  настоящее время известны различные теоремы об однознач

ной разрешимости краевых задач для 4 -1 , в том числе для него
ломорфных уравнений. Формулировку этих теорем, как и дока
зательство теоремы Ковалевской, опускаем. В’ этом разделе огра
ничимся формальным интегрированием 4 -1 . Строгая теория урав
нений в частных производных 1-го порядка может быть построена 
по той же схеме и с помощью тех же средству которые были ис
пользованы в разделах 4 —6 для построения теории обыкновенных 
дифференциальных уравнений.

29.2. КЛАССИФИКАЦИЯ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 
1-ГО ПОРЯДКА

4-1 называют квазилинейным, если его можно представить в
виде

/(х, u ) ^ -  --g(x, и). (29.1)
дх

Квазилинейные уравнения называют также неоднородными линей
ными уравнениями  (см., например, книгу Н. М.* Матвеева «Мето
ды интегрирования обыкновенных дифференциальных уравнений»).

4-1 называют линейным, если оно линейно относительно и и 
ди!дх, т. е.

/(х) ^ - - ! - г ( х ) и = 'й ( х ) ,дх
и, наконец, однородным линейным , если h ~  0, g  — 0, т. е.

/ ( х ) ^ - О .  (29.2)

Во всех остальных случаях уравнение 4-1 называют нелинейным.
Основными объектами последующих формальных построений будут 
квазилинейные 4-1 и их частный случай — однородные линейные 
4-1 .

29.3. ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЙ ОДНОРОДНОГО  
ЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ 4-1

Из теоремы о первом интеграле векторного уравнения

Dx =  /(x), x £ R n (29.3)
(см. гл. 20) следует, что функция и - -  Ф (х) является решением



одн ор од н о го  линейного 4 - 1  (2 9 .2 )  в  том  и т о л ь к о  то м  сл у ч а е , 
е с л и  о н а — . первы й и н тегр ал  (2 9 .3 ) .  Д о п у с т и м , что  ф ункции Ф ь  . . . ,  

ф т  я в л я ю т ся  стационарны м и (т . е .  независящ им и от t) п ервы м и 
и н тегр алам и  (2 9 .3 ) .  Т о г д а  к а ж д а я  из ф ункций и =  # ( Ф ъ  . . . ,  ф т ) 
т а к ж е  с л у ж и т  первы м  и н тегр алом  д л я  (2 9 .3 ) ,  и п о это м у  я в л я е т ся  
реш ени ем  ур авн ен ия (2 9 .2 ) .

В ы р а ж е н и е  д л я  реш ен и я ур авнения в  частн ы х п роизводн ы х, 
со д е р ж а щ е е  п р ои звольн ую  ф ункцию , н азы ваю т общим решением 
д ан н о го  уравн ен ия. Зн ан и е со во к у п н о сти  п ер вы х и н тегр алов у р ав
нения ( 2 9 .3 )  п о зво л я ет  п о стр о и ть  общ ее реш ение ур авн ен ия в  ч а с т 
н ы х  производн ы х (2 9 .2 ) .

Пример 29.1 . Уравнению 2ху —  +  х —  4- z2y —  =  0  соответствует си-
дх  ду  дг

dx dy dz
стема (в симметрическом виде) — =  — =  —  с первыми интегралами к  — у

2ху х z y
и In х +  2/z. Следовательно, выражение u =  Н  (х — у2, In х -f- 2/z) с произволь
ной функцией Н  является общим решением данного 4 -1 .

29.4. ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЯ НАЧАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ

Начальное условие для решения и =  « (х ) уравнения (29.2) 
имеет вид

и|х1=£ =  ф(х2 х„).

Допустим, что Фь  ..., Ф„_ 1  — стационарные первые интегралы
(29.3), составляющие базис системы в симметрической форме. Об
разуем общее решение и =  Я (Ф !, ..., Фп- i) .  Функция Н  должна 
удовлетворять условию

Н  (Фх, ..., Фл—l) | х,=£ =  ф (Х2, ...» Х„).

Из системы соотношений

*1*1 (?> Х2> ••■> Х„) =  Cl, ..., Фл—1 ( )̂ Xj, ..., Х„) =  Сл—1

выразим х2, х3, ..., х„ через £, Си  С2, ..., C„_t.
Х (:= Xi ( ,̂ Сх, ..., С„—i), i • ■ 2, 3, ..., ti.

Построим функцию

h (C i, ..., Cn_i) =  Ф (*2(l> Ci, ..., Сл_]), ..., хп (%, C i  Св_,).
Тогда функция

и =  и (х) =  h (Фх (х)........  Ф„_1 (х))
будет решением (29.2), удовлетворяющим начальному условию, так 
как
и|х,=Е =  h (Фг(1> х2, ..., xn), ..., Фл—1 (|, х2, ..., x„)) =  h (C i, ...,

Сл_i) =  ф (х2, ..., Хл).



Пример 29.2. Решение уравнения из примера 29.1 с начальным условием 
и | Х=1 =  у2 +  1/z в соответствии с указанным правилом имеет вид

Гф1 =  х - у *  (1 — у2 =  Cl (у =  1^1 — Cl 
\Ф2 =  In х +  2/z => \2/z =  С2 \z =  2/С2,

h =  ( У Г = С 1 ) 2 +  (2 / С ,)-1 =  1 -  Ci +  С2/2, 

и =  1 -  (х -  у2) +  (1/2) In х +  1/z =  1 -  х +  (1/2) In х +  у2 +  1/z.

29.5. ХАРАКТЕРИСТИКИ ОДНОРОДНОГО ЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим линейное однородное 4-1 при п =  2

/(х, y ) - | + g ( x ,  у)|Н =  0 (29.4)

и соответствующую систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений

Dx =  / (х, у), Dy =  g (x , у). (29.5)
Допустим, что Ф (х , у) — первый интеграл (29.5). Кривую К : 
Ф (х, у) =  С, и =  у, где С  и у  — постоянные, в пространстве Охуи 
называют характ ерист икой  уравнения (29.4). Решение u=/i (Ф (х, у)) 
уравнения (28.4) задает интегральную поверхность Я  уравнения (28.4).

Через точку (|, г|, h  (Ф (|, т]))) проходит характеристика К  при 
С =  Ф (£, rj) и y =  h  (Ф (f, т])), лежащая на П . Проекция К  на 
плоскость Оху является линией уровня решения и. Вся интеграль
ная поверхность состоит из характеристик. Наоборот, любая по
верхность, составленная из характеристик уравнения, будет интег
ральной для этого уравнения. Для построения интегральной по
верхности, проходящей через, пространственную кривую JI , не ка
сающейся ни одной характеристики (29.4), следует провести через 
все точки J J  характеристики (29.4).



Пример 29.3. Характеристиками уравнения у — — х — = 0  служат кри

вые х2 - f  у3 =  С, и у. Если через каждую точку кривой у =  — 1, и =  2 +  х2 
провести характеристику и — у, х2 +  у2 =  у — 1, то возникнет эллиптический 
параболоид вращения u === 1 +  х2 +  У2, который будет интегральной поверхностью 
данного уравнения (рис. 31).

Аналогичную роль играют характеристики, т. е. фазовые гра
фики соответствующей системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений (29.3), и при построении решений однородного линейно
го уравнения (29.2) в случае произвольного п.

29.6. СВЕДЕНИЕ КВАЗИЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ 
К ОДНОРОДНОМУ ЛИНЕЙНОМУ

Т е о р е м а  1. П ост роение решений квазилинейного уравнения
(2 9 .1 )  м ож ет  быт ь сведено к интегрированию вспомогательного 
однородного  линейного уравнения большей размерност и.

О Наряду с (29.1) рассмотрим вспомогательное однородное линейное урав
нение

F (  у ) - ^ = 0 ,  (29.6)
Эу

где у =- (Xi, . . . ,  х„, u), F  =  (/ь . . . ,  g ).  Если v =  i|) (у) — решение (29.6),
то функция и =  Ф (х), определяемая из'соотношения т|)(х, и) =  0, будет реше
нием (29.1), так как

Эг1) Эф дф

Эф / Эф \

и поэтому

Эи ЭФ

^ Ч ^ ^ к ~ ~ \ Г дхк /  Эи ^и=Ф(х)

ЭФ ЭФ

f' * +  + f n dxn~ g =  0'

Отметим, что при составлении вспомогательного уравнения
(29.6) функцию g  из правой части исходного уравнения (29.1) пе
реносят в левую часть без изменения знака.

Пример 29.4. Для квазилинейного 4-1  (y - j-u )2 ux — x (y +  2u)uy = x u  
соответствующие однородное линейное уравнение и характеристическая система 
имеют вид

3w dw d\v dx Эу du
(У +  u)2 - J -  — x (У +  2u) - r -  +  xu — ■ =  0, - — ■— — =  ------  =  — .

Эх Эу Эи (у +  и)2 —х (у-)-2и) хи

Интегрируемые комбинации (у +  u) du +  (dy +  du) и и xdx +  ydy —udu ха
рактеристической системы приводят к базису первых интегралов для этой систе
мы г|>1 =  (у - f  и) и и г})2 =  ха +  у2 — и2. Общий вид первого интеграла достав



ляет формула ф =  Н  ((у +  и) и, х2 +  у2 — и2), где Н  — произвольная функция. 
Решения и =  и (х, у) можно получить из соотношения Н  ((у +  и) и, х2 +  у2 — 
— и2) =  0.

29.7. НАЧАЛЬНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ КВАЗИЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ

Т е о р е м а  2. П уст ь  ф ( г ^ . ,  ..., i|5„ )— базис инт егралов х а 
ракт ерист ического вект орного уравнения

Dy ■- F  (у) (29.7)
для  квазилинейного уравнения (29.1). Т огда решением и =  и (х)  
уравнения (29.1) с начальным значением  

и | , 1=6 =  ф ( x j ) =  ф (х2, х3, ..., хге) 
является функция, определяем ая соот нош ением

U (г|> (х, и)) — ф (Xj (г|) (х, и))) =  0, (29.8)

где функции и — U (у) и х/ =  X, (у), у £ R n, находят ся из вект ор
ного соотнош ения

х/, u) - y - (29.9)

<> Аргумент (х, и) входит в левую часть (29.8) только посредством интег. 
ралов ^уравнения (29.7), поэтому функция и =  и (х), определяемая из (29.8) 
будет решением (29.1). Это решение обращает функциональное уравнение (29.8) 
в тождество, справедливое, в частности, при x =  |i:

x/t u ( l ,  Xj))) -  ф (X j (ф (I, Xj, ы (1, х; )))) =  0

или на основании (29.9)

(v) - « p ( */ (? ) )  =  о,

т. е. Ц =  (I, х/) =  Ф (х/). ■
Пример 29.5. Для уравнения примера 29.4 поставим начальное условие 

и | у=0 =  х2. Интегралами характеристической системы служат (у +  и) и и х2 4- 
у2 — и2, поэтому система (29.9) имеет вид u2 =  yi, х2 — и2 =  у2, откуда и =

=  V  Yi > х — У Т г+  Уь чт0 позволяет построить функциональное уравнение 
(29.8) в виде

У  (у +  и) и — ((у +  и) и f  х2 J r  у2 — и2) — 0.

Следовательно, искомое решение и =  и (х, у) можно определить из квадратного 
соотношения

u2 +  иу =  (иу +  х2 +  у2)2.

Основные упражнения

29.1. Построить общее решение однородного линейного 4-1  в задачах 1291, 
1293, 1296 [1].

29.2. Решить начальные задачи 1290, 1292, 1294, 1295 [1].
29.3. Построить общее решение линейного или квазилинейного 4 -1  в за

дачах 1299, 1302, 1307 [1].
29.4. Решить начальные задачи 1300, 1304, 1306 [1].



Дополнительные упражнения

29.5 . Построить общее решение в задачах 1298, 1307 [1].
29 .6 . Решить задачи 1211— 1216 [3].
29 .7 . Пусть коэффициенты / и g из уравнения 29.4 непрерывно дифферен

цируемы и не обращаются одновременно в 0 в области Е с. R2. Пусть простран
ственная линия J I  имеет своей проекцией на плоскость Оху линию Г  (как всегда, 
гладкую!), расположенную в Е, не имеющую самопересечений и не касающую
ся ни одной из характеристик К  уравнения (29.4). Доказать, что если функция 
h задана и непрерывно дифференцируема в окрестности Г , то начальная задача 
с условием

u I ( х ,  у ) € Г  =  Л (х > У)
для уравнения (29.4) однозначно разрешима в  некоторой окрестности линии J I  
(теорема об однозначной разрешимости начальной задачи). При решении началь
ной задачи выяснить природу осложнений, возникающих при касании Г с харак
теристиками К • Перенести теорему об однозначной разрешимости начальной за
дачи на однородные линейные уравнения произвольной размерности и на квази
линейные уравнения.

29.8 . Определить область G существования решения квазилинейного 4-1
du du
г г +  u Т - =  0 dx dy

с начальным условием

и|х=о =  /  * — У •
Исследовать поведение решения при приближении к границе G (см. книгу А. Н. Ти
хонова, А. Б . Васильевой, А. Г. Свешникова «Дифференциальные уравнения» 
(М .: Наука, 1980, с. 226—228)).

30. УРАВНЕНИЯ ПФАФФА

30.1. ДВУМЕРНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ УРАВНЕНИЯ ПФАФФА

С уравнениями в частных производных 1-го порядка тесно 
связаны уравнения Пфаффа, которые при п =  3 имеют вид

Р(х, у, z)dx +  Q(x, у, z )d y -f-tf(x , у, z)dz =  0. (30.1)
Уравнения (30.1) являются естественным обобщением обыкновен
ных уравнений в нормальной дифференциальной форме (см. гл. 10). 
Коэффициенты Р , Q и R  считаем заданными и достаточно гладкими 
в области E a R 3.

И нт егралом  уравнения (30.1) называют зависимость между 
х, у и z такую, что дифференциалы dx, dy и dz, вычисленные с 
учетом этой зависимости, обращают (30.1) в тождество на Е. Ука
занная зависимость может иметь вид ы(х, у, z) =  0 и тогда назы
вается двум ерным  инт егралом  или инт егральной поверхност ью  
уравнения (30.1).

Для уравнения (30.1) можно ввести и понятие решения — двум ерное р е 
ш ение z =  г (х ,  у), а для сохранения равноправия между аргументами — реше
ние в параметрическом виде х == л: (t, s), у =  у (t, s), z =  z( t ,  s).



Задание уравнения Пфаффа (30.1) равносильно заданию век
торного поля (i, j, k  — координатные орты в Qxyz, М  =  (х, у, z)) 

F(M) =  P(M)i +  Q(M)j +  R(M)k. 

Уравнение (30.1) в векторных обозначениях принимает вид ( г — 
=  xi +  у/ +  zk)

F  • dr — 0. (30.2

Если П  — интегральная поверхность (30.2), то dr (М) параллелен нормали к 
Я  в точке М и поэтому характеристики векторного поля F  ортогонально пере
секают поверхность Я , т. е. поверхность Л  — нормальная трансверсаль поля F . 
Верно и обратное: каждая нормальная трансверсаль поля F  является интег
ральной поверхностью уравнения (30.2).

Существует широкий круг прикладных задач, приводящих к уравнению 
Пфаффа, причем искомыми являются двумерные интегралы. Типичный пример: 
дано силовое поле F  (М ), требуется найти потенциальную функцию и =  и (М ).

30.2. ПОСТРОЕНИЕ ДВУМЕРНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 
УРАВНЕНИЯ ПФАФФА

Т е о р е м а  1. У равнение Пфаффа (30.1) обладает  двумерными  
инт егралами в област и Е  т олько в случае, если выполнено усло
вие инт егрируемост и  

V(x, у, z) £ Е.

О Если и (х ,  у , z) =  0 определяет двумерный интеграл уравнения (30.1), 
то во всех точках соответственной интегральной поверхности векторы

ди  . ди ди , .
— i — j  -£■ — k  и P i  -£■ Qj 4" R k  
дх  Зу dz

параллельны. Следовательно, существует скалярная функция [X (М ), для ко* 
торой

Р (М) =  (i (М) Q (М) =  ц (М) R  (М) =  ц (М) (30.4)
ох оу ог

После дифференцирования двух первых соотношений получим 

д Р  3|х ди д2и _  Зц _Р_ д2и

ду ду  дх  ^ ,U дудх ду  (J. дудх  ’

dQ Зц ди д 2и 3[j, _Q_ д2и

дх дх ду  ^ дхду дх ц ^ дхду

и поэтому на основании совпадения смешанных производных для и (х, у, г) 

д Р  3Q \ J _ ( . ^ . p R _ d ^ QR
ду  дх j  (х \ Зу дх



Складывая три последних тождества, приходим к условию интегрируемости 
(30.3). ■

Если F  =  P i  +  Qj R k ,  то ротором F  называют векторную функцию

\ ду дх j  \ dz дх j  \ дх ду  }

Условие интегрируемости (30.3) равносильно тому, что 

F  • rot F  =  0, V (х, у, z) £ Е.

Если

— — ^ -  =  0, * - * = 0 ,  *  = 0 .  (30.5)
д у  дх  dz д у  дх  д г

то условие интегрируемости заведомо выполнено и двумерным 
интегралом уравнения Пфаффа (30.1) служит криволинейный ин
теграл

( x ,y ,z )

и(х, у, z ) =  J  Р(т, о, p)dr +  Q (t , о , p)dcr +  R(x, о , p)dp,
(E.’bs)

не зависящий в силу (30.5) от пути интегрирования в пространстве.

Пример 30.1. Д ля уравнения

(6х +  yz) dx +  (xz — 2у) dy +  (2z +  xy) dz =  0

условие (30.5) выполнено (ro tF  =  0), поэтому двумерными интегралами этого
(х ,  у , z)

уравнения служат поверхности и (х, у, z), где и (х ,  у, г) =  J (6т + а )  рт+
(0, о, 0)

+ d t  +  (тр — 2а) da +  (2р +  та) dp =  Зх2 — у2 +  z2 +  xyz.

В общем случае из выполнения условия интегрируемости сле
дует, что для дифференциальной формы Pdx +  Qdy -f- Rdz сущест
вует интегрирующий множитель ц =  fх(М). Выражение fiPdx +  
+  м-Qdy +  ,u7?dz оказывается полным дифференциалом, а криволи
нейный интеграл

(x .y .z )

ы(х, У> z) =  J И(т. Р) Р (х> °> P)dt +  К т> Р) Q(T> а > P)da+ 
<е,ч,«)

+  |i(t, a, р) R(т, a, p)dp 

дает двумерный интеграл уравнения (30.1).



Интеграл уравнения Пфаффа может представлять собой бо
лее ограничительную зависимость между х, у, z, чем зависимость, 
выраженную двумерным интегралом, а именно: может иметь вид 
системы соотношений

и(х, у, z) =  0, v(x, у, z) =  0

(игш x =  x(t), у =  y{t), и z =  z(t)). В таком случае говорят об
одном ерном  интеграле, или инт егральной линии уравнения (30.1).

Соотношение (30.2) показывает, что линия Л  интегральная 
для (30.1), в том и только том случае, если Л  — нормальная 
трансверсаль характеристик поля F.

30.4. ПОСТРОЕНИЕ ОДНОМЕРНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 
УРАВНЕНИЯ ПФАФФА

Если выполнены условия интегрируемости (30.3) и Я — ин
тегральная поверхность (30.1), то любая линия Л  на Я  будет 
интегральной для (30.1), так как Л  (вместе с Я ) — нормальная 
трансверсаль характеристик поля F. Таким образом, если и(х, у, z) =  
— 0 — двумерный интеграл уравнения (30.1), то при любой функ
ции v(x, у, z) (лишь бы система соотношений и ~  0, v =  0 опре
деляла линию в R3) указанная система соотношений дает одно
мерный интеграл (30.1). Дальше выполнение условия (30.3) не 
предполагается.

Возьмем произвольную поверхность Я *  с уравнением z — 
=  со(х, у). Вдоль интегральных кривых уравнения (30.1), распо
ложенных на поверхности Я * , одновременно выполняется

Pdx +  Qdy - f  Rdz =  0; dz =  — dx +  —  dy; z =  co(x, y),
dx dy

поэтому

( ( p ± R d̂ y x +  ( Q +  R dJ^ W \  = 0 .  (30.6)
U  dx j  \ dy I j  z =  a i(x ,y )

Уравнение (30.6) представляет собой Д  =  1 в нормальной диффе
ренциальной форме (см. гл. 10). Если <р(х, у) =  0 — один из ин
тегралов уравнения (30.6), то линия, определяемая соотношениями

Ф(х, у) =  0, z =  со(х, у), 

является интегральной для уравнения (30.1).

Пример 30.2. Для уравнения zdx +  (х — у) dy +  zydz =  0 при со (х, у) =*0 
соответствующее уравнение (30.6) имеет вид (х — у) dy =  0, откуда у =  х, а 
также у =  С. Следовательно, интегральными кривыми рассматриваемого уравне
ния Пфаффа служат прямые у =  х, z =  0 и прямые у =  С, г =  0.



При выполнении условия (30.3) проведенное построение мо
жет быть использовано для разрешения начальной задачи для
(30.1), т. е. для построения интегральной поверхности (30.1), про
ходящей через заданную точку (|, tj, g). В  качестве П  выбираем, 
например, плоскость z =  §. Тогда уравнение (30.6) принимает вид

Обозначим через у =  t/(x) решение этого уравнения с начальным 
условием у(£) =  Л- Построим интегральные кривые К  уравнения
(30.1), расположенные в плоскости х =  т и проходящие через 
точку (т, у(т), £). Совокупность этих кривых составляет двумер
ное многообразие П , являющееся интегральной поверхностью для 
уравнения (30.1) (рис. 32).

Пример 30.3 . Для уравнения yzdx -ф- xzdy -Ф 2xydz =  0 условие интегри
руемости выполнено. Построим интегральную поверхность, проходящую через 
точку (1; 1; 1). Уравнение (30.6) принимает вид ydx +  xdy =  0, и поэтому 
ху =  С =  1, у = 1 / х . В  плоскости х =  т выполняется

Таким образом, х =  т и yz2 =  1/т, поэтому искомый двумерный интеграл имеет 
вид xyz2 =  1.

30.5. НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 
1-ГО ПОРЯДКА

Нелинейные 4-1  при п =  2 (только этим случаем и ограни
чимся) имеют вид

Уравнение (30.7) каждой точке М =  (х, у, u )£G c:/?3 сопоставляет 
плоскости (X, Y , U — координаты произвольной точки плоскости)

Р(х, у, g)dx +  Q(x, у, £)dy =  0.

Р и с .  32

xzdy -ф 2yxdz =  0 =ф yz2 =  С =  1/т.

(30.7)

U — U =  р(Х —  X) +  q(Y — у), (30.8)



где
F(x, у, u, р, q) =  0. (30.9)

При фиксированной точке М плоскости (30.8) образуют однопара
метрическое семейство, так как коэффициенты р и q связаны со
отношением (30.9). Огибающей этого семейства служит направляю
щий конус Т(М) (для квазилинейного 4 - 1  этот конус вырож
дается в прямую).

Поверхность П
и =  и(х, у)

интегральная для (30.7) в том и только том случае, увели в каж
дой точке М £ . П  касательная плоскость к П  касается вместе1 с 
тем и конуса Т(М) (рис. 33). Если поверхность С является оги-

Р и с. 33

бающей для семейства интегральных поверхностей уравнения (30.7), 
то она и сама является интегральной поверхностью (30.7), так 
как в каждой точке М 6 С касательная плоскость к С касается 
и конуса Т(М).

Допустим, что имеется семейство решений (30.7)

Ф(х, У, u, а , Р) =  0,

зависящих от скалярных параметров а и р .  Возьмем произвольную 
(гладкую!) функцию Р =  со(а). Огибающая семейства решений

Ф(х, у, и, а , со(а)) =  0

определяется из системы соотношений
А дФ . дФ , ,  чф =  0 и  1 со (а) =  0.

да др

Определяя из этих соотношений а =  а(х, у), получаем общее ре
шение (30.7)

Ф(х, у, а(х, у), со(а(х, у))) =  0, 

т. е. решение, зависящее от произвольной [функции. Кроме того,



уравнение (30.7) может иметь и особое решение, которое полу
чается исключением а и Р из соотношений:

Пример 30.4. Уравнение

=  R-

имеет семейство решений — сфер (х — a ) 2 - f  (у — (З)2 4- и2 =  £>2 радиуса R  с 
центрами в точках плоскости и =  0. Выделим сферы с центрами на линии у =  
=  со(х); и =  0. Огибающая выделенных сфер будет интегральной поверхностью 
данного уравнения. При всевозможных функциях со(а) получаем общее решение. 
Особыми решениями будут плоскости u =  + R .

Для построения двупараметрического семейства решений (или 
полного интеграла) уравнения (30.7) используют метод Лагранжа. 
В  основе этого метода лежит составление вспомогательной функ-

Т е о р е м а  2 . Пусть функция v(x, у, u, р, q) — двумерный  
инт еграл однородн ого  линейного 4-1 (п — 5)

П уст ь функции р Л(х, у, и, а) и q =  Q(x, у, и, а) — реш ения  
сист емы функциональных уравнений

Т о гд а  двумерный инт еграл  Ф(х, у, и, а, р) уравнения Пфаффа

бу дет  полным инт егралом  уравнения (30.7).

О На основании правила дифференцирования сложной функции из соотно
шений (30.11) следует, что

dQ _  D (F , у) ^ д Р  _  D (F , у) ^

30.6. МЕТОД ЛАГРАНЖА

ции v(x, у, u, р, q).

(30.10)

(30.11)

Р(х,  у, u, a)dx +  Q(x, у, u, a)dy — du =  0 (30.12)

дх  D (р, х) ’ ду  D (у, q) 

д Р  D (F , у) dQ D (F , v)
ди  D (u, q) ’ du D (р, и)

rfleft =  (D (F , v)/D  (р, q)) ! . Подставляя эти выражения в условие интегриру
емости уравнения Пфаффа (30.12)



dQ д Р  dP  <)Q
P ^ - Q  —  - ^  +  - г -  =  0,Эи о  и а  у Эх

убеждаемся в том, что это условие выполняется тождественно, так как функ
ция v — решение уравнения (30.10). Двумерный интеграл Ф =  0 уравнения. 
(30.12) содержит дополнительную произвольную постоянную (5. Функция и =  
— и (х ,  у, а ,  Р), определяемая из соотношения Ф =  0, обращает в тождество' 
уравнение (30.12). Следовательно,

ди , ди
Р =  —  =  Р  (х, у, u, a ) , q =  — — =  Q (х, у, и, а ), 

ах ду

и поэтому
„ ,  ди ди .

т. е. и =  и (х , у, а ,  Р )— решение, а Ф (х, у, и, а ,  (5) — полный интеграл 
уравнения (30.7). И

Эи Эи Эи Эи
Пример 30.5. Д ля уравнения и =  х —— +  у ——  +  —г— • ——  выраже-

Эх Эу дх ду
ние F x -^ p F u тождественно равно 0, поэтому соответствующее уравнение (30.10)
имеет интеграл р  — а . Функции Р  и Q определяем из соотношений:

и — а х
Р  =  а ,  Q =   ------- .

у +  а

Интегрируя соответствующее уравнение (30.12), находим, что в данном случае 
и =  а х  +  §у +  ар.

Основные упражнения

30 .1 . Решить уравнения Пфаффа в задачах 1312 — 1314, 1334 [1].
30.2. С помощью метода Лагранжа найти полные интегралы нелинейных

4-1  в задачах 1315— 1317, 1335 [1].

Дополнительные упражнения

30.3 . Система двух 4-1 имеет вид

Эи
—  = / ( х ,  у, и),

Эи
—— =  g (x , у, и).

Эу
Пусть / и  g  непрерывно дифференцируемы в окрестности точки (|, г), £). Д о 
казать, что для существования у данной системы около (£, r j, £) семейства ре
шений, зависящих от произвольной постоянной, необходимо и достаточно выпол
нение условия полной интегрируемости системы

J L + J L g =  J *
Эу Эи Эх Эи

в некоторой окрестности (£, т], £). При выполнении условия полной интегриру
емости построить решение системы по схеме, использованной в гл. 10[ ля УПД.

30 .4 . Решить системы 1308— 1311 |1].
30 .5 . Установить связь между системами 4-1  и уравнениями Пфаффа.



3 0 .6 . Показать, что выполнение условия интегрируемости уравнения Пфаф
фа при п  =  3 равносильно полной интегрируемости соответствующей системы
4 -1 .

3 0 .7 . Х аракт ерист икам и  нелинейного 4-1

j  du du \

I х’ у’ "лГ* 'а Г )  =  °
с функцией F  (х, у, р, q), дважды непрерывно дифференцируемой в окрестнос
ти точки (g, Т), л , и), причем ( f p)2 ^ ( - F q ) 2 ¥= О, называют фазовые графики 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений

dx dF dy dF

~ дГ dp ’ d/ ~  dq ’
dp d F  dq dF
At dx ’ At ~  ^  ‘

= и(х, У) — решение данного 4-1

du d f d F

dT =  p- г - + qdp dq '

Показать, что если и 
выполняется

Использовать полученный результат для построения решений 4-1  (см. книгу 
М. В . Федорюка «Обыкновенные дифференциальные уравнения» (М .: Наука, 
1980, с. 267 — 272)).
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