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ПРЕДИСЛОВИЕ К ПЯТОМУ ИЗДАНИЮ

В пятом издании полностью сохранен без изменений весь текст 
четвертого издания, но этот материал разделен на два тома (для 
удобства использования настоящего и предыдущих изданий учеб­
ника нумерация глав тоже оставлена без изменения).

Содержание всего учебника определяется программами курса 
математики для втузов, рассчитанными на 300— 450 часов. Учебник 
предназначается для изучения курса математики как в стационар­
ных, так и в заочных втузах. Это учитывалось при изложении мате­
риала; в частности, с этой целью в учебнике разобрано много при­
меров, иллюстрирующих изложенный теоретический материал и даю­
щих образцы решения задач.

Первый том содержит материал, соответствующий программе 
1-го курса втуза, за исключением главы XIII «Дифференциаль­
ные уравнения», которая, как правило, проходится на 2-м курсе. 
Но так как в некоторых втузах предварительные сведения о диф­
ференциальных уравнениях, необходимые для последующих дисциплин, 
даются на 1-м курсе, то часть этой главы (§§ 1— 28) и помещена 
в первом томе.

Отметим, что материал, содержащийся в программе втузов, рас­
считанный на число часов порядка 300, почти полностью содержится 
в первом томе (но в нем содержится и материал, выходящий за 
рамки этой программы).

Второй том — конец главы XIII (§§ 29— 34), главы XIV— XIX — v 
содержит материал, соответствующий программе 2-го курса втуза.

Первые две главы первого тома— «Число. Переменная. Функция» 
и «Предел. Непрерывность функции» написаны в пределах возмож­
ного кратко. Некоторые вопросы, обычно излагаемые в этих главах, 
без ущерба для дела перенесены в третью и последующие главы. 
Это дало возможность раньше перейти к основному понятию диф­
ференциального исчисления — производной, что требуют другие дис­
циплины втузовского курса (целесообразность такого расположения 
материала подтверждается опытом работы).

В связи с включением во втузовскую программу по выс­
шей математике вопросов, необходимых для обеспечения курсом 
математики втузовских дисциплин, связанных с автоматикой и



Хительной техникой, в учебнике подробно изложены соответ-
Лощие разделы: «Численной интегрирование дифференциальных 

уравнений и систем дифференциальных уравнений»*), «Интегриро­
вание систем линейных дифференциальных уравнений», «Понятие о 
теории устойчивости Ляпунова», «Оператор Гамильтона», «Интеграл 
Фурье» и т. д.

В главе XVIII рассмотрены основные уравнения математической 
физики. Обращено большое внимание на выяснение характера физи­
ческих явлений, приводящих к уравнениям различных типов и соот­
ветствующим краевым задачам. Большое внимание уделено численным 
методам решения дифференциальных уравнений в частных произ­
водных.

В главе XIX излагаются основные понятия операционного исчис­
ления и операционный метод решения дифференциальных уравнений. 
Это требуется для многих последующих дисциплин, и особенно элек­
тротехнических.

В учебник включено большое количество задач и примеров, для 
упражнений, многие из которых иллюстрируют связь математики 
с другими дисциплинами. Задачи и примеры специально подобраны 
по каждому разделу курса, что способствует усвоению излагаемого 
материала. Это обстоятельство также делает книгу удобной для 
самостоятельного изучения курса математики, в частности для сту- 
дентов-заочников.

Автор

/  ПРЕДИСЛОВИЕ К ПЯТОМУ ИЗДАНИЮ

*) Обычно излагаемые численные методы анализа также изложены в дан 
ном учебнике.
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ЧИСЛО. ПЕРЕМЕННАЯ. ФУНКЦИЯ

§ 1. Действительные числа. Изображение действительных чисел 
точками числовой оси

Одним из основных понятий математики является число. Понятие 
числа возникло в древности и на протяжении длительного времени 
подвергалось расширению и обобщению.

Числа целые и дробные, как положительные, так и отрицательные, 
вместе с числом нуль называются рациональными числами. Каждое
рациональное число может быть представлено в виде отношения — 
двух целых чисел р  и q, например 9

у ;  1 ,2 5  =  | - .

В частности, целое число р  можно рассматривать как отношение 
рдвух целых чисел , например

к - Л - .  п _ ° .6 — j , 0 j .

Рациональные числа могут быть представлены в виде конечных или 
бесконечных периодических дробей. Числа, которые представляются 
бесконечными, но непериодическими десятичными дробями, называются 
иррациональными числам и : таковы числа У  2, У~3, 5 — ] / 2  и т. д .

Совокупность всех рациональных и иррациональных чисел назы­
вается множеством действительных (или вещественных) чисел. Дей­
ствительные числа у п о р я д о ч е н ы  п о  в е л и ч и н е ,  т. е. для каждой 
пары действительных чисел х  и у  имеет место одно, и только одно, 
из соотношений:

х < у ,  х  =  у ,  х  >  у .
Действительные числа можно изображать точками числовой оси. 

Числовой осью называется бесконечная прямая, на которой выбраны:
1) некоторая точка О, называемая началом отсчета, 2) положитель­
ное направление, которое указывается стрелкой, и 3) масштаб для 
измерения длин. Чаще всего мы будем располагать числовую ось 
горизонтально и положительное направление выбирать слева направо.

Если число х 1 положительно, то его изображают точкой M v ле­
жащей справа от точки О на расстоянии ОМ1 =  х 1; если число лс,



1 2 ЧИСЛО. ПЕРЕМЕННАЯ. ФУНКЦИЯ (ГЛ .  I

отрицательно, то его изображают точкой M v  лежащей слева от 
точки О на расстоянии ОМ 2— — х г (рис. 1). Точка О изображает 
число нуль. Очевидно, что каждое действительное число изобра­
жается определенной точкой числовой оси. Два различных действи­

тельных числа изображаются различ­
ными точками числовой оси.

Справедливо также утвержде~ 
ние: каждая точка числовой оси 
является изображением только од- 
(рационального или иррациональ-

Таким образом, между всеми действительными числами и всеми 
точками числовой оси существует взаимно однозначное соответствие: 
каждому числу соответствует единственная изображающая его точка и, 
наоборот, каждой точке соответствует единственное изображаемое ею 
число. Это дает возможность во многих рассуждениях в некотором 
смысле равнозначно употреблять понятие «число ху> и  понятие «точка я». 
Последним обстоятельством мы будем широко пользоваться в курсе.

Укажем без доказательства следующее важное свойство совокуп­
ности действительных чисел: меж ду двум я произвольными действи­
тельными числами найдутся ка к  рациональные, так и иррацио­
нальные числа. В терминах геометрических это предложение форму­
лируется так: меж ду двум я  произвольными точками числовой оси 
найдутся как  рациональные, так и иррациональные точки.

В заключение отметим следующую теорему, представляющую 
в известном смысле «мостик между теорией и практикой».

Т е о р е м а .  Каждое иррациональное число а  можно с любой 
степенью точности выразить с помощью рациональных чисел.

В самом деле, пусть иррациональное число а > 0  и пусть тре­
буется вычислить а  с точностью до — ^например, ДОур, д о щ и т .  д. ^ .

Каково бы ни было а, оно заключается между двумя целыми числа­
ми N  и A/'-f-1. Разделим отрезок между N  и JV + 1  на п частей;

. т . .  . т - f  1тогда а  окажется между рациональными числами N +  — и N-]---- —  .

Так как их разность равна , то, значит, каждое из них выражает а  с за­
данной степенью точности: первое с недостатком, а второе — с избытком.

П р и м е р .  Иррациональное число V  2 выражается рациональными чис­
лами: ^

1,4 и 1,5—с точностью до ,

1,41 и 1,42— с точностью до ^ ,

1,414 и 1,415— с точностью до и т. д.

Afg Q
° ~2 ° 1 2 'з ° *~‘Z' 

Рис. 1.

ного действительного числа



§ 2 . Абсолютная величина действительного числа

Введем нужное для дальнейшего понятие абсолютной величины 
действительного числа.

О п р е д е л е н и е .  Абсолютной величиной, (или м од улем ) дейст­
вительного числа х  (обозначается | х | )  называется неотрицательное 
действительное число, удовлетворяющее условиям

| х  | =  х , если х  ^  0;
| .V | =  — х, если х  <  0.

П р и м е р ы :  J 2 | =  2; | — 5 J =  5; | 0 1 =  0.

Из определения следует, что для любого х  справедливо соотно­
шение X ^  | X |.

Рассмотрим некоторые свойства абсолютных величин.
1. Абсолю т ная величина алгебраической сум м ы  нескольких  

действительных чисел не больше суммы  абсолю т ных величин  
слагаем ы х:

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть x - j - y ^ O ,  тогда

|*  +  .y| =  *  +  . y < M  +  |.y | (так как х ^ | х |  и _у ^ |_ у  |).
Пусть х + ^ < 0 ,  тогда

\ х + у \ = — ( * + > ) = ( — * ) + ( — ; 0 < М  +  \ у \ ,
ч. т. д.

Проведенное доказательство легко распространяется на любое 
число слагаемых.

П р и м е р ы :
I— 2 +  3 | < | — 2 |  +  | 3 | = 2  +  3 =  5 или 1 <  5;
| — 3 — 5 | =  | — 3 |  +  | — 5 | = 3  +  5 =  8 или 8 =  8.

2. Абсолю т ная величина разност и не меньше разност и абсо­
лю т ны х величин уменьш аемого и вычитаемого:

\ х  —  у \ ^ \ х \  —  \ у \ .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим х — y ~ z , тогда x = y - { - z  и по 

доказанному
1*1 =  \y +  z \  < \У\  +  \ г \  =  \У | +  | х — у \ ,

откуда
И  — Ы  < \ Х — у\ ,

ч. т. д.
3. Абсолю т ная величина произведения равна произведению абсо­

лю т ных величин сомнож ителей:

§  2 ]  АБСОЛЮТНАЯ ВЕЛИЧИНА ДЕЙСТВИТЕЛЬНОГО ЧИСЛА 1 3
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4. Абсолю т ная величина частного равна  част ному абсолютных  
величин делимого и д ели т еля:

I £  I _  Щ  
I у

Последние два свойства непосредственно следуют из определения 
абсолютной величины.

§ 3. Переменные и постоянные величины

В результате измерения таких физических величин, как время, 
длина, площадь, объем, масса, скорость, давление, температура и т. п., 
определяются численные значения физических величин. Математика 
занимается величинами, отвлекаясь от их конкретного содержания. 
В дальнейшем, говоря о величинах, мы будем иметь в виду их чи­
сленные значения. В различных явлениях некоторые величины изме­
няются, т. е. меняются их численные значения, другие величины 
сохраняют свое численное значение. Так, при равномерном движе­
нии точки время и расстояние меняются; скорость остается посто­
янной.

Переменной величиной  называется величина, которая принимает 
различные численные значенияч.Величина, численные значения которой 
не меняются, называется пост оянной величиной. В дальнейшем пере­
менные величины мы будем обозначать буквами х, у , z, и, . . .  и т. д ., 
постоянные величины будем обозначать буквами а, Ь, с, . . .  и т. д.

З а м е ч а н и е .  В математике постоянная величина часто рассма­
тривается как частный случай переменной, у которой все численные 
значения одинаковы.

Следует отметить, что при рассмотрении конкретных физических 
явлений может иметь место такое положение, что величина с одним 
и тем же названием в одном явлении оказывается постоянной, в дру­
гом— переменной. Например, скорость равномерного движения есть 
величина постоянная, а скорость равномерно ускоренного движения— 
величина переменная. Величины, которые сохраняют свое значение 
в любом явлении, называются абсолютными пост оянными. Например, 
отношение длины окружности к диаметру есть величина постоянная: 
ядаЗ , 14159.

Как мы увидим на протяжении всего курса, понятие переменной 
величины является основным понятием дифференциального и инте­
грального исчислений. «Поворотным пунктом в математике, — пишет 
Ф. Энгельс в «Диалектике природы», — была декартова переменная 
величина. Благодаря этому в математику вошли движение и диалек­
т ика, и благодаря этому же стало немедленно необходимым  диф­
ференциальное и интегральное исчисление».
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§ 4. Область изменения переменной величины

Переменная величина принимает различные числовые значения. 
В зависимости от характера рассматриваемой задачи совокупность 
этих значений может быть различная. Например, температура воды, 
подогреваемой в обычных условиях, будет меняться от комнатной темпе­
ратуры, равной 15— 18°С, до точки кипения, 100°С. Переменная же 
величина л: =  cos а  может принимать все значения от — 1 до +  1.

Значения переменной величины геометрически изображаются точками 
числовой оси. Так, значения переменной х  =  cos а  при всевозможных 
значениях а  изображаются совокупностью точек отрезка числовой оси, 
от — 1 до 1, включая и точки— 1 и 1 
(рис. 2).

О п р е д е л е н и е .  Совокупность всех 
числовых значений переменной величины на­
зывается областью изм енения  этой пере­
менной.

"Отметим следующие области измене­
ния переменной величины, которые часто 
будут встречаться в дальнейшем.

Промеж утком  или инт ервалом  на­
зывается совокупность всех чисел х ,
заключенных между данными числами а  и Ъ (a < ib ), при этом сами 
эти числа н е  п р и н а д л е ж а т  рассматриваемой совокупности чи­
сел; его обозначают так: (а, Ь) или с помощью неравенств а < х - < .Ь .

Отрезком  или сегментом  называется совокупность всех чисел х, 
заключенных между двумя данными числами а и Ь, причем оба числа 
а и ^ п р и н а д л е ж а т  рассматриваемой совокупности; его обозначают 
так: [а, Ь\ или с помощью неравенств а ^ х ^ Ь .  Иногда отрезок на­
зывается зам кн ут ы м  промеж ут ком  или зам кнут ы м  инт ервалом .

Если одно из чисел а  или Ь, например а, присоединяется к про­
межутку, а другое— нет, то получается полузам кнут ы й  промеж у­
т ок, его можно задать неравенствами

Рио. 2.

a s ^ x < i b

и обозначить [а, Ь). Если присоединяется число & и не присоединяется 
число а , то получается полузамкнутый промежуток (а, Л], который 
можно задать неравенствами

а < . х ^ Ь .

Если переменная х  принимает всевозможные значения, большие чем 
а , то такой интервал обозначают (а, +  оо) и задают условными нера­
венствами

а  < * < + о о .
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Так же рассматриваются бесконечные интервалы и полузамкнутые 
бесконечные интервалы, задаваемые условными неравенствами

я +  оо; — о о < л г < с ;  — о о < с х  s g с; — о о - < * <  +  °°-
П р и м е р .  Область изменения переменной * =  c o sa  при всевозможных 

вначениях а  есть отрезок [ — 1 , 1 ] и определяется неравенствами — 1 1 .

Данные выше определения можно сформулировать, используя 
вместо понятия «число» понятие «точка», например:

Отрезком  называется совокупность всех точек х, заключенных 
между данными точками а и b (концам и от резка), причем концы от­

резка принадлежат рассматриваемой
______& ■%~*> совокупности.

у  Окрестностью  данной точки x t
р ис g называется произвольный интервал

(а, Ь), содержащий эту точку 
внутри себя, т. е. интервал (а, Ь), 

концы которого удовлетворяют условию а < х 0 <  Ь. Часто рассматри­
вается окрестность (а, Ь) точки дг0, для которой х 0 является серединой.
Тогда л:0 называется цент ром окрестности, величина —у -  назы­
вается радиусом  окрест ност и. На рисунке 3 изображена окрестность 

лг0 +  е) точки х 0 с радиусом е.

§ 5 . Упорядоченная переменная величина. Возрастающая 
и убывающая переменные величины. Ограниченная 

переменная величина

Будем говорить, что переменная .v есть упорядоченная перем енная  
величина, если известна область изменения этой переменной величины 
и про каждое из двух любых ее значений можно сказать, какое значение 
предыдущее и какое последующее. Здесь понятия «предыдущее» 
и «последующее» не связаны со временем, а являются способом 
«упорядочения» значений переменной величины, т. е. установления 
порядка соответствующих значений переменной величины.

О п р е д е л е н и е  1. Переменная величина называется возрастаю­
щей., если каждое последующее ее значение больше предыдущего ее 
значения. Переменная величина называется убывающей, если каждое 
ее последующее значение меньше предыдущего.

Возрастающие переменные величины и убывающие переменные 
величины называются монотонно изм еняю щ им ися  переменными вели­
чинами или просто монот онными величинами.

П р и м е р .  При удвоении числа сторон правильного вписанного в круг 
многоугольника площадь s этого многоугольника является возрастающей 
переменной величиной. Площадь правильного описанного около круга много­
угольника при удвоении числа сторон является убывающей переменной вели­
чиной. Заметим, что не всякая переменная величина является непременно
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возрастающей или убывающей. Так, например, переменная x =  slnct, если a  
есть возрастающая величина на отрезке [0, 2я],  не является монотонной 
величиной. Она сначала возрастает от 0 до 1, затем убывает от 1 до — 1, 
затем возрастает от — 1 до 0.

О п р е д е л е н и е  2. Переменная величина х  называется ограни­
ченной , если существует такое постоянное М >  0, что все последую­
щие значения переменной, начиная с некоторого, удовлетворяют условию

— М  * ^ х  М, т. е. \ х \ ^ М .
Иначе говоря, переменная величина называется ограниченной, если 
можно указать такой отрезок [— М,  М],  что все последующие зна­
чения переменной, начиная с некоторого, будут принадлежать этому 
отрезку. Однако не следует думать, что переменная величина будет 
принимать непременно все значения отрезка [— М , М].  Например, 
переменная величина, принимающая всевозможные рациональные зна­
чения на отрезке [— 2, 2], ограничена, тем не менее она не принимает 
всех значений на [— 2, 2], а именно иррациональных.

%
§ 6. Функция

При изучении различных явлений природы и решении технических 
задач, а следовательно, и в математике приходится рассматривать 
изменение одной величины в зависимости от изменения другой. Так, 
например, при изучении движения пройденный путь рассматривается 
как переменная, изменяющаяся в зависимости от изменения времени. 
Здесь пройденный путь есть ф у н к ц и я  времени.

Рассмотрим другой пример. Известно, что площадь круга выра­
жается через радиус так: Q =  n R ‘. Если радиус R  будет принимать раз­
личные числовые значения, то площадь Q также будет принимать раз­
личные числовые значения. Таким образом, изменение одной переменной 
влечет изменение другой. Здесь площадь круга Q есть функция 
радиуса R. Сформулируем определение понятия «функция».

О п р е д е л е н и е  1. Если каждому значению переменной х , при­
надлежащему некоторой области, соответствует одно определенное 
значение другой переменной у ,  то у  есть ф ункция  от х  или, в сим­
волической записи, у = / ( х ) ,  _у =  ф(дг) и т. п.

Переменная х  называется независимой переменной  или аргумент ом. 
Зависимость переменных х  и у  называется ф ункциональной зашей-? 
мостыо. Буква /  в символической записи функциональной зависимости 
у — / ( х )  указывает, что над значением х  нужно произвести какие-то 
операции, чтобы получить значение у .  Вместо записи у = / ( х ) ,  
и — ф (х) и т. д. иногда пишут у  — у ( х ) ,  и =  и ( х )  и т. д ., то есть 
буквы у ,  и и т. д. обозначают и зависимую переменную, и символ 
совокупности операций над х.

Запись у  — С, где С— постоянная, обозначает функцию, значение 
которой при любом значении х  одно и то же и равно С.



О п р е д е л е н и е  2. Совокупность значений х,  для которых 
определяются значения функции у  в силу правила / ( х ) ,  называется 
областью определения ф ункции  (или областью существования  
ф ункции).

П р и м е р  1. Функция y  =  s \n x  определена при всех значениях х. 
Следовательно, ее областью определения будет бесконечный интервал 
— оо <  х <  +  оо.

З а м е ч а н и е  1. Если имеем функциональную зависимость двух 
переменных величин х  и y — f ( x )  и если д; и y = f ( x )  рассматривать 
как упорядоченные переменные величины, то из двух значений функ­
ции у *  = /  (х*) и у * *  — f ( x  **), соответствующих двум значениям 
аргумента х *  и х * * ,  последующим значением функции будет то, 
которое соответствует последующему значению аргумента. Поэтому 
естественно, например, следующее определение.

О п р е д е л е н и е  3. Если функция у = / ( х )  такова, что большему 
значению аргумента х  соответствует большее значение функции, то 
функция у — / ( х )  называется возрастающей. Аналогичным обрчзом 
определяется убывающ ая  функция.

П р и м е р  2. Функция Q =  n R 2 при 0 < # <  +  оо есть функция возра­
стающая, так как  большему значению R  соответствует большее значение Q.

З а м е ч а н и е  2 . Иногда в определении понятия функции допу­
скают, что каждому значению х , принадлежащему некоторой области, 
соответствует не одно, а несколько значений у  или даже бесконечное 
множество значений у .  В этом случае функцию называют м ногознач­
ной в отличие от определенной выше функции, которую называют 
однозначной. В дальнейшем, говоря о функции, мы будем иметь 
в виду только о д н о з н а ч н ы е  функции. Если в силу необходи­
мости придется иногда иметь дело с многозначными функциями, то 
мы будем делать специальные оговорки.

§ 7. Способы задания функции

I. Т а б л и ч н ы й  с п о с о б  з а д а н и я  ф у н к ц и и

При этом способе выписываются в определенном порядке значе­
ния аргумента х г, . . .  , х п и соответствующие значения функции
У1’ Уг< ■ • * 1 Уп'
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X X, X, хп

У УI Уг Уп

Таковы, например, таблицы тригонометрических функций, таблицы 
логарифмов и т. д.
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В результате экспериментального изучения явлений также могут 
получиться таблицы, выражающие функциональную зависимость между 
измеряемыми величинами. Так, например, в результате измерения 
температуры воздуха на метеорологической площадке в определенный, 
день получается следующая таблица:

Значение температуры Т  (в градусах) в зависимости от времени t
(в часах)

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Т 0 - 1 - 2 —2 -0 ,5 1 3 3,5 4

Эга таблица определяет Т  как функцию t.

♦  II. Г р а ф и ч е с к и й  с п о с о б  з а д а н и я  ф у н к ц и и

Если в прямоугольной системе координат на плоскости имеем 
некоторую совокупность точек М  (*, у ), при этом никакие две точки 
не лежат на одной прямой, параллельной оси 
Оу, то эта совокупность точек определяет не­
которую однозначную функцию _у = / ( * ) ;  
значениями аргумента являются абсциссы 
точек, значениями функции— соответствую­
щие ординаты (рис. 4).

Совокупность точек плоскости (хО у ), аб- р ис. 4.
сциссы которых являются значениями незави­
симой переменной, а ординаты— соответствующими значениями функ­
ции, называется граф иком  данной функции.

III. А н а л и т и ч е с к и й  с п о с о б  з а д а н и я  ф у н к ц и и
Сначала разъясним понятие «аналитическое выражение». А н а ли ­

тическим выраж ением  будем называть символическое обозначение 
совокупности известных математических операций, которые произво­
дятся в определенной последовательности над числами и буквами, 
обозначающими постоянные или переменные величины.

Отметим, что под совокупностью известных математических опе­
раций будем понимать не только математические операции, известные 
из курса средней школы (сложение, вычитание, извлечение корня и 
т. д.), но и те, которые будут определяться по мере изучения курса.

Аналитическими выражениями, например, являются:

х 1 2> 2х - У  5 +  3 ^
и т. д .
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Если функциональная зависимость y — f ( x )  такова, что /  обозна­
чает аналитическое выражение, то говорят, что функция у  от х  задана  
аналит ически.

Примеры функций, заданных аналитически: 1) у = х * — 2; 

2) у  ; 3) У — У  1— х ‘ ; 4) у  =  s in x ; 5) Q =  nR*  и т. д.
Здесь функции заданы аналитически с помощью одной формулы 

(под формулой понимается равенство двух аналитических выражений). 
В таких случаях можно говорить о е с т е с т в е н н о й  области опре­
деления функции.

Естественной областью определения ф ункции , заданной аналити­
чески, является совокупность значений х, при которых имеет вполне 
определенное значедие стоящее справа аналитическое выражение. Так, 
естественной областью определения функции у  =  х *— 2 является бес­
конечный интервал— оо <  х  < -) -о о , так как функция определяется при

X I 1всех значениях х .  Функция y  =  - J ~  определена

при всех значениях х , кроме значения х = \ ,  так 
как при этом значении знаменатель обращается
в нуль. Для функции _y =  ] / l — х г естественной 
областью определения будет отрезок— 1 
и т. д.

З а м е ч а н и е .  Иногда бывает нужно рассма­
тривать не всю естественную область определения 
функции, а только некоторую ее часть. Так, зави­
симость площади Q круга от радиуса R  опреде- 

Рис. 5. ляется функцией Областью определения
данной функции при рассмотрении данного гео­

метрического вопроса является бесконечный интервал 0 < Ж + о о .  
Естественной же областью определения данной функции является 
бесконечный интервал— оо < / ? • < +  оо.

Если функция y  =  f ( x )  задана аналитически, то она может быть 
изображена графически на плоскости координат хО у . Так, графиком 
функции у  — х г является парабола, изображенная на рисунке 5.

§ 8. Основные элементарные функции.
Элементарные функции

Основными элем ент арны м и ф ункциям и  называются следующие, 
аналитическим способом заданные функции.

I. С т епенная функция', у  =  х", где а — действительное число*).

*) При а иррациональном эта функция вычисляется путем логарифмирова­
ния и потенцирования: log i /= a  logx. При этом предполагается, что х >  0.
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II. П оказат ельная ф ун кц и я : у  =  а х, где а — положительное число, 
не равное единице.

III. Л огариф мическая ф ун кц и я : _y =  lo g a x, где основание лога­
рифмов а — положительное число, не равное единице.

IV. Тригонометрические ф ункции:

_y =  sinA:, у  =  cos дг, у  =  tg дс, 
у  =  ctg х , у  =  sec х , у  — cosec х .

V. Обратные тригонометрические функции:

^  =  arcsinx, _y =  arccosx , _y =  arctgx,
_y =  arcctgAT, _y =  arcsecAr, у  =  arccosec x .

Рассмотрим области определения и графики основных элементарных 
функций.

Рис. 6. Рис. 7.

С т е п е н н а я  ф у н к ц и я ,  у  — х*.
1. а — целое положительное число. Функция определена в беско­

нечном интервале— оо <  х  ■< +  оо. Графики функции в этом случае 
при некоторых значениях а  имеют вид, изо­
браженный на рисунках 6 и 7.

2. а — целое отрицательное число. В этом 
случае функция определена при всех значе­
ниях х, кроме х  =  0. Графики функций при 
некоторых значениях а  имеют вид, изобра­
женный на рисунках 8 и 9.

На рисунках 10, 11, 12 изображены гра­
фики степенной функции при дробно-рациональ­
ных значениях а.

П о к а з а т е л ь н а я  ф у н к ц и я ,  у  — ах, а  >  0 и а Ф  1. Эта 
функция определена при всех значениях х . График ее имеет вид, 
изображенный на рисунке 13.
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Л о г а р и ф м и ч е с к а я  ф у н к ц и я ,  y  — \oga x, п > О  и а ф  1. 
Эта функция определена при х > 0 .  График ее изображен на ри­
сунке 14.

Рис. 9. Рис. 10. Рис. 11. Рис. 12.

Рис. 14.

О п р е д е л е н и е  1. Функция y = f ( x )  называется периодической, 
если существует такое постоянное число С, от прибавления (или вы­
читания) которого к аргументу х  значение функции не изменяется: 
f ( x - \ - C )  — f ( x ) .  Наименьшее такое число называется периодом  функ­
ции; в дальнейшем будем обозначать его 2/.

Из определения непосредственно следует, что ^  =  s in x  есть перио­
дическая функция с периодом 2я: sin х  =  sin (л: -f- 2л). Период cos л: 
также равен 2 л . Период функций ^  =  tg д: и у  — c tg x  равен я .

Функции _y =  sinx , у  =  c o sx  определены при всех значениях х; 
функции у  — tg x  и _y =  se c x  определены всюду, кроме точек
х  =  (2k -f-1) (k =  0, 1, 2 , . . . ) ;  функции у  =  с tg x  и ^  =  co secx

Т р и г о н о м е т р и ч е с к и е  ф у н к ц и и .  Независимая переменная х  
в формулах .у =  sin л: и т. д . выражается в радианах. Все перечислен­
ные тригонометрические функции — периодические. Сформулируем 
общез определение периодической функции.

. х  , х  , хФФФ

Рис.



определены при всех значениях х , кроме точек х  =  k n  (k =  0, 1, 2, . . . ) .  
Графики тригонометрических функций изображены на рисунках 15— 19.
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Обратные тригонометрические функции будут нами подробно 
рассмотрены позднее.

Введем, далее, понятие функции от функции. Если у  является 
функцией от и, а и в свою очередь зависит от переменной х , то у  
также зависит от х .  Пусть y  =  F (u ) и ы =  ф (х ). Получаем функ­
цию у  от х

y  =  F[<p(x)].
Последняя функция называется ф ункцией от ф ункции  или слож­

ной ф ункцией.
П р и м е р  1. Пусть y=*sinu, и —хж. Функция у =  sin (х!) является 

сложной функцией х.
З а м е ч а н и е .  Областью определения функции _у == [ср (л:)] 

является или вся область определения функции, и — ц>(х), или та ее
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часть, в которой определяются значения и, не выходящие из области 
определения функции F(u).

П р и м е р  2. Областью определения функции у ~ У  1—хг (у— У и ,  
«=»1—хг) является отрезок [— 1,1], так как и <  0 при | * | > 1  и, следова­
тельно, функция У  и не определена при этих значеннях х (хотя функция 
« =  1—Xх определена при всех значениях х). Графиком этой функции 
является верхняя половина окружности с центром в начале координат 
и радиусом единица.

Операция «функция от функции» может производиться не один, 
а любое число раз. Например, функция у  =  In [sin (х* -f-1)] получается 
в результате следующих операций (определения следующих функций):

Определим, далее, понятие элементарной функции. 
О п р е д е л е н и е  2. Э лем ент арной ф ункцией  называется функ­

ция, которая может быть задана одной формулой вида y — f ( x ) ,  где 
справа стоящее выражение составлено из основных элементарных функ-

Примеры неэлементарных функций:
1. Функция у =  1 -2 '3 - . . . -п (y =  f  (п)) не является элементарной, так как 

количество операций, которое нужно произвести для получения у, увеличи­
вается с увеличением п, т. е. не является ограниченным.

2. Функция, изображенная на рисунке 20, также не является элемен­
тарной, так как она задается с помощью двух формул:

К числу алгебраических функций относятся элементарные функции 
следующего вида:

1. Ц е л а я  р а ц и о н а л ь н а я  ф у н к ц и я  или м н о г о ч л е н

где а0, а ,, . . .  , ап— постоянные числа, называемые коэффициентами;

г' =  дгг + 1 ,  и =  sin г», у  =  \ пи.

ций и постоянных при помощи конечного числа опера­
ций сложения, вычитания, умножения, деления и взя­
тия функции от функции.

На основании определения следует, что элемен­
тарные функции являются функциями, заданными ана­
литически.

■*-
X Примеры элементарных функций:

Рис. 20.

f {x)=x,  если 0 s S * < l ,
f(x) =  2л:—1, если 1 < х < 2 .

§ 9 . Алгебраические функции

y - a ()x 'l +  a ix n- l +  . . . + а п,



п — целое неотрицательное число, называемое степенью многочлена. 
Очевидно, что эта функция определена при всех значениях х,  т. с. 
определена на бесконечном интер­
вале.

П р и м е р ы :  1 . у  =  ах +  Ь— линей­
ная функция. При 6 =  0 линейная функ­
ция у =  ах  выражает пропорциональную 
зависимость у от х.  При а =  0, у  =  Ь 
функция есть постоянная.

2 . у  =  ах1 +  b x + с — квадратичная 
функция. График квадратичной функции 
есть парабола (рис. 2 1 ).

Эти функции подробно рассматри­
вались в аналитической геометрии.

II. Д р о б н а я  р а ц и о н а л ь н а я  ф у н к ц и я .  Эта функция 
определяется как отношение двух многочленов:

а0хп +  а ,хп- 1 +  . . .  + а „  
у  Ь0х т +  Ь,хт - '  +  . . . + Ь т '

Дробной рациональной функцией является, например, функция У =  ~ ,
выражающая обратную пропорциональную зависимость. Ее график

изображен на рисунке 22. 
Очевидно, что дробная 
рациональная функция 
определена при всех зна­
чениях х , кроме тех, при 
которых знаменательобра- 
щ ается в нуль.

111. И р р а ц и о н а л ь ­
н а я  ф у н к ц и я .  Если 
в формуле у — / ( х )  в пра­
вой части производятся 
операции сложения, вычи­

тания, умножения, деления и возведения в степень с рациональными 
нецелыми показателями, то функция у  от х  называется иррациональ-

2̂55 - I 1 Т/~ £ г~-
ной. Примеры иррациональных функций: =  ; у — у х  и т. п.

З а м е ч а н и е  1. Перечисленные три вида алгебраических функ­
ций не исчерпывают всех алгебраических функций. Алгебраической, 
ф ункцией  называется любая функция y  =  f ( x ) ,  которая удовлетво­
ряет уравнению вида

р а (х) Уп + Р , (X) у п- ' +  . . .  +  Рп (х) =  0, (1)
где Р0 {х), Р х (х), . . .  , Р п (х) — некоторые многочлены от х.

Можно доказать, что каждая из функций перечисленных трех 
видов удовлетворяет некоторому уравнению вида (1), но не всякая

§  9 ]  АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 2 5

Рис. 22.

а)  О)
Рис. 21.
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функция, удовлетворяющая уравнению вида (1), является функцией 
одного из перечисленных трех видов.

З а м е ч а н и е  2. Функция, не являющаяся алгебраической, назы­
вается трансцендентной.

Примеры трансцендентных функций: _у == c o sдг; у  — 10х и т. п.

§ 10. Полярная система координат

Положение точки на плоскости можно определять с помощью так 
называемой полярной системы координат.

На плоскости выбираем некоторую точку О, называемую полю сом , 
и выходящую из этой точки полупрямую, называемую полярной

осью. Положение точки М  на плоскости 
можно определить двумя числами: числом <э, 
выражающим расстояние точки М  от по­
люса, и числом ф — величиной угла, обра­
зованного отрезком ОМ  с полярной осью. 
Положительным направлением отсчета yivia ф 
считается направление против часовой стрел- 

Рис. 23. ки. Числа q и ф называются полярны м и коор­
динат ами  точки М  (рис. 23).

Радиус-вектор Q будем всегда считать неотрицательным. Если 
полярный угол ф брать в пределах 0 ^  ф <С 2я, то каждой точке 
плоскости, кроме полюса, соответствует вполне определенная пара 
чисел q и ф. Для полюса q =  0, ф — произвольное.

Установим связь между полярными и прямоугольными декартовыми 
координатами. Пусть начало прямоугольной системы координат сов­
падает с полюсом, а положительное направление оси О х— с полярной

осью. Установим связь между прямоугольными и полярными коор­
динатами одной и той же точки. Из рисунка 24 непосредственно
следует: д: =  ссо зф , д» =  (3 51'пф и обратно q =  ] / х* +  у г, tgф  =  ~ .

П р и м е ч а н и е .  При нахождении ф нужно учитывать, в какой 
четверти находится точка, и брать соответствующее значение ф.

Уравнение д =  / 7(ф) в полярной системе координат определяет 
некоторую линию.



П р и м е р  1. Уравнение Q— a, где a =  const, определяет в полярных 
координатах окружность с центром в полюсе и радиусом а. Уравнение этой 
окружности (рис. 25) в прямоугольной системе координат, расположенной 
так, как  указано на рис. 24, будет:

У х 2 - |-у2 =  а или хг +  у2 =  а2.
П р и м е р  2.

Q =  aq>, где а — const.

Составим таблицу значений g при некоторых значениях <р:

УПРАЖНЕНИЯ К ГЛАВЕ I 2 7

ф 0 я
Т

я
~2

3
Т Я

я 3 2л Зя 4я

Q 0 =г=0,78а = 1 ,5 7 а = 2 , 36а = 3 , 1 4а =s4,71a = 6 , 28а = 9 , 42а =к12,56а

Соответствующая кривая изображена на рисунке 26. Эта кривая называется 
спиралью Архимеда.

П р и м е р  3.
q =  2a cos ф.

Это— уравнение окружности радиуса а, центр которой находится в точке 
Q„ =  a, ф =  0 ((5нс. 27). Напишем уравнение этой окружности в прямоугольных

координатах. П одставляя  в данное уравнение e =  V *2 +  i/2, c o sy  =  —=..* ,
У х ‘ +у*

будем иметь: У хг у* =  2а * или
V  хг +  уг У

х* +  (/* — 2 а х = 0 .

Упражнения к главе I

1. Дана функция f ( x )  — хг +  6* — 4. Про­
верить, что /  (1) =  3, / ( 3) =  23.

2. / ( д : ) = * г +  1. Вычислить значения:
а) f  (4). Отв. 17. б) f  (У~2). Отв. 3. в ) / ( а  +  1).
Отв. а2 +  2а +  2. г) /  (а) +  1. Отв. а2 +  2. 
д) f  (а2). Отв. а* +  1. е) [/ (а)]2. Отв. а* +  2а2 - f  1.
ж) f  (2а). Отв. 4а® -J-1.

3. ф (*) |_g ' ■ Написать выражения: ф и • Отв. ф =

1 — х 1 __Здс +  5 
~~ 3 +  5х ’ ф (х) — 1 — х

4. ф (х) =  V  х2 +  4. Написать выражения: ф (2*) и ф(0). Отв. ф(2х) =
=  2 V t f  +  l-, ф (0) = 2 .

5. /  (0) =  tg 0. Проверить равенство /  (20) =  ^ •

6. ф (х) =  lg у - р - ■ Проверить равенство ф ( а ) + ф ( й )  =  ф ^ i ^ a b )■



7. f ( x )  =  lg*; Ф (х) =  дс*. Написать выражения: а) / [<р (2)]. Отв. 3 lg 2 .
б) Пф (а)]- Отв. 3 lg а. в) ф [ / (а ) ] .  Отв. [lgo]*.

8. Найти естественную область определения функции у  =  2хг +  \ .  
Отв.— оо <  х  <  +  оо.

9. Найти естественные области определения функций: а) У \ — х *. 
Отв. —  +  б) У 3 + х  +  у Т ^ ~ х .  Отв. — 3 < х < 7 .

в) у ^ х  +  а — j j / x — Ь. Отв. — о о < х < - | - о о .  г) ~~ ~  • Отв. х ф  а.

д) arcsin*x. Отв. — 1 < х < 1 . е) y = \ g x .  Отв. х  >  0. ж) у — а* (а >  0). 
Отв. — оо <  х  <  +  оо.

Построить графики функций:

10. у  =  —  Здг +  5. И .  у * = ^ х г + 1. 12. у =  3 —  2хг. 13. // =  *’ +  2х —  1. 

14. *5' y = sin 2 x .  16. у =  cos3*. 17. у =  х г— 4дс+6.

,8- y==l ~ ^ '  19- j/ =  sin ( * + т ) ‘ 20‘ ^ = cos ( х — у ) -  21- y =  l& - j x-

22. у  — ctg -i- дс. 23. у — 3х . 24 у =  2- **. 25. |/ =  loga . 26. 1/ =  ж* +  1.

1 1
27. у  =  4 — х*. 28. =  29. у  — х 1. 30. у =  х %. 31. у = х 1 . 32. у  — х  *•

1
33. « /= * * .  34. у  =  \ х \ .  35. t/ =  log* | дс |. 36. у  =  log) (1 — х).

37. у  =  3 s i n ^ 2 x + ~ j .  38. t/ =  4 cos ( * + - £ • ) •

39. Функция f  (х) определена на отрезке [— 1; 1] следующим образом:
f (x )  =  l + x  при — 1 < д г < 0;
/ (* )  =  1 — 2х п р и 0 < л : < 1 .

40. Функция f  (х) определена на отрезке [0; 2] следующим образом:
f  (х) = х ’ п р и 0 < л : < 1 ;
/  (дс) =  дс при 1 < х < 2 .

Построить кривые, данные полярными уравнениями:

41. Q =  (гиперболическая спираль). 42. Q =  a'f  (логарифмическая спи­

раль). 43. Q =  a V^cos 2ф (лемниската). 44. д =  а ( 1 — совф) (кардиоида). 
45. Q =  a sin Зф.
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ПРЕДЕЛ. НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИЙ

§ 1. Предел переменной величины.
Бесконечно большая переменная величина

В этом параграфе мы будем рассматривать упорядоченные пере­
менные величины, изменяющиеся специальным образом, который оп­
ределяется терминами «переменная величина стремится к пределу». 
Во всем дальнейшем курсе понятие предела переменной будет играть 
фундаментальную роль, так как с ним непосредственно связаны основные 
понятия математического анализа— производная, интеграл и др.

О п р е д е л е н и е  1. Постоянное число а называется пределом  
переменной величины х, если для каждого наперед заданного произ­
вольно малого положительного числа е можно указать такое значение 
переменной х, что все последующие значения переменной будут удо­
влетворять неравенству

| х — а | '<  е.
Если чиЬю а есть предел переменной величины х, то говорят, 

что х  стремится к пределу а, и пишут:
х —>■ а или *) П ш х =  а .

В терминах геометрических определение предела может быть 
сформулировано следующим образом:

Постоянное число а есть предел  переменной х, если для любой 
наперед заданной как угодно малой окре­
стности с центром в точке а и радиусом в 
найдется такое значение х, что все точ­
ки, соответствующие последующим зна­
чениям переменной, будут находиться в 
этой окрестности (рис. 28). Рассмот­
рим несколько примеров переменных, стремящихся к пределу.

П р и м е р  1. Переменная величина х  последовательно принимает зна­
чения

*i =  l +  I; хг= 1 + - g - ;  * s =  l+ -g - ;  . . . ;  х п = \  +  — ; . . .

*) «Пш» есть сокращение латинского слова limes — предел.



Докажем, что эта переменная величина имеет предел, равный единице. 
Имеем

I , , - .  , - |  ( , + ! ) _  , | _ 1 .

Д л я  любого е все последующие значения переменной, начиная с номера я,

где — <  е, или п >  — , будут удовлетворять неравенству

\ х п —  1 | < е ,  ч. т. д.
Заметим, что здесь переменная величина стремится к пределу, убывая.

П р и м е р  2. Переменная величина х  последовательно принимает зна­
чения

 ̂ "2" ’ 1 “Ь 22 * “  1 2$ • =  1 “Ь 2* I • • •> *п™^ "Ь( 1)" 2« • '*■

Эта переменная имеет предел, равный единице. Действительно,

l*n - l |  =  | ( l + ( - l ) " ^ ) - l | = ^ .

Д л я  любого е, начиная с номера п, удовлетворяющего соотнош ению ,^ < е, 

из которого следует:

1 • 1 , gT2Ч>  — , r t l g 2 > l g — или

все последующие значения х  будут удовлетворять соотношению |дг„— 1 |< е .  
Отметим, что здесь значения переменной величины то больше, то меньше 
предела. Переменная величина стремится к пределу, «колеблясь вокруг него».

З а м е ч а н и е  1. Как указывалось в § 3 гл. I, постоянную ве­
личину с часто рассматривают как величину переменную, все значе­
ния которой одинаковы: х  =  с.

Очевидно, что предел постоянной будет равен самой постоянной, 
так как всегда выполняется неравенство | дг— с | =  | с — с | =  0 - < е  
при любом е.

З а м е ч а н и е  2. Из определения предела следует, что перемен­
ная величина не может иметь двух пределов. Действительно, если 
lim х  =  а и lim x  =  b (a < .b ) ,  то х  должен удовлетворять сразу 
двум неравенствам:

\ х — а | < 8  и |лс— b | < е
при произвольно малом е, а это невозможно, если 8 < ^т,  - (рис. 29).

З а м е ч а н и е  3. Не следует думать, что каждая переменная 
величина имеет предел. Пусть переменная величина х  последователь­
но принимает следующие значения:

х 1 =  ~2 > х г — 1 4" > ■Х'з=  "g" > • • • > *tk  “  1 2 *̂ ’ х гь+ 1 22*+1

(рис. 30). При достаточно большом k  значение х гк и все последую­
щие значения с четными номерами будут отличаться как угодно мало
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от единицы, а следующее значение x tk+1 и все последующие значе­
ния д; с нечетными номерами будут как угодно мало отличаться от 
нуля. Следовательно, переменная х  не стремится к пределу.

Рис. 29. Рис. 30.

В определении предела указано, что если переменная величина 
стремится к пределу а, то а — постоянное число. Но понятие «стре­
мится» употребляется и для характеристики другого способа измене­
ний переменной величины, что видно из следующего определения.

О п р е д е л е н и е  2. Переменная х  стремится к бесконечности, 
если для каждого наперед заданного положительного числа М  можно 
указать такое значение х , начиная с которого все последующие зна­
чения переменной будут удовлетворять неравенству | х  | >» М.

Если переменная х  стремится к бесконечности, то ее называют 
бесконечно большой переменной величиной и пишут х —>-оо.

П р и м е р  3. Переменная величина х  принимает значения
- l j  хг — 2\ X j ~  3; ••.{ х п ~ (  l ) n/ i j . . .

Это— бесконечно большая переменная величина, так как  при произвольном 
М > 0  все значения переменной, начиная с некоторого, по абсолютной вели­
чине будут больше М.

Переменная величина х  «стремится к плюс бесконечности», 
х —" + о о ,  если при произвольном М >  0 все последующие значения 
переменной, начиная с некоторого, будут удовлетворять неравенству 
М < х .

Примером переменной величины, стремящейся к плюс бесконечности, мо­
жет служить переменная величина х,  принимающая значение х, =  1 , x t = 2 , . . .
■ • *, х п *= я ,  . . .

Переменная величина х  «стремится к минус бесконечности», х — ► — оо, 
если при произвольном М >  0 все последующие значения переменной, на­
чиная с некоторого, будут удовлетворять неравенству х  <  — М.

Например, переменная х,  принимающая значения х, =  — 1, х г — — 2 , . . .  
. . . ,  х п=  —  п, . . . ,  стремится к минус бесконечности.

§ 2 . Предел функции

В этом параграфе будем рассматривать некоторые случаи измене­
ния функции при стремлении аргумента х  к некоторому пределу а 
или к бесконечности.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть функция y — f ( x )  определена в неко­
торой окрестности точки а или в некоторых точках этой окрестности.
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Ф ункция у = / ( х )  ст рем ит ся к  пределу Ь ( у —* Ь) при х , ст рем я­
щ емся к  а (х  —► а), если для каждого положительного числа е, как 
бы мало оно ни было, можно указать такое положительное число б,

что для всех х , отличных от а  и 
удовлетворяющих неравенству *)

| х — а | <  б,

имеет место неравенство

|/ ( jc ) — Ь \ < г .

Если Ь есть предел ф ункции / ( х )  
при х —*■ а, то пишут:

lim f ( x )  =  b
х  -> а

или f ( x ) —+b при х —*а .
Если / ( х ) — *Ь при х — >■ а, то на графике функции у = /{ ,к )  это 

иллюстрируется следующим образом (рис. 31); так как из неравенства 
|х — а | <  б следует неравенство |/ ( х ) — £ |< ; е ,  то это значит, что 
для всех точек х,  отстоящих от точки а не далее чем на б, точки М  
графика функции y — f ( x )  лежат внутри полосы шириной 2е, огра­
ниченной прямыми у  =  Ь— е и y  — b - f-e.

З а м е ч а н и е  1. Предел функции f ( x )  при х —► а можно опре­
делить и следующим образом.

Пусть переменная величина х  принимает значения так (упорядо­
чена так), что если

\ х * — — а |, 

то х ** есть последующее, а х*  — предыдущее значение; если же 

\ х * —  а |  =  |* * *  — а\  и х * <  х**,

то х** есть последующее, а х * — предыдущее.
Другими словами, из двух точек числовой прямой последующей 

является та точка, которая ближе к точке а; при равных расстояниях 
последующая — та, которая правее от точки а.

Пусть упорядоченная таким образом переменная величина х  стре­
мится к пределу а [ х — *а  или lim л: =  а].

*) Здесь имеются в виду те значения х,  удовлетворяющие неравенству
] х — а | <  б, которые принадлежат области определения функции. Аналогич­
ные обстоятельства будут встречаться и в дальнейшем. Так, при рассмотре­
нии поведения функции при х  — ► оо может случиться, что функция определена 
только при целых положительных значениях х. Следовательно, в этом случае 
х — >-оо, принимая только целые положительные значения. Оговорок об этом 
мы в дальнейшем делать не будем.
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Рассмотрим, далее, переменную величину у = / ( х ) .  При этом 
будем считать, как и всюду в дальнейшем, что из двух значений 
Функции последующим является то значение, которое соответствует 
последующему значению аргумента.

Если оп ределен ная  так переменная величина у  при х — *а  стре­
мится к некоторому пределу Ь, то будем писать

lim f { x )  =  b
х  -> а

и говорить, что функция y — f ( x ) 
стремится к пределу Ь при х —*а.

Легко доказать, что оба определе­
ния предела функции эквивалентны.

З а м е ч а н и е  2. Если f { x ) стре­
мится к пределу bt при х, стремя­
щемся к некоторому числу а так, что х  
принимает только значения, меньшие а, 
то пишут l i m /  (x) =  b l и называют Ьх

х  а  — о
пределом  ф ункции / (дг) в точке а слева.
Если х  принимает только значения ббльшие, чем а , то пишут 

lim f ( x )  =  b1 и называют Ь2 пределом ф ункции в точке а справа
х -* а + о
(рис. 32).

Можно доказать, что если предел справа и предел слева суще­
ствуют и равны, т. е. bt =  Ьг =  Ь, то b и будет пределом в смысле 
данного выше определения предела в точке а. И обратно, если су­
ществует предел функции b в точке а, то существуют пределы 
функции в точке а справа и слева и они равны.

П р и м е р  1. Докажем, что lim (3x-|- 1) = 7 .  Действительно, пусть задано
х  -*■ г

произвольное е >  0; для того чтобы выполнялось неравенство
I (3*+1)—7 1 <  е,

необходимо выполнение следующих неравенств:
|3дс— 6 | <  е, | х — 2 1 <  е/3, — е/3 <  дс— 2 < е / 3 .

Таким образом, при любом е для всех значений х,  удовлетворяющих нера­
венству \ х — 2 | < е / 3  =  6, значение функции 3*-}-1 будет отличаться от 7 
меньше чем на е. А это и значит, что 7 есть предел функции при х — ►2.

З а м е ч а н и е  3. Для существования предела функции при х —у а  
не требуется, чтобы функция была определена в точке х  — а. При 
нахождении предела рассматриваются значения функции в окрестности 
точки а , отличные от а; это положение наглядно иллюстрируется 
следующим примером.

у2 _  Л лЛ Л
П р и м е р  2. Докажем, что l i m ----- ? г = 4 .  Здесь функция - — ^  не

Х-+2Х—2 r j  х —2
определена при х = 2 .

2  Н .  С. П и скун ов ,  I .  1 '  \
{ ° ' • -  О т  L ; А \
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Н ужно доказать, что при произвольном е найдется такое 6, что будет 
выполняться неравенство

I**—4
х — 2 • 4 <  е, ( 1)

если | * — 2 | < в .  Но при х ^ 2  неравенство ( 1 ) эквивалентно неравенству 

| ( * - 2 ) ( *  +  2 )
х — 2

или

-4 = |( х  +  2 ) - 4 | < в

! X — 2  | < 8 . (2)
Таким образом, при произвольном е неравенство (I) будет выполняться, 
если будет выполняться неравенство (2) (здесь 6 =  е). А »то и значит, что 
данная функция при х — >-2 имеет пределом число 4.

Рассмотрим некоторые случаи изменения функции при х —>-оо. 
О п р е д е л е н и е  2 . Ф ункция f ( x )  ст рем ит ся к пределу b при  

х  —► оо, если для каждого произвольно малого положительного числа е 
можно указать такое положительное число N , что для всех Значе­
ний х ,  удовлетворяющих неравенству |л : |> Л ^  будет выполняться 
неравенство | / ( х ) — £ | < е .

П р и м е р  3. Докажем, что

lim ( 1 или, в иной записи, lim ( \ — 1 .
X -¥ СП \  X J х со \  X J

Нужно доказать, что при произвольном е будет выполняться неравенство

\ЫУ ■1 <  В , (3)

если только | х |> Л Г ,  причем N  
определяется выбором е. Неравен­
ство (3) эквивалентно следующему

неравенству: ~  <  е> которое

будет выполняться, если будет
1

\ x \ > ± = N .

Это и значит, что lim ( 1 +  - I  ) _  ц т  * + 1 ^ . 1  (0ИС 33)
*■*•> \  к  J х  -* & х  ''

Зная смысл символов х  —► +  оо, х  -  
и смысл выражений:

« /(х )  стремится к Ь при х —>- +  оо» и 
« / ( х ) стремится к Ь при х —*•— оо», 

которые символически записываются так:

lim  f ( x )  =  b, lim f { x )  =  b.
# - *  +  »  X - + —  00

оо, очевидным является
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§ 3. Функция, стремящаяся к бесконечности.
Ограниченные функции

Мы рассмотрели случаи, когда функция / ( х ) стремится к некото­
рому пределу b при д;— >-а или при х —*-оо.

Рассмотрим теперь случай, когда функция y  =  f { x )  стремится к 
бесконечности при некотором способе изменения аргумента.

О п р е д е л е н и е  1. Функция f ( x ) стремится к бесконечности 
при х —*-а, т. е. является бесконечно большой величиной при х —-а, 
если для каждого положительного числа М, как бы велико оно ни 
было, можно найти такое б >  0, что для всех значений х, отличных 
от а , удовлетворяющих условию |х  — а | - < й ,  имеет место неравен­
ство | / ( х )  | > М .

Если /  (х) стремится к бесконечности при д:—*а, то пишут1

lim f ( x )  — oo
х  -> а

или f ( x ) —>-оо при х —*а.
Если f ( x )  стремится к бесконечности при х — *а  и при этом при­

нимает только положительные или только отрицательные значения, 
соответственно пишут l im /( ; t)  =  оо или Y\ mf ( x )  =  —  оо.

X

1П р и м е р  1. Докажем, что lim
х -+ I (1—дс)2

бом М  >  0 будем иметь:
1

:+  оо. Действительно, при лю-

если только

Функция
( I - * ) 2

( 1 - * )
i  > М ,

1 ~ х 1 < у ш = Л -

принимает только положительные значения (рис. 34).

N
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П р и м е р  2. Докажем, что lim ( ------ ^ =  00. Действительно, при
*-+0 V х ]

любом М  >  0 будем иметь:

• 4 1  > м ,
если только

1*1 =  1*—0| < ^  =  3-

Здесь при * < 0  и ^ — ̂ < 0 п р и х > 0  (рис. 35).

Если функция / ( х )  стремится к бесконечности при х  — 
пишут:

l i m/ ( х) — оо,

и, в частности, может быть:
lim / (х) =  оо, lim / ( jc) =  oo, lim / (х) — — оо.

X -*■ + 00 х - > — 00 Л'->+ со

ОО, ТО

Например,
lim х*

АГ-+ 00
+ 00, limA,-* =  — 00 и т. п.

З а м е ч а н и е  1. Функция _ у = / ( х) при х — >а или при х —* оо 
может не стремиться к конечному пределу или к бесконечности.

П р и м е р  3. Функция y =  sinx, определенная на бесконечном интервале 
— оо< ж <+  оо, при х — >оо не стремится ни к конечному пределу, ни к 
бесконечности (рис. 36).

У , у = sinx

0 \ х

Рис. 36.

П р и м е р  4. Функция y =  s i n— , определенная при всех значениях дс,

кроме значения * =  0, не стремится ни к конечному пределу, ни к беско­
нечности при х — ►0. График этой 
функции изображен на рисунке 37.

О п р е д е л е н и е  2. Функ­
ция у  — f  (х) называется огра­
ниченной  в данной области из­
менения аргумента дс, если суще­
ствует положительное число М  
такое, что для всех значений х , 
принадлежащих рассматривае­
мой области, будет выполняться 

неравенство | / ( х )  | sg  М.  Если же такого числа М  не существует, то 
функция f ( x )  называется неограниченной  в данной области.
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П р и м е р  5. Функция < /=s inx ,  определенная в бесконечном интервале 
— оо < д : < 4-оо, является ограниченной, так как при всех значениях х

I sin * | <  1 =  М.

О п р е д е л е н и е  3. Функция f ( x )  называется ограниченной при  
х —►а, если существует окрестность с центром в точке а, в которой 
данная функция ограничена.

О п р е д е л е н и е  4. Функция y = f ( x )  называется ограниченной  
при х —► оо, если существует такое число Л / > 0, что при всех зна­
чениях х , удовлетворяющих неравенству | x |> y v ,  функция / ( .^ о г р а ­
ничена.

Вопрос об ограниченности функции, стремящейся к пределу, ре­
шается следующей теоремой.

Т е о р е м а  1. Если  l im f ( x )  — b, при этом b есть конечное
х  -у а

число, то ф ункция f ( x )  я вляет ся  ограниченной при х — -а .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из равенства lim /  (х) =  b следует, что при

х  -> а
любом е > 0  найдется такое б, что в окрестности а — б < х < а  +  б 
будет выполняться неравенство

| / ( х )  — * | < в
или

| / ( * ) | <  | * |  +  в .

А это и значит, что функция f ( x )  ограничена при х —*■ а.
З а м е ч а н и е  2. Из определения ограниченной функции /  (дг) сле­

дует, что если
l im /(* )  =  oo или l im /(x )  =  с»,

х  -» а х  -+ оо

т. е. если f ( x )  есть бесконечно большая, то она является неог­
раниченной. Обратное не 
верно: неограниченная 
функция может и не 
быть бесконечно боль­
шой.

Например, функция 
у  =  je s in je  при х  —*- оо 
является неограничен­
ной, так как для любого 
A f > 0  можно найти та­
кие значения лс, что 
| дг sin л: | >Л 1. Но функция 
_y =  jcsin;c не является 
бесконечно большой, по­
скольку она обращается в 
нуль при л: =  0, л , 2 я  . 
на рисунке 38.

График функции ^ ^ ^ s i n x  изображен
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Т е о р е м а  2. Если  l i m / (х) =  ЬфО, то ф ункция у  =  есть
х-+а I \х )

ограниченная ф ункция при х —*а.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условия теоремы следует, что при про­

извольном е > 0  в некоторой окрестности точки х  — а  будем иметь 
\ / (х)— Ь \ < г ,  или | | / ( * ) | —  | * 1 1 <  е, или — е < \ f { x )  I — I b | <  е, 
или | &| — е <  | /  (лг) | <  | | -4- е.

Из последних неравенств следует:
__ !__■>__ L _ > __ ! _  .
I ft | — е | /  (*) | | 6 | +  е ’ 

взяв, например, е =  - ^ |& |,  получаем:

9 | 6 I - ^ 1 / W I  - ^ 1 1  | 6 | ’

А это и значит, что функция ограничена.

§ 4. Бесконечно малые и их основные свойства

В этом параграфе будем рассматривать функции, стремящиеся к 
нулю при некотором характере изменения аргумента.

О п р е д е л е н и е .  Функция а  =  а  (л:) называется бесконечно м алой  
при л;— <■ а или при х —'•оо, если l im a ( ; c ) = 0  или lim a (x ) =  0.

х  а х  -> оо

Из определения предела следует, что если, например, lim а  (я) =  О,
х  а

то это значит, что для любого наперед заданного произвольно ма­
лого положительного е найдется 6 > 0  такое, что для всех х , удо­
влетворяющих условию | дс— а | < 6 ,  будет удовлетворяться условие 
j сх (дс) | < е .

П р и м е р  1. Функция а — (х — 1)* есть бесконечно малая при х — ► I, 
так как  lim a  =  lim (х— 1)* =  0 (рис. 39).

t - * i  х -* 1
П р и м е р  2. Функция <* =  — есть бесконечно малая при х — ► оо 

(рис. 40) (см. пример 3 § 2).
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Установим важное для дальнейшего соотношение:
Т е о р е м а  1. Если ф ункция  y = f ( x )  предст авляет ся в виде 

сум м ы  пост оянного числа b и бесконечно м алой  а:

у  =  Ь +  а , (1)
то

lim y  — b (при х —- а  или х —>-ос).

Обратно, если  lim y  — b, то мож но написат ь у  — Ь -\-а , где а — 
бесконечно м а ла я .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из равенства (1) следует | у — £ | =  | а | .  
Но при произвольном е все значения а , начиная с некоторого, удов­
летворяют соотношению | а  | <С е, следовательно, для всех значений у ,  
начиная с некоторого, будет выполняться неравенство | у — £ | < < е .  
А это и значит, что \\т у  =  Ь.

Обратно: если lim y  =  b, то при произвольном е для всех зна­
чений у , начиная с некоторого, будет | у — b | - < е .  Но если обозначим 
у — Ъ =  а, то, следовательно, для всех 
значений а , начиная с некоторого, бу­
дет | а  | *< е, а это значит, что а — 
бесконечно малая.

П р и м е р  3. Пусть дана функция 
(рис. 41)

y=1+i>
тогда

lim у — 1,
X -» 00

и наоборот, если
lim i /= l ,

X -> 00
то переменную у  можно представить в виде суммы предела 1 и бесконечно
малой а = — , т. е. х

У=  1 + а .

Т е о р е м а  2. Если а  =  а ( х )  ст рем ит ся к  нулю  при х —*a

(или при х —*-оо) и не обращается в нуль, то у  =  -^ ст ремит ся
к  бесконечности.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При любом как угодно большом О
будет выполняться неравенство если только будет выпол­

няться неравенство | а  | <  ^  . Последнее неравенство будет выпол­
няться для всех значений а, начиная с некоторого, так как 
а  (х) —*-0.
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Т е о р е м а  3. Алгебраическая сум м а двух , т рех и вообще опре­
деленного числа бесконечно м алы х есть ф ункция  бесконечно м а ла я .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем доказательство для двух слагае­
мых, так как для любого числа слагаемых оно проводится аналогично. 

Пусть и (х) =  а  (х) +  р (х), где lim a(;t) =  0, Н т |} (л :)= 0 . Дока-
х  -» а х - *  а

жем, что при произвольном как угодно малом е >  0 найдется б > - 0 
такое, что при удовлетворении неравенства \ х — а |< ;б б у д е т  выпол­
няться неравенство |и |< [ е .  Так как а(л:) есть бесконечно малая, то 
найдется такое б, что в окрестности с центром в точке а и радиу­
сом б, будет

| “ (*) | < у -

Так как р (д:) есть бесконечно малая, то в окрестности точки а с ра­
диусом б, будет | р (х) | <  .

Возьмем 6 равным меньшему из величин б, и 6г, тогда в окрест­
ности точки а с радиусом б будут выполняться неравенства |а |< С -§  ;St

g
| Р | < - 2  • Следовательно, в этой окрестности будет

|и I =  I а  (х) +  р (*) | <  |а  (х) | +  | р (*) | < у  +  %  =  е,
т. е. | и | <  е, ч. т. д.

Аналогично проводится доказательство и для случая, когда 
lim a (x )  =  0, П ш Р (д :)= 0 .

X -ЮС Х->СС
З а м е ч а н и е .  В дальнейшем нам придется рассматривать такие 

суммы бесконечно малых величин, что с уменьшением каждого сла­
гаемого число слагаемых увеличивается. В этом случае утверждение 
теоремы может оказаться и неверным. Рассмотрим, например, 

1 , 1 . . 1« =  — , где х  принимает только целые положительные
у- ^V

х  слагаем ы х
значения (jc =  1, 2, 3 , . . . ,  п, . . . ) .  Очевидно, что каждое слагаемое 
при х —<-оо есть бесконечно малая, но сумма и =  1 не есть беско­
нечно малая.

Т е о р е м а  4. Произведение ф ункции бесконечно м алой  а  =  а (х) 
на функцию, ограниченную z==z(a) ,  при х — (или х —>-оо) есть 
величина (ф ункция) бесконечно м а ла я .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем доказательство для случая х —*-а. 
Для некоторого /И > -0  найдется такая окрестность точки х  — а, в 
которой будет удовлетворяться неравенство \ z \ < M .  Для всякого 
е > 0  найдется окрестность, в которой будет выполняться неравен­
ство | a  J . В наименьшей из этих двух окрестностей будет



ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ О ПРЕДЕЛАХ 41

выполняться неравенство

1 « * |  < 7 й Ж  =  8 -

А это и значит, что a z — бесконечно малая. Для случая х —к »  до­
казательство проводится аналогично. Из данной теоремы вытекают: 

С л е д с т в и е  1. Если l i ma =  0, l i mр =  0, то l im a p = 0 ,  так как 
Р (jc) есть величина ограниченная. Это справедливо для любого ко­
нечного числа множителей.

С л е д с т в и е  2. Если lim a =  0 и с =  const, то l im c a = 0 .

Т е о р е м а  5.  Частное от деления величины бесконечно  
v  z (x )

м алой а  (х) на ф ункцию , предел которой отличен от н у л я , есть
величина бесконечно м а ла я .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть lim a  (х) =  0, lira z (x ) =  f t# 0 .  На
основании теоремы 2 § 3 следует, что есть величина ограничен­

ная. Поэтому дробь есть произведение величины бес­

конечно малой на величину ограниченную, т. е. величина бесконечно 
малая.

§ 5. Основные теоремы о пределах

В этом параграфе, как и в предыдущем, мы будем рассматривать 
совокупности функций, которые зависят от одного и того же аргу­
мента лг, при этом х —>-а или х —>-оо.

Мы будем проводить доказательство для одного из этих случаев, 
так как для другого доказательство проводится аналогично. Иногда 
мы вообще не будем писать ни х —>-а, ни х —>-оо, подразумевая то 
или другое.

Т е о р е м а  1. Предел алгебраической суммы  двух , т рех и вообще 
определенного числа переменны х равен алгебраической сум м е пре­
делов эт их перем енны х:

lim (« j+ м ,  +  . • • + « * )  =  lim и, +  lim u , +  . . .  + l im u 4.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем доказательство для двух слагае­
мых, так как для любого числа слагаемых оно проводится так же. 
Пусть l i m H ^ a ^  Н ты г =  а г. Тогда на основании теоремы 1 § 4 
можем написать:

и и — a i +  a „  и ,  =  a ,  4 -  a „  

где а , и a 2— бесконечно малые. Следовательно,

«, +  и. =  К  4- at ) +  (a , +  a ,).

Так как («! +  « ,) есть постоянная величина, а (a , +  a t) — величина



бесконечно малая, то снова по теореме 1 § 4 заключаем, что 
lim (U j-f ua) =  a ,  +  at — lim и , +  lim u%.

П р и м е р  1.

lim lim f  1 +  —^ =  lim 1 +  lim — =  1 +  lim — =  1 + 0 =  1.
X - » c c  X  x - * c c  \  л: у  * -> a o  *->a>  Я  * -> o o  X

Т е о р е м а  2.  Предел произведения двух, трех и вообще опре­
деленного числа переменны х равен произведению пределов этих 
переменны х

lim и1 • и, ■ . . .  • uk =  lim и, • lim н,  • . . .  • lim uk.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для сокращения записи приведем доказа­

тельство для двух множителей. Пусть lim в ^ й , ,  \\т и г =  а г. Сле­
довательно,

u l =  a t + a v  H, =  a t +  a t ,

и1иг — (а1 +  a.) К  +  а») =  аха* +  я А  +  а.а, +  с̂ а,. 
Произведение а ,а ,  есть величина постоянная. Величина a 1a t -{-ata l -f-c^a, 
на основании теорем § 4 есть величина бесконечно малая. Следова­
тельно, lim u 1uJ =  a 1a !! =  lim « 1-lim ut .

С л е д с т в и е .  Постоянный множитель можно выносить за знак 
предела. Действительно, если l i m a ,= a l, с — постоянная и, следова­
тельно, lim с =  с, то lim (си,) =  lim с -lim =  с -lim u v ч. т. д .

П р и м е р  2.
lim 5xs =  5 lim х* =  5 • 8 =  40.

X 2 Х~> 2
Т е о р е м а  3. Предел частного д вух  переменных равен частному 

пределов эт их переменных, если предел знам енат еля отличен 
от н у л я :

и lim и , Лlim — — Т.— •, если Ь т у ф О .  v lim v ’
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть lim и =  a, lim к  =  6=^0. Следова­

тельно, « =  а  +  а, г; =  ^4 'Р>  гДе а  и Р— бесконечно малые.
Напишем тождества

и a + a  а . ( а  +  а а \  а , a Ь — Ра
Т  ~  F+P ~  Т  +  V&Tp- Т ) ~  У +  М&ТР) ’

или
и а . a b — Pq 
V ~  У +  6(6 + р) ’

Дробь ~  есть постоянное число, а дробь п0 теоремам 4 и 5

§ 4 есть бесконечно малая переменная величина, так как a b — pa 
есть бесконечно малая, а знаменатель £(£-)-{}) имеет пределом Ьгф 0 .
п  и a lim иСледовательно, lim —  =  —=  - —’ v b lim v
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П р и м е р  3.
П т  (3* + 5 )  3 lim * + 5

l i m ' __* "*•1__________ ___ х  -> i______ __ o '  1 + 5 ___jo  __ ,
i 4 x — 2 ~  lim (4*— 2 ) ~  4 lim x — 2 4-1 — 2 “  2 ~~

x -» i л: -+ l
Здесь мы воспользовались доказанной теоремой о пределе дроби, так как 
предел знаменателя при х — *■ 1 отличен от нуля. Если же предел знаменателя 
есть нуль, то теорема о пределе дроби не может быть применена. В этом 
случае требуется производить специальные рассмотрения.

у* - 4
П р и м е р  4. Найти lim ----- — ,

х  -* < х — 2

Здесь знаменатель и числитель при х — >-2 стремятся к нулю и, следова­
тельно, теорема 3 неприменима. Произведем следующее тождественное пре­
образование:

*‘ - 4  ( * - 2) (* +  2) .........  „
-------- ^ = 2  * +  Л

Это преобразование справедливо при всех значениях х,  отличных от 2. 
Поэтому, имея в виду определение предела, можем написать:

lim х ‘~  4 =  lim (*— 2Н *  +  2) =  lim (* +  2) =  4. 
х - + г  х — 2  x - + i  х  —  2  х~*г

П р и м е р  5. Найти lim При а: — >-1 знаменатель стремится
х - + 1  х — 1

к нулю, а числитель к нулю не стремится (числитель стремится к единице). 
Следовательно, предел обратной величины есть нуль, т. е.

lim (х— 1 ) 
lim --------- = - f  =  0.Х-+1 lim л: 

► i
Отсюда на основании теоремы 2 предыдущего параграфа будем иметь:

lim - * 00. 
х -> 1 х — 1

Т е о р е м а  4. Если меж ду соответствующими значениям и  
т рех ф ункций и =  и (л:), z  =  z  (лг), v  =  v  (лт) выполняются неравен­
ства u ^ z t ^ v ,  при этом u ( x ) n v ( x )  при х — >■ а (или при х —>оо) 
ст рем ят ся к  одному и т ом у же пределу Ь, то z = * z ( x )  при 
х — +а (или при х —>-оо) стремится к  т ом у же пределу.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для определенности будем рассматривать 
изменение функций при х —*-о. Из неравенств u ^ z s ^ . v  следуют 
неравенства

и — b < . z — b 6;
по условию

l i mu =  fr, 1нпг> =  £.

Следовательно, при любом е >  О найдется некоторая окрестность 
с центром в точке а, в которой будет выполняться неравенство
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| и — b | <  е; так же найдется некоторая окрестность с центром 
в точке а, в которой будет выполняться неравенство |т>— й |- < е .  
В меньшей из указанных окрестностей будут выполняться неравенства:

— е < н — й <  s и — ё <С v — Ь<.&, 
а следовательно, будут выполняться неравенства

— е < 2 — b <  е,
т. е.

lim z  =  Ь.
х  -+ а

Т е о р е м а  5. Если при х —>а (или при х —>-оо) ф ункция у  
принимает  неотрицательные значения у ^ О  и при этом стремится  
к  пределу Ь, то b есть неотрицательное число : Ь ^ О .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что О, тогда | у — b \ ^ \ b \ ,  
то есть модуль разности | у — Ь\ больше положительного числа 

| b | и, следовательно, не стремится к нулю при 
х —► а. Но тогда у  при х — не стремится к 
Ь, что противоречит условию теоремы. Значит, 
предположение, что b <С 0, приводит к проти­
воречию. Следовательно, 0.

Аналогично доказывается, что если у  ^  0, 
то lim jrs^O .

Т е о р е м а  6. Если меж ду соответствую­
щими значениям и д вух  ф ункций и =  и ( х )  и 
v  — v  (х), ст рем ящ ихся к  пределам  при х —*а 
(или при х —► оо), вы полняет ся неравенство 

v  и, то имеет место lim v  ^  lim и.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию v — и ^ О ,  следовательно (по 

теореме 5), lim (г>— к ) ^ 0 ,  или lim v — И т н ^ О ,  т. е. lim lim и.
П р и м е р  6. Докажем, что lim sin * =  0.

X -> о
Из рисунка 42 следует: если ОА — \ ,  * > 0 ,  то i4C =  sinjc, ^ А В — х, 

sin х <  х.  Очевидно, что при х < 0  будет | sin х | <  | х |. Из этих неравенств 
на основании теорем 5 и 6 следует, что lim sin х = 0 .

Х-К>

П р и м е р  7. Докажем, что lim s i n - i  = 0 .
* ->  о 2

Действительно, s i n < | s l n x | .  Следовательно, lim sin =  0,
2  I х-* о 2

П р и м е р  8. Докажем, что l im cosx  =  l! заметим, что
Х-+ о

cosx =  l — 2 sin2

следовательно,

lirp cos х  =  lim ( l — 2 sin*-£^ =  1 — 2 lim sin*-i-=  1 — 0 =  1 .
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В некоторых исследованиях вопроса о пределе переменных прихо­
дится решать две самостоятельные задачи:

1) доказывать, что предел переменной существует, и устанавли­
вать границы, внутри которых рассматриваемый предел находится;

2) вычислять рассматриваемый предел с нужной степенью точности.
Иногда первый вопрос решается с помощью следующей, важной

для дальнейшего теоремы.
Т е о р е м а  7. Если перем енная величина v  возрастающ ая, т. е. 

всякое ее последующее значение больше предыдущего, и если она 
ограничена, т. е. v  < . М, то эта перем енная величина имеет пре­
дел  lim v  =  а, где а ^ М .

Аналогичное утверждение имеет место и для убывающей ограни­
ченной переменной величины.

Доказательство этой теоремы мы здесь не приводим, так как оно ос­
новывается на теории действительных чисел, которую мы здесь не даем *).

В*, следующих двух параграфах будут получены пределы двух 
функций, имеющие большое применение в математике.

§ 6. Предел функции при х —*0

Функция не определена при х  =  0, так как числитель и зна­
менатель дроби обращаются в нуль. Найдем предел этой функции 
при л:—>-0. Рассмотрим окружность радиуса 1 
(рис. 43); обозначим центральный угол МОВ

через х,  при этом 0 <  х  О т р  • Из рисунка 43 
непосредственно следует: 
площадь Д /WCM <

■< площади сектора МО А  <
<  площади Д С О А  (1)

Площадь Д  МО А  — О А • M B  =
1 , 1 Рис. 43.

=  y  • 1 • sin х  — j  sin х.

Площадь сектора М О  А  =  ОА • A M  =  4- • 1 • х  =  х.
£ 2 2

Площадь Д С О Л  =  у О Л ./1 С = = ^ - • 1 • tg д: =  -i- tgjc.

Неравенство (1) после сокращения на ^  переписывается так: 

sin х  <Z. х  < [ tg х.

*) Доказательство этой теоремы приведено, например, в книге Г. М. Ф и х- 
т е н г о л ь ц а  «Основы математического анализа», т. 1 , Физматгиз, 1960.



Разделим все члены на sin х :
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или
sm х cos х ’

Мы вывели это неравенство в предположении, что л : > 0 ;  замечая, что 
■sin (—х) sin jc .

= ~ J~  и cos \ — x ) =  co sx , заключаем, что оно верно и при

лг <  0. Но lim cos х  =  1, lim 1 = 1 .

У, 1

- 2л" — _1 0 --------------- З п

Рис. 44.

п  sin XСледовательно, переменная — заключена между двумя величи­
нами, имеющими один и тот же предел, равный 1; таким образом, 
на основании теоремы 4 предыдущего параграфа

sin хlim 1.

График функции =  изображен на рисунке 44. 

Пр и ме р ы.

1) lim lim sin* _ L = l i m  lim J _ ==l . I  =  i.
COS X X -* 0 x cos X 1X -> 0 x X 0 X

2) lim l i m f t ! H L ^ = ftlim Ё!1 М = * . 1 = *
JC-*0 X X-* 0 kx X-+0 (kx)

(kx -* 0)
(k =  const).

. 2 sin2 ~
3) lim ! ~ cosx=.. lim _____

sin ~
lim -------sin ~  =  1 • 0 =  0.

x-> o x  z

4) lim sin ax
sin ax lim

a ax a X —► 0
p ' sin fix P lim

P* x-*o

sin ax 
ax

sin p*
P*

= -g - • y  — -jj- (a =  consf, p =  const).



§  7. Число е

Рассмотрим переменную величину

§ 7] число е 4 7

(‘+тГ.
где п — возрастающая переменная величина, принимающая значения 
1, 2, 3, . . .

Т е о р е м а  1. П ерем енная величина при п —юо  имеет

предел, заклю ченны й меж ду числами  2 и 3.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По формуле бинома Ньютона можем на­

писать:

( • + ? ) ' ■ -■ 1+ H + * J S a -■ ( 1 ) '+ .■ ■ ■
, я ( я - 1 ) ( я - 2) . . . [ я - ( я - 1 )] (  1 

’ ‘ +  1 -2 - . . . - я  V п )  *

Произведя очевидные алгебраические преобразования (1), получим:

( , + i ) * - ,  +  1 + i L ( , — +  — 1 ) ( ,

Из последнего равенства следует, что переменная величина 
-возрастающая переменная величина при возрастающем л.

Действительно, при переходе от значения п  к значению я + 1  
каждое слагаемое последней суммы возрастает

Г 2 ( 1- 1 ) < Г 2 ( 1- ^ т г )  и т- д -
и добавляется еще один член. (Все члены разложения— положи­
тельные.)

Покажем, что переменная величина ^1 +  ^  ограничена. Замечая,

что ^ 1 — — я”)  — я-)  < '  1 и т- д ’’ из выРажения (2) 
получим неравенство

[ 1 + и )  1 + 1 + Г 2  +  Г 2 1 + * • • + 1 - 2 - 3 . . . . - л *
Замечая, далее, что

1 <  1 • 1 <  1 
1-2-3 2* ’ 1 -2-3-4 2* ’ 1 -2 - . . .  -л 2п~1' 

можем написать неравенство

(1 + 1) < 1 + 1 + Г + ! ? + • • •  + 2 ^ « -

Л
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Подчеркнутые члены правой части этого неравенства образуют гео­
метрическую прогрессию со знаменателем Я — \  и первым ' членом
а =  1, поэтому

(1+̂ ) <!+ [1+у + ̂ + •• • 2  fi­

ll—aq'
1 +■ ziiL, + < 3 .

Следовательно, для всех п  получаем:

(1+̂ ) ' 
Из равенства (2) следует, что

(1 + -

< 3 .  

2.
Таким образом, получаем неравенства

2 < ( 1 + 1 ) " < 3 - (3)

Этим установлено, что переменная величина ограничена.

Итак, переменная величина — возрастающая и ограни­
ченная, поэтому на основании теоремы 7 § 5 она имеет предел. Этот 
предел обозначается буквой е.

О п р е д е л е н и е .  Предел переменной величины ПРИ
п —► оо называется*) числом е:

е =  lim f  1 -f- — \  . 
п - * Л  п  J

Из неравенства (3) на основании теоремы 6 § 5 следует, что и 
число е удовлетворяет неравенству 2 < ; е = ^ 3 .  Теорема доказана.

Число е — иррациональное число. Позднее будет указан метод его 
вычисления с любой степенью точности. Его значение с десятью вер­
ными знаками после запятой:

е — 2 ,7 1 8 2 8 1 8 2 8 4 ...

Т е о р е м а  2. Ф ункция  ^1 •+-•£■) стремит ся при х , ст рем я­
щ емся к  бесконечности, к  пределу е:

е.

*) Можно показать, что ^ — * е ПРИ п '
ляется возрастающей переменной величиной.

• +  оо, если п не яв-



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Было установлено, что ^ + 4 ”)  —* е ПРИ

п  —► оо, если п  принимает целые положительные значения. Пусть 
теперь х  стремится к бесконечности, принимая как дробные, так и от­
рицательные значения.

1) Пусть х —►-(- оо. Каждое его значение заключено между двумя 
положительными целыми числами

п sg  х < . п  +  1.
При этом будут выполняться неравенства:

§ 7] число е 49

п X п -\-1 ’

и ~ > 1+ т > 1  ’ 1

0 4 Г>(. 4 )“>("+„ЧтУ-
Если х —► оо, то, очевидно, и п —>-оо. Найдем пределы переменных, 
между которыми заключена переменная :

=  lim ( l - j - — ̂  • lim f  1 +  —'j = e - 1 = e ,„->+» V n j  n_++00 v n;

,]m ( l + - i j ) ” =  lim +  » +
n-*+<C V  Л  " b  1 /  /!-> +  00 1 I _ J _

Л +  1

e,
lim ( l +  _ L V +1

_n-» + оо у_____ n -)- 1 J _

l im  +  1 Л-» +  oo \  tl -j- 1 )

следовательно (по теореме 4 § 5),

lim ( l + ± y  =  e. (4)
* - *  +  CC \  Л J

2) П усть д;—►— оо. Введем новую переменную t =  — (х +  1) 
или х  = —  (^ + 1 )-  При t —»-4- оо будет х —►— оо. Можем написать:

lim ( l + i - V -  Hm , im f  * У ~ '  =
^  * 1  t _  + t + l j  / - + o o V  +  U

=  lim ('L+-i y +I=lim ( l  +  l Y +,=.
f-*+00 \  1 )  t ->00 \  1 J
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Подчеркнутые члены правой части этого неравенства образуют гео­
метрическую прогрессию со знаменателем q =  -^ и первым членом 
а — 1, поэтому

( i  +  | )  < 1 +  [ 1 + у  +  у г + 2"-i

a — aq'1
1—9

L - U I _ ,  +  r2 _ r ' v

‘ - 2
Следовательно, для всех п  получаем:

2.

( 1+ ^ )  < 3- 
Из равенства (2) следует, что

( 1 + 7г) =
Таким образом, получаем неравенства

Этим установлено, что переменная величина ^ 1 + 7 " )  ограничена.

Итак, переменная величина ^ 1 + “ ^ — возрастающая и ограни­
ченная, поэтому ,на основании теоремы 7 § 5 она имеет предел. Этот 
предел обозначается буквой е.

(3 )

О п р е д е л е н и е .  Предел переменной величины 

п —► оо называется*) числом е:

е

при

! =  lim f  1 +  —V . 
П- о Л  п J

Из неравенства (3) на основании теоремы 6 § 5 следует, что и 
число е удовлетворяет неравенству 2 s g e s ^ 3 .  Теорема доказана.

Число е— иррациональное число. Позднее будет указан метод его 
вычисления с любой степенью точности. Его значение с десятью вер­
ными знаками после запятой:

е =  2 ,7 1 8 2 8 1 8 2 8 4 ...

Т е о р е м а  2.  Ф ункция стремит ся при х , ст рем я­
щ емся к  бесконечности, к  пределу е:

( • + * ) * «lim

*) Можно показать, что (■+тГ ■е при я — > +  00i если п не яв­
ляется возрастающей переменной величиной.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Б ы л о  устано в лен о , что f l - b ' j j " )  — * е  ПРИ

п  —>■ оо, если п  принимает целые положительные значения. Пусть 
теперь х  стремится к бесконечности, принимая как дробные, так и от­
рицательные значения.

1) Пусть х —»- +  оо. Каждое его значение заключено между двумя 
положительными целыми числами

п ^  лг<  п  +  1.
При этом будут выполняться неравенства:

• ■ > :  1

§ 7] число е 49

п  X  1 п  +  1 ’

Ы Г > 1̂ Г>('+М-
Если х  —*■ оо, то, очевидно, и п  —► оо. Найдем пределы переменных, 
между которыми заключена переменная ^1 •

=  lim f l - Ь - М  • lim (  1 -j- — ̂  — e - 1 =  e, 
„ - + О 0 V n  J  n _>+00 \  ' n j

lim ( l + _ L r ) ‘ _  lim
П-» + 00 V И +  1 /  П-* + оо I I  1

л +  1

lim

( | + ;гтт)

+ со V Я ~T * J  __ ^ g

lim ' ’ • 1 ' 1
П-*+ 00

следовательно (по теореме 4 § 5),

lim ( 1+ т ) *  =  е- (4)X - *  +  cc \  /

2) Пусть л;—►— оо. Введем новую переменную t  — — С *+ 1) 
или х  =  —  ( ^ + 1 ) .  При t —>- +  оо будет х —>-— оо. Можем написать:

lim ( l + l V -  Пт f  1 — г х Т')-<~1 =  I -  ( Г £ ТГ ' “ -x-,-00v /_>+ocv t + i j  <-+ooV/+i;

= lim (Lr),+, = lim (> + 1Г/ - > + 0 0  \  r J t ->oo \  * /

“ Г . ( 1 + т ) ‘ ( 1+ т ) = ‘ 1 - е-
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Теорема доказана. График функции =  изображен на ри­

сунке 45.

Если в равенстве (4) положить =  то при х —► оо имеем 

а —>-0 (но а=£0) и мы получаем:

1
lim (1 -\-а) ° — е.

Приме ры:

=  l im ( i  +  i V .  l im ( l + i y = e - l  =
Л-+Ю \  n  )  n - * a  \  n  J

_Um ( , + i V .  U „ ( l  +  I V .  » m ( l + i y .
X->ao \  X  J  X-+ca \  X  J  x - * »  \  X  J

3) lim (r i + i y = l i m  f  l + i y >’ =  e>.
*-*oo V n  x  J  y - > oo \  у  J

4) lim f « - l + i y +,=  lim f l + j L _ V  
X-+W  \ X ----1 J  X-+0D \  X — 1 J  X-+CG \  X ---- 1 J

=  li« f l +  « Г ' ^ - и т  ( l + i y
JC -t-00 \  X — 1 J  y -+a >  \  y )

m= lim ( 1 4 -— V  . Hm ( 14- — У = е * - 1 =е*. 
u - * »  \  У  J  V - к *  \  У  J

e - e e = e ’.

y + 4



НАТУРАЛЬНЫЕ ЛОГАРИФМЫ 5 1

§ 8 . Натуральные логарифмы

В § 8 главы I была определена логарифмическая функция y  =  logax .  
Число а называется основанием логарифмов. Если а =  10, то у  назы­
вается десятичным логарифмом числа х  и обозначается y  — \ g x .  Из 
школьного курса известны таблицы значений десятичных логарифмов, 
которые называются бригговыми, по имени английского ученого Бригга 
(1556— 1630).

Логарифмы с основанием е =  2 ,7 1 8 2 8 . . .  называются нат уральны ми  
или неперовыми логариф м ам и , по имени одного из первых изобре­
тателей логарифмических таблиц, математика Непера (1550— 1617). 
Следовательно, если еу =  х , то у  называют натуральными логариф­
мами числа х  и пишут у  —  In л: вместо y = z l o g e x .  Графики функций 
,у =  1пл: и у  — \ g x  построены на рисунке 46.

Установим, далее, зависимость между десятичными и натуральными 
логарифмами одного и того же числа х .  Пусть 3> =  lg x  или х =  10^ 
Прологарифмируем левую и правую части последнего равенства при
основании е, получим In jc =  _у In 10. Определяем =  х ,  или,

подставляя значение у ,  имеем lg х  — In х .
Таким образом, если известен натуральный логарифм числа х ,  де­

сятичный логарифм этого числа находится путем умножения на мно­
житель Ж = у ^ у д ? » 0 ,434294, не зависящий от х .  Число М  называется 
м одулем  перехода  от натуральных логарифмов к десятичным:

\g  х  — М \ п х .
Если п о л о ж и м  в этом тождестве х  =  е, то получим выражение числа М  
через десятичные логарифмы:

\ g e  =  M  (1пе =  1).
Натуральные логарифмы через десятичные выражаются так:

1
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где

=  2,302585.

З а м е ч а н и е .  Для вычисления натуральных логарифмов чисел 
существуют специальные таблицы (например, см. И. Н. Б р о н ш т е й н  
и К. А. С е м е н д я е в ,  Справочник по математике, Физматгиз, 1963).

§  9 . Непрерывность функций

Пусть функция y — f ( х)  определена при некотором значении х 0 
и в некоторой окрестности с центром в х„. Пусть у 9= / ( х 0).

Если х  получит некоторое положительное или отрицательное— 
безразлично— приращение А х  и примет значение х  — х а-\- А х, то 
и функция у  получит некоторое приращение Ду . Новое, наращенное 
значение функции будет _у0 +  А у  = / (х„ +  Ajc) (рис. 47). Прираще­

ние функции Ду  выразится формулой
Ду = / ( * ,  + А*)—/(*„).

О п р е д е л е н и е  1. Функция у  — 
— f ( x )  называется непрерывной при  
значении х  =  х 0 (или в точке х а), если 
она определена в некоторой окрестно­
сти точки л:0 (очевидно, и в самой 
точке л:0) и если

lim A y  --
Ддт-*о

: 0 (1)

или. что то же самое, 
lim [ /  (х0 +  А х)  — /  (*„)] = 0 .  (2)

Дде-ю

Описательно геометрически непрерывность функции в данной точке 
означает, что разность ординат графика функции y — f ( x )  в точках 
x t А х  и х„ будет по абсолютной величине произвольно малой, если 
только | А х  | будет достаточно мало.

П р и м е р  1. Докажем, что функция у =  х* непрерывна в произвольной 
т о ч к е  х , .  Действительно,

! / о = * о -  4'о +  Л '/ =  (*о  +  д * ) 8. Л у  =  (*<, +  Л * )1 —  *о =  2 х °А х  +

lira (2x0h x  +  £>.х?) =  2х lim Д*-|- lim Дл:- lim Д х = 0lim Ду-
Длг->о Дх-»о Д*-х> Дх-Ю Длг-+»

при любом способе стремления к нулю Дат (рис. 48, а и б).
П р и м е р  2. Докажем, что функция t/ =  sin* непрерывна в произволь­

ной точке Действительно,
Уо — sin х0, Уа-\-Ьу =  sin (х0 +  Дх),
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Было показано, что lim s i n ^ = 0  (пример 7 § 5). Функция с о в ^ х + ^ Л  
Ах-*о 2 \  2 J

ограничена. Следовательно, lim Д(/ =  0.
д*-»о

Аналогичным образом рассматривая каждую основную элементарную 
функцию и каждую элементарную функцию, можно было бы доказать 
следующую теорему

Т е о р е м а .  В с я к а я  элем ент арная ф ункция непрерывна в каж ­
дой точке, в которой она определена  *).

Условие непрерывности (2) можно записать и так:

lim /(Х о  +  Длг) = / ( * , )
Лдг-Ю

ИЛИ

НО

Следовательно,

lim / ( * ) = / ( * , ) ,
Х -+ Х 0

х 0 =  lim х .
х-*х0

lim f ( x )  — /(lim  л:), (3)
x -*x0 x-+x0

т. e. для того, чтобы найти предел непрерывной функции при х —*х„, 
достаточно в выражение функции подставить вместо аргумента х  его

П р и м е р  3. Функция у = х г непрерывна в любой точке xt и потому
lim дс* =  дс*. 
х -* х0

lim л2 =  3* = 9 .

П р и м е р  4. Функция t/ =«sinде непрерывна в любой точке и потому

lim sin х =  sin — =  . 
я 4 2

*) Этот вопрос подробно изложен в книге Г. М. Ф и х т е н г о л ш а  
«Основы математического анализа», т. 1, Физматгиз, 1960.



П р и м е р  б. Функция у =  ех  непрерывна в каждой точке и потому 
lim ех =  еа.
Х-НМ 1

П р и м е р  6. lim )п ^  4  : lim — In (1 + ж )  =  lim In [(1 +  * ) х ].
х -ю  х  х  о х  х->о

1
Так как lim (1+ дс)*  =е и функция In г непрерывна при г > 0 ,  и, еле-

ЛГ—>0
довательно, при z — et то

1 \__

lim In [(1 -J-лг)ж ] =  1 n [lim (1 +  *) * ]  =  1п е = 1 .
*->о х -ю

О п р е д е л е н и е  2. Если функция y — f ( x )  непрерывна в каждой 
точке некоторого интервала (а, Ь), где а< ^Ь , то говорят, что функция 
непрерывна на этом интервале.

Если функция определена и при х  — а, и при этом lim f ( x ) = f ( a ) ,
х-нх  + о

то говорят, что f ( x )  в точке х  — а непрерывна справа. £сли 
lim f ( x ) — f ( b ) ,  то говорят, что функция f ( x )  в точке х  =  Ь 

х->Ь—о
непрерывна слева.

Если функция f ( x )  непрерывна в каждой точке интервала (а, Ь) 
и непрерывна на концах интервала, соответственно справа и слева, 
то говорят, что функция /  (х) непрерывна на зам кн ут ом  интервале 
или отрезке [а, b].

П р и м е р  7. Функция у  —  х г непрерывна на любом отрезке [а, Ь], что 
следует из примера 1 .

Если в какой-то точке х  — х а для функции y — f ( x )  не выпол­
няется по крайней мере одно из условий непрерывности, т. е. если 
при х = х 0 функция не определена или не существует предел lim / ( я ) ,

*-+*о
или lim f ( x )  т ^ / ( * 0) при произвольном стремлении х —► *„, хотя вы-

х-+х0
ражения, стоящие справа и слева, существуют, то при х  — х^  функ­
ция у — / ( х )  разры вна. Точка х  — х 0 в этом случае называется 
точкой разрыва  функции.

П р и м е р  8. Функция У =  -^ разрывна при * =  0. Действительно, при

* =  0 функция не определена:

lim — 2=  оо j Н т  — =  — оо.
*-*■0 + 0 X *-+0—0 X

Легко показать, что эта функция непрерывна при любом значении х ^ О .
1

П р и м е р  9. Функция у =  2 х разрывна при * =  0. Действительно, 
1 1

lim 2 *  = о о ,  lim 2 * 5= 0. При * = 0  функция не определена (рис. 49).

5 4  ПРЕ ДЕ Л. НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИЙ [ г л .  II
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При * < 0  будетП р и м е р  10. Рассмотрим функцию /( * )  =  р
1л I

- Д = — 1; при * > 0  будет - ^ - = 1 .  Следовательно,
\ х \  F | * |

lim / ( * ) =  lim Л — 1 ; Hm / ( * ) =  lim г ^ , =  1 ;
*->o— о х-*о— о | *  | * “+о +  о *->о +  о| *  I

при * = 0  функция не определена. Таким образом, мы установили, что

функция / ( * )  =  —  разрывна при 

* = 0  (рис. 50).

y = f ( x )

X.

Рис. 50.

1
П р и м е р  И . Функция i/ =  sin — , рассмотренная в примере 4 § 3, раз­

рывна при * =  0.

О п р е д е л е н и е  3. Если функция /(лг) такова, что существуют 
конечные пределы lim f ( x )  = / ( * „  +  0) и lim / ( * )  = / ( j c 0— 0), но или 

*-+ЛТ0 + о х -* х0—о
lim f(x)= /=  lim f ( x ) ,  или значение функции f ( x )  при х  — х 0 не

*->*„ + о х -* х 0—о
определено, то х  — х^ называется точкой разрыва  1 -го рода. 
(Например, для функции, рассмотренной в примере 10, точка х= * 0  
есть точка разрыва 1-го рода.)

§ 10. Некоторые свойства непрерывных функций

В этом параграфе рассмотрим некоторые свойства функций, не­
прерывных на отрезке. Эти свойства будут сформулированы в виде 
теорем, которые мы приводим без доказательства*).

Т е о р е м а  1. Если ф ункция у  =  / (х) непрерывна на некотором  
отрезке [a, b] (a х  sg  b), то на отрезке [а , Ь\ найдется по край­
ней мере одна точка х  =  х х т акая , что значение ф ункции в этой 
точке будет удовлет ворят ь соотношению

/ ( * , ) > / ( * ) ,
где х — лю бая другая  т очка отрезка, и найдет ся по крайней мере 
одна точка х 2 т акая , что значение ф ункции в этой точке будет  
удовлет ворят ь соотношению

______________ _ / ( * , ) < / ( * ) .
*) Доказательства этих теорем можно найти в книге Г. М. Ф и х т е  н- 

г о л ь ц а  «Основы математического анализа», т. 1, Физматгиз, 1960.
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Значение функции /(дс,) будем называть наибольшим значением  
функции y  =  f ( x )  на отрезке [а, Ь\, значение функции / ( х г) будем 
называть наименьш им значением  функции на отрезке [а, Ь\.

Коротко эту теорему формулируют так:
Н епрерывная на отрезке а ^ х ^ Ь  ф ункция достигает на  этом  

отрезке по меньшей мере один раз наибольшего значения М  и 
наименьшего значения т.

Смысл этой теоремы наглядно иллюстрируется на рисунке 51.
З а м е ч а н и е .  Утверждение теоремы о существовании наиболь­

шего значения функции может оказаться неверным, если рассматри­
вать значения функции на интервале 
а < . х < Ь .  Так, например, если мы 
будем рассматривать функцию у  =  х  
на интервале О <С л: <С 1, то среди 
ее значений нет наибольшего и нет 
наименьшего. Действительно, на ин­
тервале нет ни наименьшего, ни наи­
большего значений х . (Нет крайней ле- 

Рис. 51. вой точки, так как, какую бы мы ни
взяли точку х* , найдется точка левее

Xвзятой, например точка ; также нет крайней правой, а следователь­
но, нет ни наименьшего, ни наибольшего значений функции у  =  х .)

Т е о р е м а  2. Пусть ф ункция  
У = / ( х )  непрерывна на отрезке [а, Ь\ 
и на концах этого отрезка принимает  
значения разны х знаков, тогда меж ду 
т очками а и Ь найдет ся по крайней

мере одна точка х  =  с, в которой ф ункция обращается в н уль : 

/  (с) — 0 , а < с < Ь .
Эта теорема имеет простой геометрический смысл. График непрерывной
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функции у  — / (х), соединяющий точки Ж, [а, / ( а ) ]  и М г [b, / (£ ) ] ,  
где / ( а )  <  0 и f  \ b ) >  0 (или / ( а ) > 0  и / ( £ ) < 0 ) ,  пересекает ось 
Ох по крайней мере в одной точке (рис. 52).

П р и м е р .  Д ана  функция у = х г— 2. у х= , = — 1, yx=t=  6. На отрезке 
[1, 2] она непрерывна. Следовательно, на этом отрезке существует точка, где
1/=»**— 2 обращается в нуль. Действительно, у — 0 при х = \ /  2 (рис. 53).

Т е о р е м а  3. Пусть ф ункция y  — f ( x )  определена и непрерывна 
на отрезке [а, Ь]. Бели на концах этого отрезка ф ункция прини­
м ает  неравные значения f ( a )  =  A,  f ( b )  =  B, то, каково бы ни 
было число fj,, заклю ченное меж ду числами А  и В, найдется т а­
к а я  точка х  = с ,  заклю ченная меж ду а и Ь, что / ( с ) = ц .

Смысл данной теоремы отчетливо иллюстрируется на рисунке 54. 
В данном случае всякая прямая у = \ь  пересекает график функции y = f ( x ) .

З а м е ч а н и е .  Отметим, что теорема 2 является частным случаем 
этой теоремы, так как если А к В  имеют разные знаки, то в качестве ц 
можно взять 0 и тогда ц =  0 будет заключено между числами А  и В.

С л е д с т в и е  т е о р е м ы  3. Если ф ункция у  — f ( x )  непрерывна  
на некот ором интервале и принимает  наибольшее и наименьшее 
значения, то на этом инт ервале она принимает по крайней мере 
один раз любое значение, заключенное меж ду ее наименьш ими и 
наибольшими значениями.

Действительно, пусть f ( x l) =  M,  f ( x t ) — m.  Рассмотрим отрезок 
[х,, jc,]. Тогда по теореме 3 на этом отрезке функция y — f ( x )  при­
нимает любое значение (i, заключенное между Ж и от. Но отрезок 

л;,] заключен внутри рассматриваемого интервала, на котором 
определена функция / \ х )  (рис. 55).

§ 11. Сравнение бесконечно малых

Пусть одновременно несколько бесконечно малых величин
а, Р, Y. • • •

являются функциями одного и того же аргумента х  и стремятся к 
нулю при стремлении х  к некоторому пределу а или к бесконечности.



О характер и зуем  стремление эти х  переменных к  нулю , р ассм атр и вая их 
отношения * ).

Б удем  пользоваться в дальнейш ем следую щ ими определениями.

О п р е д е л е н и е  1 . Если отношение — имеет конечный и от-а

личный от н уля предел, т. е. если lim =  А ф  0 , а следовательно ,

lim  ~  = - 1- ^ : 0 , то бесконечно малые |3 и а  назы ваю тся б е с к о н е ч н о  
м алы м и  о д н о г о  п о р я д к а .

П р и м е р  1. Пусть а = х ,  р =  s in 2дг, где х — ► 0. Бесконечно малые а  
и р одного порядка, так как

lim 1  =  lim ^ = 2.*->о а  *->о х
П р и м е р  2. При х — *-0 бесконечно малые х, sin Зле, tg2x , 71п(1-|-х) 

являю тся бесконечно малыми одного и того же порядка. Доказательство про­
водится аналогично тому, как  это сделано в примере 1.

О п р е д е л е н и е  2 . Если отношение д в у х  бесконечно малых 

стремится к  нулю , т . е . если lim-£- =  0 lim -j^  =  o o j ,  то бес­

конечно малая р н азы вается  б е с к о н е ч н о  м а л о й  в ел и ч и н ой  в ы сш е г о  
п о р я д к а , ч ем  б е с к о н е ч н о  м а л а я  а ,  а бесконечно м алая  а  н азы вается  
б е с к о н е ч н о  м а л о й  н и з ш е г о  п о р я д к а , ч ем  б е с к о н е ч н о  м а л а я  р.

П р и м е р  3. Пусть а  =  х, (3 =  *", п>1, х — >-0. Бесконечно малая 0 есть 
бесконечно малая высшего порядка, чем бесконечно малая а,  так как
lim — =  lim хп“ • =  0. 

х-*о х  х -м
При этом бесконечно малая а  есть бесконечно малая низшего порядка, 

чем бесконечно малая (5.

О п р е д е л е н и е  3 . Бесконечно м алая р н азы вается  б е с к о н е ч н о  
м а л ой  k- г о  п о р я д к а  о т н о с и т ел ь н о  б е с к о н е ч н о  м а л о й  а ,  если р и а* —

о

бесконечно малые одного п о р ядка , т . е . если lim ^  =  А Ф 0 .

П р и м е р  4. Если а —х, P =  x5, то при х — >-0 бесконечно малая р есть 
бесконечно малая третьего порядка относительно бесконечно малой а , так как

lim 1 3= н т  7̂ 1= 1.
Х->0 Ct х -Ь 0  '  '

О п р е д е л е н и е  4 . Если отношение д в у х  бесконечно Ma­
tt р 

лых стрем ится к  единице, т . е. если l i m — = 1, то бесконечно
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*) Будем предполагать, что бесконечно малая, стоящая в знаменателе, 
не обращается в нуль в некоторой окрестности точки а .



малые р и а  называют эквивалентными бесконечно малыми *) и пи­
шут а ^ р .

П р и м е р  5. Пусть а*=х и f5 =  s in x , где х — *-0. Бесконечно малые а  
и Р эквивалентны, так к ак

lim
Х->0 X

П р и м е р  6. Пусть а«= * , р =  In (1 +  х), где х — >-0. Бесконечно малые 
а и р  эквивалентны, так как

lim 1п ( '+ * > = !
Х -Ю  X

(см. пример 6 § 9).

Т е о р е м а  1. Если а  и р — эквивалентные бесконечно малые, 
то  их разность а — р есть бесконечно м алая  высшего порядка, 
чем а и чем р.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно,

lim — lim  (  1 — -£Л =  1 — lim  — =  1 — 1 = 0 . 
а  \ а  )  а

Т е о р е м а  2.  Если разность двух бесконечно малых а — р есть 
бесконечно м алая  высшего порядка , чем а и чем р,  то  а  и р суть 
эквивалентные бесконечно малые.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть l i m =  0, тогда l im  ̂ 1 — ^ =  0, 

или 1 — l i m — =  0, или 1 =  lim  — , т. е. а=^8. Если l i m ^ ^  =  0,п 1 п 1 • Р
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то lim ^ — l j ,  l im-—= l ,  т. е. а^=р.

П р и м е р  7. Пусть а  =  дс, Р*=дс +  дс*, где х — (-0.
Бесконечно малые а  и Р эквивалентны, так к ак  их разность р — а= л :’ 

есть бесконечно малая высшего порядка, чем а  и чем р. Действительно,

lim &H^ =  lim — =  lim **= о,
JC—>0 а  ЛГ—>0 X  X-+Q

limSLZ-P^lim *  - l i m  0.
Р х-+о x - j~ x  х-+о 1 х

Х - \ - \  1
П р и м е р  8. При х —*-оо бесконечно малые а  — —̂ — и р = — — экви­

валентные бесконечно малые, так к ак  их разность а — р ---- +  *— i  = -L

есть бесконечно малая высшего порядка, чем а  и чем р. Предел отноше­
ния а  и р равен 1:

*~М
lim J* =  lim l im ^ - i i  =  lim (  l - f  .1Л — j ,

a  x -+»  1 x-+ со x  x-+ оо \ X  J

*) В этом случае а и р  иногда называют равносильными бесконечно
малыми.



З а м е ч а н и е .  Если отношение д в у х  бесконечно малых -6- не

имеет предела и не стремится к бесконечности, то р и а  не срав­
нимы м еж ду собой в указанном выше смысле.

П р и м е р  9. Пусть а  =  дс, р =  ж sin — , где х —>-0. Бесконечно малые а
О |

и Р не сравнимы, так к ак  их отношение — =  s in — при х— >-0 не стремится 
ни к конечному пределу, ни к бесконечности (см. пример 4 § 3).

Упражнения к главе II

Вычислить указаьные пределы:

1. lim ** . Отв. 4. 2. lim [2 s in * — cosх +  c tg х]. Отв. 2.
X - t  1 X r  + 1 я

X - ► 
2

3. lim * ~ 2 ■ . Отв. 0. 4. lim (  2 — — +  4 V  Отв. 2.
* - « ^ 2  +  x x X J

5. lim 4x* ~ 2 j;,+ -  . O m e .~ .  6. lim i + i . Отв. 1. 7. lim 1 + 2 . .
X -*■ oo oX  —  О О x -+  со X  n -+  oo П

Отв. 1 .  8. l im i !  +  2* + 3° +  • •'  +  n* . Отв. I .
2 n ->oo n 3 3

У к а з а н и е .  Напишем формулу (ft +  1)’ —k3 =  3/гг -j-ЗА 1 для k = 0, 
1, 2........... я .

1* = 1;
2*— 1»= 3-1* +  3-1 +  1;
3 * - 2 ,  =  3-22 +  3 - 2 + l ;

(л +  1)’  — я ^ З л ^ З л + К  
Складывая левые и правые части, получим:

(л +  1)* =  3 (1* +  2* +  . . .  +  я*) +  3(1 +  2 +  . . .  +  я ) +  (я +  1),

(л + 1)» =  3(1» +  22+ . . . + л 2) - 3 " (У —1 +  (л + 1),

откуда
л (л  +  1) ( 2л + 1)
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1* +  2!  +  . . .  +  л* = 6

9. П т Отв. со. 10. Ига Отв. 0.* оо 2х-\-Ъ Л-+00 Г  +  4

11. Hmf c ^ - t f . Отв. 1  12. lim £ = *  Отв. 4.
к —►о Зх - j - 2х 2  х  -+ 2 х Л

‘ 3- 0 ш - 3 '  , 4 - Л ^ / - 1 2 х + 2 о ;  0 m fl- i r ­

i s .  Umf + 3 * - ? ° . Отв. 1. 16. lim y*1+ 3 ^ ^ . Om«. - - 1  . 
*-►1 3jc* — 5a:— 2 (/-♦-* yx—y  — v  »

, 7. lim Отв. 0. 18. lim ^  ■ Ome. З Л  
м — 2 (u-\-2) (u — 3) h-> о ft



[ I з п хп_1
г-------- ;------- j  . Отв. — 1. 20. lim ------ г -  Отв. л (л — целое
1 — *  1 —  д с * ]  * - и  ДС— 1

положительное число). 21. Иш — - . Отв.-^ . 22. .

0тв. 2 Jр .  га . 1 lm j g + g - P . £ .  24. Urn 1 ^ = 1 .  Ome. 1 .
о «-»« f  i/1— <7 P •*-*■1 У  дс— 1 "

25. \ i m Y x —V * - .  Отв. 26. l l m ^ I H ± Z = i .  Ome. j .* —a та *-*o x 2

27. Hm - i...в Отв. 1. 28. lim У х . Отв. 1 при * —>-+oo,
*-*•+» y x, +  l +

— 1 п р и * —»■ — oo. 29. Hm x* -f- 1— Y хг — 1). Отв. 0.
X - и х

30. l 'm x ( У  дс*+1—дс). Отв. -i- при х —► +  «>. — 00 п р и * — ►— оо. 
х -^-со  Z
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I I л s,n* Т  1
31. l i m f i f .  Отв. 1. 32. l im H L lf . Огпв. 4. 33. lim — . Отв. ~  . 

* -H > tg *  *->о *  *-><> ДС* 9

34. lim — Отв. —~=? 35. l im * c tg * . Отв. 1. 
*-*■+!> у  1—co s* '  V 2 ' *-*<>

36. lim ■ 1 ~ 2 C0S ° . Отв. VT. 37. l i m ( l _ z) t g ^ .  Отв.— .
Л  . (  Л  \  Z -+  1 2  ТС

°-> T sin[ a- j )

38. lim 2£[£5!!Lf 0тв  2 39. i lm ! ! L ^ ± f ) - A nl a - . ^ . ,  0тв. 2 cos a.
X -*0  О * О Д: —>0 X

40. l im * * * - 81" * , ome. 1 .  41. lim ( i + 2 Y \  Отв. Л
* - ► » * *  2  * -* 0 0  \  X  J

42. Пт Г 1 — L  ̂ . Отв. — . 43. lim (  —Х ^ . Отв. — .х-к» V х 1 е * - * о о \ 1 + Х /  г

44. lim . Отв. е. 45. lim ! л [ 1 п ( л  +  1)— 1пл][. Отв. 1.
о» \  П J  г г - *  оо ’

46. lim (1 - f  c o s * ) 'sc *• Отв. в*. 47. lim l l I U  ax\, Отв. a.
я  х-ю  *

* -> T

48. I'm Отв. в. 49. lim (1 + 3  tg* * )ct®’ \  Отв. e*.
*-►00 I ‘ / ЛГ-+ 0

50. lim ( cos — ^ . Отв. 1. 51. lim l U l L i f J . .  Отв. 1 при о —  ̂+  00,
m-+Qо \ t n J  a -> oo CL



О при а —►— оо. 52. Uni-fo e*  . Отв. . 53. Нш - ------? (а>  1). Отв. +  ооX -»о sin р* Р X -> 00 X
1

при х —► -Ь 00. О при х —>-— оо. 54. 11т п [ а п — 1]. Отв. In а .
П-+00

_p'fX р«х_„Вх
55. l im ----------- , Отв. а — в. 56. lim _ --------------—— Отв. 1.х-*ч х г *-*.0 sin с а — sm fk

Определить точки разрыва функций:

х_1
57. y = ^ x + l ) ( x l —4) '  С т в ' Р азРывы ПРИ х=* — 2; — 1; 0; 2.

1 2
58. у  — \g — . Отв. Разрывы при *  =  0 и х —± — ;

, J L .  2 ■
^ З л ........... (2л + 1) л  ’

1
59. Найти точки разрыва функции j/ = l +  2 *  и построить график этой 

функции. Отв. Разрыв при х =  0 ( у —► + оо при х— >0 +  0, у I  при
* — О— 0).

60. Между следующими бесконечно малыми (при х —>-0) величинами
х2, У х ( \ —х), sin3*, 2xcosa: хегх выбрать бесконечно малые одного
порядка с бесконечно малой х, а также высшего и низшего порядка, чем х. Отв. 
Бесконечно малые одного порядка sin3* и хе**; бесконечно малые высшего
порядка х1 и 2*  cos tg*x, бесконечно малая низшего порядка У х

61. Среди указанных бесконечно малых (при х —>-0) величин найти беско­

нечно малые, равносильные бесконечно малой х: 2 sin х, у  tg 2х, х—Зхг,

У2х2 +  х’ , l n ( l+ * ) ,  x*-f-3*4. Отв. ~ lg2 x ,  х— 3*', ln ( l - f * ) .
62. Убедиться в том, что при х —> 1 бесконечно малые величины 1—х и 

1— У х  будут одного порядка малости. Б удут ли они эквивалентны?
1 XОтв. lim -------=  3, следовательно, данные бесконечно малые одного по-

* - Ч -  V  х 
рядка, но не эквивалентны.
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Г Л А В А  III

ПРОИЗВОДНАЯ И ДИФФЕРЕНЦИАЛ

§  1. Скорость движения

Будем  рассматривать прямолинейное движение некоторого твер­
дого тела, например движение камня, брошенного вертикально вверх, 
или движение поршня в цилиндре двигателя и т. д . Отвлекаясь от 
конкретных размеров и формы тела, мы будем в даль­
нейшем' представлять его в виде движущейся точки М.
Расстояние s движущейся точки, отсчитываемое от не­
которого начального ее положения М0, б удет  зависеть 
от времени t, т . е. s  б удет  функцией времени ti Ьм,

--fit). ( 1)
4s ■

м f  

°1

м„

П усть  в некоторый момент времени *) t движущ аяся 
точка М находилась на расстоянии s  от начального 
положения М0, а в некоторый следующий момент 
точка оказалась в положении — на расстоянии s - ) - A s  
от начального положения (рис. 56). Таким образом, за  р иё 50 
промежуток времени At расстояние s изменилось на ве­
личину As. В этом случае говорят, что за промежуток времени At 
величина s  получила приращение As.

Рассмотрим отношение ^ ; оно дает  нам среднюю скорость дви ­

жения точки за время Д^:

" е р - д -  (2)

Средняя скорость не может во всех случаях  точно охарактери­
зовать быстроту перемещения точки М в момент t. Если, например, 
тело в начале промежутка At перемещалось очень быстро, а в конце 
очень медленно, то средняя скорость, очевидно, не сможет отра­
зить указанных особенностей движения точки и дать  нам правильное

*) Здесь, к ак  и в дальнейшем, конкретное значение переменной мы будем 
обозначать той же буквой, что и саму переменную.
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представлен ие об истинной скорости ее дви ж ен ия в момент t. Д ля того 
чтобы точнее вы разить э т у  истинную  скорость с помощью средней 
скорости , надо в з я т ь  меньший пр ом еж уток  времени At. Наиболее полно 
х ар актер и зует  скорость дви ж ен ия точки в момент t тот предел, 
к  котором у стрем ится ср едн яя  скорость при A t—>-0 . Э тот предел 
и назы ваю т с к о р о с т ь ю  д в и ж е н и я  в д а н н ы й  м о м е н т :

v  =  \im j ? .  (3)
Дt -> oaf

Таким образом , с к о р о с т ь ю  д в и ж е н и я  в д а н н ы й  м о м ен т  н азы вается 
предел отнош ения приращ ения п ути  As к  приращению времени At, 
к о гд а  приращ ение времени стрем ится к нулю .

Напишем равен ство  (3) в развернутом  ви де . Т ак к ак

A s = f ( t  +  A t ) - f ( t ) ,
то

* _ и ш ш ± ^ = т ,  р )
At - » о ^  '

Это и б у д е т  скорость неравномерного дви ж ен и я. Таким образом, 
мы видим, что понятие скорости неравномерного дви ж ен ия органи­
чески связан о  с понятием п редела. Т олько с помощью понятия пре­
дела можно оп р еделить скор ость  неравномерного дви ж ен и я.

Из формулы (3 ')  с л ед у е т , что v  не зави си т от приращения вре­
мени At, а зави си т от значения t и хар актер а  функции /  (t).

П р и м е р .  Найти скорость равномерно ускоренного движения в произ­
вольный момент t и в момент t =  2 сек., если зависимость пути от времени 
выражается формулой

Т^ - о т ­

р е ш е н и е .  В момент t имеем s =  -^-g/’ ; в момент * +  At получим: 

s +  As =  l g ( /  +  A02=  y g (/2 +  2*A/-f-A^).
Найдем As:

As =  ± g ( t ‘  +  2t At +  At‘ ) - - L g t * = g t A t  +  ±-gAt*.

Составим отношение — :At
. g t  At +  4 -  g  At*
Д? = ---------At---------  = S t + T g b t ;

по определению, имеем:

v =  lim ^  =  lira (  g t  + i -  g  A t) = g t .
A t  - *  о Д * - + о \  *  J

Таким образом, скорость в любой момент времени t равна v = g t .
При t =  2 имеем (i<)f-a =  g , 2 =  9,8-2 =  19,6 ж/сел.
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§  2 . Определение производной

П усть мы имеем функцию

> = / ( * ) ,  ( 1)
определенную в некотором промежутке. При каждом значении ар гу ­
мента х  из этого промежутка функция у = / (х )  имеет определенное 
значение.

П усть аргумент х  получил некоторое (положительное или отри­
цательное— безразлично) приращение Ах. Тогда функция у  получит 
некоторое приращение Ау. Таким образом:

при значении аргумента х  будем иметь y  =  f(x ) , 
при значении аргумента х-\-Ах будем иметь у-\-Ay ^  f  (х-\-Ах). 

Найдем приращение функции Ау.

A y = f ( x  +  Ax)— f(x ) .  (2)
Составим отношение приращения функции к приращению аргумента:

А У f (x  + Ax)—f(x )  /оч
Ах ~  Ах •

Найдем предел этого отношения при Ах —>■ 0. Если этот предел сущ е­
ствует , то его называют п р о и з в о д н о й  данной функции f( x )  и 
обозначают / '  (х). Таким образом, по определению,

' — П т
Ах -» о 1 

или

/ И . 1. Й Ш Й .  (4)
Ах -* о ах

Следовательно, производной данной функции y —f ( х) по ар гу ­
менту х  называется предел отношения приращения функции А у  
к приращению аргумента Ах, когда последнее произвольным обра­
зом стремится к  нулю.

Заметим, что в общем случае для каждого значения х  производная 
/ '  (х) имеет определенное значение, т. е. производная является  также 
ф у н к ц и е й  от х.

Н аряду с обозначением / '  (х) для производной употребляются и 
другие обозначения, например

t * dij 
у . л .  £■

Конкретное значение производной при х  =  а  обозначается / '  (а) 
или у' \х=а.

Операция нахождения производной от функции f( x )  называется 
дифференцированием этой функции.

3 Н. С. П искунов, т. I



П р и м е р  1. Д ан а ф ункция у = х г; найти ее производную  у’:
1) в произвольной точке х,
2) при ж =  3.
Р е ш е н и е .  1) При значении ар гум ен та, равном х, имеем у = х * .  При 

значении аргум ен та, равном *  +  Дх, имеем у  +  А у  =  (х-\- Дх)2.
Н аходим приращение функции:

=  (*  +  Д*)*— *г =  2* Ах  (Дх)1.

Составляем отношение ^ :
Да:

Ё = ^ (А*) ,= 2 * + а*.
П ереходя к  пределу, найдем производную  от данной функции: 

t/' =  lim lim  (2х - f  Дх) =  2х.
Ах -+ о Л *  Ах -* о

И так , производная от функции у — х2 ъ произвольной точке равна

У' =  2х.
2) При дс =  3 получим:

У' | ,= ,  =  2 -3  =  6.
•*. j

П р и м е р  2. у  =  —  \ найти у'.

Р е ш е н и е .  Р ас су ж д ая  т ак  ж е , к а к  в предыдущем примере, получаем:

1 , л 1у -  — ; у + ьу =
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х  ' * ' v х  +  А х '
1 _ Х —X —
х  ~  х  (х +  Д 

Д у  1

. _  1_____ 1 _ х—х — Ах Ах
У~ х  + Ах х ~ х ( х  + Ах)~  л^х +  Д х )5

Дх х  (х +  Дх)

у ’ =  lim ^  =  lim Г------* 1 =  — ?j-.
Ддг -+ о Д * длгч-oL *  (х +  Д х )] л:*

З а м е ч а н и е .  В предыдущем параграфе было установлено, что 
если зависимость расстояния s движущейся точки от времени t выра­
жается формулой

то скорость v  в момент t выражается формулой
As .. f ( t  +  A t)— f ( t )  v — lim т-т =  lim !—-п— — . 

д < - о д< a i  -* о Ы
Следовательно,

т. е. скорость равна производной *) от пути по времени t.

*) К огда мы говорим «производная по х* или «производная по времени h  
и т . д ., то под этим мы подразумеваем , что при вычислении производной 
мы считаем аргументом переменную х или время t и т . д .
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§  3 .  Геометрическое значение производной

Мы подошли к понятию производной, рассматривая скорость дви­
жущ егося тела (точки), т. е. исходя из м е х а н и ч е с к и х  представ­
лений. Теперь мы дадим не менее важное г е о м е т р и ч е с к о е  
истолкование производной. Для этого нам прежде всего потребуется 
определение к а с а т е л ь н о й - к  кривой в данной точке.

П усть имеем кривую и на ней фиксированную точку М0. Возьмем 
на кривой точку Ж, и проведем секущую MtjИ, (рис. 57). Если точка

М, неограниченно приближается по кривой к точке М0, то секущ ая 
Ж0уИ, занимает различные положения MaM'v M0M"t и т. д .

Если при неограниченном приближении точки Мх по кривой 
к точке М0 с л ю б о й  с т о р о н ы  секущ ая стремится занять поло­
жение определенной прямой М0Т, то эта  прямая называется касатель­
ной к кривой в точке М0 (понятие «стремится занять»  б удет  уточ­
нено ниже).

Рассмотрим функцию / ( х ) и соответствующую этой функции 
кривую

У =*/(*)
в прямоугольной системе координат (рис. 58 ).  При некотором зна­
чении х  функция имеет значение y = f ( x ) .  Этим значениям х  и у  
на кривой соответствует точка Mt (х ,  у). Дадим аргументу х  при­
ращение Ах. Новому значению аргумента х  +  Ах соответствует 
«наращенное» значение функции у-{- Ку = / ( х  +  Ах). Соответствую­
щей ему точкой кривой б удет  точка Ж , ( х + А х ,  _у-)-Д_у). Проведем 
секущую МЛМХ и обозначим через <р угол, образованный секущей

с положительным направлением оси Ох. Составим отношение ^ . Из 

рисунка 58 непосредственно усматриваем, что
д </
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Если теперь Ах б удет  стремиться к  нулю, то точка Ж, будет 
перемещаться вдоль кривой, приближаясь к  М 0. Секущая Л11аМ1 
будет  поворачиваться вокруг точки М0 и угол <р б удет  меняться 
с изменением Ал:. Если при А х —> 0 угол ф стремится к  некоторому

пределу а ,  то прямая, проходящая че­
рез М0 и составляющая с положитель­
ным направлением оси абсцисс угол а ,  
б удет  искомой касательной. Нетрудно 
найти ее угловой коэффициент:

tg а  =  lim tg ф =  lim = / ' ( * ) •
Ах ->• о Ах -+ о а х

Следовательно,

/ ' ( * )  =  t g a ,  (2)

т. е. значение производной / '  (х) при 
данном значении аргумента х  равня­
ется  тангенсу угла, образованного с 

положительным направлением оси Ох касательной к графику 
функции f( x )  в соответствующей точке Л10 (х, у).

П р и м е р .  Найти тангенсы углов наклона касательной к кривой у  =  х* 

в точках М, ( j ,  - i - j ;  М, (— 1, 1) (рис. 59).

Р е ш е н и е .  На основании примера 1 § 2 имеем у '= 2 х ;  следовательно,

| 1 = * :  «*=У"\ =  — 2.

. §  4 . Дифференцируемость функций

О п р е д е л е н и е .  Если функция

> = / ( * )  (1) 

имеет производную в точке х=*х0, т . е. если сущ ествует

Ит *У=  11ш f(* . +  A * ) -/ (* > t (2)
Д *  -► О Ах  -► о Л х

то мы говорим, что при данном значении х =  ха функция дифферен­
цируема или (что равносильно этому) имеет производную.

Если функция дифференцируема в к а ж д о й  т о ч к е  некоторого 
отрезка [a, b] или интервала (а, Ь), то говорят, что она дифферен­
цируема на отрезке [а, Ь\ или, соответственно, в интервале (а ,  Ь).

Т е о р е м а .  Если функция y  — f(x )  дифференцируема в неко­
торой точке х — х 0, т о  она в этой точке непрерывна.



Действительно, если

§  4 1  д и ф ф е р е ц ц и р у е м о с т ь  ФУ НКЦИЙ 6 9

l im

то

Й = / '  K )  +  Y.
0. Но тогдагде у  есть величина, стремящаяся к нулю при Ах-

A y —f  (дс„) Ах +  у Ах;
отсюда следует, что Ду — >-0 при Дл:—>-0 , а это и значит, что функ­
ция f(x )  непрерывна в точке х 0 (см. §  9 гл. II).

Таким образом, в т о ч к а х  р а з р ы в а  ф у н к ц и я  не  м о ж е т  
и м е т ь  п р о и з в о д н о й .  Обратное заключе­
ние неверно, т. е. из того, что в какой-нибудь 
точке х — х„ функция y —f(x )  непрерывна, 
еще не с л е д у е т ,  что в этой точке она 
дифференцируема: функция /(х) может и не 
иметь производной в точке х0. Для того что­
бы убедиться в этом, рассмотрим несколько 
примеров.

П р и м е р  1. Ф ун кц ия / (* ) определена на о т­
резке [0, 2] следующим образом (см. рис. 60):

/ (х) =  х  при 0 < * < 1 ,
f ( x )  =  2 x — 1 при 1 < х « 5 2 .

Эта ф ункция при х = 1  не имеет производной, хотя и непрерывна в этой точке.
Действительно, при А* >  0 имеем:

lim 
д* -> о

/ (1 - f  Ах) — f  (1) 
Ах ■■ 11т

Ах -+ о

[2 (1 + Ах)— 1]—[2-1 — 1) 
А* : lim

Ах

2 Ах 
Ах = 2,

при Аде <  0 получаем:

/ ( 1 + Д * ) - / ( 1 ) .
lim

Длг -+ Ах ; lim
Ах -*■ о

11 +  Ах] — 1
Ах lim

Ах

’Ах  -»  о ‘

Таким образом, рассматриваемый предел зависит от того, каков знак Ах, а это 
значит, что в точке *==1 ф ункция не имеет производной*). Геометрически 
этому соответствует тот факт, что в точке *  =  1 данная «кри вая» не имеет 
определенной касательной.

Непрерывность ж е функции в точке * = 1  следует из того, что
А у  =  Ах  при Ах <  0,
Ау =  2Ах  при Алс >  0, 

и следовательно, в обоих сл уч аях  А у  -*• 0, при Ах  0.

*) По определению производной требуется, чтобы отношение стреми­

лось при Ах -*■ 0 к  одному и тому ж е пределу независимо от того, каким  
образом  стремится к  нулю  Ах.



*
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П р и м е р  2. Функция у = р г ~х, график которой изображен на рисун­
ке 61, определена и непрерывна для всех значений независимого переменного. 

Выясним, имеет ли эта функция производную при *  =  0; для этого
найдем значения функции при дс =  0 и при 
х  =  0 +  Д.г, при х — 0 имеем г/=0, при 
*  =  0 +  Д* имеем у  + Ау—у/(Ах). Следо­
вательно,

Ау=*/<АхТ.
Найдем предел отношения приращения 

функции к приращению аргумента:

У т =
Ах
1

з/ ~ = =  +  оо.

к Ау
1ш1 Ах =Ах -► о Ах

lim

=  lim 
Ах -*■ о

Таким образом, отношение приращения функции к приращению аргумента 
в точке х = 0  стремится к бесконечности при Ах 0 (и, значит, предела не 
имеет). Следовательно, рассматриваемая функция не дифференцируема в точке 
х =  0. Касательная к кривой в этой точке образует с осью абсцисс угол
я  л-g- , т. е. совпадает с осью Оу.

§  5. Нахождение производных от элементарных функций.
Производная от функции у  =  х п при п целом и положительном

Для нахождения производной от данной функции у  — f(x ) ,  исходя 
из общего определения производной, необходимо произвести следую­
щие действия:

1) дать  аргументу х  приращение Дд:, вычислить наращенное зна­
чение фуикции:

у + А у = / ( х +  Аж);

2) найти соответствующее приращение функции:

A y = / ( x  +  A x)— f{x );

3) составить отношение приращения функции к приращению 
аргумента:

Ay f (x  + Ах) — {(х)'
Ах Ах ’

4) найти предел данного отношения при Ад:—*-0 :

/ =  lim п т  № М .
Д* -► о Ах -* о Ьх

Мы применим здесь и в следующих параграфах этот общий спо­
соб для  вычисления производных от некоторых элементарных функций.



Т е о р е м а .  Производная функции у  =  х п, где п — целое поло­
жительное число, равна пхп~\ т.  е.

если у  =  х п, т о  у ' —пхп~*. (I)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем функцию

у  =  х п.
1) Если х  получает приращение Алг, то

у  +  Ау =  (х 4 - Ах)п.
2) Пользуясь формулой бинома Ньютона, находим:

Ау =  (х +  Ах)п— хп — х п+  у х п~' Ах +

+ гЩ т г 1 х "~1 ( Д* )8 +  • • • +  (Л х>"
или

Ау — пхп~лАх -\-п (Ах)* + ( Д х ) п.

3) Находим отношение:

Д| =  Лх " -  +  ^ = ^ ^ - г А х  +  . . .  +  (Ах)п~\

4) Найдем предел этого отношения:

/ =  l i m ^ =  lim r ^ n- , +  l i ^ = i . )x n- l A x + . . . - f ( A x ) ' , - , l  = л х п- ‘ , 
\ х  -♦ о Ах -* о L 1 •z  J

следовательно, у '= п х " ~ 1, что и требовалось доказать .

П р и м е р  1. y = x s, у ' =  5xs ~l =  5x*.
П р и м е р  2. у  =  х, у ' =  \х1~1, (/' =  1. Последний результат имеет про­

стое геометрическое толкование: касательная к прямой у = х  при любом зна­
чении х совпадает с этой прямой и, следовательно, образует с положительным 
направлением оси Ох угол , тангенс которого равен 1.

Отметим, что ф орм ула  (I) верна  и в  сл у ч а е  п дробного и отри­
цательного . (Это б удет  д о казан о  в § 12.)

П р и м е р З .  y=V~x.
Представим данную функцию в виде степени:

■
у = х г ;

тогда по формуле (I) (учитывая только что сделанное замечание) получаем:
1

1
У =

или

§  5 ]  НАХОЖДЕНИЕ ПРОИЗВОДНЫХ ОТ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ 7 1

У

* ' = 2T T -
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П р и м е р  4.</=- - 1 ■ .
*

Представим у  в виде степенной функции:
S

У = х  *.
Тогда

8 S

3 ”  Т " *  з ~ту '= г—  —  х  =  о“ х  = - .
2 2 '2лс* *

$  6 . Производные от функций j» =  s in jc ; д» =  совд: 

Т е о р е м а  1. Производная о т  s in x  есть  co sx ,  т. е.

если .у =  s in x ,  то  у  =  c o sx .  (II)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Дадим аргументу х  приращение Д х ;  тогда
1) у  +  A y  =  s i n ( x - f A x ) ;

а .  - / г а  \ • о  • х  +  А х — х  х + А х + х2 ) Д.у =  sin (х  +  Д х )— s in x  =  2 s m — ----- cos ■■ -  — =

п ■ Ах [  , Ах\
=  2 s in  - g - .  c o s  ( х-\—̂ у,

„ . Ах (  Ах\ . Ах . 2 Sin - jr -  COS ( ДС +  -7Г  S in -к -  ,  . .
A» . . .  2 V T  2 J 2 —  f  , Ax\.
a x -----------------Kx----------------- ^ r co4

2
s in  —

4 )  /  =  l im  т | =  l im  i im  c o s f x + ^ ) t
A x - * o a x  Д т  “  А х - ю  \ z  /

2
но т ак  как

I Ддс®in ~n~ 
lira —г— = 1,

Ax  -> а

TO

y' =  lim cos (  x  +  =  cos x.
Ax -* о V г  1

Последнее равенство получается на том основании, что co sх  есть 
непрерывная функция.

Т е о р е м а  2. Производная о т  c o s х  есть  — s in х ,  т. е.

если у — c o s х , т о  у ' =  —  s in x .  (III)



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Дадим аргументу х  приращение Дх, тогда 

у  -(- Д_у =  cos (л: +  Дх):
« / I А \ г> ■ Х + Ах—х . х +  Дх +  дсДу  =  cos (х  -j- Дх) — cos х  =  —  2 sin ——=------sin v — =
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0 . Дх . f  , Ах\— —  2 Sin у  Sin [ x - f — J ;

(*+¥>
A S l t l  T TД у 2л —--- Г— ‘ slnAx Ax

2
sin —

y ' =  Hm l i m ------^ J L  sin = —  l i m s i n ( x  +  ̂ V
Дл: - » о Длг - » о £ £  \  ^  /  Д л  о \  1 /

2
учитывая, что sin л: есть непрерывная функция, окончательно получим:

.у' =  —  sin X.

§  7. Производные: постоянной, произведения постоянной 
на функцию, суммы , произведения, частного

Т е о р е м а  1. Производная постоянной равна нулю, т. е.
если у  —С, где C = c o n s t ,  то  у ' — 0 . (IV)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  _у =  С е с т ь  такая  функция от х, значения 
которой при всех х  равны С.

Следовательно, при любом значении х
У = / (Х) —С.

Дадим аргументу х  приращение Ах (Ахф О ). Так как  функция у  
сохраняет значение С при всех значениях аргумента, то

_у +  Д у = / ( х  + Д х )  =  С.

Значит, приращение функции равно

A y = f ( x  +  Ax)— f ( x ) = 0 ,
отношение приращения функции к  приращению аргумента

и следовательно,

^  =  0 Ах '

/ =  lim ^  =  0,
Ддг -+ О

т. е.
/ =  0 .

Последний результат имеет простое геометрическое истолкова­
ние. Графиком функции у  =  С служит прямая, параллельная оси Ох.



Касательная к графику в любой ее точке, очевидно, совпадает с этой 
прямой и, следовательно, образует с осью Ох угол, тангенс которого 
У  равен нулю.

Т е о р е м а  2. Постоянный множитель можно выносить за знак 
производной, т. е.

если у  — Си(х), где С =  const, т о  у' =  С и '(х). (V)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Р ассуж д ая  так  же, к ак  и при доказатель­
стве предыдущей теоремы, будем иметь:

У =  Си (х), 
у  +  Ау =  Си (х +  Ах),

Ау =  Си ( х +  Д х )— Си (х ) =  С [и (х  +  Дх) — и (х)],
Ду  „и(х-{- Ах) — и (х)
Ах Ах ’
у =  lim  ^  =  C l i m  т . е . у = С ц ' ( х ) .
*  Д * - о Д *  Д * - о  Д *  *  W

П р и м е р  1. у  — 3 у ___

I * " 5--
т. е.
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* “  2 * У Т *
Т е о р е м а  3. Производная суммы конечного числа дифферен­

цируемых функций равна соответствующей сумме производных 
этих функций *).

Д ля  случая, например, трех слагаемых имеем:

y  =  u(x) +  v (x ) +  w (x); у ' = и ' (x) +  v ’ (х )+ w ' (х). (VI)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д ля значений аргумента х

у  =  и +  v w
(аргумент х  в обозначении функции для  краткости письма опускаем). 

Д ля значения аргумента х  -\- Дх  имеем:

у  +  Ау  =  (и -f- Ди) +  (г» +  Av) - f  (w +  Aw),
где Ay, А и, Av и A w — приращения функций у, и, v  и w, соответ­
ствующие приращению Д х  аргумента х .  Следовательно,

д , =  д «  +  д „ + д „ ,  £ _ £ + £ + £ .

, Ду  Ди До . Aw
У =  l lm Ах=  hm Д ^ +  l lm Т х +  l lm л 7  Дх -*■ о Дх - »  о А  Д х  о Ах -+■ о

*) Выражение у  =  и(х ) — v (х) равносильно у  =  и ( дс)+ (— 1) о (х) и 
у ’ = [и ( * )+ (  — 1) V (дс)]' = и ‘ (*) +  [ — V  ( * ) ] '= « '  (дс) — и' (х).



или
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П р и м е р  2.  у  — Зх*

у' =  и' (X) 4-  v' (х) +  w' (х).
1

т. е.
у' = 12хг +  1

3 *  у~ х '

Т е о р е м а  4. Производная о т  произведения двух дифференци­
руемых функций, равна произведению производной первой функции 
на вторую функцию плюс произведение первой функции на произ­
водную о т  второй функции, т. е.

если y  =  uv, т о  y '= u 'v  +  uv'. (VII)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Р ассуж д ая ,  к ак  и при доказательстве пре­
дыдущей теоремы, получим:

у  =  UV,
у  -\- Ау — (и +  А и) (v +  Av),

Ау — (и +  Дм) (v +  Av) — uv — Auv -\-uAv-\- Аи Av,
Ау Ди , „ Av , . . .—  - Т-- V  “f- U ~7— |- Д U -Т—,Ах Ах Ах Ах

, Аи А и . . .  Av , . Av
у  — lim — lim -г- г/4- lim и -r- -f- urn Да -г- =

Д * - ю Л *  Ax-k о Длг-ю &х-+о Л х

lim lim lim Аи lim ~
, д * - о  д * /  д * - » о д *  д * - »  д * - о д *

(так как  и и v  не зависят от Дх).
Рассмотрим последний член в правой части

lim Аи lim ^  .
Д * - * 0  Д х - * о  ^ Х

Так как и(х ) — дифференцируемая функция, то она непрерывна. 
Следовательно, И т Д и  =  0. Кроме того, 

д*-»о
1- Av , , lim -f— =  v  ф о о.

Д*-+о
Таким образом, рассматриваемый член равен нулю, п мы окончательно 
получаем:

у ' =  u'v  +  uv'.
На основании доказанной теоремы легко получается правило диффе­
ренцирования произведения любого числа функций.

Так, если имеем произведение трех функций
у  =  uvw,



то, представляя правую часть как произведение и и (vw), получим: 
у  =  и' (vw ) +  и (vw )' =  u'vw  4- и (v'w  -j- vw') =  u'vw  -f- uv'w  -|- uvw'. 
Таким приемом можем получить аналогичную формулу для  произ­
водной произведения любого (конечного) числа функций. Именно, 
если y  =  uJ u1 . . .  и„, то

y , '=u'tut . . . u n_ Jun+ u 1u2 . . . u n_ tun+ . . .  +  ulut . . . u n_ lun.

П р и м е р  3. Если у =  х* sin*, то
у' =  (*')' sin х + хг (sin х)’ =  '2х sin х +  х? cos х.

П р и м е р  4. Если у =  Vx  sin х cos х, то

у' =  (V x ) '  sltix cos х +  V x  (sin x)’ cos x -f V x  sin x (cos x)' =
* sin x cos x 4- V x  cos x cos x 4- V x  sin x (— sin x) =
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x

* sin x cos x4 * Vx (cos*x— sin2*) =  4- Vx  cos 2*.
2 V x 4 Vx

Т е о р е м а  5. Производная дроби (m.e. частного отделения двух 
функций) равна дроби, у  которой знаменатель есть квадрат  
знаменателя данной дроби, а числитель есть разность между 
произведением знаменателя на производную числителя и произве­
дением числителя на производную знаменателя, т. е.

U ,  u 'V  —  U V 'если У =  ~ ,  т о  у  = — ^ ----- . (VIII)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если Ду, Ди и Д а суть  приращения функ­
ций у, и и v, соответствующие приращению Ах аргумента х, то

у + Д »  =  ? ± Ац
и 4- Ди ’ _

. _и + Аи и _  vA и — и До
У d4-A u v v ( u  +  A v) ’ 

vAu—uAv A и Av 
Ay Ax Ax V U Ax
Ax г ( о 4-Ду)  i ) ( u 4 -A f )  ’ 

Au
— lim Ajc

Ax -+ о ЬХ V (V

v —  и -— v lim — и Jim
A t f  Д х ~»о A #  Д дг- уо A *

Ax_>0 Ax Ax-kt t; (t> 4 -Д 0) v  lim ( « 4- Ди)
Д л - » о

Отсюда, заметив, что A v — >-0 при А х —«-О*), получаем:
_  u 'v  — uv '

У ~~ ^  •

*) lim Ди =  0, так  к ак  v(x)—дифференцируемая и, следовательно,
Д х - » о

непрерывная функция.



X*П р и м е р  5. Если (/ = ------ , ток к J  cos *
, _  (дг*)' cos * —x* (cos x)' _  3x2 cos *  +  * ’ sin x 

У ~~ cos2 x ~~ cos* x

З а м е ч а н и е .  Если имеем функцию вида

У  С ’

где знаменатель С  есть постоянная, то, дифференцируя э т у  функ­
цию, нет надобности применять формулу (VIII), а целесообразнее 
применять формулу (V):
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, / 1 у  1 , и'
у  = { с и ) = с и = с  •

Конечно, этот результат получается и по формуле (VIII).

п  г с cos*П р и м е р  6. Если у = — — , то

, (cos*)' sin*
У 7  1 7  •

§  8 . П роизводная логарифмической функции

Т е о р е м а .  Производная о т  функции lo g a х равна — lo g a е, т. е.

если у  — lo g a х ,  т о  / = ^ l o g e e. (IX)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если Ду  есть приращение функции 
у  =  lo g a х, соответствующее приращению Ах  аргумента х, то

.y +  A y =  lo g a (х  +  Дх) ;

Ay =  loga (*  +  Д-*) — =  1о£ « ( 1 + т )  ’
Д У
Д* = ̂ 1о̂ ( 1 + т ) -

Помножим и разделим на х  выражение, стоящее в правой части 
последнего равенства:

К

Д у  1 о  /  A  w \  1 /  A v \  Д *

^ loga( 1 + т ) =:т 1о8«О + Ч )  •д *  *

Д хОбозначим величину через а .  Очевидно, а — >0 при Д х —>-0



и данном х. Следовательно,

Но, как  известно (см. § 7 гл. II),
1

lim (1 + а ) “ = е .
а-> о

Если ж е выражение, стоящее под знаком логарифма, стремится 
к числу е, то логарифм этого выражения стремится к lo g0 е (в силу 
непрерывности логарифмической функции). Поэтому окончательно 
получаем:

/ =  lim | f  =  H m -i lo g a ( l  - f  a )  “ =  lo g a <?.
Д * - »  о a ->  о *  x

Заметив, что l ° g a e =  полученную формулу можно перепи­

сать так :
, 1  1 

У х 1п а '

Отметим важный частный случай этой формулы: если а — е, то 
In а =  1п е =  1, т. е.

•  |
если у  — \пх, то  у '  — —. (X)

§  9 . Производная от сложной функции

П усть дана сложная функция у —/(х), т. е. такая ,  что ее можно 
представить в следующем виде:

y  — F  (и), и =  ф (х)

или ^  =  /г [ф (х) ]  (см. гл. I, § 8). В выражении у  =  F (и) переменное и 
называют промежуточным аргументом.

Установим правило дифференцирования сложной функции. 
Т е о р е м а .  Если функция и =  у (х )  имеет в некоторой точке 

х производную и!е =  ф' (лг), а функция y  =  F(u) имеет при соот­
ветствующем значении и производную y'u =  F' (и), тогда сложная 
функция .У =  Z7 [ф (* ) ]  в указанной точке х  так ж е имеет произ­
водную, которая равна

У'Х =  К  (ц ) ф '  ( * ) .

где вместо и должно быть подставлено выражение и =  ф (ж). 
Коротко,

у 'х= у У х’
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т .  е. производная сложной функции равна произведению производ­
ной данной функции по промежуточному аргум енту и на произ­
водную промежуточного аргумента по х.<

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При определенном значении х  будем иметь:

и =  q>(jc), y  =  F(u).
При наращенном значении аргумента дг+Дл:

и +  Да =  ф (х Н- Ах), у  +  Ay =  F (и + Аи).
Таким образом, приращению Ах соответствует приращение Да, кото­
рому соответствует приращение Ау, причем при Ах  —*■ 0 будет  
Аи —► 0 и Ау —► 0.

По условию

и™ ¥ - / , ■

Из этого соотношения, пользуясь определением предела, получаем 
(при Аи ф 0):

Г и = У 'и + а ' (1)
где а —>-0 при А и—>-0 . Перепишем равенство (1)

А у —у ’иАи +  аАи. (2)

Равенство (2) справедливо и при Дм =  0 при произвольном а ,  так  как  
оно превращается в тождество 0 =  0. При Ди =  0 будем полагать 
и =  0. Разделим все члены равенства (2) на Ах:

Ау , Аи , Аи /0.
Д5 = У иГ х  +  а А~х' (3)

По условию

lim — и'г, 1>т  а  =  0 .
Д * - > о Д *  *  Д * - о

Переходя к пределу при А х —>0 в равенстве (3), получим:

У > У У Х- W
П р и м е р  I. Пусть дана функция t/ =  sln(xs). Найдем ух. Данную 

функцию представим как функцию от функции следующим образом:
у =  sin и, и=х*.

Находим:
y u =  c o s u ,  их =  2х.

Следовательно, по формуле (4)

Ух — у ’и и'х =  cos и-2х.
Подставляя вместо и его выражение, окончательно получаем:

у'х =  2х cos (дс2).

§  9 ]  П Р О И З В О Д Н А Я  ОТ СЛОЖНОЙ Ф У Н К Ц И И  7 9



П р и м е р  2. Дана функция y  =  ( In дг)‘ . Найдем ух.
Данную функцию представим следующим образом:

у  = и*, и =  \пх.
Находим:

х
Следовательно,

«,: =  3и« -1- =  3 (In ж)* 4г •
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у и =  3и', их =  -

Если функция у  = / (х )  такова, что ее можно представить в виде 

y  =  F(u), и =  ф (v), ■у =  ф (х) ,  

нахождение производной у'х производится путем последовательного 
применения предыдущей теоремы.

По доказанному правилу имеем:

У'х=У'и<-
Применяя э т у  же теорему дл я  нахождения и’х, будем иметь:

и' v ' .х u v  х’

Подставляя выражение и’х в предыдущее равенство, получаем:

Ух =  У и «  (5 )
или

Ух =  K W V v W V x W -
U p  и м е р  3. Дана функция t/ =  sin [(In * ) '] . Найдем yx. Представим 

данную функцию следующим образом:
у =  sin и, и =  ч*, v — lnx.

Находим:

У и — cos и, u'v =3v*, v'x=  — .

Следовательно, по формуле (5) получаем:

Ух= Уи u'v v 'x =  3 tcos “) v * - J  •
или окончательно

Ух — cos [(In Jc)3]-3 (In дг)а .

Заметим, что рассмотренная функция определена только при х >  0.

§  10. Производные функций у  =  tg  х , у  =  c tg  х , у  =  In | х  |

Т е о р е м а  1. Производная о т  функции t g x  равна —4 —, т. е.COS X

если у  =  tgx, то  /  =  (XI)



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как
_sin X

У  COS X 1

то по правилу дифференцирования дроби [см. формулу (VIII) §  7 
гл. III] получаем:

/ (sin х)' cos х— sin х (cos х)' _  cos х cos х—sin х (— sin х)_
У cos* X  cos* X

cos* X  +  sin* X  1

§ 1 0 1  ПРОИЗВОДНЫЕ ФУНКЦИЙ y = tgx, y =  dgx, у  — \п\х\ 81

COS* X  COS* X  ■

Т е о р е м а  2.  Производная о т  функции c t gх равна
1если у  =  ctg х, т о  у  =  — 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так  как
C O S *

У ~~ sin X ’

1. .  •, т.  е.Sin* X ’
(XII)

то
(cos х)' sin х—cos х (sin х)' _  —s in x s in x —cosxcosx 

У sin2* sin2*
sin* X  +  cos2 X

П р и м е р  1. Если y  — i g V x ,  то 
1

sin-' X sin ' x

У
COS'

(Vx)' 1 1

i* V~x 2 Vx cos* Vx
П р и м е р  2. Если y —\n c tg x , t o

Рис. 62.

Т е о р е м а  3. Производная о т  функции 1л|л:| (рис. 62) равна
, т. е.

если у  =  \п\х\, т о  у ' — — . (XIII)
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Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) Если х~>0, то | х | = х ,  In | лг | =  In дс 
и поэтому

б) П усть х  <  0, тогда |*| = — х. Но 

In |х\ =  In (— х).

(Заметим, что если x < 0 ,  то — х > 0 . )  Представим функцию 
_ух=1п (— х) как  сложную функцию, положив

у  =  \пи\ и — —  х.

Итак, для  отрицательных значений х  такж е имеет место равенство

Следовательно, формула (XIII) доказана для любого значения х ф 0. 
(При лг =  0 функция 1 п ] л:| не определена.)

§ 11. Неявная функция и ее дифференцирование

П усть значения д в у х  переменных х н у  связаны м еж д у  собой 
некоторым уравнением, которое мы символически обозначим так :

Если функция у = / (х ) ,  определенная на некотором интервале (а, Ь), 
такова, что уравнение ( 1) при подстановке в него вместо у  выраже­
ния f(x )  обращается в тождество относительно х, то функция 
y —f\ x ) есть неявная функция, определенная уравнением ( 1).

Так, например, уравнение

неявно определяет следующие элементарные функции (рис. 63  и 64):

Действительно, после подстановки в уравнение (2) получаем тождество

л:1 +  (а* — х:*) — а* =  0.

Выражения (3) и (4) получились путем решения уравнения (2) отно­
сительно у .  Но не всякую  неявно заданную функцию можно предста-

Тогда

F(x, у) =  0. (П

х *+ у*  — а* = 0 (2)

у  =  У~а*^х*, 
у  — — У  а 1 — х 1.

(3)
(4)
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вить явно, т. е. можно представить в виде у = / (х )* ) ,  где  f(x )  
есть элементарная функция.

Так, например, функции, заданные уравнениями

у*— у  — х г =  О
или

1 • лУ— x — j  sin_y =  0,

не выражаются через элементарные функции, т . е. эти уравнения 
нельзя разрешить относительно у.

З а м е ч а н и е  1. Отметим, что термины «явная  функция» и «не­
явная функция» характеризуют не природу функции, а  способ задания.

К аж дая  явная функция у = / (х )  может быть представлена и как не­
явная у — /(х) — 0.

Укажем, далее, правило нахождения производной неявной функ­
ции, не преобразовывая ее в явную, т . е. не представляя в виде 
y = f ( x ) .

Допустим, что функция задана уравнением 

х*-\-у* — а 2 =  0.

Если здесь  у  есть функция от х, определяемая этим равенством, то 
это равенство есть тождество.

Дифференцируя обе части этого тождества по х, считая, что у  
есть функция от х, получим (пользуясь правилом дифференцирования 
сложной функции):

2х  +  2 у у  =  0,
откуда

Заметим, что если бы мы стали дифференцировать соответствую­
щую явную функцию

у = - У а г— х 1,

*) Если функция задана уравнением вида у  — [(х),  то говорят, что функ­
ция задана в явном виде  или является явной.
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V о1— хг У '
т. е. тот же результат.

Рассмотрим еще один пример неявной функции у  от XX
/ — у — лг* =  0.

Дифференцируем по х:
6/ /  —у' — 2х =  0,

откуда
2х

У ~  6*‘ - 1  •
З а м е ч а н и е  2. Из приведенных примеров следует, что для на­

хождения значения производной неявной функции при данном значении 
аргумента х  нужно знать и значение функции у  при данном значении х.

§  12. Производные степенной функции при любом 
действительном показателе , показательной функции, 

сложной показательной функции

Т е о р е м а  1.  Производная о т  функции хп, где п — любое 
действительное число, равна пхп~\ т.  е.

если у  =  х", т о  у' — пхп~\ (Г)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть х >■0. Логарифмируя данную функ­
цию, будем иметь:

1пу =  п\пх.
Дифференцируем обе части полученного равенства по х, считая у  

функцией от х:
у '  1 , 1  ~  — п —; у  =  уп  — . у  х J  ■' х

Подставляя сюда значение у  — х", окончательно получаем:

у  = п х п~\
Легко показать, что эта формула верна и для  л: <С 0, если только х" 
имеет смысл *).

Т е о р е м а  2 . Производная о т  функции а*, где а >  0, равна 
a* In а, т . е.

если у  =  а х, т о  у ' — а*\па. (XIV)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Логарифмируя равенство у  =  а х, получим:

ln_y =  je ln a .

*) Эта формула была ранее доказана (§ 5 гл . I II )  для сл уч ая , когда п 
явл яется  целым положительным числом. Теперь формула (I) доказана в общем 
случае (для любого постоянного числа п).
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Дифференцируем полученное равенство, считая у  функцией от xi

У  =  1п а ;  у ' — у\па

или
У  =  a* In а.

Если основание а — е, то 1пе =  1 и мы получим формулу

у  =  ех, у ' =  ех. (XIV')
П р и м е р  1. Дана функция

У = ех\
Представим ее к ак  сложную функцию, введя промежуточный аргумент и :

у= еа, и — х2;
тогда

Vu=eU’ их = 2х
и, следовательно,

ух = е"2х — ехг2х.

Сложной, показательной, функцией называется функция, у  ко­
торой и основание и показатель степени являются функциями от х, 
например (sin л:)*8, x tgx, Xх, (In л:)*, вообще, всякая  функция вида

у  =  [и (х)]® '“ ’ s /

есть сложная показательная функция *).
# Т е о р е м а  3. ’

Если, у  —и0, т о  у' = v u v~'u' +  uvv ’ In и. (XV)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Логарифмируем функцию у:
\п у  =  v\nu.

Дифференцируя полученное равенство по х, будем иметь:
1 I 1 / , Г I— у  —V — и 4 -v  In и, у  J  и 1 ’

откуда

У '  = У  [ v ^  +  v '\nu) .

П одставляя сюда выражение y  — uv, получаем: 

у' =  vuv~ V  +  uvv' In и.
Таким образом, производная сложной показательной функции 

состоит из д в у х  слагаемых: первое слагаемое получается, если при 
дифференцировании предположить, что и есть функция от х, a v  
есть п о с т о я н н а я  (т. е. если рассматривать и® как с т е п е н н у ю  
функцию); второе слагаемое получается, если предположить, что v  есть

*) Часто такую функцию называют показательно-степенной или степенно­
показательной.
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функция от х, а и =  const (т. е. если рассматривать и0 как п о к а ­
з а т е л ь н у ю  функцию).

П р и м е р  2. Если у  — хх, то у '  =  хх*~'1 (дг') +  г*  (* ') In х или 
у' =х* +  хх lnx  =  xx (1 + 1п х).

П р и м е р  3. Если </ =  (sin х)*2, то
у '  =  х* (sin х)*г~1 (sin х)' +  (sin х)х* (хг)' In sin х =

(sin х)хг~л cos J t-f(s in  х)х* 2х In sin х.
Прием, примененный в этом параграфе для  нахождения производ­

ных и состоящий в том, что сначала находят производную л о г а ­
р и ф м а  д а н н о й  ф у н к ц и и ,  широко применяется при дифферен­
цировании функций. Применение этого приема нередко значительно 
упрощает вычисления.

П р и м е р  4. Требуется найти производную от функции
. . _ (*+ !)■  \Г— \
У (x +  4)5e* ‘

Р е ш е н и е .  Логарифмируя, находим:

In у  — Ч In (дг+ 1) +  -т>- I*1 (* — 0 — 3 In (х +  4 )— х.

Дифференцируем обе части последнего равенства:

S l „ _ L + _ J _______
у  х+1 2(х— 1) х + 4

Умножая на у  и подставляя ^  ^~х * вместо у,  получаем:
+  4)* ех

„ , _ (* + !)*  \ГТ-~\ Г 2 1 ____3___ I
(х + 4)*ех 2 (дг— 1) jt +  4 J

З а м е ч а н и е .  Выражение ^  =  (1пу)', являющееся производной

по х  от натурального логарифма данной функции у  — у  (х), назы­
вается логарифмической производной.

§  13. Обратная функция и ее дифференцирование

П усть дана возрастающая (рис. 65) или убывающая функция

J  “ / ( * ) ,  ( 1)
определенная на некотором интервале {a, b) (a<Lb) (см. §  6 гл. I). 
Пусть / ( а )  =  с, f ( b ) = d .  Для определенности будем в дальнейшем 
рассматривать возрастающую функцию.

Рассмотрим два различных значения х , и хг, принадлежащих 
интервалу (а, Ь}̂  Из определения возрастающей функции следует, что 
если х , < х г и Х  =  / ( * , ) ,  Уг = / ( * , ) ,  то y t < y , .  Следовательно, 
двум  различным значениям x t и х г соответствуют два различных зна­
чения функции y t и у г. Справедливо и обратное, т. е. если у % < iy t,
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У

У, а

a'J X, Хв t> X

y i —f(x^j, a y 1 —f ( x t), то из определения возрастающей функции 
следует, что x t <^xt . Таким образом, м еж ду  значениями х  и соот­
ветствующими им значениями у  устанавли­
вается взаимно однозначное соответствие.

Рассматривая эти значения у  как  зна­
чения аргумента, а значения х  как  значе­
ния функции, получаем х  как  функцию у:

х  =  <¥ (У). (2)

Эта функция называется обратной для  р ис_ 65
функции у  =  f  (х). Очевидно, что и функ­
ция у  =  f( x )  является обратной для  функции х  =  ср (у). Р ассуж дая  
аналогичным образом, можно доказать , что и убывающая функция 
имеет обратную.

З а м е ч а н и е  1. Укажем без доказательства, что если возрастаю­
щая (или убывающая) функция у  =  / (х) непрерывна на отрезке [а, Ь\, 
причем/  (а) — с, f(b ) =  d, т о  обратная функция определена и не- 
прерывна на отрезке [с, й\.

П р и м е р  1. Пусть дана функция у = х ’ . Эта функция— возрастающая на 
бесконечном интервале— оо <  х <  +  оо, она имеет обратную х=  j / (/(рис.66).

Заметим, что обратная функция х =  ц>(у) находится путем решения 
уравнения y —f{x )  относительно х.

П р и м е р  2. Пусть дана функция у  =  ех. Эта функция — возрастающая на 
бесконечном интервале— о о < х < + о о . Она имеет обратную х — In у .  Область 
определения обратной функции 0 <  у  <  +  оо (рис. 67).

З а м е ч а н и е  2. Если функция y  =  f(x )  не является  ни возра­
стающей, ни убывающей на некотором интервале, то она может иметь 
несколько обратных функций *).

*) Подчеркнем еще раз, что, говоря о том, что у  есть функция от х, мы 
понимаем однозначную зависимость у  от х.
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П р и м е р  3. Функция у  =  хг определена на бесконечном интервале
— оо < л :<  +  оо. Она не является ни возрастающей, ни убывающей и не 
имеет обратной. Если мы рассмотрим интервал О х <  +  оо, то здесь функция

является возрастающей и обратной для нее будет 
x=V~y. На интервале же — оо <  х <  0 функ­
ци я— убываю щ ая, и обратной для нее будет 
функция х =  — V y  (рис. 68).

З а м е ч а н и е  3 . Если функции у  = f{x )  
и х  =  ф {у) являются взаимно обратными, 
то графиками их является одна и та же кри­
вая . Но если аргумент обратной функции 
мы обозначим снова через х, а функцию че­
рез у  и построим их в одной координатной 
системе, то получим уж е  два  различных 
графика.

Легко видеть, что графики б у д у т  симметричны относительно 
биссектрисы первого координатного угла .

П р и м е р  4. На рисунке 67 построены графики функции у —е* (или 
х = 1п#) и обратной для нее функции у  =  \пх, рассмотренных в примере 2.

Докажем, далее, теорему, позволяющую находить производную 
функции у  — /(х), зная производную обратной функции.

Т е о р е м а .  Если для функции

y —f ( x)
существует обратная функция

*  =  Ф {у).

(1)

(2 )
которая в рассматриваемой точке у  имеет производную ф' (_у), 
отличную о т  нуля, т о  в соответствующей точке х  функция
y = f ( x )  имеет производную / '  (х), равную - т у т ,  т .  е. справедлива

Ф \У)
формула

/ ' ( * ) = ;
1

(XVI)
>'(«/)•

Таким образом, производная одной из д в у х  взаимно обратных функ­
ций равна единице, деленной на производную второй из этих функ­
ций при соответствующих значениях х  и у* ).

*) Когда мы пишем f '  (х) или у х, то мы считаем, что при вычислении 
производной в качестве независимого переменного берется х; когда же мы 
пишем <р' (у) или х'у, то мы считаем, что при вычислении производной роль 
независимого переменного играет у.  Заметим, что п о с л е  д и ф ф е р е н ц и ­
р о в а н и я  п о  у ,  у к а з а н н о г о  в п р а в о й  ч а с т и  ф о р м у л ы  (XVI),
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Дифференцируем 
по х, считая у  функцией от х*):

1 =<р' (у)ух,
откуда

I

обе части равенства (2)

У х  = Ф' (У) '
Заметив, что yx —f  (*), получаем формулу (XVI), которую можно 
записать и в таком виде:

1
У х  =  ~ г .

Полученный результат  наглядно иллюстрирует­
ся геометрически. Рассмотрим график функции 
у  — f  (х) (рис. 69 ). Эта ж е  кривая б удет  гра­
фиком функции х  =  ф(.у), где  х  рассматривает­
ся уж е  как  функция, а у — как независимая пе­
ременная. Рассмотрим некоторую точку М(х, у) 
этой кривой. Проведем касательную к кривой в 
этой точке. Обозначим углы, образованные дан­
ной касательной с положительными направления­
ми осей Ох и Оу, соответственно, через а и р .  На основании ре­
зультатов §  3 о геометрическом значении производной имеем:

/ ' ( * )  =  t g a ,  |

<p'(.y) = tgp. |
Из рисунка 69 непосредственно следует, что если а <

я

(3)
я

~2 то

Если же а  > - 2- ,  

но, в любом случае

откуда

или

P JI
=  т - а .  

то, как  легко видеть, Зя
Р = 2

tg Р =  ctg a , 

tg a  tg р =  tg a  ctg a  =  1,

- a .  Следователь-

tg a  = 1
tgp  *

Подставляя выражения для t g a  и tg p из формулы (3), получаем:
1

/ '  (* ) = <Р' (У) ’

*) Здесь мы, по сути дела, находим производную функции от х, заданной 
неявно уравнением

—Ф (У) = 0.
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§  14. Обратные тригонометрические функции 
и их дифференцирование

1) Функция =  arcsin я .  
Рассмотрим функцию

лг — sin _у (1)
и построим ее график, направив ось Оу вертикально вверх (рис. 70).

Эта функция определена в бесконечном ин­
тервале — оо <;-{■ °° -  На отрезке

-----Функция ,v =  sin_y — возра-

— 1 Поэтому функция x =  siny  
имеет обратную, которую обозначают так:

у  — a r c s in e * ) .

Эта функция определена на отрезке
—  1 г ^ - £ г ^ 1, ее значения заполняют от-

ХС JT
резок— 2 ~ у  -у-. На рисунке 70 график

функции _у =  a rc s in e  изображен жирной 
линией.

Т е о р е м а  1. Производная о т  функции arcsin х равна

т. е.

если у  — arcsin х, т о  у'

V l - X * ,

(XVII)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании равенства (1) находим:

х ’у =  cosy.

По правилу дифференцирования обратной функции

' 1 -  1 
Ух=Я х’ ~  У ’

но

поэтому
COS_y =  У  1 — sin* у  =  У 1 — X?,

Ух = V T = 7 * ’

*) Отметим, что известное из тригонометрии равенство у  =  Arcsin х, есть 
другая запись равенства (1). Здесь (при данном х) у  обозначает совокупность 
значений углов, синус которых равен к.



перед корнем берется знак плюс, так как  функция у  — a rc s in x  при­

нимает значения на отрез ке— и> следовательно, cos .у 5 * 0 .

П р и м е р  1. у  — arcsine*,

у' = 7 т = р у * (еХу= '
П р и м е р  2.

У =

и' — 2 arcsin ---------. .1 -------f  —Л  =  —2 arcsin -- ------ }  :■.
х у Г \ _ \ _ \ х )  *  л: |Лс2- 1

2) Функция д/ =  arccos.*:.
Как и выше, рассмотрим функцию

х — cos у  (2)

и построим ее график, направив ось Оу вверх (рис. 71). Эта функция 
определена в бесконечном интервале — оо < _ у < ;  +  оо. На отрезке 

функция x  =  cos у — убывающая и име­
ет обратную, которую обозначают так:

у  — arc cos х.
Эта функция определена на отрезке— 1 ^ д : < ; 1 .
Значения функции заполняют отрезок я  ^ у ~ ^  0.
На рисунке 71 график функции _у =  arccos.*; изо­
бражен жирной линией.

Т е о р е м а  2. Производная о т  функции arccos х

Равна = .  т - е.

если у  — a rccosх, т о  у ' — —  у . . . L _ (XVIII)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании равенства (2) находим:

ху =  —  sin у.
Следовательно,

1 1  1
Ух~  х'у ~  sin t/ у  1 — cos2 у  *

Но c o s y  =  x ,  поэтому
' _  1 

Ух~  \Г\И#’

В равенстве s in ^  — ~V~\ — cos2.y перед корнем берется знак плюс, так  
как  значения функции у  =  arccos х  заполняют отрезок О ^ д ^ ^ я  
и, следовательно, s i n ^ ^ O .

§ 1 4 ]  О Б Р А Т Н Ы Е  Т РИ Г О Н О М Е Т Р И Я ,  ФУНКЦИИ И ИХ ДИФФЕ РЕН Ц И РО ВА Н И Е  9 1

(  a r c s i n )  ,
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П р и м е р  3. у =  arccos(tgx), 
1 1

V l — t g * * cos* *"V l - t t f x  
3) Функция _y =  arctg x.
Рассмотрим функцию

x =  tgy  (3)

и построим ее график (рис. 72). Эта функция определена при всех 

значениях .у, кроме значений у  =  (2& +  1) ~  (k =  0, ± 1, ± 2 ,  . . . ) .

На интервале — фу нк ция  x =  tg y — возрастающая и

имеет обратную, которую обозначают так: 

у  =  arctg х.

Эта функция определена на интервале 
—  оо < д ; <  +  оо. Значения функции заполня­

ют интервал — РисУнке ^2

график функции у  =  arctg х  изображен жир­
ной линией.

Т е о р е м а  3. Производная о т  функции 
1arctg х равна е.1 +  хг ’

если у  — arctg х, т о  у ' 1
1 *

Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании равенства (3) находим:
1

(XIX)

Следовательно,
у  cos2 у  '

1 IУх =  —  =  cos* у,

но
1

■ sec* у  ~  1 +  tg2 у  ’ 
так как tg_y =  jc, то окончательно получаем:

1у  =
П р и м е р  4. # =  (arctgх)*,

у '  =  4 (arctg х)г (arctg х)' =  4 (drc'fg х)’
4) Функция у  — arcctg х. 
Рассмотрим функцию

1+ х 2'

а: =  ctg>>. (4)
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предполагаем однозначными). Если рассматривать значения X и у  к ак  
координаты точки на координатной плоскости Оху, то кажд.ому зна­
чению t б удет  соответствовать определенная точка плоскости. К'огда t 
изменяется от Тх до Тг, эта точка на плоскости описывает некоторую 
кривую . Уравнения (1) называются параметрическими уравнениями 
этой кривой, t называется параметром, а способ задания кривой 
уравнениями (1) называется параметрическим.

Предположим, далее, что функция л: =  ф(£) имеет обратную 
/ =  ф(л:). Тогда, очевидно, у  является функцией от х;

у  =  о)? [Ф  (* ) ] .  . (2)

Таким образом, уравнения (1) определяют у  как  функцию от jc, 
и говорят, что функция у  от л: задается  параметрически.

Выражение у = / (х )  непосредственной зависимости у  от х  может 
получиться путем исключения параметра t из уравнений (1).

Параметрическое задание кривых широко применяется в механике. 
Если в плоскости Оху движется некоторая материальная точка и нам 
известны законы движения проекций этой точки на оси координат,

л: =  ф(/) 

_y =  T|>(/)
( ! ' )

где  параметр t есть время, то уравнения (1' )  являются параме­
трическими уравнениями траектории движущейся точки. Исключая 
из этих уравнений параметр t, получим уравнение траектории в фор­
ме y  =  f ( х) или F (x, у) — 0. Рассмот­
рим, например, такую  задачу .

З а д а ч а .  Определить траекторию и место 
падения груза , сброшенного с самолета, дви­
жущ егося горизонтально со скоростью ч0 на 
высоте у 0 (сопротивлением воздуха можно пре­
небречь).

Р е ш е н и е .  Возьмем систему координат 
так , к ак  показано на рисунке 74, предполагая, 
что самолет сбрасывает груз в тот момент, 
когда он пересекает ось Оу. Очевидно, что го­
ризонтальное перемещение груза будет равно­
мерным, с постоянной скоростью а 0:

Вертикальное перемещение падающего груза под влиянием силы тяжести будет 
выражаться формулой

S 2 *
Следовательно, расстояние груза  от земли в любой момент времени 
выражаться формулой

gt1
будет
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Д ва уравнения:
x = v 0t, 

gt*
y=Uo—y  '

будут параметрическими уравнениями траектории. Чтобы исключить пара-
хметр t, из первого уравнения находим значение / =  — и подставляем это
v0

значение во второе уравнение. Тогда получим уравнение траектории в форме

У = Ус' . J L  
2» !

х».

Это— уравнение параболы с вершиной в точке М (0, у 0), причем ось Оу слу­
жит осью симметрии параболы.

Определим величину отрезка ОС. Обозначим абсциссу точки С через X, 
заметим, что ордината этой точки у  = 0. П одставляя эти значения в преды­
дущую формулу, будем иметь:

8
2у„

откуда

X

§  17. Уравнения некоторых кривых в параметрической форме

О к р у ж н о с т ь .  Д ана окружность с центром в начале координат и ра­
диусом г  (рис. 75).

Обозначим через t угол, образованный радиусом, проведенным в неко­
торую точку М (х, у)  окружности, и осью Ох. Тогда координаты любой точки

окружности выразятся через параметр / следую­
щим образом:

х =  г  cos 
у  — г  sin

Это и есть параметрические уравнения окружно­
сти. Если мы исключим из этих уравнений па­
раметр t, то получим уравнение окружности, со­
держащее только х и у .  Возводя в квадрат па­
раметрические уравнения и склады вая, находим:

или
х* -j- у* — гг (cos* t - f  sin* t) 

x* + у*= i*.
Э л л и п с .  Дано уравнение эллипса

^  +  ̂ = 1

Положим
х — а cos /.

Подставляя это выражение в уравнение (1), получим:
у  = Ь sin t.

( 1)

(2')

( 2 " )
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повернулась на угол /. Обозначим через а радиус катящейся окружности. 
К ак вндно из рисунка 77,

х =  ОР — OB— РВ, 
но так к ак  окружность катится без скольжения, то

OB — MB — at, PB — MK = a s i n t .
Следовательно, x =  a t — о sin t =  a ( t — sin t).

Д а л е е ,
y  =  MP =  K B  =  CB—CK  =  a —a cos l =  a (1 — cos /).

У  равнения
x = a ( t —sin/), I „ „ /„s

'  ' } 0 < / < 2л, ( 3 )y  =  a (1— cos t), )

Уравнения
x =  aco s/ , 1 
y  =  b sin t, /

являю тся параметрическими уравнениями эллипса.
Выясним геометрический смысл параметра I. Проведем две окружности 

с центрами в начале координат и радиусами а и Ь (рис. 76). П усть точка М (.г, у)  
лежит на эллипсе, а В — точка большой о к­
ружности, имеющая ту же абсциссу, что и точ­
ка М . Обозначим через t угол , образованный 
радиусом ОВ с осью Ох. Непосредственно из 
рисунка следует:

x —OP =  aco s t [это— уравнение (2 ')],
CQ — Ь sin t.

На основании равенства (2") заключаем, что 
CQ — y,  т. е. прямая СМ параллельна оси Ох.

Следовательно, в уравнениях (2) t есть 
угол, образованный радиусом ОВ и осью аб­
сцисс. Угол t иногда называют эксцентриче­
ским углом.

Ц и к л о и д а .  Циклоидой называется кри­
в ая , описанная точкой, лежащей на о круж ­
ности, если эта окружность катится без сколь­
жения по прямой (рис. 77). Предположим, что
точка М катящейся окружности в начале движения совпадала с началом 
координат. Определим координаты точки М после того, как  окружность

Рис. 76.

Рис. 77.

4 Н. С. П искунов, т . I
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являю тся параметрическими уравнениями циклоиды. При изменении t от О 
до 2я  точка 'М опишет одну ар ку  циклоиды.

Исключим параметр t из последних уравнений и получим непосредствен­
ную зависимость х от у. На отрезке 0 < £ < я  функция у  =  а  (1 — cos t) имеет 
обратную:

а—иt =  arccos -— — . а
Подставляя выражение для t в первое из уравнений (3), получим:

. ^ У « ^ У 
a Jк =  a arccos - ■a sin ^ arcco s'

или

х — а arccos —̂̂ ~ У 2 а у — у 2 при 0 < х < я а .  

Непосредственно из рисунка замечаем, что при я а < х < 2 я а

х = 2я  а-  

Заметим, что функция

-[а arccos а—у ■V 2ау—у г j  .

x = a ( t —sin t)
имеет обратную, но она не выражается через элементарные функции. Поэтому 
и функция y  — f(x )  не выражается через элементарные функции.

З а м е ч а н и е  1. На примере циклоиды легко убедиться, что в не­
которых случаях для исследования функций и кривых параметрические 
уравнения удобнее, чем непосредственная зависимость у  от х или х от у.

А с т р о и д а .  Астроидой называется кривая, заданная следующими

О <  t <  2я . (4)

параметрическими уравнениями: 

х =  а  cos’ t, 
у —a sin* t,

Возводя все члены обоих уравнений в степень 
г/, и склады вая, получим зависимость между 
X и у.

2 г г

х 3 + у  3 = а  3 (cos*< +  sin* t),
или

г 2 г

X 3 +(/ 5 = а  ’ . (5)
Ниже (см. § 12 гл. V) будет показано, 
что эта кривая имеет форму, изобра­

женную на рисунке 78. Эта кривая может быть получена как  траектория
некоторой точки окружности радиуса , катящ ейся без скольжения по дру­

гой окружности радиуса а (причем меньшая окружность все время остается 
внутри большей; см. рис. 78).

З а м е ч а н и е  2. Отметим, что уравнения (4) и уравнение (5) опреде­
ляют не одну функцию y  =  f{x). Они определяют две непрерывные функции 
на отрезке — а < д : <  +  а . Одна из них принимает неотрицательные значения, 
д р у г а я — неположительные.



§ 18. Производная функции, заданной параметрически

П усть функция у  от х  задана параметрическими уравнениями!

(1)
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Предположим, что эти функции имеют производные и что функция 
х  =  ф (t) имеет обратную  ̂=  Ф (л :) , которая также имеет производ­
ную. Тогда определенную параметрическими уравнениями функцию 
y* = f(x )  можно рассматривать как  сложную функцию

j ;  =  ^ (/ ) ,  t =  ф ( х ) ,

t — промежуточный аргумент.
По правилу дифференцирования сложной функции получим!

(2)

На основании теоремы о дифференцировании обратной функции сле­
дует !

Ф » = - Л г .Ь  (О

Подставляя последнее выражение в равенство (2), получаем! 

или
г

yt

Выведенная формула дает  возможность находить производную у ’х 
от функции, заданной параметрически, не находя выражения непо­
средственной зависимости у  от х.

П р и м е р  1. Функция у от х задана параметрическими уравнениями!

х =  а cos t,
у — a sin t

Найти производную 1) при любом значении /; 2) при 

Р е ш е н  и е.



/

Пр и м е ^ р  2. Найти угловой коэффициент касательной к циклоиде 
/  х= а  (t—sin I),

у = а (1—cos t) 
в произвольной точке (0 < < < 2я) .

Р е ш е н и е .  Угловой коэффициент касательной в каждой точке равен 
значению производной ух в этой точке, т. е. равен

у\
Ух =  — г -  

xt
Но х\=а(\— cos f). y\ =  a s in t .
Следовательно,
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о • * t2 Sin -тг cos -a  sin t 2 2 L t . f  я  t\
Ух a (I—cost) 0 . t t ~ c g 2 g \ 2  2 J '

2 sin’ — 4 7

1вательно, угловой коэффициент касательной к циклоиде в каждой ее
равен tg ( ----- jr ) , где t — значение параметра, соответствующее этой

'  1 1  / „ я  t

Следовательно, угловой коэффициент касательной к циклоиде в каждой ее 
точке

-  \ z z / • ' я  t
точке. Но .это значит, что угол а  наклона касательной к оси х равен -д—  —А 2
(для значений t между—я  и я )  *).

§  19. Гиперболические функции

Во многих приложениях математического анализа встречаются 

комбинации показательных функций вида -i- (ех— е~х) и +  е~х).
Эти комбинации рассматривают как  новые функции и обозначают так :

е*—е~х - 
s h * = — ,

(1)
chje =

2
ех -\-е~

2
Первую из функций ( 1) называют гиперболическим синусом, 

вторую— гиперболическим косинусом. С помощью этих функций
sh х ch хедожио определить еще две функции th х  =  -г— и cth х  =  -г—:СП х sn X

g* —
th *  =  ех^_е- х — гиперболический ̂

тангенс, I
ex4-e~x f  (* )

c th x  =  - j ----- — гиперболический
котангенс.

*) Действительно, угловой коэффициент равен тангенсу угла а  наклона 
касательной к оси Ох. Поэтому

tg a  =  tg ( | — 1 )
я t „ , л t ли <*=-2----- ^  для тех значении t9 для которых ----- ^ лежит между 0 и я .
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Функции s h x ,  cbx, t h x  определены, очевидно, для зсех значе­
ний х. Функция же c th x  определена всюду, за исключением 
точки х =  0.

Графики гиперболических функ­
ций представлены на рисунках 79,
80, 81.

Из определения функций s h x  и 
ch х  [формулы ( 1)] следуют соотно­
шения, аналогичные соотношениям 
между соответствующими тригоно­
метрическими функциями:

c h * x — sh* дг =  1, (2)
c h (a  +  £) =  c h a c h f t  +  sh ash & , (3) 
sh (a-\-b) =  s h a  ch£-f- c h a  shft. (3 0

Действительно, 

ch* л:— sh* x*=

егх +  2 + е -2Х—егх +  2—е~гх = 1.
Далее, заметив, что

c h ( a - f  b) ■■
„а + ь+e - a - b

получаем:

ch a ch b +  sh a sh b — 

e'

ea + e~a eb+e~b
2 2 1 2 2 

a +Ь _j_e -o+S _j_eo_b _j_e- a -6 _g-a+b__ea~b + e- a - b

~a + b +e- . a — b
= ch (a  +  b).

Аналогично доказывается и справедливость соотношения (3 ') .  
Название «гиперболические функции» объясняется тем, что функ­

ции sh t и ch / играют т у  же роль для параметрического представле­
ния гиперболы

* * - /  =  1,
какую  тригонометрические функции sin/ и c o s t — для параметриче­
ского представления окружности

* ** + /  =  1*
Действительно, исключая параметр t из уравнений 

х — cos t, у  =  sin t,



получим:

или
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д* у* =  cos* t +  sin* t

[гл. Ill

(уравнение окружности).

Аналогично уравнения
л: =  ch 
у — sh t

являются параметрическими уравнениями гиперболы.
Действительно, возводя почленно в квадрат  эти уравнения и вы­

читая из первого второе, получим:

х а— /  =  ch* /— sh21.

Т а к  как выражение в правой 
части на основании формулы (2) 
равно единице, то, следовательно,

х ‘ - /  =  1,

Рассмотрим окружность с у р а в ­
нением х г -{-уг =  \ (рис. 82). В 
уравнениях x =  cost, y  =  sint

Рис. 80.

параметр t численно равен центральному у гл у  АОМ или удвоенной пло­
щади S  сектора АОМ, так  как  t =  2S.

Отметим без доказательства, что в параметрических уравнениях 
гиперболы

х — ch t , 
у  =  sh t

параметр t также численно равен удвоенной площади «гиперболи­
ческого сектора» АОМ (рис. 83).
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Производные гиперболических функций определяются формулами: 

( s h x ) '  =  ch x ,  ( t h x ) ' :  1
(XXII)

ch2 x ’

( c h * ) '  =  s h x ,  ( c th * ) '  =  s- ^ ,  

которые вытекают из самого определения гиперболических фуикций;

например, для функции sh *  = 

( s h * ) '  =  (  —

ел—е-
: 2 
е~ Х \ '

- имеем: 

ех +е~х =  ch * .

§  20 .  Дифференциал

П усть функция У — f (*) дифференцируема на отрезке [а ,  6], 
Производная этой функции в некоторой точке *  отрезка [а ,  Ь\ опре­
деляется равенством

lim й Н -f'Ах->  о

Отношение ^  при А * —»■ 0 стремится к  определенному числу / '  (*)

и, следовательно, отличается от производной / '  (* )  на величину 
бесконечно малую:

Й - / < * > + « .
где а —>-0 при А * —>-0 .

Умножая все члены последнего равенства на А*, получим:
Ау = / ' ( * )  А *  +  а Д х .  (1)

Так как в общем случае / '  (* ) ф  0 , то при постоянном *  и перемен­
ном Дх —► 0 произведение / '  (*) Д х  есть бесконечно малая величина
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первого порядка относительно Дх. Произведение же а Д х  есть всегда 
величина бесконечно малая высшего порядка относительно Ах, т ак  как

lim lim а  =  0 .
Ах -»о Ах-+ о

Таким образом, приращение Ау функции состоит из д в у х  слагаемых, 
из которых первое слагаемое есть [при / '  (я ) Ф 0 ] так  называемая 
г л а в н а я  ч а с т ь  приращения, л и н е й н а я  относительно Ах. Про­
изведение / '  (х) Ах называют д и ф ф е р е н ц и а л о м  функции и обо­
значают через dy или df(x).

Таким образом, если функция y = f ( x )  имеет производную / ' (х) 
в точке х, то произведение производной / '  (х) на приращение Ах 
аргумента называется дифференциалом функции и обозначается сим­
волом dy:

dy = / '  {х) Ах. (2)

Найдем дифференциал функции у  =  х; в этом случае

/  =  (* ) '  =  ! ,

и, следовательно, dy — dx — Ах или dx =  Ax. Таким образом, д и ф ­
ф е р е н ц и а л  dx  н е з а в и с и м о г о  п е р е м е н н о г о  х  с о в п а д а е т  
с е г о  п р и р а щ е н и е м  Дх. Равенство dx — Ах можно было бы 
рассматривать такж е как определение дифференциала независимого 
переменного, и тогда рассмотренный пример показывал бы, что это 
не противоречит определению дифференциала функции. В любом слу­
чае формулу (2) мы можем записать так :

dy — f  (х) dx.

Но из этого соотношения следует, что

f '  M — Js r*

Следовательно, п р о и з в о д н у ю  / ' ( х )  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  
к а к  о т н о ш е н и е  д и ф ф е р е н ц и а л а  ф у н к ц и и  к д и ф ф е р е н ­
ц и а л у  н е з а в и с и м о г о  п е р е м е н н о г о .

Вернемся к выражению (1), которое с учетом (2) перепишем так :

Ay — dy-\- аАх. (3)

Таким образом, приращение функции отличается от дифференциала 
функции на величину бесконечно малую высшего порядка относи­
тельно Дх. Если f  (х) ф  0, то а Д х  является бесконечно малой выс­
шего порядка и относительно dy и
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Поэтому в приближенных вычислениях иногда пользуются приближен 
ным равенством

Ау я» dy,

§  2 0 1

(4)

(5)
или в развернутом  виде

/(х +  Ах)— /(х) & / '  (х) Ах, 
что со кр ащ ает  вычисления.

П р и м е р  1. Найти дифференциал d y  и приращение Ау функции у  — хг:
1) при произвольных значениях х и Ах;
2) при д; =  20, Ддс =  0,1.
Р е ш е н и е .  1) =  +  —хг — Ъс А х А х г, 

d y  =  (x‘ )' Ах =  2хАх.
2) Если х =  20, Дде = 0 ,1 , то Д(/ =  2 -20 -0 ,1+ (0 ,l)*  =  4 ,0 l,

d y  =  2 .20-0 ,1  = 4 ,00 .
Погрешность при замене Ау на d y  равна 0,01. Во многих случаях ее 

можно считать малой по сравнению с At/ =  4,01 и ею пренебречь.
Рассмотренная задача наглядно иллюстриру­

ется рисунком 84.

В приближенных вычислениях пользуются 
также приближенным равенством, которое по­
лучается из (5),

f ( x + A x ) & f  (х) + / '  (х) Дх. (6)

П р и м е р  2. Пусть / (дг) =  s in ле, тогда 
/' (х) =  cos х.

В этом случае приближенное равенство (6) 
примет вид

sin(* +  A*)=s:sin;t+cosxAx. (7)

Вычислим приближенное значение 8^46°. 

я

Рис. 84.

Положим х =  45° =  -

Д д := 1° =  ^ ,  46° =  45° +  Г = - ^ - + щ .  П одставляя в (7), будем иметь: 

sin 46» = sin (-f  + = sin -J- + cos-J- ^
или

sin 46° =  7071 +0,7071-0,017 =  0,7194.

П р и м е р  3. Если в формуле (7) положим х =  0, Ах—а, то получим сле­
дующее приближенное равенство:

sin а  =5г а.
П р и м е р  4. Если f (x ) =  igx ,  то по формуле (6) получаем следующее 

приближенное равенство:
1tg(x +  Ax)4rtgjc + cos** Ах,



при x =  Q, Дх =  а  получаем:
t g  а  =£ а .

П р и м е р  5. Если / (х ) = у г  х, то формула (6) дает:

ТЛс +  Д х ^  Y  х-\------Дх.
2 У  х

П олагая х —\, Дх =  а , получаем приближенное равенство:

V 1 +  а^= \ + ~  а.

Задача нахождения дифференциала функции равносильна нахожде­
нию производной, так  как , умножив последнюю на дифференциал 
аргумента, получим дифференциал функции. Следовательно, большин­
ство теорем и формул, относящихся к производным, сохраняют свою 
силу и для дифференциалов. Так, например:

Дифференциал суммы двух дифференцируемых функций и и v 
равен сумме дифференциалов этих функций:

d (и - f  v) =  du +  dv.
Дифференциал произведения двух дифференцируемых функций а 

и v определяется формулой
d (uv) =  и dv -{-v du.

Докажем, например, последнюю формулу. Если y  =  uv, то

dy =  y'dx  =  (uv' vu') dx =  uv'dx +  vu'dx,
HO

v' dx =  dv, u'dx =  du,
поэтому

dy =  и dv +  v du.
Аналогично доказываются и другие формулы, например формула, 

определяющая дифференциал частного:
и . v du  — и d v  

если У =  ~ ,  то dy = ------ - г------ .

Решим несколько примеров на вычисление дифференциала функции.

П р и м е р  6. у  — tg2х, d y  =  2 t g x -^ - ^ d x .

П р и м е р  7. / / = y i  +  In х, d y  =  — ,  — dx.
2 у 1 + ln  x x

Найдем выражение для  дифференциала сложной функции. Пусть 

у= / {и ), и =  <р(х), или у  = / [ ф (*)] .

Тогда по правилу дифференцирования сложной функции
d y  _  , . .
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следовательно,
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dy= /'u {u) ф' (лг) dx,

но ф' (х) dx =  du, поэтому
dy — / '  (и) da.

Таким образом, дифференциал сложной функции имеет т о т  же 
вид, какой он имел бы в то м  случае, если бы промежуточный 
аргумент и был независимой переменной. Иначе говоря, форма 
дифференциала не зависит о т  того, является аргумент функции 
независимой переменной или функцией другого аргумента. Это важ­
ное свойство дифференциала, называемое инвариантностью формы 
дифференциала, б удет  широко использовано в дальнейшем.

П р и м е р  8. Дана функция {/ =  s in yr х. Найти dy.
Р е ш е н и е .  Представив данную функцию как  сложную:

и соответствующую ей кривую (рис. 85).
Возьмем на кривой у —/(х) произвольную точку М(х, у), про­

ведем касательную к кривой в этой точке и обозначим через а  угол *), 
который касательная образует с положительным направлением 
оси Ох. Дадим независимому переменному приращение Д х ;  тогда 
функция получит приращение Ay =  NMx. Значениям х  +  Д х , у А у  
на кривой у = / (  х) б удет  соответствовать точка Мх(х Ах, у А у ) .

Из треугольника MNT находим:

но согласно определению дифференциала f ( x ) A x  — dy. Таким

*) Предполагая, что функция / (х) имеет конечную производную в точке х,
Л

получаем а  ф ,

dy =  cos и— 7= dx; 
2 V  х

§  2 1 .  Геометрическое значение дифференциала

Рассмотрим функцию
У=/(х)

то

так как
NT =  MNtg а ;  

tg а  =  / '  (х), MN — Ах, 

NT—f  (х) Д х ;



образом,
NT =  dy.

Последнее равенство означает, что дифференциал функции f(x ),
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соответствующий данным значениям х и Ах, равен приращению 
ординаты касательной к кривой y = f ( x )  в данной точке х.

Из рисунка 85  непосредственно следует, что

Mt T = A y — dy.
„  М.Т _ . пПо доказанному ранее — >-0 при А х —*-0.

Не следует думать , что всегда Ау  больше dy. Так, на рисунке 86 
Ay — M^N, dy =  NT, причем A y < .d y .

§  22 . Производные различных порядков

П усть функция у  =  f  (х) дифференцируема на некотором 
отрезке [а ,  Ь\. Значения производной / '  (х), вообще говоря, зависят 
от х, т. е. п р о и з в о д н а я  /'  (х) п р е д с т а в л я е т  с о б о й  т о ж е  
ф у н к ц и ю  о т  х. Дифференцируя э т у  функцию, мы получаем так  
называемую вторую производную от функции f (x ) .

Производная от первой производной называется производной в т о ­
рого порядка или второй производной от первоначальной функции 
и обозначается символом у" или / " (х)\

/  =  ( / ) ' = / " ( * ) .
Так, например, если у  =  х ‘, то

у' =  5х4; у" =  (5л:4)' =  20лЛ

Производная от второй производной называется производной тр еть ­
его порядка или третьей производной и обозначается через у'"  
или / " '  (х).

Вообще, производной п-го порядка о т  функции f(x )  называется 
производная (первого порядка) от производной (п— 1)-го порядка и



обозначается символом / В) или f n)(x)\
у«> =  (/"-•>)'=/<"> (х).

( П о р я д о к  производной берется в скобки для  того, чтобы его нельзя 
б ы л о  принять за показатель степени.)

Производные четвертого, пятого и высших порядков обозна­
чаются такж е с помощью римских цифр: y IV, y v, y VI, . . .  В таком 
случае порядок производной можно писать без скобок. Например, 
если у  =  х\  то у ' — 5х*, / '  =  20* ’ , / '  =  60лс*, у™ \20х,

s y i s  120, у > = у , >= . . .  = 0 .
П р и м е р  1. Д ан а  функция y = e kx (k =  const). Найти выражение ее про­

изводной любого порядка п.
Р е ш е н и е ,  у '  — kef*, у" =  кгекх, . . . ,  у т  =  knekx.
П р и м е р  2. у  =  sin дс. Найти у{п).
Р е ш е н и е .

{ / '= co s*  =  sin ^ *  +  . 

у” *= — s in x  =  sin ^ *  +  2 , 

у " '  = — COSX =  S ln^Jt-| -3 -^ - j  , 

y IV =  s i n *  =  sln +  >

j/('») =  sin ( *  +  ” - у )  •

Аналогично выводятся формулы для  производных любого порядка 
и от некоторых др уги х  элементарных функций. Читатель сам сможет 
найти формулы дл я  производных л-го порядка от функций у  — х к, 
у  =  cosx, у  =  1п х.

На случай производных любого порядка легко обобщаются пра­
вила, указанные в теоремах 2 и 3 §  7.

В данном случае имеют место очевидные формулы:

(и +  v)in) =  и1"' +  ©<">, (Си)(п> =  Си(П>.
Выведем формулу (так называемую формулу Лейбница), дающую 

возможность вычислить производную п-го порядка от произведения 
д в у х  функций и (х) v  (х). Д ля того чтобы вывести э т у  формулу, мы 
найдем сначала несколько производных, а затем установим общий 
закон, пригодный для вычисления производной любого порядка:

У — uv,
у ' —u'v-\-uv,
у" =  u"v - f  и V  - f  и V  -f- их/' — u"v +  2и V  +  uxf, 

y " '= u '" v + u " v ' +  2u”v' +  2u'v' +  u'v" +  uv"'=°
=  u '" v +  3 b V  +  3 u'v" +  uv"-',

/ v =  u,vv + 4 u " V  +  6u V  +  4 u V "  +  uv[V.
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Зако'н составления производных сохраняется для производных лю­
бого порядка и заключается, очевидно, в следующем.

Надо выражение (u-{-v)n разложить по формуле бинома Ньютона 
и в полученном разложении заменить показатели степеней для и н v  
указателями порядка производных, причем нулевые степени (и° =  
=  г/° =  1), входящие в крайние члены разложения, надо заменить 
самими функциями (т. е . «производными нулевого порядка»):

У п) =  (uv)w  =  uw v +  nu{n~')v' +  — ^ в 1" " * V  +  . . .  +  uv(n>.

Это и есть формула Лейбница.
Строгое доказательство этой формулы можно было бы провести 

методом полной математической индукции (т. е. доказать , что из 
справедливости этой формулы для порядка п следует справедливость 
ее для порядка л + 1).

П р и м е р  3. у= еаххг. Найти производную ут .
Р е ш е н и е .

и = еах, v —х1, 
и' =  аеах, v '—2x, 
и’  =  агеах, v" =  2,

ип = апеах, t»'" =  uIV— . . . = о, 

ут  =  апеахх* + пап~1еах • 2х +  — ап ~ геах • 2,

■ли
yW — eax [апхг + 2пап ’*  + л (л— 1) а" -2 ].

§  2 3 .  Дифференциалы различны х порядков

Пусть имеем функцию у = / (х ) ,  где  х — независимое переменное. 
Дифференциал этой функции

dy — f  (х) dx
есть некоторая функция от х , но от х  может зависеть только пер­
вый сомножитель f  (х), второй же сомножитель (dx) является прира­
щением независимого переменного х  и от значения этого перемен­
ного не зависит. Так как dy есть функция от х, то мы имеем право 
говорить о дифференциале этой функции.

Дифференциал от дифференциала функции называется вторым 
дифференциалом или дифференциалом второго порядка этой функ­
ции и обозначается через dzy.

d(dy) =  d'y.
Найдем выражение второго дифференциала. В силу общего опреде­
ления дифференциала имеем:

d2y  =  [/ ' (х) dx]'dx.



Т ак к ак  d x  от х  не зави си т , то d x  при дифференцировании выно­
с и т с я  за  зн ак  производной, и мы получаем :

d ' y = f " ( x ) ( d x ) ' .  .

П ринято, зап и сы вая степень диф ф еренциала, о п ускать  скобки ; т ак , 
например, вместо  (dx)*  принято пи сать d x 2, п о д р азум евая  под этим 
квадр ат  вы ражения dx\ вм есто  (dx )3 пиш ут d x 3 и т . д .

Третьим  д и ф ф ер ен ц и а л о м  или д и ф ф ер ен ц и а л о м  т р ет ь е г о  п о ­
р я д к а  функции н азы вается  дифференциал от ее  второго дифференциала:

d * y  == d  (d*y)  =  [/ ” (х) dx 2] 'd x  =  f "  (x) d x ’ .

Вообще, д и ф ф е р е н ц и а л о м  п - г о  п о р я д к а  н азы вается  первый диф­
ференциал от дифференциала ( п — 1)-го  п о р ядка :

d " y  =  d  (d n ~1у ) — [/ '"  " (х) dx n ~1 ] '  dx,
d ny  =  f n) (х) d x n. ( 1)

П ол ьзуясь  дифференциалами различных п о р ядко в , производную  любого 
п о р ядка можно п р ед стави ть  к а к  отношение дифференциалов со ответ­
ствую щ его п о р ядка :

г м = % ............./ ™ М  =  § .  (2)

С л едует , о дн ако , с к а з а т ь , что  р авен ства (1 ) и (2) (при я > 1 )  верны 
только д л я  того  с л уч а я , ко гд а  х  я в л я е т с я  независимым переменным * ).

§  2 4 . Производные различны х порядков  от неявных функций 
и функций, зад ан н ы х  параметрически

1 . П окаж ем  на примере способ нахож дения производных различ­
ных п о р ядко в  о т  н е я в н ы х  ф у н к ц и й .

П усть  н еявн ая ф ункция у  от х  о п р еделяется  равенством

$ + S - i - o .  ( I)

Дифференцируем по х  все члены этого  р авен ства , помня, что  у  есть  
Ф ункция от х\

2х , 2 y d y _ n. 
а ‘ f  Ьг dx ~

отсю да н аходим :
d y _  _ Ь Ч
dx агу  ’ ' '
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*) Тем не менее равенство (2) мы будем писать и в том случае, когда х
,, d2y  d"yне является независимым переменным; но в этом случае вы р аж ен и е-^  , . . . ,

следует рассматривать к ак  символические обозначения производных.



Последнее равенство снова дифференцируем по х  (имея в виду , что 
у  есть функция от х)’.

djl
d ‘y  Ь* У Х dx
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dx2

Подставляем сюда вместо производной ~  ее выражение из равенства 
(2), получаем:

, Ьг х
d* y_ Ьг У а* у
d x * ~ ~ t f  у1 >

или после упрощения
d l y _____Ьг (агу*+ Ь*х*)
dxг a V

Из уравнения (1) следует, что

в*У  +  b*x* =  й'Л*, 

поэтому вторую производную можно представить в виде
d*y _ Ь4
dP « Р у *

d su
Дифференцируя по х  последнее равенство, найдем ^  и т. д .

2. Рассмотрим теперь задачу  о нахождении производных высших 
порядков о т  ф у н к ц и и ,  з а д а н н о й  п а р а м е т р и ч е с к и .

П усть функция у  от х  задана параметрическими уравнениями:

*  =  ф (0 . )

причем функция x  =  q>(t) на отрезке [?0, Т) имеет обратную функ­
цию / =  Ф (ж ).

В §  18 было доказано, что в этом случае производная ^  опре­

деляется равенством
dy

^  =  —  (4)dx dx ' w
d t

d2u
Для нахождения второй производной ^  дифференцируем по х 

равенство (4), имея в виду , что t есть функция от х\
dy\ /dy
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d
311 dx 

\dt,

dx d  j
V .  37 T t 1

f d y y
{d t J

d y  d , 
1 d t  dt  1

f d x\  
{dt  )

dx d2y  d y  d2x
1 5 7  57* 5 7  57*

I №2 ( d x\  
\dt  )

2

d£ _  _1_ 
dx dx * 

dt

П одставляя последние выражения в формулу (5), получим:

dx d*y d y  d*x 
d ly  ~dt ~dt2~ d t  d ?
dx* 7 3 7 y  ’

[ d t )

Последней формуле можно придать следующий, более компактный вид:

d ‘ y  Ф '(0 'Г ( 0 - ' Г  (ОФ’ ( ')  
dx*~  №

d su d iu
Аналогичным образом можно найти производные ^ ^  и т. д .

П р и м е р .  Функция у  от х задана параметрически:
x =  aco s/ , y  — b sin/. 

du dTu
Найти производные ^ ^ .

Р е ш е н и е .
dx . . d*x d y  d2y  . . .
-r- =  — a s m/ ;  -пт =  — a  cos/; - r r = b c  os/; т л  =  — * s in /;d t at* d t a t‘

d y  b cos / b ,
“ Я !-------- ;—-  = -------ctg  /;dx — a sin / a

d*y _  ( — a sin /) (— b sin /)— (ft cos /) ( —a cos /)_____1
dx2~  (—a sin /)’  — a 2 sinJ Z

§  25. Механическое значение второй производной

П уть s, пройденный поступательно движущимся телом, в зависи­
мости от времени t выражается формулой

* - / ( < ) .  0 )

Как у ж е  известно (см. §  1 гл. 111), скорость v  тела в данный 
момент равна первой производной от пути по времени:

<2)
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П усть в некоторый момент t скорость тела была равна v. Если 
движение не является равномерным, то за промежуток време­
ни At, истекший с момента t, скорость изменится и получит прира­
щение Av.

Средним ускорением за время At называется отношение прираще­
ния скорости Av к приращению времени:

_  До
а<;р — д 7  •

Ускорением в данный мом ент  называется предел отношения прира­
щения скорости к  приращению времени, когда последнее стремится 
к  нулю:

Доа =  lim -г- ;
д/ *+ О

иначе говоря, ускорение (в данный момент) равно производной от 
скорости по времени:

dv
а  57  ’

ds
но так  как  v — то. следовательно,

a ~ d t \ d t) ~ d l* ’

т. е. ускорение прямолинейного движения равно второй производ­
ной о т  пути по времени. Исходя из равенства (1), получаем:

П р и м е р .  Найти скорость v и ускорение а свободно падающего тела, 
если зависимость расстояния s от времени t дается формулой

s = Y g ^  +  V  +  s0, (3)

где g  =  9,8 м\секг— ускорение земного тяготения, a s0= st=0—значение s 
при / =  0.

Р е ш е н и е .  Дифференцируя, находим:
ds

v = j - t =  g t  +  v<>\ (4)

из этой формулы следует, что о0 =  (о)<=0.
Дифференцируя еще раз, находим:

dv d*s
а ~ т ~ 1 л * ~ ё '

Заметим, что, обратно, если ускорение некоторого движения постоянно 
и равно g, то скорость выражается равенством (4), а расстояние—равен­
ством (3) при условии, что (v)t-n=*ve и (s)t=stt =  st.
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§  2 6 . Уравнения к асател ьн о й  и нормали.
Длины п о дкасательн ой  и поднормали

Рассмотрим кривую, уравнение которой есть

У —/ (* )•
Возьмем на этой кривой точку М (дг„ у ,) (рис. 87) и напишем 
уравнение касательной к  данной кривой в точке М, предполагая,
что эта касательная не параллельна ,Уоси ординат. 1 

Уравнение прямой с угловым ко­
эффициентом k, проходящей через

м( * « тточку М, имеет вид
y — y x =  k ( X — X  i ) .

У1 N .Для касательной (см. §  3)

*  =  / '  W . й / а\ NJ?
поэтому у р а в н е н и е  к а с а т е л ь - 0 ~—-X, ---- ^  X
н о й  имеет вид /

= / ' ( * , )  ( * - * , ) .  Рис- 87- 
Н аряду с касательной к кривой в данной точке очень часто прихо­
дится рассматривать нормаль.

О п р е д е л е н и е .  Нормалью к кривой в данной точке называется 
прямая, проходящая через данную точку, перпендикулярную к каса­
тельной в этой точке.

Из определения нормали следует, что ее угловой коэффициент k n 
связан с угловым коэффициентом k t касательной равенством

т. е.

Следовательно, у р а в н е н и е  н о р м а л и  к  кривой у = / (х )  в 
точке М (xv у?) имеет вид

y - y ^ ~ r k ) (x~ xi)‘
П р и м е р  1. Написать уравнения касательной и нормали к кривой у — хг 

в точке М ( 1, 1).
Р е ш е н и е .  Так как  у ' — Ъх?, то угловой коэффициент касательной 

равен (i/')*=i =  3.
Следовательно, уравнение касательной:

у — 1 = 3  (х— 1) или у  — Зх— 2,
Уравнение нормали:

У -  1 = - у ( * - 1 )
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Рис. 88. Рис. 89.

Найдем величины Т, 5 r , N, SN для  кривой у  =  /(х) и точки 
М (xv y j .

Из рисунка 87 видно, что

Q P = y. c tg а  =  т^3- ;------s  tg а  yt *
поэтому

У х

Далее, из этого же рисунка ясно, что 

поэтому
5Л = |ЛХ|._______ ______
^ = у у \ л - ( у х у ' у  =  \ у , у  1+ Х *  |.

Эти формулы выведены в предположении, что y t > 0 ,  у[ >  0. 
Однако они сохраняются и в общем случае.

или
1 . 4 

¥ *  +  Т
(см. рис. 88).

Длина Т отрезка QM (рис. 87) касательной, заключенного меж­
д у  точкой касания и осью Ох, называется длиной касательной. 
Проекция этого отрезка на ось Ох, т. е. отрезок QP, называется под-

касательной; длина подкасатель- 
ной обозначается через S T. Дли­
на N отрезка MR называется дли­
ной нормали, а проекция RP 
отрезка RM на ось Ох называет­
ся поднормалью; длина поднор­
мали обозначается через SN.
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П р и м е р  2. Найти уравнения касательной и нормали, длины касатель­
ной и подкасательной, длины нормали и поднормали для эллипса:

x =  aco s/ , у  — b sin/
в точке М (х„ у,),  для которой / =  л/4 (рис. 89).

Р е ш е н и е .  Из уравнений (1) находим:
dx
diz

d y  . J du b L ( d y \  b— a sin/; -y- — bcost\ ~r —------ctg/; я = ------dt  dx a 6 \dx J  i =— a
Находим координаты точки касания М : 

*1 =  W <= Л = у Г ^ ’ У , - ( У \ =2 - - у ~ 2 '

Уравнение касательной:

у ----- — —( х -------------- , или bx-\-ay—ab V  2 =  0 .
У  2 а \ \ 2 )

Уравнение нормали:

y —^ =  =  j ( ^ x —~ ^ ,  или (ах— by) У  2 — аг +Ь2 =  0.

Длины подкасательной и поднормали:
Ь

У  2 __6 
У  2

ь— ( —J l  
2 \ "

Ьг
а У 2 ‘

Длины касательной и нормали: 
Ъ

У  2
_  Ь_ 

а
- y f V ° '  +  b’;

— У  аг +Ь*.а У  2

(1)

§ 27 . Геометрическое значение производной радиуса-вектора 
по полярному у гл у

П усть имеем уравнение кривой в полярных координатах:

в = / ( 0). (1) 
Напишем формулы перехода от полярных координат к прямоуголь­
ным декартовым:

х  =  е  cos 0, у  — q sin 0.

Подставляя сюда вместо q его выражение через 6 из уравнения (1), 
будем иметь:

x = / ( 0) c o s 6, =  /  (0) sin 0. (2)
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Уравнения (2) являются параметрическими уравнениями данной кри­
вой, причем параметром является полярный 
угол Ь (рис. 90).

Если через ф обозначим угол, составлен­
ный касательной к  кривой в некоторой точ­
ке М (q, 0) с положительным направлением оси 
абсцисс, то будем иметь:

dy_
d y  d 0 .

dO

~  sin 9 +  q cos 9

~  cos 9— Q sin 9 av
. ( 3 )

Обозначим через ^  угол между направ­
лением радиуса-вектора и касательной. Очевидно, что ц = ф — 6,

t ^ M _  tg * P - tg 9  
1 +  tg <р tg 0 *

Подставляя сюда вместо tg ф его выражение (3) и производя 
преобразования, получим:

^  и _ (q' sin 0 +  q cos 0) cos 9 — (q' cos 0 — Q sin0) s in 0 q 
^ ^  (q' cos 0 —q sin 0) cos 0 4-(q ' sin 0 +  q cos 0) sin 0 q' ’

или
e ;= Q C tg f i .  (4)

Таким образом, производная радиуса-вектора по полярному у гл у  
равна длине радиуса-вектора, умноженной на котангенс угла между 
радиусом-вектором и касательной к кривой в данной точке.

П р и м е р .  Показать, что касательная к логарифмической опирали 
q =  е пересекается с радиусом-вектором под постоянным углом.

Р е ш е н и е .  Из уравнения спирали находим: q' =  аеа1). На основании 
формулы (4) получаем:

ctgj.i =  ^ - =  a, т. е. ц, =  arcctg а — const.

Упражнения к главе III

Найти производные функций, пользуясь непосредственно определением 
производной: 1. у  =  хг . Отв. Зх2. 2. </=-7 . Отв. — ! j .  3. у  =  У х.

1
х х‘

5. у  =  sin2 х. Отв. 2 sin х cos х.Отв. —К = . 4. О т в . ---------
2 Ух Vx 2х Ух

6. у  — 2х‘ —х. Отв. 4х— 1.
Определить тангенсы углов наклона касательных к кривым: 7. у = х ’ . 

а) При дс=1. Отв. 3. б) При х =  — 1. Отв. 3; сделать чертеж. 8. у =  1/х. 
а) При 1/2. Отв. — 4. б) При дс= 1. Отв. — 1; сделать чертеж. 
9. у  = У х  при х =  2. Отв. 1/2 У 2 .



Найти производные функций: 10. i/ =  x * -f3x 2— 6. Отв. у ’ = 4х, +6х.
11. у  =  6х’ —хг. Отв. i/' =  18x2— 2х. 12. У =  ̂ Г Ь~ - ~ Ь ~ *•

5х4 2х х*—х2+ 1 , Зх2—2х Отв. у>=— - — - ь - 1. 13. у  = ------g------ . Отв. </=— g— .
7 5у2 О у

14. у  =  2ах’ — у  +  с. Отв. у ’ =6ах? — -£ .  15. у = 6 х г +  4 х 2 + 2* .

— — — з / -  1 УзОтв. у'  =  21* 2 +  10х2 + 2 . 16. у  =  У з х + у  х+^~ . Оте. у '  =  ,—_ +х 2 У х
1 1 , ,  ( * + !)*  п - 3 (х + 1 )2 ( х - 1 )  1с х ,

+  7 1 7 ^ - ^ -  17‘ ^ =  5- Т Г ' -  0 т в - У = ---------- ± ------- • 18> У = т +
х 2 2х*

, т  , л:* , п2 , 1 т 2х 2п% ? / о i/ T  i *
-4------- f- — ^ Отв. у' —----------;  +  — S '  19, У — * х — 2 V х + 5 .X п X т  г п г
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ь V70тв. 20. y  =  p =  +  - f - _ - ^ .  Отв. у ’

5 i .  о _L 1 —L
=  у а х *  —-g - 6х 2 * •  21. у  =  (1 + 4 х ’ )(1  +  2х?). Отв. у ’ =
=  4 х (1 + 3 х + 1 0 х ’ ). 22. I/ =  х  (2х— 1) (Зх +  2). Отв. у' — 2 (9х2 +  х — 1).

2х*
23. I/ =  (2х— 1) (х1— бх +  3). Отв. у'  =  6х2—26х +  12. 24. У = ~̂г _ xi •

■ г5- » - г т з -  S r i ? -  26-

- г т ? -  f i o - T T W - я - < ч « -
( s  +  2 )(s  +  4 )  _ х‘ + 1  _ ^ _ 2 х » - 6 х ! - 2 х +  1

-  (s +  3)« • 28> у  ~  х2—х — 2 ' 0 т в - У (х2—х — 2)2
хР хР 1 [(р —ш) хт — рат ] 2 „ ,

29- У *= хт - а "  • ° тй- у  = ------- (х»-д"Г » ' I/ =  (2х2 — З)2.
Отв. у ’ =  8х (2х2— 3). 31. i/ =  (x2 +  a 2)s. Отв. £/ =  10х (*2 +  а 2)4.

32. у  =  y V  +  a* . Отв. у' =  —  . 33. у  =  (а -j-x) )Л г—х .
К х2 +  а 2

1
Отв. </' =  . 34. у  = л / i ± f . Отв. у '  =  ----------  .

* 2 ^ а - х  '  1 — ( l - x ) J ^ l - x 2

35. у =  2^ ~ .1 . . Отв. /  ■= ! / ^ = .  ■ 36. у =  У х 2 + х+\
У х У  1 +  х2 х2 / О + х 2)» К ’

'  “  г у £ £ + 1 ?  ■ 37' » “ 11 +  / * > ’• «**•  / ' -  +  р х ) ‘  •

38. у  =  г / " х +  х 4- ] ^ х  Отв. у' — ---- у... = == X
2 |/ х + к  х +  )^х

X 14------ - 1 ^ ( 1-1------t = V  39. i/ =  sin2x. Отв. i/ '= s in 2 x . 40. у  =
V 2 к  х + К х /  V 2 у х )

=  2 sm x-(-co s3x . Отв. i/ '= 2 c o s x — 3sin3x . 41. </= tg (ах +  6). Отв. у'  =



л sin X
• 42, у °  П 'л л с  • Отв. у '  =  — . 43. г/ =  sin 2л: cos Злт.
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cos* (ах +Ь) '  v  1 4~ cos х * ' и 1 + c o s*
Отв. (/' =  2 cos 2х cos 3*— 3 sin 2* sin 3*. 44. у  =  ctg* 5дс. Отв. у ' =  — 1 0 c tg 5 * x  
Xcsc* 5лт. 45. у  — t sin t +  cos t. Отв. y ’ =  t c o $ t .  46. у  =  sin’ t cos
Отв. у '  *= sin* t (3 cos’  <— sin2 1). 47. (/ =  a  cos 2x. Ome. j/' a  sin 2л:

V  cos 2л:

(P ,  m m t g - J  +  c tg -J
48. r  =  a  sin* . Отв. гф =  a sins cos - y  . 49. у  —

Отв.
2xcos x +  sin*x f  t g  4 - +  ctg -^Л

------------------- ---------------------- - •  50- y = V ~ cos’ l )
X X  1Отв. у '  =  2a sin’ — cos у .  51. У = Отв.  у'  =  tg *  sc**. 52. у  =  In cosx:

Ome. у ’ = — tg * . 53. !/ =  In tg x . Ome. y'  =  2/sin 2л:. 54. г/ =  In sin2л:
Ome. y ' =  2 c tg* . 55. у  =  — 5-. Ome. jT =  sin *  +  cos *. 56. у

-An л/ { ~̂ ~̂ п X . Отв. у '  =  —— . 57. у  =  ln tg  f  + -§ Л  . Отв. у '  = 
Г 1— sin *  а cos* я 6 \ 4 2 /

1
cos*

58. у =  sin (х+ а)  cos (* +  a). Отв. у' =  co s2 (*  +  a). 59. if (*) =  sin (In *)

Ome. f  (*) =  —S-^ — ? . 60. f  (x) =  tg (In *). Ome. /' (*) =
X x

61. /(*) =  s ln (co s*). Отв. /'(*) = — sin *  cos (cos *). 62. r  =  i  t g ^  — t g f  +  ф

Отв. ^  =  tg1 ф. 63. f  (*) =  (* ctg x)*. Отв. f  (*) =  2* ctg *  (ctg * —*  csc* *)

64. у =  In (ax + b). Отв. у’ =a/(ax+b).  65. у — loga (** +  1) 
л  ̂ 2* 1+ x  , 2
0me‘ *  ~ (** +  l)  In a ‘ 66> y  =  XnY=Tx- 0me■ y = — :F

67. у  =  log, (*2— sin*). Ome. у ',=  (-g g ~ C”  3 ■ 68. < / = ln -j± | /  

Ome. 69. (, =  In (**+ * ). Ome. i/' =  ^ ± i .  70. y  =
Зд.2_2

= ln (* * —2* +  5). O/ne. i/' — x, _2x + 5 ’ 7 , ‘ У= х п̂ х - 0тв- V'— l n * + l .

72. y  =  In**. Ome. (/' =  - *” * . 73. t/ =  In (* +  1 - f  *2). Ome. «/'=  ■

74. {/ =  ln ( ln * ) . Отв. 75. f (* )  =  ln Отв. / '(* ) =  

=  r -1- T . 76. / (*) =  In Отв. / '(* ) = ------_ ? -----
l - * ‘ y > - l + *  / Г + 7 *

77. (/= a*-f-x*— a In ? +  ** . Отв. у ' =  ~  . 78. у  =
a:  a:

cos л:In ( * 4~ K V - f a 2) — ) А:уг+— . Ome. у'=Х Л *± f£ . 79. у  =
** 2 sin* *



1 , , лг , 1 ол s in* _ , 1 +  sin**
+  2 - l n t g T . Отв. У = ^  80. </ =  2 ^ .  Ото. у  ш - .

8 1 . у  =  -i- tg**  +  In cos*. Отв. у '  =  tg*х. 82. у  =  е ах. Отв. у ' = а е ах.

3 3 . y  =  e*x+i. Отв. «/' =  4е4Х+г. 84. у  =  а х . Отв. 2 ха**1п я . 85. у  — 7■*г+, *. 
Отв. у '  = 2  (*-(- 1) 7**+** In 7. 86. у = с ^ ~ х%. Отв. у ' — — 2xca\~xi In с .
87. у  — а е^ х . Отв. у '  =  —%*=.е к , 88. г  =  сЛ Отв. г ' —a 9 In а.

2 У х 1п е

89. г =  а |п*. Отв. " З Г ~ ~ — в ~ ~ ‘ 90‘ у  =  е х ( l —x1).
ех— 1 2ех

Отв. у ’ —е?  (1 —2х—х*). 91. У = р г ц ^ -  0тв■ У'= j p r f Гр* 92‘ У =

= |п Г Т ё * ” ° тЛ  93, У =  у ( е а - е  0me-
X X

=  2 -^ в а 4 -е а J .  94. у  =  ез1ах. Отв. y ' = e slnx cos*. 95. {/ =  a tg "*. Отв. у '=

=  W 8n*sc* n* In a- 96. у  — ec03* sinx, Ome. </'= e cos* (co sx— sin**). 
97. 0  =  e * ln s in * . Отв. y '= e * ( c t g * + ln  sin*). 98. y=»x"esln* . 
Отв. у '  = х п~1е*'пх (n + x c o s x ) . 99. i/—Xх. Отв. у ’ —Xх (In x + 1).

10 0 . y = x x . Отв. у ’ —Xх y  =  xlnx . Отв. у '  = x ln*~I In **.

10 2 . y= e* * .  Отв. у '  = e** (1 +  In x) ** . 103. J/ =  (*/n)"*.

Owe. j , '= n  ( l + l n  104. (/=*®1пх. Отв. *з1пдг ^ ^ - ^  +  ln *co sx^  .

105. u =  (s in x )* . Отв. (s in x )* (ln  sinx  +  x c tg x ) . 106. I/ =  (s in * )tg л:.
1  о *  p 2X

Отв. </'=(sinx)tg * (1 + s c * x ln  s in *). 107. y  =  tg j - q ^ .  Отв. у ’ = — —

1 108. y  =  s i n J ^ b ^ F .  Отв. и' = — E gfJ^ 1 ~ 2x 2X In 2.
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C0 S, L l £ l .................  * ' ............ ......... * 2 ) 0 = 2 *
cos l + e x

109. y =  l0xtgx. Отв. y ' =  Wx t g x l n l o ( t g x 4 -----T ~ V
\ COS X J

Найти производные функций, предварительно логариф мируя эти функции:
»/■ *(*» + 1 )  л  . 1  \/~х (х*+ 1 ) (  1 , 2 *  2 \ 

110. у -  у  • 0me- У з V  (*—1 )« [ х  + *г + 1 *=Т)‘
<*+!)* / ( ^ = 2?  „  , ( х + 1)* / ( Т = 2У* / з

И1' У ®/(*—3)* ’ т в ‘  У  ®/(х—3)г ( *  +  1 +

+  4 ( х — 2 ) - 5 ( х - 3 ) )  ' , , 2 ‘ ^ =  (дг + <2)*~(лс +  3)** ° Ш’ - У' “

(х+ 1)(5х ! +14х +  5) , 1Э $/<*—!)* л  ,
= — - —' , 0тт-,— г-577——. 113. у =  - ---------- л- — = . .  Отв. у  =1

(* +  2) (* +  3)‘ \/(х—2)* р/(х—З)7
_  — 161х» +  480х— 271 и й  и _ * ( 1 + * 8)
“  60 £/(*=Tj* у о с ^ 2 ) ’ у (х—З)1» * ' у  1 0 = * *  '



1 4-3** — 2х*Отв. у ' ——----------J— . 115. у  =  х* (а +  3*)’  ( а —2*)*. Отв. у '  =■

(1~ Х,)7 *  1*= 5х4 (а +  Зл:)2 ( а —2х) (а2 Чах— 12л:2). 116. </ =  arcsin— . Отв. у ' —

122 П Р О И ЗВ О Д Н А Я  И Д И Ф Ф Е Р ЕН Ц И А Л [ г л .  III

а ' У а‘ —хг
117. у  — (arcsin х)*. Отв. у ' =  ■ . 118. (/ =  arctg (*2 + 1)

У 1 —х2

°™- У’ = Т + & + Ф '  П9- y=atcXg г 5 ? -  0 т в • у = ТТхГ
/ 9ч ^ , —2х «л . arc cos х120. у  =  arccos(**). Отв. у  =  — ------. 121. у  —  

____  Г 1 х4 ^
г, , — ( * + V l  — х2arccos х) , *  +  1Отв. у ’ =  — i—— — -z----- -------- - .  122. у  =  arcsin—у= -

х1 У Т ^ 7 2 ' ' У  2
Отв. у ’ =  ...1 123. У  — х У  а2— х2 +  а* arcsin —

У  1 - 2 х - х ‘

Отв. у ' = 2 У а г —хг. 124. у =  У  аг —хг +  а  arcsin — . О/лв. у '  — Л/ —
я  У а -i+ x

* у +  а Л du 1 1 . х У ’ З125. u= arctg-j-------- . Отв. - т -  =  —— 126. у = — тг=г- a ic tg - -------Т-
1 — a v  d v  1 +  и2 а у  з  1 — х2

X2 -j- 1 X
Отв. у '  — — ,—Г Т Т ' 127. у  — х arcsin х. Отв. i/'=  arcsin х +  —7= =

*  т *  + 1 у  j — хг

128. / (x) =  arcco s(lnx ). Отв. [' (х) = -------- *
х у 1 — In* х

129. / (jc) =  arcsin sin Jf- Отв. /' (x) =
_______ ________________ 2  У  sin x — sin2 x

130. y  =  arctg y / ~ * (0 < х < л ) .  Отв. У ' = у -  131. i/ =  earctg*
garctg  x g x __ e - x  о

Отв. у' =  .  . 132. j/=arctg-----5-----. Ome. #' =
1 + * 2 * a 6  2 ’ * ~ e *  +  e - *

133. (/ =  хагЫпл:. Отв. у ' = * arcsinj: \ 13<| ^ = a rc s in (s in х)
\ х У  \ — хг)

__ , cosx (4-1 в 1-й и 4-й четвертях . . 4 sin дс
Отв. у  =  -------- : =  < , „ „ „ „ 135. у  — arctg - т г т г --------

|cosx| [ — 1 во 2-и и 3-и четвертях . 3 +  5 c o s x

Отв. у' =  g ■■ 4 ------- . 136. £/ = a rc tg  — 4 - In л / Отв. у ' =  •? а  ^
5 +  3 cos л: и х  Г х  +  а  х 4 — а ‘

1

137. у =  \п —у  a rc tg х . Отв. у' =  ^ ~ ^ '  ,38 ‘ у ~  ^ З х ^ ' +

4 - In У \  +  хг 4 - arctg х . Отв. =  139. у  In -77=* +  * ■ +
х + х  3 у  х2— Х + 1

, 1 , 2x— 1 „  , 1 , 1 + Х  У ч + х *  ,
Н— 7=  a r c t g — 7= - .  Отв. У = —г т г  • 140. у  =  I n -------------7= ------------Ь

У З  У З  ^’  +  1_ 1 —дс У ч  + д^
. „ . л :  У  2 , _4 |Л? x2n — 1

4- 2arctg Y I ~ i  • Отв. 141. у  =  arccos ^  +  1 .

п  Чп\х\п
0тв• - « M l У
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Найти -4^-, если: 142. у г — 4рх. Отв. - ^ - = — . 143. хг +  (/2 =  а®. dx dx у  s

0 т в . 4^ -  =  -  — - 144. bW + a y  =  a*b\ Отв. ^ - =  — — .145. и '—Зи+ и  dx у  dx а гу  »  »  >

+  2ах =  0. Отв. -~ г' =  ̂ -7т~~~Т\ ■ * 2 +  У2 ~ ° 2 • Отв. =  — .1 dx 3 (1 — иг) э dx У х

УПРАЖНЕНИЯ К niABF. Ill 1 2 3

' 3 ( 1 - И ) *
2  2  2

147. x i l + I/s = a , . Отв. - ^ -  =  — . 148. (/г— 2л:г/ -f- 6* =  0.

Ome. 4 г ==~^~~' 149' ** +  </’ —Заху — 0. Отв. ^ -  — -а у ~ Х- .dx у —л; dx г/2— ах
, , ч ^  d y  sin (х +  у )  . . .  , ,

150. у  =  cos (х +  у). Отв. ~ f a —~~Y+ s ia  (х +  у ) ' ,5 1 ' « *  <**>=•*•
rlii 1 4 -  и  s i n  f п А

Отв. d y  — l+ y s in (x t/ ) 
dx x sin (xy)

d yНайти —j  функций, заданных параметрически: 152. x = aco s/ , i/=6sin/. 

Отв. ~r~ = ---- —ctg/ . 153. x =  a (/ — sin/); i/ =  a ( l  — cos /). Отв. ~ -  =  c t g ~
CIX Cl u X  £

154. *  =  aco s8 /; y = b s i n ‘ t. Отв. =  — ■— fg /. 155. x =  ; y  =  J ? 2 L  .

Отв. - ^ - = Г ?у , -  ,5 6 - «  =  2 In ctg s, u =  tg s  +  c tgs . П оказать, что - ^ -  =  tg2s.
Найти тангенсы углов наклона касательных к кривым: 157. x =  cos/, 

t/ =  sin / в точке * = — 1/2, y=V~3 /2. Сделать _чертеж. Отв. 1/УТГ 
158. x =  2cos/ , г/ =  sin / в точке х =  1, г/ =  — 3 /2. Сделать чертеж. 
О/лв. 1/2 У1Г. 159. х =  а (/ — sin/), y  =  a ( l —cost) при / =  я/2. Сделать 
чертеж. Ome. 1. 160. x = a c o s s /, f/ =  a sin3 / при / =  я/4. Сделать чертеж. 
Отв. —1. 161. Тело, брошенное под углом а  к горизонту, в безвоздушном 
пространстве описало под действием силы тяжести кривую (параболу), урав­
нения которой: x =  o0cosa/, i/ =  i>0s in a/ — gt/2 (g =  9,8 м/сек*). Зная, что 
a  =  60°, и0 =  50 м/сек, определить направление движения при: 1) / =  2 сек .; 
2) / =  7 сек. Сделать чертеж. Ome. 1) tg<p, =  0,948, ф1 =  43°30'; 2) t g 9 s =  
= — 1,012, ф ,= ^ 1 3 4 ° ,7 .

Найти дифференциалы следующих функций: 162. j/ =  (a*—х*)‘ .

Отв. d y  =  — 10x(a2— х2)‘  dx. 163. y=V~  1 + х 2. Отв. d y =  -  X ^X .
^ 1  +  x*

164. r/ = 4 -tg ‘ x +  fg * . Отв. d y —sc* x dx. 165. y =  X ln x +  l n ( l —*).
О 1 ----X

In x d x
°™-

Вычислить приращения и дифференциалы функций: 166. «/ =  2х*—х 
при х =  1, Дх =  0,01. Отв. Дг/ =  0,0302, d y  —0.03. 167. Дано t/=x* +  2х. 
Найти Ду  и d y  при х = —1, Дх =  0,02. Отв. Дг/ =  0,098808, d y = 0,1.
168. Дано t/ =  sin дс. Найти d y  при х==я/3, Ддг =  я/18. Отв. d y  =  nl36 =
=  0,00873. 169. Зная, что sin 60° =  V̂ 3~/2 =  0,866025; cos60° =  l/2, найти
приближенные значения sin60°3' и s in 60° i8 '. Результаты сопоставить с дан­
ными таблицы. Отв. sin 60°3 '%  0,866461; sin 60° 18' 0,868643. 170. Найти



Отв. 18.*— 4. 173. j/ = £ / V . Найти у " ' .  Ошл у^=х *• ,74,

приближенное значение tg 45°4'30''. Отв. 1,00262. 171. Зная, что log10200 =* 
=  2,30103, найти приближенное значение log,0 200,2. Отв. 2,30146.

Производные различных порядков. 172. у  =  3х*—2х2+ 5х— \. Найти у ” ..

42_ - у
125Х '

Найти у {,). Отв. 6 !. 175. Найти у". Отв. ^ . 176. у  =•

=  V а?—х*. Найти у". Отв. ■--------------- а 177. и = 2 У̂ ЗёТ
(аг — х2) V  а2— х* У Г

15
Найти 1/(4). Отв. — — .—  . 178. у  =  од:2 - f  6л: +  с .  Найти у ' " .  Отв. 0. 

8 У х7
е

179. / (х) =  1 п (дс-f-1). Найти f lV (х). Отв. — ?—г-гг2 . 180. y  =  t gx .  Найти у ' " .

Отв. 6 sc4* — 4sc2*. 181. y= » ln s in jt . Найти у " ’ . Отв. 2 ctg х csc2 х.
182. f ( x ) = y r  sc2x .  Найти f"  (х). Отв. I" (x) =  3 [ f  (x)]s—f  (х).

183. y  =  YZTx ‘ Найти /Iv (х). Отв. - . 184. p ^ ( q 2+ a 2) a r c t g .

НаЙ™ W  ‘  ° т в ' (в* + g2?  ‘ 18б‘ y = f (ea + e а ) ■ НаЙТИ 0 т в ■ ‘
186. у  — cos ах. Найти у (пК Отв. а п cos (ах +  пя ;2 ) .  187. у  =  ах. Найти у {п).

Отв. (In а)п а х. 188. i/= In (1 + * ) . Найти у т . Отв. (— I)" -1 ~ — Т5" •
V1 ~\~Х)

189. I!  — Найти у т . Отв. 2 (— 1)" - п ! . 190. у —е хх. Найти у {п).I -\-х (1 ~1~ X)

Отв. е*(дс +  п). 191. у = х п~Чпх.  Найти у [п). Отв. y  =  sin2x.

Найти у т . Отв. —2п~1 cos (2* +  ял/2). 193. у  =  дс sin л:. Найти i/(п*. 
Отв. х sin (х я/г/2) —п  cos (х +  ял/2). 194. Если i/ =  sin лс, то

d 2u 4а2доказать, что у " — 2у' -\-2у =  0. 195. у* — 4ах. Найти О т в . ------- j -  .

124 ПРО И ЗВ О ДНА Я  И Д ИФФЕ РЕН ЦИА Л [ г л .  I l l

W2fi М QMy
196. Ь2х2-{-агу 2 =  а2Ьг. Найти - г4  и . Отв.----- г - ; ; -------—  . 197. х2-\-у2=г*.| я д хг д хг а у  a , y i 1 3

dx2 ' ' у г
3 Ь 
а*[

w2/i f2 dsu
Найти . О т в .------ г .  198. у г—2ху = 0. Найти . Отв. 0. 199. о=dx2 у* dx5 v

=*= t g  (ф +  е)- Найти Отв. — 2 (5 +  +  3q )  ̂ 200. sc< f'C osQ  = C.

Найти Отв. ■- ? ~ <g Ф . 201. вх +  х =  еУ +  у .  Найти ^d  ф2 t g 3 q dx2

Отв. ^  ~ Ё ’ 202‘ г/’  +  *5—Задг(/ =  0. Найти

Отв. — ,\ а ХУ . 203. x — a(t — sin/), у —a (I — cost). Найти . (у2—ах)* ‘ в д хг



Отв. — т— \  , ; о • 204. *»= а cos 2t, (/ =  £> sin* t. П оказать, что
■tel S i l l  11 ci

£ s = 0 .  206. x  =  a  cos f, j/ =  a  sin/. Найти Ome. •
dX din dtn+1
206. П оказать, что (sh x) =  sh x; dx2n+i (sh x) =  ch *•

У р а в н е н и я  к а с а т е л ь н о й  и н о р м а л и .
Д л и н ы  п о д к а с а т е л ь н о й  и п о д н о р м а л и

207. Написать уравнение касательной и нормали к кривой у = х г —
_Зх2—*  +  5 в точке М (3, 2). Отв. Касательная 8*—у —22 =  0; нормаль
x +  S y— 19 =  0.

208. Найти уравнение касательной и нормали длины подкасательной и 
поднормали окружности хг +  у г =  г* в точке М (xv  y t). Отв. Касательная 
х х 1 +  у у ,  =  гг ; нормаль xty —y tx —0; s T= \—y tJ x l \; sN=\—дс^.

209. П оказать, что подкасательная параболы у г =  4рх в любой точке де­
лится вершиной пополам и поднормаль постоянна и равна 2р. Сделать чертеж.

210. Найти уравнение касательной в точке М (* ,, {/,): а) К эллипсу

Отв. б) К гиперболе I.

о™.
8й9

211. Найти уравнение касательной и нормали к  «ю кону» У — ̂ ц т р
в точке, где х=*2а. Отв. Касательная х + 2 у  =  4а\ нормаль у  — 2х—За.

212. П оказать, что нормаль к кривой 3(/ =  6*—5*’ , проведенная в точке 
М (1, 1/3), проходит через начало координат.
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213. Показать, что касательная к  кривой " ^ ( ^ 0  ~^ в точке

М (а, Ь) есть —+-^- =  2.a  о
214. Найти уравнение той касательной к параболе у 1 — 20*, которая 

образует угол в 45° с осью Ох. Отв. {/==* +  5 [в точке (5, 10)].
215. Найти уравнения касательных к окружности *2 +  i/2 =  52, парал­

лельных к прямой 2х+3у =  6. Отв. 2* +  Зу ± 26 =  0.
216. Найти уравнения касательных к гиперболе 4*2— 9у2 =  36, перпен­

дикулярных к прямой 2(/ +  5 * =  10. Отв. Таких касательных нет.
217. П оказать, что заключенный между осями координат отрезок каса­

тельной к гиперболе ху =  т  делится точкой касания пополам.
218. Д оказать, что заключенный между осями координат отрезок каса-

2 2 8
тельной к  астроиде х г +  у 3 ==а 1 имеет постоянную длину.

219. Под каким углом а  пересекаются кривые у =  а х и (/=6*?
, In a  — lnftОтв. tg a  =  r - r i ------7—г .1 -f- ln a -ln ft

220. Найти длины подкасательной, поднормали, касательной и нормали 
циклоиды х—а(9—sinfl), у =  а( 1—cos6) в точке, для которой в =  я/2. 
Отв. sT =  a\ sp/ =  a\ T — a]f2\ N =  a У 2 .

221. Найти величины sT, sN, T и N для гипоциклоиды x = 4 a c o s * f , 
у — 4a sin’ /. Отв. sT= —4a sin21 cos t\ s u = — 4a sin4 //cos t\ T — 4a sin21 ; 
N =  4a s in 't tg t.



Р а з н ы е  з а д а ч и

Найти производные функций: 222. у  =  - -Sill-v -----4- In tg ( —  — — ̂  .а 2 cos2 л; 2 V 4 2 У
1 1 - 1Отв. у '  =  ,  . 223. I/=  arcs in — . O/ne. #

1 2 6  П Р О И ЗВ О Д Н А Я  И ДИФФЕ РЕН ЦИА Л [ г Л .  III

« а .  у - ^ . л . м а -  . итв. .

cos 9
224. =  arcsin (s in * ). Оот,. 225. // =  _7 _ x

Xarcts(i^Sltg-j) (a>0’ *>0)- 0me' y' =  a + L o s x  • 226’ » =
Отв. y ' = ~ - .  227. {/ =  arcsin / 1 —x*. Ome. j , ' =  — ^ y r = = .

4
228. Из формул для объема и поверхности шара и =  — л г ’ и s= 4n r*cn e-О

дует, что ^ -  =  s. Объяснить геометрический смысл этого результата. Найти
аналогичное соотношение между площадью круга и длиной окружности.

229. В треугольнике ABC сторона а  выражается через две другие сто­
роны 6, с и угол А между ними формулой а  =  У  Ь* + с г — 2be  cos А. При по­
стоянных Ь и с  сторона а  является функцией угла А. П оказать, что 
da  , ,
—  «*Аа , где па есть высота треугольника, соответствующая основанию а.
Пояснить этот результат геометрическими соображениями.

230. П ользуясь понятием дифференциала, выяснить происхождение при­

ближенных формул y ra , +  b ^ s a + ~ ,  +  +  где | 6 | есть число 
малое по сравнению с а.

231. Период колебания маятника равен T ^ n V l / g .  Какое влияние на 
погрешность при вычислении периода Т окаж ет погрешность в 1% при из­
мерении: 1)'длины маятника 1\ 2) ускерения силы тяжести g ? Отв. 1) == 1/.%; 
2) =•/,%•

232. Трактриса обладает тем свойством, что для любой ее точки отрезок 
касательной Т сохраняет постоянную длину. Д оказать  это, исходя из
1) уравнения трактрисы в форме

лГ- i ----- ;  , а  1 а ~ -У а * —ух . . .х*= У аг —г/2 +  -я-1п —— ( а>0) } 
г  а +  У аг —у 3

2) параметрических уравнений кривой
х =  а  (In tg г/2 +  cos t) , y  =  a s\n t .

233. Д оказать, что функция у  =  С1е~х -\-Сге~гх удовлетворяет уравнению 
(/* +  3(/' +  2(/ =  0 (здесь С, и С*— постоянные).

234. П олагая (/= e*sin jc, z — e x c o sx ,  доказать равенства: =  2г, 
z" =  — 2 у.

235. Показать, что функция у  =  sin (от arcsin дг) удовлетворяет уравнению 
(1— хг) у " — х у '+ т * у = 0 .

, d*u (  du  \*
236. Д оказать, что если (а-\ -Ьх)е* —х, то х ^ г ~  I х У)  •



Г Л А В А  IV

§  1. Теорема о корнях производной (теорем а Р олля)

Т е о р е м а  Р о л л я .  Если функция f(x )  непрерывна на отрезке 
[a, ft], дифференцируема во всех внутренних точках этого о т ­
резка и на концах х =  а и X =  ft обращается в нуль [/ (с )  =  
==y(ft) =  0 ] ,  т о  сущ ествует внутри отрезка [a, ft] по крайней, 

мере одна точка х  =  с, а < с < Ь ,  в которой производная f  (х) 
обращается в нуль, т .  е. / ' ( с )  =  О*).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как функция f(x )  непрерывна на от­
резке \а, ft], то она имеет на этом отрезке наибольшее значение М 
и наименьшее значение т .

Если М — т ,  то функция f(x )  постоянна, т . е. при всех значе­
ниях х  имеет постоянное значение f( x )  — m. Но тогда в любой точке 
отрезка б удет  f  (jt) =  0 , и теорема доказана.

Предположим, что М ф  т .  Тогда по крайней мере одно из этих 
чисел не равно нулю.

Предположим для определенности, что / И > 0  и что функция 
принимает свое наибольшее значение при х  =  с, т . е. f(c ) — M. При 
этом заметим, что с не равно ни а, ни ft, так  как  по условию 
f ( a )  =  0 ,  /(ft) =  0. Так как / ( с ) — наибольшее значение функции, 
то / ( c - f - Д х ) — / ( c ) s g :0  как  при Д л : > 0 ,  так  и при Д л г < 0 .

Отсюда следует , что

< °  при Дэс >  0 ; ( Г )

T(c + b x ) - f ( c) при Д е < 0 . (Г )

Так как  по условию теоремы производная при х =  с сущ ествует , 
то, переходя к  пределу при Дл:—> о , получим:

lim / (с +  А*) —/.(С) _  у" (с) ^  Q при ДХ > 0;
Д *  -♦ о Лд:

Нт £<£ + .у -£ .(£ )-= / '  (с) >  0 при Дл: <  0 .
Д *  -»  о ь х

*) Число с называется корнем функции <р(х)> если ф(с)=0.

НЕКОТОРЫЕ ТЕОРЕМЫ О ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЯХ
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Но соотношения / ' ( с ) = ^ 0  и / ' ( с ) 3 г  0 совместимы лишь в том 
случае, если f  (с) =  0 . Следовательно, внутри отрезка [а ,  Ь\ имеется 
точка с, в которой производная / '  (х ) равна нулю.

Теорема о корнях производной имеет простое геометрическое 
истолкование: если непрерывная кривая, имеющая в каждой точке

касательную, пересекает ось Ох в точках с абсциссами а и Ь, то 
на этой кривой найдется по крайней мере одна точка с абсциссой 
с, a< ic< C b, в которой касательная параллельна оси Ох.

З а м е ч а н и е  1 . Доказанная теорема остается справедливой и 
для такой дифференцируемой функции, которая на концах отрезка

[а , Ь] не обращается в нуль, но принимает 
равные значения f ( a )  — f( b ) (рис. 91). Д ока­
зательство в этом случае проводится точно 
так же, как  и ранее.

З а м е ч а н и е  2. Если функция /(х) т а ­
кова, что производная сущ ествует  не во всех 
точках внутри отрезка [а, b] , то утвержде­
ние теоремы может оказаться неверным (т. е. 
в этом случае на отрезке [а ,  Л] может не 

оказаться  такой точки с, в которой производная / '  (х) обращается в 
нуль).

Так , например, функция

д , = / ( х )  =  1 — з / р

(рис. 92) непрерывна на отрезке [ — 1,  1] и обращается в нуль на 
концах отрезка, однако производная

2
/ ' ( * )  =

внутри промежутка в нуль не обращается. Это происходит оттого, 
что внутри промежутка сущ ествует  точка х  =  0 , в которой произ­
водная не сущ ествует (обращается в бесконечность).



График, изображенный на рисунке 93 , дает  нам еще один при­
мер функции, производная которой не обращается в нуль на от­
резке [0 , 2] .

Для этой функции также не выполнены условия теоремы Ролля, 
так  как в точке х = \  функция не имеет производной.

§  2 . Теорема о конечных приращениях (теорема Л агранж а)

Т е о р е м а  Л а г р а н ж а .  Если функция f(x )  непрерывна на 
отрезке [а, Ь\ и дифференцируема во всех внутренних точках  
этого отрезка, т о  внутри отрезка [а, Ь\ найдется по крайней 
мере одна т а к а я  точка с, а < с  <.Ь,
что

m - f ( a ) = f ( c ) ( b - a ) .  (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим 

буквой Q число , т . е. поло­

жим

(2)

и рассмотрим вспомогательную функцию 
F (х), определенную равенством

F (x )—f ( x ) — / (а)— ( я — a) Q. (3) Рис. 94.

Выясним геометрический смысл функции F (х). Для этого напишем 
сначала уравнение хорды АВ (рис. 94), учитывая, что ее угловой

коэффициент равен — Q и что она проходит через точку

(а; /(а)):
У— f(a )  — Q (х— а);

отсюда
y = f ( a )  +  Q(x— a).

Но F (x )—f( x ) — [/ (a ) - f -Q ( .k — а) ] .  Следовательно, F (х) для к аж ­
дого значения х  равняется разности ординат кривой у  = / (х)  и хорды 
у  —/(а) +  Q (x— а) для  точек с одинаковой абсциссой.

Легко видеть, что F (х) непрерывна на отрезке [а , Ь\, дифферен­
цируема внутри этого отрезка и обращается в нуль на концах от­
резка, т. е. F ( a )  =  0, F(b) — 0 . Следовательно, к функции F(x) 
применима теорема Ролля. Согласно этой теореме внутри отрезка с у ­
ществует точка х — с т ак ая ,  что

F' (с) =  0.
Но

F' (х) = / '  (x ) -Q .

5 Н. С. П искунов, т. I
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Значит,
F ' ( c ) = f ( c ) - Q  =  0,

о ткуд а

( П

о ткуд а  непосредственно следует  формула (1). Таким образом, тео­
рема доказана.

Чтобы выяснить геометрический смысл теоремы Лагранжа, обра­
тимся к рисунку 94 . Из рисунка непосредственно ясно, что вели-

проходящей через точки А и В графика с абсциссами а и Ь.
С другой  стороны, / '  (с) есть тангенс угла  наклона касательной 

к  кривой в точке с абсциссой с. Таким образом, геометрический 
смысл равенства (1 ' )  или равносильного ему равенства ( 1 ) состоит 
в следующем: если во всех точках д у ги  АВ сущ ествует  касательная, 
то на этой д у г е  найдется точка С м еж ду Л и В, в которой к а с а ­
т е л ь н а я  п а р а л л е л ь н а  х о р д е ,  соединяющей точки А и В.

Заметим, далее, следующее. Так как  значение с удовлетворяет 
условию а < с < С б ,  то с— а < .Ь — а, или

гд е  0 есть некоторое число, заключенное м еж ду  0 и 1 , т. е.

§  3 . Теорема об отношении приращений д вух  функций 
(теорема Коши)

Т е о р е м а  К о ш и .  Если f ( x ) и ф(дг)— две функции, непрерыв­
ные на отрезке [а, Ь\ и дифференцируемые внутри него, причем 
<р' (х) нигде внутри отрезка не обращается в нуль, т о  внутри 
отрезка [а, 6] найдется та к а я  точка х — с, а<с<С.Ь, что

чина f ( b ) —f ( a )  ,  „—~с—' представляет собой тангенс угла  а. наклона хорды,

с— а =  0(1?— а),

f  (b)—f  (а) Г  (с)
(1)Ф(й)—Ф(а) ф'(с)'

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Определим число Q равенством

( 2 )
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Отметим, что <р(Ь)— < р (а )# 0 ,  т ак  как  в противном случае ср(Ь) 
равнялось бы <р (а), и тогда  по теореме Ролля производная ф' (je) обра­
щалась бы в нуль внутри отрезка, что противоречит условию теоремы.

Составим вспомогательную функцию

F (x) = f ( x ) — f ( a ) — Q [ф ( * )— ф (а ) ] .

Очевидно, что F(a) — 0 и F(b) =  0 (это вытекает из опреде­
ления функции F (х) и определения числа Q). Заметив, что функ­
ция F (х) удовлетворяет на отрезке [а ,  b] всем условиям теоремы 
Ролля, заключаем, что м еж ду а  и b сущ ествует  такое значение 
х — с ( а < с < Ь ) ,  что F ' ( c )  =  0. Но F' (х) = / ' (х)— Qф '(х ) ,  сле­
довательно,

F ' ( c ) = f  ( с ) -С З ф ' (с) =  О,
о ткуда

0  =  О £I
W Ф' (сУ

П одставляя значение Q в равенство (2), получим равенство (1).
З а м е ч а н и е .  Теорему Коши нельзя доказать , как  это может 

показаться с первого взгляда , применением теоремы Лагранжа к чис­
лителю и знаменателю дроби

f(b )-f(a )
Ф (*)—Ф (« ) '

Действительно, мы получили бы в этом случае (после сокращения 
дроби на Ь— а) формулу

f (b ) - f (a )  Г  (с,)
ф ( 6) — ф ( « )  ф'  ( с . )  ’

в которой a < c l <Zb, a < c t <^b. Но так  как , вообще говоря, 
c i =£ сг> т0 полученный результат, очевидно, не д ает  еще теоремы
Коши.

§  4 . Предел отношения д вух  бесконечно малых величин 
(«Р аскры тие неопределенностей вида

Пусть функции f(x )  и ф(х) на некотором отрезке [а ,  Ь] удовле­
творяют условиям теоремы Коши и обращаются в нуль в точке 
х =  а этого отрезка, т .  е. / (а) =  0 и ф (а )  =  0 .

Отношение не определено при х — а, но имеет вполне
Ф (*)

определенный смысл при значениях х ф  а. Следовательно, может

5 *



быть поставлен вопрос о разыскании предела этого отношения при 
х —*-а. Вычисление пределов такого типа называется обычно «рас­

крытием неопределенностей вида -jj-».

С такого рода задачей мы уж е  имели дело и раньше, например
sin хпри рассмотрении предела lim ------ , при нахождении производных

Х - + 0  х

sin хот элементарных функций. Выражение----- при х == О не имеет смысла,X
sin X

т. е. функция F\x) — —̂ ~ не определена при х  =  0 , но мы видели,

что предел выражения при х —>-0 сущ ествует и равняется 1 .

Т е о р е м а  ( П р а в и л о  Л о п и т а  л я ) .  Пусть функции f(x )  
и ф (ж) на некотором отрезке [а, Ь\ удовлетворяют условиям те о ­
ремы Коши и обращаются в нуль в точке х =  а, то  есть

f  ix\
/ ( а )  =  ф(а)  =  0 ; то гда , если существует предел отношения

f (х)при х —<- а, т о  существует и lim причем
х т* а Ф W

lim Ш  нш Ш  
х ч . а  Ф(*> * - а Ф  W

Д о к а з а  т е л ь с т в о .  Возьмем на отрезке [а, Ь) какую-нибудь 
точку х Ф а. Применяя формулу Коши, будем иметь:

/(*)—f ( a f  Г (5) 
ф М - ф ( о )  ф' (S)’

гд е  £ лежит м е ж д у  а и х. Но по условию / ( а )  =  ф (а) =  0, значит

Ф (х) ф' (1У '  '
Если х  —<■ а, то и | —► а, т ак  как  § заключено м еж ду х н а .  При

Г (х) f  (£)этом, если lim — =  А, то lim такж е сущ ествует и равен А.
х ч - а  Ф W  5 - » а Ф  15)

Отсюда ясно, что

lim lim - С ® -  lim 4411  =* lim 4 4 4 = А
, ^ в Ф ( * )  х-*а< Р ‘ (6)  в — а Ф  (6)  W

и окончательно
.. f (x )  <1 Г  (х) lim -Ц—; =  lim ■) .

Ф «  x ^ a W )

З а м е ч а н и е  1. Теорема имеет место и в том случае, если 
функции / ( х )  или ф(х) н е  о п р е д е л е н ы  п р и  х  =  а , но

lim / ( х )  =  0 , lim ф (х) =  0 .

1 3 2  НЕКОТОРЫЕ ТЕОРЕМЫ О Д ИФФЕ РЕН ЦИРУ ЕМ Ы Х  ФУ Н К Ц И ЯХ  { Г Л .  IV



Для того чтобы свести этот случай к  рассмотренному ранее, мы 
д о о п р е д е л я е м  функции / ( х ) и ф (х) в точке х — а так , чтобы они 
стали н е п р е р ы в н ы м и  в т о ч к е  а. Для этого достаточно положить

/ ( а )  =  lim  / ( * ) - - 0 ; ф ( а ) =  lim ф (я )  — 0 ,
х -* а х -* а

f  (х)так как, очевидно, предел отношения при х —*а  не зависит

от того, определены ли функции f ( x )  и ф(л:) в точке х — а.
З а м е ч а н и е  2. Если / '  (а ) =  ф' (а) =  0 и производные / '  (х) и

ф' (х) удовлетворяют тем условиям, которые были наложены в условиях
теоремы на функции / ( х) и ф (я),  то, применяя правило Лопиталя

V (х) f  tx\ Г  (х)к отношению V )- r ,  приходим к  формуле lim  =  lim  — -{кт.л .
Ф (*) ( x -УС Ф (*) х->а ф W

З а м е ч а н и е  3. Если ф' (а) =  0, но / '  (х) Ф 0, то теорема при­

ложима к обратному отношению , которое стремится к нулю при

х —> а. Следовательно, отношение стремится к  бесконечности.
Ф (х)

П р и м е р  1.
sin 5х (sin 5*)' 5 cos 5* 5

lim =  lim =  lim — =— = -T .
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X -* 0 3x X 0 (3*)' 
П р и м е р  2,

1

Um lim =  1.
X О %  X  —>0 * *

П р и м е р  3.
ex—e~x—2x ex + e~lim -------------------=  lim

x — sin* x-+o 1—c°s*
e*—e"*  .. ex + e -x 2 .

=  lim — :------ =■• lim ------------ = - r = 2 .x ^ 0 sin x * 0 cos x 1
Здесь три раза пришлось применить правило Лопиталя, так к ак  отношения 
первых, вторых и третьих производных при *  =  0 приводят к  неопределен-

0пости — .

З а м е ч а н и е  4. Правило Лопиталя применимо и в том случае, если 

lim  /(д:) =  0 и lim ф (х) =  0 .
X 00 X -» 00

Действительно, полагая =  видим, что z —>0 при д: —*■ оо
следовательно,

l i m / ( j )  =  0 , И т ф ( - М = 0 .
* -* о \ * J  z-ю \ 4 /
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f (т)Применяя правило Лопиталя к  отношению -■)  ̂ , находим:

Пт)
ц ш lim l L } =  l im  Z,P V

„  lim lim

что и требовалось доказать .
П р и м е р  4.

. * <. Ь Г 1 \sin — ft cos — I — -j I
lim —r ^ =  lim ------- —-V - * ■/ =  lim ft cos A = f t .

X - * a >  *  -+ «  Ж- + 0 0  *
Ж J£*

§  6 . П редел  отношения д в у х  бесконечно больших величин 

(«Р а с к р ы т и е  неопределенностей в и д а  ^ » )

Рассмотрим, далее, вопрос о пределе отношения д в у х  функций 
f ( x )  и ф(х), стремящихся к  бесконечности при х —*-а (или при 
х  —>- 00 ).

Т е о р е м а .  Пусть функции f(x )  и <у(х) непрерывны и диффе­
ренцируемы при всех х ф  а в окрестности точки а, причем про­
изводная ф' (х) не обращается в нуль; пусть , далее,

l i m / (х )  =  00 , lim ф(х) =  оо
х -> а  х-+ а

и пусть существует предел

Тогда сущ ествует предел Нш и

lim | М =  П т  L j i )  =  А. (2 )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В рассматриваемой окрестности точки а 
возьмем две  точки а  и х  так, чтобы было а  <  х <  а  (или а >  х >  а ) .  
По теореме Коши будем иметь:

f ( x ) — f ( а )  р  (с)
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г де а < с < л : .  Левую часть равенства (3) преобразуем так : 

Ф (* ) -Ф (а )  <р(х)
1 -

f ix )

1 — Ф(а) *
(4)

Из соотношений (3) и (4) получаем:
Ф(дг)

f(  а)
Г  (с)
ф' (с) '

Отсюда находим:
f i x )  Г  (с)

f i x )  ___ f i x )
Ф (*) , _  Ф(“ ) * 

ф(х)

ф (и)
ф (х)

Ф' (с) , _  П а )  • 
f i x )

(5)

Из условия (1) следует , что при произвольно малом е > 0  можно а  
выбрать настолько близким к а, что для  всех х  =  с, где  а  <  с <  а ,  
будет  выполняться неравенство

1/' ic)
ф' (с) <  е

или

Далее рассмотрим дробь
■е < г § ) < д + е -

Ф(а)

(6)

1 —
Ф(*)

1- /(«) * 
f ix)

Закрепив а  так , чтобы обеспечивалось выполнение неравенства (6 ), 
будем х  приближать к  а. Так как  / (х ) — оо и ф (дс)—»-оо при 
х —у а, то

1-
lim —

х -+ a j .

ф («) 
ф (х )
/(а) 
fix )

=  1

и, следовательно, при ранее выбранном е > 0  для х, достаточно 
близких к  а, будем иметь:

Ф (а)1 —

1 —
Ф(*)
/(а)
fix)

< е

или

1 — е < -
1 —

Ф(о) 
Ф (х) 
К  « )  
/(*)

< 1 + 8. (7)



Перемножая соответствующие члены неравенств (6 ) и (7), получим:

( Д _ е )  (1- е )  <  £ §  — S | ! <  М  +  е) (1  +  е),

/(*>
или на основании равенства (5)

( Л _ е) (1 _ е) < L£> <  (л  + е ) (1 +  8).

Так как е — произвольно малое число при х, достаточно близком 
к  а, то из последних неравенств следует, что
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lim А,
* -  а Ф М

или на основании ( 1 )

Пт Ш -  lim f-M
л г - а Ф ' М  

что и требовалось доказать .
З а м е ч а н и е  1. Если в условии (1) А =  оо, т. с.

,• !' (х) lim =  оо,
Ф W

то равенство (2) остается справедливым и в этом случае. Действи­
тельно, из предыдущего выражения следует:

lim Ф-I-.)- =  р.

Тогда по доказанной теореме

откуда

lim 1 4 4 =  lim j r r r -  — 0 , 
x - t a f W

lim Ц ^ г  =  оо.
Ф(*>

З а м е ч а н и е  2. Доказанная теорема легко распространяется 
на случай, когда х —*■ оо. Если l im / ( x )  =  oo, Н тф (л :)  =  оо и

х -*■ to к -» ю
,• /' (X)Пт . сущ ествует , то

* , щ - ш , а д .

Доказательство проводится путем замены х  =  ~  , как  это делалось

при аналогичных условиях в случае неопределенности вида у  (см. 

§ 4, замечание 4).
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П р и м е р  1,

l im е-1 =  lim <£!>.'= lim
X 00 x x -► CD (x) X -*■ CO 1

З а м е ч а н и е  3. Отметим еще раз, что формулы (2) и (8 ) спра­
ведливы только в том случае, если предел, стоящий справа (конеч­
ный или бесконечный), сущ ествует . Может случиться, что предел, 
стоящий слева, сущ ествует , в то время как  предел, стоящий справа, 
не сущ ествует . Приведем пример. П усть  требуется найти

,. х +  sin х lim —1------- .у
X ->  оо

Этот предел сущ ествует  и равен 1. Действительно,
„  х -I-sin х / , , sinдс\ ,
lim —Е------=  lim ( 1 + —  1 =  1 .

X -+  с о  X СО \  /

Но отношение производных
(jc +  sin х)' _ I +  cos*  , _______
— т р т  — I 1 + C 0 S *(X')

при л:—»-оо не стремится ни к  какому пределу, а  колеблется 
между 0 и 2 .

П р и м е р  2.

П р и м е р  3.

l im QXV+-b=  lim £ " = £ .  х cd схг — d X -+ 00 2cx с

1
lim i £ £ = l i m  i £ s ^ =  um JLcos^3£=  , im 2 -3 cos3* s in3x=  

я tg Зх n ч я  3 cos* x я  3 2 cos x sin *X -» — b X ° X-t-— X -* —
* * cos2 3* 1 *

=  lim “ i i f  lim 1 * =  lim • Ь 1*>= з Ь Л  - t=-U
я cos x  ̂ n sin x я  sin a; (1) (1) (1)
2

П р и м е р  4.

lim 4 =  lim 4  =  °-
л: cc £  x  -*■ со в

Вообще, при любом целом п >  О

lim lim H ^ l = . . . =  lim v :  1 = 0.
*  -► со б х  -+ с о  вх х  -> с о  6

К предыдущим случаям сводятся случаи других  неопределенно­
стей, которые символически записывают так:

а) 0 -оо; б) 0°; в) оо°; г) 1 ; д) оо— оо,

и смысл которых состоит в следующем.



а) П усть  l im / ( л:) == 0 ; lim ф (дг) =  оо; требуется найти
х-+ а  х-+  а

lim [ / ( х )ф (х ) ] .
х -+ а

Э то— неопределенность типа 0 • оо.
Если искомое выражение переписать в виде

lim [/ (х )ф  (x)]  =  lim
х-+ а  х-+ а  1 _

<pW
или в виде

lim [/(*)<р (*)]=■ lim
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X -
/(*)

0  оото при х  —► а мы получим неопределенность вида или вида — . 

П р и м е р  5.
1_

lim х п 1 п * =  lim 12-5=  lim — £— =  _ l i m ^  =  0.
X -+ О X -* О 1 X -* О П X-* О п

ХП х п +1

б) П усть
lim /  (л:) =  0 , lim ф (дг) =  0 ;

х -+ а  х -*■ а
требуется найти

lim [/(*)]«*>,
х -+ а

или, как  говорят, раскрыть неопределенность вида 0°.
Положив

У = [/ (х )Г х\ 
прологарифмируем обе части полученного равенства:

1п ^  =  ф(лг) [In/ ( * ) ] .

При лг—*а  получим (справа) неопределенность вида 0 -о о .  Найдя 
lim 1 п легко получить l im y .  Действительно, в силу непрерывности

х -> а  х -* а
логарифмической функции, lim In _у == In lim у, и если In Y\my =  b,

х -* а  х -* а  х -* а
то, очевидно, lim_y =  e . Если, в частности, 6 =  -)-оо или — оо,

х -* а
то, соответственно, l im _ y = - f  oo или 0 .

П р и м е р  6. Требуется найти lim Xх. Положив у = х х, находим:
X -► о

In lim y  =  lim in i/ =  Iim In (**) =  lim (jc In*);
1

lim (* In *) =  lim lim -  x = — lim * =  0,
JC-+0 Х - Ю  1 Х - Ю  1 J t о



следовательно, In 11т у  =  0, откуда l im y = e ° = l ,  т. е.
lim Xх — 1.

х ->■ о
Аналогичным приемом находятся пределы и в других сл уч аях .

§  6 . Ф о р м ул а  Тейлора

Предположим, что функция y = f ( x )  имеет все производные до 
( я + 1)-го порядка включительно в некотором промежутке, содержа­
щем точку х =  а. Найдем многочлен у  =  Рп (х) степени не выше п, 
значение которого в точке х =  а равняется значению функции f ( x )  
в этой точке, а значения его производных до л-го порядка в точке 
х  =  а равняются значениям соответствующих производных от функции 
f ( x )  в этой точке

Рп(а)= / (а), Рп (а )  =  / » ,  P n (a )= f" (a ) ........... Р™ (а) =/<"> (а ) .  (1)

Естественно ожидать, что такой многочлен в некотором смысле 
«близок» к функции f (x ) .

Будем искать этот многочлен в форме многочлена по степеням 
(х— а) с неопределенными коэффициентами

Рп (* ) =  С* +  С» ( х - а )  +  Сг ( х - а ) г +  С, (х— а ) ’ +  . . .
. . .  +  С„ ( * - « ) " •  (2)

Неопределенные коэффициенты С„ С2, . . . ,  Сп определим так, чтобы 
удовлетворялись условия ( 1 ).

Предварительно найдем производные от Рп (х):
Рп (х) =  ct +  2 С , ( * — а) +  ЗС, ( х - а )1 +  . . .  +  пСп ( х - а ) п~\
Рп (* ) =  2С , +  3 • 2С , ( х - а )  +  . . .  +  П ( п -  1) Сп ( х -  а)п~\

§  6 ]  ФО Р М УЛ А  Т Е Й Л О РА  1 3 9

Р {пп)( х ) =  в (я- 1) ... 2• 1 • С„.
Подставляя в левые и правые части равенств (2) и (3) вместо х  

значение а  и заменяя на основании равенств (1 ) Рп(а) через / (а ) ,  
P 'n (o )= f (а ) и т .  д . ,  получим:

/(а) =  С0,
/ '  (а) =  С,,
/" (а) =  2 • 1 С„ 

г  (а ) =  3 . 2 . 1 С „

Г  (а) =  я  ( я - 1) ( я -  2) . . .  2 • 1 С„,
откуда находим:

С0 —f(a ), Cx—f  (a), Ct =  Y~b f  (а),
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Подставляя найденные значения С,, С„ . . . ,  С„ в формулу (2), по­
лучим искомый многочлен:

(*—в)* (х — а )г , , , ,
1 -2-3 / " » + ■

•■•+Г5 (5)
Обозначим через Rn(x) разность значений данной функции f(x )  и 
построенного многочлена Рп(х) (рис. 95):

Я »  (х) = / ( * ) — Я„( х),
откуда

f{ x )  =  Pn(x) +  Rn(x),

или в развернутом виде

х — а  ,_А , (х — д)2
/ (х )  = /  (а ) +  ̂  /' (а) +  (а) +  . . .

(х—а)' 
я! /<"> ( а ) + £ „ ( * ) .  (6 )

/?„(х) называется остаточным членом. Для тех значений х, для
которых остаточный член Rn(x) мал, 
многочлен Рп(х) дает  приближенное пред­
ставление функции / (х ) .

можность заменить функцию у  =  f ( x ) мно­
гочленом у  =  Рп(х) с соответствующей 
степенью точности, равной значению оста­
точного члена Rn(x).

Дальнейшая наша зад ач а— оценить ве­
личину Rn(x) при различных значениях х.

Запишем остаточный член в форме

Rn(x) = %rrr£-Q(x), (7)(-1 + 1)!
где Q (x) есть некоторая функция, подле­

жащая определению, и в соответствии с этим перепишем формулу (6 ):

f (x ) = f ( a )  +  ^ f  ( а ) + < £ = ^ / " ( а ) + . . .

(- “ а)" Г  (а) +  Q(x). (6 ')п\

При фиксированных х н а  функция Q(x) имеет определенное зна­
чение; обозначим его через Q.



Рассмотрим, далее, вспомогательную функцию от t (t заключено 
между а и х):
F ( t ) = / ( x ) - / ( t ) - ^ - f { t ) ~

__(* t)n , (n) . __  (х t)n+l _
п\ / [ ' ( л + 1)!

где  Q имеет значение, определенное соотношением (6 ' ) ;  при этом 
считаем а и х  определенными числами.

Найдем производную F’ (t ):

F’ (t) =  - / ' (t) + / ' ( t ) -  (t ) +  ( 0  —

-  (-£^ Г - / ' " ( ^ )  +  ■ • • ~  (V - i ) 7  ^  (*) -
(X—0 " д »+ 1) m  I (H + 1) ( * —0 " n  

nl > +  (n + l)\
или после сокращения:

F’ (*) =  —  / в+,> (8 )

Итак, функция /7(/) имеет производную во всех точках t, лежащих 
вблизи точки с абсциссой а.

Далее, замечаем, что [на основании формулы (6 ') ]

F(x) =  0, F(a) = 0 .

Поэтому к функции F(t) применима теорема Ролля, и, следовательно, 
сущ ествует такое значение t =  £, заключенное м еж ду а и х ,  при 
котором /=-' ( 5 ) =  0. Отсюда на основании соотношения (8 ) получаем:

- (Ĵ ^ r +t4 l ) + {JL^ r~ Q = o ,
откуда

Q = r +1)(l).
Подставляя это выражение в формулу (7), получаем:

Э ю — так  называемая форма Лагранжа дл я  остаточного члена.
Так как g заключено между х  и а, то его можно представить 

в форме *)
g =  a  +  0 ( x — а),

где 0 — число, заключенное между 0 и 1 , т. е. 0 < 0 < С1 ; тогда 
формула остаточного члена примет вид
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*) См. конец § 2 настоящей главы.



Формула

/ ( * )  = /  (а ) + *-= * f  (а) +  Г  (а) +  . .  Г

• • * + (- ^ Г - fin) <a)+ * l^ W  /(n+,, 1а + 0 (х~ а)] (9)
называется формулой. Тейлора для  функции / ( х).

Если в формуле Тейлора положить а — 0 ,  то она запишется 
в виде
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. . . + S / n>( O ) + ( ^ r / ,n+ ,,(0x), ( 10 )

где  9 заключено м еж ду  числами 0 и 1. Этот частный случай фор­
мулы Тейлора иногда называют формулой Маклорена.

§  7 . Р азло ж ен и е  по формуле Тейлора 
функций ех, s i n * ,  c o s х

1. Р а з л о ж е н и е  ф у н к ц и и  f ( x )  =  e*.
Находя последовательные производные от /(х), получим:

/ ( * )  =  «*, / ( 0 ) =  1,
Г (х )  =  ех, / '  (0 ) =  1,

/ (П)( х) =  ех, f n) (0 ) =  1 .

Подставляя полученные выражения в формулу (10) §  6 , будем иметь:
Y У2 yW-f-l

^  =  1 + т  +  2Г + з Т + - - - + Я 1  +  (5ТТ)Ге0ДС* ° < ° < 1-

Если | л :| С 1 ,  то, взяв п =  8 , получим оценку остаточного члена:

* . < й 3-

При х  =  1 получим формулу, позволяющую найти приближенное 
значение числа е:

* ==1 +  1 +  2Г +  зГ +  ’
производя вычисления в десятичных дробях с пятью десятичными 
знаками, найдем отсюда:

е =  2,71827 .



§  7 ]  р а з л о ж е н и е  по ф орм уле т е й л о р а  ф ун кц и й  ех, s in  X, CO S X 1 4 3

Здесь верны первые четыре знака, так  как  ошибка не превосходит 

числа или 0 ,00001 .

Отметим, что, каково бы ни было х, остаточный член
хп+г

Я„
>  +  1)1

.W 0 при п —► оо.

Действительно, т ак  как  0 < 1 ,  то величина еНх при фиксирован­
ном х  ограничена (она меньше, чем ех, при х  >  0 , и меньше, чем 1 , 
при л г < 0 ).

Докажем, что, каково бы ни было фиксированное число х,
хп+1 

( « + 1)1
0 при п —► о о .

Действительно,
xп+, [ X X X X X

(п+1) ! ~  |Т " И  ’ Т п п +  1

Если х  есть фиксированное число, то найдется такое целое 
положительное число N, что

|*| < Л Г .

I X IВведем обозначение =  тогда , заметив, что 0< < 7 < С 1 , мо­

жем написать при л  =  Л/’+  1 , ЛГ+ 2 , N-\- 3 и т. д . :

хп+1 X X X X X
(п +  1)! Т  ’ ~2 ‘ з" п  п +  1

X I
1 * X X X 1 х X
1 2 1 N— 1 ¥ 1 п | п +  1

х_ х_ 
^  1 ' 2 ' 3 N — 1 'Ч'Ч- ■<1 =

xN-i

потому что

X
ж
XN-1

=  9 ;’ IJV +  1 <q; . n +  1

( N - 1)1 

<<7-

п-дг+г

Но величина постоянная, т. е. не зависит от л, a qn~N+*

стремится к  нулю при п —>- о о . Поэтому
х п+1

lim г —г-— = 0 .(л + 1)! О)

Следовательно, и Rn (х) =  ег'х ^ -----►О при п
/1+1



Из предыдущего следует, что при любом х, взяв достаточное 
число членов, мы можем вычислить е* с любой степенью точности.

2. Р а з л о ж е н и е  ф у н к ц и и  f (x )  =  s in х.
Находим последовательные производные от /(jc) =  sin;c:

/  (я) =  sin х, /  (0 ) =  0 ,

/ ' (jc) =  cosAr =  sm +  • f  (0 ) =  1 ,

/" (х) =  — sin JC =  sin ( x + 2  y )  , / " ( 0 ) =  0 ,

f "  (x) =  — cos я  =  sin ( * + З у )  , / '” (0 ) =  — 1 ,

/ lv (x) =  sin л: =  sin ^х +  4 - y j ,  / IV (0 ) =  0 ,

f n)(x )=  sin j ,  f n) (0 ) =  sin n ~  ,

/ ' 1+,’ (*) =  sin [ * + ( л + 1 ) - * J  , /•" + *> (S) =  Sin ^  +  ( л + 1 ) « .J  .

Подставляя полученные значения в формулу (10) §  6 , получим 
разложение функции /"(лг) =  sin л: по формуле Тейлора:

х' .
s in х =  х  3 j f- 5 j* •••
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Так как

- + ^ " 1 + ( 5 Я *  [| + < *+ »т ] •
sin [б  +  ( « + 1  ) | 1 , то lim Rn (х) — 0  при всех

значениях х.
Применим полученную формулу для приближенного вычисле­

ния sin 20°. Положим я  =  3, т. е. ограничимся двумя первыми чле­
нами разложения:

sin 20" _  sin 34 ( i ) ' _  0,343.

Оценим сделанную ошибку, которая равна остаточному члену:

|/?»|̂ | (т ) 4¥ 8!п^ + 2я)|< ( т )*?! = 0 ’ 0 0 0 6 < 0 -0 0 1 -

Следовательно, ошибка меньше, чем 0,001, т . е. sin 20° =  0,343 
с точностью до 0 ,0 0 1 .



У П РА Ж Н Е Н И Я К  Г Л А В Е  IV 1 4 5

На рисунке 96 даны графики функции /(лг) =  sin дг и первых 

трех приближений: 5 , ( x ) = x ;  S t (лг) =  х — | т ; S t (х) = х —  т г + х ;  .

3. Р а з л о ж е н и е  ф у н к ц и и  / (jc) =  co sx .
Находя значения последовательных производных при х  =  0 от 

функции f ( x )  =  c o s x  и подставляя в формулу Маклорена, получим 
разложение:

1 х* i X* I х" (  я  \ t хП + ' Г* I I »\я1co sx  =  1 2Г + 4 1  • • • + 7j j c o s c o s  [E +  f o + D a J .

\ l \ < \ x \ .

З десь  также l im /?п (дг) =  О при всех значениях х.

Упражнения к главе IV

Проверить справедливость теоремы Ролля для функций: 1. у  — хг— Злг +  2 
на отрезке [1, 2]. 2. у  =  д;,  +  5л:г— 6х на отрезке [0, 1]. 3. у —(х— 1) X 
Х(х—2) (х— 3) на отрезке [1, 3]. 4. I/ =  sin*дс на отрезке [0, я ] .

5. Функция / (х) =  4дс* +  х*— 4х— 1 имеет корнями 1 и — 1. Найти 
корень производной f  (х), о котором говорится в теореме Ролля.

6. Проверить, что между корнями функции у — \/хг —5х +  6 находится 
корень ее производной.

7. Проверить справедливость теоремы Ролля для функции y  — c o s2x

[ я  я !
— Т ’ + Т  ■



8. Ф ункция у =  1— \/ х* обращается в нуль на концах отрезка [ — 1, 1] .  
Убедиться в том, что производная от этой функции нигде в интервале 
( — 1, 1) в нуль не обращается. Объяснить, почему здесь неприменима тео­
рема Ролля.

9. Составить формулу Л агранжа для функции £/ =  sin дс на отрезке 
[*„ хг]. Отв. sin х2— sin х, =  (х2—xt) cos с ,  х , < с < х г.

10. Проверить справедливость формулы Лагранжа для функции у  =  2х— хг 
на отрезке [0, 1].

11. В какой точке касательная к кривой (/ =  *" параллельна хорде, 
стягивающей точки М ,( 0, 0) и Мг (а, а")? Отв. В точке с абсциссой

а
с ~  л- i /  —  • 

у  п
12. В какой точке касательная к кривой у =  In х  параллельна хорде, 

стягивающей точки М ,(  1, 0) и М 2(е, 1)? Отв. В точке с абсциссой с = е — 1.
Пользуясь теоремой Л агранжа, доказать неравенства: 13. е * ^ 1 + х .  

14. In (1 +  х) <  х (х >  0). 15. bn— a " < n b n~l ( b — а) при Ь>а. 16. arctg х < х .  
17. Написать формулу Коши для функций /(х) =  хг, ф(х) =  х* на отрезке 

14
[1, 2] и найти с .  Отв. с  =  -=-.

9 х_1 1 ех_е~х
Вычислить следующие пределы: 18. lim — г .  Отв. — . 19. lim —------- .

х-м х 1 п х-+о sin х

Отв. 2. 20. lim Х - . Отв. 2. 21. lim — ------. Отв. — 2.
х -ю Х —sin x  х~> о cos х— 1

22. lim ■■■_ s in * _ _ Отв. Предела не существует ( У  2 при х __ >. +  0,
*->о у  1 —cos х

лГ~п лч «о v In sin х п  1 ах—Ь*— У 2 при х — ►— 0). 23. lim ------ т г . 0т в■ — -о* 24. l im -----------  .
П О X -► 0 %Х-+ —
г

»  , а  х — arcsinx ~ 1 „„ sin х —sin а  лОтв. 1п-г-. 25. lim ----- ---------. Отв.— я - .  26. lim ---------------- . Отв. cos а.о sm*x 6 х-^а х —а
„  еУ +  slnw—1 _ _ ,, e * s in x —х л 1
27. lim . . Отв. 2. 28. lim -  — . Отв. .

о In (l+ i/) Зх* +  Xs 3

29. lim . Отв. . 30. lim (где п >  0). Отв. 0.
Х - +  ж ^Х  +  о  /  Х - *  оо х

In ( 1 +  — ) In * + 1
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Ы )31. lim — -—т— —  . Отв. 1. 32. lim ------ . Отв. — 1. 33. lim ~
x-+v arcctgx  *->oo ln x — 1 у ,̂ + же аУ-

X I g — x
Отв. 0 при a > 0 ;  oo при a <  0. 34. lim gX ^_x . Отв. 1.

ДГ-++ CD

o- .. ln sin 3x -  , oo v ln tg 7 x  _ , „ ln (x— 1) —X35. lim ,— :----- . Отв. 1. 36. lim . Отв. 1. 37. l im — i------- ------ .
je-+ о *n sm x x-+0 ln tg 2x я

jrv О
Отв. 0. 38. lim (1 —x) tg . Отв. — . 39. lim 

x -*  i  *  Я x -t - i

tg 2x

Г -  2 i
L x * —  i X— 1

Отв.. — i .  40. lim Гт-5---- r ^ - l  . Отв. — 1. 41. Hm (sc<p—tgф). Отв. 0.2 x - i L l n x  ln x j
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42 . lim Г " * ]  . Отв. 4 - .  43. lim х ctg 2*. Отв. 4 - .  44. lim * У ’ . 
L*— l l n * J  1  х-+о * х-*о

Отв. оо. 45. lim * 1 -* . Отв. — . 46. llm л / Iх. Отв. 1. 47. lim f — g , 
Х-+1 е  /->-00 •* -*0  \ Х J

_1
Отв. 1. 48. lim f l  +  — 1 • Отв. е а. 49. lim (ctg x)ln* . Отв. — .

л .  оо V х )  х-*о *
1л_ —2

50. lim (cos*)* . Отв. 1. 51. lim # Отв, - —5—~
п ф-ю \ ф у 6« S  —  ,  V *

их
52. lim Отв. .

53. Разложить по степеням * — 2 многочлен *4— 5*’  +  5** +  *  +  2. 
Отв. 2—7 (*—2) — (*—2)* + 3 (*—2)* + (*—2)4.

54. Разложить по степеням * + 1  многочлен * ‘  +  2**— * ' +  * + 1 .  
Отв. ( * +  1)* +  2 (* +  1)*— 3 (* +  1)*+ (* +  1)‘ .

55. Написать формулу Тейлора для функции у — У х  при о =  1, л =  3. 
^  л Г ~  , , * — 1 1 ( * — ! ) *  1 , ( * — ! ) ’  3  ( * — 1 )*  5 ,
Отв. 1 Л с - 1 +  !  * 2 1-2 * 4 1 -2-3 '  8 41 *16

7

х [ 1 + 6 ( * —1 )]" * , 0 <  в < 1. ____
56. Написать формулу Маклорейа для функции у — ]/" 1 + *  при л = 2 .

Отв. УТ+д:==1+у * -- -̂*‘ +--------- - , 0 < в < 1.
1 6 (1+ вх )Т

57. П ользуясь результатами предыдущего примера, оценить погрешность 

приближенного равенства V~I + *  =s I + -^ -* — 1-*!  при х= 0,2 .
2. о

Отв. Меньше •
Выяснить происхождение приближенных равенств при небольших значе-

Х̂  х̂
ниях *  и оценить погрешность этих равенств: 58. l n c o s * ^ -----9 —То»

* ’  2х1 х' **
59. tg * = s *  +  - j  +-yg- • 60- arcsin . 61. a r d g * ^ * —

62. el ± £ l ^ l + Xl  +  ̂ .  63. l n ( * + ] ^ l ~ ? ) ' ^ * _ ^ .

П ользуясь формулой Тейлора, вычислить пределы выражений!
„ . * — sin *  „ , .. In* (1 +  дс)— sin** „ _ 64. lim --------------------- •, . Отв. 1. 65. lim ------- -—!— -------- . Отв. 0.

x-> о gx __j ___x ___ x  -* о 1 — e *

66. lim ,2 ■£ ,  Отв. 1. 67. lim [ * —** In ^1 + - j ) ]  .

Отв. - i - . 68. lim " J  • 69- îm (  * »— ct£** )  * 0ma‘ J
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§  1. Постановка задачи

Изучение количественной стороны различных явлений природы 
приводится к  установлению и изучению функциональной зависимости 
м еж ду  участвующими в данном явлении переменными величинами. 
Если такую  функциональную зависимость можно выразить аналити­
чески, т . е. в виде одной или нескольких формул, то мы получаем 
возможность исследовать э т у  функциональную зависимость средствами 
математического анализа. Например, при исследовании явления полета 
снаряда в пустоте получается формула, дающая зависимость д аль ­
ности полета R от угла возвышения а  и начальной скорости г>0:

u j  s i n  2 а

ИССЛЕДОВАНИЕ ПОВЕДЕНИЯ ФУНКЦИЙ

(g — ускорение силы тяжести).
Получив эту  формулу, мы имеем возможность выяснить, при ка ­

ком а  дальность R б удет  наибольшей, при каком— наименьшей, 
каковы должны быть условия, чтобы при увеличении угла а  увели­
чивалась дальность и т. д .

Рассмотрим другой пример. В результате изучения колебания 
груза на рессоре (вагон, автомобиль) получили формулу, показываю­
щую, как отклонение у  груза  от положения равновесия зависит от 
времени t :

y  =  e~kt (A cos wt +  В sin wt).
Величины k, А, В, со, входящие в э т у  формулу, имеют вполне опре­
деленное значение для  данной колебательной системы (они зависят 
от упругости рессоры, от величины груза и т . д . ,  но не изменяются 
с течением времени t) и поэтому рассматриваются нами как постоянные.

На основании приведенной формулы можно выяснить, при каких 
значениях t отклонение у  увеличивается с увеличением t, как ме­
няется величина наибольшего отклонения в зависимости от времени, 
при каких значениях t наблюдаются эти наибольшие отклонения, при 
каких значениях t получаются наибольшие скорости движения груза 
и ряд других вопросов.
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Все перечисленные вопросы входят в понятие «исследовать повг- 
дение функции». Очевидно, выяснить все эти вопросы, вычисляя зна­
чения функции в отдельных точках (подобно тому, как  мы это делали 
в гл. II), весьма затруднительно. Целью настоящей главы является 
установление более общих приемов исследования поведения функций.

§  2 . Возрастание и убывание функции

В §  6 главы I было дано определение возрастающей и убываю ­
щей функций. Теперь мы применим понятие производной для иссле­
дования возрастания и убывания функции.

Т е о р е м а .  1) Если функция f(x ) ,  имеющая производную на 
отрезке \а, Ь\, возрастает на это м  отрезке, то  ее производная 
на отрезке [а,  Ь\ не отрицательна, т .  е. /'  (х) ^  0 .

2)  Если функция f( x )  непрерывна на отрезке [а, b] и диффе­
ренцируема в промежутке  (а,  Ь), причем / '  (я) >  0 для a < .x < L b , 
то  э т а  функция возрастает на отрезке [а, Ь\.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем сначала первую часть теоремы. 
П усть f ( x ) возрастает на отрезке [а, Ь]. Придадим аргументу х при­
ращение Дл; и рассмотрим отношение

f ( x  +  Ax) — f (x )  , j .
Ах

Так как f  (х) — функция возрастающая, то

/  (л: +  Дх) >  /  (л:) при Дл; >  0
и

/  (х +  Дл:) < / (л:) при Д л : < 0 .
В обоих случаях

f  (x +  Ax)—f  (х) 0  (2 )
Ах ’

а следовательно,
lim И * +  А * ) - / ( * ) ^ о ,

т. е. / '  ( х ) ^ 0 ,  что и требовалось доказать . [Если бы было / '  (л;) < 0 ,  
то при достаточно малых значениях Дл: отношение (1) было бы от­
рицательным, что противоречит соотношению (2 ).]

Докажем теперь вторую часть теоремы. П усть / ' (л;) > 0  при всех 
значениях х, принадлежащих промежутку  (а, Ь).

Рассмотрим два любых значения x t и х г, х 1 <  хг, принадлежащих 
отрезку [а, Ь].

По теореме Лагранжа о конечных приращениях имеем:

/ ( * . ) — / ( * , ) = /  (!)(■#* — X,). х , < 1 < х г.
По условию / ' ( 1 ) > 0 ,  следовательно, / ( х2)— / ( х , ) > 0 ,  а это 

и значит, что /(х) — возрастающая функция.
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Аналогичная теорема имеет место и для  убывающей (дифференци­
руемой) функции, а именно.

Если f(x )  убывает на отрезке  [ а ,  Ь], т о  / ' ( * ) <  0 на этом  
отрезке. Если / ' ( j c ) < 0  в промежутке (а, Ь) т о  /(х) убывает

Рис. 97.

на отрезке [а, Ь]. [Конечно, мы и здесь предполагаем, что функция 
непрерывна во всех точках отрезка [а , Ь\ и дифференцируема всюду 
на (а , b).]

З а м е ч а й  ие .  Доказанная теорема выражает следующий геометри­
ческий факт. Если на отрезке [а ,  b] функция f{x )  возрастает, то 
касательная к кривой y —f( x )  в каждой точке на этом отрезке

образует с осью Ох о с т  р ы й угол 
ф или— в отдельных точках — 
горизонтальна; тангенс этого угла 
не отрицателен: / '  (х ) =  t g  ф ^  0 
(рис. 9 7 ,а ) .  Если функция f ( x ) убы­
вает на отрезке [а, b], то угол на­
клона касательной— тупой (или—  
в отдельных точках— касатель­
ная горизонтальна); тангенс это­
го у гла  не положителен (рис. 9 7 ,6 ) .  
Аналогично иллюстрируется и вто­
рая часть теоремы. Теорема по­
зволяет судить  о возрастании 

Рис. 98. или убывании функции по знаку
ее производной.

П р и м е р .  Определить области возрастания и убывания функции
у  =х*.

Р е ш е н и е .  Производная равна
У' =  4**;

при.х> 0  имеем у' >  0—функция возрастает; при х <  0 имеем у '< 0  — 
функция убывает (рис. 98).
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§  3 . М аксимум и минимум функций

О п р е д е л е н и е  м а к с и м у м а .  Функция f ( x )  в точке x t имеет 
максимум  (maximum), если значение функции f ( x )  в точке х ,  больше, 
чем ее значения во всех точках некоторого интервала, содержащего 
точку х у. Иначе говоря, функция f ( x )  имеет максимум  при Х — Ху, 
если f ( x t +  Ах) ■ < / (* , )  при любых Ах  (положительных и отрицатель­
ных), достаточно малых по абсолютной 
величине*).

Так, например, функция y = f ( x ) ,  
график которой изображен на рисунке 
99, имеет максимум при x =  x t .

О п р е д е л е н и е  м и н и м у м а .
Функция f ( x )  имеет минимум  (m in i­
mum) при х  =  х г, если

/ ( * , +  Д * ) > / ( * , )

при любых А х — как положительных, 
так и отрицательных,—  достаточно ма- Рис. 99.
лых по абсолютной величине (рис. 99).

Например, функция у  =  х*, рассмотренная в конце предыдущего 
параграфа (см. рис. 98), при д: =  0 имеет минимум, так  как  _у =  0 при 
х  =  0 и _у> 0  при других значениях х.

В связи с определениями максимума и минимума следует  обратить 
внимание на следующие обстоятельства.

1. Функция, определенная на отрезке, может достигать максималь­
ного и минимального значений только при значениях х, заключенных 
в н у т р и  рассматриваемого отрезка.

2 . Не следует думать , что максимум и минимум функции явля­
ются, соответственно, ее наибольшим и наименьшим значениями на рас­
сматриваемом отрезке: в точке максимума функция имеет наибольшее 
значение лишь по сравнению с теми значениями, которые она имеет 
во всех точках, д о с т а т о ч н о  б л и з к и х  к точке максимума, а в 
точке минимума— наименьшее значение лишь по сравнению с теми 
значениями, которые она имеет во всех точках, д о с т а т о ч н о  
б л и з к и х  к  точке минимума.

Так, на рисунке 100 изображена функция, определенная на отрезке 
[а, Ь], которая

при x  =  x t и х =  х , имеет максимум, 
при х =  х г и x =  x t имеет минимум,

*) Иногда это определение формулируют так: функция f (х) имеет макси­
мум в точке Ху, если можно найти такую окрестность (а, Р) точки х, (а < х, < (5), 
что для всех точек этой окрестности, отличных от Ху, выполняется неравен­
ство / (* )< / (* ,) .
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но минимум функции при х — х х больше максимума функции при 
л: =  дг,. При х  =  Ь значение функции больше любого максимума функ­
ции на рассматриваемом отрезке.

Максимумы и минимумы функции называют экстремумами  *)
или экстремальными значениями 
функции.

Экстремальные значения функции 
и их расположение на отрезке [а, Ь] 
в известной степени характеризуют 
изменение функции в зависимости от 
изменения аргумента.

Ниже будет  указан  метод нахож­
дения экстремальных значений.

Т е о р е м а  1 ( Н е о б х о д и м о е  
у с л о в и е  с у щ е с т в о в а н и я  
э к с т р е м у м а ) .  Если дифференци­
руемая функция у —/ (х ) имеет а 
точке х  — х х максимум или мини­

мум, то  ее производная обращается в нуль в этой точке, т .  е. 
/ ' ( * , )  =  0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим для определенности, что 
в точке x =  x t функция имеет максимум. Тогда при достаточно ма­
лых по абсолютному значению приращениях А лг(Д лг^О ) имеет место

/ ( * ,  + А * ) < / ( * , ) ,
т . е.

f ( x i +  А * ) — / ( * , )  < 0 .
Но в таком случае знак отношения

/(*, +  А x)—f(xl)
Ах

определяется знаком Д * ,  а именно: 
f(xl +  Ax)—f(xl)

Ах
/_ ( , ,+  А * ) - / ( * , )  < Q  при

Согласно определению производной имеем:

/ • ( * , ) - » «  '<«■ +  * :>- / М .
Длг-*-о а *

Если f(x )  имеет производную при x — x v то предел, стоящий 
справа, не зависит от того, к ак  Ад; стремится к нулю (оставаясь по­
ложительным или отрицательным).

Но если А х —>-0, оставаясь отрицательным, то

________________  Л * » > >  0 .
*) Extremum — крайний (лат.).

> 0  при Д л г < 0 , 

Д * > 0 .

Ах
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Если же Дл.—* 0 ,  оставаясь положительным, то

/ ( * , ) <  о.
Так как / '  (лг,) есть определенное число, не зависящее от способа 

стремления Дл: к нулю, то два  последних неравенства совместимы 
только в том случае, если

/ > , ) = 0 .

Аналогичным образом теорема доказывается и для  случая минимума 
функции.

Доказанной теореме соответствует следующий очевидный геоме­
трический факт: если в точках максимума и минимума функция f  (х) 
имеет производную, то касательная к кривой у =
= f(x )  в этих точках параллельна оси Ох. Д ей ­
ствительно, из того, что / ' (х , )  =  tg ф =  0 , где  
Ф — угол м еж ду  касательной и осью Ох, сл ед у ­
ет, что ф =  0 (рис. 99 ).

Из теоремы 1 непосредственно вытекает след­
ствие: если при всех рассматриваемых значениях 
аргумента х  функция/(х) имеет производную, то  
она м ож ет иметь экстремум (максимум или ми­
нимум) только при т е х  значениях, при к ото­
рых производная обращается в нуль. Обратное 
заключение неверно: не при всяком значении, при 
котором производная обращается в нуль, обяза­
тельно сущ ествует максимум или минимум. Так, 
на рисунке 99  изображена функция, у  которой при Рис iq j . 
х =  х, производная обращается в нуль (касатель­
ная горизонтальна), но в этой точке функция не имеет ни максимума, 
ни минимума.

Точно так же функция у  — х г (рис. 101) при лг =  0 имеет произ­
водную, равную нулю:

( / ) * = . = ( 3 * * U .  =  о,

но в этой точке функция не имеет ни максимума, ни минимума. 
Действительно, к ак  бы ни была близка точка х  к точке О, всегда

х г < 0  при х  < 0
и

А'“ >  0 при х >  0 .

Мы исследовали тот случай, когда функция во всех точках неко­
торого отрезка имеет производную. Как же обстоит дело в тех точках, 
где производная не сущ ествует?  Мы покажем на примерах, что в т а ­
ких точках может быть или максимум, или минимум, но может и не 
быть ни того, ни другого.
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П р и м е р  1. Функция j/ =  |x| не имеет производной в точке лг= О 
(в этой точке кривая не имеет определенной касательной), но в этой точке 
данная функция имеет минимум: у = 0  при х =  0, тогда как для всякой точки х, 
отличной от нуля, имеем у >  0 (рис. 102).

П р и м е р  2. Функция # =  (1—х !*)*!* не имеет производной при х =  0, 
так как у' =  — (1—х’/*) Ч* х~'^ обращается в бесконечность при х =  0, но

в этой точке функция имеет максимум: f (0) =  1, 
} (х) <  1 при х, отличном от нуля (рис. 103).

П р и м е р  3. Функция у =  \/ х не имеет 
производной при лс == 0 (у' —*■ оо при х —► 0).В этой 
точке функция не имеет ни максимума, ни ми­
нимума: /(0) =  0; f(x )<  0 для х < 0 ; / (* )>  О 
для х >  0 (рис. 104).

X
Рис. 102. Таким образом, функция может иметь

экстремум лишь в д в у х  случаях : либо в тех 
точках, где  производная сущ ествует и равна нулю; либо в тех точках, 
где  производная не сущ ествует .

Заметим, что если производная не сущ ествует  в какой-либо точке 
(но сущ ествует в близлежащих точках), то в этой точке производная 
терпит р а з р ы в .

Значения аргумента, при которых производная обращается в нуль 
или терпит разрыв, называются критическими точками  или критиче­
скими значениями.

Из предыдущего следует , что не при всяком критическом значении 
функция имеет максимум или минимум. Однако, если в какой-либо 
точке функция достигает максимума или минимума, то эта точка на­
верняка является критической. Поэтому для  разыскания экстремумов 
функции поступают следующим образом: находят все критические точки, 
а затем, исследуя отдельно каж дую  критическую точку, выясняют, 
б удет  ли в этой точке максимум или минимум функции или ж е не бу­
дет ни максимума, ни минимума.

Исследование функции в критических точках опирается на следую­
щие теоремы.

Т е о р е м а  2 ( Д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я  с у щ е с т в о в а н и я  
э к с т р е м у м а ) .  Пусть функция f(x )  непрерывна в некотором
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интервале, содержащем критическую точку x v и дифференцируема 
во всех точках этого интервала (кроме, быть мож ет, самой 
точки x j .  Если при переходе слева направо через э т у  точку про­
изводная м еняет знак с плюса на минус, т о  при x  =  x t функция 
имеет максимум. Если же при переходе через точку x t слева 
направо производная м еняет знак с минуса на плюс, т о  функ­
ция имеет в этой точке минимум.

Таким образом,

то в точке x t функция имеет минимум. При этом надо иметь в виду, 
что условия а) или б) должны выполняться дл я  всех значений х, 
достаточно близких к х 1Г т. е. во всех точках некоторой достаточно 
малой окрестности критической точки х , .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим сначала, что производная ме­
няет знак с плюса на минус, т. е . что дл я  всех х, достаточно близ­
ких к точке x v имеем:

Применяя теорему Лагранжа к  разности f ( x ) — / (* , ) ,  получим

если

то в точке х х функция имеет максимум ;

если

/ '  ( * ) > 0  при х  <  x v 
/ '  (х ) < 0  при x > x t.

и, следовательно,
/ ( * ) — / ( * , ) <  о,

или
/ ( * ) < / ( *  1).

2) П усть x > x t; тогда

l > x v / '(IX О , /'(Е)( * - * , ) < О

О)

и, следовательно,
/ ( * ) — / ( * , ) <  о,

или
/ ( * ) < / ( * , ) . ( 2 )
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Соотношения (1) и (2) показывают, что для всех значений х, до­
статочно близких к значения функции меньше, чем значения 
функции в точке x t. Следовательно, в точке x t функция f ( x )  имеет 
максимум.

Аналогичным образом доказывается вторая часть теоремы о доста­
точном условии минимума.

Рисунок 105 наглядно иллюстрирует смысл теоремы 2.
П усть в точке х  =  х г имеем / '  (х ,)  =  0 и для  всех  х, достаточно 

близких к  точке выполняются неравенства

/ ' ( * ) >  0 при x < x t, 
f ' ( x ) C 0  при х  >  х г

Тогда при х  <С х ,  касательная к кривой образует с осью Ох острый 
у го л — функция возрастает, а при х > х ,  касательная образует с

осью Ох тупой у го л — функция убы­
вает; п р и х  =  х ,  функция переходит 
от возрастания к  убыванию, т. е. 
имеет максимум.

Если в точке х г имеем / '  (х 2) =  0 
и для  всех значений х, достаточно 
близких к  точке х г, выполняются 
неравенства

/ '  ( х ) < 0  при х < х г,
/ '  (х) > 0  при х  >  х г,

то при х  <  х г касательная к  кривой образует с осью Ох тупой угол — 
функция убывает, а при х > х 2 касательная к  кривой образует ост­
рый угол — функция возрастает. При х =  х г функция переходит от 
убывания к возрастанию, т. е. имеет минимум.

Если при х  =  х ,  имеем / ' (д;а) =  0 и для  всех значений х, доста­
точно близких к  х „  выполняются неравенства

/ ' ( * ) >  0 при х < х г,
/ ' ( * ) >  0 при х  >  х 3,

то функция возрастает как  при х<С.х, ,  т ак  и при х > х г. Следова­
тельно, при х  =  х г функция не имеет ни максимума, ни минимума. 
Именно такой случай имеет место для функции у  =  х ‘ при л := 0 .  

Действительно, производная следовательно,

(/)*=» =  0 ,
( / ) * < » >  0 , 
( / ) * > « >  0 ,

а это значит, что при х =  0 функция не имеет ни максимума, ни 
минимума (см. выше рис. 10 1 ).



§  4 . Схема исследования дифференцируемой функции 
на максимум и минимум с помощью 

первой производной

На основании предыдущего параграфа можно сформулировать сле­
дующее правило для  исследования дифференцируемой функции

У = / (х )
на максимум и минимум:

1. Ищем первую производную функции, т. е. f  (х).
2. Находим критические значения аргумента х; для этого:
а) приравниваем первую производную нулю и находим действи­

тельные корни полученного уравнения / '( х )= 0 ;
б) находим значения х, при которых производная / '  (л:) терпит 

разрыв.
3 . Исследуем знак производной слева и справа от критической 

точки. Так как  знак производной остается постоянным в интервале 
м еж ду  двум я  критическими точками, то для исследования знака про­
изводной слева и справа, например, от критической точки х ,  (рис. 105) 
достаточно определить знак производной в точках а  и |3 (х , < а < х „  
х г < р < С х „  где х ,  и х , — ближайшие критические точки).

4. Вычисляем значение функции / ( х )  при каждом критическом 
значении аргумента.

Таким образом, имеем следующее схематическое изображение

§  41 СХ Е М А  И С С Л Е ДО В А Н И Я ФУ НКЦИИ НА МАКСИМ УМ  И МИНИМУМ 1 5 7

возможных случаев:

Знаки производной f f (*) при переходе через 
критическую  точку Х арактер  критической точки

X < Х х х=х, X > Xj

+ Г (*,)=<) 
или разрывна — Точка максимума

— Г (* i )= o
или разрывна + Точка минимума

+ /' (*i)= 0  
или разрывна + Нет ни максимума, ни мини­

мума (функция возрастает)

— Г (*i)= 0
или разрывна — . Нет ни максимума, ни мини­

мума (функция убывает)
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П р и м е р  1. Исследовать на максимум и минимум функцию

-.^—Ы  + Зх+и

Р е ш е н и е .  1) Находим первую производную:

у '  —х*—4х +  3.

2) Находим действительные корни производной:
хг —4* +  3 =  0.

Следовательно,
» * , =  1, хг =  3.

Производная всюду непрерывна. Значит, других критических точек нет.
3) Исследуем критические значения и результаты исследования фикси­

руем на рисунке 106.
Исследуем первую критическую точку * , =  1. Так как  «/' =  (*— 1) (х—3), то

при дг < 1  имеем у '  — ( — )• (— ) >  0; 
при х > 1  имеем t/' =  ( - f ) . ( — ) <  0.

Значит, при переходе (слева направо) через значение * , =  1 произ­
водная меняет знак с плюса на минус. Следовательно, при х = 1  функция 
имеет максимум, а именно:

(</)*=! =

Исследуем вторую критическую точку хг = 3 :

при * < 3  имеем (/'«=( +  ) • (— ) <  0; 
при * > 3  имеем у 1 = (  +  )•( +  ) >  0.

Значит, при переходе через значение *  =  3 
производная меняет знак с минуса на плюс. Сле­
довательно, при х =  3 функция имеет минимум, 
а именно:

(У)х 1.

На основании проведенного исследования 
строим график функции (рис. 106).

П р и м е р  2. Исследовать на максимум и ми­
нимум функцию

у =  ( * - 1  )]/ Т \

Р е ш е н и е .  1) Находим первую производную: 

~  , 2 ( * - 1 )  5х 2
У' =  У * '  + з у х з у х

2) Находим критические значения аргумента: а) находим точки, в кото­
рых производная обращается в нуль:

, 5х— 2 „ 2
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б) находим точки, в которых производная терпит разрыв (в данном случае
обращается в бесконечность). 

= 0.

Такой точкой будет, очевидно, точка

(Отметим, что при хг =  0 функция 
определена и непрерывна.)

Д ругихкритическихточек нет.
3) Исследуем характер полу­

ченных критических точек. Иссле­
дуем точку Заметив, что

О

> 0,(</') t <  0, («/') 
Х<1

г

заключаем, что при * = - 5  функ­
ция имеет минимум. Значение 
функции в точке минимума равно
(У ) 2X — — 

6

\5 ) V 25 5 г 25 
Исследуем вторую критическую точку дс =  0. Заметив, что 

(У)х< о > ° -  (У')х> о < ° -

заключаем, что при х =  0 функция имеет максимум, причем ((/)л=0  =  0- Гра­
фик исследуемой функции изображен на рисунке 107.

§  5 . Исследование функции на максимум и минимум 
с помощью второй производной

П усть при х =  х, производная функции x = f ( x )  обращается 
в нуль, т. е. / '  (xt) =  0. Пусть, кроме того, вторая производная f  (х) 
сущ ествует и непрерывна в некоторой окрестности точки Тогда 
справедлива следующая теорема.

Т е о р е м а .  Пусть f  (х1) =  0; тогда при х  =  х х функция имеет 
максимум, если / " ( x J C O ,  и минимум, если / ' ( л : , ) > 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем сначала первую часть теоремы. 
Пусть

/ ' ( * , ) = ( )  и Г К ) < о .

Так как , по условию, f  (х) непрерывна в некоторой окрестности 
точки x =  x t, то, очевидно, найдется некоторый малый отрезок, окру­
жающий точку х =  х„  во всех точках которого вторая производная 
/" (я )  б удет  отрицательна.

Так  как  f  (х) есть первая производная от первой производной, 
f"(x) =  (f'(x ))', то из условия ( / ' ( * ) ) '< ;  0 следует, что f  (х) убы­
вает на отрезке, содержащем точку дг =  х , ( §  2 гл. V). Н о / ' ( * , ) = ( ) ,
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следовательно, на этом отрезке при х  <  х, имеем / '  (х) >■ 0 , а при 
х  >  x t имеем / '  (х) <  0 , т. е. производная / '  (х) при переходе через 
точку х — х г меняет знак с плюса на минус, а это значит, что в точке 
лс, функция /  (х) имеет максимум. Первая часть теоремы доказана.

Аналогичным образом доказывается вторая часть теоремы, а именно: 
если /"(.><:,)> 0 , то f  (х )>  0 во всех точках некоторого отрезка, 
окружающего точку но тогда на этом отрезке f  (х ) =  (/' (дг))' >• 0
и, следовательно,/ ' (я )  возрастает. Так как  / ' ( * , )  =  0, то, значит, 
при переходе через точку х х производная / ' (х) меняет знак с минуса 
на плюс, т. е. функция f ( x )  имеет минимум при х =  х у.

Если в критической точке / " ( х 1) =  0 , то в этой точке может быть 
или максимум, или минимум или не быть ни максимума, ни минимума. 
В этом случае исследование нужно вести первым способом (см. § 4 гл. V).

Схему исследования экстремумов с помощью второй производной 
можно изобразить в следующей таблице:

Р е ш е н и е .  Так как функция является периодической периода 2 я , то 
достаточно исследовать функцию на отрезке [0, 2 я ].

1) Находим производную:
у '  =  2 cos х —2 s in 2х =  2 (cos х— 2 sin х cos лс) =  2 cosх (1 —2 sin*).
2) Находим критические значения аргумента:

/' <*,) Г  (Х г)
Х арактер  критической 

точки

о
о
о

— Точка максимума 
+  Точка минимума
0 Неизвестен

П р и м е р  1. Исследовать на максимум и минимум функцию 
у  =  2 sin х +  cos 2х.

2 cos дс (1—2 sin лс) — 0,

3) Находим вторую производную:
у" — — 2 sin х — 4 cos 2х.

4) Исследуем характер каждой критической точки:

Следовательно, в точке * i =  "g имеем максимум:



Далее,
(у") =  — 2 .1 + 4 .1  = 2  >  0.

дг= —<

Следовательно, в точке хг = ~ -  имеем минимум:

(у)  „ = 2 1  — 1 =  1 .X = —
2

5л
В точке * з==' 0 - имеем:

( Л ж=.л =  - 2 ~ - 4 - 1 = —3 < 0. 
в

Следовательно, при х ,=  ~  функция имеет максимум:

, . _ 1 , 1 3
(У)Х3̂ = 2’ + Т  =  ~24

Наконец,
~  — 2 ( — 1) —4 (— 1) =  6 > 0.

2

Следовательно, в точке * 4 =  ̂ -  имеем минимум:

Ч = 8Л = 2 ( - 1 ) - 1  =  - 3 .
2

График исследуемой функции изображен на рисунке 108.
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Рис. 108.

П окаж ем , д ал ее , на примерах, что если в некоторой точке дг =  дг1 
имеем f ( x 1) =  0  и f ( x l ) =  Q, то в этой точке ф ункция / ( х ) может

6 Н. С. П искунов, т . 1



иметь либо максимум, либо минимум либо не иметь ни максимума, 
ни минимума. ,

П р и м е р  2. Исследовать на максимум и минимум функцию

у =  1—х*.

Р е ш е н и е .  1) Находим критические точки:

у '  =  — 4ха, — 4*’  =  0, *  =  0.

2) Определяем знак второй производной при *  =  0:

2/' =  - 1 2 * ’ , О/")*=о =  0.

Следовательно, выяснить характер критической точки с помощью знака 
второй производной в данном случае нельзя.

3) Исследуем характер критической точки первым способом (см. § 4  гл .V ):

( У '\ г<о>°- (*/')*><)'По­
следовательно, при * =  0 функция имеет максимум, а именно:

(У)*=о=1-

График рассмотренной функции изображен на рисунке 109.
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П р и м е р  3. Исследовать на максимум и минимум функцию

у  =  х\

Р е ш е н и е .  По второму способу находим:

1) у '  =  б*5, у '  =  6х‘ =  0, *  =  0; 2) у" >= ЗО*4, (</'')*=„ =  0.

Следовательно, второй способ ответа не дает. Прибегая к первому способу, 
получаем:

(у')х<о < 0- (У%>. п о ­
следовательно, при * =  0 функция имеет минимум (рис. 110).



П р и м е р  4. И сследовать на максим ум  и минимум функцию

</ =  ( * - 1 ) ’ .

Р е ш е н и е .  Второй способ;

</' =  3 (х— I)2, 3 (х — 1)2 =  0, х=\\  
y " = 6 ( x — l) , ({/'%=. =  0;

таким  образом, второй способ ответа не дает. По первому способу находим; 

(*/')*<!> °. (</')*>, >  0.

Следовательно, при х  =  1 ф ункция не имеет 
ни м акси м ум а, ни минимума (рис. 111).

§  6 . Наибольшее и наименьш ее значения 
функции на отрезке

П усть функция У — f  (х) непрерывна на 
отрезке [а , Ь\. Тогда на этом отрезке функ­
ция достигает наибольшего значения (см. § 10 
гл. И). Будем предполагать, что на данном 
отрезке функция / ( х )  имеет конечное число 
критических точек. Если наибольшее значение Рис. 111.
достигается внутри отрезка [а ,  b], то очевид­
но, что это значение б удет  одним из максимумов функции (если име­
ется несколько максимумов), а именно, наибольшим максимумом. Но 
может случиться, что наибольшее значение будет  достигаться на од­
ном из концов отрезка.

Итак, функция на отрезке [а, Ь] достигает своего наибольшего 
значения либо на одном из концов этого отрезка, либо в такой внут­
ренней точке этого отрезка, которая является точкой максимума.

То же самое можно сказать и о наименьшем значении функции: 
оно достигается либо на одном из концов данного отрезка, либо в та ­
кой внутренней точке, которая является  точкой минимума.

Из предыдущего вытекает следующее правило: если требуется 
найти наибольшее значение непрерывной функции на отрезке [а, Ь], 
то надо:

1 ) найти все максимумы функции на отрезке;
2 ) определить значения функции на концах отрезка, т. е. вычи­

слить / ( а )  и f{b);
3) из всех полученных выше значений функции выбрать наиболь­

шее; оно и б удет  представлять собой наибольшее значение функции 
на отрезке.

Аналогичным образом следует  поступать и при определении наи­
меньшего значения функции на отрезке.

§  6 ]  НАИБОЛЬШ ЕЕ И НАИМЕНЬШ ЕЕ ЗНАЧЕН ИЯ ФУНКЦИИ НА О Т РЕ ЗК Е  1 6 3

6 *
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П р и м е р .  Определить наибольшее и наименьшее значения функции 

У = х * — 3 * - f 3  на отрезке £— 3; т ]  '

Р е ш е н и е .  1) Находим максимумы и минимумы

у = х 3-3х+3

функции на отрезке

у '  = 3 х г— 3, 3**— 3 =  0, * , =  1, * , =  — 1,

У" =  6*. (</")*=! =  6 >  0.

Следовательно, в точке * = 1  имеет место минимум: 

(У)х=\=  1-
Далее,

Следовательно, в точке х — — 1 имеет место максимум: 

(</)*=-! = 5 .

2) Определяем значение функции на концах отрезка:

(у) , &)*=-.=-is-Х-— о г

Таким образом, наибольшее значение рассматриваемой 

функции на отрезке 3; y j  есть

(у) JC=—I =5,
а наименьшее значение есть

(</)*=-, =  - 1 5 .

Ггафик рассматриваемой функции изображен на рисунке 112.

§  7. Применение теории максимума и минимума функций 
к  решению задач

С помощью теории максимума и минимума решаются многие за­
дачи геометрии, механики и т. д . Рассмотрим некоторые из таких задач.

З а д а ч а  1. Д альн ость R — ОА (рис. 113 ) полета яд р а  (в п устоте), 
выпущ енного с начальной скоростью  v 0 и з о р уд и я , наклоненного под 
углом ф к  горизонту, оп р еделяется  формулой

o*sin 2ф
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(g— ускорение силы тяжести). Определить угол <р, при котором даль­
ность R б удет  наибольшей при данной начальной скорости v 0.

Р е ш е н и е .  Величина R представляет собой функцию переменного

угла ф. Исследуем эту  функцию на максимум на отрезке 0 ^ ф  ^  :

dR c o s  2ф 2v] cos 2ф я
=  0 ; критическое значение ф = - j  >d ф ё

Av\ sin 2ф _ /d?R\ Я _ _ Ч  
d<f~~ g \йф8 Уч>- Г  g

Следовательно, при значении Ф =  -т- ФУнкчия #  имеет максимум

<*>*=7 = 7 '
Значения функции R на кон­

цах отрезка И ] равны:

( Я )< р = о  —  0 ,  ( R )  л — 0 .
<*>_ 2

Таким образом, найденный максимум и есть искомое наибольшее 
значение R.

З а д а ч а  2. Какие размеры надо придать цилиндру, чтобы при 
данном объеме V его полная поверхность S  была наименьшей?

Р е ш е н и е .  Обозначая через г радиус основания цилиндра и че­
рез h высоту цилиндра, будем иметь:

5  =  2лг* +  2л  rh.

Так как объем цилиндра задан, то при данном г величина h 
определяется формулой

v  =  nr*h,
откуда

Л =  Л -я  г2

Подставляя это выражение А в формулу для 5 , получим:

5  =  2 л г 2 -f- 2 л г

или

5  =  2  ̂лг* + у )  .

Здесь v — заданное число. Таким образом, мы представили S  
как функцию одного независимого переменного г.
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Найдем наименьшее значение этой функции в промежутке 0 <  оо:

37 =  2 ( 2 я г ~ ? ) ,

2 « г - £ - 0 , Г . - У & .

( £ ) г . „ = 2 ( 2 * + Ю г . , . > 0 - ■

Следовательно, в точке г  =  г , функция S  имеет минимум. Заме­
тив, что lim 5  =  оо и l i m 5 = o o ,  т. е. что при стремлении г

Г—► О Г СО
к нулю или к бесконечности поверхность 5  неограниченно возрастает, 
мы приходим к выводу, что в точке r  — t 1 функция 5  имеет н а и ­
м е н ь ш е е  з н а ч е н и е .

— , то

у h =  =  2 W -  =  2г.я /-2 г 2я

Таким образом, для  того чтобы при данном объеме v  полная поверх­
ность 5  цилиндра была наименьшей, высота цилиндра должна рав­
няться его диаметру.

§  8 . Исследование функции на максимум и минимум 
с помощью формулы Тейлора

В §  5 главы V было замечено, что если в некоторой точке х  =  а 
имеем / ' (а) =  0 и f  (а) =  О, то в этой точке может быть либо ма­
ксимум, либо минимум либо нет ни того, ни другого. При этом у к а ­
зывалось, что для решения вопроса в этом случае нужно вести ис­
следование первым способом, т. е. путем исследования знака первой 
производной слева и справа от точки х — а.

Теперь мы покажем, что можно в этом случае исследование вести 
и с помощью формулы Тейлора, выведенной в §  6 гл. IV.

Д ля большей общности предположим, что не только f" (х), но 
и все производные до я-го порядка включительно от функции f(x )  
обращаются в нуль при х =  а\

/ » = / > ) = . . .  =/»»>(<*) =  0 , ( 1 )

Предположим, далее, что /(х) имеет непрерывные производные 
до  ( n - f  1 )-го порядка включительно в окрестности точки х  — а.
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Напишем формулу Тейлора для  f(x ) ,  принимая во внимание ра­
венства ( 1 ):

я * )  - / ( о ) + ( (П~+а 1)Г'1/<в+1) (£)’ (2)
где  £— число, заключенное м еж ду а и х .

Так как (х) непрерывна в окрестности точки а и / (П+|> (а )=£0,
го найдется такое малое положительное число А, что при любом х ,  
удовлетворяющем неравенству |х— а | < А ,  будет  / ,п+1) (х) =?̂= 0. При 
этом е с л и / <п+1) (а ) >  0, то и во всех точках интервала (а — А, а-}-А) 
будет  / (п+,)( х ) > 0 ; если / (п+1) ( а ) < 0 , то во всех точках этого 
интервала б удет  / (п+1) (х) <  0 .

Перепишем формулу (2) в виде

/ ( х ) - / ( а )  =  ^ ^ / ‘"+1>(£) (2 ' )

и рассмотрим различные частные случаи.
П е р в ы й  с л у ч а й ,  п — нечетное.
а) П усть / (п+,) (а) <  0 . Тогда найдется интервал ( а — А, а  +  А), 

во всех точках которого ( л + 1 ) - я  производная отрицательна. Если 
х  есть точка этого интервала, то £ тоже находится м еж ду  а  — А и 
а -j-A и, следовательно, / (п+1) (Е) <  0. Так как я + 1  — четное число, 
то ( х — о )"+1> 0  при х Ф а, и поэтому правая часть в формуле (2 ' )  
отрицательна.

Следовательно, при х ф а  во всех точках интервала (а — А, а  +  А) 
имеем:

/ ( х ) - / < « ) <  0 ,

а это значит, что при х  =  а  функция имеет максимум.
б) П усть / (п+1) ( а ) > 0 .  Тогда при достаточно малом значении А 

во всех точках х  интервала (а— А, а  +  А) имеет место / <га+1) ( Е ) > 0 . 
Следовательно, правая часть формулы (2 ' )  б удет  положительна, т . е. 
при х  Ф а во всех точках указанного интервала будет :

/ ( х ) - / ( в ) >  0 ,

а это значит, что при х  =  а  функция имеет минимум.
В т о р о й  с л у ч а й ,  п— четное.
Тогда я + 1  — нечетное и величина ( х — a )n+1 имеет разные знаки 

при x < ia  и х > а .
Если А достаточно мало по абсолютной величине, то ( я + 1 ) - я  

производная во всех точках интервала (а — А, а + А )  сохраняет тот 
же знак, что й в точке а. Следовательно, f  (х) — / ( а )  имеет разные 
знаки при х < я  и при х > а .  Но это значит, что При х  =  а  нет 
ни максимума, ни минимума.

Заметим, что если при п четном / (" +1> (а) >  0, то / ( х )  < / ( а ) Для 
и / ( х ) > / ( а )  для  х > а .
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Если же при п четном /<п+1> (а )  <  0 , то / ( х )  > / ( а )  для х < а  
и f ( x )  <  f{ a )  для х  >  а.

Полученные результаты можно сформулировать следующим образом. 
Если при х =  а имеем:

/ » = / " ( « ) = . . . = / < " >  (а) = 0

и первая не обращающаяся в нуль производная / <п+1>(а) есть про­
изводная ч е т н о г о  порядка, то в точке а

f(x )  имеет м а к с и м у м ,  если / (л+1> (а) <  0 ;
/(х) имеет м и н и м у м ,  если / (п+1> (а) ;>  0 .

Если же первая не обращающаяся в нуль производная / (п+,)(а ) 
есть производная н е ч е т н о г о  порядка, то функция не имеет ни 
максимума, ни минимума в точке а. При этом

f(x )  в о з р а с т а е т ,  если / <п+|> (а ) > 0 ; 
f(x )  у б ы в а е т ,  если / ('1+1) (а ) < 0 .

П р и м е р .  Исследовать на максимум и минимум функцию 
f  (*) =  х*— 4jc3 +  6**—4* + 1 .

Р е ш е н и е .  Найдем критические значения функции
Г  (*) = 4 * ’ — 12л;2 -f-12*— 4 =  4 (лг*— 3** + 3 * — 1).

Из уравнения
4 (* «— 3 * »+ 3 * — 1 )= 0  

получаем единственную критическую точку
х = 1

(так к ак  данное уравнение имеет лишь один действительный корень). 
Исследуем характер критической точки * = 1 :

/"(*) =  12**— 24* +  12 =  0 при * = 1 ,
(*) =  24*— 24 =  0 при * = 1 ,

f  IV (*) =  2 4 > 0  при любом *.
Следовательно, при *  =  1 функция f  (*) имеет минимум.

§  9. В ы п укло сть  и во гн утость  кривой.
Точки перегиба

Рассмотрим на плоскости кривую y = f ( x ) ,  являющуюся графи­
ком однозначной дифференцируемой функции /(х).

О п р е д е л е н и е  1. Мы говорим, что кривая обращена выпукло­
стью вверх на интервале (а, Ь), если все точки кривой леж аг  ниже 
любой ее касательной на этом интервале.

Мы говорим, что кривая обращена выпуклостью вниз на интер­
вале (Ь, с), если все точки кривой лежат выше любой ее касатель­
ной на этом интервале.
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Кривую, обращенную выпуклостью вверх, будем называть вы­
пуклой, а обращенную выпуклостью вниз — вогнутой.

На рисунке 114 показана кривая, выпуклая на интервале (а, Ь) 
и вогнутая на интервале (Ь, с).

Направление выпуклости кривой является важной характеристикой 
ее формы. Настоящий параграф посвящен установлению признаков, 
по которым можно было бы, исследуя функцию y = f ( x ) ,  судить  
о направлении выпуклости ее гра­
фика на различных интервалах.

Докажем следующую теорему.
Т е о р е м а  1. Если во всех 

точках интервала (а, Ь) вторая  
производная функции f( x )  отрица­
тельна, т .  е. f"  (х)  <  0 , т о  кривая 
y —f(x )  на этом  интервале обра­
щена выпуклостью вверх (кривая 
выпукла).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем 
в интервале (а, Ь) произвольную
точку х — х а (рис. 114) и проведем касательную к кривой в точке 
с абсциссой x  =  jc(). Теорема б удет  доказана, если мы установим, 
что все точки кривой на интервале (а, Ь) лежат ниже этой каса­
тельной, т. е. что ордината любой точки кривой у = / (х )  меньше 
ординаты у  касательной при одном и том же значении х.

Уравнение кривой имеет вид

jr = / ( * ) .  ( 1 )
Уравнение же касательной к кривой в точке х =  х а имеет вид

У— / (*„ )  = / '  Ю  ( * — *«>)
или

Из уравнений (1) и (2) следует, что разность ординат кривой 
и касательной при одном и том же значении х  равна 

y  — y = f ( x ) —f ( x l>)—f '  (х„) (х— х„).
Применяя теорему Лагранжа к разности f ( x ) — f ( x 0), получим:

У —У = / ' (с) (x— x 0)—f  {xt) (x— xt)
(где с лежит между х 0 и х), или

У— У =  [Г  (c)—f  (*„ ) ] ( .*— х 0).
К выражению, стоящему в квадратных скобках, снова применяем 
теорему Лагранжа; тогда

y —y = f" ( c t)(c— xt) (x — xt) (3)
(где с , лежит между ха и с).
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Рассмотрим сначала тот случай, когда х  >  х а. В этом случае 
х 0<с<С.х\ так  как

х — х 0 >  0 , с — дг0 >  0 

и так как , кроме того, по условию,

/ " (С ,) <  о,

то из равенства (3) следует , что у — ~ у< 0.
Рассмотрим теперь случай, когда x< Z x0. В этом случае д г < с <

<  с, <  д;0 и х — х 0 < 0 , с — х 0 < 0 , а так как, по условию, / " (с ,)  < 0 , 
то из равенства (3) следует , что

у — у < 0 .

Таким образом, мы доказали, что любая точка кривой лежит ниже 
касательной к  кривой, каковы бы ни были значения х  и х 0 на интерва­
ле (а, Ь). А это и значит, что кривая выпукла. Теорема доказана.

Аналогичным образом доказывается следующая теорема.
Т е о р е м а  1 ' .  Если во всех точках интервала (Ь, с) вторая  

производная функции f ( x ) положительна, т .  е. / " ( * ) > 0 , т о  
кривая y  — f(x )  на это м  интервале обращена выпуклостью вниз 
(кривая вогнута).

З а м е ч а н и е .  Содержание теорем 1 и Г  можно иллюстрировать 
геометрически. Рассмотрим кривую у = / (х ) ,  обращенную выпук­
лостью вверх на интервале (а, Ь) (рис. 115). Производная / '  (х) равна

тангенсу угла а  наклона касательной в точке с абсциссой х, т. е. 
/ ' (д:) =  tg а .  Поэтому f"(x) =  [tg a ]* .  Если / " ( * ) <  0 для всех х  на 
интервале (a , b), то это значит, что t g a  убывает с возрастанием х. 
Геометрически нагляден тот факт, что если tg а  убывает с возра­
станием х, то соответствующая кривая выпукла. Аналитическим до­
казательством этого факта и является теорема 1 .

Подобным же образом иллюстрируется геометрически и теорема 1'  
(рис. 116).



О п р е д е л е н и е  2. Точка, отделяющая выпуклую часть непре­
рывной кривой от вогнутой, называется т о ч к о й  п е р е г и б а  кривой.

На рисунках 119, 120 и 121 точки О, А и В суть  точки перегиба.
Очевидно, что в точке перегиба касательная п е р  е*с е к а е т  кривую, , 

т ак  как  с одной стороны от этой точки кривая лежит п о д  касатель­
ной, а с другой стороны— н а д  нею.

Установим теперь достаточные условия того, что данная точка 
кривой является  точкой перегиба.

Рис. 117. Рис. 118. Рис. 119.

П р и м е р  1. Установить интервалы выпуклости и вогнутости кривой, 
яаданной уравнением

«/= 2—х*.

Р е ш е н и е .  Вторая производная

у" =  -  2 < 0

для всех значений х. Следовательно, кривая всюду обращена выпуклостью 
вверх (рис. 117).

П р и м е р  2. Кривая задана уравнением

у  =  е х.
Так как

г/' =  е*>  о

для всех значений х, то, следовательно, кривая всюду вогнута, т. е. обращена 
выпуклостью вниз (рис. 118).

П р и м е р  3. К ривая определяется уравнением

У=х\
Так как

</' =  6х,

то {Л <  0 при х < 0  и у " > 0  при х >  0. Следовательно, при * < 0  кривая 
обращена выпуклостью вверх, а при х > 0 — выпуклостью вниз (рис. 119).

§  9 ]  ВЫ П У КЛО СТ Ь  И В О ГНУ ТО СТЬ К Р И В О Й . ТО ЧКИ П Е Р Е Г И Б А  1 7 1
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Т е о р е м а  2. Пусть кривая определяется уравнением у  =  /(.*). 
Если f ' ( a )  — 0 или /" (а) не существует и при переходе через зна­
чение х — а производная f" (х) меняет знак, т о  точка кривой 
с абсциссой х =  а есть точка перегиба.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1 ) П усть /" (х) <  0 при х  <  а и /" (jt) >  О 
при х  > а .

Тогда при х<Са  кривая обращена выпуклостью вверх и при 
х ^ > а — выпуклостью вниз. Следовательно, точка А кривой с абсциссой 
х =  а есть точка перегиба (рис. 120 ).

2) Если / " ( x ) > 0  при х < Ь  и / " ( * ) < 0  при х > Ь ,  то при 
х<^Ь кривая обращена выпуклостью вниз, а при х^>Ь— выпук-

А</

О а X
Рис. 120.

лостью вверх. Следовательно, точка В кривой с абсциссой х — Ь есть 
точка перегиба (см. рис. 12 1 ).

П р и м е р  4. . Найти точки перегиба и определить интервалы выпуклости 
и вогнутости кривой

у  =  е~х% (кривая Гаусса).

Р е ш е н и е .  1) Находим первую и вторую производные:

у ' = — 2хе~х\ 
у" =  2е~*г (2хг — 1).

2) Вторая производная существует всюду.. Находим значения х, при 
которых у" — 0:

2е~х* (2х2— 1) ~ 0,
1 1 

* i -  y t ' Xi~ V T '

3) Исследуем полученные значения:

при * <  — имеем у" >  0, 

при х >  — у =  имеем у" <  0; 

вторая производная меняет знак при переходе через точку следовательно,
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при Хх 

1
V 2

— на кривой имеется точка перегиба; ее координаты:

при х <  имеем у " <  О,

при х >  имеем у" >  0.

Следовательно, при хг =

ее координаты:

V  2
на кривой также имеется точка перегиба;

—  , е . Впрочем, существование второй точки пере-
' \ у т

гиба вытекает непосредственно из симметрии кривой относительно оси Оу. 
4) Из предыдущего следует, что

1
при — оо <  х < ----- кривая вогнута;

при

при

1
V~2

=  < х <

V~2~
1

w
кривая выпукла;

V2
<  х <  +  оо кривая вогнута.

5) Из выражения первой производной
у '  = — 2хе~хХ

следует, что
при х < 0  у ' >  0, т. е. функция возрастает; 
при * > 0  у '  <  0, т. е. функция убывает; 
при * =  0 у' = 0 .

В этой точке функция имеет максимум, а именно: у =  1.

На основании проведенного исследования легко построить график кривой 
(рис. 122).

П р и м е р  5. Исследовать на точки перегиба кривую
У — х *.

Р е ш е н и е .  1) Находим вторую производную:
i f  =  I2jc2.

2) Определяем точки, в которых у" =  0:
12х‘ = 0 ,  j c = 0 .
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3) Исследуем полученное значение *  =  0:
при дс< 0 г/" >  0 — кривая вогнута; 
при дс> 0 у" >  0—кривая вогнута.

Следовательно, кривая не имеет точек перегиба (рис. 123).

П р и м е р  6. Исследовать на точки перегиба кривую
1

у =  ( х -  1)Т .
Р е ш е н и е .  1) Находим первую и вторую производные;

</'=4 ( * - ! ) “ • ; у "  =  —  ( * - ■1)

2) Вторая производная нигде не обращается в н уль , но при х = 1  она нй 
существует (у" =  ± оо).

3) Исследуем значение х =  \:
при * < 1  у" >  0 — кривая вогн ута ;
при х >  1 у" <  0 — кривая выпукла.

Следовательно, при х —1 имеется точка перегиба; это—точка (1; 0). 
Заметим, что у '  — оо при х —1, т. е. кривая в этой точке имеет верти­

кальную касательную (рис. 124).

§  10. Асимптоты

Очень часто приходится исследовать форму кривой y —f(x ), 
а значит, и характер изменения соответствующей функции п р и  
н е о г р а н и ч е н н о м  в о з р а с т а н и и  (по абсолютной величине) 
абсциссы или ординаты переменной точки кривой или абсциссы и ор­
динаты одновременно. При этом важным частным случаем является 
тот, когда исследуемая кривая при удалении ее переменной точки 
в бесконечность*) неограниченно приближается к  некоторой прямой.

*) Мы говорим, что переменная точка М движется по кривой в беско­
нечность, если расстояние этой точки от начала координат неограниченно 
возрастает.
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О п р е д е л е н и е .  Прямая А называется асимптотой, кривой, 
если расстояние 6 от переменной точки М кривой до этой прямой при 
удалении точки М в бесконечность стремится к нулю (рис. 125 и 126).

асимптоты вертикальныеМы будем в дальнейшем различать 
(т. е. параллельные оси ординат) и наклонные (т. е. не параллель­
ные оси ординат).

I. В е р т и к а л ь н ы е  а с и м п т о т ы
Из определения асимптоты следует, что если lim / (х) =  оо,

х -> а +о
или lim f( x )  =  оо, или lim / ( х )  =  оо, то прямая х =  а  есть

х -* а-о х-+ а
асимптота кривой y = f ( x ) ;  и обратно, если прямая х =  а есть асим­
птота, то выполняется одно из написанных равенств.

Следовательно, дл я  отыскания вертикальных асимптот нужно найти 
такие значения х =  а, при прибли­
жении к  которым функция У — f  (■*■) 
стремится к  бесконечности. Тогда 
прямая х =  а б удет  вертикальной 
асимптотой.

о
П р и м е р  1. Кривая у — -х —5

имеет вертикальную асимптоту х =  5, 
так как у —>- оо при х —>-5 (рис. 127).
-  П Р и м е р  2. Кривая y =  t g x  имеет 
бесконечно много вертикальных асимп­
тот:

л т Зя
'±-2-; *= ± Т ; Х =

5я

Это следует из того, что Igx—>. оо, когда х стремится к  значениям 
я  Зл 5я  я  Зя 5я



1
П р и м е р  3. Кривая у  =  е х имеет вертикальную асимптоту *  =  0, так 

1
как lim е х — оо (рис. 129).х -* + «
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И. Н а к л о н н ы е  а с и м п т о т ы
Пусть кривая y = f ( x )  имеет наклонную асимптоту, уравнение 

которой имеет вид

y  =  k x + b .  ( 1 )

Определим числа k и b (рис. 130). П усть М (х, у )— точка, лежащая 
на кривой, и N(x, ~у) — точка, лежащая на асимптоте. Длина отрезка

МР равна расстоянию от точки М до асимптоты. По условию

lim М Р =  0 . (2)
X -* + 00



Если обозначим через ср угол наклона асимптоты к оси Ох, то из 
Д  NMP найдем:

N M =  ^ - .cos ср

Так как ф— постоянный угол ^не равный , то в силу преды­

дущ его равенства
l i m  Л М 4  =  0 ,  ( 2 ' )

§ 1 0 ]  а с и м п т о т ы  1 7 7

и наоборот, из равенства (2 ') следует равенство (2). Но 

NM =  \QM -QN \ =  \ y -y \  =  \ f(x )-(k x + b )\ , 

и равенство (2 ' )  принимает вид

lim [f ( x ) — kx— b] =  0 . (3)
X -> + *

Итак, если прямая (1) есть асимптота, то выполняется равенство (3), 
и наоборот, если при постоянных k и b выполняется равенство (3), 
то прямая y  =  kx-\-b есть асимптота. Определим теперь k и Ь. 
Вынося х  за скобки в равенстве (3), получаем:

lim х  = 0
+ оо L х

Так как х —►-j*00 , то должно выполняться равенство

i m  Г Ш _ / г _ А 1 = о .  
>+» L х х J
lim

*->+

При b постоянном lim ^  =  0. Следовательно,

lim Ш - к \ = 0 ,
-+ + 00 L л J

ИЛИ

k =  lim (4 )
X -> + 00 ■*

Зная k, из равенства (3) находим Ь:

Ь== lim [f ( x )— kx\. (5)
X -» + 00

Итак, если прямая y  — kx-\-b есть асимптота, то А и b находятся 
по формулам (4) и (5). Обратно, если существуют пределы (4) и (5), 
то выполняется равенство (3) и прямая y  =  kx-\-b есть асимптота. 
Если хотя бы один из пределов (4) или (5) не сущ ествует, то кри­
вая асимптоты не имеет.
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Заметим, что мы проводили исследование применительно к  ри­
сун ку  130, при х —>-+ оо, но все рассуждения справедливы и дл я  
случая х —*■— оо.

П р и м е р  4. Найти асимптоты кривой
хг +  2х— 1 

У =  — —------- •

Р е ш е н и е .  1) Ищем вертикальные асимптоты: 
при х —*— 0 у — ► +< »;
при " +  0  у — *■—  со.

Следовательно, прямая *  =  0 есть вертикальная асимптота.
2) Ищем наклонные асимптоты:

k =  lim -2- =
Х - > ± ° о  Х

lim
Х -+ ±  СО

= lim
Х-ь ± СО

х2 +  2х— 1

т. е.
ft =  l ,  

b =  lim [ у —х] =

хг +  2х—1- lim
Х - ¥ ±  00

= lim 
*->■±00

хг + 2 х —\ —
-]

=  lim [ 2 —- 1 1 = 2 ,
Х - * ± а >  L х  J

т. е.
6 =  2.

Следовательно, прямая 
У = х +  2

есть наклонная асимптота данной 
кривой.

Д ля исследования взаимного расположения кривой и асимптоты рассмот­
рим разность ординат кривой и асимптоты при одном и том же значении х:

При х >  0 эта разность отрицательна, а при * < 0  положительна; следова­
тельно, при д:>0 кривая лежит ниже асимптоты, при х<  0 — выше асимп­
тоты (рис. 131).

П р и м е р  б. Найти асимптоты кривой

y  — e~x sin х +  х.

Р е ш е н и е .  1) Вертикальных асимптот, очевидно, нет.
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2) Ищем наклонные асимптоты:

f t -  lim lim И l i m Г ?1*..8! М + 1 1 =  i ,
+  CD л : +  00 Я  +  03 L  Я  I

6 =  lim [e~x s i n x + x — x ]=  lim e - * s in *  =  0.
X ~ >  +  СО X - *  +  CO

Следовательно, прямая
y  =  x

есть наклонная асимптота при>*—*■ +  со.
Заданная кривая не имеет асимптоты при х —>•— оо. Действительно,

lim -М. не существует, так  к ак  -^-=£— s in * + l .  (Здесь первое слагаемое
Х ->  — со X  X X
неограниченно возрастает при х—►— оо и, следовательно, предела не имеет.)

§  11. Общий план исследования функций 
и построения графиков

Под «исследованием функции» обычно понимается разыскание:
1 ) естественной области существования функции;
2 ) точек разрыва функции;
3) интервалов возрастания и убывания функции;
4) точек максимума и минимума, а такж е максимальных и мини­

мальных значений функции;
5) областей выпуклости и вогнутости графика, точек перегиба;
6 ) асимптот графика функции.
На основании проведенного исследования строится график функ­

ции (иногда целесообразно намечать элементы графика параллельно 
с исследованием).

З а м е ч а н и е  1. Если исследуемая функция y = f { х) — четная, 
т. е. такая , что при изменении знака аргумента значение функции 
не изменяется, т. е. если

/ ( — ■*)=/(*)>
то достаточно исследовать функцию и построить ее график при по­
ложительных значениях аргумента, принадлежащих области опреде­
ления функции. При отрицательных значениях аргумента график 
функции строится на том основании, что график четной функции 
симметричен относительно оси ординат.

П р и м е р  1. Ф ункция у = х г — четная, так как  ( —х)г =  (хг) (см. рис. 5). 
П р и м е р  2. Ф ункция у  =  co s* — четная, так  к ак  co s (—*) =  cos* (см. 

рис. 16).

З а м е ч а н и е  2. Если функция у  = / (х)— нечетная,!, е. т акая ,  
что при изменении аргумента функция меняет знак, т. е. если

/ ( — * )  =  —/  (*) ,
то э т у  функцию достаточно исследовать при положительных значе­
ниях аргумента. Г рафик нечетной функции симметричен относительно 
начала координат.



П р и м е р  3. Функция у  =  х’ — нечетная, так  как  ( —*)* = — *’ (см. 
рис. 7).

П р и м е р  4. Ф ункция у  =  s in * — нечетная, так к ак  sin ( —х) =  — sin 
(см. рис. 15).

З а м е ч а н и е  3. Так как  знание одних свойств функции позво­
ляет сделать вывод о других  ее свойствах, то иногда порядок ис­
следования целесообразно выбирать, исходя из конкретных особен­
ностей данной функции. Так, например, если мы выяснили, что заданная 
функция непрерывна и дифференцируема, и нашли точки максимума 
и минимума этой функции, то тем самым мы уж е  определили и об­
ласти возрастания и убывания функции.

П р и м е р  5. Исследовать функцию
*
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У \ +  *2
и построить ее график.

Р е ш е н и е .  1) Область существования функции— интервал — оо <  х <
<  +  оо. Сразу отметим, что при * <  0 имеем у  <  0, а при х >  0 имеем у  >  0.

2) Ф ункция всюду непрерывна.
3) Исследуем функцию на максимум и минимум: из равенства

, I - * 2 „
У ~ ( 1+ *2)2

находим критические точки:
* , =  — 1, * ,=  1.

Исследуем характер критических точек:
при * , <  — 1 имеем у ' <  0; 
при * ! >  — 1 имеем у ' >  0.

Следовательно, при * = — 1 функция имеет минимум:

Ут\п =  ( У ) х = - 1 =
Далее,

при *  <1 имеем у ' > 0; 
при * > 1  имеем </'<0.

Следовательно, при * = 1  функция имеет максимум:

У т а \ ~  ( ! / ) х = 1 =

4) Определим области возрастания и убывания функции:
при — о о < * < — 1 имеем у ' <  0 —функция убывает; 
при — 1 < х < 1  имеем у ’ >  0 —функция возрастает; 
при 1< *  <  +  ооимеем у ' <  0 —функция убывает.

5)  Определим области выпуклости и вогнутости кривой и точки пере­
гиба: из равенства

г д ^ - з ) 
у (1+ * 2)1

получаем:
*, =  — ̂ 3 ,  *2 =  0, * , =  1^3.
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Исследуя у ” как  функцию от х, находим:
при — оо <  * <  — 1 ^ 3  

при — У з < х < 0  
при 0  <  х <  у з
ПРИ УЗ<Х< +00

у " < 0 — кривая вы пуклая; 
у" >  0 — кривая вогнутая; 
у" <  О— кривая вы пуклая; 
у" >  О— кривая вогнутая.

у т
4

есть точкаСледовательно, точка с координатами дс =  — У 3, у

■ И  есть точки перегиба.перегиба; точно так же точки (О, 0 )
6 ) Определим асимптоты кривой:

при х —>-+ оо 
при х —*■— 00

-0;
-0.

Следовательно, прямая у  — 0 есть единственная наклонная асимптота. 
Вертикальных асимптот кривая не имеет, так к ак  ни для одного конечного 
значения х функция не стремится к бесконечности.

График исследуемой кривой изображен на рисунке 132.
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П р и м е р  6 . Исследовать функцию

У= у  2ахг —х*
и построить ее график.

Р е ш е н и е .  1) Функция определена при всех значениях х.
2) Ф ункция всюду непрерывна.
3) Исследуем функцию на максимум и минимум:

, _  4ах — З*2 _  4а  — 3*
У ~ 3  У (2 а х г —х’ )г 3 У х  (2а—х ?  '

Производная существует всюду, за исключением точек
х, — О и хг =  2а.

Исследуем предельные значения производной при х -+■—0 и п р и *-»-+ 0 ; 
4а — 3* 4 а — 3*lim

о З  у Х у ( 2 а  +  дс)2
■ оо, lim

х ->+о 3 у  х У  (2а +  ху
.=  +  00

при х < 0  будет у ' < 0, при * > 0  будет у ’ > 0.
Следовательно, при *  =  0 функция имеет минимум. Значение функции 

в этой точке равно нулю.
Исследуем теперь функцию в другой критической точке хг — 2а. При 

х 2а производная такж е стремится к бесконечности. Однако в данном случае 
для всех значений х, близких к 2а (находящихся как  справа, так и слева



1 8 2 ИССЛЕДОВАНИЕ П О В Е Д Е Н И Я  ФУНКЦИЙ [ Г Л .  V

от точки 2а),  производная отрицательна. Следовательно, в этой точке функ­
ция не имеет ни максимума, ни минимума. В точкелг2 =  2а ,  т ак  ж е  к а к  и вблизи 
этой точки, ф ункция убывает ; к асательная  к  кривой в этой точке вертикальна .

4 а
При *  =  -д- производная обращается в нуль . Исследуем хар актер  этой кр и ­

тической точки. Рассматривая выражение первой производной, замечаем, что
4а _ „при х <-j будет у >  О,

4 а

4 а
при * > - д  будет у ' <  0.

Следовательно, при х =~^  ф ункция имеет максимум:

Ута
4) На основании проведенного исследования получаем области возрас­

тания и убы вани я  функции:
при — оо <  х <  0 функция убывает;

4апри '0 < * <  —  функция возрастает;
О

при
4 а

< * < + о о  функция убывает.

5) Определяем области выпуклости и вогнутости кривои и точки пере­
гиба: вторая производная

8а*

9дс5 (2а— х)1
ни в одной точке не обращается в 
н уль .  Однако существуют две точ­
ки , в которых вторая производная 
терпит разрыв: это точки * ,«= 0  и 
хг =  2а.

И сследуем зн ак  второй произ­
водной вблизи каж дой из этих 
точек:

при *  <  0 имеем у"< 0— кр и ­
вая  обращена выпуклостью вверх ;

при х  >  0 имеем y f  <  0 — кр и ­
ва я  обращена выпуклостью вверх .

Значит, точка с абсциссой *  =  О 
не я вл я е тс я  точкой перегиба.

При х < 2 а  имеем у" <  0 —кри ­
в а я  обращена выпуклостью вверх; 

при х >  2а  имеем у"  >  0 — к р и в а я  обращена выпуклостью вниз. Значит, 
точка (2а; 0) на кривой явл яется  точкой перегиба.

6) Определяем асимптоты кривой:

k =  lim -^ .=  lim
± оо X х-*■ ± со

b=  lim
Х -+ ±  00

V  аах*

Y Y 2 а**—** +  * ]  =

. =  lim
Х - * ±  со у 2а 

х 1 = - 1 .

lim 2а*1— *• +  *• 2 а
у  (2axz— xs)z— x y / 2ах2— * s +  х2
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Следовательно, прямая

есть н аклонная  асимптот кривой у  — у ^2 а х ‘ —х3. График исследуемой ф унк­
ции изображен на рисунке 133.

§  12. Исследование кривых, заданных параметрически

П усть кривая задана параметрическими уравнениями

(1 )
y  =  q (t) . fУ ■■

В этом случае исследование и построение кривой проводятся анало­
гично тому, как  это было сделано для  кривой, заданной уравнением

Вычисляем производные

(2)

Для тех точек кривой, вблизи которых кривая является графиком 
некоторой функции у  = / (х), вычисляем производную

d y  ф' (О
dx  ф' (/) (3)

Находим значения параметра t — t t2, . . . ,  tk, при которых хотя бы 
одна из производных ф ' (t) или ф  (t) обращается в нуль или терпит 
разрыв. (Такие значения t мы будем называть критическими значе­
ниями.) По формуле (3) в каждом из интервалов (tv t j ;  (tt, /,); . . .

tk), а следовательно, и в каждом из интервалов (xv х г);
(хг, х г); . . . ;  (xk_ v xk) (где х (. ==ф(/1)) определяем знак тем

самым определяем области возрастания и убывания. Это д ает  также 
возможность определить характер точек, соответствующих значениям 
параметра t v tv  . . . ,  tk. Далее, вычисляем:

d‘y _  Ф"(/)Ф'( 0 —Ф"(/)ф'(0 ш
dx2 [ Ф' (/ )]*  * w

На основании этой формулы определяем направление выпуклости кри­
вой в каждой точке.

Для нахождения асимптот находим такие значения t, при прибли­
жении к которым или х, или у  стремятся к  бесконечности, и такие 
значения t, при приближении к которым и х, и у  стремятся к бес­
конечности. Затем производим исследование обычным способом-



Некоторые особенности, появляющиеся при исследовании кривых, 
заданных параметрически, выясним на примерах.

П р и м е р  1. И сследовать кривую , заданную уравнениями
х —а  cos’  t ,  \ /w.
у  =  a  sin* t. j

Р е ш е н и е .  Величины х и у  определены для  всех значений t. Но т ак  
к а к  функции cos*t  и sin* t — периодические, с периодом 2 я ,  достаточно рас­
смотреть изменение параметра t в пределах от 0 до 2 я ;  при этом областью 
изменения х будет отрезок [ — а,  а] и областью изменения у  будет  отрезок 
[ —а, а]. Следовательно, рассматриваемая кр и в а я  асимптот не имеет. Д ал ее ,  
находим:

— За cos' t sin t, )  d t  | (2 ')

^  =  3a  s i n ! t cos t.

jt 3 jt
Эти производные обращаются в нуль при < =  0, у  , я ,  - у  , 2 я .  Определяем:
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d y  За sin8 1 cos t 
dx ~  —3a cos* t  sin 

На основании формул (2 ') ,  (3 ')  составляем следующую таблицу:

_ _— tg t. (3*)
dx  —За cos* t  sin t

Область изменения 
t

Соответст в у ю щ а я 
область изменения

X
Соответствую ­

щ ая область из­
менения у

Знак
dy
dx

Х арактер 
изменения у 
к а к  функции 
от х (и=Цх))

0 <  * < Т а >  х >  0 0 < у < а — Убывает

я
у  < t < n 0 >  х >  — а а >  у  >  0 + Возрастает

d Зл 
n < t < ~2

—а < х < 0 0 >  у >  —а — Убывает

у  <  t <  2 я 0 <  х <  а —а < у < 0 + Возрастает

Из таблицы следует ,  что уравнения ( Г )  определяют две непрерывные ф унк­
ции вида y  — f  (х), при 0 < * < я  будет у З *  0  (см. две первые строчки таб­
лицы), при я < / < 2 я  будет у <  0 (см. две последние строчки таблицы). Из 
формулы (3 ')  следует :

lim 
п  их  t —2

lim ^ = о о .  
ззх dxХ-*--



В этих точках  касательная  к кривой вертикальна . Д ал ее ,  находим:

*У\
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= 0 . 3 7 1 =  °>d/|<=o dt\i=n
=  0.

dt\t=2n~

В этих точках  касательная  к  кривой горизонтальна. Затем находим:

d ‘ y 1
dx 2 За cos4 1 sin t

>  0 при 0 <  t <  я  — кр и вая  вогнута, 

<  0 при я  <  t <  2 я  — кр и вая  вы п укл а .

Отсюда следует: 
d 2y  
d x 2
<Ру 
dx2
На основании результатов исследования 
можем построить кривую  (рис. 134). Эта 
кри вая  называется  а с т р о и д о й .

П р и м е р  2. Построить кривую , за­
данную уравнениями (д е к а р т о в  ли ст)

3 at
1 +t* У =

За/2 
1 +<* ( Г )

Р е ш е н и е .  Обе функции определены при всех значениях t, кроме 
t =  — 1, п ри этом

lim х-  
t 1-0

lim 3 at...... , _ = - lo o ,  lim y -  ......  , ___ ,
( - ♦ - 1 - 0  1 -\ -t ( - > - 1 - 0  1

lim x =  — oo, lim y  — +  oo. 
/-+-1+0 <-*-1+0

Заметим, далее , что

Найдем
dx
Tt

d y
d t

dx
d t

при < =  0 
при t  +  oo 
при t -*■— oo

Ч т - 1' )

*  =  0, y =  О, 
x -<- 0, у  О, 
х 0, у  -#■ 0.

d y  З а/ (2— t ’ )
3 7 _  (1+/*)2(!+<*)’

Д л я  t получаем следующие критические значения:

и - У * .

( ? )

/,—— 1, /j—0, tf--:.

Далее, находим:
У *

dy
d y  d t  _  t ( 2 — t ’ )

(3")



На основании формул ( Г ) ,  (2"), (3") составляем  таблицу :
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Область 
изменения t

Соответствую щ ая 
область изменения

Соответствую щ ая 
область изменения

Знак
dy_
dx

Х арактер 
изменения у 
к а к  функции

X У (y=f (X))

—  0 0 <  t  < — 1 
— 1 < < < 0

0 < t < j k  

У  2  <  t <  +  oo

0 <  x <  +oo 
— со < х  <  0

0 >  у  >  — оо 
+  со >  у  >  0

— Убывает
Убывает

0 <  х <  а у Т 0 < у  <  а  у  2 + Возрастает

а у 4 >  х >  а ^ / 2 а у 2 < у < а  У 4 — У  бывает

а ^ / 2  >  х >  0 а У 4 >  у >  0 + Возрастает

Из формулы (3") находим:

№  -  
t — 0 t  =  СП

/ Х  =  0\ /Х  =  0\
\*/=о/ \у=о/

Следовательно, начало координат кр и вая  пересекает дваж ды , с касательной, 
параллельной оси Ох, и с касательной, параллельной оси Оу.  Далее ,

т
t-

V *
»:=а£/ 4 
У=а'У^

В этой точке касательная  к  кривой вертикальна .

=  0.(©

В этой точке касательная  к  кривой горизонтальна. Исследуем вопрос о с у ­
ществовании асимптоты:

и »  1,
X —> +  со / —> — 1 — О 3# / ( I “ f" t )

lim ( у
X-+ + &

=  lim [ f e ^ + IT l  =  lim ___3at
Х - + - 1 - 0  |_ 1 -\ - t3 J / - > - 1 - 0  1 — t 1

= — a.
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Следовательно, прям ая  у  =  —х — а  я вл яется  асимптотой ветви кривой при 

X -►+ 00. ^ У

Аналогичным образом найдем:

k =  lim - ^ = - 1 ,
Х -+  — оо X

b — lim (у — kx) —— a.
X - + - 0 0

Таким образом, найденная п р ям ая  я в л я е т ­
ся  асимптотой и д л я  ветви кривой при 
X -*■— оо.

Н а основании проведенного исследо­
вания строим кри вую  (рис. 135).

Некоторые вопросы, связанные с Рис. 135.
исследованием кр и вы х ,  б удут  дополни­
тельно рассмотрены в главе  V III ,  § 19 «Особые точки кривой».

У п раж н ени я  к главе  V

Н айти экстр ем ум ы  функций: 1. у  =  х2— 2* +  3. Отв. у т\п =  2 при * = 1 .

2. У — ~2 — 2 * 2 +  3* +  1 .О т в .  t/max =  y  при х — 1. 3. у  =  х’ — 9*2 +  15* +  3.

Отв. ут т — Ю п р и * = 1 , ( / т !п  =  - 2 2  при *  =  5. 4. «/ =  — * 4 +  2*2. Отв. утах=  1 
при * = ± 1 ,  у т \п=  0 при *  =  0. 5. (/ =  * 4 — 8*2 +  2. Отв. утах =  2 при *  =  0, 
Ут\п — — 14 при * = ± 2 .  6. у  =  З*5— 1 2 5 * '+  2160*. Отв.  m ax при *  = —4 и

2

*  =  3, min при *  =  — 3 и х — 4. 7. у  —2 — ( * — I ) 3 . Отв. у тах =  2 при * = 1 .
1
~ _Qx [ 2

8. t/ =  3 — 2 ( * + 1 ) 3 . Отв.  Нет ни ш ах , ни min. 9. (/ = —- — —̂  . Отв.  minX —р *ЬХ —р Z.
при х - V 2 ,  ш ах при х =  — У 2 .  10. у  =  (х - . 2\<3 - хК  о т в .  max при

1 2  1 п 9  г
х = - Е- .  11. у  =  2ех +  е ~ х. Отв.  min при * = ------— . 12. у =  — .

5 2 In*

°тв .  у т 1„ =  е при х — е .  13. t/ =  c o s *  +  s in *  0 т в • Утз*= У~2

^  я  .
<  *  <  у  I. Отв.  max при * = ~ g - . min

Jt
при * = — g - .  15. y —x +  i g x .  Отв.  Нет ни m ax , ни min . 16. «/ =  e * s in * .

я  3Отв.  min при x — 2 k n — ma x  при *  =  2 й я  +  -^ - я .  17. у  =  х4— 2хг +  2.

Отв.  max при *==0; два min при *  =  — 1 и при * =  1. 18. (/ =  (* — 2)" ( 2 * +  1) 

Отв.  t/min — 8,24 при *  =  - g - . 19. у —х . Отв.  min при х =  1; m ax при

*  =  — 1. 2 0 . (/ =  * 2 ( а — * ) г . О/Пб. Утах — jQ  ПРИ * = - |  ; =  °  ПРИ *  =  °  и

при * =  - j - .  14. t/ =  sin 2*- - * ( - f
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о. \ а 2 . а*при *  =  а. 21. у  = --------------- . Отв.  max при *  = --------г ; min при *  = ------ г .
х а —х v  a — b F a  +  b

22. !/ =  *  +  V 1— *. Отв. y max =  5j4  при *  =  3/4; «/min =  — 1 при *  =  — 1. 23. у  =

=х]/г \ х ( * <  1). Отв.  (/щах= 1 / ^  — при *  =  _ .  24. у - - . ———:  • Отв.
3 г 3 3 1 +  *2

min при *  =  — 1 ; т а х  при * = 1 .  25. i/ =  * l n * .  Отв.  min при х =  1 /е. 26. у  =

=  arccos

=  *1п 2 *. Отв. m ax при *  =  е 2 ; min при * = 1 .  27. у =  I n * — arc tg* .  
Отв. Ф ун кц ия  возрастает. 28. j/ =  s in 3 * — 3 s i n * .  Отв. min при * = я / 2 ;  max 
при *  =  Зя/2. 29. г/ =  2 * -f-arc tg*. Отв. Нет экстремумов. 30. v  =  s in *c o s2*.

Отв. min при *  =  ; два  m ax : при *  =  arccos и при *  =

• 3 *- У — arcsin ( s in* ) .  Отв. max при *  =  i l ^ L i l 1 1 ^ ;

(4m +  3) я  min при *  =  -------  - ■■■ - .

Найти наибольшие и наименьшие значения функции на указанны х от­
резках : 32. у =  — 3*‘  +  6*2— 1 ( — 2 < * г ^ 2 ) .  Отв. Наибольшее значение

i/ =  2  при * =  ± 1 ,  наименьшее у =  — 2 5  при * =  ± 2 .  33. 1/ =  —  — 2 * 2 + 3 *  +
О

+  1 ( — 1 < * « г 5 ) .  Отв. Наибольшее значение =  23/3 при *  =  5, наименьшее
X— 1

значение </ =  — 13/3 при *  =  — 1. 34. (/ =  ——  ( 0 < *  <  4). Отв.  НаибольшееX | *
значение у — 3/5 при *  =  4, наименьшее значение у =  — 1 при *  =  0. 35. у =  
=  s in 2 * — * ( — я / 2 < * < я / 2 ) .  Отв. Наибольшее значение у =  п/2 при 

*  =  — я/2, наименьшее значение у =  — я/2 при * = я / 2 .
36. Из квадратного  жестяного листа со стороной а  желаю т сделать от­

крытый сверху  ящ ик возможно большего объема, вырезая  разные квадраты  
по у гл а м ,  у д а л я я  их и затем загибая  жесть, чтобы образовать бока ящика. 
К ако ва  должна быть длина стороны вырезаемых квадратов? Отв. о/6.

37. Д оказать ,  что из всех прямоугольников , которые могут  быть впи­
саны в данный к р у г ,  наибольшую площадь имеет квадрат .  Показать т а кж е ,  
что у  к в адрата  и периметр будет наибольший.

38. Показать ,  что из всех равнобедренных треугольников , вписанных в 
данный к р у г ,  наибольший периметр имеет равносторонний треугольник .

39. Найти прямоугольный треугольник наибольшей площади, имеющий 
гипотенузой отрезок А. Отв. Д лина каж дого  катета равна h j V 2.

40. Найти высоту прямого цилиндра с наибольшим объемом, который 
может быть вписан в шар радиуса R. Отв. Высота равна 2R / V 3 .

41. Найти высоту прямого цилиндра с наибольшей боковой поверхностью, 
который может быть вписан в данный шар радиуса R. Отв.  Высота равна R  2.

42. Найти высоту прямого конуса  с наименьшим объемом, описанного 
около данного шара радиуса R. Отв. Высота равна 4# (объем конуса равен 
двум  объемам шара).

43. Резервуар , который должен иметь квадратное дно и быть открытым 
сверху ,  нужно выложить внутри свинцом. К аковы  долж ны  быть размеры
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резервуара емкостью в 32 л,  чтобы вы клад ка  требовала наименьшего количе­
ства свинца? Отв.  Высота 0 ,2  м,  сторона основания 0 ,4  м (т. е. сторона осно­
вания долж на быть вдвое больше высоты).

44. Кровельщ ик ж елает  сделать открытый желоб наибольшей вместимости, 
у  которого дно и бока были бы шириной 10 см  и бока были бы одинаково 
наклонены ко дну .  К ако ва  долж на быть ширина желоба наверху?  Отв. 20 см.

45. Д оказать ,  что конический шатер данной вместимости требует наи­

меньшего количества материи, когда его высота в у Н Г р а з а  больше радиуса 
основания.

46. Требуется изготовить цилиндр, открытый свер х у ,  стенки и дно кото­
рого имеют данную  толщину. К ако вы  должны быть размеры цилиндра, чтобы 
при данной вместимости на него пошло наименьшее количество материала? 
Отв. Если R — внутренний радиус основания, v  — внутренний объем цилиндра,

то v I n .
47. Требуется построить котел, состоящий из цилиндра, завершенного 

д вум я  полусферами, со стенками постоянной толщины т а к ,  чтобы при данном 
объеме v  он имел наименьшую н ар уж н ую  поверхность. Отв.  Котел должен

иметь форму шара с внутренним радиусом R = \ / Зо/4я.
48. Построить равнобочную трапецию, которая при данной площади S 

имела бы наименьший периметр; угол при основании трапеции равен а .  Отв.
Д л и н а  боковой стороны равна V s / s i n a .

49. Вписать в данный шар радиуса R правильную треугольную  призму
наибольшего объема. Отв. Высота призмы равна 2R f V  3 .

50. Около полуш ара радиуса R требуется описать конус наименьшего 
объема; плоскость основания конуса  совпадает с плоскостью основания полу-
шара; найти высоту кон уса .  Отв.  Высота конуса  равна 3 .

51. Описать около данного цилиндра радиуса г  прямой конус наимень­
шего объема, п олагая ,  что плоскости и центры кр у го в ы х  оснований цилиндра 
и конуса  совпадают. Отв.  Р ади ус  основания конуса равен Зг/2.

52. Из листа, имеющего форму к р у г а  радиуса R,  вырезать такой сектор, 
чтобы, с верн ув  его, получить воронку  наибольшей вместимости. Отв.  Централь­

ный у гол  сектора равен 2 я  У 2/3.
53. Из всех к р у г л ы х  цилиндров, вписанных в данный куб  с ребром а  

таким образом, что оси их совпадают с диагональю  куб а ,  а окружности  
оснований касаются его граней, найти наибольшей по объему. Отв.  Высота
цилиндра равна а  У Т / 3 ;  радиус основания равен о/

54. В прямоугольной системе координат дана точка (х0, у 0), л еж ащ ая 
в первом квадранте. Провести через эту  точку  прямую т ак ,  чтобы она образо­
вала  с положительными направлениями осей координат треугольник  наимень­
шей площади. Отв.  П рям ая  отсекает на осях  отрезки 2ха и 2 у0, т. е. имеет

уравнение ^ + ^ = 1 .

55. На оси параболы у г =  2рх дана точка на расстоянии а  от вершины; 
найти абсциссу ближайшей к ней точки кривой. Отв. х = а — р.

56. Принимая, что прочность б р у с ка  с прямоугольным поперечным сече­
нием прямо пропорциональна ширине и к у б у  высоты, найти ширину бруска  
наибольшей прочности, который можно вырезать из бревна диаметром 16 см.  
Отв. Ширина равна 8 см.

57. Миноносец стоит на якоре  в 9 км  от ближайшей точки берега; с ми­
ноносца надо послать гонца в военный лагерь ,  расположенный в 15 км,



считая по берегу от ближайшей к  миноносцу точки берега. Если гонец может 
делать  пешком по 5 «ж  в час, а на веслах  по 4 км  в час, то в как о м  пункте 
берега он должен пристать, чтобы поспеть в лагер ь  в кратчайшее время. 
Отв.  В 3 км  от л агеря .

58. Точка перемещается по плоскости в среде, расположенной вне л и ­
нии МЫ со скоростью с , ,  а по линии MN  со скоростью v 2. По к ак о м у  пути 
она переместится в наименьший промежуток времени из точки А в точ­
к у  В,  расположенную на линии MN1 Расстояние точки А от линии MN 
равно h,  расстояние проекции а  точки А на линию MN  от В  равно а.

Отв.  Если ЛСВ — путь точки, то — — при и аС — а ВЛ С V 2 «п.#
а  В  у ,
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при ~т б < ~  •АВ v t
59. Г р у з  а; подымают рычагом, причем сила F приложена к  одному концу, 

а точка опоры находится на другом  конце рычага. Если гр уз  привешен 
к  точке, находящейся на расстоянии а  сантиметров от точки опоры, а стер­
жень рычага весит и граммов на каж дый сантиметр длины, то к а к о в а  должна 
быть длина рычага, чтобы сила, потребная дл я  поднятия г р уз а ,  была наимень­
шая? Ome. x=V ~2aw j v  см.

60. При п  измерениях неизвестной величины х получены отсчеты: xlt
хг ..............  хп . П оказать ,  что сумма квадратов погрешностей (х—
+ ( * — * 2)2 +  . . . - f  ( * — хп)г будет  наименьшей,, если за  х принять число 
(*! +  хг +  . . .  +  *„)/«.

61. Чтобы по возможности уменьшить трение жидкости о стенки кан ала ,  
площадь, смачиваемая водой, долж на быть возможно меньшей. Показать, что 
лучшей формой открытого прямоугольного  к а н ал а  с заданной площадью 
поперечного сечения явл яется  т а к а я ,  при которой ширина кан ал а  превышает 
вдвое его высоту.

Определить точки перегиба и интервалы выпуклости и вогнутости кривых. 
62. у —х5. Отв.  При * < 0  кри вая  вы п укл а ;  при * > 0  к р и в ая  во гнута ;  
при *  =  0 точка перегиба. 63. у =  1— хг . Отв. Кривая всюду вы пукла .  
64. у = х * — Зх2— 9* +  9. Отв.  При х = 1  точка перегиба. 65. у = ( х — £>)’ . 
Отв.  При х —Ь точка перегиба. 66. у —х1. Отв. К ри вая  всюду вогнута .

67. У= ~ • ®тв - ПРИ х ~  у - - ~  точка перегиба. 68. y*=*tgx.

Отв. При х — п я  точка  перегиба. 69, у  — хе~х. Отв. При х — 2 точка пере­

гиба. 70. у  —а — У  х — Ь. Отв.  При х — Ь точка  перегиба. 

71. у —а — У ( х — Ь)2. Отв. К р и в ая  н« имеет точки перегиба.

Найти асимптоты следующих кривы х : 72. у = — —  . Отв. х — 1; у  =  0.X— I
1 а9

73- У==(х +  2)г ' 0 т в ' *  =  — 2; у==0' 74‘ у==с +  (х—Ьу  ‘ 0 т в -  * = 6 ’
1

у — с .  75. у —в х — 1. Отв. * = 0 ;  у =  0. 76. у = \ п х .  Отв.  *==0. 
77. у 3 — 6х2 +  хя. Отв. у  =  дс +  2. 78. y s =  a s —xs. Отв. у  +  х =  0.

X'®
79. y 2=z2а_х * От в ‘ х =  2а.  80. у 2 (х— 2 а ) = х ’ — а’ . Отв. х=*2а,

У =  ± ( х + а ) .
Исследовать функции и построить их графики: 81. у  =  х*— 2 *4-1 0 .
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8 а* 6* 4 +  я
8г- V=1F+ 83, г /=е 1 84< y = T + 3 ? -  85’ V = ~ 7T ' 

86- 87- 88- у = тт~х- 89° j/S=a;5“ x -

90- '/ =  3 ^ 2  • 91. 0  =  + 2 . 92. «/ = * — y ' V + l .  93. Р " } / ^ р у -

94. у  =  хе~х . 95. у  =  хге~х2. 96. у = х — In (лг+ 1). 97. «/-»In (л:2+ 1).
98. г/ =  sin За:. 99. i/ =  *  +  s in * .  100. г/= л: sin дс. 101. # = е ~ *  s in * .

t x =  t*, ( *  =  /2,

102. I/ =  1 n s in x, 103. V = ^ J - -  104- \ y = — t. 105' < y = t ’ -

{x =  a ( t — sin/), f  x —ae* c o s t ,
л  , 0 7 - \ t , ,

t/ =  a ( l —cos/). J y = ael sint.

Д о п о л н и т е л ь н ы е  з а д а ч и  

x2 + 1
Найти асимптоты линий: 108. у — ■■■■— . Отв. *  =  — 1; у = х — 1.1 X

109. у = х - { - е ~ х. Отв. у = х .  110. 2у  (х-\-1)г = х ’ . Отв. х =  — 1; у  =  -^-х — !■ 

111. у ’  =  а ‘ — хг . Отв.  *  +  г/ =  0. 112. у  =  е~ гх sin х. Отв. у  =  0. 113. (/= 

r=e~x sin 2х-\-х. Отв. у = х .  114. у  =  х l n ^ e + - ^ - j .  Отв. х = — ~  ;

1 —  2/
(/ =  * + — . 115. у = х е * г. Отв.  л: =  0; у = х .  116. к ~ " у _ р *

/* _ , 1 1у  =  т- ? . Отв. у я = ± Т * - _ .

Исследовать функции и построить их графики: 117. «/=|де|. 
118. t/ =  In | х |. 119. у* =  х*—х. 120. у  =  ( х +  \)*(х— 2). 121. у  =  *  +  |*|.

122. i ^ j / х 2— х. 123. г/ =  * 2 J ^ x + T .  124. У =  ~2 — In ж. 125. у  =  ̂ ~]пх.

126. у  =  е<^_|- .  127. ^ =  ,2 8 - У=Х +  ̂ Т ~ "  129' У= х 'п х -
1

130. у = е х — х. 131. г/ =  | s ia  Зд; I. 132. =  133. </=* х arctg х.

134. у = х — 2 a r d g * .  135. у = е ~ гх sin Зх. 136. 0  =  | s i n * l + j s .  
137. {/== s in (x2). 138. у  =  cos8 х -j- sin® x.
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КРИВИЗНА КРИВОЙ

§  1. Д лина д у ги  и ее  производная

Пусть д у га  кривой М0М (рис. 136) есть график функции у  = /  (х), 
определенной на интервале (а, Ь). Определим длину дуги  кривой. Возьмем 
на кривой АВ точки М0, Mv Мг, . . . ,  M ;_v Mh . . . ,  Afn_ „  М. Соединив 
взятые точки, получим ломаную линию М0М1Мг. . 
вписанную в д у г у  М0М. Обозначим длину этой ломаной через Рп.

Длиной дуга МЛМ называется предел (обозначим его через s), 
которому стремится длина ломаной, при стремлении к нулю наи­

большей из длин отрезков ломаной Ж, _ ,Ж (, 
если этот предел сущ ествует  и не зави­
сит от выбора точек ломаной МйМхМг . . .

Отметим, что это определение длины 
дуги  произвольной кривой аналогично оп­
ределению длины окружности.

В главе XII будет  доказано, что если 
на отрезке [а, Ь\ функция f( x )  и ее про­
изводная / '  (х) непрерывны, то д у г а  кри­

вой y = f ( x ) ,  заключенная м еж ду  точками [а ; / ( а ) ]  и [b\ f{b)\, имеет 
вполне определенную длину, причем будет  указан способ вычисления 
этой длины. Там же б удет  установлено (как следствие), что в указан­
ных условиях отношение длины любой дуги  этой кривой к длине ст я ­
гивающей ее хорды стремится к 1, когда длина хорды стремится к 0:

1.lim
м0м-* о дл. М0М

Эта теорема легко может быть доказана для окружности *), однако 
в общем случае мы пока примем ее без доказательства.

*) Рассмотрим д у г у  АВ,  центральный угол  которой равен 2а  (рис. 137). 
Длина этой дуги  равна 2Ra (R — радиус окружности),  а длина стягивающей 
ее хорды равна 2R sin а .  Поэтому

lim EL4 £ =
а->оДЛ. дд

lim 2Ra-  
а -»о 2R sin а

=  1 .
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Рассмотрим следующий вопрос. П усть мы имеем на плоскости кри­
вую, заданную уравнением

У = / ( * ) •

Пусть М0 (х0, у 0) — некоторая фиксированная точка кривой,

£СМ

а М(х, у) — переменная точка этой кривой. Обозначим через s  длину 
ду ги  МаМ (рис. 138).

При изменении абсциссы х  точки М длина 5 дуги  будет меняться, 
т. е. s есть функция х. Найдем производную s по х.

Дадим х  приращение Д х  Тогда д у г а  s получит приращение

Д $ = д л .  ММГ П усть  MMt — хорда, стягивающая эту  д у г у .  Для
Asтого чтобы найти lim - г - ,  поступим следующим образом: из Д  ММ Q

Д *-+ олл:
находим:

ММ, =  (Д х )2 +  (Д у )2.

Помножим и разделим левую часть на As:

( Ш ) ' а 5'= ( А Х)'+ (Д у )'.

Разделим все члены равенства на Д х 2:

т  № = ' + № ■  -  ^
Найдем предел левой и правой частей при А х —>-0. Учитывая, что

lim - ,  - —  As мм.
ММ, 1 ,, Au du-т—- =  I и что lim Ti ==rjz-, получим:
A S Д*-+ о Л х а х

(£)'-+(ЙУ
7 Н. С. П искунов, т . I
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или __________

I -  «>
Д ля дифференциала дуги получим следующее выражение:

<2>
или *) _________

ds =  Y  dx1 -f- dy1. (2 ')
Мы получили выражение дифференциала длины дуги  для того сл у ­

чая, когда кривая задана уравнением у = / (х ) .  Однако формула (2 ' )  
сохраняется и в том случае, ко гда  кривая задана параметрическими 
уравнениями.

Если кривая задана параметрически:
*  =  <р(0, ^  =  ^ ( 0 .

то
dx — q>' (i) dt, dy =  ф' (t) dt, 

и выражение (2 ')  принимает вид

ds =  У  [ф'ДО^ +  И ) ' (<)]*<«•

§  2 .  Кривизна

Одним из элементов, характеризующих форму кривой, является 
степень ее искривленности, изогнутости.

П усть  мы имеем кривую, которая не пересекает самое себя 
и имеет определенную касательную в каждой  точке. Проведем каса­

тельные к кривой в каких-нибудь д в у х  ее точ­
ках  А и В и обозначим через а  угол, образо­
ванный этими касательными, или — точнее— угол 
поворота касательной при переходе от точки А 
к  точке В (рис. 139). Этот угол называется уг­
лом смежности д у ги  АВ. У д в у х  д у г ,  имею­
щих одинаковую длину, больше изогнута та д у ­
га ,  у  которой угол смежности больше (рис. 139 
и 140).

С другой стороны, рассматривая дуги  различ­
ной длины, мы не можем оценить степень их ис­
кривленности только соответствующим углом 

Рис. 139. смежности. Отсюда следует , что полной харак­
теристикой изогнутости кривой будет  о т н о ш е ­

н и е  угла смежности к  длине соответствующей дуги .

*) Строго говоря, формула (2') верна лишь для того случая, когда dx > 0. 
Если же dx <  0 ,  то d s  =  —  V d х2 +  dyг. Поэтому, в общем случае эту фор­
мулу правильнее записать так: | ds | =  V  dx2 +  dy2.
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О п р е д е л е н и е  1. Средней, кривизной Кср дуги АВ называется 
отношение соответствующего у гла  смежности а  к  длине д у г и !

„  _  а  
А ср 4—'  •

АВ
Для одной и той же кривой средняя кривизна ее различных 

частей (д у г )  может быть различной; так ,  например, дл я  кривой, пока­

занной на рисунке 141, средняя кривизна д у ги  АВ не равна средней
кривизне д у г и  А^В^ хотя длины 
этих д у г  равны м еж ду  собой. Более 
того, вблизи различных точек кривая

Рис. 140. Рис. 141.

искривлена по-разному. Для того чтобы охарактеризоватьстепень искрив­
ленности данной линии в непосредственной близости к  данной точке А, 
введем понятие кривизны кривой в данной точке.

О п р е д е л е н и е  2. Кривизной КА линии в 
данной точке А называется предел средней кри­

визны ду ги  АВ, когда длина этой д у ги  стре­
мится к нулю (т. е .  когда точка В  прибли­
жается  *) к  точке А):

К А =  l im К (ор lim
В-+ A ~r АВ-+о А В  

П р и м е р .  Д л я  окружности радиуса  г :  ^ о п р е ­
делить среднюю кривизну  д у ги  АВ,  соответствую­
щей центральному у г л у  а  (рис. 142); 2) определить 
кривизну  в точке А.

Р е ш е н и е .  1) Очевидно, что у гол  смежности д у ги  АВ  равен а ,  длина 
Дуги равна а  г .  Следовательно,

К.  “

Рис. 142.

*) Мы предполагаем, что величина предела не зависит от того, с какой 
стороны от точки А мы берем переменную точку  В  на кривой.

7 *
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2) Кривизна в точке А равна 
К 1;™ а lim --- :

а-*о ИГ
Таким образом, средняя кривизна дуги окружности радиуса г не зависит 

от длины и положения дуги, для всех дуг она равна —. Кривизна окруж­

ности в любой ее точке также не зависит от выбора этой точки и равна -j- .

З а м е ч а н и е .  Отметим, что для произвольной кривой кривизна 
в различных ее точках, вообще говоря, б уд ет  различная. Это мы 
увидим ниже.

§  3 . Вычисление кривизны

Выведем формулу для  вычисления кривизны данной линии в лю­
бой ее точке М (х, у). При этом мы будем предполагать, что кривая

задана в декартовой системе координат 
уравнением вида

У = / { х )  (1)
и что функция f ( x )  имеет непрерывную 
вторую производную.

Проведем касательные к кривой в 
точках Ж и Ж, с абсциссами х  и х-\- Ах 
и обозначим через ф и ф + Д ф  углы 
наклона этих касательных (рис. 143).

Длину д у ги  М0М, отсчитываемую от 
некоторой постоянной точки М0, обозна­

чим через s ; тогда As =  M0Ml — M0M, 
a \As\=MMl.

Как непосредственно видно из рис. 143, угол смежности, соот­

ветствующий д у г е  ЛШ „ равен абсолютной величине *) разности углов ф 
и фЦ-Дф, т. е. равен |Дф|.

Согласно определению средней кривизны кривой на участке ЛШ, 
имеем:

Аф I„  _ |  Лф|_
СР I As | As

Чтобы получить к р и в и з н у  в т о ч к е  М, нужно найти предел 

полученного выражения при условии, что длина д у ги  ЛШ, стремится
к нулю:

К- - lim
A s-*  о

Аф
As

*) Для кривой, изображенной на рисунке 143, очевидно, что | Дф| =  Аф, 
так как Дф > 0.
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Так как  величины <р и s обе зависят от х  (являются функциями 
от х), то, следовательно, ф можно рассматривать как  функцию от s. 
Мы можем считать, что эта функция задана параметрически с по­
мощью параметра х. Тогда

lim W  =
о As ds

и, следовательно,
d(fК = ds (2)

Для вычисления ^  используем формулу дифференцирования функ­
ции, заданной параметрически:

d ф
й ф __dx

ds ~  ds ’ 
dx

Чтобы выразить производную ^  через функцию у = / (х ) ,  замечаем, 

что tg ф =  и, следовательно,

ф =  arctg .

Дифференцируя по х  последнее равенство, будем иметь:
d*y

d<f dx2

Ш "
ds

Что же касается производной -г - ,  то еще в §  1 гл. VI мы

нашли

Поэтому
d*y
dx2

1 +.(*У\* £ 1
dф dx_________ \dx ) _______dx2
ds ds

dx

или, так  как  K =

/ч-(йГКй)Т"
d<f■— , окончательно получаем: 

d*y
W-I



Следовательно, в любой точке кривой, где  сущ ествует  и непре­

рывна вторая производная можно вычислить кривизну. Для ее

вычисления служит формула (3). Заметим, что при вычислении кри­
визны кривой следует  брать только арифметическое (т. е. положи­
тельное) значение корня в знаменателе, так  как  кривизна линии по 
определению не может быть отрицательной.

П р и м е р  1. Определить кривизну  параболы у г =  2рх:
а) в ее произвольной точке М (х, у)-,
б) в точке М ,  (0, 0);

в) в точке M s . р )  •

Р е ш е н и е .  Находим первую и вторую производные функции (/= V 2рх:  
d y  __ р  d*y  _  р г 
dx V 2p x  ’ dx1 (2pxf l*  '

Подставляя  полученные вы ражения в формулу (3), получим:

у  Р2
8) (2 рх+р*)^

^х=о.

в) К  1
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X
2

П р и м е р  2. Определить кривизну  прямой y  =  ax-\-b в ее произвольной 
точке (х , у) .

Р е ш е н и е .
у '  =  а, у" — 0.

Обращаясь к  формуле (3), получаем:
К = 0.

Т аким  образом, п р ям ая  представляет собой «линию нулевой кривизны». Этот же 
результат  легко  можно полуиить непосредственно из определения кривизны.

§  4 . Вычисление кривизны линии, заданной  параметрически

П усть  кривая задана параметрически:

*=<p(i f ) ,  y  =

Т огда  (см. §  24  гл. III):
d y  ^ ' ( 0  d sy  г|/'<р'— Ф'ф" 
d x ~  <р'(*)’ dx*~~ (ф')« '*

П одставляя полученные выражения в формулу (3) предыдущего 
параграфа, получаем:

t ' v " l  m



П р и м е р .  Определить кривизну  циклоиды
x =  a ( t — sin/),  у  =  а ( \ — cos/)

в ее произвольной точке (х, у ) .
Р е ш е н и е .

dx  .. d*x , , d y  , „ d*y— 1— cos/), ^ -  =  a s in / ,  ~  =  a s i n ( ,  - ~  =  a c o s t .

П одставляя  полученные выражения в формулу (3), находим:

| а  (1 — cos /) a  cos /— a  sin t - a  sin /| | cos /— 11 _
| аг (1 — cos /)* +  a* sin* / 15/1 2*1* а  (1 — cos t f  л

1 1
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23̂ а  (1— cos/)1'1 4 а . / smT

§  5 . Вычисление кривизны линии, заданной уравнением 
в полярных координатах

П усть кривая задана уравнением вида

е =/(»)• (1)
Напишем формулы перехода от полярных координат к  декартовым:

х  =  е  cos 0, 
у  =  q sin 0.

Если в эти формулы подставить вместо q его выражение через 0, 
т. е. /(0), то получим:

я  = / ( 0 )  cos О,

(2)

у  =  /  (0) sin 0. J ^

Последние уравнения можно рассматривать как  параметрические 
уравнения кривой (1), причем параметром является 0.

Тогда

^  =  ^ c o s O _ e s i n 0 ,  g  =  g s in O + Q c o sO ,

=  cos 2 sin e cos °>

g  =  g s i n 0  +  2 g  cosO— Qsin0.

Подставляя последние выражения в формулу (1) предыдущего 
параграфа, получаем формулу для  вычисления кривизны кривой в по­
лярных координатах:

и-— i e *  +  2e '1—ое"



200 К Р И В И З Н А  КРИВ О Й [ г л .  VI

П р и м е р .  Определить кривизну спирали Архимеда Q =  a 0 ( a > O )  
в произвольной точке (рис. 144).

Р е ш е н и е .
=  ^  =  0 d8 а ’ d0*

Следовательно,

К = аг0г + 2аг 1 9« +  2
(а 'в '+а*)3̂  а (02+ 1 )"/» *

Заметим, что при больших значениях 9 имеют место приближенные ра- 
“  + 2 _ , в«+- 

б!  ’  в8
в* +  2 , в*+ 1  . 

венства: -  лг 1, - —а— =  1; поэтому, заменяя  в  предыдущей формуле

Рис. 144.

9* +  2 на в* и в*+ 1  на 0*. получаем приближенную формулу (для больших 
значений в):

^  1 вж 1
а (0^3/а ав

Таким образом, при больших значениях 8 спираль Архимеда имеет при­
близительно т у  ж е  кривизну, что и окруж ность  радиуса а0.

§  6 . Р ади ус  и круг  кривизны. Центр кривизны.
Эволюта и эвольвента

О п р е д е л е н и е .  Величина R, обратная кривизне К  линии в дан­
ной точке М, называется радиусом кривизны этой линии в рассматри­
ваемой точке:

г . 1
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Построим в точке М нормаль к  кривой (рис. 145), направленную в 
сторону вогнутости кривой, и отложим на этой нормали отрезок МС, 
равный радиусу  R кривизны кривой в точке М. Точка С называется 
центром кривизны данной кривой в точке М, кр уг  радиуса R с центром 
в точке С (проходящей через точку М) называется кругом кривизны 
данной кривой в точке М.

Из определения круга  кривизны следует, что в данной точке 
кривизна кривой и кривизна круга кривизны равны между собой. 

Выведем формулы, определяющие координаты центра кривизны. 
Пусть кривая задана уравнением

y = f ( x ) .  (3)
Зафиксируем на кривой точку М (х, у) и определим координаты а  

и р центра кривизны, соответствующего этой точке (рис. 146). Д ля 
этого напишем уравнение нормали к кривой в точке М:

Y - y  =  - y ( X - x ) .  (4)

(Здесь X  и Y— текущие координаты точки нормали.)
Так как точка С (а, {}) лежит на нормали, то ее координаты 

должны удовлетворять уравнению (4):

$ — y  =  — j , { a — x). (5)

Далее, точка С (a , fj) находится от точки М (х, у) на расстоянии, 
равном радиусу  кривизны R:

(а— х)‘ +  ф — у)г =  Р г. (6)
Решая совместно уравнения (5) и (6), определим а  и р-.

( а — х)х +  ~  ( а — х)% =  R\
У

< «-*> •  “ т т Ь * 1
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отсюда

а так  как  /? =  — 7—5-т— , ш
\у I

Чтобы решить вопрос о том, верхние или нижние знаки следует 
брать в последних формулах, нужно рассмотреть случай у " >  0 и 
случай у" <  0. Если У ' > 0 ,  то в этой точке кривая вогнута и, сле­
довательно, (рис. 146) и потому следует  брать нижние знаки. 
Учитывая, что в этом случае \у"\=у'\ формулы координат центра 
кривизны б уд ут :

Аналогичным образом можно показать, что формулы (7) б у д у т  спра­
ведливы и в случае _у"<СО.

Если кривая задана  параметрическими уравнениями

то координаты центра кривизны легко получить из формул (7), под­
ставляя в них вместо у' и у" их выражения через параметр

П р и м е р  1. Определить координаты центра кривизны параболы
у 2 =  2рх

а) в произвольной точке М (х , у)\ б) в точке М 0 (0, 0); в)  в точке

x't y 't—*t y't

Тогда
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Если в точке Л1{(х, у) данной линии кривизна отлична от нуля, 
то этой точке соответствует вполне определенный центр кривизны 
С, (а, Р). Совокупность всех центров кривизны данной линии обра­
з ует  некоторую новую линию, называемую э в о л ю т о й  по отношению 
к первой.

Таким образом, геометрическое место центров кривизны данной 
линии называется ее эволютой. По отношению к своей эволюте данная 
линия называется эвольвентой 
или инволютой (или разверткой).

Рис. 148.

Если данная кривая определяется уравнением у —/(х), то урав­
нения (7) можно рассматривать как  параметрические уравнения эволюты 
с параметром х. Исключая из этих уравнений параметр х  (если это 
возможно), получим непосредственную зависимость м еж ду  текущими 
координатами эволюты а и р .  Если же кривая задана параметрическими 
уравнениями jc =  ф (/), _у =  ф(^), то уравнения (7 ')  дают параметри­
ческие уравнения эволюты (так  как  величины х, у, х', у', х", у" 
являются функциями от t).

П р и м е р  2. Найти уравнение эволюты параболы
у г =  2рх.

Р е ш е н и е .  На основании примера 1 имеем дл я  любой точки (х , у )
параболы:

а  =  3дс + р,
(2* )а/‘

У~ Р ’
Исключая из этих уравнений параметр * ,  получим:

Это — уравнение полукубической параболы (рис. 148).
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П р и м е р  3. Найти уравнение эволюты эллипса , заданного параметри­
ческими уравнениями :

х =  a  cos t ,  у  —b  sin /.

Р е ш е н и е .  Вычисляем производные от х и у  по /:

х'  =  — a  sin/, y '  =  b c o s t ;
Xя = —a cost, if  ——fcsin/.

П одставляя вы ражения производных в формулы (7 ') ,  получим:

. Ь cos / (a* sin* t  +  6* cos* i)а  =  a cos /--------- \ ’ =ab  sin* t  +  ab  cos* t
Ьг t  b‘  \ a  cos t —a  cos t sin11--------cos’  / =  ( а --------- ) cos’ /.a \ a J

Таким образом,

Аналогично получаем:

а =  j  cos’  t.

Р - ( 6_ 4 ) Л„ . , .

Исключив парзметр t ,  получаем уравнение эволюты эллипса в виде

(т)’Ч 9 Ч ^ Г -
Здесь а  и р — текущ ие координаты эво­
люты (рис. 149).

П р и м е р  4. Найти параметриче­
ские  уравнения эволюты циклоиды

х — а ( t — sin t), 
у  =  а (\  — cos /).

Р е ш е н  и е.

х' — а (  1— cos/); у '  =  о  sin /; 
х" =  a  sin /; у" =  —a  cos /.

Подставив полученные вы ражения в фор­
м у л у  (7 ') ,  находим:

Рис. 149. а  =  а (/ +  sin /), 
Р = — в ( 1 — c o s t ) .

Сделаем преобразование переменных, положив
а  =  | — па,
P =  ri—2 а,
/ =  т  — я ;

тогда уравнения эволюты примут вид
£ =  а  ( т — sin т),  
т) =  а  (1 — cos т);
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они определяют в координатах |, г| циклоиду  с тем же  производящим кругом  
радиуса а.  Таким  образом, эволютой циклоиды я вл яется  т а к а я  же циклоида, но

смещенная по оси Ох на величину — я а  и по оси Оу  на вел и чи н у— 2а  
(рис. 150).

§  7. Свойства эволю ты

Т е о р е м а  1. Нормаль к данной кривой является касательной 
к ее эволюте.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Угловой коэффициент касательной к  эволю­
те, определяемой параметрическими уравнениями (Т) предыдущего 
параграфа, равен

dp
d p_dx
da da' 

dx
Заметив, что [в силу тех же уравнений (7 ') ]

da 3 Г у 'г- у ' у '" - у ' ,у'" . . ,3  уУ - у" ' - у'У "
Т х ~  7~г “  У У"1 ’ '  '
dp З у У - у '” - у ' гу'"
dx~~ у"1 '  ’

получаем соотношение
d p ____J_
d a =  у "

Но у' есть угловой коэффициент касательной к кривой в соответ­
ствующей точке, поэтому из полученного соотношения следует , что 
касательная к  кривой и касательная к ее эволюте в соответствующей 
точке взаимно перпендикулярны, т. е. нормаль к кривой является 
касательной к эволюте.

Т е о р е м а  2.  Если на некотором участке MtM, кривой радиус 
кривизны изменяется монотонно ( т . е. либо только возрастает, 
либо только убывает), то  приращение длины дуги эволюты на



этом  участке кривой равно (по абсолютной величине) соответ­
ствующему приращению радиуса кривизны данной кривой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании формулы (2 ')  §  1 гл. VI имеем:

ds* =  da2 - f

гд е  d s— дифференциал длины д у ги  эволюты; отсюда

(§)Ч£)'+(а)'-
Подставляя сюда выражения (1) и (2), получим:

( £ ) * _ , !  +  /■>(■ О,

Найдем, далее, ( J jj'j • Так как

п (1 +  У',)Ч' „  р , (1+</")*К  — --------у ,--------, ТО К  —  — ^ г------•

Дифференцируя по х  обе части этого равенства, получим после соот­
ветствующих преобразований

n n d R  2 ( \ + у ’> ) * ( З у ' у " * - у ' " - у ' * - у " ' )
H dx (у")>

п ff ог> 2(1 + у ' г ) ‘ 1гДеля обе части равенства на 2/<= —— Чг~-— , получим:
У

dR  _  (1 + у ’*)'Ь (3y ' / * - y ’ " - y ' Y " )  
dx  у"*

Возводя в квадрат ,  получим:

( g y - o + z i ^ - y - 1 т

Сравнивая равенства (3) и (4), находим:

2 0 6  К Р И В И З Н А  К Р И В О Й  [г л . VI

( d R V ^ f d s V  
\ d x J  \ d x J  *

откуда
d R _  d_s
dx dx  *

По условию ^  не меняет знак (R только возрастает или только

убывает), следовательно, и ^  не меняет знак. Примем для опре- 
dR  d sделенности —  0, 0 (что соответствует рис. 151). Следовательно, 

d R  d s
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П усть  точка М, имеет абсциссу аг,, а Ма— абсциссу хг. Применим 
теорему Коши к функциям s ( j t )  и R(x) на отрезке [л:,, x t\.

(*L\
s (л;г ) — s ( x , )  _ \ d x ) x=\ ,

( d R \
\dx ) x=\

где  | — число, заключенное м еж ду  я ,  и х , (л;, ■< £ <  я , ) .
Введем обозначения (рис. 151):

s (x t) =  st, s (x t)<=st, R (xt) =  R„ R (x 1) =  Ri.

Тогда — — 1. или st — s, — — (Rt — ^ , ) .  Но это значит, что

Совершенно так  же доказывается это равенство и при возрастании 
радиуса кривизны.

Мы доказали теоремы 1 и 2 для  того случая, ко гда  кривая задана 
У уравнением в явном виде _у =  / (х ) .

и —  ----------  ---------- -арамет-
го эти

теоремы остаются в силе, причем их доказательство проводится совер­
шенно аналогично.

З а м е ч а н и е .  Укажем следующий простой механический способ 
для построения кривой (эвольвенты) по ее эволюте.

П усть гибкая линейка согнута по форме эволюты С0С, (рис. 152). 
Предположим, что нерастяжимая нить, одним концом укрепленная

1о
Рис. 151. Рис. 152.
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в точке С . ,  огибает э т у  линейку. Если мы будем э т у  нить развер­
тывать, оставляя ее все время натянутой, то конец нити опишет кри­

вую MSM0 — эвольвенту. Отсюда про­
исходит и название « э в о л ь в е н т а » — 
развертка. Доказательство  того, что 
полученная кривая действительно яв­
л яется  эвольвентой, может быть про­
ведено с помощью установленных 
выше свойств эволюты.

Отметим, что одной эволюте соот­
ветствует  бесчисленное множество 
различных эвольвент (рис. 152).

П р и м е р .  Пусть имеем окружность 
радиуса а (рис. 153). Возьмем ту из 
эвольвент этой окружности, которая 

Рис. 153. проходит через точку М0(а, 0).
Учитывая, что СМ =  С7Й0 =  а/, легко 

получить уравнения эвольвенты окружности:
ОР = х =  а (cos / + / sin /),

PM = y  =  a (sint—/cos/).
Отметим, что профиль зуба зубчатого колеса имеет чаще всего форму 

эвольвенты круга.

§  8 . Приближенное вычисление действительных корней уравнения
Методы исследования поведения функции дают возможность нахо­

дить приближенные значения корней уравнения

/ ( * )  =  0.
Если данное уравнение есть алгебраическое уравнение *) первой, 

второй, третьей или четвертой степени, то сущ ествую т формулы, 
позволяющие выразить корни уравнения через его коэффициенты 
с помощью конечного числа операций сложения, вычитания, умножения, 
деления и извлечения корней. Для уравнений выше четвертой степени 
таки х  формул, вообще говоря, не сущ ествует . Если коэффициенты 
любого уравнения, алгебраического или неалгебраического (трансцен­
дентного) не буквенные, а числовые, то корни уравнения могут быть 
вычислены приближенно с любой степенью точности. Отметим, что 
даж е  в тех случаях , когда корни алгебраического уравнения выра­
жаются через радикалы, на практике иногда целесообразно применять 
приближенный метод решения уравнения. Ниже б у д у т  изложены не­
которые методы приближенного вычисления корней уравнения.

1. С п о с о б  х о р д .  П усть  дано уравнение (1)
f  (х) =  О,

где f  (х) —  непрерывная дваж ды  дифференцируемая функция на отрезке

*) Уравнение / (лс) =  0 называется алгебраическим, если / (х) есть много­
член (см. § 6 гл. VII).



[а, b]. Допустим, что путем исследования функции y = f\ x )  внутри 
отрезка [а ,  6] мы выделим отрезок [лг,, х , ]  такой, что внутри этого 
отрезка функция — монотонная (или возрастающая, или убывающая), 
а на концах его — значения функции /(л : ,)  и f ( x t) разных знаков. 
Примем для определенности, что / ( х , Х 0 ,  / (х г) >  0 (рис. 154). Так 
как функция y = f( x ) i  непрерывна на отрезке [* , ,  дг2], то ее график 
пересечет ось Ох в какой-либо л
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Проведем хорду АВ, соединяющую концы кривой у = / (х ) ,  соот­
ветствующие абсциссам л;, и х г. Абсцисса а х точки пересечения этой 
хорды с осью Ох и б удет  приближенным значением корня (рис. 155). 
Для разыскания этого приближенного значения напишем уравнение 
прямой АВ, проходящей через две  данные точки А [ * „  /(.* ,) ]  и

Чтобы получить более точное значение корня, определяем / ( а , ) .  
Если / ( а , ) < ;  0, то повторяем тот же прием, применяя формулу (2) 
к отрезку [ а п х г]. Если 0, то применяем э ту  формулу
к отрезку [jc„ а , ] .  Повторяя этот прием несколько раз, мы будем, 
очевидно, получать все более точные значения корня atl а ,  и т. д .

П р и м е р  1. Найти приближенные значения корней уравнения

Р е ш е н и е .  Найдем, прежде всего, участки монотонности функции /(*). 
Вычислив производную [’ (х) = 3хг—6, мы обнаруживаем, что она положи*

А
Рис. 154. Рис. 155.

довательно,

В [xv  / ( * , ) ] :. У—f  (*i) — * —*« 
'/ ( * » )—f(xt) xt—xt 

—/(* i) _  Д|—■ 
/(*i) *»— ’

- ,  о ткуда

- .  Так как  у  =  0  при x =  a v то, еле-
1

(2)

/ (лс> = х‘ —6* + 2 =» 0.
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тельна при *  < — V  2, отрицательна при — У~ 2 <  х < -f- V  2 и снова поло­
жительна при х >  V  2 (рис. 156). И так ,  функция имеет три участка  моно­

тонности, на каж дом из которых находится 
по одному корню.

Д л я  удобства дальнейших вычислений сузим 
эти участки  монотонности (но т ак ,  чтобы на к а ж ­
дом участке  леж ал  бы соответствующий корень). 
Д л я  этого, п одставляя  в выражение f (*) наугад  
те или иные значения х, выделим внутри каж дого  
участка  монотонности такие  более короткие отрез­
ки, на концах которых функция имеет разные
знаки:

* i= 0 ,
*2 = 1 , 
* ,=  —3, 
*1= —2, 
* 5  =  2,
*« =  3,

/ (0) =  2, \ 
п  1) = - з ,  Г

f ( - 3 ) = - 7 ,  \
f ( — 2) =  6, f

f (  2) =  - 2 ,  1
f (3 )=  11. J

Таким образом, корни находятся  в интервалах 
(0; 1), ( -  3; - 2 ) ,  (2; 3).

Найдем приближенное значение корня в интер­
вале  (0; 1); по формуле (2) имеем:

Так к а к  / (0,4) =  0 ,4я — 6-0 ,4  +  2 = — 0,336, 
/ (0) =  2, то, следовательно, корень заключен 
между 0 и 0,4. Применяя к этому интервалу 

формулу (2), получим следующее при-снова 
ближение:

д,«=0- (0 ,4— 0)-2  0,8
— 0 ,336— 2 2,336 = 0,342 и т. д.

Аналогичным образом найдем приближенные значения корней в др уги х  
интервалах.

2. С п о с о б  к а с а т е л ь н ы х  ( с п о с о б  Н ь ю т о н а ) .  П усть  
снова f ( x t) <  0 , / ( * , ) >  0 , причем на отрезке [л^, х 2] первая про­
изводная не меняет своего знака. Тогда в интервале (xv х г) имеется 
один корень уравнения / ( л:) =  0. Предположим еще, что и вторая 
производная не меняет своего знака на отрезке \xv х 2\, этого можно 
добиться путем уменьшения длины интервала, содержащего корень.

Сохранение знака второй производной на отрезке [xv х г] означает, 
что кривая либо только выпукла, либо только вогнута на участке [л:,, х г].

Проведем касательную к кривой в точке В (рис. 157). Абсцисса 
а ,  точки пересечения касательной с осью Ох б удет  приближенным 
значением корня. Чтобы найти эту  абсциссу, напишем уравнение 
касательной в точке В:

У~ / ( * . ) = / '  ( * , ) ( * — х г).
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Рис. 157. Рис. 158.

Заметив, что х =  а х при у  =  0, получим:

a i ^ x ‘ ~ F W ) ’ ^
Проведя затем касательную в точке £?„ аналогично находим более точ­
ное значение корня а г. Повторяя этот прием несколько раз, мы можем 
вычислить приближенное значение корня с любой нужной нам точностью.

Отметим следующее обстоятельство. Если бы мы провели касатель­
ную к кривой не в точке В, а в точке А, то могло оказаться , что точка 
пересечения касательной с осью Ох находится вне интервала {xv x t).

Из рисунков 157 и 158 следует , что касательную нужно прово­
дить в том конце ду ги ,  в котором знаки функции и ее второй произ­
водной совпадают. Так  к ак  на отрезке [х „  х 2] вторая производная, 
по условию, сохраняет знак, то это совпа­
дение знаков функции и второй производ­
ной на одном из концов обязательно 
имеет место. Это правило остается вер­
ным и для случая, когда / '  (х) <  0. Если 
касательная проводится в левом конце 
интервала, то в формуле (3) вместо х г 
нужно подставить х , :

a l =  x t — • <3 ')  Р » с- 159-

В случае, когда внутри интервала (xir x t) есть точка перегиба С, то 
способ касательных может дать  приближенное значение корня, лежащее 
вне интервала (хх, хг) (рис. 159).

П р и м е р  2. Применим формулу (3) к вычислению корня уравнения

f  (х) =  х*— 6* +  2 =  0.

заключенного в интервале (0; 1). Имеем:

/(0) =  2, Г  (0) =  (3*2— 6) |*=0 =  — 6,
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поэтому по формуле (3) получаем:

а ,  = 0 - - ^  =  1 = 0 , 3 3 3 .

3. К о м б и н и р о в а н н ы й  с п о с о б  (рис. 160). Применяя на 
отрезке [jc„ x t ] одновременно способ хорд и способ касательных, мы

получаем две точки а ,  и а , ,  ле­
жащие по разные стороны от 
искомого корня а (так  как  / ( а , )  и 
/ ( а , )  имеют разные знаки). Далее, 
на отрезке [ а „  а , ]  применяем 
снова метод хорд и метод ка ­
сательных. В результате получаем 
два  числа: а г и а г, еще более 
близких к  значению корня. Про­
должаем таким образом до тех 
пор, пока разность меж ду най­
денными приближенными значе­
ниями не станет меньше, чем 
требуемая степень точности. З а ­
метим, что при комбинированном 
методе мы приближаемся к иско­
мому корню одновременно с обеих 

сторон (т. е. мы находим одновременно как  приближенное значение 
корня с избытком, т ак  и приближенное значение корня с недостатком).

Т ак ,  в рассмотренном нами примере путем подстановки убеж даемся ,  что 
/ (0,333) >  0, / (0,342) <  0. Следовательно, значение корня заключено между 
найденными приближенными значениями: 0,333 < * <  0,342.

У пражнения к  главе  VI

Найти кривизну  кривы х в указан ны х  точках :  1. Ьгхг +  а гу г — а гЬг 
в точках (0, Ь) и (а ,  0). Отв. Ь/а* в точке (0, Ь); а/Ьг в точке (а,  0).
2. х у = 1 2  в точке (3, 4). От в. 24/125. 3. у  =  х* в точке (дс„ у , ) .

f i  1 —  —  —
Отв. --------Х' ■ . 4. 16t/* =  4дс*— дс® в точке (2, 0). Отв.  . 5. * , + о * = а ’

( 1 + 9 jcJ)  /* 2
.L

в произвольной точке. Отв.  I /3 (алг</)3 .
Найти радиус кривизны нижеследующих кр и вы х  в у казан н ы х  точках ;  

вычертить каж дую  кривую  и построить соответствующий к р у г  кривизны.
6. у*=х*  в точке (4, 8). Отв. R =  80 V 10/3. 7. хг — 4а у  в точке (0, 0 ) .

Отв. R =  2a.  8. Ь*хг — а гу г =  а г Ьг в 'то ч ке  (х,, у , ) .  Отв. R =  .

Рис. 160.



9. у = 1 п х  в точке (1, 0). Отв. R — 2У^2. ю . i/ =  s in *  в точке (я/2, 1).
X  == CL COS8 t I

Отв. R — 1. 11. y _ e S jn* j ’ г ПРИ t  =  t v  Отв. R =  3a sin t ,  cos

* = 3 / 2 1Найти радиус кривизны кр и вы х :  12. ’ [. при t — 1. Отв. Л =  6.
у  —At— t . )

13. О кружность Q =  a s i n 0 .  От в. R =  a/ 2. 14. Спираль Архимеда д  =  ав.
(о г+ аг)’1г 2 ____

Отв. R =  К а РДИ0ИДа Q =  a ( l — cos 0). Отв. R =  - ^ v 2 a Q .

d* О
16. Лемниската e* =  a 2 cos20. Отв. R — 17. Парабола e  =  a s c * - ^ - .

Отв. R — 2 a s c , ~ .  18. o =  a s i n ’ Отв. R — 4 -  a  sin2 — .
2 3 4 3

Найти точки кр и вы х ,  в которых радиус кривизны имеет наименьшее зна­

чение: 19. у  =  1п *. Отв.  1  In 2^ . 20 . у  —е х. Отв.  ^ 1  In 2 •

21. V~x+ V~y— V~a- Отв.  ^ j  , . 22. y  =  a  In ^ 1 — . Отв.  В точке 

(0 , 0) R =  a l2.
Найти координаты центра кривизны (а ,  р) и уравнения эволюты для

.  хг у* . „ (а 2 +  Ьг) ** 
каждой из следующих кр и вы х :  23. а = ------ а»------ •

(а> +  Ь*)ц> I L L  I I  I I
Р =  —  -  . 24. * *  + у 3 =  а 8 . Отв. а  =  х +  Зд: * г/ *; р =  «/ +  3 * ‘ у * .

ок  s г о  « 4 + 15t/“ „ а*у— 9 у 5 „ „  ( *  =  3 * ,
25- « т е .  « = - 6 ^ - ;  Р = “ 2? - -  26' { у - Р - Л .

4 3 I «  =  * In c t g c o s  /,
Отв. а = — 4 * * ;  р =  з / » _ £ .  27. - ё 2

11 2 I у  — k sin /.

b (  Т  — i  *  =  а  (cos / +  / sin /), 
Отв. У=  "2 Vе + е У (трактрисса) .  28. )  у  =  а  (sin <— / c o s /).

{jt =  Д cos5 1
. . ’ Отв. a =  a cos’  J +  3a cos t  sin* t\ y =  a sin* t.

P =  a  sin’ t +  3a cos2 t sin t. 30. Вычислить с точностью до 0,001 корни 
уравнения * ’ — 4* +  2 =  0. Отв.  лг, =  1,675, **=±0,539, * , = — 2,214.

31. Д л я  уравнения / ( * ) = * * — * — 0,2 =  0 определить приближенное 
значение корня, заключенное в интервале (1; 1,1). Отв.  1,045.

32. Вычислить корни уравнения ** +  2*2— 6* +  2 =  0 с точностью до 0,01. 
Отв.  0 ,38 <  дг, <  0,39; 1,24 < х г <  1,25.

33. Решить приближенно уравнение х ’ — 5 =  0. Отв. * ,==1,71 ,

* ■ 1 7 1 - 1  ± -  ^~з2,1 — 1 •' * 2

34. Найти приближенное значение корня уравнения х — t g *  =  0, который 
находится между  0 и Зя/2. Отв.  4,4935.

35. Вычислить с точностью до 0,001 корень уравнения s i n * = l — *. 
У  к а з а н и е .  Привести уравнение к виду / (* )  =  0: Отв.  0,5110 < * <  0,5111.
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36. Показать , что в каждой точке лемнискаты Qs =  a s cos2<p кривизна 
пропорциональна ради усу-вектор у  этой точки.

37. Найти наибольшее значение радиуса кривизны кривой Q = a  sin* 5L . 

Отв. Я  =  За/4.
38. Найти координаты центра кривизны кривой у  =  х I n *  в точке, где 

{/'«= 0. Отв.  (в- 1 , 0).
39. Д оказать ,  что дл я  точек спирали Архимеда е=а<р при ф — <■ оо вели­

чина разности м еж ду  радиусом-вектором и радиусом кривизны стремится кО.
40. Найти параболу у = а х ? +  bx +  с ,  имеющую с синусоидой у  =  s in *

в точке (я/2, 1) общие касательную  и кри ви зн у . Сделать чертеж.
„  хг , я *  , , я*Отв.  t / _ _ _  +  T +  1 _ _ .

41. Ф ун кц ия  y  — f ( x )  определена т а к :
/ ( * ) = * ’  в интервале— о о < * < 1 ,
/ (*) = а х г +  bx +  с  в интервале 1 < * <  +  оо.

Каковы  должны быть а, Ь, с  дл я  того, чтобы линия y  =  f ( x )  имела везде 
непрерывную кривизну? Сделать чертеж. Отв. а  =  3, Ь = — 3, с — 1.

42. Показать, что радиус кривизны циклоиды в любой ее точке вдвое 
больше длины нормали в той же точке.

43. Н аписать уравнение окружности кривизны параболы у = х 3 в точке

(1, 1). О тв .  ( * + 4 ) ’  + ( у — у )  = ^ р -
44. Н аписать уравнение окружности  кривизны кривой и =  t g *  в точке

( «  Л  п  (  я  — Ю\* , (  9 у  125 
Отв. ^ --------“ Т б '

45. Найти длину всей эволюты эллипса, полуоси которого равны а и Ь. 
Отв.  4 (а5— Ь’ )1аЬ.

46. Найти приближенное значение корней уравнения хех =  2 с точностью 
до 0,01. Отв. Уравнение имеет единственный действительный корень *=s:0 ,84.

47. Найти приближенное значение корней уравнения *  In *  =  0,8  с точ­
ностью до 0,01. Отв.  Уравнение имеет единственный действительный корень 
*= s  1,64.

48. Найти приближенное значение корней уравнения *2 a r c t g * = l  с точ­
ностью до 0,001. Отв. Уравнение имеет единственный действительный корень 
*=& 1,096.
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КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА. МНОГОЧЛЕНЫ

§  1. Комплексные числа . Исходные определения

Комплексным числом называется выражение

a-\-bi, (1)

где  а и b— действительные числа, i — так называемая мнимая 
единица, определяемая равенствами

i — У — 1 или i1 =  —  1; (2)

а называется действительной частью, a bi— мнимой частью ком­
плексного числа. Два комплексных числа a-\-bi и а — bi, отличаю­
щихся только знаком мнимой части, называются сопряженными.

Если а  =  0, то число 0 +  bi =  bi называется чисто мнимым; 
если Ь =  О, то получается действительное число: а  +  ( М  =  а . 

Принимаются два  основных соглашения:
1) два  комплексных числа a l -\-bl i и аг-\-b2i считаются равными, 

если

т. е. если равны в отдельности их действительные и мнимые части;
2) комплексное число равно нулю:

a - f  bi — О,

тогда и только тогда, когда  а =  О, Ь =  0 .
1. Г е о м е т р и ч е с к о е  и з о б р а ж е н и е  к о м п л е к с н ы х  

ч и с е л .  Всякое комплексное число a-\-bi можно изобразить на пло­
скости Оху в виде точки А (а, Ь) с координатами а и b (рис. 161), 
и обратно, всякую  точку М (а, Ь) плоскости Оху можно рассма­
тривать как  геометрический образ комплексного числа a-\-bi.

Но если каждой точке А (а, Ь) соответствует комплексное 
число a-\-bi, то, в частности, точкам, лежащим на оси Ох, соот­
ветствуют действительные числа (Ь — 0). Если же точка лежит 
на оси Оу, то она изображает чисто мнимое число, так  как в этом 
случае а =  0. Поэтому при изображении комплексных чисел на
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плоскости ось Оу называют осью мнимых чисел или мнимой, осью, 
а ось Ох— действительной осью.

Соединив точку А (а, Ь) с началом координат, получим вектор ОА. 
В некоторых случаях удобно считать геометрическим изображением 
комплексного числа a-\-bi вектор ОА.

2. Т р и г о н о м е т р и ч е с к а я  ф о р м а  з а п и с и  к о м п л е к с ­
н о г о  ч и с л а .  Обозначим через ср и г ( г ^ О )  полярные координаты 
точки А (а, Ь), считая начало координат полюсом, а положитель­

ное направление оси Ох— полярной осью. 
I Тогда (рис. 161), как  известно, имеют место 

следующие соотношения:

а =  г соБф, 6 =  rsin<p,

и следовательно, комплексное число можно 
представить в форме

а  +  bi =  r  (соэф +  / sin ф). (3)

Выражение, стояш.ее справа, называется тригонометрической формой 
записи комплексного числа a-\-bi. Величины г и ф  выражаются 
через х н у  формулами

г  =  у аг +  Ьг, ф =  A rctg  Ь-

и называются: г — модулем , ф— аргументом  комплексного числа 
а +  bi.

Аргумент комплексного числа, угол ф, считается положительным, 
если он отсчитывается от положительного направления оси Ох против 
часовой стрелки, и отрицательным при противоположном направле­
нии отсчета. Очевидно, что аргумент ф определяется не однозначно, 
а с точностью до слагаемого 2nk , где  k — любое целое число.

М одуль г  комплексного числа a-\-bi обозначается иногда симво­
лом \a-\-bi |:

г — \a-\-bi\.

Отметим, что действительное число А также может быть запи­
сано в форме (3), а именно:

А =  | А | (cos 0 + i s i n  0) при Л > 0 ,
А =| А | (cos л - ) -  /sin я )  при Д < 0 .

М одуль комплексного числа 0 равен нулю: | 0 1 =  0. В качестве же 
аргумента нуля можно принять любой угол ф. Действительно, для  
любого угла ф имеет место равенство

a = ( b ( c o s ?  +  / s i ^ ) .
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§  2 .  Основные дей стви я  н ад  комплексными числами

1. С л о ж е н и е  к о м п л е к с н ы х  ч и с е л .  Суммой д в у х  ком­
плексных чисел +  и at -\-bti называется комплексное число, 
определяемое равенством

(а ,  +  b j)  - f - (a ,  -f bti) =  (al +  a1)-j-(bI -f- bt) i. (1)

Из формулы (1) следует , что сложение комплексных чисел, изо­
браженных векторами, производится по правилу сложения векторов.

2. В ы ч и т а н и е  к о м п л е к с н ы х  ч и с е л .  Разностью д в у х  
комплексных чисел аг-\-Ьг1 и al -\-bl i называется такое комплексное 
число, которое, будучи сложено с a 1 -{-bl i, дает  в сумме at -\-bti.

Легко видеть, что

( а ,  +  bti)— (а ,  +  bxi) =  (а ,  — а , )  +  (bt — bt) I. (2)

Отметим, ' что модуль разности д в у х  комплексных чисел
К ( я , — а,)* •+•(£>,— Ьг)* равен расстоянию 
меж ду  точками, изображающими эти числа
на плоскости комплексного переменного 
(рис. 162).

3 . У м н о ж е н и е  к о м п л е к с н ы х  
ч и с е л .  Произведением комплексных чисел 
а ,  +  £>,/ и at -\-bti называется такое ком­
плексное число, которое получается, если 
мы перемножаем эти числа как  двучлены 
по правилам алгебры, учитывая только, что

/ * = — 1; /• =  (— 1)* =  —  /; 

и вообще при k целом:

г4 =  (—  /) (г) =  —  i1 =  1; /* =  !•/  и т. д . ,

i4* =  l ; г4*+ , = / ; =  — 1; i«*+1 .
■ I .

На основании этого правила получаем:

( a t +  bxl) (аг +  bti) =  a , a ,  - f  b,ati +  a tbti +  b f i f ,
или

( a t +  V )  (a , +  M  =  (a ia . — * A )  +  ( * , « . +  «  A ) 1■ (3 )
Если комплексные числа написаны в тригонометрической форме, 

то будем иметь:

г ,  (cos ф, +  i sin ф,) г ,  (cos ф, +  i sin ф,) =
=  r , r ,  [cos ф, cos ф, i sin ф, cos ф, + 1 cos ф4 sin ф, -f- i* sin ф, sin ф, «= 
~ r Sz l ( cos Ф1 совф, — з!пф151пфг) -j- i (sin ф ^ о в ф , +  cos ф1 вшф,) =

=  Г/ш [ C0S (Ф! +  Ф.) +  1 Sil1 (Ф. +  Ф.)]-
Таким образом, 

г ,  (cos ф, - f  i sin ф,) г ,  (cos ф, + 1 sin ф,) =
• =; /‘/ Л С05(Ф1 +  Ф.) +  /51п(Ф 1+Ф .)] . (3 ')
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т .  е. произведение двух комплексных чисел есть такое комплексное 
число, модуль которого равен произведению модулей сомножителей, 
а аргумент равен сумме аргументов сомножителей.

З а м е ч а н и е  1. Сопряженные числа а-\- bi и а — Ы, в силу 
формулы (3), удовлетворяют равенству

т. е. произведение сопряженных комплексных чисел равняется сумме 
квадратов модулей каж дого  из них.

4. Д е л е н и е  к о м п л е к с н ы х  ч и с е л .  Деление комплексных 
чисел определяется как  действие, обратное умножению: если

Практически деление комплексных чисел выполняется следующим 
образом: чтобы разделить a l +  ib1 на a 2-\-ib2, умножим делимое 
и делитель на число, сопряженное делителю (т. е. на at — ibt ). 
Тогда делителем будет  действительное число; разделив на него 
действительную и мнимую части делимого, получим частное:

«■ +  М  _  (д, +  М ( в г — М  =
Qi+ V  (о«+М (“г—bti)

В случае тригонометрической формы комплексного числа получаем:

(а +  ib) (а — ib) =  а* +  Ьг,

то х  и у  должны быть такими, чтобы выпол­
нялось равенство

а х +  V  =  К  +  V )  (х +  У О,
или

а ,  +  b j  =  (агх — Ьгу) +  (агу  +  btx) I,
Следовательно,

a i =  atx — Ьгу, bx =  btx  +  aty,
откуда  находим:

и окончательно получаем:

(4)

г, (cos ф, 4 - 1 sin tp,)__ г,
гг (cos ф2 + ;  sin ф,) ~  Г2 [cos (ф,— ф.) +  i sin (ф,— фг)].
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Д ля проверки этого равенства достаточно умножить делитель на 
частное:

г, (cos ф, + 1 sin ф,) [cos (ф, — фг) +  i sin (ф ,— ф2)] =

=  [cos (ф , +  ф , — ф 4 ) +  / sin (ф3 +  ф , —  ф г )] =  г г ( cos ф , +  / sin ф ,).
12

Таким образом, модуль частного двух комплексных чисел 
равен частному модулей делимого и делителя; аргумент частного 
равен разности аргументов делимого и делителя.

З а м е ч а н и е  2 . Из правил действий над комплексными числами 
следует , что в результате операций сложения, вычитания, умножения 
и деления комплексных чисел получается снова комплексное число.

Если правила действий над комплексными числами применить 
к действительным числам, рассматривая их как  частный случай ком­
плексных, то эти правила б у д у т  совпадать с обычными правилами 
действий, известными из арифметики.

З а м е ч а н и е  3. Вернувшись к  определениям суммы, разности, 
произведения и частного комплексных чисел, легко проверить, что 
если в этих выражениях заменить каждое комплексное число сопря­
женным, то и результаты указанных действий заменяются сопряжен­
ными числами. Отсюда, в частности, вытекает следующая теорема.

Т е о р е м а .  Если в многочлен с действительными коэффициен­
там и

А0хп +  Агхп- ' + . . .  +  Ап

подставить вместо х число a-\-bi, а затем  сопряженное число 
а — bi, т о  и результаты этих подстановок будут взаимно сопря­
женными.

§  3. Возведение комплексного числа в степень 
и извлечение корня из комплексного числа

1.  В о з в е д е н и е  в с т е п е н ь .  Из формулы (3 ')  предыдущего 
параграфа следует , что если п — целое положительное число, то

[г (cos ф -|- / sin ф )]к =  тп (cos лф -|- / sin Лф). (1 )

Эта формула называется формулой Муавра. Она показывает, 
что при возведении комплексного числа в целую положительную 
степень модуль возводится в э т у  степень, а аргумент умно­
ж ается на показатель степени.

Рассмотрим теперь еще одно приложение формулы Муавра. Полагая 
в этой формула г — 1, получим:

(cos ф  +  i sin ф )"  =  cos Лф  +  z sin Л ф .

Разлагая  левую часть по формуле бинома Ньютона и приравни­
вая действительные и мнимые части, мы сможем выразить sin дар



и cosmp через степени sintp и cos<p. Так, например, в случае л==3 
получаем:

cos’ ф  +  i 3 cos* ф  sin ф — 3 cos ф  sin* ф  —  / sin* ф  =  cos З ф  - f  i sin З ф ;  

используя условие равенства д в у х  комплексных чисел, получим: 

cos З ф  =  cos’ ф — 3 cos ф  sin* ф ,  sin З ф  =  —  sin’ ф  +  3 cos* ф  sin ф .

2. И з в л е ч е н и е  к о р н я .  Корнем п-й степени из комплексного 
числа называется такое комплексное число, п-я степень которого 
равняется подкоренному числу, т. е.

\/г (cos ф 4- i sin ф )= е  (cos +  i sin ф),
если

q" (cos /z\Ji +  i sin /2*ф) =  r  (cos ф +  / sin ф).

Так как  у  равных комплексных чисел модули должны быть равны, 
а аргументы могут отличаться на число, кратное 2л ,  то

Qn — r, л\|з =  ф +  2£л.
Отсюда находим:

л / -  . ф +  2Ля
6  =  V  г  , =  —  ,

где k — любое целое число, У  г — арифметическое (т. е. действи­
тельное положительное) значение корня из положительного числа г .  
Следовательно,

У  г (cos ф -j- i sin ф) =  У  г  ̂cos _|_ / s jn Ф + ^ f T  j , (2 )

Придавая k значения 0, 1, 2, . . . ,  п— 1, получим п различных 
значений корня. Для др уги х  значений k аргументы б у д у т  отличаться 
от полученных на число, кратное 2я ,  и, следовательно, получатся 
значения корня, совпадающие с рассмотренными.

Итак, корень л-й степени из комплексного числа имеет п различ­
ных значений.

Корень я-й степени из действительного числа А, отличного от 
нуля, также имеет п значений, так к а к  действительное число явля­
ется  частным случаем комплексного и может быть представлено 
в тригонометрической форме:

если Л > 0 ,  то А — | А | (cos 0 +  I sinO); 
если Л < 0 ,  то А — | А | (cos я - f  i sin л).

П р и м е р  1. Найти все значения кубического корня из единицы. 
Р е ш е н и е .  Представим единицу в тригонометрической форме:

1 =cos O-J-.i sinO.
По формуле (2) получаем:

з / — з / ---- -— ——  0+2Ля , 0 +  2Аяу  1 =  у  cos 0 + 1 sin 0 =  cos — 5------1- 1  s in ---- 5—  .
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§  3 ] ВО ЗВЕ ДЕ НИЕ  КО МПЛЕКСНОГО ЧИ СЛА В СТЕПЕНЬ 2 2 1

Полагая  k равным 0, 1, 2, находим три значения корня: 

х, =  cos О 

У читы вая ,  что

г. I , 1 n t 2 я  , . . 2 я  4 я  , , . 4 я* ,  =  cosO +  »sinO =  l ;  * t =  cos -5-  +  » s in - 5- ; х, — cos -5-  i sin .O O  O O

1 . 2 л  У з  4 я _  1 . 4rtcos —  =  sin —  =  Z _ _ ; c o s — s i n _ = _2я
T 2

получаем:

x*~ 2
1 : y j_

2  •
На рисунке  163 точки A, В, С являю тся  геометрическими изображе­

ниями полученных корней.

3. Р е ш е н и е  д в у ч л е н н о г о  у р а в н е н и я .  Уравнение вида

х” =  А
называется двучленным. Найдем корни этого уравнения.

Если А есть действительное положитель­
ное число, то

п / т  (  2й я  . . 2 к я \  х — у  A I cos —  + 1  s in  —  J

(ft =  0 , 1 , 2 ............ л - 1 ).
Выражение в скобках дает  все значения
корня л-й степени из 1 .

Если А — действительное отрицательное
число, то

n / m  (  я + 2 / г я  . . . я  +  2 £ я \
Х =  V \ A \ [ cos— 7i—  +  ' s m  — - — J -

Выражение в скобках дает  все значения корня л-й степени из — 1.
Если А — комплексное число, то значения х  находятся по фор­

муле (2).
П р и м е р  2. Решить уравнение

х* =  1.
Р е ш е н и е .

х =  \/ cos 2kn +  i sin 2kn  =  cos + 1 sin .

Полагая  k равным 0, 1, 2, 3, получаем:

ж, =  cos 0 +  i  sin 0 =  1,
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§  4. П оказательная функция с комплексным показателем 
и ее свойства

П усть z =  x-}-iy . Если х  и у — действительные переменные, 
то z называется комплексным переменным. Каждому значению ком­
плексного переменного z на плоскости Оху ( п л о с к о с т и  к о м п л е к с -  
н о г о п е р е м е н н о г о )  соответствует определенная точка (см. рис. 161).

О п р е д е л е н и е .  Если каж дому значению комплексного перемен­
ного z из некоторой области комплексных значений соответствует 
определенное значение другой комплексной величины w, то w есть 
функция комплексного переменного z. Функции комплексного ар гу ­
мента обозначают w = f( z )  или w =  w(z).

Вводятся понятия предела функции комплексного переменного, 
производной, интеграла и т. д .

Здесь мы рассмотрим одну функцию комплексного переменного —  
показательную функцию

w =  ez
или

w = e x+iy.

Комплексные значения функции w  определяются так  *):

ex+iy =  ех ^cos y-\-i sin у), (1)
т. е.

. ■a>(z) =  e*(cos_y +  /sin;/). (2 )

П р и м е р ы :

1 1 1 я - , + (  я  я  \ ( V  2 .1 • 2 =  1+ 4 ( - е -= е ( cos —J-1 sin-^-J =е  I —̂— \-i

2. г«=0 + -2~1, е 2 =е° ( c o s y  +  t sin-g- J =  г,

3. г = 1  е ' +, =  е' (cos 1 + j  sin 1) =  0 ,54 +  г-0,83,

4. z = * — действительное число, e,*+0' =  eJC(cosO +  ( sin 0) = 
показательная функция.

С в о й с т в а  п о к а з а т е л ь н о й  ф у н к ц и и .
1. Если z t и г г — два комплексных числа, то

е г,+га _  gZ] е г*.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть

* i  =  * ,  +  (У„ zt =  x , +  iy t;

*) Целесообразность такого  определения показательной функции комлекс- 
ного переменного будет показана и ниже, см. § 21 гл . XIII и § 18 гл .  XVI 
(т. II) .

У~2\
2 ) '

= ех —обычная

(3)



тогда
е г, + г2 _  е (* !+ № ,) + (* !+ « / ,)  _  g ( * ,+ * 2) + /(i/, + tfa) и

=  е*<е*’ [cos (у ,  + у ,)  +  i sin ( у ,  + y , ) ] .  (4)

С другой стороны, на основании теоремы о произведении д в у х  комп­
лексных чисел в тригонометрической форме будем иметь:

ег1 ег» =  ex>+lV'ex*+ii'* =  ех' ( c o s y ,  +  г sin у , )  ех» (cos y t + 1 sin .у,) =•
.= ех‘ех> [cos ( у ,  - f  у , )  +  i sin (y ,  + y , ) ] .  (5 )

В равенствах (4) и (5) правые части равны, следовательно, равны и 
левые: ег1+г» =  ег'ег*.

2. Аналогичным образом доказывается формула
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3. Если т — целое число, то

(е Т  =  еах. (7)

При т > 0  эта  формула легко получается на основании формулы (3); 
если m <  О, то она получается на основании формул (3) и (6).

4. Справедливо тождество
е г+гШ =  е .* ( 8 )

Действительно, по формулам (3) и (1) получаем: 

ег+™ =  егеы  =  ег (cos 2л  +  i sin 2л) =  е*.

На основании тождества (8) следует, что показательная функция ег 
есть периодическая функция с периодом 2яг .

5. Рассмотрим, далее, комплексную величину

w  =  и (х) +  iv {х),
гд е  и(х) и v (x )— действительные функции действительного пере­
менного х. Это есть комплексная функция действительного пере­
менного.

а) П усть существуют пределы

lim и [х) — и (х0), lim v(x) =  v (x 0).
X -* X q х -+ х 0

Тогда и (дг0) +  iv (х0) =  wo называют пределом комплексной перемен­
ной w.

б) Если существуют производные и' (х) и v' (х), то выражение

w'x =  и' (* )  +  iv' (л:) (9)

будем называть производной комплексной функции действительного 
переменного по действительному аргументу.



Рассмотрим, далее, следующую показательную функцию: 

w  =  =  е<“+ф> *

гд е  а  и Р — постоянные действительные числа, а х — действительное 
переменное. Это есть комплексная функция действительного перемен­
ного, которую согласно с формулой (1) можно переписать так :

w =  еах [cos р *  +  i sin рлг]
или

w  =  еах cos fix +  ieax sin р* .

Найдем производную w ’ . По формуле (9) будем иметь:

w ’x =  (е1* cos р х ) '  +  i (еах sin р * ) '  =
=  еах (a cos р х — р sin Р*) +  ieax (a  sin р *  +  Р cos р*) =
=  а  [еах (cos р *  +  i sin рл:)] +  ф [е*х (cos рл: + 1 sin р* )]  =»
=  (а  +  ip) [e"x (cos рx +  i sin рл:)] =  (а  +  /р) е(а+'Р) х.

Итак, если w — е(а+'?) * то те/=  (а +г'Р) « (а+'Р) *, или

[е<‘ +'> > *] '= (а  +  /р)е<“+,> * . ( 10 )

Таким образом, если k— комплексное число (в частности действи­
тельное) и х — действительное число, то ^

(екх)' =  kehx. (9 ')

Получили обычную формулу дифференцирования показательной функ­
ции. Далее,

(екх)" =  [(ekx)'}' =  k [екхУ =  кгекх 

и при произвольном п
(екх) (П) =  knehx.

Эти формулы нам потребуются в дальнейшем.

§  б. Формула Эйлера.
П оказательная форма комплексного числа

Если в формуле (1) предыдущего параграфа положим лг == 0, то 
получим:

e,;y =  cos_v +  / s in ^ .  (1)

Это есть формула Эйлера, выражающая показательную функцию 
с мнимым показателем через тригонометрические функции.

Заменяя в формуле (1) у  на — у, получим:

e~'y — cosy— г sin j/. (2 )
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Из равенств (1) и (2) найдем cos у  и sin _у:

е'У + е-'У ^
COSJJ = ------- \
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е‘У— е-‘У (
sin . J

(3)

Последними формулами пользуются, в частности, для выражения сте­
пеней costp и sin<p и их произведений через синус и косинус крат­
ных д у г .

( а'У 4-е-‘У\*  1
----- 2----- )  =='4 (е'1У +  2 +  е“ 11,у) =

= - i  [(cos 2у + i sin 2у) +  2 +  (cos 2y — i  sin 2y)\ =

2. cos* ф sin* ф •

=  j  (2 cos 2i/ +  2) =  y  (l+cos2</). 

feb+e-by [eb—e-b yУС-^РГ-V 2
(eir?__e- i r P)« i j

Л _ _ _ _  =  _ _ со$4ф +  - ,

П о к а з а т е л ь н а я  ф о р м а  к о м п л е к с н о г о  ч и с л а .  Пред­
ставим комплексное число в тригонометрической форме:

z =  г (cos ф +  i sin ф),

где г — модуль комплексного числа, ф— аргумент комплексного числа. 
По формуле Эйлера

cos ф +  / sin ф =  е '? .

Следовательно, всякое комплексное число можно представить в так 
называемой п о к  а з а т е л ь н о й форме:

z  =  r e ' \

П р и м е р ы .  Представить числа 1, i, — 2, — i  в показательной форме. 
Р е ш е н и е .

1 =  cos 2kn  +  i sin 2kn  =  е г Ы ,
яJt . . , ЗХ 2

i =  c o s - у - и  s i n - у  =  е ‘  ,

— 2 =  2 (cos я  4- * sin я )  =  2е"‘ ,

я  . . я  г »
— i =  cos —  — I sm -g- =  е

8  Н. С. П искунов, т . I
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§  6 . Разложение многочлена на множители

Функция
f(x )  =  /40д;" +  Л 1x"~,

где п — целое число, как  известно, называется многочленом (полино­
мом) или целой рациональной функцией от х; число п называется 
степенью многочлена. Здесь  коэффициенты Аа, Ах, . . . ,  Ап — дей­
ствительные или комплексные числа; независимое переменное х  также 
может принимать как  действительные, так  и комплексные значения. 
Корнем многочлена называется такое значение переменного х, при 
котором многочлен обращается в нуль.

Т е о р е м а  1 ( Т е о р е м а  Б е з  у) .  При делении многочлена f(x )  
на разность х — а получается остаток , равный /(а).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При делении f( x )  на х  — а частным будет 
многочлен / , ( * ) ,  степень которого на единицу ниже степени f(x ), 
остатком б удет  постоянное число R. Таким образом, можем написать:

f(x )  =  (x— a)/l (x) +  R. (1)

Это равенство справедливо при всех значениях х, отличных от а 
(деление на х — а при х — а  не имеет смысла).

Заставим теперь х  стремиться к а. Тогда предел левой части 
равенства (1) равен f(a ),  а предел правой части равен R. Так как 
функции / ( х ) и ( х — а ) / ,  (я ) +  R равны м еж ду собой для  всех х ф а, 
то равны и их пределы при х —*а, т. е. /(a) — R.

С л е д с т в и е .  Если а есть корень многочлена, т .  е. f(a )  =  О, 
т о  f(x )  делится без о с та тк а  на х — а и, следовательно, пред­
ставляется в виде произведения

f( x )  =  (x— a ) f l (x\
где  / , (х) — многочлен.

П р и м е р  1. Многочлен f ( x )  =  x*— 6х! + 1 1 х — 6 при * = 1  обращается 
в нуль , т. е. /(1 )  =  0, поэтому данный многочлен делится без остатка  нал: — 1:

Xя— 6л:2 +  Их— 6 = ( х — 1) (х2—5л;+  6).

Перейдем теперь к рассмотрению уравнений с одним неизвестным л:.
Всякое число (действительное или комплексное), которое, будучи 

подставлено в уравнение вместо х, обращает уравнение в тождество, 
называется корнем уравнения.

п  г. к  я  5 я  9 яП р и м е р  2. Ч исла  л;, =  —  ; хг — - у  ; х,  =  ; . . . ,  являю тся  кор ­

нями уравнения c o s *  =  sinAt.

Если уравнение имеет вид Р(х) — 0, где  Р (х )— многочлен сте­
пени п, то это уравнение называется алгебраическим уравнением 
степени п. Из определения следует, что корни алгебраического урав­
нения Р(х) — 0 те же , что и корни многочлена Р(х).



Естественно, возникает вопрос: всякое ли уравнение имеет корни? 
В случае неалгебраического уравнения ответ отрицателен: сущ е­

ствуют такие неалгебраические уравнения, которые не имеют ни 
одного корня— ни действительного, ни комплексного, например урав­
нение е* =  0*).

Однако в случае алгебраического уравнения ответ на поставлен­
ный вопрос положителен. Этот ответ дается  основной теоремой алгебры: 

Т е о р е м а  2 ( О с н о в н а я  т е о р е м а  а л г е б р ы ) .  Всякая целая 
рациональная функция f(x )  имеет по крайней мере один корень, 
действительный или комплексный.

Эта теорема доказывается в высшей алгебре. Здесь мы ее примем 
без доказательства.

Пользуясь основной теоремой алгебры, легко доказать  следующую 
теорему.

Т е о р е м а  3.  Всякий многочлен п-й степени разлагается на п 
линейных множителей вида х — а и множитель, равный коэффи­
циенту при х".

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь /(х) есть многочлен степени п:
f(x )  =  ASixn-\-Alxn- x-\- . . . -\ -А п.

Этот многочлен в силу основной теоремы имеет по крайней мере 
один корень; обозначим его через а , .  Тогда на основании следствия 
из теоремы Б езу мы можем написать:

f( x )  =  (x— a l ) f i (x),

где / , (л )— многочлен (п— 1)-й степени; / ,  (х) такж е имеет корень. 
Обозначим его через аг. Тогда

/ , ( * ) = » ( * — « , ) / , ( * ) ,
где / 2 ( я )— многочлен (п— 2)-й степени. Аналогично

/ , ( * )  =  ( * — <*,)/,( х).
Продолжая этот процесс выделения линейных множителей, дойдем 

до соотношения
f n- t (x) =  (x— a n) f n,

где / п— многочлен нулевой степени, т . е. некоторое фиксированное 
число. Это число, очевидно, равно коэффициенту при хп, т. е.
/ п = А 9.

*) Действительно, если бы число х, =  a + bl было корнем этого уравне­
ния, то имело бы место тождество еа+°‘ =  0 или (на основании формулы 
Эйлера) еа (cos& +  i sin b) =  0. Но ea не может равняться нулю ни при каком 
действительном значении а; также не равно нулю cos 6 + i sin Ь (так как мо­
дуль этого числа равен V^cos2 b +  sin2 b =  1. при любых Ь). Следовательно, и 
п роизведение еа (cos b +  i sin b) ф 0, т. e. ea+bl Ф 0, но это значит, что уравне­
ние ех =  0 не имеет корней.

§ 6] РАЗЛ ОЖЕНИЕ МНОГОЧЛЕНА НА МНОЖИТЕЛИ 227
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На основании , полученных равенств можем написать:

f(x )= -A a(x— a t)(x — a t) . .  .(х — ап). (2)

Из разложения (2) следует , что числа av аг, . . . ,  ап суть  корни 
многочлена / (х ) ,  так  как  при подстановке х =  а 1, х =  аг, . . . , х  =  ап 
правая часть, а следовательно и левая, обращается в нуль.

П р и м е р  3. Многочлен /(*) =  *•—6**+11*—6 обращается в нуль при 

к — I, х — 2, х =  3.
Следовательно,

х3—6*1 +  11*—6 =  (х— 1) (х—2) (*—3).
Никакое значение х =  а, отличное от а , ,  а 2, . . . ,  ап, не может 

быть корнем многочлена /(х), т ак  как ни один из множителей в пра­
вой части равенства (2) не обращается в нуль при х — а. Отсюда 
вытекает следующее предложение.

Многочлен п-й степени не м ож ет иметь более чем п различ­
ных корней.

Но в таком случае имеет место следующая теорема.
Т е о р е м а  4. Если значения двух многочленов п-й степени 

<р, (х) и фг (х) совпадают при я  +  1 различных значениях а 0, a t, 
a t, . . . ,  ап аргумента х , т о  эти  многочлены тождественны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через f( x )  разность многочленов

/ ( * )  =  ф , ( * ) — ф , М -

По условию f(x )  есть многочлен степени не выше я , обращаю­
щийся в нуль в точках а , ,  . . . ,  ап. Следовательно, его можно пред­
ставить в виде

f(x )  =  At {x— а ,) (х — а , ) . . .(х — а п).
Но, по условию, f (x )  обращается в нуль такж е в точке а 0. Тогда 

f ( a o) =  0 и при этом ни один из линейных множителей не равен 
нулю. Поэтому Д , =  0, а тогда из равенства (2) следует, что много­
член f(x )  тождественно равен нулю. Следовательно, ф, (х )— фг (л:) =  0, 
или ф, (лг) =  ф ,(х ) .

Т е о р е м а  5.  Если многочлен
Р(х) =  А0х п -\г Агхп~' +  . . .  +  An_tx-\-An

тождественно равен нулю, то  все его коэффициенты равны нулю.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Запишем разложение этого многочлена на 

множители по формуле (2):

Р(х) =  А ,хп +  Ахх п- 1 +  . . .  +  Ап_Хх  +  Л„ =
=  А0(х— at) . . . ( x — ап). ( Г )

Если этот многочлен тождественно равен нулю, то он равен нулю и 
при некотором значении х, отличном от о , ,  . . . ,  а п. Но тогда ни одна 
из скобок х — а , ,  . . . ,  х — ап не равна нулю и, следовательно, /4о =  0.
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Аналогичным образом доказывается , что Л , = 0 ,  Аг =  О и т. д . 
Т е о р е м а  6. Если два многочлена тождественно равны друг 

другу , то  коэффициенты одного многочлена равны соответствую­
щим коэффициентам другого.

Это следует  из того, что разность данных многочленов есть 
многочлен, тождественно равный нулю. Следовательно, на основании 
предыдущей теоремы все его коэффициенты— нули.

П р и м е р  4. Если многочлен ахг+ bx‘ -j-cx + d тождественно равен мно­
гочлену хг—5х, то о =  0, 6 = 1 ,  с = —5, d =  0.

§  7 . О кр атн ы х  корнях многочлена

Если в разложении многочлена п-й степени на линейные множители 

/(x) =  Ac (x— a l )(x — a t) . . .  (х— а п) (1)

некоторые линейные множители окаж утся  одинаковыми, то их можно 
объединить, и тогда  разложение многочлена на множители будет  
иметь вид

f(x )  =  А,, (х— а ,)*- (х— а г)к> . . .  (х— a j * » .  (1 ')
При этом

+  &j +  • • ■ +  km~  П- 
В этом случае корень а ,  называется корнем кратности  й, или ^ -к р а т ­
ным корнем, о , — корнем кратности А, и т. д .

П р и м е р .  Многочлен / (*) =  хг—Ьх* + 8дс—4 разлагается на следующие 
линейные множители:

/(*) =  ( * - 2 ) ( * - 2 ) ( * - 1 ) .
Это разложение можно написать так:

/(*) =  (* - 2 ) *  ( х - 1 ) .
Корень а , =  2 —двукратный корень, аг =  1 — простой корень.

Если многочлен имеет корень а кратности k, то мы будем счи­
тать, что многочлен имеет k одинаковых корней. Тогда из теоремы
о разложении многочлена на линейные множители получается следую­
щая теорема.

Всякий многочлен п-а степени им еет ровно п корней (действи­
тельных или комплексных).

З а м е ч а н и е .  Все, что говорилось о корнях многочлена

/ ( * )  =  Айх п-\г Ахх п-'1 -]- . . .  + А п,

можно, очевидно, сформулировать в терминах корней алгебраического 
Уравнения

А0х п +  А1х п- , +  . . . + А п=  0.

Докажем, далее, следующую теорему.



Т е о р е м а .  Если а ,  является для многочлена f( x )  корнем к р ат­
ности А , >  1, то  для производной / '  (л:) это  число является корнем 
кратности  A,— 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если а ,  есть корень кратности kt— 1, то 
из формулы ( Г )  следует:

/ (х ) ’= (х — а 1)*‘ (р(х),
где ф(л;) =  (л:— а,)*» . . .  (х— am)k<n не обращается в нуль при x =  a v 
т. е. ф ( а , ) # 0 .  Дифференцируя, получим:

/ ' (* ) =  А, (х— а у -  ’ф (х) -+ (х— а / г  ф' (*) =
=  (х— я,)* 1-1 [А,ф (*) +  ( * — а , )  ф' (* ) ] .

Обозначим:
(•*) =  (х) +  (х— а , )  ф' (дг).

Тогда
/ ' W  =  ( ^ - a 1) V , ^ ( 4

причем
^  ( « , )  =  ^ ф  (а , )  +  ( а , — а , )  ф' (а , )  =  А,ф (а ,)  #  0,

т. е. x — a t есть корень кратности kx— 1 многочлена f  (х). Из про­
веденного доказательства следует, что если А, =  1, то а ,  не является 
корнем производной / '  (дг).

Из доказанной теоремы следует, что я ,  является корнем кратно­
сти At— 2 для производной / " (х), корнем кратности А,— 3 для про­
изводной f "  (х) . . . ,  корнем кратности 1 (простым корнем) для произ­
водной / <А>- 1 ) (л:) и не является корнем для производной f il>i)(x), т . е.

/(<*,) =  0 , / > , )  =  0, Г К )  =  0 ............. / « * . - '  (а , )  = 0 ,
но

f lk) (а,) Ф 0 .

§  8 . Р азло ж ен и е  многочлена на множители 
в сл у ч а е  комплексных корней

В формуле (1) §  7 гл. VII корни а , ,  а г, . . . ,  ап могут быть как 
действительными, так  и комплексными. Имеет место следующая теорема.

Т е о р е м а .  Если многочлен f( x )  с действительными коэффи­
циентами имеет комплексный корень a-{-bi, т о  он имеет и 
сопряженный корень а — bi.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если мы подставим в многочлен/ ( х ) вместо 
х  число а -f- bi, произведем возведение в степени и соберем отдельно 
члены, содержащие / и не содержащие i, то получим:

f ( a  +  bi) =  M + N l,
где М и N — выражения, не содержащие I.

Так как a-\-bi— корень многочлена, то
f ( a  +  bi) =  M + N i =  0,
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откуда
м = 0 , л г= о .

Подставим теперь в многочлен вместо х  выражение а — Ы. Тогда 
(на основании замечания 3 в конце § 2) мы получим в результате 
число, сопряженное с числом т .  е.

f { a — bi) — М— N1.
Так как М =  0 и N =  0, то / ( а — bi) — О, т . е. а — bi есть корень 
многочлена.

Итак, в разложении
f ( x )  =  A 0 (х— fli) {х— а2) . . .  (х— ап)

комплексные корни входят п о п а р н о  с о п р я ж е н н ы м и .
Перемножив линейные множители, соответствующие паре ком­

плексно сопряженных корней, получим трехчлен второй степени 
с действительными коэффициентами:

[ х — (а  +  £/)] [х— ( а — bi)] —
=  [(х— а)— bi] [ ( х — a) +  bi] =
=  (х— а)г +  Ьг — х г— 2 ал :- f  а* +  Ьг == х* +  рх -j- q,

где р =  —  2а, ^ =  а г +  ^1 — действительные числа.
Если число a-\-bi является  корнем кратности k, то сопряженное 

число а — bi должно являться корнем той же кратности k, так  что 
наряду с линейными множителями х — (a-\-bi) в разложение много­
члена входят столько же линейных множителей вида х — (а— bi).

Таким образом, многочлен с действительными коэффициентами 
разлагается на множители с действительными коэффициентами 
первой и второй степени соответствующей кратности, т . е.

/(х) =  Ай{х— а / ‘ (х— а,)*» . . .
. . .  (х— ar)kr{x  - f p s  +  q j^  . . .  (х + p sx +  qs)‘>.

При этом
kx -f- kz -f- . . .  -f- kr +  21 x -f- . . .  -f- 21 s =  n.

§  9 .  Интерполирование. Интерполяционная формула Л агр ан ж а

П усть при изучении некоторого явления установлено, что суще­
ствует функциональная зависимость между величинами у  и х ,  описы­
вающая количественную сторону данного явления; при этом функция 
j>=tp(jt) остается нам неизвестной, но на основании эксперимента 
установлены значения этой функции у 0, y v у г, . . . , у п при некоторых 
значениях аргумента х х, х г, . . . ,  х п, принадлежащих отрезку [а ,  Ь].

Задача заключается в том, чтобы найти функцию, по возможно­
сти более простую с точки зрения вычислительной (например, много­
член), которая представляла бы неизвестную функцию y  =  q(x) на
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отрезке [а ,  Ь\ точно или приближенно. В более отвлеченной форме 
э т у  задачу  можно сформулировать так : на отрезке [а, Ь\ заданы

значения неизвестной функции 
у  =  ф(дг) в п +  1 различных точ­
ках  x t, x t, . . . ,  хп:

у=Р{х) л = ф ( 4  л  = ф К ) ........

требуется найти м н о г о ч л е н  
Р(х) степени ^ п, приближенно 
выражающий функцию ф (х ).

В качестве такого многочлена 
р ис. 164. естественно взять  многочлен, зна­

чения которого в точках х„, х 0 
. ,  хп с о в п а д а ю т  с соответствующими значениями у а, y lt

y t, . . . ,  у п функции ф (х) (рис. 164). Тогда поставленная задача , 
называемая «задачей интерполирования функции», формулируется так : 
для данной функции ф(лг) найти многочлен Р(х) степени s ^ /г, который 
при заданных значениях х а, x v . . . ,  хп принимал бы значения

л = , р ( 4  л = ф (4  • • • , л = Ф ( 4
В качестве искомого многочлена возьмем многочлен п-й степени вида

Р(х) =  С0 (х— х:l) (x — x t) . . .  (х— х п) +
+  С , ( x — x 0)(x — x t) . . .  (х— хп) +
+  С , ( х — x « ) ( x — *,)_ (*— лг.) . . .  (лг— хп)

. . .  + С п (х— х 0)(х — x j  . . .  (х— (1)

и определим коэффициенты С0, С,, . . . ,  С„ так , чтобы выполнялись 
условия

Р(Ху)^Уг, . . . .  Р (х„)= У п • (2)

Положим в формуле (1) лг =  лг0; тогда, принимая во внимание 
равенства (2), получим:

У» =  с «(х„~-* , ) ( * .  — xt) . . .  К  — *„)•
откуда

Уп
*  " ( . 4 — Х х )  ( * » — * « )  • • • ( * о — * п )  ‘  

Затем, положив x =  x v получим:

у 1 =  С1(лг, х 0) (xt jct ) . . .  (лг, х п),
откуда

Ух
(х ,— *„)(* ! Xt )  . . .  (jCj X f J



Таким же образом найдем:
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Уг
1 ( х г х о )  i x t  x i )  ( х 2 х г )  ••• ( * а  х п )

■ >______________________________У п ______________________
" (*B —  * o ) (* »  —  * i)  (*!. —  *«) • • •  (Хп— Х п - 1) '

Подставляя найденные значения коэффициентов в формулу (1), получим:

p / v \ _ х \) (х  х г) ••• (х  хп) .,  |
(х0—дс>) (дс„—X,) . . .  (*„— *„)-У°~Г‘

(х—х„) (х—хг) . . .  ( х—хп)
Уг +' ( * , —  *о) ( * 1 ~  •х г) ( * !  —  * пУ

(х—х0) [х —х , ) ( х —х,) . . .  (х—х„)
(хг х о) (х г * i )  (* «  * 1) (* «  х п) 2 

I ( *  х о) (х  * i )  (х  х п -\ )  , .  /о\
”  (*п — *»)(хп — хi) ••• (хп — *n -i)

Эта формула называется интерполяционной формулой Лагранжа.
Отметим без доказательства, что если ф (х) имеет производную 

(га +  1)-го порядка на отрезке [ а ,  Ь\, то ошибка при замене функ­
ции ф(л:) многочленом Р(х), т . е. величина R ( x )= y (x ) — Р{х), 
удовлетворяет неравенству

| Я (* )| < |  ( * — * , ) ( * — х,) . . .  (х — * ^ | ^ - ^ т а х | ф (п+,)(*)|.

З а м е ч а н и е .  Из теоремы 4 §  6 следует , что многочлен Р(х) 
является единственным, удовлетворяющим поставленным условиям.

П р и м е р .  Из эксперимента получены значения функции у  =  (р(х): 
у 0 =  3 при * „ = 1 ,  (/, =  — 5 при х, =  2, у ,  — 4 при х , =  —4. Требуется пред­
ставить приближенно функцию у  =  <р(х) многочленом 2-й степени. 

Р е ш е н и е .  По формуле (3) имеем (при п =  2):

п , . л  ( х — 2)(лс +  4) ( * - 1 ) ( *  +  4) . ( х — 1) (х — 2) .
( 1 — 2) ( 1 + 4 )  +  (2 — 1)(2  +  4 ) ( ‘ ,  +  ( — 4 - ^ 1 ) ( — 4 — 2) *

или
39 в 123 . 252 
30* 30 х+  30 ■

§  10. О наилучшем приближении функций многочленами. 
Теория Чебышева

В связи с задачей, рассмотренной в предыдущем параграфе, 
естественно поставить такой вопрос: пусть на отрезке [ а ,  Ь\ задана 
непрерывная функция ф(лг). Можно ли эту  функцию с л ю б о й  н а ­
п е р е д  з а д а н н о й  с т е п е н ь ю  т о ч н о с т и  приближенно предста­
вить в виде многочлена Р (х )? Иначе говоря, можно ли подобрать
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такой многочлен Р (х ), чтобы разность между ф(лг) и Р(х) по абсо­
лютной величине во всех точках отрезка [а ,  Ь] была меньше любого 
наперед заданного положительного числа е? Утвердительный о твет* ) 
на этот вопрос содержится в следующей теореме, которую мы при­
водим здесь без доказательства:

Т е о р е м а  В е й е р ш т р а с с а .  Если функция ф (х) непрерывна 
на отрезке [а , Ь\, то  для любого е > 0  существует такой много­
член Р(х), что во всех точках указанного отрезка выполняется 
неравенство

\/{х) — Р {х)\ < ъ .
Выдающийся советский математик академик С. Н. Бернштейн дал 

следующий способ непосредственного построения таких многочленов, 
которые приближенно равны непрерывной функции ф (х) на заданном 
отрезке.

Пусть, например, функция ф (х) непрерывна на отрезке [0, 1]. 
Составим выражение

Ф ( т )  1 - * ) " ■ " •
т — о

Здесь С — биномиальные коэффициенты, ф ^ ~ - ^ — значение данной

функции в точке х =  ^ -. Выражение Вп (х) является многочленом

л-й степени; его называют многочленом Бернштейна.
Если задано произвольное е > 0 ,  то можно подобрать такой 

многочлен Бернштейна (т. е. так  выбрать его степень л), чтобы для  
всех значений х  на отрезке [0 , 1] выполнялось неравенство

\в п М — Ф ( * )  I C e -

Отметим, что рассмотрение отрезка [0, 1], а не произвольного 
отрезка [а ,  Ь\ не является существенным ограничением общности, 
так как с помощью замены переменного x =  a-\-t(b— а) можно 
любой отрезок [а ,  b] преобразовать в отрезок [0, 1]. При этом много­
член л-й степени преобразуется в многочлен той же степени.

Создателем теории наилучшего приближения функций с помощью 
многочленов является один из величайших представителей математи­
ческой мысли русский математик П. Л. Чебышев (1821— 1894). 
Им получены наиболее глубокие результаты в этой области, оказав­
шие исключительное влияние на работу последующих математиков. 
Исходной точкой для создания этой теории Чебышевым была его 
работа по теории шарнирных механизмов, широко используемых

*) Заметим, что интерполяционный многочлен Лагранжа [см. (3) § 9] не 
дает еще ответа на поставленный вопрос. Его значения равны значениям
функции в точках х0, х„ х.......... . хп, но они могут быть очень далеки от
значений функции в других точках отрезка [а, Ь].
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в машинах. Изучая такие механизмы, он пришел к  задаче разыскания 
среди  всех многочленов данной степени с коэффициентом при стар­
шем члене, равным единице, такого многочлена, который меньше всех 
отклоняется от нуля на заданном отрезке. Такие многочлены им были 
найдены и впоследствии учеными названы многочленами Чебышева. 
Эти многочлены обладают многими замечательными свойствами и 
в настоящее время являются могучим средством исследования во мно­
гих вопросах математики и техники.

У пражнения к  главе VII 

! .  Найти (3 +  5/) (4 — /). Отв.  17 +  17/. 2. Найти (6 +  11/) (7 +  3/).
Q_/ 7 1 о

Отв. 9+ 95/ .  3. Найти — . Отв.  -pr — i .  4. Найти ( 4 — 7i)s. Отв.  — 524 +  7i.
4 +  5t 41 41

5. Н а й т н У i.  Отв.  ± . 6. Найти У — 5 — 12/. Отв. ± ( 2 — 3/). 7. При-
У  2

вести к  тригонометрическому виду вы ражения : a) 1 + t .  Отв.  }^2^cos-^ -  +

+  t sin j  . б) 1 —i. Отв. У 2 ^ c o s ~  + /  sin 8. Найти у / 1- Отв . i 3 ; 

I_у  ~з
— /; — ^ — . 9. Выразить через степени s in *  и c o s *  следующие вы ражения :

sin 2*, cos 2*. sin 4*, cos 4*, sin 5* ,  cos 5*. 10. Вы рази ть  через синус и косинус 
кратных д у г :  cos2 * ,  cos’ * ,  cos4 * ,  cos5* ,  cos11* ; sin2 * ,  s in** ,  sin4 * ,  sins *.
11. / ( * ) = * ’ — 4*г +  8* — 1 разделить на * + 4 .  Отв.  / (* )  =  (* +  4 ) x  
X (* ! — 8* +  40) — 161, т. e. ч а с т н о е = * ! — 8* +  40; остаток / ( — 4 ) = — 161.
12. / (*) = * 4 +  12*s +  54*j  + 108* +  81 разделить на *  +  3. Отв. f ( x )  =  
=  ( * + 3 )  (* ’ +  9*2 +  27* +  27). 13. / ( * ) = * ’ — l разделить на *  — 1. 
Отв.  / (* )  =  ( * — l)  ( * e +  * 6+  * 4 + ** +  * ’  +  *  +  1).

Разложить на множители многочлены: 14. / ( * ) = * 4— 1. Отв.  /(*)  =  
=  (* — 1)(*  +  1 ) (* 2 +  1). 15. 1 ( х ) = х г —х —Ч. Отв.  / (* )  =  ( * — 2) (*  +  1). 
16. / ( * ) = * *  +  1. Отв.  / (* )  =  (* +  1) (**— * +  1).

17. На основании эксперимента получены значения функции у  от * :

y t =  4 при * !  =  0,
</2 =  6 при *2= 1 ,
(/, =  10 при * j  =  2.

Представить приближенно функцию многочленом второй степени. 
Отв. х * + *  +  4.

18. Найти многочлен четвертой степени, принимающий при *  =  1, 2, 3, 4, 5,
3 129

соответственно, значения 2, 1, —>1, 5, 0. Отв.  у * 4 — 17** + - у  * 2— 9 2 * +  35.

19. Найти многочлен, по возможности низкой степени, принимающий при 
х ~ 2, 4, 5, 10, соответственно, значения 3, 7, 9, 19. Отв.  2 * — 1.

20. Найти многочлены Бернштейна 1-й, 2-й, 3-й и 4-й степеней для  функ* 
Нин у  я= sin п к  на отрезке [0, 1]. Отв. В 1 (х) =  0; В ,  (*) = 2 *  (1 — *);

S , ( * )  =  L ^  * ( ! - , * ) ;  B t ( x ) =  2 * ( 1 — * ) [ ( 2  У 2 - З ) * 2— (2 У  2 — 3) *  +  У~2].
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ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

§  1. Определение функции нескольких переменных

Рассматривая функции одного переменного, мы указывали, что 
при изучении многих явлений приходится встречаться с функциями 
д в у х  и более независимых переменных. Приведем несколько при­
меров.

П р и м е р  1. Площадь S прямоугольника со сторонами, длины которых 
равны х н у ,  выражается формулой

S  =  xy.
Каждой паре значений* и у соответствует определенное значение площади S;
S есть функция двух переменных.

П р и м е р  2. Объем V прямоугольного параллелепипеда с ребрами, длины 
которых равны *, у, г, выражается формулой

V = x y z .
Здесь V есть функция трех переменных х, у, г.

П р и м е р  3. Дальность R полета снаряда, выпущенного с начальной ско­
ростью и0 из орудия, ствол которого наклонен к Горизонту под углом ф, выра­
жается формулой

t»*sin 2ф

(если пренебречь сопротивлением воздуха). Здесьg —ускорение силы тяжести. 
Для каждой пары значений v0 и ф эта формула дает определенное значе­
ние R, т. е. R является функцией двух переменных v0 и ф.

П р и м е р  4.
** + Уг + z* + 11

V T + **
Здесь и есть функция четырех переменных х, у, г, t.

О п р е д е л е н и е  1. Если каждой паре (х, у) значений д вух , неза­
висимых д р у г  от друга ,  переменных величин х  и у, из некоторой 
области их изменения D, соответствует определенное значение вели­
чины z, то мы говорим, что г  есть функция двух независимых пере­
менных х  и у, определенная в области D.

Символически функция д в у х  переменных обозначается так : 
* = / ( * .  у), z — F(x, у)-а  т. д .



Функция д в у х  переменных может быть задана, например, с по­
мощью таблицы или аналитически — с помощью формулы, как  это 
сделано в рассмотренных выше четырех примерах. На основании 
формулы можно составить таблицу значений функции для некото­
рых пар значений независимых переменных. Так, для первого примера 
можно составить следующую таблицу:
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5  =  ху

хЧ 0 1 1.5 2 3

1 0 1 1.5 2 3
2 0 2 3 4 6
3 0 3 4.5 6 9
4 0 4 6 8 12

В этой таблице на пересечении строки и столбца, соответствую­
щих определенным значениям х  и у, проставлено соответствующее 
значение функции S.

Если функциональная зависимость z =  / ( х ,  у) получается в резуль­
тате измерений величины z при экспериментальном изучении какого-либо 
явления, то сразу получается таблица, определяющая z как  функцию 
д в у х  переменных. В этом случае функция задается  только таблицей.

Как и в случае одного независимого переменного, функция д в у х  
переменных сущ ествует, вообще говоря, не при любых значениях х  и у.

О п р е д е л е н и е  2. Совокупность пар (х, у) значений х  и у, при 
которых определяется функция

■ г= /(х ,  у),
называется областью определения или областью существования 
этой функции.

Область определения функции наглядно иллюстрируется геоме­
трически. Если каж дую  пару значений х  и у  мы будем изображать 
точкой М(х, у) в плоскости Оху, то область определения функции 
изобразится в виде некоторой совокупности точек на плоскости. 
Э ту  совокупность точек будем такж е называть областью опреде­
ления функции. В частности, областью определения может быть и 
вся плоскость. В дальнейшем мы будем главным образом иметь дело 
с такими областями, которые представляют собой ч а с т и  п л о с к о ­
с т и ,  о г р а н и ч е н н ы е  л и н и я м и .  Линию, ограничивающую данную 
область, будем называть границей области. Точки области, не лежа­
щие на границе, будем называть внутренними точками области. 
Область, состоящая из одних внутренних точек, называется откры­
той  или незамкнутой. Если же к области относятся и точки границы, 
то область называется замкнутой.
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П р и м е р  5. Определить естественную область определения функции
г  — 2х— у .

Аналитическое выражение  2х—у  имеет смысл при любых значениях х 
и у .  Следовательно, естественной областью определения функции явл яется  вся 
плоскость Оху.

П р и м е р  6. _________
г = У ~  1— хг — у г .

Д л я  того чтобы х имело действительное значение, нужно, чтобы под кор­
нем стояло неотрицательное число, т. е. х и у  должны удовлетворять неравен­

ству
1 — дс2— у г ^ 0  или дс2 +  г/г *5 1 .

Все точки М (х, у ) ,  координаты которых 
удовлетворяю т указан но м у  неравенству, л еж ат  
в кр у ге  радиуса 1 с центром в начале коорди­
н ат  и на границе этого к р у г а .

П р и м е р  7.

z =  In (* +  у).

Т а к  к ак  логарифмы определены только для  
положительных чисел, то должно удовлетво­
ряться  неравенство

x + i / > 0  или у > — х.

Это значит, что естественной областью опре­
деления функции г явл яется  половина плос­

кости, расположенная над прямой у  —— х, не включая самой прямой (рис. 165).
П р и м е р  8. Площадь треугольника S  представляет собой функцию осно­

ван и я  х и высоты у :

Областью определения этой функции явл яется  область х >  0, у  >  0 ( так  к а к  
основание треугольника и его высота не могут  быть ни отрицательными, ни 
нулем). Заметим, что область определения рассматриваемой функции не совпа­
дает  с естественной областью определения того аналитического вы ражения , 
с помощью которого задается  функция, т а к  к а к  естественной областью опре-

ху  _
деления вы ражения ■— я вл яется ,  очевидно, вся плоскость Оху.

Определение функции д в у х  переменных легко обобщить на слу­
чай трех или более переменных.

О п р е д е л е н и е  3. Если каждой рассматриваемой совокупности 
значений переменных х, у, г, . . . ,  и, t соответствует определенное зна­
чение переменной w, то будем называть w функцией независимых 
переменных х, у, z, . . . ,  и, t и писать w =  F (х, у, z, . . . ,  и, t) 
или w = / (x , у , z, и, t) и т . п.

Так же как  и для функции двух  переменных, можно говорить
об области определения функции трех, четырех и более переменных.

Так, например, для функции трех переменных областью опреде­
ления является некоторая совокупность троек чисел (лг, у , z).



Заметим т у т  же, что к аж д ая  тройка чисел задает  некоторую точку 
уМ(х, у , г) в пространстве Oxyz. Следовательно, областью опреде­
ления функции трех переменных является некоторая совокупность 
точек пространства.

Аналогично этому можно говорить об области определения функ­
ции четырех переменных u = f( x ,  у, z, t) как  о некоторой совокуп­
ности четверок чисел (х, у , z, t). Однако область определения функ­
ции четырех или большего числа переменных уж е  не допускает  про­
стого геометрического истолкования.

В примере 2 приведена функция трех переменных, определенная 
при всех значениях х , у, г.

В примере 4 приведена функция четырех переменных.
П р и м е р  9. ________________

w =  V 1 —хг—уг—гг—и1.
Здесь w—функция четырех переменных х, у, г, и, определенная при 

значениях переменных, удовлетворяющих соотношению
1 —хг—уг—г*—иг^  0.

§  2 .  Геометрическое изображ ение функции д в у х  переменных

Рассмотрим функцию
*  =  / ( * .  У), 0 )

определенную в области G на плоскости Оху (эта область может 
быть, в частности, и всей плоскостью), и систему прямоугольных

§  2 ]  Г ЕО М ЕТРИ ЧЕСКО Е ИЗО БРАЖ ЕНИ Е ФУ НКЦИИ Д В У Х  ПЕРЕМЕННЫХ 2 3 9

декартовых координат Oxyz (рис. 166). В каждой точке (х, у) вос­
ставим перпендикуляр к  плоскости Оху и на нем отложим отрезок, 
равный / ( х , у).

Тогда мы получим в пространстве точку Р  с координатами 
*. У. г = / (х ,  у).

Геометрическое место точек Р, координаты которых удовлетво­
ряют уравнению (1), называется графиком функции д в у х  переменных.
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Из курса аналитической геометрии мы знаем, что уравнение (1) 
в пространстве определяет некоторую поверхность. Таким образом, 
графиком функции д в у х  переменных является поверхность, проекти­
рующаяся на плоскость Оху в область определения функции. Каждый 
перпендикуляр к  плоскости Оху пересекает поверхность z —f( x , у) 
не более чем в одной точке.

П р и м е р .  Графиком функции г  =  хг -\-уг , к а к  известно из аналитической 
геометрии, явл яется  параболоид вращения (рис. 167).

З а м е ч а н и е .  Функцию трех или более переменных изобразить 
с помощью графика в пространстве невозможно.

§  3. Частное и полное приращение функции

Рассмотрим линию PS пересечения поверхности

* = / ( * ,  У)
с плоскостью у  =  const, параллельной плоскости Oxz (рис. 168).

Так как  в этой плоскости у  сохраняет постоянное значение, то z 
вдоль кривой PS б удет  меняться только в зависимости от измене­
ния х. Дадим независимой переменной х  приращение Дд;; тогда z полу­

чит приращение, которое называют 
частным приращением z по х  и 
обозначают через Д xz (на рисунке 
отрезок 5 5 ' ) ,  т ак  что

Axz = f ( x + A x ,  y )— f( x ,  у). (1)

Аналогично, если х  сохраняет 
постоянное значение, а у  получает 
приращение Ау, то z получает при­
ращение, называемое частным при­
ращением z по у. Это приращение 
обозначают символом Ayz (на ри­
сунке отрезок ТТ'у.

AyZ —f( x ,  y + A y ) —f( x ,  у). (2)

Приращение Ayz функция получает «вдоль линии» пересечения 
поверхности z —f( x ,  у) с плоскостью х =  const, параллельной пло­
скости Oyz.

Наконец, сообщив аргументу х  приращение Ах, а аргументу у — 
приращение Д у , получим для z новое приращение Az, которое назы­
вается полным приращением функции z и определяется формулой

A z = f ( x  +  Ax, y  +  A y)—f( x ,  у). (3)

На рисунке 168 Az изображается отрезком QQ'.
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Надо заметить, что, вообще говоря, полное приращение не равно 
сумме частных приращений, т . е . Az Ф Axz +  Ayz.

П р и м е р  z =  xi/.

Ахг  =  (х +  Ах) у —ху  =  у  Ах,
Ау г  = х ( у  +  Ау )—х у = х  Ау,
Аг = ( х  +  Д*) (у  +  Ау )—ху  =  у  Ах +  х А у  +  Ах Ау.

При * =  1, у  =  2, Ад; =  0,2, Д«/ =  0,3  имеем Д*г =  0,4 , Д^ ,г=0,3 ,  Д г = 0 ,7 6 .

Аналогичным образом определяются частные и полное приращения 
функции любого числа переменных. Так, дл я  функции трех пере­
менных u —f  (х, у , t ) имеем:

Джц = / (л ;  +  Ал:, у, /)— / ( * ,  у, /),

Ау« = / ( * .  У +  ЬУ, t)— f ( x , У, t), 
У, t +  At)—f.(x, у , t), 

A u = f ( x +  Ах, у  +  Ау, t +  At)— f ( x ,  у, t).

§  4. Непрерывность функции нескольких переменных

Введем одно важное вспомогательное понятие — понятие окрест­
ности данной точки.

Окрестностью радиуса г точки М 0 (х 0, у 0) называется сово­
купность всех точек (л:, у), удовлетворяющих неравенству 
]/(х— л ^ - И д » — Ул)г < .г, т . е. совокупность всех точек, лежащих 
внутри круга  радиуса г с центром в точке М„ (х0, у 0).

Если мы говорим, что функция f ( x ,  у) обладает каким-либо свой­
ством «вблизи точки (л:,, _у0)>> или «в  окрест­
ности точки (х0, у 0)у>, то под этим подра­
зумеваем, что найдется такой круг  с центром 
(х̂ , у„), в о  всех точках которого данная 
функция обладает указанным свойством.

Прежде чем рассматривать понятие непре­
рывности функции нескольких переменных, 
рассмотрим понятие предела функции несколь­
ких переменных *) . П усть дана функция

* = / ( * ,  У),
определенная в некоторой области G плос­
кости Оху.

Рассмотрим некоторую определенную точку Ж0 (л:0, _у0), лежащую 
в области G или на ее границе (рис. 169).

*) Мы будем в основном рассматривать функции д в у х  переменных, так  
как  рассмотрение трех и более переменных не вносит ни каких  принципиаль­
ных изменений, но вносит добавочные технические трудности.



2 4 2 ФУНКЦИИ НЕ СКО ЛЬ КИХ  ПЕРЕМЕННЫХ [ г л .  V1H

О п р е д е л е н и е  1. Число А называется пределом функции /  (х , у) 
при стремлении точки М(х, у) к  точке (х0, у 0), если для  каждого 
числа е > 0  найдется такое число г >  0, что для всех точек М(х, у), 
для которых выполняется неравенство ЛШ 0 <  г, имеет место неравен­
ство

\/(х, У) — А | <  е.

Если число А является пределом функции f ( x , у) при М(х, у ) —>■ 
—1-M a(xt, Л ) .  то пишут:

lim  f ( x , у) =  А.
X -► Х0
V-+ У о

О п р е д е л е н и е  2. П усть точка Af„ (х0, у 0) принадлежит области 
определения функции f ( x ,  у). Функция z = f ( x , у) называется не­
прерывной в точке М0 (х 0, у Л), если имеет место равенство

l im / ( x ,  у ) = / ( х 0, у 0), (1)
X -*■ х„
У -*• U а

причем точка М (х, у) стремится к точке М0 (х0, у а) произвольным 
образом, оставаясь в области определения функции.

Если обозначим х  =  +  Дл;, у  =  У0+  Ау, то равенство (1) можно 
переписать так :

lim  f ( x t +  Ax, y Q +  А у )= / (х а, y t) ( Г )
Дд: -► о 
\у -*■ о

или
lim  [ / ( * ,  + Ддс, y 0 +  A y)— f ( x 0, у„)]=  0 . ( Г )

Ал: -+ о 
Ау -*■ 0

Обозначим Дд =  УА(Д х )г + ( Д у ) 1 (см. рис. 168). При А х —<-0 и А у —>-0 
Дq —>-0, и обратно, если A q —*-0, то А х —►О и А у —>-0.

Замечая, далее, что выражение, стоящее в квадратных скобках 
в равенстве (1"), есть полное приращение функции Az, равенство (1") 
можно переписать в форме

lim Az =  0 . (1 " )
До -+ о

Функция, непрерывная в каждой точке некоторой области, называется 
непрерывной в области.

Если в некоторой точке N (х 0, у 0) не выполняется условие (1), 
то точка N (x0, у 0) называется точкой разрыва функции z = f ( x ,  у). 
Условие ( Г )  может не выполняться, например, в следующих случаях:

1) z = f ( x ,  у) определена во всех точках некоторой окрестности 
точки N (xa, у а), за исключением самой точки N (x0, у 0);

2) функция z = f ( x ,  у) определена во всех точках окрестности 
точки М(хЛ, у 0), но не сущ ествует  предела lim  f ( x ,  у);

X -+ Х0 
V-* У о
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3)  ф у н к ц и я  о п р е д е л е н а  во в с е х  т о ч к а х  о к р ес т н о с т и  N (xl), у а) и 
с у щ е с т в у е т  п р е д е л  l im  f ( x ,  у), но

' *9
' У О

l im  f{ x , y ) j= f ( x 0, у 0).
*0
г/о

П р и м е р  1. Ф ун кц и я
г  =  дсг +  у2

непрерывна при любых значениях х и у, т. е. в любой точке плоскости Оху. 
Действительно, каковы  бы ни были числа х и у. Ах и Ау, имеем:

Дг =  [(х +  Дх)2 +  (</ +  Ау)1] — [хг +  уг\ =  2х Ах  +  2у Д у +  Дх2 +  Д if ,
следовательно,

lim Дг =  0.
Дд: - »  о 
Ау -+ о

Приведем пример разрывной функции.
П р и м е р  2. Ф ун кц и я

„ 2ху
х И- у

определена всю ду, кроме точки х =  0, у — 0 (рис. 170, 171).
Рассмотрим значения г  вдоль прямой y =  kx (k =  const). Очевидно, вдоль 

этой прямой
2 кхг 2k

Z=T O V ==I + r 2 =  COnst'
т. е. функция г вдоль всякой прямой, проходящей через начало координат, 
сохраняет постоянное значение, зависящее от углового  коэффициента k прямой.

Рис. 170. Рис. 171.

Поэтому, подходя к  началу координат по различным путям , мы будем получать 
различные предельные значения, а это значит, что функция f  (х, у) не имеет 
предела, когда точка (х, у) на плоскости Оху стремится к началу координат. 
Следовательно, функция разрывна в этой точке. Эту функцию нельзя доопре­
делить в начале координат т ак ,  чтобы она с тал а  непрерывной. Л егко  видеть, 
с другой стороны, что в остальных точках эта функция непрерывна.
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§  5 . Частные производные функции нескольких переменных

О п р е д е л е н и е .  Частной, производной по х  от функции 
z = f ( x ,  у) называется предел отношения частного приращения Дxz 
по х  к  приращению Ах  при стремлении Да' к  нулю.

Частная производная по х  от функции z = f ( x ,  у) обозначается 
одним из символов

Аналогично частная производная по у  от функции z = f ( x ,  .у) 
определяется как предел отношения частного приращения функции 
Дyz по у  к приращению Ау при стремлении Ау к нулю. Частная 
производная по у  обозначается одним из символов

Таким образом,

Заметив, что Ахг вычисляется при неизменном у , a Ayz при неиз­
менном х, мы можем определения частных производных сформули­
ровать так: частной производной по х  от функции z = / ( * ,  у) назы­
вается производная по х, вычисленная в предположении, что у  —• 
постоянная. Частной производной по у  от функции z =  f(x , у) назы­
вается производная по у, вычисленная в предположении, что х  — 
постоянная.

Из этого определения ясно, что правила вычисления частных про­
изводных совпадают с правилами, указанными для функций одного 
переменного, и только требуется каждый раз помнить, по какому 
переменному ищется производная.

П р и м е р  1. Дана функция z:=**sini/; требуется найти частные произ-

z'x, f'x (X,- У)
дг_ д]_

’ д х ’ дх'
Таким образом, по определению,

Цх +  ьх, у )—f (х, у) 
\Х

дгводные -j- идг дг 
дх И д у '

Р е ше н и е .
з -  =  2* sin и; =  х* cos у. дх ду J

Пр и м е р  2. г= ху. 
Здесь
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Частные производные функции любого числа переменных опреде­
ляются аналогично. Так, если имеем функцию и четырех перемен­
ных X, у, z, t\

« = / ( * ,  У> z, t),
то

]im / (*  +  Ах, у, г, t) — / (х, у, г, /)
Ах -4 О Л *

д и _  И т  /(* ,  у +  Ау, г, 0 — /(дс, у, г ,  t) 
дУ Ау -> о &У

П р и м е р З .  w = лг2 + «/* -)- лс/г*.

—  =  2 * 4 -/г»- —  - 2 и -  — - 3  5* + ’ % ~ дг~ - ' d t~

§ 6 . Геометрическая интерпретация частных производных 
функции двух  переменных

Пусть уравнение
* = / ( * .  З')

есть уравнение поверхности, изображенной на рисунке 172.
Проведем плоскость х =  const. В сечении этой плоскости с по­

верхностью получится линия РТ. При данном х  рассмотрим на 
плоскости Оху некоторую точку М(х, у). Точке М соответ­
ствует точка Р(х , у , z ), принадлежащая поверхности z = f ( x ,  у). 
Оставляя х  неизменным, дадим пе­
ременному у  приращение Ду  =
=  MN—PT'. Тогда функция z по­
лучит приращение k yz =  TT' [точке 
Л/ (х, у  -j- Ду) соответствует точка 
Т(х, y-\-S.y, z-\-Az) на поверхно­
сти z =  f ( x ,  у ) ] . ,

Отношение равно тангенсу
угла, образуемого секущей РТ с по­
ложительным направлением оси Оу\

Ai ,z /\
—  =  tg ТРТ .
АУ 6

Следовательно, предел
А уг дг

ду
Рис. 172.l im 

Ау -* о А У

равен тангенсу угла р , образованного касательной РВ к кривой РТ 
в точке Р  с положительным направлением оси Оу:

дг . 0
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наклона касательной к кривой, получающейся в сечении поверхности 
Z ~  f  (х, у) плоскостью х =  const.

Аналогично частная производная ^  численно равна тангенсу
угла наклона а  касательной к сечению поверхности z — f ( x , у) 
плоскостью у  =  const.

По определению полного приращения функции z = f ( x ,  у) имеем 
(см. § 3 гл. VIII):

Предположим, что /(х, у) в рассматриваемой точке (jc, у) имеет 
непрерывные частные производные.

Выразим Az через частные производные. Для этого в правой 
части равенства (1) прибавим и вычтем / (х ,  _у+ А у):

А г  =  [f{x  +  Дх, y  +  A y)— f( x ,  у  +  Д>>)] +  [/ (х, у  +  Ау) — /  (х, у)\. (2)

стоящее во второй квадратной скобке, можно рассматривать как 
разность двух  значений функции одного переменного у  (значение х  
остается постоянным). Применяя к этой разности теорему Лагранжа, 
получим:

где у  заключено между у  и у-\-Ау.
Точно так же выражение, стоящее в первой квадратной скобке 

равенства (2), можно рассматривать как разность двух  значений 
функции одного переменного х  (второй аргумент сохраняет одно и 
то же значение у-{- Ау). Применяя к этой разности теорему Лагранжа, 
получим:

f ( x  +  Ax, y  +  b y ) - f ( x ,  у + А у )  =  А х д1 ^ ± М ,  (4)

§  7. Полное приращение и полный дифференциал

A z = f ( x  +  Ах, у + А у ) —/(х, у). ( 1)

Выражение
f ( x ,  у + А у ) —/(х, у),

f { x , y  +  A y ) - f ( x ,  у) =  Ау (3)

где х  заключено между х  и x - f -A x .
Внося выражр“”“ ,С('  " /4Л ° п ,“ , , , 'гп"  1Г>\ пл...........
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(6)

Так как, по предположению, частные производные непрерывны, то 

l im  <?/(*, у +  Ау) у)
Ах -* о дх дх
Ау -> о

Utn
Ах-* о дУ дУ
Ау -* о

(так как х н у  заключены, соответственно, между х  и х  +  Дх, у  
и _у +  Д.у, то при Д х —>0 и А у —<-0 х и у  стремятся, соответственно, 
к х  и у). Равенства (6) можно переписать в виде

df(x, у +  Ау) df(x, у) 
дх дх ‘

(6 ' )
д[(х, у) __ df(x, у) 

ду ду

где величины у ,  и стремятся к нулю, когда Дх и Ау  стремятся 
к нулю (т. е. когда Дд =  V^Ax* +  Д.уг —*-0).

В силу равенств (6') соотношение (5) принимает вид

Сумма двух  последних слагаемых правой части является бесконечно 
малой высшего порядка относительно Дд =  У Д х 2+  Д_у2. Действи­
тельно, отношение —>-0 при Q—>-0, так как у ,  является беско­

нечно малой величиной, а ^ — ограниченной  ̂ ^  1 j  . Ана­

логично проверяется, что —>-0.

Сумма первых двух  слагаемых есть выражение линейное относи­
тельно Дх и Ау. При f'x (х, у) ф 0 и f  (х, у ) ф 0  это выражение 
представляет собой г л а в н у ю  часть приращения, отличаясь от Az 
на бесконечно малую высшего порядка относительно Q =  У  Ах* -f- Ау*.

О п р е д е л е н и е .  Функция z = f ( x ,  у), полное приращение (Дг) 
которой в данной точке (х, у) может быть представлено в виде 
суммы двух  слагаемых: выражения, линейного относительно Дх и Ау, 
и величины бесконечно малой высшего порядка относительно Дд, на­
зывается дифференцируемой в данной точке, а линейная часть при­
ращения называется полным дифференциалом и обозначается через 
dz или df.

Из равенства (5') следует, что если функция f ( x , у) имеет не­
прерывные частные производные в данной точке, то она дифферен­
цируема в этой точке и имеет полный дифференциал

dz =  f  'x (х, у) Дх + / '  (х, у)А у . j /
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Равенство (5') можно переписать в виде

Az =  dz +  ytAx +  у  АУ>

и с точностью до бесконечно малых высшего порядка относительно Aq 
можно написать следующее п р и б л и ж е н н о е  равенство:

Az^=dz.

Приращения независимых переменных Ах и Ау  мы будем назы­
вать дифференциалами независимых переменных л: и у  и обозначать,

соответственно, через dx и dy. Тогда выра- 
х ду жение полного дифференциала примет вид

V  ^  , д±
ду'

Ш

хЛ у

d z  =  T xd X + ^ d y -

Ах

Рис. 173.

Таким образом, если функция z = f ( x ,  у) 
имеет непрерывные частные производные, то 
она дифференцируема в точке (х, у), и ее 
полный дифференциал равен сумме произведе­
ний частных производных на дифференциалы 
соответствующих независимых переменных.

П р и м е р  1. Найти полный дифференциал и 
полное приращение функции г =  ху в точке (2; 3) при Д х  =  0,1, Д(/ =  0,2. 

Р е ше н и е .
Дг = (х + Ах) (у + Ау) — ху = у Ах + х Ау + Дх Д у, 

dz =  px dx +  py dy =  y d x + x  d y = y  Дх +  х Ду.

Следовательно,
Дг =  3 . 0 , 1 + 2 - 0 ,2  +  0 ,1 -0 ,2  =  0,72;
4 г  =  3-0,1 + 2 - 0 ,2  =  0,7.

На рисунке 173 дана иллюстрация к этому примеру.

Предыдущие рассуждения и определения соответственным обра­
зом обобщаются на функции любого числа аргументов.

Если имеем функцию любого числа переменных

« » = / ( * ,  У, и, . . . ,  t),
df df dfпричем все частные производные 

(jc, у, z, и, . . . ,  t ), то выражение

■ I d x ^ l d y  +  l ,

является главной частью полного приращения функции и называется 
полным дифференциалом. Доказательство Того, что разность 
A w — dw является бесконечно малой более высокого порядка, чем

dw =  X- dx +  ̂  dy +  dz +  . . .  +  ̂  dt

^  непрерывны в точке 

df



У  (Ал:)* +  (Ад*)* +  . . .  +  (Д^)1, проводится совершенно так же, как 
и для функции двух  переменных.

П р и м е р  2. Найти полный дифференциал функции и —е*г+уг sin* г трех 
переменных х, у, г.

Р е ш е н и е .  Заметив, что частные производные

дЛ  = е**+^* 2х sin* г ,  
дх

^  =  е** +■>'* 2у  sin* г,

=«**+■>'*2 sin г  cos г = е*г+Уг sin 2гдг
непрерывны при всех значениях х, у, г , находим:

du—^ d x  +  dz =  ext+yt (2х sin* г dx-\-2y sin* г rfy +  sin 2г dz).

§  8 . Применение полного дифференциала в приближенных
вычислениях

Пусть функция z —f( x ,  .у) дифференцируема в точке (дг, у). Най­
дем полное приращение этой функции

А г = / ( д :+ А х ,  у + А у ) —/(х, у),
откуда

f ( x  +  Ax, у + А у ) = / ( х ,  у) +  Az. (1)
Мы имели приближенную формулу:

Az «а dz, (2)
где

dz =  d± A x  +  d± A y .  (3)

Подставляя в формулу (1) вместо Az развернутое выражение для dz, 
получим приближенную формулу:

/ ( х  +  Дх, у + Ь у )* * / { х , у) +  дЛ ^ А х  +  Щ ^ - А у ,  (4)

верную с точностью до бесконечно малых высшего порядка относи­
тельно Ах и Ау.

Покажем, как используются формулы (2) и (4) для приближенных 
вычислений.

З а д а ч а .  Вычислить объем материала , нужного для  изготовления ци­
линдрического с такан а  следующих размеров (рис. 174):

радиус внутреннего цилиндра R, 
высота внутреннего цилиндра Н, 
толщина стенок и дна стакан а  к.

Р е ше н и е .  Дадим два решения этой задачи: точное и приближенное.

§  8 ]  . ПРИМЕНЕНИЕ ПОЛНОГО Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л А  2 4 9



а) Т о ч н о е  р е ш е н и е .  Искомый объем v равен разности объемов 
внешнего цилиндра и внутреннего цилиндра. Т ак  к а к  радиус внешнего 
цилиндра равен R-\-k, а высота H +  k, то

v =  n (R +  k)2 (Н +  k) — nR2H,
или

v =  n(2R H k+ R 2k +  Hk* +  2Rki + k ’). (5)
б) П р и б л и ж е н н о е  р е ш е н и е .  Обозначим через f объем вн ут ­

реннего цилиндра, тогда f =  nRlH. Это— функция д в у х  переменных R и Н. 
Если увеличим R и Н на к, то функция / получит приращение Д/; но это 
и будет искомый объем v, т . е. и =  Д/.

1
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I равенство

или

На основании соотношения (1) имеем приближенное 

v df,

Но т ак  к а к

Л  =  2л RH, §Jj =  nR2, AR =  AH =  k,

то получаем:
о я  (2RHk +  R*k). (6)

Сравнивая результаты (5) и (6), видим, что они отличаются на вели­
чину я  (Hk*+2Rk2-\-k*), состоящую из членов второго и третьего порядка 
малости относительно к.

Применим эти формулы к  числовым примерам.
П усть  R =  4 см, #  =  20 см, Л =  0,1 см.
Применяя (5), получим точно:

о = я ( 2 - 4 - 2 0 - 0 , 1  +  42 '0 ,1  +  20-0 ,11 +  2 -4 -0 ,1 г +  0 ,1 ’ ) =  17,881 я .

Применяя формулу (6), получим приближенно:
( 2 '4 - 2 0 - 0 , 1 + 4 г -0,1) =  17 ,6я .

Следовательно, приближенная формула (6) дает ответ с ошибкой меньшей,
0 Зл

чем 0 ,3 я ,  что составляет  100- — % , т. е. менее 2%  измеренной 

величины.

§  9 . Приложение дифференциала к оценке погрешности 
при вычислениях

П у с т ь  н е к о то р ая  в ел и ч и н а  и я в л я е т с я  ф у н кц и ей  в е л и ч и н  х, у, z........t:

«  =  / (* ,  • • • .  О,
причем , о п р е д е л я я  к а к и м -т о  способом з н а ч е н и я  вели чи н ы  х, у, z, 
мы д о п у с к а е м  п о гр еш н ости  Д х ,  Ау, . . . ,  At. Т о г д а  зн ач е н и е  и, вы ­
численн ое  по неточны м  зн а ч е н и я м  а р г у м е н т о в ,  п о л у ч и т с я  с  п о гр еш ­
н остью

Аи=/(х-\- Ах, у + А у ,  . . . .  z + A z , t +  A t)— f( x ,  у, z, . . . ,  t).
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Н и ж е мы  з а й м ем с я  о ц ен ко й  п о гр еш н ости  Ди, если  и з в е с т н ы  п о гр е ш ­
ности Дх, Ду, М.

П ри д о с т а т о ч н о  м ал ы х  а б со л ю тн ы х  з н а ч е н и я х  величин  Дх, Ду ,  . . .  
. . . ,  Д t мо ж ем  п р и б л и ж ен н о  з а м е н и т ь  полное п р и р ащ ен и е  полным диф­
ф еренциалом

Ди

З д е с ь  з н а ч е н и я  ч а с т н ы х  п р о и зво д н ы х  и з н ач е н и я  п о гр еш н о стей  а р г у ­
м е н то в  м о г у т  б ы т ь  к а к  п о ло ж и тел ьн ы м и , т а к  и о тр и ц а те л ьн ы м и .  
З а м е н я я  и х  аб со л ю тн ы м и  величинами , п о луч и м  н ер авен ство

I Ди I Д*|. ( 1)

Если ч ер ез  | Д *х | ,  |Д*.у|, . | Д*и| обозначим м а к с и м а л ь н ы е  абсо­
л ю т н ы е  п о гр еш н ости  с о о т в е т с т в у ю щ и х  величин  ( гран и ц ы  д л я  абсо­
л ю тн ы х  величин  зн ачен и й  п о гр еш н остей ) ,  то  можно, о чеви дн о ,  при­
н я ть :

df
4*“ | = |а 4 **1+|г£|14 * Л + - . . + dt Д *t\ (2)

П р и м е р ы .
1. Пусть и = *  +  (/ + г ,  тогда

I Д * «  I =  I Д **  | + 1 Д*# | + 1 Д *г  |.
2. Пусть и = х — у, тогда

| д * и  | =  | Д*дс | -Н | А*у\.
3. П усть  и —ху, тогда

I Д *и | = | *1 1  Д*</| +  Ы  |Д**|.
4. П усть  и = — , тогда

У

1 Д * « 1 =  1У
Д**1 + л « . . | ... \У 11 I + 1 * 1 1  А*У\ 

л у] у*
5. Гипотенуза с и катет  а прямоугольного треугольника  ABC, опреде­

ленные с максимальными абсолютными погрешностями | Д*с| = 0 ,2 ,  | Д*а| = 0 ,1 ,  
соответственно равны с —75, а — 32. Определить угол  А  по формуле

s i r M = - ^ - ;  максимальную  абсолютную погрешность |ДЛ| при вычислении

угла  А.

Р е ш е н и е ,  sin А =  -2-, А =  arcsin , следовательно,

дА 1 дА
да > / > _ о* ’ дс с У с 1— а1 '

По формуле (2) получим:
1--- I 1 Я2
I Д-4 |= г , ..............0 , 1 + ——  -------п 9 =  0  00275 радианов =  9'38V

^ ( 7 5 ) ’ - ( 3 2 ) *  75 У  (75)* — (32)3 
»аким  образом,

32А =  arcsin yg ±  9 '38\
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6. Пусть в прямоугольном треугольнике  ABC катет  6 = 1 2 1 ,5 6  м, угол 
у4= 25°2Г40" ,  при этом максимальная  абсолютная погрешность при опреде­
лении катета 6 равна | Д * 6 | = 0 ,0 5 л ,  м акси мальн ая  абсолютная погрешность 
при определении у г л а  А равна | Д М|  =  12".

Определить максимальную абсолютную погрешность при вычислении ка ­
тета а по формуле a = b\gA.

Р е ш е н и е .  По формуле (2) находим:

| Д*а  |=| tg Л ||Д*6| +  1 ? ± | Д М | .

П одставляя соответствующие значения (и помня, что | А* А | нужно выразить 
в радианах), получим:

121,56 12
I A'*а I =  tg 25°21 ■'40Г• 0,05 + ̂ 2 5 ° 2Т'40'' 20^65 =  0 ’0237+0-0087“  0•0324 *•

Отношение погрешности Дл: некоторой величины к приближенно­
му значению х  этой величины называется относительной погреш­
ностью величины. Будем его о-Зозначать Ьх,

Ьх = Ах

Максимальной относительной погрешностью величины х  называется 
отношение максимальной абсолютной погрешности к абсолютной ве­
личине х  и обозначается | Й*д; |,

1 ^ 1 = ^  • (3)

Для оценки максимальной относительной погрешности функции и раз­
делим все числа равенства (2) на |u| =  |/(je, у, г, /)|

df а df
! л*и 1 __ 
1“ 1

дх
f |Д**| + ду

f 1 Д*.у ! +  •••  +
dt
f Д*/| (4)

но
д± д]_ 
дх д | л .  ду

д±
dt

Поэтому равенство (3) можно переписать так:

|б*и| =  |^1п|/|||Д ^ !+ |й1п|/|||Д ^|  +  . . .

или коротко:
dt ln.l/1 |A.V| (5)

(6)

Из формул как (3), так и (5) следует, что максимальная относи­
тельная погрешность функции равняется максимальной абсолютной 
погрешности логарифма этой функции.



Из формулы (6) следуют правила, применяемые в приближенных 
вычислениях.

1. Пусть и =  ху. Пользуясь результатами примера 3, получим:

I 5 * u  I — I.*  I lA** I л .  \М\\Ь*У 1 _  - i - ! A*ll  — I б * х  I - f  |6*У I
10 “ I \xy\ +  Ш  |*| +  |v| |0 * l +  l°  n

т. e. максимальная относительная погрешность произведения равняет­
ся сумме максимальных относительных погрешностей сомножителей.

2. Если ц =  —, то, пользуясь результатами примера 4, находим:
У

|e*aj =  |6**| +  |6V|.

З а м е ч а н и е .  На основании примера 2 следует, что если 
и —х — у, то

, б М = ГА«*1 +  |АЧ|.
1 1 \х—у\

Если х  и у  близки, то может оказаться, что |б*а| будет очень ве­
лика по сравнению с определяемой величиной х — у. Это обстоятель­
ство следует учитывать при производства вычислений.

П р и м е р  7. Период колебания м аятн и ка  равен

где I— длина м аятн и ка ,  g — ускорение силы тяжести .
К ак у ю  относительную погрешность в определении Т мы допустим по этой 

формуле, принимая я  ^  3 ,14  (с точностью до 0 ,005) ,  / = 1  м (с точностью 
до 0,01 м), g =  9 ,8  м/сек* (с точностью до 0 ,02  м/сек1).

Р е ш е н и е .  По формуле (6) м акси м ал ьн ая  относительная погрешность 
равна

| 6*7" | =| Д* In Г  |.

Но

In 7' =1п 2 + 1п я +2- 1 п /—у  'п £•

Вычислим | Д* In Т |. У читы вая ,  что я  =  3 ,14 ,  Д * я = 0 ,0 0 5 ,  / =  1 м, 
Д*/ =  0 ,01 м, g =  9 ,8  м/сек1, Д*£ =  0 ,0 2  м/сек1, получим:

. . .  -  , Ь*1 , 0 ,005  , 0 ,01  , 0 ,02
Д 1 п Г _  п +  2/ +  2g  ~  3,14  +  2 +  2 - 9 ,8  ~ 0, 0 *

И так ,  макси м альн ая  относительная погрешность равна

6*Г  = 0 ,0 0 7 6  =  0 ,7 6 % .

§  9 ]  ПРИЛОЖЕНИЕ Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л А  К ОЦЕНКЕ ПОГРЕШ НОСТИ 2 5 3



2 5 4 ФУНКЦИИ Н ЕСКО ЛЬКИХ  ПЕРЕМЕННЫХ [ Г Л .  V I »

§ 10. Производная сложной функции. Полная производная

Предположим, что в уравнении

z — F (и, v) (1)

и и v  являются функциями независимых переменных х н у :

u = (f(x , у); т> =  Ч>(х, у). (2)

В этом случае z есть сложная функция от аргументов х  и у.
Конечно, z можно выразить и непосредственно через х, у, а именно:

z =  F[q>(x, у), *!>(*, >0]. М3)
П р и м е р  1. Пусть

г  =  ы’ и,  +  ы + 1; и =  хг +  у*; v = ех+у +  lj
тогда

г  =  (* ’  +  У2)3 (ех +У +  1У +  (х* +  уг) +  1.

Предположим, что функции F (и, v), ф(х, у), tf) (дс, у) имеют 
непрерывные частные производные по всем своим аргументам и по­
ставим задачу: вычислить ^  и исходя из уравнений (1) и (2)
и не пользуясь уравнением (3).

Дадим аргументу х  приращение Ах, свхраняя значение у  неизменным. 
Тогда, в силу уравнения (2), и и v  получат приращения Ахи и Axv.

Но если и и v  получают приращения Ахи и Axv, то и функция 
z =  F(u, v) получит приращение Az, определяемое формулой (5') 
§ 7 гл. VIII:

А 6F .  . 5F а  , л I А

А г  =  дИ +  dv A *V +  А * “  +  y *A *V‘

Разделим все члены этого равенства на Ах:

A z^dF ^A * «  , А* “  | Ах
Ах ди Ах dv Ах ^  ** Ах Дх *

Если Ал:—>-0, то Ахи —*0 и Axv —>■ 0 (в силу непрерывности функ­
ций и и v). Но тогда Yi и Y2 тоже стремятся к нулю. Переходя 
к пределу при Дл:—> 0, получим:

дг . цт  Аги ди . Axv _ d v _l im A f — _ •  lim А*ц _  du ■ l im _______
Ax -+ 0 Ax d x '  Ax -> 0 A x  dx ’ a  x-+ 0 A x  d x ’

l im y a = 0 ;  l im Yj = 0
Д* -» о Ax 0

и, следовательно,

dx ~~ dudx~* dv dx
dz dF du . dF dv



Если бы мы дали приращение Ау  переменному у, а х  оставили 
неизменным, то с помощью аналогичных рассуждений нашли бы:

dz dF du .d F  dv
d y 1̂  du dy ' dv dy' '

П р и м е р  2.
* =  ]n (u*-\-v); u =  eK+yt, v= x* +  y; 

dz 2 и dz 1 
du ~~ u2 +  v ’ dv иг +  v ’

d“ =  2u.x+yK —  — Oy. ^ = 1  
dx e 1 dy Zye * dx Zx> dy *'

Используя формулы (4) и (4'), находим:

д х 3=1 u* +  v e* +yi+  ul + v  2х~  u.%+ v  (ие* +у2 +  х)>

n q r i r  2УеХ+у1 +  - ^ Л  =  ^  (2иуе*+У1 +\).

Для случая большего числа переменных формулы (4) и (4') 
естественным образом обобщаются.

Например, если w = F (z , и, v, s) есть функция четырех аргу­
ментов z, и, v, s, а каждый из них зависит от л: и .у, то формулы 
(4) и (4') принимают вид

§  1 0 ]  П Р О И ЗВ О Д Н А Я  СЛОЖНОЙ Ф У Н К Ц И И . ПОЛНАЯ П Р О И ЗВ О Д Н А Я 2 5 5

d w __dm dz , dw du .d w d v  . dw ds
dx дг d x '  du dx ~r  dv dx ~r  ds dx 1
d w _dw dz , dw du . dw dv dw ds
dy dz d y '  du dy do dy ds dy

(5)

Если задана функция z =  F(x, у, и, v), где у, и, v  в свою оче­
редь зависят от одного аргумента х:

У ~/(х)', и =  ф(х); г; == (х), 
то, по сути дела, z является функцией только о д н о г о  переменно­
го х  и можно ставить вопрос о нахождении производной ~  .

Эта производная вычисляется по первой из формул (5):
d z __дг дх . dz dy . dz ди . dz dv
d x~ ~ d x d x ^ ~ d yd x 'd u d x  dv dx ’

но так как у, и, v — функции только о д н о г о  х, то частные произ­
водные обращаются в обыкновенные; кроме того, ~  =  1; поэтому

d z_d z . d z d y . d z d u . d z d v  _
dx dx dy dx ‘ du dx ' dv d x ' '  '

Эта формула носит название формулы для вычисления полной.
dz f  dz \производной ( в  отличие от ч а с т н о й  производной ^-1.



П р и м е р  3.
г= х ‘ + V у, у = sin х, 

дг дг 1 dy
д х ~ 2х' д р ~ 2 У у '  d x ~ cosx - 

Формула (6) дает в этом случае следующий результат: 
dz дг . дг dy  i  i

§  11. Производная от функции, заданной неявно

Начнем рассмотрение этого вопроса с неявной функции одного 
переменного *). Пусть некоторая функция у  от х  определяется урав­
нением

F(x, у) =  0.
Докажем следующую теорему.

Т е о р е м а .  Пусть непрерывная функция у  о т  х  задается  
неявно уравнением

F(x, у)=г 0,
где F(x, у ), F'x (x, у), F'y(x, у )— непрерывные функции в некото­
рой области D, содержащей точку (х, у), координаты которой удо­
влетворяют уравнению (1); кроме того, в этой точке Fy(x, у ) ф 0 .  
Тогда функция у  о т  х  имеет производную

, F’x (х, у)
Ух —
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Fy (x, у)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть некоторому значению х  соответст­
вует значение функции у. При этом

F(x, у) — 0.

Дадим независимому переменному х  приращение Ах. Функция у  по­
лучит приращение А у, т. е. значению аргумента х-\- Ах  соответствует 
значение функции _у +  Ау. В  силу уравнения F(x, у) =  0  будем иметь:

F{x +  Ax, у-\-Ау) =  0.
Следовательно,

F(x +  Ax, y  +  A y)— F(x, у) =  0.

Левую часть последнего равенства, являющуюся полным приращением

*) В § 11 гл. III мы решали задачу о дифференцировании неявной 
функции одного переменного. Там мы рассматривали отдельные примеры 
и не нашли общей формулы, дающей производную от неявной функции, 
а также не выяснили условий существования этой производной.



функции двух  переменных по формуле (5 ') § 7, можно переписать так:

/"(х +  Дх, y  +  Ay)— F(x, У) =  §£ Ax +  j ? A y  +  y tAx +  \tAy,

г д е  у ,  и у* стремятся к нулю при Дх и Ау, стремящихся к нулю. 
Так как левая часть последнего выражения равна нулю, можно написать: 

dF dF
d x A x +  ду& У +  У ^ х  +  у ,  Ау  =  0 .

Разделим последнее равенство на Дх и вычислим :

dF
Ду _ dx
Ах~~ dF

J y  + V*

Устремим Дх к нулю. Тогда, учитывая, что при этом у  и Yi также
dFстремятся к нулю и что в пределе получим:

dJL
’ dx

У* ~  др • О )

dy
Мы доказали существование производной ух от функции, заданной 
неявно, и нашли формулу для ее вычисления.

П р и м е р  1. Уравнение
1 =0

определяет у к а к  неявную функцию от х. Здесь
dF dF „

F(x, у)*=хг +  уг— 1, ^ = 2 * ;  щ  =  2у.

Следовательно, по формуле (1)
dy _ __2 х _____ х̂

Т х~  2у — у '
Заметим, чте заданное уравнение определяет две разные функции [так  к а к  

к аж до м у  значению х в промежутке (— 1, 1) соответствуют два  значения у]\ 
однако найденное значение ух справедливо к а к  для  одной, т а к  и дл я  другой 
функции.

П р и м е р  2. Дано уравнение, связывающее х и у.
еу — е* +  ху — 0.

Здесь F (х, у) — еУ—ех +  ху,
dF v dF v ,
dx = —^  +  У' Т у - еУ +  х-

Следовательно, по формуле (1) получаем:
d y ____ — ех +  у _ ех—у
dx еу + х  еу +  хш

 ̂ Н. С. Пиекуиов, т. I

§ 1 1 ]  ПРОИЗВОДНАЯ ОТ ФУНКЦИИ, ЗАДАННОЙ НЕЯВНО 2 5 7
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Рассмотрим теперь уравнение вида

F(x, у, г) =  0. (2)
Если каждой паре чисел х  и у  из некоторой области соответст­

вует  одно или несколько значений z, удовлетворяющих уравнению 
(2), то это уравнение неявно определяет одну или несколько однознач­
ных функций z  от х  и у.

Например, уравнение
лс*+ У  +  z*— R* = 0

неявно определяет две непрерывные функции z от х, у , которые 
можно выразить явно, разрешив уравнение относительно z\ в этом 
случае мы получаем:

z =  VR*  — х2— /  и г  — — V R* — хг — у г .

Найдем частные производные ~  и — неявной функции z от х
и у, определяемой уравнением (2).

dzКогда мы ищем , мы считаем у  постоянным. Поэтому здесь
применима формула (1), если только независимым переменным счи­
тать х, а функцией z. Поэтому

dF

Zx^  dF'

Таким же путем находим:

д*
dF
дг

dJL
' ____ ?У% — дР •

дг
Аналогичным образом определяются неявные функции любого 

числа переменных и находятся их частные производные.
П р и м е р  3.

+ + —#г=0, « 
дг 2х х дг и
&х 2г г ' ду г '

Дифференцируя эту функцию как явную (после разрешения уравнения 
относительно г), мы получили бы тот же результат.

П р и м е р  4.
ег +  хгу + г +  5 = 0.

Здесь F (х, у, г) = ег + хгу +  г + Ь,

—  =  2xw —  — х1- —  — в* 4-1* дх У' д у ~ Х ’ д г ~ е + 1 ’
дг 2дсу д г_ х*
дх~~ в* +  1 ’ ду ег + 1 ’
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§  12. Частные производные различных порядков

Пусть имеем функцию двух  переменных:

* = / ( * »  У)-
Частные производные =  /Х(х, у) и щ —/у{х, у), вообще го­

воря, являются функциями переменных х  и у. Поэтому от них 
можно снова находить частные производные. Следовательно, частных 
производных второго порядка от функции двух  переменных ч е т ы р е ,
так как каждую из функций ^  и ^  можно дифференцировать как
по х, так и по у.

Вторые частные производные обозначают так:
4

d2z м^ 2 =/хх(х, у)'> здесь /  дифференцируется последовательно 
два раза по х;

d2z "
0Щ/ =  /ху{х, у)\ здесь /  сначала дифференцируется по х, 

а потом результат дифференцируется по у;
d2z "

— /ух {х, у)', здесь /  дифференцируется сначала по у, 
а потом результат дифференцируется по х;

d*z п~Q^r=fyy{x, у)\ здесь /  дифференцируется последовательно 
два раза по у.

Производные второго порядка можно снова дифференцировать как 
по х, так и по у. Получим частные производные третьего порядка. 
Их будет, очевидно, уже восемь:

д’г д’г д’г д’г д’г д’г д’г д’ г
дх* ’ дх?ду ’ дхдудх  ’ дхду* ’ дудх* ' ду дх ду ’ ду*дх ’ ду*'

Вообще, частная производная п-го порядка есть первая произ-
dnzводная от производной (п— 1)-го порядка. Например, QxiJ()yn'~p есть

производная я-го порядка; здесь функция z сначала р раз дифферен­
цировалась по х, а потом л — р раз по у.

Для функции любого числа переменных частные производные 
высших порядков определяются аналогично. '

П р и м е р  1. Вычислить частные производные второго п орядка  от функции
f(x , y ) =  x*y +  y ’.

Р е ш е н и е .  Последовательно находим: 
df dt 
дх =  2ху' Ту =  х + З у ’ 

d*f „  d*f д (2ху) _  „  d*f д(х* +  3у*) „  d*f „ 
dx* — Zy’ дхду ду ' ду дх дх ' ду* Ьу’

9 *



_  .  _ д’г д’г ,
П р и м е р  2. Вычислить и j y ^~i, если г = (/!< г + * У + 1.

Р е ше н и е .  Последовательно находим:
dz d̂ z d3z
Ш=у*е*+2ху>; S ?  =  tfe* +  2y>; g-rTy =  2yex +  6уг,

dz d*z d*z
Ty = 2ye* + Wy'\ Щ ^ ^ ^  + бху*-, д ^  =  2УеХ + 6Уг-

d*U ,  о
П р и м е р  3. Вычислить g p d y d i ’ если u = ztex+y .
Р е ше н и е .

j S - . V ’+ .'j g - A - Л  * £ * - * * * « • .  ёДтг=^У
Естественно поставить вопрос, зависит ли результат дифферен­

цирования функции нескольких переменных от порядка дифференци­
рования по разным переменным, т. е. будут  ли, например, тождествен­
но равны производные

P f  d*f
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дх ду ду дх
или

d'fjx, у. о #f(x, у, О
дх ду dt И dt дх ду и Г< д '

Оказывается, что справедлива следующая теорема.
Т е о р е м а .  Если функция z = f ( x ,  у) и ее частные производ­

ные Д ,  /у, f xu и f ux определены и непрерывны в точке М(х, у) 
и в некоторой ее окрестности, то  в этой точке

S L = * L  , / = / \
дхду дуд х и

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для доказательства рассмотрим выражение

Л =  [ / ( * +  А х  у  +  Ау)— / ( х + Д х ,  y)] — [f{x , y  +  b y )— f( x ,  у)].
Если введем вспомогательную функцию (р {х), определенную ра­

венством
ф ( * ) = / ( * ,  y + & y ) — f( x , у),

то А можно записать в виде
А =  ф [х-\- Д х)— ф(х).

Так как, по предположению, /х определена в окрестности точки 
(х, у), то, следовательно, ф (х) дифференцируема на отрезке 
[лг, x - f  Дх]; но тогда, применяя теорему Лагранжа, получим:

А =  Дхф' (х),
где х заключено между х  и х  +  Дх.



Но _
ф ' ( * )= / * ( * ,  У + А у )— /Х(х, у).

Так к а к / лг/ определена в окрестности точки (х, у), то /х дифферен­
цируема на отрезке [_у, -f- Д^], поэтому, применив к полученной 
разности вновь теорему Лагранжа (по переменному у), будем иметь:

/х (х, у  +  Ду ) — Л  (х, у) =  Ду/хи (х, у),
где у  заключено между у  и .у 4  Ду.

Следовательно, первоначальное выражение А равно

А =  A xA yfxy (х, у ). (1)

Переставив в нем средние слагаемые, получим:

A =  [ f (x + A x , У + А у ) — /(х, у +  Ay)] —  [ / ( *  +  Ах, у ) — / (х, у)\.

Введем вспомогательную функцию

У (У )= / (х +  Ах, у ) — /(х, у),
тогда

Л =  т|з(.у4- Д у )— \р(у).
Применяя снова теорему Лагранжа, получим:

А =  Д_уф (у), 
где у  заключено между у  и у  4  Ду.

Но
У' (у )= / у (х + А х , у) /у (х, у).

Применив еще раз теорему Лагранжа, получим:

/у (х +  Ах, у ) — /у(х, у) =  Ах/ух (х, у),
где х  заключено между х  и * 4 - А*.

Таким образом, первоначальное выражение А можно записать в виде

А =  AyAxf"yx (х, у). (2)
Левые части равенства (1) и (2) равны А, следовательно, равны 

и правые, т. е.
АхАу/ху (х, у) =  АуАх/ху (х, у),

откуда
/хи (X, У) =  /ух (х, ~у).

Переходя в этом равенстве к пределу при Ах —<■ 0 и Ау —  ̂О,
получим:

lim f Xy {х, у) =  lim f yx (х, у).
Ах о Ах -*■ о
Ау о Ау о
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Так как производные /ху и f yx непрерывны в точке (х, у), то 
lim f Xy (х, у )= / х У (х, у )  и lim f yx (х, у )  =  /ух(х, у ) .  Окончатель-

Д* -*■ о Ах -*■ о
Ау -*■ о Ау -* о
но получим:

/ху (X , У )= / у х (х ,  У ),

что и требовалось доказать.
Из доказанной теоремы как следствие получается, что если 

dnf dnfчастные производные —т—; и ------ -—- непрерывны, то
дх”дуп- к дуп~кдх*

dnf dnf
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дхкдуп ~ * дуп ~ кдхк

Аналогичная теорема имеет место и для функции любого числа 
переменных.

д’и г)'и
П р и м е р  4. Найти н если и=ехУ sin г.
Р е ше н  и е.

уеху sin г; ТсТу=еХУ sin  ̂+  хУе>еу sin г= еху (1 +  ху) sin г;

ш Ы  = о + *»)cosг; ру= хеХУsin«  ш к - * * ’ cosг*
д̂ и

дудг дх ~  е*У cos г + хугху cos г= еху (1 +ху) cos г. 
Следовательно,

д*и _ д’и
дх ду дг ду дг дх 

(см,, кроме того, примеры 1—2 этого параграфа).

§  13. Поверхности уровня

Пусть в пространстве (х, у , z) имеется область D, в которой 
задана функция

и =  и(х, у, z). (1)
В этом случае говорят, что в области О задано скалярное поле. 
Если, например, и(х, у, z) обозначает температуру в точке 
М(х, у, г), то говорят, что задано скалярное поле температур; если 
область D заполнена жидкостью или газом и и (х, у, г) обозначает 
давление, то имеется скалярное поле давлений и т. д.

Рассмотрим точки области D , в которых функция и (ле, у , z) имеет 
постоянное значение с:

и(х, у , z )= c .  (2)
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Совокупность этих точек образует некоторую поверхность. Если 
возьмем другое значение с, то получим другую поверхность. Эти 
поверхности называются поверхностями уровня.

П р и м е р  1. П усть  задано скалярное  поле

9 16 '

Здесь поверхностями уровня будут  поверхности

х± л .У ±  +  г± - с 
4 +  9 +  16 ’

т. е. эллипсоиды с полуосями 2У с~ , 3 У с ,  4 Ус~.

Если функция и есть функция двух  переменных х и у:
и =  и (х, у),

то «поверхностями» уровня будут  линии на плоскости Оху\

и ( х ,  У) —с,

которые называются линиями уровня.
Если значения и мы будем откладывать по оси Oz:

(2 ')

Z — U (х, у),

то линиями уровня на плоскости 
Оху будут  проекции линий, кото­

рые получаются в пересечении поверхности z =  u(x, у) с плоскостями 
z = c  (рис. 175). Зная линии уровня, легко исследовать характер 
поверхности Z — U (х, у).

П р  и м е р 2. Определить линии уровня функции z =  L— хг— уг. Линиями 
Уровня б удут  линии с у равнениями 1— х2— у*=с. Это (рис. 176) о к р у ж ­
ности с радиусом У  1— с. В частности, при с =  0 получаем окружность 
*2 + </г=1.
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§  14. Производная по направлению

Рассмотрим в области D функцию и — и (дг, у , г) и точку 
М (х, у, z ). Проведем из точки М вектор S, направляющие косинусы 
которого cos a, cosp, co sy  (рис. 177). Ha векторе S , на расстоянии

As от его начала, рассмотрим точку Mt (x +  Ах, _у-f- А_у, z-\-Az). 
Таким образом,

As =  Y  Ajc1 +  Ay* +  Az\

Будем предполагать, что функция и (дг, у, z) непрерывна и имеет 
непрерывные производные по своим аргументам в области D.

Аналогично тому, как это делалось в § 7, полное приращение 
функции представим так:

А и^ Ш Ах +  % ^ У + Тг Д « + е ,Д « + е * А ^ + е ,А г ,  (1)

где е„ es и е, стремятся к нулю при A s —>-0. Разделим все члены 
равенства (1) на As:

Аи __ди Ах ,д и  Ау .д и  Аг . Д* . Ау , Дг
As дх As ду As dz Д« 1 As 1 As ’  Д s '  ̂ '

Очевидно, что
Д* Ау г, А г— =  cos а, ■— =  cos В, т -  =  cos v.As ’ A s  Дх •

Следовательно, равенство (2) можно переписать так:

Аи ди , ди о . ди . . а ,
д 7  =  5 7  C0S “  +  д~у C0S Р дг  C0S Y +  е >C0S а  +  cos Р +  е , cos Y- (3 )  

Предел отношения ^  при As —► 0 называется производной о т
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функции и — и (х, у , z) в точке (л:, у , г) по направлению вектора S 
и обозначается ~ , т. е.ds

As - As ds (4)

Таким образом, переходя к пределу в равенстве (3), получим:

(5)ди ди , ди г, , ди
=  ^ co sa  +  ^ co sP +  a F cosV-ds дх

Из формулы (5) следует, что, зная частные производные, легко найти 
производную по любому направлению S. Сами частные производные 
являются частным случаем производной по направлению. Так, напри­

мер, при a«= 0 , p = - ^ , Y  =  - j  получаем:

du ди г, . du л  , ди л  ди
■Т— —  з -  COS 0  - j -  д -  COS -д — f- 3-  COS -jr- =дх дх ' ду 2 ' дг 0 дх

П р и м е р .  Д ана функция
ы = * * + ^ + г ‘ .

ди
Найти производную ^  в точке М (1, 1, 1): а) в направлении вектора

S, =  2 1-\-j +  ЗЛ; б) в направлении вектора St =  i  + j  +  k.
Р е ш е н и е ,  а) Находим направля­

ющие косинусы вектора S , :
2 2

cos a  =  u --------=  - 7 -^ -
К 4  +  1 + 9  / 1 4

й 1 3 COS В =  —=  , COS V =  •
V̂ 14 /14

Следовательно,
du du 2 ^  du 1 du 3
ds, дх у  14 dy Y 14 dz V 14 ‘

Частные производные в точке Л1 (1, 1, 1)
будут

d j i_ 2x ди ди
д х ~ “ ' diГ  У’ dz '

( * )„ - »■  ( S ) , -
Итак,

12з — ==2 -— +  2 - - 4 =  + 2  ■—? = = = -7^ =  .
ds, Y U  Y 14 / 1 4  / 1 4

б) Находим направляющие косинусы вектора S , :

1 о 1 1cos a  =  , cos В =  —г — , c o s y  =  - 7 = *  
/ 3  Н / 3  V / 3
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Следовательно,

1 ^  =  2. J L  + 2 ._ jL  +  2.—£=*=-£== 2 У з .д*г V  3 ^ 3  ]АЗ / 3

Заметим для дальнейшего, что 2 >^3 >  - 4 =  (рис. 178). з
У 14

§ 15. Градиент

В каждой точке области D, в которой задана функция и — и(х, у , z), 
определим вектор, проекциями которого на оси координат являются

ди ди ди „ , значения частных производных ^ ^  этой функции в соответ­
ствующей точке:

. ди . . ди . , ди ,  .gra d «« =  _ ,  +  _ y + _f t .  (1)

Этот вектор называется градиентом  функции и{х, у, z). Говорят, 
что в области D определено векторное поле градиентов. Докажем, 
далее, следующую теорему, устанавливающую связь между гради­
ентом и производной по направлению.

Т е о р е м а .  Пусть дано скалярное поле и = и (х , у, z) и опре­
делено в этом  скалярном поле поле градиентов

. ди . . ди . , ди . g  r a d u = = _ i + _ y + _ f t .

Производная д~  по направлению некоторого вектора S равняется

проекции вектора grad и на вектор S.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим единичный вектор $°, соответ­

ствующий вектору S:

S° =  i cos а  + / cos |3 -f- k cos у.

Вычислим скалярное произведение векторов grad и и S 0:

grad u . S ° = ^ c o s a  +  ^ c o s p  +  ^  cosy. (2)

Выражение, стоящее в правой части этого равенства, есть производ­
ная от функции и(х, у , z) по направлению вектора S. Следовательно, 
мы можем написать:

g ,ad
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Если обозначим угол между векторами grad и и S 0 через ф (рис. 179), 
то можем написать:

| grad и | cos ф =  — (3)

или
пр. s ° g r a d u  =  ^ .  (4)

Теорема доказана.
На основании доказанной теоремы наглядно устанавливается связь 

между градиентом и производной в данной точке по любому направ­
лению. В данной точке М(Х, у, z) строим вектор grad и (рис. 180).

Строим сферу, для которой grad и является диаметром. Из точки М 
проводим вектор S. Обозначим точку пересечения вектора S  с поверх­
ностью сферы через Р. Тогда очевидно, что М Р =  | grad и | соэф, 
если ф— угол между направлениями градиента и отрезка МР
^при этом ф < у - ^ ,  т. е. М Р = ~ . Очевидно, что при изменении
направления вектора S  на противоположное производная изменит знак, 
а ее абсолютная величина останется прежней.

Установим некоторые свойства градиента.
1) Производная в данной точке по направлению вектора S  имеет 

наибольшее значение, если направление вектора S совпадает с на­
правлением градиента; это  наибольшее значение производной 
равно | grad а |.

Справедливость этого утверждения непосредственно следует из 
равенства (3): наибольшее значение^  будет при ф =  0 ,и  в этом случае

^  =  | grad и |.

2) Производная по направлению вектора , касательного к по­
верхности уровня, равна нулю.

Это утверждение следует из формулы (3). Действительно, в этом 
случае

ф =  у ,  совф =  0 и ^  =  | grad и | cos ф =  0.
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П р и м е р  1. Дана функция
и =  хг +  уг +  гг.

а) Определим градиент в точке М (1, 1, 1). Выражение градиента этой 
функции в произвольной точке будет

Следовательно,
grad и =  2xi -f 2y j-f 2zk.

(grad и)м = 2 l+ 2j+ 2k , |grad и | M = 2 У з .
б) Определим производную от функции и в точке М (1, 1, 1) в направ­

лении градиента. Направляющие косинусы гра­
диента будут

2 1
COS f l =  -  =  —yr= ,

уг2* + 2*+2* У з

cosR = —~ ,  cos у = 
УЗ

1
Т з  '

Следовательно,

т. е.

Х  =  2 -^= + 2 +  2 - ^  = 2 У З ,
ds Уз, У з  У з

ди . , ,
5  =  | e r a d « | .

З а м е ч а н и е .  Если функция и =  и(х, у) есть функция двух 
переменных, то вектор

. ди . . ди , grad u ^ Fxl  +  Tyj

лежит в плоскости Оху. Докажем, что grad и направлен перпендикуляр­
но к линии уровня и (х, у) =  с, лежащей в плоскости Оху и прохо-

м(г,ь;
Рис. 182.

дящей через соответствующую точку. Действительно, угловой коэф­
фициент k t касательной к линии уровня и(х, у) =  с будет равен

А, =  ■ Ч*
и„

Угловой коэффициент кг градиента равен =
и.



Очевидно, что = — 1. Это и доказывает справедливость нашего 
утверждения (рис. 181). Аналогичное свойство градиента функции 
грех переменных будет установлено в § 6 гл. IX.

х̂
П р и м е р  2. Определить градиент функции’ “ “ у + з  (Рис- 182)

в точке М (2, 4).
Р е ш е н и е .  Здесь

ди__ _ _  ди _  2 |
d i~ *  м ' д у - Т У\м - Ъ ’

Следовательно,

g r a d u  =  2/ +  j /

Уравнение линии уровня (рис. 183), проходящей через данную точку, будет

£  уI 22 
2 +  3 =  3 ‘

§  16. Формула Тейлора для функции двух  переменных

Пусть функция двух  переменных

* “ / (* .  J')

непрерывна вместе со всеми своими частными производными до 
(« - f - l ) - ro  порядка включительно в некоторой окрестности точки 
М(а, Ь). Тогда, аналогично тому, как это было в случае функции 
одного переменного (см. § 6 гл. IV), функцию двух  переменных пред­
ставим в виде суммы многочлена л-го порядка по степеням (х — а) и 
(у— Ь) и некоторого остаточного члена. Ниже будет показано, что 
для случая п =  2 эта формула имеет вид

/(х, y) =  Ae +  D (x — a) +  E (y— b) - f

+  ± [ А ( х - а ) г+ 2 В ( х - а ) ( у - Ь ) + С ( у - Ь У ] + Я „  (1)

где коэффициенты Л0, D, Е, А, В, С не зависят от х  и у, a /?,— 
остаточный член, структура которого аналогична структуре остаточ­
ного члена в формуле Тейлора для функции одного переменного.

Применим формулу Тейлора для функции /(л;, у) одного перемен­
ного у, считая х  постоянным (ограничимся членами второго порядка)

Я * ,  у) = / (х , b) +  y- ^ f l ( x ,  b) +

+  ЙТ Т '/ 1 ,у(Х' (2)
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где Ц ^ Ь + Ъ ^ у — Ь), 0 < 9 , < 1 .  Функции Д х , Ь), /и (х, Ь), 
f"yy(x, b) разложим по формуле Тейлора по степеням (х — а), ограни­
чиваясь смешанными производными до третьего порядка включительно:

/(■*, Ь) =

= f ( a ,  b) +  ̂ f x (a, b )+ {± = g -f" xx(a, b) +  ̂ ^ f ' xxx( l v b), (3) 

где 5 i e x + e t (x — а), 0 <  02 <  1;

/у(х, Ь)=/У(а, Ь )+ х-^ / " ух (а , Ь) +  & $ £ Ь ) ,  (4) 

где |, =  х  +  6 , ( х — а), 0 < 0 , <  1;

f  уу{х > b ) — f y y ( a ,  b )  -) j  f у ух ( ? л  b) ,  (5 )

где £s =  x - f  04 ( х — а); О < 0 4< 1 .
Подставляя выражения (3), (4) и (5) в формулу (2), получим:

/(х, у) =/(<*» Ь) +  ̂ ^ / х (а, Ь) +  -Х~ “)- /хх(а, Ь) +

+  т й г / ^ ( 6 , .  « + Н Г  [ f ' y  (а, Ь) +  Х- ^ / у Х(а, Ь) +

+  * ^ / £ ( 6 , .  b ) ] + ^  [ f yy(a , Ь) +  х-^ -/ ;'у Х(1„  *>)] +

+  w / » ( x ' ч)-

Располагая числа так, как указано в формуле (1), получим:

/(х, У)*=/(а, Ь) +  {х— а)/х (а, Ь) + ( у — Ь)/у (а, Ь) +

+  ^ -[(х— а)*/хх(а, b) +  2 (x — a)(y — b)f"xy(a, b) +

+  (У— bY/уу (а, Ь)] +  ^ [ { х — а)г /ххх(Ъ„ Ь) +

+  3 ( х — а)г (у— b )fxxy( l„  b) +  3 (x — a )(y — b)2f Xyy(&„ Ь) +

+  (y— b), fy y y (a > Ч)]- , (6)

Это и есть формула Тейлора при п =  2. Выражение

#* =  J j K * — a )l fx x x ( lv b) +  2, (x— a f  (y— b) f XXy { lv  b) +

+  3 (x— a ){y— b)*fXyy(l„  Ь) +  (у— ЬУ/у’уу(а, r))]

270 ФУНКЦИИ НЕ СКО ЛЬ КИХ  ПЕРЕМЕННЫХ [гл. V III



называется остаточным членом. Обозначим, далее, х — а =  Ах, 
у — b =  Ay, Aq =  V  (Дх)* +  (Ау)*. Преобразуем /?,:

=  s n - 3 - 0 1' / « , ( ! „  * ) -I-

+  3 ^ / ; ; (|.. »  +  % / " ( . .  „)]4<>-.

Так как |Дх|<Д(>, |Д у|< ;Д е  и третьи производные, по условию, 
ограничены, то коэффициент при Дд1 ограничен в рассматриваемой 
области; обозначим его через а 0.

Тогда можем написать:
R, =  a tAQ*.

Формула Тейлора (6) в принятых обозначениях для случая п =  2 при­
мет вид

/(х, У )= / {а , b) +  A xfx (a, Ь) +  Ау/и(а, b) +

+  у [ Д х*/'хх(а, Ь) +  2Ах Ау/"хи(а, b)+  Ay*f"yy(a, 6)] + а.Де*. (6')

При любом п формула Тейлора имеет аналогичный вид.

§  17. М аксимум и минимум функции нескольких переменных

О п р е д е л е н и е  1. Мы говорим, что функция z =  / ( х, у) имеет 
максимум  в точке М0 (х0, у 0) (т. е. при х *= х 0 и у = у 0), если

/ (* , .  У „)> / (х , у)
для всех точек (х, у), достаточно близких к точке (х0, _у0) и отлич­
ных от нее.

О п р е д е л е н и е  2. Совершенно аналогично юворят, что функ­
ция z =  / (x ,  у) имеет минимум в точке M„(xt, у а), если

/(*„. У „)< /{х, У)
для всех точек (х, у ), достаточно близких к точке (х0, у 0) и отлич­
ных от нее.

Максимум и минимум функции называются экстремумами  функ­
ции, т. е. говорят, что функция имеет экстремум в данной точке, 
если эта функция имеет максимум или минимум в данной точке.

П р и м е р  1. Функция
г — (х — 1 )* +  (</ — 2)* — 1

достигает минимума при * = 1, (/ =  2, т. е. в точке (1, 2). Действительно, 
/(1. 2) =  — 1, а т а к  к а к  (х — 1)* и (у— 2)* всегда положительны при х Ф 1, 
УФ 2, то

(х — 1)* + (</— 2)* — 1 > - 1 ,
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то есть
/(•*. У) >  I (1, 2).

Геометрическая картина , соответствующая данному случаю, изображена на 
рисунке 184.

П р и м е р  2. Ф ун кц ия

г = -у — sin (■** + У2)

при *  =  0, (/ =  0 (т. е. в начале координат) достигает м акси м ум а  (рис. 185).
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Действительно,

П0. 0) = у .

JI
Возьмем внутри окружности =  точку (х , у), отличную от точки

Я
(0, 0) ; тогда при 0 <  хг +  уг <  -g -  будет

sin (х* +  у‘ ) > 0
и поэтому

/(•*, y) =  y - s i n ( x 2 +  i/2) <  ,

т. е.
/ (х, У) <  f  (0, 0).

Данное выше определение максимума и минимума функции можно 
перефразировать следующим образом.

Положим х  =  л;„4-Дх; у —у а-\-Ау\ тогда

/ (* ,  y )—f ( x о> о +  Ах, y t +  Ay)— f { x tt Л ) “ АЛ

1) Если Д / < 0  при всех достаточно малых приращениях незави­
симых переменных, то функция / ( х , у) достигает максимума в точке 
M (xt, У0)‘
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2) Если А / > 0  при всех достаточно малых приращениях незави­
симых переменных, то функция f ( x ,  у) достигает минимума в точке 
М (*„  у 0).

Эти формулировки переносятся без изменения на функции любого 
числа переменных.

Т е о р е м а  1. ( Н е о б х о д и м ы е  у с л о в и я  э к с т р е м у м а . )  
Если функция z = f ( x , у) достигает экстремума при х — х„, 
у  — у й, т о  каждая частная производная первого порядка о т  z 
или обращается в нуль при этих значениях аргументов, или не 
существует.

Действительно, дадим переменному у  определенное значение, 
именно у  =  у„. Тогда функция /(х, у„) будет функцией одного пе­
ременного х. Так как при х — х 0 она имеет экстремум (максимум или

минимум), то, следовательно, (Jfcj _ или Равно нулю, или не су-
У=Уо

ществует. Совершенно аналогично можно доказать, что или
У=У<1

равно нулю или не существует.
Эта теорема не является достаточной для исследования вопроса

об экстремальных значениях функции, но позволяет находить эти 
значения в тех случаях, в которых мы 
заранее уверены в существовании мак­
симума или минимума. В противном слу­
чае требуется дополнительное иссле­
дование.

Т ак ,  например, функция г — хг— у1
дг . „ дг имеет производные + 2х; щ  =  — 2у,

которые обращаются в нуль при х — 0 и 
у —0. Но эта функция при указан ны х зна- Рис. 186.
чениях не имеет ни максимума, ни мини­
мума. Действительно, эта функция равна нулю в начале координат и при­
нимает в к а к  угодно близких точках от начала координат к а к  положительные, 
так  и отрицательные значения. Следовательно, значение нуль не является  
ни максимумом, ни минимумом (рис. 186).

Точки, в которых ^  =  0 (или не существует) и ^  =  0 (или не
существует), называются критическими точками функции z = f ( x , y ) .  
Если функция достигает экстремума в какой-либо точке, то (в силу 
теоремы 1) это может случиться только в критической точке.

Для исследования функции в критических точках установим доста­
точные условия экстремума функции двух  переменных:

Т е о р е м а  2. Пусть в некоторой, области, содержащей точку 
М0(х0, _у0), функция /(х, у) имеет непрерывные частные производ­
ные до третьего порядка включительно; пусть, кроме того.



является  критической точкой функции / (х ,  y)t

d f ( X  о. Уо) _  0  t/о) _  А
дх ' ду

ТогоУАри х =  х а, у  =  у„:
1) / (х ,  у) имеет максимум, если

P f j X 0. Уо) P f j X 0. У») / * / ( * . ,  У о )У  Q ц  д У (* „ .  Уо) ^  Q .  

dx* &/г \ дхду ]  дх2

2) /(х, .у) имеет минимум, если
д У ( * « .  У») , (*о. i/o) f  <?/(*„, У о )У  ^  0  <?У (л:0. Уо) Q . 

dx8 " dy2 \ д х %  у dx2 ’

3) / (* .  .У) « г  имеет ни максимума, ни минимума, если

<?У(*о. У») <Tf К .  Уо) Уо)У  ^ п .
die2 di/2 \ дхду  /

4) еслн ‘ = ®’ т о  экстремум

м о ж ет быть и м ож ет не быть (в этом случае требуется дальней­
шее исследование).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Напишем формулу Тейлора второго порядка 
для функции f ( x , у) (формула (6) § 16). Полагая

<* =  *„, Ь =  у „  х  =  х 04 -А х ,  у = у „  +  Ау,

будем иметь:

/ ( х 0 + Д х ,  Л  +  А у )= / (*о .  у а) +  - f(x°'x Уо) Ах +  — <х°’у Уо) Ау  +

+ Т  р , ( ^ . У о )  Дх. +  2 АХ Ау +  Щ ь М  А / ]  +  а„ (Де)’ ,

где Aq =  JAAx* +  Д У , а а 0 стремится к нулю при Aq —*-0.
По условию

df(xо, у») л df (*„, у„) л 
Лк ’ ду

Следовательно,

Д / = / ( * ,  +  Л*. У, +  А у)— / (х<>, у а) =

^  2Т [аЗ? ЛлГ* 2 dp* J “Ь (Ае)*. (1)

Обозначим теперь значения вторых частных производных в точке 
M 'ix» y j  через А, В, С:

т,=« (#)*-« №»гс-
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Обозначим через <р угол между направлением отрезка М0М, где М 
есть точка М (х0-f- Алг, _у0+ Д ^ ) ,  и осью Ох', тогда

Ах =  Aq co s  ф; А у =  Aq sin ф.

Подставляя эти выражения в формулу для А/, найдем:

А/ =  у  (Aq)1 [A co s*  ф +  2Всозф з1пф +  C s i n ^  +  2 а 0Ае]. (2)

Предположим, что А ф  0.
Разделив и умножив на А выражение, стоящее в квадратных 

скобках, получим:

Д/=4(Де)г [(Аcosф+BsinФ)М-мс-д^ф+2аоАе] . (3)
Рассмотрим теперь четыре возможных случая.

1) Пусть АС— Вг >  О, Л < 0 .  Тогда в числителе дроби стоит 
сумма двух  неотрицательных величин. Они одновременно в нуль не
обращаются, так как первый член обращается в нуль при tgф =  — — ,
ВТОрОЙ При 8Шф =  0.

Если А <С 0, то дробь есть отрицательная величина, не обра­
щающаяся в нуль. Обозначим ее через — т 2; тогда

A f — —■ (Aq)1 [— т г +  2 « 0Aq],

где т  не зависит от Aq, o0A q —>-0 при A q —► (). Следовательно, при 
достаточно малых Aq будет:

А / <  О,
или

/ ( * , +  Ах, У, +  Ау)— / (х0} у а) < 0 .

Но тогда для всех точек (х0 +  Ал:, у 0-\- Ау), достаточно близких 
к точке (ха, у„), имеет место неравенство

/ ( * ,  +  Ах, у в +  А у )< / (х 0, у 0),

а это означает, что в точке (ха, у п) функция f ( x ,  у) достигает 
м а к с и м у м а .

2) Пусть АС— fi2 > 0 ,  i 4 > 0 .  Тогда, аналогично рассуждая,
получим:

А/ =  у  (Aq)* [ т * +  2 а0Дд]

или
/ ( * , +  Ах, л  +  Ау) > / ( * . .  у #), 

т - е. / ( х, у) имеет м и н и м у м  в точке (д:0, у 0).
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3') Пусть АС— Л > 0 .  В этом случае функция не и м е е т  
ни м а к с и м у м а ,  ни м и н и м у м а .  Функция возрастает, когда мы 
движемся из точки (лг0, _у0) по одним направлениям, и убывает, когда 
мы движемся по другим направлениям. Действительно, при переме­
щении вдоль луча (р =  0 имеем:

Д / = 4  (Aq)* [А +  2cc0Aq] >  0; 

при движении вдоль этого луча функция возрастает. Если же пере-
д

мещаться вдоль луча ф =  ф0, такого, что tgф0 =  — -g-, то при Д > 0  

будет:

Д / = у ( Д о ) *  sin*Фо +  2 « 0Aq] < 0 ;

при движении вдоль этого луча функция убывает.
3") Пусть АС— В г < 0 ,  Л < 0 .  В этом случае функция тоже не 

и м е е т  ни м а к с и м у м а ,  ни м и н и м у м а .  Исследование прово­
дится так же, как и в случае 3 ' .

3 ' " )  Пусть АС— Вг ■< 0, Л =  0. Тогда В ф 0, и равенство (2) 
можно переписать в виде

Д/ =  у  (Aq)* [sin ф (2В cos ф 4- С sin ф) +  2<z0Aq].

При достаточно малых значениях ф выражение, стоящее в круглых 
скобках, сохраняет знак, так как оно близко к 2 Д  а множитель вшф 
меняет знак в зависимости от того, будет ли ф больше нуля или меньше 
нуля (после выбора ф >  0 и qj <  0 мы можем Q взять настолько 
малым, что 2 а 0 не будет изменять знак всей квадратной скобки). 
Следовательно, и в этом случае Д/ меняет знак при различных ф, 
т. е. при различных Дд: и Ау, следовательно, и в этом случае нет 
ни максимума, ни минимума.

Таким образом, каков бы ни был знак А , имеем всегда следую­
щее положение:

Если АС— Вг <. 0 в точке (х0, .уД  то функция не имеет в этой 
точке ни максимума, ни минимума. В этом случае поверхность, слу­
жащая графиком функции, может вблизи этой точки иметь, напри­
мер, форму седла (см. выше рис. 186). Говорят, что функция имеет 
в этой точке минимакс.

4) Пусть АС— £?2 =  0. В этом случае на основании формул (2) 
и (3) сделать заключения о знаке А/ нельзя. Так, например, при 
А Ф 0 будем иметь:

Д / = 4 ( Д е ) *  [ ( Д с °8 Ф +  Д 81п* ) , + 2а . А ( ?]  ;

при ф =  arctg Г — знак Д/ определяется знаком 2а0, здесь
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т р е б у е т с я  с п е ц и а л ь н о е  д а л ь н е й ш е е  и с с л е д о в а н и е  
(например, с помощью формулы Тейлора более высокого порядка или 
каким-либо иным способом). Таким образом, теорема 2 полностью 
доказана.

П р и м е р  3. Исследовать на максимум и минимум функцию 

г =  х2— ху +  уг-}-Зх— 2у-\- 1.
Р е ш е н и е .  I) Находим критические точки:

|  =  2 , - ,  +  3; рГ - х +  2у- 2 .

Решая систему уравнений
2х— у +  3 =  0, \

— х +  2у— 2 =  0, f
получаем:

1
Х~ 3 ’ У~ 3 ’

2) Находим производные второго порядка  в критической точке у  ; 

и определяем характер  критической точки:

'-г-*
АС— В 2 =  2 - 2 — (— 1 )* =  3 >  0.

Следовательно, в точке ^ ~  данная функция имеет минимум, а именно:

4_
гт'ш — д" •

П р и м е р  4. Исследовать на максимум  и минимум функцию 
г =  х’ +  (/’ — Зху.

Р е ш е н и е .  1) Найдем критические точки, пользуясь необходимыми 
условиями вкстремума:

g  =  3*2- 3 « /  =  0,

%? =  3уг — 3х*=0. 
ду

Отсюда получаем две критические точки:

* i  =  l .  </i=l и х ,  =  0, уг =  0.
2) Найдем производные второго порядка:

д*г л дгг „ д*г ,  
дх* ’ д х д у -  ’ ду*~ У'

3) Исследуем характер  первой критической точки:

л - в - { £ к \ . г - * с - ( ! ? ) . . . - *
= i у = > у = 1

А С— В 2= 3 6 — 9 =  27 >  0; А >  0.
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Следовательно, в точке (1; 1) данная  функция имеет минимум, именно:

4) Исследуем хар актер  второй критической точки Л1„(0, 0):

Л = 0 ;  В ~  — 3; С =  0;
АС— В* =  — 9 < 0 .

Следовательно, во второй критической точке функция не имеет ни макси ­
мум; ма (минимакс).

жительных слагаемы х так ,  чтобы их произведение имело наибольшее значение.
Р е ш е н и е .  Обозначим слагаемые: первое через ж, второе через у; 

тогда третье будет а — х — у. Произведение этих слагаемы х равно

По условию задачи х >  0, у >  0, а —х —у >  0, т. е. х +  у< а , и >  0. 
Следовательно, х и у могут  принимать значения, принадлежащие области, 
ограниченной прямыми х =  0, у =  0, х +  у =  а.

Найдем частные производные функции и:

Первые три точки л еж ат  на границе области, последняя — внутри. На г р а ­
нице области функция а равна нулю, а внутри области она положительна;

единственная экстремальн ая  точка  внутри  треугольника) .  М аксимальное зна­
чение произведения есть

Проведем исследование х ар актера  критических точек, п ользуясь  доста­
точными условиями. Найдем частные производные второго порядка  функции и:

гш1п— !•

Разлож ить  данное положительное число а на три поло-

и —ху (а— х — у).

J y = x  ( а - 2 у - х ) .

П ри равн и вая  производные нулю, получим систему уравнений 

у (а— 2х— (/) =  0; х (а — 2у — дс) =  0.

Решая эту  систему, находим критические точки:

*1 =  0. </.==• 0, М, (0, 0); 
*« =  0. У,=~а, Мг (0 ,  а); 
х ,= а , у ,= 0 . М, (а, 0);

следовательно, в точке максимум  (так к а к  это

ц тах
а

27 '
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д‘и д*и д̂ и
в  точке М , ( 0 ,  0) имеем Л =  ̂  =  0; С =  ̂  =  0;

ДС— Вг = — а* <  0. Следовательно, в точке М , нет ни максимума , ни ми-
дги д2и

нимума. В точке М г (0, а) имеем Л = ^  =  — 2а; В =  ̂ ^  =  — а;

с -
АС— В* =  — а*<  0.

Значит, в точке М 2 тоже нет ни максимума , ни минимума. В точке УИа (а, 0) 
имеем у 4 = 0 ;  В —— а; С —— 2а;

АС— В 2 =  — аг <  0.

И в точке М j  нет ни макси мума ,  ни минимума. В точке M 4 , -g-J имеем

2а а 2а
Л = - Т , В — g ; С =  -г- "з I

4/j2 л2
ЛС—В‘ =  -~- —-д- > 0; Л<0.

Следовательно, в точке М 4 имеем максимум.

§  18. Максимум и минимум функции нескольких 
переменных, связанных данными уравнениями 

(условные максимумы и минимумы)

Во многих задачах на разыскание наибольших и наименьших зна­
чений функции вопрос сводится к разысканию максимумов и мини­
мумов функции от нескольких переменных, которые не являются неза­
висимыми, а связаны друг с другом некоторыми добавочными усло­
виями (например, они должны удовлетворять данным уравнениям).

Рассмотрим, например, такую задачу. Из данного куска жести 
площадью 2а надо сделать закрытую коробку в форме параллелепи­
педа, имеющую наибольший объем.

Обозначим длину, ширину и высоту коробки через х, у , z. Задача 
сводится к  разысканию максимума функции

v =  xyz

п р и  у с л о в и и ,  что 2ху -\-2xz +  2yz — 2а. Здесь мы имеем задачу 
на условный экстремум : переменные х, у , z с в я з а н ы  у с л о ­
в и е м  2 х у -j-2xz +  2yz =  2a. В настоящем параграфе мы рассмотрим 
методы решения таких задач.

Рассмотрим сначала вопрос об условном экстремуме функции двух  
переменных, если эти переменные связаны о д н и м условием. ■ ;

Пусть требуется найти максимумы и минимумы функции

“ =  / (* .  У), ' 0 )
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при условии, что х н у  связаны уравнением

Ф(*. >) =  0 .  (2)
При наличии условия (2) из двух  переменных л: и у  н е з а в и с и ­

м ы м  будет только о д н о ,  например х, так как у  определяется из 
равенства (2) как функция от х. Если бы мы разрешили уравнение (2) 
относительно у, то, вставляя в равенство (1) вместо у  найденное 
выражение, получили бы функцию о д н о г о  переменного дг и свели бы 
задачу к задаче об исследовании на максимум и минимум функции 
одного независимого переменного х.

Но можно решить поставленную задачу, не разрешая уравнения (2) 
относительно х  или у .  При тех значениях х, при которых функция и 
может иметь максимум или минимум, производная от и по х  должна 
обращаться в нуль.

Из (1) находим помня, что у  есть функция от х:
du _  д[ , д [  dy 
dx дх ду dx '

Следовательно, в точках экстремума

I + ? * - « ■  «»
Из равенства (2) находим:

йр ^ d y _ n
d x ' d y d x

Это равенство удовлетворяется для всех х  и у, удовлетворяющих 
уравнению (2) (см. § 11 гл. VIII).

Умножив члены равенства (4) на неопределенный пока коэффи­
циент А, и сложив их с соответствующими членами равенства (3), 
получим:

(4)

\dx +  d y d x ) +  \дх +  ду d x ) ~
ИЛИ

:i+^)+(i+^)§-°- <5> 
Последнее равенство выполняется во всех точках экстремума. Под­
берем X так, чтобы для значений х  и у, соответствующих экстремуму 
функции и, вторая скобка в равенстве (5) обратилась в нуль*)

? + Л ? - 0 .ду ду

*) Д л я  определенности будем предполагать , что в критических точках

? * » •ду
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Но тогда при этих значениях х и у  из равенства (5) следует равенство

Таким образом, получается, что в точках экстремума удовлетворяются 
три уравнения:

^ + > > 5 - 0 .дх 1 дх

g  + 4 l  = °-
(6)

ф(л:, у ) = 0

с тремя неизвестными х, у, к. Из этих уравнений определяем дг, у  и 
А,, которое играло только вспомогательную роль и нам в дальнейшем 
не требуется.

Из вывода следует, что уравнения (6) являются необходимыми 
условиями условного экстремума, т. е. в точках экстремума удовле­
творяются уравнения (6). Но не при всяких х  и у  (и X), удовлетво­
ряющих уравнениям (6), будет иметь место условный экстремум. Тре­
буется дополнительное исследование характера критической точки. 
При решении конкретных задач иногда удается установить характер 
критической точки на основании существа задачи. Заметим, что левые 
части уравнений (6) суть частные производные функции

F(x, у, Я )= / (х ,  у) +  Ь(р(х, у) (7)
по переменным х, у, X.

Таким образом, для того чтобы найти значения х  и у, удовлетво­
ряющие условию (2), при которых функция u*= f(x, у) может иметь 
условный максимум или условный минимум, нужно составить вспомо­
гательную функцию (7), приравнять нулю ее производные по х, у  и Л, 
и из полученных трех уравнений (6) определить искомые х, у  (и вспо­
могательный множитель Я). Рассмотренный метод распространяется на 
исследование условного экстремума функции любого числа переменных.

Пусть требуется найти максимумы и минимумы функции п пере­
менных и =  / (  х „  х г, . . . ,  х п) при условии, что переменные x v х г, . . .  
. . . ,  хп связаны т \ т < .п ) уравнениями:

ф ,(*„  ............х п) =  0,
Ф ,(л г„  х 2, . . . ,  х п) — О,

Ф« (*„  * г............ хп) =  0.
( 8 )

Для того чтобы найти значения x v x t, . . . ,  х п, при которых могут 
быть условные максимумы и минимумы, нужно составить функцию

F (x v x t, . . . ,  х„, %v ... ., l m) = f ( x v . . . ,  л д  +  Х.Ф. (Л , • • • - *„ )  +  
+  Л.ф,(х„ . . . ,  + А .„Ф «(* , ............ хп).



приравнять нулю ее частные производные по x t, х„  . . . ,  хп
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(9)

и из т + п  уравнений (й) и (У) определить x v xt> . . . ,  хп и вспомо­
гательные неизвестные . . . ,  Хт . Так же как и для функции двух 
переменных, вопрос о том, будет ли при найденных значениях функция 
иметь максимум или минимум или не будет иметь ни того, ни другого, 
мы в общем случае оставляем открытым. Этот вопрос мы будем ре­
шать на основании вспомогательных соображений.

П р и м е р  1. Вернемся к задаче, сформулированной в начале этого пара­
графа: найти максимум функции

v —xyz
при условии, что

xy + xz-\-yz—а = 0 (х > 0, у >  0, г > 0). (10)
Составим вспомогательную функцию

F (х, у, X) =  xyz + X(xy + xz +  yz—a).
Найдем ее частные производные и приравняем их нулю:

yz + l( y  + z) =  0, \
xz + X (x +  z) =  0, > (11)
*i/ + M * + y )= o .  J

Задача сводится к решению системы четырех уравнений (10) и (11) 
с четырьмя неизвестными (дс, у, z и А.). Для решения этой системы умножим 
первое из уравнений (11) на х, второе—на у, третье—на г и сложим их;
принимая во внимание равенство (10), находим А = — • Вставляя в урав­
нения (И) найденное значение X, получим:

уг 1 — Ё(у + г)]==0,
*г [1 _ i ^ +?)] =0,
ХУ 1 — (*+</) =о..

Так  к а к  х , у , г по смыслу задачи отличны от н у л я ,  то из последних уравн е ­
ний имеем:

Из первых двух уравнений находим х = у, ив второго и третьего уравнений

К
дх, +  ^ i

йф,
дхх • + \ п

дЦ-'т
дх, =  0 ,

дхг +  ^ i дхг +  . . ' • +  ^/я
дЦ>т
дхг =  0 ,

д[_
дхг +  ^ i

t

д<Р,
дхп+  • •' • + ^я>

д<Рт
дх„ =  0



§  1 8 ]  МАКСИМУМ И МИНИМУМ ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 2 8 3

y =  z. Но в таком  случае  из уравн ен и я  (10) получаем х = у = г =
Это— единственная система значений х, у  и г ,  при которых м о ж е т  б ы т ь  
максимум или минимум.

Можно д о казать ,  что полученное решение дает  м аксимум . Впрочем, это 
ясно и из геометрических соображений (в у сло ви ях  задачи объем коробки не 
может быть неограниченно большим; следовательно, естественно ожидать, что 
при каки х-то  определенных значениях сторон этот объем будет наибольшим).

И так ,  д л я  того чтобы объем коробки был наибольшим, эта коробка

П р и м е р  2. Определить наибольшее значение корня п-й степени из про­
изведения чисел дг,, хг, . . . ,  хп при условии, что их сумма равна данному 
числу а. Следовательно, задача ставится т а к :  требуется найти максимум  
функции и = у / х , . . .  х„ при условии

По смы слу  задачи эти значения дают максимум  функции . . .  хп.

Таким образом, д л я  любых положительных чисел х ,,х г............Jtn, с в я з а н ­
ных соотношением x l -\-xt +  . . .  + х п — а, выполняется неравенство

Подставляя теперь в неравенство (13) вместо а его значение, полученное из

/

должна быть кубом, ребро которого равно

* !+ * !+ • • •  + хп — а = 0 
(*, >  0, хг >  0 ...........х „ >  0).

Образуем вспомогательную функцию

(12)

Находим ее частные производные:

(х, . . .  х„) п

или и —— п\хг,

или и — — пКхп.

Из последних равенств находим:

дс, —хг =■.,.
а на основании уравнения (12) получаем:

а

равный — ,п

(13)

(так к а к ,  по доказанному, ~  является  наибольшим значением этой функции).п



равенства (12), найдем:

У х ,х г . . .  — ■■+ *" . (14)

Это неравенство справедливо для  любых положительных чисел дг,, х , ,  . . . , х п. 
Выражение, стоящее в левой части равенства (14), назы вается  средним гео­
метрическим этих чисел. Т аким  образом, среднее геометрическое несколь­
ких положительных чисел не больше их среднего арифметического.

§  19. Особые точки кривой

Понятие частной производной используется при исследовании 
кривых.

Пусть кривая задана уравнением
F(x, у) — 0.

Угловой коэффициент касательной к кривой определяется по 
формуле

dF
dtj_ дх
dx ~  ~ J P

ду
(см. § 1 1  гл. VIII).

Если в данной точке М(х, .у) рассматриваемой кривой по крайней
dF dFмере одна из частных производных и ^  не обращается в нуль,

то в этой точке вполне определяется или или Кривая F (х, _у) =  0
в такой точке имеет вполне определенную касательную. В этом слу­
чае точка М (х, у) называется обыкновенной точкой.

Если же в некоторой точке /И0 (х0, _у0) имеем:

М Ь ; Г °  и ( f ) ; : ; г 0,
то угловой коэффициент касательной становится неопределенным. 

О п р е д е л е н и е .  Если в точке А/0(х 0, ^ 0) кривой F(x, ^) =  0 
dF dF ,обе частные производные ^  и щ  обращаются в нуль, то такая точка

называется особой точкой кривой. Следовательно, особая точка кри­
вой определяется системой уравнений

р  „ dF „ dF „

Естественно, что не всякая кривая имеет особые точки. Так, напри­
мер, для эллипса

х г , У1 л «
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очевидно,

F ix  ___1- — 2 L - 2JL-r  y ) ~ a *  ^  b* ' dx ~  a* ' dy ~  ti* '

производные g j  и обращаются в нуль только при х  — 0, у  — О,
но эти значения х  и у  не удовлетворяют уравнению эллипса. Следо­
вательно, эллипс не имеет особых точек.

Не предпринимая подробного исследования поведения кривой вблизи 
особой точки, рассмотрим несколько примеров кривых, имеющих осо­
бые точки.

П р и м е р  1. Исследовать особые точки кривой 
уг—х (х— a ) s = 0  (а >  0).

Р е ш е н и е .  В данном случае  F (х, у) =  уг— д: (дс— а)*, поэтому

§ £ - ( * - « )  < а - 3 *); ^  =  2 у.

Решая совместно три уравнения :
dF dF F ( x ,y ) = 0 . .  " - О ,  ¥ = 0 ,  _

находим единственную удовлетворяющую им систему значений х н у :
х* =  о, yQ= 0 .

Следовательно, точка М 0 (а ,  0) есть особая точка кривой.
Исследуем поведение кривой вблизи особой точки и построим кривую . 

Перепишем данное уравнение в виде

у = ± { х — а) У х .
Из этой формулы следует, что к р и в а я :  1) определена лишь при х ^ О ;
2) симметрична относительно оси Ох; 3) пересекает ось Ох в точках (0, 0) и 
(а, 0). Последняя точка ,  к а к  было указ ан о ,  является  особой.

Мы рассмотрим сн ач ал а  т у  часть кривой, которая соответствует з н а к у  + :

У — (х— а) V х .
Найдем первую и вторую производные от у по х:

, Зх— а „ Зх +  а
" — (/ = -

§ 19] о с о б ы е  точки к р и в о й  285

2 У  х 4х У  х
При х =  0 имеем (/' =  оо. Следовательно, кривая касается оси Оу в начале 
координат. При * = имеем у '=  0, у" >  0, т. е. при * = - j  функция у име­
ет минимум:

2 а
V— з

На отрезке 0 < х < а имеем у < 0; при х >™ будет у' >  0; при х —► оо будетО
у —>-оо.Прилг =  а имеем у’ =>Уа, т. е. в особой точке М0(а, 0) ветвь 
кривой (/= + (*—а) У х  имеет касательную у — У  а (х—а).
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Т ак  к а к  вторая ветвь кривой у =  — (х — а) У х  симметрична с первой 
относительно оси Ох, то, следовательно, в особой точке кр и вая  имеет и вто­

рую касательную  (ко второй ветви)

у = — У а (х -а ) .
Через особую точку кр и ва я  проходит 

дважды. Т а к а я  точка называется узловой 
точкой.

Рассмотренная кр и вая  изображена на 
рисунке 187.

П р и м е р  2. Исследовать на особые 
точки кривую  (полукуби ческая  парабола)

112—ха =»0.
Р е ш е н и е .  Координаты особых точек 

определяются из системы уравнений:
у2— дг* =  0; Зле* =  0; 2у =  0.

Следовательно, М 0 (0, 0) есть особая точка. 
Перепишем данное уравнение в виде

у = ±  1П ?.
Д л я  построения кривой исследуем сначала 
ветвь, которой в уравнении соответствует 
знак плюс; ветвь кривой, соответствующая 
зн а к у  минус, симметрична с первой отно­
сительно оси Ох.

Ф ун кц ия  у определена только при хЗаО, неотрицательна и возрастает 
при возрастании х.

Найдем первую и вторую производные от функции у =  У~хЧ

, 3 . / - „ 3  1 
У = Т Г  у х ;2 4

При х = 0  имеем г/ =  0,- у' =  0. Следовательно, рассматриваемая ветвь кривой 
имеет в начале координат касательную  у = 0 .  Вторая ветвь кривой у = — У х '  
такж е  проходит через начало координат и имеет т у  же касательную  i/ =  0. 
Таким образом, две различные ветви кривой встречаются в начале коорди­
нат, имеют одну и ту  же касательную и расположены от касательной по 
разные стороны. Такая  особая точка называется точкой возврата первого ро­
да (рис. 188).

З а м е ч а н и е .  Кривую (/*— ** =  0 можно рассматривать к а к  предельный 
случай  кривой уг = х ( х — а)* =  0 (рассмотренной в примере 1), когда а — ►О, 
т. е. когда  петля кривой стягивается  в точку.

П р и м е р  3. Исследовать кривую (у— **)*— дг‘ =  0.
Р е ш е н и е .  Координаты особых точек определяются системой уравнений

— 4х(у— **) — 5** =  0; 2 (у —х,)= 0 ,

которая имеет единственное решение: *  =  0, у= 0 . Следовательно, начало ко­
ординат есть особая точка.

Перепишем данное уравнение в виде у= х? ± У х 1. Из этого уравнения 
следует, что х может принимать значения от 0 до +  оо.



Определим производные первого и второго порядка : 

у' — 2х ± \ У х \  у" =  2 ± ^  У х .

Исследуем ветви кривой, соответствующие знакам  плюс и минус, в отдель­
ности. В обоих с л у ч а я х  при х =  0 имеем: у =  0, у ’ =-0, т. е. дл я  обеих вет­
вей ось Ох я вл я е тс я  касательной. Рассмотрим сначала ветвь

У —  х г +  У К
При возрастании х от 0 до оо у возрастает от 0 до оо. Вторая ветвь

у =  хг— У ?  
пересекает ось Ох в точках (0, 0) и (1, 0).

1 6 /-—
При *  =  25 Ф ункция у — хг— у х‘ имеет максимум . Если х — >-+оо, то

у — + — со.
Таким образом, в данном случае  в начале координат встречаются две 

ветви кривой; обе ветви имеют одну и т у  ж е  касательную  и расположены
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Рис. 188- Рис. 189.

по одну сторону от касательной вблизи точки касания. Т ак ая  особая точка 
называется точкой возврата второго рода. Г рафик рассматриваемой функции 
изображен на рисунке  189.

П р и м е р  4. Исследовать кри вую  уг— дг4 +  х* =  0.
Р е ш е н и е .  Начало координат есть особая точка. Д л я  исследования 

кривой вблизи этой точки перепишем уравнение кривой в виде
у = ± х * У Т ^ .

Так к а к  уравнение кривой содержит только четные степени переменных, 
то кр и ва я  симметрична относительно осей координат и, следовательно, до­
статочно исследовать часть кривой, соответствующую положительным значе­
ниям х и у. Из последнего уравнения следует ,  что х может изменяться на 
отрезке от 0 до 1, т. е. ( X x ^ l .

Вычислим первую производную д л я  той ветви кривой, которая является  
графиком функции у =  + * г у  1— х г:

, х (2—Зх*)
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При х  =  0 имеем у —0, у '= 0 . Следовательно, в начале координат кривая 
касается  оси Ох.

При * = 1  имеем у = О, j/' =  oo; следовательно, в точке (1, 0) каса ­

тельная параллельна  оси Оу. При х =
функция имеет максимум  (рис. 190).

В начале  координат (в особой точке) две 
ветви кривой, соответствующие зн акам  плюс и ми­
нус перед корнем, взаимно касаю тся .  Т а к а я  особая 
точка называется точкой соприкосновения.

X

П р и м е р  5. Исследовать кривую  уг— хг (х— 1) =  0.
Р е ш е н и е .  Напишем систему уравнений, определяющих особые точки:

уг— х* (х— 1) =  0; — Зхг +  2х =  0, 2у= 0 .
Эта система имеет решение *  =  0, у = 0 .  Следовательно, точка (0, 0) есть 

особая точка кривой. Перепишем данное уравнение в виде у = ± х  / Ю Т .  
Очевидно, что х может изменяться от 1 до + о о ,  а т а к ж е  принимать зна­
чение 0 (в последнем случае у =  0).

Исследуем ветвь кривой, соответствующую зн аку  плюс перед корнем. 
При увеличении х от 1 до оо у  увеличивается  от 0 до оо. Производная

Зх— 2

У ~ 2 V x —i '
При * = 1  имеем у' — оо; следовательно, в точке (1, 0) касательная  па­
раллельна оси Оу.

Вторая ветвь кривой, соответствующая зн а ку  минус, симметрична с пер­
вой относительно оси Ох.

Точка (0, 0) имеет координаты, удовлетворяющие уравнению, и, следо­
вательно, принадлежит кривой, но вблизи нее нет д р у г и х  точек кривой 
(рис. 191). Т а к а я  особая точка называется  изолированной особой точкой.

Упражнения к главе VI I I  

Найти частные производные следующих функций:
dz dz

1. г =  хг sin* у. Отв. ^  =  2*  sin* i/; ^ = * * s i n 2 у.

Отв. g  =

Отв. ^  =  2 хехг+Уг+гг-, ах

дг
ду]

ди
ду

■■ ху* 2у In х.

=  2уехг+Уг+*г;

2. z= J(У*. 

3. и =  хх1+Уг+г%.

— =  2 гехг+Уг+г*-дг



4 . и==у х* +  у> +  г*. Отв. р  =  - 7= = = ,  5. г  =  a r c t g (ху).
ох У x2-j-y2-j-z2

dz и dz х „ . у  ~ dz — у
0твш дх~ \ +  x2yi '' Ту- 1 + х 2i f  ' ' г ~ a r c £~^- т в - д х ~ х г +  уг ’

^  =  ^ - Г .  7. г -  \nVI H ~ X . Отв. ;
ду хг +  уг V x ' +  i f  +  x дх Ух* +  у*
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дг—  2х -  8. и =  е у + е у. Отв. ^  = -  еу ; д“ еу ~
ду у У х 2+У* дх У дУ У

г г_
г и ди 1 и п . . , . п дг 1 дг__ —- еу : •=- =  — ег . 9. г  =  arcsm (х +  у). Отв. д - =  -.— ■ ... — д- .у г дг у дх у 1_ (х +  у)г ду

7г Пто дг _  . д г_  - к _10. z =  arc tg  ) / * £ .  Отв. |  =
х г +  1/2 ' ' дх х У х г— у * ’ дУ V  х1— у*'

Найти полные дифференциалы от следующих функций:
11. г = х г+  xyl -\-sin.y. Отв. dz =  (2х +  Уг) dx +  (2ху +  cos у) dy.

12. z =  ln (x i/). Отв. dz— — + — . 13. г —ех2+У2. О/пв. dz =  2e*s+->'* X
х у

3 dx
X ( x d x  +  ydy). 14. u =  t g ( 3 x — у) +  6у+г. Отв. d u =  £- - 2 :̂ix_ y) +

+  ( ~  cos» '(iL~— у) + 6У+г 1п 6 )  dy-\-&y+z In 6 dz. 15. w =  arcsin j  .
у dx—x dyОтв. dw— a *
У I V  Уг—х* '

16. Вычислить f'x (2, 3) и /у (2 ,3 ) ,  если f  (x, у )= х г +  у, .О тв. fx (2, 3) =  4, 

/ ' (2, 3) =  27.

17. Вычислить df ( x , y)  при x = l ,  (/ =  0; d x—-^ ,  d (/= l/4 , если

f(.x ,y) =  V хг - f 1/*. Ome. 1/2.
18. Составить формулу, дающую при малы х абсолютных значениях ве­

личин х, у и г  приближенное выражение для  у  й + ш т + i ) -  

О тв. 1 +  1 ( х — г,— г).

19. То ж е  для  j / ~ j Отв. 1 +  у ( х — г).

20. Найти ^  и щ  , если г  =  ы +  ч2; и =  х 2 +  sin t/, u =  ln (x +  i/).

n  dz .  , „ 1 dz , „ 1 
Ome. -r- =  2x +  2u —; =  cos I/ +  2v — ;—  .дх x +  y ду я х + л ___

n. r . v dz dz i / l + u21. Наити -з- и 5- ,  если г =  I/ — ; u = — co sдс; & =  cosjcдх ду V l  +  v
Отв. Q.

2 cos2 у  **

H. С. П искунов, т . I



22. Найти ^  и если z =  ea~iV, u =  s in x ,  v —x’ +  y*. Отв. ~  =дх ду дх
dz

=  е“ -  ̂  (cos х — 6хг), ^ = е“ -  ̂  ( 0 — 2 • 2«/) =  — 4(/ен- ! ®.

23. Найти полные производные данных функций: г  =  arcsin (гг +  и);

и =  s in * c o s  a ;  t) =  c o s x s i n a .  Ome. ~  ̂=  1, если 2 £ я — ? - < *  +  а <дх 2 ^

< 2 £ я  +  -^ - ,  ^  =  — 1, если 2 Ь с + 4 р  < х  +  а  < ( 2 й  +  1 ) я  +  - ^ - .

еа х (у— г) . ди. „х .
24. « = ----- г— j— ; u =  a s i n x ;  2 =  cosx .  Отв. ^- =  eaxsmx.а 2 + 1  dx

25. z =  h i( l  — х 4); х  =  / s in O ;  ^  =  — 2 t g 0 .
at)

Найти производные от неявных функций от х, заданных уравнениями
„„ хг уг . _ _ dy Ьг х хг уг , _ dy Ьг х
26- ~i + T i — ' ==0- Отв. - f = ------ . 27. - г —=д =  1. Отв. .а 2 й2 dx  а* 1/ а 2 й2 dx  а* у

ж  о »  ж

n  rfjy у  [cos (ху)— еху — 2х] _А х* , г/г , г2 , „ д г  дгОтв. -р. =  2—-— -----------— -  зо. _  +  - ! -  +  —  =  1; наити -з- и -3- .
dx х [ х  +  еж̂ — cos (ху)] о1 6* с* дх ду

_ д г  А с  д г  с2(/ „ да> dwОтв. , - = ------5- ;  3- = — г г .  31. и— u f g a a > = 0 ;  наити и ■=— .дх а 2г  ду Ь‘г & . ди dv
_ дда cos2 ави дда sin 2аш 2 ------г-Отв. -д— = ---------- ; 3—= --------„------. 32. г*Н— =  У « 2— г 2; показать ,ди av ди 2av 1 х я

2 9 0  ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ [ г л .  VIH

.  д г  1 д г  1 „„ г  ( у \
ЧТ0 * д^ +  7 ^ = Т *  33- Т =  V г j  ; показать- что х 7 г Л У * 7. =  г-

дг  . дг 
дх д у '

к а к о в а  бы ни была дифференцируемая функция F.
Вычислить частные производные второго порядка:

34. z =  x*— 4х2у  +  5(/*. Отв. —  = 6 х — 8у; -т—3-  =  — 8х; -=-= =  10.
дх2 * ду дх ду*

* . .  , , . п д2г  _ ,  sin v д2г  в* , cos и
35. г  =  е*  In y  +  sln u In x. Отв. -5-i =  er \ny-------3— 3- = ------------- ------- 2 1* * dx2 * x2 дх  ду у л x  ’

д ' г  e* 1
3—i -- ------ — sin у  In x.
ду У

„„ п 1 дга  d2a  д*и36. Д оказать ,  что если и =  - ■ ■, т о ---------------- -------= 0 .
У х2 +  уг +  г2 дх2 ду2 д г2

от п X V  д2г  д2г  _ дг
37. Д о к а за т ь ,  что если г — —f — , то * v - , + » r - r = 2 r .х +  у дхг * дхду дх

d2z d2z
38. Д о к азать ,  что если г  =  1п (х2 4 - о2), то тт-; +  з - ; = 0 .я " дх2 1 дуг

Qtz d2z
39. Д о к азать ,  что если г  =  ф (у  +  ах )  +  ф (у— ах), то агщ г — 0

при любых дваж ды  дифференцируемых ф и i|).
40. Найти производную от функции г  =  3х4— ху+ у*  в точке М (1, 2) 

в  направлении , составляющем с осью Ох у гол  в 60°. Отв. 5 +  11 / 3 / 2 .
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41. Найти производную от функции г =  5хг— 3х — у — 1 в точке М (2, 1) 
в направлении, идущем от этой точки к  точке N (5, 5). Отв. 9,4.

42. Найти производную функции f  (х, у) в направлении: 1) Биссектрисы

координатного у г л а  Оху. Отв. — \ — V  2) Отрицательной полуоси
V 2 \дх д у)

df0х_ отв. - Тх.
43. f (х, у) =  х, +  Зх2-\-4ху +  уг. П оказать ,  что в точке М (2/3, — 4/3) 

производная в любом направлении равна нулю («функция стационарна»),
44. Из всех треугольников с одинаковым периметром 2р определить тре­

угольник с наибольшей площадью. Отв. Равносторонний треугольник.
45. Найти прямоугольный параллелепипед, который имеет наибольший 

объем при данной полной поверхности S .  Отв. К уб  с ребром V~SI&.
46. Найти расстояние между д ву м я  прямыми в пространстве, уравн ен и я

х — 1 у г х у г _ * У '1  которых — р  =  - | = у  , у  =  - 2 . = - р  Отв. — .

Исследовать на максимум  и минимум функции: 47. г = л :’уг (а— х — у).
Отв. М аксимум  г  при де =  а/2; у =  а/3. 48. г = * ‘  +  ху-\-у* +  -— I----- •

_  х У
Отв. Минимум г при *==;/= l/jJ/ З  . 49. г  =  sin х -f-sin у +  sin (х +  У)
( 0 < * < я / 2 ;  0 < у < я / 2 ) .  Отв. М аксимум  г при дс — t/ =  зг/З.
50. z =  sin х  sin i/sin (* + 1/) ( 0 < д с < я ;  0 < у < я ) .  Отв. М акси мум  г  при
*=г/=я/з.

Найти особые точки следующих кривых, исследовать их характер  и со­
ставить уравнения касательны х в них:

51. х2+ у ' — 3аху= 0. Отв. М„(0, 0 )— узел ; *  =  0, 1/ =  0 — уравнения 
касательных.

52. а*уг =  х*(аг— х2). Отв. В начале координат точка соприкосновения; 
двойная касател ь н ая  у* = 0 .

х»
53. y*=Ya— х ' ®т в ' ^ о (О .О )— точка возврата  первого рода , «/* =  0 — 

касательная .
54. у2 =  х2 (9— хг). Отв. М 0 (0, 0) — узел ; у =  ± Зх— уравн ен и я к а с а ­

тельных.
55. х*— 2ах'у— аху2 +  агх*= 0. Отв. М 0 (0, 0 ) — точка возврата  второго 

рода; j/*= 0— двойная касател ьная .
56. у2 (аг +  х2) = х 2 (а2— хг). Отв. М 0 (0, 0 ) — узел ; у =  ± х — уравнения

касательных .
57. Ь2х2 +  а2у2 = х гуг. Отв. М 0 (0, 0 )— изолированная точка.
58. Показать, что кри вая  у = х \ п х  имеет концевую точку  в начале коор­

динат и касательную — ось Оу.
х

59. П о казать ,  что к р и в а я  у = --------j -  имеет у гловую  точку в начале

1 + ех
координат и что касательные в этой точке: справа  у =  0, слева у=*х.

10*



Г Л А В А  IX

ПРИЛОЖЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 
К ГЕОМЕТРИИ В ПРОСТРАНСТВЕ 

§ 1. Уравнения кривой в пространстве

Рассмотрим вектор ОА =  г ,  начало которого совпадает с началом 
координат, а концом является некоторая точка А(х, у , г) (рис. 192). 
Такой вектор называют радиусом-вектором.

Выразим этот вектор через проекции на оси координат:

r  =  x i+ y j+ z k .  (1)

Пусть проекции вектора г  суть функции некоторого параметра t
х  =  Ф (/),
У —  ̂ (2)

Тогда формулу (1) можно переписать так:

г  =  ф( 0 »  +  Ф (0 У + Х (^ )*
или коротко

г  — г  (t).

O') 

(1")

При изменении t изменяются х, у , z, и точка А — конец вектора г  —
опишет в пространстве некоторую линию, 
которую называют годографом вектора 
r  =  r(t) . Уравнение (Г )  или (1") назы­
вают векторным уравнением линии в про­
странстве. Уравнения (2) называются пара­
метрическими уравнениями линии в про­
странстве. С помощью этих уравнений для 
каждого значения/определяются координа­
ты х, у, z соответствующей точки кривой.

З а м е ч а н и е .  Кривая в пространстве 
может быть также определена как гео­

метрическое место точек пересечения двух  поверхностей; следо­
вательно, такая кривая может быть задана двумя уравнениями двух
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Ф ,(х ,  у, г) =  О, 
Ф 2 (•*■> У, г) =  0. } (3)

Так, например, уравнения

являются уравнениями окружности, получающейся в пересечении 
сферы и плоскости (рис. 193).

Итак, кривая в пространстве может быть задана или параметри­
ческими уравнениями (2), или двумя уравнениями поверхностей (3).

Если мы исключим параметр t из уравнений (2) и получим два 
уравнения, связывающие х, у, z, то тем самым осуществим переход 
от параметрического способа задания линии к заданию ее с помощью 
поверхностей. Обратно, если положим x — y ( t)  (<р(0 — произвольная 
функция) и найдем у  и z как функции от t из уравнений

то осуществим переход от задания линии с помощью поверхностей 
к параметрическому способу задания.

П р и м е р  1. Уравнения

являются параметрическими уравнениями прямой. Исключая параметр t, 
получим два уравнения, каждое из которых есть уравнение плоскости. 
Например, если из первого уравнения почленно вычесть второе и третье, 
получим х—у —г = — 3. Вычитая же из первого учетверенное третье, полу­
чим: х—4z = —9. Таким образом, заданная прямая является линией 
пересечения плоскостей х—у—z + 3 =  0 и х—4z + 9 =  0.

П р и м е р 2. Рассмотрим прямой круговой цилиндр радиуса а, ось ко­
торого совпадает с осью Ог (рис. 194). На данный цилиндр будем навивать

г

Рис. 193.

<Мф(*). У' * ] =  0 - ф Л<р(0, у , ^] =  о,

* =  41—1, y — 3t, z = / + 2



прямоугольный треугольник С ,Л С  так ,  чтобы вершина А треугольника ле­
ж ал а  в точке пересечения образующей цилиндра с осью Ох, а катет  АСг 
н авивался  на круговое  сечение цилиндра, лежащ ее в плоскости Оху. Тогда 
гипотенуза образует на  цилиндре линию, которая называется  винтовой линией.

Напишем уравнение винтовой линии, обозначая через к, у, г координаты 
ее переменной точки М и через t у гол  АОР (см. рис. 194). Тогда

x = acost, y = asint, г —PM =* АР  tg Э,
где через 0 обозначен острый угол  треугольника С ,АС. Заметив, что A P = a t,  
так  к а к  АР  есть д у г а  к р у г а  радиуса  а, соответствующая центральному у г л у  t,
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и обозначив tg 0 через т ,  получаем параметрические уравнения винтовой 
линии в виде

x =  acost, y — asint, z =  amt.
(здесь t — параметр), или в векторной форме:

г  =  ia cos t-\-ja sin t + kamt.
Из параметрических уравнений винтовой линии легко исключить па­

раметр t ; возводя первые два уравнения в к в ад р ат  и с кл ады вая  их, найдем 
хг +  (/*>= а*. Это— уравнение цилиндра, на котором расположена винтовая 
линия. Далее ,  деля  почленно второе уравнение на первое и подставляя  в по­
лученное уравнение значение t, найденное из третьего уравнения, найдем 
уравнение другой поверхности, на которой расположена винтовая линия:

Это— т а к  н азы ваем ая  винтовая поверхность (геликоид). Ее можно получить 
к а к  след движения полупрямой, параллельной плоскости Оху, если конец 
этой полупрямой находится на оси Ог, причем сама полупрям ая  с постоянной 
угловой скоростью вращается вокруг  оси Ог и с постоянной скоростью под­
нимается вверх  т ак ,  что ее конец перемещается вдоль оси Ог. Винтовая ли­
ния явл яется  линией пересечения этих двух  поверхностей. Поэтому ее можно 
задать  д в у м я  уравнениями:
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§  2 . Предел и производная векторной функции скалярного 
аргум ента. Уравнение касательной к кривой. 

Уравнение нормальной плоскости

Вернемся к формулам (1 ') и (1") предыдущего параграфа:

r  =  <p(t)i +  y ( t ) j+ x { t ) k
или

При изменении t вектор г  изменяется в общем случае по величине 
и по направлению. Говорят, что г  есть век­
торная функция от скалярного аргумента /.
Допустим, что

lim Ф (0  =  ф0,
/ -> t0
lim г|) (t) =  ty0,

lim X (*) — Xo‘ 
t->i„

Тогда говорят, что вектор r t =  q>Ql-\-ylplJ - Jt-x„k есть предел вектора 
r  =  r( t) , и пишут (рис. 195)

lim r ( t)  =  r 0. 
i-*t0

Из последнего равенства следуют очевидные равенства: 

lim \г (О— Г, | =  lim у  [ф (/ ) _  фо]« (/) _  (/) — Хо]* =  О
,->'о

lim | г (/ )| * | г ,| .

Перейдем теперь к вопросу о производной векторной функции 
скалярного аргумента

г (* )  =  ф(*)* +  ф (* )У + х ( * ) * , 0 )

предполагая, что начало вектора г (t) находится в начале координат. 
Мы знаем, что последнее уравнение является уравнением некоторой 
пространственной кривой.

Возьмем какое-нибудь фиксированное значение t, соответствующее 
определенной точке М на кривой, и дадим t приращение At', тогда



мы получим вектор
г  (t -f- At) — ф (t +  At) / -j— "ф 4- At)J-\~x(t +  At) k,

который определяет на кривой некоторую точку (рис. 196).
Найдем приращение вектора

A r =  r { t  +  At) — r{ t)  =
=  [ Ф ( < + Д * ) _ Ф« ) ] Л -  
+  [y(.t +  A t ) - W ) ] j +

+  [Х (* + ДО— Х (0] *-

На рисунке 196, где ОМ — г  (t), 
OMl — r  (t At), это приращение изо­
бражается вектором ММХ — A r (t).

Рассмотрим отношение ~ Г-~Р прира-/\1
щения векторной функции к приращению 
скалярного аргумента; это, очевидно, есть 

вектор, коллинеарный с вектором Д г  (t ), так как получается из него умно­
жением на скалярный м н о ж и т е л ь . Мы можем записать этот вектор так;ДI

Д г  ( 0  _  ф(* +  Д 0 — Ф ( 0  ;  I Ф (< +  Д 0 — 1Ф ( 0  ;  I Х(/ +  Д 0 — X ( 0  и 
Д/ “  Д< +  Д< М

Если функции ф (t), ^ (О , %{t) имеют производные при выбранном 
значении t, то множители, стоящие при i, j ,  k, в пределе при At —>• О 
обратятся в производные ф' (t), г|/ (t), (t). Следовательно, в этом
случае предел ^  при A t —>-0 существует и равен вектору ф'(^)» '+

+  V  ( 0 7 + х ' (*)*■•

lim =  ф' ( 0 *  +  Ф ' ( 0 7 + x ' ( 0 f e .

Вектор, определяемый последним равенством, называется произ­
водной от вектора r( t)  по скалярному аргументу t. Производную
обозначают символом ^  или г ' .at

Таким образом,

£ « г ' « ф ' ( 0 * + 1 | > ' ( 0 7 + х' ( 0 *  (2)
или

dt ~~ dt * +  <f< J  ^  dt Я* '  , 

Выясним направление вектора
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Рис. 196.



Так как при A t —► () точка Ж, приближается к точке М, то на­
правление секущей ЛШ, в пределе дает направление касательной.
Следовательно, вектор производной ~  направлен по касательной

drк кривой в точке М. Длина вектора j j - определяется формулой *)

I d r  ]
\dt
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На основании полученных результатов легко написать уравнение 
касательной к кривой

r  =  xi zk
в точке М(х, у, z), имея в виду, что в уравнении кривой х  =  ф (t), 
y =  ty(t), z =  %{t).

Уравнение прямой, проходящей через точку М (х , у, z), имеет вид 
Х — х Y — y Z— г 

т  п ~  р ’
где Х } К, Z — координаты переменной точки прямой, а т ,  п, р—
величины, пропорциональные направляющим косинусам этой прямой 
(т. е. проекциям направляющего вектора прямой).

С другой стороны, мы установили, что вектор

dt ~  dt +  dt dt
направлен по касательной. Поэтому проекции этого вектора являются 

<числами, пропорциональными направляющим косинусам касательной, 
а значит и числам т ,  п , р. Следовательно, уравнение касательной 
будет иметь вид

Х — х Y — y 1 — г
dx dy dz 
dt dt dt 

П р и м е р  1. Н аписать уравнение касательной к  винтовой линии 
x =  aco st, y = a s l n t ,  z= am t

, i 31 при произвольном значении t и при f =  — .

Р е ше н и е .
dx , j dy dz— =  — a s i n / ,  - j f  =  ac o s< ,  -rr =  am.dt dt dt

По формуле (4) имеем:
X — a cost Y —a sin t Z— amt

— a  sin t a cost am

('UOTnUDOOULIV OVMIireV I

\dt

(4)

*) Мы будем предполагать , что в р ассматриваем ы х точках  I ^  I ф 0.
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a V U  а V  2 ,  я
----- 2 У --------2

а / 2  а / 2  am
“ г-  2~

Так же как и в случае плоской кривой, прямая, перпендикулярная 
к касательной и проходящая через точку касания, называется нор­
малью к пространственной кривой в данной точке. Нормалей к дан­
ной пространственной кривой в данной точке можно, очевидно, про­
вести бесчисленное множество. Все они лежат в плоскости, перпен­
дикулярной к касательной прямой. Эта плоскость называется 
нормальной плоскостью.

Из условия перпендикулярности нормальной плоскости к каса­
тельной (4) получаем уравнение нормальной плоскости:

§ < * - * )  +  § - < K - . y ) + £ ( Z - * )  =  0. (5)

П р и м е р  2. Н аписать уравнение нормальной плоскости к  винтовой 

линии в точке, для  которой t —
Р е ш е н и е .  На основании примера 1 и формулы (5) получаем:

V~2
2 ( * ~ Ч г - )  +■Ч -  ( Y~ ^ r - ) + m ( z ~ am f )  =°-

Выведем теперь уравнение касательной прямой и нормальной t 
плоскости пространственной кривой в случае, когда эта кривая дана 
уравнениями

Ф, (х, У, г) =  0, Ф , (х, у, z) =  0. (6)
Выразим координаты х, у , z этой кривой как функции некото­

рого параметра t :
*  =  ф(0, Л =  *(*). * =  Х(0- (7)

Будем предполагать, что ф (t), яр(<), х (^ )— дифференцируемые функ­
ции от t.

Подставляя в уравнения (6) вместо лг, у, z выраженные через t 
их значения для точек кривой, получим два тождества относительно t :

ф ,[ф(^> Ф(*), Х (*)] =  0, (8а)
Ф . [ф (0 ,  Ч>(<), Х (0 ] =  0. (86)

Дифференцируя тождества (8а) и (86) по t, находим:
йФ, dx . d<D, d£ дф, dz _  _
дх dt ду dt dz dt ’

дФг dx , dy дФг dz _  „
дх dt ' ду dt ' dz dt '

( 9 )
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Из этих уравнений следует, что

dx
dt
dz
dt

ЭФ, ЭФ,
ду dz

ЭФ, ЭФ,
дг ду

' ЭФ, дФг
дх ду

ЭФ, ЭФ, ’
ду дх

dy
dt
dz
dt

ЭФ, дфг
dz дх

ЭФ, ЭФ,
dx дг

' ЭФ, дФг
dx ду

ЭФ, ЭФ, 
ду дх

(10)

что выражение ЭФ, ЭФ,
дх дупредполагаем, разумеется,

Ф 0, однако можно доказать, что окончательные формулы

Мы здесь 
ЭФ, ЭФ, 
ду дх

(11) и (12) (см. ниже) справедливы и в том случае, когда это выра­
жение равно нулю, если только хоть один из определителей, фигури­
рующих в окончательных формулах, отличен от нуля.

Из равенств (10) получаем:

dx dy dz_
dt dt dt

ЭФ, ЭФ, 
dz dy

' эф, ЭФ,
dz dx

d®, 5Ф,
dx dz

ЭФ, ЭФ, 
дх ду

ЭФ, ЭФ, 
ду дх

ЭФ, дФг 
ду дг

Следовательно, на основании формулы (4) уравнение касательной 
прямой будет иметь вид

X — х Y — y Z-

ду дг
ЭФ, ЭФ,
дг ду

ЭФ, ЭФ2 
дг дх

-_У_____
ЭФ, ЭФ,
dx дг

или. пользуясь определителями,

Х — х Y-

ЭФ, ЭФ, 
дх ду

1 —г

ЭФ, ЭФ, 
ду дх

ЭФ, ЭФ, ЭФ, ЭФ,
ду дг дг дх

ЭФ2 ЭФ2 ЭФ, ЭФ,
ду дг дг дх

ЭФ, ЭФ,
дх ду

ЭФ, ЭФ,
дх ду

(И)

Нормальная плоскость представляется уравнением

ЭФ, ЭФ, ЭФ, ЭФ, ЭФ, ЭФ,

XX— х) ду
ЭФ,

дг
ЭФ, + ( У - у )

дг
ЭФ,

дх
ЭФ, +  ( Z - z ) dx

ЭФ,
ду

ЭФ,
ду дг дг сх дх ду

Эти формулы имеют смысл только тогда, когда хотя 
из фигурирующих в них определителей отличен от нуля, 
в некоторой точке кривой все три определителя

= 0. (12)

бы один 
Если же
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обращаются в нуль, то эта точка называется особой точкой про­
странственной кривой. В этой точке кривая может вообще не иметь

касательной, подобно тому как это 
имело место в особых точках у пло­
ских кривых (см. § 19 гл. VIII).

П р и м е р  3. Найти уравнения каса - , 
тельной прямой и нормальной плоскости к 
линии пересечения сферы х* + уг -f г* =  4гг 
и цилиндра х2 + у2 = 2гу в точке
М (г, г, г / 2 )  (рис. 197).

Ре ше ние .

г, г) = х* +  уг +  гг- 4  Л
У, г) — Хг-\-уг 2ту,
ЙФ, = 2у,

ЙФ,
ду ~ дг

дЧ)г
ду ~

2у— 2г, -I
I н

дФ,
дх

дФг
дх

=  2 г, 

=  2л,

_  _ = 0.
Рис. 197,

Значения производных в данной точке М будут:

Поэтому уравнение касательной прямой имеет вид 

X — г_У—г г —г У 2
0 ~  у  2 =  —1

Уравнение нормальной плоскости

V~2 ( Y - r ) - ( Z - r  / 2 0  = 0.

§  3 . Правила дифференцирования векторов (векторных функций)

Как мы видели, производная от вектора

г (#)«ф(0*+1?(*)7Н-Х(<)А. 0)
по определению, равна

г '  (*) =  q>' (<)< +  Ч > ' ( 0 7 + х Ч * ) * . (2)
Отсюда сразу следует, что основные правила дифференцирования 

функций остаются в силе и для векторов. Мы выведем здесь формулы 
дифференцирования суммы и скалярного произведения векторов, 
а остальные формулы выпишем, предоставив их вывод читателю.



I. Производная суммы векторов равна сумме производных о т  
слагаемых векторов.

В самом деле, пусть, например, даны два вектора:

г ,  (0 = Ф ,( * М + Ч > 1  (* ) ■ / + & (Oft, I /<п
'■ . ( 0 '= ф . ( 0 * + $ , ( 0 . / + х. ( 0 * ;  1 (

их сумма равна

г , ( о + г , ( о = [ф ,< о + ф ,  (0 ]/+ [ч > , (о + ч > ,( t ) ] j +h, ( о + х . (0] ft.
По определению производной от переменного вектора имеем:

=  [ф1 (*) +  Ф, (ОУ / + [< М 0 +  Ч>, ( 0 ]7 +  [х Л О + х * (0] 'ft
ИЛИ

" |г,(0а г ( 0 ] = к  (о + ф; (о] * + w  ( о + 1  ( o j  / + [х; ( о + х;

= ф; (о 1+ ч>; ( о / +  х; (о * + ф; w  / + ч>; w  / +  х; (о * = < + г;.
Следовательно,

[ г ,  (Q +  M O l  _  dr, , dr,
dt dt dt ' I1'

II. Производная о т  скалярного произведения векторов выра­
ж ается формулой

d (г, г , )  __ dr, _ , _ dr ,
d/ ~  dt dt '

Действительно, если г ,  (/), г ,  (/) определены формулами (3), то, 
как известно, скалярное произведение этих векторов равно

r t (t) г ,  (о  =  ф,ф, +  М ,  +  х,Ха.
Поэтому

£<!&L =  ф > , + ф ,ф; + + х д » + x. xi  =

= (ф ;ф, + + х ; х . ) + (ф .ф« + + х.  xi ) =■

= (ф ;н ч > ;у + х ;* )(ф .'+ ^у + х .* )+ (ф ,< + г|> .у + х 1 *)(ф ;/+ ф ;у + х ;* )“

3 ]  ПРАВИЛА ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ ВЕКТОРОВ (ВЕКТОРНЫХ ФУНКЦИЙ) 3 0 1

л  = ^ Г  4 -  Г  d/ >T ' id r  * 1 '  i dt ‘
Теорема доказана.
Из формулы (II) получается следующее важное следствие. 
С л е д с т в и е .  Если вектор е — единичный, т .  е. | е| = 1 ( то  

его производная есть вектор , к нему перпендикулярный. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если е — единичный вектор, то

е е =  1.
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Возьмем производную по t от обеих частей последнего равенства:

+  — *> =  0,dt r  dt
или

т. е. скалярное произведение
2 е ё = ° .

deа это и означает, что вектор ^  перпендикулярен к вектору е.
III. Постоянный числовой множитель можно вынести за знак 

производной:
dar (t) _  dr (t)
- ц г  =  а -Ч г  =  а г 'М - о » )

IV. Производная векторного произведения векторов г ,  и г г опре­
деляется формулой

* b £ * - $ X r .  +  , , X $ .  (IV)

§  4 . Первая и вторая производные вектора по длине дуги . 
Кривизна кривой. Главная нормаль

Как и в случае кривых на плоскости, определяется Длина дуги *)
пространственной кривой M0A — s (рис. 198). При движении перемен­

ной точки А (х, у, z) по кривой длина дуги 
s изменяется; и обратно, при. изменении s 
изменяются координаты х, у, z переменной 
точки А, лежащей на кривой. Следовательно, 
координаты х, у, z переменной точки 
кривой А можно рассматривать как функции 
длины дуги s :

x  =  q) (S),
У =  Ф (s), 
z =  %(s).

Рис. 198. ® этих параметрических уравнениях кривой
параметром является длина д уги 1 $.

Вектор О А — г  выразится соответственно

r  =  9 ( s ) / + i f e ( s ) y + x ( s) *
*) Длина дуги пространственной кривой определяется т ак  ж е , как и 

длина ду ги  плоской кривой (см. § 1 гл . VI и § 3 гл .  XII),
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ИЛИ

r =  r (s ) ,  _ (1)

т. е. вектор г  является функцией длины дуги s.
drВыясним геометрический смысл производной Как видно из ри­

сунка 198, имеют место следующие равенства:

М0А =  s, АВ =  As, М0В =  s +  As,
OA =  r{s), OS =  г  (s -f- As),
АВ — A r =  r ( s - f  As) — r  (s),

Д г_~AB
As AS '

Мы уже видели в § 2, что вектор ^  =  lim ^  направлен по ка-
a s  As-*o a s

сательной к кривой в точке А в сторону возрастания s. С другой

АВстороны, имеет место равенство lim
АВ

=  1 [предел отношения

длины хорды к длине д уги * ) ] .  Следовательно, ^ е с т ь  е д и н и ч н ы й  
вектор, направленный по касательной; обозначим его через а:

dr , о ч

* - » ■  <2> 

Если вектор г задан проекциями:

r= zXi +  y j+ z k ,
ТО

причем

Рассмотрим, далее, в т о р у ю  производную векторной функции
dV drт. е. производную от и выясним ее геометрическое значение.

*) Мы указывали на это соотношение для плоской кривой в § 1 гл. VI. 
Оно имеет место и для пространственной кривой г (t)=(f (/)/ +  ф(0/+5С (0 к, 
если функции <р((), ф (0 и X (0  имеют непрерывные производные, не обра­
щающиеся одновременно в нуль.
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Из формулы (2) следует, что
<Рг 
ds*

А Г*:] —da
ds [d s J  ~  ds '

Следовательно, нам нужно найти lim
As-

Из рисунка 199 имеем A B — As, AL — a, B K =  o - f  До. Прове­
дем из точки В вектор BLl — o. Из треугольника BKLl находим:

в к = ~ в Г 1 - г ' 0 <

или

o - f  До =  о +  LtK.

Следовательно, Li K = A a .  Так как, по 
доказанному, длина вектора о не меняет­
ся, то | о | =  | о +  До |; следовательно, 
треугольник BKLX — равнобедренный.

Угол Дф при вершине этого тре­
угольника есть угол поворота касательной 
к кривой при переходе из точки А в 
точку В, т. е. соответствует приращению 

длины дуги  As. Из треугольника BKLX находим:
Дф ILXK = \ До| =  2|о| |sin М =  2 sin

(так как  |о| =  1).
Разделим обе части последнего равенства на As:

s i n ^ , Аф sin
Д а _о 2 Аф
As

-- jL As Аф As 1
2

Перейдем к пределу в обеих частях последнего равенства при A s —►О. 
В левой части получим:

Далее,

lim
Д5~»0

lim
Дs-> о

I Acr dv
J As ds

sin Дф

Дф
2

1,

так  как  в данном случае мы рассматриваем такие кривые, что суще­

ствует  предел lim —  и, следовательно, Дф—*-0 при A s —>0. Таким
As-*о 4 s
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образом, после перехода к  пределу получаем:

(4 )
da =  lim Аф
ds As-»o Xs

Отношение у гла  поворота Дф касательной при переходе от точки А 
к точке В к длине As ду ги  АВ, взятое по абсолютной величине, 
называется, так  ж е  как и для плоской кривой, средней кривизной 
данной линии на участке АВ\

Дф |средняя кривизна As
Предел средней кривизны при A s —»0  называется кривизной линии 
в точке А и обозначается буквой К:

ДфК =  lim
As-»o As

Но в таком случае из равенства (4) следует , что I da 
ds =  К, т. е.

длина производной от единичного вектора *) касательной по длине дуги  
равняется кривизне линии в данной точке. Так как  вектор <т еди­

ничный, то его производная ^  перпендикулярна к нему (см. §  3 гл. IX, 

следствие).

Итак, вектор ^  по длине равен кривизне кривой, а по направлению 

перпендикулярен к вектору касательной.

О п р е д е л е н и е .  Прямая, имеющая направление вектора ^  и про­

ходящая через соответствующую точку кривой, называется главной 
нормалью  кривой в данной точке. Единичный вектор этого направле­
ния обозначим через я .

Так как длина вектора da
ds
da
ds

равна К — кривизне кривой, то 

=  Ля.

Величина, обратная кривизне, называется радиусом  

линии в данной точке и обозначается через R, т. е. ■\? =  R,
А

мы можем написать:
d2r
d ? '

da
ds

n
'R

Из этой формулы следует :
_1_ (d^ rV
R2

кривизны
Поэтому

(5 )

(6)

*) Напоминаем, что производная в е к т о р а ,  есть в е к т о р ,  и поэтому 
мы можем говорить о д л и н е  производной.
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Но
dzr __d*x . . d*y . . d*z .
ds1 ~  H? 1 +  ds*J +  ds* *'

Следовательно,

<*■>
Последняя формула дает  возможность вычислить кривизну линии 

в любой точке, если эта линия задана параметрическими уравнениями, 
в которых параметром является длина дуги  s (т. е . если радиус- 
вектор переменной точки данной линии выражен к ак  функция от 
длины дуги) .

Рассмотрим случай, когда радиус-вектор г  выражен как  функция 
произвольного параметра t :

г  =  г(<).
В этом случае длину ду ги  s  будем рассматривать как  функцию 
параметра t. Тогда вычисление кривизны производится следующим 
образом:

( f r _ d r d s  <7\
dt ds dt ‘ ( }

Так к а к * )
I dr I
ds =  1.

то

им: 

(9)

Дифференцируя правую и левую части и сокращая на два , получим:
d r dsr _ds d2s
dt d ? ~ T t d ?  *

Далее, из формулы (7) следует:

d r _ d r j _
ds dt ds ' 

dt

Дифференцируем no s обе части последнего равенства:
d‘s

dtr  d2r  1 __d r dT*
ds2 dt2 (  ds\‘ dtf d s y  dt (d s у  

[ d t )  \ d t)

*' Это равенство следует из того, что f ^"1 — lim . Но А г — хорда,
I “ S I Дв-*о I AS |

стягивающая д угу  длины As. Поэтому j  стремится к  1 при A s—►О..
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d2rподставляя полученное выражение для в формулу (6), будем иметь:

1

V.
<043

1 
- d‘s 

dr di2
R2 dt1 (ds  у

L \dt) d,m\
(  d2r\ 
\dt*) ’ (£)

* dtr  dr ds d2s 
dts dt dt dt1 +

fdr\
Kdt)

( ds\
\dt J

6

Выражая ^  и по формулам (8) и (9) через производные от 

r { t ) ,  получим'*):

(Ю )I 1(S)
(d*r d r y
V dt* dt J

{ (£ )’r
Формулу (10) можно переписать и так  **) :

1(1 *  R*

Г dr d*rl *
[ d t X W*\

УГ{(£ (П)

Мы получили формулу, которая д ает  возможность вычислить кри­
визну данной линии в любой ее точке при п р о и з в о л ь н о м  пара­
метрическом задании этой кривой.

Если в частном случае кривая является плоской и лежит в пло­
скости Ох у, то ее параметрические уравнения имеют вид

x  =  <p(t),
y = W),
z — 0.

( ds\%*) П реобразовываем знаменатель следующим образом: ( ^ / )  ~

- { ( а г ) Т ” { ( з ? ) Т  Зд" ь [ %) ' ■ 1,01 ( и ’) ’
■ т г подразуме-разум евается  скалярны й  квадр ат  вектора . Под

( d r y  D ( d r \* ’
вается  третья степень числа 1 ^ -  1 . В ы раж ение ж е не имеет смысла.

**) Мы использовали тождество
а'Ьг— (аЬ)* — (а х  Ь)г,

в справедливости которого л егко  убеди ться, если переписать тождество в  сле­
дующем виде:

a‘b‘ — (ab cos <р)* =  (ab sin <р)*.
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Подставляя эти выражения х, у , z в формулу (11), мы получим вы­
веденную ранее (в гл. VI) формулу, дающую кривизну плоской 
кривой, заданной параметрически:

!ф '(0 Ф*(0 - - Г  (0 ф"(01 
\[<t'(t)l* + W (t)Y Y l‘ ‘

П р и м е р .  Вычислить кривизну винтовой линии 
г =  1а  cos t + j  a sin t -\-k amt

в произвольной точке.
Р е ш е н и е :

dv -1 a sin t -f j  a cos t -f k am.dt
d2r—  =  — ia  cos t —j  a sin t, d r

—  X — -  dt dt2~

I J  k
— a sin t  a cos t am
— a cos / —a sin t  0

v ^ V -  
\ d t  d t 2)  '

d r \ *j =  a* sin* t  -f- a2 cos2 1 + агт г =  a2 (1 +  т г).

ia2m sin t — Ja‘m cos t kcr, 

a4(m2+ 1),

Следовательно,

откуда

1 a* (m2+ l ) 1
R* [a2 (1 + m2)]1 a2 (1 +  m2)2 ’

R =  a(  1 +m*) =  const.
Таким образом, винтовая линия имеет постоянный радиус кривизны.

З а м е ч а н и е .  Если кривая лежит в плоскости, то, не нарушая 
общности, можно предположить, что она лежит в плоскости Оху 
(этого всегда можно добиться преобразованием координат). Если же

кривая лежит в плоскости Оху, то 2 =  0 ; но тогда и ~  =  0 и, сле­

довательно, вектор п лежит также в плоскости Оху. Отсюда полу­
чаем вывод: если кривая лежит в плоскости, то ее главная нормаль 
лежит в той же плоскости.

§  5 . Соприкасаю щ аяся плоскость . Бинормаль. Кручение

О п р е д е л е н и е  1. Плоскость, проходящая через касательную 
прямую и главную нормаль к заданной кривой в точке А, называется 
соприкасающейся плоскостью  в точке А.

Для плоскости кривой соприкасающаяся плоскость совпадает с пло­
скостью кривой. Если же кривая не плоская, то, взяв  на ней две 
точки Р и  Р„  мы получим две  различные соприкасающиеся плоскости, 
образующие между собой двухгранный угол ц. Чем больше угол ц,
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тем сильнее кривая по своей фори?е отличается от плоской кривой. 
Для того чтобы это уточнить, введем еще одно определение.

О п р е д е л е н и е  2. Нормаль к кривой, перпендикулярная к со­
прикасающейся плоскости, называется бинормалью.

Возьмем на бинормали единичный вектор & и направим его так, чтобы 
векторы 0 , п, Ь образовывали тройку той же ориентации, что и еди­
ничные векторы /, у, ft, лежащие на осях координат (рис. 200, 201).

Рис. 200.

В силу определения векторного и скалярного произведения век­
торов имеем:

Ь — а  х  и; b b = \ .  (1)

Найдем п р о и з в о д н у ю ^ .  По формуле (IV) §  3 

db _  d (a  х и)
ds ds

Н° 1 г =  £Г (см- §  4 ) ’ П0ЭТ0МУ

do , dn
: d I X n + a X dI (2)

da 1
X П — -ргП X ndi ~ R 

и формула (2) принимает вид
db dn
d s = a X T s- (3)

Отсюда следует  (на основании определения векторного произве- 

db есть вектор, перпендикулярный к вектору касатель-дения), 4TO ds

ной а. С другой стороны, так  как  Ь— единичный вектор, то ^  

пендикулярен к Ь (см. §  3, следствие).

db пер-

о dbЗначит, вектор 

арен вектору п.
перпендикулярен и к а  и к Ь, т. е. коллине»

^  db 1 Обозначим длину вектора через у г ,  т. е. положим:

I db 1
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тогда
db 1
ds — Т П (4)

Величина =- называется кручением данной кривой.

Двугранный угол (л между соприкасающимися плоскостями, соот­
ветствующими двум  точкам кривой, равен у г л у  м еж ду  бинормалями. 
По аналогии с формулой (4) §  4 гл. IX можно написать:

Итак, кручение кривой в точке А по абсолютной величине равно 
пределу, к  которому стремится отношение угла р, м еж ду  соприкасаю­
щимися плоскостями в точке А и соседней точке В  к  длине | As | 
д у ги  АВ, когда A s —>-0.

Если кривая п л о с к а я ,  то соприкасающаяся плоскость не меняет 
своего направления и, следовательно, кручение равно нулю.

. Из определения кручения ясно, что оно является мерой отклонения 
пространственной кривой от плоской кривой. Величина Т называется 
радиусом кручения, кривой.

Найдем формулу дл я  вычисления кручения. Из формул (3) и (4) 
следует :

Умножив скалярно обе части на « ,  будем иметь:

В правой части последнего равенства мы получили так  называемое

смешанное (или тройное) произведение трех векторов п , а  и ^ .

В таком произведении, как  известно, можно переставлять сомножители 
в круговом порядке. Учитывая, кроме того, что и я = 1 ,  мы перепи­
шем последнее равенство в следующем виде:

или

(5)

Но так  как я  =  R -г , то
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Г dnl D d2r  I п d‘r  . dR d2r\
[ n  X ds J  ~~ ds2 X \ ^  ds* +  ds ds2/ ~

=  Г—  x  —1 +  Г—  x  —1*  [ds* X d s ^ П ds [d s2 x  ds2 J  '

а так  как векторное произведение вектора на самого себя равно 
нулю, то

№ х ^ 1 = 0  [ds2 Х ds2J  и ‘
Таким образом,

Г dn\ Гd2r  d’r l
[ ”  Х ds J  =  [ d ? X l ? \  *

Заметив, что °  — и возвращаясь к  равенству (5), получаем:

1 D tdr [ d2r  d*r
Т ~  Н Ts

[d2r  d ' r l  с .
[d s*  X d s’ J  '

Если вектор  г  выражен к а к  ф ункция произвольного параметра t, 
то можно п о казать  * ) , аналогично то м у , к а к  это  делало сь  в преды дущ ем

*) В самом деле,
d r  _  dr ds 
dt ~  ds dt '

Дифференцируем это равенство еще раз по t :
d2r _  d / d r \ ds ds dr d2s^_d2r̂  ( ds\2 dr d^  
dt2 ~  ds\ds )  dt dt ds dt2~ds2 [ dt J ds dt2 

Снова дифференцируем no t: 
d*r _  d / dV \ ds f  ds\2 d2r  dsd2s d f  dr \ ds d*s dr d*s_ 
dt* ~  ds\ ds J  dt \dt J  ds* d< d*1 ds \ds J  d£ dt2 ds dt‘ '

d*r f  ds\‘ d2r  ds d2s d r d's
ds* \ dt J +  ds* d td ii' +  d s l t * ’

Составим, далее, смешанное (тройное) произведение: 
dr f d2r  d’r  \ _  
dt\M* X Ш *)~

_ d r d s J V d ^ f ^ y  drd*sl r d V / d s N '  d2r d s d 2s . dr d’r l  \ 
~ d s d t \  [ d ?  \dtJ + dsdtI J  X Lds* [dt J +  d ?  Tt dtt +  ds d F j  f *
Раскрывая ьто произведение по правилу умножения многочленов и от­

брасывая все те члены, которые содержат хотя бы два одинаковых векторных 
сомножителя (так как  смешанное произведение трех множителей, где хотя бы 
Два множителя равны, есть нуль), получим:

d r / d V  t f r \ _ d r ( d 2r  d*r\ fds\* 
dt Vdt2 X dt* ) ~ d s  \d& X  ds* ) { d t )  ‘

Наконец, заметив, что

( £ ) -  (£ ) '■ “ ■ ( S H O T
получаем требуемое равенства
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d*r~\
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d_r_
ds

[«IV
[ds2 X ds‘

dr
dt

~d2r  d’r |
d ?  X d F J

<my
Подставляя это выражение в формулу (6) и заменяя Rг его выра­

жением по формуле (11) §  4, окончательно получаем:

Т

dr
dt

ГdV d V ]
[dt* X dt3j

X
dVl2
dt2Г '

(7)

Эта формула дает  возможность вычислить кручение кривой в лю­
бой точке, если кривая задана параметрическими уравнениями с про­
извольным параметром t.

В заключение этого параграфа отметим, что формулы, выражаю­
щие производные векторов а, Ь, п, называются ф ормулами Серре —  
Френе:

da п db _  tt dn _  а  Ь
ds~~R ' d s ~ ~ T ' ds R Y '

Последняя из них получается так :

п = Ъ х  о,
dn
ds

d(b х  о) db do п , .  n-----i ----- X<r + b x Ts= T  xo + b x w ~ds ds
_1
T

HO

поэтому
nxor = — b\ b x n  — — a,

dn
ds '

b
T

or
"R

П р и м е р .  Вычислить кручение винтовой линии 
г  =  / a  cos / +./ a  sin < +  kamt.

Р е ш е н и е .
• a sin t a cos t am 
■a cost — asln< 0 
asln<  — a cost 0

dr Гd*r v dVl -
dt [dt2 dt*\ ~ =  a*m.

Г dr  
dt

d*r I “
X gpr = o 4 ( l+ m 2) (см. пример § 4). 

a4 (1 + m 2) _ a (1 4- m2)
Следовательно,

T =  - m
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§ 6 . К асательная плоскость и нормаль к поверхности

П усть  имеем поверхность, заданную уравнением вида

F (x , у , z) =  0 . (1)

Введем следующее определение.
О п р е д е л е н и е  1. Прямая линия называется касательной  к 

поверхности в некоторой точке Р (х , у ,  z), если она является каса­
тельной к какой-либо кривой, лежащей на поверхности и проходящей 
через точку Р.

Так как через точку Р  проходит бесконечное число различных 
кривых, лежащих на поверхности, то и касательных к поверхности, 
проходящих через э т у  точку , б уд ет ,  вообще говоря, бесконечное 
множество.

Введем понятие об особых и обыкновенных точках поверхности 
Г (х, у , г) =  0.

D АЛ, Ч 3F 3F 3FЕсли в точке М (х, у , z) все три производные ^  равны

нулю или хотя бы одна из этих производных не сущ ествует , то 
точка М  называется особой точкой поверхности. Если в точке

, 3F 3F 3FМ (х , у ,  z) все три производные ^

сущ ествую т и непрерывны, причем хотя бы 
одна из них отлична от нуля, то точка М  на­
зы вается обыкновенной точкой поверхности.

Теперь мы можем сформулировать сле­
дую щую теорему.

Т е о р е м а .  Все касательны е прямые к 
данной поверхности (1) в ее обыкновенной 
точке Р  л е ж а т  в одной плоскости.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим на по­
верхности некоторую линию L (рис. 202), 
проходящую через данную точку Р  поверх­
ности. П усть рассматриваемая кривая задана параметрическими урав­
нениями

x = * y (t) ; ,у =  Ф (0 ;  z = i ( t ) .  (2)

Касательная к кривой будет  касательной к  поверхности. Уравнения 
этой касательной имеют вид

X —х __Y—у _  Z—г 
dx dy dz
dt dt It

Если выражения (2) подставить в уравнение (1), то это уравнение 
превратится в тождество относительно t , так  как  кривая (2) лежит



на поверхности (1); Дифференцируя его по t, получим*): 

dF dx .d F  dy .d F d z
dx dt dy dt + dz dt ' '  '

Рассмотрим, далее, векторы N  и проходящие через точку Р\

dF dF J F
Проекции этого вектора щ ,  ^ - з а в и с я т  от х, у , z — коорди­

нат точки Р", заметим, что так как  точка Р — обыкновенная, то эти 
проекции в точке Р  одновременно не обращаются в нуль и потому

| " | = / Ш Ч 1 ) ‘ + ( £ ) > » •
Вектор

d-r _dx , . d y  , . dz у
d t = T t i +  TtJ + d tk (5)

—  касательный к кривой, проходящей через точку Р  и лежащей на по­
верхности. Проекции этого вектора вычисляются на основании урав­
нений (2) при значении параметра t, соответствующем точке Р. Вы-

drчислим скалярное произведение векторов N и , которое равно сум­

ме произведений одноименных проекций:

d r __dF dx dF dy , dFdz  
dt ~~ dx dt ' dy dt dz dt

На основании равенства (3) выражение, стоящее в правой части, равно 
нулю, следовательно,

Из последнего равенства следует, что вектор N  и касательный

вектор —  к кривой (2) в точке Р  перпендикулярны. Проведенное

рассуждение справедливо для любой кривой (2), проходящей через 
точку Р  и лежащей на поверхности. Следовательно, каж дая  касатель-
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*) Мы здесь применяем правило дифференцирования сложной функции 
трех переменных. Это правило в данном случае применимо, так к ак  все част- 

dF dF dF
ные производные ^  ^  , по условию, непрерывны.



пая к поверхности в  точке Р  перпендикулярна к одному и тому же 
вектору N  и потому все эти касательные лежат в одной плоскости, 
перпендикулярной к вектору N. Теорема доказана.

О п р е д е л е н и е  2. Плоскость, в которой расположены все каса­
тельные прямые к линиям на поверхности, проходящим через данную 
ее точку Р, называется касательной  
плоскостью  к  поверхности в точке Р  
(рис. 203).

Заметим, что в особых точках по­
верхности может не существовать каса­
тельной плоскости. В таких точках каса­
тельные прямые к  поверхности могут 
не лежать в одной плоскости. Так, 
например, вершина конической поверх­
ности является особой точкой. Каса­
тельные к конической поверхности в 
этой точке не лежат в одной пло- р Ис. 203.
скости (они сами образуют коническую 
поверхность).

Напишем уравнение касательной плоскости к  поверхности (1) в 
обыкновенной точке. Так как  эта  плоскость перпендикулярна к  вектору 
(4), то, следовательно, ее уравнение имеет вид

f  ( X - x ) + d£ ( Y - y )  +  £ {Z - z )  =  0 . (6)

Если уравнение поверхности задано в форме

* = / (* >  У)> и™ z f  (х, у)  =  0,
то

dF______dj_ dF______ dj_ 5F
dx dx' dy ~  dy ' dz ~  '

и уравнение касательной плоскости в этом случае примет вид

Z - . z ^ {X- x ) + d± ( Y - y ) .  (6 ')

З а м е ч а н и е .  Если в формуле (6 ')  положим X — х= =Д х; 
У— у  =  Ау, то эта формула примет вид

Z ~ z =  %  ЬХ + % АУ’
ее правая часть представляет полный дифференциал функции z  =  
=  f\ x , у). Следовательно, Z — z — dz. Таким образом, полный диф­
ференциал функции д в у х  переменных в точке М (х, у), соответст­
вующий приращениям А х  и А у  независимых переменных х  и у ,  равен 
соответствующему приращению апликаты (z) касательной плоскости 
к  поверхности, которая является графиком данной функции.

§  6 ]  К А С А Т Е Л Ь Н А Я  ПЛОСКОСТЬ И НОРМ АЛЬ К ПОВЕРХНОСТИ 3 1 5
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О п р е д е л е н и е  3. Прямая, проведенная через точку Р (х , у , z) 
поверхности (1) перпендикулярно к  касательной плоскости, называется 
нормалью к поверхности (рис. 203).

Напишем уравнения нормали. Так как ее направление совпадает 
с направлением вектора N, то ее уравнения б у д у т  иметь вид

Х —х y - y _ Z —z
dJL  ~  dJL ~  ^
дх ду дг

Если уравнение поверхности задано в форме z = f ( x , у), или

* — / ( * .  у) — 0 , 
то уравнения нормали имеют вид

X —х Y — y Z— z

dx dy
З а м е ч а н и е .  П усть поверхность F (x , у , z) =  0 есть поверх­

ность уровня для некоторой функции трех переменных и =  и ( х ,у ,  z ), 
т. е.

F (x , у , z) — u (х, у , z )— C =  0.

Очевидно, что вектор N, определенный формулой (4), направленный 
по нормали к поверхности уровня F = u ( x ,  у , г) — С =  0 , будет

"  ~  d x t + d y J ^ дг ’
т. е.

W = g r a d « .

Этим мы доказали, что градиент функции и (х, у , z) направлен 
по нормалц к поверхности уровня, проходящей через данную точку.

П р и м е р .  Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нор­
мали к поверхности шара х2 +  1/г + г г =  14 в точке Р (1 , 2, 3).

Р е ш е н и е .
dF dF dF F(x, y ,z )  =  x* +  y> +  z*~  14 =  0; . g  =  2*; ^  =  2y; ^ -  =  2z;

при x = l ,  у — 2, г — 3 имеем:

—  =  2- —  =  4' ^  =  6 
дх ' ду ' dz •

Следовательно, уравнение касательной плоскости будет:
2 (х— 1) +  4 (у— 2 )+  6 ( г — 3) =  0 или х +  2i/+  Зг — 14 =  0.

Уравнения нормали:
х — \ у — 2 г —3



Упражнения к главе IX
Найти производные от векторов: 1. r —i ctg/+/arctg /. Отв. г '  =

 ̂ * 1  ̂ l a -  ! , - t  I JO* _1_ h ф!______ f I г. > . k

У П РА Ж Н Е Н И Я К ГЛАВЕ IX 317

i +  TTT‘ J - 2- r= ie ~ t+ J2 t +  k\nt. Отв. f  — — ie~ +2J-\--~.

3. r = t 4 - ^ +  Отв. r ' = 2 « + ^ - - p .
4. Найти вектор касательной, уравнения касательной и уравнение нор­

мальной плоскости к кривой r = t i  +  t2J + t ' l i  в точке (3, 9, 27). Отв. г' =
,  . I л:—3 I/—9 г—27=  f +  6/+27ft; касательная: —j—=  2_ _ = — нормальная плоскость:

* +  6y +  27z =  786.
5. Найти вектор касательной, уравнения касательной и уравнение нор­

мальной плоскости к кривой: r —i c o s * y + y . /  sin/ +  ftsin у  . Отв. f  =

1 1 1 t Я —cos1 —
=  — --I sin < + -5- j  cos/ + -5- k cos-5- ; уравнение касательной2 '  ........  2 2 2 ’ ------ _ si„ ,  -

Y — у  s in/  Z — s i n y  
=  — ----- = --------- -— ; уравнение нормальной плоскости: + ^ s in < —

cos 2
—К c o s / —Z c o s y  = — x s i n  t +  у  c o s  / +  z c o s  у  , где x, y, z— координаты 
той точки кривой, в которой проводится нормальная плоскость (т. е. х =  
=  cos*  у  , 0 =  у  S in  л  z =  s i n  у  J .

6. Найти уравнения касательной к кривой x = t — sin t, у = 1 — cost, 
z =  4 s i n y  и косинусы углов, составляемых ею с осями координат.

Отв. - —у -i =  —^ ° ,  cos a  =  sin*-^-; cos Р = 4 ’ sin /0;
sin у  cos^ . c tg -А

cos v =  c o s y .
7. Найти уравнение нормальной плоскости к кривой г = х г—у*, у = х  

в начале координат. У К а з а н и  е. Написать уравнения кривой в параметри­
ческой форме. Отв. х +  у =  0.

8. Найти а, п, Ь в точке * =  у  для кривой r= i(c o $ t  +  sin* 0  +

+ / sin t (1 —cos t)—k cos t. Отв. a = - p j =  ( —i+ J+ k ) ; n — ;

fr. I—2J+  3ft 

/ 1 4
/*

9. Найти уравнения главной нормали и бинормали к  кривой х = ; 

t '  - <* . . ~ х — х„ у —у„ г—га



10. Найти уравнение соприкасающейся плоскости к кривой уг =  х ;х 2 =  г  
в точке М ( 1, 1, 1). Отв. 6х — 8у — z +  3 =  0.

11. Найти радиус кривизны для кривой, заданной уравнениями +  (/*4. 
•+- гг —4 =  0, х-{-у—2 =  0. Отв. R =  2.

12. Найти радиус кручения кривой: г = / cos t +j  sin t + --- -— .

0m e. T = g + £ %
2 (e'—e ‘)

13. Найти радиуо кривизны и кручения для кривой r —t‘t +  2t‘J. 

Отв. R =  ~ t ( l + 9 t ‘)’ fl, Г  =  оо

14. Д оказать , что кривая r = ( a tt * 6 ^ -j-c ,)  / -f- (a2t2 btt -j-c2),/+  
+  (a,<* +  V  +  с,) k плоская. Отв. f " =  0, поэтому кручение равно нулю.

15. Найти кривизну и кручение кривой х =  е\ у = е ~ г, z =  t V  2.
У~2 _V~Y

Отв. Кривизна равна ^  ^  ; кручение равно —— —, •

16. Найти кривизну и кручение кривой х=*е~‘ sin/, у =  е~* cos t\ г=е*.
г/ 2 1

Отв. Кривизна равна кручение равно -^ е‘-

X* и*
17. Найти уравнение касательной плоскости к гиперболоиду ^ —  — —

z* . . „  я.х у,у  2,2 ,
— сГ  =  1 в точке (дт„ у у, г ,). Отв. =  1.

18. Найти уравнение нормали к поверхности х*—4(/г +  2га =  6 в точке 
(2, 2, 3). Отв. у +  4л: = 10 ; Зх— г =  3.

19. Найти уравнение касательной плоскости к поверхности z =  2jc*-f 4уг 
в точке М (2, 1, 12). Отв. 8л: +  8(/— г= 1 2 .

20. К поверхности хг +  2уг +  г* =  1 провести касательную плоскость,

параллельную плоскости х — </ +  2г =  0. Отв. х - у - \ - 2 г = ±
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Г Л А В А  X 

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

§  1. П ервообразная и неопределенный интеграл

В главе III мы рассматривали такую  зад ач у :  дана функция F (x); 
требуется найти ее производную, т. е. функцию f ( x )  =  F '(x ).

В этой главе мы будем рассматривать обратную зад ач у : дана 
функция f ( x ) ;  требуется найти такую  функцию F(x), производная 
которой равна f ( x ) ,  т. е.

О п р е д е л е н и е  1. Функция F (х) называется первообразной от 
функции f ( x )  на отрезке [а, Ь], если во всех точках этого отрезка 
выполняется равенство F r ( x ) = f ( х)<

П р и м е р .  Найти первообразную от функции f ( x )= x г.

Легко видеть, что если для  данной функции f ( x )  сущ ествует  
первообразная, то эта первообразная не является единственной. Так, 
в предыдущем примере можно было взять  в качестве первообразных

X* X*
следующие функции: F(x) =  — + 1 ;  F(x) =  — 7 или вообще

С другой стороны, можно доказать , что функциями вида -3 + ^

исчерпываются в с е  первообразные от функции х Это вытекает из 
следующей теоремы.

Т е о р е м а .  Если F t (x) и F , (х)— две первообразные о т  функ­
ции / ( х ) на отрезке [а, Ь], т о  разность м еж ду ними равна по­
стоян н ом у числу.

F '{ x ) = f ( x ) .

X
Из определения первообразной следует, что функция F (х) =  - у  является 

:: г • 
первообразной, так  к ак  =х*.

XF (x) =  -^-\-C  (где С— произвольная постоянная), т ак  какО
.3
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу определения первообразной имеем:

/•; (х) — f  (х)у \ ,
F'2( x ) = f { x )  \ 0 )

при любом значении х  на отрезке [а, Ь\.
Обозначим:

F , ( x ) — F t (x) =  ip(x). (2)

Тогда на основании равенств (1) будет :

F'i ( x ) - F ' t ( x ) = / ( x ) - f ( x )  =  0
ИЛИ

ф' (х) =  [F ,  (х) — F г ( х ) ] ' == 0
при любом значении х  на отрезке [а, 6]. Но из равенства ф '(* )  =  0 
следует, что ф (х) есть постоянная.

Действительно, применим теорему Лагранжа (см. §  2 гл. IV) 
к функции ф (х), которая, очевидно, непрерывна и дифференцируема 
на отрезке [а, Ь]. Какова бы ни была точка х  на отрезке [а, Ь], мы 
имеем в силу теоремы Лагранжа

Ф (х )— ф (а) =  ( х — а) ф' (£),
где а  <  К  х.

Так к ак  Ф' (£) =  0, то
ф (* )  — ф (о )= 0

или
ф (х) =  ф(а) . (3)

Таким образом, функция ф (х) в любой точке х  отрезка [а ,  £] сохра­
няет значение ф (а), а это и значит, что функция ф (л;) является по­
стоянной на отрезке [а, Ь\. Обозначая постоянную ф (а) через С, из 
равенств (2) и (3) получаем:

F 1(x)— Ft (x) =  C. v

Из доказанной теоремы следует, что если для  данной функции / ( х )  
найдена к а к а я - н и б у д ь  одна первообразная F(x), то л ю б а я  
д р у г а я  первообразная для  f ( x )  имеет вид F(x)-\-C, где  С =  const.

О п р е д е л е н и е  2. Если функция F (х) является первообразной 
для / (х ) ,  то выражение F (x ) -| -C  называемся неопределенным инте­
гралом  от функции / ( х )  и обозначается символом <\j f ( x ) d x .  Таким 
образом, по определению,

$ / ( х )  dx =  F (x) +  C,
если

F' ( х ) = / ( х ) .



В случае формулы 7 имеем:

( — In I cos л: |)' =  —  =  tg х,
'  1 1 COS X ь  *

следовательно, ^ tg х  dx  =  —  In J cos x  | +  C.
В случае формулы 8

§  3 ]  НЕ КОТОРЫЕ СВО ЙСТ В А НЕ О ПРЕ Д ЕЛ ЕН НО ГО  И Н Т Е Г Р А Л А  3 2 3

( l n | s l n * | ) ' = ^ ?  =  c tg * ,

следовательно, J  ctg x  =  In | sin x  | + C .
В случае формулы 12

Отметим, что последняя формула б удет  следовать такж е из общих 
результатов §  9 гл. X.

В случае формулы 14

( 1п |*  +  У ^ ? ± ? | ) '  = -------J = (  1 + - ^ ”- ^ Л = Т/. 1
х + У х 2±ах \ У х г±аг)  V х 2±аг

следовательно,

Эта формула такж е б удет  следовать из общих результатов §  11.
Аналогично проверяются формулы 11 ' и 13 '.  Заметим, что эти 

формулы б у д у т  выведены впоследствии из формул 11 и 13 (см. §  4, 
примеры 3 и 4).

§ 3 . Некоторые свойства неопределенного интеграла

Т е о р е м а  1. Неопределенный и н теграл о т  алгебраической 
суммы  двух или нескольких функций равен сум м е их интегралов

S I/, (х) + / , ( * ) ]  d x — J  / ,  (х) dx  +  ^ f t (х) dx. ( 1)
Для доказательства найдем производные от левой и правой частей 

этого равенства. На основании равенства (4) предыдущ его параграфа 
находим:

( S [/. (*)+ Л  (*)1 dx) =  Л (*) + Л  (*)э 
( 5д ( л : ) ^ + 5 / ,(л : )й Г х )  =

=  ( 5 Д ( * )  d x )  +  ( <jj / t {x )d x )  = / ,  (х) - f / ,  (*) .

11*



Таким образом, производные от левой и правой частей равенства ( 1) 
равны м еж ду  собой, т. е. производная от любой первообразной, 
стоящая в левой части, равняется производной от любой функции, 
стоящей в правой части равенства. Следовательно, по теореме §  1 
гл. X любая функция, стоящая в левой части равенства (1), отли­
чается от любой функции, стоящей в правой части равенства ( 1), на 
постоянное слагаемое. В этом смысле и нужно понимать равенство (1).

Т е о р е м а  2. Постоянный множ итель можно выносить за знак 
ин тегр ала, т .  е. если а — const, т о

 ̂a f(x )  d x — а \/(х) dx. (2)

Д ля доказательства равенства (2) найдем производные от левой 
и правой его частей:

a f ( x ) d x )  =  af(x ),

( a  J  f ( x ) d x ' )  =  а f ( x )  dx  )  = a f(x ) .

Производные от правой и левой частей равны, следовательно, 
как  и в равенстве (1), разность д в у х  любых функций, стоящих слева 
и справа, есть постоянная. В этом смысле и сл едует  понимать равен­
ство (2).

При вычислении неопределенных интегралов бывает полезно иметь 
в виду следующие правила.

I. Если

$ / ( * )  dx =  F (x) +  C,
то

J  /  (ах) dx  =  — F  (ах) +  С. (3)

Действительно, дифференцируя левую и правую части равенства (3), 
получим:

( § f ( a x ) d x )  = f(a x ) ,

^  F(ax)^j =  -i- (F(ax))'x =  F' (ax) a  =  F' (ax) = f ( a x ) .

Производные от правой и левой частей равны, ч. т . д .
II. Если

^ f ( x ) d x = F ( x )  +  С, .
то 5 f ( x + b ) d x  =  F (x  +  b) +  C. (4)

III. Если

$ / ( * )  dx =  F  (х) С,
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ТО

^ f(a x -\ -b ) d x ^ ^ F ( a x -+ b ) -\ -C .  (5)

Равенства (4) и (5) доказываются дифференцированием правой и 
левой частей равенств.

П р и м е р  1.
 ̂ (2л*— 3 sin *  +  5 Y ~х) dx =  ^ 2x*dx— ^ 3 sin х dx -f- J  5 У  х d*=»

1
•*2  ̂х* dx— 3  ̂ s in xdx  +  5 ^ х г dx =

1— + i
- 2 ^ 1 - 3  ( - c o s  Jc) +  6 у -----+  C =  у ^  +  З с о б х + у д г  У~х +  С.

у +1 

П р и м е р  2.
1 i t

\ ( y r + 2 V l + x  'l / T ) d x ^ 3 \ *  ’  d x + i ^ x 2 d x +\) x * d x -

, - + i —- + i  —+i
= 3 ^ — + i - 1 T — + т — + 0 = ^ - 1/ x ' + Y x  + y x + c. 

__ L +  i 1 _ - L  +  i _ + i  1  y3 + 1  2 4

П р и м е р  3.

J j * , _ l „ | „  +  S |  +  C .

П р и м е р  4.
j* cos 7x dx =  - y  sin 7jc -f- C.

П p и м e p 5.

J  sin (2*— 6)dx  — — -i- cos (2x— 6 )- fC .

§  4. Интегрирование методом замены переменной 
или способом подстановки

П усть  требуется найти интеграл

\j f ( x ) d x ,

причем непосредственно подобрать первообразную для f ( x )  мы не 
можем, но нам известно, что она сущ ествует .

Сделаем замену переменной в подынтегральном выражении, положив

0 )



3 2 6 Н Е О ПРЕ Д ЕЛ ЕН НЫ Й И Н Т Е Г Р А Л [ г л .  X

гд е  ф (0 — непрерывная функция с непрерывной производной, имею­
щая обратную функцию. Тогда d x — (p'(t)d t; докажем, что в этом 
случае  имеет место следующее равенство:

Здесь  подразумевается, что после интегрирования в правой части 
равенства вместо t будет  подставлено его выражение через х  на осно­
вании равенства (1).

Для того чтобы установить, что выражения, стоящие справа и 
слева, одинаковы в указанном выше смысле, нужно доказать , что их 
производные по х  равны м еж ду собой. Находим производную от ле­
вой части

Правую часть равенства (2) будем дифференцировать по х  как  слож­
ную функцию, где  t —  промежуточный аргумент. Зависимость t от х

dxвыражается равенством ( 1), при этом =  ф'(/) и по правилу диф­

ференцирования обратной функции

( j /  [ф (*)] ф' (п  ^ ) '  =  ( j 7  [ф (01 ф' (0 ^ ) ' ^ = *

= / [  ф (^ ]  ф' (t ) ^  - / [  ф (01 = / w .

Следовательно, производные по х  от правой и левой частей равен­
ства (2) равны, ч. т. д.

Функцию дг-=«ф(<) следует  выбирать так, чтобы можно было 
вычислить неопределенный интеграл, стоящий в правой части равен­
ства (2).

З а м е ч а н и е .  При интегрировании иногда целесообразнее подби» 
рать замену переменного в виде не jc =  ф (/), а £ =  ф(;с). Проиллю­
стрируем это на примере. П усть нужно вычислить интеграл, имею­
щий вид

(2)

( § f ( x )  d x ) x = / (x ) .

dt 1 
dx ф' (t) ’

Таким образом, имеем:

С ф' ( х) dx 
J  я|5 (JC)

Здесь  удобно положитьположить
ф (*) =  /,

тогда
ф' (х) dx =  dt,



Приведем несколько примеров на интегрирование с помощью за­
мены переменных.

П р и м е р  1. J  / s i n *  cos* £(*=•=? Сделаем подстановку / =  sin дс; тогда
1

dt =  cosx dx и, следовательно, J  / s in  х cos х dx =  J  V  t d t=  J  * г dt=*
2  ч

- = ^ - +  С = y s i n  ,2x +  C.
P  у  Н у

П р и м е р  2. \ j Полагаем / = 1 + * г; тогда dt — 2xdx и

С* dx 1 Г* dx х
П р и м е р З .  \ - 5——; = - j  \ — — г-*. Полагаем t —— ; тог- v  к  J  а2 + х2 а2 J  1 +  / _ *  \ *  а

, . С dx 1 Г a dt 1 С dt 1 , , . гда dx =  adtt j _ _  =  _ j r _  =  _ j _ _  =  _ a r c t g / + C =

§  4 ]  ИНТЕГРИРО ВА НИЕ МЕТОДОМ З А М Е Н Ы  ПЕРЕМЕННОЙ 3 2 7

= — arctg — +  С. а 6 а '

Полагаем / =  — ; тог- а
С dx I f  dx П р и м е р  4. I ■■ = — I .......-- ......
J / a *-*2 *  J у  j _ ^ Z y

С dx 1 Г a dt Г dt , . , _да dx =  a d t, I • - — = — I —r .... .=  \ =  arcsin t -f- С
J  / a 2- * 2 a J / l - t 2 J / l - t 2

X=  arcsin— + C  (предполагается, что a >  0).

В примерах 3 и 4 выведены формулы, приведенные в таблице 
интегралов под номерами 11 ' и 13 ' (см. выше, §  2).

dx 
‘ х *

р dx
П р и м е р  5. \ ( in *)’  — =  ? Полагаем /=1п*; тогда dlz

j  (In *)• Ц  =  j  /* dt =  С » 1  (In *)* +  С.

Р х dxП р и м е р  6. J  Полагаем t =  x2; тогда dt =  2xdx,

(* xdx 1 С dt 1 1
J  1 + * ‘ ~  2 )  1 +  /2 -  2  arct2*  +  c  “ у  arctg* +С.

Метод замёны переменных является  одним из основных методов 
вычисления неопределенных интегралов. Д аж е  в тех случаях, когда 
мы интегрируем каким-либо другим методом, нам часто приходится 
в промежуточных вычислениях прибегать к  замене переменных. Успех 
интегрирования зависит в значительной степени от того, сумеем ли 
мы подобрать такую  удачную замену переменных, которая упростила
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бы данный интеграл. По сущ еству говоря, изучение методов интегри­
рования сводится к выяснению того, какую  надо сделать замену пе­
ременной при том или ином виде подынтегрального выражения. Этому 
и посвящена большая часть настоящей главы.

§  5. Интегралы от некоторых функций, содержащих 
квадратный трехчлен

I. Рассмотрим интеграл

Преобразуем предварительно трехчлен, стоящий в знаменателе, пред­
ставив его в виде суммы или разности квадратов

где обозначено

Знак плюс или минус берется в зависимости от того, б удет  ли выра­
жение, стоящее слева, положительным или отрицательным, т. е. 
б у д у т  ли корни трехчлена ах* -f- Ьх +  с комплексными или действи­
тельными.

Таким образом, интеграл /, принимает вид

Сделаем в последнем интеграле замену переменного

’*Г +  Й ==^ dx =  d t-
Тогда получим:

Э то — табличные интегралы (см. формулы 11' и 12). 

П р и м е р  1. Вычислить интеграл
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Р е ш е н и е .

С dx 1 Г dx1 = С dx I f  dx
J2x*  +  8дг4-20 2 J  ** +  4jc+ 1 0 _
I Г dx 1 Г dx

^  2 J  *« +  4.*:-|-4+l0—4 ~  2 J  (* +  2)* + 6 '

Делаем замену переменного x +  2 = t ,  dx =  dt. Подставляя в интеграл, по­
лучаем табличный интеграл

, 1 Г dt 1 1  t , _
' - j )  -1+ 6= 2  r r , " , B F ? + c '

Подставляя вместо t его выражение через х, окончательно находим!

I =  — arctg +  С.
2 / 6  * / б

II. Рассмотрим интеграл более общего вида

Ах +  В 
:г-\-Ьх-{-

Произведем тождественное преобразование подынтегральной функции»

/, =  С ...dx.* J  ахг -{-Ьх +  с

■ Г * .  +  « . j  +
* J  ax* +  bx-{-c J  axt +  bx+c dx.

Последний интеграл представим в виде суммы д в у х  интегралов. Вы­
нося постоянные множители за знак интегралов, получим:

А С 2ах± Ь  (  г,__АЬ\ С ____ dx
d x + ( B~ £ )  J r f + E + i

Последний интеграл есть интеграл /,, вычислять который мы умеем. 
В первом интеграле сделаем замену переменного

ах* +  bx +  с =  t, (2ах b) dx  =  dt.

Следовательно,

J S t e t H t - 1" \ t \ + C - M \ « f + b * + ' \ C .

Таким образом, окончательно получаем:

К =  + Ь х  +  с\ +  •

П р и м е р  2. Вычислить интеграл
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Применим указанный прием!

,_г ,+3 ( ? ‘2'- 2>+(3+т2).
J  х*—2х— 5 J х2— 2х— 5 а х ~
1 ? ( 2 х -2 )dx | i J ___ dx
2 J  хг—2х—5 ^  J  х2—2х—5 

= y l n | * ’ - 2 * - 5 | + 4 j

=  4- In I хг—2х—5 l +  i-Lzz. In

III. Рассмотрим интеграл

dx

(х— I)2 — 6
У~Ь—(х— \)
V b + ( .x -\ )

+  С.

IV  ах2 -\-bx-\-c *

С помощью преобразований, рассмотренных в п. I, этот интеграл 
сводится, в зависимости от знака а, к  табличным интегралам вида

Г -гг— -...- ПРИ й >  0  или Г ,  при а <  О,
J  V i ‘ ±k2 ^  J V k *-t*  н ’

которые'уже рассмотрены в таблице интегралов (см. формулы 13 ' и 14).
IV. Интеграл вида

Ах +  В
У ах‘ +  Ьх+с

dx

вычисляется с помощью следующих преобразований, аналогичных тем, 
которые были рассмотрены в п. II:

г * + в  -  H,2: +t,+(B~gb -J  у ах2 +  bx -f с J  V ахг +  b x с

=  Л ^ 2 а х ± Ь = ^ а х + ( в — ^ )  Г -уг: , dx .
2а j  Yax* +  bx-\-C \ 2а /  J  \f аХг -\-bx-\-c 

Применив к  первому из полученных интегралов подстановку 

ах*-\-bx-\-c =  t, (2ax-\-b) dx  — dt,
получим:

Ц = = *  [ 4 L  =  2 V i  +  C =  2 V a x t +  bx +  c +  C.
J  у ax2 +  bx +  c J  у t

Второй же интеграл был рассмотрен нами в п. III настоящего па­
раграфа.
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П р и м е р  3.

«=5 У х 2 +  4х +  Ю—7 1 n | x + 2 + > /‘(* + 2 )a +  6 |+С=.
=  5 У х 2 -{-4х +  10—7 In | *  +  2 +  У  х2 +  4х + 10 |+С.

§  6. Интегрирование по частям

П усть и и v — две дифференцируемые функции от х. Тогда, к а к  
известно, дифференциал произведения uv вычисляется по следующей 
формуле:

Последняя формула называется формулой интегрирования по ч астям . 
Эта формула чаще всего применяется к  интегрированию выражений, 
которые можно так  представить в виде произведения д в у х  сомножи­
телей и и dv, чтобы отыскание функции v  по ее дифференциалу do
и вычисление интеграла \ v  du составляли в совокупности з ад ач у

более простую, чем непосредственное вычисление интеграла J  и dv.
Умение разбивать разумным образом данное подынтегральное выра­
жение на множители и и dv  вырабатывается в процессе решения за ­
дач, и мы покажем на ряде примеров, как  это делается .

З а м е ч а н и е .  При определении функции v  по дифференциалу 
dv  мы можем брать любую произвольную постоянную, так  как  в ко­
нечный результат она не входит [что легко проверить, подставив 
в равенство (1) вместо v  выражение v-\-C], Поэтому удобно считать 
э т у  постоянную равной нулю.

d (uv) — u d v-\ -vd u .
Отсюда, интегрируя, получаем:

или

(1)

П р и м е р  1.  ̂ xsinxdx  =  ? Положим
и —х, dv =  slnx dx\

тогда
du =  dx, v =  — cos*.

Следовательно,



Правило интегрирования по частям применяется во многих случаях. 
Так, например, интегралы вида

J  x k sin ах  dx, ^ х к cos ах  dx,

^ x keaxdx, [j x k\nxdx,

некоторые интегралы, содержащие обратные тригонометрические 
функции, вычисляются с помощью интегрирования по частям.

П р и м е р  2. Требуется вычислить ^ a rc tgxdx. Положим и — a rc tg * , 
dxd v —dx; тогда du =  . ?  , v<=x. Следовательно,

J  X

^ a rc tgx dx—x a rc tg * — J  =  *  a rc tg * — -i-In  | 1 - f  ** | - f  C.

П р и м е р  3. Требуется вычислить ^ хгех dx. Положим и = * 2, dv — ех dx; 
тогда du =  2xdx, v = e x,

 ̂ х2ех dx — хгех —2 ^ хех dx.

Последний интеграл снова интегрируем по частям, полагая
ы, = * , du, =  dx, 

dvt = e x dx, v, =  ex.
Тогда

^ xex dx — xex — ^ e” dx — xe*—e* +  C.

Окончательно будем иметь:

Г Л *  dx =  х2ех — 2 (хех— ех)+ С  =  х*ех— 2хех +  2ех - f  С — ех (*s— 2* +  2 )- f  С.

П р и м е р  4. Требуется вычислить J  (** +  7*—5) cos 2* dx. Положим 
и — хг +  7*— 5; dv =  cos 2* dx; тогда

du =  (2* +  7) dx, v r = ^ ^ - ,

j  (** +  7*— 5) cos 2* d* =  (*l  +  7*— Б) j “ (2X +  7) dx.

Применим интегрирование по частям к  последнему интегралу, принимая 

и, =  2х ̂  7- , dv , =  sin 2* dx; тогда

. . cos 2* du,*=dx, и ,—------- j - s

f* 2* +  7 , л , 2 * + 7  (  cos2*\ O f  cos2*\ ,
J  — sln2* d x - — [ ------ 2 ) ~ j  \-------2 )

(2 * +  7) cos 2* sin 2* _
= -------------- ---------------1-— 7—  + C .
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Поэтому окончательно
Г , ,  , -  „ , - , _ sin 2х . _  cos 2х sin 2х , „\ (лг*-Ь7лг— 5) cos 2лг =  (де*-J-7лг — 5) —^-----\-(2х+7) — -̂--------- -̂----hC.

П р и м е р  5.  ̂=  J  У а 1—x‘ dx =  ?
Произведем тождественные преобразования. Умножим и разделим подын­

тегральную функцию на У а г — Xх:

§  6 )  ИНТЕГРИРО ВА НИЕ ПО Ч А С Т Я М  3 3 3

р , , _ ------  Г а*—хг . , Г dx Г xx dx
J  ~ А’г dx~ )  7 ^ = ?  х ~ а j  У ¥ = *  J

X С X 
------I х ~г=
а J У  а

-- а* arcsin

Последний интеграл проинтегрируем по частям, полагая 
и = х , du =  dx,

xz
dx

d v =  —..... ........ , v — — Y'at —
V a%—x*

тогда

Г *  dx.— — P x . x d x .—  — — xV~ a2— x* -f- Г У  a*—x2 dx. 
J  У  ax- jc‘  J  У  a*— x1 J

П одставляя последний результат в полученное ранее выражение данного 
интеграла, будем иметь:

j* У  аг—хг d x ^ a x arcsin —• + *  У  а* — хг— J  У  а*—х1 dx.

Перенося интеграл справа налево и выполнив элементарные преобразования, 
окончательно получим:

J  У  а* —хх dx =  %£ arcsin у + -| -/ а * —**+С.

П р и м е р  6. Вычислить интегралы

/, =  J  вах cos bx dx и ^ «= 5  е<гх sln bx dx.

Применяя метод интегрирования по частям к первому интегралу, получим:
и = е ах, d u = aeax,

dv= cosbx dx, u = 4 -s in 6 jc , b

J  eax cos bx dx =  -i-  eax sin bx— ^  J  eax sin bx dx.

К последнему интегралу снова применим метод интегрирования по частям!
и = е ах, du =  aeax.
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откуда

Подставляя полученное выражение в предыдущее равенство, получим:

J  еах cos bx dx =  ^ еах sin Ьх +  ~  еах cos bx— J  еах cos Ьх dx.

Найдем из последнего равенства /,:

J  еах cos bx dx—tax slnbx + ~ eo sb x ),

Г С ах . . еах (b sin bx +  a cos bx) п / ,=  \ еах cos bx dx = ----- i ---------- L +  C.

Аналогично находим:
, Г ax ■ L J e°X (a sin bx — b COS bx) . „/2 =  ̂  eax sin bx dx=*— т- i----- --------------------- + 0 .

/ §  7 j  Рациональные дроби. Простейшие рациональные дроби 
и их интегрирование

Как мы увидим ниже, далеко не всякая  элементарная функция 
имеет интеграл, выражающийся в элементарных функциях. Поэтому 
очень важно выделить такие классы функций, интегралы которых 
выражаются через элементарные функции. Простейшим из этих классов 
является класс рациональных функций.

Всякую рациональную функцию можно представить в виде рацио­
нальной дроби, т. е. в виде отношения д в у х  многочленов:

Q(x) B0xm +  BiXm~' +  . . . + B m 
f{x) Аахп +  +  . . .  + Л „  *

Не ограничивая общность рассуждения, будем предполагать, что эти 
многочлены не имеют общих корней.

Если степень числителя ниже степени знаменателя, то дробь назы­
вается правильной, в противном случае дробь называется неправильной.

Если дробь неправильная, то, разделив числитель на знаменатель 
(по правилу деления многочленов), можно представить данную дробь 
в виде суммы многочлена и некоторой правильной дроби:

9 ^ 1 ^ М ( х )  +  ^ 1 -fix) / (х) ’
F (х)

вдесь М (х ) — многочлен, a j - ~ — правильная дробь.

П р и м е р  1. Пусть дана неправильная рациональная дробь
ж4—3 

* •+  2* + 1 -
Разделив числитель на знаменатель (по правилу деления многочленов), 

получим:
Х* ~ 3 I 0 . 0  4де — 6

** + 2* + 1 = * 2* + 3 ** + 2* + 1'*



Так как  интегрирование многочленов не представляет затрудне­
ний, то основная трудность при интегрировании рациональных дробей 
заключается в интегрировании правильных рациональных дробей.

О п р е д е л е н и е .  Правильные рациональные дроби вида:

I- х —а ' 
д

II. (k— целое положительное число S* 2),

Ах 4-В  (  р2 \III. [корни знаменателя комплексные, т. е. ^ ^  <С О

Ах "1 ВIV. т - п —-Ц—т  (k— целое положительное число 5 * 2; корни зна- 
(дf  +  px +  q)* v

менателя комплексные),

называются простейшими дробями  I, II, III и IV типов.
Далее б удет  доказано (см. §  8), что всякую  рациональную дробь 

можно представить в виде суммы простейших дробей. Поэтому мы 
рассмотрим сначала интегралы от простейших дробей.

Интегрирование простейших дробей типа I, II и III не составляет 
большой трудности, поэтому мы проведем их интегрирование без 
каких-либо дополнительных пояснений:

I. J  dx =  А In | х — а| +  С.

«•  J  d x = A ^ ( x - a ) - kd x  =  A {xZ T + l"  + С =°

§  7 ]  ПРОСТЕЙШИЕ РАЦИО НАЛЬНЫ Е Д Р О Б И  И ИХ И Н Т Е Г РИ Р О ВА Н И Е  3 3 5

HI. Г J ^ ± L - d x = :  f — — ..^  dxJx *  + px +  q J  x*+px +  q

(1 - k ) ( x - a ) k
A

A Z T + C .

(2 x +  p) +

Ц £ ± Ъ - я а * + ( в - ^ - . dx
2 J  x* +  px +  q ‘ V 2 У J  x* +  px+ q  
A 

: 2

■ = y l n | ^  +  P ^  +  9 l  +  p = = a r c t g y = = t  +  C  ( c m .  §  5).

Более сложных вычислений требует интегрирование простейших 
дробей IV типа. П усть  нам дан интеграл такого типа:

. Г Ах +  В ,IV. \ j-z-,— Ц —гг dx.
J  (x*+ p x+ q r



Произведем преобразования:

J  (я*-|-рл: +  <?)* J  (x' +  px +  q)*

3 3 6  Н ЕО ПРЕДЕЛ ЕН НЫ Й И Н Т Е Г Р А Л  [ Г Л .  X

dx ■

dx
(x2 +  px +  q)'c \ 2 J  J  (Xz +  pX +  q)k '

Первый интеграл берется подстановкой х* +  рх  +  q =  t\
(2х-\-р) dx  — dt:
f* 1 x + p  . С dt  f  . * /-*+>

J  (.x * + p x  +  q ) k  X m m  J  t *  ~ J  ~  1 — k  ^  ”

1_________  , r
(I —h) (x2 -}-px +  9)ft_I 

Второй интеграл— обозначим его через Ik— запишем в виде
/ _  Г dx  _  Г__________ dx____________ р dt

' - J  )  [ ( x + i ) ‘ + ( , - £ ) ] * - у + « ,>*'

полагая

х  +  -|-=/, dx — dt, q— tL-^m*

^по предположению корни знаменателя комплексные, а следовательно, 

q — Далее поступаем следующим образом:

J (Z' + m*)* «* J +
= л  Г— — Л  Г-m J (/ +/n*) J  (/* + m*)*

Преобразуем последний интеграл:
Г t2 dt _  ̂ Г t - t d t  
J  <<* +  «• )*  J  (**+ml)A

_____ 1—  [ i d (  1 \
2 J  (/‘ +m»)* 2 (A — 1) J  +  /

Интегрируя по частям, будем иметь:

Г {ldt , _____ J___ \t ______1_______f ____ ^ L _ l
J  (t2 + m*)* 2(fe — 1) [  +  J  +

П одставляя это выражение в равенство (1), получим:

/ -  Г dt -  1 Г dt |.
* J  + rn* J  (/, +  m,)*-«

■ 1 1 Г < Г dt 1 e  
^  2(ft — 1) +  J  (/*

2m* (* — ])(/‘ + m J)*-1 2т г (Л — 1) J
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В правой части содержится интеграл того же типа, что 1к, но пока­
затель степени знаменателя подынтегральной функции на единицу 
ниже (k — 1); таким образом, мы выразили 1к через

Продолжая идти тем же путем, дойдем до известного интеграла:

Подставляя затем всюду вместо t и т  их вначения, получим выражение 
интеграла IV через х  и заданные числа А, В, р, q.

П р и м е р  2.

2 (2* +  2) +  ( - 1- 1)
(л:* +  2jc +  З)2 dX*“

1 (* 2* +  2 j  0 Р dx
2 J  (хг +2х + 3)> йХ J  (хг +  2дс + 3)*'

1 1 _2 Г dx

К последнему интегралу применяем подстановку дс+1 =  <:
С dx (* dx Г dt 1 г» (/* +  2) —/*
J  (*l + 2 *  +  3), _ J  [ (* + 1 )2 +  2]г J  (/* +  2)2 2 J  (/* +  2)«

1  Г 1 Г fl . »
“  2 J  ** +  2 2 J  (/* +  2)1 =

1 1  t 1 С t* dt
” 2 |Л2 afC g /2  2 J (/*+2)* *

Рассмотрим последний интеграл:

С t'd t  1 р ц у + г ) _____1 г  / 1 у .
J  (Т Г + г? 2 J  (/* +  2)» 2 J  V<* +  2 j

1 f 1 (* dt 
“  2 /* +  2 2 J  <*+2" '

" “ f r a + 2 7 ? a r c le W
(произвольного постоянного пока не пишем; мы учтем его только в оконча­
тельном результате).

Следовательно,

dx
(х1 + 2х +  3)г ~

1 . дс +  1 1 Г * + 1 , 1  . * +  1 1
“ Г Й Т  аГС‘8 W [ - 2 ( ?  + 21+ 3) +  Г р 2  8ГС 2 W  J '

Окончательно будем иметь:
у_1 * J -2 1̂ 2 -*+1

(*1+ 2 *  + 3)г rf;t ==~  2 (Xs + 2* + 3) 4~ ЭГС*2 ~УТ + С‘



^Разложение рациональной дроби на простейшие

Покажем, далее, что всякую  правильную рациональную дробь 
можно разложить на сумму простейших дробей.

П усть нам дана правильная рациональная дробь

F (х) 
fix)  ‘

Будем предполагать, что коэффициенты входящих в нее много­
членов— действительные числа и что данная дробь несократима 
(последнее означает, что числитель и знаменатель не имеют общих 
корней).

Т е о р е м а  1. П усть х  =  а  есть корень зн ам ен ателя  к р атн о­
сти  k, т .  е. f ( x )  =  (x — a)kf x(x), где / , (а)=£ 0 (см. §  6 гл. VII);

то гда  данную правильную дробь можно представить в виде
суммы двух других правильных дробей следующим образом:

F (x) =  А I F» (х) , i y
f i x) (х — a)k (x— a)k~1f l (x)'

где A — постоянная , не равная нулю, a F x(x)— многочлен , с т е ­
пень которого ниже степени зн ам ен ателя  ( х — a)k~1/ l (x). 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Напишем т о ж д е с т в о ^
Р(х) _  A F (x) — A fx (х) 
f  (х) (х—а)к (дг— a)hfi (х)

(справедливое при любом А) и определим постоянную А так , чтобы 
многочлен F (х)— A f x(x) делился на х — а. Д ля этого по теореме 
Безу необходимо и достаточно, чтобы выполнялось равенство: /

F ( a ) ~ A f l (a)=‘ 0.

Так как  / х{а)Ф  0, F {a)i=  0, то А однозначно определится равен­
ством

НЕ О П РЕ Д ЕЛ ЕН Н Ы Й  И Н Т Е Г Р А Л  [ Г Л .  X

(2)

U  (а) '

При таком А  будем иметь:

F  ( х ) — A f x (х) =  (х— a) F x (х),

где  F , ( x )  есть многочлен, степень которого ниже степени много­
члена (х — a f " ' / i ( 4  Сокращая дробь в формуле (2) на (х— а), 
получаем равенство (1).

С л е д с т в и е .  К правильной рациональной дроби

g i  (*)
(х—а)к~1 /, ( * ) ’

входящей в равенство (1), можно применить аналогичные рассуждения. 
Таким образом, если знаменатель имеет корень х  =  а  кратности k,



то можно написать:
F(x) _  А , А, , Аъ-х , Fk (X)
f(x) (x — a)k (x— a)k- 1 x — a ' ' f i (x) *

где т кУ ) — правильная несократимая дробь. К ней такж е  можно при-
11 \Х)

менить только что доказанную теорему, если / ,  (х ) имеет другие 
действительные корни.

Рассмотрим далее случай комплексных корней знаменателя. На­
помним, что комплексные корни многочлена с действительными коэф­
фициентами всегда попарно сопряжены (см. §  8 гл. VII).

В разложении многочлена на действительные множители каждой 
паре комплексных корней многочлена соответствует выражение вида 
х *-\-px +  q. Если же комплексные корни имеют кратность jx, то им 
соответствует выражение (л:2 -f- рх  +  q)*.

Т е о р е м а  2. Если f  (х) — [хг р х + -q)  ̂у  Х(х), где многочлен 
ФЛ*) не дели тся  на х г +■ рх q, т о  правильную рациональную
дробь можно представить в виде суммы двух других пра­
вильных дробей следующим образом:

F (х) Mx +  N .________ Ф. (х)_______
f(x) (x1 +  px +  qf~ t  (x* +  px + q f - ‘ % (х) ’

где Ф ,  (л:)—  многочлен, степень которого ниже степени много­
члена (хг -\- рх-\- qY~l ф, (л:).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Напишем тождество
F (х )________ F (х) Mx +  N F (х)—(Мх +  1V) Ф, (*)
f(x) (х1 +  рх +  q f  ф, (х) (х2 +  рх +  q f  (x2 +  px +  q f  ф, (х) '

справедливое при любых М  и N, и определим М и N  так , чтобы 
многочлен F\x) — (Мх+- N) ф1 (х) делился на х г рх +  q. Д ля этого 
необходимо и достаточно, чтобы уравнение

F (x) —  (Ж * +  ЛГ)ф , ( * ) = ( )

имело те же корни а ч т о  и многочлен х * р х + - q. Следова­
тельно,

F  (а + ф) — [ М (а+ф) + Л̂ ]ф1(а + гр) = 0
или

"(«  + 4») +  * - ^
Но ф ф) есть определенное комплексное число, которое можно
записать в виде K-\-iL, где  К  и L — некоторые действительные 
числа. Таким образом,

/И (а +  ф) -+N =  K+- iL\
отсюда

Ma. +  N = K ,  /ИР =  1

§ 8] РАЗЛОЖ ЕН ИЕ РАЦИО НАЛЬНО Й Д Р О Б И  НА ПРОСТЕЙШ ИЕ 339
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ИЛИ

N = K f> -L a
" Р

При этих значениях коэффициентов М и N многочлен F ( x ) —
—  (Д1дг+ N) ф, (jc) имеет корнем число a - f / p ,  а следовательно, и 
сопряженное число a — ф . Но в таком случае многочлен без остатка 
разделится на разности л;— (a-f/|}) и х — ( а — ф), а следовательно, 
и на их произведение, т. е. на х г рх-\- q. Обозначая частное от 
этого деления через Ф ,  (х), получим:

F(x) — (Mx -+ N) ф, (л:) =  (дг* +  рх +  q) Ф ,  (х ).

Сокращая последнюю дробь в равенстве (4) на x ’ + p x - f - q ,  получим 
равенство (3), причем ясно, что степень Ф ,  (л;) меньше степени зна­
менателя, что и требовалось доказать .

F (х)Применяя теперь к правильной дроби результаты теоремы 1
и 2, мы можем выделить последовательно все простейшие дроби, со­
ответствующие всем корням знаменателя f ( x ) .  Таким образом, из 
предыдущего вытекает следующий результат .

Если
f ( x )  =  (x — a)’ (x — b )* .. .(x t +  px  +  q),L. . .{ x *  +  lx-\-s)\

F fjt)
т о  дробь м о ж е т  быть представлена в виде

F ( х) А 
f(x) ~  (х—а)*

___ А1__л_ 4-А
(х—в) 1 х —а

I ^ I Д| 
Ч * —Ь )^ (х  — Ь)?-,_

Mx +  N_____________  М,х +  ЛГ,
' (jcs +  рх +  q f  ^  (л;1 +  рх +  £7)'‘ ~I

Px +  Q PiX +  Qt
(х* - f  lx +  sY п (дг*+  /*-(-s)', ~I *

(5)

I P y - l^ + Q y - l
■ ' x* +  lx +  s

Коэффициенты A, A v  . . .  , B, Bv . . .  можно определить из сле­
дующих соображений. Написанное равенство есть т о ж д е с т в о ,  
поэтому, приведя дроби к общему знаменателю, получим тождест­
венные многочлены в числителях справа и слева. Приравнивая коэф­
фициенты при одинаковых степенях х, получим систему уравнений 
для определения неизвестных коэффициентов A, A v . . . ,  В, Bv . . .

Наряду с этим для определения коэффициентов можно восполь­
зоваться следующим замечанием: так  как многочлены, получившиеся 
в правой и левой частях  равенства, после приведения к общему зна­
менателю должны быть тождественно равны, то их значения равны



при любых частных значениях х. Придавая х  частные значения, по­
лучим уравнения для  определения коэффициентов.

Таким образом, мы видим, что всякая  правильная рациональная 
дробь представляется в виде суммы простейших рациональных дробей.

хг +  2П р и м е р .  Пусть требуется разложить дробь ^  — — щ  на про­

стейшие. На основании формулы (5) имеем:
х* +  2 А А, А , В

(х+ \ )г (х— 2) (х +  1)* (х +  1)* х +  1 х— 2 ‘
Приводя к общему знаменателю и приравнивая числители, получим: 

х* +  2 =  А (х — 2) +  А , (х +  1) ( * - 2 )  +  Аг (х +  1)1 (х— 2) +  В(х +  1)*, (6)
или
хг +  2 = (А г +  В) х*+  (Л1 +  ЗВ)дс* +

+  (А — А ,— ЗЛ, +  ЗВ)х +  (— 2А — 2А ,— 2Аг +  В).
Приравнивая коэффициенты при хг, хг, х\ х° (свободный член), получим 

систему уравнений для определения коэффициентов:
0 = А г +  В,
1 =  А ,+ ЗВ ,
О— А — Ах— ЗЛг +  ЗВ,
2 =  — 2А — 2А, — 2Аг +  В.

Решая эту систему, найдем:
1 2 2 А =  -  1; А, =  у ;  В =  ? .

Можно было бы такж е определить некоторые коэффициенты из уравнений, 
которые получаются при некоторых частных значениях х из равенства (6), 
которое является тождеством относительно х.

Так,
полагая *  =  — 1, получим 3 =  — ЗА или А — — 1;

2
полагая х  =  2, получим 6 =  27В; В = у .

Если к втим двум уравнениям присоединим два уравнения, получающиеся 
приравниванием коэффициентов при одинаковых степенях х, то получим 
четыре уравнения для определения четырех неизвестных коэффициентов. 
В результате получаем разложение:

х*+ 2  1 1  2 2
( * + 1 ) » ( * - 2 )  ( * + ! ) ’  +  3<*+1)* 9 (* +  1; 9 (х— 2) '

§  9 . Интегрирование рациональных дробей

Пусть требуется вычислить интеграл от рациональной дроби j - ~  , 
т. е. интеграл

1Q (х)
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5 ‘-
dx.

/(*)
Если данная дробь н е п р а в и л ь н а я ,  то мы представляем ее 

виде суммы многочлена М (х) и п р а в и л ь н о й  рациональной
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F (jt)
дроби j ~ -  (см. §  7). Последнюю же представляем по формуле (5) §  8
в  виде суммы п р о с т е й ш и х  дробей. Таким образом, интегриро­
вание всякой рациональной дроби сводится к  интегрированию много­
члена и нескольких п р о с т е й ш и х  дробей.

Из результатов §  8 следует , что вид простейших дробей опреде­
ляется  корнями знаменателя f ( x ) .  Здесь возможны следующие случаи.

I с л у ч а й .  Корни зн ам ен ателя  действительны и различны, т. е.

f ( x )  — (х— а) (х — Ь) . .  . ( х — d).

В этом случае дробь разлагается на простейшие дроби
/ \Х)

I типа:
£ М . _ _ Л _ , _ В __ , , D
f(x) х —а ' х — b ' r ' ' '~ '~ x — d'

и тогда

Y w ) d x  =  \ l ^ - a d x  +  \ ^ b d x J r  ' " + \ £ r d d x ~‘
=  A In | х — а  | -\-B\n | x — b\ +  . . .  - j -D in  | x — Й|+ С.

II с л у ч а й .  Корни зн ам ен ателя  действительные, причем не­
которые из них кратны е :

f ( x )  =  (x — a.y (x — b)V . . .  (x — d f .

В этом случае дробь разлагается на простейшие дроби

I и II типов^/
П р и м е р  1 (см. пример в § 8 гл. X).

Г аг* -Ь 2  Г dx 1 Г dx 2 С dx
J  (х + 1) ’ ( х - 2 )  Х J  (* +  1), +  3 J  ( * + 1 )г 9 J  дс+ 1

. 2 С dx 1 1 1 2 . . . . . .  2  . . „ ,  , .
+  9 J  х —2 _  2 (х+1) г 3 (х + 1 )  9 I n l JC +  1 1+ 9 , п 1* 2 1 +  С =

+  0.
2х— 1 . 2 . 

\«+ q I*1
х —2
* + 16 (дс+ 1)* ' 9

III с л у ч а й .  Среди корней зн ам ен ателя  есть комплексные 
неповторяющиеся (т. е. различные):

/  (х) =  (х 1 -+ рх  +  q) (л:* + /я +  s) . . .  (х— a f  . . .  (x — d f .
F ix\

В этом случае дробь j j ~- разлагается на простейшие дроби 
I, II и III типов.

П р и м е р  2. Требуется вычислить интеграл
х dxI( * •  +  ! )  ( * - ! ) *



Разложим подынтегральную дробь на простейшие (см. (5) § 8 гл. X)
х _А х +  В С

(x2 +  l ) ( x — 1) ~  * 2+ 1  + х = Т *
Следовательно,

х =  (Ах +  В) (х— 1) +  С (хг +  1).

П олагая * =  1, получим: 1 =  2С, C =  I 

полагая х*=0, получим: 0 =  — В + С , В =  ~ .

Приравнивая коэффициенты при хг, получим 0 =  А +  С, откуда А =  —-i- . 

Таким образом,
Г xdx  1 Г х — 1 1  С dx
)  (jt. + i ) ( * _ i ) -  2 J  х* +  1 Х + 2 ) х - 1 ~

1 f* х dx 1 f1 dx 1 f* dx 
~  2 J  x2+ l  +-2 J  x * + T +  2 J  l ^

.«= — ~  In |x! + l  | +  -g- arctg x +  - -̂ In | x — 1 l +  O.

IV с л у ч а й .  Среди корней зн ам ен ателя  есть комплексные 
кратны е

f  (х) **= (хг +  р х q f  (х% +  /x +  s )v . . .  (х — а)а . . .  (х — d f .
F (х)В этом случае разложение дроби б удет  содержать и про­

стейшие дроби IV типа.

П р и м е р  3. Требуется вычислить интеграл 
Г х * + 4 х ’ + 11х2 +  12х +  8 
J  (х2 +  2х +  3)2 (х + 1) •

Р е ш е н и е .  Разлагаем дробь на простейшие:
х* +  4х* + 11**+ 12*+  8 Ах +  В Cx +  D Е

(х2 +  2* +  З)2 (* +  1) ~ (х 2 +  2х +  3)2 (х2 +  2х +  3) х  +  1 ’
откуда
х4 +  4х, +  11х2+ 12х  +  8 =

=  (Лх +  В) (х +  l)  +  (Cx +  D) (х2 +  2х +  3) (х +  1) +  £  (х2 +  2х +  3)*.
Комбинируя указанные выше методы определения коэффициентов, на­

ходим:
Л =  1, В =  — 1, С =  0, 0  =  0, Е = 1 .

Таким образом, получаем:
Р х4+ 4 х ’ + 1 1 х2+ 12х  +  8 f  х — 1 j , {* dx 
J  (х2 +  2х +  З)2 (х +  1) J  (х2 +  2х +  3)2 ^ +  J  х + 1 ~

х +  2 2 , х +  1 . . . ( « ( . л  -----------------------------  arctg +  In | х +  1 f +  С.

§  9 ]  И Н Т Е Г РИ Р О ВА Н И Е  Р А Ц И О Н А Л Ь Н Ы Х  Д Р О Б Е Й  3 4 3

2 (x2 +  2x +  3) 4 s  ]/"2
Первый интеграл, стоящий справа, был рассмотрен в примере 2 § 7 гл . X. 
Второй интеграл берется непосредственно.
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Из всего изложенного следует , что интеграл от любой рациональ­
ной функции может быть выражен через элементарные функции 
в конечном виде, а именно:

1) через логарифмы— в случае простейших дробей I типа;
2) через рациональные функции— в случае простейших дробей

II типа;
3) через логарифмы и арктангенсы— в случае простейших дро­

бей III типа;
4) через рациональные функции и арктангенсы — в случае про­

стейших дробей IV типа.

§  10. Способ Остроградского

Интеграл от рациональной функции в случае наличия к р а т н ы х  
корней у знаменателя можно вычислять другим способом, приводя­
щим к более простым выкладкам.ч. Этот способ позволяет, не про­
изводя разложения дроби на простейшие, выделить р а ц и о н а л ь н у ю  
ч а с т ь  интеграла, а потом интегрировать рациональную дробь, зна­
менатель которой имеет только п р о с т ы е  корни. Интегрирование 
такой дроби производится без труда ,  так  к ак  она разлагается на 
простейшие дроби I и III типов. Указанный способ принадлежит 
знаменитому русскому математику Михаилу Васильевичу Остроград­
скому (1801— 1862) и основан на следующих соображениях.

П усть требуется проинтегрировать правильную рациональную
А р (*)др°бь , где

f ( x )  =  (х — а)* (х — &) ? . . .  (х* +  рх +  q)1\

В таком случае на основании равенства (5) §  8 все сведется к инте­
грированию правильных рациональных дробей четырех типов (см. §  7). 
При этом:

А А*1) Интеграл от дроби вида --------г* есть дробь вида .(X Q) (.х а)
M x4-N

2) Интеграл от дроби ^  jr p x _sr  qyr  есть сумма дробей вида
M*x +  N* * _  ,

(x» +  Px +  qf*  ■ где  1, и интеграла вида

Г Н** j
) x * + p x  +  q dX-

Интегрирования дробей I и III типов производить пока не будем.
Сложив рациональные дроби, получившиеся после интегрирования

Y Мдробей II и IV типов, получим правильную дробь вида , где

многочлен Q(x) равен

Q(x) — (х — а )*-1 (лг— b)V~l . . .  (х* +  рх-{- qY"~l . . .  (л:* +  lx-\- s ) ’' -1 .



Y (х) есть многочлен, степень которого на единицу меньше 
степени многочлена Q.

Сложив интегралы от всех дробей I и III типов ( включая и те
С N** .

интегралы вида j  & '+ рХ ^  “ х > которые получаются при интегри­

ровании дробей IV типа^, получим интеграл от правильной дроби

X (*) Г>/ 1вида , где многочлен Р (х)  равен

Р(х)  =  (х — а) (х — Ь) . . .  (х1 +  рх q) . . .  (я* +  +  s).

Таким образом, находим, что

Г F(x) _  Y (х) С Х(х) . . .
(1)

Здесь Х (х)  — многочлен, степень которого на единицу меньше сте­
пени многочлена Р (х).

Определим теперь многочлены Х (х )  и Y (х), стоящие в числи­
телях . Для этого продифференцируем обе части равенства (1):

F (х) _ QY' — Q'Y X  
f ix )  =  Q*

или

(2,
Покажем, что выражение, стоящее справа, есть многочлен. Заметив, 
что f ( x ) ~ P Q ,  можем переписать равенство (2) в виде

F (х) — PY' — +  QX. (2 ')

PQ'YЗначит, остается доказать , что выражение------- является много­

членом или что PQ' делится на Q. Для этого заметим, что

=  [In Q]' =  [ ( а — 1) In (х — а) +  ф — 1) In (х — Ь) +  . . .

. . .  +  ( ц — 1) 1п(л:* +  рлг +  ^ ) +  . . .  + ( v —  1) 1п(л:* +  /л: +  5)] ' =
1 | Р— 1 I | (ц — 1)(2* +  Р) [ ( у — 1)(2* +  /)

х —а ”1” * —() 1 ‘ '  1 x*+ px +  q ' ’ '  ** +  /x +  s ’

Общим знаменателем дробей, стоящих в правой части, будет 
многочлен Р. В числителе б удет  стоять некоторый многочлен, степень 
которого ниже степени Р. Обозначим его через Г» Таким образом,

9 L -I L
Q Р *

§  I » !  С Г 10С 0В  О СТ РО ГРА ДСКО ГО  3 4 5



3 4 6 НЕ О ПРЕДЕЛ ЕН НЫ Й ИН Т Е Г РА Л [гл . X

Следовательно, выражение

есть многочлен. Равенство (2 ')  принимает вид 

F (x) =  PY' — T Y + Q X . (3)
Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях переменного 
в равенстве (3), получим систему уравнений, из которых найдем 
неизвестные коэффициенты многочленов X  и Fi

П р и м е р .  Вычислить

Дифференцируя обе части равенства (4), получаем:
1 (*’ — \)(2Ах +  В)— (4x2 +  fix +  C)3x2 Ex* +  F x+ G  

(х*— I)2 (*’ — 1)" х*— 1
Освобождаясь от знаменателя, будем иметь:

1 =  (Xs— 1) (2Ах +  В)—(Л хг +  Вх +  С) Зх1 +  (х*— 1) (Ех* +  Fx+ G).

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, стоящие в разных 
частях равенства, получим систему из шести уравнений для определения коэф­
фициентов А, В, С, Е, F, G:

О =  Е,

Подставляя значения найденных коэффициентов в равенство (4), получим:

Р е ш е н и е .  В этом случае
/(х) =  (х— I)2 (х! +  х +  1)2,

Р (х) =  (х— 1) (х2 +  х +  1) =  х ’ — 1,
Q (х) = =  х’ — 1.

Равенство (1) имеет вид 
Г dx Ахг+ В х + С  

х*— 1
Ехг + Fx +  G , 
------1— г —  dx-X5— 1 (4)

О = - А + Р ,  
0 =  —2 B + G,
О =  3 С—Е,
0 = —2 A — F,
1 =  — В — G.

Решая эту систему, находим

£ =  0, Л =  0, С =  0, —у ,  F =  0,
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Знаменатель последнего интеграла имеет только простые корни и потому 
интеграл легко вычисляется^ Окончательно получаем:

Г dx —х Г 
J  (*«— 1)>—3(**— 1) + J

' 9  . 9 Х + 9
■ +_х— 1 хг +  х +  1 dx ■■

3 ( г
х 2
С П ) — 9 1п|* '

2 / 3 2х +  11 J +-g- In (хг +  х +1) 4-----g—  arctg у -  +  С.

§  11. Интегралы от иррациональных функций

Не от всякой иррациональной функции интеграл выражается через 
элементарные функции. В этом и следующем параграфах мы рас­
смотрим те иррациональные функции, интегралы от которых с по­
мощью подстановок приводятся к интегралам от рациональных функ­
ций и, следовательно, до конца интегрируются.

Р HL Л
I. Рассмотрим интеграл \ R (х, х  п, . . . ,  x s ) dx, где  R — рацио­

нальная функция своих аргументов *).

П усть k — общий знаменатель дробей у ,  . . . ,  Сделаем под­

становку:

x  — t k, dx — k ik~1 dt.

Тогда к аж д ая  д р о б н а я  степень х  выразится через ц е л у ю  
степень t и, следовательно, подынтегральная функция преобразуется 
в р а ц и о н а л ь н у ю  ф у н к ц и ю  о т  t.

П р и м е р  1. Требуется вычислить интеграл

Г х ~  dx

Ш '

т  _г_ т г
*) Запись R (х, х п , . X s ) указывает, что над величинами х ,х п , . . . .  * s 

производятся только р а ц и о н а л ь н ы е  операции.
Точно так же следует понимать в дальнейшем записи вида 

т

r(^x, j  П , • ■• j .  R (*. V  ах2 +  bx +  с), R(slnx, cosx) и т. д. Так,

например, запись (sin дс, cosx) указывает, что над sin л; и cosx производятся 
рациональные операции.



1 3Р е ш е н и е .  Общий знаменатель дробей у ,  есть 4; поэтому делаем 
подстановку х =  t*, dx =  4t‘ dt; тогда

* - ‘ 1 -  4 J  FTT -  4 J  { ' r h  )  • " -  
* +1

» 4 j  / * d < - 4 j p ^ - T d/ =  4 y — i l n | < * + l |  + C =
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4 j * *  - I n  | x* +1 + C.

И. Рассмотрим теперь интеграл вида
т  г

Этот интеграл сводится к интегралу от рациональной функции 
с помощью подстановки

ах +  Ь __,h 
сх+ d ’

где  k — общий знаменатель дробей — , . . . ,  - j .

П р и м е р  2. Требуется вычислить интеграл

* / х + 4 dx.х
Р е ш е н и е .  Делаем подстановку * - f 4  =  /*; * «  t1 — 4; dx =  2t dt\ тогда

2/ +  21п < 2 14.  С =  2 / *  +  4 +  2 In | £ = - ~ I+  С.
< +  2 | j К дс + 4 + 2 I

§  12. Интегралы ви да  J  /?(.*, / о д е 1 -f- bx  +  с)

Рассмотрим интеграл

J  /? (лг, ] /  ах* +  Ьх +  с) dx. (1)

Такой интеграл приводится к интегралу от рациональной функ­
ции нового переменного с помощью следующих подстановок Эйлера.

1. Первая подстановка Эйлера. Если а > 0 ,  то полагаем:

У  ах г - f  bx - f  с — ±  У  ах  + 1.
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Перед У~а возьмем для определенности знак плюс. Тогда 

а х 1 4 - Ьх +  с =  а х * +  2 У  a x t +  t*,
откуда  х  определяется как  рациональная функция от t :

Р —сх = ----------
6— 2 Y  a t

(значит, dx  тоже б удет  выражаться рационально через /)* следова­
тельно,

V  а х г +  Ьх +  с =  v а х: + t  — V a

т. е. У  ах* +  Ьх +  с оказывается рациональной функцией от t.
Так как  У  ах* 4- Ьх-\- с, х  и dx  выражаются рационально через t, 

то, следовательно, данный интеграл (1) преобразуется в интеграл от 
рациональной функции от t.

П р и м е р  1. Требуется вычислить интеграл
Г dx
J  У * Т с '  ____

Р е ш е н и е .  Так как  здесь а =  1 >  0, то полагаем У  х'-^С  ——x-\-t\ 
тогда

хг 4  С — х%—2xt 4  **>
откуда

t1—С
Х~  2t

Следовательно,

Возвращаясь к исходному интегралу, получаем:

i r f e "  *Г г ! + В ' 1+ с '
J  21

(см. формулу 14 таблицы интегралов).

2. В тор ая подстановка Эйлера. Если с > 0 ,  то полагаем:

V а х *  4 -  Ьх 4- с =  x t ±  У с ;
тогда

ах* 4-  Ьх 4-  с — x*t* 4 - 2xt У~с 4- с.
(Для определенности мы взяли перед корнем знак плюс.) Отсюда х  
определяется Как рациональная функция от ti
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Так как  dx  и У  ах* - f  bx -j- с тоже выражаются рационально 
через t, то, подставляя значения х , У  а х 2 +-Ьх+-с  и dx  в интеграл 

J  R (x, У  ах* +  Ьх -j- с) dx, мы сведем его к  интегралу от рациональ­
ной функции от t.

П р и м е р  2. Требуется вычислить интеграл

’ (1— V l  +  х +  я 2)*• dx.
х2 V 1 +  X +  X2 

Р е ш е н и е .  Полагаем V  \ + х  +  х2 =  */+  1; тогда

1+ * + х2 =  x2t2 +  2xt + 1; х = 2 t— 1 2/*—2/ +  2 dx — - п — dt Il —t* ------------(1— t*)*

V l + x  +  x2 =  xt +1 =

i _ r q T F ?

Подставляя полученные выражения в исходный интеграл, находим! 

Г (1— V l + x + x 2)2 Аг _ Г ( _ 2 /2 +  0 ! (1—12)2(\ — t2)(2t2—2t +  2)
J x2 V l  -4-л: +  x2 J 

t2
x2 V l+ x  +  x2 dX J ' ( I - * 1)* (2/— 1)* (**-< +  1) (I-/*)* '  dX '

dt +  C =  —2* +  ln 

+  ln

1— t2 
2 (V \ + x  +  x* — 1)

1 +  t
1 — /

X -f- V 1 + Х + Х 2— 1 +  C !
________  x — V l + x + x z+ l

2 ( ^ 1+ *  +  ̂ - l )  +  in|2it +  2 / 1+ < + Jt« +  1| +  Ci

3. Третья подстановка Эйлера. П усть а  и р —  действительные 
корни трехчлена ах* +■ Ьх +  с. Полагаем:

У  ах* + -Ь х+  с — (х — a) t.

Так как  ах* +  Ьх+- с =  а (х — а )  (л:— Р), то

У а ( х — а )  (х — р) =  (л:— а )  t, 
а  ( х — а )  ( х — Р) =  (л;— а ) 21*, 

а ( х — P)==(jc— а  )t*.
Отсюда находим х  к а к  рациональную функцию от ti

af>—at2 
Х ~  a - t 2 *

Так как  dx  и У  ах*+ -Ь х+ -с  тоже рационально зависят от t, то дан­
ный интеграл преобразуется в интеграл от рациональной функции от t.

З а м е ч а н и е  1. Третья подстановка Эйлера применима не только 
при 0, но и при а > 0— лишь бы многочлен ах*-+ Ь х+ -с  имел 
два  действительных корня.
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П р и м е р  3. Требуется вычислить интеграл
dx

I - Vx* +  3x— \
Р е ш е н и е .  Так к ак  х2 +  3х— 4 =  (* +  4) (* — 1), то полагаем: 

V ix  +  4) ( * - 1) =  (* +  4)/;
тогда

(х +  4) ( * - 1 )  =  (* +  4)21\ *  - 1  =  (* +  4) t\
1 + 4 12 , 10/х =

V ( x  +  4) ( х— 1 ) =  [ [
+  4/2 5t

l  — t ‘  ’

Возвращаясь к исходному интегралу, получаем:

м * * 1- * 1) dt==[
(l — t2)25t ] 

■ + / ' :

1 —  t2
dt =  In I+< + c .

In

— л /  * ~ -V ЛГ+4

+  C =  In

1 — t

/ 7 + 4 +
Y x +  4 — V  x— l

+  c .

З а м е ч а н и е  2. Заметим, что для приведения интеграла (1) к  
интегралу от рациональной функции достаточно первой и третьей 
подстановок Эйлера. Рассмотрим трехчлен ах* +  bx-\~ е. Если 
Ь2— 4 а с > 0 ,  то корни трехчлена действительны и, следовательно, 
применима третья подстановка Эйлера. Если Ь2— 4 а с « ^ 0 ,  то в этом 
случае

ах 2 -{-bx - f  c =  [ (2 ах  +  6)* +  (4 а с — Ь2)]

и, следовательно, трехчлен имеет знак, совпадающий со знаком а. 
Чтобы Y ° х г -\-bx-\- с был действительным, нужно, чтобы трехчлен 
был положительным, а следовательно, должно быть а  >  0. В этом 
случае применима первая подстановка.

§  13. Интегрирование дифференциальных биномов

Выражение вида
х т  (а-\- Ьхп)р dx,

где  от, п, р, а, Ь— постоянные числа, называется дифференциаль­
ным биномом.

Т е о р е м а .  И нтеграл о т  дифференциального бинома

J  х т (а +  bx") р dx,

если от, п, р — рациональные числа, приводится к  интегралу о т



рациональной функции и, следовательно, вы раж ается через элемен­
тарные функции в следующих тр е х  случаях:

1) р есть целое число (положительное, отрицательное или нуль);

2) — есть целое число (положительное, отрицательное или нуль);
m + I . .

3) —------f- р есть целое число (положительное, отрицательное
или нуль).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Преобразуем данный интеграл с помощью 
подстановки

— 1 —-I
х  =  z п , dx  =  — z n dz.’ п

Тогда

J  х т  ( a - f  bxn)p d x — ^  J  z п ' (a +  bz)r  dz =  -^-^ zg {a-\-bz)p dz, (1) 

где
„ m + 1 1 9 =  _ -------j .

1. П усть p — целое число. Так как  q есть число рациональное, 

то обозначим его через у .  Интеграл (1) в этом случае имеет вид
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 ̂ R (z s , z) dx.

Как указывалось в §  11 гл. X, он приводится к интегралу от рацио­
нальной функции подстановкой z — t s.

2. П усть -1 есть целое число. Тогда а = т  -  1 — 1 тожеп ’  п
Яесть целое число. Число р — рациональное, /> =  — , В этом случае

интеграл (1) есть интеграл вида
С -^ R [х9, (а -+ bz) •*] dx.

Этот интеграл рассмотрен в §  11 гл. X. Он приводится к интегралу
от рациональной функции е помощью подстановки а-\- bz =

„ г , т + 1 , , .  т 4 - 1 , .3 . Пусть — — \-р— целое число, по  тогда —̂ -------1+/>=з

= q - j-p  есть целое число. Преобразуем интеграл (1):

J  z4 (а +  bz)p dz =  ̂  z 4+p dz,
h

где  q-\-p— целое число, P — -[-----рациональное число. Последний

интеграл относится к классу интегралов



Этот интеграл рассмотрен в §  11 гл. X. Он приводится к интегралу 

от рациональной функции с помощью подстановки а ~*~Ьг — tl .
Рассмотрим на примерах интегрирование во всех трех случаях.

П р и м е р  1. С __— dx ■ =  Г л: * (1 +  х г )~г dx. Здесь р =  — 1

2

(целое число). Положив х* —г, добьемся того, чтобы скобка стала линейной 
относительно г:

Р _-L JL с 3 — 3 Г
\ * * (1 +  х* ) - '  dx = J  г -1 (1 + г ) _ , -2- г *  =  г * ( 1 + г ) - | 4г.

1
Сделаем теперь замену г 2 = /. Тогда z =  t*, dz =  2tdt и

^ дг_1Г(1 +  jk” )-1 dx==-§-J* * “ т (1+ * ) - * Л г = - | £  / -* (1 +/, ) _ 12/dt =

=  3 j y p 7> =  3arctg* +  C =  3arctg / 7 + C  =  3arcfg j / * "  +  C.

j 1 
П р и м е р  2. J  y - l _ =  djc=  j* x* (1— x*) * dx. Здесь m =  3; «  =  2;

1 m + 1 „ . .p = — — , = 2  (целое число).

T  1 _ T*Делаем замену х‘  =  г; тогда x =  z , dx =  -̂  г dz и

г х3 Г — 1 1 Г
j  Y Y = ? d x = )  г 2 ( 1 _ г )  '  d e =  2-J г (1 — г) * dz-

1
Чтобы сделать вторую скобку рациональной, положим (1 — г ) 2 =  /; тогда
1— г =  г2; z — t*— 1;
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dz — 2tdt. Следовательно,
1

1 Г  Г
dt§ y = d x * * ± ^ z ( l - z ) ~ * d z = ± ^ t * - \ ) t - ' 2 t d t = ^ ( t * - \ )

/’ t V  rZT7=  j -  < +  C = ^ ( ^ - 3 )  +  C =  i — _г ( _ г _ 2 )  +  С =

V T -X‘•i
3 ( —д*—2) +  С.

П р и м е р  3. Г ——̂ 4 = = = =  Г лс- 1 (1+дсг) 1 d*. Здесь /л = —2, 
j  х2 V  (1 -Н * 2)3 J

п =  2, р —— , причем W-^ -  + р  =  —2 (целое число). 

1 2  Н .  С .  П и ск ун о в ,  т . 1
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Сведем выражение в скобках к  линейной функции:

2
. L  j  — L

х! =  г; х =  г 2 ; dx =  i)Z  ‘ dz;
8 3 . 1

J  х~* (1 +  **) 2 dx =  J  г -1 (1 + г) * у  г  г dz =

=  у  J  г _ Т (1 +  * f T dz =  y  j V *

Первый сомножитель— рациональная функция. Д ля того чтобы сделать второй 
сомножитель такж е рациональным, выполним замену:

(ЧТ-*
тогда

е = ^ - г ;  d z = . 2tdtг , (2— ! •
Следовательно,

j  *->(1 + « ' Г Т <1* - - 1г  j  г ' *

/1  +дс* * ; г
V T + *  +

З а м е ч а н и е .  Знаменитый русский математик П. Л. Чебышев 
доказал , что т о л ь к о  в перечисленных трех случаях интеграл от 
дифференциальных биномов с рациональными показателями степени 
выражается через элементарные функции (при условии, конечно,

, .  т + 1 т  +  1 .
что а Ф  О и b Ф 0). Если же ни р, ни ——  , ни —-— (-р  не являются

целыми числами, то интеграл не может быть выражен в элементар­
ных функциях.

§  14. Интегрирование некоторых классов тригонометрических
функций

До сих пор мы систематически изучали интегралы только от 
алгебраических функций (рациональных и иррациональных). В настоя­
щем параграфе мы рассмотрим интегралы от некоторых классов неал­
гебраических, в первую очередь тригонометрических функций. Р ас ­
смотрим интеграл вида

f R (sin х , cosx)dx. (1)
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Покажем, что этот интеграл с помощью подстановки

tg |  =  * \  (2)

всегда сводится к интегралу от рациональной функции. Выразим sin х
х
2

I х 1и c o sx  через t g - ^ ,  а следовательно, и через г:

_ , х х 0 , х х _ , х2 sin — cos - j  2 sin ^  c°s тг 2 tg у  2(
sin X =  — 1 . .  x , ,  x ,  , , ,  x 1 + 12 ’sin2— +cos2-2 1 +  tg* j

, x . , x , x , , x  l  i 2 *  
c 2—  S1 T  cos "2 ~2" 1- t8 2 l — /1

COS X — -------------- :--------------- ----------------------------------------- ------------------ =  . |- "X •
1 ,  x  , , ,  X ,  . ,  ,  x  1 +  Г4cos2 -  +  sin2 — 1+ tg  y

Далее

x  =  2arctg t, dx  =  •

Таким образом, s in^ , cos x  и dx  выразились рационально через t. 
Так как  рациональная функция от рациональных функций есть  функ­
ция рациональная, то, подставляя полученные выражения в интеграл (1), 
получим интеграл от рациональной функции:

j  R (s in x ,  c o sx ) r f x  =  J  R [ ^ 2, p p p ]  n p p -

П р и м е р  1. Рассмотрим интеграл
dx

s i n  x'
На основании написанных выше формул имеем:

I
ĵ  2dt

Г dx ...
J  s i n  * 2t

’ Г+7‘

:1П|/| +  С =  1п t g - i +  с.

Рассмотренная подстановка дает  возможность проинтегрировать 
всякую функцию вида R (co sx ,  s in x ) .  Поэтому ее иногда называют 
«универсальной тригонометрической подстановкой». Однако на прак­
тике она часто приводит к слишком сложным рациональным функциям. 
Поэтому наряду с «универсальной» подстановкой бывает полезно 
знать также другие подстановки, которые в некоторых случаях  
быстрее приводят к цели.

1) Если интеграл имеет вид j* /? (sin х ) cos х  dx, то подстановка 

sin х  =  t, cos х dx =  dt приводит этот интеграл к виду ^  R (t) dt.

1 2 *



2) Если интеграл имеет вид J  R (cos х ) sin х  dx, то он приводится

к интегралу от рациональной функции заменой cos x  — t, s i n x d x  =  
=  — dt.

3) Если подынтегральная функция зависит только от t g x ,  то 

замена t g x  =  rf, л: =  arctg t, dx =  -~ -j, приводит этот интеграл 

к  интегралу от рациональной функции:

j ‘ / ? ( t g x ) d x  =  j ^ ( / ) r ^ 7f .

4) Если подынтегральная функция имеет вид / ? (s in x ,  cosx ) ,  но 
s in x  и c o s x  входят только в ч е т н ы х  степенях, то применяется 
та же подстановка: ' 'Ч

(2' )
так  как  s i n ' x  и cos*x  выражаются рационально через t g x :

cos* х  =  F+ tg1!  =  Г+Т* ’ 

sin* X =  — TZTi •l+ tg* jc  l +  t1’
^ dt 

T + ? '
После подстановки мы получим интеграл от рациональной 

функции.

П р и м е р  2. Вычислить интеграл С dx.r  J  2 +  cos х

Р е ш е н и е .  Этот интеграл легко привести к виду j* R (cosx) s in *d * .

Действительно,
(* sin* х . f  sin* х sin x dx f  1 —cos* x . .\ -------- dx =  \ —ТГ-,------------- =  \ ---------- sm x dx.J  2 +  cos x J  2 + cos*  J  2 +  cos*

Сделаем замену co s*  =  z. Тогда s in * d * = — dz:

I  S h dx “  I  г г ? <-*> -  Щ г  ~  K ’ - 2 + j I s )  * *
Г 04® Y

=  y — 2г +  3 In (г +  2) +  С =  ^ ^ - 2 c o s *  +  3 In (cos* +  2) +  C.

П р и м е р  3. Вычислить J  -slii1*  ’
Сделаем замену
Г dx p dt Г dt

( f 4 ) +c-
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5) Рассмотрим теперь еще один интеграл вида J  R  (sin х, cos х) d x —

именно интеграл, под знаком которого стоит произведение 
sin™ х  cos" х  dx  (где  т  и п— целые числа). Здесь  придется рас­
смотреть три случая.

a) J  s in”  х  cos'1*  dx, где т  и п таковы, что по крайней мере

одно из них н е ч е т н о е  число. Допустим для  определенности, что 
п нечетное. Положим n — 2p-j-\ и преобразуем интеграл:

J  sin"* х  cos*p+1 х dx — J  sin™ x  costp x  cos x  dx  =

=  J  sinm x  (1 — sin* x)p cos x dx.

Сделаем замену переменного:
s in x = < ,  cos x d x  — dt.

Подставляя новую переменную в данный интеграл, получим:

J  sin'” x c o s nxrf.v =  J  tm (1 — t*)p dt,

а это есть интеграл от рациональной функции от t.
П р и м е р  4.

Г cos’  х  ̂ _  Р cos* х cos х dx _  f* (1 —sin* x)cos x dx 
J  sin4 x ~  J  sin4 x J  sin4 x

Обозначая s inx= / , cosx dx — di, получим:
rcos** . f ( l  — t*)dt P dt Г dt 1 . \ , r  
J  sin4* J  T* = J  t * ~ ]  i * = ~ 3 ?  +  7  +

1
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3 sin5 x sin x

6) J  s in m x  cos” x  dx, где m и n — числа неотрицательные и 

четные.
Положим т  — 2р, n = 2 q .  Напишем формулы, известныг из три­

гонометрии:

sin* х — ~  — £ cos 2х, cos’  х  =  ~  +  j  cos 2х. (3)

Подставляя в интеграл, получим:

j  sin*^ х  cos*9 х  dx =  J  j  cos 2* У  1  cos 2 х У  dx‘

Возводя в степень и раскрывая скобки, получим члены, содержа­
щие cos 2х  в нечетных и четных степенях. Члены с нечетными сте­
пенями интегрируются, как  указано в случае а). Четные показатели 
степеней снова понижаем по формулам (3). Продолжая так, дойдем

до членов вида J  cos kx dx, которые легко интегрируются.



П р и м е р  5.

J  sin* х dx =  J  (1 — cos 2дс)1 dx =  J  (1 — 2 cos 2x -f- cos* 2x) dx =»

= - j  |*— sin2* ^  ( l+ c o s4 jc )d *  J  =-|- ^  x — sin 2*  +  ̂ p j  +  C.

в) Если оба показателя — четные, причем хотя бы один из них 
отрицателен, то предыдущий прием не приводит к цели. Здесь сле­
д у е т  сделать замену t g x  =  / ^ n  d g x  =  t).

П р и м е р  6.
f  sln2jed* р sin* х (sin* х + cos8 х)г , Р, ,
j  - ^ T = J -------- 4 ^ --------- L ^ = j t g 2 , ( l + t g * ^ d * .

Положим tg x =  t; тогда x — arctg/, dx=  ̂ , и мы получаем:

Г 1 й  '  I '■«1 + '’»! r f p - 1 “

ц + у + с - т + !т г + с -
6) Рассмотрим в заключение интегралы вида 

J  cos т х  cos пх dx, J  s in т х  cos пх dx, J  sin mx sin nx dx.

Они берутся при помощи следующих *) формул ( т  Ф п): 

cos т х  cos пх — ^ [cos (m-j- л )л : -(-cos ( т — п) х ] ,

sin т х  cos пх =  ^  [ sin im +  п) х  +  sin (т — п) ■*].

sin т х  sin пх — ~ [  — cos ( т  - f  п) х  -f- cos ( т — п) х ] .  

Подставляя и интегрируя, получим:

j* cos т х  cos пх dx  =  -i- J  [cos (/» +  n) x  +  cos (m— n) x ]  dx  —
_sin (m +  n)x siri tm—n) x .  „

2 (m +  n) 2 ( я —п) +  * 
Аналогично вычисляются и два  других  интеграла.
П р и м е р 7.

J  sin 5* sin Зх dx =  — J  [ — cos 8x -f cos 2x] dx =  ——
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*) Эти формулы легко вывести следующим образом:
cos ( т  +  п) х =  cos т х  cos пх—sin т х  sin пх, 
cos (т — п)х =  cos т х  cos njc +  sin m *sin  пх.

Складывая эти равенства почленно и деля пополам, получим первую из при­
веденных трех формул. Вычитая почленно и деля пополам, получим третью 
формулу. Вторая формула выводится аналогично, если написать аналогич­
ные равенства для sin (m -f п)х  и sin (т —п)х  и затем почленно их сложить.



§  15. Интегрирование некоторых иррациональных функций 
с помощью тригонометрических подстановок

Вернемся к  интегралу, рассмотренному в §  12 гл. X,

§ R ( X, У  ах? -\-bx-\-c) dx. (1)

Покажем здесь метод преобразования этого интеграла к  интегралу 
вида

J  R (sin z, cos z) dz, (2)
который рассмотрен в предыдущем параграфе.

Произведем преобразование трехчлена, стоящего под корнем:

a x ' +  bx +  c =  a ( x + ! £ j  +

Сделаем замену переменного, положив x  +  ̂  =  ^  dx — dt. Тогда

V a x '  +  bx +  c =  У  a t ‘ +  ( с —  ̂  .

Рассмотрим все возможные случаи.
Ъ 21. П усть я > 0 ,  с— Вве де м обозначения а =  т  , 

с— ^  =  п2. В этом случае будем  иметь:

У  ах2 - f  bx - f  с =  У  m2t2 г? .

2. Пусть а > О ,  с— ^ < 0 .  Тогда а — т.2, с — — п*> Сле­

довательно,
У  ах? +  Ьх +  с =  У m2t2 — п2 .

Ь2 ьг
3. П усть а <  0, с— >  0. Тогда а =  — т г, с— ^  =  га2. Сле­

довательно, __________________________
Y ах2 +  Ьх-\- с =  V п 2 — m2t2 .

4. П усть а <  0, с — ^ < 0 -  В этом случае У  ах2 +  Ьх +  с есть

комплексное число при любом значении х.
Таким образом, интеграл (1) преобразуется к  одному из сле­

дующих типов интегралов:

I. j  R (t , V m 2t2 +  n2)d t. (3 .1 )

И. § R ( t ,  У m2t2 — п2) d t. (3 .2 )

III. J  R (t, У n2 — m2t 2)d t.  (3 .3 )
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Очевидно, что интеграл (3 .1 ) приводится к  интегралу вида (2) 

с помощью подстановки t — ^ t g z .  Интеграл (3 .2 ) приводится к виду

(2) с помощью подстановки t — sec z. Интеграл (3 .3) приводится

к  виду (2) с помощью подстановки t =■ — sin t.
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П р и м е р .  Вычислить интеграл Г*___ dx_
J  № =V (а‘ —хгУ '

Р е ш е н и е .  Это— интеграл типа III . Сделаем замену * =  a s i n z ,  тогда

dx =  acosz dz,

f  dx С a cos г dz р a cos г dz 1 р dz
J  V (а*—**)» J  V (аг—a* sin *zp  — J  а> cos*z “ e*J cosT

I , r  1 sin г 1 sin z 1 x r
= “ ^ t g  Z - j-  U —  —  --------=  —r  — у  ... у  ~т~G =  —r  —r ............,'.jr  4 “ C .
аг Б a* cosz a2/ l —sin* г a y V —Xх

§  16. О ф ункциях , и нтегралы  от которых не в ы р аж аю тся  
через элементарны е функции

В §  1 гл. X мы у ж е  отмечали (без доказательства), что всякая 
функция f ( x ) ,  непрерывная на интервале (а , Ь), имеет на этом 
интервале первообразную, т. е. сущ ествует  такая  функция F(x), 
что F' ( x ) —f ( x ) .  Однако не в с я к а я  п е р в о о б р а з н а я ,  даж е 
тогда ,  когда она сущ ествует, в ы р а ж а е т с я  в к о н е ч н о м  в и д е  
ч е р е з  э л е м е н т а р н ы е  ф у н к ц и и .

Так, например, мы уж е  указывали, что первообразные от диф­
ференциальных биномов, не принадлежащие к трем рассмотренным 
видам, не выражаются через элементарные функции в конечном виде 
(теорема Чебышева). Таковы же первообразные, выраженные инте­

гралами J  е~х dx,  J s- ^ d x ,  J  К 1 — ft* sin* x  dx,  ^ j~ :  и 

многие другие.
Во всех подобных случаях  первообразная представляет собой, 

очевидно, некоторую новую функцию, которая не сводится к  ком­
бинации конечного числа элементарных функций.

Так , например, та из первообразных J  е~** dx-{-C , которая об-

ль при х -  
Гаким обра

ф(л;) =  ^  е “ *г d x - f  С,, если Ф (0 )  =  0.

ращается в нуль при х  =  0, называется функцией Гаусса  и обозна­
чается Ф ( х ) .  Таким образом,
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Эта функция хорошо изучен;/. Составлены подробные таблицы ее 
значений при различных значениях х. Как это делается— мы 
увидим в §  21 гл. XVI (т. II). На рисунках 204  и 205 изображены график

Рис. 204.

подынтегральной функции у  =  е хХ и график функции Гаусса 
j/ =  <I)(je). Та из первообразных

J  У  1 — k1 sin* x d x  +  C ( й < 1),

которая обращается в нуль при л: =  0, называется эллиптическим  
интегралом  и обозначается Е(х),

Е ( х ) — \1*1^1 — sin* х dx  +  Сг, если £ (0 )  =  0.

Так же составлены таблицы значений этой функции при различ­
ных значениях л:.

Упражнения к главе X

I . Вычислить интегралы: t .^ x 'd x . Отв. ^ г + С . 2. J  (*  +  Y lc) dx.

3- О т в .б У ^ -
хг , 2х У  х п Отв. - j  -\------ g------НС.

- ± х ‘ У х + С .  4. J  Щ .  О тв .^ х *  У х  +  С. 5. j  (^  + _ ^  + 2^  

0 т в - +  6- J  7 ^  О'пв. 4  У х ’ +  С.

1 I  dX‘ 0тв  V + T ^ + ^ + C -

Интегрирование методом подстановки: 8. J  е?х dx. Отв. — е*х +  0

sin  ах dx.Л cos 5х dx. Отв. —~ +  С. Отв. cos ах

j ! ! ! * * ,  О тв± \п*х +  С. 1 2 . ^ - ^ .  0 ™ . - с- ^  +  С. 13. J (

Отв. +  С. 14. J  з - ^ у .  Ome. I  In | З д :_ 71+ С . IS. J  J j i L  .
cos* 7х



Отв. — In 11—*1 +  0 . 16. j* ё~^2х' ®твш ~ —2дс| + С . 17. J t g 2  xdx. 

Отв. — у  In | cos2*| +  C. 18. J  ctg (5*— 7) dx. Отв. r̂- ln ] sin (5л:— 7 )| + C .

19. J  ctg gy • Oms. —-i- In |cos Зу | +  C. 20. J  ctg dx. Отв. 3 ln s i n y | + C .

21. J  tgq>-sc2<pd(p. Отв. -i- tg! <p +  C. 22. J  (ctg е*)е* dx. Отв. In / sin e*| +  C.
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+ C.23. J  ^ t g 4 S — ctg j  dS. Отв. — -^-ln |cos 4S |— 4 ln

s i n 5 % С cos4 X
24. sin2 *  cos x dx. Отв. —^— f- C. 25. \ cos’  *  sin *  dx. О тв .------ -̂----C.

26. j  V F ^ + 7x d x . Отв. — V  (jc* +  1)' +  C. 27. J  .

ОШ. 4  ^ + 3 + 0 .  28. \ у щ = -  V ? + r  +  C. 29.

- J - + C .  30. О » .  5- V  +  C. » .  № » .s in *  J  cos** 2 cos2 л: J  cos2 a:

0me. WJL +  C. 32. [ Ĉ d x .  O m e . - ^  +  C. 33. f ---------- £ =  .
2 J  sin2* 2 J  cos2* V^tg* —1

Ome. 2 V^tg* — 1+ C . 34. J  d*. Oma. 1-2 l^ ± l ) + C .

35. Г . ™ * * *  . . О . ,  / Й Й Т + Г + С .  36.
J  ^ 2 s in *  + l J  (1 +cos2*)2

+ C. 37. Г Л1п2хАх--. Отв. 2УТ+Ш*Т + С.
J  У 1 +  sin2 *

Отв. 2 (1 +  cos 2*)

3 ! - I ’ r S r 1 '" -  о - f i ^ i w + o .  » .  J j f f l m V

<’*“ • - Г 2<2+ з к 2Э + С- , 0- 1 г 7 = -  V J = + C -1/(2 + о s in/*) J  j/  cos 3* cos 3*
(4 n 2* d *  „ In’ * , „  farcsin * d* arcsin2* ,  „

4Ь J  * ' 0me‘ - 3 -  +  C- 42‘ + c -

43. o™ . ai £ ^ + c .  44. l ^ ^ -ШШпв. - « « * £ +  C.

45. O m s . - ^  +  C. 46. 0 « e. i  l n ( * ‘  +  l ) + C .

« •  i l n (*2 +  2* +  3) +  C. 48.

Ome. ln (2sin *  +  3) +  C. 49. ^ Ome. ln|ln * | +  C. 50. J  2* (* * + l) ‘ d*.

0ms. ** -r= С. 51. ^  tg4* dx. Ome. —tg*  +  * + C .

62' j d + ^ a r c t g *  ° т в • ln l ardS ^  + C- 53- ^  cos2 *"(^tg* + 1) •



Отв. - i  in | 3 t g * + l| + C .  54. Отв. +

55‘ [  i/ l-----V ---- •— ■ Ome. In | arcs in *I +  С. 56. L dx.J  V I —* 2 arcsin x j ^  +  d s in z *
j C* die

Отв. -g- In | 2 +  3 sin 2 x\ +  C. 57. \ cos ( I n * )— . Отв. s in ( ln * )+ C .

58. J  cos (a +  bx) dx. Отв. - i-  sin (a +  bx) +  C. 59. J  егх dx.

1 P — —  P
Отв. y e ^  +  C. 60. l e  * dx. Отв. Зе * + C . 61. I  e5,n * cos * dx.

X* л * —
Ome. е ,1пд: +  С. 62. J* a * 1 * dx. Отв. a  +  C. 63. J  e a dx. Ome a e a +  0 .  

64. J  (e2Xf  dx.Ome. ± elx +  C. 65. j  3xex dx. Отв. + C . 66. J e - * *  dx.

Отв. — y e -5* +  C. 67. J  (e5JC +  a 5*) dx. Ome. ^e5JC +  j ^  +  C^ .

68. J  e**+»*+» (* +  2) dx. Отв. - j  ex,+4x+’ -j-C. 69. j* dx'

( ± ) X- ( ± Y
Отв. + -Ц ------r 4 - ^ - - 2 *  + С. 70. Отв. — In (3 +  4e*) +  C.In a — in 6 J  3 +  4e* 4

n .  1„ ( 2 + 0 + o .   ̂ K - J r | b -

Отв. arctg (V "2j:) +  C. 73. J . One. arcsinf 3*> +  C.

74. (* _ ^ d x  0mg' 1 arcsin ^  +  C. 75. Г __- .  Отв. arcsin ~  +  C.
J  V 16—9*1 3 4 J  Y  9 — *» 3

76- j I T F  • 0me- 4 ardg I+C- 77‘ I 9 * ^ T  • 0me' ? * rclg ¥ +  c -
Г dx „ 1 . 12 +  3* I f  d*

78* J  4 — 9*« * 12 j 2— 3*1 +  • 79’ J  Vx* +  9 ’

Ome. In J x-f- W  +  9I +  C. 80. Г /- . — ■- • Ome, ~r In | bx -f* лГb2x2 —а 21
J  V b2x2— a2 0

»1 . Г ■ r - J ^  ----- . Отв. —  ln| a * +  Vb* +  a*x* |+C. 82. Г ~ X v- .
J  V b * + a 2x2 a  J  a2*2—c*

.  1 . ax—с . n f  *2 dx _ 1 I * ’ + / 5 1 _
0me- t o ln 57+"c +Cl 83’ J  5—**"’ 0me- 5 7 i  | ^ Г 7 =5 |+ с*

*4- j  7 T = r  • 0me- 1 arcs,n * + c - 85- j  • 0me- i  arc‘s  5 + c -

86. Г - 5 ***■-.. Ome. arcsin e* +  C. 87. Г — ■- (iX —  .
J  / l  —etx J  Y 3 —5x*

Отв. - 4 =  arcsin l / " J L *  +  C. 88. Г—%™x d * Ome. — arctg Z ^ - ^ + C .  
/ 5  К  3 J  a 2 +  sin2*  a \ a J
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89.

Отв.

364

Г dx . Отв. arcsin (In *) +  С.

НЕОПРЕДЕЛЕННЫ Й ИН Т Е Г РА Л

\пгх

-i- (arccos дс)* +  V  i — * * + с .

farccos х —х , 90. I — 7--.ТГ- -  dx. 
J  V \ -x >

[гл. х

91 ■I
x —arctg x 

l + * s dx.

Отв. i - l n ( l+ * * ) — (arctg *)* +  C. 92. j^ 1 +  ln x dx. O m e.^ V  (l+ inx )*+ C .

™ \ v- T T £ i ‘ - » - l K ( i + r - « - + c .  „ . ] 7 W T m .

Отв. 4 lA  +  /  x +  C. 95. J  ~ y Г • Отв. arctg ex +  C. 96.

Отв. Ъ У sin x +  С. 97. J  / 1 + 3  cos* x sin 2x dx. Отв. — ~ / (1  + 3cos* jt)’ +C ,

Отв. — 2 / l  +COS1 x + C . 99. Г —-s * dx
J  sin4jc

0me- i  У ^ х + с .

0me' Y b arctg ( y r i ig x ) + c '

Vi + v:
#<j ? f

dx

98.

Отв.

101

1 sin 2x dx 
V  1 +  cos* x

J _______ 1__
sin x 3 sin’* 

dx

+  C. 100.

x +  3 cos2 x '

Интегралы вида С — —  dx: 
J  ax* +  bx +  cax8 +  bx +  с 

ОШ. ± m l ,< ,Ц 1  +  С. ,03.

102. dx
J  x* +  2x +  5 •

1 ■ Ж+1 , r  ,AQ f  dX n  1 Зле--- 1Отв. —?= . arct g— +C .

104. J  ** +  3 * + l
Отв. 1 |2x +  3— V  5 ----: In 1

Отв. — 1 n 4

107.

V  5 \2x +  3 + V 5  

+ c ' m - $ S Г 5 5 + Р

+  C. 105.

7 h  e 7 T f
dx

f —  J  3-*1

At—5

^  . 0 . Отв. —1=: arctg +  C. 2*+2 5 s  ^  5

1:jc1— 6л+  5 • 

Ome. arctg (2z— 1) +  C. 

. . .  f  (6x~ 7) d* 
108• J  3 ? - 7 * + l l  •

Ome. In |Здс*— 7x + 11 / +  C. 109. J . Ome. 1  In (5*2- 3 *  +  2 ) -

“ s T l f arctg W +c> ,10‘ | ^ - Г + 1 dx- 0me4  ln ( * * - * + и +
1 1 '7- I 1 r.

Ome. — In (Зле— 1) ++  - t=  arctg +  С. i l l .  i д - г г ----- T
У 3 V 3  J  6хг+ х —1

+  ~2 ln (2x +  1) +  C. 112. J  aJ*!L r u -9 dx' 0me• T  ln (5** — x +  2) +

+

+ - j l n  |2*1 — *  +  1

Ъхг __ x | 2

JF»1"'8 W +c- ' ш 1 T S S f r *  *’- т  +
1 Ю..2 u I i I I 1 — 1 , „  Г d*

Ome. a r c tg ----- ^
1^7 / 7

T F 7 a' cfeT 7  
± ! + c .

+  C. 114 I2 cos2*+ s in  x cos *+sin**



Интегралы вида Г г , °  ■. dx: 116. Г . ------- .
J  V a x ' +  b x + C  J  / 2 - & - 4 * «

Отв. arcsin +  С. 116. Г j X =  . Отв. In | дс+А +
2 Y 41 J  V i j - x  +  x* %

+  у г * , +  * + 1  1 +  С. 117. |  у 2 d̂ +  s ,  • 0 т в - In | S  +  a +  2aS +  S*l+ C .

. . .  Г dx n 1 1 бл+ 7 f  dx118. I ■— - . Отв. —7̂ = arcsin ------ + G . 119. I y i — .
J  V  5 - 7 j c — 3x* ^  3 Y 109 J  V x (3 x  +  5)

Отв. - L  l„  | 6* +  5 +  У Ш Щ + Ь )  | + C . 120. j  y 2^ * x _ x, •

Отв. arcsin +  C. 121. Г dX ----- - Отв. — ln |10jc — 1 -f-
V 17 J  V b x ' - x — 1 V  5

+  20 (5x*— x — 1) I - f  C, 122. Г - ■■■ 2o*~*~A— dx. Отв. 2 Y ^ + h x  +  r. +  C.
J  у  ax* +  bx +  C

123. Г . J x.± -3)l x—  . Отв. - i  Y 4a:2+ 4a:+ 3  +  A  In | 2* +  i +
J  V4x* +  4x+ 3  4 4

+  Y 4дс*+4дг+3 | +  C. 124. Г J - X~ 3)- - ~ . Oma.- ^ 3  + 6 6 x -1 U *  + C .
J  Y  З +  ббх- l U *  и

125. Г -} X . Отв. — j  Y 3+ 4* —4x* +  arcsin 2* 1 +  C. 
J  П + 4 * - 4 * ( 4 4 2

126. Г r t ± L = , dx. Om e.4-Y2x‘ —x + - ^  ln (4x— 1 -f- Y 8 (2x*—x))+C. 
J  Y x  (2x — 1) 2 4 К 2

II . Интегрирование по частям: 127. ^ xexdx. Отв. ех (х— 1) +  С. 

128. j ‘ х In х dx. Отв. -А Xх ^ In х — i  ^ +  С. 129. J  х sin х dx. Отв. sin х —

— * с о з л :+ С . 130. ^1п х dx. Отв. дг (1 п д:— 1) +  С. 131. J  arcsin х dx. Отв. 

х arcsin x + Y  1 — хг +  С. 132. J  In (1 — х) dx. О тв.— х — (1 — х) In (1 — х) +  С. 

133. ^  хп In xdx. Отв.  ̂In * — +  С. 134. ^  х arctg х dx. Отв. 

■i- [(**+  1) a r c tg * — * ]+ С . 135. Ц х arcsin х dx. Отв. -i- [(2лг* — 1) arcsin л:-f- 

+  х V 1— * 21 + С . 136. ^ In (хг +  1) dx. Отв. х In (дс+ 1) — 2х +  2 a rc tg х +  0 . 

137. J  arctg Y  х dx. Отв. (x-\-1) arctg x — V  *  +  C. 138. J  ,arcsj ^ J ^  x dX- 

Отв. 2 Y~x arcsin Y~x-J-2 Y 1— x +  C. 139. J  arcsin j/ ~  ^   ̂ dx.

Отв. x arcsin x - f  arctg Y  *  +  C. 140. j" x cos* x dx. Ome. ~ -̂\-
1 . ^ . 1  n ^ С x arcsin x , „ ;  _-|--r x s in 2* -| --a -co s2*-j-C . 141. I ■ r ... -  dx. Отв. x— y l — * г arcsin x +  C. 
4 о J  V 1 —jc*
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,лп Г * arcts х Г, х . 1 (.•„ 1 a rc tg *  , „
J ( * 2+ l ) 2 4 ( 1 + * 2) +  4 g *  2 1 + * * + С>

143. J  * arctg Vx2— ldx . Отв. -i- л:® arctg Vx2 — 1—у  Vx2— 1 +С.

Г arcsin х . 1 лГ\ _  ,г  1
144. —хг dx- Отв. In -------— — — -a rc s in  *  + С.

145. J  In (* + V l + x 2) dx. Отв. x In | * +  V T + ?  | — V T + I 2 + C.

jJO f  . x dx -  a rc s in e  , 1 , 1 —д; I146. \ arcsin x —F= = : . Ome. - _ -.......... 4- — In r—— .
J V (l—x*y V l - x *  2 l + x \

Применить тригонометрические подстановки в следующих примерах:

147. J  — ах2—— dx. Отв. — —а^—- —arcsin +  С. 148. j* *2/ 4 —х2 dx.

Отв. 2arcsin-£-— ^ * V 4— х2 +  \-х3 V 4—х2 +  С. 149. Г ----- ? Х~—г .
2 2 4 J  *  VT+ 1?

Отв. —~ .} .^ Х.. -^ С .  150. С — dx. Отв. V х2—а*—aarccos — + С.X J  * * ^
Г dx X 1
J  V(a2+x2)3' °тв■ а2у& + &+°-

f* 2х_1
Интегрирование рациональных дробей: 152. J  —— — — dx.

о » - j i> + i ) ( ; + 3 ) „ + 5i - ' " ( > + 5 ) ^ + 1 ) •

. о » ,. ^ + * + , „ | М | + с.

S (x --1 ) t  + v  0ш- 7 - 2' + l ' n j f r T ?  +  T  In (*+ 2)+ C .
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154

155

15e- ° ~ , 4 t  +  111 f E l + C -

o™ . j ^ + m t ^ + c .  i n .  л .  o « .

+ ' " f f T T ? + a  ° “ " - 7 т 4 т а  +

+ ' " ( Ш ) , + С ' ,eo- j ^ T T r  о » " - h  И щ + ° -
a

l c , Г 2*2— 3 * — 3 . „  , (x2— 2* +  5) 2 , 1 , * — 1 
W I* j f r = l ) ( * » - 2 *  +  5) ^  ° me- ln * - 1  ■ ■■+2 afCtg 2

I62‘ ^ "+ 6^+8  dx• 0me- ln 7 ^ ^ + T arctg f — 7 i arctg 7 i + c * 

1C1 Г Л 1 I (X + l)2 , 1 x 2 * ---1 , _
163- J f t t -  0wa- 6 ln * » _ * + 1 ~+ 7 1 arctg - y j +
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164 Злг—7
+  ** +  4л: +  4

п 1 , хг -\-х У  2 +  1 -/■— , х V  2 _Отв. — In — ----- — - + F  2arctg  -----------т + С .
V  2 хг—х V  2 + 1  5 1 - л : 2

_ . ' лс* +  4 . 1 , х , _ « „ . Г  4с(л:
• 0me- 1п 77+1)2 +  у  arc‘g у  +  с - j  **+ Т  *

166. dx.

Отв. -g- [л:* +  In (л:*— 1)] + С .

+  h , ( « 4 - V - 4- i ? i a r c t g ^ 1  +  C.

167

Отв. Зл:* — 1
( * _ ! ) ( * • + ! )

Г* л:’  +  л:— 1 2 —х
• J  (*2 +  2)2 dx■ ° т в ■ 4 (хг +  2) +

Р (4л:2.— 8л:) dx 
168- j  (л: — I)2 (л:2 +  l j*  ’

+  ,n (- ^ q r f + arcl2 ^  +  C- ,6Э- Ц(хг— х) (х2—х +  1)* "

Отв. In
х— 1 10 ,  2л:— 1 

=  arctg — т=г
2л: — 1 ; +  С.

3 ]/■ 3 3 (л:2—х +  1)

Интегрирование иррациональных функций: 170.

з /—

V x dx.
+ 1

°тв . ~ [ у х>— ! n ( ^ »  +  l ) ]  +  C. 171. Х dx. Отв. ^  У лг»-»
J  6 /  дс

~Та1У  *“  +  с . 172. Г 1Г х + 1  

J  *7 +  *
йл:. Отв. . _ 6_ + - 12_ + 6/-—̂  12/—^  

j/ * |/ jc

+  2 In * —2 4 In ( ’j /  х + 1  )  +  C. 173. ■Z+V
3 / — 

X

+  V  X +  V  X + l
dx.

Отв. -g- У Xs ~  ~2 У  ж*+  4 У  x — 6 у  х +  6 у  х 9 1 п ( | / л : + 1 )  +

1 —х dx 
Г+хТ* •

Отв. In
V  I - X + V l  +  X
V i - x - V i  +>

V\ — xl

m .

j v m ¥ -

Dm.. 2 arctg т / [ ^ + + c .  ” »• f  T ^ T T / i  J <-
'  * + *  к 1+ * + / 1_ *  J ^ ' + 7 i ! _

Оп»в.14р1/ ~ - у [ / ^  +  у 1̂ - ] / л : 2+ ^ 1)/ л С5]  + C .  177. j  | / "

Ome. У"3л:г — 7л: — 6 + -  j^--= In ^л:— g—f- j/ ~  x*----- g- л:— 2^  +  С.

Интегралы вида

Отв. =  In
3

Г Ж*. / ах2 +  bx +  с) йл::

/дс*—дс + 3—V  3 , 1

Отв. V 2=  In

х 2 V z
у 2 +  х — х2+  V  2 1__

х 2 / 2

+ с.

Г rf*
J  * / * 2- *  + 3 *
С 4л:
J  х V 2  +  X—X*

+  С. 180. Г ,  dX —= .
J  х V х2 +  4л:— 4

178.

179.



Отв. arcsin *— ^= +  С. 181. Г У *  +  2jr dx. Отв. У  хг +  2х +
х у 2 J  х

+  1 п | х + 1  +  V I * + 2 i\  +  C. 182. (*- = ■■' dX - ■ Отв. +  П.
J  У (2 х -х 1)* V2x-x5

183 J  У ^х —x*dx. Отв. [ ( х — 1) У 2 х —хг +  arcsin (дс — 1)] +  С.

,84 - J  x - y ^ H J  • 0m e- 4 + Т  1 ^ = 7 - ± 1 п | х + К ? = Т \ + С .

185. Г ---------------Отд. In . f + ^ + ^  +  f L -  + С.
J  (1 -1- х )  У 1 + х + х *  2 +  x + V l + x  +  x*

186. (" '■ »  * t L = = = -  dx. О т в . ----- -- '  - +  С. 187. f  ^ ^ ‘ l ^ t ^ dx.
J  (2х + х ) К  2х  +  х  V^2x  +  х г J  x  У \ + х + х г

Ош. l n | ? ± * = i £ I ± £ ± 2 |  +  c . 188. У

Отв. + 1п  [ х  +  2 +  У У  +  4х| +  С.
х + у  хг+  4х

Интегрирование дифференциальных биномов:
а 1

189. ^  ^ ^ Х dx. Отв. 2 (1  + х  * )  +  С. 190. ^  х ‘ ( 2  +  х  * )  dx.

2 5

0mfl. i t o » - _ 16/ + с . 191. f _____dx.............. Qme_____ х___ +  С.
15 Г  i  J  JL / Т + F

(!+ **) 1

192. f -------^ — 7 . Отв.—(1 + x * f  Т  ^ 2 х + 1 ) + С .  193. Г Y ( l  + x " h ’

x l  (1 + х г) 1

— Г ЛГ 2 — ,3/ ~
Отв. А  (7 | ^ 1 _ 4 )  (1 +  / 1 )  4 +  С. 194. \ dx.

3 6 8  НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ [|'Л. X

Отв. 2(4  +  3 195. j x ‘  / ( 1  +  х>)1 dx. О тв. (1+ *»)“ .

Интегрирование тригонометрических функций: 196. f  s in * x d x .

1 Г 2Отв. -g- c o s * x — c o s x  +  C. 197. \ sin5x d x .  Отв. —c 0 sx  +  - ^ -cos*x —



203

202.  J c o s * x dx.
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Отв. j g  ^ 5* +  4 s i n  2* — +  -^ si n 4х j  +  С.  

. J s i n 4 *  cos* x dx. Отв. ^Здс— sin 4 * + —̂ * ^ +  C. 204. ^ t g * * d * .

J  ctg l xdx . О т в . ctg4 *  + y  ctg* x +Отв. +  I COS* I +  C,

+  ln  | s in x | + C .

205.

206 . j c t g * * d * .  Отв. — - у - —ln|sin*|+C. 

js c 'x d x . Отв. — ^  +  +  tg* *  +  fg*  +  C. 208. j* tg1 *  sc* *  dx.

a™. i l ^ + c . m  ^ . о ш . „ , + m

207.

Отв. С — csc*.

212.

Отв.
I

j
s in ’ * d *  _ 3 ~r , „ — r  . _ 

Отв. - j  cos * *  +  3 cos ’  *  +  C.

s in  *  sin 3* dx. Ome 

s in  11* , s in  3*
~W~  +  _ 6~
Г 1 3 

215. \ sin — * c o s  —  xdx.

8
sin 4* +  s m 2* + a  2|3 j

+  C .214 .  j  cos 2*  sin 4* dx. Отв.

cos 4* cos 7* dx. 

cos 6*  cos 2*

Отв.

12
cos *

: +  C.

2 + cosT *  + C-

216.

217.

Отв.

dx 1
— r—i—  . Отв. -5- ln 4 — 5 s i n *  3I 

$ f =

2 ^ - 1
dx
3cosx~ • a w .  T arctg 2 tg

1 + 1
+  *  +  C. 219. I

*

2"
cos * rf*
1 +  COS * ’

+ c.

+  C. 218. f - ^ 4  
J  1 + s isin дг

O/ne. x  — tg .— +  C.

220. (*— A-Si” -* -z— dx. Отв. arctg (2 sin* л:— 1 ) +  C. 221. f  
J  cos4 jc +  sin4 x J

dx
(1 + cos *)* "

л  1 i  *  , 1 ,  I  JK , .Отв. у  tg y  +  e tg y  +  C . 222. J: dx Отв.
‘ - т [

c t g *  +
sin* *  +  tg2 * ’

+ ^ arCt4 ^ ) ] +C- 223- j » ' T ^ dJC' Cme ^ 2a rc tg ^ - * + C .
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§ t .  Постановка задачи . Нижняя и верхняя интегральные суммы

Мощным средством исследования в математике, физике, механике 
и других дисциплинах является о п р е д е л е н н ы й  и н т е г р а л  — 
одно из основных понятий математического анализа. Вычисление пло­
щадей, ограниченных кривыми, длин дуг ,  объемов, работы, скорости, 
пути, моментов инерции и т. д . сводится к вычислению определен­
ного интеграла.

Пусть на отрезке [а, Ь] задана н е п р е р ы в н а я  функция у — / ( х) 
(рис. 206 и 207). Обозначим через от и УИ ее наименьшее и

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

V/ у Сп
к

*0 С,

Г /
Л

/ д,
Н,

А Ц в
О х0=а х, х± х„_,хп=Ь 'х

Рис. 206. Рис. 207.

наибольшее значения на этом отрезке. Разобьем отрезок [а, Ь\ на п 
частей точками деления

а — х0, Xj, хг1 . . . у  х п =  bt
причем

х0<С.хХ<̂ х2<̂ .. * ,<Zxn}
и положим

х х х0 =  Ахх, xt x i =  Axt, . , . ,  хп хп_х =  Ахп.
Обозначим, далее, наименьшее и наибольшее значения функции /  (дг)

на отрезке [ха, я , ]  через от, и Мх, 
на отрезке \хх, х г] через от2 и Mv

на отрезке хп] через т п и Мп.
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Составим суммы
£„ =  mlAxl +  mtAxt +  . . .  +  т пАхп =  2  miАх0

/ = 1

=  Ж, A x t +  Мг Axt +  . . .  +  MnAxn =  '2l MiA x i. (2)
i=i

Сумму называют нижней интегральной суммой, а сумму sn— 
верхней интегральной суммой.

Если f ( x )5 г 0, то нижняя интегральная сумма численно равняется 
площади «вписанной ступенчатой фигуры» AC0NiC1Nl . . .Cn_^NnBA, 
ограниченной «вписанной» лома­
ной, верхняя интегральная сумма 
численно равняется площади «опи­
санной ступенчатой фигуры»

АК0С1К1. . .С п_1Кп_1СпВА,

ограниченной«описанной»ломаной.
Отметим некоторые свойства 

верхних и нижних интегральных 
сумм.

а) Так как т 1^ М 1 для лю­
бого /(/ =  1, 2, . . . ,  п), то наос- g 
новании формул (1) и (2) имеем:

(Знак равенства будет только в случае, если / (х )  =  const.)
б) Так как

■ т ,  т г 5 = т , т„ т,
где т — наименьшее значение f(x)  на [а, Ь], то
sn =  mlAxl +  mtAxt +  . . .  +  mnAxn 5 = mAxt +  т А х г +  . . .  - f  mAxn =i

=  m(Axx + A * , +  . . .  +  Axn)= m (b— a).
Итак,

m(b — a).
в) Так как

где N! — наибольшее значение f(x )  на [a, b], to
Jn =  AfjAx, +  MtAxt +  . . . - +  MnAxn <  AIAx, +  MAxt +  . . . - +  MAxn=

=  A J(A x ,4 - Ддг2+  . . .  +  Axn) — M(b— a).
Итак, _

M(b — a).
Соединяя вместе полученные неравенства, имеем: 

m(b— a) < s n < A f(& — а).
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Если /(дг)^г 0, то последнее неравенство имеет простой геоме­
трический смысл (рис. 208), так как произведения т(Ь  — а) и М(Ь— а) 
соответственно численно равны площадям «вписанного» прямоуголь­
ника ALtLtB и «описанного» прямоугольника ALXLZB.

§  2 . Определенный интеграл

Продолжим рассмотрение вопроса предыдущего параграфа. 
В каждом из отрезков [х0, х , ] ,  [х ,, х , ] , [ х , , . , ,  x„J возьмем по 
точке, которые обозначим £„ £„ (рис. 209),

X t, •• • ,  x n_,<c xn.

В каждой из этих точек вычислим значение функции /(£ ,) ,  /(£,), • • • 
•••I /(£«)• Составим сумму

s ^ / a . l A x . + Z ^ A x . - f  . . . + / ( ! „ ) Д х „  =  2/(& ,)Д*< - 0>
I-si

Эта сумма называется интегральной суммой для функции / (х )  на

отрезке [a, ft). Так как при произвольном принадлежащем отрезку 
1х,_„ Х,1, будет

f»i < / ( ! , • ) <  Mt
и все Д х (> 0 ,  то

т,Дх,- </(£,.)Дх,. <  Ж;Дх„
следовательно,

V  т ,Д х , .  *£ 2/ (£ , .)Д х , .  <  S
Ы1 t = i i = i

или

(2)
Геометрический смысл последнего неравенства п р и / ( х ) ^ * 0  состоит
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в том, что фигура, площадь которой равна sn, ограничена ломаной, 
заключенной между «вписанной» ломаной и «описанной» ломаной.

Сумма sn зависит от способа разделения отрезка [а, ft] на отрезки 
[х ,_ „  *,.] и от выбора точек внутри получающихся отрезков.

Обозначим теперь через шах [х ,_ „  х ;] наибольшую из длин от­
резков [хв, х , ] ,  [х ,,  x t ], . . . ,  [x„_j, х„]. Рассмотрим различные раз­
биения отрезка [а, ft] на отрезки [ xf_ Х;) такие, что шах [х ,_ „  х (]—>-0 . 
Очевидно, что при этом число отрезков п в разбиении стремится 
к бесконечности. Для каждого разбиения, выбрав соответствующие 
значения £;, можно составить интегральную сумму

2 / (Е , )Д х , . .
i —1

Таким образом, можно говорить о последовательности разбиений и 
соответствующей последовательности интегральных сумм. Пусть при 
некоторой выбранной последовательности разбиений, когда шах Д х ;—>-0, 
эта сумма *) стремится к пределу /.

Если при любых разбиениях отрезка [а, ft] таких, что шах Дх,-—>-0,
П

и при любом выборе точек £,• сумма 2 / (£ ;)A * ; стремится к тому
/=1

же пределу У, то говорят, что функция / ( х ) — подынтегральная 
функция— интегрируема на отрезке [a, ft], предел 1 называют опре­
деленным интегралом от функции / (х )  на отрезке [а , ft]. Обозна- 

ь
чают его \) f(x )d x  и пишут:

а
Ь

lim 2 / (У Д х , -  =  5 / (х М х .
max Ддг^-ю i  = i  a

Число а называется нижним пределом интеграла, ft— верхним пре­
делом. Отрезок [а , ft] называется отрезком интеграции, буква 
х —переменной интеграции.

Укажем без доказательства, что если функция y  — f(x) непре­
рывна на отрезке [a ,  ft], то  она интегрируема на этом отрезке **).

Очевидно, что если при какой-то последовательности разбиений 
таких, что шах Д х , —*-0 , мы будем рассматривать последовательность 
нижних интегральных сумм sn и верхних интегральных сумм sn для 
непрерывной функции /(х),  то эти суммы будут стремиться к тому

*) В данном с лучае  сумма явл яется  упорядоченной переменной величиной.
**) Читатель,  интересующийся доказательством этой теоремы, может 

найти его, например, в книге Г. М. Фихтенгольца «Основы математического 
анализа» .



3 7 4 О ПРЕДЕЛЕН НЫ Й И Н Т Е Г Р А Л [гл. XI

же пределу /— определенному интегралу от функции /(лс):
п *

lim 2 w ;Ajt,-= \ f{x)dx,
m ax Дх*->-о i  =  i д

lim ( f ( x) dx.
m ax = 1 д

Среди разрывных функций есть как интегрируемые, так и неин- 
тегрируемые.

Если построить график подынтегральной функции у= / (х),  то 
в случае f(x )  3 * 0 интеграл

будет численно равен п л о щ а д и  так называемой криволинейной.
трапеции, ограниченной указанной кривой, пря­
мыми х =  а, х =  Ь и осью Ох (рис. 210).

Поэтому, если требуется вычислить площадь 
криволинейной трапеции, ограниченной кривой 
У —/(х), прямыми х =  а, х = Ь  и осью Ох, 
то эта площадь Q вычисляется с помощью ин­
теграла:

ь

Рис. 210. Q =  5 f (x )  dx. (3)

З а м е ч а н и е  1. Отметим, что определенный интеграл зависит 
только от вида функции f{x)  и пределов интеграции, но не от пере­
менной интеграции, которую можно обозначить любой буквой. По­
этому, не изменяя величины определенного интеграла, можно заме­
нить букву х любой другой буквой:

ь ъ ь
S f ( x ) d x = \ f { t ) d t =  . . .  =  J /(*)<**.

При введении понятия определенного интеграла  ̂ f (x )  dx мы
а

предполагали, что а < Ь .  В случае Ъ <  а примем по о п р е д е л е н и ю
Ь а

$ /(•*) dx — — \f(x)dx .  (4)

Так, например,
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Наконец, в случае а*=Ь полагаем по о п р е д е л е н и ю ,  что для 
любой функции f(x)  имеет место

а

(x)dx =  0. (5)l f (>

Это естественно и с геометрической точки зрения. В самом деле, 
основание криволинейной трапеции имеет длину, равную нулю, сле­
довательно, и площадь ее равна нулю.

ь
П р и м е р  1. Вычислим интеграл ^ kx dx (b>a).

а
Р е ш е н и е .  Геометрически задача эквивалентна вычислению площади Q 

трапеции, ограниченной линиями y =  kx, х =  а, х =  Ь, у = 0  (рис. 211).
Ф ун кц ия  y =  kx, стоящ ая под знаком интеграла ,  непрерывна. Следова­

тельно, для  вычисления определенного интеграла мы вправе, к а к  это было 
замечено выше, произвести разбиение отрезка 
[а, b] произвольным способом и произвольно вы­
брать промежуточные точки Резул ьтат  вычис­
ления определенного интеграла не зависит от 
способа построения интегральной с ум м ы — лишь 
бы шаг разбиения стремился к  нулю.

Делим отрезок [а, Ь] на л равных отрезков.
Д лина Ах каж дого  частичного отрезка  равна

Д х =»^— ^5 ето число и будет шагом разбиения.

Точки деления имеют координаты:

а = -* 0, * ,  =  а  +  Ах, 
xt <=a-\-2Ax............ хп*=а +  пАх.

В качестве точек возьмем левые концы каж дого  отрезка

£ , - . а ,  1г — а +  Ах, £ ,-=а +  2Дх............ |„ =  а  +  ( л — 1) Ах.

Составим интегральную сум м у  (1). Т ак  к а к  /(£,) =  ft£,-, то

s„ =  k^Ax+kltAx + . . .  +  k lnAx =
■«йаДл+[А! ( а+ Д х ) ]Д х + .  . .+ { & [а + (л — 1)Ддг]}Дл:=я 
— к{а +  (а-\-Ах)-\-(а-\-2Ах) +  . . . + [ а + ( п — 1)Ддс]}Ддг =»
-= ft {яа +  [Дх +  2Дл: + . . . +  (л — 1)Дх]}Длг =

. = й { п а + [ 1 + 2 + . . . +  (л — 1)] Дл:} Дг,

где Ах —  ̂ Я- . У читы вая ,  что

1 + 2  +  . . .  +  ( л - 1 ) ^ - 1 П2~ 1 )

(как сумма арифметической прогрессии),

. Г . л ( л — 1) Ь— а \ Ъ— а . Г , п— ХЬ—аЛ.,
. . - f t  [ л а +  ------------_ J  — =  ft [ а + —  — j  (Ь -а).
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lira 1 = 1  =  Х,
П-+ 00 П

llm s„ =  Q =  ft Га + tz°\(b-a)= k£ = * .
tl —У 00 L ^ ^

[ г л .  x i

И так ,

Площ адь ЛЯ&а (рис. 211) легко  вычислить методами элементарной гео­
метрии. Р е зу л ь т а т  получится тот же.

Ь
П р и м е р  2. Вычислить J  х* dx.

О
Р е ш е н  и е. Д ан н ы й  интеграл равен площади Q криволинейной трапеции, 

ограниченной параболой у =  хг, ординатой х= Ь  и прямой 
и=х, У =  0 (рис. 212).
у  Разобьем отрезок [а, Ь] на п равных частей точками;

д:о =  0, х1 =  кх, х2= 2 Д * ,  хп =  Ь =  пАх,

Д х  =  — . п

З а  точки возьмем крайние правые точки каж дого  из от­
резков.

Составим интегральную сум м у !

&п =х\Ь.х +  х\Ах-{-. . .  -\-хгпАх =

0 \х,хг ь Т  =  Л*  +  (2Д*)’ Л* + . . .  +  ( n W  Лдс] =

Рис. 212. =  (Д*)а [12 +  2! +  .

К а к  известно,

1Ч П з ч . . + « ! = ^ ^ ) ,

поэтому



ь
П р и м е р З .  Вычислить J  mdx (m =  const).
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а
Р е ш е и и е .

ь п п
\mdx =  l i m т  Дх;  =  11m m V  Ах/=

тахДдг;-+о т а х Д х ;- » «а ‘ 1=1  * 1=1
п

■ т lim У  дх, =  /п(6 —а).
тахД*<-»о

п
Здесь есть сумма длин отрезков , на которые разбит отрезок [а ,  6].

i=i
При любом способе разбиения эта с умм а равна длине отрезка  о— а.

ь
П р и м е р  4. Вычислить J  ех dx.

а
Р е ш е н и е .  Снова разделим отрезок [а, b] на п равных частей: 

х0 — а, х ,  =  о +  Д х ............ х„  =  а  +  пДх; Дх =  А _ ?  .

За точки £ возьмем левые крайние точки. Составим интегральную сумму:

sn—eaAx-\-ea* l>'xAx-\-. . .  +  еа+(,1-1>Лд; Дх=»
—еа (\ +  е4 * +  е гДд: +  . . . + е (г1- 1)Л*)Длг.

Выражение в скобках  есть геометрическая прогрессия со знаменателем е^х 
и первым членом 1, поэтому

-ПД* 1 д х

•«= * ‘ - > г = Г  ’ - 1) ^ Т -
Далее , имеем:

пАх =  Ь—а; lim —--- -----=  1.
Ддс ->о е Дл:—..{

^По п рави лу  Л опиталя  lim lim ~  — 1.^  Таким образом,

lim sn =  Q —еа (еь~а— 1)-1 = е ь— еа,
П~> 00

то есть
ь

ех dx =  eb—ea.S
З а м е ч а н и е  2. Только что рассмотренные примеры показывают, 

что непосредственное вычисление определенных интегралов как пре­
делов интегральных сумм связано с большими трудностями. Даже
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в тех случаях, когда подынтегральные функции являются очень про­
стыми (kx, Xs, ех), этот способ требует громоздких подсчетов. На­
хождение же определенных интегралов от более сложных функций 
приводит к еще большим трудностям. Поэтому естественно возникает 
задача: найти практически удобный метод вычисления определенных 
интегралов. Этот метод, открытый Ньютоном и Лейбницем, использует 
глубокую связь, существующую между интегрированием и дифферен­
цированием. Изложению и обоснованию этого метода посвящены сле­
дующие параграфы настоящей главы.

§  3. Основные свойства определенного интеграла

С в о й с т в о  1. Постоянный множитель можно выносить за 
знак определенного интеграла: если А =  const, то

ь ь
\^Af(x) dx =  А^ f ( x ) dx. (1)

а  а

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Ь п

СA f(x )d x =  lim 2 A / U ;)  А х ,.=
J  max A*->-o/ = i
a

n

— A lim '2 if(\ i) b x i — A [f(x )d x .
max Ax- + о i = i J

С в о й с т в о  2. Определенный интеграл о т  алгебраической сум­
мы нескольких функций равен алгебраической сумме интегралов 
о т  слагаемых. Так, в случае двух  слагаемых

ь ь ь
5 [/, (* )+ / *  (*)] dx =  $ Л  (*) dx +  $ л  (X) d x • (2)
а а  а

Д о к а з а т е л ь с т в о .

? [/ , (■ * )+ / * (* ) ]d x=  t o  2 [ Л ( 6 / ) + / , ( Б ( ) ] Д * , -
J  тахАд:->о i —1а

*= lim [2 /» (Б*) b x t + i t f t & t )
maxA*-»-o l = i i = 1

=  l ‘m S / i ( 6 ( ) A * j +  Иш 2 / *  (Si)  A * , =
maxA*->(W = i т ах Д л :-* 0 | = 1b b

■ = $/ ,(* )  d x + l / t {x) dx.



Доказательство проводится аналогично для любого числа сла­
гаемых.

Свойства 1 и 2, хотя и доказаны только для случая a<ib ,  
остаются в силе и при а ^ Ь .

Однако следующее свойство справедливо только при а<СЬ: 
С в о й с т в о  3. Если на отрезке [а, Ь\, где а<С.Ь, функции 

f (x )  и ф(д:) удовлетворяют условию / (х )  ^ ф  (х), то
ь ь
^/(х) d x ^   ̂ф (х) dx. (3)
а а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим разность

ь ь ь
 ̂ Ф  (х) dx — J  /  (л:) dx =  J  [ф (х) — /  (*)] dx =>

а  а а

=  lim 3 [ф(Е,)— / (£ , ) ]Д * г.
max Дл:-*-о i = i

Здесь каждая разность ф (£,-) — /(£,•) ^  0, А х ^ О .  Следовательно, 
каждое слагаемое суммы неотрицательно, неотрицательна вся сумма 
и неотрицателен ее предел, т. е.

ь
5 [ф ( * ) — / (* ) ]  d x ^ O
а

или
ь ь
J  ф (x)dx— \j f ( x ) d x '^  О,
а а

Рис. 213.
откуда следует неравенство (3).

Если f(x)~>  О и ф (х) >  0, то указанное свойство наглядно иллю­
стрируется геометрически (рис. 213). Так как ф (х) ^ / (х ) ,  то пло­
щадь криволинейной трапеции aAtBtb не больше площади криволи­
нейной трапеции аАгВгЬ.

С в о й с т в о  4. Если т  и М— наименьшее и наибольшее значе­
ния функции /  (х) на отрезке [а, £] и а С  6, то

ь
m(b— a )s ^ ^ f(x )d x ^ M (b  — а). (4)

а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию

§  3 )  ОСНОВНЫЕ С ВО ЙСТВА О ПРЕДЕЛ ЕН НО ГО  И Н Т Е Г Р А Л А  3 7 9

m ^ f ( x )  М .
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На основании свойства (3) имеем: 
ъ h

Но

 ̂т  dx sg  J  /  (х) dx  ̂ М dx.
а а  а

Ь Ъ

 ̂ m dx—m(b— а),  ̂Mdx =  М(Ь — а)

(4')

(см. пример 3 § 2 гл. XI). Подставляя эти выражения в неравенство 
(4') , получим неравенство (4).

Если f ( x ) ^ 0 ,  то это свойство легко иллюстрируется, геометри­
чески (рис. 214): площадь криволинейной трапеции аЛВЬ содержится

между площадями прямоугольников aAxBfi 
и аАгВгЬ.

С в о й с т в о  5 ( Т е о р е м а  о с р е д ­
нем) .  Если функция f  (х) непрерывна на 
отрезке [a,  ft], то на этом отрезке най­
дется такая точка что справедливо 
следующее равенство: 

ь
\f(x )d x  =  \ b ~ a ) f(  1). (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть для опре­
деленности а <  ft. Если т  и Ж суть, соот­
ветственно, наименьшее и наибольшее 

значения f (x )  на отрезке [a, ft], то в силу формулы (4)

т  ■ dx М.

Отсюда

[М.

Так как /(х) непрерывна, то она принимает все промежуточные 
значения, заключенные между т  и М. Следовательно, при некотором 
значении £ (a = ^ | s^ f t )  будет  ц = / (£ ) ,  т. е. 

ь
^f{x)dx  =  f{ Q  (b— a).
а

С в о й с т в о  6. Для любых трех чисел а, Ъ, с справедливо ра­
венство ь с  ь

\j f ( x ) d x = \ j / (x )d x + \ j /(x)dx,  (6)
а а с

если только все эти три интеграла существуют.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим сначала, что а<С.с<^Ь, и со­
ставим интегральную сумму для функции / (х )  на отрезке [а ,  Ь\.

Так как предел интегральной суммы не зависит от способа раз­
биения отрезка \а,Ь ] на части, то мы будем разбивать отрезок [а , b] 
на малые отрезки так, чтобы точка с была точкой деления. Разобьем

ь
далее интегральную сумму 2 . соответствующую отрезку [a, ft] надвз

суммы: сумму 2 f соответствующую от-
а

Ь
резку [а , с] и сумму 2 > соответствую-

С

щую отрезку [с, ft].
Тогда

2  /  (6 , )  Дх,- =  2 3 / ( 6 , )  Ах,. 4- 2 / ( 6 , )  д ХР

Переходя в последнем равенстве к  пределу при шах Дх,-—>0, 
получим соотношение (6 ).

Если а< .Ь < .с ,  то на основании доказанного можем написать:
с  Ь с

5 f (x ) d x =  J / (х )  dx-\-\j f(x )  dx

или

 ̂/ (х )  dx — J  f(x )  dx— J  / (x )  dx\

но на основании формулы (4) § 2 имеем:

с  Ь

[ f ( x ) d x  =  — $ / ( x ) d x ,

поэтому

$ / (х )  dx =  ^ / (х )  dx +   ̂/ (х )  dx.

Аналогичным образом доказывается это свойство при любом дру­
гом расположении точек а, Ь и с.

На рисунке 215 дана геометрическая иллюстрация свойства 6 
для того случая, когда / ( х )> -0  и а < с < £ > :  площадь трапеции 
аАВЬ равна сумме площадей трапеций аАСс и сСВЬ.
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§  4. Вычисление определенного интеграла.
Формула Ньютона —  Лейбница

Пусть в определенном интеграле
ь
5 / (* )  dx
а

нижний предел а закреплен, а верхний предел Ь меняется. Тогда 
будет меняться и значение интеграла, т. е. интеграл есть ф у  н к ц и я 
в е р х н е г о  п р е д е л а .

Для того чтобы иметь привычные обозначения, верхний предел 
обозначим через х, а чтобы не смешивать его с переменной интегра­
ции, последнюю обозначим через t. (От обозначения переменной инте-

X
грации значение интеграла не зависит). Получим интеграл J f ( t )d t .

а
При постоянном а этот интеграл бу­
дет представлять собой функцию верх­
него предела х. Эту функцию мы обо­
значим через Ф (х ) :

X
Ф  {x) =  \ f( t)d t .  (1)

а

Если f ( t ) — неотрицательная функ­
ция, то величина Ф (х )  численно равна 
площади криволинейной трапеции аАХх 
(рис. 216). Очевидно, что эта площадь 
изменяется в зависимости от изменения х. 

Найдем производную от Ф (х )  по х, т. е. найдем производную 
определенного интеграла (1) по верхнему пределу.

Т е о р е м а  1. Если /(х)— непрерывная функция и Ф (х ) =
X

= 5  f( t )d t ,  то  имеет место равенство

Ф ' ( * )= / ( * ) .
Иными словами, производная о т  определенного интеграла по 

верхнему пределу равна подынтегральной функции, в которую 
вместо переменной интеграции подставлено значение верхнего 
предела (при условии, что подынтегральная функция непрерывна).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Дадим аргументу х  положительное или 
отрицательное приращение Дх; тогда (учитывая свойство 6 опре­
деленного интеграла) получим:

*  + Дх к х + Ддс

Ф (х  +  Дх) =  $ f { t)d t  =  ] f ( t ) d t +  J  f{ t)d t .
а а х
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Приращение функции Ф (х )  равно
х  х  +  Д *  X

Д Ф «= Ф (*  +  Д * )— Ф (* )  =  5 f ( t ) d t +  $ f ( t ) d t — ] f ( t ) d t ,
а х а

Т. е.
Х  + & Х

Д ф =  J  f(t)d t.
X

К последнему интегралу применим теорему о среднем значении 
(свойство 5 определенного интеграла)

Д Ф = / ( | ) ( *  + Д х — х ) = / ( | )  Ах,
где £ заключено между х  и х  +  Дх.

Найдем отношение приращения функции к приращению аргу­
мента:

ДФ _ /(£) А х  ,
Дх Дх 1

Следовательно,

Ф '  (х) =  lim =  iim / (£ ) .
Д х  ->• о “  Ддс ->  о

Но так как g —*х  при Д х —+0, то
lim /(| ) == lim /(£),

Ах -* о (,-* х

а вследствие непрерывности функции f(x)
lim /(£) —f(x).

\-*x
Таким образом, Ф ' ( х ) = / ( х ) .  Теорема доказана.

Данная теорема просто иллюстрируется геометрически (рис. 216): 
приращение Д Ф = / ( £ ) Д х  равняется площади криволинейной трапе­
ции с основанием Ах, а производная Ф ' ( х ) = / ( х )  равна длине 
отрезка хХ.

З а м е ч а н и е .  Из доказанной теоремы, в частности, следует, 
что всякая непрерывная функция имеет первообразную. Действи­
тельно, если функция f ( t ) непрерывна на отрезке [а, дг], то, как ука­
зывалось в §  2 гл. XI, в этом случае определенный интеграл
X
 ̂f( t )d t  существует, т. е. существует функция 

а
х

Ф (*) =  $/(<) dt.
а

Но по доказанному выше она является первообразной от / (х ) .



Т е о р е м а  2. Если F(x) есть какая-либо первообразная от  
непрерывной функции / ( х ), то справедлива формула 

ь
j  f (x )d x  =  F(b)— F(a). (2)
а

Эта формула называется формулой Ньютона — Лейбница*).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть F(x) есть некоторая первообразная

X

от функции f(x).  По теореме 1 функция  ̂f( t )  dt есть также перво-
а

образная от/(лг). Но две любые первообразные от данной функции отли­
чаются на постоянное слагаемое С*. Следовательно, можно написать:

X

\ f( t )d t  =  F(x) +  C*. (3)
а

Это равенство при соответствующем выборе С* справедливо при всех 
значениях х, т. е. является тождеством. Для определения постоян­
ного С* положим в этом тождестве х =  а\ тогда

а

\ f[ t )d t  =  F(a) +  C*,
а

или
0 = F(a) + C*,

откуда
С* — — F (а).

Следовательно,
X

\ f( t )d t  =  F (x ) -F ( a ) .
а

Полагая х — Ь, получим формулу Ньютона— Лейбница: 
ь
J f ( t ) d t  =  F (b ) -F (a ) ,
а

или, заменив обозначение переменной интеграции на х: 
ь
$ / (* )  dx =  F (b )-F (a ) .

а

Отметим, что разность F(b)— F(a) не зависит от выбора перво­
образной F, так как все первообразные отличаются на постоянную 
величину, которая при вычитании все равно уничтожается.

*) Необходимо отметить, что такое название формулы (2) условно, посколь­
к у  ни у  Ньютона, ни у  Лейбница не было такой формулы в точном смысле 
этого слова. Но важ но  то, что именно Лейбниц и Ньютон впервые устано­
вили с вязь  между  интегрированием и дифференцированием, позволяющую 
создать правило д л я  вычисления определенных интегралов.
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Если ввести обозначение*)
F(b)~F(a) =  F(x) \>,

то формулу (2 ) можно переписать так:
ь
\f{x)dx  =  F(x)\ba — F (b)— F {а).
а

Формула Ньютона — Лейбница дает практически удобный метод 
вычисления определенных интегралов в том случае, когда известна 
первообразная подынтегральной функции. Только с открытием этой 
формулы определенный интеграл смог получить то значение в мате­
матике, какое он имеет в настоящее время. Хотя с процессом, ана­
логичным вычислению определенного интеграла как предела интеграль­
ной суммы, были знакомы еще в древности (Архимед), однако при­
ложения этого метода ограничивались теми простейшими случаями, 
когда предел интегральной суммы мог быть вычислен непосредственно. 
Формула Ньютона — Лейбница значительно расширила область при­
менения определенного интеграла, так как математика получила об ­
щ ий м е т о д  для решения различных задач частного вида и поэтому 
смогла значительно расширить круг приложений определенного инте­
грала к технике, механике, астрономии и т. д.

П р и м е р  1.

Мы в дальнейшем будем употреблять и тот и другой способы записи.

13 Н. С. Пискунов, т. 1

ь

а
П р и м е р  2.

ь

а
П р и м е р  3.

ъ

а
П р и м е р  4. 

ъ

а

IЬ
*) Выражение |а называется знаком двойной подстановки. В литературе 

встречаются две формы записи: или

F ( b ) - F  ( a ) = | F ( * ) l a ,
или

F (b) — F (a) =  F (х) la.



П р и м е р 5.
г п

J  sin х dx= — cosjc J*" =  — (cos 2 я — c o s 0 ) = 0 .
0

П р и м е р  6.
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i

I x dx
V l+ x >

V l + X * \ \ = V  2  - 1 .

§  5 . Замена переменной в определенном интеграле

Т е о р е м а .  Пусть дан интеграл

еде функция f(x )  непрерывна на отрезке [а, Ь\.
Введем новую переменную t по формуле

х  =  ф (t).
Если
1) ф (а) =  а, ф(р) =  *,
2 ) ф (t) и ф'(<) непрерывны на отрезке [а, р],
3) /[ф-(0 ] определена и непрерывна на отрезке [а , р], то

ь р
'\j f{x )d x = '\ f[^ { t)]^ '{ t)d t .  ( 1)
а а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если F(x) есть первообразная для функ­
ции f(x), то можем написать следующие равенства:

^ f(x )d x  =  F(x) +  C, (2)

$/ [ф (* ) ]ф ' (t)dt =  F[y(t)] +  C. (3 )

Справедливость последнего равенства проверяется дифференцирова­
нием обеих частей по t. (Оно так же следует из формулы (2) §  4 
гл. X.) Из равенства (2) получаем:

ь
\ f(x )d x  =  F(x) Г  =  F(b) — F(a).
J  aa

Из равенства (3) получаем:

$ / [ф (* ) ]ф ' (#) == /=■ [ф (/)]  ̂ = / 7[ф(Р)] — F[<p(a)] =  F(b) — F(a).



И Н Т Е Г РИ Р О В А Н И Е  ПО Ч А С Т Я М 3 8 7

Х  —  Т при / = 2 •

Правые части последних выражений равны, следовательно равны и 
левые.

З а м е ч а н и е .  Отметим, что при вычислении определенного ин­
теграла по формуле ( 1) мы не возвращаемся к старой переменной. 
Если мы вычислим второй из определенных интегралов равенства (1), 
то мы получим некоторое число; этому же числу равняется и пер­
вый интеграл.

П р и м е р .  Вычислить интеграл
Г

^ V г2—x*dx.
О

Р е ш е н и е .  Сделаем замену переменной; 
x  =  r s in / ,  dx — г cos / dt.

Определим новые пределы:

х = 0  при < =  0,

Следовательно,

I я . ’

^ V  г2— хг dx =   ̂ V г 2 — г2,sin8 1 г cos t dt — r1 ^ V 1 — sin2 f cos / df =
0 0 I)

Я Я  я

- j  С047 Л “ ' * $ ( т + т “ а  ) :d t= r°  [ i + п г ] „  = т

Вычисленный интеграл с геометрической точки зрения представляет  пло­

щадь J -  кр у га ,  ограниченного окружностью х2 +  уг =  г2 (рис. 217).

§  6 . Интегрирование по частям

Пусть и и v — дифференцируемые функции от х. Тогда

(uv)' — u'v-\- uv' .

И н т е г р и р у я  обе ч асти  т о ж д е с т в а  в п р е д е л а х  от  а  д о  Ь, по­
л у ч им:

ъ ь ь
(uv)' d x —  ̂u'vdx +  J  uv' dx. (1 )

13 *
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Ь
Iь

Так как J (uv)' dx =  uv -f- С, то  ̂ (uv)' d x =  uv j * ;  поэтому равен-
a

сано в виде
ь ь

а =  J  г» du +  J “ dv,
а а

Ъ Ь

 ̂ и dv — uv \а — J  т» du.

ство (2) может быть записано в виде
ь ь

I ьuv

или окончательно

а
я

П р и м е р .  Вычислить интеграл /„ =  J  sin" х dx.
О

Л Л_ JT
2 2 9

/л =   ̂ sin" х d x=  ^ s in " -1 х sin х dx — —  ̂ s in " -1  x d cos x-
» » » ТГ' 4̂ 3lTX

я  JL

I * Г=  — sin” -1  *  cos л: I + ( n  — 1) \ s in " - *jiccosxcosjcdjc  =
О

Я_
2

=  ( n — 1) J  s in " - * x cos** dx =
О

2

=  (n— 1) J  s in"- * jc (1 — s in * * )d *  =

=  (n — 1) J  sinn~* x dx— (n — 1)^ sinrt*rf* .
о 0

В выбранных обозначениях последнее равенство можно записать т ак :  

/и = (п — 1) /„_* — (п— 1) /„,
откуда находим:

1п -* = г1п -г  (2)
Тем же приемом найдем:

/ = П  ̂I1 П — 2 п ___2  П — Х*

поэтому
, _ п— 1 п — 3 ,
п~ 1 Г 7 = 2



Продолжая таким же образом далее, мы дойдем или до /„ или до /, 
в зависимости от того, будет ли число п четным или нечетным.

Рассмотрим два случ ая :
1) п— число четное, п = 2 т :

2 m — 1 2 т  — 3 3 I 
г т ~  2 т  '  2 т — 2 ’ ' ' 4 * 2 °:

2) п— число нечетное, n =  2m +  l :
, 2m 2m — 2 4 2 ,
,m+1~ 2 m + l  ‘ 2m — 1 * ‘ ’ 5 * 3  "
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но так  к а к

то

2

-I
j

/0 =  J  sin0 x dx =  ^ d x = ~ t
0 0 

JL *
/,— ^ sin x dx =  1,

j 2 m — 1 2m — 3 5 3 1 я

П
2m 2m — 2 6 4 2

sin,m+I x dx ’ 2m +  l 2m— 1 ' '  ' 7 5 3
0

Из этих формул следует формула Валлиса , выражаю щая число —■
в виде бесконечного произведения.

Действительно из последних д ву х  равенств путем почленного деления 
находим:

п (  2 -4 -6  . . .  2 т  У  1 1гт (3)
2 \ 3 -5  . . .  ( 2 т — 1) У 2 т  +  1 

Д окаж ем  теперь, что
lim / гт  ■= 1.

® *гт + \
Д л я  всех х интервала ^0, справедливы неравенства 

s i n * * - 1 х >  sinim д: >  sin,,’,+I х.

Интегрируя в пределах от 0  до , получим:

I г т  - 1  ^  ^»я> ^  ^ i m  + V
откуда

г̂га + 1
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Из равенства (2) следует:
lrm-t_2m+1

Следовательно,
lim

т - +  оо / 2 т + ]

Из неравенства (4) получаем:
lim

, 2m 

= lim
2m

1 2/Я +  1

Переходя к пределу в формуле (3), получим формулу Валлиса:

J L =  lim [ 7  2 - 4 ~6 ••• 2m V ___ _̂_ ~[ _
2 m->® L \ 3-5  . . .  (2m — 1) У 2 m + l J

Эту формулу можно записать в следующем виде:
я  II™ / 2 2 4 4 6 2 т  — 2 2 т  2 т- =  11т
2 т-+о 2 т  —  1 2 т — 1 2m-f-

/ 2 2 4  
\ t ' 3 * 3

§  7. Несобственные интегралы

г ) -

1. И н т е г р а л ы  с б е с к о н е ч н ы м и  п р е д е л а м и .  Пусть 
функция / ( х ) определена и непрерывна при всех значениях д:, таких, 
что a sg: х  <  -f- оо. Рассмотрим интеграл

I(b )= \ f(x )d x .

Этот интеграл имеет смысл при любом Ь > а .  При изменении Ь интеграл
изменяется, он является непрерывной 
функцией Ь (см. § 4). Рассмотрим во­
прос о поведении этого интеграла при 
Ь—► оо (рис. 218).

О п р е д е л е н и е .  Если существует 
конечный предел

ь
lim \f(x)dx,+ * Z

то этот предел называют несобственным интегралом от функции/(д;) 
на интервале [а, + о о ]  и обозначают так:

$ f(x)dx .

Следовательно, по определению имеем:
+ оо b

 ̂ f ( x ) d x  =  lim <\j f(x )d x .
&-*• + »



+ 00
Говорят, что в этом случае несобственный интеграл  ̂ f (x )d x  су-

аЪ
ществует или сходится. Если \j f (x )d x  при b—>-+оо не имеет

а
+ оо

конечного предела, то говорят, что J /  (х) dx не существует или
а

расходится.
Легко выяснить геометрический смысл несобственного интеграла

ь
в случае, когда f ( x ) ^ 0 :  если интеграл {j f ( x ) d x  выражает пло-

а
щадь области, ограниченной кривой y = f ( x ) ,  осью абсцисс и орди­
натами х =  а, х — Ь, то естественно считать, что несобственный 

+ 00
интеграл  ̂ f(x )  dx выражает площадь неограниченной (бесконечной)

а
области, заключенной между линиями y —f(x) ,  х — а и осью абсцисс.

§ 7] НЕСО БСТВЕНН ЫЕ И Н Т Е Г РА Л Ы  891

Аналогичным образом определяются несобственные интегралы и 
для других бесконечных интервалов:

а а

 ̂ /  (х) dx — lim J  /  (х) dx,
— 00 
+ 00
5 f ( x ) d x =  5 f ( x ) d x +  J /  (x) dx.

— 00 — 00 С

Последнее равенство следует понимать так: если каждый из несоб­
ственных интегралов, стоящих справа, существует, то существует 
(сходится), по определению, и интеграл, стоящий слева.

+ 00 
Р dx

П р и м е р  1. Вычислить интеграл V г— —̂  (см. рис. 219 и 220).
J  i х



Р е ш е н и е .  По определению несобственного интеграла находим:
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1* да
I dx

\ + хг ь-
lim (* - dx~~ =  l im  a r c t g *  

-» + ao J  1 -j- X 6 -У -f 00
— lim arc tg  b = _

о b + oo 2

Рассмотренный интеграл вы ражает  площадь бесконечной криволинейной 
трапеции, заштрихованной на рисунке 220.

П р и м е р  2. Установить, при к ак и х  значениях а  (рис. 221) интеграл
+ 00

сходится и при к а к и х  расходится.

Р е ш е н и е .  Так как (при а  ф 1)

(* т г  =  г—— •*'"* Г =  г~— [Ь'~* — 1],J  х* 1— а  |> 1— а  ‘

f  Ит - J - ( 6' - * _ l ) .
J х ь-> 1 — а

Следовательно,
•г tw

С dx I
если а >  1, то I =  т - е. интеграл сходится;

1
+ 00 

Г dxесли а < 1 ,  то \ ^ -= о о , т. е. интеграл расходится.
1

+ 00
Р dx I 00

При а =  1 \ —  =  1п* =а> интеграл расходится.

dx 
1 +**

Р е ше н и е .

dx
П Т ?

— 00 — 00 V Q

Второй интеграл равен - у  (см. пример 1). Вычислим первый интеграл:

О О
Г — d-K--— =  lim С dx =  lim arctg дг J ° =  lim (arctg 0 — arctg a)= JL
J  1 - f  .t* a -  »  J  1 a  -  a> la a  -*• -  ® 2



Следовательно,
4- 00

Г dx п . п
J  Г + 7  ~ Т + ~2~П'

— 00

Во многих случаях бывает достаточно установить, сходится дан­
ный интеграл или расходится, и оценить его значение. Для этого 
могут быть полезными следующие две теоремы, которые мы приве­
дем без доказательств, а применение их покажем на примерах. 

Т е о р е м а  1. Если для всех х ( х ^ а )  выполняется неравенство

О < / ( * )  <<р(*)
-f ао +00

и если § ф(лг) dx сходится, то   ̂ f  (х) dx также сходится, при

§  7 ]  НЕСОБСТВЕННЫ Е И Н Т Е Г РА Л Ы  3 9 3

этом

а

П р и м е р  4. Исследовать, сходится ли интеграл

+ 00
dx

а + е х)

Р е ш е н и е .  Заметим, что при 1 ^ д с  

Д алее ,

I 1
< и

С - U - - 1J  хг X
+  CD

=  1.

Следовательно

dx
' ( 1 + е * )

1
сходится и его значение меньше 1.

Т е о р е м а  2. Если для всех х(х^ва) выполняется неравенство
•f QO

О С ф  (х) ^ f ( x ) ,  причем § <p(x)dx расходится, то расходится
а

+  С0

и интеграл J  f(x )  dx.



П р и м е р  5. Исследовать, сходится ли интеграл
+ 00

S я *
Замечаем, что

х+ \  х _  1 

V ?  У х "
Но

f  - 4 r - ? =  l i m  2 V х  6 = + о о .
J  Y  X. Ь-+ + оо 11

Следовательно, расходится и данный интеграл.

В последних двух теоремах рассматривались несобственные интег­
ралы от неотрицательных функций. Для случая функции /(х), меняющей 
знак в бесконечном интервале, имеет место следующая теорема.

+ 00
Т е о р е м а  3. Если интеграл J \f(x)\dx сходится, то  схо-

а
+ ю

дится и интеграл J  f{x)dx.
а

В этом случае последний интеграл называется абсолютно сходя­
щимся.

П р и м е р  6. Исследовать сходимость интеграла
+ 00

1
Р е ш е н и е .  Здесь подынтегральная функция — знакопеременная. Заме­

чаем, что
+  <®
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sin х\ \ 1 I Но
Г dx 1 1+00 1

*7"| | 7 | ' J F — 2хг . ^  т
1

+ *» ^
Следовательно, интеграл ^ | | dx сходится. Отсюда следует, что схо-

1
дится и данный интеграл.

2. И н т е г р а л  о т  р а з р ы в н о й  ф у н к ц и и .  Пусть функция 
f ( x ) определена и непрерывна при ая^х<С.с, а при х = с  функция 
либо не определена, либо терпит разрыв. В этом случае нельзя

С

говорить об интеграле J  f (x )d x  как о пределе интегральных сумм,
а

так как f(x)  не непрерывна на отрезке [а, с], и поэтому этот пре­
дел может и не существовать.



С

Интеграл J f (x )d x  от функции /(х), р а з р ы в н о й  в т о ч к е  с,
а

определяется следующим образом:
с ь
\j f ( x ) d x =  lim

§  7 ]  НЕСОБСТВЕННЫЕ И Н Т Е Г Р А Л Ы  3 9 5

Если предел, стоящий справа, существует, то интеграл называют 
несобственным сходящимся интегралом, в противном случае интеграл 
называют расходящимся.

Если функция / (х )  имеет разрыв в левом конце отрезка [а, с] 
(т. е. при х — а), то по о п р е д е л е н и ю

С С

\ f ( x ) d x =  lim \/(x)dx.
а «>->«+

Если функция f(x )  имеет разрыв в некоторой точке х =  хп 
в н у т р и  отрезка [а, с], то полагают

$ / ( * )  d x = \ f { x )  d x + \ f{ x ) d x ,

если оба несобственных интеграла, стоящих в правой части равен­
ства, существуют.

П р и м е р  7. Вычислить С - dx — ■
J  V 1—*

Р е ше н и е .

С - 7===- =  lim [ - М =  = -  lim 2 У 1—* |J = 
J  V 1 — к  6 - n - o J  V l — X Ь -* I —о

= — lim 2 I J/-1 — b — 1] =  2.
b -* 1-0

I

П р и м е р  8. Вычислить интеграл J  .

Р е ш е н и е .  Т ак  к а к  внутри отрезка интегрирования сущ ествует  точка 
дг= 0 ,  где подынтегральная функция разрывна, то интеграл нужно предста­
вить к а к  с ум м у  д ву х  слагаемы х :
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Вычислим каждый предел отдельно:

lim С -^т = — Пт  - I 6' =  — lim f - - - - - - - ?-Л =
е, — о J  *  е, — о X г —1 fij о \ /— 1

Следовательно, на участке [— 1, 0] интеграл расходится

lim Г - ^ у - = — lim ( l --- — \ ■■
ра -» + о J  * еа -> + о \ ®г/

: 00 .

Значит, на участке [О, 1] интеграл также расходится.
Таким образом, данный интеграл расходится на всем отрезке [— 1, 1}.

Отметим, что если бы мы стали вычислять 
данный интеграл, не обращая внимания на 
разрыв подынтегральной функции в точке х = О, 
то получили бы неверный результат. Действи­
тельно,

dx 1 И
- Г 1 1 ^хг Х | -1 V I  - 0

2,

Рис. 222.

что невозможно (рис. 222).
З а м е ч а н и е .  Если функция / ( х ), 

определенная на отрезке [a , ft], имеет внут­
ри этого отрезка конечное число точек
разрыва а , ,  а , , а„, то интеграл

от функции f(x)  на отрезке [a , ft] определяется следующим образом;
Ь а , йа Ь

$ / ( x ) d x = ;  [j f ( x ) d x +  f ( x ) d x - f  . . .  +  5 f(x)  dx,
a a a, a n

если каждый из несобственных интегралов в правой части ра­
венства сходится. Если же хотя бы один из этих интегралов рас- 

ь
ходится, то и \) f(x )d x  называется расходящимся.

а
Для определения сходимости несобственных интегралов от раз­

рывных функций и оценки их значений часто могут быть применены 
теоремы, аналогичные теоремам для оценки интегралов с бесконечными 
пределами.

Т е о р е м а  Г . Если на отрезке [а , с] функции f(x )  и <p(x) раз­
рывны в точке с, причем во всех точках этого отрезка выполнены 
неравенства

Ф (х) f(x)  О,
С С

и  ̂ф (л:) й?лг сходится, то   ̂f (x )d x  также сходится.



Т е о р е м а  11'. Если на отрезке [а, с] функции f(x) и ф(х) 
разрывны в точке с, причем во всех точках этого отрезка вы­
полнены неравенства

f(x )  ><р (дс)> О,
С С

и ^ф (х)йл: расходится, то  и \j f (x )d x  расходится.
а а

Т е о р е м а  ИГ. Если f ( x ) — функция знакопеременная на о т ­
резке [а , с], разрывная только в точке с, и несобственный интег-

С

рал J|/(je)|d.vr от абсолютной величины этой функции сходится,
а

с

то сходится также интеграл J  f(x )d x  от  самой функции.
а

В качестве функций, с которыми удобно сравнивать функции, стоя­
щие под знаком несобственного интеграла, часто берут ------ ^ . Легко(С X )

с

проверить, что j* (c—x)i сходится ПРИ а <  1. расходится при а З *  1.
а

С

Это же относится и к интегралам ^ ^  dx.
а

\

П р и м е р  9. Сходится ли интеграл С — —!------- dx?
J  Y x  + 4*’о

Р е ш е н и е .  Подынтегральная функция разрывна в левом конце отрезка 

[О, 1]. Сравнивая ее с функцией —7 = .,  имеем:
V х

1 1
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Y x  +  4х* Y  х 
1р И у

Несобственный интеграл \ —;— существует . Следовательно, несобствен- 
J  ж1/*
о

1
ный интеграл от меньшей функции, т. е. Г — ------dx, тоже сущ ествует .

J  Y  х +  X*о

§  8 . Приближенное вычисление определенных интегралов

В конце главы X указывалось, что не для всякой непрерывной 
функции ее первообразная выражается через элементарные функции. 
В этих случаях вычисление определенных интегралов по формуле 
Ньютона — Лейбница затруднительно, и применяются различные



методы п р и б л и ж е н н о г о  вычисления определенных интегралов. 
Сейчас мы изложим несколько способов приближенного интегрирования, 
исходя из понятия определенного интеграла как предела суммы.

I. Ф о р м у л а  п р я м о у г о л ь н и к о в .  Пусть на отрезке [a, ft] 
задана непрерывная функция y —f(x).  Требуется вычислить опре­
деленный интеграл

ь
\f(x)dx.

а

Разделим отрезок [a, ft] точками а  =  х 0, х „  х „  хп~Ь
на п равных частей длины Ах:

. b—аАх— ------.п

Обозначим далее через у 0, y t, у г, . . . ,  у п значения функ­
ции f(x)  в точках х 0, х , ,  х 2, . . . ,  х„, т. е.

л = / ( * о ) ;  .у, = / ( * , ) ;  • • • ;  у а= / ( хп)’
Составим суммы:

у ,А х + у ,А х +  . . .  +  .уп_ 1Дх, 
у лА х + у гА х +  . . .  + .у„Д х.

Каждая из этих сумм является интегральной суммой для / (х )  
на отрезке [a, ft] и поэтому приближенно выражает интеграл

ь
j / ( x ) d x % - ^ -  ( Л + Л + ^ , 4 -  . . .  + Л - , )>
а
Ь
<\j f ( X ) d X ^ : - ^ - ( y i + y z + . . . - \ - y n). ( 1')
а

Это и есть формулы прямоугольников. Из рисунка 223 ясно, что 
если / ( х ) — положительная и возрастающая функция, то формула ( 1) 
выражает площадь ступенчатой фигуры, составленной из «входящих» 
прямоугольников, а формула ( 1')-— площадь ступенчатой фигуры, 
состоящей из «выходящих» прямоугольников.

Ошибка, совершаемая при вычислении интеграла по формуле 
прямоугольников, будет тем меньше, чем больше число п (т. е. чем

меньше шаг деления Дх

II. Ф о р м у л а  т р а п е ц и й .  Естественно ожидать, что мы полу­
чим более точное значение определенного интеграла, если данную 
кривую У — f  (х) заменим не ступенчатой линией, как это было
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в формуле прямоугольников, а в п и с а н н о й  ломаной (рис. 224). 
Тогда площадь криволинейной трапеции аАВЬ заменится суммой 
площадей прямолинейных трапеций, ограниченных сверху хордами ААХ,

§ 8] ПРИБЛИЖЕННОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕННЫ Х И Н Т Е ГРАЛ О В  399

AtAt, . . . ,  Art_lB. Так как площадь первой из этих трапеций 
равна д * ,  площадь второй равна ^ Ал:  и т. д . ,  то

j / ( x )  dxг=а= Дх +  Дх +  ■ .. +  Уп- Х£ - У-* Д х ) ,
а

ИЛИ
ь

^ / ( Х ) ^ - ^ ( Ц ^ + Л + Л + - -  - + У п - г ) -  ( 2)

Это и есть формула трапеций.
Число п выбирается произвольно. Чем больше будет это число 

и чем меньше, следовательно, будет шаг Дх =  ̂ - ^ ,  тем с боль­
шей точностью сумма, написанная в правой части приближенного 
равенства (2 ), будет давать значение интеграла.

III. Ф о р м у л а  п а р а б о л  ( ф о р м у л а  С и м п с о н а ) .  Разделим 
отрезок [а, Ь] на ч е т н о е  число частей п — 2т .  Площадь криволи­
нейной трапеции, соответствующей первым двум отрезкам [х 0, х , ]  и 
[х ,, х г] и ограниченной заданной кривой y = f ( x ) ,  заменим пло­
щадью такой криволинейной трапеции, которая ограничена п а р а б о ­
л о й  в т о р о й  с т е п е н и ,  проходящей через три точки:

М (Х„, У „У. Ж.  ( Х „  Л ) !  М г ( Хг< Л ) ,  

и имеющей ось, параллельную оси Оу (рис. 225). Такую криволи­
нейную трапецию, будем называть параболической трапецией.

Уравнение параболы с осью, параллельной оси Оу, имеет вид 
у  — Ах1 Вх С.
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Коэффициенты А, В и С однозначно определяются из условия, 
что парабола проходит через три заданные точки. Аналогичные па­
раболы строим и для других пар отрезков. Сумма площадей парабо­
лических трапеций и даст приближен­
ное значение интеграла.

Вычислим сначала площадь одной параболической трапеции. 
Л е м м а .  Если криволинейная трапеидя ограничена параболой

у — Ах1 +- Вх-+С,
осью Ох и двумя ординатами, расстояние между которыми 
равно 2h, то  ее площадь равна

S = J  ( Л  +  4^ i  + Л (3)

где у л и у г— крайние ординаты, a y t — ордината кривой в середине 
отрезка.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Расположим вспомогательную систему коор­
динат так, как показано на рисунке 226.

Коэффициенты в уравнении параболы у  — Ах* - f  Вх +  С опреде­
ляются из следующих уравнений:

если х0 — — Л, то у л =  Ah*— Bh+-C;
если х, =  0 , 
если х, =  h,

то у, =  С; у  (4)
то ' y t =  Ah* +  Bh +  C.

Считая коэффициенты А, В, С известными, определим площадь 
параболической трапеции с помощью определенного интеграла: 

h
- f  Вх 4- С) dx

=  [■
Ax' Вх1 - f  Cx

Но из равенств (4) следует, что
Л  +  4 Л + Л  =  2ИЛ* +  6С.



Следовательно,

•S — у  (Уо +  4У1 +Л)>

что и требовалось доказать.
Вернемся снова к основной нашей задаче (см. рис. 225). Поль­

зуясь формулой (3), мы можем написать следующие приближенные 
равенства (h = A x ):

*1

aszx0
Xi
f  / ( * )  d x ^ - ~  (Л  +  ^ э  +  Л ) .

xm - b  

x2m ” 2
Складывая левые и правые части, получим слева искомый инте­

грал, справа его приближенное значение: 
ь

j  f(x )  й х ъ ~  (у ,  +  4.у, - f  2yt +  4^, +  . . .
а

. . .  +  2У  21» ~2 +  * У . « - , + . У  2/Я ), ( 5 )
ИЛИ

ь
£ / (* )  +  2 (Л  +  Л +  ■ • • + Л » - . )  +

+  4 СУ, + Л  +  )]•
Это и есть формула Симпсона. Здесь число точек деления 2/я про­
извольно, но чем больше это число, тем точнее сумма в правой 
части равенства (5) дает значение интеграла *).

П р и м е р .  Вычислить приближенно

h 2 - h ■1

*) Д л я  того чтобы знать, сколько точек деления надо взять ,  чтобы 
подсчитать интеграл с заданной степенью точности, можно воспользоваться 
формулами оценки погрешности, получающейся при приближенном вычисле­
нии интеграла .  Мы не приводим здесь этих оценок. Ч итатель может найти 
их в более подробных к у р с а х  анализа :  см . ,  например, Ф и х т е н г о л ь ц ,  
К ур с  дифференциального и интегрального исчисления, 1962, т .  I I ,  гл. IX, §5 .
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Р е ш е н и е .  Разделим отрезок [1, 2] на 10 равных частей (рис. 227). 
Полагая
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составим таблицу значений подынтегральной функции:

X 1
«. ^ = 7

X

-|
йII

*о = 1 . ,0  
* ,  =  1,1 
* ,  =  1 .2  
х, =  1 ,3  
* 4 = 1 ,4  
*5 =  1 .5

//„=1,00000 
у ,  = 0 ,9 0 9 0 9  
2/2 =  0 ,83333 
(/„ =  0,76923 
{/4 =  0,71429 
ys =  0,66667

* . =  1 .6  
* , =  1 ,7  
* 8 = 1 .8  
х, =  1,9

* , о = 2 .0

«/, =  0,62500 
{/, =  0,58824 
{/,=0,55556 
{/,=0,52632 

{/10 =  0,50000

I. По первой формуле прямоугольников (1) получим:
г

J  У  =5= 0,1 (у„ +  у, ) =  о, 1 -7,18773 =  0,71877.
1

По второй формуле прямоугольников ( Г )  получим:

С dx
]  -  0.1 (0, +  f t  - Ь  . .  +  {/„) =  0,1 -6,68773 =  0,66877.
1

Непосредственно из рисунка  227 следует, что в данном случае первая  
формула дает  значение интеграла с и з б ы т к о м ,  в т о р а я — с н е д  о с т а т к о м .

II. По формуле трапеций (2) получим:
2

1



III . По формуле Симпсона (5) имеем:
2

j j  ~  =  " g "  U/« +  У io +  2  (</* +  У* +  У» +  У») +  4  (t/, +  J/» +  {/s +  1/7 +  </«)] =
1

=  ̂  (1 + 0 , 5  +  2-2 ,72818 +  4 -3 ,45955) =  0 ,69315.
О

В действительности In 2 =  V ----- =  0,6931472 (с точностью до седьмого
J  *
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зн ака ) .
Таким образом, при разбиении отрезка [0, 1] на 10 частей по формуле 

Симпсона мы получили пять верных знаков; по формуле трапеций — лишь 
три верных з н ака ;  по формуле прямоугольников мы можем ручаться  только 
за первый знак.

§  9. Формула Чебышева

В технических вычислениях часто применяется формула прибли­
женного интегрирования Чебышева.

Пусть снова требуется вычислить <\>f(x)dx .
а

Заменим подынтегральную функцию интерполяционным многочле­
ном Р(х) Лагранжа ( § 9 ,  гл. VII), взяв на отрезке [а , Ь] некоторые л 
значений функции: /(л:,) , / ( * , ) ,  . . . , / ( - * „ ) ,  где х х, x it . . . , х п — какие 
угодно точки отрезка [а ,  Ь]:

P I  у\ __ Xt) (*  ■*«)•• -С* *n ) f l y  \ I
( * , - * , )  ( * , - * , ) •  . . (X, - x n) J  [Х'>

(X —  Хх) (х— х ,) . . .(х — хп) .
(* , — * i)  (*>—•*,)••. (xt — xn) J

(X —  Xx) ( X —  Xt ) . .  . (X— X „ _ , )  L

^  (хп-х , ) (х п- х ^ . . . ( х п- х п_ У  y nh ' '
Получим следующую приближенную формулу интегрирования: 

ь ь
^f(x)dx& ^P(x)dx-,  (2 )
а а

после некоторых вычислений она примет вид: 
ь
\f(x)  dx*>CJ(xt) +  Ct/ ( j g  +  . . .  +  Cnf ( x n), (3)
a

где коэффициенты Ci вычисляются по формулам 
ь

с  г_  Г (х—х ,) . . .(х —х,_ ,)(x —xi+1) , . . ( x — x„)
‘ J  (Xt — x t) .  . . (Х / -Х , -_ г) (Xj— х,-+ 1) . . . ( х / — х„) '



Формула (3) громоздка и неудобна для вычислений, так как коэф­
фициенты Сi выражаются сложными дробями.

Чебышев поставил обратную задачу: задать не абсциссы jct , 
х „  хп, а коэффициенты С,, Сг, Сп и определить абсциссы 
JC,, хг, . . . ,  хп.

Коэффициенты С,- задаются так, чтобы формула (3) была возможно 
проще для вычислений. Очевидно, что это будет тогда, когда все 
коэффициенты С,- равны между собой:
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Если обозначить общее значение коэффициентов С,, С,, . . . .  С„ 
через Сп, то формула (3) примет вид

ь
$/(■*) dx==Cn [/<*,) + / ( * , )  4- . . .  + / (* „ ) ] .  (5)
а

Формула (5) представляет вообще -п р и б л и ж е н н ое  равенство, но 
если f (x )  есть многочлен степени не выше п— 1, то равенство будет 
т о ч н ы м .  Это обстоятельство и позволяет определить величины Сп, 

........... -V
Чтобы получить формулу, удобную для любого промежутка инте­

грирования, преобразуем отрезок интегрирования [а ,  b] в отре­
зок [— 1 , 1 ] .  Для этого положим

a+b . Ь—а .
Х ~  2  ̂ 2~ ’

тогда при t — — 1 будет х =  а, при t — l будет х — Ь. 
Следовательно,

§/(х) dx =  b- ^  +  dt =  ^  jq>(t)dt,
а - 1  - i

где через ф (<) обозначена функция от t, стоящая под знаком интег­
рала. Таким образом, задача интегрирования данной функции /(х) на 
отрезке [а , Ь] всегда может быть сведена к интегрированию некоторой 
другой функции ф (л:) на отрезке [— 1, 1].

Итак, задача свелась к тому, чтобы в формуле
1
\ f ( x ) d x = C n[ f ( x i) + f ( x t)+  . . .+ / < * „ ) ]  (6)

-1
подобрать числа С„, л:,, хг, . . . ,  хп так, чтобы эта формула была 
точной для всякой функции /(х) вида

f(x )  =  a0 +  a lx +  a3Lx ' + .  . "Ч (7)
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Заметим, что

1 1
$ / ( * )  dx=   ̂ ( a 0 -t-a,JC +  a 1x l +  . , . +<7n_ 1x n- ’ ) </дг =

-1 — 1

| 2 ^ a 0 +  -y -  +  -y -  +  - ~  +  . . . если п— число нечетное; 

| 2 ^ а 0 + - у -  4- . .  . +  Tfzry )> если п — числ0 четное. ^

С другой стороны, сумма, стоящая в правой части равенства (6), 
на основании (7) б удет  равна

С„ [ л а ,  4* о, (лгж +  хг 4- . . .  4- хп) 4- о ,  (x j  +  х\ 4- . . .  4- хп) +  . . .

. . . Л~ап-1 ( * ” ' +  ■*■> ' 4 - . . * 4 “ -*л )]• (9)

Приравнивая выражения (8) и (9), получим равенство, которое должно 
быть справедливо при любых о 0, а , ,  а , ,  . . . ,  а „ _ , :

2 ( “ . +  т + т  +  т 1 + - " ) "

=  Сп [ла„ 4- я ,  (•*, 4- х ,  4* . . .  +  хп) 4*

4~ й,  (* i  +  ■*« 4- • • • 4- хгп) +  . ■. 4- ап-\ Iх? Н" х* ' 4 - •  • г 4-■*" ' ) ] .

Приравняем коэффициенты при а0, а , ,  а , ,  о , ,  . . . ,  а п_ , в левой 
и правой частях равенства;

2 = С„п или С„ =  — ;

х , +  xi +  • • • +  х п—0 ‘>

x t 4" х\ 4- . . .  4" хп =  — "j- 1

х\ 4- х\ 4- . .  • 4 - х „  =  0 ;

х* +  *5 4“ • • • 4 - * п =  5^— =  -g-:

(10)

Из последних п уравнений находим абсциссы хг, хг, . . . ,  хп. Эти 
решения найдены Чебышевым для различных значений п. Ниже приво­



дятся найденные им решения в случаях, когда число п промежуточных 
точек равно 3, 4, 5, 6 , 7, 9:
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Число ординат п Коэффициент С„ Значения абсцисс х,, х„ ...,хЛ

2 * ,  =  — * ,  =  0,707107о 3 ** =  0

1 * , =  — *4 =  0,7946544
2 х, — — * ,  =  0,187592

х, =  — * t =  0 ,832498
5 х, — — хх — 0,374541

5 * ,  =  0

* ,  =  — * ,  =  0,866247
6 * ,= «— jcs =  0,422519

3 х j= — *4 =  0 ,266635

х, =  — х7 =  0 ,883862
7 2 * , =  — * ,  =  0 ,529657

7 *:. =  — jcs =  0,323912
* 4 = 0

* , = — xt — 0 ,911589
о хг = — * s =  0,601019

9 х, —  — * ,  =  0 ,528762
9 *4 =  — * ,  =  0,167906

* 5 =  0

Таким образом, приближенное вычисление интеграла на отрезке 
[— 1, 1 ] производится по следующей формуле Чебышева:

1
J / ( j f )  d x = ^ - [ f ( x x) + f ( x t) +  . . . + / ( * „ ) ] ,

-1
где п — какое-либо из чисел 3, 4, 5, 6 , 7 или 9, a x t, . . хп— числа, 
приведенные в таблице. В качестве п нельзя брать число 8 или 
числа, превосходящие 9; в этом случае система уравнений (10) дает 
мнимые корни. Когда заданный интеграл имеет пределы интеграции 
а и Ь, то формула Чебышева принимает вид 

ь
j f ( x )  dx =  b-=^  [ / ( * , ) + / ( * t ) + . . . + /  (*„)] ,



где X t =  Ь- ~  + Ь- ^ -  х, (z =  1, 2, п), а х, имеют указанные

в таблице значения.
Приведем пример вычисления интеграла с помощью формулы 

Чебышева.
2
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С dx
П р и м е р .  Вычислить \ —у  ( =  In 2).

1
Р е ш е н и е .  Прежде всего заменой переменных преобразуем этот интеграл 

в новый интеграл, у  которого границы интеграции б удут  — 1 и 1:
1 + 2 , 2 - 1 ,  3 , / 3 + /  

х ~  2  2  2  2  2 *

л dt

Тогда

С dx __ С dt
J  х J  3 + / •
1 -1

Вычислим последний интеграл, приняв га =  3, по формуле Чебышева

1
J  / ( 0  dt =  ~  [/ (0,707107) +  / (0) +  / ( -  0,707107)].

Так как

'  ' ° '707107> -  д а » - » ® = ° ' ® 752'

/(0)=з Т о = 0’333333’

' 1- 0'707107' - з = ! Г Ж 10? - о А ш - 0'436ш ’

— 1

dt 2
=  (0,269752 + 0 ,333333  +  0,436130) =и t О

=  1,039215 =  0,692810 =5= 0,693.
О

С равн ивая  этот результат  с результатами вычисления по формулам пря­
моугольников, по формуле трапеций и формуле Симпсона (см. пример в пре­
дыдущем параграфе), мы замечаем, что результат , полученный нами по фор­
муле Чебышева (с тремя промежуточными точками), лучше согласуется 
с истинным значением интеграла , чем результат , полученный по формуле 
трапеций (с девятью промежуточными точками).

Отметим, что теория приближенного вычисления интегралов полу­
чила дальнейшее развитие в работах академика А. Н. Крылова 
(1863— 1945).



§  10. Интегралы, зависящие от параметра

Д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е  и н т е г р а л о в ,  з а в и с я щ и х  от  
п а р а м е т р а .  Пусть дан интеграл

ь
/(<*) =  $ / ( * ,  a) dx, (1 )

а

в котором подынтегральная функция зависит от некоторого параметра а. 
Если параметр а  будет меняться, то будет меняться и значение опре­
деленного интеграла. Таким образом, определенный интеграл есть 
ф у н к ц и я  от а ;  поэтому мы его можем обозначить через 1(a).

1. Предположим, что f(x ,  а) и f'a (z, а) есть непрерывные функ­
ции при

c C c t s S d H a s ^ j t s S l f t .  (2)

Найдем производную интеграла по параметру а: 
у т  /у ; + A g - ' W _

Aa -> о аа
Для нахождения этой производной заметим, что

ь
/ (a - f  Да) =  J/ ( jc ,  а  +  Д а ) dx

а
и, следовательно,

ь ь
/(а +  Да) — / ( а )=  J  f (x ,  а + Д а ) dx— \f(x , a) dx —

а а
Ь

=  J  [f(x, а  4 - Д а  )—f(x ,  a)]dx;
а

/ ( а  + Да) — / (а)  _  Г*/(х, a + Aa) — f(x, а) ^
Да J  Да

а

Применяя теорему Лагранжа к подынтегральной функции, будем 
иметь:

“> _  {х, а  +  * Лее).

где 0 < 1.
Так как f'a (x, а )  непрерывна в замкнутой области (2), то

/а (х, a  +  0 Да) = / '(* , а) +  е,

где величина г, зависящая от х, а ,  Да, стремится к нулю при Д а —>-0 .
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Таким образом,

Ада  « ) + е1 dx =  \f'o. <х > а > dx +
а а  а

Переходя к пределу при Д а  —► 0, получаем *):

Пт ' ■ - - -  =  1'а ( «)  =  f  /„ (*.  « )  ^Да ^  vа
ИЛИ
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и и

[ $ / ( * ,  a)dx\a =  $ / ' ( * ,  a)rfx.

Последняя формула называется формулой Лейбница.
2. Предположим теперь, что в интеграле (1) п р е д е л ы  и н т е ­

г р а ц и и  а и Ь я в л я ю т с я  ф у н к ц и я м и  от а:
Ь(а)

Г (а) =  Ф  [а, а (а), b (а)] =  $ f ( x ,a ) d x .  (Г )
а (а)

Ф  [а ,  а  (а), 6 (a)] есть сложная функция от а, причем а и Ь являются 
промежуточными аргументами. Для того чтобы найти производную 
от 1(a), применим правило дифференцирования сложной функции от 
нескольких переменных (см. § 10 гл. VIII)

дФ . дФ da , дФ db
1 (а) = ̂ + ^  + *г^ -  (3)

Па основании теоремы о дифференцировании определенного интегра­
ла по переменному верхнему пределу (см. формулу (1) § 4) получаем: 

ь

^  а ) а х = / [ ь (<*■)<«].db

д Ф _  j?
да да

и и

J /(•*, a )d x = —~^/(x, a) d x = —f[a  (а), а].

*) П одынтегральная функция в интеграле J  е da стремится к  нулю
а

при Д а  -*■ 0. Из того, что подынтегральная функция в каж до й  точке стре­
мится к  нулю, не всегда следует, что интеграл т а к ж е  стремится к нулю.

ь
Однако в данном случ ае  J  е dx с тремится  к нулю при Д а  -*■ 0. Зтот факт

а
мы принимаем без доказательства .



Н ако н ец ,  д л я  вы ч и сл ен и я  ^  п р им ен яем  в ы в е д е н н у ю  вы ш е  ф о р м ул у  

Л е й б н и ц а :

™  =  § f a (x,a)dx.
а

П о д с т а в л я я  в ф о р м у л у  (3 )  п о л уч ен н ы е  вы р аж е н и я  п р о и зво д н ы х ,  
б у д е м  и м еть :

Ь (а)

7а ( а >= j  f'a (x,a-)dx + f\b(<x)y a}~a —f \ a ( а ) ,  а ]  (4)
а  ( а )

С помощью  ф орм улы  Л ей бни ц а  можно  вы ч и сл и ть  н еко то р ы е  опре­
д е л е н н ы е  и н те гр ал ы .

Пр и м е р .  Вычислить интеграл
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,  sin ах . е~х ------- dx.

Р е ш е н и е .  Заметим прежде всего, что непосредственно вычислить этот
,  . „sin си интеграл мы не можем, т а к  к а к  первообразная от функции е~х------- не выра­

ж ается  через элементарные функции. Д л я  вычисления данного интеграла 
будем рассматривать его к а к  функцию от параметра а :

т = ] _ sin ах . е~х --------dx.
о

Тогда его производная по а  найдется по выведенной выше формулеЛейбниЦа *):

/' (<0 =  ^ \̂ е~х d x = ^  е~х ccsax dx.
о о

Но последний интеграл легко вычисляется с помощью элементарных функций 

он равен Поэтому

' ' « " - й Ь -
И нтегрируя  полученное тождество, найдем / (а):

/ (а )  =  arctg  а  +  С. (5)

*) Ф ормула Лейбница выведена в предположении, что пределы интеграции
о и Ь конечны. Однако в данном случае  формула Лейбница т а к ж е  справед­
лива ,  хотя один из пределов интеграции равен бесконечности. Об условиях , 
при которых допустимо дифференцирование несобственных интегралов по 
параметру ,  см .,  например, в книге: Г. М. Ф и х т е н  г о л ь ' ц ,  К ур с  дифферен­
циального и интегрального исчисления, Физматгиз, 1962, т. II, гл. XIV , § 3.



Остается определить С. Д л я  этого замечаем, что

/(0) =  J  e~x ^ ~ d x ^  0 dx =  0.
о о

Кроме того, arctg 0 =  0.
П од ставляя  в равенство (5) а  =  0, найдем:

/ (0) =  arctg 0 +  С,
откуда  С =  0. Следовательно, д л я  любого значения а  имеет место равенство

I (а )  =  arctg а ,
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т. е.

Г  v  s i n  аде .
\ е~х —- — d* =  a r d g a .

Упражнения к главе XI
1. Составляя  интегральную  сум м у  s„ и переходя к  пределу, вычислить 

определенные интегралы ь
^ дс* dx.
а

У к а з а н и е .  Отрезок [а, Ь] разделить на п частей точками Xj =  aq*
п £5_а»

( i  =  0, 1, 2, . . . ,  п), где q =  у  — . Отв. 3
ь

2. С — , где 0 <  а <  Ь. Отв. In — 
J  х а
а

У к а з а н и е .  Деление отрезка [а ,  Ь\ производить так  же, к а к  и в пре­
дыдущем примере. 

ъ
3. j V х  dx. Отв.^(Ь*1*— а 1*).

а
У  к а з а н и  е. Смотрите предыдущий пример. 

ь
4. ^ s in *d .* .  Отв. cos а — cos Ь.

а
У к а з а н и е .  Предварительно установить следующее тождество: 

sin а +  sin (a +  ft) +  sin (a - f -2 f t )+  . . .  + s in  [a  +  (n — 1) ft] =

c o s ^ a - f - y j — cos (a + n h — ^

-  7 ^ 4  •

. лдля  этого надо умножить и разделить все члены левой части на sin у  и 

заменить произведение синусов разностью косинусов.
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Ь
5. ^ cos xdx. Отв. sin fc— sin а.

Пользуясь формулой Н ью тона— Лейбница, вычислить определенные инте-
л

| 1 V

гралы : 6. ^ x 'd x . Отв. J r .  7. j* е* dx. Отв. е—  1. 8. j* sin х dx. Отв. 1.

9. j* • Отв. - 5 - .  10. J  -рг===р. 0 тв - • 11 • ^ *8xdx. Отв. In 2.
0 0 о

е  х х

12. J - j  ' 0 тв - '■ J  "7 Отв. In* .  14. ^ sin Aid*. Отв. 2 sin* у .
1 1 О

я
X  2 2

15. J  х* dx. Отв. — -■. 16. j*2х-~ 1 ‘ ®т е - *п @г— 1). 17. J  cos1 xdx.
з I оV I

.. * .  .в.  J

я
2

ЯОтв. —  . 18. \ sin8 * d x .  О тв . ^

Вычислить значения нижеследующих интегралов ,  применяя у к а з а нны е  
я
2 Я

подстановки: 19. J  s\nx cos* х dx, c o s j r =  f. Ome. — . 2 0 .  ^ djc
3 - f  2 cos x

xdx о , 3 )^ 2o™. - j i .  21. j p = = .  2 + t o - l - .  Om..

“ • S n r k -  * ~ 'iL  T + 7 -  **• j "■
- I  1

4
a

Отв. 2 ( 2 — arctg 2). 24. С — dz , г  =  — . Отв. In .
J  z у z* + 1  * *

25. С =— cos Ф riq> sin q>=t. Отв. in-^- .
J  6 — 5sm<p +  sin2 <p 3
0



1 1
Д оказать ,  что 26. J  хт  (1 — л:)" dx — ^ х" (1 — х)т dx ( т  >  0. п >  0).

О О

b Ь а а

27. j f(x) dx = j f ia  + b — x) dx. 28. j j f (x ')d x  =  j  j  f (x*) dx.
а a  о — a

1
Вычислить следующие несобственные интегралы: 29. I Отв. 1.

J  V 1 —л:*
О

CD СО 1

30 j V - Л г .  Отв. 1. 31. Отв. £ { а >  0). 32. J  р г =  -

О о О

00 1 00
Отв. у .  33. J  • Отв. . 34. J i n  х dx. Отв. — 1. 35. J j c s i n j r d * .

» о о
00

Отв. Интеграл расходится. 36. I - 7= .  Отв. Интеграл расходится.
J  V х
1

эт- Г?+§+2- *• ж \ т г ; - О”* !' *  ( $ ■
— оо о о

СО 1

О тв.  И нтеграл  расходится.  40. j __ . Отв. 41. ^ •

1 -1
00

Отв. И нтеграл  расходится. 42. J  е~ах sin bxdx (а >  0). Отв. ^
О

00
43. J  e _ a *  cos bx dxia  >  0). Отв. ^

U
S
г* dx

Вычислить приближенные значения интегралов: 44. In 5 =  I — по фор-
1

муле трапеций и по формуле Симпсона (л =  12). Отв. 1,6182 (по формуле
11

трапеций); 1,6098 (по формуле Симпсона). 45. ^ х‘ dx по формуле трапеций
1

1
и по формуле Симпсона (п =  10). Отв. 3690; 3660. 46. J  У' 1 — х* dx по формуле

о
3
Г* dx

трапеций in — 6). Отв. 0,8109 . 47. \ ^ —-у по формуле Симпсона
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10
(п =  4). Отв. 0,8111. 48. ^ lg10 лс Лс по формуле трапеций и по формуле

Симпсона (я  = 1 0 ) .  Отв. 6,0656; 6,0896.
1

49. Вычислить значение я  из соотношения -^- =  J  применяя фор-
о

м у л у  Симпсона ( и = 1 0 ) .  Отв. 3,14159.
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50. j  * ^ d x  по формуле Симпсона (л =  10). Отв. 1,371.
о

00
р 151. Исходя из равенства \ е~*х dx =  — , где  а  >  0, найти п р и ц е л о м я > 0
0

00
величину интеграла ^ е~х хп dx. Отв. п\.

0
00

52. И сходя из равенства j* а =  2 'уг~  ’ н а“ ти величину интеграла
о

Г dx Отв я  1 -3-5.. .(2п 1)
J  (хг+\)п+'' 2 2Пп\
О

00 '
Г \—е~ах

63. Вычислить интеграл \ ------- г — dx. Отв. l n ( l - f a )  ( a >  — 1).
J  х е  
о

1
54. П ользуясь  равенством J* хп~1 dx =  • , вычислить интеграл

О
1
Г xn~l (In х)" dx. Отв. ( _ 1)*_|L .
J  /Г + 1



ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ И МЕХАНИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 
ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА

§ 1. Вычисление площадей в прямоугольных координатах

Если на отрезке [а, й| функция / ( j e )^ O ,  то, как известно 
(§ 2, гл. XI), площадь криволинейной трапеции, ограниченной кривой 
У—/(х), осью Ох и прямыми х — а и х — Ь (рис. 210), равна

ь
Q = [ f ( x ) d x .  (1)

а
Ь

Если / ( х ) ^ 0  на [а, Ь], то определенный интеграл j  f(x )d x
а

также ^ 0 .  По абсолютной величине он равен площади Q соответ­
ствующей криволинейной трапеции:

. ь
— Q =  $/(■*) dx.

а

Если /(х) конечное число раз меняет 
знак на отрезке [а, Ь\, то интеграл по 
всему отрезку [а ,  Ь] разбиваем на сум­
му интегралов по частичным отрезкам.
Интеграл будет положителен на тех отрез­
ках, где f ( x ) ^ z 0, и отрицателен там, где / ( х ) ^ 0 .  Интеграл по всему 
отрезку даст разность площадей, лежащих выше и ниже оси Ох 
(рис. 228). Для того чтобы получить сумму площадей в обычном 
смысле, нужно найти сумму абсолютных величин интегралов по ука­
занным выше отрезкам или вычислить интеграл

ь
Q =  J \f(x)\dx.

а
П р и м е р  1. Вычислить площадь Q, ограниченную синусоидой y  =  s in x  

и осью Ох, при 0 < * < 2 л  (рис. 229).

Г Л А В А  XII



Р е ш е н и е .  Т ак  как  s m * : s : 0  при 0 < * « С я  и sin х <, 0 при 
п < * «£ 2 л, то

я  *л 1 Я
Q =  J  sin х dx - f  | ^ sin х dx | =  ^ | sin x \ dx,
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31
 ̂ sinx d x— — cos*|* — —(cos я —cos 0) = — (— 1 — 1) = 2,

0
1 Я

^ s i n * d j ; = — cosJt j^" = — (cos 2я  — cos я) = — 2.

Следовательно, Q = 2 - f l — 2| =  4.

,^W)

Рис. 230.

Если нужно вычислить площадь, ограниченную кривыми y  =  f 1{x), 
У = / Х(х) и ординатами х —а , х — Ь, то при условии f 1 ( x ) ^ f i (x) 
будем, очевидно, иметь (рис. 230):

ь ь ь
Q =  ^ f l (x)dx— \ f t (x)dx =  J  [/, (х) — f t (x)]dx. (2 )

и а а
П р и м е р  2. Вычислить площадь, ограниченную кривыми (рис. 231) 

у =  Y~ х и у — хг.

Р е ш е н и е .  Находим точки пересечения кривых : V  х — хг) х =  х*, от­
ку да  * ,  =  0, хг — 1.

Следовательно,
1 1 I

Q =  j* V х  dx—fj x*dx =  ^ ( V  x —x1) dx = ~  х‘1г — -4p i _  2^__ L _ J_
o ~ 3  3 “  3 -
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Вычислим теперь площадь криволинейной трапеции, ограниченной 
кривой, заданной уравнениями в параметрической форме (рис. 232):

*  =  ф(0 , ^  =  (3)
где a s S J ' s g p  и ф (a) —a, cp(fi) — /?.
Пусть уравнения (3) определяют некото­
рую функцию y  =  f(x )  на отрезке [a , Ь]
и, следовательно, площадь криволинейной 
трапеции может быть вычислена по фор­
муле

ь 6
Q =  j  f(x)  dx=\j у dx.

а  а

Сделаем замену переменного в этом интеграле: x — 
dx — (f'(t)dt. На основании уравнений (3) получим: y —f(x )— 
=  / [ф (0 ]  =  Ф(0* Следовательно,

Р
$ ф ( * ) ф ' (* )< « •  (4 )
a

Это и есть формула для вычисления площади криволинейной трапеции, 
ограниченной кривой, заданной параметрически.

П р и м е р  3. Вычислить площадь области, ограниченной эллипсом, 
х —a cost, y = b  sin t.

Р е ш е н и е .  Вычислим площадь верхней половины эллипса и удвоим. 
Здесь х изменяется от — а до + я ,  следовательно, t изменяется от л  до О,

I) о я

Q =  2 ^ (Ь sin t ) ( — a sin t dt) =  — 2ab ^sin* t dt =  2ab ^sin* t dt =

>4— cos 2t dt =  2ab

n
t sin 21]:■- nab.

П р и м е р  4. Вычислить площадь, ограниченную осью Ох и одной аркой 
циклоиды x =  a ( t — sin t), у —a (I— cos t).

Р е ш е н и е .  Изменению t от 0 до 2л  соответствует изменение дс от 0 до 2ла .  
По формуле (4) имеем:

2л :я
Q =  J  a  (1 — cos t) а (1 — cos I) dt — аг ^ (1 — cos t f  dt =

о 0
' 2Л  !П  ? Я

d t— 2 ^ cos t d t+  ^ cos* t dt 
. 0  0 0 

2J1

=  a2

2Л 2Д 2Я 2JT
J  dt =  2л ;  j  costd t — 0-, j  cos* t d t  =  ^  I + c r s 2 t  ^ (==Il>

Окончательно получаем: Q — a2 (2л  -J- л )  =  Зла2.

14  Н. С. П искунов, т. 1
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§ 2. Площадь криволинейного сектора в полярных координатах
Пусть в полярной система координат имеем кривую, заданную 

уравнением

Q = m
где / ( 0) — непрерывная функция при

Определим площадь сектора ОАВ, ограниченную кривой q = / (0 )
и радиусами-векторами 0 =  а  и 0 =  р.

Разобьем данную площадь ради­
усами-векторами 0„ =  а ,  0 =  0,, . . .  
. . . , 0 „ = Р  на п частей. Обозначим 
через Д0„ А0г, . . .  , А0„ углы между 
проведенными радиусами-векторами 
(рис. 233).

Обозначим через Q, длину ради­
уса-вектора, соответствующего ка­
кому-нибудь углу 0;, заключенному 

Рис. 233. между 6,_ , и 0..
Рассмотрим круговой сектор с 

радиусом Qt и центральным углом Д0г. Его площадь будет равна

A Q , = 4 e ‘ A0,.
Сумма

Qn =  Т  2  Q* А9,- =  у  2  [/ (0,.)Г ДО,. 
г=1 1=1

даст площадь «ступенчатого» сектора.
Так как эта сумма является интегральной суммой для функции

q* =  [/(0)]* на отрезке а ^ О ^ р ,  то ее предел при max ДО,—>-0 
есть определенный интеграл

а

Он не зависит от того, какой 
радиус-вектор q( мы  возьмем 
внутри угла Д0,-. Этот предел 
естественно считать искомой пло­
щадью фигуры *).

*) Можно было бы показать ,  что это определение площади не противоречит 
данному ранее; иначе говоря, если вычислять площадь криволинейного сектора 
с помощью криволинейных трапеций, то мы получим тот ж е  результат .
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Таким образом, площадь сектора ОАВ  равна
Р

Q =  I j V  dO

ИЛИ
р

Q =  ~  j [ / ( 6)]! rf0.

( i )

O')
П р и м е р .  Вычислить площадь, ограниченную лемнискатой (рис. 234):

Q =  a V cos 20
Р е ш е н и е .  Радиус-вектор  опишет четверть искомой площади, если О

меняется от 0 до л/4:
л/4

2  
1

о
следовательно, Q --- а1

Л/4 Л/4

OJ d0 =  y  a2 j c o s 20 dQ - аг sin 20 
2 2

Л, 4 

О
яг
7

§ 3. Длина дуги кривой
1. Д л и н а  д у г и  к р и в о й  в п р я м о у г о л ь н ы х  к о о р д и н а ­

т а х .  Пусть в прямоугольных координатах на плоскости дана кривая 
уравнением у = / (х ) .

Найдем длину дуги АВ этой кривой, заключенную между верти­
кальными прямыми х — а и х = Ь  (рис. 235).

В главе VI (§ 1) было дано определение длины дуги. Напомним это 
определение. Возьмем на дуге  АВ точки А, Мх, Ms, . . . ,  Mit . . .  , В 
с абсциссами ха =  а, х , ,  х г, . . .  , х ; , . . .  , Ь — х п и проведем хорды 
АМХ, М1 Мг, . . .  , Мп_^В, длины которых обозначим соответственно 
через A s,,  A s , , . . . ,  Asn. Тогда получим ломаную АМХМ,
вписанную в д у г у  АВ. Длина ломаной равна

Длиной s дуги АВ называется тот 
предел, к которому стремится длина впи­
санной ломаной, когда длина ее наи­
большего звена стремится к нулю:

S =  lim 2  As t .  ( 1 )  , Рис. 235.
шах Asj-ю L — \

Мы докажем сейчас, что если на отрезке а ^  х  b функция 
f(x )  и ее производная / '(х ) непрерывны, то этот предел сущест­
вует. Вместе с тем будет дан и способ вычисления длины дуги. 

Введем обозначение:
А Л  = / ( * ; ) —/(*<-,)•



Тогда

As, =  V ( A * <) * + ( A j i), «  Y  1 +  ( f f ; ) ‘ A ^
По теореме Лагранжа имеем:

Д£/ =  /(*<) — _  f , , t  )
Ллг,- J

где х, _, <С < х (-. Следовательно,

As, =  / 1  +  1 7 7 1 ^ ?  Ах,.
Таким образом, длина вписанной ломаной равна

^ = 2 / t + I 7 W ‘ Ax,

По условию, f  (х) непрерывна, следовательно, функция
V 1 + [/' (х )] ‘  тоже непрерывна. Поэтому существует предел напи­
санной интегральной суммы, который равен определенному интегралу:

п _______________ ^ ______________

s — lim 2  K l  +  [/ ' (I/)]* Ах,- =  f У Г +  [/ ' (х ) ]2 dx.
m a x  &Xi~+o i  — i a

Итак, получили формулу для вычисления длины дуги
* __________  ь --------------j

* =  J V r H - I / ' ( x ) ] , rfx =  J  у  \ +  ( j£ )d x . (2 )
а  а

З а м е ч а н и е .  Исходя из последней формулы, можно получить 
производную от длины дуги по абсциссе. Если верхний предел ин­
тегрирования будем считать переменным и обозначим через х  (пере­
менную интеграции менять не будем), то длина дуги s будет функ­
цией от х:
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Дифференцируя этот интеграл по верхнему пределу, получим:

I -  / ' + ( я ) ' • <3 >

Эта формула была получена в § 1 гл. VI при иных предположениях.
Пр и м е р  1. Определить длину окружности х* + у‘ = гг.
Р е ше н и е .  Вычислим сначала длину четвертой части окружности, ле­

жащей в первом квадранте Тогда уравнение дуги АВ будет:

у —У  г*—дс*, откуда — -----Х -
4* У гг—х*



Следовательно,

JL s =  ( л /  1 +  гХ ■■■■, dx =  {  -у  - dx— r  arcsin — I —r ~ .
4 J  V r2 — x2 J  Y  r2— x2 /' l o  1

0 »

Длина всей окружности  s —2nr.

Найдем теперь длину дуги кривой в том случае, когда уравнение 
кривой задано в параметрической форме:

х  =  ф ( / ) ,  y = ^ ( t )  (а (4)

где ф (t) и t|5( f )— непрерывные функции с непрерывными производ­
ными, причем ф' (f) на заданном участке не обращается в нуль. 
В этом случае уравнения (4) определяют некоторую функцию у  —f  (лт), 
непрерывную и имеющую непрерывную производную

dy _  ib' (t) 
dx ф  ' ( f )

Пусть а — ф (а), Ь — ф (Р). Тогда, сделав в интеграле (2) подстановку 

х=Ч>(0> dx =  q>' ( t )d t ,
получим:

а
или окончательно

Р

* = » $ / [ ф ' <*)]*+№'<*)Г dt. (5)
а

З а м е ч а н и е  2. Можно доказать, что формула (5) остается 
в силе и для таких кривых, которые пересекаются вертикальными 
прямыми более чем в одной точке (в частности, для замкнутых 
кривых), лишь бы во всех точках кривой были непрерывны обе 
производные ф' (f) и г!)' (f).

П р и м е р  2. Вычислить длину гипоциклоиды (астроиды):

x — acos’ t, y =  asm s I.

Р е ш е н и е .  Так  к а к  кр и вая  симметрична относительно обеих координат­
ных осей, то вычислим сначала длину ее четвертой части, расположенной 
в первом квадранте . Н аходим:

§  3 ]  д л и н а  д у г и  к р и в о й  4 2 1



Параметр t будет изменяться от 0 до я/2. Следовательно, 
я/* я/»

4_ s =  j  У  9аг cos1 1 sin* t +  9a2 sin1 1 cos* t dt — 3a j  у cos2 ( s jni  t dt —
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9
я  Iг

=  3a j* si;sin t cos td t =  3a sirl--^

З а м е ч а н и е  3. Если задана п р о с т р а н с т в е н н а я  кривая па­
раметрическими уравнениями

*  =  <pU). y  =  z =  x ( t ) ,  (6)

где (см. § 1 гл. IX), то длина ее дуги определяется
(так же как и для плоской дуги) как предел, к которому стремится 
длина вписанной ломаной, когда длина наибольшего звена стремится 
к нулю. Если функции ф (t), ф (() и % (t) непрерывны и имеют 
непрерывные производные на отрезке [а, р], то кривая имеет определен­
ную длину (т. е. для нее существует вышеуказанный предел), которая 
вычисляется по формуле 

Р

* =  J V W  (*)Г +  W  W T +  tx '  W d t .  (7)
a

Последний результат мы принимаем без доказательства.
П р и м е р  3. Вычислить длину дуги винтовой линии x — acost, у — 

= asi nf ,  z = amt при изменении t от 0 до 2я.
Р е ше н и е .  Из данных уравнений находим:

dx= — a sin t dt, dy = a cos t dt, dz = amdt.
Подставляя в формулу (7), получим:

г я  г я

s=  V  a2 sin* t +  a2 cos21 +  a2m2 dt — a У  [-{■ m2 dt — 2na У I +  m2.
0 0

2. Д л и н а  д у г и  к р и в о й  в п о л я р н ы х  к о о р д и н а т а х .  
Пусть в полярных координатах задано уравнение кривой

е = / ( 0), (8)
где Q — полярный радиус, 9 — полярный угол.

Напишем формулы перехода от полярных координат к декартовым:
x  =  q c o s 6 ,  . y = Q s i n 0 .

Если сюда вместо q подставим его выражение (8) через 0, то 
получим уравнения

* = / (0 ) c o s O ,  _y=/(O )sin0.
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Эти уравнения можно рассматривать как параметрические урав­
нения кривой и для вычисления длины дуги применить формулу (5). 
Для этого найдем производные от х и у  по параметру 0:

з £ = /  (9) cos 6 - / ( 9 )  sin 6 : = / '  (6 ) s in 0 +  / ( 0 ) co s0 .

Тогда

( д ) ‘  +  ( f , ) ‘  -  [/'  № ! ’  + 1/ <0)1* - « ' ■  +  о1-

Следовательно,
и

ьо
П р и м е р  4. Найти длину кардиоиды р =  а  ( 1 + c o s  в) (рис. 236). 
И зменяя полярный угол 6 от 0 до я ,  получим половину искомой длины. 

Здесь g '  =  — a sin 0. Следовательно,

s = 2  ̂ Vаг (1 + cos 0)* + a* sin* в dO =
О

Л

= 2а  ̂ V 2 + 2cos в =

=4 cos— d6 =  8a sin —
2 2

-8а.

П р и м е р  5. Вычислить длину эллипса:

х — a cos /, I „ ^  „. , , > 0 < ? < 2 л ,  y =  bsint, j

предполагая , что a  >  b.
Р е ш е н и е .  Д л я  вычисления воспользуемся формулой (5). Вычислим 

сначала 1/4 длины дуги ,  т. е. длину д у ги ,  соответствующей изменению пара­
метра от f =  0 до / =  я/2:

Я/1
■̂  =  5 У~ог sin* / +  Ьг cos1 1 dt =

О
Л /2 Л/*

=  5 V  (1 — cos* t) + tit cos* t dt=  ̂ Уа‘ — (аг — Ьг) cos* t
о О 
Л/2 __________________Я/2

t=a J  1— cos1 1 dz = а j  У 1—&2 cos2 1 dt.
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где f e = —^ ----- — <  1. Следовательно,
Л , 2

s =  4a^ У 1—A* cosг t dt.

Остается только вычислить последний интеграл. Но он, к а к  известно, не 
выражается  в элементарных функциях (см. § 16 гл . X). Этот интеграл можно 
вычислить только приближенными методами (например, по формуле Симпсона).

В частности, если большая полуось эллипса равна 5, а м ал ая  равна 4, то 
А =  3/5, и длина эллипса равна

, - 4 . 5  Г / cos2 1 dt.

Вычисляя последний интеграл по формуле Симпсона (деля отрезок (0, я/2] 
на четыре части), получим приближенное значение интеграла:

n/t

J/H cos2 1 dt 1,298,

ii следовательно, длина дуги всего эллипса приближенно равна 
s 25,96 единицы длины.

§ 4. Вычисление объема тела по площадям параллельных сечений
Пусть имеем некоторое тело Г. Предположим, что известна площадь 

любого сечения этого тела плоскостью, перпендикулярной к оси Ох 
(рис. 237). Эта площадь будет зависеть от положения секущей пло­

скости, т. е. будет ф у н к ц и е й  от х:
Q=Q(x).

Предположим, что Q(x) есть непрерыв­
ная функция от х, и определим объем дан­
ного тела. Проведем плоскости х —х0 =  а,

д: =  Х„ =  Ь.

Рис. 237.
Ч- i

Эти плоскости разобьют тело на слои. 
В каждом частичном промежутке 

Х ^ Х ;  выберем произвольную точ­
ку и для каждого значения 1 =  1, 2 , . . . ,  п построим цилиндри­
ческое тело, образующая которого параллельна оси Ох, а направ­
ляющая представляет собой контур сечения тела Т плоскостью х — 
Объем такого элементарного цилиндра с площадью основания £?(£,) 
(xl_l *^%l ^ x i) и высотой Дл:, равен Q (£,) Дх,-. Объем всех цилинд­
ров будет:

П
v n =  2  Q CSi) д* ,-.
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Предел этой суммы при max Дх,-—>0 (если он сущестпует) назы­
вается объемом данного тела

П

V — lim 2  Q (li)  А*;- 
m a x  о i  =  l

Так как vn представляет собой, очевидно, интегральную сумму для 
непрерывной функции Q(x) 
на отрезке а ^ х ^ , Ь ,  то 
указанный предел существует 
и выражается определенным 
интегралом

ь
v =  ^Q{x)dx. (1)

Пр и м е р .  Вычислить объем 
трехосного эллипсоида (рис. 238)

12 +  ̂  + -  =  1 a* ft* сг
Р е ше н и е .  В сечении эллипсоида плоскостью, параллельной плоскости 

Оуг и отстоящей на расстоянии х от нее, получится эллипс

£ 4-
б1"1' с *  аг'

У% , г* .

с полуосями

Но площадь такого эллипса равняется я&,с, (см. пример 3 § 1). 
Поэтому

Q(*) =  Jt6c ^ l  —

Объем эллипсоида будет равен

v = n b c ]  (i-£)dx=nbc(x~&) =  -z- nabc.
—a J

В частности, если a — b = c, эллипсоид превращается в шар, и в этом слу­
чае мы получаем:

и =* 4- па*.
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§ б. Объем тела вращения
Рассмотрим тело, образованное вращением вокруг оси Ох криво­

линейной трапеции аАВЬ, ограниченной кривой y —f ( x ), осью Ох
и прямыми х =  а, х — Ь.

В этом случае произвольное се­
чение тела плоскостью, перпенди­
кулярной к оси абсцисс, есть круг, 
площадь которого

<2 =  яу* =  я  [/(*)]*. 
Применяя общую формулу для 

вычисления объема [(Г) §  4], полу­
чим формулу для вычисления объе­
ма т е л а  в р а щ е н и я :

v =  л J у* dx — л  [/ ( .V )]8 dx.

П р и м е р .  Найти объем тела, образуемого вращением цепной линии

У = j ( e a +e а)

вокруг оси Ох на участке от х = 0 до х=Ь (рис. 239). 
Ре ше н и е .

а2 С ~ —-  па2 Г —ь ^ л ^ у еа -уе а )г ^  = -т  J  (еа +2 + е a )dx =
о о

яа ‘
2 Х  Z X  10tb

Т  a . . яа’Ь 
> + 2 •

§ 6. Поверхность тела вращения

Пусть нам дана поверхность, образованная вращением кривой 
у  —f (х) вокруг оси Ох. Определим площадь этой поверхности 
на участке а ^ х ^ Ь .  Функцию /(х) предположим непрерывной и 
имеющей непрерывную производную во всех точках отрезка [a, ft].

Как и в § 3, проведем хорды А/И,, УИ,/И2, . . . ,  Мп _ %В, длины 
которых обозначим через As,, A s2, . . . ,  As„ (рис. 240).

Каждая хорда длины As,- (г =  1, 2, . . . ,  п) при вращении опишет 
усеченный конус, поверхность которого АР{ равна

+ ШAs,.
Но

Д Я , = 2л ‘

As,. =  | / Ах- +  Ау ) == "|/^1 +  ( f f ; )  A Xi,



Применяя теорему Лагранжа, получим:

|~l ) s 3 / , ( E'>’ где

следовательно,

A s , = 1 / 1 + 7 * 7 1 7 )  Дх,,

д р .  =  2лУ-±*±Ш|/'l+ /'«(g.) Дх,.
Поверхность, описанная ломаной, будет равна сумме

П

рп =  2п £  У\  + / '* (£ , )  Ах,,
/=1

или сумме

=  [/ (* ,_> )+ / ( х , ) ] Х  
/ =1

x l / i + / , 2 ( i , )  Д *„  (1)
распространенной на все звенья ло­
маной. Предел этой суммы, когда 
наибольшее звено ломаной Дst стре­
мится к нулю, называется площадью 
рассматриваемой поверхности враще­
ния. Сумма (1) не является интегральной суммой для функции

2л/  (х) \' \ + / '  (х )\  (2)

так как в слагаемом, соответствующем отрезку [ х ,_ 1( х ,] ,  фигурирует 
несколько точек этого отрезка х , . , ,  X,, Но можно доказать, 
что предел суммы (I) равняется пределу интегральной суммы для 
функции (2 ), т. е.

Р =  lim л 2  [/ (х ,_ . )  + / (х , ) ]  V 1 + / '*  (6 ,) Д х , =
m a x  A xi~ >  о i  —  1

=  lim я  2  2/ ( g t) K l  + / '* (£ ,)  Ax,
m a x  Дд:*-*- о i  =  i

ИЛИ
b

P = 2 jt$ / ( x ) ) Л  +  / '* (x )  dx. (3)
a

П р и м е р .  Определить поверхность параболоида, образованную враще­
нием вокруг  оси 0 *  дуги  параболы у‘ — 2рх, соответствующей изменению де

§  6 ]  ПО ВЕРХНОСТЬ ТЕЛА В Р А Щ Е Н И Я  427



4 2 8  ГЕО М ЕТ РИ Ч ЕС К И Е  И М ЕХАН И ЧЕСКИ Е ПРИЛОЖ ЕНИЯ [ГЛ . X I I

от х — 0 до х — а:

„vw , т 7 * - / .+35-/?^л
Р е ш е н и е .  По формуле (3) получим: 

а  а

Р  — 2я v 2Р* ~ 2х ~  dx — 2n V р  ( ^ 2 *  +  р dx —
о о

2я  р=  2л VAP ~(2х + р)а!'± [(2а  + pfl* — р8/а].

§  7. Вычисление работы с помощью определенного интеграла

Пусть под действием некоторой силы F  материальная точка М 
движется по прямой Os, причем направление силы совпадает с на­
правлением движения. Требуется найти работу, произведенную силой F 
при перемещении точки М из положения s — a в положение s — b.

1) Если сила F  постоянна, то работа А выражается произведе­
нием силы F  на длину пути, т. е.

A — F(b — а).

2) Предположим, что сила F непрерывно меняется в зависимости 
от положения материальной точки, т. е. представляет собой функ­
цию F(s), непрерывную на отрезке a ^ s ^ b .

Разобьем отрезок [а ,  Ь\ на п произвольных частей с длинами

A s,,  A s2, . . . ,  As„,

затем в каждом частичном отрезке [ s ,_ , ,  s,-] выберем произволь­
ную точку  £,• и заменим работу силы F(s) на пути As,- (/ =  1 , 2 ,  . . . ,  п) 
произведением

F ( l i)A s {.

Это значит, что в пределах каждого частичного отрезка мы прини­
маем силу F за постоянную, а именно полагаем F — F (£,-). В таком 
случае выражение F d ^ A s , -  при достаточно малом As,- дает  нам при­
ближенное значение работы силы F  на пути As,-, а сумма

4 . “ 2  /=■(£,-) As,
/ = 1

б удет  приближенным выражением работы силы F  на всем отрезке 
[а, Ь].
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О ч еви д н о ,  А п п р е д с т а в л я е т  собой и н те гр а л ь н ую  с у м м у ,  с о с т а в ­
л е н н у ю  д л я  ф ункции  F = F ( s )  на о т р е з к е  [ а ,  Ь]. П р е д е л  э то й  с ум м ы  
при m a x  ( A s , ) — >-0 с у щ е с т в у е т  и в ы р а ж а е т  
р а б о т у  силы F (s) на п у т и  о т  т о ч к и  s =  a 
д о  точ ки  s  =  Ь:

1 =  j  F  (s ) ds. (1)

П р и м е р  1. Сжатие S  винтовой пружины 
пропорционально приложенной силе F. Вычислить 
работу силы F при сжатии пруж ины  на 5 см, 
если для  сж ати я  ее на 1 см н ужна сила в 1 кг Рис. 241.
(рис. 241).

Р е ш е н и е .  Сила F и перемещение S  связаны по условию зависимостью 
F =  kS, где k— постоянная.

Будем вы ражать  S  в метрах ,  F — в килограммах . При S  =  0,01 F =  l ,  
т. е. 1 =  /г-0 ,0 1 , откуда Л =  100, F = 1 0 0 S .

На основании формулы (1) имеем:
0,05

S 2 10-05
100S dS =  100 - = 0,125 кгм.

П р и м е р  2. Сила F, с которой электрический заряд  е, о тталкивает  з а ­
ряд ег (того ж е  знака) ,  находящийся от него на расстоянии г, вы раж ается  
формулой

где k— постоянная.
Определить работу силы F при перемещении заряда  ег из точки Л,, 

отстоящей от е, на расстоянии г , ,  в точку Л2, отстоящую от е, на расстоя­
нии га, полагая ,  что зар яд  е, помещен в точке А0, принятой за начало отсчета. 

Р е ш е н и е .  По формуле (1) имеем:
Г1

А - f * 9 dr- ke,et -

При гг — <х получим:

dr =

*kexet —

ke.e,

1

1 A — k y .  Последняя величина называется потенциалом поля.При е. 
создаваемого зарядом е,

§ 8. Координаты центра тяжести

П у с т ь  на п лоско сти  О ху  д а н а  с и с т е м а  м а т ер и а л ь н ы х  т о ч ек  * 

(х \* .У j)' .Уа)’ • •••  Рп у п)
с массам и  mv т г, . . . ,  т а .
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П р о и з в е д е н и я  x imi и y imi н а зы в а ю т с я  ста ти ч еск и м и  м о м е н т а м и  
м а с сы  mi о тн о си тел ьн о  о сей  Оу и Ох.

О бозначим через  х с и у с к о о р ди н аты  ц ен тр а  т я ж е с т и  данной 
с и стем ы . Т о г д а ,  к а к  и зв е с т н о  из  к у р с а  м ехан и ки ,  к о о р д и н ат ы  центра 
т я ж е с т и  описанной м атер и ал ьн о й  си стем ы  о п р е д е л я ю т с я  ф орм улами :

2  x'mi + х гт г +  . . . + х пт п _ /=,
m i  + т г  +  • • • +  т л  "  ’

2 j  m i
1 = 1

п

2  У<т ‘
у у +  Угт г +  • • • +  Упт п _  »=■

+ . . .  + m n n
2 j  m i
1 = 1

(2)

М ы  и с п о л ь з у е м  э ти  ф о рм улы  при о ты скан и и  ц ентр ов  т я ж е с т и  р а з ­
ли чн ы х  ф и гу р  и тел .

1. Ц е н т р  т я ж е с т и  п л о с к о й  л и н и и .  П у с т ь  д ан а  к р и в ая  АВ  
у р а в н е н и е м  у = / ( х ) ,  а ^ х ^ Ь ,  и п у с т ь  э т а  к р и в а я  п р е д с т а в л я е т  
с о б о й  м а т е р и а л ь н у ю  линию.

П р ед п о л о ж и м ,  что ли н ей н ая  п л о т н о ст ь  * )  т а к о й  м атер и ал ьн о й  к р и ­
вой  р авн а  у- Р а з о б ь е м  линию на п ч а ст е й  дл и н ы  A s , ,  A s 2, . .  ., A sn. 
М а с с ы  э т и х  ч а ст е й  б у д у т  р а в н я т ь с я  п р ои зведен и ю  их  дл и н  на (по­
с т о я н н у ю )  п л о т н о ст ь :  A / » , =  y A s ; . На к а ж д о й  ч асти  д у г и  A s  возьмем  
п р о и зво л ьн ую  т о ч к у  с аб сц и ссо й  П р е д с т а в л я я  т е п е р ь  к а ж д у ю  ч а с т ь  
д у г и  A  Sj м атер и ал ьн о й  то ч ко й  Р ,  [ | (-, / ( £ , ) ]  с м ассо й  у  As,- и п о д с т а в л я я  
в  формулы (1 )  и (2) в м есто  х,- зн ач ен и е  в м е с т о  у,- з н ач е н и е  / ( £ , ) ,  
а в м ес т о  /я,- зн ач ен и е  yAs,- (м ассы  ч астей  A s , ) ,  п о луч им  п р иближенны е 
ф ормулы д л я  о п редел ен и я  центр а  т я ж е с т и  д у г и :

V. __ 2  SiYAs/ „ ~  Tj I (It) V’As,'
л е  ~  V  .  ’  У с  ~  .

2 j YAsi 2 . YAsi

Е сли ф ун кц и я  y —f ( x )  непреры вна и имеет  н епр еры вную  п р ои зво д ­
ную, то  с то я щ и е  в ч исли теле  и з н а м е н а т е л е  к а ж д о й  дроби  с ум м ы  
при m a x A s , - — >-0 имеют п р едел ы , равн ы е  п р ед е л ам  с о о т в е т с т в у ю щ и х  
и н те гр а л ьн ы х  с у м м .  Т а к и м  образом , к о о р д и н а т ы  ц е н т р а  т я ж е с т и  д у г и

*) Линейной плотностью называется масса единицы длины данной 
линии. Мы предполагаем, что линейная плотность на всех участках  кривой 
одинакова.
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выражаются Определенными интегралами:
ь ь
jj х ds ^ х V I  +  f '2 (х) dx

j  ds j  J/ ~ l+ f,2(x)dx
O')

J  f (x) ds § f  (x) V 1 +  /'* (дс) dx

Ус - а— ------- =  4 --------------------------• (2 ')
J  ds J  V 1 + / '2 (x) dx

П р и м е р  1. Найти координаты центра тяжести полуокружности 
х2 +  у2= а ‘ , расположенной над осью Ох.

Р е ш е н и е .  Определим абсциссу центра тяжести:

=  d s = V l + ( % ) ' .  ds =  - r 4 = d x ,dx — х* * \dx) ' у  a2— x2
a
Г x dx
,) yfdT^x2

У
a

a
—a
a . Xa arcsin — a

-a V a 2—x2 L a _  J L  =  0

(■ dx
a )  7 ^

—a
Найдем теперь ординату центра тяжести: 

а

f  V~а2 —

ка

а

а \ dx
V а* —дс*dx

Ус =  — -----
2 а2 2 а

па па па п
2. Ц е н т р  т я ж е с т и  п л о с к о й  ф и г у р ы .  Пусть данная фи­

гура , ограниченная линиями у  =  Д  (х), _ у = Д ( х ) ,  х — а, х =  Ь, пред­
ставляет собой м а т е р и а л ь н у ю  плоскую фигуру. Поверхностную 
плотность, т. е. массу единицы площади поверхности, мы будем 
считать постоянной и равной б для всех частей фигуры.

Разобьем данную фигуру прямыми х —а , x  =  x t , . . . ,  x = xn = b 
на полоски ширины Ах,, Дх2, . . . ,  Дх„. Масса каждой полоски будет 
равна произведению ее площади на плотность б. Если каждую  по­
лоску заменить прямоугольником (рис. 242) с основанием Д х , и вы­

сотой / ,(£ ,• )— Д  (I,-), где =  *‘ ~* то масса полоски будет  
приближенно равна

Д«, =  б [Д ( | ,) - Д  (£,)] Дх,. (/ =  1 , 2 ,  . . . , « ) .
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Приближенно центр тяжести этой полоски будет  находиться 
в центре соответствующего прямоугольника:

Заменяя теперь каж дую  полоску материальной точкой, масса кото­
рой равна массе соответствующей полоски и сосредоточена в центре

-х

тяжести этой полоски, найдем приближенное значение координат 
центра тяжести всей фигуры (по формулам ( 1 ) и (2 ) ) :

2 Б / в [М Ь ) - М Ь ) ]Д * /
2 * 1  м м - л в м д * /  ’ 

\  2  № (И +  / « в [f, (£,•)—/, (?,)) Axt

У с«  2 6 ^ (e' )_ / 1 (e‘)lAAr« ‘

Переходя к пределу при Ддс,-—>0, получим т о ч н ы е  координаты 
центра тяжести данной фигуры:

ь

j  J  1 / iM  +  М * ) Ш »  W — fi  (*)1 dx^ •* [ft {x) ~ /, (x )]

(a:)] d*

Эти формулы справедливы для любой однородной (т. е. имеющей 
постоянную плотность во всех точках) плоской фигуры. Как мы 
видим, координаты центра тяжести, не зависят от плотности б фигуры 
(в  процессе вычисления б сократилось).
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П р и м е р  2. Определить координаты центра тяжести  сегмента параболы 
уг — ах, отсекаемого прямой дс =  а  (рис. 243).

ус—0 (так к а к  сегмент симметричен относительно оси Ох).

У пражнения к главе  XII 

В ы ч и с л е н и е  п л о щ а д е й

1. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями у'- — 9х, у =  3х. 
Отв. •

2. Найти площадь фигуры, ограниченной равнобочной гиперболой ху =  аг, 
осью Ох и прямыми х = а, 6 =  2а. Отв. a2 In 2.

3. Найти площадь фигуры, заключенной между кривой у —4 — хг и
2

осью Ох. Отв. 10 -д-.

4. Найти площадь фигуры, ограниченной гипоциклоидой у*1»=а».

6. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой у =  х’ , прямой у =  8 
и осью Оу. Отв. 12.

7. Найти площадь области, ограниченной одной полуволной синусоиды 
и осью абсцисс. Отв. 2.

8. Найти площадь области, заключенной между параболами у2 =  2рх,
4

хг — 2ру. Отв. -~рг.<3

Рис. 243.

Р е ш е н и е .  В данном случае  /2 (х) — Y  ах, /, (х) =  — У  ах, поэтому
а

о

х X
5. Найти площадь фигуры, ограниченной цепной линией у —~ (е а а ),

Q;2
осью Ох, осыо Оу и прямой х =  а. Отв. — (е2— 1).



9. Найти всю площадь фигуры, ограниченной линиями у — х*, у =  2х, 
у = х . Отв. у  .

10. Найти площадь области, ограниченной одной аркой циклоиды 
x =  a (t  — sin 0 ,  у =  а(  1— cos/) и осью абсцисс. Отв. З л а 2.

1 1 . Найти площадь фигуры, ограниченной гипоциклоидой *  =  a c o s ’ /,
з

# =  a s i n s /. Отв. я а 2.О
12 . Найти площадь всей области, ограниченной лемнискатой q2 =  a2 cos 2<р. 

Отв. аг.
13. Вычислить площадь области, ограниченной одной петлей кривой 

q =  а  sin 2q>. Отв. я  а 2.

14 . Вычислить полную площадь области, ограниченной кардиоидой
3

Q =  a ( l — cosq>). Отв.
на.2

15 . Найти площадь области, ограниченной кривой n =  acos<p. Отв. —— .4
л а?

1 6 . Найти площадь области, ограниченной кривой q = a  cos 2ф. Отв. - g -  .

Я
1 7 . Найти площадь области, ограниченной кривой Q =  cos3q>. Отя. - j -  .

зх а̂
18 . Найти площадь области, ограниченной кривой q =  a cos 4q>. Отв. .
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В ы ч и с л е н и е  о б ъ е м о в

аг 1 Ьг
xz цг19. Эллипс -2+ r 5 =  1 вращается во кр у г  оси Ох. Найти объем тела вра­

щения. Отв. у  л а й 2.

20. Отрезок прямой, соединяющей начало координат с точкой (а , Ь), 
вращается во кр уг  оси у. Найти объем полученного конуса. Отв. -г- л агЬ.О

21. Найти объем тора, образованного вращением кр у га  хг +  (у — 6)а = а 2 
во кр у г  оси Ох (предполагается, что Ь^га). Отв. 2п2а‘ Ь.

22. Площадь, ограниченная линиями уг — 2рх и х =  а, вращается вокруг  
оси Ох. Найти объем тела вращения. Отв. я р а 2.

23. Ф игура ,  ограниченная гипоциклоидой х  ̂+  у вращается во­

к р у г  оси Ох. Найти объем тела вращения. Отв.  ̂ ■.

24. Ф и гур а ,  ограниченная одной дугой синусоиды г/ =  sin jc  и  о с ь ю  Ох,
ЗХ2

вращается во кр у г  оси Ох. Найти объем тела вращения. Отв. у .

25. Ф и гур а  ограниченная параболой уг — 4х и прямой * = 4 .  вращается 
вокруг оси Ох. Найти объем тела вращения. Отв. 32я.

26. Ф и гур а ,  ограниченная кривой у — хех и прямыми у =  0, х = 1 ,  вра-
ЗХ

щается во кр уг  оси Ох. Найти объем тела вращения. Отв. —  (е*— 1).

27. Ф игура ,  ограниченная одной аркой циклоиды x — a ( t — sin/), 
у =  а (  1— cos/) и осью Ох. вращается во кр уг  оси Ох̂  Найти объем тела 
вращения. Отв. 5 я 2а ’ .

28. Та же фигура, что и в задаче 27, вращается вокруг  оси Оу. Найти 
объем тела вращения. Отв. б я ’ а ’ .
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29. Та же ф игура ,  что и в задаче 27, вращается вокруг  прямой, парал­
лельной оси Оу и проходящей через вершину циклоиды. Найти объем тела

лд®
вращения. Отв. - g -  (9л2— 16).

30. Та ж е  фигура, что и в задаче 27, вращается во кр у г  прямой, п арал ­
лельной оси Ох и проходящей через вершину циклоиды. Найти объем тела 
вращ ения. Отв. 7п‘аг.

31. Цилиндр р адиуса  R  пересечен плоскостью, проходящей через диаметр 
основания под у гло м  а  к плоскости основания. Найти объем отсеченной части.

Отв. R’ tg а .

32. Найти объем, общий двум  цилиндрам: ** +  г/2 =  /?2, y1 +  z,  — Rl . 

Отв. ^  Rs.
33. Точка пересечения диагоналей квадрата  перемещается вдоль диаметра 

к р у г а  р адиуса  а ;  при этом плоскость, в которой леж ит квадрат ,  все время 
остается перпендикулярной к  плоскости к р у г а ,  а две противоположные вершины 
квадрата  перемещаются по окружности (при движении величина квадрата ,  
очевидно, меняется).  Найти объем тела , образуемого этим движущ имся квадра-g
том. Отв. — а*.

34. Вычислить объем сегмента, отсекаемого от эллиптического парабо­

лоида плоскостью х =  а. Отв. паг V pq.
Zp ZQ

35. Вычислить объем тела, ограниченного плоскостями г  =  0, (/ =  0, 
цилиндрическими поверхностями хг =  2ру и г 2 =  2рх и плоскостью х =  а.

“* /Отв. — -у—  (в первом октанте) .
7 У р

36. П р ям ая  движется параллельно плоскости Оуг, пересекая два эллипса
у® 2̂

— 1, —i. Ч—т = 1 ,  лежащих в плоскостях Оху и Охг. Вычислить объем 
о2 Ъг а2 с2 g
полученного тела . Отв. -g- abc.

В ы ч и с л е н и е  д л и н  д у г

37. Найти всю длину гипоциклоиды х*1, +'у,1’ =  а '>. Отв. 6а.
38. Вычислить длину дуги  полукубической параболы ау2 =  ха от начала

335
координат до точки с абсциссой х  =  5а . Отв. 7jr j-a -

х JL
39. Найти дл и н у  дуги  цепной линии у = — (еа -\-е а ) от начала коор-

X X
динат до точки (х, у). Отв. — е в )===.]/"(/*.■— а 2.

40. Найти длину одной арки циклоиды x = a ( t—sin/), y = a ( l — cost). 
Отв. 8a.

41. Найти длину дуги  кривой у =  \пх в пределах от У~Ъ до 

х= = У  8. Отв. 1 +  y l n ^ - .

42. Найти длину дуги  кривой у — \— i n c o s *  в пределах от х — 0 до
я  _ , . Зя х =  — . Отв. in tg — .
4  о



43. Найти длину спирали Архимеда Q =  aq> от полюса до конца первого 

завитка .  Отв. п а  У 1 +  4л2 +  -| In (2 я  +  У 1 +  4я*).

44. Найти длину спирали q =  еП!р от полюса до точки (Q, <р).

Отв. У Г + ¥ 8.a  a
45. Найти всю длину кривой g  =  a s in * -^ - .  Отв. -^ -яа.о ^

С* с2
46. Найти длину эволюты эллипса x =  — cos*t; y=-^-sin, t. 

0тв.
ab

47. Найти длину кардиоиды p =  a ( I + c o s 9 ) .  Отв. 8а.
48. Найти длину дуги  эвольвенты к р у га  х = а  (cos Ф +  Ф sin ф),

у — a (sin ф— фсовф) от ф =  0 до ф =  ф,. Отв. 4 - аф'
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В ы ч и с л е н и е  п л о щ а д е й  п о в е р х н о с т е й  т е л  
в р а щ е н и я

49. Найти площадь поверхности, полученной вращением параболы,
56уг — 4ах во кр у г  оси Ох, от начала О до точки с абсциссой х — Ъа. Отв. лаг.
и

50. Найти площадь поверхности конуса, образуемого вращением отрезка 
прямой </>= 2х от х — 0 до х =  Ч: а ) В о кр у г  оси Ох. Отв. 8л  У  & б) В о кр уг  
оси Оу. Отв. 4 я  У  5.

51. Найти площадь поверхности тора, полученного вращением кр уга  
хг +  (у— Ь)2 =  аг во кр уг  оси Ох. Отв. 4л2аЬ.

52. Найти площадь поверхности тела, образованного вращением кар ди ­
оиды вокруг  оси Ох. Кардиоида задана параметрическими уравнениями

128
ж =  a  (2 cos ф— соз2ф), t/ =  a  (2 sin ф— 5)п2ф). Отв. -g~ я  а*.

53. Найти площадь поверхности тела, полученного вращением одной
64яа2

арки циклоиды х — а (/ — sin t )\  у —а (  1— cos t )  около оси Ох. Отв. ——  .

54. Арка циклоиды (см. задачу 53) вращается около оси Оу. Найти 
поверхность тела вращения. Отв. 16лг« 2.

55. Арка циклоиды (см. задачу 53) вращается около касательной, парал­
лельной оси Ох и проходящей через вершину. Найти поверхность тела вра-

л  3 2 я а г 
щения. Отв. —-g— .

56. Астроида *  =  a s l n ’ i ,  y = a c o s ’ t вращается около оси Ох. Найти по-
_ 12 я а г 

верхность тела вращения. Отв. —g— .

57. Д у г а  синусоиды i/ =  s in x  от х =  0 до *  =  2 я  вращается около оси Ох. 
Найти поверхность тела вращения. Отв. 4 п [ У  2 +  \ п (У  2 + 1 ) ] .

50. Эллипс ^  +  т * = 1  (а >  Ь) вращается во кр уг  оси Ох. Найти поверх- аг Ь- ______
„ , ,  , „ , a r c s in e  У  а2 — Ь* 

пость тела вращения. Отв. 2я£г  +  2 я а о  --------- - , где е = ------ -— —,
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Р а з л и ч н ы е  п р и л о ж е н и я  о п р е д е л е н н о г о  и н т е г р а л а

х̂
59. Найти центр тяжести площади четверти эллипса =  1

4 а 4 b
<*S>0, у 3=0). Отв. Т п ,

60. Найти центр тяжести  площади фигуры, ограниченной параболой

х2 +  4у— 16 =  0 и осью Ох. Отв.  ̂0, -g-

61. Найти центр тяжести объема полушара. Отв. На оси симметрии,
3 г,на расстоянии R от основания.

62. Найти центр тяжести поверхности полушара. Отв. На оси симмет-
Rрии, на расстоянии от основания.

63. Найти центр тяжести  поверхности кр угового  прямого конуса, радиус 

основания которого R, а высота ft. Отв. На оси симметрии, на расстоянии О
от основания.

64. Ф игура ограничена линиями у =  sin х (0 <  я ) ,  у — 0. Найти центр 

тяжести  площади этой фигуры. Отв. ^

65. Найти центр тяжести площади фигуры, ограниченной параболами 
у2 =  20х, х2 =  20у. Отв. (9; 9).

66. Найти центр тяжести площади кругового  сектора с центральным
г> ^  о  ?  „ sin а  углом 2 а  и радиусом R. Отв. На оси симметрии, на расстоянии — R ------

О (X
от вершины сектора.

67 . Найти величину давления воды на прямоугольник , вертикально 
погруженный в воду, если известно, что основание его равно 8 м, высота 12 м, 
верхнее основание параллельно свободной поверхности р о д ы  и  находится 
на глубине 5 м. Отв. 1056 га.

68. Верхний край шлюза, имеющего форму квадрата  со стороной, рав­
ной 8 м, лежит на поверхности воды. Определить величину давления 
на к аж дую  из частей шлюза, образуемую делением квадрата  одной из его 
диагоналей. Отв. 85 333,33 кг, 170 666,67 кг.

69. Вычислить работу, необходимую для того, чтобы выкачать воду из 
полусферического сосуда, диаметр которого равен 20 м. Отв. 2 ,5 -10вя  кем.

70. Тело движется прямолинейно по закону x = c t !>, где х — длина пути, 
проходимого за время I, с — const. Сопротивление среды пропорционально 
к в адр ату  скорости, причгм коэффициент пропорциональности равен k. Найти 
работу, производимую сопротивлением при передвижении тела от точки

27 3 /-----
х = 0  до точки х =  а. Отв. V  с2а7,

71. Вычислить работу, которую нужно затратить, чтобы выкачать ж и д ­
кость плотностью V из резервуара, имеющего форму обращенного вершиной

, ,  _ п я yR2H2книзу конуса , высота которого Н, а радиус основания к .  Отв. — —  .

72. Деревянный поплавок цилиндрической формы, площадь основания 
которого 5  =  4000 сл«г, а высота Н =  50 см, плавает на поверхности воды. 
К акую  работу нужно затратить, чтобы вытащить поплавок на поверхность?

y2HzSУдельный вес дерева 0 8.) Отв —  =  32 кем.



73. Вычислить силу , с которой вода давит на плотину, имеющую форму 
равнобочной трапеции, верхнее основание которой а  =  6,4  м, нижнее 6 =  4,2 м, 
а высота Н =  3 м. Отв. 22,2 т .

74. Найти осевую составляющую Р кг полного давления пара на сфери­
ческое дно котла. Диаметр цилиндрической части котла D мм, давление

n P D ‘
пара в котле Р кг/см2. Отв. Р — ~̂ qq~ •

75. Конец вертикального вала радиуса г поддерживается плоским под­
пятником. Вес вала Р распределяется равномерно на всю поверхность опоры. 
Вычислить полную работу сил трения при одном обороте вала . Коэффициент^

4
трения ц. Отв. пцРг.и

76. Вертикальный вал оканчивается пятой, имеющей форму усеченного 
конуса . Удельное давление пяты на подпятник постоянной равно Р. Верхний 
диаметр пяты D, нижний cL, угол при вершине конуса  2а .  Коэффициент 
трения |i.

° п2 Р цНайти работу сил трения за один оборот вала .  Отв. - . (D*— d3)
6 sin а  '

77. ^Призматический стержень длины I р астягивается  медленно возра 
стающей от 0 до Р силой т ак ,  что в каж ды й  момент растягиваю щ ая сила 
уравновешивается силами упругости стержня. Вычислить работу А, затра 
ценную силой на растяжение, предполагая , что растяжение происходило 
в пределах упругости . Площадь поперечного сечения стержня равна F 
модуль упругости материала  равен Е.

У К а з а н и  е. Если х — удлинение стержня , a f — соответствующая сила

то / =  —j— х. Удлинение под действием силы Р равно М =i t r
.  Р М  РЧ

2 ~  2 EF ’
78. Призматический брус подвешен вертикально, и к  нижнему его концу

приложена растягиваю щ ая сила Р. Вычислить удлинение бруса под действием
силы его веса и силы Р, если дано, что длина бруса в нерастянутом состоянии
равна /, площадь поперечного сечения F, вес бруса Q и модуль упругости

(О 4- 2Р) I 
материала Е. Отв. Д /=  ' „ ' .

z c  г
79. Определить время, в течение которого жидкость выльется из призма­

тического сосуда, наполненного до высоты Н Площадь поперечного сечения 
сосуда F, площадь отверстия /, скорость истечения определяется по формуле 
V  =  ц V 2gh, где (л — коэффициент вязкости , g — ускорение силы тяж ести , h —

_ _  2FH F ,  / Шрасстояние от отверстия до уровня жидкости. Отв. Т = ------  ■ =  —; 1/  —  .
2 gH t f V  g

80. Определить расход Q воды (количество воды, вытекающей в единицу 
времени) через водослив прямоугольного сечения. Высота водослива к,
ширина b. Отв. Q = — \ibh У 2gh.

81. Определить расход воды Q, вытекающей из бокового 
прямоугольного отверстия высотой я и шириной Ь, если высота 
свободной поверхности воды над нижней стороной отверстия равна Н.

Отв. Q =  [//‘ /»- (Н- а ) * » ] .

4 3 8  ГЕО М ЕТРИ ЧЕС КИ Е И М ЕХАН И ЧЕС КИ Е ПРИ Л О Ж ЕН И Я [ГЛ . X II
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§  1. Постановка задачи .
Уравнение движения тел а  при сопротивлении 

среды , пропорциональном скорости.
Уравнение цепной линии

П у с т ь  ф у н к ц и я  у  — f  (х) о т р а ж а е т  ко л и ч е с тв ен н у ю  сто р он у  н еко то ­
рого  я в л е н и я .  Ч а с т о ,  р а сс м ат р и в ая  э т о  я вл е н и е ,  мы не м ож ем  н еп о сред ­
с тв ен н о  у с т а н о в и т ь  х а р а к т е р  з ави си м о сти  у  от  х, а можем  у с т а н о в и т ь  
з а в и с и м о с т ь  м е ж д у  величинами  х и у  и п роизводным и от у  по х: 
У' . У"> • • • > У ”\ т - е - н а п и са т ь  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е .

И з  п олучен н ой  з ави си м о сти  м е ж д у  переменной х , у  и произ­
во дн ы м и  т р е б у е т с я  у с т а н о в и т ь  н е п о с р е д с тв ен н у ю  з а ви с и м о с т ь  у  от х, 
т .  е .  н ай ти  у — / (х )  или, к а к  г о в о р я т ,  п р о и н т е г р и р о в а т ь  
д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е .

Рассмотрим два примера.
П р и м е р  1. С некоторой высоты сброшено тело, масса которого т .  

Требуется установить, по каком у  закону  будет изменяться скорость v паде­
ния этого тела, если на него, кроме силы тяжести , действует тормозящая 
сила сопротивления воздуха ,  пропорциональная скорости (с коэффициентом 
пропорциональности k), т. е. требуется найти v = f( t ) .

Р е ш е н и е .  По второму закону Ньютона
dv „

dv
где есть ускорение движущегося тела (производная от скорости по вре­

мени), a F — сила, действующая на тело в направлении движения. Эта сила 
склады вается  из д в у х :  силы тяжести mg и силы сопротивления в о з д ух а— kv 
(мы берем ее с минусом, так  к а к  она направлена в сторону, противополож­
ную направлению скорости). Итак,

dvm ^ j =  mg— kv. (1)

Мы получили соотношение, связывающее неизвестную функцию и и ее произ- 
dv

водную , т. е. д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  о т н о с и ­

т е л ь н о  н е и з в е с т н о й  ф у н к ц и и  v. (Это уравнение движения некото­
рых типов парашютов.) Решить дифференциальное уравнение — это значит 
найти такую  функцию v =  f(t), которая тождественно удовлетворяет  данному 
дифференциальному уравнению. Таких функций имеется бесконечное мно­
жество.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
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Читатель легко проверит, что в с я к а я  функция вида

mg
(2)

удовлетворяет  уравнению (1), каково  бы ни было постоянног число С. К акая  
ж е  из этих функций даст  искомую зависимость v от t ? Д л я  того чтобы ее 
найти, используем дополнительное условие: при сбрасывании тела ему была 
придана начальная скорость у 0 (которая , в частности, может быть равной 
нулю); мы предполагаем эту начальную скорость известной. Но тогда искомая 
функция v =  f(t)  должна быть т ако ва ,  чтобы при / =  0 (в начале движения) 
выполнялось условие v =  v0. Подставляя   ̂=  0, о =  и0 в формулу (2), найдем:

va =  C + - £ ,  о ткуда  С =  у0— .
Таким образом, постоянная С найдена. Следовательно, искомая зависи­

мость v от t т акова :  . kt
(2')

скорость v малоИз этой формулы с/едует, что при достаточно больших t 
зависит от v0.

Заметим, что если k = 0  (т. е. сопротивление воздуха  отсутствует или 
оно столь мало, что мы можем им пренебречь), то мы получаем известный

из физики р езу л ь тат * ) :
t> =  t;0 + g / . (2") 

Эта функция удовлетворяет дифференциаль­
ному уравнению (1) и начальному условию: 
у =  и„ при t =  0.

П р и м е р  2. Г и б кая  однородная нить 
подвешена за два конца. Найти уравнение 
кривой, по которой расположится нить под дей­
ствием собственного веса  (так  располагаются 
подвешенные к ан аты ,  провода, цепи).

Р е ш е н и е .  Пусть М 0 (0, Ь) — наиболее 
н и зк ая  точка нити М— ее произвольная точка 
(рис. 244). Рассмотрим часть нити М 0М . Эта 
часть находится в равновесии под действием 
трех сил:

1) натяжение Т, действующее по к а с а ­
тельной в точке М и составляющее с осью Ох 
угол ф;

2) натяжение Н в точке М 0, действующее 
горизонтально;

3) вес нити ys, направленный вертикально вниз, где s — длина ду ги  М0М, 
у — линейный удельный вес нити.

Р а з л а г а я  натяж ение Г  на горизонтальную и вертикальную  составляющие, 
получим уравнения  равновесия:

T c o s y = H ,  Г .яй1 ф =  у*.
Д ел я  члены второго равенства на соответствующие члены первого, 

получим: у
tg Ф = Н

*) Формула 
перехода:

(2") может быть получена

(3)

из (2 ')  с помощью предельного

‘ + -V, +  gt.



Положим теперь, что уравнение искомой кривой можно записать в виде 
y — f (х ) . Здесь f (х) — неизвестная ф ункция, которую надлеж ит найти. Заме­
тим, что

*ЕФ =  /' (*) =  Й -

§ Ч ПОСТАНОВКА ЗАД АЧИ  441

Следовательно,
dy. =  - s ,  (4)dx а

где через а обозначено отношение —  .
У

Продифференцируем обе части равенства (4) по х:

Но, к а к  известно (см. § 1 гл. VI),

ds 
dx

Подставляя  это выражение в уравнение (5), получим дифференциальное 
уравнение искомой кривой:

ЧЛС/ ■ (6)
Оно вы ражает  связь  между  первой и второй производными от неизвестной 

функции у.
Не остан авли ваясь  на методах решения уравнений, у к а ж ем ,  что в с я к а я  

функция вида

, = ! [ e+ ( ^ +c,) + r W +Ci) + сг (7)

удовлетворяет уравнению (6) при,любых значениях постоянных С, и С,. В этом 
можно легко убедиться, подставив первую и вторую производные указанной 
функции в уравнение (6). У каж ем  далее  без до казательства ,  что этими функ­
циями (при различных С, и С,) исчерпываются все возможные решения 
уравнения (6). Это будет показано в § 18.

Графики всех полученных таким  образом функций называются цепньми 
линиями.

Выясним теперь, к а к  надо подобрать постоянные С, и С ,,  чтобы получить 
именно ту  цепную линию, низшая точка М которой имеет координаты (О, Ь). 
Т ак  к а к  при *  =  0 точка цепной линии занимает наинизшее положение,

то в этой точке к асател ьн ая  горизонтальна, т. е. Кроме того, по усло­

вию, в этой точке ордината равна Ь, т. е. у — Ь.
Из уравнения (7) находим:

» Ч (
— +с, - ( —+с, 

е “ - е

Подставляя сюда х =  0, получим 0 =  -^-(ec i — e~ci). Следовательно,

С, =  0.
Если ордината точки есть Ь, то у — Ь при х =  0.
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Из уравнения (7) получаем, п олагая  *  =  0 и С , = 0 ,  Ь = у  (1 + 1) +  С,, 
о ткуда  Сг=  b— а. Окончательно находим:

/ х 
■т(*“

Уравнение (7) принимает особенно простой вид, если ординату  точки М0 
взять  равной числу а. Тогда уравнение цепной линии будет:

X X
У - т ( е ° + е ~ ° )

§  2. Определения

О п р е д е л е н и е  1 . Дифференциальным уравнением называется 
уравнение, связывающее независимую переменную х, искомую функ­
цию y = f ( x )  и ее производные у', у ", , У " 1.

Символически дифференциальное уравнение можно написать так :

F(x, у , у ’ , у", . . .  , / " ' )  =  0
или

Если искомая функция у  — /(х) есть функция о д н о г о  незави­
симого переменного, то дифференциальное уравнение называется 
обыкновенным. Мы будем заниматься только обыкновенными диффе­
ренциальными уравнениями *).

О п р е д е л е н и е  2. Порядком дифференциального уравнения 
называется порядок наивысшей производной, входящей в уравнение.

Так, например, уравнение
у' — 2хуг +  5 =  0 

есть уравнение первого порядка.

*) Н аряду  с обыкновенными дифференциальными уравнениями в мате­
матическом анализе изучаются т а к ж е  уравнения в частных производных 
Дифференциальным уравнением в частных производных называется соотноше­
ние между неизвестной функцией г, зависящей от двух  или нескольких
переменных х, у ............этими переменными х, у, . . .  и частными производ-

дг дг &г 
ными от г: , 5- ,  3-5 и т. д. дх ду дх2

Дифференциальным уравнением в частных производных с неизвестной
дг дг

функцией г(х, у) является ,  например, уравнение Х^  — У ^ -
Легко проверить, что этому уравнению удовлетворяет функция г =  х2у2 

(и еще множество других  функций).
В настоящем курсе  уравнениям  в частных производных посвящена 

гл. XVIII  (т. II).



Уравнение
у" 4 - ky' — by— sin х =  О

есть уравнение второго порядка и т. д .
Уравнение, рассмотренное в предыдущем параграфе в примере 1, 

является уравнением первого порядка, а в примере 2 — уравнением 
второго порядка.

О п р е д е л е н и е  3. Решением или интегралом  дифференциаль­
ного уравнения называется всякая функция y = f ( x ) ,  которая, будучи  
подставлена в уравнение, превращает его в тождество.

П р и м е р  1. Пусть мы имеем уравнен! е

Й + г / = ° '

Функции у — sin jc, у =  2 cos х, j/ =  3 s i n x — c o s *  и вообще функции вида 
у =  С, s in * ,  y =  Ct cosx или

у =  С, s in A f+ C jc o sx
являю тся решениями данного уравнения при любом выборе постоянных С, 
и С г; в этом легко убедиться, подставив указан ны е  функции в уравнение. 

П р и м е р  2. Рассмотрим уравнение
у' х — хг — у — 0.

Его решениями б удут  все функции вида
у =  хг -\-Сх,

где С — любое постоянное. Действительно, дифференцируя функцию 
у  — хг +  Сх,  находим:

у' =  2* + С.

Подставляя  вы раж ен и я  у а у' в исходное уравнение, получаем тождество
(2дг +  С) х —хг—хг—Сх =  0.

К аждое  из уравнений, рассмотренных в примерах 1 и 2, имеет бесчисленное 
множество решений.

§  3. Дифференциальные уравнения первого порядка 
(общие понятия)

1. Дифференциальное уравнение п е р в о г о  порядка имеет вид

F(x, у , / )  =  0 . ( 1 )

Если это уравнение можно разрешить относительно у', то его можно 
записать в виде

y ' = f ( x , y ) .  (Г )

В этом случае Мы говорим, что дифференциальное уравнение 
разрешено относительно производной. Для такого уравнения спра­
ведлива следующая теорема, которая называется теоремой о сущ е­
ствовании и единственности решения дифференциального уравнения.

§ 3 ]  Д И ФФ ЕРЕНЦ И АЛЬНЫ Е УРА ВН ЕН И Я ПЕРВО ГО  П О РЯД КА  4 4 3
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Т е о р е м а * ) .  Если в уравнении

/ = / ( * ,  У)
аг

функция f ( x ,  у) и ее частная производная щ по у  непрерывны
в некоторой области D на плоскости Оху, содержащей некото­
рую точку  (х0, у 0), то  существует единственное решение этого 
уравнения у  =  (р(х), удовлетворяющее условию: при х =  х0 у  =  у 0.

Геометрический смысл теоремы заключается в том, что сущ ествует 
и притом единственная функция _у =  ф (х ) ,  график которой проходит 
через точку (х 0, у 0).

Из только что высказанной теоремы вытекает, что уравнение (1 ')  
имеет бесконечное число различных решений [например, решение, 
график которого проходит через точку (х0, у 0); другое решение, 
график которого проходит через точку (х 0, y t); через точку (х0, у г) 
и т. д . ,  если только эти точки лежат в области D].

Условие, что при х — х0 функция у  должна равняться заданному 
числу _у0, называется начальным условием. Оно часто записывается 
в виде

У |л=ж0 У о'
О п р е д е л е н и е  1. Общим решением дифференциального урав­

нения первого порядка называется функция

У =  ф(х, С), (2)

которая зависит от одного произвольного постоянного С и удовле­
творяет следующим условиям:

а) она удовлетворяет дифференциальному уравнению при любом 
конкретном значении постоянного С;

б) каково бы ни было начальное условие у  — у 0 при х =  х 0, 
т. е. (У)х=х0 — у 0, можно найти такое значение С— С0, что функ­
ция _у =  ф (х , С0) удовлетворяет данному начальному условию. 
При этом предполагается, что значения х0 и у й принадлежат к той 
области изменения переменных х  и у, в которой выполняются условия 
теоремы существования и единственности решения.

2. В процессе разыскания общего решения дифференциального 
уравнения мы нередко приходим к соотношению вида

Ф (х, у , С) =  0, (2 ')
не разрешенному относительно у. Разрешив это соотношение отно­
сительно у, получаем общее решение. Однако выразить у  из соот­
ношения (2 ' )  в элементарных функциях не всегда оказывается воз­
можным; в таких случаях общее решение оставляется в неявном виде.

*) Д оказательство  этой теоремы выходит за рамки данной книги (чита­
тель может найти его, например, в книге : В. В. С т е п а  н о в ,  К ур с  диф­
ференциальных уравнений).
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Равенство вида Ф (х, у, С) — 0 ,  неявно задающее общее решение, 
называется общим интегралом  дифференциального уравнения.

О п р е д е л е н и е  2. Частным решением называется любая функ­
ция д| =  ф(л:, С0), которая получается из общего решения .у —<р(х, С), 
если в последнем произвольному постоянному С придать определен­
ное значение С = С 0. Соотношение Ф  (х, у, С0) =  0 называется в этом 
случае частным интегралом  уравнения.

П р и м е р  1. Д л я  уравнения первого порядка

dy _ _  
dx х

общим решением будет семейство функций У= ~'< это можно проверить

простой подстановкой в уравнение.
Найдем частное решение, удовлетворяющее следующему начальному

С
условию: у„— \ при *„ =  2. П одставляя  эти значения в формулу У—~  • 

С
получим ||ли С — Следовательно, искомым частным решением будет

функция ~  ■

С точки зрения геометрической о б щ и й  и н т е г р а л  представ­
ляет собой с е м е й с т в о  к р и в ы х  на координатной плоскости, 
зависящее от одной произвольной постоянной С (или, как  говорят, 
от одного параметра С). Эти кривые называются интегральными 
кривыми данного дифференциального уравнения. Ч а с т н о м у  
интегралу соответствует о д н а  к р и в а я  этого семейства, проходящая 
через некоторую заданную точку плоскости.

Так, в последнем примере общий интеграл геометрически изобра-
Q

жаегся  семейством гипербол у  =  — » а частный интеграл, определен­

ный указанным начальным условием, изображается одной из этих 
гипербол, проходящей через точку М0 (2, 1). На рисунке 245 изо­
бражены кривые семейства, соответствующие некоторым значениям

параметра: С = ~  , С— 1, С '= 2 ,  С — — 1 и т. д.

Чтобы сделать рассуждения более наглядными, мы будем в даль­
нейшем называть р е ш е н и е м  у р а в н е н и я  не только функцию 
_у =  ф(х , С0), удовлетворяющую уравнению, но и соответствующую 
и н т е г р а л ь н у ю  к р и в у ю .  В связи с этим мы будем говорить, 
например, о р е ш е н и и ,  п р о х о д я щ е м  ч е р е з  т о ч к у  (х0, y j .

З а м е ч а н и е .  Уравнение ~^=— не имеет решения, проходя­

щего через точку, лежащую на оси Оу (см. рис. 245). Это полу­
чается потому, что правая часть уравнения при х  =  0  не определена 
и, следовательно, не является непрерывной.

А
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Р е ш и т ь  или, как  часто говорят, п р о и н т е г р и р о в а т ь  диф­
ференциальное уравнение — значит:

а) найти его общее решение или общий интеграл (если началь­
ные условия не заданы) или

б) найти то частное решение уравнения, которое удовлетворяет 
заданным начальным условиям (если таковые имеются).

Рис. 245.

8 . Дадим геометрическую интерпретацию дифференциального урав­
нения первого порядка.

П усть дано дифференциальное уравнение, разрешенное относи­
тельно производной:

% - П х ,  у), (1 -)

и пусть у  =  ц>(х, С) есть общее решение данного уравнения. Это 
общее решение определяет семейство интегральных кривых на пло­
скости Оху.

Уравнение (1 ')  для каждой точки М с координатами х  и _у опре­

деляет  значение производной т. е. угловой коэффициент каса­

тельной к интегральной кривой, проходящей через эту  точку. Таким 
образом, дифференциальное уравнение ( 1 ' )  д ает  совокупность на­
правлений или, как  говорят, определяет поле направлений на пло­
скости Оху.

Следовательно, с геометрической точки зрения задача интегриро­
вания дифференциального уравнения заключается в нахождении кри­



вых, направление касательных к которым совпадает с направлением 
поля в соответствующих точках.

На рисунке 246  изображено поле направлений, определяемое 
дифференциальным уравнением

dy__
dx х

4. Рассмотрим, далее, такую  задач у .
Пусть дано семейство функций, зависящее от одного параметра С:

у  =  cp(x, С), (2)

причем через каж дую  точку плоскости (или некоторой области на 
плоскости) проходит только одна кривая из этого семейства.
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Для какого дифференциального уравнения это семейство функций 
является общим интегралом?

Из соотношения (2), дифференцируя по х, найдем:

% ~ V x(x, С). (3)

Так как через каж дую  точку плоскости проходит только одна 
кривая семейства, то для каждой пары чисел х  и у  определяется 
единственное значение С из уравнения (2). Подставляя это значение

С в соотношение (3), найдем ^  как  функцию от х  и у. Это и дает

нам дифференциальное уравнение, которому удовлетворяет всякая  
функция из семейства (2 ).
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Следовательно, чтобы установить связь м еж ду л% у  и т. е.

чтобы написать дифференциальное уравнение, общий интеграл кото­
рого определяется формулой (2 ), 
нужно исключить С из соотно­
шений (2 ) и (3).

П р и м е р  2. Найти дифферен­
циальное уравнение семейства п ар а ­
бол у =  Схг (рис. 247).

Дифференцируя по х уравнение
семейства, найдем:

dy.
dx -2 Сх.

П одставляя  сюда значение

с = 4х2
из уравнения семейства, получаем 

дифференцируемое уравнение данного семейства:

dy^ 2y  
dx х

Это дифференциальное уравнение имеет смысл при х Ф 0, т. е. в любой 
области, не содержащей точек на оси Оу.

§  4. Уравнения с разделенными и разделяющимися переменными. 
Задача о распаде радия

Рассмотрим дифференциальное уравнение вида

% = fx  <*)ЛОО. (1)

гд е  правая часть есть произведение функции, зависящей только от х, 
на функцию, зависящую только от у. Преобразуем его следующим 
образом (предполагая, что / 2 (у)Ф 0 ):

ft (У)
dy =  f l (x)dx. ( П

Считая у  известной функцией от л;, равенство ( Г )  можно рассматри­
вать как равенство д в у х  дифференциалов, а неопределенные инте­
гралы от них б у д у т  отличаться постоянным слагаемым. Интегрируя 
левую часть по у, а правую по х, получим:

§ m d y = l f ’ { x U x + c -
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Мы получили соотношение, связывающее решение у , независимое пе­
ременное х  и произвольную постоянную С, т. е . получили общий 
интеграл уравнения ( 1 ).

1. Дифференциальное уравнение типа ( Г )

М (х) dx-\- N (у) dy =  О (2)
называют уравнением с разделенными переменными. Общий интеграл 
его по доказанному есть

j  М(х) d x +  j  N(y) dy =  С.

П р и м е р  1. Д ан о  уравнение с разделенными переменными:

х dx +  y dy =  0.

И нтегрируя , получим общий интеграл:

- - 4 -У --С  2 +  2 '•

Т ак  к а к  л евая  часть последнего равенства неотрицательна, то и правая  
часть тоже неотрицательна. Обозначив 2С , че­
рез С1, будем иметь:

jc* +  t/a =  С*.

Это — уравнение семейства концентриче­
ских окружностей (рис. 248) с центром в на­
чале координат и радиусом С.

2. Уравнение вида

М, (x)N x(y)dx-\-M t(x)N t( y ) d y - 0  (3)

называется уравнением с разделяющимися 
переменными. Оно может быть приве­
д ен о * )  к уравнению с разделенными пере-

Рис. 248.

менными путем деления обеих его частей на выражение Nl {y)Mt (x)l

или

Мг (х)

т. е. к уравнению вида (2 ).

/И, (*) А/,(»/), , „  , M t (x)Nt ( y )  „  
Л/, (У) М г (х ) аХ  +  N, (у )  М г (х) аУ ~  U

УИ, (х) , . N, (у) .
dx +  тг-)Ц dy =  О,N1 (У)

*) Эти преобразования законно производить только в той области, где 
ни Л/, (у), ни М2(х) не обращаются в нуль.

1 5  н. С. П и с к у н о в ,  т .  I
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Разделяем  переменные: 

И нтегрируя ,  находим:

d£ _ У
dx

__ # 
X

* 1  — dx
У X

^ - = -  Г — + с .
У J  *

т. е.

In | у  | =  — In |*| +  ln | С | *) или 1п|«/| =  1п|-

Сотсюда получаем общее решение: у = — .

П р и м е р  3. Дано уравнение

(1 + * )  у dx +  ( l — у) x d y  =  0.

Р азд ел яя  переменные, находим:

\ ± ld x + \^Zldy==Q. dy = 0.

И нтегрируя ,  получаем:

In | х | + *  +  l n \у |— у —С или \n\xy\-\-x— у —С:

последнее соотношение есть общий интеграл данного уравн ен и я .
П р и м е р  4. Установлено, что скорость распада радия  прямо пропорци­

ональна его количеству в каж ды й  данный момент. Определить закон изме­
нения массы р адия  в зависимости от времени, если при < =  0 м асса  радия 
была т 0.

Скорость распада  определяется следующим образом. Пусть в момент t 
была м асса  т ,  в момент / +  Д<— м асса  та +  Д т .  За время Д t р асп алась

масса Дт .  Отношение ^  есть средняя скорость р асп ада .  Предел этого

отношения при A t — >-0
lim I

д/-+о Д t d t

есть скорость распада р ади я  в момент t.
По условию задачи

т г ~ ы ' (4)

где k— коэффициент пропорциональности (k >  0). Мы ставим зн ак  минус по-
,  dm

тому, что при увеличении времени м асса  радия убывает  и потому <  0.

*) Имея в виду  дальнейшие преобразования, мы обозначили произволь­
ную постоянную через l n | C J ,  что допустимо, т а к  к а к  In | С | (при Сф 0) 
может принимать любое значение от — оо до + о о .
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• k dt.

Уравнение (4) есть уравнение  с разделяющимися переменными. Разделяем  
переменные

dm 
т

Реш ая уравнение, получим:
In то =  — kt-\- In С,

откуда
. т  U4In £-*= — kt, 

m — Ce~kt. (5)
Т ак  к а к  при * =  0 масса  р ади я  была т 0, то С должно удовлетворять  соот­
ношению

т 0 =  Се~к'° — С.
П одставляя  значение С в равенство (5), получим искомую вависимость 
(см. рис. 249) массы радия к а к  функцию времени:

(6 )
Коэффициент k определяется из наблюдений следующим образом. Пусть 
за  время t0 распадается  а %  от первоначальной массы р ади я .  Следователь­
но, выполняется соотношение

m — m0e~kt.

(
■Л/-

откуда

или

-kt„ In ( l  1QOj  ,

1 . Л а \
" V  loo) •

Т аким образом, было определено, что дл я  р адия  k =  Q,00044 (единица изме­
рения времени— год).

П одставляя  это значение k в формулу (6), получим:
т  =  т 0е~°'оош*.

Найдем период п о лураспада  р адия, т. е. промежуток времени, за  кото­
рый распадается  половина первоначальной массы р адия. П одставляя  в послед­

нюю формулу вместо т  значение ~  , получим уравнение д л я  определения 

периода полураспада  Т:

о ткуда

или

-^ = m 0e-».ooo4ir>

— 0,000447 =  — 1п 2,

Т = In 2
0 ,00044 .= 1 5 9 0  лет.

Заметим, что к уравнению вида (4) приводят и др уги е  задачи физики 
и химии.

15*
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З а м е ч а н и е .  Простейшим диффгренциальным уравнением с раз­
деленными переменными является уравнение вида

%  =  f<x) или dy —f(x )  dx.

Его общий интеграл имеет вид

у  =  \ f(x )  d x + C .

Решением уравнений этого вида мы занимались в главе X.

§  5. Однородные уравнения  первого порядка

О п р е д е л е н и е  1 . Функция f ( x , у) называется однородной 
функцией п-го измерения относительно переменных х а  у, если при 
любом К справедливо тождество

f(K x, ky) =  l nf ( x ,  у).

П р и м е р  1. Функция f  (х, у )  =  У х ‘ +  у’ —однородная функция пер­
вого измерения, так как

f(kx, ky) =  У (kxf +  (ку)г =  к У .х* + у* =  If (х, у).
П р и м е р  2 . f(xy) =  xy—у* есть однородная функция второго измере­

ния, так как (кх) (ку)— (ку)г — к‘ [ху—t/2].
X2 — W2П р и м е р  3. f  (х, у) —------— есть однородная функция нулевого изме-

(кх)г—(ку)г хг—уг fрения, так как = ...ху - .  т. е. f (кх, ky) = f(x, у) или
/(U , ky) = ‘k°f(x, у).

О п р е д е л е н и е  2. Уравнение первого порядка

% - п * ,  у) О ) '

называется однородным относительно х  и у, если функция f ( x , у) 
есть однородная функция нулевого измерения относительно х  и у. 

Р е ш е н и е  о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я .  По условию

f(k x , 'Ky) =  f ( x , у). Положив в этом тождестве ^ , получим:

/■(*. y ) = f ( h  ~ )  .

т. е. однородная функция нулевого измерения зависит только от от­
ношения аргументов.

Уравнение (1) в этом случае примет вид



Сделаем подстановку:
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Тогда будем иметь:

и =  — , т. е. у  — их. х у

du . du =  и - f  —  л:. dx dx

Подставляя это выражение производной в уравнение ( Г ) ,  получим:

U +  * S = / { 1 ’ U)-

Это — уравнение с разделяющимися переменными:

du du dx
JC -7— = = / (1 , и) — и ИЛИ Г—----dx ' / ( 1, и) — и х

Интегрируя, найдем:
Г* du _  Г dx „
J  / (1 , и ) - и ~  J  х

Подставляя после интегрирования вместо и отношение ~ , полу­

чим интеграл уравнения ( Г ) .

П р и м е р  4. Дано уравнение

dy ху
dx х*—у1 '

Справа стоит однородная функция нулевого измерения; следовательно, 
имеем однородное уравнение. Делаем замену -У-=и\ тогда

dy , du 
У ~ их' T x = U + X T x '
du и du и*
dx 1 —  и1 ’ dx 1 —  и 2 ' 

Разделяя переменные, будем иметь:

( 1 —и2) du dx-и2) du dx' М  
и* ~  х ' \и* и ) ~  х ’

отсюда, интегрируя, находим:

— 2^j — In I и | —1п|*| +  1п| С| или — 2^ » = 1п | ихС\.

Подставляя и = ~  , получим общий интеграл исходного уравнения:

- j j p - i n l C H



Получить у к а к  явн ую  функцию от х, записанную  с помощью элементарных 
функций, в данном случ ае  невозможно. Впрочем, здесь легко выразить х 
через у:

х = у V  — 2 In | Су | .

З а м е ч а н и е .  Уравнение вида

М (х, y )d x  +  N (х, y )d y  =  О

б удет  однорфдным в том и только в том случае, когда М(х, у) 
и N (х, у) являются однородными функциями одного и того же 
измерения. Это вытекает из того, что отношение д в у х  однородных 
функций одного и того же измерения является однородной функцией 
нулевого измерения.

П р и м е р  5. У равн ени я

(2х +  3у) dx + {х—2у) dy =  О,
(** + </*) dx—2xi/ dy — 0

являю тся  однородными.

§  6. Уравнения, приводящиеся к  однородным

К однородным уравнениям приводятся уравнения вида 
dy ax + by+c
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dx а^ + Ь^ + с, (1)

Если с, =  с =  0, то уравнение (1) есть, очевидно, однородное. 
П усть теперь с и с, (или одно из них) отличны от нуля. Сделаем 
замену переменных:

x =  x t +  h, y = y l +  k.
Тогда

dy _  dy, 
dx dx, * (2)

Подставляя в уравнение (2) выражения х, у  и , будем иметь:

dy, _ ах, +  by, -(- ah +  bk -f- о
d x,~  atXi +  b,yl + alh +  b,k+с ,'

Подберем h и k так, чтобы выполнялись равенства

ah +  bk-\-c =  0, 1

с, =  0 , Iath +  d,k +  c,

(3)

(4)

т . е. определим /г и k как  решения системы уравнений (4). При 
этом условии уравнение (3) становится однородным:

dy, _  ах, +  byi 
dx, +



Решив это уравнение и перейдя снова к  х  и у  по формулам (2), 
получим решение уравнения ( 1 ).

Система (4 ) не имеет решения, если
а b
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а ,  Ъх
=  0 ,

т. е. abx =  atb. Но в этом случае ^■1= у  =  ^. т * е - с ,  =  Яя,
bt — Xb и, следовательно, уравнение ( 1 ) можно преобразовать к виду

d i  (ах +  Ьу)+с  с
dx X (ах +  by) +  с,

Тогда подстановкой
z*=ax-\-by (6 )

уравнение приводится к уравнению с разделяющимися переменными. 
Действительно,

dz , , 
d i ~ a +  b

dy
dx

1 dz a
dx b dx ~T

откуда
A tk 1 А -г л

(7)

Подставляя в уравнение (5) выражения (6 ) и (7), получим:
1 dz а _ г +  с
b dx b Хг +  с, ’

а это есть уравнение с разделяющимися переменными.
Прием, примененный к интегрированию уравнения (1), приме­

няется и к интегрированию уравнения

dy
dx

где  / — какая  угодно непрерывная функция.

П р и м е р  1. Д ан о  уравнение

d y _ x +  y — 3 
dx х — у — 1 ’

Чтобы преобразовать его в однородное уравнение, делаем з ам ен у :  x =  xl +  h", 
У =  У, +  к. Тогда

dx i * i —y, + h — k— 1 *
Решая систему д ву х  уравнений

h +  k— 3 =  0; h— k— 1 = 0 ,
находим!

/1 =  2 , k=\.



В результате получаем однородное уравнение

<*У|= *1 +  У| 
dx, xl —yl '

которое решаем подстановкой

Ь  =  И;
л;,

тогда
dy 1 , cfw
d7 r u + x ' d ^ '
du 1 + u  

u +  x , т—=  5-—  ,1 dx, 1—и
и мы получаем уравнение  с разделяющимися переменными

du __ 1 +  иг 
Х> dx, 1 — и

Разделяем переменные:
1 —и , dx.; du =  — .
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1 +  ul *
И нтегрируя,  находим:

\
2

arctg и =  In (Сдг, V~ 1 +  иг)

arctg и — У) In (1 +  иг) =  In х, - f  In С,

Схх V T + ^ = e arcte u.

Подставляя сюда — вместо и, получим:
Хх

/--------------- a r c t g  —
с у  * : + » : = «  **.

Наконец, переходя к переменным х и у, окончательно получаем: 

,--------------------------------- a r c t g  -—-
С V ( х - 2 ) г +  ( у -  1)г =  е х _ г .

П р и м е р  2. Уравнение
2х +  у — 1

У 4* +  2(/ +  5
у ж е  нельзя решить подстановкой x =  x,-\-h, y =  y,-\-k, т ак  к а к  в этом случае  
система уравнений, сл у ж а щ а я  для  определения h и k, неразрешима (здесь оп* 

12 11ределитель L  ^ из коэффициентов при переменных равен нулю)
Это уравнение можно свести к уравнению с разделяющимися переменными 

заменой:
2х +  у =  г.

Тогда у' =с=г' — 2, и уравнение приводится к  виду

г — 1г'—2 =
2 г  +  5  ’



или
, 5г + э 

г — 2г +  5 '
Реш ая его, найдем:

-|-г +  ;^ 1 п | 5 г  +  9| =  л: +  С.

Так к а к  г — 2х-\-у, то мы получим окончательно решение исходного уравн е­
ния в виде

•g (2* + У) +  25 In  I Юл: + 5 у  +  9 | =  д: +  С

или
\0у — 5х + 7  In | 10* +  5# +  9| =  С ,, 

т. е. в виде неявной функции у от х.

§  7. Линейные уравнения первого п о рядка

О п р.е д е л е н и е. Линейным уравнением первого порядка назы­
вается уравнение, линейное относительно неизвестной функции и ее 
производной. Оно имеет вид

%х + РМУ=(Цх), (1)

где Р(х) и Q(x) — заданные непрерывные функции от х  (или посто­
янные).

Р е ш е н и е  л и н е й н о г о  у р а в н е н и я  (1). Будем искать ре­
шение уравнения ( 1 ) в виде произведения д в у х  функций от х:

у  — и (л:) V {х). (2)

Одну из этих функций можно взять  произвольной, др угая  опре­
делится на основании уравнения ( 1 ).

Дифференцируя обе части равенства (2), находим:

du dv . du
-г-~и т + v j - • dx dx dx

Подставляя полученное выражение производной ^  в уравнение (1), 

будем иметь:
dv . du . п _ и -г- +  -т- v  +  Puv — Q dx dx 1 ^

или

и ( % +  / • » ) + « ,  g - Q .  (3)

Выберем функцию v  такой, чтобы
dv
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Разделяя переменные в этом дифференциальном уравнении относи­
тельно функции v, находим:

dv г , .—  =  — Pdx.
V

Интегрируя, получаем:

— In С, +  In v  =  —  J  Pdx
или

v =  Cte~S pdx.
Так как нам достаточно какого-нибудь отличного от нуля решения 
уравнения (4), то за функцию v (х) возьмем:

v  (х) =  е~! Pdx, (5)

где J  P d x — какая-нибудь первообразная. Очевидно, что v (x )^ 0 .
Подставляя найденное значение v (х) в уравнение (3), получим 

^учитывая, что ^ -\ -P v  =  0  j  :

v (x )^ = -Q (x ) ,
ИЛИ

du __ Q (х) 
dx v (х) у

откуда

u = l i W j d* + a

Подставляя в формулу (2), окончательно получаем! 

или

y = v w  (6 )

З а м е ч а н и е .  Очевидно, что выражение (6 ) не изменится, если 
вместо функции v(x), определенной равенством (5), мы возьмем ка ­
кую-нибудь функцию v t (х) =  Cv (х). Действительно, подставляя в (6 ) 
г», (х) вместо v (х), получим:

у  =  Cv (х) Г dx +  CCv (х).
J  Cv (х)

В первом слагаемом С сокращаются; во втором слагаемом произведе­
ние СС есть произвольная постоянная, которую обозначаем одной
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буквой С, и снова приходим к выражению (6 ). Если обозначим

$ W ) dx =  <р(лг), то выражение (6 ) примет вид

у  =  v (х) ф (х) +  Cv (х). (6 ' )

Очевидно, что э т о — общий интеграл, так  как  С можно подобрать 
так , что б удет  удовлетворяться начальное условие:

при х  =  х 0 у = у а.
Значение С определяется из уравнения

П Р и м ер . Решить уравнение 

Р е ш е н и е .  Полагаем
y =  uv;

тогда
du dv , du -~-=« j -  v. dx dx dx

Подставляя выражение в исходное уравнение, будем иметь:
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dv , du 2 . , ,, ,
u Tx +  d t v - 7 + i  uv=(x + 1 ) '
f  dv 2 \ . du , , .. .

и { ^ - 7 + \ и) +  и ^ ={х + l ) ' (7)

и =0,

Для определения v получим уравнение
dv 2 
dx x-\-\ 

т. e.
dv 2dx 
v “ x +  l ’

откуда
In v =  2 ln (x +  1),

или
t/ =  ( * + l ) 1.

Подставляя выражение функции о в уравнение (7), получаем для определения 
и уравнение

( *  +  l > * g j — ( * + 1 > \

или
du /  I 1V

5 7 = (д: +  ,) -
откуда

_ (дс +  1)г



Следовательно, общий интеграл заданного уравнения будет иметь вид

( * + 1)4
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2
Полученное семейство явл яется  о б щ и м  решением. К аково  бы ни было 

начальное условие (х0, у0), где — 1, всегда можно так  подобрать С, чтобы 
соответствующее частное решение удовлетворяло  заданному начальному усло­
вию. Например, частное решение, удовлетворяющее условию </0 =  3 п р и * 0 =  0, 
найдется следующим образом:

3== + С ( 0 + 1 ) ! !

5
С =  2 .

Следовательно, искомое частное решение таково:

* =  <ii+ ll4+

Однако, если начальное условие (х0, у„) выбрать т а к ,  что х0 — — 1, то мы не 
найдем частного решения, удовлетворяющего этому условию. Это объясняется

2
тем, что при * 0= — 1 функция Р (х)— — JZjTJ разрывна и, следовательно, 

условия теоремы существования решения не соблюдены.

§  8 . Уравнение Бернулли

Рассмотрим уравнение вида *)

Px + p (x)y = Q(x)y', (1)
где  Р(х) и Q (x) — непрерывные функции от х  (или постоянные), 
а пф О и пф\ (в противном случае получилось бы линейное урав­
нение).

Это уравнение, называемое уравнением Ьернулли, приводится к 
линейному следующим преобразованием.

Разделив все члены уравнения на у ", получим;

У~п 7х + ^ - n+, = Q. (2)
Сделаем, далее, замену:

г =  у~п+‘.
Т огда

- = ( - П + \ ) у  5 .

*) К этому уравнению приводит задача о движении тела, если сопро­
тивление среды F зависит от скорости т ак :  F =  A,,o-f \гип. У равнение дви- 

dv . i n  dv X, X, _
ж ения будет  тогда от ^  =  — Xxv —Ktv , или щ  — v =  — — v .



Подставляя в уравнение (2), будем иметь линейное уравнение 

~ + (  — я +  l ) P z  =  ( - « + l ) Q .

Найдя его общий интеграл и подставив вместо г  выражение у~п 
получим общий интеграл уравнения Бернулли.

П р и м е р .  Решить уравнение

£• + *«/=* V- (3)
Р е ш е н и е .  Разделив осе члены на у*, получим:

у~гу' + ху~ г =  х\ (4)
Введем новую функцию

г — у~‘;
тогда

d* =  - 2 y - > d/ .  dx dx

П одставляя  в уравнение (4), получим линейное уравнение:

d- ± - 2 x z = - 2 x \  (5)

Найдем его общий интеграл:

dz dv , du z — av; -j- = u  -j— b т  v. dx dx dx

dz
Подставляем в уравнение (5) выражения г  и ^ :

dv 1 du о о »и 1 - 4 -  т -  ч — 2д:uv — — 2дг dx dx
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или

) + t ’ S ==- 2* ’ -

Приравниваем нулю выражение, стоящее в скобках :

^  — 2xv—0\ — =  2xdx; dx v
1пу= дс ! ; v — ex*.

Д л я  определения и получаем уравнение
х du

е Гх =  ~ 2х'-
Разделяем  переменные:

du =  — 2е~х х* dx, и — — 2 ^ е~х х* dx 4- С.
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И нтегрируя  по частям, найдем:
и =  хге~*‘ +  е~х% +  С} г  =  uv =  хг +  1 +  Се~х%. 

Следовательно, общий интеграл данного уравнения есть

, - ■ - « ■ + 1 + 0 - ' .  -  , - ^ = = 1 —

З а м е ч а н и е .  Аналогично тому, как  это делалось дл я  линейных 
уравнений, можно показать, что решение уравнения Бернулли 
можно искать в виде произведения д в у х  функций: t

y  =  u (x )v (x ),
где v (х) — какая-либо функция, отличная от нуля и удовлетворяю­
щая уравнению v' +  Pv =  0.

§  9 . Уравнение в полных дифференциалах

О п р е д е л е н и е .  Уравнение

М{х, y )d x  +  N(x, y)dy — 0  ( 1 )

называется уравнением в полных дифференциалах, если М (х, у) и 
N (х, у )— непрерывные, дифференцируемые функции, дл я  которых 
выполняется соотношение

дМ 6N
Ж  =  <2 >

дМ dN „ *причем -щр и ^  непрерывны в некоторой области.

И н т е г р и р о в а н и е  у р а в н е н и й  в п о л н ы х  д и ф ф е р е н ­
ц и а л а х .  Докажем, что если левая часть уравнения (1) есть полный 
дифференциал, то выполняется условие (2 ), и обратно — при выпол­
нении условия (2 ) левая часть уравнения ( 1 ) есть полный, дифферен­
циал некоторой функции и (х , у), т. е. уравнение ( 1 ) имеет вид

du(x, у) =  0 , (3 )

и, следовательно, его общий интеграл есть и (jc, у) =  С.
Предположим сначала, что левая часть уравнения ,(1) есть пол­

ный дифференциал некоторой функции и (х, у), т. е.

М (х, y )d x + N (x , y )d y  =  d u = ~ d x -\ - d̂ d y ;

тогда
jm да . ди
М = = Т х ’ N = = r y - W

Дифференцируя первое соотношение по у, а второе—-по х, по­
лучим:

дМ д2и dN дги



Предполагая непрерывность вторых производных, будем иметь:
дМ__дЫ  
ду ~  дх '

т. е. равенство (2 ) является н е о б х о д и м ы м  условием для  того, 
чтобы левая часть уравнения ( 1 )бы ла  полным дифференциалом неко­
торой функции и (х, у). Покажем, что это условие является и д о- 
с т а т о ч н ы м ,  т .  е. что при выполнении равенства (2 ) левая часть 
уравнения ( 1 ) есть полный дифференциал некоторой функции и(х, у). 

Из соотношения

РХ =  М (* ,  У)
находим:

X

и =  (j М (х, y )d x  +  <p(y),

где х0— абсцисса любой точки из области существования решения.
При интегрировании по х  мы считаем у  постоянным и поэтому 

произвольная постоянная интегрирования может зависеть от у. Подбе­
рем функцию ф (у) так , чтобы выполнялось второе из соотношений (4). 
Для этого продифференцируем *) обе части последнего равенства 
по у  и результат  приравняем к N(x, у):

%  =  J ^ d * + < p , 0') =  'V(*.  у)>
ха

дМ 3Nно так как -3— =  то мы можем написать: ду дх
X

§ § d x  +  9 ' W  =  N, т. е. N(х, у)\хХ' +  <p'(y) =  N(x, у),
*о

или
N(x, y) — N (x„ y) +  v  {y) =  N(x, У).

Следовательно,
ф'О г ) = Л Г ( * „  у),
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X
*) Интеграл J  М (х, у) dx зависит от у. Для того чтобы найти производную

к„
от этого интеграла по у, нужно продифференцировать по у подынтегральную

д Г С дМ
функцию: т  j  М [х, у) dx =  j dx. Это вытекает из теоремы Лейбница о

дифференцировании определенного интеграла по параметру (см. § 10 гл. XI),
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ИЛИ

Ф 0 >)= J  N {xt,y ) d y + C l.
Уо

Таким образом, функция и(х, у) б удет  иметь вид

х V
и —  ̂ М (х, у) dx +   ̂ N (jc0, у) dy +  С,.

х о Уо

Здесь Р (х 0, у й) — точка, в окрестности которой сущ ествует решение 
дифференциального уравнения ( 1 ).

Приравнивая это выражение произвольному постоянному С, полу­
чим общий интеграл уравнения ( 1 ):

X И
$ М (х, y ) d x +   ̂ N (х01 у) dy =  С. (5)
*о Уо

П р и м е р .  Д ан о  уравнение

2х уг— 3хг
P dx+K~ ^ - d^ ° -

Проверяем, не есть ли это уравнение в полных дифференциалах.
Обозначим

м  = 2х
у "

V.IIIS; — 3** 
У4

дМ _ &х . dN 6х
ду ~ ~У* ' д х ~

тогда

Условие (2) при у ф  О выполняется. Значит, л ев а я  часть данного уравнения 
есть полный дифференциал некоторой неизвестной функции и (дг, у). Найдем 
эту функцию.

ди 2*
Так к а к  то> следовательно,

Г 2х хг
и =  )  +  Ф (0) =  £ г  + Ф ( 0 ) .

где <р((/) — не определенная пока функция от у.
Дифференцируя это соотношение по у и учи ты вая ,  что

ди уг— Зле2— = N = -----j— .ду у4
и а ходим:

Зл:2 . , , ч г/2— Зх* .
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следовательно,

Ф'(</> =  —,• <р(</)=— -  +  с „

и (х, у )  = ~  — - j + C v  

Таким образом, общий интеграл исходного уравн ен и я  есть

§  10. Интегрирующий м нож итель

Пусть левая часть уравнения

М (х, у) dx-\- N (х, y )d y  — 0 (1)
не е с т ь  полный дифференциал. Иногда удается  подобрать такую 
функцию ц (jc, у), после умножения на которую всех членов уравне­
ния левая часть уравнения становится полным дифференциалом. Общее 
решение полученного таким образом уравнения совпадает с общим 
решением первоначального уравнения; функция у) называется
интегрирующим множителем  уравнения ( 1 ).

Для того чтобы найти интегрирующий множитель ц, поступаем 
следующим образом: умножим обе части данного уравнения на неиз­
вестный пока интегрирующий множитель ц:

[iM dx -)- \iN dy =  0.
Для того чтобы последнее уравнение было уравнением в полных 
дифференциалах, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось соот­
ношение

д (р.М) д (цЛ/) 
ду дх ’

т. е.
дМ .«?(х dN дц

ИЛИ

д у  дх д у )  '
После деления обеих частей последнего уравнения на ц, получим: 

. . d l n i i  . . d i n  u, dN дМ in.
М - д Г ~ " П ) Г  =  Г х - ! Ъ -  (2)

Очевидно, что всякая функция |х (х , у), удовлетворяющая послед­
нему уравнению, является интегрирующим множителем уравнения ( 1 ). 
Уравнение (2) является уравнением в частных производных с неиз­
вестной функцией ц, зависящей от д в у х  переменных х н у .  Можно 
доказать , что при определенных условиях оно имеет бесчисленное 
множество решений и, следовательно, уравнение ( 1 ) имеет интегри­
рующий множитель. Но в общем случае задача нахождения [i (лг, у)



из уравнения (2 ) еще труднее, чем первоначальная задача интегри­
рования уравнения (1). Только в некоторых частных случаях удается  
найти функцию [л (х, у).

Пусть, например, уравнение (1) допускает  интегрирующий множи­
тель, з а в и с я щ и й  т о л ь к о  от Тогда

д In ц
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дх О,

и для отыскания (х мы получаем о б ы к н о в е н н о е  дифференциаль­
ное уравнение

л у _ < ш
d i n  ((, дх ду 

ду М ’

из которого определяется (одной квадратурой) In (А, а следовательно, 
и ц . Ясно, что так можно поступать только в том случае, если вы- 

dN_dM  
дх диражение----- ^ —— не зависит от х.

dN дМ 
дх ду

Аналогично, если выражение -------------  не зависит от у, а зависит

только от х, то легко находится интегрирующий множитель, з а в и ­
с я щ и й  т о л ь к о  о т  х.

П р и м е р .  Решить уравнение

(У+ху1) dx— х dy =  0.
Р е ш е н и е .  Здесь M =  y +  xyl \ N = —x;

дМ dN . дМ dN
ду ~  +  2хУ' дх =“ ~ 1; ду ^  дх'

Следовательно, л е в а я  часть уравн ен и я н е  е с т ь  полный дифференциал. 
Посмотрим, не допускает  ли это уравнение интегрирующего множителя , зави ­
сящего только от у. Заметив, что

дх  ду — 1 — 1— 2ху 2 
М ~  у +  хуг у ’

заключаем, что уравнение допускает  интегрирующий множитель, зависящий 
только от у. Н аходим его:

д In |u 2_ . 
ду =  У ’

отсюда
1

In ц =  — 2 In у. т. е. ц =  —г .

После умножения всех членов данного уравн ен и я  на найденный интегрирую ­
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в полныхщий множитель ц получаем уравнение + jc ^  dx— -^d i/  =  0

— -р ) • Решая это уравнение, найдем его об-(  дМ
дифференциалах I -щ
щии интеграл:

\
7 + Т + с =°-

у = -
2х

хг +  2 С'

§  11. Огибающая сем ей ства  кривых

П усть дано уравнение вида

Ф(х, у, С) =  0, (1)
где  х  и у — переменные декартовы координаты, а С — параметр, 
могущий принимать различные фиксированные значения.

При каждом данном значении параметра С уравнение ( 1 ) опре­
деляет некоторую к р и в у ю  на плоскости Оху. Придавая С всевоз­

можные значения, мы получаем с е ­
м е й с т в о  к р и в ы х ,  зависящих от 
одного параметра, или — как  часто 
говорят — о д н о п а р а м е т р и ч е ­
с к о е  с е м е й с т в о  к р и в ы х .  Та­
ким образом, уравнение ( 1 ) есть

Рис. 250. Рис. 251.

уравнение однопараметрического семейства кривых (так  как оно содер­
жит только одну произвольную постоянную).

О п р е д е л е н и е .  Линия L называется огибающей однопарамет­
рического семейства линий, если она в каждой своей точке касается 
той или иной линии семейства, причем в различных точках линии L 
ее касаются различные линии данного семейства (рис. 250).

П р и м е р  1. Рассмотрим семейство линий
(x - C ) '  +  i? =  R\

где R — постоянная, С — параметр.
Это— семейство окружностей радиуса  R с центрами на оси Ох. Очевидно, 

что это семейство будет иметь огибающими прямые y =  R, у =  —R (рис. 251).
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Н а х о ж д е н и е  у р а в н е н и я  о г и б а ю щ е й  д а н н о г о  с е ­
м е й с т в а .  П усть дано семейство кривых

зависящих от параметра С.
Предположим, что это семейство имеет огибающую, уравнение 

которой можно записать в виде _у == ф (л:), где ф (л:) — непрерывная и 
дифференцируемая функция от х. Рассмотрим некоторую точку 
М (х, у), лежащую на огибающей. Эта точка также лежит на неко­
торой кривой семейства (1). Этой кривой соответствует определенное 
значение параметра С, которое при данных (л:, у) определяется 
из уравнения (1) С — С(х, у). Следовательно, для всех точек оги­
бающей удовлетворяется равенство

Допустим, что С(х, у) — дифференцируемая функция, не постоянная 
ни на каком интервале рассматриваемых значений х, у. Из уравнения 
(2 ) огибающей найдем угловой коэффициент касательной к огибающей 
в точке М (jc, у). Продифференцируем равенство (2) по дг, считая, что 
у  есть функция от х\

Далее, угловой коэффициент касательной к кривой семейства (1) 
в точке М{х, у) найдется из равенства

функцией, а у  аргументом. Так как угловой коэффициент k огибаю­
щей равен угловому коэффициенту k кривой семейства, то из (3) и
(4) получаем:

Ф ( х ,  у, С) — О, (1)

Ф (ж ,  у, С(х, у)) =  0. (2)

или

(3)

Ф* 4" Ф иУ — О (4)

(С на данной кривой постоянно).
Мы предполагаем, что Ф (/ Ф 0, в противном случае мы считали бы х

Но так  как на огибающей С(х, у) ф  const, то
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и потому для ее точек справедливо равенство

Ф с (* .  У, С) =  0. (5)

Таким образом, для определения огибающей служат следующие два 
уравнения:

Ф(Х, у, С) =  0 , 1
Фс (х, у, С) =  0. J ( '

Обратно, если, исключая С из этих уравнений, получим уравнение 
_ У = ф (х ) .  где ф (лг) — дифференцируемая функция, при этом значение 
С ф  const на этой кривой, то ^  =  ф(д:) есть уравнение огибающей.

З а м е ч а н и е  1. Если для семейства (1) некоторая функция у== 
=  ф (х) является уравнением геометрического места особых точек, 
т. е. точек, где  Ф ,  =  0 и <1)̂  =  0 , то координаты этих точек также 
удовлетворяют уравнениям (6 ).

Действительно, координаты особых точек можно выразить через 
параметр С, входящий в уравнение (1):

х — Х (С), ,у =  ц,(С). (7)

Если эти выражения подставим в уравнение (1), то получим тож­
дество относительно С:

Ф[МС), Ц (С), С] =  0.

Дифференцируя это тождество по С, получим:

ф ^  +  ф * й  +  ф с = = 0:

так как для любых точек выполняются равенства Ф* =  0 , Ф^ =  0 , 
то, следовательно, для них также выполняется равенство ф с  =  0 .

Этим мы и доказали, что координаты особых точек удовлетво­
ряют уравнениям (6 ).

Итак, уравнения (6 ) определяют либо огибающую, либо геометри­
ческое место особых точек кривых семейства ( 1 ), либо сочетание 
того и другого. Таким образом, получив кривую, удовлетворяющую 
уравнениям (6 ), необходимо дополнительно исследовать, является ли 
она огибающей или геометрическим местом особых точек.

П р и м е р  2. Найти огибающую семейства окружностей
( * - С ) ‘  +  (/’ - к *  = 0 ,

зависящ их от оаного параметра С
Р е ш е н и е .  Дифференцируя уравнение семейства по С, получаем:

2(х  — С) =  0.

И сключая С из этих д ву х  уравнений, получим уравнение 
уг— Я* =  0 или y =  ± R .
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Из геометрических соображений ясно, что полученная пара прямых 
является  о г и б а ю щ е й  (а не геометрическим местом особых точек, так как  
окружности , входящие в семейство, не имеют особых точек).

П р и м е р  3. Найти огибающую семейства прямых:
* c o s a  +  { / sm a— р =  0, (а)

где a — параметр.
Р е ш е н и е .  Дифференцируя по а  данное уравнение семейства, будем 

иметь:
—х sin a  +  (/ cos a  =  0. (b)

Д л я  исключения параметра а  из уравнений (а) и (Ь) умножим члены 
первого на cos а ,  а второго — на sin а  и вычтем из первого второе; тогда будем 
иметь:

х =  р cos a.
Подставляя это выражение в равенство (Ь), найдем:

у =  р sin a.
Возводя члены д ву х  последних уравнений в квадрат  и скл ад ы вая  по­

членно, получим:
+  =

Э то— окруж ность . Она я вл яется  о г и б а ю щ е й  семейства (а не геометри­
ческим местом особых точек, т ак  к а к  прямые линии не имеют особых точек) 
(рис. 252).

П р и м е р  4. Найти огибающую траекторий снарядов, выпущенных из 
пушки со скоростью v0 под различными углам и  наклона ствола орудия 
к горизонту. При этом будем считать, что орудие находится в начале коор­
динат, а траектории снарядов л еж ат  в плоскости Оху (сопротивлением воздуха 
пренебрегаем).

Р е ш е н и е .  Найдем сначала уравнение траектории снаряда  в том с л у ­
чае, когда ствол орудия  составляет  с положительным направлением оси Ох

угол  а. Во время полета сн аряд  участвует  
одновременно в д в у х  д ви ж ени ях :  равномерное 
движение со скоростью v0 в направлении ствола

орудия и падение вниз под действием силы тяж ести . Поэтому в каждый 
момент времени t положение снаряда М (рис. 253) будет определяться р а ­
венствами

х =  г> /  cos a .
Pi*

y — v„t sin a  — —■,

Это — параметрические уравнения траектории (параметром является  время I).
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Исключив t, найдем уравнение траектории в виде

g * 2 щу =  х t g a -
2и2 cos2 a

a
наконец, введя обозначения ig a  — k, —  — а, получим:

2v ‘

y — kx — ax2 (\ + k2). (8)

Это уравнение определяет параболу с вертикальной осью, проходящую через 
начало координат и обращенную ветвями вниз. Д л я  различных значений k

мы получим различные траектории. Следовательно, уравнение (8) явл яется  
уравнением однопараметрического семейства парабол, являю щ ихся  траекто ­
риями снаряда  при различных у г л а х  а  и данной начальной скорости 
(рис. 254).

Найдем огибающую этого семейства парабол.
Дифференцируя по h обе части уравн ен и я (8), имеем:

(9)x — 2akx* =  Q.

Исключая k из уравнений (8) и (9), получим:

1 ,
У =  ----- ах ■и 4 а

Это— уравнение параболы с вершиной в точке ^0, j  , ось которой

совпадает с осью Оу. Она не явл яе тс я  геометрическим местом особых точек 
(так  к а к  параболы (8) не имеют особых точек). И так ,  парабола

U= г — ох1 я 4 а

явл яется  огибающей семейства траекторий. Она называется п а р а б о л о й  
б е з о п а с н о с т и ,  так  к а к  ни одна точка за ее пределами не достижима для 
снаряда ,  выпущенного из данного орудия  с данной начальной скоростью v0. 

П р и м е р  5. Найти огибающую семейства полукубических парабол

у‘ — (х— С)г =  0.

Р е ш е н и е .  Дифференцируем по параметру С данное уравнение семейства!

2 (х—С) =  0 .
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Исключая параметр С из д в у х  уравнений, получим:
у =  0.

Ось Ох явл яется  геометрическим местом особых точек— точек возврата 
первого рода (рис. 255). Действительно, найдем особые точки кривой

(/’ — (* — С)» =  0
при фиксировании значения С. Дифференцируя по ж и у, находим:

Fx =  — 2 (х—С) = 0 ;

f ;=3<,’ = o.

Реш ая совместно три предыдущих 
уравн ен и я ,  найдем координаты осо­
бой точки: х —С, у =  0; таким обра- 
зом, к а ж д а я  кр и вая  данного семей- 

несто особых точек ства имеет особую точку на оси Ох.
Рис. 255. При непрерывном изменении па­

раметра С особые точки заполнят 
всю ось Ох.

П р и м е р  6. Найти огибающую и геометрическое место особых точек 
семейства

( у - С ) г— | ( * _ C ) ‘  =  0. (10)

Р е ш е н и е .  Дифференцируя по С обе части равенства (10), найдем: 

- 2 ( < / - С ) + | . 3 ( * - С ) г = 0 .

У—С—(х—С)* =  0 . ( 11)
Исключим теперь параметр С из полученного равенства (11) и из уравне­
ния (10) семейства. Подставив выражение

У—С = (х—С)8 
в уравнение семействи, получим:

( х - С У - j  ( х - С ) ’ =  0,
или

(х -С У ( z - Q - j =  0 ;

Второе решение:

отсюда получаем два возможных значения С и два  соответствующих им ре­
шения задачи.

Первое решение:

С — х;

поэтому из равенства (11) находим: 

у —х — (х—х)2= 0

или
у =  х.

поэтому из равенства (11) находим:

или

» = * — 9 '
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2
Мы получили две прямые: у =  х и у =  х — . Первая из них явл яется  гео­

метрическим местом особых точек, а в т о р а я — огибающей (рис. 256).

З а м е ч а н и е  2. В §  7 гл. VI было доказано, что нормаль 
к кривой служит касательной к ее эволюте. Следовательно, семей­
ство нормалей к данной кривой является в то же время семейством

касательных к ее эволюте. Таким образом, э в о л ю т а  к р и в о й  
я в л я е т с я  о г и б а ю щ е й  с е м е й с т в а  н о р м а л е й  э т о й  к р и ­
в о й  (рис. 257).

Это замечание позволяет указать  еще один метод для  нахождения 
эволюты: чтобы получить уравнение эволюты, надо сначала найти 
семейство всех нормалей данной кривой, а затем найти огибающую 
этого семейства.

§ 12. Особые решения дифференциального уравнения 
первого порядка

Пусть дифференциальное уравнение

Рис. 256. Рис. 257

0 )

имеет общий интеграл
Ф ( х ,у ,  С) =  0 . (2)

Предположим, что семейство интегральных кривых, соответствую­
щее уравнению (2), имеет огибающую. Докажем, что эта огибающая 
такж е является интегральной кривой дифференциального уравнения ( 1 ).
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Действительно, в каждой своей точке огибающая касается некоторой 
кривой семейства, т. е. имеет с ней общую касательную. Следова­
тельно, в каждой общей точке огибающая и кривая семейства имеют 
одинаковые значения величин х, у , у'.

Но для  кривой из семейства числа х,- у, у '  удовлетворяют урав­
нению (1). Следовательно, тому же уравнению удовлетворяют абсцисса, 
ордината и угловой коэффициент каждой точки огибающей. Но это 
и означает, что огибающая является интегральной кривой, а её урав­
нение является решением данного дифференциального уравнения.

Так как  огибающая не является, вообще говоря, кривой семейства, 
то ее уравнение не может быть получено из общего интеграла (2 ) 
ни при каком частном значении С. Решение дифференциального урав­
нения, не получающееся из общего интеграла ни при каком значении С 
и имеющее своим графиком огибающую семейства интегральных кри­
вых, входящих в общее решение, называется особым решением диф­
ференциального уравнения.

П усть известен общий интеграл

Ф ( * ,  У, С) =  0;

исключая С и з  этого уравнения и уравнения Ф с  (х, у, С) =  0, полу­
чим уравнение (х, у) «= 0. Если эта функция удовлетворяет диффе­
ренциальному уравнению (и не принадлежит семейству (2 )), то это и 
есть особый интеграл.

Отметим, что через каж дую  точку кривой, изображающей особое 
решение, проходит по крайней мере по две интегральные кривые, т. е. 
в к а ж д о й  т о ч к е  о с о б о г о  р е ш е н и я  н а р у ш а е т с я  е д и н ­
с т в е н н о с т ь  р е ш е н и я .

П р и м е р .  Найти особое решение уравнения
(,*(1 +  .,'*) =  Я». (*)

Р е ш е н и е .  Найдем его общий интеграл. Разреш им уравнение относи­
тельно у' I

dy_
dx ± у 

Р аздел яя  переменные, получим:

------ M*«—  =  dx.
± V  R2— y*

Отсюда, интегрируя , находим общий интеграл:
( * - C )*  + (/2*=Ka.

Л егко  видеть, что семейство интегральных линий представляет  собой семей­
ство окружностей радиуса  R с центрами на оси абсцисс. Огибающей семей­
ства кривых будет пара  прямых 1/= ± / ? .

Функции y = ± R  удовлетворяю т дифференциальному уравнению (*). 
Следовательно, это есть особый интеграл.



§  13. Уравнение Клеро

Рассмотрим так называемое уравнение Клеро\

> - * 2 М Ю -  п>
Оно интегрируется с помощью введения вспомогательного параметра. 

Именно, положим ^| =  р; тогда уравнение (1) примет вид

у  =  хр+ Ц (р). ( Г )

Продифференцируем по х  все члены последнего уравнения, имея 

в виду, что P=-£j- является функцией от х:

P =  * %  +  P W  <р)Тх
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[х +  г|/ [р )]%  =  о .

Приравнивая каждый множитель нулю, получим:

Е  =  °-
И

* + а | / (р )  =  о. (3)

1) Интегрируя равенство (2), получаем р =  С (С =  const). Под­
ставляя это значение р  в уравнение ( 1 ' ),  найдем его общий интеграл:

У =  хС+Ц (С), (4)

который с геометрической точки зрения представляет с е м е й с т в о  
п р я м ы х  л и н и й .

2) Если из уравнения (3) найдем р как  функцию от л; и подставим 
ее в уравнение ( 1 ' ) ,  то получим функцию

У =  хр[х) + ^ [р (х )] , (1")

которая, как  легко показать, представляет собой решение уравне­
ния ( 1 ).

В самом деле, в силу равенства (3) находим: 

d£ = P + [ * + 4 / (p ) ] g = p .

Поэтому, подставляя функцию (1") в уравнение (1), получаем тож­
дество

xp +  ty(p) = xp +  ty(p).
Решение (1") не получается из общего интеграла (4) ни при 

каком значении С. Это есть о с о б о е  р е ш е н и е ;  оно получается



в результате исключения параметра р из уравнений
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у  =  хр +  $(р )  
Х +  У' (р)

р), 1 

О, )

или, что все равно, исключением С из уравнений

_у =  л:С+1|5(С), 
х + г | ^ (С ) ,=  0.

Следовательно, о с о б о е  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  К л е р о  о п р е ­
д е л я е т  о г и б а ю щ у ю  с е м е й с т в а  п р я м ы х ,  з а д а н н ы х  о б ­
щ и м  и н т е г р а л о м  (4).

П р и м е р .  Найти общий и особый интегралы уравнения

dyj  а г̂dii , dx
dx -  f  /dyV 1+(й

Р е ш е н и е .  Общий интеграл получаем, замен яя  ^  на С:

У  = хС + аС
V 1 + с1'

Д л я  получения о с о б о г о  решения дифференцируем последнее уравнение
по С:

* + • = 0.
(1 + С2)'*

Особое решение (уравнение огибающей) получает­
ся в параметрическом виде (где параметром с л у ­
ж и т  су.

а

У =
(1 + С 2//а’ 

аСг 
(1 + С 2)8/.-

{решения Исключив параметр С, можем получить непосред- 
\  I ственную зависимость между х н у .  Возводя обе

2части каж дого  уравнения в степень и склады вая
о •

почленно полученные уравнения, найдем особое 
Рис. 258. решение в следующем виде:

х 1' уа/» =  a k
Это— астроида. Однако огибающей семейства (а следовательно, и особым 
решением) явл яется  не вся астроида, а только ее левая  половина (так  к а к  
из параметрических уравнений огибающей видно, что л < 0 )  (рис. 258).



§  14. Уравнение Лагранжа

Уравнением Лагранжа называется уравнение вида

y =  x<f(y')+ty(y'), (1)
где ср и ф— известные функции от

Это уравнение линейно относительно у  и х. Рассмотренное в пре­
дыдущем параграфе уравнение Клеро является частным случаем уравне­
ния Лагранжа при ф ( у ' ) = у ' .  Интегрирование уравнения Лагранжа, 
так  же как и интегрирование уравнения Клеро, производится с помощью 
введения вспомогательного параметра р. Положим

/  =  р;
тогда исходное уравнение запишется в виде

ДГ =  ДГф (р) -1- 0j5 (р ). ( Г )

Дифференцируя по х, получим:

р =  ф ip) +  [ V  (р ) +  ■ф' (р)] d£ .
или

р — ф(р) =  [ЛГф'(р) +  1 р ' ( Р ) ] ^ ? -  (1")

Из этого уравнения сразу можно найти некоторые решения: именно 
оно обращается в тождество при всяком постоянном значении р =  р0, 
удовлетворяющем условию

Р о — Ф (Р 0) =  °-

Действительно, при постоянном значении р производная ^  =  0, и 

обе части уравнения ( 1") обращаются в нуль.

Решение, соответствующее каждому значению р =  р0, т. е. ^  =  р0,
duявляется л и н е й н о й  функцией от х  (так  как  производная ^  постоян-

на только у  линейных функций). Для того чтобы найти эту  функцию, 
достаточно подставить в равенство ( Г )  значение р =  р0:

.у =  *ф(р,,) +  Ф (/>„)•
Если окажется, что эго решение не получается из общего ни при 
каком значении произвольной постоянной, то оно будет  о с о б ы м  
р е ш е н и е м .

Найдем теперь о б щ е е  р е ш е н и е .  Для этого запишем уравле- 
ние ( 1 ") в виде

dx х  Ф' (Р) ^  Ф' (Р) 
dp р — ф(р) р — ф(р)
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и будем рассматривать х  как  функцию от р. Тогда полученное урав­
нение б удет  линейным дифференциальным уравнением относительно 
функции д: от р.

Решая его, найдем:
х  =  со (р, С). (2)

Исключая параметр р из уравнений (1') и (2), получим о б щ и й  
и н т е г р а л  уравнения ( 1 ) в виде ■

Ф ( * .  У, С )~  0 .

П р  и м е р. Дано уравнение

у= ху'*  +  у'*. (1)

Положив у '= р ,  будем иметь:

у  =  хрг +  р2. • (Г )

Дифференцируя по х, получим:

p  =  p* +  [2xp +  2 p ] f x . (Г)

Найдем о с о б ы е  р е ш е н и я .  Так к ак  р — рг при р0 =  0 и р , =  1, то 
решениями будут  линейные функции [см (Г ) ] :

{/ =  д;.0* +  0а , т. е. у =  0,
и

у = х  +  1.

Б уд у т  ли эти функции частными или особыми решениями, Мы увидим, 
когда найдем общий интеграл. Д л я  его разы скан и я  запишем уравнение (I") 
в виде

dx 2р _  2 
d p ~ X р —рг ~ 1 —р

и будем рассматривать х к а к  функцию независимого переменного р. Инте­
гр и р уя  полученное линейное (относительно х) уравнение, находим:

x==-~ l + J ^ Z i y  <П)

И сключая р из уравнения  (Г )  и (II ) ,  получим о б д и й  и н т е г р а л :

у = { С +  V x + X f .

О с о б ы м  и н т е г  р а л о м исходного уравнения будет:

У =  0,

поскольку это решение не получается из общего ни при каком  значении С.
Ф ун кц ия  ж е  у — х-\-\ явл яется  не особым, а частным решением; она 

получается из общего решения при С =  0.
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§  15. Ортогональные и изогональные траектории

П усть имеем однопараметрическое семейство кривых 

Ф(дг, у, С) =  0. (1)
Линии, пересекающие все кривые данного семейства (1) под постоян­

ным углом, называются изогональными траекториями. Если этот 
угол прямой, то траектории называются -ортогональными тр а ек то ­
риями.

О р т о г о н а л ь н ы е  т р а е к т о р и и .  Найдем уравнение ортого­
нальных траекторий. Напишем дифференциальное уравнение данного 
семейства кривых, исключая параметр С из уравнений

Ф ( * ,  у, С )= 0

дФ , дФ d y_-
дх ' ду dx

П усть это дифференциальное уравнение будет

' ( *  У ' ! ) 0. ( П

dyЗдесь ^  есть угловой коэффициент касательной к  кривой семейства

в точке М(х, у). Так как  ортогональная траектория, проходящая 
через точку М (х , у), перпендикуляр­
на к соответствующей кривой семейства, 
то угловой коэффициент касательной

к ней .dx
(рис. 259)

dyT dy■- связан с -г  соотношением dx

dy
dx dyT ‘

dx
(2)

Подставляя это выражение в урав ­
нение ( Г )  и опуская индекс Т, получим 
соотношение м еж ду  координатами про- Рис 259
извольной точки (я ,  у) и угловым коэф­
фициентом ортогональной траектории в этой точке, т. е. д и ф ф е р е н ­
ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  о р т о г о н а л ь н ы х  т р а е к т о р и й

I
d_y
dx

= 0. (3)
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Общий интеграл этого уравнения

Ф , ( * ,  У, С). 0

дает с е м е й с т в о  о р т о г о н а л ь н ы х  т р а е к т о р и й .
С ортогональными траекториями приходится иметь дело, например, 

при рассмотрении плоского течения жидкости.
Положим, что течение жидкости на плоскости происходит так , 

что в каждой точке плоскости Оху определен вектор v  (х, у) ско­
рости движения. Если этот вектор зависит только от положения точки 
на плоскости, но не зависит от времени, то движение называется 
стационарным или установившимся. Такое движение мы и будем рас­
сматривать. Кроме того, мы допустим, что сущ ествует потенциал

скоростей, т. е. такая  функция и (х, у), что 
проекции вектора v  (л:, у) на оси координат 
vx (x, у) и v  (х, у) являются ее частными 
производными по х  и у:

ди ди
7Г =  v x< =  Vv  дх * ду У

Линии семейства

и (х, у) =  С

( 4)

(5)
называются эквипотенциальными линиями 
(т. е. линиями равного потенциала).

Линии, касательные к которым во всех 
точках совпадают по направлению с вектором 

v  (х, у), называются линиями то к а  и дают траектории движущихся 
точек.

Покажем, что линии тока суть  ортогональные траектории семей­
ства эквипотенциальных линий (рис. 260).

П усть ф— угол, образованный вектором скорости v  с осью Ох. 
Тогда на основании соотношения (4)

д~~~§х~ — Iр  I cos ф; ди{х' у) -ду
IV I sin ф;

отсюда находим угловой коэффициент касательной к линии тока

ди (х, у)

t g  Ф =
ду

ди (*, у) * 
дх

(6 )

Угловой коэффициент касательной к эквипотенциальной линии 
получим, дифференцируя по х  соотношение (5):

ди ди dy 
дх ду dx ’
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Рис. 261.

П р и м е р  1. Найти ортогональные траектории семейства парабол
у =  Сх\

Р е ш е н и е .  Напишем дифференциальное уравнение семейства
у' =  2 Сх.

Исключая С, получим: .

£  =  1  
У X ’

Заменяя здесь у' н а ------ , ,  получим дифференциальное уравнение семейстпа
У

1 6  Н .  С. П и с к у н о в ,  т . 1

откуда
du

— _  дЛ  п\
dx ~  ди.’ ' ' '

ду
Таким образом, угловой коэффициент касательной к эквипотенциаль­
ной линии по величине и по знаку обратен угловому коэффициенту 
касательной к  линии тока. Отсюда и следует, что эквипотенциаль­
ные линии и линии тока взаимно ортогональны.

В случае электрического или магнитного поля ортогональными 
траекториями семейства эквипотенциальных линий служ ат  силовые 
линии этого поля.

Сх>



ортогональных траекторий
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пли

_1_
уу'

у dy =  —

= J2 
~ X

х dx

Его общий интеграл

= С*.

Следовательно, ортогональными траекториями данногосемейства парабол будет 
некоторое семейство эллипсов с полуосями а =  2С, Ь =  С 2 (рис. 261).

И з о г о н а л ь н ы е  т р а е к т о р и и .  П усть  траектории пересекают 
кривые данного семейства под углом а, причем tg a  =  k.

Угловой коэффициент ^  =  tgtp (рис. 262) касательной к  кривой

семейства и угловой коэффициент

к изогональной траектории связаны соотно­
шением

t g y  =  t g ( ^ - a )  =  i ^ - ^ ,

т. е.
аУт

d y . dx — k
dx

dx
(2')

Подставляя это выражение в уравнение (1 ')  и опуская индекс Т, 
получим дифференциальное уравнение изогональных траекторий.

П р и м е р  2. Найти изогональные траектории семейства прямых

уж=Сх, (8)

пересекающие линии данного семейства под углом а, тангенс которого t g a  = k.
Р е ш е н и е .  Напишем дифференциальное уравнение данного семейства. 

Дифференцируя по х уравнение (8), находим:

dy г  
dx

С другой стороны, из того же уравнения

с - £ .X
Следовательно, дифференциальное уравнение данного семейства имеет вид

dy у
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П ользуясь  соотношением (2 ') ,  получим дифференциальное уравнение изо­
гональных траекторий

4 г +1

Отсюда, о п ус кая  индекс Т, находим!

=  JL
х

, k + y.d y_______*
dx" \ - k ±

И нтегрируя  это однородное уравнение, получаем общий интеграл: 

In У хг-{-уг =  ̂ г arctg — + In  С, (9)/2 X
который и определяет семейство изого­
нальных траекторий. Чтобы выяснить , 
какие именно кривые вх о дят  в это 
семейство, перейдем к  полярным 
координатам:

j  =  tg<p; V  х2 +  у2 = Q.

П одставляя  эти вы ражения в равенство 
(9), получим:

In Q =  -£- <Р +  In О

или

q =  Се .
Рис. 263.

Следовательно, семейство изогональных траекторий я вл я е тс я  семейством ло­
гарифмических спиралей (рис. 263).

§  16. Дифференциальные уравнения высших порядков 
(общие понятия)

Как уж е  указывалось выше (см. §  2), дифференциальное уравне­
ние л-го порядка символически можно записать в виде

F (* ,  У, / " ’) =  0 ,  (1)

или, если его можно разрешить относительно я-й производной,

/ " ’ = / ( . * ,  у,  у' ,  у", (О
В настоящей главе мы будем рассматривать только такие урав­

нения высших порядков, которые можно разрешить относительно 
высшей производной. Д ля  этих уравнений имеет место теорема о

16*
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существовании и единственности решения, аналогичная соответствующей 
теореме о решении уравнения первого порядка.

Т е о р е м а .  Если в уравнении

функция f ( x , y , y ' ,  . . . , у {п~ц)и  ее частные производные по аргу­
м ентам  у, у', . . . , у (п~,) непрерывны в некоторой области, содер­
жащей значения х =  х0, у —у 0, у'=у<, , . . . ,  У(п~1)—у[п~'\ то  
существует и притом единственное решение у = у ( х )  уравнения, 
удовлетворяющее условиям

Эти условия называются начальными условиями. Доказательство 
этой теоремы выходит за рамки данной книги.

Если рассматривать уравнение второго порядка y" —f( x ,  у , у'), 
то начальными условиями при х =  х0 для решения б у д у т  условия

гд е  _у0, у' — заданные числа. Геометрический смысл этих усло­
вий следующий: через заданную точку плоскости (лг0, у 0) с задан­
ным тангенсом угла наклона касательной у'а проходит единственная 
кривая. Из этого, далее , следует , что если мы будем задавать  раз­
личные значения _у' при постоянных х0 и у 0, то получим бесчислен­
ное множество интегральных кривых с различными углами наклона, 
проходящих через заданную точку.

Введем теперь понятие общего решения уравнения я-го  порядка.
О п р е д е л е н и е .  Общим решением дифференциального уравне­

ния л-го порядка называется функция

зависящая от п произвольных постоянных С,, Сг, . . . ,  Сп и такая , 
что:

а) она удовлетворяет уравнению при любых значениях постоян­
ных С ,,  С , ............С„;

б) при заданных начальных условиях

(2)

У =  У,> У

у  =  ф (х , С,, С.............. С„),

Ух-=ха У 0>

)



УРА ВН ЕН И Е  В И Д А  у (п) =  / (х) 4 8 5

постоянные С ,,  С2, С„ можно подобрать так , что функция
у  =  ф (х , С , ,  С2, С„) будет  удовлетворять этим условиям (пред­
полагая , что начальные значения лг0, у й, _у', . принадлежат
к области, где выполняются условия существования решения).

Соотношение вида Ф ( х ,  у, С\, С2, Ся) =  0 , неявно опреде­
ляющее общее решение, называется общим интегралом  дифферен­
циального уравнения.

Всякая функция, получающаяся из общего решения при конкрет­
ных значениях постоянных С,, Са, . . . ,  Сп, называется частным 
решением. Г рафик частного решения называется интегральной кри­
вой данного дифференциального уравнения.

Решить (проинтегрировать) дифференциальное уравнение л-го по­
рядка значит:

1 ) найти его общее решение (если начальные условия не заданы)
или

2 ) найти то частное решение уравнения, которое удовлетворяет 
заданным начальным условиям (если таковые имеются).

В следующих параграфах б у д у т  изложены методы решения раз­
личных уравнений л-го порядка.

§  17. Уравнение вида  У"> = / ( х )

Простейшим уравнением п-го порядка является уравнение вида

У И) =/(■*)• ( 1 )

Найдем общий интеграл этого уравнения.
Интегрируя по х  левую и правую части и принимая во внимание, 

что у (П) =  (У " -1>)\  получим:
X

y" -*>  =  J / 4 * ) d * 4 C t,
*0

где х 0— любое фиксированное значение х, а С, — постоянная инте­
грирования.

Интегрируя еще раз, получим:
X X

у - * »  =  j  (  J /(х) dx ) dx +  Ct ( x - x t) +  С..
х0 х0

Продолжая далее, получим, наконец (после л интегрирований), выра­
жение общего интеграла:

* = !■ ■ ■  $ '< x)d x  ■ ■ • * « + a -% - i T ' + c . (j ^ p + ■■■+ c „ .
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Ч т о б ы  найти  ч астн о е  реш ение, у д о в л е т в о р я ю щ е е  н ачальн ы м  у с л о ­
виям

Ух=х0=У'<,’ ■ ■
д о с т а т о ч н о  п о л о ж и т ь :

Сп~Уо’ Cn- i —y o, • • • ,  С, =  у п0

П р и м е р  1. Найти общий интеграл уравнения
у" =  sin (kx)

и частное решение, удовлетворяющее начальным условиям

Ух= 0 =  0> Ух = 0= 1‘

X
Г • и J  , п  COS kx— l . „\ sin kxdx +  C, = ----------- ^--------(-Сц
О

i ) * + j c , * + c , 
о о

ИЛИ
sin kx X , _ , _

У —-------£2— +  - -̂ +  С 1д; +  Сг.

Эго есть общий интеграл. Чтобы найти частное решение, удовлетворяю­
щее данным начальным услови ям , достаточно определить соответствующие

значения С, и С,.
Из условия  ух- 0 =  0 находим С2= 0 .
Из усл о ви я  ух-„ =  1 находим С , =  1.
Таким образом, искомое частное решение 

имеет вид
sin Ал: , / 1 , , \

У = ------- F - + 4 T  +  1 J -

Дифференциальные уравнения рассмотренного 
вида встречаются в теории изгибания балок.

Рис. 264. П р и м е р  2. Рассмотрим уп р у гу ю  призмати­
ческую б а л к у ,  изгибающуюся под действием 

внешних сил, к а к  непрерывно распределенных (вес, н а гр у зка ) ,  т ак  и сосре­
доточенных. Направим ось Од: горизонтально, по оси балки в ее недеформи- 
рованном состоянии, ось Оу— вертикально вниз (рис. 264).

К а ж д а я  сила ,  действующая на б алк у  (например, н а грузка  балки, р еак ­
ция опор), имеет момент относительно какого-нибудь поперечного сечения 
балки , равный произведению силы на расстояние точки приложения силы 
от данного сечения. Сумма М (х) моментов всех сил, приложенных к  части 
балки , расположенной по одну сторону от данного сечения, с абсциссой х, 
называется изгибающим моментом балки относительно данного сечения. 
В курсе  сопротивления материалов доказы вается ,  что изгибающий момент 
балки равен

Е£
R ’

где Е — т ак  называемый модуль упругости , зависящий от материала балки,

Р е ш е н и е .

У’ =



J  — момент инерции площади поперечного сечения балки относительно гори­
зонтальной линии, проходящей через центр тяжести  площади поперечного се­
чения; R — радиус кривизны оси изогнутой балкн, который вы раж ается  форму­
лой (§ 6 гл. VI)

n (1 +  У’г)’ 1г

Таким образом, дифференциальное уравнение изогнутой оси балки имеет
вид

у" М (х)

§ 17 ] У РА ВН ЕН И Е ВИДА ут  — f  (х) 487

(1 + У ' г ~)2)4* EJ (2)

Если считать, что деформации малы и что касательные к оси балки при 
изгибе образуют малый угол  с осью Ох, то мы можем пренебречь квадратом

> - 1

orj jt ' дифференциальное уравнение изогнутой балки примет вид

r - ф .  <г>

а это уравнение есть уравнение вида (1).
П р и м е р  3. Б ал к а  наглухо  заделана в конце О и подвергается действию 

сосредоточенной вертикальной силы Я , приложенной к концу балки L на рас­
стоянии I от места закрепления (рис. 264). Весом балки пренебрегаем.

Рассмотрим сечение в точке N (х). Изгибающий момент относительно се­
чения N в данном случае будет равен

М (х) =  (1—х) Р.

Дифференциальное уравнение (2’) примет вид

» р п ^
У ~ EJ^ Х̂ '

Начальные условия : при л =  0 прогиб у равен нулю и касательная  к  изогну­
той оси балки совпадает с осью Ох, т. е.

Ух-= о =  0> Ух=о ~ ® - 

И нтегрируя  уравнение, найдем:

Р_
EJ

(3 )

В частности, из формулы (3) определяется прогиб h на конце балки Ll
PI5



§  18. Некоторые типы дифференциальных уравнений второго 
порядка, приводимых к уравнениям первого порядка

I. У р а в н е н и е  в и д а

S - / ( *  с )  < »

не  с о д е р ж и т  я в н ы м  о б р а з о м  и с к о м о й  ф у н к ц и и  у.

Р е ш е н и е .  Обозначим производную ^  через р, т. е. положим
dy „  dly dp 
-j-  =  />. Тогда -т-? =  -т—. dx r  dxг dx

Подставляя эти выражения производных в уравнение (1), полу­
чим уравнение первого порядка

р)

относительно неизвестной функции р от х. Проинтегрировав это 
уравнение, находим его общее решение:

р =  р(х, С ,) ,
dyиз соотношения dx

ния ( 1 ):
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а затем из соотношения ^  — Р получаем общий интеграл уравне-

у = ^ р ( х ,  Ct)d x + C v

П р и м е р  I. Рассмотрим дифференциальное уравнение цепной линии 
(см. § 1)

Положим
dy

тогда
dty dp 
d x * ~ 'T x ’

и мы получаем дифференциальное уравнение первого порядка относительно 
вспомогательной функции р от дг:

s - 4

Разделяя переменные, будем иметь:

dp _dx



откуда

i n ( p + ^ i + p S j - . i + c lt

Но так как р =  ~j~» то последнее соотношение представляет собой диффе­
ренциальное уравнение относительно искомой функции у. Интегрируя его, 
получим уравнение цепной линии (см. § 1)

+ С, - ( £ + С , )

§  1 8 ]  НЕКОТОРЫЕ т и п ы  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  4 8 9

а ( a +Cl , - V 7 +C‘M  , г
У =  ~2 \  +  J +  *■

Найдем частное решение, удовлетворяющее следующим начальным усло­
виям:

Ух=о =  а - 

Ух=о =  °-

Первое условие дает Сг-— 0, второе С, =  0.
Окончательно получаем:

X X
у = ^ ( е а +е

З а м е ч а н и е .  Аналогичным способом можно проинтегрировать 
уравнение

у » ) = / ( х ,  у » - Ч ) .

Полагая у п_ 1>= р ,  получим для определения р уравнение первого 
порядка:

Р)-

Узнав отсюда р как  функцию от дг, из соотношения д>(г’ - , ) = р  
найдем у  (см. §  17).

II. У р а в н е н и е  в и д а

3 - / ( л  1 )  И

не  с о д е р ж и т  я в н ы м  о б р а з о м  н е з а в и с и м о г о  п е р е м е н ­
н о г о  дг. Для его решения снова положим

% - р -  <3> 
но теперь мы б у д е м  с ч и т а т ь / ?  ф у н к ц и е й  от у  ( а н е о т д г ,  
как прежде). Тогда

d*y_d p __ dp dy dp



Подставляя в уравнение (2) выражения ^  и , получим урав­

нение первого порядка относительно вспомогательной функции р:

P % = f ( y , P ) -  (4 )

Интегрируя его, найдем р как  функцию от у  и произвольного по­
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стоянного С,:

Р =  Р(У , С,).

Подставляя это значение в соотношение (3), получим дифференциаль­
ное уравнение первого порядка для функции у  от х:

“£ ~ р (у , с , ) .

Разделяя  переменные, находим:

dy j— dx.
Р(У. С,)

Интегрируя это уравнение, получим общий интеграл исходного урав­
нения:

Ф  (•*> У, С,, С,) =  0 .

П р и м е р  2. Найти общий интеграл уравнения
5

3у” =  у *.

Р е ш е н и е .  Положим р =  ̂  . рассматривая р как функцию от у. Тогда 
„ dpy " = P j ^ , n  мы получаем уравнение первого порядка для вспомогательной 

функции р:

Интегрируя это уравнение, находим:

2

Рг = С1 — у * или р — ± У с ^  — у-'Ь.

о  dyНо Р = ̂ х > следовательно, для определения у  получаем уравнение

dy . y ' ’’dy  ,1 — - : =  dx, или ------— ■ - — dx,
V c t- y ~ ' k ± V c 1yi> - 1



откуда
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= j. Г >j<i'dtj
J  V c .y l ’- l

Для вычисления последнего интеграла сделаем подстановку! 

Тогда
1

гЛ = (/*  + 1)7 ^ ;
1

dy=3t (t*+ i)4 > -L .dt.
c i ’

Следовательно,

Г y'I'dy _ 1 Г з< « ‘ + 1) 3 //■ \ _

^ Л 3 +
--±-t V c iy4‘ - H C iy'l> +  2).

 ̂л

Окончательно получаем:

х + С ,у ' - - 1 (СУ'» +  2).
с.

П р и м е р  3. Пусть точка движется по оси Ох под действием силы, 
зависящей только от положения точки. Дифференциальное уравнение движе­
ния будет

d* х 
dt*

_  „ ,  dxПусть при < =  0 будет х = ха, ^ = Do•

dxУмножив обе части уравнения на dt и проинтегрировав в пределах
от 0 до t, получим:

1 f dx
тг  т 5r ) ! - Y muo = §F(x)dx,

*0
ИЛИ

^ m ( d£ ) i + [ - ^ F {x )d x ] ^ mv' =cons'-
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Первое слагаемое последнего равенства представляет кинетическую энер­
гию, второе— потенциальную энергию движущейся точки. Из полученного

равенства следует, что сумма кинетической и по­
тенциальной энергии остается постоянной во все 
время движения.

З а д а ч а  о м а т е м а т и ч е с к о м  м а я т ­
н и к е .  Пусть материальная точка массы т  под 
действием силы тяжести движется по окруж ­
ности L, лежащей в вертикальной плоскости. 
Найдем уравнение движения точки, пренебрегая 
силами сопротивления (т. е. силой трения, си­
лой сопротивления воздуха и т. п.).

Поместим начало координат в низшей точке 
окружности, ось Ох направим по касательной к 
окружности (рис. 265).

Обозначим через / радиус окружности, че­
рез s — длину дуги от начала О до переменной 
точки М, где находится масса т,  причем эту 
длину берем с соответствующим знаком (s >  О, 
если точка М правее точки О; s < 0, если М 
левее О).

Наша задача заключается в установлении 
зависимости s  от времени t.

Разложим силу тяжести m g  на тангенциаль­
ную и нормальную составляющие. П ервая, рав­

н а я —m g  sin ф, вызывает движение, вторая уничтожается реакцией кривой, 
по которой движется масса т.

Таким образом, уравнение движения имеет вид

d ‘ sт  j j i  =  — mgsшф.

Так как для окружности угол ф =  -^-, то мы получаем уравнение

. s
ат*— *  s m - .

Это дифференциальное уравнение II типа (так к ак  оно не содержит явным 
образом независимого переменного I).

Интегрируем его соответствующим образом:

ds d*s dp
d t ~ P' d t 1 d s P•

Следовательно,
d p  . s

p d s = ~  eSmT  '
ИЛИ

откуда

p  d p  =  — g  sin у  ds ,

p* =  2 g / c o s y + C , .



Обозначим через s0 наибольшую длину дуги , на которую отклоняется 
точка М. При s =  s0 скорость точки равна нулю:

ds
=  Р

s=s„
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d t =  0.

Это дает возможность определить С,:

0 =  2g l  cos Sf  +  Ct,

откуда
С, =  — 2gl cos у .

Поэтому
P, =  ( ^ ) , = 2g / (c ° s f - c ° s ^ ) .  

или, применяя к последнему выражению формулу для разности косинусов!

(£ )■ _ ,* ,!ta£+ i.slna= f, т
или *)

3 7 - « V « i  (6)

Это— уравнение с разделяющимися переменными. Разделяя переменные, по­
лучим:

ds

V .=  2 V g ld t. (7)
sin sin

21 21

Будем пока предполагать, что s 56 s„, тогда знаменатель дроби отличен от 
нуля. Если считать, что при t =  0 s =  0, то из равенства (7) получаем:

ds
. =  2 >^g I t .  (8)

. s +  s„ . s„— s

Это равенство и дает зависимость s от t. Интеграл, стоящий слева, не выра­
жается через элементарные функции, не выражается через элементарные 
функции и функция s от t. Рассмотрим поставленную задачу приближенно.

S S S ~ I ~ S S - 5
Будем предполагать, что углы  и — малы. Углы - *■ и -— не бу-I I £I £I

g
дут превосходить -у- . В уравнении (6) синусы углов заменим приближенно

углами

d t~ “ ’ s ‘ V ~ 2Г  ^21
ds — 2 V gl 1^ f  +  so so — s

*) Перед корнем мы берем знак плюс. Из замечания в конце решения 
задачи следует, что рассматривать случай, когда берется знак минус, нет 
надобности.
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(6 ')

Разделяя переменные, получим (предполагаем пока, что s  ф  s0):

ds = Y h dt■ (Т)V  s ’ — .S2

Снова будем считать, что s =  О при / =  0. И нтегрируя последнее уравнение, 
получим:

—  > /  f  t <8 ')
О

к

откуда

(9)
З а м е ч а н и е .  При решении мы предполагали, что s ^  s0. Но путем 

непосредственной подстановки убеждаемся, что функция (9) есть решение 
уравнения (6 ')  при любом значении t.

Напомним, что решение (9) является приближенным решением уравнения 
(5), так как  уравнение (6) мы заменили приближенным уравнением (6') .

Равенство (9) показывает, что точка М (которую можно рассматривать 
как  конец маятника) совершает гармонические колебания с периодом коле­

бания Т = 2 л  " j/" - j j -. Этот период не зависит от амплитуды колебания s0.
П р и м е р  4. Задача о второй космической скорости.
Определить наименьшую скорость, с какой нужно бросить тело верти­

кально вверх, чтобы оно не вернулось на Землю. Сопротивлением воздуха 
пренебречь.

Р е ш е н и е .  Обозначим массу Земли и массу брошенного тела соответст­
венно через М и т.  По закону тяготения Ньютона сила / притяжения, 
действующая на тело т,  будет!

, . М-т  
f — k »

где г — расстояние между центром Земли и центром тяжести брошенного 
тела, k — гравитационная постоянная.

Дифференциальное уравнение движения указанного тела с массой т 
будет:

d2r . М - т
т Ж '— к —

или
d*r _  М_ 
dt*~~ г* ‘ ( 1 0 )



Мы взяли знак минус потому, что в задаче ускорение отрицательно. 
Дифференциальное уравнение (10) есть уравнение вида (2). Будем решать 
это уравнение при следующих начальных условиях:

при / =  0 r  =  R, 57= t ’»-

Здесь R — радиус Земли, i>„— скорость бросания. Обозначим 
dr  _  d*r _ d v  __dv  d r _  d v
T t ~ V’ d i * ~ d T  dr  d i ~ V dF  ’
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где v — скорость движения. Подставляя в уравнение (10), получиш
d 

v  а
Р азделяя переменные, получаем:

d v  М
V - т -  =  —  k - гdr г2

v  d v = — kM ^  , г2
И нтегрируя это уравнение, находим:

~  =  + k M y  +  C1. (11)

Из условия, что v  =  v 0 на поверхности Земли (при г =  /?), определим С ,s

v* 1
- f - + * " - R - + C I

или

r  _  k M  

1 _  R +  2 '
Подставим найденное значение С, в равенство (11):

t|1 , им 1 kM ,
2- = + Ш Т - - R - + 1 T

И Л И

и . ы , 1 + ( 4 _ « ) .

По условию тело должно двигаться так , чтобы скорость всегда была положи- 
v2 kM

тельной, следовательно, >  0. Так к ак  величина —у  при неограничен-
V2 _

ном возрастании г  делается к ак  угодно малой, то условие —  > 0  будет 

выполняться при любом г  только в случае



Следовательно, наименьшая скорость будет определяться равенством

/ тШ  *
П Т ’ (14)
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где

й =  6 ,66- 10- ?-сек‘
/? =  63-107 см.

На поверхности Земли при r =  R ускорение силы тяжести равно 
ё ^g =  981 • На основании этого из равенства (10) получаем!

, М

ИЛИ

R

Подставляя это значение М в формулу (14), получаем:

t;0= ^ 2 gR= V  2-981 -63-107 5= 11,2-10* —  =  11,2 —  .
сек сек

§  19. Графический метод интегрирования дифференциального 
уравнения второго порядка

Выясним геометрический смысл дифференциального уравнения 
второго порядка. П усть имеем уравнение

/= /(*, у , У ) .  (1)
Обозначим через ф угол, который касательная к  кривой образует 
с положительным направлением оси Ох\ тогда

|  =  (2)

Чтобы выяснить геометрический смысл второй производной, 
вспомним формулу, определяющую радиус кривизны кривой в 
данной точке *)

R ----------Т ~ '

*) До сих пор мы всегда считали радиус кривизны п о л о ж и т е л ь н ы м  
числом, однако в настоящем параграфе мы будем считать радиус кривизны 
числом, которое может принимать как положительные, так и отрицательные 
значения: если кривая выпукла ((/' <  0), мы считаем радиус кривизны отри­
цательным (R < 0); если кривая вогнута (t/* >  0),— положительным (R > 0).



Отсюда

(1 + у 'г)’и 
у R

Но

/  =  tg ф! 1 + У *  =  1 +  tg 2 Ф =  sec*(p; (1 + / ■ 2)8/> =  | sec* ф | =  

поэтому

У ~ R | cos* ф |' ^

П одставляя теперь в уравнение (1) полученные выражения для у  
и у", будем иметь:

у - *<р>.

ИЛИ

^  ~~ I cos* ф | •/ (дс, у ,  tg ф) •

Отсюда видно, что дифференциальное уравнение второго порядка 
определяет величину радиуса кривизны интегральной линии, если 
заданы координаты точки и направле­
ние касательной в этой точке.

Из предыдущего вытекает способ 
приближенного построения интегральной 
кривой при помощи гладкой кривой, со­
ставленной из д у г  окружностей*).

П усть , например, требуется найти 
решение уравнения (1 ), удовлетворяю­
щее следующим начальным условиям:

л = „ = л -
Через точку Мй {х„, у 0) прове- Рис. 266.

дем луч УИ07'0 с угловым коэффи­
циентом y '= tg (p 0 =y'o (рис. 266). Из уравнения (4) найдем вели­
чину /?=/?„. Отложим отрезок М0С0, равный на перпендикуляре 
к направлению и из точки С0, как  из центра, опишем неболь­
шую д у г у  Ж0уИ, радиусом R0. Заметим при этом, что если R„ <  О, 
то отрезок М0С„ нужно направлять в т у  сторону, чтобы д у г а  окруж­
ности была обращена выпуклостью вверх, а при О — выпук­
лостью вниз (см. сноску на предыдущей странице).
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*) Кривая называется гладкой,  если она имеет касательную во всех 
точках, причем угол наклона этой касательной есть непрерывная функция 
от длины дуги s.
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П усть , далее, у х— координаты точки лежащей на по­
строенной д у г е  и достаточно близкой к точке уИ0, a tg ip ,  —  угловой 
коэффициент касательной МХТХ к  проведенной окружности в точке Mv 
Из уравнения (4) найдем соответствующее точке Мх значение R = R x, 
Проведем отрезок MXCV перпендикулярный к МХТУ равный Rv
и из точки С ,,  к ак  центра, опишем д у г у  МхМг радиусом Rt. Затем 
на этой д у г е  возьмем близкую к УИ1 точку Мг (х 2, у г) и продолжаем 
таким образом построение, пока не получим достаточно большой 
кусок  кривой, состоящей из д у г  окружностей. Из предыдущего ясно, 
что эта кривая приближенно является  интегральной линией, прохо­
дящей через точку М0. Очевидно, что построенная кривая будет

тем ближе к  интегральной кривой, чем меньше б у д у т  д у ги  M0MV
iVfjATj, «■ •

§  20 . Линейные однородные уравнения.
О пределения и общие свойства

О п р е д е л е н и е  1 . Дифференциальное уравнение п-го порядка 
называется линейным, если оно первой степени относительно искомой 
функции у  и ее производных у ',  . . . ,  У " _1), у (п), т . е. имеет вид

а оУт  +  а ху {п~1) +  . . .  = / ( * ) ,  ( 1 )

гд е  а0, a v аг, . . . ,  ап и f ( x ) — заданные функции от х  или постоян­
ные, причем аа Ф 0 для всех значений х  из той области, в которой 
мы рассматриваем уравнение (1). В дальнейшем мы будем предпола­
гать ,  что функции а в, я , ,  . . . ,  ап и /(х) непрерывны при всех значе­
ниях х, причем коэффициент а0 — 1 (если он не равен 1 , мы можем 
все члены уравнения поделить на него). Функция f(x ) ,  стоящая в пра­
вой части уравнения, называется правой частью уравнения.

Если / ( х) ^  0, то уравнение называется линейным неоднородным 
или уравнением с правой частью. Если ж е / ( * )  =  0, то уравнение 
имеет вид

у {п) +  a ty {n~ 11 +  . . .  +  апу  =  0  (2 )

и называется линейным однородным или уравнением без правой части 
(левая часть этого уравнения является однородной функцией первой 
степени относительно у , у ' ,  у", . . . ,  у (п>).

Установим некоторые основные свойства линейных однородных 
уравнений, ограничиваясь в доказательствах уравнениями второго 
порядка.

Т е о р е м а  1. Если у , и у г— два частных решения линейного 
однородного уравнения второго порядка

у » + а уу ' +Лгу  =  0 , (3)

т о  у х-}-уг есть такж е решение этого уравнения.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как  и у 2— решения уравнения, то

Подставляя в уравнение (3) сумму у 1 + у г и принимая во внимание 
тождества (4), будем иметь:

т. е. у ,Л -У г есть решение уравнения.
Т е о р е м а  2. Если у , есть решение уравнения (3) и С —по­

стоянная, то  Су, есть такж е решение уравнения (3).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Подставляя в уравнение (3) выражение С у и 

получим:

тем самым теорема доказана.
О п р е д е л е н и е  2 . Два решения уравнения (3) у г и у г назы­

ваются линейно независимыми на отрезке [ а ,  Ь\, если их отноше­
ние на этом отрезке не является постоянным, т .  е . если

В противном случае решения называются линейно зависимыми. Иными 
словами, два  решения _у, и у г называются линейно зависимыми на 
отрезке [ а ,  £>], если сущ ествует  такое п о с т о я н н о е  число X,

что —  = Х  при a ^ x s £ ,b .  В этом случае _У,=?1_у2.
Уг

П р и м е р  1. Пусть имеем уравнение i f —у  — 0. Легко проверить, что 
функции ех, е~х, Зех, 5е~х являю тся решениями этого уравнения. При этом 
функции ех и е~х линейно независимы на любом отрезке, так к ак  отношение

~—r — e ix не остается постоянным при изменении х. Функции же е* и Зех е  *
Зех

линейно зависимы, так к ак  — =  3 =  const.ех

О п р е д е л е н и е  3. Если _у, и у г с уть  функции от х, то опреде­
литель

называется определителем Вронского или вронскианом данных 
функций.

и

О Ч + Л Г  +  М Л + Л ) '  + а г 0 \  +  >\> =  

=  ( X  + а У г  +  а гУх)  +  (У'г +  а У г +  а г У г )  =  0 + 0  =  0 ,

(С у/  +  а ,  (Су У  +  а ,  (Су,) =  С(у\ +  +  aty t) =  С- 0 =  0$

Уг
—  Ф const.
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Т е о р е м а  3. Если функции у х и у г линейно зависимы на о т ­
резке [ а ,  Ь\, то  определитель Вронского на этом  отрезке то ж ­
дественно равен нулю.

Действительно, если y t =  \yv где  К =  const, то у' =  ^_у[, и

W(yv yt) = Ух У . 
X Уг

Ух'ЬУг
у\ ку[

Уг Ух

У'х У'х
=  0 .

Т е о р е м а  4. Если определитель Вронского W (ух, у г), составлен­
ный для решений y t и у г линейного однородного уравнения (3), не 
равен нулю при каком-нибудь значении х =  х Л на отрезке [а, Ь], 
где коэффициенты уравнения непрерывны, то  он не обращается 
в нуль ни при каком значении х  на этом  отрезке.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как у у и y t — два  решения уравне­
ния (3), то

У \ + а хУ'х +  агУх =  0 . +  +

Умножая члены первого равенства на у г, члены второго равенства 
на — и складывая, получим:

(УхУг — УхУг) +  а х(УхУ' — jO O  =  °- (5)

Разность, стоящая во второй скобке, есть определитель Вронского 
W (yty t ). Выражение, стоящее в первой скобке, есть производная от 
определителя Вронского W' (_у,.уг):

W  ( У х У , ) = ( у [ У х- У х У ' г У  = У " х У г + У ' х У ' - У ' х У ш - У х У " г = = У х У » - У х У г -

Следовательно, равенство (5) принимает вид
W '= — a xW.

Р азделяя переменные (при W Ф 0), получаем:
W'
W = ~ a ^

Интегрируя, находим:

(6 )

In W =  — J  a ,  dx-\- In С

или

In W
Л

=  —  J  а ,  dx,

откуда
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по условию
Wx=Xo=Ce° =  C=t 0 .

Но тогда из равенства (7) вытекает, что W Ф 0 ни при каком значе­
нии х, потому что показательная функция не обращается в нуль ни 
при каком конечном значении аргумента.

З а м е ч а н и е  1. Если определитель Вронского равен нулю при 
каком-нибудь значении х =  х 0, то он равен такж е  нулю при любом 
значении х  из рассматриваемого отрезка. Это непосредственно сле­
д ует  из формулы (7): если W — 0 при x =  x v  то

(№),=*„ =  С = 0 ;

следовательно, № =  0 , каково бы ни было значение верхнего пре­
дела х  в формуле (7).

Т е о р е м а  5. Если решения у, и у 2 уравнения (3) линейно 
независимы на отрезке [ a ,  ft], то  определитель Вронского W, со­
ставленный для этих решений, не обращается в нуль ни в одной 
точке указанного отрезка.

Укажем идею доказательства этой теоремы, не приводя его пол­
ностью.

Допустим, что 1 ^ = 0  в некоторой точке отрезка; тогда по тео­
реме 3 определитель Вронского б удет  равен нулю во всех точках 
отрезка [a ,  ft]:

W =  0
или

УгУ'— У'хУг^0 -
Рассмотрим сначала те интервалы, содержащиеся в отрезке [a, ft], 
где у , ф  0 . Тогда

! y,y't -y [y i »
------- ;—  =  °

у\
или s

Следовательно, на каждом из упомянутых интервалов —  есть по-
Vi

стоянная

—  =  X — const.
У1

Используя теорему существования и единственности, можно показать, 
что у , =  Ъу, для  всех точек отрезка [a ,  ft], включая и те, где ^ ,  =  0 , 
а это невозможно, так как ,  по условию, у г и у { линейно независимы. 
Следовательно, определитель Вронского не обращается в нуль ни 
в одной точке отрезка [a ,  ft].



Т е о р е м а  6 . Если у х и у г— два линейно независимых решения 
уравнения (3), то

-У = С. Л + С. Л .  (8 )
где С, и Сг— произвольные постоянные, есть его общее решение. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теорем 1 и 2 следует , что функция

С1Л  +  СгУг
есть решение уравнения (3) при любых значениях С, и Сг.

Докажем теперь, что каковы бы ни были начальные условия 
у х- Хо =  у а, у'х_х —у ' ,  можно так подобрать значения произвольных 
постоянных С, и Сг , чтобы соответствующее частное решение 
Сху, -f- Сгу г удовлетворяло заданным начальным условиям.

Подставляя начальные условия в равенство (8 ), будем иметь:

У  о ^i.)\o ^ г У г о '   ̂ ^

5 0 2  Д ИФФЕ РЕН ЦИА ЛЬНЫ Е  У РА В Н Е Н И Я  [ Г Л .  XIII

У 'о = = С У п + С чУ,

гд е  обозначено:

(^ 1)дг=дг0 =  Д’ю! { У г ) х = х 0 ~  У г о '  ( У ^ )х = х а —  У  ̂  ( У г) х = х „ — У

Из системы (9) можно определить С, и С2, так  как  определитель 
этой системы

Ух* У г  о 
Ло X .

=  3 'ю Л о - Л о ^ о

есть определитель Вронского при х — х0 и, следовательно, не равен 0 
(в силу линейной независимости решений у х и у г). Частное решение, 
которое получится из семейства (8 ) при найденных значениях С, и С,, 
удовлетворяет заданным начальным условиям. Таким образом, теорема 
доказана.

П р и м е р  2. Уравнение

коэффициенты которого a i —~r и аг =  ̂ 5 непрерывны на любом отрезке, 
не содержащем точки х =  0, допускает частные решения:

</, =  *. </,=4

(это легко проверить подстановкой в уравнение). Следовательно, его общее 
решение имеет вид

У — С\Х Сг —  .

З а м е ч а н и е  2 . Не сущ ествует  общих методов для  нахождения 
в конечном виде общего решения линейного уравнения с переменными
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коэффициентами. Однако для уравнения с постоянными коэффициентами 
такой метод сущ ествует . Он будет  изложен в следующем параграфе. 
Для случая же уравнений с переменными коэффициентами в главе XVI 
«Р я д ы »  б у д у т  указаны некоторые приемы, которые д а д у т  возможность 
находить приближенные решения, удовлетворяющие определенным 
начальным условиям.

Здесь мы докажем  теорему, которая позволяет находить общее 
решение дифференциального уравнения второго порядка с перемен­
ными коэффициентами, если известно одно его частное решение. Так 
как иногда удается  найти или угад ать  одно частное решение непо­
средственно, то эта  теорема во многих случаях  может оказаться 
полезной.

Т е о р е м а  7.  Если известно одно частное решение линейного 
однородного уравнения второго порядка, т о  нахождение общего 
решения сводится к интегрированию функций.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  _у, есть известное частное решение 
уравнения

Найдем другое частное решение данного уравнения так, чтобы _у, 
и у г были линейно независимы. Тогда общее решение выразится 
формулой У =  С1у 1-\-Сгу г, где  С,, Сг — произвольные постоянные. 
На основании формулы (7) (см. доказательство теоремы 4) можно 
написать:

Таким образом, для  определения у г мы получаем линейное уравнение 
первого порядка. Проинтегрируем его следующим образом. Разделим 
все члены на у г̂.

Так как  мы ищем частное решение, то, положив Сг = 0 ,  С = 1 ,  
получаем;

/  +  а У  +  агу  =  0.

или

отсюда

( 1 0 )



Очевидно, что y t и у г — линейно независимые решения, так  как

—  Ф const.
Ух

Таким образом, общее решение исходного уравнения имеет вид

р -  J" а ! dx

-У =  С , Л  +  С».У, ------ - dx. ( 1 1 )
J  У х

П р и м е р  3. Найти общее решение уравнения
(1 —хг) у"— 2ху' + 2(/ =  0.

Р е ш е н и е .  Непосредственной проверкой убеждаемся, что это уравнение 
имеет частное решение (/,= х. Найдем второе частное решение уг так, чтобы 
у , и уг были линейно независимы. __ 2х

Заметив, что в нашем случае о, =  ^ ^ , на основании формулы (10) 
получаем:

Г гх dx
Се-> Се~1п<'-**> f  dx - r - d x ^ x  j  ^ L -^ r

= х К ^ + 2 Т Т ^ + 2 1 Г Т ^ ) ) ^ = д: [ ~ 7 + У 1л | т ё | ]  •
Следовательно, общее решение имеет вид
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у =  С1дс +  С1 ( у Л : 1п | [ ^ |  — l ) ,

§  21. Линейные однородные уравнения второго порядка 
с постоянными коэффициентами

Имеем линейное однородное уравнение второго порядка

/ + Р У ' +  ЯУ =  0 , (1)
где  р и q— постоянные действительные числа. Чтобы найти общий 
интеграл этого уравнения, достаточно, как  было доказано выше, 
найти два линейно независимых частных решения.

Будем искать частные решения в виде

у  =  екх, где k =  const; (2 )
тогда

у' =  kekx\ у" =  кгекх.
Подставляя полученные выражения производных в уравнение (1), 

находим:
ekx(k‘ +  pk +  q) =  0.

Так как екх Ф 0, то, значит,

kl + p k + q  — 0 . (3)
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Следовательно, если ft б удет  удовлетворять уравнению (3), то екх 
б удет  решением уравнения (1). Уравнение (3) называется характе­
ристическим уравнением по отношению к уравнению ( 1 ).

Характеристическое уравнение есть квадратное уравнение, имею­
щее два  корня: обозначим их через ft, и ft2. При этом

А, — 1 +  / Z Z 7 ;

Возможны следующие случаи:
I. ft, и ft ,— действительные и притом не равные между собой

числа (ft, ф  ft,);
II. ft, и ft, — комплексные числа;

III. ft, и ft, — действительные равные числа (ft, =  ft2).
Рассмотрим каждый случай отдельно.
I. К о р н и  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  д е й с т в и ­

т е л ь н ы  и р а з л и ч н ы :  ft, ф kt . В этом случае частными реше­
ниями б у д у т  функции

_y, =  / i * ;  у г =  ekS .

Эти решения линейно независимы, так  как

= в~  = е <А»-А‘,х ф  const.
Ух Л *

Следовательно, общий интеграл имеет вид
у  =  C,e*i* -f- Ctek*x.

П р и м е р  1. Дано уравнение
у" Л- у '— 2(/ =  0.

Характеристическое уравнение имеет вид
+  — 2 =  0 . Р  ~ /• £  '  ^

Находим корни характеристического уравнения: /' 3 }
1 ,  / 1 —  Л V 7  X

* , г = - Т ± У  т + 2: 
ft, =  1, к г =  —2.

Общий интеграл есть
*/ =  C,e* +  C2e - 2*.

II. К о р н и  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  к о м ­
п л е к с н ы е .  Так к^к комплексные корни входят  попарно сопряжен­
ными, то обозначим:

ft, =  a  +  i'P; ft, = a — /р, 
где ______

а = - т ; Р “  q Т '



Частные решения можно записать в форме
л  =  е<*+|>>*. л  =  е<*-<р>* (4) 

Э то— комплексные функции действительного аргумента, удовлетво­
ряющие дифференциальному уравнению (1) (см. §  4 гл. VII).

Очевидно, что если какая-либо комплексная функция действитель­
ного аргумента

у  =  u(x)-\-iv (х) (5)

удовлетворяет уравнению ( 1 ), то этому уравнению удовлетворяют 
функции и(х) и г »  (х).

Действительно, подставляя выражение (5) в уравнение (1), будем 
иметь:

[и (х) +  iv [х)\+ р  [и (х) +  iv (ж)]' + 1] [и (х) +  iv  (ж)] == 0
или

(и" +  ри +  <7“) + «  (v" +  Pv ' +  <iv) =  0.
Но комплексная функция равняется нулю тогда и только тогда, 
когда равны нулю действительная часть и мнимая часть, т . е.

и"+ри +  qu=0,
v" +  pv  +  qv — 0 .

Мы и доказали, что и(х) и v (х) являются решениями уравнения.
Перепишем комплексные решения (4) в виде суммы действитель­

ной и мнимой части:

y l =  e!ix cos рх  +  ге“* sin fix, 
у 2 =  еах cos fix— ie*x sin fix.

По доказанному частными решениями уравнения (1) б у д у т  действи­
тельные функции

у х =  еах cos рх, (6 ')

у г =  еах sin рх. (6")

Функции y t и у г линейно независимы, так  как

у ,  еах cos Вх , о
-=̂  — ** • о =  ctg рх  Ф const.у г е 1* sin fix °  г  т -

Следовательно, общее решение уравнения ( 1 ) в случае комплексных 
корней характеристического уравнения имеет вид

У =  А у ,  +  Вуг =  Ае*х cos р х  -f- Веах sin Рх
или

у  — е™ (A cos рх  +  sin Рх), (7)

где  А и В — произвольные постоянные.
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П р и м е р  2. Дано уравнение
i f  +  2iу' +  5у =  0.

Найти общий интеграл и частное решение, удовлетворяющее начальным у с ­
ловиям ! /* -0 =  0, у ' х- „ — 1. Построить график.

Р е ш е н и е .  1) Напишем характеристическое уравнение
А-г +  2£ +  5 =  0

и найдем его корни:
fe, =  — 1 + 2(, * ,=  — 1 — 21.

Следовательно, общий интеграл есть
у — е~х (Л cos 2 х + В  sin 2х).

2) Найдем частное решение, удовлетворяющее данным начальным усло­
виям, и определим соответствующие значения А и д .  На основании первого 
условия находим:

0 =  е“ ° (Л cos 2-0 +  В sin 2-0 ), откуда Л =  0.
Заметив, что у '  — е~х 2В cos 2х— е~х В sin 2х, из второго условия получаем:

1 =  2 5 , т. е. В = у .

Таким образом, искомое частное решение есть

0 =  у  e -* s in  2х.

График его показан на рисунке 267.
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III. К о р н и  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  д е й ­
с т в и т е л ь н ы е  и р а в н ы е .  В этом случае kl — kt.

Одно частное решение у х — ек получается на основании преды­
дущ их рассуждений. Нужно найти второе частное решение, линейно 
независимое с первым (функция е jA тождественно равна ек‘х и поэтому 
не может рассматриваться в качестве второго частного решения).



Будем искать второе частное решение в виде

У х = “ (*) е" ,х >

где и(х) — неизвестная функция, подлежащая определению. 
Дифференцируя, находим:

у ,  =  u e ki* - f  k jiek'x =  ек>* (и +  kxu), 
у\ =  и"ек>* +  2 k / e hS  +  k]uek*x =  +  2 k /  +  k\).

П одставляя выражения производных в уравнение (1), получаем: 

ек'х [и" +  (2 &, +  р) ы +  (k, -\-pkx +  q) и] =  0 .
Так как  /г,— кратный корень характеристического уравнения, то

kx +  pkx -\-q =  0 .

Кроме того, k x — kx — — у  или 2kx = — р, 2kx-\-p — 0.

Следовательно, для  того чтобы найти и (х), надо решить уравне­
ние ektxu" =  0 или и" =  0. Интегрируя, получаем и =  Ах-{- В. В част­
ности, можно положить А — 1, В =  0 ; тогда и =  х. Таким образом, 
в качестве второго частного решения можно взять :

Ь vy t — хеКг .

Это решение линейно независимо с первым, так  как  ^ - = x ^ c o n s t .  

Поэтому общим интегралом б удет  функция

у  =  С / ‘х +  С£л:ек>х =  (С , +  С,д:).
П р и м е р  3. Дано уравнение

у " - 4 у ' + Ц  =  0.
Пишем характеристическое уравнение к2—4А +  4 =  0. Находим его корни: 
Л, =  Л, =  2. Общим интегралом будет:

y =  Cletx +  Clxetx.

§ 22. Линейные однородные уравнения и-го порядка \ j  
с постоянными коэффициентами

Рассмотрим линейное однородное уравнение л-го порядка:

у {п, +  а у п- ' )+ . . . + а пу  =  0 . ( 1)

Будем предполагать, что а х, аг, . . . ,  ап— постоянные. Прежде чем 
указы вать  метод решения уравнения ( 1 ), введем определение, нуж­
ное нам для дальнейшего.

О п р е д е л е н и е  1. Если для  всех х  отрезка [а ,  Ь] имеет место 
равенство

Ф»(*) =  A<Pi (х) +  Лгф2(л :)+  . . .  +  Ап_х<рп_х{х),

5 0 8  Д И ФФЕ РЕН ЦИА ЛЬ НЫ Е  У РА В Н Е Н И Я  [ г Л .  XII I



где  A v А „ Ап — постоянные числа, не все равные нулю, то 
говорят, что <р„(х) выражается линейно через функции <р,(л:), 
ф,(*). • • •, ф„-! (х).

О п р е д е л е н и е  2. п функций ф, (лг), ф, (л:), . . . ,  Ф „_ ,(х ),  ф„(л:) 
называются линейно независимыми, если никакая из этих функций 
линейно не выражается через остальные.

З а м е ч а н и е  1. Из определений следует , что если функции 
Ф ,(* ),  фа (дг), . . . ,  ф„(*) линейно зависимы, то найдутся постоянные 
С,, Сг, . . . ,  Сп не все равные нулю, такие, что для  всех х  отрезка 
[а ,  Ь] б удет  выполняться тождество

Q p i М  +  С2ф, ( * ) + . . . - +  С„ф„ (х) =  0 .

П р и м е р ы :

1. Функции у х—ех, у г — егх, г/, =  3е* линейно зависимы, так  как  при 

С, =  1, С, =  0, С, = — i  имеет место тождествоО
С,е* +  С2е2Х +  С,3е* г з  0.

2. Функции y t =  1, уг =  х, у , =  хг линейно независимы, так  к ак  ни при 
каки х С j ,  Сг, С3, одновременно не равных нулю, выражение

С, • 1 “Ь Ctx 4* С3х~
не будет тождественно равно нулю.

3. Функции t/, = e 4i*, уг = ек*х..........уп =  екпХ, . . . ,  где kx, k2, . ..., kn, . . . —
различные числа, линейно независимы. (Это утверждение мы приводим без 
доказательства.)

Перейдем теперь к решению уравнения (1). Для этого уравнения 
справедлива следующая теорема.

Т е о р е м а .  Если функции y v 'yv • ■ ■, Уп являю тся линейно не­
зависимыми решениями уравнения ( 1 ), то  его общее решение есть 

=  +  (2 ) 
где С, ,  . . . ,  Сп— произвольные постоянные.

Если коэффициенты уравнения (1) постоянны, то общее решение 
находится так  же , как  и в случае уравнения второго порядка.

1) Составляем характеристическое уравнение

kn-\-a1kn~1 . .  . - f -an =  0 .

2) Находим корни характеристического уравнения

3) По характеру корней выписываем частные линейно независи­
мые решения, р уководствуясь  тем, что:

а) каждому действительному однократному корню k соответствует 
частное решение ekx;
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б) каждой паре комплексных сопряженных корней k{ ” = а  +  /р 
и k{t) *= а — /р соответствуют два  частных решения еах cos рх  и еах sin р.г;

в) каждому действительному корню k кратности г соответствует г 
линейно независимых частных решений

екх, хекх, . . . ,  х г~'екх;
г) каждой паре комплексных сопряженных корней A(,) =  a-f-/p, 

fc‘*> =  a — /р кратности ц соответствуют 2ц частных решений:

е*х cos fix, х е ’ * cos рх, . . . ,  х*~ V *  cos рх, 
еалг sin рдс, хе*х sin рх, хР~'е"х sin рх.

Этих частных решений б удет  равно столько, какова степень 
характеристического уравнения (т. е. столько, каков порядок дан­
ного линейного дифференциального уравнения). Можно доказать , что 
эти решения линейно независимы.

4) Найдя п линейно независимых частных решений y v y v . . . , у п, 
строим общее решение данного линейного уравнения:

У  —  Oi + С гУг + • • • + С пУт 

где  С„ Сг, Сп— произвольные постоянные.
П р и м е р 4. Найти общее решение уравнения

UlV—y =  0 .
Р е ш е н и е .  Составляем характеристическое уравнение

к*—1 = 0.
Находим корни характеристического уравнения:

k j — 1, k 2 “  11 fej =  i, kx =  — i.
Пишем общий интеграл:

y = C1ex + C2e~x + A cosx-f-B sinjf, 
где Cv Сг, А, В — произвольные постоянные.

З а м е ч а н и е  2. Из изложенного следует , что вся трудность 
решения линейных однородных дифференциальных уравнений с по­
стоянными коэффициентами заключается в решении характеристиче­
ского уравнения.

§ 23 . Неоднородные линейные уравнения второго порядка

П усть имеем неоднородное линейное уравнение второго порядка

/  + « У +  я,.У = / ( * ) .  ( 1 )
С труктура общего решения такого уравнения ( 1 ) определяется 

следующей теоремой:
Т е о р е м а  1. Общее решение неоднородного уравнения (1) 

представляется как сумма какого-нибудь частного решения этого



туравнения у *  и общего решения у  соответствующего однородного 
уравнения

~У" +  а У  +  агу  — 0.  (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Нужно доказать, что сумма

У<=У+У* (3)

есть о б щ е е  р е ш е н и е  уравнения (1). Докажем сначала, что функ­
ция (3) есть р е ш е н и е  уравнения ( 1 ).

Подставляя сумму у  +  у*  в уравнение ( 1) вместо у, будем иметь:

(У +У*)" +  а х(у + у * )' -\- a J y  + ;>») = / ( * )
или

( ?  +  « У  +  а1~У) +  (У*" +  а \У*' +  в ,У*) = / ( * ) •  (4)
Так  как  у  есть  решение уравнения (2), то выражение, стоящее 

в первых скобках, тождественно равно нулю. Так как  у*  есть реше­
ние уравнения ( 1 ), то выражение, стоящее во вторых скобках, 
равно / ( х ). Следовательно, равенство (4) является тождеством. 
Таким образом, первая часть теоремы доказана.

Докажем теперь, что выражение (3) есть о б щ е е  решение урав­
нения ( 1), т . е. докажем, что входящие в него произвольные постоян­
ные можно подобрать так, чтобы удовлетворялись начальные условия:

V . - M  (5)
У Х=Х„ =.Уо) J

каковы бы ни были числа у 0 и у'а (лишь бы х 0 было взято из 
той области, гд е  функции в „  аг и f(x )  непрерывны).

Заметив, что у  можно представить в форме

З ' - С . Л  +  С .Л ,
где у х и y t — линейно независимые решения уравнения (2), а С, 
и Сг— произвольные постоянные, можем переписать равенство (3) 
в виде

y  =  Ciyi +  Cty t + y * .  (3')

Тогда на основании условий (5) будем и м еть*) :

С ^ и + .С щ У и + У ^ У »

С,Ут +  СгУы +Д’о ■=У о•

*) Здесь Ухо, уы, у*, у1Л, Уы, у■*' обозначают числовые значения функ­
ций yv у„ у*, у[, уг, у '  при х = х0.
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Из этой системы уравнений нужно определить С, и С2. Переписав 
вистему в виде

^гУю г̂Угъ =  У о У»' \ (6 )

замечаем, что определитель этой системы есть определитель Врон­
ского для функций у х и у г в точке х =  х 0. Так как эти функции, 
по условию, линейно независимы, то определитель Вронского не равен 
нулю; следовательно, система (6 ) имеет определенное решение С, 
и Сг, т. е. сущ ествую т такие значения Сх и Сг, при которых фор­
мула (3 ) определяет решение уравнения (1 ), удовлетворяющее данным 
начальным условиям. Теорема полностью доказана.

Таким образом, если известно общее решение у  однородного 
уравнения (2 ), то основная задача при интегрировании неоднородного 
уравнения ( 1 ) состоит в нахождении какого-либо его частного реше­
ния у*.

Укажем общий метод нахождения частных решений неоднородного 
уравнения.

М е т о д  в а р и а ц и и  п р о и з в о л ь н ы х  п о с т о я н н ы х .  Напи­
шем общее решение однородного уравнения (2 )

У =  СгУг +  С1У2• (7)

Будем искать частное решение неоднородного уравнения (1) 
в форме (7), рассматривая С, и Сг как  некоторые пока неизвестные 
ф у н к ц и и  от х .

Продифференцируем равенство (7):

У' =  Сгу , +  Сгу г -)- С,ух +  Сгу 2.

Подберем искомые функции С, и С, так , чтобы выполнялось равенство

с\у, +  с'гуг =  0 . (8 )

Если учесть это дополнительное условие, то первая производная у' 
примет вид

У '= С ,У 1+ С гу'г.
Дифференцируя теперь это выражение, найдем у": 

у" =  С,у, +  Сгу г +  С,у, +  Сгу г.
Подставляя у , у '  и у" в уравнение (1), получим;

С1.У1 +  У г +  С\Уг +  Сгу 2 - f  я ,  [ C ji  +  Сху г) +  а2 [С1у 1 +  Сгу г) = / (х )  
или 

С, (у 1 +  а ху х +  агУ^ +  (уг -(- а ху г агу г) +  С\У\ +  Сгу г = / (х ).
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Выражения, стоящие в первых д в у х  скобках, обращаются в нуль, 
так  как у 1 и у г— решения однородного уравнения. Следовательно, 
последнее равенство принимает вид

-С[у[ +  С*у'г=/{х). (9)
Таким образом, функция (7) б удет  решением неоднородного урав­

нения ( 1 ) в том случае, если функции С, и Сг удовлетворяют системе 
уравнений (8 ) и (9 ), т. е. если

СгУ1 +  С',уг =  0, С,у[ +  Сгу'г = / ( * ) .
Так как  определителем этой системы является определитель Врон­
ского для линейно независимых функций у г и у г, то  он не равен
нулю; следовательно, решая систему, мы найдем С1 и С2 как  опре­
деленные функции от х :

Сж = (лг), c'i =  (pt (х).

Интегрируя, получим:

c i =  S ф, (*)<** + С,; С2 =  $ ф2 (x)dx +  C1,

где С, и С2 —  постоянные интегрирования.
Подставляя полученные выражения С , и С , в равенство (7), 

найдем интеграл, зависящий от дв у х  произвольных постоянных 
С, и Ct , т . е. общее решение неоднородного уравнения *).

П р и м е р .  Найти общее решение уравнения

* X
Р е ш е н и е .  Найдем общее решение однородного уравнения

— —  =  0. х
Так как

—г =  —• , то In у' =  In х +  In с; у' =  сх; у х
итак,

у= С 1Хг +  Сг.
Чтобы последнее выражение было решением данного уравнения, надо 

определить С, и С2 как функции от х из системы

С[х* +  С, • 1 =  0, 2С'* +  С '-0  = *.

Решая эту систему, найдем:

С' — _L с ' — __ — х1
1 2 *  2 ’

*) Если положить С ,=  Ct= 0, то получим частное решение уравнения (1). 
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откуда в результате интегрирования получаем:

с , — J + C , .  с . - - £ + 5 , .

Подставляя найденные функции в формулу у = С1х*-\-Сг, получаем общее 
решение неоднородного уравнения:

— — X* X9

—  —  х* —  —
или у — С,хг +  С, +  -д- , где С, и Сг—произвольные постоянные.

При отыскании частных решений полезно пользоваться резуль­
татами следующей теоремы.

Т е о р е м а  2. Пусть неоднородное уравнение
Z  +  a y  +  a . j r  = / , ( * ) + / , ( * )  ( 1 0 )

таково, что правая часть его есть сумма двух функций. / ,  (jt) 
и / ,  (х). Если у х является частным решением уравнения

У" +  а У  +  V = / 1 W . (И )

а у , —  частным решением уравнения
У' +  а У  +  aty = f t (x), ( 1 2 )

т о  y i Jr y t есть частное решение*) уравнения ( 1 0 ).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Подставляя выражение y x-\-yt в уравне­

ние ( 1 0 ), получим:

(У, +Уг)" +  (Уг ■+ У,У +  аг (У »+ > .)  =  / ,  (* )  + / *  (*>
ИЛИ

(у’г +  а У л Л  агУх) +  O’.  +  а У* +  агу г) = / , ( * )  - + / ,(х). (13)

Из равенств ( И )  и ( 1 2 ) следует, что равенство (13) есть тожде­
ство. Таким образом, теорема доказана.

§  24 . Неоднородные линейные уравнения второго порядка 
с постоянными коэффициентами

П усть имеем уравнение

У” +  РУ' +  « ’ ■=/(*), 0 )/■
где р и q — действительные числа.

В предыдущем параграфе был указан  общий метод нахождения 
решения неоднородного уравнения. В случае уравнения с постоян­
ными коэффициентами частное решение иногда бывает возможно

*) Очевидно, что соответствующая теорема остается справедливой при лю­
бом числе слагаемых правой части.
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найти проще, не прибегая к интегрированию. Рассмотрим несколько 
таких возможностей для уравнения ( 1 ).

I. П усть правая часть уравнения (1) представляет собой произ­
ведение показательной функции на многочлен, т . е. имеет вид

/ ( * )  =  />„(*) е « ,  (2 )

где  Рп(х) — многочлен и-й степени. Тогда возможны следующие 
частные случаи:

а) Число ос н е  я в л я е т с я  к о р н е м  характеристического урав­
нения

k* - f  pk +  q — 0.

В этом случае частное решение нужно искать в виде

у  * =  (А,хп +  А X - 1 +  . . .  - f  Ап) Qn (х) еах. (3)

Действительно, подставляя _у* в уравнение (1) и сокращая все 
члены на множитель еах, будем иметь:

Qn (*) +  ( 2 a + р) Qn (х) -+ ( a 2 +  pa +  q) Qn (x) =  Pn (x). (4)

Qn(x)— многочлен степени n, С?„(л)— многочлен степени п— 1, 
Qn (x)— многочлен степени п— 2. Таким образом, слева и справа 
от знака равенства стоят многочлены п-й степени. Приравнивая 
коэффициенты при одинаковых степенях х  (число неизвестных коэф­
фициентов равно я - М ) ,  получим систему п - \ - 1 уравнений для 
определения неизвестных коэффициентов А0, A v Аг, . . . ,  Ап.

б) Число а  есть  п р о с т о й  ( о д н о к р а т н ы й )  к о р е н ь  харак­
теристического уравнения.

Если бы в этом случае частное решение мы стали искать 
в форме (3), то в равенстве (4) слева получился бы многочлен 
(п— 1 )-й степени, так  как  коэффициент при (?„(*) , т. е. a 2+ p a - \ - q , 
равен нулю, а многочлены Qn {x) и Q „(*) имеют степень, меньшую 
чем п. Следовательно, ни при каких Л0, . . . ,  Ап равенство (4) 
не было бы тождеством. Поэтому в рассматриваемом случае частное 
решение нужно брать в виде многочлена ( я + 1 )-й степени, но без 
свободного члена (так  как  свободный член этого многочлена исчезнет 
при дифференцировании) *):

у * -=*<?„ ( * ) « '* .

в) Число а  есть д в у к р а т н ы й  к о р е н ь  характеристического 
уравнения. Тогда в результате подстановки в дифференциальное 
уравнение функции Qn(x) еах степень многочлена понижается на две 
единицы. Действительно, если а — корень характеристического урав­

*) Заметим, что все приведенные выше результаты остаются в силе и 
в том случае, когда а — комплексное число (это следует из правил диффе­
ренцирования функции етх, где т  — любое комплексное число; см § 4 гл. VII).
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нения, то а * + р а  +  <7 =  0 ; кроме того, т ак  как  а  является двукратным 
корнем, то 2 а  = —  р (так как  по известной теореме элементарной 
алгебры сумма корней приведенного квадратного уравнения равна 
коэффициенту при неизвестном в первой степени, взятому с обрат* 
ным знаком). Итак, 2 a - f -p  =  0.

Следовательно, в левой части равенства (4) останется Q" (х), т . е. 
многочлен (п— 2)-й степени. Для того чтобы в результате подста­
новки получить многочлен степени я , следует  частное решение 
искать в виде произведения еах на многочлен (я -| -2 )-й степени. 
При этом свободный член этого многочлена и член в первой сте­
пени исчезнут при дифференцировании; поэтому их можно не вклю­
чать в частное решение.

Итак, в случае, когда а  является двукратным корнем характери­
стического уравнения, частное решение можно брать в форме

у*  =  x*Qn (х) еах.
П р и м е р  1. Найти общее решение уравнения 

у" +  4у' +  Зу=х.
Р е ш е н и е .  Общее решение соответствующего однородного уравнения

есть
У = С ,е-х + Сге~>х.

Так как правая часть данного неоднородного уравнения имеет вид хе0Х 
[т. е. вид Р, (ж)еох], причем 0 не является корнем характеристического урав­
нения k* +  4k -j- 3 =  0, то частное решение будем искать в форме у*=> 
=  Q, (х) е0*, т. е. положим

у*=А„х +  А1.
Подставляя это выражение в заданное уравнение, будем иметь:

4Л0+ 3 ( Л 0х - М , ) = х .
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, получим:

ЗД ,=  1, 4Л0+ЗЛ, =  0,
откуда

л _ 1 . А ____А
п Ч — j  > л 1 — д  •

Следовательно,
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Общее решение у=у-\-у* будет

у = С>е-х +Сге - ‘х + \ х — 1 .

П р и м е р  2. Найти общее решение уравнения 
уГ +  $ у  =  (хг +  \) е ,х.

Р е ш е н и е .  Общее решение однородного уравнения найдем легко: 
у =  С, cos 3* +  Cs sin3x.



П равая часть заданного уравнения (хг +  1 )еа* имеет вид
Р 2 (х) е ‘*.

Т ак к ак  коэффициент 3 в показателе степени не является корнем характе­
ристического уравнения, то частное решение ищем в виде

y* =  Qi (x) e*x или у*  =(Ах* +  В х + С ) е ,х.
Подставляя это выражение в дифференциальное уравнение, будем иметь:

[9 (4**  +  В * +  С )+  6 (2 4 *  + В )+ 2 4  + 9 (Ах* +  Вх-\-С)] е ,х =  (х*+  1) е,х.
Сокращая на е ,х и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, 
получим:

184 =  1, 12Л +  18В =  0, 24  4-6В  +  18С =  1,
1 1 5откуда Л =  -Г5; В =  —==; C =  -qt . Следовательно, частное решение1о 2.1 о!
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и общее решение
у * (18  х* 27 81 )

</ =  С, cos Зх +  С2 s in 3 x -f  ^  х * - ;Ь д с  +  ̂  е ,х.

П р и м е р  3. Решить уравнение
t f - 7 y ' + 6 y  =  ( x - 2 ) e x.

Р е ш е н и е .  Здесь правая часть имеет вид Р , (х ) еи х , причем коэффициент 1 
в показателе степени является простым корнем характеристического много­
члена. Следовательно, частное решение ищем в виде y* =  xQl (х)ех, 
или

у * = х ( А х  +  В ) е х; 
подставляя это выражение в уравнение, будем иметь:
[ ( 4 *1 +  Вх) +  (4 Ах +  2В) +  2А — 7 (Ахг +  Вх) — 7 (2Ах +  В) +

+  6 (Ах* +  Вх)] е х =  (дс—2) e xf
или

( — 104*—Ь В + 2 А ) е х =  (х— 2 ) е х.
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, получим:

— ЮЛ = 1, —5В +  2Л =  —2,

откуда А =  — В =  ̂ .  Следовательно, частным решением является

а общим

у  =  С1е>х +  Сге х +  х ( - ± х  +  ̂ ) е х.

И. П усть  правая часть имеет вид

/  (х) =  Р(х) е*х cos fix -J- Q (x) sin p.v, (5)

где P(x) и Q(x) — многочлены.
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Этот случай может быть рассмотрен приемом, примененным в пре­
дыдущем случае, если перейти от тригонометрических функций к по­
казательным. Заменяя cos р я  и sin fix через показательные функции 
по формулам Эйлера (см. §  5 гл. VII), получим:

«х c'V +  e - i p  t
2 if ( x )  =  P  (х) е°х ■ Т ;  +  Q (х) е 

или

/ ( * ) =  [ 1 р ( х ) +  i - Q ( x ) ] e ( “ + « P ) -+  g(a—(3) (6)

Здесь в квадратных скобках стоят многочлены, степени которых рав­
няются высшей из степеней многочленов Р(х) и £?(*). Таким образом 
получили правую часть вида, рассмотренного в случае I.

Доказывается (приводить доказательство мы не будем), что можно 
найти частные решения, не содержащие комплексные числа.

Итак, если правая часть уравнения ( 1 ) имеет вид л

f ( x ) = P ( х) еах cos fix-\- Q(x) е*х sin fix, (7)

где  P(x) и Q(x) — многочлены от х, то форма частного решения 
определяется так :

а) если число a  +  z'P не является корнем характеристического 
уравнения, то частное решение уравнения ( 1 ) следует искать в виде

у*  =  U(x) еах cos fix-\- l/ (x) е*х sin fix, (8 )

где  U(x) и V (x ) — многочлены, степень которых равна наивысшей 
степени многочленов Р(х) и Q (x ) ;

б) если число а  +  /р есть корень характеристического уравнения, 
то частное решение пишем в виде

у*  =  х  [U (х) eax cos fix -f- V(x) елх sin p * ] .  (9)

При этом во избежание возможных ошибок надо отметить, что 
указанные формы частных решений (8 ) и (9), очевидно, сохраняются 
и в том случае, когда в правой части уравнения ( 1 ) один из много­
членов Р(х) и Q (x ) тождественно равен нулю, т. е. когда правая 
часть имеет вид

Р(х) cos fix или Q (х) еах sin Р*.

Рассмотрим, далее, важный частный случай. П усть правая часть 
линейного уравнения второго порядка имеет вид

f( x )  =  M cos Рл: -{- N  sin Рjc, (7 ')

где  М и N— постоянные числа.
а) Если fil не является корнем характеристического уравнения, то  

частное решение следует искать в виде

у*  =  A cos р *  -J- Б  sin р * .  (8 ')



б) Если р/ является корнем характеристического уравнения, то 
частное решение следует искать в виде

=  д: (Л cos Рлг + B s in  Рдг). (9 ')

Отметим, что функция (7 ') является частным случаем функции (7) 
(Р(х) =  М, Q (x)—N, а  =  0) ;  функции (8 ' )  и (9 ')  являются частными 
случаями функции (8 ) и (9).

П р и м е р  4. Найти общий интеграл линейного неоднородного уравнения 
У' +  2(/' +  Ъу =  2 cos х.

Р е ш е н и е .  Характеристическое уравнение &г +  2£ +  5 =  0 имеет корни 
fe,= — 1 + 2  i; k2=  — 1— 2г. Поэтому общий интеграл соответствующего 
однородного уравнения есть

у  =  е (С, cos 2* +  Сг sin 2дг).

Частное решение неоднородного уравнения ищем в виде
у*  =  A cos х +  В sin х,

где А и В — постоянные коэффициенты, подлежащие определению. 
П одставляя у*  в заданное уравнение, будем иметь:

— A cosх—В s inx  +  2 ( — A s inx  +  B cos дс) +  5 (Л cos х +  В sin х) =  2 cos х.
Приравнивая коэффициенты при cos* и s in x , получим два уравнения 

для определения Л и 8 :
— Л +  2 В + 5 Л = 2 ; — В — 2Л +  5В =  0,

х 1 в 1откуда Л = -g - ;

Общее решение данного уравнения: у = у - \ - у * ,  т. е.

у  =  е~х (С, cos 2х +  С2 sin 2х) +-=- cos х +  77; sin х.«э 1 и
П р и м е р  5. Решить уравнение

у" +  4у  =  cos 2х.
Р е ш е н и е .  Характеристическое уравнение имеет корни к1 = 21, 

k2= — 2i; поэтому общее решение однородного уравнения имеет вид

у = C j cos 2 х + С г sin2x.

Частное решение неоднородного уравнения ищем в форме

у*  =  х ( Л cos 2х +  В sin 2х).
Тогда

у*'  =  2х ( — Л sin 2х + В  cos 2х) +  (Л cos 2х +  В sin 2х), 
у*" =  — 4х ( — Л cos 2дс — В sin 2х) +  4( — A sin 2х +  В cos 2х).

Подставляя эти выражения производных в данное уравнение и прирав­
нивая коэффициенты при cos 2х и s in 2x, получаем систему уравнений для 
определения Л и В ;

4В =  1; — 4Л =  0,
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откуда Л =  0; В =  -^-. Таким образом, общий интеграл данного уравнения:

t/ =  С, cos 2х +  Cj sin 2х +  -̂ - х sin 2х.

П р и м е р  6. Решить уравнение
у"—у  =  3e“  cos х.

Р е ш е н и е .  П равая часть уравнения имеет вид
f  (х) — е гх (М c o s x  +  N sin х),

причем М =  3, N =  0. Характеристическое уравнение k* — 1 = 0  имеет корни 
ft, =  1, f t ,= — 1. Общее рэшение однородного уравнения есть

^  =  С,вх +  Сге~х.
Так как число ct +  i'|} =  2 +  M  не является корнем характеристического 
уравнения, то частное решение ищем в виде

у* =  е гх (Л cos х +  В sin х).
Подставляя это выражение в уравнение, получим после приведения подоб­
ных членов:

(2А +  43) е гх cos х +  ( — 4А +  2S) е гх sin х =  3егх cos х.
Приравнивая коэффициенты при cosx и sinx, получим:

2Л +  4 В = 3 , — 4Л +  2 В = 0 .
3 3Отсюда Л =  ; В =  -^.  Следовательно, частное решение 

у* = е гх ( 1  cos х + |  s in x )  ,

а общее

y =  C,ex +  Cte - *  +  e“  ^  cos х +  sin х)  .

§  25 . Неоднородные линейные уравнения высших порядков

Рассмотрим уравнение

yW  +  a y n~ » + . . .  +  a ny = f ( x ) ,  ( 1)

где  в , ,  а „  . . . ,  ап, / (х ) — непрерывные функции от х  (или постоян­
ные числа).

П усть  нам известно общее решение

У — С|.У| +  СгУ» +  • • • +  СпУп (2 )
соответствующего однородного уравнения

У(п) +  а ,/ '1-0 +  агу{п~г) +  . . .  +  а„у =  0. (3)

Как и в случае уравнения второго порядка, для уравнения (1) 
справедливо следующее утверждение.
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Т е о р е м а .  Если у — общее решение однородного уравнения. (3), 
а у*  — частное решение неоднородного уравнения ( 1 ), то

есть общее решение неоднородного уравнения.
Таким образом, задача интегрирования уравнения (1), как  и в 

случае уравнения второго порядка, сводится к  нахождению частного 
решения неоднородного уравнения.

Как и в случае уравнения второго порядка, частное решение 
уравнения ( 1 ) можно находить по способу вариации произвольных 
постоянных, считая в выражении (2) С,, Сг, . . . ,  Сп функциями от х.

Составим систему уравнений (ср. §  23):

Эта система уравнений с неизвестными функциями С', С’г, . . . ,  С'п 
имеет вполне определенные решения. (Определитель из коэффициентов 
при С', С'г, . . . ,  С'п представляет собой определитель Вронского, со­
ставленный для частных решений y v у х, . . . ,  у п однородного урав­
нения, а т ак  как  эти частные решения, по условию, линейно незави­
симы, то определитель Вронского отличен от нуля.)

Итак, система (4) может быть решена относительно функций 
С', С;, . . . ,  С'п. Найдя их и интегрируя, получим:

есть общее решение неоднородного уравнения ( 1 ).
Дифференцируем выражение (5) п раз, принимая каждый раз во 

внимание равенства (4); тогда будем иметь:

К = > > + у *

(4)

(5)

ущ п- v  =  с у п - »  +  с у п - у )  +.. .+
Ущп) =  C j w  +  C jW  +  . . . +  CnyW  + / (х).



6 2 2 ДИ Ф Ф Е РЕН Ц И А ЛЬ Н Ы Е  У РА ВН ЕН И Я [гл. Х Ш

Умножая члены первого, второго, . . .  и, наконец, предпослед­
него уравнения, соответственно, на ап, с„_ „  . .  ., alt и складывая, 
получим:

уЧгг) +  aiy*(n- .) апу*  = / ( .* ) ,

так  как  y v у 2, . . . ,  у п — частные решения однородного уравнения, 
и поэтому суммы членов, полученные при сложении по вертикальным 
столбцам, равны нулю.

Следовательно, функцня у*  =  С ,у1 +  . . .  +  Спу п [где  Cv . . .
. . . ,  Сп— функции от х, определенные из уравнений (4)] является реше­
нием неоднородного уравнения ( 1 ), а т ак  как это решение зависит от п
произвольных постоянных С„ С2, . . . ,  С„, то оно является общим 
решением.

Таким образом, утверждение доказано.
Б случае неоднородного уравнения высшего порядка с постоян­

ными коэффициентами (ср. §  24) частные решения иногда находятся 
проще, а именно:

I. П усть в правой части дифференциального уравнения стоит 
функция f(x )  =  Р(х) где  Р(х) — многочлен от х\ тогда надо 
различать два  случая:

а) если а  не является корнем характеристического уравнения, 
то частное решение можно искать в виде

y* =  Q (х) елх,

где Q(x) — многочлен той же степени, что и Р(х), но с неопреде­
ленными коэффициентами;

б) если а  есть корень кратности ц характеристического уравне­
ния, то частное решение неоднородного уравнения можно искать 
в форме

y* =  x?Q  (х) еах,

где  Q(x) — многочлен той же степени, что и Р(х).
II. П усть правая часть уравнения имеет вид

/  (х) =  М cos р х  +  N sin Рл:,

где М и N — постоянные числа. Тогда вид частного решения опре­
деляется следующим образом:

а) если число р i не есть корень характеристического уравнения, 
то частное решение имеет вид

у*  =  A cos Р * '+  В sin Рх,

где  А и В — постоянные неопределенные коэффициенты;
б) если число р/ есть корень характеристического уравнения 

кратности ц,, то
у*  =  х  ̂(Л cos Рх-\-В  sin Рл:).
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III. П усть
/  (х) =  Р  (х ) елх cos Рх -f- Q (х) еах sin рх,

где  Р ( х )  и Q(x) — многочлены от х .  Тогда:
а) если число a - f - p «  не является корнем характеристического 

многочлена, то частное решение ищем в виде
у*  =  U (х) еах cos Рх +  V (х) е“* sin рх,

где  U(x) и V (x )  — многочлены, степень которых равна наивысшей 
степени многочленов Р(х) и Q (x ) ;

б) если число а  +  рг является корнем кратности ц характеристи­
ческого многочлена, то частное решение ищем в виде

у * =  х 1* [(/ (х) cos Рх +  V (х) sin Рх],

где  U(x) и V(х) имеют тот же смысл, что и в случае а).
О б щ е е  з а м е ч а н и е  к с л у ч а я м  II и III. Д аже тогда, когда 

в правой части уравнения стоит выражение, содержащее только cos рх  
или только sin Рх, мы должны искать решение в том виде, к ак  было 
указано, т. е. с синусом и косинусом. Иными словами, из того, что 
правая часть не содержит cos рх  или sin рх, отнюдь не следует, что 
частное решение уравнения не содержит этих функций. В этом мы 
могли убедиться, рассматривая примеры 4, 5, 6 предыдущего пара­
графа, а такж е  пример 2 , приведенный в этом параграфе.

П р и м е р  1. Найти общее решение уравнения

i/IV—г/ =  * 5+ 1 .
Р е ш е н и е .  Характеристическое уравнение kl — 1 = 0  имеет корни:

f t j= l ,  1) ^3“ »̂ ^4==

Находим общее решение однородного уравнения (см. пример 4 § 22):

~у =  С,е* +  Сге~ х +  С,  cos х +  С4 sin х.
Частное решение неоднородного уравнения ищем в форме 

у* =  А0хг +  А1хг +  Агх +  А,.

Дифференцируя у*  четыре раза и подставляя полученные выражения 
в заданное уравнение, получим:

— А0х‘ — Л ,*8— Агх — Л3 =  лг’ + 1.

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях х:
— Л0 =  1; — Л1 =  0; — Лг =  0; — Л, =  1.

Следовательно,
у* =  — 1.

Общий интеграл неоднородного уравнения находится по формуле у = у  + у*,  
т .  е.

у= С 1ех + Схе -х + С, cos х -J-Ct s inx—хг— 1,
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П р и м е р  2. Решить уравнение
I V  су  —у  =  5 cos х.

Р е ш е н и е .  Характеристическое уравнение ft1— 1 = 0  имеет корни ft, =  1, 
f tj=  — 1, ft,»= i, kt —— i. Следовательно, общим решением соответствующего 
однородного уравнения является:

у  =^С1е х Сге~х -\-Са cos х +  С4 sin х.
Далее, правая часть данного неоднородного уравнения имеет вид

f  (х) =  М cos х +  N sin х,
где М =  5, N =  0.

Так как  I является простым корнем характеристического уравнения, то 
частное решение ищем в виде

у * = х ( А  cosх - f  В sinx).
П одставляя это выражение в уравнение, найдем:

4A sin х— 4В cos х =  5 cos х,
откуда

4 Л = 0 , — 4В =  5,
5

или Л = 0 , В =  — — . Следовательно, частным решением дифференциального 
уравнения является:

у*  =  — у  х sinx,
а общим решением

5
у = С1е х +  Сге~х -f  С, cos х +  С4 sin х — — х sinx.

§  26 . Дифференциальное уравнение механических колебаний

В настоящем и следующих параграфах мы рассмотрим одну задачу 
прикладной механики, исследовав и разрешив ее с помощью линей­

ных дифференциальных уравнений.
П усть груз массы Q покоится на 

упругой рессоре (рис. 268). Отклоне­
ние груза от положения равновесия 
обозначим через у. Отклонение вниз 
будем считать положительным, вверх — 
отрицательным. В положении равнове­
сия сила веса уравновешивается упру­
гостью пружины. Предположим, что 
сила, стремящаяся вернуть груз в поло­
жение равновесия,—  так называемая 
восстанавливающая сила— пропорци­

ональна отклонению, т . е. равна — ky, где k — некоторая постоянная 
для данной рессоры величина (так  называемая «жесткость рессоры») *).

*) Рессоры, у которых восстанавливающая сила пропорциональна откло­
нению, называются рессорами с «линейной характеристикой».

Рис. 268.



§  2 6 ]  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  м е х а н и ч е с к и х  к о л е б а н и й  5 2 5

Предположим, что движению груза  Q препятствует сила 
сопротивления, направленная в сторону, противоположную направ­
лению движения и пропорциональная скорости движения груза  отно­

сительно нижней точки рессоры, т. е. сила— k v — — гДе

А, =  const >  0 (амортизатор). Напишем дифференциальное уравнение 
движения груза на рессоре. На основании второго закона Ньютона 
будем иметь:

гУQ dt* ' - * - х  | f ( 1)

(здесь k и X — положительные 
родное дифференциальное урав­
нение второго порядка с по­
стоянными коэффициентами.

Это уравнение можно пере­
писать так :

числа). Мы получили линейное одно-

3 + < - 5 F + « - « . ( I )

где обозначено: 
X

Р — Q > <7 =

Предположим, далее, что нижняя точка рессоры совершает 
вертикальные движения по закону я  =  ф (t). Это, например, будет иметь 
место, если нижний конец рессоры прикреплен к  к атку ,  который вместе 
с рессорой и грузом движется по неровности (рис. 269).

В этом случае восстанавливающая сила б удет  равна не — ky, а 
— & [у  +  ф (0 ]. сила сопротивления б удет  — М У  Ч-Ч^ (0 ]> и вместо 
уравнения ( 1 ) мы получим уравнение

в 0 + * $ + ‘ ->”
-&ф (0 — А-ф' (t) (2)

или

где обозначено:

(2')

/(О

Мы получили неоднородное дифференциальное уравнение второго 
порядка.

Уравнение ( Г )  называют уравнением свободных колебаний, ур ав ­
нение (2 ' )  — уравнением вынужденных колебаний.



§  27 . Свободные колебания

Рассмотрим сначала уравнение свободных колебаний 

у" + р у' + д у = о .
Напишем соответствующее характеристическое уравнение

k* - f  pk -+• q =  О
и найдем его корни:

n2
1) П усть ^  >  q. Тогда корни ft, и ft2— действительные отрица­

тельные числа. Общее решение выражается через показательные 
функции:

y =  C,e^ +  Cte^  (*, < 0 ,  ft,<0 ). (1)

Из этой формулы следует, что отклонение у  при любых началь­
ных условиях асимптотически стремится к нулю, если t —>-оо. В дан­
ном случае колебаний не будет, т ак  как  силы сопротивления велики 
по сравнению с коэффициентом жесткости рессоры k.

Р̂2) П усть Y ~ q '’ тогда корни ft, и ft2 равны м еж ду собой (и равны 

отрицательному числу— . Поэтому общее решение будет :

У =  С , Г ^ '  +  Cxte~^ ‘ =  (С, +  C J) е ~ (2)

Здесь отклонение такж е стремится к нулю при t —► оо, однако не 
т ак  быстро, как  в предыдущем случае (благодаря наличию сомножи­
теля C,-\-Ctt).

3) Пусть р =  0 , т. е. о тсутствует  сила сопротивления. Характе­
ристическое уравнение имеет вид

k* +  q =  О,

а его корни равны ft, =* {$/; ft2 = — р/, где  Р =  1/~^. Общее решение: 

У =  СХ cos р/ -)- С2 sin f$/. (3 )

В последней формуле произвольные постоянные С, и С, заменим 
другими. Именно, введем постоянные А и ф„, связанные с С, и С, 
соотношениями:

С, =  Л sin ф0, C1 = /4cos(p0.

А и ф„ через С, и С , определяются так :
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4  =  +  ф0 =  arctg
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Подставляя значения С, и С, в формулу (3), будем иметь: 
у  =  A sin ф0 cos р< - f  A cos ф0 sin р t

или
_у =  Л sin (р/ +  ф0). (3 ')

Колебания в этом случае называются гармоническими. Интеграль­
ными кривыми являются синусоиды. Промежуток времени Т, за ко­
торый аргумент синуса изме­
няется на 2п, называется пери­
одом колебаний; в данном слу-

2я Частотой  коле- TfjTo

у = Asm(/3t+pJ

чае T—'D .
,  Рбания называется число коле­
баний за время 2 я ;  в данном 
случае частота равна Р; А — ве- Рис. 270.
личина наибольшего отклонения
от положения равновесия называется амплитудой  колебания; ф0 на­
зывается начальной фазой. График функции (3 ')  изображен на ри­
сунке 270.

e l
44) П усть р-т^О и

В этом случае корни характеристического уравнения— комплекс­
ные числа:

kt =  a — /р,
где

а  — <о, p = j/ V _ £ .

или

Общий интеграл имеет вид
у  =  eat (С, cos р t +  С, sin р t)

у  =  Aeat sin (Р^ +  ф„).

(4)

(4')
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Здесь в качестве амплитуды приходится рассматривать величину 
Aeat, зависящую от времени. Так как  а < 0 ,  то она стремится к нулю 
при t —* оо, т. е. здесь  мы имеем дело с затухающими колебани­
ями. График затухающих колебаний изображен на рисунке 271.

§  28 . В ы н уж ден н ы е колебания

Уравнение вынужденных колебаний имеет вид

У" +  РУ' +ЧУ =/(<)•
Рассмотрим практически важный случай, когда возмущающая 

внешняя сила является периодической и изменяется по закону

f ( t )  — a sin a>t; 

тогда уравнение примет вид

У  +  РУ' +  ЯУ =  а sin (1)

1) Предположим сначала, что р Ф  О и — < .q , т. е. корни харак­

теристического уравнения — комплексные числа а ± Ф -  В этом случае 
(см. формулы (4) и (4 ') § 27) общее решение однородного уравнения 
имеет вид

у  =  Aeat sin (f№ +  ф0). (2)

Частное решение неоднородного уравнения ищем в форме

у *  =  м  cos со/ +  N sin a t .  (3 )

Подставляя это выражение у*  в исходное дифференциальное 
уравнение, находим значения М и N:

м -  -Р®а at— (<?-«*)а__
т ~  (q—w2)2 +  p2co2 ’ — со2)2 +  р*со* *

Прежде чем подставить найденные значения М и N в равенство (3), 
введем новые постоянные И* и ф*, положив

М  =  Л * 8т ф * ,  N =  A* cos ф*,
т. е.

A - = V W + t ? - y ~ = ^ ,

Тогда частное решение неоднородного уравнения можно записать в 
форме

у *  =  A*  sin ф* cos a t  +  А *  cos ф* sin w t  — A* sin (со/ ф*), 

или окончательно

V* =  ° sin (cat - f  ф*).
У V(q—шТ +  Р2̂



Общий интеграл уравнения ( 1 ) равен у  =  у-\-у*, т. е.

y L .A e - «  sin (fit +  Фо) +  +  sin (Ш +  Ф*).

Первый член суммы, стоящей в правой части (решение однород­
ного уравнения), представляет затухающие колебания; при увеличе­
нии t он убывает, и следовательно, через некоторый промежуток 
времени главное значение будет  иметь второй член, определяющий 
вынужденные колебания. Частота со этих колебаний равна частоте 
внешней силы f ( t ); амплитуда вынужденных колебаний тем больше, 
чем меньше р и чем ближе со2 к q.

Исследуем подробнее зависимость амплитуды вынужденных коле­
баний от частоты со при различных значениях р. Для этого обозна­
чим амплитуду вынужденных колебаний через £>(ю):

D ((о) —  .... а
V  (q — w*)2 + р*шг

Положим q — §\ (при р — 0 р , равнялась бы частоте собственных 
колебаний). Тогда

Г\ / \ ^ ^D (ы) =  -
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у у  v к )  р: р:
Введем обозначения:

со « р
P 7 “ y ’

где Я — отношение частоты возмущающей силы к частоте свободных 
колебаний системы, а постоянная Я не зависит от возмущающей силы. 
Тогда величина амплитуды б удет  выражаться формулой

D(k) =  . .. а = . .  (4)
v Pf V^(l—A,2)2 +  vâ 2

Найдем максимум этой функции. Он, очевидно, б удет  при том зна­
чении К, при котором квадрат знаменателя имеет минимум. Но мини­
мум функции

/ ( 1 — я у  +  Y1* 1 (5)
достигается при

* .=  y  1 t .
2

и равен

У
Следовательно, максимальная величина амплитуды равна

а

Y ]-т'
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Графики функции D(k) при различных значениях у  показаны на ри­
сунке 272  (для определенности при построении графиков положено 
0 = 1 ,  Р, =  1). Эти кривые называются кривыми резонанса.

Из формулы (5) следует, что при малых у  максимальное значение 
амплитуды достигается при значениях Я,, близких к  единице, т. е. 
когда частота внешней силы близка к частоте свободных колебаний. 
Если у  =  0 (следовательно, /> =  0), т. е. если отсутствует  сопротив­
ление движению, амплитуда вынужденных колебаний неограниченно 
возрастает при Я —* 1 , т . е. при со— =  q\

lim D (к) =  оо.
л,-и
(Y = °)

Прм со1 =  g имеет место явление резонанса.
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2) Предположим теперь, чуо р  =  0, т. е. рассмотрим уравнение 
упругих колебаний без сопротивления при наличии периодической 
внешней силы:

у"-\-qy =  a sin u>t.
Общее решение однородного 

уравнения:

у  =  С, cos +  С4 sin (5/ (ра =<7).

Если р Ф со, т. е . если частота 
внешней силы не равна частоте соб­
ственных колебаний, то частное ре­
шение неоднородного уравнения име­
ет  вид

у*  =  /И cos (at - j- iV sin  a t. (6 )

П одставляя это выражение в ис­
ходное уравнение, найдем:

М =  О, N-- а

Общее решение есть

у  =  A sin (Р* +  ф0) 4 -  s in  a t -

Таким образом, движение получается в результате наложения собст­
венного колебания с частотой р и вынужденного колебания с частотой со.

Если р =  со, т. е. частота собственных колебаний совпадает с ча­
стотой внешней силы, то функция (3) не является решением уравне­
ния (6 ). В этом случае, в соответствии с результатами §  24, частноз 
решение надо искать в форме

у*  =  t (Ж cos a t  4 - N  sin (ot). 

П одставляя это выражение в уравнение, найдем М и N:
(7 )

М = - 2ы ’ ДГ= 0 .

Следовательно,

У* =  — gpt  cos о)t.

Общее решение б удет  иметь вид:

у  =  A sin (р/ 4 - Ф„) — ^  t cos р/.

Второй член, стоящий в правой части, показывает, что в этом слу­
чае амплитуда колебания неограниченно возрастает при неограниченном
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возрастании времени t. Эго явление, имеющее место при совпа­
дении частоты собственных колебаний системы с частотой внешней 
силы, называется резонансом.

График функции у*  изображен на рисунке 273.

Упражнения к главе XIII
Показать, что указанные функции, зависящие от произвольных постоян­

ных, удовлетворяют соответствующим дифференциальным уравнениям:
Функции

1. j/ =  s in *— 1 -\-Се

2. у  =  Сх + С — С*.

3. у г =2С* + С*.

4. у ' = С * - ? С

-sin X
Дифференциальные уравнения 

2
dy_
dx

2 - Л -dx 1 1 dx

dy ,-т2 +  у  cos х dx я

\ d x )  с

sin 2x.

! l l l  + 2“ ¥ . - l

1 +C*

5. y =  C,x + c , .

6. y  =  (Cl +  Cl x)ekx +

xy

0.

(x'-y* - a1) ~  . dx
d 3y  3 d 2y 0 .

e*

7. у = С , е аагЫах +  Сге 

8 - y — y + C f

(k - l)* -  
- a  arcsin x

р-2- 2 к ^ -  + кгу=.ех. dx2 dx ' 3

dx ■ аг у  =  0.

d?y
dx*'

2_ d y  
x d x "

Проинтегрировать дифференциальные уравнения с разделяющимися пе­
ременными. 9. y  d x —x d y  =  0. Отв. у  — Сх. 10. (1 -\-и.) v  du -)- 
-(-(1 — v )  и d v  = 0 . Отв. In u v + u — v = C .  11. (1 + y )  d x —(1 — x) d y  — 0.
Отв. (1 -(- у)  (1 —x) — C. 12. (<*— x t * ) j t +  x* +  tx* =  0. Отв. +Отв.

l
tx

+  l n f  =  C. 13. ( y —a) dx -f  x% dy  — 0.
. t —a— (tt —at)dz =  0. Отв. zta =  C r - — . '  I +  a

15.

14. zdt-
y-\~c

Отв. (</—a ) = C e x .
dx _  1 + x* ________
d y  1 + /  ‘ ' * 1— Cy

16. (\-\-&)dt — V t  d s  =  0. Отв. 2 V I —a rc tg s =  C. 17. «<е +  е * е 0 <*9 =  0- 
Отв. q =  Ccos8. 18. sinfl cos <p dO— cos 0 sin(p d<$ =  0. Отв. cos<p=Ccos8. 
19. sc20 tg 9 d 9  +  sc* ф tg  в d<p =  0. Отв. t g 0 t g ф  =  C. 20. sc2 H g  ф dy +  
+  8с*ф tg  в dQ =  0. Отв. sin* 8 +  sin2 ф =  C. 21. (1 + x ? ) d y — V I —y 1 dx =  0. 
Отв. arcsin у —arctg *  =  C. 22. V  1—x* d y — V 1—i f d x ^ O .  Отв. у  V" 1—x*— 
—x Y 1 —f  =  C. 23. 3e* i g y  dx-\-(\ —e x) sc? у  d y  =  0. Отв. tg  y  =  
= C (1 — e*)*. 24. (x— y*x)dx +  ( y —x*y)dy  =  0. Отв. х? +  у г =  х1уг +  С.

З а д а ч и  на  с о с т а в л е н и е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  
у р а в н е н и й

25. Доказать, что кривая, у  которой угловой коэффициент касательной 
в любой точке пропорционален абсциссе точки касания, есть парабола. 
Отв. у=*ахг -\-С,
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26. Найти такую  кривую, проходящую через точку (0, —2), чтобы угло­
вой коэффициент касательной в любой ее точке равнялся ординате этой точки, 
увеличенной на три единицы. Отв. у  — е х — 3.

27. Найти кривую, проходящую через точку (1, 1), чтобы угловой коэффи­
циент касательной к кривой в любой точке был пропорционален квадрату орди­
наты этой точки. Отв. k (х— 1) у  —1/+ 1 ==0.

28. Найти кривую, для которой угловой коэффициент касательной в любой 
точке в п  раз более углового коэффициента прямой, соединяющей ту же точку 
с началом координат. Отв. у  =  Схп .

29. Через точку (2, 1) провести кривую, для которой касательная в любой 
точке совпадает с направлением радиуса вектора, проведенного из начала

координат в ту же точку. Отв. у  — -^х.

30. Найти в полярных координатах уравнениетакой кривой, вкаждойточке 
которой тангенс угла между радиусом-вектором и касательной равен обратной 
величине радиуса-вектора, взятой с обратным знаком. Отв. г(9  +  С )= 1 .

31. Найти в полярных координатах уравнение такой кривой, в каждой 
точке которой тангенс у гл а , образуемого радиусом-вектором с касательной, 
равен квадрату радиуса-вектора. Отв. г!  =  (0 +  С )2.

32. Д оказать, что кривая, обладающая тем свойством, что все ее нормали 
проходят через постоянную точку, есть окружность.

33. Найти такую  кривую, чтобы в каждой ее точке длина подкасательной 
равнялась удвоенной абсциссе. Отв. у  =  С У~х.

34. Найти кривую, для которой радиус-вектор равен длине касательной 
между точкой касания и осью х.

Р е ш е н и е .  По условиям задачи +  y r‘ = V x ‘  +  y ‘ , откуда
d y  dx _ С— =  ± — . И нтегрируя, получаем два семейства кривых: у  =  Сх и у  =  —  . у х  X

35. По закону Ньютона скорость охлаждения какого-либо тела в воздухе 
пропорциональна разности между температурой тела и температурой воздуха. 
Если температура воздуха равна 20° С и тело в течение 20 мин. охлаждается 
со 100° до 60° С, то через сколько времени его температура понизится до 30° С?

dT
Р е ш е н и е .  Дифференциальное уравнение задачи -^у =  £ (Г — 20). Инте­

грируя, находим: Т —20 =  Cekt\ 7"= 100 при t =  0; Т =  60 при t =  20; поэтому 

С =  80; 40 — Сегок, ek=(^ i )  ^°, следовательно, 7  =  20 +  80 ^-^-) ^°. Полагая
7’ =  30, найдем < =  60 мин. *

36. В какое время Т вода вытечет через отверстие 0,5 см2 на дне кони­
ческой воронки высотой 10 см с углом при вершине rf =  60°?

Р е ш е н и е .  Подсчитаем двумя способами объем воды, вытекшей за время 
между моментами t  и t +  At\ При постоянной скорости и за 1 с ек  через отвер­
стие вытекает цилиндр воды с основанием 0,5 см2 и высотой о, а за время Д< 
вытекает объем воды d v ,  равный —d v =  — 0,5о d t  =  — 0,3 V~2gh d t  *).

С другой стороны, вследствие утечки высота воды получает отрицательное 
«приращение» dh,  и дифференциал объема вытекшей воды равен

— dv  — п г г dh  =  (h +  0,7)2 dh.

' *) Скорость в истечения воды из отверстия, находящегося на расстоянии/! 
от свободной поверхности, дается формулой о =  0,6 V^2gh, где g — ускорение 
силы тяжести. >■



Таким образом,

j  (A +  0 ,7)! dh =  -  0,3 V 2gh dt,

отсюда
< =  0,0315 (10'^—ft'/») +  0,0732 (103''»—A3/’) +  0,078 ( J^To — У Т ).

П олагая Л =  0, получаем время истечения Т — 12,5 сек.
37. Замедляющее действие трения на диск, вращающийся в жидкости, про­

порционально угловой скорости вращения ш. Найти зависимость этой угловой 
скорости от времейи, если известно, что диск, начав вращ аться со скоростью 
100 об/мин, по истечении 1 мин. вращ ается со скоростью 60 об/мин. 
Отв. а>= 100 (5/s)f об/мин.

38. Допустим, что в вертикальном воздушном столбе давление на каждом 
уровне обусловлено давлением вышележащих слоев. Найти зависимость давле­
ния от высоты, если известно, что на уровне моря это давление равно 1 кг 
на 1 см*, а на высоте 500 м 0,92 кг на 1 см2.

У к а з а н и е .  Воспользоваться законом Бойля — Мариотта, в силу кото­
рого плотность газа пропорциональна давлению. Дифференциальное урав­
нение задачи dp — — kp dh, откуда р =  е~0>00(11,Л. Отв. р =  е-0.°»0” Л.

Проинтегрировать следующие однородные дифференциальные уравнения: 
39. (у— х) dx-j-(y+x) rft/= 0. Отв. уг-\-2ху—х* =  С. 40. (x+y)dx +  
+  xdy =  0. Отв. х*-\-2ху =  С. 41. (х +  у) dx +  (у—x)dy =  0.

Отв. In (х* +  у ‘ ) '1г —  arctg-^- =  C. 42. х dy— у  d x =  V x * +  у г dx.

Отв. 1 + 2 С у — Сгх1 =  0. 43. (8у  +  10х) dx +  (5t/ +  7х) dy =  0. Отв. (х +  у)1 X
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Х ( 2 х + уУ — С. 44. (2 У~s t — s ) d t - \ - t d s  =  0. Отв. или
S

С — г
s=< In*— . 45. (/— s ) d t - \ - t d s = 0. Отв. le* = С  или s =  <l n— .

46. ху* d y = (x *  +  y s) dx. Отв. у  =  х ? / 3  In Сх. 47. х cos — ( у  dx +  х dy)  =' X
у  s l a y  (х d y —у  dx). Отв. x y c o s y —C.

Проинтегрировать дифференциальные уравнения, приводящиеся к одно­
родным: 48. (3i/—7х +  7 ) d x — (Зх—.7у—3 ) d y  =  0. Отв. (х +  у — 1)'х 
Х(х— у — 1)* =  С. 49. (x +  2y  +  l ) d x  — (2x +  4y +  3 ) d y ^ 0 .
Отв. In (4х +  8у  +  5) +  8 у —4х =  С. 50. (х +  2у-{-1) d x — (2х— 3 )d y  =  0.
Отв. 1п(2х— 3 ) _ i | ± |  =  C.

51. Определить кривую , поднормаль которой есть среднее арифметическое 
между абсциссой и ординатой. Отв. (х— у ) г (х +  2(/) =  С.

52. Определить кривую , у  которой отношение отрезка, отсекаемого каса­
тельной на оси Оу, к  радиусу-вектору равно постоянной величине.

d y
У~ * Т х  f  х \ тР е ш е н и е .  По условиям задачи —т.- —т., откуда ( -я- ) —
У хг +  у* \ L 1

-(тГ-Ч-
53. Определить кривую, у  которой отношение отрезка, отсекаемого нор­

малью на оси Ох, к  радиусу-вектору равно постоянной величине.
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X + y dtР е ш е н и е .  По условию задачи _____ — т., откуда х* +  у 2 =  тг(х — С)г .
V х2 + у 2

54. Определить кривую, у  которой отрезок, отсекаемый касательной на 
оси Оу, равен a s c 0 ,  где 0 —угол между радиусом-вектором и осью х.

Р е ш е н и е .  Так как  tg 0 =  — и по условию задачи у —х ~ - =  a sc 0,х ах
то получаем:

d y  Vх:2+ у 2 а: Г 7 +J — Г?"+г>
У—х ^ —а ----- х----- ’ 0ТКУда I е —е \ *  J .

55. Определить кривую, для которой отрезок, отсекаемый на оси ординат 
нормалью, проведенной в какой-нибудь точке кривой, равен расстоянию этой 
точки от начала координат.

Р е ш е н и е .  Отрезок, отсекаемый нормалью на оси Оу, равен у-\-^т \
У

поэтому, по условию задачи, имеем:

у  +  А - = У х * —Уг , откуда х2 =  С (2у +  С).
У

56. Найти форму зеркала, которое все лучи, выходящие из одной и той же 
точки О, отражало бы параллельно данному направлению.

Р е ш е н и е .  За ось х принимаем данное направление, точку О за начало 
координат. Пусть ОМ — падающий луч, М Р —отраженный, MQ — нормаль 
к  искомой кривой:

a = P ;  OM=OQ,  N M = y ,
NQ =  NO +  OQ = - x  +  = У ctg P =  у  g .

откуда у  d y  =  (— x + V x 2 +  y 2)dx;  интегрируя, имеем: у г — С2 - f  2Сх.
Проинтегрировать следующие линейные дифференциальные уравнения:

57. у ' ----- ^  =  (* + 1  )г. Отв. 2у =  (х +  \)* +  С (х+ \) 2. 58. у Г - а  =  .
X ”Г  1 X X

Отв. у  =  Сха + 1 Т '  59' У' + (2*2— 1) у —ах*=0.

Отв. у  =  ах +  Сх У  1—х2. 60. ^ co s/ + s s in  t =  1. Отв. s =  s in f  +  Ccos t. 

61. ^ s  cos / = sin 2t. Отв. s =  sin t — 1 +C e~ ,in *• 62. у '  -  -  у  =  exxn.
Cl t  Z X

Отв. y = x n (ex +  C). 63. У' +  j  У = £ г  • 0 m e ■ x"y =  a x+ C .  64. y ' + y  =  - ^ - .

Проинтегрировать уравнения Бернулли:
66. у '  + х у  =  х,у ’ . Отв. у г (х2 + 1  +  Се*2) =  1. 67. (1— х2) у ' — х у — аху2 =  0. 
Отв. (С Y 1 —х‘ —а ) у = 1 .  68. 3у 2у ' —ау*—х — 1 = 0 . Отв. а2у ’ = С е ах —

-й *  1 -  и*
— a (x  +  l) — 1. 69. у '  ( * У +  *</) =  1. Отв. х 1(2—у 2) е2 + C J  = е*  • 
70. (у  In дс—2) y d x  =  x d y .  Отв. у  (Сдг +  in х-\-1)= 1, 71. у —у '  cosx =

» / 1  . ч ^  tgJC  +  SC дс=  у 2 cos* ( 1 — sinx). Отв. у  =  —.------ г~гг-•я '  sin х +  С

Отв. еху  =-х +  С. 65. у '  +
1—2х у — 1 = 0 . Отв. 1+ С е



Проинтегрировать следующие уравнения в полных дифференциалах: 

72. (* ' +  </) dx +  (x —2у) d y = 0 .  Отв. ^  +  у х —у* =  С . 73. ( y - 3 x 2)dx  —

— (4y—x ) d y  — 0. Отв. 2уг —ху +  х’ =  С. 74. ( у ' —х) у '  =  у.  Отв. (/* =
=  4ху +  С. 75. [ — £ — _ 1 Ь *  +  Г ± _  * ’  1 d y  =  0. Отв. In -£— ^ - = С .

К  * — У)ж х .  L У (х—у ) г J  у х х—у
76. 2 (Здсу* +  2х3) dx +  З (2х‘у  +  у г) dy  =  0. О тв. х4 +  3 * У  +  </* =  С.
7 7  x d x  +  ̂ + y ) ^  Qwa ,n (  _ ^ _ = c -  ?8_ =

(х +  у ) 2 х +  1/ V* X У
=  о т в . *» +  1̂ - С Л  79. Х' * У - У г/ Х =  0. Отв. _ * * _  =  С.

*• э (л:— </) * —У
80. xdx  +  y d y  =  - dxX~ Xi d y . Отв. хг +  у г —2arctg -^  =  C.

81. Определить кривую , обладающую тем свойством, что произведение 
квадрата расстояния любой ее точки от начала координат на отрезок, отсекае­
мый на оси абсцисс нормалью в этой точке, равно кубу абсциссы этой точки. 
Отв. у г (2х*+у2) =  С.

82. Найти огибающую следующих семейств линий: а) у  =  Сх-\-Сг .
Отв. ** +  4у =  0. Ь) у = £  +  Сг. Отв. 27*‘ =  4iД  с) £— § i  =  2-
Отв. 27 у = х г. d) Сгх +  Су  — 1 = 0 . Отв. у г -\-4х =  0. е) (дс—С )*-f- 
+  ( у —С)г =  Сг. Отв. *  =  0; у  =  0. f) (х— С)! у* =  4С. Отв. у 2 =  4х+4.  
g) (х—С)2 +  ( у —С)2 =  4. Отв. {х—у)2 =  8. h) Сх2 +  С2у = 1 .
Отв.  д:4 +  4(/ =  0.

83. Прямая перемещается так , что сумма отрезков, отсекаемых ею на осях 
координат, сохраняет постоянную величину а. Составить уравнение огибающей 
всех положений прямой. Отв. х'!г +  = а к,г (парабола).

84. Найти огибающую семейства прямых, на которых оси координат отсе­
кают отрезок постоянной длины а. Отв. х2̂  +  у ‘  ̂=  а ^ .

85. Найти огибающую семейства окружностей, диаметрами которых служ ат

удвоенные ординаты параболы у 2 — 2рх. Отв. у г =  2р +  у  j  •
86. Найти огибающую семейства окружностей, центры которых лежат на 

параболе у 2 =  2рх, причем все окружности семейства проходят через вершину 
этой параболы. Отв. Циссоида х* +  у* (* +  2р) =  0.

87. Найти огибающую семейства окружностей, диаметрами которых слу­
жат перпендикулярные к оси хорды эллипса b V  +  a^y2^ ^ ^ .

Отв. з £ т , + & - 1 .  а '  +  Ьг Ь2
88. Найти эволюту эллипса хгЬ* +  а2у г =  агЬг к ак  огибающую его норма­

лей. Отв. (ax)'l‘  +  (by )2l,=  {a2— b2)2lt.
Проинтегрировать следующие уравнения (уравнения Л агранж а):

q 2 2 С_р*
89. у  =  2 х у ' + у ' 1. Отв. * =  ̂  —-д-р; У =  —g - - -  ■ 90. у  = х у ' г +  у ' г.

Отв. # = ( V х + 1 + С )! . Особое решение: у  =  0. 91. у = х ( 1 + у ' )  +  (у')*.
Отв. х =  Се~р — 2р + 2 ; у  =  С ( р  +  \) с  ? —р*+ 2 . 92. у = у у ' *  +  2ху' .  
Отв. 4Сх — 4С2— у 1. 93. Найти кривую, имеющую постоянную нормаль.
Отв. ( х - С ) 2 +  у2 =  а*. Особое решение: у = ± а .

Проинтегрировать данные уравнения Клеро! 94. у —ху'  + у '  — у'*.
Отв. у  =  Сх +  С —Сг. Особое решение: 4у =  ( х+  1)*. 95. у = х у '  +  у  1— у ' 2.
Отв. у =  С х+  V I —С*. Особое решение; {/*-~*г = 1 . 96. У =  х у ' + у ' .
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Отв. у  =  Сх +  С. 97. у  =  ху' +  ̂ у .  Отв. у  =  Схr +  i .  Особое решение:У L
1 1 27у* =  4х. 98. у  =  ху' — у ъ -  Отв. у  — Сх — - ^  . Особое решение: у г =  — — хг.

99. Площадь треугольника, образованного касательной к искомой кривой и 
осями координат, есть величина постоянная. Найти кривую. Отв. Равнобокая 
гипербола 4х у = ± а г. Кроме того, любая прямая семейства у  — Сх ± а  YC.

100. Найти такую  кривую, чтобы отрезок ее касательной между координат­

ными осями имел постоянную длину а. Отв. у  =  Сх ± - Особое ре­

шение x'l’ +  y'k — a'l’ .
101. Найти кривую, касательные к которой образуют на осяхотрезки, сумма

которых раина 2а. Отв. у  — Сх— • Особое решение: ( у —х —2а)1 =  8адс.
102. Найти кривые, для которых произведение расстояния любой касатель­

ной до двух данных точек постоянно. Отв. Эллипсы и гиперболы. (Ортогональ­
ные и изогональные траектории.)

103. Найти ортогональные траектории семейства кривых у  — ахп. 
Отв. хг +  п у г =  С.

104. Найти ортогональные траектории семейства парабол у* — 2 р ( х —а)
X

( а —параметр семейства). Отв. у  —Се р .
105. Найти ортогональные траектории семейства кривых хг —у г =  аQ

а — параметр). Отв. у  =  —  .
106. Найти ортогональные траектории семейства окружностей Xs  -f- у г =  2ах. 

Отв. Окружности: у  =  С (х *+у г).
107. Найти ортогональные траектории равных парабол, касающихся в вер­

шине данной прямой. Отв. Если 2р — параметр парабол и данная прямая
2 /""2" —взята за ось Оу, то уравнение траектории будет (/+С =  у  у  — х г .

108. Найти ортогональные траектории циссоид у 2=  ̂

Отв. (*!  +  </!)* =  C(</* +  2*J).
109. Найти ортогональные траектории лемнискат (ж1 +  у*)* =  (**—у*) аг . 

Отв. (хг +  у г)* =  Сху. * _
ПО. Найти изогональные траектории семейства кривых: х* =  2а {у—x Y  3 ) , 

где а —переменный параметр, если постоянный угол, который образует траек­
тории с линиями семейства, равен а> =  60°.

Р е ш е н и е .  Находим дифференциальное уравнение семейства
и '=  — — 1^3 и заменяем у '  выражением а = .  У . Если ш =  60!>1и х * l+ I/ 'tgO )

а — —----- , и мы получаем дифференциальное уравнение
1 + V w  _ i+y'Y3

Общий интеграл у г =>С(х—y V 3 ) дает искомое семейство
траекторий.

111. Найти изогональные траектории семейства парабол у г =4Сх,  когда
• . * У - х  arctg -

ш =  45°. Отв. у г —ху + 2хг =  СеУг лУг  ■

У ПРА Ж НЕ НИЯ К Г ЛАВЕ х ш  5 3 7

ТО
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112. Найти изогональные траектории семейства прямых у  =  Сх для случая

113. y  =  Ctex -\-Сге~х. Исключить С, и Сг. Отв. t f —y  =  0.
114. Написать дифференциальное уравнение всех окружностей, лежащих 

в одной плоскости. Отв. (1 -)- t/'*) i/'"—3у'у"2 =  0.
115. Написать дифференциальное уравнение всех центральных кривых 

второго порядка, главные оси которых совпадают с осями Ох, Оу. 
Отв. х (уу" +  у ’г) — у ’ у  — 0.

116. Даны дифференциальное уравнение у"’ —2у" — г/'+2г/ =  0 и его 
общее решение y  =  Cjex +  Сге~х +  С,е2*.

Требуется: 1) проверить, что данное семейство кривых действительно 
является общим решением; 2) найти частное решение, если при * =  0 имеем

Требуется: 1) проверить, что данное семейство кривых действительно 
является общим решением; 2) найти интегральную кривую, проходящую через 
точку (1, 2), если касательная в этой точке составляете положительным на-

Проинтегрировать некоторые простейшие типы дифференциальных уравне­
ний второго порядка, приводящиеся к уравнениям первого порядка.

118. х у " ' = 2. Отв. y = x ‘ l n x  +  C1x2- j -C1x- j -Cs; выделить частное 
решение, удовлетворяющее следующим начальным условиям: х =  1; у =  1;
У ’ =  1; г / '  =  3. 119. (/<"> =  X я .  Отв. у  =  +  С1хп - '  +  . . .  +  Сп_ 1х +  Сп.
120. у '  =  агу .  Отв. ах =  \ п ( а у - \ -У а2у 2-\-С1)-\-Сг или у  =  С1еах -\-С1е~ах.
121. i / ' . Отв. (Ci* -f С2)2 =  Сх(/2 — а.

В примерах 122—125 выделить ч ас то е  решение, удовлетворяющее сле­
дующим начальным условиям: * =  0, у  =  — 1; у ’ =  0. 122. ху"—у ' = х 2е х. 
Отв. у  =  ех (х — l)  +  C1* 2- fC is. Частное решение: у  =  е х (х — 1).
123. у у "— («/')* +  (</')* = 0 . Отв. </ +  С, In г/ =  *  +  С,. Частное решение: у = — 1.
124. у" +  у' fg *  =  sin 2*. Отв. г/ == С2-f-С, s in * —* — у  sin 2х. Частное

решение: i/ =  2 s in * —s in * c o s * —*'— 1. 125. (у")2 +  ( у ' )2= а2.
Отв. у  =  Сг—a c o s (*  +  C ,). Частные решения: у  =  а — 1—ac o sx ; 
у = а  co s*  — ( a + 1). ( У к а з а н и е .  Параметрическая форма y" =  a z o s t ,

у ’ =  a  sin t.) 126. </' =  2 7 . 0тв■ y = ± j ( *  +  c J U+ c *  127- !/" =  У"2-
Отв. У=(С1— * ) [1 п (С ,— *) — 1] +  С4* +  С ,. 128. г/у" — 3/* =  0. 
Отв. х =  С у - \ - С гу  +  С,.

Проинтегрировать следующие линейные дифференциальные уравнения 
с постоянными коэффициентами: 129. у" =  9у. Отв. у  =  С1е >х +  Сге~ьх. 
130. У' +  У =  0. Отв. у —A cos* +  £ s in * . 131. у"—у ' =0.

ю =  300 , 45°. Оте.  Логарифмические спирали

у=\, у' = 0 , г/* =  — 1. Отв. г/ =  -0 (9ех + е~х—4егх).

117. Даны дифференциальные уравнения y" =  J - ,  и его общее решениеzy

2 /—  4
правлением оси Ох угол 45°. Отв. У = -^  V * 8 +  -д-.



Отв. г/ =  С, +  С 2ех . 132. у"+\2 у  =  7у' . Отв. (/ =  C ,e ,x  +  Cae4JC. 
133. i f —Ау' +  4у  — 0. Отв. у  =  (С, +  Сгх) е ‘х. 134. у" +  2у' +
- j - Юу — О. Отв. у =  е х (A cos Злс +  В sin 3*). 133. у" +  3у ’ —2у = 0.

— 84- У Т Т  ^  - 8  -  У  17 ^

Отв. у  =  Схе  2 + С 2е  2 . 136. 4уп — 12#' +  9*/ =  0.
1

Отв. у  =  (С] + Сгх) e ’ l2>c. \37. у" +  у ’ +  у  =  0. Отв. у = е  2 X 

Л cos .

138. Д ва  одинаковых груза подвешены к концу пружины. Найти движение,

которое получит один груз, если другой оборвется. Отв. х =  а с os ( / ! - ) •

где а  есть увеличение длины пружины под действием одного груза в состоянии 
покоя.

139. М атериальная точка массы т  притягивается каждым из двух центров 
с силой, пропорциональной расстоянию. Множитель пропорциональности ра­
вен k. Расстояние между центрами равно2с. В начальный моментточка находится 
на линии соединения центров, на расстоянии а  от ее середины. Н ачальная ско­

рость равна нулю. Найти закон движения точки. Отв. х =  а cos

140. y l v —5(/" +  4i/ =  0. Отв. у  =  С,ех +  Сге~х +  С,е2* +  С,е~гх. 
141. у '"—2у"—у ’ + 2 у  =  0. Отв. у  =  С,е гх +  Сгех +  С,е~х. 142. у '"— Зау" +  
+  3 а гу ' —а*у— 0. Отв. у = ( С 1+ С гх-\-Сг хг) е ах. 143. y v —4(/'" =  0. 
Отв. y  =  CI + Ctx +  C,xl +  Cie ‘x +  Cse - ix. 144. y l v  +  2у" + 9 у  =  0. 
Отв. У —(С, cos V2х  -f- Сг sin V2х) е~х +  (Сг cos V2х  +  C4sin V^x)ex.
145. y lY—8/+16у*=0.  Отв. у  =  С У х +  Сге~гх +  С3хе*х +  Слхе~гх.

X
146. r/IV +  (/ =  0. Отв. y = e V f  ^C1c o s ~  +  C , s i n  ~ = J  +
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147. у  —а*у — 0. Найти общее решение и выделить частное решение, 
удовлетворяющее начальным условиям при х0—-0 у = 1 ,  у '  — 0, у'' — — а2, 
(/"' =  0. Отв. Общее решение: у =  С1еах +  Сге~ах + С, cos ax-\-Ct sin ах. 
Частное решение: уа —cosax.

Проинтегрировать следующие неоднородные линейные дифференциаль­
ные уравнения (найти общее решение): 148. у"—7у' +  \2у=х.

Отв. y  =  Ci e ’x +  Cte tx +  ~ j ^ . 149. s '—e*s =  f + .l .  Отв. s =  Ci eat +  

- f  Cte~at — . 150. у" +  у ' — 2г/=8 sin 2лг. Отв. у  =  С1ех +  Сге~гх —

— (6 sin 2x +  2 cos 2x). 151. у" — у —Ьх-\-2. Отв. y  =  Cte x -{-Cte~x — 5x—2.

152. sT—2as' +  a ts = e l (a j=. 1). Отв. s  =  C,egf +  Ct t e at - f  ■ .
V */

153. y" +  6#' -f- by  =  е гх. Отв. у  =  Cle~x +  Сге~*х +  ̂ е гх.



154. у" +  9у =  6е,х. Отв. г/-=С, cos3jc +  Cs sin3A :+-^-e,JC. 155. у"—3у ' =2 —6х. 
Отв. у  =  С1 +  Сге ,х + х 2. 156. у * — Чу' -\-2>у =  е~х cos*. Отв. у  =  

=  е х (A cos V2x +  Bs\n \/Г2 х ) + ^ -  (5 c o s* — 4 s in * ) . 157. у" +  4у =  2 sin 2.x.

Отв. у =  A sin 2х +  В cos 2х— cos 2х. 158. t f —4у* +  5//'—2у — 2х +  3.

Отв. у  =  (С1 +  Сгх ) ех -\-С,е2Х—х — 4. 159. i/l v —а*у =  5ale ax sin ах.
Отв. y  =  (Ct —sin ах) е ах+  С2е~ах+  С,  cos ax +  C4sin ах. 160. y l v - j -2a2y" +

X2
+  а*у =  8 cos ах. Отв. I/ =  (Сг -1- С2х) cos ах +  (С, +  Ctx) sin ах — j  cos ах.

161. Найти интегральную кривую уравнения t/' + k2y  = 0, проходя­
щую через точку М (х„, у„) и касающуюся в точке прямой у  =  ах.
Отв. y = y 0c o s k ( x —х0) +  s in k (х—х0).

162. Найти решение уравнения t f  +  2hy'  +  пгу  =  0, удовлетворяющее 
условиям у  =  а, у '  —С при х =  0. Отв. При h < n
y  =  e~hx ( a  cos V  п2—h2x -f- - £-̂ ~ sin V пг —h * x \ ;  при А =  л 

\ V n*—h2 J _____

у ^ е - ^ Ц С  +  аЦ х +  а)-, при h > n  y =  ?. + a ( h  +  > e - ( h - V W ^ ) X_
______ 2 V Нг —пг

С +  a ( h  — V  h*—пг) e - (h+VW^*)x
2 Vh*—n2

163. Найти решения уравнения у" - f  п гу  =  h sin рх (p ф n), удовлетво­
ряющее условиям: у  =  а, у'  = С  при *  =  0. Отв. y  =  a c o s n x  +
, С (я*— р2) — hp , . Л

Н— — , .  sin пх +  -г------г  sin рх.п ( п г — р г) п — р

5 4 0  Д И Ф Ф Е Р ЕН Ц И А ЛЬ Н Ы Е  УРА ВН ЕН И Я [ г Л .  Х Ш

164. Груз весом 4 кг  привешен к пружине и увеличивает ее длину на 1 см. 
Найти закон движения этого груза , полагая, что верхний конец пружины 
совершает гармоническое колебание, закон которого i/ =  sin VlOOgt,  где у  из­
меряется по вертикали.

Р е ш е н и е .  Обозначая через х вертикальную координату груза , считае­
мую от положения покоя, имеем:

4 d2x ,

где /—длина пружины в свободном состоянии и fe =  400, к ак  легко видеть 

из начальных условий. Отсюда ^ j + 1 OOgjc =  lQOgsin j/~100g< +  100/g. Ч аст­
ный интеграл этого уравнения мы должны искать в виде 

t (C,  c o s  V  100g/ +  C2 sin Y 100g t ) + g ,
так  к ак  первый член правой части уравнения входит в решение однородного 
уравнения.

165. В условиях задачи 139 начальная скорость равна v 0 и направление 
перпендикулярно к прямой, соединяющей центры. Найти траектории.

Р е ш е н и е .  Если начало координат взять в середине расстояния между 
центрами, то дифференциальные уравнения движения будут иметь следующий 

d2x d 2u
вид: т j ^ = k  (C—x)—k ( С x)  =  — 2kx, m j ^  =  — 2ky. Начальные данные
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п р и  / =  0 :

dx dy*  =  а; _  =  0; у  =  0; J t  =  Vo.

Интегрируя, находим:

х =  а  c o s ( | / ^ ) .  «/ =  «»

Отсюда ^ j +  У ■ =  1 (эллипс). 
а mv\

166. Горизонтальная трубка вращается около вертикальной оси с постоян­
ной угловой скоростью м. Шар, помещенный внутри трубки, скользит по ней 
без трения. Найти закон движения ш ара, если в начальный момент он нахо­
дится на оси вращения и имеет скорость v 0 (вдоль трубки).

d i r
У к а з а н и е .  Дифференциальное уравнение движения есть =  ыгг.

Начальные данные: r  =  0, ПРИ <=0» Интегрируя, находим

г  =  ^ [ е ы  + е - т>].
Применяя метод вариации произвольных постоянных, проинтегрировать 

следующие дифференциальные уравнения:
_ , . „ _ . 5 sin х +  7 cos х167. у — 7у + 6 y = s i n x .  Отв. y  =  Cte x +  С2е ,х -]------------щ --------- .

168. у’  +  у  =  s c * . Отв. У =  СХ cos jc +  Cj sin х-\-х s in x -f-co sx ln cos*.

169. y " - { - y = ---------- * - Отв. у  =  С, cos x +  Ct sin x — >^cos2x.
cos 2x V cos 2x

Проинтегрировать следующие уравнения различных типов *):

170(181). i ^  =  (/'s + 1. Отв. у = ^ г [ е Сх(х~Сг) + е ~с ' (* “ с*>].

171(182). Отв. - Я -  =  С. 172(183). у  =  ху'* +  у ' г .
(х У) х У

Отв. y  =  (V~x+1+ С)*. Особые решения: у — 0; * + 1 = 0 .
173(184). t/1 -\ - y= s c  х. Отв. у  =  Gt cos х +  Сг sin х +  х sin х +  cos х In cos х. 
174(185). (1 + х г) у ' —х у —а = 0. Отв. у  =  ах + С V 1 +  **.'

175(186). x c o s - ~ j ^  =  y c o s ~ —x- 0тв■ хе * —С. 176(187). у ' — 4^ =  e**sin2x.

Отв. у  =  С1е~гх+  Ctetx—^  (sin 2х +  2 cos 2х). 177 (188). ху' + у —у г In х =  0.
Отв. (In дс -f-1 +Сх)  (/= 1. 178(189). ( 2х+2у  — 1) dx +  (x +  y —2) d y  =  0. 
Отв. 2х +  у —3 In (х-\-у-\-1) = С .  179(190). Зех tg у  dx +  ( l — е х) sc* у  d y  =  0. 
Отв. t g y  =  C (1— в*)*.

*) В скобках поставлены номера упражнений по 4-му изданию.
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