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ПРЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ

Второе издание отличается от первого рядом изме
нений й дополнений.

Более подробно изложен вопрос о применении понятия 
дифференциала в приближенных вычислениях. Приведены 
доказательства свойств непрерывных функций многих пе
ременных на замкнутых множествах. Введен пункт об 
однородных функциях. В главе 9 добавлен материал по 
теории кратных рядов и теории суммируемости.

Выражаем благодарность секции технических Вузов 
Научно-методического Совета по математике при Минвузе 
СССР под руководством профессора Кудрявцева Л . Д ., 
коллективу кафедры высшей математики №  2 Ленинград
ского политехнического института за обсуждение наших 
учебников и ценные замечания и предложения, которые, 
несомненно, способствовали улучшению содержания учеб
ников.

Мы также выражаем благодарность Волкову Ю. И., 
Коссу М. Ш., Полосуеву А. М., Тобольцеву Я- М. 
и ряду других читателей за ценные конструктивные 
предложения, которые мы старались учесть при работе 
над вторым изданием.

ПРЕДИСЛОВИЕ К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ

Эта книга входит в серию под названием «Высшая 
математика», состоящую из трех к лг:

а) Элементы линейной алгебры и аналитической гео
метрии.

б) Дифференциальное и интегральное исчисление.
в) Дифференциальные уравнения. Краткие интегралы. 

Ряды. Функции комплексного переменного.
Авторы думают, что эта серия*) может быть учебни

ком для студентов втузов, изучающих математику по
I J) Однако серия не охватывает раздел этой программы «Теория 

вероятностей» и не полностью охватывает раздел «Численные 
методы».
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программе 500 часов или по программе меньшего объе
ма при соответствующих сокращениях.

При необходимости делаются ссылки из одной книги 
на другую.

Авторы при написании этих книг придерживались 
программы курса «Высшая математика для инженерно- 
технических специальностей высших учебных заведений», 
утвержденной Учебно-методическим управлением по выс
шему образованию Министерства высшего и среднего 
специального образования СССР.

Авторы учли, что в наших школах сейчас изучаются 
начала аналитической геометрии и математического 
анализа.

Мы отдаем себе отчет в том, что программа по мате
матике для втузов напряжена и не все надо доказывать 
(иногда доказательство дается петитом), но преподаватель 
может помочь студенту сделать и другие разумные 
сокращения.

В главе 1 несколько параграфов посвящено «действи
тельному числу», хотя явно этого в программе нет— 
эти вопросы излагаются в IX  и X классах средней 
школы. Мы думаем, что эти вопросы следует повторить 
во вводных лекциях. Студент должен знать, что действи
тельное число можно рассматривать как десятичное раз
ложение. Доказательство леммы 2 о неубывающей огра
ниченной последовательности десятичных дробей надо 
считать весьма желательным. Но при изложении этих 
вопросов можно ограничиться и только § 1.7 и § 1.8.

Конечно, данную книгу и книгу «Элементы линейной 
алгебры и аналитической геометрии» надо изучать парал
лельно. Нет нужды давать советы, в какой последователь
ности должно 'происходить изучение. Отметим только, 
что перед главой 8 о функциях многих переменных чита
тель должен ознакомиться с понятием т-мерного 
пространства.

В свою очередь, для изучения самосопряженного опе
ратора и квадратичных форм понадобятся свойства функ
ций, непрерывных на замкнутом множестве (§ 8.12 данной 
книги). А потом, параграф, посвященный экстремумам 
функций многих переменных, потребует знания квадратич
ных форм. В условном экстремуме серьезно используется 
представление об ортогональных подпространствах т -м ер 
ного пространства.



Г Л А В А  1

ВВЕДЕНИЕ

§ 1.1. Предмет математики.
Переменные и постоянные величины, множества

Среди всех наук математика занимает особое место. 
Математика определяется как наука о пространственных 
формах и количественных отношениях реального мира. 
Конечно, если учесть современное состояние математики 
и разнообразие изучаемых ею структур, то пространствен
ные формы и количественные отношения необходимо пони
мать в самом общем виде.

Математика дает другим наукам язык чисел и символов 
для выражения различного рода отношений между явле
ниями природы. Но прежде чем применять математику, 
биолог, физик или экономист должны глубоко понять 
суть изучаемого явления, расчленить его на части, под
дающиеся математической обработке.

Объектами изучения в самой математике являются ло
гические модели, построенные для описания явлений при
роды и общества. Математика изучает соотношения между 
элементами этих моделей. Если математическая модель 
веоно отражает суть данного явления, то она позволяет 
iv-чрывать и необнаруженные вначале закономерности, 
т. е. математика способна вскрывать и качественную сто
рону явления.

В силу большой абстрактности одна и та же матема
тическая модель может описывать различные процессы. 
Например, одно и то же дифференциальное уравнение 
описывает и характер радиоактивного распада, и измене
ние температуры тела.

При изучении явлений природы и общества мы на каж
дом шагу сталкиваемся с изменением величин, с зависи
мостью одной из величин от другой. Поэтому понятие



10 ГЛ. 1. ВВЕДЕНИЕ

о переменной величине является основным в математичес
ком анализе.

Под переменной величиной мы будем понимать вели
чину, которая в процессе изучения какого-либо явления 
принимает хотя бы два различных значения. Величина, 
которая при исследовании данного вопроса принимает 
только одно значение, называется постоянной.

Ф. Энгельс отмечал, что введение декартовой перемен
ной величины внесло в математику движение и диалектику.

Если все значения, принимаемые переменной величи
ной, объединить, то мы получим множество значений этой 
величины.

Понятие множества также является основным в мате
матике, это простое, первичное понятие, которое мы не 
будем пытаться определить через другие простые понятия.

Множество — это совокупность, собрание каких-либо 
объектов произвольной природы.

Так можно говорить о множестве студентов института,
о множестве молекул в данном теле, о множестве телеви
зоров с цветным изображением в данной аудитории и т. д. 
Объекты, входящие в данное множество, будем называть 
элементами множества.

Мы будем обычно обозначать множества большими 
буквами А, В, . .  ., X , Y ,  . . . ,  а их элементы малыми 
буквами а, Ь, . . . ,  х, у,  . . .  .

Если элемент х  принадлежит множеству А, то этот 
факт обозначают так: х  £ Л. Если же х не входит в мно
жество Л, то пишут: Л. Символом Л с  В (множество Л 
включено в множество В) обозначают тот факт, что если 
х £  А, то х £  В.

Множество Л в этом случае называется подмножест
вом множества В. Употребляется также равносильная за
пись В з Л  (множество В  включает в себя множество Л). 
Символы с ,  zd называются знаками включения.

Если множество не содержит ни одного элемента, то 
его называют пустым и обозначают символом 0 .  Ясно, 
что 0 с Л ,  где Л — любое множество.

Д ля обозначения множеств широко употребляют фи
гурные скобки, внутри которых тем или иным способом 
описываются элементы, из которых эти множества состоят. 
Выражение N =  {1, 2, 3, . . . }  обозначает множество на
туральных чисел, {0, 1, 2, . . . } — множество целых не
отрицательных чисел, a Z =  { . . . ,  —2, — 1, 0, 1, 2, . . . }
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— множество всех целых чисел. Вот еще пример: Л —
— {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0} — множество, состоящее 
из цифр десятичной системы счисления. Очевидно 2 £ Л ,

а Т  € Л -
Говорят, что множества А и В равны, и пишут А — В, 

если А с: В  и В с: А. На вопрос о том, равны ли данные 
множества, далеко не всегда легко ответить. Например, 
если Л =  {6, 8, 10, . . . } ,  B = { p - \-q \  есть множество сумм 
простых чисел р и q, больших чем 2, то ясно, что В с: А. 
Однако до настоящего времени не установлено, верно ли, 
что Л<=В, т. е. можно ли любое четное ч и с л о ^ б  пред
ставить в виде суммы двух простых чисел, больших двух.

В данном курсе мы в основном будем иметь дело 
с числовыми множествами, т. е. элементами их будут числа.

§ 1.2. Операции над множествами

Д ля множеств можно ввести арифметические операции 
сложения и умножения, которые обладают свойствами, 
во многом аналогичными соответствующим свойствам опе
раций сложения и умножения чисел.

Пусть даны два произвольных множества Л и В. 
Суммой или объединением множеств Л и В называется 
множество С, состоящее 
из элементов множеств 
А  и В\ при этом пишут:
С =  А +  В  или С =  Л и В 
(рис. 1). Легко видеть, А^В
что Л +  Л =  Л.

Произведением или пе- Рис- *•
ресе1..’\ием  множеств Л и 
В называется множество, состоящее из элементов, одновре
менно принадлежащих множеству Л и множеству В. Пе
ресечение множеств обозначается через АВ  или Л П В 
(рис. 2). Очевидно, что Л п Л  =  Л. Если А В = 0 ,  то бу
дем говорить, что множества Л и В  не пересекаются. Ис
пользуя понятие равенства множеств, можно доказать, что:
1) Л +  В =  В +  Л, 2) (А +  В ) С =  АС +  ВС,  3) (ЛВ)С =  
=  А (ВС),  4) (A - f  В) +  С =  A - f  (B -fC ). Докажем, напри
мер, 2). Если . г£( Л +  В)С , то, согласно определению 
произведения, л ' ^ Л - f B  и а £ С .  Из определения суммы 
следует, что х £ А  или х £ В .  Пусть для определенности 
х ^ Л .  Тогда х £ А С ,  а следовательно, х ^ А С  +  ВС.  Зна
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чит, ( А В )  С а  А С В С . Если теперь элемент х £  Л С +В С , 
то выполняется по крайней мере одно из соотношений 
х £ А С ,  х £ В С ,  для определенности пусть х ^ А С .  Тогда

^ ------ ^  x d A - \ - B  и х £ С ,  т. е. х £
) € (Л  +  В)С . Отсюда АС  +  ВС  с  

А J  с  (Л 4- В) С. Этим равенство 2)
^ ^  доказано.

((sQ)*B-b Разностью множеств Л и В 
называется множество/? =  А \ В ,

Рис. 3, Рис. 4. состоящее из элементов Л, ко
торых нет в В.

Заметим, что в общем случае ( Л \ В )  + В # Л  (рис. 3). 
Но если В с Л ,  то ( Л \ В )  +  В =  Л (рис. 4).

Множества с введенными операциями сложения и умно
жения образуют своеобразную алгебру, где нет коэффи
циентов и степеней.

§ 1.3. Символика математической логики

Для сокращения записи в дальнейшем мы будем употреблять 
некоторые простейшие логические символы. Если нас интересует не 
сущность какого-либо предложения, а его связь с другими, то это
предложение будем обозначать одной из букв а, (5............Запись
а  =Ф р означает: «из предложения а  следует предложение Р». Зна
ком а  <=> Р будем обозначать тот факт, что предложения а  и Р 
эквивалентны, т. е. из а  следует Р и из Р следует а.

Запись V *£/4: а  означает: «для всякого элемента х £ А  имеет 
место предложение а». Символ V называется квантором всеобщности.

Запись 3ц £ В :  Р означает: «существует элемент у £ В ,  для кото
рого имеет место предложение Р». Символ 3 называется квантором 
существования.

Символ а  будем понимать как отрицание  предложения а  или, 
коротко, «не а».

Построим отрицание утверждения Ч х £ А :  а .
Если данное утверждение не имеет места, то предложение а  

имеет место не для всех х £ А ,  т. е. существует элемент х £ А ,  для 
которого а  не имеет места: У х £ А :  а О з х £ А :  а . Совершенно ана
логично эу £ В :  р «=> Ч у £ В :  р!

Таким образом, чтобы построить отрицание данной логической 
формулы, содержащей знаки V и 3, необходимо знак V заменить 
на з , а знак 3 на V и отрицание (черту) перенести на свойство, 
стоящее после двоеточия. Например, отрицание предложения

3 М V x £ A :  { ( х ) < М
имеет вид

ЭМ V*£.<4: f ( x ) e z M & y M  Зх£А:
/  ( х ) < М  ФФ vAf 3х £ А .  /  (*) >  М .
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§ 1.4. Действительные числа

Понятие числа является первичным и основным в ма
тематике. Это понятие прошло длительный путь истори
ческого развития. Множество натуральных чисел

N =  {1, 2, 3, п,

появилось в связи со счетом предметов. Затем под влия
нием потребностей практики и развития самой математики 
были введены целые числа

Z =  , - 3 ,  - 2 ,  - 1 ,  0, 1, 2, 3, . . . }

и рациональные числа
Q — \tnln}, где т, п £  Z, п ф  0.

Д ля  однозначности записи рационального числа будем 
считать, что дробь т /п  несократима, если не будет де
латься оговорки на этот счет.

Введение рациональных чисел, однако, полностью не 
решило важной практической задачи об измерении отрез
ков. Ведь существуют отрезки, длина которых не является 
рациональным числом. Примером может служить диаго
наль квадрата, сторона которого равна единице.

В связи с этим возникла необходимость введения, 
кроме рациональных чисел, и других чисел — ирр^циональ- 
нь'г Произвольные числа— рациональные или иррацио
нальные— называются действительными или веществен
ными. Множество действительных чисел обозначают че
рез R. Существуют различные способы введения (опреде
ления) действительных чисел. Мы остановимся на способе 
представления их в виде бесконечных десятичных дробей

а =  ± а 0, а ^ а ^ . .  . (1)

Здесь ав— целое неотрицательное число, ак— десятичные 
цифры. Таким образом, ак может принимать только одно 
из значений 0, 1, 2, . 9 .  Знак -f- часто в этих запи
сях опускают.

Чтобы представить не равное нулю рациональное число 
±  m/я  ( т  >  0, п >  0) в виде десятичной дроби, произво
дим процесс деления т  на п  по известному способу, кото
рому нас учили в школе:

т 1 п (2)
а0, а^аг... .
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Заметим, что если этот способ применить к другой 
записи дроби ± т р / п р  =  +  т/п  (/? >  0), то  получим тот 
же результат.

Полагаем

и правую часть (3) называем десятичным разложением 
числа ±  т/а.

Если знаменатель дроби имеет вид п =  2s5l , где s, I — 
целые неотрицательные числа, то процесс (2) заканчи
вается после конечного числа шагов и получается конеч
ная десятичная дробь

Конечную десятичную дробь мы будем записывать 
также в виде бесконечной дроби:

± а 0, а ,  . . .  ам =  ± а 0, а 1 . . .  ам^  {ам —  1) 9 9 . . .  =
=  ± а 0, а, . . .  aM_i ( aM— 1)(9) (ам >  0), (5')

хотя она не возникает из процесса (2).
Итак, имеют место равенства

±  а0, Oj . . .  ам =  ±  о0, Oj . . .  ам (0) =
=  ±  Й0. «X • • • «м- i  (ам— !) (9) (ам >  °)-

Дроби ± 0 0 , 0 , . . .  ал (0) и ± а и, а 1 . . .  аЛ1_ ( (аЛ1—  1) (9) 
могут служить примерами периодических дробей. Первая 
из них после цифры ам имеет период 0, а вторая после 
цифры аЛ1 — 1 имеет период 9.

Пусть теперь знаменатель нашей дроби не имеет вид 
2*5'. Тогда процесс (2) бесконечный — на любом шаге воз
никает положительный остаток. Каждый остаток меньше п, 
и потому (после того, как цифры числа т  снесены) уже 
среди первых п остатков окажутся по крайней мере два, 
равные между собой. Но как только возникает остаток, 
который уже был прежде, процесс становится повторяю
щимся— периодическим. Поэтому десятичное разложение

±  — =  ±  а0,а ^^й з ... (3)

± ^ = ± a 0, a L . . .  ам (ам >  0). (4)
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произвольного рационального числа имеет вид

±  т |-=  ±  ай, a , . . .  aMbt . . .  bsbt . . .  bs . . .  =  

=  ±  а0, at . . .  ам (Ь( . . .  bs) (s <  п). (6)

Разложения (5) и (5') можно рассматривать как част
ные случаи (6).

П р и м е р ы :

- i  =  0 ,166. . .  =  0 ,1 (6), j  =  0,(142857), '

4 = 0 ,2 2 ... = 0 ,(2)
7 (7)|  =  0,0707... =0,(07), w

J q =  0,00707... =0,0(07).

Разложение вида (6) называется бесконечной десятич
ной периодической дробью.

Итак, каждое не равное нулю рациональное число 
можно разложить с помощью процесса (2), а в случае (4) 
и процесса (5)— в бесконечную десятичную периодическую 
дробь с периодом, отличным от 9. При этом можно дока
зать, что разным рациональным числам соответствуют раз
ные бесконечные десятичные разложения. Но и обратно: 
любая бесконечная периодическая дробь (6), с периодом, 
отлич .ош от 9, порождается при помощи указанных про
цессов (2), (5) некоторым рациональным числом, которое 
вычисляется по формуле

± - £  =  ±  [а 0, а , . . . а л  +  % ^ - § г 1 0 - " ] .

Здесь мы позволили себе через Pt . . .  р5 и 9 . . .  9 обоз-
s раз

начить целое число, записанное соответственно цифрами 
Pi, • • •, Pi и 9, . . . ,  9.

s раз
Например,

1,237 (06) =  1,237 +  0,000 (06) =

=  1 ,2 3 7 + |1 0 - з=  1,237 +  9 9 ^ .
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Кроме периодических десятичных дробей, сущест
вуют непериодические, например 0 ,1010010001 ...;
0 ,121122111222... .

Вот еще пример: если извлекать корень квадратный 
из 2 по известному правилу, то получим определенную 
бесконечную непериодическую десятичную дробь \^ 2  =  
=  1 , 41. . .  . Она определена в том смысле, что любому 
натуральному числу k  соответствует определенная цифра 
а к, стоящая на k -м месте после запятой и однозначно 
вычисляемая согласно правилу извлечения квадратного 
корня.

Математический анализ дает много путей вычисления 
числа я  с любой наперед заданной точностью. Это при- 
еодит к вполне определенному бесконечному десятичному 
разложению я ,  которое, как оказывается, не является 
смешанной периодической десятичной дробью.

Дадим теперь определение иррационального числа, 
пока чисто формальное. Иррациональным числом назы
вается произвольная бесконечная непериодическая дробь

с  =  ±  а 0,а ,а 2а я. . . ,  (8)
где а 0— целое неотрицательное число, a a k (k — 1, 2, . . . )  — 
цифры, знак же равенства « = »  выражает, что мы обо
значили правую часть (8) через а. Впрочем, удобно гово
рить, что правая часть (8) есть десятичное разложение 
числа а.

Рациональные и иррациональные числа называются 
действительными (или  вещественными) числами.

Из сказанного следует, что всякое не равное нулю дей
ствительное число может быть записано в виде бесконеч
ной десятичной дроби (8). Если оно рациональное, то его 
десятичное разложение есть бесконечная периодическая 
десятичная дробь. В  противном случае, согласно нашему 
определению, выражение (8) само определяет иррациональ
ное число.

Не равная нулю десятичная дробь может быть конеч
ной, но она не определяет нового рационального числа: 
в силу соглашений, выраженных равенствами (5), (5 '), она 
может быть заменена указанными в этих равенствах беско
нечными периодическими дробями.

Число а, где не все а к равны нулю, называется положи
тельным или отрицательным  в зависимости от того, 
будет ли в (8) фигурировать « + »  или «—»; при этом, 
как обычно, « + »  будем опускать.
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Число 0 тоже может быть записано бесконечной деся
тичной дробью одного из следующих видов:

Действительные числа определены пока формально, 
надо еще определить арифметические операции над ними, 
ввести для них понятие « > » и  проверить, что эти опе
рации и понятие « > »  согласуются с уже имеющимися 
соответствующими операциями и понятием «> »  для рацио
нальных чисел, а также удовлетворяют свойствам, кото
рые мы предъявляем к числам.

§ 1.5. Определение равенства и неравенства

Зададим два числа а =  ± а 0,а ,а 2... ,  i> =  P0»PiPa---« 
определяемых бесконечными десятичными дробями, не 
имеющими период 9. Будем считать, что они равны между 
собой тогда и только тогда, когда их знаки одинаковы и

Пусть а и Ъ— положительные числа. По определению 
а <  Ь, или, что все равно, b >  а, если а 0 <  р0 или, если 
найдется такой индекс (целое неотрицательное число) I, 
что a ft =  Pft (6 =  0, 1, . . . , / )  и а 1+1 < Р , +1.

П с 'ч .ф кнем , что если мы хотим сравнивать десятич
ные дроби, одна из которых имеет период 9, то ее надо 
заменить дробью с периодом 0 и затем уже применить 
указанные правила сравнения.

По определению а >  0 или а <  0 в зависимости от 
того, будет ли а положительным или отрицательным; 
далее, по определению а <  Ь, если а <  0, b >  0, или если 
а, Ь <  0 и |а  | >  |Ь| .

Если а — ±  а 0>а 1а 2---> то по определению — а — 
=  Т а 0Д А . . .  и абсолютная величина | а |  =  +  а 0,a ^ . . ^  
=  а 0,а 1а 2... . Таким образом,

Как мы знаем из школьного курса математики, между 
действительными числами и точками некоторой прямой 
можно установить взаимно однозначное соответствие (•*->) 
по следующему правилу. Числу 0 приводится в соответ

0 = + 0 , 0 0 . . .  = 0 , 0 0 . . .  = —0 , 0 0 . . .  .

'к (* =  0,  1, 2, . . . ) .
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ствие произвольная точка О на прямой, называемая нуле
вой точкой, и наоборот. Длина некоторого отрезка при
нимается за единицу. Каждому действительному числу 
± а  (а >  0) приводится в соответствие точка прямой,

ная точка прямой, находящаяся на расстоянии а справа 
от О, то считают, что она соответствует действительному 
числу + а  (бесконечной десятичной дроби). Если же 
точка А находится слева от точки О, то она соответст
вует числу— а. Рассматриваемую прямую будем называть 
числовой прямой или действительной осью. В дальнейшем 
точки числовой прямой будем отождествлять с действи
тельными числами, которые им соответствуют, т. е. сами 
точки будем называть соответствующими числами. Отме
тим, что расстояние между точками а и b равно | а — Ь\ 
(определение разности см. § 1.6).

§ 1.6. Определение арифметических действий

1.6.1. О б щ и е  с о о б р а ж е н и я .  Д ля действительных 
чисел можно определить арифметические действия— сло
жение, вычитание, умножение и деление. Как это делается, 
можно узнать из приводимых ниже мелким шрифтом рас- 
суждений. ^Читатель, который найдет нужным познако
миться с этими рассуждениями, увидит, что арифметиче
ские действия над бесконечными дробями сопряжены с не
обходимостью совершать некоторые бесконечные процессы. 
На практике арифметические действия над действительными 
числами производятся приближенно.

На этом пути возможны и формальные определения 
этих действий. Об этом будет идти речь в § 1.8.

В следующем параграфе перечисляются свойства дей
ствительных чисел, вытекающие из сделанных определений. 
Мы формулируем эти свойства. Их можно доказать, но 
мы доказываем их лишь в отдельных случаях (полное 
доказательство см., например, в учебнике С. М. Николь
ского «Математический анализ», т. I, гл. 2). Эти свойства 
собраны в пять групп ( I — V). Первые три из них содержат 
элементарные свойства, которыми мы руководствуемся при

А О А В 
Рис. 5.

отстоящая от нулевой точ
ки на расстоянии, равном а, 
справа от точки О для чи
сла +  я и слева от точки О 
для числа — а (рис. 5). Н а
оборот, если А — произволь-
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арифметических вычислениях и решении неравенств. Груп
па IV составляет одно свойство (Архимеда). Наконец, груп
па V также состоит из одного свойства. Это свойство 
формулируется на языке пределов. Оно будет доказано, но 
позже— в § 2.5.

1.6.2. С т а б и л и з и р у ю щ и е с я  п о с л е д о в а т е л ь 
н о с т и .  Пусть каждому неотрицательному целому числу 
( индексу) п в силу некоторого закона приведено в соот
ветствие число хп. Совокупность

0̂1 ^[1 • • • (1)
называется последовательностью (чисел). Отдельные числа
х п последовательности (1) называются ее элементами. Эле
менты хп и хт при т ф п  считаются отличными как эле
менты последовательности, хотя не исключено, что как 
числа они равны между собой (хп — х т).

Последовательность называется неубывающей (невозрас
тающей), если xk ^  хк+1 (хк ^  *А + 1) для всех k =  0, 1, 
2 , . . .  .

Будем говорить, что последовательность (1) ограничена 
сверху (числом М ), если существует число Д1 такое, что 

для всех k =  0, 1, 2, . . .  .
Последовательность (1) ограничена снизу (числом т), 

если существует число т такое, что х к ^  т для всех 
k =  0, 1, 2 .............

Если оч^ла хк последовательности (1) целые, то будем 
говорить, Hi'o она стабилизируется к числу £, если най
дется такое k,„ что хк — \  для всех k >  k 0, и писать хк =5 £.

Л е м м а  1. Если последовательность целых неотрица
тельных чисел не убывает и ограничена сверху числом 
М , то она стабилизируется к некоторому целому числу 
К  М.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Х отя количество элементов у нашей 
последовательности бесконечно, но она пробегает конечное число 
целых чисел. Ведь эти числа не превышают М. Пусть |  — наиболь
шее среди этих чисел. Таким образом, и существует такое 
натуральное s, при котором д5 — Но наша последовательность не 
убывает, и потому xk — xs для всех k~>zs, т. е. наша последователь
ность стабилизируется к числу § (дги fe <  AJ).

Рассмотрим теперь последовательность неотрицательных деся
тичных дробей (только конечных или только бесконечных):

а 1 =  * 10> *Н *12*13-  • • ,
0 2 =  СС2о , а 21 «42*23- 

°3  =  *30 i*31«32«3S- • ■ >

Правые части в (2) образуют таблицу (бесконечную матрицу).
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Будем говорить, что последовательность (2) стабили
зируется к числу а — уo,Y,у , . . . ,  и писать

а„ =£ Я.  (3)

если k -й столбец таблицы  (2) стабилизируется к  у*. 
каково бы ни было k — 0, 1, 2, т. е. a skz ^ .y k для 
любого фиксированного k.

Л е м м а  2. Если неубывающая последовательность (2) 
десятичных дробей (только конечных или только беско
нечных) ограничена сверху числом М,  то она заведомо 
стабилизируется к некоторому числу а, удовлетворяющему 
неравенствам

an ^ . a ^ L M  ( м =  1 , 2 ,  . . . ) .  (4)

В самом деле, в условиях леммы целые числа нулевого столбца 
матрицы (2)

«10
«ао
«30

также не убывают и ограничены сверху числом М ,  поэтому, со
гласно лемме 1, они стабилизируются к некоторому целому неотри
цательному числу у 0< Л 1 . Пусть эта стабилизация имеет место, на
чиная с номера /г„, т. е. ап — Yo.«m«n2- . .  ^  М , п ^ п 0.

Докажем теперь, что первый столбец в (2)

«11

«21

«31

также стабилизируется к некоторой цифре у , и имеет место нера
венство

V o,Y i< M .
В самом деле, раз десятичные разложения чисел ап при 

имеют вид
Y o . « n i « H 2a n 3 - • • <  М  ( п  S 5 п а)

и, кроме того, ап не убывает, то для указанных п цифры первого 
столбца а п1 ( <  9) тоже не убывают и, следовательно, по лемме 1 
стабилизируются к некоторой цифре Yt- Пусть эта вторая стабили
зация наступает, начиная с номера nt >  п0, т. е. при п ^ г ц

On =  T0.Vl«n2«n3--- < М .
При этом очевидно, что

Yo.Yi*£fln * S M  (n S an ,) .
Рассуждая теперь по индукции, допустим, что уж е доказано, 

что столбцы матрицы (2) с номерами, не превышающими k, стаби-
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лизируются соответственно к Yo. Yi» •••> У к и
Yo.Yi ••• У к < -М  .... ........... ....Цифры). (5)

Докажем, что (£ + 1 )-й  столбец в (2) такж е стабилизируется к не
которой цифре Ya + i и имеет место неравенство

Yo.Yi ••• УкУк + 1 < м - (6)
В самом деле, раз десятичные разложения чисел ап при л ^ л ц  

имеют вид
ап ~  Yo.Yi • * • Ук&п, k + l^n ,  fe + 2 • • • ^  М 

и, кроме того, ап не убывает, то для указанных п цифры a„ ,k  + i 
(*S 9) не убывают и, следовательно, стабилизируются при n ^ n k + 1, 
где пк+! достаточно велико, к некоторой цифре Yft + i- При этом 
очевидно, что

Yo.Yi ••• Ук + 1 < я п < М  ( л ^ / ц  + i), 
и мы доказали неравенство (6). Положим a =  Yo.YiY2 ••• • Очевидно, 
что ап z z j о =  Yo.YiY-2- • ■ •

Докажем первое неравенство (4). Сравним числа

а п ~  ®нО|а л1а л2а пЗ' ■ • I
o  =  Y o . Y i Y 2T 3 - - -  •

Если все соответствующие компоненты обоих разложений равны 
(a„s =  y s , s =  0, 1, 2, . . . ) ,  то ап =  а. В противном случае при неко
тором 5

anj — y j  0 =  0, 1........S—1),
« « i  <  Y*•

При этом, если s =  0, то равенства в (7) надо опустить. При рас
сматриваемом - . к л а  a nj  — у  j  (/ =  0 , 1, . . . , s — 1) уже стабилизи
рованы, поэтому

a n o , a m -  • • & n . s - i  ( a n i +  1 ) =

= Yo.Yi- • -Y i- i (anj +  О <  Yo.Yi- • -Yj - i Y* < « .  
и мы доказали первое неравенство (4).

Остается доказать второе неравенство (4). Если a  =  Yo.Yi• • -Yjv— 
конечная десятичная дробь, то оно следует из (5) при k — N.  Пусть 
теперь

a =  Yo,YiY2--- (8)
— бесконечная десятичная дробь. Разложим число М  тоже в беско
нечную дробь М  = /n 0,m]m2. . .  . Если допустить, что доказываемое 
неравенство неверно, то найдется такое k,  что

Y j  = mj  (/ =  0, 1........ * — 1),
Ук > тк-

Если /г =  0, то равенства в (9) опускаются. Так как'разлож ение (8) 
бесконечно, то найдется такое s, что Yft+* >  Поэтому

Y o . Y i  • • • Y a - i Y a  • • • Y *  +  j >  Y o . Y i  • • • У к - \ У к  =  т 0 , т 1 . . .  / n f t _ ! Y * S ?  

S s m o . m j . . .  r r i k - i  ( т к +  1)  =  m 0 , m 1 . . .

3? .. = M,
и получилось противоречие с неравенством (5).
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1.6.3. О п р е д е л е н и е  а р и ф м е т и ч е с к и х  д е й с т в и й .  
Теперь у нас есть возможность дать определение арифметических 
действии над действительными числами.

Для произвольного числа а =  а 0,а 1а 2. . .  введем его п-ю срезку 
а<л) =  а 0,a i  . . .  а„  — конечную десятичную дробь. Мы считаем, что 
операции с конечными десятичными дробями читателю известны. 

Зададим два положительных числа

а  =  а 0 , а 1а , . . . ) 6  =  P o , P i P 2 . . . ,

разложенные в бесконечные десятичные дроби. Введем последова
тельность чисел

a<n)+ 6u.> =  aoiai. . . .  a „ +  p0, Р х . . .  p„ =  c u r . . .  С  
(/1= 1, 2 ,  . . . ) .

Очевидно, эта последовательность не убывает, кроме того, она огра
ничена сверху:

а<")+ й*")<  (а0+  1)-|-(Р0+  1) ( п = 1 ,  2, . . . ) •
Но тогда на основании леммы 2 десятичные разложения нашей по
следовательности стабилизируются к некоторой десятичной дроби — 
действительному числу — Yo.ViYa-.. • Это число и называется по опре
делению суммой чисел а и Ь:

a + b  =  Yo.ViV2- • • •
И так, мы определяем сумму а-\-Ь как число, к которому ста

билизируется а<п, +  й1п):
aw +  b w zz ta + b .  (10)

Чтобы определить произведение положительных чисел а и Ь, 
вводим срезку

(а<">&<">)<'» =  ц<Г>,ц<1т  . . .  |лГ (11)
— конечную десятичную дробь. Последовательность этих срезок, 
очевидно, не убывает (при возрастании л!) и ограничена сверху:

(f l « » W » ) ) ( " ) < {o 0 + l )  ( р 0 + 1)  ( л  =  1 , 2 ,  . . . ) .

Поэтому по лемме 2 выражение (11) стабилизируется к некоторому 
числу, которое и называется произведением ab:

(а(п)Ьт)уп) —► аЬ.
Отметим неравенства 

а<л' =  а 0,oti , , a „ < a u, a i . . . а „ . . .  < a 0, a i . . .а „  9 9 . . .  =
=  .а „ _ ,  ( а „ +  1) = o t0, a i . . . а „ +  10- " ,

т. е.
й1' » < а < а ' п>+ 10- ” .

Величина а(л> приближается к о (при возрастании п), не убывая. 
Что же касается величины a("*-{-10- n , то она приближается к а, 
не возрастая:

10-n  =  a 0,a x. . .a „ 9 9 . . .  a 0,a , . .  .a „ a n + 19 9 . . .  =
=  а(л + 1>_[- lO-in + D.

Это обстоятельство будет использовано при определении разно
сти и частного положительных чисел.



s 1.7. О С Н О В Н Ы Е  СВОЙСТВА Д Е Й С Т В И Т Е Л Ь Н Ы Х  Ч1И.ЕЛ 23

Если а >  Ь >  0, то разность а — Ъ определяется как десятичная 
дообь (число), к которой стабилизируется последовательность конеч
ных десятичиых дробей:

О(л>_(й<л>4-10-") -zzX (а—Ь); (12)

если а, Ь >  О, то частное а/b определяется как десятичная дробь, 
к которой стабилизируется последовательность конечных дробей:

ат
Ь<«>+ 10-"

(п)

(13)

Надо учесть, что ат  при возрастании п. не убыпает, a 
не возрастает, и потому выражения слева в (12), (13) не убывают. 
Кроме того, они ограничены сверху:

fl(n) _  (6<п> +  10- ") <  «о +  1,
п (л)

Мп’+  ю-л
. «о+1
' P o . P i . - - f V

где s таково, что Ps >  0. Поэтому по лемме 2 
в (12) и (13) действительно стабилизируются. 

Положим еще

выражения слева

0 +  о =  я ± 0 =  о, я-0 = (aSsO , b > 0). (14)

Мы определили для неотрицательных чисел а, Ь их сумму, раз
ность, произведение и частное, предполагая в случае разности, что 
(?5г й ,  и в  случае частного, что Ь >  0. Эти определения распростра
няются обычными '■"особами на числа а и h произвольных знаков. 
Например, если а, и < 0 ,  то полагаем а-\-Ь =  Ь-\-а =  — ( | а |  +  |*1). 
Если же а и Ь — числа разных знаков и | о | З г | Ь | ,  то полагаем 
a-\-b =  b - \ -a =  ±  (| а | — | 6 |), где выбирается знак, одинаковый со 
знаком а. В частности, имеет место

я +  (— я) =0
для любого а.

Подобные правила можно было бы привести для остальных 
арифметических действий, но в этом нет необходимости — они хоро
шо известны из курса алгебры.

§ 1.7. Основные свойства действительных чисел

I. С в о й с т в а  п о р я д к а .
I I . Д ля каждой пары действительных чисел а и b 

имеет место одно и только одно соотношение:

а =  Ь, я >  Ь, а < 6 .

12. Из а <  b и Ь <  с следует а <  с (транзитивное свой
ство знака «<»).

13. Если а <  Ь, то найдется такое число с, что а <  с <  Ь.



II . С в о й с т в а  д е й с т в и й  с л о ж е н и я  и в ы ч и 
т а н и я .

I l j .  а  +  6 =  6 +  а  (переместительное или коммутативное 
свойство).

I I 2. (а +  Ь)-\-с — а +  (Ь-\-с) (сочетательное или ассоциа
тивное свойство).

11.. а  +  0 =  а.
П 4. а  +  (—  а ) =  0 .
П 5. Из а < Ь  следует, что а +  с < Ь  +  с для любого с.
Число а  +  (— Ь) естественно назвать разностью а — Ь, 

т. е. писать а — Ь =  а +  (— Ь), потому что, если его доба
вить к Ь, то получим а:

[а +  (— 6)] +  Ь =  а +  [(— Ь) +  Ь] =  а +  0 =  а.

Из приведенных свойств легко следует, что разность 
единственна. Можно доказать, что так определенная раз
ность совпадает с разностью, определенной формулой (12) 
§  1-6.

II I .  С в о й с т в а  д е й с т в и й  у м н о ж е н и я  и д е 
л е н и я .

III*. ab =  ba (переместительное или коммутативное 
свойство).

Ш 2. (ab)c =  a(bc) (сочетательное или ассоциативное 
свойство).

Ш э. а - 1 — а.
III j .  а ~ =  1 ( а ^ О ) .
1П 5. (а +  Ь) с =  ас +  Ьс (распределительный или дистри

бутивный закон).
111.. Из а <  Ь, с >  0 следует ас< .Ьс.
Число а у  (ЬфО)  естественно назвать частным у

=  , потому что, если его умножить на Ь, то 
получим а:

(a4 )b=a(-r&)=a (&4 )=a-1=a-
Из приведенных свойств легко следует, что частное 

от деления а на b единственно. Можно доказать, что так 
определенное частное совпадает с частным, определенным 
формулой (13) § 1.6.

IV. А р х и м е д о в о  с в о й с т в о .  Каково бы ни было 
число с >  0, существует натуральное п >  с. В самом деле, 
если c =  a 0)a 1a g то можно взять п =  а 0 +  2.
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Из архимедова свойства и некоторых предыдущих 
свойств следует, что, каково бы ни было положительное 
число г, всегда можно указать такое натуральное nt что

1 ^выполняется неравенство — <  е.
В самом деле, согласно IV для числа 1/е можно ука

зать натуральное п такое, что 1/е <  м, что в силу I I I ,  
влечет нужное неравенство.

Заметим, что для данного числа с ^ О  в ряду 0, 1, 
2, . . .  целых неотрицательных чисел, очевидно, имеется 
единственное т, для которого выполняются неравенства

<  m +  1.
С в о й с т в о  V. Если последовательность действитель

ных чисел ait а а, а3, . . .  не убывает и ограничена сверху 
числом М (ап ^  М ), то существует число а < 1 М , к кото
рому эта последовательность стремится как к своему 
пределу:

lim оп =  а ^ М .
П -*• 00

Это значит, что для всякого как угодно малого поло
жительного числа е > 0  найдется натуральное число п0 
такое, что

| а — ап | — а — ап <  е для всех п >  п0.
Доказательство свойства V мы не будем считать обязательным, 

но оно приведем; (см. далее § 2.5, теорема 1). Как мы увидим, свой
ство V есть непосредственное следствие леммы 2 § 1.6, в которой, 
в частности, утверждалось, что неубывающая ограниченная сверху 
числом М  последовательность бесконечных десятичных дробей стаби
лизируется к некоторой десятичной дроби а < Л 1 ( o „ ~ t« ) -

Дело в том, что из того, что ап стабилизируется к а, следует, 
что ап стремится к а как к своему пределу.

§ 1.8. Аксиоматический подход
к понятию действительного числа

Мы назвали бесконечные десятичные дроби действи
тельными числами, ввели для них понятия 0, 1, > ,  — и 
арифметические операции, и сформулировали их основные 
свойства I — V, которые могут быть доказаны.

Нужно сказать, что свойства I — V подобраны экономно 
и полно, настолько, что из них можно получить логически 
все остальные свойства чисел.

Существует аксиоматический подход к определению 
действительного числа, заключающийся в том, что дейст

5 1.8. АКСИОМАТИКА ДЕЙСТВИТЕЛЬНОГО ЧИСЛА 25
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вительными числами называются некоторые объекты (ве
щи) а, Ь, с, . ., удовлетворяющие свойствам I — V. При 
таком подходе свойства I — V называется аксиомами 
числа.

При аксиоматическом подходе формулировки свойств 
(теперь аксиом) должны быть несколько видоизменены. 
Аксиомы II теперь уже формулируются так: каждой паре 
чисел в силу некоторого закона соответствует число а +  Ь, 
называемое их суммой, при этом выполняются аксиомы 
IIj — П 5. Аксиома П 3 должна быть сформулирована в виде: 
существует число 0 (нуль) такое, что а +  0 =  а для всех а. 
Аксиома II., формулируется так: для любого числа а 
существует число, обозначаемое через — а такое, что 
а +  (— а) =  0. Наконец, аксиома Ш 3 принимает вид: 
существует число 1 (единица), отличное от 0, такое, что 
а - 1 = а  для всех а.

Обозначим через R множество всех действительных 
чисел, т. е. всех вещей, подчиняющихся аксиомам I — V. 
Тогда в R имеется нуль 0 и единица 1. С помощью 
аксиом можно доказать, что 0 <  1 и имеют смысл числа 
2 =  1 +  1, 3 =  2 +  1 , . . .  и числа — 1, —2, —3, . . .  . 
В результате получим множество всех целых чисел (раз
личных между собой!)

. . . ,  - 2 , - 1 , 0, 1 , 2 , . . .  .

На основании аксиом эти числа можно делить друг 
на друга, исключая деление на 0. Поэтому в R есть 
рациональные числа ±  т /п =  ±  тр/пр (п >  0, / л ^ О ,  
р ф О ) .  Но тогда в R имеются также и конечные деся
тичные дроби. Из последних можно построить ограни
ченные сверху неубывающие последовательности. На осно
вании аксиомы V в R должны существовать пределы таких 
последовательностей. Некоторые из этих пределов не яв
ляются конечными десятичными дробями— это числа, 
отличные от конечных десятичных дробей. Их удобно 
записывать в виде бесконечных десятичных дробей. В ре
зультате от аксиом с помощью логических рассуждений 
можно прийти к бесконечным десятичным дробям. Конечно, 
мы здесь привели только схему рассуждений, которая не 
претендует на доказательство.

Из сказанного следует, что с формальной точки зре
ния все равно, исходим ли мы при определении действи
тельных чисел из бесконечных десятичных дробей или из 
аксиоматического подхода.
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Конечно, с философской точки зрения второй подход 
более приемлем: числа суть абстракции, выражающие коли
чественные отношения реального мира, а десятичные дро
би— формальные символы, их представляющие.

§ 1.9. Неравенства для абсолютных величин

Неравенство
| a | < e 0)

эквивалентно двум неравенствам
— е <  а <  е. O ')

Отсюда неравенство
1 a — ft f < 8 (2)

эквивалентно неравенствам
ft— е <  а <  ft +  е. (2')

Аналогично неравенство
| а — ft | е (3)

эквивалентно неравенствам
ft — e ^ a ^ f t  +  e.

Справедливы -скж е неравенства

|a  +  f t | s ^ | a | - f - | f t | i (4)
\ а - Ь \ ^ \ \ а \ - \ Ь \ \ .  (5)

Неравенство (4) можно получить, рассмотрев отдельно 
четыре случая: 1) а, f t^ O ,  2) а, Ь - ^  0, 3)
4) f t ^ O ^ a .  Например, в случае 2)

а + f t  :SCft <  0, | a-J-ft | =  — (а +  ft) =  — а — ft =  | а | +  | ft |,

а в случае 3), если допустить, что \ Ь \ ^ \ а \ ,
| a  +  ft |  =  ft +  a < | a |  +  | ft | .

Случай 3) при допущении | f t | ^ | a |  читатель разберет 
сам, так же, как случай 1). Случай 4) сводится к слу
чаю 3). Далее, в силу (4)

| a | ^ | f t |  +  | a — b |, | ft | ^  | a | +  | a — ft|,
т. е.

| а | — | a — ft | s ^ | f t | ^ | a |  +  [ a — ft |, 

но тогда верно (5).
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§ 1.10. Отрезок, интервал, ограниченное множество

Пусть числа (точки) а и b удовлетворяют неравенству 
а <Ь.

Множество чисел х,  удовлетворяющих неравенствам 
а ^  х Ь, называется отрезком (с концами а, Ь) или сег
ментом и обозначается так: [а, &].

Множество чисел х, удовлетворяющих неравенствам 
а <  х  <  Ь, называется интервалом (с концами а, Ь) или 
открытым отрезком и обозначается так: (а, Ь).

Множество чисел х, удовлетворяющих неравенствам 
a ^ L x <C b  или а < х ^ 6 ,  обозначаются соответственно 
[а, Ь), (а, Ь\ и называются полуоткрытыми отрезками или 
полуинтервалами. Первый, например, закрыт  слева и от
крыт справа.

Часто рассматривают еще множества, называемые бес
конечными интервалами и полуинтервалами: 1) (— оо, оо), 
2) (— оо, а], 3) (— оо, а), 4) (а, оо), 5) [а, оо).

Первое из них есть множество всех действительных 
чисел (действительная прямая); остальные состоят из всех 
чисел, для которых соответственно: 2) х  <  а, 3) х  <  а, 
4) а <  х, 5) а ^  х.

Символы — оо и + о о  удобно называть бесконечными 
числами, а обычные числа— конечными числами.

Отметим, что назвав символы + о о  и — оо бесконеч
ными числами, мы вовсе не считаем их числами.

Подчеркнем, что у отрезка [а, b] концы— конечные 
числа, у интервала же (а, Ь) его «концы» могут быть конеч
ными и бесконечными. У полуинтервала [а, Ь) число а 
всегда конечное, а b может быть конечным и бесконечным 
(Ь<; оо). Аналогично у полуинтервала (а, Ь] число а конеч
ное или бесконечное (— о о ^ а ) ,  a Ь всегда конечное.

Если а и b конечны и а <  Ь, то b— а называется дли
ной сегмента Га, Ь], или интервала (а, Ь), или полуинтер
валов (а, Ь], [а, Ь).

Если а и b— произвольные точки действительной оси, 
то число | а — b | называется расстоянием между точками 
а и Ь.

Произвольный интервал (а, Ь), содержащий точку 
с ( а < с < & ) ,  мы будем называть окрестностью точки с. 
В частности, интервал (с— е, с +  е) (е >  0) называют 
г-окрестностью точки с.

Пусть X  =  {х) есть произвольное множество действи
тельных чисел. Говорят, что множество X  ограничено



сверху, если 3 (действительное) число М  такое, что 
Vjc^-X: х г ^ М ;  ограничено снизу, если 3 число т  такое, 
что V x £ X :  х ^ » т ;  и ограничено, если оно ограничено как 
сверху, так и снизу. Число М (т.) называется верхней 
(нижней) границей множества X .  Число М  называется 
также мажорантой множества X .

Можно еще, очевидно, сказать, что множество X  огра
ничено, если 3 число М >  0 такое, что У х £ Х :  | х | ^ М ,  
так как неравенство | х | ^  М  эквивалентно двум неравенст
вам — М ^  х ^  М .

Если множество X  не является ограниченным, то его 
называют неограниченным. Его можно определить следую
щим образом: множество X  действительных чисел неогра
ниченно, если VM >  0 Зх0 ^  X: | х0 1 >  М. К этой формули
ровке можно прийти, исходя из правила построения отри
цания данной логической формулы.

П р и м е р ы .  Отрезок [а, Ь\ есть ограниченное мно
жество. Интервал (а, Ь) есть ограниченное множество, 
если а и b конечны, и неограниченное, если а =  — оо 
или Ь =  оо.

fk : . U.  Счетное множество.
Счетность множества рациональных чисел.
Несчетность множества действительных чисел

Выше мы определили понятие равенства множеств. 
Д ля характеристики степени насыщенности бесконечных 
множеств элементами удобным является понятие эквива
лентности множеств. Множество X  называется бесконеч
ным, если V/ ?£N:  в множестве X  имеются элементы, 
количество которых больше п. Д ва множества А и В 
называют эквивалентными, и при этом пишут А ~  В, если 
между их элементами можно установить взаимно одно
значное соответствие («-»), т. е. существует такое правило, 
закон, по которому Va £  А соответствует вполне опреде
ленный элемент b £ В. При этом в силу этого правила двум 
разным элементам av аг £ А соответствуют два разных 
элемента Ьи Ьг £ В  и каждый элемент b £ B  соответствует 
некоторому элементу а € А.

Например, если А — множество точек на окружности 
радиуса г, В — множество точек на концентрической окруж 
ности радиуса R  >  г, то очевидно, что А  ~  В  (рис. 6).

Очевидно, что если «4 =  В,  то А ~  В.

I  M l. С Ч Е Т Н Ы Е  И Н Е С Ч ЕТН Ы Е МНОЖЕСТВА 29
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Если X  — \х] N =  {п\,  то множество X  называется 
счетным. Естественно, что само множество натуральных 
чисел N является счетным (соответствие устанавливается 
по схеме п<г-*п). Множество всех четных натуральных чи

сел N4 =  {2n} эквивалентно всему мно
жеству N, причем соответствие устанав
ливается по схеме п<г->2п. Отметим, 
что здесь N4=t^=N, N„c:N . Таким обра
зом, истинное подмножество (часть) 
множества оказалось эквивалентным все
му множеству. Это свойство присуще 
только бесконечным множествам (его 
можно принять за определение беско- 

р ис> в. нечного множества).
Из определения счетности множест

ва вытекает, что его элементы можно 
перенумеровать с помощью натуральных чисел, поэтому 
счетное множество мы часто будем записывать в виде по
следовательности его элементов:

X  {xlt х%} . . . ,  хп, . .  • | .

Счетная (теоретико-множественная) сумма

Е  =  и  £ *  =  £ '  +  £ г  +  . . .  

k = \

счетных (или конечных) множеств E h есть счетное мно
жество. В самом деле, запишем элементы х) £  £* 
(j =  1, 2, . . . )  в виде таблицы:

f 1 =  \х),  4 ,  4 ,  •••},
£ 2 =  {4 ,  4 , 4 ,  ..
Р Ь  _  / у З  у З  у 8  1
L-‘ 1Л 1» Л 2» Л 3> • • • \ у

Перенумеруем их в следующем порядке:
у 1  у!  у-2 у 1  у  2 у З  у1
Л 1» Л 2> Л 1 > -^3» Л 2> • • •»

выбрасывая, однако, на каждом этапе нумерации те эле
менты, которые уже были занумерованы на предыдущем 
этапе: ведь может случиться, что £* и Е 1 имеют общие 
элементы. В результате получим бесконечную последова
тельность элементов {//,, у 2, . . . } ,  очевидно, исчерпы
вающих множество £ . Это доказывает, что Е — счетное 
множество.
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Аналогично доказывается, что конечная сумма Е  => 
Е 1 +  . . .  +  E N счетных или конечных множеств* среди 

которых есть хотя бы одно счетное, счетна.
Т е о р е м а  1. Множество всех рациональных чисел 

счетно.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим сначала положи

тельные рациональные числа Q + =  {/?/<?}• Назовем нату
ральное число p +  q высотой рационального числа plq. 
Пусть А п— множество всех рациональных чисел с высо
той, равной п. Множества А п состоят из конечного числа 
элементов (рациональных чисел), например

Л = 0. Л2 = {!}. 4 = т}’ л< = {т- 4- т}....
со

Легко видеть, что Q + =  U А п.
П= 1

Перенумеруем числа, записанные в фигурных скобках 
слева направо, выпуская, впрочем, на каждом этапе ну
мерации те, которые были уже занумерованы на более 
раннем этапе. В результате получим последовательность

( *̂5 =  3, ....

Так как рациональных положительных чисел бесконечно 
много, то мы используем все натуральные числа. Значит, 
Q+ счетно. Далее, очевидно, что Q_ =  {— p/q\ счетно. 
Поэтому все множество рациональных чисел Q =  
=  Q+ U Q_ U {0} также счетно.

Т е о р е м а  2. Множество всех действительных чисел несчетно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для доказательства достаточно устано

вить, что множество действительных чисел интервала (0, 1) образует 
несчетное множество. Допустим противное, что интервал (0, 1) есть 
счетное множество, т. е. все его точки можно перенумеровать:

*4 =  0, ,

„ _ о  „М> п(П) хп — и, а 1 а2 . , .  ,

Но это предположение противоречиво. В самом деле, построим вещест
венное число х =  0 , а 1а2 . . . ,  где цифры ап подобраны так, чтобы
0 <  ап <  9 и ап Ф а™. Ясно, что х  £  (0, 1), однако .г не совпадает 
ни с одним из чисел х„0, так как иначе должно было бы быть 
а„0 =  с ^ о), что не имеет места,
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ПРЕДЕЛ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

§ 2.1. Понятие предела последовательности

Пусть каждому натуральному числу п =  1 , 2 , 3 ,  . . .  по 
некоторому закону поставлено в соответствие действитель
ное или комплексное число хп.

Тогда говорят, что этим определена последовательность 
чисел х и  х г, хг, . . .  или, короче, последовательность

К Л  =  <*1. *«> *s> •••}•

Говорят еще, что переменная хп пробегает значения 
последовательности {xn}.

Отдельные числа хп последовательности \х п\ называ
ются ее элементами. Надо иметь в виду, что х п и хт при 
п ф т  считаются отличными как элементы последователь
ности, хотя не исключено, что как числа они равны между 
собой, т. е. может быть х„ =  хт.

Если положить хп =  у п_ и  то последовательность

\х {, х9, . . . }  

превратится во множество

{^01 Х/х» Уг* • • • }i

которое в § 1.6 тоже было названо последовательностью.
В этой главе мы будем рассматривать последователь

ности действительных чисел и это обстоятельство не будем 
оговаривать особо.

Примеры последовательностей;

П р и м е р  1. { l ,  - i ,  1 ,  . . . }  =  { ! } .

П р и м е р  2. j - i ,  2, - i ,  2, . .  . j  == {2 '-1)"}.



П р и м е р  3. j l ,  2, 1 ,  4, 1 ,  . . . |  =

П р и м е р  4. {О, 1 ,  =

П р и м е р  5. {2, 5, 10, . . . }  =  {яа +  1}.
П р и м е р  6. {— 1, 2, —3, 4, . . . }  =  {(— 1)пп}.

В примере 2 переменная х„ для четных п  принимает 
одно и то же значение:

2 =  х 2 — х 4 =  хв =  . . .  .

Тем не менее мы считаем, что элементы х2, х4, . . .  раз
личны.

Если все элементы последовательности \х п\ равны 
одному и тому же числу а, то ее называют постоянной.

Легко видеть, что последовательности в примерах 1, 
2 и 4 ограничены (см. § 1.6). В этом случае говорят также, 
что соответствующие переменные, пробегающие эти по
следовательности, ограничены. Что касается последова- 
тельно<;тей в примерах 3, 5 и 6, то они неограничены. 
ОдАл::Ь последовательность в примере 3, очевидно, огра
ничена снизу числом 0, а последовательность в примере 5 
ограничена снизу числом 2. Что касается последователь
ности в примере 6, то она неограничена как снизу, так 
и сверху.

Введем понятие предела последовательности.
О п р е д е л е н и е  1. Число а называется пределом по

следовательности {хп\, если для всякого е > 0  найдется 
(зависящее от е) число п0 =  п0 (е) такое, что выполняется 
неравенство

\х„— я | < е  (1)

для всех (натуральных) п >  п 0.
В этом случае пишут

lim хп — lim хп =  а или хп —> а
П -*• 00

и говорят, что переменная х„ или последовательность \ хп) 
имеет предел, равный числу а, или стремится к а. Гово
рят также, что переменная х п или последовательность {хп\ 
сходится к числу а.

Если х п — а Vn C N,  то, очевидно, lim xn =  lim а =  а.
П -*■ со

З а м е ч а н и е .  Если lim х п — а, то lim x„+1 =  fli:. и

$ ал. ПОНЯТИЕ П РЕД ЕЛА ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 33
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обратно. Это следует из того факта, что если 
\ хп— а | < е  V/г >  я 0,

l ^ + i — a l < e V n > n 0— 1,
и обратно.

Переменная примера 1 имеет предел, равный 0: 

lira -  =  0. (2)

В' самом деле, зададим произвольное е >  0 и решим не
равенство:

- — 0п

Этим для всякого е > 0  найдено число п0 =  п0 (е )=  1/е 
такое, что неравенство

1 n l 1 ^-------0  =  — <  еп | л ^

выполняется для всех п >  п„, и мы доказали равенство (2). 
П р и м е р  7. Переменная примера 4 стремится к 1:

lim —  =  1.
П  СО П

(3)

В самом деле, составим неравенство

1
п— 1 =  — <  8 . п

Оно, как мы видели, выполняется для любого е >  0, если 
п >  п0 =  1/г. Это доказывает равенство (3).

П р и м е р  8. Если | q | <  1, то
lim qn =  0. (4)

В самом деле, пусть пока q=/=0. Неравенство 
\Яп — 0 | =  | 7 » | < е

верно, если
rtlg|<7l < I g e ,

т. в. если
Ige



Мы доказали (4) при 0 <  \q \ <  1. Если <7 =  0, то равенство 
(4) тривиально. Ведь в этом случае переменная qn есть 
постоянная, равная нулю:

{0 , 0 , 0 , . . . } .

П р и м е р  9. Разложим положительное число о в бес
конечную десятичную дробь:

а = а0,а1а2а3 . . . .
Д ля его п-й срезки

а (П) =  а 0, а, . . .  ап

имеет место равенство
lim а{п) =  а. (5)

п - + со

В самом деле,
| а — а (л)| =  0, ( К . . 0 а л+,а п+2 . . .  < 1 0 - " .

п  раз

Но если задать е >  0, то всегда найдется такое л0, что 

10- л <  е Vn >  п0

(см. предыдущий пример, где надо считать <7 = 1 0 -1). 
Поэтому

| а — a(n)| < e  Vn >  п0,

и мы доказали (5).
З а м е ч а н и е .  Срезки а (п)(п«=1, 2 , . . . ) — рациональ

ные числа. Из (5) следует, что всякое действительное 
число является пределом последовательности рациональ
ных чисел.

Таким образом, всякое иррациональное число можно 
приблизить рациональным числом с любой наперед задан
ной степенью точности.

В силу этого свойства про множество Q рациональ
ных чисел говорят, что оно всюду плотно в множестве R 
всех действительных чисел.

Неравенство
\х„— а \ < г

эквивалентно двум неравенствам
— е < х „ — я < е  или а — & < х п <. а +  е,

§ 2.1. ПОНЯТИЕ ПРЕДЕЛА ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 35
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что эквивалентно тому факту, что точка хп принадлежит 
к е-окрестности точки а:

Тогда определение предела можно выразить следую
щими словами: число (точка) а есть предел переменной хп, 
если, каково бы ни было е >  0, найдется такое число п0, 
что все точки хп с индексами п >  п0 попадут в е-окрест- 
иость точки а:

Очевидно, какова бы ни была окрестность (с, d ) точки а, 
найдется такое е > 0 ,  что интервал ( а — е, а -f-е )  содер
жится в (с, d), т. е. (а — е, a - f e ) c ( c ,  d) (рис. 7).

Поэтому тот факт, что хп —- а,  можно выразить еще 
и так: какова бы ни была окрестность (с, d) точки а , все 
точки х п, начиная с некоторого номера п,  должны по
пасть в эту окрестность, т. е. должно существовать такое 
число п0, что х п £  (с, d) (п >  п0). Что же касается точек х п 
с индексами п ^ л 0, то они могут принадлежать и могут 
не принадлежать к (с, d). Таким образом, если вне (с, d) 
имеются точки хп, то их конечное число.

С другой стороны, если известно, что вне (с, d) имеет
ся только конечное число точек хП1, х„г, х„3, то, обо
значив

т. е. максимум среди индексов n t , . . . ,  п„  мы можем 
сказать, что точки х„ с индексом n >  k  попадут в интер
вал (с, d). Поэтому понятие предела можно сформулиро
вать и так: переменная х„ имеет своим пределом точку а, 
если вне любой окрестности этой точки имеется конечное 
или пустое множество точек хп.

П р и м е р  10. Переменная

ни к какому пределу не стремится.
В самом деле, допустим, что эта переменная имеет 

предел, равный числу а. Рассмотрим окрестность этой 
точки

х п € ( а — е, а  +  е) (см. § 1.10).

хп £ ( а — е, а +  е) (п >  «„).

(6)



Длина ее равна 2/3. Очевидно, что эта окрестность не 
может содержать в себе одновременно и точку 1, и точку 
— 1, потому что расстояние между этими точками равно
2 (2 >  2/3). Д ля определенности будем считать, что точка 
1 не принадлежит к нашей окрестности. Но хп= \  для
п =  1, 3, 5 ...........т. е. вне нашей окрестности имеется
бесконечное число элементов последовательности.

o - s  а*е с  _ d  в  f
с  a d  х  а  b х

Рис. 7. Рис. 8 .

Таким образом, точка а не может быть пределом на* 
шей последовательности, и так как эта точка произвольна! 
то последовательность (6) не имеет предела.

Т е о р е м а  1. Если переменная х„ имеет предел, то 
он единственный.

В само.'1 деле, допустим, вопреки теореме, что хп имеет 
два различных предела а и Ь. Покроем точки а, b соот
ветственно интервалами (с, d), (е, /)  настолько малой 
длины, чтобы эти интервалы не пересекались (рис. 8). 
Так как х„ —-а ,  то в интервале (с, d) находятся все эле
менты хп, за исключением конечного их числа, но тогда 
интервал (е, /) не может содержать в себе бесконечное 
число элементов х п и хп не может стремиться к Ь. Мы 
пришли к противоречию. Теорема доказана.

Т е о р е м а  2. Если последовательность \х п\ сходится 
(имеет предел), то она ограничена.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть lim х п =  а. Зададим е =  
=  1 и подберем натуральное п0 =  п 0(\) так, чтобы

1 >  I х п— а | ( п >п „ ) ,  

но тогда 1 Ж |  — | а |  и выполняется неравенство

1 + 1 а | >  \ х п |

для всех п >  п„. Пусть М — наибольшее среди чисел 
 ̂ "ЬI а 11 | х,  | , | х г | , . . .  у | х По | .

Тогда, очевидно,
М ^ К |  у п  € N .

$ 2.1. п о н я т и е  П р е д е л а  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  37
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З а м е ч а н и е .  Ограниченность последовательности 
является необходимым условием сходимости последова
тельности, но не достаточным, как показывает пример 10.

Т е о р е м а  3. Если переменная хп имеет не равный 
нулю предел а, то найдется такое п0, что 

| х„ | >  | а |/2 для п >  п0.

Больше того, для указанных п, если а >  0, то хп >  а/2 , 
если же а <  0, то хп < а / 2. Таким образом, начиная с 
некоторого номера, хп сохраняет знак а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть хп —«-а. Тогда для е =  
=  | а |/2 должно найтись число п0 такое, что

I а |/2 >  \а— x „ | > | a |  — \ хп \ (п >  п0),

откуда | х п | >  | а | — L il  =  l£_!) и первое утверждение тео
ремы доказано. С другой стороны, неравенство | а | / 2 >  
> | а — х п | эквивалентно следующим двум:

a  — ~y  <  х п <  а  +  (п  >  «„).

Тогда, если а >  0, то
. a I а I , . ч

Xn > Y = = a—  2 ( " > л о). 
а если а <  0, то

^  t I I я О- / ^  Ч<  а +  У  =  а — у  =  у  ( n > n t)r

и этим второе утверждение теоремы доказано.
Т е о р е м а  4. Если хп —*а,  у п —*Ь и х п ^ . у п для всех 

п — 1, 2, . . . ,  то а ^ .Ь .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что b <  а. Зададим

0 <  е <  (а — Ь)/2 и подберем числа N , и N 2 так, чтобы 
а — е <  хп (п >  N t), y „ < fe  +  e (гс >  W2): это возможно,- 
потому что х п —► а,  а у п —>Ь.

Если п0 =  тах {Л ^ , N 2\, то, очевидно, г / „ < 6  +  е <  
< а — е <  хп ( п > п 0), и мы пришли к противоречию, так 
как по условию х п уп Для всех п.

С л е д с т в и е .  Если элементы сходящейся последова
тельности \хп} принадлежат  [а,  Ь], то ее предел также 
принадлежит [а, Ь].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В самом деле, а ^ х п ^ . Ь .  Если 
lim хп — с,  то по теореме 4 что и требовалось
доказать.



З а м е ч а н и е .  Д ля интервала (а, Ь) для конечных а и 
b можно утверждать только, что если х п £ (а, Ь), то lim хп =  
=  с £ [ а ,  Ь]. Таким образом, неравенства в пределе сохра
няются или обращаются в равенство. Например, х п=  
=  l/(n  +  l ) G( 0,  1), но с =  0 £ [ 0 ,  1J.

Т е о р е м а  5. Если переменные х п и у п стремятся 
к одному и тому же пределу а и х п <  гп <  уп (п =  1, 2, . . . ) ,  
то переменная гп также стремится к а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Задав е >  0, можно найти и 
N 2 такие, что

а — е <  х п (п >  Л?,), уп < а  +  е ( п >  Л/2),

откуда для п >  n0 =  max { N ^  N 2\
а — е <  л-л < г „ <  уп < а + е

| г „— а | <  е (л >  п0),

что и требовалось доказать.
Т е о р е м а  6. Если х п —*а, то | | —>-|а| .
Доказательство следует из неравенства 11 х „ | — | а | К  

< | х „ — а\ .

§ 2.2. Арифметические действия с переменными,
имеющими предел

Пусть х п и у п обозначают переменные, пробегающие 
соответственно последовательности и \ уп). По опре
делению сумма х п - f  у п, разность х п— у п, произведение 
х пуп и частное x j y n суть переменные, пробегающие соот
ветственно последовательности {хп -\-уп\, \х п— у п\, \х пуп\, 
\ х п/ У п \ • В случае частного предполагается, что у п Ф  0 для 
всех п =  1, 2, . . .  .

Если х„ =  с для п =  1, 2, . . . ,  то в этом случае пишут 
с ± У п> сУт с/уп вместо хп ±  у п, х„уп, х п/уп.

Справедливы следующие утверждения:
lim (хп ±  у п) =  lim х„ ±  lim уп, (1)

lim (хпуп) =  lim х„ ■ lim у„, (2)

lim —  =  j}m *n если \ \ т у п ф О .  (3)
Уп l im  Уп

Эти утверждения надо понимать в том смысле, что 
если существуют конечные пределы х п и у П, то существуют 
также и пределы их суммы, разности, произведения и

§ 2.2. АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ДЕЙСТВИЯ С ПЕРЕМЕННЫМИ 39
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<1

частного (с указанной оговоркой) и выполняются равенства
( I )— (3).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х„ —+а и у п —> Ь. Зададим 
е >  0 и подберем н0 так, чтобы

I хп а | <  е/2, | г/,,— 61 <  е/2 (п >  п0).
Тогда

| ( а-„ ± « /„ )— (а ± 6 ) | < К — а| +  |г/„ — Ь| <  =  e
(п >  n j ,

и мы доказали (1).
Чтобы доказать (2), заметим, что

\*пУ«— оЬ\ =  \х«Уп— аУп +  аУп— аЬ \ <
<  \х„у, , — ау„ \ +  \ ауп —  аЬ\ =  | у п | ] х„— а | +  | а\ \ уп— Ь\. (4)

Так как у п имеет предел, то (по теореме 2 предыдущего 
параграфа) существует положительное число М такое, что

\ У п \ < М  (я =  1, 2, . . . ) ,  (5)
\ а \ < М .  (6)

Подберем число п0 так, чтобы

I хп а I ^  2м ’ I У* ^ ^  ^  (7)

Тогда из (4) — (7) следует, что
I * I _ Me , Me , _
I х пУп йЬ  I <-~ 2дГ 2ЛГ — 8 ( "  >  «о)-

Этим доказано равенство (2).
Пусть теперь к условию, что хп ~ +а  и у п —*Ь , доба

вляется условие, что Ь ф О .  Тогда
-У») а]I х п а |лг „Ь — у„а _ ! (х п

\у„ ь 1 упь I Уп  I I Ь |
^  I */) a I I 1 b Уп 11 О 1 /о\
^  I</П| 4 | у„ | 1Н •

Теперь уже удобно использовать теорему 3 предыду
щего параграфа, в силу которой

\ У п \ > \ Ь  |/2 ( n > N l) (9)

для достаточно большого Л^. Зададим е >  0 и подберем 
N t и N,  такие, чтобы

I хп а | <  е 161/4 ( n > N t),  (10)
\ а \ \ у „ — Ь \ < е6*/4  (п >  N t). (11)
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Тогда, положив н0 =  тах{Л ^ , N„, N 3\, будем в силу (8)— 
(11) иметь

|*n___а \ ^ е'\Ь\ 2 . в _ ( п ^ п )
17Г„ b I <  4 | fr | 2

что доказывает равенство (3).
Заметим, что пределы переменных, стоящие в левых 

частях равенств (1)— (3), могут существовать без того, 
чтобы существовали отдельно пределы х п и у п. Например, 
если х п =  (— 1)я, */„ =  (— 1)"+1, то х„ и у п не имеют пре
делов, в то время как lim (л„+  (/„) =  0, lim х пуп — — 1.

Теоремы о пределах суммы, разности, произведения 
и частного во многих случаях дают возможность узнать, 
имеет ли переменная предел и чему он равен, если она 
есть результат конечного числа арифметических действий 
над несколькими другими переменными, существование и 
величина - . ‘еделов которых известны.

Однако часто встречаются случаи, выходящие за гра
ницы применимости доказанных теорем, и здесь остается 
большое поле для инициативы математика.

П р и м е р  1. Пусть =  1 + 9 + . . .  + 9 " .  | ? | < 1 -
Доказать, чго

litn хп =  ■п 1 —ая - * х  “

Имеем

1 —а 1 — о 1

Так как l i m? n+1= 0  при | ^ | < 1 ,  то, применяя формулы 
(1), (2), получаем

1
lim х„ =  lim J - ^ - J L l i m  ^  =  ^ - - 1 ^ . 0 - ^ .
Л-►ао п-+ се Ч 1 4 п-*- ас ч ч ч

В дальнейшем под символом
ээ

l + q + . . . + q " + . . . = a  2  Яп
п - О

п

будем понимать lim 2  Чк- Таким образом,
я -*• х  k - Q

S  Яп — lim хп — y ~TZ (I ЯI <  !)•
П-0 П-+* 1 Ч



§ 2.3. Бесконечно малая
и бесконечно большая величины

Переменная а п, имеющая предел, равный нулю, назы
вается бесконечно малой величиной или,  короче, бесконечно 
малой.

Таким образом, переменная а п есть бесконечно малая, 
если для любого е >  0 найдется п0 такое, что | а„ | <  е 
(п >  п„).

Нетрудно видеть, что для того, чтобы переменная х п 
имела предел а, необходимо и достаточно, чтобы хп =  
=  а +  а„, где а п есть бесконечно малая.

Переменная р„ называется бесконечно большой величи
ной или просто бесконечно большой, если для любого М  >  
> 0  найдется такое л9, что | Р „ | > М  (п >  /г0). При этом 
пишут

lim P „  =  oo , или

и говорят, что р„ стремится к бесконечности.
Если бесконечно большая р„, начиная с некоторого п„, 

принимает только положительные значения или только 
отрицательные значения, то пишут

Н т Р „  =  +  оо , или р „ — » +  оо , (2 )

соответственно
Н ш р „  =  —  оо , или р„ —> —  оо. (3)

Таким образом, из (2), так же как и из (3), следует 
(1). Пример переменной {(— 1)"л} показывает, что может 
иметь место соотношение (1), в то время как не имеет 
места ни (2), ни (3).

Отметим следующие очевидные свойства:
1. Если переменная х п ограничена, а уп бесконечно 

большая, то x j y n —*• 0.
2. Если абсолютная величина х п ограничена снизу по

ложительным числом, а у п— не равная нулю бесконечно 
малая, то x j y n —► оо.

Докажем только второе свойство. Дано, что для неко
торого числа а >  0 имеет место неравенство \ х п \ > а  
( п — 1 , 2 ,  . . . )  и для всякого е >  0 существует п0 та
кое, что

I Уп I <  8 (п > п 0). (4)
Тогда

^ | > 7  =  М  ( / * > /» . ) .
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Зададим произвольное положительное число М и подберем 
по нему е так, чтобы М = а / е ,  а по е подберем такое п0, 
чтобы имело место свойство (4). Тогда \ x j y „ \ >  М ( п > п 0), 
что и требовалось доказать.

Из высказанных двух утверждений получаются следую
щие следствия:

lim — =  0, lim — =  0 0  ( с ф  0). 
уп- + & У п 8/*-»0 У ”

Отметим, что если последовательность {*„} неограни- 
чена, то она не обязательно бесконечно большая. Напри
мер, последовател,1." ^сть

=  { l ,  2, - i ,  4, . . . }

неограничена, но она не является бесконечно большой, 
так как в ней имеются как угодно малые члены с каким 
угодно большим (нечетным) номером.

З а м е ч а н и е .  Любая не равная нулю постоянная 
величина (последовательность) не является бесконечно 
малой. Из всех постоянных величин бесконечно малой 
является только одна— равная нулю. Если про некоторую 
величину известно, что она постоянна и ее абсолютная 
величина меньше любого положительного числа е, то она 
равна нулю.

Т е о р е м а  1. Произведение бесконечно малой последо
вательности на ограниченную является бесконечно малой 
последовательностью, т. е. если lim хп =  0 и \ уп | ^  М 

N, то \ \ т х пуп =  Ъ.
В самом деле, зададим е >  0 и подберем п 0 так, чтобы

| хп | <  е / М  >  «о-
Тогда

\ХпУп— '0 | =  К П « / , . К ^ М  =  Б V « > « o .  

что и требовалось доказать.

§ 2.4. Неопределенные выражения

1. Пусть lim х п =  lim г/я =  0 (уп Ф 0).
Рассмотрим последовательность \х п1уп\. О пределе этой 

последовательности заранее ничего определенного сказать



нельзя, как это показывают конкретные примеры:
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если 1
~  п ' Уп

1
~  п2 ’

Хп ТО —
Уп =  п —<• 4" ОО при п —*- оо;

если Хп
1

~ л а ’ Уп
1

~~п '
*пто —
Уп

=  - - > 0  п при п —*• оо;

если Хп
а
п ’ Уп

1
~  п '

X п, то —
Уп

=  а —<- а при п —>- оо;

если Хп
(-1)" 

п ’ Уп
1

— п
Хп, то —
Уп

=  ( - ! ) « и предел

этой последовательности не существует.
Таким образом, для нахождения предела {х п/уп\ не

достаточно знать, что х п —-0 , у п —<- 0. Нужны еще допол
нительные сведения о характере изменения хп и уп. Д ля 
нахождения этого предела в каждом конкретном случае 
требуются специальные приемы.

Говорят, что выражение x j y n при хп —*0, */„—<-0
представляет собой неопределенность вида ^  ̂  .

2. Если хп -—► оо, уп —ю о , то выражение x j y n также 
представляет собой неопределенность и ее называют не
определенностью вида ^

3. Если хп —>-0, у п —► оо, то для выражения хпуп полу
чаем неопределенность вида ( О о о ) .

4. Если хп —>- +  00. Уп —*■ — °°> то выражение х„ +  уп 
представляет неопределенность вида (оо —  оо).

Д ля каждого из отмеченных случаев можно привести 
примеры.

Раскрыть соответствующую неопределенность — это 
значит найти предел (если он существует) соответствую
щего выражения, что, однако, не всегда просто.

П р и м е р  1. Если

х п —  а т п т  +  • • • +  a i n  ■+■ а 0,
Уп =  ь 1п ‘ + ■ ■ ■+ Ь 1п +  Ь0 (атф 0 ,  Ь ^ О ) ,  

то при п —*• оо для выражения х п/уп мы имеем неопреде
ленность вида . Раскроем эту неопределенность.

а) Если 1 =  т,  то, деля числитель и знаменатель на пт, 
получаем
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при п —► оо, т. е. lim ( x j y n) =  ат/Ьт — отношению коэф
фициентов при старших степенях п  в выражениях для 

и Уг,-
б) Аналогично можно показать, что при т  >  / 

lim (хп/ у п) =  оо, а при т < 1  lim ( x j yn) =  0.
П р и м е р  2. Если x n =  V n  + 1, y n =  V n ,  то при 

п —>■ оо для выражения х п— у п имеем неопределенность 
вида (оо  — оо).

Раскроем эту неопределенность:

х п— у п =  У п + \ — ]/ 'п =

_  |An+ i - ^  +  ___ 1—  _ 0
У п + \  +  У  п V n  +  1 +  V  п

при п —► оо. Значит, lim ( V n - \ - \ — У  п) =  0.

§ 2.5. Монотонные последовательности

О п р е д е л е н и е .  Последовательность называется 
неубывающей (невозрастающей), если у п  £  N справедливо 
неравенство

Xn ^ Xn + l (Xn ^ Xn + l)-
Если на самом деле выполняются строгие неравенства 

х „ < х П+, (хп >  х П+1), то последовательность \х п\ называ
ется строго возрастающей (строго убывающей) или просто 
возрастающей (убывающей). Последовательности убываю
щие и возрастающие, неубывающие и невозрастающие назы
ваются монотонными.

Элементы монотонных последовательностей можно рас
положить в цепочки ^  jf2 х п+1 ^ . . .  (х, ^  

. . ~ ^ х п ^  .), откуда видно, что неубы
вающая последовательность ограничена снизу, а невозра
стающая— сверху.

П р и м е р ы :
1) { l ,  1, у ,  -тг. • • • ,  -J- ,  . . . | —  невозрастающая

последовательность.
2) — возрастающая последовательность.
Ниже мы доказываем важную теорему, утверждающую, 

что монотонная ограниченная последовательность чисел 
всегда имеет предел. В нашем изложении (в § 1.7) эта 
теорема фигурировала как одно из основных свойств — 
свойство V — множества действительных чисел.



Т е о р е м а  1. Если последовательность действитель
ных чисел

#1, fl2i «3. • • * (О

не убывает (не возрастает) и ограничена сверху (снизу) 
числом М (соответственно т), то существует действи
тельное число а, не превышающее М (не меньшее т), к ко
торому эта последовательность стремится как к своему 
пределу.

lim ап =  а ^  М (2)
П-*- 00

t соответственно lim ап =  а ^  т \.  
ч П-+ 00 J

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть последовательность (1) не убывает 
и пусть пока a t >  0, тогда и все ап >  О (/1= 1, 2, 3, . . . ) .  Каждый 
элемент последовательности разложим в бесконечную десятичную 
дробь:

ап ~  an0tGnl°n2°n3' • ' (л==1» 2, (3)
Так как последовательность {а„} ограничена сверху числом М  (я „ <  
<  М)  и не убывает, то на основании леммы 2 § 1.6 десятичные 
дроби (3) стабилизируются к некоторому числу а ^ М :

o „ = 5 o  =  v o . V i Y a - * *  .  

но тогда ап стремится к а как к своему пределу:
lim а„г=а.

В самом деле, для любого е найдется натуральное т  такое, что 
10-®> <  е. Так как а„ стабилизируется к а, то

a n =  Vo> V l *  • • У т ^ п ,  т +  1 а п, т + 2 *  • • 

для всех п >  п0, где п0 достаточно велико, но тогда 
| я — ап \ =  а — ап < 0 ,  0 . .  .Qym + 1y m + i . . .  10-»> <  е (п > п0), 

т раз

т. е. ап ->- а при п ->■ оо.
Если а ! < 0 ,  то прибавим к ot число с настолько большое, что 

a t +  c >  0 , и положим b„ =  a„ +  c (п =  1, 2 , . . . ) .
Последовательность {Ьп} не убывает, ограничена сверху числом 

М -\-с  и ее элементы положительны. Поэтому по доказанному выше 
существует предел lim b„ =  b Af-j-c, но тогда существует также 

п-+ °°
предел lim a „ = l im  (bn—c) =  b—c ^ M ,  и теорема доказана для про-

п-юо п-ь ОО
извольной неубывающей последовательности.

Если теперь последовательность {<;„} не возрастает и ограничена 
снизу числом т, то последовательность чисел .{— не убывает и 
ограничена сверху числом — т, и на основании уже доказанного
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существует предел lim (— ап) =  — a «S— т, который мы обозначили
П - *  <Х>

через — а .  Следовательно, существует также \\т а п = — lim (— а „ )=tl —► CD п~> х
=  — (— а) =  а ^ т .  Теорема доказана.

З а м е ч а н и е .  Если последовательность действительных чисел 
{а„} сходится, то их десятичные разложения не обязательно стаби
лизируются. Например, если

02fe= 1,0 . .  .0 1 1 , oafc + 1 =  0 ,9 . . .9 1 1 . . .  ( k = \ ,  2 , . . . ) ,  
где после запятой стоят k  нулей или k девяток, то последователь
ность { а п} имеет предел, равный 1 (а „  1), однако, как легко ви
деть, эта последовательность не стабилизируется.

П р и м е р  1. Приведем новое доказательство равенства 
(ср. пример 8 § 2.1)

lim <7° =  0 (| ? | <  1), (4)
П —► се

Пусть пока <7 ^ :0 .  Тогда переменная qn (n — \,  2, . . . )  
не возрастает и ограничена снизу числом 0. Но тогда по 
теореме 1 существует число А ^  0, к которому стремится qn:

lim qn =  A.
П  —► СО

Имеем также
Л =  П т <7п+1 =  ^ Н т  qn =  qA,

п -*■ со п -*■ со

откуда А (  1— ^) =  0 и /4 =  0, потому что q <, 1.
Если теперь q <  0, то на основании уже доказанного

I I  =  19 1" — ► 0, п —* оо.
Равенство (4) доказано полностью.
Это доказательство (4), пожалуй, более элегантное, чем 

то, которое было приведено в примере 8 § 2.1, но оно 
не дает возможности судить о скорости стремления q" 
к нулю— не дается эффективно число н0 =  /г0(е), начиная 
с которого | qn | <  е.

П р и м е р  2. Справедливо равенство

Л"1^ =0’ (5)П —► со

где а — произвольное число.
При | а | ^  1 оно очевидно. Пусть а >  1. Положим

§ 2.5. МОНОТОННЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 47

Тогда =  —“О (п—юо). Отсюда следует, что 
un+i <  ип n0i где па достаточно велико.



Таким образом, переменная м„ для п  >  п0 убывает. 
Кроме того, она ограничена снизу числом 0. Но тогда 
существует предел

lim ип =  А ^ 0 .
Л  -*• ос

Но также

А =  lim un+i =  lim (и„ —г Т') =  A  lim - £ _  =  Л -0  =  0,
п-+  со оо \  I 1 /  л->- 00 I 1

и мы доказали равенство (5) для любого а ^ О .  Но оно 
верно и для любого а <  О, потому что
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ап
п\

\ а \п п^ ----- *-0 при п — о о .

§ 2.6. Число е

Рассмотрим последовательность

Покажем, что эта последовательность возрастающая и 
ограничена сверху. На основании формулы бинома 
Ньютона

V, _  V  я ( д - 1 ) - - - ( я - * + 1 )(а +  Ь) " = Х л  h  an~hbk
k= о

имеем

■ п (п — 1). ■ ■ (я — k+  1) 1 , п ( п —  1 ) . . . ( п  — п + 1 )  1 _
k\ n*"!*- ‘ п\ ' п"~~

k — \

••• + Й(1—jb -l'-V )-  0)
Из данного равенства видно, что последовательность х п ^  2 
V n . Докажем, что последовательность ограничена
сверху. Из равенства (1) имеем

-  1 , , 1 , 1 , , 1



Покажем, что последовательность возрастающая. 
По аналогии с (1) имеем

x n + i=  2 +  2Г ( I —  n + l )  ^  "  ‘

+  (п  +  1)! ( 1 — ^ + т )  • • • ( 1 — ^ + т )  •

Сравнивая (1) и (2), видим, что xn < x „ +i V n g  N (в (2) 
каждое слагаемое больше, чем соответствующее слагаемое 
в (1), и, кроме того, имеется на одно положительное сла
гаемое больше). По теореме 1 § 2.5 последовательность 
{хп) сходится. Обозначим ее предел буквой е, как это 
предложил впервые Л. Э йлер1)

lim ( 1 +  —V  =  е. 
п - + Л  n J

Из сказанного ясно, что 2 <  е <  3. Более точное значение 

е =  2,718281 . . . .

В будущем (в § 4.16) будет доказана формула, из которой сле
дует, что

п

+  ( « > 2)- (3)
* = о

где 0 — некоторое зависящее от п число, удовлетворяющее неравен
ствам 0 <  0 <  1. С помощью этой формулы нетрудно доказать, что е 
есть число иррациональное. Допустим, что e =  p/q, где р  и q нату
ральные. Тогда, положив в (3) n =  q, будем иметь
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£ . =  V  J L + - ! .п k\ '
1

k = о

Умножая на q\,  получаем

P f o  — 1)! — / =  0 ,  (4)

ч !
где l =  q\ ----- натуральное число. Мы получили противоре-

* =  о
чие—левая часть (4) есть целое число, а правая, равная 0, есть пра
вильная дробь.-

х) Л . Эйлер (1707— 1783) — великий математик, академик Россий
ской академии наук, швейцарец по происхождению,



§ 2.7. Принцип вложенных отрезков

Т е о р е м а  1 ( п р и н ц и п  в л о ж е н н ы х  о т р е з к о в ) .  
Пусть задана последовательность отрезков (сегментов)

=  К .  Ь„\ (п =  1, 2, . . . ) ,

вложенных друг в друга, т.  е. таких, что а„+1сгст„ 
( п = 1 ,  2, с длинами, стремящимися к нулю :

dn =  bn— а „ - + 0  ( п — оо).

Тогда существует и притом единственная точка с 
(число), одновременно принадлежащая всем отрезкам оп 
(с€ о „ , л =  1, 2, . . . ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, что

при любом заданном натуральном т .  Это показывает, что 
числа а„ не убывают и ограничены сверху числом Ьт при 
любом т  и, согласно теореме 1 § 2.5, существует число с, 
к которому стремится переменная ап (lim ап =  с). При этом 
а „ ^ с ^ Ь т . Так как в эгих неравенствах натуральные п 
и т  произвольные, то, в частности, ап ^ . с ^ . Ь п ( л = 1 ,
2, . . . ) .  Следовательно, с £ о п, каково бы ни было / i £ N.

Найденная точка с— единственная. Допустим, что су
ществует другая точка с1^а„ Уп.  Тогда ап ^ .с ,  ^ Ьп, 
откуда

bn— ап ~ ^ \ с — ct | >  0 Vп,

но это противоречит тому, что Ьп— ап —>0.
Отметим, что

lim b„ =  Hm [(bn— ап) +  а„] = с .

З а м е ч а н и е .  В теореме 1 существенно, что в ней 
рассматриваются отрезки [ап, Ьп], а не интервалы, как 
показывает следующий пример. Интервалы (0, 1/л) ( /1 =  1,
2, . .  .) вложены друг в друга, их длина dn =  — 0 =  -— —
но нет ни одной точки, принадлежащей одновременно ко 
всем этим интервалам.

В самом деле, любая точка не принадлежит
к любому из интервалов (0, 1/л). Если же с >  0, то най
дется такое п,  что 1/л <  с и с € ( 0 ,  1/л).
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§ 2.8. Точные верхняя и нижняя грани множества

Рассмотрим произвольное множество Е  действительных 
чисел х.  Может случиться, что в нем имеется наибольшее 
(максимальное) число, которое мы обозначим через М. 
В этом случае пишут

М =  шах Е  =  шах л:.
л е я

Может случиться также, что среди чисел х £ Е  имеется 
наименьшее (минимальное), равное числу т.  Тогда пишут

т =  m i n £  =  minx.
х  € Е

Если множество Е  конечно, т. е. состоит из конечного 
числа чисел

Х\ » ^ 2’ • * • » Xpi

то среди них всегда есть наибольшее и наименьшее.
Однако это не всегда так, если Е — бесконечное мно

жество.
Приведем примеры:
1) Z =  { ..  .,  - 3 ,  - 2 ,  - 1 ,  0, 1, 2, . . . } ,
2 ) N =  {1, 2 , 3 , . . . } ,
-  n _  =  { . . . ,  - 2 , - 1},3)
4)
5)
6)

а, Ь], 
а, b), 
а, Ь).

Множество Z не имеет наибольшего и наименьшего 
чисел. Интервал (а , Ь) тоже не имеет наибольшего и наи
меньшего чисел. При этом здесь не имеет значения, бу
дут ли числа а , b конечными или бесконечными. Каково 
бы ни было число,с £  (а, Ь), т. е. число, удовлетворяющее 
неравенствам а <  с < Ь ,  всегда найдутся числа с,, с2 та
кие, что а <  с, <  с <  с2 <  Ь.

Множество N не имеет наибольшего элемента, но имеет 
наименьший х — \. Множество же N . имеет наибольший 
элемент х =  — 1, но не имеет наименьшего.

Очевидно также m in [a, b] =  a, max [o, b] =  b, mi n[a,  b) =  
—а,  однако максимального числа в [a, b) нет.

Возникает вопрос о введении для произвольного мно
жества Е  чисел, которые по возможности заменяли бы 
т а х'Е  и m i n f .  Такими числами (конечными или беско
нечными) являются точная верхняя грань

sup Е  =  sup х =  М
хеЕ



и точная нижняя грань
inf £  =  inf х  — т

х е Е

множества.
Пусть множество Е  ограничено сверху.
Число М  (конечное) называется точной верхней гранью  

множества Е, если для него выполняются два условия:
1) jc^ A I  V jt£ £ ,
2) для любого е >  О существует точка xt £  Е  такая, что 

выполняются неравенства
М — е <  х,

Говоря другими словами, sup Е  — М  есть наименьшая 
из верхних границ (мажорант).

Пусть множество Е  ограничено снизу.
Число т  (конечное) называется точной нижней гранью  

множества Е , если для него выполняются два условия:
1) т - ^ х  V jс £ £ ,
2) для любого е > 0  существует точка х х£ Е  такая,

что
т  ^  х,  <  т +  г,

т. е. inf Е  =  т  есть наибольшая из нижних границ.
Очевидно, если в множестве Е  действительных чисел 

имеется наибольшее (наименьшее) число, т. е. существует 
ma x £ ( mi n £ ) ,  то

s u p £  =  m a x £  (inf £  =  min £ ).

sup, inf— сокращения латинских слов suprem um — наивыс
ший, infim um — наинизший. Эта терминология не совсем 
удачна, потому что, например, sup Е  не всегда есть наи
высший элемент в множестве Е.

П р  и м е р 1. Множество

£  =  Ц '  4 '  т <  • • • } - { я т т }

т :еет  наименьшее число, равное 1/2 ( m i n £ =  1/2). Однако
1 2  3

оно не имеет наибольшего, потому что у  <  у  <  f  <  • • • •
Все же оно ограничено сверху числом 1 или любым 
числом, большим 1. Н о число 1 играет исключительную 
роль — оно есть точная верхняя грань £ ( s u p £ = l ) .

В самом деле:
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1) я+ 1
< 1  V n g N ,

2) для Ve >  0 a n ^ N :  1— е < 7̂ г < 1 .
Мы дали определение точной верхней (нижней) грани 

для множества, ограниченного сверху (снизу).
Если множество Е  не ограничено сверху (снизу), то 

его точной верхней (нижней) гранью естественно назвать 
символ +  оо (— оо): sup Е  =  +  оо (соответственно inf Е  =  
=  — оо).

Иногда, когда нет опасности путаницы, вместо -+- оо 
пишут ОО.

П р и м е р ы .  Д ля множеств 1)—6), приведенных выше, 
имеет место

inf Z = — оо, 
inf N = m i n  N =  1,

=  — 1, inf N_ = — оо, 
inf (a, b) =  a,

sup Z = + o o ,  
sup N =  oo, 
sup N_ =  max N. 
sup (a, b) =  b,

где а и b могут быть конечными и бесконечными числами.
Можно дать общее определение точной верхней (ниж

ней) грани множества, которое годится для любого мно
жества (ограниченного и неограниченного).

Число М  (соответственно т),  конечное или бесконеч
ное, называется точной верхней (нижней) гранью множе
ства £  (рис. 9 и 10), если выполняются условия:

1 ) х ^ . М ( т ^ . х )  V a '£ £ ;
2) для любого (конечного!) М, <  М (т1 >  т) сущест

вует х1 б Е  такое, что Мх <  x t ^  М (т ^  х х <  ш/).

т х} т1
Рис. 9. Рис. 10.

В этой формулировке не приходится употреблять раз
ность М — е (сумму т  +  е), это не имеет смысла при 
М  =  -\- оо (т =  — оо).

Справедлива теорема принципиального значения.
Т е о р е м а  1. Если не пустое множество Е  действи

тельных чисел ограничено сверху (снизу) конечным числом К  
(соответственно k), то существует число М ^  К  ( т ^  k), 
являющееся точной верхней (нижней) гранью Е.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как Е — не пустое множество, то 
оно содержит в себе по крайней мере одну точку хй- Рассмотрим 
отрезок а0= [ а ,  Ь], где а <  х0, Ь =  К.

По условию правее о0 нет точек Е. Разделим а0 на две равные 
части (два отрезка) и обозначим через ai самую правую половину, 
содержащую в себе хотя бы одну точку Е. Это надо понимать в том 
смысле, что если обе половины содержат в себе точки Е, то а г есть 
правая из них, а если только одна из них содержит точки Е,  то 
именно она обозначается через о 1.

Обозначим через x t какую-либо точку из Е ,  принадлежащую к Of. 
Таким образом, х , £ о 1, но правее а , нет точек Е. Делим теперь <j( 
на два равных отрезка и обозначаем через а 2 самый правый из них, 
содержащий в себе хотя бы одну точку Е, которую обозначим че
рез х2. Правее с 2 нет точек Е.

Продолжив этот процесс по индукции, получим последователь
ность вложенных отрезков ап =  \ап , bn] (anz>on + i), длины которых

Ь—'а п Ьп- а „ = - 7̂ -------*• 0 , п *■ со.

При этом при любом n £ N  правее ап нет точек Е,  но ст„ содержит 
в себе некоторую точку хп £ Е .

На основании принципа вложенных отрезков существует един
ственная точка, которую мы обозначим через М ,  принадлежащая ко 
всем отрезкам а „ ( М £ о п, уп).

Докажем, что
M = sup£. (1)

В самом деле:
1) имеет место неравенство Ч х £ Е ,  потому что если х — 

какая-либо точка, принадлежащая к Е, то х < Ь „ ,  Чп, переходя 
к пределу при п — *■ оо, получим

* <  М =  litn 6„ Ух£Е-,
П -+  СО

2) для любого е >  0 3х ’ £ Е
М  — е <  х ' <  М.  (2)

Действительно, точки х п, определенные выше, принадлежат 
соответственно к а п и к Е, т. е. М , и так как ап -—+М,
п — >• оо, то для любого е >  0 э пй

М - 8  < аЛо<дгЛо<М ,
и мы получили (2), если будем считать х ' = х Па.

Соответствующая теорема, утверждающая существование точной 
нижней грани у ограниченного снизу множества Е, доказывается 
аналогично, отправляясь от сегмента а=[<т, Ь], содержащего в себе 
некоторую точку х0£ Е  такого, что a — k и х0 <  Ь. Делим а 0 на 
два равных отрезка и через а,  обозначаем теперь самую левую по
ловинку, содержащую в себе точки Е,  находим в dj точку х, £ Е  
и продолжаем далее этот процесс по индукции.

Сказанное выше приводит нас к следующему утверж
дению: всякое множество Е имеет точные верхнюю и ниж
нюю грани. Если Е  ограничено сверху t то sup £  <  оо,
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если же Е  не ограничено сверху, то sup Е — оо. Анало
гично, если Е  ограничено снизу, то i n f £ >  — оо, и если Е  
не ограничено снизу, то i n f £  =  — оо.

З а д а ч и
1. Пусть даны множества действительных чисел Х =  {дг}, У =  {*/}• 

Под множеством {* +  </} будем понимать всевозможные суммы чисел 
дг£Х и y £ Y .  Д оказать, что

sup {*+!/}  =  sup { 4  +  sup {(/}, inf {* +  (/} =  inf { 4  + inf {u}.

2. Под множеством {ху} будем понимать всевозможные произ
ведения неотрицательных чисел х £ Х  и y £ Y .  Доказать, что

sup {*(/} =  sup {дс} sup {у}, inf {ху} =  inf {л:} inf {у} (дг^О ,
3. Д оказать, что

§ 2.9. Теорема Больцано— Вейерштрасса*)

Пусть задана произвольная последовательность дейст
вительных чисел {*„}. Выберем из нее бесконечное мно
жество элементов с номерами я, <  п2 < . . .  . Тогда полу
чим новую последовательность которая называется 
подпоследовательностью последовательности Таких 
подпоследовательностей можно выделить из данной по
следовательности бесконечное множество.

Если последовательность \х п\ сходится (к конечному 
числу, + о о  или — оо), то очевидно, что и любая ее 
подпоследовательность тоже сходится и притом к тому 
же числу (конечному, -fo o  или — оо).

Последовательность

может служить примером не сходящейся последователь
ности чисел. Все же мы видим, что эта последователь
ность содержит в себе подпоследовательность

сходящуюся (к 1). Возникает вопрос, всегда ли это так, 
всякая ли последовательность действительных чисел со
держит в себе подпоследовательность, сходящуюся к не
которому числу (конечному, + о о ,  — о о). Положительный 
ответ на этот вопрос дает

sup (— дг) = — inf дг,  inf (— д )  = — sup дг. 
къ А х е  А х е  А х е  А

{1, - 1 ,  1, - 1 ,  . . . } (О

*) Б. Больцано (1781 — 1848)— чешский математик, К. Вейерштрасс 
(1815— 1897) — немецкий математик.
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Т е о р е м а  1. И з всякой последовательности действи- 
тельных чисел можно выделить подпоследовательность 
{Xnk\, сходящуюся к конечному числу, или к  +  оо, или к — ОО.

В случае, когда последовательность \х п\ не ограничена 
сверху (снизу), она, очевидно, содержит в себе подпосле
довательность, стремящуюся к - f  оо (к — о о ), что дока
зывает теорему. Если же последовательность ограничена, 
то теорема 1 сводится к следующей теореме.

Т е о р е м а  2 ( Б о л ь ц а н о — В е й е р ш т р а с с а ) .  И з 
всякой ограниченной последовательности {хп\ можно вы
делить подпоследовательность сходящуюся к неко
торому числу.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как последовательность то
чек ограничена, то все они принадлежат к некото
рому отрезку [а, Ь], который обозначим через а0. Разде
лим а„ на два равных отррзка и обозначим через а, самый 
правый из них, содержащий в себе бесконечное число 
элементов х п. Один из этих элементов обозначим через хпг 
Правее а „  если есть, то конечное число точек хп. Раз
делим а, на два равных отрезка и обозначим через <хг 
самый правый из них, содержащий в себе бесконечное 
число элементов хп. Выберем среди этих элементов один х П> 
с номером п2 >  пх. Правее а „  если есть точки х„, то их 
конечное число.

Продолжим этот процесс по индукции. В результате 
получим последовательность вложенных друг в друга от
резков ak =  [ak, bk], длины которых Ьк— ак —»0, k —*oo,  
и подпоследовательность точек нашей последовательности 
таких, что x„k (:Ok (л, < л 4 < . . . ) .  При этом правее каж 
дого из отрезков имеется не более чем конечное число 
элементов х п.

На основании принципа вложенных отрезков сущест
вует точка с, принадлежащая к любому из отрезков ак. 
Очевидно, что подпоследовательность имеет своим 
пределом с ( х Пк—*с),  и мы доказали теорему.

§ 2.10. Верхний и нижний пределы

Если задана произвольная последовательность действительных 
чисел {*„}. то, согласно теореме 1 § 2.9, возможно рассматривать 
порождаемые ею различные сходящиеся последовательности.

Пределы этих подпоследовательностей принято называть частич
ными пределами последовательности {*„}.



По определению верхним пределом последовательности {х п} (или 
переменной х„) называется число М  (конечное, +  оо или — оо), 
обладающее следующими двумя свойствами.

1) Существует подпоследовательность [хп } последовательности 
{*„}, сходящаяся к М:

lim х„ = М .  
k-+*> пк

2) Для любой сходящейся подпоследовательности {хп } после
довательности {*„}

lim х„ < М .
к-* оо Пк

Верхний предел последовательности {*„} обозначают одним из 
символов

М= Нт д г „  =  lim * „ =  lim sup дг*.
n-*- ао rt-* go k >  n

Если последовательность {*„} не ограничена сверху, то, очевидно, 

lim х„ =  +  оо.

В последовательности {(— 1)"} переменная х„ имеет lim =  1.
Вот еще пример:

г .  Т ' 4- ¥ •  - •  } •

Эта последовательность (переменная) не ограничена сверху. Следо
вательно, ее верхний предел

lim л<- 1 >"= +  оо.

Для ограниченной сверху последовательности {*„} ее верхний 
предел М  может быть определен также следующим образом: для 
всякого е >  0 правее М -\-г  имеется разве что конечное число точек 
х п, правее же М  — е заведомо имеется бесконечное число точек х п.

Отметим, что если последовательность {дг„} имеет обычный (ко
нечный) предел lim *„ =  M , то, как мы знаем, для любого е > 0  
неравенства М  — е < д г „ <  Л1 +  е выполняются для всехдг„, за исклю
чением их конечного числа. Таким образом, правее М -\-г  имеется 
не более чем конечное число элементов х п , а правееМ — е — заведомо 
бесконечное их число.

Это показывает также, что Af =  lim дг„.
Итак, если Af =  lim x„, то и lim х„ =  lim x„ =  Af.
Но разница между обычным пределом и верхним пределом заклю

чается в том, что в случае предела левее М  — е имеется не более 
чем конечное число точек х„, а в случае верхнего предела левее 
М — е может быть и бесконечное число точек х п.

По определению ниж ним пределом последовательности {*„} (или 
переменной хп) называется число т  (конечное, +  оо или — оо), 
обладающее следующими двумя свойствами:
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1) Существует подпоследовательность {лг } последовательностиk
{дг„}, сходящаяся к т:

lim х„ = т .  
к+*> Пк

2) Для любой сходящейся подпоследовательности {дг } после-k
довательности {х п}

lim х„ ■ - т. 
к ^ х  пк

Нижний предел переменной х п обозначают одним из символов 
т =  \\т х п =  lim х „ =  lim inf x k.

n - +  x  k >  n

Если последовательность {*„} не ограничена снизу, то, очевидно, 
lim хп =к— оо.

Д ля ограниченной снизу последовательности нижний предел т 
можно определить такж е следующим образом: для всякого е >  О 
левее т — е имеется разве что конечное число точек (элементов) лг„, 
левее же /л +  е заведомо имеется бесконечное число точек (эле
ментов) хп.

Очевидно, что
lim х п <  lim х п. (1)

Т е о р е м а  1. Д ля того чтобы последовательность {лг„} имела 
предел (конечный, -\- оо или  — оо), необходимо и достаточно, чтобы 
Tim хп =  lim х п, и тогда 11т л :п =  Нтлгп =  Итлсп.

Заметим, что если lim x„ =  — оо, то в силу (1) limAr„ =  — оо, 
и по теореме 1

lim лг„ =  — оо.

Очевидно такж е, что из равенства Нтлг„ =  + с о  вытекает, что 

lim хп — lim х п =  +  оо.

З а м е ч а н и е .  Можно показать, что число с, которое мы полу
чили при доказательстве теоремы Больцано— Вейерштрасса, являет
ся верхним пределом хп:

lim хп — с.

Это вытекает из того, что правее каждого отрезка а„ имеется 
не больше чем конечное число точек лг„.

С другой стороны, если бы мы видоизменили процесс, выбирая 
на каждом этапе деления о„ на два равных отрезка не самый пра
вый, а самый левый из них, содержащий бесконечное число точек х„, 
то мы бы получили, возможно, другую точку с ',  содержащуюся 
во всех о„, и эта точка была бы нижним пределом хп (lim хп — с').

Если переменная хп не имеет предела, то заведомо с' <  с, если 
же предел х п существует, то оба процесса необходимо приведут 
к одному и тому же числу с = с \
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§ 2.11. Условие Коши сходимости 
последовательности

Пусть задана последовательность действительных чи
сел {я,,}, сходящаяся к конечному пределу а:

lim х„ =  а.
П  —► СО

Это значит, что для всякого е >  0 найдется число п0 =  
=  п0 (е) такое, что

| х п а | <  е/2 Vn >  п0.

Наряду с натуральным числом п >  п0 можно подставить 
в это неравенство другое натуральное число т  >  п0:

\ хт— а \ < е / 2  Vm >  п0.
Тогда
I х„— хт | =  | х п— а +  а — хт | <  | х„— а | +1 хт— а \ <

<  j  +  - j  =  e т  >  п о-

Мы получили следующее утверждение: если перемен
ная х„ имеет конечный предел, то для нее выполняется 
условие (К ош и1)): для любого е > 0  найдется п0 =  п0 (е) 
такое, что

\ хп ~ * „ 1 < е V n , m > n 0.

Последовательность чисел, удовлетворяющая условию 
Коши, называют еще фундаментальной последователь
ностью.

Оказывается, что имеет место также обратное утверж
дение: если последовательность действительных чисел \ хп\ 
фундаментальная, т. е. удовлетворяет условию Коши, то 
она имеет предел, т. е. существует число а (конечное) 
такое, что хп —>а, п —> оо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Начнем с того, что докажем, что фун
даментальная последовательность ограничена. В самом деле, положим 
е = 1  и подберем, согласно условию Коши, число п0 =  п0 (1) так, что

Iхп ~ х т I <  1 Чп, т > п0,

х) О. Л . Коши (1789— 1857)— французский математик. В его тру
дах впервые определены основные понятия математического анализа 
(предел, непрерывность, интеграл, , , , )  так, как это принято в со
временной математике.
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откуда
1 ^  I * п  * m  I ^  *  I * п  I I х т |

ИЛИ

1 +  1*11.1 г* 1*1.1 Vn, т > п0. (1)
Зафиксируем т > п0 и обозначим

М =  шах { 1 + |  л:*, |, | лт„ |},
п  <  п„

т. е. максимум чисел \ х п \, где л«С/г0, и числа 1- \ - \хт \. Тогда 
в силу (1)

М ^ \ х п | V n £ N ,
и ограниченность последовательности {хп} доказана.

По теореме Больцано — Вейерштрасса из ограниченной последо
вательности {*„} можно выделить подпоследовательность схо* 
дящуюся к некоторому (конечному) числу а, т. е.

lim х п = а .  
к -* <е *

Покажем, что в данном случае не только эта подпоследователь
ность, но и вся последовательность имеет предел а:

lim хп =  а.
П  —*• ОО

В самом деле, согласно условию Коши, которому удовлетворяет 
наша последовательность, для любого е >  0 найдется п0 такое, что

I *п— х т | <  е/2 V/г, т >  п0. (2)

С другой стороны, в силу того что х„к —> а, k — ► оо, можно ука
зать такое k0, что

\х„ к— а | <  е/2 V* >  к0.

Учитывая, что п к — >• оо при k — ► оо, можно найти такое >  k0, 
что n kl >  п0. Поэтому

\*пк —  а |  <  е /2. (3)

В силу (2), где надо положить т =  пк1, и (3) имеем 

I х п а | =  | хп -*'пд1 +  *л£1 а | ^

< | * п — *nt i | +  | * nft]— а|< - |- + - |- = е  \ / п > п 0, 

и мы доказали, что последовательность {хп} имеет предел, равный а.

Итак доказана
Т е о р е м а  1 ( к р и т е р и й  К о ш и  с у щ е с т в о в а 

н и я  п р е д е л а ) .  Д ля  того чтобы последовательность 
действительных чисел \х п\ имела конечный предел, необхо
димо и достаточно, чтобы она была фундаментальной 
(удовлетворяла условию Коши).



§ 2.12. Полнота и непрерывность множества
действительных чисел

В предыдущих параграфах мы доказали ряд свойств 
действительных чисел, важнейшие из которых мы пере
числяем:

1) Существование предела у ограниченной монотонной 
последовательности (§ 2.5, теорема 1).

2) Принцип вложенных отрезков (§ 2.7, теорема 1).
3) Существование точной верхней грани у произволь

ного ограниченного множества (§ 2.8, теорема 1).
4) Сходимость фундаментальной последовательности 

к пределу (критерий Коши, § 2.11, теорема 1).
Хотя перечисленные свойства и выглядят различно, 

на самом деле между ними имеется глубокая внутренняя 
связь. Не так уж трудно показать, что утверждения 1)— 4) 
(при наличии свойств I — IV  числа) эквивалентны между 
собой, т. е. из любого из них следуют три остальные. 
В этой книге было показано, что из 1) (или, что все равно, 
свойства V, см. § 1.6) и свойств I — IV  следуют 2), 3), 4).

Свойства 1) — 4) называются еще свойствами непрерыв
ности или полноты множества всех действительных чисел.

Чтобы уяснить их роль, рассмотрим множество только рацио
нальных чисел, которое обозначим через Q.

Свойства I — IV  для рациональных чисел выполняются. Однако 
свойство V  и, следовательно, любое из свойств 1) — 4) для рацио
нальных чисел, вообще говоря, не выполняются.

Поясним это на примере. Для этого нам будет удобно опериро
вать также и множеством всех действительных чисел, которое обоз
начим через R.

Зададим бесконечную непериодическую десятичную дробь
а = tfo’̂ 1 2̂^3 • • • •

Таким образом, а — иррациональное число, т. е. а £  R , но а~£ Q. 
Дробь а порождает последовательность срезок

d n)= a0,a i. . .  ап (п=  1, 2, . . . )
— рациональных чисел,— не убывающую и ограниченную сверху 
целым числом о0+1 Не существует рационального числа, к кото
рому наша последовательность рациональных чисел {а(п>} сходится. 
В  самом деле, мы знаем, что переменная а{п) сходится к а (см. при
мер 9 § 2.1), т. е. к иррациональному числу, а к другому числу 
она сходиться не может.

Мы показали, что свойство 1) в Q, вообще говоря, не 
выполняется.

Нетрудно показать, что и свойства 2), 3), 4) в Q, 
вообще говоря, не выполняются.
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Множество действительных чисел называется полным 
в силу того, что для него выполняется свойство 4), заклю
чающееся в том, что любая фундаментальная последова
тельность чисел сходится к некоторому действительному 
числу.

Множество Q рациональных чисел не является полным. 
Оно содержит фундаментальные последовательности, не 
сходящиеся к рациональным числам. Добавляя к Q ирра
циональные числа, мы получаем пространство действи
тельных чисел, уже полное.



Г Л А В А  3

ФУНКЦИЯ. ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ

§ 3.1. Функция

3.1.1. Ф у н к ц и я  от одной переменной. Пусть 
Е — множество чисел и пусть в силу некоторого вполне 
определенного закона каждому числу дг из Е  приведено 
в соответствие (одно) число у, тогда говорят, что на Е  
задана функция, которую записывают так:

y = f(x ) (*£ £ ). (1)
Говорят еще, что у есть функция одной переменной х, 

заданная на Е, потому что можно, как мы увидим ниже, 
рассматривать функции многих переменных. Это определе
ние функции предложено Н. И. Лобачевским и Дирихле1). 
Множество Е  называют областью задания или определения 
функции f(x). Говорят также, что задана независимая 
переменная х, которая может принимать частные значе
ния х из множества Е, и каждому х £ Е  в силу упомя
нутого закона приведено в соответствие определенное 
значение (число) другой переменной у, называемой функ
цией или зависимой переменной. Независимую переменную 
называют аргументом.

Для выражения понятия функции употребляют геомет
рический язык. Говорят, что задано множество Е  точек х 
действительной прямой— область определения или задания 
функции— и закон, в силу которого каждой точке х £ Е  
приводится в соответствие число y = f(x).

Если мы хотим говорить о функции как о некотором 
законе, приводящем в соответствие каждому числу х £ Е  
некоторое число у, то достаточно ее обозначить одной

*) Н. И. Лобачевский (1792— 1856)— великий русский математик, 
создатель неевклидовой геометрии, Лежен Дирихле (1805— 1859) — 
немецкий математик.
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буквой f. Символ /(х) обозначает число у, которое в силу 
закона f  соответствует значению xg£ . Если, например, 
число 1 принадлежит области £ задания функции /, то 
/(1) есть значение_функции / в точке х=1. Если 1 не 
принадлежит £ (1££ ), то говорят, что функция / не оп
ределена в точке х = 1.

Множество Е х всех значений y = f(x ), где х £ £, назы
вается образом множества Е  при помощи функции /. 
Иногда пишут в таком случае 'Е х = /(£). Но это обозна
чение надо употреблять с осторожностью, по возможно
сти разъясняя его всякий раз, когда оно употребляется, 
чтобы не было путаницы с обозначением y = f(x), где х 
есть произвольная точка (число), принадлежащая множе
ству Е, а у — соответствующая ей при помощи функции 
(закона /) точка множества Е х. Говорят еще, что функ
ция / отображает множество Е  на множество £,.

Если образ £j = / (£ )c/4,  где А — множество чисел, 
вообще не совпадающее с £j, то говорят, что функция / 
отображает Е  в А.

Для функций f и ср, заданных на одном и том же 
множестве £, определяются сумма / + <р, разность / — ф, 
произведение /чр, частное //ср. Это новые функции, значе
ния которых выражаются соответствующими формулами

f(x ) + <p(x), f(x) — (p(x), f(x ) (р(х), (х££ ), (2)

где в случае частного предполагается, что ср(х)=т̂ 0 на £.
Для обозначения функции употребляют и любые дру

гие буквы: £, Ф, V, . . . ,  так же как вместо х, у можно 
писать г, и, v, . . .  .

Если функция / отображает множество £ в £1( а функ
ция F  отображает множество £х в множество £г, то функ
цию г = F  (/ (х)) называют функцией от функции, или слож
ной функцией, или суперпозицией f и F. Она определена 
на множестве £ и отображает £ в £2.

Возможна сложная функция, в образовании которой 
участвует п функций: z = F 1(F 2(F 3( . .. (£„(х)) ...))).

Практика доставляет нам много примеров функций. 
Например, площадь S круга есть функция его радиуса г, 
выражаемая формулой S = nr2. Эта функция определена, 
очевидно, на множестве всех положительных чисел г.

Можно, не связывая вопрос с площадью круга, гово
рить о зависимости между переменными S и г, выражен
ной формулой 5 = лл2. Функция 5 = ф(г), заданная этой
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формулой, определена на всей действительной оси, т. е. 
для всех действительных чисел л, не обязательно только 
положительных.

Ниже приводятся примеры функций, заданных фор
мулами:

1) У = У  1— х\ 2) t/ = lg(l + *), 3) у — х— 1,
Л \4) У = — Г Г ’ г/ = arcsinл:.

Мы имеем в виду действительные функции, принимающие 
действительные значения у для действительных значений 
аргумента х. Нетрудно видеть, что областями определе
ния приведенных функций являются соответственно:

1) отрезок [— 1, 1] = {— 1 ^  ^  1};
2) множество х > — 1;
3) вся действительная ось;
4) вся действительная ось, из которой исключена 

точка х =1;
5) отрезок [— 1, 1].
Функции, определяемые в примерах 1) и 2), можно 

рассматривать как функции от функции: 1 )у —Уги, и = 1—v, 
и = х2; 2) y = \gu, u = l+x.

Важным средством задания функции является график. 
Зададим прямоугольную систему координат х, у (рис. 11), 
на оси х отметим отрезок [а, Ь\ и у. 
изобразим любую кривую Г, обла
дающую следующим свойством: ка
кова бы ни была точка х£]а, Ь], 
прямая, проходящая через нее 
параллельно оси у, пересекает кри
вую Г  в одной точке А. Такую за- -- 
данную в прямоугольной (декар- " 
товой) системе координат кривую Г 
мы будем называть графиком. Гра
фик определяет функцию y — f(x) на отрезке [а, b] следующим 
образом. Если х есть произвольная точка отрезка [a, ft], 
то соответствующее значение y = f{x ) определяется как 
ордината точки А (см. рис. 11). Следовательно, при по
мощи графика дается вполне определенный закон соот
ветствия между х и у — f (х).

Мы задали функцию при помощи графика на множе
стве Е, являющемся отрезком [а, Ь]. В других случаях Е  
может быть интервалом, полуинтервалом, всей действи-
3 Я. С. Бугров, С. М. Никольский
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тельной осью, множеством рациональных точек, принад
лежащих к данному интервалу, и т. д.

Зададим на некотором интервале (а, Ь) функцию / (х) 
и произвольное (постоянное) число аф О . С помощью а 
и / можно сконструировать ряд функций! 1) а/(я);
2) f(x) + а; 3) f (х— а); 4) /(ах). Функции 1) и 2) опре; 
делены на том же интервале (а, b). Ординаты графика 
функции 1) увеличены в а раз сравнительно с соответст
вующими ординатами f(x). График функции 2) получается 
из графика / поднятием последнего на величину а, если 
а > 0  и опусканием на |а|, если а < 0; график же функ
ции 3) получается из графика f путем сдвига последнего 
вправо на величину а, если а > 0  и влево на |а|, если 
а < 0. Наконец, функция 4) при а > 0 определена, оче
видно, на интервале (а/а, b/а); график ее получается из 
графика / путем равномерного его сжатия в а  раз.

Функцию / называют четной или "нечетной, если она 
определена на множестве, симметричном относительно 
нулевой точки, и обладает на нем свойством f ( — x) = f(x) 
или свойством / (— дг) = — f (х).

График четной функции, очевидно, симметричен отно
сительно оси у, а график нечетной функции симметричен 
относительно начала координат. Например, хгк (k— нату
ральное), cos х, lg/xl, V^l -t-A4, /(1 д: I)— четные функции, 
a x2k+1(k ^ 0 — целое), sinx, x l^ l+ x 2, х/(|6х|) — нечет
ные функции.

Нетрудно видеть, что произведение двух четных или 
двух нечетных функций есть функция четная, а произве
дение четной функции на нечетную есть нечетная функ
ция.

Конечно, большинство функций не четны и не нечетны.
Г рафик функции у — f (х), х £ Е , можно определить 

еще как совокупность точек (х, f(x)) с абсциссой х и ор
динатой f (х), где х 6 Е.

Функция f называется возрастающей (неубывающей) 
на Е, если для любых xt, х2£ Е , для которых xt < х2, 
выполняется неравенство f(x i)< .f(x 2) (/ (xt) ^ /  (ха)).

Функция / называется убывающей (невозрастающей) 
на Е, если для любых х,, х2 £ Е, для которых х, < х2, 
выполняется неравенство / (х,) > / (х2) (/(xt) > / (х 2)).

Функция / называется ограниченной (неограниченной) 
на Е, если ее образ E 1= f(E ) при помощи / есть огра
ниченное (неограниченное) множество.



Например, функция у=  l /х убывает и не ограничена 
на (0, с»), но ограничена на [1, <х>).

Функция /, определенная на всей вещественной оси, 
называется периодической с периодом Т  > 0, если f (х) =* 
~/(х  + Г) V*.

Можно говорить также о функции, периодической с пе
риодом Т на интервале (а, Ь) (сегменте [а, £>]), если ра
венство

/(*) = / (х + Т)

верно для всех таких х £ (а, Ь) (или 
[a, Ь1), для которых х + Т £ (а , Ь)
([о, Ь}).

Например, функция sinx пери
ода 2я. Функция sinmx, гдem £ N, 
тоже периода 2л, но она также Рис. 12.
имеет меньший период Т = 2л/т.

При м ер  6. Функция (сигнум х или знак х)
( х> 0 , 

у -г sign х =* j 0, * = 0,
{ — 1, х < 0

задана на бесконечном интервале (— оо, оо). Она нечет
ная. Образ ее есть мнжество, состоящее из трех точек! 
1, 0, -1 .

П ри м ер  7. Функция
J  ха+1, * < 0 ,

\ sinx, х > 0,
имеет график, изображенный на рис. 12. Она убывает на 
(— оо, 0) и имеет период 2л на (0, оо). Эта функция на 
различных частях области ее определения задана различ
ными формулами.

Функция может быть задана в виде таблицы. На
пример, мы могли бы измерять температуру Т воздуха 
через каждый час. Тогда каждому моменту времени 
£ = 0, 1,2, . . . ,  24 соответствовало бы определенное число 
Т в виде таблицы:

S 8.1. Ф У Н К Ц И Я  67

t 0 1 24

т То Т, 2̂4

3*
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Таким образом, мы получили бы функцию T — f ( t ), 
определенную на множестве целых чисел от 0 до 24, 
заданную таблицей.

Если функция у — f (х) задана на некотором множе
стве Е  формулой, то всегда можно считать, что ей соот
ветствует вполне определенный график, определяющий 
геометрически эту функцию. Обратное совсем не ясно: 
если функция задана произвольным графиком, то может ли 
она быть выражена некоторой формулой? Это очень слож
ный вопрос. Чтобы ответить на него, надо отдать себе 
отчет в том, какой смысл мы вкладываем в слово фор
мула. Выше, когда мы говорили, что данная функция 
у = f {х) выражается формулой, мы молчаливо считали, что 
при этом у получается из х при помощи конечного числа 
таких операций, как сложение, вычитание, умножение, 
деление, извлечение корня той или иной степени, лога
рифмирование, взятие операции sin, cos, arcsin и других 
алгебраических и тригонометрических операций.

Математический анализ дает средства для значитель
ного расширения понятия формулы. Весьма важным таким 
средством является разложение функции в бесконечный 
ряд по элементарным функциям.

Многие, а может быть и все, встречающиеся на прак
тике функции могут быть изображены формулой, пред
ставляющей собой некоторый бесконечный ряд, членами 
которого являются элементарные функции, которые будут 
определены ниже. Но сейчас об этом говорить не время. 
Мы еще не готовы к этому.

Так или иначе, задана ли функция f(x) формулой или 
же другим каким-либо способом, например при помощи 
графика, она уже может служить объектом изучения 
средствами математического анализа, если она удовлетво
ряет некоторым дополнительным общим свойствам, таким, 
как непрерывность, монотонность, выпуклость, дифферен- 
цируемость и др. Но об этом будет идти речь впереди.

Важнейшим средством изучения функции является 
понятие предела, являющееся основным понятием матема
тического анализа. Данная глава посвящена этому по
нятию.

Если каждому числу х, принадлежащему данному 
множеству Е  чисел, в силу некоторого закона соответст
вует определенное множество ех чисел у, то говорят, что 
этим законом определена многозначная функция y = f(x). 
Если окажется, что ех для каждого х £ Е  состоит только
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из одного числа у, то мы получим однозначную функ
цию.

Однозначную функцию называют просто «функцией» 
без добавления прилагательного «однозначная», если только 
это не приводит к недоразумениям.

Алгебра и тригонометрия доставляют нам примеры 
многозначных функций; такими являются функции ± У  х, 
Arcsin х, Arctg х, . . .  .

Функция ± Y х определена для х ^О . Она двузначна 
для х > 0: каждому положительному х соответствует два 
действительных числа (отличающихся друг от друга зна
ками), квадраты которых равны х. Впрочем, символ 
] / х (k >= 2, 3, .. .) мы будем понимать всюду, если это 
не оговорено особо, как арифметическое значение корня 
£-й степени из х^>0, т. е. как неотрицательное число, 
k-я степень которого равна х (см. § 3.8). Что же касается 
функции Arcsinх, то она бесконечнозначная. Она приво
дит в соответствие каждому значению х из отрезка [ — 1, 1] 
бесконечное множество значений у, которые могут быть 
записаны по формуле

У = (— 1)*arcsinx + kn (k — 0, ±1, ±2, .. .) .
3.1.2. Ф у н к ц и и  многих переменных. Выше 

мы говорили о функциях от одной переменной. Но можно 
говорить также о функциях двух, трех и вообще п пере
менных.

Функция от двух переменных определяется следующим 
образом. Рассматривается множество Е  пар чисел (х, у). 
При этом имеются в виду упорядоченные пары. Это зна
чит, что две пары (х17 уг) и (х2, у2) считаются равными 
(совпадающими) тогда и только тогда, когда х1 = х2 
и у, = у̂ - Если в силу некоторого закона каждой паре 
(х, у )£ Е  приведено в соответствие число г, то говорят, 
что этим определена на множестве Е  функция z — f(x, у) 
от двух переменных х и у.

Так как каждой паре чисел (х, у) соответствует на 
плоскости, где введена декартова система координат, точка 
с абсциссой х и ординатой у, и, наоборот, каждой точке, 
таким образом, соответствует пара (х, у), то можно гово
рить, что наша функция f(x, у) задана на множестве Е  
точек плоскости.

Функцию z = f(x, у) от двух переменных изображают 
в трехмерном пространстве, где задана прямоугольная
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система координат х, у, г, в виде геометрического места 
точек (х, у, f(x , у)), проекции которых (х, у) принадле
жат множеству Е  определения f.

Например, таким геометрическим местом для функции
z = V \ — хг— уг (хг + у* <  1),

является верхняя половина шаровой поверхности радиуса 1 
с центром в нулевой точке.

В этом же духе можно определить функцию трех пере
менных. Областью ее определения может теперь служить 
некоторое множество упорядоченных троек чисел (х, у, г) 
или, что все равно, соответствующих им точек трехмер
ного пространства, где введена декартова система координат.

Если каждой тройке чисел -(точке трехмерного прост
ранства) {х, у, z )£ E  в силу некоторого закона соответ
ствует число и, то говорят, что этим на Е  определена 
функция u = F(x , у, г).

Аналогично можно рассматривать множество Е  упоря
доченных систем (xlt .. ., хп) из п чисел, где п— заданное 
натуральное число. Опять, если каждой такой системе, 
принадлежащей Е, соответствует в силу некоторого закона 
число г, то говорят, что г есть функция от переменных 
xlt . . . ,  хп, определенная на множестве Е, и записывается 
эта функция в виде z — F(x i , . . . ,  хп).

В случае п > 3 в наЛем распоряжении уже нет реаль
ного n-мерного пространства, чтобы использовать его для 
изображения систем (хг, хп) в виде принадлежащих 
ему точек. Но математики выдумали n-мерное простран
ство, и оно им благополучно служит, и притом не хуже, 
чем реальное трехмерное пространство. Именно, п-мерным 
пространством называется множество всевозможных си
стем п чисел (xit . . . ,  хп).

Если две функции / и ф от п переменных заданы на 
одном и том же множестве Е  систем (х1( . . . ,  хп)— точек 
n-мерного пространства,— то можно определить сумму 
/ + Ф> разность /— ф, произведение /ф и частное //ф как 
функции, определенные на Е  при помощи равенств, ана
логичных равенствам (2), где надо только числа х заме
нить системами .. ., хп). Естественным образом 
определяются также сложные функции такие, как 
f (ф (х, у), ф(л:, у, г)) = F (х, у, г), где (х, у, г)--тройки 
чисел, принадлежащих некоторому множеству троек.

Ниже приводится несколько примеров функций многих 
переменных, заданных посредством элементарных формул.



§3.1. Ф У Н К Ц И Я 71

П р и м е р  8. u =  Ax-\-By-\-Cz-\-D, где А, В , С, D  — заданные 
постоянные действительные числа, есть линейная функция от трех 
переменных (х , у, г). Она задана на всем трехмерном пространстве. 
Более общая линейная функция от п переменных (xlt хп) за.

дается формулой ы= ^  где о*, ап, Ь — заданные по-
i=i

стоянные числа. Эта функция определена в любой точке (х,........хп)
n-мерного пространства, или, как еще говорят, на всем п-мерном 
пространстве.

П р и м е р  9. z = lg | ^ l— х2— уг. Эта действительная функция 
вадана на области, представляющей собой круг радиуса 1 с центром 
в (0, 0), из которого удалены все граничные точки, т. е. точки 
окружности радиуса 1 с центром (0, 0). Для этих точек наша функ
ция не определена, потому что IgO не имеет смысла.

П р и м е р  10. Функция

геометрически изображается двумя параллельными полуплоскостями, 
не связанными между собой. Расположение их по отношению к си
стеме координат х, у, г очевидно.

Функция от одной переменной может быть задана не
явным образом при помощи равенства

где F  есть функция от двух переменных х н у .
Пусть на некотором множестве G точек (х, у) задана 

функция F. Равенство (3) определяет некоторое подмно
жество Q множества G, на котором функция F  равна 
нулю. Конечно, в частности, Q может быть пустым мно
жеством. Пусть Q— непустое множество, и пусть Е — мно
жество (очевидно, непустое) таких значений х (чисел), 
которым соответствует хотя бы одно у так, что пара х, у 
принадлежит Q. Таким образом, Е  есть множество всех 
чисел х, каждому из которых соответствует непустое мно
жество ех чисел у так, что (х, у) £ Q, или, что все р-вно, 
так, что для указанной пары (х, у) выполняется равен
ство (3). Этим определена на множестве Е  некоторая 
функция у*=ц>(х) от х, вообще говоря, многозначная. 
В таком случае говорят, что функция ф определена неявно 
при помощи равенства (3). Для нее, очевидно, выполняется 
тождество

П

для j/3s 0, 
для у < 0

F(x, у) *= 0, (3)

F  (х, ф(х)) =  0 для всех х £ Е .

По аналогии можно также определить функцию х ■* г|> (у) 
от переменной у, определяемую неявно при помощи
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равенства (3). Для нее выполняется тождество
У) =  °  Для всех у£ .Ех,

где £j — некоторое множество чисел. Говорят еще, что 
функция у — <р(х) ( и л и  х = я|э(1/)) удовлетворяет уравне
нию (3). Функцию х = я|)(у) называют обратной по отно
шению к функции у — ф ( х ).

П ри м ер  11. Уравнение
x2 + if  = r2, (4)

где г > 0, неявно определяет двузначную функцию от 
одной переменной;

y = ± iV r% — х8 (— г ^ х г ^ г ) ;
впрочем, при х = ± г  она однозначна. Естественно счи
тать, что эта двузначная функция распадается на две 
непрерывные однозначные функции у=-\-Угг*— х* и у = 
= — У  г2— х2 (— л ^ х ^ г ) .  Графики их (полуокружности) 
в совокупности дают окружность радиуса г с центром 
в начале координат. Эта окружность есть геометрическое 
место точек, координаты (х, у) которых удовлетворяют 
уравнению (4). Но можно, пользуясь формулой (4), кон
струировать различные однозначные (разрывные) функции, 
удовлетворяющие уравнению (4). Например, такой является 
функция

Л- V r2— х2, — г ^ х < 0 ,
 ̂ \ — V  Гг — X2, О г ^ Х ^ Л

3.1.3. П о л я р н а я  система  координат .  В пло
скости зададим луч 0L (полярную ось), выходящий из 
точки О— полюса полярной системы координат (рис. 13, а).

Положение произвольной точки А (отличной от точки О) 
плоскости однозначно определяется парой чисел (0, р) — ее 
полярными координатами, где р— расстояние А до О, 
а в— выраженный в радианах угол между О А и 0L. Если 
угол 0 отсчитывается против часовой стрелки от прямой OL, 
то он считается положительным и может изменяться от О 
до + оо. Если угол 0 отсчитывается по часовой стрелке, 
то он считается отрицательным и может изменяться от
— оо до 0. Точка О исключительная. Она определяется 
парой (0, 0), где 0— произвольное число.

Пусть в плоскости, наряду с прямоугольной системой 
координат х, у с началом в точке О, введена полярная
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система координат 0, р, так что полярная ось и положи
тельная ось х совпадают. Тогда полярные координаты 
(О, р) произвольной точки А плоскости преобразуются

в декартовы координаты (х, у) этой точки по формулам 
(рис. 13, б)

x = pcos0, j/ = psin0. (5)

Равенства (5) называют формулами преобразования по
лярных координат, в декартовы.

Функциональную зависимость р = / (0), заданную на 
некотором множестве Е  значений 0, можно интерпретиро
вать как множество точек (0, р) плоскости в полярной 
системе координат, где в £ Е ,  р = /(д).

Многие кривые на плоскости могут быть описаны в по
лярных координатах соответствующими функциями р = /(0) 
(многозначными или однозначными). Ясно, что в область 
определения функции р = /(0) входят только те значения 
угла 0, при которых / (0 )^0 .
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Построение графика функции р = /(0) можно осущест
вить по точкам. При данном 0 проводим луч из точки О 
под углом 0 к полярной оси и затем на этом луче отме
чаем точку Л*=(0, /(0)) графика функции, находящуюся 
на расстоянии р = /(0) от точки О.

Простейшей функцией в полярной системе координат 
является постоянная функция р = с. Очевидно, что ее гра
фиком является окружность радиуса с с центром в точке О.

Другой пример р = 0 ( 0 ^ 0  < оо) (рис. 13, в). Это 
спираль, раскручивающаяся из полюса О.

Функция р = 2е (— оо < 0 < оо) описывает в полярных 
координатах спираль Архимеда (рис. 13, г). Отметим, что 
здесь при 0—►— оо р—►О. Стрелка на графике указывает 
направление движения точки графика при увеличении 
угла 0.

Функция p = 2cos0 ^ о п и с ы в а е т  окруж
ность радиуса единица с центром в точке 0Х = (0, 1) (см. 
рис. 13,3).

Наконец, функция

P==cos (0 —60) ( 0 ^ ( 0о— '2 '  0о+~2 )  ’ Ро > ° )

описывает такую прямую, что опущенный на нее из по
люса О перпендикуляр имеет длину р0 и образует с поляр
ной осью угол 0О (рис. 13, е).

§ 3.2. Предел функции

Число А называется пределом функции f в точке а, 
если она определена на некоторой окрестности а, т. е. на 
некотором интервале (с, d), где с < а < d, за исключением, 
быть может, самой точки а, и если для всякого е > 0 
можно указать зависящее от него б > 0 такое, что для 
всех х, для которых 0 < | х— а \ < б, имеет место неравенство

1/М — А | <е.
Тот факт, что А есть предел f в точке а, принято запи
сывать следующим образом:

lim f(x ) — A или f(x ) —>- А (х—>а).
х а

Другое определение предела функции в точке может 
быть высказано в терминах пределов последовательностей.
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Число Л называется пределом функции в точке а, если 
она определена на некоторой окрестности точки а, за 
исключением, быть может, самой точки а, и если предел 
последовательности {/(*„)} существует и равен Л, какова 
бы ни была последовательность \хп\, сходящаяся к а и такая, 
что хпФ а  для всех п. Таким образом,

lim /(*„) = Л.
хп -* а 
*п Ф  “

Здесь считается, как и в других подобных случаях, 
само собой разумеющимся, что сходящаяся к а переменная хп 
пробегает значения, для которых f (х) определена.

Высказанные определения эквивалентны. В самом деле, 
пусть функция / имеет предел в смысле первого опреде
ления, и пусть задана переменная хп, не равная ни при 
каком п числу а и стремящаяся к а. Зададим е и подбе
рем б так, как это сказано в первом определении. Затем 
подберем натуральное п0 так, чтобы | хп— а | < б для п > п0. 
Но тогда

|/(*„) — Л | <6 для п > п 0,
а это значит, что последовательность чисел {f(x n)\ стре
мится к Л, и так как это свойство верно для любой’ 
сходящейся к а последовательности \хп\, лишь бы хпФ а  
и все хп принадлежали к области определения функции, 
то доказано, что из первого определения предела следует 
второе.

Наоборот, пусть функция f (х) имеет предел в смысле 
второго определения. Допустим, что при этом она не имеет 
предела в смысле первого определения. Это значит, что 
существует хотя бы одно е, которое мы обозначим через е0, 
для которого нельзя подобрать нужное б, т. е. для любого б 
среди х, удовлетворяющих соотношениям 0 < | х — а|<б,  
должно найтись хотя бы одно х — хЛ> такое, что для него

В качестве б мы берем все числа вида 6=1/6 (д = 1,
2, . ..)  и для каждого из них найдем точку хк — х<6\ для 
которой

■a l<  W  (хкФ а )
и

| / (х * ) - Л |> е 0 (А=1, 2, . . . ) .  ^
Из этих соотношений видно, что хк—*а (хкФ а ), в то 

время как f(x k) заведомо не стремится к числу Л. Таким



образом, допущение, что из второго определения предела 
не следует первое, приводит к противоречию. 

Эквивалентность двух определений доказана. 
Выражение предел функции в точке а часто заменяют 

выражением предел функции при х, стремящемся к а или, 
короче, предел функции при х—* а. Если угодно, это выра
жение больше соответствует духу понятия предела потому, 
что выражение lim f(x ) говорит о поведении функцииX -► а
в малой окрестности точки а, из которой выбрасывается 
точка а. Оно говорит о том, что если х приближается 
к а по любому закону, оставаясь не равным а, то Соот
ветствующее значение f(x) в свою очередь приближается 
к А, т. е. делается как угодно близким к А.

П р и м е р  1. Рассмотрим функцию /(х) = (хг—4)/(х—2). 
Она определена для всех хф Ч. Попробуем найти ее пре-

__ 4

дел при х —*-2. Для любого х ф 2   ̂= х + 2, а так
как при определении предела при х —>-2 совсем не при
нимаются во внимание значения / в точке х = 2, то

lim Пт (х + 2).
х -* 2 л * *->-2

Это равенство пока написано в том смысле, что если один 
из пределов существует, то существует и второй и равен 
ему. Таким образом, вместо того чтобы вычислять предел 
более сложной функции (х2— 4)/(х— 2), достаточно вычис
лить предел более простой функции х + 2. Этот последний 
при х —► 2, очевидно равен 4. Ведь если подставить в х +  2 
вместо х произвольную переменную х„, стремящуюся к 2, 
то независимо от способа стремления ее к 2

lim (х„ + 2) = 2 + 2 = 4.
Хп -► 2

Вычисления, связанные с нахождением данного предела, 
обычно располагают следующим образом:

lim * ~ 4 = lim (х + 2)= lim x-f- 2 = 4.
* _*. 2 х   ̂ х-*2 к-+ 2

Подчеркнем, что функции / (х) = (xs— 4)/(х— 2) и q> (х) =» 
= х + 2 являются разными функциями. Первая из них 
определена для хф 2 , в то время как вторая определена 
для всех х. Однако при вычислении предела функций при 
х —► 2 нас совершенно не интересует, определены или не 
определены эти функции в самой точке х = 2, и так как
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f{x) = <p{x) для х ф 2 , то
lim / (*) = lim ф (х) = ф (2).

* 2 дг —► 2

П ри м ер  2. Очевидно, что lim хг — 1, потому что,X -*■ 1
если хп—*\, х „ф 1 , то lim х\ — limx„ lim xn— 1 • 1 = 1. 
Этот факт можно доказать и на языке е и б. Определим 
какой-либо интервал, содержащий точку 1, например 
(1/2, 3/2). Для любого х, принадлежащего ему, очевидно, 
выполняется неравенство

|д ._1|  = |* + 1 ||,_ 1  |< 1 |X - 1 | .

Зададим теперь произвольное е > 0 и положим б = 
= m in |y , -jj-ej . Тогда для всех х, удовлетворяющих не
равенству | х— 1 | < б, будет 
иметь место соотношение

I*8— 4 < у  *|-е=:е-

При м ер  3. Функция 
sin (1/х) определена для всех 
значений хфО  и является не
четной (график ее для х > 0 изо
бражен на рис. 14). Она опре
делена, таким образом, в окре- 
стности точки х = 0, за исклю- Рис. 14.
чением самой точки x = 0. Эта
функция не имеет предела при х—>-0, потому что после
довательность отличных от нуля значений хк = 2/я (2*+ 1) 
(k = 0, 1, 2, . . )  стремится к нулю и в то же время

/(**) = ( - ! ) *
не стремится при k —► оо ни к какому пределу.

Введем еще следующее определение. Будем писать
А — lim f (л:).X -*■ ОО

и говорить, что число А есть предел функции f (х) при х, 
стремящемся к бесконечности, если f определена для 
всех х, удовлетворяющих неравенству | х | > /С при неко
тором К  > 0, и для любого е > 0 можно найти число
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М  > К  такое, что | f (х)— А |< е  для всех х, удовлетво
ряющих неравенству |х| > М.

Можно доказать, что это определение эквивалентно 
следующему.

Число А есть предел функции f(x) при х —► оо, если 
функция f(x ) определена для всех х с | х | > М  при не
котором М и

lim f (хп) = А
*п -* ®

для любой сходящейся к оо последовательности \хп\.
Доказательство эквивалентности этих двух определений 

проводится по той же схеме, что и в разобранном выше 
случае предела / в конечной точке а.

Вообще, многие свойства пределов f(x) при х—> а, 
где а— конечное число, и при х—► оо являются анало
гичными. Можно изложить эти свойства единым образом, 
так что изложение будет одновременно относиться как 
к случаю х —у а, где а— конечное число, так и к случаю 
х—► оо. Для этого под буквой а надо понимать^либо число 
(конечное), либо символ оо. Если а есть число, то под 
окрестностью точки а понимается любой интервал (с, d), 
содержащий в себе точку а. Таким образом, окрестность 
(конечной) точки а есть множество всех точек х, удов
летворяющих неравенствам с < г  < d. Если же а = оо (или 
+ оо, или — оо), то под окрестностью а мы условимся 
понимать множество всех х, удовлетворяющих неравенству

| х | > ЬЛ (или х > М, или х < — М, М  > 0).

Мы будем писать
lim / (х) — А,

х —*■ а

где а может быть конечным числом или оо (или + о°, 
или — оо), если функция f (х) определена на некоторой 
окрестности о, за исключением, быть может, самой точки а 
(эта оговорка нужна только в случае конечной точки а), 
и если для любого е > 0  найдется такая окрестность 
точки а, что для всех х, принадлежащих к ней и отлич
ных от а, имеет место неравенство

| f{x) — А | < е.

Это определение объединяет в себе, очевидно, оба 
разобранных выше случая предела /: когда х стремится



к конечному числу а и когда х стремится к оо, + оо,
— оо.

Функция /, для которой lim / (лг) = 0, называется бес•
х —*■ а

конечно малой при х —►а.
Приступим к изложению свойств функции Дх), имею

щей пределы при х—► а, где а есть число или оо, + оо,
— оо. Условимся произвольную окрестность а обозначать 
символом U (а). Легко проверить, что пересечение двух 
окрестностей 0 , (а) и U а(а) есть снова некоторая окрест
ность U (а).

Теорема 1. Если lim / (х) = А, где А — конечное число,
х -+ а

то на некоторой окрестности U (а) функция f (х) огра
ничена, т . е. существует положительное число М такое, 
что

|/(х)[г^М для всех x £ U  (а), хф а .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условия теоремы следует 

существование окрестности U (а), такой, что
1 > \f{x)— A\> \f {x)\— \A\ (x£U (a ), хф а).  

Отсюда для указанных х
|/ (х ) |<Ь+|Л| ,

где надо считать М = 1 +  |Л|. Теорема доказана.
Теорема 2. Если lim /(x) = /4 и А Ф  0 — конечное

х -*■ а
число, то существует окрестность V (а) такая, что 

\f{x)\>\A\/2 (x£U (a), хф а).

Более того, для указанных х
f (х) > А/2, если А > О,

/(х) < А/2, если А < 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условия теоремы следует 

существование для е = | А\/2 окрестности U (а) такой, что
\A\/2> \A-f(x )\> \A\-\f(x )\  (xeU (a ),  хф а),

откуда | / (х) | > | А |/2 для указанных х. Первое из этих 
неравенств можно заменить следующими:

< / ( * ) <  л +  И ! .
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При А > 0 отсюда следует

4 = л - Н 1  < /(*),

а при А < 0 следует

/ (^ )< л + - 4 1 =4>

что и требовалось доказать.
Теорема  3. Если

lim /, (х) = Л*, lim ft (х) = Л,
х -*■ а х -+■ а

и на некоторой окрестности U (а), х ф а ,
/ iW < / s (*).

то  Л, Л2.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть хп—*а, хпфа\ тогда для 

достаточно большого п„ имеет место неравенство
/ i ( * ■ ) < / . ( * « )  ( п  >  п 0)

и после перехода к пределу неравенство Л1 Ла. 
Теорема 4. Если

lim Д (х) — A, liin /а (*) = Л (1)
х -*■ а х -*• а

и на некоторой окрестности U (а), х ф а ,
fi (*) <  Ф /2 (*). (2)

то
lim ф (х) = Л. (3)

х -*• а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть хя —>■ а, ^ а ; тогда при 
достаточно большом л0 для п > п0

А  (*« ) <  Ф ( * „ )  <  /а ( * л)

и в силу (1) существует предел ф(ж„), равный Л, а так 
как \хп\ есть произвольная сходящаяся к а последователь
ность, то имеет место (3).

Т еорем а  5 ( критерий  К о ш и  с у щ е с т в о в а 
ния  предела).  Для того чтобы существовал предел 
(конечный)  lim / (дс), необходимо и достаточно, чтобы функ-

х -*■ а
ция f (х) была определена в окрестности а, за исключе
нием, быть может, самой точки а, и для всякого е > 0
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''существовала такая окрестность U (а), что, каковы бы 
ни были точки х ' , д г 'С Щ а ),  х ' , х ? ф а ,

|/ ( * ' ) - / ( Л  |<е.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть lim f(x ) — A, где А — конечное

х -*■ а
число; тогда существует окрестность а, где / (х) определена, за 
исключением, быть может, самой точки а. Кроме того, для любого 
8 > 0 найдется такая окрестность U  (а), что если х £ U (а), х Ф  а, 
то | / (дс) — А | < е/2- Пусть х ', х” £  U (а) и х ',  х" Ф  а; тогда -

| / ( * ' ) - Н Л  | < | / ( * ' ) - Л Ж Л - / ( * ’)1 < 4 + | -  =  е.

и мы получили, что условие теоремы необходимо.
Докажем достаточность этого условия. Пусть функция / (х) опре

делена в некоторой окрестности а, за исключением, быть может, 
самой точки а, и пусть для любого е > 0 можно указать окрестность 
U (а) такую, что | / (х ')— / (дс") | < е для всех х ',х " £ U (а), х ', х" Ф  а. 
Зададим произвольную последовательность {* „ } , х „Ф  а (п— 1,2, . . . ) ,  
стремящуюся к а. Тогда, согласно критерию Коши, для последова
тельности, стремящейся к пределу, найдется число п0 такое, что 
для п, т  > п0 будет дс„, дсот (= U (а). Но тогда

11 (хп) — / (*т) I < е (л, т >  п0), 
и последовательность {/ (х„)) удовлетворяет критерию Коши и, сле
довательно, имеет предел.

Мы доказали следующее свойство рассматриваемой функции /: 
для любой сходящейся к а последовательности чисел хп Ф а сущест
вует lira / (*„). Из этого свойства автоматически следует, что пределы 
11т /(*л), соответствующие разным сходящимся к а последователь
ностям, равны между собой. Но тогда существует lim f (х). В самом

х - * а
деле, пусть хп — >-а, хп — *■ а; х„, хп Ф  a (n=  1, 2, . . . ) .  Тогда по 
доказанному существуют числа А и А ' такие, что / (х„) — ► А 
и f (х'п) — ► А '. Составим новую последовательность: {* 1, х'1г х2, хг, 
х3 Она сходится к числу а. По доказанному выше должна
сходиться к некоторому числу и соответствующая последовательность 
{/ (* i), / (*О, К х г) , ! ( х г), . • . Но это возможно, только если А — А'. 
Таким образом, А =  А '. Теорема доказана.

Теорем а  6. Пусть
lim f ( x)  =  A, lim ф (х) =  В,

х  - ►  а х -*■ а

где А и В — конечные числа. Тогда
lim [/ (х) ±  ф (дс)] =  А ±  В, lim Г/ (дс) ф (дс)] =  АВ

х  —*■ а х  - * •  а  ‘

и при условии, что В Ф  О,

i i _  / (*) А
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Докажем для примера второе равенство. Пусть х„—►а, 
хпф а  (п=  1,2, . . . ) ;  тогда

lim /(*„)== Л, 1шф (х„) = £,
но так как предел произведения двух переменных, про
бегающих последовательности, равен произведению их 
пределов, то

lim [/ (л-J ф-(х„)] == lim f (хп) lim ф (хп) = АВ.

Это равенство доказано для любой переменной хп—<- а, 
хпФ а ,  поэтому lim [/(*) ф (*)] = АВ.

х —► а
По определению lim / (х) = оо, если функция / (х) опре-

х -*■ а
делена на некоторой окрестности а, за исключением, быть 
может, самой точки а, и если для всякого положитель
ного числа М найдется такая окрестность U (а) точки а, 
что

|/(х) | > М (*€  U (а), х Ф  а).
Функцию, для которой Нт/ (х )  = оо, называют беско-

х а
ненно большой при х —► а.

Если lim f{x) = оо и в некоторой окрестности точки а
х а

функция f (x )>  0 (соответственно f(x)<.0), то еще пишут 
lim /(*) = + оо /соответственно lim } (х )~  — оо V

х -*■ а \ х -*■ а ]
Легко доказать следующие теоремы.
Теорема  7. Если функция f (л:) удовлетворяет на 

некоторой окрестности а неравенству
| / (х) | > М > О, 

а для функции ф (х) имеет место
lim ф (л-) = 0 (ф (л:) Ф  0 для х Ф  а),
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Следствие.  Если ф (х)—<-0 (х—>-а, ср(х)фО), то  

lim 1
х-*-а ф М

и если (р(х)—>• оо (х—у а, ц>(х)ф0), то

lim —|-г = 0.

Можно еще определить предел функции f в точке а 
(конечной) справа (слева).

По определению число А называется пределом функции f 
в точке а справа (слева), если она определена на некото
ром полуинтервале (а, Ь] ([Ь, а)) и для нее существует

lim / (хп) = A f  соответственно lim f (хп) = А
д„-»а I хп-*а
Хп>а \ *п<а

для любой указанной последовательности {*„}.
Предел справа (слева) функции / в точке а принято 

обозначать так1
/(я + 0) = lim / (х), (4)

х-+а
х> а

f (а— 0) = lim / (х). (5)
д:-+а 
х <а

Если f  определена на интервале (а, Ь), то в точке а 
может иметь смысл только число /(а +  0), а в точке Ь — 
только число f (Ь— 0).

Зам ечание .  Равенства
/ (Д + 0) = /(а— 0) = А (6)

эквивалентны существованию предела
lim f(x) = A. (7)
х~*-а

В самом деле, (6) можно выразить так: Ve > 0 Зб > 0: 
\f (х)— А \ <е, Vx: 0<|л:— а |< б ,  х>  а\ \f(x)—  Л | < е, 
Vjc: 0 < | х — а|< б ,  х < а. Но это можно выразить более 
кратко: Ve > 0 36 > 0) | / (х)— А | <е, Vx: 0 < | х— а \ < б, 
что эквивалентно (7).
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§ 3.3. Непрерывность функции

На рис. 15, а изображен график функции y = f (х) 
( а ^ х ^ .  Ь). Его естественно назвать непрерывным гра
фиком, потому что он может быть нарисован одним дви
жением карандаша без отрыва от бумаги. Зададим произ
вольную точку (число) л:€[а, Ь\. Близкая к ней другая

Рис. 15.

точка х'£[а, Ь\ может быть записана в виде х' = х-\- Ах, 
где Ах есть число положительное или отрицательное, на
зываемое приращением х. Разность

Af = Ay = f(x  + Ax)— f (х)

называется приращением функции f в точке х, соответ
ствующим приращению Ах. Здесь имеется в виду Аде такое, 
что х+Ал:^ [а, Ь\. На рис. 15, а Ау равно длине отрезка ВС.

Будем стремить Лдс к нулю; тогда для рассматриваемой 
функции, очевидно, и Ау будет стремиться к нулю:

А у—*0  (Дл:—>-0). (1)

Рассмотрим теперь график, изображенный на рис. 15,6. 
Он состоит из двух непрерывных кусков РА  и QR. Однако 
эти куски не соединены непрерывно, и потому график 
естественно назвать разрывным. Чтобы график изображал 
однозначную функцию y — F{x) в точке х0, условимся, что 
F (х0) равно Длине отрезка, соединяющего А и х0\ в знак 
этого точка А изображена на графике кружком, в то время 
как у точки Q нарисована стрелка, указывающая, что Q 
не принадлежит графику. Если бы точка Q принадлежала 
графику, то функция F  была бы двузначной в точке х„.

Придадим теперь х0 приращение Ах0 и определим со
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ответствующее приращение функции:
AF = F  (х0 +  Дx)— F  (х0).

Если мы будем Дл:0 стремить к нулю, то теперь уже нельзя 
сказать, что AF будет стремиться к нулю. Для отрица
тельных Дл:0, стремящихся к нулю, это так, но для поло
жительных вовсе не так: из рисунка видно, что если Дх„, 
оставаясь положительным, стремится к нулю, то соответ
ствующее приращение ДF  при этом стремится к положи
тельному числу, равному длине отрезка Лф.

После этих рассмотрений естественно функцию f, за
данную на отрезке [а, Ь], называть непрерывной в точке х 
этого отрезка, если приращение ее в этой точке, соот
ветствующее приращению Ах, стремится к нулю при любом 
способе стремления Ах к нулю. Это (свойство непрерыв
ности / в х) записывается в виде соотношения (1) или еще 
так:

lim Дг/ = 0. (2)
Дл:-*0

Запись (2) читается так: предел Ау равен нулю, когда Ах 
стремится к нулю по любому закону. Впрочем, выражение 
«по любому закону» обычно опускают, подразумевая его.

Если определенная на [а, Ь] функция f не является 
непрерывной в точке х £ [а, 6], т. е. если для нее не вы
полняется свойство (2) хотя бы при одном способе стрем
ления Дл: к  нулю, то она называется разрывной в точке х.

Функция, изображенная на рис. 15, а, непрерывна в 
любой точке х£[а, b], функция же, изображенная на 
рис. 15,6, очевидно, непрерывна в любой точке b],
за исключением точки х„, потому что для последней со
отношение (2) не выполняется, когда Ах—<-0, оставаясь 
положительным.

Функция, непрерывная в любой точке отрезка (интер
вала), называется непрерывной на этом отрезке (интервале).

Непрерывная функция математически выражает свой
ство, с которым нам приходится часто встречаться на 
практике, заключающееся в том, что малому приращению 
независимой переменной соответствует малое же прира
щение зависимой от нее переменной (функции). Прекрас
ными примерами непрерывной функции могут служить 
различные законы движения тел s = f(t), выражающие 
зависимости пути s, пройденного телом, от времени t. 
Время и пространство непрерывны, при этом тот или иной
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закон движения s = f(t) устанавливает между ними опре
деленную непрерывную связь, характеризующуюся тем, 
что малому приращению времени соответствует малое 
приращение пути.

К абстракции непрерывности человек пришел, наблюдая 
окружающие его так называемые сплошные среды— твер
дые, жидкие или газообразные, например металлы, воду, 
воздух. На самом деле, всякая физическая среда пред
ставляет собой скопление большого числа отделенных друг 
от друга движущихся частиц. Однако эти частицы и рас
стояния между ними настолько малы по сравнению с объ
емами сред, с которыми приходится иметь дело в макро
скопических физических явлениях, что многие такие явления 
можно достаточно хорошо изучать, если считать прибли
женно массу изучаемой среды непрерывно распределенной 
без всяких просветов в занятом ею пространстве. На таком 
допущении базируются многие физические дисциплины, 
например гидродинамика,аэродинамика,теория упругости. 
Математическое понятие непрерывности, естественно, играет 
в этих дисциплинах, как и во многих других, большую 
роль.

Непрерывные функции образуют основной класс функ
ций, с которым оперирует математический анализ.

Примерами непрерывных функций могут служить эле
ментарные функции (см. ниже § 3.8). Они непрерывны на 
интервалах изменения х, где они определены.

Разрывные функции в математике отражают скачко
образные процессы, встречающиеся в природе. При ударе, 
например, величина скорости тела меняется скачкообразно. 
Многие качественные переходы сопровождаются скачками. 
Например, зависимость Q = f(t) между температурой одного 
грамма воды (льда) и количеством Q калорий находяще
гося в ней тепла, когда t изменяется между — 10° и +30°, 
если принять условно, что при — 10° величина Q = 0, вы
ражается следующими формулами:

I 0,5/+ 5, — 10< /< 0 ,
Q(/) = \/ +  85, 0 < /< 3 0 .

Мы считаем, что теплоемкость льда равна 0,5. При 2 = 0 
эта функция оказывается неопределенной — многозначной; 
можно для удобства условиться, что при t = 0 она при
нимает вполне определенное значение, например /(0) = 45. 
Функция Q = f(t), очевидно, разрывная при / = 0, изобра
жена на рис. 16.
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Дадим определение непрерывности функции f в точке.
Функция f (х) называется непрерывной в точке х0, если 

она определена в некоторой окрестности этой точки, в том 
числе в самой точке х0, и если ее приращение в этой 
точке, соответствующее приращению аргумента Ах, стре
мится к нулю при Ах—<-0:

lim Ау — Н т[/ (х 0 + Дх) — /(*«,)] = 0. (3)
Ьх-+0 Ах-+0

Если положить х = х0 +  Дх, то получим следующее эк
вивалентное определение непрерывности / в х0: функция f 
непрерывна в точке х0, если она определена в некоторой 
окрестности этой точки, в том числе в 
самой точке х.,, и если

lim/(x) = /(x0);
X-t-Xo (4)

115

или еще на языке е, б: если для всякого 
е > 0 найдется б > 0 такое, что

\f(x) — f(x0)\<e Vx: \х- <6.
Равенство (4) можно еще записать сле

дующим образом:

85

■10 0  3 0  t

lim f{x) = f /lim xY
*-*■*0 \X-+-X0 J (4 ')  Рис. 16. 

непрерывной функцииОно показывает, что под знаком 
можно переходить к пределу.

П ри м ер  1. Постоянная у = С есть функция, непре
рывная в любой точке х. В самом деле, точке х соответ
ствует значение функции у ^ С ,  точке х +  Дх соответст
вует то же значение у (х +  Дх) = С. Поэтому Ау—у (х+Дх) —
— у(х) = С — С = 0 и

lim 0 = 0.
Дх-̂-0

lim Ау>
Дда-*0

П ример  2. Функция у=*х непрерывна для любого 
значения х, потому что Ау = Ах и, следовательно, А у—>-0 
при Дх—>-0.

П ример  3. Функция y = s'mx непрерывна для лю
бого х.

В самом деле,
| Дг/1 = | sin (x-f Дх)— sin х| о • Ах2 sin ~y  cos

< 2 |sin(Ax/2)|. (5)
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Но для любого а имеет место неравенство
| sin сх | < | ot |. (6)

Если 0 < а < я/2, то это следует из рис. 17, где изобра
жена окружность радиуса 1 (дуга длины 2а больше 
стягиваемой ею хорды, имеющей длину 2sina). При а = 0 
неравенство (6) обращается в равенство. Если же 0 < 
<|а |<л/2,  то |sina| = sin |a|< :|a|. Наконец, если

| а | > я/2, то | sin а | ^  1 < я/2< 
^ | а | .  Из (5) на основании (6) 
следует

|Л</|<2|-=-Ддс,- " |Длг|. Аде | ___sin-g- <12-
|Д*|

т. е.

Но тогда, очевидно, 
lim Аи = 0.

Дх-*-0

Можно еще сказать, что для всякого е > 0 можно 
наити б > 0, именно б = е такое, что

|Д(/|<е VAx: | Длс | < б = е.

Отметим важную теорему.
Теорема 1. Если функции f и ц> непрерывны в точке

х = а, то непрерывны также в этой точке их сумма, раз
ность, произведение и частное (при ф(а)=^0).

Эта теорема непосредственно вытекает из теоремы 6 
§ 3.2, если учесть, что в данном случае

f (а) = lim / (х), ср (а) = lim ф (х).

Справедлива также важная теорема о непрерывности 
функции от функции (сложной функции).

Теорема 2. Пусть задана функция f(u), непрерыв
ная в точке и — А, и еще другая функция и — гр (х), не
прерывная в точке х = а, и пусть ф(а) = Л. Тогда слож
ная функция F  (x) = f [ф (*)] непрерывна в точке х — а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что по определению 
непрерывности функции / в точке А следует, что она опре-



делена в некоторой окрестности этой точки. Поэтому 
lim F  (х) = Ит / [ср (х)] = lim /[«] = / (Л) = f [ф (a)] = F(a).
х-*- а х-*-п и-+ А

Здесь введена подстановка « = ф(х) и учтена непре
рывность ф в точке х = а\ ф(х)—»ф(а) = /4.

х-*-а
П ри м ер  4. Функция

Р  (х) = а0хп + аххп~х + . . .  + ап,
где ак— постоянные коэффициенты, называется многочле
ном степени п. Она непрерывна для любого х. Ведь чтобы 
получить Р (х), надо, исходя из постоянных чисел ои, ...
. . .,  ап и функции х, произвести конечное число арифме
тических действий— сложения, вычитания и умножения. 
Но постоянная есть непрерывная функция (см. пример 1), 
а функция ij — x тоже непрерывна (см. пример 2), поэтому 
непрерывность Р(х) следует из теоремы 1.

П ри м ер  5. Функция у — cosx непрерывна. Она яв
ляется композицией двух непрерывных функций: у =
= sin«, « = у — х.

Прим ер  6. Функция

У — fg X — [ х ф ^  +  kn, k =  0, ± 1, ± 2

непрерывна для указанных х, потому что (см. теорему 1) 
она равна частному от деления непрерывных функций и 
при этом делитель не равен нулю (при указанных х). 

Прим ер  7. Функция
у = sin3 х5

непрерывна для любого х, потому что она является ком
позицией непрерывных функций: у = и3, u = sini>, у = х6 
(см. теорему 2).

П ример  8. Функция у — |х| непрерывна Vx, потому
что

| Дг/1 = 11 х + Дх|— | х 11 ^  | х + Дх— х| = | Дх| —>-0 
при Дх—>-0.

П ри м ер  9. Если функция / (х) непрерывна в точке х0> 
то непрерывна также в этой точке и функция |/(х)|.

Это следует из теоремы 2 и примера 8, потому что 
функция | f (х)| есть композиция двух непрерывных функ
ций: у — \и\, и — f (х).
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Отметим еще две теоремы, которые непосредственно 
следуют из соответствующих теорем 1 и 2 § 3.2 для пре
дела функции.

Те о рем а  3. Если функция f непрерывна в точке а, 
то существует окрестность U(a) этой точки, на кото
рой f ограничена.

Т е о р е м а  4. Если функция f непрерывна в точке а 
и } ( а ) Ф  0, то  существует окрестность U(a) точки а, на 
которой

|/(*)|> |/(а)|/2.
Больше того, если / (а )>0, то

f (а)/2 < f (*) (х € U (а))» 
а если f (а) < 0, то

f ( x )< f  (а)/2 (x£U (a)).

§ 3.4. Разрывы первого и второго рода

По определению функция f непрерывна в точке х = а 
справа (слева), если

f (о) = f (а + 0) (соответственно f{a)=°f (а— 0))
(см. конец § 3.2).

Непрерывность / в точке а можно определить также 
следующим образом: функция [ непрерывна в точке х «= а,

Ч ш
\А ©

У - '

Ч о х

---------( t

V

Рис. 18. Рис. 19.

а
Рис. 20.

если она определена в некоторой окрестности этой точки, 
в том числе и в самой точке х = а, и существуют пре
делы f(a  +  0) и f (а— 0) такие, что

f(a) = f(a  +  0) = f (a - 0 ) .  (1)
Если функция / такова, что для нее существуют пределы 

f(a-f0), f (a — 0), однако равенства (1) не выполняются,
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то, очевидно, она разрывна (не непрерывна) в точке а. 
В этом случае говорят, что функция f в точке а имеет 
разрыв первого рода.

На рис. 18—23 приведены шесть графиков функций, 
имеющих разрыв первого рода в точке а. Буква А обо
значает точку А — (a, f (а)) графика функций. Стрелка на 
конце куска кривой обозначает, что концевая точка, где 
находится стрелка, выброшена.

На рис. 18—21 даны графики функций, для которых 
все три числа /(о), f(a  +  0), f (a— 0) имеют смысл. На 
рис. 18 три числа f (a), f(a  +  0), / (а— 0) попарно раз
личны— функция не только разрывна в а, но разрывна 
также справа и слева. На рис. 19 функция непрерывна 
слева в а, но разрывна справа. На рис. 21 /(а + 0) = 
= f(a — 0)Ф 1 {а ) .  В этом случае говорят, что функция f 
имеет в точке а устранимый разрыв— ведь ее можно видо
изменить в точке а, положив f (a) — f (a +  0) = f (a — 0), и 
она сделается непрерывной в этой точке. На рис. 22 функ
ция не определена в точке а. На рис. 23 функция тоже 
не определена в точке а, но f (а +  0) = f (а— 0), поэтому, 
если доопределить / в этой точке, положив f (a )= f  (а+0) = 
= f (a — 0), то функция / станет непрерывной в точке а.

О а

Рис. 21.

О а л  

Рис. 22.

У

Q а л

Рис. 23.

В случаях рис. 22 и 23 функция f определена в окрест
ности точки, за исключением самой точки а. В таких слу
чаях часто говорят, что / разрывна в а, хотя идея непре
рывности и разрывности в точке а есть идея сопоставле
ния f (а) с f (х) при х, близких к а.

Если у функции / не существует правого предела или 
левого предела в точке а, или не существует как правого, 
так и левого предела, или же эти пределы бесконечны, то 
говорят, что она имеет разрыв второго рода в этой точке.
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Пример  1. Функция

/Ч*) =
sin . хфО,

О, х = 0

в точке лг = 0 не имеет правого и левого пределов (см. 
пример 3 § 3.2). Следовательно, она имеет разрыв второго 
рода в точке х = 0.

П ример  2. Функция
( 1, х > 0, 

sign х=  I 0, х >= 0,
( — 1, х < 0,

очевидно, непрерывна для хфО, а в точке х = 0 имеет раз
рыв первого рода. При этом sign (0+0)= 1, sign (0—0) = — 1.

П ри м е р  3. Функция [лг]— целая часть х— для х^=0 
имеет график, изображенный на рис. 24. Она непрерывна 
для нецелых х, а если х целое, то [л: + 0] = х = [х] и

[х— 0] = х— 1, и, следовательно, 
имеет место разрыв первого рода. 

П ри м е р  4. Функция
[х] I 1/х, хфО,

У~ \  2, х = 0

/ 2 3 4  х непрерывна для хфО. Правый и 
левый пределы в точке х = 0 рав- 

Рис. 24. ны бесконечности, поэтому функ
ция имеет разрыв второго рода в 

этой точке. В этом случае также говорят, что функция име
ет бесконечный разрыв в этой точке.

Теорема I. Если функция f не убывает на отрезке 
[а, Ь], то существуют пределы / (а +  0) / (а) и f (b— 0) <
<  r n -

Д о к а з а т е л ь с т в  о. Из условия следует, что
f (x )K f (b )  Vxt[a,-b),

т. е. f ограничена сверху числом /(£>) на полуинтервале 
[а, Ь). Но тогда существует точная верхняя грань / на 
этом полуинтервале:

sup f (х) = М / ф).
*€ [а, Ь)



В силу свойства точной верхней грани для всякого 
е > 0 найдется х0 б [о,. ft) такое, что

М - е < / ( * п) < М ,  (2)

а в силу того, что f не убывает, имеет место
/ (ха) <  / (х) Vx: x0< x < b .  (3)

Из (2) и (3) следует, что
М — е < / (х) ^  М Vx: х0 < х < ft,

и мы доказали, что существует левый предел / в точке ft: 
lim /(*) = / (ft— 0) = M</(ft).
х-+Ь
х< Ь

Аналогично, рассматривая неравенство f ( a )^ f {x )  для 
х£(а, ft], докажем существование

/(а + 0)= inf / ( * ) > / (а).
*6 (о, 6]

С лед стви е .  функция f не убывает на отрезке
[a, ft], то в любой точке х£[а, ft) существует правый 
предел /(* +  0 )^/ (х )  и в любой точке х £ (a, ft] сущест
вует левый предел } (х— 0) (х).

В самом деле, для точек х = а, b это утверждение до
казано в теореме 1. Пусть х£(а, ft). На отрезках fa, х] и 
[х, ft] функция f не убывает, поэтому по теореме 1 суще
ствуют пределы /(х— 0), /(х + 0) и. / (х— 0) ^ / ( х ) ^  
^ /  (я + О).

В данном случае, очевидно, что для того чтобы функ
ция / была непрерывной в точке х, необходимо и доста
точно, чтобы / (х— 0) = /(х +  0).

Если f (х— 0) </(х  + 0), то функция / имеет в точке х 
разрыв первого рода.

Т е о р е м а  2. Множество точек разрыва функции f, неубыва
ющей на отрезке [а, Ь], не более чем счетно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть функция f имеет больше чем одну 
точку разрыва, и пусть х' и х" (х' < х" )— две какие-либо из них. 
Так как

/ (л:' +  0 )=  inf /(*), f (х" — 0) = sup f(x),
* € ( * ' ,  X") х е (х ',х ")

f (x ' +  0 )* z f (x "- 0 )
и интервалы (/ (х’ — 0), / (* ' +  0)), (I (х"— 0), / (дс" +  0)) оси у не пе
ресекаются.
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Каждой точке х' разрыва функции / соответствует интервал 
(/ (х' — 0), / (х ' +  0)). Внутри его выберем одну рациональную точку 
а*-. После сказанного ясно, что разным точкам разрыва х' соот
ветствуют разные точки <хх<. Но множество всех рациональных чисел 
счетно Поэтому множество всех точек <хХ’ , так же как и множество 
всех точек х' (разрыва /), не более чем счетно. Теорема доказана.

§ 3.5. Функции, непрерывные на отрезке

Функция f называется непрерывной на отрезке [а, Ь], 
если она непрерывна во всех точках интервала (а, Ь), не
прерывна справа в точке а и непрерывна слева в точке Ь.

Функции, непрерывные на отрезке, обладают рядом 
замечательных свойств, к изложению которых мы сейчас 
приступим.

Сначала мы сформулируем теоремы, выражающие эти 
свойства, и разъясним их на графиках и примерах, а затем 
докажем их формально.

Теорема  1. Если функция f непрерывна на отрезке 
\а, Ь], то она ограничена на нем, т . е. существует кон

станта К  > 0 такая, что вы
полняется неравенство

\ f(x )\^K  Vx£[a,b].
На рис. 25 изображен график 

Г непрерывной функции / на от
резке [а, Ь]. Очевидно, существу
ет число К  > 0 такое, что Г на
ходится ниже прямой у = К , но 
выше прямой у = —К. В этом 
и заключается теорема 1.

Заметим, что если функция непрерывна на интервале 
(а, b) или на полуинтервале [а, Ь) или (а, Ь], то она не 
обязательно ограничена на нем. Например, функция 1/х 
непрерывна на полуинтервале (0, 1], но не ограничена на 
нем.

Если эту функцию доопределить, положив f ( 0) = 0, то 
она будет конечной в любой точке отрезка [0, 1], однако, 
не ограниченной на нем.

Теорема 2 (В е й е р ш т р ас с а). Если функция f не
прерывна на [а, Ь], то существует ее минимум и макси
мум на [а, b], т . е. существуют точки а, р £ [а, b] такие, 
что / ( а )<  / (х) ^  / (Р) для всех x£[a, Ь]. Иначе говоря,

min /(*) =  / (а), max / (лг) = / (Р).
*€[а, Ь]



Непрерывная функция y=f(x), изображенная на рис. 25, 
достигает своего минимума на fa, ft] в точке х — а и 
максимума в точке х = р. В  данном случае обе точки a 
и Р принадлежат к интервалу (а, ft) (а, Р£(а, ft)). Не
прерывная функция y = f(x), изображенная на рис. 26, 
достигает минимума на отрезке [а, ft] на левом его конце 
и максимума — в некоторой внутренней точке р этого 
отрезка.

З а м е ч а н и е  1. По теореме 1 непрерывная на отрезке 
[a, ft] функция ограничена на нем. Следовательно, суще
ствуют конечные точные нижняя и верхняя грани / на 
этом отрезке:

inf f (х)< ; sup f(x).
х е  [ a ,  6 ] х 6 [а ,  b]

Теорема 2 утверждает, что эти грани на fa, ft] дости
гаются, т. е. здесь inf и sup можно заменить соответст
венно на min и шах (минимум и максимум).

З а м еч а н и е  2. Функция у — х непрерывна на ин
тервале (0, 1) и ограничена на нем; верхняя ее грань 

sup х = 1 не достигается, т. е. нет такого хо£(0, 1), 
же (0, 1)
для которого эта функция равна 1. Таким образом, в тео
реме 2 условие непрерывности / на замкнутом (содержа
щем в себе оба его конца а и ft) отрезке существенно.

Очевидно, что sup arctg х — я/2. Однако нет такого х
X > о

на луче х^О ,  для которого функция arctgх принимает 
значение л/2, и она не достигает максимума на х^О .
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В данном случае условия теоремы не выполняются: область 
задания непрерывной функции arctg х неограничена.

Если функция f разрывна на fa, ft], то она не обяза
тельно достигает своей точной верхней грани. Примером



может служить функция
| X, 0 < х  < 1/2,

l W - \ 0, 1/2< х< 1.

Теорема  3. Если функция / непрерывна на отрезке 
[а, Ь] и числа f(a) и f (b) не равны нулю и имеют разные 
знаки, то  на интервале (а, Ь) имеется по крайней мере 
одна точка с такая, что / (с) = 0.

Функция, график Г которой изображен на рис. 27, 
удовлетворяет условиям теоремы 3. Она непрерывна на 
\а, Ъ] и /(а )<0, /(6)>0. Из геометрических соображе
ний очевидно, что график Г должен пересечь ось х по 
крайней мере в одной точке с£ (а, Ь). Это и утверждает 
теорема 3.

С ледствие  1. Если функция / непрерывна на [а, Ь], 
f(a) = A, f(b) = B  (А ф В ) и С — произвольное число, на
ходящееся между числами А и В, то  на интервале 
(а, Ь) найдется по крайней мере одна точка с, для кото
рой f(c) = C. •

Это следствие можно сформулировать итак: непрерыв
ная на отрезке [а, /;] функция принимает все промежу
точные значения между ее значениями на концах от
резка [а, Ь].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Определим новую функцию F  (х)= 
= f (x) — С, где С — константа— число, находящееся между 
А и В. Так как / — непрерывная на [а, Ь] функция, то и 
F — непрерывная на [а, b] функция. При этом, очевидно, 
F принимает на концах отрезка [о, b] значения разных 
знаков. Тогда по теореме 3 должна найтись на (а, b) та
кая точка с, что F(c) = 0 или / (с)— С = 0, т. е. f(c) = C. 
Это и требовалось доказать.

С л е д ст в и е  2. Непрерывная на отрезке \а, b] функ
ция принимает все промежуточные значения между ее 
наименьшим и наибольшим значениями (которые сущест
вуют по теореме 2).

Для доказательства достаточно применить следствие 1 
к [а, Р], где а, р—точки, в которых функция/(х) дости
гает своих наименьших и наибольших значений.

Пример  1. Уравнение х— cosx = 0 имёет корень на 
интервале (0, я).

В самом деле, функция f(x) — x— cosx непрерывна на 
отрезке [0, л] и на концах его принимает значения раз
ных знаков: /(0) = — 1, / (я) = л + 1 •
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Ниже мы доказываем теоремы 1—3 формально.
Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы  1. Допустим, что / 

не ограничена на [а, ft]. Тогда для каждого натурального 
числа п найдется точка х„ £ [а, ft] такая, что

|/(*»)1>« (« = >. 2, . . . ) .  (1)
Последовательность \хп\ ограничена (а и ft —конечные 

числа!) и из нее можно выделить последовательность 
{*лА}, сходящуюся к некоторому числу а £ [а, ft] (см. 
следствие из теоремы 4 § 2.1). Но в точке а функция / 
непрерывна (если a = a (a  = ft), то в этой точке / непре
рывна справа (слева)), и потому

lim /(*„ ) = /(<*). (2)* -► а> я
Свойство (2) противоречит свойству (1). Поэтому / мо

жет быть только ограниченной на [a, ft].
Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 2. По предыдущей 

теореме непрерывная на [a, ft] функция ограничена, сле
довательно, она ограничена сверху некоторым числом К >

/ (* )< / ( (*€[a, ft]).
Но тогда существует точная верхняя грань f на [a, ft]:

sup f(x) = M. (3)
x i [a ,  6 ]

Число M обладает следующим свойством: для любого 
натурального числа п найдется на [a, ft] точка хп такая, 
что

(п= 1 ,2 , . . . ) .

Последовательность {х„\, как принадлежащая к [a, ft], 
ограничена, и потому из нее можно выделить подпосле
довательность {Xr,J, сходящуюся к некоторому числу р, 
которое заведомо принадлежит [a, ft]. Но функция / не
прерывна в точке Р, и потому

lim f(xn ) = /(Р).
k -*■ со

С другой стороны, М ---— < / (х„ ) <  М (k — 1, 2, .. jnk Л
lim /(*„,) = М.

k CO

Но так как / (x„k) может стремиться только к одному 
пределу, то М=/(Р). Верхняя грань (3), таким образом,
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достигается в точке (?, т. е., как говорят, функция f до
стигает в точке (3 своего максимума на отрезке [а, 6]. 
Мы доказали, что существует точка р £ [а, Ь], для которой

max f(x) = /(P).
Are [a ,  b]

Доказательство другой части теоремы о минимуме ана
логично, но его можно свести к доказательству первой 
части теоремы, учитывая, что

min f(x ) — — max { — f(x)}.
jc S  [ а ,  Ь ] x €  [a ,  b]

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 3. Обозначим отре
зок •[а, b] через о0. Разделим ст0 на две равные части. 
Если в середине о0 функция равна нулю, то теорема 
доказана; если этого нет, то одна из* половинок сг0, такова, 
что на концах ее наша функция принимает значения раз
ных знаков. Обозначим именно эту половинку через о, и 
разделим ее на две равные части. Может случиться, что 
в середине ot наша функция равна нулю, и тогда тео
рема доказана. Если нет, то обозначим через о2 ту из 
половинок, на концах которой f принимает значения 
разных знаков. Рассуждая так по индукции, мы либо 
наткнемся на очередном этапе рассуждений на точку 
с £ (а, Ь), для которой / (с) = 0, и тогда теорема доказана, 
либо получим последовательность (бесконечную) вложен
ных друг в друга отрезков a0 ст, :э сг2 : э . . . ,  на каждом 
из которых f имеет значения разных знаков. Тогда су
ществует точка с, принадлежащая всем ст„, следовательно, 
и [а, 6]. Очевидно, /(с) = 0, потому что, если допустить, 
например, что f (с) > 0, то нашлась бы окрестность U (с) 
точки с такая, что для всех х из [а, Ь\, принадлежащих 
U  (с), функция f (с) была бы положительной, но этого не 
может быть, потому что при достаточно большом п отре
зок onc U  (с), а / не сохраняет знак на а„. Теорема 
доказана.

§ 3.6. Обратная непрерывная функция
Рассмотрим непрерывную строго возрастающую на от

резке [a, b\ функцию y = f(x) (рис. 28). Пусть
f (а) — a, f (6) = р.

График этой функции есть непрерывная кривая. Из его 
рассмотрения видно, что если х непрерывно возрастает



§ 3.6. О БРА ТН А Я  Н Е П Р Е Р Ы В Н А Я  Ф У Н К Ц И Я 99

от а до Ь, то у при этом тоже непрерывно возрастает 
от а до Р, пробегая все значения на отрезке [а, р] по 
одному разу. Но тогда каждому значению у € [а, Р] соот
ветствует единственное значение х £ [а, Ь] такое, что 
y — f ( х). Этим определена на от
резке [а, Р] функция У''

x =  g(y), уе [ а, Р], р
называемая функцией, обратной к 
функции у = Г(х).

Очевидно, функция x — g (у) к  
строго возрастает на отрезке [а, р] 
и отображает этот отрезок на [а, 6]; 
выполняются тождества

f[8 iy)] =  y v f /€[a,  Р].
g[f(x)] = x Vx£[a, Ь].

График функции x = g(y) можно получить, повернув 
на 180° рассматриваемую плоскость вокруг биссектрисы 
первого координатного угла системы х, у. Так как в ре
зультате поворота график остается непрерывным, то это 
показывает, что функция x — g (у) непрерывна на [а, Р].

Таким образом, пользуясь чисто геометрическими сооб
ражениями, мы установили справедливость следующей 
теоремы.

Теорема 1. Пусть функция f непрерывна на отрезке 
[а, Ь], строго возрастает на нем и а = / (a), fi — f(b).

Тогда: 1) образ отрезка [а, Ь] при помощи f есть 
отрезок [а, р], 2) существует обратная к f функция 
х = g (у), однозначная, строго возрастающая и непрерыв
ная на [а, Р].

Формальное доказательство теоремы 1 будет основано 
на следующей лемме.

Лемма  1. Пусть строго возрастающая функция 
у = f (х) отображает отрезок [а, Ь] на отрезок [а, Р], 
т . е■ f([a, b]) = [а, р]. Тогда f непрерывна на [а, Ь].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Зададим произвольную точку ха, 
принадлежащую пока интервалу (а, Ь) (а < х0 < Ь). В си
лу того, что f строго возрастает, соответствующая точка 
Уо = ! ( хо) будет принадлежать интервалу (а, Р) (а< 1/0<Р).

Зададим е > 0, настолько малое, что a < у„ — е < у0 < 
<#о + е<р. По условию найдутся точки х,, хг£(а, Ь) 
(х, < х 0< х2) такие, что у0— е = / (x j, y0 +  t = f(x2).
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Интервал (дг,, дс2) можно рассматривать как окрестность 
точки л(дгв е (А\, хг)).

Вследствие того, что функция f возрастает, при 
х £ (дг„ Х2) будет y0 — B < f  (а) < //„ + в или \f(x) — ylt | < е, 
т. е.

I/ м  — < г,
и мы доказали непрерывность функции f в точке х„.

Р.сли Хц — а или хи — Ь, то аналогично доказываем 
одностороннюю непрерывность функции /.

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 1. Пусть У = / ([q, ft]) 
есть образ [о, ft] при помощи/. Так как а = / (о), p = /(ft) 
и / возрастает, то а ^ / ( л ) ^ р  Ул£[а ,  ft], откуда сле
дует, что

Y с[а ,  Р]. (1)

С другой стороны, если у — произвольная точка отрезка 
[а, р], то она принадлежит к У на основании теоремы 3 
§ 3.5 о промежуточном значении непрерывной функции, 
т. е.

[а, PJ с  Y . (2)

Из (1) и (2) следует утверждение 1):
У = [ос, Р].

Утверждение 2) теперь следует из леммы 1. В самом 
деле, так как / строго возрастает, то на Y — |а, р] суще
ствует обратная функция g(y), строго возрастающая, и 
она отображает отрезок [а, Р] на отрезок [о, ft]. Но тогда 
по лемме 1 функция g(y) непрерывн-;. Теорема доказана.

Незначительно изменяя приведенные выше рассужде
ния, можно доказать следующий аналог теоремы 1.

Теорема  Г .  Пусть функция f непрерывна и строго 
возрастает на (a, ft) (или на [a, ft), или (a, ft]) и

а =  inf f (х), Р=  sup f (х).
д 6 (а , 6) х € (а , Ь)

Тогда образ интервала (a, ft) (соответственно [а, ft), 
(а, ft]) есть интервал (а, р) (соответственно [а, р), (а, р]) 
и обратная к / функция x — g(y) однозначна, строго воз
растает и непрерывна на (а, р) ([а, р), (а, р]).

З ам ечание .  Строго убывающая непрерывная на 
[о, ft] (на (a, ft)) функция /(л) имеет обратную строго 
убывающую непрерывную функцию на [Р, а], гдеа = /(з),
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Р = / (6). Это легко устанавливается, если рассмотреть 
функцию— f(x) или же функцию /(— х).

Если же непрерывная на [о, Ь] функция y = f(x) не 
является строго монотонной на [о, Ь], то можно опреде
лить для нее обратную функцию, но эта последняя уже 
будет многозначной во всяком случае для некоторых у.

Пример.  Функция
y = s\nx ( * £ (— оо, оо)),

непрерывна, но не монотонна. Множество ее значений у 
заполняет отрезок [— 1, 1]. Каждому у из этого отрезка 
соответствует бесконечное число значений х, для которых 
y = sinx.

Впрочем, например, на отрезке [— я/2, я/2] функция 
у = sin х непрерывна и строго возрастает и имеет обрат
ную непрерывную функцию, которая, как мы знаем, обо
значается так:

x = arcsinj/ (— 1 < у < 1 ) .

§ 3.7. Равномерная непрерывность функции
Пусть функция / непрерывна на отрезке [а, b] (или 

интервале, полуинтервале). Тогда для каждой точки х0 
этого отрезка (интервала, полуинтервала) по заданному 
е > 0 найдется б > 0 такое, 
что

\ f(x )- f{xB)\ <е, 
как только
\х — хв I < б, *е[а ,  Ь]

(или (а, Ъ), [а, Ь), (а, Ь]).
При изменении ха при по

стоянном е число б, вообще 
говоря, изменяется— оно за
висит не только от е, но и
от х0. Как видно из рис. 29, число б, пригодное на 
участке с пологим графиком, может оказаться слишком 
большим для участка с круто поднимающимся графиком.

В связи с этим естественно выделить те непрерывные 
функции, для которых при данном е> 0  можно указать 
б > 0, пригодное сразу для всех х, принадлежащих тому 
множеству, где задана функция.

Начнем с определения.
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О пределение  1. Функция /, определенная на мно
жестве X, называется равномерно непрерывной на этом 
множестве, если для всякого е > 0 найдется 6 > 0, зави
сящее только от е, *такое, что

\ f(x ')- f (x " )\< e
для всехх', х" g X , удовлетворяющих неравенству \х'—х"|<б.

Легко видеть, что если функция равномерно непре
рывна на множестве X , то тем более она равномерно не
прерывна на любом его подмножестве X ' ( X 'с Х ) .  Обрат
ное, вообще говоря, неверно.

Те о рем а  1. Если функция f определена и непрерывна 
на отрезке [a, ft], то  она равномерно непрерывна на нем.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что теорема неверна. 
Тогда существует такое е > 0, что для любого б > 0 
найдется пара точек х ', х"£[а, ft], удовлетворяющих не
равенству \х'— х"|<б, для которых

[/ (* ')- / СО |>е.

Зададим стремящуюся к нулю последовательность по
ложительных чисел бл(м=1, 2, . . .) .  Для каждого 6„ 
найдутся точки х'п, xf!x £ [a, ft] такие, что

I х'п— х"п | < б„, но | f (x'n)- f (x ;)  | >  е. (1)

Так как точки последовательности {х„\ принадлежат 
к [a, ft], то эта последовательность ограничена и из нее 
по теореме Больцано—-Вейерштрасса можно выделить 
подпоследовательность {х'Пк\, сходящуюся к некоторой точке 

ft]- Так как x'nk — x'nk—*-0, k —>-оо, то подпосле
довательность {x'nj тоже сходится к точке хв. По условию
функция 7 непрерывна на [a, ft] и, следовательно, не
прерывна в точке х0. Конечно., если х0 = а или х0 — Ь, то 
надо считать, что f непрерывна в х0 справа или соответст
венно слева. Поэтому

/ {х'пк) = lim f {x") = f (х0).
k~*-cc k - +  09

После перехода к пределу в (1) при k —<-оо получим 
e < l im  \f(x'n )- f{x "n )\ = \f(x0) - f { x 0)\ = 0, (2)к -*■ да

и мы пришли к противоречию: е ^  0.
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Заметим, что в (2) мы воспользовались непрерыв
ностью функции | и | (см. § 3.3, пример 8). Теорема до
казана.

Пример 1. Функция
у = sin (1/х)

непрерывна на отрезке [б, 1] V б > 0, поэтому на основа
нии теоремы 1 она равномерно непрерывна на этом отрезке.

С другой стороны, на полуинтервале (0, 1] эта функ
ция хотя и непрерывна, но не является равномерно не
прерывной. Это показывает, что требование в теореме 1, 
чтобы непрерывная функция была задана на отрезке, а 
не на интервале, существенно.

Убедимся в том, что наша функция не является рав-
2

номерно непрерывной на (0, 1]. Точки хк = п 2̂ _̂ _  ̂(k =°
= 0, 1, 2 , . . . ) ,  очевидно, принадлежат полуинтервалу 
(0, 1], и для них

sinM 2 ^ _ s inM2* + j)

Если задать е=1, то при любом б> 0  найдется такое k, 
что

<6,l-*fc+i л к \  —  я  (2ft-1-3) (2*4- 1) 

между тем как
\f(xk+i)—/(**)1 =  2 > е = 1.

Из сказанного следует, что нашу функцию нельзя 
продолжить на отрезок [0, 1], доопределив еевточкех=0 
так, чтобы она стала непрерывной на [0, 1], потому что 
тогда, согласно теореме 1, она была бы равномерно не
прерывной на [0, 1], а следовательно, и на (0, 1], чего 
быть не может.

§ 3.8. Элементарные функции

Функции С (постоянная), хп, ах, logax, sinx, cosx, 
tgx, Arcsinx, Arccosx, Arctg x мы будем называть про
стейшими элементарными функциями.

Применяя к этим функциям арифметические действия 
или операции функции от функции (суперпозиции) в ко-
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нечном числе, мы будем получать новые более сложные 
функции, которые называются элементарными функциями.

Например, у — In (ех sin2х + 1) — элементарная функ
ция.

Элементарные функции нам известны из школьной 
математики. Там уделялось большое внимание их свойст
вам, но определялись они не всегда строго, полагаясь на 
интуицию учащегося.

Нам будет полезно уделить некоторое внимание этим 
вопросам с точки зрения общих фактов математического 
анализа, которыми мы уже успели овладеть.

а) П о с т о я н н а я  ф у н к ц и я  С. Каждому действи
тельному числу (точке) х она приводит в соответстпие 
одно и то же число С. График ее есть прямая, параллель
ная оси А', отстоящая от этой оси на расстояние |С| 
выше этой оси, если С > 0, и ниже, если С < 0. Это не
прерывная функция на всей действительной оси (см. 5 3.3, 
пример 1).

б) С т е п е н н а я  ф у н к ц и я  хп (п — постоянная). При 
натуральном п £ N эта функция определена на всей дейст
вительной оси. Чтобы вычислить ее (теоретически!), раз
лагаем х в десятичную дробь (х = ± а 0, . .) и пере
множаем эту дробь саму на себя п раз, применяя каж
дый раз правило умножения десятичных дробей (см. § 1.6, 
(11)) и правило знаков.

Функция х" непрерывна, потому что она есть произве
дение непрерывных функции (у =  х), взятых в конечном 
числе. OhJ LTporo возрастает па [0, оо), что видно из 
соотношений

х'! —  X ’! =  (х 2 —  X , )  (A t - т +  А ' Г Ч  +  • . • +  * Г 1) >  о

при а, < хг. Кроме юго, она стремится к +  со при 
х —* -f- оо. В самом деле, если x^z 1, то хп = х11~1х ^ х  
(п > 1) и при А' •—> оо, л "—-ОО.

Итак функция ф (а) = а" при натуральном п непрерыв
на, строго возрастает на [0, оо) и для нее ф(0) = 0, 

sup ф (а) = + оо. Но тогда на основании теоремы
ж е 10, со)
Г  §3.6функция у = хп отображает полуинтервал Х = [0, оо) 
на полуинтервал К = [0, оо) и существует обратная к ней 
однозначная непрерывная строго возрастающая функция. 
Эту функцию обозначают так:

х = у '/п = У~у (//>0)
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и называют арифметическим значением корня п-й сте
пени из ц.

Отмстим, что при у > 1 (гс^1)
У ~ у > У  1 = 1 . (1)

Подчеркнем, что если а есть произвольное неотрицатель
ное число (0 ^  а <  оо), то для него на основании сказанного 
существует и притом единственное неотрицательное 
число Ь--=а[/п (арифметическое значение корня п-й степе
ни из а) такое, что Ьп = а.

Мы сейчас доказали существование корня п-й степени 
из а (а .5 0).

Этого утверждения в школьной математике не хватало. 
Там вводилось понятие корня п-й степени из а (а^ О )  и 
изучались свойства корней п-й степени, однако не дока
зывалось, что такие корни существуют— факт существо
вания считался само собой разумеющимся.

Отметим, что если п = 2 k  -j- 1 — число нечетное {It—
— 0, 1, 2, . . . ) ,  то функция у = хп нечетная ((— х)п ——х"). 
Она непрерывна, очевидно, строго возрастает на (—оо, оо) 
и обладает свойствами

inf хп — — оо, sup х'; — Н-оо.
А' € ( — оо, сю) X € ( — я  ■ со ‘

Поэтому на основании теоремы Г  § 3.6 функция :.' = л'2/г+1 
отображает (— оо, оо) на (— оо, оо) и имеет на (—оо, оо) 
обратную непрерывную строго возрастающую функцию

Х =  Z  y ( y € ( — ° ° ,  оо), п =  2 k +  \,.

Здесь выражение У  у при у > 0 понимается как арифме
тическое значение корня /i-й степени из у, т. е. как поло
жительное число, п-я степень которого есть у. Если же 
у < 0, то

V !> = - V W \ .
где в правой части корень понимается в смысле арифме
тического значения.

Для четного п — 2/е {k = 1, 2, .. .) у = хп есть четная 
непрерывная функция. Она отображает интервал 
( — ех), + оо) на полуинтервал [0, оо). Но она не моно
тонна на ( — оо, + оо) и обратная к ней функция двузначна:

х = ±  \/ у (у ^  0).



Значение у = 0 единственное, для которого она 
однозначна.

На рис. 30 и 31 изображены графики некоторых функ
ций хп, х] !п.
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В школьной математике функция х" определяется и 
для рациональных п. Пусть p,q£  N. Полагают для х^О

х р ' ч =  У Т р

и доказывают, что
x p/q —.^sp/sq  _  (  у  ~Х )Р  ^  0 ).

Полагают также

'•"'-уз <*>°>
и еще

х° = 1.

При этом доказывают для любого рационального п свой
ство, характерное для степенной функции:

(ху)п = хпуп (х, у>  0).

Отметим, что функция y = xp/t> (р, <?€N), как это не
трудно установить, непрерывна и строго возрастает на 
полуинтервале [0, оо) и отображает [0, оо) на [0, оо), 
поэтому она имеет обратную непрерывную строго возраста
ющую функцию, определяемую, очевидно, равенством

х — yq/p (0 у < оо).



Что же касается функции у = х-р/<> (р, <7£N), то она 
строго убывает и непрерывна на интервале (0, оо) и отоб
ражает (0, оо) на (0, оо). Поэтому она имеет на (0, оо) 
обратную строго убывающую непрерывную . функцию, 
определяемую равенством

х = у-«/р (у > 0).

Очевидно,
lim x~plq— 4-°°» lim y~q,p=-foo.

x -* 0 у -*• 0
х >  0 у >  0

Степенная функция хп может быть определена (для 
лг> 0, а при n^sO и для х = 0) также и для иррацио
нальных п, но это лучше сделать при помощи показа
тельной функции а* (см. ниже в)).

Отметим, что нас интересовали только действительные 
корни уравнения у — хп. Но если бы мы искали комплекс
ные корни, то для каждого у Ф  0 нашли бы п различных 
корней (см. ниже § 5.3).

П ри м ер  1. Покажем, что
lim j/n = 1. (2)

П-+ ОО

В самом деле, на основании формулы бинома Ньютона 
при X > 0

(1 + 1 ). = 1 + n i + ^ f » l - + . . .>  1 + ^ p i> > A

Если в этом неравенстве считать К= п— 1 (>  0 при 
п ̂ 2 , см. (1)), то получим

или
1)’> 0  (rt^2).

Извлекая квадратный корень (в смысле арифметичес
кого значения 1), в силу строгой монотонности функции 
V х  получим

V 2 Jn >  у/п— 1 > 0
или

j/2/n + l > и/п >  1 (« ^  2). (8)
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Наконец, пользуясь непрерывностью функции У х  в 
точке х=0, после перехода к пределу при п —юо из (3) 
получим равенство (2) (см. теорему 5 § 2.1).

в) П о к а з а т е л ь н а я  ф у н к ц и я  а* (а>0,  аф1). 
В дальнейшем будем рациональные числа обозначать гре
ческими буквами а, р, y.......... Пусть пока о>  1.

Что такое а* при х рациональном нам известно из 
школьной математики (см. еще б)).

Нам известно также из школьного курса математики, 
что:

1 , )а “ >0,
2j) ааар = а“ +Р,
3,) а “  <  а р (а <  р, а >  1),
4,) (а“ )ч = аа».
Добавим еще
5,) а<*о —► + оо, а „—► + оо, а > 1.
Свойство 5j) мы сейчас докажем. Запишем а в виде 

а = 1 -f X (Я, > 0 !). Тогда
ап = {\ +Х)"=  1 + пХ +  .. .> 1 +пХ.

Правая часть этого неравенства стремится к бесконечности 
при п —t-оо, следовательно, и левая. Далее, считая, что 
[а„] есть целая часть а„, будем иметь

аа" а̂ а"5,

и еслиа„—*-+оо, то[а„] —► + «», следовательно, —>+0 0 . 
Но тогда —> + 0 0 .

Пусть х— произвольное рациональное число. Докажем, 
что число а* можно определить как точную верхнюю грань

sup аа = а* (4)
а <х

чисел аа, распространенную на все рациональные числа 
а < х.

В самом деле, на основании 3j)
а" < а* Va < х, (5)

т. е. выполняется первое свойство точной верхней грани. 
С другой стороны, построим какую-либо строго возрастаю
щую последовательность рациональных чисел ап, стремя
щуюся к х (ап—>■ аг). Для нее аап—>а*, л —юо. Это свой
ство доказывается ниже (см. (8)). Поэтому для любого
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е > 0 можно найти такое п, что
ах — е < а“ » < ах, (6)

т. е. выполнено второе свойство точной верхней грани. 
Из (5) и (6) следует (4).

Пусть теперь л:— произвольное иррациональное число, 
и пусть т — натуральное число, большее х (т  > х). Имеет 
место очевидное неравенство

< ат ,
а<х

т. е. множество чисел аа, распространенное на рациональ
ные числа а < х, ограничено. Но тогда существует точная 
верхняя грань этого множества

sup а°\
а < к

Это есть вполне определенное число, которое мы обозна
чим через ах:

а х =  sup а ' - .  (7)
СС < X

Этим функция ах определена для всех действительных х 
(х£ (— сю, оо)). Она называется показательной функцией.

Итак функция ах определяется как точная верхняя 
грань чисел аа, распространенная на все рациональные 
а <  х.

Если х— рациональное, то это определение совпадает 
со старым (дает одно и то же число), при иррациональ
ных же х оно дает новые числа ах.

Можно доказать, что функция а\ определенная при 
помощи равенства (7), обладает следующими важными 
свойствами:

1) ах >  0,
2) аха? = ах+У,
3) ах <аУ (х <  у, а>  1),
4) ах—* 1, х —► 0,
5) ах—<-оо, х—>-оо (а > 1),
6) ах—<-0, х —*■ —  оо (а >  1),
7) ахУ = {ах)У.
Отметим, что из свойств 2) и 4) следует непрерывность 

функции ах для любого значения х0 £ (— оо, оо):

\ах— ах° | = | а*» (ах~х“— 1) | = а*« | а*-*»— 11 —  0 (8)
при х— х„—,0.

В дальнейшем будем считать, что а>  1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о  1). Для любого х существует oto < х, и 
потому

0 < аа ° < sup аа — пх, т. е. 0 < а*. 
а<х

Д о к а з а т е л ь с т в о  2). Пусть а  < х и р < у\ тогда а + р  < * +  (/. 
С другой стороны, пусть у есть произвольное рациональное число, 
удовлетворяющее неравенству

V < * + У -  (9)
Покажем, что у можно записать в виде

Y =  a + P ,  где а  < х, f> < у. (10)
Из (9) следует, что

у — У < X.
Подберем рациональное о, для которого

у — у < а < х ,  (11)
и положим

p = Y-a. (12)
Тогда из первого неравенства (11) следует, что

Р < у ■ (13)
Таким образом, множество всех сумм а + Р ,  где а  < х, р < у, равно 
множеству всех у < х-\-у\

{а  +  Р }=  { ? }  .
а<х  т<*+0 Р<»

Поэтому
ах+У =  sup ау =  sup а“ +р=  sup (ааар) =  supaa sup сР — ахаУ

\<х+у а< х а< х а<х р<у
р <у flCif

(см. <t 2.8, задача 2).
Д о к а з а т е л ь с т в о  3). Пусть х < у и Pi и Р2 — какие-либо 

рациональные числа, для которых х < Pj < Р2 < у. Тогда
с.* =  sup аг/ <: sup аа — а^' < sup а  ̂=  аУ, 

а< х  а<р, (,<у
и мы доказали, что

а* < аУ.
Д о к а з а т е л ь с т в о  4). Для натурального п > а (а > 1!)

1 < а1/" < п1' " -----► 1
Ц—► оо

(см. пример 1 п,б)) и мы доказали пока, что
lim а1/п=  1. (14)
Л-*-оо

Зададим теперь произвольную последовательность положительных 
чисел хп < 1, стремящуюся к нулю (хп — *■ 0, х„ > 0), Пусть kn =  
=  — Целая часть 1/хп. Тогда 0<  *„«£  1)kn и

l = a° < a*"
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Поэтому в силу (14)
Urn аХп =  1.
П-*-оо

В силу произвольности последовательности {* „}, где хп > 0, этим 
доказано, что существует правый предел

lim a * = l; (15)х-*- U 
Г > 0

но тогда существует и левый предел

!«">«*= и™ _ l r = Tn5L F = | = i .  (16)О — лг —► о 1 1
*<о -х>и и~*° -ии>о

Из (15) и (16) следует, что l im a * = l (см. § 3.2, (6), (7)). ЭтимЛ'->- о
свойство 4) доказано полностью.

Д о к а з а т е л ь с т в о  5). Зададим как угодно большое число 
М  > 0. Существует рациональное число а  такое, что > М, поэтому

М  < < ах ух > а.
Следовательно, ах — >+оо при х — <-+оо.

Д о к а з а т е л ь с т в о  6).

lira ах =  lim — 1— =я— —!— :г =  0.
X--.» -*- + ~ а * 1чп аи

и-*- +  СО

Д о к а з а т е л ь с т в о  7). Отметим, что при натуральном т % 
в силу* 2),

X
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( - V  -'= а х . ,.ах =  (ах)т \ \ а т  ]  = а ‘
—  — • т

ахт =  ах .. .ах =  (ах)т \ \ а т  )  = а т  . . . а т  = а т  — ах;

J L  J L
а т  =  (ах) т  .

Для рационального числа -у > 0

± ±.р г ± у  х±
(a*)« =  (а * )4 =  \ a Q )  = а  " .

Далее, если у — произвольное положительное число и а „ — ►у, 
где а „  — рациональные числа, то в силу непрерывности показатель
ной функции

ахУ =  lim аШп =  lim (а*)“ п =  (ах)У,
П~+  СО Л2—*■ 30

и мы доказали 7) для у > 0.
Если г/ < 0, то (i/ =  — | (/|)



Если 0 < а < 1, то полагаем
1а. = ---

(1/а)*

Свойства 1), 2), 4) при этом сохраняются. Свойство 3) 
имеет вид а* > а? (л; < у).

Свойство 5): а*—>-0, х —>- + оо.
Свойство же 6) имеет вид а*—*- + °о, х—*-— оо.
г) Ф у н к ц и я  logaл:. Будем считать а > 1 .  Так как 

функция у — а* непрерывна и строго возрастает на (— оо, оо) 
и отображает интервал (— оо, оо) на интервал (0, оо), то 
существует"обратная к ней функция, непрерывная и строго 
возрастающая на (0, оо). Ее называют логарифмом у при 
основании а и обозначают символом

х = logау, у 6 (0 , оо).

Из сказанного следует, что (мы заменяем у на х) 
lim logax=+oo,  lim loge дг = — оо.

Х-+ + оо X -*■ 0X > 0

При а < 1 рассуждения аналогичны. Функция а* так
же отображает действительную ось (— оо, оо) на полуось 
(0, оо), но строго убывая. Обратная функция loga;t, опре
деленная на (0, оо), также будет строго убывать, и теперь

lim log0A:=— оо, lim logaх=  + оо.
Х-* +оо X -> О

X >  о

Имеют место тождества (см. § 3.6)
а'°8аХ =  х ( 0 < х <  +  оо), log0a* = x (— оо <  *  <  +  оо)

(17)
(а=у= 1). Отсюда на основании свойств функции а* при 
х, у > 0 имеем

a \oga (xu) —  Х у  —  a \ogaXa \ogay —  q \oца x + \oga y

logfl(^ ) = log0x + loge у.

Если в этом равенстве заменить х на х/у, то получим 
loge х loga у = log а (х/у).

Далее (см. 7))
(x > 0),
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поэтому
loga &  = У loga л: (аф \ , х>0). (18)

Наконец, отметим, что для положительных не равных 1 
чисел а и b имеет место

аЫ а  ь. logb а а̂ ,0йа by  ogb а =  l̂ogb а ̂  ^

и, следовательно,
log0 Ь logb а -  1.

Логарифм числа а при основании е называется нату
ральным логарифмом числа а и обозначается так: logea= ln а.

д) Вернемся к степенной функции
у = хп (0 < дс <оо).

После изложенного выше мы можем сказать, что эта 
функция имеет смысл не только для рациональных п, но 
и для иррациональных. Ее можно записать (см. (17) и
(18)) так!

Х П _  еп In дс, (1 9 )

откуда видно, что она непрерывна, как суперпозиция не
прерывных функций.

При п > 0 она строго возрастает и обладает свойствами
lim х" = 0, lim x'1==+oo.

X —► о + се
х>  о

При п > О естественно считать, что 0" = 0, тогда функ
ция делается непрерывной справа в точке х = 0.

При п < О функция хп непрерывна и строго убывает 
на положительной полуоси и обладает свойствами

lim хп = + оо, Нтл:', = 0.
Х —> О X-*- +  00
х>  о

Из формулы (19) следует характерное свойство степен
ной функции

(ху)п = е'11 , 1 = е"1п хеп ]пи — хпуп

(х, у >  0).
е) Ф у н к ц и я  y = u(x)v<-x\ Пусть функции и(х) и v(x) 

заданы в окрестности точки а, за исключением, быть мо
жет, самой этой точки, и (х) > 0 и lim и (х) = А > О,
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lima(x) = B  (А и В — конечные числа). Тогда
х-+а

lim и (x)v <*> = Ав. (20)
х а

В самом деле (см. (17), (18)),
lim [v (x ) 1п и (дг)]

lim и (x)v <*> = lim ev <*> in «<*> = e x - a _
x->a x -> a

Hm v (>:) li m In и (x)
.__ gX ->■ a x -*■ a  ___q B  \ n A ____ Д/?

Во втором равенстве этой цепи использована непрерывность 
функции ег, а в четвертом— непрерывность функции In г.

Если и(х) и v(x) непрерывны в точке х — а и и(а)>0, 
то в некоторой окрестности этой точки и (л-) > 0 (см. § 3.3, 
теорема 4) и А = и(а), B = v(a). Поэтому в силу (20)

lim и (x)v(x) = u (a)v(a).
х -* а

Отметим интересные случаи, не предусмотренные равен
ством (20), когда (при х —>• а, ы > 0) и —<- +  оо, v —► 0; v —>00, 
и —*• 1; v —> 0, и —► 0.

В этих случаях не действует теорема о пределе у In и. 
Заранее, не имея более точной информации о характере 
стремления и и v к указанным пределам, невозможно дать 
формулу для liin«u. Эти случаи дают для выражения и1’

х -*■ а
в окрестности точки а неопределенности вида оо°, 1” , 0°.

ж) Т р и г о н о м е т р и ч е с к и е  ф ун кц ии  sinx, cosx, 
tgx и др. известны читателю из курса тригонометрии. Они 
определяются там из геометрических соображений. Мы 
будем тоже базироваться на этих определениях.

Можно было бы дать чисто аналитическое определение 
тригонометрических функций, но мы этого делать не будем.

Отметим, что функция j/ = sinx непрерывна (см. § 3.3, 
пример 3) и строго возрастает на отрезке [—л/2, л/2], 
отображая этот отрезок на отрезок [— 1, 1]. Но тогда она 
имеет обратную однозначную непрерывную функцию

х = arcsin у (</,£[— !, 1]).
Однако функция у — sin л:, рассматриваемая на всей оси 
(— оо, оо), имеет многозначную* даже бесконечнозначную, 
обратную функцию Arcsin у, все значения которой вычис
ляются по формуле
х — Arcsin «/=(— !)* arcsin у + kn (& = 0, ±1, ±2, ...)> (21)



т. е. каждому {/€ [— 1, 1] соответствует множество еу зна
чений х, определяемых формулой (21).

Подобным образом для функций
у — cosx (0< :х^л) ,  
г/= tg х (— л/2< х< я/2) 

обратными будут функции
х = arccos у ( у £ [— 1, 1]), 
х — arctg у (г/6(—ОО, оо)),

а для этих же функций, рассматриваемых на действитель
ной оси, обратные функции имеют соответственно вид

х = Arccos у = ±arccos у + 2/гя,
х = Arc tg у = arc tg у +  kn
(k = 0, ±1, ±2, . ..) .

з) Г и п е р б о л и ч е с к и е  функции.  Функции
, ех— е~х , ех -\-е~х ,, sh дс ,, ch л:

sh Х = --- s-- , ch X = --- ^ , th  X =  -г— , cth X — -г—2 ’ 2 ’ c h * ’ sh*

называются соответственно гиперболическим синусом, ко
синусом, тангенсом и котангенсом. Начертим их графики

§ 3.8. Э Л ЕМ ЕН Т А Р Н Ы Е  Ф У Н КЦ И И  П 5

(рис. 32 и 33). Функции shx, chx, thx определены .на 
(—оо, оо), a cth х— на этом же интервале, за исключением 
точки х = 0.

Легко проверить, что для этих функций имеют место 
формулы, подобные формулам обычней тригонометрии (но



не всегда совпадающие). Например,
'  sh (х +  у) = sh х ch у + sh у ch х, 
ch (х -f- у) = eh х ch у -f sh х sh у.

Полагая в последнем равенстве у — — х, получим
ch2 а:— sh2x— 1.

Отметим, что все рассмотренные здесь функции непре
рывны в своих областях определения. Для shx, thx суще
ствуют обратные функции ареасинус гиперболический 
х = Arsh// и ареатангенс гиперболический х == A r t h кото
рые однозначны. Обратная функция для chx при 
также однозначна.

§ 3.9. Замечательные пределы
Теорема  1.

lim s- ^ = l.
Х-+ о '

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как функция y — smx яв
ляется непрерывной, то sin.v—>-sin0 = 0 при х—>-0. По

этому выражение представ
ляет собой неопределенность вида 

. Раскроем эту неопреде
ленность. Из определения три
гонометрических функций и гео
метрических соображений имеем 
(рис. 34)

0 < sin х < х < tg х
при 0 < х < л/2 (M N = s\nx, 
AM ±ОМ , <4M = tgx, ОМ = 1. 

Сравните площади треугольника OMN, сектора ОМ\ и 
треугольника ОМА). Отсюда, деля на sinx>0, получаем

1 .. х „  1 1 ^ sin X . ,, ,1 < ——  < ---- или 1 > --- > COS X. (1)sin X COS X X '  '

Неравенства (1) верны и для— я/2 < х < 0, так как 
функции cos х и четные. Далее функция cos л: непре
рывна, поэтому

lim cosx = cos0 = 1,
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и, следовательно, переходя к пределу в (1), в силу тео
ремы 4 § 3.2 получим, что

sin к

$ 3.9. З А М ЕЧ А Т Е Л Ь Н Ы Е  П Р Е Д ЕЛ Ы  117

Теорема  2.

lim ( 1 + т ) Х =  е- (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу определения предела 
функции мы должны показать, что

( 1+ ^ )* П-+е Ул:» ~ +0°- (3)

Если хп = п— натуральное, то это уже доказано. Чтобы 
доказать (2), достаточно убедиться в том, что (2) верно в 
двух случаях: когда хп—* + оо и когда хп —►— оо, пробе
гая не обязательно целые значения (см. замечание й кон
це § 3.2).

Пусть хп— произвольная переменная, стремящаяся к 
+ о о  (хп—*- + оо), и пусть [xn] = kn — целая часть числа хп. 
Тогда kn <  х„ < k„ + 1 <  хп -f 1 < kn + 2 и

('+^Г<('+1Г'<ЫГ'<‘('+кГ-
При хп —»-+оо [х п] = kn —► + 0 0 ,' откуда первый и послед
ний члены цепочки неравенств стремятся к е. Поэтому

11 I 1 V»+1 ( 1 + _ )  _ е ,

и так как при этом 1 + ~  —♦ 1, то мы доказали (3) дляИ
х„ -*-Ьоо .
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Если теперь хп—<■ — оо, то х'п — — хп—► + схз и

lim f l+  — V "  = lim ( \ ---V V  = Hm [ Хп
*п / V  х ',1 —  1

= lim [ f l +  > V W l + ^ L
х'->  -t- оо 1Л Х „ —  1 / \ Хп —■!-*•+» L\  хп — I / \ хп — 1 / j

т. е. (2) доказано.
Прим ер  2.

lim (1 + и)1,и = е.
U  -+ О

Получается из (2) заменой 1/х — и.
П ри м е р  3.

lim ( l +  — У  = е“ , lim (1 -f-a«)l/u = ea Va.
x -> оо \ X J  ц- t о

При a = 0 это выражение сводится к пределу lim 1*=дг-»-х
= 1 =е°, потому что по определению считается, что 1* = 1. 

Пусть теперь аф О .  Если х —>-оо, то —— *-оо и

( l + , r = [ ( l + f ) - r = , l ,

Надо учесть, что степенная функция ы“ непрерывна в 
точке и = е (см. § 3.8, д)).

Пример  4.
lim b i£ il± f) =  logae= ‘ .

*-*-о * *.-о * In я
Так как In и есть непрерывная функция на (0, оо), то 

(см. пример 2)
lim ln = 'ит In (1 +  хУ,х = In lim (1 + * )1/д: = lne=  1. 
*-»о * х_о

Пример  5.
lim а* = lna (a>0) , lim е* ~ 1 = 1.
х-*-0 *  х-*0 Х

В самом деле, положим а*— 1 —и. В силу непрерыв
ности показательной функции и—«-0 при х—*-0. Далее, 
л: In a = In (1 +u), поэтому (см. пример 4)

• «*-1 1., Л i;.« « _1 „
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§ 3.10. Порядок переменной. Эквивалентность

Будем рассматривать две функции <р (х) и гр (х), задан
ные в некоторой окрестности U (а) точки а, за исключе
нием, быть может, самой точки а. Точка а может быть 
конечная или бесконечная ( + ° ° .  — °°> или оо). Будем 
считать еще, что г|)(х)=т^0 на U (а). Если

lim у—  = 0, (1)
х-*а̂  W _ W

то будем этот факт записывать так:
ф(х) = о( 1|>(х)), х-*а,  (Г )

и говорить, что ф(х) есть о-малое от (лг) при х —*а. 
Например:

хг*=о(х), х —>-0;
хп = о(хя), х—>-0, если т  < п\
хп = о(хт), х —ю о , если т  > п;

(.V— а)4 = о((х— а)3), х—+а\
1— cosх = о(х), х—+0, потому что lim l ~ cos х = о_

х-+0 х

Выражение o ( l ) t х —>-а, обозначает бесконечно малую 
при х—>а, т. е. некоторую функцию ф ( х ) ,  которая стре
мится к нулю при х—»-а (ф (х)—>-0, х—+а). Например,
Ф W ==hb ==° ( 1)> +оо.

Свойство (1), очевидно, выражает тот факт, что 
функцию ф(х) можно записать в виде ф (х) = е (дг) ф (х ) , 
где е (х )—►() при х—*а.

Если функции ф и \|), участвующие в соотношении (1) 
(или, что все равно, в (Г )), суть бесконечно малые при 
х—>-а, то говорят еще, употребляя более старинную тер
минологию, что ф(х) при х—*а есть бесконечно малая 
высшего порядка по отношению к (бесконечно малой) (х). 
Если же ф и ф в (1) бесконечно большие при х —*а, то 
говорят, что ф(х) при х —*а есть бесконечно большая 
более низкого порядка, чем г|? (х), или еще что ф (х) есть 
бесконечно большая более высокого порядка, чем ф (х).

Будем еще писать
Ф(х )«ф(х) ,  х —*а (2)



и называть функции ф (х) и \|) (х) эквивалентными (асимпто
тически равными) при х—<• а, если выполняется свойство

lim 1. (2')
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Например,
sin х да х, X —  0,

примеры 1, 4, 5 § 3.9)
1 — cos х да х2/‘2 X —г0,
In (1 + х) да х, х —»0,

ех — 1 да х, X — 0,
ах — 1 ?^ х In а , X —<•0.

что если .
lim f (х) = А

о~%
(3)

(4)
(5)
(6) 
(7 )

то это эквивалентно факту
г f (х) ,
А —* Л А

что мы условились обозначать также так:
/ (х) да А, х->а (.1 / U). (8)

Терминология, которую мы здесь ввели, нужна для 
того чтобы упрощать вычисления и сокращать записи 
формул. Важно при этом усвоить несколько простых 
свойств асимптотически равных (эквивалентных) функций, 
которые выражены в теоремах ниже.

Теорема  1. Если
Ф (х) да I}; (х), х —<-а, (9)

то
\[1(х)даф(х), х —>а. (10)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Дело в том, что если i|)(*)=#= О 
на U (а) и выполняется (9); то, очевидно, и ф(х)=^0, 
быть может, на несколько уменьшенной окрестности. Но 
тогда

lim = lim = 4- = 1.
ж-*а ф М х->аЧ̂ I 1 

V №



Теорема 2. Для выполнения свойства (9) необходимо 
и достаточно, чтобы
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Равенство (11) надо читать следующим образом: сла
гаемое, которое добавляется к ф ( а ) ,  чтобы получить ф (а ) ,  
обладает следующим свойством: если разделить его на 
Ф ( а ) ,  то полученное частное будет стремиться к нулю, 
если устремить х к а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть имеет. место (9). Тогда

Следовательно,
Ф  ( * )  =  ;i' (-v) +  в ( я )  ф (-г) =  ф ( а ) +  о (г|5 ( а ) ) ,  а  — *■ а,

и мы доказали (И).
Обратно, если верно (11), то

Эти  равенства надо понимать в том смысле, что 
если существует в них предел справа, то существует 
предел и слева, и они равны, и обратно.

Отсюда следует, что если какой-либо из этих преде
лов не существует, то не существует и второй.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пр иведем только одно из этих 
рассуждений. Пусть существует предел справа в (12).

Ф  ( а )  =  ф ( а )  + о (\|: ( а ) ) ,  х—+а. (П)

=  I +  е ( а ) ,  где к ( а )  -> 0 при а  —  а .

Ф ( а )  =  ф (а )  +  п (ф  ( а ) )  —  ф ( а )  +  е ( а )  ф (а ) ,  

где е ( а ) — >0 при а  — -г п. Поэтому

и мы получили (9).
Теорема  3. Пели

Ф ( а ) ~ Ф , ( а ) ,  а  — > а ,

то
lim [ф  ( а )  ф ( а ) ]  =  lim [ф (а )  ф, ( а ) ] ,  (12)

(13)



Тогда

lim [ф (х) 4' (х)] =  lim [ф (х) ф, W  | ^ ]  =

=  Hm [ф (х) (х)] lira =  lim [ф (x) ifo (дс)] • 1 =
х-+а х -*а  т 1  \л / х-+а

— lim [ф (х) Ь  (*)]•
х~*-а

П р и м е р  1. tg х «  х, х —*-0, потому что

hm *££ — hm =  1.
*_о х * - o V  ■* cos x j

П р и м е р  2.
t g 3 ДС , ■ ДС3 . .  X4 0  лlim , =  lim -тт-r— =  lim - г - . - т = - г  =  0.

Х- К ) Х * + Х  Х -+0 X  ~ t ~ x  , _ 0 * 2+ 1  1

О п р е д е л е н и е .  Если для функции  ф(х) можно по
добрать числа А и т, гд е  АфО,  такие, что

ф ( х ) « Л ( х — а)т, х —*а,

то говорят, что функция А (х— а)т есть  гглавный сте
пенной член функции  ф (х) в окрестности точки а.

Правые части соотношений (3)—(7) суть, очевидно, 
главные степенные члены левых частей при х —>-0.

Будем говорить, что f на множестве Е имеет порядок  
Ф или еще / есть О-большое от  ф на Е и при этом будем 
писать

/ (х) =  О (ф (х)) на Е, (14)
если

|/(х)|<С|ф (х)| V x g £ ,

где С— не зависящая от х положительная константа.
В частности, равенство

/(х) =  0 ( 1 )  на Е

обозначает тот факт, что / ограничена на Е.
Пр и м е р ы :
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Г Л А В А  4

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ
ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

§ 4.1. Производная

Понятие производной — важнейшее понятие математи
ческого анализа наряду с понятием интеграла.

Производной от функции f  в точке х называется пре
дел отношения ее приращения Ау в этой точке к соот
ветствующему приращению аргумента Ах, когда послед
нее стремится к нулю..

Производную принято обозначать так:

/'(*)•= l i m g - l l m ' f r + f f - ' M . (1)
Л л » 0  Д х-+ 0 ISX

Но широко употребляются и другие обозначения: у ',
, г г  ■ Удобство того или иного из них читательах ах

впоследствии оценит сам.
При фиксированном х величина есть функция 

от Ах:
г|>(Дх) =  ̂  (АхфО).

Д ля существования производной от / в точке х необ
ходимо, чтобы функция / была определена в некоторой 
окрестности точки х, в том числе в самой точке х. Тогда 
функция т}з(Лл:) определена для достаточно малых не рав
ных нулю Ах, т. е. для Ах, Удовлетворяющих неравен
ствам 0 <  | Дл:| <  б, где б достаточно мало.

Конечно, не для всякой функции /, определенной 
в окрестности точки х, существует предел (1). Обычно, 
когда говорят, что функция / имеет в точке х производ
ную /' (х), подразумевают, что она конечна, т. е. предел
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(1) конечный. Однако может случиться, что существует 
бесконечный предел (1), равный +  оо , — оо, или оо. 
В этих случаях полезно говорить, что функция / имеет 
в точке х бесконечную производную  (равную +  оо, — оо, 
и л и  оо ) .

Если в формуле (1) предполагается, что Ах—>-0, при
нимая только положительные значения (Ах >  0), то соот
ветствующий предел (если он существует) называется

правой производной от f  в точке х. 
Его можно обозначить так: f'„p (x).

Аналогично предел (1), когда 
Ах—-0 , пробегая отрицательные 
значения (Дх <  0), называется ле
вой производной от f  в х ( fn (х)).

Конечно, для вычисления 
/пр (х) (соответственно /« ( * ) )  не- 

Рис. 35. обходимо только, чтобы функция /
была задана в точке х и справа от 

нее в некоторой ее окрестности (соответственно в х и 
слева от х).

Типичным является случай, когда f  задана на отрезке 
[а , b] и имеет во всех внутренних точках этого отрезка, 
т. е. в точках интервала (а, Ь), производную, в точке ж е а 
имеет правую производную, а в точке b — левую. В таких 
случаях говорят, что функция f  имеет производную на 
отрезке [a, b\, не оговаривая, что на самом деле в точке а 
она имеет только правую производную, а в точке Ь — 
только левую.

Нетрудно видеть, что если функция / имеет правую 
и левую производные в точке х и они равны, то f  имеет 
производную  в х:

fnPw = / ; w = / ' ( 4
Но если правая и левая 

и не равны между собой (/ 
в х не существует .

П р и м е р .  Рассмотрим функцию у  — \х\ (рис. 35). 
Д ля нее

А у _  \х+Ах  [ — |* I ^
Ддг Ах

производные в х существуют 
пр (*) Ф  /л (■*)). то производная

Если х >  0, то х -}* Ах >  0 для достаточно малых Ах и
Д у _х +  Дл: — х __ А х __ j
Ах Ах Ах (X >  0).



Если .V <  0 , то х +  Д х < 0  для  достаточно ■ малых Дх и
Д у — (х +  Дх)— ( —  л') _ Дх
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Дл- Дх Дх

Таким образом,

=  — 1 (х <  0).

1, если х >  0,
| х j '  =  lim =  \ , n

1 дл->о Лл' \ — 1, если х <  0.

Пусть теперь Л' =  0 . Тогда

Ап * IДхI . . Дх=  —г—-  =  sign Ах-т- =  sign Дх =  \ , .
Л л- Дх s Дх ь \ — 1, если Ах <  0.

Поэтому

lim т -  =  1, lim ~  ==— 1.
Д л'->- I1

&х >  0 Даг< 0

Таким образом, функция |х| имеет в точке х =  0 пра
вую производную, равную 1, и левую — р авн ую — 1, что 
показывает, что в точке х =  0 функция |х| производной 
н е  имеет.

Мы знаем (см. § 3 .3 , пример 8), что |х| есть непре
рывная функция для всех значений х, в том числе и 
в точке х =  0, поэтому она может служить примером 
непрерывной всюду функции, не имеющей в некоторой 
точке производной. В математике известны примеры функ
ций, непрерывных на не ей действительной оси и не имею
щих в любой точке оси производной.

С другой стороны, всякая функция, имеющая производ
ную (конечную!) в точке х, непрерывна в этой точке.

В самом деле, пусть предел (1) существует в точке х 
и конечен. Этот факт можно записать следующим образом:

^  = /'(*) + е(Дх), (2)
где е ( Д х ) —<-0 при Д х —>-0, т. е. е (Дх) есть бесконечно 
м алая  при А х —► (). Из (2) следует:

Ay — f '  (х) Дх-Ь Дх-е(Дх).

Переходя в этом равенстве к пределу, когда Д х —е0, 
получим

lim Ау — 0,
Дд:-*-0

что показывает, что f  непрерывна в точке х.

I  1, если Ах >  0,
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Отметим некоторые важные приложения производной.
М г н о в е н н а я  с к о р о с т ь .  Пусть функция s —  f ( t )  

выражает закон движения точки на прямой, которая рас
сматривается как координатная ось s.  Здесь s — коорди
ната движущейся точки в момент времени t. Путь,

пройденный точкой за проме
ж уток времени [?, * +  Д/], ра
вен

As ~ f ( t  +  A t ) - f ( t ) .

Средняя ее скорость в этом 
промежутке времени равна 

—< —Уср =  д 7 -

Истинную ж е ( мгновенную) 
скорость  в момент времени t 

естественно определить как предел

v =  lim J i  =  / '(0 -
Д/-+0 At

С и л а  т о к а .  Пусть Q = f ( t )  есть количество элект
ричества, проходящее через сечение провода за время t. 
Тогда

AQ _  f ( t + A t ) - f ( t )
At At

есть средняя сила тока за промежуток времени [t,  f +  Д/]. 
А предел

lim AQ
Д̂ -*0 А/ =  Q' — I

есть сила тока в момент времени t.
П л о т н о с т ь  р а с п р е д е л е н и я  м а с с ы .  Пусть 

(рис. 36) на отрезке [а , b] оси х распределена масса 
вообще неравномерно, так что количество массы, нагру
женной на отрезок [я , х], равно

M = F (х) (я ^  х ^  Ь).
Это количество пропорционально площади фигуры аАВх. 
Таким образом, М есть функция от х (M =  .F(*)). Коли
чество массы, приходящееся на отрезок [х, х 4- Ал:], оче
видно, равно

AF — F (х +  Дл:)— F (л:).
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Средняя ее плотность на этом отрезке равна ■— , а предел

__ =  F '  ГуЛ =  м
Ах

есть истинная плотность распределения массы в точке х.

§ 4.2. Геометрический смысл производной

Пусть на интервале (а, Ь) задана непрерывная функ
ция y  = f (x) .  Ее график называется непрерывной кривой. 
Обозначим его через Г. Зададим на Г точку A — (x, f (x) )  
(рис. 37 и 38) и поставим целью определить касательную

к Г в этой точке. Д ля этого введем на Г другую точку 
В = (х +  Ах, /(л' +  Дх)), где Длг^О (на рис. 37 изобра
жен случай Д х > 0 ,  а на рис. 38— случай Д л ;< 0). Пря
мую, проходящую через точки А и В, направленную в 
сторону возрастания х (отмеченную стрелкой), назовем 
секущей  и обозначим через S . Угол, который 5  образует 
с положительным направлением оси х, обозначим через р. 
Мы считаем, что — л/2 <  р <  л/2. При р >  0 угол отсчи
тывается от оси х против часовой стрелки, а при р <  0 — 
по часовой стрелке. На данных рисунках Р >  0. На рис. 37 
Ах = АС, Ау =  СВ, а на рис. 38 А х= — АС, А у = — СВ. 
В обоих случаях Ау/Ах =  tgp.

Если Д а: —>0, то Ау—>-0 и точка В, двигаясь по Г, 
стремится к А. Если при этом угол Р стремится к неко
торому значению а,  отличному от я/2 и — я/2, то суще
ствует предел

(1)

равный производной (конечной) от f  в точке хз
г  (х) =  tg  a . ( 2 )
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Обратно, если существует (конечная) производная 
f ' (x) ,  то fi—vcc =  a r c tg / '(* ).

При стремлении р к а  секущая 5  стремится занять 
положение направленной прямой Т,  проходящей через 
точку А и образующей угол а  с положительным направ
лением оси х.

Направленная прямая Т называется касательной к кри
вой Г в е е  точке А.

О п р е д е л е н и е .  Касательной к кривой Г (y=*f (x))  
в ее точке А — (х, f (x))  называется направленная пря 
мая Т, к которой стремится сек ущ ая S (направленная 
в сторону возрастания х прямая) ,  проходящая через А 
и точку В = (х +  Ах, / (л: -f- Ал:)) £ Г, когда Ах—>0.

Мы доказали, что если непрерывная функция y ~ f ( x )  
имеет конечную производную f  (*) в точке х, то ее гра 
фик Г в соответствующей точке имеет касательную с  
угловым коэффициентом t g a  — f  (х) (— я/2 <  а  <  я/2). 
Обратно, существование предела

НшВ =  а  ( — я/2 <  а  <  я/2)

влечет за собой существование конечной производной /' (дг) 
и справедливость равенств (1), (2).

Может случиться, что / имеет в точке х правую и 
левую производные, отличные между собой:

/й ( * )  Ф  /пр ( * ) •

Тогда А есть угловая  точка Г. В этом случае касатель
ная к  Г в Л не существует, но можно говорить, что суще
ствуют правая и левая касательные с разными угловыми 
коэффициентами:

tg  а ,  =  lim ^  =  /; (.v), tg а ,  =  lim ^  =  f'np (х).
Д д : - 0  Д *-+ 0  Л х
А х < 0  Д х > 0

На рис. 39 приведен пример такого случая.
Пусть теперь производная от / в точке х бесконечна:

f  (* )=  lim ^  =  оо.
Ax—0 a  t

Отметим четыре важных случая:
I „  « л

Дл->-0 

Д * - » 0

1 ) / ' W =  Hm + oo , (рис. 40).

2) /' (*) =  °°» (Р11С- 41)-



3) / ;(*)=  lim оо, Р — — у-
Д*-> 0 дл : *
Дж< о

/пр(*) =  lim f f =  + °о, Р — т -
Д ж-»-0А *  z
Д*>0

Л евая касательная перпендикулярна оси х и направ
лена вниз. Правая касательная перпендикулярна оси х и
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направлена вверх (рис. 42).

4) /л(* )=  H m +оо,  P-+ - J,
Ах-+ О ^  z
Лх< О

fnp (х) =  lim § f  =  — оо, Р — — у .
Ьх-+ О л  z
Лдг> О

Левая и правая касательные направлены параллельно 
оси у,  первая вверх, вторая вниз (рис. 43).

* \ м У, S‘\
1Т

А \ с А

\ А ) К  
—------►

0
л

X X Q
л

X X X X
т

Рис. 41. Рис. 42. Рис. 43.

П р и м е ч а н и е .  Обычное определение касательной 
к кривой Г следующее: касательная Т к кривой Г в ее 
точке А есть прямая, к которой стремится секущая S,

5 Я . С, Бугров, С. М. Никольский
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проходящая через точку А и другую точку В£ Г, когда 
последняя, двигаясь по Г, стремится к А.

В этом определении не предполагается, что S и Т — 
направленные прямые. Это определение вполне корректно 
в случае касательной не параллельной оси у.  Однако если 
применить его, например, к случаю 4) (см. рис. 43, где 
А — угловая точка), то получим, что данная кривая имеет 
в точке А единственную касательную. Это не вяжется 
с нашим представлением о гладкости кривой, имеющей 
касательную.

Приведенное нами определение дает в точке А две 
касательные (сливающиеся), имеющие противоположные 
направления. Угол между ними равен п.

Из аналитической геометрии известно, что уравнение 
прямой (в плоскости),, проходящей через точку (х0, y j  
под углом а  к положительному направлению оси л: 
( — п/2 <  а  <  я/2), имеет вид *) у — у 0 =  m (х— х0) 
(m =  t g a ) .  Отсюда уравнение касательной к кривой y  = f (x)  
в точке (л-0, у„) имеет вид

У—Уо = УЛх—х«)> (3)
где y 0 = f(x„),  y'o = f '{xо).

П рямая, проходящая через точку А £ Г перпендику
лярно к касательной к Г в этой точке, называется нор
малью к Г в точке А. Ее уравнение, очевидно, имеет вид

У—Уо =— ^ < Л'— -О- (4)

П р и м е р  1 2). Найти уравнение касательной к кривой

5  +  f t = 1  ( - * < * « « )  (5)

X2 у 2
в некоторой ее точке (х0, у„), т. е. '^ г + - р '= 1-

Кривая (5) называется эллипсом. Очевидно, что эллипс 
расположен симметрично относительно осей координат, 
так как его уравнение не меняется при замене х на (— х) 
и у  на (—у).  При выводе уравнения касательной будем

1) См. нашу книгу «Высшая математика. Элементы линейной 
алгебры и аналитической геометрии», § 8.

2) Примеры 1, 2, 3 можно рассмотреть в § 4 .8  после овладения 
техникой дифференцирования,



считать, что — 0 И3 (5) имеем

у  = ^ У а * —хг. (5 ')

г\ ' / — ЬхОтсюда у  = —
а у  а2 —  дс2

Вычислим функцию у  и производную у г в точке я 0‘.

Уи = У(х0) = ^ -V a2—xl, у '  (,v0) =  -~ Ьх" , 
а aV a*— xi
УоУ' (Хс)  =  ~  ^  х а. (6)
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Уравнение касательной к эллипсу в точке (x0, у а) i
Y —Уо = У' М ( Х —х0). (7)

Умножая (7) на у (1/Ь2, в силу (6) будем иметь

Так как у нас -^r +  - f f = l ,  то уравнение касательной за
пишется:

| У Но_ 1 /о\а2 ~т~ 1 • (о)

Таким образом, чтобы получить уравнение касательной 
к эллипсу в его точке (х0, t/0), нужно в уравнении эл
липса (5) заменить х2 на Хх0 и у 2 на Yy0.

При отрицательных значениях у ( — Ь ^ г / <  0) рассуж
дения те же самые и (8) будет уравнением касательной 
в любой точке эллипса (х0, у а). Из уравнения (8) видно, 
что касательная к эллипсу в его .точке (x0, у 0) пересекает

5*



ось х в точке с абсциссой а*/х0, т. е. при х0 >  0 эта точка 
пересечения находится правее эллипса, а при х„ <  0 — 
левее (рис. 44).

П р и м е р  2. Найти уравнение касательной к кривой

' ( \ * \ > а )  (9)

в некоторой ее точке ■(*„, у 0) ( - j f — | г  =  ! ) •
Кривая (9) называется гиперболой. Эта кривая также 

симметрична относительно осей координат.
Проводя рассуждения, как в примере 1, получим урав

нение касательной к гиперболе в виде

1 ( 1 * о 1 > я ) .

Точка пересечения этой касательной с осью х имеет 
абсциссу а2/х0 ( 0  < т ^ а ] ,  т. е. эта точка пересече
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ния находится в (0, а] для х0 ^  а и в [— а, 0) для 
х0 ^  — а (рис. 45).

П р и м е р  3. Найти уравнение касательной к кривой
у 2 = 2рх ( х^О,  р > 0 )  (10)

в некоторой ее точке (х0, у 0) (у% = 2рх0).
Данная кривая называется параболой. Она расположена 

симметрично относительно оси х (т. е. в (10) х является 
четной функцией от у). В силу этого достаточно рассмот
реть верхнюю половину параболы ( у >  0). Из (10) имеем

у  = У2рх.  (10 ')
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Отсюда

У' = 77Т=ч y 0 = V2px^, у 'У  2рх У  2рх0 у0

Уравнение касательной к параболе в точке (xt , у 0) j

У—Уо = У'(х0) ( Х—х0)
или

у —Уо**-1г ( Х —Хо), Yy0—y l  = p X—px0.
У о

Так как у\=*2рх0, то

Yy0 = p{X +  x0). (11)

Таким образом, чтобы получить уравнение касательной 
к параболе в ее точке" (х0, у 0), нужно в уравнении пара
болы (10) заменить у 2 на Yy0, а 2х на х 4 - х 0.

Касательная (11) к параболе (10 ') в ее точке (лг0, у 0) 
пересекает ось х в точке с абсциссой (— х0) (рис. 46) 
независимо от величины р,  т. е. касательные к любым 
параболам у 2 = 2рх в точке (x0, V 2рх0) пересекают ось х 
н одной и той ж е точке (— х0).

§ 4.3. Производные элементарных функций

Постоянная С— каждому л: соответствует одно и то же 
значение у  = С. Таким образом, значению х-\-Ах соответ
ствует значение функции у-\- Ау = С. Следовательно,

С’ =  lim С-= ^ -=  lim -?-=  lim 0 =  0. (1)
д * - * о  Д * - * 0 Д *  Д * - 0

Степенная функция хп (п = 1, 2, . . . ) .

{хпУ = пхп-\  (2)
потому что

J-[(* +  A*)"_*«] =

=  J_  x̂n +  nxn~1 Ах +  п(г1~ ^  хП~*Ах*+. . .  +Ахп— =  

в  пх«-* -I- п Хп~2 Ах+ . . .  +  Ал"-1 -------+пха~\2.1 Аж -*■ 0



Справедливы формулы

(и ±  V)' =  и ' ±  v (3) 
(uv)' = uv' +  u'v, (4)

( „ # 0 ) .  , 5 )

Здесь предполагается, что и = и(х),  v = v (x)— функции 
от х, имеющие производную в точке х. В случае (5) до
полнительно предполагается, что v ( x ) ^ 0 .  Утверждается, 
что в таком случае в точке х существуют производные, 
стоящие слева в равенствах (3), (4), (5), и эти равенства 
верны.

В самом деле, зададим Ах. Новому значению * +  Ах 
аргумента соответствуют новые значения наших функций 
«  +  Дг/, и +  Ал и

А (и ±  v) — [(ы +  Аи) ±  (t» +  At;)] — (и ±  t>) =  Au ±  Av,
(н ± у ) '  =  lim A (“ ± — ijm lim ~  = u ’ +  v'.

A x - + 0  A x  A x - * 0 A x  \ x - > 0 A x

Далее (пояснения ниже),

A (uv) — (и +  Aw) (v  4- Ay) —uv  =  и Av 4- v Au +  Au Av, 
(wu)' =  i im lim « Д « + ^ « + Д « Д с _
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...........  0 U  4 . V - 0  A x

— u lim +  y lim lim Au lim x~ =
\ x - 0 A x  \ х : - Ю А х  Д * - п  4 « - 0 ^

=  uv' +  vu' +  Or/ =  uv' - f  vu ' .

Надо учесть, что функция и, как имеющая производную, 
непрерывна, и потому Аи—*-0 при Ах—<-0.

Наконец,

(  —) =  lim /Г"=
\ V J  Ax - >o \ v + Av v )  Ах  Д , -

v А и — и Av
v У Ax Q (у +  Дк) v Ax

Au Av
_  i j f f j  Дат A x  __  u 'v  —  uv'

д * - * 0  ( у  +  Д у ) у  u2

Снова надо учесть, что А у—>-0 при Ал:—>-0, потому 
что функция v, как имеющая производную, непрерывна. 

Рассмотрим функцию sin л:. Тогда

(sin х)' — cos х, (6)



п о т о м у  ЧТО

/ 1 л \ • 2 sin cos ( х - \ - ~
(sin.v)' =  lim si n (x+ f ) - s i n ^ =  ,i ____2_ _ J ------ 2 _ _

A* Дх^О Av
Ax

S ‘n y  ,
= lim -—т—  lim cos [ x — \ ■ cos x =  cos x.

AX-+0 A f  Д * - * 0  v 2 J
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Надо учесть, что функция cos л: непрерывна.
Аналогично доказывается, что

(cosx)' = — sin л:, (7)

( t g * ) ' =  sec2* = ^ - ; ,  (8)

(ctg х)' =  cosec2 х =  • (9)

В самом деле, например,

( М '
_ / sin лЛ ' _cos х (sin x)r — sin x (cos x ) ' __

\ cos X j  cos2 *
cos2 *  + s in 2 x = sec2 x.cos-1 X с

Д ля функции y  = l oga x (x >  0) имеем

A у  loga ( * + A * ) - l o g a *  1ое « ( 1 + т )  1 1 о §а ( 1 + т )
Ax Ax Ax x Ax

x

Используя замечательный предел

1 1 . И И - И , . ,u-+ 0 и
получаем

0ogox ) '= l l o g ae  =  n ^ .  (10)

В частности,

(1 п л г ) '= 1 . (10')



§ 4.4. Производная сложной функции

_ Т е о р е м а  1. Если функция  х =  ср(t) имеет производ
ную в точке t, а функция y  = f (x ) имеет производную  
в точке х, то сложная функция

y  = F( t )  = f [  ф (0 ] 0 )

имеет производную (по t) в точке t и справедливо равен
ство

F ' ( 0  =  /'(*)<P' (0  (2) /
или

y't — y  'xX't- (3) 1
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Зададим t, ему соответствует 

значение х =  ф(/). Придадим t приращение Д / ^ 0 ,  это 
вызовет приращение Дх =  ф(£ +  Д£)— ф(0- Так как функ
ция y  = f  (x) имеет производную в точке х, то на осно
вании равенства (2) § 4.1, имеем

Ay = f  (х) Ах +  е(Дх) Дх, (4)

где е (Д х )—*0 при Д х —►().
Будем считать, что е(0) =  0. Равенство (4) при этом 

соглашении выполняется, т. к . если подставить в него Дх= 
= 0 , то получится 0 =  0.

Разделим теперь равенство (4) на Д<=/=0:

! ? - / '< * )  £г + « ( 4 * ) & .  Р>

Пусть At стремится к нулю. Тогда Д х—>-0, потому 
что функция x (t)3sq> (t) имеет производнуюв точке t и, 
следовательно, непрерывна.

Переходим в равенстве (5) к пределу при A t—>-0. 
Тогда Д х—<-0 и е (Д х )—>-0, поэтому получим

y't = f  (х) х ' (/) +  0 ■ х ' (t) =  f '  (х) х ' (t) =  y'xx't.
Теорема доказана.

Формула (1) может быть усложнена. Например, если 
z = f ( y ) ,  у  = ф (х), х =  ф(£) и все три функции имеют про
изводные в соответствующих точках, то zj =  z'yy'xxj. 

П р и м е р  1. y =  ln s in s x (x=£kn, k— целое).
Полагаем у  = \пи, u — v1, t> =  sin x . Тогда

, , , 1 о 2 sin *  cos х п , _yx = y uu vvx= — 2dcosx  = — —  =  2 ctg  x.
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П р и м е р  2. у  =  sin (л:2 - f  2х— 1).
. Полагаем и = х2-{-2х— 1. Тогда
Ух — У'и ■ и'х =  cos и ■ (2.x -f- 2) =  2 (л +  1) cos (х2 + 2х— 1).

Обычно при вычислениях вспомогательные переменные 
и, v, . . .  не вводят, а только подразумевают их.

В случае примера 1 вычисления вы глядят так:
1 1 2и'* =  . , (sin2 х)' =  . . .  2 sin л: (sin л:)' == ——  cosx =  2 c tgx .s in - х  ' ’ sin л: '  7 sin л: °

Или еще короче

у'х = -r-L— 2 sin х cos х =  2 ctg лс. s in z * °

§ 4.5. Производная обратной функции

Пусть функция y  — f (x ) строго возрастает, непрерывна 
на интервале (а, b) и имеет конечную не равную нулю 
производную f  (х) в некоторой точке х g  (а, Ь). Тогда об 
ратная для f  функция х — (у) =  g  (у) т акже имеет 
производную в соответствующей точке, определяемую ра
венством

*»=гег (1)
или

4  =  (Г )
Ух

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как нам известно, обратная 
функция x = g ( y )  строго возрастает и непрерывна на ин
тервале (А, В),  где

А =  inf / (х), В =  sup f  (jc)
дг 6 ( a ,  ft) дг 6 ( я ,  6)

(см. § 3 .6 , теорема Г ).
Дадим рассматриваемому у  приращение Ау фО.  Ему 

соответствует приращение А* обратной функции, такж е 
не равное нулю в силу строгой монотонности /. Поэтому

Д* _  1 
Д у ~  А у '

Дл;

Если теперь At/—+0, то в силу непрерывности g ( y )  при
ращение Дл: такж е —>-0; но при Дл:—>-0 ^ —»./'(х) =/=(),
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следовательно, существует предел
A.v 1 1 

'ч п  V  =  -----------Г -  =  7Г Т Т -ьу^оЬУ lim ДУ / М
Дл -*0 Ах

Этим формула (1) доказана.
П р и м е ч а н и е .  Если f '  ( х ) Ф  0 непрерывна на (a, ft), 

mo g '  (у) непрерывна на (А, В).
Это следует из (1), где можно положить x = g ( y ) :

е ' ш , = г й ш I В))-
Ведь сложная функция f ' \g ( y ) ] ,  состоящая из непрерыв
ных функций f  и g ,  непрерывна.

§ 4.6. Производные элементарных функций 
(продолжение)

1. у  — ах. Отсюда x=\oga y — обратная функция. По
этому

I/t =  -i7 =  —J— = у  In а — ах In а, т. е. (ах) ’ =  ах In а.
___
(/In а 

В частности,
(ех)' = ех, (е~х)’ = — е~х.

2. у  — arcsin х (| х\ <  1, — л/2 <  у  <  л/2), х — sin у  — 
обратная функция. Поэтому

1 1  1 1 
У х ~  x'j _  cos у  ~  Y 1— s in 2 !/ _  V l  — x 2 ’ 

т. е. -
(arcsin х)' — .

у  1 — х*

Перед корнем поставлен знак + , потому что cos у  >  0 на 
(— л/2, л/2).

3.
(arccos*)' =  ( у — arcsin х )

4. у  =  arctg  х, x = t g y — обратная функция (— оо <
<  х <  оо, — л/2 <  у  <  л/2). Тогда

<агс1*  *>' =  ( I F F  “  cos‘ ?  ”  T+TF-, "  H R  •

138 ГЛ. 4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ



§ 4.6. ПРОИЗВОДНЫЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ 139

т. е.

5. Совершенно аналогично доказывается, что

(arcctg а-)'

6. Производная от степенной функции  лга (л :> 0 , а  — 
произвольное действительное число). Имеем

х 1 =  е* 1п л.
Так как функции е" и a  In л: имеют производную, то по 
теореме о производной сложной функции получим

Этот результат согласуется с формулой (2) § 4.3 для 
производной от функции хп (х£(— о о , о о )) , где п — нату
ральное число.

7. Функция  y  — u(x)v(x) ( и >  0). Если и(х)  и v(x)  имеют 
производную, то этим же свойством обладает функция

называется логарифмической производной функции f.  
Так как

(х'1)' =  (ех |п *)' =  е * ,п * • -2- =  и^ - = и х * -1.

Таким образом,
(л:а) '  =  иха~1.

0 )
и

(Uv y  =  gv In и (у in „ )' =  и* ^  и ’ 4- V  In и )  . (2)

Выражение

(3)

l n u v = v l n u ,

то в силу формулы (3)

откуда следует (2).
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8. Гиперболические функции.

(shx )' =  ( ^ ) ' = ^  =  c h , ,

( c h * ) W ^ T  =  ^  =  sh* ,2 1 2
ch 2 х — sh 2 x

ch 2 jc ch2 *<t m ' = ( k ) '

9. y  =  Arsh x — обратная функция для функции х =  sh у. 
Отсюда

1 1 1 1( A r s  X) -  (&h у ), -  c h y -  ^  у  - у г + 7 *

(см. далее § 4.12, пример 2).
I

§ 4.7. Дифференциал функции „

4.7.1. Д и ф ф е р е н ц и р у е м ы е  ф у н к ц и и .  Пусть 
функция f  имеет производную в точке х (конечную):

lim ~ - = f '  (х).
Ах-* 0 &х

Тогда для достаточно малых Дх можно записать в виде
суммы /' (х) и некоторой функции, которую мы обозначим 
через е (Ах) и которая обладает тем свойством, что она 
стремится к нулю вместе с Ах:

f f  = f ’ (x) +  e(Ax)  (е (Ах) —► 0, Ах—>0)

и приращение f  в точке х может быть записано в виде 

Ay = f  (х) Ах +  Ах ■ г  (Ах) (е (Ах)—»-0, Дл:—<-0)

ИЛИ

д У = Г (х)Ах +  о (Ах) . _ (1)
Ах -*■ 0

Ведь выражение о (Дл) понимается как функция от Ах
Ах -*■ 0

такая , что ее отношение к Дл стремится к нулю вместе 
с Ах.
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О п р е д е л е н и е .  Функция f  называется дифференци
руемой в точке х, если ее приращение Ау в этой точке 
может быть представлено в виде

Ау =  А ■ Ах +  о (Ах), (2)
\х  -► о

гд е  А не зависит от Ах, но вообще зависит от х.
Т е о р е м а  1. Для того, чтобы функция f  была диф

ференцируемой в точке х, т. е. чтобы ее  приращение 
в этой точке представлялось по формуле (2), необходимо 
и достаточно, чтобы она имела -коне'-'ную производную  
в этой точке. И тогда  Л — /' (х).

Таким образом, сказать, что / имеет производную 
в точке х или f  дифференцируема в точке х— это одно 
и то же. Поэтому процесс нахождения производной назы
вают еще дифференцированием функции.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Достаточность 
условия доказана выше: из существования конечной про
изводной f  (х) следовала возможность представления Ау 
в виде (1), где можно положить f ' (x)^=A.

Н е о б х о д и м о с т ь  у с л о в и я .  Пусть функция f  диф
ференцируема в точке х. Тогда из (2), предполагая АхфО,  
получаем

% T - A + OJg r - ^ + ° С > .ЛХ й х  Ах-* О
Ах -+0

Предел правой части при Ах—>-0 существует и равен А:

l im $с~ =  А . 
д * - о  А *

Это означает, что существует производная
Г  (х) = А.

4 .7 .2 . Д и ф ф е р е н ц и а л  фу н к  ци и. Пусть функция 
y^ r f ( x )  дифференцируема в точке х: т. е. для ее прира
щения Ау в этой точке выполняется равенство (2). Тогда 
Ау есть сумма двух слагаемых. Первое из них ААх про
порционально Ах, а в таких случаях говорят, что оно 
есть линейная однородная функция от Дх. Второе-—о(Дх)

А х -*■ о
является бесконечно малой функцией высшего порядка 
малости сравнительно с Дх. Если А Ф  0, то второе сла
гаемое стремится к нулю при Д х —>-0 быстрее, чем пер
вое. В связь с этим первое слагаемое /4Дх =  / '(х )Д х  на
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зывается главным членом приращения Ау (при Ах—► 0!. 
См. определение в конце § 3.10). Это слагаемое называют 
дифференциалом функции  и обозначают символом dy.  
Итак, по определению

На рис. 47 изображен график Г функции y  = f(x)\ 
Т — касательная к Г в точке А, имеющей абсциссу х;

рой член этой суммы, вообще говоря, не равен нулю. 
Только для линейной функции у  — Ах-\-В имеет место ра
венство Ау = A Ax = d y  для любого х. В частности, для 
у  = х, d y  = dx = Ах, т. е. дифференциал и приращение не
зависимой переменной равны между  собой  (dx = Ax). По
этому дифференциал произвольной функции / обычно 
записывают так:

т. е. производная функции f  в точке х равна отношению 
дифференциала функции в этой точке к дифференциалу 
независимой переменной х.

Это объясняет, что выражение dy j dx (дэ игрек по дэ 
икс) употребляется как символ для обозначения произ
водной.

Надо иметь в виду, что дифференциал dx независимой 
переменной не зависит от х, он равен Ах—произвольному 
приращению аргумента х. Что ж е касает ся дифферен
циала d y  функции у  (отличной от х), то он зависит  
от х и dx.

d y  — d f  = /' (х) Ах.

f ' (x)  = t g  а,  где а — угол, обра- 
y t f / T  зоваиный касательной с осью х;
,4] d y  — f  (л) Ах= tg а  Ах = CD,

DB = Ау—dy  — o (Ах).
Ах -*■ 0

Таким образом, дифференциал 
функции у  в точке х, соответ
ствующий приращению Ах, есть

О

Рис. 47.

X х+Дх г  приращение ординаты точки, ле
жащей на касательной (dy = CD).

Вообще говоря, d y ^ A y ,  
ибо Ay — dy  + o(Ax),  а вто-

Дд: -* о

d y  = f  (х) dx,
откуда
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Отметим формулы

d ( u  ± v )  = du ±  dv,  (3)
d (u-v)  = u d v  +  v du ,  /4)

d( c u)  = c d u ( c — постоянная), (5)
, ( u \  vd u  — udo . , n4

d  77 = -------^ ------ (y = ^ 0 ).  (6 )

где предполагается, что и и v — дифференцируемые функ
ции в рассматриваемой точке х.

Например, формула (6) доказывается так:

* { т )  - { ± ) ' d x  =
vu' d x— uv' dx v du — и dv

4.7 .3 . П р и б л и ж е н н о е  в ы р а ж е н и е  п р и р а щ е 
н и я  ф у н к ц и и .  Если функция у  — f  (х) дифференцируема 
в точке х, то на основании формулы (1) ее приращение, 
соответствующее приращению Ах, можно записать следую
щим образом:

Д y  = dtj +  o{Ax).
Ах -*• О

Отсюда следует, что дифференциал функции при доста
точно малых Дл: может служить хорошим приближением 
приращения функции. В этом смысле пишут приближен
ное равенство

Ду  & d y  = f '  (x)dx,  (7)

которым широко пользуются.
Пусть надо вычислить значение функции f  в точке х, 

т. е. число /(*). Однако появилась необходимость заме
нить х его приближенным значением х-\-Ах\

х «  дг+ Ах.
Возникает приближенное равенство

f (x)  t a f ( x  + Ах).

Его абсолютная ошибка равна

I by\ = \f{x +  Ax)—f(x)\.

Если функция / дифференцируема в точке х, то из фор
мулы (7) следует, что при малых Ах можно считать, что 
абсолютная ошибка рассматриваемого приближения рав
на приближенно абсолютной величине дифференциала
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функции:
\by\**\dy\,

вычисленного для соответствующего приращения Ах.
Относительная же ошибка приближенно выражается 

следующим образом:

уН? 1  ( y = f ( x ) ^ 0 ) .

П р и м е р  1. Если считать, что
£/8Д Ю Т«£/8= 2,

то ошибка приближенно равна дифференциалу функции 
у  = х'/3 в точке л: =  8, соответствующему приращению 
Алг =  0,001:

^ - 4 дг-/ > Д д!= | 8 -/ > .0 ,0 0 1 = тз^ .

Вопрос о том, насколько точны эти наши рассуждения, 
может быть решен методами, которые мы будем еще изу
чать (см. § 4.14).

§ 4 .8 . Другое определение касательной

В случае, когда производная /' конечна, возможно дать 
другое ,  эквивалентное определение касательной.

Зададим произвольную прямую L , у — у 0 — т ( х — дс0), проходя
щую через точку А =  (х0, f  (*„)) кривой Г: y — f  (х). П усть  В =

=  (дг, / (дг))— д р уга я  точка кривой 
Г . Расстояние от В до L в направ
лении оси у  равно

р ( х ) = | /  (дс) —  (/о —  т ( д с — *о) |. (1)

На рис. 48 p (x) — BD.
П рямая L называется касательной 

к Г в точке А , если

р(дг)= о (х — хв). (2)

Если прямая L есть касательная 
к  Г в точке А в смысле первого 

определения, то m =  f ' (х0). Т ак  к а к  / дифференцируема, то

/(•*) — / (*0) =  /' (*о) (х — *о) +  о ( х — *о). * — >-*о.
откуда

Р (*) =  |/ М — /(*<>) — Г  (*„) (Х — Х0) | — О (X Хц) , х — * х 0, 

т. е. прямая L я вл яется  касательной в смысле второго определения.



Обратно, пусть L является  касательной в смысле второго опре
деления. Тогда (см. (1) и (2))

р (х) =  | f (x)— f ( x 0) — m (х— х0) | =  о (х— хо), х —+ х0, 

или, что все равно,
f (x )— f (х0) =  т  (x— xo't +  o (х— х0) при х — * х0.

Это показывает, что функция f дифференцируема в точке х„ и 
m — f '  (х0) .  Но тогда L есть касательная в смысле первого опреде
ления и ее уравнение имеет вид

У —  У о — ! '  (*о ( * — * 0).
З а м е ч а н и е .  Из сказанного следует ,  что кривая y  =  f(x )  

имеет касательную в точке (дс0, / (х0)) тогда и только тогда, когда 
функция f  дифференцируема в точке х0-

§ 4.9. Производная высшего порядка

Пусть на интервале (а, Ь) задана функция f. Ее про
изводная, если она существует на интервале (а, Ь), есть не
которая функция f  (х). Мы ее будем еще называть первой 
производной. Но может случиться, что первая производная 
имеет в свою очередь производную на интервале (а, Ь). 
Эта последняя называется второй производной от f  или 
производной от / второго порядка  и обозначается так:

П * )  =  Г  (*) =  (/ '(* )) ' или у" = ( у ’у .
Вообще, производной от функции f  порядка п назы

вается первая производная от производной от f  порядка  
п — 1 и обозначается так:

/(п) (х) =  (/(”-1) (х))' или так: у {п) — ( y (n~v )'.

Если речь идет об определенном фиксированном 
значении х, то символ /(п) (х) обозначает производную и-го 
порядка от / в точке х. Д ля ее существования необхо
димо существование производной /(п_1) не только в х, но 
и в некоторой окрестности х.

П р и м е р ы .
1°. (ех) (п, = ех.
2°. (a*)’ — a* In а , (а*)" =  a* In2 а, . . . ,  (а*)(п> =  а* In" а.
3°. (хтУ = т хт~1, (хт)" — т ( т — \) хт~2, . . .

. . . ,  (л:га) ,',) =  т (т — 1 ) . . . (т — n +  I ) * " - ".

Если т натуральное, то, очевидно,
(*»)«'»> =  т !  и (хтУп) =  0 (п > т ).
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4°. (sin х)' =  cos х =  sin ,

(s in л-)" =  [s in  ( * + у ) ]  =  sin (л г+ 2 - j )  ,

(sin х)ш  =  sin +  п ^  •

5°. (cos x)(,I) =  cos [̂ x +  n .

Однако далеко не для всякой функции удается найти 
общие формулы для их п-х производных.

У п р а ж н е н и е .  Используя метод математической ин
дукции, доказать формулу (Лейбница) для производной 
л-го порядка от произведения двух функций:

П
(ии)(л> =  2  с у  

k = 0
где и и v  имеют производные до порядка п включительно,

Г к _ n ( n — ] ) . . . ( n — l t + 1 )_  п\ 01 — 1
п k\ k\(n — k )\ '

§ 4.10. Дифференциал высшего порядка.
Инвариантное свойство дифференциала 
первого порядка

Если на интервале (а, Ь) задана функция y  = f (x) ,  то 
ее, очевидно, можно представить бесконечным числом 
способов как сложную функцию

«/ =  ф(г), г =  г)1 (*).

Таким образом, у  можно рассматривать как функцию от х 
( y = f{x)) и как функцию от г (г/ =  Ф(г)), где г  в свою 
очередь есть функция от- х (г =  i]) (х)).

Аргумент х мы будем называть независимым, подчер
кивая этим, что на протяжении наших рассуждений х не 
будет рассматриваться как функция какой-то переменной. 
Аргумент ж е г  будем называть зависимым (от *!).

Дифференциал от функции y  = f  (х) в точке х есть, как 
мы знаем, произведение производной от / в этой точке 
на дифференциал независимого переменного:

d y  — f  (х) dx.
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Здесь dx есть произвольное число. Оно не зависит от х. 
Это сказывается в том, что производная от dx по х равна 
нулю:

(dx)' =  0.

Дифференциал от функции называют еще первым диф
ференциалом.

По определению вторым дифференциалом от функции 
y  = f (x)  в точке х называется дифференциал от первого 
дифференциала в этой точке и обозначается так:

d*y = d(dy ) .

Чтобы вычислить второй дифференциал, надо взять 
производную по х от произведения /' (x)dx = dy ,  считая, 
что dx есть постоянная (не зависящая от х !), и результат 
помножить на dx:

d2y  = d [ f '  (х) d x \ = d x d [ f  (*)] =  /" (x)dxl .

Вообще, по определению дифференциалом порядка п 
функции y  = f (x)  называется первый дифференциал от 
дифференциала (п — 1 )-го порядка этой функции  и обозна
чается через

dny  = d ( d n~1y).
Очевидно,

d ny  =  f {n) (х) dxn, (1)

потому что эта формула верна при п =  1, а если допустить, 
что она верна для п — 1, то

d ny  = d [/(и~1) (*) dxn~1] = dxn~1 d [ f ' n~1) (л:)] =*/‘"4х) dхп•

Конечно, для существования дифференциала порядка п 
функции y  = f (x)  в точке х необходимо, чтобы она имела 
производную f u,) (х) порядка п в этой точке.

В силу (1) имеем

*/?’ =  Г ’ (*) =  - £ - .  (2)

т. е. производная п-го порядка от ^функции у  по незави
симой переменной х равна частному от деления п-го диф
ференциала у  на dxn = (dx)n.

В дальнейшем мы узнаем, что формула (2) неверна, 
если в ней независимую переменную х заменить на зави
симую г  (см. далее (4)).
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Мы определили дифференциалы первого и, вообще 
говоря, высшего порядка от функции y  = f (x) ,  где х есть 
независимая переменная. Но функцию у ,  как это было 
отмечено выше, можно еще записать в виде

У =  Ф(г),

где г  есть некоторая функция от х (z«=i|)(a;), / (х) =  
=  ф[ф(л:)]). Возникает вопрос, как выражаются введенные 
нами дифференциалы на языке (зависимой) переменной г.

Д ля первого дифференциала этот вопрос решается 
следующим образом:

d y  =  у'х dx =  y'zz'xdx =  у'г (z’xdx) =  y t fz .

Мы видим, что дифференциал функции у  равен произве
дению ее производной у'г на dz:

d y  =  y ’zdz, (3)

т. е. первый дифференциал функции у  выражается по о д 
ной и той ж е формуле независимо от того, б уд ет  ли у  
рассматриваться как функция от независимой перемен
ной х или от зависимой переменной г.

Форма первого дифференциала (см. (3)) сохраняется, 
поэтому говорят, что первый дифференциал имеет инва
риантную форму  или еще имеет инвариантное свойство.

С дифференциалом высшего порядка дело обстоит уж е 
не так. В самом деле, если рассматривать у  как функцию 
от г  («/ =  ф(г)), то получим (см. § 4.7, (4))

d*y =  d (dy) = d  [ф' (г) dz] =  dz d  (ф' (г)) ф' (г) d (dz) =
=  ф" (г) Й2 а +  ф' (z) d2z. (4)

В последнем равенстве мы применили инвариантное свой
ство первого дифференциала, в силу которого ^ (ф '(г)) =  
=  ф' (г) dz. Кроме того, учтено что d (dz) = d*z. Величиной 
d*z, вообще говоря, нельзя пренебрегать, ведь она опре
деляется равенством d2z — -ф" (х) dx2. Правая его часть 
равна нулю (для всех х !) только, если г|)(л:) есть линей
ная функция (г|) (х) =  Ах +  В).

Мы видим, что (выраженная через г) форма второго 
дифференциала не сохранилась— к числу ф"(z)dz* доба
вилось слагаемое ф' ( z ) d tz, вообще говоря, не равное 
нулю.
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графика функции y  = f (x) ,  а правая часть есть тангенс 
угла наклона касательной к графику в некоторой про
межуточной точке с абсциссой e g  (а, Ь).
Теорема Лагранжа утверждает, что если 
кривая (рис. 51) есть график непре
рывной на [а , Ь] функции, имеющей 
производную на (а, Ь), то на этой кри
вой существует точка, соответствующая 
некоторой абсциссе с  (а <  с <  6) такая , 
что касательная к кривой в этой точке 
параллельна хорде, стягивающей концы 
кривой (а, /(а)) и (b, f (b)) .

Равенство (5) называется формулой (Лагранжа) конеч
ных приращений. Промежуточное значение с  удобно запи
сывать в виде

c  = a +  Q(b— а),

где 0 есть некоторое число, удовлетворяющее неравенствам
О <  0 <  1. Тогда формула Лагранжа примет вид

f ( b ) - f ( a )  = ( b - a ) f ' ( a  +  0 ( b - a :)). (О <  0 <  1). (6)

Она верна, очевидно, не только для а <  Ь, но и для а ^ Ь .
Т е о р е м а  5. Функция , непрерывная на отрезке [а, Ь], 

где а  <  Ь, и имеющая неотрицательную (положительную) 
производную на интервале (а, Ь), не убывает (строго 
возрастает) на [а , Ь].

Действительно, пусть а  ^  х, <  хг Ь\ тогда на отрезке 
[дг,, х2] выполняются условия теоремы Лагранжа. Поэтому 
найдется на интервале (хи х2) точка с, для которой

f  {хг) —/ (* i) =  (хг— x j  f  (с) (*t <  с  <  хг).

Если по условию >  0 на (о, Ь), то /' (с) ^  0 и

f ( xt)— f(Xi)>0\  (7)

если же /' >  О на (а, Ь), то /' (с) >  0 и

/ ( * , ) - / ( *  i ) > 0 .  (8)

Так как неравенства (7) и (8) имеют место, каковы бы 
ни были xlt х2, где a ^ ,x x х2^.Ь, то в первом случае / 
не убывает, а во втором / строго возрастает на отрезке 
[а, Ь].
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П р и м е р  1. Возвратимся к примеру 1 § 4.7, где 
надо было оценить величину >.= j!/8 ,001— у/8. Приме
ним формулу Лагранжа к функции т!р(х) = х 1/а. Имеем

X =  if (8,001)—q  (8) =  0,001 • -ф' (с) =  0,001 ■ 1  х~2'3 \х=е =

— __L r -2/3 J _Я - 2/3-----------!__
3000 ^  3000 12 000 ’

В примере 1 § 4.7 мы получили такой же результат, но 
сейчас он получил полное обоснование.

П р и м е р  2. Функция у  =  sh х =  ~ (ех— е~х) имеет
непрерывную производную

(sh х)' =-^- (ех +  е~х) = ch х >  0 V.v £ (— оо, оо),

и обладает свойствами
lim sh x  =  — оо, lim s h .r= + o o .

X  -*■ -  0 0  А —► +  ОС

Следовательно, она строго возрастает и непрерывно диф
ференцируема на (— оо, оо) и отображает интервал 
(— оо, оо) на (— оо, оо ) .  Поэтому она имеет обратную одно
значную непрерывно дифференцируемую функцию, обоз
начаемую так : x =  Arsh*/, у £ ( — оо, оо).

Т е о р е м а  6. Если функция имеет на интервале (а, Ь) 
производную , равную нулю,  то она постоянна на (а, Ь).

В самом деле, на основании теоремы Лагранжа имеет 
место равенство

f ( x ) —f ( x l) = (x—x1) f '  (с),
где хЛ—фиксированная точка интервала (а, Ь), х— про
извольная его точка (она может находиться справа и 
слева от хг) и с — некоторая, зависящая от х, и х точка, 
находящаяся между хх и х. Так как по условию/ ' (х) =  0 
на (а, Ь), то f ' ( c )  = 0 и f (x)  — f ( x1) — C для всех х £ (а, Ь).

Заметим, что в приведенных теоремах ослабление на
лагаемых в них условий может привести к неверности 
утверждений (см. замечания 1, 2 к теореме Ролля).

О п р е д е л е н и е .  Будем говорить , что функция y = f  (х) 
возрастает  (убывает) в точке х0, если существует  число 
6 >  0 такое, что

х г > 0 ( i r < 0 ) пР“ ° < 1 А* К б-
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Очевидно, что если функция f  (х) возрастает (убывает) на 
(а, Ь), то она возрастает (убывает) в каждой точке х £ (а, Ь).

Т е о р е м а  7. Если f  (хи) >  0 (< 0 ) , то функция 
у  = f  (х) возрастает (убывает) в точке х0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как f r (х 0) =  lim , то,
Лд -* о ЛЛ

задав к >  0, можно найти такое б >  0, что /' (.v0) — е <

< -5 7  < / ' ( х°) +  е ПРИ 1Д* 1 < 6- п Усть Г (х0) >  0. Взяв

е <  /' (*„), получаем, что >  0 при |А х|< б, т. е.
функция / возрастает в точке х0.

З а м е ч а н и е  6. Если функция f  имеет производную 
и не убывает на (а, Ь), то } ' ( х ) ^ 0  на этом интервале. 
При сказанных условиях невозможно, чтобы в какой-либо 
точке х € (а, Ь) производная от / была отрицательной — 
это бы противоречило теореме 7.

Если f  имеет производную и строго возрастает на (а, b) 
и если у нас других сведений об / нет, то все равно при
дется заключить, что f '  (л :)^  0 на (а, Ь), потому что строго 
возрастающая функция в отдельных точках (а, Ь) может 
иметь производную, равную нулю. Такой, например, яв 
ляется функция х3, строго возрастающая на (— сю, оо) 
и имеющая при х =  0 производную, равную нулю.

З а м е ч а н и е  7. Если функция возрастает в точке х0, то она 
не обязательно возрастает в некоторой окрестности точки дг0. 

Примером может служить функция
| 0, х == 0,

F (х =  ч х ,  1 .
W ~ * s i n 7 ’ * * ° -

Очевидно, что

■уг — хг S in  —  .
F' (0) =  lim --------- ------- -  =  .

х—О х ^
и F (х) возрастает в точке лг =  0. Однако эта функция немонотонна,

т ак  как  производная F' (х) 2х sin — +  cos — в любой малой

окрестности нуля принимает к а к  положительные, так  и отрицатель
ные значения (см. теорему 5). Для Xh— l/kn ( k = l ,  2, . . . )  при k 
четном она равна 3/2, а при k нечетном она равна — 1/2.

Т е о р е м а  8. Если функция f  (х) четная (нечетная) 
и дифференцируема на [— а, а ] , то /' (л:) нечетная (чет
ная ) функция.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как f ( x ) ^ f ( —x) V jtg  
£ [— а, а\, то производные левой и правой части также 
совпадают: / ' ( * ) = — f ' ( —x), т. е. f ' (х) — нечетная функ
ция. (Этот же факт можно доказать, исходя из опреде
ления производной.)

§ 4 .13 . Раскрытие неопределенностей

Будем говорить, что отношение представляет собой 

неопределенность вида -5- при х —<■ а, если lim f (x)  =
х -*■ а

=  lim g (x ) =  0. Раскрыть эту неопределенность— это зна-
х -+ а

чит найти lim . , , если он существует.
х - *  а 8  Vх)

Т е о р е м а  1. Пусть f  (х) и g (х) определены и диф
ференцируемы в окрестности точки х = а,, за  исключением, 
быть может, самой точки a, iim / (* )=  lim g (* )  =  0,

х -*■ а х -*■ а
g ( x)  и g '  (х) ф  0 в этой окрестности. Тогда, если с у 
ществует  lim А

х -*■ (1 8
место равенство
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f '  (х) / (а:)ществует  lim , \ \ , то сущ ествует  lim и имеет
х -+■ а 8  \х) х - *  а 8  \х)

lim lim . (1)
I  -*  «  8  W  х -*■ а 8  I* )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Будем считать, что а — конеч
ное число. (В случае а =  оо  см. ниже замечание 3 .) До
определим функции / и g  в точке х = а, полагая / (а) =  
= §  (о) = 0. Тогда эти функции будут непрерывны в точ
ке а. Рассмотрим отрезок [а , х], где х >  а  или х <  а 
(см. замечание 5 § 4.12). На [а, л:] функции / и g  непре
рывны, а на (а, х) дифференцируемы, поэтому по теореме 
Коши существует точка £ такая , что

1 М - 1 Ы  п »  й  ( , ) ) ш ш  Ж = 1 ® ,
8 (х) 8 (а) 8 (I) v v ” 8(х) 8 (S)

Когда х —► а, то и | ■—>- а, поэтому в силу условия тео
ремы имеем

1М_ = н™ is™ I 'M
* - «  е М  I-
lim 1Ш -— lim Л Ш - =  lira (2)8 W l-+a 8 (I) , -  fl 8 W V ’

при условии, что предел в правой части равенства суще
ствует.

Этим теорема доказана.



З а м е ч а н и е  1. Если предел справа в (1) не сущест
вует, то предел слева может существовать.

П р и м е р  1. Так как s in *  да х, то 
, . 1X- Sin— J

Нш —т— -  =  lim л: sin — =  0.
х->  О n  X * - * 0  *
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Однако
1 •2дг s i n ------:  cos —(x*s ln~X 

lim > . , =  lim ------------------ -
X -► 0 (s i n *> x- +0  C0SX

не существует.
/' (x)З а м е ч а н и е  2. Если выражение - т |л.|- представляет

неопределенность вида — и функции /' (х), g '  (х) удовлет
воряют условию теоремы 1, то

Ни Ж  =  Ит lim Г(Л)
х-+а g(x) *-+a g' (x) x - a S ’ W '

При этом эти равенства надо понимать в том смысле, 
что если существует третий предел, то существует и вто
рой и первый.

Т е о р е м а  2 • Пусть f u g  определены и диффе
ренцируемы в окрестности точки х =  a, l im f (x)  =

х -*■ а
=  l im g  (х) — оо, g  (х) и g '  (х) Ф  0 в этой окрестности,

х -*■ а
тогда1 если

а l im , то  3 l im
a s' W ’ Х-+ Ч 8(х)

Шп Щ . в ц т Щ .  
х - * а g(x) х _+а g (х)

Доказательство этой теоремы мы не приводим. 
З а м е ч а н и е  3. Если а — оо, то замена х — \Ц сводит 

дело к а  =  0:
/(*) /(1/0 (/(I/O)' Г (1/0 (-!/<*)
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Выражаемые теоремами 1, 2 правила, в силу которых 
вычисление предела отношения функций может быть све
дено к вычислению предела отношения их производных, 
называют правилом Лопиталя, по имени математика, ко
торый сформулировал это правило, правда, для весьма 
простых случаев. Впрочем, это правило было известно 
И. Бернулли до Лопиталя *).

П р и м е р  2.

l im ^ -  =  0 Va >  0,  а > 1 .

Здесь мы имеем неопределенность вида . Применяя
правило Лопиталя k раз ( А ^ а ,  при а  натуральном k—a), 
получим

1 • X CX̂-h
lim - г -  =  lim ——1— г» =  0.

° х х ш ° х (1п й)*

П р и м е р  3.

lim j™  о V a >  0.
X оо *

Функции х* н \пх удовлетворяют всем условиям теоре
мы 2, поэтому

lim lim 1 =  lim —̂  =  0.Ха  г _ ^ „ а х а - '  _ _ а д с “

Кроме рассмотренных неопределенностей, встречаются 
неопределенности вида 0-оо, 0°, оо°, оо— оо, 1°°, опреде
ление которых очевидно. Эти неопределенности сводятся
к неопределенностям — или ^  алгебраическими преобра
зованиями.

а. Неопределенность 0 - о о  ( f (x) g (x) ,  / (х)—►О, g ( x ) —► 
—>-оо при х —+а). Ясно, что

f ( x ) g ( x)  =  т ^ ( | )  или

г) Г. Ф. Лопиталь (1661— 1704)— французский математик. И. Бер
нулли (1667— 1748) — швейцарский математик.



П р и м  ер  4.
lim х1 l nx  =  0 Va >  0;

*-*• о

lim In л: =  lim ~ )  =  l ‘m — l/- a~  ~
: -► 0 х -*• о * " a  \ ° ° /  * - * о  OU a  1
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jr ->• О х О

=  — -  lim Х ^ О . 
а  ж - i o

б. Неопределенности вида 1” , 0°, оо° для выражения f z 
сводятся к неопределенности 0-оо. Согласно определению 
этой функции j e  = с е  1п 1 ( f  >  0).

Если
l i mg l n/=£,

х -*• а
ТО

lim —
х -*■ а

в . Неоп ределенность оо — оо (/ (х)— g  ( a ) ,  f  —► +  оо, 
g —.--{-оо при х —>-а). Легко видеть, что

_1___ 1_
/ _ я = 1 __1=  £__L ( °Л .

_L J_ _L. 1   ̂0 / 
f  g  f  ' g

§ 4.14. Формула Тейлора1)

Рассмотрим произвольный многочлен степени п\
П

Рп (*) =  К  +  К х +  • • • +  ь„хП =  2  bkXk,k = 0
где, таким образом, bk — постоянные числа— коэффициен
ты многочлена. Пусть х„— любое фиксированное число. 
Полагая Ъ =  (а-— а 0) +  х0, получим

Р„(х)= j }  bk [ ( x — x0) +  х„]*, (1)
fc = 0

откуда, возводя в степени квадратные скобки и приводя 
подобные по степеням х— х0, получим выражение для Рп (а)

1) Б. Тейлор (1685— 1731)— английский математик,



в следующей форме:
П

Рп (х) = а0 +  а1 (* — *„)+  • • • + а п (х—х„)" =  2  ак (х— *„)*,
k =«о

(2)

называемое разложением многочлена Рп (х) по степеням  
(х— х„). Здесь а 0, at , а п— числа, зависящие от bt и 
х0— коэффициенты разложения Рп по степеням х— х0. 
Например, а0 = Ьи + Ьхх„+ . .  . -\-Ьп^ .  Из (1) очевидно, что 
Рп (х) на самом деле от х0 не зависит.

Найдем последовательные производные Рп (х):
Р'п (х) =  <?, +  2о2 (х—х0) +  . . . + п а п (х—хи)п~\
Р"п (*) =  !•  2й2 +  2-3 ая (к— *„)+ . . . + п  ( п— \)а„ (х—х0)п~*,
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Рп' (х) =  1 - 2 . .  .hak-\- . . .  + п  (п — 1 ) . . .  I
. . .  ( n—k + l ) а п (х—х0)п~к,

/ТОО =1-2 . . .  па„.
(3)

Производные порядка выше п равны нулю. Полагая 
в формулах (2) и (3) х = ха, получаем

Рп (*о)= ̂ о> Рп (*0) — ах,
Р Л х 0) =  1-2а2, P ^ ( x a) = k\ak........... Р™(ха) = п\ап

ИЛИ

^  =  0’ 1...........п)’ (4)

где мы считаем 0! =  1, РЦ, (х) =  Рп (х).
Формулы (4) показывают, что один и тот же много

член Рп (х) степени п можно разложить по степеням х— х0 
единственным образом, т. е. если для всех значений х

Р п (х) = 2  Р*(*—*»)* = 2  Рк(х— х0)Л, k= 0 *=0

где и Р*— постоянные, то Р* =  Р* (k — 0, 1, п). 
Ведь как числа рк, так и р* вычисляются по одной и той 
ж е формуле (4).



В силу (4) формулу (2) можно переписать таю 

Рп (*) =  Рп (*„) + ^ т г- ( * - * « ) +  • ■ • +  ( * - * . Г  ~

=  Е т ^ ( ^ - * о ) ‘ . (2 ') 
* = 0

Формула (2 ') называется формулой Тейлора для много
члена Рп {х) по степеням  (х— х0). Отметим, что правая 
часть (2 ') фактически не зависит от х0.

П р и м е р  1. Пусть Рп (х) = (а + х)’1 и х0 =  0. Тогда 
в силу (2 ')

р . м = £ ф ^ * .
k= о

где в данном случае

Рп' (х) = п (п  — 1) . . .  (п— k+  1) (а-\-х)п~к,
Р\ь (0) =  п (п— 1) . . .  (и— /? +  \ ) а п~ к,

и мы получили известную формулу бинома Ньютона

{а +  *)» =  £  = * ± Л  ап -кх*. (б)
*=о

Рассмотрим теперь любую функцию f (x) ,  Котора^ 
имеет непрерывные производные всех порядков до (я-И )-гб  
в некоторой окрестности точки х0. Мы можем формально 
составить многочлен

Qn(x) = j ^ l- ^ ( X - X  „)*, (6)
k =0

которой называется многочленом Тейлора п-й степени или 
п-м многочленом Тейлора функции f  по степеням х— х0.

Многочлен Q„ (х) совпадает с функцией f  (х) в точке х0, 
но для всех х он не равен / (х) (если f  (х) не является 
многочленом степени п). Кроме того,

Qn (*о)= / ' (* .). • • •. QT (*.) =  /<«> (* ,). (7)

Положим
/ (х) *= Qn (х) + г„  (х). (8)

6  f t ,  С . Б угр о в , С , М , Н икольский
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Формула (8) носит название формулы Тейлора для функ
ции f  (х) ; г п (х) называется остаточным членом формулы 
Тейлора,— подробнее, п-м остаточным членом (формулы 
Тейлора функции f  по степеням х— х0. Функция г п (х) 
роказывает, какую  погрешность мы допускаем при замене 
f  (х) на многочлен Тейлора (6).

Найдем выражение для г п (х) через производную /(п+1) (х). 
В силу (7) и (8) г п (л-0) =  г'п (хЛ) = .. .= г< пп1 (ха) =  0. 

Положим ф (х) =  (л:— *о)л+1- Ясно, что ф (х0) =  ф' (л:0) =  . . .
. . ;  =  <р<"> (х0) =  0. Применяя теорему Коши к функциям 
г п (х) и ф (х), будем иметь

Гп (х) _  Гп (х) —  г п (лг0) ^  г'п (дг,) __  Г„(хг ) — Гп(хо) ^  г"п(хг )
Ф (*) Ф М  — ф (*0) Ф' (*i) Ф' (*i) —  ф' (*о) =  Ф" (хг)

Гпп) (Хп) С  (хп) - Г п т  (х0) гУ + 1 , (л-„ +1)
Ф<«) (хп) ф‘п> (х„) —ф<"> (х0) ф<« + »  (х„ + 1)

( * l€ ( x e, х) И Xk + i £(xt , Xk), k = l ,  2, . . .  п).
Но ф<“+‘» (х) =  (п + 1)1, г « +1> (лг)=/(л+1> (*)— 0 = Г п+1) (.X). 

Следовательно,

Гп(х)= ^ щ - ~  f in+l)(c), (9)

где с  — x^+t — некоторая точка, лежащ ая между хЛ и х. 
Таким образом, формулу (8) можно записать в виде

f ( * ) = X  т г  + т г т ж  (х - х>)п+1- <8 ')

Формула (8 ') называется формулой Тейлора с остаточ
ным членом в форме Лагранжа.

Мы доказали важную теорему.
Т е о р е м а  1. Если функция  / имеет в окрестности  

точки х0 непрерывную производную f n+l(x), то для любо
го х из этой окрестности найдется точка с  £ (х0, х) такая, 
что f  (х) можно записать по формуле (8 ').

Здесь с  зависит от х и п.
Если точка х0 = 0, то формулу (8) называют формулой 

Маклорена.
Известны и другие формы остаточного члена формулы 

Тейлора. Так, большое значение имеет форма Коши

Гп W  -  (x- xo)"+J ( l - ° ) n /<*«> (Хо+0 ( * - * „ ) ) ,  (10)



где 0(0  < 0 <  1) 'зависит от п  и х. Вывод этой формулы 
будет дан в § 6.5.

Уменьшая окрестность точки х0, получим, что произ
водная /1п+11(х) есть непрерывная функция от х на замк
нутом  отрезке [дс0— б, x0-f-6], Но тогда она ограничена 
на этом отрезке:

|/‘"+1>(*)| < М „  ( * . - б < х < * .  +  6) (11)
(см. § 3 .5 , теорема 1). Здесь М „— положительное число, 
не зависящее от указанных х, но, вообще говоря, завися
щее от п. Тогда

1 '■ (*) 1 <  п й ж 1 1 Г 1 <  Mn » <12>
| л:— л:01 <  б.

Неравенство (12) можно использовать в двух целях: 
для того чтобы исследовать поведение г п (х) при фиксиро
ванном п в окрестности точки х0 ч для того, чтобы иссле
довать поведение г п (х) при п —»-оо.

Из (12), например, следует, что при фиксированном п 
имеет место свойство

г„(х) =  о((,х—хв)а), х —*ха, (13)

показывающее, что если г п (х) разделить на {х— х„)п, то 
полученное частное будет продолжать стремиться к  нулю 
при х —>-х0.

В силу (13) из (8 ') следует:
П

/ W  =  £  +  °( ( * - * о ) " )-  ( I 4)
k=o *-*• *•

Эта формула называется формулой Тейлора с  оста
точным членом в смысле Пеано1). Она приспособлена для 
изучения функции f  в окрестности точки хв.

Т е о р е м а  2 ( е д и н с т в е н н о с т и ) »  П усть одна и т а  же 
функция f  из различных соображений оказалась представленной в ок
рестн ости  точки х0 в виде
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/ ( х ) = а 0 + а 1 (дг—* 0) +  , . . + а „ ( * — дг0)п +  о ( ( х — *о)")> 'X -*■ Х0
f(x )  — b0 + bi (х— * 0) +  . . . + 6 п ( * — Хо)п +  о(.(х— х0)п).

X  -*■  Х 0

(15)

х) Д .  Пеано (1858—1932)— итальянский математик,



Тогда
a k — bk (6 =  0 , 1, п). (16)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если приравнять правые части (15) и 
перейти к пределу при х — ► дг0, то получим а0 — Ь0. Теперь в этом 
равенстве можно сократить на (х — х0) ( х ф х 0) и опять перейти 
к  пределу при х — ► дг„. Тогда получим а 1 =  Ь1. И т ак  продолжаем 
до тех пор, пока получим ап =  Ьп.

П р и м е р  2. Мы знаем, что
П

X ' . 1 —хп +1
х = —rzzz— (х Ф >)•

*=о *
Поэтому

п п

^ дг* + г ~ 1 ==Х  xk+0J S l  (17)
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С другой стороны, функция г|> имеет в окрестности точки дг =  О 
производные любого порядка, поэтому для нее имеет место формула 
Тейлора с остатком в форме Пеано

' Ж  =  X  х* +  о (хп). (18)

Сопоставляя формулы (17) и (18), на основании теоремы единствен
ности получим

l= :4 r ~  (ft=0, *• •••• ")' (19)

Поведению остаточного члена формулы Тейлора при 
п  ► оо посвящен следующий параграф.

§ 4.15. Ряд Тейлора1)

Выражение
(1)

или еще
оо
2  ак, (Г )

*=о
где ак—числа, зависящие от индекса к, называется рядом. 
Конечные суммы

Sn = 2  ак (п =  0, 1 , 2 , . . . )к=О

*) и. Бернулли получил ряды, которые мы связываем с именем 
Тейлора, в 1694 г . ,  а Тейлор получил их позднее — в 1715 г , (см 
Известия ИМН АН, 1896, VII ,  № 4, Н, Я . Сонин),
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называются частичными суммами  ряда (1) (или (Г )). 
Если существует конечный предел

Hm S„ =  S ,  (2)
П -*• сс

то говорят, что ряд (1) сходится к  числу S  и называют Э- 
суммой ряда. При этом пишут

СО

S  =  2  ак — а0 -+■ а , +  а2 +  . . .
к = 0

Если предел частичных сумм Sn (при п —► оо) ряда 
(1) не существует или равен оо, то ряд (1) называется 
расходящимся.

Пусть теперь функция / имеет производные любого 
порядка в окрестности точки х0. Д ля такой функции 
можно составить ряд следующего вида:

f (x  o ) + L ^ }- ( x - x l>) + ^ ( x - x oy + . . .  (3) 

или короче

( * - , . ) * .  <3')
*=0

Д ля каждого отдельного значения х этот ряд может 
сходиться или расходиться. Множество точек х, для ко
торых ряд (3) сходится, называется областью сходимости  
этого ряда. Независимо от того, сходится или расходится 
этот ряд, он называется рядом Тейлора функции / по сте
пеням х— х0. Если х„ =  0, то соответствующий ряд назы
вают иногда рядом Маклорена.

Особый интерес представляет тот случай, когда ряд 
Тейлора функции / по степеням (х— х0) сходится в не
которой окрестности точки х0 и притом к самой функ
ции f (x).  Если это имеет место, то

со

/ (*) = 2  (* — *»)* (х £ (̂ 0 — S, *0 +  в)),
А-О

т. е. функция f (x)  есть сумма ее ряда Тейлора в неко
торой окрестности точки хв, иначе говоря, для любого 
значения х£(х0— б, х„ +  8). В этом случае говорят, что 
функция f (x)  разлагается в р я д  Тейлора по степеням  
(х — хе), сходящийся к ней.



Т е о р е м а  1. Если функция f  имеет, на отрезке  
[х0— б, *0 +  б] производные любого порядка и остаток ее  
формулы Тейлора стремится к нулю при п —► оо

lim г„(х) =  0 (* € [* „  — б, хи -f- б]) (4)
1 —*■ СО

на этом отрезке, то f  разлагается в сходящийся к  ней 
ряд  Тейлора на этом отрезке.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть функция / имеет на от
резке [х„— б, х0-{-6] производные любого порядка. Тогда 
эти производные непрерывны на [,у0 — б, х0;+ б ](, потому 
что, если f  имеет производную f ik) на [ х ,— б, x0 +  6]f то 
производная непрерывна на [х0 — б, лг0 -fr б].

Поэтому для нашей функции имеет смысл формула 
Тейлора

П
/М  =  X  (x—xj *  +  rn(x) Vn, X e  [л:0— 6, x0 +  6].

k =0

Тогда в силу (4)
n

l i tn  £  ! ^ A ( x — x o) ^  l i m  [ f t * )  — r ,  (* ) ]= *  
n -+■ *> fc-o a -> oo

=  /(*) — Hm r n (x) =  / (x),

т. e. в  этом случае многочлен Тейлора функции f (x)  
(по степеням х— хЛ) стремится при п —► оо к самой функ
ции:

П
• Пт £  l̂ T r ^ (x —xls)* = f (x)  (*£ [*„  — 6, лг0 +  б]);. (5) 

я -  ® *=0

А это означает, что рад  Тейлора функции- f (x)  сходится 
на [х0— Ь, х0 + 6 J  и имеет своей суммой f  (x):

со

f ( x ) = £  (x—x,)k (х g  [х0,— б, л^-ь б]). 
k=0

Теорема доказана.
Следующая- теорема дает простой достаточный крите

рий сходимости остатка формулы Тейлора к нулю.
Т е о р е м а  2. Если функция f  имеет на отрезке  

[х0— б, х0-1-6] производные любого порядка, ограниченные 
одним и тем же числом (\ tn) (Х) \ ^ М ,  п =  0, 1, 2,
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х0— 6 ^ . х ^ х 0 + Ь), то остаток ее формулы Тейлора 
на этом отрезке стремится при п —► оо к нулю'.

lim г п (х) =  0. (6)
П -*■ 00

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользовавшись формулой 
Лагранжа остаточного члена, получим

< 7 >

( с£{х0, х), М >  | /1п+1) (х) | V/г и |*— х01 <  6).
Так как правая часть (7 )  стремится к нулю при п —с оо 

(см. § 2 .5, (5)), то имеет место (6).

§ 4 .16. Формулы и ряды Тейлора 
элементарных функций

1. f (x)  = ex. Эта функция бесконечно дифференцируема 
(имеет производные любого порядка) на (— оо, оо ) .  При 
этом
/‘*>(х).= е* /1А,(0) =  1 (ft =  0, 1, . . . ) ,  /,'!+1,(с) =  ес.

Формула Тейлора с остаточным членом в  форме Лагранжа 
имеет вид

П
е* =  2 -*Г+  '•»(*). М * )  =  -^ п у г>  с € ( 0 ,  х), (1) 

*-=0 . ' ~ '
где х может быть положительным и отрицательным. На 
отрезке [—А, А], А >  0,

о А Ап  +1

к „ ( * Ж  (Я+Г)Т- » ° .  (2)

Это показывает (см. теорему 1 § 4.15), что функция ех 
разлагается на [ — А, А] в сходящийся к ней ряд Тей
лора по степеням х (ряд Маклорена):

—S 4 -  иk = 0
Но Л >  0 — произвольное число, поэтому это равенство 
имеет место на всей действительной оси ( * € : (  —  оо, о о )). 
В данном случае \flk)(x) | =  \ех \ ^LeA (k — 0 , 1, 2, . . . )  
на отрезке [— А, А], и чтобы получить равенство (3), 
можно было бы воспользоваться теоремой 2 § 4.15. «
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Вычислим число е  с точностью до 0,001. Имеем (см. (1))

= Е ж + г' . ( 1)> (4)k =о
где

Надо подобрать п настолько большим, чтобы

^ ( 1 )  =  7^ туг < ° ,0 0 1  '(0  <  с <  1).

Так как е с <  3, то для этого достаточно решить нера
венство 3/(п-f-1)! ^  0,001. Оно выполняется при п =  6. 
Следовательно,

е  + . . .  +-gj- =  2,718

с точностью до 0,001.

П р и м е ч а н и е .  Т ак  к а к  1 < ес < 3 при 0 < с < 1, то при 
п > 2  ес1(п -{- 1) =  0, где 0 < 0 < 1. Поэтому равенство (4) можно 
записать в следующем виде:

— V 4 1 1 в
е ~ 1 и  k\ "t* п\к = 0

Эта формула была использоваиа (в § 2 .6 ,  формула (3)) для до
казательства иррациональности числа е.

2. y  =  s in x . Данная функция имеет производную лю
бого порядка и

(sin лг)(*’ | =  s i nf x - f ^- T- <  1 Wk.

Поэтому по теореме 2 § 4.15 функция s i n*  разлагается в 
сходящийся к ней на (— о о ,  о о )  ряд Тейлора по степе
ням х:

уЗ уЬ ДГЧ (--+ l_ (— 1)*гsin л: — ^--------- 1--------- — > -— -—_  х3 . х* у
~ * зГ +  _5 ! ~  (2* 4 1 )!

Надо учесть, что
.................. . , при n = 2k,
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Формула Тейлора функции s i n*  по степеням х имеет вид 

s in *  =  x — Ц - - + - . . .  + ( — l ) v+1 (2v - . i ‘) i + /~av(*), (6 )

где

r 2v(*)= sin (’ 0x +  (2v+  ^T .)  (0 <  0 < 1).( 2 v + 1)!

Отсюда следует, что
r 2v {x) =  о (x2v)

x -+ 0
И

s in *  =  * - - £  +  ■ ■ ■ +<Ф">.

3. у  — cos л:. Совершенно аналогично можно получить,,
что

1 х* . х* V  / па А'2*
COS X  21 4! • • •  — J L (  *) (2ft) I *

П р и м е р  1. Найти lim s inх3 х .
0 х

Имеем

s in *  =  * — з]- +  о(^3), (7)
поэтому

т. е.

sin х — х 1 . о (х3) 1 I пСП 1
х 3 —  3 !  Л-3 —  3 !  3 !  '

х -*■ о

, .  sin ДГ— X 1lim — — т .
и х и

На самом деле в (7) остаток имеет вид о (х4). Но для
х-*■ 0

наших целей достаточно о (х3). Надо иметь в виду, что
х •+> 0

если некоторая функция от х есть о (л:4), то она есть
х -*• 0

также о (л:3) (но вообще не наоборот!).
х -*■ 0

4. Функция  /(х) =  1п( 1+х)  определена и сколько 
угодно раз дифференцируема для х >  — 1. Поэтому для нее 
формулу Тейлора можно написать для любого п — 1 , 2,  . . .  
при х >  — 1. Так как

(X) = , /(л) (0) = Ы Г 1 (я - 1)1,



то формула Тейлора имеет вид

l n ( l - f x )  =  x - 4  +  - - - + ( - l ) ' , + 1 ^ L +  /-„ ( а ) .

Используя формы Лагранжа и Коши остаточного члена, 
можно показать, что

lim /•„(*) =  0 при — 1 < х ^ 1 .
П -►оо

В самом деле, используя форму Л агр ан ж а  остаточного члена, 
имеем для 0 < * < 1 :

1 'п М1=71ТГ• (1 +ао«+« < ^ т г 0 («— оо, о < о < 1);
используя форму Коши остаточного члена (см. § 4.14, (10)), имеем 
для — 1 < х < 0:

! гп (х) | =  | (— I)" ; «  + 1 - (1~ е)П
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(1+Ол')"1
\ * \ п  +  1 
1-1*1 №£)■<

I X I" +1
<  l _ l  х I-----*■ 0 (п—► оо, 0 < 0 < 1).

Поэтому функция In (1 х) разлагается в указанном 
промежутке в ряд Тейлора по степеням х:

со

1п(1+*) = Е  (~1)к+1т  (- 1 < * < 1 ).  
k = 1

б. Функция f  (х) =  (1 +  х)ш. Д ля этой функции 1 
/(л,(х) =  т ( т — 1) . . .  ( т — я -f  1) (1 -\-х)т~п,
/(п)(0) =  т ( т — 1) . . .  ( т — л +  1).

Формула Тейлора по степеням х имеет вид

{1 +  х Г . 1  + т х + л ! ^ П  * + . . .

Х- +  Г „ (х ) .

Можно доказать, что при любом т
lim г„ (* ) =  0 (— 1 <  х <  1).

П  -*■  СО

Поэтому для любого действительного т имеет место раз
ложение функции (1 -f- х)т в ряд Тейлора по степеням х

(1+х)- = 1 + £  " ( Я- 1) . . . ( Д- Н 1) Х> (— 1 < jc< 1).

(8)



Если т  натуральное, то функция (l- t-* )"1 есть много
член. В этом случае г„(*)==0 для n > m ,  и ряд справа 
в (8) представляет собой конечную сумму— многочлен 
Тейлора (см. § 4Л4).

>
При х = ± 1  исследование поведения остаточного члена (в  форме 

Коши или Л агран ж а)  требует больших усилий. Отметим лишь, что 
при х = 1  ряд Тейлора (8) сходится при т  > —I, а при х = —1 для 
т  > 0.

Приведем частные случаи ряда (8) при m =  — I, т  — — з

. ^ = 1 +  ( - ! ) »  * " + . . .  ( - ! < * <  1)
1 I %

— обыкновенная геометрическая прогрессия, расходящ аяся при 
х — ± 1 ;

У т =1 + 1.*■—J-.*» + 1 .* * -

~Ш  «4+ - . .  +  ( -  *>*"* **+•■• « - »< * < »> :
здесь ряд справа сходится при х  =  1.

П р и м е р  2. Вычислить предел (т Ф  п> т Ф  0, п Ф  0)

rn/- j п j 1 -j------ [-о (*) — f  I -j----- j-o (x) ^
lim V ' + * - V \ ± ± =  Hm —

*4-0 x * -► » *

_  um ra _ i)+1,(i)i=i-i.x_o * x-+o Lv T WJ m «
П р и м е р  3.

i- „ + , > l i m _  
« - 0  * *-*0

— f 4 - + “ ) *г+о(х*)  . ,
=  lim — i ^ --------------=  lim Г _ _ _ а +  о(1) [ =>

x -* о *-*o L J
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I
T - a .

§ 4 .17 . Локальный экстремум функции

Определение локального экстремума было дано в на
чале § 4.12. Очевидно, ему можно придать и следующую 
форму.
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Функция у  — f  (х) достигает в точке с  локального мак
с имума (минимума) ,  если можно указать такое  6 >  О, 
что ее приращение А у  в точке с  удовлетворяет неравенству

д </ =  / (* )— / ( с ) < 0 Ух£( с —Ь, с +  6)
(соответственно Ау = / (дг)—/ ( с ) ^ 0  Ух£( с — б, с +  б)).

По теореме Ферма (см. § 4.12), если функция f  дости
гает в точке х0 локального экстремума и в этой точке 
производная f '  (х0) существует, то последняя равна нулю:

/ '(* .)  =  о.
По определению точка х0 называется стационарной  

для функции  /, если в ней производная от / существует 
и равна нулю (Г (*о) =  0)-

Если задана на некотором интервале (а, Ь) функция / 
и надо найти все ее точки локального экстремума, то их, 
очевидно, надо искать среди, во-первых, стационарных 
точек, т. е. таких, в которых производная f  существует 
и равна нулю и, во-вторых, среди точек, где f  не имеет 
производной, если таковые на самом деле имеются. Ста
ционарные точки находятся из уравнения

/ '(* ) =  0, (1)
которое надо решить. Конечно, не всякая стационарная 
точка функции / есть точка локального экстремума /.

Условие (1) является необходимым для того, чтобы 
дифференцируемая функция / имела в точке х локальный 
экстремум, но недостаточным. Например, х =  0 есть ста
ционарная точка функции х3, но в ней эта функция воз
растает.

Очевидно такж е, что не всякая точка, где f  не имеет 
производной, есть точка локального экстремума /.

Так или иначе, если нам уже известно, что х0 есть 
стационарная точка или точка, где производная от / не 
существует, нам нужны критерии распознавания, будет 
ли действительно эта точка точкой локального экстремума, 
а если будет, то какого— максимума или минимума.

Ниже мы приводим достаточные критерии локального 
экстремума.

Т е о р е м а  1. Пусть х0— стационарная точка функ
ции  / (т. е. f ’ (x0) = 0) и / имеет вторую непрерывную  
производную в окрестности х0. Тогда :

если /" (х0) <  0, то х0 есть точка локального макси
мума  /;



если ж е f" (х0) >  0, то х„ есть точка локального ми
нимума f.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разложим f  по формуле Тей
лора по степеням (х — х0) при п — 1. Так как  f ' ( x0) =  О, 
то формула Тейлора функции f  в окрестности точки 'х0 
имеет вид

/(х) =  / (х0) + ^ 2^ Г ( с )  . ( с е {хо, х)). (2)

В этой формуле может быть х7^х0.
Пусть /" (хь) < 0 .  Так как производная f" по условию 

непрерывна в окрестности х0, то найдется б >  0 такое, что
/ " (* )<  0 Vx£(x0—б, х0 +  6).

Но тогда остаточный член в формуле (2)

Г  (с) < 0  V* €  (*0 -  б, х0 +  6),

что показывает, что
=  / (* )—/ (* о )< °  Vx£(x0—6, х0 -+• б),

т. е. / имеет в х„ локальный максимум.
Аналогично, если f" (х0) >  0, то /" (х) >  0 в некоторой 

окрестности х0 и /" (с) >  0. Поэтому остаточный член фор
мулы (2) в окрестности неотрицательный, а вместе 
с ним и Ay — f  \x)— f ( x0) ^  0, т. е. / имеет в х0 локаль
ный минимум.

П р и м е р  1. «/ =  *“4 -5 , у ’ — 2х, х = 0— стационарная 
точка; у" =  2 > 0  для всех х, следовательно, и в точке
*  =  0. Значит, в точке х = 0 — локальный минимум. 

З а м е ч а н и е  1. Если
/'(*„) =  () и /"(*„) =  0, (3)

то функция / может иметь и не иметь экстремума в х0. 
Например, функции х3 и х4 удовлетворяют условиям (3) 
в точке х0 =  0, но первая из них не имеет экстремума 
в этой точке, а вторая— имеет, а именно, минимум.

Т е о р е м а  2. Пусть /' (х0) =  /" (*„) =  . •. = / (п| (*0) =  0 
ы /(,,+1) (*о) Ф  0. и непрерывна в окрестности точки х0, 
т огда :

если (п-\-1) —четное и f {n+1)(x0) < 0 ,  то f  имеет в х0 
локальный максимум-,

если ( п + 1 ) —четное и >  0,  то  / имеет в х0
локальный минимум-,
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если (п +  1)—нечетное и f tn+1) (хв) Ф  0, то f  заведомо 
не имеет в х0 локального экстремума.

Доказательство этой теоремы снова основано на при
менении формулы Тейлора. Имеем

= > 41)(с) ( с е ( х 0,х) ) .  (4)

В случае, если ( n - f l ) — четное, рассуждаем в точности так 
же, как в случае формулы (2). Пусть теперь ( я + 1 )  — 
нечетное, и пусть, как было предположено, f (n+1) (х0) фО.  
Вследствие непрерывности /<п+1) в окрестности хв сущест
вует интервал (л  ̂— б, х0 + б ), на котором f {n+l) (х) сохра
няет знак /,п+1) (л:0). Если х будет возрастать в окрестно
сти х, слева направо, то (х — *0)'I+1 при переходе через х0 
переменит знак, а /(л+1)(с) будет сохранять один и тот же 
знак. Это показывает, что правая часть (4) и, следова
тельно, Ay  — f{x)—f  (Jc0) при переходе х через х0 меняет 
знак и экстремум в хв невозможен.

Т е о р е м а  3. Пусть функция f  непрерывна на отрезке 
[х0 — б, x0 +  6] и имеет производную f  (х) отдельно на 
интервалах (х0— б, хв) и (хы х0 +  б). При этом

f ' ( x ) > 0  « 0 )  на (х„—б, х0), (5)
/ '( * ) < 0  (> 0 )  на (х0, хв + 6). (6)

Тогда х0 есть точка локального максимума (минимума)  
функции f.

Здесь не обязательно предполагается, что / '(х0) су
ществует. -

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из непрерывности f  на отрезке 
[х0 — б, х0] и свойства (5) следует (см. теорему 5 § 4.12), 
что f  не убывает (не возрастает) на этом отрезке и, сле
довательно,

f (Xo)—f ( x ) > 0  « 0 )  для х € [ х 0 — б, х0]. (7)

А из непрерывности f  на [*„, х0 +  б] и свойства'(6) сле
дует (см. ту ж е теорему 5 § 4.12)

f ( x ) —f ( xо) < 0  О О ) для x<E[i0, дг0 +  б]. (8) 

Но тогда из (7) и (8) следует:

f ( x ) < f ( x  о) (/ (х) >  / (*„)) Vx £ [лг0— б, х0 +  б],
0

и мы доказали теорему 3.
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Теорема 3 утверждает, что если первая производная 
функции f  при переходе через точку х0 меняет знак, то f  
имеет в точке х0 минимум (рис. 52), если знак меняется 
(при возрастании х!) с — на + , и максимум (рис. 53), 
если он меняется с +  на —. При этом не обязательно,

чтобы /' (х0) существовала. Но требуется, чтобы / была 

непрерывна в точке х0 (рассмотреть функцию /(*) =

—2гП р и м е р  2. Функция у =  Мы
видим, что у '  > 0 , при х <  0, у '  <  0 при х >  0 и, кроме 
того, у  непрерывна в точке де =  0у поэтому по теореме 3 
функция у. имеет локальный максимум в точке *  =  0. 
Других локальных экстремумов функция не имеет.

П р и н т е р  3. Функция у = 2  — — si n (х Ф 0) , у (  0 ) = 2 ,

непрерывна в точке х — 0 и имеет локальный максимум: у ( д г ) < 2  =
— у ( 0), у х . Однако нельзя выделить окрестность точки  дс =  0 т ак ,  
чтобы в ней при х < 0 функция возрастала , а при х > 0 убывала. 

В самом деле,

у' — —2x^1—sln ~ j —008 ~  (*т*0).

2 — л:2  ̂1 — sin —  ̂— 2 . .
у' (0) =  l i m ---------- ------------- — — 0 = — 11т х ( 1 — sin — ) =  0.

х-*о х  х - о  \ х  J

При малых х  слагаемое 2х f  1 — sin — 'j к а к  угодно мало, поэтому
Х 1 1

знак производной у' зависит от cos — . При х — >-0 cos — прини

мает значения ±  1 сколько угодно раз. Значит, во всякой окрест
ности точки х  =  0 функция колеблющаяся,
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Т е о р е м а  4. Пусть функция f  удовлетворяет усло
виям / '(х 0) =  0 и / " (*о )> 0  (<  0). Тогда / в точке х„ 
имеет локальный минимум (максимум) .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как

г (*„) =  lim Щ Е П ***  =  ,im 7=т >  °-Х-+Х* л 0
f r

то на основании теоремы 2 § 3.2 ■■ - - >  0 в достаточно
ДГ Xq

малой окрестности точки х0, т. е. f  (д:; <  0 для х <  х0 и 
/' (дс) >  0 для х >  х0. По теореме 3 заключаем, что в точке 
х0 локальный минимум. Случай f" (х0) <  0 исследуется 
аналогично.

З а м е ч а н и е  1. Теорема 4 содержит в себе теорему 1 
как частный случай, потому что в ней не предполагается, 
что f" (х) непрерывна в окрестности точки х0. Требуется 
лишь существование f" (х0).

§ 4.18. Экстремальные значения функции на отрезке

Пусть надо найти максимум (минимум) функции /, 
непрерывной на отрезке [а , Ь]. Тот факт, что / достигает 
максимума (минимума) на [а , Ь] в некоторой точке х0 £ 
£ [а, b], доказан в теореме 2 § 3 .5 .

Могут быть только три возможности: 1) дс0= а , 2) x0=b,
3) дс0£ (а, Ь).

Если х0 £ (а, Ь), то, согласно сказанному в предыдущем 
§ 4.17, точка дс0 будет точкой лбкального экстремума, и 
ее следует искать либо среди стационарных точек, либо 
среди точек, где производная не существует.

Если указанные точки образуют конечное множество 
х,............хт, то

^гпаХ]/(х) =  тах { / (а ) , f (b) ,  f ( x t), . . . ,  f  {хт)\

(  min / (дс) =  min {/ (а), /.(£>), / (xx), . . . ,  f (x m)}\. 
it

Отметим, что нет необходимости выяснять характер 
стационарных точек, если мы поставили себе только задачу 
найти максимум (минимум) функции / на [а , Ь].

П р и м е р  1. Найти наибольшее и наименьшее значе
ния функции

ij> (дс) =  sin л +  cos x на [0, л].



Находим производную: г|/ (л:) =  co sх— sin * . Приравни
ваем ее нулю:

cos х— s i n*  =  0.
>

Это уравнение имеет на отрезке [0, я ]  единственное реше
ние *  =  я/4. Так как г|;(0) =  1, г|;(я/4) =  ^ 2 ,  г|;(л;) =  — 1, то 

шах • (̂x) = \r 2, min i|)(x) = — 1.
лте [0, л] *6 [0, я]

П р и м е р  2. Пусть электрическая лампа может пере
двигаться по вертикали ОВ (оси h). На плоскости, пер
пендикулярной ОВ, возьмем точку А . .
(на оси х). На какой высоте надо 
подвесить лампу, чтобы в точке А 
была наи лучшая освещенность 
(рис. 54).

Р е ш е н и е .  Поместим лампу в 
точку В, и пусть AB = r, OB = h,
ОА = а, /_ОАВ = ц. Известно, что 
освещенность / в точке А определя
ется по закону I — с  > Где с— ко
эффициент пропорциональности. Примем h за аргумент 
функции /. Так как r2 =  /i2- f a 2, sin(p =  y ,  то /(Л)=»
_  Л
~  (h* + a2)3/2‘

По смыслу задачи 0 ^ / г ^ о о .  Найдем наибольшее зна
чение этой функции. / (0 )=  / (оо) =  0 1). Далее

/ '(И) = с ■ - —0 при h = a lV 2.(/l2 + fl2)6/2 V

Так как 1 (а/]^2) =  2с/3 У"3аг >  0, то наибольшее зна
чение функция 1(h) принимает в точке /г =  а/|/г2.

Таким образом, лампу надо подвесить на высоте h =
= alV  2.'

§ 4.19. Выпуклость кривой. Точка перегиба

Говорят, что кривая y  — f (x)  обращена в точке х0 вы
пуклостью кверху ( книз у ) ,  если существует окрестность л:0 
такая, что для всех точек этой окрестности касательная

f  4.19. ВЫПУКЛОСТЬ КРИВОЙ. ТОЧКА ПЕРЕГИБА т

1) В данном случае У (оо )=  lim /(/г),
+ со
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к кривой в точке х„ (т. е. в точке, имеющей абсциссу х0) 
расположена выше (ниже) самой кривой (на рис. 55 в точ
ке * 1  кривая обращена выпуклостью книзу, в точке хг— 
Krtepxy). Вместо слов «выпукла кверху (книзу)» употреб
ляются слова «вогнута кни зу  (кверху)».

Говорят, что точка ха есть точка перегиба кривой 
у  = f  (х), если при переходе х через х0 точка кривой

(имеющая абсциссу х) переходит с 
одной стороны касательной на дру
гую (на рис. 55 точка х„— точка 
перегиба). Иначе говоря, существу
ет достаточно [малое б >  0 такое, 
что для всех х£(ха— б, х„) кри
вая находится с одной стороны 
касательной в х0, а для всех х£ 
£(х0, х0 +  6) — с другой.

Указанные определения вы
деляют возможные расположе

ния кривой относительно касательной к ней в доста
точно малой окрестности точки касания. Но не нужно 
думать, что эти определения исчерпывают все возможные 
случаи такого расположения^Для функции

( О, х  =  0, 

х*sin-^j, х фО,

ось х пересекает и касается графика функции! в точке 
дс =  0 и х =  0 не есть точка перегиба.

Т е о р е м а  1. Если функция f  имеет в точке х0 вт о
рую непрерывную производную и f  (х0) > 0  ( <  0),  то кри 
вая y  = f  (к) обращена в х0 выпуклостью книз у  (кверху) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разлагаем f  в окрестности х — х0 
по формуле Тейлора

f (x)  =  f  (х0) +  f  (х0) (х—х0) +  r t (х), 
л ( х )  = О ^ Г ( х 0 +  в ( х - х 0)) (0 <  0 <  1).

Запишем уравнение касательной к  нашей кривой 
в точке, имеющей абсциссу х0:

У = f ( x0) + f ' ( x0) (x—x9).
Тогда превышение кривой f  над касательной к ней в точ
ке х0 равно

f ( x ) - Y  = r i (x).



Таким образом, остаток гх (х) равен величине превы
шения кривой / над касательной к ней в точке х„. В силу 
непрерывности если f" (х0) >  0, то и f" (х0 +  в ( х — х„))> 0 
для х, принадлежащих достаточно малой окрестности 
точки л:0, а потому, очевидно, и г, (л:) >  0 для любого 
отличного от х0 значения х, принадлежащего к указанной 
окрестности.

Значит, график функции лежит выше касательной и 
кривая обращена в точке ха выпуклостью книзу.

Аналогично, если f" (х0) <  0, то г 1 (х) <  0 для любого 
отличного от хп значения х, принадлежащего к некоторой- 
окрестности точки х0, т. е. график функции лежит ниже 
касательной и кривая обращена в х„ выпуклостью кверху. *

С л е д с т в и е .  Если х0 есть точка перегиба кривой 
у  = f  (х) и в ней существует  вторая производная  /"(*„), 
то последняя необходимо равна нулю (/"(*„) =  0).

Этим пользуются на практике: при нахождении точек 
перегиба дважды дифференцируемой кривой y  = f (x)  ищут 
их среди корней уравнения f"(x) = 0.

Достаточное условие для существования точки перегиба 
у кривой дается следующей теоремой.

Т е о р е м а  2. Если функция f  такова, что производ
ная непрерывна в х0, a f "(xa) — 0 и f "  (х0) ф О ,  то 
кривая y  — f (x)  имеет в х0 точку перегиба.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В этом случае

f (x)  = f ( x0) + f '  (х0) (х—х0) + г 2 (х), 

гЛ*) = Щ г ^ Г { х  +  Н х - х и)).

В силу непрерывности в х0 и того факта, что (x0) Ф  0, 
следует, что /'" (лг0 в (л:— х0)) сохраняет знак в некото
рой окрестности точки х0; он один и тот же справа и 
слева от точки х0. С другой стороны, множитель (х— х0)3 
меняет знак при переходе х через х0, а вместе с ним и 
величина г2 (х) (равная превышению точки кривой над 
касательной в х0) меняет знак при переходе х через х0. 
Это доказывает теорему.

Сформулируем более общую теорему:
Т е о р е м а  3. Пусть функция  / обладает следующими  

свойствами:
=  0,
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/(п+1) (х) непрерывна в xt и /<п+1) (*0) Ф  0.



Тогда, если п —нечетное число, то кривая y  = f (x)  
обращена~ выпуклостью вверх или вниз в зависимости от, 
того, будет  ли f in+1) (х„) <  0 или f {n+1) (х0) >  0, а если 
п '-ч ет ное ,  то х0 есть точка перегиба кривой.

Доказательство основано на том, что при указанных 
условиях имеет место разложение по формуле Тейлора

/ ( * )  =  / (*о) +  (х  —  Х 0) / '  (х„) +  /(в + 1) (*„ +  в (х — х в)).

В заключение заметим, что говорят также, что кри
вая y  = f{x) имеет точку перегиба в точке х, где произ
водная /' равна + ° °  или —оо (см. рис. 40 и 41 § 4.2).

По определению кривая y  = f (x)  называется выпуклой 
кверху ( книз у )  на отрезке  [а , Ь], если любая дуга этой 
кривой с концами в точках с абсциссами хг, х2 (а г^ л :х<  
< х 2^.Ь)  расположена не ниже (не выше) стягивающей 
ее хорды (рис. 56 и 57).

З а м е ч а н и е .  Если / дифференцируема на [а , Ь\, то 
приведенное определение выпуклости на отрезке эквива
лентно следующему: кривая y  — f (x)  называется выпуклой 
кверху ( книз у )  на отрезке  [а , Ь], если она выпукла кверху 
(книзу) в каждой точке х интервала (а, Ь).
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Т е о р е м а  4. Пусть функция f  непрерывна на  [а , Ь] 
и имеет вторую производную на (а, Ь).

Для т ого чтобы кривая y  — f (x)  была, выпуклой кверху 
(кни зу )  на [а , Ь], необходимо и достаточно, чтобы вы
полнялось неравенство  /" (х) ^  0 (/" (х) >  0) для всех х £
€(а. Ь).

Эту теорему мы не будем доказывать.
П р и м е р  1. Функция t/ =  s i nx  имеет непрерывную 

первую производную и вторую производную (sin х)" =  
*=— sin х 0 на [0, л/2]. Поэтому хорда О А, стягиваю
щая дугу кривой y  = s'mx на [0, я/2], ниже синусоиды
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(рис. 68). Так как уравнение хорды у  =  (2/л) х, то мы 
получили неравенство

— х ^  sin  х (0 ^ х < !л / 2 )Л

часто употребляемое в математическом анализе.
П р и м е р  2. у  = х3-\- 3х2 =  х2(х +  3); у '  =  Зх* - f  6л:, 

у '  — 0 при х =  0, х = —2; у" =  6x -j-6 , «/"(0) =  6 > 0 ,

г/'(—2) =  — 6 <  0, у" =  0 при х = — 1; у ' “ =  6^=0. Так 
как г/'" (ж) =  6 Ф  0, то в точке х = — 1— перегиб. Далее 
у" (х) >  0 при х >  — 1, у " ( х ) <  0 при х <  — 1. Значит, 
график функции (рис. 59) выпуклый кверху на 
(—оо , — 1) и выпуклый книзу на (— 1, о о ) ; х =  0 — точка 
минимума, х =  —2 — точка максимума.

§ 4.20. Асимптота графика функции

Говорят, что прямая х= а  является вертикальной асимп
тотой  графика непрерывной функции y  = f{x),  если хотя 
бы один из пределов

lim / (х) или lim / (х)
х -уа  х-*а
х>а х<а

равен оо.
Если функция y  — f (x)  задана для х >  М (х < М ), то 

говорят, что прямая Y — kx + b является наклонной асимп
тотой  непрерывной кривой y  — f (x)  при х —► + оо ( х —► 
—►— о о ), если f (x)  — kx-\-b-|-а(х), где lim а (х )  =  0,

х~> + СС 00)
(т. е. |/(х)— kx—b |— бесконечно малая функция при 
X —* -J- оо ( х —►— оо)).



П р и м е р  1. у =  l /х (рис. 60); х  =  0 — вертикальная 
асимптота, так как

l i m — =  4-оо, l i m — =  — оо.
л>*0 х х-*0 х
х > 0  х < 0

П р и м е р  2. у  = х - \ - (х=?^0). Так как  l im ^ ^ = 0 ,
х х-*я> х

то прямая Y — х (рис. 61) есть наклонная асимптота при 
х —*■ +оо (и при х —*•— оо).

П р и  м е р 3. y  = Vr x (x^sO).  Ясно, что Vх— kx—Ь 
не стремится к  нулю при х —►+°о ни при каких k и Ь, 
значит, функция у  = \^х наклонных асимптот не имеет.
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Т е о р е м а .  Для т ого чтобы график функции y  = f{x) 
имел при х —►+°° (х —*•— оо) наклонную асимптоту, 
необходимо и достаточно, чтобы существовали конечные 
пределы

lim ~  = k, lim [/ (* )— kx]=b, ( ! )
X -* -+  CO x  X -+ -+ C D

и тогда прямая  Y = kx-\-b есть асимптота.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Пусть функция f (x)  имеет 

наклонную асимптоту при х —*-+оо, Y = kx +  b. Тогда 
f  (x) = kx +  b +  a(x) ,  где a ( x ) —<-0, х —*-+оо. Отсюда

1 X ' X J 
lim [ f (x)— kx]= lim [b +  a(x) ]  =  b.

X -+  +- CO X-*- +  00

2) Пусть указанные в теореме_ пределы при х —<-+йо 
существуют, тогда из второго равенства, по определению

lim —  =  lim Г
х-*- + со х х-*- + ® L
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предела, имеем
f ( x ) —kx—b — a(x) ,  где а ( х ) —*0  при х —*--|-оо,

т. е. f  (x) = kx-\-b-\-a(x). Значит, прямая Y = kx-\-b— 
наклонная асимптота при х — Такое же рассужде
ние и при х —*■—оо.

Если ft =  0, то асимптота называется горизонтальной. 
З а м е ч а н и е .  Существование двух конечных пределов 

(1) существенно, ибо для функции it = V х ( х^О) ,

lim =  0 =  k, но lim [ Ух — 0■ х ]  =  о о , т. е. Ь =  оо,
X -►  +  0 0  Х  Х -¥  +  00

и эта функция асимптот не имеет.

Можно дать  т акж е  следующее эквивалентное определение наклон
ной асимптоты.

Если расстояние р (дг) о т  точки А (х, / (дг)) непрерывной кривой 
y — f(x )  до прямой y  =  kx-{-b  стр ем и тся  к нулю при х — *--(-оо 
\ х—>- — оо), т о  данная прямая называется наклонной аси м п тотой  
этой  кривой при х — ( * —*• — °°).

В самом деле, из аналитической геометрии известно, что рас
стояние от точки (л г , f  (х)) до прямой y  =  kx-]-b  вы раж ается  фор
мулой

р (дг) =  | f  ( x ) - k x - b  V V T + Y * ,
откуда из того, что | / (дг) — kx — b \— *• 0, следует, что р ( * ) — ► О, 
и наоборот.

П р и м е р  4. Выяснить, имеются ли асимптоты у ги
перболы

Разрешая данное уравнение относительно у,  будем 
иметь

|г =  1 (\х\>а,  а > Ь > 0 ) .

y  = ± —Vx2— аа.v  а
Отсюда

Т W Л- r  Т

Далее

*= ± |- Hm [\/Гх2—а2—х] = ±  lim
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Н Таким образом, на основа
нии доказанной теоремы пря
мые

Рис. G2.

х являются асимптотами нашей 
гиперболы, причем знак +  
относится к правой верхней 
половине гиперболы, а знак — 
относится к правой нижней 
половине гиперболы.

В силу симметрии ясно, что эти прямые являются 
асимптотами и при х--> — оо. В этом случае знак +  отве
чает части гиперболы, находящейся в третьей четверти, 
а знак— относится к части гиперболы, находящейся во 
второй четверти (рис. 62).

где ф и ф— непрерывные функции на (а, Ь), определяют 
непрерывную кривую, заданную 'при  помощи параметра t, 
т. е. геометрическое место точек (ф (0. 'Ф(0)> упорядочен
ных при помощи параметра t £ (а, Ь). При возрастании t 
точка (ф (t), г|)(0) движется по плоскости. Не исключено, 
что разным t (/, и /2) — соответствует одна и та же точка 
плоскости: ( ф  (/,), =  (ф (**), гр(/а)).

Непрерывная кривая (1) называется гладкой,* если 
функции ф (/) и г|) (/) имеют непрерывную производную на 
(а, Ь) и выполняется неравенство

Обозначим кривую (1) через Г. Пусть t 0£(a,  b). В силу 
условия (2) одно из чисел ф '  ( t0), ф '  (/„) отлично от нуля. 
Пусть для определенности ф ' ( / 0) = £ 0 .  Но тогда в силу 
непрерывности ф' (/) существует интервал (/„— б, *0 +  8), 
на котором ф '  (t) сохраняет знак ф '  ( ta). Следовательно, 
ф(^) строго монотонна на [/„— б, ^0 +  б] и» кроме того, 
как мы знаем, непрерывно диф>ференцируема. В таком

§ 4.21. Непрерывная и гладкая кривая

Уравнения

(1)

ф' ( 0 *  +  V  ( 0 *  >  0  V t £ ( a , b ) . (2)
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случае функция х =  ф (/) имеет обратную

t = ф- 1 (*) =  g (x )  (х е  (с, d ))t (3)

строго монотонную и непрерывно дифференцируемую на 
некотором интервале (с, d )— окрестности точки х0 = ф (Q .

Подставляя выражение для t во второе уравнение (1), 
получим, что кусок у  нашей кривой Г, соответствующий 
интервалу (t„— б, £„ +  б), описы
вается непрерывно дифференциру
емой функцией (см. § 4.4, теоре
ма 1)

г/ =  ^ (х )  =  ф[ф-1(х)] (х 6 (с, d)),
(4)

и потому в любой точке у  суще- Рис. 63.
ствует касательная, не параллель
ная оси у.  Очевидно, точки у  взаимно однозначно про
ектируются на ось х.

Если теперь ф '(/0)=И=0, то, рассуждая аналогично,, 
получим, что кусок Yi кривой Г, соответствующий доста
точно малому интервалу (t 0 — 6, /0 +  б), описывается не
прерывно дифференцируемой функцией

х =  Ф(г/) =  ф [> -1(у)] ( y € ( c lt </,)). (5)

Отсюда следует, что и в этом случае в любой точке 
существует касательная, но теперь она не параллельна 
оси х.

Таким образом, в любой точке гладкой кривой Г су
ществует касательная, которая может быть параллельной 
одной из осей координат.

П р и м е р .  Уравнения
л: =  a cos/, 1

и ■ 4 I ( —  оо <  / <  Оо ) i/ =  osin/ ) '

определяют в параметрической форме кривую— эллипс с 
полуосями а и Ь (рис. 63).

Это гладкая кривая, потому что функции х — a c o s t  
и г/=  6 sin/ имеют непрерывные производные, одновре
менно не равные нулю:

(* ' (О)2 +  (У' (О)2 =  (a sin 1)г +  (b cos t y  >
^  Ьг (sin21 -f- cos2 /) =  £*> .0 (0 < b ^ a ) .
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Точки А, В, G, D (см. рис. 63) делят эллипс на че
тыре гладких куска, каждый из них проектируется вза
имно однозначно либо на ось х, либо на ось у.

§ 4.22. Схема построения графика функции

Если нужно в общих чертах представить себе график 
функции y  = f (x) ,  могут помочь следующие указания.

1. Найти область Q значений х, где функция f  опре
делена.

2. Найти точки xlt х2, . . . ,  где f ' (x)  =  0 или произ
водная не существует, в частности равна оо. Вычислить 
значения / в этих точках: /(Xj), f  (х2), . . . ,  если они су
ществуют, и определить, не являются ли они точками 
максимума, минимума. Если / не определена в какой- 
либо из точек хк, то важно знать пределы / (хк— 0), 
/(** +  0), важно такж е определить пределы

/(— °°) =  lim / М . / (+ ° ° )  =  lim /(л),
Х -+  — СО Х ->  +  СО

если они имеют смысл.
3. Область Q разделяется точками хк на интервалы 

(а, Ь), на каждом из которых /' (х) Ф  0. Среди них могут 
быть бесконечные интервалы (вида (— о о , с) или (d, о о )).

Будем считать, что производная /' (х) непрерывна на 
каждом таком интервале (а, Ь). Тогда /' (х) на (а, Ь) со
храняет знак. Важно выяснить этот знак, тогда будет 
известно, будет ли / возрастать или убывать на (а, Ь).

4. Важно отметить на каждом интервале (а, Ь) точки
x k , 1»  х ь , j> • • •  ( А  =  0 ,  1 ,  2 ,  . . . ) ,

где /"(*) =  0, и определить соответствующие значения 
функции

f  (ХЬ, l)» / (хк, а)> • • • •

В этих точках могут быть точки перегиба кривой y  = f (x).  
Эти точки в свою очередь делят (а, Ь) на интервалы, на 
которых вторая производная, если она существует, сохра
няет знак.

Выяснение знака /" (х) дает возможность узнать на
правление выпуклости кривой (вверх или вниз).

5. Если возможно, надо решить уравнение / (х) =  0 и 
выяснить интервалы, на которых / сохраняет знак (/ (х) >  
>  0 или / (х) <  0).



6. Выяснить вопрос о существовании асимптот, т. е. 
найти пределы

lim ^ -  — k, iitn [/ (х)—kx[ — b,
X -*• ± » Х Х-+ ± 00
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если они существуют.
На основе этих сведений желательно составить таб

лицу, примерно следующего вида:

X ( - 0 0 , - 2 ) — 2 ( - 2 , - 1 ) — 1 ( - 1 .  0) 0 ( 0 ,  оо)

у' > 0 а < 0 — < 0 0 > 0

У
возрастает 
асимптота 
у  — х — 1

—4 убы вает
вертикаль

ная
асимптота

убы вает 0

возраста
ет , асимп

тота 
У =  х ~  1

Г < 0 - < 0 < 0 — ; > 0 > о >0

9
выпукла

кверху max вы пукла
кверху — вы пукла

книзу min вы пукла
книзу

Эта таблица составлена для функции у  — f  (х) =  .
На основании данных этой таблицы график функции 

y  = f{x) имеет вид, как на рис. 64.
П р и м е р . Построить кривую, заданную параметри

чески:

I z t - t )  <<*>)■ (i)

Р е ш е и и е . Построим сначала график функции х =  t e l . 
Эта функция задана на всей оси, неограниченная, непре
рывная и дифференцируемая на (—  о о , о о ); х >  0 при 
t > 0; х <  0 при t <  0; дг = 0 при *= 0 . Далее х' — 
=  (1 + t)eK  Уравнение х' (/) —0 имеет единственный корень 
/ = — 1. При этом, очевидно, х' >  0 при />  — 1; х' <  0 
при t < — 1. Таким образом, функция х (t) возрастает 
при / > — 1 и убывает при t <  — 1. В точке t — — 1 функ
ция x(t)  имеет локальный минимум, х (—1) = — е~х. На 
самом деле это, очевидно, минимум на (—о о , о о ).
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Исследуем функцию на выпуклость: х" — (2-\- t ) e (; х" > 
> 0  при t > —2; х " < 0  при / < —2 ;х " (— 2) = 0. Значит, 
на (— оо, —2) график выпуклый кверху, а на (—2, оо)

выпуклый книзу, / = —2—точка 
перегиба.

Далее,

lim -т- =  0, Нш —0] =  0,
/ —► — со / —► — сс

т. е. л: = 0 — горизонтальная асим
птота.

На основании этого график фун
кции имеет вид как на рис. 65. 
Область значений функции X = 
= [— е~\ оо).

Совершенно аналогично мо
жно построить график функции 
Область значений этой функции 

У =х (— оо, е _1). На (— оо, 1) функция у  =  te~l строго 
возрастает от —— оо до у  = е -1, в точке / = 1 достигает 
максимума (локального и на (— оо, оо)). На интервале 
(1, оо) она строго убывает к нулю при t —►-)-оо и имеет, 
таким образом, асимптоту у  — 0 при t —>- +  °° • Отмечена 
еще точка t — 2, в которой кривая имеет перегиб. На 
(— оо, 2) кривая обращена выпуклостью кверху и на 
(2, оо) — книзу.

У,
е'1

---^  I
/  1

)
О 1 г 7

Рис. 65. Рис. 66.

Теперь мы переходим к более трудной задаче—начер
тить схематический график кривой (1). Обозначим ее 
через Г. Функции, определяющие Г, непрерывно диффе
ренцируемы сколько угодно раз. Мы используем только 
тот факт, что эти функции дважды непрерывно диффе
ренцируемы. Отметим, что Г гладкая кривая, потому что 
производные (по t) от функций х = ср(/) =  /ег и */ = гИ 0= 
= te~1 одновременно не равны нулю.

Рис. 64.

у  =. te~{ (рис. 66).
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Обозначим через Г ( и Г 2 ветви Г ,  на которых соот
ветственно лг; < 0  и х\ >  0. Таким образом (см. рис. 65 
и 66),

Г, соответствует изменению / £ (— —1)>
Г ,  соответствует изменению / £ (—1, о о ) .
На Tj функция х = ф (/) строго убывает от ф(— оо) = 

= 0 до ф(—1) = — е-1, и ее можно обратить, а функция 
y  = ty(t) строго возрастает о т 1|з(—оо) = — оодоф (— 1) = 
= —е. Отсюда следует, что ветвь r f описывается явной 
функцией

'/ = '1’ [ф-1 М ] (•*€(— е~\ 0)).

Она изображена на рис. 67—ниже точки А. Когда t воз
растает от — оо до —1, абсцисса х точки Гх убывает от 0 
до — е~1, а ордината у  возрастает от — оо до — е. Так

как х' (—• 1) =  0 и у '  (—1) =т̂= 0, то касательная в точке А 
параллельна оси у. К тому же Г расположена правее 
касательной—ведь из рис. 65 видно, что все точки Г 
имеют абсциссу х ^ —е~х.



В любой точке t кривой Г, отличной от А, т. е. при 
/ Ф — 1 производная х 'У ) Ф  0 и
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XI 1 +/• (2)

у; = *0. = Al+I__L  = 2 *=1 е-« (3)
dx (1 +  0  е‘ (1 +  0 3

Отсюда
У Ц , ш ± у - 2  =  ° -  ( 4 )

Нас сейчас интересует значение t =  — У  2, которому 
соответствует точка В — (— У 2e~V2, — У 2 е ^ 2)^ Т 1.

Из (3) видно, что если ( <  — У  2 (т. е. на части Г4 
ниже точки В), то у"х <. 0 и Гх обращена выпуклостью 
кверху. Если же — ^  2 <  < < — 1 (т. е. на дуге АВ), то 
Й > 0 и Г (  обращена выпуклостью книзу. Таким образом, 
В есть точка перегиба Г,-.

Переходим теперь к Г2 (—1 <  t <  оо). Как видно из 
рис. 65 и 66, на интервале —1 < / < 1 функции * = ср(/) 
и y  = ty(t) строго возрастают, но тогда и функция от х

у =  ̂ [ ф-1(х)] (— е - * < х < е )
строго возрастает. К тому же ее график на этом интер
вале обращен выпуклостью кверху (см. (3)). Это изобра
жено дугой ЛС<=Г2. Что же касается точки С, то в ней 
У х =  0  ( у ' * ( е )  =  =  О) , и так как в ней к тому
же график обращен выпуклостью кверху, то С есть точка 
локального максимума функции у(х). П р и ';с > е  (т. е. 
t >  1) x(t)  возрастает, a y ( t )  убывает к нулю^Это пока
зывает, что у (х )  —* 0 убывая. При этом х (У  2) = У  2ev  2

X-*- 4- се
— точка перегиба графика у(х).  Слева от этой точки гра
фик обращен выпуклостью кверху, а справа—книзу (см. (3)).

§ 4.23. Вектор-функция. Векторы касательной 
и нормали

В плоскости зададим прямоугольную систему коорди
нат (х, у). Уравнения

х = х(1), \
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где x(t)  и y ( t )  — непрерывные функции на интервале 
(а, Ь) определяют непрерывную кривую  Г—геометрическое 
множество точек (x(t), y ( t ) )  плоскости, где t£ (a ,  b). 
Говорят еще, что кривая Г задана при помощи пара
метра t. Ее уравнение можно задать в векторной форме

r ( t )  = x ( t ) t  +  y ( t ) j  (a < t < b ), (1')

где i, j —единичные орты соответственно осей х, у, а г  = 
= r ( t ) — радиус-вектор точки Г, соответствующей значе
нию t параметра (рис. 68).

Вектор г  (/) называют вектор-функцией (определенной 
для t £ (а, Ь)).

Говорят в связи с этим, что кривая Г есть годограф  
вектор-функции r ( t ) — геометрическое место концов век
торов г  (/), выходящих из нулевой точки О.

Кривая Г называется гладкой на (а, Ь),. если функции 
x(t)  и y ( t )  имеют непрерывные производные на (а, Ь), 
одновременно не равные нулю.

Если t придать приращение At, то вектор г  получит 
приращение (рис. 69)

Ar = r ( t  +  At)—г  (t) =
= [х (t +  At)- х (/)] i + [ y ( t  + At)- у  (t ) ] J  = Axl + AyJ.

откуда, деля на скаляр At, получим
А г __Д* . , Ду .
д 7 " д 7  + д 7 ^

Для гладкой кривой 
Дд: А У ____,
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Вектор х'1 +  y ' J  называют производной от г  (в точке t) 
и записывают так:

r  = x'l +  y 'J .

Можно производную г  определить также как такой 
вектор, для которого 

А г

В самом деле,
А г
A t

Пишут

— г Ах
д Г

— г О, At —► 0.

' X' ) S+  ( s f — У ' ) 3- 4-0. А /- *0 .

г — lim ^
д/ -> о

и говорят, что вектор г  есть предел вектора Art At при 
At—>-0. Из рис. 69 видно, что вектор г  направлен по 
касательной к Г в точке t в сторону возрастания t.

Вектор г  называют вектором касательной к Г. Длина 
его равна

\г\ = у . х ,г +  у ,г.

Единичный вектор касательной  есть

т = рг| = cos a l  - f  sin a j

co sa =
Vx^+y'1'

s in a  =
V x '* + y ' '

(2)

где a — угол между x и положительным направлением 
оси х. .

Единичный вектор нормали к Г, т. е. единичный век
тор перпендикулярный к т, определяется равенством

v = (vi, v2),



5 4.23. В Е К Т О Р -Ф У Н К Ц И Я 193

Определитель
Tl т2 
V] v2

Верхние знаки соответствуют случаю, когда пара век
торов (т, v) ориентирована так же, как оси (/, J )  (рис. 70), 
а нижние—когда пара (т, v) ориентирована противопо
ложным образом (рис. 71).

Вторая производная от вектор-функции г  (t) (см. (1')) 
определяется как предел

r (t ) =  lim r ( i + M ) - r ( t )  = x"{t) i + y " (t ) j '
A t - + 0  Л ‘

На рис. 72 изображена кривая Г; точка А соответ* 
ствует значению i, а точка В —значению / +  Д/. К этим 
точкам приложены касательные 
векторы r ( t )  и г  (/ +  А0- Вто
рой вектор мы перенесли так, 
чтобы он был приложен к точке 
А. На рисунке обозначена раз
ность Дг = г(/ + Д 0—г  (0  и 
вектор Дг/Д/, имеющий то - же 
направление, что и А г . Нако
нец, отмечен предельный век
тор r  = r ( t ) .  Вектор г  направ
лен в сторону вогнутости  Г.
Точно эти слова надо понимать следующим образом; век
тор г  обра зу ет  острый угол с  вектором v нормали к  Г, 
направленной в сторону вогнутости  Г.

П р и м е р .  В векторной форме уравнение (см. § 4.21) 
эллипса имеет вид

г  = /acos / si n / (— оо < t <  оо).

cos a  sin a  
T sin a  ± cos a ± 1.

7  Я .  С, Бугров ,  С. М. Никольский



Соответственно вектор касательной 
г  = —la sin I + Jb  cos t, 

a вектор нормали
я  =  ib cos t /я sin t.

В данном случае it, вообще говоря, не единичный вектор.
Вектор-функцию r  =  r ( t)  п окрестности точки 1а можно разло

жить по формуле Тейлора (или разложить в векторный ряд Тей
лора). Пусть

r ( t ) = x ( t ) l + y ( t ) J ,
где х (1) и у (i) имеют необходимое число производных в окрестности 
точки /0- Тогда, разлагая эти функции по формуле Тейлора, полу
чаем

(<-/о) +  . . . + ^ ^ ( < - « п +  Я п ( 0 ,  (4) 

y ( t ) = y ( t « ' + ~ ^  ( / - < п )  +  . . . + £ ^  « - * . ) "  + R n ( t ) ,  (5)

где Rn (0 , Rn —остаточные члены в какой-либо форме (Л агранж а, 
Коши и т. д .). Умножая (4) на I, а (5) на / и складывая, получим 
формулу Тейлора для сектор-функции г  (/):

г  (t) =  г  (<о) +  (* -  *0 ) + . . .  it -  to)" +  г п (О,

где остаток
г„ (/) = £„ ( t ) l+R„(t ) f .

Отметим, что если остатки /?„ (О и /?„ (О записываются в форме 
Лагранжи или Коши, то входящие в них производные (л+ 1)-го  
порядка функций х (/) и у (t) вычисляются, вообще говоря, в раз
ных точках.

1 9 4  ГЛ. 4. Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Е  И СЧ И С Л Е Н И Е



§ 5.1. Неопределенный интеграл. Таблица интегралов

В предыдущей главе мы ввели понятие производной 
и научились находить производную от элементарных функ
ций. Здесь мы будем решать обратную задачу, а именноз 
известна производная f  (х) от функции f  (х), требуется 
найти саму функцию f (x).

С точки зрения • механической это означает, что по 
известной скорости движения материальной точки необ
ходимо восстановить закон ее движения.

О п р е д е л е н и е .  Функция F (х) называется перво- 
образной функцией для функции  /  ( а )  на интервале (а, Ь), 
если F (х) дифференцируема на (а, Ь) и F' (x)  — f ( х).

Аналогично можно определить понятие первообразной 
и на отрезке [а, /;], но в точках а и b надо рассматри
вать односторонние производные.

П р и м е р  1. F (х) = Vх  есть первообразная для функ
ции f (x)  =  —~  па%0, оо), так как {Vх)' =  — — . 

w  2 V х ' 2 Y  *
П р и м е р  2. F (х) = sin 2х есть первообразная для 

функции f (x)  = 2 cos 2* на (— о о ,  о о ) ,  так как (s in2*)? = 
= 2 cos 2х.

Т е о р е м а  1. Если F (х) — первообразная для функции 
f  (х) на (а, Ь), то F (х) +  С — также первообразная , где 
С—любое постоянное число.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем (F (х) -f С)' — F' (x)—f  (х).
Т е о р е м а  2. Если Fx (х) и F2 (х)— две первообразные 

для f  (х) на (а, Ь ),-т о  (х )— Ft {x) = C на (а, Ь), где 
С—некоторая постоянная .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию F J (х) =  F'2 (х) =  f  (х). 
Составим функцию Ф(х) = F, (х) — Fz(x). Очевидно, что

Ф '(х ) =  /\(х) — F'3(x) = f{x)—/(х) = 0 у х£( а ,  b).

Г Л А В А  5

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ И Н ТЕ Г РА ЛЫ

7*
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Отсюда по известной теореме (см. теорему 6 § 4.12) за
ключаем, что Ф (х )^ С , т. е. /^(x)— Fa(x) = C, что и 
требовалось доказать.

Таким образом, из теорем 1, 2 вытекает, что если 
F (х) — первообразная для f (x)  на (а, Ь), то любая другая 
первообразная Ф(х) для f (x)  на (а, Ь) имеет вид

0(x)  = F (х) +  С, (1)

где С—некоторая постоянная (рис. 73).
О п р е д е л е н и е .  Произвольная первообразная для 

f (x) на (а, Ь) называется неопределенным интегралом от 
функции f (x)  и обозначается символом

(2)J / (х) dx.

Знак J называется интегралом, f {x)dx—подынтеграль
ным выражением, f  (х)—подынтегральной функцией.

Если F (х)— одна из первообразных для f  (х), то, 
согласно сказанному

J f ( x) dx = F(x)+C, (3)

где С — соответствующим образом подобранная постоянная.
Операцию нахождения неопределенного интеграла

будем называть интегрирова
нием  функции f (x).

Отметим, что если F (х) 
есть первообразная для 
функции f  (jc), то подынтег
ральное выражение f ( x) dx = 
=F' {x)dx = dF (х) является 
дифференциалом первообраз
ной F (х).

Позже мы докажем (см.
§ 6.3), что если f  (х) непре

рывна на (а, Ь), то для нее сущ ествует  первообразная на 
(а, Ь), а следовательно, и неопределенный интеграл.

Отметим ряд свойств неопределенного интеграла, вы
текающих из его определения.

1°. d J / (x)dx = f (x)dx.  В самом деле, ^f (x) dx=F (х)+ 
4- С, отсюда

d J f ( x) dx = d(F(x)  +  C) dF (х) =* F r (х) dx = f  (х) dx.



2°. J dF (х) — F (х) +  С, т. е. J и d также взаимно со
кращаются, но к F (х) нужно добавить некоторую посто
янную С. Имеем J dF (х)= J F' (x)dx= (по определению)
= F (х)-\-С.

3°. J Af (х) dx = A J f  (х) dx +  С, где А — постоянное 
число, С— некоторая постоянная.

4°- ^[f (x)  + g ( x ) ] d x = ^ f ( x ) d x + \ g ( x ) d x  +  C, где С— 
некоторая постоянная.

В самом деле,

( S / ( x ) d x +\ g { x ) d x )  =  (  J / (х) dx) '  + ( l g (х)d x ) ' =
= (по определению) = f (x)  +  g(x) .

С другой стороны,

( $ [ /  (x) +  g ( x) ] dx )  =  (по определению) =/(.*■) + g (х).

Таким образом, функция ^ f d x + ^ g d x  и функция

$[/ +  # ] являются первообразными для одной и той же 
функции f  + g .  Но тогда они отличаются на некоторую 
постоянную С, что и написано в равенстве 4°.

5°. Если F (х) есть первообразная для f (x) ,  то

J  f  (ах +  6) dx — ~ F (ах +  Ь) +  С.

В самом деле,

[ - ^ ( a .v  +  fc)] = ~ a F '  (ax +  b) = f ( ax +  b).

Запишем таблицу интегралов, вытекающую из основ
ных формул дифференциального исчисления.

1. 0 dx — C.
р уа + 1 л

2 . j  xa dx = - ^ I1 +  C у а ф  — 1 .

3. ^ х~* dx —^ ^  = \п\х\ +  С, на интервале, не содер
жащем х — 0.

4. ^ a*dx = j* — +  С (0 <  а, а ф  1), j e*dx = ex +  C.

5. ^sinxdA: = — cos x +  С, J cos^dx = sinA: +  C.
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6- ^ ~ ^ Т = ^ Х +  С' J  ~ ш Ь г =  ctg х+С  на интер
вале, где подынтегральная функция непрерывна.

г I arcsinx +  C,
7- т ^ =  = , ^  ( - 1  < * <  1).J у^\ — хг | — arccos.v +  C 

г  dx _ l  arctg * 4 С,
J l + .v2~ \ — arcctgx +  C.

9. $ s hxdx = c h x  + C,  ̂ ch xdx = sh ,y + C.

10- 1 - 7 ^ г  =  ш/ + с - I ^ t  =  - C tll^ + C ^ ^ 0 )-

11. Г - ^ = 1  =  In I л- 4  Vx2 +  11 + C = Arsh x-\-C,
J  V x'2+  1

Г r dx — ln | x +  У  x2— 11 +  C = Arch x-\-C 
J V x2— 1

( M >  !)•

12- ^т^= 41п|гй1+с
Слева в каждом равенстве стоит произвольная (но опре

деленная) первообразная функция для соответствующей 
подынтегральной функции, справа ж е—одна определенная 
первообразная, к которой еще прибавляется константа С 
такая, чтобы выполнялось равенство между этими функ
циями.

Докажем формулу 3. Так как при х ф О  |x|' =  signx 
и ;csignx =  | х\, то

( l n | * | 4 C ) '= ^ ( | * | ) '= - ^ f - |  ^ ° > ’

и формула 3 доказана.
Докажем еще формулу 11:

М » + г е + т | + с ) -  -  ( ч - ш ) ’
_ (.Х+\Гх2 + l)sign(<+ Ух*+ 1)_  1

V ^ F lU + ^ j^ + T I  Vx2+1 ’
и формула 11 доказана.

f dxг  ___= Arsh х +  С, поэтому по
у  .v2+ 1

теореме 2 Arsh х — In | х 4  У х 2 4  11 +  С. Но так как 
Arsh 0 = 0, то In | х -f- Vх2 4  1 | = Arsh х (см. § 4.6, п. 9).
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Применяя свойство 5°, можно написать более сложную 
таблицу интегралов. Например:

J  sin (ах +  b)dx — — cos (ах - f  b) +  С.

Отметим, что если операция дифференцирования эле
ментарных функций снова приводит к элементарным функ
циям, то операция интегрирования уже может привести 
к неэлементарным функциям, т. е. функциям, которые не 
выражаются через конечное число арифметических опера
ций и суперпозиций элементарных функций.

Например, доказано, что следующие интегралы не ин
тегрируются в элементарных функциях:

J е~х‘ dx— интеграл Пуассона,

J cos х2 dx, J sin x% dx— интегралы Френеля,

j* — интегральный логарифм,
p cos X\ - ^ - d x — интегральный косинус,

—интегральный синус.

Указанные интегралы хотя и существуют, но не явля
ются элементарными функциями. Имеются другие способы 
для их вычисления. Например, интегральный синус 
можно представить в вйде бесконечного степенного ряда 
(см. § 4.16)

f* sta х , п  хл . х5
J  — dx = C + x — 3 ^  + 5751 +

§ 5.2. Методы интегрирования

Основную роль в интегральном исчислении играет фор
мула замены переменных (или подстановки)

$ / (х) dx =  5 / (ф (О)-ф' ( t ) d t + c = \ f  (Ф  (0 ) dip (() +  С. (I)

В этой формуле предполагается, что х =  ф (() есть не
прерывно дифференцируемая (имеющая непрерывную про
изводную) функция на некотором интервале изменения t, 
a f  (х) —непрерывная функция на соответствующем интер
вале или отрезке оси х. Первое равенство (1) утверждает, 
что левая его часть тождественно равна правой, если в ней



200 ГЛ. 5. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

(после интегрирования!) сделать подстановку х=»<р(^) и 
подобрать соответствующую константу С. Докажем это 
утверждение. Слева в (1) стоит функция, которая является 
первообразной от f (x) .  Ее производная по t равна

j  f  (*) dx =  g j ( j  f  (x) dx )  ^  =  / (ф (0 ) q>' (0-

Следовательно, если ввести в этой функции подста
новку х = ф(/), то получится первообразная от функции 
/(ф(О)ф'(О- Интеграл же справа есть, по определению, 
некоторая первообразная от /(ф(О)ф'(О- Но две перво
образные для одной и той же функции отличаются на 
некоторую постоянную С. Это и записано в виде первого 
равенства (1). Что касается второго, то оно носит фор
мальный характер— мы просто уславливаемся писать

J  F (0 ф' (0 d/ = J F (/) ̂ я> (/). (2)

Например,

§ e x,xdx = j § e x‘ 2xdx+ C  = ±  § е*‘ dx* +  C =

=  у j e M «  +  C1 =  i - e “- fC 2==^-e*, +  C, (и = х*). (3)

Первое равенство написано в силу 3° § 5.1, второе в силу 
(2), третье—в силу (1) (постоянная изменилась) и четвер
тое— в силу формулы из таблицы (постоянная изменилась). 
Однако в практике вычислений в членах, содержащих 
неопределенный интеграл, константы С не пишут, и тогда 
цепочка (3) упрощается:

^ ех'х d* =  l j V 2 * d * = l J  е*1 dx2 С,

к тому же мы опустили очевидные 3-е и 4-е равенства.
Вот еще пример: I = аг—хг dx, а >  0. Такого ин

тегр алу нет в таблице. Если положить x =  as in / , то
V а*—x2 = a V  1—sin8/ = acos/ и dx — a cos t d t .  Следова
тельно,

/ =  J  a cos t a cos t d t  — a2 j* cos* t d t  — a2 J  |os 2( d t  —

= ^ + - ^ s i n 2/+ C .



Но t — arcsin —, поэтому
I °2 . х . а1 . , , . _ а2 х/ = -п- arcsin — н— sin / cos / +  С = arcsin — +£ а 2. 2 а 1

+ У 7  + C  = 4 arcsin l"  +  y ^ / 5 i- ^  +  c -
Итак

^ К а 2—*2 dx = у  К а 2—л:4 +  -у- arcsin ^- +  С.

Приведем еще примеры, которые все равно нам пона
добятся в теории интегрирования рациональных дробей)

J  (*— a)”-1*3 J  (х— а)т  “  (х—а)” ~1 (1— т )  ( т  ^  1); d )

j  I t t f l  “  Й J ( Т=Га— Щ Га) dX “
=  (,n I* —а I— In I * 4- а  I) +  С «= ~ In j  f +  С;

t  В.2. МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 2 0 1

I  x'+px+q** Sj.

■ - Г

dx
. ’*+(p/2))2
Cd(x+(p/2)) 1 | r  f y — P l ^ o \  ,
J  (*+(P/2))2 a: +  (p/2) 4 J  *

dx
(* + (/>/2))2 +  (? -(/ > 2/4))'

P r  d ( x+ ( P W)Г d(* + (p/2)) 1 I ’ l  а У
J  (* +  (р/2))* +  а2 a J  1+ f x+(p/2) j »  “

^ l arctgI±ML + C (q-£r = a\a>  o) ; #
Г d* Г d(x+(p/2))
J  **+P*+<7 ‘ J (*+(/>/2))»-e*

- s H S ® § r ; l + c  ( ? - - ? ■ — “•• “ > ° ) >

J  х»-|-/>*+7 2 J  jca +  px+<7 2 J  * a +  p * -H

+4 J ̂ -+p-̂ -d*;= ■4ln i ■*+px+<i г+D J ,Ч-"+, ’ (7)
£> =  4 ( ^ r — ^ ) )  (далее CM. ( 6 ) ) .



Для теории интегрирования рациональных дробей 
важно, что вычисление интегралов типа (4) — (7), где а, 
Л, В, р, q— константы, приводит к элементарным функ
циям (рациональным, In и arctg).

Перейдем к формуле интегрирования по частям :

^ u v 'd x = u v — ^vu ' dx +  C (8)

или, что все равно,

J U dv = uv  — J v du -f С.

Так как в (8) справа есть неопределенный интеграл, 
то постоянную С обычно опускают.

В данной формуле предполагается, что и(х)  и и(х) — 
непрерывно дифференцируемые функции. Справедливость 
формулы (8) вытекает из того факта, что производные от 
левой и правой частей равны:

uv' =  (u v ) '—vu'.

Формула (8) сводит вычисление интеграла \ u d v  к вы
числению интеграла J vdu.  Вычисление по формуле (8) 
носит название метода интегрирования по частям.

П р и м е р  1. Вычислить J л: 1 nxdx.  Положим

2 0 2  ГЛ. 5. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

и (х) =  tn х, 

х dx =  dv,

, dx du =  — ,
X ’

v = j  dv — j  xdx = .
Тогда

C l  л x2 i С x2 dx x2 . x2j  x l nxdx  = - j - \ n x — \ - j -  — = — l n x ---- r + C .

П р и м е р  2. Вычислить интегралы /=  J eax sin bxdx,

/, =  J eax cos bxdx, где a, b— постоянные числа. В данном 
случае подынтегральное выражение можно представить 
в виде произведения и(х)  и dv(x)  двояким образом: и — еах, 
dv = s\r\bxdx или u — s\nbx, dv  = eaxdx.

Итак, пусть
и = еах, 

sin bx dx =  dv,

du = aeax dx,
cos bx v —-------r— ,
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Тогда по правилу интегрирования по частям имеем 

I — — у  еах cos bx +  у  J  еах c o s  bxdx —— cos 6 * + у  Л--

(9)
К интегралу /j снова применим метод интегрирования 

по частям, полагая и = еах, dv = cos bx dx. Тогда

1г = ^ е ахыпЬх—у / .  (10)

Из (9) и (10) получаем систему для определения / и /{ 

/— у  /, = ---- ^-eOJ:COSfex,

у  / +  /j = у  еа* sin bx.

Решая эту систему, получим
г _  a sin bx— bcosbx nllx , п  r I sin bx-j-a cos bx ^

a2 + 62 e  c2 +  fc2 в

П р и м е р  3. Вычислить интеграл / =   ̂arcsinxdx. 
Полагая «  = arcsinx, dv = dx, получим

/ =  A :arcs in A :—  Г . ■. — x a r c s in  x - j- V  1 —  a '2 +  C.
J  у  1 — X2

П р и м е р  4. Приведем еще -пример, который будет 
нужен для теории интегрирования рациональных дробей. 
Пусть А: > 1—натуральное и а >  0; тогда
f* dx\ а Г* dx . I С x'2xdx
J  (*2 +  a2) * - i  — й J  (лгг +  а2)* 2 J  (*2+ a 2)* -

(  , '2 xdx \= [u  = x, rft, = — — ^

Г dx , 1 jf * I I i ^  1J (*2+ а 2)* г  2 1[ ( l - f t ) ( *2 + a2)*-i 1-fe ’j (*2+a2)* - i j

откуда
t  P dx  x  . 2fe— 3 P dx

a  J  (x2 +  a 2)* 2 (k —  1) (дг2 +  a 2) * - 1  ' 2 (k—  1) J  ( F + o 2) ^ ’

Теперь (если k >  2) к интегралу в правой части можно 
применить тот же процесс, приводящий к понижению на 
единицу показателя степени в знаменателе подынтеграль*
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ной дроби. В конце концов придем к интегралу от (х2+ а 2)~1 
(приводящему к arctg).

Таким образом, при q — (р2/4) = а2 > 0 и натуральном k 
интеграл

§ (*2+/>*+#~ = 1 («2+ а2)* +С (и==*+т)
берется в элементарных функциях.

П р и м е р  5. Вычислить интегралы

1( е Ьх j

S РП (X) \ cos bx I
11 sin bx j

где Рп (х) = апхп +  . . .  а„—алгебраический много
член степени п.

Данные интегралы вычисляются я-кратным примене
нием метода интегрирования по частям, последовательно
полагая и = Рп (х), затем и — Р'п (х)............Получающиеся
интегралы будут упрощаться, так как производная от 
алгебраического многочлена Рп (х) будет алгебраическим 
многочленом степени, на единицу меньшей.

Так как характер первообразной для рассматриваемых 
здесь функций легко угадывается,, то эти интегралы можно 
вычислять так называемым методом неопределенных коэф
фициентов.

Например, для  ̂P n (x)ebx dx первообразная имеет вид 
Qn (х) е Ьх +  С, где Qn (х) = Ьпхп +  . . .  +  Ьгх+Ь0 и —
пока неизвестные коэффициенты. Эти коэффициенты мы 
находим из условия, что
(Qn (x)ebx + C)' = P„(x)ebx или Q'n (x) + bQn (х) = Р п (х).

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях дг, 
мы и найдем все числа Ьв, . . . ,  Ьп. Этот способ называется 
методом неопределенных коэффициентов. Здесь мы восполь
зовались тем фактом, что два многочлена равны тогда 
и только тогда, когда равны коэффициенты при соответст
вующих степенях х (см. § 4.14, теорема 2).

Проиллюстрируем сказанное на конкретном примере:

J (х2 +  1) ех dx — (ах2 +  Ьх +  с) ех +  С.

В данном случае
P t (х) =  х2 +  1, Q2(x) = ax2-\-bx +  c,



где коэффициенты а, Ь, с  надо найти. Имеем

(Qj (х) е*)' =  [ах2 +  (2а +  b) х +  b +  с] е* =  (хг - f  1) ех,

откуда ахг -J- (2а -f- b) х +  Ь +  с  — хг -f- 1. Так как это равенст
во должно быть верно для всех х, то коэффициенты при 
одинаковых степенях х в левой и правой его части равны 
между собой (§ 4.14, (15)): а = 1 ,  2а +  Ь =  0, Ь + с — 1. 
Таким образом,

J (хг + 1 ) ехс1х = (хг — 2х + 3)е* +  С.

§ 5.3.  К О М П Л Е К С Н Ы Е  ЧИСЛА Ж )

§ 5 .3 . Комплексные числа

Комплексными числами называются выражения 

z = a +  bi = a +  ib,

где а, b— действительные числа, a i — специальный символ; 
при этом для комплексных чисел zi =  ai -\- ibit z , =  a , •+■ ib< 
введены понятия равенства и арифметические операции 
по следующим правилам:

1) z( =  z2 тогда и только тогда, когда at =  at и bt =  bt; 
а +  О/ =  а, 0 +  bi — bi, 1 • t =  i.

2) г4 ±  z , =  (a , ±  a 2) -f- i (bt ±  bt).
3) Zj • za — (a4a2—fe, bt) - f  i (&,a2 +  atbt) .
4) 1ЬЛа1~а^ (al + ЫФ 0).

*2 aZ+b 2 ai+  ft.
Из 1) и 3) следует, что

F =  — 1.

Таким образом введенные операции сложения и умно
жения обладают свойствами коммутативности (zj -{- г г — 
=  z2 +  2i, z1z, =  z2z,), ассоциативности ((г, +  z2) 4 - z9 == 
=  Ч +  Ьг  +  Z,), (ZjZt) Zj =  z( (z2z8)), дистрибутивности
((Zf +  Zj) Z^ZjZg +  Z.Z,).

Можно еще сказать, что с комплексными числами 
можно оперировать в точности так ж е , как мы привыкли 
оперировать с буквенными выражениями в алгебре, но 
при этом операции упрощаются тем, что i2 =  —1.

Из свойства a  +  0t' =  a следует, что множество комп
лексных чисел содержит в себе как часть множество всех 
действительных чисел. При этом легко видеть, что приме
нение арифметических действий 2), 3), 4) к выражениям
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z1 — a1-\-0i, z2 = a 2-{-0i приводит соответственно к аг ±  
± a a-f  ata2 -f 0t =  a ,a2, +  Ot = (a2 Ф  0).

Число z — a —ib называется сопряженным к комплексно
му числу z=a-\-ib. Действительное число | г | = у а 2 +  Ь2 на
зывается модулем комплексного числа z. Очевидно, что г г=  
=  |г|г.

Если комплексное число z = a -f- ib трактовать как точку 
(вектор) М (а, Ь) плоскости хОу, то | г | равен расстоянию 
точки М (а, Ь) от начала координат (рис. 74).

Если на плоскости ввести полярные координаты (р, гр), то

а — р cos (р = I г I cos ф,
и ■ • (| г | >  0). (1)b — р sin ф = | г  | sin ф 11

В силу этого комплексное число г можно записать 
в форме

г = р (cos ф + г sin ф), (2)

где р—модуль числа г, ф— угол (в радианах), который
составляет вектор ОМ с положительным направлением 
оси а-. Этот угол называют еще аргументом комплексного

числа z и обозначают символом) 
Ф = а ^ г  ( О^ф <  2я).

Очевидно, ф = аг§г есть одно
значная функция от г ф О .  Вводят 
еще и многозначную функцию (ар
гумент z с большой буквы)

Ф = Argz = arg z. + 2kn 
{k — 0, ± 1, ± 2 , . . . ) ,

которая дает все значения ф, для которых для данного 
г ф О  удовлетворяются два равенства (1).

Число г =  0 единственное, для которого не имеет 
смысла его аргумент, но зато его можно определить как 
число, модуль которого равен нулю (|z| —0).

argz (с малой буквы) называют е аргументом в при
веденной форме. Иногда бывает удобно считать аргумен
том в приведенной форме угол, принадлежащий к другому 
полуинтервалу [а , а-(-2л) длины 2л, например к [— л, я).

Числа а и Ь называют действительной  и мнимой ча
стями г  и обозначают символами a = R e z ,  b = l m z .  Таким



образом,-
г  — Re ? -f i Im г.

Если z — x+i y ,  то множество точек г  плоскости хОу, 
удовлетворяющих равенству | г  \ =  R {Vхг +  у 2 =  R), есть 
окружность радиуса R с центром в начале координат.

По определению
е !ч> =  cos ф -J- i sin ф (—о о <ф<о о )  (3)

Очевидно, что е1'1 есть комплексная функция *) (при
нимающая комплексные значения) от действительного ар
гумента ф. Ясно, что е‘4’ — периодическая функция периода
2 л :  g i  (ф + 2 л )  __  gt f y

Так как | ч̂> | == cos2 ф -f- sin2 ф == 1, то при непрерыв
ном изменении ф на полуинтервале 0 ^  ф <  2л, точка e ‘f  
непрерывно описывает окружность радиуса 1 с центром 
в точке г =  0.

Справедливы равенства
е 1(<р, + Ч!,)— g i i r , e iq>, е - ‘ф =  _ L  ш

’ ei<p V
В самом деле,
е'(«>1+Ф,) =  COs (ф, +  ф2) + « sin (ф<+  ф2)==

=  (соэф, сог ф, — sin ф{ sin ф2) +
-f i (sin ф, cos ф2 +  sin ф2 cos ф1) =
=  (cos ф, 4 - 1 sin ф,) (cos ф, +  i sin ф,) =

§ 5.3.  К О М П Л Е К С Н Ы Е  ЧИСЛА 2 0 7

• =t= COS ф — ( sin ф =

=  cos (—ф) + 1 sin (—ф) =  е~‘ .̂
Д ля произвольной комплексной переменной z — x +  i y  

функция е г определяется при помощи равенства
е г =  ехе 1’\ г ф О .

Отсюда в силу (3)
е* = е* ( c o s y  +  i s i n y ) .  (5)

На основании (2), (3) всякое комплексное число г  можно 
представить в форме

г  =  р е1® (р ^  0), (6)

*) См. нашу книгу «Дифференциальные уравнения. Кратные 
интегралы. Ряды. Функции комплексного переменного», § 6.1,



где неотрицательное число р = |г| для данного г  единст
венно, а при р >  0 угол

<р =  Arg г  =  arg г  +  2 kn

определен с точностью до 2kn (& =  0, ± 1, ± 2 , . . . ) •  
Выражения (2) и (6) называются соответственно т ри

гонометрической и показательной формами комплексного 
числа г.

Приведем примеры комплексных чисел, записанных 
в показательной форме (считая <p = argz):

i = 0 +  1 • i = е,л/2, 1 =  е°‘ , —\ = ел‘.

Из равенств (3), (4) легко получаем формулу Муавра 
(cos ср +  i sin ф)" =  e inv =  cos wp +  i sin n<p. (7)

Справедливо также равенство
z1z2 =  |z,||z2|e'“i’-+(4

т. e. при перемножении комплексных чисел их модули 
перемножаются, а аргументы складываются независимо от 
того, в какой форме они взяты—в приведенной или нет.

Операция построения сопряженного комплексного числа 
обладает следующими простыми свойствами:

z1± z2='zl ± z i, ^ 7 = 7 ,2 “  {г2ф 0 ) .  (8)

В самом деле,

(а, +  bxi) ±  (а2 +  b2i) = (at±fl.,) +  (br± b 2) i =
= (a j± a 2) — i (K ± b2) =  (a ,— bti) ±  (a2—b2i) =

=  (a, +  V )  ±  (a2 +  V ) ;
далее, так как

ре‘Ф = р (cos ф + 1 sin ф ) = р (cos <р — г sin ф) =

г,г2 = р1е1ф1р2е'ф! = р,рае‘ + = р]р2е-' (ч'> + ",>> =
= р1е_/<*!>р2е~‘ч5* = р 1е"Г’ р2e i<f‘ — z1-z3.

Подобное доказательство имеет место и в случае частного.
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Рассмотрим задачу о вычислении корня п -й степени 
из числа а =  ре'° (р >  0). Требуется, таким образом, найти 
все числа b =  гё® такие, что Ьп =  а. Но тогда r ne inv =  ре‘в 
(г, р > 0) и, вследствие единственности представления 
комплексного числа в показательной форме, р = r n, «ф = 
= 0 +  2£л, £ = 0, ± 1, ± 2 , . . . .  Из первого равенства сле
дует г = У р (г—арифметическое значение корня и-й сте
пени из положительного числа р). Из второго же, что
Ф — у  +  = ± 1, •••)■

Так как функция e ‘t  периодическая с периодом 2л, то 
значения ср, дающие существенно различные корни п -й сте
пени из а, соответствуют только п значениям £:

*Р * =  ¥  +  - ? -  = 1..........^
Остальным целым £ соответствуют значения ф, отличаю
щиеся от одного из значений (9) на величину, кратную 2л.

Мы доказали, что у комплексного числа а Ф  0 суще
ствует п (и только п) корней степени п, записываемых по 
формуле

р е 1** (£ = 0, 1.......... п — 1),

где фл определяются равенствами (9).
П р и м е р ы :

_  __  / _о_ 2<гя \ i
1°. 3/1=  3 + 3 J  (£ = 0 , 1 , 2 ) .

_ т / — ( И 2*я А • "
2°. У  \ е 2 =  eV в + з J 1 (£ =  0 ,1 ,2 ) .

6 /  ~лГ . (  л  2*Л \

3°. y \  + i =  y 2  V е  * = '^ 2 Л * *  6 '
(k =  0, 1, . . . ,  5).

4°. |/=Т = К ? «  = в (^ '+* " ) ' =  ±/ (£ = 0 , 1) .

§ 5.4. Теория многочлена и-й степени

Многочленом л-й степени называется функция вида
П

^ W  = <io +  ¥ + " '  +  V “= X v s. 0 )k = 0
где ак — постоянные коэффициенты действительные или 
комплексные, а г — переменная, вообще говоря, комплекс-
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лая, которая может принимать любые комплексные зна
чения (z = x-\-iy) или, выражаясь геометрическим языком, 
г  может быть любой точкой комплексной плоскости.

Каждой точке г комплексной плоскости при помощи 
формулы (1) приводится число Q„(z), вообще говоря, комп
лексное. В дальнейшем будем считать, что а„ Ф  О. Если 
Q„ (а) =  0, то число а называется корнем или нулем мно
гочлена Q„(z).

Рассуждая в точности так же, как в начале § 4.14, 
где рассматривался многочлен от действительного пере
менного, можно показать, что, каково бы ни было комп
лексное число г0, многочлен Q„ (г) разлагается по степе
ням г —г0 и притом единственным образом, т. е. представ
ляется в виде

<?„(*)= 2  
4 = 0

где bk— постоянные числа, вообще говоря, комплексные. 
Очевидно, Qn (z„) =  Ь0. Отсюда следует, что для того, чтобы 
точка г0 была корнем многочлена Q„, необходимо и доста
точно, чтобы нулевой' коэффициент Ь0 разложения Qn по 
степеням z — z0 был равен нулю (Ь0 — 0). Но если Ь0 =  0, 
то Qn можно представить в виде

Qn (z) = ( z - z 0)Qn_ т (г) Уг, (2)

где Q„_( есть некоторый многочлен степени п — 1. Наобо
рот, если Qn можно представить в виде (2), иначе говоря, 
если Qn (z) можно разделить на г — г0 без остатка, то, 
очевидно, 20 есть корень Qn.

Мы доказали т е о р е м у  Б е з  у:
Для того чтобы многочлен Qn (г) имел (комплексный) 

корень z0, необходимо и достаточно, чтобы он делился на 
г —z0, т. е. чтобы его можно было представить в виде 
произведения  (2), где  Q„_, — некоторый многочлен степени  
п — 1.

Пусть г 0 есть корень Qn, И, таким образом, имеет место 
представление (2). Если при этом Q„_i(z0)=^0, то на 
основании теоремы Безу, примененной к Qn_It многочлен 
Qn-i (г) не делится на z — z0, a Qn (z) хотя и делится на 
г —г0, но не делится на (г — г„)2. В этом случае говорят, 
что г„ есть простой корень (нуль)  многочлена Q„. Пусть 
теперь Q„_i(zo) =  0, тогда по теореме Безу, примененной 
к Qn_i(?), многочлен Q„_i(z) делится на г  — г0, и мы по
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лучим равенство Qn (z) = (г — z0)a<?„_2 (г), где <?„_2(г) есть 
некоторый многочлен степени п — 2. Если Qn- 2(z0)¥=0, 
то Q„(z) делится на (г — z0)2, но не делится на (г—z0)3, 
и тогда число г 0 называется корнем (нулем) кратности 2. 
В общем случае для некоторого натурального имеет
место

Qn ( г ) =  (г — z0)J Qn_ , (z), Qn_s (z0) ф  0,
где Q„_s (z) — многочлен степени n —s, и тогда говорят, 
что г0 есть корень (нуль) многочлена Qn кратности s.

Справедлива теорема существования комплексного корня 
у многочлена.

О с н о в н а я  т е о р е м а .  Всякий многочлен п-й ст е
пени имеет по крайней мере один комплексный корень 
(нуль).

Мы не даем здесь доказательства этой теоремы.
Из нее вытекает важное следствие.
С л е д с т в и е .  Многочлен п-й степени Qn со  старшим  

не равным нулю коэффициентом (ап ф  0) имеет п комп
лексных корней с  учетом кратности, иначе говоря QnM  
представляется в виде произведения

Qn (г) = а в (z ?\)р' (z — ?2)р* .. .  (г— г ^ ,  (3)
Р1 +  Р2+  • • • + р , = п, 

где г1У . . . ,  zt—различные корни Qn кратностей, соответ
ственно р1У . . . ,  Р[.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно основной теореме многочлен Qn 
имеет по крайней мере один корень. Обозначим его через 2lt а его 
кратность — через р Таким образом,

Q n (2) =  (г  — г , ) я .  Q „ _ Pl (г) (Qn- P , (21) Ф  0).
Если п — р1 =  0, т. е. Pi =  n, то необходимо Qn- P l(z)= an, и 

теорема доказана. В этом случае Qn (г) = о п (г — г,)" .
Если же pt < rt, то Qn-pr (2) есть многочлен степени n—plt не 

делящийся на z— г\, и его старший коэффициент не равен нулю. 
К нему можно применить основную теорему, в силу которой он имеет 
комплексный корень. Обозначим его через г2, а его кратность — 
через рг. В результате получим

Qn (г) =  (г — г,)Р . (г — гг)Рг Q „-p, . p j (z)
{Q a- P , - P A Z f )  *  0 , / = 1 , 2).

Если п — pi — /?2=^0, то Qn- pi- p 2(z) =  an. Если нет, то процесс 
можно продолжить. Однако этот процесс после конечного числа (не 
большего п) этапов закончится, и мы получим формулу (3). Если 
в правую часть (3) подставить вместо г число, отличное от *j, . . .
. . zt , то она не обратится в нуль. Это показывает, что других кор
ней, кроме найденных, многочлен Qn не имеет и представление (3) 
единственно.



§ 5.5. Действительный многочлен л-й степени

Многочлен

Qn (г) =  2  акг* (ап фО)  (1)
*•

называется действительным, если его коэффициенты ак — 
действительные числа. Это название объясняется тем, что 
действительный многочлен, если его рассматривать только 
для действительной переменной г  = х, принимает действи
тельные значения. Конечно, для комплексных г  действи
тельный многочлен принимает, вообще говоря, комплекс
ные значения.

Л е м м а .  Для действительного многочлена Qn (г) имеет 
место равенство

Qn (7) = QAi) У г.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Наши рассуждения будут бази

роваться на равенствах (8) § 5.3 и том факте, что для 
действительных ак имеет место аь =  аь.

Имеем

Qn (z) =  2  akzk =  2  akz* =  2  а^г* =  2  акг к =  Qn (г), (2)
*=0 к= 0 4=0 к= 0

что и требовалось.
Т е о р е м а  1. Если г0 =  а + ф  (Р=5^0) есть комплекс

ный корень v -й кратности действительного многочлена Qn, 
то z„ — а —ф есть тоже корень Qn и той ж е кратности, 
и тогда

QnW  = [(2- a r 4 - P J]v<?a-2v(z), (3)
где Qn- 2V(z)—действительный многочлен степени п — 2v, 
не равный нулю при  г =  г0 и г — г 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть г 0 — а-\-ф  ( Р^О)  есть 
корень Q„. Тогда г 0 = а — ф —тоже корень Qn, потому 
что в силу (2) Qn (zo) =  Q„(2o) =  0 =  0. Числа z0 и г„ не 
равны друг другу и Qn (г) делится на

(г—а —/р) (г—a  +  i(i) =  (z—а )2 +  р», (4)

т. е. на действительный многочлен второй степени. Таким 
образом,

(*) = [(*- « )’ + РЧ
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где Qn_a (z) — многочлен степени п —2, очевидно, действи
тельный. Ведь частное от деления действительных много
членов есть действительный многочлен.

Если г0—корень Qn кратности v и v >  1, то г а—ко
рень Q„_a кратности v — 1, поэтому, повторяя наши рас
суждения в отношении Ф„_2(г), можно из него выделить 
множитель (4). Второй же множитель будет действитель
ный многочлен Q„_4 степени п — 4. Повторив этот процесс 
v раз, получим представление Qn (г) в виде (3), где 
Qn-2v(z) — действительный многочлен степени п — 2v, обла
дающий свойством Но тогда и Q„_2V (z0) ф  0. 
Ведь если бы г„ был корнем действительного многочлена 
Qn-2v, то неминуемо z0 тоже был бы корнем этого мно
гочлена.

З а д а ч а .  Доказать, что многочлен Q6(z) = z5 — 3z2 +  2z 
имеет не менее трех действительных корней.
• Т е о р е м а  2. Действительный многочлен Q„ (z) со ст ар
шим коэффициентом ап Ф 0  может быть представлен 
в виде произведения

Qn (2) = а п (2 — с,)■**... ( г — с,)»'  [(z— oCj)2 +  p?]v' . . .

• • - [(г—а,)*Ч-Р?]у* = ап П (г —с;)ц/ II [(z—a/)2 +  P?]vy, (5)
i-i i= i

гд е  Py > 0, р, . -|-p, +  2 (Vj . 4 -v )̂ =  n, cx, . . . ,  c r — 
действительные корни Qn кратностей соответственно 
(it, . . . ,  рГ, а щ  ±  Pji, . . . ,  a s ±  pst—попарно сопряж ен 
ные комплексные корни Qn кратностей соответственно
V.  . . .  V vl» • • • * s '

З а м е ч а н и е .  Действительные многочлены второй сте
пени, входящие в произведение (5), можно преобразовать 
так:

(г—a f y  +  Р ) = z2—2а jz +  (а) +  р̂ ) = z2 +  pjZ +  q,, 
p/ = —2aj , <7/ = а / +  Р/-

Поэтому формулу (5) можно записать еще в следующем 
виде:

<2„(г) = а« П ^ - с / у П ^  +  Р/г-)-?//, (5')i=i /=1

где z2 +  pjz +  ^  — действительные многочлены второй сте
пени, имеющие комплексные корни a y ± t ’Py (Ру > 0, pj — 
—4</у =  4Р2 <  0).

§ 5 .5 . Д Е Й С Т В И Т Е Л Ь Н Ы Й  М НО Г ОЧ Л Е Н п-й С Т Е ПЕ НИ 2 1 3
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании формулы (3) § 5.4

Q«(z) =П (г—Cj Y j Q ^ z),
/=I

где Qm(z)—действительный многочлен степени т — п —
— — . . . —}д.г. Если т = О, то, очевидно, Qm(z) = a„; 
в общем случае применяем последовательно теорему 1 
к комплексным корням Qm.

Отметим, что основная теорема доказывает только су
ществование корня (вообще комплексного) у многочлена 
п -й степени, не давая эффективных методов нахождения 
его в общем случае. Впрочем, доказательство этой теоремы 
проводится методами математического анализа, а не ал
гебры. Мы не доказываем здесь эту теорему. Она связана 
органически с теорией функций комплексного переменного.

Существуют формулы решения общих уравнений вто
рой, третьей и четвертой степеней. Для уравнений степени 
п >  4 таких формул нет. Абель1) доказал, что они не могут 
существовать. Это надо понимать в том смысле, что при 
п >  4 корни уравнения апхп+ . . .  + а 1* +  а0 = 0 (ап Ф  0) 
не выражаются через коэффициенты ак посредством функ
ций от этих коэффициентов, представляющих собой ре
зультат конечного числа операций только следующего вида: 
сложения, вычитания, умножения, деления и извлечения 
корня.

§ 5.6. Интегрирование рациональных выражений

Отношение двух алгебраических многочленов

/ < * > - £ $ .  (■) 
Р т(х) = Ьв + Ь1х + . . .  +Ьтхт,
Qn (*) = «о +  a tx +  . . .  +  апхп,

Ьт, ап Ф 0 ,  т ^ О ,  1, называется рациональной функ
цией и еще рациональной дробью.

Будем считать, что рациональная дробь / действитель
ная, т. е. Рт и Qn — действительные многочлены. Кроме 
того, будем считать, что х—действительная переменная.

J) Н. Г. Абель (1802— 1829) — выдающийся норвежский математик.
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Рациональные функции вида
А А ^ m  Ах-\-В

х - а '  (х- а ) *  К ^  x* +  px +  q '

Ах+В (ft > 2 ) ,
(2)

(JC2 н-рлг-f- ?)*
где А, В, а , р, q —действительные числа, k—натураль
ное число, а трехчлен хг -(- рх -{- q не имеет действитель
ных корней, будем называть простейшими дробями.

В § 5.2 мы показали, как вычисляются интегралы от 
простейших дробей (см. (4), (5), (6), (7), (11) § 5.2).

Пусть надо найти неопределенный интеграл от рацио
нальной функции f (x)  (см. (1)). Если т ^ п ,  то простым 
делением выделяем из / целую часть:

Р (х)
f  (х) = многочлен -f ■■ (mt <  п).

Интегрирование многочлена не представляет труда и 
трудность свелась к интегрированию .рациональной дроби, 
у которой степень числителя меньше степени знаменателя.

Будем поэтому считать, что наша рациональная дробь 
/ ( а )  правильная, т. е. степень ее числителя меньше сте
пени знаменателя (т <  п).

Т е о р е м а  1. Пусть знаменатель правильной дей ст 
вительной рациональной дроби разложен по формуле (5') 
§ 5.5:
Qn (х) = а„ (х—с,)'1'. . . (x—c ry r  (A2 +  /V>r+/?1)vl i . .

• • •(*a +  /Vt +  <7*)v*- 
Тогда дробь (1) можно представить и притом един 

ственным образом в виде следующей с уммы простейших 
дробей:
P m  (X) =  , А1, П,
Qn М  (х — С ])ц ’ (х — С, ) 11' - 1  * — 1̂

+ Аг.х
: +

Аг, 1

+

( X - C r ) » r  ( X

St, l*  +  CI t i S i, Iх +  Cl, 2
(x2 +  p ,x - f  qr)v' (х2-\-рг x +  q ,f '  1

Ar. Hr
X  —  Cr

, ^1. v * +  C i , v ,

x2 + pix+qi +

+
&3, 2 x 4" Сf , ;S j, }x + C.r, ]

(x2 +  Psx +  qs)Vs ' (x2 +  psx + q s)vs~l
&s, v/  +  Cs,
x2 +  Psx + q ,  ’

(3)
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гд е  А, В, С (с соответствующими индексами)—постоян
ные числа.

Эта теорема утверждает, что для любой правильной 
рациональной действительной дроби существуют постоян
ные числа А, В, С с указанными индексами так, что имеет 
место тождество (3) для всех х, исключая значения х ■=■ 

сх, . . . ,  с г , для которых обе части (3) не определены. 
Эту теорему можно аккуратно доказать, но мы- здесь ее 
доказывать не будем.

Поясним формулировку теоремы 1 на примере. Согласно 
теореме 1 имеет место равенство

2х» +  хг +  х-\-2 At Аг Mx-\-N 
(х— 1) » (* 2+ * + 1) х — 1 " г  (* — 1) а 'г  * * + * +  Г  '  '

где Л*, Л2, М, N—вполне определенные постоянные числа. 
Чтобы найти их, приводим (4) к общему знаменателю и 
приравниваем числители левой и правой частей:
2х3 +  х2 +  х +  2 — A j (х— 1) (x’ -f  x -f-1) +

-f  At (# +  x + l )  +  (Mx +  N) (x— l)\ (5)

Раскрывая скобки в правой части (5), группируем члены 
с одинаковыми степенями х и приравниваем коэффициенты 
при одинаковых степенях х обеих  частей (см. § 4.14, тео
рема 2):

2 =  /4, +  М,
1 = Л„+ЛГ— 2М,
1 =  Л2 +  М — 2N,
2 - - A i +  A, +  N.

Мы получили четыре линейных уравнения с четырьмя 
неизвестными Ait Л„ М, N. Эта система по теореме .1 
имеет решение и притом единственное. Решая систему (6), 
получим Л1 = 1, Л2 = 2, yv = M = l, и потому

2х° +  х* +  х + 2  _ 1 2 * + 1  ?
(х— 1)а (*2 +  •'•+!) х — 1 1)а *г +  * 4- Г  V l

В общем случае, если мы нашли коэффициенты А, В, 
С в (3), для интегрирования дроби P mlQn у нас все готово: 
неопределенный интеграл от левой части (3) равен сумме 
неопределенных интегралов от всех членов правой плюс 
некоторая постоянная С. Выше уже было отмечено, что 
интегралы от любого из членов (3) мы умеем вычислять.
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В случае примера (7)
2 *  +  х* +  х +  2 

(х— \)2 (х2 +  х+ \)

= 1п I х— 1 I----- +  In
1 1 X—1

f  In V хг +  х + \ + у =  arctg

З а м е ч а н и е  1. Равенство (5) верно для любого х Ф  1. 
Но оно тогда верно и при х=\,  потому что слева и 
справа в (5) стоят непрерывные функции от х. Подставив 
в (5) х =  \, получим 6 = ЗЛ2, т. е. Л2 = 2 и, положив х=0, 
получим 2 = —^ j +  /42 +  Â , т. е. N =  At . Эти данные 
(Л, =  2, N = At) сильно упрощают систему (6). На прак
тике подобными соображениями не надо пренебрегать.

З а м е ч а н и е  2. Принципиально всякая рациональная 
функция интегрируется в элементарных функциях. Прак
тически полное интегрирование (1) можно довести до конца 
в случае, если известны все корни Qn и их кратности. 
Но мы уже говорили в § 5.5, что это не всегда удается 
узнать. В связи с этим всякого рода упрощения интеграла 
от рациональной дроби (1) являются очень ценными.

С этой точки зрения заслуживает большого внимания 
метод Остроградского1), обычно излагаемый в более пол
ных учебниках! ).

§ 5.7. Интегрирование иррациональных функций

Рассмотрим случаи, когда заменой переменной можно 
свести интегрирование нерациональных функций к интегри
рованию рациональных функций (т. е., как говорят, ра
ционализировать интеграл).

Пусть R (х, у ) — рациональная функция своих аргу
ментов х и у , т. е. над х и у  совершаются только арифме
тические операции, чтобы получить R(x,  у).  Например,

R ( x> У) — g f f , , — рациональная функция, а
f (x,  у) = Ух  + у  +  х2 — не является рациональной.

I. В ы ч и с л и т ь  “ёх^Т  где а ' с > d  —

г) В. М. Остроградский (1801 —1861)—выдающийся русский ма
тематик. •

а) См.* например, «Курс математического анализа» С. М. Ни
кольского, т. I, § 8 .7.



постоянные числа, т —натуральное число, a d —Ь сФ  О, 
R (х, у ) — рациональная функция.

Функцию вида r (̂ x, )  называют дробно-ли
нейной иррациональностью.

т  Г  I  ̂*
Покажем, что замена t — у  cxJ^d рационализирует

интеграл. В самгом деле, tm = , откуда х =  — 
рациональная функция от t. Далее,

A „ _ m t'*- '\ad-bc\
(ctm — а) 2

Поэтому

где Ri ( t ) — рациональная функция по t, интегрировать 
которую мы умеем.

П. риме р  1. Вычислить J ~(7^-1)г 7 ^ \ dx- Здесь

R( x> У) а • Полагая | ~~j  = >̂ получим х=*
__б/2 dt 2=  ^ 7 j ,  dx = --tз _ _ ^ 2  > * — 1 =  уэ£_ ] . Таким образом,

I  ^  — _ | 1 '-  * -

=_ 1 ,.+С— 4(’/1±|)‘+с.
П р и м е р 2.

С dx f  dx / в / “  Л  Г 6/15 dt
J jA l+^x-J  ( ^ ) Ч ( ^ * ) 3 J ,*+,3 -

= 6  5 (/*— / + i )d/— ini  1+/|=
— 2t3—3/2 +  6/ — In 11 -и | +  С.

II. В ы ч и с л и т ь  J R{x, y rax2 +  bx-\-c)dx, где a, b,
с — постоянные числа. Функцию R {х, Vахг -j- Ьх +  с )  бу
дем называть квадратичной иррациональностью.
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Если трехчлен ах2 +  Ьх +  с  имеет действительные 
корни xlt х2, то ах2 +  Ьх +  с  — а (х—Xj) (х—хг) и

R{x, Vах2 +  Ьх +  с)  = R^x, {x—x j  j X а )  =

Y W , ) -
и дело сводится к случаю I.

Поэтому будем считать, что ах2 +  Ьх + с  не имеет дей
ствительных корней и а >  0. Тогда рационализация ин
теграла может быть достигнута с помощью подстановки 
Эйлера 1):

t = Vах2 +  bx +  с  +  х V а.

Отсюда ах2 + Ьх + с  — t2— 2xVat  + ах2, т. е. л:=— ------
2/у а+ Ь

рациональная функция от t. Но тогда

Vах2 +  bx +  c  = t —x V a = t ------ ~r=^— V я2t a +  b

— также рациональная функция от t. Поэтому 

I R(x,  \r ax2 + bx +  c ) d x = ' ^ R i ( t )dt .  ■.

З а м е ч а н и е .  Если a <  0, a c >  0 (ax2 + bx +  c~^0), 
то можно сделать замену

V ax2 + Ьх +  с  — xt +  V с.

П р и м е р  3. Вычислить ^\^at +  xt dx.  Бином х2 +  а* 
не имеет действительных корней. Поэтому полагаем

t — Vr x2 +  a2 + x , x2 + a2 — t2— 2tx +  x2, х =

= = 1  .

Отсюда
, / - 5—1— ; /4—а 4 , t2 +  a2 ,,

X V  х 2 +  а 2 =  — t—  . d x =  21* d t ‘

§ 5.7. И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Е  И Р Р А Ц И О Н А Л Ь Н Ы Х  Ф У Н К Ц И Й  2 1 9

*) Эту подстановку можно применять и в случае действительных 
корней при а > 0 на интервале, где ах2 +  Ь х + с ^  0 .
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В силу ЭТОГО

Чг 1 . . I , i2 о4 . г  а 3 . . . . /4 — а* „— ~2“ ,п I  ̂I +  -§-- 8/2 + с  = In I if I ч---gj2-- Ь С =

= ̂  In I I +| + с.
I I I . И н т е г р и р о в а н и е  в ы р а ж е н и й /?(cosх, s in х). 

Рационализация  ̂R( cosx, sin x)dx достигается с помощью 
подстановки t =  tg (х/2) (— л <  х < л), которая называется 
универсальной. В самом деле,

2 tg  (лг/2) 21 1 —tg 2 (лг/2) 1 —
S i n  X —  7- ,  ,  ■, . fm =  Т -Г -Д  .  COS X =  - 8  '  '  —J +  tg 2 (x/2) 1 -М 2 ' 1 — tg 2 (х/2) 1 + / 2 ’

x = 2 arctg i, dx = - ^ j j  ,
поэтому

^ R (cos x, s inx )dx  = r | ^ ) T̂ =  ]*/?,(/) rf/-

Если функция (x, i/) обладает свойствами четности 
или нечетности по переменным х или у , то могут упот
ребляться и другие подстановки, также рационализиру
ющие интеграл.

Пусть

V̂ PQ ((и, v) ( u =c o s x ,  t» = sinx),

где Р  и Q—многочлены от и и у.
1) Если один из многочленов Р,  Q четный по V, а 

другой — нечетный по v, то подстановка t — cosx рацио
нализирует интеграл.

2) Если один из многочленов Р, Q четный по и, а 
другой — нечетный по и, то подстановка / = s inx рацио
нализирует интегрэл.

3) Если Р и Q: а) оба не изменяются при замене и, 
v  соответственно на —и, —v  или б) оба меняют знак, то 
интеграл рационализируется подстановкой t = t g x  (или 
i = ctg х).

П р и м е р ы :

^  =  ( '  =  ‘ е ^ Н т “ 1 " 1 ' 1 + с =
=  In| tg - f  +С.
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=  (/ =  cos х) =  — ^ dt.

В данном случае R(u,  — т. е. числитель
нечетный относительно v, а знаменатель четный по к, и 
мы имеем дело со случаем 1).

оо Г ________dx_______ __  f*________dx_______
J  a- cos2 дс +  b2 s in 2 x j  (a2 +  6a t g 2 x) cos2 x

= = t g j C) = j - r ^ i7 r .

Здесь числитель P( u ,  у) =  1, а знаменатель Q(u,  о) =>
— а2и2 +  Ь2иг. Оба не меняются при замене ы, и соответ
ственно на —и, — v, т. е. мы имеем дело со случаем За).



ГЛАВА 6

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

§ 6 .1. Задачи, приводящие к понятию 
определенного интеграла, и его определение

а) Зададим на отрезке [а, b] (а и b —конечные числа) 
неотрицательную непрерывную функцию f (x) .  График, ее 
изображен на рис. 75. Поставим задачу: требуется опре
делить'понятие площади фигуры, ограниченной кривой

Рис. 75,

у  — f  {х), осью х, прямыми х = а и х = Ь, и вычислить эту 
площадь. Поставленную задачу естественно решить так.

Произведем разбиение отрезка [а, 6] на п частей точ
ками

а = х0 <  х, <  . . .  <  xn = b, ( 1)

выберем на каждом из полученных частичных отрезков

[*/> */+i] U = °> 1..........п — 0  (2)



по произвольной точке £,£[*/, определим значения
функции / в этих точках и составим сумму

Sn - % f{l/)Ax,  (A x ^ x ^ ^  — xj), (3.)
} щ О

которую называют интегральной суммой и которая, оче
видно, равна сумме площадей заштрихованных прямо
угольников (см. рис. 75).

Будем теперь стремить все Ах, к нулю и притом так, 
чтобы максимальный (самый большой) частичный отрезок 
разбиения стремился к нулю. Если при этом величина Sn 
стремится к определенному пределу S, не зависящему от 
способов разбиения ( 1) и выбора точек Ъ., на частичных 
отрезках, то естественно величину S называть площадью 
нашей криволинейной фигуры. Таким образом,

5 =  lira SJ/ffi/) Ах,. (4)
ш ах Дx . -* 0 j _ q

Итак, мы дали определение площади нашей криволи
нейной фигуры (трапеции). Возникает вопрос, имеет ли 
каждая такая фигура площадь, иначе говоря, стремится 
ли на самом деле к конечному пределу ее интегральная 
сумма S„, когда Ах,—»0? В дальнейшем будет доказано, 
что этот вопрос решается положительно: каждая опреде
ленная выше криволинейная фигура, соответствующая не
которой непрерывной функции f  (x), действительно имеет 
площадь в смысле сделанного определения, выражаемую, 
таким образом, зависящим от этой фигуры числом S.

Другой возникающий здесь вопрос, насколько естест
венно данное определение площади, как всегда в таких 
случаях, решается практикой. Мы скажем только, что 
практика полностью оправдала это определение. У нас 
будет много случаев убедиться в правильности сделанного 
определения.

б) Дан линейный *неоднородный стержень, лежащий на 
оси х в пределах отрезка [а, Ь]. Требуется определить 
массу этого стержня. Пусть плотность распределения массы 
вдоль стержня есть некоторая непрерывная функция от х: 
р(*).

Для определения массы стержня разобьем его на п 
произвольных частей точками а — х0 <  хх <  . . .  <  хп — Ь. 
В пределах каждой части [лг/, х/+1] выберем по произ
вольной точке l t.

5 6.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 2 2 3



Так как в пределах *,-+1] функция p(x) изменяется 
мало, то массу части стержня, соответствующей отрезку 
[х; , х ,+1], можно считать приближенно равной р (£,-) Ахп  
где Axi — xi+l—Х[.

Масса же т всего стержня приближенно равна

Р (У  ^ o  +  P ( l i ) A^i +  • ■ • + P (?„ - i)  A*n- i  =  2  р (g;)
i -  о

Точное значение массы, очевидно, получим в пределе, 
когда наибольший частичный отрезок стремится к нулю, 
т. е.

т  =  Пт 2р (£ ,.)Д х ,.. (4 ')
max Ддг . -> 0  ̂ _  о

Обе рассмотренные задачи привели нас к одной и той 
же математической операции над функциями различного 
происхождения, заданными на отрезке [а, Ь]. Нам встре
тится много других конкретных задач, решение которых 
сводится к подобной операции над функцией, заданной 
на отрезке. Эта операция называется операцией интегри
рования функции на отрезке, а ее результат— число — 
называется определенным интегралом от функции на от
резке.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть на отрезке  [а, 6] задана  
функция  /. Разделим  [а, b] на части произвольными точ
ками:

а =  х0 <  хх <  х, <  . . .  <  хп = Ь,

и будем говорить, что этим произведено ра збиение R от
резка [а, Ь]. На каждом частичном отрезке  [лгу-, xj+1\ ра з 
биения выберем произвольную точку  £у£[лу, х,+j]  и со 
ставим с умму

П- 1
<** = а*(/) =  2  f ( l j )Ax,  {Ax, = xl+i—x) ,i= о

называемую интегральной суммой функции /, соответст
вующей разбиению R.

Обозначим через
Яп = шах Ах,

О < /< и-1

максимальную длину частичных отрезков  [Ху, *у+1] раз
биения R.

2 2 4  гл. 6. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ
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Предел (если он существует), к которому стремится  
интегральная с умма oR, когда XR —*■ 0, называется опре
деленным интегралом от функции f  на отрезке  [а , Ь] и 
обозначается следующим образом :

-lim aR =  lim J  f ( l /)Ax/= U ( x ) d x  ( a < b ) .  (5)
\R - * 0 m ax  ДXj  -> 0 у _ 0  ~

Число а называется нижним пределом определенного 
интеграла, а число b —верхним его пределом.

Определение 1 эквивалентно следующему.
О п р е д е л е н и е  Г.  Определенным интегралом от 

функции f  на отрезке  [а,  Ь] называется число I, удовлет
воряющее следующему свойству: для всякого е >  0 можно 
найти число б > О такое, что для любого разбиения R 
отрезка  [а,  Ь], у  которого kR =  max AXj <  б, выполняется
неравенство

п-i
I Vr— / I = 2 /(&у)Д *у- /

У = 0
< е

при произвольном выборе точек !,•€[•*/. xJ+l].
Понятие определенного интеграла так, как мы его оп

ределили, было введено для непрерывных функций фран
цузским математиком Коши и в общем случае Риманом1)— 
для функций не обязательно непрерывных (интегрируемых 
по Риману). Обычно предел (5) называют интегралом Ри- 
мана и функцию, для которой этот предел существует, 
называют интегрируемой в смысле Римана.

Если функция / непрерывна на [а, Ь], то для нее всегда, 
как мы узнаем, предел (5) существует.

Говорят также, что непрерывная на отрезке [а, b] 
функция интегрируема на нем в смысле Коши.

В п. а) мы определили (см. рис. 75) площадь плоской 
фигуры, ограниченную сверху графиком непрерывной 
функции y  = f ( x ) ^  0 , снизу осью х и с боков прямыми 
х — а и х = Ь. Мы можем теперь сказать, что площадь этой 
фигуры равна определенному интегралу от / на отрезке 
[а, Ь]:

ь
S = J / (х) dx.

г) Б. Ф. Риман (1826—1866)—выдающийся немецкий математик.

8  Я.  С . 13угров ,  С. М. Никольский
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Мы можем еще сказать, что масса стержня, о котором 
шла речь в п. б), равна определенному интегралу от его 
линейной плотности р (х) в пределах [а, Ь]:

ь
т =  J р (х) dx.

а

Итак, по определению определенным интегралом от 
функции f  на отрезке  [а, Ь] называется предел интеграль
ной с уммы (5), когда максимальный частичный отрезок 
разбиения R стремится к нулю.

В этом определении, которое теперь уже не связано 
с задачей о нахождении площади, функция / не обяза
тельно непрерывна и неотрицательна на [а , Ь]. Надо от
метить, что это определение не утверждает существование 
определенного интеграла для всякой функции /, заданной 
на [д, Ь], т. е. существования предела (5). Оно только 
говорит, что если этот предел существует для заданной 
на [а, Ь] функции /, то он называется определенным ин
тегралом от / на [а, Ь].

Следует иметь в виду также, что когда говорят, что 
указанный предел / существует, то подразумевают, что

он не зависит от способов 
разбиения отрезка [а, b] на 
части и выбора на получен
ных частичных отрезках то
чек

Непосредственное вычис
ление определенного интегра
ла по формуле (5) связано 
с трудностями—интегральные 

Рис. 76. суммы сколько-нибудь слож
ных функций имеют громозд

кий вид и зачастую не легко преобразовать их к виду, 
удобному для вычисления пределов. Во всяком случае, 
на этом пути не удалось создать общих методов. Инте
ресно отметить, что впервые задачу этого рода решил 
Архимед. При помощи рассуждений, которые отдаленно 
напоминают современный метод пределов, он вычислил 
площадь сегмента параболы. В дальнейшем на протяжен 
нии веков многие математики решали задачи на вычисление 
площадей фигур и объемов тел. Все же еще в XVII веке 
постановка таких задач и методы их решения носили су
губо частный характер. Существенный сдвиг в этом вопросе



внесли Ньютон и Лейбниц1), указавшие общий метод 
решения таких задач. Они показали, что вычисление 
определенного интеграла от функции может быть сведено 
к отысканию ее первообразной.

Как было отмечено выше, непрерывная на [а, Ь] функ
ция интегрируема на [а, Ь]. Это будет доказано в § &-.7.

Будет также доказано, что монотонная на отрезке 
|«, Ь] функция интегрируема на нем. Надо учесть, что 
монотонная функция может иметь разрывы в конечном' 
или даже счетном числе (см. теорему 2 § 3.4).

На рис. 76 изображен график функции y  = f.{x), за
данной на отрезке [0, а]. Эта функция непрерывна на [0, * ,], 
убывает на [хи  х2] и возрастает на [хг, а]. Следовательно, 
она интегрируема на каждом из этих отрезков. Но тогда, 
па основании аддитивных свойств интеграла, о которых 
речь будет впереди, наша функция интегрируема на всем 
отрезке [0 , а ] (см. § 6 .2 , теорема 3). ■

Таким образом, если отрезок [а, Ь], на котором задана 
функция y  — f (x) ,  можно разрезать на конечное число 
частичных отрезков, на, каждом из которых она непре
рывна или монотонна, то такая функция интегрируема 
на [а, Ь].

Ньютон и Лейбниц доказали теорему, связывающую 
два важных понятия математического анализа— интеграла 
и производной. Эта теорема выражается соотношением 
(формулой Ньютона—Лейбница)

ъ
F ( b ) - F { a ) = \ f { x ) d x .  (6)

а

Здесь f  (х) есть произвольная непрерывная на [а, Ь] функ
ция, a F (х)—какая-либо ее первообразная на [а, b]
( F '(*) =  /(*))•

Таким образом, для того чтобы вычислить определен
ный интеграл от непрерывной функции f  на отрезке  
[а, Ь], надо узнать ее первообразную функцию F (х) и 
взять разность F (b)—F (а) значений этой первообразной  
на концах отрезка  [а, Ь].

Если уже считать известным, что непрерывная на от
резке [а, Ь] функция f (x)  интегрируема на нем и что для 
этой функции существует первообразнай F (х), то фор
мулу (6) можно вывести без труда.

!)  И. Ньютон (1643—1727) — гениальный английский физик и ма
тематик. Г, В , Лейбниц (1646—1716) — великий немецкий математик.

§ 6 . 1 .  ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 2 2 7

8 *
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Пусть R есть произвольное разбиение 
а = хв <  xt <  . . .  <  хп =  b

отрезка [а, Ь] на части. Тогда (пояснения ниже)
F(b)—F{a) = F(xn) — F(x0)=F(xn)— F(xn_1)+F(xn_i )— . . .

откуда и следует формула (6).
В четвертом равенстве (7) мы применили теорему 

Лагранжа о среднем

в силу которой |А есть некоторая точка интервала (xh, xk+i). 
Последнее соотношение следует из того факта, что функ
ция f  непрерывна на [а , Ь], следовательно, интегрируема 
на [а, Ь], и потому ее любая интегральная сумма и, в ча
стности, полученная нами применением теоремы Лагранжа, 
Стремится при —<-0 к определенному интегралу от / 
на [а, Ь].

Справедлива теорема.
Т е о р е м а  1. Неограниченная на отрезке [а, Ь] функция не 

интегрируема на этом отрезке.
Таким образом, для того чтобы функция f была интегрируемой 

на отрезке [а , 6], необходимо, чтобы она была ограниченной на этом 
Отрезке.

Однако это условие не является достаточным.
П р и м е р .  Функция

ограничена: | ф (х) | «= 1 , но не интегрируема на любом отрезке 
[а, 6] (а < Ь).

В самом деле, если в ее интегральной сумме за точки выбрать 
рациональные числа, то

• • • —F(xi) +  F(x1) —F {х0) =  2  [F (xk+1)—F (**)] =
k = 0

л - I  л - 1

F (4+i )—F (х„) =  F' (!*) {xk+i—xk),

1 , если х рациональное,
— 1 , если х иррациональное,

п- 1

j *  о i=o
Если же выбрать \j иррациональными, то

л -  1

°R= 2  ( - l )A*/— ( * - 0). 
/= О
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Это показывает, что Оц не может иметь один и тот же предел 
при любом выборе |у, и, следовательно, функция ф не интегрируема 
на [о, fc].

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Пусть

есть интегральная сумма функции /, соответствующая некоторому 
разбиению R: а =  х0 < < . . .  < хп =  Ь. Если допустить, что функ
ция I не ограничена па [а, Ь], то она необходимо не ограничена 
на одном из частичных отрезков, пусть на [л",-0, .v,-0 + i] . Зафиксируем 
Е;£[*>, xt+i] для всех i Ф 10, а | , 0 будем пока считать переменной. 
Слагаемое /(£,•„) (*;0 + i — */„) не ограничено на [дг,-0, лг,'0+1], а сумма 
остальных слагаемых есть определенное число. Но тогда | а# | можно 
сделать как угодно большим при соответствующем подборе точки 
5<о €  и функция f не может быть интегрируемой на [а, Ь).
Ведь из интегрируемости функции f на [а , Ь\ следует, что ее интег
ральные суммы ограничены при любом выборе

Впрочем, в дальнейшем будет введено понятие несоб
ственного интеграла. Некоторые неограниченные на от
резке функции интегрируемы в несобственном смысле. Но
об этом будет речь позднее.

§ 6.2. Свойства определенных интегралов

В этом параграфе мы будем изучать свойства интегри
руемых функций. Выше уже отмечалось, что непрерывные 
и монотонные на отрезке [а, b] функции интегрируемы на 
нем. Это будет доказано позднее в § 6.7.

Т е о р е м а  1. Если М —константа, то

В самом деле, интегральная сумма функции /(дг) = М 
для любого разбиения R отрезка [а, b] равна

1=0

b

(1)
a

/=o /=о

Отсюда
lim aR — M (b —a),

}'ЯГ*°
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\ е о р е м а  2. Для функции 

* < ■ » - {  *  ъ
J  1|'с (лг) dx =  о. 
а

*3 самом деле, зададим произвольное разбиение R отрезка [я , 6]: 
а =  х0 < хх < . . .  < хп =  Ь.

Одинжнт j из полуинтервалов этого разбиения, пусть [х,п, хт  + 1), содер- 
в себе точку с: хт  « е с  < хт  + 1. Поэтому интегральная сумма

П — 1
' °R  Wv) =  2  tpf dk)  A** =  4V (5m - t )  Ддги - 1 + 1|)с (£я ) Axm 

k=a
(оста j

пьные слагаемые заведомо равны нулю). Так как | фс(х) I <  M l. то
I °R ОМ i <  I A | (Axm_ i +  Axm) —-  0

при Я, n—*• 0 , и теорема доказана.
т,  е о р е м а  3. Если функция f  интегрируема на каж- 

!«з отрезков [а, с], [с, Ь] (а < с  <  6), то она инте- 
Р уема на [о, b] и

Ь с  Ь

^ f ( x ) d x = ^ f ( x ) d x + l f  {х) dx (2)
а  а  с

(а^ !итивное свойство определенного интеграла).
"□OK а з а т е  л ь с т в о .  Зададим произвольное разбиение 

»ка [а, Ь]
R: а = х0 < х 1 < . . . < х п = Ь,

такое, что одна из точек R,  пусть хт, совпадает 
о е 3 к а 1КОЙ с (хт = с )- Тогда R индуцирует (наводит) на от- 
v IX [а, с] и [с, Ь] определенные разбиения Rx и R2:

' /?х: а = х0 <  X! < . . . < хт = с,
R2 ‘ с^=хт < х т+1< . . . < х п = Ь

п- 1 т-  1 п-  1
* ; 2  / (£/) Ал'у = /(^у)Дху +  2  / (^у)Д-':/:=сгл1+ од1

i  = о /' =  0 i  — m

т ' *’ <*« = о*, + Пусть
Яд =  шах ГДл, I —► 0.

О < / < п- 1 7



Тогда и подавно —►0 и —►О. Следовательно,
с  Ь

lim о р = lim aR + lim aR =  \f  (дт) dx +  \ / (x) dx.
x w — 0 KR , ~ *  11 ' w ,  a r

Это равенство доказано пока для разбиений R,  содер
жащих в себе точку с. Но тогда оно верно и для любых 
разбиений R (см. лемму 1 ниже). Следовательно, инте- •

ь
I рал <\j f ( x ) dx  существует и имеет место (2). 

tl
По определению

а
\f{x)dx = 0 , (3)
а

ч b а

5 / (x) dx =  — \ f  (х) dx (b < а), (4)
и Ь

где / интегрируема на [Ь, а].
Нетрудно видеть, если учесть соглашения (3), (4), что 

равенство (2) верно для любых чисел а, Ь, с, лишь бы / 
была интегрируема на максимальном из отрезков [а, 6],
| « ,  с ] ,  [ с ,  Ь].

Например, в случае, если с < а < & ,  на основании 
теоремы 3 .

Ь п ь

\j f d x =   ̂/ dx +  \ f d x
с  с  а

ИЛИ
Ь Ь а с  b

 ̂/ dx =  J / dx — J / dx =  J / dx +  \ f  dx,
а с  с  a c

и мы получили (2).
Т е о р е м а  4. Если функции f l и интегрируемы на 

[я, Ь] и А, В —произвольные числа, то
ъ ь ь
j  (Af t +  Bf z) d x = А 5 f t d x + B  \ f 2dx. (5)
а . а  а

В частности, при В =  0 получим равенство 
b ь

5 Л/, dx =  A $/t dx, (6)
а  а

5 6 2  СВОЙСТВА О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Х  И Н Т Е ГР А Л О В  231



показывающее, что постоянный множитель можно выно
сить за  знак определенного интеграла.

При Л =  1, Б = ± 1  получим
ь ь ь
S (Л ± /г) dx = l f t d x ± l  f t dx. (7)
о a a

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для произвольного разбиения R 
имеем

2 [Af ,  ( l , ) + B f t (£,)] k x j — A S ft (£/) Ах, + В S / ( l j )Axj.  1*0 1=0 /=0

Отсюда, перейдя к пределу при ^ —>0, получим равен
ство (5). Оно, очезидно, верно и при b ^ i a .

Т е о р е м а  5. Если интегрируемую  на [а, b] функцию f  
видоизменить в точке с  £ [а, Ь], то для полученной после 
видоизменения функции f t имеет место равенство 

ь ь
5 f i  (*) dx —  ̂f  (х) dx.
а а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Видоизменение функции f только в точке с 
сводится к тому, что к / (дт) прибавляется функция вида
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хфс ,

где А — некоторое число. Тогда

f i  (x) =  f ( x ) + t y c  (х).
При этом по теореме 2

J  г|)с (*) dx =  0.

Поэтому в силу теоремы 4
ь ь ь ь
 ̂ f i  (х) dx = J f  (х) dx + J i|v (лг) dx = J / (*) dx,

a a a a

что и требовалось доказать.

З а м е ч а н и е  1.• Из теоремы 5 мы видим, что инте
грируемость функции / не зависит от того, какие значе
ния она принимает в некоторой определенной точке.

Например, функция -»|з (л:) =  (sin х)/х определена на по
луинтервале^, 1]. Если положить ее равной 1 при лг = 0 
(ф(0) = 1), то она будет непрерывной, следовательно, ин



тегрируемой на отрезке [0, 1]. Но она останется инте

грируемой, и ее интеграл  ̂гр (дс) d-v будет равен тому же
о

значению, если положить, что 1J5 (0) =  /4, где А—любое 
число.

Т е о р е м а  6 . Если функции f  и ф интегрируемы на  
отрезке  [а,  Ь] и удовлетворяют на нем неравенству

/Ч *Х  Ф (*),
то

ь ь
J f  (х) dx J ф (х) dx ( a ^ .b ) .  (8)
а а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для любого разбиения R

2  / (£/) д*/ <  2  ф (I/) а*/
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1=о /=0

потому, что Дх, > 0. Поэтому после перехода к пределу 
при XR — >-0 получим (8).

Т е о р е м а  7. Справедливо неравенство

j  f ( x ) dx  ^  j  I f  (x) I dx (a ^  b)
a a

или, если а не обязательно меньше b , то 
ь ь
5 f ( x ) dx  <  5 I f  (х) I dx ,
а а

где f  и \ f\ интегрируемы на [а, Ь]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно,

— \ f W < f ( x ) < \ f ( x)\. Vx£[a,  6].

Но тогда на основании теоремы 6 

ь ь ь
S (— \f (x) \ ) d x ^  \ f ( x ) d x ^ \ \ f ( x ) \ d x  (а <  b)

(9)

(9 ')

или

— 5 |/| d x <  J J \f\dx,



ИЛИ
ь ъ
\ f d x  J \f\dx (а <  b), 
а а 

что и требовалось доказать.
' При а <  b правые части (9) и (9 ') равны между собой. 

Если же b <  а,  то в силу (4)
b a a  b

\ f  dx =  \ f d x  < 5  I f \ d x =  $| f\dx ,
a b ' b a

т. e. имеет место (9').
Наконец, случай a = b сводится к очевидному соотно

шению 0 ^ 0 .  Этим доказано (9).
З а м е ч а н и е  2. Интегрируемость / на [а, Ь] влечет 

за собой интегрируемость |/| на [а, Ь] (см. ниже § 6.7, 
замечание 2). Для конкретных функций это всегда оче
видно. Например, если функция / кусочно-непрерывна на 
[а , b] (она, как будет доказано, интегрируема), тогда и 
|/| кусочно-непрерывна.

Обратно, из интегрируемости | / (х) |, вообще говоря, не 
следует интегрируемость / (х) на [а, Ь\.

Например, функция ^(л:), приведенная в примере § 6.1,
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1 для рациональных х,
— 1 для иррациональных х,

не интегрируема на [и, Ь]. Между тем |i)j(jc)| =  1 на [а , Ь] 
и есть интегрируемая на [а, Ь] функция.

Т е о р е м а  8 . Если функция / интегрируема и неотрицательна 
на [а, Ь) и существует точка с £  [а, 6] непрерывности f, для которой
I (с) > 0 , то

ъ
 ̂ / (х) dx > 0 (а < Ь). (10)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Будем считать, что с£(а, Ь). Так к а к /  
непрерывна в точке с и f (с) > 0 , то сущ ествует отрезок [с— й,,с+ 61 
такой, что (см. § 3 .3 , теорема 4)

/ «  > /-^ = п  > о V*€[c — 6, с+61,
Тогда

С — в

^ l ( x ) d x  =  ^ / (*) dx-{- J  / (дг) dx +  {  f (дг) dx > 0,
с- i а+в
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потому что
с - 6  Ь

^ f (х) dx ^  О, J  f {х) dx Ss О,
а  с +6
с +6 с +6

J  I (х) dx ^ rj с?лг= 2бг| > 0.
с - 6  с —6

Если с =  а или с — Ь, то вместо [с— б, с + 6] придется рассмат
ривать отрезок [а , с + 6 ], соответственно [6 — 6 , Ь].

Л е м м а  1 . Пусть R„ обозначает произвольное разбиение отрез
ка [а , Ь] содержащее в себе в качестве точки деления точку с.

Функция f ограничена на отрезке [а, Ь], и для ее интегральных 
сумм, соответствующих только разбиениям вида Rt , имеет место

lim or,  =  I. 
к R, -* 0

Тогда функция f интегрируема на [а, Ь] и 
ь
\ / (*) d x=  / =  lim (Jn.
a kR~*°

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть R есть произвольное разбиение 
отрезка [a , fc], не содержащее точку с:

R: а =  хо < xt < . . . <  хт  < хт  + 1 < . . .<  хп =  Ь,
где хт  < с < xm + v

Добавляя к R точку с, получим разбиение Rt . Если —► 0, 
то и Xr ,  —► 0.

Если выбросить из or слагаемое f ( im) (хт+1 — хт ) и прибавить 
/ ( 1 'т ) (с—Хт ) +  f ( g ;() (хт  +, — с) , то получим интегральную сумму aR t. 
При этом

C'/? = OR. +  (l,

ГДе (I — f (%т) {хт  +1 Хт ) f {ут) f  (^m) (xin + l  )̂» хт  ^
<  | т < С, с гс£ т*^ х т  + ,. Очевидно,

( Хт+ 1  — Хт) +  М (С— Хт ) +  М (хт  + !  — с) =
— 2М [хт + 1 хт ) ------- 0.

Следовательно,
lim a/ j=  lim o r„  +  lim ц =  / +  0 = / .kD -*■ 0 Kd 0 , , - x„ -*■ 0К m + i m

§ 6.3. Интеграл как функция верхнего предела
Заметим, что

ь ь
J  f ( x ) d x  —  ̂ f ( u ) d u ,
а а

т. е. не имеет значения, по какой букве—х или и — ин
тегрировать на отрезке [а, Ь]. Ведь в обоих случаях лю
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бая интегральная сумма f  имеет вид

= 2  /(6/) А*/./=о
Пусть задана интегрируемая на отрезке [а, b] функ

ция f .  Тогда, каково бы ни было х, удовлетворяющее 
неравенствам а ^ .х ^ .Ь ,  функция / интегрируема также 
на отрезке [а, *].

Это утверждение требует доказательства, но мы не 
будем его доказывать. В конкретных случаях, как пра
вило, это утверждение очевидно. Например, непрерывная 
(монотонная) функция на отрезке [а, Ь] в свою очередь 
непрерывна (монотонна) на [а , х], следовательно, инте
грируема на [а, х].

Зададим произвольное значение х£[а,  Ь\ Нас будет 
интересовать определенный интеграл от / на отрезке [а, х].

Это есть некоторая функция от 
х. Обозначим ее через F (х). 

Итак

F (*) =  S f ( u ) d u . (1)

Мы употребляем букву и в 
качестве переменной интегриро
вания, чтобы отличить ее от 
верхнего предела интегрирова
ния х.

На рис. 77 изображен график ограниченной кусочно
непрерывной функции / с точкой разрыва с. Число F (х) 
для заданного х выражается на рисунке площадью фигу
ры АВха. При изменении х на [а, b] изменяется F (х).

Т е о р е м а  1. Если функция f  интегрируема на от
резке [а, Ь], то функция F, определенная по формуле (1), 
непрерывна в любой точке х£[а,  Ь\

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Зададим произвольную точку х 
и придадим ей приращение Н (на рис. 77 изображено 
положительное h). Имеем

\F(x +  h) — F(x)\ =
x+h

J / (и) du — 5 / (ы) du

t+й
J f  (и) du

(M > !/ ( « )  I V ug [a , b]).



Мы получили неравенство
\F( x+h ) —F(x)\^M\h\,  

из которого следует!
lim [F(x +  h )—F(a:)] =  0, 

ft 0

т. e. F непрерывна в точке x.
Подчеркнем, что х может быть точкой непрерывности 

и точкой разрыва /, и все равно функция F (х) непре
рывна в этой точке.

Т е о р е м а  2. Если интегрируемая на [а, Ь] функция  / 
непрерывна в точке x £ [ a ,  Ь], то в этой точке с ущ е ст 
вует производная от F (см. (1)):

F' (x)  = f (x) .  (2)

Д о к а з а т е  л ь с т в о .  Пусть х—точка непрерывности/. 
Имеем

Г  X  +  h
F (x +  h) — F (к) _  1

§ 6.3.  И Н Т Е Г Р А Л  К А К  Ф У Н К Ц И Я  В Е Р Х Н Е Г О  П Р Е Д Е Л А  2 3 7

J  / (и) du  — J  / («) du
a a

x+h

=  j  J  f ( u ) d u  =  j  j  \f(x) +  [ f ( u ) —f (x) ]\du =
X  X

x+'h

=  J [/ (« )— f ( x) ] du  =

x+h

“ /(*) + T  J  \ f ( u ) - f ( x ) ) d u .  (3)
X

При получении (3) мы использовали доказанные выше 
свойства определенного интеграла. В четвертом равенстве 
мы воспользовались тем фактом, что / (х) не зависит от и 
и при интегрировании по и надо считать / (х) как посто
янный множитель (см. теорему 1 § 6 .2).

Докажем, что
x+h

X  j  [/ (« )— f i x f l d u - ^ O .  (4)
X

Функция / непрерывна в точке х, поэтому для любого 
е > 0  можно указать такое б > 0 , что если |ft|< 6 , то

|/(«)—/ (х )| < е  Vu^Lx, x±f i ] .
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Поэтому для | Л |<- б
x + h

j  j  [/(“)—f ( x ) \du
X

<
x + h

I  j  \ f ( u ) - f ( x ) \ d u
X

<

<
x+h

T S edu
X

= ~e/i/1 = е,

и мы обосновали свойство (4).
Из (3), переходя к пределу при h —>0, на основании 

(4) получим, что существует производная F' (л:), равная

F' (х )=  lim F̂ ± h) . - -F-M  = f (x). 
h -+ 0 П

Этим теорема 2 доказана.
Обратим внимание на то, что в теореме 2 хотя и 

позволялось функции / быть разрывной на отрезке [а, b], 
но в той точке х, в которой утверждалось существование 
производной от F, предполагалось, что функция f  непре
рывна. Иначе теорема, вообще говоря, была бы неверна.

Теорема 2, ь частности, утверждает, что если f  (х) не
прерывна на отрезке [а, Ь], то F (х) имеет производную 
на этом отрезке, равную /(х) (F’ (х) = /(х) V x£[o, b]).

Таким образом, если функция f  непрерывна на от резк е  
[а, Ь\, то для нее сущ ествует  первообразная на этом от
р е зк е .  При этом в качестве одной и з  первообразных можно 
взять интеграл ( 1).

Отсюда следует, что’ неопредленный интеграл от функ
ции /, непрерывной на [я , Ь], равен

X
J f ( x ) d x=  J f { u ) d u +C ,  х € [ я ,  b],

гд е  С—некоторая постоянная.

§ 6.4. Формула Ньютона—Лейбница

Эта формула имеет вид 
ъ
$/(и)Лы = Ф(&) —Ф (а) = Ф (х)|'1*. (1)
а

Здесь / («) — непрерывная на отрезке [а, Ь~\ функция, 
а Ф(ы) — какая-либо ее первообразная на этом отрезке.



Формула Ньютона—Лейбница была уже доказана в § 6 .1. 
Там предполагалось известным, что непрерывная на [а , b] 
функция / интегрируема и имеет первообразную на [а , 6].

Теперь мы уже знаем из § 6.3, что интегрируемость 
непрерывной на [а, Ь] функции влечет за собой сущест
вование у нее первообразной на [а , Ь].

Приведем другое доказательство формулы Ньютона— 
Лейбница. Вернемся к функции

X
F (* ) =  S f  (« ) du. (2)

а

Заметим, что
а Ь

F (а) = J / (и) du =  0 и F (b) =  ̂f  (и) du. (3)
а а

Кроме того, мы знаем, что F (х) есть первообразная для 
f (x)  на [а , Ь]. Поэтому, если Ф (*) есть какая-либо, во
обще другая, первообразная, то существует константа С 
такая, что

Ф (x) = F (*) -j- С Ух£[а,  Ь]. (4)

Из (2), (3), (4) получим ■*
ь

Ф (Ь) —Ф (а) = F (b)—F (а) =   ̂/ (ы) du,
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и мы доказали формулу ( 1). 
П р и м е р  1 .

1

хг dx — ^г I*-1 =  4- .
О д:*=0 О

Это показывает, что площадь (рис. 78) заштрихованной 
фигуры, лежащей под параболой у  = х*, равна 1/3. 

П р и м е р  2 .
Я

 ̂ sin дс с̂ л: =  — cos х |g =  1 +  1 =  2 . 
о

Таким образом, площадь фигуры (рис. 79), ограничен
ной сверху синусоидой t/ = s i nx и снизу—осью х, равна 2 .



П р и м е р  3. Функция
( - 1, — 1 < * < 0 ,

ф (х) =  sign х = I 0 , х = 0,
( 1 , 0 <  1 ,

непрерывна на отрезке [—1 , 1], за исключением точки х=0. 
Отрезок [—1, 1] можно разрезать на два отрезка [—1, 0],
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[0, 1], где она монотонна, следовательно, интегрируема. 
Поэтому ф (х) интегрируема на [—1, 1]. Справедлива 
формула

X
F (jfc) =   ̂ sign и du  =  —1+|х| (— (5) 

- i
В самом деле, на полуинтервале [—1, 0) функция ф(х) 
непрерывна: ф(х) = — 1. Ее первообразная на этом полу
интервале равна —х. Поэтому, применяя формулу Нью
тона—Лейбница, получим

X X
J sign u d u — $ ( — 1 ) d u  = — u | l ,=  — 1 —x (—1 ^ х < 0).

- 1 - 1
(6)

В силу теоремы 1 F(x)  непрерывна, в частности, в точке 
лг =  0 , поэтому

F(0) = l im(— 1—х) = —1. (7)

Для х >  0
ДС 0 дг

F (х) = 5 sign u d u =  5 sign и du -f J 1 • du  =  — 1 + и I* =
-1 -1 0

= —l+.v.  (8)
Из (6), (7), (8) следует (5).
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Более элегантная формула получится, если интегри
ровать от точки х = 0:

X
J sign «du  — | х |. v (9)
о

Под интегралом в (9) стоит разрывная в точке х = 0 
ограниченная Функция, интеграл как функция верхнего 
предела F(jc) = |x|, есть непрерывная функция, в том 
числе и в точке х — 0, что согласуется с теоремой 1 § 6.3. 
Однако производная F' (0) не существует, и это не проти
воречит теореме 2 § 6.3, которая гарантирует существова
ние производной F' (х), только если f  непрерывна в точке х.

Т е о р е м а  1 (о з а м е н е  п е р е м е н н о й ) .  Имеет мес
то равенство

Ь <1

S / ( * ) d x = 5 /[q)(0 ]q> '{t)dt, ( 10)
а с

где функция  ср (/) непрерывно дифференцируема на [с, d], 
а — ср (с), b = ф (d) и / (л:) непрерывна на \ А, В\ = (р ([с, d]) — 
обра зе  отрезка  [с , d ] при помощи функции ф.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть F (х) и Ф(/) — первооб
разные функции соответственно f  (х) и /[ф(/)]ф’ (0- Тогда 
(см. § 5.2, (1) и ниже) справедливо тождество Ф(/) = 
= F[Jp(/)] +  C, c ^ / ^ d ,  где С—некоторая постоянная. 
Поэтому

F (Ь)- F (а) *= F [ф (d)] — F [Ф (с)] = Ф (d)—Ф (с). (11)
Но на основании формулы Ньютона—Лейбница левая 
часть (П ) равна левой части ( 10), а правая часть ( 11) — 
правой части ( 10), а это доказывает формулу ( 10). 

П р и м е р  4.
а я / 2

 ̂Vо*—x2dx = (x = a sin t) —  ̂ Vя 2—a 2 sin2 ta cos t dt  =
о 0

я/2 я/2
sin 21

З а м е ч а н и е .  Верхний предел интегрирования по t 
можно взять равным ~ , а результат будет т.от же, и это 
согласуется с теоремой 1 .



П р и м е р  5.
4л 4л
J sin3 t d t  — — J (1 —cos2 t) d (cos /) =  (x =  cos t) — 
о 0

1

=  — 5 ( 1 — x*)dx = 0,
l

потому что в полученном интеграле нижний предел равен 
верхнему.

П р и м е р  6 . Если /— четная функция (/(—«) — /(«)), то
а а

J / (и) du = 2 J / (и) du,
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о
потому, что 
о о
5 f  (и) du  =  (и =  — х) = — J f  (— x ) d x=^  f  (— х) dx =

а О
а

— ^ f ( x ) d x = ^  f  (и) du.
о о

П р и м е р  7. Если f —нечетная функция (/(— и) =  
= —/(«)), то

J f (x)  dx =  0 .

П р и м е р  8 . Если f —периодическая функция периода 
2п (/ (л: +  2л) = f  (х)), то

а + 2 я  2 л

J f ( x ) d x=^  f  (x)dx
а- О

потому, что
2 л + а  а  а

J f ( x ) d x  = {x = t + 2n) = \ f  (f + 2я) dt  =  $ f ( t ) d t =*
2л О О

и, следовательно,
2я+а и 2я 2я+<х

J f ( x ) dx= \j f (x)dx'\-  5 f ( x ) d x +  J f (x)dx=*
2

\f (x)  dx.

О 2Л
2л



-1  1 

J sin3/dt =  (х =  cos t) = — J ( 1 —x*)dx=  ̂ (1 —x*)dx=x
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П р и м е р  9.
Зя

0 1
1 V

1 __ 4_ 
o ~  3 -

П р и м е р  10. Решим пример 5, используя приме
ры 8,7:

4я 2я 4л я

5 sin31 dt  =   ̂ sin3 / dt +  sin3 1 dt  = 2 J sin31 dt = 0,
0 0 2 л -я

так как функция sin3 1 нечетная.
Т е о р е м а  ,2. Справедлива формула интегрирования 

по частям для определенного интеграла: 
ь ь

5 и' ( х )  v  (х) dx = u (х) v  ( х )  |* — J и (х) v ' (x) dx, (12)
а а

где и и v —непрерывно дифференцируемые на [а,  Ь] функции.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Произведение u(x) v (x)  имеет 

на [а, b] непрерывную производную
(и (х) v  (л;))' =  и (х) v ' (х)-\-и' (х) v (х).

Поэтому по теореме Ньютона — Лейбница
ъ16 (*

и (х) V (х) |в =  ] [и (т) v'  (х) +  и'  (л-) V (х)] dx =

=   ̂ и (х) v '  (х) dx-+  ̂и' (х) v (л:) dx,

откуда следует ( 12).
П р и м е р  11 .

5 1 п ( 1 + * ) Л с = ( « » 1п ( 1 +  х), dv  =  dx) => 
о

- Jt ln (|+ j ) | ; - J ^ i  =  ln 2 - j  Ыл +  j j ^ -

=,ln 2 — 1 -{- In (1 +  x) I* = — 1 +  2 In 2 .



Т е о р е м а  3 (о с р е д н е м  д л я  о п р е д е л е н н о г о  
и н т е г р а л а ) .  Для непрерывной на отрезке [а, Ь] функ
ции f  сущ ествует  точка £ £ (а, Ь) такая, что

ь
\ f ( x ) dx  = f ( l ) ( b - a ) .  (13)
а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как / непрерывна, то для 
нее существует первообразная Ф, поэтому

l f ( x ) d x  =  Ф ( Ь ) - Ф  (а) =  Ф ' (6) ( Ь - а )  = f  (I%) (Ь—а),

Ш а , Ь ) .  (14)

Первое равенство в (14) есть формула Ньютона — 
Лейбница для непрерывной на [а , b] функции /. Второе 
равенство есть формула Лагранжа для Ф. Наконец третье 
следует из того, что Ф ' (х) = f  (х) Vjc £ [а, Ь].

§ 6.5. Остаток формулы Тейлора в интегральной форме

Пусть функция f  (дс) имеет непрерывные производные 
до порядка п + 1  включительно. Тогда в силу формулы 
Н ьютона—Лейбница

а
х

~ f ( a )  +  ( t - x ) f '  (0 j  {t - х) f" (0  dt = / (а) +

2 4 4  г л .  6 . ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

а
х

+ / '( a ) ( x - a )  +  j ( * - 0 f (0  dt =
l
du = f "  (t) dt 

■ — i 
"2Г

/Ы = /"(/)
\ (x— i ) d t  —dv

■f ( a )+  ^  [ x - a )  +  ( * - a )2 +  j  (/) dt.



Продолжая дальше процесс интегрирования по частям, 
получим

/(*) = 2 п е ^ ( * —■а)* + г«(*)> 0 )
А=0

где
X

rn (x) = ~ ^ ( x - t y f ^ ( t ) d t .  (2)
а

Формула (1), (2) называется формулой Тейлора с  остат
ком в интегральной форме.

Применяя к интегралу (2) (по /!) теорему 3 (о сред
нем) § 6.4, будем иметь

r„W  = i ( * - S ) n/(n+1)( £ ) ( * - « ) .  £€ (fl- *)•

Полагая
| = а-}-0(л:—а), О < 0 < 1 ,

получаем

г (х ) =  (* ~ f i + 1 ( 1 - 0 ) "  (а +  0 (х — а)),

т. е. остаточный член формулы Тейлора по степеням х—а 
в форме Коши (см. § 4.14, (10)).

§ 6 .6 . Суммы Дарбу1). Условия существования 
интеграла
Пусть на отрезке [о, Ь] задана ограниченная функция / 

(|/ (* )1< -М ). Введем разбиение
R: а =  дс0 < * , <...<■*■„ =  6 .

Пусть
inf /(*), Af,-= sup / (*).

*€[*,.. ЛГ; + ,] +
Наряду с интегральными суммами

П - 1
° Я =  2  f  &i) Axi 

i - О
рассмотрим суммы

п-  1 л- 1

s«  =  2  т ‘ Ах‘ ’ s w =  2  Адг<>
1 = 0 1 = 0

§ 6 .6. УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ ИН ТЕГРАЛА 2 4 5

J) Г, Дарбу (1842—1917) —французский математик.
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которые называют нижней и верхней суммами Дарбу. Очевидно, что' 
SR <  S R-

Суммы Дарбу не обязательно являются интегральными суммами. 
Однако если / (дг) — непрерывная функция, то sR и SR являются 
соответственно наименьшей и наибольшей из интегральных сумм, 
отвечающих данному разбиению, так как по теореме Вейерштрасса 
f (х) достигает минимума и максимума в каждом [дг,-, дг/ + ] ], и поэтому 
можно выбрать точки |;£[дг,-, x, + xl так , что / (|,-)=т,- и / (£i) =  Mf« 

Так как т ,  < /  (х) <; /И,- и Ax, > G, то

0 )
При фиксированном разбиении sR и SR — постоянные числа, а инте
гральная сумма aR остается переменной в силу произвольности чи
сел Легко видеть, что за счет выбора точек сумму aR можно 
сделать как угодно близкой к sR и S R, т. е. при данном разбиении 
sR и SR являются точной нижней и точной верхней гранями для 
интегральных сумм:

п - 1 л - 1 л - 1 л - 1

. * - 2 * 1  =  lnf 2  f («!') Д* ‘'' SR = ' Z Mi bXi =  sup 2  f (It) Axi- 
( = 0  i '= 0  i  = 0 i = 0

Пусть /?!, R2, R3 — разбиения [а, Ь]. Если же точки Ri при
надлежат R2, to  будем писать R id R 2 и говорить, что R2 есть про
должение Ri- Если множество точек, из которых состоит R3, есть 
теоретико-множественная сумма множеств точек, из которых состоят 
Ri и Rt , то будем писать Ra =  Rt -\- R2- 

Свойства сумм Дарбу:
Г . Если к имеющимся у разбиения R точкам деления добавить 

новые точки, то  верхняя сумма Дарбу (SR) не возрастает, а ниж
няя (sR) не убывает:

S R. < S R, sr *£.sh , V R dR '.

Таким образом,
S r ' —  SR '  ^  ^  sR-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д ля доказательства, очевидно, можно 
ограничиться случаем, когда добавляется одна новая точка деления 

xt +1)- Пусть SR— верхняя сумма Дарбу для разбиения R 
и S R. —для разбиения R '. Тогда SR отличается от S R, тем, что 
вместо слагаемого М,- Ах, в сумме SRr будут два слагаемых:

M i (х’ — х +  (xi+ i— x'),
где

M 'i=  sup f (х), M"i=  sup f (x).
Л6 [*,..*'] « [ « ' ' ' i+ i l

Так как отрезки [дг,-, х’], [дг', *,- + i] являются частью [дг,-, лг1 + 1], то 
(при уменьшении области рассмотрения sup мо

жет только уменьшиться). Поэтому
М\ (дс'—xi) +  М"([(Xi + i —х ')<  Мi (х'—Xi+ х{+j —* ')  «= М ,-(дг,- +1 —дг,), 
т. е. Sr s < S r , ч т о  и требовалось доказать.

Для нижних сумм Доказательство аналогично.



2°. Каждая нижняя сумма Дарбу не больше каждой верхней 
суммы Дарбу, хотя бы отвечающей другому разбиению промежутка: 
s/?i <  SR*

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Rs= R i -\-R2- Учитывая свойство 
1°, получим sRl <  sR, <  S R, <  SR,.

Таким образом, мы доказали, что множество нижних сумм Д адбу 
{sR) ограничено сверху какой-либо верхней суммой SR- (sR< S R.), 
и потому существует точная верхняя грань нижних сумм:

/* =  sup sK < S R-. 
к

К тому же мы доказали, что всякая верхняя сумма S R> не 
меньше числа /„. Это показывает, что существует точная нижняя 
грань верхних сумм

7* =  inf SR, / t .
R '

Итак / ,< / * . При этом для любого разбиения R выполняются 
неравенства

«/?>£» (2)
Числа /„, I* называются нижним и верхним интегралами Дарбу. 
Т е о р е м а  1 ( с у щ е с т в о в а н и я  и н т е г р а л а ) .  Для того 

чтобы определенный интеграл ограниченной функции f (х) существовал, 
необходимо и достаточно, чтобы

п- 1
Urn (SR— sR) =  l im V  со,- Дх,- =  0, (3)

где число со,- =  М ,•— гп; называется колебанием функции f  (х) на
[ Х [ ,  Х [ + \ \ .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  I. Н е о б х о д л м о с т ь  у с л о в и я .  
Допустим, что определенный интеграл / функции f  (х) существует: 
т. е. Ve > 0 Эб > О такое, что как только kR < б, будет / — е <
< о и < / +  е, как бы мы ни выбирали точки ?;£ [*,• , Х[+1].

Выше мы установили, что sR и S R при данном R являются точ
ной нижней и точной верхней гранями для интегральных сумм aR, 
если варьировать точками £,•£[*,-, х( + 1). Поэтому

I — и ^  sR <  о R <  SR / -f- в yR  с < б,
т. е.

lim sо = / , lim Sd=>7 
\R-+ о i R->a

11
lim (SR— sR) =  0.

11. Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть условие (3) выполнено. Тогда
из неравенства (2) следует, что /„ =  /*. Обозначим общее значение 
этих двух чисел через I (7 ,=  /*= /). Тогда

ял < / < 5 д . (4)
Из (3) следует, что для любого е > 0 Эб > 0 такое, что |S*— 5д| < 8
при kR < б. Но тогда из (1) и (4) получаем

| /— aR | < а при \R < б, 
т , е. I является  пределом для oR и / (х) интегрируема.

S 6.6. УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ ИНТЕГРАЛА 2 4 7



З а м е ч а н и е .  Из доказательства теоремы видно, что если 
функция f (х) интегрируема на [а, Ь], то lim Sp =  lira Sp  =

b h
=  ,\ f(x)d x , и обратно, если lim Sp=  lim S p = f ,  то / = \  f  (x) dx.

a,d-*o J
а  к  к  a

§ 6.7. Интегрируемость непрерывных и монотонных 
функций

Т е о р е м а  1. Если функция f (х) непрерывна на [а,  Ь], то она 
интегрируема на [о, Ь].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как функция / (х) непрерывна на 
[а, Ь] ,  то она равномерно непрерывна на [а, Ь] и, следовательно,
V8 > 0 Эб (е) > 0 такое, что как  только [а, Ь] разбит на части 
с кр < 8, то все колебания со,- < е. Отсюда

л - i  п - 1
У] со,- Ддг/ < 8  J  Д*7 — в (Ь — а).
<•=0 ( = 0

п -  1
В силу произвольности е заключаем, что Пт У] ш,-A.v, -=0, и по

; =  о
теореме 1 § 6.6 функция / (х) интегрируема.

Т е о р е м а  2. М он от он на я  на отр е з к е  функция  инт е г рир у ема  
на этом отрезке.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Будем считать такж е, что f  (а)  < / (6), 
иначе функция постоянна и теорема тривиальна.

Так как f (а) ^  f (х) f (b) [а , Ь], то н;\ша функция огра
ничена на [а, Ь]. Введем разбиение R отрезка [а, Ь] с кр < 6. Так 
как в данном случае со/ =  / (дг; + х) — /(*/), то 
л - 1 п - 1
2  со,- ДXi <  б 2  о>/ = в [/ (дг,) —/ (x0) +  { (х2) — f  (х{) + . . .

i = 0 1=0
• • • +  / (*«>-/  (*„-l)] =  в [/ (6) - /  (й)1, 

*о =  а , хп =  Ь. Выберем теперь 6 =  e/[/(ft)— / (в)]; тогда
/1 — 1
2  СО/ Ддг,- <  в,

( = 0

и по теореме существования (теорема 1 § 6.6) заключаем, что f  (х) 
интегрируема. Теорема доказана.

З а м е ч а н и е  1. Отметим, что монотонная функция может 
иметь счетное множество точек разрыва. Например, функция у =
=  лН-----, —|—г < д с С — , п = 1 ,  2, . . . , у ( 0 ) = 0 ,  монотонно воз-п л + 1 п > » V /
растает на [0, 1], имеет счетное множество точек разрыва. Следо
вательно, по теореме 2 она интегрируема.

З а м е ч а н и е ' 2. .Если f (х) интегрируема на [а , Ь] (а < 6), 
то \f{x)\ также интегрируем.
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В самом деле, V*' и х’  из [дг/, xi + \] имеем

l l/ ( * ') l - l/ ( * " ) l l< l/ ( * 'W ( * ') l -  (1)
Если ш*, со,-— колебания | / (дс) |f соответственно f(x), на [* ,, 
то из (1) следует, что ы ?< со ; и

п -  1 п — I

2  Mi Ах,- <  2  и ( А*/- 
i=0 1 = 0

Так как f (х) интегрируема, то 
п- 1
2  со/ Да:/ —► 0 при А,# —► О,

(  =  0

но тогда
п - 1
2  о>/ Ад:/ — v О,
*=о

и, следовательно, | f (дг) | интегрируем.

§ 6.8. Несобственные интегралы

Зададим на конечном полуинтервале [а , Ь) функцию /. 
Допустим, что она интегрируема (например, непрерывна 
или кусочно-непрерывна) на любом отрезке [a, b ' ], где 
b' <  b и не ограничена в окрестности точки Ь. Тогда ее 
интеграл на [о, Ь) или, что все равно, на [а, 6] в обыч
ном смысле (Римана) не может существовать, потому что 
интегрируемая на [a, ft] по Риману функция необходимо 
ограничена. Однако может случиться, что существует ко
нечный предел

Ь'
lim  ̂ f  (х) dx.

ь' -  ь £

Если это так, то этот предел называют несобственным  
интегралом от  / на отрезке [а , Ь] и записывают в виде

Ь Ь'

^ f (x ) d x = -  lim J f ( x ) d x . (1)
a b' b a

b

В таком случае говорят, что интеграл  J f  dx сходит ся .
а

В противном случае говорят, что он ра сходит ся  или не 
существует как несобственный риманов интеграл.

Допустим теперь, что функция f  задана на луче [а, оо) 
и интегрируема на любом конечном отрезке [а , 6 '], где
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а <  Ь' <  оо. Если существует предел
v

lim \ f  (х) dx,
•  а

то он называется несоб ственным интегралом от f  на  [ а ,  о о ) 
и обозначается так:

* Ь’
 ̂ f  (х) dx =  lim J f  (jc) dx.

a b' ю a

Условимся в следующей терминологии. Выражение
ъ
S f ( x ) d x  (2)
а

будем называть интегралом (от f) с  един ственной  о со б ен 
ностью в точке Ь, если выполняются следующие условия: 
если b — конечная точка, то функция f  интегрируема на 
[а , b ']  при любом Ь“, удовлетворяющем неравенствам 
а  <  Ь’ <  Ь, и, кроме того, не ограничена в окрестности 
точки Ь. Если ж е Ь= +  оо, то про функцию f  предпола
гается лишь, что она интегрируема на [а , b ' ]  при любом 
конечном b '>  а.

ь
Подобным образом определяется интеграл J f  (х) dx

а
с единственной особенностью в точке а. Теперь b — конеч
ная точка. Если точка а <  b тоже конечна, то f  в окрест
ности а  не ограничена и интегрируема на любом отрезке 
[а ' ,  Ь], где а <  а ’ <  Ь. Если ж е а  =  — оо, то функция f  
предполагается интегрируемой на [а ' ,  Ь] для любого а ' <  Ь.

В дальнейшем мы будем для определенности рассмат
ривать интеграл (2) с единственной особенностью в точке Ь, 
конечной или бесконечной. Все выводы по аналогии могут 
быть перенесены на случай интеграла с единственной осо
бенностью в точке а.

Т е о р е м а .  Пусть за дан  интеграл  (2) с  единственной  
особенностью  в точке Ь. Для е го  сущ ест вования  необходимо 
и достаточно выполнение условия ( К ош и ) :  для в сякого  е >  0 
с ущ е ст ву ет  b„ <  Ь такое, что



каковы бы ни были Ь', Ь", удовлетворяющие неравенствам  
Ь„ <  Ь' <  Ь" <  Ь.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим функцию
X

F (х) =  J f (0  d t  [а <  х <  Ь).
а

Существование интеграла (2) эквивалентно существованию 
предела lim F (аг), что в свою очередь эквивалентно вылол-

х Ь 
х <  Ь

нению условия Коши: для любого е > 0  существует Ь0, 
где а  <  bv <  b, такое, что выполняется неравенство 
\F(b") — F (6')| <  е для всех Ь' и Ь", удовлетворяющих 
неравенствам Ь0 < Ь '  <  Ь" <  Ь. Но

Ь"

F (b")—F (b') =  ^ f ( t ) d t ,
Ь'

и теорема доказана.
П р и м е р  1. Интеграл

«>
о

где а > 0  — постоянное число, имеет, очевидно, единствен
ную особенность в точке а' =  0. Чтобы выяснить, сходится 
ли он, надо вычислить предел
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1

е
е > О

_!._Г1 o i-a l_! |__lim Г ^ - =  lim —  * =  lim -р-!— [ 1 — е1_а] =  I 1—а
- o J  8  " *■ 0  а  *  J  \  0 С )  а > 1

Таким образом, интеграл (4) сходится при а  <  1 и равен 
(1 —а ) -1 , и расходится при а >  1. Если ж е а = 1 ,  то он 
расходится:

1
lim \^- =  — lim In е =  +

t - * #  J  *  е -► О 
е

П р и м е р  2. Интеграл

Г^£ .=  lim =  — lim x'~a 
J *“ A1- »  J  1 —« N - >  x- A7 -*■ 00

_  [ . a  >  1 (сходится),

4 -oo, a < l  (расходится);



интеграл
оо N

f  —=  lim ( — — lim l n N =  +  °° (расходится).
у *  N  - +  сс v  x  N  -+■ со

00
П р и м е р  3. Интеграл имеет единственную

а
особенность в точке x = -f-o o . Он сходится и равен
00 N
\e~xdx =  lim \e~xdx— lim (—e~x) N=  lim [1 — e~'w\=\.
g N  <r- [ I A/->-400 A'-> + 00

Пусть снова задан интеграл 
ь
\ f  (х) dx, (5)
а

имеющий единственную особенность в точке Ь. Тогда ин
теграл

ь
\ f  (х) dx, (6)
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где а  <  с <  Ь, такж е имеет единственную особенность 
в точке Ь. Условие Коши существования интегралов (5) и 
(6) формулируется совершенно одинаково. Поэтому эти ин
тегралы одновременно сходятся или одновременно расхо
дятся. Кроме того, при а  <  с  <  Ь, очевидно, имеет место

ь ь

Ь' -*■ ь
( f  dx =  lim \ f  d x =  lim ( [ f  dx +  \ f  d x )  =

b ' - b i  b - - + b  \ a  с j
c  b' с  b

J f  dx =  f / dx +  J / dx, (7)

где J — обычный риманов собственный интеграл, а ин-
а Ъ Ъ

тегралы J и J несобственные.
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Отметим равенство
Ь Ь'

J (Af - f  Вф) dx =  lim (Af -f- Вф) dx =
a b ' -+b a

b' b' b b >

A lim  ̂ / dx 4- В lim J Ф dx =  A  ̂ f  dx 4- В  J Ф dx, (8)
b' ■* b a b' -* b a a a

где А и В — постоянные. Его надо понимать в том смысле, 
что если существуют интегралы в правой части, то суще
ствует такж е интеграл в левой и имеет место равенство (8).

Говорят, что интеграл (5) (имеющий особенность в точ
ке Ь) сходит ся  абсолют но , если сходится интеграл

ь
$ I f  (*) I dx (9)

от абсолютного значения |/(х)|.
Абсолютно сх одящ ийся  интеграл сходит ся .  В самом 

деле, из сходимости интеграла (9) следует, что для любого 
е >  0 на интервале (а , Ь) найдется точка Ь0 такая , что 
если Ь0 <  £>' <  Ь" <  Ь, то

Ь" Ь"

е >   ̂ | / М  | dx >  \ f ( x ) d x  ,
Ь' Ь'

т. е. для интеграла (5) выполняется условие Коши. Так как
Ь' Ь'

I f  (x)dx  <  $ | / (*) | dx,
a a

то после перехода к пределу при b' b для абсолютно 
сходящегося интеграла (5) получим

ь ь
\ f ( x ) d x  < 5  \f{x)\dx. (10)
а а

З а м е ч а н и е .  Неравенство (10) верно и для не абсо
лютно сходящегося интеграла — в этом случае справа стоит
оо, а символ оо мы считаем большим любого конечного
числа. Этим широко пользуются в технике вычислений.

ъ
Если надо узнать, сходится или нет интеграл  ̂/ dx, мы
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пишем неравенство (10) и исследуем на сходимость интеграл

более тонкие методы. Возможно все же, что он сходится, 
но только не абсолютно (см. примеры в конце § 6.9).

§ 6 .9. Несобственные интегралы 
от неотрицательных функций

Пусть задан интеграл

имеющий единственную особенность в точке Ь, и на про
межутке [а , Ь) интегрирования / ( х ) ^ 0 .  Тогда, очевидно, 
функция

от Ь' монотонно не убывает. Поэтому, если она ограничена 
а <  Ь' <Ь),  то существует интеграл (1)

Если ж е F неограничена, то интеграл (1) расходится!

в зависимости от того, будет ли интеграл сходиться или 
расходиться.

ь - ь

J | / 1 dx. Если этот последний сходится, т. е. если J | / 1 dx <
ь

< оо, то сходится и наш интеграл  ̂f  dx. Конечно, если
а

Ь

а

Ъ
(1)

а

F Ф') —  ̂ f (x )  dx (a < b ' < b )
a

b b'

b b'

 ̂/ (x )dx =  lim J / (x )dx =  +
а Ь' -* b n

Если / (x) ^  0 на [a, b), то пишут 
ь ь
J / (x) dx <  оо или J. / (x ) dx =* oo
a a



Т е о р е м а  1. Пусть интегралы
ь
\ f (x ) d x ,  (1)
а
Ь '
■S Ф (*) dx, (2)
а

имеют един ст венную  особенность в точке Ь и на пром е
ж ут к е  [а, Ь) выполняются неравенства

0 < / ( * ) < ф ( х ) .  (3)

Тогда и з  сходимости инт еграла  (2) сл ед у ет  сходимость- 
интеграла  (1) и имеет место неравенство  

ь ь
J / dx ^  J ф dx,
а  а

а и з расходимости интеграла  (1) сл еду ет  расходимость  
интеграла  (2).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (3) следует, что для а  <  b' <  b 
ь- ь-
J / dx ^   ̂ф dx. (4)
а  а

Если теперь интеграл (2) сходится, то правая часть (4) 
ограничена числом, равным интегралу (2), но тогда огра
ничена и левая. И так как левая часть при возрастании 
Ь' монотонно не убывает, то она стремится к пределу 
(интегралу):

ь Ь' ь

^/с/л : =Пт  ̂ f  dx q> dx.
a  b  h а  а

Наоборот, из расходимости интеграла {1) следует, что 
предел левой части (4) при Ь '— *Ь равен о о , а следова
тельно, и предел правой равен о о .

Т е о р е м а  2. Пусть интегралы  (1) и (2) имеют е д и н 
ст венную  особенность в точке Ь, подынтегральные функции  
положительны и с ущ е ст ву ет  предел

l im Щ  =  А >  0.
* - „ ф М ^  (5)

Тогда эти интегралы одновременно сх одят ся  или одновре
м енно ра сходят ся .
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (5) следует, что для поло
жительного е <  А можно указать такое с £ [ а ,  Ь), что

А ~ е < i $ ) <  А +  е (с < х < ь)> 

и так как  ф (х ) >  0,  то
(Л — е) <р (х) <  / (х) <  (Л +  е) ср (х) (с < х < Ь ). (6)

ь

Из сходимости интеграла ^ф^л: следует сходимость
аЪ Ъ

интеграла $ Ф dx и сходимость интеграла  ̂ (Л-(-е)'фс(х;
с  с

но тогда по предыдущей теореме сходится такж е интеграл 
ъ ъ

 ̂f  dx , а вместе с ним интеграл  ̂f  dx. Обратно, из сходи-
с  а

b b

мости  ̂ f  dx следует сходимость J ф dx потому, что наряду
а с

с (5) имеет место равенство

^f£f= т >0-
З а м е ч а н и е .  Равенство (5) означает, что функция f  

эквивалентна функции Лф при х —► Ь. В этом случае также 
говорят, что функции '/ и ф имеют одинаковый порядок 
при х —+Ь.

П р и м е р  1. Исследовать на сходимость интеграл
оо

 ̂ sin kxe~x dx. 
о

Имеем
СО СО СО

J е~* s'mkxdx  ^  J |e-JCsinfe.v|dA:^ J е~хdx =  1 <  оо. 
о о о .

Мы применили неравенство (10) § 6.8 и замечание 
к нему.

Значком ~  между интегралами будем обозначать тот 
факт, что эти интегралы в силу теоремы 2 одновременно 
сходятся или одновременно расходятся.
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I 1
Г dx -

7 ~ 1 Г 7 < ° ° -
00

П р и м е р  4. J ^Y^-e~x dxе~* dx ~  \ е- * dх <  оо.

Интегралы примеров 2 и 3 имеют единственную осо
бенность в_точке х =  0 . Надо учесть, что s i n x « x ,  
s i n K x * » ^ * ,  X—►О.

Интеграл примера 4 имеет единственную особенность

П р и м е р  5. \ (дс*—3x +  5) е~* dx сходится, потому что

J  (х* — 3 x + 5 )e~ * dx  J |(лг*— З л : 5 )е~х/*|е- -'/*rfx^

Дело в том, что lim (х1—Зле -4- 5) =  0, поэтому
найдется N >  О такое, что | (х*—З х + 5) е~х,% | <  1 Vx >  Лг.

С другой стороны, функция | (х*—Зх +  5) e~x/i | непре
рывна на [О, N], следовательно, ограничена на [О, N] 
некоторым числом Mf. Таким образом, она ограничена на 
[О, оо) числом Л4 =  т а х { 1, Mt}.

§ 6.10. Интегрирование по частям 
несобственных интегралов

П р и м е р  1. Несобственные интегралы

о о

о

0 )
а а

9 Я. С. Бугров, С. М. Никольские
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сходятся. В самом деле, интегрируя по частям, получим

v  в  а

для всех конечных А >  а. Переходя теперь к. пределу 
при А —► оо, получим

J r t j ,  dx =  « ^ _ ^ c o s x dX'

а а

где интеграл в правой части сходится и даже абсолютно!

а  а  а

00
Пр и м е р 2. Интеграл J  dx сходится не абсо-

а
лютно (условно), ибо интеграл

J i£ !S £ !d *  =  oo (а >  0), (2)
а

т. е. расходящийся. В самом деле, в силу неравенства 
sin* х ^  | sin х | несобственный интеграл

а а  а

> ~ Н  Ч * * - Т  I  Т - Т  ]
2 а 2 а 2 а

оо оо
Но интеграл J ы-1 cos и du сходится, а интеграл $ и"1 du

2а 2а
расходится. Следовательно, несобственный интеграл (2) 
расходится.

З а м е ч а н и е .  Сходимость интеграла (1) объясняется 
тем, что функция sin х периодически колеблется, принимая 
последовательно положительные и отрицательные значе
ния. Накопление площади, вызываемое положительными



. значениями sin х, компенсируется соответствующим накоп
лением, вызываемым отрицательными значениями.

Это явление получит объяснение в теории рядов (см. 
ряд Лейбница и условно Сходящиеся ряды).

Приведенные примеры показывают, что интегрирование 
по частям может оказаться полезным средством исследо
вания сходимости несобственных интегралов.

Ниже приводятся общие соображения, которые лучше поясняют 
механизм этого метода.

Пусть функция <р (х) непрерывна на [а , оо) и Ф (х )— ее перво
образная. П усть, кроме того, g (x )  непрерывно дифференцируемая 
функция на [а, оо). Тогда 
А А

$ Ф (*) 8 (*) йх—8  С*) ® (*) £  — J  ® (*) S' (*) dx=
а а

А
t=g(A)<V (А) —g  (а) Ф (a) — J  Ф (x)g* (x)dx. (3)

а
Если
1) lim £ (Л )Ф (Л )= 0 ,

ао
2) интеграл J  Ф {x)gr (x)dx сходится, то, очевидно, сущ ествует

а
несобственный интеграл
»  л »
J  Ф (*) 8 {x)dx=* lirn^ J  ф (*) g  (дг) dx — —g  (а) Ф (a) — J  Ф (x) g '  (x) dx.
a a a

(4)
Отсюда, в  частности, вытекает
П р и з н а к  Д и р и х л е  с х о д и м о с т и  и н т е г р а л а  (4). 

Если функция Ф(дс) ограничена (Ф (х) <  М),  а g  (х) убывает и стре
мится к  нулю при х —► оо, то интеграл (4) сходится.

Ясно, что эти условия влекут свойство 1). Далее
•  «  »

 ̂ Ф (*) g ’ (*) dx < $ | Ф  (х) g  (х) \dx< M  J  | g '  (jc) | dx =
a a  a

ao A
=—M f  g ’ (jc)d x = — M 11m [ g ' ( x ) d x ——M lim  [ g ( 4 ) — £(a)J =  

J  A -*• •  J  A-*-соa a
*=g(a)-M.

П р и м е р  3 . Интеграл
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имеющий единственную особенность в дг=оо, сходится при о  > 0. 
Это следует из признака Дирихле, где надо считать g ( x ) —x~a  и 
Ф (д) =  sin л* Ф (дг) =  —cos х (| Ф (х) | <  1). Абсолютная же его сходи
мость имеет место только при <*> 1, что доказывается, как  в при- 
мере 2 § 6.9.

§ 6.11. Несобственный интеграл с особенностями 
в нескольких точках

Пусть задан интеграл
ь
\ f(x )d x , ( 1)
а

т. е. пока формальное выражение (рисунок), где под знаком
ь
J стоит функция / (х), определенная, на интервале (а, Ь).
а
Таким образом, а может быть конечным числом или — оо 
и b—конечным числом или +оо.

Допустим, что интервал (а, Ь) можно разбить на ко
нечное число интервалов точками а =  с0 <  с, <  с, < . . .  
. . . < c N =  b так, что каждый интеграл

«*+1
5 f(x)dx  (А -О , 1, . . . .  N - 1 )  (2)
Ск

имеет единственную особенность либо в точке с„, либо 
в точке ck+i.

Если все несобственные интегралы (2) сходятся (аб
солютно сходятся), то интеграл ( 1) называется несобст
венным сходящимся (абсолютно сходящимся) и символу ( 1) 
приписывается число'

N - ! « * + .

f (x )d x =  2  \ f(x)dx.
к=0 «А

Но если хотя бы один из интегралов (2) расходится, 
то интеграл ( 1) считается расходящимся.

Если / ( х ) ^ 0 ,  то, так же как в случае интегралов с 
одной особенностью, для интеграла ( 1) условимся писать

ь
J f(x )d x <  то,
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если он сходится и
ь
[ f( x ) d x  =  оо,
а

если он расходится.
П р и м е р  1.

а» 0 а»
J e~*dx — J  e~*dx+  J  е~*dx*=* оо + 1  =  оо.

— о» -  Сю О

Этот интеграл имеет две особенности в точке х =  — оо 
и х — о о  =* +  оо, Соответственно мы его представили фор
мально в виде суммы двух интегралов, каждый из кото* 
рых имеет одну из указанных особенностей. Очевидно,

О т
J  е~* dx — оо, J е~* d x =  1.

— О» О

Мы позволили себе считать, что оо ±  1 ■= оо.
П р и м е р  2 . (а  >  0)

* f сходится условно при 0 < а ^ 1,
j  dx— j сходится абсолютно при 1 <  а  <  2, (3)
о х (расходится при а > 2 .

В самом деле, этот интеграл имеет две особенности — 
в дс =  0 и х =  оо, поэтому для его исследования рассмот
рим формальную сумму
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00 1 9

Под интегралом J стоит положительная функция, по-
О

этому он либо расходится, либо, если сходится, то абсо
лютно. Д ля его исследования нам помогут неравенства 
(см. § 3.3, (6) и § 4.19, пример 1)

( 0 < х < 1 ) ,
Л д »



откуда
1 1

J  d*  ̂  J  **”“ d x <  оо при а  <  2,
О О

^ d x > ^ ^ dx=QO Пр И О > 2 .
О О

Следовательно,
Д , ( абсолютно сходится при а  <  2,

» х \ расходится при о > 2 .  (4)

Далее (см. § 6.10, пример 2)

С !*”i dx__{ СХ0ДИТСЯ ПРИ а > 0 * (5)

,  \ абсолютно сходится только при а  >  1.
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ПРИЛОЖЕНИЯ ИНТЕГРАЛОр.
ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ

§ 7.1. Площадь в полярных координатах

Площадь S  фигуры, ограниченной двумя выходящими 
из полярного полюса О лучами 0 =  0„, 0 =  0, и кривой Г, 
заданной в полярных координатах непрерывной функцией

Г Л А В А  7

р<=/(в), может быть определена следующим образом 
(рис. 80). Производим разбиение отрезка [0О, 0 ,]i 

0 , < 0 | . . .  < 0 „ = 0 . .

Элемент площади фигуры, ограниченной кривой Г и лу
чами 0 =  0*, 0 *=*0»+i, приближенно выражаем площадью 
кругового сектора, ограниченного теми же лучами и 
окружностью радиуса р*= /(0*), равной

Y  р!Д0*. А®* =  0*+i— 0*- 

Естественно считать, по определению,



Мы получили формулу площади фигуры в полярных 
координатах. Д ля непрерывной функции /(0) интеграл (1), 
как мы «знаем, существует и, следовательно, предел лю
бой интегральной суммы равен этому интегралу.
, П р и м е р .  Изображенная на рис. 81 окружность в 

полярных координатах определяется уравнением р = 
=  2/?cos0. В силу (1) площадь круга

я/* ~ я/*

S  =  2R* [ cos10d0 =  4tfa j  =
-n/t 0

§ 7.2. Объем тела вращения

Пусть Г есть кривая, описываемая в прямоугольной 
системе координат х, у  непрерывной положительной функ
цией y = f(x )  ( a ^ x ^ b ) .  Вычислим объем V тела вра

щения, ограниченного плоскос
тями х =  а, х — Ь и поверхностью 
вращения кривой Г вокруг оси 
х.

Производим разбиение от
резка [а, Ь\ на части: а =

' =  х0 <  xt < . . .  <  xn =  b— и счи- 
Рис. 82. таем, что элемент AV объема

тела, ограниченного плоскостя
ми х =  хк, xt=xk+i, приближенно равен объему цилиндра 
высоты Ахк — xk+i — хк и радиуса */* =  /(**):

AVk ~  nyl&xk =  л/ (хк)*Ахк.
Л - 1

Величина V„ = я  2  /* (■**) Ах„ приближенно выражает V и
4 = 0

л - 1  *

V — lim я  2  f* (**) Ахк =  я  \ f* (лс) dx. (1)
max -► о а

Мы получили формулу объема тела, вращения (рис. 82). 
П р и м е р .  Эллипсоид вращения (вокруг оси х) 

х» у Ч - z » ,  .
а3 Ь* ^

есть тело, ограниченное поверхностью вращения кривой
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вокруг оси х, поэтому на основании формулы ( 1) его 
объем равен

У = (1  - £ )  dx =  пЬг [ х - ~ )  |“_о =  у  шЬ\ .

§ 7.3. Гладкая кривая в пространстве.
Длина дуги

В § 4.21 было введено понятие плоской непрерывной 
кривой, заданной параметрически, в частности гладкой 
кривой. .

. Мы хотим пополнить эти сведения. Но заодно будем 
рассматривать более общую кривую в пространстве. Три 
уравнения (рис. 83)

У-
2 «

= ф (0 . 
• ♦ (0 . 
= х ( 0 .

0 )

где функции ф, ф, х непрерывны на [а , Ь\ определяют 
непрерывную кривую, которую мы обозначим через Г. Если 
к тому же функции ф, х не только непрерывны, но 
имеют на [а, b] непрерывные производные, одновременно 
не обращающиеся в нуль, то Г называется гладкой кривой.

Тот факт, что производные ф' (t) , (/), %'(t) для лю
бого значения t£ [a , Ь] одновремен- . 
но не обращаются в нуль, можно вы
разить так: имеет место неравенство

(Ф '(0 )* + (ф '(0 )2+ ( х ' ( 0 ) 2 > о  (2)

для всех t&[a, Ь]. /
Если мы зададим определенное зна- У 

чение t =  t0, то в силу (2) одно из ела- Рис. 83.
гаемых ф' (/„), г|>' (*0), %' (/„)—пусть 
первое— не равно нулю (ф' (/в) 0). Вследствие непре
рывности ф' существует интервал (/,— 6, f0- f  6), на кото
ром ф' (/) имеет тот же знак, что и ф' (<„). Но тогда на 
этом интервале функция х =  ф (t) строго монотонна и су
ществует обратная к ней непрерывно дифференцируемая 
функция t == <р-1 (х), (с, d), где (с, d)— некоторая 
окрестность точки х0 =  ф (t„). В результате мы получим, 
что некоторый малый кусок у  кривой Г, содержащий в 
себе точку At =  (ф (<,), \|?(/0), х (*<>))> описывается двумя
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непрерывно дифференцируемыми функциями от х: 
у =  \|>[<р-х (*)]== Фх (*).
г

( c < x < d ,  c < x B< d ,  *0 =  ф (*<>))• Если, на самом деле, 
ур'Ц9)ф О  или х ' и о)=5̂ 0 . то. рассуждая подобным обра
зом, получим, что некоторый кусок у  с: Г записывается 
уравнениями

* =  Xi (У)
( Ь < У < \ 1 ,  Я<(/0 <Ц, Уо=-ЧУо) )  

или соответственно
*  =  Фх(г). У ^ У Л г )

{p < z < q , p < z , < q ,  z„ =  x (*«))•

Уравнения (1) гладкой кривой Г не только задают Г 
(как геометрическое место точек (<р (t), \J> (/), % (t) ) , / £ [а , Ч). 
но и определяют ориентацию Г, т. е. направление, вдоль 
которого возрастает параметр t. На рис. 83 изображена 
гладкая кривая Г, соответствующая изменению параметра 
t на отрезке Га, Ь] (а  < 6): Л =  (<р(а), 1|>(а), х (а ))— на
чальная точка Г, В =  (ф (Ь), ф(&), х Ф))—конечная точка Г, 
стрелка указывает ориентацию Г.

Когда параметр t непрерывно возрастает от а  до Ь, 
точка (<р(/), "ф (/), x(t)) непрерывно двигается по Г от 
начальной точки А =  (ф(а), ip (а), %(а)) до конечной точки 
А =  (ф(6), ф (Ь), х ф))- Движущаяся точка может возвра
титься в прежнее положение, т. е. может случиться, что 
к , Ь], tt < t t и ф(ti)r=q>(tt), yt>(ti)*=y(tt) ,x ( t i)  =
=  х (tt), и тогда кривая Г называется самопересекающейся. 
Кривая Г называется замкнутой, если точки А и В сов
падают.

Введем функцию t — X(т), c ^ x ^ d ,  имеющую непре
рывную не равную нулю производную на [с, d] и отоб
ражающую [с, d] на [а , Ь]. Так как X' (т) не меняет знак 
на [с, d\, то может быть только два случая:

1) X' (т) >  0 , и тогда X (с) =  a, k (d) =  b,
2) X' ( т )< 0 , и тогда Х(с) =  Ь, X(d) =  a.

Наша гладкая кривая Г может быть задана уравнениями 
* =  ф[Я(т)] =  ф1 (т),

If- ♦ [ * ( * ) ] - ’М * ) . (Г )
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при помощи параметра T ( c ^ T ^ d ) .  Одна и та ж е глад
кая кривая Г может быть задана параметрически посред
ством разных параметров t, т , . . .  .

Заметим, что условия (2) на языке т сохраняются, 
потому что согласно формуле производной функции - от 
функции
(Фк(т))» +  № (т))»  +  (х1(т))» =  

= Г(ф' (О)*+W (О)4+ Ос' (0)4 <*' (*))* >  0. (3)

Однако при введении нового параметра т может изме
ниться ориентация Г. Если А/ (т) >  0 на [с, d], то функ
ция / =  X (т) строго возрастает и А, (с) =  a, k(d)=*b. В этом 
случае с возрастанием т возрастает t от А, (с) =  а до A (d) =  b, 
т. е. ориентация Г не меняется—уравнения (1) и (Г ) 
определяют одну и ту же гладкую кривую с той ж е ориен
тацией, только при помощи разных параметров. Если же 
А/ (т) <  0 на [с, d], то Я (с) =  6 и A,(d) =  a  и при возраста
нии т параметр t убывает.
В этом случае уравнения п

мую кривую (геометриче- 
ское место точек), но и °4-
ее ориентацию. Надо пом
нить, что уравнения ( 1) определяют как саму кривую, 
так и ее ориентацию (движение точки Г в направлении 
возрастания t). Если заменить параметр t на другой пара
метр т(/ —А(т)), то получим ту же ориентированную кри
вую Г, если А/ (т) >  0. Если ж е А/ (т) <  0, то получим ту 
же кривую, но ориентированную противоположно—ее уже 
(как ориентированную кривую) надо обозначить другим 
символом, удобно через Г_.

Если задана ориентированная кривая Г посредством 
уравнений (1), то Г_ можно, например, задать уравнениями

(Г ) определяют ту же кри
вую Г , что и уравнения 
(1), но с противоположной 
ориентацией.

В тех вопросах, где 
нужно учитывать ориента
цию кривой, под буквой 
Г понимают не только са-

А-А,

У = у ( — Т), (— а).
* - х ( — *) . .



Введем понятие длины дуги непрерывной кривой Г. 
Пусть задана непрерывная кривая Г посредством урав
нений (1). Разобьем отрезок [а , 6] значениями а =
— < * » < • • • <  0\г =  &- Каждому tk соответствует
точка Ак^ Т {А а — A, AN =  B). Соединим точки Ак после
довательно отрезками АкАк+1 (рис. 84). В результате по
лучим ломаную ГЛГ=  Д , Д . . .Лдг, вписанную в Г. Длина 
Г„  равна сумме длин |ЛкЛЛ+1|:

| Г „ | = 5 М  V W I -  (4)fe=o

Предел длины ГN, когда максимум t/+l— 1/ стремится 
к нулю

l im |Г^| =  |Г|, (5)
max (<у+1-<у) 0
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если он существует (есть конечное число), называется 
длиной дуги Г. Мы его обозначили через |Г|.

Можно доказать, что для любой непрерывной кривой 
(1) предел (5) конечный или бесконечный (+  оо) существует. 
В случае, если этот предел конечный, кривая называется 
спрямляемой.

Т е о р е м а  1. Гладкая кривая Г, определяемая равен
ствами (1), спрямляема. Ее длина дуги равна

ь
Iг I= s V w  ( o r + W (о ?+ h '  (0]ш dt. (6)

В этой формулировке важно, что уравнения Г заданы 
на отрезке [а , b]. Если бы они были заданы на интервале 
(а, Ь), где ф, 1|>, % непрерывно дифференцируемы на (а, Ь) 
и их производные одновременно не равны нулю, мы тоже 
сказали бы, что уравнения ( 1) определяют гладкую кри
вую, но она могла бы и не быть спрямляемой. Однако 
любой ее кусок, соответствующий некоторому отрезку 
[с, d i e  (а* Ь) спрямляем.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Применяя теорему 
Лаграйжа к функциям ф, а|), %, будем иметь (Д tk =  tk+i— i k,



Ял =  шах Д/л)
к ,

д<р= <р ( th+1) — ф (/*)= ф' (/;> д/*,
АЧ» =
Д х = х ( ' ,ш ) - х ( '* ) = х '( * П А * * .

и следовательно (пояснения ниже),

1г лт|= 2  И(Дф)1 +  (Д1|))* +  (Дх)* =А= 0

=  2  К [ ф ' « * ) ]•+ [♦ ' (Q ] ’ + [ x '  (/ *")Г А / ,-*=о

=  s '  +*р=0
ь

+ rN —  ^ ' ( O F  + W W  + tx'(*)]*<« (7)

(здесь /i, t'k"€(tk, /л+1) —-вообще различные точки), 
т. е. справедлива формула (6).

В самом деле, в силу непрерывности подынтегральной 
функции в (6)

lim  j '  K f o W  +  f o W  +  t x 't f i ) ] 1 А** -
-* 0 Лас о

ь
= S K i ^ w w w + I F W * ^ .

а

Кроме того, заметим, что выполняется неравенство

I К 1 Г Щ ^ - К < + п Г + п 1 1 <  
<  к  ( ь — лж)*+(б,— л .)“н - а . — “n.)1 .

выражающее, что разность, длин двух сторон треугольника 
не превышает длины третьей стороны.

Далее, так как функции ф' и х ' непрерывны на [а, £>]• 
то они и равномерно непрерывны на [а, Ь]. Поэтому, если 
Кя < 6 ,  т о

I♦ ' ( « ) - * ' W ) I < 2 0 ^ 5 . IX ' W " ) - x ' W > I < 2 ^ •
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и, следовательно,

Ы -  s '  [ V w (/*)]*+W <Q]*+ [х ' (< П ]в-кшО [

< s* V w  v d - v  m * + h i ( t n - x l ( t s r  <
k m 0

Это показывает, что rN—+ 0 при \R—►О.
Применим формулу (6) к вычислению длины дуги Г, 

когда она задана уравнениями (Г ), при помощи параметра 
т. Имеем (см. (6))

d
I Г, | -  5 V <Ф,' (т))* + W (т))* + (Х; (т))* dx -

С

d
-  J (̂ф- (Ч*)))* + И>' (Я(т)))* + (Х' (Цх)))1 V  (г) dx ~

С Ь
-  j  1 д а ш ч ш  <и ( v  (х) >  о).

а

В последнем равенстве этой цепи мы произвели замену 
переменной /в=Я,(х) в интеграле.

Следовательно, | Г4 ( *=з J Г |.
Мы видим, что формула (6) длины дуги выражается 

инвариантно через параметр дуги.
Введем функцию 

t
S = Ц (0 -  5 V W  (о))*+ W  («))* + (Xе («))* du ( a ^ t K b )

а
(8)

от верхнего предела интеграла. Она выражает длину 
дуги ЛС, где С —переменная точка дуги Л в = Г , соот
ветствующая значению параметра t. Под интегралом в 
(8) стоит непрерывная функция от и, поэтому производная 
длины .дуги s по t равна

( 9 )



Так как ф'(*), Ф '(0» t !  (0  непрерывны, то ds/dt в свою 
очередь есть непрерывная функция от t, при этом поло
жительная (см. § 7.3, (2)). Но тогда $ =  ц (/) строго воз
растает на [а, Ь] и имеет обратную непрерывно диффе
ренцируемую функцию

/ = ц -Ч 5) (0 <  s <  IГI),  ( 10)

обладающую свойством

а  “ [(ф' (<))•+(♦' (0 )* + (х ' т - 1'* >  о.

Но тогда переменная s может служить параметром нашей 
гладкой кривой Г —уравнения Г можно записать в виде
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* =  ф[ц-1 (5)] =  ф .(5 ),' 
*/ =  Ч>[ц~‘ (s)] =  t . ( « ) .  
z = xb*_1(s)] = x.(s). .

(0 < *< | Г | ),

где функции ф„ %• непрерывно дифференцируемы на

[0> I F LЧтобы получить соответствующие результаты для плос
кой кривой Г =  АВ, надо в предыдущих рассуждениях 
положить z =  x ( 0 S3 0. Тогда гладкая плоская кривая Г 
определяется двумя уравнениями

*  =  Ф (0 . \ .

К ' * *

где ф и 1|з—непрерывно дифференцируемые функции, под
чиняющиеся условию

(ф '(<))• +  (♦'(<))•> 0 (*€[<*, Ь]).

Длина Г равна
ь

I Г I— S К (Ф # (/))■+(♦' (0 )ЯЛ .  (6 ')
а

Длина дуги ЛС с  Г, где С есть точка Г, соответствую
щая значению параметра /€ [ а ,  Ь]

t
s = 5 K ( < p ' ( « ) ) ,  +  ( t ' ( « ) ) * d H ,  ( 8 ')
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дифференциал дуги равен

ds =  \f (ep'(0)’ +  ( V ( 0  Ydt. (9 ')

Если Г задана при помощи непрерывно дифференци
руемой функции

y =  f(x) ( а < * < 6), 

то можно считать, что Г определяется параметром xi
х =  х, \ 

У — f  (*)• I
Тогда в силу (6 ')

Y ' + { % ) ' « * ■  .
а

Дифференциал же дуги Г выражается формулой

ds — V dx*-\-dy*.
П р и м е р  1. Найти длину дуги кривой Г? y  = chx, 

0 < х < 2 .
Имеем

2 2 

| Г| =  J  К 1 -4- (sh x)*dx =  J  ch xdx  =  sh x |? =  sh 2 — ^ - ^ — .

П р и м е р  2. Найти длину окружности Г радиуса R. 
Окружность в параметрическом виде можно задать сле
дующим образом:

Тогда
2я  2л

1Г| =  $ У R*sin*/ +  Rxcos*tdt =  R^ dt =  2nR.
о о

П р и м е р  3. Найти длину дуги кривой Г| у  =
X

=  5 V W + P d t ,  когда х изменяется в пределах от 0 до 2 .
о
Отметим, что явную зависимость у от х  можно найти, 

если мы вычислим интеграл, используя подстановку Эйлера
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или рассматривая этот интеграл как дробно-линейную 
иррациональность. Но в данном случае нам не нужна 
эта явная зависимость. Имеем у' =  \^2х +  х*. Поэтому

2 2

Г| = | K l  +  2x + x * d x  =  \ (jc +  1 )dx
- I

: 4.

§ 7.4. Кривизна и радиус кривизны кривой.
Эволюта и эвольвента
Кривизной окружности радиуса R называется число 1 /R. 

Это число можно также получить как отношение угла 
между касательными в концах какой-нибудь дуги окруж
ности к длине этой дуги. Угол между касательными к 
окружности в точках А и В равен центральному углу а  
между радиусами О А и ОВ. Длина | АВ | дуги АВ равна 
Ra. Поэтому (рис. 85)

а  а  I
\АВ\ Ra

Последнее определение кривизны окружности дает идею 
определения кривизны произвольной гладкой кривой Г.

Рассмотрим произвольную гладкую кривую Г. Как 
мы показали в § 7.3, она спрямляема и имеет смысл 
говорить о длине любой ее дуги АВ. Угол а  ( О ^ а ^ я )  
между касательными к Г в точках А и В называется- 
углом смежности дуги АВ. Отношение угла смежности 
дуги АВ к ее длине называется средней кривизной дуги 
АВ (рис. 86). Наконец, кривизной кривой Г в ее точке А 
называется предел (конечный или бесконечный) отношения
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угла смежности а  дуги АВ кривой к ее длине | АВ\ =  
=  | As |, когда последняя стремится к нулю:

* - Л ? . т 2 п -  (1>

Таким образом, 0 ^  К  ̂  оо. По определению, величина 
R =  l/K (где считается, что 0 =  1/оо, оо =  1/0) называется 
радиусом -кривизны Г в точке А.

Точка 0 {, лежащая на нормали к  Г в точке А на 
расстояний R =  I/К от Л в сторону вогнутости Г, назы
вается центром кривизны Г в точке А (рис. 87 и 88). 
Очевидно, что центр окружности совпадает с центром ее 
кривизны.

Кривая у, являющаяся геометрическим местом цент
ров О* кривизны плоской кривой Г, называется эволю
той  Г. Сама кривая Г называется эвольвентой у.

Пусть кривая Г задана функцией y =  f ( х) ( c < x < d ) ,  
имеющей непрерывную вторую производную. Найдем ее 
кривизну в точке Л =  (х, /(*))• Пусть ф4 и ф,—углы, 
которые составляют касательные к Г в точках i  и В=» 
=  (х +  Ах, f ( x + Ах)) с положительным направлением оси х 
(см. рис. 86)

^Ф х =  / '(* ) . ^Ф | =  / '(*  +  д *).
/ а = | arctg f  (x)—arctg/' (х+Дх) |. (2)

Далее,
х+д*

As =  | AB | =  $ V\ +  (f'(u))*du. (3)
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Поэтому из (1), применяя правило Лопиталя (по Дх), 
получаем

a rc tg  f* (* )— aro tg  f ' (x+ A x)
* + A*К ■■ lim

A*-*-0
S V 1 +  tf' («))***

> lim
Ax -► 0

1 -И Г (*+ А *))«

Мы получили формулу для кривизны

i r w i

к . Г(х)  
( !+ (/ 'W)1)*'1 (4)

Если гладкая кривая Г задана параметрически 
х=»Ф(0, 
у ч К О .

ч
). J

(а < / < & ) ,

где ,<р и ф—дважды непрерывно дифференцируемые функ
ции, то, пользуясь правилом дифференцирования пара
метрически заданных функций, получим (см. § 4.11)

/*(*)• IL• 9 ГО Ф  

. К -

xtyt—Vtx’t
( x t f

Я
(5)( x ; 4 y ; r />1 / * » » 

y tx t—xty t

Найдем параметрическое уравнение эволюты у кривой Г, 
заданной уравнением (рис. 8 /, 88) y  =  f (x ) .  Имеем (см. (4))

1 !/ * (* ) ! _ Г  (х) sign Г  (х)
r  а + и ‘  ( х ) ) ' ) 3 1 *  ( 1 + ( / ' ( * ) ) * ) * / * *  w

Центр кривизны Ot кривой Г в ее точке А =  (х, f (x ))  
пусть имеет координаты (£ ,,  t j ) .  Он определяется векто
ром

p =  r + / ? v ,  (7)

где г — радиус-вектор точки а v —единичный век
тор нормали, направленный в сторону вогнутости Г. Кри
вая Г имеет векторное уравнение

г = ( х ,  у).
Отсюда

г* =  (1, у*)* гх =  (0, j£)t
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Далее (см. § 4.23, (3 ')), 

v =  ± |
( к г й ? ’ К Г Й ? )  ’

Знак надо выбрать так, чтобы вектор v был направлен 
в сторону вогнутости Г, т. е. чтобы скалярное произве
дение (v, г х) имело положительный знак:

(V, ; , ) = ± - 74 = = = t / ; ( s i g n i/ ; ) ( i+ ^ ) - 1̂
Vl+Vx*

v =  sign ух- ( - ^ М = ,  - 7 = ^= = ). (8)

Итак

\ V T T tf' V i + y .
Переходя в равенстве (7) к проекциям, учитывая (6) и (8), 
получим

* „ I О Л-Ух)9‘% —Ух sign Ух_„ ___Ух (1 +У**)
6  % ; ^ п . у ; ' ( 1 + ( , ; т а  у :  * т

(1 + у * а)*'* Sign Ух _  „ , 1± У ?Г\ =  у  . 7 Г ? Щ ъ  =  У +Ух&тУх (1+Ух) Ух
Докажем, что нормаль к кривой (эвольвенте) в точке 

А =  (х, / (*)) является касательной к эволюте у  в точке
Oi — (l, т)). Достаточно для этого доказать, что касатель
ные к кривой Г и к  эволюте у в соответствующих точках 
ортогональны (перпендикулярны):

+

+ » ф + ( ^ )  ] - ° .  

Другое важное свойство эволюты заключается в сле
дующем. Приращение радиуса кривизны эвольвенты равно 
с точностью до знака приращению длины. соответствую
щей дуги эволюты:

Rt —R1 =  ± \ o t —o i \.
На доказательстве этого свойства мы не останавливаемся.

Представим себе нить, навернутую на эВолюту. Пусть 
она сматывается с последней, будучи все время натянутой. 
Отделяясь от эволюты, она, очевидно, все время будет
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касаться эволюты. Свободный же ее конец будет описы
вать эвольвенту (рис. 89). Так как длина нити может 
быть произвольной, то эволюта порождает бесконечно
Мнпгп ЧИП.ПКПРНТ П пиня на КПТППУЮ ТМЯ-

(см. § 4.11).
П р и м е р  1. Эволюта циклоиды x =  t —sin/,  y — t —

— co s t есть кривая £ =  /-Hsinf,  ц =  — 1- fcos f .  Пола
гая < =  т +  п, получим уравнения

определяющие исходную кривую, но только сдвинутую 
(эволюта циклоиды есть циклоида, конгруэнтная исходной, 
рис. 90).

П р и м е р  2. Эволюта эллипса x= *acost, y =  b sin/ 
(а >  6 >  0) есть астроида (рис. 91)

§ 7.5. Площадь поверхности вращения
Пусть Г есть кривая, описываемая в прямоугольной 

системе координат х, у положительной функцией y — f(x) 
(a х <  Ь)1 имеющей на [а , Ь] непрерывную производную.

(1 0 )  Рис. 89.

g — л  =  т — s i n t ,  т] +  2  =  1— c o st ,

У

х

Рис. 90. Рис. 91.



Вычислим площадь 5  поверхности вращения Г вокруг 
оси х. Д ля этого произведем разбиение а  =  х0

впишем в кривую Г ломаную Г„ с верши
нами (хк, /(х*)), вычислим площадь поверхности враще
ния последней вокруг оси х (сумма площадей боковых 
поверхностей усеченных конусов):

=  я  j  [/ (х„)+ / (х*+1)]К Д х Г + А у !,

%  =  / ( W —/ (**)•
Применяя теорему Лагранжа к разности At/*, получим

S „ = я  " i : ‘ [/ (** )+ /  (**+,)] K T W O 1 *** -
* = 0

-  2я '2  / (5*) К Т + Ш 5 Ах* +  Rn —
*=о 6

—  2л $ / (* ) | Л + (/ ' (х))« dx
а

при Я* =  шах Дх* —»• 0; согласно теореме Лагранжа точка
k

£*€(**• х*+1). В самом деле, так как / и /' непрерывны 
на [а , Ь], то функция f (x )V \ -\ -f  (х)* интегрируема, 
поэтому

Ига 2л 2 / (I*) V\+U' (S*))’ A **- 2яС / (х )К  1 + ( / '  (*))*<**.
0 *« О “

Далее
Я- 1
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К "  2  [ / ( * * )+ /(x * +i ) - 2 /  (|*>]/1 + / '  (**)• Ах*
*=о

< я 1/Т+ЛТ? 2  [|/ (X*)-/(6*)I + 1/ (х*+1)— /(5*)|]Дх*<
1

<2яКТТЖ *2«>*(/)Д х*-— 5о,
Л«0

так как f  интегрируема. Здесь Л!* — шах \Г(х)\. Таким
о < х <  6

образом, площадь поверхности тела вращения равна
ь

S =  lim S n~ 2 n [ f ( x ) V l+ f ' ( x y d x .  ( 1)
• a
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П р и м е р .  Найти площадь S  поверхности вращения 
эллипса

вокруг оси х (площадь поверхности эллипсоида враще 
ния).

Р е ш е н и е .  Уравнение верхней половины эллипса

При Ь —► о в пределе получим, что 5  =» 4па*— площадь 
поверхности шара радиуса а.

§ 7.6. Интерполяционная формула Лагранжа

Поставим задачу. Требуется найти алгебраический мно
гочлен Ln(x) степени не выше, чем п, который совпадал 

'бы с функцией f(x) в заданных точках х0, xt, х„. 
Таким образом, должны выполняться условия

Многочлен Ln{х) единственный. Если предположить, что 
существует еще один многочлен Ln (х) с теми же свой
ствами, то разность Ln (х)— Ln (х) обратится в нуль в п+1 
точке х0, . . . .  хп и будет алгебраическим многочленом 
степени не выше, чем п, значит, разность тождественно 
равна нулю и L„ (х) шт Ln (х).

- а
а

=  ̂ r j  V a ' - i d ' - b ^ x *  dx — (u = x \ f  а*— b%) =
о

о Va'-b*

о

. у  а*— Ь*



Из единственности следует, что если исходная функ
ция f(x) сама является алгебраическим многочленом сте
пени п, то она совпадает с Ln (х) для всех х (/ (х) =  Ln (х)).

Сначала найдем алгебраический многочлен степени п 
Q£, л (х),  который в точках xt Ф  хк равен нулю, а в точке 
хк равен единице. Очевидно, что

Qn, *(*)  =  А (х— x0) . .  .(x— xk. l) (x — xk+l) . . . ( x — x j ,  

где постоянная А находится из условия
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Многочлен (1) называется интерполяционным много
членом Лагранжа.

Так же как при получении формулы остаточного члена 
в формуле Тейлора можно показать, что если f(x) имеет 
производную (n-f-l)-ro  порядка, то

П п

l =Qn.k(Xk) =  A j l  (хк— х,), т. е. Л =  П  (хк— х,)~г.
t=o

i Ф к
<=0

I ф к

Таким образом, искомый многочлен имеет вид

(= 0  ~Чi ф к

.Если ввести в рассмотрение символ Кронекера

то

П
К  (•*) =  2  Qn,k (x )f(хк), 

к=0
0 )

ибо
П П

К  (X/) — 2  Qn, к {Xi) / (Х„) =  S  \ i f  (Хк) =  f  (X,)

(*—о, 1........... л):

f ( x )— Ln(x) (2)



где
я

• ■ « м - П  ( * - * , )4 =  0

и £—некоторая точка, принадлежащая к  наименьшему 
отрезку, содержащему точки х0, хи . . . ,  х„, х. В самом 
деле, положим

/ ( * ) - ! .  (* )-/ С ю .+1(*), (3)
где К — величина, зависящая от х. Обозначим

Ф (г) =  f  (г)— Ln (г)— /С<о„ +1 (г),
где К  имеет то же значение, что и в (3), это величина, 
не зависящая от г. Ясно, что ф(х) =  0, <р(дс,) =  0 (/ =  0,
1, . . . ,  /г). Пусть, например, х 0 <  х  <  xt < . . .  <  хп, тогда, 
применяя теорему Ролля к функции ф на отрезках [jc0, х], 
[х, xx], . . . ,  [*„_ !, хп], получим, что производная ф'(х) 
обращается в нуль внутри каждого из них. Затем, при
меняя теорему Ролля последовательно к функциям ф\ . . .
. . . ,  ф(п), получим, что существует точка £, принадлежа
щая наименьшему отрезку, содержащему в себе точки х, 
Xq, xit . . . ,  х„, в которой ф<л + 1> (£)=== 0 , но

ф(»+1) (г ) в  /<«+») ( г )—к  (П +  1)1.

Полагая г =  |, получим К  =  • Поэтому

/ (х )—L„ (х) = w„+1 (дс),
и равенство (Щ доказано!

Интерполяционный многочлен Лагранжа находит при
менение в приближенном вычислении производных функ
ции /(дс), когда ее значения известны только в точках 
ха, xit . . . ,  хп. А именно, полагают

/»»<*) «и * >  (X).
Например, если f(x) известна в точках х0, xit то, по

строив по этим точкам многочлен Лагранжа Lj (х), найдем, 
что

Г {х )х ь * л - т ,

xi
В последующих параграфах мы укажем применение 

многочлена Лагранжа при приближенном вычислении 
ч)пределенного интеграла.
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§ 7.7. Квадратурные формулы
прямоугольников и трапеций

Пусть надо вычислить определенный интеграл от непре
рывной на отрезке [а , Ь] функции /. Если известна ее 
первообразная, то для этого естественно применить фор
мулу Ньютона— Лейбница. Но далеко не всегда перво
образная известна, и возникает задача о приближенном 
вычислении интеграла.

Простейший способ приближенного вычисления опре
деленного интеграла вытекает из определения последнего. 
Делим отрезок [а , 6] на равные части точками

xk =  a + k ^  (fc — 0, 1............N) (1)

и полагаем

jfWdx»ij!“£f(2±je±!),  (2)
а к= О

где знак ~  выражает приближенное равенство.
Выражение (2) называется квадратурной формулой 

прямоугольников. В случае рис. 92 искомая площадь фи
гуры, ограниченной кри
вой y  — f{x), осью х и 
прямыми х =  а, х — Ь, 
приближенно равна сум
ме площадей изображен
ных там прямоугольни
ков.

Мы знаем, что для 
непрерывной на [а , b] 
функции предел при 
N —► оо правой части 
приближенного равен

ства (2) точно равен левой, что дает основание считать, 
что при большом N ошибка квадратурной формулы (2), 
т. е. абсолютная величина разности правой и левой ее 
частей, мала. Однако возникает вопрос об оценке ошибки. 
Ниже мы узнаем, как эту оценку получить, если потре
бовать, чтобы функция /, кроме непрерывности, удовлет
воряла некоторым условиям гладкости (т. е. имела бы не
которое число производных).

Очень важно заметить, что если функция /(дс)=А х+ В  
есть линейная функция, то для нее формула (2) точна—
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правая часть (2) в точности равна левой. Так как линей
ная функция есть многочлен первой степени, то мы можем 
сказать, что квадратурная формула прямоугольников 
точна для всех многочленов не выше первой степени.

Дадим еще второй естественный способ приближенного 
вычисления определенного интеграла, приводящий к  квад
ратурной формуле трапеций. Он заключается в том, что 
отрезок [а , Ь] делится на равные части точками системы 
( 1) и полагается приближенно, что

*тг (/(Xo)V (Xl) + f (Xl)V (Xl> + • • *
, f (XN -l) +  f ( X N ) \  _

2 ) ~

=  ̂ 2fT U (•*») +  2/ (*») +  • • • +  2/ (*w-i) +  f  (**)]• (3)

В формуле трапеций площадь рассмотренной выше 
криволинейной фигуры приближенно исчерпывается пло
щадями трапеций (рис. 93). „
Важно отметить, что фор- 
мула трапеций точна для 
линейных функций Ах +  В 
(А, В — постоянные), т. е. 
для многочленов не выше . 
первой степени; если под
ставить такую функцию в 
(3) вместо /(*), то полу- Рис. 93.
чится точное равенство.
В этом смысле формула трапеций не имеет преимуще
ства перед формулой прямоугольников, обе они точны 
для линейных функций.

Разность между левой и правой частями квадратурной формулы 
обозначим через /?//(/) и будем называть остаточным членом квадра
турной формулы.

Если функция f  имеет кусочно-непрерывную производную / ', 
удовлетворяющую неравенству |/'(х) | <  A ll, то остаточный член 
формулы прямоугольников (2) ^подчиняется неравенству

I R y ( f ) \ < Mi(b4^ a)\  (2 ')

а остаточный член формулы трапеций (3) подчиняется неравепству

!* * (/ ) !<  Mi-%  а)\ (3')



Нужно сказать , что здесь константы вычислены точно— их нельзя 
уменьшить. Вывод оценки (2) приведен ниже, Остальные оценки мы 
даем без доказательства.

Мы видим, что в обоих случаях для класса функций, имеющих 
ограниченную производную | f  (дт) | <  М *, остаточные члены имеют 
порядок 0  (N~X) (см. § 3 .10, (14)).

Д ля класса же функций, имеющих ограниченную вторую произ
водную | [’  (к) \ < M t  на [в , 6], имеет место оценка

l°A f(/ )l^  12JV1 '
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верная для формул прямоугольников и трапеций. Теперь уж е  поря
док приближения посредством обеих рассматриваемых квадратурных 
формул есть О (N~*).

О казывается, что для класса функций, имеющих ограниченную 
производную порядка I > 2, порядок приближения посредством фор
мул прямоугольников и трапеций не улучш ается— порядок остается 
равным О ( IV-*).

Объяснение этого явления тесно связано с тем фактом, что обе 
квадратурные формулы— прямоугольников и трапеций— являются 
точными для многочленов первой степени, но они неточны для мно
гочленов степени выше чем 1.

Если функция / имеет. третью ограниченную производную, то 
можно придумать квадратурную формулу, дающую ошибку прибли
жения порядка О (N~3). Эта формула должна быть точной для мно
гочленов второй степени. Но если она не точна для многочленов 
третьей степени, то для функций, имеющих ограниченную производ
ную четвертого порядка, ошибка приближения остается имеющей 
порядок 0(N~9).

Явление, которое здесь описывается, будет проиллюстрировано 
на примере квадратурной формулы Симпсонах) в § 7.8.

Приведем доказательство оценки (2 '). Введем обозначения: h  =

— ' **— точки системы (1). Тогда

h N - 1
л

N -  1 ft+ 2 N-1
] f ( x ) d x - h  2  /(?*) = 2  \ f t ^ - л  2  / и <
О 0 u И 0 

2

h + T N -  1

h
2

С / (х) dx—hf d k) -  2 \ l f ( x ) - f ( l k))dx
J h 0 J h

T 2

l ) Т. Симпсон (1710— 1761) — английский математик.
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так как

V t

Применяя теорему Лагранжа под знаком интеграла и учитывая, что 
| /' (х) | <  Mlt  получаем

N- 1

\R n( I )\ <  2
о

»*+Т

Е - А** а

N -  1 £* + 2

I -•*-* *  J « » - т
где 0к — точка, лежащ ая между ж и Производя замену перемен
ной дг— £*=<, получаем

л - i  ft/a */»
_ <<«»

-ft/2 J
<» |А/2 A l j W  A «f (b— a)*

N-\ у  "/■
I * * < / )!.< * , 2  \ m « - a A » r i v \  

о - f t/2  6

• г л м г
2 0 I F

§ 7.8. Формула Симпсона

Пусть требуется приближенно вычислить интеграл от 
непрерывной функции /(*):

ь
\ f(x)dx . ( 1)

Будем искать приближенное значение интеграла в виде 
суммы

г "
) f(x )d x &  2  p j ( x j ,  (2)

k = о

где р„, ри . . . ,  р„ и хи . . . ,  х„ €  [а , 6] —заданные числа.
Формула (2) называется квадратурной формулой с уз

лами хк и весовыми коэффициентами рн.
При построении конкретных приближенных формул 

мы выставляем требование, чтобы формула (2) была точ-



ной для алгебраических многочленов степени га. Это усло
вие будет выполнено, если в качестве приближенного 
значения интеграла (1) мы возьмем определенный интеграл 
от интерполяционного многочлена Лагранжа га-й степени 
функции /> 
ь ь

dx=*
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■= S 2  Qn. к (x) f  ( x k)  d x =  2  p j  (xk), (3)a *=0 4=0
b

P k = $ Q n . k ( x ) d x  (* = 0 ,1 .........П), <?„.* (X) =  П
a i * 0

1Ф*
потому что, если f(x ) — многочлен степени га, то /(*) — 

(х).
Получим формулу (3) для случая п =  2 и узлов х0 =  а, 

=  xt — b. В этом случае

О / у \ -  ( * — * i )  ( * — * « )  _  (х— Ь )(2х — а — Ь) 2 (х— Ь)* . х — Ь 
(дсо— Jti) (ДГ0—^«) (Ь—а)* -  (6—в)* ^ Ь —а'

п  tv\  птт ( * — * • )  ( * ~ * « )  -  —  4 ( х — а )  (х— Ь)
V . . I W  («1 — д?о) ( * ! - * * )  “  (Ь-а)> ~

л ( *— л х—Ь 
(Ь—а)* ’  6 —а '

О * о Н * ~ г : (х—а)(2х—а —Ь) 2 ( * — а)» х —а
(х ,— jc0) (xt - x , )  (b —a)* ~  ( 6 - a ) *  6 - e ‘

Поэтому

Г л  Г 2 (^ — *)* , (* — *)* I й Ь—а
Р ь * *  J  Q ».o  ( x ) d x —  [ з ( 6 _ а )2 +  2 ( b ~ a )  ] 0 — 6  •

a
Аналогично рассуждая, получим 

b ь
P i e  J  Q ., i  ( * )  d x  -  p ,  =  !< ? , .  , ( * )  d x  =  l = ? .

a a

В силу этого формула (3) при п » 2  имеет вид 
ь
J '/  (*) ^  [/  (а) +  4/ ( ф )  + /  (&)]. (4)



Эта простейшая квадратурная формула Симпсона, соот
ветствующая отрезку [а , 6].

С геометрической точки зрения формула (4) означает, 
что мы заменили площадь криволинейной трапеции, опре
деляемой функцией / (х) на 
[а, Ь\ на площадь, находя
щуюся под графиком парабо
лы (рис. 94):

У =  L* ( * ) - / (о) <?,. .(* )  +  

+ / ( Ф )  Q ..i <*)+

+ / W Q .. .W .
Еще раз отметим, что по Рис. 94.

построению формула (4) точна
для многочленов второй степени. Однако оказывается, что
она точна и для многочленов третьей степени. В самом деле, 
ьр __
\ x*dx = —|— , а правая часть формулы (4) для функции
а
f  (х) =  ** также равна этому числу!

¥ [ “' + 4 ( Ф ) ’ + 6. ]  =

= * г [ < « + » и * - < л + ^
Ь*—а®ГЗ(аа+ & , )1  Ь*—а*

“ -Т Г -1 “ 5 Г ^ Г ------ 4—

Таким образом, формула (4) точна для многочленов не 
выше третьей степени.

Если разделить отрезок [а , Ь] на 2N равных частей 
точками

хк*= а - \ - k (ft =  0 , 1, . . 2N)

и к отрезкам [*„, * ,], [х„  дс4], . . .  применить формулу (4), 
то в результате получим (усложненную) квадратурную 
формулу Симпсона
ь '
j  / ( * ldxttt ^  (Хо) +  4/ (Xl) +  2/ (дса) +  4/ (дгв) . . .

... + 2/(^aW- ,)  +  4/(x1^ _ i)4 -/ (x l iv)}4 (б)
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С тач ки  зрени я практических вычислений сложность вычислений 
по формуле Симпсона и прямоугольников одинакова. Но если функ
ция f  достаточно гладкая, то ошибка приближения по формуле Симп
сона при больших N значительно меньше соответствующей ошибки 
при приближении методом прямоугольников.

„ Если функция f  (х) имеет на отрезке [а , 6] вторую непрерывную 
производную, удовлетворяющую неравенству

|П л г )|< Л 1„
а третью не имеет или мы не можем почему-либо ее оценить, то при 

ь
вычислении интеграла J  f  (х) dx рекомендуется применить формулу

а
трапеций, а еще лучше—формулу Симпсона.

Можно доказать, что ошибка приближения по формуле трапеций 
(§ 7 .7, (3)) будет:

1 (Ь— а)3 , 4 
12 * ~Ж~ М •

и по формуле Симпсона (5):
1 (Ь— а)*
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81 N* Af,.

Если функция f (x )  имеет на [а, Ь] четвертую непрерывную про
изводную, удовлетворяющую неравенству

то в этом случае рекомендуется применить формулу Симпсона. При 
этом ошибка приближения будет:

1 (Ь~ а)' м  т
2880 N* ' U)

Если бы мы в этом случае применили формулу трапеций, то 
ошибка приближения по-прежнему имела бы порядок N~*, т. е. была 
бы хуж е  чем (7).

П р и м е р  1. Вычислить интеграл.

x*dx.

Данный интеграл (от биномиального дифференциала) не вычи
сляется в элементарных функциях.

Вычислим этот интеграл приближенно, деля отрезок [0 , 1] на 
десять равных частей, используя различные квадратурные формулы.

Обозначим точки деления [0 , 1] через *0= 0 . * i= 0 .1 .  •••> *8— 0 .9 .  
* io = l .  Вычислим приближенно значения функции /(*) =  V 1 + * 4 
в этих точках:

/ (0) =  1, f (*0 = 1 ,0 00 0 6 , f  (*„) =  1,00080,
/ (* ,)=  1,00404, f (ДГ4> =  1,01272, / (хь) =  1,03078,
/(*„) =  1,06283, / (* ,)  =  1,11360, /(*») =  1,18727,

/ (* ,) =  1,28690, / (* !,)  =  1,41421.



Согласно квадратурной формуле трапеций
I 21 R12IQ

(*•> +  2/ (дсж) +  • • • +  2/ (*,) +  f  ( * ю ) 1 = - ^ =  1.09061.

Функция / (дс) =  У  1+ДЕ* имеет сколько угодно непрерывных про
изводных на промежутке [0 , 1]. Как мы отмечали выше, наличие 
производных порядка выше второго не влияет на точность формулы 
трапеций. Поэтому погрешность формулы трапеций определим, исходя 
из факта существования второй непрерывной производной

/* (дг) =  2х2 (3 +  х*)/(1 + * ‘ ) ,/а-

Так как Мг =  шах /* (х) =  2 У  2, то остаточный член формулы
X

трапеций

Итак,
/ =  1,0906 ± 0,0024.

По формуле Симпсона (2N =  10)

/ *  gQ [/ (X.) +  (* i)  +  2/ (*,) +  4f (х3) +  2/ (xt) +  4/ (дг6) +
ъп кй47ч

+2/ (*6) +  4/ (х7) +  21 (ха) + 4 / (* ,)  +  / (JCio) 1 =  'з д  ‘ =  1.08949.

Остаточный член формулы Симпсона можно определить, учиты
в ая , что f (х) имеет непрерывную производную четвертого порядка 
(наличие производных порядка выше четвертого не влияет на точ
ность формулы Симпсона)

/<*> (лг) =  12 (I — 14лг*Н-5лг»)/(1 +  х*)7'*.
Так как  Af4 =  max | /<*> (х) | <  15У~ 2, то

X
Мл Iг/  о

*• ® <  ш т  <  т г ъ  <  °-000012 < 0-00002-
Таким образом,

/= 1,08949 ± 0,00002,
т. е. формула Симпсона значительно точнее формулы трапеций для 
достаточно гладких функций и большого N.

З а м е ч а н и е .  Все вычисления производились при помощи руч
ного микрокалькулятора сЭлектроника БЗ—18М».
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ
МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ

§ 8.1. Предварительные сведения

Понятие функции многих переменных введено в § 3 .1 .2 .
Нам предстоит построить дифференциальное исчисле

ние для функций многих переменных. Основные сведения 
мы излагаем для функций двух  переменных. Полученные 
результаты легко распространяются по аналогии на слу
чай большего числа переменных. Мелким шрифтом изла
гается n-мерный случай.

Итак, мы будем рассматривать пространство (пло
скость) Rt точек (*, у). Зададим в Rt точку (х0, уь).

Множество точек (х, у), координаты которых удовлет
воряют неравенству

С*— х0)*+(У— У о)* <  а' (а >  0), 

называется открытым кругом радиуса а с центром в точке
(-*01 У о)-

Множество же точек (х, у), координаты которых удов
летворяют неравенствам

\х— *0| <а ,  \у— у0\<Ь (а, b >  0),

называется открытым прямоугольником.
Если а =  Ь, то открытый прямоугольник обращается 

в открытый квадрат с центром в точке (х0, у0) с длиной 
стороны 2а:

\х— *о|<а> \У— Уо\<о-

Любой открытый круг радиуса е > 0  или квадрат со 
стороной длины 2е с центром в точке (х0, у0) называется 
окрестностью или г-окрестностью этой точки.
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Если задана последовательность точек 

(*х> (*а> 1/я)• (•*«> У*)* •••» 

то будем еще говорить, что переменная точка 
( * к>Ук)  (/е =  1, 2, 3, — )

пробегает значения этой последовательности.
Говорят такж е, что последовательность точек {(**, у к)\ 

или переменная точка (хк, у к) стремится к точке (*0, у в) 
при k —►оо, если расстояние между этими точками стре
мится к нулю при k —► оо:

V  (Хк— х„У +  (ук— у 0у  - *  0  {k —  оо). (1)

При этом пишут
(* * . Ук) —  (*о. Уо) № —  оо).

Свойство (1) эквивалентно, очевидно, следующим двум 
свойствам:

xH-+ x t , у к —* у 0 ( k - *  оо), ( Г )

которые должны выполняться одновременно.
Свойство (1) можно выразить еще такими словами: для 

всякого е >  0 найдется натуральное число N такое, что 
точка (xft, у к) окажется в открытом круге радиуса е с 
центром в (х0, у„) для всех k >  N.

Свойство же (1 ') можно выразить так: для всякого 
е >  0 найдется натуральное число N такое, что точка 
(хк, у к) окажется в открытом квадрате со стороной длины 
2е и центром (лг0, у„) для всех k >  N.

Обе эти формулировки можно объединить, сказав, что 
для всякого е >  0 найдется натуральное число N такое, 
что точка (хк, у к) окажется в е-окрестности точки (*„, у 0) 
для всех k >  N.

В л-мерном евклидовом пространстве Rn расстояние между точ
ками jc= (jc i, хп) и y  =  (yt, . . . ,  у„) определяется по формуле
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2  (**— УкУ' к=\
В Rn множество точек x = ( * t ,  . . . ,  хп), для которых выпол

няется неравенство

2  (хк~*кУ <а*  (о > 0), 
к= 1



называется п-мерным открытым шаром радиуса а с  центром в точке
X й =  W ,  . . . ,  Х п ).

Множество же точек х , координаты которых удовлетворяют не
равенствам

l * i —*i l  < аи  . . . ,  |дг„ —4 1  < «п,
где <2] ,  аг , . . . ,  а „ —заданные положительные числа, называется 
п-мерным открытым прямоугольником (параллелепипедом).

Если
«1 =  в з=  • • • = а п = а, 

то параллелепипед превращается в п-мерный открытый к уб  с  цент
ром в точке x° — (x i ...........х„) и ребром длины 2е.

Любой открытый л-мериый шар радиуса е или куб с центром 
в точке х° и длиной ребра 2е называется п-мерной е-окрестностыо 
точки JC®.

Последовательность точек в R„

* l = (* i......... 4 ) .  **-=(*?. . . . .  4 ) .  ** = М ........... . . .
определяет переменную точку

** = ( 4 .........4 )  ( * - 1 , 2 , 3 , . . . ) .
Переменная точка х* стремится к точке дс° =  (лг?, . . . .  Хп) ,  если 

расстояние между этими точками стремится к нулю при k —► оо:

\х*—хй 1 = 1/  (*— »)• (2)
“ / = 1

Свойство (2) эквивалентно следующим п свойствам, которые 
должны выполняться одновременно:

**—♦*!.........  * я—*х9п (* —*■<»). (2')
Свойство (2) или (2') можно выразить еще словами: для всякого 

8 > 0 можно указать  натуральное число N такое, что для всех 
k > N переменная точка дсА окажется принадлежащей е-окрестности 
точки Х ° .
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§ 8 .2. Предел функции

В § 3.2  рассматривалось понятие предела функции 
одной переменной. Здесь это понятие обобщается на сл у
чай функции многих переменных.

Ограничимся случаем двух переменных х, у .  По опре
делению функция / (дс, у )  имеет предел в точке  (лс0, у 0), 
равный числу А, обозначаемый так:

lim / (х, у )  — А (1)
Х - * - Х 0

У-+Уо
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(пишут еще / (* , у ) —* А при (х, у ) —*(х0, у 0)), если она 
определена в некоторой окрестности точки (*0, у 0), за ис
ключением, быть может, самой этой точки и если суще
ствует предел

lim / (хк, у к) — А, , ( 2)
**-**• 
vk-*y,

какова бы пи была стремящ аяся к (дг0, у 0) последователь
ность точек (хк, ик).

Так ж е, как в случае функции одной переменной, 
можно ввести другое эквивалентное определение предела 
функции двух переменных: функция / имеет в точке (х0, у 0) 
предел, равный А, если она определена в некоторой ок
рестности точки (лс0, у 0) за исключением, быть может, 
самой этой точки, и для любого е >  0 найдется такое 6 > 0 , 
что

\f(x, у) — А | < е  (3)

для всех (х, у ) ,  удовлетворяющих неравенствам

О <  ^ ( х - х 0Г + ( у - у 0Г  <  б. (4)

Это определение, в свою очередь, эквивалентно сле
дующему: для любого е > 0  найдется б-окрестность точки 
(*„, у 0) такая , что для всех (*, у )  из этой окрестности, 
отличных от (x0, у„), выполняется неравенство (3).

Так как координаты произвольной точки (*, у )  окрест
ности точки (лг0, у 0) можно записать в виде х = х0 4- Ах, 
у  — у 0 +  Ау, то равенство (1) эквивалентно следующему 
равенству:

lim f  (ха +  Ах, у 0 +  Ау) =  А.
Дх-*0 
ьи-+ о

Рассмотрим некоторую функцию, заданную в окрест
ности точки (дс0, </„), кроме, быть может, самой этой точки.

Пусть со =  (а>х, (лу) — произвольный вектор длины еди
ница (|о|г = (о=4-ю^= 1) и t >  0 — скаляр . Точки вида

(x„ +  t a x, //0 +  Ч ;) (° <  О

образуют луч, выходящий и з  (*„, у 0) в направлении век
т ора  со. Д ля каждого со можно рассматривать функцию

/ (х0 +  /со*, у 0 +  / а у  (0 <  t <  б)



от скалярной переменной t, где б—достаточно малое 
число.

Предел этой функции (одной переменной t)
lim /(*0-Wo>XI i/0+ fo  ),
<-»-о у
t> о

если он существует, естественно называть пределом f  в 
точке (xt, у , )  по направлению ы.

П р и м е р  1. Функции

f(*< фС̂ . у) =  * ^ $

определены на плоскости (х, у) за исключением точки 
дсо =  0, у„ =  0. Имеем (учесть, что х3 ^ ( х * + у г)3/* и 
< ( jс*+у')>'*):

I / (* . у )  | <  =  2 (*» +  y ' y i *  - »  0 ( х - + 0 , у - * 0 ) .

Отсюда
lim f(x , у) =  0
дг—► о у-+о

(для е >  0 полагаем 6 =  е/2 и тогда \f(x, у) |<е ,  если 
У  х* +  у* <  6).

Далее, считая, что k— постоянная, имеем для y — kx 
равенство

<р(х, =  .

из которого видно, что предел ф в точке (0 , 0) по разным на
правлениям вообще различен (единичный вектор луча
y — kx, х > 0, имеет вид <л =  (  , -у *  .
* \ V  1+*а V  1+** ) )

П р и м е р  2. Рассмотрим в Rt функцию 

f ix ,  */) =  j r ^ i  (х* +  у'=£0).

Данная функция в точке (0, 0) на любой прямой y  — kx, 
проходящей через начало координат, имеет предел, рав
ный нулю:

f ix .  kx) =  —  0 при jc— 0.
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Однако эта функция не имеет предела в точке (0t 0),
ибо при у =  хг

/(*. * ‘ ) =  1 * ^ 4- =  j  и П т / (х, х2) = ~ .
ц = х ‘

Будем писать
lim f{x, у) =  оо,

Х - + Х 0
У -+ У *

если функция f  определена в некоторой окрестности точки 
(лг0, у t ), за исключением, быть может, самой точки (*0, у0) 
и для всякого N >  0 найдется б >  0 такое, что

|/(*. i/ )l>  N,

коль скоро 0 < У ( х —хоу  +  ( у —у 0У < 8.
Можно такж е говорить о пределе /, когда х, у —ю о :

lim / (х, у) =  А. (5)
X -+ C D  
у - +  00

Например, в случае конечного числа А равенство (5) 
надо понимать в том смысле, что для всякого е >  0 
найдется такое N >  0, что для всех х, у, для которых 
|лг| >  Л̂ , \у\ >  N, функция / определена и имеет место 
неравенство

|/(*. у) — А \< ъ.

Справедливы равенства 

Hm [/ (х, у) ±  ф (х, у)] =  lim f  (лг, у) ±  lim ф (х, у), (6)
Х - + Х 0 х - + х 0 х - * х 0
у - + у ъ  У -+ У о  У ~ + У  о

lim (/ (х, у) ф ( х ,  (/))= Нт/(дс, y)-lim q> (x. у), (7)
х - + х 0 х - + х 0

и -+ У о  У ~ + У *  и -+ У о

lim  f  (х, у)

« Й * * у ) ф %  <8) 
lZ*ul u* v‘

где может быть х —*оо, у —► оо. При этом, как  обычно, 
пределы (конечные) в их левых частях существуют, если 
существуют пределы / и ф.

Докажем для примера (7).
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Пусть у к) —  (*„, у 0) ((хк, у к) ф  (х„, 1/0)); тогда 
Нш (/(хк, у к) л р(х„, I/*)) =  lim f ( x k, у к) х

Vo) < **. S ^ H -U o . V , )

X lim ф (дсА, «/*)= Нт/(дг, у )  l i m f ( x ,  у ) .  (9)
(xk, uk)-+<x9, Ус) x-*-x0 x -* x0

y-+ V  о У-*Уe

Таким образом, предел в левой части (9) существует 
и равен правой части (9), а так как  последовательность 
(хк, у к) стремится к (х0, у 0) по любому закону, то этот 
предел равен пределу функции f  (х, #)ф(л-, у )  в точке 
(*о. Уо)•

Т е о р е м а  1. Если ф ункция  f ( x,  у )  имеет пред ел , н е  
равный нулю в точке  (х0, у и), т. е.

\m f{x , у )  =  А ф  О,
Х - + Х %

У-+У9

т о с ущ е ст ву ет  б >  0 такое, что для всех х, у ,  удовл ет 
воряющих неравенствам

О <  V ( х - х а)г -\-(у—УоУ <  б, (10)
она удовл ет воряет  неравен ству

I/(•*. У) |> • (П )

Больше того , она сохраняет  там зн ак  числа А.
В самом деле, положив е =  >  0, найдем б >  0

такое, чтобы для (х, у ) ,  удовлетворяющих неравенствам 
(10), выполнялось

|f ( x,  у ) - А \ < Ц ± .  (12)

Поэтому для таких (х, у )

Ц ± > \  A - f ( x ,  у)\ > \ А \ -\ П х, у)\,

т. е. имеет место (11). Из (12) для указанных (х, у)  сле
дует

Л - М 1 < / ( * ,  У) < А +  Ц ^ ,

откуда

У) ПРН ^ > 0
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и

f  (*. у) <  4~ при А <  О

(сохранение знака).
З а м е ч а н и е .  В § 8.12 будет дано более общее опре

деление предела функции, заданной на произвольном 
множестве.

По определению функция I (x )~ f  (лг*, . . . ,  х„) имеет предел в 
точке х° — (хЧ, . . . ,  дг“) , равный числу А, обозначаемый так: 

lim / (дс) =  Um / (**, . . * „ )  =  А
ДС-+ДГ" х)~*х01

(1 = 1 . .... я)
(пишут еще / (ж) —*• А (х —► х 0)), если она определена на некоторой 
окрестности точки лс°, за исключением, быть может, ее самой, и если 
существует предел

lim / (хл) = А,
! * * - * •  |-*о

Хк ФХ*
какова бы ни была стремящаяся к  дс° последовательность точек х* 
из указанной окрестности ( f t = l ,  2 , . . . ) ,  отличных от х° (см. §8 .1 ).

Другое эквивалентное определение заключается в следующем: 
функция f имеет в точке х° предел, равный А, если она определена 
в некоторой окрестности точки х°, за исключением, быть может, ее 
самой, и для любого е > 0 найдется такое 6 > 0 , что

I / (ДС) — Л I < 8 (13)
для всех х, удовлетворяющих неравенствам

О < 1 дс— х° | < б.

Это определение в свою очередь эквивалентно следующему: для 
любого е > 0 найдется окрестность U (х°) точки лс° такая , что для 
всех x£U (х°), х ф  х°, выполняется неравенство (13).

Очевидно, что если число А есть предел f (дс) в х°, то А есть 
предел функции f ( x a-\-h) от ft в нулевой точке:

lim / (лс° +  А) =  Л , 
й-+о

и наоборот.
Рассмотрим некоторую функцию f, заданную во всех точках 

окрестности точки дс°, кроме, быть может, точки дс°; пусть 
to =  (cdj , . . . ,  w„) — произвольный вектор длины единица ( Id) | =  1) и 
t > 0 — скаляр. Точки вида дс° +  *ш (0 < /) образуют выходящий из 
дс° луч в направлении вектора о>. Д ля каждого to можно рассматри
вать функцию

/ (ДС°-М<о) = /(*1  +  1Щ, . . . ,  J c j j - f (0 < < < би)
от скалярной переменной /, где б0> есть число, зависящее от о>. 
Предел этой функции (от одной переменной t)

lim / (дс°-Н о )=  Hm . . . »
<-»0, / > 0 t-*0, I > 0
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если он существует, естественно назвать пределом f  в точке х° по 
направлению вектора ю.

Будем писать lim / (х ) =  оо, если функция / определена в неко-
х-+х°

торой окрестности дс°, за исключением, быть может, х°, и для вся
кого N > 0 найдется б > 0 такое, что | / (х) | > N, коль скоро
О < Iх —х°| < б.

Можно говорить о пределе f ,  когда х  —► со!

lira / (х) =  А. (14)
х-+ 00

Например, в случае конечного числа А равенство (14) надо пони
мать в том смысле, что для всякого е > 0 можно указать  такое 
N > О, что для точек х, для которых |х| > N, функция / опреде
лена и имеет место неравенство \f (х) — А | < е.

Итак, предел функции / (jc) —= / (лсг .............х„) от п переменных
определяется по аналогии так же, как  для функции от двух пере
менных.

Равенства (6), (7), (8) н теорема 1 непосредственно распростра
няются на л-мерныи случай.

§ 8.3. Непрерывная функция

По определению функция f(x , у) непрерывна в точке 
(х0, у„), если она определена в некоторой ее окрестности, 
в том числе в самой точке (х0, у0), и если предел / (х, у) 
в этой точке равен ее значению в ней:

lim / (х, y) — f  (х0, yt). (1)
Х - + Х 0

Условие непрерывности / в точке (х„, у0) можно за
писать в эквивалентной форме:

lim /(х0 +  Дх, уа +  A y )~ f(X<), yt), (Г )
д*-*-оД̂ —»0

т. е. функция / непрерывна в точке (х0, ув), если непре
рывна функция f  (х„ +  Дх, Уо +  Ау) от переменных Дх, 
Ау при Дх*=Ду =  0.

Можно ввести приращение Ди функции

ы =  /(х, у)

в точке (х, у), соответствующее приращениям Дх, Ау 
аргументов

Ди«=/(х +  Дх, у +  Ау)— f{x, у),
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и на этом языке определить непрерывность f  в (х, у): 
функция f  непрерывна в точке (дс, у), если

lim Ды =  0. (Г )
A X -+ 0
ду-»о .

Из формул (6)— (8) § 8 .2  непосредственно следует
Т е о р е м а  1. Сумма, разность, произведение и част

ное непрерывных в точке (х„, у„) функций f  и ср есть не
прерывная функция в этой точке, если, конечно, в случае 
частного  <р (ха, у0) ф  0.

Постоянную с можно рассматривать как  функцию

f(x , у) —с

от переменных х, у. Она непрерывна по этим перемен
ным, потому что

1 / ( * .  У)— / (*о> У ,)|  =  |с— с| =  0 -*■  0 .
Х -+ Х щ

У-+Уо

Следующими по сложности являю тся функции / (х, у )  — х 
и / (•*> У) — У• Их тоже можно рассматривать как функции 
от (х, у), и при этом они непрерывны. Например, функ
ция /(дс, у) =  х приводит в соответствие каждой точке 
(х, у) число, равное х. Непрерывность этой функции в 
произвольной точке (дг, у) может быть доказана так:

\f (x +  Ax, у  +  Ау)—f (x,  t/)| =  |(* +  Ax)— дс| =  |А* К
<1/’Д*2+  Ay* —  0.

Дх->-0
Д у -* 0

Если производить над функциями х, у  и постоянными 
действия сложения, вычитания и умножения в конечном 
числе, то будем получать функции, называемые многочле
нами от х, у. На основании сформулированных выше 
свойств многочлены о т  переменных х, у суть непрерывные 
функции от этих переменных для всех точек (дс, y)£ R t.

Отношение Р/Q двух многочленов от (дс, у) есть рацио
нальная функция от (дс, у), очевидно, непрерывная всюду 
на /?г, за исключением точек (дс, у), где Q(x, у) — 0.

Функция

Р ( х < у )  = х3- у 2-\-х*у— 4



может быть примером многочлена от (х , у )  третьей сте
пени, а функция

Р{х, у ) =  х*— 2х*у* +  у ‘

есть пример многочлена от (лг, у)  четвертой степени.
Приведем пример теоремы, утверждающей непрерыв

ность функции от непрерывных функций.
Т е о р е м а  2. П усть ф ункция  f ( x,  у ,  г) непрерывна в 

точке  (лг0, у 0, г 0) прост ран ст ва  R3 (точек (х, у ,  г )), а 
функции

х =  ф(и,  V), =  V), г  =  %(и, v)

непрерывны в точке (и0, v0) про ст ран ст ва  Rt (точек 
(и, v )). Пусть, кроме того,

(«о. v 0), у 0 = У( и а, v t), г„ = х ( и 0, v0).

Тогда  ф ункция
F (и, 1>) =  /[ф(ы,  v), г|> (ы, v), х(м,  и)]

непрерывна (по (и, v )) в точке (и0, у0).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как знак предела можно 

внести под знак характеристики непрерывной функции, то
lim F (и, v )=  li n /[ф (и , v), г|>(м, v), % (и, р)] =

(и , v ) - * ( u „  » , )  (Р ( и .  Г )-> Г 0
1|> ( и ,  V ) -* l/ a
х (и. и)-*г„

=  f ( x 0, Уо< г о)==/[ф (U0> »о). 4>(«Q. Uo). X ( « 0 . f 0)] =  /r ( « 0 . Уо)- 
Функцию мы будем называть элементарной ф ункцией  

от переменных х , ............хп, если она может быть получе
на из этих переменных и констант с при помощи конеч
ного числа операций сложения, вычитания, умножения, 
деления и операций ф, где ф—элементарная функция от 
одной переменной (см. § 3.8). Функции

1) sin In V l + x t +  y i =  f i , 2) sin* x +  cos3 (x +  y)  = f it
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могут служить примерами элементарных функций.
Легко проверить, пользуясь теоремами 1 и 2, что 

функции f i  и /, непрерывны на плоскости (х, у ) ,  функ
ция же /,, очевидно, определена и непрерывна в тех 
точках (х, у ) ,  для которых дробь (х — у)/(х +  у )  положи
тельна и конечна.



Из теоремы 1 § 8.2 и определения непрерывности 
функции в точке непосредственно следует

Т е о р е м а  3. Ф ун к ц и я  f (x,  у ) ,  н епрерывная в точке 
(x0, у 0) и н е  равная нулю в этой точке, сохраняет  знак  
числа  /(*„, у в) в н екоторой окр е ст ност и  точки (xt , у {) .

По определению функция f (x )  — f (x ь  . . . ,  х„) непрерывна в 
точке дс°=(дг?, . . . ,  х£), если она определена в некоторой ее окрест
ности, в том числе и в самой точке *®, и если предел ее в точке 
X й равен ее значению в ней:

lim / (х )—1 (х°). (2)Х-УХ°
Условие непрерывности / в точке лс® можно написать в эквива

лентной форме:
lim f(jr® +  A) =  /<*®), (2')
ft-*- о

т. е . функция f  (х) непрерывна в точке х®, если непрерывна функ
ция /(х° +  Л) от А в точке А =  0.

Можно ввести приращение f в точке х°, соответствующее при
ращению A =  (/ti, . . . ,  Л„),

дл/(*«)= / (*°+ л)-/ (* * )
и на его языке определить непрерывность / в х®: функция f  непре
рывна в Xе, если

lim ДЛ/(х°) =  lim [/ (jc» +  /ti, . . . ,  +  — / (дс®.......... *«)] =  0.
Л—► 0 А|» •••*

(2”)
Из формул (6) — (8) § 8.2 непосредственно следует
Т е о р е м а  1 '. Сумма, разность, произведение и частное непре

рывных в точке дс® функций f  (х) и if (х) есть непрерывная функция 
в этой точке, если, конечно, в случае частного ф (х°) Ф 0.

З а м е ч а н и е .  Приращение A/J (хР) называют также полным 
приращением функции / в точке х°.

В пространстве /?„ точек х =  {хх, . . . ,  х„) зададим множество 
точек G.

По определениюх® =  (х?, есть внутренняя точка мно
жества G, если существует открытый шар с центром в нем, пол
ностью принадлежащий к G.

Множество G c :R„ называется открытым, если все его точки 
внутренние.

Говорят, что функции
*i =  <Pi(0.......... х„ =  ф „(0

непрерывные на отрезке [a , t ] ,  определяют непрерывную кривую  в 
Rn, соединяющую точки х1 =  (х\, . . . ,  х„) и х2 =  (х?, . . . ,  х%), где
jcl =  (Px(fl), ..., х \ =  (р„ (а), Х1 =  (р! (Ь).....  *л =  ф „(*)• Букву t
называют параметром кривой.

Множество О называется связным, если любые его две точки 
jc1, х 2 можно соединить непрерывной кривой, принадлежащей G.

Связное открытое множество называется областью.
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Т е о р е м а  4. Пусть функция  / (х) определена и непрерывна на 
Rn (во всех точках У?„). Тогда множество G точек х, где она удов
летворяет неравенству  / (х) > с  (или f  (х ) < с), какова бы ни была 
постоянная с ,  есть открытое множество.

В самом деле, функция F (x )= / ( x )  —с  непрерывна на Rn, и 
множество всех точек х ,  где F (х ) > 0, 
совпадает с G. Пусть х °£  G; тогда суще
ствует шар

| х - х °  | < 6,
на котором F (х) > 0 , т. е. он принад
лежит к  G и точка x°£ G  — внутренняя 
для G.

Случай f  (х) < с  доказывается анало
гично.

П р и м е р ,  Функции
п п

k  W = X t - > °>:к (*) = £  I хк I.
1 °к х

определены и непрерывны на Rn.
В таком случае множества значений х ,  для которых выполняются 

неравенства (х) < с  ( i = l ,  2 ) ,— открытые множества. Первое из них 
есть внутренность эллипсоида в л-мерном пространстве; второе при 
п =  2 суть внутренность квадрата, изображенного иа рис, 95.

Неравенства f i (x )  > с  > 0 определяют внешности указанных 
фигур.

Можно установить, что указапные множества связны, т. е, они 
являю тся областями. При п — 2 , 3 это непосредственно видно.

§ 8.4. Частные производные 
и производная по направлению

Назовем приращением функции f  (х, у) в точке (х, у) 
по переменной х с шагом h величину

K n f =  f(x  +  h, у) / (х, у),

где h — действительное число, достаточно малое, чтобы 
эта величина имела смысл.

Частной производной по х в точке (х, у) называется 
предел

с, _  df _  df (X, у) Дxhf
1* -  дх -  д у  -  “ 2J h  -

если он существует. Частная производная есть обыч
ная производная от функции / (х, у), рассматриваемой 
как функция только от переменной х при фиксированном у.
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Функция г =  / (дс, у) от двух переменных изображается 
в трехмерном пространстве, где задана прямоугольная 
система координат х, у, г ,  поверхностью— геометриче
ским местом точек (х, у, / (х , у)), где (дс, у) принадлежит 
области задания функции /(дс, у). Очевидно, что величина 
f'x(x о. У о) (если она существует) равна тангенсу угла на
клона к оси х касательной к сечению этой поверхности 
плоскостью у =  у0 в точке, имеющей абсциссу х„.

Совершенно аналогично можно определить частную 
производную по у  в точке (дс, у):

ду h-o  Л л-+о Л

Если функция г =  /(дс, у), заданная на множестве
-\е

G с :  R lt имеет частные производные во всех точ
ках (дс, у) £ G, то эти производные можно рассматривать 
как новые функции, заданные на G.

Поэтому можно поставить вопрос о существовании 
частных производных у этих функций по какому-либо 
переменному в точке (дс, y ) £G.

Если у  функции -^-сущ ествует частная производная
снова по переменной х, то ее называют частной произ
водной второго порядка от  функции / (х, у) по переменной
х и обозначают —. Таким образом, по определению

d*f _  д  ( df 
дх% дх \  дх }

Если существует частная производная от функции —
по переменной у, то эту производную называют смешан
ной частной производной второго порядка о т  функции 
/ (х , у) и обозначают символом

дУ д  I df \
д у  дх д у \ д х  f  ’

Д л я функции от двух переменных /(дс, у) можно рас
сматривать четыре производных второго порядка

а 2/ дЦ д у  д у
дхг ’ дх д у  ’ д у  дх ’ д у,1

Если производные второго порядка (все или какая- 
либо одна) существуют для всех (дс, у) 6  G, то может



возникнуть вопрос о существовании частных производных 
третьего порядка.

Вообще, частной прои зводной  п -го  п ор ядка  будем на
зывать частную производную по какому-нибудь перемен
ному от некоторой производной (л— 1)-го порядка. На
пример,

afa»/ ) ау
3* ду) дх9 ду '

Частные производные ~ , М- будем называть частны
ми производными первого порядка ,  а саму функцию / — 
частной прои зводной  нулевого порядка .

Д ля частных производных будем такж е употреблять 
символику!

D t  =  % - D D f  = -2 L -  ^ L  = r ,  J - L - ru *r  dx • и *и у< dxdy ’ dx* дхду~~'*«-

Назовем приращением f  в точке x  — {xlt . . . .  хп) по переменной 
хj  с шагом h величину

Аде jh f ~ f  (■*!» • • ■ > xj  — ii i<>, xn) f  (Xi, •**,  *ri)t
где h —действительное число, достаточно малое, чтобы эта величина 
имела смысл. Частной производной по X] в точке х  называется предел

а/ . Л*/
*5—  =  ИГЛ -----:----- ,дх, h _  0 h

если он существует. Частная производная — ■ есть обычная произ

водная от функции / (*1р лт„), рассматриваемой как  функция только 
от переменной x j при фиксированных xt , . . . ,  дгу-ь х, + 1, . . . ,  хп.

Если r  =  ( r i ,  . . . ,  г„) — вектор с неотрицательными целыми 
координатами, то пишут

АГ,+ ... + Г„(
Dr f  =  Dr' . . .D r" f = - ------------ - .

Л‘ *п дх['. .  .дхгп"

а3/П р и м е р .  Найти от функции f  (х, у )  =  jc2+s»n ху. 
Имеем

а/ а*/ , .-щ  =  х с о ь х у ,  -ф  =  —хгъ\пху,

5 7 ^ 5 =  —2xs\nxy—xbj c o s x y .

Естественно возникает вопрос, будут ли равны между 
собой частные производные, если они взяты по одним и
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тем ж е переменным, одно и то же число раз, но в разном 
порядке.

Например, равны ли

,  d‘f  и _ i v _ ?
дх дуг дх дх1 ду%

В общем случае ответ на этот вопрос отрицательный. 
Однако имеет место следующая теорема, которую мы 
сформулируем для функции от двух переменных.

Т е о р е м а  (о с м е ш а н н ы х  п р о и з в о д н ы х ) .  Пусть  
ф ункци я  u = f ( x,  у )  опр едел ена  вместе с о  своими частными

,  df df дН d2f производными — , ^  в н екоторой окрестности
д*г <W

точки Р0 = {х0, у „), причем и ^  непрерывны в 
точке Р в\ т огда

д У  (Р0) У /  (Р 0) 
дх ду ду дх ’

т. е. в этом случае р е з ул ьт ат  дифференцирования н е  
за ви сит  от п ор ядка  дифференцирования.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В самом деле,

(•*"о> i/o)] ~  Axh [/ (^0> Ув Н" h)~"f (*о> i/о)] ==
= [/ (x„+h, y 0+ h )—f  (xB+ h ,  y0)]—[/ (х0, y 0+ h )—f  {х0, {/„)] =

=  Дvf l[ \xflf ( x 0, у 0)] V/i. (1)

Отсюда, применяя теорему Лагранжа по переменной 
х к функции f ( x,  у,, +  h ) — f ( x,  у 0) на промежутке 
[*0 +  /t, *„], получаем;

AXh№yhf ( x о , Уо)] =  h [ f ’x(х0-\-Qh, y 0 +  h )—f'x(xt +  Qh, г/0) ]

(0 <  0 <  1). (2)

Законность применения теоремы Лагранжа обусловлена 
существованием частной производной /' в достаточно ма
лой окрестности точки (хи, у 0).

Так как по условию теоремы существует частная 
смешанная производная f"yx в окрестности точки (лс0, у в), 
то снова применяя теорему Лагранжа, из (2) получаем:

l \ h f  (*»> Уо)]=к%х (xB+Qh, у , + Щ  (0 <  04 <  1). (3)



Кроме того, по условию f'yx непрерывна в точке (* ,, y t) f 
поэтому из (3) имеем

Л „ Л \ Л/(*о. Уо)] = ̂ [Г„х(х0, у 0) +  е], (4)
где е —►О при Л —► 0.

Из (4) следует, что
&Xh [А »й /  (*0> J/o)] г »  / \ /е\

l l m ----------- ~ h * --------------=  f v x  (* 0 . У>)- ( 5)Н-+ о "

Совершенно аналогично, пользуясь непрерывностью 
/*у в точке (xt , у а), доказывается равенство

Дуй l^xA / (■*•• У*)1 г»  ,  .  / е .
l i m  Tg —  Гху (-*01 Уо)• ( б )h -*■ 0 п

На основании (5) и (6), в силу равенства (1), заключаем, 
что утверждение теоремы верно.

З а м е ч а н и е  1. По индукции легко распространить 
эту теорему на любые непрерывные смешанные частные 
производные, которые отличаются друг от друга только 
порядком дифференцирования. Например,

&>f д f д \дГ
дх ду2 дх \ду
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Ш К {Ш }
_  д I д р / 1 ]  _  6V

дудхду ду \ду [йл: J / ду2 дх

З а м е ч а н и е  2. Если условие непрерывности отсутствует, то 
смешанные производные могут быть различными в точке Р0. Рас
смотрим функцию

f  (*' У) — х*+у2 ’ если х*+ у * ^  0 и МО. 0) = 0.
Л егко подсчитать, что

/*(*. y ) = y x(xt ^ i $  ПРИ х*+ у*ф 0

fx (0, 0) =  lim — fJ h - 21 =  0;л - > 0 х

f ’u(x ,y )= x 3 (х2+у*)* ПрИ Х*+ У * *  ° " ! » (° ’ ° ) = 0 ,  

Далее, по определению,

L (X, 0) -  /' (0, 0) * _ 0
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т. е.
4 < ° . о) ^  /;, (о, о).

Отметим, что частные производные f  и f yx разрывны в точке (0 ,0 ) , 

например, fyx (х, у) =  * ^  при хг+ у*  ф 0 , отк/да

ВИ ДНО, что

l im  гвх ( * .  y ) = Y *  ГуХ ( ° -  °> =  °- 
х -  и

Можно еще ввести понятие производной по направлению. 
В случае функции от одной переменной оно не употреб
ляется.

Пусть о) =  (сох, <йу) есть произвольный единичный век
тор. Производной от функции f  в точке (х, у) по направ
лению о  называется предел

д[_=  j im  f(x + (d )xt y+ta>u) — f(x , у) 
да  , _  о t

t > о

(если он существует). Подчеркнем, что при вычислении 
этого предела предполагается, что t стремится к нулю, 
принимая положительные значения, поэтому можно еще

сказать, что ^  ^  есть правая производная в точке t = 0

от функции f(x  +  tmx, у +  /ю;/) по t.
Можно, как в случае функций от одной переменной, 

говорить о правой и левой частных производных по х. 
Надо учесть, что производная по направлению положитель
ной оси х совпадает с правой частной производной по х, 
однако производная по направлению отрицательной оси х 
имеет знак, противоположный знаку левой производной 
по х.

§ 8.5. Дифференцируемые функции

Для простоты будем рассматривать трехмерный случай; 
в л-мерном случае рассуждения аналогичны. Случай п = 1 
был специально рассмотрен в § 4.7.

Пусть на открытом множестве G с  Rt (определение 
открытого множества см. § 8 .3 , мелкий шрифт) задана 
функция u =  f (x,  у, г), имеющая в точке (*, у, z)£G  
непрерывные частные производные первого порядка. Отсюда 
автоматически следует, что эти частные производные суще-
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ствуют в некоторой окрестности (х, у ,  г) , хотя, быть мо
жет, они в точках, отличных от (дс, у ,  г) ,  не являются 
непрерывными. Рассмотрим приращение / в (дс, у ,  г), 
соответствующее приращению (Ах, А у ,  Az), где |Ах|, | Ау |, 
|Az| меньше б и 6 достаточно мало, чтобы точка 
(x +  Ax, у  +  Ау, z +  Az) не выходила из указанной окрест
ности. Имеют место равенства (пояснения ниже):
Au =  /(x +  Ax, у +  Ау, z +  Az)—/(х, у, z)=* (1)

=  /(х +  Ах, у  +  Ау, z +  Az)—/(х, у +  Ау, z +  Az) +  (2) 
+  f ( x,  у  +  Ау, z +  Az)— /(х, у, z +  Az) +  (3)

+ / (* , У. z +  Az)— f ( x,  у ,  z) =  (4) 
■=/;(х +  0!Ах, у +  Ау, z +  A z)Ах +

+  f l ( x ,  y  +  QtAy,  z+ A z) Ay+f ' z (x, у ,  г  +  0,Az) Az =  (5) 
=  (/И*. У. z) +  e » ) ^  +  (/y(*> у ,  г) +  ег)А(/ +

+  i f  г (х, у ,  г) +  е„)Дг =  (6) 
=  /;(Xj у ,  г)А х  +  / ;(х , у , z)Ay +  f ’z(x, у ,  z)Az +  o(p) (7)

( Р - + 0 ) ,
0 <  04, 0„  в , <  1, p =  KAx* +  A«/* +  Az*, ех, е2, е3—-0  (8)

(P —  0).

Переход от (2) к первому члену (5) обосновывается 
так: функция /(£, у  +  Ау, z +  Az) от £ (при фиксирован
ных у  +  Ау, z +  Az) имеет по условию производную (по Е) 
на отрезке [х , х +  Ах], и к ней применима теорема Л аг
ранжа о среднем. Аналогичные пояснения ко второму и 
третьему членам (5). Переход от (5) к (6) чисто фор
мальный: мы положили, например,

/ '(х  +  В ^ х , у  +  Ау, z +  Az) = f ’x(x, у ,  г) +  ех.

Но не формален здесь факт, что в ,—*-0 при р —*0.  Он 
следует из предположенной непрерывности f'x в (х, у ,  г). 
Наконец, переход от (6) к (7) сводится к утверждению, 
что имеет место равенство

exAx +  esAt/ +  esAz =  o(p) (р —<-0).

В самом деле, так как | Ах|, |А^|, | A z | ^ p , то при р —+0
|e1Ax +  £JAj/ +  e ,A z|/p< |e1| +  |eJ | +  je ,| - * 0 .

Мы доказали важную теорему:
Т е о р е м а  1. Если ф ункция u — f  имеет непрерывные 

частные производные (п ервого  п ор ядка )  в точке (х, у ,  г ) ,
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то  ее приращение в этой точке, соответствующее доста
точно малому приращению (Ах, А у, Аг), можно записать 
по формуле

Аи — gj Дг + о (р) (р —► 0), .(9)
р = V  Ах1 +  Ауг +  Az1,

где частные производные взяты в точке (х, у, г).
Так как значения частных производных в правой 

части (9) не зависят от Ах, А у, Аг, то из условий тео
ремы 1 следует, что приращение f в (х, у, г), соответ
ствующее приращению (Ах, А у, Аг), может быть записано 
по формуле

Аи = ААх-\- ВАу-\-САг +о(р) (р—>0), (10)
где числа Л, В, С не зависят от Ах, А у, Аг.

Сделаем следующее определение: если приращение 
функции f в точке (лг, у, г) для достаточно малых (Ах, 
А у, Аг) может быть записано в виде суммы (10), где 
А, В, С— числа, не зависящие от Ах, А у, Аг, то гово
рят, что функция f дифференцируема в точке {х, у, г). 
Таким образом, дифференцируемость функции f в (х, у, г) 
заключается в том, что ее приращение Af в этой точке 
можно записать в виде суммы двух слагаемых: первое сла
гаемое есть линейная функция ААх-\- ВАу + САг от 
(Дх, А у, Аг)— она называется главной линейной частью 
приращения А/, второе же слагаемое вообще сложно за
висит от приращений Ах, А у, Аг, но если стремить их 
к нулю, то  оно будет стремиться к нулю быстрее, чем 
р = V  Ах* + А у1 +  Аг*.

Легко видеть, что если функция / дифференцируема 
в точке (х, у, г), т. е. представляется равенством ( 10), 
то она имеет в этой точке частные производные первого 
порядка, равные

% - А - % - в - % - с - о »
Например, первое равенство (И ) доказывается так. 

Пусть приращение / в (х, у, г) записывается по фор
муле (10). Если считать в последней Ax — h, Ау = Аг = 0, 
то получим равенство Axhu = Ah-\-о(h) (h—+ 0). После 
деления его на А и перехода к пределу получим

i ; . „  д1 Л
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Из сказанного следует
Т еорем а  2. Для того чтобы функция f была диф

ференцируемой в точке, необходимо, чтобы она имела в 
этой точке частные производные, и достаточно, чтобы 
она имела в этой точке непрерывные частные производные.

Напомним, что для функции f одной переменной 
существование у нее производной в точке х является 
необходимым и достаточным, чтобы она была дифферен
цируемой в этой точке.

Из (10) следует, что если функция дифференцируема 
в точке, то  она обязательно непрерывна в этой точке.

Пр и мер 1. Функция f (х, у, г), равная нулю на 
координатных плоскостях х = 0, у = 0, 2 = 0 и единице в 
остальных точках R t, имеет, очевидно, частные произ
водные, равные нулю в точке (0, 0, 0), но она, очевидно, 
разрывна в этой точке и потому не может быть в ней 
дифференцируемой. Таким образом, одного существования 
частных производных в точке недостаточно для диффе
ренцируемое™ и даже непрерывности в этой точке.

Отметим отличие многомерного случая от одномерного. При 
п — 1 свойство диффереицируемости f в х записывается в виде ра
венства Д/ =  А Ах-\-о (Дх), следовательно, если А ф  0, то остаток 
стремится нулю при Ах -*■ 0 быстрее главной части. При п > 1 
это уже не так, например при я =  3, каковы бы ни были числа А, 
В , С, одновременно не равные нулю, всегда можно стремить Лх, 
Ду, Аг к нулю так, чтобы при этом постоянно выполнялось ра
венство А А х + В  Ау-\-С Аг— 0, но тогда в (10) остаточный член о (р) 
вообще больше главного. Впрочем, если мы заставим Лх, Ау, Дг 
стремиться к нулю так, чтобы выполнялась пропорциональность 
Л х :А у :А г= А :В :С , то тогда главная часть приращения будет вели
чиной, имеющей строго порядок р, й остаток будет стремиться к 
нулю быстрее главной части.

П ри м е р  2. Функция ы = |х| (г/4-1) непрерывна в
точке (0, 0). Однако легко видеть, что ^  не существует
в этой точке. Следовательно, и не дифференцируема в 
точке (0, 0).

Если функция / дифференцируема в точке (х, у, г), 
то главная линейная часть ее приращения в этой точке 
называется еще дифференциалом f в этой точке, соответ
ствующим приращениям (Ах, Ау, А г) независимых пере
менных. Он записывается так:

# = 1 А* + ! А^ + ! Лг-
О других обозначениях мы будем еще говорить в § 8.9.



§ 8.6. Применение дифференциала 
в приближенных вычислениях
Рассмотрим для примера функцию

* =  / ( * ,  У)

от двух переменных, которую будем предполагать диф
ференцируемой.

Мы хотим вычислить эту функцию в точке (х, у), где
X  =  ^  ОС0 „OCjGCg • ■ ■ ,

у —±  М А -  • •

Приближенные значения этих чисел запишем в виде 
конечных десятичных дробей

х + Ах = ± а 0,а1.. .ак,
у-\-Ау=±  Ро-Рх- • -РI-

Таким образом, имеют место приближенные равенства 
хш  х +  Ах, у ^ у + А х ,

с абсолютными ошибками приближения, удовлетворяющими 
неравенствам

|Д*|<10-*, |Aj/|<10-'.
Подставив в функцию f вместо х, у соответственно 

х-\-Ах, у + Ау, получим приближенное равенство
f(x, y )tv f (x + Ах, у +  Ау)

с абсолютной ошибкой
I Дг| = |/(х +  Д*, у +  Ay)— f(x, у) |,

которую при достаточно малых Ах, Ау можно прибли
женно заменить дифференциалом функции / в точке (д;, у):

| Дг| «  |dz|, d z ^ A x  +  ̂ A y.

Отсюда получаем неравенство
| Д г | < | | д * |  +  | | д у | .  (1)

На самом деле это равенство приближенное, потому 
что мы получили его, пренебрегая некоторой величиной, 
правда, значительно меньшей, чем Ах, Ау.

|  8.6. ПРИМЕНЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛА ЗП
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Обратим внимание на тот факт, что конечные деся
тичные дроби х + Ах, у +  Ау при уменьшении | Аде |, |Д«/| 
становятся все более и более громоздкими. Поэтому при 
вычислении числа f(x  + Ax, у +  Ау) мы должны беспо
коиться не только о том, чтобы оно приближало / (х, у) 
должным образом, но и чтобы производимые при этом 
вычисления совершались возможно экономно. В силу этого 
замечания из неравенства (1) следует, что если нужно, 
чтобы абсолютная ошибка | Az | не превышала данную 
малую величину, которую мы обозначим через 2А,, то 
этого мы достигнем, взяв числа |Д*|, |Д//| такими, чтобы 
выполнялись неравенства

(2)

т. е. чтобы ошибка |Дг| распределялась между слагае
мыми в правой части неравенства ( 1) поровну.

Из неравенств (2) видно, что вычисления будут наи
более экономными, если в качестве | Да: |, | Ау | (на самом 
деле 10"*, 10" ')  взять наибольшие возможные числа, 
удовлетворяющие этнм неравенствам.

П ри м ер  1. Функция г = In (ху) имеет для х > 0, 
у > 0 непрерывные частные производные, равные

дг__ 1 дг__ I
дх ~~ х ' ду у

Поэтому приближенное равенство
г = In ху «  In [(* +  Аде) (у + Ау)]

имеет абсолютную ошибку, которая при малых приращениях 
Ах, Ау, если пренебречь величинами, значительно мень
шими этих приращений, удовлетворяет неравенству

| Л * К Ах
х +

Ду 
У

(х, у > 0).

Если требуется, чтобы гарантированная ошибка была 
меньше 2Я, надо подобрать Ах, Ау так, чтобы

—
X

Д</|

Мы видим, что числа Дл:, Ау не обязательно должны 
быть равными. Если, например, д; значительно меньше, 
чем у, то соответственно надо взять Ах меньшим, чем 
Ау. Иначе наши вычисления были бы неэкономными. Если
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бы, например, было, что 
I Д*

где Я, <0,1, Яа < 0,0001, то оказалось бы, что

1т' , ввидуи при этом на вычисление второго слагаемого |-
излишней малости Ду, мы потратили бы излишнюю ра
боту. Между тем вычисления упростятся, если взять 
возможно большие |Дл |, | Ау |, удовлетворяющие неравен
ствам

|^ |< 0 ,0 5 , | f |< 0 ,0 5 .

П р и м е р  2. Функция г — ху имеет непрерывные ча
стные производные ^  = у , ^  = х. Поэтому приближенное 
равенство

г= х у ж (х  + Ах) (у +  Ау)
имеет абсолютную ошибку |Дг|, которая при малых при
ращениях Ах, Ау, если пренебречь величинами, значи
тельно меньшими этих приращений, удовлетворяет соотно
шениям

| Дг | »  | dz | <  | у Ах | + 1 х Ау | .
Соответственно относительная ошибка удовлетворяет 

соотношениям
Ау 
У

Мы видим, что при малых Ах и Ау можно считать, 
что относительная ошибка произведения не превышает 
сумму относительных ошибок сомножителей.

П ример  3. Функция г = у  для уф О  имеет непре
рывные частные производные

дг___1_ дг__  х
д х~~у ’ д у ~  у * ’

Поэтому приближенное равенство
х дт—f- Дл:г —
У y+by
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имеет абсолютную ошибку |Дг|, которая при малых при
ращениях Дх, Ду, если пренебречь величинами, значительно 
меньшими, чем Ах, Ду, удовлетворяет соотношениям

| A z | « | d z | < | y

Соответственно относительная ошибка удовлетворяет 
соотношениям

т Н т М т М *
Таким образом, при малых Дх и Ду можно считать, 

что относительная ошибка частного не превышает сумму 
относительных ошибок делимого и делителя.

П р и м е ч а н и е .  Вопрос о точных оценках величин, 
которыми мы пренебрегали, решается на основании фор
мулы Тейлора для функций многих переменных. Об этом 
будет идти речь в § 8.10.

§ 8.7. Касательная плоскость. Геометрический
смысл дифференциала
Пусть задана поверхность S, описываемая функцией 

z = /4*. У), (1)
имеющей непрерывные частные производные на некоторой 
области плоскости х, у (можно считать, что / дифферен
цируема в каждой точке области).

Касательной плоскостью к поверхности S  в ее точке 
М 0«=(хо. Уо< 2о), za = f (х0, у0) называется плоскость, 
имеющая уравнение

<2 >

где X , У, Z — текущие координаты, а . ( ^ ) 0— значе
ния частных производных от f в точке Р 0 — (х0, у0).

Обозначим плоскость (2) через П. Она проходит через 
точку М 0 поверхности S и обладает свойством, отличающим 
ее от других плоскостей, проходящих через М 0.

Пусть Р  = (х, у) есть точка плоскости х, у, близкая 
к Р 0 = (х0, уи) (рис. 96). Прямая, проходящая через Р  
параллельно оси г, пересекает П в точке Т, а поверхность 
S — в точке М. Аппликата М равна

* = f ( x , y ) ,



аппликата же Т  равна

Расстояние между точками М и Г  равно

|А*П = |/(*. У)—/(*.. У.)— (^ )0U —^ « )- (| )0(У— */»)|-(3)

Расстояние же между точками Р  и Р 0 равно
Р = У (х — х0)* +  (у— у0у.

Так как функция f по условию имеет непрерывные част
ные производные в точке (дс0, у9), то она дифференцируема 
в этой точке. Поэтому пра- 2к 
вая часть (3) стремится к ну
лю быстрее, чем р, т. е.

|М Г|  = о(р) (р —+ 0).
Мы доказали, что каса

тельная плоскость П к по
верхности S  в ее точке 
М 0 = (ха, уа, z0) проходит че
рез эту точку и обладает свой
ством: расстояние в направ
лении оси г от произвольной 
точки (х, у, f (х, у)) поверхно
сти S до П есть о(р) (р—*-0), 
где р— расстояние между точ
ками (дс, у) и (*0, у0) плоско
сти X, у.

Это свойство является характерным, для касательной плоскос
ти, потому что если некоторая плоскость П ' вида

Z — *<,«=а(*— х*)+ Ь(у— у,) (*e*=/(JCo, Vo))
обладает этим свойством, т. е. если для нее выполняется равенство

/ (* , У) — / (*о> !/о)~я (*— дг0) — 6 (у— у0) =  о(р) (р— ►О)
или, что все равно, равенство

l(x , y )— f (х0, у0) =  а (х ~ х в)+ Ь (у — у')+ о(р ) ф —*0),
то, как мы знаем, f дифференцируема в (х0, у0) и
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т, е. плоскость Г1' есть касательная плоскость к S (П ' = П).
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Таким образом, для того чтобы поверхность S  имела 
касательную плоскость в ее точке (х0, у0, f (х0, (/„)), необ
ходимо и достаточно, чтобы функция / была дифферен
цируемой в точке Р 0 = (хй, у„).

Правая часть уравнения (2) есть дифференциал / в 
точке (х0, у0)

соответствующий приращениям (*— x0, у — ув). Левая же 
часть (2) есть соответствующее приращение аппликаты 
касательной плоскости П.

Таким образом, с геометрической точки зрения диф
ференциал функции / в точке (х0, у0) для приращений 
(х— х0, у— Уо) есть приращение аппликаты точки каса
тельной плоскости к поверхности г = f (х, у) в точке (х0, уп) 
для тех же приращений.

З ам ечан и е .  Если функция z = f(x ,y ) не дифферен
цируема в точке (х0, у0), хотя и имеет в ней частные 
производные, то плоскость (2) не имеет смысла называть 
касательной плоскостью к поверхности г = /(*,«/) в ука
занной точке— для нее разность f (х, у)— Z не стремится 
к нулю при р—>-0 быстрее р. Например, если функция 
z = f(x, у) равна нулю на осях х и у и единице в осталь
ных точках плоскости *, у, то f'x (0, 0) = f'u (0, 0) = 0 и 
уравнение (2) есть Z== 0 и разность/(дг, у)—Z —f(x , у)—0=1 
для всех точек (л;, у), не лежащих на осях х и у. Таким 
образом, эта разность даже не стремится к нулю при р —<• 0.

§ 8.8. Производная сложной функции.
Производная по направлению. Градиент

8.8.1. П р о и з в о д н а я  сл о ж н о й  функции .  Огра
ничимся рассмотрением функций трех переменных, опре
деленных на открытом множестве G c:R3 (определение 
открытого множества см. § 8.3, мелкий шрифт). Распро
странение излагаемых здесь фактов на n-мерный случай 
производится аналогично.

Теорема  1. Пусть функция
и — f (х, у, z) (1)

дифференцируема в точке (х, у, z) £ G, а функции
*  =  Ф ( 0 . У =  хИ 0 . * =  х ( 0 . (2)



зависящие от скалярного параметра t, имеют производ
ную в t. Тогда производная по t от сложной функции 
(производная от f вдоль кривой (2)) u = F(/)«=/(<p(/), г|?(/), 
х (0 ) вычисляется по формуле
j 7' ( < w ;  m o . m  х ( 0 ) ф ' ( 0 +

+/;(ф (о. ♦(<). х (0)«*(0+ л (ф (0. m  х(0)х'(0.
или, короче,

du— й . * !  л .  д. О .— п \
Ш  dxdt ^ d yd t ^ д г  dt'

В самом деле, вследствие дифференцируемое™ / в 
(х, у, г), каково бы ни было достаточно малое прираще
ние (Ах, Ау, Аг),
A u= f(x  + Ax, у+ Ау, г +Аг)— f(x, у, z) =

==̂ Ах + ^ &у + % Аг+ 0(р) (р= V & # + V + Дг*- * 0)-
(4)

Значению t, которому при помощи равенств (2) соответ
ствует точка (х, у, г), придадим приращение At. Оно вы
зовет приращения Ах, Ау, Аг функций (2). Если именно 
их подставить в (4), то получим приращение F (t  +  At)—
— F(t)=r:Au функции F  в точке /. После деления (4) на 
At и перехода к пределу получим

Р (< )=  H m f j  =
д/-*о

~~ lim / df Ах I д/ Ay , д/ Аг , о (р) \ д/ dx .d f  dy df dz 
д *-*о  A t ' d y A t ' d z A t '  At )  ^ d x  dt dy dt~̂ ~ dz dt ’

т. e. (3), потому что функции (2) имеют производные, а

Г ? - *
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ф - « * »  / ( £ ) ■ + ( & ) ■ + ( й ;
- * о У * ; * + й * + 2; * - о (д/ — о)

(Д/—►О влечет р—*0).
З а м е ч а н и е  1. Если функции х, у, г зависят от 

многих переменных, например от двух:
х = Ф(*, т), y = $ (t, т), 2 ~ % {t,T ),

то, фиксируя сначала т, а затем t, на основании (3) получим
ди__д/ дх . df ду ,д [  дг ди df^dx . d f  ду . d f  дх
dt дх dt ду dt dzdt' ди =  Их дт ду дт ‘ 3i дт *
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8.8.2. П р о и з в о д н а я  по нап р авлен и ю .
Теорема  2. Если функция f дифференцируема в точке 

(х, у, г), то  для нее имеет смысл производная по направ
лению любого единичного вектора п = (cosa, cos(3, cosy), 
выражаемая формулой

(а, Р, у— углы, которые вектор п составляет с осями х, 
У, г).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно определению произ
водной по направлению (см. § 8.4) и в силу предыдущей 
теоремы

где частные производные взяты в точке {х, у, г).
З а м е ч а н и е  2. Теорема 2 не обратима, т. е. если 

функция / имеет производную в точке (х, у, г) по всем на
правлениям, то она не обязательно дифференцируема в 
этой точке. В качестве примера можно рассмотреть функ
цию / от двух переменных, равную нулю всюду, кроме 
точек у = хг (х > 0), где она равна единице.

Если *=ф(з), «/ = -ф (s), z = x(s) — уравнения гладкой кривой Г , 
где параметр s— длина дуги, то величины

суть направляющие косинусы вектора касательной к Г. Поэтому 
величина

где /— дифференцируемая функция, есть производная по направле
нию указанного касательного вектора. Говорят еще, что ^  есть 
производная от / вдоль Г .

8.8.3. Г р а д и е н т  функции. Введем вектор

называемый градиентом функции / в точке (ж, у, г).

(5)

1 = Е Ф' (s) (s) х' (s) f (<p (s)l ф (s)’ x (s))’

(6)



Формула (5) говорит, что производная от f в точке 
(х, у, г) по направлению единичного вектора п равна про
екции градиента в этой точке на направление п\

|£*=(grad/, п) — grad„/. (7)

Имеет место очевидное неравенство

^ < |g rad /| (8)

для любого вектора п. Если grad / «= 0, что обычно бывает 
только в исключительных точках, то ^  = 0 для любого
вектора п. Если же gradf ф 0  (одна из частных произ
водных от / не равна нулю), то (8) есть строгое неравен
ство для всех единичных векторов /*, за исключением 
единичного вектора я 0 = (cos ae, cos ро, cos у0), направлен
ного в сторону g r a d = | grad/1 > 0). Таким образом,

д[
дх
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/ ( © + ( * ) + ( 2 ) * '
д1
ду

/ ( 4  ) ‘ + Ш ‘+ ( Г
д[

c o s Vo — / т з г т »  /ДМ * (9 )

v m + ( % y + № '

Из сказанного следует, что градиент функции f  в 
точке (х, у, г) можно определить как вектор, обладающий 
следующими двумя свойствами:

1) длина его равна максимальной величине производной
по направлению ^  в (х, у, г) (для дифференцируемой в
(х, у, г) функции этот максимум существует и есть чис
ло неотрицательное);

2) если его длина не равна нулю, то  он направлен в 
т у  же сторону, что и вектор п, вдоль которого произ
водная ^  максимальна.



П р и м е р  1. Пусть температура и тела G есть функ
ция от точки (*, у, г):

u = f(x, у, г), (х, у, z) € G (G c  R3)

и пусть grad и Ф  0 в некоторой определенной точке 
(х, у, г). Выпустим из этой точки вектор, равный 
grad и. Вдоль этого вектора скорость возрастания темпера
туры и в (х, у, г) наибольшая, равная положительной вели
чине | grad и |.

Если же в рассматриваемой точке grad и = 0, то в 
любом направлении, выходящем из этой точки, скорость 
изменения температуры равна нулю.

Задача .  Найти градиент функции и — хг + у> в точ
ках ( 1, 0), (0, 1), (1/|/2, M V%.

8.8.4. О д н о р о д н ы е  ф у н к ц и и .  Введем в рассмотрение так 
называемые однородные функции. Пусть задан вектор X =  (ki, . . .Д „ ) ,  
где Я,/ — произвольные числа. Функция / (*,, .... дг„), заданная на R n, 
называется Я,-однородной степени т ,  если для всякого t > 0 и 
любых х ~  ( * ! , . . . ,  * „ )£  R n выполняется равенство:

т  IM
/ 0 х‘*1.......tXnxn) =  t п f(x u  (10)

где | Ч  =  | ]  |Х,|. 
i=i

Если Я,) = ...  — Х „=  I, то f называется просто однородной функ
цией степени т .  Ниже будем считать, что частные производные { ’
( i=  1, .. .,п )  непрерывны в R n.

Т е о р е м а  3. Для того чтобы функция j была ^-однородной 
степени т ,  необходимо и достаточно, чтобы выполнялось равенство

п

b{Xifxi (х{ , ,,,, хп  ̂=  т  ■!—i / ( x i , , хп). (И)
l=i

Если функция f  однородная степени т ,  то мы получаем извест
ную теорему Эйлера.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть f является 
Х-однородной функцией степени т ; тогда, дифференцируя тождество 
( 10) по t как сложную функцию, получим

у  df (Л ‘*ь .... tx"x n)  A - i  \ Х \ т  ~^р— 1 , .
2-л л*. Atxti — т  - * f (х%, ..., хп)ь
i= i 0Xi п

Пел;iгая в этом равенстве t — 1, получаем равенство (11).
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Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть теперь имеет место равенство (11). За
фиксируем точку x = (x t ...... хп) и составим функцию

m <*•'г Л \
<р (/) =  / "  f (t X j...... Г пх„). (12)

Дифференцируя эту функцию по /, находим:
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ч>'(0 = ......  iKxn) W X r l -

I ь I2Ш ---—

111 m 1*1 -
— m —J - /  " / (/ 4 ,, ..., tXnxn)

] Г  k,t4 Xif'Xi (/ 4 „ ..... /*»*„)
t= _________________________________________________________ __  0 .

mi * i +I 
t n

Последнее равенство имеет место в силу (11) для точки
...,/Чг„).

Таким образом, ф'(/) =  0 и ф (/)= с. Постоянную с находим из 
условия, что при /=1 ф (1) =  / ( * i , . . . ,  хп). Значит, из (12) имеем

п, 1*1 т  —— —
f ( i K' X i , . . . , t XnX n)  =  t  п / ( * ! .........Хп) ,

т. е. функция {  является Я-однородной степени т .

§ 8.9. Дифференциал функции.
Дифференциал высшего порядка
Основные рассуждения в этом параграфе ведутся в 

л-мерном пространстве. Мы думаем, что это не затруднит 
читателя.

Рассмотрим функцию
W = f(x ) = f(X i........хп), ( 1)

заданную на некотором открытом множестве G<z.Rn 
(см. § 8.3). Ее можно бесконечным числом способов за
писать в виде

Г  =  ф ( и ) =  ф ( ы1, . . . .  u j ,  (2 )
где

Иу =  ' М дг) (/ =  1» . . . .  т ;  ж  €  G)- (3)

11 Я-С. Бугров, С. М. Никольский
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Ниже мы будем употреблять следующую терминологию: 
переменная W есть функция от независимой векторной 
переменной х\ эта же переменная W есть функция от 
зависимой векторной переменной и. Последняя зависит 
от. независимой переменной х: каждому вектору х из G 
соответствует вектор м = (г|?1 (jc), . .., \J)m (ж1)).

Таким образом, роль векторной переменной х здесь 
носит исключительный характер — она в приводимых ниже 
рассуждениях будет фигурировать только как независимая 
переменная.

Пусть функция / имеет непрерывные частные произ
водные первого порядка в точке x £ G . Тогда, как мы 
знаем из § 8.5, она дифференцируема, т. е. приращение 
ее в этой точке может быть записано в виде

П

Л 1 Р  =  Е ! £ А * у  +  о (р )  ( Р  —  О ). 4 4 )
i=i 1

р = |д*| = ̂ 2  &х)

и ее дифференциал равен

<5>

Для независимых хг, хп полагают
Axj — dxj (/'= 1........п) (6)

и называют эти величины не только приращениями неза
висимых переменных xt, но и их дифференциалами. Мы 
будем их называть независимыми дифференциалами в знак 
того, что они не зависят от x  = (xlt . . . ,х „ ) .  Формально 
«независимость» величин dxt будет проявляться в том, 
что при дифференцировании (по . . . , х п) они будут 
рассматриваться как постоянные (d(dx/) = 0).

В силу соглашения (6) дифференциал W может быть 
записан в форме

d V - t & d x , .  ( ? )
1=1 '

Ясно, что dW есть величина, зависящая, вообще говоря, 
от .......... ... и dxi, . . dxn~



Для любых двух функций и и v, имеющих непрерыв
ные частные производные в точке х, справедливы свойства

d (и ±  v) — du ±  dv, (8)
d(uv) = udv-\-vdu, (9)

„ ( £ ) = £ 5 ^ £ Л  -„о,

и при этом частные производные от функций, стоящих в 
скобках, непрерывны в точке х.

Докажем, например, третье из этих равенств
ди dv

3 ( и \ .
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1 = 1  /=1

1 ( ST' ди , ST' dv , \ vdu — udv

Непрерывность y — видна из третьего члена цепи.
Дифференциал от функции W называют еще дифферен

циалом первого порядка, потому что приходится еще рас
сматривать дифференциалы высших порядков.

Пусть теперь функция W имеет вторые непрерывные 
частные производные. По определению второй дифферен
циал от нее, соответствующий независимым приращениям 
(дифференциалам) dxit ...,d x n, определяется равенством

d*W = d(dW ), ( I I )

где считается, что обе операции d в правой части (11) 
берутся для указанных независимых dxJt dx„, кото
рые должны рассматриваться как постоянные (не завися
щие от xt ........хП). Таким образом,

* 1V - i ± § d * ,  =  ± d l ™ . i x , y  
i=i 1 1=i '

<>*>/=1 J '  /=11=1 '
d2W d2W » . •Так как дх.дх- = -дх 7̂ .. то второй дифференциал пред

ставляет собой квадратичную форму относительно неза
висимых дифференциалов dxlt — , dxn. Квадратичной
11*
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формой от переменных Ef, . называется функция

вида X  2  aik\ i где aik = ak[. i=ii=i
Вообще дифференциал порядка I от W  для независи

мых дифференциалов dxt, ...,d x n определяется по ин
дукции при помощи рекуррентного соотношения

где d1, d, dl~l берутся для указанных независимых диф
ференциалов dxlt ...,d x n, которые к тому же рассмат
риваются при вычислениях как постоянные (не зависящие

Так как мы предполагаем, что функция f имеет не
прерывные частные производные, то запись дифференциа
лов можно упростить.

Например, для функции от двух переменных ы = / (л у) 
имеем

Применяя метод математической индукции, легко по
лучим, что

где в правой части мы сначала возводим выражение в сте
пень п, а затем подписываем f при символе дп.

п п

d W ^ d itf- 'W ) (/ = 2 ,3 , . . . ) , (13)

от XI........хп).
Рассуждая, как в (12), легко получим, что

п п п

d*u = f'x'dx* +  2 f’xydx dy +  /*• dy%,
d*u = d (d*u) =

dxn~l di/-{- . . .
n (n— I ) .. .(n — 1)

ft!

Символически это можно записать так:



В многомерном случае имеет место аналогичная симво
лическая формула
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С п
dmf =

\ я

f- О4)

Мы определили понятие дифференциала функции W 
в терминах независимых переменных xt, хп (или не
зависимой векторной переменной х). Но пусть, как это 
было объяснено в начале этого параграфа, W рассматри
вается 'теперь как функция от зависимой векторной пере
менной и — (uit . . . ,  ит). Возникает вопрос, как выра
жаются дифференциалы первого и высшего порядков в 
терминах этой переменной и. Начнем изучение этого воп
роса в случае дифференциала первого порядка.

Будем предполагать, что функции <р(и) и ■fy(jr) 
(/ = 1, т ), о которых шла речь в начале параграфа, 
имеют непрерывные частные производные. Тогда

- i ( £  £ $ > . , -  
т  п т

(=i /=1 '  <=1

и мы получили, как в случае одной переменной, что 
первый дифференциал от W  выражается через зависимые 
переменные так же, как через независимые. В этом про
является инвариантность формы первого дифференциала.

Чтобы исследовать поставленный вопрос в случае вто
рого дифференциала, будем предполагать, что функции 
Ф и i|iy имеют непрерывные частные производные второго 
порядка.

Дифференцируя обе части (15), приняв во внимание 
свойства (8) и (9), получим (пояснения ниже)

т

d W = d ( d W ) = X d { ^ r d u l ) ^

т  / т  v

1 = 1 \/ = 1 У / 
т  т  т

(.6,
1 1=11=1 1 1 i=l
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Во втором равенстве этой цепи мы воспользовались свой
ством (8), в третьем же— свойством (9), и, кроме того, 
тем фактом, что форма первого дифференциала сохраняется 
и для зависимых переменных Uj. Мы видим, что второй 
дифференциал от W, выраженный в терминах зависимых 
переменных u/t существенно распадается на два слагае
мых. Первое слагаемое представляет собой квадратичную 
форму, аналогичную форме (12), где d2\V выражалось 
через независимые переменные. Второе же слагаемое пред
ставляет собой некоторый добавок, с которым надо счи
таться: если и/ (у = 1, . . . ,  т )  не является линейной 
функцией от X;, то этот добавок отнюдь не равен нулю.

Отметим, что из наших рассуждений следует, что если 
выражение (16) взято для d\\, dxn, которые фигури
руют в выражении (12), то оба эти выражения тожде
ственно равны, каковы бы ни были х, для которых суще
ствуют указанные непрерывные частные производные 
второго порядка и каковы бы ни были независимые dxt.

Вычисление дифференциалов d4V, d*W, . . .  через за
висимые переменные и, производится подобным образом 
последовательно. Приходится считаться с тем фактом, 
что выражения для них становятся все более громоздкими.

§ 8.10. Формула Тейлора

Ограничимся рассмотрением функции от двух перемен
ных. Пусть u = f ( х, у) имеет в окрестности точки Р 0 =
— (*., У») непрерывные производные всех порядков до /-го 
включительно. Возьмем в этой окрестности точку Р г = 
= (x0 +  Ax, у0 +  Ау). Соединим точки Р 0 и P t отрезком 
прямой, уравнение которого можно записать в парамет
рической форме следующим образом:

х  =  х 0 +  1Ах, y =  y0 +  tA y  ( 0 < f < l ) .

Тогда вдоль этого отрезка наша функция u = f(x, у) будет 
функцией от одного переменного Ъ.

/(*, y) = f [x 0 + tAx, y0+ tA y ] =  F {t ) .  (1)

Легко видеть, что разность
A f (P 0) = f(x 0 +  Ax, y0 +  A y)— f(x 0, у0) =  F  (1) — F  (0). (2)



Формула Маклорена для функции F  (t) в окрестности 
точки /„ — О имеет вид

(о < е < /).
Полагая / = 1, получим

F ( 1) - F ( 0) = X - ^ I + - ^ ,  где 0 < 0 < 1. (3) 
6=1

Вычислим производные функции F  (i) через f(x, у).
Из соотношения (1) имеем

F '  ( ( )  — 'У (X p + tb t,  Ал. | df (xg +  tAx, yo +  tby) .
'  '  дх ду

откуда при t — 0 получаем
р , (0) =  df Уо)_ Дл. +  df (ж, //„) А у  =  d f

Совершенно аналогично
F ” (0 = /;• (*0 + /Ал-, //„ +  /At/) Ах2 + 

+ (*п +  t\x, r/0 + tAy) Ах Аг/ +
+ Г 2 (^о + / Ал:, г/о + t Ay) Дг/2, F" (0) =  d2f (Р 0).

Продолжая этот процесс, получим
F " '  (0) =  d3/ (Р 0)......... (0) =  d'-i f (/>„).

В силу этого из (2) и (3) имеем

А/ (^о) =  - ^ Г Г - +  • • • + ^ (7 " 7 f r  +  7 rd 7  ( v ° +  0Л* ’ ^ + 9 А У )-
(4)

Формула (4) называется формулой Тейлора для функ
ции u — f(x, у). По внешнему виду она такая же, как и 
для функции от одного переменного, но в развернутом 
виде она гораздо сложнее.

Для случая функции от п переменных (п > 2) формула 
Тейлора записывается в том же виде (4).

При / = 1 формула Тейлора для функции / от п пере
менных имеет вид

/ < * ) - / ( * • > = £ ( < о < о < 1),
/ = 1 '
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где символ ( )а означает, что функция в скобках вычис
ляется в точке х = а. Эта формула представляет собой 
обобщение теоремы Лагранжа о среднем на многомерный 
случай.

При 1 = 2 и п = 2 формула (4) в развернутом виде 
записывается так1

f (•*■> y )= f {хо< Уо) Н- (хо> у0) (X х0) -f- -щ (х0, у0) (у уq) -)-
1 Г д2[+ Т [~д̂  + 0 (х—хо)< у° + в (У—Уо)) (х—х0у +

(52/
+  2 ~ W d J +  0 Уо +  0 (У  —  Уо)) (х  —  *о ) (У  —  Уо) +

-\-fyT (хо +  ®(х — хо)> Уо +  А (у —  Уо))(У —  Уо)*] •

При / = 2 и произвольном п формула (4) выглядит 
следующим образом:

П

/ ( * ) = / ( * • ) + Е  (* ,— * " ) +  
i=i

+  J - j  { д ^ Ш } ) х >+в ( х - х ;  ( Х ‘ ~ х<̂  ( X J  ~ X V '

где x  = {xi........ хп), х ° = (хЧ, . . . ,  *°).

§ 8.11. Замкнутое множество

Множество А с  R n = R  называется ограниченным, если 
существует число М  > 0 такое, что

| jc |< M  V x £ A ,

иначе говоря, если существует шар в R с центром в ну
левой точке, содержащий в себе А.

Множество А называется замкнутом, если из того, 
что какая-либо последовательность точек х * (k = 1, 2, . . .) ,  
принадлежащих к А, сходится к точке x °£ R (x k—>-х°, 
х к 6 Л) следует, что х ° принадлежит к А (дг° £ Л).

В этом определении не утверждается, что Л содержит 
в себе сходящуюся последовательность. В нем говорится 
только, что если в Л существует сходящаяся последова
тельность, то точка, к которой она сходится, принадле
жит к Л.
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Это показывает, что надо считать, что пустое множе
ство замкнуто. Все пространство Rn тоже, очевидно, 
замкнуто, но неограничено.

Рассмотрим в качестве примера эллипсоид в трехмер
ном пространстве

£ +  £  + -£•= 1 (* .Ь ,с > 0 ), (1)

т. е. множество точек (х, у, г), удовлетворяющих урав
нению (1). Обозначим это множество через В. Это огра
ниченное множество, потому что для любой его точки 
(дс, у, г) выполняется неравенство

x ' +  t f  +  z '^ m  +  +  =  т -1 = т ,

где т  ^  а*, Ь%, с%. Оно также замкнуто, потому что 
если задать произвольную последовательность точек 
(**'. У к. гк )€ в > стремящуюся к точке (дс0, у0, г0), то эта 
последняя тоже принадлежит к В. Ведь из равенства

4  + -fr +  4 = I (* = !. 2. •••)
после перехода к пределу при k —+oo следует равенство

2 2 2 *0 I У о I ^  |~Н2--г^г-гтг— At
показывающее, что (хл, у0, г0) £ В.

Рассмотрим теперь более обширное множество А, со
стоящее из точек (х, у, г), координаты которых удовлет
воряют неравенству
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Множество А, очевидно, тоже ограничено. Оно и замк
нуто, потому что если

(** . Уку гк) € А ( * = 1, 2 . •••),
т. е.

и (**, ук, гк)- * (х 0, у0, г0), то, очевидно,
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В связи с этим интересно рассмотреть еще третий при
мер множества А ' точек (х, у, г) с координатами, удов
летворяющими строгому неравенству

у2 <i2 у 2
•5г +  3 г  +  т г < 1- (3)

Множество А ' открытое (см. § 8.3 ), оно не замкнуто. 
Возьмем, например, последовательность точек (ак, 0, 0), 
где ак стремится к числу а, строго возрастая. Тогда 
(а „  0, 0)£ А ' (* = 1,2, .. •) и (аЛ, 0, 0) (а, 0, 0). Одна- 
ко предельная точка (а, 0, 0) не принадлежит к А’.

Рассмотренные примеры легко обобщаются. Пусть на всем про
странстве R „  задана непрерывная функция F (x )  =  F (x i,  . . . ,  х„). 
Тогда множество В  всех точек jc =  (лгх.........хп), для которых вы
полняется равенство

F  (x) =  F  xit хп) =  С, (4)

где С — произвольное число, замкнуто.
В самом деле, может случиться, что нет вовсе точек х, удов

летворяющих равенству (4), т. е. В — пустое множество, но пустое 
множество замкнуто. Пусть теперь В  не пустое множество и неко
торая последовательность точек {х к} , принадлежащих к В , сходится 
к точке х ° £ (если В  состоит даже из одной точки х ° , то можно 
уже построить сходящуюся последовательность точек, принадлежа
щих к В , а именно, {лс°, х °, . . . } ) .  Тогда F  (хк) — С (k— 1, 2, . . . ) ,  
и в силу непрерывности F  в точке Х в

lim F  (x*) =  F  (х°) =  С.
k-+ ОО

Но тогда х °£ В ,  т. е. множество В  замкнуто.
Подобным образом множество всех точек х, удовлетворяющих 

неравенству F (x )< ,C ,  где С — произвольное число, a F — функция, 
непрерывная на R n, замкнуто, потому что из соотношений

F ( х * Х С  ( * = 1 , 2 , . . . ) ,  ж* —

вследствие непрерывности F  на R n следует: F (x ° )< C ,
В силу сказанного л-мерный эллипсоид

~ Т  == 1 (о* > 0) (5)
*■ = 1 аь

есть замкнутое множество в R n.
Замкнутым множеством в R n является также п-мерный объем

ный ачлипсоид
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Однако, множество

£ 4
аь

< 1, (7)

которое естественно назвать л-мерпым открытым объемным эл^пп- 
соидом, не замкнуто. В этом можно убедиться, рассуждая, как в 
случае формулы (3). Это множество открытое (см. § 8.3).

Пусть А есть произвольное множество, принадлежащее к R „, и 
дс° — произвольная точка R rl (А с  R,„ x °£ R n). Может быть толь
ко три взаимно исключающих друг друга случая:

1. Существует шар V х° (открытый) с центром в точке х °, 
полностью принадлежащий к А (V x"CZ А). В этом случае д:0 по оп
ределению есть внутренняя точка мно
жества А (см. § 8.3).

2. Существует шар V х° с центром в 
хи, все точки которого не принадлежат 
к А (Vх° С  R n\ A ) .  В этом случае х ° по 
определению есть внешняя точка множе
ства А.

3. В любом шаре V х° с центром в 
х ° имеются точки, принадлежащие и не 
принадлежащие к Л. В этом случае лс" 
по определению есть граничная точка 
множества А.

Множество А ' всех внутренних то
чек множества А называется открытым  
ядром А. Это — открытое множество
(см. § 8.3). Если А ' не пусто, то каждую точку А ' можно покрыть 
шаром с центром в ней, полностью принадлежащим к А. Если А ' — 
пустое множество, то оно формально считается открытым.

Множество Г =  дА всех граничных точек А называется грани
цей множества А. Это — замкнутое множество, потому что, если 
xh —>- х ° и дг*£Г(/г=1, 2, . . . ) ,  то всякий открытый шар Vx° с 
центром в х ° содержит в себе некоторую точку хк. Последнюю 
можно покрыть шаром Vхь с центром в ней, полностью принадле
жащим к Vх° (Vxk d V x a). Но в Vхк имеются точки, принадлежащие 
и не принадлежащие к А, но тогда и в Vха имеются точки, принад
лежащие и не принадлежащие к А. Следовательно, д:0£ Г .

Множество А’ всех внешних точек множества А, очевидно, 
открытое.

Граничные точки А могут принадлежать и не принадлежать к 
множеству А.

На рис. 97 множество A CZ R t состоит из точек (xt, хг): 
хл + х1 <  * 1 < ° :  +  *i > xt — xt — l.

Ясно, что А ' — внутренность круга радиуса единица с центром в на
чале координат; Г  — точки окружности xf-j-xl= l и точка (1, 1); 
А" — это все точки вне окружности единичного радиуса, за исключе
нием точки (1, 1). Здесь правая половина окружности не принадле
жит к А, но является частью границы Г. Отметим, что данное мно
жество А не является ни открытым, ни замкнутым.

Итак, если задано произвольное множество А с : /?„, то по отно
шению к нему пространство R n можно представить в виде суммы
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множеств, определенных выше, попарно не пересекающихся:
Я „  =  Л ' +  Г  +  Л\

Если в качестве множества А рассмотреть л-мерный замкнутый 
объемный эллипсоид (6), то А ' есть открытый объемный эллипсоид 
'7), а Г  есть эллипсоид (5).

Если А — открытое множество, то R „ \ A  вамкнутое, и обрат
но. В  самом деле, пусть А — открытое, и пусть дс* —* х ° ,  x * £ R „ \ A .  
Если бы точка х ° принадлежала к А, то в силу того, что А — откры
тое множество, нашелся бы шар Vx" (с центром в jc°), полностью 
принадлежащий к А. Но это невозможно, потому что в У'*» имеются 
точки x k, которые принадлежат к R n\ A .  Таким образом, Х0£ / ? „\ Л  
и R n\ A  замкнуто.

Пусть теперь А замкнуто и точка xu^ R „ '\ A .  Если бы точка х? 
была граничной точкой А, то в любом шаре Vx• с центром в лс° 
были бы точки А. Тогда можно было бы построить последователь
ность точек х * £ А ,  сходящуюся к дс°. Но тогда вследствие замкну
тости А точка х ° принадлежала бы к А, что противоречит предпо
ложению, что х ° £ R n\ A .  Мы доказали, что произвольная точка 

есть внутренняя точка # „ \ Л , т .  е. что R n\ A  — откры
тое множество.

Множество Л +  Г  называется вамыканием Л и обозначается так: 

Л =  Л +  Г.
Очевидно,

И ' +  Г = Л  +  Г ,
потому что, с одной стороны, А’ с  А, и, следовательно, Л ' +  Г с  
С  А +  Г , а с другой, если де£Й +  Г , то либо ж £ Г ,  и тогда дс£Л' +  Г, 
либо х £ А  и^дс£Г, но тогда х  £ А' с  А ' +  Г.

Далее, А =  А-\-Т — замкнутое множество, потому что внешность 
А-\- Г  =  А' -)- Г — открытое множество.

Таким образом, чтобы получить А, надо добавить к А все не 
принадлежащие к множеству А его граничные точки.

Если А замкнуто, то

Л =  И +  Г  =  ~л,

т. е. все граничные точки А принадлежат к А. Ведь / ?„\Л  открыто 
и каждая точка хд£/?л\>1 может быть покрыта шаром Vx°, не со
держащим в себе ни одной точки А. Но и обратно, если

А = А  +  Г  =  А,

то А замкнуто, потому что если дс* -► х °, х *£  А и если предполо
жить, что * °£ /4 , то получится противоречие, потому что тогда 
х ° 6 Гс= А +  Г =  А.

Таким образом, для того чтобы множество А было замкнутым, 
необходимо и достаточно, чтобы с ним совпадало_его вамыкание 
(А= А ). В  частности, А всегда замкнуто, и потому А =  А.

Наконец, отметим, что пустое множество и все пространство R „  
являются одновременно открытыми и замкнутыми множествами. 
Можно доказать, что в остальных случаях, если множество А от
крыто, то уж не замкнуто, а если замкнуто, то не открыто.
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§ 8.12. Непрерывная функция
на замкнутом ограниченном множестве

Пусть А есть пока произвольное множество простран
ства /? = /?„, и пусть на. Л определена функция /(дг) =* 
= /(*!, хп). По определению функция / непрерывна 
в точке дг°€ А, если имеет место равенство

lim f(x *) = f (x <‘), (1) ’
х^ € А

какова бы ни была последовательность точек дг* £ Л, схо
дящаяся к х °.

Отличие данного определения непрерывности функции 
в точке х ° от обычного определения, данного в § 8.3, 
заключается в том, что в обычном определении предпо
лагалось, что функция f определена в некоторой окрест
ности точки х °, и требовалось, чтобы предел ( 1) сущест
вовал и равнялся f (х °) для любой сходящейся к дг° по
следовательности точек дг*.

Сейчас мы не требуем, чтобы функция f была опре
делена во всей окрестности х °. Требуется лишь, чтобы f 
была определена в точке х ° £ А и чтобы предел (1) имел 
место для любой последовательности точек дг*€ Л, сходя
щейся к точке х°.

Приведенное определение можно сформулировать и на 
языке е, 8: функция f непрерывна в точке х °£ А , если 
для любого е > 0 найдется б > 0 такое, что

|/(х ) —/(дг°)| < е Уд: € Л, | дг — дг°|<б.
Теперь мы будем предполагать, что Л есть ограничен

ное замкнутое множество пространства R  и заданная на Л 
функция / (дг) непрерывна на этом множестве. В этих 
предположениях можно доказать следующие замечательные 
свойства:

1) Функция f ограничена на множестве Л.
2) Функция f достигает на множестве Л максимума и 

минимума, т. е. существуют в Л точки х ° и у 0 такие, 
что

f(x° )  = max/(x), /(/>) = m in/(x).
х е  А  х е А

3) Функция f равномерно непрерывна на множестве Л, 
т. е. для всякого е > 0 найдется такое б > 0, что

|/ (д О -/ (д О |< е



для любых х ' , х" £ Л,- удовлетворяющих неравенствам 
| х '— х" | < б.

Как мы видим, свойства 1), 2), 3) обобщают известные 
уже нам свойства непрерывной функции f(x )  от одной 
переменной х, заданной на отрезке [а, Ъ]. Подчеркнем, что 
отрезок [а, b\ есть ограниченное замкнутое одномерное 
множество. Ведь если какая-либо последовательность точек 
(чисел) хк, принадлежащих к отрезку [а, Ь], сходится к 
некоторой точке (числу) х0, то эта точка принадлежит к 
[а, Ь] (*06 [а, Ь]).

Доказательство свойств 1), 2), 3) совершенно аналогич
но доказательству их для отрезка [а, Ь\, приведенному в 
§§ 3.5 и 3.7. Оно всецело базируется на следующей лем
ме, обобщающей соответствующую одномерную теорему 
Больцано— Вейерштрасса из § 2.9.

Лемма. Из всякой ограниченной последовательности 
точек хк = (*?, . . . ,  х*) (Л = 1, 2 , . . . )  можно выделить под
последовательность \xkl\ (/ = 1, 2 , . . г), сходящуюся к не
которой точке х °;

| х*1— х ° | —► 0 (/— оо).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как последовательность (деЛ) огра

ничена, то существует число М  такое, что
М &  >|л:*| (/ = 1, . . . .  п; * = 1, 2, . . . ) .

Это показывает, что координаты точек х* также ограничены. Пер
вая координата образует ограниченную последовательность {x i} 
(fc= l, 2, . . . ) ,  и на основании одномерной теоремы Больцано — Вей
ерштрасса найдется подпоследовательность ktl натуральных чисел и
некоторое число х? такие, что хЛ1' — ► (1\ — ► оо). Вторую коорди
нату хкг рассмотрим только для найденных натуральных ktl. Подпо
следовательность { А }  ограничена, поэтому из нее также можно

выбрать подпоследовательность { Л , }  и число х\ такие, что x*i,— *xl.2 2 
Так как {fy,} есть подпоследовательность {£*,}, то имеет место одновре
менно л Л ,— »-xf, — ► х°2. Продолжая этот процесс, на

л-м его этапе получим подпоследовательность натуральных чисел 
kln =  kf и систему чисел х°, ........ такие, что одновременно

Х к 1 -- ► X l ,  X к1 -- > x l i  . . . ,  Х к 1 -- ► Хп ( I — *  оо ).
1 2  п

Полагая дс° =  (дг°( . . . ,  дг“ ), получим утверждение леммы.
Д о к а з а т е л ь с т в о  с в о й с т в а  1). Допустим, что / не 

ограничена на замкнутом ограниченном множестве А. Тогда для 
каждого натурального числа т  существует точка хт £А такая, что

| / ( * " ) | >  m ( т  =  1, 2, . . . ) .  (2)
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Так как множество А ограничено, то последовательность точек 
{дс»>} также ограничена и, в силу леммы, из нее можно выделить
подпоследовательность {■* *>. сходящуюся к некоторой точке л;0. 
По условию множество А замкнуто, поэтому точка лс°£Л. Но в 
точке jc° функция f непрерывна и потому

lim / (* " * )  =  /(*•). 4
k-+ со (о )

х т к 6 А

Свойство (3) противоречит свойству (2). Поэтому / может быть 
только ограниченной на замкнутом ограниченном множестве А.

Д о к а з а т е л ь с т в о  с в о й с т в а  2). По свойству 1) непре
рывная на замкнутом’ ограниченном множестве А функция ограни
чена, следовательно, она ограничена сверху некоторым числом К:

f (х )<  К  (х £ А ).
Но тогда существует точная верхняя грань / на А:

sup f (х) =  М . (4)
х 6 А

Число М  обладает следующим свойством: для любого натурального 
т  найдется в множестве А точка хт  — (х™, . . . ,  х™) такая, что

М ---— < f ( x m) < M  ( т =  1, 2, . . . ) .т
Последовательность { * т }, как принадлежащая к ограниченному 

замкнутому множеству А, ограничена:

Г ~ п
1* " 1= Т /  2  ( т = 1, 2, . . . ) ,

» i=1
и потому из нее можно выделить подпоследовательность {х  к}, схо
дящуюся к некоторой точке х °£ А .  Последнее заключение вытекает 
из замкнутости множества А.

Но функция f непрерывна на множестве А, следовательно, она 
непрерывна в точке х °, поэтому

11т / (дг"** ) =  / (*о ).
k~+  СО
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С другой стороны,

М ---( * = 1 , 2 , . . . ) .т к
Переходя к пределу в этом неравенстве при k — юо, получаем 

М <  f (х°) <  М,
т. е.

f (х °) =  М .
Таким образом, верхняя грань (4) достигается в точке дс°£<4, 

т. е. функция / достигает в точке дс°£/4 максимума на множестве А.



Итак, мы доказали, что существует точка х °£ А ,  для которой 
max f (х) = f (х°).
x tA

Другая часть свойства 2) о минимуме доказывается аналогично.
Д о к а з а т е л ь с т в о  с в о й с т в а  3). Допустим, что свойство 

неверно. Тогда существует такое е > 0, что для любого б > 0 най- 
дется пара точек х — (хи •••, *»), У =  (Уи Уп )€ А > удовлетво
ряющих неравенству
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(XI— уд1 < 6.

для которых
I / (* )  — f ( y )  IS se .

Зададим теперь последовательность положительных чисел 6Ю — >-0 
при т — *■<». Для каждого 6т  найдутся точки х т  — (х™ ,... ,х% ),ут  =  
=  (У?* ••• .{/£') такие, что

\хт — у т  | < &т , но 11 (хт ) — / (Ут ) | ^ е .  .(5)
Так как точки последовательности {х т }  принадлежат к ограни

ченному множеству А, то эта последовательность ограничена, и из

нее, по лемме, можно выделить подпоследовательность {дс *}, схо
дящуюся к некоторой точке х °£  А (в силу замкнутости множества А). 

от. т\
Так как \х * —у  * | — ►О при k — ► оо, то по д после до в этель-от.

ность {у  * }  также сходится к точке х °, потому что
И. ОТ. ОТ. ОТ. ОТ. ОТ. W,

\у к — х ° | =  \у к — х к + х  к — ле °|< |.у — х  * |  +  1*  * — Jt°|.
По условию функция / непрерывна на А и, следовательно, не

прерывна в точке х°.
Поэтому

11 m f (je” fc)=  lim / (У " * )  =  / (х °).
fc-»-ao £-► сс

т .  ОТ.
jr л € >4 у  й А

Теперь, переходя к пределу в (5) при k — юо, получаем

е <  lim |/ (х “ * ) — / ( / ” *) | =  |/ (х 0) — /(дс°)| =  0 
00от. от,

*  *,.у «л 
к мы пришли к противоречию: е < 0.

§ 8.13. Экстремумы
Пусть на области (открытое связное множество) G за

дана функция и = / (х), х  = (хь  хп) и х ° — (*?, ..., ло
точка G. Говорят, что функция u = f(x ) имеет локальный 
максимум (минимум) в точке дг°, если 3 окрестность этой
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точки такая, что V jc из этой окрестности имеет место 
неравенство

/ ( * ) < / ( * » )  ( / ( * ) > / ( * • ) ) .  ( 1)

Точку х ° будем называть точкой локального максимума 
(минимума), а соответствующее значение функции f (хв) 
максимальным (минимальным) значением функции. Локаль
ные максимум и минимум объединяются общим названием 
«локальный экстремум». Из определения экстремума вы
текает, что в достаточно малой окрестности точки х ° при
ращение функции Au = f (x )— f (х °) не меняет знака: 

А и^О  в случае локального минимума (min);
А и^О  в случае локального максимума (шах). 
Теорема  1 (необходимое у с л о в и е  э к с тр е 

мума). Пусть функция u = f(x ) имеет локальный экст
ремум в точке х°. Тогда, если существуют частные про
изводные первого порядка —  (i = 1, . . . ,  гг) в точке х°, 
то все они обращаются в нуль в этой точке:

= 0 0 = 1........л). (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем, ч т о = 0. Зафик-ОХ\
сируем переменные дс, = д̂ , . . . ,д :„ — Хп. Тогда получим 
функцию u = f(x t, х%, л̂ ) от одного переменного хг, 
причем эта функция имеет локальный экстремум в точке 

Поэтому в силу необходимого условия экстремума для 
функции от одной переменной, заключаем, что производ
ная от этой функции по переменной jcj должна быть равна 
нулю в точке л:?. Но эта производная является частной 
производной функции f (х) по переменной хг в точке 
т. е.

d f ( x ■■■,*») df (хо) п
дхх дх\

Другие случаи рассматриваются аналогично. 
С лед стви е .  Если функция и = \ (х) имеет экстремум 

в точке х ° и дифференцируема в точке х °, то  d f(дг°)=0 
или grad/(x0) = 0.

Данное следствие вытекает из определения дифферен
циала и градиента.

Зам ечание .  Условие (2) не является достаточным 
для того, чтобы в точке х ° был экстремум функции /.



Например, функция и = хгу имеет частные производные
^  = 2ху, щ = хг, которые обращаются в нуль в точке (0, 0).
Однако точка (0, 0) не является точкой экстремума, так 
как в любой окрестности этой точки Аи = х2у — 0 = х2у 
принимает как положительные, так и отрицательные зна
чения.

В дальнейшем точки, в которых существуют непре
рывные частные производные от /, удовлетворяющие си
стеме (2), будем называть стационарными точками.

Перейдем к получению достаточных условий экстре
мума. Пусть функция и = / (дг) имеет непрерывные произ
водные до второго порядка включительно по всем пере
менным, и пусть л:0— стационарная точка, т. е. df (лг°) = 0. 
Тогда, разлагая функцию u = f(x ) по формуле Тейлора в 
окрестности точки ;с°, получим

А/ (х 9) =  df (* °) - I -1  dV  (*° +  ОЛлг) =  j  Н  (х° +  6Алг) =
п п

= Т Z Z Гх.х, (*" + 0Л*) А х ‘А х / =  
t = l /'=1 1 ' 

п п 

= Т Z Z (Гх*, (*°>+ А х гХ х / =
Г = 1 , = 1 ‘ >

-  т  £  t  /v , <*•> ^ + f  1 1  ■«./:т  ■■ т  -  t=l / = 1 7 1 = 1 /=1
n n

■= т Z Z f,,*, (*°) Л* A*/ + Ya (д*).
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f = l /=1

где 0 < 0 < 1, Ax = (Ax,, . . . ,  Ax„), p = | Ад:

a (A x )—>-0 при p—>-0.
Так как вторые производные непрерывны, то величи

ны е(/, зависящие от Ах, стремятся к нулю при р=| Алг | —<- 0, 
но тогда и max \е//\ = е~— 0 при р—*0. Поэтому, учитывая, 

к /
что 1, получаем
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Итак, мы доказали, что
П П

А/ (X*) — f (х ° 4*!) / (* °) = ■4 - £  Z  Д/ + j  « (I). (3)
(=х /=i

где
U ij — a , !  — Гх.х̂ (х ° ) ,  l i  =  А*,., ! = ( ? ! , . . . ,  | „ )

и __________

а ( I )  —*0 при р = ||| = | /  >-0.
Г 4= 1

Выражение

^ ( | )= 2 2 « (7U /  (4)«=1/=i

есть квадратичная форма относительно |  = (£*,. . . ,  £„). 
По знаку этой формы можно узнать с помощью форму
лы (3) знак Af (х °) для достаточно малых | Алг |. 

Справедливо следующее утверждение:
1) Если форма А (1) строго положительно определенна, 

т. е. А (!) > 0 для всех |=^0, то функция / имеет в 
точке х ° локальный минимум.

2) Если форма А (|) строго отрицательно определенна, 
т. е. А (1) < 0 для всех 1=^0, то функция / имеет в точ
ке х" локальный максимум.

3) Если А (1 )^ 0  для всех 1 или Л ( | )< 0 д л я  всех § 
и имеется 1=т̂ 0, для которого Л(Е) = 0, то вопрос о ло
кальном экстремуме функции / в точке х ° остается от
крытым.

4) Если форма А (§) не определенна по знаку, т. е. 
существуют векторы §' и для которых /4(1')>0, 
А (|") < 0, то функция f в точке х ° не имеет локального 
экстремума.

Д о к а з а т е л ь с т в о  у т в е р ж д е н и я  1). Равенство 
(3) запишем следующим образом:

А/(Xе)оч__Pi

__Р* +  И  <ч) + « (£ ) ! ,  (5)Е Е
1-\/=1

где мы ввели новые переменные
11/ = £//Р ( *-1 .2 ........п).



Легко видеть, что
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Таким образом, точка ц при любых | находится на по
верхности n-мерного единичного шара. Функция А (tj) 
непрерывна на этой поверхности, представляющей собой 
ограниченное замкнутое множество, и по условию поло
жительна на этой поверхности. Но тогда A  ( t j )  достигает 
своего минимума т  в некоторой точке этой поверхности, 
который больше нуля (т  > 0) (см. § 8.12, свойство 2)). 
Так как а ( | )—►О при р = |1|—►О, то при достаточно 
малом б > 0

|<*($)|</л V*:|SI Св-
Сл едовательно,
A f (x °) = f (x ° + l ) - f (x ° )  =

= |2[Л(г,) + а ( | ) ] ^ ^ [ т  +  а (| ) ]> 0  Vg: |^| < б

и функция / имеет локальный минимум в точке х°.
Утверждение 2) доказывается аналогично.
Д о к а з а т е л ь с т в о  3). В данном случае форма А (|) 

для некоторого |'^=0 обращается в нуль, но тогда в силу 
свойства однородности формы (А (а|) = аМ  (1)) для |= а |', 
где а — число, она также должна равняться нулю. Эго 
показывает, что для всех указанных точек \ наша форма
равна нулю и, следовательно, f(x ° +  %)— / (х °) = -j р*а (£).
Но знак ос(|) неизвестен, поэтому мы не можем сказать, 
имеет f в х ° экстремум или нет.

Д о к а з а т е л ь с т в о  4). Здесь опять удобно обратить
ся к равенству (5). В этом случае по условию существует 
точка для которой форма положительна и существует 
точка для которой <}юрма отрицательна, но тогда для 
соответствующих им точек ц' = |'/р, Ц = |7 р будут вы
полняться неравенства А (ц') > 0, A (if) < 0 и при малых 
р окажется, что A (rj') + a (£') > 0, A (rf) + а (|") < 0, т. е. 
в любой малой окрестности дг° имеются точки х ' и х", 
для которых f [х ') > / (х °) и f (x ”) < f (x 0), а это означает, 
что заведомо нет экстремума.
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Известны *) условия (Сильвестра), выражаемые на языке 
коэффициентов а(/, при которых квадратичная форма (4) 
удовлетворяет, перечисленным выше условиям 1)—4). 
Здесь мы отметим только вытекающие из теоремы Силь
вестра критерии в случае функции u = f(x u x^ от дцух 
переменных.

Если аи = f'x* (х °) > 0 и

: апа22— а?2 = (лг°) fc  {x °)— [f",x, (лг°)]а > О

(в этом случае форма (4) строго положительно определен
на), то функция u = f(x it х2) имеет локальный минимум 
в точке х ° = (х\,х^).

Если
Га (*°) < °. f’A (*°) f*l (x°)- [r XiX, (*°)? > о

(в этом случае форма (4) строго отрицательно определен
на), то функция ц = /(хj, *,) имеет локальный максимум 
в точке дг°.

Если апам— а?, < 0, то d*/(x°), как квадратичная 
форма, не является определенной по знаку при изменении 
Дх,, поэтому в этом случае Д/(х°) также не сохраняет 
знак в любой окрестности точки х °, и, следовательно, 
экстремум в точке х ° отсутствует.

Если выражение аиам— а?3 = 0, то вопрос об экстре
муме остается открытым.

П р и м е р  1. Для функции ы = х3— 3х + уг точки 
(± 1 ,0 ) являются стационарными. Исследуем их на экст
ремум. Имеем

ы", = 6х, u ;,(±  1. 0) = ± 6, и"ху = 0, ы  ̂= 2.
Таким образом, для точки (1,0): auai2— afa = 6-2— 0 *  
= 12 > 0, аи = 6>0.  Поэтому в точке (1,0) наша функ
ция имеет локальный минимум. Для точки (— 1, 0): аи = 
= — 6 < 0, аиа22— а\2 = — 12 < 0, поэтому функция экст
ремума в точке (— 1, 0) не имеет.

П рим ер  2. Для функции и = х* + у2 точка (0, 0) яв
ляется стационарной, и легко видеть, что в этой точке 
функция имеет локальный минимум. Между тем и , = 12х2,
иху = 0, и'у, = 2, т. е. ап = 0, а12 = 0, а22 = 2 и апа22— а\2 = 0.

J ) См. нашу книгу «Высшая математика. Элементы линейной 
алгебры и аналитической геометрии», § 21,
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П ри м ер  3. Для функции и — хъ-\-уг в стационарной 
точке (0 , 0) аи = 0 , а]2 = 0 , о22 = 2 , т. е. снова аиа2г —
— а212 = 0, но в данном случае функция и — х3 + Уг в точке 
(0 , 0) экстремума не имеет, так как на прямой у = 0 при
ращение А и ~ х 3 меняет знак при переходе через точку 
л: =  0.

§ 8.14. Нахождение наибольших
и наименьших значений функции

Пусть задана непрерывно дифференцируемая функция 
и — f  (х) на множестве G a R n, представляющем собой за
мыкание ограниченной области, т. е. области, к которой 
присоединена граница dG. Тогда / достигает максимума и 
минимума в некоторых точках х  £ G (см. § 8.12, свойст
во 3)). Эти точки могут быть внутренними и граничными. 
Если точка х  внутренняя, то функция f  (х )  имеет в ней 
локальный экстремум. Поэтому, чтобы найти наибольшее 

(наименьшее) значение функции, не
обходимо найти все стационарные 
точки, вычислить значение функции 
в этих точках и сравнить их со зна
чениями функции на границе dG. 
Наибольшее из этих значений и бу
дет наибольшим значением функции 
на G.

Если GczR2 и dG является пло- 
Рис. 93. ской непрерывной кривой лг =  ср (/),

у = (р(1), то вдоль этой границы наша 
функция является функцией от одного переменного t: f[<p (t ), 
!])(/)]. Находить наибольшее значение этой функции мы 
уже умеем.

Пример. Найти наибольшее значение функции z = 
= 1— х-\-хг +  2у в замкнутой области G, ограниченной 
прямыми: х = 0, у = 0, х + у=  \ (рис. 98).

Решение .  г'х = — 1+ 2х = 0 , г̂  = 2 ^=0 , т. е. стацио
нарных точек нет. Исследуем функцию г на dG.

1) Пусть х = 0, тогда г — 1 0 ^  i/^  1. На [0, 1] 
функция z = l + 2i/ стационарных точек также не имеет, 
и г (0)= 1, z(l ) = 3.

2) Пусть у = 0, тогда z = l — х + хг, O ^ x ^ l .  Далее, 
z; =  — 1 + 2х = 0 при л: = 1/2 , т. е. х = 1/2— стационарная 
точка. Вычиеляя значение функции в этой точке и на



границе в точках х — 0 и *= 1 , получим: z(1/2) = 3/4, 
2(0)=  1, 2 ( 1)=  1.

3) Пусть х + у=  1, тогда z = 3— Зх +  х3, O ^ x ^ l .  
Так как г\ = —3 + 2х = 0 в точке * = 3/2£[0, 1], то в на
шем промежутке [0, 1] нет стационарных точек. Далее 
г(0) = 3, 2(1)= 1.

Сравнивая все наибольшие значения функции по час
тям границы, мы видим, что наибольшее значение функ
ции г(х, у) на G равно 3 и достигается в точке лг°=(0, 1).

§ 8.15. Теорема существования неявной функции

Зададим произвольную функцию f(x ,y ) от двух пере
менных х н у .  Приравняем ее нулю:

f(x, у) = 0. (1)

Множество всех точек (*, у), для которых выполняется 
равенство (1), обозначим через 9)t. Пусть (*0, у0) 6 2J?. 
т. е. f(x B, г/0) = 0.

Если не накладывать никаких условий на /, то мно
жество 9Jt может иметь самую различную природу. На
пример, в случае f (х, у) — (х— *0)2 +  (#— УоУ множество 9Л 
состоит из одной-единственной точки (х0, у0), а в случае 
f(x, у) = х2 + у2 + 1 множество 9Л пусто, в случае же
f (х, у) = (х— х0У—(у—у0)г = (х +  У—Хо—Уь) (х— у — х0+ уа)
5W есть пара прямых, проходящих через (х0, у0). Однако 
часто имеют место случаи, когда ЗЛ, по крайней мере в 
достаточно малой окрестности (х0, у0), представляет собой 
кривую, описываемую непрерывной (однозначной) функцией

# =  1|)(*) (*€ (*„— <б. *о +  б))

(таким образом, гр есть функция, определяемая неявно 
уравнением (1), см. также § 3.1).

Возникает вопрос, как по свойствам функции / узнать, 
что имеет место именно этот случай?

Ниже доказываются две общие теоремы, отвечающие 
на поставленный вопрос.

Т е о р е ма 1. Пусть задано уравнение
fix , «/)== 0, ( 1)

удовлетворяющее следующим свойствам.

(5 В. 15. ТЕО РЕМ А С УЩ ЕС ТВО ВАН И Я Н ЕЯВН О Й  Ф УН КЦ И И  343
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Функция f определена на некоторой двумерной окрест
ности Q точки (х0, у0) плоскости х, у и непрерывна там  
вместе со своими частными производными первого порядка; 
при этом

fy (*о> #о)= №

и f (x0i у о) — 0- Пусть, далее, 5R есть множество всех то 
чек (х, у), удовлетворяющих уравнению ( 1) (в частности, 
точка (х0, </0)€®^)-

Тогда, каково бы ни было Ь0 > 0, найдется прямоугольник
А = {| х— х01 < а, \у— Уо\<Ь\ (Ь < ь 0), (3)

принадлежащий Q, такой, что множество ЗЛА описывает
ся непрерывно дифференцируемой функцией (неявной функ
цией) .

t/ = \))(x), * € А \  (4)
А0 = {| х— х01 < а\. (5)

Другими словами, прямоугольник А обладает тем свой
ством, что на его проекции А0 на ось х можно опреде
лить непрерывно дифференцируемую функцию (4), явля
ющуюся решением уравнения (1), т. е. удовлетворяющую 
уравнению (О

f ix ,  ( * е л ° ) -  (6)

График ее полностью принадлежит А. Эта функция един
ственна в том смысле, что любая точка (х, у) £ 5ША имеет 
координаты, связанные уравнением (4). В частности, 
«/о =  1И *о ), потому что (х„, у0)£Ш А  (рис. 99).

Д о к а з а т е л ь с т в о  теор ем ы  1. Пусть для опре
деленности f'y(xо, Уо) > 0. Так как f'u непрерывна на Q, 
то существует окрестность точки (л:0, у0), которую мы 
снова обозначим через Q, такая, что в ней fl,(х, у) > 0. 
Введем замкнутый прямоугольник

A = {jx— x0|< a ,  \y— y0\s^b\ czQ (b< b0).

Тогда f'y(x, у) > 0 на А и
min_f'y(x, y) = m > 0. (7)

(*, »)6Д

Функция f(x, у), рассматриваемая на отрезке [t/0—
<  У <  Ус + Ь, х = х0], как функция от у непрерывна,



строго возрастает и обращается в нуль в точке y = yt 
(по условию теоремы f(x 0, у0) = 0). Значит,

/(*о. Уо — b )< 0 , f(x 0, yB +  b)> 0.
Вследствие непрерывности f найдется достаточно малое 
число а, О < а < а, такое, что
f(x , у0 — Ь )< 0 , f(x, у„ + Ь)>  0 V x € A ° “ { I *— *о|<а[.
Обозначим через А = {| л:— х0|<_а, | у — у„ | < 6} открытый 
прямоугольник. Очевидно, Д с Д с й  и Д° есть проекция Д 
на ось х.

§ 8.15. ТЕО РЕМ А  С УЩ ЕС ТВО ВАН И Я  Н ЕЯВН О Й  Ф УН КЦ И И  3 4 5

Рассмотрим теперь для произвольного и фиксирован
ного х £ Д° функцию f как функцию от у на отрезке 
[уа—Ь, у0 +  Ь]. Она непрерывна, строго возрастает (f'y > О!) 
и имеет противоположные знаки на его концах. Но тогда 
по теореме о промежуточном значении существует и при
том единственное число у , принадлежащее интервалу 
(у0— Ь, у0 + Ь), мы его обозначаем через у = (*), для ко
торого f(x, ф(х)) = 0.

Этим доказано существование определенной на Д° 
функции (лг), удовлетворяющей уравнению (6).

Докажем, что функция г|:>(;с) непрерывна на Д°. Пусть 
х, л: Дх: £ Д°, у = ̂ (х), = (х +Дл:)— (лг). Тогда на
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основании формулы Тейлора (§ 8.10) имеем:
0 = /(а'+Длг, y + Ay)— f(x, i/) =

= f'x(х + ОАх, у -f- QAy) Ах f'„ (х -f- ОАх, у + 0Ау)Ау, 
где 0 < 0 < 1. Отсюда

где точка (x + QAx, y-\-QAy)£ A.J3 силу условия теоремы 
на замкнутом прямоугольнике Д, а следовательно, и на 
прямоугольнике ДсД, функция/* ограничена (l/.vl^-M), 
а по (7) функция ограничена снизу числом т  > 0, по
этому из (8) получаем, что

т. е. А у—>-0 при Ах—>0, что означает непрерывность 
функции у = ^(х) в точке х. Так как точка х— произ
вольная точка Д°, то функция г|;(х) непрерывна на Д°.

Теперь, переходя к пределу в (8) при Ах—>-0, полу
чаем (по доказанному Ау также —>• 0)

Мы доказали существование производной i|)' (х) в точ
ке х и равенство

Непрерывность ф' (х) непосредственно видна из (10), по
тому что f'x и f'u непрерывны на прямоугольнике Д, а 
кривая г/ = г|з(л:) не выходит за его пределы и является 
непрерывной, как мы доказали выше.

Сформулируем теорему, аналогичную теореме 1, в слу
чае, когда неявная функция зависит от п переменных.

Теорема Г .  Пусть задано уравнение

А у __ +  У+9А1/)
д* — ( * + едх, у + е д у ) ’ (8 )

Л(/| ^  м
Д* т

(9)

f(x , y) = f(x u . . . ,  лг„, у) = 0, ( П
удовлетворяющее следующим условиям.

Функция / определена на некоторой окрестности Q 
точки (лг°, у°) = (х[, . . . ,  хпп, if ) пространства # п+1 точек



(дг, у) — {х 1( х,„ у) и непрерывна там  вместе со 
своими частными производными первого порядка-, при этом

П (х \  1/° ) = ( | ) о^О ,  f(x °, у°) = 0. (2')

Пусть, далее, 9Л есть множество всех точек (дг, у), удов
летворяющих уравнению ( Г )  (в частности, (х°, у °)£Ш ).

Тогда, каково бы ни было Ь0 > 0, найдется в Q прямо
угольник
А = {\х/— x'j | < а, /= 1.......п, | у — г/° | < 6} (Ь< Ь0), (3')
принадлежащий Q, такой, что множество ША описывается 
непрерывно дифференцируемой функцией (т . е. имеющей 
непрерывные частные производные)

г/ = \И*) = 'И *1........ хп), х £ А °, (4')
A0 = {\xj— x0j\< a , / = 1, п\. (5')

Частные производные от функции вычисляются по 
формуле

% — % ! %  . ..  ................ ( '» ’)

Если функция f (в случае теорем 1 и Г ) имеет не
прерывные производные более высокого порядка /, то и 
неявная функция имеет производные порядка /, кото
рые можно найти, дифференцируя I раз формулу ( 10) 
или (10').

Пример.  Пусть известно, что функция f(x, у), рас
смотренная в теореме 1, имеет непрерывные частные про
изводные второго порядка. Будем исходить из равенст
ва (10). Дифференцируя его по х, получим

/ у ) _ fytf'x ’ +  f'xift'') —  f’x (Fxy +  f y V )
*  W  '

Мы использовали формулу дифференцирования слож
ной функции.

§ 8.1 в. Касательная плоскость и нормаль
Пусть поверхность S задана уравнением

F(x , у, г) = 0 ( 1)
в неявном виде. Будем считать, что F  (х0, у0, го) = 0 и в 
некоторой окрестности точки (дст0, у0, г„) функция F  имеет

§ 816. КА С А Т ЕЛ ЬН А Я  ПЛОСКОСТЬ И НОРМАЛЬ 347
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непрерывные частные производные, одновременно не рав
ные нулю. Тогда

grad0F  = ((F ;)0, (F '„)0, (F;)„)=£0. (2)

Мы пишем (Ф )0 вместо Ф  (х0, у0, г„).
Для определенности предположим, что (F ')0 Ф  0. Тогда 

на основании теоремы о неявной функции существует 
окрестность точки (л:0, у0, г0), в которой поверхность S  
описывается явно непрерывно дифференцируемой функ
цией z = f(x , у). Уравнение касательной плоскости к S в 
точке (х0, у0, г0), как мы знаем, имеет вид

г —  го “  if дг)о (■* *о) "I" if у) О (у Уо)>
где

( / ; ) .  =  - ( ^ ) о / ( ^ ; ) о .  (Гу)  о =  - (Р 'у М Р 'г ) * '

В силу этого уравнение касательной плоскости к 5 в 
точке (х0, у0, г0) запишется так:

( ^ ' ) о  ( * — * о ) +  ( F y ) »  ( У — Уо) +  (^ г )о  ( г — г о) =  0 , (3 )

8 уравнение нормали к S  в точке (л0, ув, г0)— таю
х— х„ _  У — Уо _  г — г0 /4ч
( П ) ,  (F y ) .  (f ;)o  • 1 '

Те же уравнения (3), (4) мы получим, если предпо
ложить, что (F [)9ф 0  или (F^)0^=0. В этих случаях в 
окрестности (х0, у0, г0) поверхность S  описывается явно 
соответственно уравнениями

х = ср(у, г), y = ip(x, г).

Мы видим, что при условии (2) некоторый кусок по
верхности S, принадлежащий к достаточно малой окрест
ности (х0, у0, г0) в любой его точке имеет касательную 
плоскость, непрерывно изменяющуюся при непрерывном 
передвижении точки (х0, у0, г0). Такой кусок называют 
гладким куском поверхности S.

Другое дело, если gradoF  = 0. В этом случае нельзя 
гарантировать, что в точке (*0, у0, г0) существует каса
тельная плоскость к S. Она может существовать, а может 
и не существовать.

Пример.  Уравнение
г2 + г/2— х2 = 0 (5)



определяет круговой конус с вершиной в начале коор
динат и осью, совпадающей с осью х (рис. 100).

Левая часть уравнения (5) имеет частные производные
F'x = — 2х, F '= 2 у, F'2 = 2 г,

одновременно не равные нулю, если точка (х, у, г )Ф (0 ,0, 0). 
В любой такой точке, которую обозначим через (х0, у0, гд), 
касательная плоскость определяется уравнением

— х0 (х— х0) + у0 (у— у„) + г0 (г— г0) = 0 .
В начале же координат касательная плоскость к нашей 
конической поверхности не существует. В этом случае 
grad0 F  = 0.

i  8.16. КА С А Т ЕЛ ЬН А Я  ПЛОСКОСТЬ И НОРМ АЛЬ 3 4 9

Точки (х0, у0, 20), лежащие на поверхности S, в ко
торых grad0 F  = 0, называют особыми темпами поверхно
сти S.

Рассмотрим непрерывно дифференцируемую функцию 
u = f(x, у, г) (6)

на некоторой области Q точек (х, у, г). Пусть в точке 
(*о* Уо> 2о)€^ ее значение равно числу А-

А ~  f {.Xо> Уо» 20).
Если частные производные от / в точке (х0, у0, га) одно
временно не равны нулю, то уравнение A = f(x , у, г) 
определяет в окрестности этой точки некоторую гладкую 
поверхность S, называемую поверхностью уровня функ
ции (6).

Касательная плоскость к S в точке (х0, у0, г0) имеет 
уравнение

( У \  „  \  ̂ f df \  .. ч fd f
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Нормаль к S  в точке (дг0, у0, г0), т. е. прямая, про̂  
ходящая через эту точку, перпендикулярно к касатель
ной плоскости, очевидно, имеет уравнение 

Х —х0_ У —у„ Z —г0
( д1 \ ~ ( д1 \  т -
\dxJo \д у ) о \ д г )  о

Мы видим, что вектор

направлен по нормали к поверхности S.
Уравнение z = f(x, у), где функция / имеет непрерыв

ные частные производные, определяет некоторую гладкую 
поверхность S. Положим A — f(x 0, у0). Если в точке
(хо> Уо) частные производные одновременно
не равны нулю, то уравнение А — f(x, у) определяет в ок
рестности этой точки некоторую гладкую кривую Г (ли
нию уровня функции z = f (х, у)).

Уравнение касательной к Г в (х„, у„) имеет вид

{сГу)0(у~ У°> = ° '

Вектор » {jfo) ) направлен по нормали к Г в точ-
ке (л-0, Уо).

§ 8.17. Системы функций, заданных неявно

Выше мы рассмотрели вопрос о существовании непре
рывной и дифференцируемой неявной функции, опреде
ляемой одним уравнением.

Здесь мы рассмотрим аналогичный вопрос для сово
купности неявных функций уи . . . ,  ут , определяемых 
системой уравнений

fi(X it •••> Х п\ t/f, • • • | ут) — 0,

fm(Xi’ •••» Хп’> Vi' •••» Ут) — 0* -
(1)

Таким образом, мы ищем функции уи . . . ,  ут от 
*j, хп как решения системы ( 1): = и х„) 
(t = l, . . . ,  т ).



Выясним те условия, которые обеспечивают суще
ствование решения системы ( 1) и дифференцируемость 
функций у/.

Теорема  1. Пусть задана система уравнений (1), 
удовлетворяющая следующим свойствам.

Функции fj определены на некоторой ((п -f т)-мерной)
окрестности £2 точки (х °, у °) = (х°, х*\ у\........ у°т )
пространства Rn+m точек (х, у ) = (хи . . . ,  хп; yi t . . ут) 
и непрерывны там вместе со своими частными производ
ными первого порядка с якобианом (определителем Якоби1))
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дА M idyi ' ’ д У т 1 dh o(f,..........
д[т 1 ду] D ( y i ..........

ду т
Кроме того, точка (х°, у 0) удовлетворяет системе (I).

Пусть ЯН есть множество всех точек (х, у), удовлет
воряющих системе (1) (в частности, (х°, _У°)6ЭД?).

Тогда, каково бы ни было Ь0 > 0, найдется прямо
угольник
Д =  . {1 * ,— х)\ < а (/'= !, п),

\У1— У°\< Ь  (1=1, . . . .  т)\  (&<&„), (3)
принадлежащий Q, такой, что множество 03!А описы
вается непрерывно дифференцируемыми функциями

Vi — 'W (•*■) (* =  1......... fn), лтбА°, (4)
Д° Н 1 */— хЦ < а, 7 = 1, . . . ,  п\. (5)

Другими словами, прямоугольник Д обладает тем 
свойством, что на его проекции Д° на координатное под
пространство (xlt\ . . ,  хп) можно определить непрерывно 
дифференцируемые функции (4), удовлетворяющие урав
нениям (1):

/ j  (х, г|ч(дг), . . . ,  ( * ) )  ŝO, (х € А», / =  1, ..... m)

и неравенствам 1 (х)— у)\< Ь. Эти функции единствен
ны в том смысле, что любая точка (лг, з>)£$ЩД имеет 
координаты, связанные уравнениями (4).

В частности у) = г|), (д:0) (/ = 1, . . . ,  т ), потому что 
(ЛГ°, У ° ) £ Ш .

I) К. Г, Якоби (1804— 1851) — немецкий математик.



З а м е ч а н и е  1. В теореме можно считать, что пря
моугольник А и его проекция Д° определяются неравен
ствами
Д“ |1 Xj— x ^ K a , (/ = 1........ л);

\У1— y°i\< bi (<'=1, (3*)
Д0 *= {I 1 <  «/. /=  !. •••»«}, (5*)

с различными, вообще говоря, числами aJt bt. Ведь если 
теорема верна для прямоугольника (3*) при некоторых а;-, 
b!t то, положив b — minb;, можно вследствие непрерыв
ности функций яр, указать- такое число а < (j — 1, . . .
. . . ,  л), что точки
(х , ifj (х ), . . . ,  (х )) с х  £ {| Xj Xj | a, j — 1, . . . ,  n\
окажутся в прямоугольнике (3).

Заметим, однако, что вообще невозможно добиться, 
чтобы а и & в (3) были равными, в чем легко убедиться 
на примере одного уравнения F  (х, у) = у — хг = 0, л:0=г/0=0.

Приведем доказательство теоремы 1 только для частного слу
чая двух уравнений

*2. Уи У2) =  0. \ (1,j
M * i .  х2, уи  у2) =  0. /

Нам надо доказать, что если функции 7 i и /а непрерывно диф
ференцируемы в некоторой окрестности точки М °  =  (*®, х°, i/®,
€ ^ 4. удовлетворяющей уравнениям (1'), и якобиан

dh_ dU_ 
dyi ду2 
dh dh 
дуг ду2

в М °, то для любого &о > 0 найдется прямоугольник

Д = { | * 1— х° | < а, | *2— *2| < а, \У1 — У\\ < Ь, \у2— 1/2 | < ь}
(Ь < <>о), (3')

принадлежащий указанной окрестности, и существуют непрерывно 
дифференцируемые функции

> (̂ 1. *2 )€ л °. <4')
Уг =  Уг(х\, хг) I 

определенные на его проекции

Д° = {|*1—*?| < О, 1*2—дг2|<а) (5')
такие, что они удовлетворяют уравнениям (1') и обладают свойствами

=  (̂ 1. -̂ а). У2 =  'Ы*1> *»)•
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Ф  0 (2')



При этом для (xi, х2)£ А 0
(*i, *2, ^1 (*ъ х2), 'M * i .  *г))€  Д- (6)

Указанные функции гр!, ф2— единственные, описывающие все 
решения уравнений (1') в прямоугольнике Д; иначе говоря, если 
какая-либо точка (*j, х2, У\, у2) £  А удовлетворяет уравнениям (1‘), 
то ее координаты связаны соотношениями (4').

Из того, что якобиан (2') не равен нулю в /И®, следует, что 
один из его элементов не равен нулю в AJ®. Не нарушая общности, 
считаем, что

т
К  этому неравенству всегда можно прийти, соответственно перену
меровав в случае необходимости fь  /2 и t/j, у2.

Так как частные производные от /, и f2 по условию непрерыв
ны, то существует достаточно малая окрестность точки М °, на ко
торой не только якобиан (2'), но и производная — ■ не равны нулю.
Но тогда для первого уравнения (Г ) ,  если его рассматривать отно
сительно неизвестной функции yt от (*ь  х2, у2), выполняются усло
вия теоремы 1' § 8.15. Поэтому для любого 60 существует прямо
угольник

Ai = { | —л:? I < а, \х2— *®| < a ,  \y2— yl\ <  Р, \yi—yi\ < v)
(V < *о) (8)

и непрерывно дифференцируемая функция
1И =  Ч (xi, х2, у2), (9)

(хи х2, у2) € Д? =  {| Х\— дт” | < а, \х2— х\\ < а  \у2— у21 < р}, 
удовлетворяющая первому уравнению (1'):

f i(x  1, х2, Ф(ДГ1, дг2, у2), г/2) = 0, (10)
где

(*ъ  х2, I/2) £  (х\, х2, ф(дсь  х2, у2), у2) g Д,. (11)
При этом функция ф единственна в том смысле, что любая точка 
(*ь  х2, У\> Уг), принадлежащая к А, и удовлетворяющая первому 
уравнению (1'), имеет координаты, связанные равенством (9); в част
ности,

(/» =  ф(дг®, дг», j/»). (12)

З а м е ч а н и е  2. Отметим, что в (8) мы могли бы на первом 
этапе рассуждений считать а =  р. Но в дальнейшем придется числа 
а, Р несколько уменьшить, вообще говоря, непропорционально. 
Уменьшенные а и р  пригодны и для рассматриваемого первою 
этапа рассуждений.

Итак, мы получили тождество (10) верное каковы бы ни были 
независимые (*1, х2, у2) £ А®. Но это тождество остается верным и 
если считать, что у2 есть любая непрерывно дифференцируемая 
функция y2 =  ty2(xi, хг), такая, однако, чтобы

(x i, х2, ф2(лгь  х2)) £ Д?. (13)

12 Я. С. Бугров, С. М. Никольский
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Но таких функций фг бесконечное множество. Цель наша выбрать 
среди них такую, чтобы функции
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(14)

тождественно удовлетворяли второму уравнению (1'). Первому урав
нению (1') они уже удовлетворяют. Итак, подставим найденную 
функцию ф во второе из уравнений (1'):

f2 (xj, х2, ф(лгь х2, уг), t/2) — 0 (15)
и будем искать функцию у2 от (*ь  дг2), ему удовлетворяющую. По
ложим

Ф ( * ь  *2, Уг) =  \% (*ь  xt , ф'(дгь  дг2, yt), уг).
Функция Ф  непрерывно дифференцируема для любых (xlt xt,
(см. (11)). Она удовлетворяет равенствам

Ф / 0  О Оч Г / 0  0 / 0  о Оч О» P / О О О  Оч Л(х\, хг, Уг) =  га (*ь  х2, ф (*ь  *2, Уг), Уг) =  !г (*i, *а, уи у2) —0 
(см. условие теоремы и (12)). Кроме того,

5Ф
7 Г ^ ° -дуг

В самом деле, для точек (дгь х2, у2) £ А° (пояснения ниже) 
дФ _ dft дф д/, _  dfj Г dft j dft \ df2 ^  
ду* dyt fitу2 ду2 dyt V ду2 j dyi )  ^  ду2

dh_ dh 
dfj д'Л д‘Л  
dyt ~  dfi df% 

dyi ду2
В первом рапенстве (16) применено правило о производной сложной 
функции, во втором надо учесть, что, согласно (10),

_дф_ _ _  dfi. I dh 
dy2 ду2 I ду, '

Конечно, там где мы пишем частные производные от f i  и /2, счи
тается, ЧТО ОНИ ВЫ ЧИСЛЯЮ ТСЯ В Т О ЧКаХ  X i— Xi, х2 =  х2, f/i == ф (jet,
х2, уа), уг — у2. В  последнем соотношении (16) надо учесть (2') и (7).

Л1ы видим, что левая часть уравнения (15) удовлетворяет всем 
условиям теоремы 1' § 8.15. Поэтому в прямоугольнике Д“ (см. (9)) 
найдется новый, вообще говоря, меньшнй прямоугольник, который 
мы снова обозначим через А® (см. выше замечание 2), и найдется 
непрерывно дифференцируемая функция

f/a = ta (*i. *а). (*ь *») £ А° = {| ЛГ1 — | < а, |дг2 — х» | < а},
(х 1, лга, ф2 (хи х2))£А \, 

удовлетворяющая уравнению (15):
Ф ( * 1. *». ф, (*,, xt)) =  ft (xi, *2, ф (xit x2, ф* (Xi, д:а)),ф , (*i- *а)) =

=  /a (xit хг, Ф1 (*ь  дгг), ф3(*1, *а)) =  0, 
(хи *8) £ Д ° ,  fa ,  xt, Ч>2 [хи * ,))€ £ » , Ф. (*°, *®)=»у®.

(д к _ df2__- Ё 2 . d h )  1
1 ду, ду* ~ дуi д у Л I;'40- "6>
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При этом любая точка (*j, xt , 02) £ Д J, удовлетворяющая уравне
нию (15), имеет координаты, связанные равенством =  (xi, xt). 
Но тогда выполняется такое соотношение (см (11)):

Итак, доказано существование непрерывно дифференцируемых 
функций

удовлетворяющих обоим уравнениям (1') « притом так, что

и любая точка (х\, хг, уи  j/s)£ A i,  удовлетворяющая уравнениям 
(1'), имеет вид, как в (17).

Переход от Д, к Д можно осуществить с помощью замечания 1.

З а м е ч а н и е  3. Укажем способ нахождения частных 
дУ]производных .

Пусть все условия теоремы 1 выполнены. Тогда, под
ставляя функции У] = (х) в (1), получим систему тож
деств:

Дифференцируя по хк каждое тождество системы (18) 
как сложные функции, получим:

Система (19) является линейной относительно неиз

(*1, *2, (*1, хг), (*!-, **))€Д/.

у\ =  ̂  (х° , х\), у\ =  1|-а (х °, * ° ) .

При этом
(*1, Xt, (хи хг), (хи ДГ2) ) ^Л ( (17)

fi {X, Ч'1 (*)» • • •. Ут (*)) 35 °.
(18)

Ё!±- л .  A ll. 4- I d/i дфя _  0
dxk ^  dyt dxk "**••• "** dym dxk

> (19)
h o .

r t V . 1 f\H . n r .  1 f i l l  f lY t .дхк _г дух dxk ^  ^  дут  дхк J

ду/ d\p /
вестных производных =  -щ - ( j  =  1, . . . ,  m ). Опреде
лителем ее является якобиан
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Поэтому система (19) имеет единственное решение:
dt/i D (h ,  . . •> fm) \ D (h ........ , fm)
дхк 0 (х к,У2, .1 • • t Ут)1 D (г/i....... » Ут)

ЭУт D (fu ’ - .fm ) . . . J ,
дхк D (У!,■■• ,У т~ и Х к)1 D (yu ■■■,y,

§ 8.18. Отображения

Пусть задана система непрерывно дифференцируемых 
функций

У/ = Ф/ (* ) = Ф/ (*i........хп), лгб£2(/=1......... т ), (1)
где £2— открытое множество точек x = (xt........хп). Бу
дем говорить, что система (1) определяет непрерывно диф
ференцируемое отображение

у= А х , х е & , ( Г )
множества £2 на некоторое множество £2' точек у  = 
= (Уи • • •. Ут)- Будем еще писать Q.' = А (£2) и называть £2' 
образом £2, а £2— прообразом £2' (посредством отображе
ния А).

Наряду с А рассмотрим другое непрерывно дифферен
цируемое отображение В:

*/ =  'IVCV)=='M '/ i.........У т ) ,  y € A ( i =  1.......... т ) ,

открытого множества Л точек у  на некоторое множество 
точек г = (ги . . . , г т). Таким образом, г  = By, у  € А.

Зам ечание .  Отметим, что если х ° £ £2 и у ° = А х ° £ Л, 
то в силу непрерывности А найдется окрестность Vx« 
точки х°, образ которой посредством А принадлежит к Л. 
Уменьшая £2, положив £2 = Vxo, получим тогда, что£2'с:Л.

Если £2'с:Л, то имеет смысл сложное непрерывно 
дифференцируемое отображение z = В  Ах, х £ £2, опреде
ляемое равенствами г, = 1|ь (ср, ( j c ) ,  . . . ,  <рт (х )), *££2
(/ = 1........т ).

Якобианы отображений А, В, ВА  связаны замеча
тельными равенствами

т
D (zu  . ■>*m). dzi у дг[ dys dzi . I дУ*
D (x u  . • i xm) dxj L a

s= 1 dx j ~5y7 \ dxj

___ D > • • • * %т) ^  (У) > • 1 1 > Ут) /о\ 
0 (01. •*.,!/«) 0 (х х........хт ' 1 { '
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доказательство которых, как мы видим, основано на при
менении формулы производной от сложной функции и 
правила умножения определителей.

В частности, если В  обращает А на множестве то
чек х  £ Q, т. е. х  = В  Ах, х  € есть тождественное ото
бражение, то в силу того, что его якобиан равен 1, по
лучим формулу

' 1 D (x u . . . , XJ  D ( g i , . y , y m)  X ( Z Q ' (3 )
D  (У1* * t У т )  D  (х \, *. ■ 1 Хт )

Будем теперь считать, что определяемое равенствами (1) непре
рывно дифференцируемое отображение у = А х  имеет якобиан

D (У ......... Ут )
D (  .......... хт ) фО, x £ Q ,

т. е. не равный нулю всюду на открытом множестве П,
Приведем без доказательства следующие свойства:
1) Q' =  >4(Q)— открытое множество (вместе с Q l)y
2) если Q — область, то и £2' — область,
3) отображение А локально взаимно однозначно, т. е., какова 

бы ни была точка х °££2, найдется шар с центром в ней та
кой, что отображение А, рассматриваемое только на V, взаимно 
однозначно.

Свойство 3) утверждает только локальную взаимную однознач
ность. Глобальной взаимной однозначности может и не быть. На
пример, преобразование х =  р cos 0, i/ =  p s in 0 полярных координат 
точек плоскости в декартовы при р > 0 и произвольном 0 непре
рывно дифференцируемо и имеет положительный якобиан, равный р. 
Оно отображает точки (р, 0) (р > 0, — оо < 0 < оо) плоскости (р, 0) 
в точки (х, у), отличные от нулевой точки, локально взаимно одно
значно. Однако каждой такой точке (х, у) соответствует хотя и 
одно р, но бесконечное число различных значений 0, отличающихся 
между собой на 2kn(k=  ± 1, ± 2, . . . ) .

§ 8.19. Условный (относительный) экстремум

Рассмотрим в пространстве R 3 функцию и — F (х, у) = 
—хг + у*. Легко видеть,, что с геометрической точки зре
ния эта функция представляет собой квадрат расстояния 
точки Р  — (х, у) от начала прямоугольной системы коор
динат х, у. Она не имеет наибольшего значения в /?2. 
Но если ее рассматривать только для точек (*, у) эллипса

у 2 it 2
G (х, у) 3= + -р-— 1=0 (6 >а),  то ясно, что она до
стигает наибольшего значения в точках Р 0 — (0, Ь) и Р^= 
= (0, — b) (рис. 101).

Таким образом, функция u = F (P ), рассматриваемая 
во всей плоскости R t, не имеет наибольшего значения,
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но эта же функция при условии, что точка Р  находится 
на эллипсе, принимает наибольшее значение (два раза).

Эта ситуация приводит нас к задаче об отыскании 
экстремума функции при условии, что ее аргументы удов

летворяют некоторым дополнительным 
ограничениям.

Итак, пусть дана функция
u = F (P ) = F (x it . . . .

У
grad Г  
grarf G

У и Ут)
от п-\-т переменных. Требуется найти 
экстремум функции F  (Р) при условии, 
что переменные xh ук связаны т  соот
ношениями

G, (JCj, . .  •, Ух.......... Ут) =  О-

G m (Хи хп. Уг......... Ут) =  0,
(1)

Рис. 101. которые обычно называются уравнения
ми связи.

Система уравнений (1) определяет в пространстве R n+m, 
вообще говоря, некоторое множество, которое мы будем 
называть поверхностью.

О пределение .  Будем говорить, что точка Р °=  
= [Xi, . . . ,  л'Я, y°i, . . . ,  у°т), удовлетворяющая уравнениям 
(1), является точкой локального условного (относитель
ного) максимума -{минимума), если в R n+m 3 окрестность 
точки Р ° такая, что VP из этой окрестности, удовлетво
ряющих уравнениям связи (1), выполняется неравенство 

F ( P ) ^ F  ( Р ° )  (F  (Р )  >  F  ( Р а)).
Точка локального условного максимума или минимума 

называется точкой локального условного (относительного) 
экстремума.

В рассмотренном выше примере точка /3о = (0, Ь) яв
ляется точкой условного локального максимума, так как 
.для всех точек Р, лежащих на эллипсе, и ( Р ) ^ и ( Р 0).

Займемся сначала выяснением вопроса о необходимых 
условиях, чтобы точка Р °  была точкой локального отно
сительного экстремума. Пусть Р ° — точка условного экстре
мума и функции Glt . . . , G m имеют непрерывные частные 
производные и якобиан

0 ( 0 , ........G J
D (у и

в окрестности этой точки.
Ф о (2)



Как нам известно, система (1) разрешима относительно 
переменных г/,, . . . , у т в некоторой окрестности точки Р°:

yi = <f>t{xu . . . ,  х„) (i=  1........т ),

где функции ф , ( х ( , . . . , х п) имеют непрерывные частные 
производные в точке M ° = (xJ, ...,хЦ).

Подставляя эти функции ф, в F, получим, что F  бу
дет функцией только от п переменных xlt хп, неза
висимых . между собой:
F (хи . . . ,х „ ,  ег, (xj........х„)..........фя (xt......... х„)) =

=  Ф (х 1( . . . ,х„) .  (3)

Очевидно, что если F  достигает локального условного 
экстремума в точке Р°, то Ф ^ ,  . . . ,  х„) достигает в точке 
М ° = (х|1|, . . х̂ ) обычного локального экстремума, или, как 
говорят, абсолютного локального экстремума, и обратно.

Но тогда, как мы знаем, должны выполняться ра
венства

дФд-™~ = 0 0' = 1. •••,«) или = =°> (4)

где dx,(i=  1, . . . , л ) — дифференциалы независимых пере
менных.

Точку Р°  = (х?,' . . . ,  х°, у°и . . . ,  у°т), для которой 
в силу (1) (или (3)) выполняются (4), будем называть 
стационарной точкой функции F  при наличии связей (1).

Мы доказали, что для того, чтобы точка Р °=  
= (xj, . . . ,  х,°„ t/i, . . . ,  у'т) была точкой локального условного 
экстремума, необходимо, чтобы она была стационарной 
точкой F  при наличии связей (1).

Дальнейшие наши рассмотрения относятся к вопросу
о том, как найти указанную стационарную точку, не 
разрешая систему ( 1) относительно переменных yit . . . ,  ут , 
г4отя существование функций ср,, . . . , Ф ОТ мы будем пред
полагать. Будем писать (F )0, (ф ,)0 вместо F  (Р °), ф, (М °).

В силу инвариантности формы дифференциала первого 
порядка условия (4) эквивалентны условиям

d ®  f M - l- t f  ( Р Ч - £ ( £ ) , * , + Е  ( £ ) , ' ^ й = ° .  (5)
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где входящие в dF зависимые дифференциалы dylt . . . ,d yn 
соответственно равны

П

= f ) o dx‘ { k = l ........т ) '

Эти дифференциалы вместе с независимыми дифферен
циалами dxlt . . . ,d x n связаны соотношениями

п т

dG,. (Р °) = 2  ( ^ ) 0 dXj + £  (-|g- )0 dyk = 0 (i = 1..... т ),

(6)
которые мы получаем из уравнений связи.

Итак стационарная точка функции F  при наличии 
связей (1) может быть определена также как такая 
точка Р ° — (х°1, . . х„, у\....... у0т ), удовлетворяющая урав
нениям (1), что для нее выполняются равенства (5) для 
всех dxlt . . . ,  dxn, dylt . . . ,  dym, для которых имеют место 
равенства (6).

Введем (п -f- т)-мерные векторы
grad0 G/ = gradG/(P°) =

д G , \  / 5 С / \  / d G , \  / d G , \ \ .  ,иг) о....( Л* [ ж ) о...\ ж ; ) о У '=1...т)<
grad0 F  = grad F (Р °) —

- ( ( - £ ) . .......... ( £ ) . • ( & ) . ............( т е - ) . ) -
dz (dx ,̂ • *,*> dxn, dy±, • • dym).

На языке этих векторов уравнения (5) и (6) можно 
записать через скалярные произведения

(grad0 F, dz) = 0, (5')
(grad0 G/( dz) = 0 (j = \ , . . . ,m ) .  (6 ')

Мы получили, что точка P ° = (x°l, ...,x °n,y\ ........г/,°„)
есть стационарная точка при наличии связей (1) тогда и 
только тогда, когда она удовлетворяет уравнениям ( 1), 
и если из того, что какой-либо вектор dz ортогонален 
к градиентам gradoG^ ... ,grad0Gm, следует, что он орто
гонален к grad0 F. Но в таком случае (пояснения ниже) 
существует и притом единственная система чисел Лх, . . .Л т
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такая, что
т

grad0 F  = 2  Хк grad0Gft. (7)

Обратное утверждение тоже верно. Если известно,, что 
grad0 F  при некоторых числах Х1, . . . , Х т может быть 
представлен в виде (7), т. е. в виде линейной комбина
ции градиентов grad0 Gk (k = 1, . . . ,m ) ,  то отсюда немед
ленно следует, что как только какой-либо вектор dz орто
гонален к градиентам grad0Gft, он автоматически ортого
нален к grad0 F.

Убедиться в верности обратного утверждения не пред
ставляет никакого труда: из (7) и (6') следует, что

Что же касается прямого утверждения, то мы сошлемся 
на теорему из линейной алгебры1). Все же сделаем 
пояснения.

Пусть L есть линейное подпространство R n+m, натя
нутое на векторы grad0 Gf {j = 1, . . . ,  т ), т. е. множество 
линейных комбинаций вида (7), соответствующих всевоз
можным системам чисел Х1( . . . , Х т . Введем подпростран
ство L ' векторов dz, ортогональное к L, т. е. L '  состоит 
из всех векторов dz, ортогональных к L, или, что все 
равно, ортогональных к векторам grad0Gy(/ = l, . . . ,  т). 
Если2) L' ортогонально к L, то и, обратно, L ортого
нально к U , т. е. L  состоит из всех векторов, ортого
нальных к L '. Как было сказано в стационарной точке 
Р°, градиент F  ортогонален ко всем векторам dz, орто
гональным к градиентам G/t т. е. градиент F  ортогонален 
к L'. Но тогда по указанной теореме градиент F  при
надлежит к L, таким образом есть некоторая линейная 
комбинация из градиентов G/y единственная линейная ком
бинация, потому что градиенты Gy (/ — 1, . . . ,  т )  образуют 
линейно независимую систему в R n+m. Дело в том, что

J ) См. нашу книгу «Высшая математика. Элементы линейной 
алгебры и аналитической геометрии», § 19, теоремы 1, 2 и след
ствие 1.

-) См. теорему 1 § 19 указанной выше книги.

\к=1
т т

= 2  К  (grad» Gk, dz)= 'Z Xk- 0 = 0.
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матрица из частных производных функций G.
dGi dGi dGi dGi
dr, дхп дУх дУт

dGm ж т dGm вот
дх, дхп ' ’ дут

(8 )

имеет в окрестности точки Р°  ранг т ,  потому что мы 
предположили верным условие (2), но тогда строки этой 
матрицу определяют векторы (градиенты), образующие 
линейно независимую систему *).

Из сказанного следует, что стационарную точку функ
ции F  при наличии связей (1) можно определить еще и 
так: это такая точка Р ° = (хЧ, . у\, . . . ,у^),
удовлетворяющая уравнениям ( 1), для которой гради
ент F есть линейная комбинация из градиентов G, 
(/= 1, . т )

grad0F =  'Z Я, grad0G.. (7)

Можно, еще сказать так: для того чтобы точка 
Я° = (*1. • • х°п, y l . . . .  у°т)

была стационарной для функции F  при наличии связей ( 1), 
необходимо и достаточно, чтобы для нее существовали 
числа Aj, .. , Хт , для которых выполняется равенство (7).

Так как ранг матрицы (8 ) в точке Р а равен т , то 
каждой стационарной точке соответствует единственная 
система чисел Яг....... кт , для которых имеет место ра
венство (7). Равенство (7) эквивалентно следующему:

grad0 F -  2
/=1 . = 0 . (9)

Функцию, стоящую под знаком градиента в (9)

L  (Я, X) = F ( Р ) -  2  b,G, (Р), I  = (А,, . . . ,  X J ,
/= 1

называют функцией Лагранжа, а числа А, множителями 
Лагранжа.

1) См. § 13 указанной на с, 361 книги.
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Запишем условия (9) в развернутом виде:

50;
1 dxJ  f r t дх1

= о 0 = 1,

d L _ _ d F _ __у »  „ 50,- _ »
“  дук £  Ai дук -  и (fe= l,

«)»

ш ).

(9 ')

Вопрос о нахождении стационарных точек F  при на
личии связей ( 1) свелся к решению системы, состоящей 
из уравнений (1) и (9').

Резюмируем сказанное.
Чтобы найти стационарную точку

■> У °т )Р ° = (х°, .. х°, у\,
функции F  при наличии связей, надо составить 
функцию Лагранжа и систему уравнений (9') и решить 
эту систему совместно с уравнениями 
связи (1). Всего здесь будет п + 2т  урав
нений с л 2/л неизвестными хх, . . . ,х„,  
г/,,. . . ,  утЛ г, ■ ■ ■, hm. При этом решение си
стемы относительно х,- и yf даст точку
(х?, УЬ i/m), которая будет
стационарной точкой. Точки локального 
условного экстремума находятся среди ста
ционарных точек. Выяснение вопроса о том, 
будет ли на самом деле стационарная точка 
Р ° точкой условного экстремума, удобно 
проводить, рассматривая второй дифференциал функции 
Лагранжа. При выяснении знака d2L  (Р °, К) нужно учи
тывать, что дифференциалы dyk зависят от дифферен
циалов dx,-.

Пример. Пусть на плоскости хОу дана фигура, ог
раниченная осями координат и параболой у + хг— 3 = 0 
(Os^x^ l^  3). Вписать в эту фигуру прямоугольник со 
сторонами, параллельными осям координат, одна из вер
шин М = (х, у) которого находится на этой параболе, 
так, чтобы площадь прямоугольника быда наибольшей 
(рис. 102).

Решение .  Пусть х и у — координаты вершины М. 
Тогда площадь прямоугольника S  = xy. Далее, так как 
точка М лежит на параболе, то ее координаты должны 
удовлетворять уравнению параболы: у + х2— 3 = 0. Таким 
образом, мы должны исследовать на условный экстремум
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функцию S  — ху при наличии связи у + хг— 3 = 0. Соста
вим функцию Лагранжа L(x, у, Ъ) — ху— Х(у + х*— 3). 
Найдем стационарные точки задачи из уравнений

=  у — 2Ях =  0 ,

'  ^ -  =  х — Х = 0, 
ду

у - ^ х 1— 3 =  0 .

Решая эту систему, находим, что х=1, у = 2, Я=1. 
Таким образом, точка (1, 2) стационарная и ей отвечает 
множитель Лагранжа А.= 1. Исследуем в стационарной 
точке второй дифференциал функции Лагранжа

L(x, у, 1) = ху у— хг 3.
Имеем

d2L(x , у, 1) = Lx*dx2 -f- 2Lxydx dy + Lyidy* + + L'yPy,
где последние два члена в правой части возникают по
тому, что дифференциалы dx и dy зависимы и, вообще 
говоря, d2x ^ 0, d * y ^ 0. Однако в стационарной точке

d ’ 2> ^  =
Поэтому

d2L(x, у, 1) = L"x,dx2 + 2Lxydx dy + L"y,dy*=2dx (dy— dx).

Если считать dx и dy как дифференциалы независимых 
переменных, то d2L(x , у, 1) не является определенным по 
знаку. Однако из уравнения связи видно, что dy — — 2xdx 
и в точке (1, 2) d y = — 2dx. Таким образом,

d2L  (1, 2, 1) = — 6dx*<0 (dx=£ 0),

а следовательно, и приращение функции L(x, у, Я) в точке 
х— \, у = 2, А = 1, соответствующее приращению х, рав
ному dx=£0, меньше нуля (AL(1, 2, 1)<0). Значит, 
функция S = xy имеет в точке (1, 2) локальный условный 
максимум, так как на параболе г/4-х2— 3 = 0, AS = AL.

Итак, кз всех прямоугольников указанного вида, 
наибольшую площадь имеет прямоугольник со сторонами 
ОА=  1, 08 = 2.
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РЯДЫ

Выражение
U0 +  Ul +  U2 +  • • •* ( О

где числа ик (члены ряда), вообще комплексные, зависят 
от индексов /г = 0, 1, 2, . . . ,  называется рядом. Этому 
выражению мы не приписали никакого числа, потому что 
сложение бесконечного числа слагаемых не имеет смысла. 
Ряд (1) еще записывают таю

2  (2)
*=о о

Эта чисто формальная запись часто более удобна, чем 
запись ( 1).

Числа
S n =  «о +  u i +  • • • + « „  ( я  =  0 , 1, . . . )

называются п-ми частичными суммами ряда (1).
По определению ряд (1) сходится, если существует

lim Sn = S.
П -> 00

В этом случае пишут
00

=  м0 "Ь и \ *Ь и 2 ~Ь • • • =  2  Uk (3)(1

и называют 5 суммой ряда, т. е. выражениям (1) или (2) 
приписывается число 5. Говорят еще, что ряд (3) схо
дится к S.

§ 9.1. Понятие ряда
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З а м е ч а н и е .  Равенство lim Sn = S, где Sn и 5 —
П -+ оо

комплексные, определяется так же, как для действитель
ных S n, S, т. е. оно обозначает, что Ve > О BN: |5n— S| <е 
'in  > N. Здесь |S „— S| — модуль разности двух комплекс
ных чисел Sn, S. Для комплексных переменных доказы
вается в точности так же, как для действительных пере
менных, что предел суммы, разности, произведения и 
частного переменных ип, vn равен соответственно сумме, 
разности, произведению, частному пределов этих пере
менных с обычной оговоркой в случае частного (lim vn Ф  0).

В силу условия Коши (верного и для последователь
ностей комплексных чисел), для того чтобы ряд ( 1) схо
дился, необходимо и достаточно, чтобы для всякого е > 0 
нашлось такое N, чтобы для всех натуральных п >  N 
и любого натурального р выполнялось неравенство

I и п +1 +  • • • -\-ип +Р  1 =  1 I <  е -

Отсюда в частности (полагая р=  1), следует, что если 
ряд ( 1) сходится, то его общий член стремится к нулю:

lim «„ = 0. (4)
П -*• со

Но условие (4), будучи необходимым, не является доста
точным для сходимости ряда, как это будет видно из 
дальнейших примеров.

Рассмотрим еще ряд
00

ип + 1 + НП + 2+ • • • = 2  “ „+*• (5)
4=1

Так как условие Коши сходимости рядов (1) и (5) 
формулируется совершенно одинаково, то они одновре
менно либо сходятся, либо расходятся (не сходятся). 
Если они сходятся, то сумма ряда (5) равна

т
lim X  и ,+{ = lim (Sn+m— Sn) = S — Sn.

m  -*> со k  =  1 m  -*• ce

Ряд (5) называют остатком или остаточным членом 
ряда (1).

Если члены ряда (1) неотрицательны (таким образом, 
действительны), то его частичные суммы образуют неубы
вающую последовательность ^  S 2 ^  S3 . . . ,  поэтому, 
если эта последовательность ограничена

(п = 1 , 2 , . . . ) ,
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то ряд сходится и его сумма удовлетворяет неравенству 
lim Sn = S М.

П -*■ со

Если же она неограничена, то ряд расходится:
lim S n = оо.

п -*■ со

В этом случае пишут
со

2  ик= ОО.
* = 0

Пример. Ряд
1 +  2 +  Z2 +  . . . (6)

имеет (при г Ф  1) частичную сумму S n(z) = (1 — гп+1)/(1 — г). 
Если |г |< 1, то | г п.+11 = | г |n+1 и г"+1—«-О (п —>■ оо). 
Таким образом, ряд (6) сходится и имеет сумму, равную 
(1— г)-1 на открытом круге | z |< l .  Если же | z | ^ l ,  
то ряд (6) расходится, потому что в этом случае его 
общий член, имеющий модуль, не меньший единицы 
! г" 1̂ 3=1, не стремится к нулю при п —*• оо.

§ 9.2. Несобственный интеграл и ряд

Рассмотрим интеграл
ь
lf (x )dx ,  ( 1)
а

имеющий единственную особенность в точке Ь. Пусть 
a = b0 < bt < bt < . . .  <b, bk—*b.

Тогда можно определить ряд
bt ь, ш 6fc+i

\ f(x)dx + (x)dx+ . . .  = 2  $ f dx, (2)
b0 b, * - °  ьк

k-й член которого равен
bk+ i 

ыА= 5 fdx. 
h



Т е о р е м а  1. Если интеграл (1) сходится, то  схо
дится также ряд (2) и имеет место равенство

Ъ „  ** + 1
) f (x )dx  = 'Z  J  f dx. (3)
e - 0 bk

Действительно,
п bk + i  bn +1 Ъ

lim 2   ̂ fdx=  lim $ fd x = [fd x .  
n-*a> 0 bk » -»■ *  6, a

Если f неотрицательна на [ a ,  b), то и , наоборот, из 
сходимости ряда (2) следует сходимость интеграла (1). 
В самом деле, пусть ряд сходится и имеет сумму, рав
ную S. Для любого 6', где а < Ъ' < Ь, можно указать 
такое n' = п(Ь'), что Vn > л ', b' < Ьп. Поэтому, учитывая, 
что / (х) ^  О,

ь' ьп n- ibk+i 
 ̂f jj f dx = 2  5 f d x ^ S ,

a a

т. e. интеграл в левой части ограничен и, следовательно, 
несобственный интеграл (1) существует. Но тогда, как 
доказано выше, справедливо равенство (3).

Если же функция f не сохраняет знак на [а, Ь), то из 
сходимости ряда (2) вообще не следует сходимость ин
теграла.

Например, ряд
2 <А+1)л

2  \ sin xdx =
*=0 2Ал

00

сходится, интеграл же Jsinxdx расходится потому, что
о

функция от х
X
J  sin/d/ = 1— cos х 
о

не стремится к пределу при х —» оо.
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Т е о р е м а  2. Если функция /(х )^ 0  непрерывна и не 
возрастает на [0, оо), то  интеграл

00

$ / (* )dx (3')
о

и ряд

S / ( * )  = f(0) + / ( l )  + / (2 )+ . . .  (4)
*=о

одновременно сходятся или одновременно расходятся. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеют место неравенства

*+i
/(* + ! )<  j  f (x )d x ^ f (k )  (&*= О, 1, . ..) . 

Суммируя их по ft, получим

2 / ( 6 )= £ f ( * + ! ) <  s /(*)<**< 2 М )-1 0  о О

Отсюда, учитывая, что все члены в этих соотношениях 
при возрастании п монотонно не убывают, следует ут
верждение теоремы.

Из доказанной теоремы следует, что ряд

1 + - ^ r + i ! r +  • • • (5 )

сходится при а >  1 и расходится при а ^ 1  потому, что 
функция 1/(1 + * )“ при <х> 0  непрерывна и монотонно 
убывает на [0, оо), а

Г dx ( <  оо ( а  >  1),

J  <» + *)“ \ = оо ( а ^ 1).

Ряд (5) при 0< а< ;1  может служить примером рас
ходящегося ряда с общим членом (ип — п~а), стремящимся 
к нулю.

В случае а < 0  непосредственно видно, что ряд (5) 
расходится (общий член не стремится к нулю).
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§ 9.3. Действия с рядами
00 00

Если ряды  2  ик и 2 ^ *  сходятся и а  — число, то ряды 
о о

00 со

21 au k< 2 ]  (uk ±  vk) также сходятся и 
о о

00 00

= (1)О о
СО 00 со

2 (“* ± 0* ) = 2 “* ± 2 «*- (2) О 0 0

Действительно,
00 п п  00

lim 2  lim Ц м 4 =  а ^ » ( ,
О Л —* со О я  ао О О

со п

2 ( « ft± u ft) =  Hrn 2 ( « * ± 0 * )  =
О п —► со О

п п 00 оо

=  lim 2 « * ±  lim 2 ^  =  2 и * ± 2 ^ -
/1 -»  CD 0 n -+  со О О О

Подчеркнем, что из сходимости ряда, стоящего слева 
в (2 ), вообще не следует сходимость каждого из рядов, 
стоящих справа в (2). Например, ряд

(1- 1) + (1- 1) + . . .  (3)
сходится (все его члены равны нулю), но выражение

СО 00

2 1 — 2 1  не имеет смысла — ряды, входящие в него, 
о о 

расходятся.
Если ряд

11 и +  ut - f  и2 +  • • • (4)

сходится и имеет сумму S, то члены его можно любым 
образом сгруппировать скобками (однако не переставляя 
их), например, так:

и а 4* ( и 1 +  и г) +  (u t  +  u i  +  и ъ) +  • • • I

образуя новый ряд, члены которого равны суммам чисел, 
стоящих в скобках. Новый ряд будет сходящимся и притом 
к S , потому что его частичные суммы образуют подпосле
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довательность сходящейся последовательности частичных 
сумм ряда (4).

Наоборот, раскрывать скобки в ряду, вообще говоря, 
незаконно, например, после раскрытия скобок в сходящемся 
ряду (3) получается расходящийся ряд 1 — 1 +  1 — . ; . . 
Впрочем, если внутри скобок всюду стоят только неотри
цательные или неположительные числа, то раскрытие 
в таком ряду скобок не изменяет сходимости ряда и вели
чины его суммы.

§ 9.4. Ряды с неотрицательными членами

Т е о р е м а  1 ( п р и з н а к  с р а в н е н и я  р я д о в ) .  
Пусть даны два ряда:

О 2  и*, 2)
о о

с неотрицательными членами.
а) Если uk <^vk (k — 0, 1, . . . ) ,  то из сходимости 

ряда  2) следует сходимость ряда 1), а из расходимости 
ряда  1) следует расходимость ряда  2).

б) Если

l im —  =  А >  0,  (1)
k —*■ ОС

то ряды  1) и 2) одновременно сходятся и расходятся.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ряд 2) сходится и S  — 

его сумма. Тогда

(и =  0, 1, . . . ) ,
о о

т. е. частичные суммы ряда 1) ограничены и ряд 1) схо
дится. Его сумма S' удовлетворяет неравенству S' ^ S .

Пусть теперь ряд 1) расходится: тогда (см. § 9.1) его 
частичная сумма неограниченно возрастает вместе с п, 
что в силу неравенства

Е  (п =  0, 1, . . . )
о о

влечет также неограниченное возрастание частичных сумм 
ряда 2), т. е. расходимость последнего. Этим доказано 
утверждение а).
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Пусть теперь имеет место (1). Зададим положительное 
число е, удовлетворяющее неравенству А — е >  0. Из (1) 
следуют неравенства

А - г < ^ < А  +  ь (k >  N),

верные при достаточно большом N,  или неравенства

(A — e) vk < u k < ( A  +  z ) v k (k >  N).  (2)
Если ряд 2) сходится, то сходится также ряд

се
2  (А +  е) vk, и на основании второго неравенства (2),

k = N +  1 00
сходится ряд 2  ик, а тогда и ряд 1). Обратно, схо-

к = Л ' +  1
CD

димость ряда 1) влечет сходимость ряда 2  (А — е)иА
k = N+ I

и, следовательно, сходимость ряда 2).
Аналогично доказывается, что из расходимости одного 

ряда вытекает расходимость другого. Этим доказано 
утверждение б).

Т е о р е м а  2 ( п р и з н а к и  Д а л а м б е р а *)). П усть 
дан ряд

£ « *  (3)о

с положительными членами.
а) Если

1 (* =  0 , 1 , 2 , . . . ) ,  (4)

то ряд  (3) сходится; если же

^ ± * > 1  (* =  0 , 1 , 2 , . . . ) ,  (5)

то расходится.
б) Если

l im ^  =  <7, (6)
ft 0= Uk

то ряд (3) сходится при q <  1 ы расходится при g >  1.

372 гл. в. РЯДЫ

I) Ж. Даламбер (1717— 1783)— французский математик.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем

u" =  uo T - ‘ - ^ - - - i r 17 (n =  °> 2 - •••)■Uq U\  и п - 1

поэтому из (4) следует, что

u „ < u 0qn, q <  1 (л =  0, 1, . . . ) ,

00

и так как ряд 2  uBqn сходится, то вместе с ним сходится
1

и ряд (3). Из (5) следует, что ип^  и„ (п — О, 1, 2, . . . ) ,  
и так как и0 >  0, то ряд (3) расходится (общий член не 
стремится к нулю).

Если теперь выполняется свойство (6) и q <  1, то для 
положительного е такого, что q +  е <  1, ик+1/ ик <  q +  е <  1 
(k ^  N) ,  где N  достаточно велико. В силу признака (4)

ао
в таком случае ряд 2  ик сходится, а вместе с ним схо-

N
дится и ряд (3).

Из свойства же (6) при q >  1 вытекает, что uk+1/ uk >  1 
(k ^  N)  при достаточно большом N,  и тогда в силу при- 

00

знака (5) ряд 2  ик расходится, а вместе с ним расходится
N

и ряд (3).
Т е о р е м а  3 ( п р и з н а к и  К о ш и ) .  П уст ь дан ряд 

(3) с положительными членами.
а) Если

* /Г * < < 7 < 1  (А =  0 . 1, . . . ) ,  (8)

то ряд  (3) сходится; если же

*/7Гй> 1  (/г =  0 , 1, . . . ) ,  (9)

то ряд (3) расходится.
б) Если

Пш \ /  ик =  <7, ( 10)
к -*■ ес

то ряд  (3) сходится при q <  1 и расходится при q ~ > \ .
в) Если

й т  * / ^  =  <7. ( 11)

то ряд  (3) сходится при q < 1  и расходится при q >  1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из неравенства (8) следует, что 
ик <  Як (Q <  1. k =  0, 1, . . . ) ,  и так как в этом случае

со

ряд 2  Як сходится, то сходится и ряд (3). И з неравенства
о

(9) следует, что ик ^  1 (£ =  0, 1, . . . ) ,  т. е. не выполняется 
необходимое условие сходимости, и поэтому ряд (3) рас
ходится.

Д алее из свойства (10) при q <  1 следует, что

V  ик < Я +  ъ <  1 ( k > N )  (12)
при достаточно большом N , откуда

“ * < (< 7 +  е)* ( k ^ N ) ,
оо

и так как ряд 5 J(Я +  е)к сходится, то сходится и ряд
N

а вместе с ним ряд (3). Из свойства (10) при q >  1
Л'

вытекает, что \ /  и к >  1, т. е. ик >  1 (к ^  N)  при достаточно 
большом N,  откуда следует расходимость ряда (3).

Из свойства (11) (так ж е как из свойства (10)) при 
q <  1 следует ( 12), откуда, как уж е доказано, вытекает 
сходимость ряда (3).

Наконец, пусть выполняется свойство (11) при q >  1. 
Подберем конечное число qt так, чтобы 1 <  </, <  q.  На 
основании свойства верхнего предела (см. § 2 . 10) сущест
вует подпоследовательность kt <  к2 <  . . .  такая, что

V м** >  <7i >  1 ( s =  1, 2 , . . . ) ,
т. е.

uks >  q \s.

Но тогда lim uus — оо и ряд (3) расходится.
S —► 00

З а м е ч а н и е .  Ряд с общим членом ип =  п~а (а  >  0) 
сходится при а  >  1 и расходится при 1 (см. § 9 .2 , (5)). 

При этом в обоих случаях

И т ^ = 1 ,  (13)
п 00 ип

так же как

3 7 4  г л .  9. р я д ы

l im У и п— 1. (14)



Таким образом, существуют как сходящиеся, так и рас
ходящиеся ряды с признаками (13) и (14).

Р яд 1 +  • • • называется гармоническим рядом
(он расходится, см. § 9 .2 , (5)).

П р и м е р ы .

1) 2) i £ ( a > 0). 3) £ ( * > / * - - 1).
о I 1

4) ^  In (1  + 7 ") • 5 ) (q >  0).

Ряд 1) сходится Улс^ 0. При * =  0 это очевидно, а при 
х >  0 это следует из того, что uk+l / uk — x/ ( k - { - 1) —>0 , 
k —«-оо. Более того, мы знаем, что этот ряд является 
рядом Тейлора функции е* и сходится V* к сумме, рав
ной ех .

Ряд же 2) сходится при 0 ^ х <  1 и расходится для 
д г > 1, потому что при х > 0  для него ик+1/ик =
— x ( k / ( k + \ ) ) a —<-дг, k —► оо; при х — \ см. выше замеча
ние. Случай jc =  0 тривиален.

Ряды 3) и 4) расходятся в силу теоремы 1 § 9.4 , 
потому что е11к— 1 «  \ /k ( k —♦ оо) и In (1 + ( 1/£)) ж  \ /k 
( k —► оо) ( « « » — знак асимптотического равенства, см.

00
§ 3 .9 , § 3 .10), а гармонический ряд расходится.

1
Ряд 5) сходится при 0 < < /  <  1 и расходится при q >  1,

потому что для него \ /  uk =  q' + ̂ ^ ^ —y 4 ( k —► оо). При 
q =  1 он тоже расходится— общий член ряда в этом случае 
равен 1.

Т е о р е м а  4. П уст ь ряд

ио +  Wf +  i/2+ . . .  (15)

с неотрицательными членами сходится и имеет сумму  S.  
Тогда полученный в результате произвольной перестановки 
его членов новый (заново перенумерованный) ряд

и» "Ь Wi -f- иг - f - . .  • (16)

также сходится и имеет т у же с у мму  S.  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть

$ п  “ = и о +  Ml +  • • • +  и ’п
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— частичная сумма ряда (16). Члены ее находятся в ряде 
(15) под некоторыми номерами к0, . . . ,  kn. Пусть N  — 
наибольшее число среди них и S N есть А -̂я частичная 
сумма ряда (15). Очевидно, S n ^  S N S , и так как п 
произвольно, то ряд (16) сходится и имеет сумму S ' ^ 5 .  
Но теперь приведенное рассуждение можно провести еще 
раз, поменяв ряды (15) и (16) местами, и получить, что 
S ^ 5 ' .  Поэтому S =  S' .

§ 9 .5 . Ряд Лейбница

Ряд вида

а„— а1+ а г— ая+ . . . ,  ( 1)

где числа ак >  0 , монотонно убывая, стремятся к нулю 
{ак ^ а к+1\ ак —*-0, k —>- оо), называется рядом Лейбница.

Покажем, что ряд Лейбница сходится и его сумма 
S < a 0.

В самом деле, частичная его сумма S 2n+1 с нечетным 
номером 2п + 1  может быть записана в виде

*“*2л + 1 =  «О ( 1̂ в2) (в, в4) — ’ • • • (а 2п-1 в2„) ®2п +1 ’

откуда, очевидно, следует, что она ограничена сверху 
числом а0:

С другой стороны, она может быть записана в виде

*̂ 2л + 1 =  (во ®l) "Ь (<̂ 2 0 3) (йгп ^2n+l)>

откуда следует, что она монотонно не убывает. Но в таком 
случае существует предел lim S 2n+l =  S ^ a 0. Очевидно

п -*■ со
также, что

lim S 3n =  lim (S 2n+1 fl2n+i) =  ,5 0 =  S .
n -*■ оО n  —► CO

Теорема доказана.
П р и м е р .  Ряд  1— j  +  - j — . . .  есть, очевидно, ряд

Лейбница. Таким образом, он сходится и его сумма S  не 
превышает 1 (на самом деле, 5 »  I n2,  см. § 4.16,  п. 4),
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§ 9 .6 . Абсолютно сходящиеся ряды

Ряд с комплексными членами

ыо +  ui + и г+  . . .  ( 1)

называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд

I U0 | +  I U1 I +  I U2 I +  • • • (2)

модулей его членов.
Абсолютно сходящийся ряд сходится.
В самом деле, пусть ряд (1) абсолютно сходится; тогда 

сходится ряд (2) и в силу признака Коши для любого 
е >  0 найдется такое N , что е >  | ип+1| +  . . .  + 1 ип+р | для 
всех р  и п >  N.  Тем более, тогда е >  | un+i +  . . .  - f  ип+р |. 
Поэтому в силу признака Коши ряд (1) сходится.

Сходящиеся ряды с неотрицательными членами три

виальным образом сходятся абсолютно. Ряд 1— 4 г  +

+  — . . .  (а  >  0) сходится, потому что он есть ряд
Лейбница. Однако абсолютно он сходится только при а  >  1.

Т е о р е м а .  Если ряд абсолютно сходится, то при 
любой перестановке его членов сходимость полученного 
нового ряда не нарушается и его сумма остается прежней.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала докажем теорему в слу
чае, когда члены ряда uk— действительные числа. 

Положим (для действительных uk)

I uk, если uk ^  0 , _ J — uk, если uk ^ . 0 ,
Uk ~~ \  0, если uk <  0, и* ~  \  0, если ик >  0; ^

числа и ик , очевидно, неотрицательные и

uk =  ut —  uk . (4)
Наряду с рядом (1) будем рассматривать два ряда,

со оо

2  Ы* И 2  «ft (5)
о о

(с неотрицательными членами).
Пусть ряд (1) абсолютно сходится и члены его — дей

ствительные числа ик. Тогда ряды (5) также сходятся, 
потому что, очевидно, ик ^  | ик |, ик ^  | ик\.

Пусть ряд, полученный после перестановки исходного 
ряда ( 1), имеет вид c'i +  ̂ 2 +  t' a + - • •• Д ля его членов



в в ед ем , как выше, числа vk и vk . Тогда (пояснения ниже)
сс 00 ес 00

=  2  («л — =

= £ * - £ « * - £ w - « b - ) - £ « vО О О  о

П ервое равенство в этой цепи следует из (4), второе — из 
§ 9 .3 , (2), если учесть, что ряды (5) сходятся, третье 
следует из того, что сходящиеся ряды с неотрицательными 
членами перестановочны, четвертое из § 9 .3 , (2), и, нако
нец, пятое — потому, что vk —y k — vk . Теорема для дей
ствительных ик доказанз.

Пусть теперь ик =  а к+ ф к— комплексные числа, а 
числа vk имеют прежний смысл. Так как | а л- | ^ | ы к |,

со

|Р * 1^ 1Ы*|, т0 ряды с (действительными членами) 2 а *

Ф
и 2  Pft абсолютно сходятся, и члены их, как сейчас было

о
доказано, можно переставлять. Поэтому, считая, что vk =  
г = у л +  /бл, получим

2 li* = 2  (“*+$*) = 2  а* + * 2  Р* =

=  2 т и - *  £ ( V* - M S f t ) = i x -О О О  о

Теорема доказана полностью.

§ 9.7. Условно сходящиеся ряды 
с действительными членами

Из предыдущего параграфа мы знаем, что абсолютно 
сходящийся ряд с действительными или комплексными 
членами после перестановки членов остается абсолютно 
сходящимся и имеющим прежнюю сумму.

Оказывается это  ̂ свойство — не менять сумму после 
перестановки членов — присуще только абсолютно сходя
щимся рядам.

Рассмотрим ряд
«0"Ь«1 + « ! + • • •  ( 1)

с действительными членами сходящийся, но не абсолютно.
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Можно доказать, что, каково бы ни было число S,  
конечное или бесконечное, т. е. удовлетворяющее неравен
ствам— оо оо, существует перестановка членов 
ряда ( 1), в результате которой получится ряд, сходящийся 
к 5 . Поэтому неабсолютно сходящиеся ряды называют 
условно сходящимися.

Сделаем еще следующее замечание. Пусть задан ряд (1) 
из действительных чисел, условно сходящийся. В ряде (1) 
имеется бесконечное множество положительных и отрица
тельных членов, и, очевидно, они в отдельности образуют 
расходящиеся ряды (в противном случае исходный ряд 
был бы абсолютно сходящимся).

§ 9 .8 . Последовательности и ряды функций.
Равномерная сходимость

Рассмотрим последовательность функций \ fk (x) \ ,  опре
деленных на некотором множестве точек х  =  (xlt . . . ,  хп) 
«-мерного пространства. Они могут принимать комплекс
ные значения (fk (х) =  а к (х) +  i$k (х)). Можно считать также, 
что л: — комплексные точки (х =  |  +  /г]), пробегающие не
которое множество Е  точек комплексной плоскости, и 
тогда f k (x) — функции комплексной переменной .v.

Пусть для каждого значения -х £  Е  последовательность 
{ / «(*) }  стремится к числу f (х) (функции от х).

По определению последовательность f  „ (х) сходится 
(стремится) к /  (х) равномерно на Е, если существует схо
дящаяся к нулю последовательность неотрицательных чи
сел р„ (не зависящих от х) такая, что

\f  { x ) ~ f n ( x ) \ < P n  V x £ £ .  ( 1)

Это определение эквивалентно следующему: для лю
бого е >  0 найдется N  такое, что при п >  N

l / ( * ) - U * ) | < e .  V x € £ .

В самом деле, если выполнено первое определение, 
то для любого е >  0 найдется N  такое, что

е >  pn > \ f  (* )— fn (*)| V x e £ ,
j  g л > iV

e > | / ( * ) — /„ (* )!  V x £ E ,  n > N .  (2)
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Обратно, по второму определению для любого е >  0 
найдется N  так, что выполняется (2). Но тогда

е >  sup | / ( * ) — /„(•*) 1 =  Р„ (п >  N).  (3)
х е Е

Мы видим, что неотрицательные числа р„ не зависят от 
х  и | f (х) — /„ (* ) |^ р „ ,  р „ —*-0 , т. е. выполняется пер
вое определение.

В первом определении в качестве р„ можно взять 
точную верхнюю грань

sup I / (* )— М * ) |  =  р„.
*е£

Если она стремится к нулю при п —* оо (рп —»0), то f n (x) 
стремится к /  (х) равномерно на Е,  если не стремится, 
то не равномерно.

Можно еще дать третье определение равномерной схо
димости в духе Коши: последовательность {/„ (х) } равно
мерно сходится на Е,  если для любого е > 0  найдется 
такое N,  что выполняется неравенство

I/»+,(*) —fn Ml <е (4)
при любых п >  N  и р >  0 и для всех х £ Е .

Из того, что последовательность равномерно сходится 
в смысле второго определения, следует, что для всякого 
е >  0 найдется такое N,  что для п >  N  и любых р  вы
полняется неравенство

I +р (*)—/»(*) К  I /»+,(*)—/(*) I +1 / W — fn (х) I < 2е

т. е. выполняется третье определение. С другой стороны, 
пусть выполняется третье определение; тогда для каждого 
отдельного значения х £ Е  выполняется, очевидно, обыч
ный признак Коши сходимости последовательности, поэ
тому она сходится к некоторой функции /  (х). Зададим 
теперь е >  0 и подберем N  так, как указано в третьем 
определении. В неравенстве (4), где п >  N  фиксировано, 
перейдем к пределу при р —>оо; в результате получим 
I/(■*)— f n W I < e  ( х £ Е ) ,  откуда

p„ =  sup| / ( * ) — /„ (х) | <  8,
х€ £

и так как п >  N  можно взять любым, то р„ —> 0 (п —<■ о о ), 
т. е. выполнено первое определение.
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Изобразим в прямоугольной системе координат график 
функции у  =  f (х) (предельной функции), которую мы счи
таем непрерывной на отрезке [а, Ь] (рис. 103). Зададим 
е >  0 и определим е-полоску толщиной 2е, окружающую 
график. Произвольная точка е-полоски с абсциссой х  £  
имеет ординату у ,  удовлетворяющую неравенствам

f { x)  — E < y < f { x )  +  8.

Если последовательность функций \ f n (*)^ стремится 
к f (х) равномерно на [а, Ь], то по заданному е >  0 можно 
указать такое N,  что для лю
бого п >  N  график у  =  /„ (* )  
окажется внутри е-полоски.
Если ж е fn (х ) стремится к 
f ( x)  неравномерно на [а, Ь], 
то, хотя для каждого значе
ния * /„ (х) стремится к /  (х), 
все ж е Ve >  0 невозможно 
указать такое N,  чтобы для 
каждого п >  N  все графики 
y  =  f „( x)  попали в е-полоску 
(см. ниже пример 3).

Нетрудно видеть, что ес
ли а — число, а {f k (x)\  и

— Две последовательности функций, равномерно 
сходящиеся на Е,  то последовательности \ af k (x)\  и 
{ fk (*) ±  (*)} также равномерно сходятся на Е.  Н е
трудно также видеть, что если последовательность функ
ций равномерно сходится на Е,  то она равномерно схо
дится и на E' cz E.  Обратное утверждение, вообще говоря, 
неверно.

Заметим, что каждой последовательности функций 
{/*(*)} соответствует ряд

fo (х) +  [ft {x)— f 0 (*)] +  \ f t (x)— f 1 (л:)] +  . . . ,

n-e частичные суммы которого соответственно равны f„ (л:).
Пусть теперь задан ряд

u0 {x) +  ui {x)  +  u 2( x ) +  . . (5)

члены которого, вообще говоря, комплексные функции 
от х £ Е,  где Е  — по-прежнему некоторое множество 
точек «-мерного пространства или комплексной плос
кости.
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По определению ряд  (5) равномерно сходится на мно
жестве Е  к функции S( x) ,  если последовательность {£*(*)} 
его частичных сумм равномерно сходится на Е  к S(x) .

В частности, определение равномерной сходимости 
ряда, очевидно, можно высказать так: ряд (5) равномерно 
сходится на множестве Е,  если для любого е >  0 най
дется такое N,  что для п >  Л/ и р >  О и всякого х £ Е  
выполняется неравенство

К +1 ( * ) +  • • • + ы в+, ( * ) |  < е .

Следующая теорема дает важный критерий равномер
ной сходимости ряда.

Т е о р е м а  1 ( В е й е р ш т р а с с а ) .  Если члены ряда  (5) 
удовлетворяют неравенствам

1М * ) К « *  (/е =  ° . • • • ) .  (6)
где х £ Е ,  a a k— числа (не зависящие от х), и если ряд 
с членами a k сходится, то ряд  (5) сходится на мно
жестве Е  абсолютно и равномерно.

В самом деле, из сходимости ряда с членами a h и из
(6) следует, что для любого е >  0 найдется такое N , что 
при любых я > /V и р >  О и произвольном х £ Е

е >  «„+ 1+  •••  +  a n+JP>
Ж * г ( * ) 1+  • • •  + \ u „ + p ( x ) \ > \ u n + i ( x ) +  . . .  +  ип+р (д )|,

а это и значит, что ряд (5) равномерно сходится на Е.  
Абсолютная его сходимость очевидна.

Т е о р е м а  2. Если последовательность функций {f„ (х) } 
равномерно сходится на множестве Е к функции f и fn 
непрерывны в точке х? (относительно Е ), то /  также 
непрерывна в х°.

На языке рядов эта теорема гласит: сум м а равномерно 
сходящегося на Е ряда функций, непрерывных в точке 
х ° £ Е ,  есть непрерывная функция в этой т очке1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Зададим е >  0 и подберем на
туральное N  так, чтобы | f (х )— f N (х) | <  е/3 для всех х  £  Е, 
что в силу равномерной сходимости fn к f  возможно. 
Имеем, далее,

| /  (x) — f (*>) | <  | f (x)— fN (х) | + 1 fN (x)— f N (х°) | +

J) См, замечание в § 9,12,



для любой точки х £ Е .  Но функция fN непрерывна в я0, 
и можно указать такое б >  0, что | / > ( х ) — f N (л;0) | <  е/3 
для всех х £ Е  таких, что | х — х ° | < 6; поэтому из (7) 
следует, что для таких х

| / ( х ) - / ( ^ ) | < |  +  |  =  е,

и теорема доказана.
П р и м е р  1. Ряд

1 +  ( х— 1) +  (**— х) +  (х3— я*) - 4 - . . ( 8)

сходится на отрезке [0, 1], но неравномерно. На отрезке 
[О, q\,  где 0 < ^ < 1, он сходится равномерно.

В самом деле, п-я частичная сумма ряда (8)

( 0, 0 < * <  1,
S .  ( * > « * " -------- 1 ^ _ 1П сс \ 1 , л --  1.

Абсолютная величина разности 5 ( х ) — S „ (a-) (остатка 
ряда) равна

( хп, 0 ^  х <  1,
|S (* )- S .M I« { 0( х = 1. О)

На отрезке [0, <7], где 0 <  q <  1,

I ^ {х)— S n {x)\  =  xn ^ q n.

Правая часть этого неравенства не зависит от * 6  [о, <7] 
и стремится к нулю при п —<- 00 (qn —*■ 0). Это показывает, 
что ряд (8)- равномерно сходится на отрезке [0 , </], где 
0 <   ̂<  1.

С другой стороны, из равенства (9) видно, что 

sup |S ( * ) — S „ (* ) |* = l .
*e[o, i]

Таким образом, число 1 есть самое малое число пре
вышающее |5 (д с)— S „ (x ) | для всех * £ [ 0, 1]. Но постоян
ное число 1 не стремится к нулю при п —*оо,  поэтому 
ряд (8) хотя и сходится на [0, 1], но неравномерно. 

П р и м е р  2. Ряд
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имеет я-й член, удовлетворяющий неравенству
I sin пх I

л2

и при этом ряд

< ^ 2  V * € ( — ОО, оо),

сходится. Поэтому по теореме Вейерштрасса ряд (10) 
равномерно сходится на всей оси ( — оо, оо).

Так как члены ряда (10) суть непрерывные функции, 
то по теореме 2 сумма этого ряда есть непрерывная 
функция.

П р и м е р  3. На рис. 104 изображена функция /„ (х) 
(я =  1, 2, . . . ) .  Она линейна на каждом из отрезков 
[0, 1/я], [1 /я , 2/я], [2 /я , 1] в отдельности. Кроме того,

/п (0) = / (2/я) =  0 и /„ (* ) =  0 на 
[2/я, 1], Л, (1/я) =  1 • Очевидно,

lim fn (x) =  f(x) =  0 V * € [ 0, 1],

потому что /„ (0) =  0 —* 0 , а если 
0 <  х  ^  1, то f n (*) =  0 У я >  2/ jc. 

Далее, очевидно, что

s u p  I f n  (х )  /  (■*) I =ЛС 6 [О, 1]
=  SUP f n  W = l .  xe[u. l]

и при этом постоянное число 1 не стремится к нулю при 
я —* оо, т. е. /„ (х) —► f  (х) =е= 0 на [0, 1], но неравномерно.

На рис. 104 пунктиром изображена е-полоска, окру
жающая предельную кривую /  (* )= 0  (0 х  1). При любом 
я график функции f n (x) не попадает весь в е-полоску. 
Это не мешает тому, что f„ { х ) —+ f (х) =  0 У * 6 [0 , 1].

Приведем еще более тонкие признаки равномерной сходимости 
рядов, основанные на применении к ряду так называемого преобра- 
вования Абеля (аналога операции интегрирования по частям). 

Рассмотрим ряд

аоРо +  a iPi +  а гРа+ • • •> (И)

где а*, Р*— функции от х £ Е  (или постоянные числа). Положим 
б *  =  Рл+1 +  Р л + а + . . . + Р л  + * и к усеченной сумме ряда (11)



применим преобразование Абеля: 
р

2  ®л + *Рп+ к =  «я-нР«+1 +  • • • 4 "®я + ̂ Р я + ^ “
* = 1

“ «n + if i i  +  Wn+s (^а— Вх)-}- • • • + а л+р  №р— B p - 1)=«

•“ (Ия + i - --“ я + 2) f li +  (а п + 2— а л+з) В 2+ .. . + ( а п + ^_  1— a n+j ^ B p - i  -+-
р - 1

+  а п + р В р =  2  (ал + *— a n + *+i) Sk +  an+^fl/,. (12) 
ft= 1

Теперь легко установить следующие два критерия равномерной 
сходимости (в случае постоянных a*, Р*— просто сходимости) ряда (11).

Т е о р е м а  3 ( п р и з н а к  Д и р и х л е  р а в н о м е р н о й  с х о 
д и м о с т и  р я д а ) .  Если частичные суммы ряда

Po +  Pi +  P2+ - - -  (13)
ограничены в совокупности, а действительная функция а* (дс) (с воз
растанием k) равномерно (относительно х) на Е  стремится к нулю, 
убывая, то ряд (И) сходится равномерно.

В самом деле, пусть константа М  превышает модули частных 
(частичных) сумм а„ ряда (13). Тогда при любых п и k

I В к I=  I ®л+ ft ° п |^  I °п + k |4~I °п I ^ 2М.
Поэтому в силу (12) и того факта, что a s равномерно стремится 
к нулю убывая, выполняется неравенство
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р

2  ®п + ftPn + к 
1

р -  1
^ 2 М («„ + * ссп+ k +1) "Г &п+ ~  2Л4ссл+1 < fi 

ft = 1
для любых п > N и р и любых х £ Е ,  если только N достаточно 
велико. Следовательно, ряд (11) равномерно сходится. Последнее 
неравенство в втой цепи верно для всех х £ Е  в силу равномерного 
стремления a „ + i (*) к нулю.

Т е о р е м а  4 ( п р и з н а к  А б е л я  р а в н о м е р н о й  с х о 
д и м о с т и  р я д а ) . .  Если действительные функции а к монотонно 
убывают (с возрастанием k) и ограничены в совокупности, а ряд (13) 
равномерно сходится на Е, то и ряд (11) сходится равномерно на Е.

В самом деле, пусть Л1 ^  | ос* | (fc =  0, 1, . . . )  (функции а к мо
гут быть и отрицательными!). В силу равномерной сходимости 
ряда (13) для любого е >  0 можно указать такое N , что |В * | <  е 
для любых п >  N  и k. Поэтому в силу (12) и монотонности a s для 
любых п > N и р

р

2  a n+fcPn+ft 
1

р -1
< 8  2 (« » + * — a „ +fe + i) +  e I а л+/, 1 =  

ft=i
=  е (a„ + i — а л+/,) +  е |  а л+/, |< З е Л 1 ,

т. е. ряд (11) равномерно сходится.
' П р и м е р  4. Ряды

<“ > ° >  < » >
1 1
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при а  >  I равномерно и абсолютно сходятся на всей действительной 
оси (— оо <  х  <  оо), потому что абсолютные величины их k-x чле
нов не превышают k ~ a , а при а .>  1 р я д .2 * - а  сходится. Мы приме
нили признак Вейерштрасса. При « <  1 он уже не применим, так как 
в этом случае ряд расходится. Однако при 0 <  а < 1  наши
ряды равномерно сходятся на отрезке [е, 2я— е], каково бы ни 
было 8 >  0, где 0 <  е <  я . В самом деле, частные суммы рядов

— + c o s * - f c o s 2 * + c o s 3 * - j - t . , ,  s in * + s in 2 * + , , ,  

соответственно равны

8 8 6  ГЛ. 9. РЯДЫ

sin ( п + т ) *  „ , д cos| - cos( " + i )
D n (*) --------- -------- — —  I K n (x) -■

2 sin -j- 2 sin -j-

(/• =  1, 2, i n ) .  (15)
В этом можно убедиться, если частные суммы рассматриваемых 

рядов умножить и разделить на 2 sin (х/2) и в числителе произвести 
соответствующие тригонометрические преобразования-. Функции (15) 
ограничены в совокупности на [е, 2л— е]

\ ° п  М  l < 2 s l n  (е/2)’ 1 Кп W  1 < sin (е/2) ( «“ 1 , 2 , . . . ) ;

кроме того, п - “ ^ . ( л + 1 ) - “ и п ~ а 0, поэтому по признаку 
Дирихле ряды (14) равномерно сходятся на [е, 2я— е].

§ 9.9. Интегрирование и дифференцирование 
равномерно сходящихся рядов

Т е о р е м а  1. П уст ь на отрезке [a, Ь] задана после
довательность \ f n ( х ) } (комплекснозначных) непрерывных 
функций, сходящаяся к  функции f . Если сходимость равно
мерна на [а, Ь], то

X X
lim l f a V ) d t - l f ( t ) d t  ( 1)

" - “ а а

равномерно на [а, 6]. В частности (при х  — Ь), 
ь ь

\ m \ f n ( t ) d t = \ f ( t ) d t -  (2)
л -* -« а  а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условий теоремы следует  
(см. § 9 .8 , теорема 2), что предельная функция /  непре
рывна на [а, Ь] и

max \ f „ ( t ) — f (01  =  0 ( п - +  оо).



Поэтому
х х  к Ь

d t -  l f ( t ) d t  < $ \ f n ( t ) - f ( t ) \ d t ^ r nd t ~ { b - a ) r n,
a a a a

где правая часть не зависит от л: и стремится к нулю 
при п —*■ оо, а это доказывает теорему.

Т е о р е м а  2. Равномерно сходящийся на отрезке [a, ft] 
ряд  (комплекснозначных) непрерывных функций

S (* )  =  « 0(*) +  Ui (*) +  «& (*)+  • • •  (3)

можно почленно интегрировать ( a ^ , x 0 ^ b ) i
X X X
5 S  (О Л  -  S и, (*)<*/ +  ( 0  dt  +  . . Л (4)
А'о ЛГо *9

Полученный при этом ряд (4) равномерно сходится на[ а ,  Ь], 
В  частности,

ь ь ь
5 5  ( 0  d t -  5 ы0 (О Л  +  5 Ы| (/) d t +  . . . .  (5)
а а а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что £ (* ) ,  как сумма 
равномерно сходящегося на отрезке [а, b] ряда непрерыв
ных функций, есть в свою очередь непрерывная функция 
на [a, ft]. Пусть

S n (*) -  2  и* (*).
О

Так как ряд (3) равномерно сходится к S (* ) , то 

sup | <S„ (* )— S  (*) | ■» г„ —► О ( п —> ос).
а <  х <  Ь

* 9 .9 . ИНТЕГРИРОВАНИВ И ДИ ФФ ЕРЕНЦИРОВАН ИЕ РЯДОВ 387

Поэтому
Я *
l S { t ) d t - ± l u k ( t ) d t

О х0
X
l [ S ( t ) - S n ( t ) ] d t
X,

Л т

\ s { t ) d t - \ s n(t)dt
хо X,

ь
< U S { t ) - S „ ( t ) \ d t *

< ( f t — a ) r n — О (re —► оо),

и теорема доказана. 

13«



Т е о р е м а  3. Пусть на отрезке \а , ft] задан ряд

«0 (*) +  «! (*) +  « * ( * ) +  •••  (6)

(комплекснозначных) функций, имеющих непрерывную про
изводную.

Если ряд  (6) сходится в некоторой точке х„ £  [а, ft] и, 
кроме того, формально продифференцированный ряд

и ( х )  +  и\ (х) +  и'2 ( х ) +  . . .  (7)

равномерно сходится на [а, ft], то ряд (6) равномерно 
сходится на [а, ft] и производная от его суммы S  (х) есть 
сумма ряда  (7).

Таким образом,

S {х) =  и0 (х) +  Uy {х) +  и i (*) +  . . . ,  (8) 
S'-(х) =  и [(х ) '\-и \(х ) - \-  и'2( х ) - \ - . . .  ( a ^ .x ^ L b ) .  (9)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию ряд (7) равномерно 
сходится на [а, ft] и его члены — непрерывные функции 
на [a, ft], Поэтому его сумма, которую мы обозначим пока 
через ф (л:), непрерывная функция на [a, ft]. Ha основании 
теоремы 2 ряд (7) можно интегрировать почленно и по
лучить равномерно сходящийся на [a, ft] ряд

X X X
5 ф (/) dt =   ̂ и'„ (/) dt +  J и[ (/) dt +  . . .  (а ^  х  ^  ft).

Х о  Х 0 Х 0

Применяя теорему Ньютона— Лейбница, будем иметь
X

J ф ( / ) л = 2  [“ * ( * ) — ■“*(*•)]■ ( 10)
*0 О

Ряд справа в (10) с членами, равными функциям в 
квадратных скобках, равномерно сходится на [a, ft], ряд
ОО
2 j U k (x0) по условию сходится, и так как его члены по- 
0

стоянны, то его надо рассматривать как равномерно схо-
00

дящийся ряд на [a, ft]; но тогда ряд 2  “ *(■*) также схо-
О

дится и притом равномерно на [a, ft] как сумма двух  
равномерно сходящихся рядов; обозначим его сумму че

388 г л . 9. РЯДЫ



рез 5(дс). Тогда равенство (10) можно переписать так!
X

S( x )  =  S  (*0) +   ̂ Ф { t )dt .
*•

Но функция S  (*) имеет производную, равную S ' (л:)=ф (л:), 
и теорема доказана.

П р и м е р  1. Ряд

с , ,  . c o s *  . cos 2* , c o sЗх  ,5(*)=— О1)
при а  >  1 равномерно сходится на всей действительной 
оси по признаку Вейерштрасса потому, что

|n _“ cosnjc| ^ я - а  — оо, оо)
и

сс

< о о  (а  >  1).
1

Продифференцируем ряд (11) формально!

, х — sin  ж sin  2х  s ln 3 *  /10ч
ф ( * ) = - ^ — - * г т — • • • •  ( 12)

Этот ряд сходится равномерно на (— оо, оо) уж е при 
а  >  2. Но тогда при а  >  2

S '  (дс)*=ф(дг). (13)

Рассмотрим случай 1 < а ^ 2 .  В этом случае признак 
Вейерштрасса к ряду (12) неприменим. Однако ряд (12) 
равномерно сходится на отрезке [е, 2 л — е] при любом 
е >  0 (см. § 9 .8 , пример 4). Так как к тому ж е сходится 
на этом отрезке и ряд ( 11), то можно утверждать на ос
новании теоремы 3, что имеет место равенство (13) на от
резке [е, 2 п — в], как бы ни было мало е >  0 , но тогда, 
очевидно, и на интервале (0 , 2л).

Если учесть, что члены ряда (11) имеют период 2я, 
то мы доказали, что при условии 1 < а ^ 2  ряд ( 11) за
конно дифференцировать почленно для всех значений 
х  £  (— оо, оо), исключая точки xk= 2 k n  (А = 0 , ±  1, ± 2 , — ).

П р и м е р  2. Пусть функция /„ (* ) является непре
рывной на [0 , 1], линейной на каждом из отрезков [0 , 1/ 2я] 
и [ 1/ 2/г, 1/я] и такой , что /„ ( 0) - = / ( 1/л) =  0 , / п ( 1/ 2п) =  а„, 
/ я ( х ) э г 0 на [ 1/я , 1],- где а „ — любая последовательность
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чисел (рис. 105). Тогда, очевидно, l i m /„ ( * ) =  0 для всех
П-+ 00

л: €  [0, 1], а
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1

! •
fn ( x ) d x =  J  2nanx d x  +  j  2nal t ( ^ - x ' \ d x  =  ^ - .

0 1/2 it

Очевидно, далее, что

rn =  sup \ fa (x) — 0 | =  а„,
0<*<1

поэтому последовательность {/„(*)} равномерно сходится 
тогда и только тогда, когда а „ —►О. Равенство

1 1
J /„ (х) d x - * \ f  (х) dx  ( /(* }  =  0); (14)
о о

выполняется тогда и только тогда, когда а п/2п  —*- 0 (п—*-оо). 
Мы видим, что из равномерной сходимости /„ к /  =  0 

на [0 , 1] (т. е. когда а „ 0) следует сходимость интегра
лов (14), что согласуется с те
оремой 2. Н о последовательность 
{/„}- может сходиться неравно
мерно , в то время как свойство 
(14) все ж е соблюдается, напри
мер, при а „ = 1 .  Это показыва
ет, что равномерная сходимость 
последовательности является до 
статочным, но не необходимым 
условием сходимости последо
вательности интегралов к инте
гралу от предельной функции. 
Д алее, при а п =  п последователь

ность { fn\ не только сходится к нулю неравномерно, но 
и свойство (14) не соблюдается.

Таким образом, если последовательность {/„} сходится
неравномерно, то возможно, что последовательность ин- 

ь
тегралов J f n (х) dx  сходится к интегралу от предельной

а
Ь

функции J f  (х) dx,  а возможно, что сходится к другому
а

числу (при а п =  п сходится к 1/ 2, а не к нулю) или ж е  
не сходится вовсе.



П р и м е р  3. И з равенства (1— г)- 1 =  1 + * + * * + ■  •» (*=рв*0,  
р <  1) следует, что

^  " Ь р в  „  _ J ____i _  —1— o 2 e 2 f ®  —I—п

2 (1 —рё ) 2 ' ^  + Р в- + ' ” •

а отделяя действительную и мнимую части, получим

р>  9> - Т  i - a ^ f e + y  - ? + р с01 в+р-созгвн------ (16)

О Ь  е)-  1—2рсоз8+ра -рч»е+р-«п2е+.... (1в)
Функция Р (р, 0) называется ядром Пуассона1), a Q (р, 0) — ему 

сопряженной функцией.
Эти функции являются гармоническими функциями (для р <  1),- 

т. е. удовлетворяют дифференциальному уравнению Лапласа 2) В по
лярных координатах

Дм”  ф 2' +  р р2 а0а “  ( ^

В самом деле, каждый член ряда (15) является гармонической 
функцией

(рп cos л0)р =  ярп-1 cos пв, (рп cos пВ)р =  п (п— 1) р"-2  cos пв,

(рп cos пв)в =  —«2р" cos пв,
Д (pn cos пв) =  рп-2 cos пв [п (п— 1 ) +  я — я2] = 0 ,

Аналогично Д (рп sin пв) =  0.
Законность почленного дифференцирования рядов (15) и (16) обу

словлена тем, что эти ряды и формально продифференцированные 
(один или два раза) ряды равномерно сходятся при 0 < р < р 0, где 
ро— любое положительное число, меньшее единицы.

Заметим, что функция и(х,  у), где х и у —декартовы коорди
наты, называется гармонической в области Q точек (*, у), если она 
удовлетворяет в этой области дифференциальному уравнению

д*и , д2и 
ду*

§ 9.10. П ЕРЕМ Н ОЖ ЕНИЕ АБСОЛЮ ТНО СХОДЯЩ ИХСЯ РЯДОВ 391

Аи= - ^ + т ^ =ж0-

В полярных координатах это уравнение имеет вид (17),

.§ 9.10. Перемножение абсолютно сходящихся рядов

Рассмотрим два абсолютно сходящихся ряда

■ s = i i u * ,  0 )k=0 i =0

l ) С. Д . Пуассон (1781— 1840)— французский математик и физик.
*) П, С, Лаплас (1749— 1827) — французский математик и физик.
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с действительными или комплексными членами. Перену
меруем пары (к, /), где 6 =  0, 1, 2 , / =  0, 1, 2, 
каким-нибудь способом

(*i. *i). (*» /.) . (* .. / . ) ..........  (2)

Здесь важно, что каждая указанная пара (k, /) входит 
в последовательность (2) в качестве ее элемента один раз. 
Она имеет в этой последовательности определенный но
мер. Докажем, что

So  =  2  ut.v, 
i = 0  1 '

(3)

и при этом ряд справа в (3) абсолютно сходится.
Таким образом, если из всевозможных произведений 

ukvlt взятых в любом порядке, составить ряд, то этот ряд
абсолютно сходится и имеет сум
му, равную So.

Чтобы доказать это утвержде
ние, составим ряды из модулей

Л

N

J

2
1

-

■

0 1 2  1 к

Рис. 106.

Ыь и \v ,

S  =  2  I и* |. а = 2 К | .  ( П  к—0 1 = 0

Положим

5дг =  2  | И* |. aN =  2  к=0 1=0

Пары (k , /) упорядочим сначала следующим образом 
(рис. 106): (0 , 0), (0 , 1), ( 1, 1), ( 1, 0), (0 , 2), ( 1, 2), (2 , 2), 
(2 , 1), (2, 0), . . . ,  тогда

S o  =  lim S N lim oN - : lim (SN aN) ■■
Л/ **► ooN-*- со Д/ —► со

=  ^  (I “ о M uo l+ l  “ o j'l^ il+ l ui 1*1 l+ l  I'l^o Ж иоН°*1 +
y V - >  GO

+ l « i M o * H - | “ . | - | o . l + l “ . l * l 0i l + l “ * l - | ° « l +  — + l “ivMOol)-
(4')

Это показывает, что сумма справа стремится при N —*оо 
к пределу, равному S o , и так как члены ее неотрица
тельные, то число S o  есть сумма ряда

S o  =  | и01-1 о„ | + 1  и01-| c fJ +  1 ^1 - 1 0( 1+ ------  (5')



Так как члены этого ряда неотрицательные, то их можно 
переставлять как угодно, не изменяя его сходимости it. 
суммы S o .

Мы доказали наше утверждение пока для рядов ( Г) .  
Пусть теперь

N N

s n =  2  ик, одг= 2  vr  
k = 0 1=0

Как в (4 ') в силу сходимости рядов (1) будем иметь
S a =  lim (S^/r^) =

N-+-CC
=  lim (u0vB +  uevt +  u{Pi +  u j>о +  . . .  +  uNv0). (4)

Таким образом, существует предел справа в (4) при N —*оо, 
равный So. Но мы уж е доказали, что ряд (5 ') сходится. 
Это показывает, что и ряд

u0v0 +  uaVi +  +  и у а +  . . .  (5)
сходится и притом абсолютно.

В силу ж е (4) сумма этого ряда равна So:
So =  u0vB + UgVi + utvi + utv0 +  . . .  .

Мы, таким образом, доказали равенство (3) пока для  
одного определенного способа нумерации пар (k , /). Но 
в силу абсолютной сходимости ряда (5) равенство (3) со
хранится и при любом другом способе нумерации. 

П р и м е р .  Ряд

■ф (2) •= 1 +  2 +  +  зу +  • • • (6)

абсолютно сходится для любого комплексного значения г 
или, как говорят, абсолютно сходится на всей комплекс
ной плоскости. В этом легко убедиться, если к ряду с 
общим членом | z  |"/nl применить признак Даламбера.

Для любых двух комплексных чисел и и v имеем (по
яснения ниже)

i]>(«)i|>(y) =   ̂1 +  Ы +  "2Г +  • • ■)  +  • • • )  =
//2 ri2 U3 f.2 ri2

=  1 + U +  0  + - g - l  +  “ - 0 + 1 - 2 Г + з Г ; 1  +  ■ » »  +  “  2Г +

+  1 —  4 - . . .  =  1 +  (u +  u) +  . l ( wa +  2ut/ +  u2) +

+  -jT («3 +  3u2v +  3uv2 +  у3) +  . . .  ==

» l + ( „  +  y) +  ( i ^  +  (f i+ f l3+ . . . = t ( H  +  y). (7)
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В о втором равенстве, мы расположили произведения
в порядке, который можно усмотреть из рис. 107

и воспользовались равенст
вом (3) для абсолютно схо
дящихся рядов. Полученный 
при этом ряд, как было до
казано в общем случае, аб
солютно сходится. Отдель
ные группы членов сходяще
гося ряда законно объединить 
скобками, не нарушая его 
сходимость. Это и сделано в 
последующих равенствах.

Мы доказали важное ра
венство

u) =  \p(u)-Tl>(iO (8)

для любых комплексных и и и. О нем еще будет идти речь 
в § 9 .13.

§ 9.11. Степенные ряды

Ряд вида

аа +  агг +  а„г2 +  а ,г 3 + ( 1)

где ак— постоянные числа, а г — переменная, называется 
степенным рядом. При этом ак и г  могут быть комплекс
ными, мы так и будем считать в дальнейшем-, иногда только 
переходя в область действительного переменного. Буква г  
будет обозначать, вообще говоря, комплексное перемен
ное число (точку комплексной плоскости), а буква х —  
действительное переменное число (точку действительной 
оси х).

В теории степенных рядов центральное место зани
мает следующая основная теорема.

Т е о р е м а  1 ( о с н о в н а я ) .  Д ля степенного ряда  (1) 
существует неотрицательное число R , конечное или бес
конечное (0 ^  R  < ; оо), обладающее следующими свойствами:

1) Р яд сходится и притом абсолютно в открытом  
круге комплексной плоскости |z  ) < / ?  и расходится в точ
ках г  с ] г |  >  R .
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2) Число R  определяется по формуле

п  ж  1_____________

"Йи л / \а п I ’
П — СО

где в знаменателе стоит верхний предел (см. § 2. 10). 
Мы позволяем себе при этом считать, что

Таким образом, если указанный верхний предел равен 0, 
то R  — о о , если ж е он равен оо , то R  =  0.

Открытый круг | z | <  R  называется кругом  сходимости 
степенного ряда. При R  =  оо он превращается во всю 
комплексную плоскость. При R  — 0 степенной ряд имеет 
только одну точку сходимости, именно точку z =  0; R  на
зывают радиусом сходимости ряда  ( 1).

З а м е ч а н и е  1. Число R , удовлетворяющее утверж
дению 1) теоремы 1, очевидно, единственно.

З а м е ч а н и е  2. Если для степенного ряда (1) суще
ствует обычный предел lim J /\  а„ |, то он равен верхнему

_____ ______ ^  п-+  со

пределу lim \ / \  ап |. Поэтому
П -*  со

D ^
Пт / К Л  *

п-*-  оо

Читатель, не ознакомившийся с понятием верхнего 
предела, может проследить за ходом доказательства тео
ремы 1, предположив, что для рассматриваемого степен
ного ряда указанный предел существует. В этом случае 
всюду в производимых ниже рассуждениях надо заменить 
lim на lim.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  I. Пусть число R  
определяется по формуле (2). В точке 2 =  0 степенной 
ряд сходится. Будем далее считать, что | г | >  0. Н аряду  
с рядом ( 1) введем второй ряд, составленный из его 
модулей, т

K I  +  | a i * l  +  N ***l:+  • • •  • ( I 7)

Общий член ряда (Г )  обозначим через

и п — I a nz ” I (я  =  0 , 1, 2 , (3 )
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Согласно обобщенному признаку Коши сходимости ряда 
(см. § 9 .4 , теорема 3 , в)),

если Йш У  и п <  1, то ряд (Г )  сходится,
Я—► 00

если ж е lim 1 /  ип >  1, то ряд (Г )  расходится
П~+ 00 /

и при этом переменная ип неограничена, но

lim у т .  =  Tim У I p nz n | =  lim (| z | 1 / \ a J )  =

=  12 1lim У \ а п \ =

Здесь мы вынесли за знак верхнего- предела конечное 
число |z  | >  0 .

Из сказанного следует: если | г  | <  R,  т. е. | z |/7? <  1, 
то ряд (Г )  сходится, а вместе с ним сходится и притом 
абсолютно ряд ( 1); если ж е | г | > / ? ,  т. е. | z | / / ? > l ,  то 
ряд ( Г )  расходится и его общий член \a nz n \ неограничен, 
поэтому общий член ряда ( 1) апг " не стремится к нулю  
при п —► оо и для него не выполняется необходимый 
признак (см. § 9 .1). Это показывает; что ряд (1) расхо
дится.

Итак, мы доказали, что определяемое из равенства (2) 
число R  обладает следующим свойством:

если \г  | <  R, то ряд (1) сходится и притом абсолютно, 
если ж е | z | > / ? ,  то ряд ( 1) расходится.
Основная теорема доказана.
Будем в дальнейшем для краткости обозначать через aq 

замкнутый круг | z | ^  q комплексной плоскости.
Заметим, что степенной ряд сходится на открытом 

круге | г | < R ,  вообще говоря, неравномерно. Однако верна 
следующая теорема.

Т е о р е м а  2. Степенной ряд  (1) абсолютно и равно
мерно сходится на любом круге  a q =  { z : | г \ ^  q \, где q <  R , 
a R — радиус сходимости ряда  ( 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В самом деле, пусть q < R ,  тогда 
q есть действительная, т. е. лежащая на оси х  точка, при
надлежащая открытому кругу сходимости ряда (1). Поэтому 
в этой точке наш степенной ряд абсолютно сходится, т. е.
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С другой стороны, для z £ o q имеем

1 а пг " I ^  I а пЯп I ( «  =  0 ,  1,  2, . . . ) .

Так как правые части этих неравенств не зависят от г  б  aq 
и ряд, составленный из правых частей, сходится, та по 
признаку Вейерштрасса (см. § 9 .8 , теорема 1) степенной 
ряд (1) сходится на aq абсолютно и равномерно.

Т е о р е м а  3. Сумма

S (г) =  а0 +  а1г +  а2г * +  . . .

степенного ряда есть непрерывная функция на его откры
том круге сходимости \ z | <  R.

В самом деле, члены нашего ряда— непрерывные функ
ции от г, а сам ряд равномерно сходится на круге aq, 
q <  R . Следовательно, по известной теореме из теории 
равномерно сходящихся рядов (см. § 9 .8 , теорема'2) сумма 
ряда S  (z) есть непрерывная функция на aq, но тогда и 
на всем круге | г  | <  R , потому что q <  R  произвольно.

Для вычисления радиуса сходимости степенного ряда 
в нашем распоряжении имеется формула (2), но часто на 
практике при вычислении R  удобно бывает воспользо
ваться признаком Даламбера.

Пусть существует предел (конечный или бесконечный)

lim
П• (4 )

который мы пока обозначим через l//? j. Тогда (см. (3)) 

lim Н»±! =  lim =  I г I lim
«п К * п 1 1 'п

\a n + i  1 | г |

ап I fli

и, согласно признаку Даламбера (§ 9 .4 , теорема 2), если 
\ z \ < R i ,  то ряд (Г ) , а вместе с ним и ряд ( 1), сходится, 
если ж е | z | > / ? i ,  то | м „ | —*■ оо и ряд (1 ) расходится. Н о  
число R  с такими свойствами может быть только единст
венным, поэтому R t =  R  (см. теорему |) .

Итак мы доказали, что если существует предел (4), 
то он равен 1 //?:

а п+1lim 1 (5)

где R  —  радиус сходимости степенного ряда (1).
Заметим, что мы окольным путем доказали, что если 

предел (4) (конечный или бесконечный) существует, то 
он равен верхнему пределу Пга \ / \ а п \.
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З а м е ч а н и е  3. В нашей учебной литературе обычно 
начинают изложение теории степенных рядов с теоремы 
Абеля, которая гласит:

Т е о р е м а  А б е л я .  Если степенной ряд  (1) сходится 
в точке г в Ф  0 комплексной плоскости, то он сходится 
абсолютно и равномерно в замкнутом круге  J г  | q, где 
q — любое число, удовлетворяющее неравенствам 0 <  q <  | z„ |.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Эта теорема теперь уж е является 
следствием из теорем 1 и 2. В самом деле, так как z0 
есть точка сходимости ряда ( 1), то | г„|  не может быть 
большим, чем R. Поэтому I z0 1 ^  R , 0 <  q <  | г„ | ^  R  и 
q < R .  Но тогда по теореме 2 степенной ряд (1 ) 'сходится 
на круге | 2 | ^ ^  абсолютно и равномерно.

П р и м е р ы .

С помощью формулы (2) или (5) заключаем, что радиус 
сходимости рядов (6) и (7) равен 1; для ряда (8) он равен 0.

Сумма ряда (6) (геометрическая прогрессия) в откры
том круге | z 1 <  1 равна ( 1— г)-1 , а остаток

Однако сходимости на указанном круге неравномерна. 
Неравномерность сходимости имеет место уж е для поло
жительных г — х  на интервале 0 < х <  1; неравенство

при любом заданном п нельзя удовлетворить для всех 
указанных х.

Ведь если х  взять очень близким к 1, то числитель 
в правой части будет тоже близок к 1, а знаменатель 
близок к нулю и дробь в правой части (9) можно, таким 
образом, сделать большей чем е.

Ряд (7) при а  >  1 равномерно сходится на замкнутом 
круге | г  | ^  1 его сходимости, так как при | г  | 1

1 + 2  +  2! 22 +  3!z3+ ------

(6)
(7)

(8)

ее

|z a£ - “ |^ A r “ и 2 Ara < ° ° '



Если а  =  1, то в точке г  =  1, лежащей на границе 
круга сходимости, ряд (7) расходится.

Р яд (8) сходится только в точке г —0.

§ 9 .12. Дифференцирование и интегрирование 
степенных рядов

Т е о р е м а  1. Радиусы сходимости степенного ряда  

a0 +  ai2 +  ‘V r,+ . . .  ( 1)
и ряда

ai +  2а,г -J- За8г® - f - . . . ,  (2)

полученного из него формальным дифференцированием, 
совпадают.

З а м е ч а н и е .  Определение непрерывности и произ
водной от функции комплексного переменного / ( г )  такое 
ж е, как и в случае функции от действительной перемен
ной. Необходимо лишь иметь в виду, что б-окрестность 
точки г0 есть открытый круг радиуса б с центром в точке z„. 
Исходя из этого определения, производная от степенной 
функции г п вычисляется по формуле (г")' = п г п~1.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Будем считать, что 
R  есть радиус сходимости ряда (1), a R ' — радиус сходи
мости ряда (2). Докажем теорему в предположении, что 
предел

lim i / K T - i  (3)Л-*оо

конечный или бесконечный Существует. Имеем 

4 т =  lim £ / | ( я +  l ) a „ +i | =  lim y / n + 1 - l im У  \ an+i | -
A П-+-00 П-+ ОО П-+СС
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следовательно, /? — Я'.

В общем случае, когда предел (3) не сущеотвует, имеет место

Tim" j/T eT i— к-Л-*- °о w К
и тогда

j j /  л | а„ | lira £/п"ПпГ { /Г а П « 1  .- i— -L ,
Д  Л  • ♦ о о  г  П -Ф  оо г  Л * Ф 0 »  г  А  А



Но требуется обоснование второго равенства—надо доказать, что 
«ели а„, р„ >  0 и а„ — >■ 1, то

ШЙ(а„рп) =  шНрп. (4)

В самом деле, существует подпоследовательность {я*} такая, что

Б ш  p„  =  lim  = l i m  сс„ - lim  Р„ = l i m  ( а „  6  ) < ! i m  (а „ р „ ) .  (5)
Л К К н я

Существует также подпоследовательность {лА} такая, что
___  lim  ( а п  Р„ \  ___

lim  (а „ р „ )  -  lim  ( « „ AP „ ft)  =  ц т  «  ' * = lim  <  Um &»•
nh

Из (б) и (6) следует (4).

Т е о р е м а  2. Степенной ряд

f ( z )  =  a0 +  a lz  +  a2z i + . . .  ( | z | < t f )  (7)

законно формально дифференцировать в пределах его (от 
крытого) круга  сходимости \ z  \ <  R , т. е. верна формула

f ' ( z )  =  a 1+ 2 a t z +  3a3z * + . . .  ( | z | < t f ) .  (8)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Эту теорему мы докажем только 
в предположении, что z  — x  есть действительная перемен
ная, что даст нам возможность свести вопрос к хорошо 
известному факту из теории действительных рядов.

Итак, степенной ряд (7) для действительной переменной 
имеет вид

f (x)  =  a0 +  a lx +  a2xi +  . . .  (— R  <  х  <  R). (Т )

Этот ряд теперь уж е имеет не круг, а интервал сходимости 
(— R , R ) .  Соответствующий формально продифференциро
ванный ряд имеет вид

ф(л:)«=а1 +  2а2л: +  За8Аса+ . . .  (8 ')

Его сумму мы пока обозначили через ф (х).  Он сходится на 
интервале (— R,  R)  на основании предыдущей теоремы. 
Оба ряда, как мы знаем, равномерно сходятся на отрезке 
[ — q, q],  где q <  R.  При этом члены второго ряда непре
рывны и являются производными от соответствующих 
членов первого. Но тогда на основании известной теоремы 
из теории равномерно сходящихся рядов (см. § 9 .9 , тео
рема 3) выполняется равенство

Ф ( * ) = / ' ( * )  (9)

400 г л .  9. РЯДЫ



на отрезке[— q, q], следовательно, и на интервале (— R,  R) ,  
потому что q <  R  произвольно.

Отметим, что в силу доказанной теоремы 2 ряд (1) 
законно почленно дифференцировать сколько угодно раз. 
На k-м этапе мы получим равенство

flk) (г) =  к\ак +  (k +  1) k . . .  2ак+,z +  . . . ,

справедливое для всех г с \ z  | <  R . Если положить в нем 
г  — 0 , то получим

Г (0 ) =  к\ак
или

=  ( * _ 0, 1, 2. ...).

Отсюда, в частности, следует, что разложение функции 
/ ( г )  в степенной ряд  (см. (1)) в некотором круге  | z | < / ?  
(или в интервале ( — R  <  х  <  R ) ,  если речь идет о функ
ции f (х) действительного переменного х ) единственно.

Таким образом, сумму /(г )  степенного ряда (7), имею
щего радиус сходимости R  >  0, можно записать еще сле
дующим образом:

/  (2) =  /  (0) +  9 г  2 +  ф  22 +  • • • =  £  И й ®  A  1̂0)
fc = U

Ряд справа в (10) называется рядом Тейлора функции 
f(z) по степеням г.

Мы получили, что если степенной ряд  (1) имеет радиус 
сходимости R  >  0, то он является рядом Тейлора своей 
суммы f (z) .

Вопрос о почленном интегрировании степенных рядов 
во всей его полноте потребовал бы введения криволиней
ного интеграла от функции комплексного переменного. 
Мы ограничимся рассмотрением этого вопроса только для 
степенных рядов

f (x )’= a 0 +  a1x +  aix * +  . . .  (11)
от действительной переменной х ( г  =  х).

Зададим степенной ряд ( И) ,  имеющий интервал схо
димости (— R,  R),  где 0 <  ^  оо. Числа ак могут быть 
действительными и комплексными. Зададим фиксирован
ную точку х0 £  (— R,  R)  и переменную точку х  g  (— R,  R)  
и подберем q >  0 так, чтобы

—  R <  —  q < x a, x < q < R .
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Степенной ряд (11) равномерно сходится на отрезке 
[ — Я> <?]. находящемся строго внутри интервала сходи
мости ряда, и, следовательно, его можно почленно инте
грировать (см. § 9 .9 , теорема 2) от х0 до х:
X
^f ( t ) d t >=*a0(x — *0) +  -^-(л;»— **) + -£ • .(* •  — +  . . .  ( 12) 
«•

(— R  <  х,  х0 <  R).

В частности, при дг0=*0 получим
X
^ f ( t ) d t  =  a0x  +  ^ - x * + ^ x » + . . .  ( ~ R < x < R ) .  (13) 
о

П р и м е р  1. Очевидно, что

Этот ряд сходится на интервале (— 1, 1) (R =  1). Поэтому, 
если х £ ( — 1, 1), то законно почленное интегрирование 
этого ряда от нуля до х  (ряд равномерно сходится на 
любом отрезке, принадлежащем к интервалу сходимости):
X
С dt . х* хь х7 . . 1 ■ . , v
]  r p S= a r c t g x = x — -3- +  -5-------- + • • •  (— 1 <  дс <  1).
о

Полученный ряд сходится и при х =  + 1  (как ряд Лейб
ница). Можно доказать, что он сходится к arctg 1 =* л /4 , т. е.

И=1__L л . 1 __ JL +
4 3 +  5 7 ----------

П р и м е р  2. Ряд Тейлора для функции е~*‘ имеет вид 
(см. § 4.16)

e-t* 1 __/* 4 . Л _____И.
‘ 2! 3! ' ‘ - * *

причем для него R<— oo. Поэтому этот ряд можно по
членно интегрировать:

X
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т. е. мы получили выражение интеграла Пуассона через 
степенной ряд.



П р и м е р  3. Ряд Тейлора функции ^«=sinjc имеет вид 
(см. § 4.16)

** . Jс*
s in x  =  x — зГ +  З)— • • •  •

Он сходится на всей оси. Отсюда при х ф О  имеем

sin* , X4 Xе n 4 s
—  =  l — 1 Г + 1 Г — J T + - "  • (14)

Считая, что _ о =  1, получаем! что равенство (14)
верно и при х =  0.  Ряд (14) равномерно сходится на любом 
конечном интервале действительней оси. Интегрируя этот 
степенной ряд, получаем:

Г sin t ,, дг3 , х* х1 .
J t d t — x  3-3! 5-51 7 7 Г + “ ’ ‘
о

П р и м е р  4. Р яд Тейлора для функции у  =  cosx*  имеет 
вид (см. § 4.16)

у4 у8 у12
COS X2 — 1 ■ 21  ̂ 41 бГ "Ь • • • •

Он сходится на (— оо, оо). Интегрируя этот степенной ряд, 
получим интеграл Френеля
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j  cos t 2dt  =  x-
ХЪ Xй хх3

1Г 2 Г + 1 м Г — ТЗГбГ

(sh ху п) .

П р и м е р  5. Так как

j  sh х,: если n =  2k,
\  сЬл^ если n « » 2^ + l j  

то
0f если п =  2k,

*=о — \  1); если n=« 2 k + \ s(sh x)(n>

поэтому ряд Тейлора функции s h x  запишется так:

sh * =  *  +  "зу +  "т-у +  • • • • 0 6 )

Так как Этот степенной ряд сходится на всей действитель
ной оси (применить признак Даламбера)1 то можно его



почленно дифференцировать:

ch л: ==* 1 + " 2 f  +  - 4 f +  • • • ( 16)

(ряд справа в (16) равномерно сходится на любом конеч
ном интервале).

§ 9.13. Функции е *, sin г , cos г  
от комплексного переменного

Функции е*, sin лг, c o s*  от действительной переменной х  
хорошо известны. Они определены на всей действительной 
оси (— оо <  х  <  оо).

Из § 4.16 мы знаеМл что эти функции разлагаются 
в степенные ряды:
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1 2| +  з| +

sin л: =  х  gj f- -gj

, х г . X*
COS X — 1 2Г +  "41

(1)

Это есть ряды Тейлора этих функций по степеням х. 
В § 5 .3  было дано определение функции е'х, где х — 

действительная переменная, посредством формулы Эйлера

e ix  —  cos х +  i  sin х. (2)
%

Подставим в правую часть (2) вместо cos х  и sin х  их степенные 
ряды, тогда получим разложение е'х по степеням х

— 1 I ix ■ (1х)2 I (‘*)3 I
+  II 21 ^  3! '+*•••  *

Функцию е* для любого комплексного z — x +  iy  есте
ственно определить следующим образом:

ег ^=ех+‘У =  ех е‘У.
Отсюда

^ - ( 1+ f + 4 + - " ) ( 1+ t + ¥ + - - ) -

=  1 + 'П ‘ +  '5Г +  Ж + - 77  •



§ 913 . ФУНКЦИИ ег , sin г, xos I  ОТ КОМПЛЕКСНОГО г  4Q5

Во втором равенстве мы воспользовались свойством 
(перемножение абсолютно сходящихся рядов), которое было 
уже выведено ранее (см. § 9 .10, (7)).

Мы получили, что функция е* от комплексного перемен 
ного г  разлагается в степенной ряд по степеням г

fiZ =  1 + -n ' +  -fr +  i r +  "■  1 ^

сходящийся к ней на всей комплексной плоскости.
Ряд (3) есть ряд Тейлора функции ег по степеням г.
Радиус сходимости р яда (3) R — о о , и уж е из общих 

свойств степенных рядов (см. § 9.10) следует, что ряд (3) 
абсолютно сходится для любого комплексного г ,  при этом 
он равномерно сходится (к ег) на круге | г  | q как бы 
ни было велико положительное число q.

Функций cos z и s i nz  от комплексной переменной г 
естественно определить как суммы следующих степенных 
рядов:

cos z =  1 2] Ь ”4] • • • I 
г3 г5

s i nz  =  z — Г + 5 Г - - "  ‘

Оба эти ряда имеют радиус сходимости R  — оо и, таким 
образом, обе соответствующие функции определены для 
л!обого комплексного г.

Легко проверяется сравнением соответствующих степен
ных рядов, что

eiz + &-i* . е‘г — е~ ‘г . . .  
COS Z =  —̂----- , s i nz  =  — 21------  (4)

для любого комплексного г.
Теперь, пользуясь свойствами показательной функции
(от комплексного и), легко получаем формулы

cos (и +  у) =  cos и ■ cos v — sin и ■ sin v t 
sin (и + 1>) =  sin и ■ cos v +  cos и • sin v,

верные для любых комплексных и и v.
Эти формулы, таким образом, обобщают хорошо известные 

формулы тригонометрии, где считалось, что и и v — дейст
вительные переменные. Отметим, что функции s i nz  и co sz  
в комплексной плоскости обладают не всеми свойствами 
обычных функций sin х  и cos х. В частности эти функции 
неограничены на комплексной плоскости.
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В силу (4) при действительном х

(5)

(6)
Формулы (5) и (6) , между прочим, устанавливают связь 

между «комплексной тригонометрией» и «гиперболической 
тригонометрией».

Функция z =  I n w  от.комплексной переменной w  опре
деляется как обратная функция к функции

x =  l np,  y  =  Q +  2kn  (6 =  0, ±  1, ± 2 , . . . ) .  

Поэтому

г  =  In w  =  х  +  iy  =  In р + i (0 +  2kn) =  In | w  | +  i Arg w  =
=  l n \ w \  +  i argw  +  i2kn (k =  0, ± 1, ± 2 , . . . ) 1 (8)

где In | w  | (| w  | >  0) понимается в обычном смысле. Из (8) 
видно, что In w ( ю ф О )  есть многозначная функция от w  
вместе с Arg w  независимо от того, будет ли w  действи
тельным или комплексным.

Например, с точки зрения этой теории (функций комп
лексного переменного) In 1 равен одному из чисел 2kni 
(fe =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . . ) .  В действительном анализе для вы
ражения In 1 выбирается среди этих чисел единственное 
действительное число 0 .

Но мы не будем углубляться дальше в теорию функций 
комплексного переменного — это не наша задача. Сделаем 
только замечание по поводу формулы

ш =  е*. (7)

1Т1 ( 1 + х ) = Х - ^  +  у (— 1 <  1).



которая была выведена в § 4 .16  для действительных ». 
Если подставить в ряд в правой части вместо х  комплекс* 
ное г  с

1* 1 0 .

то ряд останется сходящимся. М ожно сказать, что его сумма 
равна In (1 +  г), так как мы его определили выше, точнее, 
равна одной из однозначных ветвей многозначной функции

l n ( l - f z ) .

Функции комплексного переменного, разлагающиеся в 
степенные ряды (ряды Тейлора), называются аналитически
ми функциями. Они изучаются в разделе математики, 
называемом теорией аналитических функций или теорией 
функций комплексного переменного1).

Наконец отметим, что если в степенном ряде по сте
пеням и

a0 +  a 1u +  a iu2+ . . .

с кругом, сходимости | ы | <  /? положить u =  z — zov где 
z„ — фиксированное число (вообще говоря* комплексное), 
то получим ряд

flo +  fli ( г — zQ) +  a t ( z— zoy +  . . . ,

называемый степенным рядом по степеням г  — г 0.
Он сходится в круге (сходимости) | z — z0 <  R  и рас. 

ходится для z , удовлетворяющих неравенству z — z0 | >  R t

§ 9.14. Ряды в приближенных вычислениях

В «том параграфе мы будем заниматься приближенным 
вычислением значений элементарных функций.

Простейшая элементарная функция — это многочлен

Рп (х) =  а0 +  а хх  +  . . .  +  апх".

Вычисление этой функции при х =  х0 сводится к про
изводству конечного числа сложений и умножений. Зна
чение этой функции в точке Xt, может быть легко найдено 
с любой степенью точности. Если использовать ЭВМ (элект
ронную вычислительную машину), то это можно сделать 
весьма быстро.

1) См. нашу книгу «Дифференциальные уравнения. Ряды. Крат
ные интегралы. Функции комплексного переменного».
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Другие элементарные функции, такие как sin л:, 
arctg дс, как мы показали выше, разлагаются в ряд 
Тейлора по степ ен ям *.

Погрешность, которую мы допускаем при замене функ
ции (суммы ряда), на многочлен Тейлора, можно узнать, 
оценивая остаточный член ряда.

Рассмотрим степенной ряд

f {x)  =  c0+ c lx + c ix2 + . . .  (— R < x < R )  (1)

с интервалом сходимости (— R , R ). Строго внутри интер
вала сходимости он сходится к f  (x) со скоростью убываю
щей геометрической прогресс™ .

В самом деле, пусть q x и q — произвольные числа, 
удовлетворяющие неравенствам 0 <  q x <  q <  R. Тогда ряд 
( 1) сходится в точке x =  q и его члены образуют ограни
ченную последовательность (\cnqn М , у п ). Поэтому для 
всех х  е [ — Чи 4i]

где Чг/Ч <  1-
Мы видим, что степенным рядом выгодно пользоваться 

для вычисления значений функции f (х) в точках, лежа
щих строго внутри интервала сходимости.

Если ж е точка х  есть один из концов интервала 
(— /?, R),  то в этой точке, если ряд и сходится, то мед
леннее, чем убывающая геометрическая прогрессия. Обычно 
настолько медленнее, что нецелесообразно пользоваться 
непосредственно степенным рядом ( 1) для вычисления 
значения f в указанной концевой точке. Н иже мы проил
люстрируем эти факты на конкретных примерах.

Начнем с вычисления числа л.
В § 9. 12 в примере 1 показано, что

arctg х  =  х — — . . .  (— 1 <  лг <  1). (2)

В точке х = \  этот ряд также сходится. Докажем, что 
он сходится именно к arctg 1 =  л /4 . В § 9 .12  этот факт 
мы не доказывали.

Рассмотрим тождество

1 - х *  +  х * - . . . + ( - ! ) " д«« +  (—



Интегрируя это тождество на [0, 1] имеем
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dx
J  \ + х 2

о
1

+ ( - D n+iJ
о

где

l

x2rt + 2
1 +  x 2 dx.

Легко видеть, что 
i

Отсюда следует, что

dx- 2л+  3

arctg 1 — £
( - 1)*

к = 0
2fe+ l

0 ,

• 0, п-

оо.

т. е. arctg 1 является суммой ряда

. .• я V 4 (— О* 
arctg  — 4 — 2ft +  i

или

л =  4 у  <*-■ 2fe+ l • (3)
ft =0

Мы видим, что этот ряд сходится медленнее любой 
убывающей геометрической прогрессии.

Д ля того чтобы вычислить число я  с помощью ряда (3), 
с точностью до 10~,“, надо взять столько слагаемых ряда 
(3), чтобы остаток был меньше 10“ *. Так как ряд (3) есть 
ряд Лейбница, то его остаток меньше модуля первого его 
члена

1Я . 1- 4 £
* = П + 1

2*+1 < 2л -f-3

Отсюда видно, что при п =  2 1 0 * ,  | Я „ | <  Ю-4 . Таким 
образом, нужно взять два миллиона слагаемых ряда (3),
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чтобы гарантировать значение числа я  с требуемой точ' 
ностью.

Вручную такую работу выполнять бессмысленно. На 
ЭВМ эту работу можно выполнить, но и на ЭВМ эта ра
бота будет не производительной, если мы будем пользоваться 
рядом (3).

Укажем ряд более быстро сходящийся к числу я , 
С этой целью рассмотрим число а  такое, что

t g a  =  1/5.
Тогда

t g  2 a  =  ■ ? (? а  д =  — 
в  1— t g 2 a  1— 1/25 12’

tK 4a - - ^ L ~ ! ! 014 1 — tg 22a 119’ 
л  \  tg 4 a — tg (л/4) 1 

t g  Г ®  -  4 )  =  r +  tg  4a- tg  (л/4) 23§ *

Отсюда
4 a — i  =  arctg (1/239), 

я =  16a— 4arctg (1/239) =  16 arctg (1/5) — 4 arctg  (1/239). 

Используя теперь ряд (2), получаем

л =  16 V  (-'>*  4 £  (~ 1}*
(2 й + 1)5**+ 1 (2k + l )  2 3 9 « + i *

Последние -двэ ряда сходятся довольно быстро (быст
рее убывающей геометрической прогрессии).

Легко проверить, что остаток первого ряда уж е при 
« • = 4  меньше 10~в. Поэтому, вычисляя четыре слагаемых 
первого ряда и два слагаемых второго рядз, (с точностью 
до седьмого знака), в результате получим

я «  3,141592,

причем первые пять десятичных знаков точные.
В ы ч и с л е н и е  л о г а р и ф м о в .  Ряд Тейлора для 

функции 1/ =  In ( 1+ * )  можно получить, интегрируя тожде
ство .

j J - » ! — , ( | *|  < i ) ,

M * + 4 - f ‘ l £ - * - T + H r + - - . .  «>0



{ 9.14. РЯДЫ В ПРИБЛИЖЕННЫХ ВЫЧИСЛЕНИЯХ 4 Ц

При дс— 1 данный ряд сходится и притом к 1п2.
В самом деле, интегрируя тождество

по [0 , 1], получаем

In 2 =  1 у + у  • • • + (  +Рп»

где
i

1Ы = < ^ П+1 ^ = 7 Г Г 2 - * 0 ’ п -
ОО.

Р яд (4) при х = 1 ,  так ж е как и ряд (3), сходится 
медленно.

Заменяя в (4) х  на — х, получаем

к = 1
l n ( l — JC)------- (5)

Вычитая (5) из (4), имеем

2fe+ l

Это равенство и используется для вычисления лога
рифмов от натуральных чисел. Например, полагая л: = 1 / 3 ,  
получаем

со

In 2 =  2 Е  (2fe+ 1) 32*+1 • W
k-Q

где ряд справа сходится даж е быстрее геометрической 
прогрессии.

Д ля вычисления In 2 с точностью до 10~S достаточно 
взять пять слагаемых ряда (7)<

1п2 да 0,693146

(каждое слагаемое ряда вычисляем с шестью знаками 
после запятой).

Вообще, полагая
1
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m — натуральное число, получим
1 ~\~х_т - \ - 1
1— х т ’

СО ( 8 )

In (т + 1) =  In m +  2 У*,
*Го (2* + 1) (2/я +  l)2ft+l '

Полагая последовательно т =  2, 3, найдем 1пЗ, 
I n4, . . .  . Ряд справа в (8) сходится очень быстро.

В ы ч и с л е н и е  к о р н е й .  Ряд Тейлора для функции 
/ ( * )  =  (! -\-х )а мы получили в § 4.16:

Р яд (9) называют биномиальным. Известно, что ряд (9) 
при лс =  ±  1 не всегда сходится, а если сходится, то мед
ленно. Поэтому, если, например, надо вычислить V 2, 
то не рационально воспользоваться формулой (9) при х  =  1, 
а  = 1 / 2 .  Н о вот как можно поступить. Обычно преобра
зуют подкоренное выражение так, чтобы оно мало отли
чалось от единицы:

Н ахождение чисел 25 и 49 можно производить так: 
выписываем квадраты натуральных чисел

затем выписываем ряд чисел, получаемых из ( 11) умноже
нием на подкоренное выражение, в данном случае на два:

В строках (11) и (12) ищем числа таким образом, 
чтобы их отношение было близким к единице. Среди 
выписанных чисел это и будут числа 49 и '50 =  2 -25 .

Если эти строки продолжить, то можно найти еще 
близкие числа 289 и 288, т. е.

У  2 =  г Л ^ 4 9  =  1  l / 5 2  =  Z ( i  +  ± y /2
v V  25-49 5 г 49 5 \  ^  4 9 )  ’

или

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, . . . , (И)

2, 8 , 18, 32, 50, 72, 98, 128.............  (12)

i / 2 = 2-144-289 17 
144-289 """ 12



Теперь уж е можно использовать ряд (9). Например, 
в силу (13), при л: =  1/288 получаем

.ГЯ  1 7 А - т ( - 4 ) ( - т ) - " ( - 4 - * + 1 )  1 (14)
У 12 2 *  к\ 288*’ • 

к = 0

Ряд справа в (14) сходится очень быстро. Кроме того, 
он знакочередующийся, т. е. остаток ряда меньше модуля 
первого члена этого остатка.

Запишем ряд (14) в развернутом виде!

t/r2 —— / 1 _____ 1 I- ь з  1-3 -5 - +  \  (15)
У 12 \  2-288 22-2!2882 23-3!2883 ~  /*  к '

Третий член ряда (15) меньше 8 - 1 0 - в <  10—5, поэтому

1/ 5 * ’ Й ( 1 - 5 й ) - 1'414207-

с точными четырьмя знаками.
Отметим, что вычисление \^ 2 , исходя из (10), очень 

удобно, так как в знаменателе мы сразу получаем сте
пени 10. Если взять три первых слагаемых этого ряда, 
то / 2 »  1,41421.'

П р и м е р  1. Вычислить | / 5 с точностью до 0,01. 
Выпишем кубы натуральных чисел

1, 8 , 27, 64, 125, 216, . . .  

и ряд этих чисел, умноженных на 5,
5, 40, 135, 320, 625, 1080..............

Отсюда

З / ё  $ /  5-27-125 _  1  ( \  У / 3 - £ / Г Г 4 - - 1 У /Э = ,
/ 5 =  ] /  "27Л 2Г “  3 H  +  125J - 3  1 1 +  100;

5 ( ,  , 8 2-8» , 2 -5 -83 1
“  3 \  +  3-102 За-21 10* 3?-3! 10*

третий член ряда

l5 '8*. с  о 01 
з м о 4 ^  * ’

поэтому
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с точностью до 0 ,01.



§ 9 .15. Понятие кратного ряда

Выражение

Ё Д о и .  - ( 1)
л=о/=о

где ак1— числа (действительные или комплексные), завися
щие от пар индексов к, 1 =  0, 1, 2 , . . . ,  называется двой

ным или двукратным рядом. Числа аН1 
называются членами ряда, а числа
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(k,l) 'т п  —  .—  
/г =  0 /  =  0

частичными ( частными)  суммами ряда
-  ( 0 -

т *  Пары целых неотрицательных индек- 
Рис. 108. сов (k, I) можно рассматривать как точки 

плоскости с целыми неотрицательными 
координатами. Тогда в частную сумму S mn входят члены 
ряда ( 1) с индексами к, I, соответствующими точкам (к, I) 
прямоугольника 0 ^ / ^ л ]  (рис. 108). В силу
этого частичные суммы S mn называют еще прямоугольными 
частичными суммами ряда  (1). Количество членов ряда (1) 
в S mn будет ЛГ =  ( / л + 1 ) ( л  +  1).

По определению ряд ( 1) сходится по прямоугольникам  
к числу S , называемому суммой ряда  ( 1), если существует

lim S mn =  5 ,  (3)
т, п-+ со

т. е. если для любого е >  0 найдется такое число N 0 (е), что

|S m„ - S | < 8

для всех т , п >  N.0 (е). В этом случае пишут
ОО 00

5== 2  2 aftI.
1=0

Остановимся на случае, когда члены ряда '(1)— не» 
отрицательные числа (akl ^  0). Положим

Л =  sup S mn. (4)
т, п

Если Л <  оо— конечное число, то для любЬго в > 0  
найдется пара т 0, n t  такая, что Л — e < S m, n , < Л , а
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вследствие неотрицательности ак1

Sm„п. <  smn, т, п >  N 0 =  max (m0, n0).

Поэтому Л — е <  S mn <  A - f  е, m, п >  N 0, и существует 
предел

Ряд (1) называется абсолютно сходящимся, если схо
дится (по прямоугольникам) ряд

Как и в случае обычных рядов, доказывается, что абсо
лютно сходящийся ряд сходится. Доказательство бази
руется на критерии Коши: для того чтобы ряд  (1) схо
дился, необходимо и достаточно, чтобы для всякого е >  О 
существовало число N  (е) такое, что

каковы бы ни были p i ,  п, р , q >  N  (е).
Обоснование критерия Коши производится так ж е, как 

и в случае обычных однократных рядов.
Н аряду с рядом (1) можно рассматривать еще выра

жение

которому естественно приписать число А  (если только оно 
существует), получаемое следующим образом: если для 
каждого k — 0, 1, . . .  ряд, заключенный в скобки, сходится

и имеет сумму А к и ряд 2  \  сходится к числу А , то

lim S mn *= А.
т , п-*-&

Если ж е Л =  оо, то, очевидно (при akl^ 0 \ ) ,  lim S mn=

«= Л =  оо. В этом случае пишут

оо СО

I $тп Spq I <  е»

полагаем



Т е о р е м а  1. Если ряд  (1) абсолютно сходится, тс 
имеет место равенство

00 СО 00 /  00 \

2  W  (6)*=0/«0 * » 0 \/-0  J

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим сначала, что а*( не
отрицательны. Пусть левая часть (6) равна числу S .

Д ля любых неотрицательных s и п при s ^ m
п т п

2 а л<< 2  2  (7)
1 = 0 ' к = 0 1=0
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откуда ряды 2  asi (s =  0 , 1, . . . )  сходятся; поэтому, если
1=0

во втором неравенстве в (7) зафиксировать т  и перейти 
к пределу при п —»-оо, получим, что

т  /  оо \

2  ( H a ki ) < S
\/= о  )

для любого т,  откуда следует существование числа А 
(см. (5)} и тот факт, что ,4 < ; S .

С другой стороны, если число А  конечно, то при лю
бых т,  п

т п т /  п  \

$тп = * 2  2
*=0 /=0 А=0 \Ы 0 J

и потому

5  =  sup S mn <  А.
т, п

Равенство (6) при ак1^  0 доказано.
Пусть теперь ак1— действительные произвольные числа. 

Положим

+ _ /  a,cl _ j  — akl 
ak , - \  0 (ak[ <  0), ak l ~  \  0 (akl >  0).

Тогда

a kl =  atl —  a kly I O** | =  Okl +  a kl •

Поэтому из сходимости ряда S S I  aklj следует сходи
мость рядов 2 S a w> S S G*' c неотрицательными членами



и потому 

2 2  °ki =  2 2  ai ‘ —  2 2  =
- 2 ( 2 а2/ ) - 2 ( 2 ай )  =  2 ( 2 а * , ) .

Наконец, если ак1 =  а к1 +  ifikl— комплексные числами 
ряд У 2 1 ahi I сходится, то сходятся также ряды 2 2  I а *« !> 
2 2 3 |Р « 1 .  где а ы и Р*;— действительные числа; поэтому

2 2  aki =  2 2  aki +  * 2 2  Р  hi =

- ? ( 2 « . , )  +  i 2 ( l X )  =  S ( 2 a „ ) .

Теорема доказана полностью.
П р и м е р  1. Исследовать, при каких а  >  0 сходится 

двойной ряд
СО 00

2  2  (* +  / ) - “ •
*=i /= 1

Р е ш е н  и е. В силу теоремы 1 исследование можно 
свести к сходимости обычных (однократных) рядов

2  (£ +  / ) - “ =  Л* и 2 л а.
/= 1 *=i

Как мы знаем (см. § 9 .2 , теорема 2), сводимость пер- 
00

вого ряда 2  (* +  /)"* эквивалентна сходимости несобст- 
/=i

00

венного интеграла \ ( k - \ - y ) ~ a dy,  который сходится при 
о

а  >  1:

^ = = £ ^ + />"а < 5 ( / г + ^ ' а ^ = г ^ ^ + ^ , ' а i : =
Ы 1 о

Далее,
OD 00 СО

£  * — ■- i z n + S s i r * —  <
*=1 к = 1 А=* 2

оо
< _ i r + f —y— X' ~a dx.  ^  а — 1 1 J а — 1

Я. С. Б угров, С. М. Н икольский

$ 915. ПОНЯТИЕ КРАТНОГО РЯДА 417



418 ГЛ. 9. РЯДЫ

Последний интеграл сходится при а — 1 >  1, т. е. при 
а  >  2. Поэтому исходный двойной ряд сходится по прямо
угольникам при а  >  2 .

Рассмотрим еще новый вопрос. Пусть двойной ряд (1) 
сходится и притом абсолютно. Его сумму S , так же как 
сумму S ' ряда, составленного из его абсолютных величин, 
можно записать в виде пределов последовательностей

S =  lim HmS„„, S ' =  lim 2  2 1 aw | =  lim
п-+  ОО 0 О П-+ 00 n-+ 00 0 0 n-+ CD

обычных, зависящих только от одного индекса п. После
довательностям |S nn}, {S,'OT} соответствуют сходящиеся ряды

S  =  а оо +  (aio +  ° и  +  a o i )  +  (^ 2 0  +  а11 +  а 22 +  а 12 +  й02)

+  ( а зо +  • • • ) + • • • »  ( 8)

S' =  I а оо I +  ( I  а 10 I +  I aii  1 +  I aoi I )  +

+  (I fl20 I +  I a ti I +  I йг» 1 +  I G1J I +  I fl02 I) +  • • • (9)

с членами, равными суммам чисел, стоящих в скобках. 
Н о в скобках второго ряда стоят неотрицательные числа, 
поэтому сходимость его не изменяется, если в нем скобки 
вычеркнуть:

I °00 1+1 °10 1 +  1 аИ I + |  aQl I +  1Я20 1 +  • • • • (Ю) 

Но тогда ряд

°00 +  Я 1 0 + а 1 1 + й 01 + Я 20 +  • • •. ( 1 1 )

полученный вычеркиванием в (8) всех скобок, абсолютно 
сходится, следовательно, сходится, очевидно, к 5 .

Мы доказали, что если двойной ряд (1) сходится 
к числу S  и притом абсолютно, то полученный из него 
обычный (однократный) ряд (11) сходится тоже к S  и 
тоже абсолютно. Но члены абсолютно сходящегося ряда 
можно переставлять как угодно, не нарушая его сходи
мости и не изменяя суммы.

Этим доказана следующая
Т е о р е м а  2. Если члены двойного ряда  (1), сходяще

гося к числу S  ' и притом абсолютно, перенумеровать 
любым способом (vt , vit v it . . . )  при помощи одного индекса 
и составить ряд v0 - f  4- +  • . . ,  то последний будет  
сходиться к т ому же числу S  абсолютно.

Д окажем следующую теорему:



Т е о р е м а  3. Пусть заданы два абсолютно сходя-
00 ос

щихся ( однократных) ряда  2 ик> 2  ^  “  пусть всевозмож-
о о

ные произведения uhv, (k, 1 =  0, 1, 2 , . . . ) ' перенумеро
ваны: w 0, wlt w 2, . . .  любым способом при помощи одного 
индекса. Тогда справедливо равенство

оо со оо

2 ^ x 2 ^  =  2 ^ * ,
О О О

где ряд справа абсолютно сходйтся.
ее

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В самом деле, пусть 2 1 uk | =» М ,
о

00 00 00

2 1 v t | =» N . Двойной ряд 2  2 4kv t абсолютно сходится 
о *=0/=0

потому, что при любых т, п
т п т п
2 2 | в д 1  =  2Ы х 2К 1<м.лг .
0 0 0 0

Поэтому
сс со П П П п

2  « * х 2 ^  =  lim 2  « * х  lim 2 ^ = l i m  2  2 н * ^ !=!
А * 0  / =  О n-*oo k = 0 п —*~со / «= 0 п-+<х> Ьг=0 1 = 0

00 00 00

“ 2 2  “ kv i =  2  &У/. *=0/=0 /=0

где последнее равенство справедливо в силу предыдущей 
теоремы.

З а м е ч а н и е  1. Отметим, что теорема 3 по сути 
дела доказана в § 9.13. Здесь мы привели доказатель
ство, использующее понятие сходимости двойного ряда.

В заключение заметим, что можно рассматривать 
n -кратные ряды (п ^  3)

00 00

5 ] • • ■ 2  @k„ k„ .... кЯ‘
А] = 0

З а м е ч а н и е  2. Выше мы ввели понятие прямоуголь
ных частичных сумм S mn, содержащих N  членов ряда (1) 
(N  ( m +  1) (п +  1)). Любую сумму, состоящую из конеч
ного числа N  слагаемых ряда (1), принято также назы
вать частичной суммой этого ряда.

В случае кратного ряда (1) частичные суммы, содер
жащие N  членов ряда, которые мы будем обозначать
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через S N, можно строить различными способами. Напри
мер, можно взять частную сумму, содержащую члены 
ряда с индексами к, /, отвечающими точкам плоскости 
(k, I ), принадлежащим кругу радиуса R  с центром в на
чале координат (рис. 109)

S N — S R — 2 -*«■

Отметим, что числа N  и R  связаны соотношением 
N =  0 ( R *) (можно доказать, что количество точек (k, I) 
с целочисленными координатами, находящихся в круге 
радиуса R, пропорционально площади этого круга).

Сумма S R называется круговой (сферической) частич
ной суммой ряда ( 1).

Для n-кратного ряда ( п ^ З )  сферическая сумма имеет
вид

S r — 2  a*t......k„-
k\ + ... + kl<R‘

Если в частичную сумму включить члены ряда (1) 
с индексами (k , /), удовлетворяющими условию

0 < 6  +  / < М  ( к ^ О ,  1 ^ 0 ) ,

то соответствующая частная сумма 5 ^  =  5 ^  (А/ =  0 ( М ‘)) 
называется треугольной (рис. 110) частичной суммой  
ряда  ( 1).

В зависимости от характера частичных сумм можно 
определить различные виды сходимости ряда ( 1) (по сфе
рам, треугольникам, и т. п.) <•

Ряд (1) называется сходящимся к числу S  по сферам, если 
Ve >  0 3 jV„(e) такое, что при / ?>Л/ „( е )  выполняется 
неравенство

|S * — S I <  е.



Аналогично определяется сходимость по треугольни
кам. Представляет интерес вопрос о том, как связаны 
между собой различные виды сходимости кратного ряда 
( 1), но мы не будем на этом останавливаться.

З а д а ч и

1. Исследоиать, при каких а  >  0 сходится тройной (трехкрат
ный) ряд

00 00 00

2  2  2  ( А - И + т Г * .k= 1 /= I т= 1
От в е т :  а  >  3.
2. Исследовать, при каких а  >  0 сходится л-кратный ряд

2  . . .  2  (* !+ ••  • + * . ) “*•
*, = 1 <г„=1

От в е т :  а  >  л.
3. Исследовать, при каких а  > О сходится двойной ряд

СО 00

2  2  (**■+<•)-*■
*= | 1= 1

От в е т :  а  >  1.
4. Исследовать, при каких о ,  Pi, рг >  0, сходится двойной ряд

2  2 (*р‘+ /р*)-“- 
kz= 1 /к I

1 , I
От в е т :  а  > ъ—f-ц - .

Pi Р» o n
5. Исследовать, при каких a , Pi, . • . * Р„ >  0 сходится л-крат- 

рый ряд

2  2k{ = 1 1
п

О т в е т :  a  >  > , -g— •

§ 9.16. Суммирование рядов и последовательностей

Пусть задан числовой ряд

мо +  и\ +  • • • 0 )

и последовательность его частичных сумм

■S/»=  м# +  Ы1 +  • • • + м«. (2)
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Ряд (1) может быть сходящимся или расходящимся. 
Последовательность

a n ==^ q r f [ S 0 +  S i + . . . + 5 „ ]  (п  =  0 ,  1,  , . . )  (3)

называется последовательностью средних арифметических 
последовательности или ряда (1). Легко подсчи
тать, что

Таким образом, члены суммы ап отличаются от соот
ветствующих членов частной суммы ряда ( 1) тем, что
последние умножаются на числа hk =  1 — , меньшие
единицы. Поэтому, если ■последовательность расхо
дится, то может случиться, что последовательность \а п} 
все ж е сходится.

. По определению ряд (1) (или последовательность {£„}) 
суммирует ся методом средних арифметических к числу а, 
если существует предел

lim оп =  а. (4)
П—► 00

Т е о р е м а .  Если ряд  (1) сходится к числу S , то он 
суммирует ся методом средних арифметических и при
том к т ому же числу S.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ряд (1) сходится; тогда 
существует такое число М , что

| S , | < M  (/  =  0 , 1 , 2 , . . . ) ,  (5)

и такое достаточно большое натуральное число п, которое 
мы будем считать фиксированным (а k, и в дальнейшем 
р-переменными), что

I S n+k— ^ | <  е ( k = \ ,  2 , . . . ) .  (6)

Имеем, далее,
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"  Р § I/ ‘S Sn+k^+ { p  П + Р  +  l ) ^ , S " H

л+ ^ ‘ c i  *’
откуда, учитывая, что

J _________1 я+ 1
Р П + Р +  1 _  р ( п  +  р +  1)’

получим

| 5 - а „ + я | < е + 7^ ^ М + 71̂ ± 1 7 М < е  +  е +  е =  Зе

(р ^  Л>).

если Р 0 достаточно велико. Следовательно, ал+/, —► S  
{ р —+ оо) или, что все равно, оу— ( / —* оо ), т. е. тео
рема верна.

00
П р и м е р  1. Рассмотрим сходящийся ряд 5 ] 2 - *=*2.

А=0
Здесь

5 i =  1 +  , • • • , *$„ = 1 + 2- + . . . + ^  =  2 — ^

Отсюда

о . - Н Т г № + - + 5 . ]  =  ^ т | : ( 2 - ^ ) -

В Й П ' [ 2 (п +  2 + 2̂ ]  =  2 - Г н + 2Г ( Г + ц — 2
( п ---*• о о ).

П р и м е р  2. Ряд 1 — 1 +  1 — . . .  расходится, но он 
суммируется к числу 1/2 методом средних арифметических. 

В самом деле, для данного ряда S 0 =  1, =  0, . . .
• ••» ‘-*2/1 + 1 = 0 , . . .  .

Поэтому

а*пЯ̂ 2п + 1 [5 о +  • • • + 5 2П] =  2л+ 1  t 1 + °  +  - • - + ° +
/1+1  1 . , 

~  2п+ 1  _Н" 2  (п —,,00) ‘-

a an+l  ~ 2 п  +  2 • • • " b ^ * n + ' 5 * n + i ]  =  2 ( п + 1 )  ~ ~ 2  “ У

(П — оо).



Наряду с последовательностью {<т„} средних арифме
тических ряда ( 1) можно рассматривать произвольные 
средние \ t n) ряда ( 1), определяемые равенством

/ „ = 5 1  *kuk< СП* = 0

где (Л =  0 , 1..........п) — произвольная последовательность
действительных чисел, вообще говоря, зависящая от п. 
Эти числа можно было бы обозначить через Я*1’. Однако 
ради краткости будем писать X* вместо Xj,n>.

Если Х * = 1— j J - j  , то / в =  о„.

Если существует предел

lim t n =  T , (8)
П-+ оо

то говорят, что ряд ( 1) суммируем методом средних 
к числу Т.

Естественно возникает вопрос, при каких сходя
щийся к 5  ряд ( 1) суммируется методом \ i n\ к числу 5 .

Чтобы ответить на этот вопрос, будем считать, что 
*■0= 1; ** =  °  при k ^ n +  1; АХк =  Хк — Хк+1.

Тогда

2  Д*л =  (*о — *i) +  (*i — * ■«) +• • • +( *„— *n + i ) = * n = l -  (9)* = 0

Имеет место преобразование Абеля следующего вида 
(см. также § 9.8):

П П
2  а к ^ к ~  2  ( а к a k + i )  В к <*=0 *=0

где Bk =  bt + . . .  +  Ьк, ап+1 = 0 .
Тогда

t n = i A K S k, (Ю)
*=о

где S k — частичные суммы ряда (1).
Д алее, используя (9), имеем

t a - S =  2  А \ к (Sk- S ) .  (11)
о
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Применяя в (11) неравенство Буняковского, получим
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п \  1 /2 / п ч 1/2
(n +  l ) 2 | A X . r ]  . (12)

Теперь, если ряд (1) сходится к числу 5  (сумме ряда), 
то последовательность \(S k— 5 )2} сходится к нулю. Сред
ние арифметические этой последовательности, по дока
занному выше, также сходятся к нулю.

Поэтому из (12) получаем следующее утверждение: 
если числа Хк таковы, что

то сходящийся ряд  ( 1) суммируется методом средних 
\ t„} к своей сумме.

Заметим, что для средних арифметических {о,,} усло
вие (13) выполнено:

/  п п \

K - S | < ( 2 | A M a S ( S » - S ) ’ j

п

( « +  1) 2 | д М 2< с .О
(13)

п

п
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ная) 63
— комплексного числа 206 
Арифметические действия над

числам'и 22 
Архимедово свойство чисел 24 
Асимптота 181
Асимптотическое равенство 120 
Ассоциативный закон слож ения 

чисел 24 
--------умнож ения чисел 24

Бесконечная десятичная дробь 
14, 15

Бесконечно больш ая величина (по
следовательность) 42

— м алая величина (последова
тельность) 42

Бесконечный интервал 28
— полуинтервал 28
— предел 42
Бином Нью тона 48, 161

Вейерш трасса признак равномер
ной сходимости 382

— теорема 94, 335
--------об ограниченности непре

рывной функции 94, 335 
------------- экстремальны х значени

ях непрерывной функции 94, 335

Вектор касательной 192
— нормали 192
— л-мерный, единичный 297 
Вектор-функция 190 
Величина (последовательность) бе

сконечно больш ая 42
— (—) — м алая 42 
Верхний интеграл Д арбу  247 
В ерхняя грань точная 51, 53
— сумма Д ар бу  245 
Вложенных отрезков принцип 50 
В нутренняя точка множества 301,

331
Выпуклость кривой в точке 177 
--------  на отрезке 180

Гармонический ряд  375 
Гипербола 132
Главный линейный член прира

щ ения функции 142, 309
—  степенной член функции 122 
Градиент функции 318 
Граница множества 331
Грань точная верхняя 51, 53
— — ниж няя 52, 53 
График функции 65

Д аламбера признак сходимости 
ряда 372 

Д арбу  суммы 245 
Д ействительная часть комплексно

го числа 206 
Д ействия над числами арифме

тические 22 
Д есятичная дробь 14, 15
— — бесконечная 15 
Д и рихле признак 259
—  ядро 386
Дифференциал функции 140, 310 
Дифференциалы высших поряд

ков 146, 321
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Дифференцирование параметриче
ски заданны х функций 149

— рядов 388, 400 
Д ли н а дуги кривой 268 
Достаточные условия экстремума

функции 171— 174 
Д робно-линейная иррациональ

ность 218 
Д робь простейш ая 215

Зависим ая переменная 63 
Зам ена переменных 199 
Замечательны е пределы 116, 117 
Зам кнутое множество 328 
Зам ы кание множества 332 
З н аки  вклю чения 10

И нвариантность формы первого 
дифференциала 148 

И нтеграл Д арбу  верхний 247
—  — нижний 247
— неопределенный 196
— несобственный 249, 367
— определенный 224
— от монотонной функции 248
—  — непрерывной функции 248
— с переменным верхним преде

лом 235
— , сходящ ийся абсолютно 253 
И нтегральная сумма Римана 223
— теорема о среднем 244 
И нтегральны й признак сходимо

сти рядов 369
И нтегрирование иррациональных 

вы раж ений 217
—  подстановкой 119, 241
— по частям 202, 243, 257
— рациональных выраж ений 214
— рядов 386, 399
—  тригонометрических вы раж е

ний 220
И нтервал 28
Интерполяционный многочлен Л а 

гранж а 279 
И ррациональное число 13, 16

К асательная к кривой 128, 144
— плоскость 314 
К вадратичная иррациональность

218
— форма 324
К вадратурная формула 282, 285 
К вантор всеобщности 12
— сущ ествования 12

Колебание функции на множестве 
247

Коммутативный закон слож ения 
чисел 24

--------умнож ения чисел 24
Комплексное число 205
-------- сопряженное 205
К омплекснозначная функция 207 
Корень (нуль) многочлена 210 
Коши вид остаточного члена фор

мулы Тейлора 1С2
— критерий для несобственных 

интегралов 250
-------------  последовательностей 69
------- г — рядов 366
------------- функций 80
--------  равномерной Сходимости

380
— признак сходимости ряда 373
— теорема о среднем 152 
К ривая гладкая 184, 191, 265
— зам кнутая 266
--------непрерывная 184, 266, 301
— непрерывная 184, 266
— плоская 184
— самонепересекаю щ аяся 266
— самопересекаю щ аяся 266
— спрям ляем ая 268 
К ривизна кривой 273
-------- , радиус кривизны 274
--------  , центр кривизны 274
Критерий Коши для несобствен»

ных интегралов 250
-------- сущ ествования предела 60,

366, 415
К руг сходимости степенного ряда 

395 
К уб 292

Л агранж а вид остаточного члена 
формулы Тейлора 162

— теорема о среднем 152
— функция 362 
Л апласа уравнение 391 
Л иния уровня 350 
Л окальны й экстремум 149, 172
--------относительный 358
Л опиталя правило 158
Л уч 293

М аж оранта 29, 52 
М аксимум локальны й 148, 330 
М асса стерж ня 223 
М атрица 19
М гновенная скорость 126
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Метод множителей Л агран ж а 362
— неопределенных коэффициен

тов 204
— суммирования 421 
Минимум локальный 148, 336 
Мнимая часть комплексного числа

206
Многочлен 89, 161, 210, 212, 299
— Л агран ж а 279
— Тейлора 161
Множества эквивалентные 29 
Множество 10
— бесконечное 29
— всюду плотное 35 ,
— замкнутое 328
— неограниченное 29
— несчетное 31
— ограниченное 29, 328 
— , — сверху 29
— , — снизу 29
— открытое 301
— пустое 10
— связное 301
— счетное 30
Множителей Л агран ж а метод 362 
Модуль комплексного числа 206

Независимая переменная 63
Необходимое условие интегрируе

мости функции 228
— — сходимости ряда 366
— — экстремума функции 172, 

363, 377
Неопределенностей раскрытие 44, 

156
Н епрерывная вектор-функция 190
— кривая 184, 265
— ф ункция 85, 298, 333
— —  комплексного переменного 

404
Непрерывность действительных 

чисел 61
Н еравенство треугольника 27, 269
— чисел 17
Несчетность действительных чисел 

31
Н еявная функция 71, 343
Нижний интеграл Д арбу  247
— предел последовательности 57
Н иж няя грань точная 52, 53
— сумма Д арбу  245
Н ормаль к кривой 130, 192
— — поверхности 348
Ньютона — Лейбница теорема 228

Область 301
— определения функции 63
— сходимости ряда 165
О браз посредством функции 64 
О братная функция 99 
Обратные тригонометрические 

функции 115 
Объединение (сумма) множеств 11 
Объем тела вращ ения 264 
О днозначная функция 63 
О днородная функция 320 
Односторонние пределы 83 
Окрестность точки 28, 78, 290, 292 
О перация дифференцирования 

123, 302, 309
— интегрирования 196, 224 
О риентированная кривая 266 
Остаточный член квадратурной

формулы 283
— — ряда 366
— — формулы Тейлора в ин

тегральной форме 245
— — — — — — — Коши 162
— — — — — — — Л агран ж а 

162
------------- -------------------- Пеано 163
Отображение 64, 356 
О трезок (числовой) 28 
О трицание утверждения 12

П арабола 132 
П ервообразная 195 
Переменная величина 10
— зависимая 63
— независимая 63 
Переместительный (коммутатив

ный) закон слож ения 24
— (— ) — умножения 24 
Пересечение множеств 11, 79 
Плоскость касательная 314, 348 
Площадь в полярных координатах

263
— криволинейной фигуры 222
— поверхности вращ ения 277 
Поверхность уровня 349 
Подмножество 10 
Подпоследовательность 55 
Подстановки Эйлера 219 
П оказательная форма ком плек

сного числа 208
Полином (многочлен) 89, 161, 210, 

212
Полнота действительных чисел 61 
Полярные координаты 72 
--------, график 74



ПРЕД М ЕТН Ы Й УКАЗАТЕЛЬ 429

П олярны е координаты , площадь 
263

П орядок переменной 119 
Последовательность 19, 32, 379
— бесконечно больш ая 42
— — м алая 42
— монотонная 19, 45
— неубывающая 19, 45
— ограниченная 19, 29 
  сверху 19
— — снизу 19
— стабилизирую щ аяся 19, 46
— фундаментальная 59
— функции (функциональная) 379
— — , равномерно сходящ аяся 379 
П равило Л опиталя 158
Предел по направлению  298
— последовательности 25, 33 , 379
— — верхний 57
— — комплексных чисел 366
— — нижний 57
— функции 74 , 292
— — слева 83
— — справа 83
— частичный 56 
Преобразование Абели 384 
П ризнак равномерной сходимо

сти Абеля 385
— — — Вейерштрасса 382 
 — Д ирихле 385
— сходимости ряда Д алам бера 372
— — — интегральный 369
— — — Коши 
Приращ ение аргумента 84
— функций 84г  301
— — , главный линейный член 

140, 309
Произведение комплексных чисел 

215
— последовательностей 39
— скалярное 319 
— функций 64 
П роизводная 123
— бесконечно больш ая 128
— вектор-функции 192
— в параметрическом пиде 149
— высшего порядка 145
— левая 123
— обратной функции 137
— по направлению  318
— правая 123
—  суперпозиции функции от 

функции 136, 316
— частная 302
— элементарных функций 133, 138

П ространство п-мерное 70 
П рямоугольник 392

Равенство действительных чисел 
17

Равномерная непрерывность 101, 
333

Равномерно сходящ аяся после
довательность 379

— сходящ ийся ряд 381 
Радиус кривизны 274
— сходимости степенного ряда 

395
Разность комплексных чисел 20П
— множеств 12
— последовательностей 30
— функций 64 
Разры в второго роля 01
— первого роди 01 
Расстояние между п и к а м и  SIN, IHJI 
Рациональная функции УМ 
Рациональное число lit, 1П 
РнМИИИ нн тегрклм ия  Г)ММ4 HIM
Ро л л  II Н'оргМИ II Г|»|>ЛМИМ 100 
Рид HW, 3(1Л 
- -  биномиальный 4IV
— гармонический
— краш ы й 414
— Лейбница 376
— равномерно сходящийся 381
— с неотрицательными членами 

371
— степенной 394
— — сходящийся 395
— — , теорема о сходимости 395 
— , сходящийся абсолютно 377,

415
— , — по прямоугольникам 414
— , --------сферам 420
— , —  — треугольникам 420
— — условно 379
— Тейлора (М аклорена) 164, 401
— функций 381

Свойство Архимеда вещественных 
чисел 24

Система функций, заданных неяв
но 350

С калярное произведение 319 
Скорость' мгновенная 126 
Сложение чисел 22 
Сочетательный (ассоциативны Л) 

закон сложения 24
— (—) — умножении 22 
С прямляемая кривая 268
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Средние арифметические 422 
С редняя скорость 126 
С резка действительных чисел 22 
Степенная функция 104 
Степенной ряд  394 
Строго возрастаю щ ая функция 66 
— убывающая функция 66 
Сумма Д арбу  245
— (объединение) множеств 11
— последовательностей 39
— Римана интегральная 223
— ряда 164, 365
--------  частичная 164, 365, 414
—  функций 64
Суммирование рядов и последова

тельностей 421 
С уперпозиция функций 64 
Существование корня арифмети

ческого 105
--------  многочлена 210
Сходимость несобственного инте

грала 249
— последовательности 33, 379
— ряда 395
—  степенного ряда 395
------------- , круг сходимости 395
Счетное множество 30

Таблица интегралов 197
— производных 133, 138 
Тейлора многочлен 161
— ряд 164
— формула 159
Теорема Больцано — Вейерштрас- 

са 55, 56, 334
— Вейерш трасса о равномерной 

сходимости 382
--------об ограниченности непре

рывной функции 94, 335
— Коши о промежуточных зн а

чениях непрерывной функции 
96

 —  среднем 152
— Л агран ж а о среднем 152
— Ньютона — Лейбница 228, 238
— о смешанных производных 305
--------  среднем интегральная 244
------------- Ролля 150
— Сильвестра 341
— Ферма 150 '
Теоремы Абеля о рядах 385, 398 
Точка выпуклости кверху 177
— — книзу 177
— множества внутренняя 301, 331
— — граничная 331

Точка перегиба 178
— разры ва 91
-------- второго рода 91
-------- первого рода 91
— стационарная 172, 338, 359
— устранимого разры ва 91
— n -мерного пространства 70, 

291
Тригонометрическая форма ком

плексного числа 208

Умножение последовательностей
39

— рядов 391
— чисел 22 
У равнения связи 358
Условие необходимое интегрируе

мости функции 228 
--------  сходимости ряда 366

Ф ормула бинома Нью тона 161
— квадратурная 282, 285
— Ньютона — Лейбница 228, 238
—  прям оугольников 282
— Симпсона 287
«— Тейлора (М аклорена) 159, 326, 

194
— трапеций 282 
Ф ункции эквивалентны е 120 
Ф ункция 63
— аналитическая 407
— бесконечно большая 82 
  м алая 79
— гармоническая 391
— гиперболическая 115, 116
— дифференцируемая 141, 309
— комплексного переменного 404
— комплекснозначная от дейт 

ствительного переменного 207
— Л агр ан ж а  362
— логарифмическая 112
— многих переменных 69, 290
— многозначная 68, 101, 406
— монотонная 66
— неограниченная 66
— непрерывная 85, 298
--------  в точке 85
------------------  слева 90
------------------  справа 90
--------на замкнутом ограниченном

множестве 333
— — — множестве 94
— нечетная 66
— неявная 71, 343
— обратная 72, 99
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Ф ункция обратная тригонометри
ческая 115

— ограниченная 66
— однородная 320
— периодическая 67
— показательная 108
— постоянная 103
— предельная 381
— разры вная в точке 91
— рациональная 214
— слож ная 64
— степенная 104
— строго возрастаю щ ая 66
— — убывающая 66
— тригонометрическая 114
— четная 66
— элементарная 103, 300

Центр кривизны 274

Частичная сумма ряда 164, 365, 
414

Частное действительных чисел 23
— последовательностей 39
— функций 64 
Чисел аксиомы 22
— свойства 22
Число, величина абсолю тная 17
— действительное 13, 16 
—- иррациональное 13, 16
— комплексное 205
— •— , аргумент 206
— — , действительная часть 206

Ч и сло  ком плексное, мнимая 
часть 206

— — , модуль 200
— — , сопряженное 206
— конечное (бесконечное) 28
— рациональное 13, 16
—  е 48
Ч исловая ось 18 
Член ряда 365
—  — остаточный 366

Ш ар 292

Эвольвента 274 
Эвол.: >та кривой 274 
Эйлера подстановка 219 
Эквивалентные предложения 12
— функции 120
Экстремум локальный 146, 336
— относительный (условный) 358 
Элемент множества 10
— — наибольший 51
—  — наименьший 51
—  последовательности 19, 32 
Элементарная функция 103, 300 
Эллипс 130
Эллипсоид 330

Ядро Д ирихле 386
— открытое 331
— Пуассона 391 
Я кобиан 351
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